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INTRODUCTION 



C'est à P. Bézier C21 que l'on doit l'idée de représenter les courbes 

et surfaces paramétrées polynômiales dans la base de Bernstein et d'utiliser 

leurs coefficients (qui définissent des points du plan ou de l'espace) comme 

des paramètres permettant de faire varier la forme de ces courbes et de ces 

surfaces : d'où les applications, en dessin graphique assisté par ordinateur, 

à la conception des formes géométriques utilisées dans l'industrie des auto- 

mobiles, des avions ou des bateaux. Cette idée a été généralisée par 

R.F. Riesenfeld C201 aux courbes et surfaces paramétrées splines polynômiales 

représentées dans la base des B-splines (qui constitue une généralisation de 

la base de Bernstein). Les splines paramétrées n'étant que des courbes poly- 

nômiales par morceaux, il était naturel d'associer à chaque morceau une repré- 

sentation Bézier locale et d'étudier les liens de cette représentation avec - v 
celle de Riesenfeld : c'est ce que nous avons fait, B. Germain-Bonne et moi- 

même dans le rapport Cl21 dont une partie est publiée dans CS21. Les algorithmes 

(SB) et (BS) permettent le passage de la repésentation dans la base des 

B-splines à la représentation locale dans la base de Bernstein et réciproquement 

(le premier algorithme a été donné également par W. Bohm C31). Ces algorithmes 

ont été repris et généralisés récemment dans Cg]. Dans le rapport [121, nous 

avons redémontré géométriquement les propriétés de diminution de la variation 

+ des approximants-splines de Schoenberg-Marsden Cl71 et, après avoir défini la 

notion plus fine de forme d'une courbe paramétrée plane, nous avons démontré 

que ces approximants splines diminuaient la forme de ces courbes sous certaines 

conditions. En dehors de ces conséquences théoriques, la représentation Bézier 

locale s'avère intéressante en dessin graphique car les points correspondant 

aux coefficients-Bernstein sont beaucoup plus proches de la courbe ou de la 

surface que les points correspondant aux coefficients-splines. Ces différents 

travaux font l'objet du premier chapitre. 



Dans les années 1973-75, Lipow, Schoenberg C141, Sharma C211 et Lee Cl31 

ont introduit de nouvelles sortes de B-splines pour la représentation des 

fonctions splines solutions de problèmes d'interpolation d'Hermite aux points 

entiers de la droite réel le. La construction de ces B-splines de degré 

n = 2m - 1 et de classe (1 S r S m) est faite à partir dés coefficients 

d'un polynôme de degré d = 2(m-r) calculé au moyen d'un déterminant d'ordrle 

d+r, et d'un système linéaire assez complexe. Grâce à la représentation 

locale des splines dans la base de Bernstein, je montre au chapitre 2 que ces 

B-splines se calculent aisément à partir des éléments propres d'une matrice 

de dimension d. J'obtiens également une représentation simple des fonctions 

fondamentales du procédé d'interpolation, ce qui permet en particulier le 

calcul des normes des opérateurs de projection. De nombreux exemples sont 

donnés dans les rapports CS41 et CS51. 

Au chapitre 3, je définis des splines quadratiques généralisées (SQG) 

1 qui sont des fonctions de C [a, bl constituées de morceaux de fonctions de 

la forme Si(t) = ai, + ail x + a u.(x) où x = (t-ti)/(ti+l - ti), lorsque i2 i 

t r [ti, ti+ll, T = {a = to < t l <  ... < tn = b) étant une subdivision donnée 

de Ca, bl. Quand ui(x) = x2 pour tout i = 0, 1, . . . , n-1, on retrouve les 
splines quadratiques classiques. Moyennant des hypothèses simples sur les 

fonctions u je généralise aux SQG des résultats démontrés par Marsden Cl61 i ' 
et sch8enberg C22.1, dans le cas polynômial, sur la norme du projecteur de 

Lagrange aux points (t + ti+1)/2 et sur une propriété d'optimalité des splines i 

d'interpolation par moyenne locale (histosplines). J'étudie également l'inter- 

polation d'Hermite (f et f') par les SQG, et je donne des majorations d'erreur 
P 

pour les interpolants de Lagrange et d'Hermite en reprenant les techniques 

utilisées par Marsden dans C161. 



Au chapitre 4, j 'étudie une famille d'opérateurs spi ines positifs et 

leurs fonctions propres constituant une base orthogonale de fonctions splines. 

Ces opérateurs généralisent les operateurs de Bernstein modifiés, étudiés par 

Durrmeyer C61 et Derrienic C51, dont les fonctions propres sont les polyn6mes 

de Legendre. Après avoir étudié quelques propriétés de convergence de ces 

opérateurs dans L ~ C O ,  11, je montre que leurs valeurs propres sont réelles, 

distinctes dans 10, 11 et que leurs fonctions propres forment une base de 

splines orthogonales dont les racines ont des propriétés analogues à celles 

des polynômes orthogonaux classiques . Ces splines orthogonales sont diffé- 

rentes de celles introduites par Schoenberg [221. Il serait intéressant de 

pouvoir les calculer à partir de formules de récurrence. 

Au chapitres 5 et 6, j'étudie des approximants-spiines (quasi-interpolants) 

du type : 

où pij(f) fait intervenir les valeurs de f et de certaines de ses dérivées 

partielles aux noeuds A.. d'une trianguiation régulière du plan (triangles 
1.3 

équilatéraux au chapitre 5, triangles rectangle-isocèles au chapitre 6) et où 

M. . (x, y)  est une  pl i ne a support borné centré en A (B-spline) . Le premier 
1 7  i j 

problème qui se pose est celui de l'existence de B-splines dans l'espace Sp(n,k) 
b 

k 
des fonctions de classe C dont la restriction à chaque triangle est un poly- 

nôme de degré total inférieur ou égal à n. J'ai construit en 1978 CS121 

quelques B-splines (dans Sp(3,1), Sp(4,2) et Sp(6,3) pour le réseau équilatéral 

et dans Sp(2,l) et Sp(4,2) pour le réseau rectangle-isocèle) au moyen de la 

représentation locale des splines dans la base de Bernstein en coordonnées 

barycentriques. Par une autre technique (convolution discrète), P.O. Frederickson 

a construit, dès 1970-71, des B-splines et des quasi-interpolants sur le 

réseau equi 1 atérai en donnant également des majorations d'erreur théoriques [9  1 

Cl01 [Ill. Il a démontré en particulier que l'on peut construire des B-splines 



dans Sp(n, k*(n)) avec k* (3p) = 2p - 1 et k*(3p+l) = k*(3p+2) 2p. J'ai 

complété ce résultat en montrant qu'il est impossible de construire des 

B-splines dans Sp(n, k) lorsque k > k*(n). Pour le réseau rectangle isocèle, 

j'ai montré qu'il n'existe pas de B-spline dans Sp(n, n-1) pour tout n 2 3 

ien re'vanche il en existe pour n = 1 et 2) et la question de l'existence 

dans Sp(n, n-2) n'est pas résolue sauf pour n = 2, 3, 4. Ces questions sont 

actuellement l'objet d'études plus approfondies dans un cadre plus général. 

Le reste des chapitres 5 et 6 est une étude des constantes explicites 

de majorations d'erreur (en norme uniforme) pour divers quasi -i nterpol ants du 

type (*) : on utilise systématiquement le fait que les polynômes de Bernstein, 

en coordonnées barycentriques, forment une partition de l'unité sur chaque 

triangle du réseau. Cette technique est utilisée également par d'autres 

auteurs C81 Cl1 pour la détermination des dimensions des espaces de splines 

sur une triangulation quelconque et la construction de nouveaux éléments finis. 

Au chapitre 7, j'utilise des splines quadratiques à deux variables 

1 (fonctions de classe C dont la restriction à chaque triangle T d'une triangu- 

lation T d'un domaine est un polynôme PT de degré inférieur ou égal à 2) pour 

'construire des interpolants d'Hermite en des points arbitraires du plan et des 

interpolants de Lagrange en des points répartis de façon assez régulière. La 

représentation systématique des polynômes PT dans la base de Bernstein par 

rapport aux coordonnées barycentriques de T, permet de donner une expression 

simple et géométrique des conditions de continuité C' à la frontière de deux 

triangles adjacents. Ceci facilite le calcul des coefficients de l'interpolant 

d'Hermite S (défini par Powell et Sabin C191) d'une fonction f et de son 

gradient en des points arbitraires du plan. Je donne une majoration de l'erreur 



d'interpolation lorsque la triangulation associée à ces points est assez 

régulière. 

En ce qui concerne l'interpolation de Lagrange en des points arbitraires 

du plan, le problème est moins trivial car il n'est plus purement local 

comme le problème d'Hermite. En revanche, pour des domaines simples (triangles, 

carrés, rectangles, quadrilatères) munis de triangulations régulières consti- 

tuées par exemple de triangles rectangle-isocèles, je montre qu'il est possible 

de construire des interpolants en des points particuliers du domaine. Les algo- 

rithmes obtenus, pour les carrés notamment, sont peu coûteux en opérations 

(environ 20 N additions-multiplications pour N points d'interpolation) et 

semblent intéressantspour le tracé des courbes de niveau (voir également C181). 

Ils sont généralisables à des domaines plus complexes munis de triangulations 

moins régulières. 
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POLYGONES ET RESEAUX ASSOC 1 ES AUX COURBES 

ET SURFACES POLYNOM 1 ALES PAR MORCEAUX 

II d i t  : "Je suis  losange. 
Je suis le  cercle avec sa quadrature 
Je suis carré ; je roule, rouler1 
Il se voudrait la l o i  
d'un univers jamais compris 
BcoZe pour chardonnerets. 
Neige en oiseaux majeurs ... 
IZ d i t  : "Je suis  la paraZlèZe 
{e suis la pyramide1'. 
O bal masqué, 
pour n 'avoir p Zus à se connattre. . . 

Alain BOSQUET 
(Poèmes, deux) 



Tout arc paramétré polynÔmial (courbe Bézi er ) est représentable dans 

la base de Bernstein : ses coefficients sont des points formant une ligne 

polygonale (polygone Bezier ou B-p01 ygone) dont 1 ' enveloppe convexe contient 

la courbe associée. Plus généralement, tout arc paramétré spline polynômial 

(courbe spline) est représentable dans la base des B-splines : ses coefficients 

sont des points formant une ligne polygonale (polygone spl ine ou S-polygone) 

dont l'enveloppe convexe contient égalemint la courbe associée. Mais cette 

courbe spline est obtenue par raccordement d'un certain nombre de courbes . 

Bézier locales dont chacune possède un B-polygone local : la réunion de ces 

B-polygones locaux constitue le B-polygone global de la courbe spline. 

Après avoir rappelé les définitions des B et S-polygones ainsi que les 

constructions relatives aux courbes associées, nous donnons dans ce chapitre 

deux algorithmes permettant de construire le B-polygone global à partir du 

S-polygone d'une courbe spline (al gori the (SB) ) et réciproquement de recons- 

truire le S-polygone à partir du B-polygone global (ai gori t hme ( BS) ) . Ces 
définitions et ces algorithmes se généralisent aux surfaces splines obtenues 

par produits tensoriels de splines polynômiales à une variable. Le B-polygone 

global (le B-réseau global pour les surfaces) est beaucoup plus proche de la 

courbe (ou de la surface) que le S-polygone (ou le S-réseau) : cette propriété 

est intéressante sur le plan pratique (en dessin graphique par exemple) et 

sur le plan théorique. On montre en effet que le passage du B-polygone global 

au S-polygone s'effectue au moyen d'un certain nombre de polygones emboîtés 

les uns dans les autres : ceci permet d'une part de redémontrer géométriquement 

les propriétés de diminution de la variation des approximants de Schoenberg- 

Marsden et de démontrer d'autre part, pour Ix?s courbes planes, une propriété plus 
' 5 -  

fine de diminution de la forme pour ces mêmes approximants splines. 



11 - POLYGONES ET RÉSEAUX ASSOCIÉS AUX COURBES ET SURFACES BÉZIER 

2.1 Rappels sur la base de Bernstein 

La base de Bernstein de 1'espaceP des polynômes de degré S n est consti- 
n 

tuée des polynômes : 

Rappelons sans démonstration quelques propriétés de ces polynômes (voir 

Davis [: 91, Chapitre 6 ou Lorentz Cl411 

Y t E CO, 11, Y n EN, Y i E 10, 1, ..., n) 

n 
(B2) Pour P(t) = 1 bi 4n,i(t) E Pn, on a , pour O i k i n 

i=o 

n-k 
~(~)(t) - - n! k 

(n-k)! A bi On-k,i (t) i=o 

avec - k 
&i - bi+l - bi et hk+' b. = A(A bi) pour k 2 1. 

1 

En particulier : 

P(~)(I) = n! k 
(n-k) ! A bn-k . 

(B3) Dans la base canonique de P, , on a : 

ce qui donne, pour O i k S n : 

On passe ainsi aisément d'une base à l'autre. 
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BASES DE BERNSTEIN DE DEGRE n (1 5 n 5 3)  



2 . 2  Courbes et  polygones Bezier. Surfaces et  polyedres (ou rgseaux) Bezier 

Les courbes Bezier sont  des a r c s  paramétrés de IRp ( p  2 2) d é f i n i s  pa r  

des polynômes à c o e f f i c i e n t s  v e c t o r i e l s  exprimés dans l a  base de Bernstein 

s o i t  9 = , QI, ..., Qn} une s u i t e  de n+ l  po in t s  de IRp ; on l u i  

a s soc ie  l ' a r c  paramétré - : 
t E C O ,  11 

D 2 ~ i n i t i o n  1 : 8 n e b t  une c o m b e  BéziPn d e  deghZ n et Q ut l e  polygone 

BeziPn (en abntigt? &polygone)  d e  Bn. 

€!omiac consSquence de (BI), on v o i t  que l e  point  courant B n Q ,  t) est - 
. barycentre des po in t s  Q i a f f e c t é s  respectivement des masses 4 n , l  . ( t ) .  C'est  

cette p ropr ié t é  q u i  est in té ressan te  dans les app l i ca t ions  graphiques ( v o i r  

l e s  t ravaux de P. Bézier  Cl1 C2 1, C31, A.R. Forres t  C103, W.J. Gordon e t  ' 

R. F . Riesenfeld Cl2 ! 1. 

6 

On a également, d 'après (B2) : 
n-k k 

n! 1 A Qi @n-k,i(t) B ( ~ )  (4,  t )  = (n-k) ! 
i=o , n 

Ce qui  montre que dk) n e s t ,  à un coef f i c i en t  p rès ,  l a  courbe Eiézier. de degré 

n-k associée au B-polygone : 

k k k Q '~ '  = @ Qo, A 9,s A 

En p a r t i c u l i e r  8' n (0)  = ~ ( Q ~ - Q , ) ,  8 'n(1)  = n(Q n -Qn - 1) ; plus généralement l e s  

vecteurs dérivés en O e t  1 se const ru isent  géométriquement à p a r t i r  du 

~ - ~ o l ~ ~ o n e ~ Q .  On peut également exprimer 8 n dans l a  base canonique : 



De manière analogue, l e s  surfaces Bézier son t  des nappes paramê t r é e s  

de IRP (p  2 3 )  d é f i n i e s  comme polynômes à c o e f f i c i e n t s  v e c t o r i e l s  dans la  

base de Bernstein de P 8 IP (ou plus généralement de P 8 Pn, m pouvant être n n m 

d i f f é r e n t  de n)  : 

Pé@n&Lon 2 : B ut une ~urtdacc B é z k a  d e  de@ n a Q ut t e  potyèdhe ou 
n 

kebe<ur BEzien de Bn. [En a b é g e  B-p0&8dne ou B-kiZbeau) . 

En pra t ique ,  on u t i l i s e  essentiel lement l e s  surfaces  b i l i n é a i r e s  

( n = l ) ,  biquadratiques (n=2) e t  bicubiques ( ~ 3 ) .  La p lupar t  des algorithmes, 

exposés dans l a  s u i t e  pour l e s  courbes, s e  généra l i sent  aux surfaces  de ce 

type. Enfin, il e s t  poss ib le  de d é f i n i r  des v a r i é t é s  de dimension supérieure 

par  produit  t e n s o r i e l  d'un p lus  grand nombre d 'espaces IF' . Les p ropr ié t é s  
n 

des B-polygones sont  conservées, en p a r t i c u l i e r  l e  f a i t  que l a  nappe para- 

métrée e s t  dans l 'enveloppe convexe de son B-réseau. 

2.3 Construction géometrique du point  courant d'une courbe Bézier e t  de toutes 

les  dérivées en ce point.  

Pour cons t ru i re  l e  point  courant B ( Q , t )  à p a r t i r  du polygone Q, on 
n 

u t i l i s e  l 'a lgori thme suivant  : 

(ii) Qi . ( t )  = t Q? , I ,j-1 
( t )  + (1-t) Qi - , j - 1  ( t 1 

(iii) B n ( Q , t )  = Q ( t ) .  
n,n 



Exemple v o i r  figure 2,  page 1-10. 

( k )  Plus généralement, pour cons t ru i re  8 ( g , t ) ,  on u t i l i s e  l ' a lgor i thme 

( k )  k k k précédent a p a r t i r  du polygone Q = (A Qo, A QI, ..., A Qn-k). 

1 S j 5 n-k 
( j  S i S n - k  ) 

- (0 )  Remarque : En posant Q - Qi, , l e  premier algorithme e s t  l e  cas  p a r t i c u l i e r  
i , j  

k=O du deuxième. 

On s e  propose de condenser sous une forme géométrique simple l e s  

-" 
algorithmes ci-dessus. C' . L - 

Remarquons d'abord que Dour O S k I n-1 : 

Supposons que l ' on  a i t  é t a b l i  à l ' o r d r e  j ,  pour O S k S n-1 : 

Or1 ob t i en t  à l ' o r d r e  j t l  : 

(kt11 - ( k + l )  ( k t 1 1  
Qi, j t i  - t Q~ + (1-t) Q i - l * j  , j 

( k )  
= t C Q i t l  - ~ ! ~ ! l  + ( 1 - t )  'Qi ( k )  - ( k )  , , j 1 9 3  , j  Q i - l , j  

( k )  
= ItQit1 t 1 Q I  - Q ( k )  t (1-t> Q ~ - ~ , ~ I  ( k )  , j Y I  , j 
- ( k )  - (k )  - Q i t , j t  'i,jt19 cqfd . 



(k+l) à p a r t i r  des t r o i s  p o i n t s  I l  y a  donc deux façons de c a l c u l e r  Qi 
, j+ l  

( k )  (k )  ( k )  
' i -1 , j9  Qi , j  et 'i+i,j ( c f .  f i g u r e  ci-dessous 1. 

( k )  ( k )  en u t i l i s a n t  l a  r e l a t i o n  - s o i t  en c a l c u l a n t  Qi+l .+l e t  Qi 
, I ,j+l 

( B Z 1 ,  i i )  , pu i s  Qi ( k+l) en u t i l i s a n t  (BZ2 ) 
, j+l  

- s o i t  en c a l c u l a n t  Q ( k + l )  e t  Qi-l , j  ( k + l )  en u t i l i s a n t  (822) p u i s  Qi ( k + l )  
i , j  , j + l  

en u t i l i s a n t  (BZ1, . i i ) .  

Nous venons d ' é t a b l i r  que ces  deux manières de procéder conduisent au 

même r é s u l t a t  : nous dirons que les algorithmes (BZ1) et (822) comnutent. 



Le tableau des Q ( ~ )  (O i k i n, O r j r n-k, j s i r n-k) peut s e  
i , j  

r ep résen te r  sous l a  forme d'un t é t r a è d r e  : nous donnons pour s i m p l i f i e r  l a  

f i g u r e  dans l e  cas  n=3 : ( v o i r  f igure  3 ,  page 1-11). 

Les po in t s  que l ' o n  ca lcu le  sont  : 

(po in t  courant ) 

(1) 1 = - B ' , ( q , t )  Q2,2 3 ( tangente au point  courant)  

On v o i t  qu'en général ,  on s e  contentera de ca lcu le r  8 ( Q , t )  e t  Bt3(Q,t) ,  
3  

(1) ce qui  demandera simplement l ' éva lua t ion  des po in t s  Q(O) e t  du point  Q 2 , 2 ,  
i , j  

c ' e s t  à d i r e  i c i  7 combinaisons l i n é a i r e s  : on n ' e s t  pas obl igé  de cons t ru i re  

l e  polygone Bézier Q (1) - (1) (1)  Q(')) e t  d 'appliquer l 'a lgori thme (BZ1) - ( Q o , ~ '  QI>,* * ,O  

pour l e  c a l c u l  du vecteur dér ivé  au point  t .  

Remarque : Pour l e  degré n ,  l e  nombre de combinaisons l i n é a i r e s  e s t  égal  à 

N 1 = l +  pour l e  c a l c u l  de e t  B',, e t  à N2 3  + 2 n  n(n+l) pour le 2 

c a l c u l  de 8' e t  B1',. 
n  ' n 

Le c a l c u l  de tou tes  l e s  dérivées demande : 

- n(n+l) (n+5)  
n  6 

opérat ions du type (BZ1) ou (BZ2) 



F I G .  2 : COURBE BEZIER DE DEGRE 3 

On donne sur la figure la construction du point courant pour t = 1/3 par 

l'algorithme de Bézier. On a : 

et d'autre part : 

avec Q (1) - (0) - (0) (1) - (0) (0) 
2,l - 93'1 Q2,l et Q1'1 - 92'1 - Q1,l 





111 - POLYGONES E T  RESEAUX ASSOCIÉS AUX COURBES E T  SURFACES SPLINES 

POLYN~MIALES 

3.1 Rappels sur les B-splines -- - 

Rappelons sans  démonstration quelques p ropr ié t é s  des B-splines généra- 

l i s a n t  c e l l e s  des polynômes de Bernstein ( v o i r  également De Boor C8 l chap i t r e  9 
a .. - . - 

ou Schumaker C211, chapi t res4  e t  5 ) .  

So i t  n = {ti, i c 11 une s u i t e  c ro i s san te  ( f i n i e  ou i n f i n i e )  de nombres 

r é e l s  t e l l e  que ti < titm (m e n t i e r  2 1 ) .  Posons : 

( (s-tIm-l s r t  

La B-spline MiSm(t) e s t  l a  d i f férence  d i v i s é e  d 'ordre m de l a  fonction s I+ %(s,t 

sur l e s  po in t s  t i~ ti+19 - 0 9  t i t m 9  s o i t  : 

M i , m ( t )  = g,(ti, titi, .", titm ; t )  

La B-spline normalisée Ni ,.(t) e s t  d é f i n i e  par  : 

A p a r t i r  de : 

1 s i  ti J t c ti+l 

NiS1(t) = 
O a i l l e u r s  

On ca lcule  par  récurrence,  p ~ u r  m 2 2 : 



FIG. 4. B-SPLINES SANS NOEUDS MULTIPLES POUR UNE SUBDIVISION UNIFORME 

FIG. 5. 

- - -  . - - - - 7- .. . - .- - -- -- - ---. 

B-SPLINES DE DEGRE 2 SUR L'INTERVALLE CQ*41 

S u i t e  des nseuds ; n = I0,0,0,1,2,3i'+p'+p'+} 

5 

s2(x) : 1 A j  N~ , 3 ( ~ )  ( 6  fonct ions  de base) 
j =O 

Conpa~er avec l a  base de ~eni i s te in  de degré 7 ( f ig. 1) 



t-ti 
N (t) = (t) + ti+m-t 
i ,m Ni ,m-1 Ni+i, m-1 (t) i+m- i-t i i+m-t i+i 

et l'on en déduit que N. (t) > O pour ti < t < ti+, et que N. (t) = O 
1,m 1 ,m 

ailleurs, donc le support de N. est l'intervalle '[ti, titm 1 (figure 4). 
1 ,m 

- - Lorsque T est doublement infinie (1 = Z) ,  on note S (n) l'espace des m 

splines de degré m ayant comme noeuds les points de n, c'est à dire les 

m- 1 fonctions de classe C dont la restriction à chaque sous-intervalle (t 
i3 ti+ï) 

est un polynôme de degré s m. Tout Sm r Sm(n) s'écrit alors de 

manière unique sous la forme : 

(on suppose, pour simplifier, que les noeuds t sont tels que ti < ti+l i 

pouzn tout i E %) . 

Lorsque IT est finie et que l'on a : 

a = to < tl < ... < tn = b 

il est commode d'introduire deux noeuds de multiplicité m+l à chaque extrémité, 

ce qui donne les 2m+n+l noeuds suivants ,: 

= ti-m pour mtl S i S m+n-1 

- - - - 
'mtn - t'mtn+~ - * * *  - t'2m+n - t n = b  

Sm(n ; a, b) est l'espace des fonctions de cm-' Ca', bl dont la restriction 

a (ti, ti+,) est un polynôme de degré S m. Tout Sm E Sm(n ; a, b) sf6crit de 

manière unique sous la forme : 

Le support de la 8-spline Ni,mtl est alors 1' intervalle Et ' is t ' itm+l 
7 ___- _- - II/ 

a 
(figure 5 ) .  



P r o p r i é t é s  des  B-splines 

Dans l e  ca s  où IT e s t  f i n i e ,  il f a u t  u t i l i s e r  les t '  au  l i e u  des t 
j j 

dans ce  q u i  s u i t .  

(SI)  Pour t ous  t E 1R ou Ca, b l ,  m E N  e t  i E I ( =  Z ou { O ,  1, . . O ,  m+n-l)). 

- 1 'i N i , m + i  (t) = t (pour m r 1 )  
i e 1  

où l e s  points nodaux B i  s o n t  d é f i n i s  p a r  : 

(S2) S i S m ( t )  = 1 A i ~ i , m + l  ( t ) ,  on a ,  pour O S k S m  : 
i E 1  

( k )  m! ( k )  1 Ai Ni,m-k+l ( t )  = (m-k)! ( t )  

avec A!') = A. e t  pour k 2 1 : 
1 1 

(S3) Lorsque Ca, bl = C O ,  11 e t  n = i t  = O ,  t l  = 11, l a  8-sp l ine  
O 

( t )  

co ïnc ide  avec l e  polynôme de  Berns te in  $ . ( t )  
m , i  

3 .2  Courbes e t  polygones splines, surfaces e t  réseaux spl ines 

Comme pour l e s  fonc t ions  s p l i n e s ,  nous d i s t i ngue rons  l e s  courbes 

paramétrées où t €IR e t  l e s  a r c s  paramétrés où t E [a, bl. 

Dans l e  premier c a s ,  on s e  donne une s u i t e  de noeuds n = ( t i ) i E ~  e t  

une s u i t e  (Pi)icZ de p o i n t s  formant un polygone P i n f i n i ,  e t  on l e u r  

a s soc i e  l a  courbe paramétrée : 



Chaque coordonnée e s t  donc une fonction s p l i n e  de degré m d é f i n i e  s u r R ,  

c ' e s t  à d i re  un élément de S (n ) .  m 

Dans l e  second cas ,  on s e  donne l e s  2mtntl noeuds 

n = {to,. . . ,t ,t t . . . ,tn-l,tn.. . . ,t 1 e t  un polygone P = { P ~ , P ~ , .  . . ,Pmtn-l 
O 1, 2 '  n 1 

e t  on l e u r  associe  l ' a r c  paramétré : 

( t  E Ca, bl). 

Chaque coordonnée de c e t  a r c  e s t  un élément de S (n, a ,  b ) .  
m 

DGdinLtLon 3 : D m  lu deux cas, s ut & c o m b e  s p h e  d e  degaé m a s o o i é e  
m 

a tu s u b d i v h i o n  n et au polygone d p e u i e  P ( e n  abaEgE S-polygone) . 

1 
I l  r é s u l t e  immédiatement de ces d é f i n i t i o n s  e t  des p ropr ié t é s  ( S I )  que 

m m m 

i 
l e  point  S (P, n ; t ) ,  que l ' o n  é c r i r a  souvent S ( t )  ou S (P, t )  pour s i m p l i f i e r ,  / 
est  l e  barycentre des sommets pi du polygone s p i i n e  af fec te  des masses 

posit ives ~ ~ , ~ + ~ ( t ) .  

Les d i f f é r e n t e s  dér ivées  s 'obtiennent immédiatement ; 

si S m ( t )  = 1 P. Ni ( t ) ,  a l o r s  pour 1 s k s m - 1  : 
1 , m t l  

= Pi e t  pour j 2 1 : 

ava c 

(k) Ceci montre que Sm est,  a un coef f i c i en t  p r b ,  l a  courbe s p l i n e  de 

degr8 m-k asaoci€e au polygone sp l ine  : 



(1 fini ou infini) 

De manière analogue, une surface-spline de degré m peut se définir par : 

où {t i E 1) et k j E J) sont deux suites de noeuds pouvant êtreldistinctes. 
i ' j ' 

Dédinition 4 : s e s t  la amdace-opLLne de degrré m a d o c i é e  aux bubdivhionb m 

tt.1 et {S.) et P = {pijY i E 1, j r JI e6 t  l e  polyèdne out~édeau-dpfine de 
1 1 

s (en abrrégé S-potqèâte ou S-kéaeau) . m 

La surface-spline est dans l'enveloppe convexe de son S-réseau. En pratique, 

on utilise essentiellement des splines bilinéaires (m = l), biquadratiques 

(m 2 )  ou bicubiques (m = 3). 

3.3 Construction géométrique du point  courant d'une courbe sp l ine  e t  des 

dérivées en ce point  

Pour construire le point courant : 

e 

à partir du polygone P, pour t r [te, tetl] on utilise l'algorithme suivant : 

( DBQ . 
(ii) Pi .(t) = A (t) + (1-1) Pi-l , j- l  

r 7 
( t >  

avec h = (t-ti) / (titm-j+l - t i )  

pour 1 5  j m et e-mtj S i - %. 



(k) Plus généralement, pour construire le point S ( P  ; t) lorsque t c Cte,tet1I, 
m 

(k) on applique l'algorithme ci-dessus au polygone P et l'on obtient, pour 

avec X = (t-ti) / (t i+mtl- j -k - ti) 
pour 1 S j S m-k et 1-mtktj < i S 

Conme pour les courbes Bézier, il est possible de donner une regr6- 

sentation géométrique des algorithmes ci-dessus mettant an lwnib~e les 

liens existant entre les différents points P (k) 
i , j '  

Pour le calcul de ces points, ii suffit d'appliquer Pea deux abgs~ibkme~w 

~uivants : 

(Al) 

pour 1 S k 4 m ,  8 S j 4 m-k, 4-m+k+j 4 i S 4 

avec comme l n 4 t 4 a l l s a t l o n  : 



(0) et comme resultats : Sm(t) = Peym et pour 1 r k S m : 

Pour cela, il suffit de remarquer que (Al) est simplement l'algorithme (DBl), 

que pour j = O l'algorithme (A2) donne : 

(k) P. = (P. (k-1) - (k-1) 
1 3 0  1 3 0  Pi-l,o ) ' (ti+m+l-k - ti) 

(c'est à dire les sommets du polygone P (k)) et de démontrer que les algorithmes 

(Al) et (A2 )  comnutent comme les algorithmes (BZ1) et (BZ2) de la forme tétra- 

édrale de l'algorithme de Bézier. Il y a en effet 2 manières de calculer P (k) 
i,j 

(k-1) (k-1) à partir des 3 points Pi (k-1) 
et Pi-2,j-1 supposés connus (cf. figure , j-1' 'i-1, j-1 

ci-dessous). 

(k-1) a) Soit en calculant P. (k-1) et par l'algorithme (Al), puis 
1 ,j 

?(k) par l'algorithme (A2) 
i,j 

b) soit en calculant P (k) et P (k) par l'algorithme (A2), puis 
i,j-1 i-1, j-1 

(̂k) P. par l'algorithme (Al). 
1,j 

(k) -(k) On vérifie immédiatement que ?ij = Pij (voir C111, chapitre 1, p. 21-22). 



Figure 6 

(k) Les différents points Pi se disposent en tétraèdre, d'où le nom que , j 
nous avons donné à cette présentation de l'algorithme de De Boor et Cox. 

Exemple : voir figure 6 pour m = 2. 

Remarque : Il peut être intéressant d'utiliser l'algorithme tétraédral pour 

minimiser le nombre des opérations dans le calcul sur ordinateur de S (t) et 
m 

de ses premières dérivées, comme on l'a vu au paragraphe 1.3 pour les courbes 



On ss donne des noeuds {ti} en nombre fini ou infini (suivant que 

t Ca, bl ou t r IR) et un polygone-spline P = {pi}. Sur l'intervalle 

CtL, tL+ll, l'arc de courbe-sp1.lne de degré m 2 1, associé a ces noeuds et 

à ce polygone, a comme point courant : 

e 

Chacune de ses composantes est en réalité un polynôme de degré Sm, par consé- 

quent il peut s'exprimer dans la base de Bernstein de degré m et On peut consi- 

dérer l'arc S corne une courbe Bézier si l'on prend comme paramètre m 

u = (t-tL) / (tL+l-tL). On se propose de calculer les coefficients de 

l'expression : 

où $(U) = s ~ ( u ~ ~ + ~  + (l-u)tL) ( O  s u r 1) 

donnant la forme Bézier locale de 1 'arc de courbe-spl 1 ne Sm. 

Le polygone Q = { Q ~ - ~ ,  QL-m+i,.. . , Q ~ }  est appelé polygone Bezier local 

de la courbe spline pour t t Ctt, ttt13. 

Nous donnons un algorithme (SB) permettant de calculer les somme* de 

ce polygone à partir des sommets du polygone-~pl ine local {P~-~,P~-,,+~, .. . ,PLI . 

a )  Uf ioahme -- - - - -mm--  1281: - 1 Fg%e_~~_i~&d&&) 

. Initialiration : On pose P'O) = P. (C-m s i s C) 
i,o 1 



. Pour k fixé (O S k S ID), 1 S j S m-k et ttj-m+k S i S 4, on définit 

un premier algorithme : 

. Pour j fixé (O s j S m), 1 S k S m-j et C+k-m+j S i 5 e ,  on définit 
un second algorithme : 

(m-r . Resultat : Q ~ - ~  = pl,, 

Remarque : Les combinaisons linéaires (SB11 et (SB21 sont toutes convexes. 

On peut démontrer que les 2 atgori thnes (SB1) et (SB2) conmutent de la 

même manière que les algorithmes (Al) et (A2) de la forme tétraédrale de 

l'algorithme de De Boor (cf. ClIl, p. 27-28). 

Nous allons démontrer que les coefficients de l'expression (1) sont 

fournis par l'algorithme (SB) : 

* (k) 
l 

. (t) les points générés pour t E Ct 
l 

pi ' 1 C' 9 + 1  
1 par l'algorithme , 

tétrahdral de De Boor : nous allons montrer qu'ils s'obtiennent simplement 

au moyen des points générés par l'algorithme (SB). 



On a évidemment : 

* (O) (0) P (t) = P. (l-m s i s 1) 
i ,O 1 9 0  

L'algorithme (Al) donne : 

L'algorithme (SB1) donne : 

L'algorithme (SB2) donne : 

t-t a 
4- 

En posant u = on voit facilement que : 
tL+l-tP 

Supposons que l'on ait démontré, à l'ordre j-1 : 

(pour j = 2, on obtient (2)), 

et démontrons-le à l'ordre j. Au moyen de l'algorithme (Al), on a : 

t-t 
i * (O) (t) + ti+m-j+l-t * (0) (t) , : *P!o!(~) = -t y j-1 -t. Pi-i,j-i 

133 ti+m+l-j i ti+m+l-j 1 

Or l'algorithme (SB2) donne : 

j-1 j - 1-r j-l) ur(l-u) *p!~!(tj = 1 ( 
131 r=o 

-- 
t-t 

i ( r 
-t 'i,j-~-r 

ti+m+i-j i - 



et l'algorithme (SB1) donne : 

Donc si l'on calcule la quantité : 

(rt1) t-te ( 5 )  (1-U) pir) + pi,j-l-r9 avec u = 
,j-r te++i-te 

on obtient : 

c'est à dire le crochet de l'expression (4) : on peut donc remplacer le 

crochet par (5) et on obtient finalement 

c'est 3 dire ( 3 )  à l'ordre j, cqfd. 

En particulier, on obtient pour i = et j = m : 

et en comparant avec (11, on a bien le polygone Bézier local : 

Une étude plus précise des algorithmes (SB1) et (SB2) montre que de 

(k) nombreux points du tétraèdre formé au moyen de P sont confondus. La figure 
i,j 

se simplifie considérablement et il faut en tenir compte dans le calcul 

effectif des sommets du polygone Bézier local. 



Lorsque i = 1, (SB1) donne : 

( O  S k S m-1) 
(1 S j S m-k) 

De même, lorsque i = l+j+k-m, (SB2) donne : 

(O S j S m-1) 
(1 S k S m-j) 

Alors que le nombre de combinaisons convexes de type (SB11 ou (SB2) 

nécessaire pour calculer tous les Q (e-m S i S e) est égal, pour l'algorithme i 

(SB), à : 

il se réduit, pour la forme simplifiée, à : 

2 - (m-1) (m +m+6) 
N2 - 6 

d'oh un gain appréciable, surtout pour les petites valeurs de m qui sont les 

plus utilisées. 

A titre d'exemple, voici ce que donne l'algorithme (SB) simplifié 

p o u  m = 3 (figure page suivante). 

En effet, (6) donne successivement : 



D'autre part ( 7 )  donne les simplifications suivantes : 

En particulier, on obtient pour le polygone Bézier local : 

- - (0) 
Qe-3 - L,J  - pe-l,2 



Y - RACCORDEMENT DES POLYGONES BEZIER LOCAUX DANS LE POLYGONE 

B ~ Z I E R  GLOBAL 

5 . 1  Cas general ( subdivi sion quel conque) 

Pour t r Ctl, tklJy le point courant de la courbe-spline S (t) = 
e rn 

1 'i Ni,m+l (t peut s'écrire : 
i =l-m m 

m @ (4 2 (u) = Ql+r-m m,r 
r-0 

où u = (t-tl) / hl E [O, 11 (hC = fe+l'tz > 0 1 

Le B-polygone local { Q ~ - ~ ,  ..., Q13 s'obtient à partir du S-polygone local 

~ P ~ - ~ .  . . . , au moyen de l'algorithme (SB). 

* l+ 1 
De même, si t r Ctt+l, tl+21, le point courant Sm(t) = 

'iNi,m+l (t) i=Ltl-m 
peut s'écrire : 

* * 
Le 8-polygone local { Q ~ - ~ + ~  . . . , Q s'obtient il partir du S-polygone local L+l 

{ P ~ - ~ + ~  , . , au moyen de l'algorithme (SB*) déduit de (SB) en rempla~ant 

L par l+l. 

En vertu des propriétés (B2) du paragraphe 1.1, le raccordement a 
* 

l'ordre m-1 de S et S au point s16crit : 
m m 

Soit A la matrice triangulaire inf6rielu.e d'ordre m ayant corne coefficients : m 

i-j i A . .  = -1) ( pour O S j S i Sm-1 
m 11 j 

et Vm la matrice d'ordre m ayant comme coefficients : 



( -I)~-'-J ) pour i+j 2 m-1 (m- 1- j 

(m'i, 
pour i+j < m-1 

En introduisant les vecteurs 

m-1 
et la matrice diagonale Hl = diag 11, l/hl, . . . , l/hl 1, 

m 

les conditions ( 8 )  s'écrivent : 

OU encore : 

La matrice de raccordement à l'ordre m-1 au point tLtl est définie par : 

-1 
Si l'on pose pl = i .  

/ h et si l'on observe que (Am ).. = (.) pour hlti e 11 J 

O S j S i S m-1, il est facile de vérifier par récurrence que les coefficients 

de Re sont donnés par : 
9"' 

pour i+j 2 m-1 

pour i+j < m-1 

où les 4rs sont les polyn6mes de Bernstein de degré r. 

5 . 2  Cas d'une subdivision uniforme 

Comme pl = 1, toutes les matrices de raccordement colncident avec la 

matrice R de coefficients : 
m 

pour i+j ( m-1 



2 
Exemple .: Raccordement C de deux cubiques. 

* 
On remarque que Q est le milieu de l'intervalle QL-l QL-l et on note t 

* 
également la simplicité de la construction de QL. Dans .le cas général, les 

* 
m premiers sommets du polygone Q se déduisent des m derniers sommets du 

* 
polygone Q : seul le sommet Q doit être construit, par exemple à partir de 

L+l  
* 

l'algorithme de De Boor appliqué à S (t ) ou de l'algorithme de Bézier m t + 2  

Remarque : Nous avons imposé le raccordement des courbes ~ézier jusqu'à 

l'ordre m-1 parce qu'elles proviennent d'une même courbe spline de classe 

Cm- 1 , mais on peut évidemment imaginer des conditions de raccordement plus 

faibles entre deux courbes Bézier quelconques. 



On considère maintenant une courbe spline : 

dont on ne connaît que le polygone Bézier global vérifiant les conditions 

de raccordement vues au paragraphe précédent. 

On se propose de reconstruire le polygone spline local : 

P = 9 PL-m+l, , pl} 

à partir du polygone Bézier local : 

Q = Q ~ - ~  9 QL-m+ 3 . 3 Q ~ }  

Les conditions 'de raccordement étant  vér i  f i ées e t  1 a sui t e  des noeuds 

t etant  f ixée,  on construit le polygone-spline associé par l'algorithme 

(BS) suivant : 

6.1.  Algorithfie (BS) inverse de l 'a lgori thme (SB) 

Il s'agit de retrouver les points : 

à partir des points générés par l'algorithme (SB) : 

Considérons le système linéaire suivant obtenu à partir de (SB21 



Le déterminant étant égal à (tl+l-tl)/(ti+m+l-j-k -t.) # O, il y a une 

solution unique que l'on obtient immédiatement par élimination : 

(k-1) - ti+m+l--j-k'tl (k) + tl+l-ti+m-l-i-k (k-1) 
'i, j tl+i'tl 'i, j 'i, j+i 

(k) - (m-e+i-j-k) La correspondance Q - 
i ,j 't- j ,L-i 

fournit les 2 algorithmes suivants 

qui "commutent" comme (SB1) et (SB21 et dont les points générés peuvent être 

disposés suivant un tétraèdre : 

(0) - . I n i t i a l i s a t l o n  : Q ~ , ~  - Q~ (l-m 5; i I l) 

. Pour O I k I m-1, 1 S j 5 m-k, et l-m+j+k S i S l : 

(k) - - tl-j+i-te (k) + tl+~-tl-j+i (k) 
Qi,j tl+i-tl i ,  - 1  tl+,.-tl Qi-~, j -1 

. Pour O I j I m-1, 1 S k I m-j et l-m+j+k I i 2 & : 

(BS2) 

(m-r) - . Résul ta t  : geSr - Pt-r (O 5 r 5 m) 

Remarques : 

1) Les coefficients des combinaisons linéaires (BS1) et (BS2) sont 

indépendants de m. 

2) La somme des coefficients est toujours égale à 1, mais ils ne sont 

plus 2 O et on n'a pas de combinaisons convexes comme dans l'algorithme (SB). 



5.2 Forme simplifiée de 1 'algorithme (BS) - Exemple 
I l  apparait clairement que de nombreux points sont confondus. En effet : 

- d'une part lorsque j = 1 dans (BSl), on obtient : 

- d'autre part lorsque k = 1 dans (BS2), on obtient : 

Exemple : Tétraèdre s impl i f ié  pour m = 3 



7 .1  Algorithme (SB3) e t  (SB4)  

Considérons le petit tétraèdre : 

(SB1) donne : C = a A  + (1-a) B 

(SB21 donne : D = BA + (1-fi) B 

avec CC = (ti+m+l-j-k'te)/(ti+m+l-j-k -ti) 

6 = (t i+m+l- -k-t~+l)'(ti+m+l-j -k-ti) 

Un calcul simple fournit immédiatement les nouveaux algorithmes : 

(SB3 1 C = y A  + (1-y) D 

( SB4 D = 6B + (1-6) C 

avec Y = (te+l - te) / (te+, - ti) 

6 = (te+l - te) / 'ti+m+l-j-k -t 4? ) 

On vérifie facilement que O I y, 6 a 1, donc que les combinaisons 

linéaires ci-dessus sont convexes. 



7.2 Polygones emboi tes pour les spl ines de degré impair (nr2n+l) 

On considère l e s  chaînes de sommets su ivantes ,  pour un indice  e donné : 

( 2  sommets) 

E t  de façon générale,  pour O S r S n : 

( j+k = 2r ,  au t o t a l  2r+2 sommets) 

e t  pour O I r S n-1 

( j+k = 2 r + l ,  au' t o t a l  2r+2 sommets) 

Les chaînes ci-dessus s e  raccordent pour former Bes polygones emboités 

l e s  uns dans l e s  a u t r e s  : 

( 2 r )  
a )  't,îr et Ct+i, 211 ont  l e  sommet P ~ - ~ + ~ , ~  en commun e t  la  succession 

de tou tes  l e s  chaînes C L, 2 r  
(pour 1 var ian t  de -a à +go, ou de m à m+n-1 

suivant  que l ' o n  a une courbe paramétrée surlR ou s u r  f t '  O*  "n+2m 1) cons t i tue  

le polygone P2,. 

( 2 r + l )  de 
b, ' t , g r + i  et Ct+1,2r+1 sont  t e l l e s  que l e  de rn ie r  sommet PL-n+r,o 

(0)  précède l e  premier sommet PL-n+r+l,2r+l de C t + l , 2 r + l  : on cons t i tue  't, 2 r + i  

a i n s i  le polygone P2r+l. 

P e s t  l e  polygone sp l ine  e t  P l e  polygone Bézier  global .  
O m- 1 

Le passage d'un polygone au suivant  s e  fai t  au  moyen des algorithmes 

(SB11 à (SB4) ( c f  [ll]. p. 42-26). 



7.3 Polygones emboités pour les spl ines de degr6 pair (n-mi) 

On considère les chaînes de sommets suivantes, pour un indice e donné : 

Et de façon générale : 

.C3 sommets) 

( 2  sommets). 

(j+k=2r, au total 2r+l sommets) 

pour r = 1, ..., n-1 
- (k) 

2,l 
- 
{'L-n+r, '0s sînl (j+k=2r+l, au total 2r+2 sommets) 

pour r 0, 1, ..., n-2. 

Les raccordements de ces chaînes se font de la façon suivante : 

sont jointes par leurs sommets respectifs P (21-1 a) C~,2r et 'L+I, 2r L-n+r ,O 
(0) 

et '1-n+r+ 1,2r et constituent le polygone P 2r ' 

b, C~,îr+ï et C ~ + ~ , ~ r + ~  sont jointes par leurs sommets respectifs 

( 2r+l) (0) 

'1-n+r, O et '&n+r+i,2r+i et constituent le polygone P2r+l. 

Le passage d'un polygone au suivant se fait au moyen des algorithmes 

(SB11 à (SB4) (cf ClIl, pages 46-56). 

P est le polygone spline et P le polygone Bézier global. 
O m- 1 

7.4 Un exemple : splines quintiques sur une subdivision uniforme (figure 7) 

Toutes les constructions ci-dessus restent valables lorsque la courbe 

est définie sur un intervalle fini : la seule particularité est que de nombreux 

sommets sont confondus du fait qu'il y a m+l noeuds confondus à chaque extré- 

mité de 1 ' intervalle. Il y a "dégénérescence" des polygones emboités . 





La figure 7 montre les différents polygones emboités pour une spline 

quintique sur une subdivision uniforme. On a numéroté i les sommets du polygone 

pour O i i i 4. P est le S-polygone (tirets longs), Pl, P2 et P3 sont les 
O 

différents polygones intermédiaires et P4 est le B-p01 ygone global (trait 

continu). Les points N sont les noeuds de raccordement des différents arcs 

Bézier de degré 5 constituant la courbe spline. 

On donne dans l'annexe de [Ill les constructions des différents 

polygones emboités pour les splines de degrés S 5 sur une subdivision uniforme. 

7 . 5  Appl ica t ion  aux surfaces ( f i g u r e  8) 

La figure 8 représente la construction du réseau Bézier local d'une 

spline bicubique à partir du réseau spline local (la subdivision est uniforme). 

Le réseau spline local est ici : 

P = {pij, O i i,j 5 3 ) .  

On construit alors successivement ; pour O i i i 3 : 

puis, pour O 5 j i 3 : 





et le réseau Bézier local Q = O 5 i,j L 31 est beaucoup plus proche de 

la surface que le réseau spline, ce qui peut être intéressant dans certaines 

représentations graphiques. 

Cette construction est généralisable aux splines obtenues par produit 

tensoriel de splines à une variable : il suffit d'appliquer deux fois l'algo- 

rithme SB respectivement par rapport aux indices i et j. 



DES COURBES PARAMÉTRÉES 

Afin de ne pas a lourd i r  l 'exposé, nous ne donnons que l e s  idées e t  l e s  

r é s u l t a t s  essen t ie l s  e t  renvoyons l e  l ec teur  intéressé aux chapitres 4, 5 e t  

6 de tlll. 

8.1 Diminution de l a  var ia t ion  

I l  e s t  f a c i l e  de général iser  aux courbes Bézier l e s  r é s u l t a t s  de Polya 

e t  Schoenberg Cl5 1 sur l a  propriété de diminution de la  var ia t ion (P. D. V. ) 

des approximants de Bernstein. 

P Soit g : [O ,  11 + R  un a r c  paramétré e t  Bng l a  courbe Bézier dont l e  

B-polygone est : 

Q = {Q, = g ( U n ) ,  O S i s n} 

On désigne par vH(g) l e  nombre de f o i s  00 l ' a r c  g travenle l'hyperplan 

a f f ine  H. On a a lors  : 

VH(Bng) VH(Q) s VH(g) 

Q désigne i c i ,  par abus de langage, l a  l igne polygonale de soumets Qi . 

Soit 1 un in te rva l le  de R, r = {tj} .une subdivision de 1, (N 
j , m + l  

, j  Z JI 

l a  base des B-splines de degrés m e t  0  = ( t t  j+l j 
+ . . . t t 9  ) / m l e s p o i n t s  

j+m 
nodaux associés. Ltapproximant de Schoenberg-Marsden C221 de l ' a r c  paxwbtré 

P f : 1 + W  e s t  l a  courbe spline déf inie  su r  1 par : 

Son S-polygone e s t  donc Po = {pj = ( 0  j  c J) Comme on passe du S-polygone 

P au 0-polygone global Pm-1 par une m i t e  de polygones emboit6s Pi, on a ,  pour 
O 



tout hyperplan affine H : 

D'autre part, S f est localement une courbe Bézier et P un B-polygone, 
m m-1 

par conséquent, on a d'après (10) : 

Enfin, comme les différentes courbes Bézier constituant la courbe spline S f m 

et les différents B-polygones locaux constituant le B-polygone global P m-1 
se recollent tangentiellement, on obtient : 

Autrement dit, on obtient ainsi une preuve géométrique de la P.D.V. des 

approximants de Schoenberg des arcs paramétrés. Cette propriété-est utilisée 

en dessin graphique. 

8.2 Diminution de l a  forme (dans R ) 2 

La P.D.V. est une propriété assez grossière. Dans un travail commun 

réalisé avec B. Germain-Bonne ClIl, nous avons introduit la notion de forme 

d'un arc paramétré et démontré que, sous certaines conditions, l'aporoximant 

de Schoenberg diminuai& la forme de l'arc de départ. 

Soit P = {P = f(ej), j a JI le S-polygone de l'approximant de 
j 

Schoenberg S f de l'arc paramétré f : I -t IF?. Désignons par a l'angle 
m j 

orienté ( P  P PjPj+l). Le vecteur a = (a.) se décompose en q blocs j-1 j' 3 

Al, . . . , A de composantes de même signe et on lui associe le vecteur alterné 
9 

0 = ( 8 . )  delRq de composantes*@ = 1 a 
1 i a.éA j 

3 i 



Dédinia%on 5 : B eb t  t e  veotewr @tune (&@&te) du polygone P. La 6oh~w de f, 

s i  &te exis te ,  ut la W e  d e s  { o h t n ~  des po&jgones P i n b d  dand .ta 

combe touque  .eLZ &ub&vibion 9 = ( 9 .  ) ut de p h  en p h &  &he. On note F(C) 
1 

Pour comparer l e s  formes e n t r e  e l l e s ,  on i n t r o d u i t  l ' o r d r e  suivant  : 

D E d U o n  6 : So i t  B = ( Bi) r mq un v e c t m  a l t e n e .  On obtient un v e c t m  

B' s B en hépétant p b i e m . 6  do& t 'une  ou t ' d e  d u  opZtLations suivantes : 

1 )  DAmincLtiofi d'iine composante en v&em absoîue (bans t l a W e r r )  

2 )  Si on a n d e  Bi, on hemptace B pm 8' = ( B I ,  ..., Bi-l + Bi+l, ..., 
%) 

q~ es t  WCOhe un vectewr aetmné. 

Exemple : (-16,2) S (-14, a, -2,2) s (-15,10,-5,4) 

On d i t  que l ' a r c  paramétré C e s t  de f0me simple s i  F(C) = (+a )  - ou (+a, - TB) 

avec O i a, B < r .  On démontre a l o r s  que s i  C e s t  de forne simple, s i  BnC e s t  

son approximant Bézier de degré n  e t  Q son t  B-polygone, on a : 

F(B c )  F(Q) F(c)  n  

Remarque : Lorsque l a  forme de C n ' e s t  pas simple, c e t t e  p ropr ié t é  n ' e s t  p lus  

nécessairement v r a i e ,  comme l e  montre l a  f i g u r e  suivante : 



L'objectif est de choisir le S-polygone P = {pj = f (B .11  de l'appmximant de 
3 

Schoenberg S f de manière que chaque courbe Bézier locale soit de forme simple. 
m 

V é ~ ~ ~ n  7 : P d o m e  une subdivision k-compatible de Z'MC c = f ( ~ )  4 4  

pou4 tod j, 1 'arc P.P est de forme simple, 
I j+k 

Pe même, P est  un polygone k-admissi ble h i ,  p o u  Xo& j ,  la 1 igne polygonale 

j +k est de forme simple. 

On démontre alors successivement : 

- que si P forme une subdivision m-compatible de C (m r 2 ) ,  alors 

F(P)  5 F(c ) .  

- que si le S-polygone P = P de S f forme une subdivision m-compatible 
O m 

de C ,  le B-polygone global P est m-admissible avec m' 2 m, ce qui permet m- 1 

de montrer que : 

Le résultat final est alors le suivant : 

Théolrgme : S i  P ~ A X  une ~ u b d i v i A i o n  m - c o m p ~ b t e  de C ,  on a lu p/rowé.té de 

cf.hinu;tion de l a  d o m e  pom tu app&oximanb de  Schoenbag : 

F(S f) 5 F ( P ~ - ~ )  5 F(P)  5 F(C) 
m 

La preuve de ces résultats utilise essentiellement la construction des 

polygones embvitss vue au paragraphe 6 et la propriété de diminution des 

formes simples pour les approximants de Bézier. 
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CHAPITRE 2 

B-SPLI NES ET SPLI NES FONDAMENTALES 

POUR L' INTERPOLATION CARDINALE D'HERMITE DE DEGRE IMPAIR 

Hypatie, 8 grande &ne, adepte du savoir 
D'en huut, en ces moments où t a  voix grave e t  cZaire 
Roue ddmontre Zes cieux e t  Zeur div in mouvoir, 
Je m 'dmerveiZZe, ô vierge sage, e t  je crois  vo i r  
Br i l l e r  au fond des nuits  Z 'autre vierge, steZZaire. 



Dans ce chapi t re ,  nous u t i l i s o n s  l a  représenta t ion  l o c a l e  des fonctions 

s p l i n e s  polyn9miales de degré impair dans l a  base de Bernstein pour l a  

cons t ruct ion  d ' in te rpo lan t s  d'Hermite aux po in t s  e n t i e r s  de l a  d r o i t e  r é e l l e  

( i n t e r p o l a t i o n  cardinale  d'Hermite).  Plus précisément, s o i e n t  n  = 2m-1 e t  r' 

des e n t i e r s  p o s i t i f s ,  e t  r s u i t e s  de r é e l s  : 

représentant  éventuellement les valeurs  d'une fonction e t  de s e s  dériv6es aux 

po in t s  e n t i e r s .  Le probleme est  de cons t ru i re  une sp l ine  polynômiale de l ' espace  : 

S = {S c C~-'@I) : Y v r Z,  Ç(X)  c P n  p o u r x  E ( v , ~  +1)1 
n  Y r 

v é r i f i a n t  l e s  condit ions d ' i n t e q o l a t i o n  : 

(r-1) 
Ç(v) = yv, S1(v)  = y 'v ,  . . . , ~ ( ~ - l ) ( v )  = yv 

pour t o u t  v E Z. 

Rappelons quelques r 6 s u ~ t a t s  due a Lipow e t  Sehsenbe~g C61y Çchoenberg 

et Sharma El51 et Lee 653. 

4 

ThEo&lme 1 : POU .toLLt y  2 O ,  a o L 2  Y = {(y,,) ; yv = O( I V I ~ )  et S - - 
Y n ,P ,Y  

{ S  r S ; ~ ( x )  = ~ ( l x l ~ ) ) .  POW n = 2m-1 et 1 r r r rn, Le p n o b l l m e  c ( - d ~ b u d  
n  9 P  

admet u n e  d o t d o n  uvdque dm Sn,r,y ~ O M ~ U O  LU y ,  y ,  ... (Y, ( P - i l  1 

dont  w Yy. 



Les fonctions L~ sont les spl ines fondamental es du probleme d'interpolation. 

Théoh2me 3 : TouA étément de s(') d p é o h i t  de manihe u*ue *OUA Ln. dome : 
n ,r 

où N eh$ Ln. B-spline de de ~ u p p o k t  C-m+r-1, m-r+il, c 'ebt  d d h c  La 
S n ,r 

L'interpolant d'Hermite (théorème 2) peut s'exprimer également au 

moyen des B-splines via le développement de L dans cette base (théorème 3). 
S 

Le but de ce chapitre est de donner des constructions simples et géo- 

métriques des B-splines et des splines fondamentales définies ci-dessus. Ces 

constructions s'obtiennent à partir des éléments propres d'une matrice de 

n-r 
dimension d = 2(m-r) pour les splines de degré n = 2m-1 et de classe C 

alors que les auteurs cités plus haut utilisent.une matrice de dimension 

d+r pour le même problème. L'étude est particulièrement simple lorsque 

n = 2r+l (==HL) car an utilise une matrice de dimension 6 4  on calcule 

aisheat tous les é l b e n t s  propres. 



DE CLASSE C 
n-r 

Tout S E S s'exprime localement dans la base de Bernstein sous la 
n ,r 

forme : 

lorsque x E C j , j+ll. Le B-polygone local de S sur cet intervalle a comme 

sommets : 

Le 9-polygone global Q de S est constitué par le raccordement à l'ordre 

n-r des B-polygones locaux Q (j) = (j), O i v 5 n} lorsque j E Z. 
{Qv 

Avec les notations : 

(j) (j) x = (x0 , xl , . . . ,  x (j)) ERn+l 
j n 

# =(x (3 (j) ...y (j)) En-r+l 
j r xr+ly n 

(j) (j) 9 .  = (xo , xi , ..., x (j)) Rn-r+l 
1 n-r 

(j) 3. = (Y:')~ v ~ + ~ ,  ...> x (j)) c E d 
3 n-r 

(où d = n-2r+l = 2(m-r) r O) 

Le raccordement à l'ordre n-r au point x=j se traduit par la relation 

matricielle : 

où la matrice de raccordement : 

- v 
Rn-r+l n-r+l n-rti 

a été décrite au paragraphe 4 du chapitre 1. Cette matrice est semblable à la 

matrice : 
* = v ~ - 1  - - R a l  
Rn-rtl n-rtl n-rti n-rtl n-rti n-rtl 



e t  d ' a u t r e  papt ,  on montre que : 

-1 - - R U 
Rn-r+l 'n-r+l n- r+l  n- r+l  

où U e s t  l a  ma t r i ce  de terme généra l  : 
P 

u . .  = 1 pour i + j  = p + l  

= O a i l l e u r s  

P inversant  l ' o r d r e  des  composantes d'un vec teur  delR . 

3 
Exemple : n = 5,  r = 2 (qu in t iques  de c l a s s e  C ) 

- 
R4 - R - l  = 

4 

I O  O O 1\ 

O 0 - 1  2 

O 1 - 4  4 

,-1 6 -12 8, 

' 8 -12  6 -1' 

4 - 4  1 O 

2  -1 O O 

(1 O O O, 



On a les décompositions en blocs suivantes, pour r et d 2 1 : 



dont on déduit les relations : 

On pose : 

Si l'on introduit les matrices carrées d'ordre p r 1 : 

On a le résultat suivant : 

donc 

Démonstration : La prémultiplication de V d par Kd a pour effet de remplacer 

la ligne i par la somme des lignes de 1 à i ; il résulte des propriét6s des 

coefficients du binôme que : 



En répétant cette opération r fois, on obtient : 

De déme, la postmultiplication de A" par Ktd transforme cette ma- 
d 

matrice A-' et en répétant r fois cette opération, on obtient : 
1 ,d 

* 
Comme R = V A on a bien : 

r,d r,d r,d9 

R* = ( - 1 1 ~  ( K ~ ) ~  vd 
r,d 

= (ilr ( K ~ ) ~  R;(K~~)' 

* 
La matrice R s'obtient aisément grâce aux propriétés des coefficients d 

du binôme. 



Remarque : Dans le  cas d'une suite de noeuds r = (t.) non uniforme, les 
3 j<J 

matrices de raccordement R admettent des décompositions en blocs analogues j ,r+d 

à celle de RFtd et l'on obtient : 

-la sous-matrice R j ,r,d de Rj ,r+d est semblable à cette matrice car : 

Exemple : r = 2, n = 5, donc d = n-2r+l 2. 

en posant p = h /h . .  D'autre part, on a: 
j j+l 3 

' O \ 

O 1 

O O -P -1 -1 l+Pj R A H H V =  
j ,4 4 j+1,4 j $4 4 2 

O -2p.(l+p.) (l+pj) 
3 3 

- 3p?(1+ .) -3p.(l+ .)2 (l+p.) , 3 
3 3 3 3 3 



O 

d'où R - 2 
j , 2 , 2  - f'j 

* 
et l'on retrouve bien R - 

j , 2 , 2  - p j  



I V  - PROPRIBTCS SPECTRALES D E S  M A T R I C E S  R r  ,d 

Rappelons qu'une matrice A e s t  totalement p o s i t i v e ,  en abrégé T.P. 

(respectivement s t r ic tement  totalement p o s i t i v e ,  en abrégé S.T.P.) s i  tous  

ses mineurs sont 2 O (respectivement * 0).  

D e  plus,  A est oscillatoire s ' i l  e x i s t e  k r N t e l  que A~ s o i t  S.T.P. 

 après un théorème de Gantmacher e t  Krein (C21 p. 454), il f a u t  e t  il s u f f i t  

pour c e l a  que A s o i t  T.P., r é g u l i è r e ,  e t  que tous  l e s  c o e f f i c i e n t s  a i , i + l  e t  

a so ien t  > 0. î+l , i 

* 
Les matrices R Kd e t  K t  sont T.P. ( c f .  Karl in C41, chap. 31,  

d ' d 

pa r  conséquent l a  matr ice : 

D'autre p a r t ,  on o b t i e n t  à p a r t i r  de ( 2 )  : 

qu i  e s t  o s c i l l a t o i r e  d 'après l e  c r i t è r e  vu p lus  haut .  

)r-1 La pr6muït ipï icat ion p a r  ( K ~ ) '  e t  l a  pos tmuï t ip ï ica t ion  pa r  (Ktd 

conservent c e t t e  propr ié t6  puisque ces matrices sont  r6gu ï i è res ,  donc : 

La matrice B* est osci l latoire* 
r 9 d 



D'après un théorème de Gantmacher et Krein (C21, p. 4611, les valeurs 

* 
propres de B sont réelles, simples et strictement positives. 

r,d 

* 
comme R = (-llr B* et que R est semblable à R:,~, on en déduit 

r,d r,d r,d 
que les valeurs propres de R sont réelles, distinctes, et de signe (-I)~. 

r,d 

(Plus généralement, cette propriété est vraie pour les matrices R ,r,dl* 

Le polynôme de degré d : 

est à coefficients entiers. De plus, la relation : 

implique que : 

Par conséquent si A est racine de ce polynôme, il en est de même de 
a 

A" et les coefficients équidistants des extrêmes sont égaux an valeur 

absolue. 

* 

Si n = 2m-1, d = n-2rtl = 2m-2r est pair et les racines peuvent se 

ranger comme suit : 

Nous définissons les polyndmes d '  Euler-Frobenius pour la mu1 tipl ici te 

r par : 

on vérifie aisément (6101, p. 15) qu'ils cofncident avec ceux définis par 

Lipow et Schoenberg 663. 



Résumons les r é s u l t a t s  c i -dessus dans l a  : 

Phoposfin 2 : P o w  r 2 1 et n  2 2 r ,  l e  polynôme canactehibtigue de  R~ ,d : 

* d  * d - l +  * * * 
= c  X + c l A  . . . + c ~ - ~ A  + cd 

*r ,d  O 

vilhidie l e û  phophiété4 hdvartteb : 
* ( i l  c* E X  et Ic:l = Icd-j 1 p o a  O 5 j s d. 

j  I 
(ii) a u  nacineû sont  .<l@&eb, d i b a n c t a  de  s i g n e  ( - I ) ~  et vW'6 ient  : 

p0W n  = 2m-1. 

(ü*) Lu poLqnÔmu d'Eden-FhobenuLs s o n t  fi& a ceb poQn8mea p m  : 

Plus  généralement, s i  l ' o n  pose : 

II* 
* 

( A )  = IRjyr ,d  - A I ~ I  = kj , r , d - ~ ~ d l  j  , r y d  

on o b t i e n t  également un polynôme dont l e s  r a c i n e s  sont  r é e l l e s ,  d i s t i n c t e s  e t  

de s igne  (-1)'. 1 

Exemple : ( A )  = l ~ ~ ~ ~ ~ ~ - ~ 1 ~ 1  
j  ,2,2 = l  2  

-P; ~ p . ( ï + p . ) - h  I I 

a  deux r ac ines  r é e l l e s ,  d i s t i n c t e s ,  s t r i c t emen t  p o s i t i v e s  e t  t e l l e s  que : 

5 - X l . X 2  = pj  
5 - (h j+Jh j )  . 
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V - CONSTRUCTION DES B-SPLINES M, (0sssr-1) 

On cherche l a  s p l i n e  Ms r ayant l e  support O ,  k] l e  p lus  p e t i t  
n s r  

poss ib le .  On u t i l i s e  l e s  nota t ions  du paragraphe 2 pour l e s  vecteurs X ayant 
j 

comme composantes l e s  ordonnées des sommets des B-polygones locaux de M sur 
S 

Cj, j t l l .  

Comme M ( ~ )  ( O )  = O pour i = O ,  1, . . . , n-r, on d o i t  avo i r  : 
S 

c f >  - - $ 1  = 0 
1 

... - 
O n-r 

I 
'L 

autrement d i t  X O e t  Xo = 0. 
O 

D ' a u t r e  p a r t ,  ( i l  
Ms 

(1) = O pour O i i i r-1, i # s, ce qu i  s e  t r a d u i t  

par  : 

Puis en posant arb i t ra i rement  : 

(0x1 - 
n-s - y, 

on déduit  de vi($; = O ( s t l  r; i i r-1) l e s  r e l a t i o n s  : 

Rappelons que 1 ' on a ( 9 2 ) : 



d t o a  l t o n  dédui t  : 

e t  d ' au t re  p a r t  : 

Posons : 

pour s 5 i s r-1 

'L 
La r e l a t i o n  ci-dessus peut s ' é c r i r e ,  puisque X O = O : 

De manière analogue, en posant : 

(j) 
x = y.  pour j 2 O n-s 3 

on o b t i e n t ,  au voisinage du noeud j t 



(j) 
X = O 
n-i pour O S i S s-1 

pour s I i S r-1 

(j+i) ( j 1 
x = (-llS . x i n-i pour O S i S r-1 

Exemple : n = 5, r = 2, d = 2.  



e t c  . 

D e  façon générale, on a : 

e t c  ... 

S i  l 'on veut que l e  support de Us s o i t  1' i n t e r v a l l e  C O ,  j t21,  il f a u t  

imposer : 

~ ( ~ ) ( ~ + 2 )  s = 0 pour O S i L n-r 

ce q u i  (quivaut, en vertu des  p ropr ié tés  du B-polygone l o c a l  s u r  ( j t 1 , j+2 ) , 

à : gjtl = O e t  entrarna en p a r t i c u l i e r  

= O  
j t l  

La recherche du support Co, j+2l l e  plus p e t i t  possl b le  Bquivaut donc. 

d'apres l a  r e l a t i o n  (3) ci-dessus ti l a  recherche du plus p e t i t  en t ie r  j 2 O 

te1 que ?jtl = O ,  c ' es t  a d i r e  ii l a  recherche du polyn8me minimal du vecteur 
'XI 
bs pour l a  matrice R ~ , ~ .  



( i l  Le polynôme niniml de $ pow la nathice R ~ , ~  ut l e  polynôme 

catracltEhi6wue de c m e  W c e ,  c' es t  b û h e  l e  polynôme d' Eutw~-Ftrob&ub : 

* 
( i i )  En chodhdant y = kC. (0 I j I: d, k c o n b m e  # 0) lu veclteuhb 

j I 
'L 'L 
x,, . . . , xd hont eutéahment indépendants. 

( i v )  Avec l e  choix y = k~: (O s j s d, k # 0) pou nS, lu ~-dpLUle.~ 
j 3 

Ms(x), M s x + , .  . , Ms(x+d+l) ho& CinéahemMt indépendnntu d u  C O ,  11. 

Preuve : Montrons que (i) implique (ii) et (iii). 

'L 
Si II* (A) est le polyname minimal de b pour la matrice R 

r,d s r,d9 
la relation ( 3 )  

'L 
implique que les vecteurs %1, 22, . . . , X sont non nuls et linéairement indé- 

d 
* 

pendants si l'on choisit les y. proportionnels aux C (O I j S d),de plus 
I j 

= O , par conséquent le support minimal de MS est l'intervalle [O, d+21. 
d+ 1 

Montrons que (iii) implique (i) et (ii). 

Si le support minimal de M est [O, d+21, le plus petit indice j pour lequel 
S 

2i 'L 

'j+i = O est j = d, par conséquent le polynôme minimal de b pour R est 
S r,d 

* 
de degré d et coïncide nécessairement avec le polynôme Ti (A). Les y. sont 

r,d 1 
* 2, 'L 

alors proportionnels aux C et les vecteurs X 
j 1' " 

., X sont linéairement d 

Moiiirons que ( i i )  Qquivaut ,i (iv). 

* 2, % 
: J i ,  avec 1~ choix y = kC. (O i j 5 d, k # O), lei; vecteurs XI,. . . ,Xd :;ont 

i 3 

i ~~(l~pendnni:;, il ç .r i  est de même clcs vecteurs X XI, ..., Xdtl qui ont comme 
~.oiriposani c?:: 1 c:: 1\-coefficient:; dtt:: fforic. t ions M . ( x )  , M_(x+l), . . . ,M (x+d+l  ) :;tir 

5 . > S 

I ' i ritervalle r 0 ,  I 1 .  
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En effet : 

- donc al = ... - ad = O. Il reste alors : 

En prenant les composantes s et n-s de ce vecteur, on en déduit a. = adil = O, 

sachant que y et yd sont différents de O. Enfin l'indépendance locale des 
O 

B-splines équivalant à l'indépendance des vecteurs X ..., Xd, on a bien le 
0 ' 

résultat annoncé. W 

Avec le choix particulier 

on a les propriétés suivantes pour M : 
S 

Pmposction 4 : L u  6 o n c t i c ~  ns v é h i y e n t  ; p o u  x E Co, d+il : 

(il ns(d+2-x) = (-1)' MS(x) 

Preuve : La propriété (iii) résulte immédiatement du fait que M E s n ,r* 

Sur l'intervalle (j ,j+l), on a : 

(SI n-s n! (j) 
doncM ( X I =  (n-s)! 1 vs x s+i 'n-s,i (x-j) et 

s i=o 

n! (j) * 
M(s)(j+l) = (-ilS x = c d'après (2 )  et (4)  
s (n-s)! n- s j 



L'application x + d+2-x transforme l'intervalle Cj,j+ll en l'intervalle 

Cd+l-j, d+2-j 1 et l'on doit montrer que : 

la matrice Un+l inversant l'ordre des composantes du vecteur X . 
j 

On a d'une part : 

pour O S i S s-1 

pour s S i S r-1 

pour s S i S r-1 

et d'autre part : 

(d+l-j) (dtl-j) - - X = O n- i pour O S i S s-1 

(d+l- j ) 
X 

s i = (-1) Yd-j pour s s i s r-1 i 

pour s r i S r-1 

Les racines du polynôme li étant de signe (-1)' et ce polynôme 
n ,r 

étant de degré d, on a : 

* 
C = (-1) (rt1)dc* d- j j (O r j S d) 

d'où l'on déduit : 



Pour n impair, d est pair, et l'on déduit des relations. ( 6 )  et (7)  

ci-dessus que : 

(dtl-j ) (j) 
(8  x i = (-1)' x pour O S i Sr-1 a t  n-rtl S i S n i 

En ce qui concerne les composantes centrales (i. e. d'indices 

r, . . . , n-r), on a d'après ( 3 )  : 

De manière analogue, on démontre à partir de 2d,l = O et de R - ~  
r,d 

(corne pour P et R~ que : 
O 

et plus généralement, sachant que R -1 
r,d = 'd 'r,d 'd : 

On obtient alors : 

ce qui, avec (8) démontre ( 5 ) .  . 
Lee CS1 ayant démontré l'indépendance linéaire des B-splines %(x), . . . , 

Ms(xtd+l) sur l'intervalle C O ,  11, c'est à dire l'assertion (iv) de la pmpo- 

sition 3, cette proposition nous a permis de calculer, au moyen de l'algorithme 

de souriau-Faddéev (cf. Gastinel C31 p. 294 ) les polynômes d'Euler-Frobenius 



et les B-splines dans un grand nombre de cas (d'autres exemples sont donnés 

dans ClOl). 

Remarques 

1) Il est possible de démontrer directement l'indépendance ïin6aire. 

des vecteurs 2 .  (1 S j S d) lorsque d = 2 ou 4, ce qui suffit largement dans 
3 

la plupart des applications. 

2) La technique ci-dessus permet également le calcul des B-splines pour 

une subdivision dont les h. sont en progression géométrique, car dans ce cas 
3 

= h /h = p est constant et les matrices de raccordement sont toutes 'j j+l j 

identiques. 

Pour S = O : ---------- 

(figure 1) 



Pour 8 = 1 : ---------- 

I 
1 xo = (O, O ,  0 ,  0 ,  5, 0 )  

5 
Exemple 2 : n = 7 ,  r = 2 ,  d = 4 (degré  7 ,  classe C ) 

* 
*7,2 

(A) = II,,,(A) = A4 - 7 2 i 3  t 2 6 2 ~ ~  - 72 A t  1 

Pour _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  s = O : y. = y 5  = 1, y2  = y4 = -72,  y3 = 262 

(figure 2)  



Pour S = 1 : - - - 1 72 - ------ 262 Y o = Y 5  - 7 , Y 2  - Y 4 - 7 , Y 3  - -  7 

B-polygone de M * 
1 

1 x2 = 7 ( 0 %  -72,  -208,  -416,  -628,  -564,  -262,  O) 

(figure 4 )  
1 

X3 = 7 (O, 262,  524,  628,  416 ,  208,  72 ,  0) 











6.1 Vecteurs propres des matrices R r,d 

Soient iY1, . . . , las vecteurs des 8-coefficients centraux de la 2d 

B-spline Ms. Nous définissons le polynôme a coefficients vectoriels : 

A l'aide des définitions (21 ,  (33, (4), on établit la relation : 

qui peut se démontrer par exemple à l'aide des résultats du chapitre 7 de 

Gantmacher Cl]. On en déduit alors la : 

Pitopo6i.ihn 5 : ToLLte luzcine X .  (1 s i s d) du po&no"me d'Euh-Fkobeniu6 
1 

n ( A) ut v a l m  pop i re  de La nathice R~ yd et S ( A .  1 ut un v e d m  pno)ue 
n sr s 1 

Exemple : r = 2, n = 5. 

Pour Al 3 - 2J2, on obtient : 



Pour A2 = 3 + 2fi, on obtient : 

'b wofA,) = (4, 12 + 8a) 

6.2 Construction des spl ines LS 

(SI Nous cherchons une spline Ls E S2m-l,r telle que : 

(i) ~ ( j )  (v) = O pour v c Z, O r j s - 1 ,  j # S. 
s 

(10) (ii) Ss) (0) 1 , ~ 1 ~ )  (VI = O pour v # 0 ,  

(iii) Ls(x) reste bornee quand 1x1 + +a. 

Pkop~h&n 6 : Solent  2S ,1, . . . , Lu vecteuhb d a  8-coe6$.l&icientd 
s ,d 

c e n t m u x  de M huh te6  &tehv&eb Ci, 2 1 ,  .. . , Cd, d+ll hebpect2vmm.t.  s 
(v S o i e n t  Y = y , ..., - (VI 

s ,v et? - y , ..., Yn S,V ("1 Lo6 v e c t w  do6 Yn-r 

(il yp) = O p o u  O i i S r-1 et n-rtl S i * n ~ o W  t o u t  v # O 

(ü) y:0) = O poW O i i d 8-1 et n-rtl s i S n 

, i, 
1 

& y i  ( O )  = -  p o u  s s i s r-1 s! 
(: 1 

d m-r 
v+d- j iu i  i = 1 ( 1 xi 

'9' jj.1 i.1 
nt (hi)) 2 
n9r s ,j 

Preuve : Les conditions (10, i) et (10, ii) ci-dessus impliquent, pour v O : 



(O) (0) - d 
(O) ) - ? r IR est un vecteur inconnu (iii) (yr , yHl, s YO 

Remarque : On a supprimé l'indice s dans les composantes, pour simplifier 

les notations, nais il est bien clair qu'a priori elles dépendent de S. 

Le raccordement à l'ordre n-r au point v 2 1 des polygones locaux de 

L sur Cv-1,vI et Cv,vtl] ainsi que les conditions (10, 1) et (10,ii) 
S 

s'expriment par : 

? = R  3' s,vt1 r,d s,v (v  2 1) 

(VI ),par suite : 3' = (Y, ,r 3 9 YS ,n-r s ,v 

(12) ? S,V R r,d 3' s,o p ~ u r t o u t ~ ~ l .  

Ecrivons la décomposition de ? dans la base des vecteurs propres 
s $0 

On en déduit : 

(VI - - (VI - (VI - - ... (v) = O pour v 2 1, on voit Comme y. - • • - y*-1 - yn-rtl = y, 
pue la condition (10, iii) sera vérifiée si le vecteur 5 reste borné quand 

s ¶V 



v -+ +oo, c'est 3 dire, puisque 1 < I A  1 < ... < IAdl , si l'on a : m-r+ 1 

(15) 

D'autre part, le raccordement à l'ordre n-r, à l'origine, des polygones 

locaux de L sur C-1, 01 et CO, 11 se traduit par : 
S 

'L 
Ecrivons la décomposition de b dans la base des ve.cteur propres : s 

On en déduit : 

et puisque l'on a également : 

et tout V 2 1, on obtient : 

Si l'on veut que L reste bornée quand x + -, il faut et il suffit 
S 

? que s,-V reste borné quand v -+ +a, c'est à dire que : 



Mais comme d'autre part, on a, d'après les relations du paragraphe 5 : 

on en déduit : 

Soit NA1, ..., A ) le déterminant de ce système et Vi(A1, ... , Ad) d 

le mineur obtenu en supprimant la ligne 1 et la colonne i. Les solutions de 0 

(18) sont données par : 

* d 
Comme d'autre part, ii (A) = co Ti (A-A. ) , on déduit immédiatement 

n,r i=l 1 

de (18) que : 

(1 S i m-r) 

Les relations (13) et (14) s'écrivent alors respectivement 

m-r % 

? = 1 ~,cx.)/n' (A~)OU 
s'O i=l 1 n,r 

d m-r % ? = 1 ( 1  x:-j/nf (xi))xS 
j=l i=l n;r , j 

d m-r 
v+d-j/n' (A.))1 ? I : < ï A i  

'9' j=l i=l n,r 1 s,j 



D'autre part, (17) et (21) impliquent : 

Or on vérifie aisément que : 

(03 U désigne matrice "anti-unitaire" inversant l'ordre des composantes d'un d 
d vecteur de R ). 

On en déduit alors : 

m-r 

i (Ai) 

soit, en comparant avec (22) : 

Pour la fonction L (XI, cela se traduit par la relation : 
S 

Exemple : n = 5, r = 2. 

hl = 3 - 2 A ,  donc ~ / ï i ~ ~ , ~ ( h ~ )  = l/4a 
, 

'L 
wo(hl) = 4(1,'3 - 245') 



Par conséquent : 

Les B-coefficients de Lo et LI sur CO, 11 sont donc respectivement : 

Y = (1, 1, 0.707, 0.121, O, O) 
0 9 0  

Y = (O, 0.2, 0.4, 0.068, O, O) 
1 ,O 

6 .2  Représentation au moyen des B-spl ines 

Soit Ns(x) = Ms(xtm-rtl) la 8-spline de s") de support Cm+r-1,m-rtll. 
n ,r 

On se propose de calcuier les coefficients du développement : 

Comme Ms(d+2-x) = (-1)'~~(x) (proposition 2) on a N s (-x) = N~(x).(-~)~ 

et comme Ls(-x) = (-1)'~ (x), on en déduit : s 

Sur l'intervalle CO, 11, on a : 

m-rtl 
1 as,VNs(x-~). 

v=-mtr 

Ce qui se traduit sur les B-coefficients centraux par : 

m-r 

1 as ,Ps ,m-r+î-v 
v=-mtrt 1 



OU encore : 

d'oa, en comparant avec (iii) (Proposition 6) pour v = O : 

m-r 
a s ,m-r+l- j (1 S j S d). 

i=l 

Le raisonnement ci-dessus s'étend sans difficulté à tout intervalle 

(v,  v+l) et l'on an déduit : 

qui est indépendant de S.  A l'aide de cette relation et des théorèmes 1, 2 et 3, 

on établit la : 

avec 

Preuve : D'apres le théoreme 2, on a : 

mais 



+aD 
( s )  - ( s  d o n c s i l l o n p o s e Z  - av - jy j  
V 

pour s = O ,  1, ..., C-1, on aura bien : 
j =-- 



V I  1 - UN EXEMPLE NON TRIVIAL : SPLINES DE DE GR^ n = 2 r t l  ET DE 

CLASSE C 
r t l  

(CAS 00 d = 2 )  

7.1 B-spl i nes 

Les espaces de splines considérés sont respectivement : 

S 
2r+l ,r = {S c~+'(R) : s~(v,(v+~)) r ~ ~ ~ + ~ l  et 

s(s) - 
2r+1 ,r - {' ' Sîr+~,r : s(') (Y) = O, O i j s r-1, j # S, v E X }  

pour s = 0, 1, ..., r-1. 

Pour la construction de la B-spline M ( s 
s Sîr+~,r ayant comme support 

l'intervalle CO, 41, on utilise les résultats du paragraphe 5. 

La sous-matrice R de la matrice de raccordement R s'écrit ici : 
r ,2 r+2 

Les vecteurs w (O I i S r-1) sont donnés par : i 

et l'on en déduit : 

en utilisant les propriétés des coefficients du binôme. 



Le polyn8me d '  Eu1 er-Frobéni us est : 

et ses racines sont respectivement = 

Il est clair que l'on a : 

O < lxll ' 1 < lA21. 

- s+r-1 (n-s)! Yss0 - YSs2 = (-1) n! (n = 2rtl) 

'L 2 
On construit alors les vecteurs X et 3 de R donnant les B-coeffi- 

s ,l s ,2 

cients centraux (r et rti) de M sur les intervalles (1,2) et (2,3) respecti- 
S 

vement : 

dont on calcule les composantes à partir des relations ci-dessus : 



Ces deux vecteurs sont l inéairement indépendants et l'on voit que 

Les autres B-coefficients de M sont respectivement : 
S 

pour O 5 i 5 r+l 

pour s S i 5 r - 1  

= O s ,n*i pour O 5 i S s-1 (s 2 1) 

Les B-coefficients X et X sur C2,31 et C3,41 s'en déduisent par 
s,2 s,3 

les relations : 

sur C1,21 * 

X = ( - I ) ~ U ~ X   et^ 
s ,2 s, 1 s,3 s $0 

= (-llS un X 

qui équivalent à : 

f ($1 = O 
s,i pour O 5 i 5 s-1 (s 2 1) 

s,i 
= (-ils ( s )  y s 3 0  pour s 5 i S r-1 

et ($1 sont les composantes de X 
% 

s 917 s ,r+1 s,l 

($1 - i 
s,n-i -(SI Y s , ~  pour s 5 i 5 r-1 

X == 0 
s ,n-i pour O S i 5  s-1 (s 2 1) 

Ms(4 - X) = (-1)' Ms(x) pour x r (O, 4) 

ou encore à : 



7.2 Spl i nes fondamental es 

Le plPblème d'interpolation est le suivant : étant données r suites 

(y) - (s, 
- ( YV)V€Z 

O S s S r-1 appartenant à Y Y (y 2 O), calculer l'unique spline 

'r ' '~r+~,r,y telle que : 

On sait que la solution s'exprime au moyen des splines fondamentales 

Nous utilisons les résultats du paragraphe 6 pour la construction de 

ces fonctions. 

Le seul calcul à faire est celui du vecteur des B-coefficients 

centraux de L sur l'intervalle (0, 1). Or on a, d'après la proposition 6 : 
S 

" 2r+1 ,r 
(A) = 2[(r+i) - (-I)~xI, et 

hl  = (-~)~(r+i - Jr(r+2n, il vient : 

Par conséquent : 

et plus généralement, on a pour tout v 2 O : 



En u t i l i s a n t  maintenant l e s  r é s u l t a t s  du paragraphe 7.1 : 

a )  s i  r-s e s t  p a i r  : ----------- --- 

v 
ce  q u i  montre que L ( x )  e s t  du s i g n e  de X s u r  l ' i n t e r v a l l e  ( v , v +  l ) ,  pour 

S 1 

v 2 O .  

b )  s i  r-s e s t  i m ~ a i r  : ------------- --- 

v 
e t  Ls(x) e s t  également du s igne  de X s u r  l ' i n t e r v a l l e  ( v ,  v t l ) ,  pour v 2 0. 1 

Rappelons également que : 

Ls(-x) ( - l l S  Ls(x) 

e t  d ' a u t r e  p a r t  l e  développement de L dans l a  base des B-spl ines  
S 

La p ropos i t i on  7 prend a l o r s  l a  forme simple. 

PhopoaUon 8 : La a o l d o n  unique s E S du poblème d ' i n tmpo la t i on  
2tlYrYY 

d l U W e  peut a 'exptumm aoun l a  dotme 

où les a d e s  ( z\ls) lvEZ aont donnéa ,  pouh s = O, 1, ..., r-1, pah : 



7.3 Nom de 1 'opCrateur de projection L;,,+~ 

(5 (s) Cet opérateur associe a r suites bornees y = (yv 1 l unique 

spi lm borne Sr de degré 2r+1 et de classe c*' telle que : 

(9) (s) Sr ( V I  = yv (V é Z ,  O d s S r-1). 

Posons : 

I l  131 11, = 
(9) 1 l I I  1, avec I lY(')ll, = SUP luv 

OSsSr-1 v 

1 lsrl 1, = sup Isr(x) 1 
x a  

l l ~ ; * ~ l  l = 1 lsrl 1, 

V Or on a vu, au paragraphe 7.2 que Ls(x) est du signe de Al sur (v, Uh) 

pour V 2 O et du signe de (-1)' X I V ~  pour v S -1. Choisissons corne suites : 
1 

V 
sgn (A1) pour v 2 O 

yv - (O s s s r-1) 

- 1  s A 1 pour v s -1 

(6 On a &idemment Illilll,= max I l y  II,= 1 et l'interpolant a connne 
oSsSr-1 

expression, pour x E CO, 11 

Par consequent, on en deduit : 

avec 



En e f f e t ,  l e  maximum de Ys(x) s u r R  e s t  éga l  3 son maximum sur C O ,  1 3  car Ys 

est périodique de période 1. 

Nous a l lons  montrer maintenant que : 

y (x )  = Ys(1/2) 
S xéco,11 

En u t i l i s a n t  les r e l a t i o n s  de l a  proposi t iog  6 et  du paragraphe 7.2, 

on ca lcu le  les B-coefficients de YS sur Co, il : 

- (n-s) '  r t l )  r-s 
1 + IX11 

X = x  - - (  
r r+l n! 1 - \ % I l  

- - (n-s)! ( r + l  r-s r pour r-s pair 
n! s 

e t  d 'aut re  p a r t  : 

- - Jr(r+'iT pour r-s impair 
n! r 

On en déduit : 

- (n-s)! ( i -1)  L O  * x  - pour s S i S r-1 i Xi-i- n! s-1 

i?- s 
0 [ Y (r-1 

s i  r-s e s t  p a i r  

- - * Xr - Xp-l E - 3  > 0 s i  r-s e s t  impair 



* X  - X  - 
n-i n-i-1 - - ( x i - x  ) ' O  i- 1 pour s S i S r. 

Conme l e  nornbm de zéros de Y i  dans 30, 1 C  e s t  au plus égal  au nombre 

de changements de signes de l a  s u i t e  (xi - ( 1  S i S 2 ~ 1 )  e t  cowne 

Y'  ( O )  . Y'  (1) 5 O ,  on vo i t  que Y '  ne s'annule qu'en x = 1/2, donc (24) es2 
8 r: s 

démontré. On calcule  a lo r s  : 

n-r r+l r-s 
) ~ r - s + i  1 i=s 

1 
1 1 (ri1 ( l - r )  + (n-r) rll;o} y (-1 = - - 

s 2  1-S r-s r i=s 

E t  l 'on obtient  finalement : 

pour r-s pair 

pour r-s impair 

2 Remarque : la valeur de / L5 1 1 calculée par c e t t e  mathode e s t  d i f férente  de 

c e l l e  obtenue par  Lipov dans t71, p. 379. On y trouve en e f fe t  : 1 1 L: 1 1 1,5239. 

1 En ~evanche,  l a  valeur calculée pour 1 (L31 ( corncide avec c e l l e  donne. dans 

C81 e t  C91. 

On a démontré dans Clll l e s  r é s u l t a t s  suivants : 

P ~ p o ~ L t h n  9 : 

(il La nome de Lt o p W w  convmge veris Je quand r -ç +.o. 



d i  d W e  1 Aj/j ! convenge, & o u  C'uitehpo- d p h e  Sr E Sînl.r 
jro - 

de f convenge v m  f quand r -, +m u ~ o m e n i e n t  bwl toLLt compact de JR. 

D'autres résultats y sont donnés concernant les formules de quadrature 

associées aux interpolants d'Hermite. 
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SPLI NES QUADRATIQUES GENERALISEES 

SUR UN INTERVALLE 

I do not know what I may appear t o  the wortd ; 
but t o  mysetf I seem t o  have been onZy Zike a 
boy pZaying on the aeashore, and diverting 
mysetf i n   na^, and then finding a mnoother 
pebbte or a p re t t i e r  sheZZ than ordinary 
whi ts t  the great ocean of t m t h  Zay a22 
undiscovered before me. 

Isaac HEüYW 



Soit 1 = Ca, bl un intervalle d e R  et ? = (a = t0 < tl <... < tn = bl 
une subdivision de 1. Désignons par : 

1 le sous-espace des fonctions S E C (1) dont la restriction à chaque sous- 

intervalle [ti, ti+l 1 (O S i S n - 1) est de la forme : 

- où y = (X - ti)/hi, hi - ti+l 1 - ti et où ui E C CO, 11 vérifie quelques 

propriétés simples (cf. 5 II, Définition 1). 

- 
On pose u = (u0, ul, ..., u 

n-1 : an a dsnc le choix de la fonction 
ui sur chaque saus-interval le. Les fonctions de sP2(Ü) sont appelées wli- 
nes quadratiques genéral i sées (en abrégé SQG) . 

Ce chapitre étudie les probldmes suivants : 

1) Construction des 8 - 6 m e b  de sP2(Ü) et représentation globale des 

SQG au moyen d'un paCygone 8éXeh. 

* 
2) Intapolat ion de Lagmnge aux points ti = tO, titi = (ti t tit1)/2 

* 
pour O S i L n - 1, tntl = , généralisation d'un th60rhe de Mariden tn 
Cg1 sur la norme du projecteur de Lagrange corraspondant . Sur ce sujet, 
voir également Cl], C71, C101, C111, C161, C171. 

3 )  Z n t ~ ~ ~ n  p a  moyenne t o c d e  



et généralisation d'un t h é o r b  de Schaenberg Cl41 sur les histosplines 

quabatiques. Voir également Cal, C121, Cl41 et C151. 

4) Zrctmpolatian d ' t f M e  du type : 

lorsque r = {a = tO < tl < ... < t2n = b} et t2i+l - - (t2i + t2i+2)/2 
(O S i S n-1). 

5) Erreur d'interpolation pour le problème de Lagrange lorsque la fonction 

interpolée est dans crca, b3, O S r S 2. 

6) Erreur d1interpolat5on pour le problème d'Hermite lorsque la fonction 
1 2 interpolée est dans C Ca, b3 ou C Ca, bl. Pour les splines quadratiques poly- 

3 nômiales, l'erreur est étudiée pour les fonctions de C Ca, bl. 



11 - L'ESPACE P,(u)  DES POLYNOMES QUADRATIQUES GENERALISES ET SA 

BASE DE BERNSTEIN 

O E @ u X o n  1 : P,(u) ut Le sou-ebp<lce de C'CO, II d o M  d u  poLynÔtnu q 

Lipw 9En-a du type : ~ ( x )  = a. + al x + a2 u(x) oii u c C'CO, 11 v W ÿ e  
Le6 w W n b  Ica. 6Lg. 1 ) .  

(i) u(0) = u t (0 )  = O, ~ ( 1 )  = 1 

( L i )  u et ut sont s.&ictemerct crro.bsanteb 
(Lü) ut1 - x) = 1 - 2x + u(x) 

Ces propriétés permettent de prouver le 

Lemme 1 : le systeme 11, X, d x ) )  ebt un systéme de Vebcmteb   UR (O, 11, 
b di/re que l'on a : 

Preuve : Il suffit de montrer (cf. Karlin C181, chap. 1) que pour - 
O < X 1  < X 2  < X 3 * , l ,  an9 : 

D2(i, j) = 
u(xi) u(x.1 

3 

1 1 
> O (évident d'apras (ii) 



et  bien sQr u(x) > O pour t o u t  x E (O, 1) .  

mais il e x i s t e  yl e t  y2, xl < yl < x2, x2 < y2 < x3 t e l s  que 

u(x3) - u(x2) = (x3 - X2) u9(y2)  

u(x,) - u(xl) = (x2 - X1) u t ( y l )  

par conséquent ( i i )  e n t r a î n e  u9(y1) < u1 (y2) donc D > O. De même : 

u(xi)  u (x .1  - u(xi) 
- <  1 

X X - x  
i j i 

mais il e x i s t e  O < rii < xi t e l  que : u(xi)  = xi u1(vi)  e t  il e x i s t e  

xi < E i j <  x t e l  que u ( x . )  - u(xi) = ul(Ei i )*  (x  - xi) .  
j I j  

Comme u1 e s t  s t r ic tement  c ro i s san te ,  on u9(n i )  c ul(E 1, donc 
ij 

DJ(i ,  j )  > 0, cqfd. 

> O équivaut à : D3( i , j )  = 

( i v )  2x - 1 < u(x) < x paw x E (O, 1) 

( v )  u1(1/2)  = 1 et u t ( l )  = 2 

u(xi) u(x.)-u(xi)  
3 

X 
i 'j - Xi 



Preuve : On a d'abord 2x - 1 < u(x) < x pour x E C1/2, 11 car d'une 

part : u(l - x) = 1 - 2x + u(x) > O et comme ul(l - x) = 2 - u'(x), 
on a u1(1/2) = 1 et ~'(1) = 2 ; or u1 strictement croissante entraine 
U(X) = x u 1 ( q )  < x pour O < E , <  x S l/2 et coamie dlptre part 

u(l - x) = 1 - 2x + U(X) < 1 - x pour 1/2 S x < 1 on a aussi u(x) < x 

pour 1/2 S x I l .  

D E ~ ~ n  2 : La base de Bennatein dep2(u) at dE&inie pan (cf. fig. 1). 

Lemne 3 : La base de Bennatein CL-deb~u.4 v W & e  ta prtoM#@.û ~uivanteâ 

Preuve : Les propriétés (BI) et (B2) résultent trivialement de la défi- 

nition 2 et du lemme 2. La propriété (B3) se démontre comme le lemme 1. 

Il suffit de remarquer par exemple que 



et il en est de &me pour les déterminants d'ordre 2. 
t 

DEdiniXion 3 : On a p p e l l e  pottjgone B E z i e h  ( o u  8-poûlgone) d e  P(X)  = bo +o(x) + 
bl + 1 ( ~ )  + b2 4 2 ( ~ )  L P ~ ( u )  Lu Ligne luidile d e  honiet6  : 

'b % 5 
bo = (O, bo) ,  b1 = (1/2, bl)  b2 = ( 1 ,  b2) 

on VOL€ que Le p o i n t  c o W  (x. ~ ( x ) )  eAt &W L ' m u d ~ p p e  conuexe d u  
d o m e t s  du B-poLygont de  p c p2(u) (fie. 1). 

O 

Figure 1 



u " ( x )  = W ( X )  > O SUR (0,l) 

Dans ce cas, on peut écrire : 

(1) x = [ [ ds dt 

et p2(u) = ker,Lw où Lw est &'opérateur différentiel : 

Théotéme 1 : Une c o n U n  n é c u ~ & e  et sutJ~Xsante pouh que u vé.hL6ie lu 
pop/Uétés (i) (Li) (G) de lu d é 6 W o n  1 es t  que w v é h 6 i e  : 

(a) W(X) = w(1 - X) 

Preuve : (i) et (ii) sont trivialement vérifiées pour toute fonction u de la - 
forme (1) sauf la condition u(1) = 1. Posons u(x) = u(1-x). Si l'on veut que 

Û(x) appartienne à P2(u) ker L il faut et il suffit que {;v(x)/w(x)} = O w ' d %; pour O < x 4 1. Or u"(x) = ~"(1-x) = w(1-x) et - (~(1-x)/w(x)) = O entraine 
dx 

w(1-x) = k w(x). Pour x = 1/2, on voit que k = 1, donc (a) est vérifié. 

D'autre part, on a : 

La première intégrale est égale à : 



La deuxième i n t é g r a l e  dev ien t ,  en t enan t  compte de ( a )  : 

On o b t i e n t  donc : 

x = O e t  u ( 1 )  = 1 donnent u l ( l )  = 2 e t  u ( l  - x)  = 1 - 2x + u(x ) ,  donc 

( i i i )  e s t  vrai. 

Commeu(x)=  ( x - t ) w ( t ) d t  ( T a y l o r e n O ) l a c o n d i t i o n u ( l ) = 1  

s ' é c r i t  : 
J O  

1 
1.1 w ( t ) d t -  

O 

e t  corne ~ ' ( 1 )  = w ( t )  d t  = 2, on a  b ien  l a  condi t ion  ( b ) ,  cqfd. 

Donnons quelques exemples de fonc t ions  u .  

2 
Exemple ---- ---- 1 : u(x )  = x , IP2(u) = P2. 

Exem~&l-2 : w(x) = a ch(a/2 - ax)/sh(a/2)  

(où a > O), v é r i f i e  w( l  - x )  = w(x) 

e t  1: x x(x) dx = 1. La fonc t ion  u  correspondante e s t  

2  
Lorsque a + O ,  w(x) + 2  donc u(x)  + x e t  lo rsque  a + + = ,  

u (x )  + X *  



E x e q l e  ---- ---- 3 : w(x) = a cos(a/2 - ax) /s in(a /2) ,  (où O < a < IT) donne : 

2 lorsque  a + O,  u(x)  * x e t  lorsque a = IT, on a w(x) = IT s i n  IT x  e t  

U(X) = x - s i n  m/m. 

a 
Exemple 4 : w(x) = k(a )  ---- ---- xa(ï - x )  ( a  > - 1 )  avec 

k(a)  = r ( 2 a  + 3 ) / r ( a  + 2) ï (a  + 1).  (r  = fonction gamma d'Euler) 

f c P 2 ( u )  s i  e t  seulement s i ,  pour O < x < 1 : 

ou encore : x ( l  - x )  f'"(x) - a ( l  - 2x) f l ' (x)  = O 

Exem~le ---- ---- 5 : w(a, x )  = 2a + 12(1 - a) x ( l  - x ) ,  où O < a < 3,  donne : 
3 4 u(a ,  x) = a x2 + ( 1  - a )  (2x - x 1. 

2 On v é r i f i e  que a I b ===> ~ ( a ,  X )  5 ~ ( b ,  X)  e t  u(1, x)  = x . 

Lerne 5 : (Intenpolation de Lagmrge dam I P ~ ( U )  ) 

I où %(XI = - 1-2m [ ( l  - 2m)(l - x)  - ( x  - u ( x ) ) l  

2 C1(x) = - 1-2m ( x  - u(x))  

(u (x )  - 2. x) 1 2 ( x )  = 

avec O < m = u(1/2) < 1/2. 

Preuve : Simple v é r i f i c a t i o n .  



I V  - L'ESPACE spp(i) DES SPLINES QUADRATIQUES GENERALISEES (SQG) 
ET LES B-SPLINES 

Soit  1 = Ca,  b] et  T = {a = t0 < tl <...< tn = b) une subdivision 
* 

de 1. On pose hi = ti+l - ti e t  ti+l = t i + i h i  ( O S  i i n -  1). 

- 1 
Soi t  u = (ul, ..., u ) une s u i t e  de n - 1 fonction de C CO, 11 

n-1 
v é r i f i a n t  l e s  condit ions de l a  d é f i n i t i o n  1 du 5 II. 

03 yi = ( x  - t i ) /h i  c CO, 11 e t  où {$iO, Oil ,  +i2} est la base de Berns- 

t e i n  de IP2(ui). On remarque que S( t i )  = bpi. 

Lu dommets du polyeone BErieh (ou &polygone) g.tob<rl de-s, gzizL. %2i+l, 
'L 

b2i+2 } es t  Le B-polygone local d~ S &un (ti, t,+l). 

Lemne 6 : L u  eo&ona d e  c o n ü d E  c l  aux points ti d e  &ach&ent 
b u  Le 8-poQgone g.tab& d e  s pm Red n-1 h&.tLovt.û : 

h.(bîi 1 - b2i-l) = hi-l(b2i+l - b2i) 



Preuve : D'après ( 3 )  et  l e  lemme 3 ,  on a : 

- + 
Au point  ti, on d o i t  avo i r  S f ( t i )  = S 1 ( t i )  d'où l a  r e l a t i o n  c i -  

dessus,  cqfd. 

On en déduit  immédiatement : dim sP2(Ü) = n + 2 

En e f f e t ,  l e  B-polygone g lobal  a 2n + 1 sommets l i é s  pa r  n - 1 

r e l a t i o n s .  

Construisons maintenant une base de sP2(Ü) formée de fonct ions  à 

support borné (B-splines) .  

D E d W o n  6 : P060nh ai = hi-l/(h i-1 t hi ) ,  Bi = hi/(hi-i + hi) p W  

1 5 i n-1 et yi = (x- t i ) /h .  p o u  O-i  i r n-1. Lei & ~ p e U l ~  de sP2(Ü) 
1 

hont d é 6 i n - L ~  pair : 



Il e s t  f a c i l e  de v é r i f i e r  que l e s  Ni 6 sP2(Ü) pour O S i S n + 1, 

e t  que l ' on  a l e s  p ropr ié t é s  suivantes : 

* * * 
avec to = to, tn+l 

1 = tn et ti = ti-l + - h 2 i-1 
p U l t 1 5 i I n .  

Le4 B-~peutea (oiunevû une base de sp,(Ü). 

Preuve : Les p ropr ié t é s  (BS1) (BS2) (BS3) s e  v é r i f i e n t  immédiatement par  

l e  ca lcul .  Démontrons que l e s  Ni forment une base. 

Comme dim sP2(Ü) = n + 2, il s u f f i t  de v é r i f i e r  l e y  indépendance 

l i n é a i r e .  

on a s u r  l ' i n t e r v a l l e  E t i ,  ti+l l ( 1 s i s n - 2 ) :  



et, en utilisant la définition 6 : 

Comme {+iO, @il, 9i2} est une base de lP2(ui on en déduit ai+l = O, 
puis a. = a 

1 i+2 = O ; puis S(tO) = a. = S(tn) = a n+ 1 = 0, cqfd. 

En ce qui concerne la dome de ces B-splines, il est clair que Ni 

est convexe sur (ti-2, ti-l et (ti, ti+l) car a et Bi > 0. Sur i-1 
(ti-l, ti), on a : 

On voit donc que Ni(x) est strictement décroissante sur (ti-l, fi) 

et s'annule pour la racine y de u1 (y = 2Bi-1/(Bi-l + ai). i-1 i-1 i-1 
Autrement dit, Ni(x) est concuve et passe par un maximum. (Fig. 2). 

Figure 2 : B-splines de sP2(Ü) 



D C ~ U o n  7 : Pm analogie avec .ûz dd{iniAion 5 ,  et en v W  de (BSl), 
on a p p a e  polygone apliroe (ou S-polggane) de 

% * 
a i = (ti, ai), O .S i i n + 1. Le p o ~  (x, S(X)) e6.t 

dans l'envcbppe convexe du S-polygone de S. 

i m e  8 : Le B-pobjgone g&obcLe et le s-polygone do& ué.6 pah te6 

keeati0n.6 : - 
b~ - a ~ '  b2n =  an+^ 

= a  p O U h O S i i n - 1 .  b2i+i i+l 
bîi = 8. ai + ai a p o u  1 S i s n - 1. 

1 i+l 

Preuve : Cela résulte immédiatement de la comparaison des expressions 

( 3 )  et (4). 

@arggg : L' espace sP2(Ü) dépend du choix des fonctions ui. Si les ui 

sont du type de l'exemple 2 du § III, on parlera de SQG hyperboliques 

Si elles sont du type de 1 'exemple 3, on parlera de SQG ~ g o n 9 ~ t r i q u e s .  

Si elles sont du type de l'exemple 4, on parlera de SQG de Gegenbauer. 

puisque w(x) est la fonction de poids de ces polynômes orthogonaux 

(en particulier a = O redonne les splines quadratiques classiques). Pour. 

l'exemple 5, on peut parler de SQG pseud0-qUartiqUe~, Ces différents 

choix permettent de faire varier la forme de la SQG et leur rôle appa- 

raftra peut-être plus intéressant dans les problèmes d'interpolation de 

données monotones ou convexes que nous étudierons ultérieurement. 



THÉORÈME DE MARSDEN 

On s e  propose de résoudre dans sP2(Ü) l e  p~oblème d'  in terpola-  

t i o n  suivant  : 

* * 
avec t0 - - t09 L+l = t n e t p o u r O I i < n - 1 :  

ThEoirème 2 : L e  pnobl2me ( 5  ) admet une r o U o n  un ique  S dan6 sp2(Ü). 

LU coe66Lc*ents b 2 i ( ~  i i s n )  du &poLygong g l o b d  d o n t  h o e u t i o ~  du 

où  l ' o n  a podé,  pouh 1 < i < n-1 : 

* - * 
a v e c  bo = f o  et b2n - fntl. 

Preuve : La représenta t ion  l o c a l e  ( 3 )  de S donne : 



D'autre part, le lemne 6 donne (1 < i s n - 1) 

- 
b2i - ai b2i+l + Bi b2i-l 

On déduit de (6) : 

et en remplaçant dans (7) ; on a pour 2 i s n - 2 : 

pour i = 1 et i = n - 1, on obtient reepectivement : 

Posant Ai = mi-l Bi/(l-2mi-l) 

et Bi = Ci + 1 + Ai, pour 1 S i S n - 1 

on obtient une matrice tridiagonale a diagonale strictement dominante 
puiaque 



L'interpolation est possible pour toute subdivision T de 1 et tout 

choix des fonctions ui et S est unique. 

Remargye ----- : La solution unique S peut s'exprimer localement dans la base 

de Lagrange de P2(ui) (cf. lemme 5). Comme on a : 

S(x) s'écrit, pour x E (ti, ti+l) : 

R. (y. + (mi b2i + (1-2m. > b2i+l + mi b2i+2 S(x) = b2i 1 Lii(yi) 

i1 (yi) 
+ b2i+2 i2 

où yi = (x - ti)/hi, et en tenant compte de la relation (6) : 

Soit f une fonction définie et continue sur 1 et P(Ü, T) l'opéra- 

teur de C(1) dans sP2(Ü, 1, ') qui a f associe l'unique interpolant defini 
par le théorème 2 ci-dessus. On suppose que les espaces sont munis de la 

norme uniforme et .t'on h e  p40p04e de g é r W e h  un &&o/renie de ?-den 
Cg1 concernant la norme de l'opérateur de projection : 

ail m = max mi < 1/2 (mi = ui(l/2)> 
OSiSn-1 



Preuve : La démonstration se fait en deux étapes : on montre d'abord que 

pour O S i S n 

I I  I IflI,/(1-2m) 

et l'on utilise (8) pour montrer que 

l I l  1, I l f l  I~(1-2m) 
* 

lbOl = 1f;l et lbZnl = lfn+ll sont majorés par IlflI, 

D'autre part si l'on pose b = max 1 bîi 1 , on obtient à partir 
OSiln 

de la i i ème équation : 

(1 + Ai + Ci) b 1 If ( 1 -  (Bi + ai)/(i-2m) + (di + ci) b 
donc b 1 If1 la/(l-2m). 

* 
Sur l'intervalle (ti. ti+l), en posant y = (x - ti)/hi 

Sachant que RiO(y) et 2 (y) 2 O et Liî(y) ' O pour O S y 112, il 
on a la majoration : 

+ 2(1-2rni)(y - ui(y)) - ui(y) + 2miy} 

1 (1-2mi) (~(x) 1 5 (-1 1 If1 1, (l-2m.)(l-2ui(y)) 
1 

et comme O < 1-2ui(y) S 1 pour O S y r 1/2, on en deduit : 



La démonstration est identique pour 1/2 s y 1, par cmséquant 

on a bien : 

Rlgu~g : 1) L;e theoreme de krsden est un cas particulier du theo- 
n 
L rPme 3 ; il suffit de prendre ui(x) = x , donc mi = m = 1/4 pour tout i 

et 1 'on a bien 

IIpII, 2. 

indépendamment de la subdivision T . 

2 )  Si ui(x) est du type de l'exempïe 2 (spiines hyperboliques), 

par conséquent si a = max ai, 

Lorsque a + O, le majorant tend vers 2 et a i  a + + 0 ,  il tend 

vers + W. 

3 )  Si ui est de type trip~n~nietrlq~e (exemple 3 ) .  on a 

par cona6quent si a = min ai, on a 



Lorsque a + O, le majorant tend vers 2 et si a + T, il tend vers 1~12. 

mi = (3 + ai)/16 (avec O < ai < 3) 

donc si a = max ai, m = ( 3  + a)/16 et 1 P 5 8 5  - a) 
8 

Comme O < a < 3, le majorant est compris entre 3 et 4. 

5) On pourra i t  rechercher 1 ' interpolant  dans 1 a base des 
B-spl i nes : 

Les conditions S(ti) = fi pour O 5 i I n + 1 donnent 
- * - * 
- f~' an+i - fn+l e t p o u r 1 S i I n - 2 :  

a ces équations, il faut ajouter : 

Malheureusement ce sy~tème tri.diagona1 n ' es t  pas toujours 3 dia- 
gonale strictement dominante. ciest le cas seulement si : 

a. m. + 1 - 2m. + Bi+, m > 8. m + aiil mi 1 1  1 i i i 

ce qui donne la condition : 



Si mi 1/4, cette condition est ~ O U ~ O U ~ S  ~ e r i f ' f h  (en particu- 
lier pour les splines quadratiques ordinaires). En revanche, elle ne l'est 

plus pour mi > 1/4 et pour une subdivision quelconque : cependant elle 

est toujours vérifiée quand la subdivision est uniforme (hi = h pour tout 
i) car mi < 1/2. 



On se  propose de construire  S c sP2(Ü) solut ion du p r o b l b e  

suivant : 

où l e s  Mi sont donnés e t  l e s  wi sont dé f in i s  par 

l e s  wi vé r i f i an t  l e s  conditions du théorème 1. 

i! 
Posons Yi = I O  ( u i ( t ) )  d t ,  l e s  ui étant  déf inies  par 

wi(v) dv ds. 11 e s t  c l a i r  que 1 a yi L 2 car  d'une par t  

Y i  

Theo&~e 4 : Le b l h e  ( 9 ) &et une 6 0 U o n  U)(ique S  da^ sp2 (Ü) . 
L a  coeb6i&ents du %-polygone g & b d  &ont  hoLu?%n.& du h y b a r ~ e  .tkdia- 

g o n d  6uLvan.t : 



LU coe66icients b2i+l ( O  s i I; n-1) ~ 'ab . tLmn& & / e 6 - - p ~ ~  / t W o n 6  

Preuve : Sur l ' i n t e r v a l l e  (ti, titi), on a ,  avec y  = ( x  - t i ) /h i  : i ,  

fi+l 

1 
u'!(yi) dyi = u i ( 1 )  - u i ( 0 )  = 2 mais ' J 

O 

1; yi ut'(yi) dyi = [yi u '  

La r e l a t i o n  (10) devient ; pour O 5 i n  - 1 : 

d'où l ' o n  t i r e  : 



que l 'on remplace dans l a  re lat ion : 

- - ai b2i+1 + 'i b2i-1 ( l s i r n -  1) 

ce  qui donne : 

en introduisant les notations : 

on obtient l e  système ( 1  s i I n - 1)  : 

pour i = 1 e t  n - 1,  on t i e n t  compte de 

Le théorème suivant généralise un résultat  de I.J. Schoenberg 

(Cl41 ou C l S I ,  Chapitre 10) .  

T h t o k h e  5 : Si S ut La hot<Ltion du p w b t h e  ( 9 )  d o ~ t e  pan L e  thZoaème 
4 ci-deasua, on 4 p o ~  Z o d e   onction f de ~ ~ ( 0 ,  1) vehi&mt les dmes  
conditions de moyenne locale que s : 



Preuve : i" I" Stft) (ft(t) - St(t)) dt 

t0 t0 

+ (S'tt) - ft(t)I2 dt 

Mais par intégration par parties : 

2 
Comme Stt(t) = wi(t)/hi pour t É (ti. ti+l ), les conditions ( 9 )  

impliquent que cette intégrale est nulle, d'où la relation : 

et l'inégalité du théorème. L'égalité n'a lieu que si S - f = k et 
S(tn) - f(tn) = S(tO) - f(tO) = O entraînent S = f. O 

Remarg2g ----- : Le résultat reste valable si on impose comme aondttions aux 

limites : 

Il faut alors modifier les équations (1) et (n - 1) du théorème 4. 

On a, en effet, d'après les conditions aux limites ci-dessus : 

bo = bl et b - 
2n-1 - b2n donc bo = M0/2hO(Y0-1) - (2-yO) (bO+b2)/2(Y0-1) 

ou Y, bO = Mo/ho - (2-yo) b2 ; de même bln = Mn-i/2hn-l(~n-, -1) - (Z-Y~-~ 1 
- /h - (2-~,-~) b2n-2 

(b2n-2+b2n)/2(yn-l-1) Ou b2n - Mn-l n-1 et l'on 
remplace bo et b2n par ces valeurs dans les équations : 



pour i = 1 et i = n - 1, ce qui donne : 



Soi t  r = {to < tl <...< t2n une subdivision de 1 = E t O ,  tînl = [a, b3 

en 2n sous- in terval les ,  t e l l e  que pour O S i I n - 1 : 

- on pose hi = t2i+2 - t2i donc t2i+l - t 2 i  - t2i+2 - t 2 i + l  = hi/2 

On pmnd comme s u i t e  de fonct ions  : 

i . e .  la même fonction u i n t e r v i e n t  dans l e s  i n t e r v a l l e s  ( t2i ,  t2i+l) i 
e t  (t2i+l,  t2i+2).  On é tud ie  dans sP2(Ü, 1, T) l e  problème d'Hermite 

su ivant  : 

e t  on exprime s a  so lu t ion  dans  l a  base d'Hermite, dans l a  base des B-splines 

e t  au moyen du B-polygone global. 

Définissons sur [ O ,  11, au moyen de l a  base de Bernstein 

{Oi0, Oil, Oi2) de P2(ui) ,  les fonct ions  suivantes : 



On vérifie aisément que ces 4 fonctions forment une base de l'espace 

% % 
Sp2(ui) = Sp2(ui, [O, 11, T) 

'L 
où T est la subdivision {O, 1/2, 11 de CO, 13 et que l'on a : 

On en déduit immédiatement le 

Lenwte 9 : La doCution unigue du pwblenie dfHehniite 

stol = y ,  s'(O) = y;,, S(1) = YI, S1(l) = y; 

dam e f ~ p a c e  3p2(ui) e6.t d o ~ l e e  pm : 

S(x) = y. oio(x) + Y;, Qio(x) + YI oil(x) + y; eil(x) 

On peut définir maintenant l a  base d ' k r n i  t e  de sP2(Ü) 

pour 1 r i  l n  - 1 i en posant yi - - (x - t2i)/hi 



si " C t 2 i - 2 .  t2il 

si x s c t 2 i ,  %+2] 

a i l l e u r s  

s i  x r C t 2 i - 2 ,  t2i1 
s i  x r C t 2 i ,  t2i+21 
a i l l e u r s  

pour i = O e t  n, on ne garde respectivement que l a  moit ié  d r o i t e  ou 

gauche de ces  fonct ions .  

Le lemme 9 e t  l a  d é f i n i t i o n  ci-dessus montrent que l ' on  a  b ien  

une base de sp2(Ü). On remarque que c e t t e  base s'exprime au moyen des 

B-splines sous l a  forme : 

pour i = 1, 2, ..., n  - 1, avec : 

Thi?oi~Lme 6 : Le ~ o b t è m e  d ' f f w e  (H) admct une h o W o n  unique dans 
sp,tü). 

I l  Dan6 lu base d l f f W e ,  c.ette ~o&u-tion 4 'éChiJt : 



Preuve : Il suffit d'appliquer localement le lemme 9 et d'utiliser les 

correspondances entre la base d'Hermite, les B-splines et leurs repré- 

sentations dans la base de Bernstein de lP (u ). 
2 i 



V I 1 1  - ~NTERPOLATION DE LAGRANGE : LEMMES PR~LIMINAIRES : 

* - * - si l'on Pose t: = to, tn+l - tn et ti+l - (t. + ti+1)/2 pour O s i s n-1, 
1 

on a vu au panigraphe 5 que la solution dueproblème de Lagrange : 

* * 
(11) s(ti) = f(ti) = fi (O I i 5 n+l) 

peut s'écrire, sur l'intervalle (t 
i ' ti+l) SOUS la forme : 

1 
2 Li&) = - 

1-2mi (t - ui(t)) m = ui(1/2) 112 i 

1 Li2(t) = - 1-2mi (ui(t) - 2m. 1 t) 

les Si étant solutions .hi système linéaire : 

pour i = 2, ..., n-2, et 

où l'on a posé pour simplifier : 

- ai - hi-l / (hi-l + hi), Bi = 1 - a.. 
1 

A i = m  Bi/ (1-2mi1) i-1 - 
= m ai / ( 1-2mi i 

Soit e(x) = f(x) - S(x) l'erreur d'interpolation et ei = f(ti) - S(ti) = 

fi - Si 1 5 i 1 Les ei sont solutiortrdu système : 



Lemme 1 : On a majotLation sbdvunte, v&Me pou4 i = 1, 2, .... n-1 

* * 
maxleil 5 max 1 ~ ~ ( f ~ + ~  - fit1 + (ei + ai) (fi - fi+1) 
i i * * 

+ (Ai + Bi)(fi - fi) + Ai (fi-l - fi)l 

Preuve : Ai(l - l m i l  = - (1 + I (1 - i l  Bi = - (Ai + Bi) 

idem ci(1 - 1hi) = - 1 + m l  - 2mi)) ui = -(Cm 1 + ai) 

la ihe équation de (4) peut alors s'écrire : 

1 i-1 1 
* 1 (I+A~+C~) ei = -A. e - Ci ei-l + [C-(fitl - fi+1 

* * * + (Ci + ui)(fi - fi+l ) + (Ai + Bi)(fi - f.) 1 + Ai(fi-l - fi)] 
(I+A~+c~) Teil 5 Ai + Ci 1 ei+l I + 1C ... II 

max (1 + Ai + ci) max lèil 5 max (Ai + Ci) 'DM leil + max 1[..-11 
i i i i i 

et l'on obtient bien le résultat du lemme.. 

L'équation de S sur (tiy ti+l ) peut st6crice. avec les conventions habituelles 

t = (x-ti)/hi, mi = ui(1/2) et Svi = S1(ti) : 



* 1 
(15) S(X) = fi+l - - h m (Si+1 - SIi) + 7 1 Y i  CS'i+l ui(t) - Svi ui(l-t)l 
On en déduit l'équation de S' sur (ti, titi) : 

1 (16) s'(x) = 7 (s'i+l uti(t) + s' uti (1-t)) 
Une autre exprasion de 9'  est obtenue en dérivant (2) : 

(17) (1-2mi) hi S'(XI = (uVi(t) - 2m.l Sitl - (uvi(l-t) - 2mi) si 
1 

* 
+ (uti 1 - u (t)) fitl i 

On dkduit de (15) : 

* - + En écrivant S(to) = f(to) = fo, puis S(ti) = S(ti) 
* pour 1 i i 5 n-1 et enfin S(tn) = f(tn) = fn+l, on a : 

* * 
ho(l-mo) Sro + ho mo Sv1 = 2(fl - fo) 

1181 1 mi-l 'i-1 + (hi-l(l-m i-1 ) + hi(l-mi)) SIi + mi hi SIitl 
* * 

= 2tfi+1 - fi) 
* * 

hn-l(l-mn-l) 'In + n - 1  'n-1 = 2(fn+1 - fn) 

Si l'on pose eV = et(ti) = f1(ti) - St(ti) = fti - Svi, les eti sont solutions 
i 

du systhe linéaire : 

' ho(l-mol eto + ho mo etl = ho(l-mol fVo + ho mo ftl - 2(f;-ft) 
' m a. et + (1-ai m - Bi mi) et + m. B. eV - - i-1 1 i-1 i- 1 i i i i+l 

* * m i  a f i  + (1-a. mi-l + Bi mi) fvi + mi Bi f'i+l 
1 

- 2 (fi+l - fi) 
pour i = 1, 2, ..., n-1, et : 

On en déduit la majoration suivante : 



Lemme 2 . :  Pouh i = O ,  1, ..., n , on a ,  en p 0 4 d  m = max m 
i i o  

1 
IMX le t i l  rmx Imi-l ai f t i - l  + a m i  - Bimi)fti 
i i * + m B. f t i+ l  i 1 

- 2(f;+l - f i)  / (hi-l + hi)l 

(W PO&& h-l = hn = O ,  donc a = 0, B = 1, un = 1, B1 = O) 
O O 

Preuve : On u t i l i s e  une technique analogue a c e l l e  du lemme 1 e t  l e  f a i t  que 

a. + Bi = l!>pour tou t  i : 
1 

(1-2m) max le t i l  = max (1-2m(ui+Bi)) max l e t i l  ' 

i i i 

= max ( 1  - 2mi(ui+Bi)) l e v i l .  
i i 

Ces lenmes sont u t i l i s é s  dans l e s  théorèmes qui suivent. 



IX - ~NTERPOLATION DE LAGRANGE : MAJORATIONS D E  L'ERREUR 

Théohitme 7 : ~ a ~ t  f C C ~ ,  bl, s bon i & a p o M  SQG et e = f-s e'mem 

dli & a p o W n .  Si h = max hi et o(f, 6) ut l e  nodule de con.thu&E de f, 
i 

on a : 

rnax le(ti)l s w(f, h12) / (1-2m) 
i 
Ilell, i w (f, hl21 ( 4  - 6m) / (1 - 2.1 
(m = max m = eaxui(1/2)). 

i 
i 

i 

* * * * 
Preuve : Les quantités Ifi+l - fi+ll 4 1 fi - fi+ll, (fi - fil, Ifi-l - fil sont 
majorées par w(f, h/2). D'autre part : 

m i-i Bi mi ai m IR 
A .  + Ci = +-S- 
1 1-2mi-l 1-2mi 1-2m 1-2m (ai + Bi) = - 

donc 1+2(Ai+Ci) 5 1 / (1-2m). Ces résultats et le leme 1 donnent : 

max leil i o(f, h/2) / (1-2m). 
I * * 

Majorons 1 e (x) 1 lorsque x E Ct 
i+î9 ti+i 1 (l'étude est analogue si x E [ti,ti+ll). 

Supposons d'abord que S soit monotone sur cet intervalle, par exemple croissante : 

* 
S(ti+l) 5 S(X) 5 

On a alors , en posant w = w(f, h/2) : 

Dans ce cas, on a la majoration : 

(20) le(x)l 5 (2-2m) o(f, hl21 / (1-2m) 

La démonstration est analogue si S est décroissante. 



Si S n'est pas monotone, on peut supposer par exemple que 

* * 
S( t;+l ) = f(ti+l) = e(ti+l) = O 

etque Si = S(ti) > O. On utilise l'expression (7 )  de la derivée : 

(1 - %ni) hi s'(x) = (uti(t) - *il si+l - (ugi(l-t) - 2mi) si. 
* 

En particulier, pour x = ti, ti+l et ti+l : 

(1 - 2mi) hi s i  = 2 - m .  1 1  S. + mi si+l) 
* 

S' (ti+l) (Si+l - Si) / hi (pente de la corde) 
(l-bi) hi s'i+l = 2(mi - si + (1 - m.) 1 si+l). 

* 
ler cas : Si+l > Si > O. Dans ce cas S est monotone croissante sur (ti+l,ti+l) 

et on a la majoration (20). 

2ème cas : Si > Si+l > - S i (i.e. Si+l + Si > O). O" a toujours s'(t;+,) C O 

et S1(ti) < O.Si S'(ti+l) S 0, S est monotone décroissante et on a la 

majoration (20) .  
* 

Si S'(ti+l) > 0, S passe par un minimum x' E (ti+l, ti+l) et s(x') C O- 

Posant t t  = (x' - ti) / hi, on a d'après (2) : 

- (1-2mi) S(xl) = - S i i l - t  - 2mi(l-t')) 
- (U (t') - hi t') 'i+î i 

Sachant que Lio(t) C O et 1 (t) > O sur [1/2, 11 et en utilisant le fait 
i2 

que - Si+l C Si, On a : 
- ( - 2 )  S(x) S si (2mi(l-t1) - l+2tt-ui(t') 

1 

+ ui(t') - hi tt) = (1-2mi) si (2t'-1) 

et comme 

* 
car fi = fi - f(ti+l) 5 O 



On en déduit (puisque S(x) 2 S(xV)) : 

e(x) = f(x) - S(x) s Cf(x) - f(xq)l + f(xt) - S(x1) 
S w t w + (2-2m) w / (1-2m) 

(21) soit e(x) s (4-6m) w / (1-2m) 

De même, puisque S(x) S max(0, Si+l) 

e(x) 2 Cf(x) - + Cfitl - max(0. 
f(x) - fi+l ' - w 

- 
fi+l - fi+l - f(ti+l) 2 - w 

= e fi+l - 'i+l i+l 2 - u /(1-2m) 
(22) donc e(x) 2 - (2-2m) w / (1-2m), 

Mais 2-2m S 4-6m car m < 1/2, d'où la majoration résultant de (21) et (22) : 

(23) le(x)l S (4-6m) w / (1-2m) 

3ème cas : + S. < O. Dans ce cas, S est monotone décroissante et on a 'i+l 1 

la majoration (20). 

Dans tous les cas, (23) est valable, d'où le théorème 7. . 
Théoh8me 8 : S o a  f c cl [a, b], s dsn * n t e ~ p a h t t  S@ et w(f1, 6) te 

Preuve : 

* 1 * 
a) On a fi+l - fi+l = - h. f'(u4), ti+l < u < ti+l 2 1 

- * - 1  * 
fi fitl - - - h.  ft(u3), t. < u3 < titi 2 1 1 

* 1 * 
f i -  f i = - h  2 i-1 f1(u2), t. < uî < ti 

1 - 

* - * 
fi-l - fi - - - h ft(ul), ti-l <. u1 < ti 2 i-1 



Le lennne 1 f o u r n i t  l a  majoration : 

1 1 
max leil 5 max I T  Ci hi ( f 1 ( u 4 )  - f 1 ( u 3 ) )  + T Bi hi-l f 1 ( u 2 )  
i i 

m m h  donc max l e  1 S (- + 1 + -> - df ' ,  h)  
i 1-2m 1-2m 4 

i 

(14) e t  max leil s h O ( f '  , h/2) / 2(1-2m) 
i 

c a r  w ( f l ,  h )  5 2w(f1, h/2) .  

b) Pour l a  dérivée, on u t i l i s e  l e  lennne 2 

* * - * * 
fItl - f i  - (fi+l - f i )  + ( f i  - f i )  

1 1 = - 2 h. 1 f1 (B2)  + 5 hi-l f1(B1) 

* * 
avec ti < el < ti, ti < O 2  < titi 

* 
e t  2(f1+1 - fi)/(hi-l  + hi) = B~ f 1 ( e 2 )  + ai f l ( e l )  

Le second membre de l a  majoration de max ( ei 1 X ( 1-2m) peut s ' é c r i r e  a l o r s  : 
i 

m i-1 ai(f l i - l  - f l(B1))  + a l ( l  - mi-l) ( f f i  - fl(B1)) 

d'où l a  majoration : 

(1-2m) max l e T i (  L w ( f l ,  h/2)  max a i l i l  + Bi(l+nii)) 
i i 

dont on déduit : 



C) Majorons el(x) fl(x) - S1(x), avec : 
I 

= T (sli+l uli(t) + Svi ~'~(1-t)) (t. 5 x S ti+l) 
1 

où t = (x-ti) / hi, uVi(t) + uVi(i-t) = 2. 

On peut écrire également : 

Lfl(x) = f i - u i t  + $(fti + fli+l) uli(t). 
* 

Par conséquent, si x c (ti, 
ti+l 1 ; i.e. t c ,(O, 1/21 : 

Lfl(x) - fl(x) = (l-uVi(t)) (fti - fl(x)) 
1 

u1 (t) Cl(fTi + fli+l) - fl(x)l i 

mais IfVi-fl(x)l iw(fl, h/2) 

et 1 1 I C  ... 11 i - lffi - f'(x)l + 7 2 - fl(x)l 
1 3 ' (~(f', h/2) + w(fl, h)) S u(fl, h/2) 

et puisque O i uVi(t) 5 1 si O i t S 1/2 

ce qui donne la majoration 

l+m 3 
lel(x)l S df', h/2: [- + TI = w(fl, h/2). 5-4m 

1-2m 2(1-2m) 

* 
On a un résultat analogue pour ti+l i x 5 ti+l 

d) Majorons maintenant e(x) pour ti S x S ti+l 

On a les deux expressions : 



Soit a 6 [O, 11 ; la première expression donne 

* 5-4m 
Ie(x)l l ~ - t ~ + ~ l  lle'l~‘,,s a-.= ho(fl, h/2) 

* * 
si i+i 

- x = a(ti+l - t.) I a h/2. 
1 

La deuxième expression donne : 

2+(1-a)(5-4m)1 h u/ ft , h/2) 
le(x) 1 s leil + (x-ti) I le' I Iw ' [ 4(1-2~) 

cap X-ti = (la) h./2 s (14) h/2 
1 

La meilleure majoration est obtenue pour a tel que : 

a(5-4m) = 2 + (1-a)(5-4m) 
c'est à dire a = (7-4m)/2(5-4m) 

et l'on obtient la majoration : 

1 Je1 l w  S h w(fl, h/2).(7-4m)/8(1-2m) 

m 2 v 2 
max Je. 1 r 7-7 h w(fll, h) + h 1 1f"l I',, 
i 

1 41-2m 

m rnax (etil s - v 1-2m hw(f"9 h) + hl If1'-LI',, 
i 

h 1 le1 1- C(rn+i)o(f1', h) + 1 lf1l1 1- (2c+v)I 

P = rnax Il-4mil s 1, m = nuu mi = max ui(l/2) 
i i i 

1/2 
E = (1-2m) rnax 1 1 li-T~i(t)l dt,eib~ppobarrtpue 

i 0 

ulli(t) = wi(t) z O vW&e LU IiypothPdea du tMo&Eme 1- du. pmqhuplte I I I  



Preuve 

a) Le lenune 1 donne : 
* * + f.) + Ai (fi - 2f. + max le.! r max I c . ( ~ ~ + ~  - 2fitl 

1 1 1 i i 

on obtient donc la majoration : 

en posant p = max 1 l m  1 < 1, on a : 
i 

h 1 (26) max leil i Cmdf", hl + 2. p 1 lfl'l 
i 

b) De la même manière, on utilise le lemme 2 pour majorer max le1 i 1 

* * 
donc - 2(fit1 - fi)/(hi-l + hi) = - ffi 

1 t - h  a .  f1'(e2) 4 i-1 i 



Le second membre de l a  majoration s ' é c r i t  a lo r s  : 

1 1 + , ai hi-l f1'(e2) - F Bi hi fU(e3)  

mais ftim1 - f r i  = - himl fl1(el), ti-l < el < ti 

f '  i+l - f q i =  hif19(e4),  t i < e 4 < t i + 1  
ce qui donne : 

(1-2m) max le t i l  5 max !misi hi(f"(84) - f1'(e3)) 
i i 

1 
+ Bi hi (mi - f1'(e3) + mi-1 ai hi-l (f11(e2) - fql(el))  

1 + (4 - mi-l) ai hi-l f1'(e2)( 

Comme Ift1(e4) - f"(83) 1 ~ ( f " ,  h) 

If11(e2) - fll(el) i w(ftl, h) 

1 
(27) (1-2m) max le t i l  5 hCm(fl', h) t 4 li 1 l f " l  1_1 

i 

* 
C )  Majoration de le ' (x)  1 ,  pour ti S x S ti+l 

l e V ( x ) l  s I f ' ( x )  - ~ f ' ( x ) l  t I ~ f ' ( x )  - s ' ( x ) ~  

On a vu, au cours de l a  démonstration du théorème 2, que : 

I L ~ ' ( x )  - s t ( x ) I  s m a ~ { l e ' ~ l ,  le t i t l l1  

donc on peut u t i l i s e r  (17). D'autre pa r t  : 

1 
(L f l ) (x )  = 2 (f ' i+l u i ( t )  + f l i  ~ ' ~ ( 1 - t ) )  

où wi(t) = uUi ( t ) ,  c a r  wi(l-t) = w i  t )  ( s i  wi v é r i f i e  l e s  hypothèses du 

théorème 1 de C21). 

Comme f ' i+l  - f t i  = hi f l ' (0) ,  ti < 0 <ti+l, 



I 

(dans les intégrales, t = (S.- - ti)/hi e CO, 1/21) 

1 d'où I~f'(x) - fl(x)l I - h Cw(f", h) + 2 E 
2 (1-2m) I I ~ I ' I  lm] 

et la majoration de la dérivée de l'erreur : 

* d) Majoration de le(x)l, pour t S x S t i itl 

On utilise la même technique que dans la démonstration du théorème 8. 

1 * le(x)l ah 1 le'l l m  si lx-t 1 I ah/2 i+l 

1 
le(x)l S leil t 2 (1-a)h 1 le'I l m  si lx-t.1 S (14) h/2 

1 

On aura égalité des majorants si on choisit a tel que : 

1 1-a 1 1 1-a t 4 . -  1-2m U t (g  LI + €1 f , donc : 1 2m 



d'où la majoration : 



Soit T = {a = to < tl < . . . < t2n = b} une suMirision telle que 
- 

'2i+l - (t 2 i + t2i+2) / 2 pour i = 0, 1, ..., n-1. On pose t2i+l - t2i - - 
t2i+2 ' 5i+l = hi/2 et h = m y  hi. 

1 

On prend comme suite de fonctions : 
- 
u = ( u ~ ,  UO, U1, ul, a . . ,  U n-1' Un-î 1 

autrement dit on choisit la même fonction ui dans les intervalles 

t2i+ll et Ct2i+l, t2i+,,l. On a étudié au paragraphe V I 1  

1 le problème d'Hermite suivant (f r C (I), S r Sp2 (Ü)) : 

et l'on a démontré que la solution s'exprimait localment sous la forme --- -- 

suivante : 

a) pour x r Ctli, t2i+l 1, en posant 

5 = 2(x-tîi) / hi, on a : 

b) pour x e Ct2i+l , t2i+23, en posant 

i1 = 2(x - t2i+l) / hi, on a : 

où 41 , 021 est la base de Bernstein de P2<u. ) , c'est à dire : 
1 

B0(t) = ui(l-t) = 1-2t + ui(t) 

di&(t) = 2(t - ui(t)) 
02(t) = ui(t) 



Preuve : Il suffit d'étudier l'erreur sur Ct2i, t2i+l 1 l'étude étant analogue 

sur l'autre demi-intervalle. Comme : 

1 
f(x) = yi + - E hi fl(ei) 2 

avec tpi < Bi < t2i+l, (29) donne : 

Comme yi+l - yi = hi f i  t < ni < t2i+2), 

I Y f i  - fl(ei)l 5 w(fl, h/2) et : 

3 1 -  f i  - F y i 1 y'i+ll 5 w(fl, h) S 2w(f1, h/2) 

3 on en déduit e(x) 5 5 hw(fl , h/2) 

D'autre part, on a : 

1 
S ' ( X I  = yti + ~'~(5) - yi)/hi - yfi - (y'i+l - 

et puisque O 5 ul(E) S 2 et I Y t i  - fl(x)l 5 w(fl, h/2) 

on obtient : 

\eq(x)l 5 w(fl, h/2) 

v = m a x  vi, vi = max luvi(t) - 2tl 
i ost Sl 



Preuve : 

1 
f ( x )  = Yi hi Y 1 

pour x  r E t î i ,  t2i+ll, t2i < Bi < X -  

1 2 2  
e(x)  : s ( ~ )  - f ( x )  = - - 5 hi fl'(Oi) + ui(C) 

8 

1 1 1 
CV ( Y ~ + ~  - yi) - 8 h i ( ~ ' i + l  - y ' . )  1 2 1  - - h.  

Comme yi+l - yi = hi y v i  + ' 2 h? 1 f f l ( a i ) ,  t2i < ai < t2i+2 

Y '  i+i - y 5 hi f l l ( ~ ~ ) ,  tîi < B~ < t2i+2 

+ u,(S) ( f V ( a i )  - f1'(Bi))I 

2  
En posant p.  = max ( u i ( t )  - t 1 e t  p  = max pi, on o b t i e n t  : 

o r t l l  i 

De même on a  : 
1 1 

e l ( x )  = s l ( x )  - f l ( x )  = y q i  - f t  (x )  + hi Uli(c) Cfl'(ai) - 2f"(Bi)3 

1 
e t  comme y '  - f l ( x )  = - - 5 hi f l ' (y i ) ,  

i 2  
1 

e l ( x )  = hi f l ' (yi)  ( u t i  (6)  - 25) + 

En posant V i  = max l u t i ( t )  - 2t1 ,  v = max V. 1 

o l t l l  

e t  puisque O i u '  ( 5 )  1 2 ,  on a  : i 
1 

( e i ( x ) l  i - 4 ~h 1 I f1 ' (  1, t hw(fl', h)  



REMARQUES 

Les majorations des théorèmes 9 et Il font intervenir un certain 

nombre de constantes p, E, v qui sont nulles quand on utilise des splines 

quadratiques classiques 

On vérifie aisément que, pour les splines hyperboliques ou trigonométriques, 

si l'on pose a = max a et si l'on suppose que a est voisin de O, alors ces i 
2 constantes sont des O(a ). 

Par exemple, pour les splines hyperboliques : 

lJ = max (4  mi - 1) = 1 - th(a/4)/(a/4) 
i 

a a 3 
Si a est voisin de 0, th(a/4) 2, - - - 2 

4 
192 , donc p 2, a /48 



La base d'Hermite de Sp2 (théorème 6) est formée des fonctions suivantes ; 

de support Ct 2i-2, t2i+21 : 

pour 1 S i I n-1 

Pour i = O ou n, on ne garde respectivement que la moitié droite ou la moitié 

gauche des fonctions ci-dessus. On pose h = mox hi = y x  (tîi+? - t2i). 
2 

1 

Lorsque f E C Ca, bl, le théorème 11 fournit les majorations suivantes pour 

e = f-S : 

s h2w(f",h) Ilellm 4 

1 le1 ( l m  r hw(ftt,h) 

3 Lorsque f E C [a, b l ,  on a des résultats plus précis : 

Théohetne i 2 : S i  f E c3[a, bl et d i  S ut L'intulpolant dtHeyKte de f aux 

p o l n b  {t2i, O 5 i s n), on a l e d  r m j o d o n h  d ' t k k ~  duivanted : 

h (3) 
IlelIlm l l f  I I ,  



Preuve : 

Comme e = O s i  S c P2, l e  théorème de Peano donne sur l ' i n t e r v a l l e  

C t 2 y  t2i+21 : 

2 
où ~ ~ ' ( t ,  s) e s t  l ' e r r e u r  d ' in t e rpo la t ion  pour la  fonction t + ( t - s ) +  

sur l ' i n t e r v a l l e - [ t  2 i 9  t2i+2 1, c ' e s t  à d i r e ,  d 'après  l e  tbeorem 6 : 

2 2 
~ ~ ( t ,  s )  = (t2i+2 - S) $i+l(t) + 2(t2i+2 - s )  Yi+l(t) - (t-SI+ 

Posons pour s i m p l i f i e r  : 

' (1-B) tîi + Bt2 i+2  (O B s 1) 

s = (1-a) t2i + at2i+2 (O s a I l )  

On obt ient  l ' express ion suivante du noyau : 

e t  l a  ma j o r a t  ion  

1 (3 )  1' 1 k(a,B) 1 da l e ( t ) l  ~ ~ l l f  I l ,hi 

Etudions l e  s igne  de k(a,B) pour O 5 6 S 1/2 ( f i x é )  e t  O S a S 1 : k est 

un sp l ine  quadratique C' ayant un s e u l  noeud en a = 8, de p lus  

k(0, 6) = O ,  k(B, 8) z 0,  k(1/2, B) = k(1, 6) 0,par conséquent k(a,B) 

e s t  du signe de (1-2a) e t  : 

1'1 O k(a ,  8) 1 da  = j1/2k(a, O B)da- I:/2k(a, plda 

I 2 
- B~ ( l -a) ( l -2a)  da - (a-6) da 



e t  l ' o n  peut écrire pour t E C t  
2 i y  t2i+î1 : 

De manière analogue, pour t 
~ t ~ ~ + ~ ,  t2i+21 ' 

hi ( 3 )  2  
M I 1  sxIlf 110.(t2i+2 - t )  (4t-4t2i - hi) 

c a r  I:lk(a,B)lda = & (1-812 (48- 1) 

~ é s i g n o n s  par  mo l a  fonct ion  majorante : 

B2 ( 3-48) O s B 1 1/2 

mo(B) = 

( 1 - ~ ) ~ ( 4 B - l )  1/2 1 B 1 1 

Son maximum e s t  a t t e i n t  pour 8 = 1/2 e t  mo(1/2) = 1 4  donc : 

max h * 3  1 (3)  
If(t) - s( t) l  s 5 1 I f  1 l m  

t2i"t't2i+2 

L'erreur sur l a  dér ivée  e s t  : 

avec K t i ( t ,  s )  = (t2i+2 2 - S )  (t) + 2(t2i+2 - s ) Y ' ~ + , ( ~ )  - 2 ( t - s ) +  

= 2hi kl ( a 3  8) 

pour O i B 1/2 e t  kl(a,  0)  = k 1 -  1-61 pour 1/2 I 8 r 1 

on en dédui t ,  pour t c C t 2 i ,  t2i+ll : 

Pour B f i x é  dans C O ,  1/21, kl(a, $1 e s t  une fonct ion  continue de a, 

const i tuée  de 2  a r c s  de parabole, v é r i f i a n t  kl(O, 8) = k1(1/2, 8) = kl(lyB)=O 



Comme kl(a,8) = aC(1-38) + 28al lorsque a r 8, on v o i t  que kl peut 

s 'annuler en a = a = (38 - 1 )  / 28 S 1/2 lorsque 8 2 1/3. On a donc 2 c a s  : 
O 

a )  si O i 8 S 1/3, kl 2 O pour O S a S 1/2 e t  k1 r O pour 1/2 r a L 1, e t  

l ' o n  obt ient  : 

b) s i  1/3 d 8 S 1/2, kl L O pour O S a S a. 

e t  1/2 5 a S 1 e t  kl 2 O pour a. s a i 1/2 

e t  l ' o n  ob t i en t  : 

1 3 2 La fonction ml(8) = $3 (1-28) + (38 -Il+ / 128 a t t e i n t  son maximm 

en 8 = 1/2 et  m1(1/2) = 1/24, d'où l a  majoration : 

2 

max hi (3)  I f l ( t )  - s 1 ( t ) l  SliilIf 1 1 -  
2 iLt St 2 i + î  

valable  également pour t r C t 2 i + l ,  
t2i+21 

De l a  même manière, on a l ' e r r e u r  s u r  l a  dérivée seconde : 

avec k2(a, 8) = 1 
P o u  0 8 1/2 e t  k2(a,8) = - k2(l-a,  1-81 pour 1/2 S 8 r 1. Comme k r O 

1 

Pour O s a s  6 et  1/2 s a  s 1 e t  kl 2 O pour 8 s a  i 1/2, on ob t i en t  : 

1 
k 2 a d a  = - 4 - 8 + 3~~ - p3 = rn2(B) 



1 dont le maximum est atteint en 6 = et vaut m(1/2) = 1/3, d'où la majoration 

valable pour t Ct2i, 
t2i+21 : 

hi ( 3 )  max lell(t)I J 3 1 If 1 l m  

REMARQUE 

On démontre dans Cl31 les résultats suivants : 

1) Pour une subdivision uniforme, l'intégration de S donnd la formule des 

trapèzes avec un terme correcteur : 

c'est à dire une formule d'Euler-Maclaurin. 

2 * 
2 )  Si f r C Ca, bl vérifie ffl(x) 2 m2 > O, elle admet un minimum unique x . 
Son interpolant d'Hermite S aux points a et b, avec un seul noeud intérieur 

(a+b)/2, vérifie également Sl1(x) 2 m > O ; il admet donc un minimum unique 

* 
en X constituant une approximation de x . Le vrocédé peut Stre réitéré et 
fournit un algorithme de calcul du minimum d'une fonction strictement convexe. 
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CHAPITRE 4 

OPERATEURS POSITIFS ET SPLI  NES ORTHOGONALES 

Corne toute espdrance n'abandonne jamais 
une pauvre t ê t e  ! Celui-ci ne s'attache 
qu ' d  des bagatettes,  sa main avide creuse 
ta  terre  pour chercher des trdsors ; 
mais qu' i l  trouve un vermisseau, e t  l e  
voi th  content. 

aDBTHEr (Faust) 



S o i t  Tn = {O = xo < xl <. ..< xn = 11 n e  subdivision de 1 = CO, 11. 

~n pose lrnl = .i.- hi = max ( Xi+ i - xi) ; e t  l ' on  i n t r o d u i t  l a  
OdiSn-1 OSiSn-1 

s u i t e  de noeuds : 

en posant 

=...= X n+k = 1 n+ 1 

L e s  polntb .ngQ@w sont  d é f i n i s  pa r  : .. 

- 
'i,k - ( X i + l  +...+ x  )/k ( - k s i s n - 1 )  i t k  

e t  ils v é r i f i e n t  : 

L e s  B-splines normalisées sont  d é f i n i e s  par  : 

03 l a  B-spline Miak(x) e s t  l a  s p l i n e  de degré k  dé f in ie  corne d i f férence  

d iv i sée  d 'ordre k  + 1 de l a  fonction ( t  va r i ab le ,  x  f i x é )  : 

s u  l e s  po in t s  xi, ..., x ~ + ~ + ~ .  Rappelons quelques p ropr ié tés  de ces  B-splines : 
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Schoenberg C 171 a c o n s t r u i t  une généra l i sa t ion  des opérateurs de 

Bernstein en posant ; pouz. f : 1 *R : 

( l e  cas de Bernstein correspond à n = 1 ) .  

Les p ropr ié t é s  de c e t  opérateur ont  é t é  é tudiées  dans C I O ] ,  Cl11 e t  

Plus récemment, Müller Cl21 a i n t r o d u i t  une généra l i sa t ion  des opé- 

r a t e u r s  de Bernstein - Kantorovitch C91 en posant : 

I l  a démontré c e r t a i n s  r é s u l t a t s  de convergence e t  des majorations 

d 'e r reur  lorsque f E ~ ~ ( 1 ) .  

Durrmeyer C61 e t  Derrienic C41 ont  i n t r o d u i t  une a u t r e  modification 

des opérateurs de Bernstein en posant : 

On t rouvera  dans C41 une étude complète de ces  opérateurs lorsque  

f E ~ ~ ( 1 )  ou f E wmsP(l) Cet l e u r  généra l i sa t ion  à un simplexe). 



Une p ropr ié t é  remarquable des opérateurs (3)  e s t  que leurs v e , : ~ i %  
propres sont les polynbmes de Legendre e t  l e u r s  va leurs  propres des ncil:, 

r a t i o n n e l s  explici tement connus. (Nous avons généra l i sé  ces r é s u l t a t s  
i- 

polynômes de Jocobi Cl41 e t  aux polynômes de Laguerre sur R C101. Pour . 
dern ie r s ,  v o i r  auss i  Coatmélec Cl]). 

De manière analogue, nous introduisons l e s  opérateurs su ivants  : 

(4 u f ( x ) =  
n ,k 

i=-k ni1 O f ( t )  Mi,,(t) d t )  Ni,,(x) 

e t  nous nous proposons de démontrer d'abord que@ws r k s u l t a t s  de convi, 
P gence e t  quelques majorations d ' e r reu r  lorsque f  E L (1). 

Noùs étudions ensu i t e  quelques p ropr ié t é s  du spec t re  de l 'opéra-  

t e u r  U 
n,k' e t  nous montrons en p a r t i c u l i e r  que ses vecteurs prapres sont 

des splines orthogonales pouvant ê t r e  considérées comme des genéralisatio~ 
des polynbmes de Legendre e t  c o n s t i t u e r  une base in té ressan te  pour l ' a p p r  

ximation au sens des moindres c a r r é s  par  des fonct ions  sp l ines .  Le cas de. 

s p l i n e s  de degré 1 ( l i n é a i r e s  pa r  morceaux) sur l a  subdivision uniforme 

T = {i /n ,  O S i I n)  e s t  é tud ié  en d é t a i l .  n  

Pour s i m p l i f i e r  l e s  nota t ions ,  on pose p a r f o i s  : 

c f ,  g> = I O  f ( t )  g ( t )  d t ,  en p a r t i c u l i e r  on a : 

On désigne p a r  Sp(k, T ~ )  l ' espace  v e c t o r i e l  des s p l i n e s  de degré b 

k-1) 
( c l a s se  C sur l a  subdivision T ~ .  Sa dimension e s t  n + k e t  une base er 

-- 
fournie  pa r  l e s  B-splines {N 

i , k Y  - k ~ i ~ n - 1 1 .  
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,xtn se prPpsse de démontrer l e  : 

Thifo*i?me 1 : L' o p W e u  u p06dgde lu pophi#ed d(LiV(Uttu : - n,k 
i )  c'es* un o p e n a t m  poaU, f ,  &O-conjugue, de nome 1, de 

L ~ ( I )  chwu hl-même. 

1 1 
" i l  Io U f ( t )  d t  = f ( t )  d t .  

n ¶k O 

Preuve : On peut poser : 

D'autre :part, comme on b u t  écrire : 

= < f , U  g> 
n ¶k 

e t  l 'on  a bien un opérateur auto-conjugué. 

Soi t  maintenant f r ~ ~ ( 1 )  e t  s o i t  q t e l  que l/p + l /q  = 1 ; 11 inéga l i t4  

de Holder donne : 



on en déduit  : 

donc I ( u  f ( l p r  I l f l l p  D e p l u s f  = 1 d o n n e U  f = f , e C U  e s t b ï e n  
n ,k ,k n ,k 

un opérateur  de norme A de L ~ I ) .  

Pour f é C ( I ) ,  on a : 

mais lorsque t c supp M i , k  = [xi, x ~ + ~ + ~  1, o n a  : 

I f ( t )  - f(6i,k) 1 I; k ~ ( f ,  lTnI) 

c a r  xi+l 
5 (w e s t  l e  module de con t inu i t é  de f ) .  

O n e n d é d u i t  I I u  f - S  f l l , 5 k w ( f ,  lTnl) 
n ,k n ,k 

Comme d ' a u t r e  p a r t ,  on a ( c f .  1101) 

l lsn,k f - f l  l m  S ( 1  + w(f, 1 ~ ~ 1 )  

On en dédui t  ; pour f E C(1) : 

1 I"n,k f - f l  l p  I; 1 lun , f - f l  1, 5 ( k + l  + -1 w(f, 1 ~ ~ 1 )  

Donc U f converge ve r s  f , pour k f 1x6, lorsque 1 Tn 1 + 0. 
n ,k 



S i  g E L~(I), la densité de C(1) dans ~'(1) entraîne l l ex i s tence  de f t e l l e  

que I l g  - fllp s €/2, donc : 

Conaie E O e s t  arbitraire,  on a bien l a  convergence de U veIg 
n ,k 

g dans L ~ (  1 ) . 
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I I I  - DEGRÉ D'APPROXIMATION DANS ~ ' ( 1 )  (1 s P +-) 

Soit LP"(l) l'espace des fonctions f E ~ ~ ( 1 )  avec f absolument con- 

tinue, f' E LP(l) et la norme : 

On se propose de donner une majoration d'emeur pour les fonctions 

f c LPsl(I) et d'en déduire une majoration pour les fonctions de LP(I) par 

une technique voisine de celle utilisée par Müller Cl21 et faisant inter- 

venir les K-fonctionnelles de Peetre C131. On utilisera pour cela le : 

Fixons x € [xj, ~ ~ + ~ l  ( 0  5 j 5 n - 1). 

Seules sont non nulles en x les B-splines Nik d'indices i = - k+j,. .., j 
(au nombre de k + 1 ; donc t peut varier de x - ~ + ~  3 x ~ + ~ + ~  et l'on a tou- 

jours : 

et puisque 1 Nik(x) = 1, on a le résultat. 
i 

On peut démontrer alors le : 



Preuve : Pour x E 1 fixé, on a : 

En utilisant l'inégalité de Holder (l/p + l/q = 11, on obtient 
successivement : 

Par conséquent : 

(6 L Aik(x) Nik(x) (k + 1) lrnl d'après le lemme. 
i 

D'autre part, pour x E supp (Nik) = [xi, x i+k+ll on a : 



i+k+l (Xi+kt 1 
c a r  1:. Nik(x) dx = k+l Mik(x) dx i l n l .  

1 1 

En u t i l i s a n t  l e s  inéga l i t és  ( 5 )  , ( 6 )  e t  (7 ) ,  on obtient  : 

X i + k t l  
I l"nk f - fil P  S (k+1)l lq  1 ~ ~ 1 ' ' ~  1 ~ ~ 1  

(E i 1 x 
I ~ ' ( U ) I P  du)'" 

I" i t k t l  1 i 

mais C I f ' (u)  I P  du s I f%) l P  du 
i x  i O 

d'où l ' i néga l i t é  du théorème : 

Lâ.K fonctionnelle de Peetre Cl31 e s t  déf in ie ,  pour f E ~ ~ ( 1 1 ,  par : 

Le module intégral de continuité e s t  déf in i ,  pour f r LP(I), par : 

( f ,  h) = sup II f ( .  + t )  - f ( - ) l I p  ( I t )  
1 ,P O<tlh 

(03 1 1 . l  1 ( It ) indique que l a  norme L' do i t  ê t r e  p r i se  sur 1' in t e rva l l e  

1, = Co, 1 - t l ) .  

Johnen ([O], proposition 6.1) a  montré q u ' i l  ex i s te  des constantes 

cl, c2  > 0, indépendantes de f  e t  p, t e l l e s  que : 

On peut a l o r s  énoncer l e  : 



Preuve : pour h c LP(l), on a 1 lunk h - hl l p  211h(lp car 

IIunk hl( Ilhl1 (théorème 1) et pour h c LP"(I), on a (théorème 2 )  : 
P P 

En prenant l'infimum du second membre sur tous les g c LP"( 1) et 

en utilisant la définition de la K-fonctionnelle et ( 8 )  : 

I Iunk f - fl I p  s 2 K P ( k l ~ ~ l ,  f) s 2 c2 wl rP (f, kl~,I) à condition 
que IC~T,~ 5 1. 

Puisque wl (f, kl~,l) 5 k w (f, (',Il, on a le résultat du thé- 
P IP 

orème, avec M = 2 k c2. 

Rernarq:~ ----- : On pourrait montrer, corne dans Cl21 (Corollaire, p 392) que si 
a 

wl ,P 
(f, h) = 0(ha), alors 1 lunk f - filp = O(lnl ) (O < a s 1). 



I V  - SPECTRE DE L'OPÉRATEUR Un - 1 (SPLINES LIN~!AIRES PAR MORCEAUX) 

Les 8-splines de l'espace Sp(1, rn):sfécrivent, en modifiant 16- 

gèrement la numérotation du § 1 

De même no(x) = 2 No(x)/ho, nn(x) = 2 N,(X)/~,-~ et 

Mi(x) = 2 Ni(~)/(hi-l + hi) pour 1 i s n - 1. 

Nous étudions dans ce § le spectre de l'opérateur : 

Les résultats se résument dans le : 

Théohème 4 : 

(i)  un ut un o p W e w t  tudo-adjoint  de L~CO', 11 ayant n + 1  val^ 
pkopnu A;) &eau, posi t ives ,  a t o t o t ~  ~ e h i d w  : 

(ü) L u  d o n d o n 4  p w p e s  sont o / ~ t h o ~ o n a l e d  et La b - i b e  donotion 
p n o p  v;)(x) pké.6ente e x a d m e n i  k changemer& de s a n e  s u  CO, 11. 

P h  pkkihément,  on a : 

(fi) S i  La s u b d i v A h n  rn ut uncdowe (xi = i/n L u  vrrleiua PO- 

p/tU sont : 



00 

v m  v~(x) = COS kmx quand n + +- 
. . .  

Preuve : Calculons l a  mat r ice  An de terme géné ra l  aij = <Mi, A.> repré-  
1 

s e n t a n t  l ' o p é r a t e u r  Un dans l a  base des B-splines.  On o b t i e n t  

< MO, NO> = 2/3 = <Mn, N ,  <Mo, NI> = 1/3 = <Mn, Nn - 1>, p u i s  : 

pour 1 5  i I n - 1. 

On a donc une ma t r i ce  t r i d i a g o n a l e  à diagonale  s t r i c t emen t  dominante 

A e s t  s tochas t ique  ( l a  somme des éléments de chaque l i g n e  e s t  éga le  à 11,  n 
n )  p a r  conséquent A (  = 1 e s t  a s soc i ée  au  vec teur  propre 5'") = (1 '1 , .  ,1) T .. 

O O 

e t  1 ~ k " ) l  5 1 pour O I k I n. Les mineurs pr inc ipaux de A v é r i f i a n t  : 
n 

- 1 
An - 3 

Di+ï = 2D. - a 
i+î bi Di-l (1 5 i I n-1) 

1 

(à condi t ion  de poser  D = 2 e t  a = l ) ,  on montre pa r  récur rence  que 
O n 

2 = Do < D < ... < Dn, p a r  conséquent A e s t  o s c i l l a t o i r e  ( e l l e  e s t  1 n 

O a2 2 b 2 . .  .. .......... 
............................... 

O a i  2  b . . . . .  1 
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tridiagonale et ses mineurs prinèipaux sont strictement positifs. cf C 7 1, 
théorème 7). Ses valeurs propres sont donc réelles, positives, distinctes et 

les composantes du k-ième vecteur propre 5'") présentent exactement k change- 

ments de signe. Comme 
n T 3 )  = 1 ,  - 1  . (-1) ) est ie vecteur:propre 

n 
associé h 1:) = 1/3 et qu'il présente n changements de signe, on a bien 

in) > 113 pour k S n-1. A chaque vecteur propre-. 3'") de An correspond la 
k 

fonction propre V?)(X) de l'opérateur U et comme elle est linéaire par n 
morceaux, elle présente exactement k changements de signe sur 16, 1C (en 

(n) effet Vk (O) V?)(l) # O). Ces splines sont orthogonales car elles CO-spondent 

à des valeurs propres distinctes d'un opérateur auto-adjoint. Lorsque la sub- 

division est uniforme, la matrice A devient : 
n 

Ses valeurs propres sont hkn) = (2 + cos(kn/n))/3 et les vecteurs propres 

associés sont : 

5'") = (1, cos (kn/n), .... cos(ikn/n) ...., cos km) T 
k 

OD 
La fonction vLn)(x) est l'interpolant linéaire par moreeaux de V (x )  = cos knx 

(n) 60 
k 

aux points i/n, d'où la convergence uniforme de V vevs Vi  quand n + i-. k 

Preuve : L'expression de S(x) résulte de l'orthogonalité des v(")(x). k 
Pour une subdivision uniforme, on a : 

n n 
(n) - (n), - l/yk - <Vk - 1 1 COS (ikn/n) cos (jkm/n) <Ni, N e >  

i=o j=o 1 
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n 1 
n 

or 1 <Ni, N.> cos (jkn/n) = ; <Mi, N.> COS (jknln) 
j =O 3 j =O 1 

' (n) cos (ikn/n) pour 1 I; i 5 n-1 = ; Xk 

n 
D'autre part 1 <No, N.> cos (jknln) = hF1/2n et 

j =O 3 

k (n) .i <Nn, N.> cos (jkn/n) = (-1) Ak /2n, donc : 
j =O 3 

n-1 
(n) (n)> = -  2 

<Vk , vk n (1 + 1 cos (ik~/n)) 
, . i=l 

soit 
n- 1 

(n) - 
1/Yk - -  2n (n+l + 1 cos (2ikn/n)) 

Io 1 

(n-1)kn 
n- 1 cos(kn) sin( 1 
1 cos(2iKn/n)= = -1 mais sin(kerr/n) 
i= 1 

il reste donc l/y:) = Xp)/2. 

Remarque : Pratiquement, on a intérst à exprimer S(x) dans la base des B-splines. 

Par exemple, pour la subdivision hiforme ; si l'on pose : 

1 
v!")(f) 1 = f(t) Ni(t) dt 

O 

Cf, Y:")>= cos (ikn/n).vP) (f) 
i=o 

d'oh la meilleure approximation : 

(n) 
n 

O$ les Cij = 1 Yk (") COS (ikn/n) cos (jkn/n) 
k=o 

sont les coefficients d'une matrice de taille (n+l) x (n+l) qui peut être 

calculée une fois pour toutes. 

Exemple : Pour n = 3, les éléments propres de Ag sont : 

X(3) = 1 5 ( 3 )  T 
O O = (1, 1, 1, 1) 



La figure 1 donne l e s  graphes des fonctions propres associées. On calcule 

alors : 

2 (-7p0 + 14pl - 8p2 + 2p3) 
avec 
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Figure 1 



La r e s t r i c t i o n  de l 'opérateur  U = U a l 'espace Sp(k, r n )  admet 
n ,k 

comme matrice dans l a  base des B-splines : 

A e s t  une matrice stochastique c a r  : 

1 a . .  = <ni, E N.> = <ni, 1> = 1 
11 j 

3 j =-k 
8 

pour tou t  i = - k ,  ..., n - 1. 

Par conséquent e l l e  admet comme valeur propre Xo = 1 e t  comme vec- 

t eu r  propre : 

e t  de plus 1X.l 5 1 pour O S j S n + k - 1. 
1 

Mais comme dans l e  cas des sp l ines  , l inéaires ,  on peut donner des 

renseignements plus  précis  sur l e  spectre  ca r  A e s t  osciï  l a t o i r e . .  

En e f f e t ,  l a  matrice A ci-dessus coïncide avec l a  matrice G = G, 
u t i l i s é e  par De Boor dans C21 e t  C31 e t  ce t t e  matrice e s t  totalement PO- 

s i  t h e . .  Comme l e s  éléments ai,i-l - - <Mi, Ni-l> e t  = <Mi, Nitl> sont 

strictement p o s i t i f s  pour k 2 1, il ré su l t e  d'un théorème de Gantmacher 7 

e t  Krein (C71, p 454 théorème 2 )  que A e s t  o sc i l l a to i r e .  Par conséquent 

s e s  valeurs propres X sont ( r ée l l e s )  posi t ives ,  d i s t i nc t e s ,  comprises 
j '~l 

en t r e  O e t  1 e t  l e  j-ième vecteur propre V.  rése ente exactement j change- 
3 

ments de s igne :  s-<$.) = 3 ( O  I; j S n + k - 1) 
3 

2 
L'opérateur u é tan t  auto-adjoint dans L [O, 11 (théorème 1 )  e t  

s e s  valeurs propres é tant  dist inctes  , l e s  fonctions propres : 



sont deux à deux orthogonales e t  forment une base de sp(k, r ). 
PI 

La base orthogonale {V O I j 5 n + k - 11 peut étre naturel- 
j , 

lement utilisée pour calculer la projection Sn de f sur Sp(k, r ) : 
n 

Les quantités <f, V .> s'expriment au moyen des "moments" de f 
1 

par rapport aux B-splines : 

par les relations : 

Cf, v.> = 1 w g j  Fi, 'f' 
&=-k 

D'autre part, on peut calculer une fois pour toutes les quantités : 

% 
car V est vecteur propre de,A. 

j 

Résumons tous ces résultats dans le : 

"?,k U t  un o p é W e ( ~ ~  au to -ad joh t  de L ~ C Q ,  11 ayant ntk v d e u ~  
phopha A .  héeRea ,nobikiv.es d(dXincten ukiehc{.kwt O < A .  s A i 

1 3 0  
( O  S j I n+k-1). 

( i i l  LU donctiono p o p h a  V. (x) dont o / L t h o g o ~ ~  et o i  l ' o n  pooe : 
3 



on a s-(V.) 2 j,en - d a  vo . (1 ,..., 11, donc vo(x)  = 1. 
3 

n-1 x ~ + ~ + ~  
avec y-'= C - x a  2 

k+ 1 
W k j  = 'Yj, Vj' 

j 'j g.-k 

Donnons les mat r ices  A pour k = 2 e t  k = 3 dans l e  c a s  d'une subdi- 

v i s i o n  uniforme rn = i n ,  O h i s n}. 

Exemple 1 : 4flnCU quadhatiqu~ 

La mat r ice  A e s t  de t a i l l e  n + 2 e t  pour n 2 4 ,  on o b t i e n t  
n,2 

- 
72 42 6 u O.................. 

21 60 7 5 / 2 3 / 2  O O,. . . . . . . . . . . . . . . . .  

.................. 2 2 5 66 26 1 O 

.................. O 1 26 66 26 1 

.............................................. 
.1 26 66 26 1 O ................. 

O 1 26 66 25 2 .................. 

.................. O O O 6 42 72 - - 



Les splines quadratiques orthogonales V.(x) s'obtiennent 3 partir 
?, 1 

des vecteurs propres V de cette matrice. Il est intéressant de remarquer que 
j 

l'image du vecteur : 

par la matrice A est le vecteur : 

n+ 1 i 
Si l'on pose Vw(x) = (-  1) Ni(x) 

i =O 

avec Ww(x) = - 120 (20 No(x) + 11 NI(x) + 2 W2(x) +...: 2Nn-1(x)+rl~n(x)+20~n+I~~)) 

et l'on peut calculer : 

Par conséquent, lorsque n + + a', la fonction Vw(x) est "proche" de 
2 la fonction propre Vn+l(x) (en norme L ) et la plus petite valeur propre 

'n+ 1 est voisine de 2/15. 

Il est probable qu'elle soit comprise entre 1/10 et 2/15 d'après 

les résultats numériques obtenus pour les premières valeurs de n. 

Exemple ---- ---- 2 : splines cubiques 
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Le résultat est donné par.De Boor (C21, p. 542). 

Les 4 dernières lignes de A sont irrégulières comme les 4 premières 

lignes (en inversant l'ordre des indices i et j). 

Conme dans le cas quadratique, on peut montrer que si : 

i V,(x) = C (-1) Ni(x) 
i 

17 
alors u v,(x) = V,(X) + W,(x) 03 I Iw_I I 2  + 0 quand n + + 

n,3 

Il est probable que valeur propre minimale de A, est voisine 

de 17/315 pour n grand, et qu'elle est comprise entre 9/315 et 17/315. 

, 
Remarque Les splines orthogonales ainsi définies diffèrent de celles intro- 

duites par Schoenberg dans C181. Leur calcul serait sans doute facilité 

par des formules de récurrence. 



V I  - PROPRIETES OSCILLATOIRES DES SPLINES ORTHOGONALES 
-- 

Les deux derniers paragraphes sont consacrés à la démonstration du 

théorème suivant qui montre que les splines orthogonales V du théorème 5 ont 
j 

les mêmes propriétés que les polynômes orthogonaux classiques. 

Théohème 6 : Leb n+k dp&bIe~ oxthogonuth V. (0 s j I: n+k-,l) de l '  espace 
1 

sp(k, T 1 poddèdent la pmphiétéd ~LLivantes : n 

(i) V. a exactement j hacinu ~ ~ é e . i Y e ~  &&des dans l 1 i n t a v & e  30, iC. 
3 

(Li) Dwx ~ p 4 . i ~ ~  o ~ h o g o ~ u  duccesdivea v et vjtl n'ont p u  de nacine 
j 

commune durid IO, 1C. De p l u ,  V. change de digne e&e deux nahaoines de v ~ + ~ ,  
1 

aLLtrremevtt & t e m  hacina d o n t  a e t a n é u .  

La démonstration se fait en plusieurs étapes et utilise les lemmes 

suivants (on a numéroté les B-splines de O à n+k-1 = N et l'on pose 
- 

'i 
- ]ti-k, titl[ = intérieur du support de la B-spline N.). 

1 

L m e  1 : Soient to < tl < ... c te d e s  points de Co, 11 et Nto, t,, . .., te) 
l e  déXWnan t  d' o&e l+i ayant conne coed6icientd d . . = vi( t . pom 

1 3  1 
O S i,j I: L S N. On aatohs  : 

a )  ~ ( t ~ ,  tl, ..., t,> 2 O 

b )  o(to, t,, . . . , te) > O d i  et AedeJ?t& A ' A ~  eeriste l+i indices 
O r i < i < ... < il s n+k-1 teed que tS E o.  = inté&ieuil du 6uppohZ de 

O 1 1 

N pouh. O I s s l .  s 
i s 

Preuve du lemme 1 : Rappelons que si N = n+k-1 : 
N 

V.(t) = 1 W . .  
1 i=o 11 

'-b 
où V = ( W . .  , O 5 i S N) est le j-ième vecteur propre de la matrice oscillatoire 

j 11 

*n,k0 Soit Si la matrice ayant comme vecteurs lignes les 5 et N la matrice de 
i - 

terme général N. (t . ) . (O s i, j r N) . Le déterminant D( to. . . . , t se développe 
1 3  t 

sous la forme : 

La notation B désignant le déterminant extrait de la matrice B 



en ne gardant que les lignes d'indices r < ... < re et les colonnes d'indices 
O 

s < s  <...<se. 
O 1 

Or d'après le théorème 13 (et le corollaire 1) de Gantmakher et Krein (C 7 1, 
p. 461- 463), tous les déterminants Cl il... 'A i sont strictement positifs. 

D'autre part, d'après le théorème 4.65 de Schumaker (C201, p. 1691, le déter- 

minant N(~O * * *  il) est toujours 2 0 et n'est > 0 que si t r ai = intérieur e S 6 
du support de lis (pour O s s s L). Il suffit donc, pour que D(to, ..., t 1 soit 
#!O, qu'il existe au moins une suite d'indices ayant cette propriét6.l 

- i.me 2 : Soient to < tl < . . . < ts - ts+l < . . . < te tti p o W  de Co, il, 
dont d w x  sont con6ondus, et 6(to, tl, . . . , te) Le duennuiant d8dui.t de 
~(t,, . . . , te) en .nempLaçant La colonne { ~ ~ ( t ~ + ~ )  , O S i N} pM lu colonne 

{vl.(t ) O S i S N On a <leoh& o(to, ..., t,) > O hi et sw(eJnent d'c( 
1 S 

elidte e+1 hdiceû O i i0 < il < . . . < i, r N ta que tr E a. pOW O J r S t ,  
1 r 

Preuve : Comme pour le lemme 1, on a : 

où la matrice k se déduit de la matrice N en remplaçant la (s+l)-ième colonne 

{~~(t~+~)} par la colonne {Nti(ts)}. les déterminants il.. t * * *  . fd sont 
tous strictement positifs et h(iO 1: 1: ] est strictement positif si et 

seulement si t r air pour O S r S , et N' (t ) # O (d'après les théorèmes 
r is+l s 

4.67 et 4.76, p. 171 et 177, de Schumaker C201) d'oh le résultat. 

k Lentne 3 : SoCX Q~ une BspLUle de deg.nE k-i ayant comme suppoM Cti, ti+kl e(. 
k k d k k  
x. l'abscisse du na* unique de gi &un son suppou (= Q~(x~) = O p o u  k 2 3 ) .  
1 k k  On a a(oM xi <  pou^ tout i = -k+l, . . . , - 1 ,  pom lu subdivAion 

- - < tl < ... < tn - - . - 
t-k+l - ... - to ... - tn+k-l de L'MehvuUe Cto, tnl . 

Preuve : Elle se fait par récurrence sur k 2 2 en utilisant les relations 

suivantes (cf. Schumaker C201, p. 120-121) : 
k-1 k-1 

k (x-ti) Qi (x) + (ti+k-~) Qi+l (XI 
(1) Qi(x) = (ti+k-ti) 



2 2 
Pour k=2, on s a i t  que Q e s t  maximum en x  - i i - ti+î (-1 i 5 n-1) e t  I t o n  a  

b ien  : 

3 d  3 3  Pour k=3, Q.  a t t e i n t  son maximum unique au po in t  x3 t e l  que - Q. (x. ) = 0,  
1 

2 3  2  3  i dx i 1 
i .e.  d 'après (21, quand Q.(xi)  = Qitl (x i ) .  On a  a l o r s ,  d'après l a  f i g u r e  

1 

suivante  : 

x2 - 3 
i - ti+l < Xi < ti+2 = X 2  i+l 

pour -1 I i S n-2, avec 

3 2 
X = x  = t  - 2 -1 .O 

X 
3  = X 

2  - 
n-1 n-1 - tn 

D'autre p a r t ,  on a  : 

Supposons que l ' o n  a i t  é t a b l i  : 

( 3 )  xk < xk i i+l (-k+l I i I n-2) 

( 4  
k-1 k-1 k-1 (xk-l)  

Qi (x. ) ' Q i + l  i 
1 

(5 
k-1 k-1 

~ : - l ( x k - l )  I+I < Qi+l 

(6) 
k-1 k  k- l (  k  Q.  ' Qi+l 1 

( 7  
k-1 k  k- l (  k  

Q1+2(xi) < Qi+l xi) 

k  e t  démontrons ces i n é g a l i t é s  à l ' o r d r e  k+l .  Le maximum de Q.  e s t  a t t e i n t  en 
k  1 x t e l  que : i 

(8)  k- l (  k  (d 'après  ( 2 ) )  

On c a l c u l e  d ' au t re  p a r t ,  au  moyen de ( 1 )  e t  ( 8 )  : 



Cette quantité est strictement positive d'après (7). De mênie,au moyen de (1) et (6) ,1 
on obtient : k 

k k  k k  X 

Qi+l(~i+l) - Qi(~i+l) = i+l - ti k-î k 
(Qi+~(~i+ï ) - ~?-l(x~ 1) 

ti+k - ti i i+l 

k k k 
ce qui montre (4) et ( 5 )  à l'ordre k+l et prouve que 6i(x) = Pi+l(~) - Qi(x) 

k k k*l ce qui implique ne peut s'annuler qu'entre xi et donc x. < xi < 
1 

x!" < x?+l pour tout i = -k, . . . , n-2 et démontre (3) 3 l'ordre k+l. Enfin, 
1 lt1 

puisque 
k (ti+k+l - ti) 6i(~) = - k 

2- Q~+~(X) dx i 

i 
k+l) > O et 6k (x?") < O ne s'annule qu'en x = xktl, on a nécessairement 

1 i+l 1 k+l k+l 
car xi < ce qui prouve (6) et (7) à l'ordre k+l, cqfd. 

Lemme 4 : Soientbio < al < . . . < a }mil poUJa de 10, l$, do& m au  moi^ dont m 
d'une d p h e  S de Sp(k, rn) (O r m r N = n+k-1). Mou i( e d l e  

O s i < ii < ... c in s N t& que as r o. - in té ru^ du duppotLt de î~ 
O 1s 

8-4p.li.m Ni , pouh O S s s m. 
s 

Preuve : Elle se fait par récurrence sur m et n. 

a) Le lemme est vrai pour O m 5 k. 

Il est évident pour m = O car il y a au moins kt1 2 2 8-splines dans Sp(k, rn). 
Supposons-le vrai pour O S m S k-1 et montrons-le pour m = k. Si les m+l = k+l 
points sont dans un seul intervalle Ct t 1 recouvert par les supports G des 

O' 1 i 
k+l 8-splines Ni(O h i h k), on a a e a. pour O h i h k. Supposons que l'on 

i I 
ait démontré la propriété pour r-1 intervalles et montrons la pour r 2 2. On 

peut toujours supposer que a e o = lto, tl[ et 4, e ]tF-l, tr[ = Ur+k-l. 
O O 

Soit 4 2 1 le premier indice tel que al 1 uL : on a nécessairement a e ' 
Sinon, puisque u - - tL+ll, on aurait a tt-k et Cto, tL - kl contien- 

drait L ou L+1 racines parmi {a0, . . . , al}. Ceci est impossible car le nombre 

de zéros de S dans Cto, tL-k] est tel que : 

Zs[to, 1 s (4-k) + (k-1) = L-1 

en tenant compte des multiplicités (cf. Schumaker C203, théorème 4.53, p. 160) : 

Comme a 2 t e t+l9 Ctt, trl est la réunion de r-1 < r intervalles et contgent 

les k-t+1 points {at, . . . , 4,) : on est ramené par récurrence 21 moins de points 

et moins d'intervalles et le lemme est alors valable. 



b) Supposons le lemme vrai pour m-1 et montrons-le pour m 2 k+i. 

Si les m+l points sont répartis sur exactement m-k+l intervalles (on ne peut 

en avoir moins, sinon Z Ct 
S O' tm-k 1 5 m-1 contredirait le fait qu'il y a m 

racines) recouverts par les m+l supports des B-splines No, ..., Nm, on a 
nécessairement a E O .  pour O S i S m. Sinon : 

i 1 

- ou bien a. S ti-k, mais alors ZSCto, ti-k 
1 

1 5 i-1 contredirait 

a ..., ai} c Cto, ti-k 1 (au moins i zéros) 

- ou bien ai r titi, mais alors Z Ct S i+19 tm-k+l 1 S m-i-1 contredirait 

{ai, ..., a 1 c Ctitl, tm-k+l 1 (au moins m-i zéros). m 

Si les m+l points sont répartis sur m-ktr intervalles exactement (r 2 21, 

recouverts par les supports de m+r B-splines, on peut toujours supposer que 

ao E Ito, = et a m ltm-k+r-l> tm-k+r c = u m 1  Soit t 2 1 le premier 
indice tel que a Ic ut. On ne peut avoir a 1 * tt-k' sinon ZSCt 0 ' 5 4-1 

contredirait le fait que cet intervalle contient au moins 1 racines de S. On 
a donc a c ' tt+l, mais alors Ct t+ly tm-k+r 1 est réunion de m-k+r-1 < m-ktr 

intervalles et contient {a . . . , a 1 soit m-t+l < m+l points, on peut donc, t ' m 
grâce à l'hypothèse de récurrence, répartir ces points dans les m-t+r inté- 

rieurs des supports des B-splines Nt, ..., Nmtpl. On a supposé implicitement 

que les racines a étaient simples, mais on peut supposer qu'elles sont i 
multiples, puisque la démonstration tient compte de la multiplicité des zéros 

et que le nombre d'intervalles, donc de B-splines, augmente dans ce cas (en 

même temps que la possibilité de choix pour les indices) : il suffit de répéter 

autant de fois une racine que son ordre de multiplicité m et de considérer 

que l'on a m racines simples très voisines. 

L m e  5 : Soient a ,  ..., am-l ) m hlrccineb 4impeeû d'une dpune s E ~p(k, T ) 
n 

avec n = m-k+r+2 di m 2 k-2 r 2 1). SuppodoM que a. E Cto, tlC 

am-l E Itn-l, t C ct que ai titr pou/r i = O, ..., m-k+2. 11 e h z e  &ou : 
n 

O = i  c i  . i *m+r-2.t& queas E o i p o w O  SiSm-1. 
O 1 m-1 S 

Preuve : Elle est semblable à celle du lemme 4. La propriété étant simple à 

démontrer pour 1 5 m 5 k-3, on peut supposer que m 2 k-2. 

Pour r = 1, on a m racines simples sur Ct 
O ' tm-k+ 3 1 à répartir dans les inté- 

rieurs 0 des supports de N ..., Nm-l, i.e. des m ~remières B-splines. i O ' 



Ceci implique que ai r U. pour O S i 5 m-1, sinon (puisque ai < ti+,), il 
1 

e x i s t e r a i t  un indice  i t e l  que ai 1 ti-k, mais a l o r s  ZsCto, ti-kl 5 i-1 

c o n t r e d i r a i t  l e  f a i t  que C t o ,  ti-k 1 con t i en t  l e s  i+l rac ines  (ao, .. . , ai}. 

Pour r 2 2, on a m r ac ines  simples sur C t o ,  tm-k+r+2 C v é r i f i a n t  a i < titr. 

S o i t  & 2 1 l e  premier indice  t e l  que al L al = ltt-k, t l+ lC .  On ne peut avo i r  

a, 5 tl-k, sinon C t  
0' 9 - k  1 con t i endra i t  l+l rac ines ,  ce  qui  con t red i t  

ZS[tO, tl-k3 5 l-1. Donc al 2 tl+l e t  1' i n t e r v a l l e  C t t t l ,  tm-k+l.t2 [ cont ient  

l e s  m - l  < m rac ines  {al, . . . , amml } ; par  l 'hypothèse de récurrence,  on peut 

r é p a r t i r  ces rac ines  sur m - l  o d i s t i n c t s  parmi les m-&+r-2 a m - 1  ai r e s t a n t s ,  
i 

cqfd. i 

Lemme 6 : Soient  {ao < al < . . . < am} c C t o ,  tnl m+1 POL&, dont m m&eô 
d h p î ~  et une nacute double a d'  une & p a n e  ç r ~ p ( k ,  T,) . I l  e d t e  & o u  : 

P ' 
O s i  < i . < i 5 n + k - l x &  q u e a s  E U .  p o r n o  s s  S p - 1 ,  as r o. 

O 1 m + 1  1s ls+ 1 
pouh p+i s s 5 m,  a e.ui u ai avec N ' ~  (ap)  # 0. 

P p+l  p + l  

Preuve : On peut supposer, q u i t t e  à r édu i re  l e  nombre d ' i n t e r v a l l e s ,  que 

t 1. Remarquons que l ' o n  a tou jours  n 2 m-k+3 a O r E t o ,  t l C  e t  a m €  Itn-l, 
sinon ZSCto,  tm-k+2 1 S m + l  c o n t r e d i r a i t  l e  f a i t  que S a m+2 zéros. 

Supposons que m r k-1 e t  n r 2, l e s  a u t r e s  cas é t a n t  p lus  simples à é tud ie r .  

a )  S i  n = m-k+3, e t  s i  a e s t  r a c i n e  double ( 1  S p 5 m-1) on a 
P 

a. r a. pour O 5 i s p-1 e t  a r a pour p t l  S i S m. Sinon il e x i s t e r a i t  
1 1 i i+2 

un i S p-1 t e l  que ai L ui = 1tiak, t i t l C  : 

- ou bien ai S ti-k, mais ZçCto,  ti-k 1 5 i-1 con t red i t  a ,  . . . , ai} c 

C t o ,  t iekI* 

- ou bien ai 2 ti+l, mais ZSCti+l 9 tm-k+3 1 5 m - i + l  con t red i t  

a ,  . a ... , a 1 c C t i + l ,  
P ' m tm-k+ 3 

1 

(S a m-i+2 zéros car a compte double). 
P 

Par un raisonnement analogue, on montre q u ' i l  e s t  impossible d 'avoi r  a i ' "i+2 
pour un i 2 p+l. On a donc finalement a E a u a u a  e tcommeNq ( a )  

P P p+ l  p+2 p+l  P 
e t  N '  ( a  ) ne peuvent s 'annuler  en m ê m e  temps (lemme 3 ) ,  on c h o i s i t  

p+2 P 
i 
p + l  

= p + l  ou p i2 .  La démonstration est analogue s i  a O (ou am)  e s t  r ac ine  

double. 



b) Si n > m-k+3, si a est racine double (1 i p S m-1) et se trouve 
P 

dans l'intervalle Ets, ts+l 1, le cas le plus critique est celui où 

ZsCts, tg+,] = k, i.e. Et,, 5 + l  1 contient k-2 racines simples différentes 
de a . Comme ZsCto, tstl 

P 
1 S s+k, on doit avoir ZSCto, tsC i s : supposons 

que {ao, . . . . a c Ct t Cavec q s S. Ceci implique nécessairement que 
q-1 O' S 

"i < ti+s-q+î pour O i i i q-1 sinon Cti+s - q+l, tstl 1 contiendrait q-i+k zéros, 
ce qui contredirait Z Ct s i+s-q+i9 ts+î 1 S i-q+k-1. On peut appliquer le lemme 5 

avec m = q et r = s-q+l : il existe alors O = i < i < ... < i 
O 1 q-1 ~ - l  

tels que a L ' 'il pour O i < q-1. 

Comme {a . . . , ap, . . . , aq+k-2 
q ' 1 t= ct Y ts+ll 9 On a {aqtk-l> 9 m 

Its+19 tnl ; de plus pour tout i 2 2, on a a q+k+i-3 ' ts+i-l sinon [ts . ts+i-l 1 
contiendrait k+i-1 zéros, ce qui est impossible car ZçCts, 

ts+i-i 1 i k+i-2. 
On peut à nouveau appliquer le lemme 5 en inversant le sens des intervalles 

et la numérotation des indices. Posons m' = m-q-k+2 (nombre de racines), 

ali = a i+q+k-1 pour O S i S m'-1 et tti = ts+i+l (O 5 i i n' = n-s-1). La 

condition a q+k+i-3 ' ts+i-l s'écrit alors avi > tti = t'i+nl-mI-rl avec 
r' = nt-m'. Le lemme "symétrique" du lemme 5 permet d'affirmer l'existence 
de m' indices : 

(nl+k-1) - (m1+r'-2) S io < il < ... < i = nl+k-1 m'-1 

tels que utL E U' pour O S C i ml-1, ce qui peut s'écrire encore : 
L 

avec a t+q+k-l It'i -ks = ltiL-k+s+l> tit+s+2 ' 'it+S+1 pour f O s 4 Sm'-1 = m-q-k+ . En particulier, on a au pire a E o q+k-1 kts+2 Par 
conséquent Ets, est recouvert par os, uStl, ..., : on a a i ' 's+iq 
pour q S i S p-1, ai ' us+2+i-q pour p+l S i S q+k-2 ce qui permet d'écrire : 

Par conséquent, on choisit i = s+p-q et i = s+p-qtl ou s+p-q+2 pour que 
P P+ 1 

N' ( a  # O (c'est possible d'après le lemme 3). Les démonstrations sont 
ip+l P 

analogues dans les cas non critiques (i.e. quand Ets, 
ts+l 1 contient moins 

de k-2 racines simples) ou lorsque p=O ou m. 



Nous utilisons des techniques analogues à celles de Kellog C191, en 

tenant compte du fait que la condition de Haar qu'il donne n'est pas toujours 

vérifiée pour les splines. 

7 . 1  Pour O r j r N = ntk-1,  la spline orthogonale V j  a exactement j changements 
de signe stricts dans 1 'intervalle 10, 1C : s - ~ v ~ )  - = j. \. 

IV 

On a V = 1 W.. N. et le vecteur propre 5. = (W. ., O 2 i S N) présente 
j i=o I 1 I 11 + exactement j changements de signe (s-(?.) = S (5.) = j, cf. Gantmakher et 

1 1 
Krein C 7 l ) ,  par conséquent la de diminution de la variation des 

B-splines (cf. Schumaker C201 p. 178, théorème 4.76) implique S-(v.) i j. 
J 

D'autre part on a o 
oj WNj # O, i.e. V.(o) V.(1) # O, et 3-j n'a pas deux campo- 

3 3 + 
santes successives qui soient nulles, sinon on aurait S (8.) = j+2 > S-(v. = j .  

3 1 
Ceci implique que Vi ne peut Stre identiquement nulle sur un intervalle 

J 

Ets. ts+ll OU, ce qui revient au même, ne peut avoir plus de k zéros sur cet 
i+k 

intervalle, sinon sa restriction V = 1 wij N. serait nulle et on aurait 
j i=s 1 

% 
w =  ... = w = O, ce qui contredit l'assertion ci-dessus sur V 
s j s+k, j j ' 

Comme V = 1, on a s-(v~) = O ; supposons que s-(v~) = m pour O i m S j 
O - 

et montrons que S-(V ) = j+l. Supposons que S (Vj+l) = m S j et désignons j +l 
par O < a < a < . . . < a < 1 les points où Vj+l change de signe. Soit 

O m-1 
44x1 = D'ao, al, . . . , am-l, x) (notation du lemme 1) : elle est combinaison 
linéaire de Vo, ..., Vm, donc orthogonale à Vj+l. D1autre part, si x > a m-1 ' 
les m+l points peuvent être répartis ( l e m  4) dans m+l ui distincts, par 
conséquent, $(x)  > O d'après le lemme 1. Lorsque am-2 C x < a on a de m-1' 
même $(x) < O car les lemmes 1 et 4 sont encore applicables et plus généralement 

$(XI change de signe strictement quand x franchit un des points ai. La fonction 

$(XI Vj+l(~) garde un signe constant sur CO, 11 et cela contredit le fait que 

<$, Vj+l> = 0, cqfd. 

7 . 2  Peur O 5 3 5 #, Y a exactement j racines dans 10, 1 C  
j 

Vo = 1 n'a pas de racine et V1 est strictement croissante car D(to, tl) = 
vl(tl) - Vl(to) O si tl > to (lemme 1) : comme s-(v~) = 1, VI nla qu'une 



seule racine dans 10, 1C. Supposons la proprigté vraie pour V1, ..., V et j-1 
montrons-la pour V : supposons que V ait j+l racines O < a 

j j 
o<al < ... < a < 1 

j 
parmi lesquelles j points où V change de signe et un point où V. s'annule 

j I 
sans changer de signe.  après le lemme 4, il existe O i i < i < ... < i 5 N 

O 1 i - 
tels que as s oi pour O 6 s i j, donc d'après le lemme 1, on a D(ao, ..., a.) > 0, 

s 1 
mais ceci contredit le fait que V (as) = O pour O 5 s S j, i.e. que la j +l 
ligne (j+l) de D est nulle, cqfd. 

7.3 V . a exactement j racines simples dans IO, 1 C  
-J 

Supposons que Vi ait j-1 racines simples et une racine double 
J 

a E {ao, al, . . . y a 1 .  D'après le lemme 6, il existe O 6 i . . . < i 6 N 
P j - i O j 
tels quea. E oi pour O i s Ip-1, a E o. pourp+l k s  S j-1 et = s S S ls+l 
a s u u oi avec N'ip+l (a ) # O, donc d'après le lemme 2, le déterminant 
-P P p+l P 
D(ao, ..., ap, apy ..., a ) est strictement positif, ce qui contredit le j -1 
fait que sa (j+l)ième ligne est nulle : V.(ai) = O pour O 6 i i j-1 et 

1 

7.4  V .  e t  Vjtl n'ont pas de racine comune e t  V .  change de signe entre deux 
-J- J 
racines de Vjtl, (autrement dit leurs racines sont al ternees) 

Il suffit de reprendre les démonstrations de Kellog C191, page 4. 

REMARQUE 

Les figures 2 et 3 donnent les graphes des VI"), (1 5 j i 4) lorsque, 
3 

k = 2 (splines quadratiques) sur la subdivision uniforme de pas 1/8 (n=8). 
Les résultats numériques obtenus pour n = 2, 4, 6, 8 semblent indiquer que la 
spline v!")(x) converge vers + cos jax quand n -+ +a, pour tout j fixé. 

1 
- 
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B-SPLI NES ET QUAS 1 - 1 NTERPOLANTS 
SUR UN RESEAU EQUILATERAL DU PLAN 

d ' a i  passé mes jours d accorder e t  d 
désaccorder m lyre. 
Je n 'ai  pu trouver l e  juste rythme ; 
Zes mots n'ont pas é té  bien assembtds ; 
i Z  reste  seulement l'agonie du souhait 
dans mon coeur. 



S o i t P  l ' espace  des polynSmes à 2 v a r i a b l e s  de degré t o t a l  5 n e t  Qn 
n 

c e l u i  des polynômes de degrés p a r t i e l s  S n. On désigne pa r  Sp(n, k )  l ' espace  

des sp l ines  polynômiales de degré n e t  de c l a s s e  ck ( O  i k S n-1) sur une 

k 
t r i angu la t ion  é q u i l a t é r a l e  du p lan ,  c ' e s t  à d i r e  des fonct ions  C dont l a  

r e s t r i c t i o n  a chaque t r i a n g l e  e s t  danslP . n 

En u t i l i s a n t  les r é s u l t a t s  de G. Far in  C31 C41 e t  de F'rederickson C61, 

* 
on montre q u ' i l  e x i s t e ,  pour t o u t  n E IN, un e n t i e r  k ( n )  t e l  que l ' o n  puisse 

* 
cons t ru i re  une s p l i n e  à support hexagonal dans Sp(n, k ( n ) )  ( cen t ré  pa r  

exemple à l ' o r i g i n e )  e t  q u ' i l  s o i t  impossible de cons t ru i re  une s p l i n e  à 
* 

support borné dans Sp(n,k) pour k ( n )  < k S n. A l ' a i d e  des t r a n s l a t é e s  M.  . 
13 

de c e t t e  s p l i n e ,  on d é f i n i t  des approximants (quas i - in terpolants)  de f  du type : 

où v .  . ( f  e s t  une combinaison l i n é a i r e  des va leurs  de f  e t  de c e r t a i n e s  de 
11 

s e s  dérivées p a r t i e l l e s  au cen t re  du support de M .  .. Des quas i - in terpolants  = 1 
du même type ont  é t é  é tud iés  par  Frederiokçon C71 sur un réseau t r i a n g u l a i r e  

e t  pa r  De Boor e t  F ix  C21 s u r  un réseau rec tangu la i re .  

1 * On d é t a i l l e  l e s  cas n = 3, k*(n) = 1 (cubiques C ) n = 4,  k ( n )  = 2 

2 * 3 (quart iques C e t  n = 6, k (n) = 3 (sext iques  C ) e t  l ' o n  donne quelques 

majorations d ' e r reu r  p réc i ses  (en  norme uniforme) s u r  un t r i a n g l e  du réseau 

lorsque l a  fonction approchée a des dér ivées  p a r t i e l l e s  continues jusqu'à 

un c e r t a i n  ordre.  

Le cas  des s p l i n e s  quint iques de c l a s s e  c2 e s t  également g tud ié ,  mais 

s 'avère  peu i n t é r e s s a n t  pour les app l i ca t ions .  



-- .- 

ADJACENTS 

Nous u t i l i s o n s  l e s  r é s u l t a t s  de G .  Farin C31C41 dans un cas 

p a r t i c u l i e r  . 

S o i t  Tl un t r i a n g l e  é q u i l a t é r a l  du plan de sommets A A2 e t  1 ' 
A3. Tout point  M du plan s'exprime au  moyen des coordonnées barycentriques 

de T sous l a  forme : 
1 

avec u + u 2 + u  = 1  
1 3 

e t  O i u 1 y ~ 2 y ~ 3 S 1  s i M e T l  

Les polynômes de Bernstein B?(u) s u r  Tl sont  d é f i n i s  p a r  : 
1 

n! i i i  
(1) B;(u) = . . 1 u 2 u 3 2 ~  1 2 3  2 3 

u = (ul, U2' u3) y u1 + u + u = 1 
2 3 

3 i = ( i l %  i i3) elN ,il t i + i = !il = n 2 ' 2 3 

On a immédiatement : 

Les B?(u) formant une base de P (Tl),  espace des polynômes de degré S n 
1 n 

s u r  Tl, t o u t  Pl E P b. ) peut s ' é c r i r e  SOUS l a  forme de l 'approximant de Bernstein : n k 

où 0 e s t  la  fonction l i n é a i r e  p a r  morceaux déterminée p a r  l e s  sommets 
1 

% 
(il/". i 2 / n y  i 3 / n y  ai = a 

i i i  ) = a du rgseau Bezier de Pl. Nous représen- 
1 2 3  i 

te rons  souvent ce réseau par  s a  p ro jec t ion  s u r  l e  plan ( f i g u r e  1). 



Figure 1 

Raccordement de 2 polynômes de degré 5 



Les r e l a t i o n s  (1) e t  ( 2 )  impliquent que l a  surface  dé f in ie  par  P e s t  1 

dans l 'enveloppe convexe du graphe de 

So i t  T2 = A A A un t r i a n g l e  é q u i l a t é r a l  adjacent  à T de 1 2 4  1 ' 
coordonnées b a ~ y c e n t r i q u e s  v = (vl, v 2  , v 3  ) , on a  : 

(4 )  A4 = A + A2 1 - Ag . 

Soi t  P2 r Pn(T2) un polynôme de degré n  d é f i n i  pa r  : 

où $2 e s t  l a  fonct ion  l i n é a i r e  par  morceaux déterminée par  l e  réseau 

'L 
Bézier de P2 = {bi = (il/". i 2 / n ,  i3 /n  ; bi}. 

Par appl ica t ion  d i r e c t e  du théorème 5 de G.  Farin (E41, p. 17) e t  de l a  

r e l a t i o n  ( 4 )  ou pa r  un c a l c u l  d i r e c t ,  on ob t i en t  : 

Théohgrne I : Le kuccohdement cr(O s r 2 n )  de Pl et P2 l e  long de Al A2 

4e ~ 2 ~ 1 d u L t  pm la h W o n d  : 

pou4 O s k s r et il t i2 = n-k 

Pour l e s  premières va leurs  de k ,  on a  : 

Continuité CO : bi = a 
i i o  

( i l  t i = n)  
1 2  1 2  2  

Continuité C' : bi = a - a  ( i l t i 2  = n-1) 
1 2  i l+ l , i 2 ,0  ' i1 , i2t l ,o i1i21 

2 
Continuité  C : ( i l  t i2 = n-2) 



3 Continuité C : i l  + i = n-3) 2 

Figure 2a 

Cas d'un t r i a n g l e  i s o l é  
( p  = 3, n '  = 10, k' = 7 )  



Preuve : Pour n  = 1, il n 'y  a  évidemment pas  de s p l i n e  à support  borné de 

1 * 
c l a s s e  C . Supposons le  théorème v r a i  pour n  = 3p-2 e t  k  = k ( n ) + l  = 2p-1 e t  

montrons qu'on ne peut  c o n s t r u i r e  de s p l i n e  à support  borné de degré 

* 
n t  3  t n  = 3p+l  e t  de c l a s s e  ck' avec k t  = k ( n '  ) + 1 = 2p+l.  Supposons 

qu'une t e l l e  s p l i n e  S  e x i s t e  dans S p ( n l ,  k t )  : s o i t  fl l e  support  polygonal 

de S  c o n s t i t u é  d'un nombre f i n i  de t r i a n g l e s  équ i l a t é r aux  e t  an l e  bord de $2 

a )  Montrons d'abord que an ne peut contenir  de t r i a n g l e  i s o l e  Al A2 A3 

( f i g u r e  LI. En e f f e t  l a  c o n t i n u i t é  ck' avec l a  fonc t ion  n u l l e  l e  long de 

A A implique que l e s  c o e f f i c i e n t s  a 1 3  
son t  n u l s  pour O 5 r 5 k '  e t  i r i  

k '  1 3  
i + i = n l - r  e t  l a  c o n t i n u i t é  C l e  long de A2 A3 implique que l e s  
1 3 

c o e f f i c i e n t s  a s o n t n u l s  pour O I r  S k '  e t  i + i = n t - r .  
ri i 2  3 

2  3  

En p a r t i c u l i e r  l e  long de A A 2 ,  on a  : i = O donc a  = O =  
3  n l - r y r , o  

a  pour O S r 5 k ' ,  c e  q u i  donne : 
r Y n 1 - r y o  

a = a  ... = a = O - - 
3p+l,0,0 3p , l , 0  P , ~ P + ~ , o  

a = a  - - ... = a = O 0 ,3p t l , 0  1 ,3pY0 2 ~ + l  YP 3 0  

donc tous  l e s  c o e f f i c i e n t s  Bézier  de S s o n t  nu l s .  

b )  Montrons que an ne peut avo i r  d 'angle de 120" ( f i g u r e  2b) 

Soien t  Tl = A A A e t  T2 = A A A deux t r i a n g l e s  ad j acen t s  t e l s  que 1 2 3  1 2 4  

A A e t  A2 A,, s o i e n t  s u r  an e t  u = (u,, u2 ,  u3 ) ,  v = (v l ,  v 2 ,  v 3 )  l e u r s  3 2 

coordonnées barycent r iques  r e spec t ives .  



Soient  P e t  P les r e s t r i c t i o n s  de S à T e t  T2 de c o e f f i c i e n t s  a  e t  b  
1 2 1 i j  

( l i l  = ljl = n i )  

La c o n t i n u i t é  ck' de Pl avec  l a  fonc t ion  n u l l e  l e  long de A A implique 2 3 

que pour O S r  5 k '  e t i 2  + i = n'  - r, on a i t  : 3 

( 5  a ri2i3 = O 

De m ê m e  l a  c o n t i n u i t é  ck' de  Pî avec l a  fonc t ion  n u l l e  l e  long de A 2 A4 

implique que pour  O 5 r S k i  e t  j 2  + j3 = n i  - r ,  on a i t  : 

(6 b = O 
rj2j3 

Soient  maintenant Ti1 e t  T l2  l e s  sous - t r i ang le s  de Tl e t  T2 l i m i t é s  p a r  

l e s  d r o i t e s  ul = 2/n1 ,  u2 = l / n l ,  u3 = O e t  vl = 2 / n i ,  v2 l / n l ,  v3 = O 

respectivement.  Les sommets des  réseaux  Bézier de Pl e t  P2 au  dessus de T i  
1 

e t  Tl2  c o n s t i t u e n t  l e s  réseaux  Bézier  de polynômes Pi  e t  P i 2  de degré 
1 

n = nt -3 .  Les condi t ions  ( 5 )  e t  ( 6 )  c i -dessus montrent que Pi ( r e s p .  P i 2 )  
1 

k a  un raccordement C (k = k 1  - 2)  avec l a  fonc t ion  n u l l e  l e  long du c ô t é  

u = 2/n'  ( r e s p .  
1 

VI = 2 / n 1 ) .  Mais l 'hypothèse de récur rence  (non 

ex i s t ence  de s p l i n e  à suppor t  borné de Sp(n,k) e n t r a î n e  P' = P t 2  O ,  donc 
1 

tous  l e s  a  e t  b correspondants  s o n t  n u l s .  i j 

Seuls  sont  non n u l s  l e s  c o e f f i c i e n t s  su ivan t s  s i t u é s  s u r  A A e t  A A 1 3  1 4 .  

La c o n t i n u i t é  C 
2p+l  

l e  long  du cô té  Al A2 donne l e s  2pt2 r e l a t i o n s  : 

bo = a 
O 

b l = a  O - a  1 

b2 = a - 2al + a2 
O 



Le système homogène formé p a r  l e s  p de rn i è re s  équat ions  é t a n t  de Cramer, 

on en  dédui t  que l e s  a s o n t  n u l s ,  e t  l e s  p premières  équat ions  impliquent i 

que l e s  bi son t  n u l s .  Par  conséquent P = P2 = O e t  S ne peut a v o i r  de 
1 

suppor t  borné. O 



Théorréme 3 : S i  n = 3p+2 (p r O), .il n'ex ib te  p u  de  hpf ine  à huppoht 

Preuve : Montrons qu'il n'existe pas de spline de Sp(2, 1) à support $2 

borné. Si an contient un angle de 60° (figure 3), on a a = al = a2 - 
O - a3 = 

I a = O mais comme on a la continuité C 
5 

Figure 3 

le long de a. a3 et a. a5, ceci implique a4 = 0. Si an contient un angle 

de 120°, on a a = a2 = a = a7 = a8 = O par hypothèse et al = a4 = a6 = O par 
O 

1 
la continuité C' le long de aoa5 et de aga8. Mais la continuité C le long de aga 

implique a son tour a3 = O. Supposons le théorème vrai pour n1 = 3p-1 et 

k = 1 t k*(nl) = 2p-1 et montrons qu'il n'existe pas de spline S c Sp(n,k) 

* 
(pour n = 3pt2 et k = 2ptl = k (n) + 1) 3 support Ci borné (cf figure 4 ) .  

a) Montrons que Xi ne peut contenir d'angle B 60' : 

Supposons qu'un triangle Al A2 A3 soit isolé dans Q. La continuité ck le 



long de Al A3 implique que l e s  c o e f f i c i e n t s  a  sont  nuls  pour i ri 
k1 O S r 5 k e t  i + i = n-r e t  l a  con t inu i t é  C l e  long de A2 A3 implique 1 3  

que a = O pour O I r S k e t  i2 + i3 = n-k. En p a r t i c u l i e r  s u r  A A r i  i 2 3  1 2, 

i3 = O ,  donc 

a  = a  = O pour O 5 r S k ,  n- r , r ,o  r ,n- r ,o  

OU encore : 

par  conséquent tous l e s  c o e f f i c i e n t s  ~ é z i e r  de S  sont  nu l s  sur l e  t r i a n g l e .  

b)  Montrons que a ne peut avoir d'angle de 120" 

Soient Tl = A A A e t  T2 = A A A deux t r i a n g l e s  adjacents  t e l s  que 
1 2 3  1 2  4  

A2A, e t  A2A4 so ien t  s u r  an e t  u=(ul ,  u,, u,) e t  v  = (v,, v2, v3) l e u r s  . 
coordonnées barycentriques r e spec t ives .  Soient P e t  P l e s  polynômes 

1 2 

de degré n, r e s t r i c t i o n s  de S  à T e t  T  de c o e f f i c i e n t s  Bézier a  e t  
1 2 i 

k 
bj (lil = I j l  = n) .  La con t inu i t é  C de Pl l e  long de A A avec l a  2  3  

(7) fonction nu l l e  implique que ari = O pour O I r  5 k e t  i +i = n-r.  
2  3  2  3  

k  
De même l a  con t inu i t é  C de P  avec l a  fonction n u l l e  l e  long de A2 A4 

2  

( 8 )  implique b = O pour j2 + j 3  = n-r e t  O S r a k. 
r j 2 j 3  

Soient TI1 e t  T t 2  l e s  sous- t r iangles  de Tl e t  T l i m i t é s  par  l e s  d r o i t e s  2  

u  = 2/n, u2 = l / n ,  u3 = O e t  v  = 2/12, v 2  = l / n  e t  v g  = O respectivement. 1 1 

Les sommets des réseaux Bézier de P e t  P au dessus de T t 1  e t  T l 2  
1 2 

cons t i tuen t  l e s  réseaux Bézier de polynômes Q1 e t  Q2 de degré n '  = n-3 

3p-1. Les condit ions (7) e t  ( 8 )  ci-dessus montrent que Q1 ( r e s p .  Q2) a  un 

k ' 
raccordement C ( k t  = k-2 = 2p-1) avec l a  fonction n u l l e  l e  long du côté  

UI = 2/n ( resp .  V = 2/n).  Mais l 'hypothèse de récurrence (non-existence 

de s p l i n e  a support borné dans S p ( n l ,  k' 1) en t ra îne  Q1 = Q2 = O s u r  T I  1 

e t  Tt2¶ donc tous l e s  c o e f f i c i e n t s  a .  e t  b .  correspondants sont  nuls .  Seuls sont 
1 1 



non nu l s  l e s  c o e f f i c i e n t s  su ivan t s  s i t u é s  s u r  A A e t  Al A4 : 
1 3  

L a  con t inu i t é  c~~~~ l e  long  du c ô t é  A A donne l e s  2pt2 r e l a t i o n s  : 
1 2  

Le système homogène formé p a r  l e s  p t l  d e r n i è r e s  équat ions  é t a n t  de Cramer, 

on en dédui t  que l e s  a  s o n t  n u l s ,  e t  l e s  p t l  premières  équat ions impliquent i 

que l e s  b s o n t  nu l s .  Pa r  conséquent S ne peut  a v o i r  de support borné. i 



Figure 4 

( p  = 3 ,  n = 11, k = 7 )  



Preuve : Montrons q u ' i l  n ' e x i s t e  pas  de s p l i n e  de $p(3 ,2)  à support  Sl 

- borné. S i  con t i en t  un angle de 60° ( f i g u r e  5 ) ,  on a  a  O = a l  - a2  = a  3 = 

a5 = a6 = a  = O e t  l a  c o n t i n u i t é  C' l e  long des 2  c ô t é s  de afi e n t r a î n e  
9 

a 4  = a7 = a8 
= O ,  donc S = O s u r  ce t r i a n g l e .  S i  8Sl con t i en t  un angle  de 

120°, o n a  a = a2  = a 5  = a g  = a  = a  = a  = O s u r  l e  bord e t  l a  
O 12 14 15 
1 

con t inu i t é  C l e  l ong  des 2 c ô t é s  e n t r a î n e  a  1 = a 4  = a 8 = all  = aI3 = O .  

L 

3  
- a7  = a10 = 0 .  La c o n t i n u i t é  C entraTne a  - 

Figure 5 



1 La con t inu i t é  C l e  long de a 6  a g  en t ra îne  à son t o u r  a = 0, donc S = O 
6 

sur ces 2 t r i a n g l e s ,  c . q. f . d. Supposons l e  théorème v r a i  pour n ' = 3p-3 

* 
e t  k t  = k ( n l ) + l  = 2p-2 e t  montrons q u ' i l  n ' e x i s t e  pas de sp l ine  

* 
S E $p(n,k) (pour k 3p e t  k = 2p = k ( n )  +1) dont l e  support S I  s o i t  

borné ( c f  f igure  6 ) .  

Le f a i t  que a R  n ' a i t  pas d'angle à 6Q0 s e  démontre aisément 

comme dans les théorèmes 2 e t  3. 

Montrons simplement que an ne peut comporter d 'angle à 120°. 

Avec l e s  m ê m e s  no ta t ions  que c e l l e s  des preuves des théorèmes 2 e t  3 ,  on 

montre que s e u l s  sont  non nu l s  l e s  c o e f f i c i e n t s  su ivants ,  s i t u é s  sur 

A A e t  Al A,+ : 
1 3  

O Figure 6 



a = a  s n-s ,O ,s 

La con t inu i t é  c~~ l e  long de A A donne l e s  2p+l r e l a t i o n s  : 
1 2  

Les p  de rn iè res  équations donnent a .  = O pour O 5 i S p-1, ce qui  
1 

implique que tous l e s  b sont  n u l s ,  c .q.f .d.  O 
j 



V I  - SPLINES A SUPPORT BORNC DANS SP(N.K*) 

Les théorèmes précédents montrent l'impossibilité de construire 

* 
des splines à support borné dans Sp( n ,k ) lorsque k > k* = k ( n) . 

Dans ce paragraphe, nous montrons qu'il est possible de 

k * construire des splines à support borné de degré n et de classe C pour 

1 S n S 6. (figure 7) 

* 
6.1 Pour n = 1, 2 k = O et il est clair que l'on peut construire de 

telles splines à support hexagonal formé de 6 triangles. 

6.2 Pour n = 3, k* = 1, le problème est moins trivial. 

Le support ne peut être un hexagone formé de 6 triangles (figure 8). 

1 En effet, du fait de la continuité C avec la fonction nulle, seuls sont 

non nuls les coefficients ~ézier a, b, c, d, e, f, g. Mais d'autre part 

la continuité CL le long du côté commun aux triangles (1) et (2) entraîne 

que b = O et par le même raisonnement que c-x d = e = f = a = 0. 
-atr 

Enfin la continuité C' au centre implique g = O, donc la fonction est 

identiquement nulle. 

La spline à support minimal de degré 3 et de classe C1 est 

obtenue en choisissant comme support un polygone formé d'un triangle 

entouré de 12 triangles (figure 9), mais cette spline n'est pas invariante 

par le groupe des isométries du réseau équilatéral. Une spline à support 

hexagonal formé de 24 triangles (figures 10 et Il), invariante par le 

groupe des isométries du réseau, peut être également construite. Pour 

calculer les coefficients Bézier, on part de la frontière et on progresse 



Figure 7 

* 
Graphe de la fonction k ( n )  

Figure 8 



vers l'intérieur du support en tenant compte à la fois de la continuité 

1 
C et des propriétés de symétrie. Pour simplifier, on n'indique que les 

coefficients non nuls ( à  une homothétie près). 

6.3. Pour n = 4, k* = 2, on peut construire une spline dont le support 

est hexagonal et formé de 24 triangles comme celui de la cubique C 1 

(figure 12). Là encore, le calcul des coefficients Bézier se fait en 

progressant de la frontière vers le centre en tenant compte de la 

2 continuité C et des symétries : il y a unicité. 

Pour n = 5, k* = 2, on peut construire une spline à support hexagonal 

formé de 6 triangles mais ce cas est moins intéressant . (cf. § 11). 

6.4. Pour n = 6, k* = 3, on peut construire une spïine unique ayant un 

support hexagonal formé de 54 triangles (figure 13). Le détail des coefficients 

Bézier est donné sur la figure 14. 

On constate que les splines hexagonales de degrés 3, 4 et 6 sont positives 

et de somme égale à 1 ( à  condition de normaliser convenablement les 

coefficients). 

Est-il possible de construire des splines à support borné (B-splines) 

pour tout n 1 7 ? 

6.5 Cette conjecture a été démontrée il y a dix ans par Paul O. Frederickson 

dans un rapport interne C71 non publié. L'auteur y montre 

que l'on peut construire une B-spline dans Sp(m t n t 2, p t q t 2) par 

convolution d'une B-spline de Sp(m, p) et d'une B-spline de Sp(n, q). En 

* 
particulier une B-spline de Sp(n, k (n)) peut être obtenue par convolution 

de B-splines de Sp(n-3, k*(n-3)) et de Sp(1, O). On peut préciser que l'hexa- 

gone H support de la B-spline de Sp(n, k*(n)) est composé de 6(ptl) 
2 

P+L 
triangles lorsque n = 3p, 3 p t l  ou 3pt2 (le côté est de longueur ptl). 



Figure 9 

spline cubique de classe C 
1 

à support minimal 



Figure 10 

Spl ine  cubique C' à suppor t  hexagonal 



Figure 11 

Spline cubique C' 3 support hexagonal 



Figure 12 

Sp l ine  de $p ( 4 ,  2 )  à support  borné 



Figure 1 3  

Spline de Sp (6, 3 )  3 support borné 

(va leurs  aux noeuds) 



F i g u r e  14  

S p l i n e  de Sp (6, 3 )  à s u p p o r t  borné  

( c o e f f i c i e n t s  B é z i e r )  



Figure 15 

Réseaux équivalents au réseau équilatéral 



I l  f a u t  remarquer que l e  terme de B-spline e s t  ambigu c a r  il ne 

désigne pas nécessairement l a  s p l i n e  de suppor t  minimal que l ' o n  peut  

c o n s t r u i r e  dans Sp(n,  k* (n ) ) ,  n i  même l a  s p l i n e  de S U P P O ~ ~  hexagonal minimai 

( v o i r  p a r  exemple l e  ca s  des  cubiques ( f i g u r e  9) ou des qu in t iques  

( f i g u r e 2 0 ) ) .  Il désigne une s p l i n e  à support  borné dont l e s  t r a n s l a t é e s  

permettent  de d é f i n i r  de bons quas i - in t e rpo lan t s  

Résumons l e  r é s u l t a t  e s s e n t i e l  dans l e  : 

Théokème. 5 : 14 n' e.xh.te pan de npl.&e à 6uppoht botné dans ~ p ( n , k )  p o m  k>k*(n) 

et .il e6.t .toujou~d pobnible d'en conn;DruAhe une, à huppon;t hexagonal?, dand 

* 
Sp(n, k* (n ) ) .  (k*(3p)  = 2p-1 e t  k*(3p+l)  = k (3p t2 )  = 2p).  



I 
Soit T la triangulation équilatérale de côté h et Rh le réseau des Som- 1 h 

mets correspondants (Fig. 16). Les sommets A de Rh ont comme coordonnées (ih,jh) 1 i j 

par rapport à un système XOY d'axes à 120° et ((i-j/2) h, jfih/2) par rapport 

à un système xoy d'axes orthogonaux (i, j E Z). On désigne respectivement par 

'f et 1( les triangles de sommets {A 
i j i j ij' Ai+l,j' Ai+~,j+~ 1 et {Ai j, Ai+l, j+l 

*i, j t ~  1 et par P le parallélogramme 'f u 1(. . . Les tableaux 1 et 2 en i j i j 11 

annexe donnent les B-coefficients (c'est à dire les coefficients dans la base 

de Bernstein) des polynômes des bases canoniques delP (1 5 n 5 4) sur les 
n 

triangles 4 et ? . (pages Y-70 à Y-72). 
O0 00 

~ési~nons par M la B-spline normalisée (telle que 1 M.. = 1) de 
i j 

i,j 11 

degré 3, 4 ou 6, dont le support hexagonal est centré en A (figures 10,12,13 1. 
i j 

Lorsque l'on étudie des quasi-interpolants du type : 

on peut se ramener, par translation, au cas ail le point (x, y) est dans le 

parallélogramme P . Pour n = 2 ou 3, Poo est recouvert par les supports des 
00 

14 B-splines suivantes : 

Les B-coefficients de Sf sur Poo sont donc des combinaisons linéaires des 

B-coefficients des splines M.. sur les parallélogrammes numérotés (i, j) de 
1 3  

leur support (Fig. 17). C'est en effet le parallélogramme (i, j ) qui coïncide 

avec P lorsque le support est centré en A 
00 ij 

Pour n = 6, P est recouvert par les supports des 30 B-splines suivantes : 
00 



Fig. 16 : Triangulat ion 6qu i l a tg ra le  

Centresdes supports  des B-splines 

recouvrant P = T u + 
O 0  00 €30 

\ 



Figure 17 



Figure 18 

Centres des supports  des B-splines de degré 6 

recouvrant l e  parallélogramme Poo 



Figure 19 



M i , 3  
( O S i 5 3 ) ,  

M i , 2  
( -1  5 i 2 3 1 ,  

Mi, 1 
(-2 5 i 5 3)  

M .  (-2 5 i 5 31, (-2 5 i 2 21, 
Mi ,-2 

(-2 5 i r 1 )  
1 3 0  

Les B-coef f ic ien ts  de Sf sur Poo sont  également des  combinaisons l i n é a i r e s  

des  B-coef f ic ien ts  des  M s u r  l e s  parallélogrammes ( i ,  j )  de l e u r  support  
i j 

(F ig .  19) .  

Nous u t i l i s o n s  l e s  d é f i n i t i o n s  su ivan te s  : 

Dédin&on 1 : Le q w i - i n t a p o û u t t  S est exact 6 m  IP (où Qn)  ou n e p i r o d d  
n 

Pn ( o u Q n )  6 i S f  f p o m t o u t f  E P  ( O U Q  ) .  n n 

i 2 On u t i l i s e  l e s  n o t a t i o n s  e ( x ,  y )  = x y', Af = l a p l a c i e n  de f e t  A  f = 
i-j 

2 4 4 2 2 4 4 b i l a p l a c i e n  de f ( A  f ( x , y )  = a4f /ax  t 2a f / a x  ay + a f / a y  1. 

Théoirètne 6 : (opf ines  ---------- cubiques ---------------- d e  c h d e  C' ) 

( i l  l e  quasi- intenpoecnt  s1 d é d i n i  p m  : 

h 
S2 f ( x ,  y )  = 2 ( f ( ~ ~ ~ )  - 6 A f ( A .  . ) )  M . .  ( x ,  Y )  

i , j  
11 1 3  

irepiroddt ip2 et i n t m p o l e  ip3. De plus : 

1 [ s 2  ei j  - e i j l  l m  = C.. . h  
3 

( i t j  = 3)  .a 

1 3  C '  
4 r. 

avec c~~ = 6/24, cîl - 0.06, cIZ = &/72 et cO3 = 1/32. 



Remargue : La  nota t ion  1 l s f - f  1 1 -  s i g n i f i e  que l 'on prend l e  m a x i m u m  sur R 2 ----- -- 
t o u t  e n t i e r .  S i  l ' on  prend l e  maximum sur un t r i a n g l e  T de T on p réc i se  

h ' 
1 1 sf-f 1 

( i l  Le q u a i - i v t t m p o l a n t  sl deduci p m  : 

(ü) t e  quaslLv&uipolant s2 di!&Lvti p<vr : 
0 

k e p n o d d  P,. De p l u  S3 e13 = e13 e t :  

- 1 I S  e . .  - e i j  1 1- - cij .h 
4 

( i + j  = 4) 
2 11 

avec cb0 = 7/32, cgl = &/128, c~~ = 5/64 et coq = 57/64 

(Lü) Le q u a s i - h t e y l o l a n t  s3 d E 6 M  pa>r : 
h2 h4 2 S3f(x,  y)  = 1 ( f ( A i j )  - 8 Af(A. .) + ilg A f(A. .)) M. . ( x ,  y )  

i , j  11 13 11 

k e p w d & t ~ ,  et w t e n p o L e ~ ,  dm %. De plud 

1 1s3 eij - eij l l ,  = C . .  h 4 ( i t j  = 4) 
11 

avec CQO = 1/32, C31 = f i /128,  Cî2 = 1/64, Co, = 9/256, C13 = O 



(Lü) Le quadi-intmpolant s3 de& pan : 

83 h4A2f(A. .)). M.. (x, y) l1 h2bf(~. .) + 1880 S3f(x, y) = 1 (f(A.. -a 
i ,i 1 3  11 1 3  1 3  

Remargue : ----- -- 
2 Il est clair que 1' on peut remplacer Af (A. . ) et A f (A. . par des 

1 3  1 3  

différences finies faisant intervenir des points de entourant A... Ces Rh 1 3  

schémas peuvent être choisis assez précis pour que les résultats des théorèmes 

ci-dessus restent valables, à quelques modifications près pour les constantes 

d'erreur C. .. 
11 



8.1) Le quasi -interpolant SI 

Slf(x, y) = 1 f(A. .) M. .(x, y) 
i,j 11 13 

où M.. désigne la 8-spline normalisée dont les 8-coefficients sont ceux de 
13 

la figure 10 divisés par 18 : on a alors 1 M. 11 . (x ,  y) = 1, S1 reproduit P O 
i ,j 

et par conséquent : 

Sl(f - K) = S1 f - K 
pour toute fonction constante K. 

Il suffit de comparer les 8-coefficients de SI e10 et de e10 sur Poo (fig. 16) t 
3 

Slelo = h{+ 7 (-M -1,l + M2,1 + Ml,-l ) + 2M 2 ,O 

- M  + M  + M  1 
+ (-M-l,o 0,2 1,o 2,2 

1 - + M  + M  11 
+ 2 (-Mo,l 1 1  1 1  0,-1 

On obtient comme 8-coefficients : 

c'est à dire ceux de e10 (cf tableau 1). 
'Il 

Demêmes e =eO1, eO1 (x, y) = y. Lorsque f(x, y) = ell (x, y) = 2xy/6, 
1 O1 
'Il 

on a : S1 
= h2 1, (i-j/2)j Mij(x, y) 

i Y 1  
On peut se ramener à Poo car si g(x, y) = (x-a)(y-b), S1g = slTxyI - ay - bx + ab, 

et si S1rxy3 = xy on a (galement S1 g = g. Sur Poo9 on obtient : 

't 1 
'1 '11 2(M2,2 - '0,2) T (M191 + M-l,l - MO,l - '0,-1 ) 

3 
+ 5 (M2,l - M-l,l - Ml,-1) 



dont les B-coefficients sont : 

'L 
c'est à dire ceux de e (tableau 1). 11 

On a ainsi prouvé que S reproduit Q 1 1 ' 

Lorsque f(x, y) = e20(~, y) = x2, on a sur P : 
00 

9 2 h 
SI e20 h (M-lyl + '2,1 + M1,-~) T ("~,i + M-i,-~ 

On montre enfin que les B-coefficients de S1 e20 - e20 et S1 eo2 - e O 2 
2 sont constants et égaux à h /3, donc : 

- S1 e20 - e = S e 20 1 02 sur P - e02 - h eoo 
3 00 

Ceci est valable dans tout le plan car si g(x, y) = (x-a)2 + (y-b)2y on a 
2 

S 1 g -  g =  (SI e20 - e  t (Sieo2 - e ) = 2h /3poura, b siR, et l'on 20 02 

peut toujours se ramener au parallélogramme P . 
00 

1 2  On peut modifier SI en remplaçant f(A..) par p. .(f) 2 f(A..) - - h hf(~..) : 
11 11 13 e2 11 

on a alors v (f) = f(A..) lorsque f E Q1 et pij(f) = f(~..) -$lorsque 
i j 11 1: 

f e ou e L'opérateur S ainsi obtenu reproduitB par construction. 2 0 02 ' 2 2 

8.2) Le quasi-interpolant S2  

Comme S est exact surlP évaluons les erreurs S e.. - e.. pour itj = 3. 2 2 ' 2 11 11 
'll 'll 3 

Lorsque f eO3 = 8eO3/3&, on a p. . (eO3) = h j ( j2 - 4/3) et l'on obtient 
11 

'll 'll 
comme B-coefficients de S2 eo3 - eo3 sur P : 

00 



On remarque que l'erreur est nulle sur les droites Y = hj/2(j c Z) du réseau 

3 et que l'erreur maximale (en valeur absolue) est h 6/36. 

Par conséquent, on a : 

'L 
Pour f = e - 4e /3, on calcule 

12 - 12 
'L 3 

vij(e12) = h ti-j/2)(j2 - 4/91 
'L 'L 

et les B-coefficients de S e - e sur P sont : 
2 12 12 O0 

L'erreur est nulle sur les droites x = ih/2 (i E X )  et l'on calcule : 

3 1  1  ç2 e12 - e12 1 1 -  = h3fi/72 = h x 0,02406 

'b 
Pour f = eîl = 2e21/A, on obtient : 

% 3 P. .(eîl) = h j((i-j/212 - 
11 

1/31 

'L % 
et les B-coefficients de S2 e21 - e21 sur P sont : 

00 

L'erreur est nulle sur les droites Y = jh(j e %) et l'on calcule : 



Enfin, pour f = e 
30' On a : 

et les B-coefficients de S e - e sur P sont : 
2 30 30 00 

Par conséquent S2 e30 interpole e sur les droites x = hi/2 (i E Z) et l'on 3 O 

calcule, 

I 1s2 e30 - e301 I m  = h3fi/24 h3 x 0.072168784 

On constate qu'en norme a, l'erreur sur les polynômes du 3O degré est en 

3 O(h ) avec une constante assez faible, donc S est un bon approximant pour 2 
3 les fonctions de classe C . 



I X  -SPLINES QUARTIQUES DE CLASSE c2 (PREUVE DU THÉORÈME 7)  

9.1) Le quasi-interpolant SI 

où M.. désigne la B-spline normalisée dont les B-coefficients sont ceux de 
13 

la figure12 divisés par 24. Comme pour les cubiques, on vérifie immédiatement 
n 

par le calcul que S est exact sur Q1 et que S1 e20 - e = S e - h ' - - 
1 20 1 02-~02 n 4 e ~ ~ *  

hL On peut donc corriger S1 en remplaçant f(A..) par p..(f) = f(A..)- 8 Af(A..) 
11 13 13 11 

et l'on obtient l'opérateur S2. 

9.2) Le quasi-interpolant S2 

h2 s2 f(x, y) = 1 [f(Aij) - 8 Af(A.. 17 M. .(x, y) 
i,j 13 13 

Par construction, S2 est exact surlP2, il suffit de vérifier que S2 eij = e.. 
11 

pour itj = 3. On obtient successivement : 
3 

il. 11 .(e30) = h (i-j/2)((i-j/2)2-3/4) 
'L 3 2 2, 2 

U..(eîl) = h j((i-j/2) -1/4) avec e12 = - e 
11 

fi4 
12 

'L 3 'XI 
W. 13 .(e12) = h (i-j/2)(3j2-1)/4, avec e12 = - e 3 12 

'L 3 2 " J -  8 
p..(eO3) = h j(j -11, avec eO3 - - e 
11 3 6  03 

Par exemple, on obtient sur P : 
00 

'L h 
S2 eO3 = 7 + M + M  1,2 2,2 

'L 
dont les B-coefficients sont ceux de eo3 : 

(cf tableau 2) 

'IJ 2 j 
En posant e . .  = (-) eij  (itj = 4), on obtient, en posant x = i - j / 2  : 

J3 i j 



'L 2, 
On constate que S e13 = e13. Pour les autres, les B-coefficients et la norme 

'L 'L 
de l'erreur (S e - e ) sont respectivement : 

2 ij ij 

h  pour e . - - 
40 ' 96 

O O O 

O O 

2, 
pour e h 

31 : 24 1 O O 1 

- 1 1 O 

O O O O - 
4  et 1 1 e31 - s2 e31 1 l m  = h 4 m 2 8  = h x 0,01353 

2, h  
pour e . - - 2 2 '  72  



'L h4 
pour e  . - - 04 ' 6 

S ne reproduit pas  P il reprodui t  e  e t  i n t e r p o l e  e  On consta te  2 4 , 13 31' 

également que : 

(S2 eb0 - e (A. . )  = 3(S2 e22 - e22) (A. .) = (S2 eO4 - e ) ( A . .  1 
40 13 11 04 13 

4 = constante = - 3h /16. 

I l  e s t  donc poss ib le  d 1 i n t e r p o l e r P 4  en a jou tan t  à p . . ( f )  l a  quan t i t é  
11 

4 2 
h A f(A..  )/128, ce  qui  donne l ' opé ra teur  S3. 

13 

9.3) Le quasi -i nterpol ant  S3 

i n t e r p o l e P  p a r  cons t ruct ion ,  mais n e  reprodui t  pasIP L 'er reur  s u r  e 
4 4 ' 13 

e t  e31 e s t  l a  même que pour S2. Pour les a u t r e s  monômes, on a comme B-coefficient 

de l ' e r r e u r  : 

pour e40 : 

' J -  pour e 3 h4 
22 - 4 e22:- 96 

O O t 4  

O 2 2 O 

1 -1 

O 

/ O '  

O 

O O O 



Ce qui donne respectivement : 

On constate que S interpole les e.. et leurs dérivées partielles premières 
3 11 

aux noeuds du réseau, ce qui a pour effet de donner une erreur très faible 

en norme uniforme pour les polynômes delP 
4 ' 



W.1) Le quasi-interpolant SI 

s1 f ( x ,  y )  = 1 f ( A .  .) M . .  ( x ,  Y) 
i , j  1 3  11 

06 M . .  désigne l a  B-spline normalisée dont l e s  B-coefficients  sont  ceux 
1 3  

des f igures  13 M l 4  d iv i sés  pa r  2160. Comme pour l e s  cubiques e t  l e s  quart iques 

on v é r i f i e  que S reproduit  Q 
1 1 ' 

D'autre p a r t ,  on constate que : 

11 2 On peut donc c o r r i g e r  S en remplaçant f (A. . )  par  ) i . . ( f )  = f (A . . )  - ; g ~ h  Af(Aij) 1 = 1 1 3  1 3  

on obt ient  a i n s i  l ' opé ra teur  S  2  ' 

M.2) Le quasi -interpolant S2 

Par cons t ruct ion ,  S2 reprodui t lP2.  On a  v é r i f i é  s u r  ordinateur  que 

3 3 
S reproduit  lP e t  l e s  monômes e 3 1 ( ~ ,  y )  = x y e t  e13(xy y )  = xy . 2 3  

D'autre p a r t  on a  ca lculé  : 

S2 e40 - e  = 3(S2 e22 - e  
4  

40 22)  = S2 eO4 - e  = -83h /120 04 

On peut donc cor r ige r  S  en a jou tan t  au coe f f i c i en t  de M . .  l a  quan t i t é  
2  1 3  

4  2  83h A f(A..)/2880 e t  l ' o n  ob t i en t  l ' opé ra teur  S3. 
11 

10.3) Le quasi -interpolant S3 

Par cons t ruct ion ,  S3 reprodui t lP  On a v é r i f i é  sur ordinateur  que S3 in te rpo le  4  ' 

IP aux noeuds du réseau. P lus  précisément, on a l e s  r é s u l t a t s  su ivants  : 5 

S3 eS0 = eS0 s u r  l e s  d r o i t e s  x = ih /2  

S3 e41 = e41 s u r  l e s  d r o i t e s  y = jh 

S3 ea2 = e32 aux noeuds 



S e = e s u r  t o u t e s  l e s  d r o i t e s  du réseau  R 3 23 23 h 

S e e exactement 
3 14 14 

S3 eO5 = eO5 s u r  l e s  d r o i t e s  y = jh/2 ( j  E Z )  

Dans tous  l e s  ca s ,  on a v é r i f i é  que 

5 1 I s ,  e i j  - e i j  1 l m  5 h / I O O  

'L 'L 'L 
Donnons p a r  exemple l e s  B-coef f ic ien ts  de l ' e r r e u r  S3 eO5 - e 

05 ' où e =32eO5/9fi. 
O 5 

Ce t t e  e r r e u r  e s t  l a  même s u r  tous  l e s  parallélogrammes P du réseau  c a r  S 
i j  3 

5 5 5 5 r e p r o d u i s a n t p  on a S3T(y-a) 1 - (y-a) = S3Cy 1 - y . On peut  donc s e  
4 ' 

ramener au  parallélogramme P . 
O 0  

L 'équat ion de 1 ' e r r e u r  s ' é c r i t  localement (avec 2y = Abu) : 

2, Q h5 2 - u(1-u) (1-2u) (1t3u-3u ) (O 5 u 5 1 )  '3 e05 - e05 - 9 
'L 'L 

e t  l ' o n  montre que 1 IS eO5 - eO5 1 1, Q h5 X 0,8 x 1 0 - ~  

On v o i t  que S i n t e r p o l e  eo5 s u r  l e s  d r o i t e s  y = jh /2 .  3 



11.1) La B-spline de support Hl 

I l  e s t  f a c i l e  de montrer q u ' i l  e x i s t e  une B-spline de Sp(5, 2)  à 

support minimal, unique à une homothétie près  ( f igure  20). Mais c e t t e  

B-spline ne seng le .pas  in té ressan te  c a r  s i  l ' o n  d é f i n i t ,  comme dans l e s  

paragraphes précédents,  l ' opé ra teur  S 1 par  : 

I ¶ J  
où Ni désigne l a  B-spline de l a  f igure  20 cent rée  en Ai , S 1 ne reprodui t  

même pas l a  fonct ion  f  e  = 1. Les B-coefficients  de 1 N . .  ( x ,  y )  s u r  un 
00 

i ,j 1 3  

parallélogramme sont  en e f f e t  : 

La surface obtenue n ' e s t  pas un plan,  mais présente  un llcreux'l au mil ieu.  

On a donc cherché une B-spline de Sp(5, 2) de support hexagonal H ~ . ( C Ô ~ ~  de 

longueur 2h ) . 

11.2) B-splines de support He 

En const ru isant  une B-spline de support H2,  on e s t  amené à ca lcu le r  

l e s  coe f f i c i en t s  de l a  f i g u r e  21 dépendant des 4 paramètres a ,  b ,  c ,  d (en 

f a i t  il y a 3 paramètres seulement s i  l ' o n  impose 1 M i j  = 1). Les condit ions 

2 i , j  
de raccordement C e n t r e  l e s  d i f f é r e n t s  t r i a n g l e s  conduisent aux r e l a t i o n s  

suivantes : 



Figure 20 

B-spl ine de Sp(5, 2 )  à suppor t  minimal H 
1 



F i g u r e  2 1  

B - c o e f f i c i e n t s  d 'une  s p l i n e  de degré 5 
. . 

2 s u p p o r t  H2 



a = 2(c-a) n = 6c - lla 

6 = 2 b + c - 2 a  K = llc - 22a - 2b 

Si  1  'on impose l a  condit ion 1 Mij = constante, on obtient la relation : 
i,j 

2d - 2c + 16a + 4b = 30(c - 2a) 

qui détermine les valeurs de d et p : 

On vérifie alors que l'opérateur : 

reproduit Pl (c' est à dire S e10 = e et S1 eO1 = eO1). 10 

Si  l ' o n  impose l a  condit ion SI ell = ell, et si l'on choisit arbitrairement 
. *. 

4 ' I 

c - 2a = 4, c'est à dire 1 Mij = 120, on obtient la valeur de b : 

i,j 
S e = e  = > b = 2  
1 11 11 

et les valeurs des paramètres sont alors : 

Si  l ' o n  impose maintenant l a  condit ion sl e20 - e = s e - e = constante 
2 O 1 02 O 2 

comme dans les paragraphes précédents, on obtient a = 1 et : 

S1 e20 - e20 = S  1 e 02 - e  02 = (h2/4)eOo 



La B-spline e s t  a l o r s  entièrement déterminée ( f i g u r e  22). Mais l a  

valeur au cen t re  (1/2)  e t  les valeurs  aux 6 sommets de l1h&xagone c e n t r a l  

(1/12) sont les mêmes que c e l l e s  de l a  B-spline quart ique de l a  f i g u r e  1 2  

En exprimant dans l a  base de Bernstein delP5 les polynômes composant c e t t e  

B-spline, on consta te  que l e s  deux B-splines sont  identiques.  Autrement d i t  

l a  B-spline de Sp(5,Z) a degengré en l a  B-spline de Sp(4,2). 

11.3) B-spl i nes de Lagrange 

Au l i e u  de c h o i s i r  a t e l  que l ' e r r e u r  SI e20 - e = S e - e 20 1 02 O 2 

s o i t  constante,  on peut l e  c h o i s i r  de manière à avo i r  a = O ; on o b t i e n t  

a l o r s  une B-spline dont l e s  va leurs  aux noeuds (sauf  au cen t re )  sont  n u l l e s  

autrement d i t  une B-spline de Lagrange. 

Les va leurs  des c o e f f i c i e n t s  sont  a l o r s  . 

y = 2  

6 = 8  

E = 18 

5 = 8  

d'où l a  f igure  23. 

Par construct ion,  SI est un interpolant de f reproduisant  QI, mais non P2. 

I l  e s t  poss ib le  a u s s i  de l a i s s e r  b a r b i t r a i r e  t o u t  en conservant a = O ,  s o i t  

K = 44 - 2b, À = 56 - 4b, p = 120, d = 88 - 2b. On c h o i s i r a i t  a l o r s  b de manière 

a minimiser l ' e r r e u r  maximale SI f - f lorsque f = e 20,  ell OU eO2 ; mais on 

2 
n 'obtiendra qu'une e r r e u r  en O(h quel  que s o i t  l e  choix de b. Le cas  n = 5 ,  

k*(n) = 2 ne semble pas tras in té ressan t  pour les appl ica t ions .  



Figure 22 

B-spline de Sp(5, 2 )  ayant dégénéré 

en 0-sp l ine  de Sp(4, 2 )  



Figure 23 

B-spline de Lagrange de Sp( 5, 2 )  



cubiques quartiques 

sext iques 

Figure 24 

Numérotation des B-coefficients pour 1 'étude de 1' erreur 



figure 25 

f i g u r e  26 



Donnons maintenant quelques majora t ions  pour l ' e r r e u r  

1 l u  - s1 U I  = rnax Iu(x) - Si u (x ) I  
xeT 

où T  est un t r i a n g l e  quelconque du réseau  de sommets {a 4  ' a 7 ,  a8}, l e s  c e n t r e s  

des  suppor t s  des  8 - sp l ines  Mi recouvrant  T é t a n t  l e s  s o m e t s  numérotés de 1 à 1 2  

( f i g u r e  25 pour l e s  cubiques e t  l e s  qua r t i ques .  Pour l e s  s ex t iques ,  l e  

t r i a n g l e  T  = {al0, a15, a16} e s t  recouver t  p a r  l e s  suppor t s  des B - s p l i n e s  

c e n t r é e s  en a l ,  a 2 ,  ..., a ( f i g u r e  2 6 ) .  On no te  T l a  r ég ion  enveloppe 
2 7 

convexe de ( a  a } pour l a  f i g u r e  25 e t  de {a l ,  a 3 ,  a13, a 18. 1"2' a6' a9' a l O '  12 

a  2 4 3  a 2 7 j  pour l a  f i g u r e  26 .  

k '  
Lorsque u  E C (7'). on note  : 

wk(h) = max I d a i j  U ,  h ,  TI}  
i t j  =k 
A i t j  i j  

où d a i j  U. h ,  T) e s t  l e  module de c o n t i n u i t é  de a u  = 3 u/axl ax2 s u r  l a  
i j - 

r ég ion  T .  

Pour s i m p l i f i e r ,  on dés igne  p a r  { a  ..., a } l e s  B-coe f f i c i en t s  du polynôme 
1 ' P 

S u s u r  T (p  = 10 pour les cubiques , l5  pour l e s  qua r t i ques  e t  28 pour l e s  
1 

s e x t i q u e s )  : il r é s u l t e  des  p r o p r i é t é s  de l a  base de Berns te in  que 

/a i  - u(x ) I  S E pour t o u t  i = 1, ..., p implique ISl u ( x )  - u(x ) l  5 E pour x i T. 

Pour les cubiques pa r  exemple, en posant  u  = u ( a . ) ,  en u t i l i s a n t  l a  f i g u r e  10 
j  J 

e t  l ' e x p r e s s i o n  S u  s u r  T  : 
12 

on o b t i e n t  comme B-coef f ic ien ts  ( f i g .  24) : 

9al = u1 t u2 t u 
3  t 3 u  t u  + u 7 t u  4  5  8  

18a2 = u + 3u3 + 6u t u5 + 4u t 3u8 
1 4  7 

18a5 = u3 + 5u4 + u + 5u7 t 5u8 + u 
5  11 

e t  des  formules analogues pour l e s  a u t r e s  a . .  
1 



Lorsque x r T, les distances de x à al, a?, a3 , a5 et all sont majorées par 
4 

2h et les distances de x à a4, a et a par h, on en déduit ; si u r : 
7 8 

et des majorations analogues pour les autres a. ; dans tous les cas, on a : 
1 

lai - u(x)I h )  pour x r T, d'où : 

Pour les quartiques, on obtient (figures 12 et 24) 

d'où les majorations : 

4 A 29 A 
lal - U(X) 1 5 - 3 O O (hl, Ici2 - u(x) 1 i - w (h) 24 O 

d'où l'on déduit 
4 4 

1 lu - sl ul l m Y T  5 wo(h) si u r cO(T) 

Pour les sextiques, on obtient (figures 13, 24 et 26) 
36Cal = t 4u2 t U t 4 s  t 39u t 39u t 4u7 t u + U8 3 4 5 6 8 

+ 19u + 96ui3 + 1% + QU A 411 + 39uI5 
Y 11 12 14 

+ 39uI6 + 4u1.., + u2* + 4~~~ + 

qui donne l'écart maximum 

281 lal - u(x)~ r - w (hl 180 O 

Pour le B-coefficient central : 



On obtient en effet la majoration : 

- 
et l'on a également 1 a. - u(x) 1 S - w (hl pour les autres B-coefficients 

1 180 O 

par conséquent : 

Résumons ces résultats dans le : 

Théohème 9 : SoiX T un aWangle du héheau Rh, T 1' envdoppe convexe de4 cen tna  

avec k3 13/9 1,4444 ... pouh la  cubiqua 

k = 4/3 = 1,3333 .,. 
4 

 PO^ e u  Q M ~ U U  

k6 = 281/180 = 1,56111 . .. pouh l e d  s e r t i q u a .  

Remarque : Le théor8me s'applique à toute région Q réunion d'un 
' - 

nombre fini de triangles T ; 0 étant la réunion des T correspondants, - 
on aura 1 lu - S1 ul lm,n 5 kiw,<h),où w est le module de continuité de 

O 

2 - 
Donnons maintenant des résultats pour u - S1 u, lorsque u 6 C (Tl et SI u ,  

est une spline cubique. 



L 

( l a i j  u - a . .  1.1 s, U I  i 4h w2 (h)  
c. 

1 1 a i j  u - a .  11 . sl ~ l l , , ~  3,2 w2(h) 

Preuve : 

1 )  Etude u - S1 u 

s o i t  g l e  barycentre de T.  La formule de Taylor donne : 

1 2  2 
u(x)  = u(g) + Du(g). (x-g) + F D u(g)  (x-R) 

+ $D~U(X) - D ~ U (  1. ( x-g12, X ~ g ,  XI 

I l  en r é s u l t e  que : 

h2 1 2 2 - D u(g) l . (a . -g)  - U(X) = - Au(g) + 2 1 Mi(x) CD u ( a j )  
6 3 1 

j 

En posant 6 = dis tance  de g à a on a : 
j  j 

Le B-coefficient al de l a  somme ci-dessus e s t  majoré par  : 
2 2 fi 2 2 

2 - 1 1 &) } 5 1,6 h O2(h) 
h w2(h) {4(T + b) + 4 ( 1  + $) + 3 + 2 ( ~  + 6 

d'où l ' o n  déduit : 

La même majoration é t a n t  va lable  pour tous  l e s  ai, on a l e  r é s u l t a t  s u r  



Figure 27 

Dérivées de la 

R-spl ine  cuhjqut 



2) Etude de al, slu - al, u et de aO1 S1u - aO1 S1u. 
% a,, U ~ X )  = a,, u(~) + DalO ~ ( g )  . (x-~I + CD~~,U(X) - DalO u(~)I.(x-~) 

% 
avec x E Cg, XI 

s U(X) = 1 u(a.) a M.(x) 
1 

j 
3 10 1 

2 %  2 2  = alO~(g)+DalO~(g).(~-g)+~ J. a M.(X)CD u(a.)-D u(g)l.(a.-g) 
j 

10 1 3 3 
'L 

avec a E Cg, a.] 
j 3 

en effet 1 d g )  . a MAX) = alOc~(g)i = O car 1 MAX) = 1 
j 10 I j I 

1 2  2 
donc DalO u(g).(x-g) = 7 ale Mj(x).D u(a.).(a.-g) 

j 
1 3 

on obtient alors : 

En désignant par {fi1, . . . , B61 les B-coefficients de la somme ci-dessus, on 
obtient à l'aide des B-coefficients de a10 Mj : 

D'autre part, on a : 

6 2 ~3 1 
2 

1 1 
donc lBll 6 h u2(h) . 12 t 9) + 8 (1 + -5-1 + 2(- 2 + -1 6 1 

* 

soit 1 ~ ~ 1  S h w2(h) x 3,03 e t  lfi21 5 h w2(h) x 1,96 



On ajoute alors la majoration de : 
2, - 1 C D ~ ~ ~ U ( X )  - D ~ ~ ~ u ( ~ ) I .  (x-g) 1 i h ($ + $) 2, h.U2(h) x 0,8 

ce qui donne : 

La même étude est valable pour a 
OIU - S1u9 à l'aide des B-coefficients 

de a M. (figure 27), et l'on obtient la même majoration. 
01 1 

3) étude de aij Slu - a u pour i+j = 2 
ij 

Nous donnons seulement l'étude complète de a S u - ail u qui donne 
11 1 

la plus forte majoration. En notant y y2, y3 1 les B-coefficients de a S u 
11 1 

sur T, on obtient à l'aide des B-coefficients de a M. (figure 27) les 
11 1 

relations suivantes : 

I {-u3 - u  t 2u + u  t u  - 2u121 
4 5 1 O 11 

2, 'L 2, 
En notant 8 u = a u(a.1 pour i+j = 2, avec a E Ca4, a.], on a : ij j ij 1 j J 

h J3 h2 2, - - a  U + h - a  + -  2 J 3  2, 3 2  2, 

= u4 2 10 4 2 O1 4 8 a20u1 4 1 1 1  8 02 1 - h  - a  U + - h  a U 

h 16 h2 Q 2 6  Q 3 2  2, u 2 = u 4 t - a  u + h - a  u + - a  u + h  -allu2++ a u 
2 10 4 2 0 1 4  8 2 0 2  4 8 02 2 

'L 
u3 = u 4 

- 
a l ~ U ~  + 2 h2 a20~3 

U 5 = U 4 t h a  1 2  
2, 

10 4 + - 
a20u5 . 2 

3 6 9 2  2, 

u6 = u4 - - h a  u - h T a  u + - h a  u + -  
2 10 4 0 1 4  8 2 0 6  36 4 h2allU6 t h2 a,,:, 

h 6 h2 1. 2 Q 3 2  i U 7 = U  - - a  u - h V a  u t - a  U t - h  a t g h  a 4 2 1 0 4  0 1 4  8 2 0 7  4 11 7 02 7 

3 3 2  Q 3 2  
9 

Q u = u4 t h a,, U, - h a u + h2 a20~9 - - 6 h  a,, U, t 
h a,, ug O1 4 4 



D'où l'on déduit : 

et la majoration : 

De même, pour y2, on a : 

1 2  'L 
U 4 = U3 + h al, u3 +;i a 2 ~  U4 

2 'L = U3 + 2h al, u3 + 2h a20 U5 5 

1 2  'L 
Ill1= u 10 

+ a10 + T 
'L 

U12= 1 O + mal0 U1O t 2h2 a20 U12 
'L 

et en utilisant a10u3 - a u = hfi ail u3 . 10 10 

on obtient : 

1 'L 
Iy2 - alldx) 1 5 - { 3 6  1 all u3 - al, U(X) 1 + 

3J3 
1 'L 'L 'L 'L 

2 l a20u4 - a20ullI 2 I u5 - a20~12 1 
4 

Les calculs étant du même type pour y 3 on a : 
4 

L'étude est analogue pour 1 (a20 S1u - a20~l 1 o>,T et ( 1 ao2S1u - aO2u1 
et le théorème est démontré. 

1 
Remarque : Si u E C (Tl, on peut démontrer que : 



XII1 -MAJORATIONS D'ERREUR POUR LES OPÉRATEURS SZ ET SJ 

Nous donnons quelques résultats partiels, pour les opérateurs S et S 2 3 ' 
k 

concernant 1 1 u - S U I  1 lorsque u est de classe C avec k 2 3. 

M (g) = max {laij ~ ( ~ ) l l  . (k = 3 ou41 k i +  j =k 

3 - ( i l  p o w  les eubiqua c l  et u é c (T), on a : 

3 3 - 1 1 s,u-ul 1 0,06h M3(g) + 1,6h w3(h) 
=',T 

4 -  (-1 pow e u  deztiques c3 et u r c (TI : 

~ ~ ( g )  = max Ilaiju(g)/) 
i + j = 5  

on o b t k e n t  

13.1)Preuve du théoréme 11 

3 - 1) Etude de SÎu-u quand u c C (Tl et S2 u c Sp(3,l) 



h' Au.) s2u(x) = 1 M.(X).(U - -  
3 j 6 1  

3j 3% 'b 
U(X) = 1 4 k. Dku(g).(x-g)k + [D3u(x) - D U(g)~*(x-g)~ avec Cg9x3' 

k=o 

avec un développement analogue pour u = u(a - 1  
j I 

% 
?t a E Cg, a.] (1 5 j s 12) 

j I 
Au(a.) = + ~Au(g) .(a.-g) + CDAu(aj) - ~Au(g)l * (a--g) 

3 1 3 'b 

avec x E Cg, a.] 
3 

3 
Posons w(x) = $ D3u(g) (x-g) ( p3 

On a alors AW(x) = ~Au(g) . (x-g) et en vertu du théorème 6 : 

On a alors la majoration 

3 
qui d'après le théorème 6, ( i i )  est 5 0,06 h M3(g) 

On en déduit 
3 ' w (h).(l lx-gl Il) 1ç2u(x) - U(X) ( 5 Is~w(x) - W(X) 1 f 'g 2 

2 3 'b 3 1 M.(X) {((D u(a.) - D ~(g)).(a~-~)~( + h I(Dbu(a.) - D~u(g)).(a~-g)l} + s  3 3 1 
j 

Le coefficient de Mi est majoré par : 

6 est la distance euclidienne de g à a.. 
j 1 

pour j = 1,2 : ( laj-gl I l  = h(i + 5&/6), 6 6 2h 

j = 3,s : 1 laj-al 1 = h(l + 6/31, 6j 6 2h 
j = 4  : 1 b4-d I l  = h&/3 d 4 S h  

j = 7 , 8  : Ibj-dll = h(1/2 t f i / 6 ) ,  6j S h 

1 
Le B-coefficient al de 6 1 A .  M. (XI  est donc majoré par 3 1 

1 ' - ( h )  {4E1 + 4E3 + 3E4 t 2E,} 
laIl * 54 3 



3 - 
soit la 1 i 1,508. h .W (h). Cette majoration est valable pour les aut~es 

1 3 
1 

8-coefficients et comme -1 1 < 0,082.h3, on obtient : 
6 1 - 

4 - 
2) Etude de S u-u quand u s C (T) et S2 u s ~ ~ ( 4 ~ 2 )  2 fi 

On utilise la même technique et un développement de Taylor à l'ordre 4. 

1 4  2 
En posant w(x) - D u(g). (x-~)~, on calcule Aw(x) = ; D~Au(~). (x-g) et 24 

on a la majoration suivante, d'après le théorème7 : 

1 4  < - h M4(g) 24 

d'où la majoration d'erreur : 

Le coefficient de M. est majoré par : 
1 

et le B-coefficient a de la somme 1 A .  M.(x) est majoré par : 
1 

j 
I I  

1 lall i - w (h) { 4 ~ ~  t LIE3 + 6c4 + 2 5 1  
288 4 

4 
où E j = ( a j -  + 3(llaj-glll) 2 

4 - 
ce qui donne la 1 5 0,59 h .w4(h) 

1 

D'autre part, ( 1  lL)4/24 i 0,01612 h 4 

1 4  4 A 

donc 1 1s2u-uI 1 S - h M4(g) t 0,Bl.h w4(h) 
-,T 24 



4 - 
3) Etude de S2u-u quand u E C (T) et S2u E Sp(6,3). 

On utilise les résultats du théorème8 et des développements de Taylor à 

l'ordre 4. 

d'où la majoration d'erreur : 

Le coefficient de M, et majoré par : 

et le B-coefficient al de 1 h .  M.(x) est alors majoré par : 
j 

3 3 
u4 (hl 

lall 360x24 ( 6 ~  1 t12~~+24€ 4 + 1 5 6 ~ ~ + 6 ~ ~ + 1 5 6 ~ ~ + 9 6 ~ ~ ~ + 1 6 ~  14 + 7 8 ~ ~ ~ + 4 ~ ~ ~ + 8 ~ ~ ~ ~  

4 2 2 
où E ( a j -  + 5>5 h (Ilaj-glIl) 

j 
4 -  ce qui donne la1( 5 lY73 h 04(h) 

1 4 'L 4 - 
et comme - I(D u(x) - D~U(~)).(X-~)~~ 5 0,016 h w4(h) 2 4 

on en déduit la majoration suivante (celle obtenue pour a étant valable' 
1 

pour les autres ai) : 

13.2 \ Preuve du theoreme12 

S3 reproduit IP4 et interpole P5 sur R de plus : 
h ' 



5 1 IS3eij - eij I l m  h /IO0 pour i + j = 5 

Posant w(x) = - 5 5 l D u(g). (x-g) , on a : 120 

où M5(g) = max {laij~(g)l}. D'autre part : 
i+j =5 

5 1 k  k 1 
U(X) = 1 D u(g).(x-g) + 120 5 :D~~(:) - D u(%)I . (x-~) 5 

k=o 

2 2 2 2 v 2 % V A 
A U(X) = A u(g) + DA u(g).(x-g) + [DA u(x) - DA u(g)l.(x-g) avec x, x et xéCg,xl 

et des relations analogues pour x = a : (1 5 j 5 27) 
j 

On obtient les majorations : 

+ 1 M.(x).X 
j I j 

1 avec X = - 11 2 8 3 a.+-h 6 . t -  j 120 1  288 r] 2880 

où 6 est la distance euclidienne de g à a 
j j ' 

Le B-coefficient a de 1 A .  M. est donc majoré par : 
1 i l 1  

1 ' expression { . . . étant la même que dans la majoration de 1 a 1 du théorème 1 

précédent (pour S u-u et S u é Sp(6,3)). 
2 2 

On obtient alors : 

5 
et comme ( 1 lx-gl 1 l) /120 b 0,003 .h5, on a finalement : 

l h5 M5(g) + 1,3.h 5 w5(h) a I I S ~ - U I  3jS 

car la majoration pour al est valable pour tous les a : 
j 



- ~ 

Figure 2 8 

Dérivées de l a  B-spline quiirtique 



X I V  - ESSAIS NUMÉRIQUES 

Quelques essais numériques ont été réalisés pour l'opérateur S2 avec des 

cubiques C' et des quartiques c2. On a approché les fonctions : 

fl(x, y) = Log (1 + x + y) 

f2(x, y) = sin (~(x + y ) )  

sur le carré Q CO, 11 x CO, 11 

subdivisé en 32 triangles 

( h  = 1/4, figure ci-contre) 

ou 128 triangles (h = 1/8). 

Le tableau ci-dessous donne les valeurs de : 

1 e 1 1 f i  - s 2 f i 1 l m  = max Ifi(x) - s2 fi(x)I 
xeQ 

pour i = 1, 2. 

(i = 1) (i 2) 

(les calculs ont été faits en simple précision) 

h 

1/4 

1/8 

cubiques C 
1 

0.84 x  IO-^ 

O .47 x  IO-^ 

quartiques C 

0.39 x lOV3 

O. 21 1 0 - ~  

cubiques C 

- 

1.09 x 1 0 - ~  

0.74 x  IO-^ 

quartiques c 2 

0.98 x 10-1 

0.26 x 10-1 



Tableau 1 : 8-coeff ic ients des polynomes de Pg 



Tableau 2 : B-coefficients des polyn61nes deP 
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CHAPITRE 6 

B-SPLI NES ET QUAS 1 - INTERPOLANTS 

SUR UN RESEAU RECTANGLE-ISOCELE DU PLAN 

12s agissent mal, ceux qui croient i c i  qu 'ils 
comprennent Ze passé. Nous honorons sans d o u t ~  
Zes grands hommes du passé pour ce q u ' i l s  
ont libérd e t  conduit à la Zwnière, mais à 
nous i Z  convient seulement de penser à 
Z'obscurité où i l s  nous ont encore laissés .  



Au chapitre précédent, nous avons étudié la possibilité de 

construire des B-splines et des quasi-interpolants sur une triangulation 

équilatérale du plan. Nous faisons ici une étude analogue pour les 

splines définies sur une triangulation rectangle iroc€le. Les résultats 

obtenus.sont moins généraux et beaucoup reste à faire. 

Soit Sp(n,k) l'espace des splines polynomiales de degré n et 

de classe ck sur une triangulation rectangle-isocèle du plan. 

Nous montrons que pour tout n 2 3, il est impossible de construire 

une B-spline (c'est-à-dire une spline dont le support est constitué d'un 

nombre fini de triangles) dans Sp(n,n-1). Naturellement, il existe des 

B-splines dans Sp(1,O) et nous construisons une B-spline dans Sp(2,l). 

(qui est celle donnée par Powell [2] , Schumaker [6] et Zwart [7]). 

Nous ne savons pass'il existe des B-splines dans Sp(n,n-2) pour 

tout n 5 2, mais nous en construisons dans Sp(3,l) et Sp(4,2). 

Les B-splines de Sp(2,l) et Sp(4,2) nous servent à définir des 

quasi-interpolants du type : 

où f )  est une combinaison linéaire des valeurs de f et de certaines 
13 

de ses dérivées partielles au centre du support de la B-spline M... On donne 
1J 

quelques majorations d'erreur locales (en norme uniforme) pour les quasi- 

interpolant8 de de~rés 2 et 4 et pour des fonctions suffisamment déri- 

vables. Des résultats plus complets peuvent être obtenus par des techniques 

analogues en norme L' et pour d'autres classes de fonctions. 



II. - RACCORDEMENT . - DE 2 P O L W ~ E S  DE DEGRÉ n SUR 2 TRIANGLES 

ADJACENTS DU RÉSEAU 

La figure 1 montre qu'il y a 2 cas possibles suivant que le côté 

commun aux 2 triangles est l'hypoténuse ou un côté de l'angle droit. En 

supposant que l'origine est en A les coordonnées barycentriques des 
3' 

triangles Tl = AIA2A3, T2 = A A B et Tg = B A A sont respectivement : 
1 2 3  1 2 3  

Les polynômes de Bernstein : 

avec 

formant une base de @,(Tl), tout P E C (T ) s'écrit : 
1 n 1  

où est la fonction linéaire par morceaux définie par les sommets 

3 % = (ilIn, i2/n, i3/n ; a.) E IR du réseau Bézier de i Pl. Ce réseau 
1 

.est représenté par sa projection sur le plan et on confond les 

2i 
points a et les B-coefficients a.. 

i 1 

De même, P E B (T ) et P E P (T ) s'écrivent : 2 n 2  3 n 3  



où g2 et q3 sont les fonctions linéaires par morceaux déterminées par 

'L 'L 
les réseaux Bézier {b 1 j 1 = n} et {ck, Ikl = n}. Par un calcul direct 

j ' 
ou en utilisant le théorème 6 ([l], p. 17) de G. Farin et les relations 

barycentriques : 

on obtient le théoreme suivant : 

1 ) Le mccondenient  cr (0 i r i n) d e  et P2 Le Long d e  

poWl O t k f r - et il+i2 = n-k 

2 )  Le ~ c c o h d m e n t  cr (O r r r n) d e  Pl a P l e  l o n g  d e  
3 

A2A3 de a a d w *  pah hdationb : 

P O U  O c k r r et i2+i3 = n-k. 

Pour les premières valeurs de k, on obtient : 





Figure 1 : Raccordement de 2 polynômes 

Figure 2 Figure 3a 

Figure 4 Figure 3b 



I I I  - EXISTENCE DE B-SPLINES DANS S p ( n ,  n - 1 )  

Preuve : 1) Le résultat est trivial pour Sp(1,O). On montre aisé- ------ 
ment que la spline à support minimal dans Sp(2,l) respectant la symétrie 

du réseau est celle de la figure 8. Pour cela, on commence par prouver que 

la frontière du support n'a pas d'angles à 45' ni B 90°, mais nécessaire- 

ment à 135' ; par conséquent le support est au moins un octogone. On montre 

ensuite que les B-coefficients de la figure 8 vérifient les conditions de 

raccordement CI du théorème 1. L' invariance par symétrie entraîne 1 'uni- 

cité (à une homothétie près). 

2) Montrons qu'il n'existe pas de B-spline dans Sp(3,2). 

a) Une telle B-spline M(x,y) ne peut avoir d'angles à 45" sur la frontière 

de son support (figure 2). En effet le raccordement CO avec la fonction 

1 
nulle donne a = O pour i = 1,2,3,4,6,7,10 et le raccordement C donne i 

a. = O pour i = 5 , 8 , 9 ,  donc M f O sur le triangle frontière. 
1 

b) M ne peut avoir d'angles à 90' sur la frontière de son support (figures 

3a et 3b). En effet, sur la figure 3a, la continuité c2 avec la fonction 

nulle le long des deux côtés de l'angle droit implique ai = O pour tout i .  

De même, sur la figure 3b, cette continuire c2 implique a. - O sauf 
1 

1 pour i = 13, mais la continuité C entre les deux triangles implique 

a = O (car 2aI3 = a12+a14). 13 

c) M ne peut avoir d'angle B 135' sur la frontiere de son support (figure 4). 
2 La continuitg C avec la fonction nulle le long des deux catée de l'angle 

implique que ai - 0 sauf pour i = 13, 14, 17, 20, 22. Mais la continuite 



Figure 5 : Preuve du théorème 2 

Figure 6 

Figure 7 



Figure 8 : B-spline de Sp(2, 1). .(normalisation : diviser par 8)  

Figure 9 : Une B-spline de ~p(3, 1) (non utilisable à priori). 



c2 le long de Tl n T2 et T2 n T3 entraîne a 14 = O et a20 = aZ2 et 

si l'on pose a = a13, on obtient a = 2a, a = 4a et .a = Ba, d'où 17 20 22 

3) Supposons qu'il n'existe pas de B-spline dans Sp(n,n-1) 

(pour n > 3) et montrons qu'il n'en existe pas dans Sp(n+l,n). On montre 

aisément, corne pour les cubiques, qu'il ne peut y avoir d'angle à 45' ou 

a 90' sur la frontière du support d'une éventuelle B-spline M. 

Montrons maintenant qu'il ne peut y avoir d'angle à 135' (figure 5) 

La continuité cn avec la fonction nulle le long de OD et OA implique 

que les B-coefficients contenus dans les trapèzes OC 1 2  C D et OBlB2A sont 

nuls, en particulier ceux des triangles OCIDl et OBIA1. On peut alors 

considérer que les B-coefficients contenus dans OBIDl sont ceux d'une 

spline de Sp(n,n-1) et l'hypothèse de récurrence entraîne que les 

B-coefficients de ce trapèze sont tous nuls. Soit a le B-coefficient 

au point C : ceux du segment CB sont calculés au moyen des relations 

n du théorème 1 et les n+l-premiers sont alors a, 2a, 4a, ..., 2 a. La conti- 
1 n nuité C entre 

T2 
et Tj donne le (-2)-ième égal aussi a 2 a, mais 

2 n-1 n+l la continuité C s'exprime par O = 2 a-2 a, d'où a = O. Remarquons 

que c'est justement l'absence de cette continuité c2 qui permet l'exis- 

tence de la B-spline de Sp(2,l). 



a )  Les f i g u r e s  2 e t  3a montrent que l e  support  d 'une éven tue l l e  

B-spline de Çp(3,I) ne peut  avo i r  d 'angle  à 45' ou d 'angle  Zl 90' (avec 

un s e u l  t r i a n g l e ) .  On montre fac i lement  que l e  support ne peut  ê t r e  l e  

c a r r é  de  l a  f i g u r e  6 ,  n i  c e l u i  de l a  f i g u r e  7 .  En revanche, il e s t  poss ib l e  

de c o n s t r u i r e  une B-spline dont l e  support  e s t  l e  c a r r é  composé de 16 t r i a n -  

g l e s  de l a  f i g u r e  9 ,  e t  qu i  e s t  i n v a r i a n t e  par  l e  groupe du c a r r é .  En d i v i -  

s a n t  par  4 les B-coeff icients ,  on o b t i e n t  une s p l i n e  de Lagrange pour l ' i n -  

t e r p o l a t i o n  aux noeuds i n t e r s e c t i o n s  de  4 d r o i t e s  du réseau ,  mais l ' i n t e r -  

po lan t  a s s o c i é  n ' e s t  pas i n t é r e s s a n t  c a r  il n ' e s t  même pas exac t  pour l e s  

fonc t ions  l i n é a i r e s .  

b )  En essayant  l e  support  octogonal de  l a  B-spline de Sp(2,1) ,  on 

o b t i e n t  l e s  B-coeff icients  de l a  f i g u r e  10 dépendant des  3 paramètres a ,b ,c  : 

En supposant q u e l e s  p o i n t s  de coordonnées ( i , j )  s o i e n t  l e s  i n t e r -  

s ec t ions  de  2 d r o i t e s  a 45' du réseau  e t  en désignant  par  M i j  l a  B-spline 

cen t r ée  au p o i n t  ( i , j ) ,  posons : 

S i  f ( x , y )  = 1 f ( i ,  j )  M . .  (x,y) 
i , j  13 

S i  l ' o n  veutque s reproduise e ( i . e .  s l f = i  pour f c  p l ) ,  
1 1 

on d o i t  avo i r  
i j 

S I  e i j  - e s .  = x  y pour O 6  i + j  6 1 .  La cond i t i on  
iJ 

S e  = e  c ' es t -à -d i re  1 M . .  - 1 impose c  = 114. Les condi t ions  
1 0 0  00' 

i, j 1 J  

S le10  = e e t  SleOl = eol impliquent  respectivement (avec l e s  no ta t ions  
1 O 



Figure 10 : B-splines de Sp(3,  1) dépendant des paramètres a ,  b ,  c 



~ i g u r e  11 : B-spl ine  de Sp(3,  1) ident ique  à c e l l e  de Sp(2 ,  1) r 3,. 
\ i'ii;i 
'.. 

(normalisat ion : diviser par 2 4 ) .  
' J 



Figure  1 2  : Une 8-spl ine de  Lagrange de Sp(3, 1) 

(normal i sa t ion  : d i v i s e r  'nar 12) 



de la figure 17) 

sur le carré [-112, 1/212 et elles imposent alors : 

d'oïl la B-spline de la figure 11. Mais on vérifie qu'elle coïncide avec 

la B-spline de Sp(2,l). 

S i  1 'on veut que s interpole f en tous les points (i, j), 
1 

il faut que M. vérifie M. . (i, j) = 1 et M. . (k, R) = O pour 
lj IJ LJ 

(k,R) # (i,j), ce qui impose comme valeurs des paramètres : 

c = 114 et b = -a (a restant arbitraire). 

Dans ce cas, 
S1 

est exact pour les fonctions constantes, mais 

pas pour les polynômes du premier degré. Des choix possibles sont a = O 

(simplicité), a = -1112 (figure 12 : S1 est un interpolant d'Hermite des 

fonctions linéaires aux points (i,j)) ou a = -1124 (SI interpole e 1 O 

et e le long des droites horizontales et verticales du réseau). Ces cas 
0 1 

ne semblent pas très intéressant pour les applications. 



5.1. Corne pour les cubiques, il est facile de montrer que la 

frontière du support d'une B-spline de Sp(4,2) ne peut avoir d'angle à 45" 

ni d'angle 3 90" avec un seul triangle. Le support ne peut être non plus le 

carré de la figure 6 ni celui de la figure 7. 

En revanche, il est possible de construire une B-spline dont le 

support est le carré de la figure 13. Comme la somme de ces B-splines cen- 

trees aux points (i+1/2, j+1/2) n'est pas égale à 1, l'interpolant de 

Lagrange associé ne reproduit pas les constantes et n'offre a priori aucun 

intérêt. 

5.2. En essayant le support octogonal de la figure 14, 

(c'est-à-dire celui de la B-spline de Sp(2,1)), on détermine les 

B-coefficients de manière unique ( B  un coefficient multiplicatif près). 

Mais dans ce cas encore, la somme des B-splines n'est pas égale B  1 et 

elles n'offrent pas d'intérêt. Intuitivement, chaque triangle n'est pas 

recouvert par un nombre suffisant d'octogones (7 octogones alors que la 

dimensionde O est 15). 4 

5.3. Cherchons une B-spline ayant un support plus grand, 

par exemple l'octogone de la figure 15. Les B-coefficients dépendent de 

3 parametrea a,b,c : 



Figure 1 3  : Une B-spline de Sp(4, 2 )  (non u t i l i s a b l e  à p r i o r i )  



Figure 14 

Une B-spline de Sp(4,  2 )  

(non u t i l i s a b l e  3 p r i o r i )  



. Figure  15 



~igure 16 : 8-spline de Sp(4, 2) normalisation : diviser par 384 



2 
auxquelles il faut ajouter la condition C : 

y + 28a - f3 = 36a qui donne b = 36a 

Si l'on veut que la somne des B-splines soit égale a 1, on 

doit avoir : 

60a + 4a + p = 1 a = 11384 

qui donnent 

64a + 45 = 1 c = 60a = 5/32 

On peut alors calculer : 

d'où les B-coefficients de la figure 16. 

On utilise cette B-spline pour la construction de quasi-interpo- 

2 
lants C aux 5.8 et 9. 



Soit Rh le reseau forme de carres de cote h subdivis6s en 

4 triangles et centrile aux points A = (ih,jh). 
i j 

D6signons par M. . la B-spline n o n n a l i ~ h  ( , L a  Mi, = 1 ) centree 
1 J 

1 s J  

Slf (x,y) = f (A. .) M. . (x.y) 
i,j 1J 1J 

Ai) Le q w i - u z t e n p o h n t  s2 dédini pm : 

( 03 A i  = Lapeacien de i) eb.t exact  un p2 et M a p o t e  te6 potynÔne6 

dr P., aux point2 ' A . .  . De peu6, on a, pouA i+j - 3 : 
1J 

gygs~g : On utilise les notations simplifiées de la figure 17, 

c'est-a-dire que l'on étudie simplement les opérateurs SI et S2 sur le 

carré centré a l'origine. Ce carré R est recouvert par les supports des 

B-splines centrés aux points 1,2,3,4,5,6 de la figure du bas et la contri- 

bution de chaque support est indiquée sur la figure du haut. 



Figure 17 



1) Montrons que S e  = e 1 10 10 et S l e ~ l  = eO1 sur R. (on peut 

toujours se ramener 3 R car SI(£-k) = Slf-k pour toute constante k). 

Il suffit de comparer les B-coefficients des 2 membres sachant que : 

S l e l ~  = h(M3+Mg+Mg) - h(Ml+M4+M7) 
Sieol = h(M +M +M ) - h(M +M +M ) 1 2 3  7 8 9  

On vérifie qu'ils sont identiques à l'aide des figures 8 et 17 

et du tableau 1. De même : 

a les mêmes B-coefficient que e (x,y) = xy sur R. 1 1  

On calcule également : 

et l'on vérifie que - h 
1 e20-e20 

ax- 8 
- Sle02-e02 4 oo 

2) Il est alors naturel de remplacer le coefficient f(A..) de 
1 J  

h 
Mij par £(A..) -T  Af(A..) où Af est le laplacien de f. On a donc 

1 J  13 

par construction S2e20 = e 20 et S e = e et S2 est bien exact 2 02 02 

sur iP2. 

Etudions l'effet de S2 sur p3. 

S2e30 = h3 1. i(i2-314)~. . donne sur R : 
i,j 1 J  



Par conséquent 
S2e30 

interpole e le long des droites 
30 

x = ih/2 (i c C) et la norme de l'erreur est calculable explicitement : 

1 2  
De même S2eO3 - 4 h eO1, S e interpole e le long des droites 2 03 03 

y = jh/2 (j e C) et l'erreur est identique a celle de e30. 

S e = h3 j ( i 2 - M .  donne sur R : 
2 21 

i,j 
lj 

On constate que S2e21 interpole e 2 1 le long des droites 

x - (i+1/2)h et y = (j+1/2)h et aux points (ih, jh). En explicitant 

l'erreur dans P3, on calcule aisément : 

Ce réeultat est valable également pour eI2. 

On peut toujour ee ramener B R car 

3 2 2 3  2 2 3  
s2((x-a) ] - s2 k3-3ax +3a x-a ] = s2 [x3] - 3ax +3a x-a 

3 [x? - x3. Même 
(puieque S reproduit P2), donc s2[(x-a) ] - (x-a) - S 2  

2 
2 

raisonnement pour (x-a) (y-b) , (x-a) ( y b )  et (y-b) 3, Le theorsme 3 est 

ainsi démontré. 



On ne donne que quelques résultats en norme uniforme pour des 

fonctions ayant certaines dérivées partielles continues. Des résultats plus 

complets concernant l'erreur sur les dérivées ou l'erreur avec d'autres 

normes peuvent être obtenus de la même manière. . 

Les majorations données sont localesc Si R est le carré de 
LI 

côté h centré au point a (figure 17) et R le carré de côté 2h et 5 

de sommets a,, a3, a, et ag, on a les résultats suivants, où <(h) est 

le plus grand module de continuité des dérivées partielles d'ordre k sur 

fi (pour k = 2, les majorations ne sont pas valables sur les droites du 

réseau). 

1 2  7 2.. 
Il~~u-ull,,, 6 3 h  AU(^^) 1 + T h u2(h) 

7 . .  Ilaij (S~U-U) II,,, G h u2(h> (i+j = 1' 

[Iaij(slu-u) < 2Wi(h) 

3 A  (üi) ~i u E c (RI, on a. h i  M3(a5) = max { 1 a. .u(a5) 11 : 
i+ j =3 1 J 

16 3 31 3 ~ I s ~ u - u ~ ~ , , ~  6 - h M (a ) + h u3(h) 27 3 5 

1 1  2 17 2 A 1 .  . u - u W ,  h M (a + - h uj(h) 
1 J  3 5 16 



Preuve : Désignons par al, ..., a 6 les B-coefficients de S 1 u 

1 1 
sur le triangle T de sommet. a5, -(a +a ) -(a +a ) et par u = u(a.) 2 5 7 ' 2  5 9 j J 

les valeurs de u aux noeuds. 

Nous étudions l'erreur locale sur ce triangle, les calculs étant 
9 

analogues pour les autres triangles de R. Comme Slu - u M on obtient 
j= i  j j' 

(fig. 8 et 17) : 

A A 

1) Si w (h) est le module de continuité de u sur R, on a ,  
O 

pour x E T : 

soit : 

De la même manière, on obtient : 

5 
lai-u(x) 1 < z pour i = 2 , 3  

3  A 1 ai-u(x) 1 6 7 uo (hl pour i = 4 , 6  

1 a5-u(x) 1 6 G0(h) 



On en déduit, en vertu des propriétés de la base de ~ernstein 

(partition de l'unité sur T), que : 

La majoration est en fait valable sur R (symétries du réseau 

et des B-splines), d'oh le (i) du théorème. 

2 
2) Si u +Z C (R) , on utilise le fait que S e. . = e. . pour 

1 1J 1J 

O 6 i+j 5 1 et Sle20-e20 = SleO2-eO2 
2 

h 14 eOo 

A l'aide des développements de Taylor (1 Ç j f 9) : 

on obtient : 

Si 6 est la distance euclidienne de a à a et Cip(h) le 
j 5 j 

module de continuité maximum des dérivées partielles 2 u, 2 u et 20 1 1  a02u 
4 

sur R, le coefficient de M,(x) est majoré en module par 

Pour j = 2,4,6,8 

Pour j = 7,9 



si {t'i ], . . . ,ci6 } sont les 8-cneff icients de I A  .M. (x) , on a : 
J J 

a. c h2 i (h) 
2 

pour i = 1,2,3,5 
1 2  

Y,. c 2 h2 ûlî (h) pour i = 4,6 
1 2  

2 2 2 2 - 
Corne ( I D  u(x)-D u(a5)-( . (x-a5) 1 c h u2(h), on obtient finalement, 

pour tout x E T : 

1 2  
IS~U(X)-U(X) 1 1 8 h Au(a5) 1 + t h2 "(hl 

Etudions l'erreur 3 (u-Slu), la technique et les résultats étant 1 O 

les mêmes pour a (u-Slu). 
O 1 

mais 

1 2 1 2  2 1 2  a {- 1 M. (x)D u(a ) .  (a.-a ) -  - -  D u(a ) .  (x-a ) = a {- h Au(a ) )  = 0. 10 2 J 
j 

5 J 5  2 5 5 10 4 5 

et 1 2  2 a,, 7 D u(a 1 .  (x-a5) = Da u(a ) .  (x-a ) 5 10 5 5 

par conséquent : 



Les B-coefficients de alOMj sont donnés sur la figure 19. En dé- 

signant par { B  ,(3 , @  } les valeurs de la 2ème somme aux sommets de T, on 
1 2 3  

obtient : 

1 
BI s ( h 4 + h 6 )  " h; 2  (h) 

1 B3 = - ( h  +A + A  + A  ) i 5h û12(h)  . 2h 5 6 8 9  

De plus 

On en déduit, pour x ç T : 

La figure 20 donnant les valeurs de a20 Mi et a M dans 11 j 

chaque triangle, on obtient à l'intérieur de T : 

% % 
avec a E [a4,a6] et a8 E [a7,a9], d'où l'on déduit : 

5 

de même : 



Au moyen d e s  développements de  Tay lo r  : 

on o b t i e n t  : 

L'é tude  é t a n t  l a  même pour aO2 e t  pour l e s  a u t r e s  t r i a n g l e s  de  

R ,  on  a l a  m a j o r a t i o n  d u  théorème. 

1 2  
3 )  S u ( x )  = 1 M .  (x )  [ u ( a . )  - - h Au(a . ) ] .  E tud ions  simplement 2 j' J  - 5  2 J 

l ' e r r e u r  quand u F C'(RI. Rappelors  (th.3, ( i i ) )  que S 2  e s t  e x a c t  s u r  

3 6 
2 

e t  que I /s2eij-ei j  11, " -- 36 pour i + j  = 3. 

1 k  k 1 3 %  3 
U ( X )  = D u (a5)  (x-a5) + 6 [ ~  u(x)-D u(a5)]  ( ~ - a , - ) ~  avec %E [a5,x]. 

k=O 

% 
e t  d e s  formules  de Tay lo r  ana logues  pour  u ( a . ) ,  a v e c  a E [ a 5 , a . L  

J j J 

Au(a.)  = Au(a ) + DAu(a ) . ( a . - a 5 )  + [~~u(â.)-~Au(a~)].(a.-a~) avec ;.€[a 8.1. 
J 5 5 J  J  J J  5 '  J -  



1 3  3 s i  l ' o n  pose w(x) = g D  u(a5).(x-a5) , 011 a dw(x) '~huia~).cx-a,$ 

J 

D'autre  p a r t  : S2w(x)-w(x) = - 1 ( y )  i j a 5 ~ e i j - e  }(XI 
i+ j 53 i j 

donc IIS2w-wI/, 6 6 ' ~ ( a )  1 ( l) lls2eij-eij 11,  s o i t  
i + j = 3  

On en dédu i t  l a  majora t ion  : 

Le c o e f f i c i e n t  de M.(x) e s t  majoré par  : 
J 

pour j  = 2,4,6,8,  

pour j  = 7 , 9  

Soient  { a 1 , .  . ,a6} l e s  B-coef f ic ien ts  de A .  M s u r  T.  

j 
J j  

La p l u s  grande majora t ion  e s t  f ou rn i e  par  : 



3 %  3 3 
Comme 1 [D u(x)-D u(a5):I. (x-a5) / L h3 j3(h), on obtient finale- 

ment : 

Comme pour S1, en utilisant les dérivées partielles des M on 

2 
j ' 

obtient des majorations en O(h ) ou O(h) pour les dérivées partielles 

premières ou secondes de S u-u, avec des constantes calculables explicite- 1 

ment à partir des normes des erreurs sur la base de P : 
3 

2 Il alo(s2e30-e30) II, = h 14 Il ;oo1 ( ~ ~ e ~ ~ - e ~ ~ )  ( l m  = O 



Avec les notations du 5 . 6 ,  on a l e  : 

ut exact pouh ta ~ o n c t i o ~ n  b i f i n é a h a ,  de p l u  : 

h2df (A.  .)) . M . .  (x ,y)  S2f(x ,y)  = 1 ( f (A i j )  - 
i, j  

1J 1 J 

4 I I s ~ ~ ~ ~ - ~ ~ ~  I l w  = l l ~ ~ e ~ ~ - e ~ ~ 1 1 ~  = h /256 

Lü) Le quai-inXmpolan;t 
3  

d e a i n i  pat  : 

3  
intehpole e et e g l  aux points Aij  , mah non e 

13 22 ' 
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Figure 18 

Support  de la B-spl ine  de Sp(4, 2) 



Preuve : Pour plus de clarté, on utilise les notations de la ------ 

figure 18 et l'on étudie les opérateurs sur le carré R centré en 

a = (0,O) qui est recouvert par les supports des B-splines centrés aux 
1 1  

points al,a2, ... ,aZI de la figure du bas. La contribution de chaque sup- 

port est indiquée sur la figure du haut. 

On compare les B-coefficients de e et Se sur le triangle i j i j 

T situé en bas du carré R en utilisant le tableau 2 des pages V I - 5 2  et V I - 5 3 .  

1) Etude du quasi-interpolant . 
1 

Sur le carré R, on a : 

et l'on vérifie que les B-coefficients sur le carré R sont ceux de e 
10' 

On calcule de même : 

et l'on constate que les B-coefficients sont ceux de 
e l l a  

Enfin 

est tel que les B-coefficients de 
1 e20-e20 

sont constants et égaux à 

2 
5h 112, idem pour S e 

1 02-~02' 



2) Etude du quasi-interpolant . 2 

Par construction, S2 reiroduit IP2. Pour montrer qu'il reproduit 

IP il suffit de prouver que S e = e 2 30 30 
e t  S e  = e  

2 1 
pour des rai- 

3' 2 21 

sons de symétrie. 

2 1 2 
S e = x, (x2-5h / 4 ) M .  
2 30 

avec a = (x ,y ) .  
J j .1 j j j j = 1 

ce qui donne : 

et les B-coefficients sont ceux de e 30 ' 

De même, puisque e = 2e on a : 
2 1 01' 

soit 

dont les B-coefficients sur R sont ceux de e /h3. 2 1 

Etudions l'erreur sur les monômes e e et ez2c P 4 .  40' 13 



4 
!in vérifie alors que les R-coefficients sont ceux de e /h -9116, 4 0 

9 4 
donc S e  - e  =-h = S e  

2 4 0  40 16 2 04-~04 
en utilisant la symétrie du réseau 

et des B-splines par rapport à y = x. 

2 1 
S e = x.y. (y2-5h2/4)~ car Ae = 6e soit : 
2 13 j=i J J  j j 13 11' 

Les B-coefficients 
de s2e13-e13 sur R sont les suivants, multipliés 

h4 . par - 
96 

Il y a donc interpolation le long des 

droites verticales et horizontales du 

rgseau et interpolation d'Hermite aux 

différents noeuds. On calcule explicite- 

ments : 
4 

IIs2el3-el3 = h 1256, mais 

3 
comme S laisse P invariant, l'erreur sur (x-a)(y-b) est la même 

2 3 

que pour xy3 et cette évaluation de l'erreur est valable par conséquent 

dans le plan tout entier. Par symétrie, le résultat est identique pour 

2 2 
Enfin, puisque Ae22 = 2(x +y ) ,  on obtient : 

21 2 2  5 2 2 2  
S2e22 = 1 Lxjyj - 12 h (x.+y.)] .M 

j=i J J  j ' 

soit : 

On trouve alors 
S2e22-e22 

h4 
= - jj& h4 - ~5 ~(1) b(x) a C 

B-coefficients sur R : 



On c a l c u l e  a l o r s  / / n / I_  = 3/4 e t  

2 La norme e s t  va l ab le  s u r  IR t ou t  

e n t i e r  c a r  S2 l a i s s e  P i n v a r i a n t  
3  

2  2 
e t  l ' e r r e u r  s u r  (x-a) (y-b) e s t  l a  

2 2 
même que s u r  x  y . 

3) Etude du quas i - in te rpolan t  . 
s3 

Comme 
2  

A e40 = 24 = A 2 3 4 2  
e04 ' on a  -- - -- - h4 donc 128 @ e40 16 

L ' e r r eu r  su r  e  e t  e  r e s t e  inchangée c a r  2 2 
13 3 1 A e l ,  = A e,, = O .  

n 
L 

Enfin a e,, = 8, donc : 

s o i t  : 

R~rnutqu~.  AU l i e u  de c o r r i g e r  S2 en a j o u t a n t  -- A2f ( A .  .) au 
128 1 J  

c o e f f i c i e n t  de M i j ,  on peut s ' a r r a n g e r  pour que S3 i n t e r p o l e  e  
22 en 

co r r igean t  par  : 



4 3  h  (- a £ ( A . . )  + -  
3 29 

a2 :? f (A.  .) + ~ 2 8 .  ao4f (Ai j  ) )  1 2 8  4 0  ij 576 1 J  

a u  l i e u  de : 

En dés ignant  p a r  S3 l e  nouvel opé ra t eu r ,  on a  a l o r s  interpola- 

t i o n  de iP4, l ' e r r e u r  s u r  e  40 e t  e e s t t o u j o u r s n u l l e ,  c e l l e s u r  
04 

e  
1 3  

e t  e31 es t  inchangée e t  : 



R d é s i g n e  t o u j o u r s  l e  ca - - ré  c e n t r é  en  a  ( f i g u r e  18), e t  k 
1 1  

e s t  l ' o c t c g o n e  de  sommets {al,a3,aH,a18,a21,alg,a14,a4}. On donne que lques  

m a j o r a t i o n s  en norme uniforme pour d e s  f o n c t i o n s  a y a n t  d e s  d é r i v é e s  

A k - 
p a r t i e l l e s  c o n t i n u e s  dans  R e t  l ' o n  u t i l i s e  ; pour u  E C ( R )  : 

I;, (h )  =rnax{&(a.  , u , h )  ; i + j  = k }  
k L j  

& ( v , h )  é t a n t  l e  module de  c o n t i n u i t é  de  v  c cO(R) .  

Des r é s u l t a t s  p l u s  comple-s peuvent  ê t r e  ob tenus  p a r  d e s  t e c h n i q u e s  

analogues  à c e l l e s  du théorème 4 P o ü r l e s  e r r e u r s  s u r  l e s  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s .  

E l l e s  peuvent ê t r e  a d a p t é e s  au c a l c l l  d e s  e r r e u r s  en d ' a u t r e s  normes que l a  

norme uniforme.  

et o i  u E c 2 ( i ) ,  il cr*n~e. c l  e,t c > O -te,& que : 
2 



eA: l'on a égdemevct : 

Preuve : ------ 

1) Désignons par LX. (i = 1, ..., 15) les B-coefficients de 
9 1  1 
L 1 

S1u = 1 u M sur le triangle T de sommets {all ,(a7+al l) 12,(a5+a1 1) 12) 
j=i j j 

avec la notation u = u(aj). On étudie l'erreur locale sur ce triangle 
j 

uniquement, les calculs étant analogues pour les 3 autres triangles formant 

R. Au moyen des figures 16 et 18, on calcule les B-coefficients : 



En utilisant les majorations : 

lu.-u(x) 1 S Lo(h) pour . = 6,11 
J 

lu.-u(x)/ $ 2ô'(h) pour j = 5,7,10,12,16,2 
J O 

/ uj -u(x) 1 "Go(h) pour j = 1,3,4,8,9,13,14,15,17,18,19,20,21. 

On obtient successivement : 

619 - 
lul-u(x) ( i -7 hi (h) 

384 O 

298 - la.-u(x) ( ,< - w (h) 
192 O 

pour i = 2,3 
1 

148 - lai-u(x) 1 i - 96 ",(hl pour i = 4,6 

1 4-2 
/a,-u(x) 1 6 - Go(h) 

9 6 

304 - 1 ai-u(x) 1 6 - a (h) 
192 O 

pour i = 7,10 

135 1 ai-u(x) / G - 
9 6 

pour i = 8,9 

80 A 

/ai-u(x) 1 * a a0(h) pour i = 11,15 ( m ax imum ) 

144 
Ini-u(x) 1 6~ G (h) pour i = 12,14. 

O 



Comme les polynômes de Bernstein forment une partition de l'unité 

sur le triangle T, on en déduit : 

d'où le résultat lorsque u est simplement continue sur 6.  

2 
2) Lorsque u E C (R), on utilise la formule de Taylor : 

1 2  
U(X) = u(all) + Du(a 1 1  ) .  (x-a 1 1  ) + -2 D u(al l). (x-a1112 + 

% 
avec x E [all,x] 

% 
et des formules analogues pour u(a.), avec a E [allyaj]. 

J j 

Sachant que S e = S e 
2 

1 20-~20 1 02-~02 
= 5h 112, on a : 

5 2 1 2  
S w-w = - h Au(a j si w(x) = y D u(al l) . (x-a ) 

2 
1 2 4 1 1  1 1  

Par conséquent, on obtient : 

Le coefficient de M est majoré par h = (6.).((laj-all 1 1  1)2 
j j 2~ 

ù 6 est la distance euclidienne de a B a . 
j 1 1  . j 

Pour j = 3,8 

Pour j = 2,5,7,13,17 : 

Pour j = 6,10,12,16 

Donc les B-coefficients ci. de 1 A. M sont majorés par : 
1 J j 



D' autre part, on a : 

d'où la majoration finale : 

valable sur tout le carré R. 

1 2  2 
On a vu que si w(x) = - D u(a ).(x-a ) , alors S w-w = 2 1 1  1 1  1 

5 2 
- h u(all), donc a..(S w-w) = O pour i+j = k = 1,2. 
2 4 1 J  1 

Par une technique analogue à celle utilisée pour l'opérateur 

S1 dans Sp(2,l) (cf. la 2ème partie de la preuve du théorème 4), on peut 

montrer l'existence de Cl et C2 > O telles que : 

Ces constantes sont calculables à partir des B-coefficients des 

dérivées partielles des B-splines M . 
j 

3) Etudions l'opérateur 4 -  
S2 lorsque u E C (R). 

% 
et des développements analogues en a avec a E /al ,aj]. 

j ' j 



1 4  4 Posons W(X) = - D u(a x - a )  E p4. On a 
2 4 1 1  

1 2  
Aw(x) = 2 U Au(a ).(x-a )2 et 1 1  1 1  

Comme S2 reproduit 
p3 : 

et en utilisant les majorations du théorème 5, (ii) : 

1 4  9 1 61 1 9 233 4 
l1s2w-wll, r 22 h M (a ) {% + - + - 4 1 1  64 48 + bZ. + ~ 6 '  ' Eo~ M4 ' 

D'où la majoration de l'erreur : 

1 4- Le 2ème terme du second membre est majoré par - h w4(h). 24 

Le coefficient de M est majoré par : 
j 

pour j = 3,8 

pour j = 6,10,12,16, 

63 4- 
A 6 Cr Il w4(h) 
j 

pour j = 2,5,7,13,17, A .  ( 3h4i4(h) 
J 

1 4 -  A. c - h w4(h) 
J 4 



Figure 19 



Figure 20 



Les B - c o e f f i c i e n t s  . de 1 A .  M s u r  T s o n t  ma jorés  p a r  : 
1 ; ~ j  

c e  q u i  donne l a  m a j o r a t i o n  ( i i )  du t.héorème : 

P a r  une t e c h n i q u e  analogue e t  e n  u t i l i s a n t  d e s  m a j o r a t i o n s  d e s  

d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  d e s  B-spl ines ,  on o b t i e n t  loca lement  s u r  l e  t r i a n g l e  T : 

4-k 
~ l a . . ( S ~ u - u ) ~ I , , ~  = O ( h  ) l o r s q u e  i + j  = k =  1 , 2 , 3  . 

1 J 

4  - 4)  Pour l ' o p é r a t e u r  S3 d é f i n i ,  pour  u  c C ( R ) ,  p a r  : 

5 2 3 4 2  
S u  = 1 [u. - - h A U .  + h 4 u  ] M  3  J 24 J 128 

j  
j j 

on a u r a ,  avec  l e s  n o t a t i o n s  de l a  3ème p a r t i e  c i -dessus  : 

puisque  
3  

r e p r o d u i t  
''3 e40 

e t  e  En u t i l i s a n t  l e s  m a j o r a t i o n s  du 
04 ' 

( i i i )  du  théorème 5 ,  on o b t i e n t  : 

En u t i l i s a n t  d e s  formules  de  Tay lo r  au  4ème o r d r e  pour  

2 
u ( x ) ,  u ( a j ) ,  Au(a . )  e t  A u ( a . ) ,  on o b t i e n t  : 

J J 



avec L j y â j  e t  Z . E  [a 1 .  
J I l y a  

Le c o e f f i c i e n t  de M e s t  majoré par  : 
j  

pour j  = 3,8 

pour j  = 2,5,7,13,17 

pour j  = 6,10,12,16 

513 4* " h o4 (h) 

51 4-  A .  a ~6 h 04(h)  
J 

1 1  4* A .  r - h w4(h) 
J 32 

Les B-coef f ic ien ts  de 1 A j M j  s u r  T son t  majorés pa r  : 
j  

4- 337 4.- l  h w 4 ( h )  t513+14x51+1211 = - - h o  (h) 
16x48 192 4 

d'où l a  majorat ion g loba l e  su r  T ,  pu is  s u r  R : 

4-k 
On montre de même que 113.. (u-S3u) II = O(h ) lo rsque  

1 J  * Y  R 

i + j  = k = 1,2,3 (pour k = 3, il s ' a g i t  d 'une e r r e u r  l o c a l e ,  à l ' i n t é r i e u r  

de chaque t r i a n g l e ) .  



~ - c o e ~ ~ i c i e ~  ddea polynômes de ip2 i p 4 .  

Tableau 1 .  

Base canonique de lP2. 



Tableau 2 .  

Base canonique de 
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CHAPITRE 7 

SPLI NES QUADRATIQUES A DEUX VARIABLES 

IZs ne savent pas que ce n 'es t  que Za 
chasse e t  non Za prise q u ' i l s  recherchent. 

PASCAL i Pensées) 



Les splines quadratiques à deux variables sont les surfaces différen- 

tiables et polynômiales par morceaux les plus simples : ce sont en effet des 

1 
fonctions de C ( R I  (Q domaine polygonal du plan) dont la restriction à chaque 

triangle T d'une triangulation de Q est un élément d e P  (T) (espace des poly- 
2 

nômes à deux variables, de degré total inférieur ou égal à 2, sur T). 

Par abus de langage, on appelle t r i ang le  quadratique le graphe d'un 

polynôme P e i P  (t). A chaque triangle quadratique est associé un B-réseau, 
2 

dans la base de Bernstein d e P  (T) par rapport aux coordonnées barycentriques 
2 

de T, grâce auquel les conditions de continuité C' s'expriment de manière simple 

- et gésmétrique : e t  est ce que nous appelons la technique des plaques. Elle 

permet la construction rapide de 1' interpolant  spl i ne quadratique d ' Hermite 

(Powell et Sabin C121) d'une fonction en des points a r b i t r a i r e s  du plan pour 

lequel nous donnons également une majoration de l'erreur d'interpolation. 

Cette technique permet aussi le calcul de la dimension de l'espace des splines 

quadratiques sur un domaine polygonal muni d'une triangulation vérifiant 

certaines conditions. Elle fournit enfin des méthodes assez efficaces pour 

le calcul de l'interpolant spl ine  quadratique de Lagrange en des points p a r t i  - 
cu i ie rs  d'un domaine triangulaire ou carré muni d'une triangulation régulière, 

de type rectangle-isocèle comme au chapitre 6. Pour les carrés, on obtient 

deux algorithmes permettant le calcul de l'interpolant en N points avec un 

coût de l'ordre de 20 N opérations (additions et multiplications). Ces résultats 

s'étendent à des domaines plus généraux munis de triangulation moins régulières. 

Notations : Si R est un domaine du plan, 352 désigne la frontière de R. Pour 

toute fonction f É cL(R), on pose alf = af / ax et a2f = af/ay. 



2  
H3(T) = {f L2(~),a3fiaxiayj  E L (TI  pour i t j  = 31, on pose ; pour 

La nota t ion  f l T  désigne l a  r e s t r i c t i o n  de f au t r i a n g l e  T -  



DES PLAQUES 

2.1 Coordonnées barycentriques et base de Bernstein de P2(3 

S o i t  T l e  t r i a n g l e  A. Al A2 e t  A = ( A o ,  X I ¶  A2) l e s  coordonnées bary- 

cent r iques  d'un point  M E T ,  c ' e s t  à d i r e  l e s  so lu t io r s  du système : 

Tout polynôme P r P2(T) s 'écr i t  dans l a  base de Bernstein : 

v é r i f i e n t  l e s  p ropr ié t é s  su ivantes  s u r  T : 

avec A ( (2 - i - j ) /2 ,  i / 2 ,  j / 2 )  E a T  = bord de T. 
i j  

Les r e l a t i o n s  (1)  e t  (2 )  indiquent que l e  point  (A, P(A)) du graphe de P  ( c ' e s t  

à d i r e  du t r i a n g l e  quadratique d é f i n i  pa r  P) appar t i en t  à l 'enveloppe convexe 

'L 
des po in t s  a  = ( A . . ,  a  ) ( f i g u r e  1) 

i j ij i j  

Le B-réseau de,P d é f i n i t  quat re  plaques t r i a n g u l a i r e s  qui jouent un 

I r ô l e  important dans l e  raccordement C des t r i a n g l e s  quadr.atiques. 



FIGURE 1 
.- 



FIGURE 2 



1 2 . 2  Continuité C entre deux triangles quadratiques 

Soient P E P2(T1) e t  P2 É P2(T2)  deux polynômes de degré 2 d é f i n i s  
1 

respectivement s u r  l e s  t r i a n g l e s  T 1 = A. Al A2 e t  T2 = A t o  Al A2 ( f i g u r e  2) 

ayant î = A A comme f r o n t i è r e  commune. Soient (xi, y . )  l e s  coordonnées , 1 2  1 

de Ai' ( x l  y y',) c e l l e s  de A t o y  {aijy O i i+ j  r; 2) e t  b . . ,  O 5 i+j  I 21 i e s  
O 17 

-i 

B-coefficients  de Pl e t  P2 s u r  T e t  T respectivement. 1 2 

Théonène I : La cont inuLté  c l  d e  pl et p2 Le l o n g  d e  ï' e s t  exphunce pail l e6  

n&ationb au.ivan;te6 : 

- - 11 a20 - b20> ail - bll et ao2 = bO2 

pouh La con t inuLté  Le Long d e  r 

p o m  contin&é de6 d é h i v é ~ ~  pcvuXe.Ue6 du p n e m i a  ohâhe Le 

l o n g  d e  r.  

Preuve : Bien que l e  r é s u l t a t  s o i t  un cas p a r t i c u l i e r  d 'un théorème général  

donné par  G .  Fa r in  C 7 1, on peut en donner une preuve d i r e c t e .  

Le long de r = A A on a X - - lio = O ,  Al  = p e t  A 2  = v2 = 1 - X1 = 1 - pl> 
1 2 '  O 1 

d'où : 

La cont inui té  s'exprime donc bien p a r  : [; .$,! ,, , 

, - a20 = b20, all = bll e t  a O2 - b02' 

:_ Les dérivées p a r t i e l l e s  l e  long de I' s e  ca lculent  de manière analogue : - - %' 



En posant A = yl y2 et A' 

11 1 1 

En écrivant que a P ~ ( A ~ )  ai P2(~1) (i = 1,2), on obtient les deux relations : i 

Or ces relations résultent de l'identité de Sylvester (cf. Gantmacher C81) 

appliquée au déterminant : 

on obtient : 

choisissant les lignes 3 et 4 et les colonnes 



De même, en choisissant les lignes 2 et 4 et les colonnes 1 et 2 : 

On voit que 6 = 0 entraîne ( 3 )  et (4) et réciproquement (car on a xl # x2 OU 1 

y # y*). Par un raisonnement analogue, on montre que ai P1(A2) = ai P2 (A2) 1 

(1 1, 2) impliquent : 

Les corollaires suivants sont utilisés pour les triangulations particulières 

des paragraphes 4 à 6 de ce chapitre. 

= O - 
62 - 

CohoUuhe 2 : Si A , et a o n t  U g n & ,  avec A I ~ A ,  = ~A~A,, la c u n t U i d é  
O 

al-$ a02 aO1 

x x x x '  1 2 0  O 

Y1 Y2 Y0 y'o 

1 1 1 1  



2 . 3  La technique des plaques (figure 2) 

L'interprétation géométrique du théorème 1 est intéressante parce qu'elle 

simplifie les preuves des théorèmes qui vont suivre. 

Quand les quatre sommets A 
0 ' Al) A2 et A' sont en position générale 

O 

(l'exception est le cas du corollaire 2) les relations données dans ce théorème 

' L ' L ' L  'L 
expriment que les quatre points a 20' ail> a10 et b10 sont coplanaires (idem 

'L 'L 'L 'L 
pour les quatre points a 11' a~2' =01 et bol). Par conséquent les deux plaques 
triangulaires des B-réseaux de Pl e t  Pz, ayant respectivement comme sommets 
'L 'L 'L 'L 'L 'L 
a a 20' 11) a10 et a20' b10 et a 11 ' forment une seule plaque quadri 1 atéral e du 

B-réseau de la surface CI, quadratique par morceaux, obtenue en raccordant Pl 

1 et P le  long de l'. Une fois connues les plaques du B-réseau, la surface est 2 - - 

Remarque : Le raisonnement ci-dessus s'applique de la même manière au raccor- 

1 dement C de deux surfaces polynômiales de degré n dans IR3 (on a alors n 

1 

déterminants d'ordre 4 à annuler et n plaques le long de l'). Plus généralement, 

complètement déterminée. 

- 

-7 

I il s'applique au raccordement C de deux variétés polynômiales de degré n 

P dansIR (on a alors n déterminants d'ordre p+l à annuler et n hyperplaques de 

dimension p-1). 



Figure 3 : Triangulation T 1 et T2 

Figure 4 : Projection du réseau Bézier global de T 



3.1 Introduction et notations 

Soit 1 = (A i = 1, . . . , n) un ensemble quelconque de points du plan i ' 
1 et D 1' enveloppe convexe de 1. Pour f E C ( D) , nous montrons 1 ' existence 

1 d'une seule fonction S E C (D), quadratique par morceaux triangulaires, 

vérifiant pour i = 1, ..., n : 

C Plus précisément, soit T une triangulation du domaine D, de sommets A 
1 i 3 1 

et T2 la sous-triangulation de T obtenue de la manière suivante (figure 3) : z 

1 

~ dans tout triangle T = A A A de Tl, on choisit un point intérieur GT tel 1 2 3  

que si T I  = A A At3 est adjacent à T, le segment R R coupe le segment 1 2  .T .T ' 
A A en un point Mg intérieur à ce segment (idem pour M E A2 A3 et 1 2  1 

M2 E Al Ag). Chaque triangle T (ou macrotriangle) est ainsi décomposé en 

'=2i-1 = GA. Mi+l et t2i = L?Ai Mi+2 (i = 1, 2, 3 avec la convention 
1 

M . = M  sij24). 
3 j-3 

La fonction S construite dans ce paragraphe est un élément de l'espace : 

La restriction de S à chaque macrotriangle T E T est un élément de l'espace : 1 

Par abus de langage, le graphe de SIt (t E T2) sera souvenf appelé micratriangle 

quadratique et le graphe de Srt (T E Tl) macrotrian$le quadratique. 
7" 



La triangulation T2 est toujours possible, en particulier si l'on 
!Y4 

choisit comme point ST le centre du cercle inscrit à T E Tl, Ce que nous Sup- 

poserons dans la suite. 
- - _j  -1  - 

Après avoir construit l'interpolant d'Hermite de f sur un macrotriangle 

T, nous montrons que la surface obtenue est globalement 'de classe c1 sur le 

domaine D et nous donnons une majoration pour l'erreur d'interpolation en 

utilisant tine technique analogue à celle employée par Ciarlet pour l'élément 

3.2 Construction du macrotriangle quadratique sur T 

La restriction P. de S E S (T) à chaque microtriangle t a un B-réseau 
I 2 j 

noté (figure 4), pour 1 I i I 3 : 

'L 'L 2 m 'L 'L 
{aiy biy i' i+2' e i+2' U} pour Pîi 

'L 'L 
(avec la convention a = a pour j 2 4) j j-3 

'L 'L 'L 
D'après le théorème 1, ai, bis c et 3 sont coplanaires grâce au i i 

'L 'L 'L 'L 
c d'une part et 3 e et 3 raccordement de P2i et f?2i-1 ; bis mit*, i+l i' i+2 i+l 

d'autre part son~colinéaires grâce au raccordement de P 2i et '2i+î (corollaire 2 ) ; 

' L % %  
et w sont coplanaires grâce au raccordement au point R, 

des 6 microtriangles quadratiques. 

'L 5 
On en déduit que dim S2(T) = 9 car la connaissance des 9 sommets ai, bi, 

'L 
c. (1 I i I 3) détermine complétement le B-réseau global de la surface S. Or 
1 

ces g sommets se calculent au moyen des valeurs f (Ai) Y alf (Ai) Y a2f(Ai) 

(1 I i 2 3 )  et des relations exprimant les dérivées ~artielles en coordonnées 
. .  

barycentriques au moyen des B-coefficients (cf. la preuve du théorème l), d'ha le : 



Théokène 2 : Pom toui f E c~(T), *C exidte une d d e  @mXon ST E S2(T) 

v é f ü ~ ~ ~ p o ~ ~  i = 1, 2, 3 

ST(Ai) = f(Ai) 

a s (A. 1 = a l m i )  1 T  1 

a2sT(Ai) = a2f(Ai) 

Remarque : On donne dans Cl41 (p. 18 et 19) la description des fonctions 

de base gi,xi, Y. du procédé d'interpolation sur T, qui vérifient : 
1 

9i(~i) = 1, aei/ani+i(Ai) = agi/ani+2(Ai) = O 

x~(A~) = O, ~ x . / ~ A ~ + ~ ( A ~ )  1 = 1, a ~ ~ / a k + ~ ( A ~ )  = O 

Y~(A~) = O, ~ Y ~ / ~ A ~ + ~ ( A ~ )  = O, a ~ . / a n ~ + ~ ( ~ ~ )  1 = 1 

- pour, i = 1, 2, 3.(avee la eonitentim i = 1-3 pum i r 4)  les fcpmtions t$ i9 Xi¶ 

Y. étant nulles, ainsi que leur dérivées partielles du premier ordre, aux 
1 

- sommets Ai+l et Ai+*. On peut construire à partir de ces fonctions les fonctions 

de base sur le domaine D. 

3.3 Interpolation d'Hermite sur le domaine D 

Supposons que les triangulations T et-T vérifient les conditions du 
1 2 

3 
paragraphe 2.1 et que l'on ait construit les macr~triangles quadratiques 

(graphes des ST) pour chaque T E Tl en utilisant la technique du paragraphe .2.2 

ci-dessus. 

Théoirème 3 : La donotion S, dédinie d m  D p m  s 1 = ST pom chaque T E Tl, 

de &aue c1 ; aukentent cKt s E S (D, T2). 
4- - - *  

Preuve : Soient T = A A A et T' = A A A' et les macrotriangles quadratiques 
1 2 3  1 2 3' 

'b 'b 'L 'L 
S et ST, (figure 5). Les sommets a = ali, bi T i i3 c i' Cl i9 2 i etbli 
(i = 1, 2) de leurs B-réseaux sont coplanaires car ils se trouvent dans le plan 



Figure 6 : Preuve du théorème 3 



'L 'L 
déterminé par f(Ai) , alf(Ai) et a2f(Ai), donc ai, bi = bvi et %' i sont alignés. 

1 
Le raccordement C de SI  et de s 1 (respectivement de ~ [ t ,  et s 1 ) le long 

t2 
'L 

t'2 
'L1 'L % 

de % CiTl implique que les points al, e 8 dlune part et bl, m b2 d'autre 
3' 2 3 ' 

part, soient alignés, en vertu du corollaire 2 du théorème 1 (idem pour les 

'L 'L % ' L % %  
points 8' ev3, et btl, rn' b' 1. 11 en résulte que les points e3, m3, et3 

1' 3' 2 

sont alignés, ce qui entraîne, avec les conditions précédentes, que les raccor- 

dements de s 1 et Sb, (i = 1, 2) sont C' le long de Al A2. 
t : 

3.4 Erreur d'interpolation 

Supposons que la triangulation 7 du domaine D vérifie la condition de 
1 

régularité suivante : 

( 9 )  3 a 2 1 tel que Y T r Tl : 1 S %/2rT 6 a 

où F$, (resp. r ) est le rayon du cercle circonscrit (resp. inscrit) au triangle T. T 

Soit l. la longueur du côté A A et p = (e + l + L )/2. Les coordonnées 
- 

i+l i+2 1 2 3  - 
1 

barycentriques de $, centre du cercle inscrit dans T, sont w = (wl, w2, w3) 

avec w = li/2p fi = i 1, 2, 3) d'où la relation : 

avec O < w < 1/2 et wl + w2 + w3 = 1 i 
a a a 

Choisissons un triangle de référence T de sommets A (1, O), A2(0, 1) et 
a 

1 

A3(0, O) (figure 6) et désignons par FT l'unique transformation affine 
A 

vérifiant F ~ ( A ~ )  = Ai (i = 1, 2, 3). 

.. 
- 1 Lorsque T varie dans Tl, les points CiT = FT (CiT) varient dans le 

a 

compact K limité par l'équipotentielle C d'équation g(w) = a, d'après ( 9 )  a a 

et (10). Les courbes Ca sont des courbes fermées simples entourant le point 
A 

Q de coordonnées barycentriques w = (1/3, 1/3, 1/3) où g(wo) = 1. De même 
O O 

si T' = A A At3 est adjacent à T, la continuité de l'application : 1 2  



- 1 - 1 
implique que l e  po in t  M = FT (M3) = FTl (M3) v a r i e  dans un i n t e r v a l l e  compact 

3  

I 3  cl 
de A A lorsque  T e t  T l  va r i en t  dans Tl. De même M v a r i e  dans 1 2  1 

1 1 , . c A 2 A 3 e t M  2 v a r i e d a n s  1 c A 1 A 3 .  
2,. 

, 4vsc les no ta t ions  de l ! in t roduct ion ,  on a l e  : Y >  .: L .9 t -  

pow t o u t  T É Tl, e&Ze une cona*ante ~ ( a )  , O t&e que 

A - 1 - 1 
Preuve : Supposons d'abord que l e s  po in t s  % = FT (fiT) e t  Mi = FT (Mi) 

(1 5 i 5 3) so ien t  f i x e s .  On-peut u t i l i s e r  a l o r s  l a  théor ie  a f f i n e  de C i a r l e t  

e t  Raviart C 2 1. S o i t  Af = A ( R ,  Ml,  M 2 ,  M 3 ) f  l 'unique fonction de S2(T) 

t e l l e  que Af(Ai) = f ( A i ) ,  alAf(Ai) '= alf(Ai) e t  a 2 ~ ( ~ i )  = a 2 f ( ~ i )  pour 

= 1, 2, 3. Comme P 2 ( T )  c S2(T) ,  l e  théorème 5 de [ 2 1 donne : 

3-m I f - ~ f l  m , ~  ' c h T  l f I J , T  
A A - - -  a - L. 

où C = C(fiT, Ml,  M 2 ,  Mg) > O ne dépend que de T e t  des po in t s  RT e t  Mi. Plus 

précisément (cf .  lemme 7 de C 2 1 ) ,  on a  : 

a A 

3 - 
où C(T) ne dépend que de T ,  1 e s t  l ' i d e n t i t é  e t  A E L(H (T) ,  Hrn(T)) e s t  l ' a p p l i -  

- 3 -  
ca t ion  l i n é a i r e  q u i  à t ou te  fonction f  E H (T) associe  son in te rpo lan t  d'Hermite - A 3 - L. 

aux sommets de T ; l a  norme de 1-A e s t  p r i s e  dans L ( H  (T),  Hm(T)). 

- - 
Lorsque T v a r i e  dans T l e s  po in t s  RT e t  M .  va r i en t  dans l e s  compacts 

1 1 

K e t  1 a ( i  = 1, 2, 3 ) .  On d o i t  moctrer que : 
i ,a 



A A 

Or, sur chaque microtriangle t de T, défini par ilT et les M les 
A - i ' 

B-coefficients de il f E I P  (t) dépendent continûment des coordonnées des 
A 

2 

points RT et M. comme on l'a vu aux paragraphes 2.2 et 2.3 ; par conséquent, 
1 

A 

comme ces points varient dans des compacts de T, la majoration (11) est 

valable et celle du théorème en résu1te.i 

3.5 Application et généralisation 

Comme les interpolants HCT et HCT réduit, cet interpolant peut être 

utilisé comme élément fini dans la résolution des problèmes elliptiques du 

4 O  ordre sur un polygone. 

L'emploi des surfaces quadratiques par morceaux est intéressant pour 

le tracé des courbes de niveau qui sont alors des morceaux de coniques (cf. 

Powell C111). De ce point de vue, l'interpolant d'Hermite construit ci-dessus 

1 
est le plus simple possible pour le problème étudié. Si u E C [O, 11 est 

une fonction croissante et convexe vérifiant u(0) = uf(0) = O, u(l) = 1 et 
*« 

u(1-x) = 1-2x+u(x) (cf. chapitre 3), on peut remplacer 1'espacelP par 
2 

l'espace engendré par (1, x, y, u(x), u(y), u(x+y)) sur le triangle de 

référence de sommets (O, 0) (0, 1) et (1, O). On obtient alors un interpolant 

spline quadratique généralisé et toute la partie purement algébrique des 

calculs reste la même (technique des plaques, construction de S et de l'inter- T 

polant global . 



I V  - LA DIMENSION DE L'ESPACE S 2 ( n , T )  DES SPLINES QUADRATIQUES 

SUR UN DOMAINE T R I A N G U L ~  

4.1 Cas genéral 

Soi t  Sl un domaine polygonal du plan,  I' = a&? l a  f r o n t i è r e  de $2 e t  T 

une t r i angu la t ion  de fi. 

Dé~.inLtLon 2 : S2(n,  T )  es$ l 'espace de6 bpfine6 quadhatique6 d m  0 peuh 421 

a2iangUeation T, c ' e s t  à d^ne l e  boa-espace des a o n o t i o ~  s .C c'(Cl) dont .ta 

&estt icCion à chaque tWlngLe T .C T est   da^ I P ~ ( T ) .  

Le théorème suivant e s t  un cas  p a r t i c u l i e r  d'un r é s u l t a t  général  donné 

par  Farin ( [  7 1, théorème I l ) .  I l  s e  démontre également p a r  l a  technique des 

plaques vue au paragraphe 1. 

Théon2me 5 : Si kk t t i ang iea t i on  T ne c o d e n t  pas de dommetc, b~%.~c4 à 

l l i n t m e & o n  des deux diagondes d 'un qu.udkifWae convexe, on a : 

dim S2(Sly T )  = s+3 

où s esit Le nombhe de aomrncth buh r = an. 

Un contre-exemple simple montre que l a  r e s t r i c t i o n  sur T e s t  fondamentale. 

Supposons que Sl s o i t  un ca r ré  subdivisé en quatre t r i a n g l e s  par  un point  

i n t é r i e u r  U. 

f igure  7 



a) Si w est le centre du carré, dim S2(R, T) = 8;en effet, une fois 
'L 

connus les 8 sommets a. (1 5 i 5 8) du B-réseau de S E S le corollaire 2 
1 2 ' 

'L 
du théorème 1 montre que les b (1 5 j 5 4) sont les milieux des segments 

j 
'L 'L 'L 'L 'L 'L 'L 'L 2, 
a a (a = a ) et o est à la fois milieu de bl b3 et de b2 b4. 2j-2 2j O 8 

b) Si o n'est pas au centre du carré, dim S (R, T) = 7. On utilise la 
2 

'L 'L 'L 
technique des plaques : a8, al et a2 déterminent la plaque (1) (3 paramètres), 

'L 'L 'L 'L 
puis a et a4 la plaque (2) (2 paramètres), puis a et a la plaque ( 3 )  

3 5 6 
'L 'L 'L 

(2 paramètres) ; la plaque centrale (4) est alors fixée par b b2 et b et 
1 ' 3 

'L 'L 'L 
la plaque ( 5 )  par a6, b et a8. 4 

Remarque : Le théorème 5 montre qu'une triangulation arbitraire de fi peut ne 

pas être intéressante pour l'interpolation de Lagrange par des éléments de 

S2(R, Tl. En effet un domaine triangulaire R peut être subdivisé en un très 

grand nombre de petits triangles (les côtés de R n'étant pas subdivisés) bien 

que la dimension de S2 reste égale à 6 : on ne pourra donc interpoler une 

fonction donnée qu'en 6 points même si R est subdivisé en 100 triangles. 

C'est pcurquoi l'interpolation de Lagrange ne semble intéressante que sur 

des triangulations particulières, du type de celles que nous utilisons dans 

les paragraphes suivants. 

4.2 Les espaces S ( T  ) et s2G) 2-4 - 
soit T le triangle de sommets A O = (0, O), A 1 2 (1, O) et A2 = (O, 1). 

Les résultats qui suivent sont également valables pour toute image affine de 

T (fig. 9 bis). 



Figure 8 
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Figure 9 





Tn 
T d u b d i v d é  put l a  ~ n g u t a t i o n  T d o m é e  d e  t(n) = n2 .i%hngle.b égaux 

n 

à c 6 ; t a  d e  L 'angle  &oLt pah&Ua aux a x a  ( bigme 8 )  

D é d i ~ o n  4 : s~(T~) e6.t L' a p a c e  d a  6 p f i n e s  q u a c ~ ~ ~ ~ ~ q u a  6iM t e  M a n g l e  

T* = T s u b d i v h é  put ta t.tiangut?aLLon T: d o m é e  d e  t*(n) = 2n2 f i a n g l e s  
n 

égaux à hypoi tén~~bes  p W é l a  aux axes ( bigme 9 )  . 

Théoh2rne 6 : P O ~ O M  d(n) = dim S2(Tn) et d*(n) = dim S (T*);on a 
2 n 

donc lim d(n)/t(n) = lim d*(n)/t*(n) = 1/4 
n++a n++* 

* 
Preuve : Donnons-la seulement pour d (n), l'autre étant très semblable. Il 

* * * 
est clair que d (1) = 7 : supposons, d (n) connu et montrons que d (n+l) = 
* 
d (n) + n + 4. Posons Tntl = A. Al A2 et Tn = A. B1 B2 (figure 10) et utilisons 

la technique des plaques. Les n+l plaques alignées sur BI B2 sont compléternent 

déterminées par les sommets du B-réseau de T . La figure 10 montre que les n 

plaques P. et Pi+l déterminent deux sommets de la plaque Qi (1 S i i n) : 
1 

cette plaque est donc fixée par un nouveau sommet, ce qui donne n paramètres 

au total. De plus les plaques triangulaires Q et Qn+l sont fixées chacune par 
O 

deux nouveaux sommets. Les autres sommets le long de Cl C2 et A A s'obtiennent 1 2  

au moyen du corollaire 2 du théorème 1. On a bien introduit ainsi n+4 sommets 

supplémentaires, cqfd. 

4 .3 )  Les espaces S2&,) et  s~(Q~) 
- 

Soit Q le carré C0,ll x [O,ll et Qn (n  pair) ce carré subdivisé en t(n) = 

2nL triangles égaux (à côtés de l'angle droit parallèles aux axes) par la 



f igure  11 

'igure 1 2  



Figure 13 (Théorème 7 )  



triangulation T indiquée sur la figure 11. 
n 

* 
Soit Q* (ri i m p a i r )  le carré Q subdivisé en t (n) = 4n2 triangles égaux (à  hypo- 

n 
* 

ténuses paralléles aux axes) par la triangulation T indiquée sur la figure 12 
n 

DEdinLticin 5 : S,(Q ) ~XS,(Q~) aont Les espaces d e s  aplines quadiLdques suir 
n 

l e  damaine Q muni hespeciivment d u  taianguRc&ionA T ( n  p a h )  e2 T* in i m p e ) .  n n 

Théohème 7 : Po6on6 d(n) = dim S2(an) eX d*(n) = dim s~(Q~). 

donc lim d(n)/t(n) = lim d*(n)/t(n) = 1/4. 
n"tm n++m 

Preuve : Donnons-la pour Q (n pair) en utilisant la technique des plaques 
n 

(figure 13). 

Pour Q les 4 plaques définies par les 2 ' 
CL CL CL 

sommets a a 2i' 2i+l a2i+2 
(O < i 5 3, 

CL CL 
a = a ) sont déterminés par les 8 points 
O 8 

CL 
a (comme on l'a vu au paragraphe 3.1), 
i 

de même que les sommets du B-réseau inté- 

rieur au losange a a3 a5 a7. Seuls 

b4 a 
5 3 CL 

restent à fixer les 4 sommets b. (1 5 i 5 4) 
1 

pour compléter le B-réseau de Q d'où d(2) 12. Supposons que d(n) soit 2 '> 

connu et montrons que d(n+2) = d(n) + 2nt8 (n = 4 sur la figure 13). Soit 

Qn = B B B B dont le B-réseau est connu et Q = A. Al A2 A3. Les 2n 
0 1 2 3  n+ 1 

CL 
plaques carrées situées sur la frontière aQ et centrées aux points b. sont n 1 

complètement fixées par les sommets du B-réseau de Q . Par le corollaire 2 
n 



du théorème 1, on calcule également tous les sommets de la ligne Co Cl C2 CJ Co. 

D'autre part, chaque plaque demi-carrée située sur aQntl a déjà deux sommets 

fixés : ces 2n+4 plaques sont donc déterminées par 2n+4 paramètres (par exemple 

% 
les points a.). En ajoutant un paramètre pour chaque sommet A ,  (O < i S 31, on 

1 1 

obtient bien les 2n+8 paramètres nécessaires, les autres sommets du B-réseau; 

le long de aQntl s'obtenant au moyen du corollaire 2 du théorème 1. 

* 
Pour Qn, une preuve est donnée par Schmaker C191, mais la technique 

des plaques permet une démonstration plus rapide, analogue à celle donnée pour 

Qn. 

Remarque : Comme pour les triangles, les résultats demeurent valables pour 

* 
des images affines de Q ou Qn. n 



(i) l a  3 nomrnetn de T~ ( h a p .  T*) 
n 

(L i )  la  mi..&wx deh n o u s - i n t m v d e h  déZamLnén pon T ( a u p .  T:) n u  n 

l e h  côXén de T~ laenp. T:) 

(Lü) lu ceVLt>Lu d a  c m é n  daamén patr 4 M a n g L e o  de T [aenp. T*) n n 

I 

On vérifie aisément que 1 L 1 = d(n) et 1 L*l d*(n). n n 

Théoaème B : 1 1  e&Xe une n e d e  n p f i n e  s t S2(~n) i n t e h p o l a n t  une d o n d o n  f 

aux po in t s  de Ln. De même ex&& une s e d e  a p e i ~ e  S E S?(T;) i n t ~ p o e a n t  

f d u h  L*. 
n 

Preuve : Donnons une idée de la démonstration générale pour les premières 

valeurs de n. Nous supposons que l'on sait résoudre le problème d'interpolation 

de Lagrange par des splines quadratiques à une variable aux extrémités d'un 

intervalle et aux milieux des sous-intervalles d'une subdivision de cet inter- 

valle (cf. par exemple [IO]), en particulier on connaît les sommets du 

* 
B-réseau de S sur les bords de T et T . 

n n 

a) Formules complétes pour T (figure 15). 2 

Les B-coefficients de S sur 3T étant connus, par exemple : 2 

a = fo, al = (-5f + 20fl - 4f3 + f4)/12 
O O 

a = f4, a3 = (f - 4fl+ 20f3 - 5f4)/12, 4 O 

a = (al + a3)/2 
2 

et des formules analogues pour les autres côtés (f. = valeur de f au point 
1 

numéro il, on utilise les corollaires 1 et 2 du théorème 1 pour calculer les 

. 
derniers B-coefficients de S : 





* 
b) Formules complètes pour T (figure 16). 2 

* 
Une fois calculés les B-coefficients de S sur les bords de T2, on obtient : 

a5 = (al + ag)/2 

a 2a - a  = 2f10 
14 10 5 - 

Mais alors les B-coefficients des côtés des deux triangles (0,  4, 18) et 

(0, 18, 24) sont connus : comme ce sont des triangles de type T2, on utilise 

les résultats du (a) et l'on obtient : 

= a 14 + a15 - a 18 

a = a  + a  - a  
17 14 2 O 18 

a6 = (al + a )/2, a7 = (a3 + a11)/2, 11 
- a13 = (ag + a17)/2, a19 - (al7 + a21)/2. 

ce qui détermine complètement les B-coefficients de S. 

c) Explicitons la construction de S sur T (figure 17) comme modèle 5 

de construction sur T 
2pt 1 : on suppose que l'on a calculé les B-coefficients 

de S sur 3T5 (résolution de trois systèmes linéaires 5 x 5 tridiagonaux) 

et que l'on sait résoudre le problème d'interpolation sur T 
4 ' 

Sont connus également par hypothèse : 

a = f  e t a  = f 7  
3 3 7 

Donc si l'on prend comme paramètres : 

a a2 et a2 = a par exemple, 
1 6 

on peut calculer successivement (corollaire 2 du théorème 1) : 

a = 2f3 - al 4 

a 5 (a4 + a6)/2 = f3 t ( a 2  - a1)/2 

a 2f7 - a2 8 



Figure 18 

Figure 18 bis 



On connaît ainsi les B-coefficients de S sur les bords du triangle (O, 1, 9) 

qui est de type T4 et l'on en déduit tous les B-coefficients de S sur ce 

triangle en fonction des paramètres al et a*. Puis, à l'aide des corollaires 

1 et 2 du théorème 1, on calcule les B-coefficients de S numérotés de 11 à 18 

(toujours en fonction de a et a 2 ) .  Enfin, les B-coefficients de S numérotés 1 

de 20 à 30 étant connus explicitement, les relations indépendantes : 

permettent le calcul des paramètres a  et a et de tous les B-coefficients 
1 2 

de S sur Tg. 

La technique est la même pour T 2p+l 
: on choisit p paramètres par exemple 

sur le bord gauche du triangle T c T 
2p 2p+l' on calcule formellement les 

B-coefficients sur T en fonction de ces paramètres et les p plaques situées 
2~ 

le long du bord gauche 
de T2p+l 

fournissent p relations indépendantes 

permettant le calcul explicite des p paramètres, d'où l'on déduit l'ensemble 

des B-coefficients de S sur T 
2p+l' 

d) Explicitons la construction de S sur T (figure 18) comme modèle 
6 

de construction de S sur T : on suppose que l'on a calculé les B-coefficients 
2~ 

de S sur aT (résolution de 3 problèmes de Lagrange à une variable, autrement 
6 

dit de 3 systèmes linéaires 6 x 6 tridiagonaux). On voit que T est décomposé 
6 

par la hauteur (0,8) en deux triangles (0,8,9) et 0,8,10) de type T* . si 
3 .  

* 
l'on a déjà fait la construction de l'interpolant sur T on en déduira la 

3 ' 
construction de S sur T si l'on arrive à calculer les B-coefficients de S 

6 

sur (0,8), c'est à dire ao, a3, ..., a Or on connaît déjà a et a et le 8 ' O 8 

corollaire 1 du théorème 1 donne a 
3 
= a  + a 2 - a .  

1 O 

Choisissant comme paramëtres : 

a = a  e t a 2 = a  1 5 7 

on peut calculer successivement : 



puis, en fonction de al et ap, tous les B-coefficients de S sur les deux 

triangles (0,8,9) et (0,8,10) respectivement, en utilisant l'algorithme 

* 
connu pour T 

3 ' 

Enfin les deux relations : 

a + a  = 2 a  e t a  + a  
11 12 6 13 14 

= 2a4 

permettent de calculer a et a explicitement et d'en déduire les valeurs 
1 2 

de tous les B-coefficients. Pour le triangle T la technique est la même : 
2~ y 

on choisit p-1 paramètres sur la hauteur r partageant T en deux triangles 
P 2~ * 

de type T . Connaissant les B-coefficients de S sur les bords de ces deux 
P 

triangles (en fonction des paramètres al, ..., a ), on en déduit, par l'algo- 
P-1 * 

rithme donnant S sur T les B-coefficients sur les deux triangles. Enfin p-1 
P y 

I 
conditions de continuité C à travers r permettent de calculer explicitement 

P 

les paramètres al, ..., a et l'ensemble des B-coefficients de S. 
P-1 

* 
e) Explicitons la construction de S sur T comme modèle de construction 

6 
* * 

sur T (figure 18 bis) ; on suppose que les B-coefficients de S sur aT ont n 6 

été calculés (résolution de 3 systèmes tridiagonaux 6 x 6) et que l'on sait 

résoudre le problème d'interpolation de Lagrange sur T Sont connus également 
6 ' 

les B-coefficients : 

a4 = f4, a8 = f8, a12 = f12 

choisissons comme paramètres : 

al = a et a2 = a 
6 10 

On peut alors calculer tous les B-coefficients de S sur la hauteur (0,141 . 



On connait alors les B-coefficients de S sur les bords des deux triangles 

(O, 14, 15) et (0, 14, 16) qui sont de type T4. On en déduit, en fonction de 

al et a2, les B-coefficients de S à l'intérieur de chacun de ces deux triangles. 

Enfin, les relations a17 + a = 2al et a + a = 2a permettent le calcul 18 19 20 2 

explicite de a et cl2 et de tous les B-coefficients de S. 
1 

Dans le cas général, on choisit [(n-11/21 paramétres sur la hauteur r n 
* 

partageant T en deux triangles de type T on calcule les B-coefficients de n n ' 
1 

S en fonction de ces paramètres et [(n-1)/21 relations de continuité C à 

travers r permettent le calcul explicite des paramètres, puis de tous les n 

B-coefficients de S.U 

Remarque : Les techniques ci-dessus permettent de construire une fois pour 

toutes les fonctions de base des différents problèmes d'interpolation de 

* 
Lagrange, c'est à dire les fonctions de S (T ) (resp. de S2(Tn)) dont la 

2 n 

valeur est 1 en un point d'interpolation et O aux autres points de L (resp. n 
* 
1,). L'interpolant cherché est alors la combinaison linéaire de ces fonctions 

ayant comme coefficients les valeurs de f aux points de 1 (resp. L*). n n 



Figure 19 

Figure 20 



Pour n = 2p, Q est réunion de p carres concentriques Q (1 r j 5 p)  
2~ 2j 

et l'on choisit les points d'interpolation sur les bords r - 
2j 

- aQ2j de ces 

carrés (sauf pour Q où l'on rajoute 4 points intérieurs, voir figure 19) 2 

D é ~ i f i o n  7 : Pouh n = 2p, l' ennemble L d e s  p0 in tb  d ' i n ; t m p o l d o n  6uh  Q 
n n 

e s t  Le hdvan t  : 

(il Les 4 p o i n t a  intéhiewu de Q? (diguhe 191 

(G) p o ~ h  1 a j I p, l e s  4(j+l) pointa advanta d e r  : l e s  4 6ommeAn 
2j 

de Q~~ et l e s  4j point6 de concowu de 4 dnoaes du héheau ( d i g .  1 1 ) .  

* * 
Pour n = 2p+l, Qlptl est réunion de ptl carrés concentriques Q 

2j+l 

(O 5 j 5 p) et les points d'interpolation sont choisis sur les bords 

* - * 
r2j+i - aQ2j+1 de ces carrés. 

* 
On vérifie que 1 L 1 = d(n) et 1 L 1 = d (n). 

n n 

Théonème 9 : Pom n p d ,  ie e A t e  un neut s e S2(an) intehpolant une donction 

f donnée Ln. Pow n U i i p a h ,  il e d t e  un seut S c S,(Q;) intenpolant f 

Preuve : a) Pour Q2 (figure 19), on connaît f ..., f et l'on en déduit 
1 y 8 

a. = f. pour i = 1, 3, 5, 7 et a = 2fi - (fi-l+ fi+l 1 1 i ) pour i = 2,4,6,8 (f =f ) ; 
9 1 



Figure 21 

Figure 22 



- - puis a = (a8 + a2)/î, a10 = (a2 + a4)/2, all - (a4 + a6)/2. a12 - (a6 + aB)/2 
9 

et enfin a = (a9 + a )/2 = (a + a )/2. A l'extérieur du losange (1,3,5,7), 
O 11 1 O 12 

on obtient, au moyen du corollaire 1 du théorème 1 : 

a = a  + a  - a  
20 1 8  9 

Finalement, comme a = f. pour 21 i i i 24, on a déterminé complétement les 
i 1 

B-coefficients de S sur Q2. 

b)  Supposons que la construction ait été faite pour Q et montrons-la 4 

pour Q6 (figure 20). (On généralise aisément au passage de Q à Qnt2). Les 

B-coefficients de S sur les bords du carré Q5= Bo B B B s'obtiennent à 
1 2 3  

partir des B-coefficients de S sur Q en appliquant le corollaire 2 du théorème 1 4 

Les 12 plaques demi-carrées (du B-réseau de S) situées sur les bords de 

Q6 sont alors complétement fixées grâce aux B-coefficients sur aQ et aux 5 

valeurs connues de f sur aQ6. Les autres B-coefficients de S sur aQ s'obtiennent 
6 

au moyen du corollaire 2. 

* 
c) Supposons que la construction ait été faite pour Q et montrons-la 

3 
* * 

pour Q5 (figure 21). On généralise facilement au passage de Q* a Qnt2 (n impair) 

* 
On commence par calculer les B-coefficients de S sur aQ en résolvant 4 systèmes 

5 

linéaires 5 x 5 tridiagonaux (n x n dans le cas général). Les B-coefficients 

* * 
de S intérieurs à la couronne Q - Q3 se calculent alors par la technique des 

5 

plaques, c'est à dire en utilisant les corollaires 1 et 2 du théorème 1. Plus 

précisément, on calcule d'abord les B-coefficients des 12 plaques en forme de 

* 
losange situées le long de aQ , puis des 12 plaques en forme de demi-losange 

3 
* 

situées le long de aQ Les autres B-coef f icients s 'en déduisent immédiatement. l 
5 ' 



Remarques : 

* 
1) Les algorithmes de calcul de S sur Q et Qn sont peu C O Û ~ ~ U X  en n 

* * 
0p6rations : si N = d(n) et N = d (n) , le coût approximatif (additions- 

soustractions et produits-quotients) du premier est de l'ordre de 20 N et 
* 

le second de l'ordre de 20N également. - i -  -. 

2) Si f est un polynôme de degré total I 2 en x et y, l'interpolant S 

de f coïncide avec f, donc d'après les résultats généraux classiques sur 

3 
l'interpolation (cf C 2 1 ou C 5 1) , l'erreur est en O(h ) pour S - f 

3 3 * 
lorsque f E H (Q ) ou H (Q 1, avec h = l/n. Même résultat pour les triangles. n n 

3) Les résultats ci-dessus se généralisent aux rectangles (avec des 

subdivisions différentes sur la longueur et la largeur), aux images affines 

* 
des carrés Q et Qn et à des domaines plus généraux, par exemple celui de n 

la figure 22. 

4) Les figures 23 et 24 montrent la répartition des points d'interpolation 

* 
sur Qn et Q quand n est grand. n 
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