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C'est & P. Bézier [2] que 1l'on doit 1'idée de représenter les courbes
et surfaces paramétrées polyndmiales dans la base de Bernstein et d'utiliser
leurs coefficients (qui définissent des points du plan ou de 1'espace) comme
des paramétres permettant de faire varier la forme de ces courbes et de ces
surfaces : d'ol les applications, en dessin graphique assisté par ordinateur,
d la conception des formes géométriques utilisées dans 1'industrie des auto-
mobiles, des avions ou des bateaux. Cette idée a été généralisée par
R.F. Riesenfeld [20] aux courbes et surfaces paramétrées splines polynomiales
représentées dans la base des B-splines (qui constitue une généralisation de
la base de Bernstein). Les splines paramétrées n'étant que des courbes poly-
nomiales par morceaux, il était naturel d'associer 3 chaque morceau une repré-
sentation Bézier locale et d'étudier)les liens de cette représentation avec
celle de Riesenfeld : c'est ce que ngﬁs avons fait, B. Germain-Bonne et moi-
méme dans le rapport [12] dont une partie est publiée dans [S2]. Les algorithmes
(SB) et (BS) permettent le passage de la représentation dans la base des
B-splines 4 la représentation locale dans la base de Bernstein et réciproquement
(le premier algorithme a été donné également par W. Bdhm [3]). Ces algorithmes
ont été repris et généralisés récemment dans [4]. Dans le rapport [12], nous
avons redémontré géométriquement les propriétés de diminutien de la variation
¢ des approximants-splines de Schoenberg-Marsden [17] et, aprés avoir défini la
notion plus fine de forme d'une courbe paramétrée plane, nous avons démontré
que ces approximants splines diminuaient la forme de ces courbes sous certaines
conditions. En dehors de ces conséquences théoriques, la représentation Bézier
locale s'avére intéressante en dessin graphique car les points correspondant
aux coefficients-Bernstein sont beaucoup plus proches de la courbe ou de la
surface que les points correspondant aux coefficients-splines. Ces différents

travaux font l'objet du premier chapitre.



Dans les années 1973-75, Lipow, Schoenberg [14], Sharma [21] et Lee [13]
ont introduit de nouvelles sortes de B-splines pour la représentation des
fonctions splines solutions de problémes d'interpolation d'Hermite aux points
entiers de la droite réelle. La construction de ces B-splines de degré
n=2m-1etde classe C° ¥ (1 < r < m) est faite d partir des coefficients
d'un polyndme de degré d = 2(m-r) calculé au moyen d'un déterminant d'ordre
d+r, et d'un systéme linéaire assez complexe. Grdce a la représentation
locale des splines dans la base de Bernstein, je montre au chapitre 2 que ce:
B-splines se calculent aisément a partir des é€léments propres d'une matrice
de dimension d. J'obtiens également une représentation simple des fonctions
fondamentales du procédé d'interpolation, ce qui permet en particulier le

calcul des normes des opérateurs de projection. De nombreux exemples sont

donnés dans les rapports [S4] et [S5].

Au chapitre 3, je définis des splines quadratiques généralisées (SQG)
qui sont des fonctions de Cl[a, bl constituées de morceaux de fonctions de

la forme Si(t) =a, ta xta ui(x) ol x = (t—ti)/(ti+1 - ti), lorsque

io i2
telt.,, t. ., T={a=t <t, <...<t_ =b} étant une subdivision donnée
i 1+l o 1 n
de [a, b]. Quand ui(x) = x2 pour tout i = 0, 1, ..., n-1, on retrouve les

splines quadratiques classiques. Moyennant des hypothéses simples sur les
fonctions u; je généralise aux SQG des résultats démontrés par Marsden [16]

et Schoenberg [22], dans le cas polyndmial, sur la norme du projecteur de
Lagrange aux pgints (ti + ti+l)/2 et sur une propriété d'optimalité des splines
d'interpolation par moyenne locale (histosplines). J'étudie également 1'inter-
polation d'Hermite (f et f') par les SQG, et je donne des majorations d'erreur
pour les interpolants de Lagrange et d'Hermite en reprenant les techniques

utilisées par Marsden dans [16].
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Au chapitre 4, j'étudie une famille d'opérateurs splines positifs et
leurs fonctions propres constituant une base orthogonale de fonctions splines.
Ces opérateurs généralisent les opérateurs de Bernstein modifiés, étudiés par
Durrmeyer [6] et Derrienic [5], dont les fonctions propres sont les polyndmes
de Legendre. Aprés avoir étudié quelques propriétés de convergence de ces
opérateurs dans LPro, 11, je montre que leurs valeurs propres sont réelles,
distinctes dans ]0, 1] et que leurs fonctions propres forment une base de
splines orthogonales dont les racines ont des propriétés analogues 3 celles
des polyndmes orthogonaux classiques . Ces splines orthogonales sont diffé-
rentes de celles introduites par Schoenberg [22]. I1 serait intéressant de

pouvoir les calculer d partir de formules de récurrence.

Au chapitres 5 et 6, j'étudie des approximants-splines (quasi-interpolants)
du type : |
(%) Sf(x, y) = ] My (6) My (xs y)

1,3
ol uij(f) fait intervenir les valeurs de f et de certaines de ses dérivées
partielles aux noeuds Aij d'une triangulation réguliére du plan (triangles
équilatéraux au chapitre 5, triangles rectangle-isocdles au chapitre 6) et ol
Mij(x’ y) est une spline & support borné centré en Aij (B-spline). Le premier
probléme qui se pose est celui de 1'existence de B-splines dans 1'espace Sp(n,k)
des fonctions de classe Ck dont la restriction 3 chaque triangle est un poly-
nome de degré total inférieur ou égal 3 n. J'ai construit en 1978 [S12]
quelques B-splines (dans Sp(3,1), Sp(4,2) et Sp(6,3) pour le réseau équilatéral
et dans Sp(2,1) et Sp(4,2) pour le réseau rectangle-isocéle) au moyen de la
représentation locale des splines dans la base de Bernstein en coordonnées
barycentriques. Par une autre technique (convolution discréte), P.0. Frederickson
a construit, dés 1970-71, des B-splines et des quasi-interpolants sur le

réseau &quilatéral en donnant également des majorations d'erreur théoriques [9]

(10] [11]. I1 a démontré en particulier que l'on peut construire des B-splines



dans Sp(n, k*(n)) avec k* (3p) = 2p - 1 et k*(3p+l) = k*(3p+2) = 2p. J'ai
complété ce résultat en montrant qu'il est impossible de construire des
B-splines dans Sp(n, k) lorsque k > k*(n). Pour le réseau rectangle isocéle,
j'ai montré qu'il n'existe pas de B-spline dans Sp(n, n-1) pour tout n 2 3
(en revanche il en existe pour n = 1 et 2) et la question de 1l'existence
dans Sp(n, n-2) n'est pas résolue sauf pour n = 2, 3, 4. Ces questions sont

actuellement 1l'objet d'études plus approfondies dans un cadre plus général.

Le reste des chapitres 5 et 6 est une étude des constantes explicites
de majorations d'erreur (en norme uniforme) pour divers quasi-interpolants du
type (%) : on utilise systématiquement le fait que les polyndmes de Bernstein,
en coordonnées barycentriques, forment une partition de 1'unité sur chaque
triangle du réseau. Cette technique est utilisée également par d'autres
auteurs [8] [1] pour la détermination des dimensions des espaces de splines

sur une triangulation quelconque et la construction de nouveaux éléments finis.

Au chapitre 7, j'utilise des splines quadratiques a& deux variables
(fonctions de classe Cl dont la restriction a chaque triangle T d'une triangu-
lation T d'un domaine est un polyndme P de degré inférieur ou égal a 2) pour
construire des interpolants d'Hermite en des points arbitraires du plan et des
interpolants de Lagrange en des points répartis de fagon assez réguliére. La
représentation systématique des polyndmes P, dans la base de Bernstein par
rapport aux coordonnées barycentriques de T, permet de donner une expression
simple et géométrique des conditions de continuité cl 3 1a frontidre de deux
triangles adjacents. Ceci facilite le calcul des coefficients de 1'interpolant
d'Hermite S (défini par Powell et Sabin [19]) d'une fonction f et de son

gradient en des points arbitraires du plan. Je donne une majoration de 1'erreur
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d'interpolation lorsque la triangulation associée 3@ ces points est assez

P4 s N
réguliere.

En ce qui concerne 1l'interpolation de Lagrange en des points arbitraires
du plan, le probléme est moins trivial car il n'est plus purement local
comme le probléme d'Hermite. En revanche, pour des domaines simples (triangles,
carrés, rectangles, quadrilatéres) munis de triangulations réguliéres consti-
tuées par exemple de triangles rectangle-isocéles, je montre qu'il est possible’
de construire des interpolants en des points particuliers du domaine. Les algo-
rithmes obtenus, pour les carrés notamment, sont peu coliteux en opérations
(environ 20 N additions-multiplications pour N points d'interpolation) et
semblent intéressantspour le tracé des courbes de niveau (voir également [181]).

Ils sont généralisables 3 des domaines plus complexes munis de triangulations

. Pd N
moins régulie€res.
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CHAPITRE 1

POLYGONES ET RESEAUX ASSOCIES AUX COURBES
ET SURFACES POLYNOMIALES PAR MORCEAUX

Il dit : "Je suis losange.

de suis le cercle avec sa quadrature
de suis carré ; je roule, roule'
Il se voudrait la lot

d'un univers jamais compris

Ecole pour chardonnerets.

Neige en oiseaux majeurs ...

Il dit : "Je suis la paralléle

Je suis la pyramide”.

0 bal masqué,

pour n'avoir plus 4 se connaftre...

Alatin BOSQUET
(Poémes, deux)
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[ - INTRODUCTION

Tout arc paramétré polynomial (courbe Bézier) est représentable dans
la base de Bernstein : ses coefficients sont des points formant une ligne
polygonale (polygone Bézier ou B-polygone) dont 1'enveloppe convexe contient
la courbe associée. Plus généralement, tout arc paramétré spline polyndmial
(courbe spline) est représentable dans la base des B-splines : ses coefficients
sont des points formant une ligne polygonale (polygone spline ou S-polygone)
dont l'enveloppe convexe contient égalemént la courbe associée. Mais cette
courbe spline est obtenue par raccordement d'un certain nombre de courbes
Bézier locales dont chacune posséde un B—po]ygoﬁe local : la réunion de ces

B-polygones locaux constitue le B-polygone global de la courbe spline.

Aprés avoir rappelé les définitions des B et S-polygones ainsi que les
constructions relatives aux courbes associées, nous donnons dans ce chapitre
deux algorithmes permettant de construire le B-polygone global d partir du
S-polygone d'une courbe spline (algorithme (SB)) et réciproquement de recons-
truire le S-polygone a partir du B-polygone global (algorithme (BS)). Ces
définitions et ces algorithmes se généralisent aux surfaces splines obtenues
par produits tensoriels de splines polyndmiales 3 une variable. Le B-polygone
global (le B-réseau global pour les surfaces) est beaucoup plus proche de la
courbe (ou de la surface) que le S-polygone (ou le S-réseau) : cette propriété
est intéressante sur le plan pratique (en dessin graphique par exemple) et
sur le plan théorique. On montre en effet que le passage du B-polygone global
au S-polygone s'effectue au moyen d'un certain nombre de polygones emboités
les uns dans les autres : ceci permet d'une part de redémontrer géométriquement
les propriétés de diminution de la variation des approximants de Schoenberg-
Marsden et de démontrer d'autre part, pour les courbes planes, une propriété plus

fine de diminution de la forme pour ces mémes approximants splines.
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Il - POLYGONES ET RESEAUX ASSOCIES AUX COURBES ET SURFACES BEZIER

2.1 Rappels sur la base de Bernstein

La base de Bernstein de l'espaceIIPn des polyndmes de degré < n est consti-
tuéedes polyndmes :

o (= (D £ (gL (0 <1ic<n)

Rappelons sans démonstration quelques propriétés de ces polyndmes (voir

Davis [ 9], Chapitre 6 ou Lorentz [14])

(B1) VtelO, 1], ¥neN, ¥ie {0, 1, ..., n}

¢ .(t) 20

31

|
nes—8 o

¢n,i(t) =1

i=o

¢n,i(t) =%

|
[[Kae]=]
S|k

izo

(B2) Pour P(t) =
i

1no~s

< < .
i bi ¢n,i(t) eiPn, ona,pour 0 <k €£n:

Y, . ol SR o
PO = g LAy s ()

avec Ab, = b, ., - b, et Ak+l b. = A(Akb.) pour k > 1.
i o i | i i il
En particulier :
(k) _ n! k
P*T7(0) = i1 A™b
(k) _ _n! k
S (n-k)! 5B %

(B3) Dans la base canonique deIPn, on a :

n n
P(t) = § a t9= § (M % tF
= k - k o
k=o k=0
ce qui donne, pour 0 < k < n :

k

k()

I k _ 1
a = (k) A bo et bk = .Z —= s

i=o (i)

On passe ainsi aisément d'une base 3d 1'autre.
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Fig. 1. BASES DE BERNSTEIN DE DEGRE n (1 < n < 3)

by olx) = 1-x ¢ () = x by o(x) = (1-x)2 b, (%) = x

¢2,1(X) = 2x(1-x)

n=3
¢3,O(x) = (1=5%)°
83 1(%) = 3x(1-x)?
by o(x) = 3x%(1-x)
(x) = x°
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2.2 Courbes et polygones Bézier. Surfaces et polyddres (ou réseaux) Bézier

Les courbes Bézier sont des arcs paramétrés de RP (p 2 2) définis par
des polyndmes a coefficients vectoriels exprimés dans la base de Bernstein

de P_.
n

Soit Q = {Qo, Ql’ A Qn} une suite de n+l points de RP 3y on lui
associe l'arc paramétré :

n
B (R, t) = z Q; ¢ ;(t) t e [0, 1]

Déginition 1 : B est une courbe Béziern de degné n et D est Le polygone

Bézien (en abnégé B-polygone) de B .

Comme conséquence de (B1l), on voit que le point courant Bn(D, t) est
barycentre des points Qi affectés respectivement des masses ¢n i(t). C'est
S
cette propriété qui est intéressante dans les applications graphiques (voir

les travaux de P. Bézier 1] [21], 3], A.R. Forrest [10], W.J. Gordon et

R.F. Riesenfeld [123]).

On a également, d'aprés (B2)
~k
(x) __nt Nk
B @ ) = hgr L B0 by 3O

Ce qui montre que Bﬁk) est, 3 un coefficient prés, la courbe Bézier, de degré

n-k associée au B-polygone :

(k) _ k k k
Q77 = {ATQ s ATQys wees ATQ )

" . ' - _ 1 = _ " Ané
En particulier B n(0) n(Ql QO), B n(l) n(Qn Qn—l) ; plus généralement les
vecteurs dérivés en 0 et 1 se construisent géométriquement & partir du

B-polygone Q. On peut également exprimer Bn dans la base canonique :
n
k k
B(M,t)= ) (MHa“q t
n k=6 k o
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De maniére analogue, les surfaces Bézier sont des nappes paramétrées
de RP (p 2 3) définies comme polyndmes d coefficients vectoriels dans la
base de Bernstein de P GIPn (ou plus généralement deIPm 8P , m pouvant Etre
différent de n)

R ={Q., 0<i,j<n}cRP
n

1] n

2
Bn(n, u; V) = Z X Qij ¢n,i(U) ¢n,j(v) (u, v) € [0, 1]

izo j=o

Dé ginition 2 : B est une surface Bézier de deghé n et [ est Le polyedre ou

héseau Bézien de Bn. (En abrégé B-polyedre ou B-naéseau) .

En pratique, on utilise essentiellement les surfaces bilinéaires
(n=1), biquadratiques (n=2) et bicubiques (n=3). La plupart des algorithmes,
exposés dans la suite pour les courbes, se généralisent aux surfaces de ce
type. Enfin, il est possible de définir des variétés de dimension supérieure
par produit tensoriel d'un plus grand nombre d'espaces Pn. Les propriétés
des B-polygones sont conservées, en particulier le fait que la nappe para-

métrée est dans l'enveloppe convexe de son B-réseau.

2.3 Construction géométrique du point courant d'une courbe Bézier et de toutes

les dérivées en ce point.

——d e L e T e e e e - =

Pour construire le point courant Bn(D,t) d partir du polygone @, on
utilise 1l'algorithme suivant

(1) Qi 5 = Qi (0 £ i <n)

o ;

=
IA A
ikl
IAIA

o]

(BZ0O) (i1) Q j(t) =tQ j_l(t) + (1-t) Q. _,

9

(iii) Bn(D,t) Q n(t)‘

n,




















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































