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C'est & P. Bézier [2] que 1l'on doit 1'idée de représenter les courbes
et surfaces paramétrées polyndmiales dans la base de Bernstein et d'utiliser
leurs coefficients (qui définissent des points du plan ou de 1'espace) comme
des paramétres permettant de faire varier la forme de ces courbes et de ces
surfaces : d'ol les applications, en dessin graphique assisté par ordinateur,
d la conception des formes géométriques utilisées dans 1'industrie des auto-
mobiles, des avions ou des bateaux. Cette idée a été généralisée par
R.F. Riesenfeld [20] aux courbes et surfaces paramétrées splines polynomiales
représentées dans la base des B-splines (qui constitue une généralisation de
la base de Bernstein). Les splines paramétrées n'étant que des courbes poly-
nomiales par morceaux, il était naturel d'associer 3 chaque morceau une repré-
sentation Bézier locale et d'étudier)les liens de cette représentation avec
celle de Riesenfeld : c'est ce que ngﬁs avons fait, B. Germain-Bonne et moi-
méme dans le rapport [12] dont une partie est publiée dans [S2]. Les algorithmes
(SB) et (BS) permettent le passage de la représentation dans la base des
B-splines 4 la représentation locale dans la base de Bernstein et réciproquement
(le premier algorithme a été donné également par W. Bdhm [3]). Ces algorithmes
ont été repris et généralisés récemment dans [4]. Dans le rapport [12], nous
avons redémontré géométriquement les propriétés de diminutien de la variation
¢ des approximants-splines de Schoenberg-Marsden [17] et, aprés avoir défini la
notion plus fine de forme d'une courbe paramétrée plane, nous avons démontré
que ces approximants splines diminuaient la forme de ces courbes sous certaines
conditions. En dehors de ces conséquences théoriques, la représentation Bézier
locale s'avére intéressante en dessin graphique car les points correspondant
aux coefficients-Bernstein sont beaucoup plus proches de la courbe ou de la
surface que les points correspondant aux coefficients-splines. Ces différents

travaux font l'objet du premier chapitre.



Dans les années 1973-75, Lipow, Schoenberg [14], Sharma [21] et Lee [13]
ont introduit de nouvelles sortes de B-splines pour la représentation des
fonctions splines solutions de problémes d'interpolation d'Hermite aux points
entiers de la droite réelle. La construction de ces B-splines de degré
n=2m-1etde classe C° ¥ (1 < r < m) est faite d partir des coefficients
d'un polyndme de degré d = 2(m-r) calculé au moyen d'un déterminant d'ordre
d+r, et d'un systéme linéaire assez complexe. Grdce a la représentation
locale des splines dans la base de Bernstein, je montre au chapitre 2 que ce:
B-splines se calculent aisément a partir des é€léments propres d'une matrice
de dimension d. J'obtiens également une représentation simple des fonctions
fondamentales du procédé d'interpolation, ce qui permet en particulier le

calcul des normes des opérateurs de projection. De nombreux exemples sont

donnés dans les rapports [S4] et [S5].

Au chapitre 3, je définis des splines quadratiques généralisées (SQG)
qui sont des fonctions de Cl[a, bl constituées de morceaux de fonctions de

la forme Si(t) =a, ta xta ui(x) ol x = (t—ti)/(ti+1 - ti), lorsque

io i2
telt.,, t. ., T={a=t <t, <...<t_ =b} étant une subdivision donnée
i 1+l o 1 n
de [a, b]. Quand ui(x) = x2 pour tout i = 0, 1, ..., n-1, on retrouve les

splines quadratiques classiques. Moyennant des hypothéses simples sur les
fonctions u; je généralise aux SQG des résultats démontrés par Marsden [16]

et Schoenberg [22], dans le cas polyndmial, sur la norme du projecteur de
Lagrange aux pgints (ti + ti+l)/2 et sur une propriété d'optimalité des splines
d'interpolation par moyenne locale (histosplines). J'étudie également 1'inter-
polation d'Hermite (f et f') par les SQG, et je donne des majorations d'erreur
pour les interpolants de Lagrange et d'Hermite en reprenant les techniques

utilisées par Marsden dans [16].
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Au chapitre 4, j'étudie une famille d'opérateurs splines positifs et
leurs fonctions propres constituant une base orthogonale de fonctions splines.
Ces opérateurs généralisent les opérateurs de Bernstein modifiés, étudiés par
Durrmeyer [6] et Derrienic [5], dont les fonctions propres sont les polyndmes
de Legendre. Aprés avoir étudié quelques propriétés de convergence de ces
opérateurs dans LPro, 11, je montre que leurs valeurs propres sont réelles,
distinctes dans ]0, 1] et que leurs fonctions propres forment une base de
splines orthogonales dont les racines ont des propriétés analogues 3 celles
des polyndmes orthogonaux classiques . Ces splines orthogonales sont diffé-
rentes de celles introduites par Schoenberg [22]. I1 serait intéressant de

pouvoir les calculer d partir de formules de récurrence.

Au chapitres 5 et 6, j'étudie des approximants-splines (quasi-interpolants)
du type : |
(%) Sf(x, y) = ] My (6) My (xs y)

1,3
ol uij(f) fait intervenir les valeurs de f et de certaines de ses dérivées
partielles aux noeuds Aij d'une triangulation réguliére du plan (triangles
équilatéraux au chapitre 5, triangles rectangle-isocdles au chapitre 6) et ol
Mij(x’ y) est une spline & support borné centré en Aij (B-spline). Le premier
probléme qui se pose est celui de 1'existence de B-splines dans 1'espace Sp(n,k)
des fonctions de classe Ck dont la restriction 3 chaque triangle est un poly-
nome de degré total inférieur ou égal 3 n. J'ai construit en 1978 [S12]
quelques B-splines (dans Sp(3,1), Sp(4,2) et Sp(6,3) pour le réseau équilatéral
et dans Sp(2,1) et Sp(4,2) pour le réseau rectangle-isocéle) au moyen de la
représentation locale des splines dans la base de Bernstein en coordonnées
barycentriques. Par une autre technique (convolution discréte), P.0. Frederickson
a construit, dés 1970-71, des B-splines et des quasi-interpolants sur le

réseau &quilatéral en donnant également des majorations d'erreur théoriques [9]

(10] [11]. I1 a démontré en particulier que l'on peut construire des B-splines



dans Sp(n, k*(n)) avec k* (3p) = 2p - 1 et k*(3p+l) = k*(3p+2) = 2p. J'ai
complété ce résultat en montrant qu'il est impossible de construire des
B-splines dans Sp(n, k) lorsque k > k*(n). Pour le réseau rectangle isocéle,
j'ai montré qu'il n'existe pas de B-spline dans Sp(n, n-1) pour tout n 2 3
(en revanche il en existe pour n = 1 et 2) et la question de 1l'existence
dans Sp(n, n-2) n'est pas résolue sauf pour n = 2, 3, 4. Ces questions sont

actuellement 1l'objet d'études plus approfondies dans un cadre plus général.

Le reste des chapitres 5 et 6 est une étude des constantes explicites
de majorations d'erreur (en norme uniforme) pour divers quasi-interpolants du
type (%) : on utilise systématiquement le fait que les polyndmes de Bernstein,
en coordonnées barycentriques, forment une partition de 1'unité sur chaque
triangle du réseau. Cette technique est utilisée également par d'autres
auteurs [8] [1] pour la détermination des dimensions des espaces de splines

sur une triangulation quelconque et la construction de nouveaux éléments finis.

Au chapitre 7, j'utilise des splines quadratiques a& deux variables
(fonctions de classe Cl dont la restriction a chaque triangle T d'une triangu-
lation T d'un domaine est un polyndme P de degré inférieur ou égal a 2) pour
construire des interpolants d'Hermite en des points arbitraires du plan et des
interpolants de Lagrange en des points répartis de fagon assez réguliére. La
représentation systématique des polyndmes P, dans la base de Bernstein par
rapport aux coordonnées barycentriques de T, permet de donner une expression
simple et géométrique des conditions de continuité cl 3 1a frontidre de deux
triangles adjacents. Ceci facilite le calcul des coefficients de 1'interpolant
d'Hermite S (défini par Powell et Sabin [19]) d'une fonction f et de son

gradient en des points arbitraires du plan. Je donne une majoration de 1'erreur
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d'interpolation lorsque la triangulation associée 3@ ces points est assez

P4 s N
réguliere.

En ce qui concerne 1l'interpolation de Lagrange en des points arbitraires
du plan, le probléme est moins trivial car il n'est plus purement local
comme le probléme d'Hermite. En revanche, pour des domaines simples (triangles,
carrés, rectangles, quadrilatéres) munis de triangulations réguliéres consti-
tuées par exemple de triangles rectangle-isocéles, je montre qu'il est possible’
de construire des interpolants en des points particuliers du domaine. Les algo-
rithmes obtenus, pour les carrés notamment, sont peu coliteux en opérations
(environ 20 N additions-multiplications pour N points d'interpolation) et
semblent intéressantspour le tracé des courbes de niveau (voir également [181]).

Ils sont généralisables 3 des domaines plus complexes munis de triangulations

. Pd N
moins régulie€res.



0-10

LISTE DES TRAVAUX DE L'AUTEUR LIES A LA THESE (=*)

(s11 "Proprittés de diminution de La variation et de La foame pour Les
approximants-splines" Séminaire n® 263, Grenoble (Janvier 1977) (avec

B. Germain-Bonne).

[s2] "Spline and Bézier polygons associated with a polynomial spline curve"
Computer Aided Design, Vol 10, n°® 4 (Juillet 1978), p. 257-261.

[s3] "Splines et base de Bernstein. I-Polygones associés & une fonction
spline et applications”". Publication n°® 109 de 1'UER de Mathématiques.
Lille (avril 1977).

[su]l "Splines et base de Bernstein 11. SplLines d suppont minimal pounr
L' intenpolation candinale d'Henrmite." Publication n® 112 de 1'UER de
mathématiques, Lille (avril 1977).

[s5] "Splines et base de Bernstein 111. Interpolation cardinale d'Hermite
{(splines de degré impain)". Publication n® 123 de 1'UER de mathématiques
Lille (décembre 1977).

[s6] "Interpolation d'Hermite sur un intervalle par des splines quadratiques
et applications", Publication ANO 36 (Janvier 1981).

[(S7] "Splines quadratiques généralistes. I-intenpolation sun un intervalle
de R" Publication ANO 42 (janvier 1981).

(s8]l "Splines quadratiques généralistes. TI-Erneun d'intenpolation sur un
Antervalle”", Publication ANO 49 (aolt 1981).

(x) Les publications ANO sont celles de l'équipe d'Analyse Numérique et
Optimisation (UER d'IEEA Informatique) de l'Université de Lille I.



0-11

[s9] "Opérateuns de Bernstein-Jacobi et polynomes onthogonaux" Publication
ANO 37 (janvier 1981).

[S10] Opérateurs de Bernstein-Laguerre et polyndmes orthogonaux sur R'.
Publication ANO 38 (janvier 1981).

[S11] "Opérateuns splines positifs : convergence et éfiments propres"
Publication ANO 48 (Juillet 1981).

[S12] "Quasi-intenpolants-splines sur des réseaux trhiangulaines réguliesrs
du plan". Colloque d'Analyse Numérique, Giens (Mai 1978) Exposés a la
NASA (Cleveland) et 3 Kent State University (Avril - Mai 1979). Ecole
d'été de Sielpia, Pologne (Septembre 1980).

[S13] "De £'existence de splines & support borné sun une trilangulation
équilaténale du plan". Publication ANO 39 (Février 1981).

[si4] "Quasi-intenpolants splines swt un réseau Equilatéral du plan'
Publication ANO 57 (Novembre 1981).

[S15] "Quasi-interpolants splines sun un réseau nectangle-isocéle du plan'
Publication ANO 59 (Janvier 1982).

Chapitre 7 : Splines_quadratiques & Z_variables ~
[s16] "Intenpolation d'Henmite parn des sunfaces de classe CI quadratiques
par morceaux”" Publication ANO 16 (novembre 1979) Séminaire n® 339,

Grenoble (avril 1980).

[S171 "Intenpolation d'Henmite pan des surfaces de classe ¢! quadrnatiques par
morceaux" 2° Congrés International sur les Méthodes Numériques de
1'Ingénieur (GAMNI), p. 175-185, Dunod, Paris (décembre 1980). Voir
aussi Publication ANO 34 (janvier 1981).



[(s18]1 "Intenpolation by quadratic splines on triangles and squares"
Publication ANO 52 (septembre 1981). A paraitre dans Computers in
Industry

AUTRES TRAVAUX DE L'AUTEUR

[519] "Systeme différential associf & centaines dquations intégrales de
Lype Hammerstein" C.R. ‘Acad. Sci. Paris, t. 277 (1973), A 605-607.

[S20] "Une méthode de nésolution numérnique de certaines Bquations intigrales
- de type Hammerstein" RAIRO (1975), R1, p. 105-118.

[s21] "Utilisation des déterminants de Fredholm dans La nésolution numérique
des Zquations intégrales Linéairnes a noyau continu" C.R. Acad. Sci.
Paris, t. 279 (1974), p 337-340.

[s22] "Etude de £'Equation de Fredhofm au voisinage d'une boane crnitique"
RAIRO Analyse Numérique, Vol 11, n® 3 (1977), p. 287-305.

[s23] "Bases de type Schauden de C[0,1]. Formules de quadrature associies.
Bases de Rombeng”. Publications n® 49 et 76 de 1'UER de Mathématiques
Lille (mai 1975 et mars 1976).

[s2u] "Bases de type Schauden de C[0,1] et applications a L'intégration
numénique. C.R. Acad. Sci. Paris, t. 284 (2 mai 1977) A 1077-1080.

[s25] "Bases de type Schaudern de C[0,1] et formules de quadrature associge"
Numer. Math, 30 (1978), p. 227-2u0.

Divers

[s26] "Quatre algornithmes pour développer un nombre néel en sérnie de gractions
Zgyptiennes” Publication ANO 35 (janvier 1981)

[s27] "Operateurs de Bernstein-Sheffer” Publication ANO 45 (juin 1981).



I-1

CHAPITRE 1

POLYGONES ET RESEAUX ASSOCIES AUX COURBES
ET SURFACES POLYNOMIALES PAR MORCEAUX

Il dit : "Je suis losange.

de suis le cercle avec sa quadrature
de suis carré ; je roule, roule'
Il se voudrait la lot

d'un univers jamais compris

Ecole pour chardonnerets.

Neige en oiseaux majeurs ...

Il dit : "Je suis la paralléle

Je suis la pyramide”.

0 bal masqué,

pour n'avoir plus 4 se connaftre...

Alatin BOSQUET
(Poémes, deux)
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[ - INTRODUCTION

Tout arc paramétré polynomial (courbe Bézier) est représentable dans
la base de Bernstein : ses coefficients sont des points formant une ligne
polygonale (polygone Bézier ou B-polygone) dont 1'enveloppe convexe contient
la courbe associée. Plus généralement, tout arc paramétré spline polyndmial
(courbe spline) est représentable dans la base des B-splines : ses coefficients
sont des points formant une ligne polygonale (polygone spline ou S-polygone)
dont l'enveloppe convexe contient égalemént la courbe associée. Mais cette
courbe spline est obtenue par raccordement d'un certain nombre de courbes
Bézier locales dont chacune posséde un B—po]ygoﬁe local : la réunion de ces

B-polygones locaux constitue le B-polygone global de la courbe spline.

Aprés avoir rappelé les définitions des B et S-polygones ainsi que les
constructions relatives aux courbes associées, nous donnons dans ce chapitre
deux algorithmes permettant de construire le B-polygone global d partir du
S-polygone d'une courbe spline (algorithme (SB)) et réciproquement de recons-
truire le S-polygone a partir du B-polygone global (algorithme (BS)). Ces
définitions et ces algorithmes se généralisent aux surfaces splines obtenues
par produits tensoriels de splines polyndmiales 3 une variable. Le B-polygone
global (le B-réseau global pour les surfaces) est beaucoup plus proche de la
courbe (ou de la surface) que le S-polygone (ou le S-réseau) : cette propriété
est intéressante sur le plan pratique (en dessin graphique par exemple) et
sur le plan théorique. On montre en effet que le passage du B-polygone global
au S-polygone s'effectue au moyen d'un certain nombre de polygones emboités
les uns dans les autres : ceci permet d'une part de redémontrer géométriquement
les propriétés de diminution de la variation des approximants de Schoenberg-
Marsden et de démontrer d'autre part, pour les courbes planes, une propriété plus

fine de diminution de la forme pour ces mémes approximants splines.
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Il - POLYGONES ET RESEAUX ASSOCIES AUX COURBES ET SURFACES BEZIER

2.1 Rappels sur la base de Bernstein

La base de Bernstein de l'espaceIIPn des polyndmes de degré < n est consti-
tuéedes polyndmes :

o (= (D £ (gL (0 <1ic<n)

Rappelons sans démonstration quelques propriétés de ces polyndmes (voir

Davis [ 9], Chapitre 6 ou Lorentz [14])

(B1) VtelO, 1], ¥neN, ¥ie {0, 1, ..., n}

¢ .(t) 20

31

|
nes—8 o

¢n,i(t) =1

i=o

¢n,i(t) =%

|
[[Kae]=]
S|k

izo

(B2) Pour P(t) =
i

1no~s

< < .
i bi ¢n,i(t) eiPn, ona,pour 0 <k €£n:

Y, . ol SR o
PO = g LAy s ()

avec Ab, = b, ., - b, et Ak+l b. = A(Akb.) pour k > 1.
i o i | i i il
En particulier :
(k) _ n! k
P*T7(0) = i1 A™b
(k) _ _n! k
S (n-k)! 5B %

(B3) Dans la base canonique deIPn, on a :

n n
P(t) = § a t9= § (M % tF
= k - k o
k=o k=0
ce qui donne, pour 0 < k < n :

k

k()

I k _ 1
a = (k) A bo et bk = .Z —= s

i=o (i)

On passe ainsi aisément d'une base 3d 1'autre.
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Fig. 1. BASES DE BERNSTEIN DE DEGRE n (1 < n < 3)

by olx) = 1-x ¢ () = x by o(x) = (1-x)2 b, (%) = x

¢2,1(X) = 2x(1-x)

n=3
¢3,O(x) = (1=5%)°
83 1(%) = 3x(1-x)?
by o(x) = 3x%(1-x)
(x) = x°
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2.2 Courbes et polygones Bézier. Surfaces et polyddres (ou réseaux) Bézier

Les courbes Bézier sont des arcs paramétrés de RP (p 2 2) définis par
des polyndmes a coefficients vectoriels exprimés dans la base de Bernstein

de P_.
n

Soit Q = {Qo, Ql’ A Qn} une suite de n+l points de RP 3y on lui
associe l'arc paramétré :

n
B (R, t) = z Q; ¢ ;(t) t e [0, 1]

Déginition 1 : B est une courbe Béziern de degné n et D est Le polygone

Bézien (en abnégé B-polygone) de B .

Comme conséquence de (B1l), on voit que le point courant Bn(D, t) est
barycentre des points Qi affectés respectivement des masses ¢n i(t). C'est
S
cette propriété qui est intéressante dans les applications graphiques (voir

les travaux de P. Bézier 1] [21], 3], A.R. Forrest [10], W.J. Gordon et

R.F. Riesenfeld [123]).

On a également, d'aprés (B2)
~k
(x) __nt Nk
B @ ) = hgr L B0 by 3O

Ce qui montre que Bﬁk) est, 3 un coefficient prés, la courbe Bézier, de degré

n-k associée au B-polygone :

(k) _ k k k
Q77 = {ATQ s ATQys wees ATQ )

" . ' - _ 1 = _ " Ané
En particulier B n(0) n(Ql QO), B n(l) n(Qn Qn—l) ; plus généralement les
vecteurs dérivés en 0 et 1 se construisent géométriquement & partir du

B-polygone Q. On peut également exprimer Bn dans la base canonique :
n
k k
B(M,t)= ) (MHa“q t
n k=6 k o
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De maniére analogue, les surfaces Bézier sont des nappes paramétrées
de RP (p 2 3) définies comme polyndmes d coefficients vectoriels dans la
base de Bernstein de P GIPn (ou plus généralement deIPm 8P , m pouvant Etre
différent de n)

R ={Q., 0<i,j<n}cRP
n

1] n

2
Bn(n, u; V) = Z X Qij ¢n,i(U) ¢n,j(v) (u, v) € [0, 1]

izo j=o

Dé ginition 2 : B est une surface Bézier de deghé n et [ est Le polyedre ou

héseau Bézien de Bn. (En abrégé B-polyedre ou B-naéseau) .

En pratique, on utilise essentiellement les surfaces bilinéaires
(n=1), biquadratiques (n=2) et bicubiques (n=3). La plupart des algorithmes,
exposés dans la suite pour les courbes, se généralisent aux surfaces de ce
type. Enfin, il est possible de définir des variétés de dimension supérieure
par produit tensoriel d'un plus grand nombre d'espaces Pn. Les propriétés
des B-polygones sont conservées, en particulier le fait que la nappe para-

métrée est dans l'enveloppe convexe de son B-réseau.

2.3 Construction géométrique du point courant d'une courbe Bézier et de toutes

les dérivées en ce point.

——d e L e T e e e e - =

Pour construire le point courant Bn(D,t) d partir du polygone @, on
utilise 1l'algorithme suivant

(1) Qi 5 = Qi (0 £ i <n)

o ;

=
IA A
ikl
IAIA

o]

(BZ0O) (i1) Q j(t) =tQ j_l(t) + (1-t) Q. _,

9

(iii) Bn(D,t) Q n(t)‘

n,



Exemple voir figure 2, page I-1C.

Plus généralement, pour construire

(k)

(Q,t), on utilise 1l'algorithme

précédent d partir du polygone [ = (Aon, Ale, cees Aan—k)'

(1) ng; = 4%, (0 <1<k
o2y ) okK) NG _ (k) 1 <3 <nk
(BZ1) (ii) Qi,j(t) = tQi’irl(t) + (1-t) Qi_l’j_l(i) 2§ & pw
rark mbK) - (n-k)! o(k) _ (n-Kk)! (x)
Sect Qn-k,n—k(t) T T nr Bn M, 8 =5 BB s B
Remarque : En posant Qi 3 - ngg, le premier algorithme est le cas particulier

k=0 du deuxiéme.

- ——— " - - - - - - ——

On se propose de condenser sous une forme géométrique simple les

algorithmes ci-dessus.

Remarquons d'abord que pour 0 < k < n-1 :

(k+1) _ ,k+1 _ .k _ Ak _Ak) (k) . e
Qo 8 QA Qyy m A Q=040 %0 {0 & & = piel)
Supposons que l'on ait établi & l'ordre j, pour 0 < k < n-1 :
(k+1) _ (k) (k) ' e & o i
(BZQ) Qi,j - Qi'f’l,i i,j (] S 1 =N k l)

On obtient a l'ordre j+1 :

(k+1) _ (k+1) ~ (k+1)
Q,ge1 =8 Q5" F (78D Qg 4
= +togh) L - off )1+ -o) 1l - off)
() )y GO L ()
= [tQi+l,j + (1-t) Qi,j] rtQi,j + (1-t) Qi—l,j1
_ Ak) (k)
= Qqan, 561 = 9 g4y - cafd.
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Il y a donc deux fagons de calculer Q(k;ii a partir des trois points
Qifi E Q(k) Qiti .3 (cf. figure ci-dessous).
- soit en calculant Q(k) et Q(k) en utilisant la relation
i+1,j+1 i,j+1

(BZ1, ii), puis Q( ii en utilisant (BZ2)
- soit en calculant Q(k+l) et Q(k+1? en utilisant (BZ2) puis Q(k+l)
i, i-1,3 i,j+1

en utilisant (BZ1, -ii).

Nous venons d'établir que ces deux maniéres de procéder conduisent au

méme résultat : nous dirons que les algorithmes (BZ1) et (BZ2) commutent.
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Le tableau des Q§k; (0 <k <n, 0<j<n-k, j<ic<n-k) peut se
9
représenter sous la forme d'un tétraédre : nous donnons pour simplifier la

figure dans le cas n=3 : (voir figure 3, page I-11).

Les points que l'on calcule sont :

(0) _

Q3’3 = B,(R,t) (point courant)
(1) - L @, ( - £)
02,2 = 3 B3R, tangente au point couran
(2) _ 1 pu
Q1% § B3R
(3) _ 1 "
%0 = 5 B30

On voit qu'en général, on se contentera de calculer 83(Q,t) et B';(Q,t),
ce qui demandera simplement 1l'évaluation des points ng; et du point Q;l%,
] ]

c'est d dire ici 7 combinaisons linéaires : on n'est pas obligé de construire

(1) (1) (1) (13) et d'appliquer l'algorithme (BZ1)

le polygone Bézier O = (Qq 0’ Yo
2 ? b4

pour le calcul du vecteur dérivé au point t.

Remarque : Pour le degré n, le nombre de combinaisons linéaires est égal a

N, =1+ Eigill pour le calcul de Bn et B'n, et a N, =3+ E£—g-ﬂ'-z-pour le
calcul de Bn’ B'n et B”n.
Le calcul de toutes les dérivées demande :
N = EﬁEIl%SEiil opérations du type (BZ1) ou (BZ2)

n 2 3 y 5 6

Nl L 7 11 16 22

N2 7 9 13 18 24

N3 16 19 24 30

Nu 30 34 40

N5 50 655

N6 77
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FIG. 2 : COURBE BEZIER DE DEGRE 3

(o) ) @
Q;.J Q'),Z— e - e - e — - =, Q3.‘|
———— Y
3 - 4 B :
Y9 Fan ! :
/ . \\
/ -
(@ . i
/ - B .
6)// py Q_;'a" 3 ..
Q‘ /2 . ’
/ ~ . o
/ ~ .
5 i
‘5) // '4.- Q(z) Q3
/ ................................... :' 4’4
41 :
Q, T
6 3
D = {Q,Q,,Q,,Q,} B.(Qst) = Q_(1-£)%+3Q t(1-1)2+3Q, t2(1-1)+Q t°
o s R R < 3+ o 1 2 3
Q(l) = {Ql—Qo,QQ-Ql,Q3-Q2} 3'3(Q;t) = S(Ql-Qo)(l—t)2+6(Q2-Ql)t(1—t)+3(Q3—Q2)t2
R'?) = {Q-20,+Q_,Q,-20,+Q;} B! (Qs1) = 6(Q,=20;-Q ) (1-t)+6(Q4-20,+Q, )t

On donne sur la figure la construction du point courant pour t = 1/3 par

1'algorithme de Bézier. On a :

i . I 5% I (0) .(0)
B 3(D § 1/3) = 3Q2,2 - 3(Q3,2 Q2,2)
et d'autre part :
" . o end2) (1) _ (D)
(1) _ ,(0) (0) (1) _ ~(0) (0)
avec Qy 3 Q3 1 Q1 et Q5 Q - Q
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III - POLYGONES ET RESEAUX ASSOCIES AUX COURBES ET SURFACES SPLINES

POLYNOMIALES

3.1 Rappels sur les B-splines

Rappelons sans démonstration quelques propriétés des B-splines généra-
lisant celles des polyndmes de Bernstein (voir également De Boor [8 ] chapitre 9

ou Schumaker [21], chapitresH4 et 5).

Soit m = {ti’ i € I} une suite croissante (finie ou infinie) de nombres

réels telle que t, < t, (m entier 2 1). Posons :
i i+m o1
(s-t) s 2t
- m~1
g (s 3 t) = (s-t), = =
0] s <t
La B-spline M, m(t) est la différence divisée d'ordre m de la fonction s |+ gm(s,t)

sur le i . : et . it
34 s points tl, t1+1’ . t1+m’ so1it

Mi,m(t) = gm(ti, ti+l’ v 7% ti+m 3 t)

La B-spline normalisée N, m(t) est définie par :
]

(t) = (t,, - ti) M, (t)

i,m i+m s
A partir de :
1 si ti £t< ti+l
Ny, 1(8) =

0 ailleurs

On calcule par récurrence, pour m 2 2 :
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FIG. 4. B-SPLINES SANS NOEUDS MULTIPLES POUR UNE SUBDIVISION UNIFORME

: Né,i.
('-1‘ (]
Nt’,a Nc b

- - G W i - - @ =

k. Eueq beve s by

B o e Wil S e W Y @i

t'c‘ tc’« "m tCOS

FIG. 5. B-SPLINES DE DEGRE 2 SUR L'INTERVALLE [0,4]

Sulte des noeuds ; m = {0‘0,0,1,2,3,4,“,”}




I-14

t—ti ti+m—t
N. (t) = ————— N, (t) + ——— N, (t)
i,m i4m-1"T3 i,m-1 ti+m ti+l i+l, m-1

et 1'on en déduit que N, (t) > O pour t, <t < t, et que N, (t) =0
i,m i i+m i,m

ailleurs, donc le support de N, est l'intervalle'[ti, ti+m] (figure 4).

3

Lorsque T est doublement infinie (I = Z), on note Sm(n) 1l'espace des

splines de degré m ayant comme noeuds les points de T, c'est & dire les

)

: m- AT S ;
fonctions de classe C 1 dont la restriction & chaque sous-intervalle (ti, ti+1

est un polyndme de degré < m. Tout Sm € Sm(ﬂ) s'écrit alors de

maniére unique sous la forme
400
S (t) = ) A, N, (%) (t €R)
m i

S man i,m+l

(on suppose, pour simplifier, que les noeuds ti sont tels que ti < ti+1

pour tout i € Z).

Lorsque T est finie et que l'on a :
a=%t <£t. € .o £t =2 Db
o 1 n
11 est commode d'introduire deux noeuds de multiplicité m+l 3 chaque extrémité,

ce qui donne les 2m+n+l noeuds suivants :

s&f ot

t
n
t
n

o] 1 m o

th, = €, pour m+l S i < m+n-1
i i-m
' = ¢! = oaes = ! = =

E m+n e m+n+l ¥ 2m+n tn b

Sm(ﬂ ; @, b) est l'espace des fonctions de Cm-l La, b] dont la restriction

a (ti, ti+l) est un polyndme de degré < m. Tout S € Sm(w ; @, b) s'écrit de
maniére unique sous la forme :
m+n-1
s (1) = izo Ay Ny g (8) (a £t <b)

]

Le support de la B-spline N:, ., est alors 1l'intervalle [t'i, 4
9

m+ i+m+l

(figure 5).
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Propriétés des B-splines

Dans le cas ol T est finie, il faut utiliser les t‘j au lieu des tj

dans ce qui suit.

(S1) Pour tous t e Roufla, bl, meN et i € I(= &% ou {0, 1, ..., mtn-1}).

- >
Ni,m+l(t) 20

- .Z Ni,m+l(t) =1

- 121 61 N, m+l(t) =t (pour m 2 1)

ol les points nodaux 8, sont définis par :

Bi = (ti+1 + ... + ti+m)/ m

(s2) si Sm(t) = ) A, N ,m+1(t)’ on a, pour 0 £ k <m
1eI
(k) _ (k)
8y~ (B) = (m—k)' Z Ay Ni,m—k+l(t)
avec Ago) = A, et pour k 2 1
i i
(x) _ ,,(k-1) (k-1) _
SR CH Byt ) G~ )
(S3) Lorsque [a, bl = [0, 1] et 7 = {to =0, t, = 1}, la B-spline Ni,m+l(t)

coincide avec le polyndme de Bernstein ¢m i(t)

3.2 Courbes et polygones splines, surfaces et réseaux splines

Comme pour les fonctions splines, nous distinguerons les courbes

paramétrées ol t € R et les arcs paramétrés ol t e [a, bl.

Dans le premier cas, on se donne une suite de noeuds 7T = (t, )1€Z et
une suite (Pi)ieZ de points formant un polygone P infini, et on leur

associe la courbe paramétrée :

400

s (P, m; t) = ) Pj Nj,mﬂ(t) (t € R)

j:-oo



I-16

Chaque coordonnée est donc une fonction spline de degré m définie sur R,

c'est 3 dire un élément de Sm(ﬂ).

Dans le second cas, on se donne les 2m+n+l noeuds

m o= {to,...,to,tl,t "tn-l’tn""’tn} et un polygone P = {PO,P

27" l""’Pm+n—l}

et on leur associe l'arc paramétré :

m+n-1

s (P, T3 t) = jgo Py Nj,m_l_l(t) (t € [a, bl).

Chaque coordonnée de cet arc est un élément de Sm(ﬂ, a, b).

Déginition 3 : Dans Les deux cas, s est La courbe spline de degné m associée

a La subdivision m et au polygone spline P (en abrégé S-polygone) .

I1 résulte immédiatement de ces définitions et des propriétés (S1) que
le point Sm(P, T 3 t), que l'on écrira souvent Sm(t) ou Sm(P, t) pour simplifier,
est le barycentre des sommets P, du polygone spline affecté des masses

positives N,

1,m+l(t)'

Les différentes dérivées s'obtiennent immédiatement ;
i t) = ' < < m-1:
si Sm( ) % Pl Ni,m+1(t)’ alors pour 1 € k € m-1

)

(k) = - | - o
Sm (P, t) = m(m-1) ... (m-k+1) g Pi Ni,m-k+l(t)
Pl - p et pour j 2 1 :
. P ] :
avec
(), (pl-1) _ p(3-1) :
By E(ry Pisi ) Cpgmegen 8y

(k)

m &5t d un coefficient prés, la courbe spline de

Ceci montre que S

degré m-k associée au polygone spline :
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P(k) = {ng)}. (I fini ou infini)
1 iel

De maniére analogue, une surface-spline de degré m peut se définir par :

(v)

Sm(P’ W)= )] Pij Ni,m+l ,m+1

(u) N,
iel jed J

ol {ti, ie I} et %j, j e J} sont deux suites de noeuds pouvant 8tre distinctes.

Déginition 4 : s est La sunface-spline de deghé m associle aux subdivisions

{ti} et {sj} et P = {Pij, ieI,jeJ} est Le polysdre ou néseau-spline de

S {en abrégé S-polyedre ou S-réseau).
La surface-spline est dans l'enveloppe convexe de son S-réseau. En pratique,

on utilise essentiellement des splines bilinéaires (m = 1), biquadratiques

(m = 2) ou bicubiques (m = 3).

3.3 Construction géométrique du point courant d'une courbe spline et des

dérivées en ce point

Pour construire le point courant :

£

P 1o
i=4-m

(t)

d partir du polygone P, pour t € [tl’ t£+l] on utilise l'algorithme suivant :

[ (1) Pi,o =P, (L-msisk

i

i1 z A
(i1) Pi,j(t) A Pi,j-l(t) + (1-4) Pi-l,j-l(t)
(DBO)  { avec A = (t-t;) / (ti+m-j+1 -ty

pour 1 € 3 s met &-m+j s 1 < &,

L (15) 8 (P 5 £) = By (1)
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Plus généralement, pour construire le point S;k) (P ; t) lorsque t € [tl’tl+l]’
on applique l'algorithme ci-dessus au polygone P(k) et 1'on obtient, pour
0 <k <£m1l:

. (x) _ (k) .
(1) Pi,o = Pi (&-mtk s i < &)

(k)
i-1,j-1

i+m+l-j-k ty)

(k)
1,3

avec A = (t-ti) / (t

(11) ng;(t) =a ) v e (t)
pour 1 < j < m-k et £-mt+k+j < i < £

(11 88 (P50 = mm-1) ... k) PP ()

b) Forme tétratdrale de £'algonithme de De Boor-Cox

R TR T A - W W W W e - m e ————————mmTe®

Comme pour les courbes Bézier, il est possible de donner une repré-
sentation géométrique des algorithmes ci-dessus mettant en lumiére les

liens existant entre les différents points Pik;.
L

Pour le calcul de ces points, i1 suffit d'appliquer les deux algorithmes

sulvants :

Y mel-4-kt 5(K)
Tiameleg-kFy ihed=d

(k)
i,3-1

(k)

- P
Ly temereqekty

(A1) P +

pour 0 €k €£m, 1 €9 ¢€mk, &-mk+j £ { g &

(k) _ (plk=1) _ _(k=1)

(A2) Py s (BT BT (g T

1)

pour 1 sk sm, 0 €3 ¢ mk, &~-mikt] s 1 = ¢

avec comme initialisation :

Pi?; =P, Umsisd



I-19

et comme résultats : s (t) = P;o) et pour 1 <k <m:
m »M

(k) _ B (k)
Sm (t) = m(m-1) ... (m-k+1) Pl n-k

Pour cela, il suffit de remarquer que (Al) est simplement l'algorithme (DB1),
que pour j = 0 1l'algorithme (A2) donne :

p) o o(plk-1) | pl-1)y -t

1 (o} i,o 1 -1,0 i+m+l-k i

k)

(c'est 3 dire les sommets du polygone pl ) et de démontrer que les algorithmes

(Al) et (A2) commutent comme les algorithmes (BZ1l) et (BZ2) de la forme tétra-

édrale de 1l'algorithme de Bézier. Il y a en effet 2 maniéres de calculer Pik;
3
(k-1) (k-1) (k-1) . .
d partir des 3 points P 5-1° Pi—l,j-l et Pi—2,j—l supposés connus (cf. figure
ci-dessous).
a) Soit en calculant Pikjl) et ikll; par l'algorithme (Al), puis
? b
g(k) par l'algorithme (A2)
b) soit en calculant P(k) et P(k) par 1l'algorithme (A2), puis
i,j-1 i-1,j-1 ?
(k) par l'algorithme (Al).
P %(k) _ o(k) . . _
On vérifie immédiatement que i3 ° Pij (voir [11], chapitre 1, p. 21-22).
1D(k)
&4,‘-4 (A’!)
' [N >
M By
o e 54 .
c SR o
'l “ ‘ " .4(A2)
2 P FoN
" / -2, -1 A
A . ! ¢ ;
" (k"') ,P("")
! "‘,"4 — L




iy ﬁ
@) l RS “) 4 &’ (b
T —— \P 150
,J' ‘ (;) \\
3 tay0 e =41

(o)
Fe’,. - \12,4 ~ ﬁf’i NG

Figure 6

k)

Les différents points Pg 3 se disposent en tétraédre, d'ol le nom que

b

nous avons donné a cette présentation de 1l'algorithme de De Boor et Cox.
Exemple : voir figure 6 pour m = 2.

Remarque : Il peut &tre intéressant d'utiliser 1l'algorithme tétraédral pour
minimiser le nombre des opérations dans le calcul sur ordinateur de Sm(t) et
de ses premiéres dérivées, comme on l'a vu au paragraphe 1.3 pour les courbes

Bézier.
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IV - L'ALGORITHME (SB) : CONSTRUCTION DU POLYGONE BEZIER LOCAL

D'UN ARC DE COURBE SPLINE

On se donne des noeuds {ti} en nombre fini ou infini (suivant que
t € [a, bl ou t € R) et un polygone-spline P = {Pi}' Sur l'intervalle
[tl’ t£+13’ 1'arc de courbe-spline de degré m 2 1, associé 3 ces noeuds et

a ce polygone, a comme point courant :

£
s (t) = i:E.m 31 Ni;m+l(t)

Chacune de ses composantes est en réalité un polyndme de degré sm, par consé-
quent il peut s'exprimer dans la base de Bernstein de degré m et on peut consi-
dérer 1'arc Sm comme une courbe Bézier si 1'on prend comme paramétre

u = (t-tz) / (t£+1-t£)' On se propose de calculer les coefficients de

1'expression :

m
_ m T m-r
(1) LOVIE PZO M Qp, . v (1-w)

od %m(u) =5 _(uty, ) + (1-u)ty) (0sus1l)

donnant la forme Bézier locale de 1'arc de courbe-spline Sh*

Le polygone Q = {Ql-m’ Qpme1?es QZ} est appelé polygone Bézier local

de la courbe spline pour t € [tl’ t, ..

£+1

Nous donnons un algorithme (SB) permettant de calculer les somme® de

ce polygone 3 partir des sommets du polygone-spline local {Pl—m’Pt-m+1""’3€}'

. Initialisation : oOn pose Piog =P, (Imsisd)



I-22

. Pour k fixé (0 €k s m), 1 $3j $mk et £+j-mtk s i < £, on définit

un premier algorithme :

t,= ts
P(k) _ 2 i P(k)

. 13-k TL _(X)
LI Yeme1--k T

i,j-.1 7 ¢ i-1,5-1

(SB1)

f4mtl-§-k ti

. Pour j fixé (0 £ § <m), 1 €k < m-j et L+k-m+§j < i < £, on définit

un second algorithme :

(k) _  tes17H (k1) . Fiemr1-3-k Tl _(X)
(sB2) e il =B ot e W
23 Yiml-j-kT i 1ol i+mtl-j-k~ i »J
. Résultat :Q = P(m—r) (0<rsm.
L-v L,r

Remarque : Les combinaisons linéaires (SB1) et (SB2) sont toutes convexes.

On peut démontrer que les 2 algorithmes (SB1) et (SB2) commutent de la
méme maniére que les algorithmes (Al) et (A2) de la forme tétraédrale de

l'algorithme de De Boor (cf. [11], p. 27-28).

- e ] e b - —— - - e -

Nous allons démontrer que les coefficients de 1l'expression (1) sont
fournis par l'algorithme (SB) :

_ o(m-r)
QZ‘P = PL,P (0 Spr < m)

Appelons *P§k;(t) les points générés pour t ¢ [tZ' t£+1] par l'algorithme
9
tétraédral de De Boor : nous allons montrer qu'ils s'obtiennent simplement

au moyen des points générés par l'algorithme (SB).
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On a évidemment :

* (°)(t) = P(°) (L-m < i < £)

L'algorithme (Al) donne :

#p(0) 4y 2 (o) | i (o)
i t. -t. i,0 t. -t, 1’1 o
i+m 1 i+m 1

L'algorithme (SB1) donne :

(o) tl—ti (o) 1+m-t£ (o)

P -t, -
1 17 tl,m tl 1 o] t1+m 3 i-1,0

L'algorithme (SB2) donne :

S | Tt (o), Fiem Tl (o)
1 o t. -t. 1 ot %, -t. “i-1,0
itm i i+m i
t’tt
En posant u = ;———F, on voit facilement que :
PR

(o) P(l)

1 i,o

(2) * (o)(t) = (1~u) P (L-m+l1 € i < 2)

Supposons que l'on ait démontré, a l'ordre j-1 :
j-1

=1 OH FawnITtTeT o w1 is D
r=o

3y  *plo)
i,j-1
(pour j = 2, on obtient (2)),

et démontrons-le & l'ordre j. Au moyen de l'algorithme (Al), on a :

t-t,

(1) = L "p{%) (0) + ;iiﬂ—lil;qg- *pl0) . (1), soit :
i+m+1-j i i,3- i+m+1-j i »J
S 3-1 . . B =
* - -1-
Pgo?(t) I I G TR € e Pﬁ”?_l_r
r=o Citmtl-j i »J
+ ti+m+1—] (r)
ti+m+l—] ti l 1,3-1- f
Or 1'algorithme (SB2) donne :
(o) 2SI o(r) . Citmt1-i TRl (r)
ij-1-r ~ t ~t, "i,j~1-r t -t i-1,j-1-r

itm+l-j i Citm+l-j i
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et 1'algorithme (SB1l) donne :

E N 25 SN ¢S B 7 L U7 N )
1= ti+m—j+l—ti i,3-1-pr ti+m-j+1—ti i-1,3-1-r

Donc si 1l'on calcule la quantité :

t-t
(5) (1-u) Pﬁr?_r + u Pgrf}i—r’ avec u = ¥___%¥_
£ »J 4178

on obtient :
t~E. T =t
i P(r) " itmt1l-j P(r)

Ciamaog Tt DITITT O Yoyt iTLIALer

c'est & dire le crochet de l'expression (4) : on peut donc remplacer le

crochet par (5) et on obtient finalement
*p(0) ¢y = i dy & (1-w)3T p{P)
157 roo T i,j-r

c'est d dire (3) & 1l'ordre j, cqfd.

En particulier, on obtient pour i = £ et § = m *

(r)

_ *_ (o) - _aM=r
s,(t) = Py (1) =} () u(1-u) Pp ner

n,
£,m & - Sm(u)
r=o

et en comparant avec (1), on a bien le polygone Bézier local :

. pir)
Wtr-m = Po,mr (0= o < )

P ) MR R T DR et = Sl iigh R D APy ot

Une étude plus précise des algorithmes (SB1) et (SB2) montre que de
k)

nombreux points du tétraédre formé au moyen de Pg . sont confondus. La figure

se simplifie considérablement et il faut en tenir compte dans le calcul

effectif des sommets du polygone Bézier local.
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Lorsque i = £, (SB1) donne :

P(k) - P(k) (0 £ k € m-1)
£, T "L-1,3-1 (1 <3 < mk)

De méme, lorsque i = £+j+k-m, (SB2) donne :

(k) - plk-1) (0 £ 3 < m1)
Pe+jek-m,j - " L+j+k-m,] (1 £k s mj)

Alors que le nombre de combinaisons convexes de type (SBl) ou (SB2)

nécessaire pour calculer tous les Q, (£-m < i < £) est égal, pour l'algorithme
P : gal, p g

(SB), a :

N, = m(m+1) (m+5)
1° 6

il se réduit, pour la forme simplifiée, 3 :

d'od

plus

pour

(o)
Pe.1

(1)
Po.1

(2)
Pe.1

_ (m—l)(m2+m+6)
2~ 6

N

un gain appréciable, surtout pour les petites valeurs de m qui sont les

utilisées.

N 7 16 30 50 77 112 156

N 2 6 13 24 40 62 91

A titre d'exemple, voici ce que donne l'algorithme (SB) simplifié

m = 3 (figure page suivante).

En effet, (6) donne successivement :

- 5(0) (o) _ (o) (o) (o) _ (o)

- Pz-l,o’ Pl,z - P£-1,1’ P!,-1,1’ PL,a - P2-1,2
- (1) (1) _ (1)

h Pt—l,o’ P£,2 - P£-1,1

- p(2)

£-1,0
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/N
/7w
/
l \ “ - Q (o)
’o’ /‘PE’:lo l-‘ '.'.. (.3 N
/ -
13“’ /’ ‘\\ff)«q . \\\\5\\\\ )
be , e, . %,
/ \ // _..' "
RN o \?(.) \\ P,.,
S e - o —> bt

D'autre part (7) donne les simplifications suivantes :

P00 " T 2,00 Pedyo ® ot P © Phs
Pl 7 R P 7 P
= )
En particulier, on obtient pour le polygone Bézier local :
Q-5 % Fely T PN
Yoo T ey 7 Rl T P
URER R L)
Q = Pé?g = P
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V - RACCORDEMENT DES POLYGONES BEZIER LOCAUX DANS LE POLYGONE
BEZIER GLOBAL

5.1 Cas général (subdivision quelconque)

Pour t € Ett’ t£+1]’ le point courant de la courbe-spline Sm(t) =

£
A 3 .
._2 P, Ni,m+l(t) peut s'écrire :
i=f-m

y m
m(u) = 1 Utr-m ¢m,r(u)

r=o

ol u = (t—ts) / hl e [0, 1] (hl = t£+i—tl > 0).

Le B-polygone local {Ql-m’ vess Ql} s'obtient 3 partir du S-polygone local
{Pl—m’ cees Pl} au moyen de l'algorithme (SB).
£+1

De méme, si t € Et£+1’ t£+2], le point courant S;(t) = Z
i=£+1-m

(t)

PiNi,m+1

peut s'écrire :

m
*
g;(v) - rz Vtr-m1 4>m,r(v)

=0
ol v = (t-t£+1) / h£+1 e [0, 1].
Le B-polygone local {Qz-m+1’ ceey Q2+1} s'obtient 3 partir du S-polygone local

cees Pltl} au moyen de 1'algorithme (SB") déduit de (SB) en remplagant
£ par £+1.

En vertu des propriétés (B2) du paragraphe 1.1, le raccordement 3
' - * s ' '\.
l'ordre m-1 de Sm et S au point toe1 S écrit :
k k _ k.*x k
(8) A QZ"k/hL = A Q£+1-m+k/h£+1 (0 £k <n 1)
Soit Am la matrice triangulaire inférieure d'ordre m ayant comme coefficients :

i-4 i .
(Am)ij = (-1)*73 (;) pour 0 € j s 1 s m-1

et Vm la matrice d'ordre m ayant comme coefficients :
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1_.) pour i+j 2 m-1

_ym=1-3
(-1) (pe1-3

(V). .=
m 1,]
0 pour i+j < m-1

En introduisant les vecteurs

- T
Q= Qppyys oo Q)

*x * * . T
@ = Qppyrs oo Q)

et la matrice diagonale Hl m diag {1, l/hZ’ ..;, 1/h2_l},

9

les conditions (8) s'écrivent
H, V Q=H A Q"
L,m 'm * 7 "£+41,m m Q

ou encore :

*

Q" = Ry | Q

La matrice de raccordement 3 1'ordre m-1 au point tp,q ©st définie par :

1,
R, !
(2 Rﬁ,m B Am £+1,m Hl,m Vm

-1 i
> 1 - 3 1 B
Si l'on pose p, = h£+1 / hl et si 1'on observe que (Am )ij = (j) pour

0 <j<is<ml, il est facile de vérifier par récurrence que les coefficients

de RK - sont donnés par :

¢i,m—l—j (1+p£) pour i+j 2 m-1

(Rt,m)ij -
0 pour it+j < m-1

ol les ¢rs sont les polyndmes de Bernstein de degré r.

5.2 Cas d'une subdivision uniforme

Comme pz = 1, toutes les matrices de raccordement colncident avec la
matrice Rm de coefficients

~1-§ i+j-m+l i .
(-1)"7im pirammt (i+jfm+l) pour i+j 2 m-1
(Rm)ij =

0 pour i+j ¢ m-1
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Exemple : Raccordement C2 de deux cubiques.

(1 0 0) 0 0 1
By=|-1 1 0 Vo= j0-1 1
| 1 -2 1] 1-2 1
[0 0 1]
R.={0-1 2 =aty
3 3 '3
(1 -4 )
*
U2

Qpy = 2Qp = Qp 4

HQp = HQp_ 4 *t Qp,

On remargque gue QL est le milieu de 1l'intervalle Ql-l Qz—l et on note
également la simplicité de la construction de Qz. Dans 'le cas général, les
m premiers sommets du polygone Q* se déduisent des m derniers sommets du
polygone Q : seul le sommet Qz+l doit €tre construit, par exemple d partir de

1'algorithme de De Boor appliqué a S;(t ) ou de l'algorithme de Bézier

£+2
o ” -~ * - *
appliqué a gm(l) = Q£+l'

Remarque : Nous avons imposé le raccordement des courbes Bézier jusqu'a

l'ordre m-1 parce qu'elles proviennent d'une méme courbe spline de classe

m-1 . . . . s
c , mais on peut évidemment imaginer des conditions de raccordement plus

*

faibles entre deux courbes Bézier quelconques.
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VI - RECONSTITUTION DU POLYGONE SPLINE A PARTIR DU POLYGONE BEZIER
GLOBAL D'UNE COURBE SPLINE (ALGORITHME (BS))

On considére maintenant une courbe spline :
s _(t) = g By Ny g (O

dont on ne connalt que le polygone Bézier global vérifiant les conditions

de raccordement vues au paragraphe précédent.

On se propose de reconstruire le polygone spline local :
P = {Pl_m, Ppme1® " PZ}
d partir du polygone Bézier local :

27 {Qpps Qs +oo Q!

Les conditions ‘de raccordement &tant vérifiées et la suite des noeuds
{ti} étant fixée, on construit le polygone-spline associé par 1l'algorithme

(BS) suivant :

6.1. Algorithme (BS) inverse de 1'algorithme (SB)

I1 s'agit de retrouver les points :

p, = p.°) (L-m < i < &)
i i,o
d partir des points générés par 1l'algorithme (SB)

(i+m-2)

Q = Pyloes (&m<icx< k)

Considérons le systéme linéaire suivant obtenu 3 partir de (SB2)

et (SB1) :
pU0 o "™ e | Siemraogok 1 (1)
LI teme1-g-k T 13 Ciamir-5-x Ty 171d
pe1) o St 1) | Siemediok TR (k-1)
LIt Y-kt B3 Tty DD
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Le déterminant étant égal 3 (t£+1—tl)/(ti+m+l—j-k-ti) # 0, il y a une

solution unique que 1l'on obtient immédiatement par élimination :

p(k-1) _ Yiemt1-i-x %2 NN toe1 T iem-1-4-k p(k-1)

PO L St o, fee T (1)

(k) _ P(m—£+i-j—k)
ij = TL-j,fE-1

qui "commutent" comme (SB1) et (SB2) et dont les points générés peuvent &tre

La correspondance Q fournit les 2 algorithmes suivants

disposés suivant un tétraédre :

Initialisation : Q'°) = g (L-m < i< £)

i,o i

. Pour 0 sk <m-1, 1 €3 < mk, et £&-mtjtk < i < £ :

(BS1) 2 L R - W
i,j :tl‘l‘l_tt i’j—l t£+l—t£ i"l,j—l

. Pour 0 £ j sm1, 1 <k £mjet &-mtj+tk s i < £ :

(k) _ Teete (k-1) N tee1 T4k (k-1)

(BS2) . . = . . 4
1, Tpy17tp 163 teerty 17183
. Résultat : Qém;r) = Pz_r (0 £r €£m
Remarqgues :

1) Les coefficients des combinaisons linéaires (BS1) et (BS2) sont

indépendants de m.

2) La somme des coefficients est toujours égale d 1, mais ils ne sont

plus 2 0 et on n'a pas de combinaisons convexes comme dans l'algorithme (SB).
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5.2 Forme simplifiée de 1'algorithme (BS) - Exemple

I1 apparait clairement que de nombreux points sont confondus. En effet :
-~ d'une part lorsque j = 1 dans (BS1l), on obtient :

(k) _ (k) - - {
Q17 %0 (0 £k € m1, £-mtk+l < i < £)
-~ d'autre part lorsque k = 1 dans (BS2), on obtient :

(1) _ 4(0)

N e (0 €3 € m~1, £-m+i+1 < i < £)
1,] Ql’] ] ’ ]

Q

Exemple : Tétraédre simplifié pour m = 3

(3)
c?qﬂ,z ‘F:

’
4
.

; W
£ N AY
;! ,QC-« o B4
@) ! \‘\ ) --Qe-a
e / b 0. S Qm
A ' €-2 > (42

-
3 P
O
‘ '\
.\
\
\
]
)
?
e
»
1Y)
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VII - POLYGONES EMBOITES INTERMEDIAIRES ENTRE LE POLYGONE SPLINE
ET LE POLYGONE BEZIER GLOBAL

7.1 Algorithme (SB3) et (SB4)

Considérons le petit tétraédre :

(SB1) donne : C = aA + (1-a) B

(SB2) donne : D = BA + (1-B) B
avee ® = (ti+m+l—j—k—t£)/(ti+m+l—j—k'ti)
B = (ti+m+1-j—k-t£+1)/(ti+m+1-j—k'ti)
Un calcul simple fournit immédiatement les nouveaux algorithmes :
(SB3) C=yA+ (1-y) D
(SBY4) D =8B + (1-8) C
avec Y E (gt /(g -ty
§ = (t£+1 - tz) / (ti+m+1-j—k—t£)

On vérifie facilement que 0 < Yy, § < 1, donc que les combinaisons

linéaires ci-dessus sont convexes.
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7.2 Polygones emboités pour les splines de degré impair (m=2n+1)

On considére les chalnes de sommets suivantes, pour un indice £ donné :

Cl,o = {Pl-n—l 3 Pl—n} (2 sommets)
- (o) . (1)
Cﬂ,l — {Pﬂrn,l : Plrn,o} (2 sommets)

Et de fagon générale, pour 0 < r < n :

- (x)
L,2r ~ {Pl-n+r—1,j }

v {Pl-n+r,j

0<k<r r<k<2r

(3+k 2r, au total 2r+2 sommets)

et pour 0 £ r £ n-1

_ p(k)
C£,2r+l = {p —n+r,j}05k52r+l

(j+k = 2r+l, au total 2r+2 sommets)

Les chafnes ci-dessus se raccordent pour former des polygones emboités

les uns dans les autres :

(2r)

a) C et C ont le sommet P en commun et la succession
£,2r £-n+r,o

£+1,2r

de toutes les chalnes C£ o (pour £ variant de -» 3 +°, ou de m d m+n-1
]

suivant que 1l'on a une courbe paramétrée sur R ou sur [t' , t' ]) constitue
o n+2m

le polygone PQP.

: (2r+1)
b) C£,2r+1 et C£+1,2r+1 sont telles que le dernier sommet Pﬂ—n+r,o de
7 N ° (O) . .
C£,2r+1 préceéde le premier sommet Pl—n+r+l,2r+1 de C£+l,2r+1 :  on constitue

ainsi le polygone P2r+l'

Po est le polygone spline et Pm— le polygone Bézier global.

1

Le passage d'un polygone au suivant se fait au moyen des algorithmes

(SB1) a (SB4) (cf [11]. p. 42-26).



7.3 Polygones emboités pour les splines de degré pair (n=2m)

On considére les chaines de sommets suivantes, pour un indice £ donné :

Cl,o B {Pl—n—l,o PL-n’ Pz_n+1} {3 sommets)

- ol0) . (1)
Cl,l = {Pl-n,l 3 Pl—n,o} (2 sommets).
Et de fagon générale :
_ 1o(k) <y :
C£,2r = {Pl—n+r,j}OSjs2r (j+k=2r, au total 2r+l sommets)
pour r = 1, ..., n-1
_ p(K) s
C£,2r+l = {p —nr, j}OSj52r+l (j+k=2r+l1, au total 2#+2 sommets)
pour r = 0, 1, ..., n-2.

Les raccordements de ces chaines se font de la fagon suivante :

o1 . (2r)
a) CZ,2r et Cl+l,2r sont jointes par leurs sommets respectifs Pl-n+r,o
(o) .
et PZ—n+r+l,2r et constituent le polygone P2r'
b) C sont jointes par leurs sommets respectifs

2,201 °F oy, ome1
P(2r+l) (o) '

2-n+r,0 & Pponip+1,opsy ©F cOnstituent le polygone P2r+

1"

Le passage d'un polygone au suivant se fait au moyen des algorithmes

(SB1) & (sB4) (cf [11], pages 46-56).
Po est le polygone spline et Pm-l le polygone Bézier global.

7.4 Un exemple : splines quintiques sur une subdivision uniforme (figure 7)

Toutes les constructions ci-dessus restent valables lorsque la courbe
est définie sur un intervalle fini : la seule particularité est que de nombreux
sommets sont confondus du fait qu'il y a m+l noeuds confondus 3 chaque extré-

mité de 1l'intervalle. Il y a "dégénérescence" des polygones emboités.
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La figure 7 montre les différents polygones emboités pour une spline
quintique sur une subdivision uniforme. On a numéroté i les sommets du polygone
Pi pour 0 € i < 4, Po est le S-polygone (tirets longs), Pl’ P2 et P3 sont les
différents polygones intermédiaires et Pl+ est le B-polygone global (trait
continu). Les points N sont les noeuds de raccordement des différents arcs

Bézier de degré 5 constituant la courbe spline.

On donne dans l'annexe de [11] les constructions des différents

polygones emboités pour les splines de degrés £ 5 sur une subdivision uniforme.

7.5 Application aux surfaces (figure 8)

La figure 8 représente la construction du réseau Bézier local d'une
spline bicubique 3 partir du réseau spline local (la subdivision est uniforme).
Le réseau spline local est ici :

P={p.,., 0<i,j=< 3}.

On construit alors successivement ; pour 0 < i < 3 :

Q;,o =5 Py o P51 ¥ P o)
Q;,l = % (2Pi,l + Pi,2)
Q;,z - % (i1t 285 )
Q;,?’ = % (Pl,l + uPi’Q + Pl,s)

Q.5 = 2 (QC 5 +4Q] 5 * Q5 )
Q5 = 3 (2QI,] + Q;’])
Qz,j = -;- (QI,J. + 2Q; j)
o ; = 2 (@) 4 + 40y 4 + Q5 )



I-38

e G—— c—— o e eww Gy G et GSmp e e m—

—— G w—— m— — S—— G— c—

*anbLgnoLq aun e saLdosse (JUaLzag

<

S 39 aul|ds) xnedo| xneasay

~ : g by



I-39

et le réseau Bézier local Q = {Qij’ 0 < i,j s 3} est beaucoup plus proche de
la surface que le réseau spline, ce qui peut &tre intéressant dans certaines

représentations graphiques.

Cette construction est généralisable aux splines obtenues par produit
tensoriel de splines d une variable : il suffit d'appliquer deux fois 1l'algo-

rithme SB respectivement par rapport aux indices i et j.
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VIII - APPLICATIONS A L'ETUDE DE LA FORME DES APPROXIMANTS SPLINES
DES COURBES PARAMETREES

Afin de ne pas alourdir 1'exposé, nous ne donnons que les idées et les

résultats essentiels et renvoyons le lecteur intéressé aux chapitres 4, 5 et

6 de [11].

8.1 Diminution de la variation

I1 est facile de généraliser aux courbes Bézier les résultats de Polya
et Schoenberg [15] sur la propriété de diminution de la variation (P.D.V.)

des approximants de Bernstein.

Soit g : [0, 1] *JRP un arc paramétré et Bng la courbe Bézier dont le
B-polygone est :

Q={q = g (i/n), 0 sisn)

On désigne par VH(g) le nombre de fois ol l'arc g traverse 1'hyperplan

affine H. On a alors :
(10) vH(Bng) < VH(Q) < VH(g)

Q désigne ici, par abus de langage, la ligne polygonale de sommets Qi'

Soit I un intervalle de R, T = {tj}-une subdivision de I, {Nj e € J}
t

la base des B-splines de degrés m et Oj = (t'j+1 # isv t'.+ ) / m les points

Jj+m

fiodaux associés. L'approximant de Schoenberg-Marsden [22] de l'arc paramétré

£:1 *RP est la courbe spline définie sur I par :

s f(t) = ] £(8,) Ny (0

jed M+l

Son S-polygone est donc Po = {Pj = f(ej), j € J} Comme on passe du S-polygone

Po au B-polygone global Pﬁ-l par une suite de polygones emboités Pi’ on a, pour
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tout hyperplan affine H :

Va(Poo1) S V(P S V(P ) < v (f)
D'autre part, Smf est localement une courbe Bézier et Pm—l un B-polygone,

par conséquent, on a d'aprés (10)

vH(smf)loc < vH(Pm—l)loc

Enfin, comme les différentes courbes Bézier constituant la courbe spline Smf
et les différents B-polygones locaux constituant le B-polygone global Pm-l

se recollent tangentiellement, on obtient :

V(s £) S V(P ) < V(P) < Vi (F)

Autrement dit, on obtient ainsi une preuve géométrique de la P.D.V. des
approximants de Schoenberg des arcs paramétrés. Cette propriétérest utilisée

en dessin graphique.

8.2 Diminution de la forme (dans RZI

La P.D.V. est une propriété assez grossiére. Dans un travail commun
réalisé avec B. Germain-Bonne [11], nous avons introduit la notion de forme
d'un arc paramétré et démontré que, sous certaines conditions, 1'approximant

de Schoenberg diminuait la forme de l'arc de départ.

Soit P = {Pj = f(ej), j € J} le S-polygone de l'approximant de
Schoenberg Smf de 1l'arc paramétré f : I *QR?. Désignons par “j l'angle

orienté (P, .P., P.P, ). Le vecteur o = (a.,) se décompose en q blocs
=173 "3in 3 P 4

A o Aq de composantes de méme signe et on lui associe le vecteur alterné

l’

B = (B,) de RY de composantes B, = ] a,
i i 3
ujeAi
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Déginition 5 : B est Le vecteur forme (néelle) du polygone P. La forme de £,

84 elle existe, est La Limite des formes des polygones P inscrits dans La
courbe Lonsque La subdivision 6 = (ej) est de plus en plus §ine. On note F(C)

La forme de C = £(1).

Pour comparer les formes entre elles, on introduit 1l'ordre suivant :

Definition 6 : Soit B = (8,) e R un vecteun alternt. On obtient un vecteur
B' < B en répitant plusieurns fois L'une ou £'autre des opirations suivantes :
1) Diminution d'une composante en valeur absolue (sans L£'annulen)

2} Si on annule Bi’ on nemplace B par B' = (Bl, cens Bi—l + Bi+1’ ceey Bq)
qui est encore un vecteur alteand. '

Exemple : (-16,2) < (-14, (D, -2,2) < (-15,10,-5,4)

On dit que l'arc paramétré C est de forme simple si F(C) = (+a) ou (#a, +B)
avec 0 € o, B < m. On démontre alors que si C est de forme simple, si BnC est
son approximant Bézier de degré n et Q sont B-polygone, on a :

F(Bnc) < F(Q) < F(¢)

Remarque : Lorsque la forme de C n'est pas simple, cette propriété n'est plus

nécessairement vraie, comme le montre la figure suivante :
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L'objectif est de choisir le S-polygone P = {Pj = f(ej)} de 1'approximant de

Schoenberg Smf de maniére que chaque courbe Bézier locale soit de forme simple.

Définition ? : P forme une subdivision k-compatible de £'are C = £(I) &4,

pour tout j, 1'arc PjP.+ est de forme simple.

jtk
De méme, P est un polygone k-admissible &4, pour tout j, la ligne polygonale
Pij+k est de forme simple.
On démontre alors successivement :
- que si P forme une subdivision m-compatible de C (m 2 2), alors
F(P) < F(C).
- que si le S-polygone Po = P de Smf forme une subdivision m-compatible

de C, le B-polygone global Pm— est madmissible avec m' 2 m, ce qui permet

1
de montrer que :
F(P _4) < F(P))

Le résultat final est alors le suivant :

Théondme : Si P est une subdivision m-compatible de C, on a La propriété de
diminution de La forme pour Les approximants de Schoenberg :

F(s £) < F(P__,) s F(P) < F(C)

La preuve de ces résultats utilise essentiellement la construction des
polygones embuités vue au paragraphe 6 et la propriété de diminution des

formes simples pour les approximants de Bézier.
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CHAPITRE 2

B-SPLINES ET SPLINES FONDAMENTALES
POUR L’ INTERPOLATION CARDINALE D'HERMITE DE DEGRE IMPAIR

Bypatie, & grande dme, adepte du savoir

D'en haut, en ces moments ol ta voix grave et claire
Nous démontre les cieux et leur divim mouvoir,

Je m'émerveille, & vierge sage, et je crois voir
Briller au fond dee nuite l'autre vierge, stellaire.

PALLADAS
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I - INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous utilisons la représentation locale des fonctions
splines polyndmiales de degré impair dans la base de Bernstein pour la
construction d'interpolants d'Hermite aux points entiers de la droite réelle
(interpolation cardinale d'Hermite). Plus précisément, soient n = 2m-1 et r’
des entilers positifs, et r suites de réels :

y = {yv, veZl,y' = (y'v), cees y(r-l) = (yér-l))

représentant éventuellement les valeurs d'une fonction et de ses dérivées aux

points entlers. Le probléme est de construire une spline polyndmiale de l'espace :

S :{s e F@): ¥V eb, 5(x) P pour x € (V,v +1)}
n,r n

vérifiant les conditions d'interpolation :

s(V) = Yy §'(v) = yv\)’ cens S(r-l)(\)) - y\()r’-l)

pour tout Vv e Z,

Rappelons quelques résultats dus & Lipow et Schoenberg [6], Schoenberg

et Sharma [15] et Lee [5].

4

; ( = . = Y =
Theordme 1 : Pour tout vy 2 0, 804t VY = {(yv) Yy ® oC|v|") et sn,r,y z
{s ¢S s 5(x) = 0(|x|")}. Pour n = 2m-1 et 1 s r s m, Le problime cd-dessus

admet une solution unique dans S Lornsque Les sulte (y ), (y'), ...(y(r'l))
n,r,Y v v v

sont dans Vy.

Theon2me 2 : La dolution unique du problime d'interpolation &'8endit sous La

gorme

a - v [] (P'l)
s(x) = {yv Lo(x-v) ty', Ll(x-v) ooty

= =00

L1 (x=v)}

oll L = Lo g et L'undique spline bornde de L'espace (0 £ s € p-1) :
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s(8) (g e . sy = 0 pour v € Z et 0 < j < r-1, j # s}
n,r n,r

vinigiant Les conditions :

L;S)(O) =1 et L;S)(\)) = 0 pour v # O.

Les fonctions L_ sont les splines fondamentales du probléme d'interpolation.

Théondme 3 : Tout éLément de Sﬁsi 8'écnit de maniere unique sous fLa forme :

9
+00

s,(x) = ] ¢, N_(x-v)

V=-o

oit N, est La B-spline de Sisi de suppornt [-m+r-1, m-r+1], c'est a dire La

spline ayant Le suppornt (centrné a L'onigine) Le plus petit possible.

L'interpolant d'Hermite (théoréme 2) peut s'exprimer &galement au

moyen des B-splines via le développement de L dans cette base (théoréme 3).

Le but de ce chapitre est de donner des constructions simples et géo-
métriques des B-splines et des splines fondamentales définies ci-dessus. Ces
constructions s'obtiennent 3 partir des €léments propres d'une matrice de
dimension d = 2(m-r) pour les splines de degré n = 2m-1 et de classe ™
alors que les auteurs cités plus haut utilisent une matrice de dimension
d+r pour le méme probléme. L'&tude est particuliérement simple lorsque
n = 2r+l (m=r+l) car on utilise une matrice de dimension d=2 dont on calcule

aisément tous les éléments propres.



Il - MATRICES DE RACCORDEMENT DES B-POLYGONES LOCAUX D’'UNE SPLINE

DE CLASSE C" "

Tout S € Sn r s'exprime localement dans la base de Bernstein sous la
b}

forme :

n (3)
(1) S(x) = } x, ¢ ,(x-3)
V=0 ?

lorsque x € [j, j+1]. Le B-polygone local de S sur cet intervalle a comme
sommets :
. (3)
(i) _ ..
R,”" = (j+v/n, xv) (0

IA
<
IA

n)

Le B-polygone global [ de S est constitué par le raccordement 3 1'ordre
(3) (3)

NP n} lorsque j € Z.

:{Q

n-r des B-polygones locaux I

Avec les notations :

Xj = (xéj), xij), cees xgj)) eIRn+l
Yy _ .3y () (3) n-r+l
Xj = (xr s X 11s cees X ) eR
Q. = (x(j), x(j), cens x(j)) e RATH
] o 1 n-r
- (3 (3) (3) d
%5 = (xr s R y1e veeo xn-r) e R

(ol 4 = n-2r+l1 = 2(m-v) 2 0)

Le raccordement d& l'ordre n-r au point x=j se traduit par la relation

matricielle :

Q... =R X,

j+1 n-r+l °j
ol la matrice de raccordement :
- a-1
Rn-r+l - An-r+l Vn-r+l

a été décrite au paragraphe 4 du chapitre 1. Cette matrice est semblable a la

matrice :
x -1 -1
Rn-r+1 - Vn-r+1 An-r+1 - An-r+l Rn-r+1 An—r+1
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et d'autre part, on montre que :

_l _
n-r+l ~ Un-—r+1 Rn—r+1 Un—r+1

ol Up est la matrice de terme général :

"

u 1 pour i+j = pt+l

ij

u,. = 0 ailleurs
1)

inversant l'ordre des composantes d'un vecteur de RP.

Exemple : n = 5, r = 2 (quintiques de classe C3)

(8

u

-12

6

1
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IIl - SoUS-MATRICES DES MATRICES DE RACCORDEMENT

On a les décompositions en blocs suivantes, pour r et d 2 1 :

d T
r A N —P— \
1
0 v -
P r
- : J
STyt
- v . :
Vord 7 rﬂ?’ Vr-1 Yo }d
L + ¥ )
r d
—~———Pee——— —
.“.
w1
Ar", ] ro
! \
A <+ \_‘
41
N A
-1 - IV 4 d 9
r+d Yot tpot \,, d
. .
\\‘
u& 4' N \\
e
R <
0 rg' T
Ko R
"
R = R X ! P
P+d r’d "' wr-l. -Wo }d {: ::\(‘?{‘\">
‘.' % LI
p L
" '
l{, ¢ v
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dont on déduit les relations :

=1

Rp,d = Bp,a Vn,d
=1 ol _
Reda ™ r,a 8,0 7 Ya Rr,a Y
- (_13\S S\ el -1
Ys ~ (1)~ Ln, # () Uegg t 000 7 (s—l) gl Ar,d Vs
(0 <s <r-1)
On pose :
* _ -1
Rr,d - Vr,d Ar,d
Si 1'on introduit les matrices carrées d'ordre p 2 1 :
(1 0o o0...0 0 (1 0 0...0 0
1 il 0 0 0 it 1 a 0 0
K = 1 1 1 s00s O 0 et K' = 0 1 | PP ¢ 0
P P
1 1 1 11 0o 0 o 1 0
0 o0 0 ...1 1

On a le résultat suivant :

Proposition 1 : Pour r 2 1, n 2 2r, on a :

r T
v .d (-1) (Kd) Vd
-1 _ 4=1 r
A rd - Ad (K'd)

* = g _d{NT r *o g T
done Rr ' (-1) (Kd) Rd(K d)

?

Démonstration : La prémultiplication de V, par Kd a pour effet de remplacer

d

la ligne i par la somme des lignes de 1 & i ; il résulte des propriétés des

coefficients du bindme que :
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[0 ..... 0 0 1)
0 w0 =1 2
Ky Yy = 0 vuuue 1 -3 3 = —vl,d
d-1 ,d, .d
[(-1) (P-4

[0 0 1)
0 " (P;I)
- _ — (_1\T
(Kd) Vd e e e i G B D B G e = (-1) Vr,d
d-1 r+d-1 r+d-1
1((-1) ) cawes - ( i) ) ( * )

De méme, la postmultiplication de A;l par K'd transforme cette matrice en la

matrice A_l et en répétant r fois cette opération, on obtient :

1,d
[ 1 [0 I o )
(r+1) 1 0
o L ossssmacenn,
=1 v D i
Ad (K d) — ) PN = Ar,d
r+d-1, ,r+d-1 r+d-1
L( r ) ( r+l ) e (r+d—l)‘
Comme R , = v . At bien :
omm rod - Tmod B g on a bien :
X s_disP r =Ly RD
Rp,a = (17 (K™ Wy 857(K )

r T oX .. P
(1)7 (K™ Ry(K' )

. * . . - . o 3
La matrice R, s'obtient aisément grd3ce aux propriétés des coefficients

du binOme.
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(d-1, d-1 d-1 ;

(3-1) (gog) =++-r D) 1

o (D oG
*

(2) R = | e

d

0 0 1 1

0 0 0 1

) . . : .
Remarque : Dans le cas d'une suite de noeuds T (tj)jeJ non uniforme, les

matrices de raccordement Rj d admettent des décompositions en blocs analogues
2
d celle de R et 1l'on obtient :
r+d
h. T .
* jt+1 =/ *
s = . . . =t -t. >0
R],r,d ( hj ) (H]+1,d H],d) Rr,d (hj tj+l t] )
La sous-matrice R. de R. est semblable 3 cette matrice car :
jsr,d j,rtd
S
Rira ”~ r,a By,p,a Brya
Exemple : r = 2, n = 5, donc d = n-2r+l = 2.
N 1 0 Bl 2l 0 3 1
R =¥ A = =
2,2 2;2 2,2 1 3 3 1 8 3
h.+l 1 0 3 1 30? p?
Ry 007 (G =1 3 .3
#a ] 0 h. ./h. 3 8P, 3p.
. J£l 3 5 °f3
- 1 .
en posant pj = hj+l/hj' D'autre part, on a:
e 0 0 1)
-1 - 0 0 -p. 1+p.
Rey = AulH'il Wiy WYy = 2 ’ J2
Is ITLT T 0 o -2p.(1+p.) (1+p.)
] J ] J
3 2 2 3
-p. 3p.(1+ .) -3p.(1+ .) (1+p.)
p] p] pJ ] p] ’
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0 1
2
d'ou R. = p.
L 52 OJ
-p. 3(1+p.)
Dj DJ
(1
* -1 2
R. = A R. A z p.
Vo 2ig 252 "Js2:2 2,2 il
f3
(3
*
et 1l'on retrouve bien R. = p.
J52,2 OJ

NS
\Y



II-11

IV - PROPRIETES SPECTRALES DES MATRICES Ry 4

Rippelons qu'une matrice A est totalement positive, en abrégé T.P.
(respectivement strictement totalement positive, en abrégé S.T.P.) si tous

ses mineurs sont 2 0 (respectivement » 0).

De plus, A est oscillatoire s'il existe k € N tel que A¥ soit S.T.P.

D'aprés un théoréme de Gantmacher et Krein ([2] p. 454), il faut et il suffit

pour cela que A soit T.P., réguliére, et que tous les coefficients a; 5, €t
|
a. . soient > 0.
atl,1
Les matrices Rz, Kd et K'd sont T.P. (cf. Karlin [4], chap. 3),
par conséquent la matrice :
T S JE N
Br,d = (-1) Rr,d (Kd) Rd(K d) est T.P.
D'autre part, on obtient 3 partir de (2)
o d d d 5
(d-l) (d-2) (1) 1
d-1 d-1
* 1 - 1 ( )' . e e c( ) 1
Rd.K qa- d-2 1
L 0 O T 90 000 00 000 l l:
qui est oscillatoire d'aprés le critére vu plus haut.
La prémultiplication par (Kd)r et la postmultiplication par (K'd)r—1

conservent cette propriété puisque ces matrices sont réguliéres, donc :

La matrice B: 4 est oscillatoire.
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D'aprés un théoréme de Gantmacher et Krein ([2], p. 461), les valeurs

* V4 3 . . 3
propres de Br sont réelles, simples et strictement positives.

»d

* _ _ r *
Comme Rr,d = (-1) Br,d

que les valeurs propres de Rr

et que Rr est semblable & R; 4*> ©n en déduit
9

»d

,a sont réelles, distinctes, et de signe (-1)F.

(Plus généralement, cette propriété est vraie pour les matrices Rj r.d
st s

).

Le polyndme de degré d :

m° () = [RY AT

r,d o, Mgl = IR, AT

r,d dl

est 3 coefficients entiers. De plus, la relation :
-l _
Re,da = Y% ®ea Y

implique que :

* - -1 _
L o) = R, 4=AT]

Par conséquent si A est racine de ce polyndme, il en est de méme de

A-l

et les coefficients é&quidistants des extr@mes sont égaux en valeur

absolue.

»

Sin = 2m-1, d = n-2r+l = 2m-2r est pair et les racines peuvent se

ranger comme suit :

o< hl < ciicr _J<1<|A <<yl

m-r m-r+l‘

Nous définissons les polyndmes d'Euler-Frobenius pour la multiplicité
r par :
= (qym(r=1) o*
nzm-l,r(k) = (-1) nr,d(k)
on vérifie aisément ([10], p. 15) qu'ils coIncident avec ceux définis par

Lipow et Schoenberg [6].



II-13
Résumons les résultats ci-dessus dans la :

Proposition 2 : Pour r 2 1 et n 2 2r, £Le polyndme caractéristique de R.gq ¢

* _*d * .d-1 . * *
Hr,d—co)‘ tel A t oo tcy Aty

virnifie Les propriltés suivantes :

(£) c; cZ et Ic;| = e poun 0 < j < d.

Sl
d-j
(i) ses nacines sont néelles, distinctes de signe (-1)" et virifient :

AlAQm-Qr - AQ'A2m-2r—1 T e T xm—r'km—r+l = 1.

pour n = 2m-1.
(iii) Les polyndmes d'Eulern-Frobenius sont £i&s & ces polynbmes panr :

_ (_qym(r-1) o*
I[2m—].,1c* = (-1 Hr,d'

Plus généralement, si 1l'on pose :
*

* H
nj’r’d(x) = IRj’r’d-AIdl = |Rj’r'd—AIdl

on obtient également un polyndme dont les racines sont réelles, distinctes et

de signe (-1)F.

{

-A o)

Exemple : Hj’Q’Q(X) |Rj’2’2—kl2l ; )
-p5  3pL(1+p,)-A
P5 pj( pj)

2 2 5
AT = 3p,. (14p.)A + p;
pj pj) oj

a deux racines réelles, distinctes, strictement positives et telles que :

=00 =
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V - CONSTRUCTION DES B-SPLINES Mg (0sssr-1)

On cherche la spline M e Sisz ayant le support [0, k] le plus petit
9
possible. On utilise les notations du paragraphe 2 pour les vecteurs X. ayant
comme composantes les ordonnées des sommets des B-polygones locaux de MS sur

L3, j+11.

Comme M;l) (0) = 0 pour i = 0, 1, ..., n-r, on doit avoir :
(9)
o

-

n
autrement dit Xo =0et X =0.

D'autre part, M;l) (1) =0 pour 0 £ i <r-1, i # s, ce qui se traduit

par :
() . (g

vee TR
n n-s+1

Puis en posant arbitrairement :

(o) .
*n-s - Yo

on déduit de V

1(33 = 0 (s+l1 i £ r-1) les relations :

(o) _ i
T (s) Yo
Rappelons que l'on a (§2) :

Xy Rt %o



([
«0
r A .
(1)
xr-l,
|
’)‘( =
d 1
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d'ol l'on déduit :

(1)

X
o

(1)

!

et d'autre part :

n

!

Posons :

R /
0 r,
/,’
P + 4
R ral : :
r,d P g
’/' wl“—l "
i ¥ +
d r
(1)
o — xs-l =0
(o) .
s _ (_1yS (1
D% x .= D% Q v,
r-1
R % + X (g) . W,
,d o . n-i 1i
l_
r-1 .
n
b= J (D) w,
s o s i
i=s

De maniére analogue, en posant

(3)
X
n-s

= Y. pour j
Y] P J

2

0

on obtient, au voisinage du noeud j

pour s £ i < r-1

= 0 ¢
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(3)
X . =0 pour 0 € i < s-1
n-i
(3) 1 .
X 3 (S) Yj pour s € i € pr-1
(2)
%j+1 = Rr,d } + Yj b
(3+1) s D
X, = (-1)° . x -1 pour 0 £ i < p-1
Exemple : n =5, r =2, d = 2,
(0 0 o 1)
0 0o -1 2 0] 1
R = R =
4 0 1 -4 4 2,2 |1 6
-1 6 -12 8
0 -4
S=0:'l\;o= s=1;'1‘>'1=
-4 -12
(0) (o) (o) (o) (o) (o) (o) (o)
Xy =Xy T Xy = Xy = . X, =X TRy =Ry =
Xs (o) (o) Xe (o) . (o)
X, = %g Yo Xy, Yo s Xg T 0
(1) (1) (1) (1) N
¥ TX Y, X F0 - %y = Yo
(1) (1) o (1) » (1)
X14 x2 =0 4 x3 = -uyo X4 x2 = _4yo, xa = -12y
(1) (1) (1) . (1)
Xy T X5 T Y L Xy 2 Yy s %5 =0
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r(2) (2) r(2) (2) "
X% =% N 20 KR
(2) - (2) i
Xy = T, " By = Yo Y1
4
%)@ *2)(2) . .
Xq = -2uyo - uyl Xy = ‘68Yo - lZY1
(2) (2) (2) (2)
L%, = X5 =Y, L%y 5 Yy 5 %5 =0
etc ... etc ...
De fagon générale, on a :
= J j-1 s
(3) %j+l - (YoRr,d Y Rr,d * * Yj Id) R
Si 1l'on veut que le support de M soit 1l'intervalle [0,j+2], il faut
imposer :

M;l)(j+2) =0 pour 0 i <n-r

ce qui équivaut, en vertu des propriétés du B-polygone local sur (3+1, 3+2),
a: §j+l = 0 et entraine en particulier

541 = O
La recherche du support [0, j+2] le plus petit possible &quivaut donc,
d'aprés la relation (3) ci-dessus & la recherche du plus petit entier j 2 0
tel que Yj+1 = 0, c'est & dire & la recherche du polynéme minimal du vecteur
4"
b, pour la matrice Rr’d.

Proposition 3 : Powr n = 2m-1 et v 2 1 §4x€s, Les assertions suivantes sont

Zquivalentes :
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({) Le polynome minimal de %S pour £a matrnice R, 4 & Le polynome

k]

canactinistique de cette matrnice, c'est a dine Le polynome d'Eulen-Frobenius :

* _ A% .d *
nr,d(x) = Co AT+ ..+ Cd

(44} En choisissant Yj = kC; (0 £ j <4d, k constante # 0) Les vecteurs

N n
X ceey X

1° sont Lintairement indépendants.

d

(Aid) Le suppornt minimal de MA est [0,d+2]

(4{v) Avec Le choix yj = kC; (0 <3 <4d, k #0) pour M_, Les B-splines

Ms(x), MS(x+1),..., MS(x+d+1) sont Linéainement indépendantes sur [0, 1].

Preuve : Montrons que (i) implique (ii) et (iii).

. v
Si H: d(A) est le polyndme minimal de b_ pour la matrice R la relation (3)

s r,d?

. 3 '\’ . P4 . . rd
implique que les vecteurs %1, %2, ceey Xd sont non nuls et linéairement indeée-

pendants si 1l'on choisit les Yj proportionnels aux C; (0 £ 3 £ d),de plus
%d+l = 0, par conséquent le support minimal de M est 1l'intervalle [0, d+2].
Montrons que (iii) implique (i) et (ii).

Si le support minimal de MS est [0, d+2], le plus petit indice j pour lequel

'\J . ” - s . ’\'
X. = 0 est j = d, par conséquent le polyndme minimal de b_pour R est
j+1 s r,d

2 - . 2 . - *

de degré d et coincide nécessairement avec le polyndme HP d(A). Les Yj sont
b
R * Y Y s _ 2 _ s

alors proportionnels aux Cj et les vecteurs Xl, ceey Xd sont linéairement

indépendants.
Montrons que (ii) équivaut a (iv).

o
. X, sont

d

. . * . "]
51, avec le choix Yi = kcj (0 <jsd, k #0), les vecteurs Xl""

indépendants, il en est de méme des vecteurs X s X qui ont comme

1> Xaen

composantes les B-coefficients des fonctions Mq(x), Mo(x+1),...,MS(x+d+l) sur

1"intervalle [0, 1].
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En effet :
d+1 d n
J a. X, =0 = J a, X, =0
jzo 13 j=1 J 3
donc @ = ... = ad = 0. I1 reste alors :
%y Xo t Oge1 Xaeq = O
En prenant les composantes s et n-s de ce vecteur, on en déduit ao = 0441 =0,

sachant que Y, et Y4 sont différents de 0. Enfin 1l'indépendance locale des

B-splines équivalant & 1'indépendance des vecteurs Xo, <.y X,, on a bien le

d

résultat annoncé. B

Avec le choix particulier
(4) y. = (1) {n=s)t o (053§ 54
3 nl 7

on a les propriétés suivantes pour M

Proposition 4 : Les gonctions M vérnifdient ; pour x € [0, d+1] :

(4) w_(d+2-x) = (-1)S M (x)

)

(44) M;S (5+1) = c; pour 0 < § < d.

(L) M;l) (j) =0 pouri#s, 0<i<r-1,0<73 < d+l

€ S(s)

Preuve : La propriété (iii) résulte immédiatement du fait que M nor
L]

Sur 1l'intervalle (j,j+1), on a :

n (3)
Ms(x) = .Z xi ¢n,i(x—j)
i=o
(s) _  n! nss o s (3) .
donc MS (x) = Taos)T L v Ro4i ¢n_s’i(x-j) et

(3)
' *
MéS)(j+l) B TE?QTT (’1)S xn-s - cj d'aprés (2) et (q)
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L'application x + d+2-x transforme l'intervalle [j,j+1] en 1l'intervalle

[d+1-j, d+2-j] et 1'on doit montrer que :

(5) U

- (-1\S v .
41 xj = (-1) X1t (0 £ j < d+1)

1-3

la matrice Un+1 inversant l'ordre des composantes du vecteur X, .
]

On a d'une part :

r Gy
X, 5 X 5 0 pour 0 £ i € s-1
(3) s i
(6) 1 %< -7 Q) pour s < i < r-1
(3) i
W N £ pour s < i S r-1

et d'autre part :

f (d+1-3)  (d+1-3)

X, = x . =0 pour 0 £ i s s~-1
i n-i
(d+1-3) s i
(7) 1 x; = (=17 Q) Yd-3 pour s S i S r-1
(d+1-3) N

Les racines du polyndme Hﬁ r étant de signe (-1)¥ et ce polyndme
]
étant de degré d, on a :

Y= (-1)(r+1)dcf

cd-j = 3 (0 £ 4§ <4)

d'od 1l'on déduit
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= = (r+1)d
Xj (-1) d=4

- (_1)(r+l)d

Y5-1 Ya+1-7

Pour n impair, d est pair, et 1l'on déduit des relations (6) et (7)

ci-dessus que :

(d+1-3) s (3
(8) X, = (-1) X; pour 0<isr-tetn-r+tl <is<n

En ce qui concerne les composantes centrales (i.e. d'indices

r, ..., n-r), on a d'aprés (3) :

= 3=1 j-2 v
}j = (Y0 Rr,d t Y, Rr,d + ...+ Yj—l Id) bS
o S z . % = =1
De maniére analogue, on démontre 3 partir de = 0 et de R
d+1 r,d
(comme pour %o et Rr,d) que :
N _13S 4]
g = (=107 7q Uy by
2 2 -1 _ .
et plus généralement, sachant que Rr,d = Ud Rr,d Ud s
- (-1)S =1 j-2 v
§d+l-j = L Uy B ® Yaua B g ¥ oo * Vg 5y By
On obtient alors :
A s+d(r+l) .
Uy X = (-1) %d+1—j (1<3sd

ce qui, avec (8) démontre (5).M

Lee [5] ayant démontré 1'indépendance linéaire des B-splines Ms(x), -
Ms(x+d+l) sur l'intervalle [0, 1], c'est 3 dire 1l'assertion (iv) de la propo-
sition 3, cette proposition nous a permis de calculer, au moyen de l'algorithme

de Souriau-Faddéev (cf. Gastinel [3] p. 294 ) 1les polyndmes d'Euler-Frobenius
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et les B-splines dans un grand nombre de cas (d'autres exemples sont donnés

dans [10]).

Remaggues

1) Il est possible de démontrer directement 1'indépendance linéaire
des vecteurs %j (1 £ j <£4d) lorsque d = 2 ou 4, ce qui suffit largement dans

la plupart des applications.

2) La technique ci-dessus permet &galement le calcul des B-splines pour
une subdivision dont les hj sont en progression géométrique, car dans ce cas

P: = h

3 j+l/hj = p est constant et les matrices de raccordement sont toutes

identiques.

Exemple 1 : n =5, r =2,d =2 (degré 5, classe C3)

- v Y _
H5,2(A) = Hz’z(k) = -2 + 6A-1.
Pour s = 0
Yozco:—l
Yp$e;° 8
Yp % ¢y = -l
( X, = (0, 0, 0, 0, -1, -1)
X, = (-1, -1, 0, 4, 6, 6)
B-polygone de Mo : (figure 1)
X2 = (6, 6, 4, 0, -1, -1)

| X, = (-1, -1, 0, 0, 0, 0)
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S P
Yo" " 5% "5
*»_ 1. -
Y= -5 T80
* 1 _
Yo = =% 0g = W&

1 4 12 6
;=0 -5, -5,-F "5
B-polygone de M, 1 i 6 12 4 1 (figure 2)
X2 - (0, g‘, ?; ’ g ) g s 0)

Exemple 2 : n = 7, r = 2, d = 4 (degré 7, classe C5)

* M

A 73 4 28202 - T2 A+ 1

—
<
-
N
~~
>
N
"
—
~~
>
N
1"

Pour s =0 : Y_ = Yg =1, 72 = Yu = =72, Y3 = 262

---------- o
( XO = (0, 0, 05 0, 0, 0, 1, 1)
X, = (1, 1, 0, -4, -16, -48, =72, =72)
X, = (-72, =72, -48, 16, 124, 216, 262, 262)
B-polygone de M_ $ (figure 3)
X, = (262, 262, 216, 124, 16, -48, =72, -72)
X, = (=72, =72, -8, -16, -4, 0, 1, 1)
| %, = (1, 1, 0, 0, 0,0, 0, 0)



B-polygone de M
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. .72 262
S L F R

0, 0, 0, 0, 0, -1, 0)

1, 4, 12, 32, 80, 72, 0)

-72, -208, -416, -628, -564, -262, 0)
262, 524, 628, 416, 208, 72, 0)

-72, -80, -32, -12, -4, —i, 0)

1, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

(Pigure 4)
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Figure 1
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VI - CONSTRUCTION DES SPLINES FONDAMENTALES Lg

6.1 Vecteurs propres des matrices Rr d

Soient *1, s sy %d les vecteurs des B-coefficients centraux de la
B-spline MS. Nous définissons le polyndme d coefficients vectoriels :

Ly o d
(9) ws(k) =X A+ ... 4 %s,

s,1 -t ')\(s,

d d’

A l1'aide des définitions (2), €3), (4), on établit la relation :

N A _ (.18 (n-s)! Y
Rr’dws(k) = XQS(A) (-1) = Hn,r()\).bS .

qui peut se démontrer par exemple d 1l'aide des résultats du chapitre 7 de

Gantmacher [1]. On en déduit alors la :

Proposition 5 : Toute racime Ay (Bsisd) du polynome d'Euler-Frobenius

Hn I,(A) est valeur propre de £a matrice R, 4 et Bs(xi> et un vecteuwr propre

assocld (0 € s < r-1).

Exemple : r = 2, n = 5.

X =0, ¥, = W, 0
_ L _ 4
*1,1 = -5 (1,3) *1,2 =3 (3, 1)
n
wo(k) = (4, 4))

ml<x)

% {=k # B =3k & L)a

Pour A, = 3 - 2vY2, on obtient :
"
wo(Al) = (4, 12 - 8Y2)

" -1 } _2 s
w,(A)) = ¢ (8v2, -32 + 2u/2) = % ffwo(kl).
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Pour 12 = 3 + 2/2, on obtient :

n,
"’ouz)

(4, 12 + 8Y2)

n 1 2 =
w ,) =% (-8v2, -32 -24/2) = - T ’/5“’0("2)'

6.2 Construction des splines L_

Nous cherchons une spline L € S(s) telle que :
s 2m-1,r
(i) L;J) (V) =Opour vez, 0<3j<r-1, j#s.
(10) G L @ =1, 1 vz opowrvro

(iii) Ls(x) reste bornée quand |x| + +w.

Proposition 6 : Sodent *S PERRERE ')‘(s d Les vecteurns des B—coe“icéenﬂ
9

centraux de M Sur Les intervalles (1, 21, ..., [d, d+1] ~espectivement.

; = oV (v) = (o, V) (v)
Sodent Ys,v = (yo s eres Yo ) e,t'ﬁ‘fs,v = (yr s eees yn_r) Les vecteuns des

B-coeffdicients et des B-coefficients centraux respectivement de La spline
gondamentale L, sur L'intervalle (v, v+1)(v € Z). On a alors :

(£) yg\’) = 0pour 0 sis<r-lefnr+tl <is<npouwrtoutvyo
(44) y§°) = 0pour 0 <i<s-1etnrtlsisn
mais yio) = g% Z%;”poun s <1isr-l
lead) ¥, | = jgl {52 i‘i’*d'j /A X

[4v) L (=x) = (-1)8 Ly(x) pour tout x € R.

Preuve : Les conditions (10, 1) et (10, ii) ci-dessus impliquent, pour v = 0 :
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(O) vee = (0)

[ (D) Yo F A 0 (s 2 1)
)
(ii) y(o) = é%-—%— pour s < i < r-1
"
(11) s
(iii) (y(°), y:i, cees yf:;) = '\Ys’o ¢ R est un vecteur inconnu
L (iv) ygfi+l R yio) = 0.

Remarque : On a supprimé 1l'indice s dans les composantes, pour simplifier

les notations, mais il est bien clair qu'a priori elles dépendent de s.

Le raccordement & l'ordre n-r au point V 2 1 des polygones locaux de
L, sur [v-1,v] et [v,v+1] ainsi que les conditions (10, 1) et (10,ii)

s'expriment par :

vs vl Rr,d?s,v (v 2 1)
(V) (v) o
ol vs,v (y s p? """ ys,n—r)’par suite :
_ oV
(12) ?s,v = R4 ys,o pour tout v 2 1.

Ecrivons la décomposition de ?s o dans la base des vecteurs propres
L

de Rr,d :
(13) ?S’o =g B () 44 ag g8 Ay
On en déduit :
(14) Y .- as’lxlws(x )+ rag B,
Comme yév) = ... = ﬁfi = yéfl+l = ...0= yév) = 0 pour V 2 1, on voit

que la condition (10, iii) sera vérifiée si le vecteur ¥ reste borné quand

s,V
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Vv + +o, c'est 3 dire, puisque 1 < |A | < ... < Ildl, si l'on a :

m-r+l

(15) a . =T = 0

s,m-r+l1 =~ °° s,d

~

D'autre part, le raccordement d l'ordre n-r, 3 l'origine, des polygones

locaux de L sur (-1, 0] et [0, 1] se traduit par :

s (n-s)! g

n,
Y =RrR Y.+ (-1) =233

s,0 r,d -1

3 3 . '\I
Ecrivons la décomposition de bS dans la base des vecteurs propres :

Voo n n
(16) bS = Bs’lws(kl) + ...+ Bs’dws(kd).

On en déduit :

¥

"W o~-10,

(o ¢ - (D% 5 0

s,-1 s,i

i=1

et puisque 1l'on a également :

¥ S gVt Y ‘

S,V r,d s,-1

et tout v 2 1, on obtient :

d Vv
i s )t g 1 Ve
(17) vs,—v N izl (as,i - D n! Bs,i)(li) ws(li)°

Si 1l'on veut que LS reste bornée quand x > -», il faut et il suffit

que ?8 v reste borné quand v + +», c'est 3 dire que :
L]
- (_14S (n-s)! . _ )
(18) as,i = (-1) T Bs,i (1 <1i<mr)

D'aprés (9) et (14), on a :
d d .
Y - n
Bo= ] (] af B, DX
j=1 i=1 o+ ]
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Mais comme d'autre part, on a, d'aprés les relations du paragraphe 5 :

* (n-s)! Vv *

n,
X, = (-l)sc b avecc =+ 1
1 o n! s o —

on en déduit :

( ,4-1 d-1 . s n! *
Al Bs,l ¥ ounw K xd Bs,d (-1) (n-s)! ‘o
d-2 d-2
)\1 Bs,1+ .+ )‘d Bs,d 0
(19) 1
A BS,l + . Bs,d =0

Soit V(Xl, a6 kd) le déterminant de ce systéme et Vi(kl, cees AJ)

d
le mineur obtenu en supprimant la ligne 1 et la colonne i. Les solutions de 4

(18) sont données par :

Vi(kl,...,kd)

_ (_1)\5 n! Y- Lo &
L2n) Bs,i = (-1 (n-s)! Co'( D V(kl,...,xd)
% 9
Comme d'autre part, . _(A) = c_ I (A-A,), on déduit immédiatement
n,r ° iy i
de (18) que :
= ' < is< m-
(21) O 4 1/l n,r(xi) (1< i< mr)

Les relations (13) et (14) s'écrivent alors respectivement :

<2
"

m=r n
Y ow_(A)/M'_ _(X,) ou
121 s i N 1

d m-r .
Y =7 (U A _ank .
8,0 42y yzp 1 n,r i S,3
(22) Y = ? CTOAEI M ook
s,v  .b i ny,r 1i’’"s

j=1 i=1 =
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D'autre part, (17) et (21) impliquent :

d

"

Yo,-v =~ ! ms()‘i)/l\i)n'n r(li)
’ i=m-r+l ’

Or on vérifie aisément que :

d-2

' _ (11915,
I L) = GO Oy A

n,r d+l-i

N, _ s, v d-1
B (Ag1op) = GDSUB /A

(ou Uy désigne matrice "anti-unitaire" inversant 1'ordre des composantes d'un

vecteur de ]Rd) .

On en déduit alors :

Y o= G0 ] ATug opm 0

i=1 i

soit, en comparant avec (22) *

- s
¥, = Ud?s’v (v 2 1)

s, -1

Pour la fonction Ls(x), cela se traduit par la relation :

Ly(-x) = (-l)SLS(x)

Exemple : n = 5, r = 2,
_ 2
H5,2(A) = =A" +6) -1
H's’z(k) = - 2\ + 6
A, = 3 - 2/2, donc VI ,(A)) = 1/w2
]

n ,
wo(xl) = 4(1,3 - 2V2)

N 8
wi(h)) = ¢ v2(1,3 - 2/2)
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Par conséquent :

<
[1]

Bo(xl)/u/ﬁ = (1/V2, 3/v2 - 2)

<
'

= ml(xl)/u/§ =1 (2,6 - 8/2)

)=

Les B-coefficients de Lo et L. sur [0, 1] sont donc respectivement :

1

S
"

(1, 1, 0.707, 0.121, 0, 0)

<
1]

(0, 0.2, 0.4, 0.068, 0, 0)

6.2 Représentation au moyen des B-splines

Soit Ns(x) = Ms(x+m—r+1) la B-spline de Sﬁs; de support [m+r-1,m-r+1].
bl

On se propose de calculer les coefficients du développement :

(23) L(x) = g a vNS(x-V)

Comme Ms(d+2—x) = (—l)sMs(x) (proposition 2) on a NS(—x) = Ns(x).(—l)S

et comme LS(-x) = (-l)SLS(x), on en déduit :

a = g (v 2 € Z)

Sur l'intervalle [0, 1], on a :

m—§+1
L (x) = a N (x-v).
s V=-mt+r Ba¥ 5

Ce qui se traduit sur les B-coefficients centraux par :

m-r -

a
s,0 s,V s,m-r+l-v

v=-mtr+l
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ou encore

5 ¥
= jzl as,m—r+l-—j s,j

d'ol, en comparant avec (iii) (Proposition 6) pour v = 0 :

m-r d“ N . . ’ R
2873 () (153 s4d).

a . =
s,m-r+l-j .2 i n,r

i=1

Le raisonnement ci-dessus s'étend sans difficulté 3 tout intervalle

(v, V+1) et 1l'on en déduit :

- _ mrr—l+lv| '
(23 a =a, - Zl Ai /M n,r(Ai)

qui est indépendant de s. A 1'aide de cette relation et des théorémes 1, 2 et 3,

on établit la :

Proposition 7 : La solution unique S e Sn Y du problime d'interpolation
9+ 9

d'Hermite peut &'exprimer sous La forme :
r-1
S(x) = §J (] z N (x-V))

§=0 VeZ

oll Les suites (z£S))V€z sont donntes par :

(s) . ) (s)
a, _.y. (0 s 5 <0r-1)
v sz VT
m-r
. m-r-1+|v|
avee a, = igl Ay /H'n’r(ki)

Preuve : D'aprés le théoréme 2, on a :

™ orel (s
s(x)= J ] y5 Lgtx3)
joeo 120 3
4o0 40
mais L(x-3) = v}iw a, N (x-v-3) = vglw -5 N (x-V)
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400

donc si l'on pose Zf)s) = )' a\)_j y:(js) pour s = 0, 1, ..., r-1, on aura bien :
j:-oo
r-1 to (s) r-1 4o 4o (s)
y ) Z, Ns(x-\))) = 3 ) ) a, s Vs Ns(x—\))
s=0 V=-® S0 VI-® j=-o J 71

r-1 +x +o0 (s)
=1 I (] a, N (xV) yjS = §(x).

. V-
§$=0 j=-® VY=z=-w J
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VII - UN EXEMPLE NON TRIVIAL : SPLINES DE DEGRE n = 2r+1 ET DE

casse ¢t (cas ob d=2)

7.1 B-splines

Les espaces de splines considérés sont respectivement :

- r+l ]
S2r+l,r = {S € C"TT(R) : S|(v,(v+1)) eiP2r+l} et
S(s) = {s eS8 S(j) (V) =0, 0<3 < r-l. i # s, VeZ}
2r+l,r 2r+l,r ’ J » ) ’

pour s = 0, 1, ..., r-1.

Pour la construction de la B-spline MS € ayant comme support

l'intervalle [0, 4], on utilise les résultats du paragraphe 5.

La sous-matrice Rr de la matrice de raccordement Rr+ s'écrit ici :

2 2

0 (-1)F

)r+1

(-1 (-1)F (2r+2)

Les vecteurs w, (0 £i < r-1) sont donnés par :

r+l 2

_ i, r-i ,r
w, = (-1)" 2 ((i)’ 2( N )) e R

et 1'on en déduit :

() (1 - (D7)

(r+1

2 (1= (=177 (142r-25))

en utilisant les propriétés des coefficients du bindme.
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Le polyndme d'Euler-Frobénius est :

M., )= (-7 “13% 4 (2r42) A + (-D)F

et ses racines sont respectivement =

A, = (-1)T (v + 1 - /o(o2))

1

A= (-7 (r + 1 + /o(0t2)) = /A,

I1 est clair que 1l'on a :

0 < ]kll <1< Al

B B s+r-1 (n-s)! _
Ys,0 ~ Ys,2 = (-1 n! (n = 2x%1)
_ s (n-s)!
Ys,l = (-1) — (2r+2)
: N N 2 X .
On construit alors les vecteurs XS 1 et Xs 5 de R donnant les B-coeffi-
3 L)

cients centraux (r et r+l) de MS sur les intervalles (1,2) et (2,3) respecti-

vement :
_ v (l) (l)
%s,l " Ys,0 B *s,r> s, r+l)
_ " (2) (2)
%5,2 - (Ys,o Rr,2 * Ys,1 D b = (Cx *s,r° *x, r+1)

dont on calcule les composantes d partir des relations ci-dessus :

— = 7
<:> il = ta1y =y
_ r-1 (n-s)!
%S’l = (-1 A
Y (1 - DT (1420-25))
(r+1) (2p-2s+1 - (-1)F°5)
v _ (n-s)!
xs,2 " n!
L(Z) {1 = (=1)" >}
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Ces deux vecteurs sont linéairement indépendants et 1'on voit que

X au-01
2 %s,1 %% Y 7 .

n,
X 2=(—1)SU
’ 1 0

S,

Les autres B-coefficients de MS sont respectivement :

¢ (o) - <i<
x.,i 0 pour 0 £ i 5 r+l
(0) i .
) = <i< -
sur [0,11 Xs,n—i (s) Ys,o pour s £ i € r-1
(g) =0 pour 0 <i <s-1 (s 21)
s,n=1
( (%) . =0 pour 0 £i <s-1 (s 2 1)
s,i :
(1) s i .
= (- < -
XS4 (-1) (s) Ys,o pour s £ i < p-1
oy
sur [1,2] (%) et (%) sont les composantes de X
’ S,Ir s,r+l s,1
(1) i < 3
xs,n—i (s) Ys,l pour s £ i < r-1
== <1 £ s- 2
- 0 pour 0 <1i<s-1 (s 21)

Les B-coefficients X, o et X, 4 sur [2,3] et [3,4] s'en déduisent par
les relations :
= (_13\S
Xs,2 = (-1) Un Xs
qui équivalent 3 :
MS(4 - x) = (-1)° Ms(x) pour x € (0, 4)

ou encore a :

N_(-x) = (-1)° N (x) si N_(x) = M_(x+2).
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7.2 Splines fondamentales

Le probléme d'interpolation est le suivant : étant données r suites

(s) (s)

y = ( y\))\)ez 0 £ s £ r-1 appartenant a V&(Y > 0), calculer 1l'unique spline
S, € s2r+l,r,Y telle que :
Sis)(v) = (33 (Vez, 0 <s <r-1).

On sait que la solution s'exprime au moyen des splines fondamentales

(s)
Ls(x) . S2r+l,r'
r-1 (&)
s(x) = ) (] o Ls(x - V).
S=0 Ve€Z

Nous utilisons les résultats du paragraphe 6 pour la construction de

ces fonctions.

Le seul calcul a faire est celui du vecteur des B-coefficients

centraux de LS sur 1l'intervalle (0, 1). Or on a, d'aprés la proposition 6 :

Y = a/m O . X o+ M (A) X
S

S 4,0 2r+l,p 1 Syl 2r+l,r 92

Comme H'Qrﬂ,r()\) = 2[(r+1) - (~1)TAD, et

Xl = (-1 (r+1 - /o(r+2)), il vient :

1/m = 1/2/r(r+2)

2r+l,r(xl)

Par conséquent :

= 1 ()\'k +r)\(1 )

S,0 Qm 1 8,1 S52
et plus généralement, on a pour tout vV 2 0 :
2V

? :———]-'— (A 9( +')\(/ )
sS4V Y T ETOR 1 sl 842
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En utilisant maintenant les résultats du paragraphe 7.1 :

Y (n-s)! ,r+l r-s v
Y = —" (Tg7) ———— A7 (1, A ])
s,V n! N ET)) 1 1

ce qui montre que Ls(x) est du signe de A; sur l'intervalle (v, v+ 1), pour

v 2 o‘

N _(n-s8)! ,r v
Ysv = 7o () -2 @ lxll)'

et Ls(x) est également du signe de ): sur l'intervalle (v, v+l1), pour v 2 0.

Rappelons également que :

L (-x) = (-1)° L_(x)

et d'autre part le développement de LS dans la base des B-splines

— 1 y x|V|

L_(x) = :
s 2vr(r+2) veZ

Ns(x—v).

La proposition 7 prend alors la forme simple.

Proposition 8§ : La solution unique S € 32 du probleme d'interpolation

+1,r,Y
d'Henmite peut &'exprnimern sous La forme
r-1 (s)
S(x) = J (] z, " N_(x-V))
S
s=0 VeZ
o Les suites (ZSS))VeZ sont données, pour s = 0, 1, ..., r-1, par :

Z\()s) - 1 z >\l\)—jl y(s)
2/r(r+2) ez 3
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r

7.3 Norme de 1'opé&rateur de projection l'"r+1

(s) (

Cet opérateur associe 3 r suites bornées y = (va))vez 1'unique

spline borné S, de degré 2r+l et de classe c™?! telle que :

S:‘S)(v) = y\()s) (VeZ, 0§ssr-1).
Posons
31, = max [y®1,  avee |1y®11, = sup [v{%].
0<s<r-1 V)

s, 11, = sup s ()]
IS 11 = s |l
2ot " S e

Or on a vu, au paragraphe 7.2 que Ls(x) est du signe de A: sur (v, V+1)

pour Vv 2 0 et du signe de (-1)% le| pour V £ -1. Choisissons comme suites :

sgn (kz) pour v 2 0

(§3 = (0 £ s <r-1)
(-1)% sgn (Aivl) pour vV < -1
On a évidemment |||;r|||°° = max ||y(s)||°° = 1 et 1l'interpolant a comme

osssr-1
expression, pour x € [0, 1]

r—

1
s, (x) = D) ILs(x-v>|>

80 VeZ

Par conséquent, on en déduit :

r-1
||Lgr+1|| = max ¥ ¥ (%)
xelo,1] s=o

avec ¥ (x) = |L_(x-v)|
s \Ez s
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En effet, le maximum de ?s(x) sur R est égal 3 son maximum sur [0, 1] car Ys

est périodique de période 1.

Nous allons montrer maintenant que :

(24) max Y (x) = ¥ (1/2)
xe[0,1] S s

En utilisant les relations de la propositiop 6 et du paragraphe 7.2,

on calcule les B-coefficients de Ys sur Co, 1] :

(n-s)! ,i .
. = . D e < p-
X, 2R s ~ (s) pour s < i < r-1
= = i < s- l 'Z
X, =% . =0 pour 0 < i < s-1 (s 21)
- ! - + l>\ l
X =X = SP__S_?_'_ (P+1) r-s 1

A e I O P

{n-s)! (w41, == pour r-s pair

n! s

et d'autre part :

x - (n-s)! (F 1+ |)‘1'
bl r+l - n! s 1~ | 1‘

]
"
]

pour r-s impair

(n-8)! ,r. /r(r+2)
232 (B —

n! s

On en déduit :

. (n-s)! ,i-1 .
LR TS Sy (5-1) 20 pour s S i S r-1
r-s , s . .
- () O si r-s est pair
* X -xr_l:
( s) 3 :t:) %] > 0 si r-s est impair
* X ~x%x =0
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- (x,

: X .
n-i n-i-1 i

Comme le nombre de zéros de Yé

de changements de signes de la suite

45

X, .) <0 pour s < i < r,

i-1

dans ]0, 1[ est au plus égal au nombre

(x; = %, ;) (1 <1< 2r+l) et comme

Y; (o) . Y;ﬂ(l) < 0, on voit que W; ne s'annule qu'en x = 1/2, donc (24) est
démontré. On calcule alors :
1 1 1 Tl n-s n-r, r+l1 r-s
WS(E) = e R {.2 (i—s) + (r-s) —;r.r—s+1} pour r-s pair
L i=s
r-1 '
1, _ 1 1 n-y n-r, /r(r+2) _ ,
L. o3 {.Z g v G r } pour r=s impair
L i=s
Et 1'on obtient finalement :
r-1
r _ 1
15l = T v,
s=o
1 1
Exemples : 1) r = 1 (n = 3) ||L3|| = & (143/3) v 1,549
2 1
2) r =2 (n = 5) ||L5|| = i€ (17+4/2) ~ 1,416

Remarque : La valeur de ]]Lgll calcul
celle obtenue par Lipow dans [7], p.
En revanche, la valeur calculée pour

[8] et [9].

On a démontré dans [11] les ré

.
.

Proposition 9

r

(4) La nomme de £'opérateur L,

ée par cette méthode est différente de
379. On y trouve en effet :

Ll coincide avec celle donnée dans
3

sultats suivants :

ppq CONVIGE vers Ve quand r > +w.

(44) S4& poun tout |v| assez grand, on a pour tout j = 0 :

If(j)(v)l < Aj[\)[Y

(y 2 0 §4x8)

||L§H ~ 1,5239.
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et 84 La senie | Aj/3! convenge, alors £'interpolant spline S, € S
jzo -
de £ converge vens £ quand r + +» uniformément sun tout compact de R.

2r+l,r

D'autres résultats y sont donnés concernant les formules de quadrature

associées aux interpolants d'Hermite.
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CHAPITRE 3

SPLINES QUADRATIQUES GENERALISEES
SUR UN INTERVALLE

I do not know what I may appear to the world ;
but to myself I seem to have been only like a
boy playing on the seashore, and diverting
myself in now and then finding a smoother
pebble or a prettier shell than ordinary
whilst the great ocean of truth lay all
undiscovered before me.

IXsaac NEWTON
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I - INTRODUCTION

Soit I = [a, b] un intervalle deR et T = {a=t, < t, <...< t, = b}
une subdivision de I. Désignons par :

Spy(u) = 8pa(u, I, 1)

le sous-espace des fonctions S € Cl(I) dont la restriction 3 chaque sous-
intervalle [ti, ti+1] (0<is<n-1) est de 1la forme :

S(x) = ajq *+ay; v+ ag, uly)

i
propriétés simples (cf. § II, Définition 1).

- - _ 1 2 e
ol y = (x ti)/hi’ h, = tiep ~ t; ot ol u; € C [0, 1] vérifie quelques

On pose u = (g5 Ugseees u ) : on a donc le choix de 1a fonction
u; sur cheque sous-intervalle. Les fonctions de sz(ﬁ) sont appelées spli-
res quadratiques généralisées (en abrégé SQG).

Ce chapitre étudie les problémes suivants :

1) Construction des B-splines de Sp2(ﬁ) et représentation globale des
SQG au moyen d'un pofygone Béziexr.

2) Interpolation de Lagrange aux points t; =ty t;+1 ti+1)/2
pour 0 £ i <€n -1, t;+1 =t généralisation d'un théoréme de Marsden
[9] sur la norme du projecteur de Lagrange correspondant. Sur ce sujet,
voir également (1], [7], [10], [11], [16], [17].

= (ti +

3) Interpolation par moyenne Locale

t
( J i+l wi(x) S(x) dx = M, (0sisn-1)
t

i

n

L 8'(ty) = s'(t)) =0 ou S(ty) = yo, S(t) =y
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et généralisation d'un théoréme de Schoenberg [14] sur les histosplines

quadratiques. Voir également [8], [12], [14] et [15].

4) Interpolation d'Hermite du type :
S(t2i) = ¥y S'(t2i) = y'i (0 £1i<n)

= (t,. + t )/2

lorsque T = {a = t_<t, <...<t, =b}et toi41 2i 2i+2

o 1 2n
(0 £i <n-1).

5) Erreur d'interpolation pour le probléme de Lagrange lorsque la fonction

interpolée est dans c'la, bl, 0 < r < 2.

6) Erreur d'interpolation pour le probléme d'Hermite lorsque la fonction
interpolée est dans Cl[a, bl ou C2[a, bl. Pour les splines quadratiques poly-

ndmiales, l'erreur est étudiée pour les fonctions de Cafa, bl
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IT - L'ESPACE P,(u) DES POLYNOMES QUADRATIQUES GENERALISES ET SA

BASE DE BERNSTEIN

Définition 1 : P,(u) est Le sous-espace de C'[0, 11 foamé des polymdmes quadna-
tiques géniralisds du type : P(x) = a +ta; x+ta, u(x) oll u e 01[0, 1] virigie
Les conditions {cf. fig. 1).
{4) u(0) = u'(0) = 0, u(1) =1
(44) u et u' sont strictement croissantes
(ddd) u€1 - x) = 1 - 2x + u(x)

Ces propriétés permettent de prouver le

Lemme 1 : Le systZme {1, x, ulx)} est un syst2me de Descartes sur (0, 1), c'est
a dire que £'on a :

Z(a° ta x+a, u(x)) < 8 (ao, a,, a2)

1
oll Z(P) disigne Le nombre de nacines de P dans (0, 1) et s'(ao, a;, a,) e
nombre de changements de signe de fLa sulite (a, a, a,) sans tenin compte des
z¢nos. ‘

Preuve : Il suffit de montrer (cf. Karlin [18], chap. 1) que pour
0<x1<x2<x3<,1,mp:

1 -1 1
D= X, X, Xy } >0 etpourdic]:
u(x,) ulx,) ulxy)
11
Dl(i, j) = > 0 (évident)
Xy %y
1 1
D, (i, J) = > 0 (évident d'aprés (ii))
U(xi) u(xj)
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Xi Xj

u(xi) u(xj)

D, (i, §) = >0

et bien slir u(x) > 0 pour tout x € (0, 1),

1 0 0

Or D = xl x2 - x1 x3 - x2

u(xl) u(x2)-u(x1) u(x3)-u(x2)

u(x3)—u(x2) .u(x2)-u(x1)

donc D > 0 <= x— >
37 %

x2-x1

mais il existe Y1 et Yo, X <y, < Xyy Xy <Y, < Xy tels que
- = - '

u(x3) u(x2) (x3 x2) u (y2)
- = - t

u(x2) u(xl) (x2 ) u (yl)

par conséquent (ii) entraine u'(y;) < u'(y,) donc D > O. De méme :
Xs X; T Xy

u(xi) u(xj)-u(xi)

Qi

Da(i,j) = > 0 équivaut

ulx, ) ; ulxy) - ulx;)
X, X. = X,
i j i

mais il existe O < Ny < x; tel que : u(xi)

x; < Eij

' *
X; u (ni) et i1 existe

< tel que u(xj) - ulxy) = u'(Eiﬁ)° (xj - %)

Comme u' est strictement croissante, on u'(ni) < u'(Eij)’ donc
Dy(i, 1) > 0, cqfd.

Lemme 2 : La fonction u virnifie Egalement Les propriltés suivantes :

(iv) 2% - 1 < u(x) < x pour x € (0, 1)
(v) u'(1/2) = 1 et u'(1) = 2
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Preuve : On a d'abord 2x‘— 1 < u(x) < x pour x € [1/2, 1] car d'une
part : u(l - x) = 1 - 2x + u(x) > 0 et comme u'(1 - x) = 2 - u'(x),
on au'(l/2) = 1 et u'(1) = 2 ; or u' strictement croissante entraine
u(x) = x u'(§) < x pour 0 < £.< x < 1/2 et comme d'gutre part

u(l - x)
pour 1/2 s x < 1,

1 -2x+u(x) <1-xpour 1/2 £ x < 1 on a aussi u(x) < x

Définition 2 : La base de Bernstein deJP2(u) est définie par (cf. fig. 1).

¢O(x) zu(l - x) =1 - 2x + u(x)
¢1(x) = 2(x - u(x))
¢2(x) = u(x)

Lemme 3 : La base de Bernstein ci-dessus vénifie Les proprniltés sulivantes

2

(B1) ¢i(x) 20, igo ¢£(x) =1letx= %-¢1(x) + ¢2(x)
(B2) ¢0(o) =1 ¢é(0) = -2

$o(1) = 0 64(1) = 0

$,(0) =0 ¢,(1) =

¢i(0) =2 - ¢3(1) =

¢2(o) =0 $5(0) = 0

$,(1) =1 $5(1) = 2

(83) {6y, ¢,, ¢,} est un systime de Descartes sur (0, 1), L.e. @

Z(by 9y *+ by ¢, + b, ¢,) S 87(by, by, by)
Preuve : Les propriétés (Bl) et (B2) résultent trivialement de la défi-
nition 2 et du lemme 2, La propriété (B3) se démontre comme le lemme 1,

I1 suffit de remarquer par exemple que
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¢O(xl) ¢o(x2) ¢O(x3)
¢1(x1) ¢1(x2) ¢,(x5)| =2D>0
¢2(x1) ¢2(x2) ¢2(x3)

et il en est de méme pour les déterminants d'ordre 2.

Définition 3 : On appelle polygone Bézier (ou B-pofygone] de P(x) = by ¢ (x) +
bl ¢1(x) + b, ¢2(x) € ]P2(u) La Ligne brisée de sommets :

v

N~ - v
¥ = (0, by), B, = (1/2, b)) b, = (1, b,)

0 0 1

‘ x =5 01(0) + 9,(x)
Comme. P(x) = bO ¢O(x) + b, ¢1(x) + b2 ¢2(x)

on voit que Le point courant (x, P(x)) est dans £'enveloppe convexe des
sommets du B-polygone de P e P2(u) (fig. 1).

o

o
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III - UN CAS PARTICULIER IMPORTANT : u e czco, 11 ET

u"(x) = w(x) > 0 SUR (0,1)

Dans ce cas, on peut écrire :

X

(1) u(x) = I It w(s) ds dt
0’0

etIP2(u) = kep,L' ol Lw est l'opérateur différentiel :

(2) (L, £)(x) = 5= (£"(x)/u(x))

On a alars 1le :

Théongme 1 : Une condition nécessaire et suffisante pour que u vérnifie Les
propriétés (L) (4d) (4idl) de La déginition 1 est que w vérifdle :

(a) w(x) = w(1l - x)

1
(b) I x w(x) dx = 1
0

Preuve : (i) et (ii) sont trivialement vérifiées pour toute fonction u de la
forme (1) sauf la condition u(1) = 1. Posons u(x) = u(1-x). Si 1l'on veut qQue
u(x) appartienne éIPQ(u) = ker Lw’ il faut et il suffit que é% W (x)/m(x)} = 0
pour 0 < x € 1. Or a"(x) = u"(1l-x) = w(1l-x) et é% {w(1-%)/w(x)} = 0 entraine

w(1l-x) = k w(x). Pour x = 1/2, on voit que k = 1, donc (a) est vérifié.

D'autre part, on a :

1
u'(1) - u'(t) = J w(s) ds
t

1 11
J [u(1) - u'(+)] dt = J J w(s) ds dt
X Xx’t

~

La premiére intégrale est égale 3 :

(1 - x)u(1) + u(x) -1

-
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La deuxiéme intégrale devient, en tenant compte de (a) :

1,1 1 1-t 1-x (t
J J w(s) ds dt = J J w(s) ds dt = J J w(s) ds dt = u(l - x)
X ‘t x ‘0 0 0

On obtient donc :
u(l - x) = u'™1) -1 - u'(1) » x + u(x)

x = 0 et u(l) = 1 donnent u'(1) = 2 et u(l - x) = 1 - 2x + u(x), donc
(iii) est vrai.
X

Comme u(x) = J (x - t) w(t) dt (Taylor en 0) la condition u(1l) = 1

. 0
s'éerit :

1 1
1= J w(t) dt - J t w(t) dt
¢ 0
1
et comme u'(1) = j w(t) dt = 2, on a bien la condition (b), cqfd.
0

Donnons quelques exemples de fonctions u.

Exemple 1 : u(x) x2,ZP2(u) =P

9

a ch(a/2 - ax)/sh(a/2)

(od a > 0), vérifie w(l - x) = w(x)

Exemple 2 : w(x)

1
et J x w(x) dx = 1, La fonction u correspondante est
0

u(x) = [ch(a/2)(ch(ax) - 1) - sh(a/2)(sh(ox) -{(oax)l/ash(a/2)

Lorsque a =+ 0, w(x) * 2 donc u(x) =+ x2 et lorsque O + + %,

u(x) + x,
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Exemple 3 : w(x) = a cos(a/2 - ax)/sin(a/2), (ol 0 < a < ) donne :

u(x) = [cos(a/2)(1 - cos(ax)) + sin(a/2)(ax - sin(ax))]/a sin(de)

2
lorsque o + 0, u(x) + x~ et lorsque a = T, on a w(x) = T sin 7 x et

u(x) = x - sin mwx/mW.

k(a) - xa(l - x)a (a > - 1) avec

r(2a + 3)/T(a + 2) T(a + 1). (T = fonction gamma d‘*Buler)

Exemple 4 : w(x)
k(a)

£ ¢P2(u) si et seulement si, pour 0 < x < 1 :

é% {f"(X)/xa(l -x% =0
ou encore : x(1 - x) f"'(x) - a(l - 2x) f"(x) = O

Exemple 5 : w(a, x) = 2a + 12(1 - a) x(1 - x), o O < a < 3, donne :

u(a, x) = a x2 + (1 - a) (2x3 - xu).

On vérifie que a < b ==> u(a, x) < u(b, x) et u(1, x) = x2.

Lemme 5 :  (Intenpolation de Lagrange danAZPz(u))

L'interpolant P ¢ P (u) de £, définie suwr [0, 11, aux points 0, 1/2 et 1,
est donné par :

P(x) = £(0) lo(x) + £(1/2) ll(x) + £(1) 12(x)

ol £o(x) = 7= [(1 = 2m)(1 = %) - (x - u(x))]
£,(x) = 2= (x - u(x))
z2(x) = Té%ﬁ (u(x) - 2m x)

avee 0 <m = u(1/2) < 1/2.

Preuve : Simple vérification.
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IV - L'ESPACE Sp,(u) DES SPLINES QUADRATIQUES GENERALISEES (sa6)

ET LES B-SPLINES

te € £. <Coea€ T b} une subdivision

Soit I = [a, bl et 1 = {a = 0
" 1 1 n
de I. On pose hy = t, , -t ett, , =t +3 L (0sisn-1).

Soit u = (ul,..., un-l) une suite de n - 1 fonction de Cl[O, 1]

vérifiant les conditions de la définition 1 du § II.

Déginition 4 : L'espace des splines quadratiques ginéralistes (SQG) as-
s0ciBes A cette suite u est défind par :

Sp, (@) = Sp, (G, I, 1) = (S e clta, b1 :
s | (s ty.q) ePy(u), 0sic<m- 1}

S{ S € sPQ(G), on peit reprisenter s sur L'intervalle (ti,ti+l) sous La forme :

(3)  8(x) = byy bea(yy) + by €45(¥5) + Boyp €55(yg)

ol y; = (x - t;)/h; e [0, 1] et ol {¢i0’ LI ¢i2} est la base de Berms-

tein deIPQ(ui). On remarque que S(ti) = by,

*
+1 7 (ty49s Doyyq) dont

Les sommets du polygone Bézier (ou B-polygone) global de s, et ngi'
%2i+2} est Le B-polLygone Local de S sur (tg, ty,q9)-

e . v n
Définition 5 : Les points by; = (ti, b,,) et b,y
0
D141’

141

Lemme 6 : Les conditions de continuwiti ¢t aux points t, 4e traduisent
sun Le B-polygone global de S par Les n-1 relations :

By(by; = bp3_) = By 3(Ppgyy = Poy)

o i varie de 1 & n-1.
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Preuve : D'aprés (3) et le lemme 3, on a :

2

+
1 - —— -
§'(ty) = b (byspr = Poy)
S'(t7..) = <= (ba..s = boi.)
i+l hi 2i+2 2i+1

. . . - + ~ . .
Au point t;, on doit avoir S'(ti) = S'(ti) d'ol la relation ci-

dessus, cqfd.
On en déduit immédiatement : dim SpQ(G) =n + 2

En effet, le B-polygone global a 2n + 1 sommets 1liés par n - 1

relations.

Construisons maintenant une base de Sp2(ﬁ) formée de fonctions a

support borné (B-splines).

Définition 6 : Posons a; = hi-l/(hi—l + hg), Bi = hi/(hi—l + hi) poun_
1 <i<n-1et y; = (x—ti)/hi powr 0 < i < n-1. Les B-splines de Sp2(u)
sont dégindies parn :

Ooo(yo) pour x € Cto, t1]

NO(X) =
0 aillewnrs
¢01(y0) + Bl ¢02(y0) pour x e [to, tl]
Nl(X) = 61 ¢10(y1) pour x € [tl, t2]
0 allleurns
@5 5 p 0y p) pow x € [ty o, t; ]
N.(x) = 4 371 b501,005-0) * $5g 1 0gg) ¥
i B, ¢i-1,2(yi-1) pour x € [ti—l’ ti]
Bi ¢io(yi) pour x € [ti, ti+1]
Lornsque i = 2,..., n -1 (n 2 3)
%1 ¢n-2,2(yn-2) pour x e [tn—Q’ tn-1]
Nn(x) * 1%-1 ¢n-1,0(yn—l) * ¢n-1,1(yn-1) pour x e Ctn-l’ th

0 allleuns
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) pour x € [t tn]

¢n-1,2(yn-1 n-1?

Nn+1(x) =
0 aillewns

I1 est facile de vérifier que les Ni € Sp2(ﬁ) pour O £ i <n + 1,

et que l'on a les propriétés suivantes :

n+l
Lemme 7 : (BS1) N.(x) 20, ] N.(x) =1
i=0
n+l e
et x = ) t, N.(x)
. i I
i=0
* * _ * l
avee to = to, t ., =t ettt =t +5h

pour 1 < i < n,

(BS2) No(to) N . (t) =1

ntl n

N,(ty) = B; = hy/(hy + hy)
Nn(tn—l) T %1 T hn—2/(hn-2 * hn-l)
et pour 2 <i<n-1
Hpltg ad = Bgy = b ofkty g Ty 42
N,(t;) = B; = hy/(h, , + b))
(BS3) Né(to) = - Ni(to) = - 2/hO
Né(tn) - Né+1(tn) - 2/hn-l
et pour 1 < i <n-1:

(BS4)  Les B-splines fonment une base de sz(ﬁ).

Preuve : Les propriétés (BS1l) (BS2) (BS3) se vérifient immédiatement par

le calcul, Démontrons que les Ni forment une base.

Comme dim sz(ﬁ) = n + 2, il suffit de vérifier leur indépendance
linéaire.
ntl

sis(x) = )

a, N.(x) =0
i=o * *

12 s - .
on a sur l'intervalle [ti, ti+1] (1sisn-=-2):
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a; Ny(x) +ag ) Nopg(x) +ag ) Nopo(x) =0

et, en utilisant la définition 6 :

(W) (ag By +agy ) biolyy) +ag,y 6,0y + (Biyg Bipg ta5yp 0349005009070

Comme {¢io’ .15 ¢i2} est une base deIP2(ui) on en déduit aj,4 = 0,

- puis a; = a; , =03 puis S(to) =ag = S(tn) =a. ., =0, cqfd.

En ce qui concerne la f{o/me de ces B-splines, il est clair que Ni
>
est convexe sur (ti-2’ ti-l) et (ti, ti+1) car a, , et Bi 0. Sur
(t

jo1> Ty)s oma:

) - 1 ] - - 1 1]
Ni(x) = F:__]_ [ai-l(ui-l(yi-l) 2+ 2(1 ui—l(yi-l)) + Bi ui_l(yi_l)]
=1 (28, , - (B, . +a,)ul (y. )
by, i-1 i-1 7 %0 Yt

On voit donc que Ni(x) est strictement décroissante sur (ti-l’ t;)
1 3 1] -
et s'annule pour la racine y, , de ui .(y, ,) = 2B, ,/(B, ; + a,).
Autrement dit, Ni(x) est concave et passe par un maximum. (Fig. 2).

Figure 2 : B-splines de Sp2(ﬁ)

nNn+1
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Définition 7 : Par analogie avec La dEfinition 5, et en vertu de (BS1),
on appelle polygone spline (ou S-polygane) de

n+l
S(x) = ] a; N;(x) £a Ligne briste de sommets

i=0

1

dans £'enveloppe convexe du S-polygone de S.

a, = (t], a;), 051sn+ 1. Lepodnt (x, S(x)) est

Lenme 8 : Le B-polygone global et Le S-polLygone sont Liks par Les
relations : bO = a,, b2n =a g
b2i+l = a5 pour 0<i<n -1,
b2i=Biai+aiai+1poM1515n-1.
Preuve : Cela résulte immédiatement de la comparaison des expressions

(3) et (4).

Remarque : L'espace Sp2(ﬁ) dépend du choix des fonctions u.. Si les u;
sont du type de 1'exemple 2 du § III, on parlera de SQG hyperboliques

Si elles sont du type de l'exemple 3, on parlera de SQG t#igonométriques.
Si elles sont du type de l'exemple 4, on parlera de SQG de Gegenbauer.
puisque w(x) est la fonction de poids de ces polyndmes orthogonaux

(en particulier a = O redonne les splines quadratiques classiques). Pour:
1l'exemple 5, on peut parler de SQG pseudo-quartiques, Ces différents
choix permettent de faire varier la forme de la SQG et leur rdle appa-
raltra peut-&tre plus intéressant dans les problémes d'interpolation de

données monotones ou convexes que nous étudierons ultérieurement.
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V - INTERPOLATION DE LAGRANGE DANS sz(a) ET GENERALISATION D'UN
THEOREME DE MARSDEN

On se propose de résoudre dans Sp2(ﬁ) le probléme d'interpola-

tion suivant :

* * *
= = f. < i< + 1
(5) S(ty) = £(t;) = £, 0<is<n
t* =t t* =t etpour 0 <i<n-1:
avec t5 = o> Tne1 T n H P =i= :
*
ti+l = ti + hi/2 = (ti + ti+l)/2'

Theordme 2 : Le probleme (5) admet une sofution unique S dans Sp,(u).
Les coefficients b,;(0 < i <mn) du B-polygone global sont solutions du
systeme tridiagonal suivant, de taille n-1.

C A
_ 1 % 1 * _ *
Bl b2+C1 bu-'m—lf2+‘m_o‘(f1 mo fo)
Ci . Ai «
Ay Dos o ¥ By by +Cy bosio " Fipr Y £
i i-1
pour 2 < i <n -2
A . b +B_ ., b = EEZl(F* - £ ) ¢l
n-1 ~2n-Y4 n-1 "2n-2 " m *n ~ ™n-1 Tn41 m n-1
n-1 n-2
ol L'on a posé, pour 1 < i < n-1 :
;3 m_g B/(1 - 2m ) a; = h;_,/(h;_,+h))
= - .= u, <
5 mg aiill Zmi) m, l(1/2) 1/2
Bi =1+ Ai + Ci' Bi = 1—ai = hi/(hi_l‘fhi)

Les coefgicients L s'obtiennent alons pan Les n relations :

(L-2m)b., .=fr . =-m b.. -m b
i 2i+

1 = fi4q "My Boy My bos, (0 isn-1)

*

*
avece bo = fo et b2n = fn+1'

Preuve : La représentation locale (3) de S donne :

* *
(6) fi+1 = S(ti+ ) = m, b2i + (1 - 2mi) b2i+ + mg b

1 1 2i+2
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pour 0 < i <n -1, et :

* * *

*
S(to) =b, =f S(tn+l) =b, =f£f

0] 0’

D'autre part, le lemme 6 donne (1 < i <n - 1)

(7)) byy =y bpoyy + By byey

On déduit de (6)

*
(1= 2mg 9) Dyy g = £5 -my g Py g~ M5y Byy
*
(1 -2mg) bospq = £540 7 Mg Dyy My byyo

et en remplagant dans (7) ; onapour 2 < i <n-2:

Mi-1 "3 Mi-1
Toom, - b1 Poioo ¥ (T % * 1 Toom - Bi) by
i-1 i i-1
m. 0, B.
1 - 1 * 1 *
*Tom, % Poseo T Toom: fiv Y Toom -
i 1 i-1

pour i = 1l et i =n -1, on obtient respectivement :

m1 mo ml
. e s b =
o % * 1t T B Byt T @y By
1 o 1
a
1 * Q)A * *
Tom. T2 ¥ Toom. (F1 = My )
1 o
m m m
n-2 n-1 n-2
Tom_ - Pn-1 Pon-u * Toom— %o1 t M Toom - Bac1) Poneo
n-2 n-1 n-2
a B
_ n-1 * * Bl
*Tom . Fnomo i) YT T
n-1 n-2
Posant Ai =mg_y Bi/(l'2mi-1)
Ci =m, ai/(l-2mi)
et Bi = Ci + 1+ Ai’ pour 1 € isn-1

on obtient une matrice tridiagonale & diagonale strictement dominante
puisque
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B, > A, + C,
1 1 1

L'interpolation est possible pour toute subdivision T de I et tout

choix des fonctions uy et S est unique.

Remargue : La solution unique S peut s'exprimer localement dans la base

de Lagrange deIPQ(ui) (cf. lemme 5). Comme on a :

bi0y) = Loo(y) + my &5, (V)

;1) = (1-2m) L., (y) (0<ys<1)
0;,(y) = my L, (y) +2,.(y)

S(x) s'écrit, pour x € (ti’ ti+1) :

S(x) = b,s 2. (y.) + (m. by + (1-2mi) boisr * 2l+2) L. (yi)

21+2 (y )

ol y; = (x - ti)/hi’ et en tenant compte de la relation (6) :

*
(8) S(x) = by, L.0(y,) + £, 2., + boisn ¥ (y )

Soit f une fonction définie et continue sur I et P(u, T) 1'opéra-
teur de C(I) dans Sp2(ﬁ, I, T) qui 3 f associe l'unique interpolant défini
par le théoréme 2 ci-dessus. On suppose que les espaces sont munis de la
norme uniforme et £'on se propose de géréraliser un thEonlme de Marsden

[9] concernant la norme de l'opérateur de projection :
1B, O] = supt] PG, © £]1_ | [1£]], s 1)
Théondme 3 : Pour toute subdivision t de I, ona :
[[PCu, T[], s 1/(1-2m)

ol m = max my < 1/2 (mi = ui(l/2))
Osisn-1
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Preuve : La démonstration se fait en deux étapes : on montre d'abord que

pour O < 1 < n
b,s| < [1£]],/(1-2m)
et 1'on utilise (8) pour montrer que
[Isl], < [1€]] /(1-2m)
Iby| = |f;' et |b, | = |f;+l| sont majorés par ||f|]

D'autre part si 1'on pose b = max Ib
0<izn

2i|’ on obtient 3 partir

N

de la i*®™® équation :
(1+ A;+C)bs [£]], (B; + 0;)/(1-2m) + (A; + C;) b
donc b < llfllm/(l-2m).

*
Sur 1l'intervalle (ti’ t,

l+l), en posant y = (x - ti)/hi

SO ¢
S(x) = 1_—211? {bQi[(l—Qmi) = 2(1—mi) y + ui(y)]

+ 2FF

i+1 [y - ui(y)] + b2i+2 [ui(y) - Qmiy]}

Sachant que Rio(y) et Ril(y) >0 et liz(y) <0 pour 0 <y < 1/2,

on a la majoration :

1
1-2m

IA

(

(1-2m.) [s(x)] ) gl {(1-2m) - 2(1-m)) y + u, (y)
+2(1-2m)(y - u;(3)) - ugly) + 2my}

(1-2m)) [s(x)] < (15%5) [1£l],, (1-2m)(1-2u ()

et comme O < 1-2u.(y) < 1 pour 0 <y < 1/2, on en déduit :
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s | < ||£]] /(1-2m)

La démonstration est identique pour 1/2 < y < 1, par conséquent

on a bien :
Its]l, < ||£]]/(1-2m), cqfd

Remarques : 1) Le théoréme de Marsden est un cas particulier du théo-

réme 3 ; il suffit de prendre ui(x) = x2, donc m; = m = 1/4 pour tout i

et 1'on a bien
[P, < 2,
indépendamment de la subdivision T.

2) Si ui(x) est du type de l'exemple 2 (splines hyperboliqqu),

on a

= ek L g _
m, = ui(l/2) =% 3 th(ai/u). (0<is<n-1)
par conséquent si o = max ag,
m=maxm =+ -=th(a/4) et ||P||_ s a/2th(a/s)
i~ 2 @ ®

Lorsque o * 0, le majorant tend vers 2 et 8i a - + ©, il tend

vers + %,

3) si u; est de type trigonométrique (exemple 3), on a

m; = ui(1/2) a

par conséquent si o = min a;, on a

m = max m, = % - é tg(a/4)

et [|P|], s a/2tgla/4)
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Lorsque & + 0, le majorant tend vers 2 et si a + 7, il tend vers /2.

4) si ui(x) = a; x2 + (1 - ai)(2x3 - xu), on ‘a

3
"

(3 + ai)/16 (avec 0 < a; < 3)

donc si a = max a;, m = (3 + a)/16 et ||P||°° < 8/(5 - a)
. - 8
Comme O < a < 3, le majorant est compris entre ¢ et 4.

5) On pourrait rechercher 1'interpolant dans la base des

B-splines :
nil
S(x) = a. N.(x)
5.30 1 1

Les conditions S(t;) = fi pour O £ i £ n + 1 donnent

* *
a, = f = f et pour 1 €<i<n-2:

0 0° %n+1 n+l

By myag + (a; my + (1-2m.) + B, ) m;) ag,y

*

O My 3540 T Fi

a ces équations, il faut ajouter :

((1—2m0) + Bl mo) a, +o,mya, = f1 -m, f

*
mn—l fn+1

B (a

*
ne1 Mg 3pop * @y Moy ¥ (I-2my_4)) A = £ -

Malheureusement ce systéme tridiagonal n'est pas toujours & dia-
gonale strictement dominante., C'est le cas seulement si :

a. m. +1 - 2m. + B. m. > B. m, + Q. m
i i i+1 1 s | 1

1 +1 1

ce qui donne la condition :

.+ Q.
Bl a

i+l < 1/2mi
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i <
soit 2m; h,(h; , + 2h; + h. ) < (h_ )

1 + hi) (hi + hi+

1 1

Si m; < 1/4, cette condition est toujours vérifiée (en particu-
lier pour les splines quadratiques ordinaires). En revanche, elle ne 1l'est
plus pour m. > 1/4 et pour une subdivision quelconque : cependant elle
est toujours vérifiée quand la subdivision est uniforme (hi = h pour tout

i) car m, < 1/2.
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VI - INTERPOLATION PAR MOYENNE LOCALE ET GENERALISATION D'UN

THEOREME DE SCHOENBERG

On se propose de construire S € Sp2(ﬁ) solution du probléme

suivant :

( i+l
w,(x) S(x) dx =M., (0sisn-1)
t, = *
2L

(9) ¢

Ls(to) = yg» S(t ) =y
ol les M, sont donnés et les w, sont définis par
w; (x) = wi((x - t.)/h;)

les W, vérifiant les conditions du théoréme 1.

1
Posons Y, = J (ui(t))2 dt, les u, étant définies par
0
t (s
u,(t) = J J w.(v) dv ds. 11 est clair que 1 < y, < 2 car d'une part
i i i
O1 0
2 - Yy F J ui(t) u"i(t) > 0 et d'autre part ui(t) < t implique

1 a 1
J u?.(t) u,(t) dt < J t u",.(t) dt = 1, soit 2 - y, < 1. On a alors le
o 1 i 0 i i

Theondme 4 : Le probeme (9) admet une solution unique S dans Sp,(u).
Les coefficients du B-polugone global sont sofutions du systeme trhidia-
gonal suivant :

B1 b2 + C1 bq = C1 M1/h1(2-Y1) + Al Mo/ho(2-Yo) - Al Yo

Ay bojp t By Doy +Cy Dogyn ©

pour 1 = 2,..., n = 2

Ci Mi/hi(2-yi)-fAiMi_l/hi_l(Q—y.

1-1

An-l b2n-4 * Bn-l b2n-2 = Cn-l Mn-l/hn-1(2_Yn-1) i

A M _o/h (2= L) - C

n-1 n-2'"n n-1 ’n°
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ol £'on-a posé,.pour 1 < i < n-1 ;

Ay = 81(2—Yi_1)/2(Yi_1—1) >0 a; = by ,/(h; ,+h.)
1 2
= . = L dt
By = 1+ A, + ci s Io (u 1(t))

Les coefficients b (0 £ i <n-1) 4'obtiennent alons. par Les refations

2i+1

2hy (y;=1) bye g = Mg = (277;) helbys + bys )

Preuve : Sur l'intervalle (ti’ t.,.), on a, avec Y4 = (x - ti)/hi :

i+l

=
]

i+l
i J:. Wy (x) [bys @30(y5) + Dospq 931(y5) + Doy $55(y;)] dx

~
[N
o
~
=z bH
L
(=2
[
N———y
o

u;(yi) [b2i(1-2yi+ui(yi)) + 2 b2i+1(yi-ui(yi))
+ by, ui(yi)] dy,

el
(4 " - 1] - 1 -
mais JO ui(y;) dy; = ul(1) u:(0) = 2

1 1
Io yi U"(yi) dyi = [yi U'(yi)]é = JO U'(Yi) in =
ui(l) - ui(l) + ui(O) =1

1 1
Jo u. (y;) ug(yi) dy, = [uly;) u'(yi)]é - JO (u'(yi))2 dy; =2 -v;>0

La relation (10) devient ; pour 0 < i <n -1 :

M, = hi [b21(2 - Yi) + 2b

i (v; -1 +(2-7v) b, .1

2i+1

d'ol 1'on tire :

Mi 2-Yi

e . = - (b,.
2i+1 2hi(Yi-l) 2(71-1) 21

b + b )

2i+2
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que 1l'on remplace dans la relation :

Byg = % Pogey * By Bpyy 2 Sisn-1)
ce qui donne :
- a; M, . By My i a, (2-Y,) .
21 2hi(Yi-1) th-ltyi-l-Ijr 2(?;413 2i+2
2(Yi—1) ?(Yi_l—IY' 21 2(yi_1-I3 2i-2

en introduisant les notations :

>
"

(@]
"

on obtient le systéme (1 < i <n - 1) :

Ai b21—2 + (1 + Ai - Ci) b2i > Ci b2i+2 =

C, Mi/h(2 - yy) + Ay Mo /by (2 -y, )

pour i = 1 et n - 1, on tient compte de

Le théoréme suivant généralise un résultat de I.J. Schoenberg

([14] ou [15]1, Chapitre 10).

Thordme 5 : SL S est La solution du problime (9) donnie par Le thZoreme
4 ci-dessus, on A pouwr toute fonction £ de HE(0, 1) virnifiant les mémes

conditions de moyenne fLocale que S :

n 2 ‘o 2
(s'(t))” dt < (F£'(t))° dt (f # 9)
t ty

(propribts d'ontimalits)
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tn 2 n 2 tn
Preuve : (£'(t))” dt = (S'(t))” dt + 2 Stét) (£'(t) - S'(t)) dt
% T ot o
n 2
+ J (S'€t) - £'(1))° dt
t

Mais par intégration par parties :

t
n .
I S'(t) (S'(t) - £'(t)) dt = s'(t,) [S(tn) - f(tn)] + S'(to) X
t

0 n-1 [Yi+1
[S(ty) - £(t;)1 - ]

s"(t) (s(t) - f(t)) dt
i=0 :

t.

i

Comme S"(t) = wi(t)/hi pour t € (ti, ti+1)’ les conditions (9)
impliquent que cette intégrale est nulle, d'ol la relation :

*n 2 *n 2 *n ' 2
(£'(t))° dt = (s'(t))” dt + (s'(t) - £'(t))° dt

t % %

et 1'inégalité du théoréme. L'égalité n'a lieu que 8i S - f = k et

S(tn) - f(tn) = S(to) - f(to) = 0 entrainent S = f. 0

Remarque : Le résultat reste valable si on impose comme conditions aux

limites :
] - ] -
S (to) =S (tn) 0

I1 faut alors modifier les équations (1) et (n - 1) du théoréme 4.

On a, en effet, d'aprds les conditions aux limites ci-dessus :

by = by et b, . = Db, donc by = My/2h (Yy-1) - (2-¥,)(by+b,)/2(Y,-1)
ou Y, by = Mo/hO - (2-YO) b, ; de méme b, = Mn_1/2hn_1(yn_1-1) - (2~Yn_1)
(Bon-g*bpg)/2(Yy _y=1) ou Yy by = M /By = (2V ) B
remplace b0 et b2n par ces valeurs dans les équations :

202 et 1l'on

Ay boy g ¥ By byy #.Cybpe o = Cy My/hy(2-y )+ A M, /by (274 4)
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pour i = 1 et i = n - 1, ce qui donne :
(1 + C; + Bl(Q-YO)/YO) b, + C; b, = Cy Ml/hl(2-Y1) + Bl Mo/hO Yo

An—l b2n—4 + 1+ An—l * an—l(2_Yn~l)/7n-1) b?n-?

/h Yn—l * An—l Mn-2/hn—2(2_Yn-2)

%n-1 Mn—l n-1
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VII - INTERPOLATION D'HERMITE

Soit T = {to <t << t?n} une subdivision de I = [ty, t, 1= [a, b]

en 2n sous-intervalles, telle que pour 0 £ i < n - 1 :

(t )/2

taie1 T (To1 * a4

on pose hy = ty, o - tpydonc to g, - to: = to.o T thiey T By/2

On prend comme suite de fonctions :

u = (uo, Uy, Ugs Ugseens Uy un)

)

i.e. la méme fonction u, intervient dans les intervalles (t2

et (t

i* %2441

z . ol -~ 1 .
0i41? t2i+2)' On étudie dans Sp2(u, I, T) le probléme d'Hermite

suivant :

s(t,,) = £(t,,) =y,
(H) ’ (0 <is<n)
L] = £ —
S (t2i) f (tQi) v
et on exprime sa solution dans la base d'Hermite, dans la base des B-splines

et au moyen du B-polygone global.

Définissons sur [0, 1], au moyen de la base de Bernstein

{¢i0’ ¢il’ ¢i2} deIPQ(ui), les fonctions suivantes :

¢i0(2x) + ¢il(2x) + % ¢12(2x) sl 0 £ x < 1/2
n, . (x) =
10 %-¢io(2x-l) si 1/2 s x<1
1 1 .
T ¢il(2X) + §-¢i2(2x) si 0 < x<%1/2
8;(x) = +1
L§ ¢io(2x-1) si 1/2 < x<1
[% ¢12(x)' . si 0 s x<1/2
nip(x) = 9
1 i 1/2 s x<1
ﬂf ¢io(2x-l) + ¢i1(2x—1) + ¢i2(2x—1) s1 $x<
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» %'¢i2(2x) si 0 < x < 1/2
8;,(x) = . )
= =1} = = = si 1/2 < x <1
5 ¢io(2x 1) 7 ¢il(2x 1) /

On vérifie aisément que ces 4 fonctions forment une base de 1'espace

n n
Sp2(ui) = Spy(u,, fo, 11, T)

Y '\‘ 3 3 .
ol T est la subdivision {0, 1/2, 1} de [0, 1] et que l'on a :

”io(O) = 1 ”io(O) = nio(l)
et
eiO(O) 2 eio(o) = 910(1)

et comme nil(x) = niO

njp (1) = 1 n;1(0) = ni,(0)
et
9{1(1) = 1 911(0) = 9%1(1)

On en déduit immédiatement le
Lemme 9 : La sofution unique du probfime d'Hernmite
s(0) = yO’ s'(0) = Y6s s(1) = yl, Sh(1) = Yi
dans 2'espace %pQ(ui) st donnde pan :
S(x) = Yo ”io(X) B yé Oio(x) ty, nil(x) + yi Gil(x)
On peut définir maintenant la base d'Hermite de sz(ﬁ) :

pour 1 £i €n - 1 ; en posant y; = (x - t2i)/hi

1]

10(1)

6;0(1)

(1 - x) et Gil(x) = Gio(l—x), on a également :

”51(1)

11(1)
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ni_l,l(yi_l) sixe [t ., t,;]
¢i(x) = nl’o(yi) si xe [tzi’ t21+2]

0 ailleurs

LSRRI 1, 1(y ) sixe [t2 Py 2i]
¥.(x) = 1h; © 1,0 (yl) six e [t2i’ 21+2]

0 ailleurs

pour i = 0 et n, on ne garde respectivement que la moitié droite ou

gauche de ces fonctions.

Le lemme 9 et la définition ci-dessus montrent que 1l'on a bien
une base de Sp2(ﬁ). On remarque que cette base 8'exprime au moyen des

B-splines sous la forme :

¢.(x) = Ngi(x) + N21+1(X)
h, h,
_ i~1 i
qxi(x) = - NQi(X) e N2i+1(X)

pour i =1, 2,..., n - 1, avec :

h
9 (%) = No(x) +N (), ¥ (x) = Nl(:)
8,0 = Ny () + N, (0, ¥ (0 = - LN, (o)

Theondme 6 : Le probleme d'Hermite (H) admet une solution unique dans
Sp,(u).
1) Dans La base d'Heamite, cette solution &'écnit :
n

s(x) = ) (yg 9,(x) + y} ¥,(x))
i=0

2) Dans La base des B-splines :

n-1 h,
+ _ZO (yy + 5 v} Mg )+ y, Ny ()
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3) Localement, pour x € [tQi, t2i+l],rzz en posant
E = 2(x - t2i)/hi, ona :

2
S(x) = ) (£)

oo Dyierg 13

1, en posant

)/hi’ on a :

de meme, poun x e [t2i+1’ thi4n

n=2(x -ty

2
3=0
hy
- - t
0L bys = y5s byjpq " Y5+ ¥y

b I
Bist - Vi1 Puies T Yier T T Yina

(bysp1 ¥ bysyg)/2

b

et b

4i42

Preuve : Il suffit d'appliquer localement le lemme 9 et d'utiliser les
correspondances entre la base d'Hermite, les B-splines et leurs repré-

sentations dans la base de Bermstein dele(ui).
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VIII - INTERPOLATION DE LAGRANGE : LEMMES PRELIMINAIRES :

Si 1l'on pose t* =t s t =t ettt . = (t. + t
o n i+l i

o’ "n+l i+l

on a vu au paragraphe 5 que la solution du.probléme de Lagrange :
(11) . S(t}) = £(t3) = £; (0 £ i s n+1)

i i i
peut s'écrire, sur 1'intervalle (ti, ti+1) sous la forme :

- *
(12) s(x) = S; Lio(t) + £ lil(t) t S, L. (1)

1 712
ol t = (x-ti)/hi, Si = S(ti), et :
( =1 -t) - -
£, (1) Tom, (u; (3-t) - 2m,(1-1))
_ 2 ) ,
1 zil(t) = Fﬂi— (t ui(t)) mi = ui(1/2) < 1/2
o1
| L4200 = 1o, (u3(0) = 2my ©)
les'Si étant solutions du systéme linéaire :
c A
( - _l * _l * ~ *
(1+Cl+A1) S1 + C1 82 m; f2 + m (f1 mofo)
A, S (1+A,+C.) S, + C. S, . = ! £+ ! £
IR e L T B T W A
(13) A
pour i = 2, ..., n~2, et
A .S (144, +C_ ) S . = “n-1 (£* £y ¢ 2t
-l Pn-2 o1 T o) Sy T T M T Moy et R

ol l'on a posé pour simplifier :

0 Fhy g /by +hy)s By =1 ooy
Ay =my_q By / (-2mg )
C;, =mg a, / (1—2mi)
Soit e(x) = f(x) - S(x) l'erreur d'interpolation et e; = f(ti) - S(ti) =

£, - S; (1 £isn-1). Les e; sont solutiorsdu systéme :

)/2 pour 0 < i S n-1,
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(1+A1+C1) e + Cl e, = Al fo + (1+A1+C1) fl + C1 f2

= A, . . ¥ C;) £,
e Aye, o % (14A,4C,) e, + Cyoep ) = Ay £, 1t (L + A ;) £
C. A.
i % 1 * 5
- = - — (2 si<n-
* 0y Eppg ~- By~ 251502
i i-1
A je v (LA L +C e =A f Lt (LA, Co-1’ fn-1
(&
n-1 _* n-1 _*
L x Cn-l fn " m fn m fn—l
n-1 n-2

Lemme 1 : On a £a majoration suivante, valable pour i = 1, 2, ..., n-1

* *
max|e | s max | Ci(£;,, - £5,,) + (g +a)) (F; - £,,)

i i
* *
+ (A +BO(E, - £) + Ay (£, ) - £)]
Preuve : Ai(l - l/mi—l) = - (1+ m_y / (1 - 2mi_1)) Bi = - (Ai + Bi)
idem Ci(l - 1/mi) =-(1+ mi/(l - 2mi)) a, = -(c, + a,)
la i*™® é&quation de (4) peut alors s'écrire :
*
(1+Ai+Ci) e; = -A; e, ;- Cie ¥ [Ci(fi+l = fi+1)

* * *
+ (Ci + oni)(fi - fi+1) + (Ai s Bi)(fi - fi) + Ai(fi—l - fi)]

[P ?
d'od (14A.+C.) Te,l < Ay le; 1 +C;oleg i1+ [ PP |
et m?x (1 + A + Ci) m?x ]eil < m?x (Ai + Ci) m?x |ei| + m?x [C...]]

et 1'on obtient bien le résultat du lemme.®

L'équation de S sur (ti’ ti+l) peut s'écrire, avec les conventions habituelles

t = (x—ti)/hi, m; = ui(l/2) et S‘i = S'(ti)
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=g _1 1 - gt 15 rar - e -
(15) s(x) = fieq ~F Ry m (85, -8") +3 N (s 41 9 (1) - 8" u (1-1)]
.". ' .
On en déduit 1'équation de S' sur (ti, ti+1) :

(16) S'(x) = %-( u'i(t) + S! u'i (1-t))

L]
S i+l

Une autre expreBsion de S' est obtenue en dérivant (2) :

17) (l-2mi) hy 8'(x) = (u';(t) - 2m.) S; ., - (u(1-t) - 2m;) 8,

*
sy () - u(n) £,
On déduit de (15) :

- = £ 1 - ' '
S(ti+l) = fi,t3hs ((1 mi) S qe1 T My S i)
+ =& _1 - ' '
S(ti) =fi"Fh ((1 mi) S g *m; S i+1)
L. - _ . . +
En écrivant S(to) = f(to) = £, puis S(ti) = S(ti)

I3 : - * -
pour 1 £ i < n-1 et enfin S(tn) £(r ) = £ o Ona:

( - ' ' * _ *
ho(l mo) S o + ho m S 1 2(f1 fo)

' - - ] '
(18 . miq Bg_q 8" g * (hy_(A-mg 0) + b (1-m.)) S'; +m; hy S'.

* *
z 2(fi+1 - fi)

- i ' _ * _ et
(h _,(1-m__.)S' +h S = 2£ - £)

n-1 n-1 n n-1 mn-l n-1

L t = af = £t - Qt = f1 . qt ' s
Si 1'on pose e ;T e (ti) £ (ti) S (ti) f'., -8 4> les e’ sont solutions

i
du systéme linéaire :
1 - ' (R - ' v - *_ ok
ho(l mo) e' +h m,e'y 4ho(l mo) f ot ho m f 1 2(fl fo)
: ' - - ' ' =
Myog O gy ¥ Loy my ) - By my) ety +my Byl

] - 1 ] - * - *
My O Fly g v (Q-oymy )+ By m) £y +my B, £, -2 (£, - f)
(19) 1 pour i = 1, 2, ..., n-1, et :
' - - ' - '
Bpe1 Ppey ®'pey Py Amp e’ =h oom , F by em OF]

* *
{ -2 (fn+1 - fn)

On en déduit la majoration suivante :
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Lemme 2-: Powr i = 0, 1, ..., n , on a, en podant m = max m

1 . .
' i 1 = - ]
max le'y| < goog max Imy_y 0y £13 + (1mog my ) - BympfYy
' _ * _ *
tmg B F'o - 2(£, - £) / (hy ;4 b))
(en posant h,=h =0,donca =0, Bo =1,a =1, Bl = 0)

Preuve : On utilise une technique analogue 3 celle du lemme 1 et le fait que
a, + Bi = lopour tout i :

(1-2m) m?x Ie'il = m?x (1—2m(ai+Bi)) m?x le'il'

= max (1 - 2mi(ai+8i)) max |e*
i 4

;|

Ces lemmes sont utilisés dans les théorémes qui suivent.
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IX - INTERPOLATION DE LAGRANGE : MAJORATIONS DE L’'ERREUR

Théoneme 7 : Soit £ e Cla, bl, S son interpolant SQG et e = f-s £'envrteur
d' interpolation. S4 h = max hy et w(f, 6) est Le module de continuité de f,

1
on a:

max Ie(ti)1 < w(f, h/2) / (1-2m)
i
llel], s w (£, h/2) X (4 - 6m) / (1 - 2m)

(m = max m, = max ui(1/2)).

i i
* * * . *
. s 0z _ - - sont
Preuve : Les quantités lfi+1 fi+1' 3 |fi fi+1|’ Ifi fil’ Ifi-l fil
majorées par w(f, h/2). D'autre part :
m, B, m, a, mn
_ i-1 i i7i _ n
Ap+ G @ T-on,_, ' T, * T2m (a; +By) = 15

donc 1+2(Ai+Ci) <1/ (1-2m). Ces résultats et le lemme 1 donnent :

max |éi| < w(f, h/2) / (1-2m).
i

Majorons |e(x)| lorsque x e [t}

*
i+l? i

'/
ti+1] (1'étude est analogue si x € [ti,t1+l]).

Supposons d'abord que S soit monotone sur cet intervalle, par exemple croissante :

)

*

S(ti“+1

) s S(x) < s(ti+1

On a alors , en posant w = w(f, h/2) :

g(x) = f(x) - S(x) 2 [f(x) - f(ti+l)] + Ef(ti+1) - S(ti+1)]
2-w-w/ (1-2m) = - (2-2m) w / (1-2m)
* * *
e(x) = f(x) - S(x) s [f(x) - f(ti+1)] + Ef(ti+1) - S(ti+l)] Sw

u
o

Dans ce cas, on a la majoration :
(20) |e(x)| s (2-2m) w(£, h/2) / (1-2m)

La démonstration est analogue si S est décroissante.
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Si S n'est pas monotone, on peut supposer par exemple que

* * *
B(ty,y) = Fltgyy) = ety ) = 0
et que 8, = S(ti) > 0. On utilise 1'expression (7) de la dérivée :

(1 - 2mi) hi St(x) = (u'i(t) - 2mi) Si+1 - (u'i(l—t) - 2mi) Si.

. 3 - * .
En particulier, pour x = ti’ ti+l et ti+1 :

- | - -
(1 2mi) hi S'y 2((1 mi) si +m, Si+l)

) = (s

*
]
S (ti+1 Si) / h, (pente de la corde)

— 1
(1 2mi) hi S £31

i+l

2(m; - Sy + (1 -my) Sppq)-
. *
ler cas : Si+l > Si > 0. Dans ce cas S est monotone croissante sur (ti+1’ti+l)

et on a la majoration (20).

2éme cas : S. > S. > - Si (i.e. S

*
> v j 't <
i 141 + S 0). On a toujours S (t1+1) 0

i+l
et S'(ti) < 0,81 S'(ti+l) < 0, S est monotone décroissante et on a la
majoration (20).
s Qf L | b ]
Si S (ti+l) > 0, S passe par un minimum x' € (ti+1’ ti+1) et S(x') < 0.
Posant t' = (x' - ti) / hi’ on a d'aprés (2) :
- - 1Y = = _+1) - 41
(1 2mi) S(x'") Si(ui(l t') 2mi(l £'))
- 1) o 1
Sy41(ug(t?) - 2my 1)
Sachant que Zio(t) < 0 et li2(t) > 0 sur [1/2, 1] et en utilisant le fait
que - Si+1 < Si’ on a :
- - =1y = )= 1
(1-2m,) s(x) < s, (2m, (1-t ) - 1+2t ui(t )
1y - 1) = - L
tu(t') - 2m; t ) = (1-2m;) s, (2t'-1)

d'ou

S(x') < §; car £' e [1/2, 11 §
et comme - ey = Si - fi <sw/ (1-2m)
- S(x') s s, < £t w / (1-2m) < (2-2m) w / (1-2m)

*
car fi o fi - f(ti+l) S w
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On en déduit (puisque S(x) 2 S(x')) :
e(x) = f(x) - S(x) s [f(x) - £(x')] + £(x') - S(x')

Sw+w+ (2-2m) w / (1-2m)

(21) soit e(x) s (4-6m) w / (1-2m)
De méme, puisque S(x) < max(0, Si+1)
e(x) 2 [f(x) - £ .1+ [f, . - max(0, S, )]
£x) - £, 1, 2-w
fie1 * fi41 - f(tiirﬂ) z-w
141 7 Si41 T 834 270 /(12M)

(22)  donec e(x) 2

(2-2m) w / (1-2m),

Mais 2-2m < 4-6m car m < 1/2, d'ol la majoration résultant de (21) et (22) :

(23)  |e(x)| < (4-6m) w / (1-2m)

3éme cas Si+1 + Si < 0. Dans ce cas, S est monotone décroissante et on a
la majoration (20).

Dans tous les cas, (23) est valable, d'ol le théoréme 7. ®

Théondme § : Soit £ ¢ ¢t Ca, bl, s 4on intenpolant SOG et w(f', §) Le
module de continuité de £', On a Les majonation# suivantes :

max le;| < h w (£', h/2) / 2(1-2m)

m;x le';| < (1+m) w (£', h/2) / (1-2m)

lTell°° <hw (£', h/2). (7-4m) / 8(1-2m)

Aletll, s w (£', h/2).(5-4m)/2(1-2m)

Preuve :

* _ i ' *
a)Oonaf, - f . =5h £100), to ) <y <t

I A 1 ' *
fi fi+l = -3 hi f (ua), ty <ug <t
P R ' *.
£ fi =5 hi-l f (u2), ty<u, <t

* _ 1 ' *
£, fo2-Fh g £1(u)y ty ) <uy <ty
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Le lemme 1 fournit la majoration :
1 1
mix |ei[ < mzx [5 C; hy (£'(wy) - £'(uy)) + 5 B; by 4 £'(u,)
-l h, £'u) + 2 A b, (£'(u) - £'(u))]
2 7171 3 2 i Ti-1 2 1
C. h, et A, h,
ii i i-

1 < mh/2(1-2m)

|£'Cu,) - £, [£'(uy) - £'(u,)]| et | £ (uy)-£' (up)| < w(£hh)

B; h;_; =o; hy =h h ./ (b

.) S
i i i-1 i-1 * hl) h/2

m m . h '
donc m?x Iei| Szttt i) & w(f', h)
(24) et max lei| <shw(f', h/2) / 2(1-2m)

i
car w(f', h) < 2w(f', h/2).

b) Pour la dérivée, on utilise le lemme 2

* * * *
fi+1 - fi = (fi+1 - fi) + (fi - fi)
= .].'. ' l 1
=5 h f (62) t3h  f (91)
* *
avec ti < 61 < ti’ ti < 62 < ti+1

* * ' '
et 20£;,, - £)/(hy_, +hy) = B, £1(8)) +a; £ (8,)

Le second membre de la majoration de max leilx (1-2m) peut s'écrire alors :
m (:ti(f'i__l - f'(el)) + al(l i mi—l) (f'i - f‘(el))
+ Bi(l—mi) (f'i - f'(62)) + mg Bi(f'i+l - f'(92))
or |£', , - £(8))] < w(f', h) < 2u(f', h/2)
|£'. - £'(8))] < w(£', n/2)
|£', - £'(6,)| < w(£', h/2)

l£1.., - £'(8)] < w(f', b) s 20(£', h/2)

i+1
d'ol la majoration :

- ! !
(1-2m) max |e il < w(f', h/2) max (ai(1+mi_1) + Bi(1+mi))

i i
dont on déduit :

(25) max |e'i| < w(f', h/2) x (14m) / (1-2m)
i
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c) Majorons e'(x) = f'(x) - S'(x), avec :

$100 = (8, w0 + 8, w(-t) (¢, sxsty,)

1
ol t = (x-ti) / hi’ u'i(t) + u'i(l-t) = 2,

Posons Lf'(x) = %(f'i+l u'i(t) + f'i u'i(l—t)
le'(x)| < [£1(x) - LE'(x)] + [LE'(x) - S'(x)]
|L£'(x) - s'(x)]| € %(|e'i+l|u'i(t) + lery| u' (1-t))

< w(f', h/2).(14m) / (1-2m)

On peut écrire également :
' 1
C Tt - £V (1! (£ ' 1
Lf'(x) = f i(1 u i(t)) + 2(f i ¥ F i+1) u i(t)

Par conséquent, si x € (ti, tz+ ) 5 i.e. t € (0, 1/2) :

1
LEN(x) - £1(x) = (1-u' (£)) (f'; - £'(x))
1 t ' - L ]
u' (o) [G(E', + £ 1) - £'(0)]

mais [£', - £'(x)] s w(£', b/2)

et 1€...3] s % |£1, - £100] + % |f'i+l - £'(x)|
<7 WE, b/2) + o(£', B)) S 2 u(e, h/2)

donc |Lf'(x) - £'(x)| < w(£', h/2) [(1-u'i(t)) + %-u'i(t)]
et puisque 0 < u'i(t) S1si0s<tc<1/2
LE () - £1(0] < 3 w(E', b/2)

ce qui donne la majoration

l+4m 3 S5-Um
' ' N r— -] = ' ——mee——
le'(x)] < w(f', h/2) Lin + 33 = w(E', h/2). 2(1=2m)
’ *
On a un résultat analogue pour ti+1 £ xS ti+1

d) Majorons maintenant e(x) pour t, Sx St

On a les deux expressions :

*

t.
e(x) = - £K1+1 e'(t) dt car e(t;+l) =0
e(x) = e, + fx e'(t) dt
t

i
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Soit @ € [0, 1] ; la premiére expression donne

le(x)] < |x-t;+1| |le'| ], = a.n%§§%57 hw(£', h/2)
. * _ * _
si tiyy ~X° o.(ti+1 ti) < a h/2.

La deuxiéme expression donne :

2+(1-0) (5-4m)
4(1-2m)

le(x)| < |e;| + (x-t) |le'|], s C 1hw £f', h/2)

car x—ti = (1-a) hi/2 < (1-a) h/2

La meilleure majoration est obtenue pour o tel que :

a(5-4m) = 2 + (1-a)(5-4m)

c'est 3 dire a = (7-4m)/2(5-4m)
et 1l'on obtient la majoration :

Ilel], < h w(£', h/2).(7-4m)/8(1-2m)

Théoreme 9 : S£ £ ¢ Cz[a, b}, 44 8 ebt son interpolant SQG et w(f", §) Le

module de continuité de £", on a Les majorations d'erteur suivantes :

2 2
ma.lx Ieil b2 ml—r_{l—m—)h w(£f", h) + B—(l—EZTnTh Hf"lla°

5 8
m H
mix Ie'il S 1% (£ h) + orony nl e,

2
Ilelly = 5(%2557 [(m+Dw(£", h) + Hf"llq° (2e+u)]

|le']], s §TT¥EET Cw(£", h) + |[£"]] (2¢ + %u)]

p = max |1-tm,| < 1, m = max m, = max u,(1/2)
; i i . i
i i 1
1/2 1
€ = (1-2m) max I |1 - 7 wi(t)l dt, en dupposant que

1 (o]
u"i(t) = wi(t) > 0 vinifie Les hypothZses du thiondme 1 du paragraphe 111

pour 0 s 1 s n-1
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Preuve
a) Le lemme 1 donne :
* *
m?x le;| < max |Ci(fi+1 - 2f v £ 4 AL (£ - 2f; 4 B )
* *
tog(F, = £,0) + B (£ - £)
—og* 1.2 oy
or £, 265, tEp = hy £U8), 1y <6, < tiy
- * —_!‘_2 " <
g2y vy ) Tphyg £0), <0 <Y
* -1 ' 1.2 ., *
se1 " Fp Dy v g hy £U(8), 1y <8y <ty
* _ -_}_ ' l2 n
£y - £y T oghyy £y v ghyy £10)), t] <8, <ty

on obtient donc la majoration :

a.m,
i1 2 " - £
4 max |ei| < m?xl T-2m; hy (£7(8,) - £"(8,5))

i
(1"““\.) B m.
1 2 [ i 1—1 2 ' -
- —z———2 1_gmi) ai hi fv(63) + 1—:51!—1;__; hi—l (f'(el) fn(ez))
(1-4m, .)
i-1 2
T W) B, hi_, £"(6,)]

en posant Y = max |1-4mi| <1, on a :
i

2
(26) mix le;| < 3132557 [mw(£", h) + % w £ ]

b) De la méme maniére, on utilise le lemme 2 pour majorer max |e'i|

i fL = (Bl £ 0 - 1D i
fio - f3 =3 hy £y v hy 18, <0y < tr
£, - £ = % hyoy 'y "% hi-l £1(0,), t; < 8, < t;.

donc - 2(fy,, - £)/(hy_; + b)) = - £y - Th B f"(eai

i
h, oy f"(02)

TP
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Le second membre de la majoration s'écrit alors :

ms ., Oy (£'

- 1 1] o 1
s-1 % i-1 f i) +m, Bi(f ta £'.)

1. 1

1 N l i
+ 7oy h. f"(ez) m Bi hi f'(93)

: ' = - " <
mais f',. s hi—l f (91), ti 4 < 61 t,

b

H
[}
Hh
n

"
hy £7(8,),  ty <8, < tiyy

ce qui donne :

(1-2m) m?x |e'i| < m?x lmiBi hi(f"(eu) = f"(ea))

+ B by (mg -3 £78,) +m_ ag by (£1(8,) - £7(8)))
s+ (G-mn_ ) a, h . £78)]
F " Mg-1) % Byog 2
Comme If"(eu) - f"(63)| < w(f", h)

|f"(62) - £"(8;) < w(f", h)

@7) (1-2m) max le'.| < nlmw(£", h) + 3w |le]

c) Majoration de |e'(x)|, pour t; $x< t;+l
le'(x)| s |£'(x) - LE'(x)]| + |LE'(x) - S'(x)]

On a vu, au cours de la démonstration du théoréme 2, que :

|LE'(x) - s'(x)]| < max{|e'i|, |e' }

i+1|
donc on peut utiliser (17). D'autre part :

(LEN(x) = 5 (£, u (1) + £, u',(1-1))

il

15 S ' — £ = (-
(LE')'"(x) = 53; (f s91 ~ i) wi(t) (t = (x ti)/hi)'

ol wi(t) = u"i(t), car wi(l—t) = wi(t) (si W, vérifie les hypothéses du

théoréme 1 de [2]).

Comme f'. - f',
bt i

"
+1 hi £1(6), ti <8 <ti+

l!

ona (Lf')'(x) =

N| -

£'(0).w.(t) et :
i



Lf'(x) - £'(x)
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X
I [(LE')'(s) - £"(s)] ds

K. %wi(t) [£7(8) - £"(s)] ds
1
l "
+ [: (§-wi(t) - 1) f"(s) ds

i

(dans les intégrales, t = (8™ - ti)/hi e [0, 1/2D])

[£7(8) - £"(s)| < w(£", h)

N =

X
J w.(t) ds
i

t.
1

t.
1

d'od  |LE'(®) - £1(0)] €3 h [w(E", B) +

1/2
/ 1

2

l - = ] _l
<5 hi f wi(t) dt = hi u i(1/2) =5 hi

e}

X 1 1/2 1
If (G w0 - 1) £°Cs) ds| < [[£"]], by L |1 - 5w (t))]at

2€

Tzmy 15112

1/2 1
en posant € = (1-2m) max f 1 - 5 wi(t)l dt,

1 o

et la majoration de la dérivée de 1l'erreur :

' h
le'(x)| = T
, h
(28) |e'(x)] = Ton

d) Majoration de |e(x)|, pour t; <x <t

ma(£", h) + 5 |[£7]], + 2 (1-2m) w (£,h) + €] |£7]] 3

1 1" _1; 1"
[5 w(E", h) + (Fu+e) [[e]]]

*
i+l

On utilise la méme technique que dans la démonstration du théoréme 8.

£
2

IA

le(x)]

oh ||e'l|°° si ]x—t;+l| < ah/2

le(x)| = Ieil + % (1-h [[e']], si [x-t.] < (1-a) h/2

On aura égalité des majorants si on choisit a tel que :

o 1

1-2m

i+~

1-0
* 1-2m

w + (g

1
bt g9 o el

1 1 1-a

W+ (§-u t 5 €) iTom IIf"HOo , donc :
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1 w 1 ||f"||<,o
iy tom t G Wt T
an
1 (1+m)w i ! Il [
T Iom T GHtTO T

d'ol la majoration :

2
llell, = R%EY ((m+1) w(£", h) + (u + 2¢) |[£"]] )
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X - INTERPOLATION D’HERMITE : MAJORATIONSDE L’ERREUR

Soft T = 44 = to < tl € s < t2n = b} une subdivision telle que

= (t2i + t2i+2) / 2 pour i = 0,1, ..., n-1. On pose t2i+1 - t2i =

t2i+1
= h,/2 et h = max h,.

i ; 1
On prend comme suite de fonctions :

242 T T2i41

)

u = (uo, Ugs Ugs Ugs wees U _0p U o

autrement dit on choisit la méme fonction uy dans les intervalles

[t 1l et [t 2i+m]' On a étudié au paragraphe VII

2i* %2141 2i41° ¢

le probléme d'Hermite suivant (f ¢ Cl(I), S € $p2 (u))

S(t2£)= £(t,,) =y

(H)

] o -
5'(ty) = £1(t,,) = ¥,

et 1l'on a démontré que la solution s'exprimait localement sous la forme
suivante :

a) pour x € Et2i’ t 1, en posant

2i+1

£ = 2(x-t21) / hi’ on a :
(19) S(x) = vy ¢O(E) + (yi +hy y'/4) $,(8) +
E(yi t Yy /2% hi(y'i - y'i.) /83 $,(E).

b) pour x € [t

-tri41° Tpy4p1» en posant

n=2(x - t2i+l) / hi’ on a :

(20)  SGx) = [ly; +y;,,)/2 + by (y', = y', )/8] ¢ _(n)

P TR Y5 B 0+, 4 ()

ou {¢o, ¢l, ¢2} est la base de Bernstein deiPz(ui), c'est 3 dire :

¢O(t) = ui(l—t) = 1-2t + ui(t)
Ql(t) = 2(t - ui(t)) (0 £t <1)
¢, (t) = ui(t)
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Théoreme 10 : SL f € Cl[a, bl et S est La solution du probleme (H), on a =
3
|lell|, s 5 h w(f', b/2)

|le'||, s 5w (£', h/2)

Preuve : Il suffit d'étudier 1l'erreur sur [t ] 1'étude étant analogue

2i* ®2541

sur l'autre demi-intervalle. Comme :

£(x) =y, + 2 Eh, £(8))

avec  t,. < Gi < thisre (29) donne :

e(x) = 8(x) - £(x) = h, E(y'; - £1(6,))/2

+ ui(E) E(yi+1 = yi) - hy y'i - hi(y'i+l - y'i)/4]/2
Comme y; i = ¥y = By £1(n1), (tp; <My < ty540)s

|y'i - f‘(Gi)l < w(f', h/2) et :

3 2k
|f'(ni) 5 ¥ - E'y'i+1| < w(f', h) < 2w(f', h/2)

on en déduit e(x) < % hw(£f', h/2)

D'autre part, on a :

3l
§'(x) = y', + u'i(E) E(yi+l - yi)/hi - y'i - E-(y‘i+l - y'i)]
donc e'(x) = S'(x) - f'(x) = (y'i - f'(x)) + u'i(E) [f'(ni)-%-y'i-%-y‘i+l]

et puisque 0 S u'(§) < 2 et |y':.L - £'(x)| < w(£', h/2)
on obtient :

le'(x)| <5 w(f', h/2)

Theoneme 11 : Si £ ¢ c°[a, bl, 44 § est La solution du problime (H) et 44

L'on pose :
_ 2
B = max Wy, My = max |ui(t) -t
st ostsl
V = max V., v, = max |u'i(t) - 2t]

i 1 oosts<1
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on a Les majoratisnd sulvantes

lell, s 202 w(e, n) + 3w 0’ (1€,

[le'll = b w(£",

mo+tvn (£,

Preuve :
- _-:l_ vi22u
£(x) = y; + 3 Eh, y', £ hni f (Si)
pour X € [tQi’ t21+1], to; < Bi < x.
e(x) = S(x) - £(x) = - 3 E° b} £"(8;) + u (E)

}_ - _l [ — <! ___1_ 1
[5 (9g40 - Y1) " F P00 "Y' "2 MY 37

- - vy L p2 g
Comme y;., = y; = hy 'y +3hi £70g), Ty <05 <oy
1 - y' = "
Y'iigr Y hy £7(8;)s Ty < 85 < Thiyg
e(r) = 112 ((uy(B) - ED) £1(8,) + uy(B) (£"(0;) = £1(8;))
" — "
+ u () (f (ai) £ (Bi))}
En posant u, = max |u.(t) - t2| et § = max u,, on obtient :
o<st<] i
leGar] s £’ |1l +—hwﬁ"h)

De méme on a :

e'(x) = 8'(x)

et comme y', - f'(x) =
e'(x) =7 h
l 1
R Py Wy
En posant Vi = m
o<t<1

et puisque 0 < u',(§) <

1
lercal s ¢

£'(x) = y':.L - f'(x) + % hi u'i(g) [f"(ai) - %f"(Bi)]

_ 1 "
5 £ h. f (Yi),

; £'0vy ) (u'y (§) - 28) +

(&) L(£"(ay) - £10y;)) + (£"(a;) - £(8,))1]

ax lu'i(t) - 2t], v = max V.

2, on a :

vh ||£"] ] + hw(£", h)
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REMARQUES

Les majorations des théorémes 9 et 11 font intervenir un certain
nombre de constantes H, €, V qui sont nulles quand on utilise des splines

quadratiques classiques

(ug(£) = €7, w' (1) = 2t, w"(£) = wy(t) = 2)

On vérifie aisément que, pour les splines hyperboliques ou trigonométriques,

si 1l'on pose a = max a, et si 1'on suppose que o est voisin de 0, alors ces
. 2
constantes sont des 0(a”).

Par exemple, pour les splines hyperboliques :

- = A o Al
m, = u, (1/2) = 3 o th(a,/4)

4 m-1=1- th(ai/u)/(ai/u) 2 0

U = max (4 m, - 1) =1- th(a/4)/(a/4)
i

. a5 o a 2

Si o est voisin de 0, th(a/4) ~ T 197 ° donc p Vv o /u8
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XI - CAsS DES SPLINES QUADRATIQUES POLYNOMIALES

La base d'Hermite de $p, (théoréme 6) est formée des fonctions suivantes ;

de support [t2i-2’ t21+2] :
( 2(t't2i-2)2 /b5y Tai2 T S Ty
0,(6) = 1-2(t,, - t)z / hz_l thiop ST St
1-2(t - t2i) / by tyy Sttt
20t o - )2 / hi t2i+1 Stst..
(- (t - t.. )%/ 2n, t.. . St <t
2i-2 i-1 2i-2 2i-1
v (e - | (t - t,.) [143(e-t,.) / 2n, ] toyg STt
. (t - t,,) [1-3(t—t2i) / 2h,] thy ST St
| (tyqyp = D7/ 2y toie1 5T T Y440

pour 1 < i < n-1

Pour i = 0 ou n, on ne garde respectivement que la moitié droite ou la moitié
gauche des fonctions ci-dessus. On pose h = max hy = m?x (t2i+2 - t2i)'

2 £ ey [ ‘ . . .
Lorsque f € C'[a, bl, le théoréme 11 fournit les majorations suivantes pour

e = f-S :

llel],, < & h%w(£",h)
el < naten,m)

Lorsque f ¢ Cs[a, b]l, on a des résultats plus précis :

Théoneme 12 : SL f € CSEa, bl et 84 S est L'intenpolant d'Heamite de f aux

podnts {tzi, 0 <i<n}, ona Les mafjorations d'erreur suivantes :
elly < & 11e®) |
erll, < B 16|
| em(t)| < % ||f(3)||w powr t # t,.
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Preuve ¢

Comme e = 0 si S € P le théoreéme de Peano donne sur l'intervalle

2’
Ltois Toippd

Tt s
e(t) = E'Jt21+2

K. (t, s) f(s)(d) ds
2 . i
23

. s . 2
ol Ki(t, s) est l'erreur d'interpolation pour la fonction t (t-s)+

sur l'intervalle-[tzi, 1, c'est & dire, d'aprés e théoréme 6 :

t2i42
2
(t) + 2(t2i+ - s) Wi+l(t) - (t—s)+

i 2
Ki(ty ) = (50 7 8) 644y

2

Posons pour simplifier

t = (1-8) t,, + B (0 <B=<1)

t2i+2

- <
s (1-a) t?i + (0 <o < 1)

*toi42
On obtient 1'expression suivante du noyau :
(1-0)(1-20) B*~(B-w)% 0 < B s 1/2
_ .2 _ 2
K (t,s) = hik(a,B) =h] x

-k (1-a, 1-R) 1/2 € B8 s 1

et la majoration
11 (3) 3 (1
lect)| < 511£ 77|, by Jo |k(a,B) | da
Etudions le signe de k(a,B) pour 0 < B < 1/2 (fixé) et 0 <o < 1 : k est
un spline quadratique Cl ayant un seul noeud en o = B, de plus
k(0, B) = 0, k(B, B) = 0, k(1/2, B) = k(1, B) = O,par conséquent k(a,B)

est du signe de (1-2a) et :

Jl/Qk(a,B)da— Il k(a,B)da

1
fo|k(a,8)|da 5 1/2

82 Ji/Q(l—a)(1-2a)da - 82 Ji/Q (1-0)(1-20) da - JS (OL—B)2 do

1 2
1= 8%(3 - 4B)
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1:

(] Z 03
et 1'on peut écrire pour t ¢ Et2i’ thiel

h,
le(t)| = 5% ||f(3)||°° (t—t2i)2(3hi + 4t_, - 4t)

2i

1 :

De maniére analogue, pour t ¢ Et2i+1’ thie0

h
i (3) 2
le(t)| < 55 7], ¢ )% (4t-4t,. - h;)

2i42" 2i

1 1 2
car Jo|k(a,8)|da = 7 (1-8)7 (u8- 1)

Désignons par m la fonction majorante :
8%(3-u) 0<B<1/2
m (B) =

(1—6)2(48-1) 1/2 < B <1

Son maximum est atteint pour B = 1/2 et mo(1/2) = 1/4, donc :

h,
max [£06) - s()] s o |1

<t+<
TSt

L'erreur sur la dérivée est :

1 ft21+2

e'(t) =
2 )ty

K (£, s) £ (5 as

avec K'i(t, s) = ( - s)2 ¢'i+1 (t) + 2(t - S)W'i+1(t) - 2(t—s)+

tois2
2h; k1 (o, B)

2142

B(1-a)(1-2a) - (B-a) asB

ol kl(a, B) =

B(1-a)(1-2q) a 2B

pour 0 < B < 1/2 et kl(a, 8) kl(l-a, 1-B) pour 1/2 s B s 1

on en déduit, pour t ¢ [t2i’ t 1

2i+1
2 (3) 1

leror] = w2111, [2x @ )]a

Pour B fixé dans [0, 1/2], kl(u, B) est une fonction continue de a,

constituée de 2 arcs de parabole, vérifiant kl(O, B) = k1(1/2, B) = k1(1,8)=0

et kl(B,B) 2 0.
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Comme kl(a,B) = al(1-38) + 2Bal lorsque a < B, on voit que kl peut
s'annuler en o = a = (38 - 1) / 2B < 1/2 lorsque B 2 1/3. On a donc 2 cas :
a) si 0<B < 1/3, kl 2 0 pour 0 < o < 1/2 et kl <0 pour 1/2 <a < 1, et

l'on obtient :

fi |k1(a,8)|da -% B(1-2R)

b) sil/3SBSl/2,leOpour0Sasao
et 1/2 < a <1 et kl 2 0 pour aj S o s 1/2

et 1l'on obtient :

3
1 1 (38 -1)
k,(a,B)|da = = B(1-2B) + —=F =)
Jo 1 L 1282

La fonction ml(B) = %B (1-2B) + (3B —1)3 / 1282 atteint son maximum

en B = 1/2 et m1(1/2) = 1/24, d'ol la majoration :
2

Bi 1 .(3)
max lf'(t) - S'(t)l Sﬁllf llm
©2i%%%i41
valable également pour t e Et2i+1’ t2i+2]

De la méme maniére, on a 1l'erreur sur la dérivée seconde :

g R
e"(t) =%Jt2f+2 K"j_(t’ S) f(3) (S) ds
2i
ol K":(t,8) = (t,; ., - s)? O (1) + 2 (ty0 0 = s) ¥, (2) - 2(t-s):
= 2 k2(a,B)
(1-a)(1-2a) - 1 a 3B
avec k2(a, R) =
(1-a)(1-2a) a8

pour 0 £ B < 1/2 et kz(a,B) - k2(1—a, 1-B) pour 1/2 < B < 1. Comme k1 <0

pour 0 <o < Bet 1/2 sa <1 et k1 2 0 pour B s 0 < 1/2, on obtient :

(B)

<
1 _ 1 2 _ 4 3 _
Jo|k2(a,8)|da = & B + 38 3 B m,
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N

dont le maximum est atteint en B = = et vaut m(1/2) = 1/3, d'ol la majoration

valable pour t € [tQi’ t2i+2] :

h,
i (3)
max |e"(t)| < 5 HE =]
REMARQUE
On démontre dans [13] les résultats suivants
1) Pour une subdivision uniforme, 1l'intégration de S donné la formule des

trapézes avec un terme correcteur :

h2
17 [f'(to) - f'(tzn)]

c'est 3 dire une formule d'Euler-Maclaurin.

s s s s » . *
2) Si f € C2[a, b] vérifie f"(x) 2 m, > 0, elle admet un minimum unique x .
Son interpolant d'Hermite S aux points a et b, avec un seul noeud intérieur

(atb)/2, vérifie également S"(x) 2 m, > 0 ; il admet donc un minimum unique

2

= . . s * .
en x constituant une approximation de x . Le procédé peut &tre réitéré et

fournit un algorithme de calcul du minimum d'une fonction strictement convexe.
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CHAPITRE 4

OPERATEURS POSITIFS ET SPLINES ORTHOGONALES

Comme toute espérance n'abandonne jamais
une pauvre téte ! Celui-ci ne s'attache
qu'd des bagatelles, sa main avide creuse
la terre pour chercher des trésors ;

mais qu'il trouve un vermisseau, et le
votld content.

GOETHE (Faust)
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"= INTRODUCTION

Soit T_ = {o = Xg <X <oo<x = 1} une subdivision de I = [0, 1l.
On pose IT | = «wmex h, = max (x,,, - %x,) ; et 1'on introduit la
D o¢i<n-1 1 o0sisp-1 T 1
suite de noeuds :
Tk S {x -k sSisn+k}
en posant ! K j SereT X 3 3%,=0
n - *nel To0cT Fppk T 1

Les paings nodaux sont définis par :

Ei,k': (xi+1 oot xi+k)/k (-k<isn-1)

et ils vérifient :

0= =1

Eik S Samer,k S Snok

Ei+1,k - Ei,k = (X1 ™ Xqa)/k

Les B-splines normalisées sont définies par :
s Xeke1 T %

LT S ML

1,k(x)

ol la B-spline M, k(x) est la spline de degré k définie comme différence
£l

divisée d'ordre k + 1 de la fonction (t variable, x fixé) :

: " (k + )(t - x)k t 2 x
M(x 3 t) = (k + 1)(t - x)+ =
0 t < x

sur les points Kiseors Xiipe1® Rappelons quelques propriétés de ces B-splines :

Ny k(¥) 20 supp N po= Dxgy %0,
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n-1

'}ik N.’k(x) =1

n-1

1=z—k gi’k Ni:k(X) -

1
Jo Mi,k(x) dx = 1
Schoenberg [17] a construit une généralisation des opérateurs de
Bernstein en posant ; pour £ : I +R :
n-1

(1) S,k £ = i:z_k (B ) Ny 4 ()

(le cas de Bernstein correspond @ n = 1).

2z z

Les propriétés de cet opérateur ont été étudiées dans [10], [11] et

[16].

Plus récemment, Miiller [12] a introduit une généralisation des opé-

rateurs de Bernstein - Kantorovitch [9] en posant

n-1 Ei,k+1
(2) T . £f(x) = ) ( £(t) dt) N, (%)
n,k 1=k £ ’ ik
- i-1,k+1
I1 a démontré certains résultats de convergence et des majorations

d'erreur lorsque f € LP(I).

Durrmeyer [6] et Derrienic [4] ont introduit une autre modification

des opérateurs de Bernstein en posant :

n 1
(3) B, f(x) = (n+1) 'z (J Flt) bni(t) dt) bni(x)
i=0 ‘0
N - n i _ n-1i .
ou bni(x) = (i) x (1 - x) (0 £1i<n)
On trouvera dans [4] une étude compléte de ces opérateurs lorsque

fe LP(I) ou f e WP(I) (et leur généralisation 3 un simplexe).
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Une propriété remarquable des opérateurs (3) est que leurs vecizi.
propres sont les polyndmes de Legendre et leurs valeurs propres des nwui:
rationnels explicitement connus. (Nous avons généralisé ces résultats suv
polyndmes de Jocobi [14] et aux polyndmes de Laguerre sur R" [10]. Pour «

derniers, voir aussi Coatmélec [1]).

De maniére analogue, nous introduisons les opérateurs suivants

v n-1 1 : ,
(4) Un,k f(x) = ing (Jo f(t)-Mi,k(t) dt) Ni,k(x)
et nous nous proposons de démontrer d'abord que&guea résultats de convai

gence et quelques majorations d'erreur lorsque f € LP(1).

Nous étudions ensuite quelques propriétés du spectre de 1'opéra-
teur Un,k’ et nous montrons en particulier que ses vecteurs propres sont
des splines orthogonales pouvant &tre considérées comme des gé&néralisation:
des polyndmes de Legendre et constituer une base intéressante pour 1'appr:
ximation au sens des moindres carrés par des fonctions splines. Le cas des
splines de degré 1 (linéaires par morceaux) sur la subdivision uniforme

T, = {i/n, 0 < i < n} est étudié en détail.
Pour simplifier les notations, on pose parfois :
1 .
<f, g> = J f(t) g(t) dt, en particulier on a :

U f) = ] < £ N, (%)

Mi,k’ i,
On désigne par Sp(k, Tn) 1l'espace vectoriel des splines de degré &
(classe Ck_l) sur la subdivision T, . Sa dimension est n + k et une base es:

fournie par les B-splines {Ni , ~k<is<n-1},

oK
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I1 - CONVERGENCE DANS LP(1) (1 s p < +w)

J0n se propose de démontrer le :

Théor2me 1 : L'opérateur U .k possdde Les propriétés sulvantes :
4) c'est un openateun positig, auto-confugul, de norme 1, de
LP(1) dans Lui-méme.

AL) U, £ converge vers £ dans LP(I) Lonsque n + + = et )Tn' +0
(k §4xZ}.

1 1
L) J Un K f(t) dt = J £(t) dt.
o 0

Preuve : On peut poser :

1

Un,k f(x) = IO Kn,k (%, t) f(t) dt
n-1
avec K_.(x, t) = M, ,(t) N, .(x) 20
n,k ' 7? ) illk 1,k( ) i,k )
par conséquent f 2 O entraine U f 2 0.

n,k

D'autre;bart, comme on peut écrire ¢

n-1 x - X,

_ itk+1 i
k (x, t) = i}.k (——-—,—(;—1—-—— M ,k(X) Mi,k(t)
1 ¢l
U f, g> = J J Kn(x, t) £f(t) g(x) 4t dx

0“0

1 r1
J J K (t, x) g(x) £f(t) dx dt
o’o "

= <f, Un,k g>

et 1l'on a bien un opérateur auto-conjugué.

Soit maintenant £ ¢ LP(I) et soit q tel que 1/p+ 1/q = 1; 1'inégalité

de Hdélder donne :

1 va | &p
'Un,k f(x)] < Io Kn,k(x’ t) dt|+/¢ Io Kn,k(x’ t) |£(0)|P at|
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il n-1 1
et comme Jo Kn,k(x,t) dt = i}Lk (JO Mi,k(t) dt) Ni,k(X) £ i

on en déduit :

IA
Sy
o ()
—
-

1
J IUn K £(x) [P ax Kk (x,t) [£(£) [P dt dx
O ’ b

0

1 1
J K (x, t) dx J |£(t)|P at
o 0

£| [P
Il 12

donc IlUn,k fllp < ||f]|p. De plus f = 1 donne Un,k f=f, et Un,k est bien

un opérateur de norme A de 1),

Pour f € C(I), on a :

n-1 1
Un,k f(x) - Sn,k f(x) = iglk Ni,k(X) JO Mi,k(t) [£(t) - f(Ei’k)] dt
mais lorsque t € supp M, , = [xi, xi+k+1J’ on a :

bl

If(t) = f(gi,k)l <k m(fa ITn|)

car x.., < &

i+l X (w est le module de con?inulte de f).

s 5 X
isk i+

On en déduit llUn,k f - [lm < k w(f, ITnI)

Sn,k f

Comme d'autre part, on a (cf. [101).

[Is_ . £ - £]|, < (1 + Y(¢D712) w(f, l'rnl)

n,k
On en déduit ; pour f e C(I)

lfUn,k £ - f||p < IIUn,k £ - £]], < (k1 + YO41)/12) w(E, |t ])

Donc Un k f converge vers f, pour k fgxé, lorsque [Tnl + 0.
9 == ]
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si g € LP(1), la densité de C(I) dans LP(I) entraine 1'existence de f telle
que ||g - fllp < €/2, donc :

o, o8- sl st @0l + o o£- ]+ 1le-gll
< 2 |lg- ]l + oy, , £- £l

oy 8- 8lly s e+l £ sl

Comme € > O est arbitraire, on a bien la convergence de Un Kk g vers
9
g dans LP(I).

1 1.
E =
nfin Jo Un,k £f(t) dt Jo Jo Kn,k (t, s) f(s) ds dt

1 1 1
= j f(s) J K o (t, s) dt ds = J f(s) ds
0 o M 0
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11 - DEGRE D'APPROXIMATION DANS LP (1) (1 < P s +=)

Soit Lp’l(I) 1l'espace des fonctions f € LP(1) avec f absolument con-

tinue, f' € LP(I) et la norme :

- '
[lel1 = el + Terl]

On se propose de donner une majoration d'erreur pour les fonctions
fe Lp’l(I) et d'en déduire une majoration pour les fonctions de LP(I) par
une technique voisine de celle utilisée par Miiller [12] et faisant inter-

venir les K-fonctionnelles de Peetre [13]. On utilisera pour cela le :

Lemme : Pour tout x € I, on a :
n-1 in+k+1

) N ()

e M. (£) [t-x]| dt < (k + 1) [rnl

i

. (*itk+1
re : =
uve : Posons A, (x) M. (1) |t-x| dt

d

i €% n - 1Y,
Fixons x € [xj, xj+1] (0sj=<n-1)

Seules sont non nulles en x les B-splines Nik d'indices i = = ktj,ecey J

(au nombre de k + 1) ; donc t peut varier de x_ et 1'on a tou-

k43 2 *j4k+1
jours :

|t - x| < (k + 1) |rn|

in+k+1

d'od Ag (x) s (k +1) || Mo () dt = (k + 1) |t |

1

et puisque I Nik(x) = 1, on a le résultat.

On peut démontrer alors le :
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Théoneme 2 : Pour f e Lp’l(I), (1 < p < +®), on a £a majornation suivante :

[|u f-ﬂBS(k+D|Hﬂ%|%|

n,k

Preuve : Pour x ¢ I fixé, on a :

t
M (B) J [£'(u)| du dt

in+k+1
X

lun,k f(x) - £(x)] < ? N (%)
i
En utilisant 1'inégalité de HSlder (1/p + 1/q = 1), on obtient

successivement :

t t
I |£1(u)| du < |t - xll/q (I |£'(u) |P du) /P
X

x
x [ x
i+k+1 t itk+1 ©11/q
M, (1) J |[£'(u)| du dt <- M () [t-x| at
X, X X, ,
i \ 71
. A\
, Aik(X)
*i+k+1 t p 1/p
e M, (1) J [£'(u)|* du dt
X, X
v
Bik(x)
Par conséquent :
' 11/q 1/p
(5)  u, £ - £x)] < 2 Lagy G Ny GO T 0B, () Mg, ()
1/q ' 1/p
< [? Aik(x) Nik(x)] [i Bik(x) Nik(x)]
(6) ? A (%) N (%) < (k + 1) ITnI d'aprés le lemme.
D'autre part, pour x € supp (Nik) = [xi, xi+k+1] on a :
1 ®i+k+1 %3 4kt *i4k+1
(7) Jo (B (%) Nop (%)) dx < . N (%) . uik(t) .

i i i



*i+k+1 *ivk+l
|£'(u)|P du at ax = N, (x) J l£1(w)|P du dx
X, * X
% i i
it+k+1
S |Tnl } |£' () |P du
i
X, X
itk+1 1 = .%,) [Titk¥l
_ i+k+1 i
car [ Nik(x) dx = ol [ Mik(x) dx < ITn|.
X X,
i i
En utilisant les inégalités (5), (6) et (7), on obtient :
X,
i+k+1
o, £ - €] s Gen)/D |1 |9 | |MP (3 J £ (w)|P aw) /P
nk o) n n 1 b
®i+k+1 1 *
mais I [£'(u) |P du < (k+1) J lf’(u)lp du
i %, 0]
i
d'ol 1'inégalité du théoréme :
o, £ - flIp < (k+1) Ilf'llp || |

La K fonctionnelle de Peetre [131 est définie, pour f e LP(I), par :

K (t, f) = ipf (Jlg£-¢gll_+t]|lg'll) (©=t=<1)

Le module intégral de continuité est défini, pour f € LP(I), par :
wi,p(f’ h) = sup ||£C. +t) - f(.)||p (It)

0<t<h

(ol ||.||p (It) indique que la norme LP? doit &tre prise sur 1'intervalle

I, = (o, 1 - t]).
Johnen ([8], proposition 6.1) a montré qu'il existe des constantes
¢y €y > 0, indépendantes de f et p, telles que :

(8) ey vy (£, |t D) < K (t, £) < o wy (£, ITn|) (0<t<1)

On peut alors énoncer le :
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Théonme 3 : Poun £ e LP(I), 1 S p < +°, on a :
”Unk f - f||p <M wl,p(f’ |‘rn|)

ol M > 0 est indépendant de £ et p.

Preuve : Pour h € LP(I), on a IIU h - hl( 2|Ihll
IlUnk hllp ||h[| (théoréme 1) et pour h € Lp’ (1), on a (théoréme 2) :

flog n-nll) <G+ D !lh'!lp ||
Si felP(I)etge Lp’l(I), on a :

oy £ - £l < o (£ - g) - (£- o], + [lu, e - &l

nk P P

IA

21€ - gll, + Gcv 0 gl I,

A

2 ([lg - gl + It | 1111

s es 1
En prenant 1'infimum du second membre sur tous les g € P (1) et

en utilisant la définition de la K-fonctionnelle et (8) :

||Unk f - f||p <2 K (kITn|, £) S 20¢)w (f, klrn|) 3 condition
;]
que k|Tn| < 1. '

Puisque wl,p(f’ k|1n|) <k wlp(f, ITn[), on a le résultat du thé-
oréme, avec M = 2 k Cpe

Remarque : On pourrait montrer, comme dans [12] (Corollaire, p 392) que si

w (£, h) = o(h%), alors [|u f - £ll, = ot |* (0 <as ).
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IV - SPECTRE DE L'OPERATEUR U, 1 (SPLINES LINEAIRES PAR MORCEAUX)

Les B-splines de l'espace Sp(1, Tn}:s'écrivent, en modifiant 1é-

gérement la numérotation du § T :

No(x)
Nn(x)

(x1 - x)/hO X € [xo, xl]

(x - xn_l)/hn_1 X € [xn-l’ xn]

et pour 1 €<i <n-1:
{(x - xi—l)/hi—l X € [xi—l’ xi]

(xi+1 - x)/hi X € [Xi’ xi+13

Ni(x)

De méme Mo(x) = 2 No(x)/ho, Mn(x) = 2 Nn(x)/hn__1 et
Mi(x) =2 Ni(x)/(hi-l + hi) pour 1 < i <n - 1.

Nous étudions dans ce § le spectre de 1'opérateur :
n
= = < >
U, £x) = U £(x) izo £, M> N (x)

Les résultats se résument dans le :

Theoneme 4 :

(£) U_ est un opErateuwr auto-adjoint de L2[d, 1] ayant n + 1 valewrs

propres \™) ngetles, positives, distinctes virifiant :

(n) _ (n) _ 1(n) .
A, =B <A <1 Ao {1 <k < n-1)

(£L) Les fonctions propres sont onthogona£e3 et La k-i2me gonction
propre Vﬁn)(x) présente exactement k changements de sdigne sur [0, 1].
PLus précisément, on a :

n

vé“)(x) = ] N(x) =1
i=0

v ey = 3 - D N.(x)

n - i%o i

(Adl) S4 La subdivision T est uniforme (x; = i/n Les valeuns pro-
pres sont :
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A™ - (2 4 costk m/m))/3

et Les fonctions propres associées :

n
Vin)(x) = z

cos(ikm/n) Ni(x). Donc,vin)(X) converge undformément
i=0

vers V:(x) = cos kTx quand n > +=

Preuve : Calculons la matrice An de terme général aij = <Mi’ Nj> repré-
sentant 1'opérateur U dans la base des B-splines. On obtient
< > = = > > = z < ] :
MO, NO 2/3 <Mn’ Nn s <MO, N1 1/3 Mn, Nn—1>’ puis :
< > =
M., Ng 2/3
<M., N._ ;> =a,/3

i i-1
<M., N > = bi/3

i i+l

h,_,/3 (h
h,/3 (h,

1 + hi)

i-
i-1 + hi)

it

On a donc une matrice tridiagonale & diagonale strictement dominante

(2>a. +b, = 1)
i i

..

2 1 O 0 tererniennnane
a; 2 b1 O tiveennanns
0 a, 2 b2.....
P S O
n 3 5
(0] aj
an_1 2
0 1
L

An est stochastique (la somme des élément< de chaque ligne est égale 3 1),
(1,1,...,1)

< 1 pour 0 £ k £ n. Les mineurs principaux de An vérifiant :

p, n .z Y
par conséquent Xé ) = 1 est associée au vecteur propre Vé

(n)‘

Divy ¥ 203 ~ a5,

(34 condition de poser D, =2eta = 1), on montre par récurrence que

2=0D < Dy < ... <D, par conséquent A est oscillatoire (elle est

. D
i

i-1

b,
i

(1

2

<

n-1

d

i € n-1)

T
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tridiagonale et ses mineurs prinéipaux sont strictement positifs. c¢f [ 7],
théoréme 7). Ses valeurs propres sont donc réelles, positives, distinctes et
les composantes du k-iéme vecteur propre V( B presentent exactement k change-
ments de signe. Comme V(“) (1, -1, ..., ( i ) est le vecteur propre

A(n)

associé a

(n)

= 1/3 et qu'il présente n changements de signe, on a bien
> 1/3 pour k < n-1. A chaque vecteur propre- V( n) de A correspond la
fonctlon propre Vi )(x) de 1l'opérateur U et comme elle est llnealre par
morceaux, elle présente exactement k changements de signe sur ]0, 1[ (en
effet v(“)(o) v(“)

d des valeurs propres distinctes d'un opérateur auto-adjoint. Lorsque la sub-

(1) # 0). Ces splines sont orthogonales car elles correspondent

division est uniforme, la matrice An devient :

" O susnnosessses O
1 4 1 0 .iivveevn. O

1
A =3
0 vevenns .. 0 1 4 1
[0 cossrsees & B 2 4

(n)

Ses valeurs propres sont A = (2 + cos(km/n))/3 et les vecteurs propres

associés sont :

V£n) = (1, cos (kw/n), ..., cos(ikm/n), ..., cos k1r)T
(n)

La fonction Vk (x) est l'interpolant linéaire par morceaux de V:(X) = cos kmx
n)

] . ~ . ( w
aux points i/n, d'ou la convergence uniforme de V vers VR quand n > +®,

k
Conollaire : La meillewre approximation de £ « L°[0, 11 dans Sp(1, T ) est :
S(x) = Z y(n) <f, vin)> Vin)(x)

(n) (n) (n),

ol 1/y = Vk 5 vk
En panthuﬁ&en, 84 fa subdivision est undforme, y(n) = 2/k(n) pour 1 < k < n-1,
Tg = = 2% Yo ©
Preuve : L'expression de S(x) résulte de 1l'orthogonalité des Vin)(x).
Pour une subdivision uniforme, on a :
l/y(n) = <V(n) vin)y - ? E cos (ikm/mn) cos (jkm/n) <N,, N.>
k kK 'k : 177

izo j=o
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n
or } <N,, N.>cos (jkn/n) = 1 J <M., N.> cos (jkm/n)
j=o 1 ] n .o i 3j

= (n) os (ikm/n) pour 1 < i < n-1

=1
X‘

<N , N.> cos (jkm/n) l(n)/Qn et

|
D'autre part 3 X

[N
o

(n)

<N _, N.> cos (jkm/n) (—1)

/2n, donc :

Hi~13 1~

e -
o

(n) ,(n) NS
n n)., _ k
<Vk . vk > =

n-1 5
(1+ ] cos“(ikm/n))
i=1

X(n) n-1
(nt1 + ) cos (2ikm/n))

isl

soit l/Y(n)

2

n-1 cos(km) sin(ig:ilhz)

mais izl cos(2iKn/n) = Y gy = -1

(n)

il reste donc l/Yk (n)

= A

Remarque : Pratiquement, on a intér€t 3 exprimer S(x) dans la base des B-splines.

Par exemple, pour la subdivision aniforme ; si l'on pose :

™ gy = (1 g0y N0 at
L ")y 3

<f V(n)>- E 3 (n)
s Yy T%E cos (1k1r/n).ui (£)
izo
on a
(n) _ % .
v, (x) = ] cos (jkm/n).N,(x)
K o 3

d'ol la meilleure approximation :

n
s = § () WM ee.et N
j=o i=zo -
3 (n) _ ¢ (n) . .
ofl les Cij = X Yy = cos (ikm/n) cos (jkm/n)

(n)

sont les coefficients d'une matrice C de taille (n+1) x (n#l) qui peut &tre

calculée une fois pour toutes.

Exemple : Pour n = 3, les éléments propres de A3 sont :
(3) (3 T
AR Vo ) so(1, 1,1, 1)
(3) (3)
Al vl

]

T

(1, 1{2’ '1/2’ —1)
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xg‘” = 1/2 ?123) = (1, -1/2, -1/2, 1T
Ags) = 1/3 323) = (1, -1, 1, -1)7

La figure 1 donne les graphes des fonctions propres associées. On calcule

alors :
52 -1y Y -2
(3 _ 1 -14 28 -8 y
¢ =3
y -8 28 -14
-2 4 -1y 52

S(x) = a No(x) t oy Nl(x) + o, N2(x) + o, NS(X)

(o =2 - -
ao 5 (26uo 7111 + 2“2 u3)
_ 2
a, =3 ( 7uo + 1uul 8u2 + 2u3)
avec 3 2
a, = ¢ (2uo - uul + 1l+u2 - 7u3)
-2 _
N 5 ( uo + 2u1 7u2 + 26u3)

(3) 1
od u = ui® () =’fo £(t) N (1) dt.
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Figure 1

V4m("J

)
V3 (%)
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V - SPECTRE DE L'OPERATEUR U,

La restriction de l'opérateur U = U & d 1'espace Sp(k, Tn) admet
: ]

comme matrice dans la base des B-splines :

A=A = (a,,) = (<M., N.>)
13

i3

A est une matrice stochastique car :

n-1
¥ 335 = <M., I Nj> = <M, 1> =1
j=-k 3 |
pour tout i = - k,..., n - 1.

Par conséquent elle admet comme valeur propre Ao = 1 et comme vec-

teur propre :

n
Y=, 1,..., DT e R

et de plus lkjl < lpour 0 < js<n+k-1.

Mais comme dans le cas des splines linéaires, on peut donner des

renseignements plus précis sur le spectre car A est oscillatoire.

En effet, la matrice A ci-dessus coiIncide avec la matrice G = G,

utilisée par De Boor dans [2] et [3] et cette matrice est totalement po-

sitive., 616 .. = <M. > . = <M. s
.. Comme les é&léments al,l_l Ml, Ni-l et a1,1+1 Ml, N1+1

strictement positifs pour k > 1, il résulte d'un théoréme de Gantmacher 3

sont

et Krein ([7], p 454 théoréme 2) que A est oscillatoire. Par conséquent
ses valeurs propres kj sont (réelles) positives, distinctes, comprises

~ '\J ” 3
entre O et 1 et le j-iéme vecteur propre Vj présente exactement j change-

ments de signe :S-(Wj) =3 (0sj<n+k-1)

L'opérateur U &tant auto-adjoint dans L2[O, 1] (théoréme 1) et

ses valeurs propres étant distinctes, 1es fonctions propres

n-1

Vj(x) = :gk wzj Nz,k(X)
) V. = ( k<% <n-1)
ou Vj = wlj’ = <Sn -
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sont deux 3 deux orthogonales et forment une base de Sp(k, Tn).

La base orthogonale {Vj, 0 <j<n+k- 1} peut &tre naturel-

lement utilisée pour calculer la projection S, de £ sur Sp(k, T )
n

ntk-1 <f,v.>
Sn(x) = z zvgvi;

V. (%)
j=0 ’

Les quantités <f, Vj> s'expriment au moyen des "moments" de f

par rapport aux B-splines -:
1
Mo (£) = Jo Nl,k(t) f(t) dt = Ny x° £>

par les relations :

n-1
<f, v.> = )
L P

wzj 17} (£)

D'autre part, on peut calculer une fois pour toutes les quantités :

-1_ -
Yj = <Vj’ Vj> = RZ ng wmj <N2, Nm>
S,
X - X
e f+k+1 2
= § Wo3 T (B My, NP> w )
m
X - X
’Y,:)\'Z_Rﬂ(j-_l____& w2.
3 iy k+1 3

v
car Vj est vecteur propre de A.

Résumons tous ces résultats dans le

Théoneme 5 :

(<) U, . @t un opératewr auto-adjoint de 1o, 13 ayant n+k valeurs
propres Aj néelles positives distinctes verdifiant 0 < Ajf AO =1
(0 < § < ntk-1).

{{l) Les fonctions propres Vj(x) sont onthogonales et 84 L'on pose :

n-1
Vj(x) i Q=—k mlj NQ,k(X)
oil vj = (wl" ~-k<s2<n-1) eimn+k est Le f-AZme vecteur propre de
La matrnice A de Unk parn rapport aux B-splines,
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on a,S'(vg) = j, en particulien 06 = £1,.25; 1); done vo(x) £ 1.

(4id) La projection onthogonale S de f e L2[O, 11 sur SP(k, T_)
s'eedt

nt+k-1
= . < V.> V.
S(x) “j Yy <Ey Vi V(0
j=0
nol Xoixsr T XL 2

1
= ——— . S V.4 V.2
uee Yy = Ay zjlk K+1 “o3 i3

n-1
et <, 1> = )

. u, () ol
==k %

ng
1

Ugl£) = <£, Ny (> = J Ny

(t) £(t) dt
0 i

Donnons les matrices A pour k = 2 et k = 3 dans le cas d'une subdi-

vision uniforme = {i/n, 0 < i < n}.

Exemple 1 : 4plines quadratiques

La matrice An o est de taille n + 2 et pour n 2 4, on obtient
)

(72 82 B 0 0 Oeereninineininnnn. ]
21 60 75/2 3/2 0 Oeerenernenernnenns
2 25 66 26 1 Ouereeneennnn SR
0 1 26 66 26  Lueeeeereneeieannn.
A=A = T35 | e e e
................. .1 26 66 26 1 0
......... ceves...0 1 26 66 25
g e s o o o0 3/2 75/260 21
T TR 0o 0o o & 42 72
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Les splines quadrathues orthogonales V (x) s'obtiennent & partir

des vecteurs propres VJ de cette matrice. Il est intéressant de remarquer que

1'image du vecteur :

par la matrice A est le vecteur :

AV =Ll

» = T20 (365

-5, 18,

2
A V - V + 120 (20, +11, 2, O,

n+l
Si 1'on pose V. (x) = }
i=0

U V(%) =

n,2 75 Voo (x) + W (x)

L

avec W_(x) ='120

(20 No(x) + 11 Nl(x)

et 1l'on peut calculer :

400
(120)2

X

2
||woo' '2 = <W,

Par conséquent, lorsque n + +
la fonction propre Vn+

Xn+1 est voisine de 2/15.

-16, +16,..., +16, +18, 45, +36)

ce.s O, T2, ¥11, 320)

- v N

+ 2 N2(x)+"'i 2Nn-1

1. (1)’
n 6vn

@, la fonction V_(x) est "proche" de

1(x) (en norme L2) et la plus petite valeur propre

I1 est probable qu'elle soit comprise entre 1/10 et 2/15 d'aprés

leg résultats numériques obtenus pour

: splines cubiques

les premiéres valeurs de n.

(x)#1IN_(x)+20N_ .

(x))
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Le résultat est donné par.De Boor ([2], p. 542).

[5760 3528  7uu 48 0 0
1764 4464 3150 696 6 0
248 2100 4392 3018% 318% 2%
12 348 2264 4832 2382 240

0 2 240 2382 4832 2382

2 240 2382 4832

Les 4 derniéres lignes de A sont irréguliéres comme

lignes (en inversant 1l'ordre des indices i et j).

0 O swm
o o0...
© 0 0.
©2 0 ..
240 2

2382 240 2

les 4 premiéres

Comme dans le cas quadratique, on peut montrer que si

V.(x) = Z (—l)i Ni(x)
i

17

V(%) = 375

alors U
n,3
I1 est probable que Xn+2’ valeur propre minimale de

de 17/315 pour n grand, et qu'elle est comprise entre 9/315

’

Les splines orthogonales ainsi définies différent

Remargue

duites par Schoenberg dans [18]. Leur calcul serait sans doute

par des formules de récurrence.

vV (x) + W_(x) ol IIW”||2 + 0 quand n >

est voisine

17/315.

A,
et

de celles intro-

facilité
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VI - PROPRIETES OSCILLATOIRES DES SPLINES ORTHOGONALES

Les deux derniers paragraphes sont consacrés 3 la démonstration du
théoréme suivant qui montre que les splines orthogonales Vj du théoréme 5 ont

les mémes propriétés que les polyndmes orthogonaux classiques.

Théoneme 6 : Les n+k splines onthogonales vj (0 < j < ntk~1) de £'espace
Sp(k, rn) possedent Les propriétés suivantes :

{4) vj a exactement j nacines néelles simples dans £'intervalle 30, 1[.

(44) Deux splines onthogonales successdives Vj et Vj+1 n'ont pas de nracine
commune dans Jo, 1[. De plus, Vj change de signe entre deux racines de Vj+1’
autrement dit Leurns racines sont alternies.

La démonstration se fait en plusieurs étapes et utilise les lemmes
suivants (on a numéroté les B-splines de 0 3 ntk-1 = N et 1'on pose

o, = ]ti—k’ ti+l[ = intérieur du support de la B-spline Ni)'

Lemme 1 : Sodent t,<t <<ty des points de [0, 1] et D(to, tis eees tz)
Le déterminant d'ordre £+1 ayant comme coefgicients dij = Vi(tj) pouwr
0 <i,j<&<N. Onaalons :

a) D(to, Tis eevs tz) 20

b) D(to, tys eees tz) > 0 84 el seulement 8'AL existe £+1 Aindices
0 < io <i, < ... < iz < n+k-1 tels que toeo, = Ainténieun du support de

1

N, pour 0 ss <L s

s
Preuve du lemme 1 : Rappelons que si N = ntk-1 :

N
V. = .. N. < 3j <
J(t) Z w; s N, (1) (0 €3 < N)
i=o

Y
ol Vj = (wij, 0 £ i < N) est le j-iéme vecteur propre de la matrice oscillatoire
An X' Soit @ la matrice ayant comme vecteurs lignes les Vj et N la matrice de

t]

terme général Ni(tj)'(o < 1,j £ N). Le déterminant D(to, cees tﬂ) se développe

sous la forme :

LR NUIR S I oee o Ll ol ot

osi «<...<i o T1°°°%e
o £

La notation B(PO Tt PL} désignant le déterminant extrait de la matrice B

So ... S¢
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en ne gardant que les lignes d'indices v S el < rp et les colonnes d'indices

< L S .
5o © %1 e
Or d'aprés le théoréme 13 (et le corollaire 1) de Gantmakher et Krein ([ 71,

p. 461- 463), tous les déterminants 9(9 L wwe &

lo ilo-o i£

D'autre part, d'aprés le théoréme 4.65 de Schumaker ([20], p. 169), le déter-

l sont strictement positifs.

minant N[go il o zz est toujours 2 0 et n'est > 0 que si t_ e i = intérieur
du support de Nis (pour 0 < s < £). Il suffit donc, pour que D(to""’tl) soit

#70, qu'il existe au moins une suite d'indices ayant cette propriété.®m

Lemme 2 : Sodent t, <ty <<t =t <... <t £L+1 points de [0, 1],

1 s s+l
dont deux sont confondus, et ﬁ(to, tys ooy tp) Le déterminant déduit de
), 0 < i < N} par La colonne

D(t s +--» tp) en nemplagant La colonne {Vi(tS+1

{V'i(ts), 0 <i < N}. Ona alonrs ﬁ(to, cees tp) >0 84 et seulement &'iL

existe £+1 Andices 0 < io < i, < ... < il < N teds que t, €0, pour 0<r<{&,
b o

1
et N'. (t.) # 0.
ls+1 S

Preuve : Comme pour le lemme 1, on a :

- _ 0 1 ...4 1. s 1
Dlty, -otp) = L Q(i io... i ] N [001... &l]
OS10<11<...<1£SN o "1 2

ol la matrice N se déduit de la matrice N en remplagant la (st+l)-iéme colonne

{N.(t )} par la colonne {N', (t )}. Les déterminants Q g % s ?

sont
s+l 15 A1ews A

coe ip
0 1... 4
seulement si t_ € 0; pour 0 <r < £ et N', (t ) # 0 (d*aprés les théoreémes
4.67 et 4.76, p. 171 et 177, de Schumaker [20]) d'ol le résultat.

tous strictement positifs et N[ est strictement positif si et

Zemme 3 : Sodit Q une B-spline de degné k-1 ayant comme support [t. i +k] et
x L'abscisse du max{mum unique de Q sun son support (fL Qk( k) = 0 pour k = 3).
On a alons x? < x§+1 pour tout i = —k+1, ..., n-1, pour La Aubd&vLAion

= e T E K€ soa Rt = owee = % de L'intenvalle [t , t 1.
(=) n o n

Yokl 1 ntk-1

Preuve : Elle se fait par récurrence sur k 2 2 en utilisant les relations
suivantes (cf. Schumaker [20] p 120-121)

k-1

(x-t,) QTH) + (t,-%) Qfp)

(ti+k—ti)

(%)

(1) Q?(x) =
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k-1

k-1
Q; "(x) - Q.7 (%)
(2) £ o0 = ey 22
itk i
Pour k=2, on sait que Qi est maximum en xi = ti+1 (-1 < is n-1) et 1'on a
bien :
Tt <t, < <t
o 1 n

= Qe = o,

Pour k=3, Q atteint son maxlmum unique au point xi tel que

i.e. d'apres (2), quand Q (x ) = (x ). On a alors, d'aprés la figure
suivante :
2 _ 3 2
TR TS T R P R |
pour -1 £ i £ n-2, avec
3 2
L R
3 _ .2 _
-1 *p-1 T Yy
3
t i1 ¥ Yo i+3
D'autre part, on a :
2 3 2 3
Qi+l(xi) Q; (xl)
2,3 3 ]
Qi+1(xl+1) Q ( ) 0.

Supposons que l'on ait établi :

(3) K<, (-k+1 £ 1 € n-2)
k-1, k-1 k-1 , k-1
(%) Q T(xy ) > Qg (xo )
k-1, k-1 k-1 , k-1
(5) %_(xhl) QL1 (x4,
k-1, k k-1, k
(&) Q T(xi4n) < Q%)
k-1 <K k-1, k
(7) Qi+2( ) < Qi+1(xi)
et démontrons ces inégalités 3 1l'ordre k+l. Le maximum de QE est atteint en
x? tel que :
k-1, ky _ ~k-1, k ' N
(8) Q "(x) = Q1) (d'aprés (2))

On calcule d'autre part, au moyen de (1) et (8)

K
t -X,

k. k k ky _ _“itk+l i k-1, k k-1, k

Q(xg) - Qg (x5) = 5 T (g (%)) - Qpa(xg))

itk+1 Ti+l
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Cette quantité est strictement positive d'aprés (7). De méme,au moyen de (1) et (6),

on obtient : xk ~
k k k _ i+l i k-1, k k-1, k
A A G I CHCARV IR AR CRPD
itk i
ce qui montre (4) et (5) a 1l'ordre k+1 et prouve que s¥ (x) = Q (x) - Qk(x)
i i+l i
k k k k+1 k g :
ne peut s'annuler qu'entre x; et x; ., donc x; < X; © < ¥, ce qui implique
x§+1 < xkii pour tout i = -k, ..., n—2 et démontre (3) d l'ordre k+1. Enfin,
puisque _
i) = - Cimerr ~ %) 4 i
i k dx “i
ne s'annule qu'en x = x§+l, on a nécessairement 6 (xk+l) >0 et 6 ( t+1) <0
car x§+l < xk+i, ce qui prouve (6) et (7) a l'ordre k+1, cqfd.
Lemme 4 : Soient{:o <oy << aﬁ}m+1 points de 1o, 1[, dont m au moins sont
nacines d'une spline S de Sp(k, Tn) (0 Sm s N = ntk-1). Alons L existe
0si <ij<...<i <N teks que o € o, = Antérnieun du support de La
S

B-spline N; , pour 0 < s < m.
S

Preuve : Elle se fait par récurrence sur m et n.

a) Le lemme est vrai pour 0 < m < k.
I1 est évident pour m = 0 car il y a au moins k+1 2 2 B-splines dans Sp(k, Tn).
Supposons-le vrai pour 0 € m < k-1 et montrons-le pour m = k. Si les m+l = k+l
points sont dans un seul intervalle [to, tl] recouvert par les supports-gz des
k+1 B-splines Ni(O <i<k), ona a;, € 0, pour 0 < i < k. Supposons que 1l'on
ait démontré la propriété pour r-1 intervalles et montrons la pour r 2 2. On
peut toujours supposer que a_ € O = ]to, tl[ et o € ]tr—l’ tr[ = 041
Soit £ 2 1 le premier indice tel que ap £ Op : on a nécessairement ap 2 tosr
Sinon, puisque Op = ]tl—k’ tl+l[’ on aurait ap < tp et [to, tl-k] contien-
drait £ ou £+1 racines parmi {ao, . al}. Ceci est impossible car le nombre
de zéros de S dans [to, tl-k] est tel que :

Zglt s tp 1 s (&K) + (k-1) = £-1

en tenant compte des multiplicités (cf. Schumaker [20], th&oréme 4.53, p. 160)

Comme ap 2 t [ti’ tr] est la réunion de r-£ < r intervalles et contfient

£+1°
les k-£+1 points {al’ =i ak} : on est ramené par récurrence 3 moins de points

et moins d'intervalles et le lemme est alors valable.
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b) Supposons le lemme vrai pour m-1 et montrons-le pour m 2 k#1.
Si les mtl points sont répartis sur exactement m-k+l intervalles (on ne peut
en avoir moins, sinon ZS[tO, tm—k] < m-1 contredirait le fait qu'il y a m
racines) recouverts par les m+l supports des B-splines No' ey Nm, on a
nécessairement a; € 0, pour 0 £i<m. Sinon :

- ou bien a, < ti—k’ mais alors Zs[to, ti—k] € i-1 contredirait
{ao, cees ai} c [to, ti-k] (au moins i zéros)
t ] < m~-i-1 contredirait

i+1? "m-k+1
] (au moins m-i zéros).

- ou bien o, 2t , mais alors Zs[t

i+1
{ai, cens am} c [ti+1’ t el
Si les m+l points sont répartis sur m-k+r intervalles exactement (r 2= 2),

recouverts par les supports de mt+r B-splines, on peut toujours supposer que
m-k+r-1° tm—k+rE = -1
indice tel que a, ¢ Op- On ne peut avoir ap Sty s sinon Zs[to, tZ—k] < £-1

a € ]to, tl[ =0 eta € 1t Soit £ 2 1 le premier

contredirait le fait que cet intervalle contient au moins £ racines de S. On
t ] est réunion de m-k+r-£ < m-k+r

£+1° “m-k+r
intervalles et contient {al’ e am} soit m-£+1 < m+l points, on peut donc,

a donc Up 2ty . mais alors [t

grace a 1l'hypothése de récurrence, répartir ces points dans les m-£+r inté-

rieurs des supports des B-splines Nt’ eesy N . On a supposé implicitement

que les racines oy €taient simples, mais on gzztlsupposer qu'elles sont
multiples, puisque la démonstration tient compte de la multiplicité des zéros
et que le nombre d'intervalles, donc de B-splines, augmente dans ce cas (en
méme temps que la possibilité de choix pour les indices) : il suffit de répéter
autant de fois une racine que son ordre de multiplicité m et de considérer

que 1l'on a m racines simples trés voisines.

Lemme 5 : Sodlent {ao, cees am‘l} m racines simples d'une spline S e Sp(k, ™)
avec n = m-k+r+2 44 m 2 k-2 (r 2 1). Supposons que a € [to, tlE et
@ 4 € ]tn_l, tn[ et que a, < t, pour i =0, ..., mk+2. 1L existe alons :

Zs . . _ <
0 ip<ip <o <i o S mir-2 Lels que a_ € oispouﬂ 0 <1<ml.

Preuve : Elle est semblable 3 celle du lemme 4. La propriété étant simple a
démontrer pour 1 £ m < k-3, on peut supposer que m 2 k-2.

Pour r = 1, on a m racines simples sur Eto, t +3] d répartir dans les inté-

m-k

rieurs 0, des supports de Nos «oes N0 i.e. des m premiéres B-splines.
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Ceci implique que a, € 0, pour 0 £ i < m-1, sinon (puisque a, < ti+1)’ 11
existerait un indice i tel que a, £ t, ., mais alors Z.[t , t, . ] < i-1

i i-k S" o i-k
contredirait le fait que Eto, ti—k] contient les i+l racines {ao, .o iy ai}.

Pour r 2 2, on a m racines simples sur [t t vérifiant a, < t., .
ou ’ s BN : o’ m—k+r+2E i itr

Soit £ 2 1 le premier indice tel que ap ¢ Op = ]tl—k’ t£+1[' On ne peut avoir
ap < tp_y» sinon [to, tl—k] contiendrait £+1 racines, ce qui contredit

< - 13 .
ZS[to, tl-kj < £-1. Donc ap 2 t, . et 1'intervalle [t£+l’ t [ contient

m-k+r+2
} ; par 1l'hypothése de récurrence, on peut
p yPp

1

s Q
m-1
répartir ces racines sur m-£ o, distincts parmi les m-£+r-2 2 m-£ 0, restants,

cqfd. ®

les m-£ < m racines {al’ adie

Lemme 6 : Sodent {ao <ay << am} - [to, tn] mtl points, dont m racines

sdimples et une racine double ap, d'une spline s e Sp(k, Tn). 1L existe alors :

< i i ce. < i . < ntk- . 0 < < .

0<i <i < < i .4 S otk-l tels que a_ € ols pour 0 <'s < p-1, a_ € ols+l

pourt p+tl1 < s <m, et a_e0, U O, avec N', (o ) # O.
P iy hna o+l

~

Preuve : On peut supposer, quitte d réduire le nombre d'intervalles, que

' : .

a € [to, tl[ et a € ]tn—l’ tn]. Remarquons que l'on a toujours n 2 m-k+3

sinon Z_ [t , t ] < mt+l contredirait le fait que S a m+2 zéros.
S™ 0’ m-k+2

Supposons que m 2 k-1 et n 2 2, les autres cas étant plus simples 3 étudier.

a) Si n = m-k+3, et si ap est racine double (1 < p < m-1) on a
o, € 0, pour 0<i<p-leta, € 0, 4o Pour ptl < i < m. Sinon il existerait

i
un i < p-1 tel que a; ¢ 0, = It, ., tiql

= i « S Tt ] g < i- i e .
ou bien o, < t, ,, mais ZS[tO, tl_k] i-1 contredit {ao, s al} =

[to, o

i-k

- ou bien a; Ztoo., mais ZSEt ] < m-i+l contredit

i+l
{ai, cees ap, e am} e [t

i+1° “p-k+3
i+1? tm—k+3]

(S a m-i+2 zéros car ap compte double).

Par un raisonnement analogue, on montre qu'il est impossible d'avoir oy ¢ Os40

. . 1
pour un i 2 pt+l. On a donc finalement ap € Op v °p+1 U Op+2 et comme N P+l(Otp)

et N'p+2(ap) ne peuvent s'annuler en méme temps (lemme 3), on choisit
ip+l = p+l ou p+2. La démonstration est analogue si a, (ou am) est racine
double.
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b) Si n > m-k+3, si ap est racine double (1 < p € m-1) et se trouve
dans l'intervalle [ts, t_..], le cas le plus critique est celui ou
Zs[ts’ ts+1
de ap. Comme ZS[to, tg

s+l
l=k, i.e. [ts, to1

l] < s+k, on doit avoir ZS[to, tsE < s : supposons

] contient k-2 racines simples différentes

+
que {ao, coes aq—l} c [to, tSEavec q < s. Ceci implique nécessairement que

. . <i<q-1si ) : t qei 4
a; < t1+s—q+1 pour 0 < i < g-1 sinon [t ] contiendrait g-itk zéros,

i i+s-q+1’ ts+l

ce qui contredirait ZS[ti+s—q+l’ ts+1] < i~-q+k-1. On peut appliquer le lemme 5

avec m = q et r = s-q+1 : il existe alors 0 = io <i < <di oS s-1

tels que a, € oil pour 0 < £ < q-1.

Comme {G 5 coey O 5 cvey O 1, on a {a

P q+k—2} < [ts’
]ts+1’ tn] 3 de plus pour tout i 2 2, on a a

tsr1 qtk-1° 00> %t ©

sinon [ts, t

]

s+i-1
] < x+i-2.

qt+k+i-3 > To4i-1

contiendrait k+i-1 zéros, ce qui est impossible car Zs[ts, torio1

On peut 3 nouveau appliquer le lemme 5 en inversant le sens des intervalles
et la numérotation des indices. Posons m' = m-q-k+2 (nombre de racines),

a' . = . our 0 S < m - et t .« - t . 0 s < - . a
COHdltl()]l o - > . s e(:['ll al()['s 1[' . > l .« - l'. 1 1

r' = n'-m'. Le lemme "symétrique" du lemme 5 permet d'affirmer 1'existence

t _pt avec
de m' indices :

(n'+k-1) - (m'+r'-2) < i < i, <...< i1_q = ni+k-l

tels que a'z € o'il pour 0 £ £ < m'-1, ce qui peut s'écrire encore :

k+l < ig<iyp < cd 4= n-s+k-2
' ' = =
avec ap q+k-1 € I° if-k’ et ]tiz-k+s+l’ tiprsr2l = Ofpuse1 POUT
'_ = - - . 'y s .
0 <€ <m'-1 = m-q-k+I. En particulier, on a au pire uq+k-1 € 0k+s+2 Par

L BN ] : 0 .
s+l’ » Ogq P OB 30y € s+i-q

pour p+l < i < q+k-2 ce qui permet d'écrire :

conséquent Ets, t_,,] est recouvert par Ogs O

s+l
pour ¢ £ i S p-1, a; € °s+2+i—q

°‘p € os+p-q v crs+p-q+1 v Os+p-q+2

Par conséquent, on choisit ip = s+p-q et i = s+p-q+l ou s+p-q+2 pour que

ptl
N'i +l(ov.p) # 0 (c'est possible d'aprés le lemme 3). Les démonstrations sont

analogues dans les cas non critiques (i.e. quand [ts, tg 1] contient moins

+
de k-2 racines simples) ou lorsque p=0 ou m.
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VII - DEMONSTRATION DU THEOREME b

Nous utilisons des techniques analogues & celles de Kellog [19], en
tenant compte du fait que la condition de Haar qu’il donne n'est pas toujours

vérifiée pour les splines.

7.1 Pour 0<j <N =ntk-1, 1a spline orthogonale Vj a exactement j changements
de signe stricts dans 1'intervalle 10, 1[ : S'(Vj) = 3,

On a V. = F w, 13 N, et le vecteur propre V. = (wij’ 0 < i < N) présente

exactement j changements de signe (S (v]) S (V ) = j, cf. Gantmakher et
Krein [ 7]), par conséquent la propriété de dlmlnution de la variation des
B-splines (cf. Schumaker [20] p. 178, théoréme 4.76) implique S_(VJ) £ 3.
D'autre part on a W j # 0, i.e. V (o) V (1) # 0, et V n'a pas deux compo-
santes successives qui s01ent nulles, 31non on aurait S (W ) = j+2 > S (V ) =
Ceci implique que V] ne peut &tre identiquement nulle sur 3n intervalle

[ts, t ] ou, ce qui revient au méme, ne peut avoir plus de k zéros sur cet

s+
itk
intervalle, sinon sa restriction V. = X wij Ni serait nulle et on aurait
n
W = wee =W . = 0, ce qui contredit l'assertion ci-dessus sur V..
sj stk, ] ]
Comme V = 1, on a S'(V ) = 0 ; supposons que S_(Vm) =mpour 0 £ m s j

et montrons que S (V ) = ]+1 Supposons que S (V ) = m < j et désignons
< < € ias K <

par O o < ay a1 1 les points ol V]+l

d(x) = D(ao, Ups wees G g5 x) (notation du lemme 1) : elle est combinaison

linéaire de Vo’ T Vm, donc orthogonale a Vj+l' D'autre part, si x > am_l,

les m+l points peuvent €tre répartis (lemme 4) dans m+l oy distincts, par

change de signe. Soit

conséquent, ¢(x) > O d'aprés le lemme 1. Lorsque o 5

méme ¢(x) < 0 car les lemmes 1 et 4 sont encore applicables et plus généralement

< x <
x<a ,,ona de
¢(x) change de signe strictement quand x franchit un des points a,. La fonction

(x) Vj+l(x) garde un signe constant sur [0, 1] et cela contredit le fait que

<, vj+l> = 0, cqfd.

7.2 Pour 0 s 3 < N, Vj a exactement j racines dans 10, 1[

\
o

_ < : . - = v {
Vl(tl) Vl(to) >0sit) >t (lemme 1) : comme S (Vl) 1, V, n'a qu'une

1 n'a pas de racine et Vl est strictement croissante car D(to, tl) =
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seule racine dans ]0, 1[. Supposons la propriété vraie pour V v

10t Vi et

montrons-la pour Vj ! supposons que Vj ait j+1 racines 0 < a <a; < ... < aj <1

parmi lesquelles j points ol Vj change de signe et un point ol Vj s'annule

1
tels que a € 0 pour 0 < s < j, donc d'aprés le lemme 1, on a D(ao,...,aj) >0,
s

sans changer de signe. D'aprés le lemme 4, il existe 0 < io <i < ... < ij <N

mais ceci contredit le fait que Vj+l(as) = O0Opour 0 S s < j, i.e. que la

ligne (j+1) de D est nulle, cqfd.

7.3 V. a exactement j racines simples dans 10, i[
J

Supposons que Vj ait j-1 racines simples et une racine double

o e {ao,_al,

tels que ais € gis pour 0 < s < p-1, o

cees aj-l}' D'aprés le lemme 6, il existe 0 < iO < .. < ij <N

s € Oi pour p+l < s < j-1 et

s+
ap € 0;: U O avec N! (ap) # 0, donc d'aprés le lemme 2, le déterminant

_ lp lp+ 1 iP+ 1
D(ao, cees ap, ap’ ceny aj—l) est strictement positif, ce qui contredit le
fait que sa (j+l)iéme ligne est nulle : Vj(ai) = 0 pour 0 £ i < j-1 et

v'.(a_ ) = 0.
J P

7.4 V. et VJ.+1
J J
racines de Vj+1, (autrement dit leurs racines sont alternées)

n'ont pas de racine commune et V. change de signe entre deux

11 suffit de reprendre les démonstrations de Kellog [19], page 4.

REMARQUE

Les figures 2 et 3 donnent les graphes des V§n), (1 £ 3 < 4) lorsque,
k = 2 (splines quadratiques) sur la subdivision uniforme de pas 1/8 (n=8).
Les résultats numériques obtenus pour n = 2, 4, 6, 8 semblent indiquer que la

spline V{n)(x) converge vers + cos jTx quand n - +®, pour tout j fixé.
] - .
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CHAPITRE 5

B-SPLINES ET QUASI-INTERPOLANTS
SUR UN RESEAU EQUILATERAL DU PLAN

J'al passé mes jours d accorder et d
désaccorder ma lyre.

Je n'at pu trouver le juste rythme ;
les mots n'ont pas été bien assemblés ;

1l reste seulement l'agonie du souhait
dans mon coeur.

Rabindranath TAGORE
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I - INTRODUCTION

SoitIPn 1'espace des polynSmes 3 2 variables de degré total < n et Dn
celui des polyndmes de degrés partiels < n. On désigne par Sp(n, k) l'espace
des splines polynamiales de degré n et de classe Ck (0 £ k S n-1) sur une
triangulation équilatérale du plan, c'est & dire des fonctions Ck dont 1la

restriction 4 chaque triangle est dansIPn.

En utilisant les résultats de G. Farin [3] [4] et de Frederickson [6],
on montre qu'il existe, pour tout n € N, un enfier k*(n) tel que l'on puisse
construire une spline 3 support hexagonal dans Sp(n, k*(n)) (centré par
exemple 3 l'origine) et qu'il soit impossible de construire une spline a
support borné dans Sp(n,k) pour x*(n) < k < n. A 1'aide des translatées Mij

de cette spline, on définit des approximants (quasi-interpolants) de f du type

SE(x, y) = ) u..(£) . M,.(x, y)
L. Ti) ij
1,]
ol uij(f) est une combinaison linéaire des valeurs de f et de certaines de
ses dérivées partielles au centre du support de Mij’ Des quasi-interpolants

du méme type ont été étudiés par Frederidkson [7] sur un réseau triangulaire

et par De Boor et Fix [2] sur un réseau rectangulaire.

On détaille les cas n = 3, k*(n) = 1 (cubiques Cl) n =4, k*(n) =2
(quartiques C2) etn =86, k*(n) = 3 (sextiques Cs) et 1'on donne quelques
majorations d'erreur précises (en norme uniforme) sur un triangle du réseau
lorsque la fonction approchée a des dérivées partielles continues jusqu'a

un certain ordre.

2 3 . 2 P 2 (4 .
Le cas des splines quintiques de classe C est également étudié, mais

[} -3 3 r'4 » [] .
s'avere peu intéressant pour les applications.



IT - RACCORDEMENT DE 2 POLYNOMES TRIANGULAIRES DE DEGRE N

ADJACENTS

Nous utilisons les résultats de G, Farin [3][4] dans un cas

particulier.

Soit T, un triangle équilatéral du plan de sommets A

1 A2 et

l’

A3. Tout point M du plan s'exprime au moyen des coordonnées barycentriques

de T, sous la forme :

1
M= Uy Al + u, A2 + ug A3
avec u1 + u2 + u3 =1
et 0 < Uy Uy, U, <1 si Me Tl

Les polyndmes de Bernstein B?(u) sur T. sont définis par :

1
' i i i
(1) YW = iy, uy w2 0
1°72°73
u = (ul, Uy, u3) s uy tou, + u, = 1
i= (i, 1., 1) eNLi, +i +4i_ = 1]il = n
1* 72 73 *1 2 3
On a immédiatement :
n _ n _
(2) ) Bi(u) = (u1+u2+u3) =1

i]=n
Les B?(u) formant une base deZPn(Tl), espace des polynOmes de degré < n

sur T,, tout P eIPnCRl)peut s'écrire sous la forme de l'approximant de Bernstein :

1

(3) Pi(w =B ¢ (= ] a; Bi(w
‘ n |i|=n *

ou ¢l est la fonction linéaire par morceaux déterminée par les sommets

. . . _ N . fo
(11/n, i,/n, i4/m, a; = ailizie) = a; du réseau Bézier de Pl' Nous représen

terons souvent ce réseau par sa projection sur le plan (figure 1).



Figure 1

Raccordement de 2 polyndmes de degré 5



Les relations (1) et (2) impliquent que la surface définie par P, est

dans 1l'enveloppe convexe du graphe de ¢1.

Soit T, = A, A, A, un triangle équilatéral adjacent 3 T,, de

172 4 1’

coordonnées barycentriques v = (vl, Voo v3), on a :

(%) A, = A+ A2 ~ A

4 1 3

Soit P, eIPn(Tz) un polyndme de degré n défini par :
- - n
Py(v) = Bp(v) = ] by By (V)
tll—n
ol ¢, est la fonction linéaire par morceaux déterminée par le réseau
L. .V . . )
Bézier de P, = {bi = (1l/n, 12/n, 13/n : bi}'
Par application directe du théoréme 5 de G. Farin (4], p. 17) et de la

relation (4) ou par un calcul direct, on obtient :

Theorndme 1 : Le naccordement c(0 < r < n) de P, et P, Le fong de A, A,

se traduit par Les nelations

et (6 k-
b, ., = (-1)° () ) (C9) a, : .
112° 350 T osas,zk-d S0 NP 120 3

pour 0 s k s r et i1 + 12 = n-k

Pour les premiéres valeurs de k, on a :

e 1.2 AO - . .
Continuité C~ : bili2o =as g (11 ti,= n)

Continuité C1 : b, . = a
11121

- (i,+i, = n-1)
ta +1,0 aili2 172

il+1,i2,o 11,12

Continuité C2 : (i1 + i2 = n-2)

2 = (a

b + 2 a, . + a, ,
1

il,iz, il+2,i2,o 1l+1,1 +1,0

T2, R, YR



Continuité C3 : (i1 + i2 = n-3)
bi1,12,3 = (ai1+3,i2,o . *j 42,1,+1,0 ¥ ® % +1,1,42,0 ¥ 311,12+3,o)
- 3(ail+2,i2,l * 2ai1+1,12+1,1 ¥ ai1,12+2,1)+3(ai1+1,i2,2 *
d. ) - a., .
11,12+l,2 11,12,3

As

Figure 2a

Cas d'un triangle isolé
(p=3,n'" =10, k' =7)




[II - B-spLINES DE DEGRE n. CAS ou n = 1 (MODULO 3)

Théondme 2 : S4i n = 3p+l (p

v

0), AL n'exdiste pas de spline a support borné

de classe c pour k > k*(n) 2p

Preuve : Pour n = 1, il n'y a évidemment pas de spline d support borné de
classe Cl. Supposons le théoréme vrai pour n = 3p-2 et k = K*(n)+1 = 2p-1 et
montrons qu'on ne peut construire de spline 3 support borné de degré

n' = 3 +n = 3p+l et de classe Ck' avec k' = k*(n') + 1 = 2p+l. Supposons
qu'une telle spline S existe dans Sp(n', k') : soit § le support polygonal

de S constitué d'un nombre fini de triangles é&quilatéraux et 9Q le bord de §

a) Montrons d'abord que 3Q ne peut contenir de triangle isolé A1 A2 A3

'
(figure 2a). En effet la continuité Ck avec la fonction nulle le long de

A, A, implique que les coefficients a., _, sont nuls pour 0 £ r < k' et
173 i,rig
1
il + i3 = n'-r et la continuité C 1le long de A2 A3 implique que les
coefficients a_, . sont nuls pour 0 S r < k' et i, + i, = n'-r.
i1, 2 3
En particulier le long de A1 A2, ona: i, = 0 donc an'—r,r,o = 0 =
< 1 1 .

ar,n'-r,o pour 0 < r £ k', ce qul donne :

a = a = ... T a =0

3ptl,o,0 3p,1,0 p»2ptl,o
ao,3p+1,o - a1,3p,o T e S a2p+l,p,o )

donc tous les coefficients Bézier de S sont nuls.

b) Montrons que 3Q ne peut avoir d'angle de 120° (figure 2b)
Soient Tl = Al A2 A3 et T2 = Al A2 Au deux triangles adjacents tels que
A3 A2 et A, A, soient sur N et u = (ul, Uy, u3), v = (Vl, Vo V3) leurs

coordonnées barycentriques respectives.



Soient P, et P, les restrictions de S 3 T, et T2 de coefficients ai et bj

1 2 1
(il = 131 = n"
|

La continuité Ck de Pl avec la fonction nulle le long de A2 A3 implique
que pour 0 £ r < k' et i2 + i3 =n' - r, on ait :
(5) a.. =0

riji,

1]

De méme la continuité Ck de P2 avec la fonction nulle le long de A2 Au
implique que pour 0 < r < k' et j2 + j3 =n' - r, on ait :
(6) b.. =0

REDRE
Soient maintenant T'1 et T'2 les sous-triangles de T, et T, limités par

i = ' = ' = = ' = ' =

les droites u, = 2/n', u, 1/n', u, 0 et vy 2/n', v, i/n', Vg 0
respectivement. Les sommets des réseaux Bézier de P1 et P2 au dessus de T'l
et T'2 constituent les réseaux Bézier de polyndmes P'l et P'2 de degré
n = n'-3. Les conditions (5) et (6) ci-dessus montrent que P!, (resp. P'2)
a un raccordement CX (k = k' - 2) avec la fonction nulle le long du coté
u, = 2/n' (resp. v, = 2/n'). Mais 1'hypothése de récurrence (non
existence de spline d support borné de Sp(n,k) entraine P'1 z P'2 = 0, donc

tous les a; et bj correspondants sont nuls.

Seuls sont non nuls les coefficients suivants situés sur Al A3 et A, A

a a

s n'-s, 0, s

b =b
s n'-s, o, s

(0 £ s < p-1)

La continuité C2p+l le long du coté A A, donne les 2p+2 relations :

1
b = a
o o}
bl = ao - al
b2 T a - 2a1 + a2

b =a - (p-l

-1)P 1
-1 o g )agt .t (-1) a

p-1



a -
o

P _1yp-1 . p
() a; t ...t (-1) (p-l) a1
_ (2ptl _ayp-1 2p+l
) ap s+ (FD) (p-l) a4

Le systéme homogéne formé par les p derniéres équations étant de Cramer,

on en déduit que les a; sont nuls, et les p premiéres équations impliquent

que les bi sont nuls. Par conséquent Pl = P2 = 0 et S ne peut avoir de
support borné. (]
R N
, . g *} S .

.o . ar, 0 "b_4 dE
(T):'ﬂ'. ) - 27 -
/- 7 AT NG U (72)

- ¥
N7
- P BN -

~ —= ~_ . 4
’ 7\ N\ |
3 ‘ (—.{.)——-——Crz) ;

Uy o !

L3 374 o

< S \JA"
25 %S A%
p * c:‘&'
. k! cabkﬂ““'h
‘oauife C AL awel {':‘O
e {g-_o Figure 2b
angle & 120° sur 90
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IV - B-SPLINES DE DEGRE n. CAs oU n = 2 (MoDuULO 3)

Théondme 3 : S{ n = 3p+2 (p 2 0), A€ n'existe pas de spline a support

boané de classe Ck pour k > kK*(n) = 2ps

Preuve : Montrons qu'il n'existe pas de spline de $p(2, 1) 3 support Q
borné. Si 30 contient un angle de 60° (figure 3), on a a, = al =a, = ay =

: . . 1
ag = 0 mais comme on a la continuité C

= 0. Si 99 contient un angle

le long de a a et a_ g, ceci implique a

y

3
de 120°, on a a =a,=ag=a, = =0 par hypothése et a; =a, =ag*= 0 par

2~ % 7 % " 3
la continuité Cl le long de a as et de agag. Mais la continuité gt le long de aga
implique & son tour a, = 0. Supposons le théoréme vrai pour n' = 3p-1 et
k=1+k'(n') = 2p-1 et montrons qu'il n'existe pas de spline S e Sp(n,k)

(pour n = 3p+2 et k = 2p+l = K*(n) + 1) & support 9 borné (cf figure 4).

a) Montrons que 31 ne peut contenir d'angle & 60° :

Supposons qu'un triangle Ay A, A3 soit isolé dans . La continuité Ck le
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long de A, A, implique que les coefficients a, _. sont nuls pour
173 1,7l
0<srcsket il + 13 = n-r et la continuité Ck le long de A, A3 implique

que ari2is = 0Opour 0 <r < k et i, + 1,

n-k. En particulier sur A, A_,

172

i

3 = 0, donc

a = a = 0 pour O
n-r,r,o r,nN-r,o

IA
o
IA
F

ou encore

#3p+2,0,0 = 8p+l,l,0 ~ *'° T %p+1,2ptl,o

ao,3p+2,o =

a1,3p+1,o © a2p+1,p+l,o -

par conséquent tous les coefficients Bézier de S sont nuls sur le triangle.

b) Montrons que 3Q ne peut avoir d'angle de 120°

Soient T1 = A1 A2 A3 et T2 = A1 A2 Al+ deux triangles adjacents tels que

A2Aj et A2A4 soient sur 9N et u=(u1, uys u3) et v = (vl, Voo v3) leurs

coordonnées barycentriques respectives. Soient P. et P2 les polyndmes

1

de degré n, restrictions de S 3 T, et T2, de coefficients Bézier a; et

1

bj (|i] = |3] = n). La continuité Ck de P, le long de A, A, avec la

1 273

(7) fonction nulle implique que a_, ., = O pour 0 < r < k et i +i_ = n-r.
ri i, » 2'73

De méme la continuité C de P2 avec la fonction nulle le long de Ay Ay

(8) implique b = 0 pour j, + j, = n-r et 0 < r <k

rlyls 3
Soient T'l et T'2 les sous-triangles de Tl et T, limités par les droites

u, = 2/n, u, = 1/n, uy = 0 et vy ® 2/n, v, = 1/n et vy E 0 respectivement.

Les sommets des réseaux Bézier de Pl et P2 au dessus de T‘1 et T!

constituent les réseaux Bézier de polyndmes Q1 et Q2 de degré n' = n-3 =

2

3p-1. Les conditions (7) et (8) ci-dessus montrent que Ql (resp. Q2) a un
raccordement Ck' (k' = k-2 = 2p-1) avec la fonction nulle le long du cdté
u, = 2/n (resp. v, = 2/n). Mais l'hypothése de récurrence (non-existence
de spline 3 support borné dans Sp(n', k')) entraine Q1 =z Q2 = 0 sur T'l

et T'2, donc tous les coefficients a; et bj correspondants sont nuls. Seuls sont



non nuls les coefficients suivants situés sur A A3 et Al Aq :

a = a
s n-s,

b

b _.»
s n-s

La continuité C2p+l

1

0,5
(OSSSP)
0,8

le long du cdté Al A, donne les 2p+2 relations :

b = a
o o)
b1 = aO - ay
= - (P -1)P
bP a_ (1) a; *t ...t (-1) ap
_ B p+l _1\P ptl
0 = a, ( 1 ) a; t ...t (-1)° ( P ) a
0 =a - (2p+1) a, + ... ¢+ (--l)p (2p+l) a
o 1 1 P P

Le systéme homogéne
on en déduit que les

que les bi sont nuls

formé par les p+l derniéres équations étant de Cramer,
a; sont nuls, et les p+l premiéres équations impliquent

. Par conséquent S ne peut avoir de support borné.






V - B-SPLINES DE DEGRE n, CAs oU n = 0 (MODULO 3)

Théondme 4 : Sin = 3p (p 2 1), AL n'existe pas de spline a support borné

de ctasse C pour x > k*(n) = 2p-1.

Preuve : Montrons qu'il n'existe pas de spline de $p(3,2) a support {
borné. Si 30 contient un angle de 60° (figure 5), on a a =a; Ta,a;-=
ag = ag = ag = 0 et la continuité Cl le long des 2 cOtés de 90 entraine

q, T a; = ag = 0, donc S = 0 sur ce triangle. Si 92 contient un angle de
120°, on a aj = a, T ag=ag = a;,Ta; Tag = 0 sur le bord et 1la
continuité cl le long des 2 cBtés entraine a, =a, TagTa;; Fa,=0
La continuité c? entratne a; = a, =a,* 0.

Figure 5
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La continuité cl le long de a; ag entraine a son tour ag = 0, donc S = 0
sur ces 2 triangles, c.q.f.d. Supposons le théoréme vrai pour n' = 3p-3
et k' = k*(n')+1 = 2p-2 et montrons qu'il n'existe pas de spline
S € 3p(n,k) (pour k = 3p et k = 2p = k*(n) +1) dont le support {I soit
borné (cf figure 6).

Le fait que 3Q n'ait pas d'angle 3 60° se démontre aisément

comme dans les théorémes 2 et 3.

Montrons simplement que 3Q ne peut comporter d'angle d 120°.
Avec les mémes notations que celles des preuves des théorémes 2 et 3, on
montre que seuls sont non nuls les coefficients suivants, situés sur

A1 A3 et A1 Al+ :

N N\ * ’

N

il
Ccmﬁm{te' Ck e ‘gs-

o fso

Figure 6



a = a
s n-s,0,s

b =b
s NS 40 S

(0 £ s <p-1)

La continuité C2p le long de A1 A2 donne les 2p+l relations

b = a
(o] O
by = a3,
_ _ (b1 ]
bp—l =a ( 1 ) a, + ... + (-1) ap_l
_ _ (b _+yP~1 . P
0 = & (1) a, + ... + (-1) (P_l) ap—l
_ _ (2p _+ypP-1 2p
0 = ao (1 ) a; + ... + (-1) (p—l) ap-l

Les p derniéres équations donnent a; = 0 pour 0 < i < p-1, ce qui

implique que tous les bj sont nuls, c.q.f.d. O
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VI - SPLINES A SUPPORT BORNE DANS $P(N.K")

Les théorémes précédents montrent 1'impossibilité de construire

des splines 3 support borné dans $p(n,k) lorsque k > x* = x"(n).

Dans ce paragraphe, nous montrons qu'il est possible de
P4 rd *
construire des splines a support borné de degré n et de classe Ck pour

1 <ns 6. (figure 7)

* L[]
6.1 Pour n = 1, 2 x = 0 et il est clair que 1l'on peut construire de

telles splines 3 support hexagonal formé de 6 triangles.

6.2 Pour n =3, k" = 1, 1e probléme est moins trivial.

Le support ne peut €tre un hexagone formé de 6 triangles (figure 8).

En effet, du fait de la continuité C1 avec la fonction nulle, seuls sont
non nuls les coefficients Bézier a, b, ¢, d, e, f, g. Mais d'autre part
la continuité c' le long du c3té commun aux triangles (1) et (2) entralne
Qque b =0 et par le méme raisonnement gque 42:; d=e=f=a=0.

Enfin la continuité Cl au centre implique g = 0, donc la fonction est

identiquement nulle.

La spline a support minimal de degré 3 et de classe Cl est
obtenue en choisissant comme support un polygone formé d'un triangle
entouré de 12 triangles (figure 9), mais cette spline n'est pas invariante
par le groupe des isométries du réseau ééuilatéral. Une spline & support
hexagonal formé de 24 triangles (figures 10 et 11), invariante par le
groupe des isométries du réseau, peut &tre également construite. Pour

calculer les coefficients Bézier, on part de la frontiére et on progresse



3 4 5 6 40 45
Figure 7

Graphe de la fonction k*(n)

P!

t\.\ \_Li

*——o

Figure g



vers l'intérieur du support en tenant compte 3 la fois de la continuité
l s/ rd Pl . . . . s s
C” et des propriétés de symétrie. Pour simplifier, on n'indique que les

coefficients non nuls (3 une homothétie preés).

6.3. Pour n = 4, k" = 2, on peut construire une spline dont le support
P

P . . . 1
est hexagonal et formé de 24 triangles comme celui de la cubique C
(figure 12). L3 encore, le calcul des coefficients Bézier se fait en
progressant de la frontiére vers le centre en tenant compte de la

. [] z 2 Pd [ . [ . P4
continuité C~ et des symétries : il y a unicité.

* . . a
Pour n = 5, k* = 2, on peut construire une spline 3 support hexagonal

formé de 6 triangles mais ce cas est moins intéressant . (cf. § 11).

*
6.4. Pour n = 6, k = 3, on peut construire une spline unique ayant un

support hexagonal formé de 54 triangles (figure 13). Le détail des coefficients

Bézier est donné sur la figure 1u.

On constate que les splines hexagonales de degrés 3, 4 et 6 sont positives
et de somme égale 3 1 (3 condition de normaliser convenablement les

coefficients).

Est-il possible de construire des splines 3 support borné (B-splines)

pour tout n 2 7 ?

6.5 Cette conjecture a été démontrée il y a dix ans par Paul O. Frederickson
dans un rapport interne [7] non publié. L'auteur y montre

que l'on peut construire une B-spline dans Sp(m + n + 2, p + q + 2) par
convolution d'une B-spline de Sp(m, p) et d'une B-spline de Sp(n, q). En
particulier une B-spline de Sp(n, x*(n)) peut &tre obtenue par convolution

de B-splines de Sp(n-3, k*(n-3)) et de Sp(1, 0). On peut préciser que 1'hexa-
gone Hp+l support de la B-spline de Sp(n, k"(n)) est composé de 6(p+l)2

triangles lorsque n = 3p, 3p+l ou 3p+2 (le c3té est de longueur p+l).



d support minimal
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Figure 12

Spline de $p (4, 2) & support borné
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Spline de %p (6, 3) & support borné

(coefficients Bézier)
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Figure 15

Réseaux équivalents au réseau équilatéral
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I1 faut remarquer que le terme de B-spline est ambigu car il ne
désigne pas nécessairement la spline de support minimal que 1'on peut
construire dans Sp(n, k*(n)), ni méme la spline de support hexagonal minimal
(voir par exemple le cas des cubiques (figure 9) ou des quintiques
(figure 20)). Il désigne une spline 3 support borné dont les translatées
permettent de définir de bons quasi-interpolants

Résumons le résultat essentiel dans le :

Théoneme 5 : 1L n'existe pas de spline & Ssupport borné dans Sp(n,k) pour k>k ™ (n)
et L est toujourns possible d'en construire une, a support hexagonal, dans

sp(n, k*(n)). (k*(3p) = 2p-1 et k*(3p+l) = k*(3p+2) = 2p).
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VII - QUASI-INTERPOLANTS DE DEGRES 3, 4 ET 6, NOTATIONS ET RESULTATS

Soit Th la triangulation équilatérale de coté h et Rh le réseau des som-
mets correspondants (Fig. 16). Les sommets Aij de Rh ont comme coordonnées (ih,jh)
par rapport 3 un systéme XOY d'axes 3 120° et ((i-j/2) h, j¥3h/2) par rapport
d un systéme xoy d'axes orthogonaux (i, j € Z). On désigne respectivement par

?ij et ¥ij les triangles de sommets {A,., A

157 Aia1,g7 Aiergen) of (Ag5s A

i+l,3+1°

A, . .} et par P,, le parallélogramme e.. u ¥... Les tableaux 1 et 2 en
e | ol 1j 17 ij

annexe donnent les B-coefficients (c'est d dire les coefficients dans la base
de Bernstein) des polyndmes des bases canoniques dellPn (1 <n < 4) sur les
triangles @oo et ¥oo' (pages V-70 a v-72).

Désignons par Mij la B-spline normalisée (telle que Z Mij = 1) de
i,]

degré 3, 4 ou 6, dont le support hexagonal est centré en Aij (figures 10,12,13).

Lorsque l'on étudie des quasi-interpolants du type :

(9) Sf(x, y) = ) w,.(f) M. .(x, y)
L. Tig i3
i,
on peut se ramener, par translation, au cas ol le point (x, y) est dans le

parallélogramme Poo' Pour n = 2 ou 3, Poo est recouvert par les supports des

14 B-splines suivantes :

IA
He
A

M,y (-1 D, M (-1sis<2)

A
e
A

Mi,l (=1 2), Mi,? (0=<1i=s<?2)

Les B-coefficients de Sf sur Poo sont donc des combinaisons linéaires des
B-coefficients des splines Mij sur les parallélogrammes numérotés (i, j) de
leur support (Fig. 17). C'est en effet le parallélogramme (i, j) qui coincide
avec Poo lorsque le support est centré en Aij'

Pour n = 6, Poo est recouvert par les supports des 30 B-splines suivantes :



Fig. 16 : Triangulation éguilatérale

Centres des supports des B-splines

recouvrant P = ¥ U ?
00 00 00
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< 1 < -1 < < . -0 < 1
M.’3 (0=<1icx 3), M.’2 (-1 <1< 3), M 1 (-2 <1 <23)
-2 < 1 -0 < 1 < ) < 3 <
M., (2-1S3),M.’l(2_1_2),M.,2(2_1_1)

Les B-coefficients de Sf sur Poo sont également des combinaisons linéaires
des B-coefficients des Mij sur les parallélogrammes (i, j) de leur support

(Fig. 19).

Nous utilisons les définitions suivantes :

Déginition 1 : Le quasi-interpolant S est exact sur P (ol Dn) ou reprodudlt

P (ou Qn) AL Sf = f pour tout f € (ou iQn).

Déginition 2 : Le quasi-interpolant S LntenpoleJPn AUn Rh 84 L'on a Sf(Aij) =

f(A,.) poun toul £ e P_ et tout A.. € R .
1j n ij h

o . .. . o
On wutilise les notations eii(x, y) = x* yj, Af = laplacien de f et A™f =

bilaplacien de £ (A%£(x,y) = 31£/3x* + 23 £/3x0y° + 3 £/3y™).

Théondme 6 : (splines cubiques de classe C')

(L) Le quasi-intenpolant 5, defini par :
s, flx, y) = izj f(Aij) Mij(x, y)
neprodult R,. De plus on a :

S, e - e =S, e - e <

1 20 20 1 o2 o2 e

n’
3 lole]
(44) Le quasi-interpolant S, defini par :
2
- h
S, f(x, y) = ] (f(Aij) - AEGAL) My (%, 9)

1,3
neprodudit P, et interpole P,. De plus :

i 3 e »
185 eg5 = eyl = Cp4eh (i+3 = 3) e

avec C . = V3/2u, Cpy ¥ 0.06, C,p = V3/72 et Cog = 1/32.
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Remarque : La notation ||Sf-f||oo signifie que 1'on prend le maximum surZR2

tout entier. Si 1'on prend le maximum sur un triangle T de Th’ on précise

I|Sf—f||m,T.

Théondme 7 : (Splines quartiques de classe c? )

(4) Le quasi-intenpolant 8, dégini par :

s,f(x, y) = igj f(Aij) Mij (x,y)
reproduit R, - De plus, on a :

2
N _h
S, e - e = S, e e =T e

1 720 20 1 702 02 00

({l) Le quasi-intenpolant S, dégind pan :
2
= -
S,E(x, y) = izj (£(a;5) - 5 AE(A;)) My (x,7)
reprodudlt P,. De plus S5 €13 7 €43 et :

4 S
||S2 €535 - eijllw Cij'h (i+j = &)

avee C, = 7/32, Cyy = v3/128, Cyy = 5/64 et c,, = 57/64

(L) Le quasi-interpolant S, dégini par :
2 4
h

i _h h__ 52
Saf(x, y) = Z. (f(Aij) = Af(Aij) t e & f(Aij)) Mij(x, y)

i,]
et interpole P, sur Rh De plus

Bt (i+5 = 4)

neproduilt P 3

S, e,. - e,.
|15,

13 lJII°° = C

ij

avee ¢ o = 1/82, Cy, = v3/128, Coo

" 1/64, Cy, = 9/256, C__ = 0

13

:;«E
§;
N
(-3
©
&
=
N
iy
S
>
o
)

QQ

ThEordme §

- . o - e

(4] Le quasi-interpolant s, dfini par

Slf(x, y) = 12' f(Aij) Mij(x’ y)

|
reprodudlt R,- De plus, on a

- e =S, e - e = llhz e
- 02 - 24 “oo

S, e 20 - 51 €p2

1 720
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(id) Le quasi-interpolant s, défini par :
- 1.2
S, £(x, y) = iZj (£(A;0) - 75 b° AF(A ). M (%, y)
)cepnoduulps, ey, et e 5. De plus :

) } __ 83 4
) = Syeq, ~ €y =~ T3o P

(444) Le quasi-intenpolant s, défini par :
_ _11 .2 83
S,f(x, y) = iZj(f(Aij) T3 D Af(ALL) + 55p
reprodudlt P, et Antenpole P, sur Rh De plus :

185 &35 - e35lle h°/100 pour i+j = 5.

4,2
h'A f(Aij)). Mij(x, y)

Il est clair que l'on Peut remplacer Af(Aij) et A2f(Aij) par des

différences finies faisant intervenir des points de Rh entourant Aij' Ces

schémas peuvent &tre choisis assez précis pour que les résultats des théorémes

ci-dessus restent valables, 3 quelques modifications prés pour les constantes

d'erreur C,..
1]
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1
VIII-SPLINES CUBIQUES DE CLASSE C (PREUVE DU THEOREME 6)

8.1) Le quasi-interpolant S,

s, f(x, y) = iZj f(Aij) Mij(x, y)
2
ou Mij désigne la B-spline normalisée dont les B-coefficients sont ceux de
la figure 10 divisés par 18 : on a alors Z Mij(x’ y) =1, S1 reproduitiPo
i,]
et par conséquent :

Sl(f - K) = Sl f=K

pour toute fonction constante K.

si f(x, y) = elo(x, y) = x, on a :

sS4 elo(x, y) = h izj (i-j/2) . Mij(x’ y)

: - s s ig. 16
I1 suffit de comparer les B-coefficients de S, e, et de e, sur P, (fig. 16)
Or on a :
_ 3 /_
8,890 h{+ 5 ( M—l,l + M2,1 + Ml,—l) + 2M2’0
+ (-M_l’0 - Mo,z + Ml,o + M2’2)
1
ty (Mg -M g vt My, -1}

On obtient comme B-coefficients :

-9 -3 3 9]

////
. -6 0 6~ 12
L -3 3//// g 15
_o”//,e 12 18]

c'est 3 dire ceux de €10 (cf tableau 1).

De méme S, €y = , ou e01(x, y) = y. Lorsque f(x, y) = gll(x, y) = 2xy//3,

o1 - o1
_ .2 2k s
=h ] (i-3/2)3 M, (%, y)
1,3 =
On peut se ramener a P o car si g(x, y) = (x-a)(y-b), S.g = Slfxy] - ay - bx + ab,

on a : Sl e11

et si Slﬁxy] = Xy on a également S, g=g Sur P ,on obtient :

_ - 1
= 2(?’12,2 M0,2) t 3 (M
3

tg Oy =My oMy )

"
Sy 931 1,0 P Mg " Mot Mo )
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dont les B-coefficients sont :

-9 -3 3 9
H2 -3 0 3//// 9
18 0 0//// 3 6
O////IO 0 0

n
c'est 3 dire ceux de 1 (tableau 1).

On a ainsi prouvé que S1 reproduit Dl.

2
X, on a sur P

Lorsque f(x, y) = eQO(X’ y)

9 2 h2
Spego g (M f+ My + M )+ (Mg M,
2
+ Ml,l + Mo’_l) + h (M_l,0 + Mo,2 + M2,2 + Ml,o)
2
+ 4h M2,O'
On montre enfin que les B-coefficients de Sl €50 " ©og et Sl €5 T €90
sont constants et égaux a h2/3, donc :
_ .2
1 €0 " %0 1 €2 "% © %r €00 U Poo

Ceci est valable dans tout le plan car si g(x, y) = (x«a)2 + (y*b)2, on a
-g = - - = o2 '
S, 8-8°* (S1 €0 e2o) + (S1 €02 e02) = 2h“/3 pour a, b € R, et 1l'on

peut toujours se ramener au parallélogramme Poo'

1

1
f(Aij) -52

} ) _h
(f) = f(Aij) lorsque f € Q1 et uij(f) = f(Aij) 5 lorsque

1

s o 2
On peut modifier S, en remplagant f(Aij) par uij(f) h Af(Aij)

on a alors ui

3

ou e.,. L'opérateur S

fcoe 02

20 ainsi obtenu reproduitiP2 par construction.

2

8.2) Le quasi-interpolant S,

S,£(x, y) = igj ‘l:f(Aij) - % Af(Aij)] Mij(x, y)
Comme 82 est ekactsurnb, évaluons les erreurs S2 eij - eij pour i+j = 3.
Lorsque f = 303 = 8e03/3/§, on a “ij(goa) = haj(j2 - 4/3) et l'on obtient
comme B-coefficients de S, 203 - 203 sur Poo :
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e 0 0 0]

////
Ei 1 1////,1 1
AR =1 = =1 -1
o’/// 0 0 0

On remarque que l'erreur est nulle sur les droites Y = hj/2(j € Z) du réseau
et que l'erreur maximale (en valeur absolue) est h3/§736.
Par conséquent, on a :

[[s = n%/32 = n¥ x 0,03125

2 €03 ~ eosHoo

n,
Pour f = ey = 4e12/3, on calcule
n .3, . 2
uij(el2) = h(i-j/2)(j 4/9)
t les B-coefficients de S, & s P t
e es coe i1clents e 2 612 312 sur _— son N
) =3 2////,6
3 w1 0 1 =1
h
5L el
1 -3 0 1
o’///—z 2 0

L'erreur est nulle sur les droites x = ih/2 (i € Z) et 1l'on calcule :

- 33 - 19
s, e = &,ll, = h°/3/72 = n” x 0,02406
,\‘ .
Pour f = ey ° 2e21//3, on obtient :

I DT,
uij(e2l) = hYj((i-3/2)° - 1/3)

et les B-coefficients de S2 221 - 221 sur Poo sont :
e 0 0 0
13 1 -3 1’///’1
3 -1 -1////‘3 -1
0////0 0 0

L'erreur est nulle sur les droites Y = jh(j € Z) et 1l'on calcule :

s = h° x 0,059216522.

2 €21~ ezlllw
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Enfin, pour f = e0s ON @ ¢

u,.(e. ) = h3(i-3/2)((i-3/2)? - 1)

ij 730
et les B-coefficients de 82 €30 ~ €30 SUT Poo sont :
o0 -2 2 0]
13 -1 0 1////;1
2 1 —1”////0 1
0’///:2 2 0

interpole e, . sur les droites x = hi/2 (i € &) et 1'on

Par conséquent 82 e 30

30

calcule,

s = 13/3/24 = v° x 0.072168784

2 %30 ™ %30l lw
On constate qu'en norme «, 1l'erreur sur les polyndmes du 3° degré est en

O(h3) avec une constante assez faible, donc S2 est un bon approximant pour

les fonctions de classe CS.
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2
IX -SPLINES QUARTIQUES DE CLASSE C~ (PREUVE DU THEOREME 7)

9.1) Le quasi-interpolant S1

s, f(x, y) = .2- £(A;5) My (%, )
1,]
ol Mij désigne la B-spline normalisée dont les B-coefficients sont ceux de

la figurel2 divisés par 24. Comme pour les cubiques, on vérifie immédiatement
2
h

€20 " €20 T 51 %0272 T T oo

h2
f(A,.)- = Af(A,.)
1j 8 ij

par le calcul que S1 est exact sur Dl et que Sl

On peut donc corriger S, en remplagant f(Aij) par uij(f)

et 1'on obtient 1'opérateur S,-

9.2) Le quasi-interpolant Sy

2
_ h
S, £(x, y) = .Z. [£(A;5) - G AF(A;S)] Mij(x, y)
1,]
Par construction, 82 est exact surZPQ, il suffit de vérifier que 32 eij = eij
pour i+j = 3. On obtient successivement :
uyslege) = B2(-3/2)((i-3/2)%-3/w)
u..(g ) = haj((i-j/2)2—l/4) avec ., = 2, e
ij 21 12 J3 12
N Bow 2 ~ 34
uij(e12) = h"(i-j/2)(33"~1)/4, avec €10 ¥ 3 e
N < P n 8
Mu..(e.,) =h"j(§°-1), avec e,, = — e
ij 03 03 3/3 03
Par exemple, on obtient sur P :
fele)
3
s, & =5 (u + M + M, )
2 03 - &% “Yo,2 1,2 2,2
dont les B-coefficients sont ceux de 203 :
T 1 1 1 1 ///,1'
R i o1 1 1w 1w
0 0 ///’0 0 0 (cf tableau 2)
0’////0 0 0 0
0 0 0 0 0

J
En posant gi' = (jL) e (i+j = 4), on obtient, en posant X4 3 = i-j/2 :

)
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uij (euo) = n' ij (xij - 3/2)
uij (231) =h j X33 (x,. - 3/4)
Mys (S5 =n'Ti% afs - 3 (x5 + 3397
uy (€ =0t 5 67 - 1) x4
My Go) =3 G% -
On constate que 82 213 = 213. Pour les autres, les B-coefficients et la norme
de 1'erreur (S2 gij - gij) sont respectivement :
[ 18 18 26 18 18
+18 +22 +22 +18 +18
pour e . : - %; +23 +19 +23 +19 23
+18 +18’///;22 +22 18
+18° 418 +26  +18 18
et 'leuo - s, euollm = 7h"/32 = b x 0,21875
e 0 0 o/////,d

\

v h _
pour e,, @ Zp 1 0 ///// 1 0 1
O/////,O -1 1 0
o 0 0 0 0
et ||e,, =5, e. || =h*3/128 = h' x 0,01353
31 2 31w ’
[ +6 +6 +10 +6/+6°
+6 +8 +8 +6 +6
n nt ////
pour e,,, ! - == +7 +5 +7 +5 +7
22 72 /
+s////+s +8 +8 +6
+6 +6 +10 +6 +6

g -’

4 4
et ||e22 - s, ezz"« = 5h /84 = h x 0,078125
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2 2 2 2 ////,i
2 2 2 2 2
v hq ////
pour e;, i - & 3 3//// 3 3 3| et ||82e0u-eo‘+||°°
2 2 2 2 2 = 57n/256
2'////2 2 2 3 = h' x 0,22266

S, ne reproduit pasqu, il reproduit e

5 et interpole e

13

également que :

(s 3(82 e = (s

2 4o ~ Suo) (By4) T

22 T €0) (Ay) 2

= constante = - 3hu/16.
Il est donc possible d‘interpolerIIPL+ en ajoutant a uij(f)

huA2f(Aij)/128, ce qui donne 1l'opérateur 83'

S.3) Le quasi-interpolant S3

2
5 _h
Sy £(x, y) = in [E(A; ) - 5 AE(A) +

'
128

inter*pole]PL+ par construction, mais ne reproduit pasZPu. L'erreur sur e

CHE e31 est la meme que pour 82
de l'erreur :
0 o -8 o////,d
0 -4 -4 0 0
: Di =5 =1 =5 ///:1 =5
pour €,4 ¢ 96 ////
0 ////0 -4 -4 0
_0 0 -8 0 0
e 0+l o’///,d
0 2 2 0 0
3 hu’ /
pour e,, = 7 €5~ 5§ 1 =1 % i =1 1
0'////0’ 2 2 0
0 0 4 0 0

31"

A’£(a, .
ij

On constate

Coy ~ eou)(Aij)

la quantité

)] Mij(x’ y)

13

. Pour les autres mondmes, on a comme B-coefficient
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V-43

Ce qui donne respectivement :

3 @40 ~ Syolle
1185 ey = epplle =
185 eqy = egulle =

On constate que 83

aux noeuds du réseau, ce qui a pour effet de donner une erreur trés faible

en norme uniforme pour les

interpole les e,.
1]

0 0 0 o////,d”
0 0 0 0 0
1 1 1//// 1 1
e
0 0 0 0 0
0 ///’o 0 0 0]
ht/32
4
h'/6k4, ||s3 ey = €

9hu/256

polyndmes deIPq.

|| = n*/3/128

et leurs dérivées partielles premiéres



3
X = SPLINES SEXTIQUES DE CLASSE ¢~ (PREUVE DU THEOREME B)

10.1) Le quasi-interpolant Sy

s, f(x, y) = | E(A;5) My (%, y)
1,]
ot Mij désigne la B-spline normalisée dont les B-coefficients sont ceux

des figures 13 #t14 divisés par 2160. Comme pour les cubiques et les quartiques

on vérifie que S. reproduit D, -

1
D'autre part, on constate que :

- e :.l—l-h2

€ "S5y © 02 =20 M %o

51 %0 " ©0 1 €02

. _ o112 .
On peut donc corriger S, en remplagant f(Aij) par uij(f) = f(Aij) g b Af(Aij) :

on obtient ainsi 1'opérateur S,-

10.2) Le quasi-interpolant S,

- 11 .2
S, £(x, y) = .X. [f(Aij) 1 Af(Aij)] Mij(x, )
1,]
Par construction, S

5 reproduitiPQ. On a vérifié sur ordinateur que

S, reproduit IP_ et les mondmes eal(x, y) = x3y et ela(x, y) = xyS.

2 3

D'autre part on a calculé :

e = -83h1/120

. 22 T €2) T Sy eqy T &gy

2 840 " Gy - Sy e

On peut donc corriger 82 en ajoutant au coefficient de Mij la quantité
4 P
83h Azf(Aij)/2880 et 1l'on obtient 1'opérateur Sy

10.3) Le quasi-interpolant Sy

- _11.2 83 .4 ,2
Sy £(x, ¥) = ] [£(A;) - 5 B BF(ALL) + mggg b 87E(A; )] My (x, y)

A

Par construction, S reproduitqu. On a vérifié sur ordinateur que S3 interpole

3

P, aux noeuds du réseau. Plus précisément, on a les résultats suivants :

83 egq = €gq SUr les droites x = ih/2 (i €Z)
S3 e, = e, sur les droites y = jh (§ e Z)
S, e = e g 8UX noeuds

3 732 3
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S3 e23 = e23 sur toutes les droites du réseau Rh
83 elu = 814 exactement
S; g5 = €gg sur les droites y = jh/2 (] € 2)

Dans tous les cas, on a vérifié que

5
Ils, &5 - eijllm < 1h’/100

v Y
- e ou e

Donnons par exemple les B-coefficients de l'erreur S 05°

’\l .
3 €p5 05—32e05/9/§.

Cette erreur est la méme sur tous les parallélogrammes Pij du réseau car 83

reproduisantiPu, on a 83[(y—a)5] - (y—a)5 = Ss[ys] - y5. On peut donc se

ramener au parallélogramme Poo'

e 0 0 0 0 0 0]
//
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
P

-2 -2 -2 -2 -2 -2 -2

h> 0 0 0 o'/// 0 0 0
55 pd

1 1 1 1 1 1 1

2 2‘/// 2 2 2 2 2

o’///,o 0 0 0 0 0

L'équation de l'erreur s'écrit localement (avec 2y = v3hu)

5
" N h i i 2

S3 g5 ~ g5 = g u(l-u) (1-2u) (143u-3u”) (0 <u<1)
2

v v 5 -
et 1l'on montre que ||83 €5 ~ e05||°° v h” X 0,8 % 10

On voit que S3 interpole e.. sur les droites y = jh/2.

05
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2
XI - SPLINES QUINTIQUES DE CLASSE C

11.1) La B-spline de support H,

I1 est facile de montrer qu'il existe une B-spline de Sp(5, 2) a
support minimal, unique 3 une homothétie prés (figure 20). Mais cette
B-spline ne semple pas intéressante car si 1l'on définit, comme dans les
paragraphes précédents, 1'opérateur Sl par :

s, f(x, y) = [ £(a.) Ny s (%, y)

¢ ij
1,]
ol Nij désigne la B-spline de la figure 20 centrée en Aij’ 8, me reproduit
méme pas la fonction f = I 1. Les B-coefficients de z Nij (%, y) sur un
1,3

parallélogramme sont en effet :

— —

2 2 0 0 2 2
2 1 0 1 2//// 2
///
0 0 0 0 1 0
///
0 1 0 0 0 0
///
2 2 1 0 1 2
///
2 2 0 0 2 2

La surface obtenue n'est pas un plan, mais présente un "creux" au milieu.

On a donc cherché une B-spline de Sp(5, 2) de support hexagonal HQ.(Caté de
longueur 2h).

11.2) B-splines de support Hy

En construisant une B-spline de support H,, on est amené a calculer
les coefficients de la figure 21 dépendant des 4 paramétres a, b, c, d (en

fait il y a 3 paramétres seulement si l'on impose = 1). Les conditions

EMi.
2 153 X i
de raccordement C° entre les différents triangles conduisent aux relations

suivantes :
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LW B-coefficients d'une spline de degré 5

d support Hé
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a = 2(c-a) n = 6c - lla

B = 3c - 4a 8 = 7¢ - lha
Y=b+c-a 1 = 8¢c - 16a

§ =2b +c¢c - 2a K = 11c - 22a - 2b

€ =b + 4c - 8a A = lb4c - 28a - 4b

T = 4c - 6a H =2d - 1l4c + 28a + ub

Si 1'on impose la condition ) Mij = constante, on obtient la relation :
i,3
2d - 2c + 16a + 4b = 30(c - 2a)

qui détermine les valeurs de d et u :

d 16c - 38a - 2b
U = 18¢c - 48a

On vérifie alors que 1l'opérateur :

8, f(x, y) = in f(Aij) Mij(x, y)

. ' > . - =
reprodultIIPl (c'est 3 dire S, €0 = €0 ©t Sl €51 eOl)'
Si 1'on impose la condition 8, €41 e/ et si 1'on choisit arbitrairement
o \3{
c - 2a = U4, c'est & dire Z Mij = 120, on obtient la valeur de b : -
i,3
= = =
Sl e e b 2

et les valeurs des paramétres sont alors :

o =2a+ 8 n=a+ 24

B = 2a + 12 8 = 28
Y=a+6 1 = 32

§ =8 K = 40

€ = 18 A = 48

L = 2a + 16 =172 - 12 a

et d = 60 - Ba

$i 1'on impose maintenant la condition s €,n = S, €., = e,, = constante

1 %20 7 €20 1 €02 02

1]
[y
[]
~+

comme dans les paragraphes précédents, on obtient a

51 €20

) _ 2
" €50 T 8y egyp T egy T (hT/M)e
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La B-spline est alors entiérement déterminée (figure 22). Mais 1la
valeur au centre (1/2) et les valeurs aux 6 sommets de 1'hexagone central
(1/12) sont les mémes que celles de la B-spline quartique de la figure 12

En exprimant dans la base de Bernstein de P, les polyndmes composant cette

5
B-spline, on constate que les deux B-splines sont identiques. Autrement dit

la B-spline de Sp(5,2) a dégénéré en la B-spline de Sp(4,2).

11.3) B-splines de Lagrange

- e = S, e - e

: o i
Au lieu de choisir a tel que l'erreur S 20 1 %02 02

e
1 720
soit constante, on peut le choisir de maniére & avoir a = 0 ; on obtient
alors une B-spline dont les valeurs aux noeuds (sauf au centre) sont nulles ;

autrement dit une B-spline de Lagrange.

Les valeurs des coefficients sont alors :

a =0 n = 20

B =4 6 = 28 a = -4
Y = 2 1 = 32 b =2
6§ =28 K = 40 c = -4
€ = 18 A = 48 d = 84
z =8 u = 120

d'olu la figure 23.

Par construction, S, est un interpolant de f reproduisant D, mais non P,.

1

11 est possible aussi de laisser b arbitraire tout en conservant o = 0, soit

c=a=-4, B=4,Yy=b, § = 2bt4, € = b+16, L = 8, n = 20, 6 = 28, 1 = 32,

K=44 - 2b, A = 56 - 4b, U 120, d = 88 - 2b. On choisirait alors b de maniére

d minimiser l'erreur maximale Sl f - f lorsque f = €0° 11

n'obtiendra qu'une erreur en 0(h2) quel que soit le choix de b. Le cas n = 5,

ou e 3y mais on
02 ?

k"(n) = 2 ne semble pas trés intéressant pour les applications.
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i de Sp(4, 2)
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cubiques quartiques

sextiques

Figure 24

Numérotation des B-coefficients pour l'étude de 1l'erreur

//‘ S
o

< \S 5\]’

\‘M\M\..--/l



figure 25
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figure 26
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XII - MAJORATIONSD'ERREUR. QUELQUES RESULTATS POUR L'OPERATEUR S

Donnons maintenant quelques majorations pour 1l'erreur

| |u - o ullm,T = max |u(x) - cH u(x)|
xeT

od T est un triangle quelconque du réseau de sommets {aq, a5, a8}, les centres
des supports des B-splines M, recouvrant T étant les sommets numérotés de 1 a 12
(figure 25) pour les cubiques et les guartiques. Pour les sextiques, le

triangle T = { } est recouvert par les supports des B-splines

410> 315° %16

centrées en a;, a > yq (figure 26). On note T la région enveloppe

2,

convexe de {al, a,s ags dgs dpq> a12} pour la figure 25 et de {al, ag, 8y3s dg>
Cop a27} pour la figure 26,

-

Lorsque u € Ck(T), on note
w (h) = max {w(d.. u, h, T)}
k . . i3
i+j=k
< - . ez _ alit] i ]
ou w(aij u, h, T) est le module de continuité de Biju = 9 u/axl 8x2 sur la

-

région T.

Pour simplifier, on désigne par {al, ey ap} les B-coefficients du polyndme

S1 usur T (p = 10 pour les cubiques,15 pour les quartiqueé et 28 pour les
sextiques) : il résulte des propriétés de la base de Bernstein que

Iui - u(x)| €€ pour tout i =1, ..., p implique ’Sl u(x) - u(x)] € € pour x e T.
Pour les cubiques par exemple, en posant uj = u(aj), en utilisant la figure 10

et 1l'expression Sl u s?g T :

S = ..M.
1 u(x) jél u] ](x)

on obtient comme B-coefficients (fig. 24)

9. = u., + u. + u, +3u +u. + u, +u

1 1 2 3 Y 5 7 8
180L2 = ul + 3u3 + 6uL+ + u5 + uu7 + 3u8
18a,. = u + 5u, + u

+ 5u4 + u_ + 5u

5 3 5 7 8 11

et des formules analogues pour les autres 0.



a. et a,, sont majorées par

Lorsque x € T, les distances de x a a1s @y, @ 5 11

3 9

2h et les distances de x a a,, a, et ag par h, on en déduit ; si u € c(T)

7

9la, - u(x)| < 4w (2h) + Sw (h) < 13w (h)
1 o o o
18|a2 - u(x)| = 50_(2h) + 13w _(h) < 23w (h)
18la; - u(x)| < 3w_(2h) + 150 _(h) < 21w (h)

et des majorations analogues pour les autres ai ; dans tous les cas, on a

13 =
- & e L
|ai u(x)| < 3 wo(h) pour x € T, d'ou :

[|u - S, u|[°° p S %; ;o(h) siue c(T)

Pour les quartiques, on obtient (figures 12 et 24)

12al = + u, + U, + 6uL+ + Ug + u, t ug

24a2 =u, + 3u3 + l2uq + ug + 4u7 + 3u8
60LL+ = ug + 2u4 + 2u7 & Ug

2ua5 = ug + 1OuL+ + ug ot 6u7 + 6u8

d'ol les majorations

y = 29 ©
- s P & |
la; - u@)| <z 0 (M), |a, u(x)| = 57 w_(h)
. 7 = 18 =
= < - <=
oy, - ux)| < = w (h), |og u(x)| < 5w, (h)
d'ou 1l'on déduit
y - : Oz,
- o
| |u S, ullw,T <3 o(h) siue C(T)
Pour les sextiques, on obtient (figures 13, 24 et 26)
360al = ul + Hu2 + u3 + Huq + 39u5 + 39u6 + Hu7 + u8 + u8
20, 20 + U
+ ng + 96u;u + ull + Uulz llu + 39u15
+ 39u16 + uu17 - Ung + uu21 + u22
qui donne 1l'écart maximum
281 °
" L i
|al u(x)| = == i _[h)
Pour le B-coefficient central :
216ch13 = uL+ + 50u5 + 50u6 + ug + u8 + lBuu9 + 454ulo
+
+ 16L+ull u12 o 50u14 + 454u15 + 454u16

+ 50ul7 + 50 u20 + 164u21 + 50u22 + u25 + u26
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On obtient en effet la majoration :

247 = 281 ©

(113 - u(x)I < m wo(h) < 1_86 (L)o(h)
' 2 281 ° . s
et 1l'on a également |0Li - u(x)| < 180 wo(h) pour les autres B-coefficients
par conséquent :
281 ~
- < —_—
| |u Sl ullm,T < 156 wo(h)

Résumons ces résultats dans le :

Théoneme 9 : Soit T un triangle du néseau R T L' enveloppe convexe des centres

h’
des supponts des B-splLines necouvrant T et u e CO(T). On a Les majorations

Aulvantes :
Hu - S, u||°°,T < kg ;O(h) i=3,4,6
avec k, = 13/9 = 1,444y e pour Les cubdiques
k, = 4/3 = 1,3333 ... pour Les quartiques
ke = 281/180 = 1,56111 ... pourn Les sextiques.
Remarque : Le théoreme s'applique 3 toute région @ réunion d'un

- -

nombre fini de triangles T 3 § étant 1la réunion des T correspondants,
on aura ||u - S, uf| < k,w(h),ol w_est le module de continuité de

1 o, 0 i’o o
u e c(Q).

-

Donnons maintenant des résultats pour u - S, u, lorsque u ¢ CQ(T) et S. u.

1 1

est une spline cubique.

Theondme 10 : Si u € C2(T) et S, ue Sp(3, 1), on a Les majorations suivantes

{g est Le banycentne de T) :

n? 2=
u - 5, ullm’T s = [dule)| + 2n%w,(h)
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-~

< Lh W, (h) (i+j = 1)

IA
1}

3,2 ;Q(h) (i+5 = 2)

Preuve :

1) Etude u - Sl u

Soit g le barycentre de T. La formule de Taylor donne :
u(x) = ulg) + Dulg). (x-g) + = Dulg).(x-g)°
+ %[Dzu(g) - D2u(g)].(x—g)2, X e fg, xI
1 .2 2
u(a.) = u(g) + Du (g).(a.-g) + 5 D" u(a,).(a,-g)
3 g) 8-195780 T 2 R
+ 3 @) - pPu(@)].(a;-8)%, &

En vertu du théordme 6, si v(x) = Du(g).(x-g) et w(x) =
2
on a : Slv(x) = v(x) et Slw(x) - w(x) = %r Au(g)

[g,aj]

Nl m

D2u(g).(x—g)2,

I1 en résulte que :

s,u(x) - u(x) = %; Aulg) + %-g M, () [DQu(Ej) - D2u(g)].(aj—g)2
- 102G - PPu(@)l. ()’

En posant dj = distance de g a aj, on a :

1Py - u@ el <5

- . .
w, (éj).(||aj—g\|l) (1 <3 <12)

Le B-coefficient a, de la somme ci-dessus est majoré par :

= 2 2 2 2
2 1 1, 5/3 /3 V3 1, /3 2
h w2(h) 18 {4(5 + —g—) + 4(1 + 7;0 + 3 (—3) + 2(5 + 7;) } £1,6h mz(h)

et 2 |I0% ux) - D2u(g) 1. (x-g)%| < h% wy(h) x 05k
d'ol 1l'on déduit :
n? 5 =
lo - u(x)| s &+ |Au(g)| + 2n" w,(h)
La méme majoration étant valable pour tous les oy, On a le résultat sur

l]u - Sluilm’T.



2 2
3h“9, M, v vV

Figure 27

Dérivées de la

B-spline cuhique
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2) Etude de 310 Slu - 310 u et de 301 S.u - 801 Slu.

810 u(x) = 810 u(g) + DalO u(g) . (x-g) + [Dalou(x) - DBlO u(g)l. (x-g)

1

N
avec x € [g, x]

310 Sl u(x)

% u(aj) 810 Mj(x)
1 2 2
Blou(g)+D810u(g).(x—g)+~§ § alOMj(x)[D u(gj)-Dzu(g)].(aj-g)

n
avec a. € [ a.l
3 L

en effet % u(g) . BlOMj(x) = Blo[u(g)] = 0 car § Mj(x) =1

§ alOMj(x) : Du(g).(aj-g) Blo[Du(g).(x-g)] = 310 u(g)

1 5 1
et {5 % 310 Mj(X) D u(aj).(aj—g)2 ) 310 D2u(g).(x—g)2}
2
_h ~
B = Blo{Au(g)} = g

N+~

1"

2 2
donc Dalo u(g).(x-g) g 810 Mj(x).D u(aj).(aj—g)
on obtient alors :

"
|~

d Slu(x) - Blou(x)

2 N 2 2
10 Z O Mj(x) (D u(aj) - D"u(g)] .(aj—g)

J
"
- [Dalou(x) - D lOu(g)].(x-g)
En désignant par {Bl, o 86} les B-coefficients de la somme ci-dessus, on

obtient & 1l'aide des B-coefficients de 810 Mj

1
= {AQ = Al + 2()\5 = ka) + A8 - X7}
1

Bl *%n
By =g (-2A5 + 2, + A5 = Ag - A ¢ 215}

D'autre part, on a :

|Aj| < % 2(Gj) ’ (||aj-g||l)2 pour tout § = 1, ..., 12

- 2 2 2
1 1 Sy V3 1 V3
donc |Bl‘ <h w2(h) - 12 {“(5 + —Eg + 8 (1 + ?;) + 2(5 + ?;) }

2 2 2 2
{(g) +6(1+§) +3(}-+/—§) +2(—3-+£)}

L
12

soit l81| S h wy(h) x 3,03 et |s2| < h w,(h) x 1,96



on ajoute alors la majoration de :

- /3_ -
103, u(®) - D3, u(e) 1. (x-g)| < b wy(h).(3 + 2 & hw(h) x 0,8

ce qui donne :

|19 u - alouliw,T < th.w,(h)

10 Sl
La méme étude est valable pour 301u - 801 S u, d l'aide des B-coefficients
de 801 Mj (figure 27), et 1'on obtient la méme majoration.

3) etude‘de aij Slu - aij u pour i+j = 2

Nous donnons seulement 1'étude compléte de 9 d,, u qui donne

11 519 7 %y
la plus forte majoration. En notant {Yl, Yoo Ys} les B-coefficients de 31151“

sur T, on obtient & 1'aide des B-coefficients de 311 Mj (figure 27) les

relations suivantes :

1

Y, = {-2u, + 2u, - u, +u_ +u. +u, -u, - u,}
172 1 90 T Uzt Uy ¥ Ut U, - ug -y
1
Y, = {-2u_ +u +u +2u, . -u., - u.}
2" 2 3ty U 10~ Y11 T Y92
1
Y., = {-u, - u +2u_ +u,_ +u,, - 2u.}
3" 2 3T M 5 T Ut Uy 12
En notant 3,, 4. = 3..uad.) pour it+j = 2, avec 3. e {(a,, a.], on a :
13 3 1373 ] 47 73
2
_ h V3 h " 2 /3 v 3.2 "
up F oy, -5 35Uyt h T 35 u + - d,0u, = BT 5= 8,,u, + 5 hT 9,0,
2
_ h V3 h n 2 V3 A 3.2 n,
Up T uy, * 3 355U, th 5 dg,u + g dp0uy + hT GE 3,,u) + g BT 3,,u,
. 1.2, v
ug = U, - hd gy t 507 3,,u,
) 1.2.
ug =, + h Blouu + 5 h 820u5
) 3 V3 9.2. v  3/3 .2 3.2 . A
Ug T Wy =3 b dqu - b 3,y + g hTd,0u0 + = b3, ug + 5 hT 3 Uy
2
- h V3 h Y3 2.0 3.2, A
Up Tuy ot 3 By0u, - b 35+ g dypu, + - RT3 U, + g BT dg,u,
Wz u +3h 9 u -n 23 w4 3 ey % -3 /§h2 5 .U +3n2g Y
g T TN 9oy 2 %1 Y% T3 2049 T 3§ 11 9% 78 02 Yo
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D'ou l'on déduit :

1 i N v n n
Ty ° Bllu(x) 2 ;—; {E(B2Ou2 - 320u1) + 5(820u5 - 320u3)
9 n n 1 n, n o n
+ = (820u6—320u9) + 5(820u7 - 820u8) + —(802u2 - aozul)
3 n " n "
+ §-(302u6 - 302ug) + —-(302u7 - 302u8)
1 n " . n n n
tq V3 (23, U, + 20 ,u; + 39, 0. + 3 U, + 3,,ug + 33, ug - 12311u(x))}
et la majoration :
- 1 11 -
IYl = Bllu(x)[ < wQ(h) L — {7+ = Y3} < 3,2.w2(h)
3/3
De méme, pour Y,s oD a
_ 1.2 v N
u, T ugt h 810 u; t 5 h 320 u, a, € [as, au].
- 2 v n
U = ug t 2h 310 uy + 2h 320 ug ag € [a3, a5]
_ 152 N N
upp= U F R 35 Yo T ¥ Uy 310 € Fajpe 2141
= 2 N N
UjpT Upg + Zhdy g uy, + 200 30 Uy, aj, € Lajgs ag,]
o ~ o
et en utilisant Blou3 Sloulo = hv3 Bll 3, a, € Eas, alO],
on obtient :
ly, - 3, u(x)] s———{a/‘la - u(x) |
2 11 3/3 11
1 N "N
7 13504, = 3y 11| +2 ]9y, 5 3501017
- 18+5/3 -
< w,(h) . {——5——-} < 3w2(h).
Les calculs étant du méme type pour Yqs On @ :
<
|lall S,u allullw’T < 3,2 . w,(h)
12 o -
L'étude est analogue pour llazo S,u azoul‘m et ||802 U 802u|[m,T

et le théoréme est démontré.

Remarque : Si u € Cl(T), on peut démontrer gque :
|u - 'slu||°° 7 S 30w (h)

]lalou -3 et \I&Olu & 2,5 wl(h)

10 1u|lw T 991 1“H



XIII-MAJORATIONS D'ERREUR POUR LES OPERATEURS Sz ET S3

Nous donnons quelques résultats partiels, pour les opérateurs 82 et S

k
concernant Ilu - Sul|w T lorsque u est de classe C avec k 2 3.
b

Thoneme 11 : Soit g Le centre de ghavité de T et

M (g) = max {]9.. u(g)|} . (k = 3 ou )
k itj=k

(4) pourn Les cubiques ¢l etue C3(T), on a :

3 3"
||82u—u|]m’T < 0,06h"M (g) + 1,6h w (h)

(id) poun Les quartiques c2 et u e c*(T) :

1.4 4=
l|82u-u|]m,T < 55 h M (g) + 0,61 h'w (h)

(iid) powr Les sextiques c3 et u e () :

83 4 (2 o
||r52u—u||°°,T < sggo b 187u(g)| + 1,75h w, (h)

Theondme 12: Pour u e C*(T) et Syu e Sp(6,3), 44 £'on pose

M (g) = max {|8iju(g)l}

i+i=5
on obtient
_ 1.5 5 =
||83u u||m’T Sy5r b M(g) + 1,307 w (h)
13.1)Preuve du théoréme 11
1) Etude de SQu—u quand u € CS(T) et S, u e Sp(3,1)

3’
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2
= _ b
Szu(x) = § Mj(x).(uj z Auj)
3
u(x) = ) ﬁ%—Dku(g)-(x—g)k + % [D3u(x) - Dat(g)].(x—g)3 avec X € [g,x1.
k=o '

avec un développement analogue pour uj = u(aj)

A
et a, e Lg, aj] (1 <3 <12)

Au(aj) Au(g) + DAu(g).(aj—g) + EDAu(aj) - DAu(g)1l . (aj-g)
avec X € lg, aj]

Posons w(x) = D3u(g) . (X—g)3 G'Pa

X Ol

On a alors Aw(x) = DAu(g) . (x-g) et en vertu du théoréme 6 :

s (%) - w(x) = 7 M, () rn3u<g).(aj-g)3 - thAu(g).(aj—g)] - w(x)
i 3
_ 1 3 -
=3 i+§:3 (i) 3iju(g).[82eij eij]

On a alors la majoration

= < 1 3 = -
\Saw(x) w(x) | = M,(g) i+Jzzs(i) [ 2 i3 eijllw

qui d'aprés le théoreéme 6,(ii) est < 0,06 i~ Ms(g)
On en déduit

|82u(x) - ulx)| < |S3w(x) - w(x)| + %-;Q(h).(l‘x—glll)a

vz ] M, () {|(D3u(2j> - D3u(g)>.(aj-g)3| ¥ h2l(DAu(;j) - DAu(g))-(a )|}
3
Le coefficient de Mj est majoré par :
o ~ 3 Y )
ky 2 wa(éj).(|laj gl])° + 2n%0 (80| |a, gl

ol Gj est la distance euclidienne de g & aj.

¢ . _ - onel

Pour j = 1,2 : l[aj glll = hiz + 5V3/6), Gj < 2h
j = 3,5 ¢ |laj-g|ll = h(1 + v3/3), Gj < 2h
jo= 4 i‘aq-g||l = hv/3/3 5 GL+ <h
j = 7,8 : ([aj-glll = h(1/2 + V/3/6), 8, <h

Le B-coefficient oy de % Z Aj Mj(x) est donc majoré par

§ =
oy | s g wy(h) {ue, + ey + 3, + 2e,}
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o}
et
m
n

3
(e - &l + 2llagsl |

soit |al| < 1,508. ha.wa(h). Cette majoration est valable pour les autres
B-coefficients et comme %||x—glli < 0,082.h3, on obtient :

3 3 -
|18 u-ul IM,T < 0,06 h'M (g) + 1,6.h" w (h)

2) Etude de S.,u-u quand u € Cu(T) et S, u € Sp(4,2)

2
2

S,u(x) = ) M.(x)( u, - B Au)

2jJ i 8 ]

On utilise la méme technique et un développement de Taylor a l'ordre 4.

En posant w(x) = é%-un(g).(x—g)q, on calcule Aw(x) = % D2Au(g).(x—g)2 et

2

on a la majoration suivante, d'aprés le théoréme 7

1 Yy
|s,w(x) - w()| < o ¥, (g). i+§:u () [ls, &5 - eij||oo
1 .4
< ﬁ—h Mu(g)

d'oll la majoration d'erreur :

1

S,u00) - u] < 5 hM(g) + 2 [00%ut - DM@ (x-g)"]

+ ] o M, () {|[D“u<2j> - D”u(g)3.<aj-g)”| + 202 |02 u(Zj) - p2Au(g)].
j

2
2
(aj g)1}
Le coefficient de Mj est majoré par :
i - 4 2 2
oS o wu(éj).{(llaj-glll) + 3h (||aj—g||1)

et le B-coefficient a, de la somme ) Xj Mj(x) est majoré par :
N

[al[ < w,(h) {4e, + ke  + 6g, + 2e.}

288 3

@]
cr

_ _ 4 _ 2
ey = (las-gll )7 + 3] as-gll )

ce qui donne |a1| < 0,59 hu.wu(h)
D'autre part, (le-glll)”/zu < 0,01612 n*

1.4 b -
donc ||82u-u||w,T S3ph Mu(g) + 0,61.h wu(h)
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3) Etude de 82u—u quand u € Cu(T) et SQu € Sp(6,3).

11 2
S ulx) = % Mj(x) (uj ~ 5 b Aaj)

On utilise les résultats du théoréme 8 et des développements de Taylor a
1l'ordre 4.

Si w(x) = %ﬁ Duu(g).(x-g)q, on obtient :

s,u(x) - w(x) = - sees h*{3, ju(g) + 23,, u(g) + 3 ,u(g)}

= - oyt A2u(g)

d'ol la majoration d'erreur :

83 L 2 1 4 u n
ISQu(x) - u(x)| < 7880 1 |a%u(g)| + EH'I(D u(x) - Du(g)).(x-g)"|
H 2 i 2 2 2
+ ] M G0 7 L u(aj)—Duu(g))(aj—g) | + 7} n® | (0*Au(a)- D” ulg)).
] 2
(a.-g)°|}
3
Le coefficient de Mj et majoré par :
_ 1 - . b, 11 .2 _ 2
y e 0,8 T lagal 1t + 202 (llagmel 1))
et le B-coefficient oy de Aj Mj(x) est alors majoré par :
w, (h) J
Ial! 360%20 ° {6€1+12€2+24€4+156€5+6€8+156€9+96€10+16€1u+78€15+4€20+8€21}

N _ _ - 2 - 2
ou Ej = (Ilaj g||l) + 5,5 h (llaj glll)

ce qui donne Iall < 1,73 n* wu(h)

et comme ot | (D*u(¥) - D*u(g)).(x-g)*| < 0,016 h" w,(h)
on en déduit la majoration suivante (celle obtenue pour &, étant valable '

pour les autres aj)

83

y 2 4 =
lISQu-u||m,T £ ses B [a%u(g)| + 1,75 b w (h)

13.2) Preuve du théorémel2

i _11 .2 83 .4 ,2
Ssu(x) = Z Mj(x) {uj == b Auj * gz b A uj}.

]

S, reproduit ]Pu et interpole PP

3 sur Rh’ de plus :

5



5 . .
HSaeij - eij[]°° < h”/100 pour i + j = 5
=1 pS ) .
Posant w(x) = 756 D u(g).(x-g)~, on a :
5 5
32h” _ h~
Hsgw - wll,, 120 Ms(e). x T55- = 375 Ms(8)
ol M (g) = max {[9,.u(g)|}. D'autre part :
5 i+j=5 1
5
u(x) = § f% D u(g).(x—g) + 153 [pou(x) - D5u(g)] . (x-g)
k=o 7
3 -
duGx) = ] 7 DMu(g). (x-@)* + 2 0%Mu(x) - pPmu(e)]. (x-g)°
k=o

A2u(x) = A2u(g) + DAQu(g).(x-g) + [DA%u(X) - DAzu(g)].(x—g) avec 2, X et Qe[g,x]
et des relations analogues pour x = aj : (13 <27

On obtient les majorations :

5,60 - u(x)| € == h° M(g) + z35 w (h). (| [x-g||))
+ § Mj(x).)\j
_ 1 11 .2 83 4
aveC)\j-m’aj*‘mh B]"'mh Y]
= 1 epSucy 5 5 _ 5 =
@y = [ (D u(aj) -D u(g)).(aj-g) | < (Haj glll) ws(dj)
C lerdas L 3 . ) 3 °
Bj = |(D Au(aj) D Au(g)) (aj g)° < Q(Haj gl'l) .ws(éj)
_ 2,V 2 -
v; = [(00%u(@) - pa%u(g)) (as-g)) = 4(]]ay - gl]})0 (8

ol Gj est la distance euclidienne de g 3 aj.

Le B-coefficient a, de X Aj Mj est donc majoré par :

- ]
5 1
lall < h ws(h) - 350 {681 + 12€2 + ...+ 8521}

1 5 11 3 83
avec €, = 175 (Ilaj‘glll) sl Y (||aj'g||l) t 555 Ilaj‘g||1
1l'expression { ... } étant la méme que dans la majoration de |al| du théoréme

précédent (pour S, u-u et S,u € Sp(6,3)).

2
On obtient alors :

458
o, | 5 555

et comme (||x-gl|l)5/l20 < 0,003.h5, on a finalement :

1
S 37

car la majoration pour o

hs ws(h) N 1,27222.h5 ws(h)
5 5 <
|185-ul h” M (g) + 1,3.07 w(h)

1 est valable pour tous les aj
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Dérivées de la B-spline quartique



V-69

XIV - EssA1s NUMERIQUES

Quelques essais numériques ont été réalisés pour 1l'opérateur S, avec des

cubiques Cl et des quartiques 02. On a approché les fonctions :

fl(x, y) = Log (1 + x + y)

it

sin (m(x + y))

f2(x, y)

sur le carré Q = [0, 11 x [0, 1]

subdivisé en 32 triangles

(h = 1/4, figure ci-contre)

ou 128 triangles (h = 1/8).

Le tableau ci-dessous donne les valeurs de :

||ei||m = ||fi - 5, fi"w = max |fi(x) -5, fi(x)l
xeQ

pour i = 1, 2.

(les calculs ont été faits

h cubiques C1 quartiques 02 cubiques C1 quartiques C2
1/4 0.84 x 107° 0.39 x 1073 1.09 x 1072 0.98 x 101
1/8 0.47 x 107" 0.21 x 107% 0.74 x 1073 0.26 x 107t

(i = 1) (1 2)

en simple précision)
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Tableau 1 : B-coefficients des polyndmes de IP3

-3 =3 1/ 3 3 3 3/3

-2 0 2 M 2 2 2 2

-1 1/3 : 1//1 l

0/2 4 6 0 0 0 0
6x V3 y

3 =% =1 P 8 3 3 3 3

P /

1 -1 1 5 1 1/1 1

0 ,o/ 2 8 o/o 0 0

0 0 M 12 0 0 0 0
12 X2 4 y2

3 =1 =] /3 -3 - 1/3

0 0 /0 - m 0 0 0 2

0 o7 o 4 0 o/o 0

/ //

0 0 0 0 0 0 0 0

8vV3 x2y 8 xy2

-3 -1 1/
-1 0 /+1
0 y 0 1
0”7 o 0
43 Xy
=1 1 -1/
0 0 0
0 o/o
o/o 0
8 x3

1 1 1/
0 0 0
0 o/o
o/o 0
8Y3 3
=Y
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Tableau 2 : B-coefficients des polynbmes de P

x(x8) .z..y(xq)
V3
-6 -3 0 3 6 6 0 -2
-3 -1 1 3’////6 3 -1 -1
-1 0 1’///’3 5 1 -1 1’////
yd yd

0 0 0 L
2

— xy(x12) x7(x24)

V3
6 6 6 6 6 -4 2 0

/‘//
3 3 3 /3 3 -1 1 -l/
1 l/l / 1 1 0 0 / 0
0 0 0 0 0 0 0 0
e 7~
~ ~

0~ 0 0 0 0 0 0 0

4/3 y2(x6) X2 (x32)

&



12 0 -4 0 12
3 -1 -1 3 /15
0 0 o/ Y 16
0 o/o m 12
o/o 0 0 0

32/3 x2y
m Y 4 Y Y
1 1 1 1-/ 1
0 0 o/ 0 0
0 0 /o 0 0
o/o 0 0 0

-2 1 0 -1 2
0 0 0 o/ 3
0 0 0 ’/ 0 4
0 0 ’/o 0 m

,.,/
0o~ 0 0 0 0
22 /3 x%y

-2 -1 0 1 /2
0 0 o o7 1
0 0 o/ 0 0

#
0 07 0 0 0
o/o 0 0 0
82 /5 %y
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-12 -6 0 6/12
-3 =1 1/3 9
0 0 0 2 m
0 0 /o 0 0
o/o 0 0 0
32 xy2
1 =7 1 =1 /1
0 0 0 /0 2
0 0 /o 0 m
0 /o 0 0 8
0 0 0 0 16

16 xl+
3 0 -1 0/3
0 0 0 /o 3
0 0 0 0 2
0 ,o/o 0 0
/'//V
0~ 0 0 0 0
16 x2y2
1 1 T 1/1
0 0 0 / 0 0
0 o/o 0 0
0 0 0 0 0
P
//
0° 0 0 0 0
16 4
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CHAPITRE b

B-SPLINES ET QUASI-INTERPOLANTS
SUR UN RESEAU RECTANGLE-ISOCELE DU PLAN

Ils agissent mal, ceux qui croient iet qu’tls
comprennent le passé. Nous honorons sans doute
les grands hommes du passé pour ce qu'ils

ont libéré et conduit d la lumiére, mais d
nous il convient seulement de penser a4
l'obscurité ou ils nous ont encore laissés.

ZENON
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[ - INTRODUCTION

Au chapitre précédent, nous avons étudié la possibilité de
construire des B-splines et des quasi-interpolants sur une triangulation
équilatérale du plan. Nous faisons ici une &tude analogue pour les
splines définies sur une triangulation rectangle isoc&le. Les résultats

obtenus. sont moins généraux et beaucoup reste 3 faire.

Soit Sp(n,k) 1l'espace des splines polynomiales de degré n et
de classe Ck sur une triangulation rectangle-isocéle du plan.

Nous montrons que pour tout n > 3, il est impossible de construire
une B-spline (c'est-3-dire une spline dont le support est constitué d'un
nombre fini de triangles) dans Sp(n,n-1). Naturellement, il existe des
B-splines dans Sp(1,0) et nous construisons une B-spline dans Sp(2,1).
(qui est celle donnée par Powell [2], Schumaker [6] et Zwart [7]).

Nous ne savons pas s'il existe des B-splines dans Sp(n,n-2) pour
tout n 2 2, mais nous en construisons dans Sp(3,1) et Sp(4,2).

Les B-splines de Sp(2,1) et Sp(4,2) nous servent 3 définir des
quasi-interpolants du type :

Sf(x,y) = .Z'

ue . (£) M, . (x,y)
o5 i i]

ol uij(f) est une combinaison lin&aire des valeurs de f et de certaines
de ses dérivées partielles au centre du support de la B-spline Mij' On donne
quelques majorations d'erreur locales (en norme uniforme) pour les quasi-
interpolants de degrés 2 et 4 et pour des fonctions suffisamment déri-
vables. Des ré&sultats plus complets peuvent &tre obtenus par des techniques

analogues en norme P et pour d'autres classes de fonctions.
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1. - RACCORDEMENT DE 2 POLYNOMES DE DEGRE N SUR 2 TRIANGLES

ADJACENTS DU RESEAU

La figure 1 montre qu'il y a 2 cas possibles suivant que le cdté
commun aux 2 triangles est 1'hypoténuse ou un cdté de 1l'angle droit. En
supposant que l'origine est en A3, les coordonnées barycentriques des

triangles T1 = A1A2A3, T2 = A1A2B3 et T3 = B1A2A3 sont respectivement :

Tl Poup =X, U, =9, uy = l-x-y
T2 2oV l-y, v, = 1-x, vy = x+y-1
T3 oW =X, W, =Y, wy = l1+x-y
Les polyndOmes de Bernstein
i, i, 1
n _ n 1 2 73
Bl(u) il'l .t Y2 0Y
avec u = (ul,uz,u3) , ul+u2+u3 = ]
i=(i,i,,i, - li| = i+i+i, =n

formant une base de Pn(Tl)’ tout P1 € Pn(Tl) s'écrit :

n
Pi(u) =B Y (u) = I a, B (u
i|=n
oll &l est la fonction linéaire par morceaux définie par les sommets
%i = (il/n, iz/n, 13/n : ai) € R3 du réseau Bézier de P, . Ce réseau
est repré@senté par sa projection sur le plan et on confond les
. v . .

points ai et les B-coefficients a .

P T~ .
De méme, P2 € Pn(Tz) et P3 € Pn(T3) s'écrivent

Py(v) = B_0,(v) Y b, B?(v)

|il=n J

n
|k%=n Cy Bk(w)

Pa(w) = Bn$3(W)
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ol Wz et $3 sont les fonctions linéaires par morceaux déterminées par
- . v . N .

les réseaux Bézier {bj’ |j] = n} et {ck, |k| = n}. Par un calcul direct

ou en utilisant le théor&me 6 ([1], p. 17) de G. Farin et les relatioms

barycentriques :

=)
"
>
+
>
|
>

==}
]
N
>
I
>

on obtient le théoréme suivant :

Théoneme 1

1) Le naccordement ¢© (0 < r < n) de P

1 et ?2 Le Long de

Al A, de thaduit par Les nelations :

1
» % j > y k=3
b. . = /L (-1) ( ) ( ) a. . .
1112k =0 3 sl+sz=k—j . 11+sl,12+s2aJ

1

pout 0< k € r et il+i2 = n-k

2) Le naccordement c* (0 < r <m) de p et B, Le Long de

AjA, se thaduit pan Les relations :

) j(k) k-
e = (-1 2 &, ; ¥ 1
ck1213 §=0 j Jrlyslg jtk

pour 0 gk €r et iz+13 = n-k.

Pour les premidres valeurs de k, on obtient :

. o P
continuité C : 1) b.1 i0%% 10 (1l+12 n)
172 172
2) e.. : =a.. . (i.+i, = n)
01213 01213 2 3
e 1 ¢ o .
H i = g, q + a, 5 -a, . +1,.=n~1)
continuité C 1 b11121 81 41,1,+1,0 T 4,141,070 ) (1y*1y
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2) ¢,., ., =2a., . -
11213 012,13+1 11213

a . . (iz+i3 = n-1)

e e s o2 _
continuité C~ : 1) b, . 2 (ai1+2,iz,0 + 2311+1,i2+1,0 + ail’iZ+2’o)

- 2(a. . +a., . - a., . i +i, = n-2
( 1l+1,12,1 311,12+l,l) a11122 (11 12 n-2)
2) ¢,. . =+tla_, - 4a ., . +a,., . (i,+i, =n-2)
21213 012,13+2 1,12+13+l 21213 273



By

03

Figure 1 : Raccordement de 2 polyndmes

as

" Figure 2

Figure 4

Figure 3b
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II] - EXISTENCE DE B-SPLINES DANS Sp(n, n-1)

Théoneme 2 : 1L existe des B-splines dans Sp(l, 0) et Sp(2, 1) mais pas

dans Sp(n, n-1) pour tout n = 3.

Preuve : 1) Le résultat est trivial pour Sp(1,0). On montre aisé-
ment que la spline 3 support minimal dans Sp(2,1) respectant la symétrie
du réseau est celle de la figure 8. Pour cela, on commence par prouver que
la fronti&re du support n'a pas d'angles 3 45° ni & 90°, mais nécessaire-
ment & 135° ; par conséquent le support est au moins un octogone. On montre
ensuite que les B-coefficients de la figure 8 vérifient les conditions de
raccordement C' du théorime 1. L'invariance par symétrie entraine 1'uni-
cité (3 une homothétie prés).

2) Montrons qu'il n'existe pas de B-spline dans Sp(3,2).

a) Une telle B-spline M(x,y) ne peut avoir d'angles & 45° sur la frontiére
de son support (figure 2). En effet le raccordement c® avec la fonction

nulle donne a, = 0 pour i =1,2,3,4,6,7,10 et le raccordement C1 donne

a, = O pour i =5,8,9, donc M = 0 sur le triangle frontiére.

b) M ne peut avoir d'angles a 90° sur la frontidre de son support (figures
3a et 3b). En effet, sur la figure 3a, la continuité C2 avec la fonction

nulle le long des deux cdt&s de 1l'angle droit implique a, = 0 pour tout i.

De méme, sur la figure 3b, cette continuité C2 ‘implique a, = 0 sauf
pour i = 13, mais la continuité Cl entre les deux triangles implique
a3 " 0 (car Zal

a g, .,%a

3 12 14)'

c) M ne peut avoir d'angle 2 135° sur la frontilre de son support (figure 4).
La continuité C2 avec la fonction nulle le long des deux cOt&s de 1'angle

implique que a = 0 sauf pour i = 13, 14, 17, 20, 22, Mais la continuité



Figure 5

Figure 6

: Preuve du théoréme 2

Figure 7




L )

Figure 9 :

/./ '
4f/ :
4 . 4 A
A
¥
2 ?
-"// - > | - A

Une B-spline de Sp(3, 1) (non utilisable a priori).
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0O et a

20 et

2 - -
C” 1le long de Tlr\ T2 et T2¢\ T3 entraine a, =

si 1l'on pose a = a,,, on obtient a
P 13

T 4

= 2a, a e ba et a,, = 8a, d'ol

17 2 22

a =4a = 8a = a et a = 0.

20 22
3) Supposons qu'il n'existe pas de B-spline dans Sp(n,n-1)
(pour n > 3) et montrons qu'il n'en existe pas dans Sp(n+l,n). On montre
aisément, comme pour les cubiques, qu'il ne peut y avoir d'angle 2 45° ou
3 90° sur la frontiére du support d'une éventuelle B-spline M.
Montrons maintenant qu'il ne peut y avoir d'angle & 135° (figure 5).
La continuité C" avec la fonction nulle le long de OD et OA implique
que les B-coefficients contenus dans les trapézes O0C.C,D et OB B,A sont

172 172

nuls, en particulier ceux des triangles OCID1 et OBIAI' On peut alors

considérer que les B-coefficients contenus dans OBID1 sont ceux d'une

spline de Sp(n,n-1) et l'hypothése de récurrence entraine que les
B-coefficients de ce trapéze sont tous nuls. Soit a le B-coefficient

au point C : ceux du segment CB sont calculés au moyen des relations
du théoréme 1 et les n+l-premiers sont alors a, 2a, 4a,...,2na. La conti-
nuité C1 entre T2 et T3 donne le (™+2)-iéme égal aussi 3 2"a, mais
la continuité C2 s'exprime par O = Zn—]a—2n+1a, d'ol a = 0. Remarquons
que c'est justement 1'absence de cette continuité C2 qui permet 1l'exis-—

tence de la B-spline de Sp(2,1).
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IV- - B-spLINES DE Sp(3, 1)

a) Les figures 2 et 3a montrent que le support d'une &ventuelle
B-spline de Sp(3,1) ne peut avoir d'angle 3 45° ou d'angle & 90° (avec
un seul triangle). On montre facilement que le support ne peut &tre le
carré de la figure 6, ni celui de la figure 7. En revanche, il est possible
de construire une B-spline dont le support est le carré composé de 16 trian-
gles de la figure 9, et qui est invariante par le groupe du carré. En divi-
sant par 4 les B-coefficients, on obtient une spline de Lagrange pour 1'in-
terpolation aux noeuds intersections de 4 droites du réseau, mais 1'inter-
polant associé n'est pas intéressant car il n'est méme pas exact pour les

fonctions linéaires.

b) En essayant le support octogonal de la B-spline de Sp(2,1), on

obtient les B-coefficients de la figure 10 dépendant des 3 paramétres a,b,c :

Q
[

(a+b)/2 B = 2(b-a)

2(c-a) S

<
]

4c - 2(a+h)

En supposant que les points de coordonnées (i,]) soient les inter-
sections de 2 droites 3 45° du réseau et en désignant par Mij la B-spline

centrée au point (i,j), posons :

Sl £(x,y) = 'z'

£(i,3) Mij(x,y)
i,j

Si T'on veut que s, reproduise P (i.e. $;f=f pour fe P,

1
. . ij
on doit avoir § eij =e,, =X yJ pour O < i1+j € 1. La condition

! ij

w
1]
i

= €50 c'est~3-dire = | impose c = 1/4. Les conditions

1 M,
1,5 1

Se. =e et S.e. . =e¢ impliquent respectivement (avec les notations

10 1701 01



VI-12

Figure 10 : B-splines de Sp(3, 1) dépendant des paramétres a, b, c.
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Figure 11 :

B-spline de Sp(3, 1) identique 3 celle de Sp(2, 1)

(normalisation

¢ diviser par 2u).

PN
//,‘ F
{ ’J)\,‘.} .\
Lol
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-
\,
\
N

Figure 12 : Une B-spline de Lagrange de Sp(3, 1)

(normalisation : diviser nar 12)
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de la figure 17)

X = (M3+M6+M9) - (M1+M4+M7)

y = (M1+M2+M3) - (M7+M8+M9)
sur le carré E—1/2,l/2]2 et elles imposent alors :

a=1/24 et b =5/24

d'oll la B-spline de la figure 11. Mais on vérifie qu'elle coincide avec
la B~spline de Sp(2,1).

Si 1'on veat que 5 interpole £ en tous les points (i,3),
i .. veérifi .. (1,3) = Lo (k,R) =
il faut que Ml] vérifie MlJ(l,J) 1 et MlJ(k, ) 0 pour

(k,2) # (i,j), ce qui impose comme valeurs des paramétres :
c =1/4 et b = -a (a restant arbitraire).

Dans ce cas, SI est exact pour les fonctions constantes, mais

pas pour les polynOmes du premier degré. Des choix possibles sont a = 0

(simplicité), a = -1/12 (figure 12 : S1 est un interpolant d'Hermite des
fonctions linéaires aux points (i,j)) ou a = -1/24 (S1 interpole el
et o1 le long des droites horizontales et verticales du réseau). Ces cas

ne semblent pas trés intéressant pour les applications.
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V - B-SPLINES DE Sp(4,2)

5.1. Comme pour les cubiques, il est facile de montrer que la
frontiére du support d'une B-spline de Sp(4,2) ne peut avoir d'angle 3 45°
ni d'angle 3 90° avec un seul triangle. Le support ne peut &tre non plus le

carré de la figure 6 ni celui de la figure 7.

En revanche, il est possible de construire une B-spline dont le
support est le carré de la figure 13. Comme la somme de ces B-splines cen-
trées aux points (i+1/2, j+1/2) n'est pas égale 3 1, l'interpolant de
Lagrange associé ne reproduit pas les constantes et n'offre a priori aucun
intérét.

5.2. En essayant le support octogonal de la figure 14,
(c'est-3-dire celui de la B-spline de Sp(2,1)), on détermine les
B-coefficients de maniére unique (& un coefficient multiplicatif prés).
Mais dans ce cas encore, la somme des B-splines n'est pas égale 3 1 et
elles n'offrent pas d'intérét. Intuitivement, chaque triangle n'est pas
recouvert par un nombre suffisant d'octogones (7 octogones alors que la

dimension de PA est 15).

5.3. Cherchons une B-spline ayant un support plus grand,
par exemple 1l'octogone de la figure 15. Les B-coefficients dépendent de

3 paramétres a,b,c :

a = (b+c)/2 n = 2c-2b+28a

B = 2b-28a 8 = 4c-8b+140a

Y = 4b-92a i = 4c-8b+148a

§ = 4b-84a K = 8c-24b+496a
€ = 2c-2b+24a A = 8c=-24b+504a
L = 2c-2b+32a p = 10c-34b+756a
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Figure 13 : Une B-spline de Sp(4, 2) (non utilisable a priori)

! o !,9 5 Y
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Figure 16 : B-spline de Sp(4, 2) normalisation : diviser par 384
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auxquelles il faut ajouter la condition C

Y + 28a - B = 36a qui donne b = 36a

Si 1'on veut que la somme des B-splines soit &gale 3 1, on
doit avoir :
60a + 4a + yu = 1 a = 1/384
qui donnent

64a + 47 = 1 c = 60a = 5/32

On peut alors calculer :

a = 48a n = 76a
B = 44a _ 6 = 92a
Y = 52a | i = 100a
§ = c = 60a K = 112a
€ = 72a A = 120a
; = 80a p = 132a

d'oll les B-coefficients de la figure 16.
On utilise cette B-spline pour la construction de quasi-interpo-

lants C2 aux §.8 et 9.
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VI - QUASI-INTERPOLANTS DE sp(2,1)

Soit Rh le résedu formé de carrés de coté h subdivisés en

4 triangles et centré&s aux points Aij = (ih,jh).

, = é
( z Mi 3 1) centrée

Désignons par M.. la B-spline normalisée
- i,j

en A...
1]

Théondme 3 :

4) Le quasi-interpolant S, dé§ind par :

s, £(x,y) = ifj £(A ) M. (x0y)

- est exact pourn Les fonctdons bilinéaines. Ve plus :

2
51807820 = $1%027%02 ~ M /4 ©o0

L) Le quasdi-interpolant s, défini par :

1,2
S,£(x,y) = | (f(A g BEA D) ML (xy)

.
i,j 4

(08 Af = Laplacien de f) est exact sur e, et interpole Les polyndomes

de P, aux points A De plus, on a, pour i+j = 3 :

3

3
505 5me5]l., = b V3736

Preuve : On utilise les notations simplifiées de la figure 17,
c'est~3-dire que l'on &tudie simplement les opérateurs S1 et 52 sur le
carré centré 3 l'origine. Ce carré R est recouvert par les supports des

B-splines centrés aux points 1,2,3,4,5,6 de la figure du bas et la contri-

bution de chaque support est indiquée sur la figure du haut.
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———t = X — == e - —— >

Figure 17 -
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et S.e

1) Montrons que Sle10 =e 1 sur R. (on peut

o1 - o1

toujours se ramener 3 R car Sl(f—k) = Slf-k pour toute constante k).

I1 suffit de comparer 1les B-coefficients des 2 membres sachant que :

sle10 h(M3+M6+M9) - h(M1+M4+M7)

$1%01

h(Ml+M +M

2*M3) — h(M +M+M,)

On vérifie qu'ils sont identiques 3 1'aide des figures 8 et 17

et du tableau 1. De méme :

2
Spey = hT LM - ()]

a les mémes B-coefficient que ell(x,y) = xy sur R.

On calcule également :

S.e

2
1890 = (M ¥MyHM, +M M +M,)

6

S +M_+M_+M_+M )

€ 277377 g g

2
1%gy = B M

h2
= —— e

i e _ _ _
et 1'on vérifie que Sle20 e20 Sle02 €2 7 oo

2) 11 est alors naturel de remplacer le coefficient f(Aij) de

2
h < .
M.1j par f(Aij) e Af(Aij) oli Af est le laplacien de f£f. On a donc
par construction 52e20 = e20 et Sze02 = eo2 et 52 est bien exact
sur mz.
Etudions l'effet de S2 sur P3.
3 RUILS
Sze30 = h X o —3/4)Mij donne sur R :

i,j

. - =142
Se = 7 h [(M3+M6+M9) (M1+M4+M7)] 7 h™ e

2730 10
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Par conséquent S interpole e le long des droites

2%30 30

x = ih/2 (i € Z) et la norme de l'erreur est calculable explicitement :

_ .3
”52330’330”00 = h” v/3/36 .
De méme S,e. = 1 h2 e S.e interpole e le long des droite
2%03 " % o1’ “2%3 P 03 & s
y = jh/2 (j € L) et l'erreur est identique 3 celle de €10
S.e,, = h3 z j(iz—l/4)M . donne sur R :
2721 L. ij
1,]
S.e,, =+ ho[3(M,-M_-M +M_) + M_-M]
2721 4 379 1 7 8 2
On constate que Sze21 interpole €5y le long des droites

x = (i+1/2)h et y = (j*1/2)h et aux points (ih,jh). En explicitant

1'erreur dans 93, on calcule aisément :

IE = 13 /3/36.

2e21'321”w

Ce résultat est valable &galement pour ey

On peut toujour se ramener @ R car

2 2

Szf(x-a)a] - 82 [x3-3ax +3a2x—a3] - 82 [x3] - 3ax +3a2x-a3

3
(puisque 52 reproduit Pz), donc 52[(x-a)3] - (x--a)3 - Szfxs] - X . Méme
raisonnement pour (x-a)z(y-b),(x-a)(y--b)2 et (y-b)s. Le théoréme 3 est

ainsi démontré.
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VI1 - ETUDE DE L'ERREUR POUR LES QUASI-INTERPOLANTS DE Sp(2,1)

On ne donne que quelques résultats en norme uniforme pour des
fonctions ayant certaines dérivées partielles continues. Des résultats plus
complets concernant 1'erreur sur les dérivées ou 1l'erreur avec d'autres

normes peuvent étre obtenus de la méme maniére.

Les majorations données sont locales. Si R est le carré de
c6té h centré au point ag (figure 17) et R le carré de c6té 2h et

de sommets et ag; on a les résultats suivants, oill &k(h) est

a;, ag, a,
le plus grand module de continuité des dérivées partielles d'ordre k sur
R (pour k = 2, les majorations ne sont pas valables sur les droites du
réseau).

Théoneme 4

({) S ue c®®,oma:
3 =«
Is u-ull,, 5 € 5 8,

(4L) 84 u e Cz(ﬁ), on a :

1.2 7.2~
HSlu—uIL»’R < §-h IAu(aS)I + = h wz(h)
13555 w0 I, 5 < 2 h G, () (i+j = 1)
HGij(Slu—u)H00 g & 2@2(h) (i+j = 2)

L}

(L) S4 u € C3(ﬁ),0n a, 84 M3(a5) max {|3 u(a Y1} ¢

i+3=3
HSzu—uHm’R -2‘{—7 hM,(a.) + -3—}7 4° (:13(h)
135 w8 w . R € g he M (a) + Al n 0ym) (k= D)
355 (w8 W], g € b MyCap) + b)) (i+j = 2)
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Preuve : Désignons par OseeesOg les B-coefficients de S, u

1
. 1 1
sur le triangle T de sommets ags i{as+a7),§(35+ag) et par uj u(aj)

les valeurs de u aux noeuds.

Nous étudions l'erreur locale sur ce triangle, les calculs étant
9
analogues pour les autres triangles de R. Comme Slu = z u, M., on obtient
j=1
(fig. 8 et 17) :

8(1l = u2+u4+4u5+u6+u8

Aaz = u4+2u5+u8

4a3 = 2u5+u6+u8

4a4 = u4+u5+u7+u8

2a5 = u5+u8

4&6 = u5+u6+u8+u9

1) si &o(h) est le module de continuité de u sur R, on a,

pour x€ T :

Ial-u(x)l g-% (|u2—u(x)| + |u4-u(x)| + Alus—u(x)l + ]u6-u(x)| +

+ Ius-u(x)l),

soit :

|a,-ut) | 56 M) .

De la méme maniére, on obtient :

-

|ai—u(x)| £ wo(h) pour i = 2,3

-~

w (h) pour i = 4,6

plw s,

log~u) | <

|a5-u(x)| £ Go(h)
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On en déduit, en vertu des propriétés de la base de Bernstein

(partition de 1'unité sur T), que :

3 -~
lu=s ull,, g < 3 B,

La majoration est en fait valable sur R (symétries du réseau

et des B-splines), d'oll 1le (i) du théoréme.

. 2 a e .
2) Si u € C (R), on utilise le fait que Sleij = eij pour

0<itj<l et = h2/4 egg

512207%20 = 51%027%02
A 1'aide des développements de Taylor (1 € j € 9)

1.2 2 1r2 N 2 2

u(x) = u(as)+Du(aS).(x a5)+ ED u(aS).(x—aS) +-§[D u(x)-D u(as)].(x-as) s

X e [ag.x]

u(aj) = u(as)+Du(a5).(aj-a5)+ %Dzu(as).(aj-as)2+ %[Dzu(gj)—Dzu(aS)].(aj-a

¥, ¢ [a5.a)
on obtient :

Slu(x)—u(x) = %thu(a5)+ % % Mj(x)[_Dzu(’;j)—Dzu(aS)].(aj-as)2
- s 2 u®-p"u(ag)]. (x-a)?

Si 6. est la distance euclidienne de ag a aj et Qz(h) le

module de continuité maximum des dérivées partielles BZOu’ Bllu et 802u
sur ﬁ, le coefficient de Mj(x) est majoré en module par

X, = w,(8,).(|la,-a. || 32,

J 2773 i 5l

2 A
2,4,6,8 Aj <h wz(h)

Pour j

Pour § = 7,9 2 € 8h’ O, (h)
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si {w ,...,a6} sont les B-coefficients de EXij(x), on a :

0. < +n? @z(h)

: 5 pour 1 = 1,2,3,5
oL é-i h2 " (h) pour 1 = 4,6
1 2 2 i
Comme &[Dzu(x)—Dzu(aS)}.(x—as)2| 23

< h mz(h), on obtient finalement,
pour tout x € T :

1,2 7.2 -
[slu(x)-u(x)\ < =h |Au(a5)[ + 7 h% &, (h)
Etudions 1'erreur (u Slu), la technique et les résultats &tant

les mémes pour BOl(u—Slu).

3100 = 3)qua )3, julag). (x-ag)+[Dd, qu(x)=Dd ulag)]. (x-a.), x € [ag,x]

910814

)3 ot (x). ula; ) = 3, qulag)+a, ot z j M ().D u(a ). (a -a,) 23
]

+

1 -2 2, 2
E’? aloMj(X)LD u(aj)—D uxas)].(a.-as)
mais

; M (X)D u(a ). (a -a )— -+ D u(a ). (x- ag ) } = 9 { h Au(a Y1 =
3 104

1 2 2
107 D u(aS).(x—aS) = Dalou(as).(x—as)

par conséquent :

[3,0u(x)=8, S, uG) | < l[Dalou<§)-nalou(a5)].(x—as)]

N

—-E |a M (x)lx
hj
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Les B-coefficients de BIOMj sont donnés sur la figure 19. En dé-
signant par {81,62,63} les valeurs de la 2éme somme aux sommets de T, on

obtient :

5 (A, *) € h &z(h)

w0
N

(A4+A5+A7+A8) £ 5h mz(h?
By = -—~(A5+A6+A8+A9) < 5h wz(h)

De plus

| (D9, gu0)-D3, quag)]. (x=ag) | < h 5, (n).

On en déduit, pour x € T :

. AN
3, qu(x) SIOSIu(X)\ € 5 how,(h).

La figure 20 donnant les valeurs de 820 Mj et 811 Mj dans

chaque triangle, on obtient & 1l'intérieur de T :

_ 1 _ 3 - 1 s v
BZOSlu(x) = ;;i (u4 2u5+u6+u7 2u8+u9) 2(BZOL(aS)+820u(a8))

N

avec 35 € [a4,a6] et ag € [a7,a9}, d'ol 1'on déduit :

|azou(x)—azoslu(x)i < W, (2h) € 20 (h)

de méme :

1
BIISlu(x) = ;;5 (—u4+u6+u7—u9).
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Au moyen des développements de Taylor :

1.2

_ 1, . V] n, e
Ug T ug * h310“5 *+ oh Bzou(a6) d € Las,a6
; . 1,2 n vy
u, = ug - halou5 + Eh Bzou(a4) a, 5 Lah,as]
1,2 N N
u, = ug - hamu8 + §h 820u(a7) ay € [37’38]
1,2 . AV [a¥ .
ug = ug + h810u8 + éh 820u(ag) ag € [as,agj
5 -3 =h 9, u(a 2, € [a.,a,
0% T 90U = P 9 ulag) g € lag,ag

on obtient :

IN

9,,060-3, 5 0G| < |8 uG0)-3, u(E) | + %[Bzou(26)~820u(24)l .

+

1 v . N
7 1990u(ay)=0,4u(ag) |

N

Gy (h) + % 0,(2h) < 23, (h)

L'étude &tant la méme pour 802 et pour les autres triangles de

R, on a la majoration du théoréme.

3) Szu(x) = z Mj(x) [u(aj) ~ %~h2 Au(aj)]. Etudions simplement

J
l'erreur quand u ¢ CB(ﬁ). Rappelons (th.3,(ii)) que 82 est exact sur @2
3 /3 .
et que ”SZeiJ_eij Iloo £h §é pour 1i+3] = 3,
3 x K103 a3, 3
u(x) = E — D u(a_)(x-a_) + —[D u(x)-D7u(a )I(x—a )~ avec &t[a ,x].
k=0 k! 5 5 6 57 5 5

n .
et des formules de Taylor analogues pour u(aj), avec aj € [as,ajj.

Au(aj) = Au(as) + DAu(aS).(aj—aS) f [DAu(aj)-DAu(aS)].(aj—as) avec 5j€[a5,aj].
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Si 1'on pose w(x) = %—D3u(as).(x—a5)3, on a

et s,wx) = | M, GO g »° Yu(a,). (a;-a - thDAu(aS).(aj—as)].
j

3
D'autre part : Szw(x)—w(x) = %' >‘3( ) Biju(as){szeij—eij}(x)

i+j= i
I 3
donc [[s, w-wl| & = M,(a.) ) ( ) l|'s e..*e..HOO soit
2 6 335 el b 4 2 3] "ij
V3 .3
HSzw wl| < E7—h M3(aS)

On en déduit la majoration :

\nuﬂ

IS u(x)-u(x)| < h M, (a ) + 6I]D u(x) D u(a )] . (x—as)3[

1 3 v 3 3
+ § Mj(x) {E‘ED u(aj)-D u(aS)J . (aj—as) 1+

20 . )
g h [LDAu(aj)—DAu(a5)J . (aj_as)l}

Le coefficient de Mj(x) est majoré par :

~ 1 2
Aj = m3(6j) {E(I)aj—aSIII) +4h l)aj—aslll}

. - 1.3.1.3 _5 3=
pour j = 2,4,6,8, Xj < w3(h) - g h™ + 4 h™} = 5 h m3(h)

. x 1 301,24 11 .3 «
pour j = 7,9 Aj < 2w3(h) {% . 8h Z—h .2h} = Tf'h w3(h)

Soient {a ,..,a6} les B-coefficients de ) Aj M. sur T.

La plus grande majoration est fournie par :

(A At thg) € 9 5 4 NOR

Aw(x) = DAu(aS).(x—a§
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3

Comme |[DSu(g)—D3u(aS)].(X—a5)3‘ < h @B(h), on obtient finale—

ment @

/3 .3 31 ,3 -
][Szu—uflm’T £ E7»h M3(aS) + §Z~h w3(h)

Comme pour Sl’ en utilisant les dérivées partielles des Mj’ on
. . 2 ’ . .
obtient des majorations en O(h™) ou O(h) pour les dérivées partielles

premiéres ou secondes de Slu—u, avec des constantes calculables explicite-

ment 3 partir des normes des erreurs sur la base de Pg H

HB!O(SzeBO—eBO)Hm =h'/4 , Ilfi01(82e30-e30)|[m =0
13)0(802057ep I = 0 s IHag (Spe e ) I, = h/4
1818858 7ep ) Il = h/8 = Haox(szelz'elz)um
!|30¥(82621~e21)\1w = v%/4 = HB;o(szelz'elz)uw
9155283078300 = 933(59%037¢05) =0 (i*] = 2)
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VIIT - QUASI-INTERPOLANTS DANS Sp(4,2)

Avec les notations du §.6, on a le :
Theoneme 5 :
L) Le quasi-intenpolant S, dé gand pan :

5, £Ge,y) = igj f(Aij) Mij(x’y)

est exact pour Les fonctions bilinéaines, de plus :

_ 2
Slezo—e20 = Sleoz~e02 = 5h™/12 B

(L) Le quasti-intenpolant 82 dé gind parn :

= ¥ 5 o
Szf(x,y) = ‘l/"j (f(A ) h Af(A )) : Mij(x,y)

neprodult B, De plus, S, ntenpole € et € s et

_ b
592407%0 = 5204704 T M /16 Soo
l|s.e. e .|| = 61n" /288
2%227%92 1o
_ 4
1852517231 1o = 11852157251l = 277256

AA) Le quast-interpolant Sq dé gind parn :

S,4E(x,y) = ) (£(a, ) - ——-h Af(A a2 £(A, . ))M.1

L, 34 # 128
4

est exact pour P

30 €40 et N De plus, on a :
_ N =l
1832572 51l = lsyeqmeqy Il = B7/256
!
l}s3e22 ezz’lm = 7h /288

Antenpole et
S3 P e e 99"

aux poAnts A'j’ mals non e
&

J.(x,y)
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Figure 18
Support de la B-spline de Sp(4, 2)
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Preuve : Pour plus de clarté, on utilise les notations de la

figure 18 et 1'on &tudie les opérateurs sur le carré R centré en

a,. = (0,0) qui est recouvert par les supports des B-splines centrés aux

11

points 15855058y de la figure du bas. La contribution de chaque sup-

port est indiquée sur la figure du haut.
On compare les B~coefficients de e.1j et Seij sur le triangle

T situé en bas du carré R en utilisant le tableau 2 des pages VI-52 et VI-53.

1) Etude du quasi-interpclant Sl.

Sur le carré R, on a :

S e

1
B S8pg = ZQM MM ) (MM M oM ) - (MMM o+ A, )

9 5 710 "'15

- 2(MgMy oM, o)

et 1'on vérifie que les B-coefficients sur le carré R sont ceux de el

On calcule de méme :

—le) + (M7+M -M.-M. )

S e = 2(M3+M +M, +M _-M.-M 15 Mg, 5

1
22 %1% g™ My ™M g™ M, Mg

et 1'on constate que les B-coefficients sont ceux de e

Enfin

S.e

1
——— = +
7 %1%20 GO MAMEM ) (¥ M) 4N ) 4 (MM MMM, (3N M) 3 M M) 40, )

8 79 13 14 577

est tel que les B-coefficients de Slezo—e20 sont constants et &gaux a

2 .
5h” /12, idem pour Sle02 en:
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2) Etude du quasi-interpolant S

2°

Par construction, S, reoroduit P, . Pour montrer qu'il reproduit

2 2

P il suffit de prouver que 5,e = e et S, e = e

3’ 30 30 2721 21

sons de symétrie.

On a sur le carré R ; puisgue AP3O = 6910 :
21 9 9
S, e = x.(x.-5h"/4))M. avec a. = (x.,v.).
2730 jzl 1] ] ] J yJ)

ce qui donne :

L

h3 2730

w0
]
1

1
5 (MMM =My oM o)

M =M. _-M_)

1
+ g (Mp*H 15 Mg My MM =M

+ +
5*M ot

et les B-coefficients sont ceux de e

30°
De méme, puisque es = 2e01’ on a :
21
: 2 2
S,y = _2 yj(xj—Sh /12)Mj s
3=l
soit
Ls e =Z(—M -M_+M_ +M, )
h3 2 721 6 1 3 19 21
+ ig(—M “M M ML)+ —7~(—M -M_+M, M. )
12 4 78 14 718 12 75 77 7715 717
5 5
* M) (MM )
dont les B-coefficients sur R sont ceux de 821/h3'
. . ~
Etudions l'erreur sur les monOmes e40’ €3 et e22€:P4.
219 9
= L (x.-5R"/2)M = i
Sze40 jzl xJ(xJ S5k7/ )M, car Aeao 12 €50° soit
1 3
—— = + - +
-z Syeho = O(M, MtMgtM, 4M) #M, o) = SO MM, (¥ J3M) g HM g+ M 4M ) ot

pour des rai-

17

+M

21

).
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‘m vérifie alors que les B-coefficients sont ceux de e&O/h -9/16,

donc 82e40 ~ e T %% h4 = Slz(e(%-e()Z+ en utilisant la symétrie du réseau

et des B-splines par rapport a3 y = x.

2 =2 .
= ¥ -5 car =6 t
Sze13 ji] xjyj(yj 5h /&)Mj car Ae]3 el]’ SOl
1 _ 11 _ o 1 ST 4
& 5oy T g (Mgt g7, ) y (Mg, ) )+ g (oM, )
Les B-coefficients de 52e13—e13 sur R sont les suivants, multipliés
ar Eﬁ :
Pat g
Q= 0 == 0 =10 =0 I1 y a donc interpolation le long des
[ 0 =l | Ol
o -1 o0 1 0 droites verticales et horizontales du
=l &, 4 b réseau et interpolation d'Hermite aux
0 0 0] 0 0
- 0
| £ 9 N L | différents noeuds. On calcule explicite-
0o -1 0 1 0 4
o -1 1 0| ments : ||S.e .-e |l = h /256, mais
o0 0 o o 25137713 1o, R

. ; ; 3 n
comme S2 laisse P invariant, 1l'erreur sur (x-a)(y-b) est la méme

3

3 = : -
que pour Xy et cette &valuation de l'erreur est valable par conséquent

dans le plan tout entier. Par symétrie, le résultat est identique pour

P38 %51
. . 2. 2 p
Enfin, puisque Ae22 = 2(x"+y"), on obtient
21
B 22 5 2,2 2
222 j; ¥y = 1 B ),
soit
1 ~ 1
4 52%2 T 12 (M, Mg #M, 4Ny g) = 5 (M#M M) 42 )+ o (M+Mo4M oM )
g (Mgt oM e )
4
On trouve alors S_.e..-e = - Egith - B o(x) oli 0(x) a comme
222 22 144 72

B-coefficients sur R :
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0 0 o O ~e O e On calcule alors !hjﬂm = 3/4 et
\\‘ ‘//
0 1 1 0 | _ - l?L 4
185205 ey 1l = g5 B -
0 1 0 1 0
4 La norme est valable sur Rz tout
1 o 0 1 *ne s
9 o R 0/, o 9 entier car S2 laisse P3 invariant
SN et l'erreur sur (x-a)z(y*b)2 est la
10 0o 1 ) 5 5
: méme que sur X y .
0 1 0 l 0
0 1 1 0
0 0 2 0 0

3) Etude du quasi-interpolant §

3
2 2 3 .42 9 4
Comme A €0 - 24 = A €y O @ 158 h A €0 = 16 h donc
53840 = C40 °F 5380, T €gy-
L'erreur sur e et e reste inchangée car A2 = A2 =0
erreur su 13 31 este gée ¢ €3 eq .
. 2
Enfin A eyy = 8, donc
_ _ 29 .4 14 3 4 _ b4
53822 T T T g N Ty R Ot qgh = - gphivo)
soit :
o1 4
1555570, 1l = 355 -

Remargue. Au lieu de corriger S, en ajoutant ng Azf(Aij) au

en

coefficient de Mij’ on peut s'arranger pour que S interpole 5

3

corrigeant par :
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4 3 29 3
b (755 340t A1) * 576 2221445 * 1o 30sT(8y5))
au lieu de :
3 4,2 4, 3 27 3
3 p4n Snt3a L2 5 .3
g M T35 =0 (T35 %0 * 576 22 * 178 o) F(Ay)

En désignant par § le nouvel opérateur, on a alors interpola-

3
tion de PA’ 1'erreur sur e,0 et ey, est toujours nulle, celle sur
e et ey, est inchangée et :

HS3e22—e22|m = 97
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[X - ETUDE DE L'ERREUR POUR LES QUASI-INTERPOLANTS DE Sp(4,2)

R désigne toujours le carré centré en a (figure 18), et R

11
1 .
est 1l'octegone de sommets {al’a3’a8’318’a21’aIQ’aIA’aA}' On donne quelques

majorations en norme uniforme pour des fonctions ayant des dérivées

partielles continues dans R et 1'on utilise 3 pour u € Ck(ﬁ)
&k(h) = max{@(alj,u,h) : i+ = k}

w(v,h) &tant le module de continuité de v € Co(ﬁ).

Des résultats plus complets peuvent &tre obtenus par des techniques
analogues a8 celles du théoréme 4 POUT les erreurs sur les dérivées partielles.
Elles peuvent étre adaptées au calcal des erreurs en d'autres normes que la

norme uniforme.

Theoneme 6 :

L) 84 ue c’R), ona:

s umull, o €36 ()

R
et 44 u € Cz(ﬁ), A exisite C1 et c, > 0 Zteds que
s umull,, . < = h2]Au(all)] " —;% n? 3, ()
HSij (u-8, 9], 5 < clh&z(h) (i+j = 1)
lla.lj (u—Slu)HOO,R < C2®2(h) (i+j = 2)
i) S ue c'®), ma
HSzu—uILw’R S é%%%—hAMA(all) + %%‘h4@4(hl

Y

~

o M, (ayp = max([3 uta D, i) = 4)
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D'autne pant, on a egalement :

. 4=k A
}|Uij(u-82u)\‘w R = O(h ) i+] =k € 3

(bour k = 3, a L'aintérnieun de chague triangle).

Lid) SE ue c'®R)Y, on a :

17 4 115 , 4~
I8 ju-ull,, p < 7305 b M@ + 57 B, 0)
et L'on a éagalement :
Haij(u—SBu)[Ln’R = O(ha—k) 0<i+]j =k <3
Preuve
1) Désignons par oA (1 =1,...,15) les B-coefficients de
21
S]u = ’Zl uj M. sur le triangle T de sommets {all’(a7+all)IZ’(a5+all)|2}
J:
avec la notation uj = u(aj). On étudie 1'erreur locale sur ce triangle

uniquement, les calculs étant analogues pour les 3 autres triangles formant

R. Au moyen des figures 16 et 18, on calcule les B-coefficients

384 o, = u.+l4u_+48a +14u_+u_ +48u O+132u]1+48u12+u

] T UpTitugrhca T idustu, 1 g*l4u +48u

+14u17+u

1 6 20

192 o, = u,+7u_+30u, +12u +18u10+66u11+30u12+u +2u 5+18u16+7u

2 2 5 6 7 13 1 17

96 QA = u2+3u5+18u6+10u7+6u10+30u11+18u12+u13+6u16+3u17

96 ay = u2+6u5+l9u6+6u7+1lulo+33u11+11u12+u15+7u16+u17

192 a7 = 3u2+u3+5u5+40u6+30u7+u8+7u10+50u11+4Ou12+3u13+7u16+5u17

96 u8 = 2u2+5u5+23u6+10u7+7u10+30u11+13ulz+5ul6+u]7
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48 Gy T u2+u3+u5+10u6+10u7+u8+u10+'Oul1+10u12+u13+u16+u17
96 Oy = 3u2+u3+4u5+25u6+l5u7+4u10+25u11+15u12+3u16+u17
48 Uyq = 2u2+4u5+14u6+4u7+4u10+]4u11+4u12+2u16
Fn utilisant les majorations :
‘uj—u(x)‘ S &O(h) pour = 6,11
\uj—u(x)\ < 2@6(h) pour j = 5,7,10,12,16,2
yuj—u(x)l < 3&O(h) pour j =1,3,4,8,9,13,14,15,17,18,19,20,21.

On obtient successivement

619 -
lal—u(x)[ < T wo(h)
[ui—u(x)\ g %gg—@o(h) pour i = 2,3
Iai—u(x)’ 'S %ﬁ?—&c(h) pour i = 4,6
142 «
[uS u(x)] < 56 wo(h)
}ai*u(x)l < %g% @O(h) pour 1i = 7,10
’ui-u(x)[ < %%? @O(h) pour i = 8,9
0 -~ .
’@i~u(x)[ < %— wo(h) pour i = 11,15 (maximum)
63 ~
Iocl3 u(x)| < 75 W,
|ague) | <5t B (h) pour i = 12,14.
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Comme les polyndmes de Bernstein forment une partition de 1'unité

sur le triangle T, on en déduit

ISlu(x)—u(x)| S

w| W

® (h
o( )
d'oli le résultat lorsque u est simplement continue sur R.

2) Lorsque u € CZ(R), on utilise la formule de Taylor :

u(x) = u(all) + Du(all).(x—all) + % Dzu(a“).(x—a“)2 +

%[Dzu(;)—Dzu(all)].(x—all)z, avec X € [all,x]

N

et des formules analogues pour u(aj), avec aj € [all,ajj.

= 5h2/12, on a :

Sachant que Slezo—e20 = Sleoz—e02
5 .2 : . 1 .2 _ 2
Slw w o= h Au(all) si w(x) = 5 D u(all) . x all)

Par conséquent, on obtient

ERTCETENI é%—hzlAu(all)] ¥

—_—

2 2 2
§ Mjl[D u(gj)—D u(all)]'(aj—all) )

]

+ %‘[Dzu(gﬁ-Dzu(all)].(x—all)zl

. Bt _ = B Z
Le coefficient de Mj est majoré par Xj = w2(6j).(Haj all”l)

oll éj est la distance euclidienne de a a aj.
Pour | = 5.8 : A < 27h2@2(h)
Pour § = 2,5,7,13,17 & xj % shz@z(h)
Pour j = 6,10,12,16 : A € hZ&Z(h)

Donc les B-coefficients oy de z Aj Mj sont majorés par :

1,2 waann] L 47 2
a, € oy € 75 07w, (h) [54+14x8+22] = 7 how, (h)



VI-U45

D'autre part, on a :

| D*u)-p"uta, Pl Gma, D] < w70, ()

d'oli la majoration finale

59 2~

s, u-uG) | € 2 b’ lauca, )]+ 27 b0, (h)

valable sur tout le carré R.

—

Dzu(all)'(x—all)z’ alors S w-w =

On a vu que si w(x) |

5 2
Ez-h u(all), donc Bij(Slw W)

5
0O pour i+j =k = 1,2,
Par une technique analogue d celle utilisée pour 1'opérateur

S1 dans Sp(2,1) (cf. la 2éme partie de la preuve du théoré&me 4), on peut

montrer 1'existence de C1 et C2 > 0 telles que

|{aij(slu—u)i\w’R < C hwy (h) (i+j = 1)

13; s umw) [l ¢ < €, (h) (i+] = 2)

Ces constantes sont calculables 3 partir des B-coefficients des

dérivées partielles des B-splines Mj.

3) Etudions 1'opérateur S2 lorsque u € Ca(ﬁ).

k

u(x) = Dku(all)'(x_all)

Il D~

1 1 4 4 -
Lo T + 5 [D u(x)-D u(all)J.(x—a ), xe_gll,x]

et des développements analogues en aj, avec aj € Lﬁll’aj]'

- - 132 -
Au(aj) = Au(all) + DAu(all).(aj all) + > D Au(all) . (aj a

1.2 ~ 2 2 ~
+-§[D Au(aj)-D Au(all)]. (aj_all) s aj € [éll’aj]
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_ 1 4 4
Posons w(x) = §Z D u(all).(x all) € P4. On a
M(x) =5 b’ bu(a, ). (x all) s
5,w(x) = Z M, (x) {w(a ) -5z b Aw(a )},
]
Comme 82 reproduit IP3 s
; 4y
S w(x)-w(x) = = z ( - )[S.e. .-e..]
2 24 jed=k Vg 4 1] 411 2713 1]
et en utilisant les majorations du théoréme 5, (ii)
1 | 61 I 9 233 4
Ispw-wll,, < 57 bM(ay ) (g + 57 * 75 * &5 * T6) = 7308 D M

D'ol la majoration de l'erreur :

233

[8,ut0-u() | € 52 h'M, (a ) + 57 [DuG)-D'uta, ] (ema Y

. Z M, G (5 1D4(2j)—n4u(a]1)1.(aj—a 3 e h2y1D2Au(5j)—D2Au(all)|.

24‘ 11 48

2
(as-a))) |}

Le 2éme terme du second membre est majoré par E%—ha@a(h).

Le coefficient de Mj est majoré par :

4L 5 2 2
j=(,0(6 ){ (“a _allHl) +'2—4‘h(||aj_alllll)

. 63 4~
pour j = 3,8 Aj < 7r-h w4(h)

pour j = 2,5,7,13,17, Aj < 3h4®4(h)

. 1 ., 4~
pour j = 6,10,12,16, Kj < 4 h w4(h)
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QhBMj/Sy

Figure 19



0
4 |-4 -414
q{ -3 1
4 -2 4
d 0 |-4 X-2 |0
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Les B-coefficients oy de ; A. M., sur T sont majorés par :

i ]
1 79 4
oy € —5—-h ®, (h) {126+14x12+22} = 48 w, (h)

ce qui donne la majoration (ii) du théoréme :

203 27 4~
CETiA h M, ( ) + == h w, (h)

]Szu(x)—u(x)( < 1% 4

Par une technique analogue et en utilisant des majorations des

dérivées partielles des B-splines, on obtient localement sur le triangle T :

HE):.LJ.(SZu—u)HOo T T O(ha_k) lorsque i+j =k = 1,2,3 .

4) Pour 1'opérateur S3 défini, pour u € C4(ﬁ), par :

5 2 3 4,2
[uj “Z'Z- h AUJ + “1“2—8' ]M.

on aura, avec les notations de la 38me partie ci-dessus

_ 1 _ 1 T
Sw)-w() = 7 95u(a; ). [Sgeqmeq ] + 5 3,,ua; ) [S4e,,me,, ]

!
g 913 ula s

+

3813"e13]

puisque S, reproduit et e

3 3 €40

(iii) du théoréme 5, on obtient :

04" En utilisant les majorations du

17 4

2304 - M

H53w—wHa)\

4(ayp)-

En utilisant des formules de Taylor au 4&me ordre pour

U, ey, Bula,) et Azu(aj), on obtient :
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17

[85uG)-uG) | < 3357

1 4a
hM(a )+2—4—hm4(h)+

1.4 4 4 5 [ 2¢p.2 A 2 1
§ Mj(x){§Z¢LD u(aj)—D u(all)J.(aj—all) | + 7g b | [D Au(aj)—D u(all)J
~ 2| . 3

4.2 v 2
(aj—all) Tig-h |A u(aj)—A u(a11)|}

avec ¥,, a. et i, € [a

i 73 j 18 ]

Le coefficient de Mj est majoré par :

_ 4 5 .2 2 3 4
j—w«s){ <l|aJ 2 +-2—4h(|]aj e AR
. 513 4~
pour ] = 3,8 >\J < —:;Th wa(h)
5 51
pour j = 2,5,7,13,17 )j SBT3 (h)
. 11 44
pour j = 6,10,12,16 Aj < 37 h w 4(h)

Les B-coefficients de ; A.M. sur T sont majorés par :
]

1
16x48

b _ 337 4~
h w4(h) {513+14x51+121} = 197 h wa(h)

d'oll la majoration globale sur T, puis sur R :

17 4 115 4

< 2304 4t g B oglhy

‘SBU(X)—U(X)|

On montre de méme que ||8.1J.(u—83u)HOo g = O(h4—k) T,
b
i+j =k =1,2,3 (pour k = 3, il s'agit d'une erreur locale, a 1'intérieur

de chaque triangle).
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B-coefgicients des polynimes de P, et P,.

Tableau 1.

Base canonique de Py

-1/2 0 1/2  -1/4 0 1/4  +1/4 -1/4 1/4
» P, 4 .- - -
. / ///
1) m y 0 0
b1/2 00 o +1/44 _ v 1/4
® A 5
-1/ 1/4 0 0
-1/2 0 1/2 1/4 0 -1/4  +1/4 -1/4 1/4
2

e =X ey = Xy e,. =X
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Tableau 2.
Base canonique de P,
-1/2 -1/4 0 1/4 1/2
-1/8 1/8 3/8
-3/ -/
-3/8 -1 TR
0
1/4
-3(8 -1/8¢ o+ /8’
-3 -1/8 1/8 8
-1/2 -1/4 0 174 1/2
elp = X
6 = * 6
3 3
61 ! K l 6
? o 0 3
6 sl lo ' 6
¢ 3 0 23
6 | -1 1 6
3 -1
6 - - 6
0
B 2
24e20 = 24 x

“UA s g 1/8 /4
1/8 -}/24 1[24 1
-1/8  -1) 0 1/2 y1/8
s1/24 0 . 0 1/54
0 (¢]) Os IrO
1724 0 0 .
1/ -1 9-1/8
1/24 -1/24 -1/8
/8 ° /
e =Xy
=4 2 0 =2 #
1 l. "'1‘ 1
49 Oe o) [ WA
—.1 O O ll
-4 4 «0 Qe ¢4
)
_ll O ].
)
=44 0, 0 4
) 10 _10 1
-4 7 - % 4
2 0 -2
_ 3
32e30 32 %
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12 -4 0 12 1 -1 1 -1 1
| j ) i - ; ) )
? /
3 ._1 ."1 3y 0 0
// s
6 0 o0 0 6 1? 0 0 0 9l
o1 0 0 .1 5 o
0, e O Q 2 O s 0 lsL 0- 9 1) [
o—1 0 0 o—1 o o
-6 ¢ . 4
6 o 0 0 '—6 le 0 o 0 g 1
-3 °] ° -3 © © Q
- . . 1 *—— s o 1
-12 0 4 0 -12 -1 1 -1
2 4
96 x"y = 96e21 16 x =16 €40
-2 1 0 1 2 3 0 -1 0 3
0 (] 0 0 0 0 0
-1 0 0 0 el 0 ¢ 0 0 y O
0 0 0 0 0 0
o4 0 0 o -4 0 0 ¢ -1
0 0 o 0] (0}
9 a 0 0 0 0 0
L 4 > —-»- ' - Yy .
2 -1 0 1 -2 3 0 -1 0 3
32 x5y = 32 e 48 x%y% = 48 e

31
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CHAPITRE 7/

SPLINES QUADRATIQUES A DEUX VARIABLES

Ils ne savent pas que ce n'est que la
chasse et non la prise qu'ils recherchent.

PASCAIL (Pensées)
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[ - INTRODUCTION - NOTATIONS

Les splines quadratiques d deux variables sont les surfaces différen-
tiables et polyndmiales par morceaux les plus simples : ce sont en effet des
fonctions de Cl(Q) (Q domaine polygonal du plan) dont la restriction a chaque
triangle T d'une triangulation de Q2 est un é&lément deﬁPQ(T) (espace des poly-

nomes d deux variables, de degré total inférieur ou égal 3 2, sur T).

Par abus de langage, on appelle triangle quadratique le graphe d'un
polyndme P € Eb(t). A chaque triangle quadratique est associé un B-réseau,
dans la base de Bernstein de4P2(T) par rapport aux coordonnées barycentriques
de T, grace auquel les conditions de continuité Cl s'expriment de maniére simple
et géométrique : c'est ce que nous appelons la technique des plaques. Elle
permet la construction rapide de 1'interpolant spline quadratique d'Hermite
(Powell et Sabin [12]) d'une fonction en des points arbitraires du plan pour
lequel nous donnons également une majoration de 1'erreur d'interpolation.
Cette technique permet aussi le calcul de la dimension de 1'espace des splines
quadratiques sur un domaine polygonal muni d'une triangulation vérifiant
certaines conditions. Elle fournit enfin des méthodes assez efficaces pour
le calcul de 1l'interpolant spline quadratique de Lagrange en des points parti-
culiers d'un domaine triangulaire ou carré muni d'une triangulation réguliére,
de type rectangle-isocéle comme au chapitre 6. Pour les carrés, on obtient
deux algorithmes permettant le calcul de 1l'interpolant en N points avec un
colit de 1'ordre de 20 N opérations (additions et multiplications). Ces résultats

s'étendent a des domaines plus généraux munis de triangulation moins réguliéres.

Notations : Si Q est un domaine du plan, 3R désigne la frontiére de Q. Pour

toute fonction f e Cl(ﬂ), on pose Blf = 9f / 9x et 32f = 9f/9y.
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Si f € HS(T) = {f e LQ(T),BSf/BxlBy] € LQ(T) pour i+j = 3}, on pose ; pour
0 <£<m=<3:

. . 2
|f|§1 _ { |a™E/0x 9y | dx
’ itj=m ‘T

La notation f|T désigne la restriction de f au triangle T.
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1
[I - CONTINUITE C° ENTRE DEUX TRIANGLES QUADRATIGUES, LA TECHNIQUE

DES PLAGUES

2.1 Coordonnées barycentriques et base de Bernstein de Pz(Il

Soit T le triangle AO Al A2 et A = (AO, A XQ) les coordonnées bary-

l’

centriques d'un point M € T, c'est d dire les solutionsdu systéme :

M XO Ao + Xl Al + Xz A2
1 =
AO + Al + 12

Tout polyndme P EIPQ(T) s'écrit dans la base de Bernstein :

(1) P()\) = Y a.. ¢..()
ositicr 11 °1]
R ) 21 L 2-i-3 i 4]
ol les ¢::(0 = Fr@ei=pT To- A1 %2

vérifient les propriétés suivantes sur T :

..(A) = 0, ..(X) = 1
¢13 oSiEjSQ él]

(2)

avec Ai = ((2-i-3)/2, i/2, j/2) € 3T = bord de T.

J

Les relations (1) et (2) indiquent que le point (A, P(A)) du graphe de P (c'est
d dire du triangle quadratique défini par P) appartient a l'enveloppe convexe

N
des points a,. = (A,., a..) (figure 1)
17 13 1]

Deginition 1 : L'ensemble des points {gij’ 0 < i+j < 2} est Le B-réseau de P

(ou B-polyedre de P) sur Le triangle P. Les 35 sont fLes B-coefficients de P.

Le B-réseau de P définit quatre plaques triangulaires qui jouent un

= . 1 . .
role important dans le raccordement C~ des triangles quadratiques.
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FIGURE 1
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2.2 Continuite C1 entre deux triangles quadratiques

Soient Pl € PQ(Tl) et P, € PQ(TQ) deux polyndmes de degré 2 définis

respectivement sur les triangles T, = AO A

- 1
1 A2 et T2 = A

1 o A1 A2 (figure 2)

ayant T = A, A, comme frontiére commune. Soient (Xi’ yi) les coordonnées

de A., (x'o, y'o) celles de A'O, {22, 0 =4+ 5 2} et {bij’ 0 < i+j < 2} les

i 1]
B-coefficients de Pl et P2 sur Tl et T2 respectivement.
Theoneme 1 : La continuite c' de Py et P, Le Long de T est exprimée par Les

nelations sulvantes :

1 ayy = by g

powr La continuité Le Long de T

= b, eay, = by,

2) |a a a b a; a a b

pourn La continuite des dérnivées parntielles du premiern ordre Le

Long de T.

Preuve : Bien que le résultat soit un cas particulier d'un théoréme général
donné par G. Farin [7 ], on peut en donner une preuve directe.

Le long de T = Al A2, on a Xo S u = 0, Al =y et XQ = Wy = 1- Xl =1- Moo

(@]
d'ou :
P, = A2+ 2a.. A(L-~A) +a (1-nr)?
ilT = Bog M T Fa M 1 02 1
P = b AQ + 2b A (L~ X)+b (1 -2 )2
olr 20 M1 11 M 1 02 1

La continuité s'exprime donc bien par :

S350 T Ppge 357 T byy et ag, = byo-

Les dérivées partielles le long de I' se calculent de maniére analogue :
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1 9Py
= EXI . = (ay4 - alo))\l + (all - aOl)(l - A
1 9%
23, |p (ajq —ag)ry + (g - ap @ - Ay)
1 9%
] 551}? = (ayp = Dygdry + (@) = by = A
1 9%,
2 30, = (aj; = byghy + (@p, = by )1 - A))
1
xo xl x2 X & Xl X2
s | 1
En posant A = ¥y ¥y Yo et A' = |y & Yl Yo
11 1 1 1 1
XOX X2 XO X'X
naai., = & A, = = y y
© 1~ A oY V2| M TR Yo
1 1 1 1 1 1
T 1
y _l XOX X2 Xoxlx
/Xl - A 'y y #, =& y' v,y
Yo 21> P2 TA Y 0 Y1
11 1 1 1 1

En écrivant que 8i Pl(Al) = Bi PQ(Al) (i = 1,2), on obtient les deux relations :

(3) A'[(aQO - alo)(y2 - yo) + (all _ alo)(yO - yl)] =

AlCayy = byg)lyy = y' )+ (agy = by (y' - y))]

(%) A'[(a20 - a )(xo - x2) + (al - a

1 Mx, - xo)] =

10 10 1

A[(aQO - blo)(x'O - x2) + (al - b, )(x

_ '
1 10 x' )]

1
Or ces relations résultent de 1'identité de Sylvester (cf. Gantmacher [81])
appliquée au déterminant :

350 311 310 P1o

§, = . En choisissant les lignes 3 et 4 et les colonnes 1 et 2,
Yo Yo Yo ¥

1 1 1 1

on obtient



VII-S

420 #11 %10 20 411 P1o
_ = Kt _ '

(8)  (y, -~yy) 8, =4 |y, y, ¥y, Ay, vy ¥,
1 1 1 1 1 1

De méme, en choisissant les lignes 2 et 4 et les colonnes 1 et 2

a a a. a20 all blo)

On voit que 61 = 0 entraine (3) et (4) et réciproquement (car on a Xy # %, ou
Yy # y2). Par un raisonnement analogue, on montre que Bi Pl(AQ) = Bi P, (A2)
(1 = 1, 2) impliquent :

314 302 301 Po1

X, X. x_x'
62 - 1 2 o o -0 -

1
Y1 Y2 Yo y o
Al i 1 il

Les corollaires suivants sont utilisés pour les triangulations particuliéres

des paragraphes 4 a 6 de ce chapitre.

Conollaine 1 : S A AL A'_ A, est un paraflelognamme, La continuite ct se
trhadult par

a + b - a + a

10 10 20 11

gy T Boy = Bpa t Fy4
Conollaine 7 : Si A, Aj et A" sont aligngs, avec A' A, = kA A, La continuite
¢t se traduit par :

(1+k) ang = blO + kalO

(1+k) aq = bOl + kaOl
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2.3 La technique des plaques (figure 2)

L'interprétation géométrique du théoréme 1 est intéressante parce qu'elle

simplifie les preuves des théorémes qui vont suivre.
P p

Quand les quatre sommets AO, Al’ A2 et A'o sont en position générale

(1'exception est le cas du corollaire 2) les relations données dans ce théoréme
b

" " v : -
et b, sont coplanaires (idem

: . n
expriment que les quatre points 8502 @112 25 10

1 t T 4 ") Y ny
pour les quatre points all, a02, aOl

triangulaires des B-réseaux de P1 et P2, ayant respectivement comme sommets

et %Ol). Par conséquent les deux plaques

v n 30 Y

3,05 8775 a1 €t forment une seule plaque quadrilatérale du

b, eta
%20 P10 ** ®11°
B-réseau de la surface Cl, quadratique par morceaux, obtenue en raccordant P1

et P2 le Tong de T'. Une fois connues les plaques du B-réseau, la surface est

complétement déterminée.

Remarque : Le raisonnement ci-dessus s'applique de la méme maniére au raccor-
dement Cl de deux surfaces polyndmiales de degré n dans R° (on a alors n
déterminants d'ordre 4 & annuler et n plaques le long de I'). Plus généralement,
il s'applique au raccordement ct de deux variétés polyndmiales de degré n

dans RP (on a alors n déterminants d'ordre p+l & annuler et n hyperplaques de

dimension p-1).



Figure 3 : Triangulation Tl et T2

Figure 4 : Projection du réseau Bézier global de T
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[II - INTERPOLATION D'HERMITE DANS LE PLAN

3.1 Introduction et notations

Soit Z = {Ai, i=1, ..., n} un ensemble quelconque de points du plan
1 .
et D 1l'enveloppe convexe de Z. Pour £ € C (D), nous montrons l'existence

: il ; . .
d'une seule fonction S € C7 (D), quadratique par morceaux triangulaires,

vérifiant pour i = 1, ..., n :
S(Ai) = f(Ai)

(7) BlS(Ai) = Blf(Ai)
lHQS(Ai) = 32f(Ai)

Plus précisément, soit Tl une triangulation du domaine D, de sommets Ai’
et T2 la sous-triangulation de Tl obtenue de la maniére suivante (figure 3)

dans tout triangle T = Al A2 A3 de Tl’ on choisit un point intérieur QT tel

que si T' = Al A2 A'3 est adjacent a T, le segment QT QT' coupe le segment

Al A2 en un point M

M, € A, Aj). Chaque triangle T (ou macrotriangle) est ainsi décomposé en

6 microtriangles

3 intérieur a ce.segment (idem pour M, € A, Ay et

t2i—l = QAi Mi+l et t2i = QAi Mi+2 (i = 1, 2, 3 avec la convention

M. = M. sij =u4).
] j-3 4

La fonction S construite dans ce paragraphe est un élément de l'espace :
- - 1 )
S, = S,(0, T)) = {s e C7(D) : 8| eP,(t), y & € Tgh

La restriction de S a chaque macrotriangle T € Tl est un élément de 1'espace :

S,(T) = {S e CH(T) : S| eBy(t), ¥ t c T}

t

Par abus de langage, le graphe de Slt (t e T2) sera souvent appelé microtriangle

quadratique et le graphe de S[t (T € Tl) macrotriangle quadratique.
'n-r
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La triangulation T2 est toujours possible, en particulier si 1'on

¥al

choisit comme point‘ST le centre du cercle inscrit a T € Tl’ ce que nous sup-

poserons dans la suite.

Aprés avoir construit 1l'interpolant d'Hermite de f sur un macrotriangle
T, nous montrons que la surface obtenue est globalement de classe Cl sur le
domaine D et nous donnons une majoration pour l'erreur d'interpolation en
utilisant une technique analogue 3 celle employée par Ciarlet pour 1'élément

HCT [ 31 ou HCT réduit [ 4 ].

3.2 Construction du macrotriangle quadratique sur T

La restriction Pj de S € SQ(T) a chaque microtriangle tj a un B-réseau

noté (figure 4), pour 1 < i <3

{’\J n, f& Ny \y ’\J} P

G5 Cyo Gy My pq9€g4qs W POUE Foy 4
n V) g (2] ny

{ai, b, Hi’ Myos €iio» w} pour By

Qe

"N
(avec la convention aj = 3-8 pour j 2= 4)

VIR VIR ¥ . &
D'aprés le théoréme 1, a, bi’ c, et Hi sont coplanaires grdce au

i
raccordement de P it % : b ™ S d'une t et g s et

en © Fo1 €T Foj-1 3 Pie Myppe Cqgy G URE PATT €T C4s €i40 i+l
d'autre part sonfcolinéaires grdce au raccordement de P2i et P2i+l (corollaire 2)

0, %%, 8,8, 8

des 6 microtriangles quadratiques.

3 et w sont coplanaires grace au raccordement au point QT

Fa s ; . SV
On en déduit que dim SQ(T) = 9 car la connaissance des 9 sommets a,s bi’

"\
cy (1 £ i < 3) détermine complétement le B-réseau global de la surface S. Or
ces 9 sommets se calculent au moyen des valeurs f(Ai)’ Blf(Ai), 82f(Ai)

(1 <1i < 3) et des relations exprimant les dérivées partielles en coordonnées

barycentriques au moyen des B-coefficients (cf. la preuve du théoréme 1), d'ou le
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Théeoneme 2 : Pour tout f e Cl(T), AL existe une seule gonction Sp € SQ(T)
veriglant pour i = 1, 2, 3

Sn(A,) = f(A,)
4 i

T
(8) alsT(Ai) = 8lf(Ai)
ast(A.) = 82f(Ai)

Remarque : On donne dans [14] (p. 18 et 19) la description des fonctions

de base ¢i’xi’ Wi du procédé d'interpolation sur T, qui vérifient

9,(A) = 1, 86./0%,, (A) = 86./8), (A.) = O
X;(A)) = 0, 3. /38X, (A) = 1, Bx./d\, (&) = O
¥.(A;) = 0, B¥, /A, (A,) = 0, B¥./8), (A) = 1

pour i = 1, 2, 3 (avec la convention i = i-3 pour i = 4) les fonctions ¢i, Xs»
Wi étant nulles, ainsi que leur dérivées partielles du premier ordre, aux
sommets Ai+l et Ai+2' On peut construire a partir de ces fonctions les fonctions

de base sur le domaine D.

3.3 Interpolation d'Hermite sur le domaine D

Supposons que les triangulations Tl et T2 vérifient les conditions du
paragraphe 2.1 et que 1l'on ait construit les macrotriangles quadratiques
(graphes des ST) pour chaque T € Tl en utilisant la technique du paragraphe 2.2

ci-dessus.

Théoneme 3 : La fonction S, définie sur D par S|T = S, pour chaque T e T,, est

de classe C* ; authement dit S e SQ(D, T2).

Preuve : Soient T = A1A2A3 et T' = A1A2A'3, et les macrotriangles quadratiques

N N 0\ n NNy
S i a . = a'. < = b, : iy : .
T et ST' (figure 5). Les sommets a, alss b1 b 39 G35 Clyo Xl et 3 5

(i = 1, 2) de leurs B-réseaux sont coplanaires car ils se trouvent dans le plan



Figure ©

A, = g
s .l - .
Raccordement de deux macrocriaugloes (urorAatlques.

s
M -
. K
(¢4
Q
- (]
I b S
L
Wi &
3

Figure 6 : Preuve du théoréme 3
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. N
déterminé par f(A,), 9 f(A.) et 9,f(A.), donc d., b,
i 1 il 2 1 i

u v .
= b', et d'. sont alignés.
i i i

Le raccordement Cl de Slt et de S(t (respectivement de Sk‘ et Slt' ) le long
1 2

. 8 d'une t et % 5 % d'autre
5 une part e 1> My b, u

de @, Q., implique que les points El’ eqs

T T
part, soient alignés, en vertu du corollaire 2 du théoréme 1 (idem pour les

v N 0y AV} n v n
8 ) 1 1 1 1 A : 1
points H 12 e 3° g o et b 1 m 37 b 2). I1 en résulte que les points e3, m3, e 3

sont alignés, ce qui entraine, avec les conditions précédentes, que les raccor-
dements de Slt et Sk, (i =1, 2) sont ¢l 1e long de A, A,.
i

i

3.4 Erreur d'interpolation

Supposons que la triangulation Tl du domaine D vérifie la condition de

régularité suivante
(9) Ja=21 tel que ¥ Te Tl ¢ 1= RT/QrT £a

ol RT (resp. rT) est le rayon du cercle circonscrit (resp. inscrit) au triangle T.

Soit Ei la longueur du cBté A, . A, , et p = (Zl + £2 + 23)/2. Les coordonnées

barycentriques de QT’ centre du cercle inscrit dans T, sont w = (wl, Wy s w3)

avec w, = Ki/2p (i =1, 2, 3) d'ol la relation :

Wy Wy Wy

(l—2wl)(l—2w2)(l-2w3)

(10) RT/QrT = g(wl, Wy w3) =

avec 0 < wi < 1/2 et wl + w2 + w3 = Al

Choisissons un triangle de référence T de sommets Al(l, 0), AZ(O’ 1) et

A3(O, 0) (figure 6) et désignons par F

vérifiant FT(Ai) = Ai (L = 1,2, 3)«

T 1'unique transformation affine

-

Lorsque T varie dans Tl’ les points QT = F;l(QT) varient dans le

-

compact K, 1imité par 1'équipotentielle Cy d'équation g(w) = a, d'aprés (9)

et (10). Les courbes Ca sont des courbes fermées simples entourant le point

-

QO de coordonnées barycentriques W, = (1/3, 1/3, 1/3) ou g(wo) = 1. De méme

si TY = A A, A'_ est adjacent a T, la continuité de 1l'application

1 3

(QT, Qpy) > Mg = QT QT, n A A,
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implique que le point M, = F;l(M3) = F;} (M3) varie dans un intervalle compact

3

- - -

- : - .
I34xde A1 A2 lorsque T et T' varient dans Tl' De meme Ml varie dans

Il,a c A2 A3 et M2 varie dans Ig,a c A1 A3.

)

- -

Avec les notations de 1l'introduction, on a le

Theoneme 4 : Si T, virifie La condition de régularite (9) et &4 £ « H3(T) <

cl(T) pour tout T € Tl, AL existe une constante C(a) > 0 telle que

< c(a) hi—m | £] (0 £m<2)

f-5
I Tim,T 3,1

ol h, = 2Ry = diametre de T et Sq € SQ(T) est L'intenpolant du théoreme 2.

Preuve : Supposons d'abord que les points QT = F;l(QT) et Mi = F_l

T (Mi)

(1 £ 1 < 3) soient fixes. On peut utiliser alors la théorie affine de Ciarlet

-

et Raviart [ 2 ]. Soit Af = AR, M., M Ms)f 1'unique fonction de SQ(T)

1’2 72
telle que Af(Ai) = f(Ai)’ BlAf(Ai) = Blf(Ai) et BQAf(Ai) = 82f(Ai) pour

iz 1, 2, B CommeIPz(T) = SQ(T), le théoréme 5 de [ 2 ] donne :

-

3-m
|f - Af]m,T <Ch

M g

3T
ol 6 = C(ﬁT, ﬁl’ &2, ﬁs) > 0 ne dépend que de % et des points ﬁT et ﬁi' Plus
précisément (cf. lemme 7 de [ 21]), on a :

¢ = o(m) ||1-A]|
ol C(E) ne dépend que de %, I est 1'identité et X € L(Hs(%), Hm(%)) est l'appli-
cation linéaire qui a toute fonction % € Ha(%) associe son interpolant d'Hermite

-

aux sommets de T ; la norme de I-A est prise dans L(HB(T), H™(T)).

-

Lorsque T varie dans T., les points QT et Mi varient dans les compacts

l&
Ku et Ii,a (i =1, 2, 3). On doit montrer que :
' = ] & <
C(K, Ii’a) sup{|lA(QT,Mi)||, fp e Ko My eI, i 1,2,3} < 4
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Or, sur chaque microtriangle t de T, défini par 2, et les M, , les

- -

B-coefficients de A £ EIPQ(t) dépendent continlment des coordonnées des
points QT et M, comme on 1l'a vu aux paragraphes 2.2 et 2.3 ; par conséquent,

comme ces points varient dans des compacts de T, la majoration (11) est

valable et celle du théoréme en résulte.®

3.5 Application et généralisation

Comme les interpolants HCT et HCT réduit, cet interpolant peut &tre
utilisé comme élément fini dans la résolution des problémes elliptiques du
4% ordre sur un polygone.

L'emploi des surfaces quadratiques par morceaux est intéressant pour
le tracé des courbes de niveau qui sont alors des morceaux de coniques (cf.
Powell [11]). De ce point de vue, 1'interpolant d'Hermite construit ci-dessus
est le plus simple possible pour le probléme étudié. Si u € Cl[O, 1] est
une fonction éroissante et convexe vérifiant u(0) = u'(0) = 0, u(l) = 1 et
u(1l-x) = 1-2x+u(x) (cf. chapitre 3), on peut remplacer l'espaceilP2 pagJ
l'espace engendré par {1, x, y, u(x), u(y), u(x+y)} sur le triangle de
référence de sommets (0, 0) (0, 1) et (1, 0). On obtient alors un interpolant
spline quadratique généralisé et toute la partie purement algébrique des
calculs reste la méme (technique des plaques, construction de S., et de 1l'inter-

T
polant global).
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IV - LA DIMENSION DE L’'ESPACE S,(,T) DES SPLINES QUADRATIQUES

SUR UN DOMAINE TRIANGULE

4.1 Cas général

Soit f un domaine polygonal du plan, I = 3Q la frontiére de Q et T

une triangulation de Q.

Dé ginition 2 : SQ(Q, T) est L'espace des splines quadratiques sur £ pour £a

tuiangulation T, c'est a dirne Le sous-espace des gonctiond S e cl(Q) dont ta

nestriction a chaque triangle T € T est danA:PQ(T).

Le théoréme suivant est un cas particulier d'un résultat général donné
par Farin ([ 7], théoréme 11). Il se démontre également par la technique des

plaques vue au paragraphe 1.

Theoneme 5 : Si La triangulation T ne contient pas de sommets situés a
L' intersection des deux diagonales d'un quadrnilatere convexe, on a :
dim SQ(Q, T) = s+3

ol s est Le nombre de sommets surt T = 939Q.

Un contre-exemple simple montre que la restriction sur T est fondamentale.
Supposons que ! soit un carré subdivisé en quatre triangles par un point

. o .
interieur W.

1 2 3 1 2 3
b ... b b ; ....b-z. S
1. 4 1.4 Y 2
A N 1, w i X
“a . AN o figure 7
L g AR T
aé! ' w ' cau a8 b .\; :ﬂ ;au
! v y AR 7
bl AN b, < \3
.'b 5 '_ 3
< by 3
o a Fou a
a a 7 6 5
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a) Si w est le centre du carré, dim SQ(Q, T) = 8;en effet, une fois

N . .
connus les 8 sommets ai (1 £1i<8) du B-réseau de S ¢ S le corollaire 2

2’
” -~ r\l - . -
du théoréme 1 montre que les b, (1 £ j < 4) sont les milieux des segments

n " n " N . . .. oo NN
an_Q a2j (aO = a8) et W est a la fois milieu de b1 b3 et de b2 bu.

b) Si w n'est pas au centre du carré, dim 32(9, T) = 7. On utilise la

N oy N
technique des plaques : ag, a; et a, déterminent la plaque (1) (3 paramétres),

. v Y « LN n
puis a, et a, la plaque (2) (2 paramétres), puis a_ et a. la plaque (3)

3 4 5 6
. .. N N
(2 paramétres) ; la plaque centrale (4) est alors fixée par bl’ b2 et b3 et
la pl (5) 3,b, eta
a plaque par ag, b, et ag.

Remarque : Le théoréme 5 montre qu'une triangulation arbitraire de 2 peut ne
pas &tre intéressante pour l'interpolation de Lagrange par des éléments de
SQ(Q, T). En effet un domaine triangulaire Q peut €tre subdivisé en un trés
grand nombre de petits triangles (lgs cotés de § n'étant pas subdivisés) bien
que la dimension de 32 reste égale 34 6 : on ne pourra donc interpoler une
fonction donnée qu'en 6 points méme si Q est subdivisé en 100 triangles.
C'est pcurquoi l'interpolation de Lagrange ne semble intéressante que sur

des triangulations particuliéres, du type de celles que nous utilisons dans

les paragraphes suivants.

4.2 Les espaces SZLIn) et SZLI;)

Soit T le triangle de sommets AO = (0, 0), A, = (1, 0) et A, = (o, 1).

1 2

Les résultats qui suivent sont également valables pour'toute image affine de

T (fig. 9 bis).

Deginition 3 : 82(Tn) est £'espace des splines quadratiques sur Le thiangle
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Ts
€(s)= 25
d..(S): 22

Ls = {°}

Figure 8

(:*(5): 50
d,(g) = 33
X

5 ={’}

®
®

®

Figure 9
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Figure 9 bis
*

Image affine de T5

NG 2T
et
R ol
K Figure 10
“\ g, 2
> o o > , -~
N c 7N (théoréme B6)
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e . o e
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Y o
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. =7 subdivise pan La triangulation Tn gormée de t(n) = n? thiangles égaux

a cotes de £'angle droit paralléles aux axes (figure §)

Déginition 4 : S (T7) est £'espace des splines quadratiques sur Le triangle

T = T subdivist par La tréangulation T: forme de +*(n) = 2n? triangles

égaux a hypoténuses paralliéles aux axes (figuwre 9).

Théorneme 6 : Posons d(n) = dim SQ(TH) et d*(n) = dim SQ(T;);on a alons

d(2p) = p2 + 5p + 3
d(2p+l) = p2 + 6p + 6
a*(n) = (0 + 7n + 6)/2
done 1im d(n)/t(n) = lim d"(n)/t"(n) = 1/u
Nt n>+o0
Preuve : Donnons-la seulement pour d*(n), 1'autre étant trés semblable. Il
est clair que d*(1) = 7 : supposons d"(n) connu et montrons que d*(n+1) =
d*(n) + n + 4. Posons T = A A, A, et T =A B. B, (figure 10) et utilisons
n o 1 2 n o 2

+1 1

la technique des plaques. Les n+l plaques alignées sur Bl B2 sont complétement

déterminées par les sommets du B-réseau de Tn' La figure 10 montre que les

plaques Pi et P.

s 4q déterminent deux sommets de la plaque Qi (1 £i <n)

cette plaque est donc fixée par un nouveau sommet, ce qui donne n paramétres
au total. De plus les plaques triangulaires QO et Qn+l sont fixées chacune par

deux nouveaux sommets. Les autres sommets le long de Cl C, et Al A2 s'obtiennent

2

au moyen du corollaire 2 du théoréme 1. On a bien introduit ainsi nt+4 sommets

supplémentaires, cqfd.

4.3) Les espaces S,(Q) et SZ(Q*)
Soit Q le carré [0,1] x [0,1] et Qn (n pair) ce carré subdivisé en t(n) =

2 . . Z N - o . ~
2n” triangles égaux (3 cOtés de l'angle droit paralléles aux axes) par la



Figure 11

igure 12
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Qc : b(6)=72, d(g)= 40, & = {o}

@ r- ﬁ.P: ° .
1 ®
r.*
. d .
L J ¢ ’ s
i
L ] ¢ ¢ ¢ ® ‘
.
@
’ ] ¢ )|
NAGN,
/
B !
—- P 35 - .

S

Q* : 6(5): 400 4(5): 49, Z*z {0}
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triangulation Tn indiquée sur la figure 11.
Soit Q; (n impair) le carré Q subdivisé en t (n) = 4 triangles égaux (3 hypo~

Pl P . . * . . Pl .
ténuses paralléles aux axes) par la triangulation Th indiquée sur la figure 12

Deginition 5 : SQ(Qn) QISQ(Q;) sont Les espaces des splines quadratiques sur

Le domaine Q muni nespectivement des triangulations Tn (n pairn) et T:1 (n Lmpain) .

Théongme 7 : Posons d(n) = dim S,(Q ) et a*(n) = dim 32<Q;>.
on a alons

d(n) = % [(n+3)2 - 1] (n pair)

a*(n) = (n+2)2 -1 (n Ampair)
done 1im d(n)/t(n) = lim d"(n)/t(n) = 1/4.
N>t n>+o
Preuve : Donnons-la pour Qn (n pair) en utilisant la technique des plaques
(figure 13).

Pour Q,, les 4 plaques définies par les

by 2 b,

)Y v

Ny
sommets 3,05 8ni41 30142

(0 <is 3,

W

v . . .
o a8) sont déterminés par les 8 points

(comme on 1l'a vu au paragraphe 3.1),

e
e

de méme que les sommets du B-réseau inté-

rieur au losange a; a5 ag ag. Seuls

N
4 5 3 restent 3 fixer les 4 sommets bi (1 <1i<y)

pour compléter le B-réseau de Qs d'ou d(2) = 12. Supposons que d(n) soit

connu et montrons que d(n+2) = d(n) + 2n+8 (n = 4 sur la figure 13). Soit
= d -pé = *

Qn Bo Bl B2 B3 ont le B-réseau est connu et Qn+l Ao Al A2 A3 Les 2n

el . rd . . '\‘
plaques carrées situées sur la frontiére BQn et centrées aux points bi sont

complétement fixées par les sommets du B-réseau de Qn' Par le corollaire 2
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du théoréme 1, on calcule également tous les sommets de la ligne CO Cl C2 C3 CO.

D'autre part, chaque plaque demi~-carrée située sur 8Qn+ a déja deux sommets

1
fixés : ces 2nt4 plaques sont donc déterminées par 2n+l4 paramétres (par exemple
n < ;
les points ai). En ajoutant un paramétre pour chaque sommet A, (0 < i < 3), on

i

obtient bien les 2n+8 paramétres nécessaires, les autres sommets du B-réseau

le long de 8Qn+l s'obtenant au moyen du corollaire 2 du théoréme 1.

* Z . .

Pour Qn’ une preuve est donnée par Schumaker [19], mais la technique
des plaques permet une démonstration plus rapide, analogue d celle donnée pour
Q-

Remarque : Comme pour les triangles, les résultats demeurent valables pour

des images affines de Qn ou Q;.
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V - INTERPOLATION DE LAGRANGE SUR T, ET T,

Définition 6 : Soit Ln {(nespectivement L;) L'ensemble des points d'interpolation

sutvants (gigures & et 9).

(4) Les 3 sommets de T (resp. T:)
(L0) Les milieux des sous-intervalles déterminés par Tn (nesp. T;) Aun
Les ci2es de T (resp. T)
n n

(LiL) Les centrnes des cannés pormes parn 4 trniangles de Tn (nesp. T;)

- *
On vérifie aisément quelen| = d(n) et |Ln| = d"(n).

Theoneme 8 : 1L existe une seule spline S e SZ(Tn) intenpolant une fonction f
aux points de L. De méme AL existe une seule spline S e SQ(T:) Antenpolant

£ osun LT,
n

Preuve : Donnons une idée de la démonstration générale pour les premiéres
valeurs de n. Nous supposons que l'on sait résoudre le probléme d'interpolation
de Lagrange par des splines quadratiques & une variable aux extrémités d'un
intervalle et aux milieux des sous-intervalles d'une subdivision de cet inter-
valle (cf. par exemple [10]), en particulier on connait les sommets du

B-réseau de S sur les bords de Tn et T;'

a) Formules complétes pour T2 (figure 15).

Les B-coefficients de S sur 8T2 étant connus, par exemple :

(—SfO + 20fl - 4f3 + fu)/12

o
n
Hh
o}
H

Q
u

(fo - 4f. + QOf3 - 5fu)/12,

1

jon}
1

5 (al + a3)/2

et des formules analogues pour les autres c3tés (fi = valeur de f au point

numéro 1), .on utilise les corollaires 1 et 2 du théoréme 1 pour calculer les

’

derniers B-coefficients de S :



VI T=53

. > N l|*
Mipure 16 s

Mipure 1Y 1
! N
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a6:al+a5"'ao
a, = (a6 + a8)/2
ajp = (ag * a;3)/2

b) Formules complétes pour T; (figure 16).
Une fois calculés les B-coefficients de S sur les bords de T;, on obtient

ag = (al + ag)/2

a = 2a - a_. = 2f - a

14 10 5 10 5

Mais alors les B-coefficients des cOtés des deux triangles (0, 4, 18) et
(0, 18, 24) sont connus : comme ce sont des triangles de type T2, on utilise
les résultats du (a) et l'on obtient

a = a + a = 4a

11 14 15 18

a17 T 3 Y 35 T 2

ag = (al + all)/2, a, = (a3 + all)/2,

= (a

o}
|

+ al7)/2, a,, = (a,_ + an)/Q'

9 19 17

ce qui détermine complétement les B-coefficients de S.

c) Explicitons la construction de S sur T5 (figure 17) comme modéle
de construction sur T2P+l : on suppose que l'on a calculé les B-coefficients
de S sur 3T5 (résolution de trois systémes linéaires 5 x 5 tridiagonaux)

et que 1'on sait résoudre le probléme d'interpolation sur Tq.

Sont connus également par hypothése :

Donc si 1l'on prend comme paramétres : o
o = a, et O, = ag par exemple,

on peut calculer successivement (corocllaire 2 du théoréme 1)

+ ae)/Q = f3 + (012 - al)/Q
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Figure 18
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On connalt ainsi les B-coefficients de S sur les bords du triangle (0, 1, 9)
qui est de type T‘1L et 1'on en déduit tous les B-coefficients de S sur ce
triangle en fonction des paramétres a; et a,. Puis, & 1'aide des corollaires
1 et 2 du théoréme 1, on calcule les B-coefficients de S numérotés de 11 3 18

(toujours en fonction de o, et a2). Enfin, les B-coefficients de S numérotés

1

de 20 & 30 étant connus explicitement, les relations indépendantes

110 v 8y Tt ay

A5 t 8y T Ay t A5

permettent le calcul des paramétres oy et a2 et de tous les B-coefficients

de S sur TS'

La technique est la méme pour T on choisit p paramétres par exemple

2p+l

sur le bord gauche du triangle T c T2p+1’ on calcule formellement les

2p

B-coefficients sur sz en fonction de ces paramétres et les p plaques situées

le long du bord gauche de T2p+l fournissent p relations indépendantes

permettant le calcul explicite des p paramétres, d'od 1l'on déduit l'ensemble

des B-coefficients de S sur T2p+l'

d) Explicitons la construction de S sur T6 (figure 18) comme modéle

de construction de S sur sz : on suppose que l'on a calculé les B-coefficients

de S sur 8T6 (résolution de 3 problémes de Lagrange 3 une variable, autrement

dit de 3 systémes linéaires 6 x 6 tridiagonaux). On voit que T. est décomposé

6

par la hauteur (0,8) en deux triangles (0,8,9) et 0,8,10) de type T; : si

P . - . * Pl -
l'on a déja fait la construction de 1'interpolant sur T3, on en déduira la

construction de S sur T6 si 1l'on arrive 3 calculer les B-coefficients de S

sur (0,8), c'est 3 dire a,a a,. Or on connalt dé&ja a et ag et le

3> +ees 8g- 8

corcllaire 1 du théoréme 1 donne ay, T a; +ta,-a;

Choisissant comme paramétres :

‘ ul = a5 et a2 = a7

on peut calculer successivement
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a = (a. + ul)/Q et a

4 3 = (o +0,)/2

6
puis, en fonction de 0q et %g s tous les B-coefficients de S sur les deux

triangles (0,8,9) et (0,8,10) respectivement, en utilisant 1l'algorithme
*
connu pour T3.

Enfin les deux relations :

all * a12 = 2a6 et a13 + alu = 2au

permettent de calculer a, et a, explicitement et d'en déduire les valeurs

de tous les B-coefficients. Pour le triangle T, , la technique est la méme

2p

on choisit p-1 paramétres sur la hauteur Fp partageant T, en deux triangles

2p

*
de type Tp. Connaissant les B-coefficients de S sur les bords de ces deux

triangles (en fonction des paramétres o oy ap-l)’ on en déduit, par l'algo-

l’

* . .
rithme donnant S sur Tp, les B-coefficients sur les deux triangles. Enfin p-1
e FRE ey s
conditions de continuité C~ & travers FP permettent de calculer explicitement

o et 1l'ensemble des B-coefficients de S.

les paramétres Ops =ees -1

- . . * = -
e) Explicitons la construction de S sur T6 comme modele de construction

*

sur T; (figure 18 bis) ; on suppose que les B-coefficients de S sur 3T6 ont

été calculés (résolution de 3 systémes tridiagonaux 6 x 6) et que l'on sait

résoudre le probléme d'interpolation de Lagrange sur T.. Sont connus également

6

les B-coefficients

a, = fu, a

L = f8, a = f

8 12 12

choisissons comme paramétres
a, = ageta, =a,

On peut alors calculer tous les B-coefficients de S sur la hauteur (0,14)

a. = (a, + a2)/2

3 1
ag = 2fUr - 2,
a, = 2&1 - ag
ag = 2f8 - ay
1% 205 ~ g
a = 2f - a

13 12 11
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On connait alors les B-coefficients de S sur les bords des deux triangles
(0, 14, 15) et (0, 14, 16) qui sont de type Tu. On en déduit, en fonction de

o, et o,, les B-coefficients de S & 1'intérieur de chacun de ces deux triangles.

1 22

Enfin, les relations a + a = 20, et a + a

17 18 1 19 = 2@2 permettent le calcul

20

explicite de oy et o, et de tous les B~coefficients de S.
Dans le cas général, on choisit [(n-1)/2] paramétres sur la hauteur Fn
partageant’T; en deux triangles de type Tn’ on calcule les B-coefficients de
. N . TP B
S en fonction de ces paramétres et [(n-1)/2] relations de continuité C~ &
travers Fn permettent le calcul explicite des paramétres, puis de tous les

B-coefficients de S.®

Remarque : Les techniques ci-dessus permettent de construire une fois pour
toutes les fonctions de base‘des différents problémes d'interpolation de
Lagrange, c'est & dire les fonctions de SQ(Tn) (resp. de SQ(T;)) dont la
valeur est 1 en un point d'interpolation et 0 aux autres points de Ln (resp.
L;). L'interpolant cherché est alors la combinaison linéaire de ces fonctions

. *
ayant comme coefficients les valeurs de f aux points de Ln (resp. Ln).
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Figure 20
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VI - INTERPOLATION DE LAGRANGE SUR @, ET Q

Pour n = 2p, Q,_ est réunion de p carrés concentriques Q2j (L3 <p)

2p

et 1'on choisit les points d'interpolation sur les bords F2j = 8Q2j de ces

carrés (sauf pour Q, od l'on rajoute 4 points intérieurs, voir figure 19)

Deginition 7 : Pour n = 2p, £'ensemble Ln des points d'interpolation sur Q,
est Le suivant

i) Les 4 points intoniewss de Q, (gigure 19)

(L) pour 1 < 3 < p, Les 4(j+1) pbintb sulvants de sz : Les 4 sommets

de Q,. et £es uj points de concours de 4 droites du néseau (44g. 11).
2]

* . . P . *
Pour n = 2p+l, Q2p+l est réunion de ptl carrés concentrigues Q2j+l

(0 £ j £ p) et les points d'interpolation sont choisis sur les bords

*

*
Foge1 ™ 9441

de ces carrés.

Deginition § : Pour n = 2p+l, £'ensemble L; des podints d'interpolation sun
Q; est Le sudvant : pour 0 < j < p, Les 4 sommets de Q;j+1 et Les milieux des

sous-Antervalles situds sun r;j+ = 3Q3j+l, 204t 8(j+1) points (f4g. 12)

1

On vérifie que ILn[ = d(n) et ILn| = d"(n).

Théoneme 9 : Pour n pain, LL existe un seul S e SQ(Qn) internpolant une fonction
f donnée sun Ln. Pour n Ampain, AL existe un seul S ¢ 32(Q:) Antenpolant f

sun L”.
n

Preuve : a) Pour Q2 (figure 138), on connait fl, e f8 et 1'on en déduit

a, = fi pour i=1, 3,5, 7 et a; = 2fi - (f

5 + fi+l) pour i = 2,4,6,8 (f9=fl) 5

i-1



VII-37

Figure 22

Figure 21

—
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puis a, = (a, + az)/2, a (a, + a45/2, a,, = (au + a6)/2, a ., = (a6 + a8)/2

S 8 10 2 11 12

et enfin a = (a, + all)/2 (a,. + a12)/2. A 1l'extérieur du losange (1,3,5,7),

S 10

on obtient, au moyen du corollaire 1 du théoréme 1 :

d13 73 T3 " &g

Ay T 8 T a3 7 a4,

.............

a20=al+a8—a9

Finalement, comme a < 24, on a déterminé complétement les

1]
th
e
J
0
[
o]
N
o
IA
H
A

B—coefficients de S sur Q2.

b) Supposons que la construction ait été faite pour Q, et montrons-la
pour Q. (figure 20). (On généralise aisément au passage de Q, a Qn+2)' Les
B-coefficients de S sur les bords du carré Q5 = B B, B, B3 s'obtiennent a
partir des B-coefficients de S sur QH en appliquant le corollaire 2 du théoréme 1

Les 12 plaques . demi-carrées (du B-réseau de S) situées sur les bords de
Qg sont alors complétement fixées grdce aux B-coefficients sur 9Qg et aux

valeurs connues de f sur 9Q.. Les autres B-coefficients de S sur 9Q. s'obtiennent
6 6

au moyen du corollaire 2.

. . d ” . *
c) Supposons que la construction ait été faite pour Q3 et montrons-la

pour Q; (figure 21). On généralise facilement au passage de Q; a Q* (n impair)

n+2
On commence par calculer les B-coefficients de S sur BQ; en résolvant 4 systémes
linéaires 5 x 5 tridiagonaux (n x n dans le cas général). Les B-coefficients

de S intérieurs & la couronne Q; - Q; se calculent alors par la technique des
plagues, c'est 3 dire en utilisant les corollaires 1 et 2 du théoréme 1. Plus
précisément, on calcule d'abord les B-coefficients des 12 plaques en forme de

losange situées le long de BQ;, puis des 12 plaques en forme de demi-losange

.z * . . PR e .
situées le long de 8Q5. Les autres B-coefficients s'en déduisent immédiatement.M
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Remarques :

1) Les algorithmes de calcul de S sur Qn et Q; sont peu coliteux en
opérations : si N = d(n) et N = d*(n), le colt approximatif (additions-
soustractions et produits-quotients) du premier est de l'ordre de 20 N et

le second de 1'ordre de 20N également.

2) Si f est un polyndme de degré total < 2 en x et y, 1l'interpolant S
de f coincide avec f, donc d'aprés les résultats généraux classiques sur
l}interpolation (cf[2]oulb51), 1l'erreur est en O(ha) pour S - f

lorsque f € H3(Qn) ou HB(Q;), avec h = 1/n. Méme résultat pour les triangles.

3) Les résultats ci-dessus se généralisent aux rectangles (avec des
subdivisions différentes sur la longueur et la largeur), aux images affines
2 * ~ . 2 z .
des carrés Qn et Qn et d des domaines plus généraux, par exemple celui de

la figure 22.

4) Les figures 23 et 24 montrent la répartition des points d'interpolation

*
sur Qn et Qn quand n est grand.
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Figure 24
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