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INTRODUCTION



§ 1 - Rappels de quelques propriétés de £'ensemble des nombres premiens.

Dans la suite P dé&signera 1'ensemble des nombres premiers

de N et P; < Py eee < Py < ce- les éléments de P.

A sera toujours une suite croissante d'éléments de P.

1.7. Rappel.

On appelle fonction arithmétique toute application de N: > C.
Une fonction arithmétique sera additive (respectivement complétement
additive) si pour tout couple (m,n) d'entiers non nuls premiers entre
eux f(mn) = f(m) + f(n) (respectivement si la précédente égalité

est valable pour tous les couples d'entiers non nuls).

On définit de méme la notion de fonction arithmétique multi-

plicative (respectivement complétement multiplicative).

T.1.1.~ Exemples.

. Pour A CP ; on définit la fonction arithmétique 'degré de compo-
sition de n en éléments distincts de A" par :
uk(n) =QZ 1 . Lorsque A= P on note plus simplement w(n),
p|n
peA

I1 est évident que cela définit une fonction arithmétique additive

*
sur [N

. On peut introduire de la méme facon la fonction complétement additive

QA par QA(n) = 2 1

ol
p |n
PEA



C'est le degré de composition de n en Eléments de A

(comptés avec leur multiplicité).

. Rappelons enfin la fonction de Mobius
Ll
(-1) "™ si n n'est pas divisible par le carré d'un

H(n) = ﬁ nombre premier

0 sinon

Celle-ci est multiplicative.

2.2. Produit de Convolution.

Rappelons que l'on peut définir un produit appelé produit

de convolution sur l'ensemble des fonctions arithmétiques par :
*
f ¥ g(n) = z f(d)g(g) pour n e N .
d]n

Ce produit poss&de un élément neutre e (e(l) =1, e(n) =0
si n# 1.

On remarque aisément que 1l'ensemble des fonctions arithmé-
tiques muni de 1l'addition, de ce produit et de la multiplication
par un scalaire posséde une structure de € algébre. Les &léments

inversibles étant les fonctions arithmétiques g telles que

g(l) # 0.

Par exemple, la fonction de Mobius est 1'inverse pour ce
i produit de la fonction 2z (z(n) = |l pour tout n).
En remarquant cela nous obtenons la formule d'inversion
ey s * Y n .
de Mobius : pour tout neN , on a f(n) = T g(a) si et
d|n

seulement si g(n) = ) U(d)f(%)-
dln



1.3, Fonctions de Tchebychef, népartition des nombres premiers.

Pour étudier P on introduit les fonctions de Tchebychef m, 0

définies par

m(x) = z I fonction de distribution des nombres premiers
psX

0(x) = Z Log p -
pEX

La distribution des nombres premiers dans N est connue au

moing depuis 1896 grdce a J. Hadamard :

Theoreme 1.3.1.
Lorsque x tend vers 1'infini

1) = —F— (I+ (——)) = L, (@) I+ (——)) ou encore 8(x) = (x(I+ (—

Log x Log x Log x Log x

))

Li(x) étant la fonction logarithme intégral définie pour x 3 2

x dt

2 Log t

par Li(x) = [

Il existe de nombreuses démonstrations de ce théoréme, on
montre par exemple celui-ci en étudiant les z&ros de la fonction ¢
de Riemann dans la bande critique. Citons également 1'existence d'une
preuve entidrement &lémentaire établie par Erdds et Selberg (1949)
(voir [ﬁli]). Les termes d'erreur dans le théoréme précédent peuvent
8tre approximés de fagon précise, cependant seule la forme grossiére

( 1

) sera utilisée dans la suite.

Log x

On trouvera des versions précises des termes d'erreurs

dans E:l 1] .



On peut facilement généraliser ces derniéres notions aux

sous—ensembles non vides de P

Definition 1.3.2.- Soit A < P, pour tout réel positif x

on définit

WA(X) = E 1 OA(x) = Z Log p.
pPEx pEx
peA peA

T, et GA généralisent les fonctions 7 et O précédemment citées.

Déginition 1.3.3.- Soit A < P. Nous dirons que A vérifie
la propriété généralisée des nombres premiers s'il existe Y a >0

Ly

X

(1+ 0¢

tel que T,(x) = Y
A
Log x Log x

A

Par le théoréme 1.1., on a Yy € ]O,l] nécessairement.

Dans la suite, nous désignerons par aps8ps e les

LI

éléments de A avec al < a2 < a3.

Donnons tout d'abord des formes équivalentes de la propriété

généralisée des nombres premiers (en abrégé p.g.p).

Théonéme 1.3.4.-
Il y a &quivalence entre :

1) A vérifie la p.g.p.

2) 8(x) = Y X 0¢ 1 )

Log x

3) a, = —L-k(Log k + Log Log k + 0(1)).
k YA



) = 2)
X x ﬂA(t)
GA(x) = Jz_Log t dﬂA(t) = ﬂA(x) Log x - [2_ T dt
= 1 o ae
= v, x(1+ 0( )) = Y, L () + 0(]_ )
Log x 2 Logt
X
J d; < 1 L. (x)
2—Log t Log 2 t
donc
8,00 = Y,x(1+ 0(——)) + 0(L, (1)) = v,x(I+ 0(——))
Log x Log x
car L, (x) = —— (1+0( 1 ))
t Log x Log x

2y => 1). Le raisonnement est analogue.

X d(GA(t)) QA(X) X eA(t)

ﬂA(x) = = + 5 dt .
7 gt 150 x  J2tLogtt

Par hypothése GA(x) = YAx(l+0( ! })) alors

Log x

I * dt * o dt
m (1) =y, —— (1+0(—)) + J Y, — 5+ 0(J =)
Log x Log x 2 Log™t 2 Log't

Pour x tendant vers +®, on a :

X X X
J d; = f 2/5. . L dt < 2V§. I de puisque la fonction
2 Logt 2 Log’t 2/t Log“x 72 2/t

2/t 4

croit strictement pour t 3 e

Log 't

aussi lorsque x tend vers + «
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X at

IS
2 Log 't Log x

F dt 2

By

(%~ /D). De ce fait | - 0%

2 Log t Log x

X i

(1+0(
Log x Log x

et par suilte ﬂA(x) = YA

))

1) => 3)

ax 1
Nous avons k =y, ~——— (1+0(———))

Log a Log a

k

ok 1
=7 Log ak(1+0(~——~——9)

A Log a

ou encore ak

’

Log Yyt Log a, - Log Log a + 0(———l—~0

Log ak

=
Il

Log

Log Log a,

Log k = Log ak(l ~

Log a,

Log Log ap 1
Log Log k = Log Log a; - + 0( ) pour k tendant vers
Log a, Log ay

1'infini

Log Log ay
T k + Log Log k + 0(————)
‘ Log ay

aussi Log a

Log Log k
= Log k + Log Log k + 0(——)
Log k

et a -k (Log k + Log Log k + 0(1)}.
kyA

3 => D

Soit x wun réel supérieur a a . I1 existe k tel que

ak € x < ak+1.

Clairement, on a WA(X) = k.



Comme a, = X (Log k + Log Log k + 0(1))
k YA ‘
Log a, = Log k - Log v, + Log Log k + O(ESE_EEE_EQ
Log k
de cette fagon
%k 1 1
Yy, ———— = k(1 + 0( )) = k(1 + 0(——)) d'oi le
Log a Log k Log a,
résultat pﬁisque a = x(l + 0( 1 ).
Log x

Deginition 1.4.

1) Soit £ wune fonction arithmétique 3 valeurs dans N et
Y une fonction numérique positive définie et continue pour x suf-
fisamment grand. Nous dirons que 1 est 1'ordre maximum de la
fonction £ si pour tout n f(n) 3 P(n) (1+0(1)) avec égalité

pour une infinité d'entiers.

2) Soit H 1l'ensemble des entiers n tels que £f(n) # O. )
Si f n'est pas constamment nulle lorsque x tend vers + ®© ,
nous dirons que  réalise 1'ordre minimal de f si f(n) > P(n) (1+0(1))
lorsque n€ H et n tend vers 1'infini et si f(n) v J(n) lorsque

n appartient 4 une suite infinie d'entiers de H.

Exemple : L'ordre minimal de w, et de QA est égal a 1

puisque wA(p) = QA(p) = 1 pour tout p &€ A et que.ces fonctions
sont & valeurs dans N.
Notation 1.4.1.
6,(a)
P . . ATk
On désigne dans tout ce qui suit par e =aa, ... a =n

pour Ac P.



Si A= P, on note plutét Nk =23 ... Py

Par sa définition, il est évident que n, (resp. Nk) est

le plus petit entier n tel que wA(n) = k (resp. w(n) = k).

Proposition 1.5.- Soit A vérifiant la p.g.p. alors l'ordre

maximum de w est €gal 3 logn
A
Log Log n

Démons trhation :
Celle-ci est immédiate grice aux propriétés de la suite n, i
*
soit k € N
ay 1
k=0,(n) ="7a) = v, ;;-—;~ (1 + O(z;-;:ﬁ)
& % &
1
Or G 6A(ak)(l+0(—-———0) et GA(ak) = Log 0,
Log a
k
0, (a )
ainsi k = A K (1 + 0(———1——9)
Log GA(ak) Log a,
| Log n
k 1
= —— (1 + 0(——))
Log Log nk Log Log n,
Soit n €N, n 3 n, = a. I1 existe k tel que
nk € n < ) puisque la suilte nk est strictement crolssante
car A est infini par suite comme wA(n) < k  (puisque o est

le plus petit entier m tel que @A(m) 3 k+1)

Log n
° 1
o) € —E (1 ot
Log Log n Log Log n,



< _Logm (1+0(————l——~—0) lorsque n tend vers + « .,
Log Log n Log Log n
Ceci entraine que _Logn est 1'ordre maximum de la
Log Log n
fonction w,. Si A vérifie la p.g.p.

A

§ 2 - Prnésentation des differentes etudes.

Pour x réel positif, on s'intéresse 3 la quantité

s(x,y) = card{n € x, w(n) >y} oli y > 0 (on peut toujours

A

prolonger cette définition de fagon triviale pour x < 0 ou y € 0).

En particulier, si y = f(x), ol f est une fonction
numérique s(x,y) est une fonction de x et on peut &tudier
son comportement,

clog X (x> 1),
Log Log x

Par exemple si y =

J.L. Nicolas et P. ErdGs ont montre que s(x,y) = XI"C+O(1)

(voir E_\Iic], 2).

Ce résultat a &été généralisé par K.K. Norton aux sous-
ensembles de P wvérifiant la propriété généralisée des nombres
premiers. Si on pose maintenant S(x,y) =card{n < x, Q(n) > y},
Norton a &galement &tabli des approximations de S(x,y). Celles-ci
s'obtiendront de maniére analogue 3 ce qui a été fait pour s(x,y)
mais nous aurons besoin d'un résultat particulier de G. Haliasz.

La deuxiéme partie est consacrée 3d ces travaux de Norton et 3 la
démonstration du théoréme de Halasz.

Enfin, au paragraphe 7, nous démontrerons une formule

asymptotique obtenue par H. Delange donnant une tré&s bonne approxi-

mation de s(x,y) lorsque y = o Log Log x avec o > 1 fix&.
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La troisidme partie est destinde & 1'@tude de suites vérifiant
certaines propriétés particuliéres relatives a W :

C'est le cas par exemple des nombres w=-largement composés

P X . .
définis par : n € N n est W-largement composé si w(n) 3w (m)
x . P

pour tout me®N , m<€n. S1 WK(X) désigne le nombre de ces
entiers inférieurs & X nous montrerons qu'il existe deux constantes

c et c¢

1 telles que : c¢ vLog X < Log WK(X) € CZVLog X.

2 1

On conjecture alors que Log W,(X) v 7 2 Log X quand X
& "¢ 3

tend vers + © . Par des raffinements, nous essayerons d'obtenir

des valeurs de ¢

/2
3

1 de plus en plus proches de la valeur conjecturée



2eMe PART I E

ETUDE DE K.K, 'NORTON



Dans toute la suite, les constantes c...,d..., sont positives.

§ 1 - Introduction.

Soit A C S un sous-ensemble infini, et n € N.
Il y a plusieurs maniéres d'exprimer le degré de composition de n

en é€léments de A

On peut tout d'abord caractériser celui-ci par le nombre de
diviseurs de n dont tous les facteurs premiers appartiennent & A,

(n) = Z' 1 la somme &tant
d|n

on introduit pour cela la fonction dA

étendue aux diviseurs de n  dont tous les facteurs premiers appar-
tiennent & A.

On peut également caractériser ce degré par le nombre
wA(n) de facteurs premiers distincts de n appartenant 3 A si 1l'on
ne tient pas compte de la multiplicité de ceux-ci, ou encore en utili-

sant la fonction QA(n) dans le cas contraire.

Nous avons déji remarqué que l'ordre minimal des fonctions

w, et QA est 1 puisque wA(p) = QA(p) = 1 pour tout p et que

. . . P . Logn
1'ordre maximum de QA était inférieur 3 =281 .

Log2 n

Comme on le montre au paragraphe 4 (Lemme 4.0.) l'ordre

maximum de QA est égal 3 Logn si a, est le plus petit élément
Logzn

r—-2

de A. (On pose Logrx = Log Logr_ X pour X > e .

1

Cette partie est consacrée au comportement lorsque x

tend vers 1'infini du nombre d'entiers inférieurs 3 x dont le degré

.. . ~ o Log n .
de composition w, est supérieur 2 208 , ce qui en d'autres
Log n
2
termes signifie que l'on s'intéresse aux entiers n tels que wA(n)

. . o, Log n
est volsin du maximum =g n .

Log ol
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Dans la méme optique des propriétés seront &tablies pour

Définition 1.1.- Soit f wune fonction arithmétique a

valeurs réelle positives et  une fonction numérique positive

continue dérivable pour x assez grand. Nous dirons que 1'ordre moyen

de f est égal 3 Y(n) si pour n tendant vers + @,

£(1) + £(2) + ... + £(m) ~ nd(n).

Proposition 1.2.- Soit AC P vérifiant la propriété géné-

ralisée des nombres premiers, alors 1'ordre moyen de W (et celul
P ’ y A

de QA) est €gal i YALngn-

Démonstration :

) wA(n) = z F 1=} F% puisqu'il y a seulement
ngx n<x p/n pEX P
pPEA PEA
Eﬂ entiers inférieurs & x multiples de p.
Ainsi :
Jou@=x ] S+ 7 [E-x ] 2+ 0@
n<x PEX P p<x P psx
peEA PEA PEA
1
=x() —+0(1)
J p<x P
PEA
dans la suite, nous désignerons toujours la somme Z 1 par A(x)
PEX
pEA

pour AC P, A#¢ .(S1i A=¢ , alors A(x) =0 pour tout

x) Joe@=9 )y 1= L |E
. n<x A n<x pmln ngx Pm

m>X  ped pEA
m3 0
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n<x n<x P £X
PEA
m32

aussi z QA(n) - Z wA(n) = mz F}_J

Z 1 < X Log p < YY) - 6(x) - 0(x /2)

pm<x peA Log 2 Log 2
pEA pEx
m>2
de ce fait, ] £, - ] 0@ =x(] Tm+0).
ngx n<x m>2 P
pméz
P€EA
or, ) —%—é ) (—%—+ —%—+ ) =) S s
m32 p  peEA p p peA p(p-1)
m
P X
pP€EA

qui est le terme général d'une série convergente et finalement

) () = x ) Ly bk + 0) ot b= ) (l2+—13—+...). |
n<x PEX pPEA p p
peA ;
Nous montrerons & la proposition 3.8. que A(x) " yALogzx
lorsque x - +© si A vérifie la propriété généralisée des nombres
premiers.

Il en résulte que 1l'ordre moyen de w, et de QA est'mpogzn.

Dans ce qui suit, nous étudierons Egalement le comportement
lorsque x tend vers + © du nombre d'entiers mn inférieurs & x
tels que wA(n) soit voisin deyAPogzx , Soit encore voisin de 1l'ordre
moyen de wA d'aprés ce que nous venons de montrer.
§ 2 - Estimation de La fonction W,

Nous allons tout d'abord exprimer GA en fonction de Ty
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Proposition 2. 1. -

Soit AC P vérifiant la propriété généralisée des nombres
premiers, alors pour X > c21(A) on a
Logz(ﬂA(x))

1
8 (x) = m, (x)|Log(m, (x)) + Log, (T, (x))-1-Log y, + ————— + 0 (—~—~———~—J]
A A A 2°°A A Log( () P log M)

Démonstration :

On commence par exprimer Log x en fonction de Log ﬂA(x)

et de Log, ﬂA(X)

1

_ X _ _ 1
Log WA(x) = Log(yA 1+ OA( )) = Log x Log,x + Log v, + OA( )

Log x Log x Log x

Log[j—Logzx(Log x)-1 + OA(I/Log xi]
Log 7, (x) = Log,x(l + )
A 2
Logzx

f 00—y

Log x A Log x Logzx

= Logzx(l -

En conséquence,

_ _ -1 1
Log WA(x) + LogzﬂA(x) = Log x + Log Y, Logzx(Log x) o+ OA( )
Log x
et
Logzx ]
Log x = Log m,(x) + Log,m,(x) - Log Y, + + 0, ( )
A 2°A A A
Log x Log x
LogzﬂA(x) i
= Log ﬁA(x) + LogzﬂA(x) -Llog y, * —————+ 0, (—

A
Log ﬂA(x) Log nA(x)
ceci en tenant compte du fait que 1l'on a :

1 1

+ 0, (————)

Log,x (Log )" = Log,m, (®) (Log m, )"
Log WA(X)
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Exprimons maintenant GA(x) en fonction de ﬂA(x)

(X X WA(t)
GA(X) = z Log p = J_ Log t dﬁA(t) = ﬂA(x)Log X - J_ " dt
p&x 2 2
pEA
‘ 4t
=7m (x)Log x - v, L.(x) + 0 (j ) pour X 2 2
A A1 A
2 Log t
=7, (x)Log x - Y X 4+ 0 (2 )
A A A 2
Log x Log x
car Li(x) = X + 0f Xz )
Log x Log x

% dt _ X
et | - o=p

2 Logt Log x
aussi
x
GA(X) = WA(x)Log x - ﬂA(x) + OA(-——E—D
Log x
LogzﬂA(x) 1
GA(X) = WA(X)(Log ﬂA(x) + LogzﬂA(x) - Log . l+ —————— + 0, (—))

A
Log ﬂA(x) Log ﬂA(x)

ceci d'apré@s les expressions précédentes de Log x et Logzx en

fonction de Log ﬂA(X).

Remarque 2.1.1.- I1 apparait clairement que 1'on obtient
Remarque q

X 1

une formule effective dés que 1'égalité WA(x) = YA (1 + OA( ))
Log x Log x
1l'est, c'est-a-dire si Y, est connu et OA effectif.
Dans le cas particulier A = P nous obtenons
Logzx 1
B(x) = m(x)(Log x + Log,x - I+ — + 0( ))
Log x Log x
Theoneme 2.2. - Soit AC P vérifiant la propriété généralisée

des nombres premiers. Pour n > 3
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Log n Log n + 0 ( Log n )

mA(n) €

+ (1 + Log YA) avec l'égalité

2 A
Log,n (Logzn) (Logzn)
pour une infinité& d'entiers.

Demonstration :

On montre ce résultat par une méthode identique & celle
utilisée au paragraphe l. Tout d'abord

Logn (1+Log Y,)Llog n _
k., A K+ 0 ((Log n,) (Log, n,) 3)

2 A k 2 'k
Logznk (Log2 nk)

W A(nk)

1

Log m, GA(ak) = ﬂA(ak)(Log ﬂA(ak) + Log, WA(ak) -1 - Log Yot ©

+ + (Log,m,(a,)) (Log m,(a ))_1 + 0 (~————J————~J (par la proposition 2.1.)
2 Ak Ak

A Log ﬂA(ak))

ainsi
_ 1+Log Yo Log2 k 1
Log n = k Log k(1+(Log2k)(Log k) - + 7 * OA( 5 )) (E.2.1.)
Log k (Log k) Log'k
pour k > 3.
Il en résulte
Log, k 1
Log, n, = Log k + Log,k + Log(l + + 0 ( ))
2k 2 Log k A Log k
Log. k 1
= Log k + Log,k + + OA( )
Log k Log k

En remplacant Log k par cette expression en fonction de

Lngnk dans la formule (E.2.1.), nous obtenons

1
Log k

1
Log n, = k(Logznk -1 - Log vy, * OA(~—~———O)
Logznk

Log n

= k(Log,n, - I - Log v, + OA( )) pour k >3
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soit
Log n,
k =
1-Log A 1
Logznk(l i Log, n ' QA(LO 2 n ?

82 Mk &

Log ny I + Log YA 1

w (nk) =k = —— (1 + -——-2——— + oA(—T—)) quand k > 3.
Logznk Log nk Log o

Ceci prouve que 1'égalité est réalisée au moins pour une

infinité de n.

Soit n > 3 tel que wA(n) =

Pour € > 0, posons f (n) = Logn , (l+Log v,) —Log n_, > Logn
Log,n A (Log n)2 (Log n)3
2 2 2

Cette fonction est croissante lorsque n tend vers + o,

. P . . £
Par ce qul précé&de il existe c22(A) tel que wA(nk) £ _CZZ(A)(nk),
et fczz(A) est croissante pour k > c23(A)
wA(n) = W (nk) £ f (A)(n ) g £ 22(A)(n) (i.e. fcz(A) est crolssante)

car n, € n nécessairement puisque n est le plus petit entier m

k
tel que wA(n) =

k

Si maintenant 2 € k < c23(A)

alors on peut toujours trouver une constante c24(A) telle que

wA(n) =k g c23(A) g fc (n).

24 ®)

Posons c(A) = Sup(czz(A),cz4(A)), nous avons wA(n) € fc(A)(n)

pour tout n > 3. Ceci montre le théoréme.
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Cas particulien A = P.

Log n + Log n + 0( Log n )

Dans ce cas, nous obtenons w(n) < 5 3
Logzn (Logzn) (Logzn)

ce qui apporte un raffinement de la formule (e.2.1.) démontrée dans la

18re partie.

I1 est bien évident que, wA(p) pouvant prendre la valeur |
pour un nombre fini ou infini de p € P ; on ne peut trouver de for-
mule asymptotique donnant une minoration de wA(n) lorsque n tend
vers + ® . Cependant, si ﬂA(x) > x(S pour x assez grand et § > O
alors nous avons le résultat suivant : (on a dans ce cas § < 1 puisque

Xé < X

(1+0(1)).
Log x

Proposition 2.3.~ soit A C P. On suppose que pour X > X

ﬂA(x) 3 x(S oi x et & sont strictement positifs.

o
Alors
w, (n)Log,n
lim sup AT 2 5.
nr+® Log n
Démonstration :
w, (n)Log,n w, (n, YLog,n
Il est clair que lim sup AT 2 > lim sup A 2 k .
n->-+o Log n krtoo Log no
log n, = 8 (a,) = z Log p 2 7, (a,) > a<S
k Ak Ak k
p<a
k
peA
ainsi Log2nk 2 ¢ Log ay
' wA(nk)Loank wA(nk)
aussi 3> § —— Log ay
Log n, Log n
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Log n = 6A(ak) < ﬂA(ak)Log a, = wA(nk)Log a .- Par suite
wA(nk)(Logznk)(Log nk) P
wA(n)Logzn
aussi lim sup —— > &.
n>+o Log n

On peut maintenant se demander comment se comporte l'ensemble

des entiers dont la valeur de wA(n) s'écarte peu de

(1+Log YA)Log n

Log n , + 0¢ Log n ) c'est ce que nous faisons dans
2
Log,n (Log, ) (Log, n)
-€
. Log n (1+Log YA JLog n
le paragraphe suivant pour mA(n) >y avec y £ + 5
Log, n (Log, n)

e > 0.

§ 3 - Etude de sA(x,y).

R . *
3.1.- Deginitions.- Soit AC P et ye R, -
*
1) On définit pour n € N QA(n) = z o ol 1l'on note
o
p[[n
PEA

a . o o+1
p Iln pour exprimer que p |n et |n

2) Nous poserons successivement :

*
sA(x,y) = cardiln e N , ng<x et wA(n) > vy}
c'est le nombre d'entiers inférieurs a4 x, composés d'au moins BJ + 1

nombres premiers de A.
*
SA(x,y) = cardln e N , n < x et QA(n) > yi.

Il s'agira de donner une minoration et une majoration de
sA(x,y) et SA(x,y) lorsque A vérifie la propriété généralisée des

nombres premiers.
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Enfin, les propriétés seront établies par commodité en
fonction de t (oli t sera une approximation de A(x) plutdt qu'en

fonction de A(x) lui-méme.

3.2.- Theoneme.- Soit A C P vérifiant la propriété généra-

lisée des nombres premiers. Soit Y > c32(A) ,

YS—EM""'(I"'LOg'YA‘E)——}Eg——X—‘— pour e > 0.
Log, x (Log2 X)
nous avons quand X tend vers +

Y Long

s, (x,Y) > x exp(-Y(Log Y + Log, Y -1 - Log v,) + 0, ((——))

A 2 A A
log Y

Demonstration :

Nous allons utiliser la mé8thode d'ErdSs et Nicolas généra-
lisée aux sous-ensembles de P vérifiant la propriété généralisée
des nombres premiers.

Soit x € Rt.

Choisissons k = ﬁﬂ + 1, 1il y a exactement %%— multiples

g
de n, inférieurs 3 x.
_Pour les multiples m de n , ona wA(m) > wA(nk) pY Bﬂ +1>v
Aussi s, (x,Y) > Ezﬂ (E.3.1.).
A n
‘ k
Il suffit ainsi de trouver une estimation de {;?]
-k
! Pour cela on utilise de nouveau la proposition 2.1.
| Logzk
i Log n, = GA(ak) = k(Log k + Log,k = 1 - Log v, *+ OA(Log k))

On introduit la fonction g dé&finie sur A]l,+aﬂ: par
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g(t) = t(Log t + Log,t = 1 - Log YA)

g'(t) = Log t + Log,t - Log v, + >0 pour t 2 e et g croit.

Log t
Par la formule de Taylor :
2
g(k) = g(y) + (k-Y)g'(y) + (k-y)"g"(y) + ... pour > cqy(8) > 1
= g(Y) + O(Log Y) puisque Y-k = {Y} -1 = 0(1).
De ce fait, pour Y > 1,
Logzk Log2 Y
Log n = g(k) + k OA( ) = g(Y) + OA(Y —_) (E.3.1.).
Log k Log Y
Log x Log x

Par hypoth&se, on a Y < + (l+Log v, - €)

Logzx (Logzx)2

n, dépend de Y. Les conditions imposées 3 Y entrainent peut étre

ue n soit lus rand que X. Nous aurions alors -— = 0.
k:

Dans ces conditions, nous ne pourrions en dé&duire aucune
minoration de sA(x,Y). Nous montrons dans ce qui suit que cela

ne se produit pas .

Pour cela, on pose dans un but de simplification

Ln = Logﬂx B= (1 + Log YA - €)
L L L

1 1 1

=14 - 0.h

L2 (LZ)Z R L2

Par hypothé&se CBI(A) <Y«<gT.

L B
Log T = Log(—i-(l +—)) =L, - L, + Log(l + Ji) (E.3.2.)
L L 2 3 L
2 2 2
. B €
aussi Log T € L2 L3 + E;-é L2 L3 + 5 pour X > XZ(A) > 0
nous en dé&duisons
1 - 2L3 - €
Log,T € Log L, + Log( ) < Log L, = L (E.3.3.) ol 1'on a
2 2 91, 2 3
2

T

X > x3(A) > Sup(xz(A),exp exp 1).



IT ~ 12

11 en résulte

Y LogZY T Log2 T 0 (Ll L
£ =
A

Log Y. Log T (Lz)

3) pour T > Y > c_ (A) ol c,,(A) est

31 31

supposé suffisamment grand, soit encore pour x 2 x4(A) > x3(A).

L. L
Log n, = g(¥) + 0, (Y Log, Y(Log Y) 1) < g(T) + 0 ( L ) pour
k A 2 A 2
(L2)
T2Y 2 c3l(A) > e car g est alors croissante.
Ly Iy
Log n, € T(log T + Log2 T -1 - Log YA) + OA(——~—§9
(LZ)
€ Ly L3
< TML. +=-1-Logy,) + 0 (——=), d'aprés (E.3.2.) et (E.3.3.).
2 2 A A 2
(LZ)
En remplagant T par sa valeur
Ly L € LIy
Log o € (= + B8 ——) (L, + 7 - (B+€)) + 0, (——)
2 (L,) @,
2 2
e _ B _B(B+e) , 5B "3
A T A 2" 7+ 07
2 2 (L,) 2(L,) (L,)

aussi pour x > x5(A) > x4(A) , Log n, £ Ll et n, € x, ainsi &Eﬂ £ 0.

=

. X t
On a finalement sA(x,Y) ZEET} (car Dﬂ 2 5 pour t 1)

k
Long
> x exp(-Log 2 - g(Y¥) + 0, (¥ )
A
Log Y
Long
> x exp(-g(Y) + OA(Y ))
Log Y
Long
soit encore s, (x,Y) > x exp(-Y(Log Y + Log,Y ~ 1 - Log v,) + 0, (¥ )
A 2 A A Log Y

Si 1'on se donne des hypothéses moins fortes sur A ,

nous obtenons un résultat moins bon mais de la méme forme :
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3.3.- Proposition.- On suppose
§ >0 et X > 2 tels que ﬂA(x) > x6

32 et

pour tout

1 <y € § ng_i

que 1l'on peut trouver

X 2 X s oi A CP.

alors

Logzx

Demonstration :

(y Logy + Logy + 2)).

On utilise la m@me méthode et les mémes notations que pré-

cédemment.

Log n, = G(ak) < k Log a

k
de ce fait

< (y+1)Log (y+1)

(y+1) (Log v + éﬂ y Logy + Log y + 2

).

Log n S <
k 5 5 5
Montrons que x > mn, pour X assez grand.
Log3x Logzx-Log3x+2
Log y € Logzx - Log3x et ainsi Log n, < Log x(1 - +
Logzx Log x
Log3x 1
Pour x > ¢ - (Log,x — Log.x + 2) >0
32 2 3
Logzx Log x
aussi
Log o < Log x
Il en résulte que la condition y € & LOg X ontraine
. Logzx
que — > 1 pour x suffisamment grand.
k
3, est évidemment calculable.
. X (y Log vy + Log v + 2)
2 = - 2
sA(x,y) > exp ( pour X Cay

S
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cqs < . . X
Remargue : On a utilisé la minoration |}J > 5 valable pour

X > 1. On peut toujours raffiner ceci :

sl on pose

1 -1 -1 1
fa(x) = S—(Log X Log3x(Log2x) -Log x Log G(Logzx) - (Logzx-Log3x+2+Log 8))

"fé(X)
Log n, < Log x - fé(x) aussi n £ xe . et
- n -f (%)
XX - —E) > = (1 - e 8 ). Par suite, on remarque que pour
n n X n
k]| k k
—f6 (X)
X 2 €3y suffisamment grand, la contribution du terme e est faible
et la minoration est beaucoup plus fine que celle 2l X
o, an

Nous avons obtenu des minorations de sA(x,Y) 3 partir de

résultats simples sur W, I1 n'en sera pas de méme pour SA(x,Y).

Avant de donner des majorations pour sA(x,Y) nous allons
tout d'abord énoncer et démontrer un lemme dont l'usage sera fréquent

dans la suite :

3.4.- Llemme.- Pour x > 1 et Z > 1 Eléments de R,
nous avons @

W
z Z An) gx @I (1 + Z:ig
ns<x PEX R
peA

Démonmstration : Celle-ci est trés simple et bas@e sur la

formule d'inversion de Mdbius.
wy () ¥
Pour cela, on pose fz(n) =7 pour tout n €N et Z > 1
W

= 1 = * -
fz(l) 1. Soit kz Z M

Aussi

)
z =V e@=7 T k@= ] J k@=) k(] I
n<x n<x Z n<x dln Z L<x ds%— z d<x z ké%
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w, (n)
] 2% = ] k@ [Zﬂ
n<x d<x

kZ est une fonction multiplicative car c'est la convolution

de deux fonctions multiplicatives.

Soit peP et r > 1 un entier

r r =1 Z-1 >0 si pe A et r =1
kz(p ) = U(l)fz(p ) + u(p)fz(p ) = {

0 sinon

. ¥
Par suite kZ(m) > 0 pour tout m € N

w, (n) k,, (d) k_(p)
et Z Z A X z gx I (O + Z )
n&x dgx d p&x P

peEA

cx T (+ &L,
PSX P
peA

3.4.1.- Remarque :

La démonstration précédente fait appel 3 des résultats trés
simples. Il n'en est pas de méme lorsqu'on considére une fonction f£
quelconque, 1'estimation de la somme &tant donnée par le théor&me sui-

vant di & Halasz pour f vérifiant certaines conditions spécifiques

Théoneme : Soit f une fonction compl&tement multiplica-

-~

tive 3 valeurs dans C. On pose ep = arg f(p) et on suppose qu'il
existe deux réels v > 0 et © tels que pour tout p on ait :

if i@o
Yy € |[f(p)] €2 -y et le P_e | >y, alors pour x3x 1

| I £@] € cy3(Nx exp( ] le@l-1 _ ey ] [f(p)l—Re(f(p))).
nex P<X P pEx P
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La démonstration de ce théoréme s'avére assez longue et
ne fait pas entiérement appel 3 des techniques &lémentaires.

Celle-ci figure dans [ﬁal].

Proposition 3.5.- Soientx > 1 et w>-2 des réels.

On rappelle que A(x) = Z 1 pour tout A C P.

PEX
PEA

Nous avons

1) n (1 + E) g eWA(X)
pExX P
PEA

2) si l<swgx T (1 + %) = exp(w(A(x)-A(w)) + 0(—2—)).

pEx Log 2w
peA
Demonstration :
La premi&re partie est immédiate : 0 < 1 + % < exp =
car w3 -2 et p 22 aussi I (1 +3 ¢ exp ( z ¥y = exp wA(x).
psX PEX
peA peA

; 1 si w=x
On pose dans ce qui suit f(w,x) = I exp(Eb si w < x.
i w<pLx
pPEA

I1 apparait que f(w,x) = exp(w(A(x) - A(w)).

Nous noterons II' plutdt que I et de méme pour le
x p<x
peEA
symbole Z
G+ ¢ma+ D, < 1 22 £w,x)
X p w P P

w

< exp(w(A(x) - A(w)) + Z'(Log 2w ~ Log p))
w
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< exp(w(A(x) ~ A(w)) + Log 2w NA(w) - 6A(w))

w HA(t)dt

w
GA(w) = JZ_ Log t dWA(t) = ﬂA(w)Log 2w - JZ_ —-::—~— ;

or WA(W) € m(w) = 0 i ) = 0¢( v ) lorsque w > + ®© .
Log w - Log 2w)

w T, (t)
D'autre part J _ A Tde 0(———3L—~0
2 t Log 2w)
Par suite
m (w)Log 2w - 6, (w) = O( Y ) quand w > + ©®
A A
Log 2w
T'(1+ 3 < exp(w(A(x) - AW)) + 0(———)) (E.3.2.)
X p Log 2w
Minorons maintenant II'(l + E@
x P
w 2
m( + &5 > 0 exp(log(l + =) = I exp(z-+ O(EED) pour w < X
X w<p<Lx w<pgx P
pPEA pEA
2 1
> exp(w(A(x) - A(W) + 0" ) —)
p>w P
00 400 +00
G| O 10, [T e D
p>w P W t W W t W t
400 +00
Mais f W(g) dt = O(J ~§—§£————0 car w > 1 > %—.
W t w t7 Log 2t
J*‘” dt 1 [+°° dt _ 1
7 < ST
w t Log 2t Log 2w ‘w ¢t w Log 2w

nous en déduisons que
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I (i + l']—) 2 exp(w(A(x) - A(w)) + O(——ﬁL——O) pour w < X.
P Log 2w

Si maintenant w = x, le ré@sultat persiste puisque dans

ce cas le terme A(x) - A(w) est nul.

Finalement, nous avons

M (1 +9 = expw(A(x) =~ AGW) + 0(——)) .
p Log 2w

Remarque 3.5.1, : expfication des constantes.
Les constantes précédentes devienment calculables si 1'on

> 2 1'expression de m, est effective :

suppose que pour X 2 a A

1
c'est-3-dire si 1'on peut trouver deux constantes b et B telles
b X B ~

(1 + )STTA(X)év (1 + ) ol Y
Log x Log x Log x Log x

X

que Y A

est bien entendu supposé connu.

Remarquons que pour X 2 al s, hous avons
Log 2a
1 < 1 < 1
Log 2x Log x Log a, Log 2x
Pour w > 2,
W ﬂA(t)

8 (w) = 7, (w)Log 2w - dt
A A 27t
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w o (t) a, m,(t) W
[ _ A dt > J l A + yA(Li(w)—Li(al)) + YAbI dz
2 t 2 t a, Log t

w de a w
or v,b = ( - )Y.b + v, b(L.(w) - L.(a;))

A 2 A A1 il

ay Log 't Log a, Log w

de cette facon
a, m, (t)
9A(W) <Yy T+ 5 ) - J i A dt - YA(I-b)(Li(W) - Li(al)
Log w Log 2 2 t
a, W
= v,b( - ).
Log a Log w

3.6.- Conollaine.- Soit x > 1, Z 3 1 des réels.

ACP alors
w, (n)
1) ) z < x exp((Z-1)A®x))
n<x
wy () z
2) i 1<z2<x, ) Z < x exp((2-1) (A(X)-A(Z))+cqy ).
n<x Log 2Z

Démonstration :

Nous allons utiliser les 2 lemmes précédents :

w, (n)
1) Z Z A <x I + Z:l) (Lemme 3.4.)

n<x X p

< x exp((Z-1)A(x)) (Lemme 3.5.) puisque Z 2 1.

2)
+Si 2<Z<x, onutilise le 2°) du lemme 3.5. pour obtenir une meilleure

majoration x II'(1 + Z:l) € x exp((Z-1)(A(x)-A(Z-1)) + 0(——5—:—1———9)
X p Log 2(z-1)

car Z-1 > 1.
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Comme  (z-1) (A@Z) - A@z-1)) s 2L -1+ 0D
(2] z
$ z-1 Z

xI' (1 + =) < x exp((Z-1)(A(x) = A(Z)) + cqq —_—)

% Log 2Z
e 81 1<Z<2, A() =0 et par le 1°) on a immédiatement le résultat.

De méme, si la formule donnant Ty est effective 33 est

calculable.

Des résultats précédents, nous en déduisons le th&oréme suivant :

3.7.- Théonéme : Soit x > 1 et y >0, Q€ [lﬂa.
On définit UA(X,Y) par UA(X,Y) = Sup{2,|A(x)-y|} que
nous noterons plus simplement U. On a alors

sA(x,uy) € x exp((a = 1 ~ o Log a)y — ocA(a) + C34GUA(X,y)).

Demonstration :
wA(n) wA(n)
Soit 2 € [l,x], nous avons : 5 Z 2 5 Z
n<x wA(n)>ay
n<x

> z z% = 2% s (x,0y).
A
n<x
wA(n)>OtY
Par le corollaire 3.6.
wA(n) 7
)z < x exp((2-1) (A(X)-A(2)) + cqq —)
ng<x Log 2Z
aussi
6 (x,0y) < x exp((Z=1) (AGK)-A(Z)) - 0y Log Z + Cop ———) (E.3.4.).
A 33
Log 2Z
Remarquons que A(Z) < Z l—é HA(Z) = OA(———E——O
psZ Log 2Z

pPEA
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et que AX) < |A(x) - yl +y aussi A(®) €y + u .

En remplagant dans (E.3.4.) nous obtenons

s, (x,ay) € x exp((Z-1)(y+u) -~ Z A(Z) - ay Log Z + ¢}, ——
A 3
, Log 27

ceci pour 1 € Z € x , 1 € o< x.

En particulier, si on choisit Z = a , on obtient

a

—))

s, (x,ay) € x exp({(ax =~ 1 - a Log a)y = a A(a) + ou + c
A 33
Log 20

£ x exp((a0 = 1 - a Log a)y - o A(a) + c34aU)

C'
oi ¢ 1 + —gé car |y > 2.

34

Nous utiliserons ce résultat afin de trouver une minoration

de sA(x,Y) oy 2, Log,x.

Remarque 3.7.1. : Si la formule ﬁA(x) =Y, X (1 + 0( 1 ))
Log x Log x

est explicite, alors Ca4 est calculable puisque dans ce cas, on peut

déterminer la constante c33 intervenant dans le corollaire 3.6.

On choisit Z = o dans la démonstration afin de simplifier
et surtout parce que ce choix réalise le minimum de 1'expression
(Z-1)Y - oY Log Z ceci étant justifié par le fait que dans la pratique
t est souvent une bonne approximation de A(x), aussi U est minime

par rapport 3 A(xX). Par exemple ¢t = Logzx si A= P.

Enfin, il est 3 noter que le précédent théoréme est valable
pour les ensembles A quelconques ne vérifiant pas forcément la pro-

priété généralisée des nombres premiers.
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3.8.- Proposition : Soit AC P vérifiant la propriété

généralisée des nombres premiers. Pour x 3 a,

il existe un réel BA tel que

! ). En particulier, lim A(x) =+ = .

A(x) =y, Log,x + B+ 0 (
A 2 A A
Log x X-r400

Cette proposition généralise le résultat connu dans le cas
des nombres premiers. Nous utiliserons celle-ci afin de préciser le

terme 0A(0) intervenant dans le théoréme 3.7.

Démons thation :
x d(m, (£)) m, (%) x 7, (t) x 7, {(t)
A) = ) i={ a_'. A +J Azdt=J B —at+ 0, ()
pPEA P a1 t X a t a, t Log x
pgx .

Comme A vérifie la propriété généralisée des nombres premiers :

#

x 7, (t) X Y
[ A" 4t J —-——i‘——(1+0A( L yyae

a; t 4 t Log t Log t
X 1
= vy, Log,x -~ vy, Log,Z + [ 0 (———)dt .
A 2 A 2 al A t Logzt

[lo,etplae < [ 10,1
or 0, (————) |dt € j 0, (———) |dt
24 Ay Logzt a4 Ay Logzt

cette intégrale étant convergente puisque x > O.

X

Ainsi {a OA(——~1~§~0dt = 6A + QA( 1 ) s

1 tlogt Log X
$ étant une constante dépendant au plus de A.

Il en résulte pour finir :
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1

A(x) = Yylog,x + B, + OA( ) ol B, = GA - Log,Z.

Log x

X 1

1+ OA(
Log x Log x

))

Remarque : Si la formule ﬂA(x) =Y,

est explicite, alors nous pouvons calculer les constantes intervenant

dans la formule de A(X) et ainsi BA est calculable.

Par exemple pour A = P, B =B, =Y+ ? (Log (1= 19 + 19 ;
A 1 péP P P

Y @&tant la constante d'Euler (voir EPWQ p. 399).
En utilisant le théoréme et le lemme précédents, nous

obtenons :

3.9.- Theoneme.- Soit A C P vérifiant la propriété généralisée
des nombres premiers.

Soit x 2 al et o > a,
alors sA(x,ﬂyALogzx) € x exp((a-1-oLog a)yALogzx - ayALogza + c35(A)a).

Nous voyons que par le lemme précédent sA(x,uyALogzx)

est approximativement le nombre d'entiers n € x tels que wA(n) > oA(x),

Demonstrnation :

» On suppose dans un premier temps que o € X.
Appliquons le théoréme 3.7.
sA(x,ayALogzx) £ X exp((a—l—aLoga)yALogzx - oA(a) + c34ua)

1
Log x

oi u = UA(x,YALogzx) = Sup(Z,IA(x)—YALogle) = Sup(Z,IBA + 0 ( Y[) = 0(1)

A

par la proposition 3.8.

( 1

On a aussi o0A(o) = aYALogza + oc(BA + OA )) puisque o > 2.

Log o
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Par suite, on peut trouver CéS(A) tel que

. - []
sA(x,uYALogzx) £ x exp((a~1 aLoga)yALogzx uyALogza + c35(A)a).

* Si maintenant o > X

alors sA(x,ayALogzx) est borné par une constante :
Tout d'abord on a montré que pour tout n > 3

w, () € wn) < Logn 4 4 5(1)).
Logzn

Il existe donc une constante K telle que

wA(n) < K Logn pour n > 3.
Logzn

On peut trouver X, > 3 tel que

Sup (1, (20,0, (3) 5+ 5w, ([e°]) K i-z;i? - 5
2

et S(x) < Y, X Log,x pour tout x 2 X

. e
Alors si e € nmg< x et x 2 xl

wA(n) £ K Log n € Y, X Log x puisque la fonction x V> k Log X croft

Logzn | Logzx
pour X 2 e®.

Par suite, pour tout n £ X, wA(n) €Y, X Log x et
sA(x,aYALogzx) = 0.

. . < )
Si maintenant x Xy sA(x,uyALogzx)< b'e é'xl
Dans ce cas, on peut trouver une constante ch telle que

35
-1= - n
sA(x,aYALogzx) <X <X exp ((a-1 uLoga)yALogzx ay ,Log,o + c35a)

pour tout x £ X, et o > x. (Etant entendu que sA(x,ayALogzx) = 0

dés que o > ————)
YpLogy*
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Finalement, dans tous les cas il existe CBS(A) telle que

sA(x,owALogzx) £ x exp((oc—l—ocLogoc)YALogzx - ocALogzoc *+ ¢35 a) ).

Nous venons de trouver une majoration de sA(x,y)
lorsque vy = aYALogzx avec o > 2. Nous allons maintenant nous
intéresser au cas o o > 1 c'est-3a-dire lorsque y > YALngx et

x 2 3.

3.10.- Théoneme : Soit A C P wvérifiant la propriété

généralisée des nombres premiers. Soit x > 3 et y 2 YAL082X-

Dans ce cas

_ _ - _ _ Yy
sA(x,y) < x exp(-y(Log vy Log,x-Log Y, 1) Y Log,x + OA( ))

Logzx
Demonstration :
Wy (n)
Par le corollaire 3.6. Z z £ x exp((z-1)A(x)) pour
n<x
X 323 et z 21
w, (n) w, (n)
z z A P oz A b zysA(x,y)

ngx n<x

Wy (n)>y

par suite sA(x,y) € x exp((z-1)A(x) - y Log z).

A vérifiant la propriété généralisée des nombres premiers,

1

il existe BA € R tel que A®X) = Yy Logzx + B+ OA( ), en

A Log x

conséquence :

L)) -y Log 2

sA(x,y) £ x exp((z—l)(YALogzx + BA + OA(
Log x

ou encore
1

sA(x,y) < x exp((z—l)yALogzx -y Log z + (z—l)(BA + OA( ))).
Log x
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L'expression (z—l)YALogzx - y Log z est minimale pour
z=—Y . Par ce choix de z (qui est supérieur a 1 car

YALogzx

y > Y,Log,x)

s, (x,y) 2 x exp(-y(Log y-Log Y, - Log,x - 1) = vy, Log.x + (—Le = 1)
A A 3 A2 Log. x
Ya+08)
+ 0 ( !

A A Log x

(B

)

et

s, (x,y) & x exp(-y(Log y =~ Log v,-Logx~1) - Y,Log,x + 0 (—<—))
A A 3 A2
Logzx

uisque > y.Log.x , la constante "0 " pouvant 8tre déterminée
puisque y 3 y,Log, A
1

dés que 1'on connait Y, et 0, ( ) dans la formule généralisée

A Log x

des nombres premiers.

Remarque :

I1 est clair que 1l'on obtient, approximativement le minimum
de 1'expression (z-1)y,Log.,x — y Log z + (z=1)(B, + O, ( ! )) (tout

A 2 A A
Log x
au moins lorsque x tend vers + ) en choisissant celui de
(z-1)y,Log.x — v Log z car (z-1) (B, + 0, ( 1 }) est négligeable
A 2 A A Log x

devant ce premier terme,
Nous allons maintenant rassembler les minorations et majo-

rations pour des valeurs particuliéres de vy.

3.11.~ Cornollaine : Soit A C P vérifiant la propriété
généralisée des nombres premiers. Soit o € ]0,1[ alors pour X

assez grand

sA(x,(Log x)a) = x exp(~oa(Log x)aLogzx + OA((Log x)aLog3x)
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Démonstrhation :

Choisissons y = (Log x)u. Pour x > cé6(A,a) calculable,

y 2 YALogzx. Par le th&oréme 3.10., nous obtenons :

s, (x, (Log x)a) € x exp(~(Log x)a(a Log,x~Log Y,-Log,x-1)-y, Log,x+0 (SLEE—Elﬁa)
A 2 A 3 A 2 A Log. X
2

£ x exp(~o(Log x)aLogzx + OA(LogBX(Log x)a).

Minoration : Comme o < 1, on peut trouver c36(A,a) > cé6(A,a)

tel que si x > ¢, ., (A,0) , O < (Log 0% < Log x (1 + Log vy, - €) _Log x
36 A 2
L0g2X (Logzx)

En appliquant le théor&me 3.2., nous obtenons :
sA(x,(Log x)a) > x exp(-(Log x)a(aLog2x+Log a4+ Log3x—Log YA-I) +

+ OA((Log x)uLog3x(Log2x)-l)

> x exp(-a(Log x)aLogzx + OA((Log x)aLog3x)).
Finalement :
sA(x,(Log x)*) = x exp (-0 (Log x)uLogzx + OA((Log x)aLogBX))

o ~ . . . . . .
sA(x,(Log x) ) représente ici approximativement la distri-

bution des nombres entiers n tels que wA(n) soit compris dans la

bande limité&e par (Log x)a et Log x .
Log2x
Nous allons maintenant nous intéresser au cas y = o Log X
Logzx

Nous avons montré au paragraphe 2 que

b () < Logn (1+Log ) _Logn o(_EEE_E__Q lorsque
A A 2
Log2 n (Logzn) (Logzn)

A vérifie la propriété généralisée des nombres premiers.
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Il est naturel de vouloir &valuer le nombre d'entiers infé-
rieurs 3 x tels que la valeur de wA(n) ne s'écarte pas trop de

cette limite supérieure. Le corollaire suivant répond i la question,

3.12. Conollatire : Soit A C P vérifiant la propriété

généralisée des nombres premiers.

2
(Logzx) 1
Soit o € |[————— , 1 + (l+Log Yy £) oi € >0
Log x Logzx
et x > 3 alors
i
1-_OHOA(Logzx) o Log X l-q 20.(Log x)Log3x Log x
X £ sA(x, 208 Xy ¢ x exp ( + 0 ( )
Logzx Logzx Logzx

Demonstration :

Nous allons appliquer les théorémes 3.2. et 3.9. avec

cette fois le choix y = & Log x .

Logzx

I1 suffit en fait de montrer que nous pouvons appliquer

ceux—ci.

Minoration :
Comme o £ 1 + (1 + Log Yy~ £) ] si y = o Log x alors
Logzx Logzx
y € Log X , (1 + Log Yo~ £) Log x__ aussi par le théoréme 3.2.
Log,x (Logzx)
nous obtenons :
o Log x Log x y Logzy
s, (x, /=) 3 x exp(~a —=> (Log y + Log,y-l-Log vy, )+0,(————)
A 2 A A
Logzx Logzx log y

En remplagant y par sa valeur

o Log x Log x Logx
L 08 Xy 5 x exp(- o 208 X (Log2x+Log a + 0(

Logzx L0g2x Logzx

SA(X:

) - Log YA) +
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Log x Log3x
+ OA(_—__——-_i——))
(Logzx)
_ o Log Y, — o Log o Log. x
SA(X’ 9;£2§_§) > xl Otexp(Log x( A + QA 3 2)
Log,x Logzx (Logzx)
par suite
-1
o Log x l1-o+a( Log YA—Log a)(Logzx) 0 Log,x
sA(x, =22 ) 3x exp A(—————*—§)
Logzx (LOgZX)
1040 (——)
A Log.x
> X &
Majonation :
2
(Logzx)
Comme ¢ » ———— et Yy, £ 1. Ona y > v, Log Xx.
A ATTR2
Log x
On peut appliquer le théoréme précédent
s, (x, 9—£9§—§9 < x exp(-y(Log y-Log,x-Log v,-1) -y, Log,x+0, ( Y y)
A L 3 A A 2 A
0g, X Logzx
< xl—dexp(Zu Log x Log?)x(Logzx)_l + g’—Eﬁ)-—g——}—<(l+Log YA—Log a) +
Log,x
2
b0 (B X )y car 0. (Y =0 G Log x4 _ g (Log %,
(Log.,x) A Log.x (Log x)2 A (Log,x)
2 2 2 2
finalement
_ Log x Log,x
sA(x, g—EQE—E)S x1 OLexp(Zoc 3 . OA (Egg~§§).
Logzx Logzx Logzx
Les constantes précédentes devenant toutes effectives dés
que 1'on "connait" Y, et 0, ( ! ).
Log x

3.13.- Remargue au sujet du paragraphe 3.

Dans le théoréme 3.10. si l'on choisit y = ay,Log,x

pour 0o > 2, nous obtenons :
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sA(x,ayALogzx) £ x eXp(—ayALogzx(Log o~1) =~ YALogzx + OA(u))
< x exp((o~1-oLog a)yALogzx + OA(a)).

Le résultat est donc nettement moins précis que le théoréme 3.9.

pour o > 2.
Dans le cas A = P, nous obtenons :
s(x,aLogzx) < x exp((o-l-oLoga) Log,x + OA(u))

le corollaire 3.11. peut &tre avantageusement remplacé par un th&oréme

di 3 Delange que nous énoncgons ici et qui sera montré au paragraphe 7.

Thioneme 7.2.- Soientx,oc,rl,r2 des réels avec x > 3,

I < r, < a g r, alors
1 +{aLog,x}
2 2
Fla)a X
s (x,uLogzx) = 3-1—oLogd
A v2m(o-1) (Log Xx) og
| 1
(1 +0 ( ))
1/ r,,r
(Log,x) 1’72 Log,x
F(a) &tant égal a S 1+ —2;9(1 = lJQ
T(o+1) peP p-1 P

§ 4 - Majorations de SA(X,y).

Montrons tout d'abord que 1'ordre maximum de QA(n) est

Log n

Log a,

Lemme 4.0.- Soit a le plus petit &lément de A alors

QA(n) < Logn pour tout n > | 1'égalité est réalisée si et

Log a1

seulement si n est de la forme a?.
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Démonstrhation :

Celle-ci est triviale

k k 2y (n)

=
v
=
jav
WV
o= |
»
1
»

aussi Q. () < Log =n
A
Log al

La deuxiéme assertion est immédiate.
Dans ce qui suit les résultats &tablis ne nécessiteront
pas forcément 1'assurance de la propriété généralisée des nombres

premiers par 1'ensemble A. On supposera uniquement parfois que A

posséde deux é€léments au moins que nous noterons aj»a, ol a, <a2.

Nous allons tout d'abord &tablir un résultat un peu plus

precis que le lemme 3.4.

Proposition 4.1.- Soit AC P. Si1i x>1 et 15 z< a

wA(n) QA(H)
alors z z s z z £ x G(x,z) exp((z-1)A(X) + 42z2)
nsx nsx
Log x al—l
ol 1'on a posé G(x,z) = Inf(l + , ).
Log a1 al—z
Démonstration :

Celle-ci n'est qu'une version plus détaillée de celle du
Q
lemme 3.4. la fonction =z A est multiplicative et vaut 1 pour n = |

et soit k—z=z ¥ U o

Par la formule d'inversion de Mdbius :
QA(n)
alors z = Z k (d)
p
d]n

QA(n) b4
]z = ) ) k@< ) k(D H

n<x n<x d[n dgx
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de méme que précédemment kz(n) > 0 pour tout n (car kz est multi-

plicative et z > 1)

aussi
k
Q, (n) k_(p)
z Z A < Z kz(d) %S x I __Z__k____
n<x d<x PEX Oékéap+l P
on pose O_ = Log x _
P Log p
n
. QA(EJ
Pour nelN |, kz(n) = E u(d) z
dln
0,65 9, k-l
A Alp~ ) _

aussi kz(p ) = z -z XA(p)(zk—zk—l)

oll Xz est la fonction caractéristique de A,
k
2, (n) k_ () _
et Jz® <xm ] o exmar ED ] Gk
n<x pix  O<keol +1 P X P ogkea P

(on rappelle que 1'on note II' pour ' ).
X psx
peEA

On suppose X 2 a sinon la proposition est trivialement

vérifiée.

te & T (D, +1 =BT car 2 <a
1 Oikﬁua 1 1 Log a

I

d'autre part, on a également

aussi

Q. (n)
T22 <xe@ez I+,

- n&x a, <psx pT2
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Pour p >a, p<« p(p=z) et 1 + Z;I £ p~z
aussi
2y () 1
)z <x 6(x,2z)( I plexp((z-1) ] =)
n<x pL2z 2z<pgx
peA
Si p > 2z alors L. l—(l + 2 ! ) < l.+ 2z
Pz P P,z p 2
p
P
400
] <l 5 <=+ J S iaere iy
2z<pgxX P n>2z n (22) 2z t (22) 2z
PEA
£, (n)
z z £ x G(x,z)( 1T plexp((z-1)A) + 2z).
n<x ps2z
Lemme 4.1.1.- I pcg 4Y pour y > .
PRy

. *
On montre en fait que I p g 47 pour n € IN .

X p<n
En effet soit m € N
m 2m+1 . m 2m
<
2C2m+1 2 aussi C2m+1 < 27, }

m

Si pe P et m+ 1 <p g 2m+ 1 alors p sz+1

.. m+ ]
Ainsi Ip |C2m+1

m+1<ps2m+1

m

omt1 < 2m Log 2.

et 0(Zm+l) - B(m+l) = z Log p € Log C
m+1<p<2m+1

Le lemme est évident pour n =1 et n = 2,
On montre la suite par récurrence : on suppose la propriété

vrale pour tout k < n-1l. j
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. S1 n est pair 8(n) = 8(n-1) < 2(n-1)Log 2 < 2n Log 2
. 851 n est impair soit n = 2m + 1|
8(n) = 6(2m+1) = 6(2m+1) - B(m+1) + O(m+l)
< 2m Log 2 + 2(m+1)Log 2  par récurrence

< 2n Log 2.

En utilisant le résultat 4.1.1.

Q A(n)
Z
n<x

IN

x G(x,z)exp((z=~1) + 2z(2 Log 4 + 1))

"

x G(x,z) exp((z-=1) + 4z.

4.2.- Conollaine.- Soit x >0, ye R et ACP, a, étant le

plus petit élément de A et 8y la fonction w, ou QA nous avons :

a
card{n < x,gA(n) 2y} < 3 lz x exp((z-1}A(x) - y Log z + 4z).
1
ou | € z < al.
Demonstration :
g, (n) g, (n)
z A > Z z A > 27 Z 1 = 27 card{n < x,g, (n) > y}
A
ng<x n<x n<x
2 2
8, (n) >y gA(n) y
g, () a
d'autre part z < -x exp((z-DAX) + 4z)
n<x al—z
ainsi
a
card{n < x,gA(n) >yl g x exp((z-1)A(x) + 4z - y Log z).
a, -z

I

4.3.- Conollaire.- Soit AC P, x,y,t des réels tels que

x >0, 0<tgyc<at alors

1
card{n < x,gA(n) >yl < c41(al) —— x exp(y-t-y Log %~+ alu)

-y
a7 %

(ol u = ux,t).
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Demonstrhation :

b
t

On choisit z = dans le corollaire précédent.

Comme O < tgy<at, |lgz<a et

1

a
card{n < ngA(n) >y} < l 5 X exp((%-— IDA(x) - y Log %-+ %?)
17t
)
< —————;—x exp((y-t) - y Log %—+ U a + 4a1)
7%
et en posant
ba
c,,(a,) = a, e !
4171 1
card{nsx,gA(n) 3y} < c4l(a1) —x exp (y-t~y Log %-+ u al).

a p—

Y
1 t

Nous verrons dans la suite que la précédente inégalité

peut étre considérablement améliorée.

Le corollaire 4.2. peut &tre encore utilisé si 1'on suppose

y > at c'est 1'objet du résultat suivant

4.4.~- Conollairne.- Soit AC P, x, y, t des réels tels
que x 20, y=>1, 1< t<y alors
y
> 2 - .
card{n € x, gA(n) v} < c42(a]) aly x exp((al Dt + alu)

Demonstration :

Dans le corollaire 4.2., on a pour x >0, y € R et

< <
1 z a1

card{n < x,gA(n) >y} < ax exp((z-1)A(x)-y Log z - Log(al—z) + 4z).

z @&tant borné par as le terme principal de cette

expression est finalement (z-1)A(x) - y Log z - Log(al—z). En
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majorant A(x) par t+U nous avons en fait & considérer

ft(z) = (z-1)t -~ y Log z - Log(al—z) pour 1 £ z < a .-

On se propose d'abord de minimiser de cette expression (puisque dans
la pratique on choisit t comme &tant une approximation de A(x)

et que par conséquent on a U = 2).

t(z) =t = ¥ 1 "z) = L !
ft(Z) to-o+ ,  £(2) 5+ >
a,-z z (al—z)

nous en dé&duisons la croissance de f; pour 1 € z < a-

Dés que y > t - 1 . fé(l) < 0 et comme f' est

al—l

continue elle admet un zéro entre 1 et a;, ce qui correspond 3 un

minimum de ft' Ce z6ro B est alors donné& par

y+l+a t-((y+1+a t)z-Aa yt)l/2
5 = T 1
2t
Si 1'on suppose L tend vers O quand y > + © . On s'apercoit
v perg

; ' - L
que B > a Par suite comme ft(xo) > 0 pour z, al(l 2y)

K
lorsque y tend vers + © cette valeur de 2z est proche de B

et ft est approximativement minimisée en z

. . 1 N . s
On choisit alors 1z = al(l - E;) ce choix étant justifiée
par ce qui précdde et suffisant pour obtenir le résultat.

Ainsi par le corollaire 4.2.
a
1 1
card{n < x,QA(n) >y} = SA(x,y—l) € 2yx exp((a]—l— E;JA(X)—y Log(al(l - E;J) +
1
))

—>+4a1(l "'i;,]—

soit encore

4a

card{n < x,QA(n) >y} < 2yx exp((al-l)t+a1u)e 1exp(—y Log(al(l— E&h)
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la fonction -y Log(l - 7%) est bornée pour y 21 soit CLZ
un majorant de cette fonction :

alors

card{n < x,QA(n) >y} = SA(x,y—l)

ba -
1 ' y -
Ze exp(c42)yx a; exp((al l)t+a1u)

I aN

AN -
< C42(al) ay X exp((a1 l)t+alu)
ba
21t = '
si 1'on pose c42(a1) 2e exp o
4.4.1.- Conolhlaine (Cas particulier oii A = P)
Soit x 3 et t = Logzx , ¥ 2 2t
-2Log. X
alors card {n < x, Q(n) > y} < CZZ y 2 X Log X.
En effet, comme ¢t = Log X , u= 0(l) et peut &tre

majoré on applique alors le résultat précédent.

Notation : Soit AC P et a, le plus petit &lément de A.

1

Nous noterons B 1'ensemble A\{al}. Par convention, si B = ¢,

nous poserons Wy = QB = 0.

* .
D'autre part, pour ke®N , ae {0,1,2,...,k} on dési-

gnera par ca(x) le cardinal de 1'ensemble Ca(x) = {mg =X s a{$\m

2

et QB(m) > k-al.
4.5.~ Lemme .- Soient x et y des réels tels que x > 0.

k-1
X
On pose k = [& + 1 alors SA(x,y) = [__E] + Z ca(x).

a1 a=0

Demonstrhation :

Pour a ¢ {0,1,2,...,k} on désigne

a n
Fa(x) = {n < x, a, [ln et QB(——ED > k~a}

2
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autrement dit IA(X) est 1'ensemble des entiers inférieurs & x qui
possddent au moins k facteurs premiers dans A (non nécessairement

distincts) dont a sont égaux 3 a.

On montre que

k-1
{n < x QA(n) >y} ={n < x, alk\n} U Ef Ta(X)-

Soit n € x tel que QA(n) >y, ona SZA(n)I; k.
Si alk‘$~n alors il existe a € {0,...,k-1} tel que alalin soit

encore n = alad avec (d,al) = 1,

o, e _ n _
Comme QA(n) > k et QA additive QA(d) = QA(;—E) 2 k-a
1

aussi n € Fa(x).

Inversement :
P n n
Si n e Fa(x), on peut écrire n = (—-——-)al avec ——g»elN et
) 21
a n _ . - n
(a1 , —) =1 Aussi QA(n) QA(——ED +a > k.
a a
1 1
En conséquence
K k-1
ngx, Q@ >y} = {ngx, a in} U U r .
A { a
a=0
Comme ces ensembles sont disjoints et que pour
ae {0,...,k=1}, Fa(x) et Ca(x) sont équipotents, nous obtenons

1'égalité annoncée.

On établit maintenant une majoration de SA(x,y). On

raisonnera de mani&re analogue 3 ce qui a été fait pour sA(x,y)

4.6.- Théonlme.~ Soient x,y,t des réels tels que x 3 1,

y 20 et t3>x1. Soit AC P, alors SA(X’y) < c43(al) —lg-x/f>exp((al—l)t
a

+ alu). 1
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Demonstration :

On utilise le lemme précédent. Pour cela on évaluera les
nombres ck_a(x) que nous avons précédemment introduits. On rappelle
que 1l'on a posé k = [y + 1.

. Tout d'abord si A = {al}

i alors SA(x,y) = {n < x, QA(n) >y} ={n < x, n est multiple de alk}

= [3%% ' . exp((al-l)t + alu) puisque t > 1

a a.’
1 1

et (al—l)t +au > 0.

. On suppose maintenant que B =A\{a1} n'est pas vide.

k-1

SA(x,y) = —EE-+ Z c.(x) d'aprés le lemme précédent
a j=0 J
k
ou encore S, (x,y) = X Z ¢, .(x).
A y Lo k-]
X, j=1
Nous devons estimer Ck-j(x) pour 0< j g€ k
x .
ck_j(x) = card{n < ;~E:T , al‘$ n et Qu(n) > j}
1
g SB(~—§:? » J-1) et par le corollaire 4.2. pour 1 < z < a,
|
) X X
'S 3 exp((z-1)B( k—j) + 4z - j Log z).
a,~z (al) a,
or, B(—2 ) = ] L B cam) < t+n .
(al) acB
X
a§ ——
k_
(ap

Ainsi
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a
e, .(x) g 2 X exp((z=-1)(t+y) - j Log z + 42) pour 1 < z € a
k-j k=] 2

a.~z (a,)

2 1

" x S ) X
SA(X,Y> £ —"'k' + Z H(j’z) oli H(j,Z) = k=7 eXP((Z'l)(tﬂJ) |

a] j=1 az—z (al) J i

+ 4z - j Log z).
k
Nous allons diviser la somme Z H(j,z) en trois :
=1

Pour chaque somme partielle, on choisira alors une valeur particuliére

de z et onmajorera H(j,z).

Posons M = Sup(k,alt) .

On a alors

X
SA(X,Y) € ;—E +

1 J

H(j,z ) + ) H(j,z) + - )  H(i,z ).

1 t<j£a1t a]t<j$M

| o~10T

Si 1'ensemble d'indices pour 1'une de ces sommes était vide

par convention celle-ci serait nulle.
Pour chaque j € {1,...,k} on choisira zj , un réel

satisfaisant 1 zj <a,
1°) Lorsque 1 < j € t, choisit zg = 1.

Nous en déduisons :

a
Z 2 }li—J 84
1

z H(JaZJ) =
1<j<t

1gj<t a2—1 a
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t
(a,” - D
S 2e4 —EE z aIJ = 2e4 xk a, 1
a, I€j&t a, a, - 1
< e X_ ¢ 4e4 = exp t Log a
a k-t a¥ 1

1 1

E H(j,z.,) < 4e4 2 exp((al—l)t) puisque al—l > Log a, pour
1€j<t ] aly

tout a; € P.

t, on choisit =z =z, = %- ceci parce que

o . .
2°) Si t < j g a, ;

1'expression (z-1)t - j Log z est minimale pour cette valeur, que
i

celle—-ci est supérieur & 1 et que le terme 4 T est négligeable

par rapport a l'expression précédente

: -2 X 3 _ _ 1, 45
H(J,zj) LS exp((¢ = D(t+W) = j Log © + )
2t °l
&) x ég_ et.j 1
= : =3 exp((a;-Dwe = 7 s
a, -3 o K3 i
2t
a a
Comme 2 3 < 2 < a1 + 1
B TE 27

car -% <a et la t fonction x - - est décroissante pour x > a

1

4a1

. X _ etyj -t
H(J,zj) < e = exp((a;=Du)( J-) e

X (al+l).

Par la formule de stirling (n! = " e_n/2ﬂn(1 + —L-+ o)

12n
ecn n! 1 1
on a (E) = o -— avec O € | — 1 y ——
n vam (1+ﬁ+ ...) V2TT_



4La (a,-Du ate jJ
. -t
| HG.zp € (apDe Xt ;o
t<j<alt J a, t<jSalt 3
ba . (a;-Dy . i
< (a;+D)e Px ot ) (alt)J Vi
aly t<j<a;t aj!
e4al -t (al'—l)U X
< (a,+1) e va.t e exp(a,t) ——
| o 1 1 a y
1
finalement

((a,~1)t+a,u)
I HGhz € egla) 5 VEe : !

. y
t<j<at a

3°) Envisageons maintenant le 38me cas : celul ol alt < j < M.

Celui-ci est un peu plus long que les précédents.

a
On prend zj = al(1+6), b e R avec 0 < O < E% -1

1

ce qui entraline zj < a D'autre part, 1l est &vident que zj > a,

9°

z a2 X

) H(j,z.) <

alt<jSM alt<jéM a2—a1(1+6) (al)

ot exp((a (146) -1) (t+u) -

- j Log(a,(1+6)) + ba (1+8))

soit donc

a
) H(@,z.) < 2 Xk exp((a,~1+a;0) (tr)+4a, (1+6)) x
a,t<jgM a.-a, (1+9) a
1 2 71 1
1
x ) (E.4.1)

a t<jeM (1+6)3
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1

Majbrons la somme —r
£<j<M (1+6)7

|
s 1 ] s z ) ; ] < - 1 alt‘ : n
alt jg€M (1+46) alt<J (1+6) (1+0) n30 (1+8)
'lfj é‘ 1 — lge
a1t<JSM (1+9) (1+6) 1

En remplagant dans (E.4.1.) nous obtenons :

a
Y OHG,z.) < 2 X exp((a;-1+a 0) (b)) + 4a (1+8)) x
a, t<jgM a.-a,(1+8) a
1 278 !
l—alt -1
x (1+6) ol (5.4.2.).

Nous allons minimiser maintenant 1'intervention du terme

—alt
exp(alet) (1+6)
9
92
alet - ngrez—walt Log(1+8) < alet - Log 6 - a16t +at
2K R R P
€ - Log o + alt —2— (E.4.3.)
car Log(l+8) > 6 - 5 ceci pour 6 > 0.
S , ) 12
Ceci est minimisé pour .6 = (art)_,,,, malheu-
e \ 1 : e
reusement on a pas nécésSairementa‘az—ai s al‘x/2 soit ‘encore pas .-
a ’ '
nécessairement (‘6><‘Eg -1,
Si nous prenons O = 1 -, nous avons éetté fbié
Zal/f
a
1 1, %
0 < 55 < (a2 al)(z—) =5 1 car t 3z 1.
1 1 1
Nous pourrions choisir 6 = o oli 0 est trds voisin de |1
a, vt

1
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cette valeur serait ainsi plus proche de et 1'expression

valt
alet - Log 6 - alteLog(1+6) serait encore davantage minimiséé,
a
tout en ayant encore € < EZ-- I.

1
I1 se trouve que le précédent choix de © suffit pour

obtenir le résultat.

Tout d'abord

1
a a a a, + —
2 c 2 B 2, "3
a,—a, (1+6) _ 1 1 2
2“1 a, a1(1+ 5;—) )

solt encore

1
2 1 2
—al(1+9)

a

)
Posons maintenant :
f(al,e,t) = exp(alet +(a16—1)u+4a1(l+6)+(l—alt)Log(1+9) - Log 9)

pour a, € P, B et t des réels positifs strictement

alors

f(al,e,t) = exp((ale—l)u+4al(1+6)+Log(l+6))exp(alet—alt Log (1+68) -Log ©)

2
€ eXp((ale-l)u) exp(&al(1+6)+Log(l+9))exp(—Log 9 + a t 259 d'aprés (E.4.3).

En remplacant 6 par sa valeur dans cette précédente inégalité

et en remarquant que a ,9-1 = —— -1<0 car t > 1

! 2/t

Nj—

4al(l+8) < 6a1 car B <

o2 1
a.t -5 = —— nous obtenons
1 2 831
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I 2
f(al,6,t) 'S 2a1/€ exp(alt %—-)exp(6a1 + Log (1+6))

3 1
| < 2a1/rt~'exp(6a1 + Log EOeXp(gg;)

puisque 1 + 0 g %—.
Ainsi

1
g;—) = c46(a1)/E' en posant

f(al,e,t) £ 3al/f exp(6al +
1

_ 1
C46(al) = 3a1 exp(6al + gg;).

Rappelons (E.4.2.)

z a2 X

H(j,z.) €
—a1(1+6) a

exp((a;-1+a,0) (t+1) + 4a (1+6) +

a t<jgM a

1 2 |

+ (1~alt)Log(l+9) - Log 0)
d'aprés ce qui précéde

) H(j,2;) € (2(a;+D) —§§-f(al,e,t)exp((al—l)t+alu)

alt<J<M al

X
< 2¢,c(a))(a+) -a~—}7 /t exp((al—l)t+alu).
1

En conclusion :

S,y € T+ ] HG,z) + ) HG,z) + ) H(,z.)
a 1<j<t t<j<a,t a t<j<M J
X 4 x X
£ ~—§-+ be ——;—exp((al—l)t) + c45(a1) — vt exp((al—l)t+a1p) +
a1 ! 2

X
+ 2c46(a1)(a1+1) ;—;-/f'exp((al—l)t + alu)
1

ainsi
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SA(x,y) 'S w§§-/f exp((al—l)t+alu)(l+4e4+c45(al)+2(al+l)c46(al))

|

soit si nous posons

_ 4
c43(al) =1 + 4e + c45(al) + 2c46(a])(a]+1)

ainsi

X .
SA(x,y) g c43(a1) ;—; vVt exp((al—l)t+a1u) ceci pour x > 1, y 3 0,
1
t 321 et Y=pux,t).

Remargue :

Nous obtenons au théoréme 4.6. la meilleure majoration de

SA(x,y) pour y > a]t - Vt.

Pour vy < alt - Y/t , nous obtenons vt > ! v et
S
! y
SA(x,y) £ SA(x,y 1) € c43(a]) ;——tfgr x exp(y~t-y Log ra alu)
1 t
- b4
< c43(a1)/2_x exp{(y-t-y Log et alu)

vt
< c43(a1) ;~§ X exp((al—l)t + alp)
1

pulisque y-t-y Log %- <(a1—1)t—y Log a; car y< at.
Ainsi la proposition 4.5. donne un meilleur résultat que le théoréme 4.6,

D'autre part, dans le corollaire 4.3., on suppose que x > O
! et t > 0, nous obtenons ainsi un &largissement pour x € ](),1[

et t €]0,l[du théoréme 4.6.

Enfin, dans le cas particulier A = P, on obtient
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4.7.~- Corollaine.- Soit x > 1, t >1, y >0 alors

' -y
SA(x,y) < Ch3 2 7 x/t exp(t+2y).

§ 5 - Minornations de SA(x,y).

Proposition 5.1.-
Log x

Soit x > a, et 0Ky & —— =1 alors
Log a,

1 X

Sat0¥) >3 T

Démonstration : Posons k = [y| + 1

(On utilise la méthode de Erdds et Nicolas).

Si n est un multiple de ak alors de facon évidente

1
QA(n) >k >y.

o
]

k 1
a

11 v a Fﬁi} multiples de ak inférieurs 3
-1

Comme O € y < Logx _ I, kg Log x et a? £ x
Log a Log a,
par suite :
x| X X . w
= #0 et SA(x,y) b 2 y+T  Puisque Eé] > 5 pour w > 1.
a, 2a1 2al

Remarque : De la méme fagon que pour 3.3.

si on connait 1'ordre de grandeur de x eﬁ de a , on peut

1

. . ~ X 7 X aj .
toujours minorer t—iﬂ par ——E-(l- —), celle-ci étant
a
1

meilleure que %— dans le cas ol —EE
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D'autre part, lorsque A = {al} R

SA(X,y) = card{n < x, alk|n} = EE%% de cette facon la proposition 5.1.
a
1

donne le meilleur ré&sultat possible dans ce cas.

De la méme maniére, il est &vident que c'est encore le meilleur

résultat pour x = a s € N et y = s-1 puisque, dans ce cas,

_ - X _ _X
SpGoy) =1 ]' k] R

2

Dans la suite de ce paragraphe on va tout d'abord établir
quelques résultats, nous les utiliserons ensuite afin de donner
une minoration de SA(x,y), beaucoup plus fine en général que la

précédente.

Le processus pour y parvenir n'est pas sans rappeler celui

du paragraphe précédent.

On suppose dans la suite que A posséde au moins deux
£léments distints que nous noterons a et a, (a] < az). On
rappelle que B désigne l'ensemble A\{al} et par conséquent

B n'est pas vide.

Nous noterons pour m €N et x 2 0, NA(x,m) le car-
dinal de 1'ensemble : f{n € x, QA(n) = m}. C'est la fréquence

avec laquelle QA(n) prend la valeur m.
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Lemme 5.2.- 81 x>0, v 320 et k= Bﬂ + 1 alors

k-1 .
) Np (= » ™).
m=0 a1

8, (x,y) = Sp(x,k=1) +

Démonstrhation :

Soit 0 < j < k, Dj(x) désignera 1'ensemble :

{n < _ET , al|n et QB(n) > k-j} et dj(x) le cardinal de Dj(x).

3

Rappelons que cj(x) = card Cj(x) = card{n < _ET a{$\n

4

et QB(n) > k-jl.

I1 en résulte que Cj(x) U Dj(x) = {n < _Ej QB(n) > k- }

4

et e (x) +d;0G0) = SB("EE" k-j-1) pour 0 < j < k.
a
1

Dj(x) est équipotent 3 1'ensemble suivant :

{n < ?+l , QB(n) > k-j}
a
1

X

j+1 ’ k_J_l)

ainsi dj(x) = SB(

|

et de cette manidre c¢.(x) =8 %, k=j~1) - 8 (—— , k=j~1).
i B a3 B a J+1
1 1

Le lemme 4.5. affirme que SA(x,y) = [%%3 + E cj(x)
a

nous en déduisons

k-1
X X . x .
SA(X,Y) = E‘j% + ) SB(;*E", k-j~-1) - SB(“—T;T > k=i-1).
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X = ———— —
Remarquons que [~Tﬂ = SB( T 1) .
a," a

(On peut é&tendre la définition de SB(x,m) pour m < 0 de fagon

triviale). Aussi

k k
5,(x,y) = §SB<—~X—- k-j-1) - IZ 55T sk=j) + Sy k1).

17 ]
2 4
Enfin comme S (“ET ,k-j-1) =S (—E*',k‘j) = N, (k-j, “§"9
B' ] B' 1] B
a1 a1 al

nous en déduisons finalement

k
X .
SA(XaY) = SB(X’k—l) + .Z NB(_"_J— s k—.])
i=1 a,

k-1
- _ X
S, k-1) + (5) Np (e >

3

Provosiltion 5.3.- Soient x 2 3, t >0 et € e]o,l[.
On suppose que t 2 (a2+1)(u - Log €) + CSI(aZ)

(ot p = UA(x,t) = Sup(2,|A(x)—tI)).

Pour vy € {},(l—e) _Efiifj et M= Inf{y,(az—l)t} nous avons

Log a,
m —a]t
(a,-1)t a -a (a,t) e
SA(x,y) 2 c52(az) X e 1 € 2 (eU Log t) 2 Z L
aly 1<m&M m!

c (az) étant une constante positive prise suffisamment grande.

51

Démonstration : Nous allons utiliser le résultat précédent.




IT - 51

Par le lemme précédent si bien sir k = [i] + 1

k-1
5,(x,y) = Sp(x,k-1) + Z Ng €

m=0 al

X
%-m ° m)

Comme

SB(x,k—l) ? NB(x,k)

on a

s X
S,(6,y) > ) Np(—— ,m) (E.5.1.)

m=0 a1
soit encore

k=1 y ]
S,(x,9) > ) N_(———— , m'+l) en posant m = m+l
A 2o B a k-m -1

1
k-1 <
S, (x,y) > Z N (——— , m'+1) (E.5.2.) ceci de fagon triviale.
A K B k-m
m’ =0 a,
On obtient ainsi en ajoutant membre & membre les inégalités
(E.5.1.) et (E.5.2.)
k-1 % X
2 ————e A ped e
28, (x,5) > ] (N »m) + Np(— 0, m+1)) (E.5.3.)
m=1 a a
I 1
Nous allons estimer le second membre de 1'inégalité (E.5.3.)

en utilisant un résultat sur la distribution locale de QA(n).
Enongons ce résultat

5.3.1.- Théonéme 6.1.- Soit x > 1, t > 0.

On suppose que 0 < B < § € a, et A(x) > c61(6,a1) >0, t > (al+1) %

1

et 0 & mg (al—é)t alors
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m -a
t -t, U
NA(x,m) + NA(x,m+l) > c62(8,al) X y e (e" Log t)

1

Ce th8oréme sera montré au paragraphe 6. Il a été &tabli

par G. Haldsz.

5.3.2.- Retourn a La démonstration de fLa proposition 5.3.

Nous allons tout d'abord vérifier que nous avons bien

les hypoth&ses du théor@me dans lequel on substitue

' . X
Montrons d'abord : B( k—m) > c61(6,a2).

.|

On a supposé t > (32+1)(u—Log £) + c51(32)
t

par suite Log € > u - (E.5.4.).

a2+l

t < It—A(x)] + A(x) € ARX) + U g+ LOgZX * Cgq

+ 0( I

= Log,x + B )

car A(x) < ) 1 |
pPLX P

Log x
ainsi

Logzx >t -y - Crq
> (a2+1)(u-Log i—:)—u+c51(a2)—c53 = az(u~Log £)-Log € +c51(a2)-c53

o - 2 1 .
2 c51(a2) Csq Cs4 pour c51(a2) suffisamment grand

Nous en déduisons :

Log € > y -

t 1
T 2 T AT (2 Logyx + 1)

i
> u(l - EEIT) - Logzx 2 - Logzx.
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De 1l'encadrement 1 < y < (1-€) _Log x il résulte que
Log a;

pour m = 1,2,...,k-1

X X X _ € _
X > o 2 -] 2 =z = X >e car Log e 3 Logzx

a a X

1 |

aussi

X X 1 1

0 € A(x) - A( =) € AX) - B(—3 =) = ) 5" ) >
a a pP<x X
1 1 <
peA k-m
4
peB

ceci pour m = 1,2,...,k-1

goit encore

0<AG) - ACE) < —+ ]
a a

_ _ 3
Log,x - Log,x~ + 0(1)
1 1 ’

car i—m > xF. 0(1) étant effective
a
1
et donc
X
0 < A(x) - B(a k_m) £ =TLog e + 0(1) (E.5.5)
1

B(a =) > A(x) + Log € + 0(1)

Y%

t - U+ Log € + 0(1)

'Y

c51(a2) + 0(D)

puisque t > (82+1)(U - Log €) + cg (3,

Si 1'on suppose cSl(aZ) suffisamment grand, on a
CSI(aZ) + O0(1) > c61(1,a2) qui est la constante intervenant dans

1'énoncé du théoréme 6.1.

(a,) donc t -y + Log e > CSl(aZ

).
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.. X o .
Alnsi B(a k—m) 2 c61(6,a2) dés que cSl(aZ) est pris
1
suffisamment grand.
(a,+ D! .
Montrons maintenant que t > ————— ol U&1= UB( T ,t)
B a
1
X x
B(—) ~ ¢t < A(x) - B( k__m)+|A(X)-t|
4 2

X

< U+ AR = B
1
D'aprés (E.5.5.)
X
B( k-m) - t| g€ u - Log e + 0(1)
a
1
et
u& g U - Log e + 0(1) (E.5.6.).
or t (a2+1)(U - Log £) + c51(a2)
aussi

1
t = (a2+1)(u +0(1)) + 051(32)
> (a2+l)u& si 1'on suppose c.,(a,) suffisamment grand

5172

1
ainsi t > (a2+1)E§1 puisque B= 1.

Toutes les hypoth&ses du théoréme 6.1. sont donc satisfaites
pour B,u& et a,. En conséquence :

e t(eUm Log t)

X X X
Ny (e > ™ N D) 2 ey (12

m
£
!
al 1 1 m:
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pour m = l,...,Dﬂ oli 1'on rappelle que M = Inf{y,(az—l)t}.

En corollaire de (E.5.3.) nous obtenons

m m
: - M|t !
28, (x,y) 2 ¢, ,(l,a,) X e_t ( Log t) 32 [é] °1 "2
AYT? 62’72 k
a, m=1 m!
Enfin
-1'a -a, (u-Log e+0(1) a, -ua.+0(a,)
e U 2 2 e 2 = ¢ 2 e 2 2 d'aprés (E.5.6.)
et
c, ,(1,a.) a -a [M] (a t)m
62 2 -t 2 2 te
SA(x,y) > ( X et ¢ (eu Log t) Z ——)exp(0(a,))
2 y o ' 2
a1 m=1 m!
c62(1,a )
Choisissons CSZ(aZ) < 3 exp(O(aZ)) finalement :
m"alt
(a,-Dt a -a [M] (a,t) e
X 1 2 2 ¢ 1
S, (x,y) > c.,(a,)) — e £ “(eLog t) )
A 52087 Ty
a1 m=1 m!
ce qui achéve la démonstration de la proposition 5.3.
m -alt
Dﬂ (alt) e
I1 reste maintenant 3 préciser le terme
m=1 m!
qui est une somme partielle d'une série exponentielle.
Lemme 5.4.- On désigne par Q(t) la fonction
t v t - (1+t)Log(l+t) définie pour t réel t > - 1.
. . PP . -1/2 3
Soient u et o des réels vérifiant : u 26, o € |u , 1= 5

dans ces conditions

u m

Z e u S ¢ (1-a)
54 N S

3/2 eQ(--Oc)u

lgmg (1-0)u
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Démonstration :

On établira un résultat un peu plus fort

si l'on pose Y = (OL(I—OL)u)—l alors Y € [0,1:\ et on a

e ™ U-3/2 1 _QGmu) sy

) _ CH 1
(I‘Y)([(l-a)q]—l)Sm < Lﬁl‘a)é]‘l m! 54 a 7

Posons n = [(1-a)u]-1 et b= % (1-y).

Remarquons tout d'abord que Yy et b€ ]0,1[.
La fonction f£(x) = x(l1-x) est croissante pour x & %

. . 1 .
et décroissante pour X 3 7 par suite pour

—1—,1-—3~gf(x)21nf(—1——-1—,§-———%— > 1

Yu u /i u u u u

aussi Y = ! < 1 car o€ l-, 1 - £l
u f(o)

donc Yy E.]O,IE.
D'autre part (1-0)u > 3 car a < 1 - %- aussi n # O.

Comme 7Y < 1 cela entraine b > O.

u OL(I—OL)u2
= >u > (I-0)u-1 2 n

1-y a(l-o)u-l

aussi b = 3—(1—Y) <1 donc be JO,1[

m n
i n!

u _u

T

(1-y)n<m<n m! n! Oéﬁ'<yn u®  (n-m")!

n

ML (

n! Osm'<yn U

nﬂn+1)m'
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Pour O0<m' < yn , n-m'+1 > n-yn+l > n(l-y)

et ainsi
n n n [yn]+1
uoyu R R
(1-y)n<mgn m! n! O<m’<yp n! I - b
u 3
| Or n > (1-a)u-2 > (1-0) 3 car o< 1 - I
yn+l LY Yn Yn
b < (ED b g (I~0) b < (1-0) puisque b < 1
| aussi
[Yﬁ]+1 u 1
Log b < Yn LOg(I‘OC) < = YnOL < _Y()L(I—OL) g = - §

et également b = Eﬁ%:ll.> (l-o- é&(l—y) > 1 o - %-— y(l-0).

2 _ 2 1 .
Comme Tt y(l-a) = T tog s puisque o < 1

au

- 1 1
[y ]+ 3 "3
TC U B > _1me 3 u™? (nhl) (me2)
(I—Y)némén m! n! Il - b n! 4o 4o, (n+2)! u2
1
3
N l-e (n+l);n+2 ( eu)n+2 1 1 par la formule
4/2m u n+2 1 +
12(n+2)
de Stirling
n+2 (1-q) /2

1

eu

> ¢ ( ) . —
54 n+2 a/u vam
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oi ¢ = 1-51/3 L
>4 4Y21 1 + ?L

48

or (l-o)u € n+2 € u(l-o+ é) £ u

. eu, X
et comme la fonction X "~ (3() est croissante pour

0 < X £ u nous obtenons (—gi)n+2 2 (—-SB~—91—Q .
n+2 (l-a)u
et finalement
P 0w 1 e (-0
(I=y)n<m<n m! %« a1
- _~3/2
e uum/m, 2 cg, G-0y7° " 1 exp (u~a_-u(l-a)Log(l-a))
: a Yu v
3/2
P Cs,, G- 1 exp(Q(-a)u).
a vu

Le lemme 5.4. en résulte aussitdt.

Proposition 5.5.- Soient x > 3 et t > 0. On suppose

que l'on a :

Log x .
(a2+l)u + 055(a2) £t g —— (E.5.7.) (ot c55(az) est
2a, Log a
1 1
suffisamment grand et que
a
3 1
E—Saéal— T
3/2 1 %
alors S, (x,at) » c., (a,) & x et(u l-aLoga) (e Logt)
A 56" 2
a, =0, v/t
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Demonstrnation :

Ce résultat est un corollaire de la proposition 5.3.
Vérifions tout d'abord que nous sommes dans les conditions

d'application de celle-ci pour € = % et y = at.

Tout d'abord

t (a2+1)u + c55(az) + (a2+1)Log 2 - (§2+1)Log 2
1 .
> (a2+1)(p - Log E) + c51(a2) ceci pour c55(a2)

supérieur 2 c51(az) + (az+1)Log 2.

3t
t

£\

D'autre part y = at =3 et y 2

Log x (a, -

ot < 1

) < l—Log x (Log a1;1‘ .
2

T

2a.Log a

1 1

Toutes les hypothéses se trouvent ainsi réalisées.

|

a i
Enfin M =y puisque y = at < ajt -t L alt g (a2—1)t j
t |
et M = Inf{y,(az—l)t}.
En conséquence :
m —alt
(al—l)t 1 b -a, (alt) e
SA(x,ut) > c52(az) —t © —- (e"Log t) |
a 2 m! |
1 2 l<mgy |
En appliquant le lemme précé&dent pour ajt et 1 - éi
' 1
-a.t o
(a,0)% 3 0,3/2 G D -1/2
—_— >, — () e (a,t)
m! >4 a.~o a !
lgmgy=at ) 1 1

soit donc




SA(x,at) 2

o
Q(-a-T - 1)alt + (al—l)t

finalement

]
csy(ag)eg, ’E;

[}
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o
-a Q0(— ~-1a,t
P (a] bt eULog t) a.3/2 e 21 !
ot ) ( a, - o 1(2;0 (a t)l/2
a 1 2 1

(61 6 (¢}
(;1— -1 ;{Log -5]—)a1t + (al-—l)t

(a-1-o Log o)t + ot Log a,

-a

U 2 3/2 :
S (x,at) > c.,c.,(a,) «x I (e'log t) 1 exp (t (a~1-0 Log a))
A 5475272 a 1/2
2 (a, —a) (a,t)
2 1 1
. -a
2 e, (a,) — & Log t) a3/2 exp(t(a-1-a Log a))
5672 JE
al— t
si on pose
e (a) = ©54C59 (25) @]
562 a 1
2 2

Théeondome 5.6.- Soient x > 3 et t > 0 des réels € € ]0,1[.

On suppose

N t 3 (az+l)(u ~ Log €) + c57(a2) ol c57(a2) > 0 est

suffisamment grand.

2) alt - /alt £y g (1-8) Log x
Log a
1
alors
(a,-1)t a ~a
X 1 2, U
SA(x,y) 2 c58(a2) =3 e £ “(e"Log t)

1

I1 suffit de montrer que les hypoth&ses de la proposition 5.3.

sont satisfaites.
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Tout d'abord M = Inf{y,(az—l)t} > a;t -Vat

puisque (az—l)t p at > at - /alt .

1

Posons 6 =

E‘
+

La seule chose 3 vérifier pour appliquer la proposition 5.3,

est que y %2 1 ce qui est immédiat.

En effet t > (a2+l)(u - Log €) + c¢.,(a,) entraine t > 8

5772

d'autre part, a, > 2 aussi y > at - /alt > 16 - /16 = 12 du fait
1

que la fonction x Vv x - VX est croissante pour x > e

I1 en résulte que y > 1.

Nous avons donc

m —a]t

S (x,y) > c..(a,) X e(al_l)t Ea (euLog t)-az z fflfz_fi?__ﬂ
A Z 75272 2y ' !
1 ISmSalt(l—e) )

I1 suffit de montrer que la somme précé&dente peut étre minorée
par une constante strictement positive :

On applique pour cela le lemme 5.4. avec u = alt

Nous pouvons l'utiliser puisque

_L.= ! = 0 et t > 8, a > 2 entraine u > 16 donc
Ju vat
u>=6
1 1 3
& — < I—E
Valt 4
—alt o
e (a,t)
aussi ; ~——————l———-2 CSAValt(l - )3/2 ~L-eQ( Ou
lémgalt(l—e) m! Va t Yu

Pour 6 € ]0,1[, Q(-8) = - 6 - (1-0)Log(1-0) % -6% aussi
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_alt m 2
e (a,t) -a. 67t
1 e (1 - 1327
léméalt(l~8) m! 34 Valt
> ag, (1~ —= y3/2
— va.t
e 1
Enfin, la fonction 1 - L croit pour x > 0 aussi
VX
1 .3 1
a -3 a - L3
valt 4
_alt m
e (a,t) c
ISmsalt(l—G) m! e 4
Pour conclure
. (a,-1)t a -a
S, (x,y) > c.,(a,) X e I € 2 (eULog t) 2 oli 1'on choisit
A 5872 2y
1
€54 3.3/2
cgglay) = cgylay) —= % (Z)

Remarque : Le théoréme 5.6. fournit un prolongement de la

proposition 5.5. qui avait été &tablie pour y € alt - (alt)llz.

Enfin, dans le cas A = P , nous obtenons le corollaire

suivant des théorémes 4.6. et 5.6.

Conollaine 5.7.-

1) Pour x 2 A y 20 :
S(x,y) < dg 277 x(Log x)(Logzx)l/2

. 4 -
2) S1 € € ]O,l[} X 2 exp(dSZ/e ) (ot d52 >0 et
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suffisamment grand) et y tel que

2 Log,x = V2 Log,x € y & (I-€) Log x
Log 2

alors

€ )3

S(x,y) = d53 277 x Log x (
Log3x

La démonstration est immédiate :

1) On choisit ¢t = Logzx

1

U= ux,t) = Sup(Z,]P(x)—t’) £ d5 car P(x) = Log2x+BI+0( )

4 Log x

par la proposition 4.6., on a alors

1
S(x,y) < c43(2) ;; X VLogzx Log x exp(2d54)

-y 1/2
d51 2 7 x (Log x)(Logzx)

N

si on pose

d51 = 043(2)exp(2d54).

2) On choisit toujours t = Logzx

d
Log x = —%%
£
Logzx 3> Log d52 - 4 Log € .
Comme u < d54 , Oon a, certainement Log d52 2 4d54 + c57(3)
et t 2 4(p - Log ) + c57(3 ) pour d52 assez grand

aussi par le théoréme 5.6.
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-3
2

> d53 2 7 x Log x(

3 -6
) pour d53 = c58(3)e
Log3x

Enfin, si 1'on rassemble les résultats obtenus pour les
théordmes 4.6. et 5.6. on a pour x,y,t vérifiant les conditions

du théoréme 5.6. (qui sont plus restrictives que celles de 4.6.)

%Vt X (al_-l)t a u
c43(a1) ———-exp((al-l)t + alu) > SA(x,y) 2 058(32) e € “(e Log t)
ay ay

Le fait que le terme X exp((al—l)t) solt commun nous
a,y
1

suggére l'existence d'une formule asymptotique pour SA(x,y).
Toutefois les précédentes méthodes ne permettent pas d'établir un

tel résultat. Il faudrait peut-étre pour cela une formule de type
. (n)

A
sur un cercle

Selberg et intégrer la fonction Q(x,A) = z z
ngx

de centre O de rayon r de maniére similaire a ce qui a été

fait par Delange.

§ 6 -~ Distnibution Locale de § .
A

Le but de ce paragraphe est la démonstration du th&oréme 6.1.

précédemment &noncé, que nous rappelons maintenant.

Théondme 6.1.- Soient x 21 et t > 0. On suppose

O<B<5£a1,

Ax) > C61(8’al) t > (al+l) %— 0<m¢g (al—d)t

—-a
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alors

m -a
x t -t, u
NA(x,m) + NA(x,m+1) > C62(B,al) — e (e” Log t)

oll C6I(B’al) est une constante suffisamment grande et c62(B,al)

suffisamment petite.

6.1.1.- Pour parvenir 3 ce résultat, nous allons établir

quelques propositions préliminaires. En _fait la suite ré&side dans
+o0 ZQA(n)
1'étude de la fonction F(z,0) = 2

=] nO

Dans la suite A dé&signe toujours un ensemble non vide

de nombres premiers a étant son plus petit élément.

*
Egalement pour m € (N , nous noterons N(x,m) plutdt
| que NA(x,m).
Nous suivrons la méthode due 3 Halasz.

Enongons tout d'abord un premier résultat

Proposition 6.2.- Soit AC P dont le plus petit élément

m
est 2. Si 0<m< (2-0AK, NG,m) < cg,(5) x Alx) ~AG)
m!

6.2.2.- Etude de £a fonction gensratuice de 25 .

Nous noterons F 1la fonction définie par

1 .
F(z,0) = 1 (—-———;0 1 (——i——TQ qui converge pour |z| g a, eto> 1.
peA 1 ‘——6 p¢A 1 —'-—0—
P p
En effet, pour |z[ € a g > 1
z 22 1
F(Z,0)= H(l+——0’-+——2—6+...) H(1+7‘—+...)
pEA p p péA P
2zl , lz|® 1
|(F(z,0)| « T (1 + 5L+ + L) T+ =+ .00 .

pEA p p p#A p
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1 1

or I ¢ ) € N (———) =1(0) qui converge car 0 > 1.
pdA 1 - — peP 1 - 1
o] g
p %
(¢ étant la fonction ¢ de Riemann).
D'autre part :
2
) (lEl.+ lE%E-+ ...) est une série convergente pour
pra, »° P
PeA
a a
z| 1 1 1 1
|z|<a car pour n 2 a L~ { o~ ~——— "% —— quand
1 1 nG | - l:] nO . fl. e
n’ o
n
n tend vers + >,
%
or la série ) — converge puisqu'elle est égale a
nzl n
alg(o) et 0 > 1.
a 2 3
. 1 lz] 1 lz] | lzl 2]
Ainsi ) — > ) = > ) ( + + +..)
nza1 nO [ - il n?a1 n0 IiﬂIEg n>,a1 nO n20 n?O
ag n
n
Loyl 2l
> 5 TR
P231 p p
peA

Par suite le produit T (1 + l%} + ...) converge pour O > 1

PEA P
pza1
et !zl g ay-
et 1 , converge absolument pour |z| < a,; o > 1.
PEA 1- '—8'
p

Nous en déduisons que F(z,0) converge absolument pour

lz] < a, et o> 1.

Par 1'identité d'Euler puisque F(z,0) = 1 (l+h(p)+h(p2)+...)
peP
QA(H)
z

ot h(n) = nous obtenons

n
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2 (n)
7 A
F(z,0) = X ol la série converge absolument pour |z| < a
nxl n
et o > 1.
o
En particulier, pour z =1, F(l,0) = z —= = z (o).
n=1 n
Proposition 6.3.~ (Estimation de la série ) —%9
n>]l n
QA(n)=m
Soit a >8 >0, 1 € m+tl € (al-S)A(y) et o=1+ ! oli
‘ Log y
y 2 a-
Posons r = m+1 alors :
A(y)
1 AN™  -rA(y) -1/2
] 5= F@o =L a0 ()TN
3
nzl n m! 1
QA(n)=m
Démonstrhation :
On suppose que z = re16 ¢ > 1 dans ce qui suit
|z| =r g a, - )
1 1
F(z,0) = T (——) T (——7) = exp( ] -Log(1- 2) + [ -Log(1- —)).
peA 1 - — péa 1 - — peA P pEéA P
p p
Nous allons exprimer F(z,0) en fonction de F(r,q)
+o k k
F o] -
0.0 _ oy § i
F(z,0) peA k=1 kp

On peut négliger, dans cette série, les termes dans lesquels

k apparait avec une puissance supérieure & 2.
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k k +00 k-1 k-2 k-1
D i P e
peA k32 kp peEA k=2 kp
ety TG
£ |z-r —_—
peA k=2 K9

car [z|=r et r £ (al—d).

R o (a,-9)"

z < |z-r|]a, -8 — ————— cette série

Z ko 1 - 2 k

peA k32 kp peEA k=0 p P

gtant convergente puisque p 3 al—d et o0 > 1.

Ainsi
k k

Y JEL—&&EL—L € lz-rl(al—é) ) —%'(—*"*%*—1159

peA k32 kp PEA D | - !

P

1 1

< ]z—rl(al—é) E —5-(—————~————9
peP p (a;=6)

b=

Le terme général de cette dernidre série é&tant E&quivalent

a ~%- lorsque p tend vers + il en résulte que celle-ci
P

converge et

+ k k
) lzm -7 0 6(r‘e|)_
1,

peA k=2 kp O &

De ce fait

F(z,0) = F(r,0)exp( ) E%; + 0, Sxlo])) (E.6.2).
PEA P &1

On peut maintenant négliger les termes pour p >y et

remplacer ¢ par | pour p <y :
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Pour cela, nous observons que

; . J+m dm, (t) m, (€) J+m m,(t)dt
— = —— < lim + O _
P>y p0 vy tO >+ t N tO+1
PEA

+0  (t)dt
go'J _é__.__._

t

Comme ﬂA(t) € m(t) = 0¢( t ) , 1l existe une constante
Log t

positive e6 telle que ﬂA(t) € e

Log t
et
+00
1 dt o 1
X — € ¢ o} — K C car g > 1
o} 66 J - .0 66 o-1
P>y p y tlLog t Log v (0o~1)y
peEA
< Log y + 1 1 . - 1
€ Cee — Pbulsque o=14+

Log y Log ¥y

= (1) lorsque y > + o ,

D'autre part :

1 1 1 1 1 1
Z('I;""—O,—)g Z (___6?)*“‘};_—;
pPLy P p<y P y
peEA peP
1 1 1 Lo 1 Lo Lo 2
== —exp(- =EH =2 - 2R 025Dy
P 1+ 21 P Logy P Log ¥ Log'y
Log vy
P
1 1 Lo Lo 2
aussi : ——-—= EP_ ., (=08 g )
P P p Log y p Log™y)
1 1 1 Lo Lo 2 Cé6 Lo
[ G- = [ CEE+oEEy) = ] B

p<y P Log y p<y p p Log vy Log y psy
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= 0(1) car ) Log p _ Log y + O(1) [Harj
PRy P
aussi
pey P

Nous obtenons de cette facgon

F(z,0) = F(r,0)exp( ) 2L +0 (xr]6])) =
psy P a)56
PEA

F(r,o)exp((z-t)A(y)) (1 + Oa 6(r{6|)).
1’

Nous pouvons maintenant &tudier la somme

+ +% 2, (n) -m~1
) _15=z_16_.1__J 2 A 4z
n=l n~ n=1 n 2ir ’/|z]|=
QA(n)=m
1' zQA(n)-m-l
———-—[ « 1 = dz)
2im J|z|=r n=l n
QA(n)—m-l

s z . <
car la série = converge uniformément pour ¢ > 1
n

et |z| < a en vertu de 1'étude concernant F(z,0)

n=1 n 2im m+ 1

ainsi Z —%-= —l—-Jl ' E1—]-:.—’-22-dz
zl=r z

En remplagant F(r,0) par 1l'expression précédemment &tablie :

LZDAW)

—%;=—-—J F(I,O)—-m— dz + <
|z|=r 2
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— 4

F(z,0) J 0 (rleler(cos 8-1)A(y)y
. a,,o :
21im |z |=t 1

LG-DAG)

= est holomorphe dans € exepté
z

La fonction

A" TAW)

m!

au point O. Le résidu en celui-ci est &gal &

coefficient d'ordre m dans le développement de Taylor de

e(z—r)A(y) au voisinage de O.
(z-r)A(y) mo
Et -—l-—[ F(r,0) &’ dz = F(r,0) A(y)  rA(y)
: m+1
2im z|=r z m!

Pour la 28me intégrale

er(cos 9-1)A(y)r|e|) dz ¢
"m+l

~—~|J F(r,O)Oa 6(

2m |z|=r 1°

r(COS 6—1)A(y)r‘e[de

F(r,o) J” g7 (8rap)e

_+ .
27 =T r
Comme cos 8-1 €=c 62
68
e-2 64 e6
puisque cos 6-1 = - 7HIT T T v oti la série est une série

uniformément convergente de fonctions continue sur [;W,ﬁ] et

donc sa somme est continue et bornée sur cet intervalle.

Par suite

1 J F(r,0) 4 6(er(cos -DAM 10]ydz «
|z|=r aps

27 zm+l
r<a, -6
. —c68r62A(y)
. |reo fﬂ cg7 (8,a))e r|0e|ae |
2m m
m T
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1 J( | F(r,0) 0, S(er(cos 6-1)A(y)r|e|)dzl .
Z =Y

2’[‘[ m+l 1 b ]
-c u2
68
+o ¢ _(8,a)e uldu
s < F(r,0) J 67 ! en posant u = 8/r A(y) J
m
21 —00 r A(}’)

et majorant par 1l'intégrale généralisée
p ’

c.,(8,a,)
PS F(r,z) 67 1 o(1) = 05 a (—Ei—~—9F(r,O) puisque la
2T Aly) 1 r A(y)
derniére intégrale est convergente.
On choisit «t = m+} , on a par hypothése mtl al-é
A(y) A(y)

et par conséquent r £ 31—5'

L'erreur commise en négligeant la deuxiéme intégrale est

m-1 ]
alors 06 (éizl——~JF(r,6) par le choix de r.
21 m+)"
400 m —rA(y) A m~1
Z _....1_= F(r’o‘)(.A_iy)_.e + Oa s ﬁ(—}-’*)*——‘—n'i'))
n=l n° m! 1’ (m+1)
QA(n)=m

Rappelons 1'une deslformes de la formule de Stirling

m_ -~m m -m 12m
me v2mm £ m! g me 2Tm e

aussi

1

m-1 Tm—
0 (A(y) ) = 05 . (A(y)m—le—meIZm ¢2Wm)
>

8581 (me1)™ m!
m
- V2T 06 s (A(y) e-m+1)
A(y) 1 m!

or
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N /2ﬂ(a1-6)A(y) o

<
A(y) A(y)
finalement
*o
) — = F(r,0)
0]
n=1] m!
QA(n)=m

é,al

)

VA(y)

m
A (y) e—(m+l)(1 . 05 ( 1 9

21 VAly)

lorsque y - + ©® , c'est le résultat que nous voulions obtenir.

Remarque 6.3.1.-

Nous avons montré que le terme principal &tait égal &

A" -rA®y) )
F(r,o0) 2 e Y et que la deuxilme intégrale é&tait (

m!

Le rapport est donc
m!

m+ 1

A(y)

On choisit r =

0 AM™ ! rAG) my

1
A (Y)

YF(r,0)

ce qui permet de neutraliser le terme

A(y)m+l ainsi que m! ce choix &tant justifié par le fait que

1'on a (m+l) < (al—G)A(y).

Conollaine 6.4.-

On suppose que 0 < § € 1,

alors

1 € m+l € (al—G)A(y) o=1+

Log y

+00 m
1) J NG,m 4y ¢ ¢ (8,a,) éi—}Q—-e—A(y)Log y(E.6.3).

o+1 69
1 u

: '
2) Si A(y) = c69(6,a1)

(8,a;

+00
J E-g-li-’—gl-du >
. 1

o+l C70
1 u ,

m!

y AT A

m!

Log v . (E.6.4)
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Démonstration :

1) +in 1 _ J+m dN(u,m) _ 0J+m N(u,m)du
1

g o+l
1 u u

D'autre part, on a également

+ © m
;l L - Fr,0 i“—(l')—— (1 + 0, al(—A-lz—)-))e‘rA(Y) (proposition 6,3.)
n= n m: ’ valy

QA(ni=m

Par suite

r“’ N(u,mdu _ F(r,0) A" TAG) (|, o 1y,
1 uo*! 6 m! $2) At

de méme que précédemment :

F(r,0) =exp() —6—+ 0 (1))F(1 a) = exp( Z — + 0(1))F(,0),
PEA P p€yY P
PEA
On a, d'autre part (o) = H(9) ol H est continue et
g1

ne s'annule pas au voisinage de 1. Il en résulte que Log H(0)
est une fonction continue au voisinage de 1 et que Log H(o) = 0(1)

lorsque y > + o ,

Par suite :

r-1

F(r,0) = exp( ] =L+ 0 (1)) = = Log y exp((x-DA(y) + 0, (1))
1,

pEA P 1’ o-1
p<y
oo m A0 (1) |
f N(U’T)ldu = l_ A(Y) e al’(S Log y(] + O 6( ! )) ‘(‘
T G m! 21°° AR
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O 6(1)
soit c69(6,a1) une constante majorant (1 + Oa 6< l e *1
1’7 vA(y)
ce qui est possible puisque A(y) > 0).
400 m
N(u,m)d A -A
On a J —£~5%%—E' g c69(6,a ) AG) e (y)Log v.
1 u m!
Enfin, si 1'on a
1 (6 a)
A(y) > c}g(8,a)) 0 (—) / y = 0 ()
a],6 A( ],6 AGY) al,G
et
+ m
N(u,m)du 1 AQy) ™ _-A(y) -
J ) — ' e Log vy c70(6,a1) oll
i ) m
1 031’5(1)
c70(6,a1) est une constante minorant (1 + Oa 6( Y)e
VA(y)

Remarque 6.4.1.-

En particulier, si on choisit y = x, alors pour u < x

1

o-1 -1 .
u < XG = XLog X = e et on obtient

X N(u,m)du

o+1
u

O’_
JX N(u,m)du < JX N(u,m)x 1du _ J
2 s o+1
1 u i u

1

400
< e J E%gf?l-du car 0 > 1 donc 1l'intégrale est
1 u

convergente.

m ,
5 P 69(6,31) éﬁ-}El-—-e_A(x)Log x (E.6.5)

>4
{ N(u,m)du ce o
1 u m!

Lemme 6.5.- Soit x > 2 et m= 0,1,2,...
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x/2
alors N(x,m) + N(x,m+1) > d N(u,m) du.
61 2
Log x l u
Démonstrnation :
z Log n = E 2 A(d) (ot A est la fonction de Von Mangolt)
n<u n<u d/n
A
=) M@ )]
d<u k'S -a'
! i
QA(kd) = m

u
dzu AMANGG , -0, (d)).

Remarquons que l'on peut négliger les termes en d = pk

‘ L
Z A(d) Z 1 N kZ Log p i% =u kz ngp

k u B <u P <u P
d=p €u kK'<=
k32 k32 k32
QA(kﬂ)=m
or
7 Loip < E%%£—= ) Log P () +l-+—%-r..J
k P peP p peP p Py
P €u K32
k>2 ”
< 5 Log p 1 < ) Log n ! qui converge :
~ 2 1 * 2 1
peP p (1- 59 nelN n (1- ;?
J  Logm= ] Logp NG ,m=0,(p)) + 0w
n<u p<u P
QA(n)=m

it

Z Log p N(E-, m-1) + Z Log p N(E-,m) + 0(u).
p<u P p<u P
pEA péA
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De ce fait, pour u € x

N(x,m)Logx> N(u,m)Log u > z Log n
nsu
QA(n)=m
> ] Log p NG, m-1) + | Logp NE, m).
psu P psu P
peEA pe¢A

En intégrant entre | et x, nous obtenons

X X
xN(x,m)Log x > J N(,m)Log u du > J ( z N(E-,m—l)Log p)du +
1 ] psu P
PEA
X
+ J ( X N(E-,m)Log p)du
1 p<u
pEA
X X
xN(x,m)Log x > J N(u,m—-1) ( Zx p Log p)du + J N(u,m) ( ZX p Log p)du
1 p <= 1 pP&—
u u
peA pegA
et encore pour m+l
X X
xN(x,m+1)Log x > J N(u,m) ( ) p Log p)du + [ N(u,m+1) ( ) < P Log p)du
1 psx 1 p&=
u u
peA pEA

En ajoutant membre & membre les inégalités précédentes :

X
x[ﬁ(x,m) + N(x,m+lj]Log X >J N(u,m) ( z p Log p)du .
1 <X
P S3
X X X X x2
Enfin, 2 p Log p > 7 ZLogp= EG—(@(E) - 8(56)) P d61 5
é?—(- i<p<2{— u
P&y 2u u

X X
pour > 2 ‘et ainsi J /2 N(u,m) ( Zx p Log p)du > d61x2 J /2 N(u,m) du

2
1 PS'G

1 u
X
/2 N(u,m) du.

1 u2

|

(N(x,m) + N(x,m+1))Log x > d61 XJ
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6.6.- Démonstration de La proposition 6.2.-

Rappelons que l'on a montré précédemment

] Togn= ] LogeN(G ,m-1) + ] Log p Nz ,m) + O(u)
n<u pEA * péA P

QA(n)=m p<u psu

< z Log p(N(E-,m—l) + N ,m) + 0(u)
peP p p

car N(m, %) = (0 pour p > u. Les termes de la somme étant tous nuls
sauf un nombre fini.

De méme, on pose N(%-,m—l) =0 si m=0.

Soit u > X.

z Log n > Z Log n > % Log x(N(x,m) - vX) nous obtenons
ngu ngx
QA(n)=m QA(n)=m

par int&gration entre x et 2x :

2x 2x
%-Log x(N(x,m) - VX) éJ ( ) Log n)du < J ( ) Log n)du %
X n<x X n<u
QA(n)=m QA(n)=m

< 2x u u 2
< () Log p N ,m-1) + N(= ,m)) + 0(x)
1 peP P P

2x
€ ; Log p J (N(E-,m~1) + N(E-,m))du + O(XZ) puisqu'en fait
peP 1 p P

cette deuxiéme somme est finie.

2
Or, X

2x 1%
Z Log p J (N(E-,m—l) + N(E»,m))du X p Log p J (N(u,m~1)+N(u,m)du
peP 1P P p !

car N(x,k) = 0 pour x < 1 et on peut ramener la borne inférieure

d'intégration & 1.
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2x u u 2x
Z Log p J (N(= ,m-1) + N(<= ,m))du = J (N(u,m-1)+N(u,m))
peP 1 P P 1

M 2

. 2x 2x 2x 1 x
Mais ? p Log p < - z Log p € TT'G(TI) <5 =5

2x 2x u

ps—u— pS—a—

car 0(x) = 0(x) (théoréme de Tchébychef).

En conséquence,

X
x[N(x,m) - /)Z:lLog X £ ZJ [N(u,m—l)+N(u,n):] 5 p Log p du
1 2x
Py

u2 61 1 u

m-1 m
XI:N(X,ID) - ‘/)—Z:ILog x £ e c69(6) MIXZ(A(X) + A(X) )e“A(X)L
(m-1)! m!
ceci en vertu de la remarque 6.4.1.
m
m!

car m € A(x)(2-8) par hypothése.

Ainsi, on peut trouver M62(6) tel que

m
2 (A(x)) e—A(x) . x2)

N(&x,m)x Log x € M62(6)(x
m!

soit encore

A(x)m e—A(x) . X )

m! Log x

(=

N(x,m) < Mz(ﬁ)(x

la proposition 6.2. sera &tablie si 1'on montre que le terme

m
est négligeable par rapport a x(AGx) e Ax)

m!

+ 0x2)

X X
N, XZJ N(u,m=-1)du _ xz( N(u,m%gg_+ 0 x2)
1

og X + 0(x2)v

X + 0(x2)

Log x
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1 .
. -A(x) p{x P . 1
Tout d'abord e e = exp(—Logzx + 0(1)) > M63 $—~————.
Log x
AG)"
I1 suffit donc d'étudier la quantité 2% . on peut considérer

m!

celle-ci comme une fonction de m qui croit si m < A(x) et

décroit pour A(X) € m € 2A(x).

m
En conséquence, pour m donné inférieur a4 2A(x), la fonction A(x)
m!
posséde deux minimaux : celui correspondant &4 m = 0 et valant 1 et
AG) [2a(x)]
celui correspondant & 2A(x), valant ——~%—r——
[(2aG0))1]
Par la formule de Stirling
(ACGa)) (2860 5 ! ! (—-=2 )@-A(X)] x (A(x))EZA(X)]
(2ax)]D V21 [2A(x)] (s L y [ac]
12[2a(x)]
> & EZA(X)] ! !
2 /ETA )

!
U+ T haw)]’

Quand x > + ® si A(x) > + = cette derniére expression

tend vers + « .

Si A(X) *M< + ®©, avec M >0 la limite vaut

e [élM] 1

(59 : > 0 aussi dans les 2 cas nous pourrons
/2TM(1 + -—T:l—]-)
12{2M
A(x) [ZA(X)j
trouver une constante strictement positive k tel que ———— 2>k
(2a)] 1)

pour x > 2.



IT - 81

m

A(x)

m!

Par suite

1 1 eA(x)
Log x (A(x))m

De ce fait,

X - 0(x A(x)m e-A(X)).

et
Log x m!

Nous remarquons donc que le terme

m
par rapport & XA() e_A(X).
m!

telle que

xA(x)m e—A(x)

m!

N(x,m) € ¢, (8)

62

3

Log x

1

> Inf(k,1) >0 pour x > 2.

M,Inf (k,1)

est négligeable

I1 existe ainsi une constante c62(6)

pour x > 2.

Le résultat persiste de fagon triviale pour 0 < x < 2.

Conollairne 6.6.1.- Soit 0 < 8 1 et O« mg (al—é)A(x)

alors N(,m) g d60(6,al)(m+l)

Démonstration :

172 xA)"  -Ax)
-—-—-———-m! e .

Pour m < A(x) cela résulte de la proposition précédente,

Si m > A(x) alors on utilise la proposition 4.3.

Comme O < A(X) € m < alA(x)

N(x,m) < card{n < x,QA(n) > m} < 41

et par la formule de Stirling

N(x,m) < d60(6,a1)(m+1)

x exp(m-A(x)-m Log

+ 2a1)

1/2 xA(x)™ LA

m!

A(x)
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NTE

N (u,m)du

2
u

On décompose maintenant 1'intégrale f en deux :
1

X X
J 2 N(u,m)du N J 2 N(u,m)du - J+ N(u,m)du _ J+m N(u,m)du
1 1 1 X

2 o+l O+1 o+1
u u u u

. (Les deux intégrales convergent puisque o0 > 1 et N(u,m) £ u).

N(u,m)du 7 = j+m N(u,m)du
—_— « el -

+
Posons I = J o7l or1
1 u u

2
L'intégrale I a &té estimée par le corollaire 6.4.
Nous allons montrer que J est négligeable par rapport a 1I.

Tout d'abord puisque l'on ne sait pas intégrer des fonctions

de A(u) en fonction de u nous avons besoin de 1'affirmation suivante

Lemme 6.7.- Soient a, b, ¢ des réels tels que a, €acg b

c > 1 et on suppose que O < m £ cA(a) alors :

gkb)”e-A(b) < d62(c)(Log a)l-cgka) exp(-A(a)) (Log b)c_l.
Demonstration :
Am(b)e_A(b) A{a)~A(b)+m Log 2%:; A(a)-A(b)+ m(%%%%—— 1)
Am(a)e—A(a) - °
. (e=D) (A(b)-A(a))
(c-1) -
< e ¢ 2 P
a<pgb
(c—l)(Logzb —Logza)fd63(c)
< e
oll d63 est calculable puisque Z 1. Log,x + B1 + 0( ! )
PEX Log x

oli B1 est calculable et 0 est effective.

A" (b)e
Am(a)e

-A(b) g (ES&.PJC_I

-A(a) 62 ‘Log a
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. m -A(b) m -A(a) ,Log b,c~1
et finalement A (b)e g d62A (a)e (Log a) .
Lemme 6.8.-
Soit z > O, o > 1 alors pour m = 0,1,2...
+00 m 1-0 m
J (Log g) du _ z ((Log Z)m N Z m(m—l)..é(m-k+l) (Log z)m—k).
z u o-1 k=1 (o-1)
Démonstration : On démontre ce résultat par récurrence :
400 d 1-0
m=0 J —% =z le résultat est vérifié.
z U o-1

On suppose maintenant la propriété réalisée pour tous les

entiers inférieurs ou égaux 3 m avec m > 1.

On 8tablit tout d'abord la formule de récurrence suivante :

400 m
Si on pose Im = J 1225621_ du H Im est convergente car o > 1
z u :
: m+] _ 1 1-o m+ 1
pour m 3> 0 et on a Im+1 o7 Im = ey z (Log z)
400 +1 +1 |40 s
I - J (Log W™, _ |(Log )" _ (D) J (Log w)™ 4
m+1 z u’ -0 ucj_1 z -0 z uO
I _ (Log z)m+1 m+1 I
mel o, 01 0ol m :
Ainsi :
m m-k .
T - EéT zl—o(Lo z)m+1+ mt1 3 zl_o(Logmz” + Z m...(m—k+i)Log z )
n (o-1) k=1 (o-1)
L 1 Gogy ™1 (D) (Log 2", ‘§ (m+1)m(m=1) . . . (n-k+1) (Log 2)™ %
o-1 °82) o-1 . k+1
k=1 (c-1)
m+1 e m+1-k'
- 011 Z1 quogz)m+] . Z (m+1)...(m+1~k +1)é%og z) )
k'=1 (o-1)
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en posant k' = k+l

d'oli le résultat.

Lemme 6.9.- On suppose X > 2a] , 0<6<1 et o>1

8, , %
0<m¢g (a,l 7)A(—2—) alors

1 X
= -A(3)
| (@+1) % (aG) e 2
'S d64(6,a1) b —

n! (0-1) (57!

400
N(u,m)du
J = —
X o+l
u

a7l (4 —1y(a.-2).. . (a, k)
———-—~>><()+; 1 1 l)

k=1 (o-1)%(Log gok

Démomstrhation :

On utilise le lemme 6.7. avec a=12{- , b=u, c = a

m
et ms (a - goA(ga s N(u,m) < d6o(g-,al)¢kﬁ+1) Eéé%l_ o AW

(corollaire 6.6.1.) avec u 2%

+00 N(a,m)du <4 (.5_ N )_(_m+1)1/2 : 400 A(u)me‘A(u) .
X o+l 602 71 m! X uO
7z U 2
X m, X
cd, (S, =D . X
602 | m! X
A(-Z-)
e
a, -1
+00 1
» 1 XJX (Log u) du
a]-l 7 UO
(Log -}2(-)
Nous &valuons 1l'intégrale a 1'aide du r&sultat 6.8.
~A(%)
+00 1/2 2 a,-1
N(u,m)du S d (m+1) e m,x X, 1
Jx ST SdgoT ) Y @) T A7(G) x ((Log 3)
- u —_— o-1
2 x,0-1
- &)
a,-1i X al-]“k
1 (a]-l) ...(al-k') (Log -2—)
+ )

=1 (0-1)k
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En simplifiant

+o0 1/2 'A(%° A" 317 e ~1).. . (a. k)
N(um)du o (s ap) (m+1) e 2 (1 s 17
X o+l = 64 m! (o-1) o1 kel (0-1)%(Log HK
7 o & 8 3
oti 1'on a posé d64(6,a]) = d60(g-,a])d62(al).
| Theoneme 6.10.-
| Soit 0 < 8<a. Si AG) 3d(8,a) et 0<ms (a =AM,
_ -a
alors N(x,m) + N(x,m+1) > d (6 a ) éiﬁl— A(X)(Log A(x)) 1 pour

d 5(6,a]) suffisamment grand et d66(6,al) suffisamment petit.

Demonstration :

Remarquons que 1'on peut supposer O < § € 1 car si m
vérifie m < (al—é')A(x) oi 6' 21 en particulier m vérifie
n < (al-G)A(x) avec 0 < 8 € 1. On suppose également d65(6,a1) e2

2
alors A(x) > d65(6,al) >

Dans la suite, nous désignons Log A(x) par w. On a

.. w
alors w 3» 2. On choisit y = X

On suppose également d65(6,a]) suffisamment grand de fagon

que a, £y« %— ce qui résulte du fait que

1

I ] ‘
w _ Tog A(x) Log dgg(0,a))
X = X £ X

y = exp —2BX exp —20B X 5 exp Log X (140(1)) > a

1
Log A(x) Log( Z -) Log3
13E9:¢

1

si x est assez grand et donc si A(x) est suffisamment grand.

D'autre part,
1

0< A(x) - A(Y) € ) 1. Log,x + B *+ O(Lo; X)—(Log2 % —BI-O(EEE—A£§29

y<p&x P Log x

Log w + 0(1)

it

Log2 A(x) + 0(1)

)
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aussi pour d65(6,a]) suffisamment grand, on peut supposer A(y) > cég(g-,al)

(ot (g-,al) est la constante qui apparalt dans le corollaire 6.4.).

69
De plus,
m < (a ~8)A(X) = (a;~8)A(y) Ax) (a)_é)A(y)(A(X)"A(Y) . D
A(y) A(y)
Log,A(x)+0(1)

£ (al-é)A(y)(l + ) € (a
A(x)—Long(x)+O(l)

- 3Dam)

Si d64(6,a]) est suffisamment grand.
Les hypoth&ses du corollaire 6.4. sont satisfaites dans le
cas ol 1'on remplace & par 5
. 38 X
D'autre part m € (a1 - jE)A(y) g (al— 5/2)A(§9
T1 en résulte que les conditions du lemme 6.9. sont vérifiées.

D'aprés (E.6.4.)

).

400 m
N(u,m)du 8 A(y)" -A(y)
[x ol C70(2 ’al) - e Log y.
= u m!
2
D'autre part
X\ M —A(EJ a -1
o 5 -D... -
J'i- N(u,m)du < d (6 a ) (m+])]/2 A(z) e 2 (] . 1 (a] ) (al k)
uO+l 64 i m! (o-1) (§)O~l ke 1 (O-l)k(Log §9k
x al-l (a]—l)...(al—k) a]-l Lo N
Or comme y & 7 (1 + n — (r+ ) (a]—l)...(al—k)(——lii—o )
k=1 (o-1) (Log %) k=1 Log %
a, 1

<1+ z (a]—l)...(al-k) qul ne dépend que de a
k=1
1 1
2Log ay ~ 2Log a,

1

et
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400
N(u,m)du (m+1)
J uo+1 < d67(6’32)

X\ M
1/2 A(EQ

Log vy

Nof ¢

X
ik !
e A(2) m!

On utilise de nouveau le lemme 6.7. avec

a =y,
b = %- et c¢ = a,
+00 1/2 m Log z
f N@mdu g s oy @D TTAG) Logy 4,y 02
= s
§_ d3+1 67 I o¥ eA(y) o1 6271 Log v

1/2 m a, -1
(m+1) A(y) Log y "1
< gy 5134y (o) L B LY

-1
, 1/2 21
Mais d67(6,al)d62(a1)(a1+1)

w e
—> gd,_(8,a,)d,. (a )al/
S Ggyt0aa))dgytay)ay

1 8 .
7 %707 22 st cg5(8,a))
grand et A(X) > c65(6,a1).

<

Par conséquent,

x/2 N(u,m)du - e N(u,m)du _ e N(u,m)du
o+1 o+l X o+l
1 u 1 u - u
S 1 8

m
1 o Ay -A(y)
7 S70(7 »2)) —gT e Log y

- par le lemme 6.5

N(x,m) + N(x,m+1) > d61

Log x ‘1 2

u

1

Log x

1 S x AT -Ady)
2 5 dg1890(7 »ay) e

e

-w

£

a, -1

2 (Log AG)) | aGx)"1/?

est suffisamment

Jx/z N(u,m)du

m! Log y
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Comme a

Jcy<Eax et ml< (a) - DAD) < (2, - PAG).

Nous pouvons utiliser une fois encore le lemme 6.7. dans le cas

a=y, b=x%x, c=a

a, -1
A(x)me-A(x) < A(y)me—A(y)(Log x) 1 a

(a,)
Log y 621
et
| L 461705 1) 1)t rog .7
N(x,m) + N(x,m+l) 25 X £ (=28 Y,
d. . (a,) m! Log X
6271
m -a
3 d. (8,a,) XA A o0 ax)) !
66 ! '
m:
R -1 s 1
o dgc(8,a)) = 5 dgie.0(5 5a))
dgo(ap)

En corollaire, nous avons bien entendu le résultat pour

en prenant a, = 2.

Cependant, nous pouvons espérer une minoration un peu

meilleure :

Proposition 6.11.-

Soit A € P dont le plus petit élément est 2.
Si A(x) = d67(6) et 0 € n g (2-8)A(x) alors

X A(x)m e~A(x)

N(X,m) + N(x,m+1) 2 d68(6) m!

Démonstration : Celle-ci est semblable & la précédente.

On oublie la proposition 6.2. ce qui donne un meilleur résultat

que le cas général.

P
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Tout d'abord si t = x |, a <1

= Log Log U+BI+O( ! -)
Log u

A(x) - A(t) € )

1. 0(1)  puisque ) 1
tepgx P p<u P

aussi (2-8)A(x) = (2 - goA(t) - g-A(x) + (2 - 290(1)
< (2 - §>A(t) si AGO 3 4l (6)

et nous pouvons ainsi supposer (2-8)A(x) € (2 - g)A(xa) £ (2 - g)A(g)

pour A(x) > dé7(6) et x assez grand

7 NGu,mdu c62(8) % 4 (e AW 4y (par 1a proposition 6.2.)
x u0+1 - x % P proposition 6.2.).

2

Appliquons le lemme 6.7. avec le choix a = % , b=u,

¢ =2 pour u 3 %
X
-A(3)
m,x 2
+o A (5)e too
N(u,m) 2 1 Log u
th “;EIT‘ du < c62(6)d62(2) - y E’{E— S du
5 n! 0% 5 '3 u
soit encore par le lemme 6.8.
X
-A(5)
m, X 2
+c0 AT (e Log
N(u,m) 2 1 2.0-1 2 1
Jx or1 du € C62(6)d62(2) \ X (E) ( 5.
5 u m! Log 5 o~1 (o-1)

Par le corollaire 6.4. pour A(y) > cé9(6,2)

+00 m
Mumdu 5 o (5,2) A0 AWy Log y = —
o+1 70
1 u m! o-1
1 oo
. _ (X k - Ve N(u,m)du
Si y = (2) ol k > 1 1'intégrale Jx =T
= u
2
* N(u,m)d
sera inférieure 34 la moitié de [ ——Eé?T—E dés que
1 u




Log vy

ot dlo(8) = 2c62(5)d62(2)(c70(a,2))“ )

En choisissant o = k

(2-6)A() € (2 - PAW € 2 - DAG)

1'inégalité précédente sera réalisée dés que :

X
Log =
-1,2,0-1 2 Log v
1 fod _ —e
46 (8) (4,27 D 1+ =25 <1,
Log y Log 7

ou encore

-1 -k 1
' 1. . -
d68(6)(d68(2)) ke (1+ k) € 1 ce qul est assuré pour k assez

grand.

Par un tel choix de k, mnous obtenons

e N(u,m)du < 1 i N(u,m)du
X o+l o+l
5 u 2 /1 u

et ainsi :

X x
2 N(u,m)du 2 N(u,m)du 1 (+w N{(u,m)
b kI ke e D —2—% du
2 o+l 2 o+l
1 u 1 1 u
m -A(y)
1 Aly) e o
) c70(6,2) " Log y

pour A(y) 2 cé9(6,2) ce qui est réalisé pour A(x) 3 d67(6)
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m -A(x)
. X2 gu,mydu 1 C70(%D) AG)Te
et enfin —5— 3 = Log x
1 u 2 d62(2) m!

en utilisant le lemme 6.7. de nouveau avec a =y, b=x, c =2

me—A(x) N _ d6lc7o(6,2)
Log x ol d68 =

N(x,m) + N(x,m+1) > d A ——

(A(x))
68

Démonsthation du théordme 6.1.

Ce théoréme n'est autre qu'une forme équivalente du
théoréme 6.10.

On pose tout d'abord A(x) =t + z, aussi ]z] = ]A(x)—t]su=u(x,t).

B

Remarquons en premier que A(x)(a1 - ) > (al—d)t
a, +1
1
a +1
AX) 2t - u 2 n-u car t 2 (a1+1) %- et t-ugKt - lA(x)—tl '
B
< A(x)
aussi
g AG) (——) = AG) (—B
a1+l a1 -~ B+ 1
g -1
t € A(x) + u € AX)Q + —————B——-——)
a, - B8+ 1
1
(a,-8)t < (a, = Bt < (a) -~ B+ 1 - 1)(1 + B yAx)
a1 + 1 - R
< (@) - —L—am < (2, - Loam.
al + 1 -8 a1+l
Il en résulte O € m < (al—é)t S (a1 - B YA(X).

a,+1

i
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Posons c61(6,a ) €1 + d65(—J§—-,a1) et supposons A(x) 3 C61(B’al)'

a]+1

8

Comme O € m £ (al - Y)A(x) , nous pouvons utiliser le théoréme 6.10.
a,+1

1

m -a
N(x,m) + N(x,m+l) > d66(—ii—_,al) X AGx) e_A(x)(Log A(x))
a,+1 m!

1

AT = ()" = 71+ BT

m -a
N{(x,m) + N(x,m+l) 3 d66(—~§—-,al) x Lo e t(1 + %)me-z(Log A(x)) L
a, +1 m!
1
comme Log(l+u) 2 lgu pour u > -1 en prenant u = %- , nous obtenons
z
m Log(l + 53 ~ z 2 m( t -~z = z(—E~ -1 = z(—lz— - 1)
t z
1+-€ z+t A(X)
2 -z | =1 s - =1
A(x) A(x)
Comme T o< a; - B l £ - 1 < a,
A(x) a +1 A(x)
Log(l + E) -z 2~-Ua
m o8 t 2Ty
, ha
et (1r + %)me Z 3 e 1
En conséquence :
3 (Mo THa -a

N(x,m) + N(x,m+l) 2 d66(————

al+1

,al) x —re e l(Log A(x))

a,+1
t 3 (

YU done t 3 u 32
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-a -a
il en résulte que | < A(x) % t+u < t2 et (Log A(x)) I 3 (2 Log t)

-a, (Mo THay -a
N(x,m) + N(x,m+1) > d66(~———-, a1)2 X e e (Log t)
a +1 :
|
si on pose
c..(B,a,) = d (—Ji— a )2—31 finalement :
627°71 66 *71 )
a,+l
1
X tm —al

e—t(euLog t)

N(x,m) + N(x,m+l) > c, , (BR,a,)
62721 T

ce qui assure le théoréme 6.1.

Nous avons la réciproque :

Placons nous dans les hypothéses du théoréme 6.10. c'est-ad-dire

0<d8d g a Ax) = d65(6,a1) et 0<m< (a,-8)A(x).

l s

Pour d65(6,a1) suffisamment grand on a x > 1.

On choisit R = §
c61(8,a1) = d65(6,a1), t = A(x).
Alors O < m € (al—é)t = (al—é)A(x)

m ~a
X(A(X)) e_A(x) (eU Log A(X))

N(x,m) + N(x,m+l) > ¢, (B,a,)
62 1 o

-2a m -a
> c62(6,al)e 1 ?.{_(M__ e-A(X) (LOg A(X)) 1
m!

car U = u(x,t) = u(x,A(x)) = 2

m —-a
> d! (8,2 XA A (100 Ax)) |

m!

-2a
si 1l'on pose dé6(6,a1) = c62(6,a1)e
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§ 7 - Formule de Delange.

7.1.- Définition.- Soit A C P une suite strictement crois-
sante d'8léments de P. Nous dirons que A vérifie une formule
généralisée de Selberg s'il existe une fonction FA holomorphe
dans € ne s'annulant pas sur les réels positifs telle que

W (n)
z A =z FA(z)x(Log x)z-1 + 0(x(Log X)Rez~2)

nsx

7.2.- Theondme.- Soit AC P vérifiant la propriété géné-
ralisée de Selberg.

Soit 1 < r, £ o<,
1
1 FA(a) 7+ UxLogzx}
sA(x,a Logzx) = — o .
V2T o - 1 (Log x)

alors quand x tend vers +

X
l-a+ alog O

(Logle/2

(1 + 0 (——)

S R Log., x
2
pour O € (r.,t (cette formule est donc valable pour o > 1).
172

Vémonstration :

w, ()
Posons P_ ,(z) = ) z
X,A ox
ns
Px A(z)
nous allons tout d'abord évaluer 1'intégrale I, = | —2——— dz
Ay !

pour k € N, 7y &tant un cercle de centre O de rayon strictement

supérieur d 1.

wA(n)
Z
I = J PX,A(Z) iz = J n<x
Ay @ Y (=12
wA(n)

= Z 2 dz .

ng<x Yy (z—l)zk+l
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w
fn . A(n)
La fonction z Vv 2*”:;‘1;;T est holomorphe dans C
z=1)z

sauf en 0 et 1 , Res(fn,l) =1,

. Si &k(n) > k+l dans ce cas il n'y a pas de pdle de

fn en 0 et Res(fn,O) = 0.

i

W = -
A(n) <k |, fn(z) 1o avec k+l wA(n) >0
(z-1)z A
- n -
au voisinage de O , E%T-= -l—z—zz...-—zk+1 u%é )+(zk+1 wA(n))
aussi
1 1 1 1
= - , - cee —— =1+ 0(2)
Z Z —Ww
(z—l)(zk+l wA(n)) zk+l wA(n) Zk A(n) .
w
, A(n)
donc Res( ,0) = ~1
k+1
(z=-1)z
| Wy (m) 2t si () >k
aUSSi —_z———_k—"'—l_ dz = {
(z-1)z 0 sinon
et I, = ) 2im= 2ims, (x,k).
n<x
wA(n)>k
P (z)
. _ 1 X,A
Par suite sA(x,k) = — J ~—————EIT-dz.
217

Yy (z-1)z

Comme A vérifie la propriété généralisée de Selberg c'est-a-dire
w, (n)
z A =P (z) = z FA(z)x(Log x)Z by 0(x(Log x)ReZ 2)

n<x X, A

oli FA(z) est une fonction holomorphe dans € ne s'annulant en

. *
aucun point de R,-

Nous obtenons :
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z—1
o z FA(z)x(Log X) 1 0(x(Log x)Rez--Z)
sA(x,k) = s, dz + T dz.
2im Jy (z-1)z 2im ‘v (z-1)z
Rez~2
Posons Q(x) = I O(x(Log Eil ) dz .
2im (z-1)z
Nous allons tout d'abord estimer Q(x)
r-2 1 .
Qx| < = 0(x(Log x) ) ————— opuisque [z| =T~
k+1
(r-Dr

et que ]z—l] est minimal pour z = r et Rez maximum pour z =r

solt encore

_ 0&x(Log X)r—Z)

Q(x)
(r-1)c"
z FA(z)
Posons GA(z) = — GA est holomorphe pour =z # 1
z~1

puisque FA(z) est une fonction holomorphe dans € tout entier.

Par la formule de Taylor puisque r # 1, nous avons
2
= - ' -
GA(z) GA(r) + (2 r)GA(r) + (z-1) HA(z,r) (E.7.1)

oli 1'on a HA(z,r) = GX(r+ (z-r)) & ¢ ]O,l[.

GA étant holomorphe sur € \{1} sa série de Taylor est uni-

formément convergente dans toute couronne Cr . de la forme
1272
I < r, € 1z] < ry-

I1 en résulte que pour }z] €y et l <r, £r<crx

! 2

HA(z,r) est bornée.

En remplagant GA(Z) par son expression (E.7.1)
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G, (r)x(Log x)z—l (z-2)G' (r)x(Log x)z—1
s (x k_) ‘.—_- —L A dz + _.1__ A dz
AT . k+1 . - k+l
2im Jy z 2im Yy z
+ (Q + R (%)
1 / x (Log x)z_1 2
ol R(x) = — H, (z,1) (z-r)“dz
. A k+1
2im Jy z
Nous allons évaluer successivement les intégrales.
. z ~k-1 -k-1
La fonction GA(r)x(Logzx) z = GA(z)x exp(z Logzx)z
est holomorphe dans € sauf au point O qui est un pdle d'ordre
k
(Logzx)
k+1, dont le résidu est x GA(r) Par le théoréme des
k!
résidus :
G, (r)x(Log x)z.1 (Log x)k
1 A X 2
_ o dz = GA(r)
2im Yy z Log x k!
De méme : .
(z-r)GA(r)x(Log X)
La fonction e est holomorphe sauf en O
z
qui est pdle d'ordre k+l.
(Logzx)k_l (Logzx)k 1
Son résidu en celui-ci est x6¢'(0)(————— - ¥ —) .
— A (k-1)! k!
Logx : *
Nous en déduisons que
x (Logzx)k (Logzx)k—1 (Logzx)k 1
sA(x,k) = G, (r) ———— + x GA(r)( -r — ) —— :
Log x k! (k=1)! k! Logx ;

Q(x) + R(x).

Ceci pour 1 < r <r<&r,.
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. . . k
Nous allons choisir maintenant 7t =

Logzx
(En supposant k > Log,x, ce qui sera réalisé dans la suite).

De cette manidre, le coefficient de GA(r) dans la précédente

expression s'annule

X (Log x)k
— G, (r) ——— + Q(x) + R(x).

et sA(x,k) =
Log x k!

I1 ne reste qu'ad estimer

x(z—r)zH (z,r)ez Log,x
1 A
R(x) = J T dz .
2itLog x ‘Y z
Posons z = rele
z Log,x r Log,xcosb
lz—r,zle 2 | = 2r2(l—cose)e 2
En majorant :
2w rLog.xcos® ~
IR(x)!s X J%-J 2r2(1-cose)e 2 a
21Log X T 0
(2T rLog.,xcos®
M =  Supl|H,(z,r)| aussi IR (x) | =0¢( X r2 kj (1-cosB)e 2 do)
2,,T% A
1°72 Log x 0]
z € Cr 2
1272
2m
J (l-cos e)eacose = O(equ~3/2) quand o > © (voir [bie@])
0
1
rLog,X = = k
2 2
Rx)| = 0= 2 577 T ).
Log x (Logzx)
.1 1 1 -~k k
Par 1a formule de Stirling : — = k Te (1+¢(1))
k! V2Tk
k
(Log,x)
X6, (r) — = 6, (1) (Log, 0" e E(1+o(1))

Log x k! Log x V21k
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et ainsi
k
(Log.,x) -2
5, (x,K) = =X G, (1) ——— O (ro)) + 0EIBI
Log x Y21k (r-1)r
. erLogzx %__ K
— *+ 0 5ot ) (E.7.1)

Log x Logzx)3

Choisissons maintenant k = Exlogzxﬂ avec o > 1

K [@Logzxﬂ
1 < r, <o < T, s r = = - + 0 quand X > + ®©
Logzx Logzx

aussi pour x suffisamment grand 1 < r, <rsr,

1

r=o + 0( ).
( Logzx
- . BUS
On peut évaluer G(r) : Qﬂﬁi)
(r-Ot)2
G(r) = G(a) + (r-o)G'(a) + ~—*~ G"(a) + ... par la formule de Taylor
2!
1
= G(a) (1+0( )).
Logzx
En remplacant dans (E.7.1)
x 1 ek (L°g2")k
sA(X,uLogzx) = GA(@)(1+0( NE T ———— D
Log x Logzx k vV2mk
_ rLog,x 1
x(Log x)r 2 X e 2 2 k
(r-Dr Log x (Logzx)

Il ne reste qu'a évaluer chacun des termes de la précédente
égalite.

Tout d'abord le terme principal :



NS
k

G (o) (1+0(

| Log x Log2

k

e Log,x
27k _
— ))

( ) = E ) (1+0¢

k Log2

aussil

a-oLog a + {o Loozx}

_ (Log x)

e k
(E Logzx) " 172

(Logzx)

e Log x ]

100 -

k
X (Logzx)
v2rk

(Log x)a
aaLogzx-{uLogzx}

(+0G——

Log2 )

1
2
(1+0(

Log2 )

1

l -

6, (@) (——2) (1+0¢

Log X k

FA(a)

Logzx

) 1 -o+0Logo.

v2tk  Log x

2 +{a Logzx}

rLogzx

X e

0¢

(1+0¢( ))

1 V2T

Logzx

Log2x+0(1)

X e

)

3/2 k-1/2

Log x (Logzx) Lo

k-
))
Logzx

g x (a(1+0(

= +{aLoo x}
2 ]

Lo

- )
o OLOtLogzx 3/2

(
g X T1°%2 (Logzx)

x -2— +{(X.L0g2X}0

Log x

Aussi :

rLogzx
e

(Log

) =
r,T, Log x o )3/2 k-1/2

I
( 3770 -

1-a+oLog r»T, (Logzx)

F (a) 2 +{aLog2u}

1
V2t o - 1 (Logzx)l/2

X
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X O (

1-a+aLogo r

1
—_—75)
(Log x) 1°T2 (Logzx)3/2

car FA(u) # 0 par hypothése.

De méme le terme

1

_ = +{aLog al
O(X(Log x)r 2) est 1 FA(Q) uz 2 X 0( 1 ).
(r—l)rk Vom o - 1 (Logzx)l/2 (Log X)l—u+aLoga (Logzx)Blz
Finalement :
1
= +{aLog., o}
1 Fple 2 2 x 1

s, (x,aLog,.x) = — 0 (————=73)
A 2 [-o+oLoga  "ry,T, (Logzx)3/2

V2m o - 1 (Logzx)l/2 (Log x)

7.3.- Conollaire.-
%—+{aLog2x}
1 F(a) o X (1+0( 1 ).

sp(x,k) =
P /21 o-1 (Log x)1 o+oLogt (Logzx)l/2 Logzx

Démonstrhation :

C'est une conséquence immédiate que l'ensemble des nombres

premiers vérifie la formule de Selberg (voir [?el])

2 zw(n) = z F(z)x(Log x)zm1 + 0(x(Log X)Rez—Z)
n<x
N 1 2 1.2
oi F(z) =——m 0 (1 ~-—)(1 -2 formule valable pour 2z € €
I'(z+1) peP p-1 P

et F(a) # 0 pour> o € Rf .
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B

Théoneme 7.4.- Soit A C P vérifiant la propriété généralisée

de Selberg. Soit 0 < r, <0 < r, <l alors quand x tend vers + .

1 2
! +{aLog,x} x(1+0((Log X)“l)
5 1
Card{n < x, wA(n) < OLLogZX} - LI ? l—oc+c2xLo o 1/2°
21 1 - a (Log x) & (Log,x)

Démonsthation :

Soit Y un cercle de centre O et de rayon r avec

Q< r, £r« Iy
P A(z)dz
On considére de méme 1'intégrale Jp = J —}E-L*—ITT
U)A(n)—k-l vy (1-z)z~
J, = )} J - dz.
A n<x ‘y 1-2z
. , W, (m) k-1
Comme pour k € N les fonctions z > T— sont
-z

holomorphes dans la couronne C(rl,rz) sauf en O eventuellement

. @'A(n) k-1 0 si w,(n) >k
nous avons =< et
2im Jy l-z 1 si wA(n) <k
J, =2im ) 1 = 2ir card{n < x;w,(n) < k}.
A A
nsx
w,A(n)sk
@Logzx]
On choisit alors comme précédemment r = ————— k = oLog,X .
Logzx

Le reste de la démonstration est identique 3 celle du théoréme.

Remarque : La démonstration des th&orémes 7.2. et 7.4. permet
d'affirmer que ceux restent valables si FA est uniquement holomorphe
dans un disque de centre 0O de rayon R oli R> 1 pour le premier cas

et indifférent pour le deuxiéme puisque nous ne considérons pas le

comportement de FA d 1l'extérieur de celui-ci. |
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NOMBRES w-LARGEMENT-COMPOSES
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Cette partie est consacrée 3 1'étude des nombres w hautement
composés et des nombres largement composés, qui constituent deux suites
d'entiers possé&dant de nombreux diviseurs premiers par rapport au reste
des éléments de IN. Nous donnerons exactement la distribution des nom-

bres w-hautement composés.

On ne connalt pas avec précision la distribution des nombres
largement composés, ceci restant un probléme non résolu. Si wz(x)
désigne le nombre d'entiers w largement composés inférieurs & x
nous ne pouvons donner qu'un encadrement du logarithme de WK(X) de
la forme c1/f5§—§(1+0(1)) € Log Wz(x) < cz/f5§—§(1+0(1)).

Il semble que Log WK(X) N %- V/Log x lorsque x tend vers 1'in-

fini mais ceci n'est pas encore &tabli. Dans cette &tude, nous essaierons

e

de donner des minorations de Log WE(X) se rapprochant de 1T//% vLog x.

§ 1 - Distrnibution des nombres w hautement composis.

e e . * .
Définition 1.1.- Soit n € N . Nous dirons que n est

- * . * -
hautement composé dans N  si pour tout. m€ N , m < n entralne

w(m) < w(n).

Proposition 1.2.- La su’'te des nombres w hautement composés

IO

est exactement la suite N pour k 3 1.

k

Demonstration :

Tout d'abord Nk est w hautement composé : en effet,

Nk par définition est le plus petit entier n tel que w(n) =k

par suite si m < Nk . wlm) < k = w(Nk).

La réciproque est tout aussi immédiate.

Soit n un nombre ® hautement composé et k = w(n)
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alors N, € n puisque N, est le plus petit entier m tel que w(m) =k

k k

Comme n est ® hautement composé si Nk # n, wln) > w(Nk) = k

ce qui est absurde.

La connaissance exacte des nombres w hautement composés

permet bien &videmment d'en déduire leur distribution dans W.

Théoneme 1.2.-

Soit x € R, x > 0. On pose Wh(x) = card{n € x, n
Log x 40 Log x 2)
Log Log x (Log Log x)

est ® hautement composé} alors W, (x) =

tend vers 1'infini.

Démonsthation :

Ce théoréme n'est que nouvelle forme du théoréme 2.2. de

la deuxiéme partie.

§ 2 - ERéments de La thiorie des partitions, contribution de ceux-ct

a £'étude de centaines inlquations a4 coefficients entiens.

Pour aborder 1'étude des nombres ® largement composés
que nous définirons au paragraphe 3 nous devons majorer le logarithme
du nombre de solutions de deux inéquations 3 coefficients entiers,

nous y parvenons grice aux résultats d'Erdds et de Ramanujan relatifs

d la théorie des partitions.

Dans ce paragraphe, nous majorons le logarithme du nombre

de solutions de 1'inéquation
*
E1 : x1p1+x2p2+...+xrpr+...+y1p]+y2p2+...+ysps+... £€n pour n € N

avec X, e {0,1} yj e {0,1}

ainsi que le logarithme du nombre de solutions de
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E2 : x1+2x2+...+rxr+...+y1+2y2+...+RYR+... ¢n ol x, € {o,1}, yj e {0,1}

avec X X, = Z V..

il b 331 4

i g . * . ;
Définition 2.1.- Soit n €N et (uk)keN* une suite d'entiers
croissante pour k tendant vers + « .

On dit que {uk see sy } constitue une partition de n en

1 s
sommant de la suite u, si n = u  tuy ot oll
1 2 ]
u £ u . S u
K, ¢ %k, ¢ k
1 2 ]
Lorsqu'on impose aux u d'étre tous distincts on dit que
i

{uk seeesly } est une partition de n en sommant distincts de la
1
suite u

k"

. . * . .
Proposition 2.2.- Soit n €N . On désigne par P(n) le

nombre de partitions de n en sommants premiers in&gaux Alors lorsque
te oo 2 n
n tend vers 1'infini Log P(n) Vv 7/ 7 / .
Log n

Lewme 2.2.1

Soit Y(n) une suite d'entiers positifs telle que

f (x) = Z y(n) v kxu(Log x)v avec k >0 et u > 0.
Y n<x
+ o + ©
On pose g (s) = I —;n O X a (m)e-sm qui converge pour
i n=1 (l-e )Y m=0 i

Re s > 0 alors lorsque s tend vers O par valeurs réelles positives
Log g (s) k(D" (Log DT (1+u) g(1+u) .

Ce lemme est démontré dans [?rig].

Conollaine 2.3.-

+ 2
1
1) Log I (———:EH) n I lorsque s € R, s >0,
n=l l-e 6s

s tendant vers O.
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O\‘ jN

lz] € r <1

a > 0 des

2
1 -
2) Log T (——) v (Log&))™! pour ser, s>o0,
-sn s
peP l-e 6s

tendant vers O.

Demonstrhation :

Si on pose =z = e ° alors |z] <1 et le produit
+ o0
I converge absolument et uniformément dans tout disque
n=1 l-z
il en est de méme pour I ln .

pEP 1-z

I1 suffit alors d'appliquer le lemme précédent :
Pour le premier cas, on pose 7Y(n) = 1 pour tout n, ainsi
k=1, u=1, v =0, I'(l+u) = I'(r) = 1, E(1+u) = &(r) =

1 s1i neP
Pour le deuxiéme cas v(n) =
0 sinon

aussi k=1, u=1 et v =-1,

Théoreme 2.4. (Ramanujan).-

Soit a  une suite d'entiers positifs, A > 0 et

réels, si :

-sn ~ . s
1] Z a_ e converge pour tout s réel strictement positif.

n30 n

2) Log( ) ane_Sn
n20
alors :

) = -% (Log(—;‘))_B(HO(l)) pour s >0, s >0
S

o -8
An = ao+a1+...+an = exp ((B n]+a (Log n)l+a)(l+0(l))) lorsque n tend
1 1 §
T+o _ T+a ¥ Tra
vers + ® , B &tant égal 4 A o (1+a) .

La démonstration de ce théoréme se trouve dans L?am] page 253.



11T - 5

Deginition 2.5.-

Si a est une suite d'entiers positifs, f(x) est la
fonction génératrice de a  pour x| < r si

L n
1) 1la série Z a x converge pour tout x tel que x| < r.
n30
n

2) pour lx| < r, f(x) = ) a x™.
nx ©

Proposition 2.6.-

La fonction génératrice de P(n) est z (
peEP 1-x

2p
1-x y pour |x| < I.

Démonstrhation :

2p % 2p
Posons P(x) = 1 ( ) et pour ke N , $k(x) = I ( —)

peP 1-xP PEp, 1-xP

1-x 1-x

peP
p1+p2+...+pk

¢k(x) = I (1+xp) = ; Pk(n)xn ol Pk(n) est le nombre de

pépk n=0

peP

. ' < . -

solutions de 1'&quation lel + ...+ kak n avec X.1 e {0,1}
c'est donc le nombre de partitions de n en sommants premiers distincts
inférieurs a Py (Par convention, on pose pour tout k, Pk(O) = 1
et P(0) = 1. Il est clair que pour k' 3 k, Pk(n) 'S Pk,(n) et que
si ng P > Pk(n) = P(n).

Par suite, 1lim Pk(n) = P(n).
k-+eo

Le produit (x) est convergent pour |[x| < I.

Py

I Px" € g () < 9.

n=0

. . n .
Aussi la série Z Pk(n)x converge sur tout disque ]xl £ 6§ <1
n30
uniformément en x et k. En conséquence :
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1 J(x) = 1lim @ (x) = lim 5 P (n)x = ; P(n)xn

k>+o0 k>t na0 nz0

et ﬂ(x) est la fonction génératrice du nombre de partitions de n

en sommant premiers distincts.

2.7.- Démonstration de La proposition 2.2.

La fonction génératrice de P(n) = P(n) - P(n-1) pour n 3> !

est (l—x)@(x) avec |xl < 1.

. s
Si on pose X = e pour s € R, s >0

Log((l—x)@(x)) = Log(l—e_s) + Log g(s) - Log(g(2s)) ol g(s) désigne

II (———é——) pour s > O.
peP l-e sn

Par le corollaire 2.3. Log((l—ens)ﬁ(e_s)) = f%g-(Log(é))_l(l+o(l))

lorsque s tend vers 0, s > O.
2

Le théoréme 2.4. entraine alors (avec A = Tf" o=1, B

1)

P(n) = P(1) + P(2) + ... + P(n) = exp(Tr/ ~ (i+0(1))).

Remarque 2.7.1.-

P * o, o s
On désigne par P (n) le nombre de partitions (sans restriction)

de n en sommantspremiers. Par la méme méthode, on peut montrer que

* 2T n . -
= = 1 .
Log P (n) = \/Log n(l+0( }) (voir [Ramj , page 260)

. s . * .
Théonéme 2.8.- Soit n €N et Q(n) le nombre de solutions

\ de 1'inéquation suivante :

z x.py * 2 y.p. € n ol X, € {0,1} et y. e {0,1}.
il 35133 j

Lorsque n tend vers 1'infini :

Log Q(m) v 2L /B
V3 Log n
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Demonstrnation :

. * .
Désignons tout d'abord par Q (n) le nombre de solutions de

1'équation

iglxipi + jgl yjpj =n avec X, , yj valant 0 ou 1.

n
I1 apparalt que Q(m) = 2 Q*(m) et que

m=1

n
Q¥ (m) = ) P(k)P(n-k). (Si nous posons Q (0) = 1).

k=0 -

P . . = . *
Nous en déduisons que la fonction génératrice de Q  est

F(s) = (@(e—s))z = (1 + ) P(n)e-sn)2 qui converge pour Re s > O.

nxl
-s 1 ﬂz 1
Nous avons remarqué que Log (e ) %-§~-7; Log — lorsque s = O
s s s€R
>0
ﬂz 1
F(s) TS Log(g) quand s > O

s€R
s>0

n *
Comme Q(n) = ) Q (m):

aussi
Log
p ar
Log Q(m) v 22

V3

Dan

en sommants e

m=]
le théoréme 2,4. de Ramanujan, nous obtenons

/ n
s quand n > + «© .
Log n

s la suite p(n) désigne le nombre de partitions de n

ntiers distincts.

Proposition 2.9.-

1) La série

n .
) p(n)x est convergente pour |x| < 1 (par convention
nz0

nous posons p(0) = 1).
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+ o0
2) ¥Y(x) = z (1+xn) oll |xl < 1 est la fonction génératrice de p.
n=1

La démonstration de cette proposition est similaire & celle

de la propriété 2.6.

Conollaine 2.10.-

Log p(n) = n(1+0(1)) lorsque n > + ® .

A
/3

Deémonsitnation : On raisonne de fagon identique 3 démonstration

de la proposition 2.2. :

La fonction génératrice de E(n) = p(n)-p(n-1) est (1-x)¥(x)

. -s
s1. x=e , s >0

~sn -s
)

Log( } p(n)e °M) Y(e

n0

Log((l-e )

Log(l—e_sn)+Log(f(s))—Log(f(Zs))

et par le corollaire 2.3.

2
Log( Z p(n)e °0) f%g lorsque s >0 (E.2.1.)
n20 s >0

sn

1R

Nous déduisons alors du théoréme 2.4. que

Log(p(n)) = Log(ﬁ(l) R E(n)) = ;E-VE(1+0(I)).
‘/§ .

Remarque 2.10.7.-

. =X P A
Si p (n) désigne le nombre de partitions de n en sommants
entiers (non nécessairement distincts) alors de la méme facon que précé-

demment on peut montrer que Log p(n) 7 //g. yn lorsque n > +

[

(voir [AY:] o [Ram:l ou [Andj ou encore [Niv]).



IIT - 9

Notations.

Pour m € N q(n) désigne le nombre de solutions de 1'iné-
quation X +2x,+...+TX *...+y+2y,+..4sy *... €0 ol X, € {o,1},
y; € {0,1}.

On pose q(0) = 1.

U(n) est le nombre de solutions du systé@me S(n)
x1+2x2+...+ixi+...+y1+2y2+...+jyj+... £n ol X. E {0,1}, y; e {0,1}

avec z X, = z y.. De méme par convention U(0) = 1.
130 js0
Théoreme 2.11.-

Lorsque n tend vers 1'infini Log U(n) = ﬂ//g /a(l+o(1)).

On établit ce résultat par majoration et minorations successives.

Proposition 2.12. -
Lorsque n tend vers 1'infini Log q(n) = ﬂ//g vn(l+0(1)).

Demonstrhation :

Si q¥(n) désigne le nombre de solutions de 1'équation
-Z ixi + .2 jyj =n avec x; € {o,1}, y; € {0,1} alors
% izl n j>l x
q¢ (m = } pk)p(a-k) et q (n) = qm) - qn-1).
k=0
De ce fait, si G(s) est la fonction génératrice de p(n),
celle de q*(n) est &gale 3 (G(s))z.
Or

2
2Log G(s) ™ %;— lorsque s > 0 tend vers O (d'aprés [E.2.1.)

et par le théoréme 2.4. :

Log q(n) = n//g /a(1+0(1))

de cette fagon comme U(n) € q(n), Log U(n) < W//é-/ﬁll+0(l))
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2.1.3.- Minoration.

Pour minorer le logarithme de U(n) nous utilisons 1'iné-

galité de Cauchy Schwartz :

*
Pour m e [N , xj,yjem

< ( Z { 2 1/2( 7 | 1,_|2)1/2 avec égalité si et

i ] x

L5

seulement si (xl,...,xm) et (yl,...,ym) sont proportionnels.

Soit £e {1,2,...,n}.

Le nombre de solutions du systéme

Lox == 1, x e (0,1} 1y e {o,1)

_ L x1+2x2+...+rx1+...+yl+2y2+...+ryr = n est égal a
2 pﬁ(m)pz(n—m) ol pl(m) est le nombre de partitions de m en £
m=1

sommants entiers distincts . Aussi le nombre de solutions du systéme S(n)

+ o
) x
i=1

‘( X 2 He TR FL Ly 2y, tEY,) = 1
l Z Vs X, € {o,1} y; e {0,1}

est égal a

n

n n n
} (T p (mp (@m)) = ) (Jp (m.p (n-m)).
£=]1 m=1 m=1 £=1

Suppons que n soit un entier pair.

Dans ce cas

UCn) > 2 D, Q) 3 ( Z % =12

ceci gridce & 1'inégalité de Cauchy-Schwartz.
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Nous en déduisons
Log U(n) 3 2Log p(%) - Log n

2m n

comme Log p(%) v Lo ; 2Log p(%) -Logn™v— /-~ lorsque n > +®

V3 3V 2
soit encore Log U(n) est supérieur 3 une expression &quivalente & une

-~

. P 2 .
expression équivalente & T //: /n lorsque n + + ® lorsque n est pair.

3

Pour terminer montrons que U(n) est une fonction croissante :
Toute solution du systéme S(n) peut se mettre sous la forme

xl+2x2+...+sxs+...+y1+2y2+...+ryr =n avec X, € {o,1} , y; € {o,1}

= = = 1 >
.2 X, .Z i s Y, 1 et yj 0 si y > r.
izl j=l
On peut alors faire correspondre la solution

(XI’X .,yl,yz,...) de S(n+l) donnée par :

23"

x1+2x2+...+sxs+...+yl+2y2+...+(r—1)yr_1+yr(r+1) = n+l.

Nous obtenons une injection de 1'ensemble des solutions de
S(n) dans celui de S{(n+l) et ainsi U(n+l) 2 U(n) finalement

si n est impair

Log U(n) 3 Log U(n-1) > /%— n(1+0(1)) 1lorsque =n tend

vers + ©

§ 3 - Réparntition des nombres w Largement composés (majoration).

ey e . * .
3.1.- Déginition.- Soit n € N . Nous dirons que n et w-

-largement-composé (en abrégé w.f.c) si w(m) £ w(n) pour tout m < n.

Exemples :

N
k+1
P

Nk ’ pour r € k sont w -largement-composés.
r

’
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Les nombres w.{.c sont les entiers possédant "beaucoup"

de facteurs premiers.

3.2.- Théondéme.- Soit x un réel positif, on note Wz(x)
le cardinal de 1l'ensemble {n € x, n est w.l.cl.

Nous nous pouvons trouver deux constantes C1 et 02 telles
que exp(Cl/fgg—E) < WK(X) £ exp(Cz/fgérgb lorsque x tend vers
1'infini.

La démonstration de ce théord&me constitue 1l'essentiel de ce

paragraphe. Elle a &té établie par P. Erdés et J.L. Nicolas.

Lemme. 3.3.~
Soient e, = card E,, E_ = {n < Nt w(n) = k}
' = ' ' o= = =
ep card Eys Ey {n < New wm) = Q(n) = k!}
L]
alors ey < pk+1ek.
Demonstration :
% “x
Nous pouvons écrire n = 9 - qk sl n € Ek (Les a5
€tant distincts).
A cet entier, on associe Q(n) = 4y eee G Q(n) € EL
o et T
A = Pr+l
Q(n) Qe G Nk

On en déduit que pour n' € EL il existe au plus pk+1_1

. v o .
entiers n tels que n' = Q(n) et par sulte e S Praq®

Proposition 3.4.- Pour tout € > 0, il existe x >0 tel que :

2
WZ(X) £ exp(2ﬂ/-§ Log x(l+€)) pour x 3 X,
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Demonstration :

Soit n' € E' on distingue les facteurs premiers de n

k b

inférieurs a en 8crivant :

Py
1_yo xl Xr

=1 Ve
© Py Prel 7 Prer

n' =2 3

oli X, et yj appartiennent & {0,1} , ces nombres &tant tous nuls

sauf au plus k d'entre eux puisque n' € Eé et nous avons
Ax =)oy
izl 130

Par cette &galité, nous obtenons

P__'_ = Z—Yk_l 3-Yk_2 p—yo px 1 pxr = (-E-)—yk‘l (—3—;yk_2 (—.___pk+ 1 )x 1 X <
N ko Tkl Ther Py Py Pk
P X '
k+r) Tx... Comme n' € E! Log > < Log p soit encore
Py k k+l
N
k
p P p % p
I : %, Log( k+l)+x2 Log( k+2)+...+xr Log( k+r)+...+y Log BN Yy Log ktl
p

+ ...+ yr,Log LA < Log Prsl *

Py
Afin de majorer T le nombre de solutions de cette inéquation
nous allons décomposer celle~-ci en 3 nouvelles inégalités : Il’ 12 s I3

de maniére que le nombre de solutions de 12 et I3 soit négligeable

par rapport d celui de I.

La décomposition de I est liée au partage des nombres premiers

en trois ensembles :

Tout d'abord par le théoréme des nombres premiers

p
+ OG——Ji—O lorsque k tend vers + © . Le terme d'erreur

Pre1 ~ Pi
Log pk



III - 14

étant effectif (voir [Ell]).

P
Par suite lorsque k =+ ® p < p. *+ k.
k+! k
Log Py
(En fait, il est &tabli que p  , <P * (Pk)B lorsque k > + «

7 .
pour tout f > 17 voir [Hux]).

p
Soit R, 1le plus grand entier tel que k

1 Pesr, < Pkt

1 Log Py

R, n'est pas nul lorsque k tend vers 1'infini en vertu de ce qui

précéde.
De méme R, &tant le plus grand entier tel que 2p > p
2 k—R2 k

on peut affirmer que ce nombre n'est pas nul (grdce au postulat de

Bertrand pour cela voir [Niﬁ]).

On désigne alors par Il’ 12, I3, les inéquations successives :
P Prer P P
k+1 " k k
I, % Log( )+...+xR Log + ylog ==+ ... +yp Log € Log Pret
Pk 1 Pr P 2 Px-g,
+ © P )
I z x_ Log € Log p
2 r=R1+1 r Kk k+1
k-1 P
13 : E Ve Log k < Log Pyl
s'=R,+1 k-s
2
Enfin, Ti désignera le nombre de solutions de I.l pour
i=1,2,3.
. '
De cette maniére card Ek <Tg T1T2T3.
3.4.1. - Estimation de T,.
Dans 12 les variables x, ne prennent qu'une valeur nulle
dés que Ppir > PrPys1

P
—k pour r > R +]
Log Py

Comme ]

>
Pyyr ~ P ¥
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> Log(l + 1

P
Log k+r
P Log py

k
et les solutions de 12 sont encore solutions de 1'inéquation

Log(py, )

R1+1+XR +2+"'+XR +r+... S ; .
Log(l+ —)

1 1
Log pk

X

De ce fait, chaque solution de 12 compte au plus

Lo (Log(1+ ~—l———0)—1 variables avant une valeur éventuellement
8 Pryy y
Log p
k

non nulle.

Comme ) M < im® pour m > i 32
jei

—))

(Log pk+1)(Log(1+ Log p

Log p
k+1
T, < (p,P, . )
2 Log(1+ __l___) k" k+1
Log pk

En conséquence

1 Log pk+1
Log T, € Log Log py,-Log Log(1+ z;——~—0+¢og P Prst) : ,
& Py = (140(=—=))
Log p. Log py
Log Log(l+ —-l—-—o Lo (———L—-(1+O(———L—~0)
g Lo8 Log py &\ Tog Py Log p,
oy o
_1
= (-Log Log p, + O(———l——ﬁ)p 2
k Log Py k

quantité qui tend vers O lorsque k tend vers 1'infini.

Par suite Log T, = 0((Log pk)3) = O(/EE).



III - 16

3.4.2. - tstimation de T

3°
S . .
Pour s 3 R2+1, Py 2pk_S aussi les solutions de 13
vérifient
k-1 Log Pl
z y & ————— et de la méme mani&re que précédemment
s=R,+1 Log 2
2
Lo }ffijﬁﬁtl
1o« o Pl )y Tog 2
3 Log?

ainsi Log T3 = 0((Log pk)z) = 0(/5;).

3.4.3, - Estimation de Tl‘

Elle repose sur 1'inégalité démontrée par Brun et Tichsmarsh

dont Mongomery et Vaughan ont domnné la forme :

2y
Log vy

m(x) - m(x~-y) £

pour 1 <y € x

(voir E{alb], chapter 3, §4)

Soit s € R, , on peut appliquer la précédente inégalité

1

avec le choix x = p .. » ¥ = P .7 Py -

Ainsi

s s
Prrs P > E—Log(pk+s—pk) 35 Log s.

pour X 3 I

X —

Comme Log x > 1 -

pk+s pk+s—pk 5

35— -p.) -
Log 3 7 Log(p,,,~P,)

Pr Py k

Remarquons tout d'abord que R1 tend vers

k tend vers + o,

“+

[e o]

lorsque
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En effet, supposons R1 borné soit donc Rl < M pour tout
g -
7 IJ

(voir Blux]

+ . Soit o €

Pk+R1'Pk = Pk+R1"pk+Rl—1 o ¥ Py TPy
64
Pour k > ko(a) et p ;7P < (pk)

aussi

o o
pk+R1+1 P < (R1+1)(pk+R1+1) < (M+l)(pk+M+l) -
Log, k
— & (M+1)k Log k (1+0(

)) puisque M est fixé (et donc
Logk

ne dépend pas de k).

D'autre part ar définition de R
p > p

1
pk+R1+1 > P (I 5o Pk) 1
Log Log k
> k(l+0("—ilf'““"_

solt encore
g k

Pk+R]+l_Pk )). Comme & < l, nous

déduisons une contradiction de ces deux inégalités de ce fait R,

tend vers + ® lorsque k > + « .

De la méme maniére lorsque k =+ + « , R2 tend vers + ®

58

Soit s € R, , Pris Py %3

1 Log s.

Log(p,,,~P,) > Log s + Log Log s ~ Log 2

ainsi

p
2-% (Log s + Log Log s - Log 2) > —= pour s s

pk+s—pk 2 o)

(ce qui est possible pour k tendant vers + © puisque R1 tend

vers + ),
On a certainement 5, € 7022 puisque

k(Log k + Log Log k - 0,9385) > Py dés que k 3 7022

p
>5—, r 38’
o

(voir [?oblq]). On montre de méme que P ~ Py 5

Par suite lorsque k > + « , les solutions de I, vérifient 1'iné-

1

quation :
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X so—l xso Py
— Log(p, , =P, )*t-..*¥x_ _. (——)Log(p 17PL) e —— o
2pk k+1 Yk S, 1 Zpk k+so 1 "k 2 Py
*®, PR, ¥, Ve -1
R + Log(p,-p, _)*+ ... + (s -1) —5—— Log(p, —p, _.- )+
2 Py Zpk k k-1 o 2pk k "k so+l
ys; ps; sz pR2
- —E*'—~—-+ 5 < Log Pt Aussi lorsque k tend

vers + © les solutions de I1 sont solutions de 1'inéquation I;

xso Xso+1 X ysa ys’0+l Vg
7 Py T T Pg T T Pttt T Py T Pyt T T Pt e
0 o) ) s)
> & Py Log Pyryr *
Le nombre de solutions de 1'inéquation
s
o

X Pyt oees * Xso—l pso_1 £ Zpk Log p,,; est inférieur 3 2

Cette dernidre quantité &tant constante, on en déduit que le logarithme

- C est faui o ST e
du nombre de solutions de Il est équivalent a 2w /3 Py

lorsque k - + ® , (d'apré&s le théoréme 2.8.).

3.4.4.- Conclusion.

Log T € Log T1 + Log T, + Log T3 < 2m //g /5;(1+0(1)).

2

)
Log Card Ek € Log Prsp * Log card Ek £ Log Pr+i + Log T

< 2m /-g- /oy (1+0(1)) (E.3.1.).
Soit x € R tel que Nk € x < Nk+1 , par ceci Log x " Py

lorsque x » +
. 1 1
wﬁ(x) < ept...te < prepta.tpy ey Spkiﬁe1+...+ek).

' ' g o
Log Wﬂ(x) < Log pk+l+Log(e1+...+ek) g ZW//;V/'pk(I+O(1))

en vertu de (E.3.1.).

<-
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3.5.- Confecture.

Si on suppose les nombres premiers bien répartis autour de Py

autrement dit si 1'on considére que la différence est assi-

pk+r_pk

milable 3 r Log Py (ce qu'il peut &tre raisonnable de penser puisque

P k Log Py et Py Pr-s 3 s Log p, » on peut remplacer les termes

p
Log ktr par =L Log p dans 1'inéquation I.
) k+1
k k
Les €léments de Ei seraient alors solution de 1'inéquation I"
Y ix, + ) jy. < p, avec 'Z x, = .Z i - XpaY; € {o,1}.
izt izl

ist b gy
Conséquence au th8oréme 2.11., le logarithme du nombre de solutions de I"

L. 5 2
est &quivalent a 3 VP lorsque k = + «© ., De cette fagon, nous
pouvons conjecturer que Log de(x) T/ %— vLog x lorsque x tend
vers + « ,

On peut enfin remarquer que la connaissance exacte de l'équi~

valent de Log wz(x) ne permet pas de situer de facon précise les

nombres w.£.c. dans W puisque par exemple si nous envisageons les

{ ¢ Log i} r cleog é}
e et v, = lLog n e

suites u = = J alors
lim v _-u_ = + ® et cependant Log u v Log v,V vLog n lorsque
n->+0©

n tend vers + %,

§ 4 - Minoration de Log wz(x).

Proposition 4.1.-

Pour tout C,0< C < CO , il existe X(C) > 0 tel que
Vxs X(C) Log WE(X) p og X.

On peut prendre successivement Co= 2,2493...; 2,2997...; 2,2529...
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4.2.- La minoration de Log WKKX) a été établie par Erdds

. . P o, - L
et Nicolas qui ont montré la proposition 4.1. dans le cas ot C < Log 2 .

V2

Par des raffinements de leur méthode Pamerance a obtenu
successivement les constantes / %-Log 4y 2,2493; 2,2997 .. 2,2529...
Le présent paragraphe expose les 3 premiers résultats. La constante

2,2529 sera étudiée au paragraphe 5.

Etablissons tout d'abord un théoréme d a Selberg.

Proposition 4.3. (Selberg).-

Soit f wune fonction numérique positive, 7y e-]o, %[

et u 6_]0, %L . On suppose que lorsque x tende vers + ® :

—

[
1) f(x) > x
2) fgﬁ) décroisse et tende vers O.
3) L&) solit une fonction croilssante.
Log x

On pose N(&) = ELogzéj pour &£ > e. Soit 1 € m* , 1 €N(&).

Il existe EO tel que : & 3 EO entraine : pour tout X € [g,g']

(avec &' = & + Log g) hors mis éventuellement sur un ensemble exception-—

U
O(ge—(Log ‘E) )

nel de mesure

a) |(m(x + i—g-gz(-g—) - m(x) - i £(x) | . A1f (x) (E.4.1.)
N(&) N({) Log x N(i)Logzx
if (x) i f(x) 4i £(x)
b) |m(x) - T(x - N(g))' N(E) Tog x (E.4.2.)

N({)Log x
Lemme 4.4.- Soit V¥(x) = mZ Log p-.
p <X

S
X5/6e—(Log X)

. 2
Quand x > + ® pour tout T < avec §-< § <1,

on a pour Y < § - %
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2x 2 2 M
f Y+ D) - L | dy=0G5e (Log x)7 |
X T

M=

La démonstration de ceci se trouve damns [Nic].

Demonsthation de La proposition 4.3.-

Le principe est de vérifier que l'ensemble des x € [E,&']

ne vérifiant pas la relation (E.4.1.) ou (E.4.2.) a pour mesure

M
O(ge—(Log g) ) .

Soit x € [£,£'] ne vérifiant pas (E.4.1.) alors pour X

- if(x)y _ _ i 3i f(x)
tendant vers + Y(x+ N(E) ) Y(x) N (D) f(x)| 2 NCE)

1

(on rappelle que Y¥Y(x) = X Log p et que Y(x) = x(1+0( )

pvéx Log x
lorsque x = + ® ),

Considérons Y et Vv deux réels strictement positifs

tels que u+ve]0,é—[ et 6>u+\)+—§- 65_‘%-,1"
et posons
$ S+u 1
(Log &) (Log &) =ty
T 5= EN(€)§/6 < N(E)e 7 puisque £(&) > 56
€5/6 o Log &) g7 £ () £

Comme N(&) = [Logzil et S+ < cette dernidre expression

tend vers O lorsque & tend vers + ® |

En conséquence, il existe Xo >0 tel que X 3 XO entraine
§
T(E) < 55/6 e_(LOg g)

car & > + o lorsque X » + © par le choix

de 8, \)+u<6——§—.
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Appliquons le lemme 4.4,

g 2 2.2 U+v
1.J ¥(ys Iy - () _ A ATET(E) ~(Log E)
y+ ) W(Y) 1y —=r5 ¢ dy = O( e )
S e T N(E) WEY)>
ou encore
g . L4V
iyfE) 122 ) (~(Log ©)
W ey £ - - HEE 4y o o) ) (E.4.3.)
Ja NCE) N(E) mEN?

(E.4.3)

Soit EC [&,E'] et A la mesure de Borel sur jE,E']

alors :

£(9) ) i £
fE S5 T PO JI ey Toy D)
i (9.2
3 J (N(g) Tog g) dA(y)
E

f(x)

puisque 1'on a supposé que la fonction Tog % était croissante.

Par suite

J (f(Y)

f(é))
g Log y (E)

N(E) Log &

cela entraine 3 cause de (E.4.3.)

_ TSN ~(Log &)
ME) = (E Loglg e (o8 87 ) = (E e ).

Soit maintenant x € [;,g{] \ E

i £(x) if(x)

i £(&) i £(x)
N(g) ) - ly( ) - N(g) x) - lP(X) - +

¥t NEy € ON

€ Y(x +

R i £(x) io£(E) |
vy Co T P S e x TR e T W

solt donc
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Y(x + if(x)) - Y(x) - if (x) < 3if (x)
N(E) N(&) N(&)Log x
De méme si 1'on choisit T =-i—££§Ll
N()E!

nous obtenons

Y(x + &5151) - Y(x) - if(x) > - 3i 0 £ sauf sur un ensemble

N(E) N(E) N(¢) Log x
€ e—(LOg E)u).

exeptionnel E' de mesure

Cela entraine que la relation

i £(x) 4i f(x)

T(x + _i££§l)- m(x) - < 5 est vérifiée
N(&) N(§)Log x N(£)Log x
pour tout x € [E,E'] hors mis les &léments de E \JE'. Ce dernier
- H
ensemble étant de mesure ((fe (Log £) ).

La démonstration de la relation (E.4.2.) est identique & 1la

précédente.

Conollaine 4.5.-
Soit k = m(x) ol X est un élément de [g,g'] n'appartenant
. -(Log &)" B
pas 4 l'ensemble exceptionnel de mesure ((&e ) défini 3 la
proposition 4.3.
Alors si K = n(x - . f(x)) avec -N(&) € i <€ N(&)
N(E)
Log, &)

P = X -~ i f(x) (1+0(———)).
K N(&) Log &

Demonstrhation :

On utilise simplement le fait que P v k Log k lorsque k » + «
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Remarque 4.5.1.- 11
—t §
Iwani&c a démontré que p,_ ,-p, < (p )20 lorsque k
k+1 Tk k

tend vers + ©  pour § >0 (voir [Iw ]) c'est la meilleure
majoration que l'on connaisse actuellement.
Citons également un résultat un peu moins fort &tabli

dans [Hux] .

a

. N )
Soit ¢ 5

Lorsque x tend vers + © , il existe

. c
un nombre premier p tel que x < p € x+x .

En admettant 1'hypoth&se de Riemann, Cramer a montré (voir

[er]) que dans ce cas = O(/Ek Log pk). En fait, il a

pk—pk+1
conjecturé que -p, = O0(Lo 2 ) Lorsque c € 1L on ne peut
Pr+1 Pk & Py/- q 20 °

plus assurer l'existence d'un nombre premier compris entre x

c
et x+x .

Néanmoins si ¢ > % , le théoréme de Selberg 4.3. affirme

3 - - . " " - -
que cette proprlété reste vrale pour presque tous les €léments

£)

des intervalles [él,gzj oil &2 3 El +—_—.
Log El

4.6.- Notations.
Soit ¢ une constante positive strictement. Posons
f(X) = c/iiLog X et & = (l-2¢)Log X N = N(§) = ]}@gzéj
f(x) vérifie les hypothéses de la proposition 4.3. et du corollaire 4.5.

Par suite, ¢ &tant fixé définitivement :

Ea Xo X3 Xo => Eﬂ X € [(I—ZE)Log X,(1-g)Log X] tel que
- if(x) 1 f(x) 1
m(x + _—TT——)_ m(x) = N Top x (1+O(E5§fiiﬂ;72)) (E.4.1.)

if(x). i f(x) I
) - T - B e O GopTeg ) (E.4.2.)



IIT - 25

Soit k = m(x). Considérons s le plus grand entier positif tel que

Progs] 2 x-f(x) et Pris £ x+f(x). Alors s est &gal soit 3
m(x) - T(x-f(x)) soit & m(x+f(x)) ~ m(x) et par (E.4.1.), (E.4.2.)
£&) (vo—L1 ) (B30
Log x Log Log X

4.7.- Méthode de démonstration de La proposition 4.1.

(Endds et Nicolas) .

. . . . 1 = *
Dans ce qui suit, nous construisons une suite d'éléments de W
dépendant de k et s (donc de X) qui auront k facteurs premiers
distincts. Nous choisirons la constante C de fagon que ceux-ci

solent inférieurs a Nk (et donc soient w.f£.c).

Pour cela, on pose n' = qp---q ol q.--q, sont

Nk—s s

des nombres premiers tous distincts choisis parmi Progel?”* 2Prsg’

' %
En conséquence Log %— £ Log Q—Jgti—)s £
k P+l
x+£ (%)
s Log (x f(x))

grdce 3 la proposition 4.3.

Log gl. < gﬁ_gﬁfl (1+0(£é§2)) 2c Log x(1+0(f(x))

k
. 1
Soit C < —
V2
| ]
Log L Log 3
N N
. k . k
lim ) = lim ——m—— <1
X0 23-—;— x++©  2c Log X

I1 existe donc X(C) tel que X > X(C) entraine :
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Ly ,
Log ';" < 2°2L°g x € Log x ¢ Log py

k
De cette fagon w(n') =k et n' € Ner donc n' est w.f.c.
R q Al ' < X,
emarque 4.7.1.- Dans ce cas pour X 3 x, ona n X

t =
En effet Logn' < Log N, = 6(p |)-

1

m)) lorsque

1
Comme e(pk+l) = pk+l(l+0(f6§~5£:;)) = x(1+0(

X tend vers + « (car k et x tendent vers + ® lorsque X > + ©)

' ! - 1
Log n' € x(1+0(Log To X)) g (1-€)Log X(1+0(Log2X)) < Log X pour X

tendant vers + ©

. . S . . .
Enfin, remarquons, qu'il y a 2° mani&res de choisir le

s—uplet qy---4, Ppar suite Log WK(X) > exp s Log 2

1 ] _ f(x) ]
> (Log 2) ¢ Log x(1+0(Log Tog D) x VI=2e puisque s = isg-;-(l+0(i6§—igg—i)).

En conclusion :

Vk < E"—i—_-z- —J X(X) > 0 tel que X 3 X(K) => Log Wy(X) > K/Log X.
2

Lemme. preliminaine :

Soient 0,B € [b,Z] ; Y,8 € IELIJ des réels positifs ou nuls,

qui dépendent é&ventuellement de X.
. Les entiers k et s sont définis au paragraphe 4.6.
N = N(§) = ELog Log é] avec £ = (1-28)Log X.

Par ce choix N(&) = O(Log3X).

De ce fait lim
X->+00

Zl;

On divise 1'intervalle I = ’_pk—s+ [OLS] Plgt I-OLS-_]+LB s]]

en N = N(£) sous intervalles disjoints Il""’I tels que

N
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L =:‘pk-s+[_—us]+(i—l)u ’Pk—s+[ocs]+iu] avec 1 =1,2,...,N-I

Iy = :]pk+ [ocs]+(N—l)u’pk+s] ’

, Ys -
Supposons Y & B et notons v = —EJ v' = tYé] - (N-1)v
4.9
U, = Y i=1,2,...,N-1
i ( _ v
Pr-s+[8s]+(a=1)v)
q -q
0. = Ny Nyt
N

1]
Pse [55]+ -1)v")"¥
oli les q.ll...q.1V (resp. qN,l""’qN,v) sont v (resp. V')

nombres premiers distincts choisis dans Ii (resp. IN).

Lemme 4.8.-~
Log. X
Log U, ... Uy & % £ ((2(0m8)+(B))N+B+y) (140 (—))
Log2X
Démonstrhation :

pk—s+Exﬂ+iu

Soit ie€ {1,2,...,N-1}, Log U, < v Log
pk—s+Exﬂ+(i—l)v

Par le théoréme de Selberg (proposition 4.3.)

£ (x) Log3X

N

Pu—s+[os]+iu = x=(f () +6£(x)+1 ) (1+0¢ ))

Logzx

de méme
Log, X
x=(E () + £(x)+(i-1) Yf—%]’il)(1+0(fa-g:2”x))

Pr-s+[6s]+(i-1)v_
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On a donc

f(x)

0f () +18E%) 6 o+ (1-1) 22 Log ;X
Log U.< v Log(l+ 263 (140 (———))
t x=f(x)+S£(x)+(i-1) X—NE— Log Log X
Log,X
¢ v EB ()N + 1B+ (140 (——)
Log Log X
puisque £ () tend vers O quand x > + ® .

X

- 1 Vs N
v = [ys] - (-Dv = vs(1+0()) - (N=1) — (1+0(2))
YS N LOg3X
= 5 (140 = v(1+0(——)
Log Log X
et le résultat reste valable si 1 = N.
Par suite
Log,X N
Log U ... Uy € v(140G==p) E30 T (@-9)mi(8+n)
2 i=1
Log. X _
< v(1+0(ﬁ—§)—() £y ((a=8)N° + L@._Y_)_I;_(blﬂ)_ . YN
2
Log.X _ _

2

4.9.- Application & La démonstration de La proposition 4.1.

La minoration est basée sur un choix spécifique des nombres
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premiers ap «-- 4 introduits au paragraphe 4.7.

Pour cela on peut effectuer une premiére subdivision
' . — 3 . . .
de 1l'intervalle I ]pk—s’pk+;] en 4 sous intervalles disjoints

I, , I I

1o he I3l
b= JPes P[] ERILSEIRA
I3 =]pkspk+[_2_:lj ’ 14 =_.pk+[zSTJ ,pk+S:|
L'intervalle Ij contient Uj = [Ej {] nombres premiers
» . — - _:}_ . = = L
distincts avec B, =8, = 7 H By = B3 =7 -

Soit N = N(&) ; g = (1-2%)Log X.
On divise chaque intervalle Ij en N sous intervalles

disjoints H..
ji

On a pour j = 1,2,3,4 et i=1,2,...,N-1

H.. = |p,_ . »Dy
ji } k S+U0+U1+‘“+Uj—l+(l l)uj k S+Uo+Ul+"'+Uj—l+iuj_

1pk-—s+U +...+0, +(N—1)u.’pk—s +U +...+U.i|
B o) j-1 j o o i

ol u. LB-S—] et U = 0.
] 3 N_ o

De cette maniére chaque intervalle Hji contient approxima-

tivement uj nombres premiers distincts.

Soient Al’ AZ € ]O,l[ 3 A3 = 1—A2 3 A4 I-Al.
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La méthode consiste & choisir les nombres premiers q; .- qg
avec la probabilité Aj dans chaque intervalle Ij . Plus précisément,
dans chaque intervalle Iji on choisit une proportion de Aji nombres
premiers distincts, Aji peut &tre fixé pour tous les intervalles Iji
avec j constant et i wvariant de 1 & N. Ceci est 1'objet des
premiéres minorations. On peut également envisager le cas ol Aji

varie en fonction de j et i, une autre minoration sera &tablie

dans cette optique au paragraphe 5.

On suppose maintenant que pour tout i e {1,...,N}

A.. =X, , je{l, 2,3, 4} .
Dans ce cas, on introduit

= y = ol r _ - -

.. _ P
Ainsi (N l)vh + v/ Vh'

On sélectionne vji = vj nombres premiers distincts dans
Iji pour j e {1,2,3,4} et i€ {1,2,...,N-1}.
On en sélectionne v, = v! dans I. _.
N J 3,N

De cette manidre, nous distinguons s nombres premiers

distincts dans 1I.
Nous nous intéressons aux entiers n = Nk—s PR les

nombres premiers distincts CIERERRL étant déterminés par le processus

précédent
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Enfin

= 1
"3 (?:qxpk-s+vo+...+v. )

"t Pros+v +v
j-1 o

1+...+Vj_1+(N—2)vj

-v!

Xp_ _ )
k=s+V +...+V. _+(N-1)v.
o j-1 J

dans cette définition V0

-V,
]

0 et le

produit II' q est celui étendu & tous les nombres premiers choisis
j
dans I..
]
On applique le lemme 4.8. pour majorer Log Mj , J variant
de 1 a3 4.
4.9.1.- Majoration de Log Mj , j=1,2,3,4
avec les notations du lemme 4.8. , on a :
3
- =3 I - Y-
=% Bz, M 8y =0 vy E+A1 ﬁ]
alors
3 Log,X
1 s £(x) 3,,_ 3 3
Log M, € 5~ § —= (4(1 XI)N *3 (1+X1))(1+0(ES§;§))
Cas de M, .
On a
2°% * P27 0 V2T 27 7% 2 N |
alors
A,s 1-A 1+ Log,X
2° f(x) .3 ,,_ 2 2 3
Log M, < B % ((2 (1 Al) + = N + A Y (1+ (fgggi))
De méme pour M, et M, :
o f ol i (1-2,) .. 3X, 4, . (1-A2)s}
3 > P3T7F 0 V3 L 3 i V3 W

alors par le lemme 4.8,
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(1-x.)s (1=2)) A 2= Log X
2 £x) 3 /_ 27, 2 2 3
Log M, € BN " ((2 (A-A)) + —5—+ DN+ — —) (1+ O( 2 X T %))
30 +1
=2 -3 =3 . - _ 13 s
0, =7 > B=7 s Y=g UAD . Sy =—7— v, [a(ul)ﬁ}
alors
3(1-x) 3\ Log,.X
17 s £(x) _ 1 3 °3
Log M4 5 N x ((2 A IN + 4 (2-A ))(l 0( 2 ))
4.9.2.- Majoration de 2
Ny
Par construction
Log-ﬁl £ Z Log M. aussi en ajoutant tous les résultats
ko j=1 J
partiels :
Y S_i.f(x) (s O(Log3 ))((15(1—%1)+(1—A2))N . 9X1(X1—1)+A2(A2—1)+10)
8N N x X 16 16
k &)
s £ Log
, <o (1405 )((15(1 A=) 4 (1=3,)) + 0( <))
SEG0 . £ (1,0c L3y qrapres (£.4.3.)
X x Log x LogZX P A
=2 Log x(1+0( %)) -
Lo g2
Par suite
n
Log ﬁ; cz
lim — g — (15(1-2)+(1=2,)).
Koo Log x 16 1 2
En conséquence :
Ve < 4 il existe X(C) tel que X = X(C)

/15(1—A1)+(1-K2)
entraine Log n < Log Nk+1' Dans ce cas n est w-largement

composé pusque w(n) =
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Par la remarque 4.7.1. n € X. Ainsi WK(X) 3 card{n=Nk_sq1...qs}
les q; étant déterminés par le processus précédent.
Il reste 3 évaluer ce cardinal dans les différents cas.
Proposition 4.10. -
Soit A € J0,1[ et f wune fonction définie pour t 3 t,s
tendant vers + « lorsque t tend vers + ®
(o))
- - = - Aoy (1=2) Log(£f(t))
alors Log(LAf(t)]) f(t) (Log(A"(1-2) )+O(___ETE7_~))
quand t - + ©
Démonstrhation :
[£(t)] |
([}f(t)]) = [f(t)]' - avec [}J = partie entiére de u.
(D] H dew]- Ewo!

1/2 1/2

si F(t) = op= (D 2D 2 E®] - DewmD”

ety = E@]EOL < pee] IO (70 - pee)y REOI-E®D,

Par la formule de Stirling

HOY
(G (ey]) = FOIG®HE®)

ol H(t) = (1 + ————L—_—.+ o) (1 ————l————-+ ...)_1 X -

12[£(t)] 12 M£(8)]

1 -1
+ ...
12([£(t)]-[AE(t)]

- x (1 +

Log F(t) = 7 Log 21 + 5 (L°g<f(t><1+0<——f(lt))) - LOg()\f(t)(HO(—-—-—f(lt))

1

- Log((l—x)f(t)(1+0(f(t)

)))

= - Log f£(t) - Log A(l-X) + Log 2T , 0(

1
; ey) = O(Log £(8))

de méme
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Log H(t) 0(57%7)

Log G(t) = f(t) (1+0(z7=))Log (£ (t) (1+0(z75)) = AME(E) (1+0(zr

f(t) f(t) f(t))

f(t)

- - £(0) Log(W (1= 1)+ oceBiER)y)

Log f(t)

Ainsi Log([}(t)]) f(t)(LogO\>\(1'>‘)l—>\)+ 0( £(t) ))

(0]

Conollaine 4.11.-
Soit C(Xl,lz) le nombre d'entiers précédemment construits

pour A;,A, € Jo,1[.

3 A =M Ay (1-2,)

Alors Log C(Al,kz) = —2s(Z Log(kl (l—kl) )+ Z—Log()\2 (I—XZ) ) x >
> x (1+0(_E£§l_)).

vLog X

Demonstrhation :

Par construction

u. 2N=-2 U.-(N=-Du.
C(Ap5hy) = ‘ J I (3 Iy,
2 . . v,
jel1,2,3,4} | jel1,2,3,4} 3N
A}

I1 suffit d'appliquer la proposition précédente car % > + @

lorsque X > + © | n'est pas une fonction de X mais il est

S
&

facile de voir que la proposition 4.10. reste valable).

4.11.- Conclusion :

Soit C < 4 et X 3 X(C)

IS(-1)+(1-1,)

A 1-2
Log WK(X) 3 Log C(Xl,kz) 3 - 2¢/1-2¢ vVlog X(%—Log All(l-kl) Ly«

A (1-1.)
1 2 2
Tty Log A2 (1—%2) ).
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8
VﬁS(l—X1)+(1—A2)

Par suite pour tout K < K(Xl,kz) = -

3 Xl (1—%1) ) AZ (I—AZ)
X (Z-Log Al (l—Al) + Z-Log AZ (1-%2) il existe X(K)

tel que X 3 X(K) entraine Log WZ(X) 3 KvLog X.

4.12.- Etude poun >‘1 = >\2 = .

KOLA) = - —2— Log N (1-n A,
Vi=\
Si on pose f(t) = - ;é:Log tt(l—t)l_t pour t € B),E
t

R(A,A) = 2£(1-2).

Nous pouvons rechercher la valeur de X pour laquelle
cette fonction est maximale, A € JO,I[. Nous obtiendrons ainsi
la meilleure minoration possible dans ce cas.

f(t) = — (t Log LI (1-t)Log ——1—-)

t 1-t

1
/e

f est définie et continue pour ¢t € [p,l]. Elle est

dérivable sur ]0,1[. ’

£1(t) = - l 3(t ng t. (t;l) Log(l-t)) d'oli le tableau de
(Vt)
variations
t 0 B 1 B = 0,242
f! +d0 + 0 - —do

£(B)
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£(R) = 1,12489...

Nous obtenons ainsi K(1-B,1-R) = 2,2497866...

Si 1'on choisit A = %—, nous obtenons K(2 . ; = V2 Log 4.
Sans découper I, en N sous intervalles (j = 1,2,3,4) Pomeganc?

a obtenu //%'Log 4, Enfin pour A =-% , (4 R 4) = -4 Lo g(3)4(1)4

= 2,24934...

On retrouve ainsi la constante annoncée par Pomerance.

4.12.- Obtention de La constante 2,2997...

. .. _ 3 _2
Si nous choisissons Al =7 Az =3
3 1 2 1
3 2 V192 4 1.4 1 2 1
k@, B =2 B2 Cre@ @t + 7 LogG 233

2,29969.

§ 5 - La proporntion des nombres premiens choisis dépend de N.

Cette méthode est identique & la précédente mais dans chaque
sous 1intervalle Iji nous choisissons les nombres premiers distincts

avec une probabilité Aij dépendant cette fois de j et de 1i.

Soit i e {1,2,...,N} et u = Eﬂ N = N(£).

On pose Hi = ]pk+(i_l)u:pk+i‘] s

Hy = Jppo iy Pe(im)ul

Par construction chaque intervalle Hi contient approximati-

S . . e
vement & nombres premiers distincts
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L _ 60

. = = = m &tant un entier
6i C 2 mN a

Soit 6 = +1 alors A
positif supérieur ou &gal & 2. Dans ce cas Ai > 0.

Enfin, on introduit Ve = [;Z E] pour £ = -N,...-1,1,...,N-1

VN TS T Viy T Vel cte T Yy
On considére alors les entiers n = Nk-s - 4y -e 4 s les
nombres premiers qp +-- 4 &tant repartis en choisissant exactement

Voi nombres premiers distincts dans Hei pour i = 1,2,...,N.

Proposition 5.1.-

Les entiers n construits précédemment vérifient :

2
2 X
Log & ¢ 5 S8 2NN, (WD) g4y o 1 (N(N+1)(2N+1))+0(N 183 ))
Nk X N2 4 6m (mN) 6 Logzx
Demonmstration :

Elle est identique 3 celle exposée au paragraphe 4.9.1.,

toutefois on commence par &tablir le résultat suivant :

Lemme 5.7.17.-

2

D v ety = D 1+0E0) G-I + o (VD -i(E-D))

N+i

2
2) V_+vprerv = @ U0EN EF 4 S -i(i)))

- 1

o ice {1,2,...,N} et V_ = Vot t

Preuve de ce Lemme :

v_, = [x. i] = S (s06))

-1 N

_gtee-*Aig) + G gtee#A_) 0D

-N

|
=2

|
.-J.
Zlw

N
A HeuatA, = = (N-i#1) + )

b
h=1i mN
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Lo((u-isl) + .n% (NN+1) - i(i-1)))

0of

et finalement
(N-i+1 + = (D =E3-1))) + )

V_N PR,
N2 1
(1+ (—~S—))(N-i+l * 5 (N(N+1)-1(i~1)).

la deuxiéme formule de maniére identique.

On montre

I1 suffit alors de remarquer que
-v,
i = ~N,...,N

avec U, = (Il}q) (p, _ v._1)
£ i k SHV_ ¥V _qeeet L 1

= 0.

en posant V_g
Comme précédemment, on majore Log UZ gridce au lemme 4.8,

5.2.- Evaluation du nombre d'entiens constructibles.

5.2.1.- Preliminaines.
La derniére méthode permet d'obtenir exactement

N N
Il ( u ) Il ( u ) nombres entiers n.
i=1 v . i=] V.
-1 i
N u
Estimons tout d'abord P = [ ( )
i=l v,
-1
N u N [EJ
Log P_= ) Log (, )= ) Log(_ N _)
i=1 -1 i=1 [X_i N
N < X-i (I—X_i) N L
- 121 - 5 og A_;"(I-A_)) + 0(—282y)



))

s N i 1 i N 1 i N2Log s
= -2 — + = -+ = S _— - 0228 =5
Log P_ N (121(2 tawloelz * o) ¢ 121(2 ap Los(y = o) + U
s I N 2i 2i
=—T\I-(NLOg-2—+§'(iZ (1+EN—)LOg(1+-IEﬁ)+
N . . 2
_ 21 _ 21 N Log s
+ ] (- ZoLog(l - £9) + 0(—2E-5)
i=1
Puisque l—ki = Ai ce résultat reste encore valable
pour Log P, si P _= T ( s )
i=1 i
S—I(N) S+1(N)
I1 suffit donc de déterminer lim —————— et 1lim ——g—
N N
N>+ N->+c0
v 2i 2i
avec s (N) = S—I(N) = izl (1 + Eﬁ)LOg(l+ Eﬁ)
¥ 2i 2i
s,(N) =8, (M) = - izl (1 - “PLog(l - =9)

On a alors :

1
N 5,0 =

lim l-Log P_ = Log 2 - %-lim %vS_(N) + %-lim
X4 s N>+ N->+00

. 1
= lim — Log P, .
X—>+4c0 8 +

Lemme 5,2.2.- Soit 6 = = 1 les sommes S6 étant définies

précédemment on a :



1 26,2 20 1 26,2
+ = (1 - —50 Log(l - 15) -7 (1 - 7;) .

Démons tration :

On étudie S+(N).

mN _ ,2u 2u . 1
Pour u € — , posons h({u) = (Eﬁ 1Log (1 Eﬁ) qui |

mN

est 3 valeurs positives pour 0 € u g€ 5

n'(u) = ENZ" (Log (1 -:l—;) 1),

h'(u) est positive si 2u g (1- é)mN.

De ce fait h est monotone croissante (resp. décroissante)

pour 0 <€ u g (1 - é)mN (resp. pour (1 - é)mN £uc< E%b.

M- by
Alors soit M = (1 e) >
Si m=2 ou 3, M<N, nous divisons S+(N) en 2
s,(M = ] h(i+ ] h.
1€igM M<igN
B
Si on pose I(A,B) = f h(u)du ; O« A< B
A
M M 1 M]
On a I(OM) = J h(u)du = J h(u)du = j h(u)du + ... + J_ h(u)du
0 0 0 M] -1

h(u)du car h croit pour u € M.

J[MJ_I

> h(0) + ... + h(M]-1) >
De méme

N
I(M,N) > J- h(u)du > h( M +2)+...+h(N) car h
] +1
décrolt pour u 3 M.

11 suffit donc d'estimer 1'intégrale I(A,B).
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- 2B
B mN
I(A,B) = —(1 - 2u)L _ 2u _ mN
sB) = N og (1l aﬁ)du = — U Log U 4dU
A " 24
mN
B B
_mN |1 2u, 2 2u 1 2u,2
=7 Li (- ) LogUl ~ ) ~ 7 ¢ ’EN‘)]A
Ainsi I(0,N) =2} [21;+ %(1— %)zLog(l -4 -1 a- %)2}
d'autre part
N -
I1(0,N) = f h(uwdu 3 S, (M) -h([M))-h([M+1]) > 1(0,N)-1([M]-1,[M}+2)).
0
Comme
M Dﬂ+2
I(M]-1),[M]+2) = [ h(u)du + J ~ h(u)du
[]-1 (]
< 3hM)

il en résulte
I(0,N) > S(N) - h([M]) - h([M] +1) > I(0,N) - 3h(M).

I1 suffit de remarquer que

h(M)

. 1,1
lim ~——% = 1im (=) = 0.
Noroo N Nosboo N'e
Par suite :
. S(N) . 1 m |1 1 2.2 2 1 2 2]
1im 2% = 1lim = I(O,N) = = [+ + 5(1 = ) Log(l - =) - +~(1- )71,
N>+ N N+ N ’ 2 {;’ 2 m m 4 m _l

Si m > 4 alors M > N. Dans ce cas, le résultat s'obtient

de facon identique en utilisant le fait de h est croissante sur [b,N].
s (N)

N

Enfin, pour &tablir la limite de , on raisonne de
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facon analogue avec la fonction g(u) = (I + éﬁ)Log(l + %%9.

En conséquence

m 1l 2.2 2 1 2.2
2(Log 2 + 7 (E (1 - E) Log(l - a) -7 (1 - E) -

lim 1 Log P P
+ -
X>+oo

-2 U Do v B v (s By,

Cas m= 2.

lim l-Log PP =1
Xrpo S + -

(Log x).-1

oM —
.

lim Log n

Korpon /NKk

Soit C < V6 = v2V/3 de facon identique au paragraphe on a

pour X 3 X(C)

Log Wy(X) > V2/3 Vlog X V2/3 = 2,4494. ..
SL m =4y
Pour C < /3
. -1
lim Log n,,, (Log x) < 1
X0 /Nk
LogP P_
lim ——t " = 2(log 2 ++ (1 -L082 903
2 4 4 2
X+

2 x 0,607564...
finalement pour K < (1,300711...)/5 = 2,2528... Il existe X(K) tel
que

X 3 X(X) entraine

Log WZ(X) > KvLogX

Rappelons enfin que W//g = 2,565...
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APPENDICE

Le but de ceci est d'essayer de généraliser quelques notions

introduites au paragraphe 3 & 1'anneau Fqu]'

A.1.- Notations.

On pose q = pm p € P. On désigne par En(q) 1'ensemble
des éléments unitaires de degré n de Fq[i], In(q) celui des
élément irréductibles de En(q).

- Un E€lément de En(q) peut se mettre sous la forme

n-1_.n
eeot + cees
ao+a1X+ an_lX X, a,» »a | € Fq de sorte que

n
card En(q) =q .

Le nombre d'éléments de In(q) v8rifie le résultat suivant.

Proposition A.Z.-

Pour k 3 1 qk = dId(q)
dlk

la démonstration de cecl se trouve dans [}erj.

2
On déduit de cette formule que I](q) = q Iz(q) = gjfg
3
=449

I,(q) 3

. [k/2] %H

¢ = ) dI, < kI, + Yy q < kI, +4q

d|k i=0

(par simplification on note Id pour Id(q))

ainsi
+1 qk - %—+1
= % (1 -¢q ).

=

" _q
A 3
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Cette derniére inégalité montre en particulier que Ik >0

pour k > 2. Mais nous avons remarqué que 1112 > 0.

En conséquence pour tout n > 1, il existe au moins un

polyndme irréductible unitaire de degré n.

On peut effectivement déterminer In.

Proposition A.3.-
o n n
p: p.p. p -p
Pour n 3 1, I (q) -1 (qn - q Ly E q 3o +(—1f.q ! 2
n n v PR
1 1<j]
P, -++ P, étant les facteurs irréductibles distincts de n.
On peut encore Eécrire
n
13 d
L@ =+ ) wadd .
n n
d|n

La démonstration de cette propriété est proposée dans [Boup].

Déginition A.4.-

1) On pose pour Q € E w(Q) = Z 1
n P\Q

P irré&ductible unitaire

w est une fonction additive de E = () En(q) > N
neN
c'est-a-dire que w(Q1 Q2) = w(Q1)+w(Q2) si Q, et Q, sont premiers

entre eux.

2) Nous dirons que Q € En est w hautement composé si pour tout Q'

-~

de degré strictement inférieur 3 celui de Q, on a w(Q') < w(Q).

Remarque : On utilise ici 1'ordre partiel constitué par le

degré puisque Fq[}j n'est pas ordonnable.
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Notations.
Les polyndmes irré&ductibles appartenant & En(q) sont en

nombre fini

si k eN' on pose Qk = I P
ngk
PeIn(q)

= X(X-1)...(X-p+1) 1 P, x
Pzelz(q)
b Il P
k
P el (@)

Théeonéme A.5.-

Les polyndmes Qk sont exactement les polyndmes w-hautement

composés de Fq [XJ .

Démonstrhation :

Remarquons tout d'abord que le degré de Qk vaut

2 3
- - q-9) 9°=q
S (k) I+ 212 + 312 .ot kD =g+ 2( 7t 3( 3 ) + ... + kI .

Soit Q € En(q) avec n < §(k) et supposons que

I.l .
1

w(Q > w(Q) =

o~

i
On peut toujours écrire

Q= 1II'"pP xQ le produit est entendu aux facteurs premiers de Q

PlQ
dont le degré est inférieur ou égal & k. Par suite les facteurs
irréductibles de Qo sont éu moins de degré k+1 dé&s que Q, # 1.
On suppose que Q n'est pas divisible par le carré d'un polyndme
irréductible et qu'il poss&de exactement j(n) facteurs irré&ductibles

de degré n pour n = 1,2,...,k ot j(n) = 0,...,1n alors comme
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Q , mI'pP)=1
o PIQ
k

Q) > ) I -3 = i@,... - jm).
1

On a donc

deg Q = j(1)+2j(2)+...+kj(k)+deg Qo car les polyndmes sont
tous unitaires
k
deg Q> () I - i(1) = j(2) ... - j(m)(k+1)
1
car tous les facteurs irréductibles de Qo sont au moins de degré k+l1.

k
Ainsi deg Q 3 j(1)+2j(2)+...+kj(k)+() I)k=((D+. . .+ (k)
1

3 j(I)+I -jl+2j(2)+2(12—j(2))+... kj(k)+k(1k—jk)

1

3 I 421 _+...+kI

1 9 K = deg Qk ., ce qui est impossible.

Si maintenant Q est divisible au moins par le carré d'un
facteur irréductible on considére le polyndme Q' composé de tous
comme nous venons de montrer que dans ce cas deg Q' > deg Qk ceci

entraine deg Q > deg Qk ce qui est absurde.

Remarque A.6.-

On peut définir de la méme maniére les polyndmes de En(q)
w largement composés : ce sont naturellement les polynOmes Q

de En(q), vérifiant w(Q') < w(Q) pour tout Q € Em(q) oi m«<r.

FqDﬂ n'étant pas ordonnable les méthodes utilisées pour
les nombres w largement composés ne paraissent plus valables pour

déterminer la proportion de tels polyndmes dans En(q).
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Soit n un entier naturel non nul. mA(n) étant le nombre de facteurs
premiers distincts de n_appartenant 3 A (ol A est inclus dans 1l'ensemble des
-nombres premiers et vérifie une‘propriété analogue au théor&me des nombres premiers).
On définit sA(x,y) = card{n ¢ x, wA(n) >y} pour ) 0. Si on suppose
y > f(x) > 0, f &tant une fonction numérique on peut &tudier le comportement
de sA(x,y) lorsque x tend vers 1'infini. En particulier il est intéressant
d'établir des encadrements de sA(x,y). :

De maniére analogue si QA(n) désigne le degré de composition de n en
éléments de A comptds avec leur multiplicité. On &tudie le comportement de
sA(x,y) = fnigx, QA(n) > y} : cette &tude est subordonnée 3 l'emploi d'un résultat
de G. Haladsz sur la distribution locale de Q-
éntie;s v?rifiant m < n => wlm Sw(n). Soit WZ(X) = card{n < X, n est U G

Nous déterminons Cl >0 et C, >0 tels que CIVfog X € Log WQ(X) <

On considére ensuite les nombres w lartement composés : ce sont les

2

CZVLog X.

Il est raisonnable de penser que Cl = ﬂ//§ .

Par des raffinements on essaye d'obtenir des valeurs de C de plus

: 1
en plus proches de v//% :

]
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