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INTRODUCTION 



Dans la suite P désignera l'ensemble des nombres premiers 

de N et pl < p2 ... < pk < ... les éléments de P. 

A sera toujours une suite croissante d'cléments de P. 

7 . 7 .  Rapp&. 
* 

On appelle fonction arithmetique toute a-plication de IN + C. 

Une fonction arithmétique sera additive (respectivement completement 

additive) si pour tout couple (m,n) d'entiers non nuls premiers entre 
1 

eux f(mn) = f(m) + f(n) (respectivement si la précédente égalité , 

est valable pour tous les couples d'entiers non nuls). 

On définit de même la notion de fonction arithmétique multi- I 

plicative (respectivement complètement multiplicative). 

7 . 7 . 7 . -  Exe-mplen. I 

. .Pour A C P ; on définit la fonction arithmétique "degré de conpo- 

sition de n en élgments distincts de A" par : I 

w (n)=al 1 . Lorsque A = P on note plus simplement w(n). 
A 

P In 

Il est évident que cela définit une fonction arithmétique additive 

f 
sur IN . 

. On peut introduire de la même façon la fonction complètement additive 



C'est le degré de composition de n en éléments de A 

(comptés avec leur multiplicité). 

. Rappelons enfin la fonction de MGbius 
W 

(-1 (") si n n'est pas divisible par le carré d'un 

ri (n) = nombre premier 

O sinon 

Celle-ci est multiplicative. 

2 .2 . PfiuduLt de ConvoLu;tian. 

Rappelons que l'on peut définir un produit appelé produit 

de convolution sur l'ensemble des fonctions arithmétiques par : 

Ce produit possède un élément neutre e (e(1) = 1 ,  e(n) = O 

si n # 1). 

On remarque aisément que l'ensemble des fonctions arithmé- 

tiques muni de l'addition, de ce produit et de la multiplication 

par un scalaire possède une structure de C algèbre. Les éléments 

inversibles étant les fonctions arithmétiques g telles que 

g(1) # 0. 

Par exemple, la fonction de Mobius est l'inverse pour ce 

produit de la fonction z (z(n) = 1 pour tout n) . 
En remarquant cela nous obtenons la formule d'inversion 

x C n 
de MGbius : pour tout n E: IN , on a f(n) = L g(d) si et 

d ln 
seulement si g(n) = 1 ~(d) f (:). 

l n  



7 . 3 .  F o n d o m  de Tchebyched, t r é p W i o n  d a  nombtreh ptremim. 

Pour étudier P on introduit les fonctions de Tchebychef T ,  9 

définies par 

~(x) = 1 1 fonction de distribution des nombres premiers 
p<x 

8(x) = 1 Log p . 
POX 

La distribution des nombres premiers dans N est connue au 

moins depuis 1896 grâce à J. Hadamard : 

ThEotrème 7 . 3 . 7 .  

Lorsque x tend vers l'infini 

X 
Tr (x) = - 1 

(l+ (- 
1 1) = L. (x)(l+ (- 

1 
1 ) >  ou encore 9(x) = (x(l+ (- 

Log x Log x Log x 
1 1 

Log x 

Li(x) étant la fonction logarithme intégral définie pour x 3 2 

par L. (x) = 
dt Ix -- . 1 2 Log t 

Il existe de nombreuses démonstrations de ce théorème, on 

montre par exemple celui-ci en étudiant les zéros de la fonction 5 

de Riemann dans la bande critique. Citons également l'existence d'une 

preuve entièrement élémentaire établie par ErdGs et Selberg (1949) 

(voir CE1 11 ). Les termes d'erreur dans le théorème précédent peuvent 
être approximés de façon précise, cependant seule la forme grossière 

1 
(- ) sera utilisée dans la suite. 
Log x 

On trouvera des versions précises des termes d'erreurs 

dans @11] . 



On peut facilement généraliser ces dernières notions aux 

sous-ensembles non vides de P : 

DE~iniXian 1.3.2.- Soit A c P, pour tout réel positif x 

on définit 

T et BA généralisent les fonctions n et 9 pr6c6deaaent citées. A 

'ili!&in&kjn 1.3.3.- Soit A c P. Nous dirons que A vérifie 

la propriété généralisée des nombres premiers s'il existe YA ' 0 
X 

tel que nA(x) = 
1 

YA - (1+ O(- 1) • 

Log x Log x 

Par le théorème 1. I ., on a yA a ]O, 1) nécessairement. 

Dans la suite, nous désignerons par al,a2, ..., ak, ... les 

éléments de A avec a < a < a 
1 2 3"' 

Donnons tout d'abord des formes équivalentes de la propriété 

généralisée des nombres premiers (en abrégé p.g.p). 

Il y a équivalence entre : 

1) A vérifie la p.g.p. 

1 
2) = yAx + O(----- 1 

Log x 

3) ak = - I k(~og k + ~ o g  ~ o g  k + L)(I)). 



1 X 
dt 

=Yx(1+O(-))-yALi(~)+~(I A - 
Log x 2 )  2 Log t 

donc 

OA(x) = y x(l+ O(- 1 
A ) )  + O(L~(X)) = yAx(I+ O(- 1 1 

Log x Log x 

X 
car Li(x) = - 1 (l+O(- 1 1 

Log x Log x 

2) => 1). Le raisonnement est analogue. 

1 Par hypothèse BA(x) = yAx(I+O(- ) )  alors 
Log x 

X 1 (l+O(- dt 
nA(x) = YA 1) + V A T  dt + O([ -3) . 

Log x Log x 2 Log t 2 Log t 

Pour x tendant vers + CO, on a : 

1 X 2& 
dt c -7- - dt puisque la fonction 

Log x J2 2 f i  

2 J t  t +- croît strictement pour t 2 e 4 
2 Log t 

aussi lorsque x tend vers + CO 



2 J x  X dt  - (A - fi). D e  c e  f a i t  
2 2 

2 Log t Log x 

X 1 
e t  par  s u i t e  nA(x) = YA- (l+O(- > >  . 

Log x Log x 

Nous avons k = y 
ak 

(l+O( l 1) 
A ~ o g  a k Log ak 

k 1 ou encore a = - Log ak(l+O( ) > 
YA ~ o g  a k 

Log Log a 
Log Log k = Log Log ak - + O (  ) pour k t endant  v e r s  

Log a k Log a k 

1 ' i n £  i n i  

Log Log ak 
a u s s i  Log a k = Log k + Log Log k + O( 1 

Log ak 

Log Log k 
= Log k + Log Log k + O( 

Log k 

e t  ak - -  - (Log k + Log Log k + O(1)) .  
Y A 

3) => 1) 

S o i t  x un réel  supé r i eu r  à a l .  Il e x i s t e  k t e l  que 

a < x < a  
k k+l ' 

Clairement,  on a IT A (x) = k. 



k 
Comme a = - (Log k + Log Log k + O(1)) 

YA 

Log a = Log k - Log yA + Log Log k + O( Log Log k k 1 
Log k 

de cette façon 

ak = k(1 + O(.---)) 1 = k(l + O (  1 
Y A ) )  d'où le 
n Log a 

k 
Log k Log a 

k 

1 
résultat puisque a = x(l + O(- 

k 1) 
Log x 

DE,'jiWon 7 .4. 

1) Soit f une fonction arithmétique à valeurs dans IN et 

une fonction numérique positive def inie et continue pour x suf- 

fisamment grand. Nous dirons que est l'ordre maximum de la 

fonction f si pour tout n f (n) > $(n) (l+o(l)) avec égalité 

pour une infinité d'entiers. 

2) Soit H l'ensemble des entiers n tels que f(n) # 0. 

Si f n'est pas constamment nulle lorsque x tend vers + , 

nous dirons que ip réalise l'ordre minimal de f si f (n) 2 $(n) ( 1 + O (  1)) 

lorsque n E: H et n tend vers l'infini et si f (n) ?. $(n) lorsque 

n appartient a une suite infinie d'entiers de H. 

Exemple :  ordre minimal de w et de QA est égal à 1 
A 

puisque uA(p) = QA(p) = 1 pour tout p a A et que ces fonctions 

sont à valeurs dans N. 

NaXat ian  1 .4 .1 .  

On désigne dans tout ce qui suit par e - - ala2 ... ak = nk 

pour A c  P. 



S i  A = P , on note  p l u t ô t  Nk = 2 3 ... Pk' 

Par s a  d é f i n i t i o n ,  il e s t  év ident  que n k ( r e sp .  Nk) e s t  

l e  p lus  p e t i t  e n t i e r  n  t e l  que wA(n) = k ( resp .  ~ ( n )  = k ) .  

Phopob,kt%un 1.5 . -  S o i t  A v é r i f i a n t  l a  p . g . p .  a l o r s  l ' o r d r e  

Log n 
maximum de  w A e s t  éga l  à 

Log Log n 

Cel le-ci  e s t  immédiate grâce  aux p r o p r i é t é s  de  l a  s u i t e  nk : 

s o i t  k  E IN' 

a 
(1 + O( 

1 
k = w  ( ) = n(ak) = YA A nk 

1) . 
Log a 

k 
~ o g  a  

k 

eA(ak) 
a i n s i  k  = (1 + O( 

Log Log a k 

Log n - - ( 1  + O (  1 > >  . 
Log Log n 

k 
Log Log nk 

Soi t  n  E: IN, n  2 n 1 = a l '  
Il e x i s t e  k  t e l  que 

nk < %+l puisque l a  s u i t e  n  k e s t  s t r i c t emen t  c r o i s s a n t e  

c a r  A e s t  i n f i n i  par s u i t e  comme (n) G k (puisque n k+ 1 e s t  
A 

l e  p l u s  p e t i t  e n t i e r  m t e l  que wA(m) L k+l) 

Loz nk 
( 1  + O( l )  

Log Log n k 
Log Log n k 



L 
Log n (l+O( 

1 1) lorsque n tend vers + w . 
Log Log n Log Log n 

Ceci entraîne que Log est l'ordre maximum de la 
Log Log n 

fonction w Si A vérifie la p.g.p. 
A ' 

Pour x réel positif, on s'intéresse à la quantité 

s(x,y) = card{n < x, w(n) > y) où y > O (on peut toujours 

prolonger cette définition de façon triviale pour x < O ou y 6 0). 

En particulier, si y = f(x), où f est une fonction 

numérique s(x,y) est une fonction de x et on peut étudier 

son comportement, 

c Log x 
Par exemple si y = (x > 1). 

Log Log x 

1-c+O(l) 
J.L. Nicolas et P. Erdos ont montre que s(x,y) = x 

(voir pic] , 2). 

Ce résultat a été généralisé par K.K. Norton aux sous- 

ensembles de P vérifiant la propriété généralisée des nombres 

premiers. Si on pose maintenant S(x,y)=card{n < x, R(n) > y), 

Norton a également établi des approximations de S(x,y). Celles-ci 

s'obtiendront de manière analogue à ce qui a été fait pour s(x,y) 

mais nous aurons besoin d'un résultat particulier de G. Halàsz. 

La deuxième partie est consacrée à ces travaux de Norton et à la 

démonstration du théorème de Halàsz. 

Enfin, au paragraphe 7, nous démontrerons une formule 

asymptotique obtenue par H. Delange donnant une très bonne approxi- 

mation de s(x,y) lorsque y = a Log Log x avec a > 1 fixé. 



La troisième partie est destinée à l'étude de suites vérifiant 

certaines propriétés particulières relatives à U : 

C'est le cas par exemple des nombres w-largement composés 

* 
définis par : n E: IN n est w -largement composé si w (n) h w (m) 

* 
pour tout m & N , m < n. Si W (X) désigne le nombre de ces L 

entiers inférieurs à X nous montrerons qu'il existe deux constantes 

On conjecture alors que Log Wl(X) ' 

tend vers + . Par des raffinements, nous essayerons d'obtenir 

des valeurs de c l  de plus en plus proches de la valeur conjecturée 



ÉTUDE DE K, K, NORTON 



II - 1 

Dans t o u t e  l a  s u i t e ,  l e s  cons tan tes  c . . . , d . . . ,  sont  p o s i t i v e s .  

§ 1 - inttoduction. 

S o i t  A C S un sous-ensemble i n f i n i ,  et: n  E IN. 

Il y a  p l u s i e u r s  manières d'exprimer l e  degré  de composition de n 

en éléments  de  A : 

On peut  t o u t  d 'abord c a r a c t é r i s e r  c e l u i - c i  p a r  l e  nombre de 

d i v i s e u r s  de n  dont tous l e s  f a c t e u r s  premiers  appar t iennent  à A ,  

on i n t r o d u i t  pour c e l a  l a  foncf ion  dA(n) = 1' 1 l a  somme é t a n t  

l n  
é tendue aux d i v i s e u r s  de n  dont  tous l e s  f a c t e u r s  premiers  appar- 

t i ennen t  à A. 

On peut  également c a r a c t é r i s e r  c e  degré par  l e  nombre 

wA(n) d e  f a c t e u r s  premiers d i s t i n c t s  d e  n  appar tenant  à A s i  l ' o n  

ne t i e n t  pas compte de l a  m u l t i p l i c i t é  de ceux-ci,  ou encore en u t i l i -  

s an t  l a  fonc t ion  RA(n) dans l e  ca s  c o n t r a i r e .  

Nous avons d é j à  remarqué que l ' o r d r e  minimal des  fonc t ions  

w e t  RA e s t  1 puisque WA(p) = R  (p) = 1 pour t o u t  p  e t  que 
A A 

l ' o r d r e  maximum de  Log n  RA é t a i t  i n f é r i e u r  à - . 
Log n  

Comme on l e  montre au paragraphe 4 (Lemme 4.0 . )  l ' o r d r e  

maximum d e  Log n  RA e s t  éga l  à - s i  a  e s t  l e  p l u s  p e t i t  élément 
Log n  

1 
2 

r -2  de  A .  (On pose Log x  = Log Log x  pour x > e  . 
r r-1 

Cet te  p a r t i e  e s t  consacrée au comportement lorsque  x  

tend v e r s  l ' i n f i n i  du nombre d ' e n t i e r s  i n f é r i e u r s  à x dont l e  degré 

a Log n  de  composition w e s t  supér ieur  à 
A 

, ce q u i  en d ' a u t r e s  
Log2 n  

termes s i g n i f i e  que l ' o n  s ' i n t é r e s s e  aux e n t i e r s  n  t e l s  que 

Log n  e s t  v o i s i n  du maximum --- . 
Log 2n 



Dans l a  même op t ique  des  p r o p r i é t é s  s e ron t  é t a b l i e s  pour 
Q~ . 

D E d i W u n  7 .1 . -  s o i t  f  une f o n c t i o n  a r i t hmé t ique  à 

v a l e u r s  r é e l l e  p o s i t i v e s  e t  $ une fonc t ion  numérique p o s i t i v e  

con t inue  d é r i v a b l e  pour x a s sez  grand.  Nous d i r o n s  que l ' o r d r e  moyen 

d e  f e s t  éga l  à $(n) s i  pour n  tendant  v e r s  + , 

P t r o p o a X u n  7 . 2 .  - S o i t  A c P v é r i f i a n t  l a  p r o p r i é t é  géné- 

r a l i s é e  des  nombres premiers ,  a l o r s  l ' o r d r e  moyen de w ( e t  c e l u i  
A 

d e  R ) e s t  é g a l  à YALog2n' 
A 

1 wA(n) = 1 I = 1 ItJ p u i s q u ' i i  y  a  seulement 
nax n<x p /n  P4 X 

I3 e n t i e r s  i n f é r i e u r s  à x m u l t i p l e s  de p.  

A ins i  : 

dans l a  s u i t e ,  nous désignerons t o u j o u r s  l a  somme 
1 

6 p a r  Afx) 
P ~ X  
F A  

pour A C  P ,  A # $ , ( S i  A = ($ , a l o r s  ~ ( x )  = O pour t o u t  



a u s s i  1 q < n >  - 1 wA(n) = 
nGx nGx 

PCA 

PfA Log 2  Log 2  

P ~ A  
PGX 

1 
de  c e  f a i t ,  GA(") - uA(n) = X (  1 - m + o ( 1 ) ) .  

n<x nGx p 2  
P f.2 

PEA 

qu i  e s t  l e  terme généra l  d 'une s é r i e  convergente e t  f inalement  

Nous montrerons à l a  p ropos i t i on  3 . 8 .  que ~ ( x )  " yALog2x 

lo r sque  x  -t + a  s i  A v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  géné ra l i s ée  des nombres 

premiers.  

Il en r é s u l t e  que l ' o r d r e  moyen de w e t  de QA e s t   log n. A 2  

Dans c e  q u i  s u i t ,  nous é tud ie rons  également l e  comportement 

l o r sque  x  tend v e r s  + a  du nombre d ' e n t i e r s  n i n f é r i e u r s  Zi x 

t e l s  que uA(n) s o i t  v o i s i n  dey Log x  s o i t  encore v o i s i n  d e  l ' o r d r e  
A 2 

moyen de w d ' ap rè s  ce que nous venons d e  montrer.  
A 

1 2 - Esl%n&on de .ta donotion wA. 

Nous a l l o n s  t o u t  d 'abord exprimer BA e n  fonc t ion  de  IT A' 



PnaponiLion 2 . 1  . - 
Soi t  AC P v é r i f i a n t  l a  p r o p r i é t é  g é n é r a l i s é e  des  nombres 

premiers ,  a l o r s  pour  x > c (A) on a 2 1 

Log2 (nA (x) 
+ UA(  1 eA (x) = A x (vA (x) ) + L O ~ ~  (nA (XI - 1 -Log yA + 

Log( Log nA(x) 

On commence par  exprimer Log x en f o n c t i o n  de Log nA(x) 

X 
Log nA(x) = Log (yA - 1 

))  = Log x - Log x + Log y* + O (1 + OA(- 
Log x Log x 

2 
A Log x 

L O ~  p - L O ~ ~ X  ( L O ~  x) -l + UA ( 1 /Log x ) l  
~ o g  nA(x) = Log2x ( 1 + 1 

Log2x 

1 
= Log2x(l - - + OA( 

1 
)) 

Log x Log x Log x 2 

En conséquence, 

1 
Log 7TA(x) + L0g27TA(x) = Log X + Log yA - L0g2x(Log X) -l + U A ( - -  ) 

Log x 

e t  
Log x 

2 
Log x = Log nA(x) ' b o g 2 ~ A ( ~ )  - Log YA + - + 

Log x Log x 

ceci en tenant  compte du f a i t  que l ' o n  a : 

- 1 
L O ~ ~ X ( L O ~  XI- '  = ~ o g  2 n A (x) nA(x)) + OA( l 1 .  

Log nA(x) 



Exprimons maintenant OA(x) en f o n c t i o n  de nA(x) 

r x n A ( t )  
o ~ ( x )  = L~~ = Log t dn ( t )  = nA(x)Log x - J ,- A i, f- d t  

PCX 

d t  
) pour x > 2 = iiA(x)L0g x - -yA Li (x) + OA( jX -2- 

2 Log t 

X X 
= n (x)Log x - YA - + O 

A Log x A Log x 

X X 
c a r  L .  (x) = - 

1 + OLT) Log x Log x 

X 
X 

e t  
Log x 

a u s s i  

X 
OA(x) = nA(x)Log x - I T A ( ~ )  + 

Log x 

L0g2vA(x) 1 
OA(x) = nA (x) ( ~ o g  nA(x) + L O ~ ~ I T ~ ( X )  - Log -y - 1 + + O,( > 1 

A ~ o g  nA(x) ~ o g  nA(x) 

c e c i  d ' ap rè s  l e s  express ions  précédentes  de Log x e t  Log x en 2 

fonc t ion  de Log IT (x) . 
A 

Remmque 2 . 7 . 7 . -  11 a p p a r a î t  c la i rement  que l ' o n  o b t i e n t  

X 
une formule e f f e c t i v e  d è s  que l ' é g a l i t é  ITA(x) = - y A -  

1 
( 1  + OA(- 1 1 

Log x Log x 

l ' e s t ,  c ' e s t - à -d i r e  s i  
-yA est et 

OA e f f e c t i f .  

Dans l e  ca s  p a r t i c u l i e r  A = P nous obtenons : 

Log x 1 
. + O(- 8 (x) = IT(x) (Log x + Log2x - 1 + - )) . 

Log x Log x 

ThéohCrne 2 . 2 .  - Soi t  A C  P v é r i f i a n t  l a  p r o p r i é t é  géné ra l i s ée  

des  nombres premiers.  Pour n > 3 



Log n + UA( Log n + (1 + Log YA) 3 ) avec l ' é g a l i t é  wA(n> 2 
Log2=' (Log2n) (Log2n) 

pour une i n f i n i t é  d ' e n t i e r s .  

DQmonn;DLdon : 

On montre c e  r é s u l t a t  pa r  une méthode iden t ique  à c e l l e  

u t i l i s é e  au paragraphe 1 .  Tout d 'abord  

- 1 1 
) (pa r  l a  p r o p o s i t i o n  2.1.)  -+ + ( ~ o g ~ * ~ ( a ~ )  ) ( ~ o g  ) + UA( 

Log nA(ak)) 

a i n s i  

l+Log y Log2 k 1 

~ o g  n = k ~ o g  k (1 + ( ~ o g ~ k )  ( ~ o g  k) -' - A + 2 + 0 (--2 ) )  (E.2.1.) 
k Log k (Log k) A Log k 

pour k 2 3. 

Il en r é s u l t e  

Log2k 1 
1 1 Log2 nk = Log k + Log2k + Log(1 + - + OA(- 

Log k Log k 

Log2k 1 
1 = Log k + Log2k + - + OA(- 

Log k Log k 

En remplaçant Log k pa r  c e t t e  express ion  en fonc t ion  de  

Log n dans l a  formule (E.2,.1.), nous obtenons : 
2 k  

l ) )  pour k > 3  ~ o g  n = k(Log2nk - 1 - Log YA + OA(- 
k Log k 

1 
L O ~  n = k(Log2nk - 1 - Log YA ' 1 

k Log n 
2 k  



s o i t  

Log n 
k = 

k 
1 -Log 

A 1 Log n (1 - 
2 k  ' O A '  2 1 1 

Log2 nk Log n k 

Log n 1 + Log y 1 
w ( n ) = k =  

A k  
(1  + 

2 1) quand k 2 3. 
Log n 

2 k  Log n 
k 

Log n 
k 

Ceci prouve que l ' é g a l i t é  e s t  r é a l i s é e  au moins pour une 

i n f i n i t é  de n.  

S o i t  n  > 3 t e l  que w (n) = k. 
A 

Log n Log n Log n Pour E > O ,  posons fE (n) = -- + (l+Log yA) 
2 + E 

Log n (Log2n) (Log2") 3 ' 
2 

C e t t e  fonc t ion  e s t  c r o i s s a n t e  lorsque  n tend v e r s  + . 
Par c e  qui  précède il e x i s t e  c  (A) t e l  que w (n ) h f c  

2 2 A k  
2 2 

(A) (nk) y 

e t  f  e s t  c r o i s s a n t e  pour k > c (A) 
C 2 2  (A) 2 3 

wA(n) = uA(nk) i f c  (A) ("k) c  (n) ( i . e .  
c2 (A) 

e s t  c r o i s s a n t e )  
2  2 2  2 (A) 

c a r  n h n nécessairement puisque n e s t  l e  p l u s  p e t i t  e n t i e r  m 
k  k 

t e l  que wA(n) = k. 

S i  maintenant 2  < k 6 c ~ ~ ( A )  

a l o r s  on peut t ou jou r s  t rouve r  une cons t an te  c  (A) t e l l e  que 
2 4 

wA(n) = k h c~~ (A) h f 

Posons c(A) = S ~ p ( c ~ ~ ( A ) . c ~ ~  (A) ) , nous avons wA(n) h f c  (,) (n) 

pour t o u t  n  2 3. Ceci montre l e  théorème. 



Log n Log n 
2 + O (  

Log n 
Dans c e  c a s ,  nous obtenons w(n) 4 - + 

Log2" (Log2n) (Log2n) 
3)  

ce q u i  apporte  un raff inement  d e  l a  formule (e.2.1.)  démontrée dans l a  

l è r e  p a r t i e .  

Il e s t  b i e n  év ident  que, w (p) pouvant prendre  l a  v a l e u r  1 
A 

pour un nombre f i n i  ou in£  i n i  d e  p c P ; on ne peut  t rouver  de f o r -  

mule asymptotique donnant une minorat ion d e  wA(n) lorsque  n tend  

6 
v e r s  + . Cependant, s i  ~ ~ ( x )  > x pour x a s sez  grand e t  d > O 

a l o r s  nous avons l e  r é s u l t a t  su ivant  : (on a dans c e  c a s  6 < 1 puisque 

6 ( l + O ( l ) ) .  
e Q- 

Log x 

Phupob&an 2.3. - S o i t  A C P. On suppose que pour x 2 x O 

TT (x) 5 X' où x e t  6 sont  s t r i c t emen t  p o s i t i f s .  
A O 

Alors 

w (n)Log2n 
l i m  sup 

A > ô .  
nwco Log n 

Démum;DratLun : 

uA(nk) Log2nk 
Il e s t  c l a i r  que l i m  sup >, l i m  sup 

n-t+Oo Log n k++w Log n k 

wA 
a i n s i  Log2nk >- 6 Log ak  

wA (nk) L 0 g 2 ~ k  
a u s s i  

Log n 
k 

Log n 
k 



~ o g  n = 0 ( a  ) C T (a  )Log ak = wA(nk)log ak. Par s u i t e  : 
k A k  A k  

wA ("1 Log2n 
a u s s i  l i m  sup > 6. 

n++m Log n 

On peut maintenant s e  demander comment s e  comporte l 'ensemble 

des  e n t i e r s  dont l a  v a l e u r  de w (n) s ' é c a r t e  peu de 
A 

(l+Log y )Log n 
Log n + A + O (  

Log n 
2 ) c ' e s t  c e  que nous f a i s o n s  dans 

Log n 
2 (Log2 n) ( ~ o g ~  n) 

(1 +Log TA-&)Log n 
Log n 

l e  paragraphe su ivant  pour wA(n) > y avec y < + 2 
Log2 n (Log2 n) 

& > 0. 

§ 3 - €&de de sA(x ,y) .  

X 
3.1.- Dé~inCtLom.- S o i t  A C P  e t  y €  W+ . 

X 
1) O n d é f i n i t  pour n c I N  R (n) = 1 a o ù l ' o n n o t e  A 

pal In 
PEA 

a+ 1 
pal ln pour exprimer que e t  p 1 n. 

2) Nous poserons successivement : 

X . sA(x,y) = c a r d i n  E IN , n i x e t  wA(n) > y} 

c ' e s t  l e  nombre d ' e n t i e r s  i n f é r i e u r s  à x ,  composés d 'au moins [fi + 1 

nombres premiers  de A. 

Il s ' a g i r a  d e  donner une minorat ion e t  une majora t ion  d e  

sA(x,y) e t  SA(x,y) l o r sque  A v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  g é n é r a l i s é e  des  

nombres premiers .  



Enfin,  l e s  p r o p r i é t é s  s e ron t  é t a b l i e s  par  commodité en 

f o n c t i o n  d e  t (où t s e r a  une approximation d e  A(x) p l u t ô t  qu'en 

fonc t ion  d e  A(x) lui-même. 

3 . 2 .  - ThEuhème. - s o i t  A c P v é r i f i a n t  l a  p r o p r i é t é  généra- 

l i s é e  des  nombres premiers .  S o i t  Y > c ~ ~ ( A )  , 
Log x  Log x 

Y &  + (1 + Log yA - E) 2  pour E > 0. 

Log2 (Log2 x )  

nous avons quand x tend  v e r s  + a 

Y Log2Y 
s (x,Y) b x exp (-Y (Log Y + Log Y - 1 - Log yA) + UA( 

A 2  
> > 

Log Y 

Nous a l l o n s  u t i l i s e r  l a  méthode d ' ~ r d E s  e t  Nico las  généra- 

l i s é e  aux sous-ensembles de  P v é r i f i a n t  l a  p r o p r i é t é  g é n é r a l i s é e  

des  nombres premiers.  

# 
So i t  x  E R+. 

Choisissons k  = ~ Y Z  - + 1 ,  il y a exactement m u l t i p l e s  

de  n  i n f é r i e u r s  à x .  
k 

Pour l e s  m u l t i p l e s  m d e  n  
k '  

on a  wA(m) uA(nk) 2 p] + 1 > Y 

~ u s s i  s*(x,Y) b [<] (E.3.1.) .  

X 
Il s u f f i t  a i n s i  de  t rouve r  une e s t ima t ion  de  

Pour c e l a  on u t i l i s e  de  nouveau l a  p ropos i t i on  2.1. 

Log2k 
~ o g  n  = 0 (a  ) = k(Log k  + Log2k - 1 - Log yA + U A ( - - - - - -  

k A k  > > 
Log k 

On i n t r o d u i t  l a  f o n c t i o n  g  dé£ i n i e  s u r  ] 1  ,+ar - par  



g ( t )  = t (Log t + Log2t - 1 - Log yA) 

1 
g ' ( t )  = Log t + Log2t - Log yA + - > O pour t > e e t  g  c r o î t .  

Log t 

Par  l a  formule de Taylor  : 

2 
g(k)  = g(y)  + ( k - ~ ) g ' ( ~ )  + ( k - ~ )  gl'(Y) + pour > c g l  (A) ' 1 

= g(y> + O ( ~ o g  Y) puisque Y-k = {Y) - 1 = O(1). 

De ce  f a i t ,  pour Y > 1,  

Log k 
2 Log2 y 

~ o g  n = g(k )  + k OA(-) = g(Y) + OA(Y 
k 1 (E.3.1.) .  

Log k Log Y 

Log x Par  hypothèse,  on a  Y 6 - Log x 
+ (1+Log y - E) 

Log x A 2  
2 (Log2x) 

n  dépend de  Y .  Les cond i t i ons  imposées à Y e n t r a î n e n t  peut ê t r e  
k  

que n s o i t  p lus  grand que x .  Nous au r ions  a l o r s  
k [ . ]  = o .  

Dans ces  cond i t i ons ,  nous ne pour r ions  en dédu i r e  aucune 

minora t ion  d e  sA(x,Y). Nous montrons dans c e  q u i  s u i t  que c e l a  

ne s e  p rodu i t  pas . 

Pour c e l a ,  on pose dans un but  de  s i m p l i f i c a t i o n  

Par  hypothèse c  (A) < Y < T .  
3  1 

P E a u s s i  Log T < L - L + - 6 L2 - L  + -  pour x > x 2 ( A )  > O 
2 3 L2 3 2 

nous en déduisons 

1 - 2L3 - E 

Log2T 6 Log L2 + Log ( ) < Log L = Lj (E.3.3.) où l ' o n  a  2  
2L2 

x x3 (A) > Sup (x (A) , exp exp 1 ) . 2 



Il en r é s u l t e  

Y Log2 Y T Log2 T L L 
L = pour T 5 Y 5 c 3 1 (A) où c ~ ~ ( A )  e s t  

Log Y Log T (L2) 

supposé su£ f isamment grand, s o i t  encore pour x 5 x4 (A) 5 x3 (A) . 

T h Y 5 c ~ ~ ( A )  5 e c a r  g e s t  a l o r s  c ro i s san te .  

L 1  L3 
~ o g  n C T(Log T + Log2 T - 1 - Log yA) + 

k (L2) 

E L1 L3 
6 T(L 2 + 9 - 1 - Log Y,) + OA(12)y d 'après  (E.3.2.) e t  (E.3.3.). 

(L2) 

En remplaçant T par  s a  valeur 

a u s s i  pour x h x5(A) > x4(A) , Log nk < LI e t  n k < x ,  a i n s i  

t 
On a finalement sA(x,y) >[el (car  [t] 1 9 pour t 5 1) 

L0g2Y 
5 x exp(-Log 2 - g(Y) + OA(Y - 1 1 

Log Y 

Log2Y 
1 > x exp (-g(Y) + OA(Y 

Log Y 

s o i r  encore sA(x,Y) 2 x exp(-Y(L0g Y + Log2Y - 1 - Log yA) + OA(' ' 

Log Y 

S i  l ' o n  se  donne des hypothèses moins f o r t e s  sur  A , 

nous obtenons un r é s u l t a t  moins bon mais de l a  même :orme : 



3 . 3 . -  Pkopoa&on.- On suppose que l ' o n  peut  t r o u v e r  

6 
6 > 0  e t  x 2 2  t e l s q u e  ~ ( x )  > x  p o u r t o u t  x > x  

A 0 ' où A C P .  
O 

Log x 
S i  x 2 c  

3 2 
e t  1 G y o 6 -  a l o r s  

Log x 
2 

X 1 
sA(x,y)  a exp(- - iy Log y + ~ o g  y + 2 ) ) .  6 

PémovinahaLion : 

On u t i l i s e  l a  même méthode e t  l e s  mêmes n o t a t i o n s  que pré -  

cédemment. 

~ o g  n = e ( a )  i k ~ o g  a k <  k L O g  c a r  k =  n ( a )  > a  
6 

k k A k  k 6 

de c e  f a i t  : 

1 
(y+l)(Log y +-1 Y LogY + L o g  y + 2  

Log n G 
(y+l)Log(y+l)  < Y <  

k 6 6 6 

Montrons que x 2 n pour x a s sez  grand. k 

Log3x Log2x-Log x+2 
Log y 4< Log x - Log x e t  a i n s i  Log n a Log x ( l  - ---- + 2 3 k 

) .  
Log x 2 

Log x 
Log x 3 

1 
Pour x > c - - -  (Log2x - Log3x + 2) > O 

32 Log x Log x 
2 

a u s s i  

Log nk < Log x 

Log x 
Il en r é s u l t e  que l a  cond i t i on  y C 6 --- e n t r a î n e  

Log x 
X 

2 
que - > 1 pour x suffisamment grand.  

n 
k 

C 
3 2 

e s t  évidemment c a l c u l a b l e .  



X 
Remairque : On a u t i l i s é  l a  minorat ion [x] > v a l a b l e  pour 

x > 1 On peut  t ou jou r s  r a f f i n e r  c e c i  : 

s i  on pose 

1 - 1 -1 1 
f (,) = - ( L O ~  x L O ~  X ( L O ~  X) -Log x Log 6(L0e2x) - 3 ( L O ~  x - L o ~ ~ x + ? + L o ~  6) 

6 3 2 2 6 
-f , (x) 

Log nk L L o g x  - f g ( x )  a u s s i  n k <  x e e t  
*. 

n 
x k x -f 6 (XI 

2 - ( 1  --) x > - ( 1  n - e  ) . Par s u i t e ,  on remarque que pour 
k 

-f , (x) u 
x > c suf f  isamment grand, l a  con t r ibu t ion  du terme e e s t  f a i b l e  

3 2 
X 

e t  l a  minorat ion e s t  beaucoup p l u s  f i n e  que c e l l e  

Nous avons obtenu des  minorat ions de  sA(x,Y) à p a r f i r  de  

r é s u l t a t s  simples s u r  w A' Il n ' en  s e r a  pas d e  même pour SA(x,Y). 

Avant d e  donner des  majora t ions  pour sA(x,y) nous a l l o n s  

t o u t  d 'abord énoncer e t  démontrer un lemme dont  l ' u sage  s e r a  fréquent. 

dans l a  s u i t e  : 

3.4.-  L m e .  - Pour x > 1 e t  Z 2 1 éléments de  iR, 

nous avons : 

D é m o ~ . t n a t i o n  : Cel le -c i  e s t  t r è s  simple e t  basée sur  l a  

formule d '  invers ion  d e  Mobius. 
u, (n) x 

Pour c e l a ,  on pose f Z  (n) = Z pour t o u t  n e i N  e t  Z > 1 
W 

f Z ( l )  = 1 .  So i t  kZ = z A %  P .  

Aussi 

wA (n) (d) = 1 kZ(d) = 1 kz(d)  l x  

1 Ltx dGr x d ~ x  kgd 
n<x nçx 



% est UM fonction multiplicative car c'est la convolution 

de deux fonctions multiplicatives. 

Soit pê?' et r > 1 un entier 

Z-1 > O  si p ~ :  A et r = 1 
kz(pr) = li(l)fZ(pr) + li(p)fZ(p 

O sinon 

X 
Par suite kZ(m) > O pour tout m E IN 

3.4.1.- Rmahque : 

La démonstration précédente fait appel à des résultats très 

simples. Il n'en est pas de même lorsqu'on considère une fonction f 

quelconque, l'estimation de la somme étant donnée par le théorème sui- 

vant dû à ~alàsz pour f vérifiant certaines conditions spécifiques : 

ThEo&Eme : Soit f une fonction complètement multiplica- 

tive à valeurs dans C. On pose O = arg f (p) et on suppose qu'il 
P 

existe deux réels y > O et O0 tels que pour tout p on ait : 
iû iOo 

y 6  If(p)I < 2 - y  et le - e  1 y ,  alors pour x >  1 



La démonstrat ion de  c e  théorème s ' a v è r e  assez  longue e t  

ne f a i t  pas  ent ièrement  appel  à des  techniques  é l émen ta i r e s .  

Ce l le -c i  f i g u r e  dans pa l ] .  

Phapab"tian 3 .5 . -  Sohn t  x 2 1 e t  w 2-2 des  r é e l s .  

1 On r a p p e l l e  que A(x) = 1 - Pour t o u t  A C  P. 
pdx 
P ~ A  

Nous avons 

W 
2) S i  1 < w d x  II (1 +w) = exp(w(A(x)-~(w)) +a(- 1). 

PGX 
P Log 2w 

PEA 

W W La première  p a r t i e  e s t  immédiate : O G 1 + - 6 exp - 
P P 

W c a r  w > -2 e t  p >, 2 a u s s i  II (1 +w) < exp(  1 -) = exp wA(x). 
PGX 

P pGx 

P&A P ~ A  

On pose dans c e  q u i  s u i t  f (w,x) = il exp(E) si w < X i  

w<pCx i P 

Il a p p a r a î t  que f (w,x) = exp (w(A(x) - A(w) ) . 

Nous noterons  ' p l u t ô t  que e t  de même pour l e  
X Pf x 

P ~ A  

symbole C 



II - 17 

h exp(w(A(x) - A(w)) + Log 2w nA(w) - BA(w)) 

w n A ( t ) d t  
- Log t dn A ( t )  = nA(w)Log 2w - y 

W W 
o r  IT (w) G I T ( W )  =O(-) = O (  ) l o r sque  w + + . 

A Log w Log 2w) 

W 
D'autre  p a r t  = O( 1 

Log 2w) 

Par s u i t e  

nA(w)Log 2w - BA(w) = O( ) quand w + + ~  
Log 2w 

U'(1 + w, < exp(w(A(x) - A(w)) + O( 1 )  (E.3.2.) 
X P Log 2w 

Minorons maintenant U'(1 + w) 
X P 

" ( t )  d t  = O( d t  
) 

1 
Mais c a r  w > l > - .  

w t 
2 

j +  2 
d t  < 1 j+m g, = 1 

w t Log 2 t  Log 2w w  t2 w Log 2w 

nous en déduisons que 



1 1 I: 2 = 0 (  1 e t  
p'w P w Log 2w 

W 
ri' ( 1  + x) 2 exp(w(A(x) - A(w)) + O (  ) )  pour w < x .  
X P Log 2w 

S i  maintenant w = x ,  l e  r é s u l t a t  p e r s i s t e  puisque dans 

c e  ca s  l e  terme A(x) - A(w) e s t  n u l .  

Finalement,  nous avons 

Ii' (1 + w) = exp(w(A(x) - A(w)) + O( W 1) 
X P Log 2w 

Remanque. 3.5.7 . : e.xptica;tnan den conakavu2.b. 

Les cons t an te s  précédentes  deviepnent c a l c u l a b l e s  s i  l ' on  

suppose que pour x > , a  Z 2  l ' e x p r e s s i o n  de e s t  e f f e c t i v e  : 1 A 

c ' es t -à -d i re  s i  l ' o n  peut  t rouver  deux cons t an te s  b e t  B t e l l e s  

x b x B 
que yA (1 + -  1 r nA(x) YA - (1 + --- où YA 

Log x Log x Log x Log, x 

e s t  bien entendu supposé connu. 

Remarquons que pour x > a 1 '  nous avons 

1 
Log 2a l  

l S 6 --- 
Log 2x Log x Log a ,  Log 2x 

Pour w 2 2, 

0 (w) = ~r (w)Log 2w - 1;- d t  
A A 



w nA(t) a nA( t )  w 
d t  > j2! d t  

+ + Y A b j  7 
12- T t a 1 Log t 

W d t  a 
1 

W 

- ( or YAbj -2 - - -  )yAb + yAb(Li(w) - L i ( a l ) )  
a Log t Log a Log w 

1 1 

de  c e t t e  façon 

w B a l  nA( t )  
eA(w) < Y, - (1 + --- 

) - 12- y d t  - 1 -  L i  - L i ( a l )  
Log w Log 2 

a 
1 W 

- yAb( -- 1. 
Log a Log w 1 

3.6.- C o h o U e . -  S o i t  x > 1 ,  Z > 1 d e s  r é e l s .  

A C  P a l o r s  

w, (n) z 
2 ) s i  I < Z < X ,  z 6 x exp((Z-1, ( A ( x ) - A ( Z ) ) + C ~ ~  1 

nGx Log 22 

Nous a l l o n s  u t i l i s e r  l e s  2 lemmes précédents  : 

w, ( 4  
1) 1 z z - 1 

6 x 111(1 +:) (Lemme 3.4.)  

& x e x p ( ( z - l ) ~ ( x ) )  (Lemme 3.5.)  puisque z 2 

S i  2 < Z < x ,  on u t i l i s e  l e  2") du lemme 3.5. pour o b t e n i r  une m e i l l e u r e  

z- 1 z - 1 
majora t ion  x II1 (1 + -) & x exp((Z-1) (A(x)-A(Z-1)) + O (  

P 
1 1 

X Log 2(Z-1) 

c a r  Z-1 > 1 .  



z-1 z xnf  ( 1  + -) 6 x exp((z-1) ( ~ ( x )  - 
+ c33 1 .  

P Log 22 

S i  1 6 Z < 2 ,  A(Z) = O e t  par l e  1') on a immédiatement l e  r é s u l t a t .  

De même, s i  l a  formule donnant n A e s t  e f f e c t i v e  c 3 3 e s t  

ca lcu lab le .  

Des r é s u l t a t s  précédents ,  nous en déduisons l e  théorème suivant : 

3.3.- Théonëme : S o i t  x s 1 e t  y > O ,  a E Li,xJ. 

On d é f i n i t  A (x,y) par l-IA(x,y) = S U P { ~ , ( A ( ~ ) - Y ~ }  que 

nous noterons plus simplement . On a a l o r s  

s (x,ay) s x exp((a - 1 - a Log a ) ~  - aA(u) + c34al-IA(x,~)).  
A 

Par l e  c o r o l l a i r e  3.6. 

wA ( 4  z 
C c x exp((z-1) (A(x)-A(Z)) + c ) 

n6x 33 Log 22 

aussi  

sA(x,ay) & x exp((Z-l)(A(x)-A(Z)) - u y  Log Z + c 
z 

1 (E.3.4.). 
33 Log 22 

1 z 
Remarquons que A(Z) h 1 p 4 nA(Z) = OA( ) 

p&Z Log 22 



e t  que A(x) S IA(x) - y1 + y a u s s i  A(x) G y + . 

En remplaçant dans (E.3.4.) nous obtenons 

sA(x,ay)  < x exp((z- l )(y+y) - Z A(Z) - a y  Log Z + c i 3  
Log 22 

c e c i  pour 1 < Z < x , 1 6 a ~ x .  

En p a r t i c u l i e r ,  s i  on c h o i s i t  Z = a , on o b t i e n t  

sA(x,ay) < x exp( (a  - I - a Log u)y - a A(a) + au + c i 3  a 1) 
Log 2a 

& x exp( (a  - 1 - a Log a ) y  - a A(a) + c ay) 3 4 
c ' 

où c34 > 1 + - 33 c a r  p 3 2 .  
2 

Nous u t i l i s e r o n s  c e  r é s u l t a t  a f i n  de t rouve r  une minorat ion 

X Remanque 3.7.1. : S i  l a  formule nA(x) = yA - 
1 

(1 + O(- 1 1 
Log x Log x 

e s t  e x p l i c i t e ,  a l o r s  c e s t  c a l c u l a b l e  puisque dans c e  ca s ,  on peut 
34 

déterminer  l a  cons t an te  c 
3 3 

i n t e rvenan t  dans l e  c o r o l l a i r e  3.6.  

On c h o i s i t  Z = a dans l g  démonstration a f i n  de s i m p l i f i e r  

e t  s u r t o u t  pa rce  que c e  choix r é a l i s e  l e  minimum de l ' e x p r e s s i o n  

(Z-l)Y - aY Log Z c e c i  é t a n t  j u s t i f i é  par  l e  f a i t  que dans l a  p ra t ique  

t e s t  souvent une bonne approximation d e  A(x), a u s s i  y e s t  minime 

par  r appor t  à A(x). Par exemple t = Log x s i  A = P. 2 

Enf in ,  il e s t  à n o t e r  que l e  précédent  théorème e s t  v a l a b l e  

pour l e s  ensembles A quelconques ne v é r i f i a n t  pas forcément l a  pro- 

p r i é t é  g é n é r a l i s é e  des  nombres premiers.  



3.8.-  P t r o p o n i i i o ~  : S o i t  A C  P v é r i f i a n t  l a  p r o p r i é t é  

g é n é r a l i s é e  des nombres premiers .  Pour x  2 a l  

il e x i s t e  un r é e l  t e l  que 

1 
A . En p a r t i c u l i e r ,  l i m  A(x) = + . A(x) = yA Log2x + B + OA(- 

Log x x++m 

Cette  p ropos i t i on  g é n é r a l i s e  l e  r é s u l t a t  connu dans l e  c a s  

des  nombres premiers.  Nous u t i l i s e r o n s  c e l l e - c i  a f i n  de  p r é c i s e r  l e  

terme a ( a )  in te rvenant  dans  l e  théorème 3 . 7 .  

x  d ( n A ( t ) )  nA(x) x n A ( t )  
1 - --+j -dt  d t  + 0 (- 1 

A(X) = 
- =  J 2 ) 

P ~ A  a  t x a t A Log x 
1 1 

P6X 

Comme A v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  g é n é r a l i s é e  des nombres premiers  : 

X \il y ( l + o A ( -  l ) ) d t  
" = ;a1 t Log t Log t 

X 1 
O r  ) / d t  < IOA( 

1 t Log t 

c e t t e  i n t é g r a l e  é t a n t  convergente puisque x  > 0. 

X 1 
Ainsi 2 

) d t  = A A  + oA(- ' ) ,  
i a l  Log t Log x  

A A  é t a n t  une cons t an te  dépendant au p l u s  de A .  

Il en r é s u l t e  pour  f i n i r  : 



1 
A(x) = y A L o g 2 ~  + ) OÙ BA = - Log Z. 

Log x 2 

X Remmque : S i  l a  formule vA(x) = yA- 
1 

(1 + O  (- 1 1 
Log x A Log x 

e s t  e x p l i c i t e ,  a l o r s  nous pouvons c a l c u l e r  l e s  cons t an t e s  i n t e rvenan t  

dans l a  formule de A(x) e t  a i n s i  BA e s t  c a l c u l a b l e .  

1  1 
Par  exemple pour A = P, BA = B I  = y + 1 (Log (1 - -) + -) ; 

P ~ P  
P P 

y é t a n t  l a  cons t an t e  d 'Eu le r  (vo i r  w p. 399).  

En u t i l i s a n t  l e  théorème e t  l e  lemme précédents ,  nous 

obtenons : 

3.9.-  Théot&m~.- S o i t  A C  P v é r i f i a n t  l a  p r o p r i é t é  g é n é r a l i s é e  

des  nombres premiers.  

S o i t  x  >, a ,  e t  a >, a 1 

a l o r s  s (x ,%y Log2x) C x exp ((a-1 -aLog a )  y  Log2x - ayALog2cr + cg5 (A)a) . 
A A A 

Nous voyons que p a r  l e  lemme précédent  sA(x,ayALog2x) 

e s t  approximativement l e  nombre d ' e n t i e r s  n  C x t e l s  que wA(n) > aA(x),  

Démo~n; thdon  : 

On suppose dans un premier temps que a C x .  

Appliquons l e  théorème 3.7.  

1 
où Fi = ~ ~ ( x , ~ ~ L o g ~ x )  = ~ u p ( 2 ,  IA(x) -yA~og2x/ )  = ~ u p ( 2 ,  / B ~  + OA(-) 1 )  O(]) 

Log x 

p a r  l a  p ropos i t i on  3.8. 

1 
A 2  

) )  puisque a 2 2 .  On a  a u s s i  aA(a) = ay  Log a + a(BA + OA(- 
Log a 



Par s u i t e ,  on peut t rouve r  c '  (A) t e l  que 3 5 

s (x ,ay Log2x) G x exp ((a-1-aLoga) yALog x - a y  Log2a + c i 5  (A)a) . 
A A 2 A 

S i  maintenant a > x 

a l o r s  sA(x,ayALog2x) e s t  borné par  une cons t an te  : 

Tout d ' abo rd  on a montré que pour t o u t  n 3 3 

Lo n w (n) 6 w(n) .S -&- ( 1  + o ( 1 ) ) .  
A Log n 

2 

Il e x i s t e  donc une cons t an te  K t e l l e  que 

Logn 
wA(n) 6 IC pour n >, 3 .  

Log n 
2 

On peut t rouver  x B 3 t e l  que 1 

e t  S(x)  6 y x Log2x pour t o u t  x > x 
A 1 ' 

e 
Alors si e .G n 6 x e t  x B x 1 

Log n 
uA(n) 6 K - r yA x Log x puisque l a  fonc t ion  x ?n" k - c r o î t  

~ o g  n ~ o g  x 2 2 

e pour x 3 e . 
Par s u i t e ,  pour t o u t  n & x ,  w (n) 4 y A x  Log x e t  

A 

sA(x ,ayALog2x) = O. 

S i  maintenant x 6 x s (x ,ay Log2x) G x 6 x . 1 '  A A 

Dans c e  ca s ,  on p e u t  t rouver  une cons tan te  cY5 
t e l l e  que 

s (x ,ayALog2x) C x 1  < x exp ( (a-l -aLoga) y Log x - ayp;log2a + cl' a )  A A 2 3 5 

pour t o u t  x i x l  e t  a > x .  (Etant entendu que sA(x ,ayA~og2x)  = O 

X dès  que a > 
yAL0gZX 



Finalement,  dans t ous  l e s  ca s  il e x i s t e  c~~ (A) t e l l e  que 

s (x ,ay Log2x) 4 x exp ( (a-1 -aLoga) yALog2x - a Log a + c (A) ) . A A A 2  35 

Nous venons d e  t rouve r  une majora t ion  de sA(x,y)  

lo rsque  y = a y  Log x avec a > 2.  Nous a l l o n s  maintenant  nous 
A 2  

i n t é r e s s e r  au ca s  où a > 1 c ' e s t - à -d i r e  l o r sque  y > y A Log 2 x e t  

3.70.- Théanéme : s o i t  A C  P v é r i f i a n t  l a  p r o p r i é t é  

g é n é r a l i s é e  des  nombres premiers .  S o i t  x  > 3 e t  y  2 y A Log 2 x .  

Dans c e  c a s  : 

sA(x,y) h x exp(-y(Log y-Log3x-Log y -1) - y Log x + OA(- 
A A 2  Y 1) 

Log x 
2 

uA (n) 
Par  l e  c o r o l l a i r e  3.6. 1 z C x exp((z- l )A(x))  pour 

par  s u i t e  sA(x,y)  & x exp((z-I)A(x) - y Log 2). 

A v é r i f i a n t  l a  p r o p r i é t é  g é n é r a l i s é e  des nombres premiers ,  

1 
il e x i s t e  B E R t e l  que A(x) = y Log x + B + LA(- - - - -  

A A 2  A , en 
Log x 

conséquence : 

1 
sA(x,y)  6 x exp((z-l)(yALog 2 x + B + O (-)) - y Log z )  

A A Log x 

OU encore 

1 
sA(x,y)  G x exp( (z - I )y  Log x - y Log z  + (z-1) (B + OA(- A 2 A 1)) .  

Log x 



� expression (2-l)yALogîx - y Log z e s t  minimale pour 

z = Y . Par  c e  choix de z (qui  e s t  supér ieur  à 1 c a r  
y A L 0 g 2 ~  

1 
(BA + OA(- 1)) 

Log x 

sA(x.y) 6 x exp ( - y ( ~ o g  y - ~ o g  y A - ~ o g ~ x - 1 )  - y A L O ~  2 x + O (- Y 1) 
L0g2x 

puisque y > yALog2x , l a  cons t an te  "OA'> pouvant ê t r e  déterminée 

1 
dès  que l ' o n  connaî t  YA e t  oA(- ) dans l a  formule géné ra l i s ée  

Log x 

des nombres premiers.  

I l  e s t  c l a i r  que l ' o n  o b t i e n t ,  approximativement l e  minimum 

l ) )  ( t o u t  de l ' exp res s ion  (z-l)yALog2x - y Log 2 + (2-1) (BA + O (-- 
A Log x . . 

au moins lorsque x tend v e r s  7 ) en cho i s i s san t  c e l u i  de 

(2-1) y Log x - y Log z car  
A 2 

1 
(2-1) (BA + 0 (- )) e s t  négl igeable  

A Log x 
devant c e  premier terme. 

Nous a l l o n s  maintenant rassembler  l e s  minorat ions e t  majo- 

r a t i o n s  pour des  v a l e u r s  p a r t i c u l i è r e s  de  y. 

3.17.-  C o n o U u h e  : S o i t  A C  P v é r i f i a n t  l a  p r o p r i é t é  

géné ra l i s ée  des nombres premiers .  S o i t  a E 1 0 , 1 [  a l o r s  pour x 

assez grand 

a a a 
sA(x. (Log x) ) = x exp(-a(Log x)  Log 2 x + 0 A ( (Log x) Log 3 x) 



Vérnovwtmiiun : 

a Choisissons y = (Log x )  . Pour x > c '  (A,a) c a l c u l a b l e ,  
36 

y > y Log x .  Par l e  théorème 3.10.,  nous obtenons : 
A 2 

a a 
sA(xY ( ~ o g  x)  ) < x exp(-(log x)  ( a  Log2x-Log y -Log x-1)-y ~ o g  x+O ( (Log x) ) a )  

A 3 
A A Log x 2 

MinokaLion : Comme a < 1 ,  on peu t  t r ouve r  c ~ ~ ( A , ~ )  > ci6(A,a)  

a Log x t e l  que s i  x c (A,a) , O < (Log x) G - + (1 + Log y - E) 
Log x 

36 
Log x A 

(L0g2x) 
2 .  

2 

En appl iquant  l e  théorème 3.2. ,  nous obtenons : 

a a 
sA(xY ( L O ~  x)  ) 2 x exp (-( log x)  (aLog2x+Log a + Log x-Log y -1 ) + 

3 A 
a 

a 
sA(xY (Log x )  ) r e p r é s e n t e  i c i  approximativement l a  d i s t r i -  

bu t ion  des  nombres e n t i e r s  n t e l s  que wA(n) s o i t  compris dans l a  

Log x 
bande l i m i t é e  par  ( ~ o g  x ) ~  e t  - 

Log x 
2 

a Log x Nous a l l o n s  maintenant nous i n t é r e s s e r  au c a s  y = 
Log x 

2 

Nous avons montré au paragraphe 2 que 

Log n Log n 
w,(n) Ç + (l+Log wA) 2 + O( 3 ) l o r sque  

Log2 n (Log2n) (Log2n) 

A v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  g é n é r a l i s é e  des nombres premiers .  



Il est n a t u r e l  d e  vou lo i r  éva lue r  l e  nombre d ' e n t i e r s  in fé -  

r i e u r s  a x  t e l s  que l a  v a l e u r  de  uA(n) ne s ' é c a r t e  pas  t r o p  de 

c e t t e  l i m i t e  supér ieure .  Le c o r o l l a i r e  su ivant  répond à l a  ques t i on .  

3 . 7 2 .  Cohoi%dLe : S o i t  A C P v é r i f i a n t  l a  p r o p r i é t é  

g é n é r a l i s é e  des  nombres premiers .  

( ~ o g ~ x )  1  
s o i t  a .: 1 , 1  + + L o g  y  - c l  - où E > 0 

Log x  A Log 2  x  

e t  x  2 3  a l o r s  

i -a+O (- l )  
A Log2x a Log x  1  -a 2a(Log x)Log3x Log x  

x G sA(x,  ) < x  exp( + OA(- 1 
Log x  Log x  

2 
Log x  

2  2  

Nous a l l o n s  app l ique r  l e s  théorèmes 3.2.  e t  3.9. avec 

a Log x  
c e t t e  f o i s  l e  choix y  = 

Log x  2 

11 s u f f i t  en f a i t  de  montrer  que nous pouvons app l ique r  

ceux-ci.  

1  
Comme a & 1 + (1 + Log y A - E) ---- s i  y = 

Log a l o r s  

Loe2x Log2x 
Lo x  

y  < 2 5 -  + (1 + Log yA - 6 )  Log 2  a u s s i  p a r  l e  théorème 3.2. 
Log x  2  (Log2x) 

nous obtenons : 

Log x Y L0g2y a Log x  
(X ) > x exp(-a - (Log y  + Log2y-1 -Log yA )+OA( 1 

Log x  
2 

Log x  
2  Log Y 

En remplaçant y  par s a  va l eu r  

Log x  
(X 9 

Log x Log x  
2 

Log x  
2  2  



Log x Log x 
+ OA( 2 1) 

(L0g2x) 

a ~ o g  y, - a ~ o g  a Log x 
a Log x 1 -a 

) > x exp (Log x ( 
3 

SA (x Y 

Log x Log x 
+ 

(Log2x) 
2) 

2 2 

par  s u i t e  

- 1 
1-a+a( Log y -Log a )  (Log2x) a Log x A 

s A ( x >  e x ~ U A  ( 
Log x 

2 
1 

l-a+O (- ) 

i x 
A Log x 

2 .  

L Comme a 3 e t  yA C 1. On a y B y Log x .  
Log x 

A 2 

On peu t  app l ique r  l e  théorème précédent  : 

a Log x 
sA (X 3 ) 6 x e x p ( - y ( ~ o g  y - ~ o g  3 x - ~ o g  y A -1) -y ~ o g  x+O (- Y 1) 

Log2x A A Log 2 x 

1 -a -1 a L o g x  < x exp(2a Log x Logjx(Log2x) + (l+Log y,-Log a )  + 
Log 2 x 

Log x a Log x Log x 
+ O,( ) )  c a r  O (--- Y ) = O A (  2)  = OA( ) 

(L0g2x) A Log 2 x (L0g2x) (L0g2x) 

f inalement  

Log x Log x a Log x 1-a 3 Log x 
sA (x Y ) &  x exp(2a + O, (- 1). 

Log x Log x 2 
Log x 

2 2 

Les cons t an t e s  précédentes  devenant t o u t e s  e f f e c t i v e s  dès  

1 que 1 'on "connaî t"  
Y A 

e t  OA(- 1 
Log x 

3 . 7 3 . -  Remmque au a u j d  du pmugaaphe 3 .  

Dans l e  théorème 3.10. s i  l ' o n  c h o i s i t  y = qALog2x  

pour a À 2 ,  nous obtenons : 



s (x ,ay ~ o g ~ x )  < x exp (-ayALog2x (Log a-1) - yALogZx + UA(a) 
A A 

c x exp ( (a-1 -aLog a ) y A ~ o g 2 x  + O (a) ) . 
A 

Le r é s u l t a t  e s t  donc nettement moins p r é c i s  que l e  t.héorème 3.9. 

pour a 2 2 .  

Dans l e  c a s  A = P ,  nous obtenons : 

s(x,aLog2x) d x exp ( (a-1-aLoga) Loglx + OA(a)) 

l e  c o r o l l a i r e  3.11. peut ê t r e  avantageusement remplacé pa r  un théorème 

dû à Delange que nous énonçons i c i  e t  qu i  s e r a  montré au paragraphe 7 .  

T M o ~ è m e  7 . 2 . -  So ien tx ,n , r l  ,r2 des  r é e l s  avec x 2 3 ,  

1 < r s a d r2 a l o r s  
1 

F (a) aL  
L 

X 
s (x,aLog2x) = x 

A fi(CX- 1 ) a- 1 -aLo ga 
(Log x)  

1 a 1 a ~ ( c x )  é t a n t  éga l  à n (1 +-HI - -1 
r ( a + i )  PCP P-1 P 

Montrons tou t  d 'abord que l ' o r d r e  maximum d e  SZ A (n) e s t  

Log n 

Log a 
1 

Lemme 4.0.- S o i t  a l  l e  p l u s  p e t i t  élément de A a l o r s  

Log n 
QA(n) G pour t o u t  n > 1 l ' é g a l i t é  e s t  r é a l i s é e  s i  e t  

Log a 1 k seulement s i  n e s t  d e  l a  forme a l .  



Vémoy~?lLtaLion : 

Celle-ci est triviale 

Log n 
aussi RA(") 6 

Log a 1 

La deuxième assertion est immédiate. 

Dans ce qui suit les résultats établis ne nécessiteront .. 

pas forcément l'assurance de la propriété généralisée des nombres 

premiers par l'ensemble A. On supposera uniquement parfois que A 

possède deux éléments au moins que nous noterons alya2 où al <a2. 

Nous allons tout d'abord établir un résultat un peu plus 

precis que le lemme 3.4. 

Pnopoaaan 4.7.- Soit A C  P. Si x > 1 et 1 G z < a 1 

uA(n) % (n) 
alors 1 z G C z  < x G(xyz) exp((z-l)A(x) + 42) 

n<x n<x 

Logx a - 1  . 
où l'on a posé G(xyz) = Inf(1 + 1 

Y -1. 
Loga 1 a - z  1 

Celle-ci n'est qu'une version plus détaillée de celle du 

5 2 ~  
lemme 3.4. la fonction z est multiplicative et vaut 1 pour n = 1 ,-. 

a d  
A 

et soit k. = z X rn . 
z 

Par la formule d'inversion de Mobius : 
sl, (n) 

alors z = 1 kz<d> 

dln 



de même que précédemment k  z (n) 5 O pour t o u t  n  (car kZ e s t  mult i -  

Log x  1 on pose a = - - 
Log P  

fiA (;) 
X 

pour n  c IN , kz (n) = 1 il(d) z 
d  ln 

09 XA e s t  l a  fonct ion  c a r a c t é r i s t i q u e  k  de A,  

Q,(n) kz(p 1 2-1 
e t  1 z  C X ~  1 k  = x II1 ( l  + (-1 1 (3 

pGx O<k<a +1 p  X n<x P O ~ k g a  P  

(on r appe l l e  que l ' o n  n o t e  II' pour n' ) 
X PCX 

On suppose x  > a  1 s inon l a  propos i t ion  e s t  t r iv ia lement  

v é r i f i é e  . 

Log x ca r  z < a l  

1 oakça, 1 Log a l  
1 

d ' a u t r e  p a r t ,  on a  également 

a u s s i  



z - 1 
Pour p > a l  p S p ( p - z )  e t  1 + -  Ç p-z 

P 

a u s s i  

QA (n) 
C z  G x G(x,z) (  II p)exp((z- l )A(x)  + z ) .  

ncx pG2z 

L ~ m r n ~  4.1.7.- p ,< 4' pour y 2 1 .  
PGY 

n x 
On montre en  f a i t  que II p ,< 4 pour n E: IN . 

;K PCn 
En e f f e t  s o i t  m E: IN 

< 2  
2m+ 1 m 

2C2m+ I 
a u s s i  '2m+ 1 < 22m. 

S i  p E P e t  m + 1 < p 6 2m + 1 a l o r s  
m 

P 1 'Lm+ i  

m+ 1 
Ains i  " lc2m+l 

m+l<pS2m+l 

e t  e(2rntl) - 0(m+l) = 1 ~ o g  p 6 ~ o g  cm < 2m ~ o g  2. 
2m+ 1 

m+l<pS2m+l 

Le lemme e s t  év ident  pour n = 1 e t  n = 2 .  

On montre l a  s u i t e  p a r  r écu r r ence  : on suppose l a  p r o p r i é t é  

v r a i e  pour t o u t  k S n-1. 



. S i  n e s t  p a i r  B(n) = B(n-1) < 2(n-1)Log 2 < 2 n L o g  2 

. S i  n e s t  impair s o i t  n  = 2m + 1 

0(n) = 8(2m+l) = 0(2m+l) - B(m+l) + B(m+l) 

< 2m Log 2 + 2(m+l)Log 2 par  r écu r r ence  

< 2n Log 2. 

En u t i l i s a n t  l e  r é s u l t a t  4.1.1. 

QA (n) 
1 S x G(x,z)exp((z-1) + z(2  Log 4 + 1 ) )  

4 . 2 . -  CorroU&e.- S o i t  x  > O, y E: R e t  A C P, a é t a n t  l e  
1 

p l u s  p e t i t  élément de  A e t  g  l a  f o n c t i o n  w ou RA nous avons : 
A A 

a 
1 

c a r d i n  < x,gA(n)  '. Y} < , x exp((z-l)A(x) - y Log z + 42).  
1 

g, (n) gA (n) 
C > C z  >, z 

Y Y 1 1 = z card{n  S x,gA(n) ) y} 
ncx n,<x n<x 

g,(n) a l  
d ' a u t r e  p a r t  1 z < -  x exp((z-l)A(x) + 42) 

a i n s i  

4.3.- CohoU&e.- S o i t  A C  P, x , y , t  des  r é e l s  t e l s  que 

x > 0 ,  O < t & y < a l t  a l o r s :  

1 
card{n < x ,gA(n)  b y} < ~ ~ ~ ( a ~ )  - Y x  exp (y-t-y Log - + a l v )  

Y t 
a l -  t 

(où LI = u ( x , t ) .  



On c h o i s i t  z = l dans l e  c o r o l l a i r e  précédent .  
t 

Comme O < t < y < a l t ,  1 < z < a e t  1 

e t  en posant  

Nous ve r rons  dans l a  s u i t e  que l a  précédente  i n é g a l i t é  

peut ê t r e  considérablement améliorée.  

Le c o r o l l a i r e  4.2. peut  ê t r e  encore u t i l i s é  s i  l ' o n  suppose 

y 2 a t c ' e s t  l ' o b j e t  du r é s u l t a t  su ivant  : 
1 

4 .4 . -  caha&?ai/re.- S o i t  A C P, x ,  y ,  t des  r é e l s  t e l s  

que x X O ,  y 1 < t < y  a l o r s  

Y c a r d i n  h x ,  gA(n) X y} < ~ ~ ~ ( 8 ~ )  --LX e x p ( ( a l - l ) t  + a l p ) .  
a 1 

Vémo~a2a&Lun : 

Dans l e  c o r o l l a i r e  4 .2 . ,  on a pour x > O ,  y E R e t  

l < z < a  
1 

card{n C x,gA(n)  y} < a l x  exp((z-l)A(x)-y Log z - Log(al-z) + 42). 

z é t a n t  borné pa r  a l ,  l e  terme p r i n c i p a l  d e  c e t t e  

express ion  e s t  f inalement  (z-l)A(x) - y Log z - Log(al-z) . En 



majoran t  A(x) pa r  t + ~  nous avons en  f a i t  à cons idé re r  

f t ( z )  = (z-1)t  - y Log z - ~ o g ( a ~ - z )  pour 1 & z < a l .  

On s e  propose d'abord de  minimiser d e  c e t t e  express ion  (puisque dans 

l a  p r a t i que  on c h o i s i t  t comme é t a n t  une approximation de  A(x) 

e t  que par  conséquent on a l-! = 2 ) .  

nous en déduisons l a  c ro i s sance  de  f i  pour 1 C z < a l .  

1 
Dès que y >  t - -  , f ; ( l )  < O e t  comme f '  e s t  

a -1 
1 

cont inue e l l e  admet un z é r o  e n t r e  1 e t  a c e  q u i  correspond à un 1 ' 

minimum de f t .  Ce zé ro  6 e s t  a l o r s  donné p a r  

t 
S i  l ' o n  suppose - tend v e r s  O quand y -t + CO . On s ' a p e r ç o i t  

Y 
1 

que @ + a l .  Par  s u i t e  comme f ; ( x )  O > O  pour z O = a l ( l  --) 
2i 

lo rsque  y tend  v e r s  + CO c e t t e  v a l e u r  de z e s t  proche de B 

et f t  e s t  approximativement minimisée en z O . 
1 

On c h o i s i t  a l o r s  z = a (1 - -) c e  choix é t a n t  j u s t i f i é e  
2~ 

par  ce  q u i  précède e t  s u f f i s a n t  pour o b t e n i r  l e  r é s u l t a t .  

A ins i  par  l e  c o r o l l a i r e  4.2. 
a 

1 1 
card{n h x,R (n) > y} = S (x,y-1) h 2yx exp((aI-1-  -)A(x)-y ~ o ~ ( a ~ ( l  - -1) + 

A A 5 5 

so E t  encore 

4a 1 1 
card{n & x,QA(n) > y} < 2yx e x p ( ( a l - l ) t + a l u ) e  ~ X P ( - Y  L o g ( a l ( l -  -)) 5 



1 
l a  f o n c t i o n  -y Log(1 - %) e s t  bornée pour y 3 1 s o i t  

C/2 

un majorant de c e t t e  fonc t ion  : 

a l o r s  

s i  l ' o n  pose 4al  
c  ( a  ) = 2e exp c '  

42 1 42 ' 

4.4 .7 . -  C o x o u e  (Cas p a r t i c u l i e r  où A = P) 

S o i t  x  > 3 e t  t = ~ o g  x , y 3 2 t  2 
-2Log x 

a l o r s  card  {n < x ,  R(n) b y} L cy2 y 2 
2  

x Log x .  

En e f f e t ,  comme t = Log x , 
2 u = o(1)  e t  peut ê t r e  

majoré on appl ique a l o r s  l e  r é s u l t a t  p récédent .  

No;taXion : S o i t  A C  P e t  a l  l e  p lus  p e t i t  élément de  A .  

Nous noterons B l 'ensemble .l\{al}. Par convention, s i  B = @, 

nous poserons w = R 5 0. 
B B 

 autre p a r t ,  pour k E @Ji , a E 10 ,  1 '2, .  . . , k}  on d é s i -  

gnera par  ca(x) l e  ca rd ina l  de  l 'ensemble C (x) = {m L - 
a a '  al%. 

a  
e t  RB(m) 3 k-a}. 1 

4 .5 . -  Lemme.- Soient  x  e t  y  des  r é e l s  t e l s  que x > 0 .  
k- 1 

On pose k = [y] + 1 a l o r s  SA(x,y) = 

Pour a  c 0 , 1 , 2 ,  k  on désigne : 

a n 
ra(x)  = {n < X ,  a  [ l n  e t  b k-a} 

1 



autrement d i t  rA(x) e s t  l 'ensemble des  e n t i e r s  i n f é r i e u r s  à x qu i  

possèdent au moins k f a c t e u r s  premiers  dans A (non nécessairement 

d i s t i n c t s )  dont a sont égaux à a l '  

On montre que 

S o i t  n 6 x t e l  que RA(") > y, on a R (n) k. A 
k 

S i  a l  n a l o r s  il e x i s t e  a c {O, .  . . ,k-11 t e l  que a 1 al  / n s o i t  

a 
encore n = a d avec ( d , a l )  = 1 .  

1 

n 
Comme R (n) k e t  RA a d d i t i v e  fi (d) = RA(--) "-a 

A A a 
a u s s i  n t ra(x). 1 

Inversement : 

n a n 
S i  n r I',(x), on peut é c r i r e  n = ( a l a l  avec - r IN e t  a 

a 1 a 1 
a n n 

a , - a = 1 .  Aussi QA(n) = GA(---) + a ) B. 

a 1 
a 1 

En conséquence : 

Comme c e s  ensembles s o n t  d i s j o i n t s  e t  que pour 

a~ { O , .  .. ,k-1}, T (x) e t  Ca(x) sont équ ipo ten t s ,  nous obtenons a 

l ' é g a l i t é  annoncée. 

On é t a b l i t  maintenant une majora t ion  de SA(x,y) .  On 

ra i sonnera  de manière analogue à c e  qu i  a é t é  f a i t  pour sA(x,y) 

4 .6 . -  Théaaème.- Soient  x , y , t  de s  r é e l s  t e l s  que x > 1 ,  

1 
y 1 0 e t  t a 1 .  S o i t  A c  P, a l o r s  sA(x,y)  < ~ ~ ~ ( 8 ~ )  - xilf exp( (a l -1 ) t  

a Y 
1 

+ a l l i ) .  



On u t i l i s e  l e  lemme précédent .  Pour c e l a  on éva lue ra  l e s  

nombres c (x) que nous avons précédemment i n t r o d u i t s .  On r a p p e l l e  
k-a 

que l ' o n  a posé k =  LY] + 1 .  

. Tout d'abord s i  A = { a l )  

a l o r s  SA(x>y) = {n h x ,  fi (n) > y} = {n h x, n e s t  m u l t i p l e  de A a l k }  

. On suppose maintenant que B = ~ \ { a ~ }  n ' e s t  pas  v i d e .  

k- 1 
(x) d ' a p r è s  l e  lemme précédent  

j =O 

X 
ou encore SA(x,y) = - + 1 Ck-j (x) 

x Y j = l  
1 

Nous devons es t imer  c (x) pour O < j h k 
k-j 

X 
c (x) = card{n G - 

k- j k-j a l  J n  e t  nB(n) > j} 
a 

1 

X s s (- B a k-j - 1  e t  par  l e  c o r o l l a i r e  4.2. pour 1 < z < a 
2 

1 

a 
2 X X 

6 -  k- j exp ((z- l )B (---- k- j + 42 - j Log 2). 

a2-z (a1)  a 1 



a  
2  X 

c (x)&- k- j k- j  exp ( (2-1 ) ( t+v)  - j Log z  + 42) pour 1 < z C a2 
a  2 -2 ( a l )  

k a  
2 X 1 H(j ,z )  oh H( j ,z )  = - k-j exp((z-1) ( t + ~ >  

j = i a2-2 ( a l )  

+ 42 - j  Log z ) .  

k 
Nous a l l o n s  d i v i s e r  l a  somme 1 H(j  , z )  en t r o i s  : 

j = l  

Pour chaque somme p a r t i e l l e ,  on c h o i s i r a  a l o r s  une v a l e u r  p a r t i c u l i è r e  

de z  e t  on majorera H ( j , z ) .  

Posons M = Sup(k,al t )  , 

On a  a l o r s  

S i  l 'ensemble d ' i n d i c e s  pour l ' u n e  de ces  sommes é t a i t  v ide  

par convention c e l l e - c i  s e r a i t  n u l l e .  

Pour chaque j  e l , , k  on c h o i s i r a  z un r é e l  
j ' 

s a t i s f a i s a n t  1 é z .  < a  
3 2 '  

1") Lorsque 1 < j ( t ,  c h o i s i t  z = 1 .  
j 

Nous en déduisons : 



4 x < 4e - 4 4 e  - 
k-t 

exp t ~ o g  al 
a a Y 1 1 

4 x 1 H(j,z.) < 4e - exp((al-1)t) puisque a -1 2 Log a pour 
l<j<t J a Y 1 1 

1 

tout a E: P. 1 

2") Si t < j 4 a t, on choisit z = z = i ceci parce que 1 j t  

l'expression (z-l)t - j Log z est minimale pour cette valeur, que 

j celle-ci est supérieur à 1 et que le terme 4 - est négligeable 
t 

par rapport à l'expression précédente 

a 
2 X 

H(j,z.) = k-j e~p((~ j - l)(t+~) - j ~ o g  t j + 4j 
J a - -  j a 

2 t l  

a 
2 

a 
Comme 

2 
C -  , < a l + l  

j a - -  
2 t a2-a1 

j x car - c al et la t fonction x -t - est décroissante pour x > a 
t x -a 1 1 

n 1 
Par la formule de stirling (n! = n e m n Z ( l  + - + ...) 

12n 

e-n n! on a (2 = a -- 
Jn 



f i n a l  ement 

3") Envisageons maintenant l e  3ème c a s  : c e l u i  où a l t  < j  C M .  

Ce lu i -c i  e s t  un peu p l u s  long que l e s  précédents .  a 

1 On prend z = a ( l i e ) ,  '3 E IR avec O < 0 < - - 
j l  a 1 

c e  q u i  en t r a îne  z < a D 'au t re  p a r t ,  il e s t  év ident  que z > a 
j  2 '  j  1 

a 
2 X 1, ~ ( j , z ~ ) c  1 k- j  exp ( ( a l  ( l + e )  -1 1 ( t + ~ )  - 

al t<jhM a 1 t<j4M a 2 -a 1 ( i+e )  ( a l )  

s o i t  donc 



Majorons la somme 1 1 

alt<j<M (1+e)j 

En remplaçant dans (E.4.1.) nous obtenons : 

Nous allons minimiser maintenant l'intervention du terme 

0' 
al8t -Log 0 - alt Log(l+B) al8t - Log 8 - a 8t + a t - 

t 
1 1 2  

82 < - Log 8 + a t - (E.4.3.) 1 2  

e2 ' 
car Log(l+B) 3 8 - 7 ceci pour 8 > 0. 

Ceci est minimisé pour 8 = (ait) -Il2 malheu- 
1 

reusem pas nécessairement a -a > al 2 1 
soit encore pa 

a 
2 

nécessairement 8 < - - 1. 
a 1 

1 
Si nous prenons 8 = - , nous avons cette fois 

2a A 

1 1 
a 
2 

-a)( ) = - -  1 car t 3 1. eh---< (a2 5 
2al a 1 

a 
Nous pourrions choisir 8 = - où a est très voisin de 1 

alJT 



1 
cette valeur serait ainsi plus proche de - et l'expression Jalt 
a 0t - Log 0 - alt0Log(l+8) serait encore davantage minimisée, 

1 
a 0 

L tout en ayant encore 8 < - - 1. 
a 1 

Il se trouve que le précédent choix de 8 suffit pour 

obtenir le résultat. 

Tout d'abord 

soit encore 

Posons maintenant : 

f (al,O,t) = exp(a18t +(ale-l)li+4al (1+0)+(1-a1t)Log(l+8) - Log 0) 

pour al € P , 0 et t des réels positifs strictement 

alors 

f (al ,0,t) = exp((a18-1)u+4a1 (l+O)+Log(l+O))exp(alOt-a Log(l+0)-Log 0) 

e2 < exp((alO-1)p) exp(4al(l+8)+~og(l+0))exp(-Log 0 + al t d'après (E.4.3). 

En remplaçant 8 par sa valeur dans cette précédente inégalité 

1 
et en remarquant que ale-1 = - - 1 car t > 1  

2K 

1 4al (l+0) < 6a1 car 0 < - 2 

e2 a t - = -  nous obtenons 
1 2 8al 



3 1 
L 2al& exp(6al + Log 2)exp(-) 

8a 1 
3 

puisque 1 + 8 < - . 
2 

Ainsi 

1 f(al.8.t) h 3al& exp(6al + -) = 

8a 1 
~ ~ ~ ( a ~ )  JE en posant 

Rappelons (E.4.2.) 

+ (1-alt)Log(l+8) - Log 8) 

d'après ce qui précède 

En conclusion : 

ainsi 



s o i t  s i  nous posons : 

a i n s i  

X 
SA(xyY)  a ~ ~ ~ ( 8 ~ )  - fi e x p ( ( a 1 - l ) t + a l v )  c e c i  pour x 2 1 , y 3 0, 

a Y 
1 

t > 1 e t  p = p ( x , t ) .  

Remahyu& : 

Nous obtenons au théorème 4 . 6 .  l a  m e i l l e u r e  majora t ion  de 

sA(x,y)  pour y > a l t  - A. 

1 
Pour y a a t - fi , nous obtenons fi 5 --- e t  

1 Y a -- 
1 t  

1 
sA(x,y)  G s ~ ( ~ , Y - ~ )  6 c43(a l )  x exp (y-t-y ~ o g  + a l u )  

Y a - -  
1 t  

Y puisque y-t-y Log - t 6 (a i -1) t -y  Log a 1 car y 4 a 1 t .  

Ainsi  l a  p ropos i t i on  4 .5 .  donne un me i l l eu r  r é s u l t a t  que l e  théorème 4 . 6 .  

 a autre p a r t ,  dans l e  c o r o l l a i r e  4 . 3 . ,  on suppose que x > O 

et  t > O ,  nous obtenons a i n s i  un é la rg issement  pour x € ]0,1 [ 

e t  t E: 1 0 , l  Cdu théorème 4.6. 

Enfin,  dans  l e  c a s  p a r t i c u l i e r  A = P, on o b t i e n t  : 



4.7.- Cv&vQaihe.- S o i t  x  > 1,  t 3 1,  y 3 O a l o r s  

sA(x,y)  s c i 3  î-' x& exp ( t + î u )  . 

P t ~ v p v ~ ~ i v n  5 . 1 . -  
Log x 

S o i t  x  3 a  e t  O Ç y & 
1 

- 1 a l o r s  
Log a  1 

D é r n v ~ ~ a L L v n  : Posons k  = + 1 

(On u t i l i s e  l a  méthode de Erd6s e t  N ico l a s ) .  

S i  n  e s t  un m u l t i p l e  de  ak a l o r s  d e  façon év iden te  1 

X 
m u l t i p l e s  de a: i n f é r i e u r s  à x .  

Log x  Log x  
Comme O S y S  - 1 ,  k C  

k e t  a  & x  
Log a  Log a  

1 
1 1 

par  s u i t e  : 

X X W [ - .  + O  e t  sA(x ,y)  2-k puisque LW] 2 pour w ) 1 .  

2al  1 
Y + ]  

Remmque : De l a  même façon que pou r3 .3 .  

s i  on connaî t  l ' o r d r e  de grandeur de  x  e t  de  a  , on peut 
k  1 

X 
t ou jou r s  minorer 

a 1 
k  

( 1  -1, c e l l e - c i  é t a n t  
a  

1 
X 

1 X 
me i l l eu re  que - dans l e  c a s  où - 

2 k  
2 2 .  

a 
1 



D'autre p a r t ,  lo rsque  A = { a l }  , 

donne l e  mei l leur  r é s u l t a t  p o s s i b l e  dans ce  c a s .  

De l a  même manière, il e s t  évident  que c ' e s t  encore l e  me i l l eu r  

S X 
r é s u l t a t  pour x = a 1 

s  E N e t  y = s-1 puisque, dans ce c a s ,  

Dans l a  s u i t e  de  ce  paragraphe on v a  t o u t  d 'abord  é t a b l i r  

quelques r é s u l t a t s ,  nous l e s  u t i l i s e r o n s  e n s u i t e  a f i n  de  donner 

une minorat ion de SA(x ,y) ,  beaucoup p lus  f i n e  en géné ra l  que l a  

précédente.  

Le processus pour y pa rven i r  n ' e s t  pas  sans r appe le r  c e l u i  

du paragraphe précédent .  

OTI suppose dans l a  s u i t e  que A possède au moins deux 

é l h e n t s  d i s t i n t s  que nous noterons  a e t  a ( a l  < a 2 ) .  On 
1 2 

r a p p e l l e  que B désigne l 'ensemble ~ \ { a ]  1 e t  par conséquent 

B n ' e s t  pas v ide .  

Nous noterons  pour m E N e t  x 2 O ,  NA(x,m) l e  ca r -  

d ina l  d e  l 'ensemble : {n & x ,  R (n) = ml. C'es t  l a  f réquence A 

avec l a q u e l l e  RA(n) prend l a  va l eu r  m.  



Lerne 5.2 . -  s i  x > O ,  y > O  e t  k = b] + 1 a l o r s  

D&mu~n; t i td i .on  : 

Soi t  O  L j  6 k ,  0 .  (x) désignera 1' ensemble : 
J 

X 
{n c - e t  R (n) > k-j} e t  d j  (x) l e  cardinal  de D .  (x) . 

a 
B J 

1 

X 
Rappelons que c .  (x) = card C . (x) = card{n C - al$ n 

J J a J 

e t  OB(n) b k-j}. 
1 

X 
Il  en r é s u l t e  que C .  (x) U D .  (x) = {n - OB(n) > k- 1 

J J j  

D j  (x) e s t  équipotent à l 'ensemble suivant  : 

X 
a i n s i  d . (x)  = S (- , k-j-1) 

J B a j+ l  
1 

X X 
e t  de c e t t e  manière c . (x )  = S (- 9 k-j-1) - SB(- , k-j-1) s 

J B a j  
1 

a 
1 

Le lemme 4.5.  aff irme que SA(x,y) = L-1 + 1 c j (x )  
j =O 

nous en déduisons 



X 
Remarquons que -1) . 

(on peut  é tendre l a  dé£ i n i t i o n  de SB(x,m) pour m < O de façon 

t r i v i a l e ) .  Aussi 

X X X ~ n f i n  comme s (? ,k-j-l)  - sB(--j- , - )  = N~ (k-j , -) a  J 
a  

1 a 1 1 

nous en  déduisons f inalement  : 

PhoposiXion 5.3 . -  Soient  x > 3 ,  t > O e t  E e ] 0 , 1  C. 
on suppose que t 2 (a2+l )  (lJ - Log E) + C5 (a2)  

(où p = uA(x, t )  = sup (2 ,1A(x) - t / ) ) .  

i O ]  et = ~ n f { y , ( a , - l ) t }  nous avons Pour y E l , ( l - & )  
Log a l  

-a 1 t 

( a l - l ) t  a2  -a ( a l  t l m e  
X 

s*(x,Y) 5 c5*(a2) 7 e  E (eu L O ~  t )  1 < m < ~  T m! 
a  

1 

(a ) é t an t  une cons tan te  p o s i t i v e  p r i s e  suffisamment grande. 
C51 2  

Dérno~. t i ra t ion : Nous a l l o n s  u t i l i s e r  l e  r é s u l t a t  précédent  



Par l e  lemme précédent  s i  b ien  sû r  k  = [y] + 1 

Comme 

S  (x,k-1) 2 NB(x,k) 
B 

s o i t  encore 

k- 1 
X SA(x,y) < NB( k-mr , m f + l )  (E.5.2.) c e c i  d e  façon t r i v i a l e .  

m ' = O  a  
1 

On o b t i e n t  a i n s i  en  a j o u t a n t  membre à membre l e s  i n é g a l i t é s  

(E.5.1.) e t  (E.5.2.) 

Nous a l l o n s  e s t imer  l e  second membre de  l ' i n é g a l i t é  (E.5.3.) 

en u t i l i s a n t  un r é s u l t a t  s u r  l a  d i s t r i b u t i o n  l o c a l e  de RA(n). 

Enonçons ce r é s u l t a t  : 

5.3.1.-  ThZo~êrnc 6 .7 . -  s o i t  x  a 1 , t > O .  

U On suppose que O < B S 6  S a l  e t  A(x) 2 cG1(B ,a l )  > O ,  t 2 ( a l + l )  - B 

e t  O c m G (a  -6 ) t  a l o r s  
1 



Ce théorème s e r a  montré au paragraphe  6 .  Il a é t é  é t a b l i  

par G.  ~ a l à s z .  

5 .3 .2 . -  ReXowt à Pa diboulni t t taLion d e  la p ~ o p o s i L i k n  5 .3 .  

Nous a l l o n s  t o u t  d ' abord  v é r i f i e r  que nous  avons b i e n  

X 
l e s  hypothèses du  théorème d a n s  l e q u e l  on s u b s t i t u e  - k m  à x 

a 1 

X 
Montrons d 'abord : B(-) > c g l ( 6 , a 2 ) .  

a 
1 

On a supposé t > (a2+ 1) (u-Log E) + c5 ( a 2 )  

L 
p a r  s u i t e  Log E 2 1_i - - (E.5 .4 . ) .  

a +1 
2 

l - I , o g x + B  +O(-  car ~ ( x )  & 1 - -  
P 2 

l )  
PGX l Log x 

a i n s i  

Log2x 2 t - p - C53 

, (a2+ 1 ) (p-Log E) -p+c5 (a2)  - c ~ ~  = a 2  (~i-Log &) -Log E +C5 (a2)  'C53 

> c~~ (a2)  - c~~ > c pour c ( a  ) su£ f isamment g,rand. 5 3 51 2 

Nous e n  dédu isons  : 

t 
Log E I l l - -  

1 
a +1 

21_i - -  a2+ 1 (2 Log2x + p) 
2 

1 > p(1 - -) - Log x >, - Log x .  
a2+ 1 2 2 



Log x D e  l 'encadrement 1 < y 6 (1-E) il r é s u l t e  que 
Log a l  

pour m = 1,2,  ..., k-1 

X X X 
x > -  2- 2 - = x E > e  c a r  Log E 2 -Log2x 

k a  k-1 1 -E 
a 

1 a 1 

a u s s i  

c e c i  pour m = 1,2,  ..., k-1 

s o i t  encore 

X 
O 6 A(x) - A(- 

1 1 
) - +  1 - = L o g x - L o g x E + O ( l )  

k-m E a a x <p&x p 2 2 
1 1 

X 
c a r  - x O(1) é t a n t  e f f e c t i v e  

k-m 
a 

1 

e t  donc 

X 
O C A(x) - B(- k a  ) C - Log E + O(1) (E.5.5) 

a 
1 

X 
(-ka ) 2 A(x) + Log E + Ü(1) 
a ,  

1 

> t - p + Log E + O(1) 

pu isque  t > (a2+l )  (p - Log E )  + c ( a  ) donc t - p + Log E a c~~ ( a2 ) .  51 2 

S i  l ' o n  suppose c ( a  ) suf f  isamment grand,  on a 
51 2 

c (a  ) + O(1) 2 c61 (1,a ) q u i  e s t  l a  cons tan te  i n t e rvenan t  dans 
51 2 2 

l ' énoncé  du théorème 6 .1 .  



X 
Ainsi B(-) > cC1 (&,a2 )  dès  que c~~ (a2)  e s t  p r i s  

a 
1 

su£ f isamment grand. 

(a2+1)v1 x 
Montrons maintenant que t > OÙ ll,!,, = u B ( l ; r n  , t )  

B a  1 

D'après ( ~ . 5 . 5 . )  

) - t  

e t  

v; ll - Log E + O(1) 

) + IA(x) - tl & A ( x ) - B ( -  k-m 

or t L (a2+ 1) (LI - Log e )  + c5 (a2) 

a  a  
1 1 

a u s s i  

t > ( a 2 + l ) ( v f + O ( l ) )  + ~ ~ ~ ( a ~ )  

a ( a2+ l )vk  s i  l ' o n  suppose c  (a  ) su££ isamment grand 
51 2  

a i n s i  t > ( a 2 + l ) G  B puisque B o  1 .  

Toutes l e s  hypothèses du théorème 6.1. sont  donc s a t i s f a i t e s  

pour B,P; e t  a 2 .  En conséquence : 



pour m = 1,. . . , [M] où 1 'on rappelle que M = ~ n f  Iy ,  (a2-1) t). 

En corollaire de (E.5.3.) nous obtenons 

a [MI tm am 
1 -pla x -t 2 - -- m 2 

2~~(x,y) 5 7 e ( Log t) . e 
a m=l m! 

1 

-pl a -a2 (p-~og r+0 ( 1 ) a -pa2+0 (a2) 
e m 2 > e  = E  e d'après (E.5.6.) 

2 

'62 (l Pa2) 

Choisissons c~~ (a2) L 2 exp (O (a2) ) f inalenent : 

ce sui achève la démonstration de la proposition 5.3. 
-a t 

[MI (altlme 
1 

Il reste maintenant à précisèr le terme 1- 

qui est une somme partielle d'une série exponentielle. 

Lemme 5.4.- On désigne par Q(t) la fonction 

t w t - (l+t)Log(l+t) définie pour t réel t > - 1. 

Soient u et a des réels vérifiant : u 2 6 ,  cc E 

dans ces conditions 



DémomttcLLon : 

On é t a b l i r a  u n  r é s u l t a t  un peu p l u s  f o r t  : 

- 1 
s i  l V o n  pose  y  = (a(1-a)u)  a l o r s  y  i [0,l] e t  on a  

-U m 

Z e u  - 1  e u )  ( E - 5 . 6 . )  

(1-y) ([(l-ci)uJ-1)sm g r ( l - a ) d  -1 
m! C54 a fi 

- 

n 
posons n  = Dl-a)u]-1 e t  b  = - u (1-Y>. 

Remarquons t o u t  d ' abord  que y  e t  b t ] O ,  1  [. 

1 
La f o n c t i o n  f ( x )  = x(1-x) e s t  c r o i s s a n t e  pour x C - 2 

1 
e t  d é c r o i s s a n t e  pour x h - 2 p a r  s u i t e  pour 

c a r  u  > 6 

donc y  E ] o , ~ [ .  

a u s s i  n  + O .  ~ ' ~ u t r e  p a r t  (1-a)u h 3 c a r  u  < 1 - - u 

Comme y < 1 c e l a  e n t r a î n e  b  > 0. 

n  
a u s s i  b = - u (1-Y) < 1 donc b t ] 0 , 1 [  

m n 
u  u  2 - = -  C 1 n! 

m ' 
(1-y)ncm<n m! n! O<ml<yn u (n-m') ! 



e t  a i n s i  

u 3 
O r  n > (1-a)u-2 ? (1-a) - c a r  a r  1 - -  3 U 

P + l  Yn Yn Yn 
b a (--) b 6  (1-a) b <  (1-a) puisque b < 1  ; 

a u s s i  

L Y ~ J + ~  U 

Log b 
1 

< 'yn Log(1-a) < - yna < -y (1-0.) - = - - a 3 3 

e t  également b = 
2 2 "('-Y) > ( 1  ) (  > 1 - a - - - 

U U u ~ ( 1 - a ) .  

2 2 1 3 
Comme - + y(1-a) = - + - ,< - puisque a < 1 u u a u  a u  

3 1 
b > l - a - -  ? l - 4 a  c a r  a > -  . 

a u  "'ü 

Nous déduisons de c e  q u i  précède : 

1-e3 ( n + i ) m  ( eu)n+2 > -  - 1 
2 1 

p a r  l a  formule 
42% u n+2 1 + 

de S t i r l i n g  



eu X 
et comme la fonction X ++ est croissante pour 

et finalement : 

Le lemme 5.4. en résulte aussitôt. 

phopoai,tion 5.5.- Soient x 1 3 et t > O. On suppose 

que l'on a : 

Log x 
(a2+l)v + c~~ (a2) t 6 (~.5.7 .) (où ~ ~ ~ ( a ~ )  est 

2al Log a l  

suffisamment grand et que 



Ce r é s u l t a t  e s t  un c o r o l l a i r e  de  l a  p r o p o s i t i o n  5 .3 .  

Vé r i f i ons  t o u t  d 'abord que nous sommes dans l e s  cond i t i ons  

l  e t  y = a t .  d ' a p p l i c a t i o n  de  c e l l e - c i  pour E = - 2  

Tout d 'abord 

t 2 ( a 2 + l ) p  + c~~ (a2)  + (a2+l  )Log 2  - (a2+1 )Log 2 

1  
(a2+l )  (il - Log T )  + c s l  (a2)  c e c i  pour 

c  55 (a  2  ) 

supé r i eu r  à c  ( a  ) + (a2+1)Log 2 .  51 2  

3 t  
D 'au t re  p a r t  y = a t  > - t = 3  e t  y 2 1  

Log x 1 -1.  
at $ (al  - 1 - 1  < - Log x(L0g a l )  . 

2a Log a  1 1 2  

Toutes  l e s  hypothèses s e  t rouven t  a i n s i  r é a l i s é e s .  

En conséquence : 

a 
En appl iquant  l e  lemme précédent  pour a  1 t e t  1 - - 

a1 

s o i t  donc 



a a a 
Q(a- - l ) a l t  + ( a l - 1 ) t  = a Log -)ait a + ( a  -1 ) t  

1 
1 

1 - - -  1 

= (a-1-a Log a ) t  + a t  Log a 1 

f ina lement  

exp ( t  (a- 1 -a Log a )  ) 

-a v x ( e  Log t )  
2 

z ~ ~ ~ ( a ~ )  - a3I2 exp ( t  (a-i -a L O ~  a )  ) 
a -a 

1 
Jt 

s i  on pose 

Théotrème 5.6 . -  So i en t  x > 3 e t  t > O d e s  r é e l s  E E ] 0 , 1  [. 
On suppose 

1) t > ( a 2 + l ) ( p  - Log E)  + ~ ~ ~ ( a ~ )  où c 57 (a  2 ) > O e s t  

su£ f isamment grand.  

Log x 
2) a l t  - Ja;é < y < (1-€1 

Log a 1 

a l o r s  : 

Il s u f f i t  de montrer  que l e s  hypothèses d e  l a  p r o p o s i t i o n  5.3.  

son t  s a t i s f a i t e s .  



Tout d 'abord M = 1 n f i y , ( a 2 - l ) t }  2 a l t  - Jalt 
puisque ( a 2 - l ) t  2 a  t > a  t -i/a;E. 

1  1  

1 
Posons 8 = - Jalr 

La s e u l e  chose à v é r i f i e r  pour app l ique r  l a  p r o p o s i t i a n  5.3. 

est que y > 1 c e  q u i  e s t  immédiat. 

En e f f e t  t > (a2+ 1) (u - Log E) + c  ( a  ) e n t r a î n e  t > 8 
57  2  

d ' a u t r e  p a r t ,  a  2 2  a u s s i  y > a  t - > 16 - = 12 du f a i t  1 1 
1 que l a  f o n c t i o n  x "nn" x - & e s t  c r o i s s a n t e  pour x 2 . 

Il en r é s u l t e  que y > 1. 

Nous avons donc : 

Il s u f f i t  de  montrer que l a  somme précédente  peut  ê t r e  minorée 

par  une cons t an t e  s t r i c t e m e n t  p o s i t i v e  : 

On appl ique pour c e l a  l e  lemme 5 . 4 .  avec u  = a l t  

Nous pouvons l ' u t i l i s e r  puisque 

1  - - - - -  1 - 0  e t  t > 8, a l  > 2 e n t r a î n e  u  a 16 donc 
fi q 

L 
Pour O E ]O, 1  1, Q(-0) = - O - ( i - ~ ) ~ o g ( i - e )  2 -e a u s s i  



c r o î t  pour x > 0 a u s s i  Enfin,  l a  fonc t ion  1 - - 
JX 

Pour conclure  

(al-1) t a -a 
X 

E (eFiLog t )  où l ' o n  c h o i s i t  SA(xYy) >- c58(a2) 7 
a 

1 

Retnmgue : Le théorème 5 . 6 .  f o u r n i t  un prolongement de l a  

112 
p ropos i t i on  5.5.  q u i  a v a i t  é t é  é t a b l i e  pour y G a 1 t - (ait) . 

Enfin, dans  l e  ca s  A = P , noiis obtenons l e  c o r o l l a i r e  

suivant d e s  théorèmes 4 . 6 .  e t  5.6.  

CunoU&e 5.7. - 

e 
1) pour x ? e  e t  Y 2 0 :  

112 S(X,Y) L d g l  î-Y X ( L O ~  X )  (Log2x) 



suffisamment grand) et y tel que 

Log x 2 Log x - JZtog2x < y (1-E) - 
2 

Log 2 

alors 

)3 . S(x,y) > d53 2" x Log x (- 
Log x 

3 

La démonstration est immédiate : 

1) On choisit t = Log x 
2 

e 
pour x 2 e  , t 2 1. 

1 
P = P ( X , ~ ) = S U ~ ( ~ , / P ( X ) - ~ ~ )  ~d 5 4 car P(x) = L O ~ X + B + ~ ( -  1 

l Log x 

par la proposition 4.6., on a alors 

1 
S(x,y) -& ~ ~ ~ ( 2 )  - X Log x exp (2d54) 

2 Y 

' d51 2-Y x (Log x) (Log2x) si on pose 

- d5i - ~ ~ ~ ( 2 ) e x ~ ( 2 d ~ ~ )  

2) On choisit toujours t = Log x 2 

d52 Log x > - b 

Log x > Log d - 4 Log E . 2 5 2 

Comme u < d54 , on a, certainement Log d > 4d54 + ~ ~ ~ ( 3 )  5 2 

et t 2 4 (p - L O ~  E) + c5 ( 3 pour d52 assez grand 

aussi par le théorème 5.6. 



E 3 -6 
i d53 2-' x ~ o g  x(- ) pour d53 - - '58 ( 3 ) e  . 

Log x 3 

Enfin,  s i  l ' o n  rassemble l e s  r é s u l t a t s  obtenus pour l e s  

théorèmes 4.6. e t  5.6. on a  pour x , y , t  v é r i f i a n t  les  cond i t i ons  

du théorème 5.6. (qu i  sont  p l u s  r e s t r i c t i v e s  que c e l l e s  de  4 .6 . )  

X 
Le f a i t  que l e  t e r m e  - e x p ( ( a l - 1 ) t )  s o i t  commun nous 

a l Y  

suggère l ' e x i s t e n c e  d'une formule asymptotique pour SA(x,y) . 
Tou te fo i s  l e s  précédentes  méthodes n e  permettent  pa s  d ' é t a b l i r  un 

t e l  r é s u l t a t .  Il f a u d r a i t  peu t -ê t re  pour  c e l a  une formule d e  t ype  
fi,(n> 

Se lberg  e t  i n t é g r e r  l a  f o n c t i o n  Q(x,A) = 1 z su r  un c e r c l e  
n6x 

de  c e n t r e  O de  rayon r d e  manière s i m i l a i r e  à c e  q u i  a  é t é  

f a i t  par  Delange. 

Le bu t  d e  ce  paragraphe est l a  démonstrat ion du théorème 6.1. 

précédemment énoncé, que nous rappe lons  maintenant .  

ThEat~ème 6 . 1 .  - So ien t  x 2 1 e t  t > O.  On suppose 

O < f 3 t G C a l  , 



a l o r s  

où c  (B,al)  e s t  une cons t an t e  suffisamment grande e t  6 1 c6,(69a1) 

suf fisamment p e t i t e .  

6.7.1.- Pour pa rven i r  à c e  r é s u l t a t ,  nous a l l o n s  é t a b l i r  

quelques p ropos i t i ons  p r é l i m i n a i r e s .  En f a i t  l a  s u i t e  r é s i d e  dans 
+- ' ~ ( n )  

Z 
l ' é t u d e  de  l a  f o n c t i o n  F(z,o)  = 1 

n Ci 
n= 1 

Dans l a  s u i t e  A dés igne  t o u j o u r s  un ensemble non v i d e  

de nombres premiers  a  é t a n t  son p l u s  p e t i t  élément.  
1 

X 
Egalement pour m E IN , nous no te rons  N(x,m) p l u t ô t  

que NA(x,m). 

Nous su iv rons  l a  méthode due à ~ a l a s z .  

Enonçons t o u t  d 'abord un premier r é s u l t a t  : 

Ptopohaon 6.2. - S o i t  A C P dont  l e  p l u s  p e t i t  élément 

x  A ( X ) ~  e-A(x) 
e s t  2. S i  O c m < (Z-b)A(x), N(x,m) G c62(6)  

m!  

6.2.2. - €..tude de h donckhn g é n é W c e  de z  g  (n) 

Nous no te rons  F  l a  fonc t ion  d é f i n i e  par  : 

1 1 
F ( z , ~ i )  = Ii ( 1 n (  l ) qu i  converge pour / z  1 6 a l  e t  o  > 1 .  

pcA 1 - - pf!A 1 - - 
pCi P * 

En e f f e t ,  pour lz l  d a l  , 0 > 1 



O r  11 (----r l  ) L  n (  l ) = <(O)  q u i  converge c a r  o > 1. 
pdA 1 - - p ~ p  1 - - 

0 
P PO 

( 5  é t a n t  l a  f o n c t i o n  5 d e  Riemann). 

D ' a u t r e  p a r t  : 

c a r  pour n > a 1 quand 

n t e n d v e r s  + " .  

a 
converge p u i s q u ' e l l e  e s t  é g a l e  à O r  l a  s é r i e  1 - o 

n > l  n 

M +  ...) converge pour o > 1 P a r  s u i t e  l e  p r o d u i t  (1  + 

P ~ A  P 

1 
e t  Ii - z converge absolument pour  1 z ( 6 a l  I > 1 .  

p&A 1 - - 
po 

Nous e n  dédu isons  que F ( z , a )  converge absolument pour 

P a r  l ' i d e n t i t é  d ' ~ u l e r  pu i sque  F(z .0)  = 11 (1+h(p)+h(p2)+ .  . .) 
pcP 

QA(n) 
z où h (n) = - nous obtenons  
0 

n 



Q, (n) 
z 

F ( z , ~ )  = 1 -& où l a  s é r i e  converge absolument pour 1 z  1 6 a l  
nX1 n  

+Co 
1 

En p a r t i c u l i e r ,  pour z  = 1 ,  F(1,o)  = 1 7 = <(O) .  
n=l  n 

P t ~ o p o h ~ o n  6.3.-  (Est imat ion d e  l a  s é r i e  
1 l à .  

na1 n 
Q (n)=rn 

A 

1 
S o i t  a  > 6 > 0 ,  l < m + l ~ ( a ~ - G ) A ( y )  e t  o = l + -  

1  
où 

Log Y 

y > a l .  

m+ 1 
Posons r = - a l o r s  : 

A(y) 

Démonn;DLation : 

On suppose que r = re ie  o  > 1 dans c e  q u i  s u i t  

Nous a l l o n s  exprimer F(z ,o)  en  fonc t ion  de F ( r , u )  

On peut  n é g l i g e r ,  dans c e t t e  s é r i e ,  l e s  termes dans l e s q u e l s  

k a p p a r a î t  avec une puissance  supé r i eu re  à 2 .  



Ltant  convergente puisque p  a l - 6  e t  o > 1 .  

Ainsi 

1 1 
( Iz-r l(al-6)  L - ( 1 

pcp pz (a ,  -6) 

Le terme général de c e t t e  de rn iè re  s é r i e  é t a n t  équivalent  

à -!- lorsque ' p tend v e r s  + il en r é s u l t e  que ce l l e -c i  2 
P 

converge e t  

De ce  f a i t  

On peut  maintenant négl iger  l e s  termes pour p  > y e t  

remplacer o par  1 pour p  6 y : 



Pour c e l a ,  nous observons que 

1 +w d l ~ ~ ( t )  lTA(t) +w n A ( t ) d t  

E - = j  - a l i m  - + 
t" t++w t P>Y P* Y 

PEA 

A 
) , il e x i s t e  une cons t an t e  comme .rr ( t )  a ~ ( t )  = O(- 

Log t 

p o s i t i v e  
t 

c~~ t e l l e  que ~ ~ ( t )  $ c~~ - 
Log t 

1 
+w 

d t  a 
a c  - 1 

7 < '66 O 1  - ca r  a > 1 
P'Y P y  t " ~ o g  t Log y  (*-l)yo-l 

1 Log y + 1 - 1 
'< '66 

puisque o = 1 + - 
e 

Log Y Log Y 

= ü(1)  l o r sque  y  a + 

D'aut re  p a r t  : 

1 1 1  
2 

1 - - -  - - - exp(- Logpl = - (1 - - +  Log P O(2- Log P l )  
PO 1 + -  1 P  Log Y P  Log Y Log Y 

Log Y 
P  

1  
2 

1 - LOPP + o ( L o g  P  ) a u s s i  : --- - 2 
P P* P  Log Y P  Log Y) 



= O(i)  c a r  1 -9P = L O ~  y + ~ ( l )  
PCY P 

a u s s i  

Nous obtenons de c e t t e  façon 

Nous pouvons maintenant é t u d i e r  l a  somme 

QA (n) -m- 1 
Z  

c a r  l a  s é r i e  - converge uniformément pour a > 1 
n u 

e t  / z /  < a l  en v e r t u  de l ' é t u d e  concernant F(z,o)  

a i n s i  m+ 1 

En remplaçant F ( r , u )  p a r  l ' exp res s ion  précédemment établie : 



II: - 71 

-+ + F(Z,o)  J O ( r l e l e  r (cos  0-l)A(y) 
a ,6 >. 

2ilr I z l = r  1 

e  (z-r)A(y) 
La f o n c t i o n  e s t  holomorphe dans  6 e x e p t é  

m+ 1 
z 

A(Y? au p o i n t  O. Le r é s i d u  en c e l u i - c i  e s t  é g a l  à --- e  - r A  (Y) 

m !  

c o e f f i c i e n t  d ' o r d r e  m dans  l e  développement d e  Tay lor  d e  

e (z-r)A(y) au v o i s i n a g e  de  O .  

Pour l a  2ème i n t é g r a l e  

Comme c o s  8-1 <-c e 2  6 8 

62+ e4 e6 
2  4! 

6 !  ... où l a  s é r i e  e s t  une  s é r i e  puisque c o s  8-1 = - - - - - 

uniformément convergen te  d e  f o n c t i o n s  c o n t i n u e  s u r  [-n ,n] e t  

donc s a  somme e s t  c o n t i n u e  e t  bornée  s u r  c e t  i n t e r v a l l e .  

P a r  s u i t e  

(e r (cos  8-1 )A(y) r l 8 l ) d z  4 +--- 



0 (e r (cos 0-l)A(y) 
m+ 1 

r l 0 l ) d z )  6 
a l  '6 

2 

( b a l l e  
-C68u 

lut du 
- 4 <  F(r.0) 1: '67 e n  posant u = O- 

2 ~ r  rmA (y) 

e t  majorant  par l ' i n t é g r a l e  g é n é r a l i s é e ,  

c67(6 ,a1)  
g F(r ,o)  U(1) = 1 ) F ( r , o )  puisque l a  

2  nrm A(Y) ' '1 (rmA (y) 

d e r n i è r e  i n t é g r a l e  est convergente.  

m+ 1 m+ 1 
On c h o i s i t  r = - , on a par  hypothèse - < a -6 

A(y) 
1 

A ( Y )  

e t  par conséquent r 5 a -8. 
1 

L 'e r r eu r  commise en négl igeant  l a  deuxième i n t é g r a l e  e s t  

a l o r s  O ( ~ ( ~ ) ~ - l ) F ( r ,  6) par  l e  choix de  r .  
&yal ( m + l )  m 

Rappelons l ' u n e  des  formes d e  l a  formule de  S t i r l i n g  
1 

auss i  



f ina lement  

l o r sque  y  + + , c ' e s t  l e  r é s u l t a t  que nous voul ions  o b t e n i r .  

Nous avons montré que l e  terme p r i n c i p a l  é t a i t  éga l  à 

A( lm F ( r  , a )  Y_ e-rA(y) e t  que l a  deuxième i n t é g r a l e  i5tai t  ( 
1 

) F ( r , a )  
m! r m A  (y) 

Le r appor t  e s t  donc O ( ~ ( y ) m + l  rA(yIrm) 
m! 

m+ 1 
On c h o i s i t  r = - c e  q u i  permet de n e u t r a l i s e r  l e  terme 

A (y) 

~ ( y ) ~ + l  a i n s i  que m! ce  choix é t a n t  j u s t i f i é  par  l e  f a i t  que 

l ' o n  a  (m+l) 6 (al-O)A(y). 

- On suppose que O < 6 6 1 ,  1 C m+l C (al-6)A(y) a - 1 + 
1 

Log Y 
l 

I a l o r s  

A ( Y > ~  
69 (6>a1)  -- e  - A ( y ) ~ o e  y  ( E .  6.3) . 

u  m! 



RA (n) =m 

D'autre part, on a également 

Par suite 

de même que précédemment : 

H(o) où H est continue et On a, d'autre part <(a) = - 
0- 1 

ne s'annule pas au voisinage de 1. 11 en résulte que Log H(o) 

est une fonction continue au voisinage de 1 et que Log H(o) = 0(1) 

lorsque y -t + m . 

Par suite : 

- 1 A(Y)~ -A(Y)+~, ,6(1) 1 
- - -  1 1 Log y(l + Oa &(-- 

1 u a m! 1 )  Jm- 



> > e  ' s o i t  '69 
( & , a l )  une c o n s t a n t e  majoran t  (1 + Oa 6(- 

1 '  rn 
c e  q u i  e s t  p o s s i b l e  pu i sque  A(y) > 0 ) .  

En f in ,  s i  l ' o n  a  

O (1) 
1 a l  ,6  

c  ( 6 , a l )  e s t  une c o n s t a n t e  minorant  ( 1  + Oa &(- 1 1 e  
7 O 

1 '  m 

Rmat~que 6 . 4 . 7 . -  

En p a r t i c u l i e r ,  s i  on c h o i s i t  y  = x ,  a l o r s  pour  u  C x 

1  
a- 1 0-1 Log x 

u C x = x = e  e t  on o b t i e n t  

G e  N("'m) du c a r  > 1  donc 1 ' i n t é g r a l e  e s t  
O+ 1 

1  u  

convergente .  

Lemme 6.5.-  s o i t  x > 2 e t  m = 0 , 1 , 2  ,... 



X 
a l o r s  N(x,m) + N(x,m+l) > d6]  - 1:" N U ,  du ,  

Log x  U 
2 

1 Log n  = 1 1 h(d)  (où h  e s t  l a  f o n c t i o n  d e  VonMangol t )  
n  Cu nCu d / n  

R~ (n)  =m fiA (n) =m ( [ ~ l l ]  , page 7) 

Remarquons que l ' o n  p e u t  n é g l i g e r  l e s  termes e n  d  = p  
k 

Log P  1  Log n  1  
< 1. -- q u i  converge : 1 -  1  1  

psp  1 -  - P  ZN nZ (1- ; )  



De c e  f a i t ,  pour u  6 x  

~ ( x , m ) L o g x > N ( u , m ) L o g u >  1 L o g n  
nL u  

q < n >  =m 

En i n t é g r a n t  e n t r e  1 e t  x ,  nous obtenons 

xN(x,m)Log x * N(u,m-l)( lx  p  Log pldu + N(u,lp)( lit p  Log p)du J: p & -  p  6- 
u  U 

e t  encore pour m+l 

En a j o u t a n t  membre à membre l e s  i n é g a l i t é s  p récédentes  : 

X 

x@(x,m) + ~ ( x , m + l ) ] b o ~  x  > [ N(u,m) ( 1 p  Log p)du . 

L 
X X X X 

Enf in ,  l p  Log p  B - l L o g p =  2; (8(:) - O(=)) > d61 , 

X 2u x  X u  
P  "ü - < p  2u <- U 

X 
X 

pour - u  i 2  e t  a i n s i  j:12 N (u ,m) ( lx p  ~ o g  p) du B do lx2 j l2 N(u3m) du 
p  6- 1 U 

2  
U 

( N ( x , ~ )  + N ( x , ~ + ~ ) ) L o ~  x B del 1 2  N ,  2  .un 



Rappelons que l ' o n  a montré précédemment 

u car N(m, -) = O pour p  > u.  Les termes de l a  somme é t a n t  t o u s  nu l s  
P  

sauf un nombre f i n i .  

u  
D e  même, on pose N(- ,m-1) = O s i  m = 0. 

P  

Soi t  u  > x.  

1 1 Log n  1 Log n  2 - Log x(N(x ,m) - &) nous obtenons 
nr;u n<x 

2 

RA (n) =m fi, (n) =m 

par  i n t é g r a t i o n  e n t r e  x e t  2x : 

2x 
X 
-Logx(N(x,m) 2 -&)<j ( 1 L o g n ) d u &  Log n)du G 

x n ~ x  

U 2 < Log p  jy(N(: ,m-1) + N (  ,m))du + O(x ) pui.squlen f a i t  
PEP P  

c e t t e  deuxième somme e s t  f i n i e .  

car N(x,k) = O pour x  < 1 e t  on peut  ramener l a  borne i n £  é r i e u r e  

d ' i n t é g r a t i o n  à 1 .  



2 x 2x 
u 

Log p 1 (N$ ,m-1) + N(- ,m))du = J (N(u,m-l)+N(u,m)) 1 p ~ o g p d u -  
p£p 1 

P 1 2x 
P ~ Ü  

c a r  0 (x) = O(x) (théorème de Tchébychef) . 

En conséquence, 

c e c i  en v e r t u  de l a  remarque 6 .4 .1 .  

c a r  m C A(x) (2-6) par  hypothèse.  

Ains i ,  on peut  t r ouve r  M62(6) t e l  que 

2 
N(x,m)x Log x G M62(6) (x 2 (A(x)Im + ) 

m! 

s o i t  encore 

A ( X ) ~  e - A ( ~ )  
N (x ,m) ,< M2 (6) (x - + --- 

m! 
> 

Log x 

X 
l a  p ropos i t i on  6.2.  s e r a  é t a b l i e  s i  l ' o n  montre que l e  terme - 

e s t  nég l igeab le  pa r  rappor t  à x ( A b )  lm e-A(x) 

m! 

Log x 



- A h )  > L. P 
Tout d'abord e  p4x = exp(-log2x + O(1)) 5 M6. / - 1 . 

Log x 

Il s u f f i t  donc d ' é t u d i e r  l a  quan t i t é  - A(x)m . On peut  cons idérer  
m! 

c e l l e - c i  comme une fonc t ion  de  m q u i  c r o î t  s i  m a A(x) e t  

d é c r o î t  pour A(x) G m a 2A (x) . 

A ( d m  En conséquence, pour m donné i n f é r i e u r  à 2A(x) , l a  fonc t ion  - 
m! 

possède deux minimaux : c e l u i  correspondant à m = O e t  v a l a n t  1 e t  

celui correspondant à 2A(x), va l an t  
[(2A(x) !] 

Par l a  formule d e  S t i r l i n g  

Quand x + + s i  A(x) -+ + a c e t t e  d e r n i è r e  express ion  

t end  v e r s  + . 

S i  A(x) + M <  + a ,  avec M > O  l a  l i m i t e v a u t  

e Cal~I 1 > O a u s s i  dans l e s  2  c a s  nous pourrons 

f i ( 1  + 
1 

1 
12 [ZM] 

A(.) C2A(x)1 
t rouve r  une cons tan te  s t r i c t emen t  p o s i t i v e  k t e l  que > k  

( [2A (XI] ! 
pour x > 2. 



Par  s u i t e  A(x)m I I n f ( k , l )  > O pour x  > 2. 
m! 

1 
De c e  f a i t ,  ---- 1 

e  A b )  a 1 

Log x  ( ~ ( x ) ) ~  MjInf (k ,  1) 

X 
e t  ---- ~ ( x ) ~  e - A ( ~ ) )  - O(x - 

Log x  m! 

X 
Nous remarquons donc que l e  terme - e s t  nég l igeab le  

Log x  

par  r appor t  à x ~ ( x ) m  e-A(X). 11 e x i s t e  a i n s i  une cons t an t e  C62 (&) 
m! 

t e l l e  que 

Le r é s u l t a t  p e r s i s t e  de façon t r i v i a l e  pour O a x  < 2. 

Canalkkhe 6 .6 .1 . -  S o i t  O < 6 6 1  e t  O a m G (a,-6)A(x) 

a l o r s  N(x,m) a d o 0 ( 6 , a l )  (mfl) 
1 / 2  X A ( X ) ~  e-A(x) 

m! 

DEmans;trtaXia n : 

Pour m A(x) c e l a  r é s u l t e  de  l a  p ropos i t i on  précédente .  

S i  m > A(x) a l o r s  on u t i l i s e  l a  p ropos i t i on  4.3.  

Comme O < A(x) 6 m < a  A(x) 
1 

(a , )  1 m 
N(x,m) L card{n 6 x,QA(n) 2 m} < c41  x  exp(m-A(x)-m Log -- + 

m 
a l  - -  A (x) 

A (x) 
1 

e t  par  l a  formule d e  S t i r l i n g  

N(x,m) < d60(6 , a l )  (m+l) 
112 X A ( X ) ~  e-A(x) 

m! 



On décompose maintenant l ' i n t é g r a l e  \ 2 en  deux : 

. (Les deux i n t é g r a l e s  convergent puisque a > 1 e t  N(u,m) C u ) .  

+a 
N (u ,m) du N(u,m) du 

Posons = 
1 U 

a+ 1 
2 

u 

 intégrale 1 a  é t é  es t imée par  l e  c o r o l l a i r e  6.4.  

Nous a l l o n s  montrer que J e s t  nég l igeab le  par  r a p p o r t  à 1. 

Tout d 'abord puisque l ' o n  ne s a i t  pas i n t é g r e r  de s  fonc t ions  

de  A(u) en fonc t ion  de  u  nous avons beso in  d e  l ' a f f i r m a t i o n  su ivan te  : 

Lemme L.?. -  So ien t  a ,  b ,  c  des  r é e l s  t e l s  que a  1  a a  < b 

c  2 1 e t  on suppose que O d m 6 cA(a) a l o r s  : 

Â'(b) .e -AU)) 1-cm < d62 (c) (Log a )  A (a)  exp (-A (a)  ) (Log b) . 

- 
(a) e-A(a) 

où d63 
1 1 

e s t  c a l c u l a b l e  puisque 1 = Log2x + B 1 + O(-- 1 
PGX Log x 

où B1 e s t  c a l c u l a b l e  e t  O e s t  e f f e c t i v e .  

Am (b) Log b c-1 
-A(a) ' d62 (G 1 

(a)  e  



II - 83 

e t  f inalement  Am(b) e-A(b) h db2Am (a)  e  
-A(a) Log b  c-1 

(G 1 

Lemme 6.6.-  

S o i t  z  > O ,  a > 1 a l o r s  pour m = 0,1 ,2  ... 

1-0 m 
- -  ((Log dm + 

1 m(m-1). . . (m-k+l) 
a k  

(Log z)m-k).  
a- 1 k= 1 (0-1 1 

Démonh;trLLl;tion : On démontre c e  r é s u l t a t  par  r écu r r ence  : 

+ a  1-0 
du - z  m = O Iz p-, l e  r é s u l t a t  e s t  v é r i f i é .  

On suppose maintenant l a  p r o p r i é t é  r é a l i s é e  pour t o u s  l e s  

e n t i e r s  i n f é r i e u r s  ou égaux à m avec m > 1 .  

On é t a b l i t  t o u t  d 'abord l a  formule de  récur rence  su ivan te  : 
+w m 

S i  on pose (Log u)  
I m  = Iz ua du ; I m  e s t  convergente c a r  a > 1 

- - 1 1-0 
pour m 3 O e t  on a Im+l m + l  I~ = - 

O- 1  a- 1 
z  (Log z )m+l  

+w 
(Log 

m+ 1- +a +Co 

(Log u)  (m+ 1 1 (Log du 
m + 1  = 1 u  O z  du = [I-a YO-l J z  - I-l jz uC 

- - (Log z)m+l m+ 1  
I m +  1 

+ -  
0-1 z  0-1 0-1 ' m .  

A i n s i  : 

m m-kz . 

- - - 1 z  1-0 ( ~ o g  z )m+l+ m + l  z  1 -O ( ~ o g ~ z - - -  + 1 m . .  . (m-k+l )~og  
I m +  1 a- 1 2  k  

1 
(0- 1 k= 1 (0-1 

m 
- - -  1  1-0 m+l ((in+l) ( ~ o g  z l m  

+ C (m+l)m(m-1) . . . (m-k+l) (Log z)m-k 
O- 1 z ((Logz) a- 1 

k= 1  ( a - o k + l  

m+ l m+l  -kt 
1 1-0 

7 -  z  ( ( ~ o g z ) ~ + l  + C (m+l) . . . (m+l-kl+l)  (Log z )  
a- 1 k  ' 1 

k ' = l  (0-1) 



en posant k' = k+l 

d'où le résultat. 

L m e  6.9. - On suppose x 2 2a, , 0 < 6 < 1  et a > l  

6 x 
(al - 7)A(T) alors 

D&mov~?l&don : 
X 

On utilise le lemme 6.7. avec a = - 2 , b = u ,  c = a  1 

X 
(corollaire 6.6.1.) avec u 2 7 

+m 
6 ( R + I ) ~ / ~  N(u,m)du 6 d (- ,al)- x A(U)~~-*(~) O du) 

15 .o.i 60 2 m! - 
2 

u 
2 

Nous évaluons l'intégrale à l'aide du resultat -- 6.8. 



En s i m p l i f i a n t  

6  
où l ' o n  a  posé d  ( 6 , a  ) = d60(2 , a  )d  ( a  ) .  64 1 1 62 1 

Théah2me 6.10. - 

s o i t  0 < 6  r a , .  S i  A(x) > d 6 5 ( 6 , a l )  e t  O < m b ( a l - 6 ) A ( x ) ,  

A ( ~ ) ~  e-A(X) ( ~ o g  A(X) ) a l o r s  N(x,m) + N(x,m+l) > d 6 6 ( 6 , a l ) x  7 -a 1 
pour  

d 6 5 ( 6 , a l )  suffisamment grand e t  d 6 6 ( 6 , a l )  suffisamment p e t i t .  

Démanattatian : 

Remarquons que l ' o n  peu t  supposer  O < 6 G 1 c a r  s i  m 

v é r i f i e  m G ( a l - 6 ' ) A ( x )  où 6 '  2 1 en  p a r t i c u l i e r  m  v é r i f i e  

L 
n  4 (a l -6)A(x)  avec O < 6 h 1 .  On suppose également d  ( & , a , )  > e  65 

a l o r s  A(x) > d 6 5 ( S , a l )  " 2 

Dans l a  s u i t e ,  nous dés ignons  Log A(x) pa r  W .  On a  
1 
W 

a l o r s  w > 2 .  On c h o i s i t  y  = x  . 
On suppose également d  ( 6 , a  ) suffisamment grand d e  f a ç o n  6  5  1 

X 
que a  G y  6 - c e  q u i  r é s u l t e  du  f a i t  que 

1 2 

1 1 
1 

- Log d 6 5 ( S , a l )  
w Log A(x) < y = x  = x  

Log > exp  
Log X > exp Log x  y  = exp 1 

( 1 + 0 ( 1 ) )  > a l  
Log A(x) Log( 1 Log x 

pcx 
3 

s i  x  est a s s e z  grand e t  donc s i  A(x) e s t  suffisamment grand.  

D ' a u t r e  p a r t ,  
1 - 

1 1 W )-(Log2 x  -BI-O( Log M X ) )  
O r A(X) - ~ ( y )  i ;= L O ~  x + B~ + O(-- 

2  Log x 
Y<PGx Log x  

= Log w + 0 ( 1 )  

= Log2 A(x) + 0 ( 1 )  



6 
a u s s i  pour d  ( 6 , a  ) suffisamment g r a n d ,  on peu t  supposer  A(y) > ~ 6 ~ ( ~  , a l )  6 5 1 

6 
(où ~ k ~ ( ~  , a l  ) e s t  l a  c o n s t a n t e  q u i  a p p a r a î t  d a n s  l e  c o r o l l . a i r e  6 .4  .) . 

S i  d 6 4 ( 6 , a l )  e s t  suffisamment grand.  

Les hypothèses  du c o r o l l a i r e  6.4.  son t  s a t i s f a i t e s  dans  l e  

6  
c a s  où l ' o n  remplace 6  p a r  - . 2 

3 6 
D ' a u t r e  p a r t  m < ( a l  - T)A(y) 6 ( a  1 - 612)A(;) 

Il e n  r é s u l t e  que l e s  c o n d i t i o n s  du lemme 6.9.  s o n t  v é r i f i é e s .  

D 'après  (E.6.4.)  : 

. D ' a u t r e  p a r t  : 

X 
-A <T) a -1. 

. j+* 112 ~ ( $ 1 ~  1 ( a l  -1 1 . . . ( a l  -k) 
N(uym)du  < d b 4 ( 6 , a l )  (m+ 1 ) 

O+ 1 m! ( l  + 1 k  x k ) '  
U k=l  (0-1) (Log 

a  -1 a -1 
1 ( a l - 1 ) .  . . ( a l - k )  1 

X 
O r  comme y 6~ (1 + 1 k x k  = (1 + 1 (a I - ! )  ... ( a l - k ) (  x l k )  

k=l  (0-1) (Log ?) k= 1 Log - 2  

a l -1  

< 1 + ( a  - 1) . . . ( a  k )  q u i  ne dépend que de  a  1 
k= 1 

1 1 

2Log a l  - 2Log a ,  - 
1 W 

x- e 
Log Y 



On u t i l i s e  de nouveau l e  lemme 6 .7 .  avec a = y , 
X 

b = -  e t  c = a  
2 1 

a -1 
d 6 7 ( 6 > a l ) d 6 2 ( a l )  

( r ~ + l ) l / ~  A ( ~ ) ~  Log y 1 -- 
A(Y) w in ! e e 

112 -w 
Mais d 6 7 ( 6 , a ) d  ( a  ) ( a l + l )  w 

1 62 1 e ch--- 

al-1 
___t a d 6 7 ( 6 , a l ) d 6 2 ( a l ) a ~ / 2 ( ~ o g A ( x ) )  A(x)-lI2 

1 6 
h c ~ ~ ( ~  , a l )  s i  c ( & , a l )  e s t  suffisamment 

65 

grand e t  A(x) 2 ~ ~ ~ ( 6 , a ~ ) .  

Par  conséquent,  

- par  l e  lemme 6.5 

N(x,m) + N(x,m+l) 2 d 1;" N(u ,m) du 
6 1 

Log x U 
2 



Nous pouvons u t i l i s e r  une f o i s  encore  l e  lemme 6.7.  dans l e  ca s  

a = y ,  b = x ,  c = a  1 

a -1 
A (x) me-A(X) 

n -A(y) Log x) 1 
s A(y) e (--- 

Log Y 
d62 (a l )  

L 
d62 (al) m! Log x 

En c o r o l l a i r e ,  nous avons b i e n  entendu l e  r é s u l t a t  pour P 

en prenant  a l  = 2 .  

Cependant, nous pouvons e s p é r e r  une minorat ion un peu 

me i l l eu re  : 

PnoponhXon 6.71.- 

S o i t  A E P dont l e  p l u s  p e t i t  élément e s t  2 .  

S i  A(x) 2 d67(6) e t  O 0 "2-6)A(x) a l o r s  

DQrnonaitiLaXion : Cel l e - c i  e s t  semblable à l a  précédente .  

On o u b l i e  l a  p ropos i t i on  6.2.  c e  q u i  donne un me i l l eu r  r e s u l t a t  

que l e  c a s  gén r r a l .  



a 
Tout d 'abord s i  t = x a < 1 

1 1 1 
A(x) - A ( t )  h - = Ù ( l )  puisque 1 - = ~ o g ~ o g u + ~ + U ( - -  

tdp4x P pdu 
1 

l Log u 

6 6 6 a u s s i  (2-6)A(x) = (2 - 2)A(t) - 3 A(x) + (2 - T)Ù(l) 

6 a 6 x e t  nous pouvons a i n s i  supposer (2-6)A(x) 4 (2 - T)A(x ) S (2 - 7)A(7)  

pour A(x) > dg7(&) e t  x a s sez  grand 

N (u ,m) du '62 (6 )  
4 

A (u)me-A(u)du 
O 

(par  l a  p ropos i t i on  6 .2 . ) .  

2 
m! 

2 u 

X Appliquons l e  lemme 6.7.  avec l e  choix a = - 2 Y b = u ,  

s o i t  encore  par l e  lemme 6.8.  

Par  l e  c o r o l l a i r e  6.4.  pour A(Y) 2 c i g ( 6 , 2 )  

N(u,m)du A(ylm -A(y) 
2 ~ ~ ~ ( 6 ~ 2 )  - e Log Y 

1 
Log y = - . 

u n !  O- 1 

s e r a  i n f é r i e u r e  à l a  mo i t i é  de dès que 

U 



où di8(&) = 2c02(6)d62(2) (C70(6,2) 1-1 

En cnoisissant a = k 

6 6 x 
(2-6)A(x) C (2 - 2)A(y) C (2 - 2)A(T) 

l1inGgalité précédente sera réalisée dès que : 

X 
Log - -1 2 0-1 2 

di8(&) (d62 (2)) ( l + w ) i  x , 
Log - 

2 

OU encore 

- 1 -k 1 
dk8(6) (db8(2)) k e (1 + -) k C 1 ce qui est assuré pour k assez 

gr and. 

Par un tel choix de k, nous obtenons 

et ainsi : 

pour A(y) 2 ci9(6,2) ce qui est réalisé pour A(x) 2 db7(S) 



m -A(x) 
/x/2 N(u,m)du 1 '70 (6,2) A h )  e 

e t  e n f i n  3 2 - Log x 

en u t i l i s a n t  l e  lemme 6.7. de nouveau avec a = y , b = x ,  c = 2 

m -A(x) 
( A h )  e - d61c70(692) N(xYm) + N(x,m+l) > dbg Log x où 

m! d68 - 
2d62 (2) 

Démonhh&on du ;tlzéot~ème 6.1. : 

Ce théoreme n ' e s t  a u t r e  qu'une forme équiva len te  du 

théorème 6.10. 

On pose t o u t  d'abord A(x) = t + z ,  a u s s i  ] z l  = J ~ ( x ) - t J ~ p = p ( ~ , t ) .  

Remarquons en premier que A(x)(al  - - ) 2 ( a l - 6 ) t  
a + 1  1 

a + 1  
1 1-i 

A(x) 2 t - l-i 2-p - 1-i c a r  t 2 (a +1) - e t  t - p 6 t - IA(x) - t /  
B 1 e 

a u s s i  

B 11 en r é s u l t e  O a m a ( a l -6 ) t  < ( a l  - -)A(x). 
a + 1  1 



Posons c~~ 
B 

(B,al) ' l + d65(- , a l )  e t  supposons A(X) 3 c 6 1 ( ~ . a l ) .  
a + 1  

1 

B C m e  O 4 m c (al - -)A(x) , nous pouvons u t i l i s e r  l e  théoreme 6.10. 
a 1 +1 

z u 
conme Log( l+~)  3 l+u pour u > -1 en prenant u = - , nous obtenons 

t 

m 
Comme - B 

s a l  - -  I- " - ~ / h a ~  

Ab) a l+ l  A (XI 

En conséquence : 



-a -a 
il en résulte que 1 < A(x) L t+p h t2 et (Log A(x)) l Z (2 Log t) 

1 

B -a 1 tm -t -val 
N(x,n) + N(x,m+l) Z d66(- , a1)2 x - e e (Log t) 

-a 1 
m! 

a +1 1 

si on pose 

B -a 
C -  b 2 (B,al> = d66(- >a1)2 finalement : 

a +1 1 

ce qui assure le théorème 6.1. 

Nous avons la réciproque : 

Plaçons nous dans les hypothèses du théorème 6.10. c'est-à-dire 

O < 6 6 al , A(x) 2 d55(6yal) et O < m 6 (a,-G)A(x). 

Pour d65(6yal) suffisamment grand on a x 2 1. 

On choisit B = 6 

C61(Byal) = d65(6.al)y t = Ab). 

Alors O 6 m 6 (al-&) t = (al-6)A(x) 

car LI = u(x,t) = ~(x,A(x)) = 2 

si l'on pose 

-a 
xA(x)m (Log A (x) ) 1 2 d&(6,al) 
m! 

-2a 
d' 66 (6,al) = ~ ~ ~ ( 6 , ~ ~ ) ~  . 



7.7.-  D Z ~ l ~ ~ d i u n . -  Soit A C  P une suite strictement crois- 

sante d'éléments de P. Nous dirons que A vérifie une formule 

généralisée de Selberg s'il existe une fonction FA holomorphe 

dans C ne s'annulant pas sur les réels positifs telle que 

7.2.- Théukhe.  - Soit A'C P vérifiant la propriété géné- 

ralisee de Selberg. 

Soit 1 < rl r a < r alors quand x tend vers + 2 
1 

1 FA(a) 2 + ia~og~x} x 
s (x,a Log2x) = - - a 

A 1-a+ aLog a f i a -  i (Log x) (L0g.p 1 / 2  

gour ci E Crl ,r2] (cette formule est donc valable pour a > 1). 

Dirnann;Drn;tia~ : ., (n) 
Posons P ( z )  = z 

x,A n&x 

nous allons tout d'abord evaluer l'intégrale 

pour k c N ,  y étant un cercle de centre O de rayon strictement 

superieur a 1. 



La fonction z wvvvw 
C< 

k+l est holomorphe dans C 
(2-1)z 

. Si UA(n) > k+l dans ce cas il n'y a pas de pôle de 

f en O et Res(fn,O) = 0. 
n 

. UA(n) k , f (2) = 1 avec k+l-t(n) > 0 
n k+ 1 -UA (n) 

(z-1)z 

au voisinage de O , 1 - =  2 k+ 1 -W +(zk+ 1 -U (n) -1-z-z . . .-z 
z-1 A 1 

aussi 

1 - - - 1 - 1 
k-\ (n) 

m . .  
- - -  

k+l-c*i (n) k+ I -\(n) l I + O ( Z )  
(z-1) (z A 1 z z z ., (n) 

z 
donc Res( k+ 1 

,O) = -1 
(z-1 ) z 

UA (n) 2i~r si U(n) > k  
z 

aussi dz = ( A 

(2-1)z k+ 1 O sinon 

Par suite sA(x,k) = dz . 
k+ 1 

Comme A vérifie la propriété généralisée de Selberg c'est-à-dire 
aA(n) 

2-1 Rez-2 1 = P (z) = z F (z)x(Log x) + o(x(~og x) 
x,A A 

1 
n<x 

où FA(z) est une fonction holomorphe dans C ne s'annulant en 

* 
aucun point de R+. 

Nous obtenons : 



z-1 Rez-2 
1 

d z + - 1  U(x(L0g x)  ) dz.  sA(x,k)  = - k+ 1 k+ 1 
2 in  y (z-1)z 

Rez-2 
1 Ù(x(L0g x)  

Posons Q(x) = - ) dz . 
k+ 1 2i.r ( 2 - l ) ~  

Nous a l l o n s  t o u t  d 'abord estimer Q(x) 

r-2) 1  
( i ( x ( ~ o g  X) puisque Izl = r 

( r - l ) r  
k+ 1 

e t  que Iz-1 1 e s t  minimal pour z  = r e t  Rez maxinum pour z  = r 

s o i t  encore 

z FA(z) 
Posons GA(z) = ; GA e s t  holomorphe pour z  1 

z- 1  

puisque F (z) e s t  une fonc t ion  holomorphe dans a t o u t  e n t i e r .  
A 

Par  l a  formule de Taylor  puisque r # 1 nous avons 

où l ' o n  a  H A ( z , r )  = G;(r+ (z-r))  5 €]0,1[ .  

é t a n t  holomorphe s u r  1  s a  s é r i e  de  Taylor  e s t  uni- 

formément convergente dans t o u t e  couronne C de l a  forme 
r l  J2 

1 < r1 C -121 & r 2 .  

Il en r é s u l t e  que pour Izl c y e t  1  < r l  C r < r 2 

HA(z,r)  est  born6e. 

En remplaçant GA(z) p a r  son express ion  (E.7.1) 



Nous allons évaluer successivement les intégrales. 

z -k-1 -k- 1 
La fonction GA (r) x (Log2x) z = GA(z)x exp(z Logîx)z 

esf holomorphe dans (E sauf au point O qui est un pôle d'ordre 
(LO~,X)~~ 

- L 
k+l, dont le résidu est x GA(r) . Par le théorème des 

k! 

résidus : 

k 
GA(r)x(Log x)'-' x (L0g2x) 

dz = - GA(r) 
z k+ 1 Log x k! 

De même : z 
(z-r)~i(r)x (Log x) 

La fonction k+ 1 
est holomorphe sauf en O 

z 

qui est pôle d'ordre k+l. 

1c- 1 k 
(L0g2x) (L0g2xl 1 

Son résidu en celui-ci est x GA(r) ( - r .)- - 
Logx (k-1 ) ! k ! 

Nous en déduisons que 

k k- 1 k 
(L0g2x) (L0g2x) (L0g2x) 1 

X 
sA(x,k) = - GA(r) + x ~i(r) (- - r -  1- 

Log x k! (k-1) ! k! Logx 

Q(x) + R(x) 

Ceci pour 1 < rl r 6 r2. 



k 
Nous a l l o n s  c h o i s i r  maintenant  r = - 

Log 2 x 

(En supposant k > Log2x, c e  q u i  s e r a  r é a l i s é  dans l a  s u i t e ) .  

D e  c e t t e  manière,  l e  c o e f f i c i e n t  de  ~ ' ( r )  A dans l a  précédente  

expression s ' annule 

k 
X (L0g2x) 

e t  sA(x,k) = - GA(') + q(x)  + R(x) .  
Log x k! 

Il ne r e s t e  qu 'à  es t imer  

i 9  
Posons z = r e  

2 
z Log x 2 2 

r ~ o ~ ~ x c o s g  

12-4  le  1 = 2 r  (1-cos9)e 

En majorant : 

r ~ o g ~ x c o s 8  
X 

bl = ç u p I ~ ~ ( z , r ) /  a u s s i  I R ( x ) I = ~ ( - ~  2 - k ~ u ( l - c o s 0 ) e  de) 

= l J 2  z E Cr 
Log x 

1 'z2 

(2n(l-cos 9 ) e  acos0 = 0(eaa-3/2) quand a -t ( v o i r  Dieu]) 
J O  

rLog x - - 
x e 2 

l k  
r 

2 
( R ( x ) \  = O(- 3 / 2 1 

Log x (L0g2x) 

1 -k k 
Par  l a  formule de  S t i r l i n g  : - = - l k e ( l + u ( l ) )  

k! m 
k 

x (L0g2x) = -  x GA(r) (Log2x) - 1 ekk-k( l+o( l ) )  - c A ( r )  
L P ~  x k! Log x J2;;k 



e t  a i n s i  

(L0g2x) 
k r-2 

x ( e l k ( l + o ( l ) )  + O( x(JAop, x)  s A ( x y k )  = - GA(r) - k 
+ 

Log x v'ZE ( r -1) r  

rLog x 2 - - 
x e 

l k  
+O(-  r 1 ( E . 7 . 1 )  

2 
312 Log x Log2x) 

Choisissons inaintenant k = ~ 0 ~ ~ x 1  avec a > 1 , 
k -  r = - -  

1:a~og,.I 
1 < r  < a C r  

1 2 '  
+ a quand x + + 

Log x 
2 

Log x 
2 

a u s s i  pour x suff isamnent  grand 1 < r 1 c r c r 2 

r = a + O(- l 1. 
Log x 

2 
< 

On peut é v a l u e r  G(r)  : 

G(r) = G(a) + (r-a)G' (a) + (r-a)L ~ " ( a )  + . . . par l a  formule de Taylor  
2! 

1 
= G(a)(l+O(- 1) 

Log 2 x 

En remplaçant dans ( E . 7 . 1 )  

k 
X 1 (L0g2x) 

sA(xyaLog2x) = - GA(a) ( 1 +O (- 1) (el + +----- 
Log x Log x k 

2 
m 

rLog x 
r-2 2 - - 

x e 
l k  

___f O(X(LOP x) ) + (- 2 
k 312 1 

( r - l ) r  Log x (Log x)  2 

Il ne r e s t e  qu 'à  é v a l u e r  chacun des  termes de l a  precedente  

é g a l i t é .  

Tout d 'abord l e  t e r n e  p r i n c i p a l  : 



1 k 

1 (L0g2x) x GA(@ (l+O(- 1) e l k  
Log x Log 2 x k J27;k 1 

e Log x e k  1 
(Log XIn:  

))k = 
1 

( )k  = (--) (1+0(- aLog x-{a~og X I  (1+0(- ~ o g  x 1 
k Log x a 2 2 2 

2 

aussi 

1 
a-aLog a + Ca Log XI- - 2 2 

e k l -  (Log X) (k Log x) - - 112 
(Log2x) 

e Log x 
x 2 k  1 1 1 

G,(u) ( ) (l+O(-)) - = - 
k ~ o g  x J22;rk ~ o g  x I -a+aLoga Log x 2 

1 - +{a ~ 0 ~ ~ x 1  
~ , ( a )  2 (l+O(- 1 

1 1 
fi Log x a - 1  2 

rLog2x Log2x+O(l) 
e x O ( ) = -  e 1 X 

0 (- I r r  1 
l ))k- T 3/2 k-1/2 Log x (a(l+O(- ~ o g .  x ( ~ o g  x)  r ' ' ( L O ~  *) 

312 

2 2 
Log 2 x 

1 - + { ~ L o o ~ x J  
X a 2 

- O ( 1 - 
1-a al0g2x 1 sr2 ( L O ~ ~ X )  312) 

Log x a 

1 - + { ~ L o ~ ~ x }  
- X 2 O ( 1 - a 

1 -a+aLog r i sr2 ( ~ o g ~ x )  312). Log x 

Aussi : 

1 
rLog2x - + { a ~ o ~ ~ a )  

1 F A ( d  a2 x e x 
7 -  

f--- O r (- 312 k-112) = fi a - 1 (Log2x) 
112 

1 9r2 Log x (Log2x) r 



c a r  FA(a) # O pa r  hypothèse.  

l De m ê m e  l e  terme 
1 

--' 
-- 

k 
) est - - 1 -a+aLogr u (- 

( r -  1 ) r fi a - 1 (Log2x) (Log x)  

Finalement : 

1 - + { a ~ o ~ ~ a l  
1 FA(@ a2 x 

ci ( 
1 

s (x,aLog x) = - - 
A 2 fi a - 1 (Log2x) 1 ~~2 (Log2x) (Log x) 

1 -a+aLoga 3 / 2 )  

DEmon.h&ation : 

C'es t  une conséquence immédiate que l 'ensemble des  nombres 
1 

premiers  v é r i f i e  l a  formule de  Se lberg  ( v o i r  Bel ] )  
1 

1 z 
où F(z)  = Il 1 - -) 1 - )  formule v a l a b l e  pour z E t 

r ( z + i )  PEP P-1 P 

W 
e t  F ( a ) # O  pour a c R + .  



Théonème 7.4. - soit A C P vérifiant la propriété généralisée 

de Selberg. Soit O < rl -& a 6 r < 1 alors quand x tend vers + m. 
2 

l + { ~ L o ~ ~ x I  x( 1+0( (~o~~x)-') 1 F(a) 2 ~ardfn ,< x, w (n) c aLog x) = - - A 
f i l - a  

1 -a+aLoga 112 ' 
(Log x) (L0g2x) 

~Ernonb&taXion : 

Soit y un cercle de centre O et de rayon r avec 

P 
On considère de même 1' intégrale - x,A(zldZ 

J~ - jy (1-z)z k+ 1 UA(n) -k-1 
- I 

UJ A (n) -k- 1 ' z 
Comme pour k E: N les fonctions z - sont 

1 -z 

holomorphes dans la couronne C(rl,r2) sauf en O eventuellement 

l i O si 'iiA(n) > k A 
nous avons - et 

J~ 

= 2iIl 1 1 = 2i~r card{n ,< x;w (n) C k). 
nSx A 

wA(n)Sk 
FLO g2x] 

On choisit alors comme précédemment r = k = aLog,x . 
Log x 

L 

2 

Le reste de la démonstration est identique à celle du théorème. 

R@~cUL~UQ : La démonstration des théorèmes 7.2. et 7.4. permet 

d'affirmer que ceux restent valables si FA est uniquement holomorphe 

dans un disque de centre O de rayon R où R > 1 pour le premier cas 

et indifferent pour le deuxième puisque nous ne considérons pas le 

comportement de FA à l'extérieur de celui-ci. 



NOMBRES w-LARGEMENT-COMPOSÉS 



III - 1 

Cette partie est consacrée à l'étude des nombres w hautement 

composés et des nombres largement composés, qui constituent deux suites 

d'entiers possédant de nombreux diviseurs premiers par rapport au reste 

des éléments de LN. Nous donnerons exactement la distribution des nom- 

bres w-hautement composés. 

On ne connaît pas avec précision la distribution des nombres 

largement composés, ceci restant un problème non résolu. Si Wl(x) 

désigne le nombre d'entiers w largement composés inférieurs à x 

nous ne pouvons donner qu'un encadrement du logarithme de Ill(x) de 

la forme clG(ltO(l)) < Log WL(x) < c2~(l+o(l)). 
.- 

Il semble que Log WL(x) 2. T/$ lorsque x tend vers l'in- 

fini mais ceci n'est pas encore établi. Dans cette étude, nous essaierons 

de donner des minorations de Log W (x) se rapprochant de n / T  ~ ~ o g .  L 

X 
D&din i ; t ion  1 . 7  .- Soit n E: IN . Nous dirons que n est w 

* ;K 
hautement composé dans IN si pour tout m E: IN , m < n entraîne 

w (m) < w (n) . 

Ptopoa iA ion  1 .2 . -  La su'te des nombres w hautement composés 

est exactement la suite ilk = e '('k) pour k I 1. 

Tout d'abord Nk est w hautement composé : en effet, 

Nk par définition est le plus petit entier n tel que w(n) = k 

par suite si m < N 
k '  

w(m) < k = w(Nk). 

La réciproque est tout aussi immédiate. 

Soit n un nombre w hautement composé et k = w(n) 



a l o r s  N < n puisque 
k 

Nk e s t  l e  p lus  p e t i t  e n t i e r  m t e l  que w(m) = k 

Comme n e s t  w hautement composé s i  Nk # n ,  w(n) > w(Nk) = k 

ce  qui  e s t  absurde. 

La connaissance exac t e  des  nombres w hautement composés 

permet b i e n  évidemment d'en dédu i r e  l e u r  d i s t r i b u t i o n  dans  04. 

Soi t  x E IR, x > O. On pose Wh(x) = card{n 6 x ,  n 

Log x +O ( 
Log x 

e s t  w hautement composé} a l o r s  Wh(x) = 
Log Log x (Log Log x) 

2) 

tend v e r s  l ' i n f i n i .  

PEmoMnZtdan : 

Ce théorème n ' e s t  que nouvel le  forme du théorème 2 .2 .  de 

l a  deuxième p a r t i e .  

§ 2 - ElZrne& de l a  ;thQonie den p W o ~ n ,  cavLtrUbutLon de ceux-ci 

à l ' E;tude de c&ainu i n é y u d o n n  à c a e 6 6 i d e n t ~  enLiem. 

Pour aborder l ' é t u d e  des nombres w largement composés 

que nous dé f in i rons  au paragraphe 3 nous devons majorer l e  logarithme 

du nombre de s o l u t i o n s  de deux inéquat ions  à c o e f f i c i e n t s  e n t i e r s ,  

nous y parvenons g râce  aux r é s u l t a t s  d1Erd6s e t  de Ramanujan r e l a t i f s  

à l a  t h é o r i e  des p a r t i t i o n s .  

Dans c e  paragraphe, nous majorons l e  logarithme du nombre 

de s o l u t i o n s  de l ' i n é q u a t i o n  

X 
pour n r lN 

avec x .  E {o,I} ; y .  E { o , I }  
1 J 

a i n s i  que l e  logari thme du nombre de  s o l u t i o n s  de 



III - 3 

avec 
i3 1 

* 
P é ~ d v ~ k L i a n  2 . 1 .  - Soit n E IN et ( u ~ ) ~ ~ *  une suite d'entiers 

croissante pour k tendant vers + 00 . 
On dit que {u u } constitue une partition de n en 

1 k 
s 

sommant de la suite u si n = u + u + . . . + u , où 
k 1 k2 

k 
s 

Lorsqulon impose aux u d'être tous distincts on dit que 
k. 

{u , . . . u est une partition de n en sommant distincts de la 
1 k 

S 

suite 
Uk ' 

X 
P k o p o ~ x o n  2 . 2 .  - Soit n E: IN . On désigne par P(n) le 

nombre de partitions de n en sommantspremiers inégaux Alors lorsque 

n tend vers l'infini Log ~ ( n )  % /x . Log n 

Soit ~ ( n )  une suite d'entiers positifs telle que 

f (x) = 1 y(n) % kxU(Log xlV avec k > O et u > 0 .  
Y n&x 

+ 00 + 00 

1 -sm 
On pose gy(s) = Ii = 1 ay(m)e qui converge pour 

n=l (1-e -sn)~(n) mcO 

Re s > O alors lorsque s tend vers O par valeurs réelles positives 

1 v 
L O ~  g (s) 2. k(i)U(~og --) r(i+u)<(i+u). 

Y 

Ce lemme est démontré dans  ri^]. 

+ 00 
1 T 

2 
1) Log ( ) - lorsque s E IR, s > 0 ,  -sn n=l 1-e 6 s 

s tendant vers 0. 



1 Tr ' 1 -1 
2) Log II ( 1 $ -  (Log(--)) pour S C W ,  s > O ,  

ptz~ l-e-sn 6 s 

tendant vers O. 

- s 
Si on pose z = e alors ] z ]  < 1 et le produit 

+ 
1 II - converge absolument et uniformément dans tout disque ] z 1 6 r < 1 
n 

n=l 1-2 
1 

il en est de même pour II - . n 
p€P 1-2 

Il suffit alors d'appliquer le lemme précédent : 

Pour le premier cas, on pose y(n) = 1 pour tout n, ainsi 
7 

1 si n c P  
Pour le deuxième cas y(n) = 

O sinon 

Th6ot~èrnc 2.4. ( Ramanu jan) . - 
Soit a une suite d'entiers positifs, A > O et a > O des 

n 

réels, si : 

-Sn 
1) 1 a n e  converge pour tout s réel strictement positif. 

n>O 

-sn A 
2) ~og( 1 ane ) = - 1 -6 

a 
(~og(--)) (l+o(l)) pour s + O ,  s > O 

n>O s 
alors : 

a - - B - 
1 +a 

A = a +a +... +an = exp((B n (Log n)lia)(l+o(l))) lorsque n tend 
n O 1 

. . 
1 +a 1 +M. 

( 1 +a> 
1 +a 

vers + m ,  B étantégalà A a 

La démonstration de ce théorème se trouve dans l~am] page 253. 
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Si a est une suite d'entiers positifs, f(x) est la n 

fonction génératrice de a pour 1 xl < r si 
n 

1) la série 1 a xn converge pour tout x tel que 1x1 < r .  
n 

n30 
n 

2) pour 1x1 < r, f(x) = anx . 
nb0 

ZP 
La fonction génératrice de ~ ( n )  est 1 (I" ) pour 1x1 < i. 

p€P 1-x P 

1 -x 2P m 1 -x 2~ 
Posons $(x) = Ti (- ) et pour k 6 N , Qk(x) = JI (--) 

PEP i-xp P L P ~  1-x P 

PI+p2+"*+pk pcp 

$,(x) = n (l+XP) = 1 n 
Pk(n)x où P (n) est le nombre de 

n=O k 
PGPk 

PEP 

solutions de l'équation Xlpl + ... + Xkpk = n avec X. E {O,l) 
1 

c'est donc le nombre de partitions de n en sommantspremiers distincts 

inférieurs à 
Pk 

(Par convention, on pose pour tout k, Pk(0) = 1 

et P(0) = 1. Il est clair que pour k' 3 k, Pk(n) $ Pk, (n) et que 

si n < p k ,  Pk(n) =P(n). 

Par suite, lim Pk(n) =P(n). 
k++m 

Le produit $(x) est convergent pour 1 x 1 < 1 . 

Aussi la série 1 pk(n)xn converge sur tout disque 1x1 4 6 < 1 
n 20 

uniformément en x et k. En conséquence : 



n 
$(x) = i i m Q k ( x )  = l i m  1 Pk(n)x = 1 p(n)xn 

k++m k+* n>0 n>,O 

e t  $(x) e s t  l a  f o n c t i o n  g é n é r a t r i c e  du nombre de p a r t i t i o n s  de n  

en sommant premiers d i s t i n c t s .  

2 . 7 .  - U é m a ~ ~ ~ o n  de la ~ o p o s h X u n  2 .2 .  

La fonc t ion  g é n é r a t r i c e  de  P(n) = ~ ( n )  - ~ ( n - 1 )  pour n  2 1 

e s t  (1-x)$(x) avec 1x1 < 1 .  

- S 
S i  on pose x  = e  pour s E R ,  s  > O 

~ o ~ ( ( 1 - x ) $ ( x ) )  = ~ o ~ ( l - e - ' )  + Log g ( s )  - Log(g(2s)) où g ( s )  dés igne  

1 " -Sn 
) pour s > 0.  

pcP 1-e 

- S 77 
2 1 -1 

Par  l e  c o r o l l a i r e  2 . 3 .  ~ o ~ ( ( l - e - ~ ) $ ( e  ) )  = - 12s (Log(;)) ( l + o ( l ) )  

lorsque s tend v e r s  O,  s > 0. 
c, 

rL  
Le théorème 2.4. e n t r a î n e  a l o r s  (avec A = ~2 , a = 1 ,  B = 1) 

p(n) = ~ ( 1 )  + ~ ( 2 )  + . . + P(n) = exp(n J $ [A ( i + o ( l ) ) ) .  
Log n  

Remahque 2 .7 .7 . -  

E 
On désigne par P  (n)  l e  nombre de p a r t i t i o n s  (sans r e s t r i c t i o n )  

de n  e n  sommantspremiers. Par  l a  même méthode, on peut  montrer que 

% 
Log P  (n) = 2 \In( 1 +O( 1) ) ( v o i r  [ ~ a d  , page 2  60) . 

J3 Log n  

E 
ThColr2me 2.8.- S o i t  n  E iN e t  Q(n) l e  nombre de s o l u t i o n s  

de l ' i n é q u a t i o n  s u i v a n t e  : 

Lorsque n  tend v e r s  l ' i n f i n i  : 
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Démov~?lh.aAion : 

* 
Désignons t o u t  d 'abord pa r  Q (n) l e  nombre de  s o l u t i o n s  de 

l ' é q u a t i o n  

1 xipi + y j p j  = n avec Xi 3 Y j  v a l a n t  O ou 1. 
i> 1 j  Si 

L I  

11 a p p a r a î t  que Q(m) = 1 QX(m) e t  que 
m= 1 

LI 

Qi(m) = p(k)p(n-k) . ( S i  nous posons Q*(o) = 1 ) .  
k=O 

Nous en déduisons que l a  fonc t ion  g é n é r a t r i c e  d e  Q* e s t  

-s 2 -sn 2 
F(s )  = ( $ ( e  ) )  = (1 + 1 P(n )e  ) q u i  converge pour Re s  > 0. 

n3  1 

1 7 r  
2  

Nous avons remarqué que Log $(e-') % - - 1 
2s 6 Log - s lorsque  s -+ 0 s c R  

aus s i 
L 

'rr 1 
L o g ~ ( s )  %-Log(-) 6 s s quand s + O  . 

sclR 

p a r  l e  théorème 2 . 4 .  d e  Ramanujan, nous obtenons : 

Log Q(n)  %p[l, quand n + + . 
43 ~ o g  n 

Dans l a  s u i t e  p(n)  dés igne  l e  nombre de p a r t i t i o n s  de n 

en s o m a n t s  e n t i e r s  d i s t i n c t s .  

1) La s é r i e  1 p(n)xn e s t  convergente  pour 1x1 < 1 ( pa r  convention 
n 20 

nous posons p(0)  = 1) . 



+ a  
2) Y(x) = 1 (l+xn) où 1x1 < 1 est la fonction génératrice de p. 

n= 1 

La démonstration de cette proposition est similaire à celle 

de la propriété 2.6. 

n 
Log p(n) = - n(l+o(l)) lorsque n + + . 

J3 

D E m o u & d o n  : On raisonne de façon identique à démonstration 

de la proposition 2.2. : 

La fonction génératrice de c(n) = p(n)-p(n-1) est (1-x) Y(x) 

- s 
si x = e  , s > O  

~ o g  ( 1 P (n) e-sn) = L O ~  ( ( 1 -e-sn) y(evs) ) 
n a  -sn 

= Log(1-e )+Log(f(s))-Log(f(2s)) 

et par le corollaire 2.3. 

,-, 
71 

~og( 1 p(n) e-sn) = - 
12s 

lorsque s'O (€2.1) . 
n2O s > O  

Nous déduisons alors du théorème 2.4. que 

Si p*(n) désigne le nombre de partitions de n en sommant~ 

entiers (non nécessairement distincts) alors de la même façon que précé- 

demment on peut montrer que Log p(n) n 4 & lorsque n -r + 

(voir [Al!] ou   am] ou [~nd] ou encore I ~ N ~ v ]  ) . 
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Not&om. 

X 
Pour m E IN q(n) désigne le nombre de solutions de l'iné- 

quation x1+2x +...+ rx +...+y1+ 2y2+ ... 
2 r 

+sY,+. . . a n où x. E {0,11, 
1 

y. E: {0,1). 
1 

Onpose q(0) = 1. 

U(n) est le nombre de solutions du système S(n) 

avec x. = 1 yj . De même par convention U(0) = 1. 
i >O 

1 j >O 

TheotrQm~ 2 . 7 1 . -  

Lorsque n tend vers l'infini Log U(n) = nA &(l+~(l)). 

On établit ce résultat par majoration et minorations successives. 

PhopoaiJion 2.7 2. - 

Lorsque n tend vers l'infini Log q(n) = n A  &(l+o(l)). 

DémomZtdon : 

;X 
Si q (n) désigne le nombre de solutions de l'équation 

ix + jyj = n avec x. E {O, 11, yi c {O, 11 alors i i l  n j>l 1 

% % 
q (n) = 1 p(k)p(n-k) et q (n) = q(n) - q(n-1). 

De ce fait, si G(s) est la fonction génératrice de p(n), 

* 2 
celle de q (n) est égale à (G(s)) . 

'lT 
2 

2Log G(s) Q - lorsque s > O tend vers O (d'après E.2.1.) 6 s 

et par le théorème 2.4. : 

Log q(n) = .rr &(i+~(l)) 
- 

de cette façon corne U(n) < q(n), Log U(n) 4 n/$ i/n(l+o(l)) 
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2 . 7 . 3 . -  Minondan.  

. Pour minorer le logarithme de U(n) nous utilisons l'iné- 

galité de Cauchy Schwartz : 

X 
Pour m E DU , xj, yj E 

n m 2 112 m 
avec égalité si et r ( 1 lxil 1 ( 7: Ive\ 1 

L= 1 

seulement si (xl,. . . ,x m ) et (yl, ,ym) sont proportionnels. 

soit 1 ~ :  {1,2 ,..., n). 
Le nombre de solutions du système 

n \ - 

pp(m)pL(n-m) où pL(m) est le nombre de partitions de m en l 
m=l - 

sommants entiers distincts. Aussi le nombre de solutions du système S(n) 

est égal à 

Suppons que n soit un entier pair. 

Dans ce cas 

ceci grâce à l'inégalité de Cauchy-Schwartz. 



Nous en déduisons 

n 71 
comme Log P(~) - 6 

"5 
soit encore Log U(n) est supérieur à une expression équivalente à une 

expression équivalente à T & lorsque n -+ + lorsque n est pair. 

Pour terminer montrons que U(n) est une fonction croissante : 

Toute solution du système S(n) peut se mettre sous la forme 

x +2x +...+ sx +...+y +2y2+...+ryr 
1 2  1 

= n avec x. F {0,1) , 
1 

Yi c 1 0 ~ 1 1  
s 

1 x i =  1 Yj 9 Y, = 1  et y = O  si y > r .  
ih 1 j>i j 

On peut alors faire correspondre la solution 

( X ~ Y X ~ Y * * * ,  ~ ~ ~ y ~ ~ . . . )  de S(n+l) donnée par : 

Nous obtenons une injection de l'ensemble des solutions de 

S(n) dans celui de S(n+l) et ainsi U(n+l) 3 U(n) finalement 

si n est impair 

~ o g  U(n) a ~ o g  ~(n-1) a nJF(i+o(i)) lorsque n tend 

vers + C o .  

X 
3 . 7 . -  Déf$Wun. -  Soit n E: IN . Nous dirons que n et w- 

-largement-composé (en abrégé w.1.c) si w(m) G cd(n) pour tout m a n. 

E x e m p l a  : 
Nk+ 1 

Nk y 
pour r & k sont w - largement-composés . 

Pr 
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Les nombres w .L. c  sont  l e s  e n t i e r s  possédant "beaucoup" 

de f a c t e u r s  premiers .  

3.2.- ThEakème.- S o i t  x un r é e l  p o s i t i f ,  on note  Wl(x) 

l e  c a r d i n a l  de l 'ensemble {n C x ,  n  e s t  w.L.cl. 

Nous nous pouvons t rouve r  deux cons tan tes  C l  e t  C2 t e l l e s  

que exp (cl-) C WL(x) C e x p ( c 2 h o g )  lorsque  x  tend v e r s  

1' in£ i n i .  

La démonstration de c e  théorème c o n s t i t u e  l ' e s s e n t i e l  de  c e  

paragraphe. E l l e  a  é t é  é t a b l i e  par  P .  Erdos e t  J . L .  Nicolas .  

Lemme 3.3.- 

so i en t  e  = card Ek , Ek = i n  < Nkil w(n) = k)  
k  

ek = card E '  E; = I n  < N k + l  w(n) = R(n) = k} 
k ' 

a l o r s  ek 6 ~ ~ + ~ e k .  

Di!mun~&a;tion : 
a 1 

a 
Nous pouvons é c r i r e  n  = q l  ... qk 

k  
s i  n  E E (Les qi 

k  

é t a n t  d i s t i n c t s ) .  

A c e t  e n t i e r ,  on a s soc i e  Q(n) = q l  . . . q, Q(n) F E; 

On en  dédui t  que pour n '  E E h  il e x i s t e  au  p lus  pk+l-l 

e n t i e r s  n t e l s  que n '  = Q(n) e t  pa r  s u i t e  e k  "k+le;. 

P h o p ~ d ~ o n  3.4.- Pour t o u t  r > O ,  il e x i s t e  x O > O t e l  que : 
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VCrnav~rlAhaLion : 

Soit n' E E' on distingue les facteurs premiers de a' 
k '  

inférieurs à pk en écrivant : 

appartiennent à O , ces nombres étant tous nuls 
1 Où et 'j 

sauf au plus k d'entre eux puisque n' E Ek et nous avons 

Par cette égalité, nous obtenons 

'k+r Xr n ' -+ x (-1 x. . . Comme n' E E' Log - I Log Pb+ l soit encore 
Pk k 

Nk 

Afin de majorer T le nombre de solutions de cette inéquation 

nous allons décomposer celle-ci en 3 nouvelles inégalités : I l ,  I2 , Ij 

de manière que le nombre de solutions de I2 et Ig soit négligeable 

par rapport à celui de . Il 

La décomposition de 1 est liée au partage des nombres premiers 

en trois ensembles : 

Tout d'abord par le théorème des nombres premiers 

- + O(  Pk 
Pk+l - Pk ) lorsque k tend vers + . Le terme d'erreur 

Log Pk 



é t a n t  e f f e c t i f  (vo i r  pl 11 1. 

Par s u i t e  lorsque k  + + " 3 Pk+l < Pk + 

Log Pk 

(En f a i t ,  il e s t  é t a b l i  que pk+l < pk + (pk)B lorsque  k  + + 

7 
pour t o u t  P > 12 v o i r    HU^) ) . 

Soi t  R I  l e  plus grand e n t i e r  t e l  que pk+R 
Pk 

< Pk + 

1 Pk 

R I  n ' e s t  pas nul lorsque k  tend v e r s  l ' i n f i n i  en v e r t u  de ce  q u i  

précède. 

De même R2 é t a n t  l e  plus grand e n t i e r  t e l  que 2 p k - ~ 2  > Pk 

on peut  aff i rmer que ce nombre n ' e s t  pas nu l  (grâce au pos tu la t  de  

Bertrand pour c e l a  v o i r  [~ iv ] ) .  

On désigne a lo r s  pa r  I l ,  12, 1 3 9  l e s  inéquations successives : 

Pk+ 1 Pk+R k  Pk 

I l  : 
Log(-)+ ...+ x Log - + Y Log -- + ... + Y R ~ ~ ~ ~  Log Pk+*' 

Pk 1 k  l  Pl 

k- 1 Pk 
Log - G Log P k+l 

'k-s 

Enfin, T. 1 désignera l e  nombre de  so lu t ions  de Ii pour 

i = 1,2,3.  

De c e t t e  manière card E '  k < T a TlT2T3. 

3 .4 .1 .  - EhRAma;tian de T2. 

Dans I2 l e s  v a r i a b l e s  xr ne prennent qu'une va leu r  n u l l e  

colme Pk+r > Pk + Pk pour r > ~ * + l  
Log Pk 
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'k+r > Log(1 + 
1 

Log - 
Log Pk 

> 
Pk 

1 et  les s o l u t i o n s  d e  I2 son t  encore  s o l u t i o n s  de  l ' i n é q u a t i o n  

, De c e  f a i t ,  chaque s o l u t i o n  de I2 compte au p l u s  

1 
Pk+l C (Log(l+ ))-3 v a r i a b l e s  ayant  une v a l e u r  éventuel lenient  

Log Pk 
l 

non n u l l e .  

i 
Comme 1 (7)  & i m  pour m > i > 2 

j g i  

En conséquence 

Log T2 < Log Log p -Log Log(l+ 
1 

) " ~ g  PkPk+l) k+ 1 1 1 > > 
1 1 1 

Log Log(l+ 
Log Pk ) L O g ( ~ o g  pk ( liL)(Log pk > 1 

- - 

q u a n t i t é  q u i  tend v e r s  O l o r sque  k tend  v e r s  l ' i n f i n i .  

3 
Par s u i t e  Log T2 = L ) ( ( L o ~  pk) ) = O ( % ) .  



3 .4 .2 .  - En.tonation de T3. 

Pour s 2 R2+1, pk > 2pk-s aussi les solutions de I3 

vérifient 

k- 1 
7 Y- a Log Pk+l et de la même manière que précédemment - 

- S 
s=R2+ 1 Log 2 

Pk+l 
Pk+l Log 2 

T ,( ---- (k-1) 
3 Log2 

2 
ainsi Log T3 = O((~og pk) ) = O($). 

3.4.3. - E n h d o n  de Tl. 

Elle repose sur l'inégalité démontrée par Brun et Tichsmarsh 

dont Mongomery et Vaughan ont donné la forme : 

~(x) - ~r (x-y) C - 2y pour 1 < y & x (voir kalbl, .- chapter 3, 1 4 )  
Log Y 

Soit s < RI , on peut appliquer la précédente inégalité 

avec le choix x = pk+s , y = pk+,- pk . 

S 
Ainsi Pk+s-Pk b 7 L"g(~k+s-~k) Y 

1 
Comme Log x >r 1 - - pour x 2 1 

X 

Pk+s 'k+s-'k s 
L O ~  - 3 - L O ~ ( P ~ + ~ - P ~ )  . 

Pk Pk 2pk 

Remarquons tout d'abord que R1 tend vers + lorsque 

k tend vers + CO. 
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En effet, supposons R1 borné soit donc R < M pour tout k 1 -. 

Pour k à ko(a) et P ~ + ~ - P ~  < (pkIa (voir Fux] 

aus s i 

Log2k 
---+ < (M+l)k Log k (1+0(- ) )  puisque M est fixé (et donc 

Log k 

ne dépend pas de k). 

1 
D' autre part Y Pk+Rl+ 1 > pk(l+ ) par définition de 

Log Pk 1 

soit encore Pk+R + 1 -Pk L k(l+C)( k)). comme a < 1, nous Log k 

déduisons une contradiction de ces deux inégalités de ce fait 1 

tend vers + a lorsque k -+ + . 

De la même manière lorsque k -+ + , R2 tend vers + . 
s 

2 - Log S. soit s c Y Pk+s-Pk 2 

ainsi 

S s 
à - (Log s + Log Log s - Log 2) > - 

Pk+s-Pk 2 2 
pour s >, s 

O 

(ce qui est possible pour k tendant vers + a puisque R1 tend 

vers + a) . 

On a certainement s 6 7022 puisque 
O 

k(Log k + Log Log k - 0,9385) > pk dès que k à 7022 

Pr 
(voir [~obinl). - On montre de même que pk - pk-r > 7 , r à s'. O 

Par suite lorsque k -+ + , les solutions de Il vérifient l'iné- 

quation : 
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Y,. P,. YR2 PR2 
O O + - - +  + - -  < Log pk+l. Aussi lorsque k tend 

Pk Pk 

vers + a les solutions de Il sont solutions de l'inéquation I i 

Le nombre de solutions de l'inéquation 

S 
O 

xlpl + .. . + x P c 2 ~ k  Pk+l est inférieur à 2 . s -1 s -1 
O O 

Cette dernière quantité étant constante, on en déduit que le logarithme 

du nombre de solutions de 1; est équivalent à 2n /2 A 
lorsque k -+ + a ,  (d'après le théorème 2.8.). 

3.4.4.- ConCeubiun. 

Log T c Log Tl + Log T2 + Log Tg 6 2n A $(l+o(l)). 
Log Card Ek r Log pk+l + Log card E; < Log p k+ 1 + Log T 

Soit x s R+ tel que N < x < Nk+l , par ceci Log x ?. p k k 

lorsque x -t + 

W (x) < el+. . .+e < p e +. . .+pk+lek <pktl(ei+. . .+eh). e k 1 1  

Log W L (x) < Log ~~+~+~o~(ei+...+e') k < 2n 

envertu de (E.3.1.). 
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3.5.-  Cvnjectune. 

S i  on suppose l e s  nombres premiers b i e n  r é p a r t i s  autour  de 
Pk 

autrement d i t  s i  l ' o n  cons idère  que l a  d i f f e r e n c e  
'k+r-'k 

e s t  a s s i -  

mi lab le  à r Log pk ( ce  q u ' i l  peu t  ê t r e  r a i sonnab le  de penser  puisque 

Pk% Pk et Pk-Pk-s à s Log pk , on peut  remplacer l e s  termes 

r Yk+r 
par  - ~ o g  pk+l Log - dans l ' i n é q u a t i o n  1. 

Pk k  

Les éléments de  E; s e r a i e n t  a l o r s  s o l u t i o n  de l ' i n é q u a t i o n  1" : 

1 i x i  + 1 j y j  4 pk avec 1 x .  1 = 1 y j  . xiyyj  ç {O, I l .  
i> 1 ,a i>1 i > l  j >l  

Conséquence au théorème 2.11.,  l e  logari thme du nombre de s o l u t i o n s  de  1" 

est équ iva l en t  à n E  lo r sque  k  + + . De c e t t e  fagon, nous 

pouvons con jec tu re r  que Log Wg(x) 1. n E  hogx l o r sque  r tend 

v e r s  + C O .  

On peut e n f i n  remarquer que l a  connaissance e x a c t e  de l l é q u i -  

v a l e n t  de Log We(x) ne  permet pas  de s i t u e r  de façon p r é c i s e  l e s  

nombres w.L.c. dans IN puisque par  exemple s i  nous envisageons l e s  

[ C l  --/ i- 
s u i t e s  u  = 

n 
J e t  v = L o g n e '  

n  1- 
l i m  v  -u = + e t  cependant Log u  % Log v  % c  J L O ~  n lo r sque  

n  n  n  n  n++a 1 

n  tend v e r s  + 

1 4 - h o h a t i o n  de Log Wg(x). 

P t r o p o s ~ v n  4 .1 . -  

Pour t o u t  C , O <  C < Co , il e x i s t e  X(C) > O t e l  que 

On peut prendre successivement C = 2,2493 ...; 2,2997,..; 2,2529.. 
O 
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4.2.- La minoration de Log W t ( X )  a été établie par ErdSs - 
Log 2 

et Nicolas qui ont montré la proposition 4.1. dans le cas où C < - . 
J2 

Par des raffinements de leur méthode Pamerance a obtenu 

successivement les constantes f i  Log 4; 2,2493; 2,2997 . . ; 2,2529.. . 
Le présent paragraphe expose les 3 premiers résultats. La constante 

2,2529 sera étudiée au paragraphe 5. 

Etablissons tout d'abord un théorème dû à Selberg. 

soit f une fonction numérique positive. y B 1 0 ,  - :[ 
et u h]O, +[ . On suppose que lorsque x tende vers + : 

1 
x + Y  

1) £(x) > x 

décroisse et tende vers O. 2) -y- 

£ soit une fonction croissante. 3 ,  

X 
on pose N(E;) = [ ~ o ~ ~ g  pour 5 > e. soit i c W , i L N(<). 

Il existe 5, tel que : S 3 Co entraîne : pour tout x t [5,5'] 

' ) hors mis éventuellement sur un ensemble exception- (avec (' = E; + - 
Log 5 

ne1 de mesure O(Se 

4if (x) (E.4.1.) 

if (x) 4i f(x) 
b) - n(x (E.4.2.) 

Lemme 4.4. - Soit Y (x) = ml Log p- 
p ax 

6 2 
Quand x + + w pour tout T 6 x 5'6e-(L0g avec - 3 < 6 < 1, 

2 
on a pour p < Ô - 3 
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La démonstration de ceci se trouve dans [~ic]. 

Démonn;trLmXan de &a p k a p a b i A i a n  4 . 3 . -  

Le principe est de vérifier que l'ensemble des x E [~,5'] 

ne vérifiant pas la relation (E.4.1.) ou (E.4.2.) a pour mesure 

0 (5e 

soit x E [5,5'] ne vérifiant pas 4 1 .  alors pour X 

i tendant vers + i - y(X) - - 
N(5) 

1 
(on rappelle que Y (x) = 1 Log p et que Y (x) = x( l+O(--- 1 

pv<x Log x 

lorsque x + + ) .  

Considérons et V deux réels strictement positifs 

1 2 
tels que ii + v E 30, et 6 > ii + v + - 3 

et posons 

(Log 5)6+v 1 
T - 5N(S>e & puisque E(5) > 5 (Log 

~(,ir)~ 
6 + v  

6 
- 

5 516 .-Log 6) tY 

Comme N(<) = [LO~~E] et 6 + u < 1 cette dernière expression 

tend vers O lorsque 5 tend vers + . 

En conséquence, il existe X > O tel que X 2 X entraîne 
6 O O 

T(<) < 5 516 e-(Log 5) car E + + a lorsque X -+ + par le choix 

de 6, 
2 v + u < ~ - -  3 .  
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Appliquons le lemme 4.4. 

OU encore 

Soit E c [E,~'J et X la mesure de Borel sur ]S.<'] 

alors : 

f (x) 
puisque l'on a supposé que la fonction -- était croissante. Log x 

Par suite 

i f(S))2 
dX(y) 2 A(E) (- ---- 

N(S) Log 5 

cela entraîneà cause de (E.4.3.) 

Soit maintenant x E. [<,5'] \ E 

soit donc 
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if (x) if (x) 
Y(x +-) - Y(x) - -  3if (x) 

N(5) N ( E )  N(5)Log x 

De même si l'on choisit T = i f(5') 

N(515' 

nous obtenons 

if (x) 
Y(x + - if (x) 

) - Y(x) - - >c - - 3i --- ''XI sauf sur un ensemble 
N(< N (0 N(S) Log x 

exeptionnel E' demesure (5 e -(Log 5)~) 

Cela entraîne que la relation 

if (XI) - TI (X) - 4i f (x) 
2 

est vérifiée 
N(5) N(5)Log x 

pour tout x 5 [<,<'] hors mis les éléments de E lJ E' . Ce dernier 

ensemble étant de mesure U(<e 

La dëmonstration de la relation (E.4.2.) est identique à la 

précédente. 

Soit k = TI(~) où x est un é1Ement de [<,<'] n'appartenant 

pas à l'ensemble exceptionnel de mesure O(<e -(Log E ) ~ )  défini à la 

i 
Alors si K = ~ ( x  - - £(XI) avec -N(<) < i 6 N(5) 

N(<) 

i Log2 5) = x - -  
P~ 

f(x) (1+0( 1) 
N(S) Log 5 

DQrnomZtation : 

On utilise simplement le fait que 
Pk 

k Log k lorsque k -+ + 



Remahque 4 . 5 . 7 . -  1 1  - +  6 
Iwanièc a démontré que pk+l-pk 

20 
(pk) lorsque k 

tend vers + pour 6 > O (voir [IW 1) c'est la meilleure 

majoration que l'on connaisse actuellement. 

Citons également un résultat un peu moins fort établi 

dans [~ux]. 

Lorsque x tend vers + , il existe Soit c > - 
12 ' 

C 
un nombre premier p tel que x < p < x+x . 

En admettant l'hypothèse de Riemann, Cramer a montré (voir 

[&a]) que dans ce cas pk-pkll = O(% Log pk) . En fait, il a 

conjecturé que p 
2 1 1  

k+l -pk = o(~og pk) . Lorsque c C 20 , on ne peut 

plus assurer l'existence d'un nombre premier compris entre x 

C 
et x+x . 

1 
Néanmoins si c > , le théorème de Selberg 4.3. affirme 

Il I t 
que cette propriété reste vraie pour presque tous les éléments 

E .  
' 1  

des intervalles [cl ,s~] où c2 L + 

Log 

4.6.- NoA:don.h .  

Soit c une constante positive strictement. Posons 

f(X) = c f i L o g X  et < =  (1-2~)LogX N = N ( S )  = [LO~~S] 

f(x) vérifie les hypothèses de la proposition 4.3. et du corollaire 4.5. 

Par suite, E étant fixé définitivement : 

3 x x 3 x0 => =j  x c [(I-~E)Lo~ X, (I-E)LO~ X] tel que 
O - 

i f(x) if(x))- n(x) = - - 1 
TT(X + - (lt0(Log Log X ) )  (E.4.1.) 

N N Log x 

if (x) i f (x) 1 ~ ( x ) - ~r(x - ---)= - ---- (l+ ( LO~ Log X ) )  (E.4.2.) 
N N Log x 
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Soit k = ~(x). Considérons s le plus grand entier positif tel que 

>, x-f (x) et 
'k+ s 

& x+f(x). Alors s est égal soit à 
'k-s+ 1 

( x )  - (x-(x)) soit à x+f(x)) - (x) et par (.4.1.), (E.4.2.) 

s = fo (l+O( 1 
) )  (85.4.3.) 

Log x Log Log X 

* 
Dans ce qui suit, nous construisons une suite d'éléments de N 

dépendant de k et s (donc de X) qui auront k facteurs premiers 

distincts. Nous choisirons la constante C de façon que ceux-ci 

soient inférieurs à Nk (et donc soient w.1.c). 

Pour cela, on pose n' = Nkms q1--.qS 03 9 1 - - - 9 s  sont 

des nombres premiers tous distincts choisis parmi P~-~+~,..., 'k+s ' 

n ' 
En conséquence Log - & Log ( 

'k+s s 
1 4 

Nk Pk-~+ 1 

grâce à la proposition 4.3. 

n ' f (4 2 
Log - G 

f (x) 2s (l+O(x)) = 2c Log x(l+O(-) 
Nk 

X X 

1 
Soit C < - 

fi 

n ' n i  
Log - Log - 

1 im 
Nk 

= lim 
Nk 

2 
c l .  

x*@J 2s- x+km 2 c L o g x  
X 

Il existe donc X(C) tel que X 2 X(C) entraîne : 



D e  c e t t e  f açon  w(nl )  = k e t  n '  G Nk+l  donc n '  e s t  w.9.c. 

&maque 4.1.1. - Dans c e  cas  pour X > xo on a n' S X. 

En e f f e t  Log n' $ Log N = % ( P ~ + ~  
k+ 1 1 

(1+0( 
1 

Corame 0 ( P ~ + ~ )  = pkcl 1) = ~ ( l + o ( ~ ~ ~  Log ' X 1) lo rsque  
Log Pk+l 

X tend v e r s  + " ( ca r  k e t  x tendent  v e r s  + lo rsque  X + + "O ) 

1 
l  ) )  6 ( ~ - E ) L o ~  x(l+O(- Log n' x (  l + a L O g  Log L0g2X ) )  < ~ o g  x pour x 

tendant v e r s  + . 

s Enfin, remarquons, q u ' i l  y a 2 manières d e  c h o i s i r  l e  

s-uplet q l  . . .qs p a r  s u i t e  Log W9(X) > exp s Log 2 

1 f  (x) 
))  x puisque s = - 1 

2 (Log 2) c Log X ( I + L ) ( ~ ~ ~  Log x Log x (l+O(Log Log X 1). 

Log 2 V K  < - 3 X(K) > O t e l  que x > X(K) => Log Wl(X) L ~nog. 
J2 

Lmtne p h e h b u L h  : 

Soient a , B c  [0,2] ; y , 6 ~  [0,1] des  r é e l s  p o s i t i f s  o u n u l s ,  

l qu i  dépendent éventuel lement  de  X. 

. Les e n t i e r s  k e t  s sont  d é f i n i s  au paragraphe 4 .6 .  

N = N(E) = [ L O ~  Log 5) avec 5 = (1-2F,)Log X. 

~ Par c e  choix N(<) = L)(Log3X). 

S - + m  De ce f a i t  l i m  - - 
x++m N 

On d i v i s e  1' i n t e r v a l l e  1 = pk-s+ bq + iB - 
en N = N(E) sous i n t e r v a l l e s  d i s j o i n t s  I l , .  . . ,IN t e l s  que 
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I i  = J P ~ - ~ +  Cas l+( i -~)U > ~ k - s +  CaSl+iUJ avec i = 1,2,  ..., N-1 

supposons y c B e t  notons v = El 

où l e s  ( r e sp .  q . . . , ) sont  v ( r e sp .  v ' )  
v 

'N,V 

nombres premiers d i s t i n c t s  c h o i s i s  dans 1. ( resp .  
1 IN>. 

L0g3X 

N 
( (2 (a-&) + (B-y) )N+B+y) ( 1 +O (- Log u1 ... u & 2-y- 1) . 

L0g2X 

'k-s+ [as] + i u  
S o i t  i E { 1 2 . . . , N - 1  Log U .  4 v Log 

1 

Pk-s+[as]+(i-l)v 

Par  l e  théorème de Se lberg  (p ropos i t i on  4 . 3 . )  

f ( 4  L0g3X Pk-s+[ad+iu = x-(f (x)+tif ( x ) + i  T) (l+o(- 1 
Log*X 

de même 
Log3?: 

= x-(f (XI+ f ( x ) + ( i - l )  (I+o(---)) 
Pk-s+ [&SI + ( i -  1 ) v L0g2x 
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On a donc 

f (x) a f ( x ) + i ~ y  Sf ( x ) + ( l - i )  - L0g3x 
Log Uih v ~ o g ( l +  yf  (x) ( l + Ù (  1 1 

X-f (x)+6f (x)+( i -1)  7 ~ o g  Log X 

L0g3X 
'(x) ((a-6)N + i(B-y)+y)(l+O( & v -  
xN 

1) 
Log Log x 

f  (x) puisque - tend v e r s  O quand x + + . 
X 

Y s  = v(1+0( L0g3X 
= - (l+L)(;)) 

N 
1 

Log Log x 

e t  l e  r é s u l t a t  r e s t e  v a l a b l e  s i  i = N .  

Par s u i t e  

N 

Log U l  . . . U h v(l+L)(- ( (a-6) ~ + i  ( B-Y) +'y) 
N i= 1 

4.9 . -  -. 
La minorat ion est basée s u r  un choix spéc i f i que  des  nombres 
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premiers 41 - - -  s 
i n t r o d u i t s  au paragraphe 4.7. 

Pour c e l a  on peut e f f e c t u e r  une première subdiv is ion  

1 en 4  sous i n t e r v a l l e s  d i s j o i n t s  de 1 ' i n t e r v a l  l e  1 = ] Pk-s, pk+S 

L ' i n t e r v a l l e  1 con t i en t  U = nombres premiers  
j  j  

d i s t i n c t s  avec - 3  1 
B l  = B4 - -  9 

B = B  =-• 
4  2  3 4  

S o i t  N = N(6) ; 5 = (1-2c)Log X .  

On d i v i s e  chaque i n t e r v a l l e  1 en N sous i n t e r v a l l e s  
j 

d i s j o i n t s  
H j i  

On a  pour j  = 1,2,3,4 e t  i = 1 , 2 ,  ..., N-1 

De c e t t e  manière chaque i n t e r v a l l e  H j  i c o n t i e n t  approxima- 

tivement u nombres premiers d i s t i n c t s .  
j  

h l ,  h 2 ~ ] 0 , 1 [ :  ; = l - A  Soient  3  2 4 1 ' 
; X = l - X  
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La méthode c o n s i s t e  à c h o i s i r  l e s  nombres premiers q1  - - a  qs 

avec l a  p r o b a b i l i t é  A dans  chaque i n t e r v a l l e  1 . Plus précisément ,  
j  j  

dans chaque i n t e r v a l l e  1.. on c h o i s i t  une p ropor t ion  de h nombres 
Ji j i  

premiers  d i s t i n c t s .  A . ,  p eu t  ê t r e  f i x é  pour t ous  l e s  i n t e r v a l l e s  1.. 
J 1 J I  

avec j cons tan t  e t  i v a r i a n t  de 1 à N .  Ceci  e s t  l ' o b j e t  des  

premières  minorat ions.  On peut  également envisager  l e  cas  où h j i 

v a r i e  en fonc t ion  de j  e t  i, une a u t r e  minorat ion s e r a  é t a b l i e  

dans  c e t t e  op t ique  au paragraphe 5 .  

On suppose maintenant  que pour t o u t  i & { 1 , .  , N I  

A . .  = A , j E { l ,  2, 3 ,  41 . 
J I  j  

Dans c e  c a s ,  on i n t r o d u i t  

V. = [@.A 4 v = [ B . A .  s] v '  = Vh - (N-l)vh 
J J j  j  J J N  h  

pour h  = 1 ,  2,  3 .  

Ainsi (N-l)vh + V{ = Vh. 

On sé l ec t ionne  v = v nombres premiers  d i s t i n c t s  dans j i  j  

I j  i pour j  E {1,2,3,4)  e t  i & {1,2,...,~-1). 

On en s é l e c t i o n n e  v  = v '  dans 1 
jN j j  , N e  

De c e t t e  manière, nous d i s t i nguons  s  nombres premiers  

d i s t i n c t s  dans 1. 

Nous nous i n t é r e s s o n s  aux e n t i e r s  n  = N k-s 9 1 ~ . . . ,  l e s  s 

nombres premiers d i s t i n c t s  q l ,  . . . ,qs  é t a n t  d6terminés par  l e  processus 

précédent  
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-v ' 
1 

I 'k-s+~ +. ..+V +(N-l)v ) j dans cette dé£ inition V = O et le 
O 

O j - i j 

produit II' q est celui étendu à tous les nombres premiers choisis 
j 

dans 1 
j ' 

On applique le lemme 4.8. pour majorer Log M j variant 
j 

de 1 à 4. 

l 4.9.7.-Majoh&onde LogM , j = 1, 2, 3, 4 
j 

avec les notations du lemme 4.8. , on a : 

alors 
/ 

alors 

A2s f (x )  3 
1 -A2 l+A2 

Log M2 6 - - 
L0g3X 

8N x (l-A1) + T)~ + -)(1+ 4 (-- Log X 1 1 
2 

De même pour M3 - et M4 : 

alors par le lemme 4.8. 
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a l o r s  

n  
4 . 9 . 2 . -  Majanaiion d e  - . 

Nk 
Par cons t ruc t ion  

n  
4  

Log - & 1 Log M auss i  en a joutant  tous  l e s  r é s u l t a t s  
Nk j= l  j  

L~~ x ( ( 1 - A l ) + ( l - A ) )  9 h  ( A  -l)+A2(X2-l)+l0 
n s f ( x )  (l+O(- ) ) (  + 1 1  

Log - & - y 16 16 1 
Nk 

N L0g2X 

Log3X 1 
(l+U(- 

I &~16 ) ((15(1-A1)+(1-2))  + (1-A2)) + LI(N)) 
L0g2X 

- -  1 
1 1 d ' ap rès  (E.4.3.) 

X x  Log x  

2 1 
= c  Log x(l+U(-)). 

L0g2X 

Par s u i t e  
n  

Log - 2  

1 i m  Log Nk x  < 5- 16 (15(l-A1)+(l-A2)) 
X++O3 

1 En conséquence : 

Y c c  
4  il e x i s t e  X(C) t e l  que X > X(C) 

/15(1-A1)+(1-A2) 

e n t r a î n e  Log n h Log N k + l .  Dans c e  cas  n  e s t  w-largement 

composé pusque w(n) = k. 
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Par  l a  remarque 4.7.1. n  < X. A ins i  Wl(X) 2 c a r d { n = ~ ~ - ~ q ~  . . .qs 1 

l e s  q é t a n t  déterminés  p a r  l e  p rocessus  précédent .  
i 

Il r e s t e  à éva lue r  ce  c a r d i n a l  dans l e s  d i f f é r e n t s  c a s .  

PaopoaLtLon 4.10. - 

S o i t  X E: ]0 ,1  [ e t  f  une f o n c t i o n  d é f i n i e  pour t 2 t 
O y 

t endant  v e r s  + l o r sque  t tend v e r s  + 

quand t -+ + . 

13 WJ T ~ ( ~ ) I  ! 
avec Lu] = p a r t i e  e n t i è r e  d e  u .  

( E ~ ~ ( ~ ) J )  = (Chf(t)]!)([f(t)]-  [ f ( t ) ] ) !  

Par  l a  formule de  S t i r l i n g  

1 1  1 1 
Log F ( t )  = 2 Log 2n + - 2 (~og( f ( t ) ( l+O(- ) )  - ~og(hf ( t ) ( l+O(- )  f ( t >  f ( t )  

= - Log f ( t )  - Log A(1-A) + 
1 2n + O(-) = O ( ~ o g  f ( t ) )  

2  f ( t >  

de  même 



1 
Log H( t )  = O(-) 

f ( t >  

1 1 1 Log G(t)  = f  ( t )  ( l + O ( - ) ) ~ o ~ ( f  ( t )  (l+O(&) - hf ( t )  (1+0(-) + 

f  ( t )  f  ( t )  

Ainsi Log( 

ConoUaAne 4.1 7 . - 
Soi t  C(Xl,A2) l e  nombre d ' e n t i e r s  précédemment c o n s t r u i t s  

pour Xl,h2 E ]o , I [ .  

P é m o ~ n ~ a ; t i o n  : 

Par cons t ruc t ion  

Il s u f f i t  d ' app l ique r  l a  p ropos i t i on  précédente c a r  5 N -+ + w 

lo rsque  x + + . (i n ' e s t  pas  une f o n c t i o n  de  X mais il e s t  

f a c i l e  d e  voi r  que l a  p ropos i t i on  4.10. r e s t e  v a l a b l e ) .  

Soi t  C < 4 
e t  X 3 X(C) 

J l~(1-Xl)+(I -X2)  

3 1 1 -A  
Log We(X) 2 Log C(h lyh2)  > - 2 ~ J 1 - 2 E  h o g  x ( ~  Log h l  (1-hl) + 4- 

1 2 ( 1 -A2) 
+ + 2; Log h 2  (1-X2) 1. 
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Par suite pour tout K < K(A ,A ) = - 8 
1 2  dis(]-hl)+(l-h2) 

3 A 1 1 -  1 A 2 ( 1 -A2> 
x (- Log A (1-Al) 4 1 4 2 

+ - Log A (1-A2) il existe X(K) 

tel que x a X(K) entraîne ~ o g  w~(x) a KJLO~ X. 

A 1 -A 
K(A,A) = - - Log A (1-A) . 

J1-h 

t l Log t (1-t) 1 -t , Si on pose f(t) = - - pour t t: [O, - 1) 
"5 

K(A,A) = 2f(l-A). 

Nous pouvons rechercher la valeur de A pour laquelle 

cette fonction est maximale, A & ]0,1 [. Nous obtiendrons ainsi 

la meilleure minoration possible dans ce cas. 

1 1 1 
f(t) = - (t Log jl + (1-t)Log -) 

"G 1 -t 

f est définie et continue pour t E b, 11. Elle est 

dérivable sur ] 0,l [ , 

fl(t) = - - l 3(t Log -- (t*l) Log(1-t)) d'où le tableau de 
<m 2 2 

variations 
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f(B) = 1,12489 ... 

Nous obtenons ainsi K(1-B,l-B) = 2,2497866 ... 

1 1  
nous obtenons K(7 , -) = fi Log 4. Si l'on choisit A = - 2 '  2 

Sans découper 1 en N sous intervalles (j = 1,2,3,4) Pomerance 
j 3 1 

3 3 3 3 4 1 4  
aobtenu A L o g  4 .  Enfin pour A = -  4 y K(Z, = -4 = 

= 2,24934 ... 
On retrouve ainsi la constante annoncée par Pomerance. 

3 
Si nous choisissons A = - 2 A = -  

1 4 ,  2 3 

3 2 Jig2 (i; 3 L~~(+)~(+)~ + -&- 1 Log 2 3 1 3  ((5 ) K(-& , -) = -2 - 3 

§ 5 - La p k u p u ~ u n  d a  ~lurnbt~en phmim c h o h  Lb dQpend d e  N. 

Cette mEthode est identique à la précédente mais dans chaque 

sous intervalle Iji 
nous choisissons les nombres premiers distincts 

avec une probabilité 
"j dépendant cette fois de j et de i. 

soit i ~ I l , 2 ,  ..., N} et u=[;] N = ~(c). 

On pose - - 
Hi ~k+(i-l)u"k+iJ ' 

Par construction chaque intervalle H. 1 contient approximati- 

s 
vement - nombres premiers distincts 

N 
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S o i t  8  = + 1 a l o r s  A g i  - - - - -  Bi m é t a n t u n e n t i e r  
2  rnN 

p o s i t i f  supér ieur  ou é g a l  à 2. Dans c e  c a s  Ai 2 0. 

7 7 

Enfin,  on i n t r o d u i t  pour L = -N, . . . - l , l , . . . ,N-1 

On cons idère  a l o r s  l e s  e n t i e r s  n  = Nk-s . q1 ... qs , l e s  

nombres premiers 9,  - - a  qs é t a n t  r e p a r t i s  en c h o i s i s s a n t  exactement 

v 
8  i nombres premiers  d i s t i n c t s  dans HBi pour i = 1 , 2 ,  ..., N .  

Les e n t i e r s  n  c o n s t r u i t s  précédemment v é r i f i e n t  : 
9 

n  2  
f  (x) (2N +3N (N+ 1) N ~ L O ~ ~ X  

Log - C s - + -  1 N(N+l) (LN+l))+o( 
2  4 6m (1-4N) + - ( 

Nk 
1) - 

x  N 6  Log X 
2  

E l l e  e s t  ident ique  à c e l l e  exposée au paragraphe 4.9.1. ,  

t o u t e f o i s  on commence par  é t a b l i r  l e  r é s u l t a t  su ivan t  : 

Paeuve de ce Lemme : 
- - 
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1 1 = - ((N-i+l) + - (N(N+~) - i(i-1))) 
2 mN 

et finalement 

S = -  1 
v +. ..+ v-i 2 N 

(N-i+l + - (N(N+l)-i(i-1))) + (N)) -N mN 

On montre la deuxième formule de manière identique. 

n 
Il suffit alors de remarquer que - 6 UmN...U-* Ul .... UN 

Nk 

1 
avec Ul = ('gq) ( P ~ - ~ + ~  +, . ..+ v i-1 1 pour i = -N, . . . ,N 

-N -N+1 

en posant v = 0. -N- 1 

Comme précédemment, on majore Log Ul grâce au lemme 4.8. 

S. 2. - E v ~ ~ a n  du nvmbrre d ' enf.ie.hb cona~ucti.bleb . 

5.2.7 .- P k E M ~ d i h e h .  
La dernière méthode permet d'obtenir exactement 

N 
U 

N 
n u 

0 nombres entiers n. 
i=l v i= 1 

-i 
(v. ) 

1 

Estimons tout d'abord P - = ( U )  
i=l v 

-i 

N u N 
Log P - =  Log ( = 1 Log( 

v-i i= 1 i= 1 

s 
X - i ( 1 -A-i> 

= 1 - g (Log ( l-A-i) + L)(~ L;e 1 1 
i= 1 
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s 
N 2 

- - - - ( 1 ~ o g  A-i '-i hi 'i + o ( ~  ~ z g  s ) )  c a r  1-h = A .  
i = l  - i 1 

pour i = 1,2, . . . ,N.  

En conséquence , 

1 1  
N 

- S - - -  2 i 2 i 
N (N Log 7 + 2 ( 1 (1 + -)Log(l + -) + 

mN mN i= 1 

Puisque 1 - A .  = A .  c e  r é s u l t a t  r e s t e  encore va l ab le  
1 1 

N 
pour ~ o g  P+ s i  P+ = n ( ) . v. i = l  i 

S-l (N) S+ (NI 
I l  s u f f i t  donc de déterminer  l i r n  N 

e t  lirn 
N++W N++rn) 

N 

N 
2 i 2 i 

avec S - (N) = S- (N) = 1 ( 1 + z ) ~ o g (  l +  -) mN i= 1 

On a a l o r s  : 

1 1 1 1 
- l l i m  - S  (N) + - l i m  - S  (N) = l i r n  -Log P = Log 2 - -  

s 2 N++W N - X++W N + + a  
N + 

1 
= l i r n  - Log P+ . 

s X++W 

L ~ r n r n ~  5 . 2 . 2 . -  So i t  0 = t 1 l e s  sommes Se é t a n t  d é f i n i e s  

prgcédemment on a : 
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DérnanhZtdon  : 

On é t u d i e  S+(N) . 
rnN 2u 2u 

Pour u  C - 2 '  posons h(u)  = (= - ])Log( 1 - -1 q u i  mN 

mN 
e s t  à valeurs  p o s i t i v e s  pour  O < u 6 - 2 

1 
h' (LI) e s t  p o s i t i v e  s i  2u h (1- ;)m~. 

De c e  f a i t  h  e s t  monotone c r o i s s a n t e  ( r e s p .  déc ro i s san te )  

1 1 mN 
pour O h u h ( 1 - --)mN ( r e sp .  pour ( 1  - -)m~ h u 6 T) -). e  

1 mN 
Alors s o i t  M = (1 - -) -7- . e  

S i  m = 2 ou 3 , M < N ,  nous d iv i sons  S+(N) en 2 : 

S i  on pose I(A,B) = h(u)du ; O < A h B i* 

a h(0)  + ... + h([~]-1) à h(u)du c a r  h  c r o î t  pour u  < M. 

De même 

I(M,N) 3 h(u)du a h (  M +2)+ . .  .+h(N) c a r  h 

d é c r o î t  pour u  2 M. 

I l  s u f f i t  donc d ' e s t imer  l ' i n t é g r a l e  I(A,B). 



III - 41 

mN - U Log U d u  2 

2 1  
A i n s i  I (0 ,N)  = Log(1 - -1 - - 

m 4  

d ' a u t r e  p a r t  

Comme 

M 
I(LM]-~), [~ ]+2> = h(u)du  + h  (u) du 

[Ml -1 

il en  r é s u l t e  

Il s u f f i t  d e  remarquer que 

P a r  s u i t e  : 

S i  m 2 4  a l o r s  M > N .  Dans c e  c a s ,  l e  r é s u l t a t  s ' o b t i e n t  

de  f a ç o n  i d e n t i q u e  e n  u t i l i s a n t  l e  f a i t  d e  h  e s t  c r o i s s a n t e  s u r  I?,N]. 
S - (NI 

E n f i n ,  pour é t a b l i r  l a  l i m i t e  de  - N 
, on r a i s o n n e  de  



2u 2 u 
façon analogue avec l a  fonc t ion  g(u)  = (1 + -)Log(l mN + mN'* 

En conséquence 

1 
l i m  - Log P+P = 1 

s - 
x++m 

-1 - 1 
l i m  Log nlNk(Log x) - - 

X++W 
6 .  

S o i t  C < 6 = de façon i d e n t i q u e  au paragraphe on a 

pour X > X(C) 

Log We(X) 2 fit6 a fifi = 2,4494.. . 

Si m = 4 ;  - 

Pour c < 6 

l i m  ~ o g  nlNk(Log x) -l < 1 
X++W 

1 

= 2 x 0,607564 ... 
f inalement  pour K < (1,300711 ...)fi= 2,2528 ... Il e x i s t e  X(K) t e l  1 

l que 

X 2 X(K) e n t r a î n e  

~ 
Log We(X) 2 KG 

Rappelons e n f i n  que TA = 2,565..  . 



III - 43 

APPENDICE 
--------- 

Le but de ceci est d'essayer de généraliser quelques notions 

introduites au paragraphe 3 à l'anneau Fq [x] . 

A . l . -  NoXa t i an i l .  

m 
On pose q = p p E P. On désigne par En(q) l'ensemble 

des éléments unitaires de degré n de F [XI, In(q) celui des 
q - 

élément irréductibles de En(q). 

Un élément de E (q) peut se mettre sous la forme 
n 

a +a ~+...+a xn-l+xn , a ...., a E F  desorteque 
O 1 n- 1 O ' n-1 q 

n 
card E (q) = q . 

n 

Le nombre d'éléments de In(q) vérifie le résultat suivant. 

Pour k 2 1 

la démonstration de ceci se trouve dans [~er]. 

On déduit de cette formule que Il(q) = q 
qL-(1 Iz(q) = -2 " 

(par simplification on note Id pour Id(q)) 

ainsi 
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Cette dernière inégalité montre en particulier que Ik > O 

pour k > 2. Mais nous avons remarqué que III2 > 0. 

En conséquence pour tout n 3 1, il existe au moins un 

polynôme irréductible unitaire de degré n. 

On peut effectivement déterminer 1 . 
n 

1 PiPj Pl"'P2 
Pour n 2 1, I (q) = ; (qn - j. qPi + 1 q . . . + ( - i l  q 

n 
i i< j 

Pl . . a  'r étant les facteurs irréductibles distincts de n. 

On peut encore écrire 

n 

La démonstration de cette propriété est proposée dans [BOUI-1. 

1) On pose pour Q E E 
n 

w(Q)= 2. 1 
PIQ 

P irréductible unitaire 

w est une fonction additive de E = u E n (q) -+IN 
ncN 

c'est-à-dire que w(Q Q 1 = w(Q1)+~(Q2) si Q~ et Q~ sont premiers 
1 2  

entre eux. 

2) Nous dirons que Q E En est w hautement composé si pour tout Q' 

de degré strictement inférieur à celui de Q, on a (l)(Q' ) < o(Q). 

R~ltiatrcjue : On utilise ici l'ordre partiel constitué par le 

degré puisque Fq [XI n'est pas ordonnable, 
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l 

i Nokc t t ioa  . 
I Les polynômes irréductibles appartenant à E (q) sont en 

n 
1 
l nombre fini 

X 
si k E: IN on pose Qk = n P  

n<k 
P€ln(9) 

Les polynômes Qk sont exactement les polynômes o-hautement 

composés de F~ [g . 

D é m a a f i a i i o n  : 

Remarquons tout d'abord que le degré de Qk vaut 

Soit Q E En(q) avec n < 6(k) et supposons que 

i On peut toujours écrire 

Q = n' P xq0 le produit est entendu aux facteurs premiers de Q 

P I Q  
dont le degré est inférieur ou égal à k. Par suite les facteurs 

irréductibles de Q0 sont au moins de degré k+l dès que Q0 # 1. 

On suppose que Q n'est pas divisible par le carré d'un polynôme 

irréductible et qu'il possède exactement j(n) facteurs irréductibles 

de degré n pour n = 1,2, ..., k où j(n) = O, ..., In alors comme 
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On a donc 

deg Q = j(1)+2j(2)+ ...+ kj(k)+deg Qo car les sont 

tous unitaires 

car tous les facteurs irréductibles de Q sont au moins de degré k+l. 
O 

k 
Ainsi deg Q L j (l)+2j (2)+. . .+kj (k)+(I 1,)k-(j (l)+. . .+j (k))k 

1 

> 11+212+ ...+ kIk = deg Qk , ce qui est impossible. 

Si maintenant Q est divisible au moins par le carré d'un 

facteur irréductible on considère le polynôme ' composé de tous 

comme nous venons de montrer que dans ce cas deg Q' 2 deg Qk ceci 

entraîne deg Q > deg Qk ce qui est absurde. 

Retncvtqu~ A. 6. - 

On peut définir de la même manière les polynômes de En(q) 

w largement composés : ce sont naturellement les polynômes Q 

de En(q) , vérifiant u(Q') < o(Q) pour tout Q E Em(q) 03 m r. 

F~[xJ n'étant pas ordonnable les méthodes utilisées pour 

les nombres w largement composés ne paraissent plus valables pour 

déterminer la proportion de tels polynômes dans En(q). 
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