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INTRODUCTION

A oo n . - .
Une sous-variété C de € est dite totalement réelle si

en chacun de ses points, son espace tangent ne contient aucune droite
complexe ; J. Werner et L. HOrmander ont montré Eﬂ que pour tout
compact K d'une telle sous-variété (0 (K) est dense dans C(K).

C. Wrobel [8] obtient ce résultat comme corollaire du théoréme d'ap-
proximation suivant : si K est uniformément holomorphiquement con-

vexe c'est-a-dire s'il existe 6 dans O0,1[ tel que, pour tout

€ > 0, 1il existe un voisinage pseudo-convexe U€ de K, vérifiant
-1 -1 . o

§ [o,eg[c U . C6§ [O,E[ (S est la distance 34 K). Alors toute
K € K K

fonction f de classe Cl au voisinage de K telle que d"f soit

N . . . .
un O(SK) pour un entier N convenable est limite uniforme sur K

de fonctions holomorphes au voisinage de K.

Dans ce travail, nous E€tablissons un résultat semblable
en montrant que si K admet seulement un systéme fondamental de
voisinages pseudo-convexes alors la méme propriété a lieu pour les
fonctions f telles que d"f soit 3 décroissance rapide par rapport

d une fonction régularisant en un certain sens GK.

On obtient aussi sans aucune hypothé&se sur le compact K
qu'une telle fonction f est limite uniforme sur K de fonctions
analytiques par rapport aux coordonnées réelles sous-jacentes.

La méthode utilise une notion d'enveloppe de b-algébres.

2

déjid introduite par Kiyoko Nishizawa Bﬂ pour obtenir la propriété

d'unicité du calcul fonctionnel holomorphe et dont la construction



n'est qu'esquissée par 1'auteur. Nous donnons une démonstration compléte
de 1'existence de cette enveloppe. Les théorémes décrits plus haut
s'obtiennent 3 l'aide du calcul fonctionnel holomorphe & valeurs dans

une enveloppe d'algébres de fonctions holomorphes sur des ouverts poly-
nomialement convexes de mzn et on a €té amené 3 &tendre aux b-algébres
un calcul fonctionnel établi par C. Wrobel pour des fonctions & valeurs
dans une algébre de Banach ; la construction de ce calcul est semblable

3 celle de C. Wrobel &ﬂ sauf pour la régularisation des coefficients
spectraux qui dans Bﬂ est propre aux algébres de Banach ; nous utili-
sons la méthode de régularisation de Waelbroeck [f} que 1l'on a du

réexposer pour obtenir une estimation précise des coefficients liés

aux algébres que nous utilisons.



CHAPITRE 1

ENVELOPPE D'UNE FAMILLE DE b-ALGEBRES.

De4inition d'une b-algebre [3].

On appelle algébre bornologique, une algé&bre A, commutative
et unitaire sur €, munie d'une bornologie B, vérifiant les proprié-
tés suivantes :

a) la somme de deux bornés est un borné ;

b) 1'homothé&tique de tout borné est un borné ;

c¢) l'enveloppe convexe et €quilibré de tout borné est un borné

d) 1le produit de deux bornés est borné.

Si B est un disque borné de A, on dé&signe par AB 1'es-
pace vectoriel engendré par B, muni de la jauge de B, on dit que

le disque B est complétant si AB est un espace de Banach.

On appelle b-algébre ol algébre compléte, une algébre borno-

logique, admettant comme base de bornologie des disques complétants

Considérons la donnée d'une famille (A de b-algeébres,

2 aeh

et pour chaque ) de A, d'une base (BA U) de la bornologie de

ueM

AA’ oi M est un ensemble ordonné filtrant 3 droite d'indices indé-
pendants de: A ; on suppose chaque BA " convexe, &quilibré et pour
3
2 .
tout couple (u,u') de M, on puisse trouver v dans M tel que

C B pour tout X dans A.

BA,U'BA,U' A,V

On suppose que pour tout couple (A,\') de AZ, il existe
une algébre notée Ak 8 AA' unitaire et un morphisme d'algébres WA 2!
b

resp. (¥ de A, N Aye 7 Ay, (resp. de Ay N Ayy > AA)'

A0



Pour ces données, on a le résultat suivant [6] dont on

donnera une démonstration compléte.

Théoneéme 1.- I1 existe une famille de morphismes de b-algébres
(&A : AA - CL)AQA telle que
1%) LDA 0 ¥y = “Uk' 0 ¥yyr sur Ay N A,

2°) Quel que soit u dans M, U &X(BA ) est borné
Aeh ds
dans (2.

3°) Quel que soit la famille de morphismes de b-~algebres
r . t PO o ° . .
(wk DA a )AeA vérifiant 1°) et 2°), il existe

un morphisme unique de b—algébres
L: O — Q'

rendant commutatif les diagrammes suivants :

1) A L

La famille de morphisme $A vérifiant 1°), 2°) et 3°)

est unique 3 un isomorphisme bornologique prés.

Q.. sera appelée 1l'enveloppe de la famille (AX)XeA'

Demonstrnation :

a) Unicite de Ra solution.

Si (@ ; (wk)keA) et (CZ"(w')AEA) sont deux solutions
du probléme alors d'aprés (1), il existe un unique morphisme d'al-

gébres

L:a—— @'



tels que
L o @A = @i Vaieh.
De méme, il existe un unique morphisme d'algébres
L': a' — Qa
tels que
L' o $i = wk Yared.

Le morphisme L' oL : @& ——> (L  vérifie la commutation

du diagramme (3) avec (& = @' ainsi L' oL = 1d 5 .

On a de méme L o L' = ldCL' ainsi L est un isomorphisme
. . . . .
et les familles de morphismes (wk)AeA et (wk)XeA sont bien iso

morphes.

b) Existence de La sclution.

Pour toute partie finie J de A, on considére

Z AJ = A 1la somme directedes espaces AJ, quand J parcourt
J
1'ensemble des parties finies de A.

)
On considére l'application multilinéaire définie sur AJ X AJ
i valeurs dans AJ U J' par
J _J
Y ,(x7,x" ) = 8 X, X1 8 X 8 x!,
J,J in g AT J-3" A I3 A

D'aprés la propriété universelle du produit tensoriel et

de la somme directe, elle se prolonge en une forme bilinéaire unique



sur AJ X AJ, qu'elle méme se prolonge d'une fagon unique, en une
application bilinéaire sur A & valeurs dans A qui définit une

multiplication commutative sur A mnotée par °

Or on constate que

(® x,)(8 x!' N x)) = ® x. xIx" 8 X X1 3]
g Mg AT e A RI AT L0 T CARAANEA oW O T U I
3] x!, xY, ® X 8 x!, 8 x,
J' N J"-J A A J-J' u Jg" A J'-JuJgv A J'-Ju J' A

Cette expression est symétrique en J, J' et J" , en

raison de la commutativité de la multiplication dans les AJ , 1l

en résulte 1'associativité de la multiplication dans A.

Ainsi A devient une algdbre commutative non unitaire sur

Un élément quelconque de A s'crit sous la forme d'une

somme finie

Jo. a. © a, © ® a
I 11 12 lp
ol
onIeo:, I=(11,...,1p) s a.l.eAA.
J J
Sur A, on considére la famille (Br,p,u)(r,p,u)€R+&NXM
ol
= a . = . &
r,p,u {Z OLI l] ® ® alp ’ I (11’ ’lk)’ k P i
Yol < 3 a. €8B }
I i, Al U
j i

la famille (B définit une base de bornologie

r,p,u)(r,p,u)€R+MNXM

vectorielle sur A ; en effet

om0

c.



La somme de deux bornés est un borné et plus précisément

B + B B
r,p,M r'p',u' & Pttt

-

ou

" 1"

" = sup(r,r'), p" = sup(p,p')

"

,C B Y X e A

est tel que B + B
1 PRI

H AU

L'homothétique de tout borné est un borné et plus préci-

sément t € €, ¢€°B C B .
r,p,U |t|r,p,u

Br . est convexe et &quilibré par construction.
b b

Le produit de deux born&s est un borné et plus précisément

Br’p’u ¢ Br"pl,uv C Brll’pll,u”
ol
M =r'.r , pn =p + pv
"eM t tel B + B B Y x e A.
b est tel que B, * Byy v & By yn €

Dans A, on considére 1'idéal I engendré par les &léments
de la forme
fA o WA'X(a ) - fk' o WKA'( a)

ol fk est l'application canonique de AK dans A ,

A,A'" wvarient dans A et a varie dans AA N AA"

Comme Ak N AX' est unitaire si et désigne son &lément

neutre alors

£,(1) - £,,(1,) €I YA, A' € A

1 (resp. lk') est 1'élément neutre de AX (resp. de AA')'



Ainsi 1'algébre quotient A/I est unitaire et a pour

€lément unité la classe de fk(lk)’ en effet : si xJ est un tenseur

€lémentaire de AJ et si Xo est un élément de J (J partie finie

de 1) on a :

fA(IX) . fJ(xJ) = fko(lko)fJ(XJ) (mod 1I)

fJ(l>\o . xJ) (mod I)

fJ(xJ) (mod I).

Ainsi A/I muni de la structure bornologique quotient est

une algébre bornologique unitaire.

Soit @ , le complété bornologique de A/I qui est caracté-
risé d'aprés BJ par 1'existence d'un morphisme d'algébres u unique

u A/ > Q@ possédant la propriété universelle suivante.

TN
Pour tout morphisme d'algébres borné P : A/I > E ot E

est une b-algébre, il existe un morphisme d'algébres bornologique

N
unique P : A/I > E tel que

on pose

wk =uo6of AE N

® est le plongement canonique de A dans A/I.

Alors (CL’(wX)AeA) est la solution du probléme.

Demonstrnation :

- Les ﬁx sont des morphismes d'algébres bornés

- wk 0 Wx'x = wk' 0 ¥yyr sur Ay N Ay, @&vident.

- U lﬂ (B ) est borné dans K?E = Q en effet
AEN A hall



fX(BX,u) est contenu dans un B Y A € A

1,0’

donc
;Eﬁ wk(Bk,u)(: (uo 8)(Br, ,U) est borné dans @ .

- La b-algébre @ est universelle en effet :

Soient @' une autre b-algébre et Wi DA > a'

d'autres morphismes d'algdbres vérifiant les propriétés
* ' = !
wk o WA’A $A' o Wkk' sur A, n Ayy

x U lﬂi(Bk ) est borné dans Q' .
Aeh 4

Pour toute partie finie J de A, on a :

Al =T A o'
rel
P(xy)) = T Pix,)
) e I g AA

Me
est une application multilinéaire multiplicative, donc d'aprés la

propriété universelle du produit tensoriel, il existe un et un seul

morphisme d'algd&bres LJ : AJ ~ ' vérifiant

L(® x,) = T ¥Yi(x,)
J J A AeJ AT

Comme Z AJ = A est une somme directe. Alors 1l existe
J

un et un seul morphisme d'algébres L : A~ Q' telle que la

restriction de L & chaque AJ soit exactement LJ.

L est borné

Comme \J ¥, (B ) est borné dans Q' ; pour tout
xeh A Ao
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entier m (U lﬁi(Bk U))m est aussi borné dans @' si on note par
el ’

r

IU‘WBA,U))“{Z ap W) Ca; dseeea¥iCa; )y I= (iheenniy),

i i i 1
1 m

alors cet ensemble est borné dans @Q'.

Soit B un borné dans A, son image par L est
r’p’p

contenue dans 1'ensemble

r
{ [Cu @, D" } m<op

qui est borné dans '.

. : _ A
Puisque ®A o WA'A &A, o ka, sur Ay N Ay alors 1'idéal

I est contenu dans Ker L. D'aprés le théoréme de factorisation des

applications linéaires, il existe donc un et un seul morphisme d'algd-

bres borné
L' : AJT — a'
vérifiant :
D'aprés la propriété universelle du complété bornologiaue,
i1 existe alors un et un seul morphisme d'algé&bres borné
L: AI — @'

vérifiant Lou= L' oli u: A/I - A/I et pour tout A de A

on a

Loy =)
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CHAPITRE 11

EXEMPLE D'ENVELOPPE.

On se donne une famille (Us)seA d'ouverts pseudo-convexes

de ¢2n = Cn(z) X Gn(w), et € wune fonction supérieure oil égale

a 1 sur A
pour (z,w) € Us’ on désigne par :
6y (zow) = Min(8_(z,w) 5 d((z,w), [U)

S

2 2.-1/2

8, (zsw) = (1 + [z|” + [w]%)

d((z,w), £US) = distance de (z,w) au bord de US.

On désigne par As , 1l'algébre des fonctions f, holomornhes
d croissance tempérée dans US , c'est-d-dire les fonctions f tels

que, il existe un couple (M,N) de R, x N vérifiant

N
Sy £l <.

S

On munit AS de la base de bornologie vectorielle formée

par les homothétiques des ensembles de la forme

= N
BN = {fea a(s)SUS]fl <1} .

Cette base de bornologie vérifie

= By * By C 2B\ Vsed

B Vsen

- B - B s,N.N'

s,N s,N'C:



= SEl e

De cette maniére AS devient une b-algébre, qui sera notée

par .

n M

On se propose de déterminer une enveloppe, pour la famille

- €
de b-algébres (As)seA'

Pour cela, on considére 1l'algébre P des fonctions polynomes
n
en z sur C .

On a un morphisme d'algébres

Yy P — A
s s

qui 3 toute fonction polynome f de P, fait correspondre la

fonction VY (f) = £ de A définie sur U par
s s s s

fs(zs,ws) = f(zs)

Dans ces conditions (d'aprés le chapitre I), on sait trouver
P P

€ . % _ .
une enveloppe A~ , et des morphismes d'algébres bornés ws véri-

fiant
AE
S
\PS ‘/ NS\\
s
P OJ 4—._*_—._.]’:‘_ ______ a,g
As'
v ..
As,
dés que
~-\J ) (B ) est borné dans Q'
s s,N
sel\
-~ et
A oY =A,0VY,
s s s
avec v
= ]
@S o Ws ws, o Ws' s, s' e\
2o & 5 I
L o WS = A, et ﬁS(BS’N) est borné dans Q@ , pour N fixé.

sel\
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Proposition 1.- Considérons les sous-ensembles suivants de

e x (mn)A
n n. A
(Esn) e € x (C) tels que
s_ = i) (En) e U, Vsen
ii) Yy en, IMer, telquelu@n | ¢m, Vues Vsen
n n A
(&3m) € € x (€) tels que
v o . .
le = i) (Esn) eu, Vsel
ii) inf e(s)8N (Esn) >0 VYN e
5 U s
: s
n n A
E:m) e ¢ x (€) tels que
e = 1) En)ev , Vsel
i1) 1inf e(s) 6U (E;n ) > 0.
seh s s
Alors

> . cpr
a) le spectre de Q. s'identifie 2 Se , dans le sens
. . . .. . €
suivant : 1l existe une bijection L de SE sur le spectre de (L

tel que

T
Viesm es.  LEm o, = (Emn) Vsel

S

—
oli (E;ns) désigne 1'évaluation au point (E,ns) de US dans

1'algébre AS

b) De plus, on a ZéC s_C ZE .

Preuve : On vérifie d'abord a).
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/\

Soit (&3;n) un point dans S_, 1la réunion (U (&,n ) (B )
€ seh S s,N
est contenu dans le disque de rayon MN’ de plus on a :
(E,ns) o Ws = (E,ns,) o WS, = £ sur  P.

D'aprés la propriété universelle de 1l'enveloppe, il existe

un et un seul morphisme d'algébres bornologique

&

Le,m - ¢
tel que
TN
L © 0, = (En)) sur A

1'application L :cherchée est définie par

(€,n) L(E,n)

L est injective : car les fonctions coordonnées qui sont

dans AS séparent les points.

: . : - €

L est surjective : soit Y un caractére de Q-  alors
Y o 08 est un caractére borné de AS, comme Us est pseudo-
convexe on sait [i] que Y o ws est 1'évaluation en un point

(Es,ns) de US ; on a donc

Y
]

¥ o ws o Wsﬂi

Y o wsBﬂ

(1) ° Vsel

o
I

ici [z] (resp. Bﬂ) désigne 1'application (z,w) > =z (resp.
(z,w) >w) de A_.

Mais la définition de I fait que &S oV¥_ = ﬂs, oV
ainsi (Es) est un point de ¢ indépendant de s dans [ et

~

Yy = L(E B ;s 1l reste a vérifier que (&;n) est dans SE, on a :
]



- 15 =

2) u(E,nS) =¥ o ws(u) , quel que soit u dans Bs,N .

. P € . .
Mais wS(BS N) est contenu dans un borné de @ lorsque s décrit
’
A, ainsi la propriété ii) est vérifiée.
Montrons maintenant le point b).
L'inclusion Eg C 8. résulte immédiatement de la définition

des bornés B .
s,N

Montrons maintenant que SE est contenu dans ZE
En effet

D'aprés un théoréme de Cnop Dﬂ Us est spectral dans AS,
pour (zs;ws) , c'est-a-dire : il existe un couple (M,N) de

R+ X N, et pour tout n dans m2n des fonctions u; , 1=0,1,...,2n

holomorphes sur US , Vérifiant pour tout s dans A.

(e
. - . > =
<(zs,ws) ,un + cSUS(n)un 1

£ M i=0,...,2n .

En particulier au point n = (E,ns) de Us , on a :

1

+

o -—
() e = EnDuug g7 by EnOule -

<M

=

1
Q
'M

=]

N
(3) 6U fu
s

N
(€,n)
En appliquant Y o @S a (x), omna :

1

(4) u® (g,mn ) = ————

D'aprés [3] la famille est borné

1 0o
PGty e ) set

dans Clg il existe donc une constante M' > 0 telle que



w 1 =

1

o '
ey 1Y 0 Pign )l <M et

Les relations (1) et (4) conduisent alors a la minoration

sulvante :

inf €(s)6, (E5n) > AL
sel s M'

et par suite le point (E;ns)seA € z

e ®

Realisation d'un quotient de a® comme algibre de fonctions.

La proposition 1 a mis en évidence que le spectre de
g n n, /A =
est formée par le sous—-ensemble S€ de € x (C7) formé par

les familles (S,(nS)SEA) telles que

1°) En) e, Vsedh.

29) VN € N, E}M € m+ telle que ‘u(E,ns)l < M, &’u.e BS N,\fs € A.

Pour tout (&3;n) de SE, on notera MN(E,n) le plus

petit M vérifiant 2°).

On considé&re 1'ensemble T(P,N) forme par les couples

(o,u) ofi o décrit les applications de {1,2,...,p} dans A et

u = [?S,l""’us,élsEA décrit 1l (Bs,N)P'
sell

Pour tout o dans ZJ[E(P,NX] et pour tout (&,n) dans
Sg on considére la série

£,(Eam) = (oiu)&G,u Ys(1y,1EN5(1)) - uO(P),P(g;HO(p))'

D'aprés 2°) cette série converge absolument, et on définit
une applicétion linéaire : o -~ fu de Zl[i(p,N)] dans 1'ensemble

des fonctions sur S , de plus toujours d'aprés 2°), on a
€
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(3) £ €| < o] |1 M Esm)

le noyau V de cette application lindaire est fermé d'aprés (3).

Soit E(P,N) 1'ensemble des fonctions f qui est donc
un espace vectoriel isomorphe a EIEF(P,N)]/V, on munit E(P;N)
de la norme quotient, qui devient donc un espace de Banach, la

norme d'une fonction g de E(P,N) est donc définie par

|

gl| = int{[]al|,1 5 g(E,m) = £,(E,m) sur s_}.

Déﬁinitian.— Soit A une algdbre bornologique, on appelle
radical de A, 1'ensemble () (X_l({O})), quand X parcourt
X

1'ensemble des caractéres bornés sur A.

Proposition 2.- Rappelons que af est le complété borno-
logique de A%/I1.
Soit J le radical de A alors
——
a) A%/3+1 1e complété bornologique de A¥/3+1 est la réunion des espaces
de Banach E(P,N) 1lorsque P et N decrivent .

b) pour tout o dans Z}[E%P,Ni], la série fa converge unifor-

mément sur Zg

Preuve :
a) Montrons d'abord que si P' > P et N' > N, alors
E(P,N) est un sous—espace de E(P',N') et que l'injection cano-

nique de E(P,N) dans E(P',N') est continue.

. n
A tout ue 1l (Bs,N)P , associons ue€ I (Bs',N')P'
sel\ sel\
en posant
b = i | € k € t% = I i P <kg?P
us’k us’k si e p e us’k ) si < P.

Prolongeons chaque o : {1,2,...,P} > A & {1,2,...,P'}

dans A en posant
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o, : . : N . 5 . 5
g(i) = o(i) si 1 € i< P et o(i) =s si P<1igP' ol s

est un point fixe dans A.

A tout o de KIE[‘(P,N)] on associe [ dans ZIE].‘(P',N')]

en posant
BT,v = aO,U'Ei;;i si (T,Vv) = (8,3)
BT,v = 0 autrement.
On a :
f= 2 ot Hegllonn €y’ oalleee,m

Ce qui démontre que E(P,N) est un sous-espace de E(P',N') et que

1'injection canonique de E(P,N) dans E(P',N') est continue.

Considérons les sous-espaces EO(P,N) fermés par les
fa lorsque o décrit K]EF(P,NX] en prenant la valeur O sauf
pour un nombre fini d'indices, ces sous-espaces sont denses dans

les E(P,N).

Pour démontrer que la réunion des E(P,N) est le complété
bornologique de la réunion des EO(P,N), on utilise le résultat

suivant : d'abord deux définitions

Définition 1.- DJ Soient E, et E, deux espaces normés

de normes P1 et P2 (respectivement) et T une injection lin&aire

continue de El dans E2, on dit que les normes P1 et P2 sont

faiblement concordantes sur E1 si pour toute suite de Cauchy (xn)

de E1 telle que W(Xn) converge vers ﬂ(xo) dans E2 la suite

X converge vers x dans E, .
n o 1
Deginition 2.- Dq On dit qu'un espace bornologique convexe

E posséde la propriété de concordance faible des normes s'il est
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séparé et s'il poss&de une base de bormologie (Bi) tel que

iel

_o1s ‘ N PN L E. > E. ini . .
E llm(Ei,WiJ) oi (i i) WlJ El EJ injection canonique

continue de maniére que si Pi désigne la norme de l'espace Ei’
alors pour 1i' € j les normes P.1 et Pj sont faiblement con-

cordantes sur Ei'

Theoreme.- [4]
n
Soit un espace bornologique convexe de complété E.

i) si E est un espace bornologique convexe aux normes

faiblement concordantes, soit (E.) le systéme correspondant

i71i€l

E lltn(El'! l")

AV ~ N
= 1 m, . .
a) E 11m(Ei, iJ) 3

n
b) tout borné de E est contenu dans l'adhérence dans
- /\ -
1'adhérence dans un E.l d'un borné de E.1 ;
- r\J 0 » .
c) tout élément de E est limite de Mackey d'une suite

de E et par conséquent E est dense au sens de

"
Mackey dans E.

ii) si E est un espace bornologique convexe aux normes
fortement concordantes E est un sous—-espace bornologique de son

complété,

On utilise la partie (i) de ce théoréme.

. (¢} . o}
Soit E = U . E(P,N) = lim(E (P,N),T

nt 1] )
(P, N)eN’ (PN, (B',N")

o
ol T désigne 1'injection canonique de E dans
(P,N), (P',N") g J d (@,N)

o

E _y 1 lorsque P < P' et N < N'. On a le diagramme suivant
(P',N") 8
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",N), @', N

£° (P,N) S
u
E(P,N) >

]

T(®,N), (P',N")

Soit (xn) une suite de Cauchy dans

ﬂ(P N),P' N'(Xn) converge vers
b b 3

de montrer que X~ converge vers

> N,P’

X
(¢]

N 5)

£° (P,N)

EC(P',N")

E(P',N")

; il s'agit

D'une part, u(xn) converge vers un point xé de E(

par conséquent

L7
converge vers i

On a vu précédemment

en résulte donc

x' = u(x ) et ainsi
0 o

dans c'est-a-dire X

E
(P,N)
Ainsi la réunion des

bornologique de la réunion des

u(xn)

converge vers

espaces

E

o

(P,N) "

Ee,m

Enfin, puisque J est le radical de

morphe algébriquement 3 1'algébre des fonctions

par

(E;(n)s) — (E,ns)(a )

o’ = "p,N,P' N

est injectif il

converge vers u(xo)

X
(o}

est le complété

€

a sur S€ déf

telle que

P,N),

o u(xo).

A, AE/I+J est iso-

inies
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P £ o as < .
lorsque (2 décrit A ; c'est-a-dire & 1'ensemble des fonctions

fu lorsque fa décrit la réunion de EO(P,N).

La définition des bornés de A et le choix de la norme
dans E(P,N) fait que cet isomorphisme est bornologique, ceci termine

la démonstration a).

b) £,(E,n) = (OZ ) % 1w Y1y, 16 g (1)) Uy ,p Eollg (py)
>

donc

£,(Em)] < ( ) )|uo’u|lug(1)’l(i;ﬂo(l)) cee g ipy p Ny (py) |

o,u

°oF ‘uc(l) l(g’no(l))| s N : < ; =My

? e(s)SU (E,ng(])) inf €(s)6U (i;ns)

a(l) Zé s

donc

Ifa(g.n)l < !]u|I£1.M§ .

— N\

PLongement de Q.5 dans A°/3+1.

On consid&re le diagramme commutatif suivant :

e e /\
A7/I > A [J+T - Af/J3+1 = U E(P,N)

/ (P,N)
P .
= A°/1

€

L'existence du morphisme i résulte de la proprié&té univer-
selle du complété bornologique. L'application X =+ X o i réalise

. . €, 3
une bijection du spectre de A /I+J sur celui de @ . En effet

X0 i=0 ==> ¥ =0 ==> Yy =0 d'aprés
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1'unicité du prolongement au complété.
1 Z . ¥ €
D'autre part, étant donné ¥ dans le spectre de &,
N v . ;
la restriction de ¥ a A /I+J se prolonge en un caractére borné ¥
£ s v . v
sur A /I+J qui vérifie x o i = Y.
Dans la suite, 1 sera appelé le prolongement canonique

£ ot e
de Q@ dans A /J+I.

« Etude de deux exemples qui seront utilises ultérnceurement

pour Lesquels Ll est assez rniche.

n

On se donne un ensemble compact K de € , et V un
voisinage relativement compact de K.

A tout point s de V-K = A, on associe 1l'ouvert

polynomialement convexe US , défini par

2n|‘

U =1{(z ,w) €¢C <z -s3w > - 1| <1}
s s’'s s s

n
ol <z —-s3w > = (z .-s.)w
s s Z i 1) S,
(7]
1°) Cas.
On prend pour € wune fonction & croissance rapide par rapport

= g(d (s3K)),

————— , c'est-3i-dire une fonction vérifiant
d(s,K) e(s)

Ve N, sur A.

Q7

Proposition 3. -

Pour & dans K et s dans V-K =], on pose

_ _E-5s
s |£_Sl2
alors
Zé = {(E;ES)SEA ; lorsque s décrit A et £

décrit K} vérifie les conditions de la proposition 1.
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Preuve : Il est clair que (E,ES) € US Vsen
pour chaque s de A on pose

1 1
5 (

a(s) =

|V’ rh d(S,K)

|V| désigne le diamétre de V.

. .. 2 P
On considé@re le voisinage de 0O dans (€ n, défini, par

2n l

W= {(z,w) e € lz| < a(s); |w| < a(s)}

alors
}<€+z—s;€s+w> - 1|
< |<g-szw>| + |<z;ES>| + |z[]w]
¢ le-s|lwl + |z [g=s|™" + |z]v]
¢ a@ (V] + 1+ e < 5
donc

(E,ES) + WC u, -

Ainsi pour tout N dans IN , on a :

inf e(s) dN'(E;E ),| U ‘ > inf e(s)ol(s) > O.
AXK s s sel

De méme, on voit que, pour tout N . dans N, on a :

SN - : > ‘
Qs g2 e —] 2)N/z Qs [g)2 ¢ L 2N/
|&-s| d(s,K)
donc inf e(s)8N(E,£) >0, VYNeN
AXK e} S
ainsi

inf e(s)ég (€,£y>0, YNenN.
AXK s s
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Pnogoaétion 4.-

L'inclusion SE(Z Ze est stricte.

Preuve :
Considérons la famille (€;€S)S€A avec & dans K

et
£ =-—j;:—§——
S |v|?Ve®)

le point (é,ES) est dans US , d'autre part

I 4% (s,K)
w2 v+ B AV

|<g-s+w,E +w>-1| < 1 dés que w| <
s

ainsi

2
d((E,E), |U) > 12 d” (s,K)
V| |v] + Ve(s) (1+]V])

6, (E,E) = : o B
0 °’7s 2 ~
\Y (s)

Puisque €(s) est 3 croissance rapide par rapport a d(s,K), on a :

lim €(s)d, (£,5 ) =
s>K Us s

ainsi la famille est dans I .
(g’gs)seA €
Nous allons montrer qu'elle ne définit pas un caractére
_ £ . ’ ;
borné de Q°, pour cela nous avons besoin du résultat sulvant :

. L 2
Lemme 1.- Solt s € ¢"-K et VS la variété de € n

définie par

VS = {(z,w) € m2n l<z—s,w> = O}
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. 2n
alors pour tout point (£;E') de € on a

d[Esen v | < |<emsiens|

. 2n
Preuve : Soit (£:;£') un point de € s

(£,0) € VS , 1'inégalité est vérifiée pour &' = 0;si E' # 0,

soit & 1la projection orthogonale de &  sur 1l'hyperplan d'équation
)

H ={zec" | <z-s,£'> = 0}

E',s

(éo,E') et (£,0) sont dans VS ;  ainsi

. 1
ale,en, v] < |e-g | = d[EH., ] = [<E-s,E"> Y
et

af€,8D,V] <[5, = (5,00] = [¢']

En multipliant ces deux inégalités membre & membre, on a :

P [(£,8),V,] < [<E-s;E">].

Reprenons la démonstration de la proposition 4, et considérons

la famille (fs) de fonctions définies par

sefl

l 1

f (z_,w ) =
s 8 8 €(s) <z -s3w >2
S S

d'aprés le lemme ci-dessus, on a :

4 4
e(s)ééslfsl <e@a' G, [le ] < eac, [v)lgl <
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la famille (@S o fs) est donc bornée dans CLE, cependant
&
— A%
(g,gs)(fs) = —l—l—z n'est pas borné lorsque & est sur la frontiére
|e-s]
de K.
- £-s | e . .y
Le caractére (& ;% de @ milis en évidence
|E-s| sel
par la proposition 3 ne dépend pas holomorphiquement de & , dés que
la dimension est supérieure a2 1 ; aussi ayant pour objectif des
théordmes d'approximations holomorphes, on étudie maintenant un cas

~

ol Zé contient des caracté@res dépendant holomorphiquement de E£.

2°) Cas.
On suppose que K admet un systéme fondamental de voisina-

ges ouverts pseudo-convexes.

Pour tout s dams A, soit Qs un ouvert pseudo-convexe

contenant K et contenu dans K + % d(s,K)Bl, ol Bl est la boule
unité de " ; on a déja rappelé que QS est spectral pour la

fonction 6Q , 11 existe donc un couple (MO,NO) dans R, X N
s

n . i .
et pour tout 1 dans C —QS des fonctions U i=1,...,n

holomorphes sur QS telles que

<z—n,un> =1 sur {2
(5)

SQ: lun[ <M Vsel

Proposition 5.- Soit e(s) une fonction & croissance

rapide par rapport 3 la fonction de s définie par
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inf dQ (z)
zeK s

1'ensemble {(z,us(z)), lorsque z décrit K ; et s décrit A}

est une partie Z; vérifie les conditions de la proposition 1.

Preuve :
On remarque que SQ (z) = d(z, GQS) pour s assez voisin
s

de K

(Z;US(Z)) € U Vsen

car
<z—s;uS(z)> = 1.

D'aprés (5), on a :

NO
, SR CH M

So(z,us(z)) = > N
(1 + |z|2 + 'us(z)fz)l/2 (Mi + (1 + iz[z)d O(z,EQS))l/2

De méme un calcul analogue & celui de la démonstration de

la proposition 3 conduit a

N
a @z
d((z,u_(2)),[U) 1 > L

N
b o)+ Ju @] u o+ o+ °(z, ()

ainsi le choix de la fonction € conduit pour tout N dans WN

a

inf E(s)ég (z,u (z)) > O.
AXK s s
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CHAPITRE 111

CALCUL FONCTTIONNEL.

Soit A une b-algébre, a un point de AT = A X ... x A
(n fois), K un compact de ¢ , V un voisinage relativement com-
pact de K et A = V-K.

On désigne par Kp (p € R+), un voisinage d'ordre p de
K ; étant donné un borné B de A Bn sera le produit cartésien
de BxB X .,., xB (n fois) et Bk le produit de bornés dans A
B,...,B (k fois).

Etant donnée une famille (ui(s), ie€I, se ) dans A,
on dira que ui(s) € 0(B) s'il existe un borné B de A, et un

scalaire A tel que
u;(s) e 28 Vier, Vsed

On se donne maintenant une fonction o sur V & valeurs

dans [},+0ﬂ valant +< sur K.

Definition.- On dira qu'une famille (Hp)p>0 de fonctions

de classe C1 sur V i valeurs dans A" vérifie la condition
(a,K,A,a) si

1) <a-s,H (8)> =1 sur [Kp Vp >0

2) Il existe un borné Bn de A" telles que Hp(s) et

et toutes ses dérivées partielles d'ordre 1 sont dans

oc(s)Bn Vs e V,‘V p > 0.

on pose :

1

i i -~ n
(-1)" Hd"H A...Ad"HT A ... Ad"H

1

w(H) = -

S
I~

i

-

oi (H') désignent les composantes de H.
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a'g! A ... A d"H* A ... A d"H" désigne le produit extérieur de toutes

les formes différentielles d'indice j sauf celle d'indice 1.

o . 1
Theorneme 2.- Pour toute fonction f de classe C dans un

-2n+1
o

voisinage de K 2 valeurs complexes, telle que d"f = &/ ), et

pour toute famille (HQ)Q>O vérifiant la condition (a,K,A,0) omn a :

n
lim (—S—ll— n ! J f(s)d"w(Hp(s» M ds existe et est indépendante
K

o0\ (2im"
9]
de la famille (Hp)p>0 vérifiant (a,K,A,0). Cette limite
est notée fEﬂ.
: 1
De plus si da(s) > ———— on a

d(s,K)2

x(a) € K et x(f&ﬂ) = f[k(ai] pour tout caractére borné de A.

Preuve :
Par application du critére de Cauchy, il faut vérifier qu'il
existe un borné B complétant tel que quelles que soient les familles

Hp et Hé, vérifiant la condition (a,K,A,a) on a :

lim J £(s)d"w(H ) A ds - J £(s)d"w(H',) A ds =0
00 |[/K P K, P .

ol AB est 1'espace de Banach engendré par B muni de la jauge de B.
On peut supposer 0 < p < p' , alors d'aprés (1) d"w(Ho)
est nulle sur E Kp’ on est donc amené a &tudier

J f(s)d"[wH ) -w®@',)] A ds.
K P p

1

P

D'abord on a le lemme suivant
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Lemme. -

oy ..
Posons O, ;= H; Héj - HgHél , (i,j =1,...,n)
bl

alors sur [kp, on a :

" 11 K
d aI 3 A d Hp

w(Hp) - w(lH ) = AI,J,K ,

P 1<]1],|J|<n-1
1| + |K|=n-1

avec
it —_ " 1"
d aI,J =d ui i Aoo. Ad ui ’
1771 P’ p
K K
ag® =gt L., nam 9
0 o o

(1,J) = (113J1’°~-a1p3Jp)’ K= (kl’."’kq)'

AI 1.K ‘est un polyndéme en a et s 2 coefficients constants.
b 3

Utilisons ce lemme qui sera démontré 3 la fin, d'apré&s le
théoréme de Stockes on a :

" 1" 1 " K
J d [f(s)(w(Hp) - w(Hp,))] Ads = JK d"f(s) A () Ap gdiop y b dUH

K
P e

1

or d'aprés (2) il existe un borné complétant de A tel que

" " K 3 (2n—2)
E AI,J,K d aI,J Ad Hp soit dans o &(B).

La condition imposée & d"f fait que la fonction sous le

signe somme est uniformément bornée dans un voisinage de K et vaut O

sur K, aussi a-t-on :

lim J d"[£(s)(w(H ) - w®",)] A ds = 0.
010 Jx P o

P

D'autre part,

a"£(s) A [(H ) (s) = wH ) (s)] est dans o™(s).0¢a ™ (e)) B .
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Cette fonction est donc aussi uniformément bornée dans un

voisinage de K et vaut O sur K, aussi a-t-on :

lim J d"f(s) A E»(H ) - w(H',)] Ads = 0.
pl+o K' p p
p
En définitive, on a :
= 0.,

lim J £(s) d"[w(H ) - w(H',)] A ds
050 K g P

1

9]
Soit maintenant ¥ un caract@re borné de A, la famille
(X(Hp))p>O vérifie la condition (¥(a),K,€,n), il en résulte déja

que Y(a) est dans K.

Soit | une fonction de classe C1 valant 0O sur (} é—,
et valant 1 sur le complémentaire de j-&,l E
’ . | x(a) - s x(a) - s 4 .
La famille H (s) = &~~~ —=— (| &~—— | ) vérifie

Ix(a) - 5| o

aussi la condition (¥x(a);K,C;a), aussi a-t-on d'aprés la premiére
X p P

partie.

n
x(£[a]) = 1im 21y J £(s) d"w(x o H ) A ds
00 (2'11T)n Kp P

n
D ~S0 o J £(s) d"w(@!) A ds.
K O

0~0 (2im)" .

Montrons que cette dernidre limite vaut f(x(a)).
En effet, soit Bp la boule de centre x(a) et de rayon p.

Alors o vérifie
1
<x(a) - s.ﬂf(s)> =1 sur rBO .

Comme BpCK , on a :
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J £(s)d"w () A ds = J £(s)d"w(@) A ds
0 0

or

j £(s)d"w®) A ds = f £(s)w(H) A ds - J
B P 3B P B
O 9] P

d"f(s) A w(Hé) A ds

1
d(s,K)

le choix de f et d(s) > fait que

2

lim J d"F(s) A w@) A ds = 0
p0>0 Bp

x(a) - s
2

sur o0B , on a Hl(s) =
P p 0

pour p suffisamment petit on a :

J E(s)w() A ds = 2fa)) J wE) i as = 2 (o [ 45 1 as

or J ds A ds = ~5=—2 o volume de la boule va.
B

n
donc x(f[a]) = lim D4 J £(s)d"w(®') A ds = £[x(a)] .
00 2im)" Bp e -

Preuve du Lemme :

D'abord décomposons w(Hp), i< kg j

_
-1 (-l)i+j[?id"Hj —Hj'd"Hi] A dmEl AL LadvEIAL L AR AL AdUED
n p ¢ @) ¢] 0] ¢] P p
w(Hp) = < +
Loy ok eRareta. . oaarEba L oaamERAL L aavEIAL L AdED
n g 0% o o o o o
|

Soient les applications T.1 i 1 €1« j<n définies par
’
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i

i
T..(H = + (a. — s.)d..
1jHp) = By + @y = sp)yy
3y =l _
Tij(HQ) Hp + (ai s.l)ot.lj
k k . . .
Tij(Hp) = Hp si k#1i et k#j.

léne nartie : On montre que si Hp vérifie <a—s;Hp(s)> =1

sur [K alors :

P

i+] ; —
_ (- iy

d" . Ad"HLA. . AAUHA. . AQ"HIA. L AQTED .
1™t o o o

w(Tij(Hp)) - w(Hp) 5

n

0 1 H r T..(H d w(H
n remplace H = pa IJ( p) ans Ww( p)

le premier terme s'écrit :

- _1_ - 1+J i - " j _ " — J _ " n i _ n
o (-1 [}Hp+(aj sj)aji)(d Hp+(ai Si)d uij) (Hp+(ai Si)d aij)(d Hp+(aj Sj)d uji)

I T

AdammiaL . admEA. L OAUEIA. L AdVED
0 0 0 0
(’ 1 43 . . . - 1 T~ P S
-1 =nYI@tamed-wdamey Adml oA ..o A d™EE A L. A dUES A ... A dMED
n p® Fo Tt o 0 0 o 0
w +
. e . . P T
L cyMia,-s yutea,-s ymrdyara, . AamE AL . AQ"HEA. . AdUEIA. . AQ"ED
G RS TR B Lt & 0 p P p

Le produit des d"H; dans le deuxiéme terme de w(Hp)
devient

1 i iy j n
d""H A...Ad"H +(a.-s.)d"a..)A...Ad"H _A...A(@"H +(a,-s,)d"a, . )A.. . Ad"H
p P13 Jj1 P p1 1 1] o

( 1y 1 " i {? " J 111}
d"H A...Ad"H A...Ad"H_ ... d"HIA...Ad"H
P 0 < 0 0
1 i //»E\ n
= ﬁ d"H A...A(a.-s.)d"H A...Ad"HA...Ad"a. AL, Ad"H
P i7i oL ® ij P
11 l " ‘V/I\E 1" j " n
d"#'A...Ad"0. . AL AA"E AL .. A(a.~s.)d"H A.. . Ad"H
\ P Il P 373 0 0
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Dans la derniére ligne, on remplace (aj—sj)d"Hé par
- (az—sz)d"Hg qui lui est é&gal sur [:Kp ainsi
£=1
L#]
I R '
d"H A...Ad"a, A...Ad"H A, ..A(a,~s,)d"HA. . Ad"H]
P Jj1 e 3l 1] P P

. —
- a"mA. . A(a.-s.)d"HA. . A" HRA. . A, AL . AdTED
0 i 717" T o ij 0

= +

. :_ /\ /'\
131K s ydma, . A d"EIAL L AGTEMA. L AGTEIA. L AQ"HD
k k7 1] o s P

Le second terme de w(Tij(Hp)) se réduit 3

T
% 7 -DeRameta. L advERAL L AgED
k#]j
+
it o~
D~ (a -5 yrKd"a,  Ad"HMA. . AQUEEA. L Ad"EA. L adnED
n k k7o ji o) 0 o] P
En définitive, on a :

i -1t i D i s |
T..(H)] = w@ ) + 2 -5, )H d"o. . Ad"H A...Ad"H'A. .. Ad"H
olry;Ep] = vy Tn L sfpdtey; AT, o o
iy it] P —
= w@) + S gng . pamela. . advERA. . Ad"EIA. L AQED

p n ji o o o

Sur le [ Kp’ ce qui établie la premiére partie.

... Ad"a"
o

2eme partie : on constate d'abord que sur EKD, , on a:

() = (T T3 0

On vérifie la propriété affirmée dans le lemme par récurrence

sur le nombre de transformation Tij
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- pour une transformation la formule du lemme est vraie

soit A une partie quelconque de {1,2,...,n}.
Posons
L,=(I T..)(H)
o 15_] 1] 0
i,JEA

Supposons que w(LQ,) - w(HO) est de la forme annoncée ;

soit T une nouvelle transformation, on constate facilement
)
que <a-s.L> =1 sur [ Kp, , aussi d'aprés la premiére partie
on a :
4
P n

1 = T
wf @) ~w@) = d"a Ad"L _A...Ad"LPA. .. Ad"LOA. . oML
p,.q pP= P P P P O

or chaque d"L; (1 € A) est une combinaison linéaire de d"H; et

de d"aij 3 coefficients polynomiaux en a et s.

Ainsi w[ip q(Lp)] - w(Lp) est de la forme annoncée

d'autre part, d'aprés 1'hypothése de récurrence

w(Lp) = w(Hp) est de la forme annoncée donc par addition,

uﬂ?p (Lpi] ~ w(Hp) est de la forme annoncée ce qui établit le lemme.
b

Caleul fonctionnel dans £'enveloppe C°

On rappelle que As est 1'algébre des fonctions holomorphes
- ; o 2n e
d croissance tempérée sur 1l'ouvert US de C défini par
<zs-s.ws>—]) < 1. Etant donnée une fonction € localement bornée
supérieurement sur [ i valeurs dans ]1,+@3[, on a muni au chapitre II
£ - . e € €
les AS d'une bornologie et on a défini 1l'enveloppe €L~ des AS

- L - . ,\J . - -
lorsque s décrit A ; on désignera par u, 1'image d'un élément

u de AS par le morphisme @s de AS dans ac.
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On appelle B, un borné convexe, €quilibré de a® contenant
les u_ , lorsque s décrit A et u vérifie :
e(s)80 |u | <1 Vsed.
U 5
8
Un tel borné existe bien, par construction de CLE.
Théoneme 3.- Soit o(s) = sup{e(t), lorsque |[s-t| < 1/3 d(s,K)}

pour s € A et afs) =+~ sur K.

Il existe une famille (Hp)p>0 vérifiant la condition
(z,K, a5, —O‘i—) :
d( ,K)
Preuve :
1ene partie : On construit Gp défini sur A 3 valeurs
£.n

dans (&) tel que

N
supp(up)C EKZQ . Y p >0
Ep(s)ee(s)Bn , Vo>0, Vsel

<z—s;&p(s)> + yp(s) = 1 V’s € A, \f o >0

oll yp est une fonction de classe C1 a support dans KBb valant

1 sur sz.
En effet : on considére les fonctions u; de AS définies

ar : .
P i
i Vs
u(z ,w) = —-—— i=1,...,n.
s s’ s) ? ’

<z -si;w >
s s

Les u; sont holomorphes dans US et d'aprés le lemme

du chapitre II, vérifient

<zS—s;uS> = ] s € A
(1)
3 i _
GU lusl < 1 i=1,...,n
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ol
_ 1 n
uS - (u L ’uS)
on pose
up(s) = (1 - yp(s))uS
donc

(2) <z msju (s)> +y () = 1, Vsev.

En appliquant le morphisme @S d la relation (2), et en

tenant compte que ws(zs) =z, V’s € A\. On a:
N
<z-sju (s) +y (s) =1, Vsev.
< P
D'aprés (1)

n
uﬁﬁs) est 3 valeurs dans &:(s)Bn et

"N
supp (up) C [ sz.

- . > . . v e
22me partie : On régularise la fonction By par la méthode

de Waelbroeck décrite dans Eﬂ.

(0]
Soit ¥ wune fonction positive, de classe C , a support

dans la boule unité de Gn.

On pose :

W(s)=——‘p-(—"')——~ o TN =(z +12)".

Alors

Y est de classe ¢ ; supp(¥) C A z . Y(s-t) = 1.
teT
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Pour tout entier p tel que 2P« %—. On pose :

- P\ =D
Wp’p(s) = thn y(2Fs t)up(2 t)

alors, on a :

- n > +k =1
() <z S’Wp,p(s) ¥ Xp,o(s) p,p(s)

kK (s) = ) _ ¥(@Ps-t)<s-27Pt,u_(27Pt)>

x_ (s) = Y v@Ps-t)y (27Pt)
P,P tETn p

Proprnidites des fgonctions W, k et X .
PsP PP pP,P

I1 est clair que W , k et ¥ sont de classe C
D,sP PO PP

; -p
W K, +2PAC [k
[supp @, ) Ky

N W
©

W

[supp(k, ) C k, +27Pc [K

™o}
e

-p
C Kk, +2PAC K
[éupp(xp,p) 3

N~
©

DJ (s) € a(s)B s Vseld, V’p >0 |, en effet
P,0 n

- Po_\V (»7 Py = NV o7
W (8 L Y@s ) (27e) ) ¥(e)u (s-2 7e)

teT teT +2%s

d'une part :
v o P _»7P .
up(s 2 Ft) € e(s-2 t)Bn ;
d'autre part :
-p -p 1 , L =
sup{e(s-2"Pt) | |2 Pt] < §-d(s,K)} < sup{e(t)|]|s-t] <3 d(s,K)} = a(s)
le second membre est dans oc(s).Bn s, pulsque Bn est &quilibré

et Z 0 Y(t) = 1. La propriété annoncée est &tablie.
teT
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[kp’p(s) € 2—pOL(S).Bn , Vsenr, Yo>o0 ;
effet :
-— n, -
k (s) = Z - W(Zps—t)<s—2 pt,u (27Pt)>
PP teT o)
=2Py W(zps—t)<2ps—t,ﬁp(2"9t)>
- n, -
=2 F J ¥(o)<t,u (s=2 Pey>
méme calcul que ci-dessus conduit au résultat

; p
Du, () € 2Pa(s).B , Vsed, Yo >o

effet :
Pour toute dérivée partielle D d'ordre 1, on a :
n, =
bW (s) = 2P ] p¥2Ps-t)u (27Pt)
PsP teT O
nombre des t € T vérifiant 2Ps-t € A est borné indépendamment

s et de p, par un calcul semblable aux précédents, on obtient

résultat annoncé.
E)kp p(s) € a(s)B, Vse Ny Vp >0
bl

effet :

Pour toute dérivée partielle D d'ordre 1, on a :

n o
(s) = 2P T _ p¥(2Ps-t)<s-2Pt,u 2 Pe)> + ) ¥(2Ps-t) J u (2 Pr).
s 0 tETn e E i=1

Par un raisonnement analogue a celui de pr 5 8 on obtient
bl

résultat annoncé.

[Dxp p(s) e 2’1y , Ysedh, YVo>o
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en effet
Pour toute dérivée partielle D d'ordre !, on a :

P p P
D =2 DY (2% s-t 2 Yt
Xy, () thn (2%s-t)y (277F)

On éléve malntenant la relation (3) au carré, et aprés

arrangement des termes, on trouve la nouvelle relation :

4 <z-s;V >+ Y
4) z=s3V, p(S) .

b

s

ot
\Y = (1 + s) + k W s
pop(8) = (Lr Xy () ke, (8D, o (s)
Y () = 0 () + 2% ()k__(s).
PP PP P,0 P50
Propriétes des fonctions Vv et Y .
T PsP Psp
I1 est clair que les fonctions Vp et Y sont de
b b
classe C .
Les supports de V et Y sont respectivement contenus
PP pP,P
dans ceux de W et ¥
PP Ps0
2 2 v
[V (s) € a“(s)O(BY) Vsen, Vop>o
Ps0 n ,
[Yp p(s) € a(s)®¥(B) YV s e h, i p >0

by, (o) € 2poc2(s)B'(Bf'l), Vsen, Vp>o0

en effet

Pour toute dérivée partielle D d'ordre 1, on a :

DV =D W +Dk W +DW +Y DU
pyol8) T DXy (W (D ()W, ()+DH () +¥ (DU ()

b b b b b

+kp p(s)DWp p(s)

b 9
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En tenant compte des propriétés de VY s DY s k
PP PP PP

et Dk s W et DW , on trouve le résultat annoncé.
PSP Ps0 Ps0

Dy, (o) € 2Pa(s)®), Vsed, Vop>o

en effet :

DYp,p(S) = ZXP,Q(S)DXP’O(S)+2DXP,D(s).kp p(s)+2Xp,p(s)ka p(s)

b |/

13 aussi en tenant compte des propriétés de Xp o DXp 5 de
’ L]

k et de Dk on trouve le résultat. De méme :
e P,p

2 - 5 2 2
@kp,p(s) h ka p(s)ka p(s) e 2 P (), Ysen, Vp>o.

) ’

Maintenant regardons, les termes généraux suivants

2 _ 32 =2p 2 2
(5) [kpﬂ,p(s) K () € 2 Pat(s)0T), Vsen, Vo>o.

6 [k, (s)Y () = kz NON (s) € 272P3 ()08, Vsen, Voo>o.

p*l,p P p+l,p

Pour toute dérivée partielle D d'ordre I, on a :

2 2

Eb(kp+l,p(s) - kp, (s)) € 2_pa2(s)9«B2), Vse A, V’p > 0.

2 2 -p 3 3
E)(kpﬂ’p(s)Yp,p(s) I (DY, (8)) € 2P ()88, Vsen Vo>o.

Enfin,

2 2 -2p 4 4
(7) [kpﬂ,p(s)vp NORS SNON (s) € 27 P’ ()8(B)), Vsen Vp>o

ptl,p

tandis que pour toute dérivée partielle d'ordre I, on a :

o on 2 _ 2 -p 4 4
[_D(kpﬂ’p(s)vp’p(s) LN O) () € 2P ()¥B), Vseh, Vo>o.

p+l,p

Les séries (5), (6) et (7) sommées a partir de la partie

entiére N de [l log B , IJ convergent vers des fonctions de classe
log 2



- 42 -

Cl sur V, car leurs termes généraux sont a support dans V - K3
5 0
2

sur lequel o est localement borné.

Si 1'on note Tp et Zp les sommes des séries (6) et (7),

on obtient A partir de la relation (4)

<z—s,Zp(s)> + Tp(s) = -k

En utilisant la relation (4) d nouveau, on obtient

<—,H >+ U = ]
z-s p(S) p(S)

ol
Hp(s) = Vp,N(S) - Zp(S)
Up(s) = Yp,N(S) - TD(S)
Proprddtes des fonctions By et U.
D'abord Hp et Up sont de classe C
[supp () C (Ké
3 O
l:suPP(U ) C [K7
b p
() e o) B, Vsen, Voo>o.
Pour toute dérivée partielle D d'ordre 1, on a :
at(s) ., b
D)H(s)e—-———————e(Bn), Vsen Vo>0 ;
P d(s,K)
en effet

_ _ 2
DH (s) = DV (s) ) D(k

s)V

2
p(8) = ko J($V ,(s))

-
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donc DHp(s) & %~a4(s)ﬁKBi)

or pour d(s,K) < %-p , Hp est nulle, ainsi

4
DH (s) € —g;£§2-91B4) , ce aqui établit le résultat
P d(s,K)

Sur K7 , on a d'aprés (8)
7 P

<z-s;H > o= ]
z-s p(s)

1

on pose - n )
P2
7 P

H

4
o

vérifie bien la condition (z,K; CLQ, —)
d(s,K)

. 1
La famille (Hp)p>0'
Conollaire. -

La fonction o est celle du théordme 3 ; il existe une
N — 4

n
famille (H)) vérifiant la condition (z,K,Ae/ ,——EL——O.
p’p>0 ‘ I+J
d( ,K)
Preuve :
‘ . Y : : 1 "
I1 suffit de prendre pour Hp, la famille 1 o Hp , ot
. . € o Py .
i est le morphisme canonique de Q- dans A /I+J défini au

chapitre II.
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CHAPITRE 1V

APPROXIMATION ANALYTIQUE SUR LE COMPACTS DE ¢" .

Soit K un compact de Gn, f wune fonction de classe Cl

dans un voisinage V de K.

Théoneme 4.- Si d"f est 3 décroissance rapide par rapport
a la fonction d( ,K) ; alors f est limite uniforme sur K de
fonctions analytiques par rapport aux parties réelles et imaginaires

des coordonnées, dans des voisinages de K.

Théoneme 5.- On suppose que K admet un systéme fondamental
. . n .
de voisinages pseudo-convexes, pour tout s dans € -K, soit QS
. . 1
un voisinage pseudo-convexe de K contenu dans K + E—d(s,K)A,

oi A désigne la boule unité de ¢”  soit

d(@) = inf |z - t]
zekK
te |9
S

on pose

8(s) = inf d(Q_,,) t] € 3 d(s+t,K).

t

t

Si d"f est a décroissance rapide par rapport a3 §, alors
f est limite uniforme sur K, de fonctions holomorphes dans des

voisinages de K.

Preuve :

On démontre simultanément les deux théorémes.
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Soit h une fonction i décroissance rapide par rapport a la
fonction &, et localement bornée inférieurement par un nombre réel

» . . -~ *
strictement positif sur A = V -~ K, & valeurs dans R+

Posons

g = |d"f| + h .

Considérons la fonction € définie par

=
e(s) = inf{é(t{}s(zn_]) lorsque ‘s—t[ < %-d(s,K)
t

D'aprés le théoréme 2 du chapitre III, il existe une

u4
L, S, 3

vérifiant la condition.(z,K,Ae/J+I, ol
d(.,K)

famille (Hp)p>0

o(s) = sup €(t) lorsque ls—t| < % d(s,K).
t

4
On constate que (g—ifl—bzn—ld"f(s) est bornée au voisi-
d(s,K)

nage de K.

En effet :

1
e(s+u) < hg(5+u+t)ﬁ 2 (2a-1) V |ul

—

< §' d(S,K)
V lel € 3 d(s,+u,K)
or
1 1 1
= d(s+u,K) > = d(s,K) V |u| € 5 d(s,K)
2 3 3
En prenant t = -u, on a
1

£ (stu) < ((g(s))\‘ L V Ju| € 3 d(s,K)
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1

donc afs) € (g(sﬂ 3 (2n-1)

et par conséquent

4 i

4 1] - " 5

ld"f<s>|<-————d‘z‘ ()y20-1  _1d"E(o)l f(;{’_l gy 5 ¢ L@ f‘jil_l
s,K) d(s,K) d(s,K)

ce qui donne le résultat.

On constate facilement que o est 3 croissance rapide par

rapport & la fonction ——— , en effet
d{ ,K)

Puisque h est 3 décroissance rapide par rapport a &,
h est i décroissance rapide par rapport & la fonction d( ,K), donc
si d"f est 3 décroissance rapide par rapport & d( ,K), g
est & dBcroissance rapide par rapport 4 d( ,K) ; pour s assez
voisin de K, on a :

1

52n-1)

(g(t)} > (g(t))—l YVt tq |s-t] < %'d(s,K)

le second membre est A croissance rapide par rapport & la fonction
1

d(t,K)
MN telle que

; donc quelque soit l'entier N, il existe une constante

My

e(s) > inf[z()] 7" 3 inf —1—5 HY
lS‘t‘é % d(s,K) t d(t,K) d(s,K)
donc € est 3 croissance rapide par rapport & 1 et par suite
d( ,K)

est 3 croissance rapide par rapport & la fonction
d( ,K)

Aussi d'aprds les théorémes 2 et 3 du chapitre III, il existe un

- “EN
&lément £ z] de A /J+I tel que
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FENG

(D X(fDﬂ) = f[x(z{] quelque soit le caractére borné de INVATS

D'aprés la proposition 2 du chapitre 1I, il existe un couple (P,N)
. 1 .

de IN XN et un élément ¢« de £ [E(P,N)] tel que f[;] solt une

fonction sur SE de la forme

@) £[z] = £ (E,n = (Ozu) %o w1y .1 BNy e ey, pEiNg ey

ol les sont dans un borné B _,. de A _ays
. o(i)

o(i),N

Us(i),i

Dans le cadre du théoréme 4, 1l est clair que € est une

fonction & croissance rapide par rapport a la fonction

.

d(.,K)

Dans le cadre du théoréme 5, €(s) est une fonction 3

croissance rapide par rapport a la fonction
d (%)

En effet

d(s+t,K)

N —~

§(s) = i%f d@g,,) lt] <

donc

(3) §(s) < d(Q)

puisque d"f est 3 décroissance rapide par rapport a &(s), alors

g est 3 décroissance rapide par rapport a3 &(s), donc e(s) est

une fonction & croissance rapide par rapport a , et d'aprés

8(s)

(3), €(s) est a croissance rapide par rapport a la fonction

aQ )
s

ce qui &tablit le résultat annoncé.

On peut donc appliquer les propositions 3 et 4 du chapitre II

zZ — S8

et prendre dans (1) les caractéres (z,(ns)SEA) avec m_ = T—~—TE
z-s
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dans le cadre du théoréme 4, et dans le cadre du théoréme 5, ns = gs(z)
~ . . n

ou 88 est une fonction holomorphe sur QS i valeurs dans C dont
la description a été donnée dans la proposition 4 du chapitre II, on

obtient donc 3 partir de (2).

Dans le cadre du théoréme 4 :

z-0 z-0
(

- - (1) P)
(B - e« Tty G ) gy G Dy
(o,u) IZ_O(I)[ ‘Z'O(P)l
Dans le cadre du théoréme 5 :
£z] = £,(z,n) = ) % .0 uc(l),l(z’go(P)(z))"‘ uO(P),P(Z’gO(P)(Z)) :

(o,u)

de plus, ces deux séries convergent uniformément sur K, d'aprés la
partie b) de la proposition 2 du chapitre II, ce qui &établit les deux

théorémes.



_49_

BIBLIOGRAPHIE

[5]

[6]

[7]

8]

BOURBAKT N.

CNOP I.

FERRIER J.P.

FERRIER J.P.

HOGBE-NLEND

Algébre linéaire, Ch. II.

Spectral study of holomorphics functions with
bounded growth.
Ann. Inst. Fourier, vol. 23, 1972.

Spectral theory and complex analysis.
Mathematics studies n° 4, North Holland, 1973.

Séminaire sur les algeébres complétes.
Springer lectures notes n° 164, 1970.

Théorie des bornologies et applications.
Pub. Univ. de Bordeaux, Mars 1971.

HORMANDER L. et WERMER J. - Uniform approximation on compact sets in

KIYOKO NISHIZAWA

WAELBROECK L.

WROBEL C.

Math. Scand. 23 (1968).

- A propos de l'unicité du calcul fonctionnel

holomorphe des b-algébres.

Ed. Barroso, Advances in holomorphy,
p. 575-585, Math. Studies n° 34,
North Holland, 1979.

Etude spectrale des algébres complétes.
Mémoire cl. Sc. Acad. Roy Belgique 31, fasc. 7,
Bruxelles 1960.

Topological vecteur spaces and algebras,
Lectures notes in Math. 230 (1971),
Springer-Verlag, Berlin.

Extension du calcul fonctionnel holomorphe
et application & 1'approximation.
C.R. Acad. Sc. Paris, 275 (1972), 175-177.

Q
Revue TI de Mathématiques,
Institut Elie Cartan, Nancy n° 1 (1972).




