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INTRODUCTION 

------------ 

Une sous-variété cm de cn est dite totalement réelle si 

en chacun de ses points, son espace tangent ne contient aucune droite 

complexe ; J. Werner et L. Hormander ont montré [5] que pour tout 

compact K d'une telle sous-variété U(K) est dense dans C(K). 

C. Wrobel [81 - obtient ce résultat comme corollaire du théorème d'ap- 

proximation suivant : si K est uniformément holomorphiquement con- 

vexe c'est-8-dire s' il existe 8 dans - 10,1[ tel que, pour tout 

E > O, il existe un voisinage pseudo-convexe UE de K, vérifiant 

6;' [0,eg[~ uE c 6;' [o,E[ (6K est la distance à K). Alors toute 

fonction f de classe CI au voisinage de K telle que dl'f soit 

N 
un O(SK) pour un entier N convenable est limite uniforme sur K 

de fonctions holomorphes au voisinage de K. 

Dans ce travail, nous établissons un résultat semblable 

en montrant que si K admet seulement un système fondamental de 

voisinages pseudo-convexes alors la même propriété a lieu pour les 

fonctions f telles que d'If soit à décroissance rapide par rapport 

à une fonction régularisant en un certain sens . 
&K 

On obtient aussi sans aucune hypothèse sur le compact K 

qu'une telle fonction f est limite uniforme sur K de fonctions 

analytiques par rapport aux coordonnées réelles sous-jacentes. 

La méthode utilise une notion d'enveloppe de b-algèbres 

déjà introduite par Kiyoko Nishizawa 161 pour obtenir la propriété 

d'unicité du calcul fonctionnel holomorphe et dont la construction 



n'est qu'esquissée par l'auteur. Nous donnons une démonstration complète 

de l'existence de cette enveloppe. Les théorèmes décrits plus haut 

s'obtiennent à l'aide du calcul fonctionnel holomorphe à valeurs dans 

une enveloppe d'algèbres de fonctions holomorphes sur des ouverts poly- 

nomialement convexes de e2" et on a été amené à étendre aux b-algèbres 

un calcul fonctionnel établi par C. \Trobel pour des fonctions à valeurs 

dans une algèbre de Banach; la construction de ce calcul est semblable 

à celle de C. IJrobel [8J sauf pour la régularisation des coefficients 

spectraux qui dans [8] est propre aux algèbres de Banach ; nous utili- 

sons la méthode de régularisation de Waelbroeck [7] que l'on a du 

réexposer pour obtenir une estimation précise des coefficients liés 

aux algèbres que nous utilisons. 



ENVELOPPE D'UNE FAMILLE DE b-ALGEBRES. 

Dé&imXan d'une b-algébtre [3] . 
On appelle algèbre bornologique, une algèbre A, commutative 

et unitaire sur 6 ,  munie d'une bornologie B, vérifiant les proprié- 

tés suivantes : 

a) la somme de deux bornés est un borné ; 

b) l'homothétique de tout borné est un borné ; 

c) l'enveloppe convexe et équilibré de tout borné est un borné ; 

d) le produit de deux bornés est borné. 

Si B est un disque borné de A, on désigne par AB l'es- 

pace vectoriel engendré par B, muni de la jauge de B, on dit que 

le disque B est complétant si AB est un espace de Banach. 

On appelle b-algèbre où algèbre complète, une algèbre borno- 

logique, admettant comme base de bornologie des disques complétants : 

Considérons la donnée d'une famille (AX)XcA de b-algèbres, 

et pour chaque A de A, d'une base (BA ,~)wM de la bornologie de 

Ah, où M est un ensemble ordonné filtrant à droite d'indices indé- 

pendants de X ; on suppose chaque B convexe, équilibré et pour 
X,Y 

2 
tout couple p ' )  de M , on puisse trouver v dans M tel que 

BX,p'BX,p' BA,v 
pour tout X dans A. 

2 
On suppose que pour tout couple (X,X') de A , il existe 

une algèbre notée A h n  Ah, unitaire et un morphisme d'algèbres 
yh,h' 

resp. (Y ) de Ah f7 Ah, + Ah, (resp. de Ah n AX, + Ah). A' ,A 



Pour ces données, on a le résultat suivant [ 6 ]  dont on 

donnera une démonstration complète. 

ThZon2rn~ 7 . - 11 existe une famille de morphismes de b-algèbres 

(9, : telle que 

I o )  $), O = $),! O IYhh1 A), 

2") Quel que soit p dans M y  $ X ( ~ h , p )  est borné 
XE A 

dans a. 

3") Quel que soit la famille de morphismes de b-algèbres 

( d i  : Ah + a') vérifiant 1") et Z O ) ,  il existe 

un morphisme unique de b-algèbres 

~ : a -  a.' 

rendant commutatif les diagrammes suivants : 

La famille de morphisme vérifiant 1 ° ) ,  2 " )  et 3") 

est unique à un isomorphisme bornologique près. 

Q. sera appelée l'enveloppe de la famille (*A) AEA ' 

a) U ~ ~ Z  de Ln na&&Lon .  

Si ( a ; (9,) ,,,) et (a' , ($'),,,) sont deux solutions 

du problème alors d'après ( l ) ,  il existe un unique morphisme d'al- 

gèbres 

L : a ---t a.' 



tels que 

L Cl $A = S i   XEA. A. 

De même, il existe un unique morphisme d'algèbres 

L' : a' - C L  

tels que 

Le morphisme L' O L : Q- -4 a vérifie la commutation 

du diagramme (3) avec = a' ainsi L '  O L = Ida . 
On a de même L O L' = Idal ainsi L est un isomorphisme 

et les familles de morphismes ($A)AEA et sont bien iso- 

morphes. 

Pour toute partie finie J de A, on considère : 

1 A = A la somme directedes espaces 
J AJ, quand J parcourt 

J 
l'ensemble des parties finies de A. 

On considère l'application multilinéaire dé£ inie sur x A 
J ' 

à valeurs dans *J U J' 
par : 

D'après la propriété universelle du produit tensoriel et 

de la somme directe, elle se prolonge en une forme bilinéaire unique 



sur A x AJl qu'elle même se prolonge d'une façon unique, en une J 

application bilinéaire sur A à valeurs dans A qui définit une 

multiplication commutative sur A notée par 

Or on constate que 

Cette expression est symétrique en J, J' et J" , en 

raison de la commutativité de la multiplication dans les A~ i 1 

en résulte l'associativité de la multiplication dans A. 

Ainsi A devient une algèbre commutative non unitaire sur C .  

Un élément quelconque de A s'écrit sous la forme d'une 

somme finie 

Sur A, on considère la famille 1 
('r,p,v (~,P,v)ER+>P~xM 

la famille 1 définit une base de bornologie 
B , P , P  (~,P,P)FR+~XM 

vectorielle sur A ; en effet : 



La somme de  deux bornés  e s t  un borné e t  p l u s  p réc i sément  

r'' = s u p ( r , r l ) ,  pl' = s u p ( p , p l )  

11'' e s t  t e l  que + B C B  
Bh,?J A , u '  A,,J1' 

' d A c A .  

L'homothétique d e  t o u t  borné e s t  un borné e t  p l u s  p r é c i -  

sément t E , t a B r  C B 
,P,L' I t lr ,p,?J.  

B e s t  convexe e t  é q u i l i b r é  p a r  c o n s t r u c t i o n .  
r,p,lJ. 

Le p r o d u i t  d e  deux bornés  e s t  un borné e t  p l u s  p réc i sément  

?J" E M e s t  t e l  que B A ,  A < , , J I  C A , P "  V A E A .  

Dans A ,  on c o n s i d è r e  l ' i d é a l  1 engendré p a r  l e s  é léments  

de  l a  forme 

f A  0 Y A I X ( a  ) - f A '  0 ?YAX'( a )  

f A  e s t  l ' a p p l i c a t i o n  canonique d e  AX dans  A , 
A , A 1  v a r i e n t  dans  A e t  a  v a r i e  dans AX n A h ' .  

Comme AA n A A l  e s t  u n i t a i r e  s i  e~~ ' d é s i g n e  son é lément  

n e u t r e  a l o r s  

l A ( r e s p .  l X 1 )  e s t  l ' é l é m e n t  n e u t r e  d e  AA ( r e s p .  d e  Ah ,) . 



Ainsi l'algèbre quotient A/I est unitaire et a pour 

élément unité la classe de fh(lh), en effet : si x J est un tenseur 

élémentaire de AJ et si h O est un élément de J (J partie finie 

de 1) on a : 

(mod 1) 

(mod 1) 

fA(lA) ~J(XJ) = (lh )fJ(xJ) 
O O 

= f (1 J ho X ~ )  

= f J J  (X ) (mod 1). 

Ainsi A/I muni de la structure bornologique quotient est 

une algèbre bornologique unitaire. 

Soit a ,  le complété bornologique de A/I qui est caracté- 

risé d'après [4] par l'existence d'un morphisme d'algèbres u unique : 

A/I + CL possédant la propriété universelle suivante. 

n 
Pour tout morphisme d'algèbres borné P : A/I + E où E 

est une b-algèbre, il existe un morphisme d'algèbres bornologique 
% 

unique P : A/I + E tel que 

on pose 

8 est !le plongement canonique de A dans A/I. 

Alors ( a ,  (gh) est la solution du problème. 

D é m o m ~ o n  : 

- Les sont des morphismes d'algèbres bornés 

- $A O Yhl A = qh1 O YhAl sur Ah n Ah' évident. 

/ - $h(~h,li) est borné dans A/I = a en effe,t : 
AEA 



f~(BA,p 
) est contenu dans un B 

1 9 1 , ~  

~ X E A  

donc 

$A(~A,ii) C (U 0 0 )  (Br ) est borné dans Q . 
A€ A 9P91-i 

- La b-algèbre d. est universelle en effet : 

Soient CL' une autre b-algèbre et $i : -+ a' 

d'autres morphismes d'algèbres vérifiant les propriétés 

* U $ i ( ~ ~ , ~ )  est borné dans CL' . 
x ~ n  

Pour toute partie finie J de A, on a : 

est une application multilinéaire multiplicative, donc d'après la 

propriété universelle du produit tensoriel, il existe un et un seul 

morphisme d'algèbres LJ : AJ -+ a' vérifiant : 

Comme 1 A = A est une somme directe. Alors il existe 
J 

un et un seul morphisme d'algèbres L : A -+ Q.' telle que la 

restriction de L à chaque AJ soit exactement L ~ .  

L est borné : 

Comme U $A(~A,ii) est borné dans Q: ; pour tout 
ACA 



alors cet ensemble est borné dans a'. 

Soit B un borné dans A, son image par L est 
r,p,lJ 

contenue dans l'ensemble : 

qui. est borné dans ' . 

- $il O Y,,' sur A, n A,, alors l'idéal Puisque Qi O Y,', - 

1 est contenu dans Ker L. D'après le théorème de factorisation des 

applications linéaires, il existe donc un et un seul morphisme dlalp,è- 

bres borné 

vérifiant : 

D'après la propriété universelle du complété bornologiaue, 

il existe alors un et un seul morphisme d'algèbres borné 

vérifiant L O u = L'  où u : A/I -+ A/I et pour tout A de A 

on a : 

- 10 - 
-- 

entier m (u  $X(B,,~))~ est aussi borné dans a' si on note par : 
AE A 

1 
1 

I 



EXEMPLE il' ENVELOPPE. 

------------------- 

On se donne une famille 
(Us) SCA 

d'ouverts pseudo-convexes 

de aZn = an(,) x cn(w), et 6 une fonction supérieure 02 &gale 

à 1 sur A 

pour (z,w) e Us, on désigne par : 

d((z,w) , Lus) = distance de (z,w) au bord de Us. 

On désigne par *s ' l'algèbre des fonctions f, holomorphes 

à croissance tempérée dans us 
c'est-2-dire les fonctions f tels 

que, il existe un couple (M,N) de R+ x IN vérifiant 

N 6" / f  C M .  
S 

On munit As de la base de bornologie vectorielle fornée 

par les homothétiques des ensembles de la forme 

Cette base de bornolofiie vérifie 



De cette manisre As 

par A:. 

On se propose de déterminer une enveloppe, pour la famille 

E 
de b-algèbres (As) SEA. 

Pour cela, on considère l'algèbre P des fonctions polynomes 

en z sur cn. 

On a un morphisme d'algèbres 

Y s : P  --t As 

qui à toute fonction polynome f de P, fait correspondre la 

fonction Ys(£) = f e de As dé£ inie sur Us par 

fs(zs,ws) = f(zs) 

Dans ces conditions (d'après le chapitre 1), on sait trouver 

une enveloppe a', et des morphismes d'algèbres bornés qs véri- 

fiant : 

dès que 

- hs(~S,N) est borné dans a' 
 SC^ 

avec 
Qs O Ys = Qsl 0 y P 1 

L O QS = As et $s(~s,N) est borné dans a', pour N fixé. 
s ~ n  



P h ~ p o h ~ ~ n  1 . -  Considérons les sous-ensembles suivants de 

çn x (en)' 

(5;~) E an x (E")" tels que 

il ( 5 ; ~ ~ )  s us, y s ê n  
ii) V N  E IN, 4 % ~  - IR+ telque/u(<,nsl i M ~ , V U C  B s ,N , Y s  t A 

(<;q) E en x (an)' tels que 

1' = 
E i) E S  us, 'v' s e ' 

(5;q) s ên x (cn)' tels que 

IE = i) (<;ris) E us , 'v' s E n 

Alors 

a) le spectre de s'identifie à SE , dans le sens 

suivant : il existe une bijection L de SE sur le spectre de aF 

tel que 

n 
où ( Q )  désigne l'évaluation au point ( ,  de Us dans 

l'algèbre A . 
S 

b) De plus, on a 1; c Sc l= LE . 

Pheuve : On vérifie d'abord a). 



D'après la propriété universelle de l'enveloppe, il existe 

un et un seul morphisme d'algèbres bornologique 

tel que 

sur A s 

1 ' application L : cherchée est définie par 

L est injective : car les fonctions coordonnées qui sont 

dans As séparent les points. 

L est surjective : soit Y un caractère de Q.' alors 

Y O Qs est un caractère borné de A comme Us est pseudo- s ' 
convexe on sait [3] que Y O ips est l'évaluation en un point 

(5,,ns) de Us ; on a donc : 

i E. S = Y  O@S o~srz] " = 0 os[wl 

ici [z] (resp. [v]) désigne l'application (z,w) + (resp. 

(z,w) + w )  de As. 

Mais la définition de 1 rait que QS 0 Ys = qS, 0 y s ' 
ainsi (Cs) est un point de an indépendant de s dans A et 

Y - L  ; il reste à vérifier que (5;n) est dans SE 
on a : 

(S ,QI 

- 14 - 

n 
Soit (6;q) un point dans SE, la réunion u (S,ris) (BsSN) 

seA 
est contenu dans le disque de rayon MN, 

de plus on a : - A 
(5,'is) 0 Ys = (5,Qs1) 0 Ys' = Ê SU' P. 

J 



(2 u (E,qs) = Y O Qs(u) , quel que soit u dans B 
s,N ' 

Mais $s(~s,N) est contenu dans un borné de CLE lorsque s décrit 

A, ainsi la propriété ii) est vérifiée. 

' Montrons maintenant le point b). 

L ' inclusion 1; C SE 
résulte irnrngdiatement de la dé£ inition 

des bornés 
's ,Ne 

Montrons maintenant que SE est contenu dans 1,. 
En effet : 

D'après un théorème de Cnop [2] Us est spectral dans 
*s ' 

pour (zs;wS) , c'est-à-dire : il existe un couple (M,N) de 

2 n i 
IR+ x iN, et pour tout n dans E des fonctions u n y 

i = 0,1, ..., 2n 
holomorphes sur 

us 
vérifiant pour tout s dans A. 

En particulier au point q = (5,qs) de Us , on a : 

En appliquant Y O qS à ( )  on a : 

1 O D'après [ 3 1  la famille $ (- u est borné 

dans aE il existe donc une constante M' > O telle que : 



Les r e l a t i o n s  (1) e t  (4) conduisent a l o r s  à l a  minorat ion 

su ivan te  : 

e t  par  s u i t e  l e  po in t  ( S ; T ~ ~ ) ~ & ~  E IE . 

Réaldation d'un quofient de comme algEbile de aonctionh. 

La propos i t ion  1 a  m i s  en évidence que l e  s p e c t r e  de  

e s t  formée par  l e  sous-ensemble 
SE 

de cn x ( c " ) ~  formé par  

l e s  f ami l l e s  (  ( s ) s A )  t e l l e s  que : 

1') (5;Tls) a Us Y ~ S S A .  

2") N E M. 3~ E IR+ t e l l e  que I ~ ( 5 . n ~ )  1 C M y  u & B s y N y  t / s  c A .  

pour t ou t  (5;n) de  SE. on n o t e r a  ~~(S,ri) l e  p l u s  

p e t i t  M v é r i f i a n t  2") .  

On cons idère  l 'ensemble T(P,N) forme p a r  l e s  couples  

(o,u) oh a d é c r i t  l e s  a p p l i c a t i o n s  de { 1 . . . p dans A e t  

d é c r i t  (Bs ,N)P'  
sen 

Pour t o u t  a dans l1 ~ ( P , N ) ]  e t  pour t o u t  (5.n) dans 

E 
on considère l a  s é r i e  

 a après 2O) c e t t e  s é r i e  converge absolument, e t  on d é f i n i t  

une a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e  : a + f a  de CI [T (p ,N)] dans 1 'ensemble 

des  fonc t ions  s u r  
SE y 

de p l u s  tou jours  d ' ap rè s  2"), on a : 



l e  noyau V de c e t t e  a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e  e s t  fermé d 'après  ( 3 ) .  

S o i t  E(P,N) l 'ensemble des  fonc t ions  f  qu i  e s t  donc 

un espace v e c t o r i e l  isomorphe à l1 [T(P,N)] on munit E (P;N) 

de l a  norme q u o t i e n t ,  q u i  devien t  donc un espace de Banach, l a  

norme d'une fonc t ion  g de E(P,N) e s t  donc d é f i n i e  par  

I I  = i f  I I  I l  ; s ( S , ï ~ )  = f , ( ~ , n )  su r  sE} .  

D C ? { ~ ~ O M . -  S o i t  A une a lgèb re  bornologique, on appe l l e  

r a d i c a l  de A ,  l 'ensemble n (X-l  ( { O ) ) ) ,  quand x pa rcour t  
X 

l 'ensemble des  c a r a c t è r e s  bornés sur  A .  

Pil0pO""tio 2 . -  Rappelons que GLE e s t  l e  complété borno- 

logique de ~ € 1 1 .  

S o i t  J l e  r a d i c a l  de a l o r s  : - 
E E a )  A /J+I l e  complété bornologique de  A /J+I e s t  l a  réunion  des espaces 

de Banach E(P,N) lorsque  P e t  N decr ivent  N. 

b) pour t o u t  a dans l1 - (P,N)] , l a  s é r i e  f  converge uni for -  a 

mément s u r  1; . 

Pneuve : 

a )  Plontrons d'abord que s i  P'  2 P e t  N '  2 N ,  a l o r s  

E(P,N) e s t  un sous-espace de E ( P ' , N f )  e t  que l ' i n j e c t i o n  cano- 

nique de E(P,N) dans E(Pf ,N ' )  e s t  cont inue.  

% 
A t o u t  u E il (Bs,N)p , associons u r il (Bsl , N ,  1 p l  

sen s€n 
en posant : 

Prolongeons chaque : 1 2 ,  l + A à {1 ,2 ,  ..., P ' }  

dans A en posant : 



2, 2, 
o ( i )  - o ( i )  s i  1 r i 6 P e t  o ( i )  = so s i  P < i C P' où s O 

e s t  un poin t  f i x e  dans A. 

A tou t  a de 1' - (P,IJ)] on a s s o c i e  B dans 1' (P' , N  ')] 

en posant : 

f3TYV 
= O autrement.  

- 
£6 - fa  et I l f B l  ,Nt) G E (sol  P ' - P l  I f a l  

Ce q u i  démontre que E(P,N) e s t  un sous-espace de  E(P',N1) e t  que 

l ' i n j e c t i o n  canonique de E(P,N) dans E(P ' ,N ' )  e s t  cont inue.  

Considérons l e s  sous-espaces EO (P ,N) fermés par  l e s  

f a  lorsque  a d é c r i t  L I  [T(P,N)] en prenant  l a  va l eu r  O sauf 

pour un nombre f i n i  d ' i nd i ces ,  ces sous-espaces son t  denses dans 

l e s  E(P,N). 

Pour démontrer que l a  réunion des  E(P,N) e s t  l e  complété 

bornologique de  l a  réunion des  E'(P,N), on u t i l i s e  l e  r é s u l t a t  

su ivant  : d'abord deux d é f i n i t i o n s  : 

~ é ~ i n i ~ i o n  I .- [4J s o i e n t  E ,  e t  E* deux espaces normés 

de  n o m e s  PI e t  P2 (respect ivement)  e t  n une i n j e c t i o n  l i n é a i r e  

cont inue  de E l  dans E2, on d i t  que l e s  normes P, e t  P2 son t  

faiblement  concordantes s u r  El s i  pour t o u t e  s u i t e  de Cauchy (x,) 

de  El t e l l e  que n(xn) converge v e r s  n(x0) dans E 2 l a  s u i t e  

x converge v e r s  x dans E l .  
n O 

Dé&bdhn 2 .  - [4] On d i t  qu'un espace bornologique convexe 

E possède l a  p r o p r i é t é  de  concordance f a i b l e  des  normes s ' i l  e s t  



séparé et s'il possède une base de bornologie (Bi)iE~ tel que 

E = lim(Ei,nij) où (i < j) n ij : E. 1 + E  injection canonique 
j 

continue de manière que si P. désigne la norme de l'espace Ei, 
1 

alors pour i' G j les normes P. et P sont faiblement con- 
1 j 

cordantes sur E.. 
1 

Soit un espace bornologique convexe de complété E .  

i) si E est un espace bornologique convexe aux normes 

faiblement concordantes, soit (Ei)icI le système correspondant 

d'espaces normés tel que 

'L 
b) tout borné de E est contenu dans l'adhérence dans 

A 
l'adhérence dans un E. d'un borné de E. . 

1 1 '  
'L 

c) tout élément de E est limite de Mackey d'une suite 

de E et par conséquent E est dense au sens de 

'L 
Plackey dans E. 

ii) si E est un espace bornologique convexe aux normes 

fortement concordantes E est un sous-espace bornologique de son 

complété. 

On utilise la partie (i) de ce théorème. 

Soit E = u E'(P,N) =~(E'(P,N),~ 
(P,N), ( P '  ,NI) 

) 
( P , N ) r n  

où n désigne 1 ' injection canonique de EO dans 
@,NI, (P' ,Nt) ( ? , N I  

EO 
(P '  ,NI) 

lorsque P < P' et N C N'. On a le diagramme suivant : 



S o i t  (x,) une s u i t e  de  Cauchy dans E0(p,N) t e l l e  que 

'IT (x,) converge v e r s  IT (xo) ; il s ' a g i t  
(PYN) ,P' Y N '  P,N,P1 , N '  

d e  mont re r  que x converge v e r s  x . n O 

D'une p a r t ,  u(xn) converge vers un p o i n t  x '  O d e  E(P,N), 

p a r  conséquent : 

- 'L 
U O I T  ( x ) = r  P,N,P' , N 1  n P ,N ,P 'N '  0 u(xn)  

CL - % 
converge v e r s  IT (xo)  = u O IT P ,N ,P '  , N '  ( X ~ )  = ' P , N , P ~  ,N' 0 u (xo) ' 

P,N,P '  , N '  

CL 
On a vu précédemment que IT est  i n j e c t i f  il P , N , P '  , N '  

e n  r é s u l t e  donc : 

X '  = u (xO) e t  a i n s i  u(xn) converge v e r s  u(xo)  
O 

dans  E c ' e s t - à - d i r e  x converge v e r s  x . n O 

A i n s i  l a  réun ion  d e s  espaces  E 
(P , N I  e s t  l e  complété  

bornologique d e  l a  réun ion  d e s  EO 
(P , N I  ' 

E 
Enf in ,  puisque J e s t  l e  r a d i c a l  d e  A& , A /I+J est i s o -  

morphe a lgébr iquement  à l ' a l g è b r e  d e s  f o n c t i o n s  â s u r  SE d é f i n i e s  

p a r  : 



lorsque d. décrit A~ ; c'est-à-dire à l'ensemble des fonctions 

fa lorsque fa décrit la réunion de EO (P ,N) . 

La définition des bornés de AE et le choix de la norme 

dans E(P,N) fait que cet isomorphisme est bornologique, ceci termine 

la démonstration a). 

donc 

I f  l E laO,ul ,l (<:nocl)) . . . u 
(0,~) O(?) ,P(E,QO(?)) 1 

1 1 
Or Uo(l),l (~~~o(l)) 1 < N f N 

= fl 

E (SI GU , ,  inf E(s)SU (<;Qs) 
N 

o(l> z; S 

donc 

If,(t.ri) 1 1 la1 lei .$ . 

On considère le diagramme commutatif suivant : 

L'existence du morphisme i résulte de la propriété univer- 

selle du complété bornologique. L'application x + x O i réalise 

C' 
une bijection du spectre de A /I+J sur celui de CLE. En effet : 

x 0 i = 0 ==> X = 0 ==> X = 0 d'après 1 A'/ I+J 



l ' u n i c i t é  du prolongement au  complété. 

'L 
D'aut re  p a r t ,  é t a n t  donné x dans l e  s p e c t r e  de  aE, 

'-b c 
l a  r e s t r i c t i o n  d e  x à A /I+J s e  prolonge en un c a r a c t è r e  borné x 

' E 'L s u r  A /I+J q u i  v é r i f i e  x O i = X. 

Dans l a  s u i t e ,  i s e r a  appe lé  l e  prolongement canonique 

-2 
de  C L E  dans A /J+I. 

€tude de deux exemplu q u i  nehont  W é n  uLZéILieuhement 

potur l u q u a  Li est a n e z  ILiche. 

On s e  donne un ensemble compact K de  en , e t  V un 

vois inage  re la t ivement  compact de K. 

A t o u t  point s de  V-K = A ,  on a s soc i e  l ' o u v e r t  

polynomialement convexe U , d é f i n i  p a r  
S 

I o )  C a .  - 
On prend pour t une f o n c t i o n  à cro issance  r ap ide  pa r  rappor t  

Ci 
1 l - @ ( d N ( s ; ~ ) ) ,  , c 'es t -à -d i re  une f o n c t i o n  v é r i f i a n t  - - 

d ( s  , K I  E (SI 

V N E N ,  s u r  A.  

Pour 5 dans K e t  s dans  V-K = A ,  on pose 

a l o r s  

L; = { (5;5s)sEA ; lo rsque  s d é c r i t  A e t  5 

d é c r i t  K I  v é r i f i e  l e s  condi t ions  d e  l a  propos i t ion  1 -  



Pheuve : Il e s t  c l a i r  que (5,5,) E Us V S E A  

pour chaque s de A on pose 

/ V I  dés igne  l e  diamètre  de  V.  

On cons idère  l e  vo is inage  de O dans D ~ ~ ,  d é f i n i ,  par  

a l o r s  

donc 
(<,Cs) + W C  us 

Ains i  pour t o u t  N dans IN , on a : 

De même, on v o i t  que, pour t o u t  N dans N ,  on a : 

donc 

a i n s i  



P m p o a a o n  4 . -  

L ' inc lus ion  S E C  LE e s t  s t r i c t e .  

Phuve : 

Considérons l a  f a m i l l e  (S;Ss)sEA 
avec 5 dans K 

l e  po in t  (F,,cs) e s t  dans Ur , d ' a u t r e  p a r t  : 

1 1 < ~ - ~ + w , ~ ~ + w ' - l  1 < 1 dès  que lw 1 < - dL ( s  ,KI 
l V l 2  ~ v l - ~  + f i ) ( l + I ~ l )  

a i n s i  

Puisque ~ ( s )  e s t  à c ro i s sance  r ap ide  par  r appor t  à d(s,K) , on a 

l i m  E ( S ) O ~  (5,SS> = 
s-+K S 

a i n s i  l a  f ami l l e  (S,Ss>s,A e s t  dans cc 

Nous a l l o n s  montrer q u ' e l l e  ne d é f i n i t  pas un c a r a c t è r e  

borné de aE, pour c e l a  nous avons besoin  du r é s u l t a t  su ivant  : 

n 2 n  
Lmme 7 . -  S o i t  s  E C -K e t  V- l a  v a r i é t é  de C 

d é f i n i e  par  



Zn 
alors pour tout point (5;E') de C on a 

2 n 
Pheuve : Soit (5;E') un point de C Y 

(5,O) E VS , l'inégalité est vérifiée pour 5' = O ; si 6' # 0, 

soit 5, la projection orthogonale de 5 sur l'hyperplan dléquati.on 

(cO,ct) et (<,O) sont dans vs y ainsi 

En multipliant ces deux inégalités membre à membre, on a : 

Reprenons la démonstration de la proposition 4, et considérons 

la famille 
SEA 

de fonctions définies par 

1 
f (2 , W )  = -  

1 
S S S 

E(S) iZS-s;w > 2 
S 

d'après le lemme ci-dessus, on a : 



la famille (qs O f s) est donc bornée dans d,  cependant 

/\ 
(S,ss) (fs> = 4 n'est pas borné lorsque 5 est sur la frontière 

15-SI 

- 
S -s Le caractère ; ) de aE mis en évidence 
15-5 1 s€n 

par la proposition 3 ne dépend pas holomorphiquement de 5 , dès que 

la dimension est supérieure à 1 ; aussi ayant pour objectif des 

théorèmes d'approximations holomorphes, on étudie maintenant un cas 

où 1 contient des caractères dépendant holomorphiquement de 5.  

Z O )  Cm. - 
On suppose que K admet un système fondamental de voisina- 

ges ouverts pseudo-convexes. 

Pour tout s dans A, soit R un ouvert pseudo-convexe 
S 

1 
contenant K et contenu dans K + - d(s,K)B1, où B I  est la boule 2 

unité de (En ; on a déjà rappelé que R est spectral pour la 
S 

fonction , il existe donc un couple (MoyNo) dans IR+ x N 
S 

i 
et pour tout n dans cn-O des fonctions u i = l....,n s n 
holomorphes sur R telles que 

S 

sur R 
S 

PttOpObARhan 5.- Soit ~(s) une fonction à croissance 

rapide par rapport à la fonction de s définie par 



i n £  dQ ( z )  
zcK s 

l ' ensemble  { ( z , u s ( z ) ) ,  l o r s q u e  z  d é c r i t  K ; e t  s d é c r i t  A} 

e s t  une p a r t i e  C' v é r i f i e  l e s  c o n d i t i o n s  d e  l a  p r o p o s i t i o n  1 .  
E 

On remarque que 6 ( z )  = d ( z ,  [fis) pour  s a s s e z  v o i s i n  
52 

S 

c a r  
<z-s;u ( z ) >  = 1 .  

S 

De même un c a l c u l  analogue à c e l u i  de l a  démons t ra t ion  de  

l a  p r o p o s i t i o n  3 condui t  à : 

1 d N O ( z ; ~  R ) 
d ( ( z , u S ( z ) ) ,  lus) > N s 

I + In1 + J u S ( z )  M~ + (1 + I n / ) d  O ( Z , [ Q ~ )  

a i n s i  l e  cho ix  de  l a  f o n c t i o n  E c o n d u i t  pour t o u t  N dans  N 

à 



CHAPITRE II7 

CALCUL FONCTIONNEL. 

------------------ 

S o i t  A une b-algèbre, a  un poin t  de A~ = A x . . . x A 

(n f o i s ) ,  K un compact de iln , V un vois inage re la t ivement  com- 

pac t  de K e t  A = V-K. 

On désigne pa r  K (p E IR+), un vois inage  d ' o rd re  p de 
P 

K ; é t a n t  donné un borné B de A , B s e r a  l e  produi t  c a r t é s i e n  n  

de B x B x . . . x B (n f o i s )  e t  B~ l e  produi t  de bornés dans A 

B,  ..., B (k f o i s ) .  

E t an t  donnée une f a m i l l e  ( u i ( s ) ,  i c 1, s  & )  dans A ,  

on d i r a  que u . ( s )  E Û ( B )  s ' i l  e x i s t e  un borné B de A,  e t  un 
1 

s c a l a i r e  X t e l  que 

On s e  donne maintenant une fonc t ion  a s u r  V à v a l e u r s  

dans CI ,+q va lan t  s u r  K .  

V é d i j d i o i z .  - On d i r a  qu'une f a n i l l e  (Hp)r,,O de fonc t ions  

1 
de c l a s s e  C s u r  V à va leu r s  dans An v é r i f i e  l a  condi t ion  

(a,K,A,a) s i  

1) <a-s,H ( s ) >  = 1 s u r  ' V ' p > 0  e 
2 )  Il e x i s t e  un borné B de  An t e l l e s  que Hp(s) e t  n  

e t  t ou te s  ses  dé r ivées  p a r t i e l l e s  d ' o r d r e  1 sont  dans 

n(s)Bn s  E V ,  p > 0.  

on pose : 

où (HI) désignent  l e s  composantes de H .  



d " ~ '  A . . . A d"Hi A . . . A d"Hn désigne l e  p rodu i t  e x t é r i e u r  de  tou te s  

l e s  formes d i f f é r e n t i e l l e s  d ' i n d i c e  j sauf c e l l e  d ' i n d i c e  i. 

Théokè~e 2. - Pour t o u t e  fonc t ion  f  de c l a s s e  C I  dans un 

-2n+ 1 
vo is inage  de K à va leu r s  complexes, t e l l e  que d"f = W(a 1, ef 

pour t o u t e  f a m i l l e  v é r i f i a n t  l a  cond i t i on  (a,K,A,a) on a  : 

e x i s t e  e t  e s t  indépendante 

de  l a  f a m i l l e  (H ) v é r i f i a n t  (a,K,A,a). Ce t t e  l i m i t e  
P  P'O 

e s t  notée fia]. 

1 
De p lus  s i  ~ ( s )  2 on a  : 

d ( s , U 2  

x (a)  E: K e t  X (  f  [a] ) = f  rx(a)] pour t o u t  c a r a c t è r e  borné de A .  

Par a p p l i c a t i o n  du c r i t è r e  de Cauchy, il f a u t  v é r i f i e r  q u ' i l  

e x i s t e  un borné B complétant t e l  que q u e l l e s  que s o i e n t  l e s  f ami l l e s  

H e t  H '  v é r i f i a n t  l a  cond i t i on  (a,K,A,a) on a  : 
I P '  

l i m  j f(s)dnw(H ) A d s  - f ( s ) d " ~ ( H ' , )  A d s  
P* K p  

P P 

P'* 
P ' 

où AB e s t  l ' e space  de Banach engendré par  B muni de  l a  jauge de B. 

On peut supposer O < p < p' , a l o r s  d ' ap rè s  (1) d"w(H ) 
P 

e s t  n u l l e  su r  [ K p ,  on e s t  donc amené à f t u d i e r  

D'abord on a  l e  lemme su ivant  : 



il i 
Posons a. = H H'J - HJH' (i,j = 1, ..., n) 

i,j P P P P  ' 
alors sur [K~' on a : 

avec 

A est un polynôme en a et s à coefficients constants. 
I,J,K 

Utilisons ce lemme qui sera démontré à la fin, d'après le 

théorème de Stockes on a : 

or d'après (2) il existe un borné complétant de A tel aue 

( 2n-2) 
d"a d"HK soit dans a 1 *I,J,K I ,J P W(B) 

La condition imposée à d'If fait que la fonction sous le 

signe somme est uniformément bornée dans un voisinage de K et vaut O 

sur K, aussi a-t-on : 

D'autre part, 

dl1£ (s) A [U(H~) (s) - w(HPI) (SI] est dans an(s) .0(a 
-2n+ 1 

(s)) .Bn . 



Cet te  fonc t ion  e s t  donc a u s s i  uniformément bornée dans un 

vois inage  de K e t  vaut  O s u r  K ,  a u s s i  a-t-on : 

l i m  [ d l ' f ( s )  A [U(H,) - w(H1,)] h d s  = O .  
pl-tO K P 

P ' 

En d é f i n i t i v e ,  on a  : 

i i m  f ( s )  ~ " P ( H ~ )  - w(H',)-J A d s  = o. 
pl-tO K P 

P ' 

So i t  maintenant x un c a r a c t è r e  borné de A ,  l a  f a m i l l e  

v é r i f i e  l a  condi t ion  ( ~ ( a )  ,K,C,a) , il en r é s u l t e  d é j à  

que ~ ( a )  e s t  dans K. 

S o i t  4 une fonc t ion  de  c l a s s e  C' va lan t  O s u r  [- , 9 
e t  va l an t  1 sur  l e  complémentaire de ] -1,l  1. 

2 
- 1 La f a m i l l e  H ( s )  = ~ ( a )  - s  

(  
x (a)  - s 

2 ) v é r i f i e  P Ix(a> - s )  P 

a u s s i  l a  condi t ion  (x(a) ;K,e ;a ) ,  a u s s i  a-t-on d ' a p r è s  l a  première 

p a r t i e .  

= l i m  - )  d* lW(~l )  A d s .  
0% ( î i ~ ) ~  K P 

P 

Montrons que c e t t e  d e r n i è r e  l i m i t e  vau t  f ( x ( a ) ) .  

En e f f e t ,  s o i t  B l a  boule de c e n t r e  ~ ( a )  e t  de  rayon p. 
C 

Alors H1 v é r i f i e  

1 
<x(a)  - S.H ( s ) >  = 1 s u r  SBp . Q 

Comme B C K on a  :. 
P P' 



l e  choix de f  e t  d ( s )  > 1 
f a i t  que 

d ( s , ~ ) '  

1 x ( a >  - s 
s u r  a B  on a  H ( s )  = -- 

P ' P D 
2  

pour p  suffisamment p e t i t  on a  : 

O r  I d i  A d s  = P 2n volume de l a  boule  B . 
n! P 

P 

donc X(f[a]) = l i m  n! J f ( s ) d t ' w ( ~ ' )  d s  = fk(a)-J . 
P PHI ( 2 i ~ ~ ) ~  B 

P 

D'abord décomposons w(HP) i 4 k 4 j  

1 ' t 

- - (-1) 
1 

n  
i+ j  [,idllHj P P P  -H' dnHI;J P A dttH P A .  . . A ~ I ' H ~ A .  P . . A ~ I ' H '  P A. . . A ~ " H "  P 

w(Hp) = + 
1 k k  1 k - - (-1) H ~ I ' I - I  A . .  . A ~ " H ~ A . .  . A ~ " H  A . .  . A ~ ~ ~ H ~ A . .  . A ~ " H "  n  

k# i P P P P P P 

kZ j  

So ien t  l e s  a p p l i c a t i o n s  T .  1 & i C j  < n  d é f i n i e s  par  
1 , j  



i i 
T. . (H ) = H + ( a j  - s . ) a  

IJ P P J j i  

T .  . ( H ~ )  = H-' + ( a .  - s . ) a  
1 J  P P 1 i i j  

7 ène pcvr;tie : On montre que s i  HP v é r i f i e  <a-s;H P ( s ) >  = 1 

s u r  [ K~ a l o r s  : 

On remplace H P par  T .  . (H ) dans w(Hp) 
1J P 

l e  premier terme s ' é c r i t  : 

-, 

1 
/> 

i + j  i j - - n (-1 ) ( a i  ) + ( a -  ) )  d i  A d P A .  . . A G A .  P . .Adt'~'A. P . . Ad"Hn P . 
1 P 

Le produi t  des  d"Hi P dans l e  deuxième t e r n e  de  w(Hp) 

devient  : 

'-2 1 
d'" H A.  . . n(d"Hi+ (a -s . )d ' 'a j  i)A. . .Adl'H A .  . . A(dt'Hj+ (ai-si) d''ai j)A. . . hd"Hn 

P j~ P P P P 

1 i "2 n 
dt'HpL . . Adl'HpA. . . Adt'Hp . . . d " H i ~ .  . . Ad1'HP 

1 +e 
~ ' ' H ~ A .  . . A  (ai-si)d"HiA. . . Adt'H A .  . . hdt'a. . A .  . . hd"~;  

P +  P 1 J 

1 "-E 
d"H A .  . . Ad"a. . A .  . . Ad"E A .  . . A  ( a .  -S .) d"$h. . . Ad"H; 

P J i  P J J  P 



Dans l a  de rn i è re  l i g n e ,  on remplace -s . ) d " ~ j  par  
( a j  J P 

- 1 (ae-se)d"HP q u i  l u i  e s t  éga l  su r  [ K~ a i n s i  
e= 1 P 

l# j  

1 
.- 

k 
d " ~  A .  . . Adfla. . A .  . . AdItH A .  . . A  ( a .  -S .  ) dltHjA. . . AdttHn 

P J  1 P J J  P P 

1 
n 

i k - d"H A .  . . A  ( a .  -si)dttH A. . .Ad"H A.  . .Adwa. . A .  . .nd"an 
1 P P 1 J P 

Le second terme de w(Tij (HP)) s e  r é d u i t  à 

En d é f i n i t i v e ,  on a : 

Sur l e  1 K p ,  ce  qu i  é t a b l i e  l a  première p a r t i e .  

Zème p d e  : on c o n s t a t e  d'abord que s u r  [ K ~ ,  , on a : 

On v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  a f f i rmée  dans l e  lemme par  récurrence 

sur  l e  nombre de t ransformat ion  
T i j  



- pour une transformation la formule du lemme est vraie 
soit A une partie quelconque de {1,2,. . . ,n). 
Posons 

Supposons que w(LP,) - w(H ) est de la forme annoncée - 
P 

soit T une nouvelle transformation, on constate facilement 
P s q 

que <a-s.L> = 1 sur [ Kp, , aussi d'après la première partie 

i 
or chaque d'IL (i E A) est une combinaison linéaire de ~ v ' H ~  et 

P P 

de d''aij à coefficients polynomiaux en a et S. 

Ainsi w bp, (Lp)] - w(Lp) est de la forme annoncée 

d'autre part, d'après llhybothèse de récurrence : 

w(Lp) - w(H ) est de la forme annoncée donc par addition, 
P 

wcTP,P (L~)] - w(Hp) est de la forme annoncée ce qui établit le lemme. 

Cdcut donclionnet dau L' enveLoppe bE . 
On rappelle que A est l'algèbre des fonctions holomorphes 

s 

à croissance tempérée sur l'ouvert U de c2" dé£ ini par 
s 

1 <zs -s.w s >-1 1 < 1. Etant donnée une fonction E localement bornée 

supérieurement sur A à valeurs dans ] l ,+WC, on a muni au chapitre Ii 
E les A: d'une bornologie et on a dé£ ini 1 ' enveloppe eL des A: 

% 
lorsque s décrit fi ; on désignera par u l'image d'un élément 

s 

u de AS par le morphisme 
s 

qS de As dans CLE 



On a p p e l l e  B ,  un borne convexe, é q u i l i b r é  de CZE contenant 

l e s  u  lorsque  s d é c r i t  A e t  us v é r i f i e  : 
s y  

Un t e l  borné e x i s t e  b ien ,  par  cons t ruc t ion  de C l E .  

ThZahème 3 .  - So i t  a ( s )  = s u p { & ( t ) ,  lo rsque  1s-t 1 L 113 d(s,K) 

pour s  ê A e t  a ( s )  S + s u r  K .  

Il e x i s t e  une f a m i l l e  v é r i f i a n t  l a  condi t ion  

CL 
1èhe pcudie : On c o n s t r u i t  u  d é f i n i  s u r  A à va leu r s  ----- ----- P 

dans t e l  que 

où YP e s t  une fonc t ion  de  c l a s s e  c1 à support dans K va l an t  
3 P 

1 s u r  K 
2 P '  

i 
En e f f e t  : on cons idère  l e s  fonc t ions  u de As d é f i n i e s  

S 

par  : 

i 
Les u  sont  holomorphes dans Us e t  d ' ap rè s  l e  l e m e  

S 

du c h a p i t r e  II, v é r i f i e n t  : 



on pose 

donc 

En appliquant le morphisme qS à la relation ( 2 ) ,  et en 

tenant compte que qS(zs) = Z, t/ s E A .  On a : 

'L 
<z-s;u (s) + yp(s) = 1 ,  

P 

D'après (1 )  : 

% 
u p(~) est à valeurs dans E (s) B, et 

'L 
2ème ----- pam%e ---- - : On régularise la fonction u par la méthode 

P 

de Waelbroeck décrite dans [3]. 

Soit $ une fonction positive, de classe cm a support 

dans la boule unité de an. 

On pose : 

Alors : 

Y est de classe cm ; supp(Y) C A ; 



Pour t o u t  e n t i e r  p  t e l  que 2-" 
P  

6 7 . On pose  : 

a l o r s ,  on a : 

I l  e s t  c l a i r  que W , k e t  
X ~ Y ~  

s o n t  d e  c l a s s e  cm 
i > P  P Y P  

d (s)  E c i ( s ) ~ ~  , s E A ,  p  > O , en e f f e t  : 
P Y P  

d 'une  p a r t  : 
'L 
u  (s-2-'t) E E ( S - ~ - ~ ~ ) B ~  ; 

P  

d ' a u t r e  p a r t  : 

1 1 
s u p { ~ ( s - 2 - ~ t )  1 12-Pt 1 < ? d ( s , ~ )  1 h s u p { € ( t )  1 1s-t / 6 - 3 ~ ( s , K )  1 = a ( s )  

l e  second membre e s t  dans a ( s ) .Bn  , puisque  
Bn e s t  é q u i l i b r é  

et 1 , Y ( t )  = 1 .  L a  p r o p r i é t é  annoncée e s t  é t a b l i e .  
t€T 



en effet : 

k (s) = 1 ~(2~s-t)<s-2-~t ,: (2-'t)> 
PsP t€T P 

le même calcul que ci-dessus conduit au résultat 

[DW (s) c 2'a(s) .Bn , 
P>P 

V S E A ,  V p . 0  

en effet : 

Pour toute dérivée partielle D d'ordre 1 ,  on a : 

le nombre des t E: T~ vérifiant 2Ps-t E A est borné indépendamment 

de s et de p, par un calcul semblable aux précédents, on obtient 

le résultat annoncé. 

Bk,, P  
(s) E: a(s)B, s E: A, p > O 

en effet : 

Pour toute dérivée partielle D d'ordre 1 ,  on a : 

Par un raisonnement analogue à celui de DW , on obtient 
P 3 P  

le résultat annoncé. 

[D~~,~(S) E ~~8'(1) . s E A. t/ p  > O 



en e f f e t  : 

Pour t o u t e  dé r ivée  p a r t i e l l e  D d ' o rd re  1 ,  on a  : 

On é l ève  maintenant l a  r e l a t i o n  (3)  au c a r r é ,  e t  ap rè s  

arrangement des  termes,  on t rouve l a  nouvel le  r e l a t i o n  : 

oh 
v (s)  = ( 1  + X  (SI + k  ( s ) ) \ , ~ ( s )  

PYP PYP PYP 

Phop&CYtEb d u  ~ a n c i i o ~  V e t  Y . 
I P 9 P PYP 

Il e s t  c l a i r  que l e s  fonc t ions  V e t  Y sont  de  
P Y P  PYP 

c l a s s e  COO. 

Les suppor ts  de V e t  Y sont  respectivement contenus 
P  Y P P  9 P 

dans ceux de W e t  
P  9 P X ~ , ~  

en e f f e t  : 

Pour t o u t e  dé r ivée  p a r t i e l l e  D d ' o rd re  1 ,  on a  : 

D v  ( s )  = D x p ,  ( s )  W ( s ) + D ~ ~ , ~ ( s ) W ~ , ~  (S)+DLJ (s)+Y ( S ) D ~  (s)  
PYP P, P P9P PYP PYP 

+k (s)DW ( s )  . 
P 9 P P9P 



En tenant compte des propriétés de Y , DY' 
P,P PiP k P , ~  

et Dk 
WP,P 

et DW , on trouve le rêsultat annoncé. 
PYP PYP 

pu,, P (s) E ~'~(S)V(B)- s f: A, v p  > O 

en effet : 

DY (s) = 2 ~ ~ , ~  (S)DX~,~(S)+~DX (s) .kp,p(~)+2~p (s)Dk (s) 
PYP PsP i P PYP 

là aussi en tenant compte des propriétés de x D x P y ~  
de 

PIP 

k et de Dk on trouve le résultat. De même : 
PYP PYP 

(s) = 2k (s)Dk (s) E 2 , P P>P PYP 
-P~~(s)@'(B~), s E A, p > O. 

Maintenant regardons, les termes généraux suivants : 

Pour toute dérivée partielle D d'ordre 1, on a : 

Enfin, 

tandis que pour toute derivée partielle d'ordre 1, on a : 

Les séries (5) ,  (6) et (7) sommées à partir de la partie 

entière N de r- + .;/ convergent vers des fonctions de classe 



C I  s u r  V ,  c a r  l e u r s  termes généraux s o n t  a  s u p p o r t  dans  V - K3 7 

2 
s u r  l e q u e l  a e s t  localement  borné.  

S i  l ' o n  n o t e  T  e t  Z l e s  sommes d e s  s é r i e s  (6)  e t  ( 7 ) ,  
P P  

on o b t i e n t  à p a r t i r  d e  l a  r e l a t i o n  (4) 

En u t i l i s a n t  l a  r e l a t i o n  (4)  2 nouveau, on o b t i e n t  : 

Hp(s)  = V ( s )  - Z p ( s )  
P , N  

U ( s )  = Y (s)  - T p ( s )  . 
P P , N  

D'abord H e t  U s o n t  d e  c l a s s e  cm 
P P  

Pour t o u t e  d é r i v é e  p a r t i e l l e  D d ' o r d r e  1 ,  on a  : 

en  e f f e t  : 

2 2 
DHp(s) = DV ( s )  - D(kp+l ,p ( s )Vp,p  (5 )  - k p , p ( ~ ) V p + l  ( s ) )  

N ,  P p >N 



4 
donc DHp (s) o 2 ( s )  #(Bn) 

3 
o r  pour d ( sYK)  L P y HP e s t  n u l l e ,  a i n s i  

4 4 
D H ~ ( S )  E a 9'(Bn) , ce  q u i  é t a b l i t  l e  r é s u l t a t  : 

d(s,K) 

on pose 

, on a d ' ap rè s  (8) 
P 

1 E a 
La f ami l l e  (HP )p,Oi 

v é r i f i e  b i en  l a  condi t ion  (z,K; cf?, , > 
d ( s  ,KI 

La fonc t ion  a e s t  c e l l e  du théorème 3 ; il e x i s t e  une 

'lJ a 
4 

f a m i l l e  (H ) v é r i f i a n t  l a  cond i t  ion  (z  ,K,A 1 
P P>O d (  ,K) 

; 1 
11 s u f f i t  de prendre pour R l a  f a m i l l e  i O H , où 

P y P 

i e s t  l e  morphisme canonique de aE dans % d é f i n i  au 

c h a p i t r e  II. 



CHAPITRE IV 

APPROXIMATION ANALYTIQilE SUR LE COMPACTS D E  an . 
-____-__________-_-----------------------------  

Soit K un compact de an, f une fonction de classe C 
1 

dans un voisinage V de K. 

ThéanErne 4 . -  Si d"f est à décroissance rapide par rapport 

à la fonction d( ,K) ; alors f est limite uniforme sur K de 

fonctions analytiques par rapport aux parties rêelles et imaginaires 

des coordonnées, dans des voisinages de K. 

ThéahErne 5.- On suppose que K admet un systeme fondamental 

n 
de voisinages pseudo-convexes, pour tout s dans K ,  soit R s 

1 
un voisinage pseudo-convexe de K contenu dans K + 7 d(s,K)A, 

où A désigne la boule unité de cn soit 

on pose 

Si d"f est à dêcroissance rapide par rapport à 6, alors 

f est limite uniforme sur K, de fonctions holomorphes dans des 

voisinages de K. 

P n e u v e  : 

On démontre simultanfment les deux théorèmes. 



Soi t  h une f o n c t i o n  à décro issance  r a p i d e  par  r appor t  à l a  

f o n c t i o n  6 ,  e t  localement bornée infér ieurement  par  un nombre r é e l  

L 
s t r i c t emen t  p o s i t i f  sur  A = V - K ,  à va leu r s  dans R+ . 

Posons : 

Considérons la  fonc t ion  E d é f i n i e  p a r  

1 
lo rsque  1 s-t 1 4 d ( s  ,K) 

 a après l e  théorème 2 du c h a p i t r e  III, il e x i s t e  une 

C1 
4 

f a m i l l e  (H ) v é r i f i a n t  l a  condi t ion  ( Z  ,K,A /J+I, ) oit 
P P'O d(. ,KI  

a ( s )  = sup ~ ( t )  lo rsque  1 s - t (  5 d ( s , ~ ) .  
t 

On c o n s t a t e  que ( a4(s) )2n-1d"f (s) e s t  bornée au v o i s i -  
d ( s  ,KI 

nage de K.  

En e f f e t  : 

En prenant  t = -u, on a 



donc 

e t  par  conséquent 

c e  q u i  donne l e  r é s u l t a t .  

On c o n s t a t e  fac i lement  que a e s t  à c ro i s sance  r a p i d e  par  

r appor t  à l a  fonc t ion  
1 , en e f f e t  : 

d (  ,K.) 

Puisque h e s t  à décro issance  r a p i d e  par r appor t  à 6 ,  

h  e s t  à décro issance  r ap ide  par  r appor t  à l a  fonc t ion  d (  , K ) ,  donc 

s i  d"f e s t  à décro issance  r ap ide  pa r  rappor t  à d (  ,K), g 

e s t  à décro issance  r ap ide  par  r appor t  à d (  ,K) ; pour s assez  

v o i s i n  de K ,  on a  : 

l e  second membre e s t  à c ro i s sance  r ap ide  pa r  r appor t  à l n  fonc t ion  

1 ; donc quelque s o i t  l ' e n t i e r  N ,  il e x i s t e  une cons tan te  
d  ( t  , K I  

F$ t e l l e  que : 

M~ 2 N 
N 

E ( S )  > i n f ~ ? ( t ) ] - '  > in f  
N 

N 2  $1 -- 
1 t d ( t ,K)  d ( s  ,K) 

d 
1s-t(& - J(s , I<)  

2 

donc E e s t  à cr.oissance r a p i d e p a r  rappor t  à 
1 

e t  pa r  s u i t e  a 
d (  ,K) 

e s t  à c ro i s sance  r ap ide  par  r appor t  à l a  fonc t ion  
1 

J (  ,O 
Aussi dlaprl; ,s  l e s  thsorèn~es  2 e t  3 du c h a p i t r e  III, i.1 e x i s t e  un * 
élément f  Lz] de A / J + I  t e l  que 



4' 
x ( f  [z] ) = f  fX (z)] quelque s o i t  l e  c a r a c t è r e  borné de A /J+ 1. 

D'après l a  p ropos i t i on  2 du c h a p i t r e  II, il e x i s t e  un couple (P,N) 

de IN n IN e t  un Glément a d e  4' [T(P,N)] t e l  que f[z] s o i t  une 

fonc t ion  s u r  SE de  l a  forme 

où l e s  s o n t  dans un borné 

Dans l e  cadre  du théorème 4 ,  il e s t  c l a i r  que E e s t  une 

1 
fonc t ion  à c ro i s sance  rap ide  pa r  rappor t  à l a  fonc t ion  - . 

d ( .  ,K) 

dans l e  cadre du théorème 5, ~ ( s )  e s t  une fonc t ion  à 

1 
c ro i s sance  rap ide  pa r  rappo'rt à l a  f o n c t i o n  - . 

d (fis) 

En e f f e t  : 

donc 

puisque d"f e s t  à décroissance rap ide  p a r  rappor t  à 6 ( s ) ,  a l o r s  

g e s t  à décro issance  rap ide  pa r  rappor t  à 6 ( s ) ,  donc ~ ( s )  e s t  

1 
une fonc t ion  à c ro i s sance  r ap ide  par  r appor t  à - , e t  d ' a p r è s  

6 ( s )  
1 

(3) ,  ~ ( s )  e s t  à cro issance  rap ide  pa r  rappor t  à l a  fonc t ion  - 
d (fis) 

ce  q u i  é t a b l i t  l e  r é s u l t a t  annoncé. 

On peu t  danc appl iquer  l e s  p ropos i t i ons  3  e t  4 du c h a p i t r e  II 

e t  prendre dans ( 1 )  l e s  c a r a c t è r e s  aveç 



dans  l e  c a d r e  du théorème 4 ,  e t  dans  l e  c a d r e  du théorème 5 ,  qs = g s ( z )  

où gs e s t  une f o n c t i o n  holomorphe s u r  R s à v a l e u r s  dans  C" dont  

l a  d e s c r i p t i o n  a  é t é  donnée dans  l a  p r o p o s i t i o n  4 du c h a p i t r e  II, on 

o b t i e n t  donc à p a r t i r  d e  ( 2 ) .  

Dans l e  c a d r e  du théorème 4  : 

Dans l e  c a d r e  du théorème 5 : 

d e  p l u s ,  c e s  deux s é r i e s  convergent  uniformément s u r  K y  d ' a p r è s  l a  

p a r t i e  b)  d e  l a  p r o p o s i t i o n  2  du c h a p i t r e  II, c e  q u i  é t a b l i t  l e s  deux 

théorèmes.  
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