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2 
Le test du x de K. Pearson est très employé par les praticiens 

qui veulent ajuster des observations à une loi donnée. 

L'alternative d'un tel test reste vague dans l'esprit de l'uti- 

lisateur. Pourtant la statistique utilisée correspond à un choix bien précis 

des hypothèses H et H I  aussi, en faisant varier ces hypothèses, on 
O 

peut construire toute une classe de tests. 

Certains de ces tests ont été étudiés par J. Newman dans 1381, 

E. Nadaraya dans [39] et Bickel et Rosenblatt dans [ 4 0 ] .  

D. Bosq dans [5] , [6], [7] a, à partir des statistiques fonction- 

nelles, établi quelques résultats généraux relatifs à ces tests. 11 a 

notamment obtenu des vitesses de convergence et étudié la convergence de 

cette classe de tests. 

L 
D.E. Barton dans [ 4 1 ]  a étudié le test Yk de Newman dans le 

cas où l'hypothèse nulle n'est pas entièrement spécifiée. 

Ce travail est consacré essentiellement à la généralisation d'un 

certain nombre de résultats obtenus par D. Bosq dans [5], [b], [7] au cas 

des processus strictement stationnaires et fortement mélangeants. 

Dans le premier chapitre nous définissons une statistique 

fonctionnelle S (.) à partir d'un noyau reproduisant de dimension finie k. 
n 

2 
Nous montrons que la statistique 1 S ( )  1 tend en loi vers une v.a. 

n 
-1 12 

dont la fonction caractéristique est donnée par [dét(~~-~ - 2it~)] 

2 
Les propriétés asymptotiques de 1 S . )  1 1 sont étudiées sous diverses 

alternatives. 



La matrice C étant inconnue, dans le deuxième chapitre nous 
,. 

construisons un estimateur C '  de C et nous déterminons la loi limite 
n 

A 

d'une statistique fonctionnelle définie à partir de C '  . 
n 

Dans le troisième chapitre nous déterminons la vitesse de conver- 

2 
gence de 1 1 S . )  1 1 vers sa loi limite (obtenue au premier chapitre). 

Dans le quatrième chapitre nous étendons l'étude faite au 

troisième chapitre aux deux cas : 

- le cas où le noyau reproduisant est de dimension finie qui, 

varie avec la taille de l'échantillon, 

- le cas où le noyau reproduisant est de dimension infinie. 

Dans le cinquième chapitre nous construisons et étudions les 

L 
propriétés asymptotiques d'une classe de tests, le test du x iisiiel 

fait partie de cette classe. 

Nous terminons cette étude (en appendice) par une simulation 

sur un autorégressif d'ordre 1. 



CHAPITRE 1 

LOI L I M I T E  DE LA S T A T I S T I Q U E  s ( )  DANS LE CAS D'UN 
n 

NOYAU DE DIMENSION F I N I E .  

COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE 1 1 S ( . ) 1 1 . 
n 

A - LES DONNEES DU PROBLEME.- 

1 - HYPOTHESES GENERALES. 

Dans toute la suite, nous considérons une suite de v.a. (Xn),?( 

définie sur un espace probabilisé ( n , A , p )  à valeurs dans un espace 

mesurable (E,B) où E est l'espace des observations, 8 une tribu sur E 

et soit une probabilité sur (E,B)  ; supposons que l'espace de ~ilbert 

2 
L ( v )  est séparable. 

En outre supposons que la suite (X ) est : n n?l 

1) strictement stationnaire, 

2) fortement mélangeant. 

Nous entendons par processus strictement stationnaire, une suite 

(n'na i telle que : la distribution des vecteurs aléatoires (Xm, ..., X ) m+n 

soit indépendante de m, pour tout m de INL , voir [29] p. 94 . 

Comme Ll] p. 156 , "Recent advances in mixing sequences of 

random variables p.2" ou encore [35J , nous appelons processus fortement 
C_j 

mélangeant, de coefficient de mélangeance a (on dira a-fortement 

mélangeant) un processus vérifiant : 



03 

où MF désigne la O-algèbre engendrée par XI,. . . ,X 
t et Mt+n celle 

qui l'est par les variables X , . . . ; que lim cl(n) = O , où a(n) 
t+n 

n*m 
est une suite décroissante de nombres réels yositifs. 

Soit (el, ..., ek) avec e z 1 une base orthonormale du 1 
2 

sous-espace Hilbertien Ek (k 2 2) de L (u) , nous désignerons par K(., .) 

le noyau reproduisant de l'espace Ek engendré par el, ..., ek ; alors 
K(x,t) s'écrit : 

k 
~ ( x , t )  = 1 e.(x) e.(t) avec (x,t) E E X E  

j=i J J 

en identifiant les e. et leur classe d'équivalence. 
1 

1 1  - CONSTRUCTlON DE LA STATlSTZQUE S ( .) . n 
n 

Considérons la statistique T (.) = 1 K(Xi,.) . 
n i= l 

En posant a = ' 1 e. (Xi) 
jn ni=] J 



Il est évident que : 

1 
posons enfin s (.) = -  [T (.) -E(T,(-)I 

n Jn n 

Remarquons que S (.) est à valeurs dans E '  sous-espace n 

vectoriel de E orthogonal à 1. 

Rappelons enfin que nous voulons chercher la loi limite de la 

v.a. S (.), pour ce faire nous donnerons d'abord deux lemmes. 
n 

117 - DEUX LEMMES. 

1 Lemme 1.  111 p. 157 .- Si X et Y sont deux v.a. réelles 
a3 

mesurables respectivement par rapport aux o-algèbres MF et Mt+, , n 3 1 .  

Si 1x1 < C I  \ Y I  < C 2  alors 



L e m m e  2.-[72] p. 9 9  .- Si 
(Xt) tsz 

est un processus strictement 

stationnaire, borné par C, centré et a-fortement mélangeant avec 

CO 

1 m< + a  (avec a(0) = 1) . 
i=O 

Alors on a : 

Démonstration: voir 1121 p. 99. 

8 - E T U D E D E  L A  L O I  L I M I T E  DE S (-1.-  
n 

Soit le vecteur V = (e2(.) ,..., e.(.) ,..-, ek(.)) 
J 

En posant 

Pour la recherche de la loi limite de S (.) , la démarche suivante va 
n 

être adoptée. 



1) Détermination de la loi limite de S' n 

2) Détermination de la loi limite de S n (.) à partir de celle 

t 1 - LU1 LIMITE DE s' n . 

Montrons que chacune des composantes de Sn que nous noterons 
n I e.(Xi), converge en loi vers une loi normale dont vj = 2...k 5" n = - 

Jn i=I J 

nous préciserons les caractéristiques. 

1 - L o i  LinLte de s poukto1Lt j = 2...k . 

Les e étant des applications mesurables de ( E ,  B E , u )  dans 
j 

(IR, BE) et (X un processus strictement stationnaire et a-fortement 
n n>l 

mélangeant alors quel que soit j , j E 12 ... k}  ( e . ( ~ ~ ) ) ~ ~ ~  J l'est aussi. 

Donnons d'abord le 

Lemme 3.- Pour tout j, j = 2...k (ej(~n))nll étant un processus 

l strictement stationnaire, a-fortement mélangeant et à valeurs réelles,sous 

l les hypothèses. 

l a) La loi des Xi est p. 

b) SUP sup (e.(x)l 
xcE js(2.. .k} J 

03 

C) 1 a(i) 
i= l 

alors 



Démonstration : Voir [3] p. 172 . 

Remarquons que Billingsley suppose dans son lemme (cf. [3] p. 172) 

que son processus (Xn)n> I 
est centré, cette hypothèse est "superflue" ici 

puisque 

Par contre, compte tenu de la définition du processus a-fortement 

mélangeant (s'agissant des v.a.) nous devons supposer ici que le processus 

(ej ('n))n> 1 quel que soit j e (2 ... k) est uniformément borné. 

Ceci dit la démonstration reste strictement la même dans la 

démarche que celle de Billingsley. 

ThZotème 1 . -  Pour tout j = 2...k (ej(Xn))n>i étant un 

processus strictement stationnaire, a-fortement mélangeant et à valeurs 

réelles. r 
Sous les hypothèses 

a) sup sup le.(x)l = F I < +  w 
XEE j ~ ( 2 . .  .k) J 

c) la loi des X. est p 
1 



alors c 2) Si en plus 

1) La convergence absolue de la série de terme général 

vient du lemme 3. 

2) Pour la loi limite de S" n voir [4] p. 440 . 

Remdnyueb : 

1) Si le processus (ejcxn))n,l est @mélangeant le théorème 1 
w w 

reste vrai en remplaçant l'hypothèse 1 a(i) c + - par >/Jiii) c + CQ ; 
i= 1 i= 1 

de plus on n'a pas besoin de supposer que le processus (ej (Xn))n21 
est 

uniformément borné puisque 

c'est-à-dire : 

2) Si le processus (e (Xn))n5 est m-dépendant c'est-à-dire 

00 

que les tribus MF et Mt+n engendrées respectivement par e.(Xl), J ..., ej(Xt) 
et ej(Xtcn ) ,... sont indépendantes pour tout t 2 1 et pour tout 

n de N* tel que n > m . Dans ce cas alors, on a ! 

-_-_--_--_____--__---_---- 
( 1 )  L signifie convergence en loi. 



Rappelons que l'indépendance correspond au cas où m = O . 

3) Le théorème 1 exige cr2 > O pour que la loi limite soit une 
j 

v.a. normale non dégénérée. Nous donnons une condition suffisante. 

Posons sup sup le. (XI 1 = M 
xeE j=2 ... k J 

alors le lemme 1 permet de montrer que : 

d'où une condition suffisante pour que cr2 > O (voir lemme 3) est 
j 

Si a(n) est de la forme 

alors la condition ( 1 )  s'écrira : 

- 
caho&kLi,4e 7 . ' -  Sous les hypothèses du théorème 1 et si en plus 

alors 
2 

bj = 2 . . . k  s'~--+N(O, o.) nondégénérée . 
n J 



2 Rmmyue : Si o = O alors S" O ceci se démontre 
j n 

aisément en utilisant l'inégalité de Tchebychev et le lemme 3 . 

Dans toute la suite de cette étude nous supposerons que 

V j = 2  ... k o a T > o .  
J 

2 - L o i  LhLte de SA . 
. L 

Nous avons déjà montré que vj = 2...k SnJ + Z où Z suit 
j j 

2 
une loi normale N(O,oj). 

Utilisons maintenant le théorème de Cramer Wald suivant pour 

*k- 1 
démontrer que SA + Z , Z étant une v.a. normale dans et possédant 

une matrice de covariance que nous préciserons par la suite. 

k Théoirème 2 .  - C i r a n t ~  W d d  [3] p. 49.- Dans R , la v.a. Xn converge 

I en loi vers la v.a. X si et seulement si toute combinaison linéaire 

des composantes de X converge en loi vers la combinaison linéaire corres- 
n 

pondante des composantes de X. 

I 

Pour appliquer ce théorème donnons nous la v.a. normale 

de matrice de covariance (O t) .- jj 3-2 ... k 
jt=2.. . k  



et montrons que : 

posons 
Yi 

= 1 t.e.(Xi) d'où 
j =2 J J 

Il est immédiat que : 
(yn)n? 1 

est un processus strictement 

stationnaire, a-fortement mélangeant P-centré et défini de ( R , A , P )  

dans (IR, $). 

Sous les deux hypothèses suivantes : 

') (yn)nZ1 
uniformément borné . 

on peut appliquer le théorème 1 au processus 
(~n)n>i . 



- 
'n 

est uniformément borné si e.(Xn) J l'est en effet 

m 

- 1 a(i) < + rn (hypothèse 4 du lemme 3 ) .  
i= 1 

On a donc : 

1 
n 

1 
n L 2 2 

- 1 Yi -N(O,C ) avec c2 = lirnE[- 1 YJ Jn i=l n++m n++m Jn i=l 

k n 
1 

posons A = - E [ I  e.(xi))'] 
n j=2 j 1=1 J 



Soit par stationnarité du processus (e. (X )) 
J n n>l ' 

k n- 1 n-v A = 1 t? + 2 1 - E ~ . ( X ~ )  e.(xv+l 
j =2 J v=l n J J 

11 1 

En utilisant la stationnarité du processus (Xn)nSI on a : 

n- 1 
n-v 

B = 1 tj tj, [ 1  - [E[e.(x1) ej,(xv+l)] + E k  ej(xv+l)lll 
j#j' v=l n 

J j 

En utilisant le lemme 3 

n- 1 w 
n-v EL~*'I~ = I + 2 1 - E ~ . ( x ~ )  e.<~~+~)] -t O *  = 1 + 2 1 

n v=l n J J n++m j v= I 

E[e.(xI) J e.(Xv+I)] J 

D'autre part le processus (X ) de vecteurs aléatoires réels n n>l 

est strictement stationnaire , a-fortement mélangeant et p-centré. Les 

ej (Xn) étant uniformément bornés vj = 2.. .k . 

on a alors 

n- 1 
n-v + e (XI) ej(Xv+l 1 - ~ j l  j v + l  jt >] -- 0 

v=l n n++m jj ' 

avec O jj' = 1 E[e,(X1) J ejl(Xv+l)? + v= 1 Ekj'(xl) ej(xv+~ 11 



n- l 
n-v B =  1 t. t [E - [~[e~(x~) ejl(xv+l)l "Ce j ej(Xv+l 1111 A 

j#jl J j1 v=l n n++m 

On a donc montré que : 

On obtient alors 

m 

Car si 1 a(i) < + w les séries de termes généraux. 
i= 1 

sont absolument convergentes j  et j ' = 2.. .k . 

1 
n L 2 

AprZs avoit montré que - 1 yi -4 N(0,c ) , nous allons chercher 
k 

Jn i=i 
2 

la loi limite de la v.a. E t j  Zj où Z suit une loi normale N(0, CI .) . 
j  J j =2 



suit une loi normale N(0,Var [ 1 t . z .]) (puisque les Z sont des v.a. 
j =2 J J  j 

centrées). 

E[Z~ zj1] = o jj' = 2.. .k 
jj' 

donc 

D'où on a bien 

c'est-à-dire : 

Le théorème de Cramer Wald nous permet alors d'affirmer que 

k- 1 
où Z est une v.a. normale dans lR de moyenne nulle et de matrice de 

covariance C définie par : 



(02 et o ont été définies à la page 9). 
j jj' 

11 - LOI LIMITE DE Sn(-). 

ThéohErne 3 . -  Sous les hypothèses suivantes : 

a) La loi des Xi est p. 

n k  
l 1 1 ej (Xi) e. (.) tend en loi vers alors la statistique Sn( . )  = - 
Jn i=i j=2 J 

k 2 
la v.a. U = 1 Z e. ( )  où les Z sont des v.a. normales ~ ( 0 , o . )  

j =2 j~ j J 
9 

telles que j = 2...k 2 > O . 
J 



Démonstration : 

2 
L'application g est linéaire continue ( 1 1 sn(.) 1 1 - 

2 
- I lsnl l k-1 . 

L (!JI IR 

La convergence en loi se conservant par continuité (cf. 131 corollaire 1 

p. 31). 

C - COMPORTEMENT ASYAdPTOTIQUE DE 1 1 S ( . ) 1 1 . - 
n 

1 - LA LU1 DES X. EST p. 
1 - 

- 
Ptropani.tion 7 .  - Le processus (n)n> i 

étant strictement station- 

naire, a-fortement mélangeant, de loi !J tels que : 

1) SUP sup le.(x)l = M <  
XEE j ~ ( 2 . .  .k) J 

2 L 2 
alors S . )  --* Q = 1 Z j  o ù  Q est une v.a. dont la fonction 

j =2 

I caractéristique est égale à : 



Démonstration : 

(théorème 3) . 

~'a~~lication : S . 1 1 S . )  1 1 étant continue. 
n 

En utilisant le fait que la convergence en loi se conserve par 

continuité on a : 

on conclut alors en utilisant le théorème 1. p. 88 de [9] . 

11 - LA LOI DES X. EST V .  
1 - 

I P k u p ~ h d i o n  2.- ( x ~ ) ~ ~ ,  étant un processus strictement station- 

naire, et a-fortement mélangeant. 

I 1) Si la loi de probabilité des X est v telle qu'il existe n 

j E 2 . .  pour lequel e soit v-intégrable et d'intégrale non nulle. 
j 

2) si sup sup le.(x)J = M <  
xeE jst2.. .k) J 

w 

3) 1 d X j - < + O o .  
i= 1 

Alors 

de plus 11s ( - ) I I  2 P.S.+ + m , 
n 

n++w 



Démonstration : L'application de l'inégalité de Tchebychev 

nous donne 

Le processus (ej (Xn) - aj)n21 est un processus strictement 

stationnaire a-fortement mélangeant et uniformément borné. 

d'où : 

.. m 

- a l 4  ( 3072 x ( 2 ~ ) ~  1 ~,(i)+ Elajn j (lemme 2). 
i= l n 

donc : 

d'où 

On conclut alors en utilisant le lemme de Borel Cantelli. 

A 1 
n 

P.S. 
D'où : a = -  1 ej(xi> + a = E[ej(x,)] = 

jn n i=l n++m j 

.. p. S. 
et comme a * a # O  

jn n++m j 



alors 

Remahque : Au vu de l'étude sur le comportement asymptotique 

2 
de 1 S . )  1 notre problème de construction de test se résume en ceci : 

Tester l'hypothèse H O "la loi commune des Xi est avec 

11 t(j = 2.. .k ej dv = O " contre 1' hypothèse H, la loi commune des 
f 

'i 

est v avec il existe au moins un j E 2 . .  tel que ) ej du # O " . 



C H A P I T R E  I l  

ESTlh4ATlON D E S  ELEMENTS D E  LA MATRlCE D E S  

COVARIANCES l = (oj .) j=2., .k . 
j1=2.. .k 

L O I  Ll!.ilTE D E  SA(  .) . 

Après avoir exhibé les éléments de la matrice des covariances C, 

nous chercherons à les estimer. Compte tenu du fait que dans la pratique ces 

éléments sont très peu maniables, car même si p est connue la loi du 

couple e l ,  j v + l  OU encore (e.(xl), ej l(Xv+l)) est inconnue, 
J J 

donc les quantités ~[e. (x,) e. (Xv+l)l et ~ [ e -  (xI) ej (xv+I)l Pour 
3 J 3 

j, j ' = 2.. .k sont inconnues d'où pratiquement o2 et 0 sont inuti- 
j jj ' 

lisables. 

Nous utiliserons les densités spectrales pour faire l'estimation. 

En effet pour un processus stationnaire vérifiant certaines conditions de 

régularité, il est commode d'utiliser des estimateurs spectraux. 

Compte tenu de la forme des éléments de C, nous nous intéressons 

ici à l'estimation de la densité spectrale en un point. 



2 
1 - ESTIMATION DE oj , j = 2 .  ..k . 

Rappelons que le processus (ej(~n))nZl est strictement station- 

naire a-fortement mélangeant et uniformément borné. Le lemme 3 nous 
CO w 

permet d'écrire sous l'hypothèse 1 a(i) < + ( 1 >/a0 < + 
i= 1 i= 1 

La série (E [e . (XI ) e (xv+ )] vzo étant absolument convergente, le 
3 

processus (e j (Xn))nll admet une mesure spectrale m j telle que : 

dm. 
et il existe une densité spectrale f = 2 où 1 est la mesure de 

j dl 
Lebesgue sur [- 71, T] . 

La fonction f.(A) est bien définie puisque la convergence de la 
3 

w 

série 1 eivA est uniforme en A. 
y=-w 

On a alors : 

Il est donc équivalent de se donner j ou f j . Le 
1 ; 

processus (e j (Xn))nl 1 étant réel f. ( A )  = - 1 cos Y 
J v 

271 v=-rn 

De plus comme (ej (Xn))n>l est strictement stationnaire 

w CO 

1 ,J 1 = - 1 E yj OC on a posé : £.(O) = -  1 
J V V 

271 v=-Co 71 v=o 



Posons 

Nous énoncerons des résultats tout à fait analogues à ceux 

Phopos&on 3 . -  SOUS les conditions suivantes : 

a) (e J . (Xn) )n21 est uniformément borné : 

d 
n 

1 )  ô2 j = 2 1 E cj est un estimateur convergent presque sûrement 
V V v=o 

2 
et en moyenne quadratique de 

a j . 

2) si 1 Ih(ï,s,h) 1 < + a' où 
r,s,h 



Démonstration : 

1 > 

soit 

La série de terme général J 
(~v)v30 

étant absolument convergente 
a, 

[Y: 1 ---+ O comme reste d'une série absolument convergente. 
v=d +1  n++w 

n 

d 
n 

d 
2 n 

j 5 2 M  E 2.- E - lyVl + O (sous l'hypothèse d)). 
v=O n v=O n n++m 

Il reste donc en fait à montrer que : 

d 

d 
n 

d 
n 

n-v j 
P[Z 1 lcj - - yvI 

j - n-v j > 5 E p[IcV - 
v=O n v=O n 

" 1 ' 2(dn+l)- 

1 
n-v 

,j n-v j = -  n-v J 
v Y v e . Oh> e (Xh+v) - - 

n n h=l J n 

1 
n-v 

= - 1 tej (3) ej (%+,) - Yi] 
n h=l 



j 
(e (\) j (\+VI - ~ v )  va 1 

est un processus strictement stationnaire , 

a-fortement mélangeant et uniformément borné 

L'inégalité de Tchebychev nous donne : 

aonc 

Soit : a 

5 
d 3072 x 2 x M8 1 (d n + I )  
n i=O n-v j x pc2 1 I C ~  - - yVI > J < 4 n 2 

n E v=o 

d5 n 
La série de terme général 7 étant convergente donc 

En conséquence, en utilisant le lemme de Borel Cantelli 



Pour la convergence en m.q. voir PO] . 
2) voir [IO] p. 527-532. 

Remarquons que nous avons utilisé le périodogramme "tronké 

-2 
en d " pour obtenir notre estimateur O . 

n j 

7 7  - ESTZMATZUN DE a 
jj l 

j # j l .  

O 
jj l 

est lié au processus strictement stationnaire (ej(Xn), e .(Xn)) 
j n>l 

Nous savons par ailleurs (cf. chapitre 1) que sous la condition 
m  

1 a(i) < + m  alors 
i= 1 

On a donc existence d'une densité spectrale appelée "cross spectral density 

function" définie par : 

Utilisant la stricte stationnarité du processus (ej (Xn), e (X ) )  j' n n>l 
- 1  e l .  

= O alors au point v = O on a : 



Comme précédernent nous considérons l'estimateur obtenu par 

la troncature en m n tel que : 

m 

"1 1 n-v 
J J = - 1 e. (%> ej I (Xh+v) avec O S v S n - 1  
V n h=l J 

' 1 '  1 n-v 
cJ 3 = -  1 e 1 (%> ej (%+VI avec ~ < v < n - 1  . 
v n h=l 

.. 
Sous certaines conditions a est un estimateur convergent de a 

jjl ' jjl 

c'est l'objet de la : 

P ~ o ~ O A ~ O ~  4.-  Sous les hypothèses a) et b) de la proposition 3 .  

Si en plus 

1) lim m = + 03 n n++m 
C 

.. n 
alors a - - 1 (cjjl + cilj) est un estimateur convergent presque 

jjl v=l V 

sûrement et asymptotiquement sans biais de a 
jj' 

Démonstration : Elle est exactement la même que celle utilisée 

au point 1 de la proposition 3, donc ne pose aucune difficulté. 

Etude du biais 



donc o est un estimateur convergent P.S. et asymptotiquement sans 
jj ' 

biais de a 
jj' ' 

En conclusion la matrice C a été estimée par la matrice 

A 

nous servira à une légère modification près à la détermination de la 
Ln 

loi limite de S .  . 
n 

B - LOI LIMITE DE S A ( . )  a -  

- 
1 - DETERMZNATZON DE B . 

n 

,. 
Nous avons montré que ln ' ' + 1 , de plus comme on a convergence 

n++m 
. - 

composante par composante et k est fini alors 1 Iln - 11 1 Ek-l -t O 

c'est-à-dire que En converge au sens fort (au sens de la norme) vers 1. 
A A 

Cependant In n'a aucune raison d'être définie positive, ln est presque 

sûrement asymptotiquement définie positive puisque 1 matrice de covariances 
est définie positive. 



.. 
Par ailleurs on sait que Ln et 1 sont bornées. 

1 

Nous allons chercher une matrice Ln 
telle que 

.. 
b, 1; strictement définie positive. 

Rappelons une fois pour toute que la norme que nous considérons 

2- 1 
ici est la norme usuelle dans 

1 

et considérons la matrice ln 
définie par : 

k- 1 
où 1 est la matrice identique dans IR , nous montrerons successivement 

que : 

1 

a n --+O et ln strictement définie positive . 

k- l - pour v E: IR tel que llvll < 1 on a : 

d'où 

donc 

inf <ln v, v > + O  . 
I lvl l$l 

En conséquence : 



'41 - 
et par suite ln = ln + an 

P.S., 

n++w 
1 .  

A 

- Pour montrer que 1; est strictement définie positive, il 
A 

suffit de montrer que pour 1 Ivl 1 = 1 on a v, v> > O . 
'4 1 A * 

iln v, V> = ((1 + a I) v, v> = <L V, V> + u <v, v> 
n n n n 

A 

= <Ln V Y  v > + a  n I I V ~ ~ *  

.. 
= <ln v, v> + u ( \ I V \ ]  = 1) n 

'4 

= '1, v, v> + a > O (compte tenu de la définition de 
n "n ) .. - 1 

d'où pour llvll = 1 <1: v, v> > O donc ln est strictement définie 

positive. 

Donnons le 

Chaque transformation symétrique positive A admet une racine 

carrée symétrique positive et une seule qu'on désigne par = fi. 

Celle-ci peut être représentée comme limite (au sens fort c'est â dire 

au sens de la norme définie dans l'espace considéré) d'une suite de polynômes 

de A et, par conséquent, est permutable avec toutes les transformations 

qui sont permutables avec A. 

Le théorème ci-dessus nous permet de dire qu'il existe une 

matrice B unique, symétrique et définie positive telle que : 



.. 
De même il existe une matrice B unique, symétrique et strictement 

n 
CI 

définie positive (1: étant strictement définie positive) telle que : 

Par ailleurs l'application : 

où A est une matrice définie positive est continue, d'où : 

.. 6 P *4 c'est-à-dire encore B P.S. 
donc P B .  

n 

.. 
B étant une matrice strictement définie positive, elle admet 
n 

une matrice inverse (voir proposition 3 p. 73 de [14]) que nous notons 
A - 1 

par Bn . 

Nous supposons en plus dans cette partie que la matrice des 

covariances 1 = (o j  ') j=E.. .k  est inversible, remarquons que cette 

j V = 2 . .  .k 

hypothèse est raisonnable dans le cas de la faible dépendance (le cas 

d'indépendance correspondant au cas où 1 = 1 voir [5]). 

- 1 1 inversible entraîne B inversible, soit B l'inverse de 
^ 1 .. 

P.S. P.S. 
% 1 donc B -1 P.S.+ B-l 

7 ln n F B  etparsuite B n - et 

;- 1 - 1 et B sont bornées. 
n 



Nous nous proposons maintenant de résoudre le problème suivant : 

où Z est la v.a. définie en page 9 . 

Ce résultat est sûrement connu mais nous ne l'avons pas vu 

dans la littérature. 

Nous le montrons à partir des fonctions caractéristiques 

.. - 1 1 
Pour montrer que B S' -4 8-1 Z , il suffirait de prouver n n 

que A et B tendent vers O. 

à cause de la continuité de la fonction caractéristique de la v.a. Z. 

En effet Z suivant la loi normale N(O,~) sa fonction 

caractéristique s'écrit : 

donc continue 



Utilisant l'inégalité classique suivante : 

le i<a,b> - ei<a' yb' > \  < ,in(2, I<a,b> - <a' ,bl>() 

C1 
I -- 1 - 1 

i<s,B Sn> ,. i<t, Bn SA> n 
1 -EL- II -. Jk-1 min(2, L / (B~'x/ 1 )  dhn(x) ('1 

SUP \Et? 1 \ t-s ( \ 4E 

où An est la loi de SA . 
A 

B 
- 1 

Soit h la loi de la v.a. Z , pour E assez petit , n 

étant borné 

A -1 P.S. -1 
D'autre part on sait que Bn r B  et An - h  d'où 

pour E assez petit et n assez grand 

min(2,~ \ I B  \ A )  (3) + 1 lEk-l m i n ,  E \  1ii1x1 1 1  dhn(x) - Jnk-1 

De même, pour E assez petit 

En combinant (3) et (4) on obtient 

A 

min(2, E ( \ ~i'xl ( ) dhn(x) z 2 n . 

Soit maintenant K un compact, on sait que de tout recouvrement 

de K par des ouverts on peut extraire un sous recouvrement fini. 
J 

Posons alors K = u B. (C E) où B. (C E) désigne la boule de 
j=l J j '  J j' 

centre C et de rayon E, E étant aussi petit que l'on veut. 
j 



A - 1 A - 1 A 

i<t,B SA> i<t ,B-]Z> i<t,B SA> i<c ,B-'s'> 
n 

1 - ~ [ e  ] - ~[e 
tsB 

j n]i + 
t€B 

- 1 - 
i<c j yBn SA>1 - i < ~  ,B-]Z> i<c ,B-'z> 

j 
i<t ,B-'Z> 

1 l + SUP lECe 
j 

tsB tsB 
1 - 4 e  II. 

En utilisant les relations (l), (21, (3)  et ( 4 )  on obtient : 

En conséquence : 

J étant fini on a : 

donc on a convergence uniforme sur tout compact. 

On a donc montré que A et B tendent vers O d'où 

D'autre part, il est connu que si X est une v.a. dont la matrice 

des covariances est CX , la v.a. Y = MX où M est une matrice régulière 

a comme matrice des covariances C = M C M' (M' désignant la transposée 
Y X 

de M). 

- 1 
La v.a. B Z a donc comme matrice des covariances 

c = (B-])(Z)(B-')~ = B-' z B-' (B-' étant symétrique 
B-IZ 

- 1 
B = (B-l)l) . 



2 
Comme C = B alors 

En conclusion : 

A - 1 L - 1  - 1 
SI -+ B Z et B Z suit la loi normale de moyenne nulle 

Bn n 
k- 1 

et de matrice des covariances l'identité dans IR 

où les ' i sont des v.a. normales N ( 0 , l )  et indépendantes (car pour 

une loi normale si la matrice des covariances est diagonale alors les v.a. 

constituant le vecteur aléatoire sont indépendantes). 

A - 1 
Ce qui termine la recherche de la loi limite de B n S' n . 

I I I  - LOI LIMlTE DE Sn(.) 

Pt~opaa&ian 5.- Sous les hypothèses di1 théorème 3 et des 
6 - I 

propositions 3 et 4 la statistique SI(.) = -Bn S :  L T  (où S' et V 
n n 

ont été définis au chapitre 1 p. 4). 

k 
Converge en loi vers la v.a. U = C i  1 ) où les 

'j 
sont 

j =2 j 

des v.a.r. normales centrées réduites et indépendantcls. L 
Démonstration : Immédiat, elle est la niFrne que celle donnée 

au théorème 3. 

CU~O&!&L 2.- Sous les hypothèses de Îr- l  proj>osition 5 

2 L 2 , Q où Q suit un x i - 1  d.d.e. 



Démonstration : Immédiate, elle est la même que celle donnée 

à la proposition 1. 

Remahoue : Nous obtenons ainsi un résultat assez intéressant 
2 

compte tenu de l'importance de la loi du x dans les tests statistiques. 

I V  - QUEL@lES E X E M P L E S .  

3 
Nous traiterons deux cas : le cas IR2 et le cas IR . 

2 7 - C a  I R .  

donc 

1 
n 

d'où 
L  C.1 e2(xi)12 ---+ X2 à 1 d.d.e. 

^2 n i=1 n++m 
O + a  
2 n 

3 ? - C a  IR. 

A 

Nous allons déterminer les éléments de la matrice B telle 
n 

que : 

Posons 

n 

car B est symétrique . 
n 



On o b t i e n t  l e  système su ivan t  : 

2 -2 a) bn = O . Alors a = u2 + a e t  c2 = ô2 + u 
n n n 3 n '  

d 'où n -/v n e t  c n = n 9  
a - 

seu le s  l e s  q u a n t i t é s  p o s i t i v e s  conviennent puisque B n d o i t  ê t r e  d é f i n i e  

p o s i t i v e ,  donc 

e - 1 L 2 
par  s u i t e  S '  4 N(0,I) où 1 e s t  l a  mat r ice  ident ique  dans IR , Bn n 

A - 1 2 1  I B ~  SA\  1  4 x 2  à 2 degré de l i b e r t é  . 
.. 
0 

2 3 
b) bn # O . On é c r i t  a l o r s  a n + c n = - , 

A .. n 
- puisque bn # O donc 023 - a32 = O s i  e t  seulement s i  a n + c n = O , 

a + c  = ( ) = > a  = -  c d'où 
n n n n 
2 2 2 2 -2 - ô 2 + u  => ô2 = â2 dans ce ca s  a + b n = c  + b n = u 2 + d n  
n n - 3  n 2 3 



A 2 A 

alors B_ n'est pas définie positive car Vv E R . <B n v,v> n'est pas 
II  .. 

2 
toujours positif. En effet posons v = (v,,v2) <B v,v> = (vf - v2) n 2 n 

si Iv21 > I V ,  1 alors <B v,v> < O . 
n 

En conclusion, pour que B soit définie positive si bn # O , n 
6 

il faut et il suffit que u23 = 032 # O donc dans cette partie on a 

En calculant a et c en fonction de b on obtient n n n 

2 -2 
remplaçant a par sa valeur (1) dans l'équation a + b2 = n2 + an , 

n n n 

obtient une équation en b dont la résolution donne : 
n 

r 



Remarquons que b n existe puisque 

- 1 

(la matrice ln étant strictement définie positive, son déterminant est 

strictement positif). 

+ ) + (ô: + an) > O (définition de A2 + ô2 + 2 o = (u2 
3 ,  "2 3 

on) ' 
n 

Enfin, la connaissance de b permet de déterminer a et c 
n n n 

par les relations ( 1) et (2) . 
n 

Connaissant alors a , bn et c B est connue et on calcule n n '  n - - 1 
aisément B (inversion d'une matrice carrée ce qui est classique). 

n 



ETUDE DE LA V I T E S S E  DE CONVERGENCE DANS LE CAS 

OU LE NOYAU E S T  DE DIMENSION F I N I E .  
.............................................. 

Nous avons montré au premier chapitre que si le processus 

( X  
2 L 

suivait la loi u alors 1 1 sn( .) 1 1 -4 Q o u  est une loi 
n n>l 

-1 / 2  
dont la fonction caractéristique est donnée par [dét(~~-{ - 2it 

Dans cette partie nous chercherons la vitesse de c.onvergence. 

De nombreux auteurs ont étudié, dans le cas où les v.a. X sont indépen- n 
k 

dantes et dans IR la vitesse de convergence de P vers sa loi limite @ n 

1 
n 

(Pn est la loi de probabilité de la v.a. Tn = - 1 Xi et la loi 
Jn i = I  

normale limite de P ) .  
n 

On pourra consulter notamment cl 53 , [I 61 , [17] , [18] , [19] , 

[201, C211, r221. 

D. Bosq dans [5], [6] , [7] étudiant les tests hi lbertiens dans 

le cas des v.a. indépendantes a obtenu une vitesse de convergence de l'ordre 

Plus précisément, il a obtenu en supposant que : 

(les e j = 2.. .k étant le système orthonormal cf. chapitre 1). 
j 



où Q est une loi du X2 à (k-1) d.d.1. 

et Co une constante universelle . 

En utilisant une majoration dfEsseen [15], on obtient dans le cas 

où les v.a. sont indépendantes un majorant de la forme D n 
-(k-1) /k 

k- 1 où la 

constante Dk- 1 ne dépend que de k et des moments d'ordre 4 de e.(Xi). 
3 

Cette majoration est valable sous l'hypothèse supplémentaire 

Malheureusement Esseen ne donne pas la valeur de cette constante 

Dk-l , ce qui rend cette majoration inutilisable lorsque la dimension du noyau 

varie avec la taille de l'échantillon (kn avec lim k = + m )  ou encore 
n++m n 

si cette dimension est infinie. 

Par contre la majoration (1') permet cette généralisation voir 

~ o s q  [5] , [6] , [7] . 

Dans la "littérature" enfin, nous n'avons guère trouvé d'article 

relatif à la vitesse de convergence dans le cas des processus stationnaires 

multidimensionnels. Cependant nous avons cherché à exploiter l'article 

d'Esseen dans le cadre de nos hypothèses particulières. 

L'hypothèse (H) suivante est valable pour toute la suite 

de ce travail. 

sup sup (e.(x)l = M < + w  
xsE j=2.. .k J 



7 - GROUPEMENT SOUS FORME DE PAQUETS DE si  n . 

S:, = 

Posons : 

Il es t  f a c i l e  de  v o i r  que : 

D e  même 



Par conséquent 

Lemme 4.- On suppose réalisée l'hypothèse (H). 

Soit h le plus grand entier tel que 

p ' k l  
Soit m la partie entière de - 

On pose : 



l? étant déterminé par l'impossibilité de construire Yt+l et Z ~ + i  à la 

fois selon le schéma : 

YI , Zl ,..., Y. 1 , Zi ... tel que 

- 
Démonstration : On remarque d'abord que, par stationnarité, 

tous les Yi ont même loi de même que les Zi pour 1 s i 5 C. Il suffit 

donc pour 1) et 2) d'étudier YI et Z1 . 

1) Par hypothèse on a : 

d'où 



donc : 

O $ A s 
2 +2(A s ) 112) 

n,k n,k - '1  I y l  1 1  ' ',,k (sn,k n,k n,k 

on tire alors : 

k m .  k m 
E I  lz11 j 2  = E [ I  [1 w:]~] = -! 1 E L  1 e.(xi)/ 2 

j=2 i = l  n j=2 i=l J 

donc 

Pour les points 3) et 4 )  voir [II p. 159-160 oii [24] p. 35-38 , il suffit 

de remplacer les produits par des normes. 

Déterminons maintenant h, m et 1. 

m est la partie entière de p]' '* 



donc 

Soit L =  inf E [ S ; ~ ] ~  ( L < + O  car y j z 2 . . . k  ~ [ s ' j ] ~ < + m )  n 

j = 2 . .  .k 

d'autre part 
m 

donc 

Par conséquent 

donc 

de même on montre que 

Pour la détermination de h on écrit que : 

et on montre que 



et comme C(m+h) < n < (L+ 1 ) (m+h) 

alors h = O(n 112) 

Nous avons donc 

Lemme 5 . -  Avec les mêmes notations et hypothèses qu'au lemme 4 

Démonstration : 

j j j j IECW~ zi1] / S 4 IwVI Izil 1 ct(mv) où m = v - (i'h + (il-1)m) v 

d'après ce qui précède 

d'où en remplaçant les différentes quantités par leurs valeurs 



donc : 

d'où le résultat annoncé. 

Remarquons que E /  IY,I l 2  = A ( 1  + o(1)) et E (  (znl l 2  = o(1). 
n ,k 

Q est une v.a. dont la loi a comme fonction caractéristique 

La matrice C a été définie au chapitre 1 p. 9 

2 k - 2 k s '  = (Yn + Zn> avec Yn = (yn , . . . , Y,), Zn - (Zn , .  ., Zn) 
n 

donc 



où E est un nombre positif aussi petit que l'on veut et qu'on choisira 

par la suite et a un nombre positif. 

On obtient alors 

Nous savons d'autre part que 

I IynI I ' I Iyn + znl l + l lznl l 

d'où 

On obtient en définitive 

Posons : 

La recherche de la vitesse de convergence consistera à calculer les 

3 quantités A, B et C. 



8 - VITESSE DE CONVERGENCE.- 

Donnons d'abord quelques lemmes préliminaires. 

Un lemme dû à Esseen dans son esprit. 

Lemme 6.- Soit a et E deux nombres constants donnés 

1 tel que O <  E < a .  

Il existe une fonction H(xl, ..., x ,a,€) = H(p,a,~) k- 1 
2 

dépendant uniquement de p = x + ... + x 
2 

1 
telles que : 

k- 1 

1 1 1 pour O 4 p < a 
H(p,a,~) = 

O pour p 2 a + E 

1 et \H(~,~,E)\ s 1 pour tout p. 

De plus la transformée de Fourier de H est 

,a,~) = h(r,a,e) dépendant uniquement de r = d 2  + . . . + t 
2 

h(tl 't2,. . . ,tk-l 1 k- 1 



Démonstration : 

1) Soit la fonction Ga(xI, ..., x ) définie dans IR k- 1 ( k k 2 )  k- 1 

de la façon suivante : 

G a ~ x l , ~ ~ ~ , x k - "  = [ 
O sinon 

où a est un nombre positif. 

La transformée de Fourier de G s'écrira : 
a 

2~ra (k-1112 Jk-l (ar) 
ga(tl 9 . . ,tk-$ = [+ - r = X: + ... + t 

2 
2 k- 1 ' 

Jk- ] ( z )  - désignant la fonction de Bessel d'ordre - k- 1 au point z . 
2 2 

Considérons la fonction 

GE(il ,..-, ik-]) del dik-] oii O < E < ~  

de (1) on obtient : 

k- 1 et IM(x] , . . . ,xk- ) 1 s 1 pour tout x î IR 



La transformée de Fourier d'un produit de convolution étant égale au 

produit des transformations de Fourier correspondantes de ces fonctions, 

la transformée de Fourier de M(xl,...,x k- 1 ) est égale à : 

Jk-l (cr) 

on obtient de (2) et (3) 

h ( r , )  est la transformée de Fourier de la fonction 

1 si p s a  

H(P ,a,&) = 

O si p ? a + ~  

k- 1 
etpourtout x de IR IH(P,~,E)/ 5 1 

2) En utilisant les inégalités classiques sur les fonctions 

de Bessel (voir [23] p. 373). 

Jk-1 (2) 

12 1 pour tout z positif (5) 
71. JZ 

En considérant (5) on obtient : 



d'où 

3) En considérant à la fois les relations ( 4 )  et (5) on obtient : 

soit 

Remarquons qu'~sseen, dans la démonstration de son lemme 11 51 

p .  102-103, ne donne pas la valeur des constantes Cl(k) et c2(k). 

r 
Posons : Pn(E) = f (x) dx où f (x) désigne la 

J E  n n 
L 2 k 

fonction densité de la v.a. Y , (Yn = 1 Yi et Y. = (Yi , . . . , Yi)) . n i= 1 
1 

P(E) = w(x) dx où w(x) désigne la loi normale N(O,L). 
iE 

Posons enfin : 



où f(t) est la fonction caractéristique de la loi normale N ( 0 , Z ) .  

A n (t) est la fonction caractéristique de (fn(x)-o(x)). 

Il est immédiat à partir de la formule d'inversion de Fourier que : 

où H et h sont les fonctions définies au lemme 6. 

Les propriétés de la fonction H (cf. lemme 6) nous permettent 

d'écrire en considérant la relation (6) ci-dessus : 

on a donc : 

Posons : 



La recherche de C consistera tout d'abord3 majorer les 

1 2 
quantités A (t) et An(t) . 

n 

Lemme 7. - 

1 
Idn(t) 1 < 4&(m) 

Démonstration : Immédiate, il suffit de remplacer e i t ~  

i<t ,Y> 
par e et $(n) par a(n) dans [24] p. 39. 

Lemme 8.-  t E I R  
k- 1 

alors pour n assez grand 

Démonstration : 

les Yv, v = 1, ..., 1 étant de même loi et u-centrées alors 



pour n assez grand on a : 

donc 

Utilisons maintenant l'inégalité classique suivante 

Par conséquent : 



Supposons maintenant que la matrice C est inversible. 

Posons : 

De plus B I  > O (cf. ~ r o ~ o s i t i o n  7 p. 79 de [14]). 

Il vient donc : 

alors 

donc 

k- 1 i.emm~ 9. -  Pour tout t E IR tel que : 

- 3 
où B I  et 3 I ltl I 3 f i ]  gn gn 

ont été d é f i n i s  au lemme 8 , 

alors pour n assez grand : 

Démonstration : On écrit encore 



donc : 

et on utilise l'inégalité classique 

c'est-à-dire ici : 

3 3 

2 1 3 3 -(1/2)E<t,~,>~+(l/6)~1 ]y1 I I  1 Itl 1 1 I - - E < ~ , Y  > + - E I I Y , I I  lltll s e 
2 v 6 

Le processus (YV)V=l. .R est stationnaire donc 

3 3 e i<t,Y > R ( - ( ~ / ~ ) E < ~ , Y ~ > ~ + ( ~ I ~ ) E I  IY, I I  I ItI I 
I ECe s e  

et pour n assez grand 

Lemme 70.- 

k- 1 
Pour tout t e IR 

2 
Démonstration : Immédiate car 1 1 t 1 1 5 <Xt ,t> . 



Lemme 7 7 . -  Sous l'hypothèse générale (H) 

où KI est une constante indépendante de n et de k. 
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2) gi 5 K2(-) où K~ est une constante indépendante 

n 

3) Il existe une constante 
K3 

indépendante de n et de k 

telle que : 

Démonstration : 

3 3 
1) 'di = i...t E I  Iyil 1 = E I  I I  (les yi , i = i . . . ~  

sont de même loi). 

En utilisant les propriétés des normes dans L (voir [26] p. 53) on a : 
P 

 a autre part nous savons par définition de la longueur h 

On obtient alors : 



En conséquence : 

3 0 7 2  M4 1 a) 
K l  = [ i= 1  

E n  posant a 

1  + 8 F12 1 a ( i )  

CO 

3 = 2  K ( 1  + 8 2 a ( i ) )  112 
gn 6 K2 C l 4  avec K~ 1  i= i  

n 



Posons 

A2 > (k-1) L L par conséquent . 
n,k 

7 7  - CALCUL DE A, B ET C. - 

di inégalité de Bienaymé Tchebychev nous permet d'écrire : 

Par ailleurs 

donc 

d'où 

Le choix de E nous permettra donc de trouver une majoration de A. 

Nous ferons ce choix à la fin. 



B = sup I P C ~  4 (a + €1~1 - P[Q s a2] 1 
a&+ 

f (x) désignant la fonction densité de la loi dont la fonction caracté- 
k 

-112 
ristique est égale à gk(t) = [dét(Ik-, - Zit C)] 

Supposons maintenant que C est strictement définie positive, 

alors il existe une matrise S symétrique et orthogonale telle que : 

- 1 
S DS = C où D est une matrice diagonale formée des valeurs 

propres de C. Notons par d , j 1 2 ces valeurs propres (bj 3 2 , 1 

j 

d. > O puisque C est strictement définie positive). 
J 

Il est alors innnédiat que : 

k -112 
= L n  (1 - 2it d.)] 

j =2 J 

L 
Pour k = 2 ou 3 la densité de la v.a .  Q = Z j  (dont 

j =2 - 

la fonction caractéristique est égale à @ét(~~-] - 2it~)I - ' 1 2  est 

majorée par 

Pour k > 4 (t) est intégrable , sa densité fk(x) gk 

est donnée par : 



k 
I g k ( t ) I  d t  = j n [(l - 2 i t  d.)] 

-112 
d t  

IR j=2  J 

donc 
k 

\ g k ( t ) l  d t  6 2 + II [(l - 2 i t  d . )  (1  + 2 i t  d.)] -114 d t  

I t 1 3 1  j = 2  J J 

k 2 2 -114 d t  
(1 + 4 t d . )  

I t l > l  j=2  J 

2 -214 
C 2 + ( 2 6  n d . )  

J 
( t 2 y 3 I 4  d t  

j =2 

Posons  d = i n f ( d 2 ,  d3,  d4)  a l o r s  

d ' o ù  

P a r  conséquen t  : 



Ici aussi il suffit de se donner E pour avoir une majoration 

de B. 

donc 

Posons 

Calculons maintenant C; et C;. 

et cf. (lemme 6 1 3  P.  4 9 ) .  



La formule de Stirling nous permet de dire qu'il existe 

deux constantes b l  et b2 tels que : 

2-112 -2 

b l  e 6 s  T(Z) s b  z 2-112 e-z 6 
2 , z > o  

on obtient donc 

Soit après simplification 

donc 

1 k-l cy 1 4 (-) ea(rn) 1 Ih(r,a,~) 1 dt 
27r r>, l 



C2 
= c 1  + Cl' avec 

2 2 

En appliquant successivement les lemmes 8 et 6, on a : 



On obtient alors après calcul (intégration et utilisation de 

la formule de Stirling). 

Soit 

En utilisant les lemmes 6 et 9 et en appliquant la formule 

de Stirling on obtient 

De même en utilissnt les lemmes 6 et IO on obtient : 



par ailleurs nous savons que (lemme 6) 

d'où on obtient successivement, comme k est constant 

III - RECAPITULATIF : DETERMINATION D E  LA VITESSE D E  CONVERGENCE. 

1 - Le cab g CnCkaX. 

Choisissons maintenant E 

Nous savons d'autre part (lemme I I )  que : 

3 
gn 2 Kg II où K~ est une 

constante indépendante de n et de k. 
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gn I K2 (-) K2 étant une constante indépendante de 

n 

On obtient alors le 

1) Si la loi des X. est p. 
1 

2) Si sup sup 1 e. (x) 1 = M < + m 

xeE j~(2.. .k} J 
m 

3) Si 1 m < + w  
i= l 

Pour n assez grand on a : 

Démonstration : Il suffit de remplacer dans les relations 

3 
(141, (151, (16), (171, (181, (191 et (201, E , 9, m et g n 

par leurs 

valeurs respectives . 
Nous obtenons ainsi une vitesse de convergence qui est fonction 

de a, du coefficient de mélangeance a(n) et de la dimension du noyau. 

Remarquons que pour a = n 

Ce qui veut dire que pour a = n , la vitesse de convergence 

ne tend pas vers O , ce qui est sans intérêt. 



Il serait plus intéressant que la vitesse de convergence 

tende vers O quand n tend vers l'infini. 

Définissons pour cela un ensemble de suites (hn) pour 

qu'il y ait convergence. 

Ainsi donc soit (an) l'ensemble des suites tel que 

C' est-à-dire : 

seul le point 1) pose problème car pour le point 2) à b n donné 

on peut toujours choisir a(n) (la suite a(n) étant à notre disposition) 

9/1 (bn) (k-2) 12 + 0 . pour que n 
n++m 

On montre aisément que la suite b n = (n) l 4 k 1  convient. 

En effet : 

n ( 1 k 1 3 1 1  - )  a (n Il4) - O 
(il suffit pour cela de prendre 

n++a 
n 

a(n) = a  p , a > O ,  p r [0,1[ et n l  1). 



On montre de même qu'en prenant b = Log(2 + n) n 2 1 , 
n 

on a convergence de la vitesse de convergence. 

L'ensemble des suites (&) que nous avons défini plus haut 
n 

n'est donc pas vide. 

On a le : 

- 
Cot~ofl&e 3 . -  Sous les hypothèses du théorème 5. 

a(n) étant une suite à notre disposition. 

I Il existe un ensemble de suites (CL ) tel que quelle que 
n 

soit la suite b (lim b = + m) appartenant à (d ) .  
n n++m n 

SUP [P[IIS~(.)II~ c a? - P[Q i a2]1 - 0  
a$b 

n n*w 
b eun n 

plus précisément : 

~ ~ m a k q u t  : La vitesse de convergence obtenue dépend de b 
n 

c'est-à-dire du rayon de la boule. 

2 - Exmple,5. 

Prenons pour toute la suite b = (n) 1/4(k-1) 
n on a : 

faisons deux choix successifs du coefficient de mélangeance. 



r cVkV.ktaihe 4.- Sous les hypothèses du théorème 5 

1) Si b n = n  
1 /4(k-1) 

n 
2) Si a ( n ) = a p  , a > O , O s p < l  et n'1. 

Alors : 

2 2 2 1 114 
s UP [ P I I I s ~ < . ) I I  s a J - P[Q s a]/ = O[?] 
1 /4(k-1) n 

ain 

r cVhv.kt&(? 5.- Sous les hypothèses du théorème 5 

I alors : 

Démonstration : Pour les 2 corollaires 4 et 5 il suffit 

de prendre dans (21) successivement 



Remmque : Dans ce chapitre en dehors de l'hypothèse générale H, 

nous n'avons fait d'autre hypothèse particulière (nous avons supposé C 

inversible ce qui n'est pas une hypothèse "contraignante1' pour de faible 

dépendance). Ceci dit la vitesse de convergence obtenue dépend du coeffi- 

cient de mélangeance et de la suite b (rappelons que nous avons fait n 

notre majoration dans une boule de rayon a). 

Si a(n) vérifie n 9/16 a(nl/4) .(k-2)/2 - 0 .  

Cette vitesse de convergence n'excède pas 

1 114 (k-2)/2 
tend pas vers O ou - )  a ne tend pas vers O , le théorème 5 

n 

reste vrai mais sans intérêt. Ce qui nous a d'ailleurs amené à considérer 

l'ensemble des suites (an) assurant la convergence de la vitesse de 

convergence. 



CHAPITRE IV 

ETUDE DE LA VITESSE DE CONVERGENCE DANS LES CAS : 

- D'UN NOYAU DE DlhlENSlON FINIE ?UT VARTE AVEC LA 
TAILLE DE L'ECHANTILLON. 

- D'UN NOYAU FIXE DE DIMENSION INFINIE. 

A - INTRODUCTION ET NOTATIONS.- 

Ce chapitre est consacré à l'extension des résultats obtenus 

au chapitre III aux deux importants cas : 
k 
n 

1 z I A j I  3 / h j + ]  I > O  pour j :: 1 

2 
on suppose en outre que 1 A .  < + m. 

j = 1 J 

On suppose que les e forment un système orthonormal dans 
.-. j 02 

L 
L (p) et que la convergence de 1 A .  e. 8 e a lieu au sens de 

j = i  J J  j 2 
L (1.i @ u)  . 

- Si le noyau est de dimension finie qui varie avec la taille 

de l'échantillon, nous posons : 

k 
2 

Uk 
= f . e,.) où Z . % N ( O , o . )  (cf. chapitre1). 

n j = 2  J J J J 



k 
2 2 " 2  1 I I  ( 1  luk I I  = Z.) est une v.a. dont la fonction 

n n j =2 J 

- 2itc)l -1 /2 
caractéristique est b é t ( ~ ~  -I 

n k -1 
n 

Ik - 1  
désigne la matrice unité dans IR 

n 

((Jj j 1 

dé£ ini au chapitre 1) 
n 

faisons enfin l'hypothèse H' suivante : 

V ~ E N *  sup sup l e . ( x ) I = ~ ~ < + ~  
xsE j=2.. .k 3 

n 

- Si le noyau est de dimension infinie, nous posons : 

soit Hf' l'hypothèse suivante : 

sup sup 1 e. (x) 1 = M ~ <  + 
xcE j >2 J 



Dans le cas d1 indépendance D. Bosq dans 153, [6] , [7J en 

supposant que la loi des X. est y (Y étant la loi introduite à notre 
1 

chapitre 1) a, obtenu les vitesses de convergence suivantes : 

a) dans le cas où le noyau est de dimension finie qui varie 

avec la taille de l'échantillon 

Qn 
étant une suite de v.a.r. qui suivent des lois du X 2  à (k - 1 )  d.d.C. 

n 

b) Dans le cas où le noyau est de dimension infinie 

les 'i 
étant des lois normales centrées réduites et indépendantes (si 

L 
03 

les v.a. X sont indépendantes alors S (.) --+. 1 A. e. (.) voir [5] 
n n j = 2  J J 

B - C A S  OU L E  NOYAU E S T  D E  D I M E N S I O N  F I N I E  %1 V A R I E  AVEC LA T A I L L E  

D E  L1ECHAN7'1LLON.-  

1 - C O N D I T I O N  1 " A P P L i C A T I O N  D E S  C A L C U L S  E F F E C T U E S  AU C H A P I T R E  111. 

Le point de départ de la démarche effectuée au chapitre III est 

le lemme 4 (où nous avons effectué un groupement sous forme de paquets 

de la statistique Sn , S '  = Yn + Z ) et nous avons successivement calculé 
n n 

2 2 2 2  E I  /yi/ 1 et E /  lxi/ / pour 1 i i < L , E I  J z ~ + ~  1 / n t  ~1 JznI/ 

(lemme 5) . 



Rappelons que ce groupement nous a été indispensable pour la 

détermination de la vitesse de convergence (calcul des quantités A, et 

C voir p. 6 1 - 6 6 ) .  

Il nous faudrait donc pour étendre l'étude faite au chapitre III. 

Vérifier les conditions d'application des lemmes 4 et 5 au cas 

où la dimension est fonction de la taille de l'échantillon avec 

lim k = + m. 
n++m 

2 
En écrivant successivement ce que sont E 1 [yi 1 1 et E 1 lzi 1 1 2 

2 2 
pour I i 5 1 et E / 1 z ~ + ,  / 1 (voir lemme 4 )  et E / 1 znI / (voir lemme 5 ) .  

- 4  
k 
n 

On obtient aisément la condition - - + O (c'est-à-dire n n++w 

E / 1 zn 1 1 * = O( 1)) pour que les lemmes 4 et 5 demeurent valables dans 

le présent cas. 

En conclusion la démarche adoptée au chapitre III s'applique 

ici si on a : 

Notons une fois pour toute par H"' l'hypothèse 

i lim k = + w  

n++w 

(Hf , '  ) 



17 - VITESSE DE CONVERGENCE. 

1 - Le CU g é n i i d .  

Avec nos notations (voir A)), on a (cf. chap. III p. 47 -48 ) .  

Il suffira alors pour déterminer la vitesse de convergence 

de calculer les quantités : 

Les calculs sont déjà effectués au chapitre III p. 60 à 66. 

Réécrivons les : 



Comme O < E < a on obtient en définitive : 

Prenons maintenant E = E = 112 
g n n 

Nous obtenoris la : 



1) Si la loi des Xi est p. 

2) Sous les hypothèses H' et H"' . 

Pour n assez grand, on a : 

2 
sup, IPCIIS~(.)II < a2] - P C I I U ~  n 1 1 2  < a2]i = o[(n) k6 n "3 + 

k k  k 
n 1 /4)] 

x a] + ok$) a +  na) a(n 
n 

Démonstration : Il suffit de remarquer que : 

2 
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l] + O(ac) + sup, IP[I 1sn(.)l / < a21 - ~ P C I  luk / l 2  s a? I = O[(+) 7 
adil n E 

Par ailleurs nous savons que (lemme 11). 

3 
Il suffira alors de remplacer dans (8) ; E, 1 , m et g n 

par leurs valeurs (4 = O(n 112) Il4) E = gn'2) pour obtenir , m = O ( n  , 

le résultat annoncé. 

k k  
I n n  
(k) a = I  . 
n 

La vitesse de convergence ne tend pas vers zéro quand n 

tend vers l'infini pour cette valeur de a, ce qui est sans intérêt. 



Pour qu'il y ait convergence il est donc nécessaire que 

vn E N* , a < b (bien entendu cette condition n'est pas suffisante). 
n 

Soit alors (&  ) l'ensemble des suites tel que quelle que 
n 

soit la suite b (lim b = +CO, on fait tendre le rayon de la boule 
n n n++w 

vers 1' in£ ini) appartenant à (a ) on ait : 
n 

2 
sup Ip[IIsn(.)I 1 5 a21 - p[lIuk 1 1 2  s a2]1 0 . 
a <b n n++m 

n 

bnE &n 
L'ensemble ( an) n'est pas vide puisque , 

en prenant b = Log(2+n) n 2 1  . 
n 

Il suffit de prendre : 

B - k n =  [n] O <  8 < 1 1 6 ,  

n 
- a(n) = a'p , a'> O ,  n 2 1 

1  
P '; 

pour assurer la convergence. 

CukoUaine 6.- Sous les hypothèses de la proposition 6 . 

Il existe un ensemble de suites ( a )  tel que quelle que 
n 

soit la suite b (lim b = + a) appartenant à (Ln) et si : 
n n++m 

on ait : 

et plus préci s 6 m r  nt . 1\11 a : 



- les suites b sont telles que : 
n 

- le coefficient de mélangeance est tel que : 

n 1 
a(n)  = a'p , a'> O , - , n 2 1 .  

n 

alors la vitesse de convergence tend vers O. 

CO~OU&Q 7 . -  Sous les hypothèses de la proposition 6 . 
Si en plus 

alors 



Démonstration : Il suffit de remplacer les différentes quantités 

(kn, a(,), et b ) par leurs valeurs dans l'expression (9) du corollaire 6 n 

et de prendre : 

R m a h q u e  : 11 est évident qu'on peut faire d'autres choix de 

b n , kn et a(n) . Par exemple si b n = Log(2+n) et k n = [~o~(3+n)] il 

n 1 
suffit de prendre a(n) = a' p avec p < Log(2+n) , a' > O , pour que 

la vitesse de convergence tende vers O quand n tend vers l'infini. 

C - C A S  OU LE NOYAU E S T  ---- F I X E  D E  D i M E N S l O N  1 N F l N l E . -  

1 - lN7XODUCTZON E T  N O T A T I O N S .  

Nous reprenons les notations de A) (cas infini) et nous 

posons dans cette partie : 

Sk (.) = >/n 1 h a e..) avec lim k = + 
n j = 2  j jn J n++m 

Nous supposerons réalisée llhypoth.èse H" . 

II - VITESSE D E  CONVERGENCE. 

7 - Le cacl gZnQnd. 

2 2 2 2 
sup+ IP[]~s~(.)I~ s a ]  - ~ [ I l ~ l l  s a211 s sup IP[IIs~(.)II s a2] - 
adR 



La recherche de la vitesse de convergence consistera donc 

à calculer les 3 quantites suivantes : 

Commençor~ç par quelques lemmes : 

Lemme 1 2 , -  En posant 
p...-- 

Démonstration : On utilise essentiellement l'inégalité 

de Schwarz. 

L ~ r n r n ~  13.- Sous \'hypothèse H" . -- 

Alors : 

2 12 
E [ R ~ ]  < (KI + K2) nk 

n 

où 

m CO 

4 = ( 1  + 8 M~ 1 u(i)) 2 
K ,  = 3072 1 1 ~  1 et K~ 

i= 1 2 i=l 



Démonstration : On utilise l'inégalité de Schwarz et le 

lemme 2 p. 4. 

Démonstration : I l  suffit d'utiliser le lemme 12 et notre 

majoration de la fonction densité en p. 57 et le principe de la démonstration 

est le même que celui adnpto dans [5J p. 17 - 18. 

Lemme 7 5 . -  

1) Si la loi des X. est p. 
1 

2) Sous les hypothèses H '  et H"' . 

1 Pour n assez grand, on a : 

Démonstration : Elle est'la même que celle effectuée ail 

paragraphe B) moyennant qiielques modifications de détail , les e.(Xn) J 

deviennent des A .  e . (Xn) et la matrice 1 = (oj ,) j=2 . .k devient 
3 J n 

j1=2.. .k n 

1' = <Aj hjl ojjl)j=2*..k 
n 

j '=2.. .k 
n 



Lemme 7 6 . -  

1) Si la loi des Xi est p. 

2) Sous les hypothèses H" et Hl1' . 

1 Pour n assez grand, on a : 

Démonst:ration : voir [5] p. 20-21 . 
-. 

1) Si la loi des X. 1 est p. 

2) Sous les hypothèses H" et Hu'  . 

1 Pour n assez grand, on a : 

I 

Démonstration : c'est une conséquence des lemmes 14, 15, 16. 

Comme précédemment soit (q) l'ensemble des suites tel que 
quelle que soit la suite b n appartenant à cet ensemble on ait : 



m 
2 2 2 

En supposant 1 A < + m et 1 A .  o < + m pour k 
j  J j n j=l j  =2 

et a(n) convenablement choisis la suite b = Log(2+n) assure la 
n 

convergence de la vitesse de convergence (voir p. 80). 

CanuUaihc 8 . -  Sous les hypothèses de la proposition 7. 

Il existe un ensemble de suites (an) tel que, quelle que 

soit la suite b (lim b = + m) 
n appartenant à (an) et si : n-++a 

n 1 
3) a(n) = a'p , al > O , p < - n >  1 ,  

n 

on ait : 

plus précisément : 

I C o h a ~ a i h e  9.- Sous les hypothèses 1 et 2 du corollaire 8 



n 1 2) a(n)=alp , a 1 > O , n > 1  P<-• n 

alors 

Prenons maintenant 

Ce choix est possible puisque 

C a f i a R R d i n ~  70.- Sous les hypothèses du corollaire 9. 

I Si en plus 

alors 

2 2 
SUP O [n6I4 L O ~  ( 2+n)] Ip[IIsn(.)lI i a] - P [ I I U I I ~  < a l l  = 

aiLog(2+n) 

Les vitesses de convergence ainsi obtenues nous permettront 

d'établir quelques résultats généraux relatifs à toute une classe de tests 

2 
dont le test du x usuel est un cas particulier. 

C'est l'objet du prochain chapitre. 



CHAPITRE V 

APPLICATION : CONSTRUCTION ET PRO?%!iETES ASYMPTOTI?UES 

DU TEST. 

Dans ce chapitre nous utilisons essentiellement les résultats 

obtenus aux chapitre III et IV. Nous donnons des résultats analogues à 

ceux obtenus par Bosq [5] p. 25-38. 

A - CONSTRUCTION DU TEST.- - 

7 - CAS DU NOYAU DE DIMENSION FINIE k . 

On suppose l'hypothèse (H) du chapitre III réalisée dans cette 

partie. Nous allons tester l'hypothèse H "la loi des X. est ut' contre 
O 1 

l'hypothèse Hl (k) "la loi des Xi est une probabilité v telle que 
r 

e du existe et est non nulle pour au moins un j dans (2 ... k)  " . l j 
L 

sous H : 1 1 S n  1 1 -4 Q (pro~osition 1) 
O 

2 P.S. + 

Sous H I  (k) : 11s ( - ) I l  + w (proposition 2) . 
n 

-2 
d'où un test de la forme ajn > wn . j =2 

Soit alors a e [0,1[ et w tel que P[Q :q. w] = a . 
-2 

Le test 1 ajn est alors de niveau asymptotique a. 
j =2 



Sous H , on a (voir théorème 5). 
O 

c'est-à-dire encore 

2 
En prenant a = w et en passant au complémentaire, on a : 

2 P.S. 
Sous H l  (k)  : 1 1 sn(. 1 1 > + a  

d'où il est évident que : 

En conclusion : si a est le niveau asymptotique du test 

-2 
1 ajn on a : 

j =2 



Nous avons montré au chapitre III qu'il existe un ensemble 

de suites (an) tel que quelle que soit la suite bn appartenant à 

cet ensemble on ait : 

2 
C'est-à-dire encore en posant c n = bn 

avec les conditions 

1 /2(k-1) 
Prenons c = n 

n 

La relation (2) p. 83 donne 

faisons deux choix successifs de a(n) . 
A * a(n) = p , ~ > O , n > l  8 =  llk-I3 + 8, 8 > O . 
n 4 (k- 1 ) 



La relation (3) ci-dessus devient : 

La relation (3) ci-dessus devient : 

2 - U U a t i 0 0  du ;tU;t. voir [5] p. 9 

II - CAS DU NOYAU DE DIMENSION FINIE W I  VARIE AVEC LA TAILLE 

D E  LfECtiANT1LLON. 

Compte tenu de nos résultats précédents (chapitre IV - A.II), 

pour tester l'hypothèse H "la loi commune des X. est u"  on peut 
O k 1 

L'alternative H (k  ) sera l'ensemble des lois v tel que, 
1 n 

pour au moins un j = 2...k dv existe et soit non nulle. H,(kn) 
n 

contient alors toutes les lois (différentes de p )  qui admettent une 

2 
densité appartenant à L (u). 

Les propriétés asymptotiques de ce test seront étudiées au 

paragraphe B . 1 1  . 



777 - CAS DU NOYAU DE DiMENSiON TNFTNIE. 

Pour tester l'hypothèse H : "la loi des X. est ul' 
O 1 

contre l'hypothèse H ( A  ) (les X étant définies au chapitre IV p. 73) : 1 n j 

"la loi des X. est v telle qu'il existe au moins un j >, 2 tel 
1 

r 
que 1 ej dv existe et soit non nulle" , on peut utiliser le test 

de région critique 11s (.)il2 > Wn. n 

Les propriétés asymptotiques de ce test seront étudiées 

au paragraphe B. III. 

- P1ZÛPRIETES ASYIIPTOT7/2UES QU TEST : CONVERGENCE QU TEST. 

Nous dirons qu'un test est convergent si son niveau a tend 
n 

vers O et sa puissance pn(v) tend vers 1 (quand n tend vers l'infini) 

pour toute loi de l'alternative. 

1 - CAS DU NOYAU DE DTA4ENSlON FINIE k .  

I - L E  cah g é n é k d .  

Nous reprenons ici les données du chapitre III. 

-2 
Si a est le niveau du test n 1 a > w alors 

n jn n j=2 

P i t o p o h M o n  8. - Sous l'hypothèse générale (H) . 

1) Si en plus 



2) La convergence de la puissance est uniforme sur tout H 2 C  Hl(k) 

tel que : 

6(H2) = in£ max [ je dv12 > O . 
veH j=2 ... k j 

2 

3) Soit (vn)C Hl(k) telle que : 

alors si a) et b) sont vérifiées. 

si en plus w s c et w -+ + on a simultanément : 
n n n 

Démonstration : 

1) Utilisant le corollaire 3 on a : 

D'où sous les hypothèses a) et b) on a : 



donc si w s cl, n 

par suite n + o < = > w  n + + m .  

W n 
Supposons maintenant - n -4 O . 

On va alors considérer v E Hl(k) et j = 2. ..k tel que 

a = ej du + O on va se donner un entier m > 1 .  
j 

w a 
2 

n 
Soit N(a.,m) le plus petit entier tel que - n < - m j pour 2 3 

J 

W 
n 

Cet entier existe puisque - n -f O . 
A 

A m- 1 ~ [ a ~ ~  - a l4 
~ [ ( a  - a. 1 > (ajl] s 4 j ( A ) ~  (inégalité de Tchebychev) . 

j n J a m- 1 
j 

A A m- 1 m- 1 
~ [ ( a  - a. ( -g- (a. (1 = 1 -  la - aj( < y laj/] 

jn J J j n 

pn(v) étant la puissance du test. 

On déduit alors : 

w 
A 

'Lajn - aj14 3072 x 2 4 ~ M 4  i= 1 1 ~ ) X T  n (cf. proposition 2) , 

donc 

donc 1 - pn(v) ---+ O , d'où le résultat annoncé . 
n++w 



2) Pour n assez grand on a : 

En se servant de la démonstration précédente et en remplaçant 

2 
a par &(Hz) alors : 
j 

donc : sup Cl - pn(v)] -.-+ 0 
VEH, 

d'où la convergence uniforme annoncée. 

2 3) soit j 0 c  i2 ... k) teïque [je dvJ = man [jej d v d 2  
j O 2<j,<k 

n pour n 2 1 
4(k-1) j=2 

d'où 

l j  e dvnl 
j O 

(ici on a pris m = 2 ) . 
2 

En remplaçant alors a par j ejo dvn 
j 

et m par 2 dans 

la démonstration de 1) on a : 

SOUS a), b) , wn $ cn et w + + 
n 

a + O (cf. 1)) . 
n 



Rmancju~11 : 

1) Les conditions : 

sont nécessaires pour assurer la convergence du test mais ne sont pas 

suffisantes : 
3072 x z4  X M 4 J " i ; )  

i= 1 
2) 1 - pn(vn) s W 2 

n 

donc 

Ce qui nous permet d'avoir la vitesse de convergence de la puissance 

du test. 

Prenons c = n 
1 /2(k-1) 

n 

Comd lau ie  i i . - Sous 1 'hypothèse (H) . 

I Si en plus : 

n2 > w est convergent . alors le test n 1 a L jn n 
j =2 

Démonstration : Evident, voir corollaires 4 et 5 et la 



II - C A S  VU NOYAU D E  D I M E N S I O N  F I N I E  C U I  V A R I E  AVEC LA T A l L L E  DE 

L t E C f f A N T 1  LLON. 

Nous reprenons  i c i  l e s  données du c h a p i t r e  I V  - A. 

Alors  

PhupodiXion 9.- Sous l ' h y p o t h è s e  g é n é r a l e  

Sous l ' h y p o t h è s e  g é n é r a l e  H' . 

S i  en p l u s  

*2 
t e s t  n  f a  > w e s t  convergent  . 

j=2  jn  n  



Démonstration : On utilise le corollaire 6. 

d'où le résultat annoncé. 

Sous l'hypothèse H '  . 

1) Soit H 3 C  Hl(kn) telle que, pour tout entier n assez 

grand 

où m est un nombre donné supérieur à 1, alors la convergence de la 

puissance est uniforme sur H3 dès que w n -t + -, plus précisément 

on a : 

2) Soit ( C  H l  et j n C N  tel que 

alors ( v  + 1 dès que w n -t + -. 

3) an étant le niveau du test 

- 2  



Démonstration : Pour 1)  et 2) la démonstration est analogue 

à celle donnée à la proposition 8 aux points 2) et 3). 

et en utilisant le lemme 1 p. 3 on obtient 

m 

( 1 < + 03 => 1 a(i) < + m) d'où le résultat annoncé . 
i= 1 

îoho&&e 7 2 . -  Sous l'hypothèse H' . 
Si en plus : 



Démonstration : Voir le corollaire 7 et la proposition 8. 

sup [l - pn(v)1 = O[$] 
VEH 

3 n 

Prenons : 

-(4y-2) /4y+l 
sup [l - pn(v>l = o[n 

VEH, 
1 

111 - CAS DU NOYAU DE DlMENSlUN INFINIE. 

Nous reprenons ici les hypothèses du chapitre IV. 
,. 

a étant le niveau du test n 1 a > w 
n jn n j =2 

Sous l'hypothèse H" . 
Si en plus 



k 
l'4)AO 3) (n cn) a(n 

m 
2 2 2  

4) 1 h . i + ~  et 1 ~ . o  
j=l 

J j =2 
J j 

w 5 Cn n 

W '+W 
n 

W 
n - + O  
n 

m 

n2 > w est convergent. alors le test n 1 a jn n 
j =2 

Démonstration : On utilise le corollaire 8 et on considère 

v E Hl(An) et soit j O 
> 2 tel que e dv = a # O . 1 jo j O 

2 2 -2 
Comme 1 S .  1 c w alors n h a 5 wn 

n jo 'on 
d'où 

W n 
Comme - + O , .on aura pour n assez grand 

n 

on obtient alors 

et on termine comme à la proposition 8 . 



Remahyuen.- Sous l'hypothèse Hf' . 

1) La convergence de la puissance du test est uniforme 

sur tout H 4 C  H1(Xn) tel que : 

6(H) = in£ max 
VPH 4 j > 2  

1 
2) La vitesse de convergence de la puissance est O(?) , 

n 
mais elle dépend des a (ceci se démontre aisément en utilisant la 

j 

proposition 1 1  et le lemme 2). 

1) Sous l'hypothèse H" . 

2) Sous 1, 2, 3, 4, de la proposition 1 1  et si 
w n c n . 

Alors 

+ c,) 

n 

0 (Ai 
n w 

n 

Démonstration : Elle se fait à partir du corollaire 8 et 

des inégalités de Bienaymé Tchebychev et de Schwarz. 

2 )  E X Q Y M ~ R Q .  

C o k o ~ a h e  13. - Sous l'hypothèse H" . 
Si en plus 



B 4 )  k n =  [ri] 0 < 8 < 116 

O0 -2 
alors le test n 1 a > w est convergent . 

jn n j =2 

Le corollaire 13 reste valable si on prend k = [~0~(3+n)] 
n 

R e . r n a h c j l l ~ .  - 

1) Prenons c = Log(2+n) et w = Log(2+n) , 
n n 

a = 01 l l2 (voir proposition 12). 
n 

Log (2+n) 

2) D'une manière générale il se pose le problème de l'optimalité 

asymptotique du test que nous venons de construire. 

La convergence du test dépend de trois facteurs 

- le rayon de la boule , 

- la dimension k du noyau, 
n 

- le coefficient de mélangeance. 

2 C - CAS PARTiCULiER DU TEST DU x . - 

Nous avons montré au chapitre II que 

Wk- 1 
où Ik- 1 

désigne la matrice identique dans 



Puis utilisant le fait que la convergence en loi se conserve 

par continuité on a montré que : 

Nous utiliserons ceci pour faire une simulation sur un 

autorégressif d'ordre 1. - (xt - P Xt-l + t où < 1 et E t % N ( O , l ) .  

Le test du X L  est un cas particulier de la famille de tests 

étudiée. En effet donnons nous une partition AI...Ak B-mesurable de E 

où E est l'espace des observations défini au chapitre 1 et B une tribu 

sur E. 

Soit p = w(A.) j = 1 .. .k tel que 
'j E ] o , ~ [  et où p j J 

est la loi définie au chapitre 1. 

-Il2 1 A , j = l k  est un système orthonormal dans <e = pi 
j j 

L L (u) qui engendre un espace vectoriel de dimension k et contenant 

les constantes k n 

(voir [36] p. 27-28). 

On pourra consulter 1421 pour des tests similaires au test du x 2 

dans le cas d'une chaîne de Markov. 



C O N C L U S T O N .  
------ ---- ---- ----- 

Cette première tentative de généralisations de certains 

résultats obtenus par D. Bosq dans le cas des v.a. indépendantes, au cas 

des processus strictement stationnaires et a-fortement mélangeant est 

susceptible d'améliorations. 

Peut être des majorations plus serrées améneraient-elles à une 

meilleure vitesse de convergence. Ou encore une majoration dans la classe 

des convexes mesurables de IRk (telle que l'a fait Sazonov dans [16] 

et [17] pour des v.a. indépendantes) nous permettrait-elle d'éviter de 

considérer l'ensemble des suites ( ) que nous avons introduit pour 
n 

assurer la convergence. 

Ce qui nous permettrait éventuellement de donner des conditions 

nécessaire et suffisante de convergence du test. 

Un autre problème qui se pose également est l'optimalité asympto- 

tique du test étudié. 

On pourrait de même se poser le problème du processus linéaire 

(théorème central limite multidimentionnel, vitesse de convergence ...). 
De même on pourrait se pencher sur le cas d'un processus faiblement 

stationnaire. 

2 
Un autre problème réside dans la convergence du test du x . 

En effet l'étude de la convergence du test exige le calcul de la vitesse 

de convergence c'est-à-dire la recherche de la quantité 

2 .  où Q est la loi du x a (k-1) d.d.f . 



Ce qui nous permettrait d'étudier les propriétés asymptotiques 

2 
du test du x et de comparer ce test par exemple aux tests de 

Kolmogorov - Smirnov et de Von Mises. 
* - 1 

"1.lalheureusement" la matrice B semble assez difficile à n 

manipuler compte tenu de la forme de ses éléments. 

- 1  1 2  
Nous avons considéré le système orthonormal 

ej = Pj n~ j 
j = 1 ... k où p = u ( A . )  , pj E ]O,] [ A l  .. .% une partition 

j J 

B-mesurable de E, mais les calculs ne semblent pas assez aisé non plus. 

Cependant nous pensons qu'en choisissant un "bon" système 

orthonormal on devrait pouvoir résoudre le problème. 

Nous espérons revenir sur ces questions ultérieurement. 

Ceci dit, les résultats nouveaux obtenus ici en appellent d'autres 

et bien de problèmes restent ouverts. 

Pour terminer ce travail, en appendice nous simulons un 

autorégressif d'ordre 1 .  



S I M U L A T I O N .  
---------------- ---  

Afin d'illustrer les résultats obtenus au chapitre II, on a 

réalisé une simulation sur un autorégressif d'ordre 1 .  

avec X = O , / p l  i 1 et (&t)tli une suite de v.a. i.i.d. de loi 
O 

normale N(0,I ) . 

On construit un échantillon de taille n du processus : en 

appelant pour chaque t une v.a. E gênérée par un sous-programme et 
t 

en utilisant l'équation (1). 

Nous avons choisi des valeurs de p pour générer le processus 
A 

(Xt) ts 1 
. La matrice 1' (cf. chapitre II) étant fonction du système ortho- 

n 

normal considéré, nous avons choisi pour les calculs deux systèmes orthonormés : 

- celui obtenu à partir des polynômes de Legendre définis sur 

1' intervalle [a,b] , 

- celui obtenu à partir des fonctions trigonométriques. 

Pour chaque dimension et chaque échantillon considérés, on 

2 .. & 

calcule les quantités a et a , on obtient donc 
'n 

et par suite 
j jj' 

1' ( z l  = + a I , a = / inf < xnt, t>I + k ) .  
n n n n n I ltl I C I  

A -2 A 

* 

Par conséquent on a B (Bn = CA , B n'a été déterminée n n 
A 

que si la matrice C est définie positive, c'est le cas pour la majeur 
n 

partie des exemples traités). 



1 2 
On compare alors la valeur calculée 1 (Bi SA/ 1 à la valeur 

L 
du x à (k-1) d.d.l. et à p % lue sur la table (k représentant la 

dimension considérée). 

Les E étant des v.a. N(0,l) et indépendantes alors le processus 
t 

(Xt) tli 
est gaussien. 

Test d'hypothèse : 

-- 1 2 2 
- si I I B n  'Al Xk-l,p% on rejette l'hypothèse H O 

"le processus (Xt) , est gaussien de moyenne nulle". 

* - 1 2 2 
- si I I B n  snl\ ' Xk-l,p% on accepte l'hypothèse H O 

11 le processus (Xt) tzi est gaussien de moyenne nulle" . 

La région critique du test est donc 

2 
Nous avons calculé la quantité 1 I S ; ~  1 , pour la comparer à 

1 2 1 1 B: SA[ 1 ; dans les cas de faible dépendance, ces deux quantités 

devraient être sensiblement les mêmes,donc dans la pratique on pourrait 

2 * 

plutôt utiliser I I  SA\ 1 compte tenu de la complexité de la matrice Bn 

A cause du coût que représenterait le traitement des données 

en dimension et taille de l'échantillon assez élevées (par exemple 

pour une matrice 2 x 2 , en prenant p = 0,3 ; le temps de calcul est de 

0,41 minute pour n = 100 et de 3,77 minutes pour n = 300 ; on voit 

doncque le temps de calcul augmente assez rapidement) nous nous sommes 

limités à une matrice scalaire et à une matrice 2 x 2 ; pour la taille n 

de l'échantillon nous avons considéré n = 100, n = 200 , n = 300 , n = 500 . 



8 - RESULTATS. - 

I I 
l 

I 
I * 

Nombre de 1 X2 5x 1 d e i  Troncature i iiBn1 s w i i  / is ; i~ 
2 

d.d.1 [ 1 l 'échan- 
1 tillon I ___________  _ _ _ _ _ _ _ _ _  ---_______ 

n I 
I -____-_-_-_--- ----_---_----- -_---__---_--- i i l 1 







11 - FONCTIONS TRlGONOMETRl QUES. 

Troncature 

d = m = 98 
n n 

d = m  = 9 0  
n n 

d = m  = 8 0  
n n 

d = m = 198 
n n 

d = m  = 190 n n 

d = m = 180 
n n 

Taille de 
1 ' échan- 
tillon 

1 O 0  

2 O 0  

Nombre de 
d.d.1. 

2 

2 
IIsAl 1 

0,287759 

O ,  287759 

0 ,287759 

O ,  785282 

0 ,785282 

O ,  785282 

X2 5% 

5 , 9 9  

Nombre de 
d.d.1. 

2 

.. 
I - 1  2 
1 1 B~  SA^ 1 

.. 
C non défi- 
n 

nie positive. 

1,12117 
A 

n 
non défi- 

nie positive 

3 ,  C6266 

4,59296 

6 ,42588 

Troncature 

d = m = 98 
n n 

d = m = 90  
n n 

d = m = 8 0  
n n 

d = m  = 198 
n n 

d = m  = 1 9 0  
n n 

d = m = 180 
n n 

2 1 l s n l  1 

0,277279 

O ,  277279 

0 ,277279 

O ,  907760 

0 ,907760  

O ,  907760 

- 1 2 
I1Bn snli 

.. 
C non défi- 
n 

nie positive 

0,901077 
.. 
C non défi- 
n 

nie positive 

1,13295 

2 ,56268 

2,84952 

X 2  % 

5 , 9 9  

de 
lléchan- 
tillon 

1 O 0  

2 O 0  



- Pour 1 d.d.l. et au seuil 5 2 la région critique du test est : 

- Pour 2 d.d.1. et au seuil 5 % la région critique du test est : 

Ce qui nous permet d'accepter ou de rejeter l'hypothèse H : 
O 

II le processus (Xt)tli est gaussien de moyenne nulle" au seuil 5 X . 

On pourra facilement comparer les valeurs calculées .. - 1 2 1 1 B~ SA 1 1 et les valeurs du X 2  au seuil 5 % (cf. les tableaux) . Par 
exemple pour n = 200 en utilisant les fonctions trigonométriques on 

accepte H au seuil 5 % .  
O 

^- 1 2 
Bien entendu les quantités 1 IBn S A [  1 sont fonction de la 
.. A 

matrice C '  donc de ' n ; par ailleurs nous avons utilisé des estimateurs n 

qui sont le périodogramrne (ou densité spectrale empirique) "tronqué 

en dn et m " et les troncatures dn et m ont été choisis ici de n n 

manière arbitraire ; il se pose donc le problème de l'optimalité de 

ce choix. 

Il aurait été intéressant de considérer d'autres estimateurs 
,. 2 L  2 

voir [IO] p. 5 16-532 ou 1121 (puisque / 1 Bi' 1 - Xk- 1 
est indépen- 

dant de l'estimateur utilisé) et de comparer les résultats obtenus. 

Par manque de temps nous n'avons pu le faire. 

1 2 
Demême / I B ~  s est fonctiondu système orthonormal choisi. 

i 



A - 1 2 
Les résultats obtenus montrent que 1 /Bn SA\ 1 et 1 I S A I  1 2 

sont différents. Cet écart pourrait être dû : 

a) au système orthonormé utilisé, 

b) à l'estimateur considéré. 

Nous pensons qu'en effectuant les calculs à partir de plusieurs 

estimateurs (cf. [IO] et [12]) et plusieurs systèmes orthonormés, pour 

de faible dépendance (p assez petit) on pourrait obtenir de meilleurs 

résultats. 

Finalement ces calculs encore incomplets vont être poursuivis. 
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rrsvail est essentiellement consacré à l'étude d'uhe classe 

de tests non paramétriques basés sur des statistiques fonctionnelles pour 
.> 

un processus fait partie de cette classe. 

Les éléments d'une matrice de covariances sont estimés, des lois 

.limites obtenues. , ;,'. 
,Ab, 
; 0 

L *: Des résultats relatifs B la vitesse de convergence sont fournis, 
. <  
' U Z  !- 

ainsi que des exemples. 

On -étudie les propriétés asymptotiques du test sous diverses 

altcraative~l, 

Enfin des simulationk illustrent cette étude. 
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