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INTRODUCTTION.

2 - < -
Le test du ¥ de K. Pearson est trés employé par les praticiens

qui veulent ajuster des observations & une loi donnée.

L'alternative d'un tel test reste vague dans l'esprit de 1'uti-
lisateur. Pourtant la statistique utilisée correspond 3 un choix bien précis
des hypothéses HO et H1 aussi, en faisant varier ces hypotheses, on
peut construire toute une classe de tests.

Certains de ces tests ont été &€tudiés par J. Newman dans [38],

E. Nadaraya dans [39] et Bickel et Rosenblatt dams [40].

D. Bosq dans [5], [6], [f] a, 4 partir des statistiques fonction-—
nelles, établi quelques résultats généraux relatifs d ces tests. Il a
notamment obtenu des vitesses de convergence et étudié la convergence de

cette classe de tests.

. 2
D.E. Barton dans [41] a étudié le test Wk de Newman dans le

cas ol 1'hypoth&se nulle n'est pas entidrement spécifiée.

Ce travail est consacré essentiellement & la généralisation d'un
certain nombre de résultats obtenus par D. Bosq dans [5], [6], [7] au cas

des processus strictement stationnaires et fortement mélangeants.

Dans le premier chapitre nous définissons une statistique

fonctionnelle Sn(') 3 partir d'un noyau reproduisant de dimension finie k.

Nous montrons que la statistique l[Sn(.)l!Z tend en loi vers une v.a.
. P ~ ~ . -1
dont la fonction caractéristique est donnée par [det(Ik_1 - 21t2)] /2 .
co . A 2 ~ L .
Les propriétés asymptotiques de l[Sn(.)‘[ sont étudiées sous diverses

alternatives.



La matrice L &tant inconnue, dans le deuxiéme chapitre nous

~

construisons un estimateur Z; de I et nous déterminons la loi limite

d'une statistique fonctionnelle définie 3 partir de Z; .

Dans le troisiéme chapitre nous déterminons la vitesse de conver-

gence de l]Sn(.)‘IZ vers sa loi limite (obtenue au premier chapitre).

Dans le quatriéme chapitre nous étendons 1'étude faite au

troisiéme chapitre aux deux cas :

—- le cas ol le noyau reproduisant est de dimension finie qui

varie avec la taille de 1'échantillon,
- le cas ol le noyau reproduisant est de dimension infinie.

Dans le cinquiéme chapitre nous construisons et &tudions les
co s . ' 2
proprietés asymptotiques d'une classe de tests, le test du ¥ usuel

fait partie de cette classe,

Nous terminons cette étude (en appendice) par une simulation

sur un autorégressif d'ordre 1.



CHAPITRE 1

LOT LIMITE DE LA STATISTIQUE Sn(.) DANS LE CAS D'UN
NOYAU DE DIMENSTON FINIE.

COMPORTEMENT ASYNPTOTTQUE DE  |{s_(.) | 1.

A - LES DONNEES DU PROBLEME. -

1 - HYPOTHESES GENERALES.

Dans toute la suite, nous considérons une suite de v.a. (Xn)
définie sur un espace probabilisé (Q,A,P) 4& valeurs dans un espace
mesurable (E,B) oii E est l'espace des observations, B wune tribu sur E
et soit | une probabilité sur (E,B) ; supposons que 1'espace de Hilbert

Lz(u) est séparable.

En outre supposons que la suite (Xn)n>] est

73

1) strictement stationnaire,

2) fortement mélangeant.

Nous entendons par processus strictement stationnaire, uyne suite

(X))

Vsl telle que : la distribution des vecteurs aléatoires (Xm,...,X )

m+n
. . 4 * .
soit indépendante de m, pour tout m de W , voir [?9] p. 94 .
Comme [}J p. 156 , "Recent advances in mixing sequences of
random variables p.2" ou encore [35], nous appelons processus fortement
T

mélangeant, de coefficient de mélangeance o (on dira o-fortement

mélangeant) un processus vérifiant :



Voew', Vaen , VBeM, [P(ANB) - PA) 2B 5 aln)

ol MT désigne la o-algébre engendrée par Xl""’xt et M:+n celle

qui l'est par les variables Xt+n yee+3 que  lim g(n) = 0 , ot a(n)
n-+oo

est une suite décroissante de nombres réels positifs.,

Soit (el,...,ek) avec e1 = 1 wune base orthonormale du
sous—espace Hilbertien Ek (k 3 2) de Lz(u) , nous désignerons par K(.,.)

le noyau reproduisant de 1'espace Ek engendré par @sceesey 3 alors

K(x,t) s'écrit

=~

K(x,t) = Z e.(x) e.(t) avec (x,t) ¢ E x E
52 i

en identifiant les e; et leur classe d'équivalence.

1T - CONSTRUCTION DE LA STATISTIQUE Sn(.).

n
Considérons la statistique Tn(.) = z K(Xi")
i=1
n n k
Tn(.) = .Z K(Xi") = 'z .z ej(Xi) ej(.)
i=1 i=1 j=1
n k
= 1 [0+ ] e ) e (]
i=1 j=2 3 J
- .
En posant a. = — e.(X.
’ mg izl ] 1)
k .
T, =n [+ J.Zz 2in &5 ()]

n
VeeE E[T_(£)] = E[;Z] K(X,,t)]



I1 est évident que :

1
Ve e E E(T_(t)) J Y OR(x,t) du(x)

E i=1

n [ K(x,t) du(x) = n <K(.,t), 1(.)>=mn x|
E

=n
Posons enfin Sn(.) =-§: [in(.) - E(Tn(.)]
n
1 L
Sn(') =-7§ 51 (1 + sz ajn ej(.)) - ﬁ]
k A
= /n sz ajn e.(.)
L3
= — e.(X.) e.(.)
Vo i=2 j=2 3 b )

Remarquons que Sn(.) est 4 valeurs dans E' sous-espace

vectoriel de E orthogonal a I.

Rappelons enfin que nous voulons chercher la loi limite de la

v.a. Sn(.), pour ce faire nous donnerons d'abord deux lemmes.

111 - DEUX LEMMES.

Lemme 1. [1] p. 157 .- Si X et Y sont deux v.a. réelles

. - t o
mesurables respectivement par rapport aux o-algébres M et Mt+n » L2 1.

si |x| s¢c Y| < ¢, alors

1 2

lCov(X,Y)| < 4 C] C2 a(n)



Lemme 2.-[12] p. 99 .- si (x))

est un processus strictement

X
t'teZ

stationnaire, borné par C, centré et o-fortement mélangeant avec

z Yo(l) < + o (avec a(0) = 1)
i=0

Alors on a :

T

E[ ) xt]l’ c372¢* ¥V vam .1
t=1 i=0
Démonstration : voir []2] p. 99 .

B - ETUDE DE LA LOT LIMITE DE Sn(.).-

Soit le vecteur V = (ez(.) oo ej(.) yeo s ek(.))

En posant

S'2
n
;o
S; = SAJ avec §'J = — Z e. (X)) VG = 2 k
vn i=1 .
S'k
n
' e R, s () =<s', Vs .
n n n

Pour la recherche de la loi limite de Sn(') , la démarche suivante va

€tre adoptée.



1) Détermination de la loi limite de Sg

2) Détermination de la loi limite de S_(.) & partir de celle

de S'

1 - LOT LIMITE DE Sé .

Montrons que chacune des composantes de Sé que nous noterons

. n
Vﬁ = 2...k SAJ = 2 e,(Xi), converge en loi vers une loi normale dont

n i=1

nous préciserons les caractéristiques.

1 - Loi Rimite de s!! pour tout j = 2...k .

Les ej étant des applications mesurables de (E, BE,u) dans

(R, BR) et (Xn) un processus strictement stationnaire et a-fortement

n3x1

mélangeant alors quel que soit j , j € {2...k} (ej(xn))n>l 1'est aussi.

Donnons d'abord le

Lemme 3.- Pour tout j, j = 2...k (ej(xn))n>l &tant un processus

strictement stationnaire, o-fortement mélangeant et & valeurs réelles, sous

les hypothéses.
a) La loi des Xi est u.

b) sup sup  le.(X)| =M< +
xeE je{2...k} J

(o]

) ) a(i) <+ e

i=1

alors

n Vi, j

)’I<+oo

]
N

Sk, ) IE(ej(Xl) ej(X\)+1

v=0

2 Vi, ;

i
N

1312 v
ko, E[s!7]T <2 \)zo lE(ej(X]) ej(xv+])|

et pour tout n E[S'J]z —_— o%
n n-—>+o



Lo o]

+ 2 \)Zl E[ej(xl) ej(X\H_l)]

o
[=4]
Q
|
t=3
1]
[T
7~~~
>
N’
[ -

]
+
N
I o~18

E[ej(Xl) ej(xwl)]

Démonstration : Voir [3] p. 172 .

Remarquons que Billingsley suppose dans son lemme (cf. [3] p. 172)

que Son processus (Xn) est centré, cette hypothése est "superflue" ici

nx1

Z

puisque

Vi > 2 E[ej(Xi):] =0 (E[ej(Xi)] = J e (x) dux) = J

E E

Par contre, compte tenu de la définition du processus a-fortement
mélangeant (s'agissant des v.a.) nous devons supposer ici que le processus

(ej(Xn))n>1 quel que soit j € {2...k} est uniformément borné.

Ceci dit la démonstration reste strictement la méme dans la

démarche que celle de Billingsley.

Théondéme 1.- Pour tout j = 2...k (e.(X)) 8tant un
—_— i n""nxl
processus strictement stationnaire, o-fortement mélangeant et a valeurs

réelles,
Sous les hypothéses

a) sup  sup [e.(x)] =M < + =
xeE je{2...k} 3

oo

b) 2 0.(1) < + =
i=1]

c) la loi des X, est y

on a :

1 . ej(x) du(x) = 0)



=

X
n
N
=~
+

2 Vzl [E[éj(xl) ej(xv+l)]' < + o

2) Si en plus

i

: 2 v
Vi=2...k ol =1+2 Z] E[eJ.(X]) ej(XVH):] > 0

(N

—— N(O, oj)

]
N
~
w0

-

alors Vi

Démonstration :

1) La convergence absolue de la série de terme géné€ral

<E[§3(X1) ej(xv+li])vao vient du lemme 3.
2) Pour la loi limite de S;J voir Dq'p. 440 .

Remarquesd :
1} Si le processus (ej(xn))n>l est {-mélangeant le théoréme |
&

reste vrai en remplacant 1'hypothése 2 a(i) < + © par 2 V(1) < + = ;
i=1] i=]

de plus on n'a pas besoin de supposer que le processus (ej (Xn))n>l est

uniformément borné puisque

2 1/2 2 1/2 :
Bfe, (x> e x )]] < 2[Blej(x)]] / Elelx,, pl] 12 5D
c'est-d-dire :

IE[eJ.(X]) ej(X\H_l):H <2 /) .

2) Si le processus (ej(Xn))n>] est m-dépendant c'est-a-dire

. t o ~ .
que les tribus M] et Mt+n engendrées respectivement par ej(Xl)""’ej(Xt)

et ej(Xt+n) ,... Sont indépendantes pour tout ¢t > 1 et pour tout

*
n de N tel que n >m . Dans ce cas alors, on a :

. m
J L 2 2 _
5!7 —— N(O,oj) avec o’ 1+ 2 \)Z] EEaj(X]) ej(xv+])]

(1) L signifie convergence en loi.



Rappelons que l'indépendance correspond au cas o m = 0

P . 2 . oye s .
3) Le théoréme 1 exige Oj > 0 pour que la loi limite solt une

v.a. normale non dégénérée. Nous donnons une condition suffisante.

Posons sup sup Ie.(x)] = M
x€E j=2...k ]

alors le lemme | permet de montrer que :

1 -8 M ) ali) sE[sr‘lj]Z <1 +8M ) a(i)
i=1 i=1

N . . 2 .
d'ol une condition suffisante pour que Oj > 0 (voir lemme 3) est

(oo

1 - 8 Y a(i) >0
i=1
2 = ) o . i
1 -8M z a(i) > 0 => z a(i) < 5 @)
i=1 i=1 8 M

Si of(n) est de la forme
o(n) = a pn a>0 p € [b,][ n 3z 1

alors la condition (1) s'écrira :

o 1 a 1 1
a Z pn < 2 == P < s p < _._________2,
n=1 8 M I-p 8 M 1 +8aM

Conollaine 1.- Sous les hypothéses du théoréme 1 et si en plus

Yoa(i) < 1 5
i= 8 M

alors Vﬁ =2,..k S;J — N(O, 0?) non dégénérée



. 2 j . ~
Remarque : Si Oj = 0 alors S;J £ 5 0 ceci se démontre
aisément en utilisant 1'inégalité de Tchebychev et le lemme 3 .

Dans toute la suite de cette &tude nous supposerons que

2 - Lod Limite de sr'1

L

Nous avons déja montré que Vﬁ = 2...k SAJ — Zj ot Zj suit

une loi normale N(O,o?).

Utilisons maintenant le théoréme de Cramer Wald suivant pour
. ' . k~1 -
démontrer que Sn-——+ Z , Z étant une v.a. normale dans R et possédant

une matrice de covariance que nous préciserons par la suite.

Théoneme 2.- Chamer Wald [3] p. 49.- Dans RF, la v.a. X converge
en loi vers la v.a. X si et seulement si toute combinaison linéaire
des composantes de Xn converge en loi vers la combinaison linéaire corres-~

pondante des composantes de X,

L
Pour appliquer ce thé&oréme donnons nous la v.a. normale

ZZ
Z = Z. de matrice de covariance (o0,.,)._
1 33t i=2.. .k
i'=2...k
: - 2 ©
i=i', 0j=1+2 Z E[e(X)e(X )]
=]
Zk

3£3', 0., \)Zl El:ej(Xl) e (X )+ eq (X)) ej(X\H—l)j



...10_

o]

2 _ ..y
Oj =1 + 2 Z] E[éj(xl) ej(Xv+])] si j = ]

v
L= (Ojj')jfzz“k - i
'=2...k C. .
i o5 = \)Z! E[ej(Xl)ej,(X\H_l) + ej,(xl)ej(xwl)] si j#3
et montrons que
X S L
[— L(X)] — . Z v R
jzz tJ[?E izl eJ( 1)] jzz tJ ; ol tJ €
Dot §oeapy-L ol ]
t,|— e.(X.)] = — t. e.(X.)
j=2 I Vmi=1 It /moi=1 j=2 1 3 %
k
posons  y, = 'Z t ej(Xi) d'ot
j=2
et §oeap-L}
t. |— e.(X,)} = — v. .
j=2 3 Ymi=1 31 Joois1 b

I1 est immédiat que : (yn)n>1 est un processus strictement

stationnaire, oa-fortement mélangeant p-centré et défini de (0,A,P)

dans (R,%ﬁ.

Sous les deux hypothéses suivantes :

D (y )n . uniformément borné .

2) .Z a(l) < + «



Posons

]

- 11 -

v est uniformément borné si ej(Xn) 1'est en effet

N ~1%
N~

k
£ ej(Xn)[ < Itjl lej(Xn)l < szz |tj| <+ w

j=2 j=2

(M = sup sup |ej(x)l) .

xeE j=2...k

(o]

-} a(i) <+ « (hypothése 4 du lemme 3).

o~

o~ x

2

2

i=1

n n
z y. ~JL—» N(O,cz) avec c2 = lim EEJ— Z y:]z
i=1 b opoteo N>+ n i=! L
] n k 2 1 k L 2
e[y ) e exp) =—©E[] . L] e, (x)]]
n  i=1 j=2 3 1 n =2 3 Ti=1 J
|~ o B 2 1 n
=LE[) ¢ [} e.x)]7] +~E[] t, t,, () e (X))
n =2 3 =1 307 n 30 34 =

n
., (X, .
<izl et (X;)]

k n
1 2 2
=—E[] £ (izl ej(Xi)) i

n j=2

Lef ) ) ]
=—E t, t,, (] e. (X)) () e (X))} -

n jgéj‘ A e =1 B

2 o 2
tj E[;Zl ej(XiX]

2 v 2
£ [;Zl e (X)) + _2" Efe, (X ej(xijjj .

i#i
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Soit par stationnarité du processus (ej(xn))nzl

g
|

12{ D+22 E[}:(x)e(x ]

j=2

B=+E[J
n o j#

n n
P <izl e (X)) ( Z] ej.<xi>)]

1=

En utilisant la stationnarité du processus (Xn) on a :

n>1

73

B= 7§ [g 2 [ele, (X)) ey O, ] + B[eg, (X er(x ]T]

i#] n
En utilisant le lemme 3

. -1 o
E[SI'IJ]2=1+ZZ EE&(X)e(X ):]———»o%=1+22
\Y

v=l n n->+oo =1

E‘:ej (Xl) ej (X\)H)]

n->+o j=2 33

D'autre part le processus (Xn)n>1 de vecteurs aléatoires réels

est strictement statiopnaire , a~fortement mélangeant et u-centré. Les

ej(Xn) étant uniformément bornés Vﬁ =2...k .

0

vzl IE[ej(Xl) ej'(xx‘)ﬂ)---H <t
z a(l) < + o ==> <

i=1 .

ST L SRIE I

on a alors

n-1 :
n-y
Y 2V gple. (X)) e. (X . ) *+e., (X) e. (X )] ——o0..,
v=l n AR A R EA SO RS e U
avee oy = 1 Bley X ey (X, pl + 1 Ble, (XD e (X )]
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n—1
B n-v
B = .z. t. tj' [;Z] —;— [E[gj(xl) ej'(xv+l)] + E[éj,(Xl) ej(xv+lj]]] ;::;»

On a donc montré que :

k
A — Z t. o,
n->+oo j =2

Car si ) a(i) <+ » les séries de termes généraux.
i=1

e, (X)) ej(xw])])vzo et (Ble (X)) es (X )+ eri (X)) ej(X\M)])\)21

sont absolument convergentes Vﬁ et j' =2...k .
" . P 1 v L 2
Apr3s avolr montré que — z v —— N(O0,c”) , nous allons chercher
K /o i=I
la loi limite de la v.a. z t. Z. ou Z. suit une loi normale N(O, 0%).
iz 3] ] ]
]
29
La v.a. Z = Zjb étant normale
Z
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k
X tj Zj 1'est aussi (cf. théoréme 7.4. p. 67 de Bﬂ) d'ot
§=2 . |
suit une loi normale N(OyVar [ Z tj Zj]) (puisque les Zj
=2
centrées).
t k 2 k 9 2 k
Var[V .z ] =%8[7 t.2]°= ] s E[2ZS]+ ] ¢t t., E[Z z,]
j=2 J ] 3=2 J 3] j=2 J J J#J' J ] J
E[ZJ%] = o i=2...k
E{z. Z. = g,. '=2 k
(25 2;] = og50 3
donc
k k
2 2 2
Var[ ] t.2.] = ) t;o, + ) t.t. 0..0=c .
i=2 J 3 j=2 J 1] it J ] 1]
D'oli on a bien
1 % L X
— )y, —— ) ot. Z, c'est-d-dire :
/o i=1 Y opote =2 3 J
k - k
Y o, s — J .z
j=2 J n->+ow J=2 J J

sont des v.a.

- k-1 .
oi Z est une v.a. normale dans R de moyenne nulle et de matrice de

covariance X définie par :
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02 si 3 =13
h}
Z = (c..,). =
j3j'73=2...k . .
i'=2...k 955v S+ 73

(o§ et ij' ont été définies i la page 9).

11 - LOT LIMITE DE Sn(.).

Théondme 3.- Sous les hypothéses suivantes
a) La loi des Xi est .

b) sup  sup le.(x)l =M<+
xeE j=2...k ]

(o]

e) ) a(i) <+

i=1
] B k
alors la statistique Sn = — z 2 e.(Xi) e.(.) tend en loi vers
Yn i=1 ji=2 J J
la v.a. U = Z Zj ej(.) ol les Zj sont des v.a. normales N(O,o?)
. 2
telles que j = 2...k cj >0 .
ZZ
De plus la v.a. Z = . a pour matrice de covariance
Zk
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Démonstration :
L} g DR T ] 1 s
S () = — e.(X,) e.(.) = — e. (X)) e.(.) = S' e.(.)
n Yo j=2 i=1 j=2 vmi=1 3 *7 J j=2 % J
i 1]
= g(8))
L . . 2 2
L'application g est linéaire continue (IIS (.)|| 9 = |]s']] K-1"
S A 1) .

La convergence en loi se conservant par continuité (cf. Eﬂ corollaire 1

p. 31).
L k
Ona: S (.,) —— Z Z.e, (=1
n [

I1 est évident que E[Zj] =0 et Cov(Zj Zj,) = ojj'

C - COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE ||sn(.)||2 .-

I- LA LOT DES X, EST wu.

Proposition 1.- Le processus (Xn)n>l 8tant strictement station-

7

naire, a-fortement mélangeant, de loi u tels que :

1) sup sup |e.(x)| =M < + o
xeE je{2...k} J

(2]

2) z a(l) < + o

i=1

2 .
Z, ou Q est une v.a. dont la fonction

j=2

caractéristique est égale &

alors HSn(.)H2 L, Q=

I 1

[det(r, | - 2it Z)]_l/2




- 17 -

Ik—l désignant la matrice unité dans :mk_l.

Démonstration :

k
S () —— Z.e.(. (théoréme 3
() jzz 5 J( ) oréme 3)

L'application : Sn(') —-»-|‘Sn(.)|[2 étant continue.

En utilisant le fait que la convergence en loi se conserve par

continuité on a :

l
L

k
2 L 2

on conclut alors en utilisant le théoréme 1. p. 88 de [9].

IT - LA LOT DES X, EST w.

Proposition 2.- (Xn)n>1 étant un processus strictement station-

naire, et oa-fortement mélangeant.
1) Si la loi de probabilité des Xn est v telle qu'il existe

j e {2...k} pour lequel ej soit v-intégrable et d'intégrale non nulle.

2) si sup sup Ie.(x)] =M< + o
x€E je{2...k} 3

3) z Va(l) < + = .
i=1

Alors
n . p.s
— (X,) = a. '~ Ele.(X
ALt S LT
de plus I|Sn(.)|l2 P8, b e,

n->+cc



- 18 -

Démonstration : L'application de 1'inégalité de Tchebychev

nous donne

P[[ajn - aj] > e] < A J

e.(X,) - a., = 1
J 1 J

1 — . (ej(Xi) - aj)

Wo~19

1

Le processus (ej(Xn) - a.) est un processus strictement

j nx1

stationnaire a-fortement mélangeant et uniformément borné.

|ej(Xi) - ajl < |ej(Xi)| + Iajl < 2M

d'ou
E[;J.n - aj]4 < 3072 x (2m) " RN —15 (lemme 2).
i=1 n
donc :
3072 .4 4 < 1
PDaJn - ajl ] < _—Z— 2' M _2 va(i) —
i=1 n
[
d'od P|;. -a.| 2] —0
i jn 3 o400

On conclut alors en utilisant le lemme de Borel Cantelli.

n
S o -—.]._ p.s' = =
D'od : ajn = - iZ] ej(xi) ;;:;:ﬁ'aj E[ej(xl)] J ej dv # 0
s (o112 = 112 XIS
S(H| =1]l— [Ty -e[T(H]]Il" =n a,
" o " o j=2 0
et comme ;. P:S5:, 4. #0

n
J n->+oo
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alors
k
2 ~2 p.s.
HS(.)H =n Z a. .P...._S_.—>+oo'
n Lo Tin
j=2 n->+o
Remarque : Au vu de 1'@tude sur le comportement asymptotique
de ]lSn(.)‘lz notre probléme de construction de test se résume en ceci

Tester 1'hypothése Ho "la loi commune des Xi est U avec

Vﬁ = 2...k J ej du = 0" contre 1l'hypothése H, "la loi commune des Xi

est v avec il existe au moins un j € {2...k} tel que J ej dv # 0",
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CHAPITRE 11

ESTIMATION DES ELEMENTS DE LA MATRICE DES

COVARTANCES % = (0..,).
3] 4
J

2...k
=2...k

L01 LIMITE DE S;(.)

Aprés avoir exhibé les éléments de la matrice des covariances I,
nous chercherons 3 les estimer. Compte tenu du fait que dans la pratique ces
éléments sont trés peu maniables, car méme si u est connue la loi du

couple (e.(X,), e.(X )) est inconnue,
P 371 N

v+1

)) ou encore (ej(xl)’ ej'(Xv+1

donc les quantités E[éj(Xl) ej(xv+l)] et E[ej(X]) ej'(Xv+l)] pour

.oy . '~ . 2 . .
j,j' = 2...k sont inconnues d'ol pratiquement 0. et Ojj' sont 1nuti-
lisables.
A - ESTIMATION DE (ij')j=2-..k .

j'=2...k

Nous utiliserons les densités spectrales pour faire 1'estimation.
En effet pour un processus stationnaire vérifiant certaines conditions de

régularité, il est commode d'utiliser des estimateurs spectraux.

Compte tenu de la forme des &léments de I, nous nous intéressons

ici 3 1'estimation de la densité spectrale en un point.
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1 - ESTIMATION DE o§ L= 2.k .

Rappelons que le processus (ej(Xn))n>l est strictement station-

naire o-fortement mélangeant et uniformément borné. Le lemme 3 nous
(o8]

permet d'écrire sous 1l'hypothése z a(i) < + o ( 2 Va(l) < + =

- 1=1 1=1

o 2 CX(l) < + oo) que :
i=1
\)ZO lE[ej(Xl) ej(x\)ﬂ):H DI

La série (E[éj(X]) ej(X\)Jr]):[)\)20 étant absolument convergente, le

processus (ej(Xn))nzl admet une mesure spectrale mj telle que

. ™ o .
J 1va N 1 _
% J_n e dmj(x) oli v E[éj(X]) ej(xv+1)]

v v

dm,
et il existe une densité spectrale £, = —3 ot £ est la mesure de

bae

Lebesgue sur [} T, ﬁ] .
v R T S AV
A€ [} T, n] £f.()) = — z y? e
J 21 y=-o v

La fonction fj(A) est bien définie puisque la convergence de la

série z Yi elvA est uniforme en .
Y=o
On a alors
j T i
y) = f e E () d ved
v J
-
I1 est donc équivalent de se donner Yi ou fj . Le
. , 12 j
processus (ej(Xn))nzl étant réel fj(A) = - vj;m cos v Yy

De plus comme (ej(xn))n>l est strictement stationnaire

co * 1 oo - B
£.(0) = 1 y v == ) e yi oli on a posé
J 21 v=—w Y T v=0
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1/2 si v=20

£.(0) = 1 ) e yd ==> 21 £,(0) = 2
i L v i

[e o]

2
1+ 2 vZ1 E[éj(X]) ej(Xv+]i] = oj

i n

o~

AY)
| ej(Xh) ej(Xh+\)) , 0 <vgn-l

Posons Ci =
nh

Nous énoncerons des résultats tout & fait analogues & ceux
de [10] p. 508-518 , [11] p. 145-153 , [12] p. 65-68 .

g

P&OQObLtion 3.- Sous les conditions suivantes

a) (ej(xn))nal est uniformément borné :

sup sup le.(x)] =M< + = .
xeE je{2...k} J

b) z Yo(i) < + o
i=1

¢c) limd =+ » .
n
,
d) z‘”’i<+°°s
nxl n
alors
d
~g n .
D] oj = 2 z £, ci est un estimateur convergent presque sirement
v=0

. 2
et en moyenne quadratique de Oj

2) si z Ik(r,s,h)] < + o ol
r,s,h
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- i i
Mr,s,h) E[éj(xl) ej(xh+l) ej(Xs+l) ej(xr+])] |Eys Yh-r<+ Yr Yh-s *
N
Th Y- ]
alors lim - Var[cg] = [2 c%]z
d J 3
n
Démonstration :
1)
d
~9 n . o
o, — 0. =2 Z e ¢ -2 2 € YJ
j o VOV vep VOV
d
3 J_nv J v j v J
=2 C- - — - = -2
2 v l:\) Y Yv] Yy
v=0 n v=d_+1
soit
d
~y 2 n . v i o0 ;
lGj-O-ISZZlC\,-——Y|+22—le|+2 Lo Iyl
v=0 n v=d_+I1
n
La série de terme général (Yi)v>0 8tant absolument convergente
Z |YJ| ————> 0 comme reste d'une série absolument convergente.
v=d +1] n>+o
n
d d
LN i 2 &y
2 2 —-|y3[ <2M Z — > 0 (sous 1'hypothése d)).
v=0 n v=0 n n>te
Il reste donc en fait 3 montrer que :
d
Y j n-v j
p[2 ] lcg-—x)| > el =0
v=0 n
d
3 j _ n~ 3 i n-v j €
Pl § fod -2 d)s ] ] efled -2 ) = g
=0 n =0 n VY 2(d_+1)
Ci_n_-zyjzlnive_(xh)e(x y - my
v n v n h=1 J jo by n v

n-v .
J
NURCENVDEVRREH
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i . . .
. e. - est un processus stricteme
(eJ(Xh) J(Xh+v) Yv)val pro u rictement stationnaire ,

o-fortement mélangeant et uniformément borné

{ J )
les (k) e X))~ vl s 2 M

L'inégalité de Tchebychev nous donne :

E[Ci _ -y v
p[|c? —P———\iyi‘)l > —= ¢ -~ 2*(a +1)”
n 2(d_+1) € b
n
i on-v j & 2.4 < : n-v 2
Efc, - — v] = 3072 (2¢) } Ya@) )
n i=1 n
donc { -
4 8 : 4
3072 x 20 x M) Ya(i) (d_+1)
j n-v j € i=1 o
pllc? - =—~J| » ] <
v 4 2
n 2(d_+1) € n
n
Soit :
b8 v 5
d 3072 x 20 x M0 ] Ya(i)  (d_+D
P[Z z ‘CJ—E:Y-YJ|>EJS 1=0 x .
v 4 2
v=0 n € n
d5
La série de terme général —%» étant convergente donc
n
d
3 j  n-v j
P[Z z ‘C;])__—Y\)I > € PRS-
v=0 n N>+
d'ol P[Io? - 0%] > g| ——> 0
SR B otos

En conséquence, en utilisant le lemme de Borel Cantelli

~2 p.s.

2
g, => 0,
Jn—>+oo
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Pour la convergence en m.q. VOir [Hﬂ .
2) voir [10] p. 527-532.

Remarquons que nous avons utilisé le périodogramme ''tronké

en dn" pour obtenir notre estimateur Oj .

IT - ESTIMATION DE 95 i#i

Zl E[éj(xl) ej'(x\)+l):| ¥ vzl E[}j'(xl) ej(xvﬂ):I

0.., =
iit o
S KA A i3’
= vzl (Yv +y, ") ol Y, = E[kj(Xl) ej'(xv+l)] et
-
33 _
Yy E[ej'(xl) ej(X\)+l):|
ij' est 1lié@ au processus strictement stationnaire (ej(Xn), ej'(Xn))nal

Nous savons par ailleurs (cf. chapitre I) que sous la condition

o]

) a(i) <+« alors
i=1

.
Y] <+ e

Il 0~18
=
<

—
A
+
8
o
rt
No~18

1

On a donc existence d'une densité spectrale appelée ''cross spectral density

function'" définie par :

TR iti. iva
£..,(}) = — (v +y e
i3’ 27 v=§w v v )

Utilisant la stricte stationnarité du processus (e.(X ), e.,(X))
1 n ] n ‘nxl
. Dys
et comme ng = Yg 1 =0 alors au point v =0 on a :

£..,(0) = L

Gl e = =] G ey =g,
ij T v i z

v %

Il t~18

1



Comme précédemment nous considérons l'estimateur obtenu par
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la troncature en m_ tel que :
m
- n . iy
C.., = z (3l + ¢ ) ol m_ < n-l et
jj & v v n
v=1
i3t o1
Cv = — Z ej(xh) ej'(xh+v) avec 0 g v < n-l
n h=1
A T R
=~ . ) -1
Cv - hzl eJ,(Xh) eJ(Xh+V) avec 0 £ v <n

-~

Sous certaines conditions ij' est un estimateur convergent de Ojj' ,

c'est 1'objet de la :

e

Sous les hypothéses a) et b) de la proposition 3.

P/wgo»su‘/éon 4.-

Si en plus

1) limm =+ =
n-+o© n
5
M
2 —_ < +
) 1
nzl n
m
g SNSRI
alors O..y = Z (c + Cv ) est un estimateur convergent presque
3] v=l VY
siirement et asymptotiquement sans biais de Ojj.

Démonstration : Elle est exactement la méme que celle utilisée

au point 1 de la proposition 3, donc ne pose aucune difficulté.

Etude du biais

m
© n
~ ii’ i'] ii' ']
6.., — Elo.. = ( + - E(C + C )
ii' [:'JJ':l vzl Yy Yy ) vzl v v
m
S £ A A S on-v i3, 33
= I G vy, - L Gy g )
v=1 v=l n
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m
-~ e st ' n R '
v
0.., - E[0..,] = ) (YiJ + Yi B+ ] 2GI Yi 9)
33 33 v=m_+1 v=1 n
ju m
: v a8 ST IR VT £ SRR A
FUUS Ao [P N S A D S M AT I S v I A A
13 3 v=m_+I] v=m_+1 v=1 n v=1 n
n n
. ay cye 9
R B e P A
v v
(o0 [+ mn
- ey Sy 9 N
o -kl e 1 e T e T re
33 JJ v=m +] v=m_+1 v=1 n nor+e
n n
donc ij, est un estimateur convergent p.s. et asymptotiquement sans
biais de o..,
1]
En conclusion la matrice I a €té estimée par la matrice
T o T p.s.
TR L
j'=2...k
En nous servira 4 une légére modification prés & la détermination de la
loi limite de Sé(.)
B - LOI LIMITE DE S;(.) .-
I - DETERMINATION DE Bn .
~
I - Détermination de ] .
- ¢ p.s.
Nous avons montré que 2 == s , de plus comme on a convergence
nn—>+oo
composante par composante et k est fini alors ||zn -7 > 0

k-1
R
c'est-3-dire que Zn converge au sens fort (au sens de la norme) vers Z.

-~ -~

Cependant Zn n'a aucune raison d'€tre définie positive, Zn est presque
sGrement asymptotiquement définie positive puisque Z matrice de covariances

est définie positive.
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Par ailleurs on sait que Zn et z sont bornées.

~f

Nous allons chercher une matrice Zn telle que

b) Z' strictement définie positive.
n

Rappelons une fois pour toute que la norme que nous considérons

ici est la norme usuelle dans 'Rk—l .

Posons o_ = | inf <in v, v>| + 1
n [v]] <! n

~1

et considérons la matrice zn définie par :

- . . . k-1 .
oi I est la matrice identique dans R , nous montrerons successlvement
que :

~1

o, — 0 et Zn strictement définie positive .

- pour v eﬁBk—l tel que llv!\ <1 ona:

<G =D ovewel e U - T el

<5 v = <y, v

[}

DR [ —

-~
[<l, vsv> = <}v, v>| -

inf < v, v> > O
Hvllst ™

En conséquence :

= | inf <zn v, v>| + LI

OLn
|lvl <1 n
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et par suite i; = in +q 1B, ).
n>+ow

~

~- Pour montrer que z; est strictement définie positive, il

suffit de montrer que pour ||v]] 1 on a <i; v, v> > 0 .

<X v, v> = <(Xn +a I) v, v> = <in v, V> + oo <v, v>
° 2

- v v a (sl

- fyvow v AVl =

= < vV, V> + o > 0 (COIII te tenu de la définition de o )
P
n n

~7

d'ol pour |lv|] =1 <§; v, v> > 0 donc zn est strictement définie

positive.

~

2 - Détermination de Bn .

Donnons le

Théondme 4.- [13] p. 263 .
Chaque transformation symétrique positive A admet une racine

- P .. o . 1/2
carrée symétrique positive et une seule qu'on désigne par A /2 _ VA,

i

Celle-ci peut &tre représentée comme limite (au sens fort c'est i dire
au sens de la norme définie dans 1'espace considéré) d'une suite de polyndmes
de A et, par conséquent, est permutable avec toutes les transformations

qui sont permutables avec A.

Le théoréme ci-dessus nous permet de dire qu'il existe une

matrice B unique, symétrique et définie positive telle que :
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De méme il existe une matrice Bn unique, symétrique et strictement

-~

définie positive (Z; étant strictement définie positive) telle que :

s VT

n n ~n n
Par ailleurs 1'application :
£:A—> VA

oi A est une matrice définie positive est continue, d'ou

v pP.S. _ o p-S.
CEE T = g () S £ (D
donc v in p:S., //_-c est-a~-dire encore Bn P:5-, 3

]

1 - LOI LIMITEDE B~ ' s' .
n n

Bn étant une matrice strictement définie positive, elle admet
une matrice inverse (voir proposition 3 p. 73 de [J&]) que nous notons

par B .

Nous supposons en plus dans cette partie que la matrice des

covariances z = (ojj,)j=2 K est inversible, remarquons que cette
'=2...k

hypoth@se est raisonnable dans le cas de la faible dépendance (le cas

d'indépendance correspondant au cas od z = 1 voir [5]).

. . - . . . -1 .
z inversible entraine B inversible, soit B 1'inverse de
B i' B2y 7 g B P:5., 3 ' g~! RS-, 57!
s Ly onc et par suite B = B et
=1 -1 ~
B et B sont bornées,

n



- 3] -

Nous nous proposons maintenant de résoudre le probléme suivant :

-1 p.s. 1

AL,
n
S' — Z
n
oi Z est la v.a. définie en page 9

Ce résultat est slirement connu mais nous ne 1l'avons pas vu

dans la littérature.

Nous le montrons & partir des fonctions caractéristiques

i<t,£-ls'> i<t,B_lz>
E[e nn]—E[e ]=A+B ol
i<t,£_ S'> i<t,£; zZ>
A=E[e "7 - gfe ]

=
1
&
0!
| —
1
=2
o1
L

- 1

1 - . ..
Pour montrer que Bn Sé —> B Z , 11 suffirait de prouver
que A et B tendent vers O,
i<t,B_]Z> i<t,B 7>

B =Efe "7 -kEle J]—0

a cause de la continuité de la fonction caractéristique de la v.a. Z.

En effet Z suivant la loi normale N(O,Z) sa fonction

caractéristique s'écrit

el = 1 o550t 5]
2 3,j'
donc continue
i<t,B_ 8'> i<t,B Z>
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Utilisant 1'inégalité classique suivante :

i<a,b> i<a',b'> .
lem ™77 ~ e a | < min(2, |<a,b> - <a',b'>1])

on a :

, B—ls‘> i<s,B—IS'>

i<t ~
sup ‘EE n n]—E& n n]lsJk_IMnQ,elquH)dx(ﬂ (N
|{t-s]se R ! "

od A est la loi de S'
n n

Soit A 1la loi de la v.a. 2 , pour ¢ assez petit, B

étant borné

i<t, B—]Z> i<s,£~lz> -~
sup lE[é n 1 - Efe n T1 < J 1 min(2, el‘Bn x|]) da(x) ¢ n
l‘t—sllSe R
R (2)
D'autre part on sait que B;l P.-S., B-.l et An —> % d'ol

pour € assez petit et n assez grand

!{ - min(2, ellg;lxll) dkn(x) - J min(Z,EllB-lx‘l) aax)| £n (3

IR Rk—l

De méme, pour € assez petit
. -1
min(2, € IIB x!l) di(x) € n (4)
k-1
R
En combinant (3) et (4) on obtient

Lmk—l min(2, € !|B;1x||) dAn(X) £ 2n

Soit maintenant K un compact, on sait que de tout recouvrement

de K par des ouverts on peut extraire un sous recouvrement fini.

J .
Posons alors K = U B‘(Cj’ g) ol Bj(cj’ ¢) désigne la boule de
j=1

centre Cj et de rayon €, € @&tant aussi petit que 1'on veut.
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i<t,£_ls'> i<t,£—lz> i<t,£—]s'> i<C.,g—]S'>
sup lE[e n n:[ —E[e n :H < sup |E[:e n n] —E[e 1’ n n:ll +
tEB. tEB.
] . j X
i<c.,B_'s!> i<c,,B 'z> i<c.,B 'z i<t,B 7>

wp!E& 3n n]—E& J ]|+SmﬂE& ] ]—E& " ]L

teB, teB.
1 il

En utilisant les relations (1), (2), (3) et (4) on obtient
i<e,B 's'> i<t,B_]Z>

sup [Efe " "] -efe % Jls4n

teB.
j

En conséquence :

i<t,B 's'> i<t,3 2>
&mlEE n n] -EE n < 4 Jn
tek
J étant fini on a
i<t,£_]s'> i<t,£_1z>
sup [Efe % "J-Efe % ]| ——0
tek n>+o

donc on a convergence uniforme sur tout compact.
On a donc montré que A et B tendent vers 0O d'oi

g s L5ty
n n

D'autre part, il est connu que si X est une v.a. dont la matrice

des covariances est CX , lav.a., Y = MX oi M est une matrice réguliére

a comme matrice des covariances CY =M Cy M' (M' désignant la transposée

de M).

La v.a. B Z a donc comme matrice des covariances

—-— -— - —_ _1 3
C o = (B ])(Z)(B 1)' ! 1 (B étant symétrique
B Z

]
==}
e~
os]
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C =B B B =1
B lz k-1
En conclusion :
~~1 ., L _- -1 . .
Bn Sn —> B Z et B Z suit la loi normale de moyenne nulle
et de matrice des covariances 1'identité dans ZRk—l
~-1 L GZ
B S' —Ws= .
n n :
°k
ol les Z; sont des v.a. normales N(O,1) et indépendantes (car pour

une loi normale si la matrice des covariances est diagonale alors les v.a.

constituant le vecteur aléatoire sont indépendantes).

-~

Ce qui termine la recherche de la loi limite de Bn SA .

ITT - LOT LIMITE DE Sé(.)

Proposition 5.- Sous les hypothéses du théoréme 3 et des
propositions 3 et 4 la statistique Sg(.) = <B SA: V> (ol S; et V

ont été définis au chapitre I p. 4).

k
Converge en loi vers la v.a. U = X Ci 2.(.) ou les Cj sont
j,:z A

des v.a.r. normales centrées réduites et indépendantes,

Démonstration : Immédiat, elle est la mféme que celle donnée

au théoréme 3.

Conollaine 2.- Sous les hypothéses de ia proposition 5

((s;(.)llz-—£+ Q ofi Q suit un > A& (k-1) d.d.L.
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Démonstration : Immédiate, elle est la méme que celle donnée

d la proposition 1,

Remarque : Nous obtenons ainsi un résultat assez intéressant

. . 2 .
compte tenu de l'importance de la loi du X dans les tests statistiques,

IV - QUELQUES EXEMPLES.

. 2
Nous traiterons deux cas : le cas R et le cas R

n 2 n
1 1 2 L
donc ——— — ¥ e (X,) — N(0,1) ,
~ - .o 271
/"2 vn 1=1 n->+o
o, + O
2 n
1 1 o 2 L 2
d'od —— =[] e,&x)]" ——x" a 1 d.d.L.
~2 n 1=l N>+
o, + a
2 n

72 - Cas ]R3.

-~

Nous allons déterminer les &léments de la matrice Bn telle

que :
~y . -
99 T % 923
-~ ~9 - -
' == - —
zn ~2 Bn ou 23 O32
933 93 * 9%
Posons a b
- n n
Bn =
b c
n n

~

car Bn est symétrique
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On obtient le systéme suivant :

a2 + b = 02 + 0
n 2 n
bolay +e)) = 9y3 % 03

b2 + c2 = 02 + o

n 3 n

a) b =0 . Alors a_= 02 + o et c2 = 02 + o,
n ‘ 2 n n 3 n
. < ]Az
d'ou a = g, + a et c = o, + a_ ,
n 2 n n 3 n

seules les quantités positives conviennent puisque Bn doit &tre définie

positive, donc

2
B =
n
0 U§ + un
d'od
~y _
( ra) 1/2 o
_—_
n
0 (02 )-1/2

par sulte B;l S; -£+ N(0,I) ol I est la matrice identique dans iRZ .
llB;l S;i|2 ——a-xz 3 2 degré de liberté
923
b) b #0. On écrit alors a +c¢_ = ——,
n n n b
- - n
puisque bn # 0 donc Ogg = O3y = 0 si et seulement si a, + c, = o,
a +c =0=>a =-c¢_ d'ot
n n n n
2 2 ~2 ~2 ~2

2 ~2
a +b =¢ +b =0,+d =0, o =>0, =20 . dans ce cas
n n n -



alors B
n
toujours p

si

11 faut et

b #0 et
n

En remplag

on obtient
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1 0
};2=(;+ ) d'oi
n 2 7 %n ou
0 1
- 1/2
(o, + an) 0
Bn =
0 - (o, + a )1/2
, U . v, 2 - '
n'est pas définie positive car veR . <an,v> n est pas
.. - ~2 2 2
ositif. En effet posons v = (VI’VZ) <B v,v> =V 0, *a (v] - v2)
|v | alors <B v,v> < 0 .
1 n
En conclusion, pour que Bn soit définie positive si bn # 0,
11 suffit que Oyq = Og9 # 0 donc dans cette partie on a
Oy3 = 039 #0 .
En calculant a et c, en fonction de bn on obtient
Gon 0% - o
a - 23 73 _ 2 bn (1
2bn 2 993
o - o o
. = 3 %2 b 23 2)
2 993 2bn
ant a ar sa valeur (1) dans 1'équation a2 + b2 = ;2 +
n P : d n n 27 %
une équation en bn dont la résolution donne :
~2 ~2 ~2 ~2 ~2
! - , + 0q + 2 o + 2 /{52 + an) (03 + an) = Oq9q
b =o¢
n 23 ~ ~ -
(02 - 02) + 4 02
3 2 23
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Remarquons que bn existe puisque

~ -~ 2 ~ ~
1) (02 2 + 4 02 >0 T93

3“02) 23 #0

~ ~ ~

2 2 2
2) (02 + an) (03 + an) - 0,4 0

~1

(la matrice zn étant strictement définie positive, son déterminant est

strictement positif).

A2 -~ ~ ~

2 3 2 e e
3) 02 + o, + 2 a = (02 + an) + (03 + an) > 0 (définition de an).

Enfin, la connaissance de bn permet de déterminer a, et c,

par les relations (1) et (2).

Connaissant alors a bn et c, Bn est connue et on calcule

~

. -1 . . . . . .
aisément Bn (inversion d'une matrice carrée ce qui est classique).

a b c - b
n n n n
i ~~1 |
B = =z=> B = 2
n n a ¢ ~-b
b c non - b a
n n n n
~ Loy
§' —— v(0,1) I= ( ! et
n n i
0 1/
HB—] s'||2 —-—L-+X2 a 2 d.d.2.
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CHAPITRE 111

ETUDE DE LA VITESSE DE CONVERGENCE DANS LE CAS

Ou LE NOYAU EST DE DIMENSION FINIE.

A - INTRODUCTION ET NOTATIONS.-

Nous avons montré au premier chapitre que si le processus
X
(X))

suivait la loi u alors IISH(.)H2 l;+ Q oii Q est une loi

-1/2

n>1

3

dont la fonction caractéristique est donnée par [ﬁét(lk_l - 21t X)]

Dans cette partie nous chercherons la vitesse de convergence.
De nombreux auteurs ont &tudié, dans le cas od les v.a. Xn sont indépen-

k . .o
dantes et dans R~ la vitesse de convergence de Pn vers sa loi limite ¢

(Pn est la loi de probabilité de la v.a. Tn =

Il-L\/)D

Xi et ¢ la loi

Nl=

normale limite de Pn)'

On pourra consulter notamment DS] R [:1 6:] . [1 7:[ , [18] , D 9] R

[20], [21], [22].

D. Bosq dans [5], Bﬂ ,[7] étudiant les tests hilbertiens dans

le cas des v.a. indépendantes a obtenu une vitesse de convergence de 1'ordre
~-1/2
de n / .

Plus précisément, il a obtenu en supposant que :
Vi =2...k Jlej‘:}du<+m

(les ej , j =2...k @étant le systdme orthonormal cf. chapitre I).
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o~ R

swp BI11s,()11% < ] - plac )l € c 00 [ eyl ad 272 ()
+

aeR 2

]
- . 2
oi Q est une loi du x & (k-1) 4.4.2.

et Co une constante universelle

En utilisant une majoration d'Esseen [li], on obtient dans le cas
< . s . (k- /k
oi les v.a. sont indépendantes un majorant de la forme Dk-l n oli la

constante Dk-l ne dépend que de k et des moments d'ordre 4 de ei(Xi).

Cette majoration est valable sous 1'hypoth&se supplémentaire [e? dpy < + =,

Malheureusement Esseen ne donne pas la valeur de cette constante

Dk—l » ce qui rend cette majoration inutilisable lorsque la dimension du noyau
varie avec la taille de 1'échantillon (kn avec lim k = + «) ou encore

n->+o
s1 cette dimension est infinie.

Par contre la majoration (1') permet cette généralisation voir
Bosq [5), [6], [7]-

Dans la "littérature' enfin, nous n'avons guére trouvé d'article
relatif a4 la vitesse de convergence dans le cas des processus stationnaires
multidimensionnels. Cependant nous avons cherché d exploiter 1'article

d'Esseen dans le cadre de nos hypothé&ses particuliéres.
L'hypothése (H) suivante est valable pour toute la suite

de ce travail.

(sup sup le.(x)| =M < +
xeE j=2...k J

Z Va(i) < + «
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T - GROUPEMENT SOUS FORME DE PAQUETS DE

S'2
n
S! - S'j
n n
S'k
n
Posons
1
Tgez(xi)
W. = B
1 .
1 e, (X.)
/IT k1
2 2
B2 = o2
2 2
a2 = mllIsy17 = wllIs C.

I1 est facile de voir que :

k
2 1 2 k-l
E[|w.[|“= ) E[—e.(x.)]° = T
t j=2 Yo 3 ° n

De méme

2 S 1
sll1sl1% = 1 ek

E[:ej(Xi

)14

_ 2
= Sn,k .

n

)

2
L eyl

) ej<xi)]]
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Par conséquent

o«

A2 k1) (1 +8M T a(i)) =c -
n,k =1 k
Lemme 4.- On suppose réalisée 1'hypoth&se (H).
Soit h 1le plus grand entier tel que
h
E[HZ wil]z:] < An,k Snk
i=1
A K 1/2
Soit m 1la partie entiére de { L ] .
sn,k
On pose :
Y] = W] + ...+ Wh Z2 = wh+l + ... 4+ Wh+m
Yo = Whamer * o0 F Wonag 2y = Woname1 * 0 ¥ Wonaon
YT Wi mem+r Yo Y Yine(i-m 28 = Wina(i-Dme T Y Vi (hom)
Y'e = ommme s s s s s s s Z/e = s s s s s ==

O si £m+ £h =n

L+1

wﬂ(m+h)+] + ... t wn sinon
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~ _ . ' it eqe s . .
£ étant déterminé par 1'impossibilité de construire Y£+] et Z£+l a la
fois selon le schéma :
Y1 s Z1 s sy Yi s Zi .o tel que
L(m+h) < n < (£+1) (m+h)
a L+1
§' =Y +Z7Z ot Y = ) Y. et Z = ] Z
n n n n . i n . i
i=1 1=1
. 2
n Vi=1...2 Bl 17 =8 sy (1 + o)
. 2 3/2
2) Vi=1...2 e[}z, 1171 s 0 &’y
ol D= ci/z (1 + 8 M2 Z a(i))
i=]
3) E| |2z |12 <A s (1 + o(1))
£+1 * “n,k n,k
A
&) 2= 2K (1 4oy
Sn,k
Démonstration : On remarque d'abord que, par stationnarité,
tous les Y, ont méme loi de méme que les Z. pour 1 < i < L. I1 suffit

donc pour 1) et 2) d'étudier Y1 et Z1

1) Par hypothése on a :

E[[Ylllz <A

n,k Sn,k
2
E(IYl + wh+1|l g An,k sn,k
d'od
2 2 2
LY T ca, oy < BHT T B, L7+ 28 <Yy, Wy
E||Y

,k

17 € g 5oy < BT+ sy v 2 Va7 SRl 1
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donc :

2 C1/2
O s A qs, TEHY T < (s w28 s D)
on tire alors :
Ellv, [[2=a . s . (1+o(1)
1 n,k "n,k ’
. 2 ' 2
2) Vi=1...2 EHZiII =EHZIH
9 k m 32 1 k m 2
EHZIH = e[ ) [Z Wi]]=— ) E[Z ej(Xi)[
j=2 i=1 n j=2  i=l
|k
donc
EHZle < 2 (k-1) (1 + 8 e }oai))
i=1
A 1/2 o
< n,k 32 K (1 + 8 M2 ) ali))
®n,k s i=1
< Al{i si/z (1 + 8 M 1 eli))
1=1
ellz,]|° < c;(/z S esw 7 oa@) p=cl/? e T a) .
; n i<l k i1

Pour les points 3) et 4) voir []] p. 159-160 ou [24] p. 35-38 , il suffit

de remplacer les produits par des normes.
Déterminons maintenant h, m et Z£.

A K 1/2
m est la partie entiére de BLIELS

s
n,k

2 =l - ) el
, 5
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soit L= inf E[8'9]? (L <+ = car Vj
j=2...k D :
donc
1/241/2
? (k—l)l/z n

n

d'autre part

Vi

©

I

1=1

donc

msg (1 +8 M2 ) oa(i))l/4 nll& .

Par conséquent

/4 1714
n

L1/4 n1/4 <m g 2

2,
38
A
~
+
o
=
~1
Q
~
=
~
~

donc m = 0(n

de méme on montre que

V2012 g oo+ 8 M ) a(i))!

i=1

/2 n1/2

IA

/2

d'od L = O(n] )

Pour la détermination de h on écrit que :
h 2
EL LW T s A b fnk
1=1 ’

et on montre que

he(i+81 § o] /2a'/?
i=1

2...k E[S;jjz c1+8M T a(i) <+

2...k E[Séjjz < + )
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et comme £(m+h) < n < (£+1) (m+h)

1/2

alors h = 0(n ) .

Nous avons donc

1/4

m = O(n ) , h 1/2

n1/2

on "%y , £ =0( ) .

Lemme 5.- Avec les mémes notations et hypothéses qu'au lemme 4

0

3/2 2

Elizn[|2 $Ks ' o K=6c’" (1+8MN izl a(i)) .
Démonstration :
) k ] k £+1 j
wllzgl1? = 1 eBd - 1 e[ 2D’
j=2 j=2

L ) . ..
sl 17+ 3 CF sGll? a0 20 ] ] 5[z 20)]
j=2 i= +

2 2 k
CEllz {7 +Ellz |17 +2 [ [ ]
j=2 l1gigk

el 21,77
ve{ph+(p=1)m+!,...,oh+m}
p=1i",...,0+1

E JJ zJ | <4 ij 23, atm) oi m =v - (i'h + (i'=1)m)
1 Vv V

d'aprés ce qui précéde

il
|E[Wv 23 ]] s 4 a(m )

M omM
/o v/n

d'oli en remplagant les différentes quantités par leurs valeurs
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c 2 c 1/2
Bllz 117 « b0+ o)) 520+ s (o) + 2 Ky
S n S
n,k n,k
C [ee)
(1l vo)) ] al)
Sn,k i=1
3/2 .
Bz 12«22 5 aro0y) rewd §oa@) v s (v o) s
s i=1
n,k
2 3/2 1/2 S
8 M o) S (o) 1 el
donc :
2 2 . 2 v .
EIIZn[| <6 ci/z (1 +8M ) a(i)) s;{i K=6 Ci/z (1+8M § a(i)) .

i=] i=1

d'oli le résultat annoncé.

Remarquons que EI{YHIIZ = A k(l + o(1)) et E[[anlz = o(l).
s

Q est une v.a. dont la loi a comme fonction caractéristique
. -1/2
[det(r, | - 2it D)] .

La matrice £ a été définie au chapitre I p. 9

s ()12, = []s']]?
n Lz(u) n :mk—l

2 k
| - o~ =
Sn (Yn + Zn) avec Yn (Yn sy Yn>’ Z (Zn yeves 2)
donc

p[Ils (0117 < a2 = p[lIst]1? < a”T = o[I1y, + 2 1|7 < 7]
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2 2 - 2 2 '
eIy, +z [["sa7] =2y, +2]] sa) Nz ]| >er vty +2z ||

¢a) N (]z_]] < 7]

oli € est un nombre positif aussi petit que 1'on veut et qu'on choisira

par la suite et a un nombre positif.

On obtient alors

2
pllIs (2117 < o] < plllz || > <] + eOllx, 2|l < &) N dlz,[] < 1.

Nous savons d'autre part que
v < Hy, v 211+ [z ]|
2
d'od p[lls_ ()11% < a®] < 2[llz || > ] + p[IY |1* < (a + &%

On obtient en définitive

2 2 2+ 2
sup, (201,117 < o] = ela < 1) < lliz, |1 > <]+ suo, [eDl1x 117 <

(a+ )] «2las a+ e’ +sup, Plas (a+e?] -2l a’]
aeR

Posons :

=
1

oIz 1] > <]
2 2
B =sup, |P[Qs (a+e) -pPlasa’]|
acR

c=sup, B[t |17 s @+’ -plos a+ 0 .
a€R

La recherche de la vitesse de convergence consistera & calculer les

3 quantités A, B et C.

2
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B - VITESSE DE CONVERGENCE. -

Donnons d'abord quelques lemmes préliminaires.

1 - PRELIMINAIRES.

Un lemme dG & Esseen dans son esprit.

Lemme 6.- Soit a et e deux nombres constants donnés
tel que 0 < & < a.

11 existe une fonction H(xl,... a,e) = H(p,a,c)

bd k_l,

X
P . // 2 2
dépendant uniquement de p = Xy + ...t telles que :

-1

1) I

pour O < p

N
['})

[}

H(p,a,e)

0 pour o + €

N\
Y

et |H(p,a,e)| ¢ 1 pour tout op.

De plus la transformée de Fourier de H est

—-— N

h(t .t _l,a,e) = h(r,a,e) dépendant uniquement de r = /é

PR k

et

(a+e/2)(k“2)/2

2) |h(r,a,e)| < C (k)

K7 X
€ r
¢ (k) = (TP el
2
(k-2) /2
) air,a,0) | < c, 0 LD
r

(k=1/2 T((k+1)/2)

Cz(k) = /2 (2m)
r(k/2)
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Démonstration :

1) Soit la fonction Ga(xl""’xk-l) définie dans ﬁRk-l (k > 2)

de la fagon suivante :

1 si //x? + ...+ xi_l

¢ (x W LX
a

e Xey) T

0 sinon (1)

oi a est un nombre positif.

La transformée de Fourier de Ga s'écrira :

_ [ i<t,x>
ga(tl""’tk—l) kmk“I e Ga(xl,...,xk_])dx1 e dxk_1
(t f t )= Eﬂéfk—lyz JE:l =) r = /éz + .
Batt1o k- 3 2 1o T k-1t

Ty (2 k-1
5 désignant la fonction de Bessel d'ordre —— au point z
2

Considérons la fonction

r((k+1)/2)
G (x

M(X e eeodX ) = ____.__..__.__J
120 - Z Z1)ok-1 a
L (k=1)/2 k=1)g

P TBp e By T Gy
Gs(c],...,ck_]) dgl ve dck_] oi 0 <€ < a

de (1) on obtient :

2 2
1 si ng + + Xk—l <a-z¢
M(xl,...,xk_l) = | (2)
0O s1 /gf + + Xi—l > a+ ¢

et |M(x1,...,xk_])| < 1 pour tout x € R
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La transformée de Fourier d'un produit de convolution &tant égale au
produit des transformations de Fourier correspondantes de ces fonctions,

l1a transformée de Fourier de M(Xl""’xk-l) est €gale 4 :

I, (er)

m(t , ety ) = [g-r’l‘i(khl)/zfl‘z—'—l-(ar) p kD /2 F(kzl) (_:)—(k-l)/z (3)

on obtient de (2) et (3)

h(r,a,e) = [“(a ’ %)] e (k=72 g ety Yot Lo %)ﬂ J}%l— (i:?j/z
r 2 2 (ex/2)

h(r,a,e) est la transformée de Fourier de la fonction

H(p,a,c) =

et pour tout x de BF—I lH(p,a,s)‘ <1 .

2) En utilisant les inégalités classiques sur les fonctions

de Bessel (voir [?i] p. 373).

Ty (&)
- |

J (z) -
|J£~L | s\/ﬁz-i— pour tout =z positif (5)
2 T Yz

En considérant (5) on obtient :

pour tout z positif (4)
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2n(a + Sy k"1/2 i |
r ™ /r(a + 5 2 Vo1 (er/2)

Y
1

(er/2)

(k-1)/2

d'od

(k-3)/2 k+3/2 _ k+l. (a + e/2)(1<—2)/z
’ re> k/2 k
2 e .

Ih(r,a,s)l < (2m)

/2

3) En considérant & la fois les relations (4) et (5) on obtient :

(k=1)/2 )
|h(r,a,e)| < Eﬁlgi;t:aﬁQJ /| 2 ! - (k=1)/2 [ ket
r 7 (a+ e/2)r 2
v
Z(k-l)/Q r(k/2)
solt
(k=2)/2

(k=1)/2 T(k+1)/2 (a + €/2)
rk/2) rk/2

[h(r,a,e)| < vV2 (2m)

Remarquons qu'Esseen,dans la démonstration de son lemme [15]

p. 102~103, ne donne pas la valeur des constantes Cl(k) et CZ(k)'

Posons : Pn(E) = JE fn(x) dx ot fn(x) désigne la

L
fonction densité de la v.a. Yn , (Y = 2 Y. et Y. = (Yi s ey Y?))

1

P(E) J w(x) dx ol w(x) désigne la loi normale N(O,I).
E

Posons enfin :

i<t,Y >

a_(t) = Efe T -t

X
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oi f£f(t) est la fonction caractéristique de la loi normale N(O,I).

An(t) est la fonction caractéristique de (fn(x)—w(x)).

I1 est immédiat 3 partir de la formule d'inversion de Fourier que

k-1
.1
Lak" Hp,a,e) d[P (0 - 2(0] = () J‘;Rk—l b (6) h(x,ae) dt  (6)

od H et h sont les fonctions définies au lemme 6.

Les propriétés de la fonction H (cf. lemme 6) nous permettent

d'écrire en considérant la relation (6) ci-dessus :

2 2 1 k-1
|P[|]Yn|] < (a+e)”] - PlQ < (a+e)2:H < (EE) J]Rk-l lAn(t) h(r,a,e)| dt
on a donc :

¢ = sup, [B[1%[12 < (ave)?] - P[Q € ave) 2] < <~L>k"'j
—Z§+ n £ Q =« (axe S Vog e

}An(t) h(r,a,e)| dt

i<t,Yn
An(t) = E[} i] - f(t)
i<t,Y > £ i<t,Y > £ i<t,Y >
= Efe "7 - 1 Efe VI+ 1 Ele V- £(0)
: v=1 v=1
: i<t,Yn> £ i<t,Y > £ i<t,Y >
la (&) < |Ele 1- 1 Ele +| 1 Efle V- f(t)l
n v=1 v=]
Posons :
1 i<t,Y > £ i<t,Y >
A (L) = E[; n J - I E[é v
n v=1
9 £ i<t,y >
sty = 1 Efe V- (o)

v=
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La recherche de C consistera tout d'abord @ majorer les

. 1 2
quantités An(t) et An(t)

Lemme 7.-

A1) ] & 4Lam)

Démonstration : Immédiate, il suffit de remplacer eitY
par ei<t’Y> et P(n) par a(n) dans [24] p. 39.

Lemme .- ¢ e RS

. -3
si el] s B, &,
oil BI = inf  <Zt,t>
Hell=1
3 3

alors pour n assez grand

2
~8,/3 [|t]]
2 3 3 1
|An(t)’ g l[e]]” e

Démonstration :

L i<t,Y > )
Arzl(t) = I E[e V:I - f(t) oii f(t) = e ]/2<Zt,t>

v=1

i<t,Y > .
v 2 v 3! AY]

,-+.,L &tant de méme loi et up-centrées alors

i<t,Y > .
1
\)]= 1 - — E<t,Y >2 - i—e--E<t,Y >3
2 v 31 v
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£ i<t,Y > i<t,y;> 2
n Efe V] = [Efe 1]
v=1
f, i<t,Y > i<t,Y > ,e _
Arzl(t) = T Ele VI - ) = [Ele 1 - e 1/2<3t,t>
v=1
2 £ LOg(]“(l/Z)E<t,Y]>2+(1/3!)|]t]lSEllYl|]3) ! 12y <3t o
lAn(t)I < |e - s l

~(/yeeee,y 22 a/snel o] el 1y |1

N

e _ e—(1/2)<2t,t>|

pour 1 assez grand on a :
) :
L E <6, Y,> = <zt,t> (1 + o(1))

donc

(Ai(t)( < /DIt e

—<1/2)<2t,t><1+o<1>>+(1/3!>£EIIY,I131|t||3+<1/2)<2t,t>
e -1

3 3
- (1) <It e Ie(l/B!)lEI}Y1|| el ]

<

__]l

Utilisons maintenant 1'inégalité classique suivante

o

Vo € R le” = 1] < Iu| e

3 3
(/3ngel |y |7 el
e ‘ - lls;l;ﬂEllYlll3lltll3e

azanee] |y, 1P el )
Par conséquent :

(1/6)LE||Y [13|1t|{3—(1/2)<2t,t>
ape) ] < 2 By | el ] e !
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Supposons maintenant que la matrice ¥ est inversible.

Posons :
B, = inf <It,t>
el f=1
3 3
e =tE |yl
. 2
On sait que B] ||t,| < <It,t>

De plus Bl > 0 (cf. proposition 7 p. 79 de [14]).

I1 vient donc :

SR NGIER
IRCIRT I i "]

et si ||t]] <8, 8;3 ,
. 8 28,
alors ——-|lt]} - Bl < — - B] = - L
3 3
2
-(8,/3)]]t]]
donc 2] g el e !
k-1
Lemme 9.- ©Pour tout t e R tel que :

|!t|l > Bl g;3 ol B] et gi ont été définis au lemme 8 ,

alors pour n assez grand :

£ i<t,Y >
I

B8
e V] sexp[-—;]ltllzj-

Démonstration : On écrit encore

1<E,Y > , i 2 ig 3
E[é =1 + i E<t,Y » - — E<t,Y > - —/ E<t,Y > (9[ < 1
AY] v AY]
2 31
=1 - L,y s - iﬁ-E<t,Yv>3 lo] <1

2 v 31
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donc :

I 2 1 3 3
Efe Ts<1- BT g-Elle[l el

et on utilise 1'inégalité@ classique

c'est-3a-dire ici :
—(1/2)E<t,Y\)>2+(1/6>EllYll|3Iltll3

1——]—E<t,Y >2+-1—E||Y H3 HtHBSe
2 v 6 Y

Le processus (Y\))\)=1 g est stationnaire donc
IR 2(-(1/2)E<t,Y]>2+(1/6)E‘lY1|l3||t||3

| 1 E[é ]l < e
v=1

e

—(1/2)KE<t,YI>2+(l/6)KE]lYlll3 ]|

et pour n assez grand

L i<ty s ~(1/2)<zt, e> (140 (1))+(1/6)g>] [e] |
| 1 Efe V]l s e §
v=1
~(8,/®) | Je]]?
< e
Lemme 10.~
Pour tout t eIRk_l

2
e e-(sl/z)lltll

~

f(t) =

Démonstration : Immédiate car 81 [{tllz < <It,t> .
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Lemme 11.- Sous 1'hypothése générale (H)

5 ,
n Vi=1...2 E(]Yi]|3 < Kl><(5— 3/4
. n

ol K] est une constante indépendante de n et de k.

6
k1 . s
2) gi < K2(——) /4 ot K, est une constante indépendante
n

de n et de k.

3) Il existe une constante K3 indépendante de n et de k

telle que :

3 n—l/4 ]

Démonstration :

D Vi=oe Elly P =Byl es v, i=1...2

sont de méme loi).
3 /2 % 1/2 ~% 33
Elly, 117 < aen'? er] W17 <P e |67,
j=2 j=2
En utilisant les propriétés des normes dans Lp (voir [26] p. 53) on a :
3 12 5m413/4 12 14 £ 8 94374
EllY,[]7 < k 22 EM]T " s’ xx [,ZzE[YJ]
J:

j:

, hoo, h ® 2
R A N GRS
: n '=] i=1

n

D'autre part nous savons par définition de la longueur h

/o

h s 5 ]
(1+8M7Za (1))

/2

On obtient alors :
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.z va(i)
Vi = 2...k E[YJ]]4 < 3072 M =l « L
1 +8 M2 Y a(i) n
i=1
En conséquence : -
3072 M* ¥ Ya(i) 73/4
vi=1...8 EHYiH3$\: =1 1 AL
Lasd T ad) o n
=1
3072 M* § /a(D) 1374
En posant Kl = [ l=l }
1+ 8 M Y (i)
i=1
2 3/4
Vi= e eyl =By P cx
n
3
2 g = el
. .
gi < =X (1 + o(1)) EIIY]|I3
S
n,k
c, = [-1) (1 +8 M ) a(i){]l/z
i=1
k-1,1/2
Sn,k = (—) ’
n
d'od .
o 2 3/4
g3 <2 (1 +8 e Y Ot(i))l/z n!/? K, (E—)
n i=1 n
3 18 174 2 ¢ 1/2
g s Ky (&) avec K, =2 K (1 +8M Yooa(i))
n i=1

» g LfEll)y, 11717

A
Kk
s 25 (1 + o(1)) D%lk.sn_k(l + 0(1))]3/2
s b b
n,k
A
n,k 372 _ \5/2 1/2
2 S (An,k Sn,k) - An,k Sn,k
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k
2 2. , 2 '. 2
= BSOS = sl 1 = T el

Posons inf E[S'JJZ =L .

] n

j=2...k
Y a(i) < + =) d'od
i=1

L<+o (Vj=2...k EB;UZS I+ 8 M

A2 > (k=1) L 2 L par conséquent .
n,k
3 5/4 1. 1/4 _.5/4
g, > L (;) K3 =L

I1 - CALCUL DE A, B ET C.

I - Caleul de A.

L'inégalité de Bienaymé Tchebychev nous permet d'écrire :

2
||z ||
2liz,l| > €] « —5—

Par ailleurs

i
oo

Bllz_|1% <6 ci/z slfﬁ (1 + 8 M 121 a(i))  (lemme 5)
donc
Bllz_[1* < 6% (1 + 8 ifl a(i) '/t (1
d'ot
hesrsnd ] oyt &L 7
i=1 n €

Le choix de € nous permettra donc de trouver une majoration de

Nous ferons ce choix d la fin.

A.
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7 - Calcul de B,

B = sup, |PB) s (a+ 6)2:] - p[Q ¢ aZ:H
aeR

az sup |fk(x)l dx

[<a+e)2

IN

sup lfk(x)| [92 + 2 ag]
x€R
fk(x) désignant la fonction densité& de la loi dont la fonction caracté-

ristique est égale 3 g (t) = |dét(I - 2it I) ~1/2 .
& k k-1

Supposons maintenant que I est strictement définie positive,
alors il existe une matrise S symétrique et orthogonale telle que :

-1 < . . ~
S DS =L ol D est une matrice diagonale formée des valeurs

propres de Z. Notons par dj , J 2 2 ces valeurs propres (Vﬁ > 2,

dj > 0 puisque I est strictement définie positive).

I1 est alors immédiat que :

o . “1/2 . ~1/2
g (t) = [dee(r, _, - 2it )] = [aee(r, | - 2it D)]
k
. -1
=[n (- 2itd.)] /2
j=2 ]
k 2 ‘
Pour k =2 ou 3 1la densité de la v.a. Q = 2 Z. (dont
j=2
. .. . - . . -1/2
la fonction caractéristique est égale & [@et(lk_l - thz)] ) est
majorée par ,/ 2 .
T
Pour k > 4, gk(t) est intégrable , sa densité fk(x)

est donnée par :
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1
sup Ifk(x)| < — J ‘gk(t)l dt
xeR ‘ 27 ‘R
k
J lg, (t)] dt = J n [(1-2it d.)] V2 gy
k . ]
R R j=2
donc
[ k -1/4
J lg ()| dt < 2 + 1 [(1 - 2icd.) (1 + 2it d,)] dt
k . ] ]
R Ttz j=2 :
X k
<2+ T+ 4t d?)'l/4 dt
Hlefat j=2 ]
r 4 _
<2+ I (1 + & t2 d?) 1/4 dt
Helst j=2 o
4
( - -
<2+ RO v B BHART
Helzr j=2
6 1 2.-2/4 2.-3/4
<2+ (2 n d.) (™) dt
j=2 J ]
6 4 i/ [T <32
<2+ 2 (2 n d>.) J t dt
j=2 3 1

J g (0] s 2+ — =2 [i + -
R 6 I % 1/4 21/2( ? 1/4

(2 dy) o d.)
j=2 1 j=2
Posons d = 1nf(d2, d3, d4) alors
1
J g ()] € 2 (1 + ——)
R (2d3)1/2
d'ol sup lfk(x)l < /GZ + L “_—31T7§
. T T (2d7™)
Par conséquent :
2 1 1 2
v
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Ici aussi il suffit de se donner € pour avoir une majoration

de B.
3 - Cakeul de C.
i k-1
C < (EEO [Rk_l lAn(t) h(r,a,e)| dt
|An(t)( < IA;(t)l + IAi(t)I donc

p K 1 p Kl 2
C < (7;9 [Rk_l 'An(t) h(r,a,e)l dt + (QF) [Rk_l ]An(t) h(r,a,e)‘ dt

Posons
1 k~1 .
C, = (7?0 J k=1 !An(t) h(r,a,e)| dt
R
1 k~1 2
¢, = G J kel IAn(t) h(r,a,e)| dt
R
| k-1 I i k~1 ]
c, = G J lAn(t) h(r,a,e)| dt + G J IAn(t) h(r,a,e)| dt
r<l r3l
2.2, V2
ou =Y k-1
Posons

(@]
]
—~

k-1 1
7;) J {A (t) h(r,a,e)l dt
rgl n

[

C”

k-1 1
1 (759 J lAn(t) h(r,a,e)| dt .
rx1

Calculons maintenant C; et CY .

k-1
¢! = () J | |A;(t) h(r,a,e)| dt s (7%9 420 (m) J Ih(r,a,e)| dt
r<

et cf. (lemme 6/3 p. 49).
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(k=1)/2 _ _
¢! < hatm) Q;J /7 (em D/ kD /2) (o, gy (km2) /2
T T(k/2) 2
1
1 J r(k—2)/2 4
r((k=-1)/2’0
15T rey /2 | (k=2) /2
< 8 V2 [—] — (a + €/2) Lo(m) .
2 r(k/2) T((k-1)/2 k

La formule de Stirling nous permet de dire qu'il existe

deux constantes b et b tels que :

1 2
b] zz_l/2 e_z 2 < T(2) < b2 zz—l/2 e 2 Vor , 2>0
on obtient donc
( / (Egl)(k+l)/2—l/2 e—(k+l)/2 (a + E)(k—Z)/Z
' £ (m)
C S 8/"’ [ ] k ]) 2 _g- — - ~ - _2 — - QL
1 g ( )(k/2) 1/2 o k/2 9 (EElQ(k 1)/2-1/2 o (k~-1)/2 K
Soit aprés simplification
' 2 b2 19k/2 _1/2 e, (k-2)/2
C, < ———7 ETT—] k (a + 'é-) ﬂoc(m) (9')
e b1
donc
b, e (k=2) /2
C! < —=(a + Lo (m) (9
b2 2
1

¢y = (! J |8.(t) h(r,a,e)] dt
Ll r1

c" < 4 (-Lgk—l Lo (m) J lh(r,a,e)l dt
27 r>1

o

—
2
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" _l_ k-1
Cl S (2ﬂ)
b
Cll < 2’
1 ﬂez b
d' ol
1 k-1
C2 = (z;?
1 k-1
= ' "
C2 C2 + C2
' _L_k—l
C2 (Zﬂ)
w oo oL k=1
C2 - (Zn)
En
. _L_k—l
C2 € (Zﬂ
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(a + 59(k-2)/2
4£0.(m) (Zﬂ)(k—l)/Z 2k+3/2 F(kzl) Zk/z
€ T ((k=1)/2)
[0" k-2
dr
1 rk
LyK/Z ypa(m) (a + %)(k—Z)/Z e;/z (10")
c" < E_% (a + _('_:_) (k~2)/2 z@Ol.(m) (10
1S a7y %/2 )
1 £
2
lmk'l [An(t) h(r,a,e)| dt
J _3 |A2(t) h(r,a,e)| dt + (§L9k_] [ _3
r<B, g B m r38.g
1 ®n 1°n
82¢6) b(r,a,0) | dt
avec
2
[ i -3 IAn(t) h(r,a,e)| dt
rs 1 gn

J -3 lAi(t) h(r,a,a)l dt
B

-1 gn

appliquant successivement les lemmes 8 et 6, on a :

T((k+1)/2)

&2 /T (o (D2

r(k/2) t((k-1)/2)

J

+c0
Sk+2) /2
0

~(8,/3)c”

(a +-%)

(k-2)/2

dr
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On obtient alors aprés calcul (intégration et utilisation de

la formule de Stirling).

b k/2 -
¢ s 2| L3NS gDz 3 (1"
by 8en [2mk VB i
Soit
. b2 3 (a+ & (k~2)/2
C 5-—5 g (a '?) ()
b
1
. 1, k-1 2
Cy = () J -3 |An(t) h(r,a,e)| dt
rxB. g
1®n
) £ i<t,Y >
a2wy] = | 1 Efe V] - £
v=1
1] 1 LA
Cp € Cyy + Cyy
1 k-1 £ i<, v,>
szvl = (_2?) J -3 | o E[e J h(r,a,e)| dt
r251 g, v=1

En utilisant les lemmes 6 et 9 et en appliquant la formule

de Stirling on obtient

-3/2
b k/2 -(B,/8)g _
, bl [ 2/2‘} o VBB +%)(k /2 (1
by 8em Lmk fBT
woo _l_k"l
Chy = (Zﬂ) J . -3 |£(t) h(r,a,e)| dt .
r28, g
De méme en utilisant les lemmes 6 et 10 on obtient :
_ -3/2
. P 2 &2 (B /Dg, e (k=2)/2
022 g =5 e (a + 5) (13)
b1 8erm |21k V@;



- 67 -

Par ailleurs nous savons que (lemme 6)
0 <e < a

d'oli on obtient successivement, comme k est constant

- o[(%)”"-}]

€

>
I

B = O[ﬁ e]

C; = OEZu(m) a(k—z)/g]

2 (k=2)/2
C!l' = O[ch(m) -—-—;ETZ—-'—]

' 3 k-2) /2
C2 = O[gn a( )/ ]

-3/2
-8,/8 g
n 1 (k-2)/2
C21 = O[e o a ) ]

-3/2
_B /2 g ~
" l k-‘Z pa
cy, = ofe no ¢ )/]

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

111 - RECAPITULATIF : DETERMINATION DE LA VITESSE DE CONVERGENCE.

I - Le cas générak.

Choisissons maintenant ¢

R NV

n n
Nous savons d'autre part (lemme 11) que :

3 -1/4 -
gn > K3 n ou K3 est une

constante indépendante de n et de k.
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g8 < K, (=) K, @€tant une constante indépendante de
n et de k.

On obtient alors le

Théondme 5.-

1) Si la loi des Xi est u.

2) Si sup sup le.(x)] =M< + =
xeE je{2...k} J

3) si ) Yo(@) < +
i=1
Pour n assez grand on a :

2 _ 2 2 1 1/4 1.1/4 (k-2
sup, !PUISH(')H Sa]-P[QSa]|=O[;(-k_-1)—/——k—]/ +o[(.r.1.)/ a( )/2]+

aeR

o[n9/16 oL(nl/é» a(k-—2)/2]

)

Démonstration : Il suffit de remplacer dans les relations

(14), (15), (16), (17), (18), (19) et (20), ¢ , £, m et gi par leurs

valeurs respectives .

Nous obtenons ainsi une vitesse de convergence qui est fonction

de a, du coefficient de mélangeance a(n) et de la dimension du noyau.
Remarquons que pour a =1

1.1/4 (k-2)/2
= a
n N>+

Ce qui veut dire que pour a = n , la vitesse de convergence

ne tend pas vers O , ce qui est sans intérét.
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I1 serait plus intéressant que la vitesse de convergence

tende vers O quand n tend vers 1'infini.
Définissons pour cela un ensemble de suites (@h) pour
qu'il y ait convergence.

Ainsi donc soit Gﬁh) 1'ensemble des suites tel que

YW e @) , avec (lim b = + «=).
n n n
n—>+w

sip [pll1s ()% 52’ - plasa]l — 0
asbn n>+o

C'est-d-dire

(k-2)/2

n RV o) 0
n->+w
2) n9/16 OL(nl/lb) (bn)(k—Z)/Z 0
n-—>+oo

seul le point 1) pose probléme car pour le point 2) & bn donné

on peut toujours choisir a(n) (la suite a(n) étant a notre disposition)

9/16 o n1/4 n)(k—Z)/Z 0.

n—+eo

( ) (@

pour que n

1/4(k=-1)

On montre aisément que la suite bn = (n) convient.

En effet :
1y G (bn)(k—Z)/Z oyl k2/80=1) R /B(k1) ,
i " oo
2) .0/ a(n1/4)(bn)(k—2)/2 _ /16 u(n1/4) n(k—2)/8(k_1)
- A IA6G-1) 174

n(11k—13)/16(k-—1) o /4

1 . . ;
(n ) —~——— 0 (il suffit pour cela de prendre
n->+ow

a(n) = a Dn ,a>0,pe€ O,l[ et nz 1).
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“

On montre de méme qu'en prenant bn = Log(2 +n) n=z21,

on a convergence de la vitesse de convergence.

L'ensemble des suites (@;) que nous avons défini plus haut

n'est donc pas vide.

On a le :

Conollaine 3.- Sous les hypothéses du théoréme 5.
a(n) étant une suite a notre disposition.

Il existe un ensemble de suites (ah) tel que quelle que

soit la suite b (lim b_ = + «) appartenant 3 (& ).
n->+ow n

2
sup lPD]Sn(.)H < az:l —P[Qsazjl —— 0
agb n->+o

b ed '
neun

plus précisément :

, 1/4
2 2 2 1.1/4 - 2
sup [B[]]s_()]] Sa]'P[Qsa]|=o[_(_k__.]TT/_kT] +o[(-ﬁ)/ (bn)(k 2)/21
asbn a
b e
n n
+ o(ad/16 a4 (bn)(k—z)/z)

Remargue : La vitess t dé de b
que a vitesse de convergence obtenue dépend de 0

c'est-a-dire du rayon de la boule.

2 - Exemples.

Prenons pour toute la suite b = (n)l/ﬁ(k—l)

: ) 2 9 1 1/4
nSlllI/)4(k—l) R e o

asg(n)

~

1/4 . O[b(llk—IB)/]6(k—]) 0L(nl/a

1
O[:nk/Z(k—l)] ):[ @2n

faisons deux choix successifs du coefficient de mélangeance.
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a) o(n) =ap , a>0, 0gp<1l et nz2l

Conollainre 4.- Sous les hypothéses du théoréme 5

) si b =n'/%kD
n

2) Si a(n) = a pn ,a>0,0gp<1 et nzx]l

Alors :
2 24 2 191/4
s [pll1s (0117 < &% - el < 1] = o[X]"/
1/4(k-1) n'
asn
y = ingEL, —E
k 2(k-1)
b) a(n):—-és—’A>0 B=M+6’6>O
n 4(k-1)
Conollaine 5.- Sous les hypothéses du théoréme 5
) si b =n'/tD
2) Si oa(n) = i%— ,A>0, B = k=13, §, § >0
n 4(k-1)
alors :
1/4
2 2 2 1
s [e[l1s, 117 < o] - pfa < a’]] - oFd
1/4(k-1) n
agn
§' = inf (2L, k_ 8
k 2(k-1)

Démonstration : Pour les 2 corollaires 4 et 5 il suffit

de prendre dans (21) successivement

o(n) = a pn et a(n) = l%
n
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Remarque : Dans ce chapitre en dehors de 1'hypothése générale H,
nous n'avons fait d'autre hypothése particuliére (nous avons supposé I
inversible ce qui n'est pas une hypothése "contraignante' pour de faible
dépendance). Ceci dit la vitesse de convergence obtenue dépend du coeffi-
cient de mélangeance et de la suite bn (rappelons que nous avons fait
notre majoration dans une boule de rayon a).

n9/16 o 1/4 a(k-—2)/2

(n

Si a(n) vérifie —_— 0 .

)

n->+oo

Cette vitesse de convergence n'excéde pas

]1/4 + O[(_l_)]/4 a<k_2)/2] Y n9/16 N
n

1 1/4
=Ty 7R
n

5 (k=2) /2

(n"")

tend pas vers 0 ou (l)l/a a(k_z)/2

n

ne tend pas vers O , le théoréme 5

reste vrai mais sans int@rét. Ce qui nous a d'ailleurs amené 3 considérer
1'ensemble des suites «ﬁh) assurant la convergence de la vitesse de

convergence.
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CHAPITRE 1V

ETUDE DE LA VITESSE DE CONVERGENCE DANS LES CAS :

- D'UN NOYAU DE DIMENSION FINIE QUT VARIE AVEC LA
TAILLE DE L'ECHANTTILLON.

- D'UN NOYAU FIXE DE DIMENSION INFINIE.

A - INTRODUCTION ET NOTATIONS.-

Ce chapitre est consacré 3 1'extension des résultats obtenus

au chapitre III aux deux importants cas :

k
0 .

1) Rx,t) = X e.(x) e.(t) (x,t) ¢ E xE

1=y 3 ]

]

e, =1 et l1lim k = + «
i n
n->+w

2) K(x,t) = jzl xj ej(x) ej(t) (x,t) e EXE e =1, =

13 lle > |a.. . ] >0 pour j z1

j+!
oo
on suppose en outre que Z A, <+ o

On suppose que les e. forment un systéme orthonormal dans
2 ot :
L7 (p) et que la convergence de Z A. e. ® ej a lieu au sens de

Lz(u 8 u.

- Si le noyau est de dimension finie qui varie avec la taille

de 1'échantillon, nous posons :

k

n -~ n
]
S()=vn § a, e (.) ot a, =- ) e.(X)
! i=2 e moog = 300
K
3 2
u = Yy z,e.(.) oi 2, vN(,5;) (cf. chapitre I).
Kn o 22 303 j j
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k
2 2 S .
lIUk || (||Uk |17 = Z Z.) est une v.a. dont la fonction
n n j=2 1
PR < . -1/2
caractéristique est |:det(Ik T thz)j
" k -1
Ik -1 désigne la matrice unité dans R n
n
= (0..,). (o.. défini au chapitre I)
z i3’ J=2...kn i’ P
cr
i 2...kn

faisons enfin 1l'hypothése H' suivante :

(\Gle N sup sup le.(x)| = Mj< +
x€E j=2...kn ]

e

Z va(l) < + o
i=1

~ 81 le noyau est de dimension infinie, nous posons

sn(.) = /H’jzz AJ in © (.)
= .Z
U jZZ AJ j e.(.)
2 v .2
ol = 28 2

soit H" 1'hypothése suivante :

sup sup le.(x)| = M2< + o
x€E 332

L Z Yo(l) < + o

i:
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Dans le cas d'indépendance D. Bosq dans [5], Dﬂ , [7] en
supposant que la loi des Xi est u (y étant la loi introduite & notre

chapitre I) a, obtenu les vitesses de convergence suivantes

a) dans le cas ol le noyau est de dimension finie qui varie

avec la taille de 1'échantillon
2 kn
sup, [P[115, ()11 < a] - [, < all - o-2]
aelR
Qn étant une suite de v.a.r. qui suivent des lois du yx a (kn—]) d.d.r.

b) Dans le cas ol le noyau est de dimension infinie

4
k
T2 2 2/3 n
cupy 120115, G317 < a] - 2[110]1% < &l = ofn ”’H
aéR+ n kn /n.
ol Ak = E A? et U= E x. . e.(.)
n o j=k +l J j=2 1

les z. @&tant des lois normales centrées réduites et indépendantes (si

les v.a. X sont indépendantes alors S (.) —J;+ z r. e.(.) voir [51
n n j=2 J 3

p. 13).

B - CAS QU LE NOYAU EST DE DIMENSION FINIE QUI VARIE AVEC LA TAILLE

DE L'ECHANTILLON.-

T - CONDITION D'APPLICATION DES CALCULS EFFECTUES AU CHAPITRE I11.

Le point de départ de la démarche effectuée au chapitre III est
le lemme 4 (ol nous avons effectué un groupement sous forme de paquets

de la statistique SA . Sé = Yn + Zn) et nous avons successivement calculé

2

ellv,[|* et E[|z]1° pour 1cist, Ellz,, |7 et E|lz|]

(lemme 5).
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Rappelons que ce groupement nous a été indispensable pour la

détermination de la vitesse de convergence (calcul des quantités A, et

C voir p. 61-66).

I1 nous faudrait donc pour étendre 1'étude faite au chapitre TII.

Vérifier les conditions d'application des lemmes 4 et 5 au cas
pp

oii la dimension est fonction de la taille de 1'échantillon avec

Ik

(voir lemme 5).

lim k = + =,
n->+o n
.. . 2
En écrivant successlvement ce que sont El|Yi|| et E||Zi
. 2 . 2
pour 1 <i <& et E||Z, || (voir lemme 4) et E||Z ||
£+1 n
4
kn
On obtient aisément la condition — > 0 (c'est~3a~dire
n->+oo
E]IZHIIZ = 0(1)) pour que les lemmes 4 et 5 demeurent valables dans

le présent cas.

En conclusion la démarche adoptée au chapitre III s'applique

ici si on a :

k4
.._2 P O
n
n->+o
Notons une fois pour toute par H'" 1'hypothése
lim k = + o
n—>+oo
(Hm) <
ks
\ 7 0

n->+oo
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11 - VITESSE DE CONVERGENCE.

1 - Le cas générnal.

Avec nos notations (voir A)), on a (cf. chap. III p. 47-48).

2 2 2 2
sup, [B[]s_()]1% < &®] -]lu, |1* ]| < B[l|z |]® > ] +
aeR n

2 2 2 2
sup, [P[lly 117 ¢ @+ ] -2y |I”sal+
aeR n

n

sup, [PLI1Y 1% ¢ a+ 0 - 2[lly, (] < (a+)7].
aelR n

11 suffira alors pour déterminer la vitesse de convergence

de calculer les quantités :

A = e[liz 1] > €]
B = ooe, (PG 117 < @ v 0 - 2Dl 117 < 2]
Ckn = :z§+ IP[lIYn||2 < (a+ €)2] - P[llUknllz < (a+ E)ZJ‘

Les calculs sont déja effectués au chapitre III p. 60 a 66.

Réécrivons les :

k 1/4 |
Akn s x =  ((7) p. 60)
€
2 1 1 2
B < (N/: + — —————) (&7 + 2ag) ((8) p. 62)
kn m m (2d3)1/2
2b k_/2 (k_-2)/2
' 2 ] n 1/2 £, n
C < _ k (a + 2) Lo(m) ((9') p. 64)
Ik eb% [Zk] n 2 P
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2 b2 1 kn/2 € (kn_z) /2 1
Clk <\ /—5;—- (-z—ﬂ) kn Lo(m) (a + 7) —172_ ((10") p.65)
l .

n me e
b B k /2 (k =2)/2
ch, s—g— ! /3 |'a'" 372 a+g " g> ((11') p. 66)
n o by 8em |2m k_ VB n "
by [ ar J&/2 -/ %k -2)/2
Chp s — |——| " e N CIE = T ((12) p.66)
n by 8em |mk VB,
- n 1
b i k /2 -(8,)/2 g 32 (k_=2)/2
" 2 1 V2 n 1 &n € n
Chy €5 e (a +2) ((13)
n bl 8er _27r krl /8_]— b. 66)

Comme O < g < a on obtient en définitive :

k 1/4 ]
B = 0| ‘7] (1
n €
Bk = O[at—::] (2)
n
T K g (k22
Cik =0 (E—) kn a Koc(m)] (3)
n - "n
-, k /2 (k -2)/2
" _ 1 n n 1
e =9|Go k La(m) a m /2] (4)
n — o
-, k_ /2 (k -2)/2 A
' _ 1 n 3/2 n 3
C2k 0 (i— kn a gnJ (5)
n —- "n
_ } -3/2
e e[y SO B K (6)
21k k
n - N -
-, k /2 -(B)/2 g"3/2 (k_~2) /2
Gy =0T e R L 1)
22k k ’
n - N -
Prenons maintenant e = ¢ = g1/2
n n

Nous obtenons la :
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Proposition 6.-
1) Si la loi des Xi est .

2) Sous les hypothéses H' et H™

Pour n assez grand, on a :

6
2 2 2 2y _ [ VO
sup, (#0115, 11% ¢ o] - 2y, 117 < 23] = o[ ]

k6 1/24 | k k -k 1/4
O[ﬁf‘l) ; a] . o[<1_<~> n o, “] + o[(na) ™ ata'/*]

n

Démonstration : Il suffit de remarquer que :
4

‘ k' 1/4 '
sup,, IP[HSH(-)HZ S aZJ-IP[HUk 117 < 27| = 0[(%) x JZ—J + 0(ag) +
aeR n €

k /2 k /2 k /2 k /2
1. n n 1 I n 3/2 m 3
0 [(ET-) kl’l o (m) a kn / 2] + 0 [(Er—l') kn a gn] ( 8)
€

Par ailleurs nous savons que (lemme 11).

6
3 k- 1/4

D g < Ky ()

3 ~-1/4
2) g > K3 n
I1 suffira alors de remplacer dans (8) ; ¢, £ , m et gi
1 .
par leurs valeurs (£ = O(n]/Z), m = 0(n /4), £ = gi/z) pour obtenir
le résultat annoncé.
1 k k
Pour a = kn ’ = oo
’ n

La vitesse de convergence ne tend pas vers zéro quand n

tend vers 1'infini pour cette valeur de a, ce qui est sans intérét.
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Pour qu'il y ait convergence il est donc nécessaire que

* . - .
Vo enN , a< bn (bien entendu cette condition n'est pas suffisante).

Soit alors (CLH) 1'ensemble des suites tel que quelle que
soit la suite b (lim b = +o, on fait tendre le rayon de la boule

n—>+owo
vers 1'infini) appartenant & (Clh) on ait

2 2 2 2
sup [P[lIs_(O[I" <aT -2y, ||" sa]] ——0
asbn n n-++o
bne(a.rﬁ
L'ensemble (Clh) n'est pas vide puisque ,
en prenant bn = Log(2+n) n 3z 1

3

I1 suffit de prendre

- kn=[n8:| 0<B<1/6,

v I '

1
-an) =ap ,a>0,nzx1 p <=
pour assurer la convergence.
Conollaine 6.- Sous les hypothéses de la proposition 6 .

I1 existe un ensemble de suites (Cﬂh) tel que quelle que

soit la suite b (1im b = + «) appartenant & (Glh) et si
n->-+co

1) kn=[nB] 0<B < 1/6 n 3 1

2) oc(n)=a'pn,a'>0,p<l n 3 1

on ait

N

2 2 2 2
sup [p[1s (0117 < a®] - 2[lfu, 117 < a®]| — o
a<b n n>+oo

n
bne Cx]fl

et plus précisément, on a
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6

2 2 2 2 kn 1/24
sup [P[I[s _()]]” < a“] - p[ilu, 117 < a’l] = o[(—n—) bn:l +
ashb n
n
be®
vor TR kn 1/4
n, n
— . 9
o[(k) bn-i + 0[(11 b)) a(n )] (9
n _
Si :
- les suites bn sont telles que :
% 1724
* (=) b ——— 0
o n->+oo
* Vn (»:]N*E b <k
n n
- le coefficient de mélangeance est tel que :
a(n) = a'o" ,a>0, p~ ! , n > 1
n

alors la vitesse de convergence tend vers O.

2 - Exemple.
Cornollaine 7.~ Sous les hypothé&ses de la proposition 6 .
Si en plus .
1) bn = Log(2+n) n > 1
2) k= [n"] 0<B<1/6
3) a() = a'p" s a'>0, p < % , n 31
alors
2 2 2 2 J
s [e[l1s (0117 € 2 - »[I1u, 117 < a21] = 0[n*/* Log(2 + m]
agLog(2+n) n

--l < § < 0.
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Démonstration : 11 suffit de remplacer les différentes quantités

(kn’ a(n), et bn) par leurs valeurs dans 1'expression (9) du corollaire 6

et de prendre :

kn=[n8:|=[n]/6+6] ot —%<6<O

Remargue : I1 est évident qu'on peut faire d'autres choix de
bn . kn et o(n). Par exemple si bn = Log(2+n) et kn = [Log(3+n)] il
' n 1 '

suffit de prendre o(n) = a' »p avec p < Tog(Zrm) ° a' > 0 , pour que

la vitesse de convergence tende vers O quand n tend vers 1'infini.

C - CAS 0OU LE NOYAU EST FIXE DE DIMENSION INFINIE.-

I - INTRODUCTION ET NOTATIONS.

Nous reprenons les notations de A) (cas infini) et nous

posons dans cette partie :

k
n -~
S () =vn ? A. a. e.{(.) avec 1lim k =+ «
L j22 4 in g e D
k
n
U o= ) A Z.oe.(.)
kn j=2 3

Nous supposerons réalisée 1'hypothése H" .

IT - VITESSE DE CONVERGENCE.

1T - Le cas général.

sup, [2[l1s, (11" < 4] - p[1}u]]? < 2" < sup [p[]]s,(0]1% < 7] -

POls, (117 < ]+ sw, [7llls, (D112 < a2 - pllo, 117 < al s

A

sup, [p[110, 17 < a”] - p[]0]|* < a7 .

aelR n
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La recherche de la vitesse de convergence consistera donc

3 calculer les 3 quantités suivantes :

2 2 2 2
&, = sup, [P[1s, (117 < 2 - 2[lIs I < 2]
aelR n

2 2 2 2
s, = sw, [[l1s, (1% < a7 - 21y, 117 < a’]]
aelR n n

Ay = sup, [Pl wknuz ¢ a’] - p[lvl|? < a7

Commengons par quelques lemmes :

Lemme 1Z2.- En posant
s (o)
2
A = z AZ a. et R = z A? ZZ
I j n ]
n k_+1 k +1
n n
on a :
2 2 2
A g E[Rn] $3 A
n n
Démonstration : On utilise essentiellement 1'inégalité
de Schwarz.
Lemme 13.- Sous Ll'hypothése H" .
<« -~ 0 2
En posant Ré =n ) A? a% et A& = )
k +1 3 Jn n k +1
n n
Alors :
2 2
ER']" < (R *+ Ky Ay
oud
4 ¢ : 2 %002
K, = 3072 M, L Ya(d) et K, = (1 +81M Y ali))
i=1 i=1
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Démonstration : On utilise 1'inégalité de Schwarz et le

lemme 2 p. 4.

—

Lemme 14.-~

T (2d”)

200y, 117 € o2 - e0le)? € &)« o /B bl ] a2

Démonstration : Il suffit d'utiliser le lemme 12 et notre

majoration de la fonction densité en p. 57 et le principe de la démonstration

est le méme que celuil adopté dans [5] p. 17 - 18,

a

2 2 27y o] /2
s, 120115, 112 < 08 = el 117 € 4831 = o[

Lemme 15.-

1) Si la loi des Xi est W.
2) Sous les hypothéses H' et H™

Pour n assez grand, on a :

6

" J ' O[H

! kn kn kn/Z 1/4
+ O[H a :t + O[(na) o(n )]
n
Démonstration : Elle est ‘la méme que celle effectuée au

K01/
n

paragraphe B) moyennant quelques modifications de détail , les ej(Xn)

deviennent des A. e.(X ) et la matrice = (0..,).
i in ) JJ')J=2-

i'=2.

devien
n

n

t

1.
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Lemme 16.-
1) Si la loi des Xi est u.
2) Sous les hypothéses H" et H™

Pour n assez grand, on a :

6
2 2 _ 2 2 - Lj.?_. 1/24 x ay +
sup, (2115, (117« 21 - 2l 11T < 2Tl Oﬂn} |

6
k 1/6 k k k
o+ o 7]+ o a0

n
n n

Démonstration : voir [5} p. 20-21

Proposition 7.-
1) Si la loi des Xi est U.
2) Sous les hypothéses H" et H"

Pour n assez grand, on a :

6 6
, n ) . E‘l 1/24 ) , k 21/6
sop, 190115, 0011 < ] = pl1I6l1% < 11 o[ e o]+ of3]

k k k
O[(EL) g n:| + O]:(na) n oc(nl/a):! + O[I\imj + O[A{(ZBJ
n n T

\

Démonstration : C'est une conséquence des lemmes 14, 15, 16.

Comme précédemment soit (Gzh) 1'ensemble des suites tel que

quelle que soit la suite bn appartenant 3 cet ensemble on ait :

s [2[l]s (0117 ¢ &7 - pOJul|" € aT]| — 0

ac<hb n->+oo
n

b et

n n
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0

En supposant z A? < + o et % 0. < +» pour k
j=1 J j=2 J 1] n

et a(n) convenablement choisis la suite bn = Log(2+n) assure la

Il o~1 8
>

convergence de la vitesse de convergence (voir p. 80).

Conollaine §.- Sous les hypothéses de la proposition 7.

I1 existe un ensemble de suites (Cln) tel que, quelle que

soit la suite b (1im b_ = + =) appartenant & () et si:
no e n
[e 0] 2 (o]
1) ) A, <+ et ZA?O.<+°°
[T 522 33

2) kn=|:n8:| 0<RB<1/6

1
n

3) a(n) = a'pn ,a>0, p <

on ait :

2 2 2 2 '
sup [P[|[s (O[] «a”] - p[|[U]]" 5 &a"]| —— 0 ,
aeb . n->+w
n
b e@
n

n

plus précisément :

6
sup [2[]]s, () [|” < a”] - 20 1v[|® < a]| = 0 [Eﬂm e

aeb
n
b e@ N
n n k k k
l.n, n n 1/4 2/3 12/3
0[(~k—~) bn] + O[(nbn) a(n ):[ + 0N T 0T )
n n n
2) Exemple.
Conollaine 9.- Sous les hypothéses 1 et 2 du corollaire 8
et si

1) bn = Log(2+n) n > 1
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2) a(n) =a'p ,a>0,nzx1 p<;]1-
alors
sip {15 (0112 < a?] - 2[[0]1% < 21| = o[n"/" rog(zem)] +
agLog(2+n)
0(/\12{/3) + 0(A112/3) oi - L § < 0 .
n n 6

Prenons maintenant

=
I}
O
—~
1

=,
Il
o}
~
Wl_
~

Ce choix est possible puisque

T .2 2 2
A= ) AT 0T et ) AL = A
Knokwr 33 KAl 3 Ky
n n
Cornollaine 10.- Sous les hypothé&ses du corollaire 9.
Si en plus
A= O[~]——] Al =0 -—l—]
k k ’ k k
n n n n
alors
2 2
sp[p[11s, (2117 < &% - e[1]0]1% < a’]] = os"" Log(2vm)]
aslog(2+n)
.._l.. < § < 0
[ 6

les vitesses de convergence ainsi obtenues nous permettront
g P
d'établir quelques résultats généraux relatifs @ toute une classe de tests

2 . .
dont le test du ¥  usuel est un cas particulier.

C'est 1'objet du prochain chapitre.
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CHAPITRE V

APPLICATION : CONSTRUCTION ET PROPRIETES ASYMPTOTIOUES
DU TEST.

Dans ce chapitre nous utilisons essentiellement les résultats
obtenus aux chapitre IIL et IV. Nous donnons des résultats analogues &

ceux obtenus par Bosg [SJ p. 25-38.

A - CONSTRUCTION DU TEST.-

1 - CAS DU NOYAU DE DIMENSION FINIE k .

1 - Construction du test.

a) Le cas ginéral.

On suppose 1'hypoth&se (H) du chapitre III réalisée dans cette

partie. Nous allons tester 1l'hypothése H "la loi des X, est u"  contre

1'hypothése H, (k) "la loi des X, est une probabilité v telle que

J ej du existe et est non nulle pour au moins un j dans {2...k} " .

Sous Ho : llSn(-)||2 ——> Q (proposition 1)
Sous H] (k) : IlSn(.)(lz P:S: , 1 & (proposition 2)
k
2 ~2
Comme ||Sn(.)|1 =n sz 2
K ~2
d'oli un test de la forme Z a, > w_ .
522 jn n

Soit alors o € [0,1[ et w tel que P[Q > w] =0 .

2 . .
Le test Z ajn est alors de niveau asymptotique «a.
=2

]
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Sous Ho , on a (voir théorédme 5).
2 2 YA 1 1/4 (k=2)/
sup, (2011, (11% < &%) - 20 < o1 = o| ]+ o[h /4 27D/
. O[n9/16 s}/ a(k—z)/z:l

c'est-d-dire encore

k

- 1/4

2 2 1 1 1/4 (k=2)/2
sup, |P[n a, < a —P[Q a]|-0[ — ] + 0 (=) a ]
sk’ [ JZZ jn ] k=-1) /k [n

+ 0I:n9/l6 oc(nl/4 (k-—2)/2:]

) a

En prenant 32 = w et en passant au complémentaire, on a :
k 1/4
~2 1 1. 1/4 (k-2)/4
su P a. > =| - o| = Oj——c—— + 0| (=) W
wd§+ ‘ [_]ZZ jn :1’] ' L(k_])/kj [n :I

+ O[n9/l6 a(nl/4 (k—-2)/l+]

) w

2 p.s.

Sous H](k) : HS (.)|| D AT TIPSY
n n->+oo
d'ol il est évident que :
b ~2
1im P[n Z a. >w]=1
n->+ow J=2 jn

En conclusion : si o est le niveau asymptotique du test

) a2 ona:
ko 1/4 _
D) sous H_ |P[22 aJ?n S O[k-;/k] +ofch 4 D/
T

+ 0[n9/16 oc(nl/A) w(k—Z)/4] (1)
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k
. ~2
2) sous Hl(k) lim P[J‘ZZ sy > .g-] = 1

Nous avons montré au chapitre III qu'il existe un ensemble
de suites (cxh) tel que quelle que soit la suite bn appartenant a
cet ensemble on ait :
2 2 2
sup ,P[HSH(JII < aJ - P[Q < a’]] —— 0
asbn >+

2

C'est—-d-dire encore en posant c B = bn

koo 1/4

2 1 1, 1/4 k=2)/4

sup IP['ZZ ai, > g-] - a] = O[ k—l)/k] + O[(E) / Cr<1 )14y,
= )

ws<e n
n
O[ﬂwm aa'’ty Cik—Z)/a] 2
avec les conditions
RIS TRV o
n o n-—-+ow
_ n9/16 OC(nl/lc) Cﬁk—Z)/& -0
n-—>+oc
b) Exemple.
Prenons ¢ = nl/z(k_l)
n Ay
La relation (2) p. 83 donne
' !Pfli 2w -l - 0[ = /Jl/a * O[ T 7211{—1':!!/4 +
e} /201 je2 M@ NGNS NOYHCSD

O[h(llk—l3)/l6(knl) a(nl/aj] (3)

faisons deux choix successifs de o(n)

1ik-13
4(k-1)

*a(n)=—AB—,A>o,nale= +8,85>0
n
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La relation (3) ci—-dessus devient :

k .
sup |P[ Z a?n > %J - ul = O[—%T]l/A
wsnl/2(k—1) j=2 n
v k-1 k
§ inf ( T TR 8)

* o(n) = a pn , a>0, pe ](Ll [ nx I

La relation (3) ci-dessus devient :

SN A
sup IP[_Z a?n > g] - al = O[——]——jll/4

_ .z Y
wen! /201 =2 n

. k-1 k
Y = 1nf( Kk ] 2(k"1))

2 - Utilisation du test. wvoir [5] p. 9

IT - CAS DU NOYAU DE DIMENSTION FINIE QUI VARIE AVEC LA TAILLE

DE L'ECHANTILLON.

Compte tenu de nos résultats précédents {(chapitre IV - A,II),

pour tester 1'hypothése HO "la loi commune des Xi est u'" on peut

kn
~2

utiliser un test de la forme Z ajn > W
j=2

L'alternative Hl(kn) sera 1'ensemble des lois v tel que,
pour au moins un j = 2...kn jej dv existe et soit non nulle. Hl(kn)

contient alors toutes les lois (différentes de u) qui admettent une

. - 2
densité appartenant a L (u).

Les propriétés asymptotiques de ce test seront étudiées au

paragraphe B.II .
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111 - CAS DU NOYAU DE DIMENSION INFINIE.

Pour tester 1’hypothése H_ : "la loi des X, est wu
contre 1l'hypothése Hl(xn) (les Aj étant définies au chapitre IV p. 73)
"la loi des Xi est v telle qu'il existe au moins un j > 2 tel
que J ej dv existe et soit non nulle" , on peut utiliser le test

de région critique ]ISn(.)H2 >,

Les propriétés asymptotiques de ce test seront €tudiées

au paragraphe B. I1I.

B - PROPRIETES ASYMPTOTIAUES DU TEST : CONVERGENCE DU TEST.

Nous dirons qu'un test est convergent si son niveau a tend
vers O et sa puissance pn(v) tend vers | (quand n tend vers l'infini)

pour toute loi de 1l'alternative.

1 - CAS DU NOYAU DE DIMENSION FINIE k.

1 - Le cas générak.

Nous reprenons ici les données du chapitre TII.

k
Si a, est le niveau du test n Z a, > W, alors
i=2
kA
un = P[n E a

ik tin o

Proposition 8.- Sous 1l'hypothése générale (H).
1) Si en plus

1/4 Cék—Z)/A

S

1/4

b) n9/16 a(n Cék—Z)/A

)
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alors le test n z ajn > W, est convergent .
j=2

2) La convergence de la puissance est uniforme sur tout H2<I Hl(k)

tel que :

6(H2) = inf max [ Je. dv2 > 0
veHz j=2...k J

3) Soit (vn)C: Hl(k) telle que :
n k 2
——— X [.Je. dv ] > W n> 1
4(k-1) j=2 ;oo n

alors si a) et b) sont vérifiées.

Si en plus woscy et w -+ ona simultanément :

a >0 et pn(vn) - 1

Démonstration :

1) Utilisant le corollaire 3 on a :

sup lP[Q > Wn:] - an] = 0[?(__1(:_}_57_1{_]1/4 . O[(;ll_)l/l& (cn)(k—Z)/qj .

w_<¢
n~ n

O[b9/16 a(nl/4) (Cn)(k-Z)/éj

D'oll sous les hypothé@ses a) et b) on a :

sup ocn—PI:stn][ —> 0
w_<c N>+
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donc si w < ¢ o - P > W — 0
n" n n [Q n]‘
n—>+o
par suite a >0 < > W o+ @

w

. n
Supposons maintenant 7;——~» 0.

On va alors considérer Vv € Hl(k) et j = 2...k tel que
aj = J ej dv # O on va se donner un entier m > 1.
2
w_ooooal
Soit N(ai,m) le plus petit entier tel que o < —% pour
- m
n N(aj,m).
Y
Cet entier existe puisque - 0 .
~ 4
- m—| E[--"i;'\nnaj] m 4 . .
P[Iajn - aj| > — [ajlj < 34 (m—l) (inégalité de Tchebychev)
]
- m—1 - m—1
Plla. - a.| = a. =1-Plja. - a,| < a.
[a, - oyl = = 11 [l = ol < = 1ay 1]
=1 -p (V)
pn(v) étant la puissance du test.
On déduit alors
anl_aﬁh m |4
L =p (V) s A (=)
a.
J
~ 4 N e L .
E[a.n - a.] < 3072 x 2 x M E a(i) X =5 (cf. proposition 2) ,
J ] i=1 n
donc
| ( <3O72X24X1\14(m)40f/-(-.~)— I
Py v) £ A T . a(i) x —5
a. i=1 n
J
donc 1 - pn(v) —_— 0 , d'ol le résultat annoncé

n->+o
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2) Pour n assez grand on a :

v ) G(Hz)
n 2
n

En se servant de la démonstration précédente et en remplagant

a, par G(Hz) alors :

4 4 o
3072 x 2% x M 4 , 1
sup D ‘Pn(\))] < 5 (mrf]) z Ya(i X —5 ——> 0
veH I (H) 1=1 n not+o
2 4
donc : sup [l - pn(v)] — 0
\)eH2

d'ol la convergence uniforme annoncée.

3) Soit jo e {2...k} tel que [J ejO dvnjz = max [j ej dvﬁ]Z

K 25j5k
pour n > | _n z [J e. dv ]2 > W,
4(k-1) j=2 3 B n
d'ot
2
[k , W W E[ej av, ]
2 [J e d\)] > ._r_l_ E S _.I.I. < o
L j o n n
4(k-~1) j=2 4
1j e. v |
W j, m
"y < — (ici on a pris m = 2 )
2

En remplagant alors aj par J ej dvn et m par 2 dans
o

la démonstration de 1) on a :

1 - pn(\)n) S 5 —> 0

Sous a), b), v <c et w_ > +
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Remarques :

1) Les conditions
- W <> + oo
n
n
—-—— > O
n

sont nécessaires pour assurer la convergence du test mais ne sont pas

o]

suffisantes : 4 4
3072 x 27 x M) Ya(i)
i=1
2) 1 pn(vn) < Wz
n
donc
1
P-pplvy) = 0[“‘2‘]
W
n

Ce qui nous permet d'avoir la vitesse de convergence de la puissance

du test.
2 - Exemples.
Prenons c¢_ = nl/z(k—l)
n
Conollaine 11.- Sous 1'hypothése (H).
Si en plus
) v g nl/2(k—l)
n
2) afn) = a pn , a>0,pc¢€ ](),l[ n 3z 1
ou
2) a(n)=-Ag Caso0,s=1ED L5 550
n 4(k~1)
3) wo—> 4+ >®
n
n->+co
k .
2
alors le test n Z a. > Ww est comnvergent
. jn n
j=2
Démonstration : Evident, voir corollaires 4 et 5 et la

démonstration du point 1 de la proposition 8.
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IT - CAS DU NOYAU DE DIMENSION FINIE QUI VARIE AVEC LA TAILLE DE

L'ECHANTTLLON.

Nous reprenons ici les données du chapitre IV - A.

k
no.,
o étant le niveau du test n Z a. >w alors
n . n n
i=2
k
Do~
un = Pl:n J'_Z_z ajn > wn]

I - Le cas générak.

Proposition 9.- Sous 1'hypothése générale H' ,
Sous 1'hypothése générale H'
Si en plus
ko124
DD n 0
n->+ow
1 k k
2) ) T ——0
n n+eo
k
1/4
3) oafn / ) nec) "t —a 0
7 i n—>+tco
w < c
n n
4)ﬁ W e
W
s
E
k
)
Alors le test n z a. > w_  est convergent .
j=2 jn n
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Démonstration : On utilise le corollaire 6.

K ~y “kg 1/24 1/3
sup {P[h Z a, >w ] - a [ = 0f (=) X ¢ ] +
£, 7in n n L n n
w_<c j=2
n~ n
i kn kﬂ- kn 1/4
O[(*kn) c ] + O[(n cn) a(n ):l

d'oli le résultat annoncé.

Proposition 10.-

Sous 1'hypothése H'

1) Soit H3CI Hl(kn) telle que, pour tout entier n assez

grand

w
n

inf max IJ e. dv| > m\/ —
h| n

V€H3 j=2...k

oi m est un nombre donné supérieur a 1, alors la convergence de la

puissance est uniforme sur H3 dés que Wt plus précisément

on a :
1 \
sup [1 - pn(\))] = O[——z-]
veH W
3 n
2) Soit (vn)Cf Hl(kn) et JnC:IN tel que
W
IJ e, dv_ | zm =
i, n n
alors pn(vn) -~ 1 dés que Wt

3) a étant le niveau du test
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Démonstration : Pour !) et 2) la démonstration est analogue

3 celle donnée 3 la proposition 8 aux points 2) et 3).

B I T D - S
n = jn n~ ~ 522 jn n(kn—l)
kn R R
an < sz P[lajnl > /EIE;:HSJ

- T Bla; |
P||ajnI g n(kn—l)l g W n kn

et en utilisant le lemme 1 p. 3 on obtient

2 % e
o s (1 +8M P a(i)) —
i=1 n
( 2 Va(l) < + o ==> E a(i1) < + ©») d'oli le résultat annoncé
i=1

Z - Exemple.

Conollaire 172.- Sous 1'hypothése H'
Si en plus

1) e, = Log(2+n)

+ o
2) WS Log(2+n) et v -

3) ofn) = a pn ,a>0,n3x1 p <

5| —

5 k=[] 8 < 1/6

k
n .
2
alors le test n Z ajn > est convergent
3=2
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Démonstration : Voir le corollaire 7 et la proposition 8.

Remarque :

sup [1 - pn(v)]

Hi

(@}
,
.il_:

veH Lw
3 n
12
_ n . .
a = 0 - (cf. proposition 10).
L n
Prenons :
(2y=1)/12v+3 _ (2vy=1) /4y+1
ko = [n ] W= o[n 1 v>1/2
d'ou sup [] -p (\))] = O[:n—(4Y~2>/4Y+]]
veH3 n

@ = O[h_(zY—])/12Y+3]

111 - CAS DU NOVAU DE DIMENSTION INFINIE.

Nous reprenons ici les hypothéses du chapitre 1IV.

~

x
a étant le niveau du test n z a. > W
n 522 jn n

~

2
8y > wﬁ] .

1 - Le cas général.

P&ogo¢iixon 11.-

Sous 1'hypothése H" .

Si en plus

6
k- 1/24
n 1/2
1 ) (—5—*) Cn — 0
1 kn kn
2) (E—J c — 0



j=1 j=2 3
4
w < c
n n
+ o
5) £ W >
Y
70
alors le test n z a% > w_  est convergent.
& jn n
j=2
Démonstration : On utilise le corollaire 8 et on considére
ve () et soit j = 2 tel que J e, dv=a., #0
l1""'n o ] 3
o o
2 2 -
Comme ||S (]| sw alors n A, ag < w
n n AP n
o -on
d'ot
2 - Y -1
P S (. < <P . < — A, .
[, 117 < wd < pllag |/t Iy 171

w
n
Comme 7;-* 0 , on aura pour n assez grand

Y

= < (m>1) |,
n

on obtient alors

2 ~ -
pllls, (017 cw] cplla; -ay | > 25 o ]
Jon o (o]

et on termine comme & la proposition 8 .
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Remarques.- Sous 1'hypothése H"

1) La convergence de la puissance du test est uniforme

sur tout Hé(: Hl(kn) tel que :

6<H4) = 1inf max [J e. dv]z >0 .
: 3
veH4 122

. . 1
2) La vitesse de convergence de la pulssance est O(—§J s
n
mais elle dépend des aj (ceci se démontre aisément en utilisant la

proposition 11 et le lemme 2).

Proposition 12.-

1) Sous 1'hypothése H'" .

2) Sous 1, 2, 3, 4, de la proposition 1l et si wos¢c o .
Alors
k%1724 2 [ kK ko 2/3
o =0H—n] c }+O[(—~—) ncn] +0[(nc} a(n )]+0(/\k )+
n n n k n n
n n
02/3 1
O(Ak ) + 0(—7)
n w
n
Démonstration : Elle se fait 3 partir du corollaire 8 et

des inégalités de Bienaymé Tchebychev et de Schwarz.

2) Exemple.

Conollaire 13.- Sous l'hypothése H"

Si en plus

D w o< Log(2+n) ,
+ oo

2) W -

3) a(n) =ao" a>0,n2]p<-—]—’
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n
[o o] 2 (o]
5) Z M. <+ e et ) x% g5 < + o
i=1 J j=2 ] ]
)
alors le test n z a. > w_ est convergent .
522 jn n

Le corollaire 13 reste valable si on prend kn = ELog(3+nf]

1

et p < —————
Log(2+n)
Remarques . -
1) Prenons c = Log(2+n) et w_ = Log(2+n) ,
_ B
k = Bl] B < 1/6
n
1
= ————— ' —3 ——
Ak O(k et Ak O(k )
n n n n
n 1
a(n) =ap , a>0, p<— n x> |
n
1 2 . .
a = o|————— (voir proposition 12).
Log(2+n)

2) D'une mani&re générale il se pose le probléme de 1'optimalité

asymptotique du test que nous venons de construire.
La convergence du test dépend de trois facteurs

- le rayon de la boule ,
'— la dimension kn du noyau,

~- le coefficient de mélangeance.

C - CAS PARTICULTER DU TEST DU X2.~

Nous avons montré au chapitre II que

o1 L
Bn Sn — N(O, Ik—l)
N P . . . k-1
oi I _ désigne la matrice identique dans TR
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Puis utilisant le fait que la convergence en loi se conserve

par continuité on a montré que :

2

1 12 . 2
1B st 1% = st (]2 2 i,

n n

Nous utiliserons ceci pour faire une simulation sur un

autorégressif d'ordre 1. (xt =p X + ¢ ol lpl <1 et 'et v N(O, ).

2 P . .
Le test du ¥ est un cas particulier de la famille de tests
étudiée. En effet donnons nous une partition Al"'Ak B-mesurable de E
oi E est l'espace des observations défini au chapitre T et B wune tribu

sur E.

Soit pj = u(Aj) j=1...k tel que pj € ](),1[ et ol
est la loi définie au chapitre I.

{e. = p;]/Z 1 Aj , j = 1...k} est un systéme orthonormal dans

Lz(u) qui engendre un espace vectoriel de dimension k et contenant
les constantes

B 2
() 1A, (X)-np,)
i=1 1t J

JERSIIEE
1

X1

0~

1 nop.
pJ

(voir [36] p. 27-28).

On pourra consulter [;Z] pour des tests similaires au test du x2

dans le cas d'une chalne de Markov.
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CONCLUSTON.

Cette premiére tentative de généralisations de certains
résultats obtenus par D. Bosq dans le cas des v.a. indépendantes, au cas
des processus strictement stationnaires et o-fortement mélangeant est

susceptible d'améliorations.

Peut &tre des majorations plus serrées améneraient-elles 3 une
meilleure vitesse de convergence. Ou encore une majoration dans la classe
des convexes mesurables de Ek (telle que 1'a fait Sazonov dans [Hﬂ
et [I7] pour des v.a. indépendantes) nous permettrait—elle d'éviter de
considérer 1'ensemble des suites (Cln) que nous avons introduit pour

assurer la convergence.

Ce qui nous permettrait éventuellement de donner des conditions

nécessaire et suffisante de convergence du test.

Un autre probléme qui se pose également est l'optimalité asympto-

tique du test &tudié.

On pourrait de méme se poser le probléme du processus linéaire
(théoréme central limite multidimentionnel, vitesse de convergence ...).
De méme on pourrait se pencher sur le cas d'un processus faiblement

stationnaire.

N P 2
Un autre probléme réside dans la convergence du test du Yy .
En effet 1'étude de la convergence du test exige le calcul de la vitesse

de convergence c'est-a-dire la recherche de la quantité

o1 2
sup, [P[I{B_" s1]1% ¢ a®] - Pla ¢ a7]|
aeR

oi Q est la loi du x2 a (k-1) d.d.f .
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Ce qui nous permettrait d'étudier les propriétés asymptotiques
2
du test du ¥ et de comparer ce test par exemple aux tests de

Kolmogorov - Smirnov et de Von Mises.

~

. -1 . .. -
"Malheureusement' 1la matrice Bn semble assez difficile a

manipuler compte tenu de la forme de ses &léments,
-1/2
. / 1

TPy A.

Nous avons considéré le systéme orthonormal ej
J

j=1...k ot pj = u(Aj) s pj € ]0,1[: A]"'Ak une partition

B-mesurable de E, mais les calculs ne semblent pas assez aisé non plus.

Cependant nous pensons qu'en choisissant un "bon" systéme

orthonormal on devrait pouvoir résoudre le probléme.
Nous espérons revenir sur ces questions ultérieurement.

Ceci dit, les résultats nouveaux obtenus ici en appellent d'autres

et bien de problémes restent ouverts.

Pour terminer ce travail, en appendice nous simulons un

autorégressif d'ordre 1.
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APPENDICE

SIMULATTION.

A - INTRODUCTION.-

Afin d'illustrer les résultats obtenus au chapitre II, on a

réalisé une simulation sur un autorégressif d'ordre 1.

avec Xo =0, \p[ < 1 et (e) une suite de v.a. 1i.i.d. de loi

normale N(O,!1).

On construit un échantillon de taille n du processus : en
appelant pour chaque t une v.a. o générée par un sous—programme et

en utilisant 1'équation (1).

Nous avons choisi des valeurs de p pour générer le processus

~

. La matrice Z; (cf. chapitre II) étant fonction du systéme ortho-

(X))

t el

normal considéré, nous avons choisi pour les calculs deux systémes orthonormés :

- celui obtenu 3 partir des polyndmes de Legendre définis sur

1'intervalle [a,b],

- celui obtenu 3 partir des fonctions trigonométriques.

Pour chaque dimension et chaque &chantillon considérés, on

~ ~ ~

calcule les quantités Oj et Ojj' , on obtient donc L, et par suite
- - ~ . - 1
p(l=z 4o I, o = | inf <z t, t>| =)
! [1e] ]
z 2 22 Av a ' Z 47 = sz
Par conséquent on a Bn (Bn = Zn s Bn n'a été déterminée

-~

que si la matrice Zn est définie positive, c'est le cas pour la majeur

partie des exemples traités).
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s'||2 a la valeur
n

~ =1
On compare alors la valeur calculée ||Bn

du x2 a (k-1) d.d.£. et 3 p 7 lue sur la table (k représentant la

dimension considérée).

Les €. étant des v.a. N(0,1) et indépendantes alors le processus

(X))

est gaussien.
t’ tx]

Test d'hypothése

. el 112 2 . ' ~
S1 |an Sn‘l > Xk—l,pZ on rejette l'hypothése H

o

"le processus (X ) est gaussien de moyenne nulle'.

t't 1
) -
< Xk—l,pZ on accepte 1'hypothése HO

"le processus (Xt)t>l est gaussien de moyenne nulle"

La région critique du test est donc

=1 .12 2
SIS SR
~ . 112 s
Nous avons calculé la quantité {{Sn([ , pour la comparer &
||B;1 SA'IZ ; dans les cas de faible dépendance, ces deux quantités

devraient &tre sensiblement les mémes,donc dans la pratique on pourrait

plutdt utiliser ]]Sé]]z compte tenu de la complexité de la matrice B

A cause du colit que représenterait le traitement des données
en dimension et taille de 1'échantillon assez &levées (par exemple
pour une matrice 2 x 2 , en prenant p = 0,3 ; le temps de calcul est de
0,41 minute pour n = 100 et de 3,77 minutes pour n = 300 ; on voit
donc que le temps de calcul augmente assez rapidement) nous nous sommes

limités & une matrice scalaire et & une matrice 2 x 2 ; pour la taille

de 1'échantillon nous avons considéré n = 100, n = 200 , n = 300 , n = 500

n
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B - RESULTATS.-

1 - POLYNOMES DE LEGENDRE.

1) p =0,3
Nombre de 2 Taille de o= 02 fai2
d.d.L X 57 1" échan— Troncature ]an Snll ||Sn||
tillon
n 98 0,991079
100 d_ =80 1,05661 1,22277
n - 50 1,07897
' d_ =198 ' 0,9971i8
200 d =190 0,9310509 | 0,345185
1 3,84 n
’ L = 180 0,9921275
I =
300 d_ = 298 0,9999158 0,335534
d_ = 290 0,977692
| |
_=m =98 | 0,265138
100 d, =m =80 3,04522
L= m =50 | 7,237005
i
2 2,99 | —m =298 0,184435 |
| n n
{ l 300 dn =m = 290| 0,934270 45,0681
! - m =280l 1,56090
{ n n !
|
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2 p=0,2
Nombre de Taille de =1 4112 112
d.d.2. X2 57 1'échan~ Troncature !|Bn SnH llsn|!
tillon
n - 98 0,993025
100 n = 80 1,04509 1,49861
= 50 1,12925
n
n - 198 0,988106
1 3,84 200 0 - 180 0,987661 0,484346
= 150 1,06511
n
0 298 1,00028
300 0 - 290 0,979216 0,358670
0 " 280 0,9646099
= 98 13,1629
n n
100 = 90 30,7574 1823,54
n n
= 80 | 117,452
n n
-2
=m 198 6,99.10
n n
9 5,99 200 15,8797
=m_ = 190 0,1002
n n
-2
=m_= 298} 5,05737.10
n n _9
300 n o m = 290( 4,19740.10 12,2487
= = 280 9,49726.10 2
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3) p = 0,10
Nombre de 2 Taille de ~_y 9 9
d.d.L. X~ 5% 1'échan~— Troncature LB " s'l] RERE
. n n n
- tillon
=98 0,9945
100 _ =80 1,03905 1,86096
d_ = 50 1,16732
n
dn = 198 0,99084
200 dn = 180 0,992895 0,620499
d = 150 1,05720
n
I 3,84
dn = 298 1,000345
300 dn = 290 0,98815168 0,542318
a_ = 280 0,98217574
= 498 1,000183
500 d_ = 490 0,996217 1,18727
d_ = 480 0,999858
= 98 0,485554
n n
100 =m_ =90 0,336987 46,6050
d =m = 80 0,564275
n n
-2
d =m = 198| 4,062587.10
200 poon 10,5039
d =m = 190| 0,427037
n n
2 5,99 - vl
= = 298 9,573197.10
n n 5
300 dn =m = 290( 2,95007.10 8,3282
=m_ = 280 3,499122.10“2
n n
d =m = 498| 2,0001831
500 nooon 3,0032
d =m = 490| 1,9962372
n n
73S

(R :
\_\Esl Ll/

s
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11 - FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES.

- 112 -

1) p = 0,20
Nombre de 2 Taille de Pra=l oy 2 Y112
d.d.L. X 57 1'6chan— Troncature B Snll ||Sn||
tillon
d =m = 98 z non défi-y 0,277279
n n n
nie positive,
100 d =m =90 1,12117 0,277279
n n
d =m =80 | Z_ non défi-| 0,277279
n n n
nie positive
2 5,99
d =m =198 3,06266 0,907760
n n
200 dn =m = 190 4,59296 0,907760
d =m = 180 6,42588 0,907760
n n
2) p = 0,30
Nombre de 2 Taille de =1 112 112
d.d.L. X° 2 % |1'5chan- Troncature IIBn Snll llsn||
tillon
d =m =98 | £ non défi-| 0,287759
n n n
nie positive
d =m = 90 0,901077 0,287759
100 R -
d =m =801 % non défi-| 0,287759
n n n
nie positive
2 5,99
§\ d =m = 198 1,13295 0,785282
. n n
L
/) 200 dn =m = 190 2,56268 0,785282
d =m = 180 2,84952 0,785282
n n
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C - CONCLUSION.-

1 - Test d'hypothese.

- Pour | d.d.£. et au seuil 5 % 1la région critique du test est :

~_ 2
(1B, syl

W

3,84} .

~ Pour 2 d.d.£. et au seuil 5 % la région critique du test est

~-1 2
tiis," syl

n 5,99} .

WV

Ce qui nous permet d'accepter ou de rejeter 1l'hypothése H
q P P o

"le processus (Xt)t>1 est gaussien de moyenne nulle" au seuil 5 7

On pourra facilement comparer les valeurs calculées

- 2
I8~ sl

0 et les valeurs du XZ au seuil 5 % (cf. les tableaux). Par

exemple pour n = 200 en utilisant les fonctions trigonométriques on

accepte Ho au seuil 5 7.

~—1

. .o 2 .
Bien entendu les quantités HBn S;|| sont fonction de la

~ -~

matrice Z; donc de Zn ; par ailleurs nous avons utilisé des estimateurs

qui sont le périodogramme (ou densité spectrale empirique) 'tronqué

en d et mn" et les troncatures dn et m ont été choisis ici de

n

maniére arbitraire ; il se pose donc le probléme de 1'optimalité de

ce choix.

I1 aurait été intéressant de considérer d'autres estimateurs

voir [ld] p. 516-532 ou [12] (puisque ||§_1 S'||2-—i;+

est indépen-—
n n

X1

dant de 1'estimateur utilisé) et de comparer les résultats obtenus.
Par manque de temps nous n'avons pu le faire.

~ N 2 . - -
De méme ||B S;|| est fonction du systéme orthonormal ch0131\

n
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“lsr])?

7 - Comparaison de Hg S et HS'HZ.
n n ——— n

Les résultats obtenus montrent que Ilg et ‘IS'I]Z
n n n

sont différents. Cet &écart pourrait &tre di :

a) au systéme orthonormé utilisé,

b) 4 1l'estimateur considéré.

Nous pensons qu'en effectuant les calculs & partir de plusieurs
estimateurs (cf. [ld] et [12]) et plusieurs systémes orthonormés, pour

de faible dépendance (p assez petit) on pourrait obtenir de meilleurs

résultats.

Finalement ces calculs encore incomplets vont €tre poursuivis.



o]

[41]

(31
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Ce travail est essentiellement consacré a 1'étude d'une classe
de tests non paramétriques basés sur des statistiques fonctionnelles pour

: . 2 . .
un processus stationnaire. Le fameux test du fait partie de cette classe.

Les éléments d'une matrice de covariances sont estimés, des lois

limites obtenues.

Des résultats relatifs d& la vitesse de convergence sont fournis,

ainsi que des exemples.

On étudie les propriétés asymptotiques du test sous diverses

alternatives.

Enfin des simulations illustrent cette étude.
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PROCESSUS STATIONNAIRE ,
- STATISTIQUE FONCTIONNELLE ,
- TEST NON PARAMETRIQUE ,

- SIMULATION .






