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La fonction de concentration d'une variable aléatoire réelle a 

été définie par P. Levy dans sa monographie sur la théorie de l'addition 

des variables aléatoires ( [12] , 1937). La plupart des travaux sur le 

sujet sont relatifs aux inégalités reliant concentration et variance d'une 

variable aléatoire réelle ([6], [8]) ou aux relations entre la concentration 

d'une somme de variables aléatoires indépendantes et celle de ses composantes 

( 1111 , [17], [18]) . Pour généraliser cette notion à des espaces de dimension 

supérieure ou un, la première difficulté à surmonter réside dans le choix 

d'une définition ; en effet sur IR la fonction de concentration (f.c.) 

est définie à partir de probabilités d'intervalles et peut donc être étendue 

de différentes manières aux espaces  IR^ , n > 1 notamment en utilisant les 

mesures de boules ([6]), ou de convexes ([5]). Dans ce travail nous avons 

choisi la première des solutions précédentes car elle permet de se placer 

dans des espaces métriques généraux et de plus se calcule simplement au 

niveau des applications. 

Hentgartner et Théodorescu ont consacré un ouvrage à l'étude 

de ces fonctions [8] et ont donné des exemples de ces extensions au cas 

multidimensionnel sachant qu'il n'existe pas de "meilleure" définition dans 

le cas général ; ils ont abordé la généralisation au cas de probabilités 

définies sur la tribu borélienne d'un espace métrique séparable. C'est dans 

ce cadre que nous avons réalisé ce travail en nous attachant particulièrement 

aux problèmes de convergence des suites de f.c. de mesures positives. 



Certaines propriétés importantes nécessitent des hypothèses complé- 

mentaires sur la structure de l'espace des états cependant tous les résultats 

sont applicables aux mesures définies sur les espaces de dimension finie. Il 

semble d'ailleurs que ce soit le champ privilégié d'application de cette 

notion essentiellement spatiale qu'est la concentration. Plus particulièrement, 

elle intervient naturellement dans l'étude de phénomènes géographiques et 

l'auteur l'a utilisée dans le domaine du marketing pour des problèmes de 

localisation de points de vente ( [ 2 5 ] ) .  

Dans le chapitre 1, nous commençons par rappeler certains résultats 

sur la convergence faible à distance finie des mesures positives, essentiel- 

lement dûs à Geffroy , Zeboulon, Quidel ( [7] , [16] , [23] ) . Nous étudions les 

propriétés générales des fonctions de concentration de mesures bornées, en 

particulier la continuité à droite qui sert de base au dernier chapitre. Ce 

résultat est montré, d'une part lorsque l'espace des états est hilbertien, 

d'autre part lorsqu'il est métrique séparable et tel que ses boules fermées 

sont compactes. Nous présentons une définition sous forme intégrale de la 

"concentration à distance finie" d'une mesure positive, qui conserve les 

principales propriétés des f.c. de mesures bornées. La dernière partie de 

ce chapitre est consacréeà la construction d'un algorithme de calcul de la 

f.c. d'une répartition ponctuelle dans  IR^. Pour la clarté de l'exposé nous 

avons traité le cas de répartitions sans points doubles mais il n'y a aucune 

difficulté d'adaptation au cas de mesures discrètes à support fini. La conver- 

gence de cet algorithme est montrée à l'aide de la propriété de continuité à 

droite. Nous établissons ensuite que la seule connaissance de la matrice 

de distances entre points de la répartition suffit à déterminer la concen- 

tration cependant nous n'avons pu exploiter ce résultat dans les applications. 



- III - 

Le chapitre II est consacré à l'établissement de conditions 

suffisantes de continuité de l'application qui à une mesure fait correspondre 

la valeur de sa concentration pour un rayon fixé ; les résultats que nous 

obtenons sont du même type que ceux de Billingsley - Topsoe ( [ 3 ] )  dans leur 

étude des classes uniformes. La convergence uniforme par rapport à t 

d'une suite de f.c. de mesures bornées est ensuite montrée en faisant l'hypo- 

thèse que les boules de l'espace métrique considéré sont relativement 

compactes. Nous étudions ensuite les convergences stochastiques dans le 

cas de mesures aléatoires et généralisons les conditions obtenues au 

début de ce chapitre. 

Dans le troisième chapitre nous étudions la f.c. d'une mesure 

bornée comme élément de l'espace fonctionnel D [O, + des fonctions 

+ 
définies sur IR à valeurs réelles, continues à droite et possédant une 

limite à gauche en tout point ; cet espace est une extension de l'espace 

D [O, 11 bien connu ( [2] , [20] ) . Il est tout d' abord muni de la topologie 1 

de Skorokhod ; nous montrons à l'aide d'un contre-exemple que la f.c. n'est 

en général pas continue en temps qu'application de l'espace Mb des mesures 

bornées muni de la métrique de Geffroy dans D[O, + w[ muni de la topolo- 

gie J I .  Toutefois cette propriété est vérifiée en tout point IJ de Mb 
+ 

tel que la f.c. de p est continue comme application de IR' dans IR . 

Nous introduisons alors la topologie M l  de Skorokhod qui est 

plus faible que J I  et pour laquelle nous définissons une métrique. Si 

D[O, + w[ est muni de cette topologie la fonction de concentration est 

alors continue. Nous obtenons ensuite des résultats analogues pour les 

mesures aléatoires et terminons en présentant une méthode d'approximation 

de la f.c. dans l'espace fonctionnel déjà cité. 
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CHAPITRE 1 

GEMERALITES S U R  LES FONCTIONS DE CONCENTRATION. 
-___-______________--_- - - - - - - - - - - - - - - -_- - - - - - -  

Précisons tout d'abord les notations les plus utilisées dans 

la suite : 

- X désigne toujours un espace métrique séparable même si la 

séparabilité n'est pas explicitement rappelée. 

- BX est la tribu borélienne de X . 

- M est l'ensemble des mesures positives sur BX , finies sur 

l'anneau des boréliens bornés (noté Bb). 

- hib est le sous-ensemble de h( constitué des éléments bornés. 

- P le sous-ensemble de A4 des probabilités. 

- d désigne la distance sur X. 

O - B(x,t) (resp. B (x,t)) est la boule fermée (resp. ouverte) 

de centre x E X et de rayon t E IRt . 

- aB est la frontière du borélien B E BX . 

E 1 - B~ (resp. B ) est le dilaté ouvert (resp. fermé) d'ordre E 

du borélien B, c'est-à-dire : 



- On note 3 B (resp. a6,B) la 6 frontière ouverte (resp. 
6 

fermée) de B 

1 - Ca~n;t'ru&o~ de la mé;Dtique. p .  

1-1 - Dédk&an.- On appelle distance de la convergence faible 

à distance finie la métrique p construite de la façon suivante sur M 4 

Soit O une origine fixée arbitrairement dans X ; pour tout 

X 
nombre r E IN , on pose : 

y(u,v) E hi2 o (u,v) = Inf 16 > O / VA 'A Ex tel que A' C B(O,r) 
r 

S 
u ( A )  s v(A ) + 6) 

Rernuhyu~ ----- -- : Le choix du point O est sans importance dans la 

mesure ou la métrique p' définie à partir d'un point O' différent de O 

est uniformément équivalente à p (cf. [23] p. 11). 

Nous noterons BM la tribu borélienne de l'espace métrique (L1,p). 

Comme le montre le théorème suivant, la construction de la métrique 

p permet d'envisager une notion de convergence de mesures a-finies, finies 

sur les boréliens bornés, voisine de la convergence faible classique. 



1 - 2  - Théohème.- ([23] p .  14) .- Soit (un)nw* , u des étdments 

de M. Les assertions suivantes sont équivalentes : 

1 )  l i m  p(un,u)  = O . 
n++W 

2) V A E  Bb vérifiant u(aA) = O  o n a  l i m u n ( A )  = u ( A )  . 
n++m 

1-3 - O & & i w o n . -  S o i t  T  une t r i b u  de  p a r t i e s  de  Ai; on d i t  

que (M,T) e s t  a d a p t é  à (X,Bx ) s i  l ' a p p l i c a t i o n  

: u -+ +B(" = u(B) e s t  mesurable  a u  s e n s  de  
,," 

t r i b u  b o r é l i e n n e  d e  IR, e t  c e c i  pour t o u t  B de  BX. 

1-4 - Ué~lMA-tion. - S o i t  (E,I,T) e s p a c e  mesurable  a d a p t é  à 

(X , B X ) ,  (n,A,p) un espace  p r o b a b i l i s é .  On a p p e l l e  mesure a l é a t o i r e  s u r  

(X,B ) t o u t e  a p p l i c a t i o n  mesurable  de  (n,A) dans  (AI,T). X 

Remanque ----- -- : L'espace  (h4,By) e s t  a d a p t é  à (X,BX) e t  de  p l u s  

l a  t r i b u  BAI e s t  engendrée  p a r  l e s  a p p l i c a t i o n s  
+ B  

1-5 - Ph~p~bi%ioVL.- Pour tout B de BX , l 'application de Q 

dans IR+ définie par 

est une variable aléatoire * désigne une mesure aléatoire). 

La p r o p o s i t i o n  s u i v a n t e ,  d o n t  l a  démons t ra t ion  d é t a i l l é e  f i g u r e  

dans  [23] nous sera t r è s  u t i l e  pour é t u d i e r  l e s  p r o p r i é t é s  d e  convergence 

de s u i t e s  de f o n c t i o n s  de c o n c e n t r a t i o n  d e  mesures  a l é a t o i r e s .  



1-6  - P k o p a a ~ o n . -  S o i t  (M,T) un espace mesurable de mesures 

pos i t i ves  adapté à un espace métrique ( X , B X )  , u' une mesure aléatoire  

d é f i n i e  sur un espace probabilisé (n, A, P I ,  à valeurs dans (Xi, T )  e t  B 

un élément de l a  t r i bu  BX . 
On suppose que B < + presque sïîrement e t  on note {Bi, i E J I  

une par t i t ion  quelconque de B en boréliens (J  e s t  un ensemble d ' ind ices )  

a lors  l'ensemble I d é f i n i  par 

e s t  f i n i  ou dénombrable. 

La métrique p construite précédemment permet de définir les 

différentes convergences stochastiques de mesures aléatoires : il apparaît 

qu'elles sont équivalentes aux convergences stochastiques du même type 

pour les mesures des boréliens bornés de X .  

1- 7 - ThéokPiiie. - So i t  1-i' des mesures a léatoires  dé f i n i e s  

sur (n ,A ,  P )  à valeurs dans (M,T). Pour que un converge presque sûrement 

f resp.  en probabi l i té)  vers u' , i l  faut e t  i l  s u f f i t  que 1-i ( A )  converge 
n 

presque surement fresp.  en probabi l i té)  vers  u ( A )  pour t ou t  A de B,, 

t e l  que u ( a ~ )  = O P.S. 

1 -8  - ThQokèm~. -  Avec l e s  mêmes hypothèses que précédemment, 

pour que iin converge en l o i  vers  u '  dans (h l ,  0)  i l  faut e t  i l  su+ffifSit 

que pour t o u t  en t i er  k p o s i t i f  e t  t ou t  système B l , . . . , B k  d'éléments 

de Bb sa t i s fa i san t  l a  re la t ion  

u *  (aBi) = O presque surement pour tout  i E { 1 , . . . ,k} 

on a i t  B . B ) converge en l o i  vers (1-i ( B I )  ,..., ii ( B k ) )  n k  



7 1  - FONCTION D E  CONCENTRATION : PROPRIETES GENERALES.- 

Pour une probabilité définie sur la tribu borélienne de IR , P. Levy 

([12]) a donné de la fonction de concentration la définition suivante. 

77-1 - D E ~ i n X o n . -  On appelle fonction de concentration de la 
+ + 

probabilité P définie sur B R ,  la fonction Q de IR dans IR telle 

que : 

Pour définir la concentration d'une mesure p E Alb nous adopterons 

dans les pages suivantes 1.a généralisation la plus couramment utilisée de 

la dé£ inition précédente (cf. [a] p. 121). 

17-2 - aG!~ii.u/tian.- Soit E Mb ; on appelle fonction de concen- 
+ 

tration de l'application Q de IR+ dans IR dé£inie par : 

rem ah que^ - - - - - - - - : 

a) La généralisation de la définition 11.2 vient du fait qu'assez 

naturellement on passe des intervalles sur la droite aux boules dans des 

espaces vectoriels de dimension supérieureou plus généralement dans des 

espaces métriques. Cependant, si l'on se restreint aux espaces vectoriels, 

il est une autre définition de la concentration qui peut sembler satisfaisante 

et qui ne privilégie pas les ensembles particuliers que sont les boules. 

* 
Si par exemple X = IR" , n E: lN , notons C l'ensemble des 

convexes fermés de X et X la mesure de Lebesgue sur X; on peut alors 

définir une fonction de concentration Q' par vt E IRt Qi (11, t) = Sup p(C) . 
CE c 

A (C) =t 



Cette définition n'est toutefois aisément utilisable que si l'on 

se restreint aux mesures bornées absolument continues par rapport à A .  

b) La définition 1 1 . 2  a été donnée pour les mesures bornées. 

L'objet de la proposition suivante est de montrer que dans le cas d'éléments 

de M (non bornés), cette définition perd beaucoup de son intérêt. 

?# 
11-3 - P h o p o n M a n .  - Posons X = IRn , n E W e t  p un élément 

de M ; l e s  assert ions suivantes sont 6quivaZentes : 

+ * 
b) \dt E IR , Sup u(B(x,t)) = + . 

xEX 

~émonstration : (b) => (a) est évident. - 

Montrons (a) => (b) ; 

Soit t la borne inférieure de 1 'ensemble 
O 

{t ; S,up u(B(x, t)) = + -1  , nous supposerons que to 
est strictement 

XE X 
positif (dans le cas contraire la démonstration est terminée). 

La fonction t + p(B(x,t)) est croissante pour tout x de X 

donc pour tout t > t Sup p(B(x,t)) = + 
O 

XE X 
Soit h z O et x E X ; la boule B(xo, to + h) est compacte 

O 

donc peut être recouverte par un nombre fini de boules de rayon strictement 

inférieur à t (notons t un tel rayon) : 
O ,  1 

où les (yiIi=, , . . ,N sont les centres desboules utilisées pour recouvrir 

B(xo, to + h) ; ces points dépendent de x nous les noterons 
O 



Soit z E X un point différent de x la boule B(zo, to + h) 
O O 

peut être recouverte de la même façon que B(xo, to + h) en translatant 

du vecteur (zo - x0) les boules ~(y~(x~),t~), i E {19...9N} 

d'où 

Pour tout x de X on a alors 

Notons i l'indice de , , N  tel que 
X 

On déduit de l'inégalité (m) 

ce qui montre que : 

Sup u(B(x, tl)) = + 
xcx 

et contredit la définition de 
to 

Nous présentons donc maintenant une définition de la "concentration 

à distance finie" pour les éléments de M afin de pallier l'inconvénient 

montré dans la proposition précédente. 

Dans la définition ci-après X désigne la boule de centre O 
r 

et de rayon r, O étant le point ayant servi à construire la métrique p. 



11-4 - Dedinh%n. - On appelle fonction de concentration d'un 
'L + 

élément u de M la fonction Q de IR+ dans IR définie par : 

avec Qr(u,t) = Sup u(Br(x,t)) et B (x,t) la boule fermée de centre x r 
xcx _ 

L 

et de rayon t dans le sous-espace métrique X . 
r 

a) La justification de cette définition nécessite la mesurabilité 

Qr(u,t) 
de l'application r + or cette application est croissante 

1 + Q,(v,t) 

X 
(r + Qr(u,t) est croissante de même que x -r -) . Nous montrerons au 

1 +x 
chapitre II que dans certains cas l'application r + Qr(]l,t) est continue 

à droite. 

b) Les fonctions Q peuvent en fait être considérées comme 
r 

+ 
des restrictions de Q aux sous-espaces métriques X , r e lR ; c'est r 

pourquoi la plupart des résultats que nous établirons auront trait aux 

éléments de /db en utilisant la définition 11.2 ; le cas général (u + A'!) 

sera le plus souvent traité en corollaire. 

Dans la suite de ce paragraphe nous montrons les propriétés 

générales nécessaires pour aborder les problèmes de convergence des 

chapitres suivants. 

11-5 - Phoponition. - So i t  u E Mb ; l a  fonction @(p, .) possède 

l e s  propriétés suivantes : 

a )  Vt E n R +  , ~(p,t) < + 

b )  ~(u,.) e s t  une fonction croissante de t. 

c )  Si n ' e s t  pas identiquement nu l le ,  pour t ou t  t > O , 

Q(u, t) > 0 . 



a) Il suffit de remarquer que : 

Dlt  IR' , ~(l.i,t) :: U(X) < + car v E F i  b 

c) X est séparable ; pour tout t > O il existe un recouvrement 

dénombrable de X par des boules de rayon t. Notons ( x ~ ) ~ = *  la suite 

des centres des boules du recouvrement : 

X = CI * B(xk,t) 
k a  

=> Sup v(B(x,t)) > O . 

2 1 - 6  - P t r u p u s L t L o ~ .  - Soit p E hib ; posons 

alors Nt est fermé dans X. 

Démonstration : Notons N = {x E X ; @(v,t) - r? < v(B(x,t))) 
t,r? 

Nt = ri N , il su£ fit donc de montrer que N est fermé dans X 
r,>O t9r? 

t , rl 
pour TI > 0. 

Soit (xnInm * une suite convergente d'éléments de N 
t ,n 

de limite X'E X . 

Soit E > O fixé 

donc Q(p,t) - TI s u(B(xn,t)) S l.i(B(x, t + €1) , de plus 

iim p(B(x,t + E)) = p(B(x,t)) . 
€"O 



Ce q u i  montre que ~ ( y , t )  - < p ( B ( x , t ) )  c ' e s t - à - d i r e  x  e N e t  
t , n  

p a r  conséquent  IV e s t  fermé dans X.  
t , r l  

+ 
I I - ?  - Ptropoo l t i on . -  So i t  e Mb , x  E X ,  t E R  t e l s  que 

p ( a B ( x , t ) )  = O alors 
@ ~ ( x , t )  

e s t  continue au point u.  

Démonstrat ion : E v i d e n t e  ( c f .  théorème 1-2) ; c e  q u i  s e r v i r a  

p r i n c i p a l e m e n t  dans  l a  s u i t e  e s t  l a  s e m i - c o n t i n u i t é  i n f é r i e u r e  de  
@ll (x , t )  . 

2 - Pn_opitiERécl d~ covu%LLi;tE. 

Dans l e s  deux théorèmes s u i v a n t s  nous montrons  que pour  t o u t  t 

de  TR+ l a  f o n c t i o n  t + Q(p, t )  e s t  c o n t i n u e  à d r o i t e .  Nous f e r o n s  cependant  

c e r t a i n e s  hypothèses  s u r  l ' e s p a c e  X ; dans  l e  p r e m i e r  c a s  nous supposerons  

que l e s  bou les  fermées  de  X s o n t  compactes ( c a s  d e s  e s p a c e s  v e c t o r i e l s  de  

d imension f i n i e  ou e s p a c e s  de  Montel ( [19] p .  339))  a l o r s  que l e  deuxième 

r é s u l t a t  s e r a  montré p a r  d e s  t e c h n i q u e s  t o u t  à f a i t  d i f f é r e n t e s  l o r s q u e  X 

e s t  un espace  de H i l b e r t  s é p a r a b l e .  

II-i3 - T h é o , t Q m ~ . -  So i t  X un espace métrique séparable dont l e s  

boules fermées sont compactes e t  p un élément de hib ; l a  fonction 

t + Q ( p , t )  v é r i f i e  l e s  propriétés suivantes : 

a)  t E , 3 x  P X t e l  que Q ( i i , t )  = i i ( B ( x , t ) )  

+ 
b )  vt c IR , ~ ( p ,  .) es t  continue à dro i te  au point t . 

Démonstrat ion : 

a )  Posons 0 = Q ( u , t )  , nous supposerons  0 > O ( l e  c a s  0 = O 

e s t  t r i v i a l ) .  Par  d é f i n i t i o n  de  Q ,  pour  t o u t  E > O , il e x i s t e  x e X 
E 

On p e u t  donc t r o u v e r  une s u i t e  ( x ~ ) ~ * *  t e l l e  que 



On peut supposer sans perte de généralité qu'il existe 6 ,  

0 > 6 > O tel que, pour tout n, p(B(xn,t)) > 6 (si la suite 
(Xn) n d *  

ne vérifie pas cette propriété, elle possède une sous-suite qui la vérifie 

car 8 > 0 ) .  

Montrons que la suite 
(Xn)nm 

* possède une sous-suite aonvergente. 

- 2 cas sont à envisager : 

1) B(xl,t) n B(xn,t) # fl pour tout n de N* 

Soit y, E B(xl ,t) B(xn,t) 

La suite * est incluse dans B(x ,2t) qui est compacte, on peut 1 

donc en extraire une sous-suite convergente (x ) de limite x E X. 
n 

k km* 

Le lemme suivant nous permettra de conclure : 

1 2 - 9  - Lemme.- S o i t  
(Xn)nm 

* s u i t e  convergente d 'él6ment.s 

de X de l i m i t e  x e X, on a a l o r s  : 

lim sup p(B(x t)) $ y(B(x,t)) pour t o u t  t dg IRt 
n ' 

n 

~émonstration du lemme : 

On sait d'autre part que lim p(B(x, t + d(x , x ) )  = u(B(x,t)) on peut 
n n++m 

donc conclure lim sup p(B(xn,t)) $ u(B(x,t)) . 
n 



Reprenons la démonstration du théorème : 

iim p(B(xn ,t)) = 0 = Q(u,t) par hypothèse sur la suite (x,)~~* . 
k++a k 

Par application du lemme 11-9 on a Q(p,t) 6 p(B(x,t)) . La définition 
de Q entraine que l'on a en fait l'égalité. 

Deuxième cah - 

On supposera que N est le plus petit indice vérifiant (*) . 
O 

Posons 1 = B(xl ,t) U B(xN , t) on se ramène aux deux cas de 
O 

depart : 

1) BI n B(xn,t) # $3 pour tout n > N 
O 

2) IN, > No tel que B, n B(x ,t) = @ . 
1 

De la même façon que précédemment dans le cas no 1 on peut inclure la 

sui te 
(Xn) n a  

* dans la boule de centre x et de rayon 2t + d(x,,xN ) 
1 

O 

qui est compacte, on conclut alors comme précédemment. 

Dans le cas no 2 on itère le processus en posant B2 = BI U M x N  ,t) 
1 

où NI est le plus petit indice tel que BI n B(xN ,t) @ . 
1 

Si le processus ne se termine pas après un nombre fini d'itérations 

comme au premier cas, on aura alors construit une suite de boules disjointes 

B(x ,t) vérifiant : 
Nk km* 

v k  E IN* p(B(x ,t)) > 6 , ce qui contredit le 
Nk 

fait que p est bornée. 



b )  Soit to E BIt ; montrons que Q I , .  est continue à droite 

en t o .  

Notons 
( 'n) n a *  

une suite décroissante de réels positifs de 

limite t . En utilisant la partie (a) du théorème, on peut écrire : 
O 

* 3 (X,),~*C X telle que vn E N p(B(xn ,tn)) = Q(ii, tn) . 

La fonction ( p . )  est croissante d'où u(B(xn,tn)) 1 Q(p,to) (*) . 

1) Supposons que toute sous-suite de 
(Xn) n m  m possède une 

sous-suite convergente. 

Notons 
(Xn ) 

une sous-suite convergente d'une sous-suite 
k k a *  

que 1 chque de 
(Xn)na 

* et x sa limite. 
O 

Montrons que lim u(B(x ,tn 1)  = ~(B(x~,t,)) 
k++co nk k 

Fixons E' > 0 

3~ E N * ,  k > N => { 

d'où B(xn ,t ) C  B(x ,t + E') pour k 3 N (il suffit d'appliquer 
k nk O O 

l'inégalité triangulaire). 

Nous avons vu précédemment que lim p(B(xo,to + E ' ) )  = p(B(xO,tO)) 
&'O 

par conséquent 

Par l'inégalité (*) on a de plus lim in£ u(B(xn ,t, 1 )  2 u(B(xo,to)) 
k++m k k  



donc iim ~ ( B ( x ~  ,tn 1) = v(B(x0,tO)) 
k++w k k  

c'est-à-dire lim Q(p,tn ) = Q(u,to) , la fonction Q ( p ,  .) est 
k++m k 

croissante, ce qui permet de conclure. 

2) Supposons maintenant qu'il existe une sous-suite de (Xn) n a *  

qui ne possède pas de sous-suite convergente. Nous noterons encore 

( Xn) n a  
+ cette sous-suite afin de ne pas alourdir les notations. 

Raisonnons par 1 'absurde et supposons que (Q(v, tn) )nm* ne 

converge pas vers Q(p,to) alors 

3~ > O , lli(B(xn ,t n ) )  - Q(P,~~)I > 
P P 

pour une sous-suite (x de la sous-suite 
n (Xn)nc~* . 

P P a *  

L'hypothèse faite sur (Xn) n a  
* entraîne que tout compact 

ne contient qu'un nombre fini d'éléments de la sous-suite (X n ) 
P P~DU* 

1 
Soit k l  ce nombre, notons ( y j )  j = ,  , , , . , k  les points de 

1 

(xn inclus dans B(xn , tn ) . 
P P a *  1 1  

1 1 
Posons t ;  = Max(t .) , tj étant le rayon correspon- 

j j=l, ... 
1 

9 k  1 
dant à y ; j est le plus petit indice p tel que x d R(xn ,tn + t;) . 

j n 
P 1 1  

Par construction, B(xn ,tn ) n  B(xn ,t n ) = @ (la suite 
I I  jl j ,  

(tn)nm* 
est décroissante). 

m 
Remarquons que pour tout p de N , v(B(xn ,t n ) )  > c car 

P P 



On a alors p(B(xn ,tn ) U B(x ,t 1) > 2~ . 
1 1  

n n 
j, j l  

Soit B2 une boule centrée en x et contenant n 
1 

2 
Comme précédemment, on note (y) j = 1 , , k 2  les points 

L 
de (xn inclus dans B2 et l'on pose t; = Max t . 

P ~ a * j=i 
j 

Si l'on appelle s le rayon de 
2 

B2 la boule B(xn i ~ 2  + 2;) 
1 

a une p-mesure supérieure à 2 ~ .  

On pose le plus petit indice tel que 

alors B(x, ,t ) fl B(x ,s2) = 0. 
n n 

j, j, 1 

On construit ainsi une suite BI , Ba ,..., B ,... telles que 
P 

u(Bp) > PE ; ce qui contredit l'hypothèse selon laquelle p est bornée. 

R Q ~ U ~ ~ U Q  - - - - - - - : Si p E !A , les propositions 11.5 , 11.6 et le 

théorème 11.8 sont encore vrais pour les fonctions Or(p,.) car p est 

bornée sur B(0,r) . 

Dans le théorème suivant X est un espace de Hilbert séparable ; 

[ 1 I I  , < > désignent respectivement la norme et le produit scalaire sur X. 

11-10 - Thtotième.- Soit u E Mb ; t a  fonction ~(p,.) est 

continue à droite en tout point t de B+ 

Démonstration : 

a) X est un espace métrique coinplet donc est tendue (cf. [2] 

p. 10, théorème 1-4)  d'où : 



E > O c x tel que K E est compact et u(K€)  LI(^) - E . 

Notons C l'enveloppe convexe fermée équilibrée de KE ; CE est compact 
E 

(corollaire 35.7 p. 140 de [l]  ) . 

Montrons que Q(p, .) est continue à droite au point t c lRt 

Q(u,t) = Sup v(B(x,t)) s Sup u(B(x,t) CE) + E 
xe X XEX 

Supposons tout d'abord que pour tout 
to 

de IRf et tout x de C: il 

existe y E CE tel que B(y,to) C 3 B(x,t ) C (cette affirmation 
E O E 

sera démontrée dans la partie (b)  ci-après). 

On a alors : t )  s Sup u(B(x,t) n CE) + E 

XE C 
E 

C est compact ; le théorème 11.8 implique que la fonction de concentration 
E 

de la restriction de à C est continue à droite en t. 
E 

Par conséquent, si 
(tn)nm 

* est une suite décroissante de réels 

positifs de limite t E IRt on a : 

D'autre part Q u , .  est croissante, ce qui entraîne que : 

+2 
pour tout couple (&,fi) E: IR donc Q(p,.) est continue à droite au point t. 



+* C 
b)  Montrons que pour t ou t  ( c , x , t )  E IR x C x IR+ il e x i s t e  

E 

y E C t e l  que 
E 

Nous supposerons que B(x , t )  0 C Z 0 ( l e  ca s  c o n t r a i r e  e s t  t r i v i a l ) .  
E 

Notons x  l a  p r o j e c t i o n  s u r  B(x , t )  n C de x , e t  montrons 
O E 

q u e p o u r  t o u t  z e ~ ( x , t ) n  c / ( z - x 0 l /  5 I / z  - I C I (  6 t .  
E 

x e s t  l a  ~ r o j e c t i o n  de x  s u r  B ( x , t ) n  C e n t r a î n e  que 
O E 

2 2 
pa r  conséquent 1 1 z - xl 1 > 1 / z - xo 1 / . 

On a  donc b i e n  B(x , t )  C > B(x, t )  fI C E ,  ce  qui  achève l a  
O E 

démonstration. 

111 - APPROXlMATlUN ET CALCUL DE LA £ . c m  D'UNE REPARTlTlON PONCTUELLE.- 

111-7 - D é ~ ~ a ~  ( c f .  [16] p. 6) .- On appe l l e  r é p a r t i t i o n  

ponctue l le  s u r  X t o u t e  a p p l i c a t i o n  f de X dans % t e l l e  que l 'ensemble 

s o i t  f i n i  ou dénombrable. 

Nous appe l l e rons  e f f e c t i f  du b o r é l i e n  B pour f l a  q u a n t i t é  

N(f,B) = 1 f ( x )  . 
xe B 

On a s soc i e  donc de manière n a t u r e l l e  à f ilne mesure p s u r  RX 

d é f i n i e  par  u(B) = N(£,B). 



Il s'agira dans ce paragraphe de construire un algorithme permettant 

de calculer la fonction de concentration de la mesure , associée à f .  

111-2 - PhOpObia%n.- Soient  f e t  p dé f i n i e s  comme précédenrment 

e t  t e l l e s  que 1 f (x) < + (donc , E Mb) alors  : 
xeX 

'dt >te a' , 3~ E X t e 2  que ~ ( f  ,~(x,t)) = Q(u,t) . 

Démonstration : 

+ 
vt E I R  , Q(p,t) < + m d'où par définition de Q 

VE > O , 3 x €  X tel que ~(p,t) s N(~,B(x,~)) + E 

Pour E < 1 l'inégalité précédente se transforme en 

car Q(p,t) et N(f,B(x,t)) sont entiers. 

117-3 - CofiuU&c.- S i  X e s t  un espace métrique séparable 

dont Zes boules fermées sont compactes (ou X e s t  un espace 'de Hi lber t )  

p . )  e s t  une fonction étagée croissante,  continue à droite e t  à valeurs 

ent ières .  

* 
Nous supposerons dans la suite de ce paragraphe que X = IR' , p r R . 

f désigne une répartition ponctuelle finie sur IRp dont les points sont 

* 
notés x 1  ,..., x , n E: IN . 

n 

Nous ferons l'hypothèse supplémentaire que f est sans point 

double, c'est-à-dire que pour tout x de X , f(x) E {0,1). 



t étant fixé dans la suite , nous allons décrire un processus 

itératif permettant de calculer la valeur de Q(p,t) ; la difficulté de ce 

calcul provient du fait que Q est définie comme une borne supérieure sur 

tous les points de IRp . 

Remarquons que Q u , .  prend ces valeurs dans l'ensemble { l ,  ..., n} 
et de plus est étagée. 11 suffit donc de connaître les points de disconti- 

nuité de Q. 

n n 
Max N(f,B(xi,t)) s Q(p,t) i Max N(f,B(xi,2t)) . 
i= l i= 1 

Démonstration : 

La première inégalité est une conséquence immédiate de la 

définition de Q. 

?# 
Notons k la valeur de Q(p,t) , k E IN , et 

{x,(x), x2(x) ,..., x (x)} l'ensemble des points de la répartition contenus 
k 

dans B(x,t), x E kt . 

n 
d'où B ( X .  (x) ,2t) 3 ~(x,t) => N(f,B(x,t)) i Max N ( f  ,B(x. ,2t) 

J i= 1 1 

n 
et par conséquent Q(u,t) < Max N(f,B(xi,2t)) . 

i= 1 



7 7 7 - 5  - DesciupZion de ~'dcjahLtCzrne. 

Soit C le plus petit parallélépipède contenant {xl, ..., x 1 n 
P 2 c = n bi,Bi] , (ai,Bi) t IR pour tout i E Il,. . .,pl. 
i= 1 

On construit une suite (Cj)ja* de quadrillages de C de la 

façon suivante : 

C est déterminé par les sommets de chaque cellule dont les 
j 

coordonnées sont définies par 

Ce quadrillage a donc (2J+~)P sommets. La figure ci-après 

montre une telle suite de quadrillagesdans IR 
2 





On note ' j la demi longueur des diagonales des cellules à 

l'étape j et a' , k r 11 ,. . . ,(2j+l)~} les sommets de ce quadrillage. 
k 

Q(u,t) 5 Max ~(f,~(a:, t + E . ) )  5 Q(u, t + Sj) . 
k= 1 J 

Démonstration : La deuxième inégalité est évidente par 

dé£ inition de Q(u, .) . 

L'ensemble N = {x s X /  Q(u,t) = N(f,B(x,t)) I est non vide 
t 

(prop. 111-2). 

Tout élément de Nt appartient à une cellule du quadrillage 

(éventuellement à plusieurs) et donc 

j b'x E Nt , 3k0 E I l  ,..., (2j+l)'} tel que d(x,ak a 5 
O j 

par conséquent B(x,t) C ~ ( a k  , t + t.), ce qui montre la première inégalité. 
O J 

111-7 - Pttapoah!ian.- IZ existe jo , éLément de 1. te2 que 

(2j+l)p 
y. > jo j , Q(u,t) = Max N(f,B(ak, t + Sk)). 

k= l 

Démonstration : Cette proposition est une conséquence directe -- 
de la propriété de continuité à droite de l'application t + Q(u,t). 

En effet la suite (cj)ja+ est décroissante de limite nulle 

ce qui entraîne que : 

La fonction Q ne peut prendre que des valeurs entières ; à partir d'un 

certain rang 
j O 

on aura Q(v, t + 5. ) = Q(u,t) . 
J 
O 



En appliquant l'inégalité de la proposition 111-6 on constate 

que la valeur de Q(u,t) sera atteinte au bout d'un nombre fini d'itérations 

par la quantité ~ a x  N(f,~(ah, t + Sj)). 
k= 1 

En annexe sont présentées des applications de l'algorithme précédent 

qui montrent que le nombre d'itérations nécessaires pour atteindre l'optimum 

est le plus souvent faible. Cependant, au niveau du calcul il est nécessaire 

d'apporter des améliorations à la méthode précédente car sous cette forme, 

le temps - machine et la place en mémoire utilisés sont importants en raison 

du nombre de distances à calculer et du nombre de sommets ((2'+1)~). 

La proposition 111-4 nous donne une minoration de Q(v,t) par 

Dans le calcul de Q(u,t) il est donc possible d'éliminer tous 

les points x tels que 
j 

n 
N(f,B(x ,2t)) < Max N(f,B(xi,t)) 

j 
(*) 

i= l 

En effet si x est tel que l'inégalité précédente est vérifiee, il. 
j 

n'appartient à aucune boule B(x,t), x E: N (sinon ~(x,t)C B(x ,2t) 
t j 

ce qui contredit 1' inégalité (m)) . 
- 

Dans la proposition suivante co{x,, ..., x } désigne l'enveloppe n 

convexe fermée de l'ensemble {xl,. . . ,x }. n 

1 7 7 - 8  - Phopob/i;tion.- f e t  1i. étant  dé f in ies  comme précédemment, 

- 
i Z  e x i s t e  y E: co{xl, ..., x 1 t e2  que n 



X * 
Démonstration : Soit x E Nt , on suppose que x n'appartient 

- X * X X 
pas à co{xl(x ) ,..., x (X ) }  où xl(x ) ,..., xk(x ) sont les points de la 

k 
X * 

répartition inclus dans B(x ,t) (sinon y = x convient). 

En notant la projection de sur 

et en raisonnant comme dans le théorème Il. 10 (b) on montre que 

X 
c'est-à-dire Q(v,t) = N(f,B(x ,t)) = N(f,B(xo,t)) ce qui achève la 

démonstration. 

Cette proposition montre que lors des quadrillages successifs, 

- 
il siiffit de prendre en compte les sommets inclus dans co{x,, ..., x,}. 

Le lecteur intéressé pourra se reporter par exemple aux articles 

de D. MAÏTI ( 1141 , [15]) présente des programmes de calcul d'enveloppe 

2 3 
convexe d'un nuage de points quand X =IR ou 7R . 

Il semble cependant que le recours à cette méthode soit délicat 

car le repérage des sommets à éliminer à chaque itération est assez ardu. 

Nous montrons dans la proposition suivante que le calcul de la 

f.c. de nécessite simplement la connaissance des distances séparant 

les points de la répartition, ce qui correspond à l'idée naturelle selon 

laquelle la concentration ne dépend pas de la position absolue des points 

mais de leurs positions relatives. 

111-9 - Phvpon&Lan.- Soit u une isomktrie sur X ; on note 

Vu 
la mesure discrète associée à La répartition ponctuelle f o u ; on a 

pour tout t de IR+ 



* 
Démonstration : Soit x E Nt ; posons Q(v,~) = k , k E IN ; 

les points de f inclus dans B(x,t) seront comme précédemment notés 

u étant une isométrie d(u(xi(x)) , u(xj(x))) < 2t par conséquent : 

Q(pu,t) r Q(u,t) car B(u(x), t) contient les points u(x~(x))~=, , . . . ,k . 

En appliquant le même raisonnement que précédemment à la 

- 1 
répartition f O u et à l'isométrie u on a 

Nous concluons ce paragraphe en précisant que nous n'avons pu 

mettre au point un algorithme efficace de calcul de Q utilisant la pro- 

priété précédente, c'est-à-dire n'utilisant que la matrice des distances 

entre points. 



CHAPITRE 11 

CONVERGENCE D'UNE SUITE DE FONCTIONS DE CONCENTRATlON. 
..................................................... 

Cette deuxième partie sera consacrée à l'établissement de conditions 

suffisantes de convergence d'une suite de fonctions de concentration. 

Nous étudierons dans un premier temps la convergence simple puis, 

moyennant certaines hypothèses restrictives sur l'espace métrique X nous 

montrerons des propriétés de convergence uniforme par rapport à t . 

Les conditions que nous obtenons sont assez proches de celles de 

Billinsgley-Topsoe ( r3J )  dans leur étude des classes uniformes. 

1 - THEOREME DE CONVERGENCE SIMPLE.- 

La démonstration du théorème principal fait appel essentiellement 

à la coïncidence des topologies induites par les métriques de Prokhorov 

et Geffroy sur P, sous-ensemble de constitué des probabilités définies 

sur BX ; cette propriété fait l'objet du résultat suivant : 

1- 1 - PnopobLtLon. - Soit (Pn)nat , P des Q Lgments de P ; 

on a alors  : 

lim p(Pn,P) = O => {VA c 8 ; P(ôA) = O => lim P,(A) = P(A)I 
n++m n++w 



Démonstration : L'implication est vérifiée pour les boréliens 

bornés (en vertu du théorème 1.2, chapitre 1). 

Nous supposerons donc A non borné, E > O fixé. 

Soit k, entier naturel choisi tel que P(B(0,k)) > 1 - E, 

où O est le point intervenant dans la construction de p .  

Soit s > k tel que P(aB(0,s)) = O . 

m 
3~~ E l , n 2 N 1 => IPn(B(O,s)) - ~(~(0,s)) / < E 

Par conséquent P (B(O,s)) > 1 - 2~ . n 

D'autre part : 

A n B(0,s) est un borélien borné dont la frontière est de P-mesure nulle 

d'où : 

D'autre part : P ( A n  ~(0,s)~) < 26 
n 

donc pour n Max(N, ,Nî) 1 P (A) - P(A) 1 < 4E . 
n 



E étant arbitraire on a bien lirn P (A) = P(A) pour tout borélien n n++m 
A tel que P(aA) = O . 

1-2 - Théoirème.- S o i t  (pn)nm* , P des  éléments de ?Ib ; t E E+ 

sous l e s  hypothèses fa), fb), fc) on a : 

b) lirn Sup p(a B(x,t)) = O 
6+O xeX 

6 

RernCVLque - - - - - - - - : Par un raisonnement analogue à celui du théorème 1.1, 

chapitre II, on voit facilement que les hypothèses (a) et (c) sont équiva- 

lentes à la convergence faible de (un)na* vers u . 

D'autre part, l'hypothèse (b) est vérifiée lorsque X = lRp , 

p E INX et u une mesure absolument continue par rapport à la mesure de 

Lebesgue A. 

Démonstration : Remarquons que si p r O , l'hypothèse (c) 

entraîne que 

lirn u (X) = O et lirn Q(pn,t) = O = Q(u*t) . n n++w n++w 

Supposons maintenant p 7f O , fixons E > O  ; l'liypothèse (b) 

entraîne la semi-continuité inférieure (s.c.i.) de 
'~(x,t) 

(cf. 

proposition II. 7 chapitre 1). 

On utilise alors le lemme suivant dont la démonstration 

figure dans [4] p. 135 . 



1- 3 - Lemme. - L 'enve loppe supérieure d 'une fami  2 l e  de fonctions 

s.c.i e s t  s .c . i .  . 

On déduit de ce lemme que 'l3(x,t) est s.c.i. au point p 
XE X 

d'où 

lirn in£ Q(rin,t) 3 Q(ri,t> 
n 

Montrons maintenant que lim sup Q(pn,t) 5 Q(v,t) 
n 

a 3 N I  B IN , n 1 N  => rin(X) > O (hypothèse (c)) . 
1  

Pour n > N  on définit les probabilités T 
1 

T de la n '  

façon suivante : 

un(A) 
VA B BX T (A) = -- ri (A) et T(A) = -  

n 
rin(X) IJ (XI 

On a alors lim p(rn,r) = O . 
n++m 

En effet, soit A borélien borné vérifiant T(~A) = O ; ceci 

entraîne que p(aA) = O par définition de T .  

Des hypothèses (a) et (c) on déduit que lirn rn(A) = T(A) . 
n++m 

La proposition 1 . 1  permet de conclure que ( T ~ ) ~ ~ *  converge 

vers T faiblement, c'est-à-dire si l'on note p la métrique de 
P 

Prokhorov, lirn p (T,,T) = O . 
n++m 

* 
3 N 2  E , N2 > N I  , n I N  2  => p P (T~,T) < E 

En particulier 



ce qui s'écrit : 

Par conséquent 

Par passage à la borne supérieure sur x on obtient . 

 inégalité précédente étant réalisée pour tout E > O et étant bornée 

on a : 

ce qui achève la démonstration. 

Remnnque - - - - - - - : La démonstration peut paraître artificielle par 

l'introduction des probabilités 
(Tn)na* 

et T, cependant pour passer 

de l'inégalité (1) à l'inégalité (2) on considère la borne supérieure sur X, 

ce qui n'est pas possible directement en utilisant la distance de Geffroy 

(cf. définition 1.1, chapitre 1). 

Le résultat suivant montre la relation liant la continuité de 

l'application t -+ Q(u,t) et de l'application p + t . 

1-4 - ThQuxème.- Soit p une mesure bornée ; s un point de 

continuité de Za fonction. t -t Q(p,t) . La fonction v + Q(v,s) est 

continue au point u lorsque llb est muni de la topologie de l a  convergence 

faible. 



Démonstration : Soit une suite de mesures bornées 

convergeant faiblement vers LI.  

Comme dans la démonstration du théorème 1.2 introduisons les 

: 

Par conséquent, pour tout n N et toute boule B(x,s) , x e X , 

En passant à la borne supérieure sur X on a : 

ce qui entraîne 

iim sup Q(~,,s) s Q(i1, s + E) + E u(X) 
n 

s est point de continuité de l'application t -+ Q(p,t) et E est 

arbitraire d'où : 

lim sup Q(un,s) s Q(U,S) . 
n 

Lorsque E < s on a pour toute boule ~ ( x ,  s - E) 



et par conséquent Q(u, s - E) $ lim in£ Q(un,s> + E u(X) 
n 

s est point de continuité de Q(u,t) donc 

ce qui achève la démonstration. 

7-4-7 - CoRoLkihe . -  Soit X un espace métrique séparable dont 

les boules fermées sont compactes (où X est un espace de Hilbert séparabZe). 

pou, tout t E IR+ et tout élément u de Mb la fonction v + ~(v,t) est 

semi-continue supérieurement au point u lorsque hlb est muni de la topologie 

de la convergence faible. 

Démonstration : D'après la démonstration précédente, si s est - 

point de continuité à droite de l'application t + Q(y,t) l'application 

v -+ Q(v,s) est semi-continue supérieurement. Il suffit alors d'appliquer 

le théorème 11.8 du chapitre 1. 

7-4-2 - CotroRe&e.- Soit u une mesure bornée ; hlb étant 

+ 
muni de la topologie de Za convergence faible Z'ensembZe des points s E IR 

tels que l'application v + Q(V,S) soit discontinue au point est au 

plus dénombrable. 

Démonstration : L'application t + Q(u,t) est monotone bornée. 

L'ensemble de ses points de discontinuité est donc au plus dénombrable. 



Si p est un élément de hf, la fonction de concentration 

doit être définie différemment, comme nous l'avons signalé au début du 

chapitre 1. En effet, la propriété pour les éléments de d'être finis 

sur les boréliens bornés de X ne suffit pas pour que la fonction de 

concentration soit finie comme le montre l'exemple simple suivant : 

+ 
Supposons X =IR muni de la métrique usuelle. 

+ * 
p est définie par p([a,bJ) = /b axdx , a EIR . 

Il est clair que pour tout E > O Sup+ u([~-E, Y+E]) = + 
Y* 

c'est-à-dire pour tout t > O Q(v,t) = + m.  

'L 

Nous avons dans ce cas défini Q (définition 11.4, chapitre 1) 
% 'L 

et la convergence d'une suite Q ( u ~ , ~ ) ~ ~ *  vers ~(p,t) sera étudiée 

+ 
par l'intermédiaire des fonctions (Qr(~n,t))nmf , r E 1R qui permettront 

de se ramener au cas des mesures bornées. 

+ 
1- 5 - Théoxème. - S o i t  (P,) na* , I.I des éléments  de ?.1 , t c R 

sous Zes hypothèses ( a )  e t  fbl on a : 



h/  lim Sup p(a B(x,~)) = O . 
6+0 xsX 

6 

Démonstration : Le résultat est une conséquence du lemme suivant 

que nous démontrerons ensuite. 

+ 
7 - 6  - Lemme.- Soit r E: W t e l  que p(aB(0,r)) = O ; Zes 

hypothèses du khéorème entra înent  : 

Notons h la mesure de Lebesgue sur R+ ; l'ensemble des 

+ 
r E I R  tels que V(aB(0,r)) > O est dénombrable donc de A-mesure nulle. 

Le lemme 1-6 entraîne que : 

- r Qr(un,t) - r Qr(p,t) 
lim e = e h presque surement . 

-r Qr(un,tI - r Les fonctions e sont majorées par e qui est intégrable 
1 + Qr(un,t) 

+ 
sur IR ; le théorème de la convergence dominée nous permet d'écrire : 

+m - Qr(l-in' t) +m - r Qr ( i l ,  t) 
lim j e d r = j  e - dr 

n++m 0 Qr(un,t) + 1 O 1 + Q,(u,t) 

% % 

c'est-à-dire lim Q(un,t) = Q(v,t) 
n++m 

Démonstration du lemme 1-6 : 

(théorème 1.2 chapitre 1) . 

Les restrictions de ('n)nd 
* et au sous-espace X = B(0,r) 

r 

sont bornées. Pour appliquer le théorème 1.2 chapitre II il suffit de 



montrer que lirn Sup p(a B (x,t)) = O . 
6+0 xsi( 6 r 

r 

Montrons tout d'abord que a B (x,t) C a6B(x,t) u a6B(0,r) . 
6 r 

Soit y E a6Br(x,t) : 

On en déduit que y E a6B(x,t) ou y e a6B(0,r) . 

D'autre part on sait que lirn ~(a~B(0.r)) = p(aB(0,r)) (cf. [23] 
6+0 

p. 15) ce qui entraîne que lirn Sup p(a B (x,t)) = O . On peut conclure 
6 r 

6+0 xsx r 
en appliquant le théorème 1.2, chapitre II. 

La propriété suivante montre que, sous certaines hypothèses 

la fonction r + Qr(p,t) est continue à droite ; en fait, pour démontrer 

le théorème 1.5, nous n'avions besoin que de sa mesurabilité. 

+ 
1-7 - Lemme.- Soi t  p E: E 4 ,  t E: IR ; s i  X e s t  un espace métrique 

dont Les boules fermées sont compactes l a  fonction r + Qr(p,t) e s t  continue 

à droi te  en tout point  r d e  IR++. 

+ 
Démonstration : Soit E > O , r E IR ; (rn)nm* une suite 

décroissante de réels positifs de limite r. 

vn EE* , 3xn E Xr tel que e(Br (xn,t)) = Qr (p,t) 
n n n 



# IN 1 E N  , n > ~  1 = > r  n - r < E d'où 

La suite ( x ~ ) ~ ~  * est incluse dans B(O,rl) qui est compacte ; 

notons (x ) une sous-suite convergente de 
(Xn)nkm 

* dont la limite 
n 
P P&* 

sera notée x. 

Supposons que x B(0,r) , c'est-à-dire d(x, B(0,r)) > O . 
# 

Soit f i  > O tel que x # B(0,r + 6) ; il existe un rang 
Po 

t N 

tel que pour p : po x c B(0, r + 6) (car 
Po 

verifie n 
P 

On en déduit alors que x E B(0, r + 6) ce qui aboutit à une 

contradiction. 

Soit p iin indice tel que n 2 N 1  . Cn a : 
P 

par conséquent lim sup p(B(x ,t) B(0,r + E ) )  2 lirn sup O (u,t) 
n r p++m P n 

P 

d'oii p(B(x,t) n B(0, r + E ) )  z lim sup Qr (~i,t) 
P n 

P 

pour tout c > O donc Qr(u,t) 1 lim sup Q (~,t) . 
r 

P n 
P 

La suite 
( 'n) 

* est décroissante ; la définition de 

Qr permet de conclure 
n 

iim Q (u,t) = Qr(u,t) et donc Qr(u,t) = 1 im (? (u,t) . 
r r 

p++m n 11 ++a n 
P 



11 - CONVERGEbJCE IINlFORE.;IE PAR RAPPORT A t .  - -- - 

Dans ce pa ragraphe  nous supposerons  d a n s  un p remie r  temps que X 

e s t  un espace  mét r ique  compact t e l  que l a  f e r m e t u r e  de  t o u t e  b o u l e  o u v e r t e  

e s t  l a  bou le  fermée de  même c e n t r e  e t  de même rayon .  

La f r o n t i è r e  d 'une  b o u l e  de c e n t r e  x  e t  de  rayon t e s t  dans  

c e  c a s  l ' ensemble  { z  c X ; d ( x , z )  = t )  . 

11-7 - Le,mme. - 

vx E X , Yt > O , a B ( x , t )  = { z  E X ; d ( x , z )  = t ) .  

L 'hypo thèse  s u r  X e n t r a î n e  de  p l u s  : 

1 1 - 2  - Lemme.- ( c f .  [24]) 

O 
b'x e X , vt > O ,  B ( x , t )  , B ( x , t )  s o n t  connexes.  

6 
Demonstrat ion : L ' i n c l u s i o n  (aB) C a B e s t  v r a i e  dans  un 

6 

e s p a c e  mét r ique  quelconque.  

Réciproquement,  s i  x  E a B , l a  b o u l e  de  c e n t r e  x  e t  d e  rayon 6 
6 

r e n c o n t r e  à l a  f o i s  B e t  B~ ; c e t t e  b o u l e  e s t  connexe en v e r t u  du lemme 

1 1 . 2  donc e l l e  r e n c o n t r e  nécessa i rement  a B .  I l  e x i s t e  a l o r s  y  E 3B 

R 
t e l  que d ( x , y )  < 6 d ' o ù  x  c (3B) . 

On n o t e  S l ' ensemble  d e s  fermés non v i d e s  de X ( q u i  s o n t  

b o r n é s )  muni de  l a  d i s t a n c e  de  Haussdor f f .  Rappelons que c e t t e  mé t r ique  e s t  

d é f i n i e  p a r  : 



On sait que S est compact car X est compact ; notons a8 ia famille 

des frontières de boules de X 

+ 
Démonstration : Comme X est compact, il existe t F TR 

O 

tri que aB = {aa(x,t) ; x t X , t E [O, to] 1. 

Soit F une suite d'éléments de aB convergeant vers F. 
n 

On extrait de la suite 
(Xn)na* 

une sous-suite (x ) 
n 

de 
k kmm 

limite x E X et de la soiis-suite (t ) on extrait une sous-suite 
nk km* 

(tn ) de limite t a [O , to]. 
k 
P PFmY 

On peut donc supposer sans perte de généralité que : 

lim d(x ,x) = O 
n 

n++m 

lim A(Fn,F) = O 
n'+cc 

* 2A(Fn,F) 
Soit y a F ; pour tout n E IN , F C Fn par définition 

de A ; on peut alors trouver z E F te! que d(y,z,) OC(F,Fn) et 
n n 

donc 



et d'autre part 

d(xn,zn) s d(xn,x) + d ( x , y )  + d(y,zn) donc tn c d(x,xn) + d(x,y) + 2A(F,Fn) 

on en déduit d(x,y) = t et F C  aB(x,t) = ; d(x,y) = t) . 

7 7 - 5  - Lemme.- Soi t  une mesure bornée ne chargeant pas 

Zes front izres  de boules de X , alors  : 

lim Sup p(a6B(x,t)) = O . 
6+0 XEX 

t€ [O, tJ 

Démonstration - : Soit q > O fixé ; YB E 33 , >tjB > O 

2 6 ~  
telque V(B -B) < T I  . B E = = >  p(B) = O  (cf. lemme 11.4, chapitre II) 

2 6 ~  - 
d'où u(B ) < n . aB est compact par conséquent ; 

3~~ ,..., B E Z  tels que v ~ c s  ,Ji E {l, ..., n} , A(B,Bi) < 6B. 
n 

1 

Posons 6 = ?lin 6 . 
B. i 1 

6 
et en particulier Sup V(aB(x,t) ) < . 

xFX 

On conclut alors en appliquant le lemme 11.3, chapitre II. 

Les lemmes qui précédent permettent d'obtenir simplement un 

théorème de convergence uniforme d'une suite de fonctions de concentration. 

7 7 - 6  - Théoaème.- S o i t  X un espace métrique compact dans 

lequel Za fermeture de toute boule ouverte e s t  La boule fermée de même 

centre e t  de mgme rayon ; 
('n) n a  

+ e t  des éléments de JIb . Si l e s  

hypothèses ( a ) ,  ( b ) ,  ( c l  sont v é r i f i é e s  on a : 



O) lim p ( u  ,v) = O 
n n++w 

C )  lim lln(X) = u(X) . 
n++W 

Démonstration : Soit q > O fixé et E < 0 1 4  
-- 

En définissant les probabilités ('n'ne~~ * et de la même 

façon que dans la démonstration du théorème 1.2 chapitre II on a : 

et en particulier : 

Appliquons le lemme 11.3 chapitre II : 

et par conséquent : 



D'après le lemme 11.5, on peut choisir E tel que 

t a '  

q étant arbitrairement fixé 

iim Sup Irn(B(x,t)) - i(~(x,t)) 1 = O ; 
n++m XEX+ 

t a  

en appliquant l'hypothèse (c), on déduit que : 

iim ~ u p  ( P  (B(x,t)) - ~(~(x,t)) I = 0 . 
n 

n++m xcX 
t a +  

La démonstration s'achève en appliquant l'inégalité 

Dans la suite de ce paragraphe nous supposerons que X est 

un espace métrique dont les boules ouvertes sont relativement compactes 

et possédent pour adhérence les boules fermées de même centre et de même 

rayon. 

11-7 - Lmme.- So i t  une mesure bornée ne chargeant pas 

l e s  frontières de boules de X : 



Démonstration : Soit q > O fixé ; x un point choisi arbitrairement 
O 

dans X, il existe r > O tel que : 
O 

Posons r = r + t , r = r + 2t , r3 = ro + 3to et B. = B(x ,r.)i=0,1,2,3. 
1 O O L O O 1 O 1 

Notons S l'ensemble des fermés de B3 ; toute boule fermée 

R(x,t) de centre x E B de rayon t < t appartient à S ainsi que sa 
2 O 

frontière. 

Notons D l'ensemble des frontières de ces boules et 0 la 

fermeture de D dans S pour la topologie de Haussdorff ; B3 est compacte 

par hypothèse donc 0 l'est aussi. 

Du lemme 11.4 on déduit : 

Y D E ~ ,  I c E D :  D C C .  

Compte tenu de la compacité de 0 on obtient comme dans le 

lemme 11.5 

d'où 

Par ailleurs, bx ~x RC et t ( t , B(x,t) C B; donc a~(x,:)~ C gC 
2 O O 

d'où 

Le lemme 11.3 permet de conclure . 



17-8 - ThéohCrne.- So i t  X un espace métrique dans ZequeZ Za 

fermeture de toute boule ouverte e s t  l a  boule fermée de même centre e t  

de même rayon e t  t e l  que toute boule ouverte s o i t  relativement compacte ; 

(%)na 
+ , des éléments de Mb ; s i  l e s  hypothèses ( a ) ,  ( b i ,  ( c i  sont 

v é r i f i é e s  on a : 

al lim p(pn,p) = O 
n++w 

b )  t/x c X , vt 't IR+ , p(aB(x,t)) = 0 

c )  lim pn(X) = p(X> . 
n++m 

La démonstration est celle du théorème 11.6 en utilisant le 

résultat du lemme 11.7. 

7 1 - 9  - ThéonCrne.- Soi t  X un espace de Hilbert  séparable, u 

un élément de M ne chargeant pas Zes frontières des part ies  convexes ; 
b 

(un) n a  
+ une su i t e  d 'QZéments de hlb t e l l e  que : 

al lim p(vn,v) = 0 
n++m 

alors  iim ~ u p  (~(u,,t) - ~(u,t)I = O  - 
n++m Ostct 

O 

Démonstration : Soit E > O fixé ; - " n converge faiblement 

vers p (proposition 1.1, chapitre 2), il existe donc un compact K 

m 
tel que : Vn ii un(KE) > "(X) - E . 

Soit C l'enveloppe convexe fermée équilibrée de KE ; c'est 
E 

* 
un compact vérifiant : vn ii EN pn(CE) > un(X) - E. 



E En désignant par 
n 

la restriction de 
n 

à C o n a  
E 

+ ?k E E 
vt E R , vn E N Q t  Q t  Q , )  + E (cf. théorème II. IO 

chapitre 1). 

E Comme (3C ) = O la suite 
n 

converge faiblement vers u&; 
E 

E de plus pour tout t E IRt IQ(un,t) - Q(u,t) 1 i lQ(un,t) - Q(pE,t) 1 + E 

Il suffit donc pour conclure de montrer que : 

C'est-à-dire de vérifier que : 

1 )  dans CE , la fermeture de toute boule ouverte est la boule 

fermée de même centre et de même rayon, 

2) la frontière de toute boule de C est p continue , 
E 

et d'appliquer ensuite le théorème 11.6 , chapitre II. 
O 

Notons 6 (resp. 6) les boules fermées (resp. ouvertes) de C 
E 

et par les fermetures dans C 
E 

% 
O 

On a toujours B(x,t) C ~(x,t) ; réciproquement si y E: @(x,t) , 

y t B(x,t) n CE ; [x,y]c B(x,t) C qui est convexe 
E 

VA F [0,1[ z A  = (1-h)x + hy 5 ;(x,t) n C et lim z X  = y 
t 

Pd 
X 

O- O O ---> 

donc y F B(x,t) 0 C = B(x,t) d'où B(x,t) = @ ( x , t )  . 
E 



c e  q u i  é t a b l i t  l e  p o i n t  ( 2 )  c a r  p ne c h a r g e  pas  l e s  f r o n t i è r e s  d e s  

p a r t i e s  convexes d e  X .  

71-10 - Pkapoh&un.- Dans Les théorèmes 11.8 e t  11.9, 

on peut y.ernplnrer 

l i m  sup / Q ( u , , ~ )  - ~ ( u , t )  / = O p a r  i i m  sup+ I q ( u n , t )  - ~ ( u , t )  1 = O 
n++- O $ t , < t  n++m ta 

O 

+ 
Démonstra t ion : S o i t  E > O f i x é  e t  to E IR t e l  que 

u(X) - Q ( u , t o )  < E . 

S o i t  n  a s s e z  grand pour  que 1 un(X) - y(X) 1 < E e t  

1 Q U ,  t - Q ,  t 1 < E .  Alors ,  s o i t  t > to 

e t  donc l i m  Sup+ I q ( u n , t )  - ~ ( u , t )  1 = O . 
n++- ta , 



Les théorèmes 1.7 et 1.8 du chapitre 1 démontrés par H. Zeboulon 

et concernant les convergences stochastiques de mesures aléatoires nous 

laissent penser que nous pouvons obtenir des résultats analogues de conver- 

gence pour une suite de f.c. de mesures aléatoires. 

p étant une mesure aléatoire définie sur un espace probabilisé 

(R,A,P) à val-eurs dans Adb , nous étudierons tout d'abord la mesurabilité 
+ 

de l'application 0 , t )  définie sur (o,A,P) à valeurs dans (IR , BR+) ; 

le cas où p est à valeurs dans M sera étudié ensuite : 

I - M ~ n u h a b i U Z  dc Q(U.,~) . 

7 7 7 - 1  - L ~ m r n ~ . -  S o i t  p. une rnesurp a léa to i ru  d é f i n i e  sur  

w 
(n,A,p) 2 i ~ a l ~ u r s  dans Adb . L 'app l i ca t ion  w + Q(u , t) e s t  unr 

var iable  nZéatoire r é e l l e .  

Démonstration : Nous avons le schéma suivant 

Il suffit donc de montrer la mesurabilité de l'application 
'~(x,t) ' 

XEX 

Soit (tJna * suite décroissante de réels positifs de 

limite t. 

* 
Pour tout n de IN , la fonction 

'BO (x, tn) est 
xr X 

O 
mesurable car s.c.i. (B (x,tn) est un ouvert borné). 

Par continuité à droite de l'application t + Q(v,t) , y E IV 
b 



lim Sup $ 
B(x,tn) 

(U) = SUP ( P I  
n++m XEX XEX 

d'où lim Sup 4 (u) = 'UP 4B(x,t) 
xcx 

L'application p + Q(u,t) est donc mesurable comme limite 

d'une suite d'applications mesurables. 

Pour établir des théorèmes de convergence de suites de f.c. 

de mesures aléatoires en utilisant le théorème 1.2, il faut s'assurer 

que l'ensemble 

ot = {U E h i ;  lim Sup u(a6B(x,t)) . O1 appartient à B . 
Q 6+0 XEX R l  

111-2 - Lemmt.- Soi t  une mesure aléatoire  d é f i n i e  
v- 

sur (n,A,P) à valeurs dans M on a : 
b 

Démonstration : p est une variable aléatoire à valeurs dans bib 

il suffit donc de montrer que D~ E f3 . 
Q Mb 

Posons A~ = {p E hfb ; sup "alln~(x,t)) >  pi 
n9P xEX 

At E €3 en effet At - - 1 

n,p Mb 
- 

@al B(x,~) n9P XEX 

et Sup $ est s.c.i. car a B(x,t) est un ouvert borné 
XEX /n B(x, t) 1 /n 

111-3 - Théoh2me.- Soit , p *  des mcsurcs ( i lQotoirrs  

à valeurs dans Mb e t  t E ni Zcç hypothèses ( < i l ,  f h ) ,  ( c d )  c,itruîni.nt : 



l i m  ~ ( p , ,  t )  = Q(<, t )  p. S. (resp. en probabilité, faiblement) 

. . 
a) i i m  p ) = 0 p. S. (resp. en probabilité, faiblement) 

n++m 

bl P { ~ '  E D ~ }  = û pour tout t de X' 
Q 

Démonstration : 

Convmgence ptugue aûhe. ------ --------- ------- 

. . 
{ l i m  Q(ii:,t) = Q ( P * , ~ )  1 3 { l i m  p(iin,ii) = 01 n (p '  E ot}' n{ i i m  .:(x) = u ' ( ~ > ]  
n++m n++m Q n++m 

L ' inc lus ion  précédente e s t  une conséquence d i r e c t e  du théorème 1 . 2  

Nous l a  déduisons du lemme su ivant  : 

111-4 - Lemme.- Soit (X,d), (Y,S) deux espaces métriques ; 

( n )  n a *  
, X des variables aléatoires définies sur un espace probabilisé 

( R , A , P )  à valeurs dans X ; f une fonction de X dans Y ; on note 
Df 

l'ensemble des points de discontinuité de f .  

On a alors : 

X -t X en probabilité dans X 
n 

=> f (X*) + f(X) 

P I X  E Df} = O . en probabilité dans Y. 



. 
Démonstration : Soit E > O fixé, k € I N  tel que l/k < 2 ~ .  

Posons E = {x E X ; yy e X ; d(x,y) < I/p => S(f(x),f(y)) < I/k). 
k ,P 

Tout point de continuité de f appartient à l'un des ensembles 

Ek,P 
d'où : 

'Cf Cu . Ek,p pour tout k E N* 

PW 

La suite E est croissante Ek,p+l ) donc 
k , ~  

d(Xn,X) + G en probabilité ; par conséquent il existe N B IN* tel que 

Des remarques précédentes on déduit 

donc p{G(f(Xn),f(X)) < 2 t 3  > 1 - 2 t  . 

E est arbitraire d'où f(Xn) + f(X) en probabilité dans Y . 

Nous pouvons conclure que Q(pn,t) converge en probabilité 

vers ~(p',t) en remarquant que D' est inclus dans l'ensemble des points 
Q 

de discontinuité de la fonction p + Q(u,t) . 

ConvQiLgence en lui. ------ ----- ----- - 
W 

Pour presque tout w de R, u est point de continuité de 

l'application p + Q(p,t) (cf. théorème 1.2 .  chapitre II) ; la convergence 

en loi est alors une conséquence directe du théorème 5.1. de [2] p. 30 . 



111-5 - ThéohCrne.- So i t  ( p )  , * des mesures a léatoires  

2 vu2eurs dans (M, Bh( ) t r R+ ; l e s  hypothèses f a )  e t  fb i  eritralirent : 

% % 

lim Q(un, t) = Q(p , t) p. S .  Iresp. en probabil i té ,  faiblement) 
n++m 

. . 
a) lim p (i~,,p ) = O p. S .  fresp.  en probabil i té ,  faiblement) . 

ni+m 

t 
b )  ~{p' E Do} = O 

Démonstration : 

- La convergence presque sûre se déduit directement du théorème 1 . 5  

chapitre II et de l'inclusion suivante : 

. . t c  % .  S .  

{lim p(i~,.ii ) = O} n { P .  E D 1 C { lirn Q(un, t) = Q(p , t )  1 Q n++m 

- On montre la convergence en probabilité en appliquant 

le lemme 111.4.  

- La convergence en loi est ici encore une conséquence du 

théorème 5.1 .  de [2] p. 30 . 



CHAPITRE 111 

LA FONCTION D E  CONCENTRATlUN, ELEMENT 'ûE L'ESPACE 

Dans le premier chapitre, nous avons montré que la fonction 

de concentration est continue à droite quand les boules de l'espace 

métrique X sont compactes ou que X est un espace de Hilbert. Le 

chapitre II nous a permis d'établir certaines conditions de continuité 

de la f.c. qui font notamment intervenir les &-frontières de boules. Ces 

constatations nous amènent à étudier la f.c. comme élément de l'espace 

fonctionnel D[O, + -[ muni d'une topologie définie à l'origine par 

Skorokhod (Ml) mais qui est plus faible que la topologie de Skorokhod 

habituelle (JI) exposée dans l'ouvrage de Billingsley ( [2]). 

Nous montrons ainsi des résultats généraux de convergence 

sans imposer d'hypothèses sur la mesure limite. 

Tout au long de ce chapitre, X désigne un espace métrique 

dont les boules fermées sont compactes ou un espace de Hilbert. 

. 1 - TOPOLOGIE JI - S U R  D[O, + a[ ET CONTRE-EXEhlPI-E.- 

2-1  - Vé6ini;tion.- .- D[O, + -[ (noté D dans la suite) est 

+ 
l'ensemble des fonctions définies sur 1R à valeurs dans IR , continues 

à droite et possédant une limite à gauche en tout point t > O . 

Nous ne présentons pas ici la construction de la métrique 

sur D[O, + -[ dans la mesure où elle est une généralisation naturelle 

de la distance définie sur D[O,I] dans [2]. dJ a été définie par 
1 



Lindvall ( [l3] ) et Stone ( [2 11 ) . 

Nous citerons cependant le théorème de caractérisation de la 

convergence d'une guite dans (D[o, + WC , d ) qui éclaircira le choix 
1 

du contre-exemple. 

On note A l'ensemble des fonctions continues strictement 

+ + 
croissantes définies sur IR à valeurs dans IR vérifiant A(0) = O et 

lim X(t) = + W. 
t++m 

1-2 - ThéanGm~.- Soit (x ) 
n n a *  

des éléments de D 

telle que 

'ifa E T 
X 

iim  SU^ 1 ~ ~ ( t )  - t/ = 0 
n++W Oitsa 

T désigne, l'ensemble des points de continuité de x ( [22] p. 70). 
X 

Il est clair que pour toute mesure u de Mb la fonction 

t + Q(p,t) appartient à D. En étudiant la f.c. comme élément d'un 

espace fonctionnel comme D , nous devons pouvoir nous affranchir des 

hypothèses concernant les 8-frontières de boules (cf. théorème 1.2 - 

chapitre II) dans les résultats de convergence. Cependant, le contre- 

exemple suivant montre que la topologie J ,  ne convient pas. 



7 - 3  - Théotrème. - 1 (u ) WC , des bléments de M t e l s  que 
n ndN b 

Démonstration : X =IR ; on pose u = 112 ô + 112 ô1 ou 
O 

ô désigne la mesure de Dirac au point u e IR . 
u 

D'autre part on définit ' n 
= 1 / 2 6  + y  où yn est la 

O n 

mesure uniforme de masse 112 sur l'intervalle [l - 1 ln , 11. 

On a alors 

(nt + (1 - n/2) si t E [1/2 - 11211 , 1/2[ 

La fonction t + Q(p,t) possède une discontinuité de hauteur 

112 au point t = 112 alors que les fonctions t + Q(u,,t) sont continues. 

On ne peut donc avoir lim d (Q(un,.), Q(u,.)) = O car l'ensemble des 
n++m J~ 

fonctions continues est nulle part dense dans D (cf. exercice 4 p. 123 

On peut cependant obtenir la convergence dans la topologie 1 

si la fonction limite t -t Q(p,t) est continue ; ce résultat fait l'objet 

de la proposition suivante. 



1-4 - P k v p v ~ ~ v n . -  Soi t  (pn)na* , p des éléments de Alb ; 

sous Zes hypothèses ( a ) ,  ( b ) ,  ( c )  on a : 

iim dJ (Q(u,, .) , Q(u, -1) = 0 
n++w 1 

al lim P(u,,v) = O 
n++m 

bl lim pn(X) = v(X) 
n++m 

cl ta fonction t + Q(p, t) e s t  continue pour t ou t  t E IRt . 

Démonstration : C'est une conséquence directe du lemme suivant. 

1-5 - Lwnme.- So i t  a c IR+* ; (fn)nm* , f des fonctions 

croissantcs  déf in ies  sur [o,a] à valeurs dans , t e t t e s  que 

converge simplement vers  f qui e s t  continue. (£n'na 
* converge alors  

uniformément vers f sur t e  compact [0,4 . 

Démonstration du lemme : Soit E > O fixé ; l'intervalle 

[£(O) , £(a) J est découpé en intervalles de longueur inférieure à E 

On note t t , . . . , t le découpage correspondant de 0 , c' est-à-dire 
O k 

- 1 
ti = f (xi) , i = O ,..., k . 

IN(€) E N* , n I NIE) => /f,(ti) - f(ti) ( < E , 'di E { O ,  1,. . . , k }  

Soit t E [0,a] ; 3 i  E {O ,..., k-11 tel que t s [ri. tic, [: 

Ifn(t) - f(t) 1 s jfn(t) - fn(ti) 1 + ]fn(ti) - f(ti) 1 + I f  (ti) - f (t) 1 

5 If,(ti+, ) - 1 + j - f (ti) 1 + 1 f (ti) - f (ti+,) 1 

s ]£,(ri+, ) - fn(ti) 1 + 2~ pour n z N ( E )  . 



D'autre part 

S 3~ pour n 5 N(E) 

Par conséquent : 

bt e [0,4 , ~N(E) L. INf , n 2 N(E) => If (t) - f(t) 1 < 5~ 
n 

et donc lim Sup Ifn(t) -f(t)l = O  . 
n++m t E [O, 

La démonstration de la proposition 1.4 est terminée en posant : 

11 - LA TOPOLO(;'IE M l  - SUU D.- 

L'introduction de cette topologie sur D va nous permettre de 

nous affranchir de l'hypothèse (c) de la proposition précédente. 

Dans un premier temps, nous étudierons 1 'espace D [O, l] (noté D' dans la 

suite) muni de cette topologie pour laquelle nous définirons une métrique. 

1 - U e p ~ é ~ e M ; t d t i o m  p ~ ~ ~ a m d ~ ( ~ u ~  eA gkaphe  complé;tZ. 

21-1 - 0 d d i W o n . -  Soit x e D' ; on appelle graphe complété 

de x l'ensemble : 

rx = { (a,b) e IR x [O, l] ; lim x(t) 4. a < x ( b ) )  
t+b 

r est une courbe continue dans IR x [O, 11 . 
X 



3 7 - 2  - Végini;tion.- Soit (y,t) un couple de fonctions définies 

sur [O, 11 à valeurs respectivement dans I R  et [O, 11, tel que y est 

continue et t est continue croissante ; (y,t) définit une représentation 

paramétrique de r (on note (y,t) E rx) si : 
X 

v(a ,b)  e r ,]s E: [0,1] tel que y(s) = a et t(s) = b 
X 

Remahque - - - - - - - : Si ((yl ,tl), (y2,t2)) E T.: il existe h t A' telle 

(cf. [20] p. 266) ; A' est l'ensemble des fonctions continues strictement 

croissantes de [0,1] dans [0,1] telles que h(0) = O et h(1) = 1 . 

1 7 - 3  - V é ~ i d o n . -  (cf. [20] p. 265) . 
On dit que 

(Xn) n a  
a C  D' est Ml convergente vers x E D' 

s'il existe (y,t) E rX et (yn,tn) e r telles que : 
X 
n 

L'objet du résultat suivant est de définir sur D' une métrique induisant 

la topologie Ml de Skorokhod . 

7 7-4 - ThiZonErne. - L 'application 
d ~ l  

dé f in ie  sur D' x D' à 

+ 
valeurs dans ïR par : 

es t  une métrique t e l l e  que (D' ,d3i ) e s t  séparable complet ; (y2, t2) désigne 
1 

une représentation paramétrique quelconque de X2 ' 



Démonstration : Vérifions tout d'abord que la définition 

ci-dessus est indépendante du choix de (y ,t ) .  Soit ( ( ~ ~ , t ~ )  ,(~;,t;)) E ï2 . 
2 2 X ' 

2 
il existe h F A' tel que y = y; O X et t2 = t; O X . 2 

Posons 

A = Inf ~ u p  (lyl(s)-y;(s)l + Itl(s)-t;(s)/) 
( ~ ~ , t ~ ) ~ r ~  s~[o,~] 

1 

Lorsque s parcourt [O, l] , A(s) fait de même d'où 

De la même façon, lorsque (y ,tl) décrit 1 rx , (yl O A, tl O U le 
1 

parcourt aussi d'où : 

A = Inf sup (Iy1o~(s) - y2(s) 1 + Itloh(s) - t2(s) 1 )  
(y1oh,t oh)~r SE[O, 11 1 X 

1 

- - Inf ~ u p  (lyl(s)-y2(s)l + Itl(s) - t2(s)l) 
(y1 9tl)Frx SE[O, 11 

1 

La suite de la démonstration nécessite le résultat intermédiaire suivant : 

11-5 - Lemme.- Pour t ou t  x de D '  , rx e s t  fe~rné dans c [O, 11 
muni de la  topologie de Za convergence uniforme. 

Comme nous l'avons précisé dans la définition 11.2, chapitre 3 

nous confondons sous une même notation le graphe complété de x et 

l'ensemble des représentations paramétriques de x. 



Démonstration du lemme : Soit (yn,t ) * une suite de représen- n ndN 

tations paramétriques de x convergeant vers (y,t) E C[O, 112 . Montrons 
que (y,t) E TX , c'est-à-dire que pour tout couple (a,b) du graphe 

complété de x, il existe s E [0,1] tel que y(s) = a et t(s) = b . 

Soit (snInm * telle que yn(s n ) = a et t n (5,) = b , 
X 

pour tout n E N . 

+ C [O, 11 donc possède une sous-suite (s ) qui 
('n'na n P p a x  

converge vers s s [O, I] . 
O 

2 
(~,,t~)~** converge vers (y,t) dans CIO, l] donc 

2 
](P(u), N(E)) E N *  tel que 

En particulier n 3 N(E) => SUP ( lyn(sn )-y(sn 
p>,P(a) P P P P 

et par conséquent : 

c'est-à-dire : 

E étant arbitraire on a a = lim y(s et b = lim t(s ) . n p++w n p++m P P 

(~,t) E c[o,I]* => a = ~ ( s ~ )  et b = t(s ) . 
O 



Montrons maintenant que est une métrique 

2 
1) Soit (x1,x2) E D1 tel que d (xI,x2) = O ;  par définition 

1 
de dM on peut trouver (~,.t,)~~* E rX telle que : 

1 1 

iim ~ u p  ( /yn(s)-y(s) / + / tn(s)-t(s) 1 )  = 0 
n-++- SELO, 11 

Le lemme précédent permet d'affirmer que (y,t) e r et 
X 1 

donc xl et x2 ont les mêmes représentations paramétriques, et les mEmes 

graphes complétés ; x et x2 coïncident alors aux points de continuité 
1 

communs ce qui entraîne que x = x (cf. [2] p. 109). 1 2 

2) Symétrie. 

Posons B((Y,,~~).(Y~.~~)) = Sup (/yl(s)-y2(s) I + I f ,  (s)-t2(s) 1 )  
se 10. 11 

E E 
Soit E > O fixé ; ~(yl,tl) E rx tel que 

1 
(xl,x2) i e((y;,t;), (y2,t2)) - E d'où d (x1,x2) > d (x2,x1) - E. 

1 1 

De la même façon on montrerait que : d (X ,x ) > d (x x ) - E 
Ml 2 1 Ml 1'2 

d'où dM (x1,x2) = d (x2,x1) . 
1 1 

3) Inégalité triangulaire. 



- - Inf ~ u p  (lyl(s)-y3(s) l+/tl(s)-t3(s) I) 
(Y] ,t1)dx SECO~II 

1 

Inf sup ( Iyl (s)-y2(s) l+ly2(s)-y3(s) I + I  tl (s)-t2(s) I +  
(yl,tl)€rx ~f[0,11 

1 
+ 1 t2(s)-t3(s) 1) 

Sup (s)-y2(s) I+lt,(s)-t2(s) 1) + S ~ P  (ly2(s)-y3(s) 1' 
SE [O, '1 SE [0,11 

pour tout (yl,tl) E rx . 
1 

Soit E > O fixé ; on peut choisir (y2,t2) c r de telle 
X2 

façon que : 

Comme nous l'avons montré précédemment d (xI,x3) est indépendant du couple 
1 

(y ,t ) . On peut donc choisir (y t ) tel que : 
3 3 3' 3 

Par conséquent dM (X ,X ) dM (xI,x2) + dM (x2,x3) + 2~ ; E étant 
1 

1 3  
1 1 

arbitraire l'inégalité triangulaire est démontrée. 

(Dl, d ) est séparable ; un sous-ensemble dénombrable dense 
1 

est constitué par les fonctions prenant des valeurs rationnelles en t = 1 

et telles que pour tout k de IN* , ces fonctions soient constantes et 
i 

rationnelles sur l'intervalle [ , -[ , O < i r k . 
k k  



Pour montrer que (Dr, d ) est complet, considérons 
1 

(Xn) n a f  

une suite de Cauchy dans D' et montrons qu'elle possède une sous-suite 

convergente (cf. [19] p. 130, Théorème T. 2, XI, 1 ; 2) . 
1 

Soit (nk) ka* une suite d'entiers telle que d (x %>Xnk+l) < ;k ' 

1 ) < - = >  V(yk,tk) E r 33(~k+l,tk+l) E rX telle que 
Zk k+ l 

1 
e ( ( ~ ~ , ~ ~ )  (yk+, ,tk+l)) ' ;k ; ( ( ~ ~ + ~ y ~ ~ + ~  ) dépend de (yk,tk)) . 

La suite (yk,tk) est de Cauchy dans CIO, 11 donc converge 

vers une limite (y,t) où y est continue et t continue croissante. 

(y,t) est une représentation paramétrique d'un élément x de D' défini 

de la fason suivante ; sur tout intervalle [a,b] où t est strictement 

croissante x sera définie par x(t(s)) = y(s) pour tout s de ra,b]. 

Si t est constante sur un intervalle [a' ,b'l x possédera une disconti- 

nuité au point t(al) de hauteur y(b') - y(a') avec 

iim X(S) = y(a') et x(t(al)) = y(b') = x(t(bl)) . 
s+t (a') 

Remarquons pour terminer que induit bien la topologie Ml sur D' 

puisque si 
2 

(xI,x2) E D' on a : 

ou (y2,t2) est quelconque dans l? c'est-à-dire que : 
X 2 

Inf Inf e((y1 ,tl), (y2,t2)) 
(Y] ,tl)€rx (y29t2)er 

1 X2 



On définit les projections II 
tl, ".,t 

de D' dans lEtk de 

k 

façon habituelle par 

?# 
11-6 - PhoponiAion.- Les applications IIt,,... , k a N  , 

ytk 
(t , . . . , tk) t [O, I] sont mesurab l e s  pour l a  t r i bu  boré Zienne de 

Démonstration : Nous montrerons simplement que pour t E [O, 11, 

nt est mesurable. 

t+l /n 
Posons hn(x,t) = n I + 

x(u) du . 

Par continuité à droite des éléments de D' , pour tout x a D' , 

lim hn(x, t) = IIt(x). 
n++m 

Montrons que pour tout n de IN* , l'application x + h (x,t) n 

est continue. 

soit (xpIpfN * C  D' , x E D' tels que lim dM (x ,x) = O . 
PM.. 1 

En tout point de continuité de x lim x (t) = x(t) . La suite 
PM='= 

P 

(Xp)pEm* 
est uniformément bornée ; en effet si (y ,t ) a rX et (y,t) E rX 

P P 
P 

on a : lim ~((y ,t ) ,(y,t)) = O donc (ypIpm* est uniformément bornée. 
PM='= P P 

Deplus Sup yp(s) = Sup x(s) et 
SC [O, 11 ~ ~ t 0 , 1 1  

P 

Inf y (s) = Inf x (s) donc (xpIpm* est uniformément bornée . 
sa [O, 11 P 

se Co, 11 P 

L'ensemble des points de discontinuité de x est dénombrable ; 

en appliquant le théorème de la convergence dominée on peut conclure ; 



lim hn(x ,t) = hn(x,t) 
P++== 

P 

nt est donc mesurable comme limite d'une suite d'applications continues. 

11-7 - Pn_opoaiXion.- Les tr ibus boréliennes de D' associées 

aux métriques 
d ~ I  

e t  dM coincident. 
1 

Démonstration : Notons les tribus boréliennes 

de (D' ,dJ ) et (D' ,dM ) . BM C B car la topologie JI est plus 
1 1 1 1 

forte que Ml . D'autre part BJ est engendrée par les projections ; 
1 

la proposition précédente entraîne que BJ C BM d'où l'égalité. 
1 1 

Soit 6 > O ; notons 

w;(s,t) = Sup (x(s) - x(t)) y(ô,t,x) 
SE [t-6 , t] 

+ 
w (6,t) = Sup (x(t) - ~(6)) y(6,t,x) 
X 

SC [t ,t+6] 

où y(S,t,x) = + 1 si x(t + 6) - x(t - 6) > O 

= - 1 sinon. 

+ 
Posons f3(6,x,t) = ~ax(w;(S,t), tx(6,t)) 

B(G,x,t) représente en fait la distance séparant x(t) du segment 

(x(t-6) , x(t+6)) . 



Le résultat suivant est dû à Skorokhod (cf. [20]). 

71-8 - Théon2me.- Une condition nécessaire e t  su f f i san te  pour 

qu 'une su i t e  (Xn) n a x  
d'éléments de D' s o i t  M convergente vers  x e D' 1 

e s t  que : 

1 )  lim xn(t) = x(t) en tout  point  t appartenant à un 
n++m 

sous-ensemble dense de [O, 11 contenant 0 e t  1 . 

2) limlim Sup @(6,xn,t)=0. 
6+0 n 6btsl-6 

La définition de la Ml convergence sur D se fera de la même 

façon que celle de la JI convergence c'est-à-dire : 

11-9 - Dé&hh%on.- Soit ( x ~ ) ~ ~ *  , x des éléments de D. On 

dit que 
Cxn) nanu" 

converge vers x pour Ml dans D , si pour tout a 

point de continuité de x la restriction de x à [0,a] converge vers n 

la restriction de x à [0,a] pour la topologie MI dans D[O,U~. 

+ 
Soit a E IR ; notons r l'application définie sur D à valeurs 

a 

dans D[o,~] par : vx e D , bt c [0,a] ra(x)(t) = ~ ( t )  . ra(x) est 

en fait la restriction de x à l'intervalle [0,a]. 

11-10 - PnoposLi2on.- Pour tout  a de a+ ZfappZication r a 

e s t  mesurable de (D,B ) dans (D [0,4 ,ga ) où Ba e s t  Za t r i b u  
1 1 1 

borézienne sur DLO,~] associée à Za topoZogie 
' 

Démonstration : Notons h la restriction de h à [o,u]. 
an n 

K e D , h (x,.) E c[o,~] . En effet soit (tp)pa* une suite 
an 

+ 
delimite teIR , o n a :  



(pour t < t par exemple) donc lim 1 h (x, t ) - han(x, t) 1 = O . 
P p++m an P 

h est continue comme application de (D,d ) dans (D [0,a] ,di ) (cf. 
an 1 1 
démonstration de la proposition 11.6). 

r est donc mesurable si lim da (han(x, .) , r,(x)) = O 
a n++m 

(r est alors limite d'une suite dlapplications continues). 
a 

+ a 
Yx E D , Va E I R  iim dM (han(x,.), r (x)) = O . 

1 
a 

n*m 

+ k+ 1 
Démonstration : Soit (x,a) o D x IR ; (so, . . . , sk) E [0,aJ 

tels que : 

1) O = s < sl ... < s = a 
O k 

2) l'oscillation de r,(x) sur [si,si+, [ , i E {O,. . . ,k-11 
est inférieure à E > O fixé . h (x, .) E c[o,~] => (hnn,Ia) E T h  an an 

(Ia 
est 1 'application identique sur [0,a]). 

Par conséquent 

1 
on pose Bn = - - -  s . Si s 5 [si, si + BJ on définit y(s) = x(si), i 

n 

t(s) = s on a alors 



 a autre part pour tout s de [si,si+@,[ 

-l 

han(x,s) r LE Min x(s), Max x(s)] par définition de h 
C C 

an 
i,'i+i sa [si9sitl 

L'oscillation de ra(x) (et de x) sur [si, sicl [ est 

inférieure à E d'où 

11 reste à majorer la quantité S ~ P  (Ihan(x,s) - Y(S) 1 + /t(s) - 51) 
se r 

La difficulté pour majorer la quantité ci-dessus provient du fait que ra(x) 

peut posséder une discontinuité en s de hauteur supérieure à E ; nous i+ 1 

nous placerons dans ce cas. Nous supposerons de plus que x(si+]) > lim ~ ( t )  ; 
t+s i+ 1 

le raisonnement est identique lorsque la discontinuité est dans l'autre sens. 

* 
Soit NI E N  tel que pour n >, NI , l'oscillation de ra(x) 

1 - - [ soit inférieure à € 1 2  de même que sur 
n 

1 
Pour n 3 Max(N,NI) han(x, .) est croissante sur [si+] - - 

n 
r 

en raison de la définition de han 
et du sens de la discontinuité en s i+ 1 

qui est de hauteur supérieure à E .  



On a donc : n 5 Max(N,NI) => /han (X,S~+~) - X(S~+~) 1 < El2 

Nous étudierons les deux cas suivants : 

1) h (x, si+]) > x(si+] an 1 

2) han(% Si+l < x(si++ 

Ca no 7 .  

38' E [O, si+] L tel que h (8') = X(S~+~) ; on définit alors 
an 

y et t de la façon suivante : 

Sur [si + Bn, O[ y varie linéairement entre x(si) et 

h (8) et t(s) = S .  
an 

Sur k, 0' [ y(s) = h (x,s) et t varie linéairement sur an 

cet intervalle entre les valeurs 8 et s i+l 

sur [û', si+, [ y et t sont constantes et égales respectivement 

à x(si+]) et s . On a alors i+ 1 

SUP ((h an (x,s)-y(s) 1 + It(s)-s 1) = Max( an (Ih (x,s)-y(s) 1) , 
SE CS~+)'~~S~+~ [ SE [si+@,, e [ 

Nous noterons ces trois termes respectivement A, B ,  C . 

Maioration de A. -- ---------- 
Ihan(x,s)-y(s) 1 i Ihan(x,s)-h an (x,si+Bn) I + \han (x,s.+Bn) 1 - y(s) I (*) 

L'oscillation de h (x, . sur [si + Bn,O [ est inférieure à E, ce qui 
an 

permet de majorer le premier des deux termes par E .  



han(x, si + B ) E [ Min Max x(s)] 
n 

s'Csi,si+, SE [si,si+] C 

d'où Ihan(x, si + Bn) - x(si)l < E . 

D'autre part par définition de O,lhun(x, si + Bn) - h  an (8)1 < E 

ce qui entraîne la majoration du deuxième terme de (*) par E car y varie 

linéairement entre x(si) et h (0). Nous en déduisons donc an 

Majoration de B. -- ---------- 
1 

B se majore par - car si s E [e,~'] Ih (x,s)-y(s) 1 = O . an 
n 

L'oscillation de han(~, .) sur [O' ,si+] [ est inférieure à E 

1 
pour n 2 N (en effet - <  y d'où si+] 

1 + - < s  i+2) 
N n 

D'autre part pour s c [O ' , si+, 1 It(s)-s( < I/n donc 

La majoration globale obtenue est donc 
,, 

où E est arbitraire, donc lim Sup (Ih (x,s)-y(s)l + It(s)-SI) = O . 
n + + ~  sr [si,si+] C an 

Ca no 2. 

h (x, si+]) < x(si+]) ; on a cependant Ihan(x, sicl )-x(siCI) / < E an 

1 
pour n 2 N car s + - < s  et l'oscillation de x sur i+ l i+2 

n 
s [ <  E . On définit alors O' vérifiant Ihan(x,O')-x(si+l) 1 < ZE [si+] i+2 



et y comme une fonction linéaire variant sur [ o ' ,  si+, [ entre 

han(x,B1) et x(sill). t est sur cet intervalle constante et égale à 

s . On obtient alors le même type de majorations que dans le cas no 1 .  i+ 1 

11-12 - Piropon-Ltion.- L'application dM dé f i n i e  sur D x D par 

d é f i n i t  une métrique t e l l e  que (D,dM) e s t  séparable complet e t  i ndu i t  

sur D La topologie M l  . 

+ 
Démonstration : dM est une métrique car les , a E IR sont 

des métriques ; d'autre part, pour tout x E D l'ensemble des points 

de discontinuité de x est dénombrable donc de mesure de Lebesgue nulle ; 

on a alors l'équivalence 

u 
lim d (X ,x) = O <=> va E T dM (ru(xn), ra(x)) -). O quand n + + w M n x n++m 1 

donc dM induit sur D la topologie M, . 

(D,dM) est séparable car (D,dJ ) est séparable et la topologie 
1 

Ml est plus faible que la topologie JI . 

(D,d ) est complet (cf. démonstration du théorème 11-4 , chap. III). 
M 

222 - CONVERGENCE D'UNE SUITE ZIE f.c. DANS D[o,+~[.- 

A l'aide des longs préliminaires qui nous ont permis de 

généraliser la topologie Ml à l'espace D nous allons montrer que nous 

pouvons simplement, en se plaçant du point de vue fonctionnel se passer des 

hypothèses faites au chapitre II sur les 6 frontières de boules. 



III- l - Thgohème. - Soit   pi' , IJ des Qtérnents de Mb ; 

sous Zes hypothèses (a) e t  (b) on a : 

lim dM(Q(un, .), Q(IJ, -1) = 0 
n++m 

a) lirn P (un,p) = O 
n++w 

Démonstration : Nous définissons les probabilités (rn)na* , T 

comme au chapitre II (théorème 1.2) ; nous allons montrer que pour tout 

point de continuité de l'application t -+ Q(r,t) on a : 

- 
lim lirn Sup B(6, Q(rn, .) ,t) = O ou B(6,Q(rn, .) ,t) 
6+0 n 6stsa-6 

est la quantité définie au paragraphe 3 de ce chapitre. 

Reprenons les notations du théorème 11.8 ; nous avions appelé 

- - - 1 sinon . 

Dans le cas particulier des fonctions de concentration qui 
- 

sont croissantes on a toujours y(6,t,Q(rn,.)) = + 1 et donc w (6,t) = O 
Q(-cn,.) 

+ 
pour tout t et tout 6 > O . Pour la même raison w (6,t) = O et 

Qhn, - 1  

donc B(6, Q(rn, .) ,t) = O ce qui entraîne que lim dM(~(~n, .) ,Q(T, . ) )  = O 
n+@J 

(cf. définition 11.9). Comme au théorème 1.2 chapitre II on en déduit 

lirn dM(Q(vn, .), Q(u, -1) = 0 . 
n-t+m 



111-2 - C o h o ~ & e . -  S o i t  D l  l e  sous-ensemble de D des 

fonctions croissantes, 
(Xn) n m *  

, x des éléments de Dl alors  

d (x ,x) = O <=> Vt E: T iim x (t) = x ( t )  . 
M n x n++m 

Rmmyue : D I  est mesurable (cf. [22]) . ----- -- 

On obtient un théorème analogue pour les mesures aléatoires 

de la façon suivante : 

111-3 - Théoirèrne.- Soi t  * , des mesures aléahoires 

dé f i n i e s  sur un espace probabilisé ( R , A , P )  à valeurs dans Mb . ûn 

a alors sous Les hypothèses (a )  e t  ib)  : 

lim dM(~(ii,, . ) , Q(~', . ) )  = O p. S. iresp. en probabilité, faiblement). 
n++* 

. . 
a )  lim p (un,p ) = 0 p. S .  iresp. en probabil i té ,  faiblement). 

n++w 

Démonstration : La convergence P.S. est une conséquence directe 

d u  théorème 111.1, chapitre III. Les convergences en probabilité et en loi 

se déduisent respectivement du lemme 111.4 chapitre II et du théorème 5.1. 

de [2] p. 30 . 



IV - APPROXIMATION PANS D[o, + .- 
Soit (6n)nm m 

une suite décroissante de réels positifs de limite 

nulle et p un élément de Mb . 

Pour chaque indice n de IN* on fait correspondre à 6 une n 

suite telle que : 

ceci est toujours possible car X est séparable . 
n 

Posons Q (p,t) = ~up, p(~({,t)) . 
P& 

+ 
IV- 7 - P h a p 0 ~ ~ a n . -  Soit t E IR t e l  que 

O 

lim Sup p(a6B(x,t ) )  = O 
&-+O XEX O 

iim Q ~ ( P , ~ ~ )  = Q(u,to) 
n++w 

Démonstration : Soit E > O fixé ; par continuité à droite 

de t -+ Q(p,t) on peut trouver 6 > O tel que : 

Soit x E X vérifiant Q(p,to) - p(B(xoyt0)) < E . 
O 

]NEIN*, n I N - >  6 < 6' . n 

P Par conséquent il existe p E N* tel que d(xn,x0) < 6' 

d'où P 
~~(ii.t~) 6 Q(pyt0) i I~(B(x~~~~)) + E S p(B(xnY to + 6')) + E 



n P 
D'autre part Qn(v,t0 + 6') 1 Q (u,to) + Sup, v(a6vB(xn,to)) 

p a  

P Pour 6' suffisamment petit Sup* p(a6,B(xn,to)) < E ce 
p a  

qui entraîne : 

ce qui achève la démonstration. 

Démonstration : D'après le corollaire 111.2, il suffit de 

montrer qu'en tout point t de continuité de l'application s -t Q(v,s) 

iim ~ ~ ( v , t >  = ~(v,t) . 
n++m 

Soit E > O fixé et x O E X tel que v(B(x0,t)) > Q(v,t) - E 

36 > O tel que ~(v,t + 6) - E i Q(W,~) C Q(v,t - 6) + E Car S 'Q(~,s) 

est continue au point t. 

IN E INi , Ip E INi tels que 

d'où P v(B(xn, t + 6)) 5 v(B(xo,t)) 3 Q(v,t) - E . 

Par conséquent Qn(v,t + 6) 3 ~ ( v ,  t) - E 

et donc Q(v,t) + E 4 Q(v,t + 6) 2 ~ ~ ( v , t  + 6) 1 Q(v,t) - E 



De la même façon que précédemment 

;li n IN, E W  , n N I  => Q (li,t) > Q(~yt - 6) > Q(u,t) - E 

n n 
d ' o ù  ~ ( p , t )  + E 3 Q (P, t + 6) 2 Q (~,t) 2 Q(P,t) - E 

c'est-à-dire : l i r n  Q ~ ( U , ~ )  = Q(u,t) . 
n++m 



CONCLUS TON. 
-------- -- 

Nous avons étudié principalement dans ce travail la continuité 

de la fonction de concentration de P. Levy en temps qu'application définie 

sur l'ensemble des mesures positives à valeurs dans IR' ou dans D[O, + a[. 

Dans le premier cas nous avons établi des conditions suffisantes pour qu'un 

point p de soit point de continuité et des contre-exemples simples 

construits à partir de répartitions ponctuelles permettent de montrer que 

ces conditions ne sont pas nécessaires. L'obtention de telles conditions 

semble délicate par la définition même de la f.c. comme borne superieure 

sur X. Par ailleurs, le "défaut" principal de cette fonction est qu'elle 

n'est pas caractéristique de la mesure ; par exemple toutes les mesures de 

Dirac ont une f.c. constante égale à 1. Pour pallier cet inconvénient, nous 

pourrions définir sur M une relation d'équivalence R de la façon 

suivante : 

L'intérêt de cette relation dépend de la possibilité de caractériser géomé- 

triquement les classes d'équivalence. Plus précisément, dans le cas de 

répartitions ponctuelles de IRP nous conjecturons 1 'existence d'une réci- 

proque à la proposition 111.9 du chapitre 1, c'est-à-dire que si deux 

répartitions ponctuelles f, et f2 sont telles que f, R f2 alors il 

existe une isométrie transformant f, en f 2 .  

Pour des probabilités définies sur la droite réelle, Hentgartner 

et Théodorescu ( [8] ) ont étudié 1' ensemble Nt (proposition II. 6 , 

chapitre 1) ; leurs résultats laissent penser que dans des cas plus généraux 

et sous certaines conditions d'unimodalité, cet ensemble est connexe ; un 



des développements de ce travail pourrait donc être l'étude des applications 

t -t hft(p) pour p fixé dans Mb et + Nt (u) pour t fixé. 

Au niveau des applications et du calcul, nous pensons qu'il est 

possible d'obtenir un algorithme plus simple et plus rapide en utilisant 

les résultats de M. EYTAN et J. BERTIN ( [IO], [9J) sur les matrices 

ordonnables moyennant une légère modification de la définition de Q. En 

notant C l'ensemble des convexes fermés de IRp et en posant 

Q(u,t) = Sup u(C) on peut alors présenter le calcul de la fonction 
C€C 

diam(C) <2t 

de concentration comme suit : 

Soit (xi, ..., xn) E ($ln les points de la répartition, on 
ri 

L définit pour (i,j) € {l,..-,nl 
tij 

= 1 si d(x.,x.) S 2t , 
ti j = O 

1 J  
2 sinon. La matrice T = (t, . , (i, j) E 1 , .  . n induit sur {x,, ..., x 3 

1 J  n 

une relation réflexive et symétrique. La valeur de la f.c. est alors le 

cardinal du plus grand sous-ensemble de points tel que la restriction de 

la relation à ce sous-ensemble soit transitive. Pratiquement il s'agit de 

permuter lignes et colonnes de la matrice T de façon à obtenir autour de 

la diagonale le plus grand carré composé uniquement de 1 .  

Dans le chapitre III, nous avons montré (proposition 1.4) que 

si D[O, + m[ est muni de la topologie JI l'application dé£ inie par 

v -+ Q(v, .), v E Mb est continue en tout point tel que t + Q(u,t) 

est continue. Il est clair que si l'on se restreint à N, ensemble des 

répartitions ponctuelles on obtient la même propriété de continuité en tout 

point f tel que Q(f,.) a des discontinuités de hauteur égale à 1. Il 

serait donc intéressant de déterminer dans quelles conditions une répartition 

ponctuelle possède cette propriété, mais cela demande sans aucun doute 

une étude géométrique très délicate. 



Enf in, la métrique définie sur D[O, + dans ce chapitre 

pourrait être utilisée pour définir sur l'ensemble des mesures à signe sur IR* 

une topologie métrisable voisine de celle de la convergence faible classique 

car la fonction de répartition d'une telle mesure est un élément de 



A N N E X E .  
-------- --- 

Nous présentons quelques conclusions concernant les applications 

de l'algorithme développé au chapitre 1. Il s'agit ici de montrer simplement 

que l'optimum est atteint en un nombre faible d'itérations autrement dit, 

que cet algorithme est utilisable, ce dont on peut douter a priori dans la 

mesure ou le nombre de sommets du quadrillage de l'itération j est (Z'+I)P. 

La quantité de calculs à effectuer devient donc rapidement prohibitive. 

La notion de concentration est particulièrement adaptée à l'étude 

de phénomènes géographiques aussi avons nous utilisé pour les applications 

des échantillons de répartitions ponctuelles planes. Les différents essais ont 

été réalisés, d'une part avec un échantillon de loi normale et d'autre part 

un échantillon de loi uniforme sur le carré [O, 11 x [O, 11. Ce choix peut 
paraître surprenant car on ne voit pas, a priori, l'intérêt de calculer la 

concentration dans le cas de points répartis au hasard dans le carré ; il 

s'agissait simplement ici de vérifier le comportement de l'algorithme dans 

le plus "mauvais" cas (la procédure d'élimination de points (cf. page 23) 

étant peu efficace). 

Par ailleurs le choix d'une loi normale bidimensionnelle, donc 

unimodale, n'est pas du au hasard. En effet lorsque l'on a affaire à des 

lois multimodales ou à des mélanges de lois, les méthodes de la classifi- 

cation automatique sont mieux adaptées au traitement de ces problèmes, 

la concentration pouvant être évaluée au niveau des classes obtenues. Cette 

unimodalité a pour conséquences une plus grande efficacité de la méthode 

d'élimination car les points extrêmes de l'échantillon sont supprimés, 

ce qui permet de réduire les dimensions du rectange à quadriller. 



Dans la suite de ce paragraphe nous utiliserons les notations 

suivantes : 

- n : taille de l'échantillon, 

- t : rayon de concentration, 

- R : rectangle initial à quadriller, 

- R 1  : rectangle après élimination de points, 

- N  : nombre des sommets du quadrillage à l'itération j, 
j 

-Sj : demi-diamètre des cellules à l'itération j, 

-N1 : nombre de points éliminés. 

1 )  Loi n o m d e ,  n = 50, t = 0,5 . 

N' = 22 

Nous constatons qu'après application de la procédure d'élimina- 

tion le rectangle R '  a une surface nettement inférieure à celle de R 

ce qui a pour effet de diviser le diamètre des cellules par 2. Ceci permet 

de gagner une itération dans le processus ; ce gain est important car 

sur cet exemple l'optimum est atteint en 6 itérations avec N6 = 4225 ; 

comme N = 16441 le temps machine nécessaire est diminué de façon 
7 

importante (il est ici égal à 0,62 minute avec S6 = 0,026). 

2 )  Loi n o m d e ,  n = 70, t = 0,6 . 
N' = 16 

R = [- 2,064 ; 2,2941 x [- 2,430 ; 2,8862 

R' = [- 1,695 ; 1,2871 x [- 1,359 ; 1,9331 



On remarque ici que le nombre de points éliminé est moins 

important que dans l'exemple précédent ; ceci peut paraître paradoxal 

mais il faut rappeler qu'un point est éliminé en comparant un minorant 

de la fonction de concentration avec le nombre des voisins de ce point 

distants de moins de 2t, il n'y a donc aucune raison pour que le nombre 

de points éliminés varie de façon monotone en fonction de la taille de 

l'échantillon. Le temps nécessaire pour atteindre l'optimum est ici de 1,85 

minute, cette augmentation par rapport au cas précédent s'explique par une 

taille d'échantillon plus importante et une itération supplémentaire. 

3) Loi nomde, n = 100, t = 0,6 . 
N' = 26 

R = [- 2,3 ; 2,2943 x [- 2,43 ; 2,8863 

R' = 1- 1,578 ; 1,2953 x [- 1,163 ; 1,939 

Remarquons ici que, bien que le nombre de points ait augmenté 

(n = 100) la réduction (passage de R à R') est plus importante car 26 

points ont été éliminés ; ceci s'explique par une valeur du minorant (cf. 

proposition 111.4 chapitre 1) qui est une approximation meilleure de la 

valeur de la concentration. Nous avons en effet remarqué que ce minorant 

est souvent très proche de la valeur obtenue à l'optimum. De nombreux tests 

sont bien sûr nécessaires pour confirmer cette observation cependant il est 

logique de constater que l'estimation donnée par le minorant est d'autant 

plus proche de la valeur réelle que la taille de l'échantillon est impor- 

tante car il est calculé à partir des points de la répartition dont la 

densité augmente évidemment avec n. 



4 )  L a i  uni@ime, n = 70. 

Comme nous l'avons précisé, ces essais ont été réalisés afin 

d'étudier le comportement de l'algorithme dans un cas "opposé" aux 

précédents. Il s'avère que pour différents rayons de concentration l'opti- 

mum est atteint là aussi en 6 ou 7 itérations. Bien sûr dans ces différents 

cas le nombre de points éliminés est faible du fait de leur répartition 

au hasard dans le carré 10,1] x [0,1]. Par exemple pour t = 0,4 , N' = 1 

et donc la procédure utilisée est inutile ; nous avons cependant réalisé 

ces essais afin de montrer que même dans un cas défavorable l'optimum 

est atteint rapidement. 

Dans cette annexe, nous avons simplement présenté quelques 

réflexions et observations concernant l'algorithme de calcul de la fonction 

de concentration d'une répartition ponctuelle plane. Tout d'abord il faut 

remarquer que dans tous les cas que nous avons traité l'optimum est atteint 

en un nombre faible d'itérations alors que le temps machine nécessaire est 

parfois important (de l'ordre de deux minutes). Ceci vient évidemment du 

fait que le nombre des sommets est multiplié approximativement par 4 à 

2 
chaque itération (N. = (2' + 1) ) ; c'est ce nombre de sommets qui 

3 

détermine le temps nécessaire au calcul et celui-ci deviendrait très couteux 

s'il fallait poursuivre au-delà de 8 itérations, qui semble une limite 

correcte. 

Il faudrait donc tester cet algorithme un très grand nombre de 

fois avec des échantillons très différents pour se prononcer sur ses qualités 

réelles mais nous pensons qu'il serait plus judicieux mais aussi plus 



difficile de construire une méthode de calcul à partir de la matrice des 

distances entre points qui donnerait toutes les discontinuités de la 

fonction de concentration, c'est-à-dire sa valeur en tout point t de IR+ . 
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application. Dans le deuxième cas la continuité est montrée en tout point 

pour laquelle nous définissons une métrique.. 
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