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INTRODUCTION

1 - PRESENTATION DE LA THESE.

Le sujet de notre travail se situe au confluent de deux thémes
de recherche développés & 1'origine par J. GEFFROY : l'estimation du contour
du support d'une loi de probabilité (I) et 1l'étude des processus ponctuels
et des mesures aléatoires (II et III). Les recherches que nous avons entre-
prises ont débuté aprés la lecture de la th&se de M.H. GENSBITTEL (IV) ;
dans la seconde partie de son ouvrage, s'inspirant de travaux récents de
J. CHEVALIER (V). Cet auteur étudie des estimateurs du support d'un
processus ponctuel, puis, reprenant le probléme traité par J. GEFFROY

dans (I), il 1'adapte au cas des processus ponctuels.

Notre chapitre I se démarque 3 vrai dire trés peu, du point de
vue des méthodes utilisées, des travaux de M.H. GENSBITTEL ; il s'agissait
surtout pour nous de débuter en recherche. Notre idée était la suivante :
estimer le support S d'une répartition ponctuelle, c'est &videmment
estimer 1'indicatrice ]S ; si on suppose A présent l'existence d'une
fonction g définie sur 1'espace des états, on peut, 3 chaque réalisation
ponctuelle x du processus, associer la valeur g(x) plutdt que la
valeur 1. Il est alors facile d'imaginer une approximation de g associée
a un échantillon de taille n du processus ; les points fournis par cet
échantillon devenant, de fagon imagée 'denses dans S " , on congoit que,

sous de bonnes conditions, cette approximation converge vers g dans un

sens a4 définir ; c'est 1'objet de notre premiére étude.

Le chapitre II est plus ambitieux : on suppose maintenant que

g est une fonction aléatoire Z 1indexée par l'espace des &tats du



processus pontuel, et on se propose d'estimer sa moyenne E(Z) en observant
chaque réalisation de Z aux points fournis par la réalisation du processus
ponctuel. Il s'agit d'un probléme dont 1'aspect pratique est clair : dans
1'estimation d'un champ aléatoire (ex : fertilité d'un terrain, zones de
pollution, températures mesur@es en altitude par ballon-sonde) les points

oli s'effectuent les mesures ne sont pas nécessairement déterminés librement
par 1'expérimentateur et sont donc sujets & des déplacements d'une expérience
da 1'autre ; de plus, certaines mesures peuvent étre perdues. On modélisera

ce caractére aléatoire des conditions expérimentales en représentant la
localisation des mesures par un processus ponctuel. Ce qui différe du
chapitre i , ¢c'est que, au voisinage de chaque point de S, il faudra un
grand nombre d'observations pour obtenir une estimation correcte de E(Z)

en ce point ; ici encore, nous nous inspirons de travaux de J. GEFFROY (XIII)
pour assurer cette condition. Nous définissons alors un estimateur pour
lequel nous donnons des conditions suffisantes de convergence uniforme en

k

probabilité et presque compléte ; dans le cas o S est une partie de R,

ces conditions s'expriment simplement en fonction de k.

Le chapitre III est consacré au probléme suivant : le support d'une
répartition ponctuelle aléatoire sur le plan rapporté 3 un systéme d'axes
orthonormés est délimité par un contour formé par 1'axe des abcisses, les
verticales d'équation {x = 0} et {x = 1}, et le graphe d'une fonction
positive y = ¢(x) ; 4 1'aide d'un échantillon de cette répartition, on
cherche & estimer ¢. Cette question a &té &tudiée par J. GEFFROY dans [1]
dans le cas ol la répartition ponctuelle est un processus échantillon, et
généralisée systématiquement dans (VI) par M.H. GENSBITTEL & un processus
ponctuel quelconque. Nous rappelons briévement ces résultats, et nous

nous attaquons au cas oi ® est un é€lément de 1'espace D des fonctions

continues & droite, ayant des limites & gauche. Reprenant l'estimateur @n



de J. GEFFROY et M.H. GENSBITTEL, nous montrons que leurs conditions sont
suffisanfes.pour que @n converge (non plus uniforﬁément, mais en moyenne)
en probabilité et presque complétement slirement. Dans le cas oi & est

en escalier, et le processus sous—-jacent de Poisson homogéne, nous obtenons
la loi limite de @n : il s'agit d'une loi normale dont les paramétres

dépendent du pas de 1l'estimateur.

Nous proposons ensuite, dans le cas o & ne présente qu'un
nombre fini de discontinuités, un estimateur de 1'abcisse des points de
discontinuité, et de la hauteur des sauts en ces points, qui convergent
également en probabilité et presque complétement slirement. Nous pensons
que ce probléme, souvent négligé en pratique, pourrait &tre repris en
estimation de la densité, de la régression, lorsque ces dernidres présentent

des discontinuités.

Enfin, z étant un nombre positif fix&, nous présentons une
Zo
étude d'un estimateur ¢n qui ne converge pas vers ¢, mais plutdt vers
la boule de centre ¢ et de rayon z dans 1'espace D muni de la métrique
de Skorokhod ; nous donnons ensuite une condition suffisante sur ¢ pour
z
qu'il existe une suite (zn) ¥ 0 telle que an converge vers ¢ dans
cet espace, en probabilité et presque complétement slirement. Il peut paraitre
curieux d'utiliser la distance de Skorokhod ; elle présente cependant un
“n

certain intérét puisque 1'estimateur @n ne donne pas, pour n assez

grand, de valeur "aberrante" en ordonnée, sous la contrepartie d'accepter

une légére imprécision en abcisse.

Nous pensons que de nombreux problémes restent ouverts ; dans
le chapitre II , nous n'avons pas abordé 1l'estimation de la covariance
E(Z(x)+Z(y)) du champ aléatoire, et, dans le cas d'un champ homogéne ou

isotrope, celui de la répartition spectrale. Dans le chapitre I1I, 1'examen



d'autres métrisations de D (utilisant par exemple les graphes complétés)
serait intéressant, ainsi que 1'étude de la loi limite quand le processus
ponctuel est plus général (une telle étude, cependant, doit €tre trés
difficile si le processus n'est pas 3 accroissements indépéndants). En fait,
de nombreuses questions peuvent &€tre envisagées.: que se passe-t-il lorsque
1'on cherche 3 estimer une fonction ¢ définie sur R tout entier ?

Dans le cas oi ¢ est continue, peut-on estimer son module de continuité ?

etc ...

2 - NOTATIONS ET RAPPELS SUCCINTS.

Comme toujours (Q,A,P) désigne un espace probabilisé ;
(X,d) un espace métrique séparable, BX sa tribu borélienne, et Bb

1'anneau des boréliens bornés de X.

M désigne 1'espace des mesures finies sur Bb , positives,
et E 1le sous-ensemble de M constitué par les mesures discrétes &

masses entiéres, appelées répartitions ponctuelles.

M est muni de la topologie faible & distance finie (II ou III),
c'est—-a~-dire la topologie la moins fine rendant continues les applications

de M dans R :
n o> J £ du ; Vf continue, bornée, telle que {f # 0} € Bb

E est un fermé de M ; on munit M de la tribu borélienne associée 3
cette topologie, notée BM ; on notera BE la tribu borélienne du

sous-espace € : BE = {A e BM : ACE} .

Un processus ponctuel ou une répartition ponctuelle aléatoire

est une variable aléatoire :

£ : (9,A,P) —> (E,Bp) .



Nous noterons, selon 1'usage, N(f.,A) l'effectif de f  sur un borélien A,

plutdt que £ (A).

On démontre (II ou II1) que BE est aussi la tribu engendrée

par les applications de E dans N :
f—> N(£,B) ; VB ¢ B, .

Si bien que, pour tout B e Bb , N(f',B) est une variable aléatoire réelle.

Si, pour tout B e Bb , la variable aléatoire réelle N(f.,B)
posséde une espérance mathématique, on définit une fonction d'ensemble

sur B (et, en fait sur B, tout entier) qui est un &lément de M : on

b X

appelle y cette mesure :
u(A) = E{N(£",4)} , VA e B

D'autre part, on appellera charge de f  1la fonction d'ensemble A, sous

additive, définie par :
A(a) = PIN(£',A) >0}, Vae B,

Le support de f  est alors défini comme le complémentaire de 1'ensemble :

U A

AeB
)

ol 'Bo = {0 ouverts de X : »(0) = 0}.

I1 est facile de vérifier que, dans le cas oi 1y existe, le support de f£°*

et le support de p coincident.
Enfin, certaines de nos démonstrations supposent que le processus
f  posséde une propriété appelée dans (VI) la propriété "H" ; voici

sa définition :



- On dira qu'une répartition ponctuelle aléatoire (r.p.a.) f

est 3 accroissements anticorrellés si, pour tout entier positif k, et

toute famille (Al,...,Ak) de boréliens bornés deux & deux disjoints :
k . k .
P(M {N(f ,A,) >0}) ¢ T P(N(f ,A,) > 0)
j=1 ] j=1 ]

- On dira qu'une r.p.a. f  posséde la propriété (H) si, pour

* . . P A
tout n € N et toute sulte (fn) de r.p.a. indépendantes et de méme

n>1

T

.

n
loi que f°, la superposition 2 fk est 4 accroissements anticorrelés
k=1

un processus ponctuel &chantillon, ou un processus & accroissements indépen-

dants poss&dent la propriété (H).

11 est suggéré dans (VI) qu'un processus ponctuel a8 accroissements
anticorrelés posséde nécessairement la propriété (H),mais nous n'avons pas

pu établir cette conjecture.

Rappelons pour terminer qu'un processus ponctuel £  est dit

"de Poisson" si et seulement si les deux propriétés suivantes sont vérifiées

a) Vi eﬁN* , Vkl,...,Ak boréliens bornés deux & deux disjoints
NCET LA 5 oeee 3 NCE LA
sont des variables aléatoires indépendantes.

b) Va e Bb , N(f ,A) suit une loi de Poisson de paramétre pu(A),

oi u est un élément de M.

. . . k . N .
En particulier, si X =R le processus est dit homogéne si p

est, 8 un facteur multiplicatif positif prés, la mesure de Lebesgue.



CHAPITRE I

APPROXIMATION D'UNE FONCTION OBSERVEE
SELON UN PROCESSUS PONCTUEL.

1 - PRESENTATION DU PROBLEME,

Imaginons que des mesures physiques d'un phénoméne ne puissent &tre
faites qu'en certains points fixé&s indépendamment de la volonté d'un
expérimentateur ; quelle connaissance peut-il avoir du phénoméne dans ces

conditions ?

Pour modéliser ce probléme, on représente le phénoméne par une
fonction g sur 1l'espace des états X ; nous supposerons ici que g est
fixe : le cas oi g est elle aussi aléatoire est traité au chapitre suivant ;
les points oi le phénoméne est observé sont représentés par les réalisations
de processus ponctuels indépendants et de méme loi f{,...,f; de support
commun S. Il s'agit alors de fournir une approximation de g sur S,
convergeant quand n tend vers 1'infini, selon certains modes stochastiques.
Les méthodes que nous présentons sont de simples adaptations des méthodes

d'estimation du support &tudiées dans (VI).



2 - METHODE DES PARTITIONS,

Soit f un processus ponctuel sur X, de support S ; et de
charge A ; on suppose pour commencer que S est contenu dans un compact
connu, ce qui revient 4 supposer X compact. On désigne par

{Xn ;3 ie Fn}n * une suite de partitions finies de X ; pour tout

>

€N

* .
nelN et tout 1 € Fn , on pose :

§ . = diamétre de X .
n,1 n,1
§ = sup & .
n ier ™1
n

et on suppose que (an)néN* est une suite qui décroit vers O.

On pose également

m(n) = inf AX )
X .cs m*
n,i

M(n) = sup A(X_ .)

n,l

On supposera que le phénoméne étudié est représenté& par une fonction
continue g ; pour tout n, on posera :
) =suwp  sup  |g(x) - g(y)]

Jan x,yeXn

s

il est clair que (wn)néN* est une suite qui décrolt vers O.

On notera h 1la restriction de g au support S : h =g lS .

Etant donné des répartitions ponctuelles aléatoires f],...,f; indépen-

dantes, de méme loi que £ , on pose :



n
Va e w™ ; Vier 5 E .= O (NELX ) =0}

Vo enw” ; T ={jef 53k=1,...,n: N(f,X ) > 0}

~

On définit 1'approximation hn de h par :

hn B .X g(xj) ) 1X .
J€In n,J

ol, pour tout j e I , Xj est un point arbitrairement pris parmi ceux

n
qui tombent dans Xn ; ; on ne donne pas de sens a hn sur les cellules
»
Xn ; qui n'ont pas regu de point.
3

Déjfinition 1.1.~ On dira que h_~ converge en probabilité

(resp. : presque complétement) vers h si :

Ve > 0 ;3 lim P{ sup |£n(y) - h(y)] >e}l =0

n ves_.

(resp. : V% > 0 3 z P{ sup [; (y) - h(y)[ > g}l < + ®)
n=1 yeS_€ n

ol S_€ = {x e X : d(x,SC) > e}

3 - ETUDE DE LA CONVERGENCE.

PnOQOAiiion I.1.- Si S est d'intérieur non vide et si £

vérifie (H), une condition nécessaire pour que hn converge vers h en

_ (1-4(m))™
- M(n)

probabilité (resp. : presque complétement) et que la suite v

L3
tende vers 0 avec I/n (resp. : que la série Z v soit convergente).
n=1



Démonsthation : On fixe e > O et un entier n assez grand

pour que S__E soit d'intérieur non vide, et pour que 6n et ﬂn

soient inférieurs & e. On pose :

J ={jeF :X .Cs }
n n n, j >

Alors, il est clair que :
{ sup |h (y) - 0] <erc N E .
n - 1, j
yES_E JeJn

~

puisque 1'événement de gauche suppose la définition de hn sur S ;

comme f° vérifie (H), on a :

P(M ES ) g T (1= =X .00
jed_ s jed_ s J
n Card J
< (1 - (1 -ManDh oo

~

La convergence de hn vers h en probabilité implique donc que :

lim (1 - M(n))".card J_= 0

n—+c n
Comme S_€ a un intérieur non vide, il existe une boule B(x,20) contenue
dans S_€ telle que, pour n assez grand

U X . D B(x,p)

. n, j

Jed

n
On désigne par o le nombre strictement positif A(B(x,p))
a = A(B(x,p)) £ ) A(Xn j) < M(n) * Card I

kg b
JeJn

pour n assez grand, et alors



' n
(1 = M(n)) . Card Jn

(1 - M@)"
0« M(n) s o
. 1 - M(n)\n
ce qul montre que ( e ) = 0

Pour la convergence presque compléte, notons que :

c n Card Jn
1=P(MN E D)1= -0=-Ma)]

. n,j
1€J
n

et, pour n assez grand :

o Card J Card J 0
1= [0 - -Me)"] Py (- M)

~

La convergence presque compléte de hn vers h implique

(e o]

Y (1 =P(MN ES ) <+w
n=1 jed i
n
o Card J o0 n
. n _ n (1 - M(n))
donc z — (1 M(n)) < + et z —wy
n=I n=1

Proposition 1.2.- Supposons que f  posséde une mesure

< +

~

moyenne 1y . Une condition suffisante pour que hn converge vers

probabilité (resp. : presque compl@tement) est que la suite
n
1 - 1 .
w' =_£___Jﬂglll_ tende vers O avec — (resp. : que la série
n m(n) n

solt convergente).

h

oo

)

n=1

Deémonsthation : Soit e > O , et n assez grand pour que

et @n ‘soient inférieurs 34 ¢ ; posons

J' ={jeF :X .0NS 40}
n n n,J -£

Alors : M ES ., C{ sup [ﬁn(y) - h(y)]| < €}

2 ! ’
JeJn yeS_E

o -

é
n



~

pulsque hn est définie sur tout Xn I (j € J;), et puisque l'oscillation
b

de h sur X . est inférieure & ¢ .
n,j n
Mais alors : PCA EC )z 1= ) P(E D)
j€J' s ] je‘]r'l s ]

N\%

1 - (Card 3 + (1 - m@)"
or, en posant a = u{(S), on a :

oz J ow(X_ L)z ) AX .) x (Card J') - m(n)
J n J n

(1 - m(n))®  (card iy - Q- n(n))"

donc : ey ”

ce qui montre que lim P( M EE ) =1
n->® jeJ; »J

Pour la convergence presque compléte, on remarque que :

} Card J! - (1 - m(n))" < + o
n=1

et on utilise ce qui précéde.

Remarques :

1) Dans sa démonstration, M.H. GENSBITTEL suppose l'existence

d'une mesure u telle que : Va , ufA) z A(A) ;3 il nous a semblé que la

2
mesure moyenne, quand elle existe, remplit parfaitement ce rdle.

BL]]k , et ou f est un processus de

I

2) Dans le cas ou X
Poisson homogéne de paramétre c.)A , od ¢ est une constante > 0 et A
la mesure de Lebesgue sur X, on peut donner une condition nécessaire et

suffisante, liant de fagon explicite la taille des cellules et celle de

1'échantillon ; supposons en effet, qu'a 1'ordre n , BLI]k soit divisé



en cellules égales de c3té ; on a, dans ces conditions

k(n)

k
m(n) = M(n) = 1 - ¢/ (k@)™

La condition (nécessaire et suffisante) de convergence en probabilité

devient :
men/k(n)
1im % = 0
noe e—c/k(n)
ce qui est réalisé pour k(n) = O( o ) ; cette derniére condition
Log n

assure aussi la convergence presque compléte.
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CHAPITRE 11

ESTIMATION DE LA MOYENNE D'UN CHAMP ALEATOIRE
OBSERVE SELON UN PROCESSUS PONCTUEL.

————— — - — — - ———— T ————— T —————_  — —— T —— - ——— T ———— - —

1 - EXPOSE DU PROBLEME,

Dans ce chapitre, nous nous proposons d'estimer la valeur moyenne
d'une fonction aléatoire (Z(x), x ¢ X), o X est un espace métrique sépa-
rable. Il nous semble prudent de limiter nos ambitions au cas d'une fonction
aléatoire p.s. 8 trajectoires continues, puisque nous avons en vue des propri-

étés de convergence uniforme de notre estimateur.

Il convient tout d'abord de remarquer que ce probléme est théori-
quement résolu depuis longtemps par les travaux nombreux qu'a suscités
1'étude de la loi des grands nombres pour des variables aléatoires indépen—

dantes et de méme loi & valeurs dans un espace de Banach.

En effet Z @&tant p.s. 3 trajectoires continues peut €tre considéré
comme une variable aléatoire d valeurs dans l'espace C(X) des fonctions
continues bornées sur X, muni de la norme ||.|| de la convergence uniforme.

Cet espace est un Banach que 1'on munit de la tribu borélienne B

cx) -

Considérons alors une suite 2 ..,Zn , des fonctions aléatoires

1’
n

indépendantes et de méme loi que Z ; les sommes partielles Sn = Z Zi
i=1

ne sont a coup siir des variables aléatoires que si C(X) est séparable,

ce qui nous oblige pratiquement & supposer X compact. Dans ces conditions

si : E(]|Z]]) <+« alors :



lim ]]is - E@)]|] =0
n n n .

1'article historique sur la question est (VII), un article récent (VIII).
Ces travaux ne sont guére utilisables, cependant, pour le statisticien

qui est confronté au probléme de 1'échantillon.

I1 n'est pas possible, en général, de connaltre une réalisation
Zi(m), sinon en un nombre fini de points (xl,...,xk) de l'espace X, qui
sont de fagon imagée, les points oli 1'expérimentateur a disposé ses

appareils de mesure.

Par exemple, si X est un pavé de iRk , on peut imaginer qu'un
quadrillage de ce pavé a été réalisé et que les mesures Zi(w) sont faites
au centre de chaque cellule du quadrillage : sur une cellule donnée de

: n
centre Xj , 1'estimateur prendra la valeur é~k21 Zk(xk,w) , et ne pourra

naturellement converger que si 1l'on considére des subdivisions de plus

en plus fines.

Un tel procédé, a notre avis, idéalise encore trop la situation :
les conditions de 1'expérience pourront par exemple exiger que les coordonnées
des points de mesures soient A déterminer chaque fois, et ces points seront
donc sujets a4 de légers déplacements, de plus certains appareils peuvent €étre

défectueux et provoquer la perte de la mesure.

I1 semble alors naturel de modéliser, par les réalisations d'un
processus ponctuel f , la localisation des observations de la fonction

aléatoire.

Cela nous conduit au cas le plus général qu'il semble judicieux
d'étudier : celui oii 1'expérimentateur n'a pas lui méme le choix des points

- ~ . . *
ol la mesure va €tre faite. Nous supposerons donc que, pour tout 1 eXN |,

fi , Zi(-) sont deux éléments aléatoires, définies sur le méme espace



probabilisé (Q,A,P), indépendants et de méme loi produit qu'un couple
(f', Z(*)) , (laissant de cOté le cas redoutable, mais réaliste, oii f;

& 4 mé ]
dépend de Zi , ol méme Zi—] .

(£, 2(*)) : (Q,A,P) — (E x C(X) , F ® BC(X))

oi € désigne 1'espace des répartitions ponctuelles, F sa tribu
borélienne, pour la topologie de la convergence faible 3 distance finie.

Un échantillon de taille n comprendra donc

1) n répartitions ponctuelles : f;(w),...,f;(w) ol :
pour tout 1 =1,...,n , f;(m) est représenté par 1'ensemble des points,
éventuellement vide : {xg(w), i=1,..., N(f?,X)}.

2) n ensembles de "mesures'" de la fonction aléatoire

pour tout 1 = 1,...,n
j . w
{z,x{(wsw) 5§ =1,..., N(£LX ) -

11 va de soi que 1'on ne pourra faire mieux que d'estimer
E(Z(x)) ls(x) oi S désigne le support de f , c'est—d-dire le sous-
ensemble de X ol 1'on peut espérer voir tomber des points du processus

ponctuel
S={xe X, YA ouvert , xeA, P(N(f ,A) > 0) > 0}

De plus comme on ne peut pas, d'un point de vue physique, réaliser une
infinité dénombrable de mesures sur Zi(w), 1'hypothése de compacité

de S qu'on fera par la suite, n'est pas une grande restriction.

Pour conclure cette introduction, c'est la moindre des choses

de signaler que, confrontés & un probléme qui implique 1'estimation du



support d'une r.p.a., et & l'utilisation d'un estimateur ayant une certaine
parenté avec le régressogramme, nous nous inspirons d'idées originales de
J. Geffroy, souvent reprises par de nombreux auteurs (XIII, XIV, XV), c'est

le cas en particulier pour le lemme 5.

2 - HYPOTHESES FONDAMENTALES,

1) Concernant le processus f , son support S et 1l'espace
des états X, la formulation correcte des hypothéses que nous allons
faire nécessite une étude préalable de propriétés simples du support

d'une r.p.a.

Lemme 1.- Soit f  une r.p.a. de mesure moyenne u et de

"charge" A ol X est la fonction d'ensembles sous-additives définie

YA e B, AA) = P(N(E ,A) > 0)

appelons, comme d'habitude supp(f.) 1'ensemble :

{x e X , Va ouvert, x € A : A(A) > 0}
et supp(p) 1'ensemble :
{(xe X , Va ouvert, x € A , u(aA) > 0}
Alors : supp(f.) = supp(u).
Preuve : D'aprés 1'inégalité de Markov, pour tout A € Bb ;

A(A) € u(A). Réciproquement, si x ¢ supp(f.), 11 existe un ouvert B

contenant x tel que



P(N(f ,B) > 0) = 0
et par conséquent

p(B) = 0 et donc x ¢ supp(u).

Lemme 2.~ Soit f  un processus ponctuel (p.p) de mesure

moyenne 1y, supposons que pu posséde une densité g, par rapport 3 une
0

s —
mesure Vv chargeant les boules ouvertes et si de plus supp g D{g > 0},

(ou si g est continue) j alors :

supp (1) = supp(g).

Preuve : Par définition, supp(g) = {x ¢ X, g(x) > 0}

Soit x un élément de supp(g) , pour tout ouvert A contenant

X , 1l existe un nombre p > O , et une boule ouverte B(x,p) T A or :

(o]

B(x,0) N supp g # @

soit y un point de cette intersection, et r un nombre positif tel
que :

o]
—

B(y,r) C B(x,p) N supp g

o
——

(une telle boule existe puisque supp g eSt un ouvert).
Alors :

u(B(y,r)) = J g(z) v(dz) > 0
B(y,r)

puisque v (B(y,r)) > O par hypothése. Ainsi

u(A) > u(B(y,r)) > 0 .



Réciproquement si x € supp(p) alors pour tout n €N

( g(z) v(dz) = u(B(x,1/n)) > 0O
B(x,1/n)

. * .
On peut donc choisir, pour tout n e N , un point z € B(x,1/n) tel

que g(zn) > 0 comme z ~ converge vers X, on obtient :

x € {z , g(z) > 0}.

Lemme 3.~ Soit f un p.p. de mesure moyenne U ; SUpposons

que Y posséde une densité g continue sur S, par rapport 3 une mesure

chargeant les boules ouvertes, supposons de plus que S soit compact et

que son intérieur soit contenu dans f{g > 0}.

Alors, pour tout € > 0 , 1l existe o positif tel que g(x) > a

sur S—e = {x, d(x,8%) > e} .

Prneuve : Nous distinguerons 2 cas :

C .
* S est vide : dans ce cas, X est compact et S = X,

S'il existe une suite (xn) telle que g(xn) —+ 0, alors

nxl °’ n
on peut extraire une sous—suite x —-— x € X et par conséquent
n
k n

g(x) = 0 ce qui contredit le fait que S C{g > 0}.

C . -~ .
* S  n'est pas vide : dans ce cas, le méme raisonnement avec

X € S—e montre qu'il existe x € S_e Cs tel que g(x) =0,

*

donc d(x,SC) =0 .

Lemme 4.~ Sous les hypothéses du lemme 3, on obtient le

résultat suivant : soient O < 1 < ¢ des réels fixés ; 1l existe o > O

telle que, quel que soit le borélien A de diamétre inférieur 3 n ,

\%
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rencontrant S .

H(A) > o v(A)

Preuve : Pour tous points x e A, ye AN S-e s Z € s¢

d(x,z) >z d(z,y) ~ d(x,y)

> min d(z',y') - max dx',y') 2 e-n=8>0.
2'esS x'eA
\i
y'eS_g y eS_ErlA

Par conséquent

d(x,85) 2 8, et AC S_s

il existe donc o > O, tel que g(x) > a sur S—S , Si bien que :

pu(A) = j g(z) v(dz) > o v(4)
A

Définition 11.7. - On dit qu'un processus ponctuel £°  de mesure

moyenne yu posséde une charge A qui est (k,8)-réguliére s'il existe

deux réels positifs k et & tels que :

VA e Bb s u(A) < & => n(A) < k A(a)

En utilisant, avec un léger abus, les notations de Landau : u = 0(})

Justigication :

a) L'idée est qu'il faudra éviter la situation suivante : des
boréliens sont chargés trés rarement, mais avec des charges &normes ; par

exemple il existe une suite de boréliens (An) bornés tels que

nx1

o

. DS : N _ . - ome b
P(N(L ’An) =2) =1 P(N(E ’An) 0) o

2
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ce qui rendrait pratiquement 1'é&chantillonnage impossible ; ce qui est
important c'est de pouvoir "souvent" faire la mesure de la fonction aléatoire

dans un borélien donné, d'od la notion de charge réguliére.

b) La classe des processus ponctuels a charges réguliéres

comporte au moins le processus é€chantillon et le processus de Poisson :

* Soit fn un processus échantillon d'une loi PX :

. _ _ n
A/ Byt A(A) = 1= (1 = By (A)

et u(a) n PX(A)

Il est clair que pour PX(A) assez petit, u(A) < 2Ax(A)

* Soit f  un processus ponctuel de Poisson de mesure moyenne 1y
n

VA e B, i A(8) = 1 - o THA)

ici encore, pour u(A) assez petit, u(A) < 2x(A)

Cette &tude étant faite, voici notre premiére hypothése

<:> £ est un processus ponctuel se réalisant dans un sous—ensemble
K compact connu de 1'espace métrique séparable (X,d), son support S
est inconnu, cependant £ posséde une mesure moyenne u a densité par
rapport 3 une mesure VvV Ssur (X,BX) qul charge les ouverts, il existe

du

une version continue sur S ,g de O S wvérifie la propriété
v

[¢]
SC{g > 0} ; enfin la charge A de f est (kl,é)-réguliére ol k] , &

sont des réels positifs quelconques.

La deuxiéme hypothése concerne la mesure v
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Q{) I1 existe une suite de partitions finies (X .).
n, ] Jan

compact K , vérifiant la propriété :

lim sup v(X_ .) =0

. n, j
n Jan
enfin et posant :
§ = max diam X
Jan
on supposera :
lim § =0
n
n->o

3 - HYPOTHESES CONCERNANT LA FONCTION ALEATOIRE (Z(x), x e X).

Q{) Yix,y) e K x K , E|2(x) - 2(y)] < k, dx, ' o k.,

2

sont des constantes positives.
Rappelons que si K est un intervalle compact de R , 1'hypothése :

Vis,0) e k x &, E(J2() - 2% s K, le-s] P on a, e, k,

sont des constantes positives, n'est autre que la condition de Kolmogorov
pour que le processus séparable (Z(t), t € K) soit p.s. d trajectoires

continues.

G{) La propriété H4 est une propriété de la loi de Z(x) , destinée
a assurer une vitesse de convergence exponentielle, uniformément en x,
dans la loi des grands nombres, il suffit par exemple de supposer |Z(x)|
majorée par une constante M , uniformément en x, et d'appliquer 1'inéga-
lité de Bernstein pour obtenir cette propriété (IX). Il est plus général

de faire 1'hypothése suivante (X, XI)
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Ve > 0, 3M€>0 et t_ tels que Vte[—te,tej, Vos1, Veex.

n t(Z, (x)-z(x))
I E(e k ) < M elt].e.n
k=1 €

Dans ces conditions, i1l existe des constantes A > 0, 0 <1 < |

tels que :

n
V% e K s Va 2 1 P{l- Z fZ (x) - z(x)l > e} <A . T
n k=1 k

n

4 - DEFINITION DE L'ESTIMATEUR DE z(x) = E(Z(x)).1.(x),

Etant donné un échantillon de taille n , on pose

I ={ieF |, Hk =1,...,n : N(f .) > 0}
n n i

L
X
k> n,
. . iéme ..
{Xn ;0 1E In} est donc 1'ensemble des cellules de la n partition
2
qui ont été chargées au moins une fois par les réalisations des processus

ponctuels £ A i

1? n
Vi e N (ko= lo,n s N(£LK L) > 0}

{ft , k € Rﬁ j} est donc l'ensemble des réalisations des processus
b4

ponctuels f;,...,f; qui chargent la cellule Xn ; de la n o™ partition.

v . = Card R .
n, j n,

v . est donc une variable aléatoire donnant le nombre de fois ot la
2

cellule X j de la n*™¢ partition a &té chargée depuis le début de
b

1'échantillonnage.
Enfin :

n
. = M ¢ =
Vi e Foo» B D WN(ELX ) = 0}

b
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-~
L]

On définit alors l'estimateur z de =z par

~. i "
= Z . 1
Za T, %: (vn . keg: k(xk,J)) X .
el 5] n,j s ]
i X {x e X ., : N, {x}) > 0}
ol Xk,j € € n,j - Ve
. v . . . .
Remarquons que le choix des X, ; se fait arbitrairement parmi
bl
. . 1éme .
les points qui tombent dans X . lors de la k observation ; nous

b

procédons de la sorte dans un but de simplification, et on pourrait trouver
plus judicieux de tenter d'améliorer la vitesse de convergence de cet

. v . P
estimateur en remplacant Zk(xk J.) » par la moyenne arithmétique de

b

1'ensemble :

{Zk(x), X e X 5 N(f;, {x}) > 0}

b

11 y a lieu de remarquer cependant que, s'il s'avérait au cours de
1'échantillonnage qu'un grand nombre de points différents puisse &tre
choisi dans chaque cellule, cela indiquerait un choix maladroit de 1la
suite de partition : la meilleure estimation (hypothétique) de la valeur
moyenne du processus Z sur la cellule serait alors obtenue au prix d'une

moins bonne précision du point de vue local.

~

Déginition 11.2.~ On dira que z; converge en probabilité vers

3 * A.
Yn > 0 s Ve > 0 3 lim P { sup lzn(y) - z(y)| >n} =0
n yeS_e

-~

et _que z; converge presque complétement vers z sSi :

Va>0, Ye>o: T P sup l;'(y) —z(y)| >} <+
nzl yeS_e n
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5 - ETUDE DE LA CONVERGENCE DE L'ESTIMATEUR.

Dans le premier lemme de ce paragraphe, on donne une condition

suffisante pour que 1l'effectif des cellules des partitions (Xn j)jeF par
’
n
les réalisations de f]""’fn s'accroisse presque slirement uniformément
plus précisément,
fixons ¢ > 0, assez petit pour que S_€ # @ et posons
= {] F_: .
R =1{jeF xn,Jns_E#(b}
Posons :
Vo= inf v
jeF »J
n
Lemme 5.- Supposons que : pour tout p € ]O,l] , ona :
. log n
inf \)(Xn j) 2 , pour n assez grand .
CoF ,
je n np
Dans ces conditions, il existe une suite r(n) , telle que : r(n) - + o,
et

P(v_gs1r(n)) <+ =
ngl n

Preuve : Il est clair que pour p assez petit :

Z P(\)n < r(n)) < + » et donc P(lim sup(\)n < r(n)) =0
nxl

solit que v —> + ® p.S.
q — p

Il existe un entier n tel que :
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alors d'aprés le lemme 4 et 1'hypothése H, , pour tout X

1

u(Xn J.) > a v(Xn j)

’ 5

oi o est un nombre positif ne dépendant que de € et de

pour n assez grand (n > nz), on a, d'aprés H2

sup v(X ) <&/ ||g]]
jan n’J

donc :  sup w(X_.) < ||lg|| . sup V(X .) <&
. n,j . n,j
Jan Jan

Comme : f est 3 charge (kl,é) - réguliére :

VieF , uE .) <k AX .)
n n,j 1 n

b ?

En utilisant 1'hypoth&se du lemme 5 on a :

an : tel que Va s n, : inf v(X .): Log n
3 37 n,j
Jan n p
par suite :
Vﬁ 2 max(nl, nz, n3) , Vﬁ € Rn :
ME D oz Eux ) 2 logn

on pose alors :

r(n) = I:c' Lo—g—ll] . avec c' e]O, c/2] :

p

I1 existe une suite pg croissante telle que :

' Log n

lim p' = ¢ et r(n) = p'
n n
>0 p

b

8
n

s 1 € Rn :
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Comme pour tout j € R, v . suit une loi binomiale B(n, A(X_.)» ,
n n, ] n,jJ

Log n
et comme r(n) < c' g

< n A(Xn j) = E(\)n .)

b b

On peut &8crire 1'inégalité classique (XII)

(n—r (n)) A(X_ J.)

(n) r(n) n-r (n)
P(v . <r()) gcC" AMX L) (1-A (X .)) ]
H,J n n:J n:J n)\(xn j)_r(n)

b

comme

n >\(Xn j) > 2r(n) , un calcul facile montre que :

’

ErT(n)]A(Xn’j) )

<

nA(Xn J.)-r(n)

’

Ensuite en utilisant la formule de Steirling on a :

C:‘l(n) _ Wnr(n) n )1/2 ( n )r(n) ( n )n—r(n)
27r (n) (n~r (n)) r(n) n-r (n)
ou
—s 0
|+ e a Tm
y = avec g — 0
nr (n) ' 1" r(n) n
(1+er(n)) (l+€nr(n)) . 0
nr(n) n
on voit que Wnr(n) — 1
d'autre part : ( n )I/2 = ( ! )]/2 — 0,
27t (n) (n~r (n) 27t (n) (1~1/n) n
par suite :
lim V¥ (n) L )1/2 =0 ou encore
n "IV 20 (o) (n-r(n))
n /2 _
wnr(n) ) = 0(1)

2rr(n) (n-r(n))
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. . n-r . .
enfin en remarquant que la fonction u(p) = pr(l—p) est décroissante

T
our > — , et que :
P P a q

r(n) < CLO_S__ES AX L)

n npe n,j

on obtient :

-~

r(n) _ n-r(n) Log n,r(n) _ Log n,n-r(n)
A(Xn,j) (1 A(Xn’j)) < (c —E—B—O (1 - ¢ _?TTTQ

donc pour tout j € Rn et pour n assez grand :

n ,r(n) n n-r (n) Log n,r(n) _ . Log n,n-r(n)
P(\)n,j g r(n)) < (r(n)) (n_r(n)) (c — 5 ) (1 -c— 5 ) . 0(1)
On pose :
a =o' Log n
P
b= c Log n
p
On a alors
P(v . <sr(m)) < ((-13)a (E:E)n—a) . 0(D) pour n assez grand .
n,j ° S tta n-a ’
Mais :
n-b,n—-a b-a.n-a
o = 0= et
R |
(b-a) ) Log n(c pn) o
n-a n - p' Logn o
Dn g
et puisque | - x g e *  on obtient :
ED)"72 ¢ exp - (mma) ) = exp - (b-a)
n-a - n-a
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par suite :

P, . s r@) 5 (D exp(ah) . 00

b

pour n assez grand,mais pour a, b 2 0 ona :

: N2
(g)a exp(a-b) < exp - Séj?l—- od t = max(a,b)
(a-b)*
donc P(vn,j < r(n)) < (exp - —E%B——~) . o()

solt que :
p! Logn ¢ Logn 2
(= - )

P(v_ . 5 r(m) < exp - = exp - X8R (51~ ¢)

] 2c o8

Or, (p;) est une suite qui croit vers c¢', donc

(0! - )2 —> (' - &)?
n n

en décroissant, par suite :

S L U EE T

d'od
Log n c2
. < < _— ———— .
P(\)n,J < r(n)) < (exp 7ep 4) 0(1) pour =n > max(no,nl,nB)
mals :
U X Cs
: s
JERn
et donc : v(LJ X )= Z v(X .) < v(8)
. n,j . n, j
jeR jeR
n n
et Z v(X .) 2 card R_ . Log n
n,j n np
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donc card R ¢ p XS) L
n Log n
par conséquent
nl—c/80
P(L_J vn’j < r(n)) < card Rn . max P(\)n’j < r(n)) < (p v(S) —igg—ﬁ—b . 0(1)

JeR jerR

et donc puisque ceci est vrai pour tout p e ]0,1] :

L P(v_sr(n) <+
nl n

Théoneme 11.7.- Sous les hypothéses H, , H, , H

2 H et celle

3° 74

du lemme 5 on a :

. » . L
a) Une condition suffisante pour que z converge vers z, en

probabilité est que :

lim F 61+B =0
n n

n

b) Une condition suffisante pour que z; converge presque

complétement vers z est que :

‘Remarque : Ainsi le nombre de cellules des partitions (X .)
kemarque

n,j

et leur diamétre se trouvent étroitement 1iés ; nous discuterons de ces

jeF

3%,
.. - k - - .

conditions, dans le cas oi X =R, aprés la démonstration.

Preuve : e > 0 est toujours fixé de fagon que S_€ ne

soit pas vide, et n assez grand (n = nl) pour que dn <e3;n>0

est fixé arbitrairement.
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Posons :

. 1 '
Q = {sup ( sup ) z (¥ ) - z(y)| > n}
o jeR eX Vu,j keR koks, )
JeR,  yea i »J n, j

» b

I1 est clair que :

tsup |z - z(»] >t Ca

ye:S__€

Posons alors, pour tout j € Rn :

1 n
Q . =4{ sup ) Z (X, .) - z(y)] > n}
Ml gex . Vn,j ker ., < KoJ
n,j n,
Pour tout n eﬁN* et tout j € R, on fixe un point u_ . dans X
n n,j n,
et on pose :
1 "
v,o= z, (x, ,) -z .)| + su z(u_ .) - z(y)| > n}
u,] Vn J ‘kc-:l}’\: k k,J k’ | yex P I B T y l
i n,j n,j k

Pour n assez grand (n = n2), on a pour tout j € Rn

1+8
sup lz(un’j) - z(y)| < sup E{Z(un j) Z(y)l < k dn < n/2

eX . eX .
Y n, ] Y n,]

’

pour mn xn, et je Rn on a donc :

* *
P (R .) <P (R .) g P . oti
K UaJ) ( n,J) ( nsJ)

] v
QL = { 7 oz (x. ) =z(u )| >n/2} .
n,J \)n’j keRn j k k!.] n’J

2

Or la famille des points (; ) est, rappelons le, choisie de la fagon

L

suivante : on considére le n-uple de p.p. fl/X BEEEEERE > Eox o
n’J n’J

représentant les restrictions de fl s e ooy fn a Xn'j , et pour tout
’

k € <t,n>, tel que N(f{{,Xn j) > 0 , on choisit par une procédure aléatoire
b

quelconque un point unique de Xn 3 parmi les points de fk , on peut
?
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. v ~ . .
donc représenter la famille (xk j) comme la réalisation d'un n-uple
b

de processus ponctuels :

n n
(hl,J N , hn,j)
se réalisant dans Xn . , et, tel que pour k = 1,...,n :

T
NGY L, X ) =0 ou |
By 5o X,y

Appelons Pn . la loi de probabilité de ce n-~uple de processus ponctuels
s

(c'est une loi de probabilité sur un espace produit d'espaces de réparti-

tions ponctuelles qu'il est inutile d'expliciter).

n n _
) = (X ’~-°’Xn)) Pl’l

P(Q" )= J PR .| (hl,j,... i ,

’ n @Gy x))

b

ol (xl,...,xn) est une facon commode de noter une réalisation quelconque

n n

de (h, .,...,h .) , c'est-d-dire que pour tout k, x,  est soit un
1,3 n,) _ k
. N 1éme . . ' P
point obtenu dans X ., a la k observation, soit n est pas défini.
9y
Cependant, comme les éléments aléatoires (Zk>k21 . (fk)kzl

sont indépendants :

" n n _ _ _]_ _
P(Qn,j l (hl,j""’hn,j) = (Xl,...,xn)) = P(IE kg% Zk(xk) Z(un,j)l > n/2
£

(ou P(|z(u_ j)[ > n/2))

3

ol KZ est 1'ensemble des indices k € {1,...,n} tels que x%, est

k
défini et £ = Card(KK).

Etant donné que (Z .,Zn) sont indépendantes et de

1’

méme lol
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£
" n n _ _ l _
P(Qn,j/(hl,j’..-’hn,j) - (Xlsouogxn)) - P(Z ‘kzl Zk(xk) Z(un’j>) > n/z) s
1 L 1 L
P(7 lkzl |2, G0 = oy O+ g | kzl A ORI IO IR VRN
L, ;B
Plp Ikzl |2, ) - Zk(un’j)] > n/4) + Plg 'kzl Z (u - z(un,j)l > n/4)

Or d'aprés 1'inégalité de Markov et 1'hypothése H, :

3
4 § Bz (x )2, (u | 4 . k.6 *F

| § ‘ ey kK %%, 3 © %2 °n
Plv | V2, (x) - 2 (u_ )] > n/b} < <

Ja K2 kK Tk k' n,] ) .

De plus, d'aprés 1'hypothése H4 : 11 existe des constantes
A>0 et 0 <r <1, indépendantes de u , telles que :
b
£

1 £
P{Z ‘kzl Zk(un,j) - z(un 1.)I > n/4t <A .

LN}

En notant EK : 1'ensemble des (Xl""’xn)’ ol X est défini pour £

k

indices ke {!,...,n}

n n n - _
J( P(Qn,j/(hl,j’...’hn,j) (le-..,Xk)) Pn,‘j(d(xl’.-"xn))
I 0 n
ZO JE P(Qn,j/(hl,j,-o-,hn’j) = (Xl,'..’xk)) Pn,j(d(xl,-..,xk)) <
£
r(n) n 4k P .
P(v . =4) + 2 (._.__._.._I_}._-+Ar)_P(\) .= 2)
£=0 nJ L=r(n)+1 n n, j

par conséquent, pour n 2 n et pour tout j € R

2’ n

Pt ) g PGv s r(m) ¢ AL T By
n,] n, ]

b
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et

* - *
P{sup [z (y)-z2(]>ntcP@)s | Pl_.sr@)+
. b
yeS_€ JeRn
148
4k, 6
+
+ Card R . (A r(n)+l 2 n
‘ n
I+
r(n)+l 4 Fn k2 6n i
<Card R. . Max P(v_ . <r(n)) +F . A .r +
n LR n,j n "
I€%
Or d'aprés le lemme 5 : [Card R_ . Max P(v_ . g r(n))] est le terme
n . n,j nzl
JeR
n
général d'une série convergente.
D'autre part, en posant vy = v(K)
y = E viX .Y = F . Log n s, pour tout p de ](Ll],
o n, ] n nop
jery
n assez grand
npy_ ny'
F < = .
n $Togn = Togn pour n assez grand
Par suite :
r(n)+1 o LB Logx IR7p
AoF -t ey Tog n © " P Y Togm
avec R =~¢' Logr et pour p assez petit on a
z F . A" . rr(n)+l <+ o
nzl
- 1+8 1+8
par conséquent, selon que : Fn . Gn —7;4-0 » Ou que : nzl Fn . Gn <

~

zé converge en probabilité, ou presque complétement.



_35_

k

Discussdion : Cas oo X =R , k21 .

Supposons que K soit un compact de IJK , kK 2 1, on peut sans

perte de généralité, supposer :
k C [o,1]*
Munissons iRk , k21, de la distance d, définie par :

Vx = (Xpperen®) 50 Y = (Y eeesyy)

K
d(x,y) = max %, -y,

supposons que V désigne, dans 1'hypothése H1 , la mesure de Lebesgue
k
sur R, et que (Xn,j)

k ‘ ~
BL]] par des cellules d'aréte

, pour tout n , soit un quadrillage de

1eF
n 1

s(n)
On do tout § = !
a donc, pour tout n n ST
_ 1 Log n
et viX .) = > pour n assez grand .
n, ] k
s(n) np
Mais : F . 6]+B < 61+B s(n)k = s(n)k_(1+8)
n n n
< [ n 1-(1+B/k)
Log o
et donc si 1.+ B8 > (l+a)k od a > 1
oL 61+B < (.I:'_(lg_t.l_)a,

n n n

Théonéme 11.2.- Dans les conditions précises ci-dessus, pour que

-~

z; converge en probabilité vers, il suffit, dans l'hypothése H3 , que

B+1>k, ol k est la dimension de 1l'espace.

~

Pour que z; converge presque complétement vers =z, il suffit que,

dans 1'hypothése H

3 B+]>(1+(’.)k9_l_\l_0(.>l
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Remarque : Les méthodes développées dans ce chapitre permettent
de revenir utilement sur le probléme du chapitre précédent, en supposant
cette fois que toute mesure du phénoméne physique &tudié est entaché d'une

certaine erreur.

Nous faisons toujours les hypothéses H1 et H2 , et nous

plagons notre étude sous 1'hypothése du lemme 5.
Cependant, la fonction aléatoire Z est supposée fixe, et donc

égale, comme dans le chapitre précédent, d une fonction =z continue.

Il nous reste & modéliser les erreurs de mesures ; nous SuUpPposons
que toute mesure de z en un point x comporte une erreur additive
représentée par une variable aléatoire EX ; autrement dit, ce qui est
observé, c'est : z(x) + Ex ; mous supposerons que EX est une variable
aléatoire centrée (Cette hypothése revient 3 dire que, si EX n'est pas
centrée, sa moyenne est connue de 1l'expérimentateur qui peut procéder 3 la

correction adéquate).
Nous supposerons également que

G.) sup Var(E ) = ¢ < + o
1 X
xeX

G.) EX posséde des moments de tout ordre, pour tout X € X .

2
k k-2
G3) Pour tout k > 2 , pour tout x e X , E(Ex) <¢c .M . k!
ol M est une constante indépendante de k et de x.
Un échantillon de taille n comprendra donc
% n répartitions ponctuelles : f;(w) S eeees f;(w) , ot ,

pour tout 1 = 1,...,n

£ = B W 5 5= 1 e NE W30} .

b
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¥ n ensembles de mesures erronnées : pour tout i = 1,...,n :

O + B @ 50 = L, NEW 5 0)

Nous ferons enfin 1'hypothése d'indépendance entre les diverses erreurs
yp p

G Pour tout i =1,...,n0 et j = 1,..., N(f;(w); X), les

4)

variables aléatoires E ont pour loi la loi de EX au point x = xg(w)

(i,3)

et sont indépendantes entre elles.

Avec les notations déjd utilisées dans ce chapitre, posons

—_ ] n,

z_ = ) ( ) (z(x, ) v By ) 1

n e T Voo, KER k,] X Xn

jeL  m,j keR . s3 3
avec la convention : z =0 sur X . si v .=0
n n,j m,]J
£ X {x e X_ . : N(E , {x}) >0}

e Xk,j € {x e 0, K

Voyons maintenant que, sous ces conditions z  ~converge vers z presque

complétement, au sens de la définition II.2.

On fixe ¢ > O de fagon que § ne soit pas vide, et n assez
-€

grand (n > nl) pour que 6n < g€ 3 mn est un nombre positif fixé arbi-

trairement ; on a, comme dans la démonstration du théoréme II.l

fsup |z () -2z >n1C U @

. n,j
yeS_E JeRn

1 ~
Q . =1 sup N (z(x, .) +BEv ) - z(y)| > n}
v k,] X .
n,j keR_ . k,]
n, j

Comme 2z est continue sur le compact K , il existe n, x> 0, tel que,

pour m z n, :

max sup lz(x) - z(y)| < n/2
j(—:Rn (x,y)eXn ;

b



_38_

Donc, pour tout n 2 n2 et tout J e Rn » pour tout Yy € Xn i
3

== I G D - so— [ [2G 0 -z sz .
n,j keR . °J Yn,j keR_ . »1
n,J] n,}

Par conséquent, pour tout n » n, et tout jJ € R.n

2
1
QL. <{ ) Ev | > n/2}
R I keR_ K, i
et
Plswp |2 () -2m|>nbs §op—| T B |>n/2).
n . . X .

yeS_e JeRn n, j keRn i k,]

Avec les notations de la démonstration précédente,

1
P{ ) Ev | > n/2} =
Yn,i keR_ . *k,j
n,
1 n n
P{ | Z En [>n/2/ (h, .;...h0 .) = (x seeesX )P P L(dx,,...,dx )
f vn,j keR . Xk,j 1,3 n,j 1 n n,J 1 n
n,J
o 1 n n
= ) J P{v | 7 E; | > n/2 7/ (h1 j;...;hn j) =
£=0 EZ n,j keRn,j K, ]
= (XI’ ..,xn)} Pn j(dxl,...,dxn)

’

f

n
1 n n

Pi= E 2 h .;...3h .) =

Ll ML ) o e Ol

= (Xl""’xn)} Pn j(dxl"°°’dxn)

>

et pour tout (Xl""’xn) € E, , d'aprés G4 s

1 n
P{| } E_|>n/2/ (h] .;3...3h
L keK, XK Is]

1
Pl | Y E_ | >n/2}

£ X

keKK k
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et, d'aprés G1 s G2 s G3 et une inégalité voisine de celle de Frechet [15]

P{%i ] E ‘>ﬂ/2}52exp[-£n2/ (8c+2nM)1
keK, X

2 .
Alors, en posant rn = expE— n / (8c+ 2n M)] , on obtient :

pl—— | ] Ev | > n/2} s
Vn,j keRn ; Xk,j
r(n) 2 ya r(n)+1
z P{v .=4}+ 2 Z r-.P{v .=4LYgP{v .sr(n}+2¢«r .
£=0 0,1 L=r(n)+1 n n,J n,J n

Ainsi, P{ sup IE (y) - z(y)l > n} < Card(R ) . max P{v . g r(n)} +
n n . n, j
yeS_E JeRn

r (n)+1
+ 2 Card(Rn) rn .

D'aprés la démonstration précédente, sous les hypothéses du

lemme 5, le terme de gauche est le terme général d'une série convergente.
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CHAPITRE ITI

ESTIMATION DU CONTOUR DISCONTINU DU SUPPORT D’UNE
REPARTITION PONCTUELLE ALEATOIRE,

- —— " —— —— - - - — A i (Y o — o Y — - — - ———

1 - PRESENTATION DU PROBLEME.

L'origine du probl@me remonte & un article de J. GEFFROY, en
1964, [I], qui €tudiait 1'estimation du contour du support d'une loi de
probabilité sur le plan, ce contour &tait supposé délimité par 1'axe des
abscisses, les verticales {x = 0} et {x =1} et une fonction positive

continue 1.

Ce probléme devrait &tre repris et prolongé par plusieurs
éléves de Geffroy, notamment J. CHEVALIER, en 1976, Dﬂ, qui considérait
un support délimité par une courbe continliment différentiable, et par
M.H. GENSBITTEL, en 1979 [IV], qui étudiait le probléme de 1'estimation
du support d'une répartition ﬁonctuelle aléatoire, quand ce support est

de la forme indiquée dans le paragraphe ci-dessus.

Nous nous proposons, dans ce chapitre, d'étendre les résultats
de ces différents auteurs, au cas oi Y n'est plus continu, mais présente

des discontinuités de premiére espace.

I1 convient tout d'abord de procéder & quelques rappels &lémen-
taires concernant 1'espace D[b,l] 3 on trouvera la démonstration de ces

quelques propriétés dans le livre de BILLINGSLEY [XVi].
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D[b,a] ou Da désigne l'espace des fonctions ¢ définies

sur [0,a] continue & droite et ayant des limites & gauche :

lim ¢(y) existe et &(x+) = ¥(x)
y¥x

D Vx e [0,a] , ¥

1lim ¥(y) existe
y+x

2) Vxe]O,a] , P(x)

Les éléments de D[0,a] ne présentent donc que des discontinuités
de premiére espéce ; pour toute fonction ¢ de D[O,a] et tout intervalle

de [O,a] on pose
WQ(I) = sup{|o(x) - e(y)| , x, ye I}

Un résultat élémentaire mais essentiel pour notre étude est le suivant

Proprniete 111.1.- Soit ¢ un élément de D] et € un nombre

positif fixé& ; il existe une partition de BLI] i 0=x < X < eee < Xp =

telle que :
W¢([ki_l,xi[> <eg , pour tout i = 1,...,0 .

On en déduit notamment qu'il existe, pour ¢ € D1 , au plus
un nombre fini de sauts de hauteur absolue supérieure 3 un nombre positif
donné ; par conséquent 1'ensemble des points de discontinuités de ¢ est

au plus dénombrable, et ¢ est bornée et mesurable.

Il est clair que DI n'est pas séparable pour la distance

uniforme :

u(d,¥) = sup [P - ¥ ]| .

Aussi bien, dans le probléme que nous nous posons, ne peut—-on

espérer voir notre estimateur (une fonction en escalier aléatoire) converger
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uniformément vers une fonction ¢ présentant des discontinuité@s inconnues ;
il faudra donc se contenter de distances plus faibles ; dans ce chapitre,

nous utiliserons essentiellement la distance L définie par
1
L(e,¥) = f |[0(x) - ¥(x)|dx
0

et la distance de Skorokhod dS dont nous rappelons plus loin la définition ;

dS est plus forte que L, mais l'emploi de 1'une ou 1'autre est justifié
par le fait que pour 1L , 1'estimateur que nous utilisons est toujours
q p q J

1'estimateur défini par Geffroy, tandis que, pour dS s la construction de

1'estimateur sera, on le verra lus compliqué.
b4 s

Soit A la classe des fonctions strictement croissantes et
continues de BLl] dans lui-mé€me ; pour tout couple (f,¥) d'éléments

de D1 , On pose :

ds(lﬂ,‘{f) ={inf e >0 :94re A : sup_|A(x) - x| g€
xe |0, 1

e}

A

sup ‘@(x) - W(Ax)l
xe| 0,1

Une suite (@n) converge dans (Dl,ds) vers & si et

seulement si il existe une suite (An) d'élément de A telle que

( lim sup lkn(x) - A(x)l = 0

n X€[b,1

lim sup ‘ﬂ i ) - &(A(x))‘ =0
n xe[Q,l non

\

Bien entendu, on peut remplacer la seconde condition par

lim sup I@ (x) - o(x (x))l =0
n n
n xel0,1

(D,,d_.) est un espace métrique séparable.
1’%s q
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Dans la suite, nous utiliserons des notations qu'il faut mieux

préciser une fois pour toutes :

f est une répartition ponctuelle aléatoire, sur le plan rapporté
3 un certain systéme d'axes rectangulaires (0x,0y) , définie sur un espace

de probabilité (Q,A,P).

Le support de £ est définie par
2 -
S={(x,y) eR" , 0sx<1,0c<y <max(®(x) ; o(x ))}

ol ¢ est un élément de D1 et ®(x ) la notation classique pour

lim &(s) .
stx

Remarque : Il convient de vérifier que S est bien fermé ;
pour ce faire, consid&rons une suite (xn,yn) d'éléments de S qui

converge vers (x,y). On montre tout d'abord qu'il est possible de supposer

que, pour tout n, X est un point de continuité de ¢.

*
e N étant fixé, il existe une suite * de points
n xé, exist u (Xn,k)kém P

de continuité de ¢ qui converge vers X ; si @(x;) < @(xn), on choisit

une suite (Xn,k)kéN* décroissante ; pour k assez grand, on a :
D ox . o-x ] <4
n,k n n
) Jex. ) - o) < =
‘ n,k n 2n
il est donc possible de choisir un point Yo % tel que :
*
n
1 - . -
[yn,k yn| < = et yn,k <<®(xn’k ) (= <I>(xn’k )) si @(xn) > @(xn) ,
n n n n
on choisit une suite (x ) % croissante ; pour k assez grand, on a :

n,k’ keN
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1) lxn,k - X l < —

- |
2) l@(xn’k) - @(xn)l < e

I1 est donc possible de choisir un point Yok tel que
b
: n

, : _
Iyn,k ynl < 2n et yn,k < Q(xn,k ) (= Q(Xn,k )
n n n n

11 est clair que (x 5y ) est aussi une suite d'éléments
n,kn n,k

n
de S qui converge vers (x,y).

Ainsi, on peut sans perte de généralité supposer que (xn,yn)
est une suite de points de S telle que pour tout n, x ~est un point

de continuité de ¢ , et que (xn) est une suite monotone ;

- si (Xn) est décroissante, on obtient

y = limy_ < lim ¢(x ) = &(x) < max(®(x) ; o(x ))
n n

- si (xn) est croissante, on obtient

y = lim Y, < lim @(xn) = o(x ) < max (®(x) ; @(x—)) .
n n

On se propose d'estimer ¢ & 1'aide d'un échantillon de

taille n de f : fl""’fn par une fonction empirique @n définie

au moyen des €léments suivants :

- (kn) est une suite d'entiers positifs qui tend vers

1'infini avec n.
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r—1 r -
Dn,r = {(x,y) € R = sx<k—— , OsySmax[:@(x) ; 0(x )]}
n n
pour r = 1,2,...,kn_1
k )
-D . = {xy) eR : E sxs1 , 0sysmx[o(x); 8(x)]}
™% n
. 5, = {(x,y) eﬁRZ Ji, 1 si<n: f?{(x,y)} > 0} pour we Q
s  =g"np , r=1,...,k
n,r n,r n
. =0 si 80 =9
n,r n,r
o = max {y, (x,y) € ¥ } si s £
" “n,r ? g n,r n,r

n
W _ w
Qn(x) - rzl Un,r l[r—]/kn , r/kn[(x)

Etant entendu, que pour r = kn , il convient de fermer

. r~1 r . P - . o
1'intervalle [ [ mais nous négligeons désormais ce détail.

T

n n
On remarque que cet estimateur n'est autre que celui proposé

par Gensbittel dans le cas ol ¢ est continu ; il est amusant de constater

que, pour le cas que nous envisageons, cet estimateur est propre dans ce

sens que

(P(¢ € D)) Vn)
n

]
—
-

1

pour tout r = 1,...,kn , Oon notera :

Mn s sup $(x)
’ xel::r—l/kn R r/kn[

m = inf ®(x)
T xe[ﬁ—l/kn , r/kn[
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Pour tout nombre réel positif 2z, on appellera D r(z) la partie
b

de D, , constituée par les points d'ordonnée supérieure ou égale a
H
M -z et E (z) 1'événement consistant en ce qu'aucune partie
n,r n,r
Dn (z) n'est chargée par 1'un des processus ponctuels fi , L= 1,...,n .
r
b

n
En’r(Z) = ;:1 INCES, Dn,r(z)) = 0}

2 - ETUDE DE L'EFFICACITE DE L'ESTIMATION DE @ DANS (D ,L).

On propose deux théorémes concernant une condition suffisante
de convergence, le premier sera analogue & celui proposé par GENSBITTEL [iV]
dans le cas oi@ & est continue, le deuxiéme, en renforcant les hypothéses

sur f sera analogue & celui proposé par GEFFROY [I].

On appellera A(n,z) 1'ensemble des rectangles de cOtés
paralléles aux axes Ox et Oy ; contenus dans S , de hauteur z/2 et
de largeur l/kn , pour z assez petit, cet ensemble n'est pas vide,
et on pose alors :

C p(2) = int P{N(£,B) > 0}
BeA(n,z)
Enfin on appellera B(n,z) 1'ensemble des rectangles de cOtés paralléles
aux axes O0x et Oy , de hauteur z et de largeur l/kn , On pose :

G, (z) = sup PIN(£f.B) > O}
k,n BeA(n,z)
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Theoneme 111 .1.a.- Une condition suffisante pour que .

converge vers ¢ en probabilité (respectivement presque complétement

(p.co.)) dans 1'espace métrique (DI’L) est que pour tout réel positif =z,

la suite un(z) = kn . (1 - Ck (z))" tende vers 0 avec I/n (resp.
n .
que la série de terme général un(z) soit convergente).

Démonsthation : z > 0 @étant fixé, soit :

une partition de [O,l] telle que :

Vi=1,..., : w(b([xj_l , ij < z/8

k

. r r+])
lorsque mn est assez grand chacun des intervalles EE— ,-——[,
n n

el contient au plus un point Xj , 1 =0,...,£ : on

supposera donc sans perte de généralité uve c'est le cas pour tout n.
PP P g s 4 D

On notera K_ 1l'ensemble {0,1,...,k .} et L le sous~-
n n~1 n
ensemble de kn des entiers r tels que Eg; s %;L[ contient un point
n n
x. , (3 =0,1,...,8). Il est facile de vérifier que :

i
rl |
Jo !Wn(x) - @(x)l dx s Z K max [KMn,r U W

reK ~L n
n n

il existe un entier n, tel que pour n 2 n

2 EL-M < ﬁé- sup  9(x) < z/2
n

n,r
reLn n xe[O,l]
k
et I{———I_Ez)l/z

n
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1
Alors 1'dvénement : {J l@n(x) - @(x)] dx > z} implique :
0]
1
{ ) —max[(M _-U ); ™M _-m )] >z/2}
rek -L kn n,r n,r n,r n,r
n n
qui implique & son tour :
U [ 15 22 o
{max | (M - U ) 3 (M - m Y| > z2/2 —}
reK -1 n,r n,T n,r n,r kn £
n n
fed 1! P . - -
Ainsi l1'un des événements : {max[}Mn,r Un,r)’ (Mn,r mn,r)] > z/4}
A e T r+l .
est réalisé pour r € Kn -~ Ln 5 cependant, comme EZ- s —E—[ ne contient
n

pas de point Xj , 1'oscillation de ¢ sur cet intervalle est inférieur

i z/8 , c'est donc un événement :

{(Mn,r - Un,r) > z/4}, pour r € K.rl - Ln s

qui est réalisé, désignons alors par A . le pavé :
N,r,z

r r+l
[‘1‘(; s —E;“[:X [Mn,r - 2/4 , Mn,r - Z/8[

I1 ne contient aucun point de {f,

],...,fn} : 1'événement ci-dessous est

donc réalisé

n
M {N(f.,A )y = 0}
i=1 1" n,r,z

En résumé, on a donc, pour n 2 o,

1 n
{J l@n(x) - @(x)] dx > z} C k) (M {N(fi,A.n . Z) = 0})

0 rekK -L 1=1 T2
n n

et donc

1
P{[ l@ (x) - @(x)! dx > z} < 2 (1 -pP {N(f.,A ) > 0)n .
o o reKn—Ln n,r,2z
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Or, pour re K - L , A est un rectangle contenu dans le support
n n n,r,z
. . ' . . T r+l . e -
de f°, puisque l'oscillation de ¢ sur EZ_ ’—E__[ est inférieur & z/8 ;
n n

on a donc
P(L( ,0) > z) s (k - &) (I - ckn(z/snn sk (- ckn(z/ann

et donc selon que :

kn(l - Ck (z')) — 0 ou

n

L k(1 -¢C (") <+
nxl n

On obtient la convergence en probabilité ou la convergence presque compléte

de notre estimateur dans (DI’L)'

On suppose maintenant que £f°  est une r.p.a. admettant
une mesure moyenne p a densité g par rapport 4 v mesure de Lebesgue
2 . - .
sur R~ , on suppose de plus que f  est (ko,6)~regu11ere , on a alors

le théoréme suivant :

Theoneme TI1T1.7.b.- S'il existe deux constantes positives A

et B telles que :

A< glx,y) £ B V(x,y) € 5 .

Une condition suffisante pour que @n converge en probabilité

et presque complétement vers & dans (DI’L) est que

n
kn - O(Log n

) quand n > + © ,
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Demonstration : z > 0 étant fixé , soit

une partition de BLI] telle que :

Vie {1,...,8} : %([Xj-l’ij < z/8

quand n devient grand, chacun des intervalles EE— ,-%;l[ s, T = O,l,...,kn_l
n n

contient au plus un point Xj , J =1,2,...,£ , on supposera que c'est le

cas pour tout n.

On pose K = {o,1, ’kn—l}
L = sous—ensemble des r tel que EE; +l
n d kK &
n n
. . . r T+l
contient un point xj s J = 1,...,4;pour x € In,r = [E; , ig: .

e () = oG] s (M

-U + (M - =
n,r n,r) ( n,r  'n ) A

A
n,r

k
n

JI {@n(x) - @(x)l dx <

n,r

Par conséquent ,

1 A
[heg00 —eeolacs o BEa [ (g 60 - deol ax
I

0 reK ~L n rel
n n n  n,r
A M
< Z Ilz’r + 2 z E’r
reK ~L n rel n
n n
il existe un entier n, tel que pour n 2 n,
M r £
2 Z Rt < 2 —  sup o(x) < z/4
rel. a k [0, 1]
- n xe|0,
k
et - r_‘z > 1/2 .
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On a alors :

1
|6 (x) = 6(x)| dx € 2 Z_+ 2 sup M -m ) +z/b
JO n n lsr<k -£ n,r n,r
n

avec

Z = sup M -0 )

n l<r<k -L n,r n,r

)83
T r+l . .

comme pour r € Kn - Ln : EE; ’ 7;;[ ne contlent‘pas de point Xj ’

1'oscillation de & sur cet intervalle est inférieur a z/8 et donc :
L(@n,é) < 2 Zn +z/2 ,
ce qui prouve 1'inclusion :
{L(¢n,¢) >z} C (zn > z/4)

supposons que kn satisfasse & la condition du théoréme :

n e
n

3 g —> 0 : k_ =
n n n Log n

en admettant que : O < z < 4 inf d(x) et comme £ est (ko,é)—réguliére :

xe[0,1]

on a :
= Bz
u®, (2/4) = J gdv s By (2/8) s 75
D _(z/4) n
. n,r
et donc 1l existe n, tel que pour n 2 n, et tout r e,Kn - Ln :
u(Dn,r(z/A)) < §
donc : D (2/4)) > u(d_  (z/4)) [ k
n,r n,r o
or u(D (z/4)) = J g dv = A v(D (z/8)) > Az
n,r - n,r “ 8 k
Dn r(z/4) n
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donc ¢ pour n > n et tout r € Kn - L

2 n
Az
A
o n
et
n
P(En’r(2/4)) s (1 - A(Dn’r(ZM)))
z.\n - _ A
< (] - -k—) ou o = 3 &
n o
or
P(Z_ > z/4) = P( U En’r(z/A)) < N P(En’r(z/4))
reK -L reK -L
n n n n
d'od
az.n 0z, n
P(L(2 ,9) > z) k =L (1 - ) sk (1= )
n n
or
0z |11 " €n az Log n.n
wn(z) - kn(] Tk )= Log n (- n e )
n n
noe e- az Log n/en i (1- az /en)
Log n n

et, il existe n, > n tel que, Vh > n, ,

3 2 3
€n 0z
< 1 et 1 - < =2
Log n En

donc w (z) <n
n

' Log n
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3 - LOI LIMITE DE L(2_,2).

Dans 1'hypothése ol £ est un processus ponctuel de Poisson,
de paramétre ¢ . A ol A est la restriction de la mesure de Lebesgue
4 S ; nous allons chercher la loi limite de L(@n,é) ; nous procéderons

par ordre de complexité croissante en examinant les deux cas sulvants :
1) & est contante,

2) & est une fonction en escalier.

Jep Cas

Theoneme 111.2.- Supposons que Y(x) = a ol a est une

). Dans ces conditions on a :

.. n
constante positive, et que k =0
P 2 4 n (Log n

DS 1 ,0) - vk —— N(O,1) .
e o ® n
n

Démonstration : £, ...,fn étant indépendants et de méme loi

19

n
que f , leur superposition Z fi est un processus ponctuel de Poisson
(2

de paramétre n . Cc . A

S
Sur un rectangle El; , r+][ X [O,a[:= H , la restriction
k k n,r
n n
n L]
de 2 fi est un processus de Poisson de paramétre mn . c . AH .
i=1 0 n,r
Soit Nn Ll ie nombre de points de Z fi tombés dans le
s '___]
rectangle H : sous la condition {N = v} , ces points sont répartis

I,r n,r

comme un échantillon de la loi uniforme sur ce rectangle. Par conséquent :

pour tout u : 0 £ u < a
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pour v = 0O
P(U <u | N = 0) = 1
n,r n,r

. . . . nca .o

Or Nn r suit une loi de Poisson de paramétre = = an si bien que
> n
v
© -3 a a (u/a -1)
PU _suw =7 e "2 HV=e"
s T vi a
v=0

—a

. . P n '
On voit donc que la loi de U . présente une masse e en O , et
. n,

a an(u/a - 1)
que le reste de la masse est réparti par la densité - e entre
0 et a. On déduit

—a a -a_ a an/a X ux
E(U ) =0 . e + J e — X e
n,r a
0
et un calcul simple fournit :
a a °n
E(U )=a-—+—e
n,r a a

n n

on pose :

D'autre part

5 = rl "a_a o, an/a X
E(UT ) =0.¢e + J e — x" e dx
n,r a
0]
donc
sl ) -al_2a ,2a° _2a° T
n,r a 2 2
n a a
n n
et
vV(u_ ) =-EE - Ei eaza _ 2 az e—an = 02
, T 2 2 a -
a a n
n n
Or K
n

£
~
=
o
©
N
i
w,_
=]
0~
~~
Y]
|
c
Nt
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Posons :
a-1U m
E = n’r-—...rl
n,r kn k.n
De fagon que : E(En,r) =0
et V() = V(U )
n,r k2 n,r
n
donc en posant
k k 2
2 n n o
s~ = Var( Z gn,r) = X V(En’r) =
r=1 r=1 n
puisque En 1""’£n K sont indépendantes : compte-tenu de 1'indépendance
R .
n
de la suite (& , et si la condition de Lindeberg ([16],
n,r r=1,...,kn
page 42) est vérifiee
k
1 2
Ve>o0 , = | J g5 dP — 0
s” r=1{]g_ _|zes } ™F
n
on a
| ka L(¢ ,2) - m
Snor=1 ™F o /an
Cependant, on sait que, si (X)) éN* est une suite de variables aléatoires
n’n

qui converge en loi vers X, (an) et (Bn) sont deux suites de nombres
qui convergent vers o et B respectivement, alors

o X + B —L—aX + B

n n n
Posons :

1 —

a
m'=— , o =

n a
n

un calcul simple fournit
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n
____.___._._>l
o} n
n
et
m - m' -a -n.c.a./vk
. L= -Vk e "=-Vk e n
o'/ rE;~ n n
n.c.a Log n N
or g€ — 0
k € n n
n n
Ainsi :
m' - m ~-Log n/e -1/¢ kn
2 L =Vk e "= Vk n R -— dés que €_ < 2,
ot /A P n n
Donc
9, L(@n,@) - m m - m;
T ( ) = ( —— N(0,1)
n a_ [ vk c' / vk
n n n n
a

C'est-3-dire : — vk L(¢_,9) - vk — N(O,1)
a n n n

ou encore : 2C (o ,0) - Vk —to N(0, 1)
Aom n
n

La condition de Lindeberg est, en fait, difficile i vérifier, et nous

- . . nc
allons démontrer directement la convergence en loi de (— L(¢ ,%) - vk )
e n n
n
vers N(O,1) : cherchons la fonction caractéristique de Un .
b ]
itU -a aa a (x/a — 1 .
n,r n n n( / ) 1tx
E(e . ) = e + — e e dx
a
4]
ita+a
-a -a_ a n
n n n e -1
= e + e —_—
a a
it + —
a
-a ita 2
n e - e
= e -+
1l + it —
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Alors : kn
. 1
( 1t(nc//E;uE~ z (a-Un,r) an))
n.r=1
Ele =
~it/E. “a ( tene/ (k)% (a-U ))
n n n,r
= e It Eije
r=1
k
. 3/2 n
it{n.c.a./"k -/k ) -a 1tnca/(kn) 2,
n n n_ e - e
= e e .+ 372
l-itnca/(k ) a
n n
-ita //1-{_ -a kn
r_it(a -1)/Vk ( -a n n n)
n n n e - e
= |e e +
1-it /vVk_
n
ita //k -a kn
it V& ( ita /Vk -a n n n)
n n n n I-e
= |e e
l—it//E;
. k
L ita /Vkx -a n
—it//kn(l—ut//l?r:) e ™ T “)
= le
1-it/vk_
n
or, pour n assez grand :
qlt//E; it i2 2 t2 it i2t2 t2
E———*—~—) = (1 - + L5 OG——)) (1 + — + + 0(=))
1-it/vk vk 2 k k ki k k
n n n n n n n
2 2
t t
=g T OGD
n n

D'autre part posons :

-ita /vk -a
z = ithn e n non

n
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Alors :

= (1'_ Iy n

converge vers 1, compte tenu du fait déja €tabli :

-a
lim/k .e =0 .
o O
Ainsi on a le résultat :
k
1t(nc/ kn'Tc;_ rZ](a-Un,r)_ kn) tz t2 k
lim Ele = lim (] = =— + 0(z)) ©
2k k
n-»>o n--oo n
2
- e £t7/2

qui n'est rien d'autre que la fonction caractéristique de la loi normale

centrée réduite.

Les hypoth&ses concernant le processus f° sont les mémes
que dans 1'étude précédente, mais on suppose cette fois que @ est une
fonction en escalier : on considdre une partition 0 =x < x, <

o 1 N

telle que :
Vi=1,...,8 ; Yxe Eki_];xi[.; o(x) =a, >0 .

Pour n assez grand, les discontinuités appartiennent i des intervalles

r—1 T . -
T irﬂ: non contigus, et nous nous plagons d'emblée dans ce cas.
n n
Pour tout i =1,...,£ , on notera alors k i le nombre d'intervalles

s
de ce type strictement inclus dans [xi_],xi[ , et, pour i = 1,...,£-1

r.—1 r,
on désignera par r. 1'entier tel que X, appartienne a [ ; s F%ﬂ .
n n
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Enfin on pose r, = 0 et 1, = k +1

Les remarques évidentes qui suivent seront utiles dans la

suite :
L
N k=3 k .+ L1
n . n,i
i=1
2) kn,i/kn SR T R (kn,i+2)/kn pour i = 2,...,4-1
3) k. ./k € X.-X. < (k .+D)/k pour i=1 et i=14«
n,1 n i-1 n,1 n .
Pour tout i =1,...,£-1 , on posera :
zin=J LU - o(x)| dx
’ -— . »+ 1
Dﬁ_l/kn’ri/kn[ i
Alors : -1
1 £ i £-1
L(Qn’®> Tk .z z (ai - Un,r) * .z Zi,n :
n i=1 r=r, i=1
1-1
- ' =~ = n
Lemme T. Sous 1'hypothése kn O(Log n) , et pour tout

i=1,...,4:

r.-1
1
L) (@, -u ) - VK - N, .
k. kn r=r t n,r o, 1

n,1 i-1

nc

Dimonstration : Les calculs sont voisins de ceux de la

précédente démonstration : en désignant par j le complexe unité, on

écrit la fonction caractéristique de la variable aléatoire en question :



r.—1
i
. nc 1 .
E(exp[‘]t = T‘;rq; (a Un,r) an’i:{)
n,i i-1
-jtvk ., ri__1 jtnc(ai—Un r)/knl/k .
= e m,1 hii E(e ’ 1y
i1
. — k.
~jtvk .(l-nca./k ) ( -a_ . Jtncai/kn kn,i an,i) o1
n,i i""n n,i , e -
= e e +
1-jtnca./a k vk .
i nn mn,i
oli a = nca./k
b 1 n
. — . jta /Vk  .-a kn i
-jt/vk jta  ./VYk .-a . ,1 ,i “n, ’
- |e n, e D ,1 n,i Il - e )
1-jt/vk .
n,1
jta i/Vk .-a_ kn,i
-it//e . (1— Gt/Vk ) e ™ o1 “’1)
= e n,1 n,1
1-jt/vk_ .
n,1
Comme dans la démonstration précédente :
-je/vk . k .
n,i n,i 2
1i e . -t7/2
im = e
n»e | (1=-3t/vk_ .)
n,1i
d'autre part en remarquant que
-a . -nca./vk
kL oe Mt Ak (x.x. ) e oo
n,i n i 1i-1

on obtient, comme dans la démonstration précédente :

jta_ ./vk_ .-a_ . k_ .
lim (1 = (je/Vk_ .) e n,1 n,1 n,l) n,i_
n,i

n—-o
ce qui achéve la démonstration. Pour poursuivre, nous utiliserons un lemme
de convergence en loi d'apparence classique, mais qui ne figure pas, & notre

connaissance, dans les livres usuels.



- 61 -

* R - .
lemme 2.- Pour tout n € N , on considére un vecteur alatoire

4 composantes indépendantes, des

}

de dimension £ {X i=l,...,£°

et des nombres positifs {o, _}. . On
i,n"i=1,...,4

i,n
nombres {m. }.
i,n i=1,..., £

suppose que

1 {(Xi,n - mi,n)/ci,n}n —— N(0,1) , pour tout i = 1,...,Z

2) 1la suite {o, / /62 + ..+ 02 }  converge vers un
i,n n Z,nn

certain nombre p; » pour tout i=1,...,4
2 2
3) Py *eeot Py = 1
2 .
Alors : z X. - m. )/ /22 + ...+ 02 —— N(O, 1)
i2p 1 i,n 1,n L,n

Démonsthation : D'aprés 1), pour tout i =1,...,£ , et tout

jtX, —m. )/o. _ 2
lim E(e i,n i,n 1,n) - e 1/2 t

n—>ce
et la convergence est uniforme sur tout intervalle borné ; (Feller XVII ,
p. 508). Par conséquent, uniformément sur tout pavé compact, on a, pour

tout (t,,.. .,tﬂ) € IIK :

2 L,
] t. (X, -m, . -1/2 t.
JiZ] 1( i,n ml,n)/gl,n) / izl i
lim E(e = e
N~
. 2 2
P fi- 2 : . = . 0. + ...
our t fi 2, posons tl,n t % n / /él,n + % n et
tl =t Py

Pour ¢ fixé, il existe n > 0 tel que ;
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£
b%ul,...,qz) et (Vl""’YZ) e I [ti_n ; ti+n] :

i=1
£ £

-1/2 Y W -1 Vo2

. i . i
i=1 i=1

- e < €
'

] =~ . . . .
d'aprés 2), pour n assez grand : (tl,n Seeeen ; K,n) € iil [fl_n ; ti+n],
donc :

£ X. -m, £
it Z i,n i,n ~1/2 Z "
i=1 % 9 i=1
0 < |E\ e t ’ - e
£ X, -m, L
it ot 1.0 1,0 -1/2 ) t
i=1 % % 4 i=1 ’
< |[El e i - + €
]
£ £ 9
Jtiz u (X emg /o -1/2 iz uy
g sup E - e + €
£
ul,...,uze'zl[ﬁi—n;ti+n1
t L £
2
jt z t X. -m. /o -1/2 Z t.
2y Lo i,n d,n” Vi,m j=q L
donc, Ve >0:0 < 1lim sup |El e L - e < €
n
£
jt ) (X, -m )//0? +. +0§
_ . . i=1 0 Lo ’ 0 -1/2 t
et, ¢ étant arbitraire : lim E e = e
N>
Les lemmes | et 2 ont pour conséquence :
s _ . - _ n
Propraete T11.72. Sous 1'hypothése k O(Log =)
e AR
—— ] N CPRE U ) = Vk 1 —— N(0, 1)
k Yk =B i=1 orer, | oF
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Démonstration : Le processus f  &étant a accroissements

indépendants, les variables aléatoires

r.-1
i
nc 1 _
= . E; r=§ . (a Un,r) an,i s i=1,...,4
n,i i

sont, pour n fixé, indépendantes ; en posant :

i ki o, i
[ Jre— — . = bd . = 3
Xi,n k z (ai Un,r) ? mi,n n.c °’ Oi,n n.c.
n r=r,
i-1
on a donc, comme dans le lemme 2 :
£
. - m, . . —t N 1
{((Xl,n ml,n) / 01,n)}1=1,...,£ .8 (0, 1)
N> 1=1
d'autre part :
2 2
. / + o, + = vk . + ...+ i=1,...
% / ) m % n kn’l / an,l kn,ﬂ , pour i=l,...,4
et, compte tenu des remarques préliminaires
i . + ... 4 = X. - X,
Lim kn,1/kn,l kn,ﬁ N R
n->o
En posant 1 = in-xi_l , pour i=1,...,£ , nous sommes donc dans les
conditions d'application du lemme 2 : il ne reste plus qu'ad remarquer
£ 2 2 nc £ ri_l
L Xm, ‘)/‘/Oan""JrOZ =— ) ) (a,-U_ )~k -E+1.
ey ,0 . ,n k. /K SFAT izl r=r. i n,r n
n n 1-1
Théonéme 111.3.- Sous les hypothéses : k = 0( 2y et
—— n Log n

n2 = O(ki) , on a :

D¢ 1 ,9) - Yk - 2+1 —— N(O,1)



- 64 -

Demonstnation :

.. . . 2 3 P
a) La condition supplémentaire n° = O(kn) est destinée & rendre
négligeable 1'effet perturbateur du comportement de @n sur les intervalles

oi ¢ est discontinue. Remarquons que cette condition est parfaitement

n

(Log n) ;3 11 suffit par exemple de prendre

compatible avec kn =0

2/3

k = El Log n] pour que les deux conditions soient réalisées.

n
b) La propriété I et un théordme classique (Billingsley, XVI, p.25)

permettent de conclure, dés que l'on a remarqué :

£-1 £
0 < - 2 Z. < 2 (8~1) . — B¢ . max {a.}
/kn—!,+1 i=1 b0 k /kn—£+1 i=1 1
£-1
donc : (nc / vk ~€+1) } Z, ——s 0 .
n 1,n p.S.

i=1

Pour terminer ce paragraphe, rappelons le résultat obtenu

par M.H. GENSBITTEL (IV) dans le cas ot ® est constante, f un processus

. - _ n
ponctuel de Poisson de paramétres, c AS et kn O(Log =
Log(k_)
n n
T~ Sup |¢n(x) @(x)] S

n xe[b,l
converge en loi vers la loi de GUMBEL de fonction de répartition :

CZ)

F(z) = exp(~e , z>0

+
n1/1 Y

Si ¢ est lipschitzienne d'ordre vy et si, en outre, = O(kn),

on obtient le méme résultat.
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4 - DETECTION D'UN SAUT DE LA FONCTION ¢,

On suppose que ¢ est uniformément continue sur [b,xO[ et

[?0,1] , et présente un saut de hauteur z, en X,

z = lim I@(x) - @(xo)l .

X4xX
o)

On se propose d'estimer X, et z, s pour cela, on reprend
1'estimateur o de ¢ déja utilisé et on note Xn 1'abscisse du plus
grand saut de @n , 11 se peut, naturellement, que Xn ne soit pas
déterminé de fagon unique, dans ce cas, on fait un choix arbitraire ; de
toute fagon, comme on va le voir, Xn est p.s. défini pour n assez grand,

posons donc :

Vr = ek

B o= lim |<I>n(X) - <I>(1—(r—)| ;
xtr/k n
n
= %
X = —— de telle sorte que : r=1,...,k : H = H
n kn n-} s r
Zn = HX + HX + HX .
n-1 n n+l
r r +l
Pour tout n , on note ros 1'entier tel que : E;—s x < kn

Nous allons démontrer que X 2,5, z £52 (ou p.co)
n n ) n n o

sous des conditions analogues 3 celle du théoréme III.l.a.

A - Convergence de X .

Posons z : z0/9 , et fixons un entier n, tel que 1l'oscillation

de ¢ soit inférieur &4 z/2 , pour n 2 n

. T r+l
a) sur tout intervalle E—— ,-—~—[ . r#r
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r +1

T
b) sur [Ei . Xo[> et sur [XO s in [ .

C

Avec des notations déja précisées, supposons () En .z
’ b

r#r
réalisé, alors, pour tout couple (r, r+l) tel que °

r #r et r+l #r ona:
o o

Vee (5L ZH0 L We B2, 22
n n n n
,®n(x)—®n(Y)l s 'Qn(x)_Mn,rl * 'Mﬁ,r—Mn,r+]i * an,r+1_(I>n(Y)l

<z + 2z/2+ 2z < 20/3 .

r r +1
Considérons maintenant 1'intervalle Etg s —%—-[ et supposons sans perte
n n

de généralité, que :

o(x ) < lim o(x) = ¢(x )
(o] (o]

x4+x
o
Notons :
' = min ® (%) M; oz max d(x) .
0T »2 r /k gx<x ’To? X <x<r +1/k
o' 'm o o o n
I1 est clair que
m; r ,z Mﬁ r L,z % T 2z/2
b O’ 2 0’
et comme :
; r o,z SM 1 et Mé r,z 2 M r+1 2
n n,r - n
3 O’ ’ o » O’ b o
On obtient
z = 22z

_M >
n,r ~1 n,r +1 o
o] o
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par conséquent :

c rojl r. r0+1 ro+2
si M n,r.z est réalisé, et si x € ETZ_“ , E—[ et y e [ T X [
r#r0 n n n n
o) -— -} M - - -_
n(x) ¢n(y) g Qn(x) ‘dn,r +1 g n,r -1 2 Mh,r +1 g zo 32 > 2 zo/3 i
o 0 0
r, r0+l
et s1 u € [—E— s —E“—[ :
n n
max{|<pn(x)—q>n(u)| ; [@n(u)—@n(y)l} >z /3
ce qui implique :
ro ro+1
{x = E‘“} {X = K } ’
n n
et donc {x - x| < wL&
n o k ?
n
En résumé ; pour n assez grand, dépendant de ¢ wuniquement ,
EC C X -x | <
T n,r,z n o} kn
)
et d'aprés ce qui précéde, ceci implique :
PIX - x| <o} s k-1) A-c .
n o k N n k
n n
Remarque : Le cas d'un nombre fini de discontinuités
X S ee. <X, sE traite de fagon similaire :
soient : z, ”;"ZK les hauteurs de ces discontinuités,

X, < vuou < Xz les abscisses des £ plus grands
sauts de &
n

tel que :

z = min(zl,...,zt)/9 , et mn,
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1) Vﬁ = 1,...,4~1 , Xj et Xj+1 n'appartiennent pas i des
. r r+l . e L
intervalles [T(— s T[ jointifs.
n n
. r r+l
2) osc(d) < z/2 sur tout intervalle E;— ,-E——[ tel
n n
que T # TyseeesTy o
r. . - ) r.+]
3) osc(®) < z¥2 sur tout intervalle EEL H x.[ et E{. , i [
n J J n
ji=1,...,2 .
Si (\1 EC est réalisé, pour (r , r+l) tel que r # r,
n’r’z J
r#rj
j=l,..4, L
. . r r+l r+] r+2
et r+l # rj s J=1l,...,8 , et si x € EZ_ ,~§r—[ s ye lg— 3w Lo
n n n n
alors :

lo_()-e_ ()] < 32

De la méme fagon que précédemment on a :

r.+1 r.+2

J J
y € [k * Tk
n n n n

si

r,
[, ue E:l, i
n

max{lén(x) - @n(u)', l@n(u)—Qn(y)l} > 3z

et finalement on obtient :

]

| < —
i k
n

P([Xt; - x

B - Convengence de z .

On €tudie maintenant la convergence de

n,

pour z < Zo/9 et pour mn » n,

M EC (Z)C{IX - x | <
n,r n o)
r#ro

k

—}

n

k
n

Z
n

vores %] - x| <~1;';} <k -B (-c (22"

n

n
(1 - Ck (2z))" .
n

, d'aprés la partie A :
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. L 1 P
et si 1'événement {|Xn - xol < ifJ est réalisé, la somme

n

Z = HX + H, +H comporte nécessairement les sauts de la fonction
n X X
n—1 n n+l
. T r +1
Qn aux extrémités Eg- et z de 1'intervalle contenant X auquels
n n
s'ajoute un saut de ®n entre deux intervalles ne contenant pas de discon-
%o
tinuité. Ce dernier saut est HX ou H selon que X = — ou
X n k
n-1 n+1 n
ro+1 ro
Xn = et, nous supposerons sans perte de généralité , que Xn =T
n n
alors, Hy < 3z d'aprés le partie A,
n—1
Désignons sous les hypothéses de la partie A, (@(xo) < Q(XO)) ,
par (z) la partie de D constitude par les points d'ordonnée
n,r n,r
supérieure ou égale a M’ - 2z , et posons :
n,r _,Z

n
E'  (z) = M {N(f.,D
n,r 1 1L

b »

L @) = 0}
o ,

o i=1

si E'© 2N (M EC (z)) est réalisé, et si :
n,r n,r
o r#r
o)
ro—l ro ro ro+l rofl r0+2
ve 5 el vely =0 velbg—» 1L
n n n n n n
On a
B +He = e (v) - e (] + lo (w - 2 ()|
n n+1
ro ro - -
= |®n(v) B Mn,r -1 * Mn,r -1 Q(Efo * Q(ﬂfo - <I>(Xo) * Q(xo) - Qn(u)l
o o n n
r0+] ro+1
o - -0 - -
* ‘ n(u) (I)(XO) * Q(XO) ( kn ) * q)( kn ) n’r0+1 ¥ Mn,ro+l (Pn(w)l

N

z + z/2 + z/2 + |®(x;) - ®n(u)| + ‘Qn(u) - @(xo)| + z/2 + z/2 + 2

donc z 57z + |@(x;) - @n(u)| + )@n(u) - @(xo)l
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Trois cas sont & envisager :
*  gi @n(u) € Eb(xo) 3 @(x;)] , alors
Zn < 7z + z, -
* si 0 (u) > @(x;) , alors
Z,< 7z + 2+ 202 (u) - (x)) § 8z + z_
* si @n(u) < @(xo) , alors :
Zn < 7z + z + 2(®(xo) - @n(u)) < 9z + z_ -

Ainsi dans tous les cas :

Z < 9z + z
n o

De méme :
2, = 0(x ) - o(x) < l@(xo) - @n(u)l + |¢n(u) - @(xo)l
r Y
s o = ex) + o@D - oD + L AR N O)
n n o] [o]
r —1 r +1
+ e () = elx ) + o ;Zn ) - ;n A N o ()|

IA

HX +2z/2 +2/2 + 2z + HX +2/2 +2/2+ 2z < HX + HX + 4z
n n+l n n+l

< Z + 4z
n

par conséquent :

E;fr (z) N (M E;,r (z)) C {IZn - zol < 9z} ,
) r%ro o
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donc :
-~ 1
p{lz, -z ] < 92} < P(E]  (2)) + Y P(E, (2))
0 r#r
o
' - _ n
CREL L @)+ ) (- ¢ (@)
0 n
r +1

Mais on sait que l'oscillation de ¢ sur [? , [ est inférieure

r +]

a z/2 ; le pavé E( ] [ 0,z -z, Mﬁ,r bz z/Z] est donc
contenu dans S. D'autre part, comme l'oscillation de ¢ sur Eﬁz s

egt inférieure 3 z/2 , comme 2z < zo/9 , et comme ¢(xo) > @(xo) y

Eﬁi x ] DM; oLz M - 2/2] C 8
’ 3 o’

=}

Par conséquent :

P(E,, (D) < 0 -G ()"

n

n
et : P(lzn zol <92) sk . (1=-C (2)
ol
dés que 9z < z, et que n est supérieur 3 un entier n, dépendant

de ¢ par 1'intermédiaire de z.

On peut donc énoncer le théoréme

xo[

Théoneme 111.4.- Une condition suffisante pour que Xn converge

en probabilité vers x_ , et pour que Zn converge en probabilité vers

est que, pour tout z > 0 , lim kn(l - Ck (z))n = 0 , pour que ces convergences

Z
o]

n-»o n

soient presque compléte il suffit que :

] kx (-c @)°

nzl n
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5 - ETUDE DE LA CONVERGENCE AU SENS DE SKOROKHOD,

z étant un nombre positif fixé, on construit un estimateur

@no en modifiant

;;W

® (w) =
n
r

i &~

1

Pour ce faire on pose :

z
1 o -
sur [O,AE;[ @n (w) = Un,l

1 2 o
sur [t;', -:;[ e (w) =
\\3 ®
U
n,l
w
4Un,3
2 /
2 3 o _
sur |7, E*[ @n (w) =
n n \\\x
w
Un,2
D'une fagon générale :
sue 21, I
k
n n
w
4Un,r
z ////
¢ (w) =
w
n,r—1

w
n,r 1l:r—l/kn,r/kn]: :

si U

sinon .

a été modifié& sur la cellule

% (w)
([ précédente.
ou

. w
\31 IUn,Z

siﬁ "
Un,3l < Eolh

? (w) n'a pas &té& modifié sur la
n cellule précédente

. et
s1 w
151 IUn,Z -

Ug,3| g 20/4

@n(m) a été modifié sur la cellule
précédente.
. ou
St W W
i |U ~-U <z [4,
st ‘ n,r-—1 n,rl 0/

¢ (w) n'a pas été modifié sur la
n s o
cellule précédente

. w w
LSl ‘Un,r—l Un,rl z zo/4 )
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Posons =z = z0/12

Il existe une partition de [b,]] :

Telle que 1l'oscillation de ¢ soit sur chaque intervalle

[Xj—l’xj[ , j=1,...,£ inférieure a z/2.

Il existe un entier n, tel que, pour tout n 2 n, les

1

points Xj , (j=1,...,8) soient séparés par au moins trois intervalles
r

r—1 r j-1 j .
Eif— . E»[ , on notera [ " ,-E—[ 1'intervalle contenant xj R
n n n n
(G=1, ..., 8-1).
L'oscillation de ® est donc inférieure & z/2 sur chaque
intervalle EEZL -E;[ r#¢r ces f et aussi sur chaque intervalle
k k 1 > -1
n n
"i-1 i
de la forme [k R xj[ ou [xj R _IE—[: , J = 1,000,481
n n
Les seuls sauts de @ de hauteur supérieure 4 2z/2 ne peuvent
8tre, s'ils existent, qu'aux points XiseeesXp g
C - o o 4
Supposons que rw En r(z) réalisé, et considérons
r#rl,...,rz_1 ’
. - . r—1 T r r+1
deux intervalles consécutifs Ir = 72:—,-E;[ et Ir+l = EE; ,-i;f[,

z/2.

(W1

ne contenant pas de discontinuité de hauteur supérieure

|

V& € Ir s V& € Ir+ ¢ 4y

, n,r—Un,r+l l@n(x)~®(x)+®(x)—®(y)+@(y)—¢n(y)‘

2z + sup |¢(x)—®(Y)I
err

A

yeIr+1

z /4

o

N
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par conséquent

z
o - =
Yy e Lo o % D =0 Ly =)
P . c o 1e
Il en résulte que, si (w E (z) est réalisé, les

n,r
r#rl,...,rz ’
z

. o . .
seuls intervalles sur lesquels @n # @n » sont parmli les intervalles

I, ou Ir‘+1 , § o= 1,...,£8-1
J ]

La définition d'une fonction convenable dans A se fait alors

de la facgon suivante :

pour w fixé dans rw EE r(z) . on note
r#rl,...,rz_l

L* ..., Tx, Ir*
1 rs s+l

*
w1 0 LX)
t
z
les intervalles oii 1'estimateur @no est différent de Qn 3

%* * %

* . . <
[ e X XS+1 g oe ey xt les abscisses de hauteur supérieure 3 z/2

dans I * ,..., I * seeey I % . On pose
+
T Tori™l Tetl

A étant ensuite définie par interpolation linéaire entre les points

*_ * I
r, - r r

1 * 1 * n 1 “ ~
(—if— ,-Xl) R (E_ > x]) R ﬁ;— s ) . On procéde de m@me pour

n n n n

I*,..., I * , d'autre part : on pose :

r r

22 s

1:1"l :+1—] r:+1+1 * :+1 2 :+1+2
A( ” ) = X s A( k ) X4l 0 A( i ) = "
n n n n

A &tant ensuite définie par interpolation linéaire entre les points
* oo r* £ +1
s+1 .o sHly o, s+1 LUk )

s w A T
n n n

r
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I *

FEEERER rt+1 . On compléte

On procéde de méme pour Ir*
s+2

en posant : A(X) = x sur tous les autres intervalles.

I1 est clair que :

* * %

1 ox Yo+ Teer™
sup l)\(x)—x‘ = Max{— - x, , s T »
k 1 k 0 k
xe[O,l n n n
*
e A
s+l ’ >k Yk
n n
D'autre part :
%5
®n est égale a Un,rT—l sur IrT-l et sur IrT , cppendant ,
comme Ir*—l est un intervalle sur lequel X(x) = x .
sup U o*x - o(A(x))| = sup lu  »_ - o(x)| < z
Xelr*_] n,r -1 XEIr*-l n,r, 1

1 1

Alors pour tout y € Ir*_

) 1

sup U ¥ - @(A(x))l < ]U L @(y)l + sup I@(y) - @(A(x))‘
xel * R l o,Ty : xel *
Ty T

A

z +z/2 + z/2 = 2z

*
. r-! *
puisque A(x) parcourt E}E—— ,'xl[ quand x parcourt Ir*
A a 1
z
0 - N .
De plus, sur IrT+1 ’ Qn est égal a Un,rT+l et on salt que
sup |U * - @(x)‘ < z 3 cependant si x parcourt I *
xel % n,r1+1 r1+l ’
r1+l v
* *
" r1+1 x r,
A(x) parcourt Egl » [_ , 1l'oscillation de ¢ sur [xl ,-——[ et
" " n n
r1 r]+1
sur EZ~ 'y [ étant inférieure 3 z/2 om a :

n n
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* —
sup Un,r +1 @(A(x))[ < 2z
xXel * 1
r. +1
|
On obtient les mémes majorations sur Ir*—l 5 Ir* 3 Ir*+1 P Ir*_] H
2 2 s
*
Ir i Ir*+l
s
z
Enfin, © ° est égal 4 U S . sur T * _; et
n n’s+1 rs+1
sup |U * - @(A(x))l = sup u * - @(x)[ <z
xel * - BT ! xel * . Ml !
rs+l rs+1
z
Cependant, comme & ° est égale a U * sur 1 * on a
n n,r r
s+l s+1
4] * - U *_ll<3z
n,r_ ., nLr oL
z
et sur I * +1 ° on a encore ¢ 0= U *
LI n LT
Cependant quand x décrit I * I * + 2 A(x)
rs+l rs+1
r* -1
" - * . : U .
décrit E_E%l_— s xs+]E. donc 1'oscillation de &(A(x)) est inférieur a z/2 .
n
On a donc
V& € Ir* -1 sup IU r* - @(A(x))l <
s+1 xel ¥ UL * . BRI
rs+] rS+]
<u * -U x|+ U * - ey
n,rS+l n,rs+1 1 n,rs+1 1
+ sup lo(y) - oA (x))|
xel * (I %
+
rs+1 rs+] 1

<3z + 2z +2z =5z <z
o)
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*

: r .+
. P o * . s+l
Enfin, quand x décrit I * 49 A(x) décerit E¥s+1 ; "
s+l n
donc 1'oscillation de &(A(x)) est inférieur a z/2 , cependant :
* - <
sup IUn,r +2 o(x))| < z
xel * s+1
+2
s+1
par conséquent
* - .
sup IUn,r +2 @(x(x))l < 2z
err* +2 s+l
s+2
On procéde aux mémes majorations pour I * . 3 I % s L * FRREREY
Fs+2 Ts+2 Fs+2
. . c . . .
En conclusion : 51 w € rj En r(z) , 11 existe une fonction

r#r],...,rK
A € A (dépendant de w) telle que :

sup |A(x) - xI < 2/k
x€ 0,1 n

Z .
sup l@ O(x) - @(A(x))l < z
xe[0, 1 n ©

\

donc

z
c o
" | l . En,r(z) CI{ds(q)n , ®) < max(Z/kn, zo)}
TFT 5Ty

et pour n assez grand :

zZ
[ ] C (o]
# r En,r(z) < {ds(q)n » @) < Zo)}
L R Y

Par conséquent :

4

(0]
P{ds(@n

N

) P(E )
r#r],...,rﬂ

) (1= ()"
r%rl,...,rz ’

,0) >z }
o]

N

A

n
(k -0) (1= C (2)

n

N

n
k) (r-2¢, (2z))
n

2

C.
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On vient de construire, pour z fixé, un estimateur qui ne
converge pas vers ¢, mais d'une certaine fagon vers la boule de centre ¢

et de rayon z dans 1l'espace (D],ds).

z
si limk (1 - C (z))n = 0 alors P(o
n k n
e n
z
On dira que @no converge en probabilité vers B(@,zo).

© ¢ B(2,z )) —> O .
O n

z
si Z k (1 - Ck (z))n < + o galors Z p(s ° ¢ B(d,z2 )) < + =,
kx1 n n nzl n °
z

D'aprés le lemme de Borel-Cantelli, pour tout w, aprés N(w), @no

ne quitte plus la boule B(@,zo).
Z

On dira que @no converge presque complétement vers B(@,zo).

z
Théeoreme 111.5.~ Pour tout z > 0, il existe un estimateur @no

de la boule de centre ¢ et de rayon z_ dans (Dl’ds) ; une condition
z
. [0} e 4 e -
suffisante pour que, pour tout z, s @n converge en probabilité vers

cette boule est que ,

Vz>0 : 1imk (1—ck(z))“=o.
n—>°°n n

Une condition suffisante pour que ces convergences soient presque complétes

est que :

n
Yz >0 , Ik (1-c @)% <+o,
n=1 n

Cas ol ¢ est Lipschitz-discontinue.

P. BILLINGSLEY ([XVI]|page 110) a défini un module de discontinuité

sur D] , qui joue un rSle similaire du "module de continuité&" w sur

clo,1]
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sup ]x(s) - x(t)l

Yx e c[o,1] 5 Y6 >0 : w_(8)
¥ ]t—s|<6

[}

Vx e D[b,l] : Vs >0 w;(é) inf max wx([ti_l,ti[)

{t.} lgisr
i

od 1'infinimum est pris sur les ensembles finis {ti} de points satisfaisants :

De méme que X € C1 <==> lim w (§) = 0 . On a :
§>0

X € D] <==> lim w'(§) = 0 .
g0 =

Nous introduisons ici la notion de fonction Lipschitz -~ discontinue :

de méme que X € C] est dite lipschitzienne si :

Jk>0:w (8 <k.s .
X

On dira que x ¢ D] est Lipschitz - discontinue si :

Jk >0 w (8 <k ..
X
Nous supposerons, dans ce qui suit, que ¢ est Lipschitz - discontinue,
d'un rapport k fixé.

Une condition essentielle, dans la démonstration précédente, était
que les points de discontinuité de hauteur supérieure & z/2 soient séparés

par au moins trois intervalles de largeur l/kn , on doit donc avoir :
]
w¢(4/kn) < z/2

En effet, dans ces conditions, il existe un nombre fini de
points ; Eyos Eyoeeesty oli les discontinuités de hauteur supérieure &

z/2 sont susceptibles de se trouver et deux points consécutifs étant
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séparés d'une longueur au moins égale a 4/kn , 1ls sont nécessairement

- - . 1
séparés pav trols intervalles E%}— ,if-[ .
n n
Si on veut faire varier 2z selon une suite z(n) , telle
que 1lim z = 0 , 11 faudra donc que :
>0 (n)

Wé(4/kn) < z{(n)/2

Or : w&(é/kn) <k, 4/kn .

Donc il suffit que :

Remarquons aussi que le nombre d'intervalles ofi un saut de hauteur
supérieure 3 z(n)/2 peuvent se trouver est au plus de kn/4 , sl ces

sauts ont des abscisses

. k
Xj(l) [XEER Xj(n) yeaey Xz(n)_l . On a de toute faggn &(n) < —irl .

Si on suppose que rw E; r(z(n)) réalisé,
r#rl,...rz(n)_l
on a comme précédemment : ‘
(ag>™ &) < max: , 2¥9)
n n
Donc ¢
12z (n) 2 96k Cpiar er o (Bkyym
P{ds(¢n , ©) > max(E;-, kn)} P (kn 2(n)) (1 Ckn(E;Q)

8k,.n
N

n n

A

kn 1 - Ck

ce qui fournit une condition suffisante de convergence en probabilité

et presque compléte.
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Théoneme 11T1.6.-  Supposons que ¢ soit Lipschitz - discontinue de
8k/k
rapport k > O , une condition suffisante pour que ®n converge en

probabilité vers ¢ dans (D],dS) est que

. n :
lim kn (1 Cy (8k/kn)) = (
n-reo n
8k/k
et une condition suffisante pour que @n 1 converge presque compl&tement

vers ¢ est que

( . n PO Y
L ok (1-C (Bk/k )T <+
nxl n

Corollaine.- Dans les conditions du théoréme ci-dessus, quand £

est un processus ponctuel de Poisson homogéne de paramétre c.AS , la -

condition :

- / n
kn = 0¢ Log n)

suffit & assurer les convergences en probabilité et presque compléete de
- 8k/k_
@n vers ¢ dans (Dl’dS)'

Demonsthatioin + On a :

C. (8k/k ) z P(N(f ,A(n , 8k/k ) > 0) oil
k n n

n

A(n, 8k/kn) est un rectangle contenu dans le rectangle de hauteur 4k/kn

et de largeur ‘l/kn .
Donc :
A (A(n, 8k/k )) = 4k/k>
S ’ n n

—ACk/ki
et Ckn(8k/kn) =1-e .



- 82 -

On obtient donc :

2
122 (n) ~4ck n/kn
P{d_(o , ®) > max(2/k , 72k/k )} < k .
S n n n n
en prenant k =‘/——E;—-. a s, a —— 0
n Log n n n n

on a :

~beck n/k2 -4ck Log n/a2
n n n
k . e = a — e
n n Log n

2

a 1/2 - 4ck/an -2

= e—— <n
Log n

pour n assez grand.

Condition nécessaire de convergence.

Cette &tude nous a semblé inextricable dans le cas oi ¢ est
quelconque, aussi allons nous supposer que ¢ est égale 3 une constante

positive a.

Nous allons voir que, dans ce cas particulier partout "favorable"
la condition nécessaire est équivalente a celle obtenue pour la convergence
uniforme en probabilité de ®n vers & de 1l'estimateur de Gensbittel ;
cela n'a rien d'étonnant si on se rappelle que la convergence au sens de
Skorokhod d'une suite de fonctions g, vers une fonction g équivaut &

%o
la convergence uniforme, et si on considére que Qn est peu différent

de @n ; dans le cas ol le processus ponctuel f est homogéne, nous allons

constater que la condition nécessaire et suffisante coincident.

z €tant fixé&, supposons que sur deux intervalles consécutifs

I et Ir se produisent les deux événements :
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U - al >z et U -al >z

n,r-! o} n,r o)
%o

comme ¢ est égal a U oua U sur I , on a de toute fagon :
n n,r n,r—1 r
%o
¢ 7 - al >z
n 0

I1 est clair que cette erreur ne pourra &tre ''corrigé" par aucune fonction

X € A puisque : Vi e A y Vx e [b,l] , ®(x) = o(A(x)) = a.

Nous obtenons :

k

n Z
U {E zZ)NE (z)}C{d_(2°, 9 >z}
=2 n,r—1" o n,r o S ' n o

En particulier, en supposant que, pour tout n, kn est pair, de fagon

3 simplifier 1'écriture :

k /2
n z_
N
::é {En,Zr—l(zo) En,Zr(zo)} C:{dS<¢n » 9 > Zo}
Posons pour tout r = 1,2,... kn/2 .

2 (r-1 2
Ah,Zr(zo) = [ (in ) ; Eii 8 [? T a]

Nous obtenons :

kn/z n . ZO
:jl {N(izl i Aﬂ,Zf(zo)) = 0y tdgle ™, 9 > z,}

Supposons que : £ vérifie (H)

, k /2

(o]
P{ds(®

=]

n
P{N(.Z f; , A, (z)) >0}

, ) <z } g
o n,
1 i=1

=

r

puisque les pavés {An r=1,..., kn/2} sont disjoints .

,Zr(zo) ;
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Nous en déduisons que :

k /2
VA n

o * =
Pldg(e ©, 0) <z} g rzl N - pin(E ,An’zr(zo)) = 0}]

o kn/2
< [1 - (1 - Gk /2(20))]
n

si @no converge en probabilité vers ¢ dans (Dl’ds) , Nous obtenons

n kn/2
1im (1 ~ (1 - Gy /2(20)) ) = 1
n->co n
d limk (1 -6, (zN%=0
onc 1im n k /2 o = .
n—>o n

S8i le processus f est homogéne, compte tenu du fait que ¢ est
constante nous avons

Hnk (1 ~-¢ (22 N"=0
n k 0
n-—>oe n

Sans faire un théoréme de cette propriété, constatons que dans le cas
oi ¢ est constante et od f est un processus ponctuel homogéne vérifiant

le propriété (H), les conditions du théoréme (p. 47) sont nécessaires et

suffisantes.
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The laws of large numbers.
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its applications.
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On reprend les méthodes de GEFFROY, utilisées par GENSBITTEL dans
1'estimation du support et du contour du support d'un processus ponctuel,
pour établir une condition suffisante de convergence uniforme en probabilité
et presque compléte, d'un estimateur Zn , de la moyenne d'un champ aléatoire

(Z(x), x € X) , oi X est un espace métrique séparable, mesurée aux points

de réalisations d'un processus ponctuel.

On propose ensuite un estimateur du contour du support quand
celui-ci présente des discontinuités de premiére espéce, estimateur
convergeant stochastiquement sous de simples conditions, dans D[p,l],
lorsque celui-ci est muni de la topologie S de Skorokhod , ou plongé

dans LBLI].
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MOTS CLES : CONVERGENCE STOCHASTIQUE
CHAMP ALEATOIRE

PROCESSUS PONCTUEL




