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INTRODUCTI O i i  

L e  s u j e t  de n o t r e  t r a v a i l  s e  s i t u e  au conf luent  d e  deux thèmes 

de  recherche développés à l ' o r i g i n e  pa r  J. GEFFROY : l ' e s t i m a t i o n  du contour  

du support  d 'une l o i  de p r o b a b i l i t é  (1) e t  l ' é t u d e  des  processus  ponctuels  

e t  des  mesures a l é a t o i r e s  ( I I  e t  I I I ) .  Les recherches  que nous avons e n t r e -  

p r i s e s  ont  débuté ap rè s  l a  l e c t u r e  de l a  thèse  de  M.H. GENSBITTEL (IV) ; 

dans l a  seconde p a r t i e  de son ouvrage, s ' i n s p i r a n t  d e  t ravaux r é c e n t s  de  

J. CHEVALIER (V). Cet au t eu r  é tud ie  des  e s t ima teu r s  du support  d 'un 

processus ponctue l ,  pu is ,  reprenant  l e  problème t r a i t é  par J. GEFFROY 

dans ( 1 ) ,  il l ' a d a p t e  au c a s  des  processus ponctue ls .  

Notre c h a p i t r e  1 s e  démarque à v r a i  d i r e  t r è s  peu, du point  d e  

vue des  méthodes u t i l i s é e s ,  des  t ravaux d e  M.H. GENSBITTEL ; il s ' a g i s s a i t  

s u r t o u t  pour nous de débuter  en recherche.  Notre i d é e  é t a i t  la  su ivante  : 

es t imer  l e  support  S  d 'une r é p a r t i t i o n  ponc tue l l e ,  c ' e s t  é v i d e m e n t  

e s t imer  l ' i n d i c a t r i c e  s i  on suppose à présent  l ' e x i s t e n c e  d'une Is ' 
fonc t ion  g  d é f i n i e  su r  l ' e s p a c e  des é t a t s ,  on peu t ,  à chaque r é a l i s a t i o n  

ponc tue l l e  x  du processus,  a s soc i e r  l a  va l eu r  g(x)  p l u t ô t  que l a  

v a l e u r  1 .  Il e s t  a l o r s  f a c i l e  d ' imaginer  une approximation d e  g  a s s o c i é e  

à un é c h a n t i l l o n  d e  t a i l l e  n  du processus ; l e s  p o i n t s  f o u r n i s  par c e t  

é c h a n t i l l o n  devenant,  de  façon imagée "denses dans S  " , on conçoi t  que, 

sous de bonnes cond i t i ons ,  c e t t e  approximation converge ve r s  g  dans un 

sens  à d é f i n i r  ; c ' e s t  l ' o b j e t  de n o t r e  première é tude .  

Le c h a p i t r e  II e s t  p lus  ambit ieux : on suppose maintenant que 

g e s t  une fonc t ion  a l é a t o i r e  Z indexée par  l ' e s p a c e  des é t a t s  du 



processus pontuel, et on se propose d'estimer sa moyenne E(Z) en observant 

chaque réalisation de Z aux points fournis par la réalisation du processus 

ponctuel. Il s'agit d'un problème dont l'aspect pratique est clair : dans 

l'estimation d'un champ aléatoire (ex : fertilité d'un terrain, zones de 

pollution, températures mesurées en altitude par ballon-sonde) les points 

où s'effectuent les mesures ne sont pas nécessairement déterminés librement 

par l'expérimentateur et sont donc sujets à des déplacements d'une expérience 

à l'autre ; de plus, certaines mesures peuvent être perdues. On modèlisera 

ce caractère aléatoire des conditions expérimentales en représentant la 

localisation des mesures par un processus ponctuel. Ce qui diffère du 

chapitre 1 , c'est que, au voisinage de chaque point de S, il faudra un 

grand nombre d'observations pour obtenir une estimation correcte de E(Z) 

en ce point ; ici encore, nous nous inspirons de travaux de J. GEFFROY (XIII) 

pour assurer cette condition. Nous définissons alors un estimateur pour 

lequel nous donnons des conditions suffisantes de convergence uniforme en 

probabilité et presque complète ; dans le cas où S est une partie de , 

ces conditions s'expriment simplement en fonction de k. 

Le chapitreIIIest consacré au problème suivant : le support d'une 

répartition ponctuelle aléatoire sur le plan rapporté à un système d'axes 

orthonormés est délimité par un contour formé par l'axe des abcisses, les 

verticales d'équation {x = O) et {x = Il,  et le graphe d'une fonction 

positive y = O(x) ; à l'aide d'un échantillon de cette répartition, on 

cherche à estimer Q. Cette question a été étudiée par J. GEFFROY dans [l] 

dans le cas où la répartition ponctuelle est un processus échantillon, et 

généralisée systématiquement dans (VI) par M.H. GENSBITTEL à un processus 

ponctuel quelconque. Nous rappelons brièvement ces résultats, et nous 

nous attaquons au cas où O est un élément de l'espace D des fonctions 

continues à droite, ayant des limites à gauche. Reprenant l'estimateur Q 
n 



de J. GEFFROY et M.H. GENSBITTEL, nous montrons que leurs conditions sont 

suffisantes pour que @ converge (non plus uniformément, mais en moyenne) 
n 

en probabilité et presque complètement sûrement. Dans le cas où @ est 

en escalier, et le processus sous-jacent de Poisson homogène, nous obtenons 

la loi limite de 'n : il s'agit d'une loi normale dont les paramètres 

dépendent du pas de l'estimateur. 

Nous proposons ensuite, dans le cas où @ ne présente qu'un 

nombre fini de discontinuités, un estimateur de l'abcisse des points de 

discontinuité, et de la hauteur des sauts en ces points, qui convergent 

également en probabilité et presque complètement sûrement. Nous pensons 

que ce problème, souvent négligé en pratique, pourraît être repris en 

estimation de la densité, de la régression, lorsque ces dernières présentent 

des discontinuités. 

Enfin, z étant un nombre positif fixé, nous présentons une 
O 

z 
O étude d'un estimateur @ qui ne converge pas vers O, mais plutôt vers 
n 

la boule de centre @ et de rayon z dans l'espace D muni de la métrique 
O 

de Skorokhod ; nous donnons ensuite une condition suffisante sur @ pour 
z 

qu'il existe une suite (z ) + O telle que O converge vers @ dans 
n n 

cet espace, en probabilité et presque complètement sûrement. Il peut paraître 

curieux d'utiliser la distance de Skorokhod ; elle présente cependant un 
7. 
n certain intérêt puisque l'estimateur @ ne donne pas, pour n assez n 

grand, de valeur "aberrante" en ordonnée, sous la contrepartie d'accepter 

une légère imprécision en abcisse. 

Nous pensons que de nombreux problèmes restent ouverts ; dans 

le chapitre II , nous n'avons pas abordé l'estimation de la covariance 

E(Z(x)-Z(y)) du champ aléatoire, et, dans le cas d'un champ homogène ou 

isotrope, celui de la répartition spectrale. Dans le chapitreII1,l'examen 



d ' a u t r e s  mé t r i s a t ions  d e  D ( u t i l i s a n t  par  exemple l e s  graphes complétés) 

s e r a i t  i n t é r e s s a n t ,  a i n s i  que l ' é t u d e  d e  l a  l o i  l i m i t e  quand l e  processus 

ponctue l  e s t  plus  géné ra l  (une t e l l e  é tude,  cependant,  d o i t  ê t r e  t r è s  

d i f f i c i l e  s i  l e  processus n ' e s t  pas  à accroissements  indépendants) .  En f a i t ,  

de  nombreuses ques t ions  peuvent ê t r e  envisagées : que s e  passe- t - i l  lo rsque  

l ' on  cherche à es t imer  une fonc t ion  d é f i n i e  s u r  R t o u t  e n t i e r  ? 

Dans l e  c a s  où est cont inue,  peut-on e s t imer  son module de  c o n t i n u i t é  ? 

e t c  .. . 

2 - NOTATIONS ET RAPPELS SUCCINTS,  

Comme tou jou r s  (fi,A,P) désigne un espace p r o b a b i l i s é  ; 

(X,d) un espace métr ique sépa rab le ,  BX s a  t r i b u  boré l ienne ,  e t  Bb 

l 'anneau des  bo ré l i ens  bornés d e  X. 

M désigne l ' e space  d e s  mesures f i n i e s  s u r  Bb , p o s i t i v e s ,  

e t  E l e  sous-ensemble de M c o n s t i t u é  pa r  l e s  mesures d i s c r è t e s  à 

masses e n t i è r e s ,  appelées  r é p a r t i t i o n s  ponc tue l l e s .  

M e s t  muni d e  l a  topologie  f a i b l e  à d i s t a n c e  f i n i e  ( I I  ou I I I ) ,  

c ' es t -à -d i re  l a  t opo log ie  l a  moins f i n e  rendant  cont inues  l e s  a p p l i c a t i o n s  

de  M dans R : 

p + f dp ; tJf cont inue ,  bornée, t e l l e  que { f  + O 1  E Bb 

E e s t  un fermé de  M;on  munit M de l a  t r i b u  bo ré l i enne  a s soc i ée  à 

c e t t e  topologie ,  n o t é e  BM ; on no te ra  BE l a  t r i b u  boré l ienne  du 

sous-espace E : BE = {A E BM : A C  € 1  . 
Un processus ponctuel  ou une r é p a r t i t i o n  ponc tue l l e  a l é a t o i r e  

e s t  une v a r i a b l e  a l é a t o i r e  : 



Nous noterons ,  se lon  l ' u sage ,  ~ ( f *  ,A) l ' e f f e c t i f  de  f  s u r  un b o r é l i e n  A, 

p l u t ô t  que f.(A). 

On démontre ( I I  ou I I I )  que BE e s t  a u s s i  l a  t r i b u  engendrée 

pa r  l e s  a p p l i c a t i o n s  d e  E dans N : 

S i  bien que, pour t o u t  B E Bb , N(f',B) e s t  une v a r i a b l e  a l é a t o i r e  r é e l l e .  

S i ,  pour t o u t  B E Bb , l a  v a r i a b l e  a l é a t o i r e  r é e l l e  ~ ( f '  ,B) 

possède une espérance mathématique, on d é f i n i t  une fonc t ion  d'ensemble 

s u r  Bb ( e t ,  en f a i t  su r  BX t o u t  e n t i e r )  q u i  e s t  un élément de M : on 

a p p e l l e  c e t t e  mesure : 

D'autre  p a r t ,  on a p p e l l e r a  charge de  f '  l a  fonc t ion  d'ensemble A ,  sous 

a d d i t i v e ,  d é f i n i e  par  : 

Le support d e  f '  e s t  a l o r s  d é f i n i  comme l e  complémentaire d e  l 'ensemble : 

où : B = ( O  o u v e r t s d e  X :  A(0) = O ) .  
O 

Il e s t  f a c i l e  de v é r i f i e r  que, dans l e  c a s  où p e x i s t e ,  l e  support d e  f *  

e t  l e  support de  v co ïnc ident .  

Enfin,  c e r t a i n e s  de nos démonstrat ions supposent que l e  processus 

f '  possède une p r o p r i é t é  appelée dans  ( V I )  l a  p r o p r i é t é  "H" ; v o i c i  

s a  d é f i n i t i o n  : 



- On dira qu'une répartition ponctuelle aléatoire r p a  f 

est à accroissements anticorrellés si, pour tout entier positif k, et 

toute famille (Al,...,%) de boréliens bornés deux à deux disjoints : 

- On dira qu'une r.p.a. fa possède la propriété (H) si, pour 

* 
tout n c N et toute suite (f') de r.p.a. indépendantes et de même 

n nb 1 

loi que f ' ,  la superposition 1 fk est à accroissements anticorrelés 
k= 1 

un processus ponctuel échantillon, ou un processus à accroissements indépen- 

dants possèdent la propriété (H). 

Il est suggéré dans (VI) qu'un processus ponctuel à accroissements 

anticorrelés possède nécessairement la propriété (H),mais nous n'avons pas 

pu établir cette conjecture. 

Rappelons pour terminer qu'un processus ponctuel f est dit 

11 de Poisson" si et seulement si les deux propriétés suivantes sont vérifiées 

a) Vk E N* ,  VA^, . . . ,% boréliens bornés deux à deux disjoints 

sont des variables aléatoires indépendantes. 

b) VA E Bb , ~ ( f  ,A) suit une loi de Poisson de paramètre ~J(A), 

où u est un élément de M. 

k 
En particulier, si X = a i  le processus est dit homogène si l~ 

est, à un facteur multiplicatif positif près, la mesure de Lebesgue. 



CHAPITRE 1 

APPROX IMAT 1 ON D 'UNE FONCTION OBSERVEE 

SELON UN PROCESSUS PONCTUEL, 

Imaginons que des  mesures physiques d'un phénomène ne pu i s sen t  être 

f a i t e s  qu 'en c e r t a i n s  p o i n t s  f i x é s  indépendamment de  l a  vo lonté  d'un 

expérimentateur  ; q u e l l e  connaissance peu t - i l  a v o i r  du phénomène dans ces  

cond i t i ons  ? 

Pour modél iser  c e  problème, on r ep ré sen te  l e  phénomène par  une 

f o n c t i o n  g s u r  l ' e space  des  é t a t s  X ; nous supposerons i c i  que g e s t  

f i x e  : l e  c a s  où g e s t  e l l e  a u s s i  a l é a t o i r e  e s t  t r a i t é  au c h a p i t r e  su ivant  ; 

l e s  p o i n t s  où l e  phénomène e s t  observé sont  r ep ré sen té s  par  l e s  r é a l i s a t i o n s  

d e  processus ponctuels  indépendants e t  d e  même l o i  f  , . . . , de  support 
n  

commun S. Il s ' a g i t  a l o r s  de  f o u r n i r  une approximation de g s u r  S, 

convergeant quand n tend v e r s  1' i n f i n i  , se lon  c e r t a i n s  modes s tochas t iques .  

Les méthodes que nous présentons  sont  de  simples a d a p t a t i o n s  d e s  méthodes 

d ' e s t i m a t i o n  du support  é t u d i é e s  dans ( V I ) .  
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2 - MÉTHODE DES P A R T I T I O N S ,  

Soi t  f *  un processus ponctuel  s u r  X,  d e  support S ; e t  de 

charge  A ; on suppose pour commencer que S e s t  contenu dans un compact 

connu, ce  qui  r e v i e n t  à supposer X compact. On dés igne  par 

{ n ,  i ; i E FnIna* une s u i t e  de p a r t i t i o n s  f i n i e s  d e  X ; pour t o u t  

* 
n E N e t  tou t  i E F on pose : n 

6 = diamètre  de  X 
n, i n ,  i 

6 = sup 6 
n i sF n,  i 

n 

e t  on suppose que 
( % ) n m  

* e s t  une s u i t e  qu i  d é c r o î t  ve r s  O.  

On pose également : 

M(n) = sup A(X .) 
X .Cs  n , i  

n , i  

On supposera que l e  phénomène é t u d i é  e s t  r ep ré sen té  par  une f o n c t i o n  

cont inue  g ; pour tou t  n ,  on posera : 

il e s t  c l a i r  que (Jnlna * e s t  une s u i t e  q u i  d é c r o î t  vers  O. 

On n o t e r a  h l a  r e s t r i c t i o n  de g au  suppor t  S : h = g Is 
E tan t  donné des  r é p a r t i t i o n s  ponc tue l l e s  a l é a t o i r e s  f,,...,f n indépen- 

. 
d a n t e s ,  de même l o i  que f , on pose : 



6 

On d é f i n i t  l ' a p p r o x i m a t i o n  h  d e  h  p a r  : 
n 

où, pour t o u t  j E In , x e s t  un p o i n t  a r b i t r a i r e m e n t  p r i s  parmi ceux 
j 

n 

q u i  tombent dans  X ; on n e  donne pas  d e  s e n s  à h s u r  l e s  c e l l u l e s  
n , j  n  

X q u i  n ' o n t  pas  r e ç u  d e  p o i n t .  
n t  j 

A 

13iiu/i.kddhn 1. 7 .  - On d i r a  que h  converge e n  p r o b a b i l i t é  
n  

( r e s p .  : presque  complètement) v e r s  h  s i  : - 

n 

E > O ; i i m  P{ sup Ihn(y) - h(y)  / > € 1  = 0 

n Y ~ S - ~  

m 

( r e s p .  : E > O 1 P{ SUP Ihn(y) - h ( y ) /  > E ) < + ~ )  

n= 1 ycSqE 

C où S = {x  E X : d ( x , S  ) 2 €1 . - - E 

3 - ETUDE DE L A  CONVERGENCE, 

P h o p o s ~ o k z  7 . 7 .  - S i  S e s t  d ' i n t é r i e u r  non v i d e  e t  s i  f *  - 
A 

v é r i f i e  ( H ) ,  une c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  pour  que h converge v e r s  h en 
n  - - 

p r o b a b i l i t é  ( r e s p .  : presque  complètement) e t  que l a  s u i t e  w = 
( 1 -M(n) ) lL 

03 
n M(n) 

t e n d e  v e r s  O avec l / n  ( r e s p .  : que l a  s é r i e  - 1 wn s o i t  c o n v e r g e n t e ) .  
n= 1 



DErn~nMtaCLon : On f i x e  E > O e t  un e n t i e r  n  a s s e z  grand 

pour que S s o i t  d ' i n t é r i e u r  non v i d e ,  e t  pour que S e t  Qn - E n  

s o i e n t  i n f é r i e u r s  à E .  On pose : 

Alors ,  il e s t  c l a i r  que  : 

A 

puisque l 'événement d e  gauche suppose l a  d é f i n i t i o n  d e  h s u r  S 
n  -E ' 

comme f '  v é r i f i e  ( H ) ,  on a  : 

Card J 
5 ( 1  - (1 - ~ ( n ) > ~ >  n  

A 

La convergence de h vers  h e n  p r o b a b i l i t é  impl ique donc que : 
n 

l i m  (1 - M(n))n.card  Jn = O . 
n-tw 

Comme S a  un i n t é r i e u r  non v i d e ,  il e x i s t e  une b o u l e  B(x,2p)  contenue 
'E 

dans S t e l l e  q u e ,  pour n  a s s e z  grand : - E 

On d é s i g n e  par a l e  nombre s t r i c t e m e n t  p o s i t i f  X(B(x,p))  : 

a = X(B(x,p))  5 1 h(Xn .) $ M(n) Card Jn 
Y J 

jsJn 

pour n  a s s e z  g r a n d ,  e t  a l o r s  : 



(1 - M(n)ln 
(1 - ~ ( n ) ) ~  Card J 

0 4< 
n 

M(n) 
s ct 

ce  qui  montre que (1 - M(n))n + O 
M(n) n 

Pour l a  convergence presque complète,  notons que : 

e t ,  pour n assez  grand : 

Card Jn Card J 
1 - 11 - ( 1  - ~ ( n ) ) ~ ]  3 n 2 (1 - ~ ( n ) ) ~  . 

A 

L a  convergence presque complète d e  h v e r s  h implique : 
n 

Card J rn 

donc n 
1 2  (1 - ~ ( n ) ) "  < + m  e t  1 (1 - 1.f(n)ln < + , 

n= 1 n= 1 lf(n> 

P4opoaiAivn 7 . 2 .  - Supposons que f '  possède une mesure 
n 

moyenne . Une cond i t i on  s u f f i s a n t e  pour que h converge v e r s  h en 
n - 

p r o b a b i l i t é  ( r e sp .  : presque complètement) e s t  que l a  s u i t e  
- 

1 
m 

w1 = ( I  - m(n))LL tende  ve r s  O avec - ( r e s p .  : que l a  s é r i e  w: n m(n> n - n= 1 
s o i t  convergente) .  

D C r n v ~ ~ ~ v n  : S o i t  E > O , e t  n assez  grand pour que 6 
n 

e t  3, s o i e n t  i n f é r i e u r s  à E ; posons : 

n 

Alors : Ec c { SUP / hn (y )  - h(y)  1 < E }  

jcJ; n ,  j YSS- 



A 

puisque  h  e s t  d é f i n i e  s u r  t o u t  X , ( j  t J n ) ,  e t  ~ u i s q u e  l ' o s c i l l a t i o n  
n  n , j  

d e  h  s u r  X e s t  i n f é r i e u r e  à 
n , j  'n 

Mais a l o r s  : P( n E' .)  2 1 - 1 .)  
jcJ; "" ~ E J ;  Y J 

2 1 - (Card JA) (1 - m(n))n 

o r ,  e n  posant  a = y ( S ) ,  on a  : 

( 1  - m ( n ) l n  (Card J I )  n  (1 - m(n))n 
donc : 

m(n> 
2 a 

c e  q u i  montre que l i m  P (  n E' .) = 1 . 
n-tm j e J n  n ~  J 

Pour l a  convergence p r e s q u e  complète ,  on remarque que : 

m 

Card Jn ( 1  - m(n))" < + m 

n= 1 

e t  on u t i l i s e  c e  q u i  p r é c è d e .  

Kemmquu : 

1) Dans s a  démons t ra t ion ,  M.H. GENSBITTEL suppose l ' e x i s t e n c e  

d ' u n e  mesure p t e l l e  que : A , v(A) 3 X(A) ; il nous a  semblé que l a  

mesure moyenne, quand e l l e  e x i s t e ,  r e m p l i t  ~ a r f a i t e m e n t  c e  r ô l e .  

2) Dans l e  c a s  où X = [O, llk , e t  où f '  e s t  un p r o c e s s u s  d e  
* 

Poisson  homogène de  pa ramèt re  c.h , où c  e s t  une  c o n s t a n t e  > O e t  A 

l a  mesure d e  Lebesgue s u r  X, on p e u t  donner une c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  e t  

s u f f i s a n t e ,  l i a n t  d e  f a ç o n  e x p l i c i t e  l a  t a i l l e  d e s  c e l l u l e s  e t  c e l l e  d e  

l ' é c h a n t i l l o n  ; supposons en e f f e t ,  q u ' à  l ' o r d r e  n  , [O, llk s o i t  d i v i s é  
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1 
en c e l l u l e s  éga l e s  de c ô t é  - 

k(n) 
, on a ,  dans ces  cond i t i ons  : 

La condi t ion  (néces sa i r e  e t  s u f f i s a n t e )  de convergence en p r o b a b i l i t é  

devien t  : 

-cn/k(n) 
k  

e  
l i m  

k  = O 
n* 

1 - e  -c/k(n) 

n  
c e  qu i  e s t  r é a l i s é  pour k(n)  = O(-) ; c e t t e  d e r n i è r e  cond i t i on  

Log n  
a s su re  a u s s i  l a  convergence presque complète. 



CHAPITRE II 

ESTIMATION DE LA MOYENNE D'UN CHAMP ALEATOIRE 

OBSERVE SELON UN PROCESSUS PONCTUEL, 
............................................. 

Dans c e  c h a p i t r e ,  nous nous proposons d ' e s t imer  l a  v a l e u r  moyenne 

d 'une fonc t ion  a l é a t o i r e  (Z(x) ,  x  E X), où X e s t  un espace métr ique sépa- 

r a b l e .  Il nous semble prudent d e  l i m i t e r  nos ambit ions au c a s  d 'une fonc t ion  

a l é a t o i r e  P .S .  à t r a j e c t o i r e s  cont inues ,  puisque nous avons en vue des  p rop r i -  

é t é s  d e  convergence uniforme d e  n o t r e  e s t ima teu r .  

Il convient  t o u t  d 'abord de remarquer que c e  problème e s t  t héo r i -  

quement r é s o l u  depuis  longtemps par  l e s  t ravaux nombreux qu'a s u s c i t é s  

l ' é t u d e  d e  la  l o i  des  grands nombres pour d e s  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  indépen- 

dan te s  e t  de  même l o i  à v a l e u r s  dans un espace de  Banach. 

En e f f e t  Z é t a n t  P.S. à t r a j e c t o i r e s  cont inues  peut ê t r e  cons idéré  

comme une v a r i a b l e  a l é a t o i r e  à va leu r s  dans l ' e space  C(X) des  fonc t ions  

cont inues  bornées s u r  X, muni d e  l a  norme ( 1 .  I I  de  l a  convergence uniforme. 

Cet espace e s t  un Banach que l ' o n  munit de  l a  t r i b u  boré l ienne  Bc (X) 

Considérons a l o r s  une s u i t e  Z , , - . . , z ,  9 des  fonc t ions  a l é a t o i r e s  
n -- 

indépendantes e t  d e  même l o i  que Z ; l e s  sommes p a r t i e l l e s  Sn = 1 Zi 
i= l 

ne sont  à coup s û r  des  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  que s i  C(X) e s t  s épa rab le ,  

c e  q u i  nous o b l i g e  pratiquement à supposer X compact. Dans ces  cond i t i ons  

s i  : E ( I  ( z I  1 )  < + m a l o r s  : 



1 
i i m  11; Sn - E(Z) 1 / = 0 
n 

l ' a r t i c l e  h i s t o r i q u e  su r  l a  ques t ion  e s t  (VII ) ,  un a r t i c l e  r é c e n t  (VI I I ) .  

Ces t ravaux ne sont  guère u t i l i s a b l e s ,  cependant, pour l e  s t a t i s t i c i e n  

q u i  e s t  confronté  au problème de  l ' é c h a n t i l l o n .  

Il n ' e s t  pas poss ib l e ,  en généra l ,  de conna î t r e  une r é a l i s a t i o n  

Zi(u), sinon en un nombre f i n i  de po in t s  ( x , ,  ..., xk) de l ' e s p a c e  X, q u i  

son t  de façon imagée, l e s  p o i n t s  où l ' expér imenta teur  a  d i sposé  se s  

a p p a r e i l s  de mesure. 

Par exemple, s i  X e s t  un pavé de IXk  , on peut imaginer qu'un 

quadr i l l age  de c e  pavé a  é t é  r é a l i s é  e t  que l e s  mesures Z.(w) sont  f a i t e s  
1 

au  c e n t r e  de chaque c e l l u l e  du quadr i l l age  : su r  une c e l l u l e  donnée de 

1 
n 

c e n t r e  x , l ' e s t i m a t e u r  prendra l a  va l eu r  - 1 zk(xk,w) , e t  ne pourra  
j n  k= 1 

naturel lement  converger que s i  l ' on  cons idère  des subdiv is ions  de p lus  

e n  p l u s  f i n e s .  

Un t e l  procédé, à n o t r e  a v i s ,  i d é a l i s e  encore t r o p  l a  s i t u a t i o n  : 

l e s  condi t ions  de l ' expé r i ence  pourront par  exemple ex iger  que l e s  coordonnées 

d e s  po in t s  de mesures s o i e n t  à déterminer  chaque f o i s ,  e t  c e s  po in t s  s e ron t  

donc s u j e t s  à de  l ége r s  déplacements,  de p lus  c e r t a i n s  a p p a r e i l s  peuvent ê t r e  

défectueux e t  provoquer l a  p e r t e  de  l a  mesure. 

Il semble a l o r s  n a t u r e l  d e  modél iser ,  par  l e s  r é a l i s a t i o n s  d'un 

processus ponctuel  f o ,  l a  l o c a l i s a t i o n  des  observa t ions  de l a  fonc t ion  

a l é a t o i r e .  

Cela nous conduit  au cas  l e  p lus  généra l  q u ' i l  semble jud ic ieux  

d ' é t u d i e r  : c e l u i  où l ' expér imenta teur  n ' a  pas l u i  même l e  choix des  p o i n t s  

* 
où l a  mesure va ê t r e  f a i t e .  Nous supposerons donc que, pour t o u t  i e N , 

f:  , Z .  ( 0 )  sont  deux éléments  a l é a t o i r e s ,  dé£ i n i e s  su r  l e  même espace 
1 1 



probabilisé (R,A,P), indépendants et de même loi produit qu'un couple 

( f * ,  Z(*)) , (laissant de côté le cas redoutable, mais réaliste, où f :  
1 

dépend de Z. où même 
zi- 1 

! ) .  
1 y 

où désigne l'espace des répartitions ponctuelles, F sa tribu 

borélienne, pour la topologie de la convergence faible à distance finie. 

Un échantillon de taille n comprendra donc : 

1 )  n répartitions ponctuelles : f;(w), ..., fn(w) où : 

pour tout i = l , , n  , f )  est représenté par l'ensemble des points, 

J éventuellement vide : {xi(u) , j = 1,. . . , N(fy,~) 1. 

2) n ensembles de "mesures" de la fonction aléatoire : 

pour tout i = 1 ,  ..., n 

Il va de soi que l'on ne pourra faire mieux que d'estimer 

E(Z(x)) 1 S(~) où S désigne le support de f ' ,  c'est-à-dire le sous- 

ensemble de X où l'on peut espérer voir tomber des points du processus 

ponctuel : 

S = {x E X ,  VA ouvert , x E A ,  P(N(~',A) > 0 )  > 0 )  . 

De plus comme on ne peut pas, d'un point de vue physique, réaliser une 

infinité dénombrable de mesures sur Zi(w), l'hypothèse de compacité 

de S qu'on fera par la suite, n'est pas une grande restriction. 

Pour conclure cette i.ntroduction, c'est la moindre des choses 

de signaler que, confrontés à un problème qui implique l'estimation du 



support d'une r.p.a., et à l'utilisation d'un estimateur ayant une certaine 

parenté avec le régressogramme, nous nous inspirons d'idées originales de 

J. Geffroy, souvent reprises par de nombreux auteurs (XIII, XIV, XV), c'est 

le cas en particulier pour le lemme 5. 

1) Concernant le processus f' , son support S et l'espace 

des états X, la formulation correcte des hypothèses que nous allons 

faire nécessite une étude préalable de propriétés simples du support 

d'une r.p.a. 

i.mm~ 7 . -  Soit f '  une r.p.a. de mesure moyenne 1-i et de 

II charge" A & A est la fonction d'ensembles sous-additives définie 

par: 

appelons, comme d'habitude supp(f ) l'ensemble : 

{X E x , VA ouvert, x E A : A(A) > 01 

et supp(p) l'ensemble : - 

{x E X , VA ouvert, x E A , P(A) > 01 

Alors : supp(£') = supp(~). 

Pkeuve : D'après l'inégalité de Markov, pour tout A E Bb ; 

A(A) 5 p(A). Réciproquement, si x & supp(£ O ) ,  il existe un ouvert B 

contenant x tel que 



e t  p a r  conséquent  : 

v ( B )  = O e t  donc x  & supp (,,) . 

Lemme 2 . -  S o i t  f '  un p r o c e s s u s  p o n c t u e l  (p .p)  de  mesure - 
moyenne p, supposons que possède une d e n s i t é  g ,  p a r  r a p p o r t  à une 

O 
n 

mesure v cha rgean t  l e s  b o u l e s  o u v e r t e s  e t  s i  d e  p l u s  supp g 3 { g  > O ) ,  

(ou s i  g est c o n t i n u e )  ; a l o r s  : 

P ~ C U V Q  : P a r  d é f i n i t  i o n ,  supp (g) = { x  E X , g(x)  > O )  . 

S o i t  x  un  é lément  d e  supp(g) , pour  t o u t  o u v e r t  A c o n t e n a n t  

x  , il e x i s t e  un nombre p > O , e t  une b o u l e  o u v e r t e  B ( x , p ) C  A o r  : 

s o i t  y  un p o i n t  d e  c e t t e  i n t e r s e c t i o n ,  e t  r un nombre p o s i t i f  t e l  

que : 

O - 
(une t e l l e  bou le  e x i s t e  ~ u i s q u e  supp g e s t  un  o u v e r t ) .  

A l o r s  : 

puisque v ( B ( y , r ) )  > O p a r  hypo thèse .  A i n s i  : 



W 
Réciproquement s i  x  E supp(v)  a l o r s  pour t o u t  n  E N  

ik 
On peut donc c h o i s i r ,  pour t o u t  n  E N  , un p o i n t  z E: B ( x , l / n )  t e l  n  

que g(zn) > O comme z  converge v e r s  x ,  on o b t i e n t  : n  

Lemme 3 . -  S o i t  f  un p .p .  de  mesure moyenne IJ ; supposons - 
que p possède une d e n s i t é  g  c o n t i n u e  s u r  S, p a r  r a p p o r t  à une mesure v - 
chargean t  l e s  bou les  o u v e r t e s ,  supposons d e  p l u s  que S  s o i t  compact e t  

que son i n t G r i e u r  s o i t  contenu d a n s  ( g  > 0 ) .  

Alors ,  pour t o u t  E > O , il e x i s t e  a p o s i t i f  t e l  que g (x)  > a 

C 
s u r  S  = {x , d ( x , S  ) E )  . - -E 

Pheuve : Nous d i s t i n g u e r o n s  2 c a s  : 

* sC e s t  v i d e  : dans  c e  c a s ,  X e s t  compact e t  S  = X .  

S ' i l  e x i s t e  une s u i t e  ( n ' n ,  1 , t e l l e  que g(xn) 4 O , a l o r s  
n  

on peut  e x t r a i r e  une s o u s - s u i t e  x  --+ x  E X e t  p a r  conséquent 
n  k n  

g ( x )  = O c e  qui  c o n t r e d i t  l e  f a i t  que S  C { g  > O ) .  

* sC n ' e s t  pas  v i d e  : dans  c e  c a s ,  l e  même ra isonnement  avec  
O 

x  F: S  montre q u ' i l  e x i s t e  x  E: S C S  t e l  que g ( x )  = O , 
n  - E -E 

C 
donc d ( x , S  ) = O . 

Lmme 4.- Sous l e s  hypothèses  du lemme 3 ,  on  o b t i e n t  l e  

r é s u l t a t  s u i v a n t  : s o i e n t  O < q < E d e s  r é e l s  f i x é s  ; il e x i s t e  a > O 

t e l l e  que,  quel  que s o i t  l e  b o r é l i e n  A d e  d i a m è t r e  i n f é r i e u r  à , 



r e n c o n t r a n t  S  : - E 

PkQuve : Pour  t o u s  p o i n t s  x  E A , y E A 0 S  
-E ' = E s C :  

d ( x , z )  3 d ( z , y )  - d ( x , y )  

2 min d ( z 1 , y ' )  - max d ( x l , y ' )  3 E - T-I = 6 > O . 

Par  conséquent  : 

il e x i s t e  donc a > O , t e l  que g ( x )  > a s u r  S-6 , s i  b i e n  que : 

DédiniLion 1 7 . 1 .  - On d i t  qu'un p r o c e s s u s  p o n c t u e l  f '  d e  mesure 

moyenne y possède une charge  h  q u i  e s t  ( k , d ) - r é g u l i è r e  s ' i l  e x i s t e  

deux r é e l s  p o s i t i f s  k e t  6  t e l s  que : - 

En u t i l i s a n t ,  avec un l é g e r  abus ,  l e s  n o t a t i o n s  de Landau : p = O(X) . 

J u n a 2 d i c d o n  : 

a) L ' i d é e  est  q u ' i l  f a u d r a  é v i t e r  l a  s i t u a t i o n  s u i v a n t e  : d e s  

b o r é l i e n s  s o n t  c h a r g é s  t r è s  ra rement ,  mais avec  des  c h a r g e s  énormes ; p a r  

exemple il e x i s t e  une s u i t e  de  b o r é l i e n s  (A ) bornés  t e l s  que : 
n n21 



c e  q u i  r e n d r a i t  pra t iquement  l ' é c h a n t i l l o n n a g e  imposs ib le  ; c e  q u i  e s t  

impor tan t  c ' e s t  d e  pouvoir  "souvent" f a i r e  l a  mesure d e  l a  f o n c t i o n  a l é a t o i r e  

dans u n  b o r é l i e n  donné, d 'où  l a  n o t i o n  d e  charge  r é g u l i è r e .  

b) La c l a s s e  des  p r o c e s s u s  p o n c t u e l s  à c h a r g e s  r é g u l i è r e s  

comporte au moins l e  p rocessus  G c h a n t i l l o n  e t  l e  p r o c e s s u s  d e  Po i sson  : 

* S o i t  f  un p r o c e s s u s  é c h a n t i l l o n  d ' u n e  l o i  
n  Px : 

Il e s t  c l a i r  que pour  P  (A) a s s e z  ~ e t i t ,  u(A) < ~ A ( A )  . 
X 

a S o i t  f  un p r o c e s s u s  p o n c t u e l  d e  Po i sson  d e  mesure moyenne p : 
n  

i c i  e n c o r e ,  pour p(A) a s s e z  p e t i t ,  p(A) < 2A(A) . 

C e t t e  é t u d e  é t a n t  f a i t e ,  v o i c i  n o t r e  p remière  hypothèse  : 

O f '  e s t  un p r o c e s s u s  ponc tue l  s e  r é a l i s a n t  dans  un sous-ensemble 

K compact connu d e  l ' e s p a c e  mét r ique  s é p a r a b l e  (X,d),  son s u p p o r t  S 

e s t  inconnu, cependant  f '  possède une mesure moyenne ~i à d e n s i t é  par  

r a p p o r t  à une mesure v s u r  (X,E ) q u i  charge  l e s  o u v e r t s ,  i l  e x i s t e  X 

d p  e t  S v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  une v e r s i o n  c o n t i n u e  s u r  S , g  de - 
dv ' 

O 

$ C { g  > O} ; e n f i n  l a  charge  A d e  f '  e s t  ( k l , b ) - r é g u l i è r e  où kl , 6 

s o n t  d e s  r e e l s  p o s i t i f s  quelconques .  

La deuxième hypothèse  concerne l a  mesure v : 



Il existe une suite de partitions finies (X . ) .  du 
n,J J ~ F ~  

compact K , vérifiant la propriété : 

lim sup v(Xn .) = O 
n j sF  Y J 

n 

enfin et posant : 

S = max diam X 
n n,j 

j €Fn 

on supposera : 

lim 6 = O . n 
n a  

3 - HYPOTHÈSES CONCERNANT LA FONCTION ALÉATOIRE (z(x), x E 

sont des constantes positives. 

Rappelons que si K est un intervalle compact de W , l'hypothèse : 

sont des constantes positives, n'est autre que la condition de Kolmogorov 

pour que le processus séparable (Z(t), t 5 K) soit P.S. à trajectoires 

continues. 

La propriété H est une propriété de la loi de Z(x) , destinée 
4 

à assurer une vitesse de convergence exponentielle, uniformément en x, 

dans la loi des grands nombres, il suffit par exemple de supposer IZ(x) 1 
majorée par une constante M , uniformément en x, et d'appliquer l1inéga- 

lité de Bernstein pour obtenir cette propriété (IX). Il est plus général 

de faire l'hypothèse suivante (X, XI) : 



E O ,  3 ME > O  et t E telsque t / t ~  [- t E ,  tE], y n 2 1  , K c K .  

Dans ces conditions, il existe des constantes A > O , O < r < 1 , 

tels que : 

Etant donné un échantillon de taille n , on pose : 

ième 
{X i E In} est donc l'ensemble des cellules de la n partition 
n,i ' 

qui ont été chargées au moins une fois par les réalisations des processus 

ponctuels f,, ..., f : 
n 

{ f k  , k E R: . }  est donc l'ensemble des réalisations des processus 
, J 

ième 
ponctuels f ,  ,..., f qui chargent la cellule X de la n partition. 

n n, j 

v = Card R 
n, j n,j 

v est donc une variable aléatoire donnant le nombre de fois où la 
n, i . - 

ième 
cellule X de la n partition a été chargée depuis le début de 

n,j 

l'échantillonnage. 

Enfin : 



.. 
On définit alors l'estimateur z' de z par : 

n 

<L 
Remarquons que le choix des x se fait arbitrairement parmi 

k, j 
ième 

les points qui tombent dans X lors de la k observation ; nous 
n, j 

procédons de la sorte dans un but de simplification, et on pourrait trouver 

plus judicieux de tenter d'améliorer la vitesse de convergence de cet 

estimateur en remplaçant zk(Xk, j) , par la moyenne arithmétique de 

l'ensemble : 

Il y a lieu de remarquer cependant que, s'il s'avérait au cours de 

l'échantillonnage qu'un grand nombre de points différents puisse être 

choisi dans chaque cellule, cela indiquerait un choix maladroit de la 

suite de partition : la meilleure estimation (hypothétique) de la valeur 

moyenne du processus Z sur la cellule serait alors obtenue au prix d'une 

moins bonne précision du point de vue local. 

.. 
îll?~in&ion 11.2.- On dira que z' converge en probabilité vers z 

n 

* .. 
> O , ' dg  > O ; l i m ~  { sup I Z ~ ( ~ )  - z(y)I > TI} = O 

n YE S- 

.. 
et que z' converge presque complètement vers z si : 

n 



5 - ÉTUDE DE LA CONVERGENCE DE L'ESTIMATEUR, 

Dans l e  premier  lemme de  c e  pa ragraphe ,  on donne une c o n d i t i o n  

s u f f i s a n t e  pour que  l ' e f f e c t i f  d e s  c e l l u l e s  d e s  p a r t i t i o n s  (X . ) .  
ny J J ~ F ~  

P a r  

l e s  r é a l i s a t i o n s  d e  f  , . . . , f  s ' a c c r o i s s e  p resque  sûrement uniformément 
n 

p l u s  précisément ,  

f i x o n s  E > O , a s s e z  p e t i t  pour  que S # @ e t  posons  : - E 

Posons : 

v = i n f  v 
n n y j  

j sFn 

Lmme 5. - supposons que : pour t o u t  p E ]O, 11 , on a : -- - 

l o g  n 
i n £  v(Xn .) >- - , pour  n a s s e z  grand . 

Y J  - 
j e F  n n P 

Dans c e s  c o n d i t i o n s ,  il e x i s t e  une s u i t e  r ( n )  , t e l l e  que : r ( n )  - + a, n 

Yheuve : Il e s t  c l a i r  que pour p a s s e z  p e t i t  : 

P(vn s r ( n ) )  < + e t  donc P(1im sup(vn i r ( n ) )  = O 
n? 1 

s o i t  que v --+ + P.S .  
n n 

Il e x i s t e  un e n t i e r  n t e l  que : 
1 

f f " 2 n l  y O < &  n < E ,  



a l o r s  d ' ap rè s  l e  lemme 4 e t  l ' hypothèse  H l  , pour t o u t  X , j E Rn : 
n , j  

où a e s t  un nombre p o s i t i f  ne dépendant que de E e t  de 
'n 1 > 

pour n  assez grand (n 3 n  ) ,  on a ,  d ' ap rè s  
2 H2 : 

donc : sup v(Xn - 1  5 I l g l I  . SUP v(Xn .) < S . 
j CF > J  

j €Fn > J  
n  

Comme : f e s t  à charge ( k 1 , 6 )  - r é g u l i è r e  : 

t'j e  F , v(xn .) < k ,  A ( X  .) . n  > J  n,  J  

En u t i l i s a n t  l 'hypothèse  du lemme 5 on a  : 

Log n  l n 3  : t e l  que v n  3 n  in£ v(Xn .) 3 - 3 -  
j  eF Y J  

n  n  P 

par  s u i t e  : 

a a Log n  
A(Xn . s - v o n  . Z - - 

k l  k l  n p  

on pose a l o r s  : 

Log n  
r ( n )  = [cl-] , avec cl €10, c/2] : 

P 

Il e x i s t e  une s u i t e  :, c r o i s s a n t e  t e l l e  que : 



Commepourtout  j E R  n  ' v s u i t  une l o i  binomiale B(n, h(Xn ,)) , 
n ,  j , J  

Log n  
e t  comme r ( n )  Y c ' -  < n  X(X .) = E(v .) . 

P n,J  n ,  J 

On peut  é c r i r e  l ' i n é g a l i t é  c l a s s i q u e  ( X I I )  : 

n-r (n) (n-r (n) A (Xn, 

'('n, j 
6 r ( n ) )  < c ~ ( ~ )  X(X . ) r ( n ) ( l - X ( ~ n  -1) 

n  n , J  9 J nh(Xn . ) - r (n)  
> J  

comme 

n  X(X .) 4 2r(n)  , un c a l c u l  f a c i l e  montre que : 
~ Y J  

Ensui te  en u t i l i s a n t  l a  formule de S t e i r l i n g  on a  : 

r (n )  = y n  1 112 n  r ( n )  ( n  )n-r (n) 
C ( (-1 

n  nr (n) 2nr (n) (n-r (n) ) r (n) n-r (n) 

on v o i t  que Y -+ 1 
n r (n )  n  

n  ) I l 2  = ( 1 
d ' a u t r e  pa r t  : ( ) l I 2 0  , 

2nr (n) (n-r (n) 2nr(n) (1-1 l n )  n  

par  s u i t e  : 

( 
n  

l i m  Y ) I I 2  = 0  OU encore 
n  nr (n) 2nr (n) (n-r (n) ) 

( 
n  

Y ) I l 2  = O(1) 
nr (n) 2nr (n) (n-r (n) ) 



e n f i n  en remarquant que l a  fonc t ion  u(p)  = e s t  déc ro i s san te  

r pour p  > - , e t  que : 
n  

- Log n  r (n)  < c  - 
n  n  P 4  h(X .) 

n > J  

on o b t i e n t  : 

h(Xn . ) r (n )  (I-h(xn .)) n-r (n) 
9 J  Y J  

donc pour t ou t  j E Rn e t  pour n  a s sez  grand : 

n  r ( n )  n  )n-r(n)  
p v s r ( 1  ( c  - ( 1 - c -  1 O(1) < -1 (n-r (n) 

Log n  n-r(n) 
r (n> n  P 

On pose : 

, Log n  a = p  - 
n  P 

Log n  
b = c -  

P 

On a  a l o r s  

b  a  a-b n-a 
P(vn s r ( n ) )  6 ((;) (=) ) . O(1) , pour n  a s s e z g r a n d .  

y j 

Mais : 

n-b n-a b-a n-a 
( )  = ( 1  --) 
n-a n-a 

b-a Log n (c  - PA) 
(G' = - 0  n  n  - p: Log n  

-x e t  puisque 1 - x 5 e  on o b t i e n t  : 

n-b n-a < b-a. 
) . exp - (n-a) (:) = exp - (b-a) . 

n  a 



par  s u i t e  : 

pour n assez grand,mais pour a ,  b > O on a : 

b a 
(;) exp(a-b) s exp - (a-b) 

t où t = max(a, b) 

2 

donc '('n, j 5 r ( n ) )  5 ( e x p -  (a-b) 2b ) . O ( ] )  

s o i t  que : 

Log n c Log n 2 
- 

P P 
) Log n 2 

5 r ( n ) )  < exp - = exp - - (PA - C )  
'('n, j 2.c - ~ o g  n ~ C P  

P 

O r ,  (PA) e s t  une s u i t e  q u i  c r o i t  v e r s  c f ,  donc 

l - c ) 2  ' (cl  - c )  
2 

( pn n 

en  décro issant ,  par  s u i t e  : 

2 2 
( A -  c > (cl  - C l 2  > C / 4  , 

Log n c 
2 

5 r ( n ) )  5 (exp - 2cp . O(  1 ) pour n > max (n o."l .ng) 
'('n, j 

e t  donc : 

Log n 
v(Xn .) 3 ca rd  R . - 

> J  n n~ 
j €Rn 



donc n card Rn ( p 4 S) . -- 
Log n 

par conséquent : 

et donc puisque ceci est vrai pour tout p E: ]0,1] : 

Théokèème II. 1.- Sous les hypothèses Hl , Ht , H3 , H4 et celle 

du lemme 5 on a : 

a) Une condition suffisante pour que z o  converge vers z, en 
n 

probabilité est que : 

lim F~ . (++fi = O . 
n 

n 

6 

b) Une condition suffisante pour que z' converge presque 
n 

complètement vers z est que : 

Remartque : Ainsi le nombre de cellules des partitions ( X  . ) ,  
n9 J J ~ F ~  

et leur diamètre se trouvent étroitement liés ; nous discuterons de ces 

k conditions, dans le cas où X = R  , après la démonstration. 

Pneuve : E > O est toujours fixé de façon que S ne 
-E 

soit pas vide, et n assez grand (n > n ) pour que 6 < c ; n > O 
1 n 

est fixé arbitrairement. 



Posons : 

Il est  c l a i r  que : 

Posons a l o r s ,  pour t o u t  j & Rn : 

1 % 
n = {  sup 1- 
n , j  1 Zk(xb,j)  - '(y) / > n )  

""n, j 'n,j keRn , j 

WC 
Pour t o u t  n € N  e t  t ou t  j E R n ,  on f i x e  un p o i n t  u dans  X 

n ,  j n ,  j 

e t  on pose : 

Pour n assez grand (n > n 2 ) ,  on a pour t o u t  j E Rn : 

. - z )  sup E ~ Z ( U , , ~ )  - Z ( Y ) ~  < k &yB< n/2 SUP I z ( u , , ~  

y € n  , j y e n  , j 

pour n > n e t  j E Rn on a donc : 
1 

fi, 
O r  l a  f ami l l e  d e s  po in t s  (Xk, j ) e s t ,  rappelons l e ,  c h o i s i e  de  l a  façon 

s u i v a n t e  : on cons idè re  l e  n-uple de  p.p.  : f ,......, f 
"'n, . I n ,  j 

r ep ré sen t an t  l e s  r e s t r i c t i o n s  de f l  ,..., f n à X , e t  pour t o u t  
n ,  j 

k E < l , n >  , t e l  que  fi,^, .) > O , on c h o i s i t  par  une procédure a l é a t o i r e  

quelconque un p o i n t  unique d e  
Xn , j parmi l e s  p o i n t s  de  f k  , on peut  



donc représenter la famille (Xk,j) comme la réalisation d'un n-uple 

de processus ponctuels : 

se réalisant dans X , et, tel que pour k = 1 ,  ..., n : 
n,j 

Appelons P la loi de probabilité de ce n-uple de processus ponctuels 
n, j 

(c'est une loi de probabilité sur un espace produit d'espaces de réparti- 

tions ponctuelles qu'il est inutile d'expliciter). 

P ( Q I '  . = 1 P(Q" 1 ( Y  . n .) = (X ,,..., xn)) pn .(d(xl ,.-., xn)) 
n~ J n,j Y J n, J 9.1 

où ( x , ,  ..., x ) est une façon commode de noter une réalisation quelconque 
n 
n 

de h . , . . . h .) , c'est-à-dire que pour tout k, x est soit un 
3 J n7 J k 

à la k 
i ème 

point obtenu dans X observation, soit n'est pas défini. 
n,j 

Cependant, comme les élcments aléatoires 
('k) kz i (fk)k2i 

sont indépendants : 

où Kx est l'ensemble des indices k E , n  tels que xk est 

défini et e = Card(K ) .  e 
Etant donné que (Z l,...,Z ) sont indépendantes et de 

n 

même loi 



O r  d'après l'inégalité de ?larkov et l'hypothèse H3 : 

De plus, ctlaprès l'hypothèse H4 : il existe des constantes 

A > O et O  < r < 1 , indépendantes de u , telles que : 
n, j 

En notant EL : l'ensemble des (xl, . . . ,xn), où x k est dé£ ini pour 1 

indices k E { 1,. . . ,n} : 



.. 
> r i l s ~ * ( f i )  5 1 P(vn ~ r ( n ) )  + n 

j "Rn 
, j 

r ( n ) + l  + + Card R . (A . r 
n 1 

rl 

$ Card R . Max P(vn $ r ( n ) )  + Fn . A . r r ( n ) + l  + n 
n 

j €Rn , j rl 

O r  d ' a p r è s  l e  lemme 5 : [ ~ a r d  Rn . Max P(v, S r(n))] 
j na 1 

est  l e  terme 
j €Rn 

géné ra l  d 'une  s é r i e  convergente .  

 autre p a r t ,  en posant y = v(K) : 

Log n 
Y = 1 v(Xn .) 2 Fn . , pour t o u t  p de ]0,1], 

j eFn 
, J  

n a s sez  grand . 

Log n Log n 
pour n assez  grand . 

Par  s u i t e  : 

Log n 
r ( n ) + l  C '  - n P . Log r - n 1 - R l p  

A . F  . r e - 
n ' ~ o g n  

avec R = - c '  Log r e t  pour p as sez  p e t i t  on a : 

par  conséquent,  se lon  que : F . g l + '  - O , ou que : 1 F n . 6  1 + B  < + C o ,  
n n n n 

A 

n?  1 

z '  converge en p r o b a b i l i t é ,  ou presque complètement. 
n 



k 
Z>iA~uhb~Vn : Cas 03 X = R , k 2 1 . 

k 
Supposons que K s o i t  un compact de  ai , k 2 1 , on peut  sans  

p e r t e  de  g é n é r a l i t é ,  supposer : 

k 
Munissons IR , k > 1 , de l a  d i s t a n c e  d,  d é f i n i e  par : 

d(x,y)  = max / x i  - yil 
i= 1 

supposons que v dés igne ,  dans l 'hypothèse H l  , l a  mesure de Lebesgue 

k 
sur  R , e t  que ('n, j ) j c ~  

, pour t o u t  n , s o i t  un q u a d r i l l a g e  d e  
n 1 

[O, 11 par  des c e l l u l e s  d ' a r ê t e  - . 
s (n) 

- 1 
On a donc, pour t o u t  n : 'n - s(n) 

Mais : 

1 Log n .) =-2- 
k 

pour n a s s e z  grand . 
n P  

e t  donc s i  I L +  6 > ( l+a )k  où a > 1 . 
1 + B  Log n a 

Fn . Sn s (- n 1 

Th2onCme 77.2.-  Dans les cond i t i ons  p r é c i s e s  c i -dessus,  pour que -. 
z converge en p r o b a b i l i t é  v e r s ,  il s u f f i t ,  dans l 'hypothèse  
n H3 Y que 

f3 + 1 > k , - où k est l a  dimension de  l ' e s p a c e .  

Pour que z '  converge presque complètement v e r s  z, il s u f f i t  que, 
n 

dans l 'hypothèse  
H3 

B  + 1 > ( l + a ) k  où a > 1 . - 



Remmque : Les méthodes développées  dans  c e  c h a p i t r e  p e r m e t t e n t  

de  r e v e n i r  u t i l e m e n t  s u r  l e  problème du c h a p i t r e  p r é c é d e n t ,  e n  supposant  

c e t t e  f o i s  que t o u t e  mesure du phénomène physique é t u d i é  est  e n t a c h é  d ' u n e  

c e r t a i n e  e r r e u r .  

Nous f a i s o n s  t o u j o u r s  l e s  hypothèses  H l  e t  H2 , e t  nous  

p laçons  n o t r e  é t u d e  sous  l ' h y p o t h è s e  du lemme 5 .  

Cependant, l a  f o n c t i o n  a l é a t o i r e  Z e s t  supposée f i x e ,  e t  donc 

é g a l e ,  comme dans  l e  c h a p i t r e  p r é c é d e n t ,  à une f o n c t i o n  z c o n t i n u e .  

Il  nous r e s t e  à m o d é l i s e r  l e s  e r r e u r s  d e  mesures  ; nous supposons 

que t o u t e  mesure d e  z  en un p o i n t  x comporte une e r r e u r  a d d i t i v e  

r e p r é s e n t é e  p a r  une v a r i a b l e  a l é a t o i r e  Ex ; autrement  d i t ,  c e  q u i  est  

observé ,  c ' e s t  : z ( x )  + Ex ; nous supposerons  que E e s t  une v a r i a b l e  
X 

a l é a t o i r e  c e n t r é e  ( C e t t e  hypothèse  r e v i e n t  à d i r e  que,  s i  E  n ' e s t  pas  
X 

c e n t r é e ,  s a  moyenne e s t  connue d e  l ' e x p é r i m e n t a t e u r  q u i  p e u t  p rocéder  à l a  

c o r r e c t i o n  a d é q u a t e ) .  

Nous supposerons  également  que 

G2) Ex possède  d e s  moments de  t o u t  o r d r e ,  pour  t o u t  x E X . 

k Mk-2 
G ) Pour t o u t  k 2 2 , pour  t o u t  x  E X , E(Ex) < c  . 

3 
. k! , 

où M e s t  une c o n s t a n t e  indépendante  de  k e t  de  x .  

Un é c h a n t i l l o n  d e  t a i l l e  n  comprendra donc 

* n  r é p a r t i t i o n s  p o n c t u e l l e s  : f ; (w)  ;.....; fn(w) , où , 

pour t o u t  i = 1 ,  ..., n : 
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a n ensembles de mesures erronnées : pour tout i = 1 ,  ..., n : 

Nous ferons enfin l'hypothèse d'indépendance entre les diverses erreurs : 

G 4 )  Pour tout i = 1, .. .,n et j = 1,. .., N(£;(W); X), les 

variables aléatoires E ont pour loi la loi de Ex au point x = x l  (o) 
(i,j) 

et sont indépendantes entre elles. 

Avec les notations déjà utilisées dans ce chapitre, posons : 

- 
avec la convention : z = O sur X si v = O 

n n,j n,j 

'L 
et x E {x E Xn : N(fk , {XI) > O} . 

k, j , j 
- 

Voyons maintenant que, sous ces conditions z n converge vers z presque 

complètement, au sens de la définition 11.2. 

On fixe E > O de façon que S -E ne soit pas vide, et n assez 

grand (n 2 nl) pour que S n < E ; Q est un nombre positif fixé arbi- 

trairement ; on a, comme dans la démonstration du théorème 11.1 : 

1 "" R = { sup '7 1 (z(xk , J .) + E% x ) - z(y)l > ~1 . n'j ycXn n,j  ER,,^ k,j 
j 

Çomme z est continue sur le compact K , il existe n 2 > n l  tel que, 

pour n 2 n2 : 

max sup Iz(x) -z(y)l < ~ 1 2  . 
jsKn (x,y)&xn, 



Donc, pour t o u t  n 2 n e t  t o u t  j E Rn , pour  t o u t  
2 Y n ,  j 

PI, 1 'L 1 I Z ( X ~ . ) - Z ( Y ) ~ $ ~ / ~  . 
n , j  ksR n , j  ksR 9J 

Par  conséquent ,  pour  t o u t  n 2 n e t  t o u t  j E Rn : 
2 

Avec l e s  n o t a t i o n s  d e  l a  démons t ra t ion  p r é c é d e n t e ,  

1 n 
I P { ù I  1 E* Q , ~ ; . . ;  . ) = ( x l  ,..., x n ) I P  . (dx  l , . . . ,  d u )  

n , j  ksR k,  j n~ J n , J  n 
n ,  j 

n 

e t  pour  t o u t  ( x l  , . . . , x  ) E E , d ' a p r è s  
n x G4 y 



et, d'après G I  , G2 , G3 et une inégalité voisine de celle de Frechet [15] 

2 
Alors, en posant r n = exp[- TI / (8 c + 2 qM)] , on obtient : 

Ainsi, p{ sup (;,(y) - z ( y ) (  > n} < Card(Rn) . max P{v,,j r(n)} + 

Y ~ S  - E j €Rn 

D'après la démonstration précédente, sous les hypothèses du 

lemme 5, le terme de gauche est le terme général d'une sërie convergente. 



CHAPITRE III 

ESTIMATION DU CONTOUR DISCONTINU DU SUPPORT D'UNE 

REPARTITION PONCTUELLE ALEATOTRE, 
................................................. 

L'origine du problème remonte à un article de J. GEFFROY, en 

1964, [I], qui étudiait l'estimation du contour du support d'une loi de 

probabilité sur le plan, ce contour était supposé délimité par l'axe des 

abscisses, les verticales {x = O) et { x  = 1 )  et une fonction positive 

continue i I ) .  

Ce problème devrait être repris et prolongé par plusieurs 

élèves de Geffroy, notamment J. CHEVALIER, en 1976, [VI, qui considérait 
un support délimité par une courbe continûment différentiable, et par 

M.H. GENSBITTEL, en 1979 [IV], qui étudiait le problème de l'estimation 

du support d'une répartition ponctuelle aléatoire, quand ce support est 

de la forme indiquée dans le paragraphe ci-dessus. 

Nous nous proposons, dans ce chapitre, d'étendre les résultats 

de ces différents auteurs, au cas où $ n'est plus continu, mais présente 

des discontinuités de première espace. 

Il convient tout d'abord de procéder à quelques rappels élémen- 

taires concernant 1' espace D [O, 11 ; on trouvera la démonstration de ces 

quelques propriétés dans le livre de BILLINGSLEY [XVI]. 



D[o,~] ou D désigne l ' e s p a c e  des  fonc t ions  @ dé£ i n i e s  
a 

su r  [0,a] cont inue à d r o i t e  e t  ayant d e s  l i m i t e s  à gauche : 

I )  \ix E [o,a] . ~ ( x + )  = i i m  $(y) e x i s t e  e t  $(x+) = $(x) 
Y+X 

2) ' J x E ~ o , ~ ]  , $ ( x - ) = i i m $ ( y )  e x i s t e  . 
Y +x 

Les éléments  de D[o,~)  ne p ré sen ten t  donc que des  d i s c o n t i n u i t é s  

de première espèce ; pour t o u t e  fonc t ion  @ de D[o,~] e t  t o u t  i n t e r v a l l e  

de  [0,a] on pose 

Un r é s u l t a t  é lémenta i re  mais e s s e n t i e l  pour no t r e  é tude  e s t  l e  su ivant  : 

Ptr~phi&té 1 I T . I . -  S o i t  Q un élément de D l  e t  E un nombre 

p o s i t i f  f i x é  ; il e x i s t e  une p a r t i t i o n  d e  [O. 11 : O = x < x1 < ... < x Q =  1 
O 

t e l l e  que : 

wm(lxi- .xi[) c E . pour t ou t  i = 1,. ..,e . 

On en dédu i t  notamment q u ' i l  e x i s t e ,  pour <P E Dl , au  p lus  

un nombre f i n i  de  s a u t s  de hauteur  absolue  supér ieure  à un nombre p o s i t i f  

donné ; par conséquent l 'ensemble des p o i n t s  de d i s c o n t i n u i t é s  d e  @ e s t  

au  p l u s  dénombrable, e t  @ e s t  bornée e t  mesurable. 

Il e s t  c l a i r  que D l  n ' e s t  pas  séparable  pour l a  d i s t a n c e  

uniforme : 

Aussi b i en ,  dans l e  problème que nous nous possns,  ne  peut-on 

e spé re r  v o i r  n o t r e  es t imateur  (une f o n c t i o n  en e s c a l i e r  a l é a t o i r e )  converger 



uniformément vers une fonction @ présentant des discontinuités inconnues ; 

il faudra donc se contenter de distances plus faibles ; dans ce chapitre, 

nous utiliserons essentiellement la distance L définie par : 

et la distance de Skorokhod d dont nous rappelons plus loin la définition ; s 
dS est plus forte que L, mais l'emploi de l'une ou l'autre est justifié 

par le fait que pour L , l'estimateur que nous utilisons est toujours 

l'estimateur défini par Geffroy, tandis que, pour dS , la construction de 

l'estimateur sera, on le verra, plus compliqué. 

Soit A la classe des fonctions strictement croissantes et 

continues de [O, 11 dans lui-même ; pour tout couple ( $ , Y )  d'éléments 

de D l  , on pose : 

dS($,y) = {inf E > O  :]AC A :  sup /h(x) - x (  s E ; 
Xe Co, 11 

sup IQ(x> -Y(XX)] 5 E )  . 
XE Co, 11 

Une suite (@,) converge dans (Dl ,dS) vers @ si et 

seulement si il existe une suite (An) d'élément de A telle que : 

lim sup Ihn(x) - ~ ( x ) l  = 0 
n XE[O,I] 

lim sup IIJ~(A~(X) - $(h(x))l = 0 . 
n xc [O, 11 

Bien entendu, on peut remplacer la seconde condition par : 

lim sup [@,(x) - Q(hn(x))l = O 
n xe[o, l] 

( D l  ,ds) est un espace métrique séparable. 



Dans l a  s u i t e ,  nous u t i l i s e r o n s  des  n o t a t i o n s  q u ' i l  f a u t  mieux 

p r é c i s e r  une f o i s  pour t o u t e s  : 

f e s t  une r é p a r t i t i o n  ponc tue l l e  a l é a t o i r e ,  su r  l e  p lan  r appor t é  

à un c e r t a i n  système d ' axes  r e c t a n g u l a i r e s  (Ox,Oy) , d é f i n i e  su r  un espace 

de p r o b a b i l i t é  (R,A, P) . 
Le support  de f e s t  déf i n i e  par  

- 
où @ e s t  un élément de D I  e t  @ ( x  ) l a  n o t a t i o n  c l a s s i q u e  pour 

l i m  @ ( s )  . 
s f x  

Ranmque- : Il  convient  de v é r i f i e r  que S e s t  b i e n  fermé ; 

pour  c e  f a i r e ,  cons idérons  une s u i t e  (xn,yn) d18léments  de S q u i  

converge ve r s  (x ,y ) .  On montre t o u t  d 'abord q u ' i l  e s t  p o s s i b l e  de supposer 

que,  pour t o u t  n ,  x e s t  un po in t  de  c o n t i n u i t é  de  @ .  
n 

# 
n  E W é t a n t  f i x é ,  il e x i s t e  une s u i t e  (Xn, k) kîN* 

de p o i n t s  

de  c o n t i n u i t é  de Q qu i  converge v e r s  x  . s i  @ ( x i )  < O(*,), on c h o i s i t  
n '  

une s u i t e  
( n ,  k) k a  

* d é c r o i s s a n t e  ; pour k  a s s e z  grand, on a  : 

il e s t  donc p o s s i b l e  de c h o i s i r  un p o i n t  t e l  que : 

on c h o i s i t  une s u i t e  
(Xn, k)kd?* 

c r o i s s a n t e  ; pour k a s s e z  grand,  on a  : 



Il est donc possible de choisir un point 
'n,k 

tel que : 

- - 
et 

Iyn,k n 'nl ' 2;; 'n,k <@(x )(=O(x 1 ) .  
n nykn n,kn 

Il est clair que (x 
n,kn ; 'n,kn 

) est aussi une suite d'éléments 

de S qui converge vers (x,y). 

Ainsi, on peut sans perte de généralité supposer que (xn,yn) 

est une suite de points de S telle que pour tout n, x est un point 
n 

de continuité de @ , et que (xn) est une suite monotone ; 

- si (x,) est décroissante, on obtient : 

- si (x,) est croissante, on obtient : 

y = lirn y < lim O(x ) = @(x-) < max(Q(x) ; @(x-)) , 
n n n n 

On se propose d'estimer @ à l'aide d'un échantillon de 

taille n de f : fl,...,f par une fonction empirique @ définie 
n n 

au moyen des éléments suivants : 

- (kn) est une suite d'entiers positifs qui tend vers 

l'infini avec n. 



pour r = 1,2, .. .,kn-l 

. U" = max {y, (x,y) E SW,,r} si su # @ .  
n, r n,r 

k 

Etant entendu, que pour r = kn , il convient de fermer 
r 

l'intervalle [F , mais nous négligeons désormais ce détail. 
n n 

On remarque que cet estimateur n'est autre que celui proposé 

par Gensbittel dans le cas où 0 est continu ; il est amusant de constater 

que, pour le cas que nous envisageons, cet estimateur est propre dans ce 

sens que : 

pour tout r = 1, ..., kn , on notera : 



Pour tout nombre réel positif z ,  on appellera D (2) la partie 
n, r 

de D constituée par les points d'ordonnée supérieure ou égale à 
n,r 

M - z et E (z) l'événement consistant en ce qu'aucune partie 
n,r n, r 

O .  

D (2)  n'est chargée par l'un des processus ponctuels fi , 1 = 1, ..., n . 
n, r 

2 - ÉTUDE D E  L'EFFICACITÉ DE L~ESTIMATION DE @ DANS ( D I , L ) .  

On propose deux théorèmes concernant une condition suffisante 

de convergence, le premier sera analogue à celui proposé par GENSBITTEL [IV] 

dans le cas où @ est continue, le deuxième, en renforçant les hypothèses 

sur f ' sera analogue à celui proposé par GEFFROY [1] . 

C h  appellera A(n,z) l'ensemble des rectangles de côtés 

parallèles aux axes Ox et Oy ; contenus dans S , de hauteur z/2 et 

de largeur I/k, , pour z assez petit, cet ensemble n'est pas vide, 

et on pose alors : 

c ( z ) =  inf PCN(~:B) > O ) .  
k ,  n BeA (n , z) 

Enfin on appellera B(n,z) l'ensemble des rectangles de côtés parallèles 

aux axes Ox et Oy , de hauteur z et de largeur I/kn , on pose : 



Thé04èm~ 111 . 7  .a.- Une condi t ion  s u f f i s a n t e  pour que 
CJ n  

converge v e r s  0 en p r o b a b i l i t é  (respectivement presque complètement 

(p .co . ) )  dans l ' e s p a c e  métrique (DI ,L) e s t  que pour t o u t  r é e l  p o s i t i f  z ,  

n  
l a  s u i t e  un(z)  = kn . (1 - Ck (2 ) )  tende v e r s  O - avec 1 /n ( r e sp .  

n  
que l a  s é r i e  de terme général  u  n (z )  s o i t  convergente) .  

DZmondktL&on : z > O é t a n t  f i x é ,  s o i t  : 

une p a r t i t i o n  de [0,1] t e l l e  que : 

r+ 1 
lorsque n  e s t  a s sez  grand chacun des i n t e r v a l l e s  Le 9 7 

n  n  

r = O , ! ,  ..., k c o n t i e n t  au p l u s  un p o i n t  x , j  = O,  ..., R : on n- 1 j 

supposera donc sans p e r t e  de g é n é r a l i t é ,  que c ' e s t  l e  ca s  pour cout  n .  

On notera  
Kn 

l 'ensemble 0 ,  k n- 1 ) e t  L  n  l e  sous- 

r+ 1 
ensemble de  k  des  e n t i e r s  r t e l s  que [F , con t i en t  un poin t  

n  n  n  
x , ( j  = 0,1,  ..., L ) .  Il e s t  f a c i l e  de v é r i f i e r  que : 

j 

i l  e x i s t e  un e n t i e r  n t e l  que pour n  > n  ' 
1 1 '  

M e < - sup Q(x)  < z / 2  
k n x o c ~ , ~ ~  r € L n  n  

k 



1 
Alors l'événement : {I IQn(x) - Q(x)I dx > z! implique : 

O 

qui implique à son tour : 

Ainsi l'un des événements : {max[(~,,~ - U 1, (M - m )] > 2/41 
n, r n,r n, r 

r+ 1 
est réalisé pour r E K - Ln ; cependant, comme , ne contient 

n 
n 

pas de  oint x , l'oscillation de @ sur cet intervalle est inférieur 
j 

à 2/8 , c'est donc un événement : 

{(M - u ) > 2/41, pour r c K - Ln , 
n, r n9r n 

qui est réalisé, désignons alors par A le pavé : 
n,r,z 

Il ne contient aucun point de { f  ],..., £A} : l'événement ci-dessous est 

donc réalisé : 

En résumé, on a donc, pour n > n 
1 '  

et donc 

r 1 



Or, pour r E Kn - L , A est un rectangle contenu dans le support 
n n,ryz 

r+ 1 
de f ' ,  puisque l'oscillation de 0 sur [F , est inférieur à 218 ; 

n n 
on a donc : 

et donc selon que : 

1 kn(l - Ck (z')) < + m 

n? 1 n 

On obtient la convergence en probabilité ou la convergence presque complète 

de notre estimateur dans (Dl ,L)  . 

On suppose maintenant que f' est une r.p.a. admettant 

une mesure moyenne p à densité g par rapport à v mesure de Lebesgue 

sur IRL , on suppose de plus que f '  est (ko, &)-régulière , on a alors 

le théorème suivant : 

.3!i S 
L! LLL O ThQukCme 7 7 7 . 7 . b . -  s'il existe deux constantes positives A 

et B telles que : - 

Une condition suffisante pour que @ converge en probabilité 
n 

et presque complètement vers Q dans (D1,L) est que : 

k =O(- ) quand n -+ + . 
n Log n 



~ ~ r n o n b ~ o n  : z > O é t a n t  f i x é  , s o i t  : 

x = o < x  
1 

< ...... < X 
0 j 

< ...... < x t =  1 

une p a r t i t i o n  de [0,1] t e l l e  que : 

quand n  d e v i e n t  g rand ,  chacun d e s  i n t e r v a l l e s  
r+ l [$, r = O , ]  ,..., k 

n  n  n- 1 

c o n t i e n t  a u  p l u s  un p o i n t  x  , j = 1,2,  ..., & , on supposera  que c ' e s t  l e  
j 

c a s  pour t o u t  n .  

On pose Kn = {O, 1 , .  . . , k n - l l  

L = sous-ensemble d e s  r t e l  que 
n  

n  n  
r+l . 

c o n t i e n t  un   oint x  , j = 1 . . . , ; o u  x  E I 
= [f j n ,  r 9 

n  n  

P a r  conséquent  , 

il e x i s t e  un e n t i e r  n  t e l  que pour n 2 n  
1 1 '  



On a a l o r s  : 

avec : 

r r+l 
comme pour r E K - L : , -[ ne  con t i en t  pas  de poin t  x  , n  n  

n  n  j 

l ' o s c i l l a t i o n  de Q su r  c e t  i n t e r v a l l e  e s t  i n f é r i e u r  à z /8  e t  donc : 

ce  q u i  prouve l ' i n c l u s i o n  : 

supposons que k s a t i s f a s s e  à l a  cond i t i on  du théorème : n 

n  
4 O : k  = ---- 1 En n  n  ~ o g  n  

en admettant que : O < z  < 4  in£  ~ ( x )  e t  comme f '  e s t  (k O , 6 ) - r égu l i è r e  : 
Xe [O, 11 

on a : 

e t  donc il e x i s t e  n t e l  que pour n  3 n  e t  t o u t  r IZ K - L : 2 2 n  n  

P ( D ~ , ~ ( Z / ~ ) )  < S 

donc : h ( D  (214)) > P(D ( ~ 1 4 ) )  / ko 
n , r  n , r  



donc : pour  n 3 n e t  t o u t  r c K - L 
2 n n 

d 'où  

n E 
a z  n n wn(z) = k  ( 1  --) = -  (1 - a z  Log n n 

n k Log n 
n n E 

1 
n 

n E - Log n/E n n (1 - 1 ~ ~ )  E e n 
Log n = n 

Log n 

e t ,  il e x i s t e  n 3 . n 2  t e l q u e ,  V n ? n  
3 '  

- 
n a z 

< 1 e t  1 - -  Log n < - 2  
E 
n 

donc 



3 - LOI L I M I T E  DE L(@,, @ ) .  

Dans l'hypothèse où f '  est un processus ponctuel de Poisson, 

de paramètre c . XS , où X est la restriction de la mesure de Lebesgue 
S 

à S ; nous allons chercher la loi limite de L(Qn,@) ; nous procéderons 

par ordre de complexité croissante en examinant les deux cas suivants : 

1) Q est contante. 

2) @ est une fonction en escalier. 

ler  Cas 

ThZokErne 777.2.- Supposons que $(x) = a - où a est une 

n constante positive, et que k = O(-). Dans ces conditions on a : 
n Log n 

î?érnu~&Lu,tion : , . étant indépendants et de même loi 

n .  
que i*, leur superposition 1 fi est un processus ponctuel de Poisson 

i= 1 
de paramètre n . c . . 

Sur un rectangle -[ x [0,a[= H , la restriction 
n n n,r 

n -- 
de 1 fi est un processus de Poisson de paramètre n . c . 

i= 1 
A~ . 

n n,r -- 
Soit N : ie nombre de points de fi tombés dans le 

n ~ r  i= 1 

rectangle H : sous la condition iNn, r 
= V }  , ces points sont répartis 

n,r 

comme un échantillon de la loi uniforme sur ce rectangle. Par conséquent : 

pour tout u : O 5 u $ a 



pour  v = O 

O r  N 
n c a  

s u i t  une l o i  d e  Po i sson  d e  paramètre  - = 
k 

a  s i b i e n q u e :  
n ,  r n  n  

-a 
On v o i t  donc que l a  l o i  de  U p r é s e n t e  une masse e  n  en O , e t  

n , r  
a  a n ( u / a -  1 )  

n  que l e  r e s t e  d e  l a  masse e s t  r é p a r t i  p a r  l a  d e n s i t é  - e  e n t r e  
a  

O e t  a .  On d é d u i t  : 

e t  un c a l c u l  s imple  f o u r n i t  : 

on pose : 

D ' a u t r e  p a r t  : 

donc 



Posons : 

De façon que : E ( S  ) = O  
n,r 

puisque E , • • • sont indépendantes : compte-tenu de l'indépendance 
n, 1 n 

de la suite (5 ) , et si la condition de Lindeberg ([16], 
n,r r=l,. . . ,k n 

page 42) est vérifiée : 

k 

Cependant, on sait que, si (n) n a *  
est une suite de variables aléatoires 

qui converge en loi vers X , (an) et (Bn) sont deux suites de nombres 

qui copvergent vers a et 6 respectivement, alors : 

Posons : 

un calcul simple fournit : 



n . c . a .  - Log n - -  
k où E - O .  

E n n n n 

Ains i  : 

m'  - m 
n n 

-Log n / ~  
= K e  n = K n  - ' / E n  < /$ -  dès  que E < 2 . n a l /&-  n 

n n 

Donc 

a L(Dn,@) - m  
n m - m l  
- ( u 1  n> - ( 

n u / K  n n n n 

a 
C'est-à-dire : 2 Jk L(@ ,@) - &- -k N(0, I )  a n n n 

O U  encore : 

La condi t ion  de Lindeberg e s t ,  en f a i t ,  d i f f i c i l e  à v é r i f i e r ,  e t  nous 

n c a l l o n s  démontrer directement  l a  convergence en l o i  de (- L(Qn,O) - Jk) 
K n 

LI 

v e r s  N(0 , l )  : cherchons l a  fonc t ion  c a r a c t é r i s t i q u e  de U 
n , r  

-a -a a i ta+a 
n n 

= e n n e  + e  - - 1 

-a i t a  -a 
n e n 

+ - e 
= e 



-it/Jk i t a  l e a n  I-e  =Ie n ( e  n + 

k 
i t a  /%-anfl n 

I - ( i t / Jk)  e 
n 

n 

o r ,  pour n a s sez  grand : 

D'aut re  part  posons : 



Alors : 

ita /Jk -a k z k  
it n n 

( 1  - -  e n n) n =  (1 --) 
Jk k n 
n 

converge vers 1, compte tenu du fait déjà établi : 

-a 
iim &- . e n = O  . 

n n- 

Ainsi on a le résultat : 
k 

qui n'est rien d'autre que la fonction caractéristique de la loi normale 

centrée réduite. 

ème 
Cas 

Les hypothèses concernant le processus f '  sont les mêmes 

que dans l'étude précédente, mais on suppose cette fois que @ est une 

fonction en escalier : on considère une partition O = x < x < ... < xe = 1 
O 1 

telle que : 

Pour n assez grand, les discontinuités appartiennent à des intervalles 

[F , f-[ non contigus, et nous nous plasons d'emblée dans ce cas. 
n n 

Pour tout i = 1, ..., e , on notera alors k le nombre d'intervalles 
n, i 

de ce type strictement inclus dans [xi-] ,xi [ , et, pour i = 1 ,  . . . ,X-1 , 
r .-l 
1 'il on désignera par r. l'entier tel que x. appartienne à [- , - 

1 1 k 
n 

k 
n 



Enfin on pose r O = O e t  r L = k n +  1 . 

Les remarques évidentes qui suivent  seront u t i l e s  dans l a  

s u i t e  : 

. + l >  l n  3) kn,i/kn c ~ ~ - x ~ - ~  C (kn,l pour i = 1 e t  i = . 

Pour t ou t  i = 1 ,  ..., 1 - 1  , on posera : 

z. - - 1 u - @ (x) 1 dx 
1 ,n  n ,  r i  

n 

Alors : r .-1 
e 1 1- 1 

1 
L ( Q ~ , @ )  = - k 1 1 (ai - u n , r  ) + 1 , 

n i = l  r=r i= 1 
i- 1 

n 
LQmme 7 . -  Sous l 'hypothèse k n = O(-) Log n 

, e t  pour tout  

DZmon~*nntion : Les calculs  sont vois ins  de ceux de l a  

précédente démonstration : en dësignant par j l e  complexe un i t é ,  on 

é c r i t  l a  fonction ca rac té r i s t ique  de l a  var iable  a l é a t o i r e  en question : 



l C - a  k -j tlJk- jta , / c - a  
n,i n,i n,i 1 - e jtan,i n,i n,iI n9i =[ .  .Yi(. + 

1 - j t / C  
n,i 

jta .lJk .-a 
i - ( j t l c )  e 

n. i 

Comme dans la démonstration précédente : 

d'autre part en remarquant que : 

on obtient, comme dans la démonstration précédente : 

ce qui achève la démonstration. Pour poursuivre, nous utiliserons un lemme 

de convergence en loi d'apparence classique, mais qui ne figure pas, à notre 

connaissance, dans les livres usuels. 



* 
Lernrn~ 2 . -  Pour t ou t  n s IN , on cons idère  un vec t eu r  a l é a t o i r e  

de dimension {X. 1 .  , à composantes indépendantes,  des  1 ,n  l = l , .  . . ,L  

nombres {m 1 .  e t  des  nombres p o s i t i f s  1 On 
i , n  l = l , .  . . ,l {'i,n i = l , .  . . ,Ls  

suppose que : 

- m .  a .  } ( O , )  , pour t o u t  i = 1 ,..., 1 
i , n  1 ,n  n 

2 )  l a  s u i t e  { a .  / Jo2 + . . . + a2 1 converge v e r s  un 
1 ,n 1 ,n R,n n 

c e r t a i n  nombre pi , pour t o u t  i = 1 ,  ..., L 

L 2 2 
Alors  : 

+ " '  + 
4 N(0, l )  . 

i= 1 1 , n  

D&mana&lrkian : D'après l ) ,  pour t o u t  i = 1 ,  ..., L , e t  t o u t  

t € I R  : 

j t (X .  -m. ) / a .  -112 t 
2 

l i m  E ( e  1 , n  1 , n  1,n)  = e  

e t  l a  convergence e s t  uni-forme sur  t o u t  i n t e r v a l l e  borné ; ( F e l l e r  X V I I  , 

p. 508). Par conséquent, uniformément su r  t o u t  pavé compact, on a ,  pour 

1 .  t o u t  (tl,. . . , tl) E IR . 

Pour E f i x é ,  il e x i s t e  n > O t e l  que ; 



a. 
d ' a p r è s  2 ) ,  pour n  a s s e z  grand : 

( t  i , n  ; . . . . . ; te, n' "ti-T, ; t .+O] , 
1 i= 1 

donc : 

donc,  k f ~  > O : O g l i m  sup 

C 
2  2  

j t  j: (X -m. ) / L  +. . i , n  1 , n  i= 1 1 , n  -1 /2  t 
2  

e t ,  E é t a n t  a r b i t r a i r e  : l i m  E e  = e 
n- 

Les lemmes 1 e t  2  on t  pour  conséquence : 

n  P&O~~.LQZE 7 7 1 . 2 . -  Sous l ' h y p o t h è s e  k = O(-) : 
n  Log n  



DZmo~n;Dr&on : Le processus f '  étant à accroissements 

indépendants, les variables aléatoires 

sont, pour n fixé, indépendantes ; en posant : 

on a donc, comme dans le lemme 2 : 

d'autre part : 

0 .  / L2 + ... + O = J E / J ~  +...+kn,e, pour i=l, ..., R 
1 ,n 1 ,n e, n n,i n, 1 

et, compte tenu des remarques préliminaires : 

En posant 
i 

= , pour i = 1 , .  . , , , nous sommes donc dans les 
1 1-1 

conditions d'application du lemme 2 : il ne reste plus qu'à remarquer : 

n 
Thé0ai2m~ 171.3.- Sous les hypothèses : k n = O et Log n 



3 
a) La condition supplémentaire n2 = O(k ) est destinée à rendre 

n 

négligeable l'effet perturbateur du comportement de an sur les intervalles 

où @ est discontinue. Remarquons que cette condition est parfaitement 

n 
compatible avec k = O(-) ; il suffit par exemple de prendre n Log n 

k = [n2I3 . Log n] pour que les deux conditions soient réalisées. 
n 

b) La propriété 1 et un théorème classique (Billingsley, XVI, p.25) 

permettent de conclure, dès que l'on a remarqué : 

L 1 

nc 
-4- 

nc 
0 i 1 Zi,n 3 2 (1-1) . . max {a.) 

KXÏ i=i k Jk';---Q i=i 1 

n n ri 

Pour terminer ce paragraphe, rappelons le résultat obtenu 

par M.H. GENSBITTEL (IV) dans le cas où @ est constante, f un processus 

n 
ponctuel de Poisson de paramètres, et k = O(-) : 

n Log n 

n Log (kn) 
- sup 1 rnn(x)-@ (x) l - 
kn XE [O, 11 c 

converge en loi vers la loi de GUMBEL de fonction de répartition : 

F(Z) = exp (-e -cz> , z > o  

Si 0 est lipschitzienne d'ordre y et si, en outre, n = O(kn), 

on obtient le même résultat. 



- 65 - 

4 - DÉTECTION D'UN SAUT DE L A  FONCTION Q I  

On suppose que e s t  uniformément cont inue  sur  [0,x0[ e t  

l] , e t  présente  un s a u t  de hauteur  z en x : 
O O 

z = i i m  ~ Q ( X )  - @(xo)l  . 
O 

x+x 
O 

C h  s e  propose d 'es t imer  x e t  z pour c e l a ,  on reprend 
O O 

l l es t i .mateur  4, de 4, d é j à  u t i l i s é  e t  on n o t e  X l ' a b s c i s s e  du p l u s  
n n 

grand sau t  de  
@n y 

il s e  peut,  na ture l lement ,  que Xn ne  s o i t  pas 

déterminé de  façon unique,  dans c e  ca s ,  on f a i t  un choix a r b i t r a i r e  ; d e  

t o u t e  façon, comme on v a  l e  v o i r ,  X e s t  p .  S .  dé£ i n i  pour n assez  grand, 
n 

posons donc : 

S x = -  de t e l l e  s o r t e  que : k = 1 , .  . . ,kn-] : Hs 
Hr n k  

n 

r 
O 

r0+ 1 
Pour tout  n , on no te  r l ' e n t i e r  t e l  que : - 

O 
n 

o k  k 4 x  < -  a 

n 

N O U ~  a l l o n s  démontrer que X A Xo Y Z z ( o u p . c o )  
n n n n O 

sous des condi t ions  analogues à c e l l e  du théorème 1 I I . l . a .  

A - Conveagence de xn . 
Posons z : zo/9 , e t  f i xons  un e n t i e r  n t e l  que l ' o s c i l l a t i o n  

1 

de  4, s o i t  i n f é r i e u r  à 212 , pour n 3 n . 1 '  

r r+l 
a )  sur t o u t  i n t e r v a l l e  rk 9 9 r f ro 

n n 



r r + 1  
b) s u r  , xo[ e t  s u r  Cx0 3 *C 

n n 

Avec des  n o t a t i o n s  d é j à  p r é c i s é e s ,  supposons n E' 

r#r n y r y z  
r é a l i s é ,  a l o r s ,  pour t o u t  couple  ( r ,  r + l )  t e l  que 

r # r e t  r+l # r on a : 
O 

r r +I 
Considérons maintenant l ' i n t e r v a l l e  [F , +[ e t  supposons sans p e r t e  

n n 

d e  g é n é r a l i t é ,  que : 

@(xo) < l i m  @(XI  = @ ( x i )  . 
x+x 

O 

Notons : 

m ' - - min @(x)  M ' - - max 
n y  r~ " ro /kn\(x<x n J 0 G  @(x> . 

O 
x 6x<r +I /k 

O O n 

Il e s t  c l a i r  que : 

e t  comme : 

On o b t i e n t  : 

M 
n , r  - 1  

- M 
n , r  +1 > z  - 2 2  

O O 
O 



p a r  conséquen t  : 

r -1 r r +1  r +2 
O' O O 

s i  n E' "-[ : e s t  r é a l i s é ,  e t  s i  x E , e t  Y E 9 k 
n , r , z  n  n  n  n  r#ro 

c e  q u i  impl ique  : 

e t  donc 

En résumé ; pour n a s s e z  g r a n d ,  dépendant d e  Q uniquement , 

e t  d ' a p r è s  c e  q u i  p r é c è d e ,  c e c i  impl ique  : 

Remmque : Le c a s  d ' u n  nombre f i n i  d e  d i s c o n t i n u i t é s  

X "\ ... 
1 < X~ 

s e  t r a i t e  de f a ç o n  s i m i l a i r e  : 

s o i e n t  : z l ,  ..., ze l e s  h a u t e u r s  d e  c e s  d i s c o n t i n u i t é s ,  

X; < ... < X; l e s  a b s c i s s e s  d e s  1 p l u s  g r a n d s  

s a u t s  d e  Q . 
n  



1) Vj = 1, ..., 1-1 , 
Xj et xj+l 

n'appartiennent pas à des 

intervalles r r+l 
9 jointifs. 

n n 

2) ose(@) < z/2 sur tout intervalle [$ y r+ 1 tel 
n n 

r., . .. r.+i 
3) osc(m) .< 27'2 sur tout intervalle [$; x.[ et 

[xj n J n 
j = 19...,t . 

si n E~ est réalisé, pour r 1 )  tel que r # r 
r#r, n,r,z j 

alors : 

De la même façon que précédemment on a : 

maxllOn(x) - mn(u)I, ~~n<u>-n(Y)~l > 32 

et finalement on obtient : 

On étudie maintenant la convergence de Zn , d'après la partie A : 

pour z < zo/9 et pour n 2 n 
1 '  



1 
et si l'événement 1 xn - x 1 < -1 est réalisé, la somme 

kn 
Z = %  + H~ + H comporte nécessairement les sauts de la fonction 
n n- 1 n n +  i 

r r + 1  
O 

k 
O et - de l'intervalle contenant x auquels @ aux extrémités - 

n k O '  n n 

s'ajoute un saut de @n entre deux intervalles ne contenant pas de discon- 
r 

- O 
tinuité. Ce dernier saut est HX O U H  selon que n - k OU 

n- 1 n +  i n 
r + 1  r 

O O x = -  et, nous supposerons sans perte de généralité , que X = - , 
n k  

n kn -- 

alors, H < 32 d'après le partie A. 
'n- i 

Désignons sous les hypothèses de la partie A, (@(xo) < @(xi)) , 

par D (z) : la partie de D constituée par les points d'ordonnée 
n, r 

O 
n,r O 

supérieure ou égale à M' - z , et posons : 
n,r O ,z 

+ Z / 2  + ~ / 2  + /rn(xi) - rnn(u) I + Imn(u) - @(x0) 1 + 212  + 212  + z 

- 
donc z n 7~ + lm(xO) - on(,) ( + /mn(u) - m(xo) 1 



T r o i s  c a s  son t  à envisager  : 

+ s i  mn(u) E [@(xo) ; @(xi)]  , a l o r s  : 

Z n 6 7 z + z  . 
O 

+ s i  mn(u) > @(x-) , a l o r s  : 
O 

z 72 + z  + 2(@,(u) - @(xi)) 5 82  + z  . 
n O O 

r s i  @,(u) < @(x,) , a l o r s  : 

Ains i  dans t ous  l e s  c a s  : 

Z S g z + z  . 
n O 

De même : 

< Z  + 4 2  
n 

par  conséquent : 



donc : 

r + 1  
Mais on s a i t  que l ' o s c i l l a t i o n  de  @ su r  [xo , o[ e s t  i n f é r i e u r e  

kn 

contenu dans S .  D ' au t r e  p a r t ,  comme l ' o s c i l l a t i o n  de  @ sur  2 3 .oc 
n  

e s t  i n f é r i e u r e  à z / 2  , comme z < z  19 , e t  comme @ ( x i )  > @ h o )  , 
O 

Par conséquent : 

dès que 9z < z e t  que n  e s t  supér ieur  à un e n t i e r  n  dépendant 
O 1 

d e  Q par  l ' i n t e r m é d i a i r e  d e  z .  

On peut donc énoncer l e  théorème : 

ThQuneme 111.4.- Une condi t ion  s u f f i s a n t e  pour que X n  converge 

en p r o b a b i l i t é  v e r s  x  e t  pour que Z converge en  p r o b a b i l i t é  v e r s  z 
O y n  O '  

e s t  que, pour t ou t  z  > O , l i m  kn( l  - Ck ( z ) ) ~  = O , paur  que c e s  convergences 
n - ~ o  n  

s o i e n t  Dresaue c o m ~ l è t e  il s u f f i t  que : 



3 - ÉTUDE D E  L A  CONVERGENCE AU SENS D E  SKOROKHOD. 

z é t a n t  un nombre p o s i t i f  f i x é ,  on c o n s t r u i t  un e s t i m a t e u r  
Z 

O 

O 
0 en m o d i f i a n t  

n  

Pour c e  f a i r e  on pose  : 

r @,(w) a  é t é  modi f i é  s u r  la c e l l u l e  
p r é c é d e n t e .  

ou 

s i  luW - u W  1 < z0/4 
n , 2  n , 3  

2 3  
Z 

O 
s u r  [k , m (w)  = n uW si  {mnl;) n ' a  p a s  é t é  modi f i é  s u r  l a  

n  n  c e l l u l e  p récéden te  

n ,  2  s i  luW 
n , ~ ,  > 

 une f a ç o n  g é n é r a l e  : 

(w) a é t é  m o d i f i é  s u r  l a  c e l l u l e  

[ "ou 
p r é c é d e n t e .  

s i  

0  ( w )  n ' a  p a s  é t é  modi f i é  s u r  l a  
c e l l u l e  p récéden te  

s i  



Posons z = z 112 . 
O 

Il existe une partition de [o,I] : 

Telle que l'oscillation de @ soit sur chaque intervalle 

[ x ~ - ~  ,xj [ , j = 1,. . . ,l inférieure à 2 /2 .  

Il existe un entier nl tel que, ppur tout n 2 n , les 1 

points x: , (j=l,. . . , R )  soient séparés par au moins trois intervalles 
J r r 

r [ , [ , on notera [g , 31: 1' intervalle contenant x , 
n n n kn j 

L'oscillation de @ est donc inférieure à z / 2  sur chaque 

r 
intervalle [e , r # r l  , .. . , rl-l et aussi sur chaque intervalle 

n n 

Les seuls sauts de @ de hauteur supérieure à 2/2 ne peuvent 

être, s'ils existent, qu'aux points x17.0.>x1-l • 

Supposons que n E' (z) réalisé, et considérons 
r#r17 ..- ,rlV1 n9 r 

r r r+l 
deux intervalles consécutifs 1 = [p y et Ir+, = [pk[, r n n n n 

ne contenant pas de discontinuité de hauteur supérieure à 212. 

$ 22 + sup ( 0  (x) -0 (Y) I 
xs 1 r 



par  conséquent : 

- 
O 

s eu l s  i n t e r v a l l e s  s u r  l e sque l s  @ # Qn , sont  parmi l e s  i n t e r v a l l e s  n  

La d é f i n i t i o n  d'une fonc t ion  convenable dans A se  f a i t  a l o r s  

de l a  façon su ivante  : 

pour o f i x é  dans n E' ( z )  , on note  
r#r1 > " . , ' ~ - l  

nYr 

Ir* ,..., Ir* y Ir* +1 y . . . ,  1 * 
1  s  s+  1  

r + 1  
t 

z 
l e s  i n t e r v a l l e s  où l ' e s t i m a t e u r  @ 

O e s t  d i f f é r e n t  d e  
n  Qn ; 

t + X * 
x l  , X S + ]  Y - - - Y  Xt  l e s  a b s c i s s e s  de hauteur supé r i eu re  à 212 

S 

dans 1 + ,..., 1 * + 1  , . . . ,  1 * . On pose : 
r 1 r s+  1 r t +  1 

A é t a n t  e n s u i t e  d é f i n i e  par  i n t e r p o l a t i o n  l i n é a i r e  e n t r e  l e s  p o i n t s  

1 , ,  1 * , d ' a u t r e  p a r t  : on pose : 
2 r 

S 

h é t a n t  e n s u i t e  d é f i n i e  par i n t e r p o l a t i o n  l i n é a i r e  e n t r e  l e s  p o i n t s  : 
# # # 

r - 1  r r +1 .x 
s+ 1 

Y -) k 9 ( S+ k 1 ; xs+ l )  . 
n  n  n  



On procède de même pour Ir* 
+ 1  , - o . 9  Ir*+, . On complète 

s+2 t 

en posant  : A(x) = x su r  t ous  l e s  a u t r e s  i n t e r v a l l e s .  

Il  e s t  c l a i r  que : 

D'au t r e  p a r t  : 

z 
O 

@ e s t  é g a l e  à U * s u r  Ir*-1 e t  su r  Ir+ , cgpendant , 
n n , r  1-1 1 1 

comme Ir*-l e s t  un i n t e r v a l l e  sur  l e q u e l  A(x) = x . 
1 

Alors  pour t o u t  y  E 1 : 
1 

t - ~ ( ~ 1 1  + sup / @ ( Y )  - @ ( h ( x ) ) l  sup I U  n , r l - 1  * - @(h(x ) ) I  5 I u ~ , ~ ~ - ~  X E I ~ *  

XEI * r 1 1 

... 
r -1 

puisque A(x) pa rcou r t  C+ 9 *[ quand x  parcour t  1 * . 
n 1 

z 
O 

De p l u s ,  sur  Ir;+, , 0 n est éga l  à e t  on s a i t  que 
1 

sup lun , r f+ i  
- @ ( x ) /  < z ; cependant s i  x  parcour t  

Ir;+l , 
XEI * 1 

r 1 + 1  * m 
r +1 r 

h (x)  parcour t  
1 cX; , -[ , l ' o s c i l l a t i o n  d e  0 sur  [xy , -!-[ e t  
kn kn 

?k * 
r r + 1  

1 1 -[ é t a n t  i n f é r i e u r e  à 212 on a  : s u r  Cr 9 b 
n n  



sup / u ~ , ~ ; + ~  - @ ( h ( x ) ) /  < 2z . 
x E I  * 

r + 1  
1 

On o b t i e n t  l e s  mêmes majora t ions  sur  
Ir*- 1 ; I r ;  Ir;+] ,..., 1.-1 ; 

2 2  r 
S 

1 * ,  I *  
r 

S 
r + l  ' 

S 

Enfin, 0 O e s t é g a l  à U * 
n  

su r  1 * e t  
n , r s + l - l  r -1 s+ 1 

sup lu  * 
n , r s + l - l  - @ ( h ( x > ) l  = sup lu * - @(XI 1 < z  X E 1  * X E 1  * n, rs+ -1 

r - 1  
s+  1 r -1 

s+ 1 

O Cependant, comme @ e s t  éga l e  à U * sur  1 * on a  : 
n  n * r s + l  r 

s+ 1 

e t  su r  O 

Ir* + 1  
, on a  encore 9 = U m . 

s+  1 n  n > r s + l  

Cependant quand x  d é c r i t  1 a u 1 * 
r r + 1  ' (XI 

* s+ 1 s+ 1 
r - 1  

d é c r i t  c "kl  * , x  [ donc l ' o s c i l l a t i o n  de  @(h(x) )  e s t  i n f é r i e u r  à z / 2  , 
n  s+  1 

On a  donc : 



* 
r +2 * .  s+ 1 

Enfin,  quand x d é c r i t  Ir* +2 
, h(x) d é c r i t  [xS+l ' k 

n 
C 9 

s+  1 

donc l ' o s c i l l a t i o n  de Q(A(x)) e s t  i n f é r i e u r  à z / 2  , cependant : 

par  conséquent : 

On procède aux mêmes majora t ions  pour 1 * ; I X  , 1 +  
rs+2- 1 s+2 r s+2 + 1 3 " "  

En conclusion : s i  w € n E' ( z )  , il e x i s t e  une fonc t ion  
n , r  

r # r i , .  . . , r t  

A A (dépendant de w) t e l l e  que : 

sup Ih(x) - xl < 2/kn [ XE [O, 11 

donc 

e t  pour n assez  grand : 

Par conséquent : 



On vient de construire, pour z fixé, un estimateur qui ne 
O 

converge pas vers O, mais d'une certaine façon vers la boule de centre @ 

et de rayon z dans l'espace (Dl,dS). 
O 

Z 
n O . si lim k (1 - Ck (z)) 

n 
= O alors P(On 6 B(@,z ) )  0 . 

O 
n+m n 

Z 
O On dira que 

@ n 
converge en probabiliré vers B(@,zo) . 

n O . si k (1 - C g  (z)) + alors P(Qn d B(@,zo)) < + O .  
n 

ka 1 n n> l 
z 
O D'après le lemme de Borel-Cantelli, pour tout o, après ~ ( o ) ,  Qn 

ne quitte plus la boule B(@,Z~). 

z 
O 

hi dira que O converge presque complètement vers B(@,zo). 
n 

Z 

Thevn2me 117.5.- Pour tout z > O , il existe un estimateur @ 
O 

O n 

de la boule de centre @ et de rayon z dans (D d ) ; une condition 
O - 

z 1' S 

@ 
O suffisante pour que, pour tout z converge en probabilité vers 

O '  n 

cette boule est que , 

Une condition suffisante pour que ces convergences soient presque complètes 

est que : 

P.  BILLINGSLEY ( [XVI] page 1 10) a dé£ ini un module de discontinuité 

sur D l  , qui joue un rôle similaire du "module de continuité" w sur 



\YX E C[O,I] ; \d6 > O : w (6 )  = 
X 

sup Ix (s>  - x ( t >  1 
1 t -s1<6 

v x  P D[O,I]  ; b'6 > O : ~ ' ( 6 )  x = i n f  max ~ ~ ( [ t ~ - ~ , t ~ [ )  
{ r i }  l < i $ r  

où l ' i n f in imum e s t  p r i s  s u r  les ensembles f i n i s  { t . )  de  p o i n t s  s a t i s f a i s a n t s  : 
1 

D e  même que x E C l  <==> l i m  w ( 6 )  = O . On a  : 
6 4  

X 

x E: Il <=> l i m  w '  ( 6 )  = O . 1 
6+0 

X 

Nous i n t r o d u i s o n s  i c i  l a  n o t i o n  d e  f o n c t i o n  L i p s c h i t z  - d i s c o n t i n u e  : 

d e  même que x E C e s t  d i t e  l i p s c h i t z i e n n e  s i  : 
1 

On d i r a  que x  P D e s t  L i p s c h i t z  - d i s c o n t i n u e  s i  : 
1 

Nous supposerons,  d a n s  c e  q u i  s u i t ,  que @ e s t  L i p s c h i t z  - d i s c o n t i n u e ,  

d ' u n  r a p p o r t  k f i x é .  

Une c o n d i t i o n  e s s e n t i e l l e ,  d a n s  l a  démons t ra t ion  p r é c é d e n t e ,  é t a i t  

que l e s  p o i n t s  d e  d i s c o n t i n u i t é  de  h a u t e u r  s u p é r i e u r e  à 212 s o i e n t  s é p a r é s  

p a r  a u  moins t r o i s  i n t e r v a l l e s  d e  l a r g e u r  l /kn , on  d o i t  donc a v o i r  : 

En e f f e t ,  dans  c e s  c o n d i t i o n s ,  il e x i s t e  un nombre f i n i  d e  

p o i n t s  ; t t l ,  ..., t où l e s  d i s c o n t i n u i t é s  d e  hau teur  s u p é r i e u r e  à 
O ' r 

2 / 2  s o n t  s u s c e p t i b l e s  de  s e  t r o u v e r  e t  deux p o i n t s  c o n s é c u t i f s  é t a n t  



séparés d'une longueur au moins égale à 4/kn , ils sont nécessairement 

aéparés pan trois intervalles r$ , z[ 
n 

k 
n 

Si on veut faire varier z selon une suite z 
(n) ' telle 

que l i m  z = O , il faudra donc que : 
n+, 

Donc il suffit que : 

Remarquons aussi que le nombre d'intervalles où un saut de hauteur 

supérieure à z(n)/2 peuvent se trouver est au plus de k,/4 , si ces 

sauts ont des abscisses 

k 
X j ( * )  " " 9  Xj(n) > . * * *  

n 
X~(n) -1 an a d e  toute façon t (n )  < - 2 . 

Si on suppose que n E ., r(z(q) ) réalisé, 

r+r19 
on a comme précédemment : 

Donc t 

122 (n) 
P(dS(mn 

2 96k 6k n m) > max(- , 1 s (k -th) ( 1  - Ck (k)) 
kn n n 

n n 

ce qui fournit vne coqdition suffisante de coqvergence en pyobabilipé 

et presque complète. 



ThéukEme 117.6.-  Supposons que s o i t  L ipsch i t z  - d i scon t inue  de  
8k/k- 

I l  
rappor t  k  > O , une cond i t i on  su£ £ i s a n t e  pour que @ converge en n  

p r o b a b i l i t é  v e r s  @ d a n s  (DlydS) es t  que : 

l i m  kn (1 - Ck (8k/kn))" = O 
n- n  

8k/k 
n  

e t  une cond i t i on  su££ i s a n t e  pour que @ converge presque complètement 
I n 

v e r s  0 e s t  que - 

C ~ k u f l d l ~ e . . -  Dans l e s  condi t ions  du théorème ci-dessus,  quand E -  

e s t  un processus ponctue l  de Poisson homogene de paramètre c.A l a  s y -  
condi t ion  : 

s u f f i t  à a s s u r e r  l e s  convergences en p r o b a b i l i t é  e t  presque complète d e  
' t3k/k' 
0 

n 
v e r s  @ dans (Dl ,dS) . 

n 

A(n, 8k/k ) e s t  un r e c t a n g l e  contenu dans l e  r ec t ang le  de  hauteur  4k/k 
n  n 

e t  de l a r g e u r  I/k . 
n 

Donc : 



On obtient donc : 

2 
122 (n) -4ck n/kn , 0 )  > max(2/kn , 72k/k n ) }  s k n . 

en prenant 

7 
-4ck n 

2 
n n 

-4ck Log ./an 
k n . e  = a n d =  e 

a 
n n 112 - 4ckla: - - -  -2 

< n 
Log n 

pour n assez grand. 

Condition nScessaire de convergence. 

Cette étude nous a semblé inextricable dans le cas où est 

quelconque, aussi allons nous supposer que @ est égale à une constante 

positive a. 

Nous allons voir que, dans ce cas particulier partout "favorable" 

la condition nécessaire est équivalente à celle obtenue pour la convergence 

uniforme en probabilité de 0 vers 0 de l'estimateur de Gensbittel ; 
n 

cela n'a rien d'étonnant si on se rappelle que la convergence au sens de 

Skorokhod d'une suite de fonctions 
gn 

vers une fonction g équivaut à 
z 
O la convergence uniforme, et si on considère que 0 est peu différent 
n 

de 0 . dans le cas où le processus ponctuel f est homogène, nous allons 
n y  

constater que la condition nécessaire et suffisante coïncident. 

z étant fixé, supposons que sur deux intervalles consécutifs 
O 

Ir- 1 
et 1 se produisent les deux événements : 

r 



z 
O 

comme ' n 
e s t  éga l  à U ou à U s u r  Ir , on a d e  t o u t e  façon : 

n ~ r  n,r-1 

* 
11 e s t  c l a i r  que c e t t e  e r r e u r  n e  pourra  e t r e  "corr igé" pa r  aucune fonc t ion  

h E A puisque : E A , x E 1 , @(x)  = @(h(x) )  = a .  

Nous obtenons : 

En p a r t i c u l i e r ,  en supposant que, pour t o u t  n ,  k n e s t  p a i r ,  de façon 

à s i m p l i f i e r  l ' é c r i t u r e  : 

Posons pour tou t  r = 1 ,2 , .  . . k 1 2  . 
n 

Nous obtenons : 

Supposons que : f v e r i f  i e  (H) : 

puisque l e s  pavés 
2r (zo) ; r = 1 ,. . ., k n 1 2 )  sont  d i s j o i n t s  . 



Nous e n  dédu isons  que : 

z k 12 n  
O p{ds(rnn , m) < r n [l - P { N ( ~ * , A ~ , ~ ~ ( z ~ ) )  = 011 

r= 1 

z 
O s i  P converge en p r o b a b i l i t é  v e r s  P dans  (Dl,dS) , nous  obtenons  : 

n 

donc l i m  k  
n  ( Z  ) l n  = O 8 

n- 
( ' - ' k / 2  o 

n  

S i  l e  p r o c e s s u s  f e s t  homogène, compte t enu  du f a i t  que P e s t  

c o n s t a n t e  nous avons : 

n 
l i m  kn ( 1  - Ck (2z0))  = O . 
n- n  

Sans f a i r e  un théorème de  c e t t e  p r o p r i é t é ,  c o n s t a t o n s  que dans  l e  cas 

où Q e s t  c o n s t a n t e  e t  où f  e s t  un p r o c e s s u s  p o n c t u e l  homogène v é r i f i a n t  

l e  p r o p r i é t é  ( H ) ,  l e s  c o n d i t i o n s  du théorème (p .  47) son t  n é c e s s a i r e s  e t  

s u f f i s a n t e s .  
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pour é t a b l i r  une condi t ion  s u f f i s a n t e  de conve 

CI 

ue complète, d'un .est imateur Z d e  
n 

@;kg$ 
E X) , où k est un espace  métrique 

r é a l i s a t i o n s  dl un processus ponctuel .  - 

t i l i s é e s  par  GENSBITTEL dan 

rt  d 'un processus poncfggl, 

rgence uniforme en  p robabi l i t é  

l a  moyenne d'un champ a l é a t o i r e  

séparable,  mesurée aux points 

ûn propose en2u i t e  un es t imateur  du contour du support quand 

ce lu i -c i  p résen te  des d i s c o n t i n u i t é s  de première espèce, crstimateur 

convergeant stochastiquement sous d e  simples condit ions,  dans D[o,~], 

orsque c e l u i - c i  e s t  muni de l a  topologie S de Skorokhod , ou plongé \ 


