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INTRODUCTION 

------------ 

Etant donnée une fonction u plurisousharmonique sur cm x gn. 

Si u est indépendante de Im y, y E cn. 

Alors, la fonction 

est plurisousharmonique sur am. 

Ce résultat qu'on appelle Principe du Minimum pour les fonc- 

tions plurisousharmoniques est dû à C.O. Kiselman [ 8 ] .  

En constatant que l'ensemble { y  € an ; Re y = 0 )  est un 

sous-groupe fermé du groupe additif (cn,+) et en s' inspirant des mé- 

thodes de l'article de C.O. Kiselman, nous sommes conduits à faire une 

étude des fonctions plurisousharmoniques sur certains groupes de Lie 

complexes et invariantes à droite par un sous-groupe fermé. 

Ce travail comprend quatre chapitres. Dans le premier chapitre, 

nous faisons une étude des fonctions plurisousharmoniques indéfiniment 

différentiables sur les groupes de Lie complexes. Nous nous sommes inté- 

ressés, plus précisément, aux fonctions plurisousharmoniques de classe 

sur un groupe de Lie complexe G, admettant un sous-groupe fermé 

H comme forme réelle (voir définition 1.2.) ,  et invariantes à droite 

par H. Nous relions la forme de Levi de ces fonctions sur G avec 

leur Hessien sur l'espace homogène G 
/H' 

Dans le chapitre II, nous donnons une démonstration du Principe 

du Minimum pour les fonctions strictement plurisousharmoniques régulières 

sur un ouvert d'une variété complexe X x G où G est un groupe de ~ i e  

complexe admettant un sous-groupe fermé H comme forme réelle, en sup- 

posant que les fonctions et R sont invariants à droite par H et 

que les fibres de R, au-dessus de chaque point 5 de X, sont connexes. 



(ii) 

Le chapitre III étudie le Principe du Minimum pour les fonc- 

tions plurisousharmoniques (sans hypothèse de régularité) sur un ouvert 

R d'un groupe de Lie complexe M x G où G et fi satisfont aux hy- 

pothèses énoncées au chapitre II. 

A cet effet, nous établissons un théorème sur l'approximation 

des fonctions plurisousharmoniques par des fonctions plurisousharmoni- 
a3 

ques de classe C , respectant la symétrie du problème, de telle sorte 

que l'invariance à droite par H soit conservée par le procédé d'ap- 

proximation. Ainsi, nous sommes à même d'exhiber une classe d'ouverts 

de Stein dans certains groupes de Lie complexes M x G dont la projec- 

tion sur M est faiblement pseudoconvexe (voir définition 2.1.). 

Dans la dernière partie de notre thèse, nous nous inspirons 

d'une idée de C.O. Kiselman pour pallier à la connexité des fibres ; 

cette hypothèse s'étant avérée essentielle, comme nous l'avons illustré 

par un exemple au chapitre II). L'idée consiste à identifier les points 

situés sur une même composante connexe de la fibre pour construire une 

variété étalée sur laquelle le Principe du Minimum s'appliquera. 



CHAPITRE 1 

F O N C T Z O N S  ? L U R l S O U S f f A R k 4 O N l Q U E S  

S U R  L E S  G R O U P E S  DE L I E .  

Soit M une variété complexe de dimension n. 

On notera : 

w CO 

C (M) l'algèbre des fonctions de classe C , à valeurs com- 

plexes, sur M ; 

O l'algèbre des fonctions holomorphes sur M ; 

w 
T(M) le C (M)-module des champs de vecteurs opérants sur c~(M). 

- 
Soit X & T(M), X désignera le champ de vecteurs conjugué 

de X défini par : 

X(f> = ~ ( f )  pour f c c~(M). 

On notera aussi : 

CO 

C l'algèbre des germes des fonctions de classe cm, à 
X 

valeurs complexes, en x ; 

S la sous-algèbre de cW des germes des fonctions station- 
X X 

naires en x ; 

l'algèbre des germes des fonctions holomorphes en x ; 
X 

cx l'algèbre des germes des fonctions anti-holomorphes en x ; 

[x,YJ le crochet de Lie de deux champs de vecteurs X et Y. 

soit f E C; ; si z , ,  ..., z est un système de coordonnées n 

en x, on a par la formule de Taylor : 



m 
d'où Cx 

X 

et finalement 

Soit 

la projection sur le premier facteur, 

la projection sur le second facteur. 

- 
On définit des champs de vecteurs P X  et P X  opérants sur 

c ~ ( M )  par : 

P X  : c ~ ( M )  --A c ~ ( M )  

f { x + + x x ( P x f ) }  

Etant donné un système ( 2  ) de coordonnées locales j j=l,...,n 
n a n 

en x et .y aj + 1 bj a la forme locale de X ,  on a : 
J = I  j j=i j 



n a f n a f 
( P X ) ~ ~  = 1 aj (x) (x) ; (Fx) x f = 1 b. (XI (XI. 

j=I j j=i J j 

Ainsi : PX et PX ont respectivement pour formes locales 

Désignons par Ti9'(M) (resp. T'Y l (M)) l'image de T(M) 

par 1' application P (resp. P) , les relations précédentes entraînent : 

. Ti "(M) et T" I (M) sont des sous-algèbres de Lie de T(M) ; en 

chaque point x de M, T1 "(M) et T" (M) sont de dimension 
X X 

complexe n , 

. L'opération de conjugaison transforme TiiO(M) en T'" (M) par la 

relation PX = PX. 

7 .  FORME DE L E V I .  

La forme de Lévi de M, notée 3 ,  est définie sur 

T'¶'(M) x T'¶'(M) par : 

Soit f une fonction de classe c", à valeurs réelles, sur M. 

Proposition 1 .1 .  

al La valeur de $(X,Y)£ en x ne dépend que de Xx, Yx e t  

du geme  fx. 

61 L'application (Xx,yx) -+ J(X,Y)£ (x) e s t  une fome  henni- 

t ienne sur T'P'(M) x T'~'(M). 
X X 



c i  Etant donné un système (z~)~=~,...,~ de coordonnées Zocales 

n a n 
en x e t  l e s  fomes tocates - 2  aj e t  L b j r  a de x e t  Y dans 

J = I  j j=i j 

D k r n o ~ 5 ; t / r a X i o r z  : L'expression locale décrite au c) s'obtient - 
directement à partir de la définition de $ ; les propriétés a) et b) 

s'en déduisent immédiatement. O 

On notera Yxf : l'application (Xx,Yx) I+$(X,Y)£(X). 

Rappelons [IO] qu'une fonction f de classe cm sur M, à 

valeurs réelles, est plurisousharmonique (resp. strictement plurisous- 

harmonique) si pour tout x de M, la forme hermit ienne 9 x f est 

positive (resp. strictement positive) sur T I  x 'O(!!). 

2. FORME DE L E V I  E T  G R O U P E S  DE L I E .  

G un groupe de Lie complexe connexe, de dimension n ; son 

algèbre de Lie complexe formée par les vecteurs tangents de T(G) inva- 

riant à gauche est noté ; son algèbre de Lie réelle formée par les 

tels que X = ? est notée 

On introduit aussi : 

Proposition 1.2.  

al T' 'O ( 7 ) e s t  une SOLLS-algèbre de Lie de 2 -- 
Tl.('( ) = Top'( a 

Y et 

Y Y )  



b )  T I O (? ) e t  T I O ( G ) sont isomorphes par 2 'application 
e  

x l-+ x . 2 'élément neutre de G e s t  noté e. 
e '  

c )  T ' Y ' (  ) = TI,O(G),  v g  t G. 
g Y  g  

di Etant donné un système ( z  ) j= , , . y n  de coordonnées 

ZocaZes sur un ouvert U de G, alors  l e s  composantes sur 

a 
( T ) ~ = I , . . . , ~  

de t ou t  x de T I  sont dans G ( u ) .  
J 

el [ T ~ ~ O ( ~ ) , T O ~ '  ( )] = {O}. 
/ 9 

a )  La p rop r i é t é  e s t  v é r i f i é e  par  T I  "(G) , e l l e  s e  conserve 

ap rès  i n t e r s e c t i o n  avec Y'- 
b) On s a i t  que l ' a p p l i c a t i o n  X * Xe e s t  i n j e c t i v e  de y dans 

W W 
Te(G) ; é t a n t  donné Y dans T'"(G), posons X = L (Y ), où L 

e  e  & g e  g  

e s t  l a  d i f f é r e n t i e l l e  en e  de l a  t r a n s l a t i o n  à gauche L : x * g.x ; 
g  

on s a i t  que X e s t  dans .Y et Xe = Y 
; comme L e s t  holomorphe 

e  g  

L* appl ique  T I  "(G) dans T I  "(G) ce  qu i  achève de démontrer b) . 
g  e  6 

C) T I  e s t  un sous-espace de T I  "(G) e t  
g  g  

dim T I  'O(; ) = dim T " ~ ( G ) ,  d ' ap rè s  b) = n  = dim T I  "(6).  
g Y e  g  

d) Tout champ de vec t eu r s  X de T I  s ' é c r i t  d ' ap rè s  l e  

7% 

b) sous l a  forme X = L (Xe) ; l a  p r o p r i é t é  r é s u l t e  a l o r s  de l 'ho lo-  
E: 6 

M 
morphie de l ' a p p l i c a t i o n  g  + Lg de G dans 

e)  Etan t  donnés X e t  Y dans T " O ( ~ )  ; i l s  ont  des  
n  a "n 

express ions  l o c a l e s  de l a  forme 7 a .  - a 
e t  -1 b j  , ; a l o r s  

J az 
j  J = I  J 

- n  a n  - 
[x,?] = l e i  a j  , 1 bj  $1 = O c a r  l e s  c o e i t i c i e n t s  a  e t  b 

J = I  j  j= i  J j  j 

sont  holomorphes. O 



CorolZaire 1 . l .  
l 

II r é su l t e  de c ) ,  qu'étant donné un groupe de Lie complexe G, 

sa Forme de Levi f en un point g  de G e s t  compléternent dé f i n i e  
g  

sur ~ ~ p ~ ( ~ )  g  x T ' , O ( ~ ) .  g  

CONJUGAISON CANONIQUE SUR Re : 

Désignons p a r  l ' a p p l i c a t i o n  X + X + % de  T 

dans  Re y. 

I Proposition 1.3. 

I e s t  un W-isomorphisme d 'aZgèbre de Lie. 

DZmon&trtation : 

S o i t  X E T y o ( y ) ,  il e s t  c l a i r  que Q(X) & Re 7 et que 

Q e s t  W- l inéa i re .  

Pour q u e  s o i t  un IR-isomorphisme, i l  s u f f i t  d e  mont re r  que  

@ est  i n j e c t i v e  puisque diaTl9OY = d i m R R e y  = Zn. 

Supposons que Q(X)f  = O pour t o u t  f  E c ~ ( G ) .  
- 

O r ,  pour f £ 6 ,  Q(X)f = Xf + Xf = Xf + ~f = Xf d 'où  Xf = O pour t o u t  

f  E (3, c e  q u i  prouve que e s t  i n j e c t i v e .  

S o i t  X e t  Y d e  ~ " O ( c j $ ' ) ,  

O r ,  LX,?] = P,Y] = O d ' a p r è s  l e  e )  d e  l a  p r o p o s i t i o n  1 .2 . ,  

d ' o ù  J ~ Q ( x ) , ~ ( Y ) ]  = I:x,Y] + Cc] = @(l-x,y]). 

e s t  b i e n  un IR-isomorphisme d ' a l g è b r e  de  L i e .  



Déf in i t ion  1.1.  

Pour tou t  X de Re Y ,  on pose J X  = @(i @"(x)). 

Provosition 1.4.  

- 
J2 = id e t  IJY,Z] = [Y,JZ] = J[Y,Z] sur Re y .  

DQrnov~1l2x.aLLun : 

Soit X, Y et Z de Re 

2 
Y y 

J x = J JX = @(i @-' (JX)) = @(i @-'(@(i @-' (x)))) = 

= m(-~-'(x) = -@(O-' (XI) = -x 

EXPONENTlELLE COM'LEXE D E  G : 

On sait [ 6 ]  que pour tout X dans T"O(UJ), il existe 

un homomorphisme de C dans G, noté z * ExpzX tel que pour toute 

fonction holomorphe sur G on ait : 

L'application X 6 Exp X de T'Y ' (y) dans G est holomorphe 
J 

et forme un système de coordonnées locales dans un voisinage de l'élément 

neutre de G. 



Soit X = (XI,. . . ,X ) une base de T I  ; posons 
n 

n 
zx = 1 zjxj avec z = (z.) dans cn, et z = x + iy 

J j=1, ..., n 
j = 1 

avec (x,y) E: l~~ x  IR^. 

Désignons par exp(.) l'exponentielle réelle de G associée 

à sa structure analytique réelle sous-jacente ; puisque (0 (X) ,@ ( i X ) )  

forment une base de Re 7 ,  on a, pour z assez petit : 

ExpzX = exp B(z)@(iX).expa(z)@(X) , 

les applications a(z) et B(z) sont des coordonnées canoniques de 

seconde espèce de ExpzX et sont des applications analytiques réelles 

Proposition 1 . 5 .  

On a pour tout Y dans T : 

a) Exp Y = exp @(Y) ; 

b)  Exp iY = exp J@(Y). 

a) Les applications : 

R - t G  ; i R G  

t + ExptY ; t » expt@(Y) 

sont deux sous-groupes à un paramètre. 

Pour démontrer leur identité, il suffit d'établir l'égalité de 

leurs vecteurs tangents en e. 

soit f ; f = {u+;} (mod Se) où u, v E Ge 



b) La deuxième assertion s'obtient directement à partir du a) 

en remplaçant Y par iY. O 

P r o ~ o s i t  ion 1.6.  

L'identification conduit à : 

aa a@k ank 
-- k - 6  - - - - - -  - - 0  ; - -  ax k a~ ayj 

où 6 
j y k  

est le symbole 
j j 

j ,k 

de Kronecker. O 

I Défini t ion 1 .2 .  

I On d i t  qu'un groupe de Lie compZexe G admet un sous-groupe 

fermé H corne forme r é e l l e  si Re $Y = X 9 J% , où 8 e s t  

1 l 'algèbre de Lie de H. 

On a alors T O ( )  = 0 -  (2)  8 i Q I  ) et @-' ( J Z )  est 

une sous-algèbre de Lie de T l  "(x) d'après la proposition 1.3. 



L'existence d'une forme réelle dans G est une hypothèse 

naturelle lorsque la variété de G est de Stein : 

Soit K un sous-groupe compact maximal d'un groupe de Lie 

'L 
complexe et connexe G ; désignons par K le sous-groupe de Lie 

complexe de G associé à la sous-algèbre de Lie de T' dé£ inie 

par Q ) + i Q '  ( )  où K est l'algèbre de Lie de K. 

Alors : 

'L 

a) Cl21 : K est un sous-groupe fermé de G et la variété 

e G % est isomorphe à un espace (C . 
/K 

'L 'L 'L 
De plus, K est de la forme S.Z, où l'algèbre de Lie de 

% 
Ç est l'idéal semi-simple [ ~ , q  de K, par conséquent S est semi- 

simple et isomorphe à un sous-groupe fermé d'un groupe Gl(n,(C). 

'L 'L 
Z est le centre connexe de K et est isomorphe au quotient 

d'un groupe multiplicatif (a*)m par un sous-groupe fermé isomorphe 

?J 'L 

à un espace as, et S Z est un groupe fini. 

b) L1applicat ion du théorème de Cartan-Grauert [4,5] au f ibré 

G , qui est holomorphiquement trivial d'après a), entraîne que la 

variété de G est holomorphiquement homéomorphe à x 2. 

c) G est une variété de Stein si et seulement si l'une des 

propriétés suivantes est vérifiée : 

(i) .?-Cri J K =  (01 [ l l ]  ; 

CL 
(ii) Z est isomorphe à (c*)~ [12]. 

On dira que la structure de groupe de G est normal si G 

?J 
est isomorphe pour sa structure de groupe de Lie à Ce x K ; alors, 

e 
si G est de Stein et normal, G admet comme forme réelle H = IR x K. 



Soit H un sous-groupe fermé de G. Considérons l'espace 

homogène 
G / ~  

des classes à gauche gH, g E G. On sait 1 6 1  qu'il 

M 

peut être muni d'une structure de variété C telle que : 

a) L'application canonique II de G sur 
G / ~  

soit de 

CO 

classe C , 

b) L'application tangente II* est un morphisme de l'espace 

tangent T (G) sur l'espace tangent T (G ) dont le noyau est 
l3 Wg) /H 

formé des dérivations qui annulent les germes des fonctions de classe 

cm invariantes à droite par H. 

Considérons une fonction f qui soit de classe cm sur G, 

telle que f soit invariante à droite par H. Cette fonction f in- 

duit une fonction : qui sera de classe cm sur GIH et l'on a : 

En particulier, II transforme les points critiques de f 

en les points critiques de f. 

Si o est un point critique de f, on notera la restriction 
O0 

de son Hessien à la diagonale de l'espace tangent en 
go y 

soit T , 
go 

par : 

(Hessf) (Z,Z) avec Z E T  . 
80 go go 

(Hess f )  (rg(Z),II,(Z)) = (Hess f )  (Z,Z). 
n(gO) go 

Etant donné un ouvert R de G, l'ouvert de 
G / ~  

image de R 

par II sera noté fi. 



r Proposition 1 . 7 .  

Soit go dans G e t  f une fonction indgfinirnent d i f fgren-  

t i ab t e  sur un voisinage de goH dans G. 

S i  f e s t  invariante à dro i te  par H e t  s i  go e s t  point 

cr i t ique de f, on a : 

1 d! (X,X) (£1 = ((Hess f )  mol ( n , @ ( ~ ) ,  ri,@(x) )+(Hess mgo)  (n,@<ix> , f l ,Q<ix>>) .  
go 

DErîo~n.tnn;tiun : 

Soit  X e t  Y dans T '  ) , X e t  Y son t  donc respec-  

tivement de l a  forme A + i B  e t  A '  + i B '  avec A, A ' ,  B e t  B '  dans 

b-' (x) . 
- 

Posons U1 = @(A) = A + A ; V ,  = @(iA) = i (A-A) 

. f (X,Y) ( f )  = 1x7 - P ( x , Y I  - - l ( f )  (go) 
go 

= x (Pf)  - (P [x ,Y~)  f ; 
go - - 6, 

go 
é t a n t  un point  c r i t i q u e  de f ,  (P/x,Y] - ) f = O 

go 
donc 9 (X,Y)(f) = X (Yf) . 

go go 

Dans l a  s u i t e  du c a l c u l ,  pour a l l é g e r  l e s  n o t a t i o n s ,  nous 

omettons f e t  l ' i n d i c e  go. 



1 
~(x,Y) = 7 (u1 (u; + V; - U V )  + V (U' + V' - - + 

2 1 2 

+ iU 2 (u' 1 + V; - i(U;-V;)) - iVI(U; + V; - i(u;-v;))). 

Puisque UI et Uî sont dans cx et f est invariante à 

droite par H, on a : 

d 
U f = U f = - f(g expt U) = O 

1 2 dt 

car expt U est dans H. 

D'autre part, on peut commuter les vecteurs U et V au 

point critique 
go 

; en utilisant ces deux remarques, la forme de 

Levi de f en go se réduit à : 

(Hess f) (II @(X),Ti,@(X)) = (Hess f) (@(X),@(X)) n(so> * go 

@(X)Q(X) = (Ul + V2)(UI + V2), en utilisant une nouvelle fois les 

remarques ci-dessus, on obtient : 

(Hess f) 
II (go) ( n , w  ,n,~(x)) = v2 (v2f) . 

go 

(Hess i) 
( g o )  

(n,@(iX),n,@(ix)) = v, (vif) . 
go 

D'où 

1 f (X,X)f = - ((Hess f) ,n,@(X))+(Hess f) 
4 (Ti @(iX),n.+@(iX)). 

O Ti(e0) * 



Corollaire 1.2. -- 
Soi t  f une fonction pturisoushamonique (resp.  strictement 

1 p turisousharmonique) e t  indéfiniment d i  f férent iabte  sur un ouvert R 

de G.  

S i  f e t  R sont invariants à dro i te  par H ,  alors l e  

Hessien de f  e s t  pos i t i f  (resp. strictement p o s i t i f )  en t ou t  point 

cr i t ique.  - 
Uemonb.trLa,tion : Appliquons l e  p r o p o s i t i o n  1 .7 .  a v e c  X d a n s  

a-' (A) puisque  Xf = O ,  on  a  : 

1 &? (X,X)f = (Hess f )  (II*@ ( iX) , II*@ ( iX) ) . 
go X ( P ~ )  

O r  II*@(iX) engendre T(GIH), l o r s q u e  X d é c r i t  @ - ' ( x ) ,  

c e  q u i  achève d ' é t a b l i r  l e  c o r o l l a i r e .  E 

3 .  LEAIME DE MORSE. 

Nous donnons i c i  une d é m o n s t r a t i o n  d i r e c t e  d ' u n e  p r o p r i é t é  q u i  

est une conséquence d e  l a  t h é o r i e  g é n é r a l e  d e s  p o i n t s  c r i t i q u e s  d e  

Morse 1343. 

CO 

S o i t  V une v a r i é t é  C , connexe ; une f o n c t i o n  f s u r  V,  

à v a l e u r s  dans  [-w,+co~I e s t  d i t e  d ' e x h a u s t i o n  s i  pour t o u t  c  E iR l a  

p a r t i e  
vC = {x E V ; f ( x )  < c l  e s t  r e l a t i v e m e n t  compacte d a n s  V.  

I Théorème 1 .1 .  - 
cc 

Soit  f  une fonction de classe c e t  d'exhaustion sur V. 

S i  en t o u t  point cr i t ique  de f ,  Ze Hessien de f e s t  

strictement pos i t i f ,  alors f  admet un e t  un seul, minimum Zoca7. L 



D &ma vkl.ttLa;tio n : 

L'infimum m de f sur V est aussi l'infimum de f sur 
O 

vC, tel que c > m ; il est donc atteint en un point x au moins 
O O 

de V qui est aussi un point critique de f. 

Considérons : 

I. = composante connexe contenant x de p. 
m O 

E = {m r P/rm n'ait que x comme point critique}. 
O 

Montrons que E # 0 : 

Comme x est un point critique, (Hess f )  est strictement 
O xO 

positif, donc x est un point critique isolé. V étant localement 
O 

connexe et localement compact, on peut trouver un voisinage compact et 

connexe U de xo n'ayant que x conune point critique. Puisque x 
O O 

est un minimum local strict, pour tout m dans l'intervalle 

lmo, in£ f (x) [, l7 est contenu dans U et ne contiendra que x comme 
m O 

x ~ a u  

point critique de f ; par suite, E f 0. 

Constatons maintenant que pour m > m 
O '  

le bord de Fm ne 

contient aucun point critique de f ; si un tel point x 1 existait 

on aurait f (x,) = m et (Hess f) >> O, ainsi x étant minimum 
X 

1 

local strict, serait un point isolé de r ce qui s'oppose à la connexité m 

de I' . Aussi tout x de aTm admet un voisinage U ouvert connexe m X 

tel que {y E V/f(y) 6 m} n Ux soit connexe ; soit : 

c'est un ouvert connexe tel que : 



Supposons que f ait un second point critique XI ; 

puisque V est connexe x serait dans l'un des I7 et M = Sup(E) 1 m 

serait fini ; montrons qu'il n'en est rien. 

Supposons d'abord que M b? E ; TM contiendrait un second 

point critique x et dlaprt?s ce qui a été vu plus haut on aurait 
1 

'L 

Désignons par f la restriction de f à fiM ; pour tout 

a dans ] f (xl) ,HL,  - ( a ,  ) contiendrait un point critique x a 

%- 1 
car sinon d'après un théorème de Morse [14] , f ([a,@ ) étant compact 

'L 'L 
{y E ilx/f ( y )  < a} serait diftéonorphe à { y  r Riqlf(y) 6 111 = ï et M 

par conséquent connexe. 

'L 
Ainsi ï contiendrait {y E (y) L a} et par conséquent, 

a 

les points x et x ; ce qui est impossible, car, alors, a ne 
O 1 

serait pas dans E et Y ne pourrait être la borne supérieure de E. 

Par compacité, il existe un point x & adhérent à la suite (x,) I.1 

lorsque a tend vers f ; ce point x serait un point critique de 

pour f ce qui est impossible. 

Supposons maintenant que LI & E ; PI 6tant borne supérieure, 

il existe une suite 
(mn) n 

qui tend par valeur supérieure vers II 

n 
telle que ait un point critique x autre que x ; puisque 

m 1 O 
n n vC est compact pour tout c assez grand, la suite x admet une 1 

1 
valeur d'adhérence x appartenant à n 1' = Tl+ ; comme x est 

In O 
n n 

un point critique isolé, x1 est rin point critique distinct de x 
O '  

on obtient donc une contradiction avec le fait que M est dans E. O 

A partir du lemme de Ilorse et du corollaire 1.2., on obtient 

la propriété suivante des fonctions plurisoushar~noniques : 



I Soi t  G un groupe de Lie complexe connexe qui a h e t  un sous- 

I groupe fermg H comme forme rée l l e  ; étant  donnée une fonction f indd- 

I finiment d i f f éren t iab le ,  strictement plurisousharmonique e t  invariante 

1 à droi te  par H sur un ouvert connexe R de G invariant à dro i te  

I par H, alors  s i  f e s t  d'exhaustion sur 52, f admet un seul minimum 

1 tocat sur R. 

Remarque : 

Cette propriété ggnéralise la situation suivante connue ([3] , [9] ) 

si f est strictement plurisousharmonique et régulière sur un ouvert R 

de (En et invariante par les translations réelles, alors la trace de f 

sur l'espace imaginaire pure est strictement convexe. 



CHAPITRE II 

PRZNCZPE DU AilN7A.IiiM 

( C a  d ~ b  ~onca%nb b,thic;tQmcMR: pluhAnounhanmovLiqu~a k é g d i è t t a )  . 

X est une variété analytique complexe de dimension m. 

G est un groupe de Lie complexe connexe de dimension n ayant 

un sous-groupe fermé H comme forme réelle. 

Soit R un ouvert de X x G dont les fibres fiS au-dessus des 

points 6 de X sont invariantes à droite par H ; on désigne par u 

la projection de R sur X. On note : 

Ii : l'application canonique de G sur l'espace homogène G / H 

et y = (idX,Ii) ; on pose g = Ii(g). 

h (resp. h,) : l'image de R par y (resp. l'image de la 

fibre R de R au-dessus d'un point 5 de w). 5 
Etant donnée une fonction u sur R, invariante à droite par 

H sur chaque fibre R on note u la fonction sur R telle que 5' 
u O y = u ; si u est indéfiniment différentiable sur R, il en 

est de même pour u. 

r Théorème 2.1.  (Princi:pe du Pfinimwn) . --- 

I On suppose chaque f ibre connexe. 5 

I Soi t  u une fonction indéfiniment d i f f é ren t iab le ,  plurisous- 

I harmonique sur R t e l l e  que pour t ou t  5 dans w : 

I (i) u(E,.) s o i t  s trictement pl~riso~sharrnonique e t  invariante 

I ù dro i te  par H sur R 6' 



( i i l  ( ,  . ) s o i t  d 'erhaust ion sur chaque fibre 5' 
a l o r s  : 

e s t  pZurisousharmonique sur w. 

DCrnomtmLian : v(S)  = I n f  u ( S , ~ )  e s t  semi-continue supé- 
a----- g 

r i eurement  s u r  (A! puisque u e s t  c o n t i n u e  en 5, il r e s t e  à prouver 

que v s a t i s f a i t  à l ' i n é g a l i t é  de  l a  moyenne, c ' e s t - à - d i r e  pour t o u t  

5 E w e t  Y : 5 t-+ x = ( x l  (<), . . . .X ( 5 ) )  un sys tème d e  coordonnées 
O m 

l o c a l e s  s u r  un v o i s i n a g e  o u v e r t  connexe U d e  dans w : 

pour  t o u t  a d a n s  CErn e t  r > O ,  a s s e z  p e t i t .  

La s t r i c t e  p l u r i s o u s h a r m o n i c i t é  de  u ( C , . ) ,  l a  c o n n e x i t é  d e  

L? e t  l ' h y p o t h è s e  ( i i )  e n t r a î n e  s e l o n  l e  théorème 1 . 2 .  que Ipf & ( ~ , i )  5 i3 

e s t  a t t e i n t  en  un e t  un s e u l  po in t  iS . 

Nontrons que l ' a p p l i c a t i o n  : 5 l+ de  u dans  G e s t  
/H 

indéf in iment  d i f f é r e n t i a b l e .  

On s a i t  que : Ii(g exp yJY) + y e s t  un système d e  coordonnées 
< O  

l o c a l e s  dans un v o i s i n a g e  d e  , où Y = (Y Y ) e s t  une b a s e  
(0 

1 "  n 

d e  l ' a l g è b r e  d e  L i e  de H ,  e t  y e s t  dans  un v o i s i n a g e  de  l ' o r i g i n e  d e  

Considérons l e  système d ' é q u a t i o n  s u i v a n t  : 

a - I 
( Y  (x) , I I (g  exp yJY)) = O, j = 1,2> ..., n . 
ayj  50 



Le Hessien de u(SO,.) a pour forme locale : 

Comme est un point critique de u(So,.), ce Hessien est 
50 

strictement positif d'après le corollaire 1.2. le déterminant de cette 

forme quadratique qui est aussi le Jacobien du système d'équations consi- 

déré est donc non nul en (xoy0). 

Par suite, d'après le théorème des fonctions implicites, les 

solutions de notre système d'équations sont données pour x assez voisin 

de x et y assez voisin de O par (x,w(x)) où x + w(x) est une 
O 

application de classe c dans un voisinage de x . 
O 

Comme >(<, . ) a un seul minimum local, on a pour x assez 

voisin de x : 
O 

v o ~-'(x) = U(Y-' (X), exp W(X)JY). 

- 
Par l'isomorphisme Z - Y = Z + Z entre T I  et R e y  9 

on a (proposition 1.5.) : 

~xpzZ = exp @(z)JY.exp a(z)Y , 

où a et 6 sont analytiques réelles, z + ExpzZ est holomorphe, 

pour z assez voisin de l'origine dans an. 

Soit 8(t) une application holomorphe sur Dy le disque 

- 
unité ouvert de C, continue sur Dy à valeurs dans an. 

% 
8 (t) = u(Y-' (xo+rta) , g  Exp O (t)Z) est sousharmonique sur D 

- 50 
et continue sur D, comme composée d'une fonction plurisousharmonique 

et d'une application holomorphe. 



De p l u s  : 

'L 
O(t) = U(Y- ' (xo+r t a ) ,g  exp BoB(t)JY.exp aofl(t)Y 

50 

Supposons que l ' o n  pu i s se  t r o u v e r  une t e l l e  a p p l i c a t i o n  8 

t e l l e  que : 

B O 0 ( t )  = W ( X  + r t a )  , pour 1 t 1 = 1 .  
O 

On au ra  : 

~ ( 6 , )  = v  o iy-'(x0) = Inf U(S ,pl < u ( ~ ~ , g  exp B O B ( O ) J Y )  
g O 50 

G -  
d t  

I [ u(P-' (xo+r ta )  ,g exp w(xo+rta)JY) - 2 ~ 1  
J l t l = l  5, t '  

Ainsi v v é r i f i e  l ' i n é g a l i t é  de l a  moyenne. Il r e s t e  à prouver 

l ' e x i s t e n c e  de 8 ce q u i  r é s u l t e r a  du lemme su ivan t  : 

Soi t  : 

A ( D )  : ~ ' a l ~ è b r e  de  Banach des  fonc t ions  holomorphes s u r  l e  

d i sque  un i t é  ouve r t  D t e l l e s  que : 

n  
f ( t )  = a  avec J. lanI < + 

n>O n>,O 

muni de l a  norme dé f in i e  pa r  I I f l I A  = 1 l a n / .  
n>O 

H(F) : L'a lgèbre  de Banach des fonc t ions  à v a l e u r s  r é e l l e s  

s u r  l e  c e r c l e  u n i t é  T s a t i s f a i s a n t  à : 

f ( e i s )  = bne in s  + gne-ins avec  b  < + "  
na0 n30 
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muni de  l a  norme dé£ i n i e  par  1 1 f  1 I H  = 2 / bn 1 . 
na0 

Lemme Y .  1 .  -- 
Etant donnée une appl icat ion 6 analytique r é e l l e  dans un 

n voisinage de l ' or ig ine  de , à valeurs dans i ~ ~ ,  t e l l e  que 

(df3)o(z) = I m  z e t  B(0) = 0 .  

L 'application 0 -t B O 0 e s t  une sur jec t ion  d'un voisinage 

de 2 'or ig ine  de (A (D) )" sur un voisinage de l 'or ig ine  de (H (a) ) ". L 
S o i t  p l e  rayon d 'une boule ouver te  c e n t r é e  à l ' o r i g i n e  de an, 

contenue dans l e  domaine de 6 = (BI,  . . . ,Bn) e t  A l a  boule ouver te  de 

rayon p, cen t r ée  à l ' o r i g i n e ,  dans ( A ( D ) ) ~ .  

Pour t o u t  0 dans A ,  B o  8 e s t  dans ( H ( T ) ) ~  ; 

en e f f e t ,  écr ivons l e  développement en s é r i e  de 
Bj  : 

Considérons c e t t e  s é r i e  numérique, comme une s é r i e  dans l ' a l g è b r e  

de Banach (H (U') ) x (H (T)  ) n. 

Ains i ,  lo rsque  I/xkliH e t  l l Y k l l H  sont  i n f é r i e u r s  à P, 

c e t t e  s é r i e  converge normalement dans (H(T))" x ( H ( T ) ) ~  ; e l l e  d é f i n i t  

donc, une a p p l i c a t i o n  ana ly t ique  sur  l a  boule de rayon P c e n t r é e  à 

1 
l ' o r i g i n e  de ( H ( U ' ) ) ~  x ( H ( T ) ) ~ ,  e t  par  conséquent (3 e s t  de c l a s s e  C . 
Lorsque 0 e s t  dans A, Re 8 e t  I m  0 r e s t r e i n t s  au  c e r c l e  u n i t é  sont  

dans c e t t e  boule ; a i n s i  0 d-+ (3 o è e s t  une a p p l i c a t i o n  de c l a s s e  

Cl de A dans ( H ( T ) ) ~ ,  ~ ( 0 )  = O  e t  x l (0) (O)  = I m R  (où ~ ' ( 0 )  



désigne l a  d i f f é r e n t i e l l e  de X en O). 

De p lus  X' (O) e s t  s u r j e c t i v e ,  c a r  é t a n t  donné 

i n s  - - ins  f (eis) = bne + bne dans H ( F ) ,  a l o r s  ~ ( t )  = i(bo+èo+ 1 2bntn)  
n>O n2 1 

e s t  dans A(D) e t  I m  F  = f  s u r  a. 

Par un théorème de Penot 1151 ( inve r s ion  à d r o i t e  d ' a p p l i c a t i o n  

non l i n é a i r e ) ,  i l  e x i s t e  un vois inage  A '  de O dans [A(D)]" e t  un 

vois inage W de O = ~ ( 0 )  dans ( ~ l ( l C ) ) ~  t e l s  que l ' a p p l i c a t i o n  x e s t  

s u r j e c t i v e  de A '  s u r  W. 

Achevons maintenant l a  démonstrat ion du théorème 2 .  

En c h o i s i s s a n t  r p o s i t i f  assez p e t i t  t e l  que w(x + r t a )  s o i t  
O 

b ien  d é f i n i  pour / t l  < 1 ,  l ' a p p l i c a t i o n  { t  t-+ w(xo+rta)} é t a n t  de  

c l a s s e  cm e s t  dans (H(E))n ; de  p lus ,  w(xo) = 0,  donc pour r assez 

p e t i t  w(x + r t a )  e s t  dans W e t  par  s u i t e  il e x i s t e  8 E: A '  t e l  que : 
O 

B o  8 ( t )  = w ( x + r t a ) ,  'd Itl = 1 .  O 
O 

Pour ê t r e  complet, on donne maintenant une démonstrat ion s e l o n  

Ph. Antoine [ 11 du r é s u l t a t  de Penot u t i l i s é  ci-dessus.  

3-C- 

Proposition : 

Soient E,F e t  G des espaces de Banach, U un ouvert de 

E  x F, f  une application de U dans G e t  (a,b) un point de U. 

On suppose que f  e s t  continue e t  partiellement con t inhen t  d i f f éren t iab le  

en la seconde variable.  S i  f ( a , b )  = c e t  s i  d f ( a , b )  e s t  sur jec t ive ,  
2 

( i l  ex i s t e  un voisinage V de a dans E  e t  une application continue 

[ ". V dans F t e l l e  que $(a)  = b e t  f ( x , $ ( x ) )  = c pour t ou t  x 



D Q m o ~ ~ o n  : 

On se ramène par translation au cas où c = O. D'après le 

théorème de sélection continue de Michael /113], il existe une application 

continue (mais non linéaire) v, positivement homogène de degré 1, de G 

dans F telle que : 

 a application d f étant continue, il existe r > O tel que 2 

 application f étant continue, il existe s, O < s 5 r, 

tel que : 

On construit par récurrence une suite d'applications continues 

de BE(a, s) dans BF(b,r) par go = b et 

Il faut montrer que si $l,$2,...,$ prennent leurs valeurs dans 
n 

BF(b,r), il en est de même pour 'n+ 
. Pour tout k, 1 i k 4 n, on a : 

Par hypothèse de récurrence, on a : 



d'où : 

C;omme par hypothèse x E: B (a,s) et 
E 

d'où : 

v k  G n 
1 1 If(x)qk(x)) 1 1  1 If(x,b) 1 1  s 

2 

Alors 

On peut donc construire $ quel que soit n. La série de 
n 

terme général dn - $,-1 est normalement convergente puisque : 

donc g1 converge uniformément vers une application continue et, 



en faisant tendre n vers l'infini dans 

il vient que f(x,$(x)) = 0. 0 

I Corollaire : 

I Les hypothèses étant  c e l l e s  de l a  proposition, i l  e x i s t e  un 

voisinage V  de a, un voisinage W de c = f(a,b) e t  une application 

continue 4 de v x  w dans F t e l l e  que $(a,c) = b e t  f(x,$(x,z)) = z 

I pour tou t  (x,z)  de v x w .  

D é m a ~ . t ( r d a n  : 
% 

On applique la proposition à l'application f définie sur un 

voisinage de (a,c,b) dans E x G x F par : 

En appliquant ce corollaire avec E = {O}, on obtient : 

r Coro 2 la ire  (PENOT) : 

l Soient  F e t  G des espaces de Banach, U un ouvert de F, 

l g une application de U dans G de classe C' e t  b un point de U. 

1 S i  dg(b) e s t  sur jec t i ve ,  i l  e x i s t e  un voisinage w de c = g(b) e t  

une application continue Y de id dans F t e l l e  que Y(c) = b e t  

I g(Y (2)) = z pour t ou t  z de W. 

Rematrque 1 .  

L'exemple suivant s'inspire de celui donné par C.O. Kiselman 

dans [ 8 ]  ; il montre que la connexité des fibres est essentiel 



pour que le principe du Minimum énoncé dans le théorème 1.1. soit valide. 

Nous étudierons au chapitre IV comment il faut modifier cet énoncé pour 

se débarrasser de la connexité. 

On prend X = C, G = (C,+) : le groupe additif et 

H = {y r a ; Re y = O} ; GIH s'identifie à {y E C ; Im y = O}. 

Considérons : 

2 
c'est un ouvert pseudoconvexe dans C invariant par H puisque l'ap- 

plication (6, y) + teiy est holomorphe. 

(Voir  figure, page 28). 

Il est clair que R est connexe, les fibres 6 ne sont pas 
5 

connexes et la projection w de R sur C(6) est C \{O}. 

On définit sur R : 

où Log désigne la détermination principale du logarithme. 

La détermination principale du logarithme étant holomorphe sur 

{t c C/Re(t) > O), h et k sont des fonctions indéfiniment différen- 

tiables et pluriharmoniques sur R. 

De plus, h(<,y) et k(S,y) sont indépendantes de Im y sur 
- 

!il, l'argument principal de <eiy est dans l'intervalle 1- $ , 1 , 
7r 2 2 

ce qui entraîne : (T) - (k(E,y)) > 0. 

On prend : 

uc(S,y) = ql(t,y) + &(Re Y ) 2  + ".$2(S.~) , 





avec : 

Il es t  c l a i r  que u E e s t  indéfiniment  d i f f é r e n t i a b l e  e t  indé- 

pendante de I m  y .  

Montrons que q1 e t  $J2 sont p lur i soushamonique  su r  i-2 : 

/ ah 
L 

E ah ah -- +& a.. az + ~ ~ 2 , ~ 2  a ~ .  a" 
2 1 j 1 . j -  



2 
ah - 

h étant pluriharmonique, on a a.a = O a z . a z  1 j  
i l  i j  

q1 est donc plurisousharmonique. 

2 
d'où f g l  = 

E 1 - a. 

~2 2 2  Tl 2 < r r 2  2 a k  ak ak  ak + 4k ((y)  - k )  -- ak + 2 ( ( 9  - k )  -- 2((T)  -k ) k az.az 
2 

a z .  az. a z .  az. - 
1 j 1 . 1  1 a.a 

= C 1 j 
i ,  j = l  

2 
2 0  . 

2 
ak - 

k étant pluriharmonique, a.a = O J' a z a z  l j  
i l  1 j  

d'où : 



est donc plurisousharmonique. 

u étant une combinaison linéaire positive de fonctions pluri- 
E 

~ousharmoniques, elle est aussi plurisousharmonique et pour chaque 5 

fixé u (5, .) est strictement plurisousharmonique sur la fibre 
E 5 

2 
puisque la fonction y + (Re y) est strictement plurisousharmonique. 

Maintenant, montrons que uE(5,.) est d'exhaustion sur la 

fibre R 5 

Pour (5,371 t D L, ;€(<,Y) = uE(5,y). 

Lorsque y dans tend vers un point frontière Ik(E,y)/ 5 
" . lorsque y tend vers 1 'in£ ini GE (<,Y) tend vers + ; tend vers -- 
2 ' 

ainsi ; (t,.) n'est pas borné supérieurement sur toute partie non 
E 

relativement compact dans 5 ' 

Supposons que v (5) = In£ u (5,y) soit plurisousharmonique 
E Y E  

sur w, alors v(S) = In£ vE(E) serait aussi pluris~u~harmonique sur w, 
E 

car v croit avec E. 

Pour Arg ( S )  E: 1 -IT ,TI] , 

~rg(5e") = Arg < + Re y + 2p(y)n, p(y) E Z.  

h(5,y) = ~rg(<e'~) - Re y = Arg 5 + 2~(y)n. 

d'où v(6) = ~n£lh(<,~)(= 1 n f / ~ r ~ 5  + 2p(y)~l = 1 ~ r ~  61 . 
Y Y 



Or l ~ r ~  5 1 n'est pas sousharmonique au voisinage de - 1, 

car cette fonction atteignant son maximum au point intérieur -1, serait 

Constante. 

La condition (ii) entraîne que chaque fibre R est de Stein 5 
lorsque G est normal. 

En effet, H est alors de la forme kRL x K ; 
'L 'L 

désignons par (z,k) un point de E' K ; la fonction : 

% CL L 2 
Y(<,z,k) = u(5,z,k) + 1 (Re z.) est strictement pluri,- 

1 i= 1 

sousharmonique et d'exhaustion sur R 5 ' 

Appficatian : 

On suppose que X est une variété de Stein et G est un groupe 

de Lie complexe connexe, complexifié de l'un de ses sous-groupes compacts 

% m maximaux K (Ex : Gl(n,E) ou (C ) ) .  La variété est alors de Stein [ 7 ]  ; 

CO 

soit u une fonction strictement plurisousharmonique, de classe C et 

d'exhaustion sur X x G. Posons : 

où dk est la mesure de Haar, normalisée et invariante à gauche de K. 

Définit ion 2.1. 

I Une varié té  analytique complexe e s t  d i t e  faiblement pseudo- 

I convexe s i  eZZe possède une fonction d'exhaution pZurisousha~rnonique. 



I La pro jec t ion  de L 'ouvert de S t e i n  Ru = { (5, g) E X X G ; 

( U ( S , ~ )  < cl sur X e3 t  faiblement pseudo-convexe. 

Dérno~;ttLaaXon : 
% 

La fonction u est clairement strictement plurisousharmonique 

(son minorant de plurisousharmonicité en (<,g) est minoré par l'infimum 

des minorants de plurisousharmonicité de u sur le compact ( 5 )  x g.K ; 

la fonction -& est donc strictement plurisousharmonique de classe cm 
c-u 

et d'exhaustion sur l'ouvert Q u  invariante à droite par K ainsi que . 
'-b 

ilu ; les fibres dans G sont connexes, car sinon u(c,.) aurait 
/ K  

au moins deux minima locaux distincts dans G contrairement au théo- 
/ K 

1 
On peut appliquer le théorème 2.1. à la fonction -, ; en 

c-U 
prenant l'infimum sur chaque fibre on obtient une fonction 

d'exhaustion plurisousharmonique sur la projection de R u sur X. O 



CHAPITRE III 

Définition 3.1. 

1 Soit u une fonction semi-continue supérieurement sur une 

l uariété analytique complexe connexe M et 0 une ( 1  , l  )-forme her- 

mitienne continue sur M ; on dira que la forme de Levi de u est 

minorée par 0 fabrév. $? u 2 01 si pour tout 9 E 8+ (M) , on a : 

I où dh est une mesure positive sur M, équivalente dans toute carte 

1 locale à la mesure de Lebesgue. 

On sait [IO] que u est plurisousharmonique sur M si 

sa forme de Levi admet un minorant positif ; de plus, si u = v + w, 

avec v plurisousharmonique et w strictement plurisousharmonique 

w 
de classe C , alors une intégration par partie montre que y u  2 y w  . 

Supposons maintenant que M soit un groupe de Lie complexe 

de dimension m et 4iG son algèbre de Lie ; soit x une fonction 

de $+(RI à support dans 1' intervalle - 1  , 1  , normalisée par 

Pour toute fonction u, semi-continue supérieurement sur un 

ouvert R de M, on pose : 



Y = (Y,,  . . . ,Ym) : une base de T I  '0(41~).  

1- Propos i t ion  3.1. 

l Etant donnée une fonc t ion  u semi-continue supérieurement 

ouve r t  groupe de Lie  dont La forme de Levi e s t  m i -  

1 n o d e  par 0, abors  é t a n t  donné un compact K de M, u E es t  de 

classe cm s u r  un vois inage  de  IZ pour .z as sez  p e t i t  e t  %u  E à 0 E 

où 0 es t  une (1-1)-forme h e m i t i e n n e  convergeant uniformément s u r  I 
I t ou t  compact vers  8 Zorsque E + 0 .  

l De plus,  si u e s t  pLurisousharmonique, u c r o i t  avec  
E 

e t  converge simplement v e r s  u Zorsque E -+ 0.  

DérnonbLtuLian : 

a )  Construct ion de 8 : Il s u f f i t  de l a  c o n s t r u i r e  localement,  
E 

a3 

son ex i s t ence  g loba le  s ' o b t i e n d r a  e n s u i t e  par  une p a r t i t i o n  C de l ' u n i t é .  

'L 
Soi t  x E. Si ; posons u (z )  = u((Exp ZY) .xo) , pour z assez 

O 

p e t i t ,  t e l  que z ++ ExpzY s o i t  une c a r t e  l o c a l e .  

On s a i t ,  d ' ap rè s  l a  formule de Campbell-Hausdorff que : 

ExpzlY.ExpzY = Exp n (z l , z )Y  , 

où e s t  holomorphe dans un vois inage  de 1 ' o r i g i n e  de cm x c". 

L 'app l i ca t ion  : 



est biholomorphe dans un voisinage U de l'origine de am , et la diffé- 

rentielle partielle dZqzl converge uniformément vers l'identité lorsque 

z '  tend vers O. 

Alors : 

- 1 
Prenons $ dans +(U), alors YZl = 4 O qZl est dans 

.*+(e) pour z' assez petit et : 

Effectuons dans (3) le changement de variable : 

IIzl(z) = 5. 

141 / "(z) -q$(x,x)dh(z) = J 
2 

= (s(s) xgyz (dznzl (x) ,dZ'iZ (X)) !$-/ xE(z ')dA(S)dh(z1) 
J 

'L 

En effectuant le changement de variable inverse, on constate 

que : 

avec 

On a ainsi construit 8 vérifiant (1) dans un voisinage de 
E 

x . Soit naintenant E telle que u soit définie dans un voisinage 
O O E 



W de K y  pour E < E . 
O 

Soit un ouvert relativement compact V vérifiant K C- V C 7 CZ W ; 

recouvrons 7 par un nombre fini d'ouverts (Ui) sur lesquels sont 

déf h i e s  0: au moyen de la relation (5) et minorants f u sur U. . 
E 1 

w - 
Soit (a.) une partition C de l'unité sur V , subordonnée au recou- 

1 

i 
vrement (Ui) ; posons = 1 ai 8& , avec E < E . 

O 
i 

Pour tout $ dans ..@+(v), on a : 

Ainsi 
E 

minore fu sur v.  

En effectuant le changement de variable z' = EZ" , on constate 

qqe 8 converge uniformément vers 8 sur K lorsque E -+ O car 
E "&Zn 

converge uniformément vers l'identité dans le domaine d'intégration. 

b) La régularité de u s'obtient à partir de l'expression : 
E 

en effectuant le changement de variable 5 = nZ(z1) qui est régulier 

en z comme on l'a vu plus haut. 

c) Supposons que u est plurisousharmonique ; on peut prendre 



Sur cette expression, on constate que E I-+ u E ( x )  est une 

fonction sousharmonique du complexe E qui ne dépend que de 1 E 1 , 
il est classique que u croit avec E ; la convergence vers u 

lorsque E -+ O est alors conséquence de la semi-continuité supérieure 

Remahque : 

Si u est invariante à droite par un sous-groupe de M, 

alors u est aussi invariante par ce sous-groupe. 
E 

Théorème 3.1. (Principe du Minimum) : 

1 Soi t  M e t  G deux groupes de Lie complexes connexes de 

1 dimension m e t  n. On suppose que G admet un sous-groupe fermé H . 

I corne forme r ée l l e .  On désigne par ( - 1  l'image d'un ob je t  de M x G 

dans M x G par Z'appZication canonique. 
/ H 

So i t  R un ouvert de M x G, invariant  à dro i te  par H t e2  

1 que l e s  f ibres  i5 de 6 au-dessus des points 6 de M soient  

I connexes. 

1 On suppose qu 'i l ex i s t e  une fonction i j )  p lurisousharmonique 

sur i2, invariante à dro i t e  par H ,  t e l l e  que 4 so i t  d 'exhaustion 

sur fi e t  dont l a  forme de Levi e s t  minorée par une (1-1)-forme hermi- 

1 t ienne continue 0 strictement pos i t i ve  e t  invariante  à dro i te  par H. 

l Alors, pour t ou t e  fonction u plznrisoushamonique sur R 

1 e t  invariante à droi te  par H ,  

e s t  plurisousharmonique sur la  projection w de R sur M .  L 



Avant d'établir ce résultat, discutons l'existence de la 

fonction 4. 

- 
Proposition 3.2. 

Lorsque Z 'ouvert e s t  de Stein e t  invariant à droite par H 

dqns M x G, on peut assurer 2 'existence d'une t e l l e  fonction dans 

l e s  deux cas suivants : 

a)  G e s t  Le complexifié de l 'un  de ses sous-groupes compacts 

maxzrnaw K : c 'est-à-dire -K n JK = {O} et Re <j/ = X @ JK où k 
dgsigne 2 'algèbre de Lie de K .  

On prend H = K .  

bl Les variétés de PI e t  G sont des ouverts dans des espaces 

B es t ,  de plus, normal e t  de Stein : c'est-à-dire de la f o n e  
'L 'L 

Fe x K. où K e s t  l e  complexifié d'un sous-groupe compact maximal K 
'L x m a. de G (par exemple, K = Gl (n, C) x (C  ) ) . On prend a Zors H = IR x K. 

--3. 

a) Il existe une fonction Y strictement plurisousharmonique 

et d'exhaustion sur R [7] ; on prend 

où dk désigne la mesure de Haar normalisée et invariante à gauche de K. 

est strictement plurisousharmonique car $ admet comme 

minorant de plurisousharmonique au point (< ,k) , 1 ' inf imum des minorants 
'-b 

de plurisousharmonicité de Y sur le compact {Slxk.~. 

C' ii est contenu dans Ry pour c' > c et RG' est relativement 

compact dans b, ainsi est d'exhaustion sur fi. 



$ est évidemment invariante à droite par K. 

b) Désignons par dR la distance au bord de R ; puisque R 
R 

est pseudoconvexe, - Log d est plurisousharmonique [7] et inva- 

e 
riante par R comme R. 

'L 
Désignons par I I  . II  la norme euclidienne et par (6,z ,k) 

% % 
un point courant de M x (G = C' x K) . Puisque K est de Stein, il 

existe une fonction Y strictement plurisousharmonique et d'exhaustion 

'L 
sur K. 

'L 
Soit B ( < , z , k )  = \ 'Y(Zk)dk + 1/1mzj1~ + 115 ) 1 2  et prenons 

R pour $ la fonction Max[8,f -Log, d (6,z,$k)dk]. 

e $ est invariante à droite par H = (Re G ) x Ky et sa forme 

de Levi est minorée par celle de 0 qui est strictement positive. 

6 est d'exhaustion dans le produit cartésien de l'espace ê? 

sous-jacent à M par G / ~ .  

2, 5 
Alors est contenu dans { (5,zyk) € M x G/e(<,z,k) < ; 

7 
ainsi est relativement compact dans Ç a  X GIH . Soit c' > c ; 

'L R % 
quelque soit (5,z,k) dans RC ,-Log d (E,z,kk) prend une valeur < c' 

$ 
pour au moins un k dans K. 

Ainsi, tout point de h, possède un voisinage contenu dans h,  
- 

ce qui établit la compacité de dans h.  O 

Dému~n,tkation du Phincipe du Minimum (théotrQme 3 . 7 .  ) : 

La fonction v(5) = Inf u(5,g) est semi-continue supérieurement, 
g 

puisque les fonctions u(5,g) sont semi-continues supérieurement en 5. 

Soit w un ouvert connexe relativement compact dans w. 
1 



Dans un premier temps, on suppose que est d'exhaustion sur i. 

v étant s.c.s., elle est donc bornée supérieurement sur w 1 '  

v < a sur w 1 '  

Ainsi, pour tout 5 fz w ,  , il suffit de prendre l'infimum 

sur les fibres " :  

v(5) = Inf u(S,g) = In£ = Inf ;(S,g> . 
g i i€fi; 

- 
ha étant compact dans b, il existe b E R tel que : 

- 
Soit 5 dans w ; la fibre de Rb au-dessus de 5 est 

O 1 3 O 

cmpacteet contenuedans l'ouvert connexe h de G 
/H  ' elle est donc 

60 
contenue dans un compact K connexe de h . Il existe alors un voi- 

O . 
sinage connexe W de K dans 

G / ~  
et un voisinage connexe w de S0 

O 

tel que : 

Maintenant, en restreignant ce voisinage w O de Co s'il 

le faut, on peut supposer : 

-~ p-~ 

Soit c tel que w o X Y C A ;  CC; 

11 existe E > O tel que u soit indéfiniment différentiable, 
O E - 

plurisousharmonique et invariante à droite par H, sur ilC pour E < E . iD O 

Soit c' > c, appliquons la proposition 3.1. aux fonctions 
- 

u et $ sur le compact ' ; ii existè E O > O tel que u E (resp. qE) 



soit indéfiniment différentiable plurisousharmonique (resp. strictement - 
plurisousharmonique) et invariante à droite par H, sur Q;' pour 

E L E ; uE et QF convergent vers u et en décroissant lorsque 
O 

E -+ O ; d'après le théorème de Dini, on peut choisir & tel que 
O 

Posons = gE : 
O 

Considérons la fonction : 

A E 
uE(s,g) = uE(EYg) + cl-$O(~,g) 9 

CO 

elle est de classe C , croissante par rapport à E sur Q;' et 

lim Û = u. 
E 

€-+O 

A 

Calculons la forme de Levi de u : 
E 

CO 

étant C strictement plurisousharmonique et invariante 

A a3 

à droite par H, u est donc ausgi de classe C , strictement pluri- 
E 

sousharmonique sur et invariante à droite par H, pour E 6 E . 
O 



- 
D'autre  p a r t ,  l a  fonc t ion  u E e s t  cont inue  su r  fi;' , l a  

. 
A E RC'  

f onc t ion  uE = u F- + a donc l a  p r o p r i é t é  d 'exhaus t ion  s u r  
c'-ip- $0 

U 

e t  par conséquent sur  chaque composante connexe des  f i b r e s  (ilc') q0 c. 

Désignons par l a  composante connexe de dans (Re') 4, 5' 

La réunion des {5} X F5 lo rsque  5 d é c r i t  wo e s t  un ouver t  12 O 

.connexe dans , en e f f e t  : 

. . 
S o i t  5, dans w O e t  g dans r , il e x i s t e  un compact 

. 
K contenant b, coupant W e t  contenu dans T 5 O ; s o i t  w 2 x 6 un 

O C '  
vois inage  connexe de {Co} X K contenu dans R f l  w X GIH ; a l o r s ,  6 

4 $0 O 

e s t  contenu dans quelque s o i t  5 dans w 2 ; a i n s i  w 2 X U e s t  

un vois inage de ( ~ o , ~ )  contenu dans ". 
.. 

En résumé u e s t  indéfiniment d i f f é r e n t i a b l e ,  s t r i c t emen t  
E . 

plurisousharmonique sur  Ro ' i n v a r i a n t e  à d r o i t e  par  H e t  ÛE(<, . )  

e s t  d 'exhaust ion su r  chacune des f i b r e s  fi q u i  sont  de p l u s  connexes, 
O 5  

on peut donc l u i  appl iquer  l e  théorème 2.1.,  e t  par  s u i t e  : 

= Inf vE ( S )  . 
E 

O r  v  E e s t  p lur i soushamonique  su r  id, d ' a p r è s  l e  théorème 2 . 1 .  

e t  tend ve r s  v  en déc ro i s san t  lo rsque  E + O .  Ainsi  v  e s t  p l u r i -  

sousharmonique s u r  w,. Le théorème 3.1.  e s t  donc démontré lorsque i~ 

e s t  d 'exhaust ion sur  fi. 



Maintenant, on considère u plurisousharmonique sur R et 

invariante à droite par H (sans hypothèse supplémentaire). 

Posons 
I 

k 
$+ u = Sup (-k,u) + - k . 

u est plurisousharmonique sur R, invariante à droite par 
k 

H et est d'exhaustion sur i, car {(< , i l  E fi ; ik(<,g) < a} k 
2 

est contenu dans 
"k-k 

D'après la première partie, la fonction 

est plurisousharmonique sur w ; or v converge en décroissant vers v, 
k 

ce qui termine la démonstration du théorème 3.1. O 

Coro l la i re  3.1. 

M e t  G sont deux groupes de Lie complexes connexes, G 

achettant un sous-groupe fermé H cornme forme r é e l l e  ; R e s t  un 

ouvert de M x G ,  s i  R v é r i f i e  l e s  propriétés énoncées au théorème 3.1., 

sa projection w sur M e s t  faiblement pseudoconvexe. 
'L 

En part icul ier ,  G étant  de S te in  e t  normal, s i  G = K ou s i  

la  varié té  de G e s t  un ouvert de c ' ,  alors Za projection sur M 

d'un ouvert de S t e in  dans M x G, invariant à dro i te  par H e t  à f ibres 

au-dessus de M connexes, e s t  un ouvert faiblement pseudoconvexe ; s i  
7 

Za varié té  de M e s t  aussi  un ouvert de C ' ,  a lors  c e t t e  projection 

e s t  de Ste in .  
__I 



D é m u ~ L t a t i u n  : 

La fonction v(E) = Inf $(s,;) est plurisousharmonique sur w, 
i 

d'après le théorème 3 . 1 . ,  de plus v est d'exhaustion car l'ensemble 

{ c  E w ; v (< )  < cl est la projection de I ( E , ~ )  E R/$(s,~) < c'}, 

poqr c' = c et ce dernier est relativement compact dans fi.  

Dans le cas particulier cité où w est un ouvert d'une puis- 

sance de C, on sait alors [ 7 ]  que les ouverts faiblement pseudo- 

cpnvexes sont de Stein. 

Remanque : Extrayons du dernier résultat les deux cas parti- 

culiers suivants : 

a 
M = cn et G = C ; le corollaire 3.1. est alors le corollaire 

de C .O. Kiselrnan dans [8] . 
M est un groupe de Lie complexe connexe, G = (C,*)m et R est un 

ouvert de Stein dans M x G dont les fibres au-dessus de M sont 

des domaines de Reinhardt, alors la projection de R sur M est 

faiblement pseudoconvexe et donc de Stein lorsque la variété de M 

7 
est un ouvert d'un espace C'. 
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CHAPITRE IV 

NOUS ETENDONS ICI LE PRINCIPE DU MINIMUM 

A cette fin, on utilise une idée de C.O. Kiselman [8 ]  qui 

consiste à identifier les points situés sur une même composante connexe 

d'une fibre pour en faire une variété étalée sur laquelle le Principe 

du Minimum s'appliquera. 

Les notations sont les mêmes qu'au chapitre III. 

M et G sont deux groupes de Lie complexes et connexes ; on 

suppose que G admet un sous-groupe fermé H comme forme réelle. 

Soit 0 un auvert de M x G ,  invariant à droite par H ; 

on considère sur R la relation d'équivalence définie ainsi : 

(5,g) % ( c ' , ; ' )  si et seulement si : 5 = 5' , ; et g' sont dans 

une même composante connexe de la fibre $ au-dessus du point 5 

* 
Soit r lteppace topologique quotient fi,,. 

On désignera par p ,  la projection de r sur M. 

I Soue $se hllpothéaee du thdorBme 3 .  l . ,  c 'est-d-dire s ' i l  exis te  une 

( fonction fi ,  pZur$aoi(eh4monique sur fi, invaiSqnte d droite par H, t e l l e  

1 que 4 eoi t  dfeahaue.tion sur h e t  dont l a  f o n a  de Csvi e s t  minorbe par 

I une ( 1 - 1 )-forme hermitienne strictement positive, continue e t  invariante 

1 à d r o i t e p a r  H. 



Alors : 

L ï es t  une var i é t é  é talée  par p sur la  projection w de R 

sur M. 

D é m v m ~ a t i o n  : 

L'étape essentielle consiste à vérifier que la topologie de r 

est séparée. 

A cet effet, on va montrer que 1123 la relation est 

ouverte et que l'ensemble : 

est fermé dans R x R .  

Montrons, d'abord, que la relation % est ouverte, c'est-à-dire 

que le saturé d'un ouvert de 6 est aussi un ouvert de h : 

Soit A un ouvert de fi,  et posons Sat(A) le saturé de A. 

Soit (Eo,io) E Sat(A) ; il existe HI c G tel que /x . . 
(Eo,gl) c A et (to,iI) a ( ~ ~ 3 i ~ ) 3  c'est-à-dire 

'.O 
et il appar- 

tiennent à une même composante connexe T de la fibre f? . 
50 

Puisque 
G / ~  

est localement connexe, T est une sous-variété 

connexe, localement connexe et ouverte de il existe donc un G / ~  y . 
compact connexe K contenu dans T et contenant go et gl. 

Il existe alors w et W voisinages connexes de respective- 
O 

ment 5, et K tels que w x W soit contenu dans . En prenant 
O 

Wo assez petit, il existe un voisinage connexe U de dans G 1 /H 

tel que w x U soit contenu dans A 'et U contenu dans W. Dans 
O 

ces conditions : 



w x W C Sat (wo x U) C Sat ( A ) .  
O 

Ainsi  w x W e s t  u n v o i s i n a g e  de (Soigo) contenu dans 
O 

Sat(A),  ce  qu i  prouve que ce  de rn i e r  e s t  ouver t .  

- 
s o i t  maintenant ( ( < 0 , i 1 ) , ( t , i i 2 ) )  c , où évidemment Co = 5%. 

Soi t  wo , W 1  e t  W2 des vois inages  connexes de respectivement 

e t  g2 t e l s  que w X W I  e t  wo W2 so i en t  re la t ivement  
O 

compacts dans fi. 

Puisque ( ( 5 0 , g ) ,  ( o , g 2 ) )  e s t  adhérent à C, il e x i s t e  1 

dans wo t e l  que g 1  e t  g2 so i en t  dans une même composante connexe 

de , il e x i s t e  a l o r s  un compact connexe K de  h contenant  
1 1 

W~ 

e t  W2 ; par  s u i t e ,  pour un c  Convenable, con t i en t  

K U (wO x Wl) U (w0 x W2). Prenons c l  > c  ; d ' ap rè s  l a  proposi- 



t i o n  3 .1 . ,  il e x i s t e  2 , s t r i c t emen t  plurisousharmonique sur  

e t  i nva r i an t e  à d r o i t e  par  H t e l l e  que : 

Désignons par  r i : (g l )  e t  r (g ) l e s  composantes connexes 5 2 

de i l  e t  i2 dans (AC') pour 5 dans w e t  i n t rodu i sons  
$0 

O 

w = { F . E o ~  ; r C ( g l )  = r 5 ( i 2 )  1, c ' e s t  un ouvert  contenant  
1 5,  

Supposons que C ne s o i t  pas fermé, c ' e s t - à -d i r e  que i l  e t  

g2  ne s o i e n t  pas dans une même composante connexe de 6 ; a  f o r t i o r i ,  
50 - 

I' ( i l )  e t  TC ( i 2 )  s e r a i e n t  d i s j o i n t s  e t  ne s e r a i t  pas dans fA . 
50 O 

1 '  

a i n s i  il e x i s t e r a i t  c2 su r  l a  f r o n t i è r e  de w l  dans . 
O 

1 
Considérons l a  fonc t ion  --- ; comme on l ' a  vu dans l a  

c  ' 
m 

démonstration du théorème 3.1.,  c ' e s t  une fonc t ion  de c l a s s e  C , s t r i c -  

tement plurisousharmonique sur  1 
QG', i n v a r i a n t e  à d r o i t e  par  H ,  e t  --. 

nc ' 1 c  ' -q0 
e s t  d ' exhaus t ion  su r  ; d ' a p r è s  l e  théorème 1 . 2 . ,  a  

.?A 40 cf-@ots, 1 @ un minimum unique s u r  chacune des  composantes connexes r i ( g , )  e t  

r F ( i 2 )  a t t e i n t  en des po in t s  n o t é s  U 1  (5) e t  k2(<)  ; on a  vu, 

d ' a u t r e  p a r t ,  par  a p p l i c a t i o n  au théorème 2 . 1 . ,  que ces  deux fonc t ions  

sont  indéfiniment d i f f é r e n t i a b l e s ,  donc cont inues .  

S o i t ,  en f in ,  une s u i t e  5 dans w convergente v e r s  
n  1 52  

on a u r a i t  " ( t n )  = a2 (Sn) e t  a l  (c2) # a2 (C2) ce q u i  e s t  absurde : 

a i n s i  C e s t  fermé. 

I l  r e s t e  à v é r i f i e r  que p  e s t  un homéomorphisme l o c a l .  

Notons s  l ' a p p l i c a t i o n  canonique de R su r  r .  

So i t  ( < , T ~ ( ; ) )  un p o i n t  de I', considérons un voisi-nage 

wo x Uo , connexe de (5,g) dans A ; on a  démontré dans l a  première 



partie de la séparation que l'application s est ouverte ; ainsi 

s(uO X UO) est un voisinage de (S'Tg ( i ) )  sur lequel p est une 

bijection sur u c'est-à-dire biholomorphe. 
O' 

La composée pos qui est la projection de R sur My 

est évidemment continue ; il en résulte que p est continue d'après 

la définition de la topologie quotient. 

Il reste à vérifier que p est ouverte ; soit O un 

ouvert de r ; sa projection sur M est aussi la projection sur M 

- 1 
de s ( 0 )  qui est ouvert. 

Théorème 4 .2 .  

So i t  R un ouvert de M x G vér i f ian t  Les hypothèses du 

théorème précédant. 

Pour toute fonction u pZurisousharmonique sur R, e t  

invariante à droi te  par H, La fonction : 

V ( t )  = ~nf{;(S,g), s(S,g) = t) . . 
,- % 

e s t  pZurisoushamonique sur Za varié té  r associée par Le théorème 4.1. 

DEmunh;Dta;tion : 

Soit to IZ r ; il existe un voisinage  AI de Co = p(to) 
O 

CL - 1 
tel que si R est la composante connexe de p (uo) contenant 

O to ' 
CL 

la restriction de p à R est un homéomorphisme. 
O 

- 1  % 
Soit Ro = s (ao), les fibres (Ro)S sont connexes du fait 

'L 
de l'injectivité de p sur R . 

O - 

Si l'on admet que R est la composante connexe de w x G n ?2 
O 0 /H 

- 1 
contenant s (to), la démonstration se termine ainsi : 



On p e u t  supposer  que w e s t  un o u v e r t  d e  S t e i n  e n  r e s t r e i -  
O 

gnan t  w à une c a r t e  l o c a l e  de  S t e i n  dans M ; s o i t  p(€,) une 
O 

f o n c t i o n  s t r i c t e m e n t  p lur isousharmonique e t  d ' e x h a u s t i o n  s u r  w . 
O 

'L 
La f o n c t i o n  p = ~ a x ( p , $ )  a  une forme de  Lev i  minorée  p a r  l e  minorant  8 

i 
d e  l a  forme d e  Levi de  9, e t  e s t  i n v a r i a n t e  à d r o i t e  p a r  H, e t  p est  

i 
d ' e x h a u s t i o n  s u r  i c a r  {(S,;) E wo x GIH fi h l p ( 5 , g )  < ' c l  e s t  

O 

r e l a t i v e m e n t  compact d a n s  w x G n b, donc s u r  chaque connexe 
o  / H  

d e  c e t  ouver t  e t  en p a r t i c u l i e r  s u r  R . A i n s i  Qo v é r i f i e  l e s  hypo- 
O 

t h è s e s  du théorème 3.1. ; e t  p a r  s u i t e  : 

e s t  p lur isousharmonique s u r  w d ' a p r è s  l e  théorème 3.1. 
O 

Il  r e s t e  à v é r i f i e r  l a  p r o p r i é t é  admise d e  ho. 

h e s t  connexe : On prend une p a r t i t i o n  de  ho en  deux 
O - 

'L 

o u v e r t s  A e t  B ; comme s e s t  s u r j e c t i v e  e t  o u v e r t e ,  52 e s t  
O 

r ecouver t  p a r  l e s  o u v e r t s  s(A) e t  s(B) ; s o i t  ( 5 , t )  E s(A) fl s ( B ) ,  

a l o r s  (ho)5 fl A e t  (A ) 0 B a u r a i e n t  t e n  commun, c e  q u i  e s t  
0 5 

impossible  c a r  l ' u n  d e s  deux e s t  v i d e  pu i sque  e s t  connexe ; 
% 

a i n s i  s(A) e t  s(B) forment une p a r t i t i o n  o u v e r t e  du connexe Go ; 

l ' u n  des  o u v e r t s  A ou B e s t  donc v i d e .  

e s t  une composante connexe de  u x GIH" : s o i t  A 
O O 

connexe contenu dans w x G Ti b e t  con tenan t  ; a l o r s  s ( A )  
0 /H O 

- 1 
e s t  un connexe con tenan t  2 e t  contenu dans  p (wo) ; a i n s i  

O 
% 

s(A) = fio 9 c ' e s t - à - d i r e  A = Ro. 0 



Remahque : 

Les théorèmes 4 .1 .  e t  4.2.  s ' app l iquen t ,  d ' ap rè s  l a  proposi- 

t i o n  3.2. ,  pour un ouvert  de  S t e i n  dans M x G, dans l e s  deux ca s  

su ivan t s  : 

a )  G e s t  l e  complexif ié  de l ' u n  de s e s  sous-groupes compacts 

maximaux K y  e t  l ' o n  prend H = K. 

b) L a  v a r i é t é  de M e s t  un ouver t  d 'un espace C? 

e 
et  G e s t  de l a  forme x Gl(n,C) x a l o r s  H =Rie x U(n) X rm. 
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