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INTRODUCTION

Ce travail est organisé comme suit :

Dans la premi&re partie, on donne la situation de géométrie diffé-
rentielle qui permet de tester les classes exotiques en termes des résidus.
On énoﬁce et on démontre les th&ordmes I-1 et I~2 des résidus dans le lan-
gage des J-connexions. C'est une généralisation, qui peut s'appliquer aux
classes &ventuellement rigides, de la technique des ré&sidus de Heitsch.

Dans, la deuxiéme partie, on se restreint 3 la situation particu-
liére des feuilletages. On consid@re une variété feuilletée (M, ﬂi) et
r—-automorphismes infinitésimaux {Xl,...,Xr} du feuilletage EF;.

On suppose que 57; et {Xl,...,Xr} engendrent un feuilletage

singulier de codimension q-r. On fait 1'hypothé&se suivante :

Hypoth2se : Le lien singulier de {F; et {Xl""’Xr} est une

réunion finie de feuilles propres isolées de 572.

On adapte la notion générale des résidus 3 cette situation parti-
culidre, et on d8finit Rés . Le théoréme II-1 permet de
’ (F o 1K e X 1) P
ramener la situation au cas ofi le lien singulier est constitué d'une seule
feuille.
Le théoréme II-2, raméne le calcul des classes caractéristiques du
N

feuilletage ¢ engendré par U% et {Xl""’Xr}’ au calcul de

Rés - .
(,‘/'O,{Xl,..,xr},W)

Dans la troisiéme partie, on suppose que {Xl,...,Xr} hérite

d'une structure d'algdbre de Clifford. Ceci nous permet d'établir la formule



- i1 -

Rés hc =oa(t )f (B,,..,B ) Rés
(F 1o K 1) 1% AN A r

=q.

Dans cette situation les résidus sont proportionnelles &

C
G q
(F1X X W)

Rés

c
(F XX 1w 9
Dans la quatridme partie, on &établit que Rés 4 c
(Fo (XX 3,m ¢

est(—x(ghﬁ s ol X(Eh) est la classe d'Euler du fibré normal 3 la feuille

/

W ode .
o

I1 est important de remarquer que les situations dans lesquelles
x(gh) est non nulle sont trés rares. Il n'y a que 1'exemple de Milnor, ou
des produits d'exemples de Milnor qui sont connus.

Par contre il est plus facile d'exhiber des situations oil x(gh)
est nulle. Par exemple si HI(W) e A ol A désigne la plus petite classe
de groupes qui contient les groupes moyennables et qui est stable par pro-
duits libre et par extensions finies, alors x(&h) = 0.

Ce phénoméne de nullité de la classe d'Euler, confirme la conjec-
ture de Bott qui consiste 3@ dire que pour construire des feuilletages &

classes caractéristiques rigides non nulles, il faut sortir du cadre linéaire.

Dans la derniére partie on interpréte ce phénoméne de nullité en

terme de la géométrie des feuilles du feuilletage.



CHAPITRE 1

TECHNIQUES DES RESIDUS ET THEOREMES DES RESIDUS

On rappelle la situation de géométrie différentielle permettant
de tester les classes exotiques en termes de Résidus (Généralisation de la
technique de Heitsch [ ).

Pour plus de détails (cf. D. Lehmann [1],[2]).

1. Données :

Soit E » V un G-fibré principal différentiable (G groupe de Lie

réductif), W une sous-variété de codimension ¢q dans V. Soit

1(G) = [S(j*)]G

1'algébre des polyndmes sur 1'algdbre de Lie ny de G qui sont invariants
par la représentation adjointe de G. Cette algébre I(G) est supposée
graduée en dimension paire par le double du degré du polyndme.
¢ 9 = . <7t & [
On se donne 3 id&aux gradués : éz D 47 et 070 de I(G),
ainsi que 3 connexions

* w, une ;jo—connexion sur E

< .
*w une ;7—connex1on sur E

1 74 :
cw une éf —connexlion sur El

V-W

tel que w]u et w'[u , les restrictions de w et @' au complémentaire

U =vV-T d'un voisinage tubulaire fermé (différentiable) T de W coincident.



On rappelle que si Aw : I(G) »~ ZQDR(V) désigne 1'homomorphisme

de Chern-Weil associé 3 w, on dit que w est une ;7—connexion si
) C Ker A .
W

2. NOTATIONS SUPPLEMENTATRES.

Soit PG 1'espace vectoriel gradué (en dimension impaire) des

ax = - . : ¥ .
éléments primitifs de 1l'algébre extérieure A(;?V ) des cochaines

] *
scalaires sur ;? .

£ P, — QGC I(G) = S(QG)

une transgression.

Rappel : T1(G) est une algdbre symétrique et t est un isomor-

phisme de degré +1 de PG sur un systéme de générateurs QG de 1(6).

Soit

AT, T =1/ T e @/ 7 8 ne)

1'algébre différentielle gradude, munie de la différentielle d définit

par :

7 d(P(modcj ) 8 18 l) = d(l ® P(mod 570) ® 1) =0

< du=tu(mod;7)91@l—1@tu(modvo)@l

\ pour u e PG

On définit, de méme

s T =ne/ Trene/ 7 e g



. 1 . . . .
et puisque, ;[ est inclus dans ;7', un homomoprhisme, surjectif naturel

o d'A.D.G.(c), dont on notera 1(27,;7';;7;) le noyau, est défini.

On a la suite exacte :

(1 0+ 1], I's Jp—= aT. I = s g7 >0

On notera

o BACT, ) B (T, T T
le connectant de la suite exacte longue de cohomologie associée a (1).

Soit

2k~1

a0 s aen® - 2K

W _ W DR

1'opérateur différence (qui vérifie d » Aw = Xw—kw ).
o’ o

Rappelons que 1l'on définit un homomorphisme d'A.D.G.(c) :

. T Ty
% e A(G ’/o) » (V)

en posant :
i uwo,w(P(mod 07) @18 1) = Aw(P)

ocwo,w(l ® P(mod 70) 2} 1) = Aw (P)

o

o w(u) = Aw ’w(tu) pour ue€ P

e b fo) G

et de méme

. T o N _
O A(d{ ’]o) QDR(V W).



3. RESIDUS.
Notons 1 : U>V et j: U-> V-W les inclusions naturelles.

Puisque mlu = w'lu , on a :

o ;
Notons e : QBR(T) > Q.. (V) 1'extension naturelle par O en

DR

0
dehors de T des formes & support compact dans T & tout V,
L%
Im e = Ker 1

Puisque p s ¢ = 0, on en déduit que @, Se factorise en un
. b

o
morphisme a; ® d'A.D.G.(c) rendant le diagramme suivant commutatif
o’
c
%o 0
< o’ c /9
g, 7590 Ao ()
€ e
a
7 Yo7
& £, —_
ACT s ]0) 2y ()
P * i
J - uwo’wv
' <
AT 9 R (W

Munissons T d'une structure de fibrés en disques D de dimen-

sion q et de base W. Notons

PN S 5 ok4
JD tQpR () > QW)

1'intégration le long de la fibre,

(T (T
f: QDR( ) -~ 2R )



. - O .
1'extension naturelle des formes & supports compacts sur T et soit

s, ¢ 3T > T 1'inclusion naturelle.

. * o .
Puisque s, ° f = 0, la formule de Stokes généralisée

fod+(—l)q+ldo{ =£.QST
D D

(ot L (3T) -~ Qk q+1(W) désigne l'intégration le 1ong.de la fibre

’s D DR
S = 3D du fibré en sphére 3T - W) montre que l'homomorphisme (de degré
-q) d'espaces vectoriels gradués

1[ 0
p »f : QDR(T) > Qpp (W)

commute, au signe prés, avec la différentielle.

— (3.0.). Définition. Appelons "résidu" et notons

Rés

Koooof v of vy > k-
o' ,wy P BT ,Jo)) Hy o (W)
(o]

1'application linéaire induite en cohomologie par

r c '( >
er,f,a .1(]7 o) ™ Qpe ()

Si P e Zk(I(j,j'; 70)), on notera
Rés[w](w, w';wo)

1'image de [ﬁ] par cette application.



(3.1.). Théondme 1.1.

Y AP
) enac T, 7% 70
[awo’w]([w]) = ([e] %)(Rés[w](w, o' 3 w)

- o~ o}
ot % : H;Rq(W)-—=~+ HE(T) désigne 1'isomorphisme de Thom.

Démonstration : Il suffit de remarquer que :

. c
1) e o a = o o €
W W W _sw
o o

ii) % est 1'isomorphisme inverse de celui induit par i o f

’p
en cohomologie.

- }j%} COMMENT TESTER L'EXOTISME Euw w'] PAR DES RESIDUS.
N o’

(4.1). Théoreme 1.2. Le diagramme ci-dessous commute :

B @y, I : T acs, o g

Démonstration : En effet, si ¢ =p ¥ € Zk(A(éj',;7;)),

dy e Zk+] I(;],;7',<j;) et B[w] est la classe de cohomologie de df dans

1(27,(7' ;jo)-

De la définition du résidu, il résulte que, Résa(w](w,w',wo)
est la classe de cohomologie dans Hk+l-q(w) de + £ ot dg.
DR JD (1)0,0.\



Soit T1 le voisinage tubulaire fibré en disques sur W avec
des disques de rayon la moitié.
= o
On a Tl CT.

On peut appliquer la formule de Stokes sur Tl :

} °ST=»[ od+(-1)q+ld°}
S ‘D D

d'autre part dans le diagramme ci-dessous, les 2 carrés de gauche commutent

puisque ®w et w' coincident sur BTIC: u= V—Tl.

aC
k+1 p Wos® k+1 o
A (/N ” ZpR Q;R(Tl)
£
k+1 ID k+1-q
d yA QDR(TI) Qr (W) ~—
} !
o
-1 .k, c Wor® k D k-
e Z A(J"jo) - g (T)) ——— QDRq(w) (
p
2 AT 3 9
74 ’Jo

On en déduit :

—+—
Q
[¢]
<
|
——
[a W
Q
<

I

L st a y + cobord
J W

= } s a w'w + cobord



d'oll le théoréme pour T = Tl.
Quitte 3 restreindre T & T1 on peut toujours supposer que

w et ' coIncident sur JT.

On remarque d'autre part que la définition du Résidu est indépen-
dante du choix du voisinage tubulaire T, c'est une conséquence immédiate des
propriétés de 1'opération d'intégration le long de la fibre. On en déduit

que le théordme est vrai pour tout voisinage tubulaire T de W.

Ceci achéve la démonstration du théoréme.



CHAPITRE 11

SITUATION PARTICULIERE DES FEUILLETAGES

. DONNEES.

On se donne un feuilletage F de codimension gq sur une
variété V.
Soit 1 1le sous-fibré de TV consistant des vecteurs tangents
aux feuilles de EF: et v 1le fibré normal.
On se donne aussi r automorphismes infinit&simaux du feuilletage
]""’Xr (1 < r <q) c'est-d~dire r-champs de vecteurs Xi sur V

tels que :
[x,,1(0)] ¢ (o)

I'(r) désignant le module des champs de vecteurs tangents aux feuilles du
feuilletage F et tels que, pour tout couple (i,]j), [Xi’Xj] soit une

combinaison R-linéaire des champs de vecteurs Xi et de T(1).
[x.,x.] = c~, X, mod TI(r)
i’7j é ij

On suppose entre autre que X ..,Xr sont & la fois transverses

1

aux feuilles du feuilletage iﬁ et linéairement indépendants sur le complé-
o ‘

mentaire d'une réunion finie W = ——U—-wi de feuilles propres et isolées W.1

i=1

de fFD, appelées les '"feuilles singulidres' de F et (X

1,...,Xr).

Soit E -~ V 1le fibré principal des repéres de v (G = GL(q ; R)).
Sur V-W, T=18 {Xl,...,Xr} est un sous-fibré de T(V-W)

qui est involutif par construction méme.
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En appliquant le théor&me de Frobénius on démontre donc que

ce fibré est intégrable. 1 donc est le fibré des vecteurs tangents aux
2
feuilles d'un feuilletage <& de codimension gq-r.

N

Soit Vv un supplémentaire de T dans le fibré tangent T(V-W).

On peut assimiler a la somme directe {Xl,...,Xr} ® v. Relativement

VIv-w

3 cette décomposition, le fibré principal E - V-W associé a VU  (groupe

structural GL{(g~r ; R )) s'identifie au sous-fibré principal de E\v—w

formé des repéres de v dont les r-premiers vecteurs sont les valeurs

| v-w

au point considéré de X .5 X

1 "

Prenons alors pour idé&aux de

I(GL(q ;&) = SE[CI,...,ch (poids de c, = i)

- 1'idéal ;7 = {> q} des polyndmes de poids > q

- 1'idéal ;/’

{> q~r}

- V314é =
1'idéal ;7; {CI’CB""’CZi+I""}

Prenons pour

- wé une comnexion de Bott sur E, en identifiant E 3 un sous-

fibré principal de E, wé s'étend en une conmmnexion ' sur E.
. . & .
- w une connexion de Bott sur E (quil est une O]—connex1on),

coincidant avec w sur U = V-T.

Une telle connexion « existe. En effet on a le lemme :

- Lemme 0. Pour chaque T voisinage tubulaire différentiable fermé

de W, il existe une connexion w telle que

Oly-r T @ |v-T
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Démonstration : Soit T1 un voisinage tubulaire fermé de W fibré

en disques au—-dessus de W telle que :

La variété& V est recouverte par deux ouverts

Soit {yl,yz} une partition de 1'unité subordon-

née au recouvrement (U.). .
171=1,2

une connexion de Bott du feuilletage J?lu et w?

A

Soit w,

une connexion de Bott du feu111etage :F]U qui coincide avec w, sur u.

o . P
On prolonge w, en une connexion w, définie sur Elu et
1
coincidant avec w sur Elu.

Soit N : E =V 1la projection. Il suffit de prendre pour w 1la

connexion

(v H)w] + (yz o H)w2 .

1 a
Ceci achd&ve la démonstration du lemme.

On choisit comme troisiéme connexion :
- w_ une connexion métrique sur E. (i.e. adaptée 3 une 0(q)-ré-
duction de E).
Soi 1'algse
ot wOq algebre '9%[C1’ ’C?///?> q} & (Ah 1)1<1 impairgq
et /éQ : WO > A( i ;7 } 1'inclusion naturelle. /62 induit un isomor-—

phisme en cohomologle.

Pour plus de détails (cf. D. Lehmann [f]).
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De méme 1'inclusion naturelle

. o, .
b wOq—r ® (A(hi))q-r+lgi impairsq A(ZJ ’é7o)

induit un isomorphisme en cohomologie, et p » (& prend ses valeurs dans

Im b, d'oli 1'homomorphisme surjectif, noté encore p

wo_ £ wo .@(A(h.)) e .
q q-i i’fq-r+1gi impairgq

dont le novau est le méme que celui de

a7, 7 A(j',jo)

soit

¢ <7 .
1(67’ A ;27 ) = {polynames de poids k\ 8 (A(h.)) .. .
7 ° q-r+lgksq . i’ Isi impairgq

dans Jﬁl[@l,...,cq].

Dans la suite, on notera Rés(gy au lieu de

,{Xl,...,Xr},W)

Rés(m o', 0 ) les résidus correspondants & la situation que nous venons de
b b4
o

décrire.

Avant d'adapter les théorémes I-1 et I-2 & cette situation, nous

allons montrer que la définition des résidus est intrinséque.

Lemme 1. Rés(gr’{xl’."’xr},w) J est indépendante du choix du

voisinage tubulaire en disque T.

Démonstration : Il suffit de se restreindre au cas ol le lien

singulier est constitué d'une seule feuille singuliére W.

Soient T1 et T2 deux voisinages tubuliares qui se fibrent en

disques au-dessus de W.



.des formes 3 support compact sur T
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Soit T3 un voisinage tubulaire de W quil se fibre en disques

i
au-dessus de W et qui vérifie :

T3C TlﬁT2

Soit w une connexion adaptée au voisinage tubulaire T,_, comme

3
dans le lemme O précédent.
. N c . . .
Soit ej : QDR(TB) - QDR(Tj) i 1,2. L'extension naturelle

3 2 des formes 3 support compact sur Tj

On remarque que si  est la courbure de w, on a :
e. Y(Q = Y(Q
; ¥ )|, ¢ )ITJ-

Or, on a d'autre part le diagramme commutatif suivant :

* *
e e
c 1 c 7y 2 c -
BTy 58D Hp Ty s R —— (T, 5 5%)
D1 3 D2
k-q
Hyp (W, 50)
kc
ol HDR( 3 ﬂ@) désigne la cohomologie 3 support compact.

Le fait que ce diagramme commute provient de la construction

méme de l . En effet 1'opération d'intégration le long de la fibre est
)
indépendante de la structure fibré& particuliére qu'on choisit sur T.

Cecl termine la démonstration du lemme.

Lemme. 2. Rés est indépendant du choix des

N
(F5 (X5 esX 1,W) y
connexions w,w' et 0,
Avant de démontrer le lemme, rappelons la construction de 1'opé-

rateur différence Am " assoclé 3§ deux connexions w et w
b
o’ 1

1 qui sont



définis sur le méme G-fibré principal E _r, V.

< s . - = P
On considére la connexion Lwo,ml] définit sur ExXI » VxI par :

i
o

- — 3
] )
[w;jgl]|Ex{t} = tw, + (l—t)wo.

On définit

k 2k-1
A, o I(G)— QDR ) par
o’ 71
1
NI

0’1 Jo lwgrw,]

Soit Qt la courbure sur Ex{t} de la connexion

14
[

¢ twl + (l-t)wo.

v —_—
La courbure & de [wo,ml] est donc égale & :

02
I

(dt A(wl-wo)) + Qt.
On a donc

1
Aw 0 W) = kJ W(wl—wo,ﬂt)dt.
o’ 1 0

Démonstration du lemme 2. Soient w,m',wo trols connexions sur

E permettant de calculer

Rés
(Gf,{xl,...,xr},W)

N ~ N

et w, w',w trois autres connexions sur E ayant les mémes propriétés.
5 b ] o



Quitte & restreindre le voisinage tubulaire, on peut supposer que

~

T est & la fois adapté 3 w et &

Donc pour Welxj,y';;g)

o (W) €Q

W W DR(T)
o

C o)
an () e QD)

W,

On rappelle que Rés est le morphisme induit en cohomo-

(U)’ N ’wO)

logie par le morphisme

o

I(jj 7) —ﬁ"——w———w (T)——»QR(T)

On définit les trois connexions suivantes sur

ExI - VxI,.
V]
A P
"]
o' = o)
V] -~
W T [wo’wo]
Soit P1 : VxI - V la premiére projection. On consid&re sur VxI,
. * 2 . . PP * o
le feuilletage plmﬁ et les r—automorphismes infinitésimaux de P, s
* *
{p, X|seees Py Xr}.

Du fait que l'ensemble des connexions de Bott est convexe, il en
- f\', - » - . . [ 3
résulte que « vérifie les conditions du lemme O, avec un voisinage tubu-

laire adapté TxI.
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Voo ..
Donc w, w', o, peuvent &tre choisit pour calculer

Rés " . "
(Pl .Lfaa{Pl Xl"-"PIXr},wa)

On a donc le diagramme commutatif suivant :

it t W — WxI

X ——— it(x) = (x,t).

Par passage a4 la cohomologie, on en déduit que :

1

Rés = Rés . . . = { o RES A, o, =
(w,0",0,) (w050 ) J0 (w,0',0)

Ceci termine la démonstration du lemme.
Comme conséquence des lemmes précédents, on peut adapter le

théoréme I-1 général des résidus a cette situation. On obtient alors le

Theoneme 11.1. V[¢] e Hk(I(;],j' ;Jo))

oc;,([ﬁll):]) = ( [e]a‘f) (RéS(S”,{xl,...,xr},w v

- - o
ot ¥ : Hg q(W) = HE(T) désigne 1'isomorphisme de Thom.

—



Dans la suite, on veut adapter le théoréme I.2 général des résidus

3 cette situation.

Remarque. A priori w', et 0 sont des GL(q ; ) et
0(q ; %) connexions. Leurs lois de dérivations covariantes sont définies

~

SUr Vv et non sur_ v .
Par contre, pour construire les classes exotiques du feuilletage

A A
&', on choisit une connexion de Bott 6 pour <& et une connexion riemannienne
A

eo sur le fibré normal v 3a SP.

I1 s'agit de comparer o et o . Soit
& P 6,90 w',wo

i:wWo,_ A(j',go)

L'inclusion naturelle. En utilisant les notations de la page , 1 est la

restriction de b 3a WOq_r.

On va montrer que le résultat reste encore vrai.

Proposition. On a le diagramme commutatif suivant

g

N, e

g (V-W)

Démonstration : Soit T = T @ {Xl,...,Xr} et v = T(V-v}/é le
fibré normal a .
Soit & 1le sous-fibré de T(V-W) engendré par {X],...,Xr}.

On a la suite exacte de fibrés vectoriels au—dessus de V-W

0 ~¢& >V g—> v >0 (n



ol £ : E+>T(W-W) »vet €: T(V—Wl/{ > T(V—?}/& sont les projections
naturelles.

On choisit une scission j de la suite exacte (1).

Soit 6 une connexion sur G, on va se servir de j pour cons-
truire une comnexion j® sur v au-dessus de V-W.

Soit T(v) 1le ¢ (V-W)-module des sections du fibré vectoriel
v au—dessus de V-W.

Si o est une section de v alors o s'écrit de maniére unique

sous la forme :

1
Ao s(Xi)

Q
]
[ S
2
m>
°
Q
+
.H.MH

.

ot AN e ¢ (V-W).
o
On va définir j® par sa loi de dérivation covariante jV.
On définit

(1Mo = § Ty + o) + izl Y(Ai) e(x,)

oi V est la loi de dérivation covariante de 6.

On remarque, que quelle que soit la connexion 6.

A
[y
A
=

(jV)Y E(Xi) =0 1

Donc e(Xi) est une section plate pour toute j6. On en déduit
que si 6 est une connexion métrique sur v, alors j6 est une connexion

métrique sur v , au-dessus de V-W.

Dans la suite, on va comparer les I~-formes locales de connexions
de 8 et j6 et leurs formes de courbures.
Soit 6 wune connexion quelconque sur v. Soit U un ouvert de

V-W, 3 la fois trivialisant pour le fibré vV et wv.
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Soit Sl""’sq—r une base du Cw(U)-module F(GlU). Une base

du Cw(U)—module F(vIU) est donnée par :

jsl,...,jsq_r,e(xl),...,e(Xr).

Soit ( la matrice des ]-formes locales 6., € Q__(U)

eik)lsi,ksq—r

ik DR
qui définit la connexion elU'
Par définition :
q-Tr
v (s;) = kzl 8,0 s .
On a de méme
q-r
(39,4 ) = kzl (3 8, )G s)
Soit
eik ik = Iyoousq-r
j8.. =
1k 0 sinon.

Soit 9 1la forme de courbure de 6 et jQ celle de j6.

Relativement a 1'ouvert U, la forme de courbure est définie par

une matrice (Q..) lgi,kgg-r ol

ik

2
Qik € QDR(U).

la base locale de sections étant fixée.

L'8quation qui donne 1l'expression de la courbure locale est :

ol d6 est la matrice (d6. ). . et

i) 1<i, keq-r 0 A9 est le produit de la

(Y

matrice 6 par elle-méme.
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La multiplication des coefficients &tant le produit extérieur
des 1-formes :

1
. — 9 AB =
(i.e.) 7 0 40 (“ik)lsi,ksq-r

ol O = Slh A ehk. Donc
h=1
Q = (Qik) 1 i,k q-r
ol
q-r
= +
U T P hzl i b O

Soit 30 = (] Qik)lsi,ksq la forme de courbure de 9.

On a donc
Qik i,k = 1,...,q9~r

0 sinon.

On remarque d'autre part que l'injection naturelle de GLq_r

dans GL
q

induit une incluison de I(GLq_r)(Z I(GLq).
k k .
i C . ‘e
Soit Y e I (GLq_r) 1 (GLq) On remarque que si Bl’ ,Bk € é?f;

sont de la forme
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X
A, !
1%
B, = 1 , oli A. eé?uy
i o i q-r
O
o (o]

alors

Y(By,eee5B ) = (A, ,A)).

Donc si 6 est une connexion de Bott (de courbure ) sur v
A

pour ‘9? au—-dessus de V-W, et 6, une connexion métrique sur v, on a

d'aprés ce qui précéde :

]

Ac'(e,eo) AC_(JB,JBO)
1 1

ci(Q) Ci(JQ)
On en déduit, donc :

o =1ie 0,. .
(8,0.) (36, 36,)-

Pour terminer la démonstration de la proposition, il suffit de

remarquer, qu'on peut prendre

C.Q.F.D.

D'aprés ce qui précéde, on déduit le
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B Théordme 11.7. Le diagramme ci-dessous commute
k 3 k+1 o
< - «
R0 ) ——— 4§ I(;7,O] ,07;)
Res(f}ﬁ{xl,...,xr},W)

o

A k+1~-q

F Hpp (W)

- N - SN J
HDR(V W) HDR( T) S
On a donc la formule suivante :
* *
2 ] = é 3
JS oo =R iy Lz w Y

Pour tout ¥ € Z WO
q-r

Remangue. Cette formule raméne le calcul de ui au calcul de

4

Rés
(Sr:{Xl,...,Xr},W)

'P—‘—-—"‘"”—’“M——'——“‘“”‘—"‘“j’ < X

X4
“>L —— i O A oa——— —— v— i W . { — r—
-

-~
—
- -

<

lLa figure ci-dessus illustre la situation g8ométrique considérée

avec 1 = 2.
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alors

En particulier si

RES(F s nnx L) 0 PO

as (¥) # 0.
F

1S
yOLILLE
e
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CHAPITRE 111

CALCUL DES RESIDUS ASSOCIES A

CERTAINS MODULES DE CLIFFORD.

1. Les données :

(1.1.). L'algebre de CLiffornd c :

k
C est 1'algébre associative engendrée par (l,el,...,ek) astreints
aux seules relations :
2 .
(ei) = =1 , 1 <ig<k,
e.e, + e.e, =0, i# ]

Une base de ¢, Ppour la structure de R-espace vectoriel est cons—

tituée par | et l'ensemble des &léments e, ey .- e tels que :

Soit (k) 1'ensemble des familles o = (il,...,ip) telles que

1l <1, <1, < ... < ip < k. Avec la convention, pour p = 0, ¢ € g?k).

On notera o 1'ensemble {il,...,ip} sous-jacent 3 o et |o]
le nombre d'éléments de o.

Soient o,t deux &léments de E?(k). On considére la différence

symétrique :
sAT=0cUT-0 Nt

et o A1 1'ensemble précédent ordonné de fagon & &tre dans :fkk).
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A chaque j € 1, on associe 1'ensemble
. = {i o i > ]
QJ(G) {1a eo: i ils

a

On note p(0,]) le nombre d'éléments de Qj(o), et on pose

0lo,1) = ) p(0,3)

jet
Proposition. La multiplication dans ¢, est définie par la
formule :
. _ o o(o,1)+|oAT|
s %1 -D Cont’
Démonstration : Soient og,T € g%k)
o = (il""’ip) i1 < wes < ip
et
T—(j19-° 9j£) J1< . <_]2
on a :
e e = e, ...e, €. ... €
g T 11 1p J1 Jl
On considére 1'ensemble
le(o) = {1u €o i > Jl}
et
A, (o) =0 -9, (a)
]
l i
On a :
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Or
p(O’j)
TT e e = (=D Ve, T e,
ieR, (0) ol 31 ien. () ta
@, a g
Comme j2 > jl’ on a :
Qj (0) ={a€ec:a> 32} = {a € Qj (o) : a > 32}
2 1
Donc
2. () € Q. (o) 1 <ng 2
In 3

On définit :

2 I 2
et
A, (0) = Q. (o) - Q. (o) 2 <n¢g
n n-1 n
On en déduit
2 p(o,jn)
ee = { (-1) l l e e, ‘ ‘ e
o T _ aj o
h=1 aeh,. (o) n aef. (o)
In In
Soit .
E P(o,3.) )
n=1 o ~T~Ta 2
eceT = D ea eoAT
oecAT
Or

TT 2= TT ¢n =l

aeohT aecht
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Soit enfin :

_ o (o,T)+]oAT|
eOeT = D eoAT

C.Q.F.D.

(1.2.) Strwetwre d'Algebre de Lie sur ¢ :

C'est la structure naturelle d'algdbre de Lie associée a une algébre

associative : le crochet est défini par

[éc’eT] T %% T %%

On vérifie facilement que :

(t1,0) = (o,1) + |o|=]t] + loat| (mod 2)

On en déduit :

[}O,eT] = E(U,T)eGAT

e(o,1) = (=1) (o,7)+|oAT] (1+(_1)IOlO]Tl+‘0AT‘+1)

o~

(1.3.) Structure de c ~module surn ®Y ; £'algebre de Lie ;?5 :

k
Dans ce paragraphe, on associe d une sous-algébre de Lie (;?é
de (ck,[;]), une algébre de Lie ;?0 de champs de vecteurs sur Rq.

On munit RY d'une structure de c(k)-module, en se donnant

une multiplication orthogonale normalisée (%)

Autrement dit, on se donne une application linéaire injective

ﬁ : Rk +~End(mq)

(%) Référence Husemoller [ )
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qui vérifie :

ﬁ(ei) 2 -1 1 1<k

(1
Heeule) + e ile) =0 i ] l<i,jck

» '\J - ’ -~ -
L'application p s'étend de fagon unique & 1'algébre €t

(o)
—
e

c, — " End@®Y)

k

L'application n est un homomorphisme d'algébres de Lie.

D'autre part End(Rq) s'identifie naturellement & une R-sous-algé-
bre de Lie de 1'algébre GC(Rq) des champs de vecteurs sur Rq, par 1'ap-
plication A > K, qui 3 la matrice A, associe le champ de vecteurs linéaire
Y

9% . . P - —>
A sur RY tel que Am soit le vecteur d'origine m &quipollent & <A,om>.

Soit % =voemice > GE(Rq) 1'homomorphisme d'algébres de Lie

obtenu par compositiom.

~
. - -~ 3 & = v 9
Soit gyo une sous—algébre de Lie de ck et 5/; n(&/;).

Definition. On dira que 5?6 est Nn-réguliére (ou réguliére

s'il n'y a pas d'ambiguité sur n) si :

VYo e R - {0} dim(f?o)m = Cste

cette constante &tant bien entendu indépendante de m, pour m € R - {0}.

11.4.) Exemples de §0 régulitne.

a) Cas oil ;?% est Cye tout entier.

(1) cxct>c"
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q =2n et k=1 et la multiplication orthogonale est définie par la

2n _ o0

structure de C-espace vectoriel sur R c.

Elle induit la fibration de Hopf

(1" $l N $2n—] N Pn(C)

~
Dans ce cas, la dimension de gy est 2. Une base est donnée par les deux

[AVENRAY]
champs {I’AI} oi I est la matrice identité de GL(2n ; R) et

A] =
ol R &tant la rotation d'angle /2.
m/2
( 0 1 )
R =
m/2 -1 o
(2) H x B® > 5"

q = 4n, k =2 et la multiplication orthogonale est définie par la struc-

ture de H-espace vecotriel sur Rﬁn = H'. Ici H est 1'algébre des quarter-
nions.

Elle induit, la fibration de Hopf
()" 53 > 5" S PPy,

. . 2 ‘ ~
Dans ce cas, la dimension de g? est 27 = 4. Une base est donnée

VRV VY
par les 4 champs {I’AI’AZ’A3}’ oi I est l'identité de GL(4n ; R).
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et

(3) Lx L~ [C*"

q=8n, k = 3, E est 1'algébre des octaves de Cayley.

La multiplication orthogonale est définie par la structure de

[ -module sur R8n = EIR Elle induit la fibration de Hopf
(3)' 57 - 5571 L ([ ).

Dans ce cas, la dimension de cette algébre est 23 = 8. Une base
B WY v o . P
est donnée par les 8 champs {I,AI,XZ,....,A7}, oi I est l'identité de

GL(8n ; R) et
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b) Exemple avec dim §70 =4 :

Soit Zk 1'ensemble des familles § telle que 0 C P(k) et :

1) ¢ € Q

2) o,T €  alors oAT € Q

A chaque @ € Zk’ on associe de fagon unique la sous-algébre de Lie de Ck :

g?(ﬂ) - {ea}oen

et réciproquement.

N

On choisit QO = {¢,{i},{3},{i,33} €

bans ce cas :

;yo = 57(&0) = {1, s ej, eiej}

I1 est facile de voir que dans ce cas que 25?0 est n-réguliére.

(1.5.) Les données :

Hypoth&se 1. On choisit Q € Z  tel que g = %RQ ) soit
AR ) k 70 0

n-réguliére.

I

. n
On notera dans la suite (XO) n(c) et on suppose

QO = {00,01,...,0r_1} avec g _ = o .
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Hypothése 2. On se donne une repré&sentation
h : Hl(w,wo)——+ GL(q ; R)

telle que, Vo € Qo’ Yy € Hl(w’wo) on ait :

I

h(y) - AL hiy ) = A_.

g il
On considére, le fibré vectoriel plat W X R = v — W, noté

h

gh dans la suite. On note érh le feuilletage sur V transverse 3 I,

associé 3 la structure plate de Eh.
’\I 3
Les champs de vecteurs {AO}Oeg sur RY sont invariants par h;
7 = & X
11 iSte O 40,44.4450 € R telles qu = {A ,...
11 eX 0’1’ | o que ?0 g ? s By } et
N n, o r-1
A0 ,...,A0 sont linéairement indépendants sur re-{0}.
o] r-1
A"} . .
Les champs de vecteurs {A } induisent sur V les champs
i Ogigr-1
de vecteurs {B.}_ . ; qui sont tangents aux fibres de V LN W et
1 0gigr-1

lindairement indépendants sur V—sO(W), oll s, ¢ W >V est la section nulle

du fibré vecotriel plat Eh.

} de champs

(a4
On en déduit une algébre de Lie g? = {Bo,...,Br_1

sur V. Notons 1 A j 1'indice k tel que

Cette algébre de Lie vérifie :
[Bi’Bj] = E(Gi’Gj)Bk

D'autre part les champs de vecteurs Bi (0gigr-1) sont des auto-

morphismes infinité&simaux du feuilletage gif Le lieu singulier c'est-3a-dire

r (.E"f . [P
,<€ Er’a{Bo9-°‘:B 1 du couple (‘7Jh, ¢Z') est so(w) identifié dans

-~

la suite 3 W.

r—1

On est donc dans la situation du chapitre II (page 9).
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On pose
RéS = RéS v A
(Fps B sesB__ HW) wh,;/,m
2. Détermination de Rés ¥ pour deg ¢ = 2q :

(9“h,;?,w)

Soit CJ € I(;?fq) avec |J| = q. A chaque C_, on associe la

J

fonction

de la fagon suivante.
A chaque suite d'entiers K = (kl”"’kr) telle que :
|K| = kl + ...+ kr, on associe 1'ensemble des permutations de {1;2,...,q}

qui sont de la forme :

k, fois k fois k fois
1 ~ N - ~ N .
1.....k1 (k1+1)....(k1+k2) .......... (k1+"°+kr—l+1)"'q
a:
,a(l)...u(kl) u(k1+1)...u(kl+k2) .......... a(kl+...+kr_l+l)...a(q
. | AN - J N L= Y
ol
2 % +1
a('i ki+1) < “(_2 ki+2) < L.. < a(.z ki)
1=0 1=0 1=0

0 < £ £ r-1 avec la convention ko = Q.
On désigne cet ensemble par Ak'
a) La fonction xk :
Si Cl""’cr désignent r-matrices de g%z et a.e Ak’ on définit

(a(Cl),...,u(Cr)) comme étant la matrice de ;92;.
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ol O
ey

O [ece,)

c'est la matrice par r-blocs, dont le j-&me bloc est la matrice rectangulaire.

©@(Csns (€)=

i
c.) =(C . .
( J) ( izl izl )
a( ) k,+s)a( Y k.+p) ! 1gs,psk,
. i . i A
i=1 i=1
ol ' C. = (Cj ) .
h| m” 1<% ,mgq

On définit

(—l)q_<r+1)

A (CpeeesC) - I D @det(atc), .. ra(C))
’ ueAk
b) La fonction fJ :
On définit :
r-1
(_l)r+1 (lzll02|k£+l r-1
£(CpseeesC) = 27— -0 " T (ky+eootk !
4 |K|=q =1
CJ(CI,...,CI,....,Cr,...,Cr) Ak(Cl,...,Cr)
k1 fois k  fois
r

On peut énoncer le

Théoneme 111.1. Pour C; telle que |3} = q, on a :

R J J

€s ~
(«gfha ?,W) O-O r-1

C. = f_(A ,...,AO ) x(ah)

oii x(gh) est la classe d'Euler du fibré vectoriel Eh'

.
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(Remarque : on verra sur les exemples que x(gh) peut étre # 0).

Démonstration : Elle se fait en 5 &tapes.

lére Etape.

- Lemme 1. I1 existe des familles de 1-formes (w.) . sur V
— J7 Ogjsr-1

telle qu'a 1'extérieur d'un voisinage tubulaire T de la feuille singulidre

W, on ait

=0 si j#k
i) w.(B ) = 8.
Ik ikl 1 si j =k
ii) mleéF% =0 .
L
Démonstration : RY-{0} est h-invariant. On a le diagramme

commutatif

N v
W x ®R1-{0}) —— w %, ®I-{o}) = v -w

|
N l

W W

Soit 1 : V-Wes> V 1'injection canonique. Soit & 1le fibré vecto-

b (rg(g) = n).

riel de base V-W engendré par {BO,...,Br_1

On a la suite exacte de fibrés vectoriels au-dessus de V-W :
* ~
(1) O —>f—>1v-—>v-->0

oi v est le fibré& normal au feuilletage th identifié& au sous-fibré

de T(V) - V des vecteurs tangents aux fibres de V +- W lui-méme identifié

* ; . ~ ey
a I (Eh) oi M est la projection V >~ W. Et v est le fibré normal au

A

feuilletage ﬂi défini par T = i*Th ® £ ol T T fo;.
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Soit R, la métrique sur £ telle que

g

R (B.,B.) = 6., .
E(J k) jk

On choisit, une scission de la suite exacte (1), soit :

PP ¥ P . .
On définit sur 1 v, la métrique riemannienne.

~

oi R, est une métrique riemannienne quelconque sur v.

1l

Soit Ro une métrique riemannienne sur =(V—~— W) et T

gh
le voisinage tubulaire de W dans V, dont les fibres sont les disques p4

de rayon 1, pour cette métrique RO. On a le diagramme commutatif

oi j est 1l'inclusion naturelle de T dans V. On considére la métrique

K . . . . ¥ . o
R x (Il e3) RO. C'est une métrique riemannienne sur J v = vlT. So1lt Tl
iwv
le voisinage tubulaire de W dont les fibres sont les disques de rayon 1/2
o
pour la métrique R, (T1 C T). La variété V est recouverte par {V—Tl,T}.
Soit {yl,yz} une partition ¢” de 1'unité subordonnée 3 ce recouvrement

ouvert. Sur v, on définit la métrique Rv par

Par construction, on a R (B,,B ) = §, d 1'extérieur de T.
v 1Tk jk
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On a d'autre part :

TV ® v

h .

]
—

Soit Rh une métrique riemannienne sur T, 3 on définit

R = Rh ® Rv .
Soit m, TV > v, la projection de TV sur v parall@lement &

T On pose :

h

wj(Y) R(Bj,Y) Rv(Bj’HvY)

Les l-formes wj (0 <j

IA

r-1) vérifient les propriétés du

lemme. En effet :

. - - . 1y . .
i) wj(Bk) Rv(Bj’Bk) S, 3 1'extérieur de T si Y ¢ F(Th),

ik
on a
IY=0
v
et
w.(¥Y) =R (B.,0) = 0.
;D = R (,,0)
Donc
ii) wleh = 0.

C.Q.F.D.

On remarque, dans la suite qu'on a un isomorphisme naturel de

fibrés plats (non vectoriels, de fibre TRq), au-dessus de W.

T(Rq) x

o
dhw

e— < — <
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Soit V : F(rh) x T(v) >~ I'(v) la connexion partielle qui dé&finit

la partie intrinsdque des différentes connexions de Bott pour 57; sur v

Vs = 1 [¥,5] T < EW)
Hv : TV > v est la projection sur Vv parallé&lement & T

On définit la connexion

V: LW xTO) > TW)

r—-1
Vos =V (s) + y w.{(Y I [B.,s]
Y L
l Ygf 3520 ] viivh]
ol Y=Y + Yv est la décomposition relative a ¥ (V) = F(Th) e r(v).

Par construction méme, V vérifie les propriétés du lemme O

28me étape.

Lemme 2. I1 existe un recouvrement de V par des ouverts Ua

tels que :

1) le est trivial
a

2) 3 une trivialisation (s?,...,sz) de le telle que :
a

v, 8 =0 dés que X € F(Th).

Démonstration : C'est une propriété& bien connue des fibré&s vecto-

riels plats.

C.Q.F.D.

(Lire : ce qu'il fallait dire au lieu de ce qu'il fallait démontrer!).



On en déduit que relativement 3 1'atlas (Ua,{s?,...,s:}), la

l-forme de connexion locale (3 coefficients dans ;%f(q s R)) de V est :

r-1
6 = - . A
a 20 (wJIUa) o]

j= j

La 2-forme de courbure de la connexion V relativement 3

1§ a a .
1tatlas (Ua,{sl,...,sq}) est :

Q =do + 1-6 Ao
a a 2 a a
or r—1
d6_ = - ) (dw,|,) A
a k=0 k[Ua Oy
et
6. A6 =2 ) w, Aw, [A ,A_ ]
a a <1 ] £ cj 02
Soit :
o -- T ; 0, 4, ]
Q. =- ) (dw YA + ) w, Aw, [A LA
3 o KU o g5 Ty R ToyTey

3éme Eétape :

Dans cette étape, on va supposer en plus que 1§ est un polyndme

homogéne de degré 2q, de I(GL(q ; R)). I(GL(q ; R) lR[Zl,...,Zq] oil

ZQ(A) = trace(Az).

7

Dire que ¢ € Iq(GL(q ; R)) est équivalent

Zq 6K ZK ol ZK = Zk oLy

= b et oi K = (kl"°"k ).
K|

L
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Lemme 3. Pour ¢ € Iq(GL(q ; R)), on a :

90,) = ¥(do,).

Démonstration : L'atlas (Ua) de V est 3 la fois trivialisant

o e .
pour v toT

. Ve e ~ _
Soit Ia(Th) 1'idéal dans QDR(Ua) engendré par ceux des l-formes

qui sont nulles sur TI(t On remarque que les l-formes w

€ Ia(rh).

h|U ).
a a

ilu

Ceci par construction méme. Donc

]:'*E-] ~
o = - w. A = (,)
a 5=0 h! oj Lm” 1<% ,mgq
est une q*q matrice de l-formes ol :
r-1
b = - E W a%
2m .= ] jm
J_
ol
L =
(ajm 1<%, mgq Ao.

]

On en déduit que bzm € Ia(Th).

Puisque éﬁ; est un feuilletage, par le théor&me de Frobénius,

on en déduit que :

dIa(Th) C Ia(rh).

Donc dea = (dblm) est telle que dbzm € Ia(Th).

I<4,mgq

6 A6 = (C

D'autre part : 1 )
2 "a a 2m” 1<% ,m<q

~

- . 2 . . oy A
On en déduit que sz € Ia(rh). Puisque Codim -J% q, pour des

raisons de dimension, on a :

2 Ig(rh) =0 pour p > gq+l.
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Soit K= (k.,...,k une suite d'entiers tel que

1
k] = & +...+k2 = q. Il suffit de démontrer le lemme pour = Zk = Zk ...Zk .

)

On a par ailleurs :

k,
- -~ -~ l
Eki(Qa) trace (db2m+clm)
Soit
(ki p p ki ]
Zk.(ga) = trace 2 Ck.(dbzm) . (Clm)
1 Lp=0 1
E p S b L 2T
Zk.(ga) = Z Ck. trace (dbzm) . (sz)
1 p=0 1
On en déduit que
[ R P - ki— 1 Zki-p
traceL(dbgm) . (czm) | € Ia(Th) 0 <pzx ki
On en déduit que :
L 2Py IR IR
(1) () = _] 5, (@) = N 'l C trace[(dbm) Y
i=1 1 p. <k, 1=l i
1 1 /
I<ig? e
Or
L 2
) 2 k.)- .
7—7— D. r R P. . k.—p.w (.Z 1) (.Z pl)
¢, ' trace (db ) 1-(c Yyt Y e (t.) 1=1 i=1
i=1 ki [ 2m m J a h
Or
L L L
(1) 2() k) - (7) p,) =2¢g- ) P,
i=t i=1 i=1
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Si 1'un des p; < ki’ le nombre 2q - 1 est supérieur ou

I} ™~1

égal 3 q+1, et la forme est nulle.

La seule forme non nulle dans la somme (I) s'obtient pour p; = ki

L).

% [ k.
Donc Zk(ﬂa) = l:] trace[‘dblm) 1}.

~
—
A
=
N

Soit
Zk(ﬂa) = Zk(dea).

Par linéarité&, on en déduit que :

v, = % 8 I () = ,}_ 8, £,.(d6_) = $(de )
K[=q |K]=q

C.Q.F.D.

48me Etape.

Choix convenable des 1-{§osumes (“’j)

Dans cette &tape, on va essentiellement se servir de la structure

d'algébre de Clifford.

. vog N ‘a . . Noqo g
Soit P, : WxR® -~ W la premiére projection et P, : WxR* - R

-~

la deuxiéme projection. On identifie dans la suite e a

q .
R? x rY — 1 gl ol ql(x,y) = x.

On a :

%*

" n *
T(WxRY) = p; TW ® p, ™®e .

On définit pour chaque o5 (0 ¢ j ¢r-1) 1l'isomorphisme fibré :
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ZG . T(WxrY)

BN

thRq
. - N = "
1) ch|pT T% lde W

AV}
ii) en identifiant p; R 3 wWwRIxRY
— v n
A ¢ WwRIRT > WwRIRY

* q
0j|p2 TR »
(w,x,y) » (w,x,A0 v)

On remarque que la structure d'algébre de Clifford nous permet

d'écrire :

ot |o,| est le nombre d'éléments de oy

Lemme 4.

i) Les isomorphismes fibrés AO induisent des isomorphismes

=

™V ——— TV

SN/

ii) Soient A les morphismes induits au niveau des formes.
j

Les formes wj ci-dessous vérifient les hypoth&ses du lemme 1.
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é ’ = & =
(Rappelons que 020 6;;(9) avec 0 3.

4V} 4V}
Démonstration : Soit p : wr? > W W R = v 1a projection.

On a le diagramme commutatif suivant :

n,
T(WRY) — dp

\ i
i o,
dp F

v
T (WXRD) ——> TV

, |

WY ——— v~

Puisque AO est h-invariant et que h est lindaire, le morphisme
i -~

dp A passe aux quotients et définit AG .
i i

On a par ailleurs que :

- = -1 - -1
AO- k4 AG- (W9XQY) - AO-(W’X,AO'-Y) - (W,X,AO.AO_Y)-

1 J 1 ] 1 3]

En utilisant la structure d'algébre de Clifford, on a :

1 lo.]-1
- i
A A = (-1) A A
g. O, . 0.

1 3 1]

et
A A = e(0.,0.)A

i %j Y%

oli 1Aj] est 1'indice tel que :
o. Ao, =0

Donc

S
o>
1
~
|
D

€(o.,0.) A
L1 9445
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On en déduit que :

~%
mi(Bj) = (Aciwo) (Bj)

Soit

!oil—l
wi(Bj) = (_1) e(di$0j) wO(BiAj) .

Or d'aprés le lemme 1 (l&re &tape), on a a4 1'extérieur de T,

si 1 # i, wo(BiAj) = 0.

D'autre part si 1 = j, wi(Bi) = wO(BO) 1 3 1'extérieur de T.

On a d'autre part :
“ix o, ol
h

C.Q.F.D.

5éme étape.
On suppose désormais les wj définis comme au lemme 4.
V est recouverte par les ouverts (Ua), comme dans le lemme 2

(28me &tape) v, = H-I(UZ). On a la figure suivante :

o.rd
. UaAR

S
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lo.]-1
A chaque Oj’ on associe (-1) J Ao : RY > R, on définit :
j
A :u? xr? > u® x g

0. a a

]
) Iojl-l
ch(w,(xl,...,xq)) = (w,(-1) Aoj(xl""’xq))

Sur Ua’ on choisit le systé&me de coordonnées suilvant :

(w,ul,...,uq), oli

(X e, Xx ) = X,
Pyt q k|

Soit 0 la 1-forme sur V associé 3 g, = @, qui vérifie les

conditions du lemme 1 (l&re é&tape), on pose :

Par le lemme 4 (4&me &tape), on peut choisir

= A ()
R PN CRE
Par le lemme 3 (3&me étape), on a pour |J| =q :
r-1

c.) = D3¢ A - A% o))
J J kZO Gk Ok o



c () = (DY
3 K}

|

k

k
(dwo)

a A
ou K

ook !
T

1

i
e =
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Comme CJ est multilinéaire, on en déduit

r
] (kpvoe otk )V Co(A  4ooisA  5ennsh yeousA
=1

o o o
=q o o _r-l
k, fois k_ fois
k1 kr :
S dw) A A (o) T
k1 k
I1 reste 3 calculer (dwo) A .. A (dwr_l) r.
Lemme 5.
-1
k
k _14a-(r+1) r-1 Z Icll 2+1
Ao A (dwr_l) r - ( }) T—]-—(k )!(_])2—0
q! ‘P j+1
3=0
q
Ak(AGO,...,AOr_I)(dwO) .

est la fonction explicitée précédemment

k| = k| + .o vk =q.

Démonstration : Sur 1'ouvert Ua’ W, s'éerit

8.(w,u) du,
] J

q
B, (w,u) = Z

u, & 1'extérieur de T).

Rv 8tant la métrique vé&rifiant les conditions du lemme 1

(lére Etape). On note dw la dérivée le long de UZ C W. Donc :

q
dw = Z dB. A du
o J

j=1 )
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On en dé&duit :

q _ ,_{,a"!
(dwo) = (~1) q! dBl A oo A qu A dul A .

Solt encore :

. A du

q _ (_ya-t
(dwo) -0 q! (dwe1 A eev A dwsq) A (du1 A oo A duq).
Soit comme avant :
K : U > U
O, a a
]
~ lo.|-1
A (W) = (w,(-1) 7 A w)
g, o.
] A
On note
|oj|—l
AO'(u) = (ul,j""’uq,j) = (-1) A '(ul,...,uq)
J J
On remarque que :
w, = § g (w,A (u))du .
b 93 msJ
Donc
d % d d
w., = B A au .
] n=1 m m, ]
On en déduit
k. k.-1
(dw,) = (- ()t ] A8 A..ndg A du .Adu
m1<-.<mk. 1 mkj 1,3 mkj,J

]



Désignons par :

AZ = {M = (ml""’mz) € {1,2,...,q}2 telle que my < ... <m
A chaque M e AQ, on associe

dg, =dB A ... AdB
m m

. Y R
M,] ml’J m

Avec ces notations, on a :

kj kj—l
(dw.) = (-1 k.)! dp,. A du. .
; DGt ] dsy ol
k.
J
On en déduit :
r-1 k.+1 _r r-1 r—-1
[T ) 37 = DY (TT k., D ) dgy A duy
j=0 J j=0 J M.eh i=0 i’
A STIN
N
Or
r-1 E(MO,...,Mr_l) r-1
d .= (- .o .
5 dBM. A uM.,J -1 dBM A A.dBMr_1 A | duM.’J
J= J J o j=0 hi
Désignons par :
A ={M=(m,,ee.,m ) € {1,2,... q}z telle que m, < ... < m_ }.
2{ ], b 2 b L s l 2
A chaque M e AQ, on associe
dg, = dp_ A A dB
M m m
1 '3
et
duM = dum A A du
& 1,j ™,3
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Avec ces notations, on a :

ks ki)
= (- 1
(dw) (-1) (k) Y dg A duy

MeAk'

]

On en dé&duit

r—1 k('+l) - r—1 r—1
[ (o) 37 = DT T T, Dt ) [T dg, A du
j=0 J j=0 ! o M "

M.eh j 3 3,3
J kj+l
Or
r-1 s(MO, ’Mr—l) r-1
[ dg A du = (~1) dg.. A ... A dB A I du
. M. M, . M M L1 %Yy,
3=0 J 3s1 o r-1  j=0 3]
E(Mo, ’Mr~l) r-1
= (-1 deM Ao A dWBM A . duM. )

o r—-1 j=0 Js]

Soit AK 1'ensemble des permutations o de {1,2,...q} qui

vérifient :

L

[ a ) kil <a k.42 <...<a ]k,

0 i=

I 12

i=0 1

L 0 < & ¢ r-1 avec la convention ko = 0.

On remarque que si (Mo""’Mr—l) = o n'est pas dans AK
r-1
[ | d M. A duM =0
3=0 ] isJ

D'autre part si (MO,...,M 1) =a € AK’ on a :

—
r-1 (o E2 B M,

I dBM A duM = (-1) ' J(A 3 M deIA"'Ade dulA...Adu
j=0 ] j»] j=0 37 q q
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M.

Lind S J -1 -1
Or - JiA 3 M = dét(a(AO ) IR (A0 ) et

N h| ) r-1

r-1
q+ ZO|0,L|1<2+1

det(aa”D,..., !y = (o) & det (a(A, )y-nyu (A
Oo Or—I o
Donc -1
) o, |k
r-1 c 2 2+
[Tds, Adu, = (-1)%-1)"(® (1)2=0 det(a(A )ye..alh
3=0 j is] o -
(de1 A ... A deq) A (du1 A ..o A duq)
et
NNCT
(dw6l A ... A deq) A (du1 Aol A duq) = (-1) Py
Soit enfin :
r-1
) o, |k
r-1 k, 3 q-(r+1) r-1 o L' e+l
[T (dw,) "1 - D (k! [ J (-
j=0 3 q- i=0 aehy
e(a) q
-1 det(a(AOo),..., (Acr_lﬂ (dwo) .
Soit
r-1 k.+1 (_l)q—(r+1) r-1 y |0£]k2+1
| I @y e | TG Dt D
j= j=
q
AK(AOO,...,AOr_l)(dwO) .
C.Q.F.D.

Pour terminer la démonstration du théoréme, on a :

CJ(Q) = fJ(AO yeoasA
o r-1

q
) (do )

r—1

)
1

))
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Soit :

Rés ~ C =1( £ (A ,...,A Y(dw )Y = £ (A ,...,A )]( (do )1
( ‘ 3 s , seeey w .
(.7%;§ﬁW) JDq I, Tr-1 © T Op-1Jp? °

Or,

} (dw )q = Rés C
Dq o (.gdh,Bo,W) q

ol BO est le champ associé 3 la matrice identit&. Pour terminer la

démonstration du théoré&me, on remarque que :
1 Rés c =

oll X(Eh) est la classe d'Euler du fibré vectoriel plat Eh .

C.Q.F.D.
Remarque 1. L'égalité (1) est due a Heitsch (cf. Heitsch [ ]).
Remarque 2. Dans le cas de certains feuilletages localement homo-
génes, on peut montrer par un calcul direct que L q(dwo)q est une forme

‘D
volume de la feuille singulidre W.
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CHAPITRE IV

A é bevd h
DETERMINATION DE Res(ggh’sf’w) 1S3

Dans ce chapitre, on fait les mémes hypothé&ses qu'au chapitre

précédent.
'~ . . . ~
On se propose d'établir le lien entre Res(gﬁ,67,w)hl g et
Rés . v c, . 7
(;Ph,é7,w) J
On considére le fibré vectoriel plat orienté gh = (V ——E+ W)

de fibre RY.
On définit 1l'homomorphisme qui donne les classes caractéristiques

exotiques du fibré vectoriel plat &, , munit d'une S0(q)-ré&duction, de la

h

fagon suivante :

1,...,cq}

Il

+
Soient - I (GL;) = {c

1.

= {cl,c3,..

On choisit :
i) La connexion plate 6 sur gh d'holonomie h : c'est une

C7—connexion.
7

- . T o . .
ii) une connexion 8 sur gh préservant une métrique riemannienne

arbitraire sur C'est une °7/'-connexion.

Eh'

Soit

(W)

1'homomorphisme qui donne 1'exotisme. C'est un cas particulier de l'exotisme

décrit au début (cf. page [ ]).
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Soit o @ H*(A(j’ ADD e H;R(w)

le morphisme induit en cohomologie.

Ter cas : Si q est impair

On a

{ H*(A(;7,;7')) = A(hshg,een ) [

En effet, soit QG une base de S(QG) = TI(G) et =

G

une transgression.
*
On a un morphisme S(QG) = I1(G) —E———e-S(QH) = TI(H).

) +
Ieci G =GL (q jR) et H=5S0(q ; R) q = 2r-1.

A(67,C7') = $(Q.) ® AP, avec la différentielle
7 H G

Oor S(QH) = I(H) = S(pl"°"Pr-l) pour q = 2r-1 et A(PG) = A(hl,...,h )

avec

- o (_ind
Dh2i+l = 0 et DhZi (-1 pi

Donc :

5(Qy) ® ARy = A(hj,hyse..) 8 Myl oshy o 1) @ S(pyseeesP

r=1

: QG > PG

)

Comme le sous-complexe A(hz""’hZ(r—l)) Q S(pl""’pr—l) est une sous-

algébre contractile, on en déduit le résultat annoncé.
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Z22me cas : q est pair : q = 2r

Dans ce cas

A(],j') g 5(Qy) @ AP, .

Mais le morphisme a se prolonge 3 tout (S(Q,) ® AP ),D).
(8,67) & ¢

On en déduit, de la méme fagon que
H'($(Q) 8 APy = A(h ,h,,...) @ S(x) 1 2
$Qy G pohgeeee ) 2

*
On remarque que H (S(QH) 2] APG) n'est autre que

¥ o oo+ )
H (S%/ (q), SO(q)). Dans la suite le morphisme

L Y *
a2 B (507(0),50(q) > By ()
sera le morphisme a* r si q = 2r-1 et le prolongement de
(8,67)
o . si q = 2r.
(8,67)

Pour plus de détails, cf. D. Lehmann [ ].

On a le théoréme, qui généralise celui de Heitsch ([ ]).

- Théoneme 4. Soit I = (il,...,ik) , J = (jl""’jz)' On suppose

que gq-r+l < |J] 5 q
h’ 9w)

Rés h_ ¢ = o(h.) Rés ~ c
(:fh,ﬁ,m I N J
4

h 0



- 57 -

Loﬁ fJ est la fonction explicite du chapitre III.

Démonstration : Soit @I : V> W la projection. Rappelons que

* . e - . _ -
NV est identifié& naturellement au fibré v normal 3 SF .

h h
. * .
Lemme. La connexion I 6§ sur vy est une connexion de Bott pour
le feuilletage gif
Démonstration : Localement
r4
1
Py
¢
_.—-1,0 a o q
u, =1 (Ua) - U, xR
Py
(o]
Ua

L'image par (9) ! de la fibration p, est la fibration 11
restreinte 3 Ua
L'image par (d)a)_1 de la fibration p, est le feuilletage Srh
restreint 3 U
a
soit X e E(U)) et Y e R
Y€ RY définit un champ unique Y e xRrYy.

Ym est le vecteur d'origine m équipolent & Yo.

on a [X,Y] =0. Or

R = (6 e r(r)

>
1]

- - . ¥ -
et Y = (¢a) 1Y est une section de v de la forme 1T Y0 ol YO est une

h’

section 3 dérivée covariante nulle de Eh. Donc
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. P . PSS * el .
si V est la dérivée covariante associée 3 I 6, et [X,Y] aussi. On en

déduit que V_ Y est la projection sur 28 de {i,?] , pour X, Y de la
X

forme ci-dessus.

Mais comme les sections X et Y de 1 et 128 qui sont de la

. (o]
forme ci-dessus engendrent toutes les autres pour la structure de C (V)-

module, le lemme en résulte.

. * R . < . .
Soit N 6, 1'image réciproque d'une Oq—connex1on sur V I, W

et eb une {BO,...,Br_l}—connexion (cf. Lemme O (page )).

Par construction méme de eb, on a :
b
cJ(Q ) =0

3 1'extérieur d'un voisinage tubulaire T de la section nulle sO(W) =W,
pour |J| > g-r.

En effet la courbure Qb appartient 3 I(;\ oll

IV—T)

désigne 1'id&al des formes qui sont nulles sur les feuilles
A

du feuilletage gﬁV—T'

et I(T]V_T)

On a d'autre part la formule

b b

¥ E 3 * *
) a, (8°,m o%y = o (1, o%y - a_ (8°,1%8) + cobord.

i 1 i

. b * . G
Puisque 6 et 11 8 sont deux connexions de Bott pour h? on a :

b % i
AC.(G ,178) € I(Th)
i
ol I(rh) est 1'idéal des formes qui sont nulles sur les feuilles du

feuilletage Eﬁh.



- 59 -

Comme, codim 52; =q, on a :

k
(2) I(Th) =0 pour k > q+l

*
Si Q est la courbure de 1I' 8, ona § = 0, donc

ci(Q) =0

R *
et s1 1 est impair ci(Q ) =0 ol QR est la courbure de I GR.

D'aprés la définition de Rés "~ on a :

-
Rés . hoco= |I 5, (eb,n*eR)...AC 6°,1%%) cJ(Qb)
(&Th,;,m K

p? 1 Tk
On considére les partitions de I = (i, < ... < i ) en I'y 1"

I' = (3] < oo < if) et 1" = (1] < .l < i)

avec I' # ¢ (i.e) k' 3z 1.

73

On a :

J|+i!
b b _* | 1
cJ(Q ) Cii(e ,I 8) € I(Th)

sous les conditions 1i) ou ii), on a :

|J] + ii > q+l.
Donc :

* * R * *
(M e,1 6 )...AC (nms,n eR) cJ(Qb) =0
f (1]

s 62, m%) .0 02, 1%0)a
.y c c i
1 k."

il
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et
[ A (Gb,H*G)...A (Sb,H*S)A (H*G,H*OR)...A (H*B,H*GR)C (Qb) = 0.
Dq Ci Ci' Ci” - Ci" J
1 k.' l k"
On en dé&duit que
Rés h ¢ = ( A (%, %Ny .. (%0, m*6%) (Qb)J
(F §' W) I J J q ci Ci J
h’/’ D l k
Rés ~ hpc = [T H*(AC (e,eR)...AC (G,GR))CJ(Qb)J
7 S J R R
(f}r 07’W) e i iy
Rés h_c_ = (A (e,eR)...A (e,eR) ( c (Qb)
h’ J° H I
d'oll
Rés h. c¢_ = a(h,) Rés c
oy L I J I P (:" J
(T g0 (Fps Z5W)

C.Q.F.D.
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CHAPITRE V

ALCUL DE é
CALCU ReS(ETL,XI,BF) c2q

Dans ce chapitre, on fait 1'hypothése supplémentaire que la feuille
singuliére W est un K(T,1).

On se donne un groupe de Lie G semi-simple inclus dans GL(2q ; R).
Quitte 3 remplacer G par un sous—-groupe de GL(2q ; R) qui est conjugué 3
G, on peut toujours supposer que le sous—groupe compact K = G N0(2q) est
un sous-groupe compact maximal de G.

Puisque G est semi~simple, le théoréme de Borel implique que G

possé€de un sous-groupe T tel que :

i) f\g soit compact.

ii) T opére de fagon totalement discontinue sur G/K .

Hypothése 1. On choisit W = Bl = E\G/k , oi [ est un sous-groupe
qui véririe i) et 1i).

Hypothese 2. On suppose que dim BT = 2q = dim G/K.

Soit le fibré vectoriel plat qu X G/K - BT associé i

h h

1'inclusion naturelle h : I'> GL(2q ; R).

Proposition 1. Le fibré £, est isomorphe au fibré vectoriel &

associé au K~fibré principal suivant :

K NG BT = \G/¢

Démonstration : Soit ¢ : mezq - GXRZq

¢(g,v) = (g,gv)
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]

p
On considéare GMqu ————l£—~+ GIKﬂqu

pl'c(g,V) = (gK,v)

Soit

x. R?9 =y

L
Pt G K T

2q
KXR ————— G‘

La projection qui définit le fibré vectoriel plat

on définit o' =pl - 0! . Ona (OHN(F) = F*
(?;)(g,v) = Gx{v}.

On considére QZ = (¢)*(572). On a :

(F)

D(gw = e Mg el

sur Gﬂqu, on fait agir K de la fagon suivante :

(R xK > (GR%Y)

(g,v) + k = (gk,k 1v).

Et on fait agir T de la fagon suivante

P x (oR7Y) > (o®2Y)
vy ¢ (g,v) = (yg,v).

On a le diagramme commutatif suivant :

(exR™d, F) ¢ - (Gszq,?g>
o o'
- 29 Y T
M = N R, 97 (V,Jh)
i} m

BT
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On a p(g,v) = p(g5v)) <=>JyeT, Jk e K tel que

(8>v)) = (K ')

donc

¢(81’V1) = (ngaYgV) <=> p'(¢(glsvl)) = p'(¢(g,v))

I1 suffit, de poser :

W(D(g,v)) = D'(¢(8sv))

Y est trivialement un difféomorhisme entre M et V.

On remarque d'autre part que <F est invariant par 1'action de
q P q o P

I' et de K. En effet :

si yerTl (Y' (F) ) = {(rg.g 'v),ge6) = {(g',8" 'yv), g'eGl.

(g,v)

donc

y [ (TF) ) = F

57; est I'-invariant. Si k € K,

) s ko= {(gkk g i), ge 6 = 1(g'he' V), g e 6)

((57;>

(gQV)
donc
. = -
((57;)(g,v)) k (Sﬁ;)(g,v)

Chaque feuille de ‘SZ est préservée par l'action de K.
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On a finalement les &galités p*(5$)== g et w*(SFJ) = :;J.

On distinguera dans la suite les 2 variétés (difféomorphes par ¥ )
M et V.

2 . . o s
Sur GxR q’ on considére le champ de vecteurs qui s'écrit

v
XI(g; (xl""’xzq))= Z X, — .

N . P
Le champ de vecteurs XI passe aux quotients et définit un champ

de vecteurs sur M noté encore XI' Comme conséquence de la proposition 1,

on a
3 - re .
ReS(@h,XI,Br) ©2q es(?,xl,Br) €2q

Remarque 1. Soit ‘gy 1'algébre de Lie de G.
A chaque Y ¢ ‘;7, on associe le champ de vecteurs sur GXqu

défini par le flot :

by ¢ R (R’ > (R

(\DY)t(g,V) = (geexp tX, exp(-tY¥)-v)

si on identifie E(G®’Y) 21 F(C) £ &Y.
. * % . . 2q
C'est le champ Y-Y ot Y est le champ lindaire sur R

associé 3 la matrice exp Y. Autrement dit son flot est :
(@, : &> g™

() (V) = (expt Y)-v.
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* .
On remarque que Y-Y est tangent aux feuilles du feuilletage :?;.

En effet :
(WY)t(e,V) = (expt Y, (exp tY)_lv)
donc
(‘\UY)t(e’v) € («f}/o)(e’v)’ Vt € [R
et

-
W (v e (FD )

Soit T, le sous-fibré des vecteurs, tangents aux feuilles de

Pour tout Y € g{ s Y-Y*  est une section de T,
Remarque 2. Le groupe G opére & gauche sur Gszq
¢ x (G®°Y > (R
8, " (8,v) = (g g,v).

On remarque que l'action & gauche de G commute avec l'action

3a droite de K définie par

(g,v) = k = (gk,k—lv)

En effet :

g [(5,v) k] = g (gk,k 'v) = (g gk,k 'v) = (g g,v) + k
Q o (o] o]

Soit

go’[(g,v)°k] = [go'(g,v)] . k.
Le feuilletage .92 est en fait G-invariant, car :

~ - -1 :
8" ( F (e,vy) = 1(g,8:8 ' ,ecc) = ((g'hg' 8,Y)»8'€G}

o
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go.(éré(e,v)) - :7;(e’gov)

Comme conséquence de cette remarque, le groupe G agit sur M

W GXxM->M
et le feuilletage ¢f est G-invariant.
Soit k 1'algébre de Lie de K.

Hypothése 3. On choisit un sous-groupe N de G tel que :

nex = &,
J

n étant 1'algébre de Lie de N (dimension 2q).

Remargue : Un tel sous-groupe existe, d'aprés la décompositions

d'Iwasauva pour les groupes semi-simples. (Pour plus de dé&tails, cf.

M. Naimark, A. Stern [ ]).

On considére, sous cette hypoth&se, 1'application

PN : Nxmzqc—+ Gmqu —2 r\g xK>R2q =M

On a la

Proposition 2. 11 existe un recouvrement fini (Uj) . de BT

par des ouverts tels que :

. 2q
1 £ ~ U,.xR
) \UJ J

ii) t dré (o ) (Y.-Y}) = Y.-Y: v
ii TIijqu est engendré par pN #(17Y) =YY, ol
{YI""’YZq} est une base de n.
Dé trati : C Ok = d : T NxR
émonstration omme n 57, ( pN)(e,v) (e,v)( x )

M est un isomorphisme. Par le th&oréme d'inversion locale

- Tp(e,V) PN

est
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un difféomorphisme d'un voisinage de (e,v) dans NNqu sur un voisinage

de p(e,v) dans M.

Si (no,vo) est un point quelconque de Nxmzq, on considére la

transformation
a(n ) : wR?Y 5 Nxr2e

a(no)(nsv) = (nonsv)

et u(no) : M>M 1'action de n_ sur M.

On a le diagramme commutatif suivant :

2 u(no) 2
MR —— 2 Nxr“Y
PN PN

”(no>
M M

On en déduit que :

(doy) NCE SO,
o]

: T M
(nO’VO) (nosv D(HO:VO)

est un isomorphisme. Donc DN est un difféomorphisme local.
. 2 -
On remarque que le feuilletage 57; sur GxR°¢ est transverse 3

s~ 2 . . . = .
la sous-variétéd NxR“1 et le feuilletage induit est 57; ol :

(9’0)(,\7) = {(g,g_IV), g e N}.

~ P
Conséquence 1. (N><lR2q, {}“o) SN M, )
On a p; g = Q; et e est un difféomorphisme local.

”~~
En outre gz est N-invariant et < est G-invariant.
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Conséquence 2. On considére 1'application

0
et Ne— RS Ny L pr

e(g) = M(py(g,0)).
¢ est encore un difféomorphisme local.
Donc tout point =x dans BT posséde un voisinage ouvert U, tel

que le diagramme suivant soit commutatif :

2q = N 24, _ ;.m2d
@R, T g2q) —— (o WRT) = DR, Fipo1 )

Py I

W U

Fatd
R Y Y . .
Soit Ty = Tf?;. Une base de T(rt est constituée des champs de

olWxJR?-q)

* -
vecteurs Y.1 Yi’ ol {Yl""’YZq} est une base de n.

Dans la suite, on identifie pN(WXRZq) et UXRZq.
Donc

(o)), tEG 8 F®Y > Xw) o F®D.

N
On notera dans la suite : (DN)*(Yi,O) = ((s)*(Yi),O) et
(), (1) = ¥,
Ceci acheéve la démonstration de la proposition 2.
C.Q.F.D.
Comme le fibré vectoriel £ est associ& au K~fibré principal

K.—ﬁ»r\g —> BT = f\G/k

et que K est inclus dans 0(2q ; R), le produit scalaire euclidien sur

2 . . . P .
R°Y  est K-invariant, donc 11 définit une métrique R sur E.
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On considére sur GXqu la 1-forme :

N 2q
(mI)(g,(Xl,-..,xzq)) = izl X, dx,

. Y
é; est la l-forme duale du champ radial XI par rapport au produit scalaire

euclidien

» ,\' f\J
(i.e.) (wI)(Y) = <XI,Y> .
Pour k € K, on a :

" @] = <)?I,(dk)Y>

comme l'action est linédaire, dk = k.

On remarque, d'autre part que

" oy N
(dk) (X;) = k(X;) = X;

soit

[k*(bt)bl)] (Y) = <k {(\‘I’ k Y>

Comme ce produit scalaiere est 0(2q ; R)-invariant, on a :

Y] Y
<k XI’ k Y> = <XI,Y>

donc

¥ V]
k (wI) = Wy Yk e K.

S 1 )
On en déduit wy € QDR(M) telle que :
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La 1-forme Wy est la forme duale du champ radial XI par rapport

au produit scalaire défini par Q.

Soit

2 2
p-4 {o(g;<x1,...,x2q>>l(g;(xl...,x2q>) e R Y et

et
3p%d

2q 29 2
{p <g,<xl,...,x2q>>l<g,(x1,...,x2q>> e GxR“9 et izl X, =1} .

On définit © comme &tant 1'unique connexion de Bott sur

v telle que :
|y

: 9
Vy = = wI(Y) [XI;E;J pour Y e T(v )

i i RS

On remarque que 06 est bien définie. Mais cette connexion n'est

pas {XI}—basique.

On peut cependant utiliser 6 our calculer Rés c .
peut cep S P (F%,B ) "2q

En effet , soit :

2 2
DY = {o(g,v) | (g,v) € GR 9 tel que||v] ¢ 1/2}.
1/2
a 2q 02q . e s
M est recouverte par = {M—Dl/z, D1} Soit {Yl,yé} une partition de
1'unité subordonnée 3 9. Soit v une connexion de Bott quelconque sur v

On définit la connexion de Bott qo par :

R
o 9 (XI’Y) ) 2 9
Vere T oo [Xpad r Yy ag
i R(X,,X) i i
1’71
pour Y € T'(v ).

R4
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6, est une connexion {XI}-basique et 0 coincide avec 6
On a :
o
Rés , o c = H c, (£) ]
(F,%,B) "2q [ 24 2q |D2q
o 0° est la courbure de 60. Soit Q 1la courbure de 6. Or
(c, (M-c, (2°)) -1 @ 0,6%)
2q 2q 2q c
D2q 'D D2q 2q D2q
Par le théoréme de Stokes, on a :
} (a, (e,e°>>’ =d f (2 (9’9°)| ) * f @
p2d  2q p24 p2d 24 pZd sp2d
Or
(e-e°)i = 0.
3p29
Donc L (A CS,BO) ) =0 et
2q C2q 2q
oD 3D
o o
{ (c, (Q)-c, (Q7)) = d({ (A (8,87)) )
J 2q %4 29 2q J 2q C2q 2q
D D D D
Soit :

ReS(SF,XI,Br) C2q T

2q

(6,0°))

3p24
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On considére 1l'application :

0
e N NRY—N 0y pr

e(n) =1 - pN(n,O)

Soient (a.)

1) 1ci<2q les 1-formes duales des champs Yi € n.

. * _
Soient (w.l)lsiszq les 1-formes ¢ (wi) oy sur BT.

Proposition 3. Soit [w] 1la classe de cohomologie de la forme

volume it wi sur BT.

) o o

Rés (% _,Br) 29 ~ ¢ 1)(2‘1)’(1[ L ) [w]
x.<1

."1 J

L ]

N
\/’,n

Démonstration : Soit U comme dans la proposition 2. Les

{Yi}1<i/2 engendrent TU. Sur v , on choisit pour base de sections
s a q UX[R
9
{—a-;z;}lsiszq . On a:
\V4 3 _ _ N~ 3 3
3/ 3%, v %7 x;
o0X, 1 ] 1
J
et
= 2=y 2ok
X
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Or
P * o
v = -[Y,, =
T.-Yr %y 17 9%y
J ]
Soit
5 ( * D N k)
Vo = = [Y-, ] + w (Y-) - )
Yj axi 3 axi I3 axi

-~

Soit 6 1la l-forme locale de connexion relativement 3 cette base. On a donc :

oi I est la matrice identité, Aj la matrice qui représente Yj € n

* P PR .
et Yj est le champ linéaire associé a la matrice Aj'

*
si A, = (a%), v (Y.) = o .
i ; (aJB) on a wI( J) a%g aJB XaxB
Donc :
T ouy ¥
6 = —(w. + w. ( a,. x x ))I + w. * A.
(u,x) I [T R A B B i=1 J
ou x = (x )l<a52q

On a :

o]
]

de + 56 A O

Comme dmI 0. On a :

de

]
~~
|
S
1
o
————
N
I~y
€
~-3
~
o>
hon]
ke
Q
»
™
N
~——
11 (]
.
[
+
N
1l M..Q
[a N
€
.
o>
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et /26 8 0= ] w A wj[Ai,Aj] .
1<]3

On remarque que 1'@quation de structure de Maurer-Cartan pour

le groupe de Lie N, nous donne :

y dus A, y (w, A wj)[Ai,Aj] = 0.

i=1 i<]
Donc
2q o
Q=(1) d| )] () @ xx)*w)| 1
j=1 o,g JBXE
Dans la suite, on pose uj(xl""’XZq) = azg a?BanB° On a :
2q
2q
¢, () = d( u. w.
J
solt
2q 2q
c, () = y (du. A w. + u. * dw.)
2q . ]
J
d'oi
2q
Q) = d A ... A d A A
caq® = L L Wuggyheny Y5 b Y )’
p=l oce
2q
uO(p+1)de(p+l) A oo A u0(2q) . dwc(Zq)
Or

(duc(l)Awo(l) A .o A duo(p)Awo(p))'A(uc(p+1)dwo(n+l) A ... A uo(Zq) . dwo(Zq)

-

_ (_1\V(o,p) .
= (-1) [(duc(l)A...Adug(p)) (uc(p+1)...u0(2q) ] A

1

{l»o(l)A...A %Kp)) A (dwOp+1 A "dwc(Zq))
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Comme (duo(l)A"'Aduo(p)) . (u0p+l°'u0(2q)) est une forme de

degré p.

On a :

}tzq[[d”c:(l) . d“o(pJ ' (“o(p+1>““a<2q>)} A [%m’\--“’c(p) J !
D

(dwg(p+l)A...Adw0(2q))]

[(wo(l)[\'”[\wo(p)) A (dwo(pH)A..Adwo(zq))] ;{ 2 l'duc(l)A..Aduo(p)}

2 xzaél

o=1

Et cette forme est nulle si p < 2q. Ceci par définition méme de f 9
D

Donc, le seul terme qui intervient est :

_ 2q 2q
D2 o T ow, x T du,
=t 1 =1
Soit :
Ré c, = (D! d d ] .
*(#,x,8D %2 = DD Uzq G e nduyg ) [
2
E x <1
o
a=1

C.Q.F.D.

Conséquence. Pour montrer que Rés est non nul, il

(F,X,,BT) “2q

suffit de montrer que & = [ du1 A oo A du2q est non nul.
72



On a :

Expression de §. On consid@re la tranformation

soit enfin :

dim B

(xl""XZq) -> H(Xl""XZq) (ul""qu)
u. (x X, ) = (Y*) 2 a% x x
A A T L R jB a8’
a, B
D(u,,...,u, )
du. A .eo A du, = = 2" 4x. A ... A dx
1 2q  D(X;5...5%, ) 1 2q
1 2q
D(Ul""’UZq) _ det( au2 )
D(xl, ’XZq) Bxk 1<%,ks2q
J ( du )
52 = det| —= dx, A . A dx
¢ Jaq % | 1cn,ks2q ! 29
2 x g1
o
a=1

Remarque : Dans ce chapitre, on ne s'est pas servi du fait que

n

est un entier pair.

On a vu :

Rés c = (—l)n'_1 n! Gnﬂi
(5% >BD)
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Proposition 4,

Rés c = (~Dx(&)
oi n = dim BI', que n soit pair ou non.
L

Démonstration : A chaque fibré vectoriel plat &p

£ o= (W xR -1 W

X
P P
(oi p @ Hl(W) -> GL+(n ; R)), on associe la classe de cohomologie

SO ) = rés c e H'(W,R).
P (F X[, W)

On veut montrer

M) = -xe,).

On remarque que Jf(gp) est un invariant différentiable de Ep.

On a d'autre part la naturalité :
* *
NG e ) = N ).

* ~ 4+ . s+ : I, :

Donc (Are Hdiff(B GLn), ol Hdiff(B GLn) est la cohomologie différentiable
ol SR e e s .

de 1'espace classifiant B GLn’ GLn étant le groupe linéaire des matrices de

déterminant positif munit de la topologie discré&te. (se rappeler que

N(g) € Ima).

on a le théoréme de Van-Est (cf. Van-Est [ J)

% g+ A * ~ 4+
H (G R, SO ) —-—— H,. (B GL)

A est un isomorphisme. Dans la suite on identifie A—IQN3 et (ﬁf.

On rappelle que :

#* + 2
H (K 2% sozq) = Ahphg,eeeshy ) @ S(x)/x
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et

* +

H (7&’ 2q-1®s 5050 ) = AMbp,hgseeishy p).

On peut &crire, de fagon universelle :
N b x+ b h (bsby € B)
oii I= (11,...,1P) 2|1 - p=n et hI = hil...hi si n = 2q
p
et
N: 3 = -
b bI hI si n 2q-1 (bI € R).

La proposition va résulter des deux lemmes qui vont suivre :

Lemme 1.

N ) = b x5

Démonstration : Soit

* *
: & 1
p(SZ,K) H 97/;,Son) » H (0/,K) le morphisme
naturel dé&fini par 1'inclusion (G,K) C (GL+(n,R),SO(n)) du chapitre V.
On a le diagramme commutatif :

" p(F5K)
B (],50 )t K (F,K)

\:\\\\ u(éZ,K)

HY (BT)

(cf. définition de 1'exotisme des fibré&s plats du chapitre IV - page [ ]).

Ainsi :

K = b 0 gy O+ B Doy (B

°<§1,K) K)

Or, on remarque que si n = 2q-l

éy’K)

69q-1 = O



- 79 -

En effet, la fonction

est impaire, d'oll :

I = Y (x,,..,x, )dx, A . Adx, ., =0
Bl""’BZq—l J 9g-1 81,..., 2q-1 1 2q-1 1 2q-1
a=1
et
1 e (o) 2‘9—:'1 o(i)
S2-1 " TgmT 1 D ) T T T S
o€ @?Zq-l Bl""BZq—l i=1 i 1 2q-1
Donc
Jf(ih) =1Ib; a(hI) =0 si n = 2q-1.

Comme a(§¥ X) est injective (d'aprés Matsushima, puisque G
’

est semi-simple et K compact maximal dans G), on en dé&duit :

b, p(;?,K)(hI) = 0

et
p(ZRE) = b, 0(F,K) 00,
soit
KM = b, x(E).
C.Q.F.D.
[ Lemme 2. bo =-1 pour n = 2q
q
Démonstration : On choisit G0 = igl SL(2 ; R) et
q
K = 1T S0(2 5 R).
o .
1=] »
Dans ce cas particulier, soit : (xl,yl,...,xq,yq) les coordonnées

canoniques de qu, on a :
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2q _ [ 4 2 2
60 = J '¥1 (Xi+yi) dxl A dy1 Ao A dx2q A dy2q
9 2 o 1T
1 (sl
i=1
soit enfin 2q)! sgq - 4

et

(‘N (gh ) = -Hq [(,\):l
(o]
D'autre part :

_
x(€ho) = 0 [w].

En effet pour q = 1, x(?,h ) = H[w] (cf. Milnor [ ]).
o

En utilisant la formule du cup-produit pour la classe d'Euler,
on a le résultat voulu.

Donc

On a finalement :

Ré c =‘x(€h)

S
2 n
(&, sX1,BT)

C.Q.F.D.
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CHAPITRE VI

CLASSES CARACTERISTIQUES ET

GEOMETRIE DU FEUILLETAGE

Dans ce chapitre, on se propose de relier les classes caractéris-

tiques d'un feuilletage 3 la géométrie de ces feuilles.

On considére (M,EF) une variété feuilletée, avec codim F = q,

on fait 1'hypothése suivante :

Hypothtse. Jx e EM) tel que [X,I(1)] C T(r) ol

Autrement dit &F posséde au moins un automorphisme infinité&simal.
Si A désigne la plus petite classe de groupes qui contient les

groupes moyennables et qui satisfait :

1) si Ge A, He A alors le produit libre G*H € A. (A est
stable par produits libres).
2) si Ge A et G a un indice fini dans K, alors K e A

(A est stable par extensions finies).

On démontre que s'il existe ume classe hI CJ (SF) non nulle
o o
pour IJO[ = q, le feuilletage admet au-moins une feuille L, dont ni le

groupe fondamental HI(L) ni le groupe d'holonomie lin&aire n'appartiennent
a A.

On remarque que si Zg est une surface de genre g (g > 2)
Hl(Zg) ¢ A, maisk Z* Z e A

Avant d'énoncer et de démontrer le théoréme, on fait quelques

rappels.
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Groupes moyennables.

Soit un G-espace, c'est-d-dire que G est identifié avec un
sous—groupe du groupe des transformations de M.
Soit E 1'espace vectoriel topologique des fonctions continues

valeurs réelles.

Qo

sur M
On s'intéresse aux fonctionnelles linéaires sur E qui sont

positives et invariantes par 1'action de G.

Définition. Soit G un groupe, B(G) 1'espace de toutes les
fonctions continues bornées sur G, avec la norme Hfl| = sup |f(u)]|
ueG
G est moyennable s'il existe :
u: B(G) -R telle que :
i) 1 est linéaire et invariante A gauche
(i.e) Vg e G VYf e B(G)
u(g £) = u(f)
i ii) u(f) 2 0 pour £ 2 0 et u(l) =1.

(7)) Théoneme VI .

t

Soit JF un feuilletage de codimension q sur une variété M.

Onsuppose :

i) _:_IXe ETM) tel que VY e T(7), [X,Y] € T(1t) ol

T = TfFi

i1) Le lien singulier de F et X est une réunion finie de feuilles

de .

. n
(i.e.) Lo
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S'il existe une classe hI cg (F) # 0 ot IJOI = q, alors il existe au-moins
)
une feuille L du feuilletage F telle que :

1) HI(L’XO) ¢ A
2) La représentation d'holonomie de HI(L’XO) dans Diff(Sq_l)

~1
ne peut conserver de mesure sur sd71,

n
Démonstration : = U L., ol L, sont des feuilles

C(“(/'W,X) 1=1 1
rropres de &F.
D'aprés le lier théorme des résidus, on a pour [|J| =q :

ou

t. est 1'isomorphisme de Thom, (i.e.) 1l'isomorphisme inverse de { .
D,
i

Soit

GL(q ; R)

we

piff(s97l)
LoV . . . . . .
ol hO est 1'holonomie linéaire de la feuille singuliére L.1 et

T : GL(gq ; R) ———9-Diff($q_l)

A ——> 1(A)
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T(4A) : Sq_l'———+ Sq_

Ax
Il Ax ||

T(A)x =

Ax

= (M)

5

On regarde $q—l comme étant l'espace des orbites du champ

. 3 )
radial XI = .z xi Frl
i=1 1

q

L'action de GL(q ; R) sur R' @&tant linéaire, elle conserve le

champ radial XI’ donc elle induit une action sur 1l'espace des orbites de
. - q—]
XI qui est la sphere § .
Soit h' : HI(L"XO) > Diff(Rq,O) 1'holonomie de la feuille
i
propre Li' On suspend cette représentation, soit :

r ood % q
m,(L.,x ) — L,xR* —> L,x . R* =V,
11’0 i i h1 i

o

M. (L y — 1, —— L
1712 %0 i i

Y

On restreint ensuite L.l X RY 3 un voisinage tubulaire Ti’
h

plongé dans M, convenable de Li'
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On remarque que pour calculer Rés(ff X.L.) hICJ’ 11 suffit de
H ? 4
i

prendre M = Vi’ oli cette fois—-ci :

est un fibré Diff(Rq,O)~p1at. On identifie dans la suite M avec Vi’ et le

fibré normal de F avec le sous-fibré de TVi formé des vecteurs tangents

II.

. i
aux fibres de Vi — Li'
On peut aussi supposer que 1'automorphisme infinit&simal X est

tangent aux fibres de V.l > Li' En effet, on a :

Lemme 1. Si Y e I'(t) ot T =TF alors

Re = Rés ,
S(FxLL) T TN (TR

Démonstration : Considérons le diagramme commutatif suivant :

Py

Vi x [O,l] —_— V,

1

| N
1

L, x [0,1] — 1y

1 1

ou pl(x,t) = X.

On considére sur Vi x EO,I] le feuilletage (p”E ). On construit

1

N
le champ de vecteur X sur VxI, défini par :

X(V,t) = (X)V + t (Y)V.

On remarque que X+tY est encore un automorphisme infinité&simal
e ¥ . e e e * .
de Y. Donc X est un automorphisme infinitésimal de (p1 F). Le lieu
singulier est :

z =L, x [0,1]
@70 *
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Soit

i+ L, ~ L x [0,1]

it(x) = (x,t).

Par construction méme, on a :

K K oo K K -
i () F) =i F) = F.

Soient w,w',wo trois connexions telle que

Rés ' = Rés n
w,w *
(@, ’wo) (Plj,XaLiX[Oalj)

o g . . ¥ . % . ¥ . .
On en dé&duit que i w, 1tw', iw, sont trols connexions telles que

Rés = Rés

I o
(1tw,1tw ,1tw0) (~f,X+tY,Li)

Finalement, on a :

i~ Rés = i Rés
* ..V 1 ¥ n
© (PIU’,X,LiX [O’ 1]) (Plg’stix[oalj)

Soit
Rés = Ré&s
I S I TS
(10p1&1 ,1OX,Li) (11p1J’,11X,L.1)
d'oll
Rés , = = Rés,
ST xL) TR (F L)

C.Q.F.D.

Dans la suite & 1'automorphisme infinitésimal X, on associe

la matrice A définle comme suit
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On identifie d'abord M avec Vi sur une fibre de Vi’ identifiée

a rY avec les coordonnées Xl""’xq’ on a :

J
X = % 0. (X, ge0esX ) —
Bak
On définit A = (akl)lsk,zsq ol a ., = 3;; (0,...,0).

Autrement dit A est 1'endomorphisme :

A : rY > RrY

A = [uhx ]
\qu 0

#

oi u est le champ constant sur rY égal 3 wu.

Ce choix n'est pas intrins&que, la matrice A n'est bien définie
qu'd conjugaison prés par une matrice inversible. Mais par contre, Ci(A)

est bien défini. cs étant le i-&me polyndme de Chern sur é?%;lk.

. h,
. 1, i e q
Soit ho : Hl(Li’Xo) Diff(R*,0)
W i
(o]
GL(q ; R)

1'holonomie linéaire de Li’ D &tant la différentielle prise en zéro, en

s
suspendant h;, on a un GL(q ; R)~fibré vectoriel plat :
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o Soit 92 le feuilletage définit par la structure plate de
II.
o i
(v, —— L.).
i i

On considére, d'autre part le champ de vecteurs lin&aire sur

f,qu
i
v o
X (my(X,y00.0,X )) = z X
A 1 q K, %=1 a'k!?, '3 Bxk
Ce champ est %z-invariant. I1 définit donc un champ de vecteurs
o
XA sur Vi'
On a le lemme de lindarisation (cf. Heitsch [ ]).
Lemme 2.
Rés = Rés —
(F,X,L.) (t/o,XA,Li)
Démonstration : Pour t > O, on considére :
A+ R > RY
X
A =%
Soit
nt:om@,,x ) - piff®Y,0)
t 1'7i’7o ’
i i .
ht = At « h Al/t .
v
Soit Xt = (At)*(X ). Par ce procé&dé on construit une famille
R
4 un paramétre de variétés feuilletées (VE, ;Ft)
t
n q ni
L x ., R" =V —_— L
i i
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étant le feuilletage défini par la structure DiffGRq,O)-plate sur

t
1'[.

(VF 2.

i i

" .
Le champ Xt est hz—invariant, il induit donc un champ Xt sur

t . ¢ T

Vi’ tangent aux fibres de Vi —_— Li'

Xt est un automorphisme infinitésimal de -9: et le lien singulier

est

t
= So(Li) =~ L.1

E
(&%)

t
t t Hi
ot s est la section nulle de Vi —_— Li'

On considére pour t > 0 :

PO Q.7 q
q)t.Lile —>Ll><lR
s
¢, (myx) = (m,1 (x)).
s P
Les ¢t vérifient :
v i i N
1) ¢t h™ = ht ¢t
" v
2) (), X, =X, .
t*ILiX’Rq t

,\l 3 3 L]
Donc ¢t passe au quotient et on a le diagramme commutatif

n,
a 9
L.xRY t 5> T.xrY
1 1
l 6 [
vt t v,
1 1

et on a :

1 q>t(5")= g't

2) (40, =X, .
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On en déduit que :

Ve > 0 Rés ¥ = Rés '}
(F X L) (FX,L;)

t->0 A t->0

gence étant uniformément c  sur les compacts.

. s
et puisque lim Xt =X et 1lim ht(y) = h:(y) Yy € Hl(Li’Xo)' La conver-

On a :

Lim Rés ¢ s
0 (F X L) (5‘“,x,Li)

]
2ol
o

Soit enfin :

Rés, § = Rés, , 1
(F »X,,L;) (7,x,Li)

C.Q.F.D.

Lemme 3. Si Hl(Li) €e A ol si hl(Hl(Li)) conserve une mesure
)

sur Sq—l, alors
Res(ff,X,Li) hI ¢y = 0 pour |J| = q.

Démonstration : Comme conséquence de ce qui précéde, on a :

, c (&)
ReS(SF,X,Li) hy ey = hp(€) x(&)) e ®

ot Ei est le fibré vectoriel plat :

_ .0
£, = (Vi

N . q
=L, x,1R*~>1L,)
i i i

0

h

x(ai) est la classe d'Euler de ce fibré vectoriel plat et A 1la matrice

associde au champ X, comme précédemment.
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Le lemme 3 résulte du fait que x(Ei) = 0.

Donc, pour terminer la démonstration du théoréme, il suffit de

montrer que X(Ei) = 0.

-

alors

ol S(&;) = (Mi SN Li) est le s -fibra en sphéres associé a &£,.

fixe une mesure 1u. Ceci va permettre de construire un inverse 3 gauche i :

connexes, on a le diagramme commutatif :

Lemme 4. Si Hl(Li) est moyennable ou h:(Hl(Li)) est moyennable

- % *
T HDR(Li) > HDR(MiZ

est injective.

S(Ei) = (Mi ——EL———+ Li) est le Sq_l—fibré en sphéres associé 2 Ei.

Démonstration : Considérons le diagramme :

*
T M, —————— M.
i ‘ i

1

On remarque que sous les hypoth&ses du lemme, h;(Hl(Li)) laisse

=%
n QDR(Li) > QDR(Mi) .

it o1
On remarque que Mi —_— Li est un fibré plat.
Soit (U, ) un recouvrement de L, par des ouverts simplement
i,a"0el 1

b,
==1 i,0
et et et e .
(Ui,a) Ui,a
j;\\\\\ V///g;/
U.
i,a

I X Sq-1
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ol ¢i o est un isomorphisme de fibrés plats.
b

Soit w e QER(Mi). A chaque vy ¢ $q—1’ on associe :

=1
¢y "V T o (Ui,a)

¢y(X) = ¢i,a(X’Y)

-~

Cette transformation consiste 3 envoyer U.l o Sur la feuille
b
A

L¢ (x) du feuilletage 57'__1 .
y I (U, a)
1,
2 -1
(F &tant le feuilletage définit par la structure piff(s? )-
plate).
Soient Xl""’xk € qno(Li). On définit
q-1
b3 HE > R
a,w,(Xl,...,Xk)
£ () = () (X )
oc,w,(Xl,...,Xk)y yw 1’.."Xk
t X yeuo = f d
€ pa(w)( 1’ ’Xk) ( a,w,(Xl,...,Xk) H

J e
§a1

oi p est la mesure hz(Hl(Li))—invariante.

) > Q. (U, ). On vérifie faci-

On remarque que p_ : QDR(ﬁ—l(U o'
H

i,a
lement que :
p,(dw) = d(p w)

—%
t = 0.
e pa(H 8) 6

On remarque que les applications P, S recollent et définissent un

morphisme d'algébres différentielles graduées :

p & Qpp(M) > Qe (L)
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En effet :

p (wy__ o _
@ 1(ui nu. ) B IR l(u.1 nu. )

Soit

On a :

_ - 0,R
L o KpreeesX) fe.0 I C RPN B gy (m)

oll g?’s(mo) est la fonction de transition.

Comme g:’s(mo) € h;(Hl(Li)), on a :

|

fa w (X
qu_l ’ dﬁ’ 19"',Xk)

oa(wus)(x di

1"--9Xk)

[
= f du
qu_l E>,wae,(xl,...,xk)

= 0y, (X s X).
0 dadui T s B (L) » He (M) injecti
n en déduit que  Hpp (Lo prM;) est injective.

C.Q.F.D.

Remarque. Le lemme 4 est un cas particulier du th&oréme général
. . . =% . . .
de Thuston-Hirsch (cf. Thruston [ ]) qui dit que I reste encore injective,
lorsque Hl(Li) € A ou hz(Hl(Li)) € A. Mais la démonstration est plus com—

pliquée.

Lemme 5. Si T.(L.) ¢ A ou si h (I, (L.)) € A
hme Nt T A

X(Ei) =
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-
Démonstration : Il suffit de remarquer que I (Mi) 2, Mi a une

classe d'Euler nulle.

En effet ﬁ*(Mi) = {(u,v) € MiXMi tel que M(u) = Nw)} et

. . —%
p(u,v) = u. Soit s, ¢ Mi‘——~+ il (Mi)

s (u) = (u,u) (i.e. la section diagonale)
(o]

s est une section de ce fibré en sphéres.
o

Donc

x(ﬁ*(ai)) = 0.

Par fonctorialité, on a : ﬁ*(x(gi)) = Q.

Comme I est injective, on a

x(£,) = 0.
C.Q.F.D.
Ceci achéve la démonstration du lemme 3 et par suite la démonstra-

tion du théoréme.

< i
Remarque. Dans le cas ol Hl(Li) est moyennable ou ho(nl(Li))
moyennable on peut donner une autre démonstration du lemme 5 en se servant

des résultats de Gromov sur la cohomologie bornée.

D'aprés Gromov, les classes caractéristiques d'un fibré plat sont
dans la cohomologie bornée de la base.

D'autre part, le théor&me fondamental de Gromov dit que la cohomo-
logie bornée d'un espace est &€gale & la cohomologie bornée de son groupe
fondamental.

Et finalement, la cohomologie bornée d'un groupe moyennable est
nulle.

(Pour plus de détails cf. Gromov [ ]).
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1 1
RESUME

Dans ce travail, on généralise la technique des résidus de Heitsch,
qui consiste 3 tester les classes exotiques en termes de résidus. Cette techni-
que s'applique aux classes caractéristiques &ventuellement rigides des feuil-

letages.

Ceci nous permet d'établir des formules explicites pour certaines
classes caractéristiques (éventuellement rigides) d'une large classe de feuil-

letages.

Dans le dernier chapitre on relie les classes caractéristiques d'un
feuilletage 3 la géométrie de ces feuilles. On considére un feuilletage
de codimension q qui admet au moins un automorphisme infinitésimal transverse
si A désigne la plus petite classe de groupes qui contient les groupes moyen-

nables et qui est stable par produit libre et par extension finie ; on démon-

tre que s'il existe une classe h_ c_ (% ) non nulle, avec

Ay Jol e
o (o}

if’posséde au moins une feuille L, tel que HI(L’XO) ¢ A et 1'holonomie

linéaire de la feuille L mne peut pas conserver de mesure sur la sphére Sq_l.

MOTS CLES : RESIDUS
EXOTISME




