
No d'ordre : 1040 

50 336 
.( 9 83 
4 04 

THÈSE 

présentée à 

L'UNIVERSITÉ DES SCIENCES ET TECHNIQUES DE LILLE I 

pour obtenir 

LE GRADE DE DOCTEUR DE 3ÈME CYCLE 

Spécialité : MATHEMATIQUES PURES 

HANTOUT Youssef 

RESIDUS ET CLASSES RIGIDES 

DES FEUILLETAGES 

Membres du Jury : R. BARRE, Président 
D. LEHMANN, Rapporteur 

B. CENKL 
V. SERGIESCU ) Examinateurs 

SOUTENUE LE 6 JUIN 1983 



Je voudrais exprimer i c i  mes remerciements à tous ceux qui  

m'ont aide dans ce t rava i l .  Tout d'abord, je  t i en s  à dire  toute ma 

gratitude à Daniel LEHMANN qui a guidé mes premiers pas dans Za re- 

cherche mathématique. 

Je t i en s  également à remercier BohwniZ CENKL qui a marqué 

un. v i f  i n t é r ê t  pour mes trauaux. Son aide généreuse m'a permis de 

progresser dans un prob lème d i  f f i c i  Ze. 

Je remercie également Raymond BARRE e t  Vlad SERGIESCU 

d'avoir accepté de participer à ce jury. 

Madame Claudine EVRARD a dactylographié ce t rava i l  avec 

soin  e t  rapidi té .  Je l ' e n  remercie vivement, a ins i  que Les services 

de l'imprimerie de 2 'U. E. R. de Mathématiques de L i l l e  I .  



PLAN 

CHAPITRE 1 TECHNIQUES DES RESIDUS ET THEOREMES DES RESIDUS 

7 .  DonnZu 

2 .  N o ~ o m  A uppLémevvhLmd 

3. Réhidun 

4 .  Comment &&teh e ' e x o t i ~ m e  pm dea REhidun 

CHAPITRE II SITUATION PARTICULIERE DES FEUILLETAGES 

1 .  Donnéea 

2 .  Lemme O 

3. L m e  1 

4 .  Lemme 2 

5. Théohème 11.1. 

6 .  ThEuhème 11.2. 

CHAPITRE III CALCUL DES RESIDUS ASSOCIES A CERTAINS MODULES 

DE CL1 FFORD 

2 .  D E t e h m i n ~ o n  de ~ é s  $ pawt deg (? = 2q 

3. Théohème 111.1 

CHAPITRE I V  DETERMINATION DE Rés h c 
I J  

CHAPITRE V CALCUL DE Rés c 

7 .  Ph~pohh%n 1 

2 .  PtropoaiAion 2 

3.  FnopoaUon 3 

4 .  P h o p o a ~ o n  4 



CHAPITRE V I  CLASSES CARACTERISTIQUES ET GEOMETRIE DU 

FEUILLETAGE 

BIBLIOGRAPHIE 



1 NTRODUCTI ON 

Ce travail est organisé comme suit : 

Dans la première partie, on donne la situation de géométrie diffé- 

rentielle qui permet de tester les classes exotiques en termes des résidus. 

On énonce et on démontre les théorèmes 1-1 et 1-2 des résidus dans le lan- 

gage des J-connexions. C'est une généralisation, qui peut s'appliquer aux 

classes éventuellement rigides, de la technique des résidus de Heïtsch. 

Dans, la deuxième partie, on se restreint à la situation particu- 

lière des feuilletages. On considère une variété feuilletée (M, go) et 
r-automorphismes infinitésimaux {Xl,...,X 1 du feuilletage 

r Fo 
On suppose que go et {XI,. . . ,X 1 engendrent un feuilletage 

r 

singulier de codimension q-r. On fait l'hypothèse suivante : 

ffypo.thi2ae : Le lien singulier de et {XI,. . . ,X 1 est une 
r 

réunion finie de feuilles propres isolées de g .  
O 

On adapte la notion générale des résidus à cette situation parti- 

culière, et on définit Rés . Le théorème 11-1 permet de 
(%,{x,,*..,x r 1,W) 

ramener la situation au cas où le lien singulier est constitué d'une seule 

feuille. 

Le théorème 11-2, ramène le calcul des classes caractéristiques du 

feuilletage @ engendré par $ et {XI, ..., X 1, au calcul de 
O r 

Rés 
(Fo,{xi>.. >Xr},W) 

Dans la troisième partie, on suppose que {X1,...,X } hérite 
r 

d'une structure d'algèbre de Clifford. Ceci nous permet d'établir la formule : 



Rés hIcJ ' a (h I ) f J (B l  9 ..,B ) Rés c r 
( 50,mI , .  *,Xr1,W) o x l ,  x r 7  

avec  I J ~  = q .  

Dans c e t t e  s i t u a t i o n  l e s  r é s i d u s  sont  p ropor t ionne l l e s  à 

Rés C .  

( C o , { x l ,  . ,Xr},W) 

Dans l a  quatrième p a r t i e ,  on é t a b l i t  que Rés c 
( 9 0 , { x 1 ,  .,Xr1,W) P 

e s t  (?(( )) ; OC x(ch)  e s t  l a  c l a s s e  d 'Euler  du f i b r é  normal 2 l a  f e u i l l e  
h l  

W de g. 
O 

Il e s t  important  de remarquer que l e s  s i t u a t i o n s  dans l e s q u e l l e s  

x ( t h )  e s t  non n u l l e  s o n t  t r è s  r a r e s .  Il n ' y  a  que l 'exemple de Milnor, ou 

des  p rodu i t s  d'exemples de Milnor q u i  s o n t  connus. 

Par  cont re  il e s t  p lus  f a c i l e  d 'exhiber  des s i t u a t i o n s  OC x(Sh) 

e s t  nu l le .  Par exemple s i  IIl(W) E A où A désigne l a  p l u s  p e t i t e  c l a s s e  

de groupes qu i  c o n t i e n t  l e s  groupes moyennables e t  qu i  e s t  s t a b l e  par  pro- 

d u i t s  l i b r e  e t  par  ex t ens ions  f i n i e s ,  a l o r s  x(Sh) = 0. 

Ce phénomène de n u l l i t é  de l a  c l a s s e  d 'Euler ,  confirme l a  conjec- 

t u r e  de Bot t  qui  c o n s i s t e  à d i r e  que pour c o n s t r u i r e  des f e u i l l e t a g e s  à 

c l a s s e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  r i g i d e s  non n u l l e s ,  il f a u t  s o r t i r  du cadre l i n é a i r e .  

Dans l a  d e r n i è r e  p a r t i e  on i n t e r p r è t e  ce phénomène de n u l l i t é  en 

terme de l a  géométrie des  f e u i l l e s  du f e u i l l e t a g e .  



CHAPITRE 1 

TECHNIC&JES DES RESIDUS ET THEOREMES DES RESIDUS - 

On rappelle la situation de géométrie différentielle permettant 

de tester les classes exotiques en termes de Résidus (Généralisation de la 

technique de Heitsch [ 1) .  
Pour plus de détails (cf. D. Lehmann [l] , [2] ) . 

Soit E + V un G-fibré principal différentiable (G groupe de Lie 

réductif), W une sous-variété de codimension q dans V. Soit 

l'algèbre des polynÔuies sur l'algèbre de Lie * de G qui sont invariants 
L 

par la représentation adjointe de G. Cette algèbre I(G) est supposée 

graduée en dimension paire par le double du degré du polynôme. 

On se donne 3 idéaux gradués : ' 3 7 et go de 1 (G) , 

ainsi que 3 connexions : 

w une ~o-o-connexion sur E 
O 

w une 7-connexion sur E 

w' une 7-connexion sur 1 V-w 

tel que les restrictions de w et w' au complémentaire 

U = V-T d'un voisinage tubulaire fermé (différentiable) T de W coïncident. 



On rappelle que si h : I(G) + ZRDR (V) désigne l'homomorphisrne 
W 

de Chern-Weil associé à o, on dit que w est une 2-connexion si 

C Ker ho.  

2. NOTATIONS SUPPLEMENTATRES. 

Soit P l'espace vectoriel gradué (en dimension impaire) des 
G 

éléments primitifs de l'algèbre extérieure A($ *) des cochaines 

scalaires sur 

une transgression. 

Rappd : I(G) est une algèbre symétrique et t est un isomor- 

phisme de degré + 1  de P sur un système de générateurs 
G QG 

de I(G) . 
Soit 

l'algèbre différentielle graduée, munie de la différentielle d définit 

par : 

On définit, de même 



et puisque, 7 est inclus dans 7 ' , un homomoprhisme, surjectif naturel 
p dlA.D.G.(c), dont on notera ï(2, y' ; &) le noyau, est défini. 

On a la suite exacte : 

( 1 )  

On notera 

le connectant de la suite exacte longue de cohomologie associée à (1). 

Soit 

l'opérateur différence (qui vérifie d O A - - hW-Au ) .  
,W 

O O 

Rappelons que l'on définit un homomorphisme dlA.D.G.(c) : 

en posant : 

a (u)=A (tu) pour u e P  
Uo>'-'J G 

et de même 



3 .  RESIDUS. 

Notons i : U  -+ V et j : U -+ V-W les inclusions naturelles. 

Puisque yu = W' J U  , on a : 

O 
Notons e : Q~~(T) -+ DDR(V) l'extension naturelle par O en 

O 
dehors de T des formes à support compact dans T à tout V, 

Puisque p O E = O, on en déduit que a se factorise en un 
W,,W 

C 
morphisme a dlA.D.G.(c) rendant le diagramme suivant commutatif 

(.Il , W 
O 

Munissons T d'une structure de fibrés en disques D de dimen- 

sion q et de base W. Notons : 

l'intégration le long de la fibre, 



O 
l'extension naturelle des formes à supports compacts sur T et soit 

s : aT + T l'inclusion naturelle. 
1 

* 
Puisque s - f = O, la formule de Stokes généralisée 

1 

(où : QiR(a~) -+ Q ~ - ~ + ~  DR (W) désigne l'intégration le long de la fibre 
J s 

S = aD du fibré en sphère aT + W) montre que l'homomorphisme (de degré 

-q) d'espaces vectoriels gradués : . 

commute, au signe près, avec la différentielle. 

r (3 .0 .  ) . Dédini,?%n. Appelons "résidu" et notons 

Rés (w,uf ,wO) : H I , ,  7)) HD~~(w) 
l'application linéaire induite en cohomologie par 

si JI a z~(I( 4 , d '  ; Io)), on notera 
6 

Rés w ( w ,  0' ;wO) 

l'image de [O] par cette application. 



( 3 . 1 . ) .  7 .hQun2rne 7 . 7 .  

[91 e H(I( u' y , g T ;  go)) 

caa0, 1 (LEI]) = ([el 0 % )(~és[+j(w, w1 ; w0) 

k 0  
où $ : H!R~(w) - + H c (T) désigne 1' isomorphisme de Thom. 

Démonstration : Il suffit de remarquer que : 

ii) < est l'isomorphisme inverse de celui induit par + O f 
JD 

en cohomologie. 

4. COMMENT TESTER L' EXOTISME [a ?AR DES RESIDUS. w O 

( 4 . 1 ) .  T h Q ~ h h e  1 . 2 .  Le diagramme ci-dessous commute : 

Démonstration : En effet, si $ = 0 @ E z~(A(J', Io)), 

d$ zk+l I ( "7, J' . A) et a [@] est la classe de cohomologie de cl$ dans 
u 

O 

De la définition du résidu, il résulte que, Rés 

k+ 1 -q r c 
est la classe de cohomologie dans H~~ O dg. 



Soit T le voisinage tubulaire fibré en disques sur W avec 
1 

des disques de rayon la moitié. 

O 
O n a  T C T .  1 

On peut appliquer la formule de Stokes sur : 

d'autre part dans le diagramme ci-dessous, les 2 carrés de gauche cornmutent 

puisque w et w' coïncident sur a T I C  U = V-T . 
1 

On en déduit : 

m 
- - slaw.w $ + cobord 

J s O 



d'où le théorème pour T = T . 
1 

Quitte à restreindre T à T on peut toujours supposer que 
1 

,,, et coïncident sur aT. 

On remarque d'autre part que la définition du Résidu est indépen- 

dante du choix du voisinage tubulaire T, c'est une conséquence immédiate des 

propriétés de l'opération d'intégration le long de la fibre. On en déduit 

que le théorème est vrai pour tout voisinage tubulaire T de W. 

Ceci achève la démonstration du théorème. 



CHAPITRE II 

SITUATION PARTICULIERE DES FEUILLETAGES 

7. DONNEES. 

On se donne un feuilletage 9 de codimension q sur une 

variété V. 

Soit T le sous-fibré de TV consistant des vecteurs tangents 

aux feuilles de g, et v le fibré normal. 

On se donne aussi r automorphismes infinitésimaux du feuilletage 

Xl,...,X (1 \ r s q) c'est-à-dire r-champs de vecteurs 
r 

sur V 

tels que : 

r(~) désignant le module des champs de vecteurs tangents aux feuilles du 

feuilletage g et tels que, pour tout couple (i,), [x~,x~] soit une 

combinaison R-linéaire des champs de vecteurs X. et de I'(T). 
1 

[xi,xj] = 1 clj % mod r(~) 
k 

On suppose entre autre que X1,...,X sont à la fois transverses 
r 

aux feuilles du feuilletage $ et linéairement indépendants sur le complé- 

mentaire d'une réunion finie W = de feuilles propres et isolées W. 
i= 1 'i 1 

de y appelées les "feuilles singulières1' de $ et (XI,.. . ,X ) .  r 

Soit E + V le fibré principal des repères de v (G = GL(q ; R)). 

Sur V-W, T = T 8 {X X 1 est un sous-fibré de T(V-W) 1 ' r 

qui est involutif par construction même. 



En appliquant le théorème de Frobénius on démontre donc que 
,. 

ce fibré est intégrable. T donc est le fibré des vecteurs tangents aux 

L-=. feuilles d'un feuilletage 2 de codimension q-r. 
CI A 

Soit v un supplémentaire de T dans le fibré tangent T(V-W). 
A 

On peut assimiler v à la somme directe X , , X  1 @ Y. Relativement ( V-w r 

à cette décomposition, le fibré principal Ê += V-W associé à < (groupe 

structural GL(q-r ; 2 ) )  s'identifie au sous-fibré principal dè E 1 v-w 
formé des repères de v dont les r-premiers vecteurs sont les valeurs 1 v-w 
au point considéré de X1, ..., X . r 

Prenons alors pour idéaux de 

- l'idéal - 
J - 

{ >  q) des polynômes de poids > q 

- l'idéal 2' = { >  q-r} 

- l'idéal = Ic1,c3, ..., c 2i+l,...1 

Prenons pour 

- wf une connexion de Bott sur Ê, en identifiant Ê à un sous- 
O 

fibré principal de E, w' s'étend en une connexion w' sur E. 
O 

- w une connexion de Bott sur E (qui est une -connexion), J 
coïncidant avec w sur U = V-T. 

Une telle connexion w existe. En effet on a le lemme : 

Lmme O.  Pour chaque T voisinage tubulaire différentiable fermé 

W, il existe une connexion w telle que 

w = al 1 V-T IV-T ' 



Démonstration : Soit T l  un voisinage tubulaire fermé de W fibré 

en disques au-dessus de W telle que : 

La variété V est recouverte par deux ouverts 

Soit {y1,y2} une partition de l'unité subordon- 

née au recouvrement (Ui) i= l, . 
O 

Soit w2 une connexion de Bott du feuilletage et a l  
1 Uî 

une connexion de Bott du feuilletage 4U qui coïncide avec w sur U. 
1 

O 

O 
On prolonge w en une connexion w définie sur E 

1 1 IU1  
et 

coïncidant avec w sur 1 u. 

Soit Il : E -t V la projection. Il suffit de prendre pour w la 

connexion 

Ceci achève la démonstration du lemme. 

On choisit comme troisième connexion : 

- w une connexion métrique sur E. (i.e. adaptée 3 une O(q)-ré- 
O 

duction de E). 

Soit WO l'algèbre s [ c l ,  ..., c 
q ql @ l.ri impairsq 

et : WO + A(:, ao) l'inclusion naturelle. 4 induit un isomor- 
4 V 

phisme en cohomologie. 

Pour plus de détails (cf. D. Lehmann [l] ) . 



De même l'inclusion naturelle 

induit un isoniorphisme en cohomologie, et p - & prend ses valeurs dans 

Im b, d'où l'homomorphisme surjectif, noté encore p 

dont le noyau est le même que celui de 

soit 

107 ,,"' ;jo) polynômes de poids Isi impair<q 
= { q-r+l,k<q 

dans 32 [cl,. . . ,cq] . 

Dans la suite, on notera Rés p' au lieu de 
(J ,{Xl,.--9Xrl,W) 

Rés les résidus correspondants à la situation que nous venons de 
(w,w' ,w0) 

décrire. 

Avant d'adapter les théorèmes 1-1 et 1-2 à cette situation, nous 

allons montrer que la définition des résidus est intrinsèque. 

Lemme 7 .  Rés est indépendante du choix du 
(F,{x l,...,xrl,w) 

1 voisinage tubulaire en disque T. 

Démonstration : Il suffit de se restreindre au cas où le lien 

singulier est constitué d'une seule feuille singulière W. 

Soient T l  et T2 deux voisinages tubuliares qui se fibrent en 

disques au-dessus de W. 



Soit T un voisinage tubulaire de W qui se fibre en disques 
3 

au-dessus de W et qu'i vérifie : 

Soit w une connexion adaptée au voisinage tubulaire T3 comme 

dans le lemme O précédent. 

soit e : (T ) -t fiC (T.) j = 1,2. L'extension naturelle 
j DR 3 DR J 

des formes à support compact sur T3 a des formes à support compact sur T 
j ' 

On remarque que si R est la courbure de w, on a : 

Or, on a d'autre part le diagramme commutatif suivant : 

k 
où H ~ ; (  ; $) désigne la cohomologie à support compact. 

Le fait que ce diagramme commute provient de la construction 

même de 4 . En effet l'opération d'intégration le long de la fibre est 
J D 

indépendante de la structure fibré particulière qu'on choisit sur T. 

Ceci termine la démonstration du lemme. 

Lemme 2. Rés est indépendant du choix des (F,{X~,.  .,Xr1,W) 

Avant de démontrer le lemme, rappelons la construction de l'opé- 

rateur différence A associé à deux connex~ions w et w qui sont 
wO'w 1 

O 1 



n 
définis sur le même G-fibré principal E ---+ V. 

On considère la connexion w définit sur Ex1 + VxI par : 

On dé£ init 

Soit R la courbure sur ~x{t) de la connexion 
t 

'L ---+ 
La courbure de [wo,wl] est donc égale à : 

'L n = (dt A (w l-wo) + nt. 

On a donc 

Démonstration du lemme 2. Soient w,w',w O trois connexions sur 

E permettant de calculer 

Rés 
($,fxly.. . ,Xr},W) 

, . A _  

et w, w',w trois autres connexions sur E ayant les mêmes propriétés. 
O 



Quitte à restreindre le voisinage tubulaire, on peut supposer que 

T est à la fois adapté à w et à G. 

Donc pour (J t- 1(3, '7' ; Io) 
I. 

On rappelle que Rés( est le morphisme induit en cohomo- 
W9 W 9w0) 

logie par le morphisme : 

On définit les trois connexions suivantes sur 

Soit P : V x I  + V la première projection. On considère sur VxI, 
1 

le feuilletage $ et les r-automorphismes infinitésimaux de 
1.  p7 9, 

Du fait que l'ensemble des connexions de Bott est convexe, il en 

'L 
résulte que w vérifie les conditions du lemme O, avec un voisinage tubu- 

laire adapté TxI. 



$ 2 ,  2, 

Donc w, w', w O peuvent être choisit pour calculer 

Rés 
rC f 

(P, 9,ip1 . . . ,p1Xr1 ,WxI) 

On a donc le diagramme commutatif suivant : 

r 

Par passage à la cohomologie, on en déduit que : 

1 

Rés =Rés,, , = /  0 RésQ2, $ 

(w,wl ,wo) (w,w' ,wo) 

Ceci termine la démonstration du lemme. 

Comme conséquence des lemmes précédents, on peut adapter le 

théorème 1-1 général des résidus à cette situation. On obtient alors le 

LOU % : H~-~(w) 
w - k O 

t H c (T) désigne l'isomorphisme de Thom. 



Dans la suite, on veut adapter le théorème 1.2 général des résidus 

à cette situation. 

Remanque. A priori w '  , et w sont des GL(q ; 3 ) et 
O 

O(q ; 2% ) connexions. Leurs lois de dérivations covariantes sont: définies 

A 

sur v et non sur v . 
Par contre, pour construire les classes exotiques du feuilletage 

A 4 

9, on choisit une connexion de Bott 0  pour 9 et une connexion riemannienne 

6 sur le fibre normal à 4. 
O 

Il s'agit de comparer a et a . Soit 
0 ,  go W '  , W  O 

L'inclusion naturelle. En utilisant les notations de la page , i est la 

restriction de b à WO . 
q- r 

On va montrer que le résultat reste encore vrai. 

P x a p o n ~ u n .  On a le diagramme commutatif suivant 

Démonstration : Soir ; = r @ {X . . . ,X 1 et < = T(V-W$ le 
A 

1 ' r 

f ibré normal à 

Soit 5 le sous-fibré de T(V-W) engendré par { X I ,  ..., X 1 .  r 

On a la suite exacte de fibrés vectoriels au-dessus de V-W 



CI 

où E : 5 += T(V-W) += v et c : T(V-w)/: + T(v-w~* sont les projections 

naturelles. 

On choisit une scission j de la suite exacte (1). 

CI 

Soit 0 une connexion sur v, on va se servir de j pour cons- 

truire une connexion j8 sur v au-dessus de V-W. 

Soit r(v) le ~~(V-W)-module des sections du fibré vectoriel 

v au-dessus de V-W. 

Si o est une section de v alors a s'écrit de manière unique 

sous la forme : 

où h i  E C-(V-W) . 

On va définir j e  par sa loi de dérivation covariante jV. 

On définit 

où V est la loi de dérivation covariante de 8. 

On remarque, que quelle que soit la connexion 8. 

Donc &(Xi) est une section plate pour toute je. On en déduit 

A 

que si 8 est une connexion métrique sur v, alors j0 est une connexion 

métrique sur v , au-dessus de V-W. 

Dans la suite, on va comparer les 1-formes locales de connexions 

de 0 et j0 et leurs formes de courbures. 

Soit 0 une connexion quelconque sur c .  Soit U un ouvert de 

V-W, à la fois trivialisant pour le fibré $ et v. 



Soit sl,...,s une base du C-(u)-module r (; U). Une base 
q-r I 

du cm(u)-module r ( v  ) est donnée par : l u 

Soit ('ik)lSi,ksq-r la matrice des 1-formes locales l (U) 'ik 'DR 

qui définit la connexion O I u* 
Par définition : 

a-r 

On a de même 

a-r 

Soit 

sinon. 

Soit Q la forme de courbure de O et jR celle de j e .  

Relativement à l'ouvert U, la forme 'de courbure est définie par 

une matrice (R, ) l<i,k<q-r où 
1k 

la base locale de sections étant fixée. 

L'équation qui donne l'expression de la courbure locale est : 

où de  est la matrice 
1 

(de ik) 1 ri, kiq-r 
et - O A 8 est le produit de la 2 

matrice 0 par elle-même. 



La multiplication des coefficients étant le produit extérieur 

des 1-formes : 

1 
(i. e. ) - 2 ' A ' = (aik)lsi,k<q-r 

où ci = 1 Bih mhk. Donc 
ik h=l 

Q =  (Oik) 1 i,k q-r 

'ik 'ih A 'hk 

Soit jQ = (j "k)lri,k<q la forme de courbure de j e .  

On a donc 

( 'ik i,k = 1, ...,q- r 

On remarque d'autre part que l'injection naturelle de GL 
q-r 

dans GL : 
4 

induit une incluison de I(GL ) C I(GLq). 
q-r 

k k 
Soit $ s 1 (GL ) C 1 (GL ) . On remarque que si BI,. . . ,Bk c 

q-' 4 

sont de la forme 



alors 

Donc si 0 est une connexion de Bott (de courbure fi) sur 
A 

pour $ au-dessus de V-W, et 0 une connexion métrique sur ;, on a 

d'après ce qui précède : 

c. tn) = ci(jn) 
1 

On en déduit, donc : 

Pour terminer la démonstration de la proposition, il suffit de 

remarquer, qu'on peut prendre 

w' = jû et w = j û o .  
O 

C.Q.F.D. 

D'après ce qui précède, on déduit le 



TheahPrne 17.2. Le diagramme ci-dessous commute 

On a donc la formule suivante : 

Pour tout $ E Z WO 
rr 

B 
Remahque. Cette formule ramène le calcul de ci, au calcul de 

9 
Rés ($, {X~,. . . ,xrl ,W) 

La figure ci-dessus illustre la situation géométrique considérée 

avec r = 2. 



r 

En particulier si 

Rés ( g , { x l  Y .  y x r j ~ w )  a$ # 0, 

alors 

a, (9 )  # 0 .  
3' 



CHAPITRE I I I  

CALCUL DES RESIDUS ASSOCIES A 

CERTAINS MODULES DE CLIFFORD. 

c est l'algèbre associative engendrée par l e  ly...,e ) astreints 
k k 

aux seules relations : 

Une base de c pour la structure de R-espace vectoriel est cons- 
k 

tituée par 1 et l'ensemble des éléments e. e. ... e. tels que : 
l 2  1 

P 

Soit (k) l'ensemble des familles o = i l  , i P  telles que 

1 5 i c i < .. . < i k. Avec la convention, pour p = 0, ( E T(k). 1 2  P 

- 
On notera o l'ensemble {il,. . . ,i 1 sous-jacent à o et Io1 

- 
P 

le nombre d'éléments de o. 

Soient o , ~  deux éléments de T(k). On considère la différence 

symétrique : 

0 
et a A -r l'ensemble précédent ordonné de façon à être dans S(k). 



A chaque j  a r ,  on associe l'ensemble 

- 
Q.(o)  = {ia a o  : i a > j } ,  

J 

On note p(o, j )  le nombre d'éléments de Q j  ( O ) ,  et on pose 

Phuponi,tion. La multiplication dans c k  
est définie par la 

l formule : 

Démonstration : Soient o , r  P q ( k )  

On considère l'ensemble 

A .  ( a )  = o  - Q .  (0) .  
1 1 



Comme j2 > j l ,  on a : 

Donc 

On définit : 

A. (a) = a .  (a) - Q. (a) . 
2 1 2 

et 

On en déduit 

Soit 



Soit enfin : 

C.Q.F.D. 

( 1 . 2 . )  S ~ u c u e  d'kegèbhe de Lie 6Uh ck : 

C'est la structure naturelle d'algèbre de Lie associée à une algèbre 

associative : le crochet est défini par 

On vérifie facilement que : 

On en déduit : 

( 1.3. ) S & u W  de ck-rnodde ~ W L  sq ; l' d g  Pbte de Lie $3 : 

Dans ce paragraphe, on associe à une sous-algèbre de Lie 90 - 
ry 

de (ck, [,]) , une algèbre de Lie y. de champs de vecteurs sur IRq. 

On munit ( R ~  d'une structure de c(k)-module, en se donnant 

une multiplication orthogonale normalisée (*) 

Autrement dit, on se donne une application linéaire injective 

------------------ 
(*) Réf érence Husemoller [ ) 



qui vérifie : 

e(ei) = -1 l ~ i s k  

2i 'L % 
v(ei)-e(e.) + p(e.)*e(e.> = O i # j i: J J 1 1 I. i,j 5 k 

2i 
L'application s'étend de façon unique à l'algèbre Ck' 

L'application n est un homomorphisme d'algèbres de Lie. 

D'autre part ~nd(iR~) s'identifie naturellement à une R-sous-algè- 

bre de Lie de l'algèbre '$(IRq) des champs de vecteurs sur !Rq, par l'ap- 

2i 
plication A + A, qui à la matrice A, associe le champ de vecteurs linéaire 

% -+ 
A sur 1~~ tel que 2 soit le vecteur d'origine m équipollent à <A,om>. 

m 

% 
Soit n = 'I. ri : c + 3 (Elq) l'homomorphisme d'algèbres de Lie 

k 

obtenu par composition. - 2i 
Soit une sous-algèbre de Lie de c et 2o =  TI(^^). 

O k 

Dé&ikktLon. On dira que y. est ri-régulière (ou régulière 

s'il n'y a pas d'ambiguïté sur q) si : 

iim(7 ) = Cste 
O m 

cette constante étant bien entendu indépendante de m, pour m E R~ - (0). 

a) Cas où est c tout entier. 
k 



q = 2n et k = 1 et la multiplication orthogonale est définie par la 

structure de E-espace vectoriel sur R~~ = an. 

Elle induit la fibration de Hopf 

Dans ce cas, la dimension de est 2. Une base est donnee par les deux 
% '-b 

champs {I,AI} où 1 est la matrice identité de G~(2n ; IR) et 

R1,/2 
étant la rotation d'angle ~ 1 2 .  

q = 4n, k = 2  et la multiplication orthogonale est définie par la struc- 

ture de H-espace vecotriel sur /R4n = Hn. Ici H est l'algèbre des quarter- 

nions. 

Elle induit, la fibration de Hopf 

(2) ' $3 + $4n-1 
-+ ipn(H) . 

Dans ce cas, la dimension de 
2 7 est 2 = 4. Une base est donnée 

? i %  % % 
par les 4 champs {I,A ,A ,A 1 ,  où 1 est l'identité de GL(4n ; R). 

1 2 3  



q = 8n, k = 3, C est l'algèbre des octaves de Cayley. 

La multiplication orthogonale est définie par la structure de 

1 8n la -module sur R = C ". Elle induit la fibration de Hopf 

Dans ce cas, la dimension de cette 

% % % 
est donnée par les 8 champs {l,AI ,IL,. . . . ,A7 
GL(8n ; R) et 

/ \ 

3 
algèbre est 2 = 8. Une base 

1 ,  où 1 est l'identité de 





b) Exemple avec dim g 0 = 4 :  

Soit Zk l'ensemble des familles R telle que fi C ?(k) et : 

2) o,T c R alors  AT E R 

A chaque fi E Zk, on associe de façon unique la sous-algèbre de Lie de 
Ck : 

et réciproquement. 

On choisit R = {$,{i},{j),{i,j}) s Zk. 
O 

Dans ce cas : 

Il est facile de voir que dans ce cas que est Q-régulière. 

Hypothèse 1. On choisit Q O r Zk tel que @ = ?(fi ) soit 
do ,y O 

% 
On notera dans la suite (8 ) = n(o) et on suppose 

o 

- fio - {oo,ol,...,o 1 avec o = @ . 
r- 1 O 



r Hypothèse 2. On se donne une représentation 

I telle que, 'do s Q 'dy E I I ~  (W,wO) on ait : 
O ' 

'L II 
On considère, le fibré vectoriel plat W xh Etq = V W, noté 

'h 
dans la suite. On note le feuilletage sur V transverse à Il, 

h 

associé à la structure plate de . 
'h 

Les champs de vecteurs 1 sur tRq sont invariants par h; 
a UER-  

U 'L 
il existe a 0  , . . . , E R telles que r- 1 o. y. = {nu ,..., ib; } et 

O 
O 

% r- 1 
'L 

A ,..., A sont linéairement indépendants sur Elq-{ 0). u 0 
O r- 1 

Les champs de vecteurs 1 induisent sur V les champs 
i Osisr-1 

II 
de vecteurs {B ; qui sont tangents aux fibres de V -4 W et 

i Osi$r-1 

linéairement indépendants sur V-so(W), où so : W -+ V est la section nulle 

du fibré vecotriel plat . 
Ch 

N 

On en déduit une algèbre de Lie 7 = {BO,. . . ,Br-l 1 de champs 

sur V. Notons i A j l'indice k tel que 

Cette algèbre de Lie vérifie : 

D'autre part les champs de vecteurs B. O - 1  sont des auto- 
1 

morphismes infinitésimaux du feuilletage Le lieu singulier c'est-à-dire 
h ' 

4f du couple ( Sh, $ ) est so(W) identifié dans 
( 9'h,{~o, - 0  *,Br-ll) 

la suite à W. 

On est donc dans la situation du chapitre II (page 9 ) .  



On pose 

Rés 
(Th, t ~ ~ , .  .. , B ~ - ~  I>W) 

2. QQ;tmi&an de ~ é s  $ deg IJ = 2q : 

Soit CJ a I( yq) avec 1 J 1 = q. A chaque C on associe la 

fonction : 

de la façon suivante. 

A chaque suite d'entiers K = (kly ..., k ) telle que : r 

. ... I K /  = k + + kr, on associe l'ensemble des permutations de 11 ,2,.. ,q} 
1 

qui sont de la forme : 

k l  fois k2 r 
fois kr fois 

A 
A 

/ \ t- .......... .. 

i 
1.. .k\ (kl+l) .,..( kl+k2) (kl+ ...+ kr l+l)..*q 

1 - 

a = ' 
a . .  a a(k ). . .u(kl+k2) .......... a(kl+. . .+kr - l+i). . . a (q ) /  
i \ l + l  V- Y J 

où 
R R R+ 1 

... a( 1 ki+l) ' a( 1 k.+2) c 
1 < a ( E  ki> 

i=O i =O i =O 

O < R s r-1 avec la convention k = 0. 
O 

On désigne cet ensemble par . Ak 

a) La fonction 
Xk : 

Si CIy...,C désignent r-matrices de et t a Aky on définit 
r 

((Cl), ( C  ) )  comme étant la matrice de 
r 



c'est la matrice par r-blocs, dont le j-ème bloc est la matrice rectangulaire. 

On dé£ init 

b) La fonction f J  : 

On définit : 

r- 1 
( L laElk,+l r-1 
!?,= 1 (k!?,+ ...+ kr)! 

£,(Cl,. . .,C r ) = 
!?,= 1 

r 
w 
k fois k fois 

1 r 

On peut énoncer le 

Tlréohème 117.1. Pour CJ telle que ( J I  = q ,  on a :  

Rés = f (A ,...,A x(Sh) c~ J oo Or- i 

où X(ch) est la classe d'Euler du fibré vectoriel . i Eh 



(Remanque : on verra sur les exemples que ~ ( 5 ~ )  peut être # 0). 

Démonstration : Elle se fait en 5 étapes. 

Ière éta~e. 

Lemme 7. 11 existe des familles de 1-formes (W. )  sur V 
j Osjjr-l 

I telle qu'à l'extérieur d'un voisinage tubulaire T de la feuille singulière 

1 W, on ait : 
i) w ( B )  = S .  

j k lk \ = I  si j = k  

9 Démonstration : IR -{O) est h-invariant. On a le diagramme 

commutatif 

Soit i : V-WL+ V l'injection canonique. Soit 5 le fibré vecto- 

riel de base V-W engendré par B o  B (rg(5) = r). r- 1 

On a la suite exacte de fibrés vectoriels au-dessus de V-W : 

où v est le fibré normal au feuilletage yh identifié au sous-fibré 
de T(V) -+ V des vecteurs tangents aux fibres de V -t W lui-même identifié 

* 
à n (Eh) où "st la projection V + W. Et < est le fibré normal au 

A . * 
feuilletage y, défini par ; = i r 9 5 où rh = ~ 9 ~ .  h 



Soit R la métrique sur 5 telle que : 
5 

On choisit, une scission de la suite exacte (l), soit : 

. * 
On définit sur i v, la métrique riemannienne. 

CI 

où RA est une métrique riemannienne quelconque sur v. 
v 

Soit R une métrique riemannienne sur n 
O 

Eh = (V -4 W) et T 

le voisinage tubulaire de W dans V, dont les fibres sont les disques D~ 

de rayon 1, pour cette métrique R . On a le diagramme commutatif 
O 

où j est l'inclusion naturelle de T dans V. On considère la métrique 

. * O 
R = ( n e  j)*~ . C'est une métrique riemannienne sur J v = v . Soit T l  

O 
J V I T  
le voisinage tubulaire de W dont les fibres sont les disques de rayon 112 

O 
pour la métrique Ru,  (T C T). La variété V est recouverte par {V-T1,T). 

1 

Soit iyl,y21 une partition c de l'unité subordonnée à ce recouvrement 

ouvert. Sur v, on définit la métrique R par 
v 

Par construction, on a Rv(Bj,Bk) = 6 à l'extérieur de T. 
j k 



On a d'autre part : 

Soit Rh une métrique riemannienne sur r ; on définit 
h 

R = R h @ R v .  

Soit nv : TV -+ v, la projection de TV sur v parallèlement à 

-r On pose : 
h ' 

w . (Y) = R(B Y) = Rv (B nvY) 
J j ' j 

Les 1-formes w (O i j 5 r-1) vérifient les propriétés du 
j 

lemme. En effet : 

i) w.(B ) = R (B.yBk) = 6 
J k jk 

à l'extérieur de T si Y E T(rh), 
V J  

Donc 

ii) w = O. 
j Irh 

C.Q.F.D. 

On remarque, dans la suite qo'on a un isomorphisme naturel de 

fibrés plats (non vectoriels, de fibre TR~), au-dessus de W. 



- 
soit v : r ( ~ ~ )  x r(v) -+ T(v) la connexion partielle qui définit 

la partie intrinsèque des différentes connexions de Bott pour Th sur v : 

: TV -+ v est la projection sur v parallèlement à 
v Th 

On définit la connexion 

où Y = Y  + Y y  est la décomposition relative à %(V) = r(rh) @ r(v). 
5' 
Par construction même, V vérifie les propriétés du lemme O 

(page 1 4 ) .  

2ème étape. 

Lmme 2. 11 existe un recouvrement de V par des ouverts U 
a 

tels que : l 
a a 2) 3 une trivialisation (s~,. . . ,sq) de v telle que : 

1 

a 
PX sa = O dès que X E F(rh). 

Démonstration : C'est une propriété bien connue des fibrés vecto- 

riels plats. 

C.Q.F.D. 

(Lire : ce qu'il fallait dire au lieu de ce qu'il fallait démontrer!). 



a a 
On en déduit que relativement à l'atlas (ua,{sl, . . . ,S }) ,  la 

4 

1-forme de connexion locale (à coefficients dans ; iR)) de V est : 

La 2-forme de courbure de la connexion V relativement à 

a a 
l'atlas (Ua,{sl, ..., sql) est : 

Soit : 

3ème étape : 

Dans cette étape, on va supposer en plus que $ est un polynôme 

homogène de degré 2q, de I(GL(q ; IR)). I(GL(q ; IR) = IR[Z *, . . . , ~ q ]  où 

R c (A) = trace (A 1. 
R 

Dire que @ E I~(GL(~ ; R))  est équivalent à 



Lemme 3 .  Pour 4 E I~ ( G L ( ~  ; IR)) , on a : 

$ma)  = $(dea) .  

Démonstration : L ' a t l a s  (U,) de V e s t  à l a  f o i s  t r i v i a l i s a n t  

pour v e t  Ths  

S o i t  I a ( r h )  l ' i d é a l  dans !il (U ) engendré p a r  ceux des 1-formes 
DR a 

qu i  sont n u l l e s  s u r  ('h lua ) .  On remarque que l e s  1-formes w c I a h h ) .  
j lua 

Ceci par c o n s t r k t i o n  même. Donc 

e s t  une qxq matrice de  1-formes où : 

A 

On en dédu i t  que bQm F I a ( r h )  

Puisque yh e s t  un f e u i l l e t a g e ,  pa r  l e  théorème de Frobénius,  

on en d é d u i t  que : 

Donc dû = (db ) e s t  t e l l e  que 
a Lm l<R,rn<q 

1 
D'autre p a r t  : B a  A B a  = ( E  ) où : Rm l<R,m$q 

A 

On en d é d u i t  que CRm 
2 

E I a ( ~ h ) .  Puisque Codim 9 h = q ,  pour des  

r a i sons  de  dimension, on a : 

I;(T,) = O pour p 2 q + l .  



Soit K = (k k ) une suite d'entiers tel que 
1 y R 

[ K I  = k +. . .+kR = q. Il suffit de démontrer le lemme pour iJ = Lk = 
1 

On a par ailleurs : 

A 

C (R ) = trace (db +c ) i 
ki a Rm Rm 

Soit 

On en déduit que 

On en déduit que : 

avec O $ pi 5 k.. 
1 



Si l'un des < k le nombre 2q - 
pi 

est supérieur ou 
i ' i= 1 

égal à q+l, et la forme est nulle. 

La seule forme non nulle dans la somme (1) s'obtient pour 
pi = ki 

Soit 

Par linéarité, on en déduit que : 

C.Q.F.D. 

4ème étape. 

choix convenable dea i - ~ o m p n  
(aj los sr-l 

Dans cette étape, on va essentiellement se servir de la structure 

d' algèbre de Clif f ord . 
'L 'L 

Soit p : wxRq + % la première projection et P2 : wxRq + iRq 
1 

la deuxième projection. On identifie dans la suite T R ~  à 

% 3Y 'L ?4! 
T(WXR~) = pl TW 0 p2 T R ~  . 

On définit pour chaque O (O s j 5 r-1) l'isomorphisme fibré : 
j 



* % q q  
ii) en identifiant p2 T R ~  à WxR XIR 

On remarque que la structure d'algèbre de Clifford nous permet 

d'écrire : 

où lojI  est le nombre d'éléments de o 
j  ' 

- 
i) Les isomorphismes fibrés A induisent des isomorphismes 

O i 

ii) Soient Â a  les morphismes induits au niveau des formes. 
j 

Les formes u ci-dessous vérifient les hypothèses du lemme 1. 
j 



% 'L 
4 Démonstration : Soit p : W > Q R ~  + W x h IR = V la projection. 

On a le diagramme commutatif suivant : 

Puisque A~ est h-invariant et que h est linéaire, le morphisme 
i A - 

dp A passe aux quotients et définit A o. . 
0 : 1 

On a par ailleurs que : 

- - - - 1  
A A (w,x,y) = A (w,x,AO y) = ( w y x y ~ o ~ ~ O  Y). 

Cr. O o. 
1 j 1 j 1 j 

En utilisant la structure d'algèbre de Clifford, on a : 

où inj est l'indice tel que : 

Donc 



On en déduit que : 

w. (B.) = A w (Bj) 
1 J  ( O) 

Soit 

Or d'après le lemme 1 (lère étape), on a à l'extérieur de T, 

si i # j, wo(BiAj) ' 0. 

 autre part si i = j, w. (B.) = w (B ) = 1 à l'extérieur de T. 
1 1  O O 

On a d'autre part : 

^ * ^ * 
W .  = A  w = A  (O) = 0. 
'I'h "i 'lih 0. 1 

C.Q.F.D. 

5ème étape. 

On suppose désormais les w définis comme au lemme 4. 
j 

V est recouverte par les ouverts (Ua), comme dans le lemme 2 

-1 O 
(2ème étape) Ua = il (U ) .  On a la figure suivante : a 



Ioj  1-1 
A chaque o on associe (-1) *o : + iRq. On définit : 

j ' j 

Sur Ua, on choisit le système de coordonnées suivant : 

Soit w O la 1-forme sur V associé à o O = 0, qui vérifie les 

conditions du lemme 1 (lère étape), on pose : 

Par le lemme 4 (4ème étape), on peut choisir 

Par le lemme 3 (3ème étape), on a pour 1 JI = q : 



Comme CJ est multilinéaire, on en déduit : 

r - 
k fois 1 

> A  >...,A 1 
0 r- 1 O 

r- 
V 

k fois 
r 

1 
k 

Il reste à calculer (do ) A . . . A . 
O 

r- 1 

1 
(doo) A . . . A (du r-ll k r - (-l)q-('+') '-1 - -  

loRlkR+l 
I ( k .  )!(-Il R=O 

9 ! j =O ~ + 1  

hk(A ,*..,A )(do0l9. 
O0 or- 1 

où est la fonction explicitée précédemment k 

[ K I  = k l  + ... + k = q. r 

b 

Démonstration : Sur l'ouvert 
'a' Wo 

s'écrit : 

(B. = u à l'extérieur de T). 
J j 

Rv 
étant la métrique vérifiant les conditions du lemme 1 

(lère étape). On note dW la dérivée le long de U: C W. Donc : 



On en  d é d u i t  : 

S o i t  encore  : 

S o i t  comme avan t  : 

On n o t e  

On remarque que : 

Donc 

On e n  d é d u i t  



Désignons par : 

" = {M = (m , . . . ,m ) E {1,2,. . . ,qIR telle que m l  < . . . < ma}. 
1 R 

A chaque M e A on associe 
R' 

d B ~  
= d B  A ... A d 6  

1 m R 

Avec ces notations, on a : 

On en déduit : 

Désignons par : 

" = {M = (ml,m,m ) î 11,2,. .. ,qIR telle que R m l  < ... < m 1 .  
R 

A chaque M E AR, on associe 



Avec ces notations, on a : 

On en déduit 

Soit AK Ifensemble des permutations a de qui 

vérifient : 

( O < a 5 r-1 avec la convention k O = 0. 

On remarque que si (Mo,...,Mr-l) = a n'est pas dans A~ 

D' autre part si (Mo ,..., Mr-,) = a E A K ' on a : 



Donc 
r- 1 

Soit enfin : 

r- l 

Soit 

r- 1 - .  

-T-T ,du. ) kj+l - + r-i E IORlkR+l - -  
j=o J cl ! ( T l -  j =O ik. J + 1 ) ! )  (-I)~=O 

C.Q.F.D. 

Pour terminer la démonstration du théorème, on a : 



Soit : 

Rés = 4 £ (A , . . . A ) (dwolq = f (A  . . A ) f  (duo)q. 
( T~$w) C~ , D~ J o0 a r- 1 Oo O r-i D~ 

f (du )q = Rés 
O 

C 
( g h > ~ o , ~ )  q 

D~ 

où B est le champ associé à la matrice identité. Pour terminer la 
O 

démonstration du théorème, on remarque que : 

(1 )  Rés (yhU~o,w) c q =x(Ch) 

où x(Eh) est la classe d'~u1er du fibré vectoriel plat th . 

C.Q.F.D. 

Rematique 1 .  L'égalité (1) est due à Heitsch (cf. Heitsch [ 1) .  

Rmunyue 2. Dans le cas de certains feuilletages localement homo- 

gènes, on peut montrer par un calcul direct que [ est une forme 
Dq 

volume de la feuille singulière W. 



CHAPITRE IV 

DETERMINATION DE Rés h c 
, 1 J 

Dans ce chapitre, on fait les mêmes hypothèses qu'au chapitre 

précédent. 

On se propose d'établir le lien entre Rés 

ci' 

II 
On considère le fibré vectoriel plat orienté Ch = (V ---+ W) 

de fibre R ~ .  

On définit l'homomorphisme qui donne les classes caractéristiques 

exotiques du fibré vectoriel plat 
Ch, 

munit d'une SO(q)-réduction, de la 

façon suivante : 

Soient - + + 
, = 1 (GL ) = { C  Iy...,~ 
C' 9 9 

On choisit : 

i) La connexion plate 0 sur 
Ch 

d'holonomie h : c'est une 

ii) une connexion 8' sur Ch préservant une métrique riemannienne 

arbitraire sur 
'h 

. C'est une +'-connexion. d 

Soit 

l'homomorphisme qui donne l'exotisme. C'est un cas particulier de l'exotisme 

décrit au début (cf. page [ 1 ). 



le morphisme induit en cohomologie. 

I U  ca.h : Si q est impair - 

On a 

En effet, soit QG 
une base de S(QG) = I(G) et T~ : QG + PG 

une transgression. 
m 

On a un morphisme S (QG) = I(G) P s(QH) = I(H). 

+ 
Ici G = GL (q ; IR) et H = SO(q ; (R) q = 2r-1. 

A (  q, 7') = S(QH) 8 APG avec la différentielle 
d d 

Or S(Q,) = I(H) = S ( P ~ ~ - - - Y P ~ - ~  ) pour q = 2r-1 et A(PG) = A(hly .. . >h ) 
9 

avec 

i 
Dh2i+ 1 = O et 

Dh2; = ( - 1 )  pi . 

Donc : 

Comme le sous-complexe A(h2, ..., h ) 8 S(pl ,.. . ,P,-~) est une sous- 2(r-1) 

algèbre contractile, on en déduit le résultat annoncé. 



2Eme CU : q e s t  p a i r  : q = 2 r  

Dans c e  c a s  

Mais l e  morphisme a s e  prolonge à t o u t  (S(QH) R A P G ) , ~ ) .  
(8, e r >  

On e n  d é d u i t ,  de  l a  même façon  que 

?k 
On remarque que H (S(QH) 43 APG) n ' e s t  a u t r e  que 

?k + 
H (y(  ( q ) ,  SO(q)) .  Dans l a  s u i t e  l e  morphisme 

G' 

* 
s e r a  l e  morphisme a s i  q = 2r-1 e t  l e  prolongement de  

(0 ,  o r >  

Pour p l u s  de d é t a i l s ,  c f .  D. Lehmann [ 1. 

On a l e  théorème, q u i  g é n é r a l i s e  c e l u i  de  H e i t s c h  ( [ I l .  

Théoaènie 4. S o i t  1 = i l , ,  i , J = ( j l ,  ..., j L )  on Suppose 

q-r+l  < / J I  s q 

i )  s i  i l  2 r a l o r s  : 

Rés h c = a ( h I )  Rés 
I J  c J 

i i )  s i  [ J I  = q  



1 où fJ est la fonction explicite du chapitre III. 

Démonstration : Soit II : V + W la projection. Rappelons que 

* 
Ii V est identifié naturellement au fibré v h normal à Th. 

m 
Lemme. La connexion Ii e sur vh est une connexion de Bott pour 

be feuilletage fh. 

Démonstration : Localement 

- 1 
 image par (Ba) de la fibration 1 est la fibration Ii 

restreinte à U . 
a 

- 1 
L'image par ($a) de la fibration pz est le feuilletage gh 

restreint à U . 
a 

soit x o 3 (u:) et y0 E B ~ .  

Y. F R~ définit un champ unique Y E %@). 

Y est le vecteur d'origine m équipolent à Y . 
m O 

- 1 
et Y = ( $  ) Y est une section de vh ' de la forme Iify0 où Y est une 

a O 

section à dérivée covariante nulle de . Donc 

v Y = O.' - 
X 



si V est la dérivée covariante associée à II'€), et LX,?] aussi. On en 

- 
déduit que V- est la projection sur v de [X,?] , pour X, 7 de la 

X 
h 

forme ci-dessus. 

- 
Mais comme les sections X et de T et v qui sont de la 

h h 

forme ci-dessus engendrent toutes les autres pour la structure de cW(v)- 

module, le lemme en résulte. 

n Soit II'sR, 1' image réciproque d'une O -connexion sur V - W 
q 

et Ob une B . .  . , )-connexion (cf. Lemme O (page 1). 'r- 1 
b 

Par construction même de 8 , on a : 

à l'extérieur d'un voisinage tubulaire T de la section nulle s (W) = W, 
O 

pour 1 J 1 > q-r. 

A 

En effet la courbure ilb appartient à I V - T )  où 

A 

et I(T,"-~) désigne l'idéal des formes qui sont nulles sur les feuilles 
A 

du feuilletage 5, 
V-T ' 

On a d'autre part la formule 

( 1 )  
b 'R b * A (e ,n e ) = A (n*e,n'eR) - A (e ,n e) + cobord. 

C. C. C. 
1 1 1 

?k 
Puisque eb et Il 8 sont deux connexions de Bott pour '3 on a : 

h ' 

où I(T ) est l'idéal des formes qui sont nulles sur les feuilles du 
h 

feuilletage gh. 



Comme, codim = h 
q ,  on a : 

k 
I ( r h )  = O pour k 2 q+l  

* 
S i  R e s t  l a  courbure de 0 ,  on a  R = O ,  donc 

R * R 
e t  s i  i e s t  impair c .  (R ) = O où RR e s t  l a  courbure de ïï 0 . 

1 

D'après l a  d é f i n i t i o n  de Rés on a  : 

Rés 
h~ C~ 

(gh,Jyw) c .  

On considère l e s  p a r t i t i o n s  de 1 = ( i  < ... < i ) en 1' U 1" 
1 k 

avec 1' # ( i . e )  k '  3 1. 

On a : 

sous l e s  condi t ions  i )  ou i i ) ,  on a : 

Donc : 



On en d é d u i t  que : 

Rés 
C.  
1 
k 

* 
R ~ S  h C = / / n A (e,e R 1.. .A (e,eR))c,(n I J  LJ Dq 1 

C. 

Ik 

d 'où  : 

Rés 
0' +L 

h c = a(hI) Rés I J  C 

( J ~ ,  7 9 ' )  J 

C . Q . F . D .  



CHAPITRE V 

CALCUL DE Rés ( g 
,Br) c~~ hY 1 

Dans ce chapitre, on fait l'hypothèse supplémentaire que la feuille 

singulière W est un K(T,l). 

On se donne un groupe de Lie G semi-simple inclus dans GL(2q ; IR). 

Quitte à remplacer G par un sous-groupe de GL(2q ; IR) qui est conjugué à 

Gy on peut toujours supposer que le sous-groupe compact K = G nO(2q) est 

un sous-groupe compact maximal de G. 

Puisque G est semi-simple, le théorème de Borel implique que G 

possède un sous-groupe tel que : 

i) r\G soit compact. 

ii) r opère de façon totalement discontinue sur G / ~  . 

r HpoXhthèbe 1 .  On choisit W = Br = r\G/K , où i est un sous-groupe 

p i  véririe i) et ii). 

Hypo thèse  2 .  On suppose que dim Br = 2q = dim GIK. 

Soit Eh le fibré vectoriel plat RZq x G / ~  -t Bi associé à 
h 

l'inclusion naturelle h : T'+ GL(2q ; R). 

Pnopob iX ion  1. Le fibré ch est isomorphe au fibré vectoriel 5 

au K-fibré principal suivant : 

Démonstration : Soit @ : + G X I R ~ ~  



P i  
On considère ~ , 4 < ~ ~  - G l  K>6R 2q 

So i t  

La projec t ion  q u i  d é f i n i t  l e  f i b r é  v e c t o r i e l  p l a t  . 
On d é f i n i t  p 1  = p i  * p i  . On a p h  = où 

O 

(9' 1 = Gx(v).  
0 ( g , v >  

On considère 5 = ($)*(y ) . On a : 
O 

sur on f a i t  a g i r  K de l a  façon suivante : 

E t  on f a i t  a g i r  r de l a  façon suivante 

On a l e  diagramme commutatif suivant  : 



On a ~(g,v) = p(glYvl) <=>jY E r, 3k E K tel que 

- 1 
(gl,vl) = (yt,k v) 

donc 

Il suffit, de poser : 

IJJ est trivialement un difféomorhisme entre M et V. 

On remarque d'autre part que est invariant par l'action de 
O 

r et de K. En effet : 

donc 

go est r-invariant. Si k E Ky 

donc 

Chaque feuille de y est préservée par l'action de K. 
O 



* &  Y( - On a finalement les égalités p (J ) = O et + (3th) = y, 

C.Q.F.D. 

On distinguera dans la suite les 2 variétés (difféomorphes par 4 ) 

M et V. 

Sur GRZq, on considsre le champ de vecteurs qui s'écrit 

2i 
Le champ de vecteurs XI 

passe aux quotients et définit un champ 

de vecteurs sur M noté encore XI. Comme conséquence de la proposition 1, 

= Rés 
, C2q R é s ~ ~ h , ~ I , ~ r )  '2q 

Remohque 1 .  Soit 9 l'algèbre de Lie de G. 

A chaque Y o 9 ,  on associe le champ de vecteurs sur GXIR~~ 

défini par le flot : 

si on identifie %(6xlRzq) 3 % ( G )  @  IR^^). 
31( 

C'est le champ Y-Y où Y* est le champ linéaire sur IR 2q 

associé à la matrice exp Y. Autrement dit son flot est : 

( a,,) (v) = (expt Y)*v. 



* 
On remarque que Y-Y est tangent aux feuilles du feuilletage 9 .  

O 

En effet : 

- 1 
($y)t(e,v) = (expt Y, (exp tY) v) 

donc 

Soit .r le sous-fibré des vecteurs, tangents aux feuilles de 9. 
O O 

?& 
Pour tout Y E 7 , Y-Y est une section de T . 

O 

Remahque 2. Le groupe G opère à gauche sur G > ~ R ~ ~  

G x (G~IR'~) + (~rn'q) 

On remarque que l'action à gauche de G commute avec l'action 

à droite de K définie par 

En effet : 

go [(e~v)*k] = go(gk,k-'v) = (gogk,k-'v) = (gog,v) k 

Soit 

gog [(gyv)*k] = [go*(g,v)] k. 

Le feuilletage .Fo est en fait G-invariant, car : 



Comme conséquence de cette remarque, le groupe G agit sur M 

et le feuilletage $ est G-invariant. 

Soit k l'algèbre de Lie de K. 

1 Uypa2hG~e 3 .  On choisit un sous-groupe N de G tel que : 

I. étant l'algèbre de Lie de N (dimension 2q). 

Remmque : Un tel sous-groupe existe, d'après la décompositions 

d11wasauva pour les groupes semi-simples. (Pour plus de détails, cf. 

M. Naimark, A. Stern [ 1) .  
On considère, sous cette hypothèse, l'application 

P n o p o n ~ o n  2 .  11 existe un recouvrement fini (Uj) 1s jsn 
de B r  

l par des ouverts tels que : 

O m 
ii) -r 1 u j  X R ~ ~  

est engendré par (p )*(Yi-Yi) = Yi-yi où 
N 

I{Y *, . . . ,Y 1 est une base de n .  
2 q 

Démonstration : Comme ri 0 k = y ,  ( d ~ ~ )  (e ,v) 
: T 

(e,v) 
( N ~ R ~ ~ )  

+ T M est un isomorphisme. Par le théorème d'inversion locale N 
est 

p (e,v> 



un di£ f éomorphisme d'un voisinage de (e,v) dans ~ x 3 R ~ ~  sur un voisinage 

de p (e,v) dans M. 

S i  (n .v ) est un point quelconque de ~ x l R ~ ~ ~  on considère la 
O O 

transformation 

et p(no) : M -+ M l'action de n sur M. 
O 

On a le diagramme commutatif suivant : 

On en déduit que : 

est un isomorphisme. Donc P est un difféomorphisme local. N 

On remarque que le feuilletage sur GxIR~' est transverse à 
'V 

la sous-variété et le feuilletage induit est où : 
O 

e 

'.c = g- O n a  pNJ et PN est un difféomorphisme local. 
O 

En outre 3 est N-invariant et 3 est G-invariant. 
O 



Cun?léque~ce 2 .  On considère l'application 

~(g) = n(pN(g,O)) 

E est encore un difféomorphisme local. 

Donc tout point x dans B r  possède un voisinage ouvert U, tel 

que le diagramme suivant soit commutatif : 

IV 
fb % 

Soit T = ~ ' 3  . Une base de ( i ~  1 wxjR29) est constituée des champs de 
O O 

* 
vecteurs Y.-Yi, où Y Y  1 est une base de n. 

1 2q 

2q Dans la suite, on identifie pN(wxR ) et UXR'~. 

Donc 

(PN)* : 2 (w) r ~(1~~9) -+ 3 (u) cs 3(~~9). 

on notera dans la suite : (p ) (Y ) = Y i  0 et N * i,O 

(&)*(Yi) = Yi. 

Ceci achève la démonstration de la proposition 2. 

C.Q.F.D. 

Comme le fibré vectoriel 5 est associé au K-fibré principal 

K 4 G - BI' = r\G/K 

et que K est inclus dans O(2q ; IR), le produit scalaire euclidien sur 

R~~ est K-invariant, donc il définit une métrique % sur E .  



On considère sur G ~ R ~ ~  la 1-forme : 

'L 'L 
o est la 1-forme duale du champ radial XI par rapport au produit scalaire 
1 

euclidien 

Pour k E K, on a : 

comme l'action est linéaire, dk = k. 

On remarque, d'autre part que 

soit 

Comme ce produit scalaiere est O(2q ; IR)-invariant, on a : 

donc 

On en déduit 
1 

' 'DR (M) telle que : 



La 1-forme w 1 e s t  l a  forme duale  du champ r a d i a l  XI pa r  rappor t  

au  produi t  s c a l a i r e  d é f i n i  par  1. 

S o i t  

On d é f i n i t  0 comme é t a n t  l ' un ique  connexion de Bot t  s u r  

v t e l l e  que : 
1 um2q 

a a - = w1 (Y) [xIYK] pour Y E r (v 1 
'Y axi 1 1 u,w2q 

On remarque que 0 e s t  b i e n  d é f i n i e .  Mais c e t t e  connexion n ' e s t  

qas {XI)-basique. 

On peut cependant u t i l i s e r  0 pour c a l c u l e r  Rés 

E n e f f e t ,  s o i t :  

~~q = f p ( g , v )  1 (g ,v)  c GWR~'  t e l  que ( ( V I /  i 1/21. 
112 

M e s t  recouverte  p a r  a= 112' g2q 1. S o i t  {y1 , y2 une p a r t i t i o n  de 

l ' u n i t é  subordonnée à %. S o i t  une connexion de Bo t t  quelconque su r  v . 
On d é f i n i t  l a  connexion de Bott  0 O par  : 

0 a (XIyY) a 2 a 
'Y ax. 1 - - Y1 ' 52 (xI.XI) rxIy51 + ~ ~ ~ ~ 3 q  

pour Y IZ ï ( v  1 / UxR2q 



@O 
est une connexion {XI)-basique et e0 coïncide avec 8 sur v I ao2q ' 

O 
où Q e s t  la courbure de 0 . Soit la courbure de 8. Or 

O 

Par le théorème de Stokes, on a : 

soit : 

Rés 



On considère l'application : 

Soient (ai) 15is2q les 1-formes duales des champs Y. 1 s Q. 

* 
Soient (wi) 15is2q les 1-formes E (ai) = ai Sur B r -  

phuphi t ion  3. Soit [a] la classe de cohomologie de la forme 

volume w. sur B r .  
1 i= 1 

On a : 

Démonstration : Soit U comme dans la proposition 2. Les 
- 

engendrent TU. Sur v on choisit pour base de sections 
{'il isi~2q ( U X R ~ ~ '  

a . O n a :  
16ii2q 



Soit 

Soit 8 la 1-forme locale de connexion relativement à cette base. On a donc : 

où 1 est la matrice identité, A la matrice qui représente Y. e T-I 
j J 

et Y* est le champ linéaire associé à la matrice A 
j j ' 

a % * a 
Si A = (ajB), o n a  w (Y.) = 1 a x x  

j ' a,@ 
j8 a B' 

Donc : 

Comme duI = O. On a : 



On remarque que l'équation de structure de Maurer-Cartan pour 

le groupe de Lie N, nous donne : 

Donc 

ct 
Dans la suite, on pose u. (x , . . . ,x ) = 1 ajBxctxB. On a : 

J 1 2q a,B 

soit 

d'où : 



Comme ( d u u ( l ) ~ .    du 
0 (PI 

e s t  une forme de 

degré  p. 

( dw 
A . .  .Adw 

o ( P + ~ )  u ( 2 q J ~  = 

E t  c e t t e  forme e s t  n u l l e  s i  p < 2q. Ceci p a r  d é f i n i t i o n  même de  
fg2q 

Donc, l e  s e u l  terme q u i  i n t e r v i e n t  e s t  : 

S o i t  : 

C.Q.F.D. 

CanbZyue~c~.  Pour mont re r  que Rés (g ,x , ,Br )  e s t  non n u l ,  il 

s u f f i t  de  montrer que 6 = 1 dul  A . .  . A d u  e s t  non n u l .  
' 2 q  2 2q 

1 ~ ~ $ 1  
a =  1 



E x p n ~ A i o n  de 6 .  on considère l a  t ranf ormation 

H : p,2q -+ lR2q 

s o i t  enfin : 

dxl  A . . .  A ~ x  
2 q  

2q 2 
I 1 xasl 
I a= 1 

Remmue : Dans ce chap i t re ,  on ne s ' e s t  pas s e r v i  du f a i t  que 

dim B = n  e s t  un e n t i e r  pa i r .  



Rés C = (-1)x(sh) 
n 

($h~X19Br) 

kÙ n = dim BI', que n soit pair ou non. 

Démonstration : A chaque fibré vectoriel plat 
SP 

+ 
(où p : nl(W) -+ GL (n ; IR)), on associe la classe de cohomologie 

$(c ) = R ~ S  c s H~(w,IR>. 
P (5lf ,XIYW) n 

On veut montrer 

On remarque que ) est un invariant différentiable de 5 . 
P P 

On a d'autre part la naturalité : 

' + +  * ^ +  
Donc Sr P Hiiff (B GL,) , où Hdif (B GLn) est la cohomologie différentiable 

^ +  " +  
de l'espace classifiant B GL,, L n  étant le groupe linéaire des matrices de 

déterminant positif munit de la topologie discrète. (se rappeler que 

SC (s~) E Im ci). 
On a le théorème de Van-Est (cf. Van-Est [ 1) 

h est un isomorphisme. Dans la suite on identifie A-'#) et 8 . 
On rappelle que : 



) = h(hl,h 3 , . . . ,  h 2q-1 1. 

On peut écrire, de façon universelle : 

SC= e bI hI si n = 2q-1 (bI E R) 

La proposition va résulter des deux lemmes qui vont suivre : 

L 

Démonstration : Soit p (7 , K I  : 0 + H ( K )  le morphisme 

naturel dé£ ini par 1' inclusion (G,K) C (GL+ (n,lR) , SO(n)) du chapitre V. 

On a le diagramme commutatif : 

(cf. dé£ inition de l'exotisme des f ibrés plats du chapitre IV - page [ 1).  

Ainsi : 

Or, on remarque que si n = 2q-1 



En effet, la fonction (x~,..,x~~-~) = xB1x . . . x  x 'BlY. >82q-1 82q- 1 
est impaire, d'où : 

Donc 

Comme u(2 ,KI est injective (d'aprés Matsushima, puisque G 

est semi-simple et K compact maximal dans G), on en déduit : 

et 

soit 

C.Q.F.D. 

L m e  2. b =-1 pour n = 2q. 
O 

Q 
Démonstration : On choisit G = SL(2 ; IR) et 

9 
O i=l 

Ko = SO(2 ; IR). 
i= 1 

Dans ce cas particulier, soit : ( x l , y  l,...,x ,y ) les coordonnées 
Q 4 

canoniques de R ~ ~ ,  on a : 



soit en£ in 

et 

O 

D'autre part : 

En ef £et pour q = 1 ,  ~ ( 5 ~  ) = ll [a] (cf. Milnor [ ] ) . 
O 

En utilisant la formule du cup-produit pour la classe d'Euler, 

on a le résultat voulu. 

Donc 

On a finalement : 

~ é s  c n =-x(sh) 

C.Q.F.D. 



CHAPITRE VI 

CLASSES CARACTERISTIOUES ET 

GEOMETRIE DU FEUILLETAGE 

Dans ce chapitre, on se propose de relier les classes caractéris- 

tiques d'un feuilletage à la géométrie de ces feuilles. 

On considère (M,T) une variété feuilletée, avec codim T= q ,  

on fait l'hypothèse suivante : 

ffypo;thZae. 3 x ~  %(M) tel que [x,r(~)] c r(~) où 

T = T F .  

Autrement dit @ possède au moins un automorphisme infinitésimal. 

Si A désigne la plus petite classe de groupes qui contient les 

groupes moyennables et qui satisfait : 

1) si G e A, H e A alors le produit libre GwH e A. (A est 

stable par produits libres). 

2) si G e A et G a un indice fini dans Ky alors K s A 

( A  est stable par extensions finies). 

On démontre que s'il existe une classe hI CJ (5) non nulle 
O O 

pour 1 J 1 = q, le feuilletage admet au-moins une feuille L, dont ni le 
O 

groupe fondamental Il (L) ni le groupe d'holonomie linéaire n'appartiennent 
1 

On remarque que si C est une surface de genre g (g > 2) 
22 

Il ( 1 )  & A ,  mais Z u Z s  A. 
1 g 

Avant d'énoncer et de démontrer le théorème, on fait quelques 

rappe 1 S. 



Gttuupu )nu y~nnabLea .  

Soit un G-espace, c'est-à-dire que G est identifié avec un 

sous-groupe du groupe des transformations de M. 

Soit E l'espace vectoriel topologique des fonctions continues 

sur M à valeurs réelles. 

On s'intéresse aux fonctionnelles linéaires sur E qui sont 

positives et invariantes par l'action de G. 

r Dé&iWun. Soit G un groupe, B(G) l'espace de toutes les 

fonctions continues bornées sur G, avec la norme \If 1 1  = sup If(u> 1 
ue C, 

G est moyennable s'il existe : 

v : B ( G )  + W  telle que : 

i) u est linéaire et invariante à gauche 
1 

L ii) p ( f )  3 O pour f > O et ~ ( 1 )  = 1. 

2 )  ThQanErne V I  . 
Soit g un feuilletage de codimension q sur une variété M. 

Onsuppose : 1 

i) 3 x e %(MI tel que VY E r(~), [x,Y] E. r(~) où 

ii) Le lien singulier de d et X est une réunion finie de feuilles 

de W .  



S'il existe une classe h c (9) # O où /JO/ = q, alors il existe au-moins 
Io 

une feuille L du feuilletage $ telle que : 

11 nl(L,xo) 4 A 

2) La représentation d'holonomie de ïi (L,x~) dans ~ i f f  (sq-l) 
1 

1 ne peut conserver de mesure sur sq-l. 

n 
Démonstration : 

5(9+,x> = U Li, où L. sont des feuilles 
i= 1 1 

yropres de 9. 

D' après le 1 ier théorème des résidus, on a pour / J 1 = q : 

t. est l'isomorphisme de Thom, (i.e.) l'isomorphis~e inverse de 
1 

1 

Soit 

hi 

hi : n (L ,x O 

O l i o  

'Li où h est l'holonomie linéaire de la feuille singulière L. et 
O 1 

r : GL(q ; IR) -*   if f (sq-l) 

A --t T (A) 



On regarde  S q-* comme é t a n t  l ' e s p a c e  des  o r b i t e s  du champ 

q a 
r a d i a l  XI = , xi a ; ~  . 

i= 1 1 

L'ac t ion  de GL(q ; R) s u r  é t a n t  l i n é a i r e ,  e l l e  conserve l e  

champ r a d i a l  X ~ y  donc e l l e  i n d u i t  une a c t i o n  su r  l ' e s p a c e  des o r b i t e s  de 

q- 1 XI q u i  e s t  l a  sphère  S . 
i 

Soi t  h  : I I l  (L. 1 .xo) +  if f  (UIq,0) l 'holonomie de l a  f e u i l l e  

propre L..  1 On suspend c e t t e  r ep ré sen ta t ion .  s o i t  : 

Il 'L I l  
II (L. , x  ---+ L.  ____f 

1 1 0  1 Li 

% 

On r e s t r e i n t  e n s u i t e  L. x IRq à un vo i s inage  t u b u l a i r e  T i ,  
i hi 

plongé dans M y  convenable de  L . .  1 



On remarque que pour calculer Rés (~,x,L, ) h ~ C ~ '  
il suffit de 

I 

prendre M = V où cette fois-ci : i ' 

est un fibré ~ i f f  (l~~,O)-~lat. On identifie dans la suite 
avec Vi, et le 

fibré normal de (3 avec le sous-fibré de TVi formé des vecteurs tangents 
II. 
1 

aux fibres de V. - L.. 
1 1 

On peut aussi supposer que l'automorphisme infinitésimal X est 

tangent aux fibres de V. -+ L.. En effet, on a : 
1 1 

Lemme 1 .  Si Y E T(T) où T = TF alors 

Rés (S,x+y,Li) = Rés 
(T,x,L.) 

1 

Démonstration : Considérons le diagramme commutatif suivant : 

On considère sur V. x [O, 1] le feuilletage (pf ?) . On construit 
1 

% 
le champ de vecteur X sur VxI, défini par : 

On remarque que X+tY est encore un automorphisme infinitésimal 

% 
de P. Donc X est un automorphisme infinitésimal de (p; 9 ) . Le lieu 
singulier est : 



Soit 

Par construction même, on a : 

Soient w, w' ,oo trois connexions telle que : 

Rés = Rés 'L 
( ~ 9 0 '  ,w0) 

.* .* , .* 
On en déduit que ltw, 1 t o , ltwo sont trois connexions telles que 

Rés * * = Rés * 
(i o,i o',i w 

t o  
( F,x+ty ,Li) 

t t  

Finalement, on a : 

?k 
i R ~ S  * - , = i; ~ é s  
O 

(plv,x.~ix Co, 11 1 ( P T ~ y % , ~ i x  [O, 11 

Soit 

Rés 
?& 

= Rés * * '- *ri, 
(i*p*$, i o ~ , ~ i )  (i p S,ilX,Li) 
O 1 1 1  

Rés (S,X,L~) = Rés (5,x+y,Li) 

C.Q.F.D. 

Dans la suite à l'automorphisme infinitésimal X, on associe 

la matrice A définie comme suit : 



On identifie d'abord M avec V. sur une fibre de V identifiée 
1 i ' 

à Rq avec les coordonnées x1, ..., x , on a : 
9 

a a 
On définit A = (a ) k (O,. . . ,O). 

kR lik,Rsq 

Autrement dit A est l'endomorphisme : 

tS où u est le champ constant sur iRq égal à u. 

Ce choix n'est pas intrinsèque, la matrice A n'est bien définie 

qu'à conjugaison près par une matrice inversible. Mais par contre, c~(A) 

est bien défini. c. étant le i-ème polynôme de Chern sur 
1 

l'holonomie linéaire de Li, D étant la différentielle prise en zéro, en 

suspendant , on a un GL(q ; IR)-fibré vectoriel plat : 
Q 



Soit le feuilletage définit par la structure plate de 
O O 

rI. 
O 1 

(Vi --3 Li). 

On considère, d'autre part le champ de vecteurs linéaire sur 

'Li 
Ce champ est h -invariant. 11 définit donc un champ de vecteurs 

O 

O 
XA sur V.. 

1 

On a le lemme de linéarisation (cf. Heitsch [ 1 ) . 

I 
Lemme 2. 

Rés = Rés 
( ~ , x , L ~ )  ( ~ o > ~ A ' ~ i )  

Démonstration : Pour t > O, on considère : 

Soit 

'L 
Soit Xt = (ht)*(X ) .  Par ce procédé on construit une famille 

t 
à un paramètre de variétés feuilletées (Vi, Ft) 

'L I I .  
1 'L. L. x iRq=vi 

1 i 1 
h, 



étant le feuilletage défini par la structure ~iff(f~~,~)-~late sur 
t 
Ili <v; - Li). 

2r i 
Le champ Xt est h -invariant, il induit donc un champ t Xt sur 

t 
Vi, tangent aux fibres de 

t nE vi - L.. 
1 

Xt est un automorphisme infinitésimal de et le lien singulier 
t 

est : 

t 
Il. 
1 où st est la section nulle de V! - L.. 

O 1 1 

On considère pour t > O : 

'-b 
Les $t vérifient : 

'-b 
Donc + passe au quotient et on a le diagramme commutatif 

t 



On en d é d u i t  que : 

'dt > O Rés ( g t , X t  ,Li) 4 = Rés (3',x,Li) 9 

e t  puisque l i m  Xt = XA e t  i i m  h:(y) = gi(y) O vy E n 1 1 0  (L. ,x ). La conver- 
t 4  ,- t-tO 

K 
gence é t a n t  uniformément c  s u r  l e s  compacts. 

Lim R ~ S  $ = R ~ S  9 
O ( g t , X t > L i )  ( ~ , x , L .  1 

So i t  e n f i n  : 

C.Q.F.D. 

i 
Lmme 3 .  S i  "(Li) E A où s i  h (Il (L ))  conserve une mesure - o l i  

1 su r  s'- l ,  a lo r s  

~ é s  h  c  = O  pour J J ( = ~ .  x ,  1 J 

Démonstration : Comme conséquence de ce q u i  précède,  on a  : 

J 
R ~ S  h  c = h (E.) x(Ei) ;TA) 

( , x , L ~  1 J 1 1 9 

où ci es t  l e  f i b r é  v e c t o r i e l  p l a t  : 

y,((i) est  l a  c l a s s e  d 'Euler  d e  ce  f i b r é  v e c t o r i e l  p l a t  e t  A l a  mat r ice  

a s soc i ée  au champ X, comme précédemment. 



Le lemme 3 résulte du fait que ~(6.) = 0. 
1 

Donc, pour terminer la démonstration du théorème, il suffit de 

montrer que ~ ( 6 ~ )  = 0. 

i Lerne. 4. Si II (L.) est moyennable ou h (II (L 1) est moyennable 
1 1  O 1 i 

1 est injective. 
- 
n 

S i  = M i  - L i  est le sq-l-fibré en sphères associé à 5 i ' 

Démonstration : Considérons le diagramme : 

- 
II 

où S i  = M i  - L. est le sq-l-fibré en sphères associé à ci. 
1 

On remarque que sous les hypothèses du lemme, h: (Il (li)) laisse 

fixe une mesure v. Ceci va permettre de construire un inverse à gauche à : 

-+ n : n (L.) . 
DR i 

- 
n On remarque que M. - 

1 Li est un fibré plat. 

soit (Ui,a)apI un recouvrement de L. par des ouverts simplement 
1 

connexes, on a le diagramme commutatif : 



où 
'i,a 

est un isomorphisme de fibrés plats. 

k 
Soit w E Q (M.). A chaque y E sq-l y on associe : DR 1 

Cette transformation consiste à envoyer U. sur la feuille 
A 1, a 

L du feuilletage 9 --1 
$)y (x) In (ui a) ' 

A 

(g étant le feuilletage définit par la structure Diff (gq-')- 

plate). 

Soient X ~ > . . . ~ X ~  E Tm L . .  1 On définit 
O 

* 
f 
a,w, (XI>. . . >%) (Y) = (XI y.. . 

i 
où p est la mesure h (II (L ))-invariante. o l i  

-- 1 
On remarque que (U. ). On vérifie faci- QDR(n (Ui,a)) + QDR iya 

lement que : 

On remarque que les applications Pa 
se recollent et définissent un 

morphisme d'algèbres différentielles graduées : 



En effet : 

Soit 

où g:yB(mo) est la fonction de transition. 

Comme g;yB(m ) E ~~(II~(L~)), on a : 
O 

- * * m 
On en déduit que II : H (L.) -+ HDR(Mi) est injective. DR 1 

C.Q.F.D. 

Remmyue. Le lemme 4 est un cas particulier du théorème général 

de Thuston-Hirsch (cf. Thruston [ 1) qui dit que E* reste encore injective, 

i 
lorsque IIl(Li) c A OU h (II ( L . ) )  E A .  Mais la démonstration est plus com- 

O 1 1  

pliquée. 



-f 
Démonstration : 11 s u f f i t  de remarquer que ll (Mi) LM. 1 a u n e  

c l a s s e  d 'Euler  nu l l e .  

-Y - 
En e f f e t  Il (Mi) = I (u ,v)  E M.xM. t e l  que ÏÏ(u) = II(v)) e t  

1 1  

-f 
p(u,v)  = u. Soi t  s O : M. 1 --+ Il (Mi) 

s0(u)  = (u,u) ( i . e .  l a  s e c t i o n  diagonale)  

s e s t  une sec t ion  de  ce f i b r é  en  sphères .  
O 

Donc 

Par f o n c t o r i a l i t é ,  on a : P*(x(F-i)) = O. 

-* 
Comme II e s t  i n j e c t i v e ,  on a 

xts,)  = o. 
C.Q.F.D. 

Ceci achève l a  démonstration du lemme 3 e t  par  s u i t e  l a  démonstra- 

t i o n  du théorème. 

Remahque. Dans l e  c a s  où e s t  moyennable ou 

moyennable on peut donner une a u t r e  démonstration du lemme 5 en s e  s e rvan t  

des r é s u l t a t s  de Gromov su r  l a  cohomologie bornée. 

D'après Gromov, l e s  c l a s s e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  d'un f i b r é  p l a t  sont  

dans l a  cohomologie bornée de l a  base. 

D'autre p a r t ,  l e  théorsme fondamental de Gromov d i t  que l a  cohomo- 

l o g i e  bornée d'un espace  e s t  é g a l e  à l a  cohomologie bornée de son groupe 

fondamental. 

E t  f inalement ,  l a  cohomologie bornée d'un groupe moyennable e s t  

nul  l e .  

(Pour p l u s  de d é t a i l s  c f .  Gromov [ ] ) . 
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s t e  à tester, l e s  c l a s s e s  exotiques e n  'termes de résidus. cet& techn 

que s'applique aux c lasses  caractéristiques! éventuellement r i g i d e s  des f e u i l -  

l e t ages  . 
1.. r > i  4, &::<%.;-; , - l  -,- 

I'& 
wfl,4h a: Ceci nous permet d ' é t a b l i r  des formules e x p l i c i t e s  pour cer ta ines .  
%%tg&": 

c l a s s e s  ca rac té r i s t iques  (éventuellement r i g i d e s )  d'une large  c l a s s e  de f e u i l -  

- letages. 

i e r  chap i t r e  o n - r e l i e  les c l a s s e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  d'un 
i 

1 :  f e u i l l e t a g e  3 l a  géométrie de ces f e u i l l e s .  On considère un f e u i l l e t a g e  . ' .  -ki * 
de codimension q qui  admet au moins un automorphisme i n f i n i t é s i m a l  t ransverse  

a i  A désigne l a  plus  p e t i t e  c l a s se  de groupes qui  con t i en t  l e s  groupes moyen- 

I nables e t  qui e s t  s t a b l e  p a r  produit  l i b r e  e t  par  extens ion f i n i e  ; on démon- 
_ '  

t r e  que s ' i l  e x i s t e  une c l a s s e  h c ( a  ) non n u l l e ,  avec IJ0I = q ,  
=O - - 

F p o s s è d e  au moins une f e u i l l e  L, tel que IIl(L,xo> 4 A e t  1 'holonomie 
s- 1 l a  sphère $ , 


