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(1)

INTRODUCTTION

L'existence de solutions périodiques de 1'équation des ondes

a fait 1'objet de plusieurs travaux ces quinze dernidres années.

Plusieurs types d'équations ont été étudiés. Dans le chapitre I,
nous verrons comment ces questions ont &té résolues ; notamment, les
travaux de H. PETZELTOVA [11], W.S. HALL [8], L. CESARI - R. KANNAN [4]
H. BREZIS - NIRENBERG [3], BAHRI - SANCHEZ [2], BAHRI - BREZIS [1], et,
enfin, J. MAWHIN E{], [Kﬂ dont nous adopterons le point de vue. Celui-ci,

dans [9], étudie 1'existence de solutions périodiques de 1'équation :

2
(n u, -owu = f(t,x,u), o € Q.

Pour laquelle, il définit la notion de solution périodique
généralisée (SPG). Plus précisément, u € Lz([p,Zﬂjz) est dite solution

périodique généralisée de (1) si pour tout v € Pz, on a :

2
(u’vtt - O VXX) = (f(.,.,u(.,.)),v)

ou (.,.) désigne le produit scalaire usuel de L2((O,2ﬂ)2) et P2

1'ensemble des fonctions de CZ(RZ,R) et 2m-périodiques en leurs

deux variables.



(ii)

Dans ces conditions, J. MAWHIN prouve que sous certaines hypo-

théses convenables et si f vérifie

(2) a < £(t,x,u) - £(t,x,v) £ b a,b € R convenables.

u-—-v

Alors (1) possé&de une SPG unique.

On se propose ici d'@tudier 1'existence de solutions périodiques

de 1'équation :

(3) U + U f(t,x,u,uxx)

on exhibera une condition suffisante sur f, permettant d'étendre le
champ de validité de la méthode de J. MAWHIN [Q] a propos de 1'équation (I).

L'argument fort de cette étude est basée sur 1'inversion d'un

Iy

opérateur conduisant 3 une application du th&or@me point fixe de Banach.

Dans une premiére &tape, on étudiera les &quations :

(4) u £(t,x,u)

+ u
tt XXXX

(5) f(t’xauxx)

u + u
tt XXXX

Dans ces 2 cas, si f vérifie (2), le probléme admet une

solution périodique généralisée unique dans un espace de Banach convenable.

Dans une seconde partie, on étudie 1'équation (3) ; on se placera



(iii)

dans Lz([b,Zﬁjz) X Lz([b,anz) et 1'on supposera que
f(.,.,u,v) € Lz([b,ZHJZ) si u, v € H. Dans ces conditions, pour A, U

deux réels convenables, ST inf {n4 - m2 - pnz - A} >0
b
s'il existe pour wu,u,v,v € H, deux fonctions a, B,
5 - -
a : R >R 3 (t,x,u,u,v) > a(t,x,u,u,v)

B:R >R ; (t,x,u,v,v) > B(t,x,u,v,v)

telles que :

- = f(.,.,U,V)

1) o(.,.,u,u,v) £(.,.,u,v)

B(o,.,u,v’;;) f("',u9V) - -f-(.’.’u’v)

v =V

el
<
<
™
=

ii) pour tout u,

oup  Llo=A L [1B-ull )

RS q

ou q est la distance de (A,u) aux droites
n4 - m2 - unz - A = 0.
Alors 1'équation (3) admet une SPG unique.

Une étude graphique permettra de montrer la possibilité de
déterminer (A,u) pris dans un espace convenable, de telle manié&re

que la condition ii) du théoréme puisse &étre satisfaite.



(1)

(2)

(3)

CHAPITRE |

QUELQUES RESULTATS CONNUS

Le probléme de 1'existence de solutions périodiques d'équations aux
dérivées partielles non lindaires a regu une consid@rable attention ces

dix derniéres années.

1) Etant au début, inspiré des méthodes de J.K. HALL [Z] et
L. CESARI, portant sur les équations différentielles ordinaires,
William S. HALL (1970) étudia 1'existence de solutions périodiques d'une

certaine classe d'équations aux dérivées partielles
u (£,x) + (-DPDPu(t,x) = f£(t,x,ult,x),u, (t,x),u (t,x),...,DPu(t,x))
tt X t X X
saéisfaisant les conditions de périodicité
u(e+2m,x) = u(t,x) = u(t,x+2m)
plus simplement on écrit (1) sous la forme
Lu = €F(.,.,u)

oi F est la composition de fonctions : f est supposée 2T-périodique en

t et X
F(t,x,u) = £(£,%,u(t,x),u_(£,%),u_(£,%),...,D u(t,x))

et L 1'opédrateur différentiel



(4)

(5)

(6)

P42p
L=2D + (-1)'D
tt (=1 X
L'idée de la résolution de ce probléme est la suivante
on se place dans un espace de Banach H de fonctions 2 -périodiques
en t,x, pouvant se décomposer en deux sous—espaces supplémentaires
M et MJ; oi M est le noyau dans H de l'opérateur L. Puisque

M est non-trivial, L est borné et inversible seulement sur M

le complémentaire de M dans H.

D'autre part, si 1'on remplace 1'&quation (1) par 1'équation :
Lv = (I-Q)F(.,.,v)

oi Q est la projection de H sur M, alors L peut—étre inversé

ce qui nous donne l'équation intégrale suivante
v(y,€) =y + eK(I-Q)F(.,.,v(y,E))

oi K: M> M est 1'inverse de L sur M et y un élément quelconque
de M.
Par le théoréme du point fixe de Banach, (6) admet une unique

solution dans H pour tout y € M et € suffisamment petit.

Evidemment v(y,c) ne vérifie (1) que si QF(.,.,v(y,e)) = O.
Or y est choisit arbitrairement dans M. Par conséquent, s'il existe
y(e) dans M tel que QF(.,.,v(y,e)) = 0, alors v(y(e),e) est

solution périodique de (1).
L'équation :
QF(.,.,v(y,€)) =0

étant plus simple que 1'équation (1), reste tout de méme en général

assez difficile 3 résoudre, méme si on la considére comme une applica-



tion directe du théoréme des fonctions implicites.

W.S. HALL ES] conclut son étude par les théorémes suivants

Theoreme :

Soat £ ne dépendant que de t,x,u. u &tant 2m-périodique
en t et

On suppose que £ admet des dénivées continues juqu'&ji—”““
L'ondre pk+2, k > 2 et |

1) fu(t,x,u) > B >0 ;

ii) []ft(t,x,u)yl < N(1+|ul).

Alons, pour € suffisamment petit, L existe une unique sofu-,

ton 2m-periodique u(.,.,e) € Hp K (%) .

Dans Le cas od L'equation étudile est :

2
Lu = U, + (—])pDXpu = e(aut + f(.,.,u)).

on a le théoréme suivant.

Theoneme :

S SO{I k 2'3, et supposons que :
i) f eAt'contin&MQnt differentiable d'ondre pk+2 ;
ii) f(t,~x,-u) = -f(t,x,u) ;
iii) £ 2m-periodique en t et x

] o, . or
iv) AL existe r > 0, tel que sup l£(t,x,8)] <« = ;
t,x,|s|<r .

v) pour ce méme r, sup lfu(t,x,s)l < a.

(%) Hp K désigne simplement 1'ensemble des distributions dont les coef-
b

ficients de Fourier sont de carré sommable par rapport au poids

U(msn;p:k) = (]+m2+n2p)k/2-



Alons, powr € assez petit, L'Equation ci-dessus admet une

solution 2m-pérlodique satisfaisant :

Di(j_])u(t’OaE) = Di(j—l)u(t’ﬂ’g) j = 1,2,...,p.~

Une application de ce théor@me est l'exemple suivant :

_ 3
U, u = E(ut + au + bu” + g(.,.))

u(t,0,e) = u(t,m,e) = O.

On notera que cet exemple a été &tudie précédemment par
J.K. HALE [Z] qui montre que cette équation admettrait une solution

2T-périodique pour €,b assez petits et a # O.

Une généralisation est 1'étude de

u . + (—l)pDipu = g(u + au + bu3 + g(.,.)) p=1,2,...

I1) Dans le méme esprit, H. PETZELTOVA (1972) reprenant les idées

de 1'école tché&que (VEJVODA-KRYLOVA) étudia 1'existence de solutions

périodiques du probléme :

+ = f(.,. u
Ui Uyxxx G5, t)

il
[y
7~~~
fal
=
N
1
ol
ol
7~~~
+
]
N’
l
o

(n u(t,0) = uxx(t,O)

f périodique en t.

Le cadre de résolution du probléme est le méme que celui de
W.S. HALL :

on se place dans un espace de Banach A =B @& C ou B est

le noyau de L =u__ + u et L est borné et inversible seulement
tt XXXX



sur C 1le complémentaire de B dans A. On note P] et P2 les
projections orthogonales de A sur B et C respectivement et on

cherche la solution sous la forme u =v +w, avec v € B, we€ C.

Ainsi le probléme (1) est équivalent au systéme

{ p,F(v+w =0 (2)

Lw = Esz(V + W) (3)

L'hypothése essentielle faite pour résoudre (2) est l'exis~
tence de Y > 0 tel que :

f 2y >0
Ye

ou fu 2y >0 si f ne dépend que t,x,u.

Le théoréme du point fixe de Banach permet de résoudre (3)
et en achdve 1'étude.

Ainsi H. PETZELTOVA contourne la difficulté de la méthode
de W.S. HALL en imposant 1'hypothé&se ci-dessus, qui est plus facile
é‘vérifier'que les hypothéses nécessaires a l'utilisation du théoréme

des fonctions implicites.

Les deux résultats fondamentaux de H. PETZELTOVA & propos

de 1'équation (1) sont les suivants

Théorndme :

Soit £ véniflant Les hypothises sulvantes :
AL existe R >0, r >0 ztels que :

i) £ admet des dénivées continues d'ondre 2(n-1) sun

G, =G x [- CO(R+r)’CO(R+r)]2 .



2k

8x2k

t

€

G

iii) £ 2y >0 sur G

Alons pour

solution 2m-pérlodique dans Bi xC

2k

ii) —9—-—F(u)(t,0) = Jifﬁ F(u)(t,m), k =0,1,...,n~1
ox

=

. 1 .
- —-— = >
iv) v 5 (sup fu(t,x,u],uz) inf fu(t,x,ul,uz)) oa >0 .

€

v) sup‘ft(t,x,u],uz)[ < oR.

£ assez petit L'équation (1) admet une unique

r (¥%),

()

Dé finition de B;,C; .

Soit .I = [0,27] x [0,m], G =R x [0,7].

D = {Y réelles,

2m-périodiques, indéfiniment différentiable sur G

32% 0x 20,0y = 3%K/0x™W(e,m =0, k=1,...}.

An le complété de D pour la norme :

2T ¢ n 2n
oty = [ s |2 o [ st Praan 2
0’0 |5t 9x
Soit B 1'ensemble des solutions de l'équation Lu =u__ + u =g
n tt XXXX

et donc Cn le complémentaire de Bn dans An.

D'old

s =

B R

]

wes 5 |lul] <Rk

{ue C, ul] < r}.

.
2



Une généralisation de la méme maniére que W.S. HALL pour

1'équation Lu = E(aut + f(.,.,u)) est donnée par le théoréme

Théeonéme :

Supposons qu'il existe R, r >0 <tels que £ continiment

digferentiable d'ondre 2(n-1) suwr Gy,

2k 2k

d F(u)(t,m) =0 , k =90,1,...,n"1
2k
ox

Do P (£,0) =
ox

et 2m-périodique en t. En plus, on suppose que :

sup{|f(t,x,u)|, (t,x,u) € G3} < oR. AlLors, {L exdste une unique sclution
du probleme Lu = e(aut + f(.,.,u)).

Dans BEX Cfl pour € assez petLt.

IiI) Toujours a propos de l'existence de solutions périodiques
d'équations aux dérivées partielles, L. CESARI - R. KANNAN [}] dans un
esprit de généralisation de ces questions, &tudient le probléme en

considérant 1'équation :
(1) Ex = Nx x € X

oi X est un espace d'Hilbert, E wun opérateur dont le noyau est de
dimension finie ou infinie (cas elliptique ou cas hyperbolique) et N
un opérateur non linéaire.

Sous certaines hypothéses, ils prouvent 1'existence de solutions

de (1).



En particulier, il en résulte 1'existence de solutions d'équations

de la forme :

u - Au f(.,.,u)

tt

u " Au = f(.,.,u,ut

Su_)
qui contiennent comme cas particulier les équations de W.S. HALL et

H. PETZELTOVA seulement pour f =€g ol € est un paramétre réel

assez petit.

Comme nous allons le voir, dans ce cadre général d'études,
1'hypothése essentielle de H. PETZELTOVA n'est pas nécessaire. Les
hypothéses de L. CESARI - R. KANNAN apparaissent a priori "draconniennes",
mais en fait, dans la pratique, elles décrivent la situation de plusieurs
équations aux dérivées partielles non linéaires, 1'opérateur E n'étant
pas nécessairement auto-adjoint, un exemple du cas hyperbolique étant

1'€quation :

+ u = f(t,X,u,...).

Hypotheses et néduction du probleme de CESART-KANNAN.

Soient X et Y deux espaces de Banach réels, ] llX’ || llY
leurs normes respectives, OU(E) et R(E) 1le domaine et 1'image de 1'opé-
rateur linéaire E. E : D(E) Y ; D(E)C X, et N : X~>Y 1'opé-
rateur non linéaire.

On considére 1'équation :
(1) Ex = Nx ; x € D(E).

Soient P : X*>X 3 Q :Y~>Y des projecteurs, dont les

images et les noyaux sont donnés par



R(P)
R(Q)

PX

1]
<

; Ker P R(I-P) (I-P)X

1]
»

]
1l
[
]
1}
1}
=<

QY ; Ker Q = R(I-Q) = (I-Q)Y

On suppose que P et Q sont choisis tels que :
Ker E = PX et R(E) = Y] = (I-Q)Y.

Cela suppose évidemment que Ker E et R(E) soient fermes
dans X et Y respectivement.

Ainsi E est linéaire, bijectif de D(E) N X, sur Y] ;
on notera H son inverse de Y1 - D(E) N X].

On suppose également que H est borné, non nécessairement

compact et vérifiant

i) H(I-Q)E = I-P
ii) EP = QE
iii) EH(I-Q) = I-Q.

Enfin, soit L wune constante telle que

I’HYle < LI‘y][Y pour tout y € Y,

Dans ces conditions, l1'équation (1) est é&quivalente au systéme :

(2) x = Px + H(I-Q)Nx .

(3) Q(Ex - Nx) = 0.

. . *
Autrement dit, si 1'on pose x = Px € XO s, et Ker E = Xo = PX

4) x=x + H(I-Q)Nx.

(5) QNx = 0.

P * - . .
Par conséquent, pour tout x € X 1'équation (4) apparait

comme un probléme de point fixe ; x = Tx avec Tx = x* + H(I-Q)Nx.



L'équation (1) étant réduite 3 un systéme d'équations, plusieurs situations

et plusieurs cas peuvent €tre envisagés :

a) X =Y un espace de Hilbert réel ; CESARI-KANNAN ont donné
des conditions suffisantes pour résoudre (1) en utilisant la théorie

des opérateurs monotones.

b) X =Y un espace de Hilbert réel séparable, E auto-adjoint
N 1lipschitzien. CESARI montre qu'il est toujours possible de choisir X
et, par conséquent, P,Q de telle maniére que 1'opérateur T est une
contraction dans X, et donc l'équation x = Tx admet une solution

unique dans une boule convenable de X.

c) En général, pour E non nécessairement auto-adjoint, X et
Y espaces de Banach réels, CESARI et KANNAN dans toute une série d'ar-
ticles ont considéré la situation oi Y est un espace d'opérateurs li~
néaires sur X, telle que l'application <y,x>, Y X X > R est définie,

linéaire en x et y vérifiant les conditions naturelles suivantes :

(")) |<y,x>| < Kllx||X||y[]Y K constante, x et ye€ X et Y.

Il est toujours possible dans ce cas de choisir des normes

dans X et Y ou l'application <y,x> de telle maniére que K = 1|,

(H

) pour y € Y, on suppose que y € R(E) = Y1 i.e.

. ] *
Qv = 0 si et seulement si <Qy,x > = 0 pour tout x € X .

Quelques exemples de cette situation ci-dessus :

. . . V
soit G un domaine borné de R :
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D X-v-12@ ; <y - |J yox@de] < |lyl] x|
G

avec les normes usuelles dans LZ(G).

b) X = L2(G) muni de la norme usuelle, Y = L°(G) muni de

la norme ]] []w et donc :

y] = lmes &7 yxeacl ¢ yll Il , -
G L

c) X = Lm(G), Y = Lw(G) et donc aussi :

|<y,x>] = | (mes c>‘”2[ yoxac] < |yl =] .
G

d) enfin, on prend :

X = H*(G) muni de la norme de Sobolev ]]x]|m ;
Y = L2(G) et donc :
|<y,x>] = |)(Gy<c>x<t>dt| < Iyl oIl < sl el -

Une application directe des travaux de CESARI-KANNAN est

1'étude du probléme :

r + u = f(t,X,u,... 0 <x < t eR
utt KXXX ( s &y, ) ’ ’

{ u(t,0) = u(t,m = uXX(t,O) = uxx(t,ﬂ) = 0,

u(t+2m,x) = u(t,x), O <x <, t € R.

\

soit 1 = [o,m] x [0,27], G = [0,m] xR

(e}
D= u(t,x),2m-périodiques en t, de classe C sur G

D2%u(e,0) = Diku(t,ﬂ) =0, k=0,1,2,...

Am le complété de D pour la norme :
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X

elly = (fj [@"0? + 02" axdx) /2
I

Alors, Am est un espace d'Hilbert réel dont le produit scalaire

est

(u,v)m = (D?u,D?v) + (Dﬁmu,viﬁv) u,v € A.m .

(, ) désigne le produit scalaire de L2(I) ; et donc
2 .
AO = L7(I).
Si on considére le probléme ci-dessus avec f =1 ou f = x,

la condition de PETZELTOVA n'est pas nécessaire ; des solutions élémentaires

sont données respectivement par :

u(e,) = 247 %% - 1270 w2673k
-1 ¢ -5 .
=41 ©§  (22-1) “sin(22-1)x
£=1
et
ule,x) = 1207 %0 - 36 %> + 7(360)  'nx
= 2 E (_])£+1£—5 sin £x
L=1
pour F(t,x) = 1 =41 T (22-1) 7 'sin(2£-1)n
£=1
F(e,x) = x=2 5 (- sin £x
£=1

sont analytiques dans G, mais n'appartiennent pas a A].

Nous avons le théoréme du probléme :



Théoreme :
. 2 3
Soit f(t,x,u,ut,ux) € CT(G xR7).
Supposons qu' il existe deux constantes R o, r telles que :
*
al pour tout u € X, u €X_ , ]!u]IIXs r, ona:
*
JI(f(t,x,u,ut,uX))tuttdtdx £ 0 (ou = 0).
b) L < r.
Alons, Le probleme hyperbolique admet au moins une solution
u(t,x) € A, avec ||u||, < R = (RO2 v 212,
V) J. MAWHIN, quelques années plus tard (1976), en étudiant
1'équation :
- o?u_ = £(t,x,u)
utt uxx 1 XyU

montre, par une méthode simple, comment des résultats nouveaux peuvent
s'obtenir par des moyens &lémentaires dans le domaine de 1l'existence de
solutions périodiques d'équations aux dérivées partielles non linéaires.
I1 montre également que 1'étude de son &quation conduit 3 des questions
de théorie des nombres, et, en particulier a3 1'étude de 1'@quation de
Pell.

D'ailleurs, ce sera le point de vue que nous allons adopter

et sa méthode que nous allons utiliser pour étudier 1l'é@quation :

u + u = f(t,x,u,u
tt XXXX (t,x,u, xx)
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V) Plus récemment H. BREZIS -~ L. NIRENBERG (1977) en étudiant la
caractérisation de 1'image de certains opérateurs non linéaires donnent
suffisamment de conditions d'existence de solutions périodiques de
certaines équations. Ils développent toute une série de méthodes de

résolutions dans un espace d'Hilbert de 1'équation :

f ¢ H.

]

Au + Bu
Ils montrent en particulier que
Im(A + B) = Im(A) + Conv Im(B)
§ * T signifie que S et T admettent les mémes intérieurs
et les mémes fermetures.
De plus, grdce 3 la notion de fonction de récession d'un opé-

rateur non linéaire, définie par

JB(u) = 1lim inf(B(tv),u)
o0
v-u

et sous certaines hypothéses convenables, ils prouvent les équivalences
suivantes

pour f € H

f e Im(A+B) <==> JB(v) z (£,v) Y v € Ker A.

f € ITnt Im(A+B) <=> JB(V) > (£,v) Vv eRer A, v # 0.

Une application des travaux de BREZIS-NIRENBERG est 1'étude

du probléme suivant

- - u) = 0.
Upp T Uy T 8(6T,W
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Dans 2 : 0 < x € T, 0« t g 2m

avec les conditions :
u(0,t) = u(m,t) =0,

pour lequel, ils recherchent des solutions périodiques par rapport & t
et de période 2m. g &tant supposée périodique de période 2m par
rapport 4 t, mesurable en (x,t), continue en u, non décroissante

par rapport 4 u et vérifiant p.p en (x,t),\V u
nlu| - hl(x,t) < |gx,t,u)] < ylu] + hz(x,t)

ot n > 0, hl’ h2 € LZ(Q), Y >3 ou 7y <1, selon qu'on considére

g ou -g.

Théondme :

Sous Les hypotheses ci-dessus, Le probleme posséde au moins

une solution dans LZ.

o«

De plus, 4L ge C et +g e >0, alorns La solution est C .
u

Théoneme :

En plus des hypothises du théoreme précédent, s4 L'on a g

vernigiant :
lg(x,t,u) - g(x,t,v)| < y|u - v] p.p(x,t) Vu,v

avee v < 3 ou Yy < 1 nespectivement, selon que L'on considére g
ou - g.

Alons La solution est unique modulo Ker A.

S4 g est strnictement monotone em u pour fout (x,t) 4La

solution est unique.
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Reprenant les travaux de BREZIS - NIRENBERG, dans toute une
série d'articles, A. BAHRI - L. SANCHEZ, A. BAHRI - H. BREZIS étudient

également 1'existence de solutions périodiques des &quations

(¥) u . + U ex + F(t,x,u) = 0 ;

F @étant "sous-linéaire" et non décroissante en u.

6]
= > < < 2.
(*¥) u + u + alul u 0, a 0 et i g
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CHAPITRE [I

1z _
A) ETUDE DE L'EQUATION u., + u__ . = £(t,x,u).

Inthoduction :

L'objet de cette premiére partie est 1'existence de solutions
J P

périodiques de 1'@quation :

+ =
n Uy, U e f(t,x,u).

Pour cela, on définit la notion, introduite par J. MAWHIN [PJ,

de solution périodique généralisée.

I - Notations :

1% = [0,2r] x [0,2m].

On pose J =
H = LZ(J) muni du produit scalaire usuel.
P={fe Ca(RZ,R), 2n-périodiques en leurs 2 variables}

et £ :J XMR >R, une fonction telle que £(.,.,u(.,.)) € H pour tout

Deginition 1.-
On dira que u € H est une solution périodique généralisée

(SPG) de 1'équation :

+ = x
Yt Yxxxx £(t,x,u)

si pour tout v € P, on a :
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(u,vtt + Vxxxx) = (f(.,.,ul.,.)),v)

oi (.,.) désigne le produit scalaire usuel dans H.

Remarque :

Si f est continu et si u est une (SPG) de (1) qui est de

2m-pério-

classe C4 dans J, alors u est une solution classique de (1)
dique en t et X.
1T - Etude du probléme Lindaire assocdl.
Soit 1'équation linéaire
(2) U U T Ma = h(t,x)
oi AeR ; he H.
Proposition 1.~
Soient u € H, h € H avec :
(3) u(t,x) = z u exp i(mt + nx) U_n T Yo
m,nez
(4) h(t,x) = Z hmn exp i(mt + nx) h_m__n =h
m,nez

Alors u est une SPG de (2) si et seulement si

(5) (n4 - m2 - >\)umn =h (m,n € Z).

Preuve : immédiate.

Posons
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Qx(m,n) = n4 - m2 - A

=
it

{(m,n) € Z2 : Qx(m,n) = 0} MX est éventuellement vide

Zz‘\ M) son complémentaire dans Z

et N

Nous avons le corollaire suivant

Cornollaire 1.-

Une condition nécessaine pour que (2) possede une (SPG)

est que (6) pourn tout (m,n) € MA : hmn = 0.

Srrmrer——

En effet, si la condition (6) est vérifiée, le systéme (5)
est résoluble par rapport aux u s mais il est évident que ce n'est

peut-&tre pas suffisant pour que (2) posséde une (SPG).

Théoneme 1.-

L'equation (2) possede une SPG s4 et seulement 54 (6) est

venigile et 'L existe p > 0 el que pour tout (m,n) € N,

|Q, (m,m)| >p >0

K P ‘o .y,
On désignera cette derniére condition sous £e nom de

condition .

Preuve :

Condition nécessaire

I1 résulte du corollaire (1) que (6) est nécessaire.
Supposons maintenant que ne soit pas satisfaite. Il existe alors

une suite m.,n.)} telle que (m.,n.) € N et m.,n.) — 0.
A.e u {( J’ J) q (J’ J) Q)\( J’ J) j_>+oo
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On peut donc extraire de cette suite, une sous-suite {(mj,né)}

telle que :

2
2 Qi (m!,n!) < o,
jen™ AT

La série de Fourier :

z Qk(mi,ng)exp i(mt + nx)
i=1

n
définit un élément h € H dont les coefficients vérifient (6). Si

.

v
maintenant u est une SPG de (2) avec h = h, alors on a :

= QAﬁmj,nj) ou encore

)
Qk(mj’nj)um!n! min!
J 1 3]
umlnl =1 (G = 1,2,...)
J ]

la contradiction résulte du fait que cette fonction u ¢ H.

Condition suffisante :

Si h e H vérifie (6), alors la série de Fourier :

(8) Z Q;l(m,ﬂ)hmnexp i(mt + nx)
m,nENx

quli est telle que :

-2 2 -2
b @mumh [T<p” ) |n
m,nENA m,neNA

définit un élément u € H, qui est alors une (SPG) de (2) en vertu

de la proposition (1).
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¥) Soit H, = {heH ; h =0 pour tout (m,n) € MX} et si

heH désignons par Tkh la série de Fourier

)\,

Z Q;l(m,n)hmnexp i(mt + nx).
(m,n)eNA

Théoneme 2 :
T, est un endomonphisme continu de Hy 54 et seulement 54
La condition est satisfaite. Dans ce cas :

Tyl = L a1 = g
(m,n)eNA

Preuve :

. La premiére partie est immédiate. En effet, si h € Hy,
alors (6) est vérifiée ; d'aprés le théoréme (1), (2) posséde une

(SPG) donnée par (8), qui est exactement Tkh'
. D'autre part, si h € Hy

ITAhIZ = Z Q;\Z(m,n)lhmnl2 < { inf IQx(m,n)l}—zlhlz.
(m,n)eNA (m,n)eNA

Par définition de 4> il existe une suite {(mj,nj)},(nﬁ,nj) € NA

(j = 1,2,...) telle que : 'QK(mj’nj)l —E::;j+ qQy

' 3 1 . - ——-]-—- 3 3 —
d'ot si on pose : Wm.’n.(t,x) = 5o exp i(mt + ux) G 1,004)
J ]
il vient :
_ -1
lT)\\ymjnj | = !Q)\(mj ’nj) ‘

et donc :
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~1 -1 -1
q, 2 lTA‘ > §UP¥|TAWm 0 | = supiQA(mj,nj)’ =dy c.q.f.d.

.

jeN i3 jeN

Conollaine 2

St My =0 et sl est satisfaite, alors (2) possede

pour tout h € H une S.P.G. wundique u donnée pan :

(12) u = T,h.

111 - Un probleme de théonie des nombres.

Posons

R= {AeR ; TA est un endomorphisme continu de H}
et son complémentaire . donné par :

T = {AemRrR MK # 0} .

D'aprés le théoréme (2), R s'écrit

R={leR, A ¢gZI et (:) est satisfaitel}.

Nous allons maintenant &tudier le spectre de A i.e. I 3

c'est-3-dire &tudier la résolubilité en nombres entiers de 1'équation

n4 - m2 - A = 0.

D'aprés J. MAWHIN Bﬂ, cette &quation n'est pas résoluble

pour X £ (2Z+1) U 4Z.

a) Considérons le cas oli X = 4q , 1i.e. X € 4Z.

Comme 1'équation : 4q = n2 - m2 admet la solution

n = g+l
{ m q-1

1]
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' < . 4 2 . .
1'équation 4gq = n - m aura donc une solution pourvu que g+l soit

un carreé.

Soit donc q = k™ -1 et

2

o ekt o k-t = s - ie A= 4K - 1).

b) Considérons maintenant le cas oi A = 2q + 1.

Comme 1'équation n2 - m2 = 2q+1 admet la solution

n = q+l
{ m = q

' - . 4 2 . .
1'équation 2g+l = n - m  aura une solution pourvu que q+l soit un
carré.

. 2
Soit donc gq = k - 1, auquel cas
A= 2k2 - 1.
. 2 2
Ainsi : I =8p(A) = U 4&-1)U U 2k" - 1.
k>0 k>0

On obtient ainsi les valeurs de A

-1, 0, 1, 7, 12, 17, 31, 32, 49, 60, 71, 96, 97.

Remarque :
On a Qk(m,n) = n4 - m2 - A
d'ot ]QA(m,n)l =|) - (n4 - mz)l

par conséquent :

inf |Q. (m,n)]| inf A - (n4 - mz)]
(m,n)eNA 4 (m,n)eNA

inf |A - (0" - mz)!

né—mzeZ
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= inf|A -v| = d()\,D) .
Vel

Ainsi, on a prouvé que :

T,] = a0,D7!

Le probleme non Linlaire :

Soit f ¢+ JXR->R telle que :
(t,x,u) > £f(t,x,u) ; mesurable en (t,x) pour chaque U€R.

et telle qﬁe f(.,.,0) € H.

Le probléme est d'étudier l'existence de solutions p&riodiques

généralisées de 1'équation non linéaire :

+ = .
u U oex f(t,x,u)

Théoneme 3

Supposons qu'il existe u et ve i, U<V tels que

Ju,v[c R et deux néels a, b avec :

tels que pour tout (t,x) € J, u€e R, veR,u # v

(14) a < f(t,x,u) - £(t,x,v) < b

u - v

Alons R'equation (1) posséde un S.P.G. unique.

Preuve :

Soit A € ]u,v[. I1 est évident que 1'équation (1) est équiva-

lente & 1'équation :
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(15) u . + U e ru = f(t,x,u) - Au.

Définissons Fy sur H par :
Fyu = f(.,.,u) = Au : H dans H.
Alors, d'aprés (14), F

A applique H en lui-méme et si u, v € H

IFAU - va| < Max(|a=-2], [b=7A]) |u=v]

= kA[u—VI.

Puisque X € R, 1i.e. MX = ® ; d'aprés le corollaire (2) et
(15), 1la recherche des SPG de (1) équivaut & la résolution dans H de

1'équation :

04, pour tout u, v € H,

k
-1 A
I‘GAU - vall < kqu ||u - Vll = den, ) llu = VII‘

GX sera donc une contraction dans H si A peut @tre choisi

1

tel que : kkq— <1, c'est-a~dire tel que :
Max(|a-A|,|b-A|) < d(A,Z) = inf |Q, (m,n) ] .
2 A
(m,n)eZ

or,

inf Qk(m,n) = min( inf Qx(m,n), - sup Qx(m,n))
(m,n)eZ2 (m,n)ez (m,n)€Z

Q, (m,n)>0 Q, (m,n)<0

et 4 2

inf Qx(m,n) = inf (n -m -V) + (v =X
(m,n)ez (m,n)ez?

Q)\(m’n)>o n4—m2>>\
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inf . (@ —m? = V) + (V- N
(m,n)€eZ

na-mzkv

puisque par hypothd&se il n'existe pas d'éléments de la forme n4 - m2

dans ]X,v[.

‘D'ailleurs,

inf (n4 - m2 -v) =0
(m,n)eZ
2
n ~-m 2V

en effet, si le membre de gauche était égal & § > 0, on aurait

Y

inf ) |Qx(m,n)l min (§,v - y) > 0.

(m,n)eZ

Puisque par hypothése,

inf 2(n4 - m2 -v) = inf 2I(n4 - m2 - v)) 2V - U,
(m,n)ez (m,n)eZ

4 2 4 2
n -m <V n -m <

Par le théoréme (2) et ce qui précéde, on aurait alors W € R,
ce qui contredit 1'hypothése.
Dés lors
inf Qx(m,n) =V - A,

(m,n)eZ
Qx(m,n) >0

et, par un raisonnement analogue,
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- sup Qx(m,n) = A -Uu.
(m,n)eZ
Q, (m,n) <0

Ce qui entrafne :

inf [Qk(m,n)' = min(V - A\ - ).
(m,n)CZ2

Une discution élémentaire montre que 1'inégalité
Max(la = Al,|b = A|) < min(v = A,A - W)
est satisfaite si et seulement si on choisit A dans ]u,v[ tel que

u+b <) < v+a

2 2

ce qui est toujours possible. Le théoréme du point fixe de Banach appliqué

a GA achéve alors la démonstration.
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B) ETUDE DE L'EQUATION :  u o *u = f(6,xu ). (1.

0 - Introduction :

Dans ce cas 13 et, contrairement au probléme étudié dans la

n
partie <:> , on se placera dans H un sous-espace vectoriel de

LZ(J) défini comme suit

H =
W) 2 . 2 2n
H={uel(J);u 27m-périodique en t et x ; u . € L) ; u(t,x)dx = 0}.
: 0
. . - (\J .
I1 est bien évident que 1l'introduction de H assure l'existence
de u et, par conséquent, celle de f(t,x,uxx) plus tard.

XX

Nous utiliserons les notations de la partie <:) .

1 - Problome Linairne assocdl

Lemme :
Y ‘ .
H est un espace de Banach muni de £a noame :

ully = Hug Iy -

Preuve :

La premiére partie est évidente si 1'on a montré que N llg

est effectivement une norme

Pour cela, il suffit de voir que :
||u|[ﬁ =0 => u=0.

En effet, soit u € ﬁ tel que l‘u‘lﬁ =0 ; alors u

.

Dans ce cas : u_ = a(t), d'ol u = xoa(t) + B(t).
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Or, en vertu de la périodicité de u(t,x) en

"
D'autre part, d'aprés la définition de H,

2T 2m
J u(t,x)dx = [ B(t)dx = O .
0 0

Par conséquent, f(t) =0 d'od u = 0.

Considérons 1'équation lindaire

+ — =
utt uxxxx uuxx h(t,x)

HeR ;3 he H.

(2)

Pour les démonstrations des propositions qui suivent dans ce

paragraphe, on pourra se référer 3 la partie (:) . Celles-ci sont

analogues.

Proposition 1

. ny
Soit ue H, heH avec :

(3) u(t,x) = m?ﬁ u o exp i(mt + nx)
(4) h(t,x) = ) h . exp i(mt + nx).

m,n

Alons u  est une SPG de (2) A4 et seulement 54 :

4 2 2
(5) (n” - m" - un )umn = hmn .

Soit 1l'ensemble (&ventuellement vide)

M, = {(m,n) e 2?2 Q(m,n) = 0}

ot Qu(m,n) = n4 - m2 - unz ,

- . 2
et NU son complémentaire dans Z
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Conollaine 1

Une condition nécessaire pour que (2) posséede une SPG est

que pour tout (m,n) € Mu : hmn = 0. (6)

Théonemes d'existence du probleme Lindaire :

On a les mémes résultats que pour le probléme étudié dans la

partie (:) .

Théeoreme 1 :

L'équation (2) posséde une SPG 4 et seulement 84 (6) est

virnifide et 4'4L existe o > 0, el que pour tout (m,n) € Nu

lQU(m,n)\ >p>0

On désignera cette condition Egalement sous Le nom de

condition (:)

Introduisons le sous—espace vectoriel fermé de H
HU = {h € H, h =0 pour tout (m,n) € MU}
et si he HU’ désignons par Tuh la série de Fourier

) Q_l(m,n)hmnexp i(mt + nx).
m,neN

I1 est clair que TU est une application linéaire de H

dans 1'espace des séries de Fourier.

On a le résultat suivant



Théonéme 2 :

. , ; ,
TU est un endomorphisme continu de H, L et seulement 44,

La condition B  est satisgaite. Dans Le cas :

-1

@ 01 = Line JQ @[} = o)

m,neN
M

Un corollaire immédiat de ce théoréme est le :

Conocllaine 2 :

Si M, =0 et sl La condition est satisgaite,

alorns L'equation (2) posséde une SPG unique u donnée pan :

(8) u = Tuh )

N

Preuve :
Par les théorémes 1 et 2, 1'8quation (2) posséde pour tout h
2

une solution donnée par (8) avec NU = Z et 1'unicité résulte aisément

de la proposition 1.

72 - Un probleme de théorie des nombres :

Désignons par R 1'ensemble :
R={per ; TU est un endomorphisme continu de H}
et par L son complémentaire dans R.

Y s'écerit : Y= {ueRr, MU # 0},

Par conséquent, il résulte du théoréme 2 que :

R={puemR ; pug? et la condition est satisfaite}.
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Il serait souhaitable, comme dans la partie (:) , d'avoir une
description aussi précise que possible de R. Pour cela, il faut

a) Déterminer 2, c'est—-d-dire étudier la résolubilité en

nombres entiers de 1'équation :

Qu(m,n) = n4 - m2 - unz = 0.

b) Etant donné un W ¢ I, vérifier si la condition est

satisfaite, autrement dit étudier la valeur minimum atteinte par

Qu(ma n).
Problémes non encore résolus dans toute leurs généralités.
2 m2
3 - ttude de La sulte double (n” - —EQ ¥
0 m,neN
On montre que les valeurs d'adhérence de la suite double
2 m2
(n —';E)m,n€N¥ sont les entiers pairs ; en effet

Proposition :

Tout entien pairn x = 2k (k € Z) est Limite de La suite

2 2
2 _(n” -k)
(n 2 ) nen™

Lemme :

Seit x€R ;3 € >0, n,m entiens >0 ZLels que

n > sup(v2|x|, lﬁl et |x - n2 + Efl <e ; alons |m - n2 + %W < 2e.
€ n

e s

Preuve. :

*) posons O =m - Vnz(nz—x) i.e. (m=o0 + /Gz(nz-x)) H
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m2 2 m n2 - X
alors, on a : lx + — - | = Ia} > 5
n n n
2 'Z_X 1 2 _ II
puisque x < %? ; //(E_TZ__ >— , d'od : | l%.+ n - x|, lo
n /2 n n V2
et d'aprés 1'hypothése
lal < e/2 .
¥) De méme posons : B = /{ --3% - (1 - —57 ; B s'écrit aussi :
n 2n
2
- X
4" 2 !
B = 2 alors |B| < jiz- (puisque |i£| < =
2 2
/1-_+<1-_.X._ “n n
2
n 2n
par conséquent, puisque ifl <n,
/e
2
|n26| < 11§-<-§
4n
Finalement
]m—n2+-§] = [u+n2///1~.3% - n2 + §| = |u+n26l < ]al + [nZB] < e(V/2 + %9 <2¢.
n

Preuve de La proposition :

Toute valeur d'adhérence est un entier pair ; en effet, suppo-
sons que X soit un réel qui ne soit pas un entier pair.

I1 existe un réel € > 0, tel que pour tout entier N € Z,

N+ %W > 2€.
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o , 2 . .
D'aprés le lemme, si N =m-n" , il n'existe aucun couple

(m,n) tel que

n > sup(v2|x{, IX‘) et |x - n2 + E%Z] < €.

e n

D'autre part, il n'existe qu'un nombre fini de couple (m,n)

tels que

n € sup(v2|x], éé%) et |x - n2 + EEW < g
€ n

x n'est donc pas valeur d'accumulation de la suite double.
En conclusion, tout intervalle ouvert n'incluant pas d'entiers pairs

ne contiendra qu'un nombre fini d'éléments de la suite (n” - —) .

4 - Le probleme non Linaine.

Soit f : JXR->R 3 (t,x,u) > £(t,x,u).
Une fonction mesurable en (t,x) pour chaque u dans H.

On a le théoréme du probléme non linéaire.

Théoreme 3 :
Supposons qu'iL existe deux réels A, v e L fels que :
A <v et JAav[CR, et deux néels a, b avec :
A<as<b<v
tels que pourn ftout (t,x) € J, u, veH, u#v

f(t,X,U) - f(t,X,V) < b

(9 a g

u - v

alons L'équation (1) posséde une SPG unique.
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Preuve :

Soit U € ]A,v[, il est clair que (1) est Equivalente 3

c

+ u - uu = f(t,x,u - uu .
tt xxxx M Uxx (t,x, xx) Hlex

On définit FU sur H par :
Fuu = f(t,x,uxx) L. alors Fuu € H.
On a alors si u,ve H en vertu de (9)

[1Fyu = EvI] < Max(au] s oD ug = vl Iy

=k [lov] | -

En outre, puisque y € R, 1l résulte aussitdt de (10) et du

n
corollaire (2) que la recherche des SPG de (1) dans H, é&quivaut 3 la

résolution dans H de 1l'équation :

ou S

tel que

est l'opérateur défini par :

St = m;n - nZQ;I(m,n)fmneXp i(mt + nx).

Par conséquent

-1

[Is Il = { inf n'zlqu(m,n)[}" - ¥

m,neN
u

Ainsi pour tout u, v € H

N

I!GUU ~ GUVI‘ kup_1|’u - vl‘.

GU sera donc une contraction dans H si 1y peut &tre choisi

k p_] <1 ; c'est-a-dire tel que

W
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Max (|a-u]|,|b-u|) < inf n—leu(m,n)l .

m,neZ2
or
-2 2 m2
inf , n lQ (m,n)| = inf _ |n -5 - u| = inf _ |P. (m,n)]|
m,nez H m,n(—:Z2 n m,neZ H
2
- _ .2 m
od Pu(m,n) =n 5 u.
n
On a :
inf P (m,n) = min( inf P (m,n), - sup P (m,n))
m,nez H 2 H 2 H
> m,nez (m,n)eZ
Pu(m,n)>0 Pu(m,n)<0
et :
2 m2
inf P. (m,n) = inf (n” - ~5 V) + (v - ) =
m,neZ2 H m,neZ2 n
Pu(m,n)>0 nz _ Ei .
) H
n
2 m2
inf (™ == =-v)+ (v-w
2 2
m,nez n
2
n? - -“12— > U
n

Puisque, par hypothése, il n'existe pas d'éléments de la forme

dans ]A,v[.

D'ailleurs,

o] o

=}
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9 2
inf  (n —32--\))=o
m,neZ2 n
2
n2 - Ef 2V
n

En effet, si le membre de gauche était égal 3 &§ > 0, on

aurait :

inf IP (m,n)[ 2 min(3,V - u) > 0.

m,neZ2 H

puisque par hypothése,

2w’ 2
inf | (n° - —5 - v)| = inf |(n® == -] v -2
2
m,neZ n m,nez n
2 2
n2 ——2—< \V n2 -BLZ—SA
n n

On aurait alors en vertu du théoréme (2) et ce qui précdde X € R,
ce qui contredit les hypothéses.

Dés lors,

inf P (myn) = v -y,
m,nez H
Pu(m,n)>0

et par un raisonnement analogue,

- sup P (myn) =y - A ;
(m,n)eZ
Pu(m,n)<0

* -~
ce qui entraine
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inf IPU(m,n)l = min(V = YU = A)
m,n622

Une discussion élémentaire montre que 1'in8galité
Max(\a - u!,]b - ul) < min(v - U,t = A)

est satisfaite si et seulement si on choisit  dans ]K,U[_ tel que

ce qui est toujours possible.

Le théoréme du point fixe de Banach appliqué a GU assure

1'existence et l'unicité de u solution de u = G u dans H
XX B XX

"
et, par conséquent, l'existence de u dans H. L'unicité de u dans

"\ o2 7
H est assurée par les propriétés de 1l'espace H.
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C) ETUDE DE L'EQUATION : u . *+u. .= f(t,x,uu ).

XXXX

0 - Inthoduction :

De la méme maniére que précédemment dans ce chapitre, nous

étudions 1'existence de solutions périodiques de 1'équation :

+ =
Sy Yo Usexxx f(t,x,u,uxx)

Avec u une fonction périodique de période 2T en ces
2 variables. On se placera dans l'espace Hilbertiem H = L2(J) ol
J = I2 ; I = [O,Zﬁ] ; £ : JXR>XR>R une fonction telle que

f(.,.,u,uXX) € H pour tout u ¢ H. Nous &tudierons dans une premiére

étape le probléme linéaire.

1 - Le probleme Lindainre :

Remarque : On Enoncera les résultats de ce paragraphe sans les

démontrer (cf. paragraphes précédents).

Soit 1'équation linéaire

(2) u . + Uk Au - Hu o= f(t,x)

odi A,pueR ; £ € H.

Proposition 1

Solent u, £ € H avec :

el

u exp i(mt + nx 3 u =
z mn P ( ) ? -m,-n mn
m,neEz

u(t,x)

£(t,x)

[

} fmn exp i(mt + ux) 3 f—m,—n = fmn
m,neZ
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Alons u  est une SPG de (2) 84 et seulement 84

4 2 2 _

(3) (n m pn A)umn = fmn (m,n € Z).

Posons :

QA U(m,n) = n4 - m2 - Unz - A (m,n) € 22
et soit 1l'ensemble (éventuellement vide) MA " défini de la maniére
suivante :

M = {(m,n) € 22 ; Q,  (m,n) = 0}

H ’ A’u > b ]

A U

2

et son complémentaire NA U = 7 \‘MA "
b

b

Une conséquence immédiate de la proposition (1) est le :

Corollaine 1 :

Une condition nécessairne pour que (2) posséde une SPG est

que pour tout (m,n) € M

b

A,

(4) f =0.

Si la condition (4) est vérifiée, le systéme (3) est évidemment
résoluble par rapport aux o mais ce n'est pas en général suffisant

pour que (2) posséde une SPG.

Théoneme 1 :

l L'équation (2) posséde une SPG s4i et seulement 54 (4) est
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venigiie et 4'4L existe p > 0 tel que, pour tout (m,n) € Ny y

(5) Q) @m0

on désignera cette condition sous Le nom de condition .

Introduisons le sous-espace vectoriel fermé de H :

H = {f € H; fmn = 0 pour tout (m,n) € Mk,u}

AU

et si f e H désignons par T, f 1la série de Fourier :
A,u AU

-1 .
) Q,  (my,n)f exp i(mt + nx)
(m,n)eNA y Asu mn

Alors manifestement T est une application linéaire de

AU
HA " dans 1l'espace des séries de Fourier.
)

On a le résultat suivant :

Théonéme 2 :

T est un endomorphisme continu de H 84 et seulement A4

)\,Ll )\,Ll

La condition est satisfpaite.

Dans ce cas

|T

Preuve :
La premiére partie du théoréme résulte aisément du théoréme 1

si on note que u donnée par z Q)_\]ufmn exp i(mt + nx) est &gale
m,neNA ?
s H



- 42 -

a T, f. D'autre part, si f € Hy
sH

- 19
(m,n)eN)\,u

Pet 1 oy @

“(m’n)'fmn m,neN
L1

b

par définition de 9, b il existe une suite {(mj,nj)} avec
s

(mj,nj) €N (3 =1,2,...) telle que :

AsH

N R st jo> o=

Dés lors, si

v () 2m)7! exp i(mt + ux) Go=1,2,...)

31

il vient

-1
>\,]-JI\ijnj - lQ)"U(mJ,nJ)I

et par conséquent :

-1 -1
. 2 .SUP¥|T>\,U\ym.n.l N Sup*‘QX,u(mj’nj)l B qx’u )

>|T _
s J€N 1] JdN

Corollaine 2

Sc MX,U

L'8quation (2) possede pour tout £ € H, une SPG unique u donnée par :

= ¢ et si La condition est satisgaite, abons

(6) u = Tx,uf'

Par les théordmes 1, 2, 1'8quation (2) posséde pour tout f
s P

une solution donnée par T, f avec N = 22, c'est—-a-dire par (6)
AU AU
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et 1'unicité résulte aisément de la proposition 1.

2 - Un probleme de théornie des nombres.

Désignons par R 1'ensemble

2

R={(,u) e R ;s T est un endomorphisme continu de H}.

A,HM

par £ =3'us?, 2-o0.

. . 2
Son complémentaire dans R, avec

Z]={(>\,H)GIR2 ; M # 0}

AL, U
I1 résulte aisément du théoréme 2 que

R=1{(0,w € IR2 s (A,u) g Zl et la condition est satisfaitel.

I1 aurait &té souhaitable d'avoir une description aussi précise

que possible de R. Pour cela, il aurait fallu :

_ . 1 - . . . _ tae,
a) Déterminer 2. , c'est—~3-dire étudier la résolubilité en

nombres entiers de 1'équation :

QA’U(m,n) = n4 - Unz —m? - A= 0.

b) Etant donné un couple (A,n) ¢ Z], vérifier si la conditon

est satisfaite ; c'est-d-dire étudier la valeur minimum atteinte

par QA '

Il s'agit 13 de problémes de théorie des nombres qui ne sont

pas, 4 notre connaissance complétement résolus.



- 44 -

3 - Le probleme non Linlaire :

Soit f : JXR XR >R, (t,x,u,v) ~> £(t,x,u,v)

une fonction mesurable en (t,x) pour chaque (u,v) € Rz

On a les lemmes suivants :

Lemme 1
i 1 <
On a: IlTA,pll <g s, “|| <g o (A,u) € R,
ol q est La distance du point (A,u) a I et SX y est L'opérateun
b4
dégind comme sult :
S f = ? - an—] (m,n)f exp i1(mt + nx) f € H.
AU ' A,u? mn
m,n
Preuve :
En effet, soit 9. n la aistance de (A,u) & la droite :
n - m2 - un” - A =0
Alors
3 ,n4 - m2 - yn~ - Al
9m,n
4
n + 1
Par conséquent :
ln4 - m2 - unz - Al =V n4 +1oq %4, 2 q.
et q = inf q < inf !n4 - m2 - unz - Al
(m,n)eZ2 m,n (m,n)622
donc
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D'autre part, on a :

. -1
s, Il =1 inf _n%lq, |}
AU (m,n)€Z A, U
or, on a également
n-2| 4_ 2_ 2">\I >‘/n4+] 5
n Hn ” n2 m,n qm,n * 1
donc |s. [! g qil.
Ayu
Lemme 2
R T by b
S4 A= et B = sont deux matrices
4 by by

a valeurns propres (O,a]+a2) et (0,b,+b,) respectivement. Alons, La

matrice AB a pour valeuns propres

(0, (a +a,) (b +b))).

Le lemme 2 est immédiat.

Le théoreme du probleme non Lindaire.

Théoneme 3 :

Soit (A1) € R.
Supposons que pour tout u, u, v, v € R, AL existe deux
gonctions o et B :
2

. 2 . — -—
o : R XR XR >R (t,x,u,u,v) > a(t,x,u,u,v)

2 - -
B : R" X RZ xR >R (t,x,u,v,v) > B(t,x,u,v,v)
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telles que :
1) f(., . u,v) - £(.,.,u,v) = a(.,.,u,u,v)(u~u)
f(-;-:‘-lyv) - f('s"u9\_7) = B(-:',U)V:;)(V"'\_’) H
ii) sup &lo‘.(.,.,u,\'.-l,V) - >\‘1 + I!B(.,.,U,V,\_I) N Ull < k < 1

R q

Alons R'egquation (1) possede une SPG unique.

Preuve :
Soit (A,u) € R, il est clair que 1'équation (1) est équiva-

lente & 1'équation :

u +u - Au - Mu = f X,u - Au - Ju .
tt KXXX H XX (t,x, ’uxx) H XX

Définissons F sur H X H par :

A,

Fx’u(u,v) = f(.,.,u,v) - Au - uv.

Il est immédiat de voir que FA . applique H X H dans H
b

et que si u, u, v, v € H, on a en vertu de 1)

17, ) = 5 @] < ot 00w = A Hu-ul] +

[18Ces.su,v,v) = uf| [[v=v]].

En outre, puisque (X,u) € R, d'aprds le corollaire (2) la recherche

des SPG de (1) &quivaut a la résolution dans H du systéme d'équations :

u = T)\,UFX,U(U’V)

v = SA,UFk,u(u’V)'
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Unicite :
On a d'aprés ce qui précéde :
o] Fny 1| Hamad ] el ]+ sl ] 1 1v-s] ]

[v=311 < Vs, L[ Homa ] sl ]+ el | lv-si1]

et d'aprés le lemme 1,

=il < o™ 1ol | Lol ]+ el ] 11511

_l_
=t € 9 Ha AL (usil] o+ ls=ul| vl ]

systéme qui s'@crit encore sous forme matricielle :

(Hu-a|1> 1 <||a-x|t 18] | <1|u—al|>

-

\v=vl| a [a=r[[ []8-u]| | [v=vl]

s'il existe donc une solution, d'aprés 1'hypothé&se ii) elle est unique ;

puisque la deuxiéme valeur propre est strictement inférieure d 1

(la premiére &tant nulle).

Existence :
Nous allons procéder par approximations successives.

En effet, soient u, v € H.

Posons :
u, = Tk,qu,u(uo’vo) v, = SA,UFA,U(UO’VO)
Uy T TA,UFA,U(UI’V]) Vo T Sk,qu,u(ul’vl)
u

n+l Tk,qu,u(un’vn) Yo+l T SK,UFA,u(un’Vn)
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On a :

YTy T TA,UFA,u(ul’Vl> - TA,qu,u(uo’Vo)
1
upmuy |1 € 2 Dm.,.,ul,uo,vo)-x]] uyu [ 1+8C s vu v )] | Hvl—vol]].

de la méme maniére :

<i||u3-u21\j> i <:11a2-x11 tlez—ull:> (luz-u1||:>
vyl 1/ % \oy=afl 1]8y=ull 1o, v, |1

<:\\a2—xt| l\Bz—ull:><:ﬂlal-kll Ile,—ull:><:ﬂlu,-uoll:>
BN N T AN N R I EE NI AN AT

A
ol =

.+ et plus généralement :

| ]

<:|xai—x|a llBi-ull:> <:i|u1—uo||:)
1 ol 118l v, v, ||

PViop)s By T Bl vy vy

Ilun+l—un1|:><__l_
[NV

ou 0O, = O(.,.4,0.,U1,
i (9’111_

D'aprés le lemme 2, la matrice :

n
admet pour valeurs propres 0 et Il (||ui—X[| + ||Bi-u||) inférieure

a k"q" (d'apres (ii)).
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Ainsi donc

ol | 2 o 1+ [ lvy=v |

e 2 fuma ||+ (e

Les suites (un) et (vn) sont donc convergentes.

I1 existe donc une solution périodique généralisée unique de 1'équation (1).

Exemple d'application - Cas particulier.

On se propose d'examiner la possibilité de déterminer (A,U) € R,
de telle maniére que la condition (ii) du théoréme du probléme non linéaire

puisse étre satisfaite.

Pour cela, examinons le cas particulier oii & et B sont

"petits" en sachant que les normes de S et T sont majorées par
AU ALU
la distance de (A,U) a 2. ’/QE;\

LueB/
On commence par rechercher les régions du plan voisines de
e . . 4 2 2 _
1'origine dans lesquelles les droites n -m - Un - A =0 ne

pénétrent pas.

De plus, pour n fixé&, on obtient une famille de droites paral-
léles, on ne retiendra donc que celles qui sont les plus proches de
l'origine.

Cette premiére &tude montre que si n prend toutes les valeurs,

. 2 . . .
les droites X = -un~ passent par l'origine, mais restent incluses dans

1'angle formé par l'axe des A et la seconde bissectrice.

Pour une valeur donnée de n, on doit prendre les valeurs de

m telle que
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sup({n4—m2} ; na—m2 < 0)

m, =
m
m, = sup({na—mz} R n4~m2 > 0) .
m
2
Alors, on a : m = n +1
m, = n2-l

auquel cas les droites voisines de 1'origine sont :

n4 _ (n2+1)2 _ Un2

>
l

(1)

(2) A =nt - @-1) -’ .

t

Ce qui nous améne 3 ne considérer que les parties hachurées.

Dans cette partie restante formée par deux parallélogrammes,
3 part les droites paralléles a l'axe des 1, on est sir de la non

existence du passage des droites de la famille (m,n).

Ainsi, la condition & remplir se traduit par le fait que 1l'on
doit trouver un carré 3 diagonales paralléles aux axes tel que son
cercle circonscrit soit entiérement contenu dans 1'une ou l'autre des

parties considérées.

Si (d,B) varient dans un domaine §, et s'il est
possible d'inclure & dans un carré dont le cercle circonscrit est
entidrement contenu dans 1'union des parties considérées, alors on
choisira pour (A,4) le centre de ce cercle afin de satisfaire 1la

condition du théoréme.
Faryo
{a%“

3 :‘u Iy
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L'objet de ce travail est la recherche des solutions pério-

diques en t et x de l'équation u,__ + u = Flt.xatau | ).
tt XXXX XX

Aprés un apercgu des différentes méthodes utilisées pour ce
type d'équation nous nous inspirons de 1'&tude de J. MAWHIN concernant
1'équation e, Sl f(t,x,u). Le premier chapitre est relatif

au cas oi f ne dépend que de 1'une ou 1'autre des variables u, U
Le second chapitre est consacré au cas général. Une discussion finale

précise les conditions nécessaires d'existence des solutions pour f

presque linéaire en u et U
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NON LINEAIRE, EQUATION.



