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L'existence de solutions périodiques de l'équation des ondes 

a fait l'objet de plusieurs travaux ces quinze dernières années. 

Plusieurs types d'équations ont été étudiés. Dans le chapitre 1, 

nous verrons comment ces questions ont été résolues ; notamment, les 

travaux de H. PETZELTOVA [Il], 1zT.S. HALL [a], L. CESARI - R. KANNAN [4] 

H. BREZIS - NIRENBERG [3] , BAHRI - SANCHEZ [2] , BAHRI - BREZIS [il , et, 

enfin, J. MAWHIN r9] , [IO] dont nous adopterons le point de vue. Celui-ci, 

dans 191 , étudie l'existence de solutions périodiques de l'équation : 

Pour laquelle, il définit la notion de solution périodique 

2 
généralisée (SPG) . Plus précisément, u E L ([0,2n] 2, est dite solution 

2 
périodique généralisée de ( 1 )  si pour tout v E P , on a : 

2 
ou ( . désigne le produit scalaire usuel de L ((0~27~)~) et p2 

2 2 
l'ensemble des fonctions de C (IR ,R) et 2~r-périodiques en leurs 

deux variables. 



Dans ces conditions, J. MAWHIN prouve que sous certaines hypo- 

thèses convenables et si f vérifie 

(2) a a f (t,x,u) - f (t,x,v) C b a,b IZ IR convenables. 
u - v  

Alors (1) possède une SPG unique. 

On se propose ici d'étudier l'existence de solutions périodiques 

de l'équation : 

U + U  
tt = f (t ,x,u,uxx) 

XXXX 

on exhibera une condition suffisante sur f, permettant d'étendre le 

champ de validité de la méthode de J. MAWHIN [9] a propos de l'équation ( 1 ) .  

 argument fort de cette étude est basée sur l'inversion d'un 

opérateur conduisant à une application du théorème point fixe de Banach. 

Dans une première étape, on étudiera les équations : 

( 4 )  U + u  = f (t ,x,u) t t XXXX 

(5) u + u  t t = f(t,x,uxx) 
XXXX 

Dans ces 2 cas, si f vérifie ( 2 ) ,  le problème admet une 

solution périodique généralisée unique dans un espace de Banach convenable. 

Dans une seconde partie, on étudie l'équation (3) ; on se placera 



(iii) 

2 2 2 2 
dans L ([0,2~] ) x L ( [0,2~] ) et l'on supposera que 

f (. , . ,u,v) E L ~ (  [0,2Ti] 2, si u, v h H. Dans ces conditions, pour h, p 

deux réels convenables, 4 2 
= in£ {n - m  - u n 2 - h } > ~  

qh,p (m,n)cz~2 

- - 
s'il existe pour u,u,v,v E H, deux fonctions a, 6, 

telles que : 

- 
- £ (  .,., U,V) - f( .,., U,V) B ( .  , . ,u,v,v) = - 

v - v  

- - 
ii) pour tout u,u,v,v E iR 

ou q est la distance de (h,~) aux droites 

Alors l'équation (3) admet une SPG unique. 

Une étude graphique permettra de montrer la possibilité de 

déterminer (A,p) pris dans un espace convenable, de telle manière 

que la condition ii) du théorème puisse être satisfaite. 



CHAPITRE 1 

QUELQUES RÉSULTATS CONNUS 

......................... 

Le problème de l'existence de solutions périodiques d'équations aux 

dérivées parti'elles non linéaires a reçu une considérable attention ces 

dix dernières années. 

1 > Etant au début, inspiré des méthodes de J.K. HALL [7J et 

L. CESARI, portant sur les équations différentielles ordinaires, 

William S. HALL (1970) étudia l'existence de solutions périodiques d'une 

certaine classe d'équations aux dérivées partielles : 

satisfaisant les conditions de périodicité : 

plus simplement on écrit (1) sous !.a forme : 

où F est la composition de fonctions : f est supposée 2~-périodique en 

t et x 

P F(t,x,u) = f(t,x,u(t,x),u (t,x),u (t,x> ,..., Dxu(tyx>> 
t X 

et L l'opérateur différentiel : 



L'idée de l a  r é s o l u t i o n  de ce problème e s t  l a  su ivante  : 

on s e  p lace  dans un espace de Banach H de fonc t ions  2 -périodiques 

en t , x ,  pouvant s e  décomposer e n  deux sous-espaces supplémentaires  

L M e t  M , où M e s t  l e  noyau dans H de l ' o p é r a t e u r  L. Puisque 

M e s t  non- t r iv i a l ,  L  e s t  borné e t  i n v e r s i b l e  seulement s u r  M' 

l e  complémentaire de M dans H .  

D'autre p a r t ,  s i  l ' o n  remplace l ' é q u a t i o n  ( 1 )  par  l ' é q u a t i o n  : 

où Q e s t  l a  p ro j ec t ion  de H s u r  M, a l o r s  L peut -ê t re  inversé  

ce qui  nous donne l ' é q u a t i o n  i n t é g r a l e  su ivan te  : 

où K : M -+ M e s t  l ' i n v e r s e  de L sur  M e t  y  un élément quelconque 

de M. 

Par l e  théorème du poin t  f i x e  de Banach, (6)  admet une unique 

s o l u t i o n  dans H pour t o u t  y  E: M e t  E s u f f i s a m e n t  p e t i t .  

Evidemment v ( y , ~ )  ne v é r i f i e  (1) que s i  QF(. , . , v ( y , ~ ) )  = 0 .  

O r  y  e s t  c h o i s i t  a rb i t r a i r emen t  dans M. Par conséquent,  s ' i l  e x i s t e  

y ( € )  dans M t e l  que QF( . , .  , v ( y , & ) )  = O,  a l o r s  v ( ~ ( E ) , E )  e s t  

s o l u t i o n  périodique de ( 1 ) .  

L'équation : 

é t a n t  p lus  simple que l ' é q u a t i o n  ( l ) ,  r e s t e  t o u t  de même en généra l  

assez d i f f i c i l e  à résoudre,  même s i  on l a  cons idère  comme une appl ica-  



tion directe du théorème des fonctions implicites. 

W.S. HALL [a] conclut son étude par les théorèmes suivants :. 

- 
So i t  f ne dépendant que de t,x,u. u éZa& 2 ~ - ~ Q h i o d i q u e  

On d U p p V 6 Q  que f adm& de6 déh i véa  con t inua  juiqu'Si . - ~ 

l'otrdhe pk+2, k > 2 eX 

A l v a ,  peuh E ~u~&hammenX p e L L t ,  il exinXe une unique holu-, 

l i o n  2 .n -pé~odique  LI(. , . , E) c H 
p,k 

( m l .  

on a le théorème suivant. 

iii) f 2n-pé&odique e.n t eZ x ; 

iv) e h X e  r > O ,  X e l  que ar 
sup If(t,x,s) I < 7 ; 

t,X, IsI<r 

I VI pou& ce même r, sup Ifu(t,x,s) 1 < a. 
t,x,Is14<r 

-------+-----A--------------- 

(*) Hp,k désigne simplement l'ensemble des distributions dont les coef- 

ficients de Fourier sont de carré sonunable par rapport au poids 
2 2p k/2  

p(m,n;p,k) = (I+m +n ) . 



ALvt t~ i ,  p u u t  E a a e z  p d i t ,  L'équatiun ci-dahua admd une 

dolu;tiun 2 ~ - p Q x i o d i q u ~  ~ a t b  duhant : 

Une a p p l i c a t i o n  de ce  théorème e s t  l 'exemple su ivant  : 

On n o t e r a  que ce t  exemple a  é t é  é t u d i e  précédemment pa r  

J.K. HALE [7] q u i  montre que c e t t e  équat ion  admet t r a i t  une s o l u t i o n  

2~r-périodique pour &,b  assez  p e t i t s  e t  a  # O .  

Une g é n é r a l i s a t i o n  e s t  l ' é t u d e  de : 

11) Dans l e  même e s p r i t ,  H .  PETZELTOVA (1972) reprenant  l e s  idées  

de l ' é c o l e  tchèque (VEJVODA-KRYLOVA) é t u d i a  l ' e x i s t e n c e  de s o l u t i o n s  

périodiques du problème : 

u + u  
t t 

= f (. , . ,U,Ut) xxxx 

(1 > u ( t , ~ )  = u  ( t ,O) = u ( t , ~ r )  = u  ( t , ~ )  = O  
XX XX 

f pér iodique en t .  

Le c a d r e  de r é s o l u t i o n  du problème e s t  l e  même que c e l u i  de 

W.S. HALL : 

on se p l ace  dans un espace de  Banach A = R B C où B e s t  

l e  noyau de L = u  + u  e t  L  e s t  borné e t  i n v e r s i b l e  seulement 
t t xxxx 



sur C le complémentaire de B dans A. On note Pl et P2 les 

projections orthogonales de A sur B et C respectivement et on 

cherche la solution sous la forme u - v + w, avec v t~ B, w € C. 

Ainsi le problème (1) est équivalent au système : 

L'hypothèse essentielle faite pour résoudre (2) est l'exis- 

tence de y > O tel que : 

f > y > O si f ne dépend que t ,x,u. 
u 

Le théorème du point fixe de Banach permet de résoudre (3) 

et en achève l'étude. 

Ainsi H. PETZELTOVA contourne la difficulté de la méthode 

de W.S. HALL en imposant l'hypothèse ci-dessus, qui est plus facile 

à'vérifier que les hypothèses nécessaires à l'utilisation du théorème 

des fonctions implicites. 

Les deux résultats fondamentaux de H. PETZELTOVA à propos 

de l'équation (1) sont les suivants : 

ThQohème : 

S u a  f vE4i6iant Le6 G~ypo;thQbeb buivanteh : 

2 ~x in l t e  R > O, r > O  l t d b  q u e :  

i) f admG de6 dé&ivQeb cona2nuu d' o&&e 2 (n-1 ) bu4 



a2k 
ii) - a2k 

F(u) (t,O) = 2k F(u)(~,T), k=O,l,. .., n-1 . 
a x 2k ax 

iii) fu 2 y > O Gl. 
t 

1 
iv) y - 7 (SUP fU(t,x,u 1' u 2 ) - in£ f u (t,x,u1,u2)) = LI > O . 

1 1 

1 

ALCVLA poun E anaez petc* 1' équation (1 ) admet une unique 

a o l d o n  Zn-péhiodique dana B~ n x C: ( * m l .  
- 

soit I = [0,2n] x [o,T], G = R x [O,"]. 

D = {$  réelles, 2~-périodiques, indéfiniment différentiable sur G ; 

2k 2k 
a2klax2k~(t ,O) = a lax g ( t  , n )  = O, k = I , . . . } .  

An 
le complété de D pour la norme : 

Soit Bn l'ensemble des solutions de l'équation Lu = u t t + u xxxx = g & A n  

et donc 'n le complémentaire de Bn dans A n . 
D'où : 



Une généralisation de la même manière que W.S. HALL pour 

l'équation Lu = &(au + f(.,.,u)) est donnée par le théorème : 
t 

Suppocloncs q u ' 2  exinXe R, r > 0 X e h  que f co~nUWIeMA: 

cf i i j  d é h e d u b l e  d'  otrdhe 2 (n- 1 ) 6Wr G3 , 

III) Toujours à propos de l'existence de solutions périodiques 

d'équations aux dérivées partielles, L. CESARI - R. KANNATJ 141 dans un 

esprit de généralisation de ces questions, étudient le problème en 

considérant l'équation : 

où X est un espace d'Hilbert, E un opérateur dont le noyau est de 

dimension finie ou infinie (cas elliptique ou cas hyperbolique) et N 

un opérateur non linéaire. 

Sous certaines hypothèses, ils prouvent l'existence de solutions 



En particulier, il en résulte l'existence de solutions d'équations 

de la forme : 

qui contiennent comme cas particulier les équations de W.S. HALL et 

H. PETZELTOVA seulement pour f = € 8  où E est un paramètre réel 

assez petit. 

Comme nous allons le voir, dans ce cadre général d'études, 

l'hypothèse essentielle de H. PETZELTOVA n'est pas nécessaire. Les 

hypothèses de L. CESARI - R. KANNAN apparaissent a priori "draconniennes", 

mais en fait, dans la pratique, elles décrivent la situation de plusieurs 

équations aux dérivées partielles non linéaires, l'opérateur E n'étant 

pas nécessairement auto-adjoint, un exemple du cas hyperbolique étant 

l'équation : 

u + u  = f(t,x,u,. . .). 
t t xxxx 

ff ypoxhea ea Q/t t ~ ~ d u c f i o n  du pfio blème de CESART -KANMAN. 

Soient X et Y deux espaces de Banach réels, 1 1 1 1 ,  1 1 1 1 y 

leurs normes respectives, D ( E )  et R ( E )  le domaine et l'image de l'opé- 

rateur linéaire E. E : Q ( E )  + Y ; D ( E )  C X ,  et N : X -+ Y l'opé- 

rateur non linéaire. 

On considère l'équation : 

Soient P : X -t X ; Q : Y -+ Y des projecteurs, dont les 

images et les noyaux sont donnés par : 



R(P) = PX = Xo ; Ker P = R(1-P) = (1-p)~ = 
* l m  

R(Q) = QY = Y. ; Ker Q = R(1-Q) = (1-Q)Y = Y 1 ' 

On suppose que P et Q sont choisis tels que : 

Ker E = PX et R(E) = YI = (1-Q)Y. 

Cela suppose évidemment que Ker E et R(E) soient fermes 

dans X et Y respectivement. 

Ainsi E est linéaire, bijectif de D(E)~I XI sur YI ; 

on notera H son inverse de Y, -+ D(E) n X I .  

On suppose également que H est borné, non nécessairement 

compact et vérifiant : 

Enfin, soit L une constante telle que : 

Dans ces conditions, l'équation (1) est équivalente au système : 

(2)  x = PX + H(1-Q)Nx . 
( 3 )  Q(Ex - Nx) = 0. 

m 
Autrement dit, si l'on pose x = Px E Xo , et Ker E = X = PX 

O 
X 

(4) x = x + H(1-Q)Nx. 

(5) QNx = 0. 

X 
Par conséquent, pour tout x IZ Xo, l'équation (4) apparait 

a comme un problème de point fixe ; x = Tx avec Tx = x + H(I-Q)NX. 



L'équation ( 1 )  étant réduite à un système d'équations, plusieurs situations 

et plusieurs cas peuvent être envisagés : 

a) X = Y un espace de Hilbert réel ; CESARI-KANNAN ont donné 

des conditions suffisantes pour résoudre ( 1 )  en utilisant la théorie 

des opérateurs monotones. 

b) X = Y un espace de Hilbert réel séparable, E auto-adjoint 

N lipschitzien. CESARI montre qu'il est toujours possible de choisir X 

et, par conséquent, P,Q de telle manière que l'opérateur T est une 

contraction dans X, et donc l'équation x = Tx admet une solution 

unique dans une boule convenable de X. 

c) En général, pour E non nécessairement auto-adjoint, X et 

Y espaces de Banach réels, CESARI et KANNAN dans toute une série d'ar- 

ticles ont considéré la situation où Y est un espace d'opérateurs li- 

néaires sur X, telle que l'application <y,x>, Y x X + R est définie, 

linéaire en x et y vérifiant les conditions naturelles suivantes : 

(HI) I<YYx>I * K I  1x1 I x I  IY I I ,  K constante, x et y tz x et Y. 

Il est toujours possible dans ce cas de choisir des normes 

dans X et Y ou l'application <y,x> de telle manière que K = 1. 

(H2) pour y c Y, on suppose que y E. R(E) = Y i.e. : 

X m 
Qy = O si et seulement si <Qy,x > = O pour tout x € Xo. 

Quelques exemples de cette situation ci-dessus : 

soit G un domaine borné de R' : 



2  
a)  x = Y = L (G) ; / < Y , x > I  = I I  ~ ( t ) x ( t ) d t ~  I I Y I  i I I X I  I 

G 

avec l e s  normes u s u e l l e s  dans L~ (G) . 

2  
b)  X = L (G) muni de l a  norme u s u e l l e ,  Y = L*(G) muni de 

l a  norme I I  I l m  e t  donc : 

1 <y ,x> 1 = 1 (mes G >  ~ ( t ) x ( t ) d t I  6 Y I I I I  2 
L  

CO CO 

c )  X = L (G) , Y = L (G) e t  donc a u s s i  : 

~ < y , x > ~  = 1 (mes G> - 1 1 2 j G Y ( t ) x ( t ) d t ~  c I I Y I  / m l  1x1 lm . 

d) e n f i n ,  on prend : 

X = H ~ ( G )  muni de  l a  norme de  Sobolev / 1x1 l m  ; 

2  
Y = L (G)  e t  donc : 

Une a p p l i c a t i o n  d i r e c t e  des  t ravaux de CESARI-KANNAN e s t  

l ' é t u d e  du problème : 

u + U  = f ( t  , x , u , .  . .) O < X < T ,  t € I R ,  
t t XXXX 

u( t ,O)  = u ( t  ,Tr) = u  ( t ,O) = li (t ,T) = 0 ,  
XX XX 

u( t+2n ,x)  = u ( t , x ) ,  O < x < ,T, t c IR. 

s o i t  I = ~o,T]  - x /50,27;3, G = [o,n] x w 

00 

D = u ( t  ,x) ,2'rr-périodiques en  t ,  de c l a s s e  C s u r  G ; 

2k 
~ ~ ~ u ( t  ,O) = O u ( t  ,n)  = O ,  k = O ,  1 ,2 , .  . . 

X X 

Am 
l e  complété de  D pour l a  norme : 



Alors, Am 
est un espace d'Hilbert réel dont le produit scalaire 

est : 

( , ) désigne le produit scalaire de L I )  ; et donc 

Si on considère le problème ci-dessus avec f = 1 ou f = x, 

la condition de PETZELTOVA n'est pas nécessaire ; des solutions élémentaires 

sont données respectivement par : 

m 

= 2 1 (-1) sin &x 
&= 1 

CO 

pour ~(t,x) = 1 = 4 ~ - '  (21-1)-'sin(21-l)n 
e= 1 

&+IL-' 
~(t,x) = x = 2 1 (-1) sin l x  

&= 1 

sont analytiques dans G y  mais n'appartiennent pas à A 1 . 

Nous avons le théorème du problème : 



Supposons q u ' i l  ez inte  deux comfantea Ro , r t&es que : 

;K 
a )  pountotOLLt u E X ,  u € x l n  , I ~ U ~ I / ~ < ~ ,  o n a :  

1 

Alam, Le pkobLème hypmbofique admd au moins une soLution 

1 2 112 U(L,X) E A avec Ilul/z 4 R = (R + r ) . 2 O 

IV) J. MAWHIN, quelques années plus tard (1976), en étudiant 

l'équation : 

montre, par une méthode simple, comment des résultats nouveaux peuvent 

s'obtenir par des moyens élémentaires dans le domaine de l'existence de 

solutions périodiques d'équations aux dérivées partielles non linéaires. 

Il montre également que l'étude de son équation conduit à des questions 

de théorie des nombres, et, en particulier à l'étude de l'équation de 

Pell. 

D'ailleurs, ce sera le point de vue que nous allons adopter 

et sa méthode que nous allons utiliser pour étudier l'équation : 

u + u  
t t 

= f(t,x,u,u ) . 
XXXX XX 



V I  Plus récemment H. BREZIS - L. NIRENBERG (1977) en étudiant la 
caractérisation de l'image de certains opérateurs non linéaires donnent 

suffisamment de conditions d'existence de solutions périodiques de 

certaines équations. Ils développent toute une série de méthodes de 

résolutions dans un espace d'Hilbert de l'équation : 

Ils montrent en particulier que : 

7m(A + B) ' h(A) + Conv lm(B) . 

S = T signifie que S et T admettent les mêmes intérieurs 

et les mêmes fermetures. 

De plus, grâce à la notion de fonction de récession d'un opé- 

rateur non linéaire, définie par : 

J (u) = lim inf(B(tv) ,u) 
B 

t++m 
v3U 

et sous certaines hypothèses convenables, ils prouvent les équivalerices 

suivantes : 

pour f E: H 

f E Im(A+B) <=> JB(v) 2 (f ,v) v v  c Ker A. 

f c I d  In(A+B) c=> JB(v) > (f ,v) v c Ker A, v # 0. 

Une application des travaux de BREZIS-NIRENBERG est l'étude 

du problème suivant : 



Dans R :  O G x G n ,  O G  t G 2 ~  

avec les conditions : 

pour lequel, ils recherchent des solutions périodiques par rapport à t 

et de période 2 ~ .  g étant supposée périodique de période ~ I T  par 

rapport à t, mesurable en (x,t), continue en u, non décroissante 

par rapport à u et vérifiant p.p en (x,t), u : 

vlul - hl(x,t) * lg(x,t,u)l r ylul + h2(x,t) 

2 
où v > O, hl, h2 c L (fi), y > 3 ou y < 1 ,  selon qu'on considère 

g ou -g. 

S o a  L u  hypo;thQbes c i - d u a a ,  Le pobLème ponnède au moivlcl 
2 .e nolution d a a  L . 

De @UA, n i  g c cm eA r g r E > O, dohcl La ~ o L L L ~ ~ M  ut cm. u 

I En p l u  den hypo;thènen du théotLème pt~écédent, si L'on a g 

Ig(x,t,u) - g(x,t,v) 1 G y lu - V I  p.p(x,t> 'f u,v 

avec y < 3 ou y < 1 4en,oec/tivmevLt, neLon que L'on coaidèke  g 

I keohcl % noluiion ut unique modula  Ker A. 

I S i  g u;t b & L i & ~ m ~ &  mono;tone en u pow t a &  (x, t) La 

1 noLlLtion e s t  unique. 



Reprenant les travaux de BREZIS - NIRENBERG, dans toute une 

série d'articles, A. BAHR1 - L. SANCHEZ, A. BAHR1 - H. BREZIS étudient 

également l'existence de solutions périodiques des équations : 

(*) u + u  + F(t,x,u) = O ; t t XXXX 

F étant "sous-linéaire" et non décroissante en u. 

a 
(" > U + u  + alul u = O, a > O et 1 < a < 2. 

t t XXXX 



CHAPITRE 11 

A) ETUDE DE L'ÉQUATION Utt + = i(t,~,~). X X X X  

7vLttroducfion : 

 objet de cette première partie est l'existence de solutions 

périodiques de l'équation : 

u + u  
t t 

= f(t ,x,u). 
XXXX 

Pour cela, on défi-nit la notion, introduite par J. MAWHIN [9J, 

de solution périodique généralisée. 

2 
On pose J = I = [0,27rJ x b,2~]. 

2 
H = L (J) muni du produit scalaire usuel. 

4 2 
P = {f  E C (IR , IR) ,  2~-périodiques en leurs 2 variables) 

et f : J x IR +IR, une fonction telle que f(..u(..)j € H pour tout 

- 
On dira que u E H est une solution périodique généralisée 

(SPG) de l'équation : 

u + u  
t t 

= f(t,x,u) 
XXXX 

1 si pour tout v E P, on a : 



(u,vtt + V = (£ ( . ,  .,u(., .)),v) 
XXXX 

E ( ,  désigne le produit scalaire usuel dans H. 

Rernakque. : 

Si f est continu et si u est une (SPG) de ( 1 )  qui est de 

classe c4 dans J, alors u est une solution classique de (1) 2~-pério- 

17 - E;tude du pxablerne RUzc?&e ailaocit. 

Soit l'équation linéaire : 

( 2 )  u + u  - Au = h(t,x) t t xxxx 

PtropaaiAian 7 .  - 

Soient u E H, h E: H avec : 

( 3 )  u(t,x) = 1 U, exp i(mt + nx) 
m,n&Z 

(4) h(t,x) = 1 exp i (mt + nx) 
m,n~Z 

Alors u est une SPG de (2) si et seulement si : 

4 2 
(5) (n - m  -X)u - - hmn (m,n E: 2 ) .  

m 

Pkeuve : immédiate. 

Posons : 



L 
MA = {(m,n) E Z ; QA(m,n) = O }  ; MA est éventuellement vide 

2  2 
et NA = Z \ MA son complémentaire dans Z . 

Nous avons le corollaire suivant : 

CO~O.&L&Q 1 . - 

Une condi;tion néceaaahe poun que ( 2 )  ponaède une [SPG) 

que (6) pountout  (m,n) E MA : h = 0 .  
mn 

En effet, si la condition (6) est vérifiée, le système (5) 

est résoluble par rapport aux u mais il est évident que ce n'est 
mn 

peut-être pas suffisant pour que (2) possède une (SPG). 

ThéokCme 1 .  - 

r- L'éyuaLLon (2) panaède une SPG a i  eX aeuRerneM;t a i  (6) ut 

véhidiée et 6 ' U  e&te p > O .tel que p o u  . tout  (m,n) s N A  

l X 
On déaignu~a ce f t e  da.nièhe c o n ~ i o n  noua Re nom de  

Ptreuve : 

Condit ion nécessaire : 

Il résulte du corollaire (1) que (6) est nécessaire. 

Supposons maintenant que @ ne soit pas satisfaite. Il existe alors 

une suite { (mj ,nj)) telle que (mj ,nj) c N et QA(mj ,nj) --+ 0. 
j ++a 



On peut donc e x t r a i r e  de c e t t e  s u i t e ,  une sous-su i te  {(mi , n i )  } 

t e l l e  que : 

La s é r i e  de Four ie r  : 

'L 
d é f i n i t  un élément h E H dont l e s  c o e f f i c i e n t s  v é r i f i e n t  ( 6 ) .  S i  

% 

maintenant u  e s t  une SPG de ( 2 )  avec h  = h,  a l o r s  on a : 

'L 
Q (m!,n!)u , , = h  X J J m.n m!n! = Q A (ml j '  n!) J ou encore 

J j J J 

l a  con t r ad ic t ion  r é s u l t e  du f a i t  que c e t t e  fonc t ion  u  & H. 

Coucli;tion au66hanX~ : 

S i  h E H v é r i f i e  ( 6 ) ,  a l o r s  l a  s é r i e  de Four ie r  : 

qu i  e s t  t e l l e  que : 

d é f i n i t  un élément u E H ,  q u i  e s t  a l o r s  une (SPG) de ( 2 )  en v e r t u  

de l a  propos i t ion  ( 1 ) . 



- 21  - 

i * )  Soit HA = {h 6 H ; h = O pour tout (m,n) E M ~ }  et si mn 

h s HA, désignons par T h la série de Fourier X 

. La première partie est immédiate. En effet, si h E HA, 

alors (6) est vérifiée ; d'après le théorème ( l ) ,  (2) possède une 

(SPG) donnée par (8), qui est exactement TAh. 

. D'autre part, si h 6 HA : 

Par définition de qA, il existe une suite {(m.,n.)),(m ,n.) E NA 
J J  j~ 

j = , 2 ,  telle que : I Q  (m ,n.)l ----+ A j J j++m q~ 

d'où si on pose : Y 1 
(t ,x) = - exp i (mt + ux) 2 Tr 

(j = 1, ... ) 
mj ,nj 

il vient : 

et donc : 



r si M~ = m ex si @ es t  n&&ite, &a (2) ponnède 

pvun kaut h E H une S.P.G. unLyue u donnée pak  : 

111 - Un phoblème de khéonie deh nombtra. 

Posons : 

R = {i E IR ; TA est un endomorphisme continu de H} 

et son complémentaire C donné par : 

D'après le théorème ( 2 ) ,  R s'écrit : 

R =  {XsR, h 6 L et @ est satisfaite}. 

Nous allons maintenant étudier le spectre de X i.e. C ; 

c'est-à-dire étudier la résolubilité en nombres entiers de l'équation 

4 2 n - m  - X = O .  

D'après J .  MAWHIN Cg], cette équation n'est pas résoluble 

pour A k (2Z+1) U 42. 

a) Considérons le cas où X = 4q , i.e. X E 4 2 .  

2 
Comme l'équation : 4q = n - m2 admet la solution 



4 2 
l'équation 4q = n - m aura donc une solution pourvu que q+l soit 

un carré. 

Soit donc q = k2 - 1 et 

b) Considérons maintenant le cas où A = 2q + 1. 

2 
Comme l'équation n - m = 2q+l admet la solution 

4 2 
l'équation 2q+i = n - m aura une solution pourvu que q+l soit un 

carré. 

2 
Soit donc q = k - 1, auquel cas : 

2 h = 2k - 1. 

2 2 
Ainsi : C=Sp(A) = U 4(k-l)U U 2k - 1 .  

k>O k>O 

On obtient ainsi les valeurs de X : 

par conséquent : 

4 2 
= inf ( A - ( n  -m)I 

4 2 
n -m CC 



Ainsi, on a prouvé que : 

Le phobLërne non LinEuhe : 

Soit f : J x IR + IR telle que : 

(t,x,11) -f f(t,x,u) ; mesurable en (t,x) pour chaque U E R .  

et telle que £ ( . , . , O )  E H. 

Le problème est d'étudier l'existence de solutions périodiques 

généralisées de l'équation non linéaire : 

u + u  = £ (t ,x,u) . 
t t XXXX 

l i - i , v [ ~  R QA: deux fiée,& a, b avec : 

X d 4  que pouh (t,x) E. J, u € IR, v .E IR, u # v 

(14) a 4 
f(t,x,u) - f (t,x,v) b . 

u - v  

ALoa 1' EquaXion (1) poangde un S.P.G. unique. 

- 

Soit X e lu,v[. Il est évident que l'équation (1) est équiva- 

lente à l'équation : 



u + u  - AU = f(t,x,u) - Au. 
t t XXXX 

Définissons FA sur H par : 

= f(.,.,u) - Au : H dans H. 

Alors, d'après (14), FA applique H en lui-même et si u, v € H 

Puisque A E R, i.e. M = ; d'après le corollaire (2) et A 

(15), la recherche des SPG de (1) équivaut à la résolution dans H de 

l'équation : 

Où, pour tout u, v c H, 

GA sera donc une contraction dans H si A peut être choisi 

- 1 tel que : kAq < 1, c'est-à-dire tel que : 

~ax(Ia-hI,lb-Al)<d(A,L)= inf I~~(m,n)/. 
(m,n)cz2 

in£ QA (m, n) = min( inf 
2 QA(m,n), - sup 2QA(m,n)) (m,n)~~2 (m,n)eZ (m,n)cZ 

QA (m,n)>O QA (m,n)<O 



4 2 
puisque par hypothèse il n'existe pas d'éléments de la forme n - m 

dans ]x,u[. 

D'ailleurs, 

4 
inf (n - m 2  - V )  = O  

(m,n)~Z 
2 

4 2 
n -m >V 

en effet, si le membre de gauche était égal à 6 > O, on aurait : 

Puisque par hypothèse, 

4 2 i n £  (n - m - U) = inf 2/(n4 - m 2  - v ) /  i v - u .  
(m, n) &Z 

2 
(m,n)&Z 

4 2 n -m CU 
4 2 n -m G u  

Par le théorème (2) et ce qui précède, on aurait alors p E R, 

ce qui contredit l'hypothèse. 

Dès lors 

inf Q (m,n) = u - A, 
(m,n)cZ 2 A 

QA(mYn)>O 

et, par un raisonnement analogue, 



Ce qui entraîne : 

Une discution élémentaire montre que l'inégalité 

est satisfaite si et seulement si on choisit A dans ] ~ , v C  tel que 

ce qui est toujours possible. Le théorème du point fixe de Banach appliqué 

à GA achève alors la démonstration. 



B) ETUDE DE L'ÉQUATION : u t t + u  xXXx = f ( t  ,x,uXX) ( 1 ) .  

0 - lvi,trtodudon : 

Dans c e  c a s  l à  e t ,  c o n t r a i r e m e n t  au problème é t u d i é  dans  l a  

% 
p a r t i e  @ , on s e  p l a c e r a  dans  H un sous-espace v e c t o r i e l  d e  

2 
H = L (J) déf  i n i  comme s u i t  : 

2.1-r 
CL 2 
H = {u & L (J) ; u 2n-périodique en  t e t  x ; uxx E L ~ ( J ) ; ~  O u ( t , x ) d x = 0 } .  

% 

11 e s t  b i e n  é v i d e n t  que l ' i n t r o d u c t i o n  d e  H a s s u r e  l ' e x i s t e n c e  

d e  uxx e t ,  par  conséquent ,  c e l l e  d e  f ( t  ,x,uXx) p l u s  t a r d .  

Nous u t i l i s e r o n s  l e s  n o t a t i o n s  de l a  p a r t i e  @ . 

C CL 
H es* un espace de Banach muni de l a  nome : 

l l u /  1 %  = I luxx\ I H  . 

La première  p a r t i e  e s t  é v i d e n t e  s i  1' on a montré  que 1 / 1 1; 
e s t  e f f e c t i v e m e n t  une norme : 

Pour c e l a ,  il s u f f i t  d e  v o i r  que : 

% 
E n e f f e t ,  s o i t  u c H  t e l  que / ( u ( \ ; i = O  ; a l o r s  u xx = O .  

Dans c e  c a s  : u x = a ( t ) ,  d 'où  u = x a ( t )  + B ( t )  . 



Or, en vertu de la périodicité de u(t,x) en x, a(t) f O. 

% 

D'autre part, d'après la définition de H, 

Par conséquent, B(t) f O d'où u c 0. 

Considérons l'équation linéaire : 

U + U  - 
t t XXXX uuxx = h(t,x) 

~ E I R  ; h € H .  

Pour les démonstrations des propositions qui suivent dans ce 

paragraphe, on pourra se référer à la partie @ . Celles-ci sont 

analogues. 

PirupuaLiian 1 : 

'L 
S a L t  u E H, h E H avec : 

u(t,x) = 1 u exp i(mt + nx) 
mn 

m,n 

h(t,x) = 1 hmn exp i(mt + nx). 
m,n 

ALom u ea;t une. SPG de (2) a i  e.X aeu.lement a i  : 

(5) 
4 2 2 

(n - m - pn lumn = h 
mn 

Soit l'ensemble (éventuellement vide) 

2 
et N son complémentaire dans Z . 

1.i 



Une condi,tLun néceaacLihe puuh. que ( 2 )  puaaède une SPG GA: 

que p u u t  ,ta& (m,n) E: M L hmn 

= 0. 
1-i 

( 6 )  

): 

On a les mêmes résultats que pour le problème étudié dans la 

partie @ . 

L'équuAion ( 2 )  ponaCde une SPG a i  eA nedeme& a i  ( 6 )  eAt  

vé&Lbiée et a 'il e d Z e  p > O, t e l  que  pu^ $O& (m,n) E Nu 

Introduisons le sous-espace vectoriel fermé de H : 

H = {h E H, h = O pour tout (m,n) c M ) 
1-i mn 1-i 

et si h & H désignons par T h la série de Fourier : 
1-i ' U 

Il est clair que est une application linéaire de H 

dans l'espace des séries de Fourier. 

On a le résultat suivant : 



Théokème 2 : 

1 

T eAt un endomokpkinme continu de H a i  eX aedemen;t a i ,  
1-i 1-i 

Un corollaire immédiat de ce théorème est le : 

ConokYahe 2 : -- 

S i  M = O et a i  l a  condition @ a* aat in~&e ,  
1-i 

d o k a  l 'équdt ion ( 2 )  poaaède une SPG unique u donnée pm : 

u = T h .  
1-i 

P ~ Q u v Q  : 

Par les théorèmes 1 et 2 ,  l'équation ( 2 )  possède pour tout h 

une solution donnée par (8) avec N = z 2  et l'unicité résulte aisément 
1-i 

de la proposition 1. 

2 - Un pkoblème de ;théo~Le d u  nombke~ : 

Désignons par R  l'ensemble : 

R = {IJ E R ; T est un endomorphisme continu de HI 
1-i 

et par 6 son complémentaire dans R. 

6 s'écrit : L = I1-i c IR, MU # ml. 

Par conséquent, il résulte du théorème 2  que : 

R  = { p  E IR ; IJ fi L et la condition @ est satisfaite}. 



Il serait souhaitable, comme dans la partie @ , d'avoir une 

description aussi précise que possible de R. Pour cela, il faut : 

a) Déterminer C, c'est-à-dire étudier la résolubilité en 

nombres entiers de l'équation : 

b) Etant donné un l..~ k L ,  vérifier si la condition @ est 

satisfaite, autrement dit étudier la valeur minimum atteinte par 

Qp(m,n>. 

Problèmes non encore résolus dans toute leurs généralités. 

On montre que les valeurs d'adhérence de la suite double 
'7 

2 mL 
(n - -1 2 m,nc~* sont les entiers pairs ; en effet : n 

Ptreuve : 
2 2 J22- i.e. (m = a + Jn (n -XI) ; X )  posons a = m - n (n -x) 



alors, on a : 

et d'après l'hypothèse : 

n 
2 

puisque x < - 
2 ' , d'où : l a /  

n 

X 
+) De même posons : 6 = h - - - X 

2 1 - ) ; 6 s'écrit aussi : 
n 2 n 

-2 + 2 - 
n 

X 
2 

- -  
4n 

4 
X 

2 
X 1 B = alors 1 B I  < 7 (puisque < 

x + (1 - -) x 4 n n 

2n 
2 

1x1 par conséquent, puisque - < n ,  
fi 

Finalement : 

Pkeuve de l a  p4opoaXon : 

Toute valeur d'adhérence est un entier pair ; en effet, suppo- 

sons que x soit un réel qui ne soit pas un entier pair. 

Il existe un réel E > O, tel que pour tout entier N & Z, 



2 
D'après le lemme, si N = m-n , il n'existe aucun couple 

(m,n) tel que : 

D'autre part, il n'existe qu'un nombre fini de couple (m,n) 

tels que 

x n'est donc pas valeur d'accumulation de la suite double. 

En conclusion, tout intervalle ouvert n'incluant pas d'entiers pairs 
0 

L 2 m 
ne contiendra qu'un nombre fini d'éléments de la suite (n - . 

n 

4 - Le ptrobLQm~ non Linéaihe. 

Soit f : J x fR+R ; (t,x,u) -t f(t,x,u). 

Une fonction mesurable en (t,x) pour chaque u dans H. 

On a le théorème du problèr,le non linéaire. 

~ ~ p p ~ d ~ n i l  qu'il cxhZe deux trQQen A , v E: C XeLn que : 

h < v eX ] ~,v[c R, eA deux &P.& a, b avec : 

h < a C b i v  

u - v  

1 d o m  l'équation ( 1 )  poosède une SPG urzique. 



Pheuve : 

Soit 1-i E ] h , ~  [, il est clair que ( 1 )  est équivalente à 

u + U  - 
tt xxxx l-iUxx = f(t,x,u XX ) - l-iUxx . 

On définit F sur H par : 
U 

F u = f(t,x,u ) - 
I-i Uxx 

alors F u c H. 
1-i XX 1-1 

On a alors si u,v E: H en vertu de (9) 

En oütre, puisque 1-i E: R, il résulte aussitôt de (10) et du 

TJ 
corollaire (2) que la recherche des SPG de (1) dans H, équivaut à la 

résolution dans H de l'équation : 

où S est l'opérateur défini par : 
1-i 

2 - 1  
S f =  - n g U  (m,n)fmnexp i(mt + nx) . 

1-i m,n 

Par conséquent : 

Ainsi pour tout u, v c H 

G sera donc une contraction dans H si 1-i peut être choisi 
1-i 

tel que < 1 ; c'est-à-dire tel que : 



i n f  Pli(m,n) = min( i n £  Pli(m,n), - sup PU (m,n)) 
m , n€Z 2 2 2 

m,n€Z (m,n) EZ 
PII(m,n)>O P II (m,n)<O 

L 
2 m 

Puisque,  pa r  hypothèse, il n ' e x i s t e  pas  d 'éléments de  l a  forme n - - n 2 

dans ]A,\)[. 

D ' a i l l e u r s ,  



2 m 
2 

inf (n - - - 
2 2 

v) = O 
m,n€Z n 

2 m 
2 

n - -  
2 3 v 
n 

En effet, si le membre de gauche était égal à 6 > O, on 

aurait : 

inf I P  (m,n)l 2rnin(b,v - l ~ )  > 0. 
m,n~Z 2 lJ 

puisque par hypothèse, 

2 2 
inf 1 (n2 - 5 - 

2 2 
v 1 = inf 1 (n2 - 5 - 

2 
v)l > v  - A. 

m, n€Z n m, n€Z 2 n 

2 m 
2 

2 m 2 n - -  
2 

< V n - -  
2 6 A n n 

On aurait alors en vertu du théorème (2) et ce qui précède A E R, 

ce qui contredit les hypothèses. 

Dès lors, 

et par un raisonnement analogue, 

ce qui entraîne 



inf I~~(rn,n)I =min(v-p,v-A) . 
m, nez 2 

Une discussion élémentaire montre que l'inégalité 

~ax(la - p(,lb - pl) < min(v - U,P - A) 

est satisfaite si et seulement si on choisit y dans ]A,p[ tel que 

ce qui est toujours possible. 

Le théorème du point fixe de Banach appliqué à 
G~ 

assure 

l'existence et l'unicité de u solution de u = G u dans H xx lJ xx 
'L 

et, par conséquent, l'existence de u dans H. L'unicité de u dans 

% 2> 
H est assurée par les propriétés de l'espace H. 



C I  ETUDE DE L'ÉQUATION : t t + Xxxx = f (t ,x,u,u~~) . 

O - ZvLtrradu~on : 

De la même manière que précédemment dans ce chapitre, nous 

étudions l'existence de solutions périodiques de l'équation : 

( 1 )  u + u  = f(t,x,u,u ) . t t XXXX XX 

Avec u une fonction périodique de période  TT en ces 

2 
2 variables. On se placera dans l'espace Hilbertien H = L (J) où 

2 
J = 1 ; 1 = [ 0 , 2 ~ ]  ; f : J x I R x I R - t i R  une fonction telle que 

f(.,.,u,u ) c H pour tout u E H. Nous étudierons dans une première 
XX 

étape le problème linéaire. 

Remanque : On énoncera les résultats de ce paragraphe sans les 

démontrer (cf. paragraphes précédents). 

Soit l'équation linéaire : 

+ u - Au - vuxx = f(t,x) 
XXXX 

l SvieVLt u, f € H avec : 

- 
u(t,x) = 1 umn exp i(mt + nx) ; u = u -m, -n mn 

m,n€Z 



keom u ~ A X  une SPG de (2) h i  eA he,ulemenA h i  

4 2 2 
(n - m - un - X I m n  = f (m,n E: Z ) .  mn 

Posons : 

et soit l'ensemble (éventuellement vide) M défini de la manière 
A,v 

suivante : 

M L . = {(m,n) t Z , QA,ii(m,n) = O} , 
X , l J  

et son complémentaire N 
2 

A,ii 
= Z \MA,u. 

Une conséquence immédiate de la proposition (1) est le : 

CutraU&e 7 : 

Une c~ndi;tion nQcenn&e p a m  que (2) paanède une SPG ut 

pou% .tou:t (m,n) c M 
X,v' 

Si la condition (4) est vérifiée, le système (3) est évidemment 

résoluble par rapport aux u mn ' mais ce n'est pas en général suffisant 

pour que (2) possède une SPG. 

ThEatreme 7 : 

L' EpuatCon (2) pannède une SPG h i  et heuleinent h i  ( 4 )  e a X  



vé4idiée eR b ' d  exinte p > O ta que, pouh toLLt (m,n) E: N 
A,lJ 

on débigneha c&e condition nous Le nom de c o n m o n  @ . L 
Introduisons le sous-espace vectoriel fermé de H : 

et si f E: H 
A,lJ 

désignons par T f la série de Fourier : 
A,u 

- 1 1 QA,lJ(m,n)fmn exp i (mt + nx) . 
(m, n)E:N A ,lJ 

Alors manifestement T est une application linéaire de 
A,1-i 

Hh,lJ 
dans l'espace des séries de Fourier. 

On a le résultat suivant : 

Pneuve : 

La première partie du théorème résulte aisément du théorème 1 

si on note que u donnée par -' f exp i(mt + nx) est égale 1 Q A , ~  mn m,nE:N 
A,lJ 



à T f.  a autre part, si f € H 
A Y 1 - i  A Y 1 . i  

par dé£ init ion de qAyP , il existe une suite {(mj,nj)} avec 

(mjynj) E N A,lJ (j = 2 . telle que : 

  ès l o r s ,  si 

il vient 

et par conséquent : 

l1équaAion (2) poonede pow ZouZ f 6 H ,  une SPG urique u donnée pah : 

Par les théorèmes 1, 2, l'équation (2) possède pour tout f 

2 
une solution donnée par T f avec N = Z , c'est-à-dire par (6) 

AYP A Y l J  



et l'unicité résulte aisément de la proposition 1. 

2 - Un p u b l ë m e  de  t h é u / u ~  d u  nambtra. 

Désignons par R l'ensemble : 

2 
R = {(h,~) E IR ; T est un endomorphisme continu de HI. 

A ,lJ 

1 2 2 par C = C  U C  , C = @ .  

2 
Son complémentaire dans iR , avec 

Il résulte aisément du théorème 2 que 

R = { (h,p) E i~~ ; (h,~) F C1 et la condition @ est satisfaite). 

Il aurait été souhaitable d'avoir une description aussi précise 

que possible de R. Pour cela, il aurait fallu : 

1 
a) Déterminer C , c'est-à-dire étudier la résolubilité en 

nombres entiers de l'équation : 

4 2 2 
QA ,u (m,n) = n - un - m - h = 0 .  

1 
b) Etant donné un couple ( A ,  @ C , vérifier si la conditon 

@ est satisfaite ; c'est-à-dire étudier la valeur minimum atteinte 

Par QAIP. 

Il s'agit là de problèmes de théorie des nombres qui ne sont 

pas, à notre connaissance complétement résolus. 



3 - Le phobL2me non LinécLine : 

S o i t  f : J x IR x IR + IR, ( t , x ,u ,v )  -+ f  ( t , x , u , v )  

2 
une fonc t ion  mesurable e n  ( t  ,x) pour chaque (u,v)  E: IR . 

On a  l e s  lemmes su ivan t s  : 

d a d i n i  comme h u i t  : 

2 - 1  
S f = - nQA,li(m,n)fmn exp i(mt + nx) 

m,n 

En e f f e t ,  s o i t  
%,n 

l a  d i s t ance  de  (A,p) à l a  d r o i t e  : 

Alors  

Par  conséquent : 

4 2 2 
l n  - m  - p n  - A I  2 f i  n 2 %,n ' q .  

donc 



 autre part, on a : 

or, on a également : 

donc 
- 1 / / ~ ~ , ~ l l  q 

Le lemme 2 est immédiat. 

Le Xhéotième du pkoblème non L inéahe .  

Théoirème 3 : 

- - 
Suppobom que powr Zouk u, u, v, v E: IR, il exAXe deux 



x u ~ n  quc : 

- - - 
i) f(. ,.,u,v) - f ( .  ,. ,u,v) = ~(.,.,u,u,v)(u-u) 

- - - 
f( .,., U,V) - i( .,., U,V) = B (  .,., u,v,v)(v-V) ; 

- - 
ii) sup 

I la( .,., u,u,v) - A I  l + l I~(.,.,u,v,v) - P I  I < 

R~ q 

L Alam 1' E q u d o n  (1) pvnc lQd~  une. SPG uLyue .  

Pheuve : 

Soit (A,u) c R, il est clair que l'équation ( 1 )  est équiva- 

lente à l'équation : 

u + u  - Au - puxx = f(t,x,u,u ) - Au - 
t t XXXX XX p"xx 

Définissons F sur H x H par : 
A,P 

Il est immédiat de voir que F applique H x H dans H 
A,lJ , - - 

et que si u, u, v, v E H, on a en vertu de i) 

En outre, puisque (A,) E R, d'après le corollaire (2) la recherche 

des SPG de (1) équivaut à la résolution dans H du système d'équations : 



On a d'après ce qui précède : 

et d'après le lemme 1, 

système qui s'écrit encore sous forme matricielle : 

s'il existe donc une solution, d'après l'hypothèse ii) elle est unique ; 

puisque la deuxième valeur propre est strictement inférieure à 1 

(la première étant nulle). 

Exin;tence : 

Nous allons procéder par approximations successives. 

En effet, soient u v € H. 
oy O 

Posons : 



de la même manière : 

1 I l 2 -  Il"-')( I l - I l  ll'"ll)(;;ul-~oll) 

(11%-hl\ llt2-ull lla1-~Il llt1-~Il 9 vl-vl l I 

, c 

et plus généralement : 

D'après le lemme 2, la matrice : 

n 
admet pour valeurs propres O et ii ( / / ai-h 1 1 + 1 / Bi-ii 1 1 ) inférieure 

i= 1 
à knqn (d'après (ii)). 



Ainsi donc : 

Les suites (un) et (vn) sont donc convergentes. 

Il existe donc une solution périodique généralisée unique de l'équation (1). 

On se propose d'examiner la possibilité de déterminer (A,1-i) ê. R, 

de telle manière que la condition (ii) du théorème du problème non linéaire 

puisse être satisfaite. 

Pour cela, examinons le cas particulier où a et @ sont 

II petits" en sachant que les normes de S et T sont majorées par 
A,u A 9 1 - i  

la distance de ( X , V )  à C .  ! G a  
p - u l  

On commence par rechercher les régions du plan voisines de 

4 2 2 
l'origine dans lesquelles les droites n - m - Un - A = O ne 

pénètrent pas. 

De plus, pour n fixé, on obtient une famille de droites paral- 

lèles, on ne retiendra donc que celles qui sont les plus proches de 

l'origine. 

Cette première étude montre que si n prend toutes les valeurs, 

les droites A = -pn 
2 

passent par l'origine, mais restent incluses dans 

l'angle formé par l'axe des A et la seconde bissectrice. 

Pour une valeur donnée de n, on doit prendre les valeurs de 

m telle que : 



Alors, on a : 
2 

m = n + I  
1 

2 
m = n - 1  

2 

auquel cas les droites voisines de l'origine sont : 

Ce qui nous amène à ne considérer que les parties hachurées. 

Dans cette partie restante formée par deux parallélogrammes, 

à part les droites parallèles à l'axe des , on est sûr de la non 

existence du passage des droites de la famille (m,n). 

Ainsi, la condition à remplir se traduit par le fait que l'on 

doit trouver un carré à diagonales parallèles aux axes tel que son 

cercle circonscrit soit entièrement contenu dans l'une ou l'autre des 

parties considérées. 

Si (a,B) varient dans un domaine 8,  et s'il est 

possible d'inclure 6 dans un carré dont le cercle circonscrit est 

entièrement contenu dans l'union des parties considérées, alors on 

choisira pour (X,y) le centre de ce cercle afin de satisfaire la 

condit ion du thgorème. 
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L'objet de ce travail est la recherche des solutions pério- 

diques en t de l'équation u + u  = f (t ,X,U,U ) . 
t t XXXX XX 

>L7 Y U,J ! ' ? s r  .<,>,.&j 

, ' ~5T - f~  (n- 7 #PA 
Après un aperçudes différentes méthodes utilisées pour ce 

type d'équation nous nous inspirons de l'étude de J. MAWHIN concernant 

l'équation u - u = f(t,x,u). Le premier chapitre est relatif 
tt xx 

au cas où f ne dépend que de l'une ou l'autre des variables u, uxx. 

Le second chapitre est consacré au cas général. Une discussion finale 

précise les conditions nécessaires d'existence des solutions pour f 

presque linéaire en u et u . 
XX 
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