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Le c a l c u l  des éléments de l a  t a b l e  q d ,  dans l e  cas généra l ,  a é t é  

rendu poss ib le  grâce à l ' a lgor i thme qd généra l i sé  pa r  DRAUX C l ] .  Il 

l ' a p p e l l e  algorithme qd général  pour l e  d i s t inguer  du c lass ique .  

Notre t r a v a i l  a cons i s t é  à l a  mise en oeuvre des l o g i c i e l s  Fortran 

q u i  ca lculent  l e s  éléments de l a  t a b l e  qd en u t i l i s a n t  l ' a lgor i thme qd 

général .  Le c a l c u l  de l a  t a b l e  qd s ' e f f e c t u e  au choix, pa r  l a  méthode d i -  

r e c t e  (ou normale) ou p a r  l a  méthode progressive.  

Nous proposons des sous-programmes complémentaires q u i  ca lcu len t  l e s  

polynômes orthogonaux r é g u l i e r s  e t  l e u r s  a s soc iés ,  les approximants de Padé 

en un point  e t  en deux p o i n t s ,  e t  l e s  approximants des s é r i e s  de fonctions.  

Les r é s u l t a t s  sont  obtenus pour des s i t u a t i o n s  absolument quelconques 

en ari thmétique r é e l l e  double préc is ion  ou en ari thmétique r a t i o n n e l l e  étendue 

(arithmétique exacte  de longueur de mot a r b i t r a i r e  ) . 

% 
Nous abordons a u s s i  l ' a lgor i thme qd, que l ' o n  d é f i n i t  à p a r t i r  des 

r e l a t i o n s  de récurrence à t r o i s  termes l e  long des ant id iagonales ,  e t  l e  

c a l c u l  des r ac ines  des polynômes. Nous nous sommes a u s s i  i n t é r e s s é s  au ca l -  

c u l  des polynômes orthogonaux lacunai res .  

Ce t r a v a i l  s e  d i v i s e  en neuf p a r t i e s  : 

La première p a r t i e  e s t  consacrée aux d é f i n i t i o n s  e t  à c e r t a i n s  r é su l -  

t a t s  c lass iques  q u i  sont  généra l i sés  dans C l ] ,  q u i  servent  dans l a  s u i t e .  

Dans l a  deuxième nous proposons un algorithme de c a l c u l  des éléments 

de l a  t a b l e  qd e t  une mise en oeuvre de ce dernier .  



Dans les t ro is ième e t  quatrième nous donnons un algorithme qu i  ca lcule  

l e s  polynômes orthogonaux r é g u l i e r s  ( l acuna i res  pour l a  quatrième) e t  l e u r s  

associés ,  e t  proposons des sous-programmes qu i  ca lcu len t  l e s  polynômes ortho- 

gonaux r é g u l i e r s ,  l e u r s  a s soc iés  e t  les approximants de Padé. 

Dans l a  cinquième nous donnons un ensemble de sous-programmes calcu- 

l a n t  les approximants de Padé en deux po in t s .  

La sixième est consacrée au c a l c u l  des approximants des s é r i e s  de 

fonct ions  e t  au c a l c u l  des r a c i n e s  des polynômes. 

Dans l a  septième nous montrons comment on peut  déduire l ' a lgor i thme 
'-b 
qd à p a r t i r  de l ' a lgor i thme qd . 

Dans l ' a v a n t  dernière p a r t i e  nous reprenons l e s  sous-programmes qui 

ca lcu len t  : 

- l e s  éléments de l a  t a b l e  qd , 
- l e s  pülynômes orthogonaux r é g u l i e r s ,  l e u r s  a s soc iés  e t  l e s  appro- 

ximants de Padé, 

- l e s  approximants de Padé en deux po in t s ,  

- l e s  approximants des s é r i e s  de fonct ions  

en arithmétique r a t i o n n e l l e  étendue. 

Enfin l a  de rn iè re  p a r t i e  est consacrée à l a  comparaison des r é s u l t a t s  

des ar i thmétiques r é e l l e  double p réc i s ion  e t  r a t i o n n e l l e  étendue sur un exem- 

p l e ,  e t  à l a  conclusion. 

Notre t r a v a i l  a cons i s t é  à résoudre quelques-uns des p o i n t s  soulevés 

pa r  DRAUX dans son l i v r e  Cl]. 

N.B. Nos programmes ont  été m i s  au point  avec un ordinateur  qu i  permet de - 
t r a v a i l l e r  avec les indices  n é g a t i f s  ( I R I S  80), e t  donc peuvent susc i -  

ter des modificat ions pour passe r  dans c e r t a i n s  ordinateurs.  1 



$1. RAPPELS 

Cette p a r t i e  r appe l l e  l e s  d é f i n i t i o n s  e t  c e r t a i n s  r é s u l t a t s  c lass iques ,  

qu i  sont  généra l isés  dans C l ] ,  qu i  vont s e r v i r  dans tou te  l a  s u i t e .  

Déf in i t ion  1.1. : S o i t  une s u i t e  de nombres r é e l s  (ci)  i E IN, l e  déterminant 

(n  1 est appelé déterminant de Hankel e t  est noté Hk . 
( n )  - ( n )  = 1 Yn Par convention on posera Ho - H-l 

( n )  Défini t ion 1.2. : On appel le  t a b l e  H l e  tableau t r i a n g u l a i r e  contenant l e s  Hk 

où l ' i n d i c e  supér ieur  correspond à l ' i n d i c e  de l a  diagonale e t  l ' a u t r e  à 

l ' i n d i c e  de l a  colonne. 



On d i t  que l a  t a b l e  H e s t  normale si H L ~ )  # O Y i ,  k c N, sinon e l l e  

e s t  d i t e  non normale. 

Déf in i t ion  1.3. : On appel le  b loc  de l a  t a b l e  H un b loc  où tous  les détermi- 

nants  sont nuls .  

Remarques 1.4. : La t a b l e  H ne cont ient  que des blocs ca r rés  de zéro. 

On d é f i n i t  l e s  côtés  e t  les coins d'un bloc  H p a r  un repère  géogra- 

phique (Nord, Sud, Ouest e t  E s t )  pour l e s  côtés ,  (Nord-Ouest, Nord-Est, 

Sud-Ouest e t  Sud-Est) pour l e s  coins.  

Les b locs  seront  auss i  d é f i n i s  pa r  des t r i p l e t s  ( n ,  k ,  r )  où : 

n est l ' i n d i c e  de l a  diagonale p r inc ipa le ,  

k 1' indice  de l a  première colonne du bloc 

e t  r t e l  que r+l s o i t  l a  l a rgeur  du bloc. 

Le bloc (n ,  k ,  r )  de l a  t a b l e  H e s t  de l a  forme : 



b loc  H 

- 
(n-r 

Hktr 

&n+r) F4n> 
K ktr 

A 

trtl 1 
l 

I 

j 
1 

Défini t ion  1 .5 .  : Soient  P l ' e space  v e c t o r i e l  des polynômes r é e l s  e t  ( c i )  

i E IN une s u i t e  de nombres r é e l s .  On peut d é f i n i r  une fonct ionnel le  l i n é -  

a i r e  c  s u r  P  t e l l e  que 

Notons P. un polynôme de degré j exactement. 
3 

Défini t ion  1 .6 .  : Le polynôme Pk est d i t  orthogonal p a r  rapport  à une fonc- 

t i o n n e l l e  l i n é a i ~ e  c  s i  c(P P . )  = O Y i  E ~ N ,  i < k. k 1 

Défini t ion  1.7.  : Un polynôme est d i t  u n i t a i r e  s i  l e  c o e f f i c i e n t  de son terme 

de p lus  grand degré e s t  égal  à 1. 

Remarque 1.8.  : Dans tou te  l a  suite Pk s e r a  un polynôme u n i t a i r e  de degré k 

exactement. 



Théorème 1 .9 .  : Une condi t ion  s u f f i s a n t e  pour que l e  polynôme P orthogonal 
(O) p a r  rapport  à une fonct ionnel le  l i n é a i r e  c e x i s t e  est que Hk # O. Alors il 

est unique. 

Faisons l 'hypothèse HF) # O y]< r IN, on a : 

Propr ié t é  1.10. : Po(x) = 1 

Théorème 1.11. : Les polynômes orthogonaux (P k  ) v é r i f i e n t  l a  r e l a t i o n  de 

récurrence à t r o i s  termes suivante : 

Pk+l(x) = ( x +  Bk+l) Pk(x) + Cktl P k - l ( ~ )  

avec C 
2  

k+ 1 = - C ( X  P ~ - ~ ( x )  pk(x) ) / C ( P ~ - ~ ( X ) )  

On démarre c e t t e  r e l a t i o n  avec P-l(x) = O e t  PO(x) = 1. 

Déf in i t ion  1.12. : On appelera systèmes adjacents  des polynômes orthogonaux 
n  

{P( 1 k r ïN les polynômes orthogonaux par  rappor t  aux fonct ionnel les  l i n é -  n 

a i r e s  c(") d é f i n i e s  p a r  

C ( n ) ( x j )  = Y j  E IN, Yn E IN 
'n+ j 

Une condit ion s u f f i s a n t e  pour que P ( ~ )  k  e x i s t e  e s t  que H P )  # O. Alors 

il e s t  unique. 

(n )  Déf in i t ion  1.13. : On appel le  t a b l e  P  l a  t a b l e  des polynômes {pk 1 é c r i t e  sous 

forme d'un t ab leau  t r i a n g u l a i r e  : 



où l ' i n d i c e  supér ieur  correspond à l ' i n d i c e  de l a  diagonale e t  l ' a u t r e  à c e l u i  

de l a  colonne. 

Déf in i t ion  1.14. : On appe l l e  bloc' P un b loc  c a r r é  de ( s )  polynÔmes(s) des 

systèmes adjacents  associé  à un b loc  de l a  t a b l e  H.  Un bloc  P a l e s  mêmes 

coordonnées (n ,  k ,  r )  que l e  bloc H auquel il est associé .  Les côtés  e t  l e s  

coins  d'un b loc  P sont  d é f i n i s  de l a  même manière que pour un b loc  H.  

Déf in i t ion  1.15. : La t a b l e  P e s t  d i t e  normale s i  e l l e  ne con t i en t  pas de 

b loc ,  sinon e l l e  e s t  d i t e  non normale. 

Déf in i t ion  1.16. : Les polynômes en dehors des b locs  sont  appelés polynômes 

orthogonaux r é g u l i e r s .  

Déf in i t ion  1.17. : Un polynôme P ( ~ )  qui  appar t i en t  à un b loc  P e s t  d i t  : k 

- orthogonal s i n g u l i e r  s i  C ( ~ ) ( X ~  pkm)(x))  = O Vj E IN, O i  j i k .  

- quasi-orthogonal s ' i l  e x i s t e  j E N ,  O i j s k - 1  t e l  que 

Remarque 1.18. : Les polynômes orthogonaux s i n g u l i e r s  occupent l a  p a r t i e  

hachurée du b l o c  P, donc au  dessus de l ' an t id iagona le  p r i n c i p a l e  du b loc  P. 



E l ' a u t r e  p a r t i e  est occupée 

p a r  l e s  polynômes quasi- 

orthogonaux. 

Déf in i t ion  1.19. : Soi t  {pLn)} l'ensemble des systèmes adjacents  des poly- 

nômes orthogonaux pa r  rappor t  aux On appelera polynômes assoc iés  aux 

polynômes orthogonaux l e s  polynômes d é f i n i s  p a r  

(n ) (x )  - pLn)( t )  
9Ln) ( t )  = c (n)<'k 

x - t  ) Y 

avec ag i s san t  s u r  l a  va r i ab le  x. 

Remarque 1.20. : Les polynômes assoc iés  aux polynômes orthogonaux v é r i f i e n t  

l a  même r e l a t i o n  de récurrence à t r o i s  termes que l e s  polynômes orthogonaux, 

avec au  démarrage ~ l ; ) ( t )  = 1 e t  9On)(t) = O Yn e ïN. 

Co 

j Déf in i t ion  1.21. : Soient l a  s é r i e  formelle fit) = 1 c j  t e t ,  A ( t )  e t  
j =O 

B ( t )  $ O deux polynômes de degrés a e t  b. La f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  .* e s t  

appelée appmximant de Padé e t  est noté [a /b l  ( t )  
f 

03 

Théorème 1.22. : S o i t  f ( t )  = 1 c .  t j  a l o r s  s i  P(") e x i s t e  on a : 
j =O 1 k 

~ ( n )  
avec Q~ ( t )  = tk-' QLn)(t-l), . tk p p ) ( t - l )  

l 



n- 1 
Coro l l a i r e  1.23. : [n+k-l /k ' l f( t )  = 1 c t1 + tn[k-l/klf ( t )  avec n+k-1 t O 

j =O j n 

Déf in i t ion  1.24. : On appelera t a b l e  de Padé l a  t a b l e  des approximants de 

Padé Cn/k l f ( t )  é c r i t e  sous l a  forme d'un t ab leau  rec tangu la i re  

Déf in i t ion  1.25. : On appelera b loc  de l a  t a b l e  de Padé l a  réunion de l a  

p a r t i e  qu i  correspond au b loc  P e t  des p a r t i e s  correspondant aux cô tés  Nord, 

Nord-Ouest e t  Ouest de ce dernier .  

( n )  Supposons Hk # O Vk, n E M, on s a i t  que l e s  polynômes orthogonaux 
( n )  

{Pk 1 e x i s t e n t  e t  v é r i f i e n t  l a  r e l a t i o n  de récurrence à t r o i s  termes 

avec 4 Vn E m. 

i S i  on pose B k + l  ( n )  - - - P ~ + ~  (n )  - ek (n )  e t  CL:: = - =Ln) qkn) on a l e s  r é s u l t a t s  

su ivan t s  : 

Propr ié t é  1.26. : Les polynômes orthogonaux v é r i f i e n t  l e s  r e l a t i o n s  



( n + l )  e t  Pk (x ) ,  avec e O (n  1 = O e t  l a  convention 

e(") = c que l ' o n  appelera r e l a t i o n s  de récurrence sur deux diago- 
90 O n 
n a l e s  adjacentes.  

On démontre que les polynômes Q(")(t) a s soc iés  aux polynômes orthogo- k 
naux v é r i f i e n t  l e s  r e l a t i o n s  su ivantes  : 

(n)  ( n )  = e t  l a  convention qg eo n o  

("'1 s a t i s f o n t  l e s  r e l a t i o n s  ("'1 e t  l e s  fek  Propr ié t é  1.27. : Les fqk 

( n )  (n) , ( n )  avec au départ  e = q - O e t  ql = c / c  O r n t 1  n' 
6. 

Ces r e l a t i o n s  sont  appelées r e l a t i o n s  rhomboidales. 

Défini t ion 1.28. : L'algorithme de c a l c u l  des fqkn))  e t  {,Ln)} e s t  appelé 

algorithme qd . 

RUTISHAUSER C51 e t  HENRICI C61 s e  sont  par t icul ièrement  in té ressés  

à c e t  algorithmequeDRAUX généra l i se  dans son l i v r e  Cl]. 

Défini t ion  1.29. : On appe l l e  t a b l e  qd un tableau t r i a n g u l a i r e  dans lequel  

l e s  fqk")} e t  {eLn)} son t  rangés de l a  manière su ivante  : 



L'indice supér ieur  é t a n t  l ' i n d i c e  de l a  diagonale e t  l ' a u t r e  ce lu i  

de l a  colonne. 

Les r e l a t i o n s  (1 )  e t  (2)  r e l i e n t  l e s  quan t i t é s  s i t u é e s  aux quat re  

sommets de deux losanges : 

e t  e(") s e  ca lculent  faci lement s i  l ' o n  connait  l e s  t r o i s  a u t r e s  
Qk+l k+ 1 

éléments du losange. 

A un bloc  P correspond un b l o c  de l a  t a b l e  qd , ces  deux blocs  auront 

l e s  mêmes coordonnées. 



DEUXIEME PARTIE rn 
ALGORITHME qd GENERAL 

1. INTRODUCTION 

Nous proposons dans c e t t e  p a r t i e  un alporithme de c a l c u l  des éléments 

de l a  t a b l e  qd , en u t i l i s a n t  l 'a lgori thme qd général  de DRAUX, p a r  l e s  mé- 

thodes normale e t  progressive.  Nous proposons a u s s i  un ensemble de sous-pro- 

grammes Fortran é c r i t s  en arithmétique r é e l l e  simple ou double p réc i s ion  qui  

ca lcu le  l e s  éléments de l a  t a b l e  qd . 

NOTATIONS 

- On é c r i r a  O.R. pour d i r e  orthogonal r é g u l i e r .  

- P (n 
p r ( i , n >  

( x )  e s t  l e  polynôme O.R. q u i  précède l e  polynôme P!")(x) s u r  
1 

l a  diagonale n ,  p r ( i , n )  e s t  l e  degré de P ( n )  
p r ( i , n >  ( X I .  

- y .  e s t  une fonction qui s 'annule pour i = O e t  vaut 1 pour l e s  au t res  
1 

valeurs  de i. 

- S i  l a  diagonale n rencontre un b l o c  P, on notera  h e t  p les deux en- 
(n) t i e r s  t e l s  que Hht1 # O ,  H(") # O e t  Hln) = O Y i  EN, h + 2 r i < p .  

p + l  



On peut  munir chaque diagonale n d'un compteur de b l o c s  rencontrés R (n )  

e t  a jou te r  9,'") comme t ro is ième ind ice  aux éléments de l a  t a b l e  qd . On é c r i r a  

a l o r s  q (n e t  e (n)  

i ,R (n )  i , ~  ( n ) '  

On i n d i c e r a  a u s s i  l e s  e n t i e r s  h e t  p que l ' o n  v ien t  de d é f i n i r  avec l e  
(n  1 compteur R e t  on aura  

Nous avons rappelé dans 1 les r e l a t i o n s  de récurrence que l e s  polynômes 

orthogonaux v é r i f i e n t ,  dans l e  cas  normal, s u r  l e s  diagonales e t  s u r  deux dia- 

gonales adjacentes ,  c e l l e s - c i  sont  généra l i sées  p a r  l e s  deux p ropr ié t é s  su i -  

vantes : 

Propr ié té  2 .1 .  : Cl, page 711 : Tout polynôme orthogonal p l n ) ( x )  e s t  obtenu 

à l ' a i d e  des deux polynômes orthogonaux r é g u l i e r s  q u i  l e  précèdent : 

avec 

- u (n  1 
i - p r ( i  ,n)-1 ( x )  un polynôme u n i t a i r e  de degré i -pr ( i ,n) -1  

- P ( n )  ( x )  l e  polynôme O.R. qu i  précède l e  polynôme O.R. 
p r ( p r ( i , n )  ,n)  

P(") (x )  s u r  l a  diagonale n. 
p r ( i , n )  

(n  (n  On démarre c e t t e  r e l a t i o n  avec P-l ( x )  = O e t  Po ( x )  = 1. 

Propr ié té  2.2. : C l ,  page 1021 : 

- S i  l e  polynôme pYt1) est O.R. a ï o r s  

. (nt11 ( x )  est l e  polynôme O.R. q u i  précède P ( n )  
OU P p r ( p r ( i + l , n ) , n t l )  p r (  i + l  ,n) I 

sur l a  diagonale n+ l ,  



- e t  si de p l u s  P!")(x) est O.R. on a : 
1+1 

(n+l )  -1 (n)  Pi (XI  = x ( P i + l ( ~ )  + q ( n )  (XI  1 
i+l ,R. 

L e s  q (n )  
( n )  

e t  EL:; son t  dé f in i s  p a r  : 
i+l ,R 

où a(n)  - - R ( n )  s i  p r ( i + l , n )  = i 

- - g ( n )  - 1 sinon 

avec au démarrage e ( n )  = O e t  p a r  convention - ( n )  ( n )  
0,o = O,  q0,o q0,oe0,o  = C n 

1- ' l~:(n)  s i  P!"+') 1- 1 est O.R. 

1 CL:: sinon 

Dans c e r t a i n s  cas où 2:) e t  elE)  s o n t  ï n d é f i n i s  on a  : 

1 - si PL:; e t  P:") son t  O.R. e t  P ("+') e s t  quasi-orthogonal, c  'est-à-dire 
i 

s i  P ! ~ ) ( o )  = O e t  
1 

( n )  b) si Ph ( 0 )  = O e t  p + 2 r i l h  
R(n)-l+l ,(n> R(n)  

a l o r s  q (n  1 = O, e ( n )  Z m e t q  (n )  
(n) 

= 03 
i ,R i ,R (n i + l , R  ( n )  



2 - S i  P?)(O) = O avec i < donc s i  PI") 1+2 e s t  O.R., 

( n  = O ,  Bi+2 ( n  = -  q ( n )  a l o r s  e 
i+l,R ( n )  i+2  ,R ( n )  

( n )  (") (O) = O ,  donc si Ph 3 - S i  Ph est non O.R. 
(n) 

7 2  
, (n) 9, 

(DJ (0 )  # 0 ,  q 
( n )  = m  etc ( n  

a l o r s  Ph +1 ( n  = O 
( n )  

, (n)  h ~ ( n ) + l ¶ R  h,(n)+lyL 

( n )  ("1 ( O )  # O, a l o r s  q ( n )  4 - S i  Ph (O) # O e t  Ph est f i n i  non n u l ,  
( n )  

, (n l f l  ,(n) hR(n)t15e 

e s t  O.R. e t  e ( n )  
Ph 

= O 
( n )  

,(n) )+'" 

(") ( 0 )  = O ; c l e s t - à - d i r e  s i  P 
(n )  est O.R. e t  P (n+1) est 

5 - S i  Ph 

II. ( n ) + l  ',(n)+ j1 P ~ ( n ) + ~  

quas i -or thogonal  a l o r s  

e t  s i  p + 2  h +1, on aura  
d n ) + l  r (")+1 



ALGORITHME qd GENERAL 

Les p ropr ié t é s  2.4 e t  2.6 de [ l ,pages  102 e t  1211 qu i  généra l i sen t  

l e s  r e l a t i o n s  de récurrence sur deux diagonales adjacentes  donnent l e s  quat re  

r e l a t i o n s  su ivantes  : 

- si  P:"+') est O.R. 

~!"+l) ( t )  =O(") i - p r ( i + l , n )  ( t ) ( t  Q ( ~ )  p r ( i + l  ,n) ( t )  - P p r ( i + l , n )  ( t ) )  
(n 1 

1 e p )  s i  ~ 1 ~ ~ ~ )  1- 1 es; 0.1. 

avec Ei+l = 
sinon 

e t  si de p lus  e s t  O.R. a l o r s  

On peut c a l c u l e r  ces  quat res  polynômes à p a r t i r  des précédents ,  s i  on 

connait  l e s  c o e f f i c i e n t s  q (n )  (n )  (n)  
( n ) >  Ei+l et le polynôme Wi-pr(i+l,n) (XI. 

i + l , R  

(n 1 Les c o e f f i c i e n t s  q (n)  ( n )  e t  Ei+l s e  ca lcu len t  à l ' a i d e  des r e l a t i o n s  
i + l , R  

de récurrence ayant  au p l u s  quat re  termes qu i  ne son t  pas tou jours  aux sommets 

d'un losange C l ,  pages 138-1681. 

Peux ca6 aovd poaaiblen : -------------- -------- 

( n + l )  1) - S i  l e s  cinq poïynômes P?)(x),  P X ,  ( X I ,  Pi ( r i i l )  (x )  e t  Pi+l ( X  
(n+ l )  

son t  orthogonaux r é g u l i e r s  a l o r s  



e t  nous avons l e s  r e l a t i o n s  rhomboïdales su ivan te s  : 

Pour l e  démarrage on posera  ~ f ; )  O.R. e t  P!:)(X) = O i 
( n )  P O )  O.R. e t  Po ( x )  = 1 

( n )  ( n )  e t  s i  c n  # O Pl e s t  O.R.  e t  ql = c n + l  / c  n 

s i n o n  p i n )  non O.R., on est en présence d'un b l o c ,  

on e s t  donc dans l e  cas  I I ) .  

( n  ( n + l )  I I )  - S i  l ' u n  au moins des  c inq  polynômes P!")(x), Pitl(x), Pi-l ( n + l ) ( x )  
1 ( X I ,  P i  

( n + l )  
et 'i+i (x)  e s t  non O.R. ,  on e s t  en  présence d'un b loc .  

Soien t  ( n ,  k ,  r )  l e s  coordonnées de ce b l o c  : 



A ce bloc P correspond le bloc qd suivant : 





Dans tout ce qui suit les 8'") et c?) utilisés sont ceux sui inter- 
k 

viennent dans la relation de récurrence à trois termes le long d'une diago- 

nale. 

a) Considérons les polynSmes P (n+r-i) 
k+ l+i (x) pour i EN, O I i I r 

(n+r+l-i ) 1 - Si Pk-2 (x) est O.R. 

(n+r+l-i) 2 - Si Pk-2 (x) est non O.R. 

(n+r+ 1-i) b) Considérons Pk+l+i (x) pour i E N, O I i I r 

1 - S'il est O.R. ------------- 



2 - S ' i l  n ' e s t  pas O.R. ----------- ------- 
(n+r- i )  

On sa i t  d 'après l a  p ropr ié té  2.2. que q = O e t  
k + l + i  ,R ( n + ~ - i ) + ~  

(n-r- 1 
c )  Considérons Pk+r+l (XI 

(n-r-2) 
1 - S i  Pk+r ( x )  est O.R. 

________-_-^-___------- 

(n-r-2 ) [- ek+r 
si ~::f;l)(x) est O.R. 1 

sinon 

n - - 1  (n-r-2) (n-r-2) 
'k+r+ 1 = 9 k+r+ l  ,R ( n-r- 2 ) Ek+r+ 1 

(n-r-2) 
2 - Si Pk+r (x)  est quasi orthogonal 

^____-___---_--__------------------ 

n r l i  ( 1  pour i B, O I i s r d) Considérons Pk+,+l 

(n-r- l+i ) - si Pk+r-l-i (x) e s t  O.R.  ......................... 



n - 1  n - r i  - (n-r+i 
'k+rtl + Ck+rt2 - Bk+r+l 

(n-r-l+i ) 
- si Pk+r-l-i ( x )  est quasi orthogonal ..................................... 

n - r i  - (n-r+i)  
'k+r+l - 'k+rtl 

Remarques : 1/ On démontre les é g a l i t é s  suivantes 

n - r i  - (n+r+l- i  ) - Bk+i 
pour i r N, 

O S i s r  

O 
(n-r-1+i) (n+r+l- i )  
i (x) = Oi (XI 

à part ir  de a )  et  d ) .  



(n+r+l-i) = O pour O L i L HI. Pour é v i t e r  2/ S i  k = 1, on s a i t  que Ckti 

' n-r-l+i que tous  l e s  Ck+Hl pour i E: N, O S i 5 r, soient  nuls  on dé- 

(n-1) 'n+r+l marre l e s  r e l a t i ons  (*) à p a r t i r  de CH? = - 
c" n-1 

, (n-r-2+i) 
e) Considérons k+r+2 ( x ) p o u r i ~ N ,  O a i L r+l 

(n-r-2+i ) 
- si 'k+r+2 (x) e s t  O.R. ------------------------- 

On pose 

(n-r-2) - - - (n-r-2) 
Ek+r+2 e 

k+r+ 1, (n-r-2 ) 

(n-r-2+i ) - (n-r-2+i ) 
Ek+r+2 - 'k+r+2 pour i E N ,  1 S i a r+l 

(1 sinon 

(n-r-l+ f) 1.1. S i  Pk+,+2 ( x )  ait U.R.  

(n-r-l+i ) 1.2. S i  Pk+r+2 (x)  ut mn O.R. ............................. 



(n-F2ti)(x) n ' e s t  pas O . R .  2 - S i  PktW2 

(n-r-2ti)  
e = O avec 6i = O si i = O ou 1 

k+r+l,ll (n-r-2ti  )+& i t 1 sinon 

1 - si pktrt2 ("-')(x) est O.R. 

1 . 2 .  Si pktrt2 (") (x) ait non O.R. ......................... 

2 - si P ~ + ~ ~  n l x )  est non O.R. 



Remarque 2.3. : Dans l ' a lgor i thme que l ' o n  v i e n t  de d é c r i r e ,  on ne présente  

que l e s  r e l a t i o n s  u t i l i s é e s  dans les sous-programmes q u i  son t  proposés, on 

pourra consul ter  Cl] pour l e s  a u t r e s  r e l a t i o n s .  

On ca lcule  l e s  éléments de l a  t a b l e  qd colonne après  colonne. Un 

bloc  est détec té  p a r  l a  présence de zéro dans l e s  colonnes e ,  l e  nombre 

de zé ro ( s )  consécu t i f ( s )  donne l a  l a rgeur  du b loc  P. 

Dans l 'a lgori thme de c a l c u l  on ne s e  l i m i t e r a  pas  seulement à se de- 

mander s i  on e s t  en présence d'un b loc  c a r  on devra a u s s i  connaître  l e  côté  

ou l e  co in  pour c h o i s i r  l e s  r e l a t i o n s  qui  conviennent. 

I I .  ALGORITHME DE CALCUL 

A )  Par la Méthode normale 

La méthode normale c o n s i s t e  à c a l c u l e r  l e s  éléments de l a  t a b l e  qd 

colonne après colonne à p a r t i r  de deux colonnes d ' i n i t i a l i s a t i o n  : l e s  colonnes 

eo e t  ql' 

( n )  (")) au l i e u  de q Remarque : On é c r i r a  qk ( re sp .  ek (") ( resp .  e  ( n )  ) 

k , d n )  k , d n )  
( n )  chaque f o i s  que l ' o n  pourra s e  passer  de l ' i n d i c e  R . 

Pour chaque indice  de colonne L ,  on c a l c u l e  d'abord l e s  q l )  e t  ensu i t e  
(m) (ml l e s  eL , si e p )  e s t  nul  on e s t  à l ' oues t  d'un b loc  e t  l e  nombre d e ( s )  eL 

n u l ( s  ) consécutif  ( s )  correspond à l a  l a r g e u r  du bloc.  

On n ' u t i l i s e  pas l e s  r e l a t i o n s  rhomboïdales quand on est au  Nord, 

au Sud, s u r  l e s  deux colonnes de l ' E s t  d'un b loc ,  ou dans les coins Nord-Est 

ou Sud-Est d'un b loc ,  on applique p l u t ô t  l e s  r e l a t i o n s  p a r t i c u l i è r e s  de l ' a l -  

gorithme qd. Au cours de l ' a lgor i thme on se demandera toujours  s i  l ' o n  e s t  

dans un cas q u i  nécess i t e  des r e l a t i o n s  p a r t i c u l i è r e s .  



(ml 1 - Pour c a l c u l e r  les qR on s e  pose les ques t ions  su ivantes  en respectant  ....................................................................... 
1 ' ordre ------- 

a )  Ex i s t e - t - i l  un b loc  (n ,  k ,  r )  t e l  que n-r-2 S m 5 n-2 e t  R = k+r+2 ? 

colonne k+r+ 1 

(m 1 
@ posi t ionsque P peut  occuper s i  l e  t e s t  est p o s i t i f .  R 

(m+2) C'est-à-dire s i  PR - est non O.R. e t  pR (m+l) est O.R. ou encore,  si - 
P?) e s t  s u r  l a  2ème colonne après  un b l o c  ? 

(m S i  oui ,  ce b l o c  (n ,  k ,  r )  e s t  unique e t  PR peut  s ' é c r i r e  sous l a  

(n-r-2+s) avec s z O ,  a l o r s  on ca lcu le  l e s  q forme 'k+r+2 ( j '  pour j r N, k+r+2 

Remarque : L ' i n t é r ê t  de ce test est de s a v o i r  s i  l ' o n  e s t  sur l a  2ème colonne 

à l ' E s t  d'un b loc ,  c ' e s t  pour c e t t e  r a i son  q u ' i l  ne p o r t e  pas sur P?). Ce 

t e s t  considère a u s s i  l e  cas  où l e  b loc  P est tronqué. 

b )  S i  P:) e s t  non O.R. a l o r s  q p )  e s t  i n d é f i n i  



(ml C )  S i  P F 1 )  est non O.R. a l o r s  P ( ~ )  est au  Nord d'un b loc  e t  donc q = 0. R R 

d )  E x i s t e - t - i l  un b loc  ( n ,  k ,  r )  t e l  que n-r-2 I m I n-1 e t  L = k+r+l  ? 

colonne k + r + l  
& 

colonne k + r + l  

(m+2 ) C'est-à-dire  s i  PR - ( r e s p  . P R - l  (m+l)) e s t  non O.R. dans l e  c a s  ( 1 )  

(m ( r e s p .  ( 2 ) )  o u e n c o r e s i P  e s t d a n s l e c o i n N o r d - E s t  ( r e s p .  à 1 ' ~ s t )  d'un II 
b l o c  ? 

- S i  ou i ,  ce b loc  (n, k ,  r )  e s t  unique. On c a l c u l e  l e s  c ~ + ~ + ~  ('1 pour 

j E iN, max(n-r-1, m) I j 5 n-1 e t  q ( n-r- 2 ) 
k + r + l  s i  on e s t  dans l e  ca s  ( 1 ) .  

(n-1) On c a l c u l e  Ck+r+2 ap rè s  q ( n )  
k + r + l '  l e  c a l c u l  de ce d e r n i e r  e s t  compliqué 

( n  dans l e  cas  où l e  polynôme Pk+r+l e s t  dans l e  co in  Nord-Est d 'un b loc ,  

c ' e s t - à -d i r e  s i  on a 



e )  S i  est non O.R. a l o r s  P ( ~ )  est au Sud ou au Sud-Est d'un b loc  (n ,  k ,  r )  R 
e t  donc peut s ' ' é c r i r e  sous l a  forme P n+r- j 

k+l+ j avec j 2 O ,  on applique l a  re- 

l a t i o n  correspondant à ce cas.  

(m+l> 
f) S i  PR - e s t  non O.R. a l o r s  il e x i s t e  un b loc  (n ,  k ,  r) e t  un s e u l  t e l  

que m = n-1 e t  R = k+r+2, e t  donc pLm) est de l a  forme P (n-1) 
k+r+2 avec ( n ,  k, r )  

l e s  coordonnées d'un bloc. 

(n-1) On ca lcu le  qk+r+2. 

g) S i  l e s  réponses aux a ) ,  b), c l ,  d l ,  e )  e t  f) sont  négat ives  on u t i l i s e  l a  
(ml r e l a t i o n  rhomboïdale (2 )  pour c a l c u l e r  qR . 

l 
2 - Considérons e (ml R ---------------- 

(ml a )  On commence pa r  l e  même t e s t  que pour l e  c a l c u l  de qR , si on e s t  s u r  l a  
(S 2ème colonne après  un b loc  on c a l c u l e  l e s  ek+r+2 pour m I s r n-2. 

b )  S i  p lm)  ou pLm+l) non O.R. a l o r s  eLm) e s t  indé f in i .  

(m+2 C )  S i  PR - ( resp .  PR-1 (m+i)) e s t  non O .R.  , a l o r s  on e s t  dans l e  coin Nord-Est 

(resp.  à l ' E s t )  d'un b loc  (n ,  k ,  r )  qui  e s t  d ' a i l l e u r s  unique. S i  on e s t  
(n-r-2) 

dans l e  coin Nord-Est on ca lcu le  ek+r+l . 

- (m  1 d)  S i  P?! est non O.  R . ,  on e s t  au  Sud ou au Sud-Est d'un b loc  e t  donc Pi 

peut s ' é c r i r e  sous l a  forme P' ï n+r j )  avec j 2 O ,  on u t i l i s e  l a  r e l a t i o n  
k+l+ j 

correspondant à ce cas .  



e )  S i  l e s  réponses aux a ) ,  b ) ,  c )  e t  d )  sont  négatives on applique l a  r e l a t i o n  

rhomboïdale ( 1 ) . 

Remarque 2.4. : L'ordre des t e s t s e s t i m p o r t a n t ,  pa r  exemple pour l e  c a l c u l  de 
(m > 

qQ 
l e s  t e s t s  e )  ou f) ne doivent passe r  avant  d) ou c ) .  I l  est sans  doute 

poss ib le  de t rouver  un a u t r e  ordre  donnant l e  r é s u l t a t .  

Notations : - t e s t  l e  compteur de b locs ,  

- c o l  est l ' i n d i c e  de l a  colonne considérée, 

- L e s t  l ' i n d i c e  de l a  diagonale du de rn ie r  terme en q o u e p o u r l a  

colonne c o l ,  

- Lo e s t  l ' i n d i c e  de l a  première diagonale supérieure de l a  t a b l e  

qd 
r ) correspond aux coordonnées du b loc  numéro t. - (nt,  k t ,  t 

Remarques : - Dans c e t  algorithme on pose e (j) - ( j )  si Pkj) est 2 k - Ck+l 
d'un b l o c  a f i n  d ' u t i l i s e r  un s e u l  t e s t  de dé tec t ion  de b l o c ( s ) .  

( t e s t  de n u l l i t é  des e l .  

- Le passage d'un numéro au suivant  s e  f a i t  en séquence, sauf s ' i l  

e x i s t e  un ordre a l l e r  en. 

So i t  à c a l c u l e r  l e s  éléments de l a  t a b l e  qd pour l e s  ci avec i = Lo, ..., 1 

On pose t = O ;  j = L o ; c o l  = 1 e t  L = n-1. 

( j )  1 - Calcul des ql --------------- 

Sinon on e s t  en présence d'un b loc  tronqué dès l a  première colonne. 



S i  c ~ + ~  # O ,  j + l +  j a l l e r  en  1.3. 

r + l + r  t t 

j+l + j 

s i  j = n-1, t o u s  l e s  ci son t  nuls  sauf  peut -ê t re  cn, f i n  

a l l e r  en 1.2.  

C 
( j )  - j + l  

q1 - -  C 
, j 1 L a l l e r  en 2 

j  

s i  c ~ + ~  # O ,  j+l -+ j a l l e r  en 1.3. 

s inon on e s t  en  présence d'un b loc  démarrant à l a  première colonne. 

1 . 4 .  D e t e n m i W o n  de  la ûvlqewr du b l o c  t d h ~ n t  à la ppnemiène colonne ....................... ............................. --------------- 

S i  j  1 n a l l e r  en 1.5.  

s i  c # O a l l e r  en 1.3. 
j  

a l l e r  en 1.4. 



2 - Détermination des polynômes non O.R. appartenant aux b locs  dé tec tés  dès l a  I ------------------ -- ---------_------ .................................. 
première colonne --------------- 

S i  t = O il n'y a pas de b loc  sur l a  première colonne, a l l e r  en 3 .  

n -i 
v 

Sinon Pl+i+j non0.R. p o u r i ,  j = O  ,..., r e t  v 

(j) 3 - Calcul  des e l  --------------- 

On pose j = Lo e t  L = L-1. 

(j") non O.R. &eh e n  3 . 2 .  3 . 1 .  Si ~ ! j )  ou P. 

j+l + j 

a l l e r  en 3.1. 

4 - Détection des blocs démarrant à l a  colonne c o l + l  ................................................ 

On pose tl = t e t  j = Lo 

4 . 1 .  Si ou p ( j + l )  non O.R. &M e n  4 . 3 .  
col 

s i  e ( j )  # O a l l e r  en 4.3. 
c o l  

s inon appar i t ion  d'un (nouveau) b loc  



S i  ~ ( j )  non o . ~ .  a l l e r  en 4.3. 
c o l  

S i  e ( j )  # O a l l e r  en 4.3. 
c o l  

rt+l + r 
t 

j+l + j a l l e r  en 4.2. 

J t l  + j a l l e r  en 4.1. 

5 - Détermination des polynômes non O.R. appartenant  aux b locs  dé tec tés  à ~ a r t i r  ------------------ -- ---------------- .............................. ----- 
de l a  colonne c o l  ----------------- 

S i  tl r t il n'y a pas de (nouveau) b loc ,  a l l e r  en 6 

" non O.R. pour i, j = O ,..., r e t  v =  t l + l  ,..., t.  
v+j+ i  

v 

6 - Calcul des qll! ( c o i  2 2) 

On pose L = L-1, c o l  = c o l + l  e t  j = Lo, s i  L < Lo f i n .  

6 . 1 .  Si non O.R. et Pcol - ( j + l )  - O.??. &OU PL:; à l'Es* d t w i  bloc hW( ...................................................................... 
l a  deuxième colonne, &etr en 6.4.  ------------------- -------------- 

S i  P L ~ ;  non O.R. on s a i t  que q ( j )  e s t  i n d é f i n i ,  a l l e r  en  6.7. 
c o l  

( 3  = S i  PL:;') non O.R. a l o r s  P(') est au Nord d'un b loc  e t  donc qcol c o l  

- 
on pose j = j ,  a l l e r  en 6.6. 

( j+2  ( j + l )  non O.R. a l o r s  P(') e s t  dans l e  coin  Nord-Est si Pcol- l  OU Pcol - l  c o l  
ou à l ' E s t  d'un bloc. On pose 3 = j ,  a l l e r  en 6.3. 

( j )  non O.R. a l o r s  ~ ( j )  est au Sud ou dans l e  coin Sud-Est d'un si Pcol- l  c o l  
b loc ,  a l l e r  en 6.2. 



S i  P non 0 .  a l l e r  en 6.5. 

On n ' e s t  pas  en présence d'un b loc ,  on applique l a  r e l a t i o n  rhomboïdale 

( j + l )  e ( j + l )  
j - - C O -  coi-1 

qco1 
e ( j  col-1 

a l l e r  en 6.7.  

(n )  En e f f e t  q ( j )  peut ê t r e  de l a  forme qk+r+l e t  dans ce cas  on do i t  ca l -  
c o l  

(n )  cu le r  (n-1) 
et 'k+r+2 ' 

6.3. le e x h t e  v c  I l , .  . . , t] t& que nv-1 2 j 2 n -r -2 et co l  = kv+rv+l v v ................................................................... 
(nv+rv+l-i ) 

On ca lcu le  Ck +i pour i = O, . .  ., rv+l 
v 

(nv-rv-l+i ) 

Bkv+rv+l 
pour i = O, ..., r e t  t e l s  que L2nv- rv - l+ i>Lo  v 

(nv-rv-l+i ) 

Ck +r +2 
pour i = O , .  .., r v -1 e t  t e l s  que L>nv- rv - l+ izLo .  

v v 
(n  -r -2) (n  -r -2) 

v v v v 
et kv+rv+l e t  e kv+rv+ 1 

s i  nv-r -2 2 Lo. v 

On pose j = n -1, a l l e r  en 6.6. v 

(n -r -2) v v 
Car s i  Pk +r +1 est dans l e  coin Sud-Est d'un b loc  ( n ,  k ,  r )  on d o i t  ca lcu le r  

v v 

6.4. le e x h t e  v r l , . . .  t) td que nv-rv-2 r: j r n -2 et c o l  = kv+rv+2. v. ..................................................................... 

6.4.1. S i  j > nv-rv-2 l e  b loc  e s t  donc tronqué dans l e  coin Nord-Est, a l l e r  

en 6.4.2. 



( j )  non 0.~. a l o r s  q ( j )  est i n d é f i n i .  j+l+ j e t  a l l e r  e n  6.4.2. 
Si Pco l  c 01 

S i  PL:;') non O.R. a l o r s  PL:; est a u  Nord d'un bloc e t  donc 

= O, j+l  + j e t  a l l e r  en 6.4.2. 

( j )  - - - c ( j + l )  ( j )  
qco1 c o l  / eco l - l  

On r a p p e l l e  que j est de l a  forme n-r-2 e t  c o l  de l a  forme k+r+2 

6.4.2. S i  j > L a l l e r  en  6.7. 

S i  j > nv-2 a l l e r  en  6.7.  

S i  p ( j )  non 0 .R .  a l o r s  q ( j )  est i n d é f i n i .  j + ï +  j e t  a l l e r  e n  6.4.2. 
c o l  c o l  

S i  p:gl1) non O.R. a l o r s  P(') est a u  Nord d'un b l o c  e t  donc q ( j )  = O, 
c o l  col  

j+ l  + j e t  a l l e r  en 6 .4 .2 .  

( I c i  c o l  est de l a  forme k t r + 2  e t  j de l a  forme n - r - l+ i  avec  O S  i s r - 1 )  

j + l +  j e t  a l ler  en  6.4.2. 

avec ( n ,  k ,  r )  les coo&données d'un bloc, 6.5.  PD:: es.t de l a  dome pktrt2 
..................................................................... 
on a donc --------- 

L 
c o l  

a l le r  en  6.7.  



si PZ; e s t  O.R. au  P (7-1 c o l  non O .R. a l o r s  P(') n ' e s t  pas  de l a  forme c o l  

(") c ' e s t - à -d i r e  P(') n ' e s t  pas  dans l e  coin Sud-Est d'un b l o c ,  a l l e r  en 6.7. 
pk+r+19 c o l  

Sinon a l o r s  il e x i s t e  v E €1,. . . , t} t e l  que j = n e t  c o l  = kV+rV+l. v 

(nv)  ( n  v -1) 
On cons idère  d i f f é r e n t s  c a s  pour c a l c u l e r  B kv+rv+l  

et Ck +r +2* v v 
(nv-1 1 

S i  kv = 1 OU Pk -2 non O.R. a l l e r  e n  6.6.1. 
v 

(nv> - (nv+l )  ( n !  - - v 
Bkv+rv+l 'kV+rv qkv+rv+ 1 a l l e r  en  6.6.2. 

( n  -1) v (n  -1)  v (nv> 6.6.2. S i  Pk -1 non O.R. a l o r s  C - 
kV+rv+2 - Bkv+rv+l' a l l e r  en 6.7. 

v 
( n  -1)  ( nv 1 (nv-1) v Sinon C kv+rv+2 - - Bkv+rv+l - Ckv+X'v+l 

j t l  + j e t  a l l e r  en  6.1.  

7 - Calcul  des  e k a i  ( c o l  2 2)  ......................... 

On pose L = L-1 e t  j = Lo, si L < Lo f i n  

7 . 1 .  si p ( j t 2 )  non O.R. et p ( j t l )  O.R. ~ L O M  ~ ( j )  ut à t 'E6.t  d ' u n  b loc  h W  
col-2 co l -  1 c o l  ...................................................................... 

l a  2ème colonne,  &etl. en 7 . 4 .  --------------- -------------- 

si  P L ~ :  ou  P ( j + i )  c o l  non O.R. .  c ' es t -à -d i re  s i  ~ ( j )  e s t  au  Nord d'un b loc  c o l  
ou dans un b loc ,  a l l e r  en  7.5. 

( j + l )  ou 
Si Pco l - l  ( j f 2 )  non 0.R. a l o r s  P ( j )  e s t  à l ' E s t  ou dans l e  coin col-  1 c o l  

Nord-Est d'un b l o c ,  a l l e r  en  7.3. 



( j )  non O.R. a l o r s  P(') e s t  au Sud ou au Sud-Est d'un b loc ,  
Si Pcol - l  c o l  

a l l e r  en 7.2. 

On n ' e s t  pas en présence d'un b loc ,  on u t i l i s e  l a  r e l a t i o n  rhomboïdale 

e ( j )  = ( j + l >  ( j + l )  - ( j )  
 CO^ % O 1  + e c o l - ~  % O 1  

a l l e r  en 7.5. 

7.3.  Il e&Xe v É I l ,  ..., t }  $& que nv-rv-2 5 j i n -1 et c o l  = kv+rv+l. v ..................................................................... 
(n  -rv-2) v (n -r -1+s v v 

Tous l e s  termes ek +r +1 et 'k +rv+2 pour s E N ,  O 5 s 2 r , qui  
v v v v 

permettent de cont inuer  l e s  ca lcu l s  après  l e  b loc  (n,, kv, r sont  dé jà  con- 

nus p u i s q u ' i l s  ont  é t é  ca lcu lés  en 6.3. e t  6.6. 

On pose j nv-1, a l l e r  en 7.5. 

7.4. 11 exhXe v r I l , . .  . , t} X& que nv-rv-2 5 j i n -2 et c o l  = kv+rv+2. v ..................................................................... 

7.4.1. S i  j > L ou j > nv-2, j - l +  j a l l e r  en 7.5. 

( j )  ( j + l )  non O.R. a l o r s  P(') est dans un b loc  ou au Nord d'un b loc  Si Pcol  OU Pcol  c o l  

e t  donc e ( j )  e s t  i n d é f i n i ,  1 -+ j , a l l e r  en  7.4.1. 
c o l  

Sinon e ( j )  - ( j + l )  - 
c o l  - % O 1  

( j ) ,  j+I -+ j ,  a l l e r  en 7.4.1. 
qco1 

j+l  -+ j e t  a l l e r  en 7.1. 

Remarque : Cet algorithme ca lcu le  a u s s i  B ( n )  (n-1) 
k + r + l  et 'k+r+2 su ivan t  l e s  cas  si 

l ' o n  e s t  en présence d'un b loc  (n,  k ,  r ) .  



(n- r - l+ i )  
On complète l ' a lgo r i thme  précédent  avec  l e  c a l c u l  des  C k+r+2 pour 

(n-r-2) (n-r-2) i = O, . . . ,  r-1 qk+r+l  et ek+r+ l  
q u i  permet ten t  l a  pour su i t e  des  c a l c u l s  

ap rè s  un b l o c  ( n ,  k ,  r ) .  

( n-r- l + i  ) AegomXLmie de &CL& d a  Ck+rt2 pom i = O ,  ..., (n-r-2) (n-r-2) 
r-ls qk+r+l et ek+r+l  ' 

On cons idère  l e  cas  où l ' o n  d o i t  c a l c u l e r  t ous  c e s  c o e f f i c i e n t s .  Dans 

l a  mise en oeuvre t o u s  l e s  ca s  s o n t  cons idé ré s ,  c ' e s t - à -d i r e  même quand l e s  

b locs  sont  t ronqués .  

Le passage d'un numéro a u  su ivan t  s e  f a i t  en séquence sauf  s ' i l  e x i s t e  

un o rd re  a l l e r  en. 

(n-r- l+i ) 1 - Calcul  des  Bk+r+l 
( n+r+ l - i )  

et 'k+i pour  i = O , .  .., r 
..................................................... 

S i  k 2 . 2  a l l e r  en  1.2. 

Cas où l e  bloc commence à la pk&ètle colonne 

( n + r + l - i )  - 
On s a i t  que Ck+i - O pour i = O ,  ..., r 

(n- r - l+ i  ) = - ( n + r + l - i )  
et Bk+r+l  qk+i pour i = O, ..., r 

a l le r  en  2 .  

1 . 2 .  Ca où l e  bloc ne commence pas ~ U A  la p k d è t l e  colonne ........................... ---------- --------------- 

(n+r+2 ) 
1.2.1.  S i  Pk-2 e s t  non O.R., c ' e s t - à -d i r e  s i  P(~+"') e s t  à 1 'Es t  d'un k-1 
b l o c ,  a l l e r  en 1.2.2. 

( n + r + l )  - Sinon Ck 
( n + r + l )  .(n+r+l) - - qk-l k- 1 

a l l e r  e n  1.2.3.  



e s t  d é j à  connu puisque P ( n + r + l )  
k-1 est à l ' E s t  d'un b loc .  

1.2.3. On pose j = 1 

n+r+2- j 1.2.3.1. S i  Pk-2 n+r+l -  j e s t  non O.R., c ' e s t - à -d i r e  s i  l e  polynôme Pk-l 

e s t  à l ' E s t  d'un b loc ,  a l o r s  a l l e r  e n  1.2.3.2. 

(n+r+l -  j ) - (n+r+2- j ) (n+r+l- j ) Sinon Ck+j  
- C k + j - l  ' q k - 1  

a l l e r  en  1.2.3.3. 

1.2.3.3.  S i  j 2 r a l l e r  en 2 

j+l -t j e t  a l l e r  en 1.2.3.1. 

(n-r- l+i ) 2 - Calcul  des  Ck+rtl pour  i = O ,  ..., r+l ......................................... 

S i  k 2 2 a l l e r  en 2.1. 

( n )  On s a i t  que Ck+r+l - (n-1) - 
- O et 'k+r+l 

- - /c  n + r + l  n-1 

r-1 -+ j , a l l e r  e n  2.3. 

2.1. S i  PL:;') u.t non O.R., c'ut-à-&te s i  PL"! u* d l'Es* d'un bloc, - ................................................................... 

( n  1 Sinon Ck+r+l - ( n + l >  ( n )  - 'k+r ' qk-l 

r +  j e t  a l l e r  en 2.3. 



(n-r - l+  j ) est non O.R. ,  c ' e s t - à - d i r e  s i  P (n - r - l+ j  ) 
si pk+r-l- k+r-  j est a u  Sud-est 

ou a u  Sud d'un bloc, a l l e r  e n  2.4.  

( n - r - l + j  ) - e ("-*j) est O.R. k+r-1-j  Si ' k + ~ - 2 - ~  
avec  E ( n - r - l + j )  - 

k+r -  j 
( n - r - l + j )  

'k+r- j s i n o n  

a l l e r  e n  2 .5 .  

(n-r-2 ) (n-r-2) 3 - C a l c u l  de qk+r+l e t  e 
k + r + l  .............................. 

(11-17-21 3 . 1 .  S i  Pktr (n-r-2 ) es.t non O . R . ,  cles.t-à-dine d i  Pk+r+l ut au Sud-Eh.t ou au ....................................................................... 
Sud d'un bloc, &eh en 3 . 2 .  ------------- -------------- 

Sinon q - 2  - n - - 1  (n-r-2) 
k + r + l  - 'k+r+l 'Ek+r+i 

a l l e r  e n  4 .  



fi-r- l+i ~ 4 - Calcul  des Ck+r+2 pour i = O ,  ..., r-1 

On pose j = O 
l 

(n-r-l+ j 
4.2. SA Pk+r-l-i ut non O.R., c'es$-à-&e si Pk+r (n- r - l+j )  - ut au Sud ou au ---------- ...................................... ..................... 

Sud-Est d'un b loc ,  a m  en 4.3. ................................ 

Sinon C (n - r - l+ j>  - (n - r+ j )  - (n - r - l+ j )  
k+r+2 - Bk+r+l  'k+r+l 

j+l -t j ,  a l l e r  en  4.1. 

j+l -+ j ,  a l l e r  en 4 .1 .  

BI Par la Méthode progressive 

La méthode progress ive  cons i s t e  à c a l c u l e r  l a  t a b l e  qd hor izon ta le  

p a r  hor izonta le  à p a r t i r  d'une colonne e t  deux hor izonta les  d ' i n i t i a l i s a t i o n  

( l a  colonne eo, l a  première hor izon ta le  e s t  n u l l e  e t  l a  seconde vaut un rap- 

por t  de c o e f f i c i e n t s  ) . 

DRAUX propose dans son l i v r e  C l ,  page 1711 un algorithme q u i  donne l a  

même t a b l e  que c e l l e  ca lculée  p a r  l a  méthode progressive en u t i l i s a n t  l e s  

c o e f f i c i e n t s  de l a  s é r i e  réc iproque,  nous proposons l a  mise en oeuvre de c e t  

algorithme. 

i 
Défini t ion  2.5. : Soient  une s é r i e  formelle f(x) = 1 ci x e t  s l e  p l u s  

i = O  

p e t i t  e n t i e r  t e l  que c # O. On appel le  s é r i e  réciproque de f l a  s é r i e  s 
Co 

i 
f-'(x) = 1 x t e l l e  que x-' f ( x )  f-'(x) = 1. (1) 

i =O 



La r e l a t i o n  (1) donne l e  système r é g u l i e r  ( 2 )  

e t  donc l e s  1 s e  ca lcu len t  sans aucune d i f f i c u l t é .  

CO CO - !@ 
i - 1 i Soient  l a  s é r i e  formelle f ( x )  = 1 ci x  e t  f  ( x )  = 1 ci x  s a  5 

i = O  i = O  Ét 
?& 
i? 

s é r i e  réciproque. On peut d é f i n i r  une fonct ionnel le  l i n é a i r e  c t e l l e  que 

ii 
Défini t ion  2.6.  : On appe l l e  ensemble des polynômes orthogonaux réciproques 5 
l 'ensemble des polynômes { )  crthogonauxpar rapport  aux fonc t ionne l l e s  8 

l i n é a i r e s  dé f in ies  p a r  

~ ( n ) ( ~ j )  = ; Yj,n E m. n+ j  & 
"- 
* 
'Y" On range ces polynômes dans une t a b l e  à double e n t r é e  que l ' o n  appelera l ,  

$2 
t a b l e  des polynômes orthogonaux réciproques. 

+>- J 
9 
tJb 
X I  ,& 

A p a r t i r  de l a  s é r i e  réciproque on peut d é f i n i r  l e s  fonc t ionne l l e s  p.. 
7* 

4' l i n é a i r e s  d(") t e l l e s  que Yn E Z, ~j  E R 2 

(Cn+ sinon 

Z é t a n t  l 'ensemble des e n t i e r s  r e l a t i f s .  



Défini t ion  2.7. : On appelera t a b l e  complétée des polynômes orthogonaux ré-  
1 ciproques l a  t a b l e  des polynômes orthogonaux par  rapport  aux fonct ionnel les  

l i n é a i r e s  d("). La t ab le  qd de ces polynômes s e r a  appelée t a b l e  qd complétée. 

Dans t o u t e  l a  s u i t e  les di sont  les moments des fonctionnelles l iné -  
( n  a i r e s  d . 

La t a b l e  

obtenue en  appliquant l a  méthode normale aux (di) e s t  l a  t a b l e  qd 

complétée des polynômes orthogonaux réciproques {c)}. De c e t t e  t a b l e  on 

déduit  l a  t a b l e  qd des polynômes orthogonaux {P:)) pa r  l a  méthode progressive : 



! 

il s u f f i t  d ' e f fec tue r  une symétrie par  rappor t  à l a  diagonale 1/2 en changeant 
' 

convenablement q en e e t  en q. C'est-à-dire en u t i l i s a n t  l e s  r e l a t i o n s  

- ( O )  - 
Q1 

- -  ( s  
91  

-(n)  = .(s+l-n) et ;(n) 
% 

- 
m+n- 1 m 

(stl-n) pour n > - m  , - %+n 

(n+s) = - ( l -n)  e (n+s> - - ( l -n)  
Sm n+m- 1 e t  e, - %+m pour n > - m 

par tout  où ces valeurs  sont  dé f in ies .  

- 
~ o ~ e  de changement de q en e et ë en q 

Cet algorithme cons i s t e  à chercher l e s  éléments Q e t  ë q u i  sont  déf i -  

n i s  a f i n  d 'appliquer (1) ou (2 ) .  

( n )  Remarque : S i  Rk-l e s t  O.R. a l o r s  

- e s i  $nll) est O.R. 
-(n) 
Ek 

- (n )  - -(n) 
Dans notpe algorithme nous posons ek-l - Ck si e s t  à l ' E s t  d'un 

b loc ,  dans ce cas  l e s  r e l a t i o n s  (1) e t  ( 2 )  pourront ê t r e  appliquées s i  - 
e ou < est f i n i .  



Comme dans les autres algorithmes le passage d'un numéro au suivant 

se fait en séquence sauf s'il y a un ordre aller en. 

- - 
1 - On pose L = n-s-1, m = 1, j = 1 et q(S) 1 = - c  1 /c O 

2 - Considérons les relations (2) ............................. 

(l-j) ut d a ~  un ~ o c ,  on ~ a i ~  2 . 1 .  Si RA:;!: ut non o.R., c'ut-à-dine hi R ~ + ~  - ------ .................................... ............................ 
- )  n'est pa6 6Uu, &eh en 2.2. que '=,A,.,, 

Sinon 

(l-j) est au Nord (2-j) est non O.R., c'est-à-dire si Rm+j-l - Si Rm+j-l 
d'un bloc, on sait que ë::;!: niest pas fini, aller en 2.3. 

sinon alors R m+j-1 (l-j) n'est ni dans un bloc, ni au Nord d'un bloc 

-('-j) est fini. On a et donc em+i-l 

(l-j ) est au Nord-Ouest - Si ~('7') est non O.R., c'est-à-dire si Rm+j 
m+1 - 

ou à l'Ouest d'un bloc, alors 2:;') n'est pas fini, aller en 2.4. 
-(l-j 1 sinon qjtm est fini et 

e (s+j> - m 
-(l-j ), aller en 2.7. - %+j 

(1-j) (27j ) non O.R., c' ut-à-dhe d i  ~('7' ) es$ &HA un bloc 2 . 2 .  Si R . ou R ~ + ~ - ~  ---- m+2--------- .............................. m+z ------------------- 
ou à ltEat d'un bloc, on A&$ pue $:;j ) ut uIdé6ULi OU indinL, &eh ...................................................................... 

(s+j (s+j) - -(l-j) Sinon Pm est O.R. et em - %+j 

aller en 2.4. 



( s + j >  2 . 3 .  M o u  pm es$ non O.R. 

j + l  + j e t  a l l e r  en 2.1. I l 

2 . 5 .  Si R(-!)  OUR'^^^) e6.t non O.R., c1eA.t-à-dihe b i  R ~ ; ~ ) U X  au kokd d'un 
1 

---- FI2 ----- F i l  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ,---------- ------ 
bloc ou dam un bloc,  on b a i $  que ë(-! ) n t  u.t p u ~  yni, &UL en 2 . 6 .  
------,-,,,,,,,,-,,---------------- 221 ............................... 

- ( - j )  est Sinon R(- j1est  O.R. e t  n ' e s t  pas  au Nord d'un b l o c  e t  donc em+j m+ j 
f i n i .  On pose 

(S+j+l)  non O.R. 2 . 6 .  A l o u  pm 
--------------------------- 

L-1 + L ,  m + l  + m ,  j = 1 e t  a l l e r  en  2.1. 

3 - Considérons l e s  r e l a t i o n s  ( 1 )  ............................. 

( s + l - j  ) U e t e t ~ i n a t i o n  d a  éléments e j  
- - -_ - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -& - - - -  

On pose L = n-s-1, e t  j = 1 

( s t n - i )  O 3 . 1 .  On pobe P; . . 

S i  R:') e s t  non O.R. a l o r s  6:') e s t  i n d é f i n i ,  a l l e r  e n  3.2. 

Sinon ~ ( j )  e s t  O.R.  e t  comme il n ' e s t  pas  à l ' E s t  d 'un bloc q:') e s t  
1 

f i n i .  On pose 



j+l + j e t  a l l e r  en 3.1. 

D ~ ~ n a R ; i o n  d e s  auRhes éeémeviit6 

On pose L = L - 1 ,  m  = 1 e t  j = 1 

3 . 3 .  S i  R:) ut non O.R. donc %j)  est  i n d é d i n i ,  &w en  3 . 4 .  .......................................................... 

Sinon 

( j + l )  - S i  Rm e s t  non O.R. a l o r s  R:') e s t  au Nord d'un bloc e t  donc 

ë ( j )  est i n d é f i n i ,  a l l e r  en 3 .S. m 

sinon R:') est O.R. e t  n ' e s t  pas a u  Nord d'un b loc  e t  donc 

ë ( j )  e s t  f i n i .  On pose m 

( s + l - j )  O.R. e t  ( s + l - j )  - ( j )  
'rn+ j %+ j = e m 

- S i  Rm+l ( j )  e s t  non O.R. a l o r s  ( j )  e s t  i n d é f i n i ,  a l l e r  en 3.6. 
%+l 

sinon RA:: est O.R. e t  comme R~ (j+') est O.R. ~ ( j )  n ' e s t  pas 
m + l  

-( j à l ' E s t  d'un b loc  e t  donc qm+l e s t  f i n i .  On pose 

e ( s + l - j )  - - ( j )  
m+ j - qm+l, a l l e r  en 3.6. 

3 . 4 .  S i  ou  RL~") non O.R. d o m  RA:: est  ciam un b l o c  ou  à l ' E s t  d ' u n  ..................................................................... 
b l o c  et donc 2:; UT i n d é y n i  ou i n d i n i ,  &a en 3 . 5 .  ....................................................... 

Sinon on pose P (s+l- j ) 
O.R. e t  e ( s + l - j )  - - ( j )  

m+ j m+ j - qm+l, a l l e r  en 3.6. 

(s+l-j) 3 . 5 .  M o u  Pm++ UT non O.R. 

j+l -t j e t  a l l e r  en 3.3. 



L-1 ? L, m + l  + m, j = 1 e t  a l l e r  en 3.3. 
9 

Remarque 2.8.  : La t a b l e  qd obtenue pa r  l a  méthode progress ive  de C l ]  e s t  

l a  t a b l e  qd complétée des polynômes orthogonaux. E l l e  peut être obtenue d i -  

rectement par  l a  méthode normale, il s u f f i t  d ' in t rodu i re  un b l o c  i n f i n i ,  

c 'est-à-dire a j o u t e r  des c o e f f i c i e n t s  ci = O pour i < O e t ,  c a l c u l e r  l a  t a b l e  

qd p a r  l a  méthode normale en chois issant  convenablement l ' i n d i c e  de l a  pre- 

mière diagonale supér ieure .  

I I I .  MISE EN OEUVRE 

La mise en oeuvre s e  f a i t  à l ' a i d e  de t r o i s  sous-programmes : QUDE, 

DETECT e t  EST. 

Dans l e s  sous-programmes : 

- Les c o e f f i c i e n t s  ci de l a  s é r i e  formelle son t  notés DC(1). 

- l e s  éléments qk j )  ( r e sp .  ek (''1 de l a  t a b l e  q d s o n t  notés  DQ(J, K) 

(resp. DE(J, K)). 

- Le t ab leau  NDF, à double ent rée ,  q u i  permet de connaître  l ' a l l u r e  

de l a  t a b l e  P des polynômes orthogonaux e s t  t e l  que 

NDF(J, K) = O s i  l e  polynôme PL') e s t  non O.R.  

= 1 sinon 

Les r é s u l t a t s  sont  échangés e n t r e  l e  programme p r i n c i p a l  e t  l e s  sous- 

programmes par  l ' i n t e rmédia i re  de l ' i n s t r u c t i o n  COMMON, il s ' a g i t  des tableaux 
( j )  

DC, DQ,  DE, NDI. e t ,  DBR e t  DCR qui  sont  l e s  tableaux des B:') e t  Ck . 
( j )  - ( j )  si le Dans les sous-programmes QUDE e t  EST on posera ek - Ck+l 

polynôme  PL^) est à l ' E s t  d'un b loc  pour des r a i sons  évoquées dans l ' a lgo-  

rithme de c a l c u l  des éléments de l a  t a b l e  qd . 
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Mode d' emploi  d u  hous-prrogtuvnmu 

* * *  QUDE * * * * 

Appel CALL QUDE(NL, M O I ,  MA, BLOC) 

Paramètres : - Le tableau des c o e f f i c i e n t s  de l a  s é r i e  formelle est indicé  

de MOI à NL. 

- MA détermine l e  choix d e ( s )  méthode(s) : 

s i  MA = O méthode normale 

MOI  peut ê t r e  éga l  à zéro  ou à - NL, il correspond à 

l ' i n d i c e  de l a  première diagonale supérieure de l a  t a b l e  

qd 

si MA < O méthode progressive.  Dans ce cas M O I  = 0.  

s i  MA > O méthodes normale e t  progress ive  . M O I  d o i t  ê t r e  

é g a l  à zéro  ou à - NL,  c a r  il est c h o i s i  éga l  à zérodans la  

méthode progressive.  

- BLOC est l e  nombre de b l o c ( s )  dans l a  t a b l e  qd .  

- MAT e s t  l e  numéro logique de l 'imprimante. 

NL, MOI  e t  MA son t  des paramètres d ' en t rée  e t  BLOC est un 

paramètre de s o r t i e .  

Remarques : l0 La propagation des e r reur s  de c a l c u l  é t a n t  importante l a  valeur 

I de DEPS qu i  i n t e r v i e n t  dans l e  t e s t  de n u l l i t é  des e ,  c 'est-à-  

i 
- 10 

d i r e  dans l a  dé tec t ion  des b locs ,  peut  ê t r e  cho i s i e  é g a l e à 1 0  . 

2O Les b locs  sont  a f f e c t é s  des numéros correspondant à l ' o r d r e  de 

dé tec t ion .  

S o u b - ~ o g ~ ~  u.-I%%bé6 : DETECT e t  EST. 

Descript ion : Calcul  de l a  t a b l e  qd des polynômes orthogonaux pa r  l a  méthode 

normale ou p a r  l a  méthode propressive suivant  l a  va leur  de MA. C e  programme 

donne a u s s i  l ' a l l u r e  de l a  t a b l e  P des polynômes orthogonaux. 



Appel : CALL EST(N, NR, K ,  MON, MAX) 

Paramètres : - (N, NR, K) sont  l e s  coordonnées du b loc .  

- MON e s t  l ' i n d i c e  de l a  première diagonale supér ieure  de l a  

t a b l e  qd e t  MAX c e l u i  de l a  dernière  diagonale pour l a  
.,----- 

colonne q d ' indice  K+?JR+1. 

Tous l e s  paramètres son t  des paramètres d 'ent rée .  

Description : Calcul des éléments C (n-r- l+i ) ( n-r-2 ) (n-r-2) 
k+r+2 qk+r+l  et ek+r+l  se lon  

les cas ,  qui  permettent de continuer l e  c a l c u l  des éléments de l a  t a b l e  qd 

après  l e  b loc  (n ,  k ,  r ) .  

* * * DETECT * * * * 

Appel : CALL DETECT(J, MET, 1, LA, L) 

Paramètres : J est l ' i n d i c e  de l a  diagonale à p a r t i r  de l a q u e l l e  on cons ta te  

que l ' on  est dans l e  co in  Nord-Est ou à l ' E s t  ( s u r  l a  première 

colonne ou l a  deuxième) d'un bloc.  

1 e s t  l ' i n d i c e  de l a  colonne dont on ca lcu le  les éléments q d .  

MET e s t  un e n t i e r  qu i  vaut 1 si l ' o n  e s t  dans l e  coin Nord-Est 

ou s u r  l a  première à l ' E s t  d'un b loc ,  e t  2 s i  l ' on  e s t  s u r  l a  

deuxième . 
LA e s t  l e  nombre de b l o c ( s )  dé jà  d é t e c t é ( s ) .  

L est l e  numéro du b l o c  que l ' o n  contourne. 

J ,  MET, 1 e t  LA sont  des  paramètres d 'ent rée  e t  L l e  paramètre 

de  s o r t i e .  

Description : Ce sous-programme détermine l e  b loc  que l ' o n  contourne en donnant 

son numéro L. 





b l o c  i n f i n i  

où l e s  numéros de gauche sont  l e s  indices  des diagonales,  l e s  + représentent  

l e s  polynômes orthogonaux r é g u l i e r s  e t  l e s  O l e s  polynômes dans l e s  b locs ,  

donne l ' a l l u r e  de l a  t a b l e  P des polynômes orthogonaux. 



D e  l ' a l l u r e  de l a  t a b l e  P on déduit  l ' a l l u r e  de l a  t a b l e  q d .  



E t  l e s  éléments de l a  t a b l e  qd sont  : 

Les numéros de gauche sont  l e s  ind ices  diagonales. 

Les va leurs  des éléments appartenant  aux b locs  qd s o n t  s u i v i e s  de (*). 

I N U I C C  UE L 3 L O a h t Z  Z 

VALEURS DE E ( ? * ; J )  

V A L E C H S  D E  U ( M t J 1  
I : J U E F I I < I  OU A N F I N I  

I N F I N I  OU I h D E F I t i I  
I H U E F A S I  OU 1 f i F 1 1 d I  - 

I N U E F I i d I  OU L h F l h l  
1 N F l t d I  OU I h D k F I h l  

I N D E F I N I  OU A N F I N I  
l t 4 J t F I : d I  OU L d F i h l  

I N F I N I  OU 1 h ~ E F I h l  
I r i l J i F I l 4 I  O11 A N F I N i  

I N V E F I t 4 I  O L ~  L I I F I N 1  
I N ~ l t 4 1  OU I k 3 E F I N I  

I N D E F I N I  OU A h F I f < i  
I t 4 C E F I l i !  DU 4 N F I H i  

I N F I N I  OU I ~ D E F I N I  
I k U E F I N l  OU I N F l h I  

INOEFIA ' :  OU L N F I N I  
I k F l i d I  OU I ~ D E F I H I  

I N U E F I N I  OU 1 N f L r 4 l  . 
1 N U E F I : i I  OU I Y F f t d l  

I N F I N I  3U I L D E F I h I  

I N F I N I  OU I N D E F I h l  

I N F I N I  O U  1 k D E F l n i  

I N F I N I  OU I I 4 D E F I N I  
I h O Z F i N I  OU & N F I h I  

I V l i E F f X I  OU A N F I k l  I N F I N I  OU I N D E F I & I  
I E F ! t s :  C J  I L C L F I h I  

I N U E F I N I  OU A ; d F I H i  
I N C E F I N I  OU IhFlMA 1 N F ; k i  OU I k 3 E F I ~ ~ I  

I N F I N I  OU I M D E F I N I  
I N D E F J N I  OU I * F 1 N l  

I t d u r F l N I  OU A N F I ~ I  I N F I N I  O U  I ~ ~ E F I ~ I  
I N F I N I  OU I H D E F I ~ I  

' 0 1 ~ 0 0 J 0 3 ù O O O U J U 3 ~ ' 0 f ( x )  
, ~ U O O O O O ~ U U O ~ ~ U O ~ + O ~ ( *  ) ,113u000003GOOOCü+G1 

, u > ~ ~ c z ~ s ~ I ~ L ~ ~ ~ D + ; I ~  ' , Y ~ O ~ C 3 0 0 0 0 1 0 U O C ~ + ~  
-.18571428S714Lt36G+Ol 

o ~ ~ O O J O C O U C O V U U U U * ~ ~  (*) 
~ ~ 1 0 0 3 0 0 3 ~ 0 0 0 U U 0 0 ~ + 0 1  I N F I N I  OJ I k ~ E F l r . 1  

, o ~ o ~ ~ ü o o ~ o ~ o ~ o o ~ + o o ( *  1 
I h U E F I N I  OU L X F I N A  

- . l u ~ o u o o o ~ ~ o u ~ u ~ o + ~  I N F I H I  O U  1 h ~ k F I ~ d I  
~ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 5 0 0 0 + 0 0 ( ~  

J r i D E F I l l Z  OU i N F i N 1  
~ ~ 1 U 0 0 0 0 3 0 0 0 0 U U 9 J D * 0 1  I N F I N I  O J  I I ~ D E F I ~ I  

, lb6664666566667D+OO 
-,6166666bbb6oObbU+01 

- 0 8 S 5 3 3 3 3 3 3 J 5 3 3 5 3 ~ + J O  , V 7 7 5 5 1 0 2 0 4 î d ~ 6 3 3 * L 1  



V A L E U H S  D E  Q ( H I  J )  

I N O E F l N I  OU I i d F l n I  

I ~ ~ P E F I N I  OU i N F I L I  

I W V E F I Y I  OU A l 4 F I u 4 i  

I N D E F I N I  011 I I i F I N 1  

V A L E U R S  D E  E ( N , J )  

I N F I N I  OU I N a E F I l J I  ' 
I t 4 V E i l : d I  OU A?iFlhJ 

I t d F J N I  OU I N 3 E F I N I  
X N V E F l N I  OU I d F I h l  

I t J F l k l  O U  I N D t F I h ( 1  
I N U E F I N I  DU A N F I N I  

I N F I N I  OU I N D E F T N I  
I N V i F i H l  OU I N F I N I  

I t J V E F I : 4 I  OU I N F I N I  

V A L E U K S  DE €(XII) 

I N F I N I  O U  I ~ D E F I ~ I  

I N F I N I  O U  I k D i F I l ~ I  

I t i F I f i I  CU I ~ D E F I N I  

I N F I N I  OU I h D C F I h I  

1 N F i N I  O U  I h D t F I h I  

I N F I N I  O3 I k D E F I h I  

I N F I N I  Gu I k v i F I ~ b I  
I N F I N I  OU I N 3 E F I I J I  

- . I d 1  o , u o ~ ~ ~ u ~ u u C o ~ - o 1 ( * )  
' . 1 1 0 0 0 0 0 0 0 U Ù J 0 1 0 V ~ 0 I  ( * )  , Y 2 ~ 0 Y 0 9 C I 3 ? 0 9 1 3 D + 3 L  

~ 1 1 0 0 0 0 t C O O O O 0 0 3 D + 0 1  
, Y O Y O Y O Y O Y O Y ~ ~ 1 J O + U 2  

. 0 U 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 U 0 0 0 + 0 0  ( * )  - , Y S ~ V O 9 0 9 0 9 B 9 U Y 2 C t ~ 2  
I N F I N I  O U  I N D E F I X I  

I L U E F I X I  011 J h F l h l  
I N V E F I N I  OU A N F ~ N I  , 1 0 9 ~ 4 2 1 4 ~ 7 6 3 > 3 0 û - 2 < * )  

I k F I N I  OU I N D E F I N I  
- , 7 U b ~ 4 2 1 4 d f b U ~ 5 3 3 + ~ 3 ( * )  

- , ~ ~ 1 ~ 1 8 i e i o 1 a i a i u + ~ ~  . i 1 ~ 0 3 8 3 7 1 ~ ~ 6 ~ ~ 0 9 + 3 ~  

*11a1d'X18181d18D'u1 - , ~ ) ~ 4 , 1 2 4 ~ 6 7 ~ & J { U - 0 3  

. O ~ O ~ ~ O C ~ O O O C U C ~ V + O ~ ( ~ )  - , 1 9 V 9 1 6 5 5 2 8 7 5 1 3 2 0 + 5 i  
I N F I Y 1  D U  1 N D E F I h I  

I t 4 U E F I N I  OU A N F I N 1  
I N O E F I Y I  OU I W F I h i  , l 9 9 Y 9 O l 3 t l 0 6 7 0 6 0 D i 3 2  ( * )  

I N F I N I  OU I N D E F I N I  
I N O E F I N I  OU A a 4 F l k i  

I H U E F I N I  OU I N F I N I  
I N F I N I  O U  I h D E F I r ~ I  



N=-1 J 

Ir= - 9  

h i  - 8  

N= -r 

WZ - 6  

N= - 5  

'Ji -4 

N =  -5  

I N O I C c  U c  L O L O N O E =  5 

I ! i D l C r  DE E O L O l * h E =  6 

V A L E U R S  DE Q ( M # J )  V A L E U R S  D E  E(h ' rJ )  

V A L E U R S  D E  9 C M v J )  V A L E U R S  D E  E ( N , J )  

I N F I N I  OU I k D E F I N I  
II~VEFINI O U  I h F l N l  

I ! i U E F I N I  OU I N F I N l  I N F I N I  OU I N p t F I h I  
I N F I O I  OU I N D E F I 3 1  

I t f O i F I N I  OU A N F l N I  
I h U E F I N I  OU A N F I t d I  

I N F I N I  O U  I N D E F I N I  
I N F I N I  OU I H D E F I h I  

I : d C E F I f d I  OU A N F I 4 1  

1 N F  1 N 1 

I G U E F I N I  OU l k F I h 1  

I l d F I N I  

I N b E F I N I  OU A N F I N I  

I N F  I N 1  

' r1  ~ ~ ~ ~ ~ ~ o o o o u u u o o + ~ ( * )  
' , 1 9 4 4 9  

I N U E F I N I  O U  A N F I N I  

I N U E F I N I  O U  I d F I N I  

I N D E F I N I  O U  I N F I N I  

V ~ ~ ~ ~ J S $ ~ Y Y ~ Y Y ~ Y U + ~ ~ (  

~ ~ ~ ~ O J 7 6 3 Y 3 8 U b Y O O + O O  

I N F I N I  OU I N D E F I N I  

I N F I N I  OU I N D E F I N I  

* 1 
' r 1 0 1 0 9 6 6 3 5 7 0 8 0 3 0 U + O l  

V A L E U U S  D i  Q ( M # J )  V A L E U R S  D E  E ( N # J )  

V A L E U R S  J i  Q ( b ! # J )  V A L E U R S  D E  E ! N g J )  

( r 4 U C f I N I  OJ I N F I N A  I N F I N I  OU I N D E F I N I  
IkFIN1 OU INDEF1" 

1 1 4 L ) E F I t I I  O U  I I d F I N I  

1 N U E F I : i I  OU A N F I N I  I N F I N I  OU 1 R D : F I N I  
I ! d F I N I  OU I N D E F I N I  

I N U E F I i 4 1  O U  i : f F I N i  . - 



I V A L E U R S  D E  P C M t J )  V A L E U R S  D E  E I N e J j  

V A L E U R S  D E  O ( H I J >  V A L Z U R S  O E  E ( N e J I  
a=-1 0 I L U E F I t i ~  OU A d F I H l  

I N F I N S  OU I N ù E F I t i I  
I t l O E F l N I  OU b V F I N I  

k =  -9 I N O E F L N I  OU I k F I H l  I h F I t d I  O U  I N D E F I N I  
I N F I N I  OU I N D E F I Y I  

- . 1 ~ 5 ~ 1 0 1 6 6 8 0 a o 5 ~ ~ + 0 1 ( * )  
1 ,  -8  - . lu103571 1 1 3 ~ 0 ~ 7 3 + 0 1 ( * )  

, 121? /4 t i 60916149D+01  

2 O Pour NL = 10, MON = O, MAX = -1  (méthode progressive) e t  l e s  ci pour 

i = 0, ..., 10 de l'exemple précédent, l e s  r é s u l t a t s  sont : 

Le tableau représentant l ' a l l u r e  de l a  t a b l e  P (resp.  qd) e s t  l a  

p a r t i e  au Sud du bloc i n f i n i  de l'exemple précédent d'après l a  remarque 2.8. 

Les numéros de gauche e t  l e s  valeurs su iv ies  de (*) sont déf in i s  

comme dans l'exemple précédent. 



V A L E U Z S  D E  o ( R * J )  
V A L E U R S  D E  E ( N , J )  

V A L E U R S  GE E C N e J )  

V A L E U R S  S E  (4!N#J> 
V A L E U R S  D E  E ; N , J )  

I N F I N I  OU I H D E F I N I  
I N U t F I N I  OU A N F I N I  .. 

I I J D E F X N I  G U  1;dFZtf I  



VALEURS D E  O ( i i r J >  
VALEURS D E  E ( N r J )  

V A L E U R S  D E  E ( N . J )  

VALEURS D i  €th, , ! )  VALEURS D E  UCNIJ)  
VALEURS D E  E ( N . 4 )  

VALEURS OE O ( 8 , J )  VALEURS D E  E ( N , J )  

R =  - d  ~ o u ~ o J o o ~ u J ~ u u ~ ~ o + ~ ~ ( * )  

~ 1 2 1 7 7 4 8 4 6 9 1 8 > 5 & 0 + 0 1  

N= -7  r 7 f 3 7 G L S f O Y G L Y 4 5 ~ 1 0 1  
= O  

Conclusion : Les éléments communs aux tables qd des exemples l0 et 2 O  et 

extérieurs aux blocs devraient être égaux, les erreurs de calcul font qu'ils 

ne le sont qu'à IO-'' près. 





6 5 
S U B k U U T r l i E  Q U Y ~ ( I R * M O I ~ M A I B L O C )  

c * . * * . . * * * . * * * * * * . * . . . * * * * * * * * . . . . * * ~ * * . * * * * * * ~ * * * * * m * * * * * m * * ~ * * * - * m * * * * * ~ * * m * * *  

C  C E  S O U S - P R O G n ~ r q E  CILCULF L E S  ~ O E F F I C ~ F N T S  O(M,J) ET E(1 ,J )  OU a-D 
C  P A R  L E 2  METHUDES N O R ~ ~ A L E  E T  P R ~ G R E S S Y V E  
C  S (  ,METNODE N O R P A L E  E l  C E T H O D E  P R O S R E S S I V I  
C  SI MASU ,METUODE k D R n A L E  
c 2 1  M A  ~ O , M E T ~ O D E  PROGRESSIVE 
c CC tsr L E  T A U L E A U  DES C O E ~ F I C I E N T S  DE L A  S E R I E  F O R ~ E L L E I N O X C ~ S  DL 
C  MOI A NL,DC EST T R A N S M I S  AU SOt iS  PROGRAUME P L R  CO'llrON 
C M O I  E ~ ~ N T  L E  NUMER0 DE L b  P R E U T E R E  D I A G O N A L E  D A N S  L A  T A B L E  9-9 

E (E S O U S  p * O G M A r ~ E  U T J L I S F  L E S  tous  P P O G R A Y ~ ~ E S  E S T  E T  D E T E C T  
* * * * * ~ * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * m * * * * * * * * * * * * * m * * * * * * * ~ m * - * * *  

C c * i r * + * * * * c * * * * * * * d A R T € S  POUVANT C T R E  C H A ~ G E E S  PAR L * U t l L 1 S ~ T E U R * m r t * r * t m * * * *  
~ O Y ~ O N ~ ~ R ( - ~ U : ~ O ~ O ~ ~ O ) ~ ~ C ( - ~ O : ? ~ ) , D B ~ ( - ~ ~ ~ ~ ~ ~ O ~ ~ O ~ ~ D ~ ~ ~ ~ O ~ Z O ~ O ~ ~ O ~  

~ ~ C E ( - ~ ~ : ~ ~ ~ ~ : ~ ~ ) ~ N ~ F ( ~ ~ ~ : ~ C ~ @ : ~ O ~ / S ~ ~ ( ~ ~ ) * K ( Z ~ > ~ ~ R ( ~ O )  
C I ~ E K S I ~ N ~ B ( ~ ~ O ~ ~ O ~ O ; ~ O ~ ~ D ~ ~ ~ Z ~ ; ~ ~ ~ O ~ ~ @ ) ~ D B ~ ~ ~ O : ~ ~ ~ O ~ ~ ~ ~  
f l f C G E e ~ L O C . ~ L O C 1 , C O L  
n A T + 1 3 r i e E P S = l , D - 1 0  

t * * * * r * * * * r * r * + * * * f I N ~ * t k + t C * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ~ * ~ * * * b * * * * * * * * m m m * * * * ~ * * w * ~ * *  

~**************************************************************4***********+**** 

E S O R T I E  UES C U E F F I C I E Y T S  DE L A  C E R I E  F O R M E L L E  
* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ~ * * * * * * m * * m * * * *  

0 0  1 1 7  L = U O l r I R  
1 1 7  U ~ I T E ( P A T , ~ O C ~ I , D C < I )  
LOO FORYPTISX,*C( , 1 3 , * ) = ' r U 2 2 , 1 5 )  

Y ~ X ~ M A ~ ~ O N ~ Y ~ ~ ~ N L ~ ~ R ~ U ~ N L # ~ F ~ ~ ~ A ~ ) ~ O O O ~ ~ O O O ~ ~ O O ~  
2 0 0 0  W A X % - 1  

0 3  3 4  j sO,1R 
~ F ( ~ S S ( J C ( J ) ' S G T I ~ , D - ~ ~ ) G O  TO 5 0 0 2  

3 4  C O ~ ! T I V U ~ I Y ~ I T E ( Y P T , ~ O O ~ ~ S T O P  
536 f 3 k 1 ? A T l 5 X , * T C U ~  L E S  ~ ( 1 )  S O h T  K U L S  S A U F  P E U T  E T H E  L E  D f R W l ~ W ' I  

c * * * * * * * * * * * * * * * * . * * t * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ~ m * * * *  
C  P A L C U L  * E S  C ~ E F F I C I E M T S  DC DE L A  S E R I E  R E C I P R O Q U E  
C * * * * * * * * * * * * * * + * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * . * * * * * t * * * * * * ~ * * * * * * * * * * m * * * * * * * * * * * * *  
5002 ~ ~ = J ~ D O ~ O , O ) = ~ , / D C ( * ~ S ) # N L = ~ R - N S ~ F ! O N O - N L ~ M ~ N L  

IF(~!L.I ~ , O ) J R I T E ( M A T , S O O ) I S T O P  
DO 30 t = l , N L  
GP(I ,O>'O 
CO 3 6  J = O ~ I - ~  

36  D ~ ( I , O ) = D Q ( I ~ U ) + D C C N S + I ~ J > * O Q ( J , O )  
3 6  D ~ ( I ~ ~ ) = - D Q ( ~ , O ) / D C ( ~ S )  

C * * * * * * t * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * + * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * m * * * * * * * * * * * * * *  
C  S O R T I E  UES c ~ E F F I C I E N T S  DE L A  S E R I E  REcIPRPQUE 
C * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * m * * * * * * * * * * * * * *  

0 3  5 2  l 5 Y O N , N L  
D ~ ( I ~ ~ ~ ~ I F ( I ~ ~ E , O ) D C ( I ) ~ D O ~ I ~ O ~ ~ W A I T E ~ H A T ~ ~ U O ~ I ~ D C ~ I ~  

$2 C ~ L T I V U Y  
6 0 0 3  1'3 
2 1 0 3  DO 2 J o * U N , H * L  

2  N D F ( J , T ) = ~ I I ~ ( Y * L E ~ M O N ) ~ O  TO 2 1 7 1  
b ' s ! ! - 2 l r s 1 * 1 l b 3  10  2 1 0 0  

2 1 1 1  D3 1 I = y U N , I n  
1 N ~ ( I , O ) ~ ~ ~ B L U C = O ; C U L = ~ ; J : M O N ; U R I T E ( U A T , Z ~ L )  

C***t***********.***.*******.****************************~*******~************** 
C R E C H E R C H E  D ~ S  B L O C S  A P P A R A I S S ~ N T  D E S  ~ t ,  P R E B I E Q E  c D L O N Y E  
C * * * * * * * * * * . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ~ * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

I F ( A E s ~ ~ c ( J ) ) , G T * ~ . D - ~ ~ ) G O  10 75 
R L O C = B L U C + ~  ~ ~ ( B L ~ c ) = c ~ L ~ ~ ( B L o c ) = J I N R ( B L o c ) = ~ ~  J = J + ~  

u R ( ~ L ~ ~ ) = N R ( U L O ~ ) + ~ ~ J = J + ~ # G O  T p  70 
2 5 2  F ~ Q ~ I C T ( . I X , ' L ~ S  B L O C S  S O ~ T : ' )  
752 F G R H A ~ ~ ~ X , * N U = ~ ~ ~ ~ , ~ X , ~ ~ ' ~ ~ , I C , ~ X , ~ K = ~ ~ I ~ ~ ~ X ~ ~ R = ~ ~ ~ ~ ~  

6 1  I F ( A S S ( ~ C ( N L J ) . L f , l . D - l S ) ~ R ( B L n I ) = N R ( B C 3 C ) + 1  . . 
bfl I F ( B L 3 r t L E . O )  G O  T b  3 0  

C*******.**.*.*..~************************************************************** 

E b E L 1 M I r A T I D N  DES 3 L O c S  D E H P R R A N T  A LII n R E Y I E R E  COLOYNE 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

DO 5  L r 1 , B L O ç  
Y R I T E ( u ~ T , ~ S O L , N ~ L ) ( K ( L ) , L R [ L )  



~ = I * ~ I G U  T O  IOD 
90 YF(BLO~~.GE.BLOC) GO TO 125  cl***** ......................................................................... 

C D E L I M I T ~ T I D N  DES AUTRES BLOCS ................................................................................ 
80  9 JiULOC1+1VBLOC 
~ R ~ T E ( Y ~ T , I S ~ > J , N ( J ) , K ( J ) @ N R ( J )  
DO Y L:U,NR(J> 
D O  9 InU,NR(J> 

9 R D F ( N ( J ) + L - I V K ( J ) + Z ) ~ O  
125  ~ F ( L I M T T E , L E S ~ O N ) G O  TO (01  

C O L = ~ D L + ~ I L I ~ ~ T E = L I M ~ T E - ~ I J ~ ~ O N  
C * * * . * * . * * * * * * * . * . . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ~ * * * * * . * * * * * * *  
C CALCUL DES COEFFIC IENTS O(NqJ>  
C******************************.**********************t**********.*********.**** 

516 T F ( ~ N D ~ ~ J + ~ ~ ~ O L - ~ ) ~ E Q . O ~ ~ A N D ~ ~ ~ D F ( J + ~ ~ C O L ~ , E Q , G O  TO 510  
IF(YDF(J,CDL)*EQ.O) G O  70 5 1 1  
~ F ( h C F ( J + l q C U L ) , E Q n ~ ) ~ L L ~ f ~ O ( J , C o L ) ~ o I ~ 3  1 0  534 
~ F ( ( ~ D $ ~ J * ~ ~ ~ O L ~ ~ ) ~ E Q ~ O ) ~ O R ~ ( N ~ F ( J * ~ ~ C ~ L ) Q J L J J G  T u  )OB 
YF(NGF(J~COL'~).EQVO)JL=JIGO 1 0  S l 2  
1 F ( h D F ( J * l , C o L - 2 ) n E O . 3 ) 6 0  1 0  825  
~ O ( J , C O L ) = D P ~ J * ~  r ~ O ~ œ l ~ * ~ E ( J + l  , C O L - ~ ) / D E J C  1 0  511  

512 O O ( J ~ C ~ L ) = D Q ( J * ? ~ C O L ~ ~ ) * D E ( J + ~ ' : C O L - ~ ) ~ G O  1 0  534 
508 CALL D€TECTCJ,l,C3LaBLOC.L) 

CALL E ~ T ( N ( L ~ , N ~ ( L ) , K ( L ) , M O N V L ~ M I T E ) I J ~ N ( L ) ~ ~ I G  T O  >34  
510 CALL D F ~ E C ~ ( J , ~ ~ C ~ L , ~ L O C . L ) ~ I F ( J , G I . N ( L ) - N R ( L ) - ~  G O  TO 13U 

~ F ( ~ J D F I J ~ C O L ) ~ E P , O ) J = J + ~ I ~ O  1 0  830  
~ F ( ~ J ~ F ( ~ + ~ ~ ~ ~ L ) ~ E ~ ~ O ~ D Q ( J ~ C ~ L ) ~ O I J ~ J ~ ~ I ~  TO 830  
D Q ( J , C O L ) = - D C R ( J + ~ ~ C O L ~ / D E ( J ~ ~ ~ L - ~ ~ I J = J + ~  

830 I F ( J . G T ~ L I ~ I T E )  G O  TO 513 
I F ( J , G E ~ ~ J ( L ) ' ~ ) J = J - ~  J G O  T O  5 1 1  
I F ( ~ ~ D F ( J , C ? L ~ , E P , ~ ) J = J + ~ ~ G O  TO 830 
~ F ( N D F ( J + ~ ~ C ~ L ) . E Q . ~ ) D Q ( J , C O L ~ ~ O ~ J = J + ~ ~ G  7 3  830 
D Q ( J , ~ ~ L ) ~ ~ C ~ ~ J + ~ ~ ~ ~ L ~ / D C R ~ J ~ C ~ L ) I J ~ J + ~ J G O  1 0  830 

825 ~ o ( J , c ~ L ) = - ~ ~ ( J + ~ ~ C O L - ~ ~ * D E ( J + ~ , C O L - ~ ) ~ D C J ~ C ~ L ~ O  7 0  5 1 1  
534 rF (JL , i t . rONJ  G O  1 0  511 

~ F ( ( ~ ~ ~ F ~ J L - ~ ~ ~ O L ) . E Q , O ~ ~ O R ~ ( N D ~ ( J L , C O L - ~ ~ G T ~ ~ J G O  TU S I 1  
J L L J L - i I C A L L  D E T E C T ( J L q l . C O L q 8 ~ O C , L ) ; N R ~ ~ N ~ ( L ) f N l : h ( L ~ ~ U l ~ ~ ~ L J  
I F ( ( K ~ ~ ~ T . : ) ~ O ~ . ( ~ D F ( ~ ' ~ + ~ ~ K ~ - ~ \ ~ E Q . O ~ ~ G ~  10  5 2 2  
B ~ R ( N ~ ~ ~ ~ ~ * ~ R ~ + ~ ) ~ O C R ( N ~ + ~ , K ~ + N R ~ ) - D O ( N ~ , K ~ + N R ~ + ~ ~ G O  1 0  532  

522 ~ 0 2 ( h l ' ~ K l + A 4 l + l ) ~ - D 0 ( N 1 , ~ l + ~ R 1 + 1 )  
532 1 F ( N t F ~ ~ l - ~ ~ ~ ~ - l ) , E Q ~ O ~ ~ O  1 0  578  

o C R ( N ~ - ~ , K ~ + N R ~ + ~ ) = ~ B R ( N ~ I K ' ~ + N ~ ~ + ~ ) ~ D ~ R ( N K N R + ~ G  Tu )27  
528 D C R ( % ~ - ~ ~ ~ ~ + ~ ~ ~ + ~ ) : D B R ( N ~ , K ~ + N ~ ~ + ~ )  
5 2 7  ~ E ( Y 1 - 1 ~ K 1 + Y ~ l + l ) = D C R ~ N 1 - l , K 1 + n R l + 2 )  
511 ! F ( J , G E ~ L I ~ ~ T E )  G O  TO 513 

c * * * * * ; * * * * * * * * * * . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * . * * * * * * * * * * * * * *  
C CALCUL D E S  CUEFFICIENTS E(N,J) 
C * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ~ * * * * * * *  

608 ~ F ( ( N D F ~ J + ~ ~ ~ ~ L - ~ ) ~ E O . O ) . A N D ~ ~ ~ D F ( J + ~ , C O L - ~ , E O , ~ G  TO 604  
I F ( ( ~ D F ~ J ~ C O L ) . E Q . O ) . C ) R ~ ( N D F ~ J + ~ , C O L ) . E ~ , O G  TO 630 
T F ( ( ~ D F ~ J + ~ , ~ ~ L - ~ ) . E ~ ) . O R . ( N O F ( J * ~ , C ~ L - , E ,  TO 602 
I F ( I ~ D F ~ J , C O L ' ~ ) . E ~ . ~ )  G O  To 607  
~ E ( J i C n L ) ~ D b ~ J + l , C O L ~ ~ D ~ ( J q C O L ) + O E ( J + l t C O L - 1  TO O00 

603 @ ~ ( J v ~ ~ L ) ~ D Q ~ J * ~ v C C L ) + D E ( J + ~ ~ C P L ~ ~ ) ~ G O  TO 600 
6 0 2  CAL4 D E ~ E C T ( J , ~ , C ~ L , B L O C . L ) ~ J = R ( L ) - ~ I G O  1 3  600 
604 C A L L  D E I E E T ( J , Z , C ~ L , B L O ~ ~ ~ )  

1111  I F ( ( J . c T , L I M I T E ) , o R . ( J , G T . N ( L ) - 2 ) ) J = J * G  TO 690 
I F ( ( ~ D F ~ J , C O ~ ) , ~ Q , @ ) , ~ R , ( ! ~ D F ~ J ~ ~ , C O L ) , E Q . ~ J = J + ~ O  TU 1111 
D E ( J , c ~ ~ ) = D ~ ( J + ~ , c o L ) - D ~ ( J ~ C O L ~ I J = J + ~ ~ ~ ~  T0 1 1 1 1  

600  I F ( J . G E ~ L I F I ~ E )  65 TD 706 
~ = J + 1 f c u  10  b 0 8  

7 0 1  I F ( M A X : L T . C ) ~ ~ L = I ~ ; L I ~ ! I T ~ ~ N L - N S - ~ ~ M = ~ ~ J = ~ G  TO LU04 
~***********..****.**~.*C***************.******.*.********.********.****"*.~**** 

C S O R T I E  U E  LA TABLE 0-D CALCLILEF PAR LA HETHODE kJR(1kLE 
C********************..**********************.*******..**********~************** 

1C02 F3RXAT( l )  
6 2 5  F ~ S Y A T I I O X * '  VALEURS DE P ( # ~ J ) ' v ~ C X V ' V ~ L E J R S  DE E(NIJ>') 
866 U ~ ~ T E ( ~ ~ T ~ ~ O ~ ~ ) I V ~ I ~ ~ ( ~ A ~ ~ ~ C ~ G ~ I ; ~ P I ~ ~ . : Y A T , ? C O ~ )  

V R I T E ( U A T V ~ ~ ~ ) ~ U R I T E ( P R T , ~ F @ ? )  
834 ZT(hDFtJq I ! .~C ,O)  G O  T G  70) 

IF ( tDF(J+ l . I ' l ) ,EO.9 )  GU 706  
Y S I T F ( ~ ~ T V ~ ~ ~ > J , D : ( J , ~ ~ ~ ~ F ( J , G ~ ~ L I ~ ~ I T E ~ G  TO 9 0 0  
Y F ( ' ~ F ( J + ~ , ! ) , E C , J )  G O  Tg 815 
~ s I r ; ( t ~ n T , : ; ? ' ) 3 : ( ~ . 1 ) 1 r , i )  T ?  &IL 

7 0 ~  u ? f T t ( * * 4 T ,  bj: ) J I ! F ( J , ~ E , L I ~ I T E ? G ~  TU Y C O  
b ~ I T t ( ~ ~ ~ T ~ k ~ 9 ) 3 E ( J . I ) ; G 3  T V  S ' L  



7 3 2  U ~ l ~ ~ ( ~ * ~ e ~ ~ ~ ) ~ ~ ~ ~ ( ~ . ~ ~ m ~ ~ ~ I T E ~ G o  T u  '00 
e i s  U R I T E ! U ~ T ~ ~ ) S ~ )  
8 1 4  T F ( J . G E ~ L I * I ~ E )  G D  70 9 0 0  

67 
j=J* l ; rJ  13  606 

9 0 0  L I ~ I ~ E ~ L ~ ~ I ~ t - 2 ; ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ f i ~ ~ ~ ) ~ = ~ ~ ~ ~ ~ T N + G 0  T 0  

I=I*l; t c b 1 3 t ~ ~ ~ O  70 866 
C * * . * . * . * * . * * * * . i * . . . . * . . . . . * * * . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * b * * * * * * * - * . * * * - * * * . * * - * ~ - - ~ . .  

t s t h E v a l l s ~ ~ I ~ N  D E  L A  ~ ~ B L E  -P -  O U A K D  L A  T A B L E  O-D E S T  C A L C U L E E  P A R  
1 4  M E T U L D E  N U R U A L E  E ..... .******  .*...m. **.**..** ..*.... *****************-*****..~*..-****..--..--** 

R E T U R N  
C**+.*****t**.t*..-**.********.*******.***************************~s*****~**~-** 

c S Y M E T R I S A T I O ~  E N  VUE D @ O R T E N I R  L A  T A e L E  0 - D  P A R  L A  M k T W O D E  P R O G R E S S I V E  
C****...***.c**.t***********..******.*************************.*-**-** 

C * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * b 8 * * e * * C * * * t 4 ~ * * * * * * ~ * * * * * . * ~ * ~ * * . * . . * * ~ * . ~ * . * - . . . ~ . * ,  

C S C H ~ H A T I S A T I ~ N  D E  LI T A B L E  -P- O U A N D  L A  T A B L E  Q-D E S T   CALCULE^ P A R  
C  L 1  M E T H O D E  PKOGRESSIVE 
C * * * * * b * * * * * ~ * t * * + * * * * * * + * t ~ t * * t * * t * t t * * * * * * ~ * * * ~ * * * * ~ * * * * * * * * * * ~ r ~ . * * * * * ~ ~ * * . * *  

3 5 2 6  DO 49 I = N S * l r N L + l  
0 5  47 . I - O , L I ~ I T E I I F ( N ~ ( I - J ~ J ) , E Q ~ ~ ~ N B ~ I - J , J ) P I H + G ~  T U  C f  
~ D ( I - J . J ) = ~ H u  



U R ~ T E ( ~ A T , S O U ) N S ~ ~ ~ I T E ( ~ A ~ ~ ~ ~ ~ ~ ) ~ K A ~ N ~ + ~ ~ ~ R I ~ E ( ~ A T ~ ~ U O ) K A ~ ~ ~ ~ ( N S ~ Q J  
DO 6 1  ~ ' ~ ~ ~ L ' N S I ~ R I T E ( H A T ~ ~ D O ~ ~ # K A ~ N S + I + ~  
W R I T E ( ~ ! ~ ~ T ~ ~ O ~ ) ( K A ~ ( ~ ~ B ( K S + I - J ~ J ~ I J = O ~ N L - N S * ~ + ~ ) )  
F O R N ~ T ~ ~ X ~ @ N = ' , ~ ~ ~ ~ X ~ D Z ~ ~ ~ ~ )  
F O R : A A T ( $ ~ X .  @ I N F I N I  O U  I N D E F I N I @  , /) 
~ O R ! ' h T t J 4 X e D L 2 ~ 1 5 ~ 1 )  
Ç O R K ~ T ( ~ X ~ ' N = ' , ~ ~ , ~ X , ' I N D E F I N I  O U  I N F I N I ' )  
F G R X A T t Y X e '  Q-0 P A R  H E T H O D E  P R O G R E S S I V E  0 
F O R ' ~ l A T ~ I / , 2 O X ~ @ I N D I C E  D E  C O L O N N E = @ , I ~ , / )  
F O R M C T ~ ~ X . @ N = ' , I ~ ~ ~ X ~ ~ O ( A ~ , ~ X ) )  
F O R n A T ( Y X e *  0 - 0  P A R  M E r H o O E  N O R M A L E ' )  
R E T U R N  
E N D  



S J B R C U T l h t  E ~ T ; N , Y H . ~ ~ H O S ~ M A X )  
69 

C * * * * * . * . * * * . * * * * . . . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  
C  C E  SOUS ~ R O G u A Y l 4 E  C A L C U L E  L E S  T E R M E S  C(M,J),B(*.J).ET S U l V A h T  L E S  C A S  
C  E ( N - k 4 - 2 * K + N R + l )  c T  C < N - K R - ~ , K + N R + ~ )  
C L E  T R I P L c T ( N . K . H R )  CORRESPOND AUX c O O R D O N ~ J E E S  D U  BLOC C O h S I D E R E  
c MONSSUMERO D E  L A  P~EHIERE DIAGONALE D A N S  L A  T A ~ L E  DU 0 - 0  
C MAX=~,UHEWO D E  L A  U ~ A G O N A L E  OU ON A R R E T E  L E S  C A L C U L S  POUR LA COLONNE 
C  QUE L ' O N  E X 3 L O i T E  
C * * * * * * * * * . . * * * * * . * * * * . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ~ * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  
c * r r * * * * * * * * * c * * * * * * * c A H T ~ S  p o U V & ~ f  E T R E  C H A N G E E S  P I R  L ' ( I T I L I S A T E U R * ~ * * * * * * * * * * *  

C O M M O N O C ~ ~ - Z O : ~ ~ ~ U : ~ O ) ~ D C ( - ~ O : ~ O ~ ~ D B R ( - ~ O : ~ O ~ O : ~ O ~ . D O ~ - ~ O : ~ ~ ~ O : ~ O ~  
~ . D E ( - ~ ~ : ~ O . O : Z O ) ~ ~ D F ( - ~ ~ : Z O . O ~ ~ O )  

C*t**c**.i*.*r******ffN*****..****************e************e**e******* 
C * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  
C  C A L C U L  D E S  C O E F F f C I E N l S  -C- E T  - 0 -  Q U 1  I N T E R V I E N N F N T  D A L S  L A  R E L A T I C k  
C  D E  R E C U M R E N C E  A  T R O I S  T E R P E S  ~ * * * * * * * * * * * * * * * * ~ * * * * * * * * * ~ * * * * * ~ * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ~ * * * * * * * * * * * * * * * * * ~ * * * * *  

I F ( K . G T . 1 )  GO 7 0  1 2 0  
D C R ( N , K + ~ R + ~ ) = O ; D C R ( N - ~ , K + N R + ~ ~ = - D C C N + N ~ + ~ ~ / ~ C ~ ~ - ~ ~ ; J = O  

1 I F ~ ~ N - N R - ~ + J ~ G T . M A A ) , O R . ~ J . G T , N R ) ) J = N R - ~ I G ~  1 0  6 
D B R ( N - N R - ~ + J ~ K + N R + ~ ) ~ - D Q ~ N + N R + ~ - J , K + J ) ; J = J + ~ ~ G ~  T O  1 

120  I F C N D F t t ; + h R + 2 r K - 2 J . E P . C )  GO T O  2 
D C R C N + N R + ~ . K ) = - D E ~ N + N R + ~ , K - ~ ) ~ D ~ ( N + N R + ~ , K - ~ )  
I F ( N - N R - ~ s G T . M A X ) J = ~ ~ G O  T O  3 
D B R ( N - N R ' ~ . K + N R + ~ J ~ - D ~ ( N + N R + ~ , K ) - D E C N + N R + ~ ; J ~ J  7 0  3 

2 X F ( N - N R - ~ , G T . M A X ) J = ~ ~ G ~  T 9  3 
D B R ( N - N R ' ~ , K + N R + ~ ) = - D Q ( ~ + N R + ~ ~ K ) ~ J = ~  

3 IF(NDF(k+XR+2-J~K'2).êQ.O) GO 1 0  4 
D C R ( N + N R + ~ - J I K + J ) ' D C R ( N + N R + ? - J , K + J - ~ ) * D ~ L N + ~ ~ + I ~ J * K ~ ~ )  
I F ( ( N - N R ' ~ + J , G T . M A X ) . O R . ( N - U R + J . G ~ . ~ ) ) ~ ~  T O  5 
D B R ( N - N R ' ~ + J ~ K + Y R + ~ ) ~ D C R ( Y + ~ R + ~ - J . ~ + J ~ ~ ) D Q ~ + N R + - J K + J ~ G  TO 5 

4 D C R ( N + N R + ~ - J ~ K + J ) ' D C R ( N + ) ~ ~ R + ? - J I K + J - ~ )  
I F ( ( N - N R - ~ + J . G T . M A X ) . O R . ( N - N R + J . G T . N ) ) ~ ~ T O  5 
D B R ( N - N ~ - ~ + J . K + N R + ~ ) = - D Q ( ~ + N R + ~ - J ~ Y + J )  

5 I F ( J . G E . N R + l ) J = N R l G O  TO 6 
J = J + l ; G O  T O  3 

O ~ F ( ( J . L T * O ) . O R . C N ' N S S l + J * L T . N O N ) )  GO 10 6 
1 F ( N D F < ~ ! - N R - ~ + J ~ K + h ~ - l - J ) . E Q . O ) G O  T b  7 
I F ( H D F ( ~ ~ - N R + J , ~ + N R - ~ - J ) . E ? . O ) D A = D C R ( N - N R ~ + ~ + N R J ) O  1 0  9 
D A = - D E ( N ' Y R - i + J * K + h R - 1 - J )  

Y D C R ( N - N R - ~ + J , K + N R + I ) ~ - D ~ R ( N - N R + J I K + N R + ~ ) U A ; J = J - ~ G C  T G  6 
7 D C R ( N - N R ~ ~ + J I K + Y R + ~ ) = D C R ( N - N R + J , K + N R + ~ ) ~ J J - : G O  10 6 
8 I F ( N - N R - Z . L T . M O N ) J = O ~ G O  T O  1 3  

C * * * * * * * * * * * * . * * . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

I F ( ~ J D F ( N - N R - Z . K + N R ) . E C . O ) ~  TO 11 
I ~ ( N D F ( ) ~ ~ ' N ~ - ~ . K + N W - ~ ) . E Q . ~ ) O A ~ D C R ( N ~ N R ~ ~  1 2  
D A = - D E ( Y ' N Q - ~ ~ K + N R I  

11 D O ( ~ ~ - N R - ~ I K + N R + ~ ) = D C ~ ( N - N R - ~ ~ K + N R + ' ~ ) / D A  
IF(#-NR-~ .GT.MAX)RETURN 
D ~ ( N - N R - L ~ K M ~ + ~ ) ~ ~ D ~ R ( N - N R - ~ ~ K + N R + ~ ) ~ D ~ ~ N ~ ~ ~ ~ ~ ~ K * N R + ~ )  
J = 3 r G O  T O  1 3  

11 D Q ( : ~ - N R - L I K + ~ R + ~ ) ' - D C R ( N - N R - ~ . K + ~ ~ R + ~ )  
I F ( W - N R - ~ , G T . M A X ) R E T U R ~ J  
DECN-NR-L*K+NR+~I=-DBR(N-NR-I.K+NR+I);J=O 

3 3  I F ( N - N R - ~ . L T * M O S ) J ~ M O N - N + ~ R + ~  
C . ~ * * . * * * * * * * * . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * + * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * . * *  
C  C A L C U L  D E S  A U T R E S  COEFFICIENTS INTERVC%ANT D1: iS  L A  REL,T IO& D E  R E C U R E E < C E  
C  A  T R O I S  T E R M E S  
c * * * * * * * * * * * * . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * . * * * *  

1 5  I F ( ( N - N R + J . G T . H A X ) , O Q , ( J . G E . N R ) ) R E ~ U R N  
I F ( N D F ~ U - N R - I + J , K + ~ R - I - J ) . N E . O ) ~ ~  70  2 0  
D C R ( N - N R - ~ + J . K + N R * ~ ) ~ O R R ( Y - Y R + J , K + N R ~ ~ ) ; G O  TC 1 4  * 

2 U  D C R C N - N P - 1 + ~ ,  K + N R + ~ ) = D R R ( N - Y R + J . K + N R + I  ) - D C R  c ~ - N R + J - ~  , K + N R + ~ )  
1' D E ( N - N R - ~ + J ~ K + N R + ~ ) = D C R ( N - N R - ~ + J , K + N R + Z ) J J +  7 0  1 5  

L N 0  

S U B R O U T I m t  D C T E C l ~ l ~ M i T r C O L ~ B L O C ~ L )  
C * * * * * * . . * * * * * * * * * * . * * * * * . . * * * * * . . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  
C  C E  SOUS ~ R O G ~ A U f l E  D E T E R M I N E  L E  VUMERO -L- D J  a L O C  A L ' E S T  D U Q U E L  
c LA DIAGO~ALE-1- e r  L A  C O L O N Y E  -CCL-  S E  C O J P ~ ~ T  _ -.-. 
C  0 L O C = N O M I R E  D E  BLOC D E J A  DETERb ' INES D A N S  L A  T A B L E  B E  0 - 0  
C M E T = l . S I  ON E X P L O R E  L A  1 - € R E  COLONNE 
C 8 2 . S 1  ON E X P L O H E  L A  2 - 1 E r E  COLONNE b ,' P 
~*********.**.*****.*t*********************~************************************ - 
C I * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * C A R ~ L S  P O U V A N T  E T R E  C d A N G f E S  P A R  L ~ U T I L I S A T E U S - * * * * *  

C O M M O N / S ~ * ( Z O ) O K ( L O ) , N R ( ~ O )  
fI.e****..~t.t**.***********~*F:N****a*e****************e*********************** 

I N T E G E R B L O C . C O L  
DO 21 J = l  # B L O C  
~ F C ( W ( J ) + N R ( J ) + M E ~ . L T . C O L ) . O R , ( K C J ) + N R ( J J + M E T G T ~ O L  GO T O  21  
tF((~.LT*N(J)-hR(J)-2).0RR(I.Gf.N(~)-MET 6 0  10  21 
L=J ;RETURN 

21 C O N T I N U E  
E N D  



TROISIEME PARTIE l 
, SYSTEMES ADJACENTS DE POLYNOMES ORTHOGONAUX 

ET APPROXIMANTS DE PADE 

1. SYSTEMES ADJACENTS DE POLYNOMES ORTHOGONAUX ET LEURS ASSOCIES 

Dans c e t t e  p a r t i e  on suppose connus l e s  éléments de l a  t a b l e  ~d - e t  
(n)  l e s  polynômes u n i t a i r e s  wi ( x )  qui  interviennent  dans l e s  r e l a t i o n s  de ré- 

currence. 

S o i t  (ci i E N une s u i t e  de nombres r é e l s .  On peut  d é f i n i r  une fonc- 
j t i o n n e l l e  l i n é a i r e  c t e l l e  que c ( x  ) = c Y j  E M. 

j 

( n )  On rappel le  que 1 'ensemble {pk ( x )  IkEB des polynômes orthogonaux 

par  rappor t  aux fonct ionnel les  l i n é a i r e s  c'") déf in ies  p a r  

e s t  appelé systèmes adjacents  des polynômes orthogonaux. Ces polynômes sont 

rangés dans un tableau que l ' o n  appelle t a b l e  P. 

I On s a i t  que l e s  e n t i e r s  hg e t  pQtl son t  d é f i n i s  t e l s  que Hh (O) +1 t O ,  
! R 

H( O ( 0 )  #Ce tHi  = O p o u r i  EN, h Q + 2 <  i s p  o Ù R + l e s t  l e n u m é r o d e  
j p ~ + l + I  R+ 1 

(0) ce groupe de déterminant(s)  Hi n u l ( s )  p a r  rapport  à l a  diagonale zéro. 

La propr ié té  suivante donne l e s  condit ions d 'existence des polynômes 

orthogonaux par  rapport  à une fonct ionnel le  l i n é a i r e  c. 



Propr ié t é  3.1. C l ,  page 411 : S o i t  R t e l  que 

Po) # O pour i E R, pR+l  5 i I hR+l  

1~:') = O pour i r N, h +2 < i 5 R 

Alors 

( 0 )  i) Pour i E N ,  p R + l  5 i I hR+l ,  Pi ( x )  e x i s t e .  11 e s t  unique s i  l ' o n  

i f i x e  l e  c o e f f i c i e n t  de x . 

( 0 )  pR+l+l- hJi ii) Pi (x )  e x i s t e  pour i r N, hR+2 5 i 5 h + e n t i e r (  R ) avec 

(O) ( x )  où w ( 0 )  
3. 

i-hg-1 (x )  e s t  un polynôme 
2-1 

u n i t a i r e  de degré i-hg-1 exactement. 

( 0 )  i i i )  Pi (x) n ' e x i s t e  pas pour i E IN, h R + l +  e n t i e r  ( 
pJi+1+l- hJi 

2  1 5  i 5 p ~ + ~  

i v )  P (O ( x )  e x i s t e .  I l  e s t  unique s i  l ' on  f i x e  l e  c o e f f i c i e n t  de 
pR+l+l  

Les polynômes QLn)(t) d é f i n i s  p a r  

(")(XI - pLn)( t )  
C)Ln)(t) = c (n)('k x -  t ) , c(") ag i s san t  s u r  l a  va r i ab le  x, 

s o n t  appelés polynômes assoc iés  aux polynômes orthogonaux pkn)(x) .  On sai-t 

que l e s  polynômes associés  Qkn)(t) s a t i s f o n t  l a  même r e l a t i o n  de récurrence 

à t r o i s  termes que l e s  polynômes orthogonaux pLn)(x). 

~ 
S i  P!")(x) e x i s t e  e t  e s t  orthogonal r é g u l i e r ,  d 'après les p r o p r i é t é s  

1+1 
2.4 e t  2.6 de C l ,  pages 102 e t  1211 on a : 



10 S i  l a  diagonale n n ' e s t  pas l a  première diagonale supér ieure  de 

l a  t a b l e  P 

- e (n-1) 
i +  1 s i  p j n ) ( x )  e s t  orthogonal r é g u l i e r  

(n-1) - 1 

avec Ei+2 
(n-1) 

'i+2 sinon 

(n+ l )  2O S i  Pi (x) e s t  orthogonal r é g u l i e r  

Remarque 3.2. : On u t i l i s e r a  l a  r e l a t i o n  de récurrence à t r o i s  termes 

l 

s i  l e s  condit ions d 'appl ica t ion  de (1) e t  ( 2 )  ne son t  pas s a t i s f a i t e s .  
( n )  C'est-à-dire si l e  polynôme Pk+l(x) e x i s t e  e t  e s t  s u r  l a  première diagonale 

supér ieure  de l a  t a b l e  P e t  à l ' E s t  d'un b l o c  comme l ' indique  l a  f i g u r e  suivante.:  



Pour l e  démarrage des r e l a t i o n s  (l), ( 2 )  e t  (3 )  on pose Yn E IN, 

P X  ( resp .  P?)(X))  orthogonal r é g u l i e r  e t  P_:")(X) = O ,  

Déf in i t ion  3.3. : On d i r a  que l e  polynôme P:)(x) e s t  s u r  l a  l i g n e  R ou appar- 

t i e n t  à l a  l i g n e  numéro R s i  

On peut  d i v i s e r  l a  t a b l e  P des polynômes orthogonaux en deux demi-tables : 

l e s  demi-tables supérieure e t  i n f é r i e u r e ,  l a  demi-table supér ieure  é t a n t  cons- 

t i t u é e  des l i g n e s  qui ont  un polynôme s u r  l a  première diagonale supérieure de 

l a  t a b l e  P. 



ALGORITHME DE CALCUL DES POLYNOMES ORTHOGONAUX 

REGULIERS ET LEURS ASSOCIES 

( n )  On u t i l i s e  les r e l a t i o n s  (11, éventuellement les r e l a t i o n s  ( 3 1 ,  si Pk 

est à l ' E s t  d'un b loc ,  e t  les r e l a t i o n s  ( 2 )  dans l e s  a u t r e s  cas. 

On notera [XI l a  p a r t i e  e n t i è r e  de x. 

Dans ce t  algorithme II correspond au numéro de l a  l igne  e t  j au degré 

du polynôme en P considéré. On suppose que l ' i n d i c e  de l a  première diagonale 

supér ieure  de l a  t a b l e  P est zéro. 

Le passage d'un numéro au suivant  s e  f a i t  tou jours  en séquence, sauf 

s ' i l  y a un ordre a l l e r  en. 

S o i t  à c a l c u l e r  l a  t a b l e  P pour l e s  ci i = O ,  ..., n. 

A - Calcul de l a  demi-table supérieure 

O) On i n i t i a l i s e  l a  l i g n e  zéro 

e t  on pose R = 1 e t  M = Cn+1/21 

1 )  S i  R > M a l o r s  R-1 + R e t  a l l e r  e n  B 

I n i t i l i s a t i o n  de l a  l igne  R 



2 )  S i  l e  polynôm P!'-')(X) n ' e s t  pas orthogonal r égu l i e r ,  a l l e r  en 5. 
1 

Si l e  polynôme ~('-j+') n ' e s t  pas orthogonal régu l ie r ,  a l o r s  P 
(R-j 

j - i  j 

e s t  à l ' E s t  d'un bloc, a l l e r  en 3 .  

Sinon 

( a - j+ l )  ( 2 - j )  ( a - j )  (R- j + l )  
( t )  = Q j  - 1 (t) - q 

j Qpr( j , R - j  1 ( t l + C ~ _ ~  Pj-l ( t ) ,  

a l l e r  en 5 .  

3 )  C a s  où l e  polynôme P!'-')(X) e s t  à l ' E s t  d'un bloc  

à C'Eh$ d'un bloc, a[%etr efl 4 ----------------- ----------- 

Sinon on a : 

a l l e r  en 5 .  

4) On u t i l i s e  l a  r e l a t i on  de récurrence à t r o i s  termes pour calculer  

5 )  S i  j < R ,  j + l  -+ j e t  a l l e r  en 2 

R + 1  + R e t  a l l e r  en 1. 



B - Calcul de la demi-table inférieure 

On u t i l i s e  l e  même algorithme que pour l a  demi-table supérieure sans 

3.1. e t  4 ) , e t  avec 

O) S i  n e s t  impair M = M - 1 .  

M e s t  l e  degré du de rn ie r  polynôme de l a  l igne  numéro R.  

1 )  R + 1 +  R 

s i  R > n f i n  

I n i t i a l i s a t i o n  de l a  l igne  R 

5 )  S i  j < M ,  j+l + j e t  a l l e r  en  2 

M = M - 1  e t  a l l e r  en 1. 

Remarque : On peut  ind ice r  l e s  diagonales de P à p a r t i r  de n'importe quel  e n t i e r ,  

évidemment l e  c a l c u l  de l a  t a b l e  P n ' e s t  poss ib le  que s i  l e s  ind ices  des diago- 

na les  de P ont  un sens pour l a  t a b l e  qd . 

II. APPROXIMANTS DE PADE 

Les approximants de Padé ont  é t é  d é f i n i s  dans l a  p a r t i e  1. Nous allons- 

[ donner un théorème, qui  généra l ise  l e  théorème 1.21, e t  l a  p r o p r i é t é  des appro- 

1 ximants de Padé dans un bloc.  
1 

Théorème 3.4. : On suppose n+k-1 2 0. 

i )  S i  l e  polynôme PL") e s t  orthogonal r é g u l i e r ,  a l o r s  ltapproximant 

de Padé [n+k- l /k l f ( t )  e x i s t e  e t ,  e s t  unique e t  é g a l  à 



ii) Si pin) est orthogonal singulier, alors l'approximant de Padé 

Cn+k-l/klf(t) existe, est unique et est égal à 

1, autrement dit, il est identique à 
j =O 

(n iii) Si Pk est quasi-orthogonal, llapproximant de Padé n'existe pas. 
1 

k (n)(t-l) Rappel : ?Ln)(t) = t Pk et '&Ln)(t) = t k-1 (n)(t-l) Qk 

Propriété 3.5. : Dans un bloc Padé, tous les approxinants de Padé situés au dessu 

de l'antidiagonale qui correspond à l'antidiagonale principale du bloc P sont 

identiques quand on les a mis sous la forme irréductible. 

I I I .  M I S E  EN OEUVRE 

La mise en oeuvre sleffectue avec les sous-programmes de calcul de la 

table qd et des sous-programmes APADE et ECRIRE. Dans le sous-programme APADE 

on note 

P~')(x) par P(J, K) et les P(J, 1 ,  pour O i 1 i K, sont les coeffi- 

1 cients du polynôme ~ ( " ( x ) ,  P(J,I) étant le coefficient de x . 
k 

( j )  (t) par QR(J, K) 
Q~r(k, j 

et leurs coefficients sont notés de la même manière que ceux de p(jl(x). k 

Les coefficients de la série formelle, les éléments de la table qd, les 

B;' ) et les CL' ) sont échangés entre programme principal et sous-programmes par 
COMMON . 



MODE D'EMPLOI DES SOUS-PROGRAMMES 

Appel : CALL APADE(NL) 

Paramètres : Les c o e f f i c i e n t s  de l a  s é r i e  formelle sont  t ransmis  à ce sous- 

programme p a r  COMMON, i l s  sont  rangés dans un t ab leau  de longueur 

NL+1, ind icé  de O à NL e t  donc l ' i n d i c e  de l a  première diagonale 

supérieure de l a  t a b l e  P est zéro. 

NL paramètre d ' en t rée .  

Sous-programmes u t i l i s é s  : QUDE, DETECT, EST e t ,  ECRIRE s i  l ' o n  dés i re  c a l c u l e r  

les approximants de Padé. 

Descript ion : Ce sous-programme ca lcu le  l e s  polynômes orthogonaux r é g u l i e r s  

e t  l e u r s  associés .  I l  f a i t  éventuellement appel  à ECRIRE pour 

l e  c a l c u l  de l 'approximant de Padé dès qu'un polynôme e t  son 

associé  son t  connus. 

Appel : CALL ECRIRE(R, T, I A ,  J )  

Paramètres : T e s t  l e  t ab leau  des c o e f f i c i e n t s  du polynôme P:I~ '~)(X) où J 
( I A - J ) ( ~ ) .  e s t  l e  degré, e t  R est l e  tableau des  c o e f f i c i e n t s  de QJ 

T, R ,  I A  e t  J sont  des paramètres d 'ent rée .  

Descript ion : Ce sous-programme ca lcu le  l 'approximant de Padé [ 1 ~ - 1 / J l ~ ( t ) .  

On p résen te  un programme q u i  lit l e s  va leurs  de NL e t  des c o e f f i c i e n t s  

de l a  s é r i e  formelle,  e t  f a i t  appel  aux sous-programmes. 
I 



c * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  
C  PROGRAHHL P ~ I N C I P A L  POUR LE C A L C U L  CES P O L Y N O H E S  O R T H O t O R A U X  E T  L E U P S  
C  A S S O C I E S - L A  T A B L E  DES A P P R O X I H A N T S  DE P A D t  A U S S I  
C I L  U T l L l S t  A P A D E  COUR L E  C A L C U L  D E S  POLYNOMES,CE U E R h I E ~  A P P E L L E  
C E E R I R E  P u u n  L c  C A L C U L  DES A P P R O X I M A ~ T S  D E  V A D E  
C  DC E S T  L L  T A U L E A J  D E S  C O E F F ~ C I E N T S  D E  L A  S E R I E  F O ~ M E L L E ~ I L  E S T  
C I N D I C E  D L  t tON A  h L  
C OC E S T  I ~ A N S M I S  ALX SOUS PROGRAMMES P A R  L E  COHMON 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
C * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * S A R T E S  P O U V A ~ T  E T R E  n O D I F I E E S  P A R  L . U T I L I S A T E I ~ ~ * . ~ . . * * * ~ W  

COM~G+~DCf(-2u;2O~~a2o),oE(-20:20~,OaR(-2u:2G~G:2~~~~Q~-2O;20~o:2o~ 
~ ~ O E ( ~ ~ O : ~ ~ ~ ~ : ~ ~ ) ~ ~ D F ( ~ ~ ~ : ~ O ~ O : ~ O ) / ~ I N ( Z O ~ ~ K ~ ~ O ~ ~ N ~ ~ ~ O ~  

L G B i l O S  
C * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * f f h * * ~ * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ~ * ~ * * * ~  

R E A D ( L G B * l O ) N L  
R E A D ( L G B e 2 O ) C D C ( l ~ r I ~ O . N L )  

1 0  F O R M A T ( I ) )  
2 0  F O R t 4 A T ( S b l 2 . 0 )  

CALL A P X D E ( ! i L ) I S T U P  
' EN0 

ESSAI NUFERIQUE 

Pour NL = 10 e t  l e s  ci su ivan t s  : 

LES RESULTATS SONT : 

Le t ab leau  su ivan t  : 



où l e s  + correspondent aux posi t ions  des polynômes orthogonaux r é g u l i e r s  

e t  les O (zéros)  à c e l l e s  des polynômes appartenant aux blocs ,  e t  l e s  numéros 

de gauche représentent  l e s  indices  des diagonales, 

donne l ' a l l u r e  de l a  t a b l e  P des polynômes orthogonaux. 

1 

Conclusion : Les p ropr ié tés  des polynômes orthogonaux e t  des approximants de 

Padé au Nord, au Nord-Ouest et  à l ' o u e s t  d'un b loc  P sont  bien v é r i f i é e s .  



Donnons deux polynômes orthogonaux r é g u l i e r s  de l a  t a b l e  P ,  l e u r s  

a s soc iés  e t  l e s  approximants de Padé correspondants : 

Le polynôme p in )  donné sous 1; forme 

où l e s  ai son t  r é e l s  

K 
s e s t  é g a l  à 1 as x . 

s = O  





* *  * *  * *  LES SOUS-PROGRAMMES :: ** 



S J Y C O ~ X : I >  t APA;E(..L) 
~****.**,t*.*.***..I**.*t***.*t*.***...**.'****...-*.*.*.......***8*.*.***.**=** 

C C E  sOUS-P~? !~ ;~ . ;U* : ;  C 4 L C J L E  L C S  F ' I L Y I : ~ Y E S  C7<;:13C>i.:.4':Y R::,$L?ERS E T  
c L E L I ~ S  kSS3:IiS 
r C T  : J T I L I S ~  LL: s î J S  P;<J;S;-..!ES O U D E  , E S T  E T  J f T E i r  ? C U ?  LE C A L C U L  
C 3: L Q  T 4 B L E  O-L 
c A P P E L L E  E C R I R E  ~ 3 ~ 3  ~t C A L C U L  D E S  A P Y I < J L I ; ~ ~ Y T S  D E  ~ 1 3 ~  
t D C  E S T  L i  T A 3 L E I . d  D;S C - J E F F l C I E ; d T S  D E  L A  SER:' F J ~ ~ T L I E , I L  E S T  I t i 5 1 C E  
C: > ë  '-!ce A  N L , d ? V  E T k Y T  L; *13.'F.;3 D E  L A  P d ~ : 4 1 E R i  3 1 A G O 1 . 4 L E  L E S  T A A L E S  
r O E  P O L Y ~ G Y E S  
~ * * . . . * * * * . * * , * * * * . * * * * * * * * . * * * * * * * " . * * * * * * * * * * . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * . * *  
C * c * * * * * + t * * * + * * * * * * . . * C A n T E S  p> IJVGUT E T Q L  M C D l F I Z E S  F A 9  i Q V 1 ~ L I S A T E U @ * * * * * * ~  

C D Y ~ ~ O I D C ~ ( - ~ ~ : ~ @ , O : ~ ~ ) . C ( - ? ~ : ~ ~ ) , D ~ ~ ( - ? Î : ~ ~ , O : ~ ~ ~ ~ D ~ ~ - ? O : ~ O ~ ~ ~ ~ O ~ ,  
~ D ~ ( - ~ ~ : ~ ~ V C : ~ ? ) . ~ ~ F ( - Z I : ~ ~ ~ I ) : ~ ~ ~ / S I ~ ~ ( ~ ~ ) ~ ~ ( ~ ~ ) ~ ~ R ( ~ O )  

~ 1 ~ ~ ~ S 1 ? h T ~ ) : 2 C ) ~ ~ < i : : ~ 1 ~ ) ~ P ( ~ : 2 ~ t ) ~ P f O : 2 3 r C : 2 9 ~ ~ ~ f i ( ~ ~ 7 ~ ~ ( 1 : ~ ~ )  
5 I ~ ? ~ S l O N ~ K ( O : 2 3 ~ ~ : 2 0 ) ~ 0 ( ~ : 7 0 o @ t 2 0 )  
H A T = I O R  

C * * t * * + t * * e l * s * t * * * * * * * * * t . t * t F ~ ~ . i + * t t * * * . * * * * * b * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

I F ( * : L . L E . O ) ' J R I T F ~ ' ~ A T . ~ ~ ? ~ ) I S T ~ I '  
1C;S F 3 R f 4 k T ( 7 X , ' E % P E U R  N L  D O I T  F T 2 ;  S T R I C T  P O S : T I F ' )  

c*******.********************t.*.********.********~***************************=* 

c & ? ? E L  DLI S O U S  ? R 5 ~ R h ~ l ? : c  O l J 3 F  
C * + * * * ~ . g * + r + t r * * ~ * * * * ~ t * t ~ t ~ * * t * * * t * t ~ * t * * * * * * * * * * * * * * * * a * * * * 6 * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

C A L L  O U D E ( ~ ~ L I @ , ~ , L A ) ; ! A = ~ : U L = ( ~ : L + ~ ) I ~ ~ P ( : A , ~ ) = ~ : ~ ~ ( ~ A . ~ ) = ~  
0 ( 1 h i 3 ) = U i ~ R ( I A r 0 ) = 3 ; 1 4 = 1  

C * * * * L * * * * * * r + t + r r + . t * . * t * t * * t t t * * t . r * t ~ t * * . * . . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

C 
r C A L C U L  D ~ S  P U L y S O ! ~ E S  O a T t I V S O ? i A U y  R E C U L I E R S  D E  L A  D E M I - T A a L i  S U F E F I E U ? E  
C t T  L E U R S  A S S O C T E S  
C 
C * * * * * * * * * * * * * * . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * + * * * * * * * * . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * + * * * * * * * . * * *  

1 0 0  I F ( I A . C T . M L ) I A = I A - 1 : G O  T C  SOC 
P R ( ~ ~ , ~ ) = ~ ; ~ ~ ( ! A ~ ~ ) = ~ ; ~ ( I ~ , o ) = ~ ; ~ ~ I A ~ O ) = ~ ~ J ~ ~  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
r TEST S U R  L 4  N ~ ~ - R E G V L A R I T F  hU P D L Y L O V E  
C * v * * * * * * * * * * * * . . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ' *  

3 6 0  K ~ : T A - J ; ~ F ( ~ D F ( ! A - J , J ) ~ E ' J . ~ ~ ~ ~ ~ T E ( H A T , ~ S K A J ; G C  TO 1 0 1  
I F ( a i D F ( ~ A - ~ + l , ~ - l ) . ~ a . ~ ) G r )  7 5  1 7 2  
D O  9 I = O i J - 1  

Y R ( ~ ) = ? ( ~ ~ ~ J + ~ ~ : ) - ~ C ( I A - J , J ) . Q ( I A - J , I ) + ~ ( I A - J ) * P ( I ~ - J + ~ , I ~  
T ( ~ ) ~ - ~ ~ ~ I A - J ~ J ) ~ ? ( I ~ - J , O ) I T ( J ) = ~ ; R ~ J ) = O ~ F J . . ~ ~ C  T F  120 
D 3  7 I = I r J - l  

Z ~ ( ~ ) = P ( ~ A - J + ~ ~ I - ~ ) - ~ P ( I A - J , J ) * P ( I A - J , I ~ ~ O  T O  1 2 0  
3 5 0  C S R ~ A T ( / Q ~ X . ' L E  P O L Y N ~ V E ( ~ , I ~ . ' , ' , I ~ . ' )  E S T  hab: c ~ R . ' * / )  

C * * * . * * * * * . * * * * * * . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ~  
C C 4 S  O U  L E  P O L Y N O H E  E S T  S U 3  L ' E S T  D ' U N  B L O C  
C * * . * * * * . * . * * * * . * * * * * * * * * * * * * * . * * * . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * m *  

1 0 2  C A L L  C E T E C T ( I A - J , ~ ~ J , L ~ , L ) ; V ~ ~ = Y ~ ( I ) ; N ~ = N ( L )  
~ S = ~ A - J - N ~ + * I R ~ + : ; ~ F ( I A - J . G T . ~ ) G ?  TP 1 0 3  

C C A S  O U  L E  6 L û C  E S T  T R O V C U E  D A E S  L E  COIN N O R D - E S T  
D C  6 I = @ i l S  

O U ( I S - I ) = ~ U P ( N I - V R ~ - ~ * I . J ) ; ~ ( I S + ~ ) = ~  
0 3  3 3  I = D v J - 1  
T ( I ~ = ~ ~ R ( I ) = ~ ~ Y ~ ~ ~ ~ s ~ I S + ~ , I ) ~ Y ? ~ ~ A X ~ O ~ I + ~ - J ~  
DO 3 0  L t M 1  , H Z  
R(I)=R(I)+9(IA-JeI-L)*d(L) 

30  T(I)=T(I)+?(IA-J,I-L)*~(L) 
D 9  1 6  X = 3 v J - 1  
T ~ I ~ = T < I ~ + ~ C R ( I ~ - J ~ J ~ * P R ( I A - J Q I ) ~ R ~ I ) = R ( ~ J + J C ~ ~ I A ~ J , J ~ * ~ R ( ~ A - J , ~ )  

1 6  C ~ Y T I ' I U E I T ( J ) = ~ $ Q ( J ) = ~ : ~ ~  T *  1 7 1  
C**********.***.****t****.*****************************************~.*~*****~*.. 

C C A L C U L  3U P O L Y ' 5 V E  D E  L V E 1 1  D v U Y  B l n C  E T  S O u  ASSOCIE 
C * * * * * r * * * * * * * * * * t * * * * * * * * t t * t t t * t ~ * * * * * * ~ * * * - * . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ~ * * * * * * .  

1 3 3  A = D E ( I A - J - 1 v J ) ; I Y ( I A - J . ~ E . ~ i - ~ R i - l ) ~ = - D E ( I ~ - J - i ~ ~ )  
0 3  4 : t O v J - l  

4 T(I)'?(IA-J-liI)+~*P(IA-JQI)~~(~)=l 
R - A - J P - J - 4 * 0 - J ; R J ; I j . .  1 0  1 2 )  
D3 5 I = l v J - 1  

5 ~ ( I ) = ~ ( ~ ~ - ~ - l ~ : - l ~ ~ C C I A - J - ? ) * P ( I A - J - ~ , I ~ + A * J ~ I A - J ~ ~ )  
1 2 0  u R l t E ( l 3 8 ~ 3 3 3 ) ~ 4 . J  

0 3  J I = O . J  
0 4 ( 1 A - J . I ) = ~ ( f A ~ J v I ) ; ? ~ ( I A - J ~ I ) f ~ ( I A - J , I )  
Q ( 1 & - J Q ? ) = ? ( X ) ; ~ ( 1 8 - ~ , Z ) = ~ C r )  

8 U R I T E ( M ~ T V ~ ? J ) P ( I ) ~ I . T ( ; ) . ~  
c A P P E L  A  E C c I R E  P 3 U 5  L E  C A L C ~ L  D E  L * A P ? R S X I * A h T  D E  P A D E  

C A L L  E c R l R t ( S . f , i A . J ) 1 5 n  T C  a 0 5  
1 0 1  P ~ I : - J , J ~ ~ 5 i P R ( : A - J Q J ) = ~ ~ ~ ( I ~ - ~ , J ~ = O ; 5 R ( I i - J ~ J ~ = O  
895 I F I J . L T . X A ) J = J + ? ; G C  T O  3 4 ~  LILLE 

I A n r A + ? ; G J  T3 l n 0  
3 2 J  ~ ~ ? u A T ~ 1 3 ~ ~ 0 Z ~ . 1 5 v * X * * ' ~ 1 2 ~ 3 ~ ~ D 2 2 ~ 1 5 ~ @ T * * @ , 1 2 ~  
3 0 9  F 3 ~ ~ A T ( / r l t ~ ' ~ ' ~ I Z , a , ' . I 2 , @ ~ @ , l 7 X ~ Q C S S C ~ 1 E ' v ~ 3 X , ' ~ ~ ~ Y ~ C ~ E  @.fi. ' , / )  

0 
C * * * * * * * . . * * * . * * * * * * * * * * * ~ * * * * * . * . . * * * * ~ * * * * * . * * * * * * * * . . * . * . * . * * * * * * * * * * * * * * * * * .  
P 

C C A L C U L  DcS P O L Y Y O d E S  0 9 T t 4 3 Y O l ~ U ~  R E G g L I Ê n S  3E L A  ; F M I - T A B L E  I h F E f i I i Z C f  
C E T  L E I J R S  A F S ? C T ~ S  
C 



' 3 9 0  I F ( H O D ( N L I ~ ) . H E . O > M L = M L - ~  
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QUATRIEME PARTIE 1 

FONCTIONNELLES LINEAIRES LACUNAIRES D'ORDRE s+l 

1. DEFINITION ET RAPPELS 

On appe l l e  fonct ionnel le  l i n é a i r e  l acuna i re  d 'ordre s+1 une fonction- 
( Y ? )  n e l l e  l i n é a i r e  c t e l l e  que = O pour i EN, r+i # O mod(s+l). 

Nous a l l o n s  proposer un algorithme de c a l c u l  des polynômes orthogonaux 

r é g u l i e r s  lacunai res  e t  l e u r s  a s soc iés ,  e t  de l a  t a b l e  des approximants de Padé, 

à p a r t i r  des c o e f f i c i e n t s  c 
n( s i 1  

avec s un e n t i e r  p o s i t i f  quelconque. 

Donnons quelques r é s u l t a t s  de C l ,  c h a p i t r e  31 qu i  vont s e r v i r  dans 

t o u t e  l a  s u i t e .  

On peut toujours  d é f i n i r  des fonct ionnel les  l i n é a i r e s u ' " )  t e l l e s  que 

où l e s  c  ( n + i ) ( s + l )  s o n t  l e s  c o e f f i c i e n t s  d'une fonc t ionne l l e  l i n é a i r e  lacu- 

n a i r e  c  d 'ordre  s+l. 

On appelera t a b l e  U ( resp .  P) l a  t a b l e  des polynômes orthogonaux uni- 

t a i r e s  u(")(x) ( r e sp .  P ~ " ) ( x ) )  p a r  rapport  aux fonc t ionne i ï e s  l i n é a i r e s  u (n )  

En 1 ( resp .  c  1. 

Théorème 4 .2 .  C l ,  page 2141 : 

S i  l e  polynôme u ~ ~ + ' ) ( x )  e s t  orthogonal r é g u l i e r  e t  est au Nord-Ouest 

d'un b loc  U de l a rgeur  a  dans l a  t a b l e  U ,  a l o r s  dans P l e  polynôme 
n ( ~ + l ) + l ( ~ )  = 

pk(s+ l )  ukn+l)(xs+l) e s t  orthogonal r é g u l i e r  e t  est au Nord-Ouest d'un 

b l o c  P de l a rgeur  ( a+ l ) ( s+ l ) -1 .  



En n o t a n t  "kn)(x) ( r e sp .  QLn)(x))  l e s  polynômes a s s o c i é s  aux polynômes 

( n )  orthogonaux Uk ( x )  ( r e s p .  pLn)(x) ), on a l e s  deux c o r o l l a i r e s  s u i v a n t s  : 

Coro l l a i r e  4.3.  : S i  ULntl)(x) est or thogonal  r é g u l i e r  a l o r s  

Démonstration : (1 )  e s t  l e  r é s u l t a t  du c o r o l l a i r e  3.4. de C l ]  e t  ( 2 )  s e  dé- 

montre fac i lement  à p a r t i r  de ( 1 ) .  CI 

( n + l )  Coro l l a i r e  4.4.  : S i  Uk ( x )  e s t  or thogonal  r é g u l i e r  on a : 

l0 S i  u L : ~  e s t  or thogonal  r é g u l i e r  

n ( s + l ) - i  ( x )  = X 
i+l n ( s + l ) + l  

' k ( s+ l )+ l+ i  P k ( s + l )  ( X I  
( 3 )  pour i E N ,  O 5 i I s-1 

2O S i  u ~ ~ + ~ ) ( x )  e s t  or thogonal  r é g u l i e r  

pour i E N ,  O I i I S-1 \ n(s.+l)+2+i 
( t )  = t l+i n ( s + l ) + l  

Q k ( s + l )  Qk( s + l  ) ( t )  

Démonstration : Ce c o r o l l a i r e  découle de nos théorème 4.2 e t  c o r o l l a i r e  4.3 e t ,  

des p r o p r i é t é s  2.4. e t  2.6. de C l ] .  O 

w 
i 

S o i t  l a  s é r i e  formel le  f ( t )  = 1 ci t t e l l e  que cn = O pour  
i = O  

n f O  mod(s+l).  



00 * 
Posons f ( t )  = 1 C i ( s + l )  ti e t  déf in issons  f p a r  

i=O n 

( n )  - Des r e l a t i o n s  e n t r e  l e s  polynômes "(") e t  vk , e t  l e s  polynomes p (n )  
k  k  

e t  9;' on déduit l a  p ropr ié t é  su ivante  : 

propr ié t é  4.5.  : S i  uLnt1) e x i s t e  a l o r s  

Remarque 4.6.  : Les polynômes orthogonaux r é g u l i e r s  ~ ( " ' ( x )  e t  l e u r s  associés  k 
vkn)(x)  s e  ca lcu len t  su ivant  l ' a lgor i thme de l a  p a r t i e  III, on va l e s  supposer 

connus. 

Nous proposons un algorithme qui détermine l e s  polynômes orthogonaux 

n ( s + l ) + l + i  ( x )  pour O 5 i 5 s, n ( s + l ) + l - j  
r é g u l i e r s  lacunai res  P k ( s + l )  'k(s+l)+j  (x )  pour 

1 I j 5 s e t  l e u r s  associés  à p a r t i r  des polynômes U ( n + l )  
k (x )  e t  vk (n+l)(x) .  

(ml (ml Algorithme de passage des polynômes u:) e t  v?) aux polynômes Pi  et Qi 

Le passage d'un numéro au  suivant  s e  f a i t  en séquence, sauf  s ' i l  y a  

un ordre  a l l e r  en. 

S o i t  L l e  p lus  grand degré des polynômes ukn)(x)  de l a  l igne  n+ l .  

On pose k  = O 



1 - Si n+l-k = O fin ---------------- 

Si u L ~ + ~ - ~ )  est non O.R. aller en 4. 

(n-k)(s+l)+l (ntl-k) si1 
Qk(s+l) (t) = Vk (t 1 

(n-k 2 - Si Uktl est non O.R, c'est-à-dire si ~ i ~ - ~ + ~ )  est à l'ouest d'un bloc, 
........................................................................ 
aller en 3 ---------- 

(n-k) (s+l)-i 
'k(s+l)+l+i 

est O.R. 

I pour i EN, O S i I s-1 
(n+l-k) est au Nord d'un bloc, 3 - Si ~ k - ~ + ~ )  est non O.R, c'est-à-dire si Uk ........................................................................ 

aller en 4 ---------- 

I pour i E N, O S  i I  S-1 



4 - S i k  2 L f i n  ------------ 

i k+l -+ k e t  a l l e r  en 1. 

II. MISE EN OEUVRE 

La mise en oeuvre s e  f a i t  avec l e s  sous-programmes de c a l c u l  des 616- 
1 

ments de l a  t a b l e  qd e t ,  des sous-programmes LACUNA e t  IMLAC. Les polynômes 

ukn ) e t  v i n )  s e  ca lculent  su ivan t  1 ' algorithme de c a l c u l  des polynômes orthogonaux 

r é g u l i e r s  e t  l e u r s  a s soc iés  de III. Le passage des approximants de Padé de f* 

à ceux de f s e  f a i t  sans aucune d i f f i c u l t é ,  il en e s t  de même pour c e l u i  des 
(m 1 polynômes uLn) e t  v?) aux polynômes P e t  qu i  s e  f a i t  su ivant  l ' a lgor i thme 
j 

que l ' o n  v ien t  de déc r i r e .  

L ' e s sen t i e l  des r é s u l t a t s  e s t  échangé e n t r e  l e  programme p r i n c i p a l  e t  

les sous-programmes pa r  l ' i n t e rmédia i re  de l ' i n s t r u c t i o n  COMMON. Dans l e  
( n )  (n  1 (n)  sous-programme LACüNA l e s  polynômes uLn)(x), Vk ( X I ,  Pk ( X I  e t  Qk ( x )  son t  

notés  de l a  même manière que l e s  polynômes du sous-programme APADE de l a  

p a r t i e  III. 

MODE D'EMPLOI DES SOUS-PROGRAMMES 

Appel : CALL LACUNA(L1,  NS) 

paramètres : NS+1 e s t  l ' o r d r e  de l a  fonct ionnel le  l i n é a i r e  lacunai re .  Le 

t ab leau  des c o e f f i c i e n t s  ui e s t  t ransmis au sous-programme 

LACUNA par  COMMON, ce t ab leau  e s t  ind icé  de O à LI. 

NS e t  L I  son t  des paramètres d 'ent rée .  

1 Sous-programmes u t i l i s é s  : QUDE, EST, DETECT e t  IMLAC. 

Descript ion : Calcul  des polynômes orthogonaux r é g u l i e r s  lacunai res  e t  l e u r s  

a s soc iés  à p a r t i r  des c o e f f i c i e n t s  de l a  fonct ionnel le  l i n é a i r e  

l acuna i re  d 'ordre  NS+l de l a  forme 

C e  sous-programme donne a u s s i  l ' a l l u r e  de l a  t a b l e  des polynômes 

orthogonaux lacunai res .  



Appel : CALL IMLAC(T, R, IA, J, NS) 

Paramètres : T est le tableau des coefficients du polynôme u:'~-~)(x) et R 

celui des coefficients de l'associé v:'~-~)(x), ces deux tableaux 

sont indicés de O à J. 

NS est tel que NS+1 est l'ordre de la fonctionnelle linéaire 

lacunaire. 

T, R, IA, J et NS sont des paramètres d'entrée. 

Description : Ce sous-programme calcule l'approximant de Padé 

C ( IA-1) (~s+l)/J(Ns+l)l~ de la série formelle lacunaire d'ordre NS+1 

EXEMPLE D'APPEL DES SOUS-PROGRAMMES 

On présente un programme qui lit LI, NS et les coefficients u avant 
i ' 

de faire appel à l'ensemble des sous-programmes. 

C********.*******************..***~********************************************* 

C P R O G R A r r E  P R I N C I P A L  P c U R  L E  C A L C U L  D E S  POLYNOMES ~ R T H o G C N A U X  
C L A C U h A I k € S . L i U R S  A S S O C I E S  E T  L E S  APPROX:HANTS D E  D A D E  
c N S  E S T  L ' o R D ~ E  D i  L A  F O N C T I O N N E L L E  LACUNAIRE 
C  DC E S T  L E  T A ü L E A U  DES cOEFFICIEYTS D E  L A  F @ ? ; C T I L H E L L E  L A C U N A I R E  
C O r I t d D I C E S  DE LA F O R M E  N * ( K S + ~ )  
C C E  P i ? O G E A r % i  A P P E L L E  L 4 C U N A  POUR L E  C A L C U L  D E S  POLYNOMES E T  L E U R S  
C  A S S O C I E S  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
C * * * * * * * . * * * * * * * . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  
C C A R T E S  P O U V A h T  € T i ? €  CHANGEES PAR L ' u T I L I S A T E J R  

C O M * O ~ ~ C ~ ( - ~ ~ : ~ ~ , ~ : ~ ~ ) , D C ~ - ? O : ~ ~ ~ , O B ~ ( - ~ O : ~ O ~ ~ : ~ ~ ~ , D ~ ~ - ~ ~ : ~ ~ ~ ~ : ~ O ~  
~ ~ D E ~ - ~ O : ~ ~ ~ ~ : ~ ~ ~ ~ N D F ( - ~ O : ? I , ~ ~ ~ ~ ~ ~ / S I N A ~ ~ O ~ . K A ~ ~ @ ~ ~ ~ R A ~ ~ ~ ~  

L G B = I s S  
C * r * * r * r * * + r r . * * t l N * t * e * * t C * * * * * * * * * . ~ * * e * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * $ * * * * * *  

R E A b ( L G B r 1 G ) h  
a E f i ù ( L t a . l c ) a s  
R ~ A J ( L G B I ~ ~ ) ( ~ C ( I > ~ I J ~ I N )  

l u  F O R r A T ( I 3 )  
20  F 3 R * A T ( f  F15.4) 

C A L L  L L C U N A ( ? i r t s S ) I S T O P  
E N D  



ESSAI NUMERIQUE 

Pour L1 = 5,  NS = 2 e t  l e s  c o e f f i c i e n t s  ui su ivan t s  : 

on a l e  tableau suivant  : 



où l e s  numéros de gauche, l e s  + e t  l e s  O sont déf in i s  comme dans l e s  r é su l t a t s  

des essais  numériques de III; 

donne l ' a l l u r e  de l a  t a b l e  P des polynômes orthogonaux lacunaires. 

Donnons quelques polynômes orthogonaux régul iers  lacunaires,  l eurs  

associés e t  l 'app~oximant de Padé correspondant : 

Les polynômes sont donnés sous l a  même forme que dans l ' e s s a i  numérique 

de III. 



CONCLUSION 

Les r é s u l t a t s  obtenus sont les mêmes que quand on u t i l i s e  tous l e s  

coeff ic ients  de l a  fonctionnelle l i néa i r e  lacunaire. 





S U B R O U T I ~ L  LACUWACLI.NS) 
C * * * * * . * * * * * * . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  
C  CALCUL DES P O L I # O N f S  ORTHOGONAUX LACUNAIRES A  P A R T I R  DES C O E F F I C I E N T S  
C OE LA FO*CTIONNELCL L I M E A I R E  D'INDICES DE L A  F C l M E  N*(NS+l) .CES 
t c O E F ~ X C ~ E N T S  SONT RANGES DAUS LE TABLEAU-U-TRANSMIS AU SOUS-PRO 
C CRAUME PAR COZUON 
c - - 1 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
C * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * C A ~ T E S  POUVLMT E t R E  CHANGEES PAR L e ~ t t I L I S A T E U R * * * * * * * * * * * * *  

C O M n 0 ~ 0 C ~ t - 2 0 t Z 0 ~ 0 a 2 ~ ) . ~ ~ - 2 n x 2 o ~ ~ ~ b ~ C - 2 0 ~ 2 o ~ ~ : 2 O ~ ~ e o ~ - 2 O x 2 0 ~ o a 2 o ~ .  
~ O E ( - ~ C : ~ O ~ O ~ ~ O ) ~ W @ F ~ - ~ ~ ~ ~ O . ~ X ~ O ) ~ ~ / N ~ ~ ~ ~ ~ K ~ ~ O ~ ~ U R ~ ~ ~ ~  
O ~ M E ~ S I ~ ~ ~ ( ~ ~ ~ O ) ~ ~ ( ~ : ~ ~ ~ I ~ ~ O X ~ O ~ ~ U I O I ~ O ) ~ Y C ~ : ~ ~ ~ ~ N F < O : ~ ~ ~ ~ : ~ ~ ~  
OIuENsIoY~<0c2o.O:2o~*PRco~?o*Ot2o).0(ot2o.o:2o).@~roa?o*o~2o~ 
*AT=108  

c*****r*e**r***FI~*********et****~e**~****e**************e********e**~*e*~****** 

C A L L  ? U D ~ ~ L ~ ~ O ~ O ~ ~ A ) ~ I A ~ O , W L ~ ( L ~ + ~ ) / ~ ~ J ~ ~ ~ L ~ + ~ ~ * ~ N S + ~ ~ I I ~ O ~ J ~ ~ J ~  
22 0 0  2 1  J r O . J l + l  
2 1  M ~ ( J ~ ~ ) = O ~ I F ( J ~ . L ~ ~ O ) G O  TO 1 7 0  

J18.!1-2~1=1+1 t t 0  13 22 
C * * * * * * * * * * * * * * * * . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  
C CALCUL DES POLYNONES -U- ET LEURS ASSOCIES -V-  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

1 7 0  P ( I A ~ O ) = ~ l P R ~ I A e O J ~ O I Q ( I A . O ) ~ R ( ~ ~ , O ~ = l l I h ~ l  
1 0 0  t F ( 1 A . t t . M ~ ) t O  TO 3 9 0  

~ ~ I A . ~ ) ~ ~ ~ ~ ~ ~ I A , ~ J ~ O I R C O ~ = O ~ P ~ I A ~ O ~ = O ~ P R ~ I A ~ D ~ ~ O ~ T ~ O ~ = ~ Z K A = I A ~ J = ~  
CO TO 1 2 0  

34U K A ~ I A - J ~ I ~ ( v D F ( I A ~ J ~ J ) . E Q . O ) Y R I T E ( M A ~ ~ ~ ~ O K A J ~ O  1 0  1 0 1  
T ~ J ) ~ ~ I R ( J ) = ~ # I F ( N D F ( I A - J + ~ . J J ~ ) ~ E o . ~ ) C O  1 0  1 0 2  
R ~ ~ ~ ~ ~ ( I ~ ~ J + ~ ~ ~ ) - ~ ~ C I A - J ~ J ~ ~ Q C I A ~ J , O ) + U ~ ~ A - J ~ * P ~ I ~ - J + ~ ~ ~ ~  
T ~ o ~ ~ ~ D o ( ~ A ~ J ~ J ) * ~ ( ~ A - J . o ) ~ I F < J ~ E o ~ ~ ~ G o  1 0  1 2 0  
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APPROXIMANTS DE PADE EN DEUX POINTS 

1. DEFINITIONS ET RAPPELS 

Soient  deux s é r i e s  formelles 

pour x p e t i t  

pour x grand 

m- 1 
1 a . j  Q 

j =O j On cherche l a  f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  Ck/mlL ,L* (x)  = - Qk - % 

b . ~  j PkYm(x) 
j =O 3 

Q k 
t e l l e  que L P (x)  -8 (x) = O+(x ) avec O S k 5 2m 

k ,m k ,m 

k O où O+(x ) s i g n i f i e  que dans l e  second membre l e s  c o e f f i c i n e t s  de x , x , . . . ,  

k- 1 x sont  nu l s  

O-( xk-m-l 
k-m k-m+l 

) que dans l e  second membre l e s  c o e f f i c i e n t s  de x , x , * * * Y  

m- 1 x son t  nuls .  



Définition 5.1. : Ck/m 1 (x) e s t  appelée approximant de Padé en deux points  
L ,L* 

* 
L e t L .  

Remarque 5.2. : D'une manière générale s i  

00 - j L = 1 c x pour x p e t i t  
j = v  j 

\ ' -* j 
L* = 1 c r pour x grand 

j =-a j 

avec V E Z 

avec Fi E Z 

1 ' approximant de Padé en deux po in t s .  

avec k E N t e l  que v - P l  S k S 2m 

Z t e l  que min(v, ~ 1 )  S a I lJ+1 

n ' 
e t  l a  convention 1 E O pour n t  < n. 

[k/ml ( x )  est l 'approximant de Padé en deux p o i n t s  des s é r i e s  
.,,La 

formelles 

00 - -* 
- c  ) x j  1 "j+t j+a pour x p e t i t  

j =O 

-* 
avec l a  convention c = O s i  j > Fi e t  = O si j < V. 

j j 

On t rouvera  l a  d é f i n i t i o n  5 .l. e t  l a  remarque 5.2. dans [QI. 



Remarque 5.3. : Dans tou te  l a  s u i t e  nous ne nous in té resse rons  qu'au c a l c u l  

des approximants [klml ( x )  des deux s é r i e s  formelles 
LO ,L*o 

a0 

L O =  1 c x j 
j 

pour x p e t i t  
j =O 

pour x grand 

* 
Convention : ci = O si i < O e t  c  = O si i > -1 i 

Des r e l a t i o n s  ( 1 )  e t  ( 2 )  on déduit  l e  système l i n é a i r e  de 2m équations 

à 2m+l inconnues suivant  : 

avec l a  convention a  = O s i  j < O ou j > m-1. 
j 

- - * * Posons di = c  - c  Y i  c Z .  Avec l a  convention8ur c. e t  ci on peut i i 1 

d i = c  Y i c N  
* i 

é c r i r e  di = ci- c  Y i  E Z ou encore i * = - c  d-l-i -1-i Y i  E N  

Définissons l e s  fonct ionnel les  l i n é a i r e s  d ( j  ) t e l l e s  que 

d ( j ) ( x i )  = 
dj+i Y i  E IN, Y j  E Z. 

Propr ié t é  5.4.  Cl, page 4451 : S i  l e  polynôme P e x i s t e ,  a l o r s  
k ,m 

P  ( x )  = ~ ( k - h ) ( ~ )  
k  ,m m 

où P:-~~)(X) e s t  l e  polynôme u n i t a i r e  de degré m orthogonal p a r  rapport  à 

l a  fonct ionnel le  l i n é a i r e  d (k-2m) 



On peut d é f i n i r  deux fonctionnelles l i n é a i r e s ,  à p a r t i r  des coef f i c ien t s  
* 

des s é r i e s  formelles Lo e t  Llo, t e l l e s  que 

Posons 8 (t) = t m- 1 m - 1 
k ,m 'k ,m 

(t-') e t  '8 k ,m (XI = x P k Sm ( x  1. 

(k-2m) 
Propr ié té  5.5. C l ,  page 4471 : S i  P ( x )  e s t  orthogonal pa r  rapport  à d 

k ,m 

a l o r s  : 

P ( X I - P  ( t )  
i) s i  m - 1  < k 5 2m Q ( t )  = c (  k ,ln k'm ) , l a  fonct ionnel le  c 

k ,m x -  t 

ag i s san t  sur  l a  var iable  x. 

'L 

'L * 9 k,m ( X I - P  ( t )  
ii) s i  O 5 k 5 m - 1  Qk,m(t )  = C ( x -  t k'm ) , l a  fonct ionnel le  

* 
c ag i s san t  s u r  l a  var iable  x. 

Donnons l e  théorème 6.1. de 11, page 4481 s u r  l ' ex i s t ence  e t  l ' u n i c i t é  

des approximants de Padé en  deux points .  

(k-2m) l e s  déterminants de Hankel associés  à l a  fonc- Théorème 5.6. : Soient Hi 

t i o n n e l l e  l i n é a i r e  d 
(k-2m) 

i) Si  Hm (k-2m) # 0 ,  1 'approximant de Padé en deux po in t s  e x i s t e  e t  e s t  

unique s i  on f i x e  l e  coef f i c ien t  de x dans P (x ) .  
k ,m 

i i )  S i  = O e t  si h e s t  l e  p lus  grand e n t i e r  t e l  que h + l  < m 

e t  # O ,  e t  s i  p e s t  l e  plus  p e t i t  e n t i e r  t e l  que p + l  > m 

H ( ~ - * ~ )  # O,  a l o r s  : 
p + l  

-h+l 
a) Pour h+2 I m r h+entier(%), llapproximant de Padé en deux points  

m e x i s t e  e t  e s t  unique s i  on f i x e  l e  coef f i c ien t  de x dans P ( x ) .  
k ,m 



%(k-2m) 
Q,+l ( t )  

On a Ck/ml * (t) = avec ~ ( k - 2 m )  Ph+l ( t )  = t h + l  (k-2m) -1 
'$(k-?m ( ) Ph+l (t 1, L0,Lo 
h+ 1 

(k-2m)(x) é t a n t  l e  polynôme de deeré h + l  orthogonal r é g u l i e r  pa r  rappor t  à Ph+l 
l a  fonct ionnel le  l i n é a i r e  d (k-2m) Y 

p(k-2m)(x) 

C*( 
h + l  

Q(k-2m) 
- Ph+l ( t )  

x -  t ) si  O 5 k 5 m-1  

%(k-2m) 
( t )  = h (k-2m) -1 

Qh+l Qh+l ( t  ) s i m s k  5 2my avec 
(k-2m) (k-2m) 

(k-2m) Ph+l ( x )  - Ph+l (t) 
( t )  = c (  

x - t  1 

-h+l b )  Pour h+l+entier(% ) 5 m i p,  l 'approximant de Padé en deux po in t s  

n ' e x i s t e  pas.  

Déf in i t ion  5.7. : On appelera t a b l e  P2 l a  t a b l e  dans l a q u e l l e  sont  rangés l e s  

polynômes P (x)  de l a  manière suivante : 
k ,m 

avec k 



Cet te  t a b l e  est donc une p a r t i e  de l a  t a b l e  P des polynômes orthogonaux 

pa r  rapport  aux fonct ionnel les  l i n é a i r e s  d ' j ) ,  pour j E Z, Z é t a n t  l 'ensemble 

des e n t i e r s  r e l a t i f s .  

Défini t ion 5.8. : On appelera t a b l e  Q2 l a  t a b l e  des polynômes Q ( x ) ,  e l l e  
k ,m 

a  l e  même agencement que l a  t a b l e  P2. 

Déf in i t ion  5.9. : On appelera t a b l e  F2 l a  t a b l e ,  qu i  a  l e  même agencement que 

l a  t a b l e  P2, dans l a q u e l l e  sont  rangés l e s  approximants de Padé en deux po in t s  

Ck/ml *. 
Lo ,Lo 

On s a i t  qu'un b l o c  F2 e s t  de l a  forme : 

Bloc P 



Propriété 5.10. Cl, Cor6llaire 6;1, page 4751 : Dans un bloc F2, tous les ap- 

proximants de Padé en deux points situés au dessus de l'antidiagonale corres- 

pondant à l'antidiagonale principale du bloc P sont identiques lorsqu'on les 

a mis sous forme irréductible.. 

Donnons les relations de récurrence sur les diagonales et sur deux 

diagonales adjacentes qui vont nous permettre de calculer les polynômes 

(k-2m)(x) = P (x) et leurs associés Q (t). 
k ,m k ,m 

(n) Notations : Le polynôme orthogonal régulier qui précède le polynôme P (x) 
(n) 

i 
sur la diagonale n étant noté P (x) avec pr(i,n) son degré, celui qui 

pr( i ,n) 
précède P (x) sur la diagonale k-2m sera noté Pk,,pr(m,k-2m) 

k ,m 
(x) avec k' tel 

que k-2m = kl-2pr(m,k-2m). Le polynôme orthogonal régulier qui précède 

,pr(m,k-2m) (x) sur la diagonale- k-2m+l ou kt-2pr(m,k-2m)+l sera noté 

'k" ,pr(pr(m,k-2m) ,k-2m+l) (x) avec k" tel que kt'-2pr(pr(m,k-2m),k-2m+l) = 

k '-2pr(m,k-2m)+l = k-2m+l. 

Théorème 5.11. Cl, page 4771 : Les polynômes P (x) de la table P2 et leurs 
k ,m 

associés Q (x) satisfont la même relation de récurrence à trois termes 
k ,m 

avec k' et k" tels que 

Propriété 5.12. Cl, pages 496 et 5001 : 
I 
l 
l - Si le polynôme P (x) est orthogonal régulier alors P (x) et 

k Sm k ,m 
1 

'k ,m (x) vérifient la même relation de récurrence 

avec k' et kW tels que 



e t  si de p l u s  Pk+l,m+l ( x )  e s t  orthogonal r é g u l i e r ,  P ( x )  e t  QkSm(x) v é r i f i e n t  
k ,m 

l a  même r e l a t i o n  de récurrence 

avec k '  t e l  que k-2m-1 = kt-2pr(m+l,k-2m-1) 

Remarque 5.13. : Les r e l a t i o n s  de récurrence sur les Q ( x )  ne sont  p l u s  va- 
k ,m 

l a b l e s  dès qu'un polynôme intervenant  dans c e l l e s - c i  n ' e s t  pas  dans l a  t a b l e  Q2.  

I I .  MISE EN OEUVRE 

NOTATION : On é c r i r a  O.R.  pour d i r e  orthogonal r é g u l i e r .  

Les p ( x )  e t  QkYm(x) s e  ca lcu len t  su ivant  l ' a l~ ro r i thme  
k Ym 

de ca lcu l  des polynômes O.R. de III. S i  l e  c a l c u l  des P ( x )  se  f a i t  sans 
k ,m 

aucune d i f f i c u l t é  puisque l a  t a b l e  P2 e s t  une p a r t i e  de l a  t a b l e  P des polynômes 
(k-2m) orthogonaux Pm ( X I ,  c e l u i  des Q (x )  n é c e s s i t e  l a  connaissance des associés  

k ,m 
des  premiers polynômes orthogonaux r é g u l i e r s  de chaque diagonale pour démarrer 

les r e l a t i o n s  de l a  p ropr ié t é  5.12, ces  a s soc iés  seront  c a l c u l é s  à p a r t i r  des 

r e l a t i o n s  de l a  p ropr ié t é  5.5. 

Exemple : Pour l a  t a b l e  P2 suivante  : 



\ 
m I k a 2 m  

.. 
l e s  @ représentent  l e s  pos i t ions  des polynômes Q ( x )  que l ' o n  d o i t  connaître  

k ,m 
pour l e  démarrage des r e l a t i o n s  de récurrence de l a  p ropr ié t é  5.12. Et donc il 

f a u t  a j o u t e r  à l ' a lgor i thme de c a l c u l  des polynômes O.R. de III une 

séquence qu i  permet de savo i r  s i  l e s  condi t ions  d ' u t i l i s a t i o n  de 5.12 son t  

s a t i s f a i t e s ,  s inon on ca lcu le  Q (x )  à l ' a i d e  de l a  p r o p r i é t é  5.5. 
k ,m 

Remarque 5.14. : Dans l e  souci  de s impl i f i ca t ion  de l a  mise en oeuvre, on 

u t i l i s e r a  l a  p r o p r i é t é  5.5 s i  Q (x) est sur l a  diagonale zéro  ou si les 
k ,m 

condi t ions  d ' u t i l i s a t i o n  de l a  p ropr ié t é  5.12 ne sont  pas  s a t i s f a i t e s .  

~ é f i n i t i o n  5.15. : On appelera demi-table supér ieure  de l a  t a b l e  P2 ( resp .  Q2) 

l a  p a r t i e  contenant l e s  polynômes P (x) ( resp .  Q (x)) avec O < k m-1, 
k ,m k  ,m 

l e  r e s t e  de l a  t a b l e  s e r a  appelé demi-table in fé r i eu re .  

La mise en oeuvre s ' e f f e c t u e  à l ' a i d e  des sous-programmes de c a l c u l  

des éléments de l a  t a b l e  qd e t  des  sous-programmes PADPOI e t  IMPADE: 

Dans l e  sous-programme PADPOI on no te ra  : 

- P (x )  pa r  P(K-2M, M) 
k ,m 

- 
'k ' ,pr(m,k-2m) ( x ) ,  avec k '  t e l  que k-2m=kt-2pr(m,k-2) p a r  PR(K-2M,M) 



on fait de même pour Q (x) avec Q à la place de P. 
k ,m 

Les tableaux P(K-2M,M), PR(K-2M,M) et Q(K-2M,M) sont définis comme 

dans III. 

Les valeurs des éléments de la table qd, des coefficients di et des 

coefficients CL") et F3Ln) intervenant dans les relations de récurrence à trois 

termes sur une diagonale sont échangés entre programme principal et sous-pro- 

grammes par COMMON. 

MODE D'EMPLOI DES SOUS-PROGRAMMES 

* * * PADPOI * * * * 

Appel : CALL PADPOI(C1, C2, N) 

Paramètres : Cl (resp. C2) est le tableau des coefficients de la série formelle 
* 

L (resp L ), il est indicé de -N à N. 

Cl, C2 et N sont des paramètres d'entrée. 

Sous-programmes utilisés : QUDE, EST, DETECT et IMPADE. 

Description : Calcul des polynômes orthogonaux réguliers P (x) et de leurs 
k ,m 

associés Q (x) . 
k ,m 

* * * IMPADE * * * * 

Appel : CALL IMPADE(X , Y, K , J ) 

Paramètres : X (resp. Y est la table des coefficients du polynôme pK, J(~) 

(resp. QK, J(~))* 

X, Y, K et J sont des paramètres d'entrée. 

Description : Impression de l'approximant de ~ a d é  en deux points CK/J]  (x) 
Lo ,L% 



EXEMPLE D'APPEL DES SOUS-PROGRAMMES 

-* On présente un programme qui lit l e s  valeurs de N ,  des è. e t  des ci, 
1 

e t  f a i t  appel à l'ensemble des sous-programmes. 

1 2  l 
$ 3 ,  
16. 
1 5 .  
1 6 -  
l ' l e  

1 8 ,  
19. 
20. 

C****************************t**************************************.********.** 
C PROGRAMNE P R I N C I P A L  POUR L E  CALCUL DE 1 4  T A B L E  DES A P P R O X I E A N T S  DE P A O E  
C EN DEUX Y O I X T S  
C  T l  ET  T L  SONT UES T A B L E A U X  I N D I C E  DE  ON A  Y 
C T l  E S T  L E  T A 6 L E A U  DES C O E F F I C I E N T S  D E  L A  S L R I E  1 U E  L ' O N  A P Y R O X I d E  
C AU V O I S I N A G E  O€ ZSRO 
e 1 2  E S T  L E  T A B L E A U  D E S  COEFFICIENTS D E  L A  SERIE ~ U E  L 'ON APPROXIME 
e A L'INFINI 
C*l***********.***.*************************************.********~************** 

C * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ~ A R T E S  POUVANT ETRE M o 3 l f I C E  PAR L ' U T I L I S A T E ! J R * * * * + + -  
C O M M O ~ O C ~ ~ ~ ~ O : ~ ~ ~ O : ~ O ~ ~ O C ~ - ~ O : ~ ~ ) ~ ~ D ~ R ( ~ ~ Q : ~ ~ ~ O : ~ O ~ , D Q ~ - ~ O : ~ O ~ O : ~ O ~  

~ ~ ~ E ( ~ ~ ~ : ~ ~ ~ ~ : ~ ~ ) ~ ~ O F ( ~ ~ I ) : ~ ~ ~ O ~ ~ O ) / S / ~ A ( ~ O ) ~ K A ( ~ ~ ) * ~ R A ( Z O )  
DI~ENSIONTl(~2O:23)~t2(~ZO:20) 
n A T = l Q S ~ L G 9 = 1 0 5  

C + * * * * * c * * * r * + * * r * r * * ~ * * * * * F I N * * ~ * t * * * * * * * * * * * * * * * * * . * * * ~ * * * * * * * i * * * * * * * * * ~ ~ * * * *  

R E A O ( L G A . ~ ~ ) N  
1 O FORMAT (1  5 )  

R E A o ( L G B ~ Z J ) < T ~ ~ I J ~ I ~ ~ N , N )  
REAO(LGB~Z9)(TZ(I),I=~NeN> 

20  F O R M A T < S F I S . ~ )  

ESSAI NUMERI QUE 

Pour N = 10 e t  l e s  ë. e t  ~f suivants : 
1 

-* 
Tl (resp.  T 2 )  e s t  l e  tableau des coef f ic ien ts  f i  (resp. ci).  



On a l e  tableau suivant  : 

où l e s  numéros de gauche sont  l e s  ind ices  des diagonales de l a  t a b l e  P, les  

+ correspondent aux polynômes orthogonaux r é g u l i e r s  e t  l e s  O à ceux q u i  sont  

dans l e s  b l o c s ,  

q u i  donne l ' a l l u r e  de l a  t a b l e  P2 des polynômes Pk,m. 



Donnons quatre approximants de Padé en deux points : 

Les polynômes sont donnés sous l a  même forme que dans l ' e s s a i  numérique 

de III. 

APPHOAIMAKT O €  P A D E  Et4 D E U X  P O J d T S (  5 ,  61  

APPROXIHANT DE PADE EN DEUA P O I N T S (  90 9 )  



Ces r é s u l t a t s  montrent que l ' on  a b i e n  i d e n t i t é  des approximants de Padé 

en deux po in t s  Ck/ml *(x)  à l ' o u e s t ,  au  Nord e t  dans l e  coin Nord-Ouest d'un Lo ,Lo 
bloc  P p .  

.. .. * *  ** **  **  **  **  LES SOUS-PROGRAIMES :: 



1, SUBROUTIhE P A ~ ? 0 1 t C 1 ~ C 2 1 h L )  
2. C******.************************************+******~*************.*******n****** 
3 .  C CALCUL DES P O L Y I C N E S  Q R T C O C O ~ A L ~  R F G U L I E R S  ET L E U R S  X S S C C l t S  L h  VI IE  
4, C DJ CALLuL bE LA T A ~ L E  GLS APPRFXIHANTS DE PAUE i k  nELX POICTS 
5, C C l  EST L E  TABLEAU DES COEFFICIENTS DE LA SERIE CUE L * ~ P P U O A I V L  AU 
6 ,  c  VOISINA;^ U E  .?ERS 
7, C C2 EST ~t TABLEAU 3ES COEFFICIENTS DE LA SERIE OCt L'ON APPROXIkE 
8. c A L ' I I J T I N I  
91  C CES DEUX TABLEAUX SONT IhD ICES DE - k L  A  tiL 

'10. c C i  SOUS +'Ro~,RcI.IYc U T I L f S i  LE S @ i l S  PROGRAHIIE I f l FAD t  PObR 1 l i Y R I H ~ f i  
11. C LES APPRGXIfjhNTS U E  PACE 
(2, C******t***+******************.***********************************.****..*****.* 

13. C " + * * + * * * * * * * * * * * C A R T € ~  POUVANT FTQE MODIFIEES FAR L ( U T T L ~ S A T ~ U K * * * + + ~ ~ . ~ ~ . ~ * * * + *  
14. C O M M O N G C ~ ( - ~ ~ : ? ~ , ~ : ~ O ~ ~ T ~ ( ~ Z O : ~ O ~ ~ D B R ( - ~ C ~ ? O ~ G : ~ C ~ . ~ ~ ~ - ~ O : ~ O ~ D : ~ O ~  
15. - - ~ ~ D E ( - ~ O : ~ ~ . O : ~ O ) ~ N D F ( - ~ O : ~ O . [ , : ~ ~ ) / S / N ( ~ O ) ~ K ( ~ O ) . ~ ~ ~ ~ ? C ~ )  
16. D I * E ~ S I C ~ ? ( - ~ ~ : ~ O ~ ~ : ~ U ~ . P R ( - ~ O : ~ O , ~ : ~ O ) , W ( ~ : ~ ~ )  
17. D I M E ~ S I O ~ C ~ ( - ? C : U L ) , C ~ ( - ~ ~ : ~ L ) ~ T ( ~ ~ ) , ~ ~ - ~ O : ~ O ~ O : ~ O ~ ~ R ~ ~ : ~ O ~  
'18.  KAT=^ OS 
1 9 ,  c~****tt*~***t**tt-~ttt*******~x~****+*****e*****+*************-******.+.******~ 

20. I F ( Y L . L E ~ O ) V R ~ T E ( * A T , ~ O @ ) I S T O P  
Z'i. 500  FORXAT(~X I 'EA~EUP LA VALEUR DE NL DOIT  EKTRE SUP STRICT A ZERO') 
22. DO 3 7  I=-~~L.LL 
23. 3 ï  7 1 ( 1 ) = C l ( I ) - C Z ( I )  
24. c APPEL DE QvDE 
25. CALL Q U ~ ~ ( W L I ' ~ ~ L ~ U * L A ) ; I A = - N L ; I ~ L = N L  
2 6 ,  C * * * * * * L * * * ~ . ~ * * + * * . * + * * L . * C * * * * * ~ * * * * * * * * * * * + * * * * * * * * * * + * * * * * * * * * * *  
27. c 
28. C CALCUL DES POLYNOWES ORTHOGONA~X WEGULIERS D t  LA DEMI-TAbLE SUfCRl iCRC 
29. C ET LEURS ASSOCIES 
30. C 
31. C * * * * * + * * * * t * * * * * t * * * t * * * * t * t * * + t t t t * * * ~ * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ~ ~ * + w * *  

32. P ( X A . O ) = ~ ~ P R ~ I A , ~ ) = D ; P ~ I A , O ) = O ; I A = I A + ~  
33. 1 0 0  IF( IA.GT. ' l )GO TO 3 6 3  
34. P ( I A ~ o ) = ~ ; P R ( : A , @ J = ~ ~ O ( I A ~ O ) = O ; J = ~  
35. 3 4 0  K ~ ~ I A ~ J ; ~ ~ = I A - J ; I ~ ( u ~ , F ~ I ~ - J , J ) . E O . O ~ W R I T ~ D K A J ; C  ?O 7C1 
3 6 .  T ( J ) = ~ ; R ( J ~ = C : ~ F ~ N G F < I A - J + ~ , J - ~ ~ . E O . ~ ~ G O  Tc 1 c 2  
37. T ( O ) ~ - ~ ~ ( ~ A - J ~ J ) * ~ ( I A ~ J . ~ ) ; R ~ O ) ~ ~ I I F ~ J . E ~  TO 1 1 0  
'58. 00  2 I = l a J - 1  
3 9 .  R ( I ) = Q  
43. 2 T ( I ) = P ( I A ' J + ~ ~ I - ~ I - D S ( I A - J ~ J ) * P ( I A - J , I )  
41. 1 1 0  IF(K2.LT.O)GO TO 12q 
42. IF((KP.E?.~).OR.(K~.EQ.~))~~ T O  1 3 5  
43. K5=K2/2  
4 4 -  03  3  I = l * K S  
45. I F ( N O F ( I A - J , J - I ) . N E . ~ ) ~ ~  1 0  1 3 0  
46. 3 C D N T I N U E ~ G ~  TO 1 3 5  
47. 1 3 6  R ( J ) = - D ~ ( I A - J * J ) * ~ ( I A - J . O ~  
&a. DO 9 I = l * J - 1  
49. 9 R ( I ) = C ( I A - J + ~ ~ I - ~ J - D P ( I A - J ~ J ) * O ( I A - J ~ I ) ; G O  TO 1 2 0  
50. C********.*******r******t*******************************************+*********** 

51. C  CAS OU LE POLYNOPE EST SUR L'EST D'UN BLOC 

52, C * t * * t C * * t * t t i * * * k * * * t * * * * * t * * * * C * * ~ * * * * * * * * * * * * * * * * * * t * * * * * * * * * * * * * * ~ ~ * * * * ~ - * * *  

53. 1 0 2  CALL D E T ~ C T ( I A - J . ~ ~ J . L A ; L ) I N R ~ = ' V R ( I ) ; F ; ~ = K ( L )  
54. 3 5 3  FORVAT(3X**LE POLYN9uE rI3.3Xt!S,'YON 0.R.') 
55. I S = ~ A - J - Y ~ + N R ~ + ~ ; ~ F ( I A - J . G T . - N L ) ~ O  TO 1 0 3  
5 6 .  OS 6  I = O i I S  
57. 6 U ( I C - I ) = 3 ~ R ( N 1 - N R ~ - l + I ~ J ) ; 5 1 ( I S + l ) = l  
58. DD 3 0  1 = 0 * J - 1  
S  9 .  T ( I ) = U ; Y ~ = M I N ( I S + ~ , I ) I ~ ~ = ~ ~ A X ~ O ~ I + ~ + I S - J ) ~ R ~ I ) = O  
60. D D  3 0  ~ i = n i , u ~  
61. 3 0  T ( I ) = T ( I J + P ( I A - J ~ ~ - L ~ ) . U ( L ~ )  
62. 0 3  1 6  I = O * J - 1 s - 2  
6 3  1 1 6  T ( I ) = T ( I ) + D C R ( I A - J , J ) . P R ( I A - J L I ) ; l f ( U 2 . L T G 0  TO 1 2 0  
64. C**.**t**~**********t~t**st****.******.**~*******************************+**w*** 

65. t C A L C U L  D E  L'ASSOCIE E N  UTILISINT L A  OEFINITION 
66, C * * * * * * t * * f * * ~ * * * * f * * * ~ s * * t * * * ~ * t ~ t ~ t * * * * * * * * + * * * * * * * * * * * + * * * * * * * * * * * * * * * ~ * * a * * s  

67. 1 3 5  DO 40 I j S 3 ' J - 1  
6 8  R (15 )=0  
69.  O0 L 3  1 6 = 3 * 1 5  
70. 4 0  R ( I ~ ) = R ( I ~ ) - T ( I ~ - I ~ ) . T ~ ( - ~ - I ~ ) ; G O  TO 1 2 0  
71. 1 0 3  A = D E ( I A - J ~ ~ ~ J ) I I F ( I A - J . L E . N ~ - N R ~ ~ ~ ) ~ = - A  
72. Dû 4  I = O * J - l  
73. R  (1 1 = O  
7 4  4 T(I)=P(IA'J-lrI)+~*P(IA-J,I)iXF(K2,LT.O) GO 10 1 2 0  
7 5 ,  K S = Y ~ / ~ ~ I F ( < S . L E . O ) ~  7 0  1 3 5  
76 .  Dg 5 X = l * K S  
77.  I F ( N D F ( I A - J ~ J - ~ ) . N E . ~ ) G O  Td 4 7  
78. 5 CDNTINUEIGO TO 1 3 5  
7 9 ,  4 7  03  L 2  I = O , J - ~  
80.  4 2  R ( I ] = ~ ( ~ A - J - ~ ~ I ) + A * ? ( I A - J ~ I )  
81. 1 2 0  UQITE( f 'AT#3S?)KA.  J 

82. 275 DI 8 I = 3 r J  
83. P ~ ( ~ A - J , I ) = P ( ~ A - J I I ) ~ P ( I A - J ~ I ) = T ( I ) ~ O ( I A - J , I ) = R ( I J  
84. 8 C ~ N T I ~ U E ~ I F ( K ~ . L T . ~ ) G O . T O  5 0 1  
as. D O  46 I =O ' J  
a b .  4 6  U ? I T E ( M A T ~ ~ L J ) R ( I ~ ~ I ~ T ( I ) ~ I  
87. - ASPEL DE I Y P k u E  

R a- .. - C ~ L L  I Y ~ ~ ~ J E ( R . T , < L ~ J ) ~ G O  f n  301 - .  - .  



93. C 
94. C CALCUL D t S  POLYNONES ORTHOGONAUX REGULIERS D E  LA DEMI-TABLE I l FER IEURE 
95. C ET LEURS ASSOCIES 

T ( O ) " D ~ ~ ~ A ~ J * J ~ * ~ ( I A - J ~ ~ ) I R ( ~ ~ ~ O I I F ( J . E O ~ G O  10 240 
DO 22 1 ~ 1 e J - 1  
R ( 1 ) = 0  

22  T < I ) ~ P ( I ~ ' J + ~ ~ ~ ~ ~ J - O ~ ( I A - J I J ) , P ( I A - J , I )  
240 IF(KA.GT.O)GO TO 2 2 0  

IF(1A-J.EJ.O)GO TD 260 
X ~ ( ( I A - J ~ E Q . ~ ~ ~ . A ~ ~ . ( J . E P . ~ ) ) ~ O  TO 260  
I F  ( I A - J . L ~ . - 2 ) K S = ~ Z I 2 : G O  TO 68 
DO 5 5  I = l i J - l  
I F ( N D F ( I A - J , J - I ) , L E , ~ ) G O  TO 5 4  

5 s  CONTINUE:GO 1 0  2 6 0  
68 0 0  5 9  I = l r K S  

~F(NDF(IA-J.J-I),NE,~)GO 1 0  5 4  
5 9  CONTINUEIGO TO 2 6 0  
54  R(o)=-D~(IA-J.J)*Q(IA-J.O) 

DO 2 3  I z l e J - 1  
23  ~ C I ) = Q ( ~ A - J + ~ ~ ~ - ~ ~ - D P ( ~ A - J ~ J ~ * Q ( I A - J . I ) J G O  TO 2 2 0  

C * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  
C C I L C U L  D E  L'ASSOCIE EN U T I L I S A N T  LA O E C I N I T I ~ N  
C * " * * * c t * * r * * * v * + t + + * ~ * t * t * * * * * * * * * i t * t * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ~ * * * * * * * * * * * ~ * * * * * * *  

260 DO 4 3  1 o O l ' ~ - 1  
. R ( I ) = O  

DO 4 3  L=O,J- l - I  
43 R c I ) = ~ ~ ~ l + T l ~ L ) * T ~ L + I + l ~ f G o  1 0  220  

C * * * * * * + , * * * * + * * * * * * * * * * * * 4 * * * * * * * * * * * * * * * 4 * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

C C A S  OU LE POLYNOKE EST SUR L'EST D'UN BLOC 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

202 CALL  D E T ~ C T ( ~ A - J . ~ . J , L A . L ) ~ N R ~ = N R ~ I ~ ~ N ~ = N ~ L )  
I S s I A - J - N ~ * N R ~ + ~ J ~ F ( I A - J . G T ~ - N L ) G O  Tb 2 0 3  
DO 1 6 6  I z0 , IS  

1 6 6  ~ ( I S - I ) = O ~ ~ ~ ~ ~ ~ N R ~ ~ ~ + I ~ J ) ; U ~ I S + ~ ~ = ~  
DO 3 3 3  I=O*J -1  
T ~ I ) ~ O ~ ~ ~ ~ M I N ( I S + l ~ I ) ; M l ~ M A X ~ O ~ I + 1 + I S ~ J ) 8 R C I ~ ~ O  
DO 3 3 3  L l " M l i M 2  

335  T C I ) = T ( I ) * P ( I A - J . X - L I ) . U ( L ~ )  
0 3  1 1 6  I = O ,  J'IS-2 

1 1 6  TCI)'T(I)+DCR(IA-JIJ)*PR(IA-J~I)~GO TO 2 6 0  
203 ~ ~ o E ( I A - J - ~ ~ J ) ~ I F ( I A - J . L E ~ N ~ - N R ~ - ~ ~ A ~ - A  

DO 2 4  XtOcJ-1 
RC I )=O  

26 T C I > = P ( I ~ ' J ~ l r I ) + ~ * P ~ I A - J ~ I ) l I F ~ I A - J . 6 T ~ O G O  Tb 2ZO 
I C ( I A - J . L T . - ~ I K ~ = ~ ~ / ~ J G O  TO 8 0  
0 0  8 2  I a l r J - 1  
I F ( N D F ( I A - J . J - I  ).NE.O)GO TO 38 

82 CONTIlUElGO TO 2 6 0  
83 0 0  36 1 ~ 1 0 ~ 5  

IF(NDF(IA-J.J-I).NE.O)GO TO 3 8  
56 C O N T ~ V U E ~ G O  TO 2 6 0  
38 DO 7 5  IoOoJ-1  
3 5  R(-1)=3(1A'~- l  t I )*A*O(I :A-J. I )  

220  URITE tMAT*300 )K4 . J  
DO 2 8  X=J*J 
P R ( ~ A - J , I ) ~ P ~ I A - J e I ) I P ( I A - J ~ I ) = T c I ) i O ( I A ~ J ~ I ~ s ~ ( I )  

2 8  c O N ~ ~ N U E ~ I F ( I A - J . G T . O ~ G O  TO 4 0 1  
DO 66 I sOeJ  

66 U R I ~ E ~ N ~ T ~ S ~ ~ ) R ( I J ~ I O T C I ) I I  
C ~ P P E L  D E  ~ H P A O E  

~ A L L  I r P A D E ( R . T . K ~ ~ J ) l G O  TO 4 0 1  
201  ~ ( ~ A - J , J ) ~ ~ ~ P R ; I A - J . J ) = O ~ O ( I A - J ~ J ) = ~  
401  IFC*.LT .ML) JnJ+ l8GO 1 0  370 

1At1A11 tML=M\-l8 GO 1 0  360  
5 0 0  FORYAT(lXI'( ~ ~ ~ ~ * ~ ~ , I ~ ~ * ) * ~ ~ X ~ * A S S O C I E ~ ~ ~ X ~ * P O L Y N ~ M E  o.Re*)  
370  F O R M A T ( ~ O I . D ~ Z . ~ ~ ~ * ~ ~ * * ~ I ~ ~ ~ X ~ D ~ ~ . ~ ~ ~ * T * * * ~ I ~ ~  

END 



9.  
I O .  

S U B R O U T f ~ ~  I M P A D E ~ A o Y o K A o J )  
C***************************+********************************e****************** 
C CE SOUS PROGRAflWE I M P R I M E  L e A P P R O X ! ~ A N T  D E  C A D E  t N  D E U X  ? O I N T S  A P A R T I R  
C O U  P L O ~ W O M E  O R T H O ~ O N A ~ Y -  ET SON A S S O C I E  -X- 
C U A  E S T  LS wUwERO G E  LA D I A G O N A L E  DE -Y- 
C J L $ l  L E  @ € & R E  DE -Y- 
t.**.****t******************************e************************************.** . 
C * * * * * * * * * * * * * * * * * * . c . r * * C A R T E  POUVANT L I R E  W O D I F X ~ E  P A R  ~ ' U ~ I L I S A T E U R * * * * ~ * * ~  

D I M E N S I O N X ~ O ~ J ) o V C O t J >  
M A T i l  O 8  

C * * * * * r * * * * * * * * * * r * * * * * * F I ~ * ~ * * t * * * * * * * . ~ e * * * * * * * * * * * * * * * * * * e * e * e * * * * * * * . * * . ~ * . . *  
~ ~ ~ ~ E ~ M A ~ ~ Z O ) ~ A ~ J I U R I ~ E C ~ A T ~ ~ O O ~ J I ~ ~ J ~ I ~ ~ J - ~  
80 9 I r O o J - 1  

200 F O R W A T C Z O X O D ~ Z I ~ S * ' X * * ~  I S ~ ~ S X O D Z Z . ~ S O  ' x * * *  O Z S )  
5 0 0  ~ O R M A T ( ~ ~ ~ ~ ~ N U M E R A T E U R ~ ~ ~ O X , ~ D E ~ O ~ I N A ~ E ~ R ' )  
110 t 0 R ~ A T t 9 J X ~ D 2 2 o 1 5 ~ ' ~ * * ' ~ 1 ~ )  

R E T U R N  
E N D  



APPPOXIMANTS DES SERIES DE FONCTIONS 

On va proposer un ensemble de sous-programmes qu i  ca lcu le  les approxi- 

mants des s é r i e s  de fonctions.  On va auss i  aborder l e  c a l c u l  des r ac ines  des 

polynômes puisque l ' o n  a besoin des  r ac ines  des polynômes orthogonaux dans 

l e  c a l c u l  des approximants des s é r i e s  de fonct ions .  

On commence p a r  donner l e s  d é f i n i t i o n s  e t  l e s  p ropr ié t é s  qu i  son t  u t i -  

l i s i e s  dans l a  mise en oeuvre. 

Dans l a  deuxième p a r t i e  on propose une méthode q u i  ca lcu le  l e s  r ac ines  

des polynômes. 

Enfin on présente  un ensemble des sous-programmes q u i  ca lcule  l e s  ap- 

proximants des s é r i e s  de fonctions.  

1. DEFIN IT IONS ET RAPPELS 

Défini t ion  6.1. : On appel le  s é r i e  de fonct ions  une s é r i e  de l a  forme 

f ( t )  = 1 ci g i ( t )  où l e s  g i ( t )  s o n t  des fonct ions  de t. 
i =O 

On peut  a u s s i  d é f i n i r  f ( t )  = 1 c j  pj ( t ) ,  Yn c Z, avec l a  convention 
n 

j =n 

e t  l e s  fonct ionnel les  l i n é a i r e s  c ' j ) ,  pour j c Z, sur l ' espace  v e c t o r i e l  

des polynômes r é e l s  p a r  c ( j ) ( x i )  = 'j+i' Y i  E N. 



(n)  
Défini t ion 6.2. : Une fonction Gn(x, t) t e l l e  que c (Gn(x, t ) )  = f n ( t )  

s e r a  appelée fonction généra t r ice  de fn( t ) . 
Remarque 6.3. : Dans t o u t e  l a  s u i t e  on supposera connues les fonct ions  géné- 

r a t r i c e s  des f n ( t ) ,  e t  l ' on  s a i t  que l ' o n  peut  l e s  é c r i r e  sous  l a  forme 
00 

j-n 
,(., t ,  = x g j w .  

j =n 

Déf in i t ion  6.4.  : Soient  p 2 1, O I k i p-1, l e s  < k + l  p o i n t s  d is -  

. - 
t i n c t s  ' e t  l e s  (ni)O <- t e l s  que ): n = p  a v e c n  2 1 V j .  

j =O j j 

n -1 
k i 

L a f o n c t i o n H ( t ) =  1 1 xi, j  G ( ~ ) ( x ~ ,  t), où ~ ( j )  e s t  l a  dérivée 
i = O  j = O  

i ème 
j . par  rapport  à x de l a  fonction généra t r ice  de f ,  est a ~ p e l é e  approximant 

de l a  s é r i e  de fonctions f e t  est notée Cp-l/plf s i  

- . - -  - -- A 

Défini t ion 6.5. : Soient  f une fonction analy t ique  r é g u l i è r e  dans un domaine 

connexe, les xi pour i E N ,  1 -< i -< m, m p o i n t s  d i s t i n c t s  i n t é r i e u r s  à ce do- 

maine et, l e s  n. pour i E N, 1 I i -< m, m e n t i e r s  supér i eu r s  à 1 t e l s  que 
1 

l On appel le  polynôme d ' in te rpo la t ion  d'Hermite de f basé  s u r  les (xi. ni) 
1 ;  

pour i E IN, 1 I i -< m, l e  polynôme Ln(x) t e l  que 
1 



Théorème 6.6; : S i  Gn(x. t )  e s t  l a  fonct ion  généra t r ice  de f a l o r s  n 

où L (XI  e s t  l e  polynôme d ' in te rpo la t ion  d'Hermite de Gm(x, t )  
p.n - - I I  

b a s é s u r l e s  (m , q j  ) p o u r  j O 5  j S R  l e s m  son t  les 
j ,P 9 P P ' j ,P p + l  

r ac ines  d i s t i n c t e s  du polynôme P(")(x) orthogonal p a r  rappor t  à c(") e t  l e s  
P 

q j  SP 
son t  l e s  o rd res  de m u l t i p l i c i t é  des rac ines .  c 'es t -à-d i re  L est t e l  que 

P ¶n  

~ ( ~ ) ( m  
p9n j ,p  

) = t )  pour j €34, O S j I R n P 

avec ~ ( ~ ) ( m  t )  l a  dérivée k i ème 
n LP' de G(x, t ) par  rappor t  à x au p o i n t  ( m  t ) . n j ,P 

On peut é c r i r e  [ ~ - l / ~ l ~ (  t )  = 1 1 K.  ~("(m 
~ . + s , P  n j , ~  

¶ t )  
j = O  s = O  3 

où l a  dérivée s ième 
deG e s t  p r i s e  pa r  rappor t  à x e t  l e s  i sont  te ls  que 

n j 

pour j E N ,  I I  j I R +1. 
P 

Donnons l e s  théorèmes 7.1 et.  7.2 de U 1. 

Théorème 6.7. C l ,  page 5571 : Les K e t  m de ( 1 )  s a t i s f o n t  le système ( 2 )  
j ,P j ,P 

l 
suivant  : 



Théorème 6.8. [ 1, page 5643 : S i  l e  polynôme P orthogonal p a r  rapport  à c 
P 

e x i s t e ,  a lo r s  1 'approximant [p-1/p If e x i s t e  e t  e s t  unique. 

S i  l e  polynôme P est quasi-orthogonal , 1 ' approximant Cp-l/pl 
P 

n' 'existe  pas. 

Coro l l a i r e  6 . 9 . ' [ 1 ,  page 5651 : S i  l e  polynôme P est orthogonal  s i n g u l i e r  
P 

a l o r s  1 'approximant Cp-l/pl e s t  ident ique  à 1 'approximant I p r ( p  ) - l / ~ r ( ~ ) l ~ .  f 

On d é f i n i t  l e s  approximants Cntp-l/pl ( t ) ,  Yn a 2 ,  n 2 1-p e.t p E N par  
f 

- - 2. ci g i ( t )  + r ~ - l / ~ l ~  ( t )  
i = O  n 

Théorème 6.10.[1, page 5581 : 

Déf in i t ion  6 .ll. : On appelera  t a b l e  A l a  t a b l e  à double e n t r é e  dans l a q u e l l e  

s o n t  rangés l e s  approximants Cp/qlf de l a  manière su ivante  : 

Défini t ion  6.12. : On appelera  b loc  A un b loc  c a r r é  s i t u é  dans l a  t a b l e  A 

q u i  correspond a u  bloc P e t  à s e s  cô tés  Nord, Nord-Ouest e t  Ouest. 

Théorème 6.13. C l ,  page 5751 : Dans un. b loc  A ,  au  dessus de l ' an t id iagona le  

p r i n c i p a l e  e t  s u r  c e t t e  de rn iè re  l e s  approximants son t  tous  ident iques .  



II. CALCUL DES RACINES DES POLYNOMES 

On peut c a l c u l e r  l e s  r ac ines  d'un polynôme avec l e s  méthodes de 

Bairstow e t  de Newton : l a  première donnant l e s  va leur s  à p a r t i r  desquelles  

on génère, à l ' a i d e  de l a  deuxième, l e s  s u i t e s  qu i  convergent vers  les rac ines  

du polynôme. Cette  combinaison de ces deux méthodes donne des t r è s  bons résul -  

t a t s  pour l e s  r a c i n e s  simples, les rac ines  mul t ip les  ne  sont  pas toujours  

ca lcu lées  avec beaucoup de c h i f f r e s  s i g n i f i c a t i f s  puisque l a  convergence des 

s u i t e s  e s t  souvent t r è s  l e n t e .  

Pour c a l c u l e r  l e s  r ac ines  du polynôme P(x) on génère l e s  s u i t e s  à 

l ' a i d e  d'une va r i an te  de l a  méthode de Newton avec l a  r e l a t i o n  de récurrence 

h ( x j  ) P(x> x -Ax où Ax - j+i = 'j j j - h ï S  avec h ( x )  
3 

= m* 
On démontre que l a  méthode ci-dessus e s t  quadratique. 

On peut encore é c r i r e  Ax sous l e s  formes 
j 

P ' (x .1  P(x.1 
3 1 

3 

L'éc r i r e  (2 )  est p lus  s t a b l e  c a r  s i  P(x)  a des r ac ines  mul t ip les  Ax 
j 

e s t  é g a l  à l ' i n v e r s e  de l a  différence de deux grands nombres a l o r s  qu'avec ( 1 )  

Ax. est l e  quot ient  de deux nombres t r è s  p e t i t s .  
1 

2 
Dans l ' é c r i t u r e  (1) l e s  produi ts  P ' (x .1  P(x.1, ( P t ( x . ) )  ou P1'(x.) P(x.)  

3 1 3 3 3 
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peuvent e n t r a î n e r  un dépassement de l a  capac i t é  machine (Cl0 , 10 1 pour 

l ' IRIS 80) e t  donc ne pas permettre l ' ob ten t ion  d'un assez  grand nombre de 

c h i f f r e s  s i g n i f i c a t i f s  pour l e s  r ac ines  mul t ip les .  On va u t i l i s e r  (2 )  parce 

q u ' e l l e  est p lus  s t a b l e  e t  e l le  peut ,  dans c e r t a i n s  cas ,  donner des r é s u l t a t s  

t r è s  f rappants  ( v o i r  de rn ie r  exemple du t a b l e a u  des e s s a i s  numériques). 



On propose une méthode qui  ca lcu le  l e  polynôme Q(x) de p lus  p e t i t  degré 

q u i  a toutes  ses rac ines  simples e t  les mêmes qu'un polynôme donné P(x). On 

détermine facilement l e s  r ac ines  de P(x) à p a r t i r  de Q(x) à l ' a i d e  des méthodes 

de Bairstow e t  de Newton. 

Le polynôme Q(x) peu t  ê t r e  obtenu à l ' a i d e  de l a  f r a c t i o n  continue 

P( x associée  au rappor t  -m. En e f f e t  l e  polynôme Q(x) t e l  que 

l e  second membre de (3 )  é t a n t  l a  f r a c t i o n  continue associée a u  rapport P(x> 
p'o' 

a t o u t e s  s e s  r ac ines  s imples e t  l e s  mêmes que P(x) puisque P(x) Q(x)  
-p'(xj = Ro' 

Pour i l l u s t r e r  ceci, cherchons l e  polynôme Q(x) qu i  a tou tes  s e s  
8 

r ac ines  simples e t  l e s  mêmes que P(x) = (x+l )  (x-1) 

e t  donc Q(x) = xZ-1. 

Le t a b l e a u  suivant  présente les r é s u l t a t s  de quelques e s s a i s  numériques. 

Les r a c i n e s  sont  données sous forme complexe : d'abord l a  p a r t i e  r é e l l e  

e t  ensui te  l a  p a r t i e  imaginaire. 



On a r r ê t e  l a  méthode de Newton à 300 i t é r a t i o n s  s i  aucun des deux tests 

-15 d * a r r ê t  1 / I; 10 e t  5 10-15 n ' e s t  s a t i s f a i t .  Fm 

i 

Calcul de Q(x) e t  des racines de ce dernier par 

Bairstow e t  Newton 

Q(x) c'a pas pu être calculé 

• 

- . 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ~ + 0 1  . 00@00b@09000JC@VtU  
- . 1000000000U0009D+0~  . 0 0 0 0 5 ~ @ 0 ? @ 0 ~ 0 ? ~ ~ + 0  

. 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ~ 0 0 0 U + O ~  .0000000019003313+3  

' . ~ 0 0 3 0 0 0 @ 0 0 U u ~ 0 ~ ~ + 0 ~  . ~ 0 0 ~ O > C 3 ~ 3 ' ~ ~ 0 y C J + 0  
. 10000000O~u000OD+O1  

: * 2 ~ 0 0 ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ 0 ~ 0 ~ + f l  . 0 0 0 @ û @ p Î ~ O O O O p ~ 3 + :  
* 1 ~ 0 ~ 0 ~ ~ ~ ~ ~ 0 ~ ~ ~ ~ ~ + ~ 1  .0000;000C0003CCD+C 

' . ~ O O O O O O O ~ ~ O O O ~ ~ ~ + O ~  . 0 0 9 ~ ~ ~ 3 0 0 2 ~  d 0 @ 3 * 0  

Bairstow e t  Newton appliquées 

On remarque que des r é s u l t a t s  t rès  e x c e l l e n t s  sont  obtenus chaque f o i s  

[ x t l j 2 ( x - 1 ) ( x T 4 )  

( x + l ? ( x - l f ( x + 2 )  

( x+ l )  (x-1)  

(x+l)'(x+2) 

( x t i P  - 

que l ' o n  a  pu c a l c u l e r  l e  polynôme Q(x) .  

directement au polynôme 

~ , 2 0 0 0 0 0 5 0 0 0 0 0 0 U U D + 0 1  ~ U 0 0 U 0 0 0 ~ 0 0 0 0 0 0 0 0 + 0  
. 1 0 0 0 0 0 0 0 0 ~ C ~ 6 ~ ~ 0 * 0 ~  i 000006000000000D+0  

- . 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 ~ 0 D * 0 ~  ~ ~ 0 0 0 0 0 0 0 0 @ 0 3 0 0 0 0 + 0  
- . 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 3 6 4 ~ ~ 0 + 0 ~  ~ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 + C  

. 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 U O ~ + O ~  iUO00OO~Ob6OOOOOD+O 

- 

- ~ 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ~ ~ D + U ~  ~UU0U03000OOOOOOD+O 
~ . ~ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 ~ ~ ~ D + 0 ~  i~OOOOO~OOOOOOOODtO 

~ 1 0 0 @ 3 0 3 3 0 3 3 5 3 1 0 0 * 0 1  . ~ 0 0 0 3 0 0 0 0 0 0 3 0 0 0 0 + 0  
~ . 1 0 0 ~ 0 0 0 0 0 1 0 ~ 5 ~ ~ 3 + 0 ~  ~ ~ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 0 0 O D t O  

. ~ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 ~ 1 ~ ~ D + O ~  ,0000000000000000+0  

-*10000031329990aD*01 * u u 0 u 0 0 0 0 0 0 0 U 3 0 0 0 ~ 0  
-*1000011702297b30*01 * V O o O O o O Y O O ~ o O O O O * O  

;9999999799096Q50*00  , 0 0 ~ 0 0 ~ ~ 0 @ 0 9 3 0 0 0 D * 0  
' .1000001732679U3D+01 .OOOOOOOOOOO~OOOD+O 

. 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ~ ~ 7 ~ ~ D + 0 ~  .000000000000000D+@ 

- ; 2 0 0 0 3 0 0 ~ 0 0 0 0 0 U U D t O l  .UOOUOOGOOOOOOOOD*~ 

La debième suite  générée avec l a  méthode 

de Newton ne converge pas. 

~,P99999P99999904D+O0 ~ J ~ ~ u ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ + ~  

~a deuxième suite  générée avec l a  méthode de 

Newton ne converge pas. 

. 



La précis ion des rac ines  de P(x) ca lculées  à p a r t i r  de Q(x)  dépend 

évidemment de l a  précis ion dans l e  c a l c u l  de ce dernier .  D'une manière géné- 

r a l e  une assez bonne précis ion de Q(x) s 'avère d i f f i c i l e ,  sinon impossible 

quand son degré est assez grand c a r  l a  f r ac t ion  continue de ( 3 )  ou l e  rapport  

-75 7 5 
entra înent  un dépassement de l a  capaci té  machine (Cl0 , 10 1 pour m 

l'IRIS 80). 

Dans l e  cas où l e s  c o e f f i c i e n t s  du polynôme P(x) sont  r a t ionne l s  l e  

c a l c u l  de Q(x)  devra i t  s e  f a i r e  sans aucune d i f f i c u l t é  avec une arithmétique 

ra t ionne l l e ,  il s u f f i t  de prendre des d i spos i t ions  pour que dans l e  ca lcu l  de 

l a  f r a c t i o n  continue de ( 3 )  e t  dans c e l u i  du rapport  Q(x)  l e s  numérateurs rn 
e t  dénominateurs ne dépassent pas t r o p  v i t e  l a  capaci té  machine. 

1 I I .  LA MISE EN OEUVRE 

E l l e  s e  f a i t  avec les sous-programmes QUDE, EST, DETECT, SERFON, GAUSS, 

MATRI, BAIRNE e t  RACINE.  Dans l e  sous-programme SERFON l e s  polynômes sont  cal-  

culés  suivant l 'a lgori thme de ca lcu l  des polynômes orthogonaux r é g u l i e r s  de III 

e t  s o n t  notés comme dans APADE de III. 

Les sous-programmes EST, DETECT, QUDE e t  SERFON, e t  l e  programme prin-  

c i p a l  s'échangent l e s  valeurs des ci, qk ( n ) ,  eLn), B:") e t  cLn), e t  l e  tableau 

NDF p a r  l ' in termédia i re  de l ' i n s t r u c t i o n  COMMON. 

MODE D'EMPLOI DES SOUS-PROGRAMMES 

* * * SERFON * * * * 

Appel : CALL SERFON(NL) 

Paramètre : Le  tableau des c o e f f i c i e n t s  c e s t  indicé  de O à NL. i 

NL est un paramètre d 'ent rée .  

Sous-programmes u t i l i s é s  : QUDE, BAIRNE, GAUSS, MATRI, EST, DETECT e t  RACINE. 

Description : C e  sous-programme cale-l le  les approximants Cp-l/p] des s é r i e s  

de fonctions fn. 



* * * GAUSS * * * * 

Appel : CALL GAUSS(Q, T, N, X) 

Paramètres : Q est une matrice ca r rée  ( N ,  N) à c o e f f i c i e n t s  complexes ind icés  

à p a r t i r  de zéro. 

T (resp .  X) est un t ab leau  indicé  de O à N - 1  e t  à c o e f f i c i e n t s  

r é e l s  ( r e sp  . complexes). 

Q ,  T e t  N s o n t  des paramètres d ' en t rée  e t  X est un paramètre de 

s o r t i e .  

Descript ion : Résolution du système QX = T pa r  l a  méthode de GAUSS. 

Appel : CALL MATRI(X, IQ, N ,  I K ,  Q) 

paramètres : X  esp. p. I Q )  e s t  un t ab leau  indicé  de O à I K  e t  à c o e f f i c i e n t s  

complexes ( r e sp .  e n t i e r s  2 1) 

1 K 
N e s t  un e n t i e r  t e l  que 1 IQ(1)  = N. 

1 =O 

Q e s t  une matrice ca r rée  (N, N) à c o e f f i c i e n t s  complexes i n d i c é s  

à p a r t i r  de zéro. 

X ,  I Q ,  N e t  I K  sont  des  aram mètres d ' en t rée  e t  Q e s t  un paramètre 

de s o r t i e .  

Descript ion : Ce sous-programme c a l c u l e  l a  matr ice associée  au système q u i  

donne l e s  coe f f i c i en t s  l 'approximant CN-I/NI de l a  s é r i e  de 

fonctions.  



-. 
Appel : CALL BAIRNE(Y, N ,  X ,  IQ, IK) 

Paramètres : Y est l e  t ab leau  des coe f f i c i en t s  du polynôme, il est indicé  de 
1 O à N .  Y(1) e s t  l e  c o e f f i c i e n t  de x . 

X ( resp .  I Q )  est un tableau à c o e f f i c i e n t s  complexes ( resp .  

e n t i e r s  2 1) i nd icé  de O à N .  

I K  est un e n t i e r  2 0. 

Y e t  N sont  des paramètres d 'ent rée  e t ,  X ,  IQ e t  I K  son t  des 

paramètres de s o r t i e .  

Sous-programme u t i l i s é  : RACINE. 

Descript ion : Ce sous-programme calcule  les rac ines  du polynôme e t  l e u r s  o rd res ,  

éventuellement en u t i l i s a n t  un polynôme de p lus  p e t i t  degré qu i  

à t o u t e s  s e s  r a c i n e s  simples e t  l e s  mêmes que l e  polynôme de 

dépar t .  

I K t 1  est l e  nombre de rac ines  d i s t i n c t e s .  Les r ac ines  e t  l e u r s  
* ordres  son t  rangés dans l e s  tableaux X e t  IQ t e l s  que IQ(1)  e s t  

l ' o r d r e  de X(I) pour O 5 I I  I K .  

C e  sous-programme est conçu pour N I 5. 

* * * RACINE * * * * 

Appel : CALL RACINE(Y, N ,  X) 

Paramètres : Y est l e  tableau des  c o e f f i c i e n t s  du polynôme, il e s t  ind icé  de 
1 O à N. Y(1) e s t  l e  c o e f f i c i e n t  de x . 

X e s t  un tableau à c o e f f i c i e n t s  complexes, indicé  de O à N. 

Y e t  N sont  des paramètres d 'ent rée  e t  X est un paramètre de s o r t i e .  



Description : Calcul  des r ac ines  du polynôme avec les méthodes de Bairstow e t  de 

Newton : l a  première donne les valeurs  à p a r t i r  desquelles  on 

génère les s u i t e s  à l ' a i d e  de l a  v a r i a n t e  de Newton '((2), page 120). 

Les a u t r e s  sous-programmes sont  dans II. 

EXEMPLE D'APPEL DU SOUS-PROGRAMME SERFON 

On donne un programme qui  lit l e s  va leurs  de NL e t  des ci e t ,  f a i t  

appel  au sous-programme SERFON. 

1. C * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

2 .  C  ~ R O S R A M Y E  3 R I N C I P I L - C A L C U L  D E S  A P P R C X I ~ ~ A ~ T S  D ' U N E  S E R I E  DE F O h C T I ? N S  
3 .  t********************t***tt**t*t**tt**+*****************~t*************e******** 

4 .  ? * * * * * + * * * * * * * * C A S T E S  S U S F E P T I P l . E S  O ' E T R E  ~ 0 5 1 F 1 E i S  PAR L @ U T I L I S A T E U P ~ * * + . * * * * * *  
5 .  C ~ ~ ~ ~ N D C ~ ( - ~ ~ ; ~ ~ V ~ : ~ ~ ) ~ D C ( - ~ O : Z J ) , D B R ( - ~ G : ~ G ~ O : ~ O ~ . ~ ~ ( - ~ ~ : ~ O ~ ~ : ~ ~ )  
6 ~ . ~ E ( - ~ O : ~ ~ . ~ : ~ C ) ~ ~ ~ ~ F ( - ~ O : ~ ~ , O : ~ C ) / S / N ( ? O ) ~ K ( ~ C ) ~ N R ~ ~ C )  - L G B = l O S ; H A T = l O 8  
4 .  

8. c * * * * * ~ ~ * * ~ t C t b C t o r t ~ * F ~ h * * + * e * ~ * o * t t * * t ~ * ~ * * s * * * * * * * * * * * * ~ ~ ~ * m * * * * + ~ * 4 * * * ~ * * * * *  

9 .  R E 4 0 ( L G B v l O ) N L  
1 o. R ~ A ~ ( L G ~ . ~ Q ) ( ~ L ~ ~ ~ v I = ~ , N L )  
11. 26' F ~ R Y A T ( ~ O F ~ ~ ~ ~ )  
? 2 .  7 0  C 3 R r A T ( I 3 )  
13 .  C ~ L L  SERFO:4(NL) ;S  I O P  
l L .  Eu0 

ESSAI NUMERIQUE 

Pour NL = 10 e t  l e s  c o e f f i c i e n t s  ci su ivants  : 



On a les r é s u l t a t s  su ivants  : 

Le t a b l e a u  

où l e s  t, l e s  O e t  l e s  numéros de gauche sont  d é f i n i s  comme dans l e s  e s s a i s  

numériques de II ou de III, 

donne l l a l l u r e  de l a  t a b l e  P des polynômes orthogonaux. 

Donnons l e s  approximants de l a  forme C2/31 pour i = 0,. . . , 5. * i 

L1approximant [p-1/pl donné sous l a  forme 
1 



où l e s  ai sont des complexes avec l a  par t ie  rée l le  sur  l a  première colonne 

e t  l a  pa r t i e  imaginaire sur l a  deuxième, 

e t  G( jk , X e s t  l a  dérivée jk de G(x, t )  par rapport à x au point 
Ik . 

(xi , t) avec G(x, t) l a  fonction génératrice de f 
k R 

P-1 
es t  égal à as G(js, X ). 

s = O  Ik 



On v é r i f i e  sans d i f f i c u l t é  que l e s  approximants Ci+2/31 pour f 
i = 0,  l,.. ., 5 sont  i den t iques .  

CONCLUSION : 

On a b i e n  i d e n t i t é  des approximants Cp/qlf à l ' o u e s t ,  au  Nord e t  dans 

l e  coin Nord-Ouest d'un b l o c  P. 





S J S ? C J T ! ~ V E  S L H F O ~ I . ~ L )  
~ * . * * . * . ~ . * ~ * * * * * . * ~ * * * * * . * * * * * * * * * * * * * * ~ * * * * * * * * * * * ~ * * * * * * * ~ * * * * * * * * + * * * * . * * * * *  
r 5 3 ' j S  3 R : G a : t  'C-CALCJL P T 5  L D P R P Ï I  + * ? T 5  3 ' J \ E  S E D I E  D E  r C f * C T I C \ S  
~********.******.*********+*.**********.***********.*.***.**********8**44***7*** 

t * * * * + + * * * * * * * * C : f i T E S  S J S C ~ P : : Y L L S  ~ ' ~ T f f f  M O D I F I E E S  r4R I ' C T ? : ~ S A T E C Q * * * * . ~ * * * * *  
C 7 ~ d 3 ' ~ 3 i f i ~ - ? 3 : ? 0 ~ J : , t ) , ~ ~ - ? ~ : ~ ~ l ~ 5 ~ ~ ( - 2 ~ : 2 @ , O : 2 ~ ) ~ n ~ ( - 7 J : 2 O 0 P : 2 ~ ) ,  

l~E(-25:?~~::20).h~F(-2~:27~rl:2bl/~/~~(27),K(7O),*,R(~~) 
D I " E ~ S ~ ~ ~ ~ ( ~ : ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ R ( ~ : ~ O ~ C ~ ~ O ~ ~ T ! I ~ : ~ ~ ) , ~ ~ ~ : ~ ~ ~ . I Q ~ ~ ~ ~ O ~  
D I u E h S 1 3 b Y ( J : 2 0 )  
C O V ? L E X A ( ~ : ~ @ ) ~ A ~ ' ~ ~  ( o : l o o @ : l @ )  ~ L A ' ~ D ( @ : ' ~ o )  
* 4 ~ = 1 ? 8  

C * * * * * * . . . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * i I t 1 * * * * * * . * * * * * * * * 4 * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * . * * * * . * * * * *  

I F ( ~ L . L E l 0 ) J ~ I T E ( ~ k ~ . 6 o b ) t S ~ n ~  
6 0 0  F D R V A T ( > X . * S R R C U R  C A R  % L  DOIT E f S E  S U P  A  Z E R O ' )  

C P P P E L  h  PU3E 
C A L L  ~ U ~ C ~ ~ L O O ~ O ~ L A ) ; I A = O ; ~ ~ L = ( ~ ~ L + ~ ) I ~  

C****+**.***4.~*..*********8**************************************************** 

C 
C C A L C U L  D f S  P O L Y t 1 O , f E S  O R T H O G O : ~ A ~ , X  R E ; b L I E ï ? S  D t  L A  U E N I - T A B L E  S Ù F E R I E d Q E  
t E T  D E S  àPYR-XIUAITS 4 S S n c x E S  A  C E S  P O L Y r O r E S  
~ * * * * * * * * * * . 4 * * . * * * * * * * * * t * * * * ~ T ~ * * * * * * , * * * * * * * * . * * 7 * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

P ( I ~ o J ) = ~ ; ~ R ( I A , ~ ~ = ~ ~ I L ~ ~  
1 0 0  I F ( I A . G T . ' 4 L ) ! ~ = I P - l , C O  T C  3 3 3  

P ( I A r C ) = l i P 2 i I C , 3 ) = 3 1 J = l  
3 4 0  K A = I A - J ; I F ~ ~ D F ( I A - J , J ) . E ~ . O ) K ~ = J - ~ ; L I R I T E A ~ ~ ~ ~ K ~ , J K A ; G G  T O  1 0 1  

T ( J ) = ~ ; I F ( ~ ~ F ( I A - J + ~ , J - ~ ) . F ~ . ~ ) ~ > o  T F  1 0 2  
T ( ~ ) = - P ~ ( ~ A - ~ ~ J ) * ? ( I ~ - J , D ) J I F ( J ~ E ~ : ~ ) G O  1 0  1 2 0  
03  2 I = l * J - l  

2 T(I)=?(In-J+loI-1)-DO(1A-JeJ)*P(IA-J,I);GO T D  1 2 0  
1 0 2  C A L L  ~ E T ~ ~ ~ ( ~ A - J . ~ o J . L A . L ~ ; Y R ~ = ~ ~ R ( I  ) t : l l = X ( L )  

I S = I A - J - ~ ~ ~ + N ~ ~ * ~ ; I F ( I A - J . ~ T : O ) G O  Tt1 1 0 3  
D O  6 I = O # ! S  

6 u ( I s - I ) = G ~ R ~ : ~ ~ - N R ~ - I + I , J )  ~ J ( I S + ? ) = ~  
D O  39 I s 3 o J - 1  
T ( I ) = O ; V ~ = ~ < A X ( O ~ I + I ~ + ~ - J )  t v 3 = ' t 1 ~ ( 1 , 1 S + 1 )  
D O  3 0  L z Y 2 . r 3  

30 T(I)=T(!)*P(IA-JII-L)*~(L> 
D o  1 6  I z O # J - I S - ?  

1 6  T(I)=T(:)*3CK(IA-JvJ)IPR(IA-JvI);CO T O  1 L O  
103 A = J E ( I A - J - ~ , J ) J I F ( I & - J . L E . ~ ~ ~ - Y R ~ - ~ ) A = - A  

D D  4 1 ~ 3 a . J - 1  
4 T(I)=P(IA'J-~~I)+~*P(IA-J,I) 

1 2 0  K ~ = J - ~ ; Y R I T ~ ( ~ A T ~ ~ ~ ~ ~ K ~ , J ~ Y . ~  
D O  8 I = i i J  
P R ( ~ A - J , I ) = ~ ~ I A - J * I ) ; ? ( ~ A - J , I ) = T ( I )  

6 C 3 N T I V U E  
359 F O R ~ ~ A T ( / ~ ~ ~ X ~ ' A P P ~ O X ~ M ~ ~ T ~ * ~ X ~ ~ * I ~ ~ I ~ ~ ' ) F ' ~ ~ E S T  D C k S  UK B L O C v >  
3 0 0  F ~ ~ ~ A T ( / ~ ~ ~ ~ ~ * A P P ~ O X I ~ ~ A N T ~ ' ~ I ~ ~ * / * , I ~ , ' ) F ' . I ~ ~ ~ )  

C  C 4 L C U L  3 i S  X A C I a i E S  4 E S  P O L Y Y D Y E S  
C A L L  B A S f i J E ( T , J , X . I Q , I 2 )  

C  D E T E R M I ~ I A T I O ~  D E S  C ~ ~ F F I C I E N T S  D E  L A  M A T n I C E  
C A L L  M A T n I ( X v X Q o  J 0 1 2 , A ' 4 1 )  
D O  4 6  I = O o J - 1  

C b  y ( I ) = C ( I A - : * I )  
C R E S 9 L U T 1 O s i  S Y S T E M E  D ' E Z I U A T I G h S  

t A L L  G A Y S S ( A M I , Y , J , L A N ~ ) ; I K = ~  
00 5 0  1 ~ 0 . 1 2  
D O  5 2  L = O o I i ( : ) - l  

5 2  u R I ~ E ( K A T ~ ~ o ~ ~ ) L ~ ~ D ( I K * L ) ~ L ~ X ( I )  
5 0  1 K = ! K + I 3 ( 1 ) : G O  T O  5 3 1  

1 0 1  P ( I A - J o J ) = > P R ( ; A ' J , J ) = V  
801  IF(J.LT.IA)J=J+?IGÛ 1 3  3 4 3  

I A + T A + ? t G J  T O  7 5 6  
1 3 0 2  F ~ R M A T ( ~ O X , ~ ( D ~ ~ . ~ ~ ) , ~ X , ' * G ( ' , I ~ , ' . ~ < ~ ~ ~ ~ ~ ~ ) ~ ' ) ~ )  

~*****.**.***.*.***~**********t****t~*********************+***.***************** 

c 
C  C A L C U L  D k S  P G L Y V O M E S  O R T H O G ~ ~ A U X  R E G U L I E R S  D E  L A  D E M I - T A G L E  I N F E R I E U R E  
C1 Ef DES APPROXIMAVTS ~ S S P C I E S  A  C E S  P 3 L Y n ? N E T  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

5 9 0  ~F(~OO(%L.Z).YE.Q)~L=~L-~ 
3 6 0  X A ~ I A + ~ > I F ( I ~ . G T . ~ ~ L ) R E T U R N  

v(làro)=l~Pa(lA,a)=n;J=i 
370 K A ~ ~ A - J ; ~ F ( % D F ~ ~ A ~ J ~ J ) . E ~ . O ~ K ~ ~ J - ~ ~ ~ R I T ~ ~ J K G O  1 0  2 0 1  

T ( J ) = ~ ; I F ( u D F ( I A - J + ~ , J - ~ ) . E ~ . ~ ) s ~  7 7  232 
T ( ~ ) = - D ~ ( I L - J ~ J ) * ~ ( : A - J , ~ ~ I ~ F ( J ~ E S . ~ ) ~ O  73  2 2 3  
00 2 2  1=1.~-1 

2 1  T ( ~ ) = P ( ~ A - J + ~ ~ I - ~ J ' D ~ ( I ~ - J , J ) * P ( I A - J ~ I ) ~  7 3  2 2 0  
202 C ~ L L  D E T E C T ( I A - J . ~ . J . L ~ , L ) I Y ~ ~ = Y Q ( I ~ I Y ~ = ~ ( L )  

~ = ~ E ~ ~ A - J - ~ , J ) J I F ( ~ ~ - J . L ~ ~ K ~ - ~ R ~ - ~ ~ A ~ - A  
00 i 4  I z 0 . J - 1  

26 T(I)=?(!A-J-~~~)+~*P(II-J,I) 
2 2 0  w ~ ~ J - ~ ~ ~ R I T E ~ ~ A T . ~ ~ ~ ) K ~ , J , K A  

26 c o * i ~ I ! r u c  
C  C A L C O L  5 t 5  aa::bES D E S  P O L Y N O Y E S  

C 4 L L  a f i i * * E ( T , J , X , : 3 0 1 3 )  
C . . . O i T ? R V I b A T 1 3 ' ~  Y ' S  C 3 E F F 1 ; I E v T S  D E  L A  M A T R I C E  



7 a S J a ? O J T I " E  4 A r R I ( l i l U r ; v , l K i Q )  
2 ,  C******.**********.****************.***************.***.***************.****.*.* 
3 .  r CALCUL C E S  E L E V E I T S  DE i.4 M & T R l f E  D U  A S S 3 C I i E  A J  5 v S T E " E  l O p h A h T  
4, L 5 S  t O E F F 1 c I t v T S  3 E S  APPROX!UA!iTS 3 E S  S E Q I E S  U F  F n u C T r O h S  
5 ,  r * * * . * * * * . * * * * * . * " * * * . * * * * * * * * * * * t * * * * * * * * * * * * * . * * * * * * * * * * * t * * * * * * * * * * * * * * * . * * *  
6. C * * . * * * * * . * * * * C k 2 T E  S J S C E P T X ~ ~ E  D'ETR: M T C 1 F I E E  PAR L ' U T T L : S ~ T E U R ~ * ' * * * * * ~ * ~ * ~ I ~  
7 ,  CJr~~ExX(S:i).0(5;10,0:~) 
8 ,  c * * . * * * * * * * . * * . * . * * * * * * * * * * . . + t * * * * * * * * * * * * + * * ~ * * * * * * * * * * * * * * * * . * * * * * * *  
Q, O I ~ E W S ! ~ N ~ ~ ( ? : N )  

10 .  IF(*~.EQ,~)J(OIC)'I;RET~RN 
1 7 .  t \=a 
' 2 .  33 1 1=3.~i( 

' 5 ,  09 ? J= l , I ' I ( i ) - l  
3 6. 90  4 L = O ~ , J - ~  
17. O ( L , ~ + J ) = J J I ~ ( L . G T ~ J - I ) Q ( L . U + J ) = L * G ~ L - ~ , ~ + J - ~ )  
1 8 .  6 COWTII~UE 
? 9 .  3 CONTINUE 
2 0 .  1 H = M + I Q ( r ~ i R E T U R N  
21 .  E N D  



S L I B R O U T I N k  R A C I t i E I Y l k r X )  
c8.i****.***.**l*t**t.**C~*tt********C****************************************** 

C  C A L C U L  D E S  R A C I Y E S  3 U Y  P O L Y N O M E  P A R  L E S  H E T H O D E S  D E  B p I f i S T O U  
c E T  D E  N E W T O N  

C 
C.*~tC*.C*tt~***t***************t****1*C****************************+*********** 

C * * * * * + * * r * * + * * * * * * r r  C A R T E S  P O U V L N T  E T R E  M O D I F I E E S  P A R  L * U T I L ~ S A T E U R * * ~ * * * * * * ~ *  
D I M E N S I I ~ Y ( O : ~ ~ ) ~ ~ ( ~ : ~ O ~ ~ ~ ~ O : ~ O )  
C O Y P L E X I ~ O : N ) ~ D R , ~ O ~ Z , D U  
U A 1 1 7 0 8  
E P S = 1  . D - 1 5  

C*****..***~*t*****t****t*** F I N  * * * t t * * ~ * * * t * * * * * * * f * * * * * * t * * * * * * * * * * * * t * * * * * * *  

E P = l . D - 2 ; I F ( N . G T . J ) t O  TO L5 
5 0 >  F J w M A T ( ~ A o ' L E  D E G A E  g J  P O L Y N O M E  E S T  N E G A T I F  ~ R R E L I S ' )  

I F ( N . L T . ~ ) V R ~ ~ ~ ~ M ~ T ~ ~ O O I ) ) I S T O P  
I F ( A B S ( Y ( O ) ) ~ L T . ~ ~ D ~ ~ ~ ~ W R I T E ( M A T ~ ~ O O O ~ I S T O P  
Y R I T E ( M X T r a C 0 ) ; S T O P  

l O O U  P ! I ? . ~ A T ( ~ X I ' L E  P O L Y N O M E  A  UNE I N F I N I T E  D E  R A C I N E S ' )  
C * * . * * * . . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ~  

C  H ~ T H O D E  U E  3 A I a S T J h '  
C * * * * * * * * * * * * . * * * * * * . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * . . * * * *  

4 5  D û  1 1=t;.O1-1 
x i ( ~ a s ( ~ ( ~ ) ) , ü T . l . ~ - 1 2 ) ~ = 1 ; ~ o  7 0  5 1  

1 c O ~ T I N U E ~ ~ R I T E ( ~ A T , ~ ~ O ~ J S T C J  
553 F 3 R % l A T ( 3 X i ' T O L S  L E S  C û E F F i C I E N T S  SOidT & U L S 1 )  

5 ;  CI 3 I = ? . n  
X ( ! ~ - I - ~ ! = ~ J I ~ ( ~ B S ~ Y ( I ) ) . G T ~ C ) Y Z = ~ ; H = M ~ H ~ G O  7 0  5 0  

J C 3 Y T I ! i L ' E  
5 0  I F ( 4 , E C , U ) Y l = J i 5 0  1 0  6 0  

D l  2 J Z 2 . q  
L ~ ( J ) = Y : : r ~ + J ) ; l L = l ~ I i r ~ 1 ; N 1 = Y ; I F ( M ~ G T , 2 ) 0  T O  > 5  

53 IF!N.EC.~)X(~)=-T(O)IT(~)IGD T O  6 0  
A = T ( ~ ) * T ( ~ ) - & * T ( J J * T ( ~ ) ; X ( ~ ) = ( - T ( ~ ) - ~ S ~ R ~ ( ~ ) ) / ( ~ * T ( ~ ~ )  
X ( O ) = ( - T ( ~ ) * C S ~ R T ( A ) ) / ~ ~ * T ( ~ ) ) ; G O  1 0  60 

5 )  S=I:IP=IV;~AX=~;B(M)=T(M);LPT=C 
5 0  ~ ( : ~ - ~ ) = T ( ~ - ~ ) + S * T ( K ) ; I F ( M A X . G T . ~ ~ O ) G C  T O  b b  

6 9 5  F I A Y A T ( ~ X , ' N O Y  C C % V E P G E N C E  OANS BAIRsTDU') 
5: 5 1 = ~ 4 - 2 , 3 ' - 1  

> ~ ( I ) = T ( I ) + S * B ( I + ~ J - P * ~ ( I + ~ )  
C ~ = ~ ( H ) : C Z = B ( : . ; - I ) + S ~ C ~ : I F ( ~ ~ - Z . E S , ~ )  G O  T O  s e  
0 3  5 1 = ~ . ~ - 2 , 2 , - 1  
C ! = O ( I ) + S * C ~ - P * C ~ ~ C ~ = C ~ ; C ~ = C ~  

0 C P v r I t r u ~  
5 6  C ; = S Z * S - V * C ~  

C j ~ ~ ( ~ ) * C J - 9 ~ l ~ * C L ; D P = a ( ~ ) * C Z - B ( 1 ) * C l ~ O T ~ ~ Z * ~ Z ~ C l * C 3  
~ S = D S / D T I D P = D P / D T ~ S = S + ~ S I ~ = P + D P J C T = ( P B S ( D S ) + A B S ~ D ? ) ) ~ ~ A ~ ~ ~ ~ ) * ~ ~ S ( ?  

1 ) )  
l F ( ( A B S i s ) l L T . E P S l . A ~ D , ( A a S ( P ) . L T , E P S ) , C O  T U  67 
: ~ ( ~ B S ( D ~ ) . G ~ . ~ P ) L A T = O ; ~ ~ A ~ = . ( A X + ~ ; G O  TO 58 
I F ( L A T . L T . S ) L A T = L ~ T ~ ~ ~ G J  T G  58 
A ~ S + * ~ - L * P ; X ( N - ~ ) ~ ( S * C S Q ~ ( T ( ~ \ ) ) / ~  
x ( t < - Z ) = ( S - C S Q R T ( A )  ) / 2 ; ~ . : = ~ - 2  
0 3  1 5  I=u,H 

l> T ~ I ) = ~ ( : + ~ ) ; I ~ ( M , L E ~ Z ) G C  T C  53 
I Z = l t I V = l ; t O  1 3  5 5  

6 0  I F ( ( I Z . E P ~ ~ ) ~ A ~ D . ( ~ V ~ E O ~ O ) ) ~ R I ~ E ( M A T , ~ O O ~ ~ S ~ U ~  
I : = ~ ~ I V = ~ J ~ ~ % = ~ J G ~  T O  5 5  

6 f  ~ ~ ( ( I z . F Q ~ o ) . ~ ~ D , ( ~ v . E ~ ~ ~ ) ~ ~ R I ~ E ( ~ A T ~ ~ o o ~ ; ~ ~ u P  
i - - ~ I I V = ~ ~ M ~ X = J ; G J  7 -  10 5 5  

c******.*****+*.************************8**~~***********~..***.**.**********.., 

C * E T H O D E  J E  PIEUTOW 
C******.*******.****.*.****************************8.*******~*..***********.**, 

53  DO 20 1 = 3 , ~ - 7  
N I X = O ; I F ( W 1 , L t . 2 ) ~ û  TO 2 0  

2 L  ~ ~ = Y ( O ) + Y ( ~ ) * X ( I ) + Y ( ~ ) * X C I J * * Z I O R = Y ~ ~ ) + Y ~ ~ ) * ~ * X ( I ~ ~ D ~ = ~ * Y \ ~ >  
DO 2 1  J = ~ . N  
F O = F O + Y ( J ) * X I ~ ) * * J ; D R = D R * J * Y ( J ) * ~ ( I ~ * * ( J - ~ )  

2 1  O A = D U + J + ~ J - ~ ) * Y ~ J ) * X ( I ) * * ( J - ~ )  
z = F o / D R ; ~ F ( C A ~ S ( Z J . L T . ~ , O - ~ ~ )  GO T g  2 0  
z~~./((>R/FO)-~D~~DR));X(I)=X(I)-Z~Z=Z/X(~) 
I F ( C A ~ S ( L ) . L T . ~ . D ' ~ S ) G C  1 0  2 0  
~ ~ X ~ M A X * ~ I ~ F ( M ~ X . ~ T , S O O ~ Y R I ~ E ( ~ A T ~ ~ ~ C ) ; S T Û P  
;O 10 2 2  

ZU U ~ I : E ( ~ A ~ ~ Z Û U ) I ~ X I ~ )  
5 5 0  F ? R ' ~ A T ( L X ~ ' I L  14 Y A  P A S  C O N V E R G E N C E  D e  L A  M f T l l O o E  D E  O E Y I U k e )  
6 3 0  F 3 a M A T ( 3 X 1 1 L E  P O L Y ~ O M E  N E  P E U T  A V O I R  D E  R A C I N E ' )  
2 9 5  F ~ ~ ~ A T ( ~ X ~ * ~ ( ' ~ I Z ~ ' ) = * ~ ~ ( D Z ~ , I S ) )  

R E T U R N  
i:10. 



2 4 .  
a s .  
26. 
2 7 .  
2 8 .  
29. 
30. 
3 1 .  

bO. 
6 ' .  
6 2 .  
6 3 .  
6 4 .  
6 5 .  
0 6 .  
6  7 .  
6 8 .  
6 9 .  
7 0 .  
7 1 .  
7 2  . 
73. 
7 4 .  
' S .  
'6 
7 7 ,  
78.  

!m.  , 

RC, 
8 1 .  
8 2 .  
83 
8 4 .  
9 5 .  
86 r 
87. 

C 3 ! 4 P L E X X ( 3 : N j o D R , F O  
C * * * * * + * t t * * * * * * * " C .  CARTES POUVANT ETRE U O D I F I E E S  PAR L I U T I L I S A T E U R ~ ~ * * * * ~ ~ * ~ *  

D I M E ~ S ~ O ~ ~ Y ( ~ : ~ ~ ) ~ ~ ( O : ~ ~ ) , T ( ~ I ~ O ~ , I Q ( ~ : N ) , J Q ~ ~ : ~ O ~ ~ ~ ( ~ : ~ O ~ O : ~ O ~  
D I ~ E N S I O ~ C ( O : ~ O )  
M A T - 1  O8 

C * * t * * . . * . * * + * * * * * * t . * * * * * * a  F I N  * * + * . t * * * * * * * * * * * * * ~ * t * ~ * * * * * * * * * * * . ~ t t ~ t * * * * . e *  

I K = - ~ ; I F ~ ~ ~ . L T . ~ ) ~ ~ I T E ~ M A T , ~ ~ ) ~ ~ I s T ~ P  
8 0 0  F 3 R n A T ( l x , ' i R R E U k  L E  DEGRE E S T  N E G A T I F ' )  

I F ( A B S ( Y ( ~ ~ ) ) . L T . ~ ~ D - ~ ~ ) U R I T E ( ~ A T , ~ ~ ~ ) N ; S ~ O P  
6 0 1  F O R Y A T ( ~ A , ' L E  P O L Y N O M E  N E S T  P A S  D E  DEGRE ' 0 1 2 )  

DO 3 I = 0 * N  
I F ( & B S ( Y ( l ) ) ~ L T , l ~ D - 1 4 ~ I 2 ~ I ~ N 2 ~ 1 2 ; G O  TD 4 

5 :ONTI?dUE 
4 I F ( I ~ . E O I * ) X ( U ) = O ~ ~ K = O ~ I O ( O ) = N I ~ O  TO 4 5  

I Y = O ; I F ( X ~ . E Q , O ) ~ K = - I  
1 1 = ~ - 1 2 1 h 1 = I 1 1 1 ; ~ 1 1 . ~ T . 2 ~ G 0  10 6 
I F ( I K . E ~ v J ) Y ~ ~ ) = ~ ~ I ~ ( ~ ) = I ~  
1 F 1 E c 1 ) - Y 1 2 / ~ 1 2 + 1 = 1 K + 1 1 = G 0  TO 4 5  
A = Y ( ~ ~ + ~ ) * * ~ - L * Y ( ~ ~ + ~ ) ~ Y ( I ~ ) ; I F ( A ~ $ ( A ) . G T , D - ~ ~  TO / 

X ~ O ~ = ~ - Y ~ I ~ + ~ ~ - C S ~ U T ~ A ~ ~ / ~ ~ ~ ~ ' ~ I Z + ~ ~ ~ I G O  TO L S  
O  DO 5 I = l r I l  

3(Il'Y(IC+I) 
) T ( I - I ) = I * Y ( : L * ~ ) ~ ~ ( O ) = Y ( I Z ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ - ~ ~ K ~ O  

~****..**t...*********.******************************************~***.********** 
r C A L C U L  DU P O L Y N ~ M C  D E  P L J S  P E T I T  3 r G R 5  Q V I  A L E S  MCMES R P C I t 4 E S  

C 1JE L E  P O L Y X J N E  D O ~ T  3'i C A L C U L E  L F S  R A C I N E S  
~*.+.r****..*.*..******************************k******************************** 

6 0  JP(K)=!~'I~;C<K)=T(!~);O(K,JJ(K))=B(I~) 
0 3  3 I = ? i J P ( K )  
k = B ( I I - I ) * T ( I Z ) * * r  
2 2  9 J = o #  1-1 
A ? = ~ ; I F ( I - J - ~ . Y E . J ) A H = T ~ I ~ ~ * * ( I - J - I )  

Y A = A - T ( I l ' J 7 ( K ) - I * J ) * D ( K , J P ( Y ) - J ) * A R  
d C ( K . J û ( K ) - I ) = A  

D3 1 0  J = O i 1 2 - l  
A = B ( J ) * T ( ~ ~ ) * * ( J Q ( K ) + ~ ) ~ N ~ = u I N ( J ~ ( K ) ~ J )  
DO 11 ! = U * L i 7  
A3=1;IF(I.~i.O)AR=T(LZ)**I 

11 ASA-J(U, I ) *T(J - I ) *AR 
1 U  B ( J ) = A  

J j  12 J=AL-1 .U. -1  
I F ( A 3 S ( B ( J ) ) . G T . l * 3 - 1 2 ) 1 1 = J ; ; O  TO 1 5  

11 C O Y T I ' ~ ~ E ~ : ; ( K . N ~ . J ) G O  TO 1 7  
I F ( : K . E P . G ) X ( 1 ) = 0 1 1 0 ( l ) = k - t t  
Z ~ O ~ ~ ' O C J ~ J ) / ~ J ( Q ~ ~ ~ * C ~ O ~ ~ I I ~ ~ I K + ~ ; ~ Q ~ O ) ~ ~  TO 4 5  

13 0 3  1 4  1=0,:2 
1 4  T ( I ) ~ T ( I J * ( T k 1 Z ) * * ( J P ~ K ~ + l ) ~ ~ I ~ ~ I l ~ ~ Q ~ O ) B U i C  TO 1 9  

DO 16 I = U a 1 2  
A=T(:);~F(I.LE.I~JT(I)=~(I) 

10 ~ ~ ~ I = A ; I ~ = ! ~ ; I ~ = I ~ ; ~ ~ = I ~ I K ~ K ~ ~ ~ J ~ ~ Y ~ ~ ~ ~ - L  TG 6 6  
1 7  T ( O ) = : ; I L = j ; A = 3 ; 5 0  TO 2 9  
? 3  I F ( K . L E . h l - 2 )  GO 1 0  2 0  

C CAS OU L E  P O L Y k O t ' i  N ' A  P U  ETRE' C A L C U L E  UU t h C O d E  A  t T E  C A L C U L 2  
C E T  EST JE MEME JE D E i R E  ? U E  L E  P9LYNOME DORT dk P A L C U L &  L E S  S A L I V E S  

2 0  9 3  2 1  i = U r d l  
I ~ ( I ) = I ; U ( I ) = Y ~ ~ ~ ~ - I ~  

2 1  C S t 4 T I L U E i ç A L L  R i C L N E ( B , N 1 . X ) i I K t l K + F i l i I F ~ I A . ~ * c . O ) G O  TG > w  
I F ( 1 K . E O . N - 1 1 6 0  1 0  4 5  
GO TC 33 

2 u  DO 2 2  I = V * 4 1  
8cI)=9;:f(~.Lt*Iz~d(I)=T(I) 
T ( I ) - n ; x F ( I . s ù . o ) i ( ~ ) = ~  

2 1  C ~ V T ; Y U E J I J = I ~ ; I ~ ~ = O ; I A = O  
D l  1 8  L = K o * . - l  
r Y = r D + J 3 ( L )  
0 0  2 3  l s J Q ( ~ J , l , - l  

2 5  D ( L , I ) = D ( L . I ) * C ( L ~ * * I I C ( L ) = C ( L ) . + ( J U ( L ) + ~ ~  
DD 2 5  I r O , I Y  
T C I ) = T ( I ~ * C ( L J  ;HZ=WAX(O,I-JO(L));US=MIN(ID,I~ 
DO 2 5  JtMZ;43 
T ~ I ) = ~ ( I ) * ~ ( L ~ I - J ) * B ( J ) ~ I F C A ~ S ( T ~ I ) ) . ~ D + U N I A J O  T O  2 8  

2>  C ~ Y T I Y U E I I F ( L . E Q . O ) G O  T O  J O  
03  2 6  I ' U e 1 3  
~ ( I ) ~ B C I J * C ( C ) ~ I F ~ A ~ S ( ~ ( I ~ ~ . G T . ~ , D + O O ~ Y ~ U I ~ I G O  TO 21 

2 0  C3NTIP!UE 
0 3  2 7  IrU*LN 
I = T ( l ) l ~ ( i ) r d ( I ) r d ( X # = A  

2 '  COYTIYUE~I~~IN 
1 8  C 3 N l I ! i b E  
30 I F ( : N . E O * N J k Z a J ; G u  TO 26 



t C A S  OU LE P O L Y y O Y E  D E  P L U S  P E T I T  Dt DEGRE E S T  D k  0 t G ~ t  I N F E R I E u R  
C A  C E L U I  O U  P O L Y N O A E  D O N T  Ob C A L C U L E  LES R A C I N E S  

lFtlN.GT.2)CALL R A C ~ N E ( T ~ I h r X ) r 1 6 r y Y + I t i i G O  1 0  33 
A = T ( ~ ) * * ~ - ~ * T ( ~ ) * T ( O ) ~ ~ ( O ) = ( - T ( ~ ) + C ~ Q R T ( A ) ) / ( ~ * T ( ~ ) )  
a(l)=(-~(l)-CSû9T(A))/(2*~(2)) 
~ K = ~ K + ~ ; I F ( I ~ . E ~ , Z ) X ( ~ ) = O ~ I P ( ~ ) = N - N I  

33  DO 3 4  I z U e i K  
34 u R I T E ( M A T , ~ ~ ~ ) I I X I I )  

9 0 0  F O R M A T ( ~ X I ' A ( ' ~ I Z ~ ' ) ~ ' ~ ~ ( D ~ Z ~ ~ S ) )  
D O  3 5  IUU, I K  
I F ( C A B S ( A ( I ) ) . L T , ~ , D - ~ ~ ) G ~  TO 35 
D R = ~ ~ ~ ) + Z * Y ( ~ ) * X ( ~ ) I F O = ~ * Y ( ~ )  
D O  36 Jzr5,rf 
O 4 ~ 0 R + J * V ~ J ) * X ~ I ) i * ( J - l ) i F O ~ ~ O + J * ( ~ - l ~ * Y ~ J ~ * X C I ~ * * ( J - 2 )  

30 C O N T I N U E ~ I O ( I ) = ~  
:~CCAQS(tO).LT.l,o-l>)IQ(1)=3;GC T O  3 5  
I ~ ( C A B S ( ~ ~ ) . L T . ~ , ~ - ~ ~ ) I O ( I ) = ~  

3 )  C O Y T I I U ~  
IF(1K.GTsl)GU 7 3  4 5  
IF(IO(C)+IQ(~J.SE.N)~O TO C S  
I F ( ~ Q ( O ) . G T . I P ( ~ ) ) I ~ ( O ) = I ~ ( ~ ) ~ ~ I G O  T O  45 
IP(l)=lO(l)*l:G~ TO 45 

5 J  U R I T E ( F A T I ~ ~ ~ ) J J K = : K ; I ~ = J  
600 F ~ R U A T ( ~ X , ' L E S  RA~I:iES O 3 3 R i  M U L T I P L E  S D N 1  ? ~ O ~ , G J E E S  A r l R T l H  O U  

18-EYE D E ~ I M A ~ ' )  

S U B R O U T I N C  GA!JSS(U,T,X,X) 
~****.***.******~**..*******.***********************e*********************,**.** 

C R E S O L U T I O N  C o u \  S Y S T E N E  D ' E ~ U A T I ~ N S  PAR LA HETi-lODE DE G A U S S  ~******* . . . ** .**** .* .***** . . ****~****** .***************~*~** ,************* . . . ***  
C********ee*****+**** C A R T E S  P O U V L N T  E T R E  M O D I F I E E S  P A R  L ( U T ~ L I S A T E U R * * * * * * * * * * *  

C ~ U P L E X P ( O : ~ O I @ ; ~ ) . X ( O : N ) , B ( O : ~ O )  
~ k ~ = l 0 8  
~ ~ s - 1  . O - 1 5  

C*~..~i**r******~t***.ttIN*.~t~**e*tt**.e*e****iee****ee~***~*****ei*e*m******** 

o I v ~ ~ ~ I o h f ( 0 : ~ )  
C O n P L E X O ~ D A  
0 0  33 I=U.N-l 

3 5  B ( ~ ) = C M P L X ( T ( I ~ , O I I L = ~ - ~  
IF(t)91,V2.90 

9 1  URITE(MAT,P~)ISTOP 
95 FOR%AT(3K,*ERREJR S U R  L  O R D R E  D E  L A  HATR1EE') 
9 0  D O  4 L=~'l,le-l 

I M = L ~ D C = O  
DO 2 J=L.O,-? 
IF(CABS(C(J,L)),L~,DC) G O  T O  2 
DC=CABS(Q(J,L));IM=J 

d COYTINUE;IF(DC.LT.EPS)JRITE(MAT,~OO)ISTO~ 
2 0 0  F3Q'4AT(.I~r''iATRIC A S S O C I E €  SINGULIERE') 

IF(IM.EOSL)GO TO 1 1 0  
DO 3  J = O * L  
D~O(IR.J);P(IM.J)=~(L,J);Q(L,J)=D 

3 C O Y T ~ C U E I ~ A = O ( L ) J ~ ( L ) = ~ ( I M ) I B ( I M ) = D A  
1 1 0  0 0  I I13iL-1 

B(I)=B(IJ-(*(I,L)*~(L)/~(L,L)) 
00 4 Jt9.L-1 

4 I(I.J)=Q(:~J)-(J(~,L).O[L,J)/O(L,L)) 
9 2  I ~ ( C A U S ( ~ ~ O ~ O ) ) , L T . ~ P S ) W R I T E ( M ~ T ~ ~ O O ~ I ~ ~ ~ ~  

X ( ~ ) = B ( ~ ) ~ ~ ( O ~ ~ ) ~ I F ( ~ . E Q . ~ ) ~ E T U R Y  
D O  5 :=1 .ad-l 
D=a(I) 
5 0  6 J=O*i-l 

6  ~ = D - Q ( I , J l * X < J J ; ~ ~ 1 ) = D / P ( I l f ,  
5 E O N T I N U E ~ R E T U ~ N  

E l 9  



SEPTIEME PARTIE P-l 

ALGORITHME q d  

1. DEFINITION ET RELATION AVEC L'ALGORITHME qd 

w 

S o i t  l a  s é r i e  formel le  f ( t )  1 c  t3. On peut  d é f i n i r  l e s  fonct ion-  
j =O j 

n e ï i e s  l i n é a i r e s  y ( m )  t e l l e s  que 

On abrègera o r tho rona l  r é g u l i e r  en  O . R .  

S i  on note  W ; ~ ) ( X )  l e s  polynômes orthogonaux p a r  r appor t  à l a  fonc- 
(ml t i o n n e l l e  y , on a u r a  pour m-2kt2 > O 

wkm) non O.R. s inon  

wkm) est O.R. s i  

Dans t o u t e  l a  s u i t e  on supposera l e s  polynômes orthogonaux wLm)(x) 
(ml u n i t a i r e s  e t  donc s i  Wk e s t  O.R. on peut  é c r i r e  

C m- 1 

i 

6 m-kt 1 

C 
m-k 1 



Défin i t ion  7.1. : On a p p e l l e  t a b l e  W un t a b l e a u  à double e n t r é e  dans l e q u e l  sont  
(ml rangées l e s  f ami l l e s  ad j acen te s  des  polynômes orthogonaux p a r  rappor t  aux y , 

* 
m E N ,  de l a  manière s u i v a n t e  : 

où l ' i n d i c e  supé r i eu r  correspond à l ' i n d i c e  de l ' a n t i d i a g o n a l e  e t  l ' a u t r e  à 

c e l u i  de l a  colonne. 

On s a i t  d 'après  l e  théorème 1 . 5  de C l ,  page 541 q u ' i l  e x i s t e  une r e -  
(ml l a t i o n  de récur rence ,  à t r o i s  termes e n t r e  t r o i s  polynômes consécu t i f s  Wk ( x ) ,  

dont  l e s  c o e f f i c i e n t s  s o n t  déterminés p a r  l e s  r e l a t i o n s  p ré sen tées  dans ce  
(m ) théorème en  remplapant l a  fonc t ionne l l e  c(") p a r  l a  fonc t ionne l l e  y . 

% (m > 
S i  on no te  p r ( i ,  m) l e  degré du polynôme O.R. prédécesseur  de Wi s u r  

l ' a n t i d i a g o n a l e  m,  on p e u t  é c r i r e  

QJ 
(x)  e s t  un polynôme u n i t a i r e  de degré i-pr(i ,m)-1. 

(ml On démarre l a  r e l a t i o n  ci-dessus avec W-l ( x )  = O e t  W?)(X) = 1. 



Dans l e  c a s  où l a  t a b l e  W est normale, on peut  d é f i n i r  un algori thme 

q u i  ressemble à l ' a lgo r i thme  qd e n  posant  

on démontre que l e s  polynômes orthogonaux W ( ~ ) ( X )  v é r i f i e n t  l e s  r e l a t i o n s  
k 

que l ' o n  appelera  r e l a t i o n  de récurence s u r  deux an t id i agona le s  ad j acen te s  

e t  que l e s  (;:)> e t  (:km)) s a t i s f o n t  l e s  r e l a t i o n s  

2, 
Déf in i t i on  7 .2 .  : On a p p e l l e  a lgori thme qd l ' a lgo r i thme  q u i  c a l c u l e  l e s  coef- 

%( m > f i c i e n t s  (;?)> e t  (ek  > q u i  i n t e rv i ennen t  dans l e s  r e l a t i o n s  de récur rence  

s u r  deux an t id i agona le s  ad jacentes .  

% 
On rangera  l e s  éléments c a l c u l é s  avec l ' a lgo r i thme  qd dans un t a b l e a u  

Ir 
que l ' o n  a p p e l e r a t a b l e  qd,  c e  t a b l e a u  e s t  de  l a  forme : 



l ' i n d i c e  supé r i eu re  é t a n t  l ' i n d i c e  de l ' a n t i d i a g o n a l e  e t  l ' a u t r e  c e l u i  de l a  

colonne. 

Grâce à l a  p r o p r i é t é  4.13 

de C l ,  page 3161 t o u t e s  l e s  r e l a t i o n s  e n t r e  l e s  polynômes orthogonaux e t  l e s  

éléments de l a  t a b l e  qd s ' é t enden t  a u  cas  des  polynômes W ( ~ ) ( X )  e t  des  616- 
% 

k 
ments de l a  t a b l e  qd. I l  s u f f i t  de t ransformer  tous  l e s  passages de l ' i n d i c e  

n  Z n + l d e s  d iagonales  en  passage de l ' i n d i c e  m à m - 1  des an t id i agona le s .  

On o b t i e n t  p a r  exemple l a  g é n é r a l i s a t i o n  des r e l a t i o n s  (1 )  e t  ( 2 )  : 

(m-1) - s i  Wi e s t  O.R. 

( 5 )  W F ~ ) ( ~ )  : a ( m '  (XI W,,, ( m l  ( x )  + Q(m) Ei+l W,, (m-1) % (X  1 
i - p r (  i+l ¶m) p r ( i+ l ,m)  p r ( p r ( i + l  , m l  ¶m-l) 

e t  s i  de p l u s  ~1:: est O.R. 



Et  l e s  r e l a t i o n s  rhomboïdales c lass iques  donnent les r e l a t i o n s  (3) 

e t  (4 ) ,  avec au départ  

Dans l e  cas d'une t a b l e  W non normale, l 'ensemble des r é s u l t a t s  pour 

l e  contournement des b locs  P s 'applique aux b locs  W.  En e f f e t  on o b t i e n t  l e s  

r e l a t i o n s  "spéciales" pour contourner l e s  b locs  W en modifiant l e s  ind ices  

supér ieurs  des r e l a t i o n s  de contournement des b locs  P ,  de façon symétrique 

pa r  rappor t  à l ' an t id iagona le  p r inc ipa le  du bloc.  

Exemple : S i  on a un b loc  (n, k ,  r )  



où n  e s t  l ' i n d i c e  de l ' an t id iagona le  p r inc ipa le ,  

r t e l l e  que rtl e s t  l a  l a rgeur  du b loc  

e t  k  e s t  l ' i n d i c e  de l a  première colonne du b loc ,  

a l o r s  n t r t l - i  " n-r- l+i  

2i 
Montrons q u ' i l  e x i s t e  une r e l a t i o n  e n t r e  l e s  algorithmes qd e t  qd . 

Considérons une s u i t e  de nombres r é e l s  e t  déf in issons  l e s  

fonct ionnei ïes  l i n é a i r e s  y(m)  e t  b (m)  t e l l e s  que pour N f i x é  

pour j E IN, N-m-j 2 O 

(m) On remarque que b  = y (N-m) Vm E N  e t  que 

Corol la i re  7.3. : Y e t  b  ont  l e s  mêmes b locs  H.  

-(ml Notons Pk ( x )  ( resp .  W?)(X))  l e s  polynômes orthogonaux pa r  rapport  
(ml aux b  ( r e sp .  y ( m ) ) .  

-(ml Corol la i re  7.4. : S i  Pk (x)  e s t  O.R.  a l o r s  % (N-m)(x) e s t  O.R.  avec k  e t  m 

t e l s  que O 5 m < N-2k+l. 

-(ml Corol la i re  7.5.  : S i  x  e s t  O.R. a l o r s  P ( X )  = (N-m) 
pr(k+l,m) 

( x  > 
'&(k+1 ,N-m) 

-(ml 
Ce c o r o l l a i r e  permet d ' é c r i r e  P 

(N-m) 
(x )  = W, ,, (X 1 

pr(pr(k+l ,m) ,ml p r ( p r ( k t 1  ,N-m) ,N-m) 



c o r o l l a i r e  7.6.  : si  F ~ ) ( x )  e s t  O.R. a l o r s  Ê ( ~ - ~ )  - cfest-à-dire k + l  - Ek+l 

Q(N-m) (m) -(rn+l) 
ek = ek si Pk-l e s t  O.R. 

Ê(N-m) k t 1  = C::: sinon 

avec k e t m  t e l s  que O S m I N-2k 

-(mtl) e t  s i  de p lus  Pk "(N-m) - (ml avec et k  - e s t  O.R. on a  qk - qk 
t e l s  que O 5 m < N-2k+l 

-(ml Ce c o r o l l a i r e  s e  démontre en  remplaçant l e s  polynômes Pk (x)  p a r  l e s  

polynômes W *N-m)(x) dans l e s  r e l a t i o n s  de récurrence s u r  deux diagonales adja- 

c e n t e s e t e n  i d e n t i f i a n t  l e s  r e l a t i o n s  obtenues avec l e s  r e l a t i o n s  (5) e t  ( 6 ) .  

CL 
Ce c o r o l l a i r e  montre que l e  comportement de l ' a lgor i thme qd e s t  symétri- 

que, pa r  rappor t  à une hor izon ta le ,  de c e l u i  de l ' a lgor i thme qd. 

CL 
CONCLUSION : Appliquer l ' a lgor i thme qd à une s u i t e  (ci) O a i a N r e v i e n t  à 

appliquer l 'a lgori thme qd à l a  s u i t e  (b = c  ) O I j < N ,  changer l e s  indi-  j  N - j  
c e s  m des diagonales en N-m e t  f a i r e  une symétrie  par  rappor t  à une hor izonta le .  

'L 
Donnons un algorithme de passage de l a  t a b l e  qd(b.)  à l a  t a b l e  qd(c . ) .  

3 1 

Algorithme -- ------- 

-(m 1 (ml Les Pk sont  les polynômes orthogonaux p a r  rapport  aux b  . 
(ml Les w?) sont  l e s  polynômes orthogonaux p a r  rappor t  aux y . 
%(ml et On notera  qLm) e t  eLm) l e s  éléments de l a  t a b l e  qd(b.1 e t ,  qk 

'L 3 
ceux de l a  t a b l e  qd(c . ) .  

3 

Le passage d'un numéro au suivant  s e  f a i t  en séquence sauf s ' i l  e x i s t e  

un ordre a l l e r  en. 



On pose j = O et k = 1 

(N- j 1 - Si F;') est non O.R. alors Wk est non O.R, aller en 4 

(N-j) est O.R. sinon Wk 

j 1  est non O.R, c'est-à-dire si ~ ( j )  est à l'Est d'un bloc et 2 - Si Pk-, k 

(N-j) est à l'Est d'un bloc W, aller en 3. donc :Lj) est infini, alors Wk 

si j 2 N-2k+l aller en 5. 

j 1  est non O.R, c'est-à-dire si PL') est au Nord d'un bloc P 3 - Si Pk 

(N-j) est au Sud d'un bloc et donc eLj ) est infini ou indéfini, alors Wk 

W, aller en 4. 

%(N-j) - (j) -(j+l) 
ek - ek si Pk-l est non O.R. 

4 - Si j < N - 2k+l, j+l -t j et aller en 1. 

5 - Si N - 2k+l S O fin 

k+l -+ k , j = O et aller en 1. 

II. M I S E  EN OEUVRE 

Elle se fait avec l'ensemble des sous-programmes de calcul de la table 

qd et le sous-programme QDTILD. 

Mode d'Em~loi du sous-~roeramme QDTILD 

Appel : CALL QDTILD(C, N) 



Paramètres : C est le tableau des coefficients de la série formelle, il est 

indicé de O à N. 

C et N sont des paramètres d'entrée. 

SOUS-PROGRAMMES UTILISES : QUDE, DETECT et EST. 

Description : Ce sous-programme calcule la table q d  des polynômes orthogonaux 

satisfaisant la relation de récurrence à trois termes sur les anti- 

diagonale S. 

Ce sous-programme donne aussi l'allure de la table de ces poly- 

nômes orthogonaux. 

EXEWLE D'APPEL DES SOUS-PROGRAMMES 

On présente un programme qui lit NL et les coefficients ci de la série 

formelle, et appelle le sous-programme QDTILD, ce dernier utilise QUDE, EST 

et DETECT . 

~ 4 1 1 I C . * * t ~ . * t * * t * r * * * * * * t * * * . ~ ~ ~ t * * * * * * * * * * * * * e * * * * * * * * * * * * * * * * * + * * * * * * * *  

e PROGRAMWE PRII~CIPIL PnuR L E  C A L C U L  D E  L a  T A ~ L ~  a-n A P A R T I S  DE L A  
C R E L ~ T O O Y  J E  RECbRHinCE A T R 9 I S  TERrES SUR LES A ~ T I ~ I A ~ O N A L E S  
C  c EST L E  T A B L ~ A U  UES C~EFFICIE~TS 0 5  L A  S E R I E  F O R Y F L L E , I ~ D I C ~  DE ZERC 
C A  NL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
t * * c " * * * r * * r * * r * * l A S T E S  POUVAYT FTEE MO!!IFSEES PAR L ~ U T V L I S A T E U R * * * * * * * * ~ ~ * * * * *  

C O N Y O I ~ O C ~ ( - ? ~ : ~ O ~ ~ : ? O ~ ~ O C ~ ~ ~ ~ : ~ O ~ , ~ ~ R ( - ~ ~ : ~ O * G : ~ O ~ ~ ~ Q ~ - ~ @ : ~ O ~ C : ~ O ~  
~ , D E ( - ~ C : ~ ~ . ~ : Z ~ ) ~ N D F ( - ~ ~ : ~ O . O : ~ ~ ) / S / N ( ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ , N ~ ~ ~ O ~  

D I H E N S I ~ N T ( O : Z O )  
LGB= lOS 

C~****~**..++r**irr****bI~*t***...******e*m**********************v************** 

R E A D ( L G B * Z @ i N L  
R E A D ( L G 9 ~ 3 O ) ( T ( I ) * I . O , I L )  
C A L L  O D T I L D ( T , N L )  

30  FORuAT (SF19 .4 )  
2 0  FORYAT(IJ) 

STOP 
EN0 

Pour NL = 10 et les c. suivants : 
1 

CkLCCL DE L: T A 6 L E  C - D  IH:L3A P C U *  LES CCEFFXC:ENTS: 
C <  0 ) ~  - . 1 0 0 0 C 9 0 8 6 0 C U U @ ~ @ + G ~  
t ( il= - . ~ n c o ~ ~ n ~ ~ o t c ~ o n ~ + o ~  
CC 2 ) m  . 1 0 0 G 0 G @ @ ù 0 ~ 0 ~ @ C 0 + u ~  
C (  3 ) s  .GOCOC?9COOCCLDOD-CC 
C C  c ) ~  . ~ ~ C O C C C Q O O C O Ç O ~ ~ + C O  
C (  SI= . 0 0 0 0 9 C 0 3 O E C 3 ~ O C D + ~ C  
C (  6 ) =  .10030ù0ù00Cr !COCD+O~ 
C (  7 ) *  . l ~COC3@CO"CPOOQ.+0~  
C (  8 .20060GCOCOOCObOD+0~ 
C C  O ) *  - .?00G0090Q00CUCOD+C4 
C <  1 0 ) s  . 1 0 0 0 0 3 @ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 + 0 '  



On a l e s  r é s u l t a t s  su ivants  : 

Le tableau 

où l e s  numéros de gauche sont  l e s  indices  des ant id iagonales ,  l e s  + représentent  

l e s  polynômes orthogonaux r é g u l i e r s  e t  l e s  O l e s  polynômes orthogonaux dans l e s  

blocs,  

( n  > donne l ' a l l u r e  de l a  t a b l e  W des polynômes orthogonaux Wk . 
% 

Les valeurs  des éléments de l a  t a b l e  qd sont  : 
.Sc--\ 
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1 .  V A L E U R  D E  9 

j N= 1 . 1 0 0 0 ~ 0 0 0 0 0 0 û 0 0 U D + 0 1  
I V A L E U R  Y €  O V A L E U R  D E  E 

I N F I N I  O U  I N D E F I N I  
I N F I N I  OU I N D t F I N l  

I N F I N I  OU I N D E F I ~ I  
I N F I N I  OU I N D t F I h I  

I N F I R l  O b  I N D E F I N I  
I b F I N I  OU I N D t F I h I  

I N F I N I  OU I N D E F I N I  
. ~ ~ ~ ~ u o o o o o o o o o ~ ~ + ~ ~ ( * )  

I W F I N 1  OU 1 1 < 3 E F I . ; I  

I N F I N I  O U  I L 3 t F I h l  

V A L E U R  DE  a V A L E U R  D E  E  1 N O I C c  UE L C L O i * N E =  4 

N a  5 I N F I N I  OU I N D t F I h i  
I N F I N I  O U  I N D E F I N I  V A L E U R  O C  9 V A L E U 2  D E  E 

N I  6 I N F I K I  OU ILDSFINI 
I N F I h I '  OU I N D E F I N I  I N F I N I  OU I h O L F I h l  

N= 7 I N F I N I  OU I h D t F I N I  . 1 0 0 0 j 0 0 0 ~ @ ~ 0 0 0 0 ~ + ~ l ( + )  
I N F I N I  O U  I N D E F I N I  SUFINI OU I h ~ k f l N I  

-8 e 0 0 0 0 ~ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ~ 0 + 0 0  ( * )  - . 6 0 ~ 0 0 O G O O C 1 0 0 @ 0 ~ + C ~  
~ ~ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ~ ~ ~ O ~  

~ * 2 0 ~ 0 0 0 0 0 ~ 0 0 0 0 0 0 0 + ~ 0  
Ir 9 ~ ~ ~ O O U O O O O O O O O O U L ~ U ~  . b l o b 6 6 6 6 6 a o 6 6 6 7 : * ù 1  

V A L E U R  UE a V A L E U R  DE E 

Les numéros de gauche sont  les indices  des antidiagonales.  

% (*) valeurs des éléments q u i  sont  dans l e  b loc  qd. 



** 
:$ * *  LE SOUS-PROGRAMME QDTILD $ 2  



1 9 S ~ B R O ~ J T I N I ~  ~ u i 1 ~ D k C . h ~ )  
2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
3.  c CALCUL D k  LA T A R L E  0 - 0  DES POLYNOMES ORTHOGOKALX S A T I S F A I S A Y T  LA 
4 ,  C R E L A T I O Y  UE RECURWEWCE A TROIS TERPES SUR LES :NT:E?ACONALES 
5 .  O C EST L E  TABLEAU DES COEFFICIENTS DE LA S E R I E  F O R ~ F L L E . I N D I C E  DE ZERO 
6. C 4 N L  
7. C CE SOUS'YROGLAMME U T I L I S E  LES SOUS-PROGRAMMES OUDE 

EST 
DETEET 

10; C * * * * * * * * * * * * * * * . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  
1 C*****r***r*****r*CA4TES POUVANT CTRE M O D I F I E E S  P A R  L ' U T ~ L ~ S A T E U R * * + ~ ~ * * ~ C C * ~ * * *  
1 2 .  C O ~ C O N ~ C ~ ( - ~ ~ : ~ ~ ~ U : ~ O ) . T ( - ~ ~ : ~ ~ ) ~ D B R ( ' ~ ~ : ~ O ~ Û : ~ O ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ G : ~ C ' ~ O : ~ O ~ ~  
4 3 .  ~ D E ( - ~ ~ : ~ O . @ : ~ O ) ~ N D F ( - ~ O : ~ ~ , O : ~ O ) / S / N ( ~ ~ ) # ~ ( ~ O ) . Y R ( ~ ~ )  
? 4. D 1 M E N S 1 O ~ ~ ( ~ : N L ) ~ N ~ ( - 1 : 2 0 , 0 ~ 2 0 ) . ~ ~ ~ : 2 0 , 0 : 2 0 ~ ~ E ~ ~ : 2 ~ . 0 : 2 0 ~  
? S .  nA l= lC !S  
1 C * * * * * r ~ * + * * + + * * + * * * * * * t I ~ * t ~ * * * * * e ~ . r * * * * * * * * * * * * * * * * * * * e * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  
1 7 .  U R I T E ( M A T . 7 5 5 )  
1 8 .  7 5 5  fOR?. lAT(2* , 'CALCUL DE LA TABLE Q-3 T H I L D A  POUH LES C O E F F I C I E N T S : ' )  
1 9 .  7 5 6  F O R M A T ( / I ~ Z X * ' C A L ~ U L  DE L A  T A B L E  0-0 POUR LES cOEF~ICIENTS:')  

DO 1 I = N L , O , - ~  
T ( I ) = C ( N L - I ) J N F ( I ~ O ) ~ ~ ; K A ~ N L - I J U ~ I T E ( M A T ~ ~ O ) ~ ~ , C ( ~ A )  

1 C O N T I ~ U E ~ U R I T E ( M A T ~ ~ ~ ~ ! J C , ~ L L  O ~ ~ D E ( N L . O , O , L A ) J L ~ = ~ : . I = ~  
U R I T E ( M A T t 8 8 0 )  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
C S Y M E T Q I ~  DAR RAPPORT A UkE HORIZOI~TALE 
~************.*i***+***~*+~****~*******.~*~*~****-****************************** 

1 3  I F ( Y D F ( J ~ L ~ ) , E Q . O > ~ F ( N L - J . L ~ ~ = O ~ G O  TO 12 
W F ( N L - J , L l ) = l ; I F ( N D F ( J + l , L l - l ) , F Q . O ) G O  TO 11 
O ( N L - J . L ~ ) = D Q ( J , L ~ )  

11 I F ( J . G T . N L - 2 * L l )  60 TO 1 2  
~ F ( N D F I J + ~ , L ~ ) . S T . O ) E ( ~ L - J , L ~ ) = D ~ : ( J ~ L ~ )  ' 

1 2  1 F ( J . L T . K L - 2 * L l + l > J = J + l t G ~  TO 1 3  
I F ( N L - Z * L ~ ~ ~ . L E . O > J = ~ ; I = ~ : G O  TO 8 2 0  
~l=~l+l tJ=OiGO TO 1 3  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
C S O R T I E  D E  LA T A B L E  Q-D 
C * . . * * * . * * * * * * * * * * * * * . * * * * * * * * * * * * * * * * * + * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * + * * * * * *  

8 2 0  U R I T E ( M A T . ~ ~ O ) ! ; U R I T E ( M A T . ~ ? S )  
I F ( ~ F ( J , I ) . E U . O ) ~ R I T E ( U A T , ~ ~ O ) J ; G O  TO 8 1 6  
I F ~ u F ( J - ~ * ! - ~ ) . E ~ . O ) G O  1 0  7 0 4  
u R I ~ E < H A T ~ ~ O ~ ) J . O ( J , I ) ~ G O  1 0  8 1 4  

8 0 6  I F ( N F ( J , I ) . E Q . O ) U R I T ~ ( P A T , ~ ~ ~ ) ; U ~ I T E ( ~ A T ~ ; G O  T b  8 1 L  
I F I u F ( J - ~ , I ) . E Q . . O )  GO t O  8 1 5  
U R I ~ E ( M A T ~ B O V ~ E ( J ~ I ) J ~ F ( N F ( J J ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ E ~ ~ O  1'3 7 0 6  

8 1 6  Y R I T E ( N ~ T ~ S O ~ ) J , O C J , I ) : G O  T n  8 1 ~  
7 0 4  U R I T E ( H A T ~ ~ S O ) J J G O  TO 8 1 4  
8 1 5  u R I T E ( N A T , ~ s ~ ~ ; : F ( ~ F ( J J ~ , I ~ ~ ) . E P . O ) G O  TO 7 0 4  

GO TO 8 1 6  
816 I F ( J . L T . N L ) J ~ J + ~ ~ S O  1 0  8 0 6  

I F ( 2 * I i L T ~ t l L ) I ~ ? + 1 ~ J ~ 2 * I - ' 1 ~ G 0  TO 8 2 0  
n 0 ~ = - 1 : 1 = O ; n F ( - l . O ) ~ 1  

C****..************************************************o************************ 

C S O R T I E  DE L 'ALLURE DE LA TABLE DES POLYNGMES ORTHOGONAUX 
C * * * * * * * * * * * * * * * + t * * * * * * * < ~ * * + ~ * t * ~ * a * e * * * ~ * e ~ e * * * * * * * * * * ~ ~ e * * e * * * * m * * * e e * * . . ~ * . *  

9 3 6  0 0  4 8  J=MoY,NL+l  
I F ( N F ~ J , I ) . E Q . ~ ) N ~ ( J , I ~ = ~ H + J G O  TO 48 
N F ( J , I ) ï ~ i l O  

66 C O N T I ~ ~ U E ~ ~ F ( M O Y . L T . N L ~ M O Y ~ M O ~ + ~ I I ~ I ~ ~ : G O  1 0  Y36 
M E = < N L + ~ ) / ~ J K A = - ~  
DO 3 9  J = D ~ M E - ~ I U R X T E ( M A T , ~ ~ O ~ ~ ; ~ A I K A + ~  

39 U ~ I T E ( M A T ~ ~ O O ) ( K A ~ ( N F ( J + I , I ) , I = O ~ J + ~ ) )  
DO 3 8  J = O ~ ~ L - M E ~ K A ~ M E - ~ + J J U R I T E ~ M A T . ~ ~ O ~ )  

38 ~ R I T E ~ M A T . ~ O O ) ( K A I ~ ~ F ( J + M E + I , I ) . I = O , N L - ~ E - J ~ J  
U R I T E ( M A ~ * ~ ~ ~ ~ ) J U R I T E ( C A T , ~ O ~ ) N L I R E T U R ~ J  

625 FORMAT(/,BX,'VALEUR OC Q ' . ~ ? X . ~ V A L F U R  DE 
780 F O R ~ A T ( / / ~ 2 9 X * * I N ~ I C E  DE ~ O L ~ N N E = ' , ? ~ , / )  
8 5 0  F O R ~ A T ( ~ X , ' N * ' ~ I ~ ~ ~ X ~ ' I N F T N ~  OU INDEFINI') 
8 5 6  F O ~ M A T ( ~ ~ X ~ ' I N F : N I  OU I N D F F T N I ~ )  

2 0  F ~ R ~ A T ( ~ ~ , ' C ( ' ~ ? S ~ ' ) ~ ' ~ D Z ~ . ~ ~ )  
1 0 0 2  F O R V A T ( / )  
. 8 0 1  F O R * A T ~ ~ % ~ ' N ~ * ~ I ~ O ~ ~ I D Z ~ I ~ ~ ~ / )  

8 3 9  FORuAT(32X.DZ2.45)  
8 8 0  F O S U A T ( / I , ~ X ' ' T A B L ~  0-0 TH IL DA',^^) 
8 0 0  F O R V A T C ~ X .  'Na ' ,1s ,5X ,20 (~1 ,SX) )  

I N  D 



1 HUITIEME PARTIE 

SOUS-PROGRAMMES ECRITS EN ARITHMETIQUE RATIONNELLE ETENDUE 

VIII.1. INTRODUCTION 

L'arithmétique r a t i o n n e l l e  e s t  une ari thmétique dont les données asso- 

c i é e s  aux opérateurs sont  des nombres r a t i o n n e l s ,  e l l e  e s t  exacte  s i  l e s  don- 

nées de départ sont  des r a t ionne l s .  C 'es t  dans l e  b u t  d 'avoi r  des r é s u l t a t s  

exacts  que nous reprenons l ' e s s e n t i e l  des sous-programmes : c a l c u l  des éléments 

de l a  t a b l e  qd ; c a l c u l  des polynômes orthogonaux e t  l e u r s  a s soc iés  ; c a l c u l  

des approximants de Padé en un point  e t  en deux p o i n t s  e t  l e  c a l c u l  des appro- 

ximants des s é r i e s  des fonct ions .  Evidemment l ' a r i thmét ique  r a t i o n n e l l e  e n t r a î n e  

l a  manipulation de nombres e n t i e r s  qui  dépassent t rès  v i t e  l a  capaci té  machine, 

nous avons essayé de contourner c e t t e  d i f f i c u l t é  avec l ' a r i thmét ique  ra t ion-  

n e l l e  étendue C21. Cette  de rn iè re  é c r i t  l e s  e n t i e r s  dans des tableaux e t  code 

sur ces  tableaux l e s  d i f f é r e n t s  opérateurs de l ' a r i thmét ique  r a t i o n n e l l e .  

Cet te  f o i s  encore on a  assez v i t e  dépassé l a  capaci té  au to r i sée  en t r a v a i l l a n t  

en base IO', l a  p lus  grande au to r i sée  avec l e s  sous-programmes de C21. Nous 
8 

avons donc é t é  amenés à considérer  une base plus importante (10 ) pour r e t a r d e r  

l e  dépassement de capaci té ,  e t  pour c e l a  il f a l l a i t  modifier,  sinon reprendre 

l e s  sous-programmes qu i  font  i n t e r v e n i r  l a  mul t ip l i ca t ion  de deux e n t i e r s .  Les 

i sous-programmes MüL, MüL1, D I V l  e t  DIV2 ont  é t é  r e p r i s  e t  quelques l ignes  de 

DIVE on t  é t é  modifiées. 

I 
On s a i t  que quel le  que s o i t  l a  base B un e n t i e r  N peut s ' é c r i r e  sous 

L- 3 
l a  forme N ~ ( N ?  B ~ - ~  t N~ B t . . . t N ~ - ~  B t N L )  avec NI = Signe de N e t  l e s  

N.  tels que Ni < B V i .  
1 

k 
Dans l e  cas  où B e s t  une puissance de 10, B = 10 , les Ni sont  des 

e n t i e r s  ayant au  p lus  k c h i f f r e s .  



Défini t ion 8.1. : Le vecteur  (NI, N 2 y . . . y  NL) e s t  appelé T.E.P. de longueur L 

e t  l e s  Ni s o n t  des mots. 

VLLTIPLICATION DE DEUX T.E.P. 

Soient l e s  T.E.P. N = (NI. N 2 , . . . .  NL) 

e t  M = (Ml, M 2 , . . . ,  M L )  

On s a i t  que l e  produi t  de N e t  M e s t  d é f i n i  p a r  l e s  p rodu i t s  p a r t i e l s  

Ni M Dans un ordinateur  l a  représenta t ion  des e n t i e r s  e s t  l i m i t é e  pa r  l a  
j k 

capaci té  d'un mot mémoire (231 - 1 s u r  1 ' I R I S  80) e t  donc en base 10 , pour 

k 2 5, dès que Ni e t  M .  son t  t r è s  grands Ni M .  dépasse c e t t e  capaci té .  Pour 
3 3 

é v i t e r  l e  dépassement de capaci té  p a r  Ni M on peut  é c r i r e  Ni e t  M .  sous 
j I 

forme de couple,  de t e l l e  s o r t e  que l e  produi t  de chaque élément du couple de 

Ni pa r  n'importe quel élément du couple de M s o i t  au to r i sé ,  e t  f a i r e  conve- 
j 

nablement l a  mul t ip l i ca t ion .  

Pour k = 8 

On peut  é c r i r e  Ni e t  M .  en base 10' : 
3 

M = M x 104 + M = mjl, M ~ ~ )  
j j l  j  2  

e t  l ' o n  a 

+ Ni2 X M 
j  2  

E t  donc l e  produit  P  = (N?, ..., NL) X M = ( P j 2 , . . . ,  j ' j ~ )  

avec P j L = (NL2 x M~~ + N~~ x M j 2  ) l 104 + M~~ x N~~ 

4  
e t  P . .  3 1 = ( N ~ ~  x M ~ ~ + N ~ ~  x M j 2  ) = I O  + N~~ x M j2  + N ( i + i ) ï '  

avec i = 2,..., L-1. 



Le produit  de deux T.E.P. s e  f a i t  comme dans [2, page 401 avec l e s  P 
i j 

que nous venons de d é f i n i r .  

D I V I S I O N  ENTIERE D 'UN T.E.P.  

PAR UN ENTIER INFERIEUR A LA BASE 

Exemple : Considérons l a  d iv i s ion  e n t i è r e  du T.E.P. (NI ,  N2 , .  . . , N6) en base 
6 10 , avec N2 = N3 = N4 = O ; N 5  = 200000 e t  N6 = 1, p a r  l ' e n t i e r  1 = 400000. 

6 6 
5 10 + r = 200000 x 10 + 1 = 20000000000 1 > 231- 1, on a donc dépassement 

de l a  capaci té  machine. 

Pour é v i t e r  l e  dépessement de l a  capaci té  machine on cherche d'abord 

l e  premier mot non n u l ,  s o i t  N ce mot. On pose 
S 

Pour c a l c u l e r  l e s  a u t r e s  Q , j > s ,  on f a i t  l a  d iv i s ion  comme à l a  main 
j 

en abaissant  c h i f f r e  après  c h i f f r e  l e  mot N s u r  l e  d e r n i e r  r e s t e  de l a  d iv i -  
j 

s ion  e n t i è r e  p a r  1, chaque f o i s  que l ' o n  abaisse  un c h i f f r e  on c a l c u l e  l e  quo- 

t i e n t  e t  l e  nouveau r e s t e .  Quand on f i n i t  un mot, on continue avec l e  r e s t e  e t  

l e  mot suivant .  

On notera  NQ(J, K y  * )  ( resp .  NT(J, * ) )  l e  T.E.P. 

On mémorisera un e n t i e r  $2 à deux ind ices  ( r e sp .  j à un i n d i c e )  dans 

un T.E.P. PH(J,  K y  * )  ( resp .  PH(J, )), e t  donc en  ari thmétique r a t i o n n e l l e  
j j étendue un r a t i o n n e l  à deux ind ices  Ok ( r e s p .  un ind ice  ) s ' é c r i r a  sous l a  

forme 



( resp .  ~j = NPH(J, *)/LPH(J, * ) )  

Les sous-programmes de C21, é t a n t  conçus pour l e s  rappor ts  des T.E.P. 

de l a  forme N(*)/L(*), nous ont conduits  à é c r i r e  un c e r t a i n  nombre de sous- 

programmes de passage de NQ(J, K, *)/LQ(J, K, * )  ( r e sp .  NC(J, *)/LC(J, * ) )  à 

N(* )/L(* ) pour pouvoir l e s  u t i l i s e r .  Le passage dans l e  sens con t ra i r e  f a i t  

a u s s i  l ' o b j e t  des sous-programmes. 

LES SOUS-PWGRAMMES DE TRANSFERT 

Appel : CALL REPAR(J, K, NQ, LQ, L, NX, LX) 

paramètres : NQ(J, K, -1, LQ(J, K, * ) ,  NX(*) e t  LX(*) sont  des  T.E.P. de lon- 

gueur L . 
J e s t  un e n t i e r  pouvant ê t r e  néga t i f .  

K e n t i e r  toujours  p o s i t i f .  

L, J, K, NQ e t  LQ sont  des paramètres d 'ent rée  e t ,  NX e t  LX sont  

des paramètres de s o r t i e .  

Description : C e  sous-programme t r a n s f è r e  respectivement l e s  T.E.P. NQ(J, K, * )  

e t  LQ(J, K, * )  dans l e s  T.E.P. NX(*) e t  LX(*). 

Appel : CALL RANGE(J, NC, LC, L, NX, LX) 

Paramètres : NC(J, * ) ,  LC(J, * ) ,  NX(*) e t  LX(*) son t  des T.E.P. de longueur L. 

J e s t  un e n t i e r  qui  peut ê t r e  n é g a t i f .  

J, NC, LC e t  L sont des paramètres d 'ent rée  e t ,  NX e t  LX son t  des 

paramètres de s o r t i e .  



Description : Ce sous-programme t r a n s f è r e  respectivement l e s  T.E.P. N C ( J ,  * )  

e t  LC(J, * )  dans l e s  T.E.P. NX(*) e t  LX(*). 

Appel : CALL RANGEl(J, NC, LC, L ,  NX, LX) 

paramètres : Ce sont  l e s  mêmes que dans RANGE, mais avec J p o s i t i f .  

Descript ion : Même descr ip t ion  que RANGE. 

* * * MACHIN * * * * 

Appel : CALL M A C H I N ( J ,  K ,  NX, LX, L ,  NQ,  LQ) 

paramètres : N X ( * ) ,  LX(*), NQ(J, K ,  * )  e t  L Q ( J ,  K ,  * )  sont  des  T.E.P. de lon- 

gueur L. 

J e s t  un e n t i e r  pouvant ê t r e  néga t i f .  

K un e n t i e r  p o s i t i f .  

J, K ,  NX,  LX e t  L sont  des paramètres d 'ent rée  e t ,  NQ e t  LQ sont  

des  paramètres de s o r t i e .  

Descript ion : Ce sous-programme t r a n s f è r e  respectivement l e s  T.E.P. NX(*) e t  

LX(*) dans l e s  T.E.P. NQ(J, K ,  * )  e t  LQ(J, K,  * ) .  

Appel : CALL MISE(J, NX, LX,  L ,  NC,  LC) 

l 
1 paramètres : NX(*), LX(*), NX(J, * )  e t  Lx(J, * )  son t  des T.E.P. de longueur L. 

J e s t  un e n t i e r  pouvant prendre des va leurs  négatives.  

J ,  L,  NX e t  LX sont  des paramètres d 'ent rée  e t ,  NC e t  LC sont  des 

I paramètres de s o r t i e .  



Description : C e  sous-programme t r a n s f è r e  respectivement l e s  T.E.P. NX(*) e t  

LX(*) dans l e s  T.E.P. N C ( J ,  * )  e t  L C ( J ,  a ) .  

Appel : CALL MISEl( J ,  NX, LX, L ,  NC, LC) 

Paramètres : Les mêmes que dans MISE, mais avec J p o s i t i f .  

Description : Idem que pour MISE. 

On a é c r i t  un sous-programmede t r a n s f e r t  de 5 NQ(J, K ,  * ) /LQ(J ,  K ,  * )  

dans NB(J1, KI, *)/LB(Jl ,  K I ,  - )  : 

Appel : CALL EGAL(MA, J, K ,  N Q ,  LQ, L,  J I ,  K I ,  NB, LB) 

paramètres : NQ(J ,  K ,  * ) ,  LQ(J, K ,  a ) ,  NB(J1, K I ,  * )  et  L B ( J ~ ,  KI, .) sont  des 

T.E.P. de longueur L. 

J e t  J1 sont  des e n t i e r s  quelconqueset ,Kl  e t  K s o n t  des e n t i e r s  

p o s i t i f s .  

MA = + 1 ou-  1 selon l e  cas .  

MA, J ,  K,  J1, K I ,  L, NQ,  LQ son t  des paramètres d 'ent rée  e t ,  

NB e t  LB sont  des paramètres de s o r t i e .  

Description : C e  sous-programme t r a n s f è r e  respectivement l e s  T.E.P. 

M A ~ N Q ( J ,  K ,  * )  e t  LQ(J, K ,  * )  dans l e s  T.E.P. NB(J1, K I ,  * )  

On peut  donner deux a u t r e s  sous-programmes q u i  ne sont  pas  de t r a n s f e r t  

de valeurs : QUOTIE e t  IZERO. 

L 'ordinateur t r a v a i l l e  avec des mots de longueur l i m i t é e ,  donc l e  quotien 

de deux T.E.P. e f fec tué  dans l ' a r i thmét ique  hab i tue l l e  de c e t  ordinateur ne , 

pourra donner p lus  de c h i f f r e s  s i g n i f i c a t i f s .  De p l u s  s i  l e  nombre de c h i f f r e s  

d'un des deux T.E.P. dépasse c e l u i  d'un mot il faudra f a i r e  appel  à un sous- 

programme p a r t i c u l i e r .  



Le sous-programme QUOTIE ca lcu le  une approximation du quot ient  de deux 

T.E.P. s u r  IRIS 80 t r a n v a i l l a n t  avec 15 c h i f f r e s  de l a  manière suivante : 

S o i t  M un T.E.P., on note chif(M) l e  nombre de c h i f f r e s  dans l e  T.E.P. M 
'L. e t  on d é f i n i t  c h i f  t e l  que 

Q % c l ? i f ( ~ j  
Tout T.E.P. M peut donc s ' é c r i r e  sous l a  forme M = (m+Am) 10 

'L 'L 
avec m un nombre e n t i e r  ayant  au p lus  15 c h i f f r e s  e t  Am, un nombre décimal 

'L 
ayant   ch if(^) - 15) c h i f f r e s ,  t e l  que O 5 Am < 1. 

"J. 'L 'L 
On peut remarquer que s i  chif(M) 5 15 on a chlf(M) = O ,  Am = O e t  M = m. 

M 
Soient  M e t  N deux T.E.P. avec N # O ,  l e  quot ient  Q = peut s ' é c r i r e  

sous l a  forme 

'L 'L 
avec m = m + Am 

'L 'L 
e t  n = n + An. 

M 
L'approximant du quot ient  Q = - ca lcu lé  p a r  l e  sous-programme QUOTIE N 

- 
'L 'L 

est égal  à q = - - 10 OG 6 ( resp .  n) e s t  éga l  à rn ( resp .  n )  

'L 'L 
augmenté d'une u n i t é  s i  Am ( resp .  An) 2 0, 5.  

On peut donc é c r i r e  m = m + Am e t  n = Ï i  + An avec I ~ m l  5 0,5 e t  

1 ~ n l  I 0,s .  

Calculons l e s  majorations de 1 AQ 1 = 1 Q - ql suivant  l e s  cas.  

m c%f(M) - c$if(N) on a 
En e f f e t  s i  Q = - 10 n 



1 / / ( I A m  + lfnl IAnl ) + l i A l  o h A  e s t  l ' e r r e u r  s u r  l ' opé ra t ion ,  avec A(:) 5 y 

-15 
e l l e  e s t  toujours  majorée p a r  l a  préc is ion  machine, 10  pour l ' IRIS 80. 

Convention : On ass imi lera  n  à n lorsque An # O. 

CONSIDERONS DIFFERENTS CAS POSSIBLES 

l0 S i  .......................................... chif(M) e t  chif(N) son t  i n f é r i e u r s  à 15 

a l o r s  & i f ( ~ )  = cl? i f (~)  = O e t  Am = An = O ,  donc 

2 O S i  chif(M) > 15 e t  chif(N) I 15 ............................... 
a l o r s  c $ i f ( ~ )  = O e t  An = O ,  donc 

chif(N)-1 
e t  comme ( E l  2 10 

ca r  - ch i f (N) t l  2 -14 ,  

ch if(^)-14-chif(N) 
e t  donc I A Q I  5 0,6 x 10 

5 0,6 x 10 chif(M)-15 puisque chif(N) 2 1. 

3 O  S i  chif(M) < 15 e t  chif(N) > 15 ............................... 
a l o r s  & i f ( ~ )  = O e t  Am = O ,  donc 

IA(;>~ s - Inn1 + IrAl puisque l ' on  ass imi le  n  à n e t  
ILI ln1 

comme (51 r i o 1 4 e t  Iiiil < 10 
c h i f  (M) 

9 



donc 1 A(:) 1 2 5 x 10-l~ + 10-l~ = 5,l x 10 - 14 

m 1 
a l o r s  Ih(--)I 5 7 (IArnl + 1 An 1 ) + 1 1 puisque 1 'on a s s i m i l e  n  

Inl 

m on a  donc /A(--)/ 2 - (0,5 + 10 x 0,5) + 10-l~ . n 14 

* * * QUOTIE * * * * 

Appel : CALL QUOTIE(M, N, L ,  Q) 

Paramètres : M(*) e t  N(*) s o n t  des T.E.P. de longueur L. 

Q est un r é e l .  

My N et  L s o n t  des  paramètres d ' en t r ée  e t  Q e s t  un paramètre de 

s o r t i e .  

M 
Descr ip t ion  : Approximation du quo t i en t  Q = N p a r  l a  méthode que l ' o n  v i e n t  de 

d é c r i r e .  



* * * IZERO * * * * 

Appel : IZERO(N, L) 

Parmaètres : N(*) e s t  un T.E.P. de longueur  L 

N e t  L sont  des  paramètres d ' en t r ée .  

Descript ion : C e t t e  fonc t ion  e s t  éga le  à zé ro  s i  N(*) = O ,  e t  à 2 s inon.  

Les sous-programmes ADDFRA, SOUFRA, M U L F F 4 ,  DIVFRA, ADD,  RAT, ECR, SOUS, 

I N I ,  PGCD, SOM, SOM1, DIF, COMP, DIFI, LOGBAS e t  NOMCHI de [ 2 1  ont  é t é  u t i l i s é s  

s a n s  aucune modi f ica t ion .  

Les sous-programmes MUL, MUL1, D I V l  e t  DIV2 on t  é t é  r e p r i s ,  mais l e s  

paramètres d ' e n t r é e  e t  de s o r t i e  n 'on t  pas  é t é  déplacés ,  e t  donc l ' a p p e l  de 

c e s  sous-programmes s e  f a i t  comme dans [21, il en  e s t  de même pour DIVE q u i  

a é t é  modifié sur quelques l i g n e s .  

Le sous-programme STO a é t é  r e p r i s  e t  l e s  paramètres  on t  changé de po- 

s i t i o n .  

Appel : CALL STO(K, L ,  N) 

paramètres : K est un e n t i e r  e t  N(- ) un T.E .P. de longueur L. 

K e t  L s o n t  des  paramètres d 'en t rée  e t  N un paramètre de s o r t i e .  

D e s c r i ~ t i o n  : Mémorisation de l ' e n t i e r  K dans l e  T.E.P. N(*) .  



ENSEMBLE DES SOUS-PROGRAMMES DE TRANSFERT 
.. .. ** ** ** DE VALEURS, DES SOUS-PROGRAMMES DE C21 Q U I  ONT ETE M O D I F I E S  2: ** * * * * * * OU REPRIS E T  DES SOUS-PROGRAMMES QUOTIE E T  I Z E R O  
** * * * * * * * * ** ** * * * * ..................................................................... ..................................................................... 



1. ' SIJL:RCOIII:F E T . A L ( l ~ h r J l r I l r ~ ~ i ~ r L n , L l r i ~ l , n l r ' ~ T r L T )  
2 ,  Lnnnn* tnnnn* tn*+*nn* * * *nnn~* *n* * *nn*n*n+* *nn* *n*a* * *nnn* * * tn *n* *nnn* * * * * *n* * *kn*  

3. C ~ ~ ~ ( J l r l l r ~ ) r L ~ ( J l ~ I l ~ ~ ) ~ F 1 T ~ I . I l ~ K l ~ ~ )  ET L T ( * i l r K l r . )  SIJti DLS TLP OE 
4. C LOiIGCIFUH -L 1- 
5. C t I A = l r S I  110 ET FIT 30tJT DE EIEbtE STG!iE 
a. C - 1  SIt4O!J 
7. c TRAYJF l I iT  DE f J Q ( J 1 r I l r . )  DANS M A * F l l ( l r l , K l ~ . )  
0 .  C L U ( J 1 r I l r . )  PAIJS L T ( ' l l r K 1 r . )  
9. Cnnnnnn*nn*nn*nnnn*nnnnnnnnnnnnnnn*nn**nnn*nnn*nn*nnnn*nn*****nnnnn**nnnn***n*** 

10. Cninnnnnnnn+*n*nnnnnnCARTES. POUVACIT ETFE ChA::GEEd PAL L ' U T I L X S A T ~ I I ~ ~ * * * * * * * * * * * * *  
11. ~ I : ~ l t i ~ S l O f r ~ ~ ( r ( - I O : l O , O : l O ~ L l ) , L ~ ( - l O : l O , O : l O ~ L 1 ~ ~ t i ~ ~ - l O : i ~ ~ ~ : i ~ ~ ~ t ~ ~  
1 2 .  l L T ( - l ~ : l O v 0 : 1 O r L I )  
13. C++nnnn++nn* *nnnn+t * *nF I tJnnn*nntnn~nnn*nnntnnnnn(~nnn* *nnn*n* *~nn* *n~* * *nnn* * * * * *  

14. DO 1 I = L l r 2 r - 1  
15. ~ J T ~ N ~ ~ ~ ~ ~ ~ I ~ ~ ~ ~ ~ ~ J ~ ~ I ~ ~ I ~ ~ L T ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ I ~ ~ L Q ~ J ~ ~ I ~ ~ T ~  
16. 1 C O ~ J T ~ ~ ~ U E ; L T ( ~ . ~ , K ~ ~ ~ ) = L Q ( J ~ ~ ~ ~ ~ ~ ) ; N T ( : . ~ ~ U ~ ~ ~ ~ = ~ ~ ~ : ~ Q ~ J ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~  
17. RETUfZN 
18. END - -  

C T Q A ~ I S F ~ . R T  OEJ TEP faO(J,K,.) ET LG(Jrk,.) DE LO~,C . '~€U I :  L OAtJS L t S  T F r  
C NX ET L X  DE LO!;GUÇljR L 
Cnnnn*nn**n*** *nn*n** t * * *nn*nn*n+nnnn*nnnn**nn*nnnn**n***nnnn*nn***n***n***n*+*n*  
C n n * n n n * n * * ~ n * n * n n ~ * * * * n * n ~ C A i i T E  POUV4i.T FTRE t OLiIFJFF: PAR L ' l l T I L I S A T E J k * n * n i r  

C ~ ~ l ~ C I i S I ~ t ~ t ' ~ J ( - l O : l O r O ~  lOrL),La(-l(i:k(L)rLX(Ll 
C n n n n n n + n * n n * n n * * n * * n ~ * * F I i l * n n * * n n * n * * * n n * n t t n ~ t n * * n * * n * n n n * n n n n + * * n e + * * *  

00 1 I = l r L  
HX(I)=irc!(JrKrr);LX(I)=LU(JrK,I) 

1 COf1TIb:UE;Rf Ti iRti  
k Y U  

-. . -  . 
C***********************+t* fntnn*tn*n*n~*nnnnnnnnnnnnn*nnnnnnnn*nnn*nn**********  
C TRANSFtRT DFS TEt' ti(J1.1 ET L ( J r . )  DE LOiLGbEUs. L GAhS LES TEP iui( ET LX 
C DE LOtJbULUII L 
Cnn*nnn*n*n*n*nn***~**** * * *nn**n**nnnnnn*n*n*kn*nn***+* tn**nnnnnn*n****n**** * *nn 
C * * * * * * * * * * * * + * * * * * * * * * n * * * * C A R T E  POUVCiIT ETHE H O C I F I E F  PAR L * U T I L I S A T E U U ~ ~ * * ~ *  

D I F ~ F ~ ~ S I ~ H N ( O : Z O ~ L ) , ~ ( O : ~ ~ . L ) I ~ ~ X ( L ) ~ L X ( L )  
C***************n***n*nn****t*FItJ*n?**n*nnnn**n*nnnnnn****nnnnnnnn****nn***nnnn* 

DO 1 I=1,L . 

SllClROllTlt lE )"SE1 (J,N,l"rLrPITILT) 
~*~+~+*nn*n* * *+nt *nn* t *nnn** t * *n tnnn*nnn .~nnn** *n*n* *nnn*nn* * *nnn**nnn*nn* *p* * * * * *  

c -N-,-M-,-P~T(J,.]- ET LT(J,.)- SONT l'ES TEP DE LONGUFUI; -L- 
C TRANSFERT DFS TEP 4 1 -  ET -il- DANS LES I E P  i i T ( J r . )  ET L T ( J r . l  
C n n t n t * t n t n n n * n r * t n * ~ n n n n n * * a n n n n * n * n n n * n n n n n n n * n n n * * * * * ~ * * * n * ~ ~ * n t * * * * * * * * * * * * *  
C n n n n + * n n * r n n * n n n C A R T F  POIJVAMT ETPL !4ODIFIEE PAU L ' U T I L I S ~ ~ C U R + * * * * * * * * * * * * * R * * *  

O I ~ ~ E : ~ S I O ~ J ~ I T ( O : ~ ~ , L ) , L T ( O : ? O ~ L ) ~ M ( L ) ~ ~ ~ ' ( L )  
Cnnnnr* *nc~nn*n*+n*nnnn*nnn*F I f~nnn*nn*nnnnsn*nn*~*n* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

00 1 I = i r L  
N T C J ~ T ) ~ ~ ~ ( I )  

1 L T C J *  I ) = t l ( l l ; R E T L I R I ~  
END 



1. 
2. 
3. 
4. 
S. 
6 .  
7 .  
8. 
9 .  

10.  
I l .  
12. 

SUUROUTIliE MISE(J,M,M,L,NT,LT) 
C** * * *n * * * * * * * * * * * *n * * * * * * * * * * * * t * * * f *L *nnnn*nn*n* * * * * * *n *n* * *n * * * * * * * * * * * * * * * *  

C -N-,-w-,-NTt.1, .)- CT LT(J,  .)- SOtdT DCS TEP n C  LOhGbFuR - L -  

C TRAIJSFERT DES TEP -id-  t T  -El -  @ANS LES TFP I.T(J,.) E L T ( J r . )  ' 

C * * * * * * * * * * * * * * * * * n * n n n n * * * * n * * * * n n n n * * * * * n * n * n * n * * * * * n n n * * * n * * * n * * * a * n * * * * * * * a *  

Cn**************nCi(RTE PUUVANT E T R t  M O U I F I ~ E  PAP L ' I i T I L I S A T E L ' F * * * * * * * * * * * * ~ * * * + * *  
~ T l ~ i E I ~ S I O N N T ( - 1 0 : 1 0 ~ L ) ~ L T ( - 1 0 :  lO,L),t4(L),t.i(L) 

Cn*rn*n*n+* * *+n* *nnr r * * * * t * *n *F IY* * i * * t * t * * * * *nnn* * *nnn* * * * * * * * * * * * * * * * * * *a * * * * * * *  

0 0  1 I = l , L  
i J T ( J r T ) = ! 1 ( I )  

1 LT(J, I )=M(I) ;RETURK 
END 

C* * * * * * * * * *n* * * * * *n t * * * *nnnn* *n* * *n* * * * *nn* * * * *nn*n* * * * * * * * * *nn* * * *n* * * *n* * * * * * *  
C TYANSFLRT ljEb TEP ti(J1.1 F T  L ( J t . 1  DE LOr.CC>EUW L DAhS L E S  I E P  I J X  F I  LX 
C DE LUUGiJEUR L 
C** * * * * * * * * . * * * * t * * *n *n * * * * * * * * * * * *n *n * * * * * *n * * * *n * *nn* * *n * *n *n* * * * * * * * *n * * *a * * *  
C * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * r * * * C A E T E  POllVAhT ETRE t ' n D I F I E E  PAR L e ~ J T I L I S A I F . i ~ d * * t * ~ +  

D ~ ~ 4 ~ t ~ S I n ~ ~ ~ ( - l ~ : 1 0 r L ) r ~ ( - 1 0 : 1 0 r ~ ) r ~ ~ ~ ( ~ ) , ~ ~ ~ ~ )  
C* * * t * * * * * * t * * * * * * * * * * * * * *n* * tF I id * * t * *nnn* *n* *n*n*n* * * * *nnnn* * *+ * * *nn* *n* * * * * * * *  

0 0  1 1 t l . L  

SllBROUTINE ~ A C ~ I I I ! ( J , K , ~ J , H , L , ~ J O , L O )  
c * * * * * * n * * * * * * * * * * * * * n * n * * * * n n * * * * * * * * * * * * n * n * * * * * * n * * n * * n n * * * n * n n * * * * n n * * * *  ' 
C W,-tA-r-NO(Jikr. 1- ET -LfJ(J,Kr. sOrdT DES T t P  DE LOllGUEUW -L- 
C TRANSFERT DES TEt' il DAflS ItO(J,K, .) 
C M DAlrS LO(J,c<,.) 
C** * * * *n * * * *n * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *n *nn* *n * * * * *n * * * * *n * * * * *n * * * * *n * * *  
C*********+**********CARTES POUVANT ETRE CHANGEES PbR L ' U T I L I S I T t U H * * * * n * * + r + t * +  

U I H ~ ~ ~ S I ~ ~ ~ ~ ~ ( L ) ~ ~ ' ~ L ~ , ~ J ~ ~ ~ - ~ U : ~ O ~ O : ~ O , L ) , L G ~ - ~ O : ~ O ~ ~ : ~ U , L ~  
C * n * * * * ~ * * * n ~ t ~ * * ~ ~ * * n F I l ~ n ~ n n ~ n * * * * + * * ~ n n ~ ~ ~ n ~ * n ~ ~ ~ ~ ~ ~ n ~ ~ ~ ~ ~ ~ n ~ n ~ n n n * ~ ~ ~ ~ a ~ ~ ~ ~ ~  

DO 1 I = l r L  
t l r J ( J r U , I ) = t ~ ( X )  

1 L n ( J , i c r I ) = i I ( I ) ; P L r U R H  
END 

1. S I B a C J T I l * E  D 1 b 1  C L * l A e I C , I Q , L )  
2 .  C * * * * * + . ~ . . . * * * * . . * . * . * * . . + * * * . . * * * * * . * . * * * * * * * . * * * ~ * * * * * * * * * * * * * * * . * * * * * * * * * * * *  
3 .  C C!!\'TS!Pn. E '  T ! i C r  3 ' ~ ' i  T E P  F: L C ~ . : U F L ~ ~ )  L C A R  Ui4 E < . l r E Q  
L .  t L i  ~ E S U L I A '  E S 1  L u t 1 , E  2 1 h C  L F  T c D  IC ,LE &EST: E S T  9 ~ t . q  L E  IEP :R 
c .  C****.**...++.**.*****.**~**.*.***.******************.*****.***********.******** 
4, :; < ' 2  . / - 3 L n v ; / I ~ i S I  
7. ? : r = ' , t r ' ~  .;:L), : v c ~ ) , l R ( ~ )  
8 .  9 5  1 I = " r L  
9 .  0 : ; i ~ ) = 0 ; 1 1 ~ 1 ) = 7 ; ! J = 3 ; 1 2 = 2  

5 2 .  4 5 3  i V = I ~ . L  
? 1 .  17Ct:(:>.btC.:)I l=I;G9 TO 1 5  
-2. 1 t 3 i t i ' . U E ; G 3  7 3  11 
' 3 .  3 5  1 3 = " C 3 ( * d ( I l ) r  I A : ; ~ C ( I ~ ~ = ~ ( I ) / ~ A ; I F ( I ~ ~ E ~ L G  1 0  11 
16.  3 3  3 : = I 1 + 1 , ~  
i S .  IF(IS.F:.O)!Z=I;LO T O  4 
'6, I ~ A s I ~ A S E ; ; 3 = 1 ; I Z = t . ( I ) : I P A S = I B A  
1 7 .  1 2  : ~ A ~ ~ ~ P ? ~ ~ : I P = ; ~ * ~ ? * * : ~ + : Z : ~ G A ; I F ( ~ ? . G E . ~ A ) G  T C  1 3  
1 g .  I:(IE~.LE.~)IP=IP;CO T D  5 
Io. : 3 = 1 3 + l : G O  TO 1 2  
7 5 .  1 5  ~ J ( ~ ) = ( ~ P ~ ~ ~ ~ ) * ! J ~ ~ S / ~ ~ * * ~ ~ ) + ~ ~ ( I ) ~ I B ~ ~ ~ I G ~ ( ~ ? ~ ~ M )  -, 4 c j .  I ~ = " C ~ ! ~ ! ( ! ~ ~ I B A ! ; ~ F ( I ~ A . G T . ~ ! I ? ~ ~ J T ~ A S ~ I ~ A  T 3  1 2  
i ? .  5 :)'uTI"UE 
23. 11 3 3  7 1=z,L-1 
Z L ,  ? I ~ ( I ) = C I I Q ( ~ ) = ~ ; I ~ ( L ) = I ~ ; ~ E T U R ~ ~  
3 5 .  c D 



S U e R O U T I N E  ~ U L ~ ( ~ ~ P I C P I Q ~ K ~ ~ K ~ , L )  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
C MULTIPLICATIC!~ D ' U ~  T E P  1 6  D E  L 3 N G I J E U R  L  D D L T  LE P R E M I E R  H C T  f i O U  
C  NJL E S T  A L ' I N D I C E  K 2  P A R  U V  T E P  D O N T  S E U L  L E  M 3 T  T C  D ' l h D l C E  K 3  E S T  
c NJN NUL 
r L E  7 E S U L r A T  E S T  D A N S  I Q  
C * * * * * * * * * * * * * * * * . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * . *  

c ~ ~ ~ ~ O ~ ~ / B L O K ~ / I B A S E . L ~ , ~ V  
DIME~SIONIB(L ) , IP (L )  
I F ( L ~ ~ . C T . U ~ + K ~ ) G ' J  T O  5 
DO 7 5  I = Z r L  

2 5  ~5(I)=O;LAl~IC/10030;Lk2=C10D(ICp10000~~K=K3 
DO 1 I = L I K Z ~ - I  
L B ~ = I B ( I ) ~ ~ ~ ~ ~ C I L ~ ~ ~ ~ O D ( I B ~ I ~ ~ ~ O O O O ~ ; I X = L B ~ * L A ~ + L ~ ~ * L B ~  
1 ~ = ~ A 2 * ~ ~ ~ + 1 0 0 0 0 * ~ O ~ ( I x , l n @ n o )  
I ~ = L A ~ * L B ~ + ( I P / I B A S E ) + ( I X / ~ ~ ~ O ~ ~ ; I Q ~ K ) = I Q ~ K ~ + M ~ D ~ I P , I B A ~ E ~  
I F ( K . E Q . L ) G O  TO 6 
I Q ( Y - I ) = I R + I U ( K - ~ ~  

1 u=K-I;IP=O 
1 5  D a  1 0  J r K 3 , 2 e - l  

I A = ( I Q ~ J ) + I P ~ / I B A ~ ~ ~ I Q ~ J ) = ~ O D ~ I ~ ( J ) + I P , I B A ~ E ~ ; I P = I A  
? O  C 5 N T l f ~ C E î I F ( I A . G T e O )  GO T O  5 

R E T U R N  
6 I F ( I R . E P I O ) I P = O ; G U  TO 1 5  
5 W R I T E ( X U P ~ O O ) ; S T O P  

1 0 0  F O R Y A T ( Z X , ~ D ~ P A S S E ~ E N T  D E  C A P A C I T E  D A N S  M U L l P )  
E N D  

1. ' SI! 'J I?UI 'TI t !F bIVZ(IX,TC,L) ' 

2. C * * n * * * * * * * * * t * * * * * * * i * * * * * n * * * * n * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * i * * * * i  

3 .  C D I V J S I U ' J  il Il!. TEP l X  P t  ~0;: i ;bEiJH L P L V  Ili! E f t T I L R  I A  E C n L  A UIIC PUIS SA^:^^ 
P .  C DE 10 LT I i t F E R I F U R  A I I . tASE 
5 ,  C * * * * n * * * n * * * * n * * * * * * * * t * * * * * * * * * * * * * * n * n n n * * n * * * * n * n * * * * * * * * * * * * * n * * * * * * * n * * * * *  

6. COI~ : t iU t ' / f i LO t ,  t / 1 ::LSE 
7. D I l ~ l E l ~ s I o r ~ I x ~ ~ .  1 
8 .  I K = O  
9. 00 1 I=2.L 

10. I C = K U D ( I X ( I ) p l A ~  
i l .  IX(I)=lR*(IHrSC/IA)t(IX~I~/IA) 

1 I R = I C ; R E T U K t J  12. 
13. END 



1 SUCIRO~~II~~E ~ ~ U L i I k ~ I B r I C r L r I T A )  
2 ,  CZ** . * * * * *n * * * * * * * * * fn * * * * * * * * * * * * * *n * * * . * * * * * * * * * * * * * * * * * *n * * *? * * * * * * * * * * * * * * * *  

3. C M U L T I P L I C A T I O N  Dt DEUX TEP II E T  II GE LONGUEUR L 
4. C LE P R O D U I T  E S T  DANS L E  T E P  I C  
5. c I T A = l r S e I L  Y A DCI\ORDEt:E;IT DANS LE  RESULTAT  1 C  
6. C  = O r S I h ' O t i  
7. C * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * n * n * * * * * * * * * . * * * * * * * t * * * * * * * * * * ~ * * * n * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

8 CONI.rULl/fILni: 1 / I t j r \ S F , l i l r  I N  
9 8 O I l l E t ~ S I O r l l i r [ L l r I i d ( L ) r  I C ( L )  

11,. i ~ ~ = ~ ; I C ( l ) = i # ( l ) * l i  ( 1 )  
I 1. Ln 1 I =Z ,L  
Ir ' .  1 I'(T)=G 
13. O 0  9 J = Z r L  
14.  I F C I A ( J ) . I I C : . O ) I l = J ; G O  TC) 1 0  
15. 9 C0t:f I l I u E ;  I C  ( 1  )= l ;RETURr l  
16. 10 DO 12 JZ2.L 
17 I F C I I ) ( J ) . ~ j C . O ) 1 2 = J ; G O  TO 1 3  
f6. 12 C O H T I N L l E i I C ( 1  >=l;RETUR)d 
190 13 I F ( L t Z . G T . I l t I Z ) C O  T O  5 
20.  DO 2 I = L , I Z , - 1  
21 0 I R = O ; I F ( I R ( I ) . C O . O )  CO 10 2 
22. LP1=IR(T)/l9000;L~2~l'OD(IR~I~~lOOOO);~~O 
73 O D O  3 J=L,I l .-1 
24  L A ~ = I A ( J ) / ~ ~ C I O O ; L A ~ = Ç : O D ~ ~ A ( J ) ~ ~ O O O O ~ ; I Z = L A ~ * L B ~ ~ L ~ ~ * L ~ ~  
25. I P = I H ~ L A ~ * L R ~ ~ I ~ C O ~ + ~ ~ ~ D ( I Z , ~ ~ O ~ ~ ) : I C ( I - K ) = ~ O ~ ( X P , I ~ ~ A S E > * I C C I - ~ )  
26. I R = L & ~ * L B ~ * C I P / I ~ A S E ) + ( I Z / ~ ~ ~ ~ ~ ) ; I F ( I - K . E O .  GO 1 0  6 
27. IFCJ.EO.IlIIC(1-K-l)=Ir!+IC(I-K-I) 
ze. 3 K 3 K + 1  
2'4. Z C~NTIRUEITP=O 

33. 6 I F ( I H . I S . O ) I P = O ; C O  TO 15 
35. 5 W R I T C ( I t 4 , 7 ) ; 1 T I = I ; S T 3 P  
36. 7 F O H u u T ( 2 X .  ' D t P r t S 3 E l  E:.T D E  C A P A C I T E  D A L S  L A  ! ' C L T I P L I C A ~ I O i J e )  

2. C * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * . * * * * * * n * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * . * * * * 8 * * * * * * * * *  

3. t CIEYORIS~TIO'I  D ' U N  E N T I E Q  K O S X S  L E  T E P  -I- 1 E  LONGiiEUR L 
4. C * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * e t * * * . . * * * * e * * * * * * * * * * * * * ~ ~ * * ~ * ~ * ~ * * o * * * * ~ e ~ ~ * . * * ~ ~ ~  

S. C O M K O U / ~ L O K ~ / ~ B A S E ~ L M , I N  
6. O I M E N S I O N : ~ C L )  
7 8 N = K l M ( l ) = l r l F i N . ~ ~ . 0 , N t - ~ l r ( i ) = - ?  . 
8 .  DO 2 I = L * Z , - 1  
9 8 w ( ~ ) ' M ~ ~ ( N , ~ B A S E ) ~ ~ ~ N / I B A ~ E  

10. 2 C O N T ~ I U E ~ I F ( ~ . G T . J ) U R I T E ( I ~ ~ ~ O O ) ~ ( ; S T O P  
118 200 EOR:qAT(@LA VALEUR DE L Y  TROP P E T I T E  POU2 LE NOMaRE 'rD2Z815) 
12. RETURN 
13. EdD 
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760 
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780 
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S"L~QUl ! ïT t~F D I ' / E ( ~ , C , ~ J , H , ~ ~ , P ~ , L )  
ç*************************************n*****8T***+***nn***n**n*nTn%n***n**n*a*** 
Cn* DIWlS7LiiJ EiJTlCJ.'E Pel i : i  T r P  -4- t ' A M  U b  T f F  - C -  P t  LOIiGI!EUP -L-  LE NESI IL IAT EST 
C * *  LiO:;I.'t P I I ,  L E S  1Ef' - O r P -  SOiJS LA FOl;'" (b=CnCtC>). 
Ce* LFS T4;iLCAUY -1.1- L T  - H l -  LF LU.IG'JLL'H -L- SOiiT DLS TAqLFAUX DE CALCUL 
Cnn Ib'iER!'CnTCIRL. 
C** ALG'iIrTHt*,F. : nt1 1SOI.E LES DEUX PUEHIERS I*OTS t;Oti b4ilLS - C l -  ET -CL- O3 P n l 0 0  
CT* L E  PLIIS FOR1 Pt - A -  ET -C-.O;c CALCiiLE C 1 = C l / C 2 . C i i i  f f J E L ' t  L E  Q i i O T l t Y T  I,=L+LI 
Ca* UN CALCIIL€ CJl=id+C P U I S  K l = A - Q l r E T  Tht;l GilE K l > C  Ok HEnPL4CE-A- PAU -H l -ET 
Ce* ON H E C L ~ ' I ~ I E ~ J C E , ~ > ~ ~ I ~ ~ J  or4 A R l = U  t T  n:i A A=C*c+k, 
C ~ n n * n n * n * n * * * * n n n ~ t * * * * n ~ n n n n ~ n * ~ n n n ~ ~ n ~ u n ~ ~ ~ n ~ n n ~ ~ n n n n ~ ~ a ~ n n ~ ~ n n ~ ~ n n n ~ n ~ ~ ~ ~ ~ ~ . ~  

I V f ' L l C I T  I I ITFCEP ( A r c - Z )  ,LDEICAL(H l  
DII.IFtJSI('lJ A f L ) , t ( l . ) r O l L ) , R ( L ) , U 1 ( L ) , f i l ( L )  
COldCUN/r'LOKl /IUASI:,Lt.!, I N  

c n * n * * * n n * * * * * * n * * * * n n n n n * * n n n n * n n n n n * * * n * n n 7 n n n n n *  
C ~ * * I : E L U ~ ~ C ~ I C  bir P ~ E ~ ~ I C F   UT KU*: t : u~  DU DIVISEUR -c-. 
C+ t tn tn* * * * *n* tnn*n*n* *n* tnnn*n*nnn*nnn*nnnnnn+*~n*  

CJO 3 I=? .L  
IF(C(l). tJE.O) Gn TO 4 

3 CO::TI:iUE 
C**********n**u**n*nnunn*n*inn*n*nnn*Tn*nnnn**n**n* 
C** CAS U'i L E  D I V I Ç E U F  -C-  FST NUL.4RRET DES CLLCIILS. 
C n n * n * n * * * * * n * * n ~ n n n n n ~ ~ ~ n n n t ~ n n n n n ~ n n n ~ ~ n n n n ~ ~ n n ~ ~  

H R I T t ( l N . 2 5 )  
25 FOitp'AT ( ~ E P H E U R  DANS LA PROCEDURE ' D I V E *  ' ,LE DE:IOHIl~ATEUq EST t:ULe ) 

s T OP 

Ca* LAi4S LE CAS OU - A -  ET -C- ttF %)NT P b 5  OF K E M t  J I L N t , L E  CALCUL F S I  A k ~ t i E  F !  
C** Ut: ~ I C S S ~ ~ E  D ' E h R t ~ ~ H  EST I ' IPRIME. 
C * * * * * * * * * * * * * * * * * * + * * * * * * * t * * * * * * * * ~ * t * * ~ * * ~ * * * * ~ * * n n n n n n * n ~ n n n n ~ n * * n * n n * n n * * . *  
4 KZ=T 

I s = A ( l ) + C ( l )  
IF(TS.GF.0) GO 10 28 
MRITE( I~J ,~V)  

29 FOHvAT('CRI(EUR:LA PRUCEDURE"DIVE1@k"ACCEPTC UUE DES E N T I t H S  3E 
lt4FtiF SlCt2F'  1 

STOP 
Cl* t * * * * * * * * * t *n * * * * * * *nntn* r * * *xn*nntn t *n* * *nnn*n*n*nnnn* *nnnn* *7 *+*n* * * * * * . *~ *  
C** - A -  ET -L- ETAi iT DE 1-!El:€ S IG l iE  014 LES CU:.SLDtPt P O S I T I f S , E l  LES Cti:;Pb~.€ 
C+* LN VA1 EIJI? AnSOLUE. 
C * * T * t * * * * * * * * t t * t * n * * * * * * * * T * n r * T * * * n * * * * n n n n n n * * n * n * * n = * n * * n n n * n n n n n u n * n * n * * * i  
28 A ( l ) = l  

c ( l ) = l  
CALL t i l "P(A tC1L1t4)  

C * * t * n * n n n * * * n n n n n * n n ~ n * n ~ ~ ~ n * n n n ~ n ~ ~ n n n n n n n ~ n n ~ n n n ~ n n n ~ n n ~ n n n ~ n n ~ ~ * n n u ~ ~ n ~ ~ ~ ~ ~ ~  
C** S I  - A -  EST PLI IS P E T I T  OVE -C- Et1 VALEUR CBSDLUf,DEIJX CAS : S I  -A- EST 4uL 
C** ALOPS ~l=K=0,SI '~f l ; !  OtI I I i P R I * E  Url MESSAGE ueERPFI1U. 
Cn**n*t * * * * * * * * * * * * *nn*nnn*n*nrnnnn*nnn*n**** *nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn**Tun***n****  

GO TO ( 4 0 , 4 1 r 4 2 )  N 
42 D 0 5 2 I = Z r L  

IF(A(I ) . I iE.O) GO TO 53 
52 COIIT IYUE' 

On 54 I = Z , L  
G ( I 1 - 0  

54 R ( I ) = n  
0 ( 1 ) = 1  
R ( I ) = l  
RETLiRri 

5 3  WQITE( I l r ,43)  
4 3  FCiKt4AT('ERREbR DANS LA PROCEDURE -DIV-  L E  ~ E ~ < ~ E ~ I ; J A T E U H  EST s l ~ P t ; f ? I E  

SUP bI1 IIUMERATEUR' 
STOP 

CT***T*+***********n*n*nn**n*nn**T**nnn*nT**n*nTnTn 
CT* S I  b=C ALOHS R=O ET Q=l. 
Ct *n*nn+n+nn*8nTnrn*n tn tnnnn*T~nntTTnn*nnnTTn* *T *n*  

0 0  DO 4 4  1=21L 
3 ( 1 ) = 0  

44 H ( I ) = I )  
0 ( 1 ) = 1  
H(l)=l 
Q ( L ) = l  
RETURI: 

~**+n** * *n*nn**+*u**n*nn*nn*TTn*n* tnnn** * *nn**n*nn~*un** * * * * * * * * * * * *nn** * * * * * * * *  

C n n  SI -&-CS1 PLLIS GHAf4D QUf-C-LE R F S T t  OU SCI)S t P b T . n A r : C  V A  FAI l tC  L A  U I u I b I  J 

C++ ON E T U U I t  E'I PhEf l I t iK  L E  C4S ù U  L A  VALEL(; DE-C-EST E C k l T E  OAhS 08. S t i l L  r l ( ' i  

Cn* DPiiS CE CAS ON bPPELLF L E  S O I J S - P H f l C P A ~ I . E ( D I V 1 ) .  
c T * T * * * t t f t t * t * * * t n T t ~ ~ ~ t ~ t U T t U t 8 ~ t t t * R * * T * + * * 8 t * * * * ~ * * * * * T T T ~ ~ * * * * * * * T * * * * * * * * *  

a1 C z = C ( I )  
bWJL =.FALSC. 
IF(K2.LT.L)  LO TU 30 
c a L L  DIV~(A,CZ,Q,R,L) 
RF l l l l l P J  

C * n n r * s t t ~ t * * n * + n n n n n ~ t n r n ~ n ~ n t n n n T t * n ~ n * * * * T T t n * * n ~ T * n * n T * ~ T * * n T * * T * * T  

Ce* I t J l T I A L 1 S A l I U t J  PU HFbTE I ' .Tfr" 'EDIAIPE -21- A -A - .  
C + t ~ n n t n + * t n n n * n n ~ n n n n n * * ~ n n n n * n n n n n t n ~ t n * * * n * * 8 * n * n ~ T * a n n n n n n n n * * * T * * *  

30 Vfl  1 I = ? r L  
i R l ( I ) = A ( l )  

Rl(l)=l 



' * * * * * * *nnn*n* * * * * * * * * *nnnn** * * * * * .XQ5. * * * * * * * *nnn** * * * . * * *n* *nn** * * * * * * * *n . * * . .  
Ce* J ' - I f I A L I S A T I U t ~  VU dICT1Ti.T-,J-FI bJ 4 L O T I L f J l  I ~ ~ ~ E ~ ~ I E i l i A l ~ L - ~ l - A  Z ~ ~ U . L F  S1Gr .E  
c * *  LIE -1j1-Pt.PErIu I)F CLLUI O E - + c l - .  
C n n * * * * * n * n n * * n * * * * * * * n * n * * n n * * * * * * n * * * n * * * * * * * * n n * n * n * n * * * * * * n * n n n * * n n * * * * * * * * *  

on 2 1=2,L 
2 G i ( I ) = o  

u ( l ) = l  
5 DO 11 I = 2 t L  
1 1  U l ( J ) = o  

W 1 ( 1 ) = 1  
I F ( R l ( l ) . G E . O )  f l l ( l ) = - 1  

C*n* *nn*n*n*nnnt * * * *n* * * *n*nn*n* *n* *n t * *n*n*n* *nnnn*nn*n*n*nn*nn*n* *n* * * * * * * * * * *  
C**  i<fCtiERCHL b!1 P i -F I i IC f?  ELEtlEIIT f10N hUL DU DIV1DE:rDE A r U 3  L L  HE7 JA04S-C1-,-hl- 
C** LTAt 'T SOI4 I b ! D I C t .  
L n * * n * * n * n n n n n n n n n * n n n n * n * ~ n n n * * * * * n n * * n * * n * * n * n n n * n n * * * * n * n * n n n * n n n * n n * n * * n ~ * ~ *  

DO 12 I=Z,L  
1 F ( f i l ( I ) . t ~ E . O )  GO TO 1 3  

1 2  CCJilT I t i U E  
C j * * * * * * * * l * n * n n * * * * n * n t * n * n n n * * n * t * n * * t * * ~ * n n * n * * s * * n e * * + * * * * * n n * * * n * * n * * * * * * ~ *  
C***DIVYSTOV DU PRCMIEd ELEUEU1 fiDr. NtiL 3 E  -A -  PAR L E  PÜE* IEf l  ELEPCFIT IJn*r 
CnntNI IL  DE -C-. 
C***n*nn***n~n********n*n**n*****nnnnnn*ntnn*nnnn*nnn*nns*nnnnntnnn*n**********+ 

1 3  K 1 = I i C l = I ! l ( I )  ; I F ( C l . ( ; F . . C 2 ) C l = C l / C 2 ; G O  10 1 4  
IBA=1l~AS€;IR~S=IDh;I3=l;IZ=Cl;C1=~ 

6 1  IPA=IPI\S/IG**T~;IP=?L~~~~~I~;IF(IP.GE.C~)GO 7 0  6 0  
IF(Tl<A.LE.l)CO TO 62 
13=13+1;60  Tl? 6 1  

60  Cl=CI+(If'/CZ~*(IGA~/IO+*I3)~1Z~Y~O(IP~C2) 
IF~I3A.CT.l)13=1;ILb3=IBh;60 T 0  6 1  

62 K l = K l + l  
1 4  hS=L-K2+Kl  

C*nn***n**nn*nn*n*n***nnntn*nn****************nn*n* 
C** CALCUL DE l d l = C l * C  fJAR LA PkUCEiJlIHEi"UL1). - 
C * * * n * * * n n n n n n n n n n * * * * * n * n * * n * * * t n * * n n n * n n n n  

CALL ~ b L l C C r C l , O l , h 2 r K 3 r L )  
~n**n*n~n** * * *n*nnnn** *nnnnnnn*n*+*nn*nt *n* * *nnnnn*n*n*n*n*nnnnnn** * * * *n* * * *7Tn*  
C** Oh CALCOL LE OL'OTILPIT-+LN L l l l  A J ~ ~ J T A Y T  GU Eit  L u I I  ~ E T P A F I C H A ~ ~ T - C ~ - S U I V A ~ ~ ~ ~ T  ~ L J F  
C** - R I -  nt L e t T A P t  PRïCEPAf4TE FST P O S I T I F  OU NELATIF .  
C n * * * * * * * * * * n * * ~ * * * s * n n n n * n n * n n n n n * * * n * * * * * * * n * n * * n * * * * n * n * n * * a n n n a * * * * * * * a * * * * *  

IF(PIJUL) CO T n  1 5  
CALL SOL'1(Q,ClrV3,L) 
GO TO 17 

1 5  C A L L  DIF l (U ,C l ,Y3 ,L )  
C*nnn*nnn*fn*n*n**n**n**nnnnn*nnnnn*n******n*nnn**n 
C***CALCUL DU RFSTE 
Cn**nnnn~n**n*t*nn*n***n*nn*nnn*fnnnnnnn**nn*n***** 
17 CALL AbD(Rl , l j l rR ,LV I T E I  
Cn*tnn***n*nn****nn**n*nnn***n***nnnnn*nn***nnn*nt* 
Cnn CPITERES D'ARRET. 
Cn****n**nn*nn****nn*n***n**nn*nn*nnnn**n***nn*nn** 

CPLL COHPIH,CrL,tJ) 
GO TO ( 3 1 ~ 3 2 , 3 3 1  n 

Cn***nnt*n*+n*n*nn****nn**n**n**nnnnn*n*n****n*n***nnn**nn****annn**n*nn*nn*****  
C** CAS UU - & - E S 7  l 'LUS GF.At;n Et, VALEUS ALSULGE ObE-T-.Ji. FEC~t' l .€:.ct LA D I V I S 1  ' 
C * *  E h  RtpPLACAb:T - 2 -  P I R  -RI-, 
C***nn*n***nn****n*n***n*n****ntnnn**ntn*n***n*nnn*n*ns***nn*nnnn**+n***n***7***  
32 b O 2 3  I = l i L  
2 3  H l  ( I ) = H ( I )  

BOUL=.FbLSE. 
I F ( R l ( l ) . L T , O )  HOfIL=.TRUE. 
GO TO 5 

Cnn**nnn*nnn*n*nnnnnnnn*nnnn~n****nnt*nnn***nn*nn*nnnnn*n*nnsn**nn***s****n*~***  
C** CAS UU R t C  EIi VaLEUR ASSOLUE,IL S l i F F I T  CeAJOdTEU OU L I E  F E T u A r ~ c n t d  1 A-- -  

C** S IJ IVAYT LE SIGIF .  DE-R-CT Ofr A A=O*C. 
~**n*nnnnnnn*n*nnnnn~nn** . ****n*n****n*n**n&nn******n*nnn******nnn~**n*n******+**  
3 1  C l = l  

K3=L 
IF(R( l ) .GT.O) GO 70 3 4  
C A L L  D I F l ( ù r C l r K 3 r L )  
DO 35 I = Z V L  

3 5  R(I)=O 
R ( 1 ) = 1  
PET1 lep4 

3 4  CALL SO!hl( iJ.ClrK3pLI 
DO 36 IZ2.L 

36 W(I)=O 
H ( l ) = l  
RFTURFI 

~ * * * * * a * * n n n n n n ~ * n n n n * * n n n n n * * n * n * * n ~ ~ * * * * s n * ~ * n * * * n * ~ n ~ * * * n n * * * n * a * * n * * * * * * * * ~ n  
C+* CAS Ut/-R-EST PLIJb P E T I T  CIJE-C-.SI-3-ES1 P O S I T I F  Of. EST A LA F I I .  L;E 
c** L~ALI;OI~ITHI:E,SI*:O*I nt; u E T n b r i c r E  1 A -O- E T  -c- A -, - Poric< TRIIIIVFH A = ~ : * C + I ~ .  
C ~ n n n * * n n * * * * t ~ * * n t n n * n n n n * * * * n n * * * n * * ~ ~ n n * * * n n ~ * * * n n * n ~ ~ n n * n * * * n n s * * * * * n * n * * * * *  

3 3  IFCP(I).GT.O)FCTURld 
c 1 = 1  
K3=L 
CALL O I F l ( O o C t r K 3 r L )  
CALL A l~D(C,~ ,R l ,L , ITE)  
Dr) 3 7  I=1 ,L  

3 7  H ( I ) = R l ( I )  
RFTUKN 
EYD 



-1 . 
2. 
3. 
a. - S. 
6 .  
7. 
8 .  
9. 

10. 
I l .  

S U a R O U T I N c  J U J l l i t k , n , L , o )  
C * * * * * * * * * . * * * * * * * * * . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * , * * . * * *  
C # E T  M SO:-T D E S  T E P  :E LONS'IEUR L  
C A ? P R ~ > : I H A T ! C ~ S  S J  J C C T I E h T  O O ! {  R A P P O R T  N/v4 
C J 4  E S T  L E  ï?u15?E J E  C n : F F a E S  A V E C  L E G U E L  L ' O H D I X A T E U U  T R A V A I L L E  
c * * * * * . * * * * * * * * . * * * * * * ~ * * * * * * * * * * * * * * * * * . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ~ * * * * * * * * * * * * * . * * . * *  
r * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  C A I T E  S U S C F P T I B L C  D 0 E T R E  % O D I F ! E E  P d ?  L 0 U T I ~ i S A ~ f u q . * * . . . + .  

J H = l S  
C * * * * * r + + r + * * * * * * * * * * * * *  F I %  *s*c*r****sc*****.*ai***t**tt***~w*...,,.*..***..*. 

J l n E Y S I O N . ~ ( L )  * ' d ( L )  
: 0 ~ : ' 3 U / a L 9 c l / I ; ~ S i . ~ w , r ~  
0 0  1 1 = 2 1 i  
1 F ( ~ ( l ) , h S , J ) p l = ! i G 9  7 3  1 3  

1 - C ~ N T I N U E ; J R I T E ( U ~ O Z J J ) ; S T O P  
1 0  o c  7 I = Z * L  

~ F ( c ( I ) . ~ E . O ) ~ ~ = I ~ M ~ = ~ ; ~ K = I B A S E ~ G O  T O  1 1  
2 C ~ N T I ! ~ U E I ~ = ? I ~ E T I % S  

11 I K = I K t l n ; l F ( I K . t T . 3 ) . ~ A = Y A + l a C o  TO 11 
Y 4 = , 1 ! 4 l P ~ i  I A = F ( ~ ~ )  ib::=l 

1 5  I A ~ ? ~ / ~ ~ ; I ~ ( I A . L E , S ) ! A = N ( N ~ ) I U C = ~ ~ G O  TO 1 4  
r c t ~ C + l t G 3  1 3  1 3  

1 4  I S = I A / ~ Q ; I F ( I A . L E * O ) ~ = ~ ~ ~ ~ ) ~ C O  TO 1 5  
~ C = t i C + l  ! C S  TO 14 

1 5  O = ~ J ( ~ ) * ~ ( ~ ) ; I F ( ( ~ ~ , ~ ~ . L ) . A N D , ( ~ ~ . G E . L ) ) ~ = ( Q * N ~ L ) I ~ M ( L ) : R ~ T L R ~  

F l l t i C T  I O N  I Z € U O ( ? i r L )  
C * * * * * * * * * * * t * * * * * * * * t * t * t * * * * * * * * * t * + * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * n * * * * * * * * * *  
C T E S T  SUU LA t . U L L I T E  011 TEP -14- DE L0I:GciEUR -L- 
C IZERO=O,SI LE TEP -K- EGAL ZERO 
C 2 ,  S I t I O I ~  
C*******t*t****t***************t*t***********************+*********t************ 

D I M F r * S I O N h l ( L  1 
00 Z I=Z ,L  
I F ( t b ( 1 )  . f + E . O )  ILERO=2;RETUGid 

Z CO;iTIa:UE; IZEkO=O;RETL,Rt.  
ENG 



Les algorithmes de c a l c u l  sont  l e s  mêmes que pour l ' a r i thmét ique  r é e l l e  

simple ou double p réc i s ion ,  nous a l lons  donner l e  mode d'emploi des sous-pro- 

grammes é c r i t s  en ari thmétique r a t i o n n e l l e  étendue. 

Dans ces sous-programmes on note : 

Le tableau NDF e s t  d é f i n i  cormne dans l e  sous-programme QUDE. Tous ces 

tableaux sont  échangés e n t r e  programmes principaux e t  les sous-proparmnes 

QUDERA, PADERA, PA2PO1, SRIFON, ESTRA e t  DETECT par  l ' i n t e rmédia i re  de l ' i n s -  

t r u c t i o n  COMMON. 

NM : p l u s  grand e n t i e r  p o s i t i f  représentable  en machine, 

I N  : numéro logique de l ' imprimante, 

N I  : " t 1 1< t1 I l  11 

KN : numéro logique du l e c t e u r  de c a r t e s ,  

IBASE : base dans l a q u e l l e  sont  é c r i t s  l e s  T.E.P., 

LM : longueur maximale en c h i f f r e s  des T.E.P. in tervenant  dans 

l e s  programmes. 

P : préc i s ion  demandée dans l a  représenta t ion  d'un nombre sous 

forme r a t i o n n e l l e .  



V I I I . 2 .  SOUS-PROGRAMMES DE CALCUL DE L A  TABLE qd PAR L E S  METHODES 

NORMALE E T  PROGRESSIVE 

Appel : CALL QUDERA(NL, MOI, MA, BLOC, NI, N2, N3, N4, N5, N6, N7, N8, NX, LX, 

NY, LY, NZ, LZ, LK, LR) 

Paramètres : NL, MOI, MA e t  BLOC sont  d é f i n i s  comme dans QUDE. 

NI, N2, N3, N4, N5, N6, N7, N8, NX, LX, NY, LY, NZ, LZ sont  

des T.E.P. de longueur LK. 

LK e t  LR sont  des e n t i e r s  que ca lcule  l e  sous-programme INI. 

Tous l e s  paramètres sont  des  paramètres d ' en t rée ,  à l ' except ion  

de BLOC qui  e s t  un paramètre de s o r t i e .  

Sous-programmes u t i l i s é s  : DETECT e t  ESTRA. 

Descript ion : La même que QUDE 

Appel : CALL ESTRA(N, NR, K, LK, MON, MAX, NI, N2, N3, N4, N5, N6, N7, N8, 

NX, LX, LY, NY, NZ, LZ) 

Paramètres : Les  aram mètres N, NR, K, MON e t  MAX son t  l e s  mêmes que dans l e  

sous-programme EST. 

NI, N2, N3, ..., N8, NX, LX, NY, LY, NZ e t  LZ son t  des T.E.P. 

de longueur LK. 

Descript ion : Même descr ip t ion  que EST. 

Remarque : L e  sous-programme DETECT que l ' o n  u t i l i s e  e s t  c e l u i  de II. 



EXEMPLE D'APPEL DE L'ENSEMBLE DES SOUS-PROGRAMMES 

On présente un programme qui lit l e s  valeurs de NL, de MON, de MAX e t  

des coefficients de l a  s é r i e  formelle avantd lappel le r les  sous-programmes 

qui calculent l a  table qd . 

C * . * * * * * r * * R * * * * * * * * t * * * * t * t * . r C * * . * ~ * * ~ * t * * * * * 4 * * * + ~ * * * * * * * . % * * * * ~ * * * * ~  

t Pfi@GR:f4!,'E P R l C C I P A L  POLIR L E  C A L t g L  DES ELE!dEiJTS 3 5  LA T A e L c  O-D 
~ * * * * * * * * * ~ * * * * * t * * + * * * * * * * * * * * * * * * * + * . * * n * * * * * + * * * * * * . * . * * * . + . * * * * * * * * * * * * * * * . .  

C * * * * * * * * * * * + + * + * * * * * C A k T 2 S  POV'J!VT ET:: C H ~ V G E E S  P A ?  L ' I I T I L I S A T E ~ R + * + * * * * C * * * W *  
t 3 f 4 ! 4 0 N  t ! ~ ~ ~ ~ : r ~ / T ~ t ~ C ~ ~ - l O : 1 3 3 O : 1 O ~ 1 1 ~ , L C ~ ~ - 1 0 ; 1 ? ~ ~ : l O ~ 1 l ~ ~ L ~ ~ ~ ~ l ~ : i  

~ 0 ~ 0 : 1 D ~ ~ ~ ) ~ ~ ~ ( - 1 3 : ~ 0 ~ 0 ! 1 0 . ~ 1 ~ ~ L ~ ( - 1 5 : 1 ~ ~ 9 : 1 ~ ~ 1 1 ~ ~ i ~ ~ ~ 1 ~ : 1 ~ ~ ~ : 1 ~ , 1 7  
~ ~ ~ h ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ : ~ O ~ ~ ~ ~ ~ Q ~ R ~ - ~ 0 : l O , ~ : l ~ , ~ l ) ~ L ~ ( ~ 1 ~ : l J , l ~ ~ , ~ ~ ~ - l C : l ~ , l  
~ ~ ) . Y D F ( - ~ ~ : ~ ~ ~ G : ~ ~ ) / S / N A ( ~ ~ ) , Y A ( ~ ~ ) . V R A ( ~ ~ ) / ~ L C ~ ~  / ~ ~ A s ~ , L t " , l f i , k ' + J  

D I ~ ~ E K S I ~ ~ ~ T ~ - ~ ~ : ~ ~ ~ , ~ I X ~ ~ ~ ~ , I  ~ ~ l i ~ , ~ ~ ~ ~ l l ~ , L ~ ~ l l ~ , ~ ~ Z ~ ~ l ~ , ~ Z ~ l l ~  
~ I ~ t h ~ I 3 ~ ~ ~ 1 ( 1 1 ) , ~ ~ ( ~ 1 ) ~ ~ 1 3 ( ~ l ) , h 1 4 ( l ! ) , U 5 ( l ~ ) ~ N 6 ( 1 ' ) , ~ ~ 7 ( ~ ~ ~  , 4 ' ; ( 1 1 )  
~ ~ = 2 1 b 7 4 ~ 3 6 4 7 ; t ~ l = l C e ; ~ = l .  U - 1 4 1  I R ~ S E = ~ C ) O O O J O U ~ ;  i ' , = l n 3 ;  L * * = d @ ;  K h = l 0 5  

C * * * * * * * * r t * * * * * * * * * * * F I t < t * - * t * t * t t t * * w ~ * * * * * * * * * * * * * * * * ~ * * * . ~ ~ * * * * * * n * * * * * * * * * n  

R E A ~ ( Y ~ ~ ; ~ O ) N L  
R E A J ( C & , l O ) M O N  
R E A D ( X h , l O ) t ' A X  
R E A a ( K N . 2 0 )  ( 3 ? ( 1 ) ~ 1 = H O * d , N L )  

2 0  F O R Y & T ( ~ F ~ ~ . ~ )  
1 0  F O R r A T ( l 3 )  

C A L L  J ~ ~ I ( L K . L R ) I D ~ P S = I , / N M  
G O  1 J=t !Oi i ,yL  
u ~ I T E ( I N I ~ ~ O )  J , D Y ( J ) t I T k = O  
I Y A = O ~ I D A = I : I F ( A B S ( D T ( J ) ) . G E . D E P S ) C A L L  R A T ( D T ( J ) , I N A , ~ ~ A , H . ! T A )  
I $ C I T A . E ü . l ) S T C P  
C A L L  S T O ( I t i A i L K , k Y ) ; C A L L  S T O ( I D A , L K , L Y )  

1 C L L L  ~ I S € ( J . I J Y , L Y ~ L Y , N C , L C )  
4 0 0  F O R f ~ f i T ( 3 X ~ ' C ( ' , l ~ , ' : : : ' , D ? 2 , 1 s )  

C S L L  Q U D E R ~ ( ~ L . M O ~ ~ ~ H A X , L A , ~ : ~ , N ~ , ~ ~ ~ N ~ ~ ~ ~ ~ N ~ ~ ~ ~ ~ ' ~ ~ ~ N X ~ L X , ~ Y ~ L Y ~ * ~ ~ , ~  
~ Z , L U ~ L R )  

S T O P  
E !r D 

ESSAI NUMERIQUE 

Pour NL = 10, MON = O, MAX > O (méthodes normale e t  progressive) e t  

l e s  coefficients ci suivants : 



l e s  r é s u l t a t s  sont  : 

Les valeurs s u i v i e s  de (*) sont  c e l l e s  des éléments communs aux t a b l e s  

qd par  l e s  méthodes normale e t  progressive.  

1) Résul ta ts  par  l a  méthode normale ---------_--- ..................... 

Le t ab leau  suivant  : 



où l e s  numéros de gauche sont  l e s  indices  des diagonales e t  l e s  + ( r e sp .  O )  

donnent les pos i t ions  des polynômes n'appartenant pas ( resp .  appartenant)  aux 

blocs,  

donne l ' a l l u r e  de l a  t a b l e  des polynômes orthogonaux. 

Les deux de rn iè res  colonnes des q e t  e de l a  t a b l e  qd sont  : 

O (  S a  4 )  I N F I N I  OU I N 2 E F I L I  

(O) valeur  de l 'é lément appartenant  à un b l o c  qd. 



2 )  Résul ta ts  p a r  l a  méthode progressive ------------- -------------- -- ------- 

Le t ab leau  suivant  : 

où l e s  numéros de gauche, l e s  + e t  l e s  O sont  d é f i n i s  comme dans l e s  r é s u l t a t s  

pour l a  méthode normale, 

donne l ' a l l u r e  de l a  t a b l e  complétée des polynômes orthogonaux. 

Les quat re  dernières  colonnes de q e t  e de l a  t a b l e  qd sont  : 



Q (  3 ,  4) INFINI OU I N D E F I Y I  

I N D I C E  3 E  COLONNE= 5 

(O) va leu r  de l 'é lément  appar tenant  à un b l o c  qd. 



L ~ s  éléments communs aux tables  qd calculées par  l e s  méthodes normale 

e t  progressive qui ne sont pas dans l e s  blocs sont égaux. 



**  **  **  LES SOUS-PROGRAMPIES **  * *  **  



1. S L J a i l U g t t ~ E  ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ R , M O ~ ~ ~ A ~ ~ ~ O ~ ~ N ~ V N ~ ~ N ~ V N ~ ~ N ~ ~ N ~ V N ~ ~ N ~ ~ N X ~ L ~ V U ~ *  
2. I l Y , ~ ~ Z , L L V L K , L ~ )  
3. c * * * * * * . * . * * + * * * . * * . . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ~ * * * * * * * * * * * * * * * ~ * * * *  
4. t C A L C U L  V E f  E L E H E N T S  D E  L A  T A B L E  O.0 P A R  L E S  M E T H O D E S  NORMALE E T  
5. C  PRCCRESSIVE 
6 .  C * * * * * . * * * * * . * * * * * . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  
7 .  C*..+~...++..*~CAR~ES S U S C E P T I ~ L E S  D ~ E T R E  C O D ~ F I E E S  P A R  L ~ U T I L I S A T E U R * + * * * ~ * * * * *  
8. c 3 v U O ~  ~ ~ , ~ I ~ P / ~ / h C R ( - l O ~ l o v O : i O v l l ~ v L c ~ ( - l ~ : l o v ~ : l ~ t l l ~ , L B ~ ~ - l ~ : l  
9 .  ~ ~ ~ O : ~ ~ V ~ ~ ) ~ N ~ ~ - ~ ~ : ~ O ~ C : ~ ~ ~ ~ ~ ) ~ ~ ~ ~ - ~ @ ~ ~ ~ ~ ~ : ~ ~ @ ~ ~ ~ V ~ E ~ ~ ~ ~ : ~ ~ ~ ~ : ~ ~ V ~ ~  

1 6 .  ~ ) ~ ~ ~ ( ~ ~ ~ : ~ O ~ ~ : ~ ~ ~ ~ ~ ) ~ ~ ~ R ( ~ ~ O : ~ ~ ~ O : ~ O ~ ~ ~ ) ~ ~ ~ ( ~ ~ O : ~ O ~ ~ ~ ~ ~ U ~ ( ~ ~ O ~ ~ O ~ ~  
11. l ~ ) , ~ D F ~ ~ l O : l ~ ~ 0 : l 0 ) / S / h 4 ( 2 ~ ) v K b ( ~ @ ) v U R ~ ( 2 ~ ) / B L O K l / I B A S E p L ~ ~ ~ ~ ~ K N  

2 1 .  2000 r b ~ = - l ; ~ ~ 1 ~ ~ ~ 1 ~ , 4 0 0 5 )  
2 2 .  0 3  2  J = u e I R  
2 S .  C Z L L  R A N G E ( J V N C , L C V L K ~ N X ~ L X ) ~ I ~ ( I Z E R O ~ F ~ X ~ L K ) ~ N E , N S J G  TU 5 
24. 2  c Û ~ T ~ V I J ~ ~ ~ R I ~ E ( I N V Z O ~ ) ~ S ~ O P  
25. 2 0 6  F ~ R ~ ~ A T ( ~ X , ' T U U S  L E S  C ( 1 )  SONT N U L S  S A U F  P E U T  E T R E  L E  D E R N I E R ' )  
26. 3 t A L L  S T ~ ( ~ ~ L K , N X ) I C A L L  R A Y G E ( N ~ ~ N c , L ~ , L K , N ~ ~ L Y )  
2 7 .  CAL: D ~ ~ F ~ A ( ~ Z , L Z , h X v ~ X , h Y v L y , ~ ~ ~ , N 2 v N 3 , h ! 4 , t ~ 5 , N 6 ~ N 7 , N ~ ~ L K ~ I ~ ~  
2 8 .  I F ( I T . c ~ , ~ ) s T o P  
29. c A L L  r ~ L i l i N ( U , O , ~ Z ~ L Z , L K v N O , L Q )  
= O .  ~ : O I C A L L  ? U O ~ X E ( N Z ~ ~ Z , L K , P ) > U R ~ ~ E ( ~ ~ ~ ~ ~ O D ~ ~ ~ P ; N L ~ I R - N ~ ~ M D N ~ - U L ~ ~ ~ N L  

33; C A L L  S ; U ~ O V L ~ , N X ) I C A L L  S T O ( ~ V L K V L X )  
34. C ~ L L  ~ ~ A E H I N ( I , O , N X , L X , L X , N Q ~ L Q )  
35. D O  5 J = O v I - 1  
3 6 .  . CALL R : ~ G E ( ' J ~ * I ' J ~ N C V L C ~ L K ~ N Y ~ L Y ) ; C A L L  REPAR(JgOvNQvLO,LK,NLILZ) 

41. 
42. 
4 3 .  
4 4 .  
4 5 ,  
4 6 ;  
4 7 .  
48. 
4 9 .  
5 0 .  
5 1 .  
) 2 *  
5 3 .  
54. 
5 5 .  
56. 
57. 
58. 
5 9 ,  
6 0 .  
6 1 .  
6 2 .  
63.  

6 5 .  
6 6 .  
6 7 ,  
6 8 ;  
6 9 ,  
79. 
71. 
72 .  
73 .  
7 4 .  
75.  
76. 
77, 
78, 
73. 
80. 
8 1 .  
8 2 .  
0 3 ,  
d 4 .  
os.  

I F ( I T A I ~ Q  1 ) S T O P  
5 C A L L  ~ A L ~ ~ ~ ( I , O , N Z , L Z ~ L K , F ~ Q , L O ) I C A L L  R A N G E ( N S V N C , L C V L K P N Y V L Y )  

C A L L  D T V F ~ . ~ ( ~ X , L X , N ~ , L Z , F : Y , L Y , W ~ , N ~ ~ N ~ , N ~ , ~ ' ~ ~ N ~ , N ~ ~ N ~ , L K , ~ T ~ ~  
: F ( f T A : t 9 . 1 ) ~ T O P  
C A L L  o ~ V T I F ( ~ X , L X ~ L K ~ ~ ) ; U R I T E ( I N , ~ O O ~ I , Q  

7 CALL Y ~ C t l I G ( l r C ~ M X t L X I L K . Y Q v L O )  
4 0 0 5  ~ ~ P l , : t t f X , + ~ t s  C O E F F ~ C I E N T S  D E  LA S E R I E  R E C I P R O Q U E  S ~ N T I * )  

4 9 0  ~39~:~f~Xv'Ck',I2v')=',D22.15) 
D3 Ê I = Y O H , N L  
C A L L  S T ~ ( O I L K V N X > I C A L L  S T O ( ~ V L K ~ L X ) ; I F ( I , L E , - ~ ) G O  TO 8 
C A L L  R c ? ~ ~ ( I , O , N Q ~ L O , L K , N X , L X )  

8 CALL n I a E ( 1  p ~ ~ ~ p L X p L K p N C p ~ C )  
4030 1-r 
21OC C D  Y J = q U M v M * 2  

9 N ~ F ( J , ~ ~ = ~ I I ~ ( H . L E , H O N ) ~ ~ O  TO 1 0  
r - v - 2 ; ~ = 1 + 1 ; G O  1 0  2 1 0 0  

1 5  p 3  11 ~ = M 9 : 4 * 1 R  . 
11 ~ F ( ~ , o ~ = ~ ~ c o L ' ~ ~ ~ = ~ ~ N ~ B ~ O C = ~ ~ ~ C A L L  R A ~ G E ( J v N C , L C ~ L K , N ~ ~ L X ~  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
C P E ~ E C T T ~ ! :  DES BLOCS A P P A ~ A I S S A V T  A L A  P R E q I E B E  COLONNE 
C * * * * + * r * * * * * * t * t * * * * t * * * * * * * * t * ~ t * t * ~ * + * + * * * * * * * * + * * * * ~ * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

T F ( I L E F ' J C N X ~ L K ) , N E . O ) C O  TO 1 2  
~ L @ C = ~ ~ ~ C + ~ ~ ~ A ( B L G C ) = ~ ~ N R A ( ~ L ~ C ) = ~ ~ N A ( ~ L O C ) = J ~ J = J + ~  

1 5  lF (J ,G: ,?L)  J ~ I T E ( I ? ~ . ~ @ ~ ) J s T o P  
t t ~ ;  R ~ N G ~ ( J ~ N C , L C ~ L K , N X , L ~ ~ ~ I F ( I ~ E ~ ~ ~ ~ ~ X , L K ) , N E . O G ~  TO 1 2  
N R ~ ( B L ~ ~ ) = ~ ~ A ( B L O C ) + ~ ; J = J + ~ ~ C ~  TO 1 3  

1 2  C A L L  ~ A ~ ~ E ( J I N C , L C , L K , ~ J X , L X ) ~ C ~ L L  a 4 N G E ( J + l p N C v L C , L K , N Y , L Y )  
C A L L  D ! ~ F ~ ~ ( ~ ~ * L ~ V ~ Y ~ L Y ~ N X ~ L ~ ~ ~ ~ ~ ~ Y ~ ~ Y ~ ~ Y ~ V F ! ~ ~ N ~ V N ~ ~ N ~ ~ L K ~ ~ T A )  
T F ( 1 T L  t P . l ) 5 T O P  
CALL ~ALH::~(J,I,YL,LZ,LK,NP,LP);IF(J,GE.NL-~)GO 1 3  1 )  
C 4 1 L  ~ ~ ~ G E ( J ~ ~ V N C V L C , L K , Y ~ , L ~ ~ ~ I F ~ I Z F R O ~ ~ J X , L K , N E , J J + G U  TO 1 2  
~ L ~ ~ " ~ L ~ C * ~ ~ ~ ~ ~ A ~ ~ L ~ C ) = C ~ N A ( B L ~ C ) = J + ~ ; K ~ I ( ~ L C C ) = ~ ; J ~ J + ~  

1 4  t F ( J . G c . h L ) C U  TO 1 5 3  
E I L L  R A ~ G E I J O * C , L C , L K , ~ X , L X ) ; I F ( I Z E R O ( N X , L K ) , N E , O G  10 1 2  
c ? ~ ( ~ L C L ! = ~ ? ~ ~ ( D L O C ) + ? J J = J * ~ ; G O  TO 1 4  

1 5 3  c A L L  R ~ ~ Ü E ( N L P N C , L C , L K ~ N X , L X ) ; I F ( I Z S ~ ~ ~ ( N X , L K ) N E , G U  1 0  15 
C B A ( D L r ~ ) = ! : S ~ ( 3 L O C ) + l  

1 5  ~ ~ I T ~ ( ~ ~ v ~ ~ ~ J J I F ( ~ I . o c , L E , I ~ ~ ~ O  1 0  16 
2 1 4  F ~ R ~ I T O X I ' L ~ S ~ S L ~ C S  S G V T ' )  L I  LU 
L f 5  F ~ P X I T ~ ~ ~ V ' Y ~ =  v ! 2 1 ~ ~ , ' \ = r , 1 4 v ~ ~ , v ~ = v v ~ 2 e ~ ~ , ' ~ = v ~ ~ ~ )  0 

c + * * b * * * * * * * t 4 * * * * r * * * * * * * * * f - * * t t ~ . * * * * ~ * * + * ~ * ~ * ~ + * * * * ~ ~ ~ * * ~ * * ~ ~ * ~ * * ~ ~ * - * * * . ~ ~ ~  

C  E E L I , ~ I T A ' ~ ~ C ' ~  D Z S  BLOCS b ~ Y 1 9 7 A k T  A L A  r ? E q I E R E  C O L 3 1 q E  
C * * * * ~ * * * * . ~ * * + * + * * * * + * * * t 4 + * * * + * * * . . + * * * b * * * * * * + * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * . . * * * * * * * *  

p 3  !;' 1 - 1 , B L U C  
V ? ! T E ( ~ ' ~ , ~ ~ ~ ~ : , N ? ( L ) , K ~ < L ) ~ N ~ A ( L )  
? 1 , l '?,?i  " " C L )  
p 3  1 7  J - ; , ; ? ~ ( L )  

1: : , ~ I , ! ~ , A : ; ) + J - I , ~ A ( L ) + I ) = V  



T F ( J T , l ~ , l ) S 1 J P  
1 9  C A L L  ~ ~ A C ~ ~ ! ~ ( J , ~ , N ~ , L Z , L ~ , ~ ~ ~ , ~ ~ ) I L I Y I T E = ~ ~ L - ~ I C ~ L = ~  
Z L  J = ~ ~ I - , A ~ @ L G C ~ = ~ L O ;  

C * * * * t * ~ + * ~ t . * ~ + * + * * ~ t t ~ * t ~ * + * + * ~ ~ ~ ~ ~ t ~ + ~ * ~ ~ * * ~ + * * ~ * * * * * b n * * * * * * * * * * * + * * ~ * * = * * * *  

t D E T C C T ~ U I ~  D E S  A U T E L S  R L P C S  
~ * * * * * * + * * * * t . * * * * + * + * * * + * * * * * * * * + * * * ( i * + + + t * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ~ * * * * * * *  

23 I F ( ( ~ ~ D r ~ l , C O L ) . F Q , O ) , O R l ( H P F ~ l ~ l ~ L ) . T D e O G  TO 2 0  
C k L L  R F P ~ K ( I i C C L , l i E , L C t L ~ , k . X , L t ' ) ~ ~ f  ( ~ Z E R O ~ * X , L , E , U  T o  2 0  
R L O C ~ B ~ ~ C * ~ I ~ ~ A ~ R L O C ~ = O I C A ~ B L O ~ ) = ~ ~ L ~ ~ ~ ~ N A ~ ~ L O C ~ = ~ I J = ~ * ~  

2 1  I F ( I . G T . L I ~ I ~ E ) S O  T O  2 2  
I F ( N u F ( r , C U L l e t U , u ) G O  T D  2 0  
C A L L  R I . ~ A R ( I ~ ~ O L , & E , L ~ , L ) ; , ~ X , L Y ) ~ I F ~ I Z L R ~ ~ K ~ , L K ) ~ , N E , U ~ ~ ~ O  T O  20 
K R A ( B L ~ L ) = ~ ~ R ~ ( B L O C ) + ~ ~ J = ~ + ~ ~ G ~  T C  2 1  

2 0  t F ( ! . G c . L I M I l E ) G O  T O  2 2  
l = l + l r c u  1 0  2 5  

2 2  ~ F ( B L D t ' l . G E , J L O C ) t i O  1 0  O 4  
c * * * . * . * + + * * * * + * + * f * * * * * * + * f * ï * * + * * * * * * * * * * * * ~ * * * + * * * * * . * * + * * * * . * * . * + *  
C b E L I h I ? ~ T I ~ Y  D E S  ALITRES B L O C S  
C******+*****************+*.*********************+******************+***R**.**** 

C D  25 . t = B L C C ~ I + l , P L D c  
V R I T E ( ! N , ~ ~ ~ ~ J , ~ ~ A ( J ) , K A ~ J ) , O R A ( J )  

. D O  2 5  L S O , N R f i ( J )  
@ O  2 5  T = O , K R A ( J )  

2 5  ~ D F ( N A ( J ) + L - I , K A ( J ) + I ) = U  
6 4  c ~ L = C ~ I  + 1  I L I K : T E = L I Y I T E - ~ ~ J = ~ I O F ;  

C * * * * + * * * * * * * * * * + * * * * * * * + * * * * * * * * * * + * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ~ * * * * * * * * * ~ * * ~ * * +  
C  C A L C U L  D E S  C U E F F I C I E ~ ~ T S  Q ( N , J )  
c * * * * * * * * * * * * * * * . * * + * * * * * * + + * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * . * * * * + * . ~ * * * * + *  

27  J F ( ( ~ D F I J + ~ , ~ ~ L - ~ ) , E O . O ) ~ A ~ D ~ ( ~ ' D F ( J * ~ , C O L ) E Q ~ ~ ) ) G O  T O  28 
J F ( N D F ( J , C O L ) . E Q , O )  G O  T P  3 0  
I F ( N C F ~ J + ~ , C ~ L ) , E P , ~ ) J L = J ~ C A L L  S T O ( O , L K , ~ Z )  I C A L L  S T O I ~ , L K , L L ) ~ G O  T 

10 8 5  
~ F ( ( N ~ F ~ J + ~ ~ ~ U L - ~ ) , E C ~ O I ~ U R , ( ~ ~ D ~ ( J + ~ , C O L ~ E O ~ O J L J ~ G U  T U  52 
X F ( N D F f J ~ C O L ' l ) . E O , O ) J I = j ~  l 'n 33 
J F ( k D F ( J + 1 ~ C ~ L - 2 ) v E ~ ~ O ) G ~  T O  37  
C A L L  R F P A R ( J + ~ , c O L - ~ , N ~ , L Q , L K , ~ ~ X , L X )  
C 4 L L  R ~ P A R ( J + I , c O L - l , O E , L E , L K , ? * Y , L Y )  
C A L L  M ~ ~ L F R A ( N Z , L Z , H X , L X , I ! Y . L Y , ~ ~ ~  ,E:2, ~ J ~ , N L , K S , N ~ , R ~ , ~ & , L K , I T A )  
I F ( I T A : ~ Q . ~ ) ~ T o P  
C A L L  R F P A R ( J ~ C O L - l i N E , L E , L K , F i X , L X )  
C A L L  D ~ ~ F R A ( ~ Y , L Y , H Z , L Z , N X ~ L ~ , ~ ~ , N ~ , ~ I ~ , ~ : ~ , F ~ S , ~ ~ ~ , ~ ~ ~ ~ N ~ ~ L K , I T M ~  
IF(ITA:-Q.~)STOP 
C A L L  Y C L ~ I I N ( J , C O L , ~ ~ Y , L Y , L K ~  N 0 , L P ) ; G O  TO 3 0  

33 C A L L  R F ~ A H ( J + ~ , c O L - ~ , & O , L ! J , L K , ~ J X , L X )  
C A L L  R F ~ A R ( J * I , C O L - ~ , L E ~ L E . L K . X Y , L Y )  
C A L L  Y ~ ~ L F R ~ ( ~ ~ Z , L Z , N X , L X , N Y , L Y , ~ ~ , N ~ , N ~ , N ~ ~ F ~ ~ , N ~ ~ ~ ~ ~ K ~ , L Y . Q Z T ~ )  
Y F ( I T ~ : E Q , ~ ) S T O P  

88 C A L L  ~ A E t ~ I t i ( J , C C L i ~ ~ Z , L Z , L K , N Q ~ L 3 ) i t U  T O  4U 
3 2  C A L L  D E T E C T ( J , ~ ~ C O L , B L O C , L )  

~ A L L  E ~ ~ R ~ ~ ( N ~ ( L ) ~ ~ R A ( L ) ~ ~ A ( ~ ) ~ L K ~ W O ~ ~ , L ~ ~ I T E ~ N ~ ~ N ~ ~ ~ ~ ~ N ~ ~ N ~ ~ N ~ ~ N ~ ~ N  
~ ~ , ~ ! x ~ L x ~ % Y , L Y , N z , L L ) ~ J = N A ( L ) ~ ~ , G ~  1 3  4 n  

28  C A L L  D E T E c T ( J , ~ , C ~ L , R L O C , L ) ~ I F ( J . G T , K ~ ( L ) - ~ J R A L - G  T O  35 
I F ( ? : D F ( J , C O L ) ~ E ? ~ O ) J = J + ~ I G O  T O  3 5  
I F ( N D F ( J + l r C U L ) . E C , b ) L O  1 0  4 1  
C A L L  R F P A R ( J * ? , C O L , N C R , L C R , L K , 6 X , L X ) l N X ( ' I ) = - I Y X ( I )  
C A L L  R F P A R ( J ~ C O L - ~ , ~ ~ E , L E . L K , F ; Y ~ L Y )  
C A L L  D I V F R A ( ~ ~ Z , L Z , C X , L X , N Y , L Y ~ ~ ! ~ ~ N ~ ~ N ~ , N ~ , K S , N ~ , N ~ , N ~ , L K , I T A ~  
~ F ( I T A : t Q , l ) S T O P  

8 9  C A L L  M L C H I N ( J , C O L ~ ~ Z I L Z ~ L K ~ N Q ~ L Q ) I J = J * ? ; G ~  T O  3 5  
63 t A L L  S T O ( O , L K , N Z ) ; C A L L  ~ ~ 0 ( 1 , L u , L Z ) r G 0  10  6 9  
35 f F ( J , G t e L I ~ I l E ) G O  T O  3 0  
' I F ( J i G E v N A < L I ' 1 ) J = J - l ; G U  T O  3 0  

! F ( N D F ( J , C O L J , E P . O ) J = J + ~ 1 G O  T O  3 5  
J F ( N D F ( J + l , C u L ) . E 3 , 9 )  GO 7 0  3 8  
C A L L  RFPAR(J*~,COL,NCR,LCR.LY,NX,LX) 
C A L L  R ~ Y A R ( J ~ C O L , N C R , L C P , L K , N Y . L Y )  
CILL D ~ V F R A ( ~ Z , L Z , ! J X , L X ~ . F J Y . L Y , ~ ~ ~ , F I ~ ~ ~ ~ ,  ! ~ ~ ~ K ~ , N ~ ~ N ~ , N ~ ~ L K ~ I T ~ )  
T F ( I T ~ . : ~ P , ~ ) ~ T O D  

91 C A L L  Y ~ L ~ I O ( J , C ~ L , N Z , L Z , L K , ~ Q , L O ) ~ J = J * ~ ~ G ~  T 0  5 >  
38 C A L L  S T U ( O , L K , N Z ) J C A L L  S T O ( l , L u , l ~ ) ; t 0  T O  91 
3 7  C A L L  R c P A R ( J + ~ , C O L - I , R Q , L & L K , N X , L X )  

C A L L  R ~ P A R ( J * l ~ C O L - l , N E ~ L E . L K l r Y , L Y )  
c A L L  Y l I L F ~ ~ ( ~ ~ , L ~ , h ~ , ~ ~ , ~ y , ~ ~ , t ~ 1 , ~ ~ , h 3 , W 4 ~ ! l 5 , N 6 ~ ~ 7 , N 8 i ~ K , I ~ ~ )  
I F ( I T A ~ ~ Q , ~ ) S T O P  
C A L L  R E P A R ( J Q C O L , ~ ~ ~ R , L C R , L K , ' F ; X , L X ) I N Z ( ~ ) = ' C Z ( ~ )  
C A L L  D ~ V F R A ( N Y , L Y , N Z , L Z ~ N X , L X , V ~ , N ~ , K ~ , ! ! ~ ~ ~ . ~ , N ~ ~ N ~ , ~ U ~ L K , I T A )  

109; ~F(ITA:EQ,I)STOP 
fin> 6 6  c A L L  Y A C H I N ( J , C O L , ~ Y , L Y , L K , N Q ~ L Q ~ ~ G O  7 0  90 

f u~,I~. 39 c A L L  S T ~ ( O I L K , C Y ) I C ~ L L  S T O ( l , L w , L Y ) l G O  f O  6 6  
k v2. 4 6  I F ( J L , L ~ , Y O Y ) G O  T O  36 
4 7 3 .  ' ~ F ( ( K D ~ ~ J L ' ~ ~ C ~ L ) . ~ Q . ~ ) ~ O ~ . ( ~ G F ( J L , C O L - ~ G , G  T u  3 0  
1 7 4 .  . t L r J L - t l C I L L  D E ~ E C T ( J L ~ I . C O L , R ~ O C , L ) ~ U ~ : N I ( L ) ~ Y ~ ~ ~ R ~ ~ L ) ~ ~ ~ ~ ~ A ~ L )  
1 7 5 .  ~ F ( ( ~ 3 . L T , 2 ) * 3 R , ( N C F ( ~ l + ~ , 1 4 3 - 2 > . C c E 3 ) ) r >  Tp 268 
1 7 6 .  C A L L  R r P A R ( ~ ~ ~ ~ 3 + ~ 2 + l , N G , L 0 , L K , N Z , L Z ) ~ ! ~ ( 1 ) = - ~ Z ~ ~ )  



C A L L  R F Y A R ( M ~ * ~ , ~ ~ + H ~ * N C P , L C R , I K , N Y , L Y ~  
C A L L  L O ~ F R A ( ~ X ~ L X , ~ Y ~ L ~ ~ N Z ~ ~ Z , ~ ~ , Y ~ , N ~ ~ N ~ ~ N S , N ~ ~ ~ ~ ~ L ~ ~ ~ T ~ ~  

43 C A L L  E ~ ~ L ( ~ , ~ ~ , S ~ + ~ ~ * ~ , ~ ~ ~ ~ L B R ~ L K ~ M ~ - ~ , Y Z * U ~ + ~ ~ N C R ~ L C R ~  
SS C A L L  E G ~ L ( ~ ~ ~ ~ ~ ~ * ~ ~ + ~ ~ + ~ . ( I C R ~ L ~ R , ~ K ~ Y ~ - ~ ~ ~ ~ * ~ ~ * ~ ~ M E ~ L E )  
30 I F < J q G ~ ~ L I M ~ ~ E ) L f ~ I ~ E = L I M I ~ E - 1 1 J = ~ o N ~ 6 0  73 99 

~ f J + l t c O  1 0  27 
7 9  f F ( L l W r T E . L f , * O N ) G U  1 0  101 

~ * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 4 * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

C  C A L C U L  U E S  C ~ E F F I C I E N T S  E(N,J)  
C*************.****t********+**********************~**************************** 

4 4  ~ F ( ( N D F ~ J * ~ ~ ~ O L - ~ ) , ~ O . O ) ~ A N O ~ ~ N D F ( J + ~ ~ C O L - ~ , E O ~ ~ ~  TO 45 
~ F ( ( ~ D F ~ J ~ C O L ) . E Q ~ O ) ~ O R ~ ( ~ D F ( J + ~ ~ ~ O L ) . E Q O G O  TO 47 
~ F ( ( ~ D F ~ J + ~ ~ C O L ~ ~ ) ~ E Q , O ) ~ O R . ( N D F ( J + ~ ~ C ~ L E O O  10 48  
I F ( N O F ( J e C O L ' l ) e 0 0 q b )  GO 10 4 9  
C A L L  R F P A ~ ( J + ~ ~ C O L ~ N ~ ~ L ~ ~ L K ~ N Z , L ~ )  
C A L L  R E P A R ( J ~ C O L ~ N Q . L O , L K ~ N X ~ L W )  
C A L L  ~ P U F R A ( N Y , L Y , N ~ , L Z ~ N X ~ L X ~ U ~ ~ N ~ ~ N S , ~ ~ ~ N ~ ~ N ~ ~ ~ ~ ~ L ~ ~ I T ~ ~  
I F ( I T A : ~ O , ~ ) ~ T O P  
C A L L  R E ~ A R ( J + I , C O L - ~ , N E , L E , L K , W X , L X )  
C A L L  A ~ V F R A ( ~ Z , L ~ ~ N Y ~ L Y ~ N X ~ L X , N ~ ~ N ~ ~ N ~ ~ N ~ ~ N ~ ~ N ~ ~ N ~ ~ L K I I ~ A )  

49 C A L L  R F P A R ( J + I  , C O L ~ N O . L Q , L K ~ N Z . L Z ~  
C A L L  R Ç ~ A R ( J * ~ , c O L - ~ ~ N E ~ L E ~ L K ~ N X , L ~ ~  
( A L L  A ~ O F R ~ ( ~ Y ~ L Y ~ N Z , L Z ~ N X , L X , U ~ I N Z , N ~ , N C ~ N S ~ N ~ ~ N ~ ~ L ~ ~ I T ~ )  
1 F ( I T A . ~ Q , l ) S T O P  
CALI. N A L H I Y ( J , C O L , N Y , L Y , L K , N E ~ L E ) I S D  10 4 1  

4 8  C A L L  D E ~ L C T ( J ~ ~ , C D L , B L D C , L ) I J ~ N A ~ L ) - ~ I G O  10 6 7  
4 5  C 4 L L  D E T E C T ( J ~ ~ , C O L , B L O C . L >  
5 0  I F ( ( J . ~ T . L I H I T E ) . D R . ( J . ~ ~ . N A ( L ~ - ~ ) ) J = J - ~ I G O  1 0  4 7  

~ F ( ( M D F ~ J ~ c O L ) , E ~ , ~ ) , O R , ( N D F ( J ~ ~ , ~ O L ) , E O ~ J + ~  TP 5 0  
C A L L  R F ~ A R ( J * ~ , C O L ~ N O , L O , L K , N X ~ L X )  
C A L L  R F ~ A R ( J * C O L ~ N O , L O ~ L K ~ W Y ~ L Y ~  
c A L L  S O U F R A ( N Z , L Z , N X , L X , N Y , L Y ~ N ~ , N ~ ~ N ~ , N ~ ~ N ~ I N ~ ~ ~ ~ ~ L ~ ~ I T A )  
I F ( I T A , Ë O , ~ ) S T O P  
C A L L  N ~ L H I N ( ~ ~ c ~ L ~ N Z , L Z , L K , N E , L E ) ~ J ~ J + ~ J G O  T O  5 0  

4 7  X F ( J Q G E ~ L I ~ ~ ~ E ) G O  10 5 1  
~ * J + l r r O  T O  4 4  

5 1  ~ F ( L I M ~ T E , L E ~ W O N > G O  TO 1 0 1  
GO TO 7 4  

7 0 1  ~ F ( ~ A X ~ L T , O ) ~ L ~ I R ~ L I M I T E ~ N L - N S L ~ ~ M L : ~ ~ J ~ ~ G O  TO ZOO4 
~ A X ~ M A ~ ~ ~ I L I ~ I T E ~ N L - ~ ~ I = ~ ; J = H O N  

C t * ~ t t * * * ~ ~ t ~ * * + * ~ * * * e * * * * * ~ t * t * * ~ ~ * * * ~ * * * * * * * * * * * * * * * * b * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

C  S O R T I E  U E  L A  T A B L E  Q-D C A L C U L E €  P A R  L A  M E T H O D E  WORNhLE 
C*********************tt********t*********************************************** 

U R I ~ E ( T ~ ~ ~ O O ~ ~ J U ~ X T E ( ~ N ~ ~ O O ~ ~ ; U R I T E ( I N ~ ~ O O ~ ~  
1 0 0 3  F O R H A T ( I / >  
1 0 0 2  F O R N A Ï ( I )  
866 ~ R ~ T ~ ( I N ~ ~ U O ~ ~ ~ Y R I T ~ ( I N ~ ~ O ~ ~ ~ I ~ ~ R I T E ( I N ~ ~ ~ O ~ ~  
836 l F ( N O F t J * I ) . ~ O e O )  6 0  1 0  7 0 2  

I F ( t 4 D F ( J + l r l ' l ) , E Q , f l )  G U  10 7 0 4  
C A L L  R c P ~ R ( ~ t l , ~ Q e ~ ~ q L ~ , ~ x q L X ? ~ C ~ ~ L  ~ U C T I E < N X ~ L X * L U , U )  
C I L L  E C ~ ( N X , L K . R X ~ L R ) ~ U S I T E ( I N . ~ ~ O ) J , I . O ~ C A L L  E C R ( L X , L K ~ R X , L R J  
U R X T ~ ( ! ~ ~ ~ O O ~ ) ~ I F ( J . ~ E . L I M I T E > ~ O  TO 900 
x F ( N D F < J + ~ * I J , E o ~ O )  60 T O  8 1 5  
C A L L  R F P A R ( J ~ I , Y E , L E ~ L K , N ~ , L X ) ~ C A L L  QUOTXE(NX,LX,LK,U)  
C A L L  E ~ ~ ( N X , ~ K , R X , L R ) ~ U R ~ T E ( I N ~ ~ ~ ~ ) J , I . O I C L L L  E C R ( L X ~ L K ~ R X ~ L R J  
G a  T O  816 

7 0 4  u R I T E ( ~ ~ ~ ~ ~ O J J ~ I I ~ ~ ~ T ~ ( ~ N ~ ~ O O ~ ) ~ I F ( J ~ G E . L E G O  T D  9 0 0  
C A L L  R:PAR(J~I,NE~LE,LK~Nx,LX),CALL O U @ T I E ( N X , L X q L K , Q )  
c A L L  E ~ ~ ( N X , L K , R X , L R ) ~ U R ~ ~ E ( I V ; ~ ~ ~ ) J ~ I , O I C A L L  ECR(LX,LK,RX,LR)  
u R I T E ( ~ W , ~ O O ~ ) ; G O  10 8 1 4  

7 0 2  u R I T E ( ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ J ~ ~ ~ U R ~ T E ( I N , ~ O O ~ ) ~ I F ~ J ~ G E , L I T E G O  TO 900 
8 1 5  U R I t E ( r N . 8 5 6 ) J t I ; C O  TO 8 1 4  
8 1 4  I F ( J . & F * L I ~ I T E )  GO 10  9 0 0  

J ~ J + ~ I u ~ I T E ( ~ N , ~ O O ~ ) , ~ ~  TO 806 
9 0 0  L I W I T E ~ L I N I T ~ - ~ ~ ~ F ( L I ~ ~ ~ ~ , L T ~ ~ O N ) I ~ ~ I L I ~ ~ E ~ L + ~  10 936 

I=l+l# i C M O N ; b 0  T O  866 
c * * * * . * * * * * * * * ~ * * I * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  
C  S C H E M I r I S A T I U N  D E  L A  T A B L E - P -  OUANC L A  T A B L E  O-D E S T  C A L C U L C E  
C  

936 0 3  65 J ~ M O N , L I M I T E  
~ F ( ! ~ D F < J ~ I ) , ~ O , ~ > N F ( J , I ~ ~ ~ H + I ~ ~  TO 6 5  
L F ( J ~ I ) = ~ H O  

6f C ~ N ~ I N ~ ~ ~ ~ L I ~ ~ ~ E ~ L ~ ~ I T E ~ ~ ; I F ~ L ~ P ~ ~ ~ ~ L T ~ ~ D N ) P E ~ N L ~ Z ~ G O  10 Y S >  
T = I * l ; r J  t 0  936 

9 3 5  U R X T C ( I ~ ~ ~ ~ ~ J M O H I I ~ ( K O ~ , L T ~ O ) M ~ ~ ~  
DO 97 J ~ ~ O ~ ~ ~ E I U R I T E ( I ~ ~ ~ C ~ ~ ) ~ K T ~ J + I  



07 U R I T E ( I ~ ; ~ O O ) ( K T ,  ( L ~ ( M E + J - I , T ) , I = o ~ N L - M E - J * ~ ) )  
862 I f ( M A X . b E . O ) ~ O  1 0  2 0 0 C  

R E T U R Y  
C * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * . . * ~ * * * * *  

S Y H E T R ~ ~  E N  VUE D ' O S T E N I R  L F  T r e L E  0 - D  PAR L A  uETHDDE P R O G R E S S I V E  
c + * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

Z O O 4  I F t N D F ( l w J , M * J - l ) , E P . 6 )  GO T O  > O 5 1  
I F ( N Ù F ( L - J I J * K - ~ ) , E O , O )  GO 1 0  2 0 1 0  
~ f ( & f * c r ~ ) " l l C A L L  E G A L ( ~ , ~ * J , M ~ J - I , N E , L E , L K , N S + J ~ M , N I I R , L B R >  
l F ( k D F ( l - J ~ M + J ) . E Q . O ~  60 10 2033  
C A L L  E ~ ~ L ( l , 1 - J r J * U , K Q , L O r ~ K , ~ s + J , M , N C R , L C R ) ~ G O  T O  2 0 1 3  

2011 ~ F ( ( ~ D F ~ ~ - J , J + H ) , E O . ~ ) . O R . ( N D F ~ ~ - J , J + * - ~ , E ~ , ~ G ~  10 2 0 1 0  
v F ( N S +  1 8 M ) a l  

- -  C k L L  E c ~ L ( ~ ~ ~ ~ J ~ ~ + J ~ N O , L C , L K ~ N S + J , U I R C R , L C R ) I ~ O  1 0  Z U 1 5  

~F(NDF~J+I,UJ,EP,O) GO 10 3 0 0 0  
N F ( N S + ~ - J , ~ ! + J ) E ~ I C A L L  € G A L ( ~ , J , M , N E , L E , L K ~ I ; S + ~ - J , M + J ~ N B R ~ L B U )  
I F ( h O F ( J ~ M + l ) , E O * O )  GO 10 3 0 0 2  
C A L L  E G ~ L ( ~ , J , ~ + ~ ~ N P . L Q , L Y , N S + ~ - J , M + J , N C R , L C R ~ G D  1 0  3 0 0 2  

3 0 0 1  I F ( ( ~ ~ D ~ ~ J , M * ~ ) . E Q . O ) . O R , ( N D F ( J . ~ ~ Y ) . E P ; O G O  10 3 0 0 0  
K F ( N S + ~ - J , M + J ) ~ ~ ~ C A L L  EGAL(~,J;w+~,NQ,LQ,LK,NS+~-J,H+J~NCR,LC~) 

L I ~ ~ l T E = ~ l M I T k ~ l I M ~ M + ' I ; J ~ 1 ~ ~ 0  10 3 0 0 4  
S O o S  C A L L  R ~ ~ G E ( ~ ~ ~ C , L C , L K , N X . L X ) ) C , L L  R A N G E ( o ~ R C ~ L C , L ~ ~ ~ ~ ~ L Y >  

C A L L  D I " ~ ~ A ( N ~ ~ L ~ , ~ ~ , L X ~ # Y , L ~ ~ N ~ ~ ~ ~ , N ~ , N ~ , N ~ , N ~ , N ~ ~ N U , L K ~ I ~ ~ )  
f F ( I T A , t O . l ) ~ T O P  
# Z ( l ) = - f i Z ( l ) ~ c ~ ~ L  ~ A C H I M ( N S . 1  ,uZ,LL,LK,NBR,LBR) 
DO 56 y = l , N L ' N S - l  
C A L L  ~ T U ( O I L K ~ N X ) ~ C A L L  S T O ( ~ ~ L K ~ L X ) ~ E F ( N S ' I ~ I + ~ ) = ~  

5 6  C A L L  Y I C H I ~ ; ( ~ S - I , ~ + ~ , N X , L Y , L K , W B R , L B P )  
~***.*********+**********.**************************+**********************.~*** 
C S O R T I E  UE L A  T A B L E  Q-D C A L C U L E E  P A R  L A   ETH HO DE P R O G R E S S I V E  
C * * * * r * t t * * * * * * * * * * * * * * * * t ~ t t * * ~ t t ~ t ~ * t t * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ~ * * * * + * * * * * * * * * * * * * * *  

. - 

3 0 1 1  IF(NF<:I*I),EQ,O) G O  TO 3007 
l F ( N f ( ~ * l r X - ~ ) , E ~ ~ 0 )  GO 1 0  3 0 0 6  
t A L L  R ? P A R ( J * I ~ N B R , L B R ~ L K , N X , L ~ ) I C A L L  O U O T I € ( N X , L X , L K , O )  
C A L L  E ~ ~ C N X , L K , R X , L R ) ~ U R I T E ~ I N ; ~ ~ O ) J , I , O I C A L L  ECR(LX,LK,RX,LRJ 
U R I T E ( ~ N , ~ O O ~ ) ~ I F ( J , C E , L I ~ ! I T E ) ~ O  TO s o i e  a 

I F ( N F ~ J + ~ ~ ~ ) ~ E Q . O )  6 0  1 0  3 0 0 9  
C A L L  R E ~ A R C J ~ I , N C R ~ L C R , L K , N X ~ L X ) I C A L L  O U O T I E C N X , L X ~ L K ~ O )  

J=J*~IGO TO 3 0 1 1  
3 0 3 0  ~ F ~ L I ~ T ~ E , L ~ ~ I S ~ L ~ ~ I ~ E ~ ~ L - ~ ~ J ~ O  1 0  3 0 2 6  

t f = l s - ~ I I = I * ~ ~ G o  1 0  3 0 1 2  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
C S C H E M A T ~ S A T I ~ ~  D E  L A  T A B L E - P o  O U b N D  L A  T A B L E  9-0 E S T  C A L C U L E €  
C A V E r  L A  M t T H o D E  P R O G R E S S I V E  c * * * * + * * * * * * * - * * * * * * * * * * * * * * * * . . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

3 0 2 6  DO 79 I = # S + l r N L + l  
DO 77 J ~ O ~ L I ~ I T ~ ~ I F ~ N F ~ ~ - J ~ J ) , ~ O , ~ ~ N F ~ I - J ~ J ~ ~ ~ H + ~ ~ O  10 7 f  
u F C I - J ; J ) = l H O  

77 cowrxrur: 
79 L I C I T E a L I M I T C r l  

3025 Y R ~ T E ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ N S J ~ ~ ~ N S ~ ~ ~ N F ( N S , O ~ ~ ~ W + I U R ~ T ~ ~ ~ N , ~ O O Z ~  
U R I T E C I ~ ~ ~ O O J K T , U F ( ~ ~ , ~ )  
00 70 1'1 ~ ~ L ' N S J U R I T E ( I N , ~ O O Z ) ~ K T O R S * I ~ ~  

7 0  U R I T E ( T ~ , ~ O O J ~ K T , ( N F ( N S + ~ - J ~ J ) , J ~ O , N L - ~ S ~ I + ~ ~ )  
1 0 0 0  F O R M * T ~ ~ I , Z S X , * I N D I C E  D E  C O L O l t . + t = ' , I ) r / )  



1. 
2. 
3. 
4. 
5. 
6. 
7. 
8. 
9. 

10. 
Il. 
12. 
13.  . 
14 
1s. 
16. 
17. 
18. 
19. 
20 .  
71. 
22. 
23. 
24 .  
2s. 
26.  
27.  
28. 
29 * 
3 0 .  
31 . 
32. 
33 
34 .  
35. 
36. 
37.  
38 
39 
40. 
41. 
42. 
43. 
44, 
45. 
46. 
47, 
48. 
li9. 
50.  
51 , 
52. 
5 3. 
54.' 
55 
56. 
57 , 
58. 
59. 
60 * 
61 0 

' 62. 
63 

5 0 0 1  FORKAT(VXI* 9-O PAR METHODE P R O G R E S S I V E  '>  
8 0 0  F O R M A T ( ~ X ~ * N ~ ' , ~ ~ ~ S X ~ ~ O ( A ? ~ ~ ~ ) )  

2 0 3 1  FORMAT(YX, '  9-D PAR CETHOOE N O R M A L E * )  
8 5 6  F O R M A ~ ~ Z ~ X * ' Q ( * ~ ~ ~ ~ ' ~ ' . I ~ . ' )  I N F I N I  OU I N D E F I N I ' )  
8 5 6  F O R X A T O ~ X ~ ' ~ ( ' ~ I ~ ~ ' ~ * O I Z ~ * )  I N F f N I  OU INDEFINI*) 
880 ç o ~ ~ A ~ ( * - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - , p ( c  t 1 3 ~ * t ' r 1 Z * ' ~ ~ * ~ D Z L 9 1 > )  
8 8 9  F O R ~ A T ( * - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - , , ~ E ( ~ ~ I ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ) ~ ~ , @ ~ ~ , ~ ~  

' RETuRN 

END 

4 C A L L  F G A L  ( ~ ~ w + I I R + Z - J ~ K + J - I  rNCPrLCRrLKrî .+NR+l-JrK+Je~dCR.LCC<) 
IF(( ; (- IJRtJ-1 ,GT,tlAX) .GH. (r4-Nh+J.GT.N) )C l1  T U  5 
C b L L  EGAL  (-1 r t I+ IVR+l -Jrh+Jr I4O~LQoL6rW-t iR~l+JrKt !dR+lr  N B R o L o H )  

5 IF(J.Gt.NR+l)J=NR;Gf! T O  6 
J=J+I ;GO T U  3 

6 IF (~J .LT~O~,<~R. f tJ -~4R- l+J .LT.M@N))GO TO R 
IF(UDF(N-hR-l+J~6+t4R-l-J).EO.O)GO 10 1 6  
IF(NUF(N-UHtJrK+tJR-2-J).EO.O)CALL R E P A n ( t d - t 4 R - l + J , K t ~ R - ~ ~ h c w ~ ~ c c l ~ ~ ~  

1 r N X r L X J ; G O  TO 9 
C I i L L  REPARCN-NR-1+J~K+NR-1 -J rNE~LErLK.kX~LX) ;~1X( l )~ - i~XC1)  

r 9 C b L L  R ~ P A R ( N - M R + J ~ K + ~ I R + I  r N C R r L C R * L K r h Z * L Z )  i I I Z (  l ) = - t d Z ( l )  
C A L L  ~ I V F R A ( ~ Y ~ L Y ~ U Z ~ L L ~ ~ ~ X ~ L X ~ N ~ ~ ~ I Z * ~ ~ ~ N ~ ~ N ~ ~ ~ ~ ~ ~ N ~ ~ ~ ~ ~ L U ~ I T A )  

SUr lRU l IT l h l :  F S T R A ( N ~ t ~ R r K r L k ~ ~ O N ~ U A X e t J 1 r ~ J Z ~ N 3 ~ t ~ 4 r U S r ~ i b ~ f 4 7 ~ ~ ~ 8 ~ N X ~ L X r N  
1 Y * L Y , t J Z * L Z )  

C * * * * * * * * * * * * * * * * * * * . * * * * * * * * * * * * * * . t * * * * * ' * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * . *  
c CALCUL D E S  TLR t lES  PERPCTTAWT DE  COt iTUURNER L E S  OLOCS 
C******************************************************************t***********t 

C*********+*********CAHTES SLJSCEPTIRLES O ' t T t < E  W O I i I F I E E S  P A R  L ' L I T I L I S A T E U R  * *a * *  
CnMb'Llrl Y M ~ t ~ I ~ P / T / t l C P ( ~ 1 0 : l O ~ ~ : l O . l l ) r L C P ~ ~ l O ~ 1 O ~ O ~ 1 O ~ l l ~ ~ L J R ~ ~ l O ~ l  

l O r O : l O r l l ) r N ~ ( ~ l O : l O r O : l O r l l ) r L O ~ ~ l O ~ l U r O ~ l O r l l ~ ~ L E ~ ~ l O ~ l ~ r O ~ l O ~ l l  
l ) r t J F ( - l O : 1 0 r 0 : 1 0 ~ 1 1 ) ~ ~ b R ( ~ l O ~ l O r O ~ 1 O r 1 l ~ ~ L C ~ ~ l O ~ 1 O ~ l l ~ r N C ~ ~ l O ~ l O r l  
t l ) r ~ J l ) F ( - 1 0 : l O r 0 : 1 0 )  

C * * * * * * 1 * t , t * t * t * * t t t * * * * * ~ * a * t F I k l * * * * a 7 * * a * * * * ~ * * * * * * * * * + * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  
D I W F H S I C I I I Y l  ( L K ) r N Z ( L K ) ~ Y 3 ( L K ) r ~ J U ( L K ) r F ' 5 ( L K ) r t ; b ( L K ) r N 7 ( L K ) r W ~ ( L K )  
DI t tFt *SIO,*YX(LK)rLX(Ll . ) rNY(L)orLY(Ll<) rP.L(Lh)rLZ(LK)  

C***********************II******************************************************* 

C CALCUL  DtS C L ' f F F I C I C I i T Ç  -C- E T  -b- O U I  1NTERYIEY :JE I IT  DANS L E S  f t E L A l I O h b  
C OE RECI IRPENCE A T R O I S  T t R I T Ç  
C * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

IF(K;GT.I) CD TU 1 2 0  
C A L L  3TnCf'rLhrflX);CALL S T O C ~ ~ L K I L X )  
CALI. ~ A C H I ~ I ( ~ ! ~ ) ~ + ~ ~ P + ~ ~ Y X L L X ~ L ~ ~ ~ J C ~ ~ L C K )  
C A L L  RANGE (!4+NR+ 1 r f 4 C r L C r L C ~ N K r L X )  ;CALL  RANGE (te-1 ~ N C . L C I L Y . V ~ J Z ~ L Z )  
C A L L  D I V F R A ( t ~ Y I L Y I ~ J X ~ L X ~ t ~ Z ~ L Z r i i l l ~ ~ 1 2 ~ t i 3 ~ ~ . 1 4 ~ f 1 5 r ~ J ~ ~ 1 4 7 r ~ ; 8 r L k r I T A )  
f d Y ( l ) = - V Y ( ~ ) ; C A L L  F I A C H I ~ J ( N - I , K + N I I + ~ ~ ~ ~ Y , L Y , L K , ~ ~ C R ~ L C U ) ; J = O  

1 IF((ti-!IR-l+J.GT.'tAX) .OH. (J.GT.NR) )J=t4R- l ;GU TO 6 
CALI. E C A L ( ~ 1 ~ t l t ' J R t l ~ J ~ K + J r t I O ~ L Q ~ L K r N ~ N H ~ l t J r K + I . ( R + l r C l B R ~ L B R )  
J=J+l;Gfl TO 1 

1 2 0  lF (Nbf (Y+~JH+ZrK-2 ) .EU.O)GO TO Z 
C A L L  R L P A R ( W + ~ ~ ~ + ~ , ~ - ~ ~ ~ E . I . € , L K ~ N X , L X ) ; I ~ X ( ~ ) = - ~ ~ X ( ~ )  
C A L L  REPAQCY+'tk!tlrK-lri4QrLl,rLKrNZrLZ) 
C A L L  ~ U L F R A ( I . Y , L Y . t J X ~ L X ~ N Z r L Z ~ ~ 4 l r V Z ~ ~ J 3 r M 4 r I i 5 ~ t 1 b ~ N 7 ~ N 8 r L ~ r I T A )  
I F ( I T A . E o . l ) S f U D  
C A L L  ( I A C H l ~ ! ( r r t : J R + l r K r N Y r L Y r L h ~ t J t R ~ L C R )  
IF (k -WH- l .GT.M&X)J= l ;Go TO 3 
C A L L  R E P A R ( ~ J + ~ J R + ~ ~ K ~ ; I ~ ~ L Q ~ L K I K Z ~ L Z )  
C A L L  SOUFRC.( i !Y~LY, t lX ,LXrNZ,LZrNlrh12rt .3r~14rH5r~l6rN7rLK~ITk)  
I F ( ITA .EQ.1 )STOP 
C A L L  U A C H I f . ( k - i ~ R - 1  * K + Y R + l  * I i Y p L Y  pLKoN6 :R rL t )R )  i J= l  G O  7 0  3 

2 f F (N -NR- l .CT ,~AX)J= l ;GO TO 3 
C A L L  E G A L ( - l r l l t H R + l . K ~ N Q r L D ~ L K r N - N H - 1 r K + t J R + 1 r k O R r L ~ ~ ~ ; J = l  

3 IF(~4OF(tJ+tJ!:+2-JrK-2).EQ.O)GO T U  4 
C A L L  REPAR(?l+hR+2-J~K+J-lr t4CWrLCRrLKrNXrL10 
C I L L  R E P A R ( N + k R + l - J e K - l r t l O r L Q ~ L K ~ N Z r L Z )  
C A L L  ~ U L F Q A ( N Y , L Y ~ ~ ; Z ~ L Z ~ ~ J X ~ L X ~ ~ ~ ~ ~ M ~ ~ ~ J ~ ~ N ~ ~ ~ ~ S ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ : ~ ~ ~ L U ~ I T A ~  
IF ( ITA.EQ.1)STOP 
C A L L  W A C H I H ( ~ ! + ~ I W + I - J ~ K + J ~ M Y I L Y ~ L K ~ ~ ~ C U ~ L C R )  
I F  ((N-t4R+.I-) .GT.tiAX) .OR. (N-t4RtJ.GT.Y) )GO TO 5 
CILL R E P A Q ( N + ~ R + Z - J ~ K + J - ~ ~ ~ ~ C H ~ L C C ~ ~ L U ~ ~ J Z ~ L Z )  
C A L L  REPAR(N+tJt I t l -J*KtJ* IdIJtLP*LKrVXrLY 1 
C A L L  S O U F R A ( ~ ~ Y ~ L Y ~ ~ J Z ~ L Z ~ N X ~ L X ~ ~ J ~ P ~ ~ Z ~ ~ ~ ~ ~ N ~ ~ ~ ~ ~ ~ Y ~ ~ N ~ ~ L K ~ I T C ~ )  
IF(ITA,EO.~ISTOP 
C A L L  ~ A C ~ ~ I ~ ~ ( N - ~ I R - I + J ~ C + N H ~ ~ I N Y ~ L Y ~ L K ~ N B ~ ~ L R ) ; G O  T(I 5 



I F C I T b . E O . 1 ) S T ù P  
C A L L  *ACHIl.(ti-tlP-l+JrKtNR+lrWY,LY r L I I e t J C R r L C R ) :  J=J-1 :GO TU 6 

16 C A L L  EGALC 1 .~J-!IR+JII<+NR+~ r l 4 C R ~ L C R r L l ( r l ~ - Y W - l + J r U + N R + I  . N C R r ~ C Q )  
J = J - t l G O  TO O 

8 IF(M-NP-2.LT.VUY)J=n;60 T F  13 
C * * * * * ~ T * * * * * * * * * T * * T * * ~ * ~ T ~ ~ ~ T T * T ~ * ~ * T ~ ~ ~ * T * ~ T ~ ~ T * ~ ~ ~ * * * ~ * T U ~ T ~ * ~ T T * ~ T * ~ * ~ ~ ~ ~ ~ .  
C CALCUL  Dt J LT E 
C I * * * ~ * ~ * * T T * * T * ~ * * * ~ ~ * ~ * * * T T T ~ ~ * * I ) T ~ * T * * ~ * ~ * * * T ~ T T * ~ * T * * * * * ~ T ~ * ~ T T T ~ * * T ~ T * * A ~ . ~  

IF<(vDF(Y-tJk-Zrh+r'QJ.fn.O)C;U 10 11 
I F ( N Q F ( N - * I R - 1  rK+ ' lQ-1)  .EO,O )GU TCI 22 
C A L L  R E P A R ( N - Y W - Z ~ ~ + I : R , N ~ D L E ~ L K D ~ ~ X , L X )  i 1 4 i ( (  1 1 s - t . 1  O 10 12 

22 C I L L  RtPARCN-t!P-Z,t:+l:R+1 , tdCf e L C Q r L K I N r r L X )  
12 C A L L  R E P A P ( M - r ' P - l r K + c @ + l  c p ! C R r F C R r L K r f l Z r L Z )  

C A L L  D I V f R C ( l i Y ~ L Y r t l Z ~ L Z r I J X r L X r H 1 ~ ~ l Z v N 3 ~ k 4 ~ t ~ 5 r ~ 6 r N 7 ~ H b r L K ~ 1 T A )  
I F [ ITA .EO, l  ) S T O P  
C A L L  MAClt l i : ( I> - . rR-Z8K+NR+1 .+.(Y,LY r L K r N Q . L i J )  
IF(r1-?!i!-1 ,CT.PAX)RETURI.I 
C A L L  ~ E P A R C # - ' 1 P - l ~ t . + : J R + 1 ~ H ~ P r L B R r L K r N X r L X l ; t I X ( l ) i ~ t i X ( 1 )  
C A L L  SOI1FPA( t .ZrLZ* ! iXr I  Y r t I Y r L f r r 4 1 r ~ ~ 2 . t ~ 3 D ~ I B r i i S r ~ . ( b r N 7 r L h ~ I T A )  
I F C I T 1 . F u . i ) S T P  
C A L L  ~ A C ~ I i ~ C i : - f ~ ~ - 2 r K + t I R + 1 r I ~ Z I L Z r L K ~ ~ J E r L E J i J = J ~ G O  T U  13 

11 C b L L  E b A L ( - 1  . ' ; - ' IR- l rK+t lR+l ,'JCWrLCP,Lhr t.-t*R-Z,K+NR+l.rJO,LU) 
IF(k-*k- l .GT.uAXIRETURtJ 
C C L L  € ( r A L ( - l r ~ l - ~ l R - l r K + I I R + I ~ N ~ R r L L I R ~ L K r N - N R - Z ~ K t N R + l ~ t J E r L E ) ; J 8 O  

13 IF(N-~R-;.LT.?~ij~4)J~VO#-N+~k+l --- 
C * * * * * * * * * t * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  
C CALCUL  DES AbTi:ES TC IWCS It iTERVEhA:4T bA t4S  L E S  h E L A T I 0 N  DE kECUttWEt:cE 
C A T P 0 1 3  TF:<'!CJ 
C * * * * * * * t * * * * * * t * * * t * t * * * * * * . : * * * * * * * t * * * * * * * * * ~ * * ~ ~ n * ~ ~ * * * * * * * ~ * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

15 IF ( ( IJ - I IR+J.G~ .14AX).OIi. ( J . t E . ~ ~ R ) ) P F l u l l f l  
I F ~ i : o F ( ' l - ~ ~ ~ - l + J r K + t : R - 1 - J ) . ~ ~ E . 0 ) 6 0  10 20 
C A L L  E L A L ( l r ~ ~ ~ I ~ Q + J ~ K + l J ~ + l r ! ~ ~ ~ ~ ~ r L 8 R r L K ~ ? J - ~ J H - l + J ~ K + f ~ R + Z ~ ~ C R ~ L C R ) i G O  

l i n  lu 
20 C b L L  RtPAPCtJ-NR+J,K+I1H+lrNL)P,LBRrL~,hXrLX) 

C L L L  P k p A R ( N - N I ' - l + J r  h+ l4R+1 D+'CP#LCRILK~ h Z r L Z 1  
C A L L  S L > ~ ~ F R ~ ( ' ~ Y ~ L Y ~ N X ~ L X ~ ~ J Z ~ L Z ~ I ~ ~ I N Z ~ ~ ~ ~ ~ N ~ ~ ~ ~ ~ ~ N ~ ~ H ~ ~ L K ~ I T A )  
I F C I T 4 . E O . l ) S T O P  
C A L L  C ~ C ~ ~ ~ . ~ ( ~ ; - ~ ~ Q - ~ + J ~ K + ? ' R + Z D ~ ~ Y ~ L Y ~ L K ~ N C R ~ L C R )  

14 C A L L  C G A L ( ~ ~ ~ ~ - ~ ~ R - ~ + J ~ K + N H + ~ ~ I J C R , L C H ~ L K ~ N - ~ I I : - ~ + J ~ ~ ~ ~ ~ ~ + ~ ~ ~ ~ E ~ L E )  
J=J+ l i I ;O TO 15 
€ N b  

- - 



VI II .3. SOUS-PROGRAMMES DE CALCUL DES POLYNOMES ORTHOGONAUX REGULIERS ET 

LEURS ASSOCIES, ET DES APPROXIMANTS DE PADE 

On note : 

- NP(J, 1, * )  et LP(J, 1, 0 )  (resp. NPR(J, 1, * )  et LPR(J, 1, a)), 

pour O 5 1 S K, les numérateurs et dénominateurs des coefficients 
1 de x dans le polynôme P:~)(x) (resp. Ppr(k (j) , ) (XI). 

pour O S 1 S K, les numérateurs et dénominateurs des coefficients 
( j  du polynôme Qk (x) (ESP. (j) .) (XI). 

9 3 

Appel : CALL PADERA(NL, NI, N2, N3,..., N7, N8, NX, LX, LX, NY, LY, NZ, LZ, 

NG, LG, LK, LR1, RZ) 

Paramètres : NL est défini comme dans APADE. LK et LR1 sont les entiers calculés 

par INI. 

Nl(*), N2(*),. . ., N7(a), N8(* 1, NX(*), LX(*), NY(a), NZ(a), LZ(*), 

NG(*), LG(*) sont des T.E.P. de longueur LK. 

RZ est un tableau de longueur LR1. 

Tous les paramètres sont des paramètres d'entrée. 

Sous-programmes utilisés : QUDERA, DETECT, ESTRA et ECRAT si l'on veut calculer 

les approximants de Padé. 

Description : Même description que APADE. 

* * * ECRAT * * * * 

Appel : CALL ECRAT(NS, LS, NR, LR, IA, J, NI, N2, ..., N7, NB, NX, LX, N'Y, LY, 
NZ, LZ, LK, LR1, RZ) 



Paramètres : Les  NS(1, *)  e t  LS(I, * )  (resp. NR(I, * )  e t  LR(I, 0 ) )  pour 
O S 1 S J, sont des T.E.P. de longueur LK, i ls représentent - l e s  

1 
numérateurs e t  dénominateurs des coeff ic ients  de x dans l e  poly- 

(lA-J)(x)). nôme P:I*-~)(x) (resp.  Q~ l 

Les au t res  paramètres ont l a  même déf ini t ion que dans PADERA. 

Tous l e s  P ara mètres sont des paramètres d'entrée. 
1 

Description : Même description que ECRIRE. 

On présente un programme qui lit l a  valeur de NL e t  l e s  coeff ic ients  

de l a  s é r i e  formelle, e t  f a i t  appel à l'ensemble des sous-programmes. 

C * * * * * * * * * * * * * ~ * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  
C  P R O G R A ~ M E  P R I N C I P A L  POUR L E  CALCUL DES POLYNOMES OSTHOGO~AUX R E G U L I ~ P S  
C € 7  LEURS ASSOCIES*ET  DONC LES APPROXIMANTS DE PADE 
C LES CALCULS SO6T f A I t S  AVEC L 'ARTHMETIOUE R A T I O ~ N E L L E  ETENDUE 1 

C . * * * * . * * . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  
C * * * r r * * * * * * * * * * * * * * i . C A M T E S  POUVANT E t R E  CHANGEES PAR L e l ! ~ I L I S A T E U R * * * * * * * t * * * * *  

COUMON N ~ * N I ~ P ~ T ~ N ~ R ~ ' ~ O ~ ~ O ~ O : ~ O ~ ~ ~ ~ ~ L C R ~ ~ ~ O ~ ~ O ~ O ~ ~ O ~ ~ ~ ~ * L B ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~  
~ ~ ~ O : ~ O ~ ~ ~ ) ~ ~ Q ( ~ ~ O : ~ ~ ~ O I ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ L O ~ ~ ~ O : ~ ~ O ~ O : ~ O * ? ~ ~ ~ L ~ C ~ ~ O : ~ O ~ O ~ ~ O . ~ ~  
~ ) ~ N E ( ~ ~ O I ~ O ~ O ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ B R ( ~ ~ ~ ~ ~ O ~ O ~ ~ O ~ ~ ~ ~ ~ L C ~ ~ ~ ~ : ~ O . ~ ~ ~ ~ N C ~ ~ ~ O ~ ~ O ~ ~  
~ ~ ) , N D F ( - ~ O : ~ O ~ ~ : ~ O ) / S / ~ A ( ~ ~ ~ ~ K A ( ~ O ~ ~ N R A ( ~ O ) / ~ L ~ ~ ~ / ~ ~ A S E ~ L U ~ I N . K N  

O ~ M E N S ~ O N ~ T ( ~ ~ ~ ~ ~ ~ ) ~ N X ~ ~ ~ ~ ~ L X ~ ~ ~ ~ ~ N Y ~ ~ ~ ) ~ L Y ~ ~ ~ ~ ~ N Z ~ ~ ~ ~ ~ L Z ~ ~ ~ ~  
D I H E N S I O ~ ~ l ~ l l ) ~ ! ~ Z ( 1 l ~ ~ ~ 3 ~ l l ~ ~ ~ b C l l ~ ~ ~ 5 ~ l l ) ~ N 6 C l l ~ . ~ 7 ~ l l ~ ~ ~ 8 ~ l l ~  
O I ~ E M S I O ~ ~ I G ~ ~ ~ ) , L ~ ~ ~ ~ ~ ~ R X ~ ~ ~ O ~  
~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ * ~ ~ ~ ~ P = ~ . D - ~ ~ I I B ~ S E ~ ~ O O O O O O O O ~ I ~ ~ ~ O ~ # L U ~ ~ O ~ K N ~ ~ O S  

C*****r*e**e****e*****FI~**e~****~..e*e*~*e*********~e**eee********~**e********* 

R E A D ( K N , ~ O ) U L  
R E A O ( K N . L O ) ( D T ( I ) * I ~ O ~ N L )  

20 F O R H A T ( S F ~ S , U )  
10 FORnAT(13 )  

CALL I N I ( L ~ S L R ) I O ~ P S ~ ~ , / H M  
0 0  1 J s O e N L  
U R I T E ( I N * ~ O O ~ ~ r D T C J ~ ~ I T A ~ O  
IWA=O~IDA~~~IC(~)S(~T(J)).~E.DEPS)CALL R A I ( O T ( J ~ ~ I Y A ~ ~ D A ~ R , I T A I  
I F t t T A . E Q e 1 ) S T O P  
CAL& STO( IHA,LKIWY) lCALL S T O ( I D A I L K ~ L Y >  

1 CALL MIsE(J~NY,LYoLI .Nc ,Lc )  
4 0 0  FO~~~T(3%~'C('rlbe').'.022.1~) 

C I L L  P A O E R A ( N L ~ N ~ ~ N ~ ~ N ~ ~ N L ~ N ~ ~ N ~ ~ N ~ ~ N ~ ~ N X , L X ~ N Y ~ L Y ~ ~ Z ~ ~ Z ~ N G ~ L G ~ L ~ ~  
~ L R , R X ) # S T O P  

tNO 



ESSAI NUMERIQUE 

Pour NL = 10 e t  l e s  c o e f f i c i e n t s  ci su ivan t s  : 

Les r é s u l t a t s  sont  : 

Le tableau 

où l e s  numéros de gauche sont  l e s  indices  des diagonales, l e s  + donnent l e s  

p o s i t i o n s  des polynômes orthogonaux r é g u l i e r s  et  l e s  O c e l l e s  des polynômes 

non orthogonaux r é g u l i e r s ,  

donne l ' a l l u r e  de l a  t a b l e  P des polynômes orthogonaux. 



Les poïynômes pk0)(x)  e t  Q:O)(x) son t  : 

Le polynômep donné sous l a  forme : U 
k - = a. X**O 

Mo 

Ns s 
est égal  à 1 - x ( c o e f f i c i e n t s  r a t i o n n e l s )  

s = O  Ms 

k s 
OU; 1 a x ( c o e f f i c i e n t s  r é e l s )  

s s =O 



~ t a p p ~ x i m a n t  de Padé [4/51f(x)  est : 

O E N O H I Y A T E U R  



.. .. * *  * *  **  LES SOUS-PROGRAMMES 2:  **  



2. ~ L G , L Y , I  R l r R Z )  
3 .  c*******..****..************************4***.********************.******.******* 

4, C  COUS P B U G A H M ~  DE C A L C U L  DES PDtyNOVES O R T H C G O X A U X  R E ~ U L I E R S  E T  

5 .  c ET L t J D I  ASSGf IES,  
6 .  C  CE SCJS PROGnAMME U T I L I S E  L E  SOUS PROGRAMME E C R A T  POUR LE CALCUL O t s  

7. c &PPROXI%ANTS DE PACE 
IL A P P E L L E  O ~ ~ I E ~ A  POUR L E  CALCUL DE LA TABLE 0-0 

9 .  
1 0. c ~ * ~ ~ * * * * * + ~ . * * C A P T ~ S  S g S C E P T I g L ~ S  DsETQE M ~ D I F I E E ~  PAR L ~ U T I L I S A T E U R * * r * * * * * * * *  
11. cOUMON N ~ , N I ~ P ~ ~ / ~ C R ( - l 0 ~ l ~ ~ O : ~ ~ , l l ~ , L C ~ ~ ~ l O : 1 ~ ~ 9 : l ~ ~ l l ~ ~ ~ B ~ ~ ~ l O ~ 1  
'12. 1 ~ , ~ : 1 3 i 1 l ) ~ ~ U ( - ~ ~ : ~ d ~ O : l ~ ~ ~ l ) ~ ~  ~ ( - l ~ ~ l ~ ~ ~ : ~ c , ~ ~ ) ~ ~ ~ ( ~ l C : ~ ~ ~ ~ ~ ~ O ~ l l  
1 3 .  l ) , h ~ ( ~ ~ U : ~ O ~ U : ~ O , ~ ~ ) , ~ R ( ~ l O : l ~ I ~ : l 3 ~ l l ) r ~ ~ ( ~ l ~ : ~ ~ ~ ~ ~ ) ~ ~ ~ ( ~ ~ O : ~ ~ ? ~  
1 4 .  ~ ~ ) , ~ ~ D F ( ~ ~ O : ~ ~ ~ ~ : ~ D ) / S / N A ( ~ @ ) , K P ( ~ ~ ) , N R ~ ( ~ ~ ) / B L ~ K ~ / I B A S E , L ~ , ~ ~ ~ K ~  
1 5 .  Q X ~ E N S ~ J ~ ~ X ( L K ) , L X ( L K ) , W Y ( L K ) , L Y ( L K ) , # Z ( L K ) , L Z ~ L K ) , ~ G ( L K ) , L G ~ L K )  
l b .  ~ ~ ~ E ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ( L U ) , N ~ ~ L K ) , ~ ~ ( L U ) , L ~ ~ ( L K ) , ~ ~ ( L K ) , ~ ~ ~ ( L K ) , N ~ ( L K ) , N ~ ~ L ~ )  
17. D I P ~ ~ ~ ~ ~ ~ , ~ ~ ~ ( ~ ~ O : ~ O ~ O : ~ O ~ ~ ~ ~ , ~ ~ ~ ~ - ~ ~ : ~ O ~ F ; ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ , ~ R ~ - ~ ~ : I O ~ ~ : ? O ~ ~ ~ ~  
1 8 .  ~ I ~ E N S T ~ ~ ~ ~ ( ~ ~ O : ~ ~ ~ I I : ~ O ~ ~ ~ ) ~ L T ~ ~ ~ ~ : ~ ~ ~ O : ~ O ~ ~ ~ ) ~ L ~ ~ ~ ~ O : ~ O ~ O : ~ O ~ ~ ~ ~  
1 9 .  ~ I " ~ h ~ 1 ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ 1 0 : l 0 ~ 0 : l 0 ~ ~ l ) ~ L H f - l ~ ! l ~ ~ ~ : l O ~ l l ~ , N ~ ~ ~ l G ~ l O ~ O ~ ~ O ~ l l ~ *  
20; ~ L P ( - ~ ? ~ ~ ~ ~ ~ : ~ ~ ~ ~ ~ ) ~ N H R ( - ~ ~ ~ ~ O ~ ~ ~ ~ O ~ ~ ~ ) ~ ~ ~ R ( - ~ ~ : ~ ~ ~ ~ : ~ O ~ ~ ~ ) ~ ~ P R ( - ~ ~  

22. 
23. c pPPEL DU SOUS PROGRAVXE CUDERI  
24. CALL ~ I ~ U E R A ( ~ * L ~ O , O , L A , N ~ . N Z , N ~ , ) I C , K ~ , Y ~ , N I , N ~ , N X , L X , N Y , L Y , N L , L Z , L K  

27, c 
28.  C  C A L C U L  UES PuLYNO' fEg ORTHOGONAUX REGuLIERS DE LA DEY&-TABLE S U P E R I E U K ~  
29. C  ET LEURS ASSOCIES 
30. C 
3 1 .  C * * t * * * * t t * * C w * I * * . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * t * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 8 * * * * * * *  

32. ~ A - ~ J ~ L = ( N L * ~ ) / Z ~ C A L L  STC(~.LK;NX)ICALL S T @ ( ~ , L U , L X )  
3 3 .  c;LL Y ~ C H I A ( L A , O , N X , L X , L K , U F R  * !. PR) ;CALL  WACHIN(IA,O,NX,LX,LK,NH,LH 
34;  1 ) l C A L L  ~ A C ~ I ~ ~ ( X A , O ~ L X ~ L X . L K , R P . L P )  
35. C b l L  Y ~ C H I ~ ( ~ A , O . L X , L X , L K . C H R , L H R ) I I A ~ ~  
36. 1 0 3  I F ( I A . G T . ~ L ) I A = I A - ~ I G c  TO 3 9 0  
37. CALL STJ(D ,L%NX) ;CALL  S l O ( l , L < t L X )  
38 .  . t 4 L L  Y ~ Ç H I ~ ( I ~ , O , N X , L X , L K , ~ ! P R , I . P ~ ( ) ; C A L L  MACHIN(XA,O,NX,LX,LK,NH,LH 
39. ~ ) : c ~ c L  Y A C H I ~ ( I A , O I L X , L X . L K , N P ~ : L P )  
49 .  CALL ~ A C H ~ ~ ( ~ A , O , L X , L X ~ L K . N H R , L H R ) I J = ~  
41.  3 6 6  J ~ = I A - J I ~ F ( N ~ F ( ~ A - J , J ) , E C , ~ ) U R ~ T E ( ~ N , ~ ~ O  1 3  1 0 1  
42. CALL S T U ( O ~ L K , ~ I X ) ; C A L L  S l O ( 1  , L r , L X )  
43 .  CALL Y T S E ( J , L X , L X , L K , N T , L T ) I C A L L  !~~SE(J,NX,LX,LKINRILR) 
44. I F i V D F ( I A - J + ~ , J - l ) . E O o O ) ~ @  TO 1 6 2  
4 5. C A L L  R p ~ ~ R ( ~ k - ~ , ~ , k a , ~ O , ~ ~ , v X , ~ X ) ; C A ~ L  ~EPAR(IA-J,o,NP,LP,LK,NY,LY 
46. 1);:ALL M U L F ? A ( N Z , L Z I ~ X ~ L X ~ K Y , L ~ e t ~ l , N 2 , ~ i 3 , N 4 , N 5 , N 6 ~ N 7 , N 8 , L Y , X T )  
47. ~ F ( I T . E ? . ~ > S T O P  
48, t iZ( l)=,NZ(:);CALL MISE(u,NZ,LZ,LK,NT,LT) 
49. D3 9 I = o , J - l  
5 0 .  C4LL S F r ~ R ( I * ' J * l ~ I ~ N P , L ~ i L K , N X , ~ X > i ~ ~ ~ ~  HANGE(IA'J,NC,LC,LK,NY,L~ 
51.  1);C:LL ~ U ~ F R ~ ( N Z , L Z , N X . L X , ~ ! Y , L V , ) . ! ~ , ! ~ Z , ~ J ~ , V ~ , N ~ , N ~ , N ~ , N ~ , L K , ~ ~ ~  
> 2 .  I F ( I T , E ~ , ~ ~ S I U P  

57. T F ( I T . F U . I I S T U P  
58. CALL 4:~Aq(IA-J+l,I,NH,LH,tK,Nt,Lt) 
5 9. CALL A D : ' F Î A ( ~ Y , L Y , N Z , L Z , N X , L X , I ~ , N ~ ~ N ~ , N ~ , N S , N ~ ~ N ~ , L K , I T )  
60. I F ( I T . E Q . ~ ) S T O P  
6 1 .  9 CALL Y ~ ~ c ( I , ~ ~ Y , L Y I L K , ~ R I L K ) ~ I Ç ( J ~ E O . ~ ) G ~  TO 1 2 0  

63. 
6 4 .  EL: ~ , N p r L p , L K , k X , ~ X ) ; ~ ~ ~ L  R ~ p ~ ~ ( l ~ - ~ ,  J ~ ~ ~ , ~ ~ , ~ K , ~ ~ , L ~  
6 5 .  1 ) l t A L L  M C L F R A ( N Z , L Z , N X , L X , N Y , L Y , Y ~ , U ~ , ~ ~ ~ N L , ~ , N ~ , R ~ , N ~ , L K ~ X T )  
66, IF( IT.EI .~)STUP 
67. CALL R E P A K ( I ~ ~ ' J * ~ > I - ~ ~ N P , L P , L K . N X I L X )  

7 2 ;  c 4 S  OU LE POLYNOHE EST SUR L ' E ~ T  D ' U N  PLOC 
73,  E . * * * + * * * * . * * * . . * * * * * * * + * * * . . * * * * * * * * * * Z * * * + * * * * * * * * * * * . * * * * * * * * * . * * * * *  *m.*. * * * *  
74. 1 3 2  CALL D F ~ ~ : T ( ~ ~ - J ~ ~ , J , L A , L ) ; : A ~ = N R A ( L ) ; ~ ~ ~ = R A ( L )  
75. I S = I * - J ' I A ~ + A A ~ * ~ I : F ( ~ A ' J . ~ T , O ) ~ O  TO l n 3  
'16, PO O I = O i I S  
77. ' CALL R F ~ A R ( I ~ L ~ I A I - ~ * I , J , N B R , L ~ R , L K , N X ~ L X )  
78. 6 î 4 L L  ~ T ~ E ( ~ s - ~ , N X , L X , L K , N J , L ~ ~ , C A L L  s T P ( l , L L , L X )  




























































