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Les travaux présentés dans ce mémoire constituent une contribution
4 1'étude des systémes continus multi-échelles de temps. Elle concerne .
deux domaines trés importants : la modélisation et la réduction de dimen-
sionnalité par découplage des dynamiques en vue de 1l'analyse et de la

synthese des processus.

Les systémes physiques concernés sont nombreux et variés. Nous pou-
vons citer & titre d'exemples les robots composés de parties mécaniques -
hydro-pneumatiques lentes et de parties électroniques - informatiques
rapides, les processus lents avec actionneurs et capteurs rapides, les

systémes commandés & travers un grand gain.

Dans tous les cas se pose le probléme de choix d'un modéle, 1ié au
but poursuivi (analyse, synthése, commande optimale). Lorsque le type
de représentation retenu conduit i un modéle de grande dimension, ou
lorsque les valeurs numériques mises en jeu interviennent avec des ordres
de grandeur trés différents, il s'avére souvent nécessaire de réduire
1'ordre du systéme, pour simplifier et réduire les calculs (commande
en temps réel par exemple), ou pour supprimer des imprécisions et des

divergences d'algorithmes.

La méthode des perturbations singuliéres (P.S.) fournit une solution
4 ces problémes. Lorsque les variables d'évolutions différentes sont iden-
tifides et regroupées, la technique P.S. permet le découplage des dyna-
miques et la détermination d'un systéme réduit correspondant au domaine
dynamique ou fréquentiel concerné, avec cependant des problémes d'impré-

cisions pour 1l'étude des composantes rapides.

Les résultats nouveaux présentés dans ce mémoire peuvent se regrou-

per en plusieurs grands themes :

- présentation d'une méthode géométrique simple et rapide de

détermination des dynamiques du systéme étudié,




- mise en ceuvre sur une forme matricielle particuliére (forme
en fléche) de la méthode PS dans le cas de systéme non linéaire de type

Lur'e Postnikov,

- définition de conditions particuliéres de stabilité des sys-

témes multivitesses,

- généralisation au cas non linéaire de symbolismes associés

au linéaire,

- définition de la notion de systéme réciproque et développe-

ment de la méthode (PS + Réciproque),

- comparaison des résultats obtenus par simplification directe

d'un modéle Bond-graph et par la méthode PS.

Des exemples d'application permettent une mise en ceuvre pratique
de ces travaux. Ils montrent 1'intér@t trés net de ces résultats, en par-
ticulier lors de la simulation du comportement rapide d'un systéme méca-
nique, et pour les calculs de commande optimale et la détermination de

trajectoires optimales.

Dans une premiére partie, un exposé récapitulatif des différents
modes de représentation des systémes continus (équations différentielles,
équations d'état, graphes & liens) ainsi que de diverses formes matri-
cielles d'état (compagnon, forme en fléche) permet d'introduire les no-
tations utilisées dans le mémoire. Dans un but de simplicité de présenta-
tion, seul le cas monovariable est pris en compte, les systémes multiva-
riables étant plus particuliérement étudiés dans le Chapitre IV. Diverses
méthodes de simpiification (approximants de Padé, agrégation, méthode
des perturbations) sont ensuite rappelées, avec leurs domaines d'appli-

cation, leurs avantages et inconvémnients.

Le Chapitre II développe tout d'abord une méthode géométrique, basée

sur le tracé des cercles de Gershgorine, de détermination des modes dy-



namiques, s'appliquant aux cas non linéaires contrairement auxz méthodes
analytiques classiques. La forme en fléche se révéle trés intéressante
pour la séparation des dynamiques et la mise en ceuvre de la méthode PS
pour les systémes non linéaires de type Lur'e Postnikov et conduit a une
détermination simplifiée du systéme découplé et & une condition suffisante

(et nécessaire dans certains cas) de stabilité asymptotique.

La notion de transformation réciprbque, qui entraine une inversion
du comportement dynamique et fréquentiel du systéme étudié est développée
pour les différents types de représentation précédemment décrits. Appli-
quée conjointement & la technique PS, cette méthode permet d'obtenir une
partie découplée qui tient compte de 1'évolution de la partie lente, con-
trairement 2 la méthode PS seule. Une représentation multi-modéle est

alors possible, sans modification des conditions initiales.

La mise en ceuvre pratique de ces résultats nouveaux, pour la réduc-
tion et la commande optimale des systemes a deux échelles de temps est

développée dans la troisiéme partie du mémoire.

Le cas multivariable multivitesse est ensuite étudié dans le Cha-
pitre IV. Une nouvelle représentation des systémes & plusieurs dynamiques
est proposée. Elle généralise les types de représentations classiques et
permet une plus grande souplesse pour la détermination des sous-systémes
découplés. Les résultats précédemment décrits dans le cas monovariable
sont développés pour des systémes multivariables et interconnectés, ce
qui conduit & la mise en évidence d'invariants caractéristiques du pro-

cessus.,







MODELISATION ET SIMPLIFICATION DES MODELES

INTRODUCTION

La description des systémes complexes ou de grande dimension com-
prend trois grands types de problémes, la modélisation, la simulation

et 1'identification.

Parmi ces trois thémes, la modélisation est un domaine de recher-

che important ayant déja conduit A de nombreuses publications.,

Aprés la détermination préliminaire d'un modéle physique, souvent
schématique et simplificateur, la mise en équations, par application
de lois physiques, méne & différents modéles mathématiques caracté-
risant le méme systéme. Les représentations les plus courantes sont
ici présentées, comme fonctions (ou matrices) de transfert, et diffé-
rentes formes canoniques d'équations d'état. Pour prendre en compte les
échanges d'énergie a 1'intérieur d'un méme procédé et mettre en évidence
le phénoméne de conservation de puissance, nous introduisons les graphes
a liens (ou bond-graphs), qui conduisent & une représentation par varia-—
bles d'état généralisées, et permettent des analogies entre grandeurs

de types différents.

Ces moddles mathématiques sont choisis en fonction du but poursuivi.
Ils peuvent &tre dans certains cas simplifiés, en vertu du compromis
précision-rapidité d'exploitation. Nous présentons un bref rappel des
méthodes de réduction les plus couramment utilisées, avec leurs domai-
nes d'application, leurs avantages et inconvénients. Parmi ces diffé-~
rentes approches, la méthode des perturbations singuliéres, concermant
les systémes multi-échelle de temps, est plus longuement détaillée, et

quelques exemples d'application sont exposés.




I - QUELQUES DEFINITIONS TRES GENERALES

I.1 - Structure des systémes continus

La notion de systéme physique est généralement associée a la défi-

nition de deux ensembles de variables :
* les variables de sortie supposées accessibles 3 la mesure,

* les variables d'entrée (et de commande) permettant d'agir
sur le processus.
L .
A ces deux ensembles, il convient d'adjoindre la notion d'état qui
caractérise l'ensemble des informations dont il suffit de disposer 3
1'instant tO pour prédire, A partir d'un modéle connu, le comportement

du processus sur l'intervalle de définition [to s +a>[.

Nous ncterons x, le vecteur état de dimension n, défini sur R%. si
X représente 1'état initial du processus a 1'instant L la relation
de dépendance entre le vecteur état, les commandes et 1'état initial
x_ se définit a tout instant de 1'intervalle d'observation ]to , t1]
sous la forme de la fonction de transition

(I.1) x(t) = x (xo s u [to , tj 3t s t)

ou u [to , t] est le vecteur définissant 1'évolution des commandes sur

1 r
1'intervalle Lto . t].

Le vecteur x(t) contient le minimum d'informations nécessaires,

dont le nombre définit l'ordre du processus.

De facon analogue, les variables de sortie y(t) sont définies par

la relation suivante :

(1.2) y(t)=y(xo;u[to,t:];t , t)

o}



I.2 - Stabilité d'un systéme dynamique

Nous noterons de facon simplifiée :
x(t) = x (&, X to)

Les définitions de la stabilité sont nombreuses. Nous rappelons

ici celles qui seront utilisées par la suite.

Définition 1

Soient x {t, X to) et x (t, x to) deux mouvements d'un méme

1’
processus évoluant i partir de conditions initiales distinctes X (to),

x1(t0).La distance entre les trajectoires est obtenue par :

(1.3) d (¢t ; ty X s x1) = Hx (t ; X to? - x (t P to)H

avec lh{“z = x* x norme euclidienne de x

Définition 2

Le mouvement est stable ssi il existe, pour tout € > 0, et quel

que soit t appartenant 2 R, un nombre é(to , €) tel que :.

| _ . . . R
on x111 < é(tO ,» €) implique 4 (t ; LIPS x1) <€

(I.4) ‘
Yeel[e ,+=[

Définition 3

Le mouvement est attractif si, pour tout nombre N > 0, et guel que

soit to appartenant a X, il existe un nombre T (n , to) tel que :

< _] o«
(1.5) d (¢, ty s X, x1) <n Vte Je T, ¥ [




Définition 4

Si le mouvement est 4 la fois attractif et stable, il est dit

asymptotiquement stable.

Définition 5

L'ensemble Da(to) est le domaine d'attraction a toe R de 1'ori-

gine x=0 si et seulement si :

lim |[xCt , x , £l =0
Lim lxCe , = e )]

(1.6)

et si Da(to) est un voisinage de x=0.

L'ensemble Da ={(x,t)/xe Da(t) ,t € R} est le domaine d'attrac-
tiondex =0 siet seulement si Ua(to) est le domaine d'attraction de

x=0 34 t,» pour tout t € R.

Définition 6 : Domaine de stabilité /Grujié, 1975/

L'engemble Ds(to) est le domaine de stabilité de x =0 pour tout

t 2 to’ HJG R si et seulement si :

a) pour tout té 2 t, et tout € € ] o, +C°[ , la relation
lx(t ; cé ,xo)’l < € est satisfaite, ¥ t e [ té , +«[ pour tout

_ . N, .. _
X, € Ds(to,e) ol Ds(to,e) est un voisinage de x=0.
b) "Ds(t) =U [Ds(t,e) e € 0, +°°[]

c) Ds(to) = {(t,x)tpour t

N\

t xe D ()}
] S

Définition 7

Lorsque le domaine de stabilité et d'attraction est constitué de
tout l'espace de définition du vecteur état x, on dit qu'il s'agit de

stabilité asymptotique globale.



IT - PRESENTATION DES DIFFERENTS MODELES

L'application des lois physiques régissant 1'évolution d'un proces-

sus conduit trés souvent i une équation différentielle .

(1.7) f (v, y(1), cees y(n), u, u(1), cees u(m), t) =0

. r X . )
ol y € RP et u e R' représentent respectivement le vecteur des sorties

et le vecteur des entrées.

Si 1'équation (I.7) peut s'écrire sous la forme

n . m N
(1.8) z A.()) y(l) = I B.(.) u(l)
i=0 * i=0 *
ol A () = {ajk(.)}ie RP™P
B.(.) = {b.. ()}, e REF
i jk 1

sont des matrices dont les coefficients dépendent du temps et/ou des
entrées ug (i=1, ..., r) et/ou des sorties v (i=1, ..., p) et/ou
de paramétres extérieurs, il est possible de déduire de (I.8) une ma-

ttice Z(A,.) obtenue par :

y) = z(A,.) u)

i=1, ..., p
(1.9) avec Z(A,.) = Zij(l,.),

. . i P . i i .
si 1'opérateur L(A) = A Ai(') défini par la transformation y -+ At y(A)
est inversible. Ceci correspond dans le cas linédaire & la transformation

de Laplace, conduisant a la matrice de transfert Z(p).

Pour une classe importante de systémes : systémes lindaires sta-
tionnaires, systémes non linéaires de type Lur'e Postnikov, ..., 1'évo-

lution du processus peut &tre décrite sous la forme :

"o

A(.) x + B(.) u

Cx +Du

(1.10)

~<
]




N ‘o n
ol X est le vecteur état x & R

» ’ . * ~ X
A(.) matrice caractéristique du systéme A(.) € Re

X
B(.) matrice de commande B(.) € T
. . ' . PXn
C matrice d'observation ce R

. .. . . . Xr
D matrice associée au transfert direct de 1'information D e RP

Nous présentons ici dans le cas monovariable, quelques formes ma-
tricielles canoniques remarquables et les notations qui seront utilisées

par la suite.

II.1 - Cas linéaire stationnaire

L'équation (I.8) pour les systémes monovariables se simplifie sous

la forme suivante :

(I.11)

™3
[\
«

]
Il =]
o
[

ce qui conduit & la fonction de transfert associée d'ordre n,

(1.12) W(p)

Pour la suite, nous poserons les hypothéses suivantes :

*m<n-1 (pas de transfert direct d'information, donc

D =0).
L'équation d'état associée, caractérisée par le triplet (A,B,C) peut

se présenter, lorsque A est Une matrice de type compagnon, sous la forme

suivante :



( ) 1 0 0 .
\ |
A = 0
(o4
0 0 1
-3 s e e & & 4 s+ e« s o =8
_ © . n-L

(1.13) <

L1

Co = [bg » By o -o ,bn_1]

)

Si A est une matrice de type Frobenius, alors le triplet (Af, Bf,Cf
est obtenu par :

T
Af - Ac

T

(I.14) B, = cc
T

Ce = B

Lorsque le systéme est modélisé directement sous une forme matri-
cielle quelconque, il existe toujours, sous la seule condition de com-
mandabilité de la paire (A,B) une matrice de transformation M (x=MX)
qui met la matrice A sous la forme d'une matrice compagnon AC et B sous
la forme BC /Fossard A, 1972/.

Par le changement de base de matrice P1

[ 1 T oot 0]
~ T2 Ty
(1.15) P, = : . : 0
("0L1)n_2 (-a))" 2. (—ani1)“"2 0
o™ o™ L o T




(le choix des ai est libre sous les conditions suivantes : a, € R,
o, # aj pgur_i f i ai_> 0 Wi= 1,...,n-1), le triplet'(Ac,Bc,Cc)
devient (AC,BC,CC) ou AC est une matrice en fléche /Benrejeb, Borne,

Laurent, 1982/.

. .
g - —Ol.l Bi
c .
IR .yi......ocn-
avec
n-1 -1
* R, = I (a, -a,)
iy i
* Y, =T P(-ai) ol F-est le polyndme caractéris-
tique de A (P(p) = D(p))
n-1
g = XL 0O, - a
n . 1 n—1
i=1
B =3B
c c
L Ce T [N(—a1), N('O"z)’ o N(—an—1) ? bn-J

Pour une matrice Af = Ai, 1a mise en forme en fléche s'obtient par :
- T T -1T
Ap = AL =Py A By
(1.17) B, =l
A f c
= T
Cf - Bc

II.2 - Cas linéaire non stationnaire

Dans ce cas, les coefficients a; et bi de 1'équation (I.11) sont

fonctions du temps, ce qui conduit & une fraction rationnelle



=

b.(t) Ai
1

O

(1.18)  WQ\,t) == -
a, (£) At

IR

o

e

Une méthode habituelle de mise en équation d'état par identification
a partir de 1'équation différentielle 3 coefficients non stationnaires
consiste a choisir les composantes du vecteur état de la forme suivante

/Boudarel et al, 1967/ :

X, =y

x. =% +0.(t) u
(1.19) 2 1

. - ] + a (t)

Xn Xn—1 n-1 v

ce qui conduit a une formulation dans 1'espace d'état (A(t),B(t),C) avec

( ) 1 0 o
A(t) = 0
0 0 1

L._ao(t)' e e e e e 'an-1(t)J

(I.20) { matrice de type comﬁagnon

B () ]
B(t) = .

B

n—-1

(t)

L cwy=[1 o

0 ]

La matrice B(t) est formée des coefficients obtenus par identifi-

cation pour éliminer les dérivées de 1'entrée, grice aux termes ai(t).




(1.22) <
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Les coefficients Bi(t) sont composés des termes ai(t), bi(t) ainsi
que de leurs dérivées. Les paramétres ai(t) n'apparaissent pas dans
B(t) puisqu'ils s'expriment en fonction des ai(t) et bi(t) par ré-
solution d'équations récurrentes, dont l'expression devient trés im-

ortante quand 1l'ordre du systéme augmente,
P q y g

Ainsi, les premiéres relations donnant a,(t), uz(t), a3(t) sont de

la forme :

bn_1(t) +a,(e) =0

b _,(t) +a (£) a,(t) + (a-1) a, (t) +a () =0
(1.21) o L ! 2
b _4(t) +a (1) a () + @a-2) a _ (¢) d(t) + (a=1) & (&) +

a__ (1) a,(6) + (a-2) &,(t) +ay(e) =0

Nous proposons ici une méthode rapide de passage d'une
équation différentielle 2 coefficients non stationnaires a une équation

d'état caractérisée par une matrice de type Frobenius.

Progosition

Si le systéme étudié se présente sous la forme initiale (I.11) avec
les coefficients ai(t) et bi(t) fonctions du temps (i = 0, ..., n-1)
alors la représentation matricielle sous forme Frobenius qui s'en déduit

s'exprime par :

Q
( % X
y

avec

A (t) x + B(t) u

C x

’Af(t) =

o — O
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B (t)
o]
' Bf(t) =

61(t)

les coefficients ai(t) et Bi(t) étant obtenus par le changement de varia-

ble suivant :

o (£) - a (t) {B (t) b (t)
o) o (o] (o]
(I1.23) . = P2 et . = P2
a _, () }‘an_1 (t) LBrH (t) b (t)J
avec
B 2 n-1]
1 - (f_t —d—f e s e e e . (-1)n_1 dn_1
dt dt
d -1 4 n2
0 1o=2 4 (") (-=2)
(1.24) P2 = | Rnxn
n d
(n-—1 ) (- ac)
0 0 1 |

Les éléments Pz(ij) correspondent aux termes du développement de

1'expression ((~d/dt) +1)3
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P,(ij) = | - = j fixé € [0 ;3 n~1]3;i=0,...,]
(1.25) avec

3] .
| = Efr—frfrzj—r coefficients du binGme
"‘i_, . ] . .

Ce résultat se démontre aisément par récurrence.

La démarche inverse, consistant & rechercher 1'équation différen-
tielle associde 3 cette représentation d'état, s'obtient de la méme ma-
niére, les coefficients ai(t) et bi(t) étant déduits des ui(t) et Bi(t)
par le changement de variable de matrice P3 dont les termes sont obtenus

par la relation suivante :

K i j fixé ¢ [0 ; n~1]
b (i) = 4 -
3 .| ldE - o .
(1.26) 1 L =Uy, seey ]
PB(IJ) = (=1) P2(1J) i=0, «v., i

II.3 ~ Cas non linéaire

II.3.1 - Systémes de_type Lur'e Postnikov

Un systéme de type Lur'e Postnikov est représenté par le schéma-

bloc suivant :

u € NL f(e)

w(p) >y

Figure 1
comportént, dans la chaine d'action :

* une partie linéaire modélisée par la fonction de transfert W(p)
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o i
z 'bi P m<n-1
W) = M) 10
PPED T Tm _
i a =1
b a, p n
i=0

* une non-linéarité séparatle f(e) qui est une fonction de classe &

§f/f : R+ R, £(g) = £f%(g).¢ %
® =

£%(c) € l:g,i:]c R, LsL

La représentation d'état correspondante est alors, si (A,B,C) est
P

le triplet matriciel associé i la partie linéaire,

Ax + Bf(g)

(1.27) Cx

Mm < NHo
it

-Cx +u

ce qui donne en boucle fermée :

(A -BCf*) x + Bf*u

Mo
1

(I.28)
y =Cx

En notant A* = A - BC f*, nous obtenons la représentation socus forme

compagnon du systéme bouclé :

( ) 1 0 —————— 0 7
A = 0
(1.29) ¢ 0 0 1
—a=f* ., ., . ... .. -a _~f%
_ o o -1 n-1
B = f* B
\ [o4 (o4

- 3 -—
qui donne le triplet correspondant (AC ,Bc ’Cc) de forme en fléche d'ex-

pression semblable & (I.16) avec un nouveau polyndme caractéristique a
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coefficients non constants :
P (A, f%) =D(A) + £% N(})

Cette formulation nous conduit & introduire lanotion d'"opérateur sym-
bolique de transfert scalaire" du systéme en boucle fermée WBF (A,f%*) déduite
de la fonction de transfert en boucle ouverte WBO(p) = W(p) = N{(p) /D(p)
/Dauphin-Tanguy, Borne, Meizel, 1982/ :

£* NQO)
D(A) + £* N(V)

WBF(X,f*) =

(1.30)
{ fxe[L,L]cR

I1I1.3.2 ~ Systémes non linéaires

Cette étude concerne les systémes non linédaires qui admettent une

représentation d'état

Yo
]

AL) x +B() u
(I.31)
C x

g
I

La détermination des matrices A(.), B(.) peut €tre, dans certains

cas, trés complexe.

Lorsque la modélisation initiale se présente sous forme différen-
tielle (I.11) avec les coefficients a; et bi fonctions du temps et/ou
de 1'entrée et/ou de l'état et/ou de paramétres extérieurs, il n'existe
pas de méthode générale de détermination du triplet (A(.),B(.),C). La
méthode par identification s'applique dans de nombreux cas, avec certaines

limitations concernant les coefficients ai(.) et bi(.).

Les résultats présentés précédemment (§ II.2) sont, sous certaines
hypothéses, applicables dans ce cas et la formulation (I.20) (ou I1.22)
est valable. Les relations de récurrence (I.21) sont encore valides,
avec cependant quelques précautions a prendre concernant l'existence

et le calcul des termes

dOti(.) =Dui(-) D(')
dt (L) ° Jt
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Soit, & titre d'exemple, le systéme caractérisé par 1'équation

suivante d'ordre 3 :

1.32) ¢ . 5,0y P v a0y vy
= b2(.) u(z) + b1(.) u(1) + bo(.) u
L'équation d'état obtenue est alors :
( 0 1 0 B, ()~
X = 0 0 1 x + | By(.) | u.
(1.33) 1 —ag() -a () -a, (L) B5(.)
L vy=[1 o 0] x
avec
B,() = = a () = b,(.)
. d
B,(.) ==-a,(.) =b,(.) - a,(.) b,(.) =2 —b,(.)
(1304 2 2 1 2 2 dt 22 |
d a,(.) daz(.)
By() = bg() + 2y () &y () + 2y() 0p() + — =+ —g

De ces résultats obtenus & l'ordre 3, il est possible de déduire
des conclusions générales concernant les formes autorisées des coeffi-
cients ai(;) et bi(}) permettant une obtention aisée de la représenta-

tion (I.33)

* bn_1(.) est dérivé (n—-1) fois par rapport au temps, il peut

8tre fonction seulement de y et t

* bn—2(') et a__ (.) sont dérivés (n-2) fois, ils peuvent dépendre

n—-1
de vy, y(1> et t
etc...

Cette modélisation est donc valable directement pour les coeffi-




cients de la forme générale :

(1 (i-1)

vy, v s eees ¥ , £) pour 1 = 1, ..., n-

o
~~~
~
1]
o

(1.35)
(1) (i)

4]
~
~—
[}
)

n-i n-i
bo(.), a1(.), ao(.) ne subissent aucune contrainte puisqu'ils n'ap-

paraissent jamais sous forme dérivée.

III - MODELISATION PAR BOND-GRAPHS

1

N

La représentation par bond-graphs (ou graphes i liens) d'un systéme

1

vy, vy s +ees ¥ T, t) pour i =1,..,,n-2

apporte au modéle une structure physique identique a celle que 1'on trou-

ve dans les diagrammes associés aux circuits électriques. La propriété
de conservation de puissance est fondamentalement liée au graphe qui re-
produit exactement tous les échanges d'énergie intervenant au cours de

1'évolution du systéme /Kafnopp, 1969/.

Tous les systémes physiques ne peuvent pas étre entiérement décrits
par les bond-graphs. Parfois une modulaticn d'un paramétre intervient,
qui ne demande pas de puissance (pour le gyrateur—ﬁodulé par exemple)

ou qui nécessite une puissance si faible qu'elle en est négligeable.

Ce'type de couplage dans un systéme est alors misux décrit sous
forme de signal, et représenté non pas sous forme de lien (-—=) mais

par une fléche compléte (—>) /Van Dixhoorn, 1982/.
Un bond-graph est composé d'éléments de base associés a des portes,
I et C (Stockage d'énergie), R (Dissipation), S, et S (Sources d'éner-

gie).

Ces éléments sont interconnectés par une structure de jonction,

composée d'éléments O (Jonction paralléle), 1 (Jonction série), de trans-
p P

formateurs (TF), de modulateurs (CY), qui assure les échanges d'énergie

entre les différentes parties du systéme dynamique en imposant certaines

contraintes.




Tous les bond-graphs, composés a partir de ces éléments de base,

peuvent &tre organisés dans la forme symbolique décrite par le schéma

suivant :
S Sources S
e £
¢ < . Structure de jonction . R
I 0,1, TF, GY R
Eléments de stockage Eléments dissipatifs

Figure 2

La structure de jonction, conservatrice de 1'énergie, fournit ume
relation entre les efforts et les flux apparaissant i ses portes. Elle
constitue un cas spécial d'un multiporte résistif ne dissipant pas d'é-

nergie /Rosenberg, 1971/.

La représentation par graphe & liens apporte une base unifiée pour
la formulation des modéles dynamiques dans les domaines physiques spécia-
lisés et des disciplines intéressant les ingénieurs tels que Mécanique,
Electromécanique, Electromagnétique, phénoménes de Transport de matidre,
Cinétique de réactions chimiques, Thermodynamique irréversible et d'au-

tres encore /Karnopp, Rosenberg, 1975, 1983/ /Thoma, 1975/.

Les variables de puissance mises en jeu portent le nom général de
"variable d'effort" e et de '"variable de flux" f, et la puissance échan-
gée au sein du systéme s'obtient par :

(1.36) P = e.f

Aux variables de puissance e et £ sont associées des variables d'é~

nergie p "moment généralisé" et q '"déplacement généralisé" obtenues par -

j‘e dt
(1.37)
[£at

L3
[}




Le tableau 1 donne les équivalences de ces

férents domaines d'application.

Variables généralisées

variables pour les dif-

Effort Flux JMoment Déplacement
généralisé geneéralise
e f P q
force vitesse impulsion déplacement
TRANSLATION -
13 LIRR: lms” || p sl x |m]
couple vitesse angulaire impulsion angulaire| angle
ROTATION -1
M lim| | & Jrad s || b |Nms| | ¢ | rad|
pression débit volumique impulsion de pression| volume
HYDRAULIQUE
-2 3 -1 -
¥ a2} | q (W {r [No2s] | v (m]
pression vitesse volumique iwpulsion volume
ACOUSTIQUE
- 3 -1 v =2
r Inn2) | 0, s Y r N 2s] | v =y
tension courant flux charge
ELECTRIQUE ’
u fvl i fal | ¢ [v.sl] q icl
force dérivée du flux oo
magnéto-motrice magnétique flux magnétique
MACNETIQUE " -
A [al | ¢ [wh s | ¢ [w]
potentiel chimique | flux molaire masse molaire
CHIMIQUE a1, -1
u jd.mole || N {Mol.s | N [mot |
Lempérature flux d'entropie - | entropie
THERMGDYNAMIQUE . -1
T Jk{ |8 s k™|

TABLEAU 1




Le tétragone de Paynter représente de facon claire les

entre les 4 types de variables (Fig. 3) :

Le tableau 2 indique les relations mises en jeu au sein des diffé-
rents éléments de base composant les graphes a liens.
Eléments standards
NOMS IRELATIONS ELEMENTAIRES EXEMPLES
. . (t) dound Gravité (m.g)
SE ——p |Source e € ounee Source de pression
“
Q e . ) i Suurce de débit
£ | §F —— |Source £ £(0) donnée Suurce de courant
3
5 s (e.£) = 0 Caractériscique d'une alimencarion :
2 ] > | Source $le, Batterie, Pompe, ...
8 *e = R.£ Amortisseur
- —_— Résistunce e N Viosos . .
a R ¢(e,f) = O Résistance électrique
" e oo *e = e(0) +% ff dt |Ressort, Accumulateur
% ——> C jCapacite ¢(e,q) = O Réservoir de stockage, Compressibilité
[53 F3 _ 1 -
2 " . €= £(0) + 5 Je dr |Masse
“a > [ |Inercie $(E,p) = O Inductance
- .
1 2 . e m e Ruue et pignon
TF Transformateur 1 22 .
i f2 =m £, Vérin
2 ‘
. = 1 2 . r f. . ; e
3 =) -—GY ~—> |Gyrateur 1 c {.Z Systeme électro-dynamique
218 2 1
ol 2 -
Ll . 3'm , |Transformareur| e = m(t) .e, Réducteur variablie
o g —> MTF > {modulé £, m(L).E; Cinématique de mécanismes
& 2
| ¢r , |Gyraceur e, r{e).£, Moceur électrique
- MGY <> | modulé e, r(t) f; Pumpe centrifuge
| 2 t
2 z [ s ey = ey = . =e Force commune
t1 S |02 Joaceion 0 if =0 % lconnexion en paralléle
2l s -
=12 . -
-1 35 AN . £y == ... =t Vitesse commune
’é ~ -‘-—, oLl Joaction 1 Le = 0 % lConnexion en série -
x . » e
D : DISSLPATION + cas linéaire
TABLEAU 2

liens existant
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Figure 3

Les énergies mises en jeu apparaissent comme 1'aire des courbes

sulvantes :

fp af ,Jl ;/,/ /r'ff dp <« énergie cinétique
Vs

-« CcO—énergie ,//,@?//
cinétique R

AN
N
N

Y

—

F_fg dq «—» énergie potentielle

fq de
-« co-énergie
potentielie

v
Nal

Figure 4

Lorsque la structure physique du systéme étudié a été complétement
spécifiée dans la notation graphe a liems, les équations du systéme sont
connues. Pour des petits systémes, elles sont facilement organisées en
un ensemble d'équations d'état, sous forme de bloc diagramme ou d'équations

différentielles.

Pour des systémes de plus grande dimension, la procédure d'élimina-
tion, la détection et la solution d'équations implicites (boucles algé-
briques) et de variables d'état liées ou incontrdlables peuvent entral-

ner des difficultés importantes.
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Il s'agit donc de définir une structure de calcul qui indique le
sens des affectations pour les variables 3 déterminer & partir des varia-
bles connues. Ainsi, pour un élément R, le choix doit &tre fait entre

les deux formules (a) et (b) suivantes :

(1.38) (a) e : = R.f et (b) f

| —

La description de cette structure de calcul se fait par l'affecta-
tion de la causalité, représentée par un "trait causal" ajouté au lien
(ex : ——4 ), qui indique en plus la direction de propagation de 1'ef-

fort (et du flux en sens inverse). Ainsi :

e
—

f

— est équivalent a

Le tableau 3 indique les causalités possibles sur les éléments de

base et les équations qui s'en déduisent.

»

Causalité en Bond-Graphs

' !
e(t) d(c) ! ‘!
3 SE =l | e = O(r) ——-—)SF#——;ifsd:(:) i
t
| ‘
|
pmmmumey R | @ = R.T ——————{ R | f = G.e
1 - de
| ! = a - — = =
Cle (0)*C‘lfdt c, £ S
daf 1 -
'—-——-—-.—.—.7 = —— -—————_ﬁ = -
I e Idc I{£f = £(0) *1 Je dc
e =me e -le
i el
1 TF — 1 2 1 TF 2 2 !1111
o Jf, =m £ HIS- £, = =~ f
2 1 1t m "2
1
1 &, =i, 1 2 B TTe
— GY | - — GY — i
:r ezszf‘ T fz-;e1
e, = @ !f = £
1 3 1 2 H 3 17 2
ey 0 —i —_—t .
e *= e < =z
;/k 3 2 i// 3 2
Ez=-f1=f3 e, T ey - e,

Tableau 3
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Certaines régles, concernant 1l'affectation des causalités, sont

imposées :

* La causalité intégrale est préférable pour les éléments I

et C, pour obtenir des variables d'état indépendantes. Exemple

— e =ey *t %- J£ dt "causalité effort"
causalité
I1.39) intégrale
*——-&5 f = f(o) +-% Je dt "causalité flux"

* Une seule causalité effort doit apparaltre a une jonction O

et une seule causalité flux 2 un noeud 1. Exemple :

—_ 0 —2 e = &y
(1.40) 2//? ey = e,
f2 = - f1 + f3
LI I £, =1L,
(1.41) 2/ fy = £,
* 82 = 83 - 61

Remarque

Un petit changement dans la structure physique du systéme (suppres-~
sion d'une petite masse ou d'une petite capacité) a toujours des consé~
quences sur la structure de calcul puisque la causalité des autres élé-~

ments est alors modifiée.

La forme symbolique d'un graphe 2 liens en causalité intégrale ap-

paralt Figure 5.
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Sources
S

C ~—1 Structure de jonction fp——
I —4 o0,1,TF,0 S—

W

Figure 5

ce qui peut 8tre représenté en mettant en évidence les vecteurs d'effort

et de flux sous la forme de blocs diagramme (Figure 6).

Sources Sg, S¢

U
-]
) X Ny Dln
s Structure de jonction F—p
L

> 0,1, T, GY =

Z Dout

Stockage Dissipation
Figure 6
X = | P| est le vecteur état associé aux variables d'énergie

(moment généralisé p, déplacement généralisé q) qui vérifie 1'dquation
g P 1% g q) q q

d'état (dans le cas d'un bond-graph linéaire) :

pe R"

(1.42) X =AX +BU X e " avec U e R
n-—-m
qe R

ol A est une matrice lide & la structure de jonction

Z est le vecteur des co-énergies défini par :

T
z = [Fy Ec]
(1.43) Fo o= 1
E =C_1q

C
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r

tel ‘que :

nxn

(I.44) Z=8X-= X SeR

Le multiporte des dissipations est caractérisé par la matrice L,

carrée, formée de termes d'admittances et de résistances telle que :

(1.45) D e = LD

ou Dout est le vecteur des sorties et

Din le vecteur des entrées,

Equations de la structure de jonction

En supposant que les éléments TF et GY possédent un module comstant,
ce qui est toujours le cas pour un systéme linéaire, nous pouvons écrire

1'équation matricielle suivante :

- z
X Iss T Jsu [-
(1.46) = DOut
Dln JLS JLL JLU U

La conservation de puissance se manifeste par les propriétés sui-

vantes

% . e s
JSS et JLL sont antisymétriques

T
* = -
Js1, Iis

L'équation d'état qui s'en déduit s'écrit

X =AX + BU

(Joo +Jop L(I-J,L) J ) S

(1.47) avec A sS SL L LS

B=J,, + JSLL(I-JLL.L) J

sU LU
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La matrice A apparalt sous forme d'un produit de matrices A1 X 8,
La matrice S déduite des multiportes de stockage d'énergie est symétri-~
que, conformément aux relations de réciprocité de Maxwell. La matrice

. . o s
A1 contient une partie symétrique A1
servation de 1l'énergie de la structure de jonction et une partie antisy-
a

1

caractérisant les propriétés de con-
métrique A, traduisant la dissipation de 1l'énmergie du multiporte dissi-

patif.

Cette représentation en variables d'énergie est trés générale et

tout a fait liéde aux phénoménes d'échanges dynamiques du systéme.

L'ordre du vecteur état X =l:g] est essentiel. Avec cet ordre, le
systéme (I.42) peut €tre partitionné de la facon suivante /Margolis,

Young, 1977/ :

o = =] - = =
A A B B u
P PP Pq P pe pf e
(1.48) = +
Q
A A B B u
d _ qp qq _ d qe qf £
avec
A e Rmxm A e Rmxn-m A e Rn—m><m A e Rn-m><n—m
PP Pq , qp aq

La décomposition du vecteur entrée U en un vecteur u, des sources
efforts de dimension s et un vecteur ug des sources flux de dimension
r-s entralne un partitionnement de B :

Xs mXr=—g n-—mxXs n-mXr-s
Rm
Bpe € Bpf € R que R que R

Cette représentation conduit a4 un systéme différentiel du second
ordre, de dimension m obtenu a partir de (I.48) en écrivant :
o m mXm
p=1y avec vy € R I €R
(1.49)

t
‘[ pdt =1y vy e &%
Q
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Les vecteurs y et ; sont composés des nouvelles variables d'état.
Celles-ci correspondent par exemple dans le cas d'un systeme mécanique
aux déplacements absolus (ou rotations) et aux vitesses (ou vitesses
angulaires) des éléments inertiels du modéle. I est une matrice diagonale

composée des éléments inertiels.

(1.50) 1y +Ry+Cy=8
fuedt

‘u_ dt
Lj £ -

avec les matrices R, C, B obtenues 2 partir de (I.48) par les expressions

sulvantes
E =[A X A xA"1xA - A xA-lx Il
Pq qq Pq PP Pq 9P | ]
R =[-A X A xA—1—A -lxI
P4 99~ Pa PP _
(1.51) _ i
B = [B ooB oA X(B__-A A B ),
commandes - P P P4 q qq P9 P ~
-1
x(B .- A
pa af “qq pq pf _l

Si les vecteurs p et q sont de méme dimension n/2, alors la ma-
trice qu est carrée, de dimension n/2 et A—1 correspond & la définition

classique de 1'inverse d'une matrice. De méme R et C sont carrées, de di-

mension n/2.

Dans le cas contraire, si p et q sont de dimensions m et n~m dif-
férentes, qu est rectangulaire de dimension [mxn—m] et A;; correspond
alors 2 la pseudo-inverse i gauche de qu telle que.:

-1

A . A =1
pq " pq  (n-mxn-m)
-1 e Rn—m><tn

avec A

Dans ce cas, R et C sont encore carrées, de dimension m. A partir

de (I.50) peut 8tre aisément déduite une représentation dans 1'espace



- 27 -

. . . ’ o 3
de phase, en choisissant comme variables d'état y et y, soit donc un

systéme de dimension 2m.

IV - METHODES DE SIMPLIFICATION DES MODELES

La recherche de modéles de représentation dans des domaines les plus
divers (éducation, systémes urbains, économie, réseaux de transport ou de
communication, ...) conduit, par souci de réalisme i des systémes de gran-
de taille, dont 1'analyse devient trés complexe, la simulation trop coii-
teuse nécessitant l'emploi de calculateurs de trés grande taille, la réa-
lisation d'une commande trés difficile /Shieh, Chow, Yates, 1976/.

D'autre part, la nécessité de créer des systémes autonomes fonction-
nant avec leurs modules de calcul indépendants (avions, vaisseaux spa-
tiaux, station de guidage ou repérage des satellites) conduit & recher-
cher des modéles simplifiés, sachant qu'il est souvent aussi précis et
toujours plus rapide d'augmenter le nombre d'itérations tout en simpli-

fiant 1'algorithme par rapport au calcul initial.

IV.1 - Classification

La notion de simplification est trés large puisqu'elle englobe a
la fois les simplifications d'ordre structurel, les décompositions du
systéme initial en sous-systémes et les diminutions d'ordre d'un modéle

donné sans modification de structure.

Les simplifications de structure consistent a remplacer un modale
par un autre représenté par des équations plus simples ou plus faciles
a4 traiter. Ainsi, il est habituel d'étudier un systéme non linéaire au
voisinage d'un point de fonctionnement, donc de linéariser le modéle
correspondant. Suivant le probléme posé, il peut &tre intéressant de rem—
placer un systéme d'équations aux dérivées partielles par des équatioms
différentielles ordinaires, ou des équations de récurrence par des équa-

tions différentielles.

La notion de décomposition consiste a partitionner le systéme ini-
tial en plusieurs sous—-systémes, i traiter et résoudre les problémes sur

ces derniers, et ensuite a coordonner 1'ensemble afin d'atteindre ou




d'approcher 1'objectif global. C'est la démarche utilisée en commande

hiérarchisée.

Cependant, c'est la notion de réduction de dimensionnalité du modéle
qui a suscité le plus de travaux au cours des dernieres années. De nom-
breux articles de synthése sont parus, qui répertorient un nombre impor-
tant d'articles /Sandell, Variaya, Safonov, 1978/ /Decoster, Van Cauwen-

berghe, 1976/.

Les différentes techniques utilisées peuvent se regrouper en quatre
grandes classes de méthodes, avec certaines solutions équivalentes /Ber-

trand, Michailesco, Siret, 1976/ :

* la "méthode du modéle" consistant 3 minimiser "l'erreur"
entre le modéle initial et le modéle simplifié choisi & priori, pour

différents types d'entrées,

* les approximations de 1l'opération de transfert par un dévelop-

pement limité,

% les approches modales consistant a retenir dans le modéle
simplifié les modes prépondérants du systéeme initial ; dans cette caté-

gorie entrent les méthodes d'agrégation et de troncature,

* les méthodes de perturbations qui normalisent, grdce & un
petit parametre u & ]0 , 1] , les termes d'ordres de grandeur trés diffé-
rents et qui permettent, par passage a la limite gy - 0 de déterminer le

modéle approché.

Les travaux sur ces différentes approches sont trés nombreux et il

serait illusoire d'en fournir une liste bibliographique compléte.
Nous nous limiterons 3 quelques références significatives.

IV.2 - Méthodes du modéle

Ces méthodes consistent a choisir & priori un modéle d'ordre in-
férieur a celui du systéme initial, dont les parametres sont détermi-

nés de facon i minimiser 1'écart entre les comportements des deux modéles
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pour différents types d'entrées.

* pour les approches temporelles (réponse impulsionnelle, in-
dicielle), on peut citer /Meier, Luenberger, 1967/ /Sinha, Bereznai,
1971/ /Galiana, 1973/ /Riggs, Edgar, 1974/ /Wilson, 1974/ /Edgar, 1975/
/Hirzinger, Kreisselmeir, 1975/ /Mishra, Wilson, 1980/ /Siret, Michai-
lesco, Bertrand, 1977/, '

* pour les approches fréquentielles, citons /Hsia, 1972/
/Reddy, 1976/ /Rein, 1980/. /Lin et Wu, 1982/ utilisent cette méthode
pour déterminer le numérateur de la fonctionde transfert obtenue aprés

" réduction du polyndme de Hurwitz associé.

L'inconvénient de ces méthodes réside dans le fait que la signifi-
cation physique du modéle simplifié n'existe généralement plus et 1'uti-

lisation du modéle pour construire des commandes s'avére délicate.
Elles peuvent &tre utilisées conjointement i d'autres quand celles-
ci laissent suffisamment de degrés de liberté pour effectuer une optimi-

sation.

IV.3 - Approximations de type '"Padé"

Cet ensemble de méthodes consiste & tronquer le développement en
fractions continues de la fonction F(p) ou de la matrice de transfert
Z(p). Elles conservent généralement, pour un systéme réduit d'ordre q,
2q paramétres parmi les 2n paramétres du systéme initial de dimension n
/Ashoor, Singh, 1982/ /Gutman, Mannerfelt, Molander, 1982/ /Inooka, Obi-
nata, 1982/.

La méthode de Routh /Hutton, Friedland, 1975/ conserve les premiers
éléments du tableau de Routh, ce qui garantit la stabilité du systéme
réduit si le systéme initial est stable. Elle fournit une bonne approxi-

mation pour les hautes fréquences.

Les méthodes fondées sur le développement sous forme de Cauer ne sont
pas toujours applicables (le développement n'est pas toujours défini) et
elles ne garantissent pas la stabilité du systéme réduit, méme si le sys-

téme initial est stable. La lére forme de Cauer (développement au voisi-
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! nage de p =) réduite donne une bonne approximation aux hautes fréquences,
la 2&me forme de Cauer (développement au voisinage de p =0), réduite,
pour les basses fréquences et la 3éme forme réduite (développement au

voisinage de p=0 et p =%) pour les deux domaines de fréquence.

Le développement limité de la fonction de transfert, au voisinage
de p=0 ou p== fait apparaitre des invariants du systéme, les moments
V.=-CA'B (i=1, ..., ®) ou les paramétres de Markov

. -1
M. =CAY "B (i= 1, ..., ®).

i
Le modéle simplifié d'ordre q coincide, pour les 2q premiérs termes

de son développement limité, avec le systéme initial.

L'équivalence stricte entre certaines de ces méthodes a été démon-

trée par /Lal et Mitra, 1974/.

Un certain nombre de difficultés dfapplication sont apparues : mau-~
vaise approximation du début des transitoires, non respect des modes do-
minants du systéme initial. Ces problémes ont conduit & améliorer ces dé-
veloppements : utilisation des polyndmes de Tchebyschev pour apporter
plus de précision sur une gamme de fréquences /Bistritz, Langholz, 1979/;

développement au voisinage de p =a /Shamash, 1975/.

| Ces méthodes sont trés bien adaptées au calcul numérique, ce qui
| explique leur attrait. Cependant, elles ont 1'inconvénient de ne plus
rien représenter du vecteur état initial, donc d'avoir peu de sens phy-

sique et d'é@tre mal adaptées aux problémes de commande.

| Une autre méthode, fondée sur la factorisation de la fonction de

transfert sous la forme

W(p) W1(p).L(p)

ol W1(p) et L(p) sont des fonctions de transfert d'ordres respectifs n,
] et n, (n1 +n,=n ordre de W{p)) a été développée par /Field et Owens,
1980/ et consiste a retenir dans W1(p) tous les pdles et zéros dominants.

1 Une solution générale pour L(p) est :

¢ (I1.52) L(pp) =1+ Wz(p)
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obtenue par les relations suivantes, si W(p) = C (pI - A)-1 B,

C (pI - A + BFO)-1 B

W1(p)
(I1.53)
Wz(p) =F (pI - A)-1 B
.

ol Fo est unique si (A4,B,C) est commandable et pour un choix spécifique

de W1(p) et Wz(p).

IV.4 - Méthodes d'agrégation

IV.4.1 — Agrégation linéaire

Ces méthodes consistent & substituer au modéle initial un modéle de
taille réduite, qui conserve certaines des caractéristiques importantes,

comme les modes dominants et regroupe plusieurs de ses variables d'état.

La notion d'agrégation, utilisée trés longtemps en économie dans

- »

1'analyse du régime statique de modéles entrées/sorties a été étendue

par fAoki, 1968/ aux systémes dynamiques.
Le principe de 1l'agrégation lindaire est le suivant :

Si (8), modéle initial est représenté par

_ X =Ax + Bu n
(I.54) xe ' uekRl yearP
y =Cx

le modéle réduit. (S) est alors représenté par :

z = Fz +Gu

(I.55) z € &%
y=Hz

avec z(t) = Lx(t) L& R

ol L, matrice d'agrégation, existe si les relations suivantes sont véri-

fiées
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FL = LA
(1.56)
G=1B

Si 1'on veut que les sorties y soient proches de y, alors il faut

en plus

(1.57) HL = C

Le spectre de F est inclus dans celui de A /Michailesco, Siret,
Bertrand, 1976/ et la forme générale des matrices d “agrégation est

la suivante :

(1.58) L=ML -

ol M est une matrice quelconque réguliére de dimension m et LO est don-

née par :
; _ -1
(r.599 L =[1_ o]rT

avec T, matrice modale de A.
Les méthodes d'agrégation sont utilisées pour construire des régu-
lateurs sous—optimaux du systéme initial /Aoki, 1968/ /Lamba, Rao, 1974/

/Bertrand, Michallesco, Siret, 1976/.

La question importante reste de savoir quels modes doivent &tre re-

tenus dans le modéle agrégé /Gopal, Mehta, 1982/.

Si les modes instables sont dans le systéme agrégé, un correcteur

u==K.r z calculé sur le systéme réduit stabilise le systéme réel

(I1.60) X = Ax + BK Lx

Ce résultat important est utilisé par /Rao et Lamba, 1975/ pour dé-

placer les pdles d'un systéme donné.

La conservation des modes initiaux et les degrés de liberté restant
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qui peuvent donner lieu & des optimisations rendent cette méthode at-
trayante.
Elle présente cependant le défaut de ne plus représenter, par le
vecteur état z, les variables d'état du systéme initial, donc les carac-

téristiques physiques.

IV.4.2 - Agrégation par troncature

Si Z(A,B,C) est le systeéme initial de dimension n, alors une classe

de méthode de réduction a l'ordre q est définie par les propriétés sui-

. vantes :

. . . + X X
* il existe deux matrices Q e R ot Qe R? q, de rang q,
telles que Q* est une pseudo-inverse & gauche quelconque de Q, c'est-2-
. + . . o, .
dire Q Q = Iqq’ matrice identité d'ordre q.

* le systéme réduit de dimension q est défini par 1'équation

d'état

x=0"4Q% +qQ'Bu
(1.61) -

y = C(Qi

Cette réduction peut &tre assimilée a un changement de base tronqué

PP + s . .
défini par Q et Q, ou encore a une projection.

Ce changement de base peut &tre rattaché 3 un changement de base

. . ces . +
classique si l'on définit les matrices Q et Q par :

Q" =gl 1
(1.62) _
Q = TQ,

ou T est une matrice carrée inversible d'ordre n et Qo une matrice rec=-

tangulaire définie par :

t

(1.63) Q = (1 (

désigne la matrice nulle)

qq ’ qu(n-q)) OqX(n-q)
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Les m.atrices.Q+ et Q ne sont pas uniques. Elles dépendent de la

formulation (A,B,C) du systéme initial dans 1'espace d'état.

Le vecteur état du systéme réduit est obtenu par troncature du vec-

teur état T_1x.

Les modes propres du systéme réduit peuvent &tre choisis arbitrai-

rement, et l'on démontre que seules deux éventualités scnt possibles

* il existe une infinité de choix pocssibles pour T,

* il n'existe pas de solution pour T /Pinguet, 1981/.

De méme que pour le couple (Q, Q) défini précédemment, il est pos-

sible de définir le couple (R, R') par :

ol RO est une matrice rectangulaire définie par

(1.65) R = (O(H_q)Xq ; I(n—q)x(n‘q))

. . + . .
La matrice R (respectivement R ) est formée des r derniéres colon-

nes (respectivement lignes) de T (respectivement 1),

. -1 c
Les matrices T et T se présentent sous la forme :

T=1(Q, R)
Q+
(1.66) 1 - [
L &*
avec T.T‘1 = QQ+ + RRY

e vecteur état x s'écrit alors

avec X, &€ RY x, e R*A

(1.67) X = Qx1 + Rx | ”

2
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ce qui permet d'introduire la notion de processus d'erreur E, défini
comme celui qui a comme réponse impulsionnelle la différence des répon-
ses impulsionnelles du svsteéeme inital et du systéme réduit.
E=QE, +RE
Q Ey 2

(1.68) avec E, = X, = <

Le processus d'erreur admet une représentation d'état

E=AE+3u
(1.69) -

E=CE
avec 3

~ +

B=RR B
(1.70) -

E=y~-7F

I1 peut donc &tre considéré comme un systéme dynamique, ce qui per-
met 1'application de tous les résultats classiques, comme les études de

stabilité ou de commande optimale.

IV.4.3 - Simplification a partir du modéle bond-graph

Cette méthode proposée par /Margolis et Young, 1977/ consiste a ef-
fectuar une décomposition modale de 1'équation différentielle (I.50) en

diagonalisant les matrices I, R, C, B intervenant dans cette expression.

La forme obtenue met en évidence les différentes dynamiques, la ré-
duction consiste alors a retenir dans l'expression les modes dominants,
ce qui correspond alors a la troncature de 1l'expression (I.50). Le bond-

graph correspondant 2 cette réduction est ensuite reconstruit.




- 36 -

IV.5 - Méthodes de perturbations

Ces méthodes sont trés couramment utilisées par les mathématiciens,
pour obtenir des théorémes de 'passage 2 la limite" qui permettent d'ob-
tenir les solutions du systéme approché quand la perturbation tend vers
zéro. Elles sont également trés employées dans d'autres domaines, en mé-
canique /Francois, 1981/, en mécanique céleste /Roth, 1979/, en automatique
/Sandell et al, 1978/, dans de nombreux domaines mettant en jeu des petits
paramétres /Kokotovic, 0'Malley, Sannuti, 1976/ /O'Reilly, 1982/ /Koko-
tovic, Saksena, O'Reilly, 1982/.

Deux classes de perturbations apparaissent :

% les perturbations régulieéres correspondant a des faibles

couplages intervenant au sein d'un systéme global,
* les perturbations singuliéres dles & des dynamiques diffé-
rentes ou & des ordres de grandeur disproportionnés entrainant des di-

vergences ou des imprécisions dans les algorithmes de calcul /Miranker, 1981/.

IV.5.1 — Perturbations réguliéres

Les équations de couplage faible sont de type :

° 1 ,
X, £ (x1, €%y u) X, € R

(1.71) 3 s '

Xy = 8 (Ex1, Xos u) x,

ce qui donne, quand £ »~ 0

Hlo
1}

£ o(x,, u
(1.72) g 1 b

"o

, =8 &y, w

Le systéme reste de dimension n==(n1-+n2) mais il se découple en

deux sous-systémes indépendants, chacun d'crdre inférieur 2 n.

Cette méthode ne fait pas abstraction d'une partie du systéme ini-

tial. De plus, si f et g possédent des propriétés de dérivabilité conve-
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nables, un développement au voisinage de € = 0 permet d'obtenir des solu-
tions plus fines. Ce découplage spatial est & rapprocher de la décomposi-~

tion en sous—-systémes précédemment présentée.

Ces méthodes ont été appliquées par /Milne, 1965/ et /Bailey, Rama-

priyan, 1973/ pour des systémes linéaires.
Cependant, ces méthodes puissantes pour une classe importante de
systémes présentent 1'inconvénient de ne pas conduire directement a un

modéle d'ordre inférieur.

IV.5.2 - Perturbations_singuliéres
¥

Cette terminologie s'applique aux systéme que 1'on peut modéliser

par les équations du type suivant :

o
f (x, z, u, u, t) x € R

o
1]

(1.73) n
g (x, z, u, p, t) zeg R 2

=
No
L]

Il s'agit, en général, de systéme composé d'une partie lente x et
d'une partie rapide z. La perturbation est singuliére car g/p n'est pas
définie pour p + 0, et la valeur p = O fait disparaitre n, équationms.

Le coefficient pu n'est pas défini a priori, mais dépend du systéme

étudié :
* i1 peut correspondre au rapport entre les échelles de temps

de la partie lente (t) et de la partie rapide (1)

g o= (t-to) /T (F instant initial

* il peut avoir une signification physique : rapport de 2 mas-

ses, de 2 raideurs, de 2 concentrations,

* pour un systéme linéaire, il peut €tre obtenu par le rapport

des valeurs propres extrémes correspondant aux deux parties :

[ Mgy (Partie lente) |

W

min (partie rapide) |
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Pour g = 0, (I.73) devient :

£ (x, z, u, 0, t) (a)

Nilo
It

(I.74)
0=g (X, z, u, 0, t) (b)

La solution de 1'équation algébrique (I.74-b), Z = h (X, u, t) con-

duit au systéme réduit de dimension n,, caractérisant 1'évolution de la

19
partie lente réduite.

° - - —
(1.75) £=f (x, hx,u,t), u, t)
Dans le cas linéaire, en régime autonome :

X = A11x + A12z

uz= A21x + AZZZ

(1.76)

devient :

S _ -1 =
(1.77) K= (A, —AALA )R
Cette méthode est i rapprocher des méthodes a pGles dominants, puis-
que les valeurs propres de la matrice (A11 - A12A;;A21) approchent les

n, valeurs propres lentes, de méme que les n, valeurs propres rapides

1
sont voisines de celles de Azz/u.

Le sens physiques des variables est comservé, puisque ce sont les
variables d'état initiales qui sont utilisées. Un des .avantages de cette
méthode sur celles présentées précédemment, réside dans la prise en comp-
te de 1'effet de la partie négligée sur le systéme réduit, ce qui entraine

une plus grande précision dans les résultats.

Cette méthode est particuliérement adaptée pour répondre aux exi-
gences de la réduction d'ordre décrites en préliminaire, pour des sys-
témes linédaires ou non lindaires. Elle entraine une diminution de 1'am-
pleur des calculs, une détermination plus aisée des correcteurs et une

maitrise apprcfondie du fonctionnement.

Nous détaillerons plus particuliérement dans le prochain paragraphe

cette technique de réduction.
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V - QUELQUES RESULTATS FONDAMENTAUX CONCERNANT LES SYSTEMES A PLUSIEURS
ECHELLES DE TEMPS '

/Kokotovic et al, 1976 puis 1982/, /O'Reilly, 1982/, dans des articles
de synthése comportant une étude bibliographique trés compléte, ont fait
le point sur les différents domaines d'application deé techniques des
perturbations singuliéres et sur les principaux résultats obtenus pour

1'analyse et la synthése des systémes comportant plusieurs dynamiques.

Les problémes concernent la réduction de 1'ordre des systémes, la
stabilité /Grujié, 1976, 1978, 1979, 1981/ /Khalil, Kokotovic, 1979/,
le calcul de trajectoires optimales /0'Malley, 1972/ /Wilde, Kokotovic,
1973/ /Sannuti, 1973/, les systémes A retard, les équations aux déri-

vées partielles,

Ils s'appliquent aux systémes stochastiques /Delebecque, Quadrat,
1978/ /Altshuler, Haddad, 1978/ /Bensoussan, 1981/ /Phillips, Kokotovic,
Haddad, 1976/ /Haddad, Kokotovic, Khalil, 1978/ /Teneketzis, Sandell,
1977/, aux systémes discrets /Phillips, 1980/ /Blankenship, 1981/ /Dora-
to, Levis, 1971/ /Guardabassi, 1982/ /Rao, Naidu, 1981/ /Rajagopalan,
Naidu, 1980/ /Naidu, Rao, 1981/ /Dauphin-Tanguy, No&l, Bornme, 1982/.

V.1 - Cas général : systémes non linéaires /Kokotovic et al, 1976/

Soit le systéme d'ordre élevé écrit sous la forme :

n
. . X £ (Xv’ Z, U, M, t) (a) x & R L

(1.78) n,

g (X, Z, U, u, t) (b) z & R

=
No
i}

Nous supposons que f et g sont deux fois continiiment différentia-
bles par rapport a tous leurs arguments. Le paramétre scalaire p repré-
sente tous les termes & négliger, u € ]() , 1].

Quand nous posons u =0, l'équation (I.78-b) devient algébrigue :

(1.79) 0=g (XZ’ Zgs Ugs 0, t)

En supposant que cette équation admet au moins une racine réelle,
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(1.80) = h (x t)

29 9 g

et en substituant dans (I.78-a)
(1.81) §£ = f (xg , h (Xz s Up s t), up s 0, t)
nous obtenons un modéle simplifié dont 1'état est X,

(1.82) = f (x

g 2 U s €) x) € R

%
L
La variable z, rapide, a disparu du modéle simplifié. Elle est rem-
placée par un substitut Zg5 déduit de X, et u, par (1.80). Contrairement
3 la variable originelle z, partant & 1'instant t, avec la valeur Z,s
zy n'est pas libre de partir de z et il peut y avoir une différence
importante entre zQ(to) =h (xz(to), ul(to)’ to) et z (to, p) = z 3

z, ne peut donc pas étre une approximation uniforme de z.

2

L'approximation
(1.83) z (£, p) = zz(t) + 0(w)

est seulement valable en dehors du voisinage de ty» c'est~a~dire pour

tel[t,,1] avec t, >t .

Par contre, sSi nous prenons pour xg(to) la condition initiale x(to),

alors 1'approximation
(1.84) x (t, p) = ﬁz(t) + 0(p)
est uniforme, donc valable sur [to’ T:l.
Le probléme posé est un probléme de raccordement (''couche limite')
entre les conditions initiales z(to) et le mouvement d'entrainement zg(t)

(> to) des variables rapides par les variables lentes xz(t).

Les conditions pour que cette approximation soit valable ont été

données par /Tikhonov, 1952/.Elles reposent sur les hypothéses suivantes :
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Posons
-d_Eziz- avec ’]_':t—to
M e T at Y
(quand p > 0 , T > sauf pour t = t ).

Pendant que z et T changent presque instantanément, x reste a la
valeur initiale:ﬂ)etlléub- Pour décrire 1'évolution de z en fonction de

T, nous utilisons 1'équation dite de '"couche limite" déduite de (I.78-b)

dz

It =g (Xo, z(1), Uy 05 to)

(1.85)
avec Z(T-'-O) = ZO

Nous ajoutons alors a (I.83) la correction due & la couche limite

(1.86) z(t,u) = zz(t) + z(1) - zl(to) + 0(w)

La validité de (I1.83) (I.84) et (I.86) dépend des propriétés de sta-
bilité de (I.85).

Hzgothése 1

Le point d'équilibre zl(to) de (I.85) est asymptotiquement stable,
z(T) part de z etz appartient au domaine d'attraction du point d'équi-

libre zz(to), c'est~a-dire :

lim z(1) = Zl(t )
T+® o

szothése 2

Les valeurs propres de 9g/dT évaluées le long de
(xz(t), Zl(t)’ uz(t)), pour tout t € [to,'F] sont & parties réelles

négatives.
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Théoreme /Tikhonov, 1952/

Si les hypothéses 1 et 2 sont satisfaites, alors 1'épaisseur de la
couche limite (to, t1) peut €tre rendue arbitrairement petite en choisi-

sant g suffisamment petit.

De plus, (I.84) et (I.86) sont vérifiées pour t & [to’ T] et
(1.83) est vérifide pour t & [t1, T:] . .

V.2 - Développement asymptotique

Lorsque l'approximation & 1l'ordre zéro est insuffisante, une méthode

1
habituelle, détaillée par /0'Malley, 1974/ /Hoppensteadt, 1974/ présentée
pour des applications mécaniques par /Francois, 1981/ consiste & détermi-

ner les développements asymptotiques des fonctions f et g par rapport

ap.
En supposant f et g infiniment dérivables, on obtient :
N i N+1
f (x, z, u, t, p) = I fi (x, z, u, t).u + 0 (u )
i=0
(1.87)
N i N+1
g (x, z, u, t, y) = L g; (%, 2z, u, )™ +0 ()
i=0

Les solutions x(t) et z(t) des équations (I.78) ainsi modifiées se
présentent sous forme d'une combinaison d'une partie rapide, dépendant

de T et d'une partie lente dépendant de t,

x(t) = X(v) + &(1) E(t) > 0 quand T » =
(1.88) avec
z(t) = Z(t) + n(1) n(t) > 0 quand T + =

et admettent un développement asymptotique

N . N+1 N .
() = £ X (p+0 ™y [z = £ z.@w)pt+o VY
i=0 * o i=0 1
(1.89)
N i N+1 N i N+1
gE(t) = I Ei(r) po+0 (u ) n(t) = & ni(T)u +0 ()

1=0 ‘ i=0
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La solution du systéme (I.78) est obtenue par X(t) et z(t) quand

le raccordement est effectué.

Chacun des termes Xi(t) et Zi(t) est obtenu, par identification des
termes de méme puissance en u, en résolvant les équations différentiel-

les suivantes :

dXo
—a-t— = f (Xo, Zo, u, 0, t)
(I.90) _
0=¢g (Xo, Zo, u, 0, t)
X (0) = x(0)
o

et pour i =1, ..., N

dX. Ofi Dfi

- = 5 (t, X, 2, t) X, + 'Y (t, X, 2, £) 2, + pi(t)
(1.91)

aZ; 9 g -

T = ’5‘; (t; XO’ ZO’ t) Xl + 2z (t, XO’ ZO’ t) Zi+ qi(t)

Les fonctions pi(t) et qi(t) dépendent de t, Xo’ Zo’ e Xi—1’

Zi—1 et sont obtenues directement au moment de 1'identification.

V.3 - Présentation dans le cas linéaire de la méthode des perturba-

tions singuliéres

Nous supposons ici que les problémes de modélisation sous forme d'un
systéme singuliérement perturbé sont résolus (la discussion a ce sujet

sera faite dans le deuxiéme chapitre).

Le systéme (S) se présente donc sous la forme (I.92) :

n
A,.x +A,.z + B.u x(0) xe R 1

11 12 1

"o
H
1]
"

n
A, x + A,z + B,u z(0) ze R 2

[
(1.92) TR 21 29 9

[]
N

y = C1x + sz

avec U e :IO H 1].




V.3.1 - Etude de_la partie lente

Apres la phase initiale ou la partie rapide est prépondérante, les

modes rapides deviennent négligeables, ce qui revient au méme que de les

considérer comme infiniment rapides, donc que de faire tendre p vers zéro.

Pour u = 0, les variables x, z, u, y de (I.92) sont approchées par

S S AR

X, = A X, * A1222 + B1u2 (a)

il

A x, + A + B,u (b)

(1.93) 0 =4y xg + Ajyzy + Byug

c,x, + C,z

) 19 2%9

L'équation (a) décrit 1'évolution des variables lentes, les varia-
bles rapides ont atteint leur régime quasi-permanent. Le systéme n'est

plus que d'ordre n,.

L'équation (b) décrit le mouvement d'entrainement des composantes

lentes des variables rapides, z, par les variables lentes X

L'équation d'état associde 2 la partie lente s'écrit alors, si

1 .
A22 existe :

A, - A ) 3 + (B, - A

11 128 22 21 1 12 22 By) vy

Ho
PsS
1]

(1.94)

x - C A_1B u

= (C 28998y Uy

]
I
|

1 2 22 21)
avec xQ(O) = x(0).

Le systéme réduit obtenu comporte une transmission directe de 1'in-

formation.

V.3.2 - Etude de_la_partie_rapide

Pour définir la partie rapide, nous supposons que les variables
lentes du systéme sont immobiles pendant les transitoires rapides, c'est-

a-dire :
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(1.95) §2 =0 <= Xy = constante

Les composantes rapides des variables sont définies de facon sui-

vante
x =20
T
z =2z - z
(1.96) r 2
u =u-u
y. =Y -,

En calculant la différence entre le systéme réel et le systeme lent

simplifié, 1'équation caractérisant la partie rapide est alors

HoEp T A22 “r * B2 Ur
(1.97) v, = C2 z_
-1 s
zr(O) = z(0) + A22A21 x(0) d'aprés (I.93-b)

Le systéme global apparait ainsi découplé temporellement. Selon le
domaine de fréquences pris en compte, le systéme réduit sera constitué

de la partie lente ou de la partie rapide.

V.4 - Quelques exemples de systémes a plusieurs dynamiques

Les domaines d'application de cette méthode sont trés variés et con-—
cernent aussi bien les problémes de mécanique classique ou céleste /Fran-
cois, 1981/, le pilotage d'un avion ou d'une fusée /Calise, 1976, 1979/,
les systémes électriques /Desoer, 1977/, les systémes fournisseurs d'é-
nergie ./Delebecque, Quadrat, 1978/ /Avramovic et al, 1980/ /Winkelman
et al, 1980/, les reactioms cﬁimiques de cinétiques varides, les procé-
dés de diffuston /Cohen et al, 1977/, les processus biologiques /Lakin
et al, 1977/, 1'évaluation des politiques de maintenance pour des systée-

mes complexes réparables /Muron, 1980/.

La simplification d'un systéme par élimination des dynamiques rapi-
des peut dans certains cas entrainer des modifications de structure qui

se rapprochent plutdt des premiéres méthodes de réduction précédemment
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envisagées.

Ainsi, considérons le cas d'un systéme non linéaire de type

Lur'e Postnikov bouclé & travers un grand gain.

Le systéme sans bouclage additionnel est représenté par les équa-

tions (I.27) avec le triplet (Ki, ﬁz, Cc) sous la forme (I.28). Soit :

0 1 0 ————— 0 7] 0]
(1.98) X = 0 x + u
0 0 1 0
-a =f* , ., , ... .. .-a_,~f% f*
. © o - n—1_ i B

Si on boucle le systéme & travers un grand gain g, la commande u

est de la forme :

(1.99) u=g [ko e kn—1:| X

qui entraine, pour le systéme bouclé,

B 0 1 0 0o - N
\[
(I.100) x = 0 X
0 0 1
—_r =f% ) - —~fF% &
-2, X +gf¥k . . . .. ... o-a  ~E%b sefRk

Il est alors possible de partitionner le systéme, en faisant appa-

raltre le petit coefficient p=1/g, sous forme d'un modéle a deux dyna-

miques.
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5217]
1o
g 2
B 0 1 0 —0 | 0 B
[
[
(1.101) I
0 |
] ~ -
1 : 0 x1
0 0 | 1
_______________ U U S [ [
|
-a -f*p : -a__ ~f£%b -1 x
+ f*k L : T+ fRK 2
g o | g n-1 J i J

- - - -1 -
0 1 06—20 0
m
c = - *
(1.102) %, \\<:::::: ? ! ¥k, ¥k _....f%k o |t x,
0 ——0 1
- P S I - - -
|
soit
C 0 1 0 ——— 0 7]
(1.103) X, = \\\\\\\\\\\\\ 0 Xy

Le systéme réduit d'état X, est de dimension n-1. Il est linéaire,
totalement indépendant du systéme initial et seulement fonction de la
loi de retour u, toutes les caractéristiques non linéaires ayant été

reportées sur la partie rapide.
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Ce résultat peut &tre utilisé pour simplifier 1'étude du systéme
correspondant par linéarisation du modéle non linéaire, également comme
méthode de placement de pdles, l'équation caractéristique du systéme cor-

respond en effet a

n-1 n-2
(I.104) kn—1 P + kn_2 P + ...+ ko =0

Un autre exemple spécifique concerne le probléeme de 1'influence des
dynamiques des capteurs et actionneurs sur les performances du syétéme
bouclé. Lorsqu'il est nécessaire, pour satisfaire les spécifications im-
posées d'utiliser des gains deboucle élevés, les modes créés par le bou-
clage sont accélérés et peuvent atteindre 1l'ordre de grandeur des modes
des actionneurs et capteurs. Le dilemne Précision-Rapidité se pose alors:
faut-il négliger, comme parasite, les dynamiques des capteurs et action-
neurs, qui en boucle ouverte sont effectivement négligeables, ou faut-
il introduire dans le modéle ces dynamiques au risque de se heurter a
des problémes de calcul 1iés a 1'augmentation de l'ordre ou a un mauvais

conditionnement ?

La méthode des perturbations Singuliéres permet de mettre en évidence
ces phénoménes d:interaction modes propres-modes créés, Elle permet de
justifier la pratique courante qui consiste a négliger les modes capteurs
et actionneurs quend la bande passante en Basse Fréquence du systéme bou-

clé est inférieure a celle de ces éléments.
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CONCLUSION

Il n'y a donc pas de modéle universel, ni de méthode de réduction
générale; Des criteres de choix existent, fondés sur le but poursuivi
et le domaine d'application concerné. Les méthodes linéaires sont en
pratique les plus utilisées car elles peuvent &tre mises en ceuvre treés
simplement et de facon systématique. La méthode des perturbations sin-
guliéres, encore peu connue au niveau direct de l'utilisateur est actuel-

lement en grand développement,

Elle apparait comme une technique trés importante de réduction de

dimensionnalité, avec des champs d'application trés variés.

Dans les prochains chapitres, nous étudierons le probleme de la
modélisation sous forme de systémes a plusieurs échelles de temps et

de la mise en évidence de ces dynamiques.
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ETUDE DES SYSTEMES A DEUX DYNAMIQUES

INTRODUCTION

Aprés un exposé récapitulatif des méthodes .analytiques permettant
de déterminer les variables lentes et rapides d'un systéme dynamique et
de les séparer, nous proposons une méthode géométrique, fondée sur la lo-
calisation des modes dans le plan complexe, qui renseigne de facon simple
sur les possibilités de découplage des parties de dynamiques différentes,
et qui s'applique au cas non linéaire, contrairement aux méthodes analy-

tiques classiques.

Lorsque la modélisation sous forme d'un systéme 3 deux dynamiques
permet l'application de la méthode des perturbations singuliéres, le sys-
teme découplé alors obtenu dépend de la forme de représentation d'état
initialement .choisie. La forme en fléche pour la matrice caractérisant
le systéme global se révéle trés intéressante et conduit, dans le cas de
systemes non linéaires de type Lur'e Postnikov, & une détermination trés
simplifiée et directement exploitable numériquement du systéme découplé.
Elle permet d'énoncer une condition suffisante de stabilité asymptotique
des systémes non linéaires de type Lur'e Postnikov, qui est méme, dans
certains cas, une condition nécessaire et suffisante de stabilité. La dé-
termination de la commande quasi-optimale dans le cas linéaire se fait
de facon plus économique puisqu'elle nécessite seulement la résolution de
1'équation de Riccati correspondant aux variables lentes, avec la préci-
sion obtenue habituellement pour la commande composite portant sur les

variables lentes et rapides.

Lorsque 1'étude concerne le comportement haute fréquence du systéme,
les transitoires rapides, ou les phénoménes de parasites, la méthode des
perturbations singuliéres ne donne pas suffisamment de précision, lors du
découplage, pour le sous-systéme rapide. Nous introduisons ici une nou-
velle notion de systéme réciproque, qui conduit & une inversion du com~
portement fréquentiel et dynamique du systéme étudié. La partie rapide

est alors obtenue par l'application conjointe de la transformation réci-
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proque et de la méthode des perturbations singuliéres, avec beaucoup plus

de précision puisqu'élle prend en compte 1'influence de la partie lente.

Cette approche conduit 2 une représentation multi-modéle du systéme
global.
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I - PRESENTATION DES METHODES ANALYTIQUES DE MISE EN EVIDENCE DES
DYNAMIQUES -

I.1 ~ Définitions d'un systéme & double échelle des temps

Définition 1

Un systéme linéaire stationnaire caractérisé par 1'équation d'état :

x = Ax +Bu o
(11.1) x € R
y = Cx

posséde la propriété de double échelle des temps s'il peut Etre décom-

posé en deux sous—systémes :

[ 2 ~— -
(XZ A2 0 X, Bl
= -+ u
|_>‘E 0 Al x B
r o . 4 T
(1I1.2)
"
- L
v G G
- x
r—
I
avec X, € R
n, +n, =n

n
x € R 2
r

et si les valeurs propres de A2 et Ar sont telles que :

Kmin (Ar),

(11.3)  |x___ @A) «
max .,
Si on suppose, comme /Chow, Kokotovic, 1976/, que le systéme ini-
tial est stable ou déja stabilisé et que les valeurs propres sont telles

que :
© Im ACA)] « |Re A(A) |

alors, la relation (II.3) indique une décroissance vers zéro de e

« . Agt
plus rapide que celle de e .
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Toute matrice carrée A et sa norme euclidienne ||A|| vérifient la

relation :

D @1 5 l14]

ma

et si A_1 existe,
@] s AT
min

Cette propriété permet d'en déduire une nouvelle définitiom.
prop P

Définition 2 -:

Le systéme (II.1), décomposé sous forme (II.2) possé&e la proprié-

té de double échelle des temps si :

(11.4) HA;1 | < ilAgﬂ-1

1.2 - Mise sous forme bloc—diagonale

Dans le cas de systémes linéaires, 1'existence de plusieurs échelles
de temps et des sous—systémes associés peut &tre mise en évidence par les
méthodes classiques de transformation modale et de bloc—diagonalisation.

Le systéme (II.1) décomposé en (II.5) :

01 [an A= {Bﬁ x e R
o = + u n2
XZ_‘ A21 A22 Xy LBZ X, & R
(11.5)
X
y=[¢ %] !
_ x,

correspond a une partition, pour 1'instant arbitraire du vecteur état

initial.
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Par la transformation

(I1.6)

bl
=
£
-
»
(N
I

(I1.5) devient :

X A A x B
1] 2 12 1, ( 1 1 u
X_ R(L) Ar -xz |_ BrJ
(I1.7)
— - x‘]
y = c C
L 2 2 J N
r "
avec
A=Ay — AL
Ay = Ay LA,
(11.8) R(L) = A21 + L A11 - L A12 L - A22 L
B, =LB, +B,
Cg=C -CL

Le systeme (II.7) est bloc-triangularisé si R(L) =

L est solution de 1'équation de Riccati suivante :

(11.9) A21 + L A11 - L A12 L - A22 L=20

La transformation suivante :

(I1.10) =

, donc

modifie le systéme (II.7) (en prenmant R(L) = 0) sous la forme :

si
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XQ. ASZ, R(M) XQ, B,Q
= + u
X 0 A b4 B
_ 1"_ _ r . r _ r_
(I1.11)
_ij
S
X
_ r
avec
R(M) =A12+A2M-MAr
(11.12) 13£=131 -MB_
cr=c2 +Cy M

Le systéme (II.11) apparait alors sous forme bloc-diagonale si la
matrice M est solution de 1'équation de Lyapunov :

(I1.13) A,, + A M—MAr=0=R(M)

12 2
L'existence et le calcul des solutions L et M des équations (II.9)
et (IT1.13) ont été étudiées par de nombreux auteurs /Kokotovie, 1975/

/Chow, Kokotovic, 1976/ /Magni, 1981/ /Avramovic, 1979/ /Anderson, 1978/.

Le but de la bloc-diagonalisation est de rassembler dans le vecteur

état Xy les composantes lentes et dans le vecteur X_ les composantes

rapides.

La solution L de (II.9) doit donc réaliser cette contrainte ; elle
n'est pas unique puisqu'elle dépend aussi de l'ordre dans lequel sont

prises les composantes du vecteur état.

Plusieurs méthodes de détermination de L existent : leur validité
et la précision des résultats dépendent de la séparation plus ou moins
marquée des modes et de la connaissance & priori" des variables lentes

et des variables rapides.
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I.3 - Méthodes de détermination des matrices L et M

I.3.1 - gélcul de suites Lk gE_Mk

Une premiére approche proposée par /Kokotovic, 1975/, appliquée

par /Chow, Kokotovic, 1976/, consiste 3 définir une suite :

_ 41 -
Lysg =85y Ay + Ly Ay =1y Ay L)
(11.14) '
-
Ly = 850 494

qui converge vers une racine réelle bornée de (II.9) si les conditions

sulvantes sont réalisées :

. A inversible

_ 22
(11.15) “A;;!( < 1
3 (flagll + lla,ll lizglh
avec :
(II.16) A, =A , - A L

0 11 12 70

Cette approximation de L est valable pour de faibles valeurs de

-1
gyl

De plus,
(.17 lL,, - Ll s [ln, - L] k =0, 1,

En particulier, écrire k=0 dans (II.14) conduit 2 :

-1

(I1.18) Ly - Ly = A, Ly A
soit
L, -zl
1 0 -1
(11.19) ————— £ “A22“ “A()H
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Si 1'hypothése suivante est vérifiée :

| -1, -1
(I1.20) }]A22|] Sy ![AOII avec u & j() N ]
alors
|
I, - Lol
ar.21) ——L2 <y
Iyl

ce qui permet d'utiliser L, comme une approximation a O(p) de L, ainsi,

0

-1

2 T = =
(I1.22) L Ly * 0(u) Apy Ayt o(w)
d'ou :
) _ ) -1
Ag = A~ A LS ALm AL A A T A, O
(11.23)
_ ) -1
AL = Ay + LA, = Ay + Ay Ay Ay T4, 00

Si le systéme (II.5) vérifie une condition plus sévére que (II.15),

-1 -1
(xr.24)  lla,,ll « llagl + lla Il gD

alors (II.23) s'écrit :

A, = A  -A !

g T Ay T A By Ay, + 00

(I1.25)
+ 0(n)

>
il

A22

De la méme fagon, la solution M de 1'équation (II.13) peut &tre cal-

culée par la récurrence :

(II1.26)

avec L= LO +.0(y) obtenue par (II.18)




ce qui donne :

1

2 + 0(”)

(I1.27) M =4, A,
I1 faut noter qu'un systéme, caractérisé par les équations (II.1),

peut posséder la propriété de double échelle de temps sans que les re-

lations (II.15-b) et (II.24) soient vérifiées. On est alors amené a

effectuer des opérations de permutaticn et de calibrage.

I.3.2 - Utilisation des valeurs propres et vecteurs propres

- La recherche de la solution L peut aussi se faire & partir du cal-

cul des valeurs propres de A et des vecteurs propres associés,

-

Ainsi, supposons que les valeurs propres de A sont distinctes et
soit V1 la matrice des vecteurs propres associés (V1 de dimension n><n1).;
comme X, ne contient aucun des modes de AR et que Xf =L X, + Xy, la

relation sulvante est vérifiée

(1I.28) [; , 1] v, =0

v

.. 04X,
En partitionnant V1 en | y

n=n, x 0,
avec V11é R et V21e R .

inversible, la solution L assurant la séparation des

et en supposant V11

modes est obtenue par :

-1

(1I1.29) L = - Vou Vi

La matrice L ainsi obtenue est indépendante du calibrage des vec—

teurs propres.

Au lieu de considérer la matrice des vecteurs propres a droite et
de prendre en compte la matrice-des vecteurs propres V1 associée aux n,
modes lents, il est possible de déterminer WZ, matrice des vecteurs pro-

pres 2 gauche associée aux n, modes rapides.

W2 partitionnée en [:Wz1 s WZZJ conduit a la solutiomn :

1

(I1.30) L =W,, W,,
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Cette méthode de détermination de L nécessite la connaissance exacte

des valeurs propres et vecteurs propres associés de A.

Deux algorithmes de calcul existent, fondés sur le méme principe
que précédemment, mais qui ne demandent au départ que des valeurs ap-

prochées.

Le premier, dii & /Anderson, 1978/ a pour but d'améliorer la préci-

sion sur L (ou M) en dépit des erreurs initiales.

Soit LO = - V21 V;:, la valeurs initiale calculée de L. L'erreur

de fermeture de 1'équation de Riccati (II.9), a l'étape i :

(11.31) Ri = A21 + Li A11 - Li A12 L

donne une idée de la précision obtenue dans le calcul de L. Si

i]Rill > g, L.l est corrigé par :

L. = L, + D.
i+1 1 1
(11.32) avec
_ -1
D; = Ay, +L; A "Ry

jusqu'a ce que I]RiH devienne inférieur a €.

L'algorithme converge d'autant plus rapidement que la séparation

dynamique est plus grande.
En effet, on a l'équivalence suivante

HRi+1H |valeur propre lente la + rapide|

{14

]iRiII |valeur propre rapide la + lente| ‘kn

(si les valeurs propres sont ordonnées en module croissant).

De la méme facon, la matrice M peut &tre calculée de maniére itéra-

tive




M.+1 =M, + D, D. =R, Ar
(11.33) t i L avec * t

Mg =0 Ro = A42
(I1.34) Ri+1 = A Mi - Mi Ar + A12

Le deuxiéme algcrithme, d@ & /Avramovic, 1979/ repose sur le cal-
cul itératif de la solution L sous la forme (II.30), par calcul du sous-

espace propre a gauche associé aux n, valeurs propres rapides.

La récurrence est la suivante :

A, A, ]
= 11 12
(W21k+1 ’ w22k+1) " (w21k wzzk) A, A
(II1.35) 21 722 _
(W21 , W22 ) valeur initiale calculée
(0) (0)
ol Sk est une matrice de calibrage, réguliére, de dimension n,xn,.
A chaque itérationm,
) -1
(I1.36) L =W W
21
k2200 2
satisfait la relation suivante :
_ -1
Ly =L (A22 L A12) R (Lk)
. avec :
(11.37) - - - ‘
R(Lk) Ay, *+L AL -L ALL -A,L (1.9)
_ =1
Ly = 895 Ayy

-1
et converge vers L = W22 W21 (I1.30).

Le principal avantage de cet algorithme réside dans le fait que le

nombre n, de composantes rapides est redéfini au cours du procédé d'i-

tération. Le calcul permute l'ordre des états jusqu'd ce que les derniéres
P s jusq q

n, colonnes de (W,, , W22) constituant W,, soient les plus linéairement

2 21 22
indépendantes possible. Ceci ne demande donc pas une connaissance ini-

tiale trés précise des parameétres n, et n,.
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Une solution dde a /Magni, 1981/ fait appel aux polyndmes annula-

teurs de A et ne demande que le calcul des vecteurs propres.

Soient ¥ un polyndme annulateur de A de dimension n, + n

1 5 = s et

W1, Wz deux polynOmes tels que :

(I1.38) T1.W2 =Y

(Y peut &tre le polyndme caractéristique de A).

Les racines de W1 et Wz appartiennent a deux ensembles C1 et C2

de valeurs propres de A tels que :

L}
o

C1 n C2

i}
(@]

C1 U C2
(C1 regroupe les valeurs propres lentes et C2 les valeurs propres rapides)
et engendrent des matrices de vecteurs propres, X1 et X2.
Soient N(Wi(A)) la matrice formée par les vecteurs v tels que

Wi(A).v = 0, de dimension nxn., (i=1,2) et P la matrice de changement

de base telle que :

(11.39) = P
.

qui permet de diagonaliser la matrice A du systéme (II.5). La matrice

P est obtenue par :

I 0]

=

(I1.40) P =

M_l I M

(e

-L I_’ I -L I-LM |

/Magni, 1981/ a montré que P est obtenue & partir des matrices
N(Yi(A)) par :

(1r.41) P = [N(¥, @A) 5 N(Y, () ]
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' 5
La matrice N(W1(A)) peut &tre partitionnée en [:T { et N(WZ(A))
U ' -

en

v
. . X1 P
I1 existe une permutation de x = XZ telle que S soit réguliere.
Pour cette permutation, la matrice V—'ES_iU est aussi

réguliére et on obtient
L=-T5g !

M !

(11.42) g -
U (V+L1U)

S 7 U
Les matrices [ T J et [ ] peuvent €tre calculées a partir des
v

vecteurs propres de A, ce qui se rapproche sensiblement de la méthode

o ddent [ s vy 1]
recedente : = -
P T V24

Une autre démarche consiste, apres avoir calculé W1(A), a opérer

de la facon suivante

1) Chercher une permutation des états telle que

0

rang W1(A). I =,
na

2) Pour cette permutation, L est solution de :

In1

Y@ . =0.

~-L

ce qui ne nécessite que l'inversion d'une matrice n,Xn,.

Une variante de cette méthode permet d'éviter tout calcul de vec-
teurs propres, de rang, d'inversion de matrice, en se limitant & des com~
binaisons linéaires des n, derniéres colonnes avec les n, premidres d'une

2 1
matrice de dimension 2nxn définie par :

¥ @)

]

(11.43) M

I
n
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de maniére 3 faire apparaitre la forme :

— e e A e —— — —

mettant en dvidence la matrice (-L) cherchée.
Les conditions d'existence d'une solution L réside dans 1la non sin-

gularité, soit de V,.  dans (II.29), soit de S“1 dans (II.42).

11

On montre (/Magni, 1981/) qu'une condition nécessaire pour que L
existe est que les modes ingouvernables de (A11 s A12) soient dans Az
et les modes inobservables de (A22 R A12) soient dans Ar' Ceci découle

des équations (II1.8-a et II.8-Db).

Dans la mesure ol 1'on a en général multiplicité des solutions pour
L, pour W1 et Wz donnés, suivant 1'ordre desétats de x, une solution de
norme minimale ou une solution de forme spéciale (par exemple un seul

élément non nul par ligne, égal & — 1) est souvent recherchée.

I.3.3 - Cas des systémes singuliérement perturbés

Comme il a été vu dans le chapitre précédent, un modéle singuliere-
ment perturbé fait apparaltre un petit parameétre p & ]O ; 1] en facteur

multiplicatif de la dérivée d'une partie du vecteur état sous la forme :

[ T I PR YD B A B,
= + 1
° * * *
l“xz A A%, By
(11.45)
X1 n

n
x,€e R X, € R 2
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B*

. . % *
Avec cette notation, les matrices A11, A12, A21, A22, B1, 5 sont

a priori du méme ordre de grandeur.

En présentant ce systéme sous la forme (II.5) on aurait

* * *
N R S |
21 u 22 i 2 u

dans (II.14) et A_ dans

Les quantités précédemment définies L0 0

(I1.16) sont indépendantes de u.

-1

A* A*
-1 [ 22:| 21 a1 o x
L.o=a_ta =22, = a*1 A
(I1.46) 0 = Agg Ayy " " 22 Aoy
A=A, -A_ L. =4 -1

0 T A1 TR Lg T A T AL Ay A,

Si py est suffisamment petit, la relation (II.24) est satisfaite.

)
RSN

I1 en résulte, & une précision O(p) pres :

1
22

a5 < cliagll + g, gl

-1

L =1Ly =4y 4y,
(II1.47) A=A - AL L
_ = A%
AL = Ay, = Ay /u

Ce résultat peut &tre bien obtenu & partir de (IIL.45) en faisant
tendre u vers 0, c'est ce qui est fait habituellement (Chapitre I - § V).

Les équations de Riccati et Lyapunov définissant L et M s'écrivent

respectivement :
% _ * - =
Agy “Ap Lru L (A, -A,L) =0
(II.48)
* -
A12 + (A11 A12 L) M (A22 +p L A12) =0




Quand p + 0, il est clair que L+ L, = A—1 A¥

1 0 22 721
dre de }JA12A22 .

et que M est de 1l'or-

Pour trouver une valeur exacte de L, plusieurs solutions sont pos—
sibles, soit utiliser une méthode itérative présentée § 1.3, soit cher-
cher une soluticn de la forme IA=L0-+;JG limitée au premier ordre.

1.3.4 - Cas _d'une séparation_dynamique peu margquée

Dans la pratique, et surtout quand il s'agit de décomposer un systéme
global de grande dimension, l'existence de deux classes dynamiques trés
gséparées est assez rare et le premier probléme qui se pose est de défi-
nir n, et n,.

1 2

Deux classes de méthodes existent :

~ la premiére suppose la connaissance des valeurs propres et/ou

des vecteurs propres,

- la deuxiéme s'affranchit de cette contrainte.

a) Valeurs propres et/ou vecteurs propres connus :

La méthode proposée par /Syrcos, Sannuti, 1982/ consiste non seule-
ment & déterminer 1l'ordre n, des variables lentes, mais aussi a mettre
le systémes sous forme singuliérement perturbée.

I1 s'agit donc de trouver n, et n,, et 1'ordre des variables pour
que, aprés permutation et calibrage, le systéme initial (II.5) vérifie

la propriété (II.24).

Pour cela, aprés avoir ordonné toutes les valeurs propres selon les
modules croissants et calculé la matrice des vecteurs propres normalisés

correspondants V = ]:V1 s sz, la transformation :

)
)

(11.49) X=VX-= V1 X, + V2 X2

est appliquée au systéme (II.5) ce qui le met sous la forme :
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X A, 0 || X
(11.50) s =] ' R
X, 0 A, ||X,

les valeurs propres lentes étant dans A1, les valeurs propres ra-

pides dans XZ'

. . s .eme .
Si on mnote Ry et R, 1les normes euclidiennes des 1 — lignes de

1

V1 et V2, pour chaque état X5 le rapport des composantes lentes aux

composantes rapides peut &tre exprimé par

(II.51) R, = —=
1

Ry,

R
r.

1

Pour une premiére approximation en deux classes, estimée & partir
du spectre de valeurs propres,;-les indices Ri sont calculés. Les états
associés aux n, plus grandes valeurs de Ri sont ceux qui contiennent

1
le plus fort pourcentage de modes lents.

Si, pour n, choisi, on constate une séparation nette entre les in~-

1

dices Ri (L =1, «v., n1) et Ri (i =n,+1, ..., n +n2), la valeur suppo-

1 1

sée n, est retenue. Sinon, elle est modifiée. Ceci peut entralner une

séparation différente de celle estimée sur la base des valeurs propres.

b) Valeurs propres inconnues :

Lorsque ni le nombre, ni les valeurs des valeurs propres ne sont
connues, un premier essai est fait a priori, avec la méthode proposée

par /Magni, 1981/. Soit n, le nombre des valeurs propres lentes, sup-

1

posées toutes nulles. Le polyndme annulateur de A, W1 associé 3 ces n

1
oy

valeurs propres est p '. Par la méthode exposée en (I.3 - b), on en dé-
duit une matrice L*¥ = -TS™ ' avec N(‘P1(A)) =[,§.:] qui met la matrice A

sous la forme :

*
FoAay A,

* *
R@*) A7




le terme R(L¥) n'étant nul que si le systdme a effectivement n, valeurs
propres nulles : la norme de R(L¥) est une indication du nombre de valeurs
propres lentes, Lors d'une exploration pour des valeurs successives de
n1,HR(L*)H passe par un minimum quand la séparation des valeurs propres

est correcte.
* . . .
Les valeurs propres de A) et A:, associées au minimum de ||R(L*)|]

sont proches des valeurs propres réelles a cause de la pseudo-triangu-

larisation correspondante.

IT - METHODE GECMETRIQUE DE MISE EN EVIDENCE DES DYNAMIQUES

D'aprés l'exposé des méthodes analytiques de détermination de la
forme singulidrement perturbée du modéle initial, il ressort que la
principale difficulté réside dans le choix des composantes du vecteur
état qui composeront la partie lente et la partie rapide du systéme,
c'est-3-dire dans le partitionnement du systéme initial (II.5). Toutes
ces méthodes reposent sur le calcul exact ou la détermination approchée
des valeurs propres du systéme. Le probléme se complique dans le cas

non linéaire et il n'existe plus alors de méthode adaptée,

Différents domaines ont été définis pour la localisation des valeurs
propres dans le plan complexe ; régions de Gudkov /Chambat, 1981/, dis-
ques de Gershgorine /Bauer, 1968/ /Deif, 1982/, ainsi que des homotopies )
permettant de transformer un domaine en un autre (par exemple le demi-
plan complexe & gauche de 1'axe imaginaire en cercle unité) /Gutman,
Jury, 1981/ /Barnett, Scraton, 1982/. Les disques de Gershgorine ont
été appliqués 3 des études de stabilité /Limebeer, 1982/ /Gentina, 1976/.
Nous proposons ici une méthode, fondée sur la détermination des cercles
de Gershgorine, qui permet de mettre en évidence les dynamiques d'un sys-

téme /Dauphin-Tanguy, Borne, 1982/.
Définition :

Si A est la matrice caractérisant le systéme, d'éléments
{aij : i,j=1, ..., n}, alors les valeurs propres de A appartiennent au
domaine formé par l'union des cercles de rayons respectifs Ri et de cen-

tres a.. définis par :




n
(IIfSZ) A = aii[ = i la..| = R,

Ces cercles de Gershgorine (d'aprés le théoréme de Gershgorine)

définis ici en ligne peuvent &tre également définis en colonnes par

n
(I1.53) |A -a..| = £ Ja..|
11 =
z=

Théoréme :

'

Si les cercles Ci (aii’ Ri) et Ck (akk’ Rk) sont tels que
Iaii - akkl > (Ri + Rk) Vie Ii et ¥k e Ik’ avec Iin Ik = {;, alors
la matrice A posseéde deux ensembles de valeurs propres séparées, de mo-

dules trés différents.
La précision du résultat dépend du rapport € :

R. +
(11.54) £ = max ———3;——j§£—-

i I - !
tely day Tyl
IceIk

qui doit &tre inférieur i 1.

Démonstration :

Soit la matrice suivante

110 e agy

ii

n]......nn




Les cercles de Gershgorine associés a A apparaissent sur la figure

sulvante

: |
min |a -a., |

e mm - = - - kE“'—‘ﬁ

: iel :

AN L

\\~_‘Pv—‘_’// \\h‘—Nﬂ-—)/
{ci (a Ri) / i€ Ii} {ck (akk, R) /kel}

I1 est évident, d'aprés la figure, que si la relation :
- | : 1
Ry + R < fay; - ayl Viel, Vkel

est vérifiée alors les cercles de Gershgorine associés a A peuvent &tre
regroupés en deux domaines disjoints, associés a deux sous-ensembles de

valeurs propres disjoints, d'ou 1'existence de deux dynamiques dfférentes.
Plusieurs cas sont & envisager
- Pour un systéme linéaire, la matrice peut Etre bien condi-
tionnée (diagonale dominante par exemple) ou mal conditionnée (cas d'une
matrice de type Compagnon).
- Pour un systéme non linédaire, il s'agit alors de déterminer
le plus grand domaine de variation des valeurs propres obtenues lors de

la variation des termes non constants.

II.1 - Systemes linéaires

II.1.1 - Matrice bien conditionnée

Ces systémes sont généralement représentés par une matrice ayant
des termes non nuls dans la diagcnale, et de préférence a diagonale do-

minante.
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Il est parfois utile, pour diminuer les rayons des cercles, d'ef-
fectuer un calibrage des termes hors diagonaux, c'est—a-dire un change-—
ment de base de matrice diagonale S = diag (s1, Sgs cevs sn). La déter-
mination d'une matrice diagonale optimale S péut gtre envisagée, comme
1'indique /Mees, 1981/ pour un autre domaine d'étude, concermant la sta-
bilité des systémes linéaires, en utilisant la théorie de Perron-Frobenius

pour les matrices non négatives /Limebeer, 1982/,

En application, nous proposons l'exemple suivant concernant un gé-
nérateur de vapeur étudié par /Chow, Kokotovic, 1976/ et caractérisé

par le systeéeme :

r § = A X
avec
T -2 0 0 0 -4
(11.55) 7 4.75 -5 0 0 0
A= 0 0.167 =0.167 0 0
0 0 2 -2 0
| 0 0.025 0.0233 0.035 -0.1125]

Chow et Kokotovic utilisent la méthode exposée précédemment qui con-

" siste & vérifier la condition (II.24) :

1 1

Il < Cllaglt + llag, Il g™

(I1.24) ou :
L.=A) A et A=A, -A L

Un premier calcul de (II.24), non concluant, entraine une premiére
transformation de A, par permutation des variables, & matrice de passage
P = Seé, €gs @, g e1) oll e, est un vecteur colonne élémentaire dont
la i°2¢ composante est la seule non nulle égale & 1, regroupant les va-

riables supposées lentes et les variables supposées rapides.

Une autre vérification, encore négative, montre la nécessité d'un
calibrage par S = diag (4, 1, 1, 2, 1), ce qui entraine alors la réali-
sation de la condition (II.24) et la séparation en 2 variables lentes

et 3 variables rapides.
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La méthode proposée ici consiste en un simple changement de base

diagonal et en un tracé de cercles, et nécessite moins de calcul.

Par S = diag (1, 1.36, 0.5, 1, 0.125), A devient :

[ -2 0 0 0 -0.5 |
3.5 -5 0 0 0
(I1.56) A' = 0  0.454 -0.167 O 0
0 0 0.5 -2 0

| 0 0.272 0.092 0.28 -0.1125 |

i

d'ou le tracé suivant :

Cy (-0.1
C3 (=0.167 ;0

Im A

Re A

125 5 0.629)
454)




Les cercles obtenus sont nettement séparés en deux blocs

le coefficient ¢ défini en (II.54) a comme valeur :

10.629 + 0.5]
£ = = 0.616
|2 - 0.167]

donc € < 1

Le systéme posséde la propriété de double échelle des temps, avec

deux variables lentes (X3, x5) et trois variables rapides (x1, Xys XA)'

I1 est bien évident qu'il est possible de mettre ainsi en évidence

plusieurs dynamiques différentes.

I1.1.2 - Matrice mal conditionnée

Un cas fréquent correspond aux systémes représentés par une matrice
Compagnon AC (1.13) (ou AF Frobenius (I.14)) pour laquelle les termes

diagonaux sont tous nuls sauf un.

Dans ce cas, le changement de base de matrice P1 (1.15) donne a la

matrice une forme en fléche (I.16) ou (I.17)

. n~1 -1
- - I (G, =a;)
A, = - j=1
C . . .
. j=i
n-1
. . . . =P (—ai) . . .Z °°1 - an_1

, soit :

ot P(X) représente le polyndme caractéristique de AC

POY =A% +a AT e s




Les éléments 0, peuvent étre choilsis librement sous les conditions

suivantes :

o, # 0. pour i#]

a, > 0 ¥Yi=1, ..., n1

Le critére de choix retenu pour o, consiste a minimiser les termes
hors diagonaux de AC pour obtenir des rayons minimaux pour les cercles
de Gershgorine. Il faut donc choisir les termes (—ai) les plus voisins

possible des racines du polyndme P(X).
Plusieurs cas sont a envisager :

-~ Les racines de P(A) sont connues, réelles, distinctes, et
constantes ; alors, la matrice AC peut se mettre sous forme diagonale
puisque les termes P(—ai) sont tous nuls, la conclusion concernant la

propriété de multi-échelle peut €tre obtenue directement.

-~ Les racines de P(A) sont inconnues ou le polyndme P(A) est
a coefficients non constants. Nous proposons une méthode de détermina-
tion approchée des racines d'un polyndme, consistant en une estimation

de leur ordre de grandeur et de multiplicité.

I1.1.2.1 - Détermination approchée des racines d'un polynéme :
Pour simplifier la présentation de la méthode, nous développerons
ici le cas d'un polyndme de dimension n, pour lequel il est possible de
. . . . eme s .
séparer les racines en trols sous-—ensembles, le i — possédant n, raci-
nes voisines de (—Xi), i=1,2,3 ;1K1i>|kzl>|X31.La méthode consiste
3 simplifier 1'étude en considérant comme égales les n, racines voisines
de A..
i

I1 vient :

1

oy o3
P(N) (A + Az) (n + A3) n=n, +n, +nqg

n
(A+>\1) {0,

(11.57)4 n
P(A) = I o, At
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avec .
g = I co oAy el oA c* A§
nep isn, 1 2 nq
jén2
(I1.58) ksnj
i+j+k=n-p
o =1
n
Ainsi, le terme 0n-1 s'écrit :
o .=ch oA +c A +ch A =n. A +n A +a. A
n-1 n, 1 n, 2 n, 3 1 1 2 2 373

Dans 1'hypothése réelle (ou dans le cas complexe quend la partie
réelle est treés gfande en valeur absolue devant la partie imaginaire),
la conditionlk1]>[X2|>|A3|permet d'approcher la valeur de X, par
S 1 /n1. Mais d'autres possibilités sont également offertes suivant
les valeurs des parametres n,.

Dans le cas général, les valeurs Ai estimées sont & choisir parmi
les valeurs suivantes, correspondant respectivement a Ai’ AZ’ XB, pour
différentes valeurs de p variant de 1 & n, et en faisant des hypothéses

successives sur n, pour i=1, 2, 3.

n-p-n,—1 n-p-n_-n,-1
n-p+1
c™P C 1 C 1 72
n o] n g n g
(11.59) 1 n-p 2 n=p . 3 n-p
. - ’ —y— H ey -
c™7P On—p+1 nTPTI, On-p+1 RTPTR Ty On-p+1
n c c
1 n, nj

La valeur Ai retenue est celle qui minimise 1'expression P(—Ai).

. Exemple 1 :

Soit le polyndme de degré 3 suivant :

3

PO = X° + 11.6 A% + 16.15 X + 1.5

L'application de la méthode précédente conduit aux estimations ra-

pides suivantes :




ng =1 A =0, =11.6 — P(-A) = - 185.84
9,
n, =1 A, = 5 1,392 = P(-},) = - 1.201
%
\ 0y = Ay =5 =0.093 = P(-);) = 0.0976

1

Les estimations de )\2 et )\3 doment desvaleurs faibles pour P(—)\i) ,

i = 2, 3. Un recalage peut &tre fait pour Al par k1=t3 —Xz-k

2 3

ce qui domne pour P(-10.115) =~9.91.

Les valeurs réelles des raciﬁes de P(\) sont en fait
(=10 ; =1.5 3 =0.1) au lieu de (-10.115 ; ~1.392 ; ~0.093) ce qui

correspond & une précision suffisante pour 1'application présente.

Exemgle 2

3

P(A) = A7 + 22 Az + 140 A + 200

Lors d'une premidre approximation (en testant les valeurs de n,,
n,, 0, et les Ai associées), les meilleurs résultats obtenus correspon-

dent a :

9,
[ =n, =2 Ay == =1 > P(-11) = -9.00
94
n2 = }\2 = d— = 1,429 =~ P(-1.429) = + 41,947
2

ce qui nécessite une correction pour Az, valeur la plus défavorable.

Aprés recalage par O, et O les valeurs retenues sont :

0 2°

- une racine double (- 10,0065) : valeur réelle (- 10),

- une racine simple (- 1.997) : valeur réelle (- 2).

=10.115,.
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I1.1.2.2 -Mise sous formeen fléche de la matrice caractéristique :

La matrice en fléche KC est alors obtenue en choisissant pour a,
les valeurs approchées Ai calculées précédemment. Si le polyndme admet
des racines multiples, il faut choisir dans ce cas des o, de méme ordre
de grandeur, mais distinctes, ce qui correspond & un ensemble de modes

groupés (Les termes Ai (i=1, ...,n-1) doivent @tre tous positifs).

La matrice KC s'écrit alors :

. -1 ° N
-Ai n @, - Xl)
i - S o
C . 17]
n-1
.. "-P(—Xi)' .« Z A, - a -1
i | i=1 o

et par souci d'optimisation des rayons des cercles de Gershgorine, un
changement de base diagonal, de matrice R, normalise les termes symétri-

ques par rapport a la diagonale.

R = diag (R1, R2, v Rn—1’ 1)
avec
|P(=A.) |
i ‘
(I1.60) R, = n—1 i=1, ..., n- ‘
L I A, - A,
=t 17
j=i
En posant :
. (signe ni) = signe (- P(-A.)) i=1, ..., n~1
(11.61) n-1
(signe in) = signe NI (A, - Ai)
j=1

iz




KC devient :

(11.62) A =

J(signe

ni)R,. . . Z
i

(signe in) Ri

Reprenons 1'exemple 1 précédent, correspondant au systéme de dimen-
p 3 p p P

sion 3 de matrice AC :

0 1 0
AC = 0 0 1
-1.5 -16.15 -11.6

Aprés choix de a, = A1 = 10.115 et o

de la méthode précédente,

-10.115

0

Ll |
il

1.07

= A, = 1.392, et application

2 2
il vient :
0 -1.07
-1.392  0.37

-0.37 -0.093

Les cercles de Gershgorine apparaissent en deux blocs, ce qui per-

met de séparer nettement le systéme en deux parties de dynamiques trés

différentes (e = 0.157).

Im(A)

.\\\ Re(})




IT.2 - Systémes non linéaires .

L'avantage de la méthode proposée apparait nettement pour des sys=

témes caractérisés par une matrice 3 coefficients non constants.

IT.2.1 - Matrice bien conditionnée
La méthode proposée précédemment pour les systémes linéaires bien
conditionnés s'applique ici directement sur une majorante du systéme

initial obtenue par le choix de la norme p(x) = []x1[, Ile, ceey |xn|jT.

Les cercles de Gershgorine constituent alors un faisceau de cercles

n
de centres variables (-aii(.)) et de rayons majorés fixes I max laij(.)
i=1

Soit par exemple, le systéme représenté par la matrice :

-1-0.1s8in ¥ -0.9-0.1sin ¥y 0

(I1.63) A 0 -0.1 0

-9+O.1siny--e_lyl 0.9+0.1siny —1O—e.M

La matrice majorante obtenue par la norme p(x) précédemment défi-

nie est alors

-1-C.1siny 1 0

{(I1.64) M(A) = 0 -0.1 0

10.1 1 -10-e—MJ

ce qui donne ‘aprés calibrage par la.matrice diagonale D = EO.ZS 3 0.025; 1:]

,-1~0.1siny 0.1 0
(I1.65) M(A) = 0 ~0.1 0
2.525 0.025 —10-—e'M

ce qui conduit au tracé suivant :




A 1w
-1
- + et P ———————> Re)
_5 C
S %P

C3 (—1O—e_Iyl ; 2.55)

Donc trois dynamiques distinctes caractérisées par les rapports :

max (51) = 2.55 + 0.1 _ 998
¥ |10 = 1.1]

et
max (82) = 0.1 = 0.125
v |+0.9- 0.1]

II1.2.2 - Matrice mal conditionnée pour un systéme de type

Lur'e Postnikov

Le schéma bloc d'un tel systéme est le suivant :

4 e v [FEEH wep >y
£(e) = £*{e).¢c
ol _ et W(p) = g—g—%;—
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La représentation d'état, sous forme d'une matrice compagnon K*C,
présentée dans (I.29), peut &tre mise sous la forme en fliche suivante

. n-1 -1
-a I (a. - 0.)
—% o j=1 J
(II.66) AC = . i
. n-1
-P (- % - - f%

P(ai,f) .. Zala_1 fbn__1

_ i=1 J
ol P(A,£*) = D(A) + £* N(})

représente le polyndme caractéristique du systéme. Deux étapes vont &tre

effectuées pour la mise en ceuvre de la méthode
a) Recherche des coefficients o, ¢

Les valeurs des éléments ai correspondent aux valeurs des racines
de P(A,fS) =D(A) + fg N(A) avec fg = (f + f) / 2, déterminédes soit par
la méthode d'estimation rapide des racines du polyndme, soit plus pré-

cisément par le calcul numérique.
b) Recherche des cercles de Gershgorine :

Les éléments non constants sont isolés dans la derniére ligne et
sont tous des fonctions linéaires de la non linéarité f*, Leurs valeurs
extrémes sont donc obtenues aux bornes de 1'intervalle de variation

[g , f:]de f*. L'ensemble des cercles est alors formé de

. (n-1) cercles i centre et rayon fixes

. 1 faisceau de cercles a centre variable et rayon fixe.

A titre d'exemple, étudions le systéme suivant caractérisé par

p2+6pj‘-5
P> + 11.3 p2 + 13.12 p + 1.2
.fxe [0, 1]

. W(p) =
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Le polyndme caractéristique est :
POLER) = A0+ (11,34 E8)A% + (13.12 4 6E%)X + 1.2 +5 £%

Pour f* = fs = 0.5, les valeurs approchées des racines de P(A,fg)

retenues sont ¢en valeur absolue)

A1 = 10.204
Xz = 1.366
A3 = 0.230

ce qui entraine :

- 18.559 pour f* =0
P(-A,f*) =-18.559 +47.9 f*

.
29.338 pour f* = 1
- 1.814 pour f* =0
P(—)\z,f*) =1.814-1.33 £%*
'
0.484 pour £* =1

Les rayons maximaux pour les cercles de Gershgorine sont alors :

]P(—Xi,f*)lvj
(I1.67) R. = max
i £ 2
i=1,2 I (A, - Ai)
j=1
i#]
ce qui donne :
R, = 1.822 R, = 0.453

Le centre du cercle C3, correspondant a :

- - f%x = - - f£%
A1 + AZ 1.3 - £ 0.27 - £

varie entre - 0.27 (f* = Q) et -1.27 (f* = 1), ce qui donne le faisceau

* . .
de cercles C3, d'ot le tracé des cercles :



.—85_

P1m(A)

C1 (-10.204 ; 1.822)

C§ (-0.27 -f* 3 2.275)

Le coefficient € précédemment défini est ici

(2.275+1.822)
|10.204 - 1.366]

= 0.463

ce qui donne une trés bonne séparation des dynamiques en deux blocs.

1I1.2.3 - Systémes fortement non linéaires avec matrice

Comgégnon

Cette méthode s'applique & tout type de systéme pouvant &tre carac-
PP yp y p

térisé par une matrice de forme Compagnon (voir Chapitre I).

' De 1'équation différentielle & coefficients non constants ou direc—
tement de la matrice d'état, il suffit de déduire la matrice en fléche
associée en choisissant les termes Q. comme précédemment, c'est~a-dire
correspondant aux racines du polyndme caractéristique moyen Pmoyen(k")
obtenu en prenant la valeur moyenne des termes non constants, et ensuite

en majorant les termes hors~diagonaux.

A titre d'exemple, considérons le systéeme non linéaire représenté

par 1'équation différentielle suivante

» Re (1)




(3) (1)

(2)
ay) vy + B(y) ¥y + vy vy

/ avec

+y =u

(11.68) aly) =1+ 0.1 e y
_!
8y = 11.1 + 0.11 & I
Y(y) = 11.1 + 0.0t e b

La matrice d'état associée peut &tre de forme Compagnon, si on choi-

sit comme vecteur état v
[+]

[+] . ’ . , ” »
y_J, puisque les dérivées de 1l'entrée n'inter-

viennent pas. Le polyndme caractéristique s'écrit :

3 . B(y)

_ y(¥) 1
POALY) = X7 + ) A+

AZ +
aly) oY)

(11.69)

91 < —— X<
0.91 S1C)) 1

B(y)
a(y)

YO) ¢ 12,22
a(y)

avec

11.1 < < 12.33

11.1 <

R .3
Le polyndme Pmoyen(x) = A

comme racines approchées :

+11.715 A% + 11.66 A + 0.955 admet

-X1 = - 10.638
-12 = - 0.995
-A3 = - 0.082

La matrice en fléche associée est alors @

(I1.70)

KC(y) =

s

-10.638 0
0 -0.995

~-P(-10.628 ,y) =P(-0.995, y)

-0.104

0.104

B(y)

11.633 ) |

ce qui donne les rayons maximaux des cercles de Gershgorine :
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R, = 2.83 R, = 0.36

JRY
9

\
C,1(=0.995 5 0,

- : -8 .
C, (~10.638 ; 2.83) C; (11.633-025 5 3.19)

Les cercles sont séparés en deux sous-ensembles, correspondant au

rapport :

2.83 + 3.19
€ = = 0.627

|10.638 - 0.995]

I1.3 - Interprétation des résultats

Cette méthode géométrique de mise en évidence des dynamiques sélec-
tionne parmi les n composantes du vecteur état initial les composantes
lentes et les composantes rapides et les groupe en 2 ou plusieurs sous-

ensembles de dynamiques différentes.

Cette approche permet alors une ré-organisation de la matrice carac-
téristique initiale, par permutation. Elle ne concerne aucunement la
bloc—-diagonalisation du systeme comme les méthodes analytiques précé-
dentes, mais permet, par un choix approprié du petit paramétre u, de mo-~

déliser le systéme sous forme d'un systéme singuliérement perturbé.




Ce paramétre p peut &2tre choisi de multiples fagons :

- en accord avec des caractéristiques physiques du processus

étudié : rapport de masses, de raideurs, de concentrations, ...

- comme rapport des échelles de temps (t-—to) / T des parties

lentes (t) et rapides (T), avec tys instant initial

- correspondant au rapport des normes des parties lentes et

rapides réduites ) -1
a1 - 455 &5 2yl
|1a

2]l

- égal au coefficient € précédemment défini en (II.54), qui
indique le degré de séparation des domaines définis par les cercles de

Gershgorine.

I1 faut dans ce cas tenir compte du fait que € dépend du condition-
nement de la matrice, et qu'une optimisation peut &tre rendue nécessaire
dans certains cas pour rendre la matrice la plus diagonale dominante

pcssible, minimisant ainsi les rayons des cercles donc €.

De nombreux résultats (stabilité, optimalité, ...) étant obtenus
avec une précision 0(u), le choix de p égal 3 € ne se justifie que pour

de faibles valeurs de £ inférieures a 0.5.

III - MODELISATICN ET DECOUPLAGE TEMPOREL DE SYSTEMES DE TYPE LUR'E
POSTNIKOV

La classe de systémes non linéaires pris en compte ici concerne
les systémes de type Lur'e Postnikov, pour lesquels il est possible de
mettre en évidence deux dynamiques différentes, quelle que soit la va-

riation de la non linéarité f* dans 1'intervalle i: £, f ].

Le systéme étudié, représenté par le schéma-bloc suivant
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NL £(g)

W (B) >y (1)

et modélisé pour la partie linéaire par la fonction de transfert en bou-

cle ouverte WBO(p), peut également &tre représenté par le bloc~diagramme :

—> W (%) >y (2)

ol WBF(K,E*)est "1'opérateur symbolique de transfert scalaire' en bou-
cle fermée du systéme, définie en (I.30). L'intérét de ce bouclage uni-

taire porte sur l'analyse du systéme /Benrejeb, Borne, Laurent, 1982/,

Nous nous proposons ici d'étudier le comportement dynamique de ce
type de systéme et d'effectuer un découplage temporel partie lente/
partie rapide par la méthode des perturbations singuliéres, pour une

forme de représentation.

III.1 - Mode de représentation utilisé

Le systéme représenté sous forme schéma-bloc (2) est modélisé

.dans l'espace d'état sous forme (I.29) composé du triplet (A:, B:, C:)

avec

( i 0 1 0......0 -
AY < . .
c : 0
A 0 0 1

-a-f*b . .. ... .. ."a ~-f*h
L o o n-1 n-1_|
3* = [0 0 f*:]T c*=|b,b b
L c c o’ "1 "' “n-1



ol les a, et bi (i=0, ..., n~1) sont respectivement les coefficients
du dénominateur D__(p) et du numérateur N__ (p) de la fonction de trans-

BO
; v
fert hBo(p).

BO

Par le changement de base défini dans le Chapitre I, la forme
Compagnon (I.29) se transforme en une matrice en fléche et le triplet

correspondant est alors (K:, §:, 52), soit

g . -
—al Bi
i - :
- C M .
* Tk
i SRR unld
n—-1 -1
avec . B. =10 (a. - a.)
i . b i
j=1
=i
x _ _ _ *
(I1.71) <
ot P(A,f*) est le polynSme caractéristique
de K:, c'est-a~dire le dénominateur de
*
WBF(A,f )
n-1
* - - *
© % .Z ( OLi).’-an—f‘-f bn—1
i=1
- - T
8=[0....0 £+ =p*
c - - c
—* -
L c. = I:N(—oc1), N(-0,), veey NCmo__ ), bant

Le premier probléme qui se pose concerne la mise en évidence des
dynamiques et la modélisation sous forme d'un systéme singulilrement
perturbé. Nous utiliserons la méthode présentée dans le paragraphe pré-

cédent.
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Par le choix des ccefficients e, le systéme étudié, modélisé sous
forme (II1,71) se trouve directement sous forme singuliérement perturbée.
En effet, les éléments a, correspondent aux valeurs (approchées ou exac-—

tes) des racines du polyndme . f+f
P (A, f0= 3

dule décroissant (]ai[ > [aj] pour i < j), ce qui permet, aprés véri-

)

et sont ordonnés par mo-

fication par la méthode géométrique, présentée précédemment, de parti-

tionner le systéme en deux blocs de dynamiques différentes, ainsi :

[+ - -
X=A"X +B*u
[o] [

(11.72) -
y = CC X
devient :
( 5~ A AL Tz" B, |
bz 11 12 |] 2 1
o * * *
x A1 Ay || x_ By
- z—
y = [C1 , CZ_I .
™ )
z€ R x € R n, +n, =n
1 2
ou -
[-'“1 .
(11.73) ¢ A =¥
[nIXnJ —an1 )
' 61 7 % 0 N
i Ay =H | o : Ay =
[ny7n,] L Ba, | [nym e T
_ -
_un1+1 <:) Bn1‘+1
A% - ' :
1 22 B . :
! [n,xn, ] O . Bn1+n2—1
* * *
' AP -0
, L n1+l n1+n2 1 n1+n2~




: 0] 0
' l . |
B, = B,=| 0
0_ £

Les principales propriétés de cette modélisation sont les suivan-

tes

* La partie rapide, par construction (ai >0 Yi=1,...,n-1)
est caractérisée par une matrice diagonale a coefficients constants,

stable, et elle est toujours inversible.

* Les matrices de couplage A et A¥, sont formées d'éléments
P1a8e f49 21 S

nuls sauf, respectivement, une colonne et une ligne.

* La matrice A;z conserve la forme en fleche.

* Le coefficient u peut &tre choisi aisément, par le calcul

de |G

n1+1
o (Ri + R.)
1 ou du coefficient € précédemment défini par max J
isn, |o, - a.]
1 i i
s
J n1
avec P (_ai’ £%)
R, = max
1 n-1
£* I (@ -a)
=1
j=i

La matrice decommande de la partie rapide, B1 est nulle. Le
systéme global est donc faiblement commandable, mais cela n'entralne

aucun probléme puisque la partie rapide est stable.

III.2 - Découplage Partie lente / Partie rapide

Par application de la méthode des perturbations singulieéres, en
posant u =0, le systéme est découplé en deux parties de dynamiques

différentes.
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IIT.2.1 - Etude de la partie rapide

La partie rapide découplée de l'ensemble est caractérisée par

b
v~}

11 St
r u T u

No
1
N
+

1]
(]
N

(I1.74) Y.

z_(0) = z(0) + AT]

" A12 x(0)

La matrice A11 / u étant diagonale, la solution de ce systéme pour

to==0 est obtenue directement sous la forme :

Ay t/u
C, z(t) =¢C, e z (0)
1 'r 1 r

yr(t)

(11.75)

1
S

(I -0t B, ‘
yr(t) N(—Oti) e *t [zi(o) -5 (O)J

i=1 i 2

Seule la derniére composante de x(0), la plus lente, xnz(O) appa-

rait sous forme de wvaleur initiale.

Le mouvement de la partie rapide est donc composé d'une superpo-
sition d'exponentiellés décroissantes et ce résultat est trés facilement

utilisable.

Le schéma-bloc associé a cette partie rapide découplé est le sui-

vant

0 > y, (0

I11.2.2 - Etude de la partie lente

La partie lente est obtenue par les relations :
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2 [+]
X = AQ X + BQ u
Yo = CZ Xg * Dg u
avec
T T
(11.76) < A = Bgp T Agq Ay Ay
* x -~ *
By =By “ Ay Ay By T By
-1
c,=C, ~-C, A
2 2 T2 Ce résultat, di a la forme
_ -1 3 particuliere de la matrice
\ Dl - C1 A11 B1 0 B{ simplifie 1'expression
finale.
La matrice A diagonale a termes tous non nuls est toujours

1?2
inversible. Calculons les termes des matrices AQ et CQ, en prenant en

compte les formes particuliéres des matrices Aij (i,j = 1, 2) du systéme
original.
2 o 1 ™
T e —— g —. o —— el e ettt
' ] O
n n2
s, - 2 O O l ")
O
% VBV _

(les éléments non constants sont représentés par des Croix)

3

-1
L o

Tous les termes de Ay, sauf un situé a la pointe de la fléche,
*

sont identiques aux termes de A22
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n

i=1 b %

—an1+1 Sn‘]+1

(I1.77) < Al - - 8
n1+n2—1 n1+n2—1

Y, Yo *

* % ok
avec Qg = 0O .t
. L Ty

¢y = [——1 - [o—0 (0]

L
avec 1 n
1 B
b= I N(op)'==
i=1 i

La matrice d'observation C2 a donc aussi un seul terme modifié

n

i B. =

(11.78) C, = [N(—a )y vony N(-q ) 4t I N(—a.)—i‘l
2 n1+1 n1+n2 1 n1+n2 1 =1 1 oy

Cette forme matricielle conduit & 1'opérateur symbolique de trans-
fert scalaire du systéme lent Wz(l,f*), de méme forme que celle du sys-

téme initial, soit :
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f* NQ(A)
(I1.79) W, (A,f*) =
JLBF DQ(X) + £* NQ(K)
obtenue par :
-1
* = -
(1I1.80) WQBF(A,f ) CQ 08! AQ) BQ

Le dénominateur de Wy (A,f*) correspond au déterminant de (XI-—AR)

qui doit &tre différent de zéro pour toute valeur de f* g [:g , £ !.

n1+n2-1 n1+n2—1 n1+n2—1
(11.81) det OI—AQ)= I (A+aJ(A+az)— z &y% I A +a.,)
j=n +1 ] i=n,+1 j=n,+1 J
j=i

D'aprés les notations utilisées précédemment (II.71) et (II.77)
les termes Yz et a; peuvent &tre séparés en deux parties, une constante
et une non constante ol f* apparalt comme terme multiplicatif, ce qui
permet de séparer 1'expression (II.81) également en deux parties, la

premiére correspondant a DQ(X) et la deuxiéme a NQ(A).

*=-— - * = - - * -
(11.82) Y5 P( a,,f ) [])( ai) + f* N( ai)_
' * ™ % Bi n1 i " i
) — — —— * - ——
(I1.83) « R il 1 a;) ==+ £% T N(-a.) ==
i=1 i i=1 i 1=1 1
- % % *
oy = Q +a” =a, +f*a
2 n1+n2 21 £2
n1+n2—1 - n1 Bi
avec a, = z (-a.) + a _ L D(-a.,) —
(II1.84) 4 % i=1 t R R R 1%y
Ry B,
b % T Pa 4n -1 z N(-ai) .
L 2 1 72 i=1 i

ce qui conduit aux expressions suivantes :



n1+n2-1 n1+n2-1 n1+n2—1

DR(A)= I (A+a.)(>\+a2)+ z B. D(-ai) il (A +a.)
j=n1+1 J 1 i=n1+1 * j=n1+1 J

j=i
(I1.85)

n1+n2-1 n1+n2—1 n1+n2-1

N.(A)= T A+a.) o, + L B. N(-0..) I A+a.)

. j=n1+1 J 22 i=n1+1 L 1 j=n1+1 J
. 521

Ce formalisme conduit ainsi directement i la fonction de transfert

lente, en boucle ouverte W2 (p) définie par
BO

(1I.86) W, ) =
BO

et permet dénoncer le théoréme suivant

Théoréme II.1

Tout systéme non linéaire de type Lur'e Postnikov, représenté par
un triplet matriciel (K:, ﬁ:, E:) ou K: est une matrice en fléche, com-
posée de n, premiéres composantes rapides et de n, composantes lentes,
peut &tre découplé temporellement. Le systéme rapide découplé est 1iné-
aire. Le systéme lent réduit obtenu est également un systéme de type
Lur'e Postnikov, représentée par une matrice en fléche, dont la fonction
de transfert réduite (II.86) est obtenue directement i partir de la

fonction de transfert initiale par les relations (II.84) et (II.85).

Théoreme II.2 :

Le gain statique du systéme initial est conservé dans la partie

lente réduite.

Démonstration :

. \ <% s . P . .
Pour une matrice en fleche AC de dimension n, le déterminant de

K: est obtenu par :
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(11.87) det K: = (-1)" P(0,f%) /Benrejeb, Borne, Laurent, 1982/

* . ‘
Or, AC est partitionnée en A11 A12

L-A;1 Agz et A11 est inversible

Le théoréme de /Rosenbrock, 1970/ conduit a la relation suivante :

-5 _ -1 7
(11.88) det Ac = [det A11:] . l:det (A22 A21 A11 A12)J

ce qui donne :

n1+n2 n1 ( n2
(1I1.89) =1 P(0,f%) = il (-ai) =1 PQ(O,E*)

SIS

d'ot :

n
1 —
(I1.90) D(0) + £f* N(0) = I (ai) . {_D (0) + f* Nz(o).w
i=1 -

ce qui entraine, par identification :

N, (0)
_N(C) _ 2 _
- (I1.91) wBO(o) =50) " Dg(o) = Wz (0)

BO

Nous proposons, a titre d'application, 1'étude du systéme représen~

té par :

(p2 +5p + 6) _ N(p)
D(p)

wp) = — 3 3
(11.92) p* + 24.5 p> + 176.5 p~ + 333 p + 180

f* e [0 ; 2]

Le choix des termes (—ai) de la matrice A: parmi les racines de

P*(X,f:=1) conduit au tracé de quatre cercles de Gershgorine :



_99_

C1 (-11.48 ; 2.856) 02 (-10.5 ; 2.677)

C3 (-1.48 ; 0.093) C4 (-1.04 ; 5.626)

ce qui donne € = 0.878 et permet de séparer le systéme initial en deux
parties de dynamiques différentes, la partie rapide étant formée des
termes diagonaux 0, = - 11.48 et —a, = - 10.5.

Conformément aux relations (II.74) et (II.75), la sortie rapide

apparait sous la forme symbolique suivante :

80.4 63.75
yr(p)— p+11.4821r(0)|+p + 10.5 zZr(O)
(11.93) -3
z1 z1 -8.8 10
avec (0) = 0) + XZ(O)
22 _ 22 0.011

r

La partie lente, par application des équations (II.85) est repré-

sentée en boucle ouverte par la relation :

( (p + a3) alz + B, N(-u3)
W, (@)=
%20 (p + a3)(p + a£1) *+ B, D(-0,)
2 B.
(I1.94) 3 avec o, =b, + I N(-0.) —
% 3 . i’ a.
2 i=1 1
3 2 Bi
a, = E (—ai) +ag+ .Z D(—ai)-aj
g 1 i=1 1=1 1
ce qui doune, en choisissant (—a3) = -1.48 :
(11.94") - _0.0282 p + 0.0504

W, (P >
BO . p + 2.492 p + 1.488

Remarques :

* Cette méthode de simplification de la fonction de transfert d'un

systeme 3 deux dynamiques est applicable directement & partir de la
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fonction de transfert initiale, sans passer par l'équation d'état (une
fois tout probléme de modélisation résolu), en évitant les difficultés

lides aux syst2mes non linéaires.

* Elle peut €tre aisément programmée numériquement, ce qui permet

de l'appliquer & des systémes de grande dimension.

* Lorsque le systéme étudié est linéaire, ce qui correspond a
f* = K constant, il est alors tout & fait justifié de calculer le fonc-
tion de tranfert en boucle ouverte du systéme lent réduit par cette
méthode ; la précision portant sur Wy (p) étant beaucoup plus grande
que si l'on avait effectpé une simple réduction modale par élimination

simple des termes a faible constante de temps.

* Le schéma-bloc correspondant a ce découpage temporel est donc :

u £ NL £(e)
R
W (p) = L

BO j=1 P ¥ Oy

IV ~ ETUDE DU REGIME TRANSITOIRE RAPIDE

La méthode des perturbations singuliéres permet, en posant u =0,
de déconnecter les différentes parties d'un systéme possédant deux dy-
namiques, et d'obtenir avec une précision suffisante (d'autant plus

grande que y est petit) le systeme lent réduit.

Mais, quand le but de la réduction est d'étudier le comportement
transitoire rapide du systéme, cette technique de réduction ne donne
pas toujours des résultats suffisamment précis, car le systéme rapide
découplé ne tient pas compte de 1'évolution de la partie lente, celle-

ci n'intervient en effet que sous forme de conditions initiales.
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Nous proposons ici une méthode d'étude de ces transitions rapides
qui utilise simultanément la notion de systéme réciproque et la méthode

des perturbations singuliéeres.

IV.1 - Définitions et propriétés du systéme réciproque

La littérature fournit de nombreuses définitions concernant les
transformations possibles d'un systéme.

Le systéme adjoint est obtenu a partir du systéeme initial par trans-

. . e e T .

formation de la matrice caractéristique A en (-A"). Le systéme dual (ou
adjoint modifié) possede la propriété de "remonter le temps" et est
obtenu 3 partir du systéme adjoint par changement de la variable temps
tele st ]ent-®elo;e
1967/.

f-to:] /Boudarel, Delmas, Guichet,

La notion de systéme inverse /Lovass-Nagy, Miller, Powers, 1976/
[Kouvaritakis, 1976/ /Rosenbrock, 1970/ consiste & déterminer la fonec-
tion de transfert G—1(p) a partir de G(p), qui conduit 3 définir 1'en-
trée du systéme u en termes de dérivées de la sortie y. Cette formula-
tion est intéressante pour déterminer les systémes compensateurs idéaux.
Elle établit également la dualité Pdles/Zéros, modes propres et vecteurs
propres associés. Cette dualité apparait nettement pour les matrices
B et C de commande et d'observation dans la mise en équation d'état

correspondante /Mac Farlane, Karcanias, 1976/.

/Reza, 1982/ utilise le terme de réciprocité lorsqu'il définit,
pour des systémes électriques, & partir d'une matrice A 3 coefficients
complexes, la matrice A* imaginaire conjuguée et transposée de A

(ceci est la définition généralisée de la transposée d'une matrice).

Cette transformation conduit donc au systéme adjoint quand A est

réelle.

La notion de systéme réciproque, telle qu'elle sera définie par la suite,

a été introduite par /Hutton, Friedland, 1975/ pour des problémes de
réduction par la méthode de Routh, développée par /Dauphin-Tanguy,
El Moudni, Borne, 1982/ et généralisée par /Dauphin-Tanguy, Lebrun,

Borne, 1983/ pour les systémes & plusieurs dynamiques.
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violot - Qéginitions

Nous présentons ici la notion de systéme réciproque dans le cas
monovariable pour différents modes de représentation. Elle sera aisé-

ment étendue par la suite au cas multivariable.

Définition 1 :

Considérons le systéme non linéaire (I) représenté par 1'équation

différentielle & coefficients non constants suivante :

(1)
a.(.) y =
o * 1=0

(I1.95) b, () o -

n~mp
nmg

i

ou les coefficients ai(.) et bi(') peuvent dépendre du temps, de la

sortie et/ou de paramétres extérieurs.

Le systeme réciproque (i) est défini par 1'équation différentielle

suivante :

! m
r a.()y Z b.()u
i=o ' i=o '

(n-1) _ (n-1-1)

(11.96) <

avec, si m=n, le terme u

t
LD ] u(T) dt
t

[e]

Définition 2

(i)

Si 1'on note A l'opérateur symbolique tel que, a y corresponde

At y(A), alors l'expression (II.95) conduit a la fraction ratiomnelle

m

_z bi(.) A
(1I1.97) W) = 1:0

T oa.(.) At
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qui coincide dans le cas linéaire avec la fonction de transfert. Le
systéme réciproque est alors représenté, i partir de (II.96), par la

fraction rationnelle :

n-1 nm1ei

z bi(.) A L .
(11.98) W) = 29 By

n »

£ oa.(.) A1 D)

i=0 *

qui est obtenue & partir de W(A) par

1 ‘1
W(XD

(I1.99) W\ =

>

I1 y a donc retournement des indices, inversion des pdles et des
zéros de la fraction, ce qui correspond & une inversion de la réponse
modale du systéme, donc du comportement dynamique. (Ceci est directement
vrai dans le cas linéaire. Dans le cas non linéaire, il s'agit alors de
définir des domaines de variation des modes en fonction des variations

des coefficients).
Plusieurs cas sont a envisager :

* Si le coefficient ao(.) est différent de zéro, alors
- si m < n-1, le degré de N(A) est n-1 et celui de'ﬁ(k) est n
- si m = n, alors le degré de N(A) est n et celui de D()) est n+1,

avec apparition d'un terme 1/A

* Si le coefficient ao(.) est nul, ce qui correspond é‘une
fonction W(A) comportant un terme 1/A, alors :
-simsn-1, d°® () =d°OQ)) =n-1
n, d°(NQA)) = a°BM)) =n

- sim

Définition 3

1) Quand m £ n-1, alors le triplet matriciel (4,B,C) associé a
la fraction W(A) est déduit du triplet initial (A,B,C) associé & W(})

par les relations suivantes :

i




(1I1.100) (a)
(Conditions
bi(.))
I1 suffit
W)
d'ol
W)
(a)
(11.101)
(b)

pour déterminer ces relations d'

A=a""
~ -1
B=-A 38
C=¢C

1

(b)

ou

e P

(@]

: A inversible pour toutes valeurs

=C (AI -A)'B

1 1 -1 _
—X-C(XI A) B =-C (MA
~ “1.-1 —1

WAA) =-C (A1 - A ) A B
) =-calar-aNHg

des coefficients ai(.),

expliciter W(A) en :

ce qui donne par identification (II.100) (a) ou (b).

Dans le cas linéaire, si la forme canonique de la matrice carac-

téristique initiale A est Compagnon, .

f 0 1 0 0o
A= 0
0 0 1
a a
- - o1
(II.102) < _ %n ®n _
- -
I r
B = | | C=1hb b 0. .0]
0 ‘_0 m
—1_/
"
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alors le systeme réciproque est représenté par :

[ [ et %
a a a
[o] (e} [o]
~ 1 0 0
A=
0
(11.103) 4 L 0— ¢c. 1 0]
- -
“n
a
(0]
B=|0 c=cC
! o0

a partir des relations (II.100 (a)).

2) Quand m=n, la fraction rationnelle W(A) peut &tre transformée

pour faire apparaitre la transmission directe de 1'entrée, i partir de
(I1.97) en :

iio b; ) - a () 2; () A b_(.)
(I1.104) wWQ) = — : * s ®) (an(.) = 0)
T a.() At n
i=0 1t
W)

La fraction rationnelle réciproque correspondante est obtenue comme

précédemment, c'est-a-dire :

o
=

. _ - ()
B = 3| e + 2 =W+ Ryt
n n
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= n-1-1
OO = lio Pt R}
" n i a (L) A
Z oa.(.) A
(11.105) J i=0
avec : b ()
\ b.(.) = bi(.) - E;T77~ai(.) pour 1i=0, ..., n-1

Le triplet matriciel associé & (II.105) est alors (A,3,C) défini
a partir du triplet (A,B,C) déduit de ﬁ(k), conformément aux relations
(11.100).

Il apparait un terme D(u) défini comme suit, & partir du terme

D imitial (@ =b_(.) / a_(.))

t
(1II.106) D(u) = f D u(t) dt
t

o}

Le systéme réciproque est alors représenté dans 1'espace d'état

par les équations suivantes, mises sous forme canonique :

x=Ax+Bu
(11.107) v=u (cas ol D est indépendante du temps)
; =Cx +Dv

ce qui introduit une variable d'état supplémentaire, correspondant &

un mode nul.

Définition 4 : (Bond-Graph réciproque) /Dauphin-Tanguy, Lebrun, Borne, 1983/

Pour la définition du Bond-Graph réciproque, nous considérons le
régime autonome du systéme, car la transformation réciproque n'influence
pas le vecteur de commande ; elle modifie seulement les variables internes

(état) et le vecteur de sortie.
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Comme indiqué précédemment dans 1'équation (I.47), la matrice

d'état associéde 3 une représentation par bond-graph s'éerit
A= (a7 + A xs°

s
1
a la structure de jonction et pour la seconde aux multiportes de stoc—

. s . . .. .
ol AT et S sont des matrices symétriques, associées pour la premiére

L . . a . . . .
kage d'énergie. La matrice A1, correspondant aux multiportes dissipatifs

d'énergie est antisymétrique.

Le systéme réciproque étant (par la définition 3) caractérisé par
. -1 . . . . e .
la matrice A , inverse de la matrice A du systeme initial, il est donc

. ez . . . =1 . .
justifié de calculer ici cette matrice A (en supposant A inversible).

-1 -1
A= 5% x aF + 4D
ce qui conduit, pour conserver la méme forme que pour A, 3 effectuer

la transposition suivante :

-1 T s a -1 s -
a) (A1 +A1) x | (87)

-
"
~~
B>
- o
+
g
T
~ .
=]
| I |
X
P
w0
n
p—

ce qui donne, avec la propriété (Aa) = - A2 (les éléments diagonaux

sont toujours nuls).

Cette forme matricielle peut donc, par identification, &tre assi-

milée a4 un bond-graph, ce qui conduit 4 la définition suivante :
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Définition : -

Le bond—-graph réciproque d'un bond-graph initial est obtenu par

les transformations suivantes :

* La structure de jonction est la duale de la structure
initiale, dans 1le cas d'une jonction composée de 0O et de
1. Quand elle contient un élément TF (structure de type modulée), cet

élément est conservé mais son module est inversé.

* Les causalités sont conservées sur les éléments I et C. Les
causalités sur les éléments R sont affectées de facon 3 assurer le com—

patibilité avec la structure de jonction.

* Tous les éléments, ports et multiports sont inversés et

1 1>.

changés de signe (S devient -S ' et L devient -1

Ainsi, par exemple :

(@1
n
|

\

R,‘\’\/’C §=—-1;-/\-

0
T devient [ ~ 1
0 — I ]1‘”——’":'3
1"-'_7': Oﬁa:-%

Z initial Z réciproque

IV.1.2 - Propriétés du_systeme réciproque

Elles sont énoncées dans le cas linéaire.
IV.1.2.1 - Etude des conditions initiales :

Soit (Z) le systeme initial défini par :
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n

xX=AxX+3Bu

(11.108) y

"

C x

x(0) : conditions initiales

La sortie y(t) est cbtenue par superposition de 1l'effet de 1l'en-

trée et des conditions initiales, soit sous forme symbolique :

(I1.109) y(p) =C (pI - &) B u(p) +C (pI - &)~ x(0)

Le systéme réciproque par définition 3 peut &tre représenté sous
deux formes (II.110 - a) et (II.110 - b) qui conduisent 3 deux expres-
sions différentes pour y(p) :

-1 -1

1 1

a) (5@ =-cGpI-a"" AT Bu@ -cepi-ah AT x@

(II1.110) 1 -1

. - - -1 -
B) [ 5G) = -ca™ p1-a"" Bu@ -cal pr-a"")  x(0)
ce qui donne deux définitions possibles pour X{0) :

a) ( %0) = - A" x(0)

(IT.111)

b) { x(0) = x(0)

IV.1.2.2 - Conservation de la forme matricielle :

’

Propriété :

Si le systéme initial Z(A,B,C) est obtenu a partir de la fonction
de transfert W(p), alors la forme matricielle de A peut &tre conservée

par la transformation réciproque pour la matrice A.

Dans ce cas, le triplet (A,B,C) n'est pas obtenu directement par
les relations (II.110) mais il est nécessaire d'introduire ume matrice

de permutation M définie par :

0

e

(IT.112) M
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telle que :
~ -1 ~ -1
A=MA'M A=MA M
(II.113) B=-ma's ou B=MB
C=0CcM C=-cA'nm

Toute matrice (3 condition que (A,B) soit commandable /Fossard,
1972/) pouvant se mettre sous forme Compagnon (conservée par la transfor=-
mation réciproque), cette propriété est donc applicable a toute forme de

matrice.
IV.1.2.3 - Diagramme pseudo-asymptotique réciproque :

Le diagramme pseudo-asymptotique du lieu de Bode du systéme réci-
proque est obtenu & partir du diagramme de Bode initial par les trans-

formations suivantes :

* Pour la courbe de gain, par retournement dans le plan verti-
cal et ajolit de (-1) A toutes les pentes (la valeur 1 correspondant a
une pente de 20 dB par décade).

* Pour la courbe de phase, par combinaison d'un retournement
dans le plan vertical, d'une rotation de T autour de l'axe ¢ = 0 et d'une

addition de (-m/2).
En effet, la transformation réciproque, par le changement.p > 1/p
inverse les ordres de grandeur des termes caractéristiques w, = 1/Ti > T

ce qui entraine le retournement de la courbe.

Le terme 1/p multiplicatif introduit une variation de (-~1) pour

le gain et de =-7/2 pour la phase.
Ainsi, par exemple, soit

(p + 21)
(p + p,)(p + py)

(IT.114) W(p) = avec 2, <p; <p,

ce qui donne les diagrammes pseudo-asymptotiques suivants :




- 111 -

A A
Gyp ¢
0
+1 -1
— 0 'n-/z —_— -
) X N % Py Py N
0 N v Y W, 0 g
z P p (log) w(log)
1 1 2
-T2 - === = - L
Le systeme réciproque est représenté par :
1 (= + z1) 1+2z p
(II.115) WwW(p) =3 7 =
(—+p1)(;+p2) (1t +p, P +p, p)
LI B
P2 Py %
w(log)
-'n' s e - a» -

IV.2 - Application du systéme réciproque a 1'étude des composantes

ragides

La transformation réciproque inverse les dynamiques du systéme.
Les temes de la matrice A de forte amplitude, qui composent la partie
rapide initiale du systéme initial sont alors les composantes lentes
du systéme réciproque, pour lesquelles la technique dés perturbations

singuliéres s'applique directement.




La démarche proposée est donc la suiva

réciproque
¥ original —>
1
i
1
1
h 4
Z découplé <
réciproque

Le systéme qui se présente sous forme

Ko

nte :

Perturbations
singulieéres

B e DR

découplé

initiale :

—r

=

A A X B
_ 11 12 . L 1 J .
z | A21/u Azz/u_ z Bz/u :
(II.116)
- % x(0)
y=|{C C .1 avec conditions initiales
L 21, z(0)
devient par le biais de la transformation réciproque :
1[4y A, % B,
<=1 . . + 1 |u
z A21 A22 z B2_
(11.117)
. . . X
y = [C1 Cz] .
z

Les composantes rapides du systéme réc
blées dans X. Aprés vérification rapide, pa
cles de Gershgorine, le systéme réciproque

d'un systéme singuliérement perturbé :

iproque sont alors rassem-
r exemple par tracé des cer-

est alors modélisé sous forme

~ 3 ~ 7 ~ — =~ =

g R [-“ TR A12-]l x By
~ = - - . + - u
z L A Appdlz L B

(I1.118) -
- oAl % x(0)
5=1c¢ C avec conditions initiales

LS S22 ) . .
- | z z(0)
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Par p =0 la partie lente réciproque est découplée et les relations

suivantes représentent 1'évolution de 22 :

$ =4, %, +B,u
(I1.119) 2 ~2 x ~£ avec 52(0) = z(0)
vy, =C, zZ, +D, u

o T 0 % 2

avec .
i, =K., -k, KX
g T f22 T M1 P11 P2
(11.120) ﬁl ) ﬁz i 521 A;: §1
Cp =€~ G A1} A2
\ By - & A

La partie rapide réciproque est obtenue directement :

~ 3 ~ ~ ~ ~ ~
= +
Hox u A11 xr M B1 u
Ve T C1 Xr

~

T
xr(O) = x(0) + A11 A12 z(0)

Aprés nouvelle application de la transformation réciproque, le

systéme rapide découplé apparalt sous la forme :

zZ~ = A~ 2~ + B~ u
T

r r T
(I1.121) yz = Cx 2z~ + J D, u dt

(1'indice T indique le découplage de la partie rapide par le biais du

réciproque).
Suivant la représentation d'état choisie pour la définition du
systéme réciproque (II.110 - a) et II.110 - b), 1l'expression de (II.121)

sera différente.

De méme pour la partie lente qui s'exprime par :




[

X3 = Az X3 + BZ u
(11.122) vy = CE Xy

xz(O)

ce qui conduit 2 la matrice du systéme global découplé :

AE 0]
(11.123) Ad =
0 Af-

IV.2.1 - Premidre forme matricielle (II.100 - a)

-

Le triplet matriciel (A,B,C) est alors :

B
]
b3

[==N]
f
i
>
>~

(I1.100 - a)

o
il
(@]

et le vecteur conditions initiales est :

£(0) | iy (x(of
(IT.111 - a) | = - A
30 | L z(0)

ce qui donne, en fonction du systéme initial :

~ ~ -1 -1

1 -1

- -1
} (g =8yp 8904 Tu AT Ap A hy) Appdy
A= .
a-lA - aTla )'1 pA'1(1+A (A -A. A”IA Va a”h
| TAxoRaq AR R0 22 Tt (AR 08008010 Aoty
5 ] [ -1 -1 ]
(I1.124) 4 B, (A, A, A508, ) (B, —A A0B.)
ﬁ = = —
3 A atls catta s -a a7l e -a ATl
2 2987 TAgpRg (A T A SRRy By AR08,

o
"
1
o
O
(&
L1
]
O
9]
(S
{
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Les expressions (II1.120) donnent alors :

32

=+

(I1.125)

me

o

ce qui conduit i une premiére forme des équations (II.121)

(11.126)

et une premiere

(11.127)

avec le vecteur

-1

[}

)
_
A9y By
=C. +uc, A Al
2 1 A2 B2
=c. B, -A.AVB)

1 1 12 22 2

A B
=22 Z. + ——=u
H H
t
= -~ A M :
(c, +q C1 A12 A22) Z~ + ‘/; C1 (B1 A'2 \.22 Bz/udt

forme des équations (II.122)

-1

117 B Ayp Ayy) X+ (B

1

| x5 (0) A0y -0
(11.128) = - Azz
z~(0) 0 it

u

qui s'exprime de facon complexe en fonction du vecteur global
P mp g

IV.2.2 - Deuxiéme forme matricielle (II.100 - b)

1

-1
Apg Ayy Ay

o
[
i
>
i
1
i .
N
~~
=)
N

x(0)
z(0) |~

Dans ce cas, le triplet (A,B,C) est :




>
I
>

[== 1]
]
=~}

(I1.100 - b)

o
i
i

O

5>

et les conditions initiales vérifient :

(II.111 - b)
z(0)

x(0) _I x(0)

3(0) _

ce qui conduit aux expressions suivantes :

(A = A—1 de méme forme que dans (II.124)
.
B=238-= !
By/u
(II.129) ¥ C=| -¢C ATl L Al a ATl e ATl
. [ 2 20 2 ®22 2 “22 |
avec C, =C c. AT} a
v 2 1 2 %22 “21
_ _ -1
L Ag = Ay T A Ay By

ce qui conduit & la deuxidme forme pour (II.120)

ro~ -1
Ag = H Ay
B =B./u+ A A B
2 = B 22 %91 B4
(II.130) <
Cop=-uGyay
L Dy = Cyp By

(IT1.131)

<
2
it
(@]
o
N
2
+
;""‘s
T
Pany
a
-
1
(@]
[\
o>
[N |
N_h
o>
[NV
—
>
od
——
c
[
t
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avec le vecteur des états initiaux suivant :

-1
XSL(O) | I -uA12 Ay x(0)

2 (0) 10 I z(0)

(I1.132)

]

IV.2.3 - Interprétation des résultats

La méthode des perturbations singuliéres, utilisée seule ou couplée
avec la transformation réciproque permet de découpler les parties lente
et rapide avec le maximum de précision sur la partie lente ou sur la

partie rapide.

Suivant le but poursuivi, réduction de dimensionnalité ou décou=-
plage, il faudra utiliser, soit l'une de ces deux approches, soit les

deux conjointement.

Ainsi, dans le cas du découplage, le systéme obtenu, déterminé avec

le maximum de précision sur chaque partie, est alors :

0 -

Xy, Ag O x| B,
= + u

% 0 Ay Zz_l Bz

(11.133)
Xl- ’ t
y = [CQ CE.} 2 +D2u+/ Dludt
L% £,

avec les conditions initiales :

xi(O) = x(0)

Suivant la forme choisie pour le systéme réciproque, les modifi-
cations apportées au systéme rapide par rapport aux expressions habi-

tuelles (I1.97) portent :

~1

- sur la matrice de sortie C; par addition du terme uC1A12A22
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et d'un terme intégral (équations (II.126)) avec des conditions ini-
tiales z?(O) différentes de z(0)

- sur la matrice de commande par additiondu terme pA;;A21B1
et d'un terme intégral (équations (II.131)), avec des conditions ini-

tiales zE(O) égales a z(0).

La conservation des conditions initiales pour la partie rapide
nous conduit 2 choisir la deuxiéme définition (II.100 - b) du systeme
réciproque, donc les équations (II.131) pour le systéme rapide découplé.
Ce résultgt est trés important car il supprime les probleémes de rac-
cordement ("couche limite') posés par 1'écart entre les valeurs initiales
z(0) et zr(O) de la partie rapide avant et aprés découplage. Le calcul
des trajectoires optimales & horizon fini et & états finaux fixés en est

tres largement simplifié.

IV.3 - Application & un systéme non linéaire de type Lur'e

Postnikov

Prenons, a titre d'exemple, le systéme de type Lur'e Postnikov

récédemment étudié et représenté par 1'équation (II.92)
P P q

(p2 +5p + 6)

3

W(p) = 5
p + 24.5p” + 176.5 p~ + 333 p + 180

-

fxe [0 ; 2
Le systéme réciproque est caractérisé par :

L 0.0333 p> + 0.0278 p° + 0.0056 p
Wip) = — 3 7
(11.134) p* + 1.85 p> + 0.98 p~ + 0.136 p + 0.0056

ftxe [0; 2]

Aprés choix des coefficients (—ai) correspondant aux racines de

?(A,f§=1), le tracé des cercles de Gershgorine définis comme suit :



- 119 -

~

C, (-1.039 ; 0.193) 63 (-0.119 ; 0.0256)

62 (-0.657 ; 0.073) 64 (-0.069-0.0333£% ; 0.292)

permet de séparer le systéme en deux blocs de dynamiques différentes
(€ = 0.686).

En choisissant -&1 = -1.039 et -&2 = 0.657, la partie lente réci-

proque réduite, par application des équations (II.85) est alors repré-

sentée en boucle ouverte par la fonction de transfert réduite :_

(11.135) W, () = 20-0101 p_+ 0.00054

BO p° + 0.1771 p + 0.0076

Aprés passage au systéme réciproque, la fonction de transfert ré-

duite correspondant 3 la partie rapide apparailt sous la forme :

(p) = —2:0172 p + 1.331

BO 0% 4 23.354 p + 131.79

(I1.136) W~
T
Le systéme rapide découplé n'est plus indépendant de la non liné-

arité.

Le systéme global sous forme découplé, si chaque sous systéme est
présenté sous sa forme réduite la plus précise est caractérisé par le

systéme matriciel suivant :

-

r T T ~13.54 -~ =0.074 | 7 7o
Z~ ! 0 2~
r 1 T
1.098(1=E%)  =9.81-0,0172f% £
Ut b e e e et e C e e e e - P
i
| =1.48 0.011 a
!:2 0 : xl ¢
(IT.137)< L 4 L ©0.79(1-£%)  -1.012-0.0282f% || | |£* ]
-1z
y = f 1.098 ; 0.0172 ; 0.79 ; 0.0282 J'
- xg
e
avec les valeurs initiales (-xl(O) = x(O)-}

Lz(0 = 20 |
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Le systéme non linéaire de type Lur'e Postnikov est ainsi décom-

posé suivant le schéma-bloc suivant :

81 f(ei)
+ NL WQ (p)
BO
u
€ f(e,)
21w 2 W (p)
BO

Chaque sous-systéme étant lui-méme de type Lur'e Postnikov.

V - MISE EN EVIDENCE DES PROPRIETES PARTICULIERES DES MATRICES EN FLECHE
POUR L'ANALYSE DES PROCESSUS. APPLICATION AUX SYSTEMES A DEUX DYNAMIQUES

De nombreux travaux concernant 1l'analyse des systémes singuliérement
perturbés existent dans la littérature /Grujié , 1978, 1979, 1981/
/Khalil, Kokotovic, 1979/. Le cas général des systémes de Lur'e Post-
nikov a été étudié par /Grujiéd, 1978, 1981/ et le cas des systémes re-—
§résentés par une matrice en fléche a été envisagé par /Benrejeb, Borne,
Laurent, 1982/.

La modélisation des systémes de type Lur'e Postnikov présentée
dans le paragraphe III, sous la forme (II.71) (II1.73) apporte & 1l'ana-~
lyse des systémes singuliérement perturbés une contribution importante
tant du point de vue des résultats que de la simplicité de mise en

ceuvre.

La matrice caractérisant le systéme étudié est une matrice en

fleche Ké telle que
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e _ _
—%
AC - _ai B1
Yi -
(I1.71) 3 .
1 = - - %
avec Y3 P( ai,f )
n-1 -1
B. = I (o, = a.)
i . i
\ Eot
jei
n—1 \
o* == T (-a.) + a + f* b
n . i n-1 n—-1
L L i=1

Le systéme correspondant est modélisé, par la méthode définie plus

haut sous la forme :

(11.73)

(nous étudions pour la stabilité le comportement en régime autonome

du systéme).

avec : f -a1 _ - 61
A = AN Ap =] 0
_an1 Bn
- 1
~ o -
*
) Ay = .
LYt . . ‘Y'r*11_
_an1+1 B?1+1
* . .
AL, = :
22 —an1+n2—1 Bn1+n2-1
vk . ‘Y* } —o*
n1+1 n1+n2 1 n1+n2




ce qui donne aprés découplage :

%
r
X.Q'-
avec 3 ""_a -
1
Ar = \
_an
L 1
—G.n1+1. e e s s Bn1+1
« . . n
A = . o, . oF = ; * Bi
? . . . avec ST Tiag
K ’ (3 . * 1= L
Yn1+1. Y .—CXn].,,nz-OL
o -

V.1 - Condition de stabilité d'un systéme non linéaire de type

Lur'e Postnikov

Définition :

Ag est une (~z) matrice si ses éléments diagonaux sont négatifs

et ses éléments hors diagonaux positifs.

Théoréme 1 /Grujiéd, Gentina, Borme, 1976/ :

1) Si la matrice A¥ caractérisant le systéme est une (-z) matrice,

C

et si tous ses éléments non constants sont isolés dans une seule rangée,

alors le systeéme vérifie la conjecture linéaire. Si les conditions de

Kotelyanski sont réalisées, alors le systéme est asymptotiquement stable.

2) Si la matrice Ké ne vérifie pas la condition (1), alors il est

possible de se ramener au cas précédent s'il existe une norme vectorielle

p(x) telle que :

(II.138) f; p(x) s M(Z.é‘) p(x)



ol M(Aé) vérifie ces contraintes.

Les conditions de Kotelyanski pour 1'étude de la stabilité portent
sur les déterminants des mineurs principaux de la matrice caractéristique
qui doivent vérifier :

(1I.139) (-—1)rdetr£-\éze>0 Yr=1,...,0n Vielf;f]

. N *
Pour une matrice en fléche A

c» par construction, les (n-1) premiéres

conditions s'édcrivent :

(I1.140)  (-DF det_ A = (- 1 (~a,) r=1, ..., n-1

ce qui donne

(II.141) (-1DF det_ A* =

c a, 2 e > 0 vrai par construction

== |

vérifier concerne donc le déterminant d'ordre

%

La seule condition

n et s'derit :

" det A*2e >0 Vere[ £, F ]

La matrice Aé se présentant sous la forme précédemment décrite

- A A -

S UBIE
RN I

* *

Ay Ay9
WW

oy Ry

nous proposons le théoréme suivant qui donne une condition nécessaire

et suffisante de stabilité du systéme étudié.




- 124 -

Théoréme 2 :

Si la matrice en fléche Ké caractérisant le systéme de type Lur'e
Postnikov est une (-M) matrice, alors une condition nécessaire et suf-
fisante de stabilité de ce systiéme est obtenue par l'application des

conditions de Kotelyanski et s'écrit

n
- 2 Lt -1 2 * B ¥
(-1) © det [Azz A21A11A12:|=6>0 Vere[ £, f ]

Démonstration

i

. = _ . . *_*"1
Si AC est une (-M) matrice, alors la matrice A22 A21 A11 A12 es

aussi une (-M) matrice (elle ne difféere de A;z que par un terme ajouté

a la pointe de la fléche, comme montré précedemment). Le systéme glo-

t

bal est stable si :

n,+m, - - -
(-1) det A 2 € >0 Vixe| £, f ]

[AY4

ce qui s'écrit en développant le déterminant suivant la méthode de
Rosenbrock :

n

n
T _ oo )1 _ 2 X _ Nk -1
det A; ((=1) detAH)-(( 1) ~ det (A22 A21AHA12))

n1+n2

-1
avec : .
™
(-1) "det A,, 2€>0 par construction.

11

I1 vy a donc équivalence rigoureuse des conditions de stabilité.

Corollaire :

*
C
priété de double échelle de temps et peut €tre décomposé en une partie

Si le systéme global représenté par la matrice A. posséde la pro-

rapide caractérisée par la matrice A,, et une partie lente représentée

11
% * -1 e e

= - AT A, A 1 !
par A2 A22 21 214 12'alors la condition de stabilité obtenue pour
le systéme réduit par 1l'application des conditions de Kotelyanski con-
formément au Théoréme 1.1 est une condition nécessaire et suffisante

"de stabilité du systéme global.
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V.2 - Condition suffisante de stabilité d'un systéme non lindaire

de type Lur'e Postnikov

Comme dans le paragraphe précédent, les résultats exposés ici sont
valables pour un systéme quelconque ou un systéme & double échelle de
temps. Pour la simplicité d'écriture, et sans restriction de généralité,
1

: X _ Ak 4" £z
nous noterons AK la matrice A22 A21 A11 A12 comme précedemment.

Lorsque la matrice globale Kg n'est pas une (-z) matrice, le théo-~

réme 2 n'est plus valide et est remplacé par le théoréme 3 suivant :
Théoréme 3 :
La condition suffisante de stabilité du systéme lent obtenue par

l'application des conditions de Kotenlyanski & la matrice majorante

déduite de A* (éléments diagonaux négatifs) & partir de la norme vec-

torielle p(xz) = lxll implique la stabilité du systéme global initial.
Démonstration : |
ler cas
Ké n'est pas une (~z) matrice, mais A;Z 1'est. Alors, soit M(KS)A
la matrice définie par la norme p(x) = |x|, telle que :

: A Ayl
(II.134) M(Aé‘) =
* *
S B

Le systéme global est stable si :

n o+, - _ -
(-1) det M(AD) 2 € >0 Vere [ £, £ ]
ce qui s'éerit :
nytmy, - b i) 1
- %) = ((- - k| A% AT
(I1.135) (-1) det M(A%) = ((-1) detA“).((LU det (A%, IA;,_,‘,A”|A12|)
N —— Vs J
2e>0 (¢ 2e>0

(par construction)
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I1 s'agit donc de comparer la relation (C,) avec la relation (C.)
& 1 2

portant sur AR (AQ vérifie la conjecture linéaire puisque A;Z la véri-
fie).
%o % . -~
. (- - > *
€)= (=1) “det (A}, - A}, AL, A) 2E >0 Vixel[ £, ]
0 T i
.
Ay = Ayt .
—8— -a" _
Donce :
0 0
1
* -
(IT1.136) det Ag = det A22 + det
0
n1+n2-1
* * *
Y e e e e LY _ -0,
I n1+1 n1+n2 1 i

(développement du déterminant de A,Q par rapport a la derniére colonne)

ou encore

n1+n2—1
(I1.137) det Aj = det A;,) + (=) I (-0.)
< i=n1+1
n2 n2 n2 n2—1 n1+n2—1
(1) “detA, = (-1) aetAgzu—n (-1) (-a*) I (a.)
i=n1+1 1
n, n, N "y "1y 81.’
(I1.138) (-1) “detA, = (-1) “detA., + II o, z
'3 22 . i _ .
_1—n1+1 B i=1 1
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_1\Bo ® * -1
(=1)"2 det | AL, [A21]A” |A12,|_

(11.139) n2 . n1+n2—1 I'l1 I'Y:I IBll
(=1) ° det A22 + I a, z 3
L i=n1+1 JLi=1 i
a. >0 VYi=1, , n
si Yz Bi >0 Vi-= 1? cees alors :
7 . Ry .
Iy 8=z IvilIsl
i=1 i=1
.- *
si j k e [1, cens n1:] tel que Vi Bk <0 alors :
n, , n, .
Zovp B < vl
1=1 1=1
d'ol
) ) * -
- < (- -
(I1.140)  (-1) “detA, S (-1) “det I:Azz |A21| Al |A12|:l
Donc :

n
2 * % -1
(-1) “detAy 2€>0 = (-1) “det [Azz [A21[A” |A12| ]z >0

l

n1+n2 _
(-1 det M(AR) 2 € > 0
2éme_cas
Ké n'est pas une (-z) matrice, de méme que AZZ' Alors :

A lag,l

(II.141) M(Xé‘) =
*
L]Am‘ M(AZ,)

Le systéme global est stable si :




(I1.142)
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n, +n
(-1) |

2e >0

Le systéme lent est stable si :

(II.143)

(I1.144)

(11.145)

d'ou le résultat.

Vere (£, f ]

2 . ™ i) * -1
det MAD) = ((-1) "detA, ).(=1) “det [M(Azz)—lA21 |A11|A121:l

n
- 2 * _ % a1 > * I
(~1) detM[Azz A21AHA12:I=€>O Vexe [ £, f ]
R <k % 1 7]
(-1) © det [M(Azz) - a5, ] A7, IA12|—I =
[ +7 “1 7
n, . 1 "1yl I8,
-1 det M(AT.) + 1 a. z
22 . i . a.
1=n1+1 JdLi=t 1 i
* A%k -1 - _ \_ i
M[Azz A21A11A12_“ o I8y
) v - .. .Iy’fl\- o
_ i n,+n, |l
Ay
- -
= M(Azz) + o
—
-1 |
) ) « i RN
(-1) “detM@@,)=(=1) “det M(AT,) + I o. L —
2 22 . . o,
1=n1+1 1=1 1
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V.3 - Etude de la robustesse de la stabilité par rapport a u -

Nous proposons le théoréme suivant :
Théoréme :

Lorsque le systeme global & deux dynamiques est modélisé sous la
forme (II.73), alors la propriété de stabilité est robuste par rapport

a .

Démonstration :

Le systéme représenté par (II.73) s'écrit aussi :

z Agy/n Al || 2
(1I.146) - . .
s Ar1 Agy x
N — v
A*
C

En cas de vérification du théoréme (2), la condition nécessaire et

suffisante de stabilité du systéme global s'écrit :

%k _ak 41 S
det (A22 A21A11A12)) 2e>0

A
Tdet —1 ) ((~1
u

n n,
(I1.147)  ((-1) )
u étant positif par définition, cette propriété de stabilité ne

dépend pas de p, elle est donc robuste par rapport a pu.

De méme, dans le cas d'application du théoréme (3), la propriété

de stabilité est encore robuste par rapport a u.
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VI - DETERMINATION DE LA COMMANDE QUASI-OPTIMALE DE SYSTEMES SINGULIE-
REMENT PERTURBES EN FLECHE

Les travaux concernant la commande des systémes singuliérement
perturbés sont multiples /Kokotovic, Haddad, 1975/ /Chow, Kokotovic,
1976/ /Fossard, Magni, 1980/ /Kokotovic, 0'Malley, Sannuti, 1976/
/Saksena, 0'Reilly, Kokotoviec, 1982/.

Nous nous intéressons ici & la commande linéaire quadratique a
horizon infini des systémes a deux dynamiques, modélisés par une ma-
trice en fléche, de structure équivalente a celle des systémes de type
Lur'e Postnikov précédemment décrits pour lesquels la non linéarité

est remplacée par un gain constant :

(Twe? [ M1 A Az [ o ]
B
B I T S Y R
o I B
2
(II.148) 4 o . 0
L ¥ 4 L ! ' JLxd Lo N
Ay )
- Z—
L7 [C1 C2_| .
- Le critére 3 minimiser est :
1 [T T T e
(I1.149) J == (y"y + u Ru)dt R définie > O
= 0

et la solution optimale est obtenue par :

N

-1 [ .T 7 z
(I1.150) u = - R LB1/;J ; B ‘K
- X

ol K est soiution de 1'édquation de Riccati :

T

(II.151) KA + ATK - KBR |

Tk +clc =0
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La matrice K, définie par /Kokotovic, Yackel, 1972/ pour les sys-

témes a deux échelles de temps se présente ici sous la forme :

T
» Ky WKy
(IT.152) K = ’
MKy Ko2

En effectuant dans (II.151) les produits matriciels, avec K expri-
mée par (II.152) et en posant p =0, on obtient un systéme de 4 équations

matricielles, simplifiées par rapport au cas général puisque B1==0.

Soient

a) K,, A,, +A, K ,,6,+C

11 ™11 11 11 f €, =0
b) K, A12 + Afl Krfz + A§1 Kyp * c'f C, = 0
(II.153) < «¢) Kip Aqy * Ky Ay, + Afz K, + cg c, =0
D Kyy hyy ¥ dyy Kpp + Ky Ay, + Ay, Kiy = Ky, B, RTVB) Ko
! + Cg C2 =0

La relation (II.153 - a) permet de déterminer trés simplement K11.

En effet, A11 est diagonale ; donc :

1 o

Si K11 = {K11(i,j) / i,3=1, ...,n1}, alors (II.153 - a) s'écrit :

-0 -0 .
1. O [ O :

(I1.154) K, (i,]) O\ +L O\ R, (i,3) +| € () [..C](j)..]
ey ~Op :

=0

d'ou la relation exprimant les éléments de la matrice K11
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c1(i).cj(j)

(11.155) K11(i,j) T pour i,j =1, ..., n
1 J

avec C1(i) = N(-ai) (N(p) numérateur de la fonction de transfert).
De la relation (II.153 ~c) est obtenue 1'expression de K12 :

T T . | -1
(I1.156) K, = - [:KZZ Ay, + AL, K. +C, cT-J AL,

qui conduit & la relation suivante, en remplagant K12 dans (II.153-4)

. T T T, -
Kog Agp * 8gp Kyp - [:K22A21 ARy GG ] A1 412
T -1 T[T T
(11.157) { - A7, A7) [A21 Ky, + K, A, +C Czj
-1 T T
| - K,y By R "B Ky, +CyCy =0

ou encore

1

1 -1

- T -1._T
Ry (Ayy =8, A A) +(A)) -4, A A ) Ky, =Ky By R TB, K,
(II.158) scl e -c. ATt Ay -af | k. AT +(A_1)TK A
. 1 2 %2 7 1 T 2 12 1151 17 511 | M2
T -1, T _
! Ay, (A) ¢ ¢, =0

ce qui conduit, en utilisant la relationm (II.153-2), a la relation :

- -1 T
Koy &g + A Kyy =Koy By RV By Koy +CpCp =0
a c (A =A._ -A_ A VA
vee ¢ % 22 21 #11 M2
(IT.159) < -
By =By

L'équation (II.159) ainsi obtenue correspond & l'équation de Ric-

cati du systéme lent découplé.
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La commande calculée ici est unecommande quasi-optimale, d'olu une
précision O(uz) pour le critére J par rapport & la commande optimale
/Chow, Kokotovic, 1976/ avecune seule résolution d'équation de Riccati pour
K22 associée aux variables lentes.

Le systéme rapide découplé n'étant pas commandable, il est impos-

sible de concevoir une commande composite :

qui aurait donné la méme précision, mais avec résolution de deux équa-

tions de Riccati.

La commande déterminée par cette méthode est la suivante :

u=-R138TKkx
K KT
iy =t A I T I R
u=-R [() B2_’ .
_H Ky Ky
d'olu :
_ -1
u=-==R (u B2 K12 z + B2 K22 x)
avec . .
s T T
K12 = !:Kzz Aor * A Ky G CJ

La partie rapide, non commandable isolément, est commandée ici
par l'intermédiaire de la variable lente, 1'influence de la variable

rapide ayant coefficientée par p. -
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CONCLUSION

Nous avons présenté dans ce chapitre des résultats nouveaux concer-
nant la modélisation des systeéemes a deux dynamiques sous forme singulie-
rement perturbée et les avantages qu'offre la forme matricielle en fléche
pour la réduction, l'analyse et la commande optimale des processus a deux
échelles de temps, avec une attention particuliére concernant les systémes

non linéaires de type Lur'e Postnikov.

La définition de la transformation réciproque, pour différents modes
de représentation permet 1'étude des systémés singuliérement perturbés
dans les dynamiques élevées avec -la m@me précision que celle obtenue pour
les parties lentes habituellement étudiées par la méthode des perturba-
tions singulieres. Cette approche permet également de découpler des sous-—
systemes avec une précision satisfaisante méme quand les dynamiques ne sont
pas trés nettement séparées, puisque chaque partie tient compte du com-
portement dynamique de l'autre. Le Chapitre III mettra en évidence 1'inté-

rét de cette méthode pour la modélisation mais aussi pour la commande.
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MISE EN (EUVRE PRATIQUE DE LA TRANSFORMATION RECIPROQUE
POUR LA REDUCTION ET 1A COMMANDE OPTIMALE
DES SYSTEMES A DEUX ECHELLES DE TEMPS

INTRODUCTION

Le modéle bond-graph est généralement utilisé comme outil de re-
présentation d'un systéme physique permettant de définir tous les échan-

ges énergétiques internes, dans un but de simulation.

Nous proposons ici une méthode de réduction du modéle bond-graph
correspondant a4 un systeme comportant plusieurs dynamiques distinctes.
Aprés une phase de détermination rapide des différents modes, la simpli-
fication du bond-graph (BG) permet d'obtenir un graphe réduit qui ne con-

serve que les dynamiques du domaine fréquentiel concerné.

Cette réduction est rendue systématique par l'application de la
transformation réciproque. La méthode des perturbations singuliéres (PS)
réduit la dimension du systéme étudié, ce qui conduit également & un
graphe simplifié. Nous présentons, sur un exemple mécanique concernant
la suspension d'une voiture, une étude comparative des résultats obtenus

par ces deux méthodes simplificatives BG et PS.

L'étude précise de la partie rapide découplée est possible si la
réduction par la méthode PS est accompagnée de 1l'application de la trans-

formation réciproque.

Nous montrons pour deux domaines trés importants de 1l'étude des
systémes, la simulation et la commande optimale, l'apport trés net de

cette méthode de réduction (PS +R) pour les systémes 3 dynamique élevée.
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I ~ REPRESENTATION ET REDUCTION DES SYSTEMES A DEUX ECHELLES DE TEMPS
A PARTIR D'UN MODELE BOND-GRAPH

I.1 - Mise en évidence des dynamiques

Nous avons présenté dans le chapitre I, le mode de représentation

par Bond-Graph qui conduit a une équation d'état en variables d'énergie
P . X
q ou en variables de phase of .

Cette modélisation s'avére tr2s intéressante pour la mise en évi-

dence des différentes dynamiques qui composent le systéme. En effet,
il est possible d'obtenir une approximation des valeurs propres du sys-
" téme, donc des modes par calcul des gains des boucles de causalité /Ro-

senberg, Andry, 1979/.

Ainsi, le bond-graph suivant

permet de mettre en évidence deux boucles causales caractérisées par

les gains :

1
2 J/iT

Cette détermination approchée des modes peut s'avérer inexacte
quand le couplage entre les éléments est trés important (par exemple,
cas d'une ligne hydraulique), mais dans la plupart des cas elle peut

renseigner de facon trés utile sur les possibilités de réduction.

1.2 - Séparation des dynamiques /Dauphin-Tanguy, Lebrun, Borne, 1983/

I.2.1 - Etude de la partie rapide simplifiée

Pour obtenir la partie rapide simplifiée d'un modéle bond-graph,

il est possible de considérer que la partie lente, définie par des gains
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de boucle faibles (modes lents) est statique, et ainsi déterminer quels
sont les éléments (inertiels ou capacitifs) & rendre infinis pour annu-

ler ces petits gains.
Cette démarche permet alors de simplifier le bond-graph global en

supprimant les liens associés a ces éléments.

fei¥d

Ce bond~graph réduit conduit a une équation d'état simplifiée et

une fonction de transfert (dans le cas linéaire) réduite.

1.2.2 - Etude de la partie lente

Pour obtenir la partie lente réduite, 1'hypothése usuelle est de
supposer une réponse instantanée de la partie rapide, ce qui est dif-
ficile a exprimer sur le bond-graph direct. Nous proposons donc d'uti-
liser la transformation réciproque décrite dans le cas d'un modéle bond-
graph dans le précédent chapitre. Elle inverse les dynamiques, ce qui
conduit & étudier la partie rapide réciproque, de la méme fagon que la
partie rapide directe. Les éléments réciproques inertiels et capacitifs
de la partie lente réciproque tendent vers 1l'infini, ce qui est équiva-

lent 3 annuler les éléments inertiels et capacitifs de la partie rapide
1 o~

initiale 1 =-1 " ; C = - C-'1 par définition du bond-graph réciproque).

Le bond-graph réduit associé 3 la partie lente est ainsi facilement
obtenu par suppression des liens correspondants sur le modéle initial,

de méme que la formulation dans l'espace d'état qui en résulte.

I.3 - Interprétation

Cette simplification sur le modéle bond~graph est i rapprocher des
méthodes modales de réduction qui consistent & ne prendre en compte que

les modes correspondant au domaine fréquentiel (ou temporel) étudié.
/Margolis et Young, 1977/ proposent une méthode de réduction pour

des systémes en modeéle bond-graph, représentés dans 1'espace de phase

par l'équation différentielle du second ordre :

t
(I1I.1) +Cy=B E+A B f F dt
R A pq af J,
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(voir les équations (I.50) et (I.51))
donc en absence d'éléments dissipatifs (matrice R = 0).

La solution de cette équation sans second membre étant de la forme

wt . . N . . . .
] , il est possible, apres détermination des pulsations ca-

y = Re Yo ©
e s 2 P . .

ractaristiques wn, de définir la matrice modale, formée des wvecteurs

propres associés aux modes propres et de diagonaliser, par changement

de base, le systéme (III.1). |

Cette présentation permet ensuite de retenir les termes associés
aux modes dominants.

La méthode proposée ici présente l'avantage d'@tre trés générale
et de ne faire aucune hypothése sur la nature des éléments composant
le bond-graph. Elle est trés simple 3 mettre en ceuvre et peut 8tre

facilement programmée pour une recherche automatique des gains de boucle

et une réduction correspondante du graphe, lors d'essais de simulation

par exemple. Elle s'adapte tout a fait aux calculs en temps réel, méme
pour des systémes a éléments non constants. Il s'agit alors de définir
une représentation multi-modéle du systéme, avec des domaines de vali-

dité du systéme simplifié.

Lorsque les dynamiques sont nettement séparées, les résultats sont
trés proches de ceux obtenus par la méthode des perturbations singuliéres,

ce qui justifie bien une telle simplification.

IT - COMPARAISON SUR UN EXEMPLE MECANIQUE DE LA REDUCTION PAR LA METHODE
DES PERTURBATIONS SINGULIERES ET LA SIMPLIFICATION DU MODELE BOND-
GRAPH

II.1 - Présentation des différents modes de représentation

Soit le systéme physique représenté Figure 7, correspondant a la

modélisation de la suspension d'une voiture.
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~
[
L
rh

Modéle physique de la suspension de voiture
Figure 7
x(t) représente le profil de la route et g la pesanteur. Le systéme
est supposé linéaire. Il peut &tre décrit par différentes représentations,

présentées dans le chapitre I.

I1.1.1 - Equations différentielles

Le systéme étudié est multivariable puisqu'il comporte deux entrées
(x et g) et deux sorties (x1 et z1). Les équations différentielles ob-
tenues par application du.principe fondamental de la mécanique sont les

suivantes :

o0

Mx, +K (x1-z1) + f (§1-§1) +Mg=20
(111.2)
mz, + k (z1-x) + K (21-x1) + £ (z1-x1) +mg=20
II1.1.2 - Matrice de transfert
—x(t) -
Soient u(t) = le vecteur des entrées
L 8
-x1(t)q
y(t) = le vecteur des sorties
[z1(8) ]
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La matrice de transfert z(p) est définie par :

(I11.3) y(p) = z(p) u(p)

avec
r _(K+fp) k
2
- (Mmp~ + f (M+m) p + (K+k) M + m K)
oy - = @Mp 4 £ (@+¥) p + K (meM)
(III.4) ﬁ Z22'\P D(p)
(o) = & (Mp2+fp+K)
Zo1'P D(p)
ou
4 3 2
D(p) =Mmp + f(m+Mp + (Km+(k+K)Mp + fkp + kK

“

II1.1.3 - Equation d'état obtenue i partir du modéle bond-graph

Le modéle bond-graph est représenté Figure 8.

~Mg S —l%ﬂ 1
- o -
-1-108 2 ,R: ¢
or—-,*.<
' j.7 S 3*Cc:1/K
11 6
~mg Se—ﬁ{1—-7(1:m
Ts
4
0 f—C:1/k
5
dx (t)
f: dt

Modeéle Bond-Graph de la suspension de voiture
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Le vecteur des entrées est composé de deux sources-effort corres-
pondant aux effets de la pesanteur et d'une source~flux associée a la

vitesse de variation du profil de la route,

Les différents éléments, inerties associées aux masses, compliances
aux ressorts et résistance 3 1l'amortisseur sont linéaires, mais il est

tout 3 fait possible d'envisager des ressorts avec butées ou un amortis-

seur a coefficient de frottement variable avec la vitesse.

La mise en équation d'état, & partir du vecteur état associé aux

variables d'énergie [g] a

relations (I.42) a (I.47).

té présentée dans le Chapitre I avec les

[N

Nous rappelons dans le cas précis les différentes variables.

£y 1, I c
° f q e )
X = 3 , X = 3 , 2 = 3 u = e11
% Pg £ .
12
%1 ] Py ] £
(I11.5) -
Din = f2
Dout = e2

95 et q, correqundent a2 la déformation des ressorts et p, et Pg

sont les impulsions appliquées aux masses.

Des relations précédentes, nous obtenons :

k o' 0 0

0 K 0 0
(111.6) S = 6 0 1/m 0

0 0 0 1/M




L'équation :

. ' yA
X J J J
‘ ss SL Su
(1.46) f' = Dout
| Pin Jus Jun T v
devient ici :
Iss l'JSL' Isy
e, 1 [o -1 0:!01i1 0 0
]
£ 0 1 11010 0 0
1 i
(II1.7) g | =|1 -1 O =110 0
e, 0 0 :|1 :lo 0 1
2"2' 0o 1 -1 ; 0 Eo 0 0
Iis I Tru

4
T |3
£g
S
2
| s
B e,
| %12,

ce qui donne, par application des relations (I.47), 1'équation d'état :

. - p—
K °
0
(II1.8) i3 -
Pg k

0 -1/m O

0 1/m "I/M
-K -f/m f/M
K £/m -f/M

-

Py

-

o O o

o O O

€12

Une autre formulation dans 1'espace d'état est obtenue par change-

ment de base en choisissant comme variables d'état les variables de phase.
?

La transformation, définie par les équations (I.48) a (I.51) conduit 2

1'équation suivante, en posant X, =X, et z,
~ 0 = -
X, [0 140 0 ]
]
X, -K/M  -£/M | KM £/M
z, | ] o o i 0 1
° l"(K"‘k)
N z K/m f/m £/m
(I11.9) L%2 4 LY - ]
A
x x4
y = C C ] =
Lo & :

N X
BN e N e

N
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ce qui donne, avec les valeurs numériques suivantes :

m=1 M= 10 M 60 s M 4 s i 1000 s
s - h

0 1 ' 0 0 ] 0 0

X}
-60 -4 1+ 60 4 0 -1
A= === === - 1T - - = - B =

0 0 ) 0 i 0 0

(II1.10) J L600 40 '-10000 -40 9400 -1
' - - : =

Cing boucles apparaissent sur le graphe de la Figure 8, qui permet-

tent de mettre en évidence les deux sous-ensembles de dynamiques.

a) Partie lente :

£ X
ﬁ = 4 \/ M 7,752
b) Partie rapide :
l/—‘ /_-_l
£ .40 IRy \ K 97,09
m . m m

Ce découplage en deux sous-ensembles de variables lentes et rapides
apparait Figure 9, .la partie lente correspondant & 1'habitacle et la

partie rapide au pneu.

Pour l'ensemble des simulations, nous avons considéré 1'accélération

de la pesanteur g égale & 10 et l'entrée indicielle x(t) égale a 0,1.




- 148 -

Amplitude‘
.
T =0.064 s
o
‘ Partie rapide z1(t)
Partie lente x  (t)
T = 0.864 s 1
o
0.1 s ' Temps

Mise en évidence des deux dynamiques

Figure 9

II.2 - Modélisation sous forme singuliérement perturbée

Le systéme initial se présentant sous la forme (III.10), il est
nécessaire de définir un petit paramétre p qui permette de modéliser
le systéme sous forme d'un systme singuliérement perturbé et d'appli-
quer ensuite la méthode des perturbations singulieres.

Ce paramétre p peut &tre choisi de multiples fagons. Ici

- il peut correspondre au rapport des masses

= 0.1

=g

- il peut &tre choisi comme rapport des raideurs
K
= === 0.064
k

- il peut &tre déduit de la comparaison entre les périodes

propres des diverses parties du systéme

To(raplde)

T;—YTEEET—-= 0.074

Nous choisissons p=0.1 qui permet de normaliser simplement les

termes de la matrice et qui apparait comme le rapport le plus défavo-
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rable entre les grandeurs physiques.

Remargue :

Le choix exact de la valeur de p importe peu puisque le coefficient

u disparait des expressions matricielles aprés réduction.

Le systéme initial- se présentant sous la forme :

Ao

1 ' % b i
o A DA Byy ' By x
X2 l x2 !
(111.11) | =2] = = e v e oo |- 4| - -t - = []|--
21 | z1 1
. A1) A9 ] Bs ! B)o g
..ZZA e - b 2_. - - -
devient :
F A - - oo -
X1 i x1 1 - -
o Bir ! A By "By x
X2 | . x2 i
-] =] == == - - -2l +} - = === - - -
H z1 A* [ A* z1 % I B*
i
5 21, Moz ||| 21 | Paz g
-“ 2-1 e -l - 2_4 . - - -
(111.12) X
-
Av =p A o0 AY -y A °
M = =u =
21 21 50 4 22 227 | 1000
avec <
B* 3 0 B* . [ o
=u = =y =
§ 21 217 | 40 22 22 LOJ

II.3 - Séparation des dynamiques

II.3.1 - Etude de la partie rapide

Les composantes rapides du vecteur état sont les variables z

ZZ=Z1.

1

et
)
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Nous distinguerons les systémes réduits obtenus par chacune des
méthodes par 1'indice correspondant BG (Simplification du modéle Bond-

Graph) et PS (application de la méthode des Perturbations Singuliéres).
II1.3.1.1 - Simplification sur le modéle Bond-Graph :

La partie rapide (pneu) est ici obtenue en considérant que la par-
tie lente est immobile, c'est~3-dire que la masse de 1l'habitacle M est
infinie devant la masse du pneu m, Les liens 1, 10 et 12 disparaissent
de la Figure 8. Les liens 3 et 4 peuvent &tre regroupés en un seul, carac-
térisé par 1'élément capacitit Cr’ ce qui conduit au bond-graph réduit de

la Figure 10 suivante :
i

- mg : Se -Jlﬂ

R : £
12 .
. 6
1—{I:m
1s
04 C_: 1/k+X
5
,dx (t)
Sf e P

Bond-Graph réduit associé & la partie rapide
Figure 10 .

L'équation d'état en variables de phase déduite de ce graphe réduit -

est :

21 O 1 21 0 0 x
(111.13)

L}
+

z2 -10000 =40 ) 10000 -1 g
BG B

L'étude concerne le mouvement du pneu (21)rBG, 1'équation de trans-

fert correspondante s'écrit :
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_ 10000 x (p) g(p)
BG p- + 40p +10000 p° + 40p +10000

(III.14) zq_

Ce systéme est oscillant et caractérisé par les paramétres suivants :

- ?réquence de résonance f o = 15.28 Hz

- Coefficient d'amortissement

II.3.1.2 - Méthode des perturbations singuliéres

L'équation matricielle caractérisant la partie rapide obtenue par
cette méthode a été explicitée dans le Chapitre I, équation (I.97), qui

s'exprime ici par-:

o
z Z
1] _ . * 1 * * X
Pl | T oY) ] * [321 Bzz] [ ]
2] 2 . &
PS Tps
(I1I.15) J
Z
1
y =C
rPS 2 22
- r

ce qui correspond en valeurs numériques a :

2y | 0 1 z, 0 0 x
. = +
2, -10000 -4 | | z, 1 9400 -1 g
Tps Tps
(I11.16) ¢
%
v, = Cr o]
PS z,
ps
-

La relation entrées-sorties apparait sous la forme symbolique sui-

vante :




-1
erS(P) =% [pl - Azz] [321 B22]

ou encore :

400
2 x(p) - !

2 2 g(p)
p< + 40 p + 10000 p° + 40 p + 10000

(III.17) 1z

rPS(p) i

Les paramétres du systéme oscillant ainsi obtenu sont les suivants :

- Coefficient d'amortissement grPS = 0.2

- Fréquence de résonance £ 15.28 Hz

rpS
Le bond-graph réduit déduit de la forme matricielle (III.16) a exac-
tement la méme structure que celui décrit Figure 10. La seule différence

apparalt au niveau du gain statique associé a 1l'entrée x.

. Amplitude
’ A
- i
0.1 V\ﬁ
zerS(t) = Z1rBG(t)
o 0.1 s Temgé

Sortie rapide découplée z1r(t)

Figure 11
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Les résultats de simulation sont trop proches pour paraitre distincts

sur les courbes de réponse obtenues.

11.3.2 - Etude de la partie lente

II1.3.2.1 - Simplification du modéle bond-graph :

Pour obtenir la partie lente, il est nécessaire d'appliquer d'abord
la transformation réciproque précédemment définie. Le calcul des gains de
boucle du bond-graph réciproque permet de déterminer les éléments associés

a la partie lente réciproque, et d'annuler ces faibles gains.

Un calcul rapiue donne ici :

a) pour la partie lemte réciproque :\"% = 0.0103 %= 0.0326
b) pour la partie rapide réciproque :\ % = 0.129 z = 0.0667

I1 suffit donc d'écrire k=0 soit k=«. Les liens &4 et 9 correspon- .

dants sont supprimés du bond-graph initial (Figure 8), la partie inférieure

du graphe alors obtenu étant

7

-Mg:Se-ﬂ;\1)—6—71:m

;|
Sf : dx/dt

I1 apparalt pour 1'élément I une causalité différentielle, ce qui
montre que I est devenu dépendant des autres termes. La variable d'état
associée a I est déterminée par la source Sf : I ne joue plus de rdle pour
la dynamique du systéme, mais intervient seulement comme force supplémen-
taire éprouvée par la source (route). Le lien 6 associé 3 I peut donc

étre supprimé, d'ou le bond-graph réduit de la Figure 12.
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e

1

- Mg : Se 1 ’
Tm
2 ,R + £
0 N
s /\3\0 1/K
s : dx (r)
£ g

Bond-Graph réduit de la partie lente

Figure 12

L'équation d'état associéde s'écrit :

X4 0 1 x 0 0 X
1
(111.18) - .
*2 60 -4 || X2 60 -1 g
%86 e

Les parametres I, C, R restant sont inchangés.

Les parameétres du systéme oscillant ainsi obtenus sont alors :

0.258

- Coefficient d'amortissement '3
2'BG

- Fréquence de résonance » f 1.151 Hz

Iz'BG

II1.3.2.2 - Méthode des perturbations singulieres :

Les expressions (I.94) donnent ici :

X 0 1 x 0 0 ]
1 - 1 .
X .o X
2 s 54,4 -3.76 2 s 56.4 1.006 |
(IT11.19) 4
1 0 X 0 0o
- 1
Yo = +
L O CR TR N 0.94 =-107%
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La sortie prise en compte ici correspond au mouvement X1y d'ou
PS

1'équation de transfert :

56.4 ' 1.006
(I11.20) %y, (p) = — x(p) - — g(p)
PS p + 3.76 p + 56.4 p +3.76 p + 56.4
ce qui correspond aux parametres suivants :
- Coefficient d'amortissement gg = 0.250
PS
~ Fréquence de résonance fz = 1.118 Hz

PS

Le bond-graph réduit déduit de (I11.19) a la méme structure que celui

de la Figure 12, avec pour nouvelles valeurs des parametres

|
f = 37.6 (au lieu de 40) et K = 564 (au lieu de 600). |

Les résultats de simulation montrent encore des résultats tres

voisins (Figure 13).

Amplitude
A

Sortie lente découplée xlg(t)

Figure 13

II.4 - Interprétation des résultats

Les sous-systémes réduits obtenus par les deux méthodes sont tres

voisins. Les bond-graphs réduits ont la méme structure, les parametres

v

Temps i
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sont tout a fait comparables et les courbes de simulation pratiquement
confondues. Il faut toutefois préciser que l'exemple proposé posséde
deux groupes de dynamiques bien séparées (périodes propres dans un rap-
port 13.5), ce qui limite 1'influence réciproque de chaque groupe sur
1'autre et conduit & des résultats trés voisins pour les deux approches

de réduction.

Lorsque les dynamiques sont moins nettement séparées (rapport
To(lent) / T,(rapide) < 5), la simplification sur le bond-graph risque
d'entrainer des erreurs assez importantes, et dans ce cas, la méthode
des perturbations singuliéres apportera dans la détermination du sous-

systémes lent réduit une précision plus satisfaisante.

Cependant, la simplicité de mise en ceuvre de cette méthode de sim-

plification sur le graphe est un atout non négligeable, surtout quana
le mode de représentation choisi initialement ne conduit pas a une équa
tion d'état (systémes fortement non linéaires par exemple). De plus,
les bond-graphs réduits ainsi obtenus conservent tous deux des éléments
du graphe initial qui n'influencent pas le comportement dynamique (dans
1'exemple proposé, il s'agit du lien associé & R: f). Il ne s'agit donc

pas d'une troncature sévere du graphe.

II1I - MISE EN CEUVRE PRATIQUE DE LA TRANSFORMATION RECIPROQUE POUR
L'ETUDE DU COMPORTEMENT HAUTE FREQUENCE D'UN SYSTEME MECANIQUE

Comme il a été montré dans le Chapitre II, la méthode des perturba-

tions singuliéres ne permet pas d'obtenir pour la partie rapide découplée
g P P p p P

la méme précision que sur la partie lente réduite, puisqu’elle ne prend

pas en compte 1l'influence des variables lentes sur les variables rapides.
L'application simultanée de la transformation réciproque et de la
méthode des perturbations singuliéres apporte au systéme rapide réduit

cette précision.

III.1 - Détermination du systéme réciproque

L'équation d'état réciproque est caractérisée par le triplet
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E=a"" '
(II.100b) B=238
t=-cal

1 ~ .
Le calcul de A ' peut etre, dans certains cas, complexe quand le
systéme étudié est de grande dimension, ou quand les éléments de A sont
d'ordres de grandeur trés différents, ce qui entralne des risques de

divergence ou d'imprécision dans les calculs.

Par contre, la définition du systeme réciproque est trés simple et

conduit de fagon systématique 3 une équation d'état.

Le bond-graph décrit Figure 14, présenté en absence d'entrées, est

déduit du bond-graph de la Figure 2 par les transformations suivantes

*x 0 - 1 x I - I=-1/I
1 + 0 C + C=-1/C
R - R=-1/R

_* La causalité intégrale est conservée sur les éléments I et C.

\,
1
=
X

7
6 -~
3 —{ I:m
9
4
1t ¥— C:1/k

Bond-Graph réciproque de la suspension de voiture
Figure 14

En choisissant comme vecteur état réciproque :
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4
]

-~

la matrice d'état réciproque A s'écrit

"0 0 im0
0 K/t 0 1/M
(111.21) A, = o :
R -k 0. 0 0
L-E X 0 0

et devient dans l'espace de phase :

K/ 1 0 0
N Bt R S - B
(I11.22) A = M
R/f 0 0 1
-k/m 0 -k /m c
- _J

-~ -1.7T
Cette matrice étant définie par A = (A 1) » 11 suffit pour obtenir

le systéme réciproque- d'effectuer une transposition, d'ol, en valeurs

numériques
o = - - = - —
5 -4 -1000 4 -1 ~ i
X %0 940x60 60 9400/ ]| *1 0 O Ir .
3 -
xz i 1 0 0 0 Xy . 0 -1
3 -1 -1 -
2, 0 540 O goo || 2 o 0 .
[ > - L
_22_ i 0 . 1 0 | _zzd ‘_9400 1
~ :, -
=4 =1000 4 -1
5, €0 940x6C 8C 9400 || %,
y=1|_ |*= .
y -1 -1 z
2 O 36 9 900 !
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I11.2 - Recherche du systéme rapide réduit

Les composantes 21 et.§2 apparaissent maintenant comme les variables

rapides, alors que Z

; et 52 sont les variables lentes.

La séparation en deux sous—ensembles distincts est moins nette que
pour le systéme initial, ce qui montre 1'importance des termes de cou-
plage.

21 _
Apres découplage de la partie lente réciproque 5 | et application

. . s . 2 .
d'une nouvelle transformation réciproque, le systéme raplide est alors :

-]
4
z 0 1 z —_—
LN 1], ° Toooo x
(1I1.23) - 22 Iz -10000 -40 z, |~ 9400 -1
Tpg | - 2 J%ps g,
3 . . <1
i = L1 0] + f o - 4.1077] de
PS Z t g
2 |3 0
PS

obtenu & partir des relations (II.131). Ce qui donne 1'équation de trans-

fert suivante :

9400 4.107% 3

(I11.24) 24z (p) = — x(p) +| p-0.984 4.10
e p- +40 p+10000 p-+40 p+10000  p

g(p)

Remargue :

La différence entre les expressions (III.24) et (III.17) porte uni-

quement sur le deuxiéme terme correspondant a l'entrée g.

Les courbes de réponse indicielle de la partie rapide du systeme
global, la partie rapide réduite obtenue par la méthode des perturbations
seule (PS) -et celle obtenue par perturbation singuliére avec réciproque

(PS +R) sont présentées Figure 15.
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Amplitude
A
Z4 (t)
// Tps
N/\*' ; ~ systéme global z, (t)
1 J e S
i i \
1
I Z 4~ (t)
- - 1
¥ - ¥ : T (PS+R)
PS '
——————— b
T(PS+R)
0.1 s Temps‘

Réponses de la partie rapide (systéme global et systéme réduit)

Figure 15

II1.3 - Quelques remarques fondamentales

Les courbes présentées Figure 15 montrent de fagon trés nette 1'in-
térét de la nouvelle méthode de réduction (PS +R) présentée dans le Cha-

pitre II et appliquée ici.

I1 apparailt tout d'abord, que la sortie z1(t) du systéme global est

le résultat de la superposition de deux phénomeénes distincts

- 1'entrée x(t) crée une réponse oscillante trés rapide amortie

en 4 périodes, que nous noterons z1r(t),

- la pesanteur g est la cause d'oscillations de fréquence et
d'amplitude faibles, la grandeur associée a ce comportement trés lent
sera notée z1£(t), correspondant a la partie lente de la variable rapide

z1(t).
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La réduction par la méthode des perturbations singuliéres (ou la
simplification sur le modéle bond-graph) conduit 2 une trés bonne ap-
proximation de la composante rapide z1r(t). Les courbes z1(t) et z1r(t)
sont exactement confondues, pendant 80 7 du temps d'amortissement du

mouvement z1r(t). Apres cet intervalle de temps noté TP il y a décol-

S’
lement entre les deux courbes, avec cependant un régime permanent pré-

sentant une bonne précision statique.

Par contre, il est évident que la courbe obtenue par réduction

(PS + Réciproque), Z1% (ps

sortie rapide z1(t)==z1r(t)~+z12(t) pendant un intervalle de temps T

R (t) représente exactement 1'évolution de la
+

PS+R
que 1l'on peut estimer au double de T,

g
Le domaine de validité temporelle et spatiale du modéle réduit
(PS +R) ainsi obtenu est 2 fois plus important que par la méthode PS

classique.

t
Cette amélioration sensible est dle au terme intégral j; Dudt

. . . . o
obtenu par application de la transformation réciproque.

Dans le cas de 1'exemple proposé, le terme Du =-4.10-3.g a un
coefficient trés faible qui n'intervient qu'au bout d'un temps qui cor-
respond 2 1'amortissement du régime transitoire rapide zIr(t). Cette fonc-
tion rampe représente donc la partie lente z1l(t) de la variable rapide,

pendant un intervalle de temps égal a T__.. Passé ce délai, ce modéle n'est

PS
plus valable, la sortie 212(t) étant obtenue alors par entralnement par

la variable lente X1QPS(t) (équation I.93-b).
Les conditions initiales sont conservées (voir Chapitre II) :

Zq~ (0) = z,(0)
1r(PS+R) !

ce qui peut simplifier considérablement les probidmes de raccordement

("couche limite').
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IV - RESOLUTION DES PROBLEMES SINGULIERS EN COMMANDE OPTIMALE PAR LES
SYSTEMES RECIPROQUES

Soit le systéme linéaire & deux dynamiques suivant

-~

A11x + A122 + B1u

A21x + A22z + B2u

C1x + sz

Wo
[}

(I11.25) u

N
It

L2
1]

Le but de 1'étude concerne la détermination de la commande optimale

minimisant le critére :
+ oo T
(I11.26) J = 1/2 f vy ydt
0

Si Wx et Wz sont les vecteurs associés a x et z, alors soit H le

hamiltonien défini par :

A..x A..z B.u
T 721 N 22 + 2

z M u u

(111.27) H = )

1 T T
3 (y y) + ‘PX (A11X+A122+B1U) + ¥

H vérifie :

o’m _
2
u

[ &

Le probléme est donc singulier /Jacobson Bell, 1975/ et l'application

du principe du maximum ne permet pas le calcul de la trajectoire optimale.
La décomposition temporelle du systéme (III.25), par la méthode PS
pour la partie lente, et par 1l'association PS + Réciproque pour la partie

rapide, léve cette singularité /Dauphin-Tanguy, Moreigne, Borne, 1983/.

IV.1 - Commande de la partie lente découplée

En effet, le systéme lent réduit s'écrit
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o

')

A x, +B, u
(ITI.28) B .

y,Q,—.

et la commande quasi-optimale associée 3 (III1.28) minimise maintenant

le critére :

soit :

+ oo
f (xT CT C, x, +2 xT CT D, u + uT D, D, u) dt
0 2 7R

[
1}

T
L TS 2 L8

ce qui se raméne, par le .changement de variable :
(111.29) U, =u +D, C, x

a un probleme linéaire quadratique classique d'équation :

[ _ - —1
Xy = (AQ Bl Dl Cl) X, + BZ Uz
(111.30) yg =D, U,
_ 1 B N §
JQ—E j UY,D,Q,D,Q,U,Q,dt

ux = - Dl CZ X

(II1.31) avec C, =C, - C2 A




Si (A2 - 32 D£1 CR) n'est pas stable, il faut chercher une commande

qui stabilise le systeéme en boucle fermée,

IV.2 - Commande de la partie rapide découplée

La partie rapide découplée obtenue par les perturbations singuliéres

est représentée par :

(I11.32)

ce qui ne supprime pas la singularité du critére, pusique l'entrée n'ap-

paralt pas dans 1l'expression de la sortie.

Par contre, la méthode proposée dans le Chapitre II conjugant la
transformation réciproque et la méthode PS conduit & la forme réduite

suivante (ITI.131)

-1
22 A1 BP

=

N

4
|

g Thyppzpt Byt

t
- _ -1
y; = C2 Zf + (C1 C2 A22 A21) B1 It u dt
0

ce qui donne, en introduisant une nouvelle variable d'état (rapide)

1 t
(I11.33 ) v = E J’ u dt

t
(o]

et en effectuant le changement de variable suivant :

! A.. B) v

(I11.34) ZE =z~ (B2 + U A22 21 B4

le nouveau systéme rapide découplé :

o - 1 .

" = ~ + |

(111.35) B2y = Ay, Zx Ay (By +p Ay Ay BV |
Vg = Cy 2z * €y By +uC B
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Le critére J se décompose de la fagon suivante :

1[5 T I |
J = 5 f vy ydt + 5 f vy ydt /Magni-Fossard, 1982/
t t
o 1
| RS S—— —
Jr JQ

la partie Jr étant associée 4 la variable rapide, avec t, infiniment

petit, et JR associée aux variables lentes.

Jr s'exprime alors, a partie de (III.35), par :

t
i
(I11.36)  J: = & j (% 2 CyC, 2 +222C) (CyB
t =3

2 2 : Co *uC BDw

2 1

(o]
T T
(C, B, +uC, B) (C,B, +uC BV } dt

Le changement de variabie, du méme type que (III.29)

_ -1
(I11.37) Uf = v + (C2B2 +1JC1B1) -C Zf

conjugué avec le changement d'échelle des temps

t
’l’:—.
u
condult a : Y
( dZE -1 -1
o = gy Ay, (B, + A4, B) (C,B, + 4 C B C)) 7y
+A,, (B, +uA22 Ay B U
(1I1I.38) <
~ = (C2B2 +}JC1B1) u§
T T T
\ J—-z- J’o U-f (C2B2+uC1B1) (02B2+pC1B1)UE dt
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La commande optimale, dans le cas ou le systéme (III.38) est stable,

est alors

soit pour la valeur optimale v de la commande v :

_ -1
(I11.39) vy = ,(CZB +uC1B1) C, 2z

2
Par la relation (III1.33), nous obtenons :

dv~ dZ~

- r _ o -1 T
el (02}32 + ;JC1B1) c2 I

ce qui donne, en remplagant Z; par (III.34) et (III.35) :

-1
(11I.40) uy = - (C2B + uC1B1) C2A22 z

2

La commande composite obtenue comme approximation de la commande

optimale du probléme (III.25-26) est alors

~1
+uC1B1) C,A z;(T)

X =
(III.41) u¥ (CzA 2522

2B (€ = C A AL ) X, () - (Cy B

2272 2722721 2

V - INTERET DE LA TRANSFORMATION RECIPROGQUE POUR L'OPTIMISATION DE
TRAJECTOIRES

Nous proposons ici une étude comparative des résultats obtenus sur
un exemple pour la détermination de la trajectoire optimale d'un systéme
3 deux dynamiques, par le calcul de la commande optimale minimisant un
critére linéaire quadratique 3 horizon infini et des commandes quasi-
optimales obtenues par réduction du systeme global par la méthode PS

et par l'action conjointe PS + Transformation Réciproque.

La partie lente réduite obtenue par ces deux approches étant la méme,

nous nous intéresserons aux seules variables rapides.
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s

Le probléme a résoudre peut donc se résumer comme suit :

~ 2 = 4
X A11 X + A12 z + B1 u
Mz = A21x + AZZZ + B2u
(I111.42) { y=Cx+Cyz

x(0), z(0) conditions initiales

+ o
Critére a minimiser : J =-;— J (yTy + uTRu) dt
- 0

R définie positive

V.1 - Détermination de la trajectoire optimale

Si WX et Wz sont les vecteurs adjoints associés aux vecteurs x et z,

1'Hamiltonien H est alors défini par :

1 T T T \ilz
(I11.43) H=7 (y y+u Ru)+‘PX (A11X+A122+B1u) +T (A21X+A222+Bzu)
L'application du principe du maximum conduit au systéme suivant
(o] " 0H ] |
* oV
X
a SH )
z oY
_ z
a 9l -
WX %
© °H P
v -9 |
2] L 9z |
(I1I.44) T
i -1.T 1B 1 T
A11 A12 -B1R B1 —B1R -—“— X
T
B B B
2. -1_T 2_-172
Ayy/u Agyln TR OBy cUR O z
] : Ay,
€% GG A T %
Ay,
| G628 6% 12 "] LY
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La commande optimale est donnée par

T
' 1 T B,
(IIT.45) u=-R (B, ¥ +—=Y)
1 'x Mz

V.2 - Commande quasi-optimale par décomposition temporelle

/Kokotovic, Yackel, 1972/

Le probléme (III.42) se raméne au probléme réduit suivant, qui cor-

respond & la solution intérieure lente :

XK = AQ X2 + BQ u
J yz = Cl xg + DQ u
(III.46) _
z2g = = Ay (Byy xg + By )
1t (T T T T T T )
L I, = 5 f (XQCQCQXQ+2X2C2D5LH +u (R+D2'D2) u) dt

0

La détermination de la commande optimale u, permet de calculer la

trajectoire optimale x, et d'en déduire la trajectoire optimale de la

2
partie lente de la variable rapide zy correspondant a la solution inté-
rieure. Un probléme de raccordement ("couche limite") di a 1'écart entre
les valeurs initiales z(0) et zl(O) apparait, qu'il est nécessaire de
résoudre par 1'élaboration d'une couche limite initiale utilisant le

temps dilaté T=t/p et le sous systéme associé 3 la partie rapide décou-

plée.
u zr = A22 zr + B2 u

(I11.47) V. = 02 zr '
zr(o) = z(0) - 21(0)

+ 0
La minimisation du critere Jr = % I (yzyr + uT]Ru)dt nécessite

P , N 0
la résolution du systeéme :

(I11.48)
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qui s'écrit aussi :
-
dz
r -1_T
T 892 B,R By Zy
avy |~
z T T
It =€, oY) Y
(I11.49) <
avec z (0) = z(0) - z, (0)
r 2
lim z (1) =
T >

La résolution de ce probléme conduit & une solution optimale zr(T).
La trajectoire de la variable rapide s'écrit alors :

(I11.50) =z(t) = zz(t) + zr(T) + 0(p)

Remargue :

La détermination de la commande optimale peut se faire aussi par

résolution de 1'équation de Riccati associée au prcbléme posé.

V.3 - Utilisation des systémes réciproques

La partie rapide obtenue par la méthode PS + Réciproque est définie
par la relation (II.131), ce qui devient, par application des relations
(III.33) et (III.34) :

W2y = Ay Zp t Ay, (By +uhy, Ay B v
(1II.51) pv o=u B
vy =€y Zy + (C, B, + C,B) v

L'indice‘de colit associé est alors :

+
1 T
JE_§ J‘O (Z~C2C Z~+ZZ C (C B +uC1Bl)V
(I11.52) +v (C.B +uC1B1) (C.B +uC B )v+uTRu] dt

2 2 272
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Si WZ et Wv sont les vecteurs adjoints associés a Zf et v, la dé-

termination de 1'Hamiltonien du systéme (III.51~52) conjuguée a 1'appli~

cation du principe du maximum conduit au systéme suivant

2 d ZE f_ 7~
Moax dt r
v <t v
H at ,
(1I11.53) = M
; d¥y ., v
Mg, dT “F
T
; d ¥ y
_u v | | dt it 4L VJ
avec M =
_ » -
oY) Ayy (Bytuhy,a, BL) 0 0
0 0 0 <!
T T T
C,C, ~C,(C,B,+uC B.) Ayy 0
~(C.B,+uC.B.)C. =-(C.B.+uC.B.) (C.B.+uC.B.) -(B.+uA-'a. B)TAT o
| TP TR R B 2°27H% %y 2°27H% 12 27HA99891%¢7 S99 |

v(0)

0

-1
22891

< z§(0) z§(o) - (B2-+pA B1) v(0)

lim z(1t) =0

- T+

Ce systéme correspond & un probléme de commande linéaire quadratique

34 horizon infini de dimension (n2-+r) avec r dimension du vecteur entrée u.
La trajectoire optimale est alors obtenue par :

(I11.54) z(t) = zz(t) + ZE(T)
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V.4 - Mise en oeuyre sur un exemple

Considérons le probléme suivant :

i ¥T=-0.1x+0.03y +0.5u
gz=0.0x=-0.15y +0.1u (= 0.1)
y =X+ 2z
(I11.55) 4

x(0), z(0) : conditions initiales

T 2 2 2
f (x7 + 2z +u") dt
0

Critére 3 minimiser : J=

Nof—

Les équations des trajectoires optimales, déterminées par les 3 mé-
thodes précédemment décrites sont exprimées en fonction des conditionms

initiales (qui interviennent comme constantes d'intégration).

1) Trajectoire optimale :

(III1.56) z*(t) = (0.1033 x(0) - 0.0106 z(0)).e 0+3483¢

+ (- 0.1033 x(0) + 1.0106 z(0)).e 8081t

2) Trajectoire quasi-optimale 1 (Méthode PS)

(II1.57)  zpg(t) = 0.0642.e 99499t L 0y + (2(0) - 0.0642 x(0)).e|+8028t
zz(t) ' Zr(t)

3) Trajectoire quasi-optimale 2 (PS + R)

-0.5499¢t

(I11.58) (t) = 0.0642 e x(0) § 2, (t)

-0.6158¢

Zps+R
+ (~0.0099 x(0) +0.1538 z(0)).e

- ' z-{t)
+ (=0.0543 x(0) +0.8462 z(0)).e 2+030t 3 S

ce qui donne les courbes suivantes, pour les conditions initiales

x(0) = 10 et z(0) = 4 :
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Trajectoire z(t)

A
—— Trajectoire optimale
ooo Trajectoire quasi-optimale 1

+++ Trajectoire quasi-optimale 2

Exemple : x(0) =10 z(0) =4

ETNN = ;
(;;) 0 ! 2 3 4 > Temps t

Comparaison des trajectoires optimales et quasi-optimales

Figure 16
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V.5 - Interprétation des résultats

La trajectoire optimale (III.56) contient deux termes exponentiels

décroissants de coefficients :

X1 = - 0.5483 et AZ = - 1.8081

associés respectivement aux modes d'évolution lent et rapide.

La trajectoire quasi-optimale 1, pour la partie correspondant a la
couche limite zr(t) ne prend en compte que l'évolution rapide associée

a Al
2 2
raitre dans zr(t), un terme associé i Al = = 0,6158 qui correspond a

= - 1.8028. Par contre, la trajectoire quagi-optimale 2 fait appa-

1'évolution lente de la partie rapide, ce qui montre bien que cette ap-
proche (PS +R) donne, sur un intervalle de temps correspondant a la cou-

che limite, une valeur plus exacte de la variable rapide.

La Figure- 16 montre de fagon trés nette, la supériorité de la mé-
thode proposée (PS+R). En effet, l'écart entre z*(t) optimale et
ZPS+R(t) est insignifiant par rapport & celui existant entre z*(t)

tz .
e PS(t)

Les équations (III.56-57-58) dépendent des conditions initiales
x(0) et z(0). Une étude est actuellement en cours sur les conditions de
validité de cette méthode (PS+R) vis & vis des conditions initiales.
I1 semble de plus, que les résultats obtenus correspondent & un dévelop-

pement asymptotique des solutions a 1'ordre 1 en .

Les résultats obtenus ici concernant la couche limite en temps ini-
tial, peuvent &tre appliqués a la couche limite en temps final, ce qui
permet la résolution de probléme d'optimisation de trajectoires a hori-

zon fini et états finaux fixés.

Cette étude est en cours /Moreigne/.
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CONCLUSION

L'avantage de la nouvelle méthode de réduction (PS +R) apparait
trés nettement sur les exemples proposés. Il est plus sensible quand
les dynamiques ne sont pas trés séparées. Cependant, grice au terme in-
tégral introduit dans 1'expression de la sortie, nous n'obtenons pas une
approximation de la variables rapide (comme dans la méthode PS), mais
une estimation précise de la variable rapide elle-mé€me, avec ses compo-

santes lente et rapide.

Ceci est treés important pour le découplage temporel du systéme glo-
bal, puisque la représentation multi-modéle alors obtenue comporte la
méme précision quel que soit le domaine considéré, transitoires rapides

ou régime lent.

La modélisation Bond-Graph permet, par son caractére graphique pro-

" des problémes

che de la réalité physique, une approche plus '"sensitive
de simplification de modéle puisque chacun des éléments du graphe est
associé a un composant physique du systéme réel, contrairement aux modéles

mathématiques beaucoup plus abstraits.
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EXTENSION AUX SYSTEMES MULTIVARIABLES MULTIVITESSES
- CAS DES SYSTEMES INTERCONNECTES -

INTRODUCTION

Nous présentons ici tout d'abord une méthode originale de modélisa-
tion sous forme singuliérement perturbée des systimes multivitesses, qui
regroupe sous forme unique les systémes 3 parametres multiples et ceux
qui peuvent &tre assimilés a des systémes a paramétre unique. Cette mo-
délisation permet, pour la réduction, deux approches différentes appe-
lées "dégénérescence progressive" et "séparation directe partie lente/
partie rapide", et conduit i un algorithme de séparation. La méthode
(PS +R), d'étude de la partie rapide fournit des résultats différents

suivant la démarche utilisée.

Une interprétation fréquentielle de la séparation des dynamiques
est ensuite proposée, par comparaison avec les résultats obtenus par
troncature du diagramme asymptotique de Bode. Cette représentation, pro-
pre au linéaire, est étendue au cas non linédaire des systémes de type
Lur'e Postnikov, et permet, par la définition de 1l'opérateur symbolique

de transfert scalaire, de tracer un '"pseudo-domaine asymptotique de Bode'.

Le cas de systeme interconnecté, composé de sous-systémes non li-
néaires de type Lur'e Postnikov est ensuite envisagé. Grice & une formu-
lation symbolique semblable & celle utilisée en linéaire, nous présentons
des résultats concernant la réduction du systéme global. Quand toutes les
dynamiques rapides sont concentrées dans un seul sous-systéme, cette mé-

thode conduit & la mise en évidence d'invariants.




I - MODELISATION DE SYSTEMES POSSEDANT PLUSIEURS DYNAMIQUES

De nombreux modéies de systémes de grande dimension mettent en évi-
dence des phénoménes dynamiques intéractifs de vitesses tres différen-
tes. Ainsi, dans un systéme de puissance, les constantes de temps s'éche-
lonnent depuis des fractions de secondes, correspondant aux transitoires
rapides, aux régulateurs de tension, aux phénoménes de stockage d'éner-
gie électrique jusqu'ad plusieurs minutes, correspondant aux temps de
transfert du combustible, aux phénoménes de stockage d'énergie thermi-

que, ....
Plusieurs approches existent pour ce type de probléme, suivant que
les différentes dynamiques sont du méme ordre de grandeur ou trés dif-

férentes.

Considérons le systéme linéaire représenté par les équations sui-

vantes :
o N
x=AxX+ I A. z. x(0) = x
o ) o] 7] o
i=1
(Iv.1)
N
u.z.=A.x+ I A.. z, z,(0) = z
i1 io §=1 ij 73 i )
n Nn.
avec @ xe R 1 z; e R 21

Ce systéme est modélisé sous forme d'un systéme singuliérement per-
y p

turbé a paramétres multiples.

Les paramétres g,, ..., M., appartenant 2 l'intervalle |0, 1 sont
P 1 N® 2P Jo, 1

ordonnés et sont les composantes d'un vecteur y & RN.

3

L'hypothése

u /,ui + 0 quand ell =0

i+1

met en évidence N échelles de temps rapides et ordonne les variables

z; suivant les vitesses croissantes (zi étant plus rapide que Zi)'

+1
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I.1 - Cas ol les dynamiques sont proches

I1 s'agit donc de systémes modélisés sous forme (IV.1) pour lesquels
les parameétres p; sont du méme ordre de grandeur. De tels problémes sont
trés souvent reformulés en problémes & paramétre unique /Kokotovic,
O'Malley, Sannuti, 1976/ /Hoppensteadt, 1969/. Il faut alors exprimer

les scalaires p - ++s By SOUS forme de multiples d'un paramétre unique

1’
€ sous la forme :

(IV.2) My

1]
w
™

Les valeurs possibles de u étant limitées & un cdne H ¢ RN.

La principale limite de cette scalarisation est que les résultats

dépendent des coefficients Bi qui sont généralement inconnus.

La validité du résultat est restreinte 3 une droite de 1l'espace des
Hys eees Mys définie par un ensemble particulier de valeurs 81, vy BN.
Méme si la solution du probléme complet (IV.1) converge vers la solution
du systéme réduit obtenu par g > 0 le long de toute droite d'un cdne H,
il n'en résulte pas une condition suffisante de convergence quand g - 0

le long d'une courbe arbitraire de H.

/Grujiéd, 1977, 1979/ et /Khalil, Kokotovic, 1979/ étudient le cas ol

les parameétres My sont du méme ordre de grandeur, mais les rapports pi/uj

bornés par des termes positifs, constants, mij’ Mij tels que :

- Moo
(1V.3) m; —% S M, i, j=1, ..., N
i

Le systéme (IV.1) est alors réécrit sous une forme ressemblant & un

systeme & paramétre unique

o
it
#

"

A xX+A z x(0)
[o] or
(IV.4)

No
]

e(u)

[}
N

D(u) [Aro x + Ar z:l z(0)
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mais qui en différe parce que

(IV.S) £ = E(u) = (“1 X x UN)1/N
et
(1v.6) D = D(u) =

. £ £ 7
bloc-diag [“1 I1, ey QIN_J

dépendent de tous les My

Grice a la relation (IV.3), il est évident que les éléments de D

sont bornés par

A

M, VYuvedH i=1, ..., N

(Iv.7) m, § =
i7 oy i

ou m. et M, dépendent de m.. et M,..
i i ij ij

La partie rapide découplée est ici définie par :

dz
(Iv.8) 75; = D(u) Ar zr(T) avec zr(O) =z - 22(0)
avec T=t / el

Les modes rapides sont ici du méme ordre de grandeur. Il faut véri-
fier la stabilité asymptotique des modes rapides pour tout vecteur u &€ H

suffisamment petit, tel que :

(1v.9) Re A(D (W) Ar) <0 VYue H

I1 s'agit donc ici de définir des classes de matrices Ar qui satis-
font (IV.9) pour toutes matrices diagonales D du type (IV.6), (IV.7), ce

qui entrainera la D-stabilité de Ar'
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1.2 - Cas ol les dynamiques sont bien séparées

Dans ce cas, les coefficients M, sont différents et il est impos-

sible de se ramener a un probléme a paramétre unique /Grujid, 1978/.

Ainsi, /Sandell, Varaiya, Athans, Safonov, 1978/ présentent 1'exem-

ple d'un systéme linéaire de la forme :

x Ags  “gm  Ppm || ¥
(5 BV A A A ||
z

Hy AHBAHMAHH'Z

-

Les états x(t), y(t) et z(t) correspondent respectivement aux par-
ties basses fréquences, moyennes fréquences et hautes fréquences du sys-

téme (S).

Pour obtenir une approximation basse fréquence, il suffit d'écrire

ny o= 0 et My = 0, ce qui conduit 3

(@] o
[}

>

« b

o
N

de méme qu'une approximation moyenne fréquence est cbtenue par p, = 0
q PP q par u,

ce qul donne :

©
do Ho
]
o>
< b

o
N

1 'équation ”2;:=AHHZZ correspondant a 1'approximation haute fréquence.
Lorsqu'il s'agit de systémes du type (IV.1) & N dynamiques différentes, une
séparation itérative de différents sous-systémes est effectuée, de la méme
maniere que pour un systéme 3 deux dynamiques, en commencant par la par-

a
tie la plus rapide avec uN==0.
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I.3 - Présentation d'un mode de représentation permettant de prendre

en compte les deux cas précédents

Lorsque les dynamiques ne sont pas nettement séparées, ou quand
une liberté de choix est souhaitée pour la détermination de la dimension
du systeéme réduit suivant des critéres estimés en temps réel comme la
précision ou la rapidité des calculs, la modélisation sous forme (IV.1)

apparalt trop rigide et figée.

Nous proposons une modélisation plus souple sous la forme suivante :

p1 x1 A11 cteensanens A1N X,

p2 u1 x2 A21 cesecensoas AZN X,

(IV.10) : - : : :
N : : :

121 My XN AN1 cteesennsan ANN XN

/Dauphin-Tanguy, 1981/.

(Le coefficient My apparalt ici dans un but de symétrie des équations,

mais il sera pris par la suite égal 3 1).

- J
Les coefficients uj = II u; ne sont pas indépendants, contrairement

aux cas précédents.

Chacun des parametres u; appartenant a 1'intervalle ]0 > 1 ], les

scalaires uj sont donc tels que :

1

0 < ' £p! i
My uJ pour k >3
ce qul ordonne les variables rapides par vitesses croissantes.

Sitest 1'échelle des temps des composantes lentes x et T, 1'échelle des

temps des variables rapides x; (i=2,...,N), alors pj peut se décompo-



)
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ser de la facon suivante :

' t-t t-t TZ T.
(IV.11) ! = ° - © x Lx ,,. x-z1
i T T, T, T
M, My u

avec to instant initial.

Chacun des scalaires My (i=2, ..., N) permet de comparer la vitesse

des variables X, avec celles des

Cette forme n'apparait dans
et /Dauphin~Tanguy, 1981, 1982/,

téme de dimension 3 suivant

dx
'a'g=u(x,y,
(Iv.12) e, oy
. 1dt”VXaYs
dz _
1S Y G

avec les conditions initiales

x(0 €5 €

(Iv.13) y(0 ; €

1’

z(0 ; €45 €

~
|

variables Xo g

la littérature que dans /O'Malley, 1974/

0O'Malley la présente dans le cas du sys-

Z, t, €4, € )

2

)

z, t, €., €,

)

Z, €, €,5 €,

=% (81, 82)
82) =y, (51, ez)

=z (81, 82)

Le systéme réduit est obtenu pour €, > 0 et €, > 0 simultanément,

ce qui revient a considérer le probléme comme un probléme i paramétre

unique.

L'intér@t de cette modélisation réside pour O'Malley, dans les faits

suivants

- €, et g, étant inférieurs 3 1, il n'existe pas d'ambiguité
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pour le classement des variables rapides l'une par rapport a l'autre :
€1 €2 < 82.

- La solution asymptotique du systéme (IV.12) (IV.13) apparait
comme la superposition du développement extérieur dépendant de t, de la
correction de couche limite dépendant de la variable rapide la plus fai-

ble y, et de la contribution de la variable la plus rapide =z.

Un exemple de cette technique, concernant un réacteur chimique est

proposé par /Chen, 0'Malley, 1974/.

‘Nous envisageons de montrer ici que cette forme de modélisation par-
ticuliére des systémes multivitegsses posséde des avantages importants
pour la réduction de dimensionnalité, et donne beaucoup plus de souplesse

d'utilisation que la forme (IV.1).
Les deux approches précédemment décrites sont en effet possibles :

~ si les parties rapides ont des vitesses de méme ordre de
grandeur, la séparation partie lente/partie rapide se fait directement en
une seule étape en posant p2==0. Le systeéme multiparamétre est alors étu-
dié comme un systéme a paramétre unique. Cette modélisation se rapproche
du cas ol tous les parametres His VYi=2,...,N, sont égaux a u, ce qui

donne des petits scalaires uj en pulssances de u (ué = uJ_1 s J=2,...,N),

- si les vitesses sont toutes différentes, le systéme est alors
étudié comme un systéme a paramétres multiples et la "dégénérescence" se.
fait progressivement en posant uN==0, puis -1 =0, ....

Si, dans les composantes rapides, une variable x "impose" sa vi-

N-k
tesse, les X, (i < N-k) composant alors la partie lente et les xj (j 2 N-k)

composant la partie rapide, il est alors possible d'effectuer la sépara-

tion de facon progressive en posant uN==0 puis Hy=1 =0, ..., puis p 0.

N-k

Mais une autre démarche consiste a poser pN_k==O directement dans

1'équation (IV.10), ce qui raméne le probléme a N paramétres a un pro-

bléme 3 (N-k-1) paramétres (avec P =1).
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IT - PRESENTATION DE DEUX METHODES DE DECOUPLAGE DES DYNAMIQUES

/Dauphin-Tanguy, Borne, Benrejeb, 1982/

Soit le systeme S multivariable suivant :

(Iv.14)

avec

(Iv.15)

<

<

II.1 - Dégénérescence progressive

4o e 00 000

- o ™ - ) \—— - r
( My % Y IS B,
My M1 % : : %) :
: = . . N IR B
N : . . . .
I p. x ceetan X B
| o, T | Ani fwv || *n | | Bt
Sl S | % Digeere Dy
y = . . . + | . u
Coyveee Coy . Dy D,
r P i
[ ueR y € R x e R
n.xn.
A={AijeR13/i,j=1,...,N}
nix1
B=1{B,..eR /i=1, ..., N; j=1, ..., r}
ij
1xn
c={cist T /i=1, .., p335=1, ..., N}
D={DijGR/i=1, s P3ji=1, ..., r}
y =1 uye Jo,1] ¥i=2, ..., N

La méthode progressive qui consiste 3 annuler My puis Hy—qs *oos

fait apparaitre une récurrence qui permet de calculer, en partant du plus

rapide vers le plus lent, 1'équation d'état du systéme dégénéré.
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A chaque étape, des conditions d'inversibilité apparaissent pour

la matrice caractérisant la partie rapide découplée.

k+1
Nous noterons §

[s} o

le systéme obtenu aprés (k+1) pas de dégénéres-—

cence et s°=(a°, B°, c°, D°) 1le systéme initial correspondant a (IV.14)

(1v.15).

Soit l'algorithme correspondant (A).

%
! —
N
.

,
S o
;1
N-1
2
, ( “
S .
2
Xyoo

- - - - -—

o] .
Aij (i, j
o (i
ij (3 =
My = 0
1 = A©
ij ij
1 - 8O,
ij ij
1 _ °
ij ij
12 p°,
ij ij
Hy-y =0
A%, = al,
ij ij
g2, = B!,
ij ij
2. = ¢!,
ij ij
p2, = D!,
ij ij
Hy-p =0

2
1, ...

1, «oe, N

.» P)
, N)

0 o'1 o
A Ay Awj
0 o~
Ain Awn
o ,0olo
Cin 4w Ay

o ,o-1lo
Cin “nn Byj

o
BNj

Al 11
i,N-1 AN-1,8-1

Al =1
i,N-1 AN-1,8-1

1 1-1
CiN-1 AN-1,8-1

1 1-1

Ci -1 AN-1,N-1

8° i=1, ..., N)
ij G=1, ..., 1)
° i=1, ..., p)
ij (3 1y weey T)

3 (i =1, <5 D)

G =1, ..., )

Al G, 5 =1
N__1,J’ > J ?
1 (i=1,.

By-1.j G=1, ...

cvey N-2)

., N=2)

y T)

1 (i=1, ..., p)
AN-1,3 3 G =1, «u., N-2)

1 (i =
N_19j (J =

1
—

|

—
- -
.

., T)
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-— = = = =

MN—k

-1
ook kK K Jk L L
Aij = Ai. l’N_k Ay k,N_k Ay_k 3 (i,3=1, ..., N-k-1)
K+1 R+t |k k K™ ok (i =1, ..., Nok=1)
N Bis = By A Nk AN—k,N—k Nk, ] 3 =1, vu., 1)
S o -1
K+ k1 _ kK K i=1, ..., p)
XNk 1 €15 = Ci5 704, Nk ANk, Nk AN-k,i ¢ (G o= 1. ... Nek-1)
-1 .
kel kK K K Li=1, ..., p)
L Dis T D550 Nk ANk, N~k BNk, j . 1y vevs T

(A) : Algorithme de séparation des dynamiques.

L'ordre d'arrét k est variable et peut &tre choisi en vertu de dif-

férents critéres :
- La matrice k n'est pas inversible
AN—k,N-k ‘

- La réduction d'ordre est jugée suffisante pour simplifier

les calculs sans nuire de fagon trop importante a la précision des calculs.

. k . . s
- La variable S la plus rapide du systéme réduit est de sta-
bilité incertaine, ce qui conduit 1l'utilisateur & la conserver dans le

systéme global.

Le systéme découplé ainsi obtenu se présente sous la forme suivante
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- mm e wm e e e

]
= _ O
< ]
]
1
[}
T
+ +2 ...MW_.K_ -
1m _.KOX--ot'OX_OXN|.QOboIvoOX
o~ el o Y=
o a a a
— 1
| [ o~ o~
Houl [ ZEon
b-m .lNH.l o~
Z I

(Iv.16) <

avec la convention d'écriture

=
4 -
L) .
L4
~ 1
(] =4 =
[} it A h
ol o «
N “
. "
S "1
O =
f 1 1] ]
-
ol o o .y
m
N
| E——|
-— [ ey
o oy o — -l oo,
m O sseeaO
L 1 | J
[} [}
- vr o ot
m ]
L -
I 2

i.\ ! L ‘ }
N
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' k+1 k+1

AT = 3AIJ i,j =1, oo, Nk-1}

we

k+1 kel | i=1, ..., N-k-1
=$Bij S 3=, v.ux

g

we
|
—
-

k+1 _ D§T1 % =1
. ij =

II.2 - Séparation en une étape partie lente/partie rapide

Cette approche intervient dans deux cas précis :
1

- Toutes les dynamiques rapides sont comparables, et le systéme
est a parametre unique. Les résultats des précédents chapitres s'appliquent

alors directement.

- La variable Xy marque la limite entre les variables pouvant

globalement Etre considérées comme lenteS par rapport aux autres variables

rapides x «ssy X,_. Dans ce cas, écrire uN_k==0 revient a remplacer

N-k? N’
k+1 équations différentielles par autant d'équations algébriques.

N-k~1
Le systeéeme réduit correspondatit, de dimension n., me peut étre

1=1

obtenu que si la matrice caractérisant les variables™ rapides est inver-

sible, soit

(Iv.17) Ar = . . avec det Ar z 0

Si toutes les matrices Aii (i=N-k, ..., N) sont inversibles, le
systéme découplé sera évidemment identique & celui obtenu par la premiére

méthode de découplage progressif.

Par contre, si une des variables xj (G e [N-—k, ceey N:I) est carac-

térisée par une matrice Ajj non inversible, la séparation progressive ne
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sera pas applicable, contrairement & la méthode globale qui ne fait d'hy~-

pothése d'inversibilité que pour lamatrice bloc{Aij ; i,j = N~k, ..., N}.

Le systéme découplé alors obtenu se présente sous la forme

k+1§
1
N";[" ko
R e
N-k
I p. X
i=2 1 .N—k
N .
I p. X
b l=2 l N =
i . 7T k+1 T T ]
(Iv.18) D, [ .
k+1 | : K+1
AQ ‘ 0 : BQ
! k+1'
| AN~k-1
————————————————————— ) ~-=--1lu
[N
' XN-k
0 ! A .
I r : B,
I .
I [ ]
i L 4 L -
k+1X2
k+1 k+1
- M <] o [¥h,]
X
r
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k+1X <
k+1 :1 :N-k
Xgl = . X = .
k+1- r }'c.
*N-k-1 N

(L'indice k+1 est ici placé a gauche, pour éviter les confusions

avec la premiére approche).

Les matrices Ar’ Br’ Cr caractérisant la partie rapide, sont obte-

nues directement a partir de 1'expression du systéme global (IV.14).

Les matrices associées au systéme lent réduit sont obtenues de facon

classique, en utilisant la notation inspirée de celle de Binet—Cauchy

indices lignes conservés

A
indices colonnes conservés
( Toeoes N-k—1 Pooens N-k-1 NeK ceeves N
k+1A2 = A -A a7l A
T
Tevose N-k-1 N=K seveee N Tevons N-k-1
1 N-k~-1 Tooees N-k—1 N=K eeees N
k+132 =B ~A ATl
. T
- 1 ecoenee r N=k seceee N T esenees T
(IV.19) 4

1 eeee N=k~1 NoK eooeee N 1 eere N=k—1

k+1

‘]......--p 1 eceanee p Ne=k seoses N
k+1 -1
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IIT - ETUDE PRECISE PAR LA METHODE PS + R DES COMPORTEMENTS RAPIDES DES
SYSTEMES MULTI-ECHELLES DES TEMPS

Nous avons présenté dans le précédent paragraphe, deux méthcdes de
séparation des parties lentes et rapides du systéme global (IV.14), qui

donnent une bonne précision pour la partie lente découplée.

Pour la partie rapide, la méthode PS +R exposée dans le chapitre II
conduit & deux expressions matricielles possibles, suivant la définition

du systéme réciproque retenue, soit dans le cas de deux dynamiques dif-

férentes :
MZz = Ay 2z +Byu .
’ _ —1 - —1
{I1.126) y; = (C2 + u C1 A12 A22) z; + [t C1 (B1 A12A22B2)udt
2-(0) = z(0) °
r N
ou o
] _ ‘ "1
Wozg = Ay 2z + (By + Ay, Ay B ou
t
- _ -1
(II.131) yz = C, zx + Jt (C1 C, 4, A21) B, udt
[o]

zE(O) = z(0)

Ces expressions peuvént &tre généralisées au cas multivitesse, avec

des formes différentes suivant la démarche utilisée pour le découplage.

III.1 - Dégénérescence progressive

Cette approche est caractérisée par l'algorithme (A). A la premiére
PP g P

étape, la partie rapide, de variable x_, est décrite par 1'une des deux

N’
expressions suivantes

(1v.20)
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s'écrit donc sous la

ou :
N . o N °_4 N-1 °
U Xy TAgy Bt Byt ey Ay [Z ‘ENJ J)
i=2 T r i=2 1
(Iv.21) A 50
t .1
Voo =C.x  + f C . u dt
N; N Nf t B'o
o N-1
' : . . k
A 1'étape k+1, la partie rapide obtenue X(N_k)
forme : r
N-I-Ik §k =Ak xk + Bk u
jop 1K)z Nk, Nk T (Nk) s T Nk
N-k N-k-1 -1
k k k k
(1.22) { ¥y, = | Oger* I ui( Ioc AjN_k) ANk Nk
i=2 j=1
t
k k k
[ ] e
t
o
ou :
NE kK &
R NR) » T ANk Nk (k) -
i=2 T r
: N-k N-k-1
k k-1 k
N R Ez“iAN-k,N-k ( 51 Ay
(Iv.23)
Bk
K t oLl
Y (N~k)~ CN-k N-k)~ T j ¢ . u de
T ) r t0 Bk
N~-k-1

X




|
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I11.2 - Séparation directe partie lente/partie rapide

Si la variable Xy Barque la séparation partie lente/partie rapide,

poser uN_k==O conduit au découplage indiqué (IV.18).

La partie rapide obtenue par la méthode (PS +R) se présente alors

sous la forme :

(IV.24)

(

k+1

B

1

L

r — -
N-k
I p % - -
{29 i “N-k X9k
1 N-k -« N ) Nekeeeoo N
i = A + B u
N . N-k *+-+ N X Toeeens r
H u. o | N 4
. i *§ £
| i=2 4.
T
N-k
1 P 1 Ll.l_ "1 ..... P
y~ = C + 1=2 . N C
t 0 Ty
N-K:++-N Mg l_ oo N-k~1
i=2
-1 —X _1 }
1""N—k—1-’ N-k+++-N I:I <
A A .
Nekeeoes N N—ke+-+N ;
L N |
r
T oeeeenes P
. t c k+lB .
. ¢ u dt
. o ‘l ..... N-—k—1

est défini dans (IV.19)
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ou 2
[ 8-k T
'Ez M1 Nk .
t : N-kee--N N-k
. = A :
N . N-k -« N Xy
I p, % r
| i=2 N
N-k -1
Nk -+ N T 0 Nek-ee N
+ | B =2 .. N A
IH u
(IV.25) < fooeees g ° i=2 Nokooo N
[ Nk +eenee N 1 e+ N=k~1
A B u
Tooore N~-k-1 Teosoae r
|
Toewop 1| -k TeeeeN=k=1"
" £ ke
y~ =C : + j CSZ, B u dt
N-k -+ N X\ R Toverret
- r

IV - INTERPRETATION FREQUENTIELLE DE LA SEPARATION DES DYNAMIQUES

Dans un but de simplicité, nous étudierons un systéme de dimension 3,
possédant 3 dynamiques distinctes et représenté par la fonction de trans-
fert suivante :

K
(1+ T1p)(1 +1,p) (1 +T3p)

(Iv.26) W(p) =

avec 1 T, > T, > T
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La représentation d'état associée, dans la base modale, s'écrit :

. M- 1 Ix T g ]
Xy 1/, 0 Xy 8
X, | = —1/T2 X, + 82 u
[+
_XB- i 0 —1/T3— hx3d _83_
(1v.27) <
%
y=[Y1 Y2 Ys] 2
| *3

Les coefficients Bi'Yi (i=1,2,3) sont les résidus associés aux
poles —1/Ti dans la décomposition en éléments &mples de W(p) et sont ob-

tenus par la relation :

K T.

_ i
(Iv.28) Bi'Yi = =3

n (t,-r7.)
j=1 %
j#i

Le systéme (IV.27) a des termes d'ordres de grandeur trés différents.

I1 peut 8tre modélisé sous la forme singuliérement perturbée suivante :

. - _ o _
%y A Xy B ]
0
u, %, | = -1/1} x, | + |8 | v
0
S - r 1
| M3H2 %3 | i 1/T3_ | *3 ] _83_
(IV.29) <
%4
y = [Y1 2 Y3] *2
| X3

ou les parameétres My (i=2, 3) sont définis conformément & la relation
(Iv.11).
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IV.1 - Troncature du diagramme de Bode

Le diagramme asymptotique de Bode associé a W(p) est présenté sur

la Figure suivante :

4B
i
‘l 2w (log)
~ 1 Ead Og
' E
A | !
¢rad : | !
i iv » w (log)
-m/2 4 - -~ l :
—Tr_ —————— |
-3m/2 - === - |- - -
! ! (-1) =
|

Considérer que la variable x, est trés rapide par rapport 2 x, et

3 1
X9 revient a ne prendre en compte dans le diagramme que le domaine situé

a gauche de 1'axe A1, ce qui conduit & la fonction de transfert réduite :

1 K 2 KT, 1
(IV.30) W, (p) = =z -
B (1+T1p)(1+12@ .y (Ti Tj) (p+1/Ti)
j=i

Si 1, €T

5 r alors le systéme lent réduit est obtenu par :

K
1 +'t1p

(IV.31) wﬁ(p)

et le diagramme de Bode réduit se limite au domaine situé & gauche de Az.

Cette troncature du diagramme de Bode revient donc 2 une réduction

modale.

- 20 dB/décade (Eﬁ?)
LILlE
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IV.2 - Méthode des perturbations singuliéres

Nous appliquerons ici la méthode de dégénérescence progressive pré-

sentée dans le précédent chapitre.

En posant u3==0 dans le systéme (IV.29), nous obtenons le systéme

lent réduit suivant, mis sous forme générale :

r

X -1/t 0 £ B
== + u
) 0 AT I By
(Iv.32) o
r X
y = | Yz] | T3P
. 2

ce qui conduit, par l'application de la transformation de Laplace a la

fonction de transfert réduite :

[\
w
-2

S

1 Z
(Iv.33) WPS(p) =

i ¥i
(+1/1)) * Yy By Ty

g

i=1

d'ou, avec la relation (IV.28)

ro ) K 2
WPS(p) = (1'+T1P)(1'*T2p) [ 1 - 10 +0 (f13p]) ]

avec
(IV.34)
2 1\ 3 _
o (ITBPI) - (12-T3)(I1—T;7 (1 T TZP)

ot 0(|x|) représente une fonction complexe telle que :

[0(|x|) < lxl
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La forme de w;s(p) entralne quelques remarques

- Le terme 1-T3p apparaissant au numérateur entraine un dé-
phasage de -m/2, la ccurbe de phase du diagramme de Bode ainsi obtenue

reste donc pratiquement inchangée.

- La courbe de gain reste inchangée pour les valeurs w infé-

rieures a 1/T3.

Cette décomposition apporte donc plus de précision pour la sépara-
tion des dynamiques, en particulier pour la commande des processus liné-
aires, quand les notions de marge de phase/marge de gain jouent un grand

role.

La deuxiéme étape dans la réduction conduit a une fonction de trans-—

fert du ter ordre :

(1v.35) Wz(p)=m+ys1'+y81’
* PS (14'T1p) 2 72 "2 373 °3

qui peut également se mettre sous une forme comparable a (IV.34), soit :

K

2 .y
(1Iv.36) WPS(p) = 7*:1;;5

(1-.T2p-fo(|T2p|)

ce qui entraine les mémes remarques que précédemment.

IV.3 - Cas de systeme non linéaire de type Lur'e Postnikov

Nous avons défini dans le Chapitre II, § III, la noticn d'"opérateur
symbolique de transfert scalaire" WBF(A,f*) pour un systéme non lindaire
de type Lur'e Postnikov, obtenu & partir de la fonction de transfert en

boucle ouverte WBO(p) par :

£ N__(\) NBF(A,f*)

BO _
DBO(A) + £2 N__ () DBF(A,f*)

W (A, £%) =
BF BO
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Le pseudo—gain statique de cet opérateur s'écrit

f* N(0) _  £* W(0)

(Iv.37) kg = WBF(Osf*) = D(0) + £* N(O) T 1 ¥ f% Ww(0)

C'est une fonction homographique, de variable f#* variant dans 1'in-
tervalle ‘EE , ij , qui n'est pas définie pour f*=-1/W(0). Le gain sta-
tique kg est alors infini, ce qui est équivalent a 1'introduction d'un
terme 1/A dans W

BF
I1 est dans ce cas difficile d'obtenir une méme représentation, donc un

(A,£%) donc 2 un changement de comportement qualitatif.
méme modéle pour tout le domaine de variation de f*.

Nous supposons donc que cette valeur - 1/W(0) n'appartient pas au
domaine de variation de f*, ce qui permet de conclure que la fonction

kg est monotone pour f* € [I: R ]:..-] .

La fraction rationmelle WBF(X,f*) est composée de deux fonctions

NBF(A,f*) et D__(XA,f*) lindaires en f*, dont les valeurs extr@mes des

BF
racines sont obtenues pour les valeurs extrémes de f#*,

I1 est donc possible de factoriser NBF(A,f*) et DBF(K,f*) sous la

forme
oy
*
N Lg% L+ 2d)
(1v.38) ==& = 2
* DBF(K,f;T n.
I (A + p¥) 3
. J
J
avec :
= o = o
z n, d NBF ? nj d DBF
1 J
% P % 5
Zietéi’zi] PJe[P_J,PJ]

ce qui permet alors de tracer le 'pseudo-domaine asymptotique de Bode".

Ainsi, 3 titre d'exemple, considérons le systéme suivant
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£% (A2 +5) +6)
A

- Wpp (A, £%) = 3 2
AT+ 24,507 + (176.5 + £%)A° + (333 + 5£%) A + 180 + 6f*

fx e[ 1; 4]
Le pseudo—-gain statique kg s'exprime par :

*——————-f*
kS = 35+ ¢%

Les éléments caractéristiques, correspondant a 1'opposé des pdles

et zéros sont :

- Py &€ [1.042 (f*=1) ; 1.203 (f*=4)]
cpye [1.39 (£x=4) 5 1.482 (£x=1) ]

- Py = 10.5 sont distincts pour f*=1 et

1.5 deviennent imaginaires conjugués pour f* =4,
de valeurs 10.95 £ 1.43 i

ce qui donne la pseudo—-pulsation naturelle ‘p34 = 11.047, d'ou le

pseudo~domaine asymptotique de Bode tracé Figure 17, page suivante.

Ainsi, par ce formalisme proche du linéaire, il est possible de com—
parer les résultats obtenus par troncature du diagramme de Bode et par
réduction par la méthode PS et d'énoncer les mémes remarques que précé-

demment.




dB A — - fx =

|
-

£% = 4

|
i
i
]
I |
1 1 '
— T » w (log)
0.1, Pt
¢rad A ! 1 (I
T 1 P
b ] 11
I ] 1
| | ~ > w {log)
i | i
i 1 ih
/2 imelmga 2 5]
i :
1 1
i i
- : B

Pseudo-domaine asymptotique de Bode

Figure 17

V - ETUDE DES SYSTEMES INTERCONNECTES DE TYPE LUR'E POSTNIKOV

V.1 - Détermination de 1'opérateur symbolique de transfert matriciel

La notion d'opérateur symbolique de transfert scalaire défini pré-
cédemment pour un systéme non linéaire de type Lur'e Postnikov, peut se

généraliser sous la forme d'"opérateur symbolique de transfert matriciel"



pour des systemes multivariables ou interconmectés.

Ainsi, considérons le systéme décrit par le schéma-bloc suivant :

NL 1 W

v

NL 2 W,(p) =

o
N
o
~
v

Figure 18

qui se transforme, en utilisant la notation d'opérateur symbolique de

transfert scalaire W__(A,f*), sous la forme schéma-bloc

BF

u € y
1 * 1
Wi (A, £ >
15 M)
2/
Yy ) )

v

*
W, O,f
25 Mo E))

Figure 19

ou encore, avec l'opérateur symbolique de transfert matriciel
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u I y
Z (A, E%,E%)
—_— 1252 I
u, Yo
avec
( T W I .W, W
pp 127055 2pp
Z(X,£%,£%) = !
1= .T., W, W
12721 Mpp 2pp T, W, W, W,
(IV.39) 4 N BF “BF BF
ff Ni(x)
avec W. (A £f%) = = i=1, 2
L igg i Di(l)'+fi Ni(k)

V.2 - Représentation d'état associée

Si (Aii’ B., Ci) est le triplet matriciel associé 3 la partie liné-
aire du sous~systeme 5, de dimension n., et x, le vecteur état correspon-—

dant (i=1, 2), le schéma-bloc Figure 18 conduit & la représentation d'é-
tat suivante, pour le systéme global S

= USs.
i i .
7 P - y
s - f£% * *
Xy ALTEBLC ThofBC, %4 By O bt
= +

o - * - *

) Fp1E38981  Ap™158,0 [_Xz 0 B3| ™
(Iv.40) ¢ -

Y CRR N Y

SR RE 0 Gyt =%

Le méme symbolisme que pour les systémes linéaires peut Etre

utilisé ici en notant A 1'équivalent de 1'opérateur symbolique de déri-

vation, ce qui permet d'obtenir, & partir de (IV.40) directement 1'opé-
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rateur Z()\,f’f,fg) par les relations (IV.41)

-1
( = - £% f% -3 *
Z.. Ci [Aii 1-'12 T21 1 f2 Bi Cj AJJ ; Ci Bi £

: -1
(Iv.41) § . _ * % . x £ -1
2}, =T, £¥£5C | AL-T T, f£%£%3B, c, AJ.J, B, ¢

B, C. AL B.
7375 7

avec A, =AI.-(A..~f%* B. C.)

~ 1 1 1 i1 1 1 ¢

Des conditions d'inversibilité doivent 8tre vérifiées par A..et par
par A. et p

*f% . . . .
[A 12 21f1f23 .C.A.. BJCl » pour toutes valeurs de f% et fj variant
dans les mtervalles ] et [LZ , 2], pour i,j=1, 2.

Lorsque la représentation d'état choisie pour chaque sous-systéme
Si est une forme en fléche, les équations (IV.40) sont alors sous la

forme schématique correspondante.

% %
- - AN . A2 -
0
. 1
*4 b e Xy
= | = m e e e e + ——————
o !
X, 0 \ X,
e 4
% %
A3 A%,
* %
BN Bl2
(IV.42) < 0 :
S
x i Y4y
+ | - - - - - $ - - - - -
1
, 0 12
i 0 | :
]
] L . -~
1
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les matrices Afi dtant définies, conformément aux relations (II.71).

. - -
* S
A11 N i Bki Aii € R
i=1,2 :
* *
IR Yiei —aniJ
(IvV.43) < ni_1
. avec Bki = I (aﬂi - O -1
2=1
2%k
* ( * *
Yei = Pl —Oh s f.) avec Pi(k,f ) = DBF(A,f )
n.—-1
x i
= - %
i VIR ST R
r r 0
n. Xn
A% T . er*
....... #N. (-a. .) .....f:D .
L leJ ( OLkJ) 1 n-1,]
o T
0
n,x1
*
B,. = e R’ BY, = ‘
ii 0 ij
ﬁ =Y
£#*
. i -
o
:‘} (- 1an
. Ciy = EEERE NoCop o) owens bn—1,i] € R
Cis = [o— 0]
[ =]
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Comme il a été précisé dans les précédents chapitres, le choix des

coefficients aki est libre, sous certaines contraintes :

a . >0 Vk=1, ..., n, - 1

# O 5 pour L #k

V.3 - Etude des systémes & plusieurs échelles de temps

Dans le cas de deux systémes interconnectés, deux cas peuvent &tre

envisagés :

- Chaque sous-systéme regroupe les dynamiques de méme ordre de
grandeur. Le découplage par la méthode des perturbations singuliéres ne

modifie pas la structure interne de chaque sous-systéme.

- Chaque sous~systéme posséde des variables lentes et des va-
riables rapides. La réduction consiste alors i effectuer sur chaque sous-
systéme déconnecté la séparation des dynamiques, et a reconstruire un
systéme global réduit composé des sous-systémes réduits pour lesquels
sont conservées les variables de comportement dynamique correspondant

a 1'étude.

La modélisation sous forme singuliérement perturbée du systéme (IV.40)
demande une détermination préalable des domaines de variation des valeurs
propres de la matrice caractéristique de S = S1(J S2 quand f? et f§ va-
rient. La méthode géométrique précédemment exposée utilisant les disques

de Gershgorine renseigne directement sur les variables lentes et rapides.

V.3.1 - Chaque sous-systéme a un comportement dynamique dif-

férent
V.3.1.1 - Etude de la partie lente :

Nous supposerons que les variables rapides sont regroupées dans Xge

Dans ce cas, la partie lente sera caractérisée par :




(Iv.45) <

WMo
©
il

<
i

avec
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|
g
©
| A—

La matrice caractéristique est obtenue par :

%
= A

11" A2

ce qui se représente

Soit V,

*

Ag

N *
s f}b’é\ AQ,

Uy

‘s k=
la derniere colonne de A

ko e x
22 A9y

i

sous forme schématique :

L
1)
L.

1
22

T r

k

-
e Ve

Colonnes
proportionnelles a V

La forme en fléche est conservée,




La matrice de commande réduite lente s'obtient par :

ou

X ©

X ©

=211 =

X © — O

X

La matrice de commande réduite lente prend en compte les deux en-

trées u, et u

1

ce qui domne

2

avec

. La matrice de sortie réduite lente est obtenue par :

X
gi = Cip T Gy Agg Ay
- —=1r -
AN
N
|| [ )
| J L ,
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La matrice de sortie, qui était a coefficients constants comporte

.maintenant des termes non constants et a deux lignes d'éléments non nuls.’

21 *
D* = avec D = - A-1 B*
[ 5% i2 722 721
22

i 1To l- [0 0]
D" = ° =
L ) 0
L 4L L0 x|

X k% %
Le quadruplet (Az, Bl’ Cl’ DQ) dépend donc de la derniére colonne V
#=1
de A22 .

La colonne V est composée d'éléments obtenus par les relations sui-

vantes :
4 1 n2—1
v, = - ———— I (-a.,)| B. i=1,...,n,-1
i det A22 k=1 k2 i2 _ 2
k#i
(1V.46) ﬁ
1 n2-1
v = ee———— I (- )
i n, det A22 k=1 O‘k2

Le déterminant d'une matrice en fléche s'obtient treées facilement

par la relation : /Benrejeb, Borne, Laurent, 1982/

n

n
- ,2 _ 2
(IV.47) detAzz-(—1) Pz(o,fg)-(—1) D (o,fg)

2BF



Chaque matrice du quadruplet (AE, B* CE, DE) s'obtient donc A par-

Q/’
tir de V.par les relations suivantes

* %
= - T T * *
Ap Ay Tl Ty BT E5C, VB, Cy
avec
n2-1
fxC, . V = f% r N, (-a,)v, +5b v
2722 2 Q=1 2 227 74 n, 1,2 n,

ce qui donne, en développant et en regroupant les termes

(Iv.48) f*C_ .V =

- %
5 C22 Wopp (05£3)

pseudo-gain statique du sous-systéme 82.

D'ou :

(Iv.49) A% =A% + T _ T

E3 *
§ =AY+ Tyg Tyy Wypp(0,£%) BX C

11

De méme pour la matrice B% qui s'exprime par :

2

o
%
1]

* - *
2 [Bno] 2 [0 £38%1 €22 V]

ou encore :

X = * *)B*
(IV.50) BQ [B“ F12 WBF(O’fz)BH]

La matrice CE réduite est obtenue par :

ce qui s'éerit aussi :
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1 ?
(IV.51) C% = |
T %) ¢
F1 Wppp (059 ¢ mlJ

ok

La matrice de transmission directe de l'entrée D%, représentée par
%, Tep P

un scalaire est

0
D% = - f* v
) 3 ¢y ;
0 0
(1v.52) Df =
*
0 Wypp(0,£%)

Remargues :

- I1 est intéressant de constater que la partie rapide n'in-
tervient ici, dans le sous-systéme lent caractérisé par la quadruplet

(Aﬁ, Bi, Cﬁ, Dz), que par son pseudo-gain statique W (O,fg).

2BF
- La forme en fléche est conservée, et seuls les éléments de
la dernidre ligne sont modifiés (ce résultat est aussi valable pour des

systémes a4 matrice caractéristique Compagnon /Dauphin-Tanguy, 1981/).

Ainsi, la relation (IV.49) permet de déterminer de .facon explicite

les termes de la matrice réduite AE.

En posant

* = *
ko0 Wopp(0,£%)

et en exprimant le produit B?C1, la relation (IV.49) donne :
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1= ey B

* - -
YE T ok 50 of N o ) e e 1’“1"12F21k~0f1b s

ce qui conduit & la définition d'un nouveau polyndme PIQ(A,f*), conformé-

ment aux relations (IV.43) obtenu & partir de :
* = N (-
Yt * Tig Tor Ko £ Ny(oy ) = =P (mop o £3) + T Ty (k3GEN, (o )

ou encore 3

} {D1('°‘k1)+f’fN1(‘°‘k1)) * Ty qkigf Ny (o)
= [D1('°‘k1) HEF =TTy k)N, oy ]

ce qui permet de définir le polyndme caractéristique instantané du sys-
téme lent réduit :

(1Iv.54) Pm(k,f*,f"z‘) = D1(A) + f=;(1- k ) N, )

12 21

L'opérateur symbolique de transfert matriciel réduit associé au qua-

druplet (A%, BQ’ Ci, Di) est de la forme :

1 I, k*x
£5 N, () 127
* f*) =
(IV.55) 2 OWE%.83) = 5Oy TE(i=T 81\1 Y
1 1 12721 )
. .
P10 Ty2lar®y




obtenu & partir des relations (IV.41).

La forme remarquable de cette expression est dde & la forme particu-

liére du quadruplet.
Soit, a titre d'exemple, les sous-systémes interconnectés suivants

W, (p) = —————§p+ 1.3)
S (p” +3p+2)

gre [0, 2]
avec r =T =

(p+11)
(p? + 22p + 120)

txe [0, 2]

W2(p) =

La mise en équation d'état se fait suivant la démarche exposée dans
le Chapitre II et comnsiste a choisir pour coefficients (_ak*) les racines

du polynlme :

[l }

L., +
% =1L T
Py O"fio 7 )

L'opérateur symbolique de transfert matriciel représentant S est

obtenu par les relations (IV.39) et se présente sous la forme :

r fff(xu.s) f’ff’é‘(k+1.5)(>\+11)
1
f?f%(l+1.5)(>\+11) f’2<(>\+ 11)
avec
AN = P1(x,fi;).1>2(>\,f§) - f’f f>'2= N1(>\).N2(>\)
soit :

>
an)
>
A
1

[)\2"' (3+f’;‘))\ +2+1.5 f’f] [)\2+ (22 +f§))\:+ 120+ 11 f’é]

- f? fg (A+1.5) (A+11)
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Le systéme matriciel correspondant est

’ —
~1.293 1 i 0 0
| .
) i
0.207 (1 —f?) -1.707-£% : 0.62£% £%
A*: ————————————— e = = = - - = = = -
0 0 : -10.38 1
i
1
* * -f % — -f%
i 0.207£% £% , 0.62 (1-£%) 11.62-f |
< _ -
0 0
£% 0 0.207 1 0 0
B%* = C = ‘
0 0 0 0 0.62 1
%
! 0 £% ]
\

Le systeme réduit lent est obtenu, par application des relations

(Iv.49), (Iv.50), (Iv.51), (IV.52)

[ -1.293
Af = 120 £4
0.207 [1 - 120+311f§ ]

Le polynOme caractéristique réduit associé a Ai

relation :

* £%
120 f1 f2

120 + 11 £%

* f%) =
P12(A,f1,f2) D1(A)+ :

Les matrices de commande et de sortie réduites sont respectivement :

120 f?

%
120 + 11 f2

-1.707 -

d

s'exprime par la

N1(A)
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T 0 0
v = 3 %*
B% ) 11 6% £%
£* —_—
1 120+ 11 £%
L Z
[ 0.207 1 1
% = * *
c% 0.207 X 11£% 11 £%
% *
_120 + 11 £% 120 + 11 £%

La transmission directe de l'entrée se fait par :
D

0 0
D*:
L 11£%
0 ———2
120 + 11£%
5 2

L'opérateur symbolique de transfert matriciel réduit correspondant

est alors :

( 1 kx] [o o]
2
£% (A+1.5)
Z’Q/(}\,f?'k:fg) = 2 +
0) +3}\+2)+f*1<(1—k*0)(>\+1.5) 9
2 k% k% 0 k%
b, L 20 20 4 L7 20

avec 11 f§
K= T30+ 1167
+
- 20 ! 2

V.3.1.2 - Etude du sous-systéme rapide par la méthode (PS +R) :

La relation (II.131) fournit 1'expression de la partie rapide, carac-

téigée ici par SZ’ obtenue par la méthode (PS+R).
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(1V.56) < €12 £ CH-I “2 r -
= - K * % *
Vg .t , S22 4311 BT B1z]“dt
C oJde e
22 oll C21] | %22
L . ‘ )

§ v

a3

<

Compte tenu de la forme particuliére des matrices caractérisant le

systéme, l'expression (IV.56) se schématise de la facon suivante :

-
0 0 0 0 0
o _ _ |
x2~ x2~+ l 0 u
r r 0 x Se—dé ) X 0
3
0 t 0 0
yf= X2~+ f g) u dt
—_— T t VERVERVERVE x 0
X o
soit :
r Xf%
%y, =48 % (11"21f;f2 1,27 3 B3, v
*
Ci2 ¢ ny-1,2 £ 0
Y; = X2~+ u dt
(IV,57) < b k* f* 0
C22 t, n, 1,2 2O 1
d n2 ¥
avec et A22 = (-1) DBF(O, f2)
V derniére colonne de A;; définie par les relations (IV.46)
‘.




ce qui conduit 3 1'opérateur symbolique de transfert matriciel réduit

associé i la partie rapide en accord avec les relatioms (IV.41).

Appliquons ces résultats i 1'exemple précédent. Le sous-systéme SZ?

est caractérisé&, en accord avec les relatiomns {(IV.57), par les équations

suivantes :
g ~10.38 1 ‘]
%, = X
2~ s 2.
— _ - 3
0.62 (1 -£3) 11.62 - £3
0
f’l“ £5 1
120+ 11 £% 4
< 2 *
10.38 | £
*
0 0 . £] 0
Vo = X, + j udt
“r T t * o
0.62 1 °o | kofp O
.

V.3.2 - Chaque sous-systéme comporte des dynamiques différentes

La démarche proposée dans ce cas consiste en une réduction séparée
de chaque sous-systéme, qui retient la partie dynamique correspondant au

domaine fréquentiel ou temporel &tudié.

Le syst@me global réduit est alors formé de 1'interconnection des

sous-systémes réduits.

Nous avons présenté dans le chapitre II les résultats obtenus lors
du découplage d'un syst@me non linéaire de type Lur'e Postnikov. Les re-
lations (I11.76), (I1.77), (I1.78) fournissent les expressioné matricielles
d'état réduites et les relations (II.85) permettent de définir directement

1'opérateur symbolique de transfert scalaire ré&duit associé.

Le systé&me global ré&duit a donc une structure globale identique &
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celle du systéme 1initial. Les relations (IV.39), (IV.40), (IV.41) sont
encore valables, d condition de remplacer chaque opé&rateur symbolique de

transfert wiBF (i=1, 2) par l'opérateur réduit correspondant.

V.4 ~ Généralisation d N svstémes interconnectés

Les résultats présentés précédemment dans le cas de 2 systdmes inter-

connectés peuvent étre alsément &tendus 3 N systémes.

Pour la détermination de l'opérateur symbelique de transfert matri-
. * . . p - .
ciel Z(X,fl,...,f§), il suffit de procéder par &tapes successives en re-
groupaint - les systdmes par 2 et en calculant pas i pas 1'opérateur associé.

La forme générale (IV.39) se conserve, mais la dimension de Z(A,f:,i=l,...,N)
augmente.

Ainsi dans le cas de trois syst@mes interconnectés Si (i=1,2,3),
couplés par les coefficients de couplage Fij (i, =1, 2,33 1# 13, la

matrice de transfert est obtenue par les relations

r o
2ii =%

2i5 73 [ Fie Txy ~ T4 Rk}

avec
(Iv.58) 4

k 3 3

A= T R, -~ I r.. z o T
i=1 * i,j,k=1 Y % " i,j,k=1 *J Ik K

i#j#k i#j#k
R, = 1
i W, (0,89
. BF

De méme, 1'équation d'état s'exprime sous une forme semblable aux

&quations (IV.40), soit :




.
o 7 B -F £ T ES r
X A -EB Gy 12£181Cy 13£181C5 X
By | = | 15 E5B,C, A,,7F5B,C,  Tyf5B,Cy x
2 * ! —f%
3| TG T39f4B3Cy  A337F3B405 || =
Bif 0
(IV.59) < .
: * B,£5
0 *
i B3f3_
- T
1 o ]
y = ) )
0
. i C3_ L.)(3“

Les méthodes de réduction présentées pré&cédemment dans le cas de

2 syst@mes sont donc directement applicables.




CONCLUSTON

Ce chapitre est donc une généralisation au cas multivariable multi-

vitesse des résultats &noncés dans les précédents chapitres.

La modélisation sous forme singuli@rement perturbée 3 paramétres
multiplicatifs s'avére tr&s intéressante puisqu'elle donne plus de sou-

plesse dans la détermination du systéme ré&duit en supprimant certaines

contraintes relatives 3 l'inversibilité& des matrices et 3 la stabilité& des

variables rapides.

La méthode de découplage (PS+ R) s'adapte tré&s bien aux deux appro-
ches proposées et fournit une grande précision sur chaque sous-systéme

découplé.

La forme en flache se présente encore, dans le cas des systémes in-
terconnectés, comme un mode de représentation trés performant permettant
de passer directement du systéme initial au syst@me ré&duit. Elle permet
de mettre en &vidence des invariants, comme la forme matricielle et le
pseudo~gain statique, qui rendent systématique la mise en ceuvre de cette

méthode.
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La modélisation des systémes sous forme singuliérement perturbée
est un probléme complexe, particuliérement dans le cas de systémes non
linéaires, qui apparait toujours en préalable i toute réduction. La mé-
thode géométrique proposée, ainsi que 1'estimation des gains de boucle
dans le cas d'un modéle bond~graph contribuent 4 simplifier la détermi-

nation des différents modes.

La forme matricielle en fléche se révéle un mo&e'de représentation
d'état trés intéressant pour la caractérisation des dynamiques, la ré-
duction d'ordre, le découplage, 1'analyse et la détermination de commandes
quasi-optimales. Elle permet de plus la mise en évidence d'invariants lors
de la réduction, ce qui s'accompagne d'une grande facilité d'implantation

sur calculateur.

L'utilisation de la transformation réciproque, conjointement a la

méthode des perturbations singulieres, permet donc d'envisager une repré-

sentation multi-modéle trés précise des systémes multivitesses, puisqu'elle

fournit pour la partie rapide les mémes avantages que ceux obtenus sur la
partie lente par la méthode PS seule, tant par la conservdation des con-

ditions initiales que par la précision apportée lors du découplage.

Les problémes de couche limite sont simplifiés, certains cas singu-
liers en commande optimale trouvent une solution, et les trajectoires

quasi-optimales ainsi obtenues sont plus proches de la solution optimale.

Cette nouvelle méthode doit &tre développée pour des systémes forte-
ment non linéaires. Le probléme de détermination d'une trajectoire opti-
male a horizon fini et états finaux fixés n'est pas résolu. Il semble
que les conditions initiales jouent dans ce cas un rdle trés important.

C'est dans cette voie que nous pensons poursuivre nos travaux.
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