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Les travaux présentés dans ce mémoire constituent une contribution 

à l'étude des systèrnes continus multi-échelles de temps. Elle concerne 

deux domaines très importants : la modélisation et la réduction de dimen- 

sionnalité par découplage des dynamiques en vue de l'anaiyse et de la 

synthèse des processus. 

Les systèmes physiques concernés sont nombreux et variés. Nous pou- 

vans citer à titre d'exemples les robots composés de parties mécaniques - 
hydro-pneumatiques lentes et de parties électroniques - informatiques 
rapides, les processus lents avec actionneurs et capteurs rapides, les 

I systèmes commandés à travers un grand gain. 

Dans tous les cas se pose le problème de choix d'un modèle, lié au 

but poursuivi (analyse, synthèse, commande optimale). Lorsque le type 

de représentation retenu conduit à un modèle de grande dimension, ou 

lorsque les valeurs numériques mises en jeu interviennent avec des ordres 

de grandeur très différents, il s'avère souvent nécessaire de réduire 

l'ordre du système, pour simplifier et réduire les calculs (commande 

en temps réel par exemple), ou pour supprimer des imprécisions et des 

divergences d'algorithmes. 

La méthode des perturbations singulières (P.S.) fournit une solution 

à ces problèmes. Lorsque les variables d'évolutions différentes sont iden- 

tifiées et regroupées, la technique P.S. permet le découplage des dyna- 

miques et la détermination d'un système réduit correspondant au d~maine 

dynamique ou fréquentiel concerné, avec cependant des probièmes d'impré- 

cisions pour l'étude des composantes rapides. 

Les résultats nouveaux présentés dans ce mémoire peuvent se regrou- 

per en plusieurs grands thèmes : 

- présentation d'une méthode géométrique simple et rapide de 
détermination des dynamiques du système étudié, 



- mise en œuvre sur une forme matricielle particulière (forme 
en flèche) de la méthode PS dans le cas de système non linéaire de type 

~ u r  ' e Postnikov, 

- définition de conditions particulières de stabilité des sys- 
tèmes multivitesses, 

- généralisation au cas non linéaire de symbolismes associés 
au linéaire, 

- définition de la notion de système réciproque et développe- 
ment de la méthode (PS + Réciproque), 

- comparaison des résultats obtenus par simplification directe 
d'un modèle Bond-graph et par la méthode PS. 

Des exemples d'application permettent une mise en ceuvre pratique 

de ces travaux. Ils montrent l'intérêt très net de ces résultats, en par- 

ticulier lors de la simulation du comportement rapide d'un système méca- 

nique, et pour les calculs de commande optimale et la détermination de 

trajectoires optimales. 

Dans une première partie, un exposé récapitulatif des différents 

modes de représentation des systèmes continus (équations différentielles, 

équations d'état, graphes à liens) ainsi que de diverses formes rnatri- 

clelles d'état (compagnon, forme en flèche) permet d'introduire les no- 

tations utilisées dans le m4moire. Dans un but de simplicité de présenta- 

tion, seul le cas monovariable est pris en compte, les systèmes multiva- 

riables étant plus particulièrement étudiés dans le Chapitre IV. Diverses 

méthodes de simpiification (approximants de Padé, agrégation, méthode 

des perturbations) sont ensuite rappelées, avec leurs domaines d'appli- 

cation, leurs avantages et inconvénients. 

Le Chapitre II développe tout d'abord une méthode géométrique, basée 

sur le tracé des cercles de Gershgorine, de détermination des modes dy- 



namiques, s'appliquant aux cas non linéaires corlrrairement aux méthodes 

analytiques classiques. La forme en flèche se révèle très intéressante 

pour la séparation des dynamiques et la mise en œuvre de la méthode PS 

peur les systèmes non linéaires de type Lur'e Postnikov et conduit à une 

détermination sinplifiée du système découplé et à une condition suffisante 

(et nécessaire daris certains cas) de stabilité asymptotique. 
1 

La notion de transformation réciproque, qui entraîne une inversion 

du comportement dynamique et.fréquentie1 du système étudié est développée 

pour les différents types de représentation précédemment décrits. Appli- 

quée conjointement à la technique PS, cette méthode permet d'obtenir une 

partie découplée qui tient compte de l'évolution de la partie lente, con- 

trairement à la méthode PS seule. Une représentation multi-modèle est 

alors possible, sans modification des conditions initiales. 

La mise en œuvre pratique de ces résultats nouveau:ç, pour la réduc- 

tion et la commande optimale des systèmes à deux échelles de temps est 

développée dans la troisième partie du mémoire. 

Le cas multivariable multivitesse est ensuite étudié d a m  le Cha- 

pitre IV. Une nouvelle représentation des systèmes à plusieurs dynamiques 

est proposée. Elle généralise les types de représentations classiques et 

permet une plus grande souplesse pour la détermination des sous-systèmes 

découplés. Les résultats précédemment décrits dans le cas mnovariable 

sont développés pour des systèmes multivariables et interconnectés, ce 

qui conduit à la mise en évidence d'invariants caractéristiques du pro- 

cessus. 
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MODELISATION ET SIMPLIFICATION DES MODELES 

La description des systèmes complexes ou de grande dimension com- 

prend trois grands types de problèmes, la modélisation, la simulation 

et 1 ' ident if icat ion. 

Parmi ces trois thèmes, la modélisation est un domaine de recher- 

che important ayant déjà conduit à de nombreuses publications. 

Après la détermination préliminaire d'un modèle physique, souvent 

schématique et simplificateur, la mise en équations, par application 

de lois physiques, mgne à dif férents modBles mathématiques caracté- 

risant le même système. Les représentations les plus courantes sont 

ici présentées, comme fonctions (ou matrices) de transfert, et diffé- 

rentes formes canoniques d'équations d'état. Pour prendre en compte les 

échanges d'énergie à l'intérieur d'un même procédé et mettre en évidence 

le phénomène de conservation de puissance, nous introduisons les graphes 

à liens (ou bond-graphs), qui conduisent à une représentation par varia- 

bles d'état généralisées, et permettent des analogies entre grandeurs 

de types di£ f érents. 

Ces &cdèlés nathématiques sont choisis en fonction du but poursuivi. 

Ils peuvent être dans certains cas simplifiés, en vertu du compromis 

précision-rapidité d'exploitation. Nous présentons un bref rappel des 

srtéthodes de réduction les plus couramment utilisées, avec leurs domai- 

nes d'application, leurs avantages et inconvénients. Parmi ces diffé- 

rentes approches, la méthode des perturbations singulières, concernant 

les systèmes multi-échelle de temps, est plus longuement détaillée, et 

quelques exemples d'application sont exposgs. . 



1 - QUELQUES DEFINITIONS TRES GENERALES 

1.1 - Structure des systèmes continus 

La notion de système physique est généralement associée à la défi- 

nition de deux ensembles de variables : 

* les variables de sortie supposées accessibles à la mesure, 

* les variables d'entrée (et de commande) permettant d'agir 
sur le processus. 

1 

A ces deux ensembles, il convient d'adjoindre la notion d'état gui 

caractérise l'ensemble des informations dont il suffit de disposer à 

l'instant t pour prédire, à partir d'un modèle connu, le comportement 
O 

du processus sur 1 'intervalle de dé£ inition [t , +a[. O 

Nous noterons x, le vecteur état de dimension n, défini sur R ~ .  Si 
x représente l'état initial du processus à l'instant c la relation 
O O 

de dépendance entre le vecteur état, les commandes et l'état initial 

x se définit à tout instant de l'intervalle d'observation ] t 
O O '13 
sous la forme de la fonction de transition 

où u Eto , t] est le vecteur définissant l'évolution des commandes sur 

l'intervalle [to , t]. 

Le vecteur x(t) contient le minimum d'informations nécessaires, 

dont le nombre définit l'ordre du processus. 

De façon analogue, les variables de sortie y(t) sont définies par 

la relation suivante : 

( 1 . 2 )  ~ ( t )  = y  (x0; u[to y t]; to , t) 



1 . 2  - S t a b i l i t é  d'un système dynamique 

Nous noterons de façon s i m p l i f i é e  : 

Les d é f i n i t i o n s  de l a  s t a b i l i t é  son t  nombreuses. Nous rappelons 

i c i  c e l l e s  q u i  s e r o n t  u t i l i s é e s  par  l a  s u i t e .  

Déf in i t i on  1 

Soien t  x  ( t ,  x  t ) e t  x ( t ,  x l ,  t ) deux mouvements d'un même l 

o s  O O 

processus évoluant  à p a r t i r  de condi t ions  i n i t i a l e s  d i s t i n c t e s  x  ( t o ) ,  
O l 

X ,  (t 1. La d i s t a n c e  e n t r e  l e s  t r a j e c t o i r e s  e s t  obtenue par  : 
O 

2 T 
avec 1 1  x 1 1  = x x  norme euc l id i enne  de x l 1 

Déf in i t i on  2 

Le mouvement e s t  s t a b l e  s s i  il e x i s t e ,  pour t o u t  E > O ,  e t  quel  

que s o i t  t appartenant  à ??, un nombre 6 ( t  , E) t e l  que :. 
O O 

I/xo - x 1 1  < 6 ( t o  , E) implique d  ( t  ; to 
1 , X , H l )  < E 

O 

(1.4) 

v t . [ t  O Y + - [  

Déf in i t i on  3 

Le mouvement e s t  a t t r a c t i f  s i ,  pour t o u t  nombre ri > O ,  e t  qiiel que 

s o i t  t appartenant  à 2, il e x i s t e  un nombre ï' (n , t ) t e l  que : 
O O 



Définition 4 

Si le mouvement est à la fois attractif et stable, il est dit 

asymptotiquement stable. 

Dé£ inition 5 l 

L'ensemble Il (t ) est le domaine d'attraction à t o R de .llori- 
a O O 

gine x = O  si et seulement si : 

iim /Ix(t , xo , to) I I  = O 
(1.6) t ' W  

- 
et si p (t ) est un voisinage de x=O. 

a O 

L'ensemble Il = { (x , t) / x E v (t) , t E RI est Ir domaine d'attrac- 
a a 

tiondex = O si et seulement si D (t ) est le domaine d'attraction de 
a O 

x = O à to, pour tout t IS R. 
O 

Définition 6 : Domaine de stabilité /Gruji&, 1975/ 

L'ensemble D (t ) est le domaine de stabilité de x = O  pour tout s O 

t 2 t t 6 R -  si et seulement si : 
0, O 

a) pour tout th 2 to et tout E e ] 0 , + -[ , la relation 
t ; t , x ) 1 < E est satisfaite, t E [ t: , +a[ pour tout 

O 

x E D (t',~) où 0 (t',~) est un voisinage de x=O. 
O S O S O 

Définition 7 

Lorsque le domaine de stabilité et d'attraction est constitué de 

tout l'espace de définition du vecteur état x, on dit qu'il s'agit de 

stabilité asymgtotique globale. 



II - PRESENTATION DES DIFFERENTS MODELES 

L'application des lois physiques régissant l'évolution d'un proces- 

sus conduit très souvent à une équation différentielle 

r 
où y c R' et u e R représentent respectivemerit le vecteur des sorties 

et le vecteur des entrées. 

Si l'équation (1.7) peut s'écrire sous la forme 

sont des matrices dont les coefficients dépendent du temps et/ou des 

entrées u. 1 ..., r) et/ou des sorties yi = 1  ..., p) et/ou 
1 

de paramètres extérieurs, il est possible de déduire de (1.8) une ma- 

trice ~(h,.) obtenue par : 

y(X> = Z(A,.) u(A) 

(1.9) i = 1, ..., p 
avec Z(A,.) = 

j = 1, ..., r 1 
i i i 

si l'opérateur L(A) = X A , ( . )  défini par la transformation y -t X y(h) 
1 

est inversible. Ceci correspond dans le cas linéaire à la transformation 

de Laplace, conduisant à la matrice de transfert Z(p). 

Pour une classe importante de systèmes : systèmes linéaires sta- 

tionnaires, systèmes non linéaires de type Lur'e Postnikov, ..., l'évo- 
lution du processus peut être décrite sous la forme : 



où x e s t  l e  vec t eu r  é t a t  x O Rn 

A ( . )  mat r i ce  c a r a c t é r i s t i q u e  du système A ( . )  E R~~~ 

B(.) n a t r i c e  de c o m n d e  B(. ) G R~~~ 

C ma t r i ce  d 'observa t ion  C a RpXn 

D ma t r i ce  a s soc i ée  au t r a n s f e r t  d i r e c t  de l ' i n fo rma t ion  D e R~~~ 

Nous présentons  i c i  dans l e  c a s  monovariable, quelques formes ma- 

t r i c i e l l e s  canoniques remarquables e t  l e s  n o t a t i o n s  q u i  s e ron t  u t i l i s é e s  

par  l a  s u i t e .  

11.1 - Cas l i n é a i r e  s t a t i o n n a i r e  

L 'équat ion  (1.8) pour l e s  systèmes monovariables s e  s i m p l i f i e  sous 

l a  forme su ivan te  : 

c e  q u i  condui t  à l a  fonc t ion  de t r a n s f e r t  a s soc i ée  d ' o rd re  n ,  

Pour l a  s u i t e ,  nous poserons l e s  hypothèses su ivan te s  : 

* a  = 1  
n 

* m 5 n -  1 (pas de t r a n s f e r t  d i r e c t  d ' in format ion ,  donc 

D = O). 

L'équat ion  d ' é t a t  a s soc i ée ,  c a r a c t é r i s é e  pa r  l e  t r i p l e t  (A ,B ,c )  peut  

s e  p r é ~ e n t e r ~ l o r s q u e  A e s t  une ma t r i ce  de type  compagnon, sous l a  forme 

su ivante  : 



S i  A e s t  une mat r ice  de type Frobenius ,  a l o r s  l e  t r i p l e t  (A f~ Br Y Cf) 

e s t  obtenu par  : 

l 
Lorsque l e  système e s t  modélisé directement  sous  une forme matri- 

c i e l l e  quelconque, il e x i s t e  t ou jou r s ,  sous l a  s e u l e  cond i t i on  de  corn- ~ 
mandabi l i t é  de l a  p a i r e  (A,B) une ma t r i ce  de t ransformat ion  M (x = MX) I 

q u i  met l a  mat r ice  A sous l a  forme d 'une ma t r i ce  compagnon A e t  B sous 
C 

l a  forme Bc /Fossard A ,  1972/. 

1 

1 

Par  l e  changement de base  de ma t r i ce  P 
1 '  i 



( l e  choix  des a. e s t  l i b r e  sous l e s  cond i t i ons  su ivan te s  : a ie  R,  
1 - 

a. + a pour i * j ,  ai > O i 1 ,  .. . , n - l ) ,  l e  t r i p l e t  ( A ~ , B ~ , C ~ )  
1 j 

devient (<,Bc,Cc) où Àc e s t  une mat r ice  en f l è c h e  /Benrejeb, Borne, 

Laurent ,  1982/. 

avec n- 1 - 1 * Bi = n <aj - ai)  
j = 1 
j si 

* yi = - P(-ai) où F- e s t  l e  polynôme c a r a c t é r i s -  

t i q u e  de A ( ~ ( p )  E D(P)) 

T 
Pour une ma t r i ce  A = Ac, l a  mise en forme en f l è c h e  s ' o b t i e n t  par  : 

f 

11.2 - Cas l i n é a i r e  non s t . a t ionnai re  

Dans ce  c a s ,  l e s  c o e f f i c i e n t s  a .  1 e t  b .  1 de l ' é q u a t i o n  (1.11) sont 

fonc t ions  du temps, ce  q u i  conduit  à une f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  



Une méthode habituelle de mise en équation d'état par identification 
1 

à partir de l'équation différentielle à coefficients non stationnaires 

consiste à choisir les composantes du vecteur état de la forme suivante I 

IBoudarel et al, 19671 : 

, 
l 
1 

1 

, ce qui conduit à une formulation dans l'espace d'état (A(t),B(t),c) avec 
1 
l 
l 

l 

l 

1 

(1.20) 4 

f O 

A(t) = 

O O 1 

L 

matrice de type compagnon 

8,-, (t) 

\ 0 1  
1 

C(t)=[l O 

La matrice B ( t )  est formée des coefficients abtenus par identifi- 

cation pour éliminer les dérivées de l'entrée, grâce aux termes a.(t). 
1 

- - - i 



Les c o e f f i c i e n t s  Bi(t) s o n t  composés des termes a i ( t ) ,  b i ( t )  a i n s i  

que de l e u r s  dér ivées .  Les paramètres a i ( t )  n ' appa ra i s sen t  pas dans 

~ ( t )  ~ u i s q u !  i l s  s 'expriment en fonc t ion  des  a i ( t )  e t  b i ( t )  par  ré- 

so lu t ion  d 'équat ions r écu r ren te s ,  dont l ' exp res s ion  dev ien t  t r e s  i m -  1 

portante  quand l ' o r d r e  du système augmente. 

A ins i ,  l e s  premières  r e l a t i o n s  donnant a l  (e) , a 2 ( t )  , a 3 ( t )  sont  de  
1 

l a  forme : 

Nous proposons i c i  une méthode r ap ide  de passage d 'une 

équation d i f f é r e n t i e l l e  à c o e f f i c i e n t s  non s t a t i o n n a i r e s  à une équat ion  

d '  é t a t  c a r a c t é r i s é e  pa r  une ma t r i ce  de type Frobenius.  

P r o ~ o s  i t ion  

S i  l e  système é t u d i é  s e  présente  sous l a  forme i n i t i a l e  (1.11) avec 

l e s  c o e f f i c i e n t s  a . ( t )  e t  b . ( t )  fonc t ions  du temps ( i  = 0, ..., n-1) 
1 1 

a lo r s  l a  r ep ré sen ta t ion  m a t r i c i e l l e  sous forme Frobenius q u i  s ' e n  dédu i t  

s'exprime par : 

X = A f ( t )  x + B ( t )  u' 

y = C x  

avec : 



l e s  c o e f f i c i e n t s  a . ( t )  e t  I j . ( t )  é t a n t  obtenus par  l e  changement de var ia -  
1 1 

b l e  su ivant  : 

avec 

Les éléments P ( i j )  correspondent aux termes du développement de 2 
1 l rxp res s ion  - d d t  + 1 )  : 



i j  = [- 4 l 

j f i x é  E [O ; n-l] ; i = O ,  .... j  
- 1 

(1.25) avec 

j !  c o e f f i c i e n t s  du binôme 
1 i !  ( j - i ) !  

Ce r é s u l t a t  s e  démontre aisément p a r  récurrence.  

La démarche inve r se ,  c o n s i s t a n t  à rechercher  l ' é q u a t i o n  d i f f é r e n -  

t i e l l e  a s soc i ée  à c e t t e  r e p r é s e n t a t i o n  d ' é t a t ,  s ' o b t i e n t  de l a  même IM- 

n iè re ,  l e s  c o e f f i c i e n t s  a i ( t )  e t  b i ( t )  é t a n t  dédu i t s  des  ai(') e t  8 i ( t )  

par l e  changement de  v a r i a b l e  de  mat r ice  P 3  dont l e s  termes sont  obtenus 

par l a  r e l a t i o n  su ivan te  : 

i 
j f i x é  G [O ; n-11 

p 3 ( i j )  = l ']Hi 1 
-l - i = O ,  ..., j  

(1.26) 

II. 3 - Cas non l i n é a i r e  

11.3.1 - systèmes de t y ~ e  Lur 'e  Postnikov 

Un système de  type Lur 'c  Postnikov e s t  r ep ré sen té  par  l e  schéma- 

bloc s a i v a n t  : 

Figure 1 

comportant, dans l a  chaîne d ' a c t i o n  : 

* une p a r t i e  l i n é a i r e  modélisée par  l a  fonc t ion  de  t r a n s f e r t  W(p) : 



* une non-linéarité séparable f(&) qui est une fonction de classe @ : 

. .  La représentation d'état correspondante est alors, si (A,B,C) est 

le triplet matriciel associe à la partie linéaire, 

ce qui donne en boucle fermée : 

En notant A* = A - BCf*, nous obtenons la représentation soiis forme 
compagnon du système bouclé : 

-* -* 
qui donne le triplet correspondant (A , B , C ) de forme en flèche d'ex- c c c  
pression semblable à (1.16) avec un nouveau polynôme caractéristique à 



c o e f f i c i e n t s  non cons t an t s  : 

Cet t e  formula t ion  nous c o n d u i t à i n t r o d u i r e l a n o t i o n d l " o p é r a t e u r  sym- 
1 

b o l i q u e d e t r a n s f e r t  ~ c a 1 a i r e ' ~ d u s y s t è m e  enboucle  ferméeW (A,£*) dédu i t e  
BF 

de l a  fonc t ion  d e  t r a n s f e r t  en boucle ouver te  W (P) = W(P) = ~ ( p )  /D(p) BO 
/Dauphin-Tanguy, Borne, Meizel ,  19821 : 

11.3.2 - Svstèmes non l i n é a i r e s  
-L-------------------- 

Cet t e  étude concerne l e s  systèmes non l i n é a i r e s  q u i  admettent une 

r ep ré sen ta t ion  d ' é t a t  : 

La dé termina t ion  des ma t r i ce s  A ( . ) ,  B ( . )  peut ê t r e ,  dans c e r t a i n s  

ca s ,  t r è s  complexe. 

Lorsque l a  modél i sa t ion  i n i t i a l e  s e  présente  sous forme d i f f é ren -  

t i e l l e  (1.11) avec l e s  c o e f f i c i e n t s  a .  e t  b .  fonc t ions  du temps e t / o u  
1 1 

de l ' e n t r é e  e t l o u  de l ' é t a t  e t / o u  de paramètres e x t é r i e u r s ,  il n ' e x i s t e  

pas de méthode géné ra l e  de dé terminat ion du t r i p l e t  ( A ( .  ) , B  ( . ) ,C) . La 

méthode par  i d e n t i f i c a t i o n  s ' app l ique  dans de nombreux c a s ,  avec c e r t a i n e s  

l i m i t a t i o n s  concernant  l e s  c o e f f i c i e n t s  a .  (.) e t  b .  (.) . 
1 1 

Les r é s u l t a t s  présentés  précédemment (5 11.2) son t ,  sous c e r t a i n e s  

hypothèses,  a p p l i c a b l e s  dans ce  cas  e t  l a  formulat ion (1.201 (ou 1.22) 

e s t  va l ab le .  Les r e l a t i o n s  de récur rence  (1.21) son t  encore v a l i d e s ,  

avec cependant quelques précaut ions  à prendre concernant l ' e x i s t e n c e  

e t  l e  c a l c u l  des  termes 



Soit, à titre d'exemple, le système caractérisé par l'équation 

suivante d'ordre 3 : 

L'équation d'état obtenue est alors : 

1 avec : 

De ces résultats obtenus à l'ordre 3, il est possible de déduire 

des conclusions générales concernant les formes autorïsées des coeffi- 

cients a. (.) et b. ('.) permettant une obtention aisée de la représenta- 
1 1 

tion (1.33) 

* b,-l(.) est dérivé (n-1) fois par rapport au temps, il peut 

être fonction seulement de y et t 

* bn-2(.) et a (.) sont dérivés (n-2) fois, ils peuvent dépendre 
n- 1 

de y, y(') et t 

etc.. . 

Cette modélisation est donc valable directement pour les coeffi- 



cients de la forme générale : 

(1) (i-1) 
b (.) = bn-i (y, Y , ..., n-i Y 

, t) pour i = 1, ..., n-1 
(1.35) 

( 1  
a .(.> = 3 (y, y , I n-1 n- i pour I = 1, ..., n-2 

bO(.) , a (.), a (.) ne subissent aucune contrainte puisqufils n'ap- 
1 O 

~araissent jamais sous forme dérivée. 

III - MODELISATION PAR BOND-GRAPHS 
I 

La représentation par bond-graphs (ou graphes à liens) d'un système 

apporte au modèle une structure physique identique à celle que l'on trou- 

ve dans les diagrammes associés aux circuits électriques. La propriété 

de conservation de puissance est fondamentalement liée au graphe qui re- 

produit exactement tous les échanges d'énergie intervenant au cours de 

l'évolution du système IKarnopp, 19691. 

Tous les systèmes physiques ne peuvent pas être entièrement décrits 

par les bond-graphs. Parfois une modulation d'un paranètre intervient, 

qui ne demande pas de puissance (pour le gyrateur-xnodulé par exemple) 

ou qui nécessite une puissance si faible qu'elle en est négligeable. 

Ce'type de couplage dans un système est alors mieux décrit sous 

forme de signal, et représenté non pas sous forme de lien (7) mais 

. par une flèche co~~lète (-1 /Van Dixhoorn, 19821. 

Un bond-graph est composé d'éléments de base associés à des portes, 

1 et C (Stockage d'énergie), R (Dissipation), Se et Sc (sources d'éner- 
L 

gie) . 

Ces éléments sont interconnectés par une structure de jonction, 

composée d'éléments O (Jonction ~arallèle), 1   onction série), de trans- 
formateurs (TF), de modulateurs (CY) , qui assure les échanges d 'énergie 
entre les différentes ~arties du système dynamique en imposant certaines 

contraintes. ~ 



Tous les bond-graphs, composés à partir de ces éléments de base, 

peuvent être organisés dans la forme symbolique décrite par le schéma 

suivant : 

Eléments de stockage Eléments dissipatifs 

Figure 2 

La structure de jonction, conservatrice de l'énergie, fournit une 

relation entre les efforts et les flux apparaissant à ses portes. Elle 

constitue un cas spécial d'un multiporte résistif ne dissipant pas d'é- 

nergie /Rosenberg, 1971/. 

La représentation par graphe à liens apporte une base unifiée pour 

la formulation des modèles dynamiques dans les domaines physiques spécia- 

lisés et des disciplines intéressant les ingénieurs tels que Mécanique, 

Electromécanique, Electromagnétique, phénomènes de Transport de matière, 

Cinétique de réactions chimiques, Thermodynamique irréversible et d'au- 

tres encore /Karnopp, Rosenberg, 1975, 1983/ /Thorna, 1975/. 

Les variables de puissance mises en jeu portent le nom général de 

"variable d'effort" e et de "variable de flux" f, et la puissance échan- 

gée au sein du système s'obtient par : 

Auxvariablesde puissance e et f sont associées des variables d'é- 

nergie p "moment généralisé" et q "déplacement généralisé" obtenues par a: 



Le tableau 1 donne les équivalences de ces variables pour les dif- 

férents domaines d'application. 

Variables généralisées 

TABLEAU 1 



Le t ab l eau  2 indique l e s  r e l a t i o n s  mises en jeu au s e i n  des d i f f é -  

r e n t s  éléments de base composant l e s  graphes à l i e n s .  

Eléments s tandards  

* 
D : DISSLPATION + cos linéaire 

TABLEAU 2 

L e  té t ragone  de Paynter  r ep ré sen te  de façon c l a i r e  l e s  l i e n s  e x i s t a n t  

e n t r e  l e s  L types de v a r i a b l e s  (Fig.  3) : 



-\\ F /  Ai- 
Figure 3 

Les énergies mises en jeu apparaissent comme l'aire des courbes 

suivantes : 

JP df rq Jf dp ++ 6nergie:inét 
CO-énergie 
cinétique ,, Y 

/ /' / /  
P 

ique 

e 

nergie potentielle 
CO-énergie '/ 

potentielle 

Figure 4 

Lorsque la structure physique du système étudié a été complètement 

spécifiée dans la notation graphe à liens, les équations du système sont 

connues. Pour des petits systèmes, elles sont facilament organisées en 

un ensemble d'équations d'état, sous forme de bloc diagramme ou d'équations 

différentielles. 

Pour des systèmes de plus grande dimension, la orocédure d'élimlna- 

tion, la détection et la solution d'équations implicites (boucles algé- 

briques) et de variables d'état liées ou incontrôlables peuvent entraî- 

ner des difficultés importantes. 



Il s ' a g i t  donc de d é f i n i r  une s t r u c t u r e  de  c a l c u l  q u i  indique l e  

sens des  a f f e c t a t i o n s  pour l e s  v a r i a b l e s  à déterminer  à p a r t i r  des v a r i a -  

b l e s  connues. A ins i ,  pour un élément R, l e  choix  d o i t  ê t r e  f a i t  e n t r e  

l e s  deux formules (a)  e t  (b) su ivan te s  : 

(1.38) (a )  e  : = R.f e t  

L a  d e s c r i p t i o n  de  c e t t e  s t r u c t u r e  de c a l c u l  s e  f a i t  pa r  l ' a f f e c t a -  

t i o n  de l a  c a u s a l i t é ,  r ep ré sen tée  par  un " t r a i t  causa i"  a j o u t é  au l i e n  

(ex : + 1, q u i  indique en p l u s  l a  d i r e c t i o n  d e  propagat ion de l ' e f -  

f o r t  ( e t  du f l u x  en sens i n v e r s e ) .  A ins i  : 

___I e s t  équiva len t  à e_ 
f  

Le t ab l eau  3 indique l e s  c a u s a l i t é s  p o s s i b l e s  su r  l e s  éléments de  

base e t  l e s  équat ions q u i  s ' en  déduisent .  

Causa l i t é  en Bond-Graphs l 

Tableau 3 



Cer t a ines  r è g l e s ,  concernant l ' a f f e c t a t i o n  des c a u s a l i t é s ,  sont  

imposées : 

* La c a u s a l i t é  i n t é g r a l e  e s t  p r é f é r a b l e  pour l e s  éléments 1 

e t  C ,  pour ob ten i r  des  v a r i a b l e s  d ' é t a t  indépendantes.  Exemple : 

k - 2  e = e  (0) +; C I f d t  " c a u s a l i t é  e f f o r t "  
YVY 

c a u s a l i t é  
i n t é g r a l e  

" c a u s a l i t é  f l ux"  

* Une s e u l e  c a u s a l i t é  e f f o r t  d o i t  a p p a r a î t r e à u n e  jonc t ion  O 

e t  une s e u l e  c a u s a l i t é  f l u x  à un noeud 1 .  Exemple : 

Remarque 

Un p e t i t  changement dans l a  s t r u c t u r e  physique du système (suppres- 

s ion d 'une p e t i t e  masse oü d'une p e t i t e  c a p a c i t é )  a  t ou jou r s  des  consé- 

quences s u r  l a  s t r u c t u r e  de c a l c u l  puisque l a  c a u s a l i t é  des  a u t r e s  &lé-  

ments e s t  a l o r s  modif iée.  

L a  forme symbolique d'un graphe à l i e n s  en c a u s a l i t é  i n t é g r a l e  ap- 

p a r a î t  F igu re  5. 



Figure  5 

ce q u i  peut ê t r e  r ep ré sen té  en mettant  en évidence l e s  vec t eu r s  d ' e f f o r t  

e t  de f l u x  sous l a  forme de b locs  diagramme (Figure 6 ) .  

- 
j S t r u c t u r e  de jonc t ion  

O , l , T F , G Y  < L 

Dout 

Stockage Di s s ipa t ion  

X = [ t ]  e s t  l e  vec t eu r  é t a t  a s s o c i é  aux v a r i a b l e s  d ' é n e r g i e  

(moment géné ra l i s é  p ,  déplacement géné ra l i s é  q) q u i  v é r i f i e  l ' é q u a t i o n  

d ' é t a t  (dans l e  cas  d 'un bond-graph l i n é a i r e )  : 

où A e s t  une mat r ice  l i é e  à l a  s t r u c t u r e  de jonc t ion  

Z e s t  l e  vec teur  des  CO-énergies d é f i n i  pa r  : 



tel que : 

Le multiporte des dissipations est caractérisé par la matrice L, 

carrée, formée de termes d'admittances et de résistances telle que : 

où D est le vecteur des sorties et 
aut 
D. le vecteur des entrées. 
in 

Equations de la structure de jonction 

En supposant que les éléments TF et GY possèdent un module constant, 

ce qui est toujours le cas pour un système linéaire, nous pouvons écrire 

l'équation matricielle suivante : 

La conservation de puissance se manifeste par les propriétés sui- 

vantes : 

* JSS et JLL sont antisymétriques 

L'équation d'état qui s'en déduit s'écrit : 

X = A X  + B U  

(1.47) avec A = ( J ~ ~  + J~~ L (I - J~~ LI-' J ~ ~ )  s 

- 1 
B = JSU + JSL L (1 - JLL.L) J ~ u  



La matrice A apparazt sous forme d'un produit de matrices A x S. 1 
La matrice S déduite des multiportes de stockage d'énergie est symétri- 

que, conformément aux relations de réciprocité de Maxwell. La matrice 
s A contient une partie symétrique A caractérisant les propriétés de con- 1 1 

l servation de l'énergie de la structure de jonction et une partie antisy- I 
a métrique A traduisant la dissipation de l'énergie du multiporte dissi- 
1 

patif. 

Cette représentation en variables d'énergie est très générale et 

tout à fait liée aux phénomènesd'échanges dynamiques du système. 

L'ordre du vecteur état X = [ t ]  est essentiel. Avec cet ordre, le 
système (1.42) peut être partitionné de la façon suivante /Margolis, 

Young, 19771 : 

avec : 

La décomposition du vecteur entrée U en un vecteur u des sources e 
efforts de dimsnsion s et un vecteur u des sources flux de dimension 

f 
r -  s entraîne un partitionnement de B : 

Cette représentation conduit à un système différentiel du second 

ordre, de dimension m obtenu à partir de (1.48) en écrivant : 

P = I ?  avec y 6 Rrn 1 e RmXm 



Les vec teurs  y e t  sont  composés des nouvel les  v a r i a b l e s  d ' é t a t .  

Cel les-ci  correspondent par exemple dans l e  c a s  d'un système mécanique 

aux déplacements absolus  (ou r o t a t i o n s )  e t  aux v i t e s s e s  (ou v i t e s s e s  

angula i res )  des éléments i n e r t i e l s  du modèle. 1 e s t  une inatr ice d i agona le  

composée des  éléments i n e r t i e l s .  

- - -  
avec l e s  matr ices  R ,  b, B obtenues à p a r t i r  de (1.48) pa r  l e s  express ions  

suivantes  : , 

- 
B = [ B  B A ~ ( B ~ ~ - A  A - ' B  ) ,  
cornandes - pe'  pf ' Pq qq P9 Pe 

S i  l e s  vec teurs  p e t  q son t  de même dimension n /2 ,  a l o r s  l a  m a -  

t r i c e  A e s t  c a r r é e ,  de dimension n/2 e t  A-' correspond à l a  d é f i n i t i o n  
P9 pq - 

c lass ique  de l ' i n v e r s e  d'une mat r ice .  De même R e t  C s o n t  c a r r é e s ,  de  d i -  

mension n/2 .  

ilans l e  cas c o n t r a i r e ,  s i  p e t  q sont  de dimensions m e t  n- in d l f -  

f é r en te s ,  A e s t  r e c t a n g u l a i r e  de dimension rm x n - m] e t  A-' correspond 
P4 - P q 

a l o r s  à l a  pseudo-inverse à gauche de A t e l l e  que- :  
P9 

A 
-1 Rn-mxm 

avec 
P 9 

- - 
Dans ce  cas, R e t  C sont  encore c a r r é e s ,  de dimension m. A p a r t i r  

de (1.50) peut ê t r e  aisément dédu i t e  une r ep ré sen ta t ion  dans l ' e s p a c e  
l 



de phase, en choisissant comme variables d'état y et Y ,  soit donc un 
système de dimension 2 m. 

IV - METHODES DE SIMPLIFICATION DES MODELES 

La recherche de modèles de représentation dans des domaines les plus 

divers (éducation, systèmes urbains, économie, réseaux de transport ou de 

communication, ... ) conduit, par souci de réalisme à des systèmes de gran- 

de taille, dont l'analyse devient très complexe, la simulation trop coû- 

teuse nécessitact l'emploi de calculateurs de très grande taille, la réa- 

lisation d'une commande très difficile /Shieh, Chow, Yaces, 19761.  

" 

D'autre part, la nécessité de créer des systèmes autonomes fonction- 

nant avec leurs modules de calcul indépendants (avions, vaisseaux spa- 

tiaux, station de guidage ou repérage des satellites) conduit à recher- 

cher des modèles simplifiés, sachant qu'il est souvent aussi précis et 

toujours plus rapide d'augmenter le nombre d'itérations tout en sinpli- 

fiant l'algorithme par rapport au calcul initial. 

IV. 1 - Classification 

La notion de simplification est très large puisqu'elle englobe à 

la fois les simplifications d'ordre structurel, les décompositions du 

système initial en sous-systèmes et les diminutions d'ordre d'un modèle 

donné sans modification de structure. 

Les simplifications de structure consistent à remplacer un modèle 

par un autre représenté par des équations plus simples ou plus faciles 

à traiter. Ainsi, il est habituel d'étudier un système non linéaire au 

voisinage d'un point de fonctionnement, donc de linéariser le modèle 

correspondant. Suivant le problème posé, il peut être intéressant de rem- 

placer un système d'équations aux dérivées partielles par des équations 

différentielles ordinaires, ou des équations de récurrence par des équa- 

tions différentielles. 

La notion de décomposition consiste à partitionner le système ini- 

tial en plusieurs sous-systèmes,àtraiter et résoudre les problèmes sur 

ces derniers, et ensuite à coordonner l'ensemble afin d'atteindre ou 



d'approcher l ' o b j e c t i f  g loba l .  C ' e s t  l a  démarche u t i l i s é e  en commande 
l 

h i é r a r c h i s é e .  

Cependant, c ' e s t  l a  no t ion  de réduct ion  de  d imens ionnal i té  du modèle 

qu i  a s u s c i t é  l e  p l u s  de t ravaux au cours  des  d e r n i è r e s  années. De nom- 

breux a r t i c l e s  de  s y n t h è s e s o n t p a r u s ,  q u i  r é p e r t o r i e n t  un nombre impor- 

t a n t  d ' a r t i c l e s  ISandel l ,  Variaya, Safonov, 19781 /Decoster ,  Van Cauwen- 

berghe, 19761. 

Les d i f f é r e n t e s  techniques u t i l i s é e s  peuvent se  regrouper  en q u a t r e  

grandes c l a s s e s  dp méthodes, avec c e r t a i n e s  s o l u t i o n s  équiva len tes  /Ber- 

t rand ,  Michaï lesco,  S i r e t ,  19761 : 

* l a  "méthode du modèle" c o n s i s t a n t  à minimiser " l ' e r r e u r "  

e n t r e  l e  modèle i n i t i a l  e t  l e  modèle s i m p l i f i é  c h o i s i  à p r i o r i ,  pour 

d i f f é r e n t s  types d ' e n t r é e s ,  

* l e s  approximations de l ' o p é r a t i o n  de t r a n s f e r t  par  un dévelop- 

pement l i m i t é ,  

* l e s  approches modales c o n s i s t a n t  à r e t e n i r  dans l e  modèle 

s i m p i i f i S  l e s  modes prépondérants du sys tène  i n i t i a l  ; dans c e t t e  ca t é -  

gor ie  e n t r e n t  l e s  méthodes d 'agréga t ion  e t  de t r o n c a t u r e ,  

* l e s  méthodes de pe r tu rba t ions  q u i  normal i sen t ,  grâce à un 

p e t i t  paramètre 9 o 1 0 ,  11, l e s  termes d ' o rd re s  de grandeur t r è s  d i f f é -  

r e n t s  e t  qu i  permet ten t ,  p a r  passage à l a  l i m i t e  p + O de déterminer  l e  

modèle approché. 

Les travaux s u r  ces  d i f f é r e n t e s  approches sont  t r ès  nombreux e t  il 

s e r a i t  i l l u s o i r e  d ' e n  f o u r n i r  u n e l i s t e  b ib l iographique  complète. 

Nous nous l i m i t e r o n s  à quelques r é f é rences  s i g n i f i c a t i v e s .  

I V . 2  - Méthodes du modèle 

Ces méthodes c o n s i s t e n t  à c h o i s i r  à p r i o r i  un modèle d ' o rd re  in- 

f é r i e u r  à c e l u i  du système i n i t i a l ,  dont l e s  paramètres  sont détermi- 

nés de  façon à minimiser l ' é c a r t  e n t r e  l e s  comportements des deux modèles 



pour différents types d'entrées. 

* pour les approches temporelles (réponse impulsionnelle, in- 
dicielle), on peut citer /Meier, Luenberger, 19671 /Sinha, Bereznai, 

1971 / IGaliana, 19731 /Riggs, Edgar, 19741 /Wilson, 19741 /Edgar, 19751 

IHirzinger, Kreisselmeir, 19751 /Mishra, Wilson, 19801 /Siret, Michai- 

lesco, Bertrand, 1977!, 

* pour les approches fréquentielles, citons /Hsia, 1972/ 
j~eddy, 19761 /Rein, 19801. /Lin et Wu, 19821 utilisent cette méthode 

pour déterminer le numérateur de la fonctionde transfert obtenue après 

réduction du polynôme de Hurwitz associé. 

L'inconvénient de ces méthodes réside dans le fait que la signifi- 

cation physique du modèle simplifié n'existe généralement plus et l'uti- 

lisation du modèle pour construire des commandes s'avère délicate. 

Elles peuvent être utilisées conjointement à d'autres quand celles- 

ci laissent suffisamment de degrés de liberté pour effectuer une optimi- 

sation. 

IV.3 - Approximations de type "Padé" 

Cet ensemble de méthodes consiste à tronquer le développement en 

fractions continues de la fonction F(p) ou de la matrice de transfert 

Z(p). Elles conservent généralement, pour un système réduit d'ordre q, 

2q paramètres parmi les 2n paramètres du système lnitial de dimension n 

/Ashoor, Singh, 19821 /Gutmzn, Mannerfelt, Molander, 19821 IInooka, Obi- 

nata, 19821. 

La méthode de Routh IHutton, Friedland, 19751 conserve les premiers 

éléments du tableau de Routh, ce qui garantit la stabilité du système 

réduit si le système initial est stable. Elle fournit une bonne approxi- 

mation pour les hautes fréquences. 

Les méthodes fondées sur le développement sous formedecauer ne sont 

pas toujours applicables (le développement n'est pas toujours défini) et 

elles ne garantissent pas la stabilité du système réduit, même si le sys- 

tème initial est stable. La lère forme de Cauer (développement au voisi- 



nage de p =m)  réduite donne une bonne approximation aux hautes fréquences, 

la 2ème forme de Cauer (développement au voisinage de p=O), réduite, 
l 

pour les basses fréquences et la 3ème forme réduite (développement au 
I 

voisinage de p = O  et p=m) pour les deux domaines de fréquence. 

Le développement limité de la fonction de transfert, au voisinage 

de p =  O ou p = m  fait apparaître des invariants du système, les moments 

V. = - C A-' B (i = 1, . . . , a) ou les paramètres de Mark071 
1 

i- 1 M . = C A  B (i= 1, ..., ml. 
1 

Le modèle simplifié d'ordre q coïncide, pour les 2q premièrs termes 

de son développement limité, avec le système initial. 

a 

L'équivalence stricte entre certaines de ces méthodes a été démon- 

trée par /La1 et Mitra, 19741. 

Un certain nombre de difficultés d'application sont apparues : mau- 

vaise approximation du début des transitoires, non respect des modes do- 

minants du système initial. Ces problèmes ont conduit à améliorer ces dé- 

veloppements : utilisation des polynômes de Tchebyschev pour apporter 

plus de précision sur une gamme de fréquences /Bistritz, Langholz, 1979/; 

développement au voisinage de p = a  /Shamash, 1975/. 

Ces méthodes sont très bien adaptées au calcul numérique, ce qui 

explique leur attrait. Cependant, elles ont l'inconvénienï de ne plus 

rien représenter du vecteur état initial, donc d'avoir peu de sens phy- 

sique et d'être mal adaptées aux problèmes de commande. 

Une autre méthode, fondée sur la factorisation de la fonction de 

transfert sous la forme 

W(p) = WI (p) .L(p) 

où W,(p) et L(p) sont des fonctions de transfert d'ordres respectifs n 
1 

et n2 (n, + n2 = n ordre de W(p)) a été développée par /~ield et Owens, I 

1980/ et consiste à retenir dans Wl (p) tous les pôles et zéros dominants. 

Une solution générale pour L(p) est : 



obtenue par les relations suivantes, si W(p) = C (PI - A)-' B, 

\ 

où F est unique si (A,B,C) est commandable et pour un choix spécifique 
O 

de W, (pl et W2(p). 

IV.4 - Méthodes d'agrégation 

IV. 4.1 - Agrégation linéaire - -- -------------- 

Ces méthodes consistent à substituer au modèle initial un modèle de 

taille réduite, qui conserve certaines des caractéristiques importantes, 

comme les modes dominants et regroupe plusieurs de ses variables d'état. 

La notion d'agrégation, utilisée très longtemps en économie dans 

l'analyse du régime statique de modèles entrées/sorties a été étendue 

par /Aoki, 19681 aux systèmes dynamiques. 

Le principe de l'agrégation linéaire est le suivant : 1 
1 

Si (S), modèle initial est représenté par : , 

le modèle réduit. ( 5 )  est alors représenté par : 

avec z(t) = Lx(t) L e R~~~ 

où L, matrice d'agrégation, existe si les relations suivantes sont véri- 

fiées : 



S i  l ' o n  veut  que l e s  s o r t i e s  p s o i e n t  proches de  y ,  a l o r s  il f a u t  

en p lus  : 

Le s p e c t r e  d e  F e s t  i n c l u s  dans c e l u i  de A !Michaïlesco, S i r e t ,  

Bertrand,  19761 e t  l a  forme généra le  des  mat r ices  d ' -agréga t ion  e s t  

l a  su ivante  : 
. . 

où M e s t  une ma t r i ce  quelconque r é g u l i è r e  de dimension m e t  L e s t  don- 
O 

née par  : 

avec T, mat r ice  modale de A.  

Les méthodes d 'agréga t ion  sont  u t i l i s é e s  pour c o n s t r u i r e  des  régu- 

l a t e u r s  sous-optimaux du système i n i t i a l  /Aoki, 19681 iLamba, Rao, 19741 

/Bertrand,  MichaIlesco, S i r e t ,  19761. 

La ques t ion  importante r e s t e  de s a v o i r  que ls  modes doivent être re -  

tenus dans l e  modèle agrégé /Gopal, Mehta, 198S/. 

S i  l e s  modes i n s t a b l e s  sont  dans l e  système agrégé,  un c c r r e c t e u r  

u = K  z c a l c u l é  s u r  l e  système r é d u i t  s t a b i l i s e  l e  système r é e l  : r 

Ce r é s u l t a t  important e s t  u t i l i s é  p a r  / ~ a o  e t  Lamba, 1975/ pour dé- 

p l ace r  l e s  pô les  d'un système donné. 

La conserva t ion  des modes i n i t i a u x  e t  l e s  degrés  de l i b e r t é  r e s t a n t  
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qui peuvent donner lieu à des optimisations rendent cette méthode at- 

trayante. 

Elle présente cependant le défaut de ne plus représenter, par le 
1 

i vecteur état z ,  les variables d'état du système initial, donc les carac- ~ 
téristiques physiques. 

IV.4.2 - Aggdgation par troncature ----- ------------- 

Si C ( A , S , C )  est le système initial de dimension n, alors une classe 

de méthode de réduction à l'ordre q est définie par les propriétés sui- 

vantes : 

+ * il existe deux matrices Q ts RqXn et Q 6 RnXq, de rang q, 

telles que Q+ est une pseudo-inverse à gauche quelconque de Q, c1est-Ê- 
+ 

dire Q Q = 1 matrice identité d'ordre q. 
qq ' 

* le système réduit de dimension q est défini par l'équation 
d'état 

Cette réduction peut être assimilée à un changement de base tronqué 
+ 

défini par Q et Q, ou encore à une projection. 

Ce changement de base peut être rattaché à un changement de base 
+ 

classique si l'on définit les matrices Q et Q par : 

I I  
où T est une matrice carrée inversible d'ordre n et Q une matrice rec- 

O 
tangulaire définie par : 

t (1.63) 
Qo = (Iqq 9 Oqx(n-q) 1 (Oqx (n-q) désigne la matrice nulle) 



+ 
Les matr ices  Q e t  Q ne sont  pas uniques. E l l e s  dépendent de l a  

formulat ion (A,B,C)  du système i n i t i a l  dans l ' e space  d ' s t a t .  

L e  vecteur  é t a t  du système r é d u i t  e s t  obtenu par  t ronca tu re  du vec- 

teur  é t a t  T-' x .  

Les modes propres  du système r é d u i t  peuvent ê t r e  c h o i s i s  a r b i t r a i -  

rement, e t  l ' on  démontre que s e u l e s  deux é v e n t u a l i t é s  s c n t  poss ib l e s  : 

* il e x i s t e  une i n f i n i t é  de. choix p c s s i b l e s  pour T ,  

* il n ' e x i s t e  pas de s o l u t i o n  pour T /Pinguet ,  1981 /. 

De même que pour l e  couple ( Q ,  Q+) d é f i n i  précédemment, il e s t  pos- 

s i b l e  de  d é f i n i r  l e  couple ( R ,  R+) par  : 

où R e s t  une ma t r i ce  r e c t a n g u l a i r e  d é f i n i e  par  : 
O 

+ 
La matr ice R (respect ivement  R ) e s t  formée des r de rn i è re s  colon- , 

nes (respectivement l i gnes )  de T (respect ivement  T - ~ ) .  

Les mat r ices  T e t  T-' s e  présenten t  sous l a  forme : 

- 1 avec T.T = Q Q +  + R R +  

Le vecteur  é t a t  x s ' é c r i t  a l o r s  : 

(1.67) x = Q x  
1 

+ R X ~  avec x l e  Rq x2 c 
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ce qui permet d'introduire la notion de processus d'erreur E, défini 

corne celui qui a comme réponse impulsionnelle la différence des répon- 

I ses impulsionnelles du système inital et du système réduit. 

Le processus d'erreur admet une représentation d'état 

avec : 

Il peut donc être considéré comme un système dynamique, ce qui per- 

met l'appliration de tous les résultâts classiques, corne les études de 

stabilité ou de commande optimalê. 

IV.4 .3  - Sim~lificarion à ~artir du modèle bond-gra~h --- ------------- ..................... - 

Cette méthode proposée par /Margolis et Young, 1977/ consiste à ef- 

fectuer une déconposition modale de l'équation différentielle (1.50) en - - 
diagonalisant les matrices 1, R, C, B intervenant dans cette expression. 

La forme obtenue met en évidence les différentes dynamiques, la ré- 

duction consiste alors à retenir dans lle::pression les moaes dominants, 

ce qui correspond alors à la troncature de l'expression (1.50). Le bond- 

graph corresponaant à cette réduction est ensuite reconstruit. 



I V . 5  - Méthodes de pe r tu rba t ions  

Ces méthodes sont  t r è s  couramment u t i l i s é e s  par  l e s  mathématiciens,  

pour o b t e n i r  des théorèmes de "passage à l a  l imi t e "  q u i  permettent  d'ob- 

t e n i r  les s o l u t i o n s  du système approché quand l a  pe r tu rba t ion  tend ve r s  

zéro. E l l e s  sont également t r è s  employées dans d ' a u t r e s  domaines, en mé- 

canique /François ,  19811, en mécaniquecé les te  /Roth, 19791, enau tona t ique  

/Sandell  e t  a l ,  19781,dansdenombreuxdomainesmettanten j eu  des p e t i t s  

paramètres /Kokotovic, OIMalley, Sannut i ,  19761 /OIRe i l l y ,  19821 /Koko- 

tovic ,  Saksena, O ' R e i l l y ,  19821. 

Deux c l a s s e s  d e  pe r tu rba t ions  appa ra i s sen t  : 

* l e s  p e r t u r b a t i o n s  r é g u l i è r e s  correspondant à des f a i b l e s  

couplages in te rvenant  au s e i n  d'un système g loba l ,  

* l e s  p e r t u r b a t i o n s  s i n g u l i è r e s  dûes à des dynamiques d i f f é -  

ren tes  ou à des o r d r e s  de grandeur d ispropor t ionnés  e n t r a i n a n t  des  d i -  

vergences ou des imprécisions dans l e s  algorithmes de c a l c u l  IMiranker, 1981/. 

IV.5.1 - pe r tu rba t ions  r é p u l i è r e s  

Les équat ions de couplage f a i b l e  sont  de  type : 

ce qu i  donne, quand E + O : 

L e  système r e s t e  de dimension n =  (n + n  ) mais il  s e  découple en 
1 2  

deux sous-systèmes indépendants,  chacun d ' c r d r e  i n f é r i e u r  à n. 

C e t t e  méthode ne f a i t  pas  a b s t r a c t i o n  d'une p a r t i e  du système i n i -  

t i a l .  De p lus ,  s i  f  e t  g possèdent des  p r o p r i é t é s  de  d é r i v a b i l i t é  conve- 



nables ,  un développement au vois inage de E = O permet d ' o b t e n i r  des  solu-  

t i o n s  p lus  f i n e s .  Ce découplage s p a t i a l  e s t  à rapprocher de l a  décomposi- 

t i o n  en sous-systèmes précédemment présentée .  

Ces méthodes ont  é t é  app l iquéespa r  /Milne, 1965/ e t  /Bai ley ,  Rama- 

pr iyan ,  1973/ pour des  systèmes l i n é a i r e s .  

Cependant, c e s  méthodes pu i s san te s  pour une c l a s s e  importante  de 

systèmes p ré sen ten t  l ' inconvénient  de ne pas conduire  directement  à un 

modèle d 'o rdre  in£ é r i e u r  . 

IV.5.2 - Per tu rba t ions  s i n g u l i è r e s  
- 7-- 

Cet te  terminologie  s ' appl ique  aux système que l ' o n  peut  modél iser  

par  l e s  équat ions  du type su ivant  : 

Il s ' a g i t ,  en géné ra l ,  de système composé d'une p a r t i e  l e n t e  x e t  ~ 
d'une p a r t i e  r ap ide  z. La pe r tu rba t ion  e s t  s i n g u l i è r e  ca r  g / j ~  n ' e s t  pas 

d é f i n i e  pour JJ + O ,  e t  l a  va leur  p = O f a i t  d i s p a r a î t r e  n2 équat ions .  

Le c o e f f i c i e n t  p n ' e s t  pas d é f i n i  à p r i o r i ,  niais dépend du système 

é t u d i é  : 

1 

* il peut  correspondre au r appor t  e n t r e  l e s  é c h e l l e s  de temps ~ 
de l a  p a r t i e  l e n t e  ( t )  e t  de l a  p a r t i e  r ap ide  (T) 

1 

1 
p = ( t  - to> / T to : i n s t a n t  i n i t i a l  

* il peut  a v o i r  une s i g n i f i c a t i o n  physique : r appor t  de 2 mas- 

s e s ,  de 2 r a i d e u r s ,  de 2 concent ra t ions ,  

* pour un système l i n é a i r e ,  il peut ê t r e  obtenu par  l e  rappor t  

des  va l eu r s  propres  extrêmes ccrrespondant  aux deux p a r t i e s  : 

1 ( p a r t i e  l e n t e )  1 
LI = 

- 1 Amin ( p a r t i e  rapide)  1 



Pour JJ = 0, (1 .73)  devien t  : 

- 
La so lu t ion  de l ' é q u a t i o n  a lgébr ique  (1.74-b) , Z = h (X, u ,  t) con- 

d u i t  au  système r é d u i t  de dimension n c a r a c t é r i s a n t  l ' é v o l u t i o n  de l a  
1 y 

p a r t i e  l e n t e  r é d u i t e .  

- 
(1.75) 5 = f ( Z ,  h (X,Ü,t), u ,  t )  

Dans l e  cas  l i n é a i r e ,  en régime autonome : 

devient  : 

C e t t e  méthode e s t  à rapprocher  des méthodes à p ô l e s  dominants, puis- 

que l e s  va l eu r s  p rop res  de l a  mat r ice  (A - A  A - ~ A  ) approchent l e s  
11 12 22 21 

n1 v a l e u r s  propres  l e n t e s ,  de même que l e s  n va l eu r s  propres  r ap ides  
2 

sont v o i s i n e s  de c e l l e s  de A  /u. 2 2 

Le sens physiques des v a r i a b l e s  e s t  conservé,  puisque c e  sont  l e s  . 

v a r i a b l e s  d ' é t a t  i n i t i a l e s  q u i  sont  u t i l i s é e s .  Un des .avantages  de  c e t t e  

méthode s u r  c e l l e s  p ré sen tées  précédemment, r é s i d e  dans l a  p r i s e  en comp- 

t e  de l ' e f f e t  de l a  p a r t i e  nég l igée  s u r  l e  système r é d u i t ,  ce  q u i  e n t r a î n e  

une p l u s  grande p r é c i s i o n  dans l e s  r é s u l t a t s .  

C e t t e  méthode e s t  pa r t i cu l i è r emen t  adaptée  pour répondre aux ex i -  

gences d e  l a  réduct ion  d ' o rd re  d é c r i t e s  en p r é l i m i n a i r e ,  pour des  sys- 

tèmes l i n é a i r e s  ou non l i n é a i r e s .  E l l e  e n t r a î n e  une diminut ion de l'am- 

pleur  des  c a l c u l s ,  une déterminat ion p lus  a i s é e  des c o r r e c t e u r s  e t  une 

m a î t r i s e  approfondie du fonctionnement. 

Nous d é t a i l l e r o n s  p lus  pa r t i cu l i è r emen t  dans l e  prochain paragraphe 
l 

c e t t e  technique de  réduct ion .  



V - QUELQUES EESULTATS FüNDAMENTAUX CONCERNANT LES SYSTEMES A PLUSIEURS 
ECBELLES DE TEMPS I 

1 

/Kokotovic et al, 1976 puis 1982/, /O'~eill~, 1982/, dans des articles 

de synthèse comportant une étude bibliographique très complète, ont fait 

1 le point sur les différents domaines d'application des techniques des 

I 1 

perturbations singulières et sur les principaux résultats obtenus pour I 
i 
I 
I l'analyse et la synthèse des systèmes comportant plusieurs dynamiques. ~ 

Les problèmes concernent la réduction de l'ordre des systèmes, la ~ 
stabilité I~ruji6, 1976, 1978, 1979, 1981 1 IKhalil, ~okotovic, 19791, 
le calcul de trajectoires optimales /O'Malley, 19721 /Wilde, Kokotovic, 

-- 19731 ISannuti, 19731, les systèmes à retard, les équations aux déri- 

vées partielles. 

Ils s'appliquent aux systèmes stochastiques /Delebecque, Quadrat, 

19781 /Altshuler, Haddad, 19781 /Bensoussan, 19811 IPhillips, Kokotovic, 

Haddad, 19761 IHaddad, Kokotovic, Khalil, 19781 ITeneketzis, Sandell, 

19771, aux systèmes discrets IPhillips, 19801 IBlankenship, 19811 /Dora- 

to, Levis, 19711 IGuardabassi, 1982/ /Rao, NaIdu, 19811 /Rajagopalan, 

NaIdu, 19801 /~aIdu, Rao, 19811 /Dauphin-Tanguy, Noël, Borne, 1982/. 

V.l - Cas général : systèmes non linéaires IKokotovic et al, 1976/ 

Soit le système d'ordre élevé écrit sous la forme : l 

I 

g = f (x, Z, U, JJ, t) (a) X G  R 1 

(1.18) 1 
JJ g = g (x, z, U, P, t) (b 2.6 R 2 

Nous supposons que f et g sont deux fois continûment différentia- 

bles par rapport à tous leurs arguments. Le paramètre scalaire JJ repré- 

sente tous les termes à négliger, JJ e 1 0  , 11. 

Quand nous posons JJ =O, l'équation (1.78-b) devient algébrique : 

En supposant que cette équation admet au moins une racine réelle, 



e t  en s u b s t i t u a n t  dans (1.78-a) 

(1.81) E , = £ ( ~ ~ . h ( ~ ~ y u ~ y t ) . u ~ y O y t )  

nous obtenons un modèle s i m p l i f i é  dont l ' é t a t  e s t  x  R 

La v a r i a b l e  z ,  rap ide ,  a  d i sparu  du modèle s i m p l i f i é .  E l l e  e s t  rem- 

p lacée  par  un s u b s t i t u t  z dédui t  de x e t  u par  (1.80). Contrairement R ' R R 
à l a  v a r i a b l e  o r i g i n e l l e  z ,  p a r t a n t  à l ' i n s t a n t  t avec l a  v a l e u r  z  

O 0 

z R n l e s t  pas l i b r e  de p a r t i r  de z e t  il peut y a v o i r  une d i f f é r e n c e  
O 

importante e n t r e  zQ( to )  = h ( x R ( t o ) ,  u ( t  ) , t o )  e t  z  ( t o ,  p )  = z R O O y 

zR ne peut donc pas  ê t r e  une approximation uniforme de z. 

L 'approximation 

e s t  seulement v a l a b l e  en dehors  du vois inage  de t c ' e s t - à -d i r e  pour 
- O ' 

t E [ t , , ~  J avec t 1 
> to. 

Par  con t r e ,  s i  nous prenons pour x ( t  ) l a  cond i t i on  i n i t i a l e  x ( t  ), 
2 0 .  O 

a l o r s  l 'approximzition 

e s t  unif  orme, donc va l ab le  s u r  [ t , T 1. 

Le problème posé e s t  un problème d e  raccordement ("couche l imi te")  

e n t r e  l e s  condi t ions  i n i t i a l e s  z ( t  ) e t  l e  mouvement d 'entrainement  z  (t) 
O R 

( t  > t ) des v a r i a b l e s  r ap ides  par  l e s  v a r i a b l e s  l e n t e s  x ( t ) .  
O R 

Les cond i t i ons  pour que c e t t e  approximation s o i t  va l ab le  ont  é t é  

donnéespar  /Tikhonov, 1952/ .El les  reposent  su r  l e s  hypothèses su ivantes  : 



t - t  
dz - dz avec O 

p . ' - -  T = dT I-I 

(quand + O , T + w sauf pour t = to). 

Pendant que z et T changent presque instantanément, x reste à la 

valeur initiale xo et u à u . Pour décrire l'évolution de z en fonction de O 

T, nous utilisons l'équation dite de "couche limite" déduite de (1.78-b) 

( .  avec z = z (T=O) 0 

Nous ajoutons alors à (1.83) la correction due à la couche limite 

La validité de (1.83) (1.84) et (1.86) dépend des propriétés de sta- 

bilité de (1.85). 

Le point d'équilibre z (t ) de (1.85) est asymptotiquement stable, R O 

Z(T) part de zo et z appartient au domaine d'attraction du point d1équi- 
O 

libre z (t ) ,  c'est-à-dire : R O 

lim Z(T) = zg(to) 
T + a  

Les valeurs propres de 3 g / @ ~  évaluées le long de 

(xR(t), zR(t), ug(t)) , pour totit t G [to, T] sont à ~arties réelles 

négatives. 



Théorème /Tikhonov, 1952/ 

S i  l e s  hypothèses 1 e t  2 son t  s a t i s f a i t e s ,  a l o r s  l ' é p a i s s e u r  de l a  

couche l i m i t e  ( t o y  t ) peut  ê t r e  rendue a r b i t r a i r e m e n t  p e t i t e  en cho i s i -  
1 

san t  ,J suffisamment p e t i t .  

D e  p lu s ,  (1.84) e t  (1.86) son t  v é r i f i é e s  pour t G [ t T ] et  
O ' 

(1.83) e s t  v é r i f i é e  pour t B [ t , T ] . 

V . 2  - Développement asymptotique 

Lorsque l 'approximation à l ' o r d r e  zéro  e s t  i n s u f f i s a n t e ,  une méthode 

h a b i t u e l l e ,  d é t a i l l é e  par  /OIMalley, 19741 IRoppensteadt,  19741 p ré sen t ée  

pour d e s  a p p l i c a t i o n s  mécaniquespar  / ~ r a n ç o i s ,  1 9 8 l / c o n s i s t e  à détermi-  

ne r  les développements asymptotiques des f o n c t i o n s  f e t  g par  r a p p o r t  

à p. 

En supposant f e t  g in f in iment  d é r i v a b l e s ,  on o b t i e n t  : 

N i 
f (x ,  z , u ,  t , p ) =  1 f i  (x ,  z , u ,  t ) . u  + O h  N + 1 )  

i = O  
(1.87) 

Les s o l u t i o n s  x ( t )  e t  z ( t )  des  équa t ions  (1.78) a i n s i  modif iées  s e  

p ré sen t en t  sous forme d'une combinaison d ' m e  p a r t i e  r a p i d e ,  dépendant 

de T e t  d 'une p a r t i e  l e n t e  dépendant de t ,  

1 x ( t )  = X(t )  + 4(T) S(T> -f O quand T -t 

(1.88) avec 
z ( t >  = Z( t )  + r l ( ~ )  r l ( ~ )  -t O quand T -t 03 

e t  admettent  un développement asymptotique 



La solution du système (1.78) est obtenue par X(t) et Z(t) quand 

le raccordement est effectué. 

Chacun des termes X. (t) et Z. (t) est obtenu, par identification des 
1 1 

termes de même puissance en p ,  en résolvant les équations différentiel- 

les suivantes : 

\ x (O) = x(0) 
O . . 

et pour i = 1, ..., N 

Les fonctions pi(t) et qi(t) dépendent de t, Xo, Z ..., Xi-1, 
'i- 1 et sont obtenues directement au moment de l'identification. 

V.3 - Présentation dans le cas linéaire de la méthode des perturba- 
tions singulières 

Nous supposons ici que les problèmes de modélisation sous forme d'un 

système singulièrement perturbé sont résolus (la discussion à ce sujet 

sera faite dans le deuxième chapitre). 

Le système (S) se présente donc sous la forme (1.92) : 

avec 10 ; 13. 



V.3.1 - Etude de la ~artie lente ------------ ----------- 

Après la phase initiale où la partie rapide est prépondérante, les 

modes rapides deviennent négligeables, ce qui revient au même que de les 

considérer comme infiniment rapides, donc que de faire tendre p vers zéro. ~ 
Pour JJ = O, les variables x, z, u, y de (1.92) sont approchées par 

L'équation (a) décrit l'évolution des variables lentes, les varia- 

bles rapides ont atteint leur régime quasi-permanent. Le système n'est 

plus que d'ordre n 
1 ' 

L'équation (b) décrit le mouvement d'entraînement des composantes 

lentes des variables rapides, zR par les variables lentes x R'  

L'équation d'état associée à la partie lente s'écrit alors, si 
- 1 A22 existe : 

avec x (O) = x(0). R 

Le système réduit obtenu comporte une transmission directe de l'in- 

format ion. 

V.3.2 - Etude de la ~artie ra~ide ------------ -------- --- 

Pour définir la partie rapide, nous supposons que les variables I 

lentes du système sont immobiles pendant les transitoires rapides, c'est- 

à-dire : 



xg = cons t an te  

Les composantes rap ides  des  v a r i a b l e s  sont  d é f i n i e s  de façon su i -  

vante : 

En c a l c u l a n t  l a  d i f f é r e n c e  e n t r e  l e  système r é e l  e t  l e  système l e n t  

s i m p l i f i é ,  l ' équa t ion  c a r a c t é r i s a n t  l a  p a r t i e  rap ide  e s t  a l o r s  : 

Le système g loba l  a p p a r a î t  a i n s i  découplé temporellement. Selon l e  

domaine de fréquences p r i s  en compte, l e  système r é d u i t  s e r a  c o n s t i t u é  

de l a  p a r t i e  l e n t e  ou de l a  p a r t i e  rap ide .  

V.4  - Quelques exemples de systèmes à p l u s i e u r s  dynamiques 

Les domaines d ' app l i ca t ion  de  c e t t e  méthode sont t r è s  v a r i é s  e t  con- 

cernent  a u s s i  b ien  l e s  problèmes de  mécanique c l a s s ique  ou c é l e s t e  IFran- 

ç o i s ,  19811, l e  p i l o t a g e  d'un avion ou d'une fusée  I C a l i s e ,  1976, 19791, 

l e s  systèmes é l e c t r i q u e s  IDesoer, 19771, l e s  systèmes fou rn i s seu r s  d 'é-  

nerg ie  . / Delebecque, Quadrat , 1978 / IAvramovic e t  a l ,  19801 IWinkelman 

e t  a l ,  19801, l e s  r e a c t i o n s  chimiques de c i n é t i q u e s  v a r i é e s ,  l e s  procé- 

dés de d i f f u s i o n  /Cohen e t  a l ,  19771, l e s  processus b io logiques  ILakin 

e t  a l ,  1977/', l ' é v a l u a t i o n  des  p o l i t i q u e s  de  maintenance pour des  sys tè -  

mes complexes r épa rab le s  /Muron, 19801. 

La s i m p l i f i c a t i o n  d'un système par  é l imina t ion  des  dynamiques rap i -  

des peut  dans c e r t a i n s  cas  e n t r a î n e r  des  modi f ica t ions  d e  s t r u c t u r e  q u i  

se  rapprochent p l u t ô t  des premières méthodes de  réduct ion  précédemment 



envisagées. 

Ainsi, considérons le cas d'un système non linéaire de type 

Lur'e Postnikov bouclé à travers un grand gain. 

Le système sans bouclage additionnel est représenté par les éqüa- 

tions (1.27) avec le triplet , BC, cc) SOUS la forme (1.28). Soit : 

Si on boucle le système à travers un grand gain g, la commande u 

est de la forme : 

qui entraine, pour le système bouclé, 

Il est alors possible de partitionner le système, en faisant appa- 

raître le petit coefficient p=l/g, sous forme d'un modèle à deux dyna- 

mique S .  



Le système r é d u i t  correspondant ,  pour 1 = O  (g + C O )  e s t  a l o r s  : 

s o i t  

Le système r é d u i t  d ' é t a t  x e s t  de dimension n-1. 11 e s t  l i n é a i r e ,  R 
totalement  indépendant du système i n i t i a l  e t  seulement fonc t ion  de l a  

l o i  de r e t o u r  u,  t o u t e s  l e s  ca- rac té r i s t iques  non l i n é a i r e s  ayant é t é  

repor tées  s u r  l a  p a r t i e  rap ide .  



Ce résultac peut être utilisé pour simplifier l'étude du système 

correspondant par linéarisation du modèle non linéaire, également comme 

méthode de placement de pôles, l'équation caractéristique du système cor- 

respond en effet à : 

n- 1 n- 2 
(1.104) kn-, P + kn-2 p + ... + k  = O 

O 

Un autre exemple spécifique concerne le problème de l'influence des 

dynamiques des capteurs et accionneurs sur les performances du système 

bouclé. Lorsqu'il est nécessaire, pour satisfaire les spécifications im- 

posées d'utiliser des gainsdeboucle éle~~és, les modes créés pay le bou- 

clage sont accélérés et peuvent atteindre l'ordre de grandeur des modes 

des actionneurs et capteurs. Le dilemne Précision-Rapidité sepose alors : 

faut-il négliger, comme parasite, les dynamiques des capteurs et action- 

neurs, qui en boucle ouverte sont effectivement négligeables, ou faut- 

il introduire dans le modèle ces dynamiques au risque de se heurter à 

des problèmes de calcul liés à l'augmentation de l'ordre ou à un mauvais 

conditionnement ? 

La méthode des perturbations singulières permet de mettre en évidence 

ces phénomènes d',interaction modes propres-modes créés. Elle permet de 

justifier la pratique courante qui consiste à négliger les modes capteurs 

et actionneurs quend la bznde passante en Basse Fréquence du système bou- 

clé est inférieure S celle de ces éléments. 



Il n'y a donc pas de modèle universel, ni de méthode de réduction 

générale. Des critères de choix existent, fondés sur le but poursuivi 

et le domaine d'application concerné. Les méthodes linéaires sont en 

pratique les plus utilisées car elles peuvent être mises en œuvre très 

simplement et de façon systématique. La méthode des perturbations sin- 

gulières, encore peu connue au niveau direct de l'utilisateur est actuel- 

lement en grand développement. 

Elle apparaît comme une technique très importante de réduction de 

dimensionnalité, avec des champs d'application très variés. 

Dans les prochains chapitres, nous étudierons le problème de la 

modélisation sous forme de systèmes à plusieurs échelles de temps et 

de la mise en évidence de ces dynamiques. 









ETUDE DES SYSTEI.ES A DEUX DYNAMIQUES 

Après un exposé récapitulatif des méthodes.ana1ytiques permettant 

de déterminer les variables lentes et rapides d'un système dynamique et 

de les séparer, nous proposons une méthode géométrique, fondée sur la lo- 

calisation des modes dans le plan complexe, qui renseigne de façon simple 

sur les possibilités de découplage des parties de dynamiques différentes, 

et qui s'applique au cas non linéaire, contrairement aux méthodes analy- 

tiques classiques. 

Lorsque la modélisation sous forme d'un système à deux dynamiques 
I 

permet l'application de la méthode des perturbations singulières, le sys- 

tème découplé alors obtenu dépend de la forme de représentation d'état 

initialement choisie. La forme en flèche pour la matrice caractérisant 

le système global se révèle très intéressante et conduit, dans le cas de 

systèmes non linéaires de type Lur'e Postnikov, à une détermination très 

simplifiée et directement exploitable numériquement du système découplé. 

Elle permet d'énoncer une condition suffisante de stabilité asymptotique 

des systèmes non linéaires de type Lur'e Postnikov, qui est même, dans 

certains cas, une condition nécessaire et suffisante de stabilité. La dé- 

termination de la commande quasi-optimale dans le cas linéaire se fait 

de façon plus économique puisqu'elle nécessite seulement la résolution de 

l'équation de Riccati correspondant aux variables lentes, avec la préci- 

sion obtenue habituellement pour la commande composite portant sur les 

variables lentes et rapides. 

Lorsque l'étude concerne le comportement haute fréquence du système, 

les transitoires rapides, ou les phénomènes de parasites, la méthode des 

perturbations singulières ne donne pas suffisamment de précision, lors du 

découplage, pour le sous-système rapide. Nous introduisons ici une nou- 

velle notion de système réciproque, qui conduit à un2 inversion du com- 

portement fréquentiel et dynamique du système étudié. La partie rapide 

est alors obtenue par l'application conjointe de la transformation réci- 1 
1 
1 

- i 



proque et de la méthode des perturbations singulières, avec beaucoup plus 

de précision puisqu'elle prend en compte l'influence de la partie lente. 

Cette approche conduit à une représentation multi-modèle du système 

global. 



1 - PRESENTATION DES METHODES ANALYTIOUES DE MISE EN EVIDENCE DES 

DYNAMIQUES 

1 . 1  - D é f i n i t i o n s  d'un système à double éche l l e  des  temps 

D é f i n i t i o n  1 : 

Un système l i n é a i r e  s t a t i o n n a i r e  c a r a c t é r i s é  pa r  l ' équa t ion  d ' é t a t  : 

x  = Ax + Bu 
(II. 1) x  r R" 

y  = C x  

possède l a  p r o p r i é t é  de double é c h e l l e  des  temps s ' i l  peut ê t r e  décom- 

posé en deux sous-systèmes : 

1 avec X ~ E  R 

2 
n ,  + n2 = n 

Xr B R 

e t  s i  l e s  va l eu r s  propres  de A e t  A son t  t e l l e s  que : R  r 

(11.3) /âax (Ae)] << I A  min ( A ~ ) /  

S i  on suppose, comme /Chow, Kokotovic, 1976/, que i e  système i n i -  

t i a l  e s t  s t a b l e  ou dé,jà s t a b i l i s é  e t  que l e s  va l eu r s  propres  sont  t e l l e s  

que : 

a l o r s ,  l a  r e l a t i o n  (11.3) indique une décro issance  v e r s  zéro de e  Art 

A i t  p lu s  rap ide  que c e l l e  de e  . 



Toute mat r ice  c a r r é e  A e t  s a  norme euc l id i enne  1 1  Al1 v é r i f i e n t  l a  

r e l a t i p n  : 

e t  s i  A-' e x i s t e ,  
1 

1 'min (A) - '  2 ] /A- '  1 1  

C e t t e  p r o p r i é t é  permet d 'en dédui re  une nouvel le  d é f i n i t i o n .  

Déf in i t i on  2 .: . 

Le système ( I I .  1) , décomposé sous forme ( I I .  2) possède l a  propr ié -  

t é  de double é c h e l l e  des  temps s i  : 

1.2 - Mise sous forme bloc-diagonale 

Dans l e  ca s  de  systèmes l i n é a i r e s ,  l ' e x i s t e n c e  de p l u s i e u r s  é c h e l l e s  

de temps e t  des sous-systèmes a s s o c i é s  peut ê t r e  mise en  évidence pa r  l e s  

méthodes c l a s s iques  de  t ransformat ion  modale e t  de b loc-d iagonal i sa t ion .  

Le système ( I I .  1 )  décomposé en (11.5) : 

( I I .  5) 

correspond à une p a r t i t i o n ,  pour l ' i n s t a n t  a r b i t r a i r e  du vec teur  é t a t  

i n i t i a l .  



Par la transformation 

(11.6) [i:] = [ :  :][::] 
(II. 5) devient : 

(II. 7) I 

avec : 

Le système (II. 7) est bloc-triangularisé si R(L) = O , donc si 

L est solution de l'équation de Riccati suivante : 

La transformation suivante : 

modifie le système (11.7) (en prenant R(L) = O) sous la forme : 



avec : 

Le système (11.11) a p p a r a î t  a l o r s  sous forme bloc-diagonale s i  l a  

matr ice M e s t  s o l u t i o n  de l ' équa t ion  de Lyapunov : 

L'exis tence  e t  l e  c a l c u l  des  s o l u t i o n s  L  e t  M des  équat ions  (11.9) 

e t  (11.13) ont  é t é  é tud iées  par  de nombreux au teu r s  /Kokotovic, 19751 

/Chow, Kokotovic , 1976/ /Magni, 198 1 / /Avramovic, 1979 / /Anderson, 1978/. 

Le bu t  de l a  b loc-d iagonal i sa t ion  e s t  de  rassembler dans l e  vec t eu r  

é t a t  x l e s  composantes l e n t e s  e t  dans l e  vec teur  x  l e s  composantes R r 
rap ides .  

La so lu t ion  L  de (11.9) d o i t  donc r é a l i s e r  c e t t e  c o n t r a i n t e  ; e l l e  

n ' e s t  pas  unique p u i s q u ' e l l e  dépend a u s s i  de  l ' o r d r e  dans l eque l  sont  

p r i s e s  l e s  composantes du vec t eu r  é t a t .  

P lus i eu r s  méthodes de déterminat ion de L e x i s t e n t  : l e u r  v a l i d i t é  

e t  l a  p réc i s ion  des  r é s u l t a t s  dépendent de l a  s épa rz t ion  p lus  ou moins 

marquée des modes e t  de l a  connaissance "à p r i o r i "  des  v a r i a b l e s  le r i tes  

e t  des  v a r i a b l e s  r ap ides .  



1.3 - Méthodes de détermination des matrices L et M 

1.3.1 - Calcul de suites Lk $:-ES, ----------------- 
1 
1 

Une première approche proposée par /~okotovic, 19751, appliquée 

par /Chow, Kokotovic, 19761, consiste à définir une suite : 
1 

- 1 \ 'kt1 = A22 (A2~ + T ~ k A 1 ~  - TA k A 12Lk) 
(II. 14) 

qui converge vers une racine réelle bornée de (11.9) si les conditions 

suivantes sont réalisées : 

. A22 inversible 

l avec : 
l 

Cette approximation de L est valable pour de faibles valeurs de 

//A;; I l  

De plus, 

En particulier, écrire k = O  dans (11.14) conduit à : 

- - 1 
(11.18) LI - L o - A 2 2  L O A O 

soit : 

IIL, - LOI/ 
(II. 19) 2 II';; I I  I I A ~ I I  

I l ~ ~ l l  



S i  l 'hypothèse su ivante  e s t  v é r i f i é e  : 

- 1 avec p e ] ~ ; ~ ]  

a l  o r s  

/ I L ,  - LOI/ 
(II. 21) < IJ 

ce q u i  permet d ' u t i l i s e r  L comme une approximation à O(p) de L, a i n s i ,  O 

d'où : 

- 1 
AR = AI1 - AI2 L = All - A12 A22 A21 + A12 

(II. 23) 
- - 1 

Ar = A22 + L AI2 - A22 + A22 A21 AI2 + AI2 O(P) 

S i  l e  système (11.5) v é r i f i e  une cond i t i on  p l u s  sévère que (II. 151, 

a l o r s  (11.23) s ' é c r i t  : 

- 1 
AR = A 

1 1  - A12 A22 A21 + O(p) 

(II. 25) 

A = A,, + r 

De l a  même raçon,  l a  s o l u t i o n  M de l ' é q u a t i o n  (11.13) peut  ê t r e  ca l -  

cu l ée  par  l a  récur rence  : 

- 1 %+1 = [(Al, - AI2 L)  p i  - $ L AI2] A;; + AI2 A22 
(II. 26) 

- - 1 
Mo - AI2 *22 

avec L.= LO +.O(p) obtenue par (11.18) 
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ce q u i  donne : 

- 1 (11.27) M = A l 2 A Z 2  + 

Il f a u t  no te r  qu'un système, c a r a c t é r i s é  pa r  l e s  équat ions  ( I I .  l ) ,  

peut ~ o s s é d e r  l a  p r o p r i é t é  de double é c h e l l e  de temps sans que l e s  re-  

l a t i o n s  (11.15-b)  e t  (11.24) so i en t  v é r i f i é e s .  On e s t  a l o r s  amené à 

e f f e c t u e r  des  opé ra t ions  de permutation e t  de c a l i b r a g e .  

1.3.2 - U t i l i s a t i o n  des v a l e u r s  propres  e t  vec t eu r s  EroEres ........................ -- ---------------- -- --- 

. L a  recherche de l a  s o l u t i o n  L peut  a u s s i  s e  f a i r e  à p a r t i r  du ca l -  

cu l  des  v a l e u r s  propres  de A e t  des vec t eu r s  propres  a s soc i é s .  

A ins i ,  supposons que l e s  va l eu r s  propres  de A sont d i s t i n c t e s  e t  

s o i t  V l a  mat r ice  des  vec t eu r s  propres  a s soc i é s  (V de dimension r, x n ) '; 
1 1 1 

comme x ne c o n t i e n t  aucun des  modes de  A e t  que x -  = L x + x l a  
r R r 1 2  ' 

r e l a t i o n  su ivan te  e s t  v é r i f i é e  : 

( I I .  28) 

RnlXnl n-nl x n  
En p a r t i t i o n n a n t  Y en avec V e t  V21 e R 1 

1 1 1  ' 
e t  en supposant V i n v e r s i b l e ,  l a  s o l u t i o n  L a s s u r a n t  l a  s épa ra t ion  d e s  

1 1  
modes e s t  obtenue par  : 

La mat r ice  L a i n s i  obtenue e s t  indépendante du ca l ib rage  des vec- 

t e u r s  propres .  

Au l i e u  de cons idérer  l a  mat r ice  des vec t eu r s  propres à d r o i t e  e t  

de prendre en compte l a  ma t r i ce .des  vec t eu r s  propres  V a s s o c i é e  aux n 
1 1 

modes l e n t s ,  il e s t  poss ib l e  de déterminer  W ma t r i ce  des vec t eu r s  pro- 
2  ' 

pres  à gauche a s soc i ée  aux n modes r ap ides .  2  

W p a r t i t i o n n é e  en 
2 [ W t l  ' WZ2 1 conduit  à l a  so lu t ion  : - 



Cet te  méthode de dé termina t ion  d e  L n é c e s s i t e  l a  connaissance exac te  

des  va leurs  p rop res  e t  v e c t e u r s  propres  a s soc i é s  de A .  

Deux algori thmes de c a l c u l  e x i s t e n t ,  fondés s u r  l e  même p r inc ipe  

que précédemment, mais q u i  n e  demandent au dépar t  que des v a l e u r s  ap- 

prochées.  

Le premier,  dû à /Anderson, 19781 a  pour b u t  d 'amél iorer  l a  préc i -  

s ion  s u r  L (ou M) en d é p i t  des  e r r e u r s  i n i t i a l e s .  

- 1 
S o i t  L = - V21 V I 1 ,  l a  va leurs  i n i t i a l e  c a l c u l é e  de L. L ' e r r eu r  

O 
de fermeture d e  l ' équa t ion  de  R i c c a t i  ( I I . 9 ) ,  à l ' é t a p e  i : 

donne une idée  d e  l a  p r é c i s i o n  obtenue dans l e  c a l c u l  de L .  Si 

1 1 ~ ~ 1 1  > E, Li  e s t  co r r igé  p a r  : 

= Li + Di  

( I I .  32) 

jusqu 'à  ce que I IR .  1 1  devienne i n f é r i e u r  à E. 
1 

L'algori thme converge d ' au t an t  p l u s  rapidement que l a  s épa ra t ion  

dynamique e s t  p l u s  grande. 

En e f f e t ,  on a  l ' équ iva l ence  s u i v a n t e  : 
l 

1 

R 1 Ivaleur  propre l e n t e  l a  + r a p i d e  1 l A n  1 1 

1 1  ui 1 1  ] v a l e u r  propre r a p i d e  l a  + l e n t e  / Ibn + I l  
1 

( s i  l e s  va l eu r s  propres son t  ordonnées en module c r o i s s a n t ) .  

De l a  même façon, l a  mat r ice  M peut  ê t r e  c a l c u l é e  de manière i t é r a -  

t i v e  : 



Le deuxième a lgcr i thme,  dû à /Avramovic, 19791 repose sur  l e  c a l -  
l 

c u l  i t é r a t i f  de l a  s o l u t i o n  L sous l a  forme ( I I . 3 0 ) ,  par  c a l c u l  du sous- 

espace propre  à gauche a s soc i é  aux n  va l eu r s  propres  rap ides .  2  

La récurrence e s t  l a  su ivan te  : 

(W 
. - 

Y w ) = Sk (WZ1 2  1 
( I I .  35) k+l  22k+ 1 k  

(W2 1 
) va leu r  i n i t i a l e  c a l c u l é e  

(0) 

où S e s t  une mat r ice  de c a l i b r a g e ,  r é g u l i è r e ,  de dimension n  xn k  2  2' 

A chaque i t é r a t i o n ,  

s a t i s f a i t  l a  r e l a t i o n  su ivante  : 

\ avec : 
( I I .  37) I 

- 1 
e t  converge vers  L  = W22 W2 ( I I .  30) . 

Le p r i n c i p a l  avantage de c e t  a lgori thme r é s i d e  dans l e  f a i t  que l e  

nombre n  de composantes r ap ides  e s t  r e d é f i n i  au cours  du procédé d ' i -  
2  

t é r a t i o n .  Le c a l c u l  permute l ' o r d r e  des é t a t s  jusqu 'à  c e  que l e s  d e r n i e r e s  , 
n colonnes de (WZ1 , W ) c o n s t i t u a n t  W s o i e n t  l e s  p l u s  l inéa i rement  

2  22 22 
indépendantes poss ib l e .  Ceci ne  demande donc pas  une connaissance i n i -  

t i a l e  t r ès  p réc i se  des  paramètres n  e t  n 
1 2  ' 



Une solution dûe à /Magni, 19811 fait appel aux polynômes annula- 

teurs de A et ne demande que le calcul des vecteurs propres. 

Soient Y un polynôme annulateur de A de dimension n 1 + n 2 = n, et 

Y Y deux polynômes tels que : 1' 2 

(Y peut être le polynôme caractéristique de A). 

Les racines de Y et Y appartiennent à deux ensembles C et C2 
1 2 1 

de valeurs propres de A tels que : 

(Cl regroupe les valeurs propres lentes et C 2 les valeurs propres rapides) 

et engendrent des natrices de vecteurs propres, XI et X2. 

Soient N(Yi(A)) La matrice formée par les vecteurs v tels que 

\Y. (A). v = O, de dimension n x n (i = 1, 2) et P la matrice de changement 
I. i ' 

de base telle que : 

(II. 39) 
X 

qui permet de diagonaliser la matrice A du système (11.5). La matrice 

P est obtenue par : 

/Magni, 19811 a montré que F est obtenue à partir des matrices 

N(Y. (A)) par : 
1 

(II. 4 1 )  P = C N ( Y ~  (A)) ; N(Y2(~)) 11 



La matrice N(Y (A))  peut être partitionnée en 
1 C S  -1 et N ( Y ~  ( A ) )  r u -1 T _I 

Il existe une permutation de x = [ X l ]  telle que s soit régulière. 

Pour cette permutation, la matrice V - T S-' U est aussi ~ 
régulière et on obtient : l 

Les matrices [ : ] et [ ] peuvent être calculées à partir des 

vecteurs se rapproche sensiblement de la méthode 

précédente : 

Une autre démarche consiste, après avoir calculé Y (A), à opérer 
1 

de la façon suivante : 

1) Chercher une permutation des états telle que : 

2)  Pour cette permutation, L qst solution de : 
r T  1 

ce qui ne nécessite que l'inversion d'une matrice n x n  2  2 '  

- 
Une variante de cette méthode permet d'éviter tout calcul de vec- 

teurs propres, de rang, d'inversion de matrice, en se limitant à des com- 

binaisons linéaires des n dernières colonnes avec les n premières d'une 2 1 
matrice de dimension 2  n x n définie par : 



de manière à faire apparaître la forme : 

(II. 44) 1 1 
L 

mettant en ovidence la matrice (-L) cherchée. 

Les conditions d'existence d'une solution L réside dans la non sin- 
- 1 

gularité, soit de V dans (II.29), soit de S dans (11.42). 1 1  

On montre (/kgni, 1981/) qu'une condition nécessaire pour que L 

existe est que les modes ingouvernables de (A , A ) soient dans AR 
1 1  12 

et les modes inobservables de (A2Z , AI2) soient dans Ar. Ceci découle 
des équations (11.8-a et 11.8-b). 

Dans la mesure où l'on a en général multiplicité des solutions pour 

L, pour Y et Y2 donnés, suivant l'ordredesétats de x, une solution de 
1 

norme minimale ou une solution de forme spéciale (par exemple un seul 

élément non nul par ligne, égal à - 1 )  est souvent recherchée. 

Cas des systèmes singulièrement ~erturbés 1.3.3 - --------- ---------- ----------- -------- 

Comme il a été vu dans le chapitre précédent, un modèle singulière- 

ment perturbé fait apparaître un petit paramètre p E 110 ; 11 en facteur 
multiplicatif de la dérivée d'une partie du vecteur état sous la forme : 

r 
(II. 4 5 )  ( lpl:] = [ : t :  :il] [I:] + [61] 



Avec c e t t e  n o t a t i o n ,  l e s  m a t r i c e s  A I l '  AI29 Y B I >  B2 * Sont 

à p r i o r i  du même o r d r e  de g randeur .  

En p r é s e n t a n t  c e  système sous  l a  forme (11.5) on a u r a i t  : 

Les q u a n t i t é s  précédemment d é f i n i e s  L  dans (11.14) e t  A  dans  
O O 

( I I .  16) s o n t  indépendantes  d e  JJ. 

-1 

- - 1 
Lo - A22 A21 

- = 

( I I .  46) JJ 

S i  JJ e s t  suffisamment p e t i t ,  l a  r e l a t i o n  (11.24) est s a t i s f a i t e .  

Il en  r é s u l t e ,  à une p r é c i s i o n  ~ ( J J )  p r è s  : 

( I I .  4 7 )  i AR = AI1  - AI2 Lo . 

* 
Ar = A22 = A22 / JJ 

Ce r é s u l t a t  p e u t  ê t r e  b i e n  obtenu à p a r t i r  de  (11.45) en f a i s a n t  ~ 
t e n d r e  JJ v e r s  0 ,  c ' e s t  c e  q u i  e s t  f a i t  h a b i t u e l l e m e n t  (Chap i t re  1 - 4 V). i I 

- 
L e s  é q u a t i o n s  d e  R i c c a t i  e t  Lyapunov d é f i n i s s a n t  L  e t  M s ' é c r i v e n t  

r espec t ivement  : 

* * 
A21 - AZ2 L + JJ L  (All  - A12 L) = O 

( I I .  48) 

AI2 + (A 
M 

11 - A 1 2  L) M - - JJ (Al2 + " A12) = O 



Quand j~ + O ,  il e s t  c l a i r  que L = A-1 A* - + L o  22 21 
e t  que M e s t  de  l ' o r -  

A*- 1 d r e  de u A I 2  22 . 

Pour t rouver  une va l eu r  exac te  de L, p l u s i e u r s  s o l u t i o n s  sont  pos- 

s i b l e s ,  s o i t  u t i l i s e r  une méthode i t é r a t i v e  présentée  5 1.3,  s o i t  cher-  

cher  une so lu t ion  de l a  forme L = L + j~ G l i m i t é e  au premier o ra re .  
O 

1.3.4 - Cas d'une s é ~ a r a t i o n  dynamique Eeu marquée ------------ --------- ---- --- ------ --- 

Dans l a  p r a t i q u e ,  e t  s u r t o u t  quand il s ' a g i t  de décomposer un système 

global  de grande dimension, l ' e x i s t e n c e  de deux c l a s s e s  dynamiques t r è s  

séparées  e s t  a s sez  r a r e  e t  l e  premier problème q u i  s e  pose e s t  de d é f i -  

n i r  n e t  n 
1 2 '  

Deux c l a s s e s  de méthodes e x i s t e n t  : 

- l a  première suppose l a  connaissance des v a l e u r s  propres  e t / o u  

des vec t eu r s  propres ,  

- l a  deuxième s ' a f f r a n c h i t  de c e t t e  c o n t r a i n t e .  

a)  Valeurs  propres  e t / o u  vec t eu r s  propres  connus : 

La méthode proposée par  /Syrcos, Sannut i ,  1982j c o n s i s t e  non seule-  

ment à dé te~%ine r  l ' o r d r e  n des  v a r i a b l e s  l e n t e s ,  mais a u s s i  à met t r e  
1 

l e  systèines sous forme singul ièrement  per turbée .  

I l  s ' a g i t  donc de t rouver  n e t  n e t  l ' o r d r e  des v a r i a b l e s  pour 1 2 ' 
que, a p r è s  permutation e t  c a l i b r a g e ,  l e  système i n i t i a l  (11.5) v S r i f i e  

l a  p r o p r i é t é  ( I I .  24).  

Pour ce l a ,  ap rè s  avo i r  ordonné t o u t e s  l e s  va l eu r s  propres  se lon  l e s  

modules c r o i s s a n t s  e t  c a l c u l é  l a  mat r ice  des  vec t eu r s  propres  normalisés  

correspondants V = 1 V I  , V2 ] , l a  t ransformat ion  : 

e s t  appl iquée au système (11.5) c e  q u i  l e  met sous l a  forme : 



A 

l e s  v a l e u r s  propres  l e n t e s  é t a n t  dans A l ,  l e s  va l eu r s  propres  ra -  

pides dans Â 
2' 

. ème 
S i  on no te  R i  e t  Rr l e s  normes euc l id iennes  des i - l i g n e s  de  

i i 
V e t  V2,  pour chaque é t a t  x .  l e  rappor t  des  composantes l e n t e s  aux 

1 1 

composantes rap ides  peut  ê t r e  exprimé par  : 

Pour une première approximation en deux c l a s s e s ,  es t imée  à p a r t i r  ~ 
du s p e c t r e  de  va l eu r s  propres ,  l e s  i nd ices  R .  sont  c a l c u l é s .  Les é t a t s  

1 

as soc ié s  aux n p lus  grandes va l eu r s  de R .  son t  ceux q u i  cont iennent  1 
1 

1 

l e  p lus  f o r t  pourcentage de modes l e n t s .  l 

S i ,  pour n c h o i s i ,  on c o n s t a t e  une sépa ra t ion  n e t t e  e n t r e  l e s  in-  
1 

d i ce s  R .  ( i  = 1 ,  ..., n ) e t  R .  ( i  = n l + l ,  ..., n +n ) ,  l a  va leur  suppo- 
1 1 1 1 2  

sée  n e s t  re tenue.  Sinon, e l l e  e s t  modifiée.  Ceci  peut e n t r a î n e r  une 1 
sépara t ion  d i f f é r e n t e  de c e l l e  est imée su r  l a  base des v a l e ü r s  propres .  

b) Valeurs propres  inconnues : 

Lorsque n i  l e  nombre, n i  l e s  v a l e u r s  des  va l eu r s  2 rop res  ne sont  

connues, un premier e s s a i  e s t  f a i t  à p r i o r i ,  avec l a  méthode proposée 

par  IMagni, 19811. S o i t  n l e  nombre des v a l e u r s  propres  l e n t e s ,  sup- 
1 

posées t o u t e s  n u l l e s .  Le polynôme annula teur  de  A,  Y a s s o c i é  à c e s  n 1 1 
va l eu r s  propres  e s t  pn l .  Par  l a  méthode exposée en (1.3 - b , on en dé- 

d u i t  une mat r ice  L* = - T S-' avec N(Y (A)) = [ : ] qu i  m e t  l a  mat r ice  A 

sous l a  forme : 



le terme R(L*) n'étant nul que si le système a effectivement n valeurs 
J( 

1 
propres nulles : la norme de R(L ) est une indication du nombre de valeurs 

propres lentes. Lors d'une exploration pour des valeurs successives de 

nl' 
II R(L'~) I I  passe par un minimum quand la séparation des valeurs propres 

est correcte. 

* * 
Les valeurs propres de Ai et Ar, associées au minimum de 1 1  R(L*) 1 1  

sont proches des valeurs propres réelles à cause de la pseudo-triangu- 

larisation correspondante. 

II - METHODE GEOMETRIQUE DE MISE EN EVIDENCE DES DYNAMIQUES 

D'après l'exposé des méthodes analytiques de détermination de la 

forme singulièrement perturbée du modèle initial, il ressort que la 

principale difficulté réside dans le choix des composantes du vecteur 

état qui composeront la partie lente et la partie rapide du système, 

c'est-à-dire dans le partitionnement du système initial (11.5). Toutes 

ces méthodes reposent sur le calcul exact ou la détermination approchée 

des valeurs propres du système. Le problème se complique dans le cas 

non linéaire et il n'existe plus alors de méthode adaptée. 

Différents domaines ont été définis pour la localisation des valeurs 

propres dans le plan complexe ; régions 02 Gudkov /Chambat, 1981/, dis- 

ques de Gershgorine /Bauer, 19681 /Deif, 19821, ainsi que des homotopies , 

permettant de transformer un domaine en un autre (par exemple le demi- 

plan complexe à gauche de l'axe imaginaire en cercle unit61 /Gutman, 

Jury, 19811 IBarnett, Scraton, 19821. Les disques de Gershgorine ont 

été appliqués 5 des études de stabilité ILimebeer, 19821 /Gentinas 19761. 

Nous proposons ici une méthode, fondée sur la détermination des cercles 

de Gershgorine, qui permet de mettre en évidence les dynamiques d'un sys- 

tème /Dauphin-Tanguy , Borne, 19821. 

Définition : 

Si A est la matrice caractérisant le système, d'éléments 

{aij ; i ,  = 1 . n alors les valeurs propres de A appartiennent au 

domaine formé par l'union des cercles de rayons respectifs R. et de cen- 
1 

tres a définis par : i i 



Ces c e r c l e s  de Gershgorine (d 'après  l e  théorème de Gershgorine) 

d é f i n i s  i c i  en l i g n e  pecvent ê t r e  également d é f i n i s  en colonnes par  : 

Théorème : 

S i  l e s  c e r c l e s  C i  (aii, Ri) e t  Ck (akk, Rk) sont t e l s  que 

/ a i i  - a  / >> (Ri + \) v i E  I i  e t  t f k ~  lk,  avec I .  n 1 = fl, a l o r s  kk 1 k 
l a  mat r ice  A possède deux ensembles de v a l e u r s  propres s épa rées ,  de  no- 

dules  t rès  d i f f é r e n t s .  

La p réc i s ion  du r é s u l t a t  dépend du r appor t  E : 

qü i  d o i t  ê t r e  i n f é r i e u r  à 1 .  

Démonstration : 

S o i t  l a  mat r ice  suivante  : 



Les c e r c l e s  de Gershgorine a s soc i é s  à A appa ra i s sen t  s u r  l a  f i g u r e  

su ivante  : 

min ja - a  ' ii kkl :+ - - - - - - - - - - - 3 
i 6 Ii  l 

1 

Il e s t  é v i d e n t ,  d ' ap rè s  l a  f i g u r e ,  que s i  l a  r e l a t i o n  : 

e s t  v é r i f i é e  a l o r s  l e s  c e r c l e s  de Gershgorine a s s o c i é s  à 4 peuvent ê t r e  

regroupés en deux domaines d i s j o i n t s ,  a s s o c i é s  à deux sous-ensembles de 

v a l e u r s  propres d i s j o i n t s ,  d 'où  l ' e x i s t e n c e  de deux dynamiques d i f f é r en te s .  

P lus i eu r s  c a s  sont  à envisager  : 

- Pour un système l i n é a i r e ,  l a  mat r ice  peut  ê t r e  bien condi- 

t ionnée  (diagonale  dominante par  exemple) ou mal condi t ionnée  (cas  d'une 

mat r ice  de type Compagnon). 

- Pour un système non l i n é a i r e ,  il s ' a g i t  a l o r s  de déterminer  

l e  p l u s  grand domaine de v a r i a t i o n  des v a l e u r s  propres  obtenues l o r s  de 

l a  v a r i a t i o n  des  termes non cons t an t s .  

11.1 - Systèmes l i n é a i r e s  

Ces systèmes sont  généralement r ep ré sen té s  par  une matr ice ayant  

des  termes non n u l s  dans l a  d i agcna le ,  e r  de preférence  à diagonale  do- 

minante. 



~ Il e s t  p a r f o i s  u t i l e ,  pour diminuer l e s  rayons des c e r c l e s ,  d ' e f -  

f ec tue r  un ca l ib rage  des termes ho r s  diagonaux, c ' es t -à -d i re  un change- 

ment de b a s e  de mat r ice  diagonale  S = diag ( s l ,  s 2 ,  ..., s n ) .  La dé ter -  

mination d 'une mat r ice  diagonale  opt imale S ê t r e  envisagée,  corne 

l ' i n d i q u e  /Mees, 19811 pour un a u t r e  domaine d ' é tude ,  concernant l a  s t a -  

b i l i t é  des  systèmes l i n é a i r e s ,  en u t i l i s a n t  l a  t h é o r i e  de Perron-Frobenius 

pour l e s  mat r ices  non négat ives  ILimebeer, 19821. 

En a p p l i c a t i o n ,  nous proposons l'exeinple su ivant  concernant un gé- 

néra teur  d e  vapeur é t u d i é  par  /Chow, Kokotovic, 19761 e t  c a r a c t é r i s é  

par l e  système : 

O O O 

( I I .  55) 4.75 -5 O O O 

O 0.167 -0.167 O O 

O O 2 - 2 

O 0.025 0.0233 0.035 

Chowet Kokotovic u t i l i s e n t  l a  méthode exposée précédemmenr: qu i  con- 

s i s t e  à v é r i f i e r  l a  cond i t i on  (11.24) : 

(11.24) { o ù :  

Un premier  c a l c u l  de ( I I . 2 4 ) ,  non concluant ,  e n t r a î n e  une première 

t ransformat ion  de A,  par  permutation des  v a r i a b l e s , &  ma t r i ce  de passage 

? = (e4, e e e3, e ) où e .  e s t  un vec teur  colonne é lémenta i re  dont 
ème 

5 ,  2' 1 1 

l a  i -  composante e s t  l a  s e u l e  non n u l l e  éga l e  à 1 ,  regroupant l e s  va- 

r i a b l e s  supposées l e n t e s  e t  l e s  v a r i a b l e s  supposées r ap ides .  

Une a u t r e  v é r i f i c a t i o n ,  encore négat ive ,  montre l a  n é c e s s i t é  d'un 

ca l ib rage  p a r  S = d i a g  (4 ,  1 ,  1 ,  2 ,  l ) ,  ce  q u i  e n t r a i n e  a l o r s  l a  r é a l i -  

s a t ion  de la  condi t ion  (11.24) e t  l a  s épa ra t ion  en 2 v a r i a b l e s  l e n t e s  

e t  3 v a r i a b l e s  r ap ides .  



La méthode proposée i c i  c o n s i s t e  en un simple changement de  base 

d iagonal  e t  en un t r acé  de c e r c l e s ,  e t  n é c e s s i t e  moins de c a l c u l .  

par  S = d i a g  (1, 1 .36,  0.5,  1 , 0.125) , A devient  : 

d'où l e  t racé  su ivan t  : 



Les c e r c l e s  obtenus sont  net tement  séparés  en  deux b locs  ; 

l e  c o e f f i c i e n t  E dé£ i n i  en (11.54) a comme va leu r  : 

donc 

Le système possède l a  p r o p r i é t é  de double éche l l e  des  temps, avec 

deux v a r i a b l e s  l e n t e s  (x x ) e t  t r o i s  v a r i a b l e s  r ap ides  (x 3' 5 1 9 x2 Y x4) ' 

Il e s t  bien év iden t  q u ' i l  e s t  poss ib l e  de met t re  a i n s i  en évidence 

p l u s i e u r s  dynamiques d i f f é r e n t e s .  

11.1.2 - Matrice m a l  condi t ionnée ........................ 

Un c a s  f réquent  correspond aux systèmes r ep ré sen té s  par  une mat r ice  

Compagnon A (1.13) (ou $ Frobenius (1.14)) pour l a q u e l l e  l e s  termes 
C 

diagonaux sont  t ous  n u l s  sauf un. 

Dans ce cas ,  l e  changement de base de mat r ice  P (1.15) donne à l a  
1 

mat r ice  une forme en  f l èche  (1.16) ou (1.17) 

n- 1 
lï (a 

j=1 j  

jri 



Les éléments a. peuvent être choisis librement sous les conditions 
1 

suivantes : 

pour 

Le critère de choix retenu pour a: consiste à minimiser les termes 
A 

hors diagonaux de A pour obtenir des rayons minimaux pour les cercles C 
de Gershgorine. Il faut donc choisir les termes (-a.)  les plus voisins 

1 

possible des racines du polynôme P(X). 

Plusieurs cas sont à envisager : 

- Les racines de P(A) sont connues, réelles, distinctes, et - 
constantes ; alors, la matrice A peut se mettre sous forme diagonale 

C 
puisque les termes P(-a.) sont tous nuls, la conclusion concernant la 

1 

propriété de multi-échelle peut être obtenue directement. 

- Les racines de P(X) sont inconnues ou le polynôme P(X) est 

à coefficients non constants. Nous proposons une méthode de détermina- 

tion approchée des racines d'un polynôme, consistant en une estimation 

de leur ordre de grandeur et de multiplicité. 

II.1.2.1 - Détermination approchée des racines d'un polynôme: 

Pour simplifier la présentation de la mgthode, nous développerons 

ici le cas d'un polynôme de dimension n, pour lequel il est possible de 
ème séparer les racines en trois sous-ensembles, le i - possédant n: raci- 

A 

nes voisines de (-A.), i = 1 , 2, 3 ; / h l  1 >/h2j>lX3[. ta méthode consiste 
1 

à simplifier l'étude en considérant comne égales les n. racines voisines 
1 

Il vient : 



- 77 - 

l 
1 
l 
I 

avec : l 

(II. 58) 

Ainsi, le terme a s'écrit : n- 1 

Dans l'hypothèse réelle (ou dans le cas complexe quend la partie 

réelle est très grande en valeur absolue devant la partie imaginaire), 

la condition / A  1 > IX2 1 > 1 A lpermet d'approcher la valeur de A l  par 
1 3 

a ln1. Mais d'autres possibilités sont également offertes suivant n- 1 
les valeurs des paramètres n.. 

1 

Dans le cas général, les valeurs A. estimées sont à choisir parmi 
1 

les valeurs suivantes, correspondant respectivement à X 1 , $ X3 , Pour 
différentes valeurs de p variant de 1 à n, et en faisant des hypothèses 

successives sur n. pour i = 1, 2, 3. 
1 

n-p-n -1 
1 n-p-n -n2- 1 Cn-p + 1 

n a C C 

(II. 59) 1 n-p . n2 k. 3 an-p 

cn-' an-p+l n-p-n2 CT n-p+l ' n-p-n 1 2  -n a 
C C n-p+l n 1 n 9 n 9 

La valeur A. retenue est celle qui minimise l'expression P(-A.). 
1 1 

Exemple 1 : 

Soit le polynôme de degré 3 suivant : 

L'application de la méthode précédente conduit aux estimations ra- 

pides suivantes : 



Les est imations de X e t  X donnent desva leu r s  faibles  pour P(-A .) , 2 3 1 

i = 2, 3. Un r eca l age  peut  ê t r e  f a i t  pour X pa r  X 1 
c e  q u i  donne pour  P(-10.115) = -9 .91 .  

Les v a l e u r s  r é e l l e s  des  r ac ines  de P(X) s o n t  en f a i t  

(- 10 ; - 1.5 ; - 0.1) au l i e u  de (- 10.115 ; - 1.392 ; - 0.093) c e  qu i  

correspond à une p réc i s ion  s u f f i s a n t e  pour l ' a p p l i c a t i o r i  p ré sen te .  

Exemple 2 : 

Lors d'une première approximation (en t e s t a n t  l e s  va l eu r s  de n 1 ' 
n n e t  l e s  A a s s o c i é e s ) ,  l e s  m e i l l e u r s  r é s u l t a t s  obtenus correspon- 

2'  3 i 
dent  à : 

c e  q u i  n é c e s s i t e  une c o r r e c t i o n  pour X va leu r  l a  p lus  défavorable .  2  ' 

Après r eca l age  par a e t  a l e s  va l eu r s  r e t enues  sont  : 
O 2 ' 

- une r ac ine  double (- 10.0065) : v a l e u r  r é e l l e  (- IO), 

- une r ac ine  s imple (- 1.997) : va leu r  r é e l l e  (- 2) .  



II. 1.2.2 -Mise sous forme en flèche de la matrice caractéristique : 

La matrice en flèche A est alors obtenue en choisissant pour a. 
C 1 

les valeurs approchées X. calculées précédemment. Si le pqlynôme admet 
1 

des racines multiples, il faut choisir dans ce cas des a. de même ordre 
1 

de grandeur, mais distinctes, ce qui correspond à un ensemble de modes 

groupés (Les termes À. (i= 1, . . . , n-1) doivent être tous positifs). 
1 

La matrice A s'écrit alors : 
C 

et par souci d'optimisation des rayons des cercles de Gershgorine, un 

changement de base diagonal, de matrice R, normalise les termes symétri- 

ques par rapport à la diagonale. 

R = diag (RI, R 2 ,  .. . , Rn-l, 1 1 

avec : 

(II. 60) 

En posant : 

(signe ni) = signe (- p(-Ai)) i = 1, ..., n-1 
(11.61) n- 1 

(signe in) = signe II (Aj - Xi) 
j=l 
i# j 

# 



À devient : 
C 

( s igne  i n )  Ri 

- a 
i n-1 

4 

Reprenons l 'exemple 1 précédent ,  correspondant au système de dimen- 

s ion 3 de matr ice A c -  

  près choix d e  a = hl  = 10.115 e t  a2 = X2 = 1.392, e t  a p p l i c a t i o n  1 
de l a  méthode précédente,  il v i e n t  : 

Les c e r c l e s  de  Gershgorine appa ra i s sen t  en deux b l o c s ,  c e  q u i  per- 

met d e  séparer  net tement  l e  système en deux p a r t i e s  de  dynaniques t r è s  

d i f f é r e n t e s  (E = 0.157). 



11.2 - Systèmes non l i n é a i r e s  

L'avantage de  l a  méthode proposée appa ra î t  nettement pour des  sys- 

tènes  c a r a c t é r i s é s  par  une mat r ice  à c o e f f i c i e n t s  non cons t an t s .  

11.2.1 - Matrice b ien  condit ionnée .......................... 

La méthode proposée précédemment pour l e s  systèmes l i n é a i r e s  bien 

condi t ionnés  s ' app l ique  i c i  directement  s u r  une majorante  du système 
T i n i t i a l  obtenue par  l e  choix de l a  norme p(x)  = [ lx l  1 , l x 2 / ,  . . . , /xn1] . 

Les c e r c l e s  de Gershgorine c o n s t i t u e n t  a l o r s  un f a i s c e a u  de  c e r c l e s  - 
II 

de c e n t r e s  v a r i a b l e s  (-a. (.)) e t  de rayons majorés f i x e s  C max l a . .  (.) 1 .  
i i 

j =1 1J 

S o i t  par  exemple, l e  système r ep résen té  par  l a  ma t r i ce  : 

- 1 - 0 . 1  s i n  Y - 0.9 - 0.1 s i n  y 

(11.63) A =  O - 0.1 

s i n y - e  0.9 + O . ,  s i n y  - 1 0 - e  

La mat r ice  majorante obtenue par  l a  norme p(x) précédemment d é f i -  

n i e  e s t  a l o r s  : 

7 1 - 0 . 1  s i n  y 1 O 

(11.64) M(A) = -0 .1  O 1 
I 

ce q u i  donne a p r è s  ca l ib rage  pa r  l a  .mat r ice  diagonale  D = [ 0.25 ; 0.025 ; 1 1 

- 1 -0 .1 s i n y  

! 
o. 1 O 

! 
1 

(11.65) %(A) = O -0 .1  O 

2.525 0.025 - ? O - e  -b7I 

ce q u i  conduit  au t r a c é  su ivant  : 

-- - - - 



Donc t r o i s  dynamiques d i s t i n c t e s  c a r a c t é r i s é e s p a r  l e s  r appor t s  : 

max ( c l )  = 2.55 + = 0.298 

Y / I O  - 1 . 1 1  

0.1 
max ( ~ 2 )  = = 0.125 

7 1 + 0 . 9 -  0 . 1 1  

11.2.2 - Matr ice  mal-conditionnée pour un système de t y ~ g  

L u r ' e  Postnikov --------------- 

Le schéma b loc  d'un t e l  système e s t  l e  su ivant  : 



La r ep résen ta t ion  d ' é t a t ,  sous forme d'une ma t r i ce  compagnon A* 
C y 

 rése entée dans ( I . 29 ) ,  peut  ê t r e  mise sous l a  forme en f l è c h e  su ivante  : 

r ep ré sen te  l e  polynôme c a r a c t é r i s t i q u e  du système. Deux é t apes  vont ê t r e  

e f f ec tuées  pour l a  mise en œuvre de l a  méthode : 

a) Recherche des  c o e f f i c i e n t s  a.  : 
1 

Les va l eu r s  des  éléments a. correspondent aux va l eu r s  des  r ac ines  
1 

de P(h,fO) = D(A) + £8 N(h) avec f*  = (f + ?) / 2, déterminées s o i t  par 
O 

l a  méthode d ' e s t ima t ion  r ap ide  des r a c i n e s  du polynôme, s o i t  p lus  pré- 

cisément par  l e  c a l c u l  numérique. 

b) Recherche des  c e r c l e s  de Gershgorine : 

Les éléments non cons t an t s  sont i s o l é s  dans l a  d e r n i è r e  l i g n e  e t  

sont  tous  des fonc t ions  l i n é a i r e s  de l a  non l i n é a r i t é  f*. Leurs va l eu r s  

extrêmes sont  donc obtenlies aux b o r n e s d e l ' i n t e r v a l l e  de v a r i a t i o n  - [ g  , f  ] de f*. L'ensemble des  c e r c l e s  e s t  a l o r s  formé de : 

. (n-1) c e r c l e s  à c e n t r e  e t  rayon f i x e s  

. 1 f a i s c e a u  de c e r c l e s  à c e n t r e  v a r i a b l e  e t  rayon f i x e .  

A t i t r e  d'exemple, é tudions  l e  système su ivant  c a r a c t é r i s é  par  : 



Le polynôme c a r a c t é r i s ~ i q u e  e s t  : 

Pour f *  = f*  = 0 . 5 ,  l e s  va l eu r s  approchées des  r a c i n e s  de ~ ( h , f ô )  
O 

re tenues  sont  (en v a l e u r  absolue) : 

c e  q u i  e n t r a î n e  : 

- 18.559 pour f *  = O 
f 

P(-A,£*) = - 18.559 + 47.9 f *  
\r 

29.338 pour f *  = 1 

f 
1.814 pour f *  = O 

P ( - X 2 , f * ) = 1 . 8 1 4 - 1 . 3 3 f *  
\ 

O.  484 pour f * = 1  

Les rayons maximaux pour l e s  c e r c l e s  de Gershgorine s o n t  a l o r s  : 

(II. 67) 
1 

i =  1,2 
j = l  

c e  q u i  donne : 

Le c e n t r e  du c e r c l e  C correspondant à : 
3  ' 

v a r i e  e n t r e  -0.27 ( f *  = O) e t  - 1 . 2 7  ( f *  = l ) ,  c e  q u i  donne l e  f a i s c e a u  
* 

d e  c e r c l e s  C d'où l e  t r a c é  des c e r c l e s  : 
3 y 



Le coefficient & précédemment défini est ici : 

ce qui donne une très bonne séparation des dynamiques en deux blocs. 

11.2.3 - - Systèmes fortement non linéaires avec matrice 

Cette méthode s'applique à tout type de système pouvant être carac- 

térisé par une matrice de forme Compagnon (voir Chapitre 1). 

De l'équation différentielle à coefficients non constants ou direc- 

tement de la matrice d'état, il suffit de déduire la matrice en flèche 

associée en choisissant les termes a. comme précédemment, c'est-à-dire 
1 

correspondant aux racines du polynôme caractéristique moyen P moyen (A,.) 
obtenu en prenant la valeur moyenne des termes non constants, et ensuite 

en majorant les termes hors-diagonaux. 

A titre d'exemple, considérons le système non linéaire reprbsenté 

par l'équation différentielle suivante : 



/ a v e c :  

( I I .  68) 

La matr ice d ' é t a t  a s soc i ée  peut ê t r e  de forme Compagnon, s i  on choi-  

s i t  comme vec teu r  é t a t  [;] , puisque l e s  dé r ivées  de l ' e n t r é e  n ' i n t e r -  

viennent  pas. Le polynôme c a r a c t é r i s t i q u e  s ' é c r i t  : 

avec 

3 2 
Le polynôme P (A) = X + 11.715 A + 11.66 A + 0.955 admet 

moyen 
comme racines approchées : 

La matr ice en f l èche  assoc iée  e s t  a l o r s  : 

-10.638 O 
- O * I O 4  1 

(II. 70) AC ( y )  = O -0.995 O.  104 

B(Y) -P(-10.628 ,y) -P(-0,995 , y) 11.633 -- 
a ( ~ >  

c e  q u i  donne l e s  rayons maximaux des  c e r c l e s  de Gershgorine : 



Les cercles sont séparés en deux sous-ensembles, correspondant au 

rapport : 

11.3 - Interprétation des résultats 

Cette méthode géométrique de mise en évidence des dynamiques sélec- 

tionne parmi les n composantes du vecteur état initiai les composantes 

lentes et les composantes rapides et les groupe en 2 ou plusieurs sous- 

ensembles de dynamiques différentes. 

Cette approche permet alors une ré-organisation de la matrice carac- 1 
téristique initiale, par permutation. Elle ne concerne aucunement la 1 
bloc-diagonalisation du système comme les méthodes analytiques précé- 1 
dentes, mais permet, par un choix approprié du ~etit paramètre D, de mo- I 
déliser le système sous forme d'un système singulièrement perturbé. 



Ce paramètre p peut ê t r e  c h o i s i  de  mul t ip l e s  façons : 

- en accord avec des c a r a c t é r i s t i q u e s  physiques du processus 

é t u d i é  : rappor t  de masses,  de r a i d e u r s ,  de concen t r a t ions ,  ... 

- comme rappor t  des  Sche l l e s  de temps ( t - t  ) / -c des  ~ a r t i e s  
O 

l e n t e s  ( t )  e t  r ap ides  (T), avec to,  i n s t a n t  i n i t i a l  

- correspondant  au rappor t  des  normes des  p a r t i e s  l e n t e s  e t  

r ap ides  r é d u i t e s  - 1 
iiAI1 - ~ ~ , l /  

- éga l  au c o e f f i c i e n t  & précédemment d é f i n i  en ( I I . 5 4 ) ,  q u i  

indique l e  degré de sépz ra t ion  des domaines d é f i n i s  par  l e s  c e r c l e s  de 

Gershgorine. 

Il f a u t  dans ce  ca s  t e n i r  compte du f a i t  que E dépend du condit ion-  

nement de l a  ma t r i ce ,  e t  qu'une op t imi sa t ion  peut  ê t r e  rendue n é c e s s a i r e  

dans c e r t a i n s  c a s  pour rendre  l a  ma t r i ce  l a  p lus  diagonale  dominante 

p c s s i b l e ,  minimisant a i n s i  l e s  rayons des  c e r c l e s  donc &. 

De nombreux r é s u l t a t s  ( s t a b i l i t é ,  o p t i a a l i t é ,  ... ) é t a n t  obtenus 

avec une p r é c i s i o n  O(y), l e  choix de p éga l  à E ne s e  j u s t i f i e  que pour 

de  f a i b l e s  v a l e u r s  de E i n f é r i e u r e s  à 0.5. 

III - MODELISATIGN ET DECOUPLAGE TEMPOREL DE SYSTEFES DE TYPE LUR'E 

POSTNIKOV 

La c l a s s e  de  systèmes non l i n é a i r e s  p r i s  en compte i c i  concerne 

l e s  systèmes de type Lur ' e  Postnikov, pour l e s q u e l s  il e s t  p o s s i b l e  de 

me t t r e  en évidence deux dynamiques d i f f é r e n t e s ,  q u e l l e  que s o i t  l a  va- 

r i a t i o n  de l a  non l i n é a r i t é  f *  dans l ' i n t e r v a l l e  /- - f , f ] . 

Le systkme é tud ié ,  r ep ré sen té  par  l e  schéma-bloc su ivant  



e t  modélisé pour l a  p a r t i e  l i n é a i r e  pa r  l a  fonc t ion  de t r a n s f e r t  en bou- 

c l e  ouver te  W (p ) ,  peut également ê t r e  r ep ré sen té  par  l e  bloc-diagramme : 
BO 

où W (A,£*) e s t W l ' o p é r a t e u r  symbolique de t r a n s f e r t  s c a l a i r e "  en bou- 
BF 

c l e  fermée du système, d é f i n i e  en (1.30) .  L ' i n t é r ê t  de ce  bouclage uni- 

t a i r e  p o r t e  s u r  l ' a n a l y s e  du système IBenrejeb, Borne, Laurent ,  19821. 

Nous nous proposons i c i  d ' é t u d i e r  l e  comportement dynamique de ce 

type de système e t  d ' e f f e c t u e r  un découplage temporel p a r t i e  l e n t e /  

p a r t i e  r ap ide  par  l a  méthode des pe r tu rba t ions  s i n g u l i è r e s ,  pour une 

forme de r ep ré sen ta t ion .  

1 1 1 . 1  - Modé de r ep ré sen ta t ion  u t i l i s é  

Le système r ep résen té  sous forme schéma-bloc (2)  e s t  modélisé 

.dans l ' e space  d ' é t a t  sous forme (1.29) composé du t r i p l e t  (A:, B:, CC) 
avec : 

T 
B* = [ O  - O f * ]  C 



où les a. et bi ( i = O ,  ..., n-1) sont respectivement les coefficients 
1 

du dénominateur D (p )  et du numérateur N (p) de la fonction de trans- 
BO BO 

fert W (p) . 
BO 

Par le changement de base défini dans le Chapitre 1, la forme 

Compagnon (1.29) se transforme en une matrice en flèche et le triplet 

correspondant est alors (À* Be, CS), soit : 
c ' 

(II. 71) 

- 1 avec . Bi = ll (a. -ai) 
;=1 J 

. y; = - P (-Cii y f*) 

où p(A,f*) est le polynôme caractéristique 

de À z ,  c'est-à-dire le dénominateur de 

WB,(X,f*) 

Le premier problème qui se pose concerne la mise en évidence des 

dynamiques et la modélisation sous forme d'un système singulièrement 

perturbé. Nous utiliserons la méthode présentée dans le paragraphe pré- 

cédent. 



Par le choix des coefficients a le système étudié, modélisé sous 
i ' 

forme (11.71) se trouve directement sous forme singulièrement perturbée. 

En effet, les éléments a; correspondent aux valeurs (approchées ou exac- 
I 

tes) des racines du polynôme f + f  * - 
P A ,  fo =7 1 et sont ordonnés par mo- 

dule décroissant (la. l > la. l pour i < j ) ,  ce qui permet, après véri- 
1 J 

fication par la méthode géométrique, présentée précédemment, de parti- 1 I 
I 

tionner le système en deux blocs de dynamiques différentes, ainsi : 1 

X = A * x + Z * u  
(II. 72) 

C C 

y = C * x  
C 

devient : 



Les p r i n c i p a l e s  p r o p r i é t é s  de c e t t e  modél i sa t ion  s o n t  l e s  suivan- 

t e s  : 

* L a  p a r t i e  r ap ide ,  p a r  cons t ruc t ion  (a .  > O i = 1 ,  ..., n-1) 
1 

e s t  c a r a c t é r i s é e  pa r  une ma t r i ce  diagonale  à c o e f f i c i e n t s  cons t an t s ,  

s t a b l e ,  e t  e l l e  e s t  tou jours  i n v e r s i b l e .  

* * Les mat r ices  de couplage A e t  A21 sont formées d'éléments 
12 " 

nu l s  s a u f ,  respect ivement ,  une colonne e t  une l i gne .  

* La ma t r i ce  A* conserve l a  forme en f l èche .  
2 2  

* Le c o e f f i c i e n t  p peut  ê t r e  c h o i s i  a isément ,  par  l e  c a l c u l  

avec 

de I Q i i 1 + ~  un 

1 1 

La ma t r i ce  decommande de l a  p a r t i e  rap ide ,  B e s t  n u l l e .  Le 
1 

système global e s t  donc faiblement  commandable,mais c e l a  n ' e n t r a î n e  

aucun problème puisque l a  p a r t i e  r ap ide  e s t  s t a b l e .  

(Ri + R.) 
ou du c o e f f i c i e n t  E précédemment d é f i n i  pa r  max J 

111.2 - Découplage P a r t i e  l e n t e  / P a r t i e  rap ide  _-__- -- .......................... --- 

i < n l  lai - ajl 
j>n ,  

Pa r  app l i ca t ion  de l a  méthode des pe r tu rba t ions  s i n g u l i è r e s ,  en 

posant p = O ,  l e  système e s t  découplé en deux p a r t i e s  de  dynamiques 

d i f f é r e n t e s .  



111.2.1 - Etude de la partie ragide ------------ -------- --- 

La partie rapide découplée de l'ensemble est caractérisée par : 

1 2 = -  z + -  1 u B - 0  
r I . i r I . i  1 

(II. 7 4 )  = C  z 1 r 

= z(0) + A;; A12 ~(0) 

La matrice A / p  étant diagonale, la solution de ce système pour 
1 1  

= O  est obtenue directement sous la forme : to 
1 

1 

Seule la dernière composante de x(O), la plus lente, xn2(0) appa- 

raît sous forme de valeur initiale. 

Le mouvement de la partie rapide est donc composé d'une superpo- 

sition d'exponentielles décroissantes et ce résultat est très facilement 

utilisable. 

Le schéma-bloc associé à cette partie rapide découplé est le sui- 

van t : 

111.2.2 - Etude de la ~artie lente ------------ ----------- 

La partie lente est obtenue par les relations : 



La matrice A l l ,  diagonale à termes tous non nuls est toujours 

inversible. Calculons les termes des matrices AR et CR, en prenant en 

compte les formes particulières des matrices A ij (i,j = 1 ,  2) du système 

original . 

g R = A  R x R + B 2 u  

y R = C  R x R + D R u  

(les éléments non constants sont représentés par des croix) 
, 

(11.76) 5 

Tous les termes de AR, sauf un situé à la pointe de la flèche, 
* 

sont identiques aux termes de A 22' 

avec 

AR = - A;I 12 
-l A 

i * * 
BR = B2 - A;; B1 = B2 

CR = C2 - A;; 
Ce résultat, dû à la forme 

- 1 particulière de la matrice 
DR = - C  A B = O  1 1 1  1 BI simplifie l'expression 

finale. 



(II. 77) 3 

4 

* * avec a% = < a. + a. 
1 2  

avec : 
n 

1 . Bi 
b = e ~(-a$ - 

i= 1 i 

La matrice d'observation C a donc aussi un seul terme modifié R 

(II. 78) 

Cette forme matricielle conduit à l'opérateur symbolique de trans- 

fert scalaire du système lent WR(A,f*), de même forme que celle du sys- 

tème initial, soit : 



obtenue par : 

Le dénominateur de Wg, (A,£*) correspond au déterminant de (XI- 
BF *fi) 

qui doit être différent de zéro pour toute valeur de f* Q 

D'après les notations utilisées précédemment (11.71) et (11.77) 
* * les termes yi et ci peuvent être séparés en deux parties, une constante R 

et une non constante où f* apparaît corne terme multiplicatif, ce qui 

permet de séparer l'expression (11.81) également en deux parties, la 

première correspondant à DR(h) et la deuxième à N R (A). 

n n 
1 

n 
* Bi Bi 1 i 

(11.83) ci* = - 1 Yi a = 1 ~ ( - a ~ )  , + f * 1 N(-ai) - 
i= 1 i i=l 1 i= 1 ai 

avec 

ce qui conduit aux expressions suivantes : 



n +n -1 
1 2  n +n -1 

1 2  
n +n -1 
1 2  

D&(A) = n (A +a.)(;i +aQ ) + Z Bi ~ ( - a ~ )  n (A +a.) 
j=n +1 J 1 i=n +l j=nl+l J 

1 1 
j #i 

(II. 85) 

Ce formalisme conduit ainsi directement à la fonction de transfert 

lente, en boucle ouverte W (pl définie par : 
&BO 

- 
N& (P) 

(11.86) W (p) = - 
&BO D&(P) 

et permet dénoncer le théorème suivant : 

Théorème 11.1 : 

1 
Tout système non linéaire de type Lur'e Postnikov, représenté par 

un triplet matriciel ( A ,  BC, CC) où A* est une matrice en flèche, com- 
C 

posée de n premières composantes rapides et de n composantes lentes, 1 2 
peut être découplé temporellement. Le système rapide découplé est liné- 

aire. Le système lent réduit obtenu est également un système de type 

Lur'e Postnikov, représentée par une matrice en flèche, dont la fonction 

de transfert réduite (11.86) est obtenue directement à partir de la 

fonction de transfert initiale par les relations (11.84) et (11.85). 

Théorème 11.2 : 

Le gain statique du système initial est conservé dans la partie 

lente réduite. 

Démonstration : ------------- 

Pour une matrice en flèche A* de dimension n, le déterminant de 
C 

A* est obtenu par : 
C 



(11.87) d e t x z =  ( - 1 ) ~ P ( 0 , f * )  IBenrejeb, Borne, Laurent ,  19821 

O r ,  A* e s t  p a r t i t i o n n é e  en 
C 

J e t  A, 
e s t  i n v e r s i b l e  

L 

Le théorème de /Rosenbrock, 19701 condui t  à l a  r e l a t i o n  su ivante  : 

(11.88) det  A* c = 1 d e t  A l ,  1 . 1 d e t  (A22 - A2, A;; A , * )  / 

ce q u i  donne : 

d'où : 

ce q u i  e n t r a î n e ,  par  i d e n t i f i c a t i o n  : 

N ( C )  - NA (0) 
(11.91) WBo(0) =---=W (O) 

D(0) D1(0) iBO 

Nous proposons, à t i t r e  d ' a p p l i c a t i o n ,  l ' é t u d e  du système représen-  

t é  par  : 

(pz + 5 p + 6 )  

(II. 92) p4 + 24.5 p3 + 176.5 p2 + 333 p + 180 

- 
L e  choix des  termes (-a.) de l a  mat r ice  A* parmi l e s  r ac ines  de 

1 C 

~ * ( h , f Z = l )  condui t  au t r a c é  de q u a t r e  c e r c l e s  de Gershgorine : 



c e  qu i  donne E = 0.878 e t  permet de séparer  l e  système i n i t i a l  en deux 

p a r t i e s  de dynamiques d i f f é r e n t e s ,  l a  p a r t i e  r a p i d e  é t a n t  formée des  

termes diagonaux -a = - 
1 

11.48 e t  -a = - 10.5. 2 

Conformément aux r e l a t i o n s  (11.74) e t  (11.751, l a  s o r t i e  r a p i d e  

a p p a r a î t  sous l a  forme symbolique su ivan te  : 

(II. 93) 
l -8.8 10'~ 

avec 
0.01 1 

r 
! 

La p a r t i e  l e n t e ,  pa r  a p p l i c a t i o n  des  équa t ions  (11.85) e s t  repré-  I I 

1 

sen tée  en boucle ouve r t e  par  l a  r e l a t i o n  : 

(II. 94) 

c e  q u i  donne, en c h o i s i s s a n t  (-a ) = -1.48 : 
3 

Remarques : 

* C e t t e  méthode de  s i m p l i f i c a t i o n  de l a  fonc t ion  de t r a n s f e r t  d 'un  

système à deux dynamiques e s t  a p p l i c a b l e  directement  à p a r t i r  de l a  



fonction de transfert initiale, sans passer par l'équation d'état (une 

fois tout problème de modélisation résolu), en évitant les difficultés 

liées aux systemes non linéaires. 

* Elle peut être aisément programmée nilaériquement, ce qui permet 
de l'appliquer à des systèmes de grande dimension. 

* Lorsque le système étudié est linéaire, ce qui correspond à 

f* = K constant, il est alors tout à fait justifié de calculer le fonc- 

tion de tranfert en boucle ouverte du système lent réduit par cette 

méthode ; la précision portant sur WR (p) étant beaucoup plus grande 
BO 

que si l'on avait effectpé une simple réduction modale par élimination 
- 

simple des termes à faible constante de temps. 

* Le schéma-bloc correspondant à ce découpage temporel est donc : 

ETUDE DU REGIME TRANSITOIRE RAPIDE 

La méthode des perturbations singulières permet, en posant u = 0 ,  

de déconnecter les différentes parties d'un système possédant deux dy- 

namiques, et d'obtenir avec une précision suffisante (d'autant plus 

grande que y est petit) le système lent réduit. 

Mais, quand le but de la réduction est d'étudier le comportement 

transitoire rapide du système, cette technique de réduction ne donne 

pas toujours des résultats suffisamment précis, car le système rapide 

découplé ne tient pas compte de l'évolution de la partie lente, celle- 

ci n'intervient en effet que sous forme de conditions initiales. 



Nous proposons i c i  une méthode d ' é tude  de ces  t r a n s i t i o n s  r ap ides  

q u i  u t i l i s e  simultanément l a  no t ion  de  système réciproque e t  l a  méthode 

des pe r tu rba t ions  s i n g u l i è r e s .  

IV.l - Déf in i t i ons  e t  p r o p r i é t é s  du système réciproque 

La l i t t é r a t u r e  f o u r n i t  de nombreuses d é f i n i t i o n s  concernant l e s  

t ransformat ions  p o s s i b l e s  d'un système. 

Le système a d j o i n t  e s t  obtenu à p a r t i r  du sys tène  i n i t i a l  pa r  t rans-  
I 1 

T 
formation de l a  mat r ice  c a r a c t é r i s t i q u e  A en (-A 1. Le système dual  (ou 

a d j o i n t  modifié) possède l a  p r o p r i é t é  d e  "renionter l e  temps" e t  e s t  

l obtenu à p a r t i r  du système a d j o i n t  par  changement de l a  v a r i a b l e  temps 

t r [ to , tf ] en ( t f  - 8) E [ O ; tf - t ] IBoudarel, Delmas, Guichet ,  
O 

19671. 

La not ion  de système inve r se  ILovass-Nagy, M i l l e r ,  Powers, 19761 

IKouvari takis ,  19761 /Rosenbrock, 19701 c o n s i s t e  à déterminer  l a  fonc- 

t i o n  de t r a n s f e r t  G-' (p) à p a r t i r  de G(p) , q u i  conduit  à déf i n i r  1 'en- 

t r é e  du système u en termes de  dér ivées  de l a  s o r t i e  y .  Ce t t e  formula- 

t i o n  e s t  i n t é r e s s a n t e  pour déterminer  l e s  systèmes compensateurs idéaux. 

E l l e  é t a b l i t  également l a  d u a l i t é  PÔles/Zéros, modes propres  e t  vec teurs  

propres  a s soc i é s .  Ce t t e  d u a l i t é  appa ra î t  nettement pour l e s  mat r ices  

B e t  C de commande e t  d 'observa t ion  dans l a  mise en équat ion d ' é t a t  

correspondante /Mac Far lane ,  Karcanias ,  19761. 

/Reza, 19821 u t i l i s e  l e  terme de r é c i p r o c i t é  l o r s q u ' i l  d é f i n i t ,  

pour des  systèmes é l e c t r i q u e s ,  à p a r t i r  d 'une mat r ice  A à c o e f f i c i e n t s  

complexes, l a  mat r ice  A* imaginaire  conjuguée e t  t ransposée  de  A 

( c e c i  e s t  l a  d é f i n i t i o n  géné ra l i s ée  de l a  t ransposée d'une ma t r i ce ) .  

Cet te  t ransformation condui t  donc au système a d j o i n t  quand A e s t  

r é e l l e .  

La not ion  de système réciproque,  t e l l e q u ' e l l e  s e r a d é f i n i e p a r l a  s u i t e ,  

a é t é i n t r o d u i t e p a r  /Hutton,Friedland, 19751 pour des  problèmes de 

réduct ion  par  l a  méthode de Routh, développée par  Dauphin-Tanguy, 

E l  Moudni, Borne, 19821 e t  géné ra l i s ée  pa r  /Dauphin-Tanguy , Lebrun, 

Borne, 19831 pour l e s  systèmes à p l u s i e u r s  dynamiques. 



V. 1 . 1  - Déf in i t i ons  ----------- 

Nous présentons i c i  l a  no t ion  de  système réciproque dans l e  c a s  

monovariable pour d i f f é r e n t s  modes de r ep ré sen ta t ion .  E l l e  s e r a  a i s é -  

ment étendue p a r  l a  s u i t e  au cas  mu l t iva r i ab l e .  

Déf in i t i on  1 : 

Considérons l e  système non l i n é a i r e  (C) r ep ré sen té  pa r  l ' é q u a t i o n  

d i f f é r e n t i e l l e  à c o e f f i c i e n t s  non cons t an t s  su ivante  : 

où l e s  c o e f f i c i e n t s  a i ( . )  e t  b . ( . )  peuvent dépendre du temps, de l a  
1 

s o r t i e  e t / o u  de  paramètres e x t é r i e u r s .  

.., 
Le système réciproque (1) e s t  d é f i n i  pa r  l ' é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e  

suivante  : 

( I I .  96) 
avec, s i  m = n ,  l e  terme u (-1) dé£ i n i  par  : 

u - )  = k t u ( ~ )  d~ 

O 

Déf i n i t i o n  2 : 

S i  l ' o n  no te  X 1 'opéra teur  symbolique t e l  que, à y ( i )  corresponde 

X1 y(X), a l o r s  l ' exp res s ion  (11.95) condui t  à l a  f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  : 



q u i  co ïnc ide  dans l e  ca s  l i n é a i r e  avec l a  fonc t ion  de t r a n s f e r t .  L e  

système réciproque e s t  a l o r s  représenté ,  à p a r t i r  de (II.96), p a r  l a  

f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  : 

( I I .  98) 

q u i  e s t  obtenue à p a r t i r  de  W(A) par  : 

Il y a  donc retournement des  i n d i c e s ,  i nve r s ion  des  pôles  e t  des  

zéros de l a  f r a c t i o n ,  ce  q u i  correspond à une invers ion  de l a  réponse 

modale du système, donc du comportement dynamique. (Ceci e s t  directement  

v r a i  dans l e  c a s  l i n é a i r e .  Dans l e  ca s  non l i n é a i r e ,  il s ' a g i t  a l o r s  de 

d é f i n i r  des domaines de v a r i a t i o n  des modes en fonc t ion  des v a r i a t i o n s  

des  c o e f f i c i e n t s )  . 

Plus i eu r s  c a s  sont  à envisager  : 

* S i  l e  c o e f f i c i e n t  a  (.) e s t  d i f f é r e n t  de  zéro,  a l o r s  : 
0 - s i  m I n-1 , l e  degré de N(A) e s t  n-1 e t  c e l u i  de- ;(A) e s t  n  

- s i  m = n ,  a l o r s  l e  degr: de N o )  e s t  n  e t  c e l u i  de E(x) e s t  n + l ,  

avec a p p a r i t i o n  d'un terme 1 / A  

* S i  l e  c o e f f i c i e n t  a  (.) e s t  n u l ,  c e  q u i  ccrrespond à une 
O 

fonc t ion  w(A) comportant un terme 1 / A ,  a l o r s  : 

- s i  m 6 n-1, dO(N (A)) = d O ( E ( ~ ) )  = n -  1 

- s i  m = n ,  d O ( N ( ~ ) )  = d O ( E ( ~ ) )  = n  

D é f i n i t i o n  3 : 

* - 3 , ,  

1 )  Quand m 6 n-1, a l o r s  l e  t r i p l e t  m a t r i c i e l  (A,B,C) a s s o c i é  à 

1s f r a c t i o n  G(X) e s t  dédu i t  du t r i p l e t  i n i t i a l  (A,B,C) a s soc i é  à W ( A )  

par  l e s  r e l a t i o n s  su ivan te s  : 



(Conditions : A i n v e r s i b l e  pour t o u t e s  va l eu r s  des  c o e f f i c i e n t s  a .  (.) , 
1 

Il s u f f i t  pour déterminer  c e s  r e l a t i o n s  d ' e x p l i c i t e r  FJ(X)  en : 

W(A) = C (XI - B 

( I I .  101 j 
-1 -1 W ( A )  = - C A-l (XI - A ) B 

c e  qu i  donne par  i d e n t i f i c a t i o n  ( I I .  100) (a) ou (b) . 

Dans l e  cas  l i n é a i r e ,  s i  l a  forme canonique de l a  mat r ice  carac-  

t é r i s t i q u e  i n i t i a l e  A e s t  Compagnon, . 

O 1 0 -  

A = 

(11.102) < 

O O 1 
a a  

O n- 1 . . . . . . . -- a  
n  - 

B = 
i- 

C = I b o . .  . . b  O . .  . O ]  
L m 

L 



alors le système réciproque est représenté par : 

(II. 103) 

à partir des relations (11.100 (a)). 

2) Quand m=n, la fraction rationnelle w(A) peut être transformée 

pour faire apparaître la transmission directe de l'entrée, à partir de 

(11.97) en : 

n- 1 b (.) 
n L (bi(.) - - 
a (.> 

ai(.)) (.) 

(II. 104) W(X) = 
i=O n n +-  
n an<.> (an(.) * O) 
1 ai(.) li 
i=O 

La fraction rationnelle réciproque correspondante est obtenue comme 

précédemment, c'est-à-dire : 



( I I .  105) 

avec : 
b (.) n b. (.) = b i ( . )  - - a i ( . )  pour i = O ,  ..., n-1 

1 an( .  ) 

- - *  
Le t r i p l e t  m a t r i c i e l  a s soc i é  à ( I I .  105) e s t  a l o r s  (A,S,C) d é f i n i  

à partir du t r i p l e t  (A,B , C I  dédui t  de W(X), conformément aux r e l a t i o n s  

,., 
Il a p p a r a î t  un terme D(u) d é f i n i  comme s u i t ,  à p a r t i r  du terme 

D i n i t i a l  (D = bn(.)  1 an ( . ) )  

Le système réciproque e s t  a l o r s  r ep ré sen té  dans l ' e s p a c e  d ' é t a t  

par  l e s  équat ions  su ivan te s ,  mises sous forme canonique : 

( I I .  107) v = u  (cas  où D e s t  indépendante du temps) 
- - -  
y = C x + D v  

ce  q u i  i n t r o d u i t  une v a r i a b l e  d ' é t a t  supplémentaire ,  correspondant à 

un mode nu l .  

Définicion 4 : (Bond-Graph réciproque)  /Dauphin-Tanguy, Lebrun, Borne, 19831 

Pour l a  d é f i n i t i o n  du Bond-Graph réc iproque ,  nous considérons l e  

régime autonome du système, c a r  l a  t ransformat ion  réciproque n ' i n f luence  

pas l e  vec teur  de commande ; e l l e  modif ie  seulement l e s  v a r i a b l e s  i n t e r n e s  

( é t a t )  e t  l e  vec teur  d e  s o r t i e .  



Comme indiqué précédemment dans l'équation (I.47), la matrice 

d'état associée à une représentation par bond-graph s'écrit : 

où AS et sS sont des matrices symétriques, associées pour la première 
1 

à la structure de jonction et pour la seconde aux multiportes de stoc- 
a kage d'énergie. La matrice A correspondant aux multiportes dissipatifs 
1 ' 

d'énergie est antisymétrique. 

Le système réciproque étant (~ar la définition 3) caractérisé par I 

la matrice A-', inverse de la matrice A du système initial, il est donc 
1 

1 

- 1 justifié de calculer ici cette matrice A (en supposant A inversible). 

ce qui conduit, pour conserver la même forme que pour A, à effectuer 

la transposition suivante : 

T 
ce qui donne, avec la propriété (A:) = - A: (les éléments diagonaux 

sont toujours nuls). 

Cette forme matricielle peut donc, par identification, Gtre assi- 

milée à un bond-graph, ce qui conduit à la définition suivante : 



Déf in i t i on  : 

Le bond-graph réciproque d'un bond-graph i n i t i a l  e s t  obtenu par  

l e s  t ransformat ions  su ivan te s  : 

* La s t r u c t u r e  de jonc t ion  e s t  l a  dua le  de l a  s t r u c t u r e  

i n i t i a l e ,  dans l e  c a s  d'une jonc t ion  composée de O e t  de 

1. Quand e l l e  c o n t i e n t  un élément TF ( s t r u c t u r e  de type modulée), c e t  

élément e s t  conservé mais son module e s t  i nve r sé .  

* Les c a u s a l i t é s  sont  conservées s u r  l e s  éléments 1 e t  C. Les 

c a u s a l i t é s  s u r  l e s  éléments R son t  a f f e c t é e s  de façon à a s s u r e r  l e  com- 

p a t i b i l i t é  avec l a  s t r u c t u r e  de jonc t ion .  

* Tous l e s  éléments,  p o r t s  e t  m u l t i p o r t s  sont  i nve r sé s  e t  
- 1 - 1 

changés de s igne  (S devient  - S  e t  L devien t  -L 1 .  

A ins i ,  par  exemple : 

1 devient  
O--: 

b 

C i n i t i a l  C réciproque 

IV.1.2 - P r o ~ r i é t é s  du sys tène  r é c i ~ r o q g g  --- ----------- ---------- -- 

E l l e s  sont  énoncées dans l e  ca s  l i n é a i r e .  

IV.1.2.1 - Etude des  cond i t i ons  i n i t i a l e s  : 

S o i t  (1) l e  système i n i t i a l  d é f i n i  par  : 



g = A x + B u  

( I I .  108) y = C x  

x(0)  : condi t ions  i n i t i a l e s  

La s o r t i e  y ( t )  e s t  obtenue par  superpos i t ion  de l ' e f f e t  de l ' en -  

t r é e  e t  des  cond i t i ons  i n i t i a l e s ,  s o i t  sous forme symbolique : 

Le système réciproque par  d é f i n i t i o n  3 peut ê t r e  représenté  sous 

deux formes (11.110 - a )  e t  (11.110 - b) q u i  conduisent à deux expres- 

s ions  d i f f é r e n t e s  pour ?(pl  : 

- 1 - 1 - 1 ? (p l  = - C (PI - A - ' )  A B u(p)  - C(p1-A- ' )  A-'x(O) 

( I I .  110) 
- 1 - 1 - 1 

? (p l  = - C A  ( p ~ - ~ - l )  B U ( ~ ) - C A - '  ( p ~ - ~ - l )  X ( O )  

ce  q u i  donne deux d é f i n i t i o n s  poss ib l e s  pour %(O) : 

IV.1.2.2 - Conservation de l a  forme m a è r i c i e l l e  : 

Propr i é t é  : I 

S i  l e  système i n i t i a l  C(A,B,C) e s t  obtenu à p a r t i r  de l a  fonc t ion  

de t r a n s f e r t  ~ ( p ) ,  a l o r s  l a  forme m a t r i c i e l l e  de cl peut ê t r e  conservée 

par l a  t ransformat ion  réciproque pour l a  mat r ice  A. 

- - - 
Dans c e  cas ,  l e  t r i p l e t  (A,B,c) n ' e s t  pas  obtenu directement  pa r  

l e s  r e l a t i o n s  (11.110) mais il e s t  n é c e s s a i r e  d ' i n t r o à u i r e  une ma t r i ce  

de pernuta t ion  M d é f i n i e  par  : 



t e l l e  que : 

* 
( I I .  113) B  M MA-^ B g = M B  

- 
C = C M  

Ou 

e = - c A - ' ~  

Toute mat r ice  (à cond i t i on  que (A,B) s o i t  cornandable /Fossard, 

19721) pouvant s e m e t t r e  sous forme Compagnon (conservée par  l a  t r a n s f o r -  

mation réc iproque) ,  c e t t e  p r o p r i é t é  e s t  donc a p p l i c a b l e  à t o u t e  forme de 

matr ice.  

IV.1.2.3 - Diagramme pseudo-asymptotique réciproque : 

Le diagramme pseudo-asymptotique du l i e u  de Bode du système r é c i -  

proque e s t  obtenu à p a r t i r  du diagramme de Bode i n i t i a l  par  l e s  t r ans -  

formations su ivantes  : 

* Pour l a  courbe de ga in ,  par  retournement dans l e  p lan  v e r t i -  

c a l  e t  a j o û t  de (-1) à t ou t e s  l e s  pentes ( l a  va leur  1 correspondant à 

une pente  de 20 dB par  décade).  

* Pour l a  courbe de phase, par  combinaison d 'un retournement 

dans l e  plan v e r t i c a l ,  d'une r o t a t i o n  de T autour  de l!axe 4 = O e t  d 'une 

a d d i t i o n  de ( - ~ / 2 ) .  

En e f f e t ,  l a  t ransformst ion  réciproque,  par  l e  changement-p -t I /p  

inverse  l e s  o rd re s  d e  grandeur des termes c a r a c t é r i s t i q u e s  w. = 1 / T i  -t T~ 
1 

ce q u i  en t r a îne  l e  retournement de  l a  courbe. 

Le terme l / p  m u l t i p l i c a t i f  i n t r o d u i t  une v a r i a t i o n  de (-1) pour 

l e  ga in  e t  de -1~12 pour l a  phase. 

A ins i ,  par  exemple, s o i t  : 

(p + z l )  
(11.114) W(p) = avec 

(P + p l ) ( p  + p 2 ) 
z 1 < P l  < P2 

ce q u i  donne l e s  diagrammes pseudo-asymptotiques su ivan t s  : 



Le système réciproque e s t  r ep ré sen t é  pa r  : 

avec 1/p2 < l / p l  C l / z l ,  s o i t  : 

IV.2 - Appl ica t ion  du système réc iproque  à l ' é t u d e  des  composantes 

r ap ides  

La t ransformat ion  réciproque inve r se  l e s  dynamiques du système. 

Les ternes de l a  ma t r i ce  A de f o r t e  ampli tude,  q u i  composent l a  p a r t i e  

rap ide  i n i t i a l e  du système i n i t i a l  sont  a l o r s  l e s  composantes l a n t e s  

du système réciproque,  pour l e s q u e l l e s  l a  technique des  p e r t u r b a t i o n s  

s i n g u l i è r e s  s ' appl ique  directement .  



La démarche proposée e s t  donc l a  su ivan te  : 

réc iproque  
S o r i g i n a l  --------+ 2 

1 

I 

I 1 P e r t u r b a t i o n s  

I s i n g u l i è r e s  
Y 

C découplé C------ 2 drcouplé  
r i c ip roque  

Le système q u i  s e  p ré sen t e  sous forme i n i t i a l e  : 

x(0) 
cond i t i ons  i n i t i a l e s  

(0) 

devien t  par l e  b i a i s  de l a  t ransformat ion  réc iproque  : 

(II. 1 1  7) 

\ ? =  p l  c2,[;] 

Les composantes r ap ides  du système réciproque son t  a l o r s  rassem- 

b l ée s  dans 2 .  Après v é r i f i c a t i o n  r ap ide ,  pa r  exemple par  t r a c é  des  ce r -  

c l e s  de Gershgorine,  l e  système réciproque e s t  a l o r s  modélisé sous forme 

d'un système s ingul iè rement  pe r tu rbé  : 

(II. 118) i 7 ,  ] a v e c [  %(O> 
Y = l C  cond i t i ons  i n i t i a l e s  

1- 1 - z (0) 



avec : 

1 A-1 2 B, = E, - À21 
(II. 120) - ... 

C g  = C 2  - c l  a;; A12 

La p a r t i e  r ap ide  réciproque e s t  obtenue directement  : 

Après nouvel le  a p p l i c a t i o n  de l a  t ransformat ion  réc iproque ,  l e  

système rap ide  découplé a p p a r a î t  sous  l a  forme : 

g- = A- z- + B- u 
r r r r 

(II. 121) y; = C... z... + 6 u d t  r r R 

z; (0) 

( l ' i n d i c e  f indique le  découplage de l a  p a r t i e  r ap ide  par  l e  b i a i s  du 

réciproque)  . 

Suivant  l a  r e p r é s e n t a t i o n  d ' é t a t  c h o i s i e  pour l a  d é f i n i t i o n  du 

systgme réciproque (II. 110 - a )  e t  II. 110 - b), l ' exp re s s ion  de (II. 121) 

s e r a  d i f f é r e n t e .  

De même pour l a  p a r t i e  l e n t e  q u i  s 'exprime par  : 



O = A - x - + R - u  XR R R  R 

(II. 122) yx = Cx xx 

xi(0) 

ce q u i  conduit  à l a  mat r ice  du système g loba l  découplé : 

IV.2.1 - Première forme mzi t r ic ie l le  (11.100 - a)  ....................................... 
a - - - 

Le t r i p l e t  m t r i c i e l  (A,B,C) e s t  a l o r s  : 

e t  l e  vecteur  cond i t i ons  i n i t i a l e s  e s t  : 

ce q u i  donne, en  fonc t ion  du système i n i t i a l  : 

(II. 124) -A 12 A-'A 22 21 ( B ~  - A ~ ~ A ; ~ B ~ )  

A;:B~-A;+~~(A~~ - A  12 A-'A 22 21 )'I(B~ -A~~A;:B*) 



Les expressions (11.120) donnent alors : 

ce qui conduit à une première forme des équations (11.121) : 

l 

O A22 B2 1 
2- = - z-  +-u 
~ L I ~ P  

(II. 126) 1 

- 1 1 
y: = (C2 + LI Cl Al A;:) z- r + jt Cl (BI - , il2? E2: u dt 1 

to 1 

et une première forme des équations (11.122) : 

- 1 1 4, = (A,, - A12 A22 AZl) xz + (B - - 1 
(II. 127) 1 A12 A22 A21) 

avec le vecteur des conditions initiales : 

(II. 128) 1 xz(o) 1 
qui s'exprime de façon complexe en fonction du vecteur global tr:gs 

IV.2.2 - Deuxième forme matricielle (11.100 - b) ....................................... 
- . . -  

Dans ce cas, le triplet (A,B,C) est : 



e t  l e s  condi t ions  i n i t i a l e s  v é r i f i e n t  : 

ce  q u i  conduit aux expressions su ivantes  : 
. . 

- 1 de même forme que dans (11.124) 

avec 1 C, = C l  - C A-' A 
2 22 21 

ce  q u i  conduit à l a  deuxième forme pour (11.120) : 

( I I .  130) 

Les équat ions (11.121) s ' é c r i v e n t  a l o r s  : 



avec l e  vec t eu r  des  é t a t s  i n i t i a u x  su ivan t  : 

IV.2.3 - I n t e r ~ r é t a t i o n  des  r é s u l t a t s  ----- ...................... 

La méthode des  p e r t u r b a t i o n s  s i n g u l i è r e s ,  u t i l i s é e  s e u l e  ou couplée 

avec l a  t ransformat ion  réc iproque  permet de découpler  les p a r t i e s  l e n t e  

e t  rap ide  avec l e  maximum de p r é c i s i o n  s u r  l a  p a r t i e  l e n t e  ou s u r  l a  

p a r t i e  rap  ide .  

Suivant l e  bu t  pou r su iv i ,  r éduc t ion  de d imens ionnal i té  ou décou- 

p lage ,  il faudra  u t i l i s e r ,  s o i t  l ' u n e  de ce s  deux approches,  s o i t  l e s  

deux conj  O i n  tement. 

A ins i ,  dans l e  c a s  du découplage, l e  système obtenu, déterminé avec 

l e  maximum de p r é c i s i o n  s u r  chaque p a r t i e ,  e s t  a l o r s  : 

(II. 133) 

avec l e s  cond i t i ons  i n i t i a l e s  : 

Suivant  l a  forme c h o i s i e  pour l e  système réc iproque ,  l e s  modifi- 

c a t i o n s  appor t ée s  au système r ap ide  pa r  rappor t  aux express ions  habi- 

t u e l l e s  (1.97) por t en t  : 

- s u r  l a  ma t r i ce  de s o r t i e  CI  par  a d d i t i o n  du terme M C  A A-' r 1 12 22 



e t  d'un terme i n t é g r a l  (équat ions (11.126)) avec des  cond i t i ons  i n i -  

t i a l e s  z-(C) d i f f é r e n t e s  de  z(0) r 

- s u r  l a  ma t r i ce  de commande par  add i t i ondu  terme ~ A - ' A  B 22 21 1 
e t  d 'un terme i n t é g r a l  (équat ions ( I I . 1 3 1 ) ) ,  avec des  cond i t i ons  i n i -  

l 

t i a l e s  z- (0) é g a l e s  à ~ ( 0 ) .  r 

La conserva t ion  des condi t ions  i n i t i a l e s  pour l a  p a r t i e  r ap ide  

nous conduit  à c h o i s i r  l a  deuxième d é f i n i t i o n  (11.100 - b) du système 

réciproque,  donc l e s  équat ions  (11.131) pour l e  système r a p i d e  découplé. 

Ce r é s u l t a t  e s t  t r è s  important c a r  il supprime l e s  problèmes de rac-  

cordement ("couche l imi t e " )  posés par  l ' é c a r t  e n t r e  l e s  v a l e u r s  i n i t i a l e s  

z (0)  e t  z (O)  de l a  p a r t i e  rap ide  avant  e t  après  découplage. Le c a l c u l  
r 

des  t r a j e c t o i r e s  opt imales  à horizon f i n i  e t  â é t a t s  f inaux f i x é s  en e s t  

t r è s  largement s i m p l i f i é  . 

Pos tn ikov  

Prenons, à t i t r e  d'exemple, l e  système de t y p e  Lur 'e  Postnikov 

précédemment é t u d i é  e t  r ep ré sen té  par  l ' é q u a t i o n  (11.92) 

Le système rSciproque e s t  c a r a c t é r i s é  par  : 

0.0333 p3 + 0.0278 p2  + 0.0056 p  
W(p> = 

( I I .  134) p4 + 1.85 p3 + 0.98 p2 + 0.136 p  + 0.0056 

Après choix des c o e f f i c i e n t s  (-a. ) correspondant  aux r a c i n e s  de - 1 

P(x ,£*=I ) ,  l e  t r a c é  des c e r c l e s  de Gershgorine d é f i n i s  connne s u i t  : 
O 



permet de  s é p a r e r  l e  sys tème en deux b l o c s  à e  dynamiques d i f f é r e n t e s  

(? = 0.686) .  

En c h o i s i s s a n t  -êi = -1.039 e t  G2 = 0.657,  la  p a r t i e  l e n t e  r é c i -  
1 

proque r é d u i t e ,  p a r  a p p l i c a t i o n  d e s  é q u a t i o n s  (11.85) e s t  a l o r s  r e p r é -  

s e n t é e e n b o u c l e  o u v e r t e  p a r  l a  f o n c t i o n  d e  t r a n s f e r t  r é d u i t e  : 

( I I .  135) UQ ( p l  = 0.0101 p  + 0.00054 
1 BO p2 + 0.1771 p  + 0.0076 

Après p a s s a g e  au  sys tème r é c i p r o q u e ,  l a  f o n c t i o n  de  t r a n s f e r t  r é -  

d u i t e  c o r r e s p o n d a n t  à l a  p a r t i e  r a p i d e  a p p a r a î t  sous  l a  forme : 

Le système r a p i d e  découp lé  n ' e s t  p l u s  indépendant  de l a  non l i n é -  

a r i t é .  

Le système g l o b a l  sous  forme découp lé ,  s i  chaque sous  sys tème e s t  

p r é s e n t é  sous  sa forme r é d u i t e  l a  p l u s   réc ci se e s t  c a r a c t é r i s é  p a r  l e  

sys tème m a t r i c i e l  s u i v a n t  : 

1 avec les valeurs init iales r x e ( 0 )  = *(O) 7 
!z;(o) = ~ ( 0 )  J 



Le système non linéaire de type Lur'e Postnikov est ainsi décom- 

posé suivant le schéma-bloc suivant : 

Chaque sous-système étant lui-même de type Lur'e Postnikov. 

V - MISE EN EVIDENCE DES PROPRIETES PARTICULIERES DES MATRICES EN FLECHE 
POUR L'ANALYSE DES PROCESSUS. APPLICATION AUX SYSTEMES A DEUX DYNAMIQUES 

De nombreux travaux concernant l'analyse des systèmes singulièrement 

perturbés existent dans la littérature /Gruji6 , 1978, 1979, 19811 
IKhalLl, Kokotovic, 19791. Le cas général des systèmes de Lur'e Post- 

nikor a étP, étudié Par /~ruj i6, 1978, 1981 1 et le cas des systèmes re- 

présentés par une matrice en flèche a été envisagé par /Benrejeb, Borne, 

Laurent, 1982/. 

La modélisation des systèmes de type Lur'e Postnikov présentée 

dans le paragraphe III, sous la forme (11.71) (11.73) apporte à l'ana- 

lyse des systèmes singulièrement perturbés une contribution importante 

tant du point de vue des résultats que de la simplicité de mise en 

œuvre. 

La matrice caractérisant le système étudié est une matrice en 

flèche ÀC telle que : 



(II. 71) 

Le système correspondant est modélisé, par la méthode définie plus 

haut sous la forme : 

(nous étudions pour la stabilité le comportement en régime autonome 

du système). 

avec 



ce q u i  donne a p r è s  découplage : 

V. 1 - Condition de s t a b i l i t é  d 'un système non l i n é a i r e  de type 

Lur 'e  Postnikov 

D é f i n i t i o n  : 

A* e s t  une ( - z )  matr ice  s i  ses  éléments diagonaux sont  n é g a t i f s  
C 

e t  s e s  éléments hors  diagonaux p o s i t i f s .  

Théorème 1 /Gru j i& ,  Gentina, Borne, 19761 : 

1 )  S i  l a  ma t r i ce  A* c a r a c t é r i s a n t  l e  système e s t  une ( - z )  matr ice ,  
C 

e t  s i  tous  s e s  éléments non cons t an t s  s o n t  i s o l é s  dans une s e u l e  rangée,  

a l o r s  l e  système v é r i f i e  l a  conjec ture  l i n é a i r e .  S i  l e s  condi t ions  de 

Kotelyanski son t  r é a l i s é e s ,  a l o r s  l e  système e s t  asymptotiquement s t a b l e .  

2)  S i  l a  ma t r i ce  A: ne v é r i f i e  pas l a  condi t ion  (11, a l o r s  il e s t  

p o s s i b l e  de s e  ramener au c a s  précédent s ' i l  e x i s t e  ufie norme v e c t o r i e l l e  

p(x) t e l l e  que : 

d (II. 138) p (x) = < M(ÀC) p (x)  



où MG*) vérifie ces contraintes. 
C 

Les conditions de Kotelyanski pour l'étude de la stabilité portent 

sur les déterminants des mineurs principaux de la matrice caractéristique 

qui doivent vérifier : 

Pour une matrice en flèche A*, par construction, les (n-1) premières 
C 

conditions s'écrivent : 

ce qui donne 

L 

(II. 141) (-l)r detr = ai 2 E > O vrai par construction 
i= 1 

La seule condition à vérifier concerne donc le déterminant d'ordre 

n et s'icrit : 

La matrice A* se présentant sous la forme précédemment décrite c .  

nous proposons le théorème suivant qui donne une condition nécessaire 

et suffisante de stabilité du système étudié. 



Théorème 2 : 

S i  l a  ma t r i ce  en f l è c h e  A* c a r a c t é r i s a n t  l e  système de type  Lur 'e  
C 

Postnikov e s t  une (-M) mat r ice ,  a l o r s  une cond i t i on  n é c e s s a i r e  e t  suf-  

f i s a n t e  de s t a b i l i t é  de c e  système e s t  obtenue par  l ' a p p l i c a t i o n  des 

condi t ions  de  Kotelyanski e t  s ' é c r i t  : 

n ' - 1 
(-1) d e t  [A;2 - A;, A l  A 1 2 ]  2 E > O V f * e [ f , f  ] 

Démonstration : - 
i - 

Si A* e s t  une (-MI mat r ice ,  a l o r s  l a  ma t r i ce  A ; ~  - A Z ~  A;: e s t  
C 

a u s s i  une (-M) mat r ice  ( e l l e  ne d i f f  è r e  de A* que par un terme a j o u t é  
22 

à l a  po in t e  de l a  f l è c h e ,  comme montré p récedemen t ) .  Le système glo- 

b a l  e s t  s t a b l e  s i  : 

n +n 
(-1) 

1 2  
d e t  il i E > O ' f f * e [ 1 , f ]  

ce  qu i  s ' é c r i t  en développant l e  déterminant su ivan t  l a  méthode de 

Rosenbrock : 

n +n n 
1 

n 
2 

(-1 )  d e t  A:= ((-1) detA, ((-1) d e t  ( A Z ~  - A;: A12)) 

avec : 

( - I ) ~ '  d e t  ,Al1 2 E > O par  cons t ruc t ion .  

11 y a donc équivalence r igoureuse  des cond i t i ons  de s t a b i l i t e .  

Coro l l a i r e  : 

S i  l e  système g loba l  r ep ré sen té  par  l a  ma t r i ce  A* posséde l a  pro- 
C 

p r i é t é  de double é c h e l l e  de temps e t  peut  ê t r e  décomposé en une p a r t i e  

rap ide  c a r a c t é r i s é e  pa r  l a  mat r ice  A e t  une p a r t i e  l e n t e  r ep ré sen tée  
1 1  

par AR = - A;: A 1 2 ,  a l o r s  l a  condi t ion  de s t a b i l i t é  obtenue pour 

l e  système r é d u i t  par  l ' a p p l i c a t i o n  des  cond i t i ons  de Kotelyanski  con- 

formément au Théorème 1 . 1  e s t  une condi t ion  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  

- d e  s t a b i l i t é  du système g loba l .  



V.2 - Condition s u f f i s a n t e  de s t a b i l i t é  d 'un système non l i n é a i r e  

de type Lur 'e  Postnikov 

Comme dans l e  paragraphe précédent ,  l e s  r é s u l t a t s  exposés i c i  son t  

va l ab le s  pour un système quelconque ou un système à double éche l l e  de  

temps. Pour l a  s i m p l i c i t é  d ' é c r i t u r e ,  e t  sans  r e s t r i c t i o n  de g é n é r a l i t é ,  

nous noterons  A l a  mat r ice  A* R 22 - A;: A l  comme précédemment. 

Lorsque l a  ma t r i ce  g loba le  Â* n ' e s t  pas une (-z) ma t r i ce ,  l e  théo- 
C 

rème 2 n ' e s t  p lus  v a l i d e  e t  e s t  remplacé par  l e  théorème 3 su ivant  : 

Théorème 3 : 

La condi t ion  s u f f i s a n t e  de s t a b i l i t é  du système l e n t  obtenue p a r  

l ' a p p l i c a t i o n  des condi t ions  de Kotenlyanski à l a  ma t r i ce  inajorante 

dédui te  de A* (éléments diagonaux n é g a t i f s )  à p a r t i r  de l a  norme vec- 
C 

t o r i e l l e  p(x , )  = l x R /  implique l a  s t a b i l i t é  du système g loba l  i n i t i a l .  
M 

Démonstration : 

l e r  c a s  ------- 

* A* n ' e s t  pas une (-z) ma t r i ce ,  mais A 1 ' e s t .  Alors ,  s o i t  M(AC) C 2 2 
l a  mat r ice  d é f i n i e  pa r  l a  norme p(x)  = 1x1 , t e l l e  que : 

(II. 134) 

Le système g loba l  e s t  s t a b l e  s i  : 

n +n 

(-1 d e t  M(A*) 2 E > O 
C V ~ * . I - Z  , F I  

ce  q u i  s ' é c r i t  : 

n +n n 
1 

n 
(11.135) (-1) d e t  MG;) = ( ( - 1 )  d e  A . - 1  2 d e t  - I*Ll i /-kl, -1 1A121) 

L € > O  (Cl) 2 € > 0  
(par cons t r u c  t ion) 



Il s'agit donc de comparer la relation (C ) avec la relation (C2) 
1 

portant sur A R (Ak vérifie la conjecture linéaire puisque A* la véri- 
2 2 

fie). 

n 2 
(C2) : (-1) det - A;: A12) 2 E > O '$f*~[f,f] 

Donc : 

(II. 136) 1 - - . - * .  

-a 
nl +l 

* 
det AR = det A22 + det 

'a 
n +n -1 1 2  

* 
Ynl m2-1 

(développement du déterminant de A par rapport à la dernière colonne) R 

OU encore : 

n +n -1 
1 2  

(II. 137) det AR = det A*, + (-a*) (-ai) 
2L i=n +1 

1 

n 
2 

n 
2 * (II. 138) (-1) det AR = (-1) det AZ2 r- 



- 
( - I ) " ~  d e t  [ A f 2  - / A f l  1 A;: I A ~ ~  1 1 = 

. a. > O i = 1 ,  ..., n 
1 1 

* . s i  y .  8. > O i = 1 ,  ..., n 
1 

a l o r s  : 
1 1  

n 
1 

n 
* 1 

yi Bi = L 1 ~ ~ 1  
i= 1 i= 1 

. s i  3 k a C I ,  ..., n1 I/ t e l  que 

n 
1 

n 
* 

L Y: Bi < Z ]vil 1si/ 
i= 1 i= 1 

d'où : 

Y ~ % < O  a l o r s  : 

Donc : 

n 
2 2 (-1) de tAQ 1 E > 0 (-1) d e t  r A 2 2 - / ~ 2 1 / ~ ; 1  / A I 2 / 1 >  E > O 

(-1) 
I L 

d e t  M(AC) 2 E > O 

2ème cas  -------- 

* Â* n ' e s t  pas  une ( - z )  mat r i ce ,  de même que AZ2.  Alors  : C 

Le système g loba l  e s t  s t a b l e  s i  : 



n +n n n 
(11.142) (-1) det M(A:) = ((-1) der Al (-1) det [ M ( A z ~ ) - I A ~ ~  ]A;: lh12 4 - 

Le système lent  es t  stable s i  : 

d'où : 

n 
n ri 

(II. 145) (-1) det M(AL) = (-1 ) det M(A;~) + 

d 'où l e  résul ta t .  



V.3 - Etude de l a  robus tesse  de l a  s t a b i l i t é  par  r appor t  à JJ - 

Nous proposons l e  théorème su ivant  : 

Théorème : 

Lorsque l e  système g loba l  à deux dynamiques e s t  modélisé sous l a  

forme (II.73), a l o r s  l a  p r o p r i é t é  de  s t a b i l i t é  e s t  robus te  par  r appor t  

à p .  

Démonstration : 

Le système r ep résen té  par  (11.73) s ' é c r i t  a u s s i  : 

(II. 146) 

En cas  de v é r i f i c a t i o n  du théorème (21, l a  condi t ion  néces sa i r e  e t  

s u f f i s a n t e  de s t a b i l i t é  du système g loba l  s ' é c r i t  : 

n  
1 1 

n  
2 

(II. 147) ((-1) d e t  - ) ((-1) d e t  (A;~ -A;,A;~AI2)) 2 E > O p 

JJ é t a n t  p o s i t i f  pa r  d é f i n i t i o n ,  c e t t e  p r o p r i é t é  d e - s t a b i l i t é  ne  

dépend pas de JJ ,  e l l e  e s t  donc robus te  par  r appor t  à p.  

De même, dans l e  cas  d ' a p p l i c a t i o n  du théorème (3), l a  p r o p r i é t é  

de s t a b i l i t é  e s t  encore robuste  par  rappor t  à p .  



V I  - DETERMINATION DE LA COMMANDE QUASI-OPTIWE DE SYSTEMES SINGULIE- 

REMENT PERTURBES EN FLECHE 

Les travaux concernant l a  commande d,eç systèmes s ingul ièrement  

per turbés  sont m u l t i p l e s  /Kokotovic, Baddad, 19751 /Chow, Kokotovic, 

19761 IFossard, Magni, 19801 IKokotovic, OIMâlley, Sannut i ,  19761 

ISaksena, O 'Rei l ly ,  Kokotovic, 19821. 

Nous nous in t é re s sons  i c i  à l a  commande l i n é a i r e  quadrat ique à 

horizon I n f i n i  des  systèmes à deux dynamiques, modélisés par  une ma- 

t r i c e  en f l èche ,  de  s t r u c t u r e  équiva len te  à c e l l e  des  systèmes de type 

Lur 'e  Postnikov précéàenmient d é c r i t s  pour l e sque l s  l a  non l i n é a r i t é  

e s t  r e q l a c é e  p a r  lin gain cons t an t  : 

I A 
Li O 

u 

( I I .  148) 4 

A2 1 A22 

Le c r i t è r e  à minimiser e s t  : 

T T 
(11.149) J = (y y + u Ru) d t  R d é f i n i e  > O 

e t  l a  so lu t ion  opt imale e s t  obtenue par  : 

où K e s t  s o l u t i o n  de l ' é q u a t i o n  de R i c c a t i  : 

T -1 T T (11.151) K A + A  K - K B R  B K + C  C = O  



La matrice Ky définiepar /Kokotovic, Yackel, 1972/ pour les sys- 

tèmes à deux échelles de temps se présente ici sous la forme : 

I 

En effectuant dans (11.151) les produits matriciels, avec K expri- I 

1 
mée par (11.152) et en posant H = O ,  on obtient un système de 4 équations , 

I 

~~atricielles, simplifiées par rapport au cas général puisque B =O. 
1 

1 

Soient : 1 

La relation (II. 153 - a) permet de déterminer très simplement K 
11' 

En effet, All est diagonale ; donc : 

Si K l l  = ~~,(i,j) / j = 1, l 1 ,  alors (11.153 - a) s'écrit : 
1 

d'où la relation exprimant les éléments de la matrice K . 
1 1  ' 



C l  ( i l  . C l  ( j )  
( I I .  155) K I ,  = a. +a pour i , j  = 1 ,  ..., n 1 

1 j 

avec C ( i )  = N(-cli) ( N ( p )  numérateur de l a  fonc t ion  de t r a n s f e r t ) .  
1 

De l a  r e l a t i o n  (11.153-c)  e s t  obtenue l ' exp res s ion  de  K 12 ' 

q u i  conduit  à l a  r e l a t i o n  su ivan te ,  en remplaçant K 12 dans (11 .153-d)  : 

T 
( I I .  157) 

OU encore : 

T - 1 T 
( I I .  158) + c2 (c2  - c l  - A T ~ [ K  A-' 1 1  I I  

c e  q u i  conduit ,  en u t i l i s a n t  l a  r e l a t i o n  (11.153-a), à l a  r e l a t i o n  : 

I - 1 
avec : f AI = ~ 2 2  - A21 1 A12 

L'équation (11.159) a i n s i  obtenue correspond à l ' é q u a t i o n  de Ric- 

c a t i  du système l e n t  découplé. 



La commande calculée ici est unecommande quasi-optimale, d'où une 
2 précision 0 ( ~  ) pour le critère J par rapport à la commande optimale 

/Chow, Kokotovic, 19761 avec une seule résolution d'équation de Riccati pour 

KZ2 associée aux variables lentes. 

Le système rapide découplé n'étant pas commandable, il est impos- 

sible de concevoir une commande composite : 

qui aurait donné la même précision, rais avec résolution de deux équa- 

tions de Riccati. 

La commande déterminée par cette méthode est la suivante : 

d'où : 

avec. : 

La partie rapide, non commandable isolément, est commandée ici 

I par l'intermédiaire de la variable lente, l'influence de la variable 





Nous avons présenté dans ce chapitre des résultats nouveaux concer- 

l nant la modélisation des systèmes à deux dynamiques sous forme singuliè- 

I rement perturbée et les avantages qu'offre la forme matricielle en flèche 

i pour la réduction, l'analyse et la commande optimale des processus à deux 

échelles de temps, avec une attention particulière concernant les systèmes 

non linéaires de type Lur'e Postnikov. 

La définition de la transformation réciproque, pour différents modes 

de représentation permet l'étude des systèmes singulièrement perturbés 

dans les dynamiques élevées avee.la même précision que celle obtenue pour 

les parties lentes habituellement étudiées par la méthode des perturba- 

l tions singulières. Cette approche permet également de découpler des sous- 

l systèmes avec une précision satisfaisante même quand les dynamiques ne sont 

pas très nettement séparées, puisque chaque partie tient compte du com- 

portement dynamique de l'autre. Le Chapitre III mettra en évidence l'inté- 

1 rêt de cette méthode pour la modélisation mais aussi pour la commande. 









MISE EN CEUVRE PRATIQUE DE LA TRANSFORMATION RECIPROQUE 

POUR LA REDUCTION ET L4 COMMANDE OPTIMALE 

1 DES SYSTEMES A DEUX ECNELLES DE TEMPS 1 

INTRODUCTION 

Le modèle bond-graph est généralement utilisé comme outil de re- 
. . 1 

présentation d'un système physique p'ermettant de définir tous les échan- 

ges énergétiques internes, dans un but de simulation. 

Nous proposons ici une méthode de réduction du modèle bond-graph 

correspondant à un système comportant plusieurs dynamiques distinctes. 

Après une phase de détermination rapide des différents modes, la simpli- 

fication du bond-graph (BG) permet d'obtenir un graphe réduit qui ne con- 

serve que les dynamiques du domaine fréquentiel concerné. 

Cette réduction est rendue systématique par l'application de la 

transformation réciproque. La méthode des perturbations singulières (PS) 

réduit la dimension du système étudié, ce qui conduit également à un 

graphe simplifié. Nous présentons, sur un exemple mécanique concernant 

la suspension d'une voiture, une étude comparative des résultats obtenus 

par ces deux méthodes simplificatives BG et PS. 

L'étude précise de la partie rapide découplée est possible si la 
l 

réduction par la méthode PS est accompagnée de l'application de la trans- 

format ion réciproque. 

Nous montrons pour deux domaines très importants de l'étude des 

systèmes, la simulation et la commande optimale, l'apport très net de 

cette méthode de réduction (PS +R) pour les systèmes à dynanique élevée. 



1 - REPRESENTATION ET REDUCTION DES SYSTEMES A DEUX ECHELLES DE TEMPS 

A PARTIR D'UN MODELE BOND-GRAPH 

1 . 1  - Mise en évidence des dynamiques 

Nous avons présenté  dans l e  c h a p i t r e  1, l e  mode de r ep ré sen ta t ion  

par  Bond-Graph q u i  conduit  à une équat ion d ' é t a t  en v a r i a b l e s  d ' éne rg i e  

[:] ou en v a r i a b l e s  de phase [:] 
Cette  modél isat ion s ' a v è r e  t r è s  i n t é r e s s a n t e  pour l a  mise en év i -  

dence des d i f f é r e n t e s  dynamiques q u i  composent l e  système. En e f f e t ,  

il e s t  poss ib l e  d ' ob ten i r  une approximation des v a l e u r s  propres  du sys- 

a tème, donc des  modes pa r  c a l c u l  des ga ins  des  boucles  de c a u s a l i t é  /Ro- 

senberg,  Andry, 19791. 

Ainsi ,  l e  bond-graph su ivant  : 

permet de me t t r e  en évidence deux boucles  causa l e s  c a r a c t é r i s é e s  par  

l e s  gains  : 

Cotte dé te rmina t ion  approchée des modes peut s ' a v é r e r  inexac te  

quand l e  couplage e n t r e  l e s  éléments e s t  t r è s  important (par exemple, 

c a s  d'une l i g n e  hydraul ique) ,  mais dans l a  p lupa r t  des  ca s  e l l e  peut 

rense igner  de façon t r è s  u t i l e  s u r  l e s  p o s s i b i l i t é s  de réduct ion .  

1 . 2  - Sépara t ion  des dynamiques /Dauphin-~anguy, Lebrun, Borne, 19831 

1.2.1 - Etude de  l a  p a r t i e  r ap ide  s i m p l i f i é e  ------------ -------- ------- ------ 

Pour o b t e n i r  l a  p a r t i e  r ap ide  s i m p l i f i é e  d'un modèle bond-graph, 

il e s t  poss ib le  de  cons idérer  que l a  p a r t i e  l e n t e ,  d é f i n i e  par  des  gains  



de boucle f a i b l e s  (modes l e n t s )  e s t  s t a t i q u e ,  e t  a i n s i  déterminer  que l s  

sont  l e s  éléments ( i n e r t i e l s  ou c a p a c i t i f s )  à r end re  i n f i n i s  pour annu- 

l e r  c e s  p e t i t s  gains .  

Cet te  démarche permet a l o r s  de s i m p l i f i e r  l e  bond-graph g loba l  en 

supprimant l e s  l i e n s  a s soc i é s  à ces  éléments.  

Ce bond-graph r é d u i t  conduit  à une équat ion d ' é t a t  s i m p l i f i é e  e t  à 

une fonc t ion  de t r a n s f e r t  (dans l e  c a s  l i n é a i r e )  r é d u i t e .  

1 . 2 . 2  - Etude de l a  ~ a r t i e  l e n t e  ------------ ----------- 

Pour o b t e n i r  l a  p a r t i e  l e n t e  r é d u i t e ,  l ' hypothèse  u s u e l l e  e s t  de 

supposer une réponse in s t an t anée  de l a  p a r t i e  r a p i d e ,  ce  q u i  e s t  d i f -  

f i c i l e  à exprimer s u r  l e  bond-graph d i r e c t .  Nous proposons donc d ' u t i -  

l i s e r  l a  t ransformat ion  réciproque d é c r i t e  dans l e  ca s  d'un modèle bond- 

graph dans l e  précédent c h a p i t r e .  E l l e  inverse  l e s  dynamiques, ce  qu i  

conduit  à é t u d i e r  l a  p a r t i e  rap ide  réc iproque ,  de  l a  même façon que l a  I 

p a r t i e  rap ide  d i r e c t e .  Les 6léments réc iproques  i n e r t i e l s  e t  c a p a c i t i f s  
1 

de l a  p a r t i e  l e n t e  réciproque tendent v e r s  l ' i n f i n i ,  c e  qu i  e s t  équiva- 

l e n t  à annuler  l e s  éléments i n e r t i e l s  e t  c a p a c i t i f s  de l a  p a r t i e  rap ide  - - 1 
i n i t i a l e  (i = - 1-' ; c = - C par  d é f i n i t i o n  du bond-graph réc iproque) .  

1 

Le bond-graph r é d u i t  assoc ié  à l a  p a r t i e  l e n t e  e s t  a i n s i  faci lement  

obtenu par  suppression des  l i e n s  correspondants  s u r  l e  modèle i n i t i a l ,  

de même que l a  formulat ion dans l ' e space  d ' é t a t  q u i  en r é s u l t e .  

Cet te  s i m p l i f i c a t i o n  s u r  l e  modèle bond-graph e s t  à rapprocher  des  

méthodes modales de réduct ion  qu i  c o n s i s t e n t  à ne  prendre en compte que 

- l e s  modes correspondant au domaine f r é q u e n t i e l  (ou temporel) é tud ié .  

IMargolis e t  Young, 19771 proposent une méthode de r éduc t ion  pour 

des systèmes en modèle bond-graph, r ep ré sen té s  dans l ' e space  de phose 

par  l ' équa t ion  d i f f é r e n t i e l l e  du second ordre  : 



( v o i r  l e s  équat ions  (1.50) e t  (1.51)) 

donc en absence d'éléments d i s s i p a t i f  s (matr ice R Z 0 )  . 

La s o l u t i o n  de c e t t e  équat ion sans  second membre é t a n t  de l a  forme 
j ~ t  

y = Re yO e , il e s t  p o s s i b l e ,  après  déterminat ion des p u l s a t i o n s  ca- I 

2 
r a c t S r i s t i q u e s  w de d é f i n i r  l a  ma t r i ce  modale, formée des vec t eu r s  

n ' I 

propres  a s soc i é s  aux modes propres  e t  de  d i a g o n a l i s e r ,  par  changement 

de base,  l e  système (111.1).  , 
1 

Cette  p r é s e n t a t i o n  permet e n s u i t e  de r e t e n i r  l e s  termes a s soc i é s  

aux modes doninants .  

.. 
La méthode proposée i c i  p résente  l ' avantage  d ' ê t r e  t r è s  générale  

e t  de ne f a i r e  aucune hypothèse s u r  l a  n a t u r e  des  éléments composant 

l e  bond-graph. E l l e  e s t  t rès  simple à met t re  en œuvre  e t  peut  ê t r e  

faci lement  programmée pour une recherche automatique des  ga ins  de boucle 

e t  une réduct ion  correspondante du graphe,  l o r s  d ' e s s a i s  de s imulat ion 

pa r  exemple. E l l e  s ' adapte  t o u t  à f a i t  aux c a l c u l s  en temps r é e l ,  même 

pour des systèmes à éléments non cons t an t s .  I l  s ' a g i t  a l o r s  de  d é f i n i r  

une r ep ré sen ta t ion  multi-modèle du système, avec des  domaines de v a l i -  

d i t é  du système s imp l i f i é .  

Lorsqne l e s  dynamiques sont  net tement  séparées ,  l e s  r é s u l t a t s  sont  

t r è s  proches d e  ceux obtenus par  l a  méthode des pe r tu rba t ions  s i n g u l i è r e s ,  

c e  q u i  j u s t i f i e  bien une t e l l e  s i m p l i f i c a t i o n .  

II - COMPARAISON SUR UN EXEMPLE MECANIQUE DE LA REDUCTION PAR LA METHODE 

DESPERTURBATIONS SINGULIERES ET LA SIMPLIFICATION DU MODELE BOND- 

GRAPH 

1 1 . 1  - Présen ta t ion  des  d i f f é r e n t s  modes de r e p r é s e n t a t i o n  

Soi t  l e  système physique r ep ré sen té  Figure 7 ,  correspondant à l a  

modél isat ion de  l a  suspension d'une vo i tu re .  



Modèle physique de la suspension de voiture 

Figure 7 

x(t) représente le profil de la route et g la pesanteur. Le système 

est supposé linéaire. Il peut être décrit par différentes représentations, 

présentées dans le chapitre 1. 

11.1.1 - Equations différentielles - ....................... ~ 
Le système étudié est multivariable puisqu'il comporte deux entrées 

(x et g) et deux sorties (x et z l )  Les équations différentielles ob- 
1 

tenues par application du.principe fondamental de la mécanique sont les 

suivantes : 

O O MX, + K (xl - zl) + f !xl - Z 1 )  + M g = O 

(III. 2) 

mOg + k ( 2 , - x )  + K (zl - x  ) + f (fi1 -Xl) + m g-= O 
1 1 

l 
11.1.2 - Matrice de transfert .................... i 

Soient 
x(t> 1 z(t) = [ ] le vecteur des entries 

le vecteur des sorties 



La matrice d e  t r a n s f e r t  z(p) e s t  d é f i n i e  par  : 

/ 
(111.3) y(p) = Z(P)  U(P)  

avec : 

11.1.3 - Equation d ' é t a t  obtenue à ~ a r t i r  du modèle bond-gra~h - ....................... ..................... -- - 

Le modèle bond-graph e s t  représenté  Figure 8.  

Modèle Bond-Graph de l a  suspension de v o i t u r e  

Figure 8 



Le vec t eu r  des e n t r é e s  e s t  composé de deux sources-ef for t  corres-  

pondant aux e f f e t s  de l a  pesanteur e t  d'une source-flux a s soc i ée  à l a  

v i t e s s e  de v a r i a t i o n  du p r o f i l  de l a  route .  

Les d i f f é r e n t s  éléments,  i n e r t i e s  a s soc i ées  aux masses, cornpliances 

aux r e s s o r t s  e t  r é s i s t a n c e  à l ' amor t i sseur  son t  l i n é a i r e s ,  mais il e s t  

tou t  à f a i t  poss ib le  d 'envisager  des  r e s s o r t s  avec butées  ou un amortis- 

seur  à c o e f f i c i e n t  de froctement v a r i a b l e  avec l a  v i t e s s e .  

La mise en équat ion d ' é t a t ,  à p a r t i r  du vec teur  é t a t  assoc ié  aux 

v a r i a b l e s  d 'énerg ie  [il a é t é  présentée  dans l e  Chapitre  1 avec l e s  

r e l a t i o n s  (1.42) à (1.47). 

Nous rappelons dans l e  cas  p r é c i s  l e s  d i f f é r e n t e s  v a r i a b l e s .  

(III. 5) 

q3 
e t  q4 correspondent à l a  déformation des  r e s s o r t s  e t  p 

1 et  '6 
sont l e s  impulsions appl iquées aux masses. 

Des r e l a t i o n s  précédentes ,  nous obtenons : 



L '  équation : 

devient  i c i  : 

( I I I .  7) 

J ~ s  SL 
1 - 1  

'su 
' O  O -1 o j o  j 1  O O 

O O 1 - 1 ; o  ! O  O O 

1 -1 O 0 ; - l l 0  1 O 

O 1 O 0 : 1 : 0  O 1 
-----,,,,,,,,,- I,,--L----------- 

O O 1 - 1 S o  t o  O O - 1-  1 

J ~ s  J~~ 3~~ 

1 
ce q u i  donne, p a r  a p p l i c a t i o n  des r e l a t i o n s  ( I .47) ,  l ' é q u a t i o n  d ' é t a t  : 

Une au t r e  formulat ion dans l ' e space  d ' é t a t  e s t  obtenue par  changer 

ment d e  base en c h o i s i s s a n t  conme va r i ab l e s  d ' é t a t  l e s  v a r i a b l e s  de phase. 

La t ransformation,  d é f i n i e  par  l e s  équat ions (1.48) à (1.51) condui t  à 

l ' é q u a t i o n  su ivan te ,  en posant 
O O 

X2 = x  
1 

e t  z 2 = z 1  : 



ce qui donne, avec les valeurs numériques suivantes : 

(III. 1 O) 

Cinq boucles apparaissent sur le graphe de la Figure 8, qui permet- 

tent de mettre en évidence les deux sous-ensembles de dynamiques. 

a) Partie lente : 

b) Partie rapide : 

Ce découplage en deux sous-ensembles de variables lentes et rapides 

apparaît Figure 9,.la partie lente correspondant à l'habitacle et la 

partie rapide au pneu. 

Pour l'ensemble des simulations, nous avons considéré l'accélération 

de la pesanteur g égale à 10 et l'entrée indicielle x(t) égale à 0,l. 



Amplitude 

P a r t i e  r a p i d e  z ( t )  
1 

r t i e  l e n t e  x ( t )  
1 

> 
O. 1 s Temps 

Mise en év idence  d e s  deux dynamiques 

Figure  9 

11.2 - M o d é l i s a t i o n  sous  forme s i n g u l i è r e m e n t  p e r t u r b é e  

Le sys tème i n i t i a l  se p r é s e n t a n t  sous  l a  forme ( I I I . I O ) ,  il e s t  

n é c e s s a i r e  d e  d é f i n i r  un p e t i t  paramètre  p q u i  p e r m e t t e  de  m o d é l i s e r  

l e  système s o u s  forme d 'un  système s i n g u l i è r e m e n t  p e r t u r b é  e t  d ' a p p l i -  

q u e r  e n s u i t e  l a  méthode d e s  p e r t u r b a t i o n s  s i n g u l i è r e s .  

Ce p a r a m è t r e  p p e u t  ê t r e  c h o i s i  de  m u l t i p l e s  fôçons .  I c i  : 

- il p e u t  co r respondre  au  r a p p o r t  d e s  masses  

- il p e u t  ê t r e  c h o i s i  comme r a p p o r t  d e s  r a i d e u r s  

- il p e u t  ê t r e  d é d u i t  de  l a  comparaison e n t r e  l e s  p é r i o d e s  

p r o p r e s  d e s  d i v e r s e s  p a r t i e s  du système 

T ( r a p i d e )  
O 

= 0.074 
T ( l e n t )  

O 

Nous c h o i s i s s o n s  ~ = 0 . 1  q u i  permet de n o r m a l i s e r  simplement l e s  

t e rmes  de  l a  m a t r i c e  e t  q u i  a p p a r a î t  comme l e  r a p p o r t  l e  p l u s  défavo- 



r a b l e  e n t r e  l e s  grandeurs physiques.  

Remarque : 

Le choix exac t  de l a  v a l e u r  de g importe peu puisque l e  c o e f f i c i e n t  

P d i s p a r a î t  des  expr2ssions m a t r i c i e l l e s  après  réduct ion .  

Le système i n i t i a l -  s e  présentan t  sous l a  forme : 

(III. 1 1 ) 

devient  : 

(III. 12) 

1 - avec 

11.3 - Séparat ion des dynamiques 

11.3.1 - Etude de  l a  p a r t i e  r a ~ i d e  ------------ ------- --- 

Les composantes rap ides  du vec teur  é t a t  sont  l e s  v a r i a b l e s  z e t  
I I  



Nous d is t inguerons  l e s  systèmes r é d u i t s  obtenus par chacune des 

néthodes par l ' i n d i c e  correspondant BG (S impl i f i ca t ion  du modèle Bond- 

Graph) e t  PS ( app l i ca t ion  de l a  méthode des  Pe r tu rba t ions  S i n g u l i è r e s ) .  

II. 3.1 .1  - Simpl i f ica t ion  s u r  l e  modèle Bond-Graph : 

La p a r t i e  rap ide  (pneu) e s t  i c i  obtenue en cons idérant  que l a  par- 

t i e  l en t e  e s t  immobile, c ' es t -à -d i re  que l a  masse de l ' h a b i t a c l e  M e s t  

i n f i n i e  devant l a  masse du pneu m .  Les l i e n s  1 ,  10 e t  12 d i s p a r a i s s e n t  

d e  l a  Figure 8. Les l i e n s  3 e t  4 peuvent ê t r e  regroupés en un s e u l ,  carac-  

t é r i s é  par l 'é lément  c a p a c i t i r  C c e  q u i  conduit  au bond-graph r é d u i t  d e  r ' 
l a  Figure 10 su ivante  : 

I 

Bond-Graph r édu i t  associé  à l a  p a r t i e  r ap ide  

Figure 10 

L'équation d ' é t a t  en va r i ab l e s  de phase dédu i t e  de ce graphe r é d u i t  

e s t  : 

L'étude concerne l e  mouvement du pneu ( z ~ ) ~ ~ ~ ,  l ' équa t ion  de t r ans -  

f e r t  correspondante s ' é c r i t  : 



1 O000 x (p l  g (P) 
I 

(III. 14) - 
p2 + 40 p + 1 O000 p2 + 40 p + 1 O000 1 

Ce système est oscillant et caractérisé par les paramètres suivants : 

- Fréquence de résonance f = 15.28 Hz 
r~~ 

- Coefficient d'amortissement 
'r BG 

= 0.2 

11.3.1.2 - Méthode des perturbations singulières : : 
L'équation matricielle caractérisant-la partie rapide obtenue par 

cette méthode a été explicitée dans le Chapitre 1, équation (I.97), qui 

s 'exprime ici par : 

(III. 15) 

ce qui correspond en valeurs numériques à : 1 

La relation entrées-sorties apparaît sous la forme s;7mbolique sui- 

l 

vante : 

(III. 16) 4 

f 

1 
1 [::Ir P =[-l~ooo s -:il [::Ir + 4 [i] 1 

PS 

1 
1 

Y, PS 
1 

r 
1 

PS 
L 1 



OU encore : 

Les paramètres du système oscillant ainsi obtenu sont les suivants i 

- Coefficient d'amortissement 5 = 0.2 
rPS 

- Fréquence de résonance ~ P S  
= 15.28 Hz - 

Le bond-graph réduit déduit de la forme matricielle (111.16) a exac- 

tement la mêne structure que celui décrit Figure 10. La seule différence 

apparaît au niveau du gain statique associé à l'entrée x. 

Amplitude 

C 
- 0.1 s Temps 

Sortie rapide découplée z 1 r (t) 

Figure 1 1  



1 
I 

Les r é s u l t a t s  de simulation sont t r o p  proches pour p a r a î t r e  d i s t i n c t s  

s u r  l e s  courbes de réponse obtenues. 

11.3.2 - Etude de l a  p a r t i e  l e n t e  ------------ ---------- 

11.3.2.1 - Simpl i f ica t ion  du modèle bond-graph : 

I 

Pour ob ten i r  l a  p a r t i e  l en t e ,  il e s t  néces sa i r e  d 'appl iquer  d'abord 

l a  t ransformat ion  réciproque précédemment d é f i n i e . L e  c a l c u l  des ga ins  de 

boucle  du bond-graph réciproque permet de  déterminer l e s  élsments a s soc i é s  

à l a  p a r t i e  l e n t e  réciproque,  e t  d 'annuler  ce s  f a i b l e s  ga ins .  

Un c a l c u l  rap iue  donne i c i  : . . 

- 
. " k  a )  pour l a  p a r t i e  l e n t e  réciproque : \ - = 0.0103 \ - = 0.0326 

m . M 
,r 
K b) pour l a  p a r t i e  rap ide  réciproque :j , = 0.129 K - = 0.0667 
M f 

Il s u f f i t  donc d ' é c r i r e  k =  O s o i t  k = m .  Les l i e n s  4 e t  9 correspon- 1 

dan t s  sont  supprimés du bond-graph i n i t i a l  (Figure 81, l a  p a r t i e  i n f é r i e u r e  1 

du graphe a l o r s  obtenu é t a n t  : 1 

Il appa ra î t  pour l 'élément 1 une c a u s a l i t é  d i f f é r e n t i e l l e ,  c e  qu i  

montre que 1 e s t  devenu dépendant des a u t r e s  termes. La v a r i a b l e  d ' é t a t  

a s s o c i é e  à 1 e s t  déterminée par  l a  source Sf : 1 ne joue p lus  de r ô l e  pour 

l a  dynamique du système, mais i n t e r v i e n t  seulement comme fo rce  supplémen- 

t a i r e  éprouvée par  l a  source ( rou te ) .  Le l i e n  6  a s soc i é  à 1 peut donc 
CI e t r e  supprimé, d 'où l e  bond-graph r é d u i t  de  l a  Figure 12. 



Bond-Graph rédui t  de l a  p a r t i e  l e n t e  

Figure 12 

L'équation d ' é t a t  assoc iée  s ' é c r i t  : 

Les paramètres 1, C ,  R r e s t a n t  sont  inchangés. 

Les paramètres du système os , c i l l an t  a i n s i  obtenus sont  a l o r s  : 

- Coef f i c i en t  d'amortissement = O .  258 

- Fréquence de  résonance 

11.3.2.2 - Méthode des pe r tu rba t ions  s i n g u l i è r e s  : 

Les express ions  (1.94) donnent i c i  : 

(III. 19) 



La sortie prise en compte ici correspond au mouvement xl d'où 

l'équation de transfert : 
~ P S  

(111.20) Xl (p) = 
56.4 1.006 

x(p> - g( P) 
R~~ + 3.76 p + 56.4 p2 + 3.76 p + 56.4 

l ce qui correspond aux paramètres suivants : 

- Coefficient d'amortissement 5 = 0.250 
R ~ s  

- Fréquence de résonance f = 1.118 Hz 
g~ s 

Le bond-graph réduit déduit de (111.19) a la même structure que celui 

de la Figure 12, avec pour nouvelles valeurs des paramètres : 

f = 37.6 (au lieu de 40) et K = 564 (au lieu de 600). 

Les résultats de simulation montrent encore des résultats très 

1 voisins (Figure 13). 

Amplitude 

+ 

I 0.1 s Temps 

Sortie lente découplée xla(t) 

Figure 13 

11.4 - Interprétation des résultats 

Les sous-systèmes réduits obtenus par les deux méthodes sont très 

voisins. Les bond-graphs réduits ont la même structure, les paramètres 



sont t ou t  à f a i t  comparables e t  l e s  courbes de  simulation pratiquement 

confondues. I l  f a u t  t o u t e f o i s  p r é c i s e r  que l 'exemple proposé possède 

deux groupes de dynamiques bien séparées  (pér iodes  propres dans un rap- 

por t  13.5), ce q u i  l i m i t e  l ' i n f l u e n c e  réciproque de chaque groupe s u r  

l ' a u t r e  e t  conduit  à des r é su l t a ' t s  t r è s  v o i s i n s  pour l e s  deux approches 

de réduct ion.  

Lorsque l e s  dynamiques sont moins nettement séparées ( r appor t  

T ( l e n t )  / To(rapide) < 51, l a  s i m p l i f i c a t i o n  s u r  l e  bond-graph r i s q u e  
O 

d ' e n t r a î n e r  des  e r r e u r s  assez importantes ,  e t  dans ce c a s ,  l a  méthode 

des pe r tu rba t ions  s i n g u l i è r e s  appor te ra  dans l a  déterminat ion du sous- 

systèmes 1en.t r é d u i t  une préc is ion  p lus  s a t i s f a i s a n t e .  

Cependant, l a  s i m p l i c i t é  de mise en œ u v r e  de c e t t e  méthode de s i m -  

p l i f i c a t i o n  s u r  l e  graphe e s t  un a t o u t  non négl igeable ,  s u r t o u t  quand 

l e  mode de r ep ré sen ta t ion  c h o i s i  i n i t i a l emen t  ne conduit pas  à une équo- 

t i o n  d ' é t a t  (systèmes fortement non l i n é a i r e s  par  exemple). De p lus ,  

l e s  bond-graphs r é d u i t s  a i n s i  obtenus conservent  tous deux des éléments 

du graphe i n i t i a l  q u i  n ' i n f luencen t  pas l e  comportement dynamique (dans 

l 'exemple proposé, il s ' a g i t  du l i e n  a s soc i é  à R : f ) .  I l  ne s ' a g i t  donc 

pas d'une t ronca tu re  sévère  du graphe. 

III - MISE EN OEUVRE PPATIQUE DE LA TRANSFOWTION RECIPROQUE POUR 

L'ETUDE DU COMPORTEMENT HAUTE FREQUENCE D ' U N  SYSTEME MECANIQUE 

Connne il a  é t é  montré dans l e  Chapitre  II, l a  méthode des perturba-  

t i o n s  s i n g u l i è r e s  ne permet pas d ' ob ten i r  pour l a  p a r t i e  r ap ide  découplée 

l a  même p réc i s ion  que su r  l a  p a r t i e  l e n t e  r é d u i t e ,  p u i s q u ' e l l e  ne prend 

pas en compte l ' i n f l u e n c e  des v a r i a b l e s  l e n t e s  su r  l e s  v a r i a b l e s  r ap ides .  

L ' app l i ca t ion  simultanée de l a  t ransformation réciproque e t  de l a  

méthode des  pe r tu rba t ions  s i n g u l i è r e s  appor te  au système r ap ide  r é d u i t  

c e t t e  p réc i s ion .  

III. 1 - Détermination du système réc iproque  

L'équat ion d ' é t a t  réciproque e s t  c a r a c t é r i s é e  par  l e  t r i p l e t  : 



Le c a l c u l  de  A-' peut ê t r e ,  dans c e r t a i n s  ca s ,  complexe quand l e  

système é tud ié  e s t  de grande dimension, ou quand l e s  éléments de A sont  

d ' o rd re s  de grandeur t r è s  d i f f é r e n t s ,  ce  q u i  e n t r a î n e  des  r i sques  de 

divergence ou d ' imprécis ion dans l e s  c a l c u l s .  

Par  con t r e ,  l a  d é f i n i t i o n  du système réc iproque  e s t  t rès simple e t  

conduit  de façon systématique à une équat ion d ' é t a t .  

Le bond-graph d é c r i t  F igure  1 4 , p r é s e n t é  en absence d ' e n t r é e s ,  e s t  

dédui t  du bond-graph de l a  Figure 2 par  l e s  t ransformat ions  su ivan te s  : 

* La c a u s a l i t é  i n t é g r a l e  e s t  conservée sur  l e s  éléments 1 e t  C .  

Bond-Graph réciproque de la  suspension de vo i tu re  

Figure 14 

En cho i s i s san t  comme vecteur  é t a t  réciproque : 



- 
1.a m a t r i c e  d ' é t a t  r é c i p r o q u e  A s ' é c r i t  

e t  d e v i e n t  dans l ' e s p a c e  d e  phase  : 

* -1  T 
C e t t e  m a t r i c e  é t a n t  d é f i n i e  p a r  A = (A ) , il süf f i t  pour  o b t e n i r  

l e  système réciproque-  d ' e f f e c t u e r  une t r a n s p o s i t i o n ,  d ' o ù ,  en v a l e u r s  

numériques : 



111.2 - Recherche du système rapicie r é d u i t  

Les composantes 2 e t  2 a p p a r a i s s e n t  maintenant  comme l e s  v a r i a b l e s  
1  2  

r a p i d e s ,  a l o r s  que 2 e t  Z s o n t  les v a r i a b l e s  l e n t e s .  
1 2 

La s é p a r a t i o n  en deux sous-ensembles d i s t i n c ' t s  e s t  moins n e t t e  q u e  

pour l e  système i n i t i a l ,  c e  q u i  montre l ' impor tance  des  t e rmes  d e  cou- 

p  l age .  

Après découplage de  l a  p a r t i e  l e n t e  r éc ip roque  t:] e t  a p p l i c a t i o n  
L L2  d 'une  n o u v e l l e  t r a n s f o r m a t i o n  r é c i p r o q u e ,  l e  système r a p i d e  e s t  a l o r s  : 

obtenu à p a r t i r  des  r e l a t i o n s  (11.131) .  Ce q u i  donne l ' é q u a t i o n  de  t r a n s -  

f e r t  s u i v a n t e  : 

(111.24) 21; (p)  = 
9400 4 . 1 0 - ~  

X ( P )  + -0 .984  - 4:  IO-^ 
PS p2 + 40 p  + 10000 p  + 4 0  p  + 10000 P 

Remarque : 

La d i f f é r e n c e  e n t r e  l e s  e x p r e s s i o n s  (111.24) e t  (111.17) p o r t e  u n i -  

quement s u r  l e  deuxième terme cor respondan t  à l ' e n t r é e  g. 

Les courbes  de  réponse  i n d i c i e l l e  de  l a  p a r t i e  r a p i d e  du sys tème 

g l o b a l ,  l a  p a r t i e  r a p i d e  r é d u i t e  ob tenue  p a r  l a  méthode d e s  p e r t u r b a t i o n s  

s e u l e  (PS) ' e t  c e l l e  ob tenue  p a r  p e r t u r b a t i o n  s i n g u l i è r e  avec  r é c i p r o q u e  

(PS + R I  s o n t  p r é s e n t é e s  F i g u r e  15. 



Amplitude 

global 

(t) 

0.1 s Temps 

Réponses de la partie rapide (système global et système réduit) 

Figure 15 

111.3 - Quelques remarques fondamentales 

Les courbes présentées Figure 15 montrent de façon très nette l'in- 

isérêt de la nouvelle méthode de réduction (PS + R )  présentée dans le Cha- 

pitre II et appiiquée ici. 

Il apparaît tout d'abord, que la sortie z 1 (t) du système global est 

le résultat de la superposition de deux phénomènes distincts : 

- lfentrée x(t) crée une réponse oscillante très rapide amortie 

en 4 périodes, que nous noterons zlr(t), 

- la pesanteur g est la cause d'oscillations de fréquence et 
d'amplitude faibles, la grandeur associée à ce cemportement très lent 

sera notée zle(t), correspondant à la partie lente de la variable rapide 

z, (t). 



La réduct ion par  l a  méthode des pe r tu rba t ions  s i n g u l i è r e s  (ou l a  

s i m p l i f i c a t i o n  s u r  l e  modèle bond-graph) conduit  à une très bonne ap- 

proximation de l a  composante rap ide  zl  ( t ) .  Les courbes z ( t )  e t  z l  ( t )  r 1 r 
sont  exactement confondues, pendant 80 % du temps d'amortissement du 

mouvement z1 ( t ) .  Après c e t  i n t e r v a l l e  de temps no té  T il y a décol- r PS ' 
lement e n t r e  l e s  deux courbes,  avec cependant un régime permanent pré- 

s en tan t  une bonne p réc i s ion  s t a t i q u e .  

Par  con t r e ,  il e s t  év ident  que l a  courbe obtenue par  réduct ion  

(PS + Réciproque) , ( t )  r ep ré sen te  exactement l ' é v o l u t i o n  de l a  
Z 1 f ( ~ ~ + ~ )  

s o r t i e  r ap ide  z ( t )  = z ( t )  + z l R ( t )  pendant un i n t e r v a l l e  de temps T 1 1 r PS+R 
que l ' o n  peut es t imer  au double de T 

PS ' 

Le domaine de v a l i d i t é  temporel le  e t  s p a t i a l e  du modèle r é d u i t  

(PS+R) a i n s i  obtenu e s t  2 f o i s  p lus  important que par  l a  méthode PS 

c l a s s ique .  

Ce t t e  amél iora t ion  s e n s i b l e  e s t  dSe au  terme i n t é g r a l  It: 5 u d t  
u 

obtenu par  a p p l i c a t i o n  de l a  t ransformat ion  réciproque.  

i.I -3 
Dans l e  cas  de l 'exemple proposé, l e  terme Du  = -4.10 .g a un 

c o e f f i c i e n t  t r è s  f a i b l e  q u i  n ' i n t e r v i e n t  qu 'au bout d'un temps q u i  cor- 

respond à l 'amortissement du régime t r a n s i t o i r e  r ap ide  z l r ( t ) .  C e t t e  fonc- 

t i o n  rampe r ep résen te  donc l a  p a r t i e  l e n t e  z l  ( t )  de l a  v a r i a b l e  r ap ide ,  R 
pendant un i n t e r v a l l e  de temps éga l  à T Passé c e  d é l a i ,  c e  modèle n ' e s t  

PS ' 
p lus  va l ab le ,  l a  s o r t i e  z ( t )  é t a n t  obtenue a l o r s  pa r  entraînement par  12 
l a  v a r i a b l e  l e n t e  x ( t )  (équat ion 1.93-b). 

QPS 

Les condi t ions  i n i t i a l e s  sont  conservées (vo i r  Chapi tre  LI) : 1 

1 l- (0) = 2, (0) 
(PS + R) 

ce  q u i  peut  s i m p l i f i e r  considérablement l e s  probièmes de  raccordement 

("couche l imi t e " ) .  



IV - RESOLUTION DES PROBLEMES SINGULIERS EN COMMANDE OPTIMALE PAR LES 
SYSTEMES RECIPROQUES 

Soit le système linéaire à deux dynamiques suivant : 

x = A  x + A  z + B  u 
1 1  12 1 

(III. 25) II = A 2 1 ~ + A 2 2 z  + B  u 2 

y = C  x + C  z 
1 2 

Le but de l'étude concerne la détermination de la commande optimale 

minimisant le critère : 

Si Y et Y sont les vecteurs associés à x et z, alors soit H le 
X z 

hamiltonien défini par : 

1 T T T 
A2,x A z B u 

22 2 
(III. 27) H = 2 (y Y) + Yx (A, x + A  z + B u) + Y (-+- 

12 1 z I-i II I-i 
+-> 

H vérifie : 

Le problème est donc singulier /Jacobsen Bell, 1975/ et l'application 

du principe du maximum ne permet pas le calcul de la trajectoire optimale. 

La décomposition temporelle du système (III.25), par la méthode PS 

pour la partie lente, et par l'association PS+Réciproque pour la partie 

rapide, lève cette singularité /Dauphin-Tanguy, Morelgne, Borne, 1983/. 

IV.l - Commande de la partie lente découplée 

En effet, le système lent reduit s'écrit : 



et la comande quasi-optimale associée à (111.28) minimise maintenant 

I le critère : 

soit : 

+ m  
T T T T 

= + Io (xR 
ce Xe + 2 x T c T D  U + U  D D u)dt 

R R R  R R 

ce qui se ramène, par le changement de variable : 

à un problème linéaire quadratique classique d'équation : 

Si (AR - B R  DQ' CR)  est stable, la commande optimale est : 

u2 = O 

soit pour la valeur optimale u de la commande u : 
R 

(111.31) 1 avec 1 cg = c l  - c2 A;; 

- 1 
D 2 = - C  A 

2 22 B2 



S i  (AQ - BQ DQ' CR) n ' e s t  pas  s t a b l e ,  il f a u t  chercher  une commande 

q u i  s t a b i l i s e  l e  système en boucle  fermée. 

I V . 2  - Commande de l a  p a r t i e  r ap ide  découplée 

La p a r t i e  rap ide  découplée obtenue p a r  l e s  pe r tu rba t ions  s i n g u l i è r e s  

e s t  représentée  par  : 

ce  q u i  ne  supprime pas l a  s i n g u l a r i t é  du c r i t è r e ,  pusique l ' e n t r é e  n'ap- 

p a r a î t  pas dans l ' exp res s ion  de l a  s o r t i e .  

Par  con t r e ,  l a  méthode proposée dans l e  Chapitre  II conjugant l a  

t ransformation réciproque e t  l a  méthode PS conduit  à l a  forme r é d u i t e  

su ivante  ( I I .  131) : 

ce q u i  donne, en in t rodu i san t  une nouvel le  v a r i a b l e  d ' é t a t  ( rap ide)  : 

e t  en e f f e c t u a n t  l e  changement de  v a r i a b l e  su ivant  : 

l e  nouveau système rap ide  découplé : 

O - 1 z- = AZ2 Z; + (B2 + JJ AZ2 A21 BI)  v 
( I I I .  35) 

r 

y; ' C 2  Zj + (C2 B2 + f l  1 1  B ) v 



Le c r i t è r e  J s e  décompose de l a  façon suivante : 

l a  p a r t i e  J é tan t  associée à l a  var iable  rapide,  avec t infiniment 
r 1 

p e t i t ,  e t  J associée aux var iables  l en tes .  R 

J s'exprime a lo r s ,  à p a r t i e  de (.111.35), par : 
r 

Le changement de var iable ,  du même type que (111.29) : 1 

(111.37) U. = v + (C B + p C I B I ) - '  C Z- r 2 2 2 r 

conjugué avec l e  changement d 'échel le  des temps : 

J + A22 (B2 + HA;:A~, B I )  UT 

( I I I .  38)  



La commande opt imale,  dans l e  cas  où l e  système (111.38) e s t  s t a b l e ,  

e s t  a l o r s  : 

s o i t  pour l a  va l eu r  opt imale v- de  l a  commande v : 
r 

- 1 
(111.39) v; = - (C2B2 + l iCIB1)  C2 

Par l a  r e l a t i o n  (111.33)~ nous obtenons : 

dv- dZ- 
r - - - - 1 r 

d'r 
u- = - (C2B2 + p C I B I )  

C 2 x  r 

ce q u i  donne, en remplaçant Zt p a r  (111.34) e t  (111.35) : 

La commande composite obtenue comme approximation de l a  commande 

optimale du problème (111.25-26) e s t  a l o r s  : 

V - INTERET DE LA TRANSFORMATION RECIPROQUE POUR L'OPTIMISATION DE 

TRAJECTOIRES 

Nous proposons i c i  une é tude  comparative des r é s u l t a t s  obtenus s u r  

un exemple pour l a  déterminat ion de l a  t r a j e c t o i r e  opt imale d'un système 

à deux dynamiques, par  l e  c a l c u l  de l a  commande opt imale minimisant un 

c r i t è r e  l i n é a i r e  quadrat ique à horizon i n f i n i  e t  des commandes quas i -  

optimales obtenues par  réduct ion  du système global  par  l a  méthode PS 

e t  par  l ' a c t i o n  con jo in t e  PS + Transforination Réciproque. 

La p a r t i e  l e n t e  r é d u i t e  obtenue par  c e s  deux approches é t a n t  l a  même, 

nous nous in t é re s se rons  aux s e u l e s  v a r i a b l e s  rap ides .  . 



J J Z = A  2  1 X + A  22 Z + B  2  IJ 

( I I I .  42) y = C  1 x + C  2  z 

1 x(O), z (0)  cond i t i ons  i n i t i a l e s  

R d é f i n i e  p o s i t i v e  

V.  1 - Détermination de l a  t r a j e c t o i r e  opt imale  

S i  Y e t  Y s o n t  l e s  vec t eu r s  a d j o i n t s  a s s o c i é s  aux vec t eu r s  x  e t  z ,  
X Z 

l lHami l ton ien  H e s t  a l o r s  d é f i n i  par  : 

L 'app l i ca t i on  du p r i n c i p e  du maximum condui t  au système su ivan t  : 

( I I I .  44) 
-- 



La commande optimale est donnée par : 

V . 2  - Commande quasi-optimale par décomposition temporelle 
/Kokotovic, Yackel, 1972/ 

Le problème (111.42) se ramène au problème réduit suivant, qui cor- 

respond à la solution intérieure lente : 

(III. 46) - 1 
zR = - A22 (A21 xQ + B2 U) 

La détermination de la commande optimale uQ permet de calculer la 

trajectoire optimale x et d'en déduire la trajectoire optimale de la R 
partie lente de la variable rapide z correspondant à la solution inté- R 
rieure. Un problème de raccordement ("couche limite") dû à l'écart entre 

les valeurs initiales z(0) et z (0) apparaît, qu'il est nécessaire de R 
résoudre par l'élaboration d'une couche limite initiale utilisant le 

temps dilaté ~ = t / p  et le sous système associé à la partie rapide décou- 

plée. 

- v gr - A22 zr + B2 u 

(III. 47) = C  z 
Yr 2 r 

zr(0) = ~(0) - ~ ~ ( 0 )  

+ m  

La minimisation du critère .J = 1 1 T 
+ u Ru) dt nécessite 

r 2 ~  (yr Yr la résolution du système : 

" gr = AZ2 Zr - 
(1 II. 4 8 )  

T 
= - C  C z Y 

2 2 r - % 2  z 



La r é s o l u t i o n  de c e  problème condui t  à une so lu t ion  opt imale  z  (T). r 

La t r a j e c t o i r e  de l a  v a r i a b l e  r ap ide  s ' é c r i t  a l o r s  : 

(111.50) z ( t )  = z e ( t )  + zr('r) + 0(p)  

Remarque : 

La dé te rmina t ion  de l a  commande opt imale  peut  s e  f a i r e  a u s s i  par  

r é s o l u t i o n  de l ' é q u a t i o n  de R i c c a t i  a s soc i ée  au  problème posé. 

V.3 - U t i l i s a t i o n  des  systèmes réc iproques  

La p a r t i e  r ap ide  o b t e n k  par  l a  méthode PS + Réciproque e s t  dé£ i n i e  

par  l a  r e l a t i o n  (11.131), c e  qu i  dev i en t ,  par  a p p l i c a t i o n  des  r e l a t i o n s  

(111.33) e t  (111.34) : 

L ' i n d i c e  de coût  a s s o c i é  e s t  a l o r s  : 

" 
( I I I .  52) 



S i  Y' e t  Y sont  les vec t eu r s  a d j o i n t s  a s s o c i é s  à Z-. e t  v ,  l a  dé- 
Z - v r r 

te rmina t ion  de  1 'Hamiltonien du système ( I I I .  51-52) conjuguée à l ' a p p l i -  

c a t i o n  du p r i n c i p e  du maximum condui t  au système su ivan t  : 

( I I I .  53) 

avec M = 

- - 

C e  système correspond à un problème de commande l i n é a i r e  quadra t ique  

- 
d z- 

dv - 
d-r 

dYzr - 
dT 

d Y 
v - 

d-r 

- 

- 

à hor izon  i n f i n i  de dimension (n + r )  avec r dimension du vec t eu r  e n t r é e  u. 
2 

1 

z-. 
r 

v 

r 

Y 
v 

L d 

La t r a j e c t o i r e  opt imale  e s t  a l o r s  obtenue par  : 



- Mise en œuvre  s u r  un exemple 

Considérons l e  problème su ivant  : 

y = x + z  
( I I I .  55) 

x(O), z(0)  : condi t ions  i n i t i a l e s  

2  
C r i t e r e  5 minimiser : J =+ Jo+m(x2 + z2 + u ) d t  

Les équat ions des  t r a j e c t o i r e s  opt imales ,  déterminées par  l e s  3 mé- 

thodes d é c r i t e s  sont  exprimées en fonc t ion  des  condi t ions  

i n i t i a l e s  (qui  i n t e rv i ennen t  corne cons tan tes  d ' i n t é g r a t i o n ) .  

1) T r a j e c t o i r e  opt imale : 

2) T r a j e c t o i r e  quasi-optimale 1 (Méthode PS) : 

3) T r a j e c t o i r e  quasi-optimale 2 (PS + R) : 

( I I I .  58) 

ce  qu i  donne l e s  courbes su ivantes ,  pour l e s  condi t ions  i n i t i a l e s  

x(0)  = 10 e t  z(0)  = 4 : 



T r a j e c t o i r e  z ( t )  

- T r a j e c t o i r e  opt imale  

ooo T r a j e c t o i r e  quasi-optimale 1 

+++ T r a j e c t o i r e  quasi-optimale 2 

Comparaison des  t r a j e c t o i r e s  op t imales  e t  quasi-opt imales  

F igure  16 



V.5 - I n t e r p r é t a t i o n  des  r é s u l t a t s  

La t r a j e c t o i r e  optimale (111.56) c o n t i e n t  deux termes exponent ie l s  

déc ro i s san t s  de c o e f f i c i e n t s  : 

as soc ié s  respectivement aux modes d ' évo lu t ion  l e n t  e t  rap ide .  

La t r a j e c t o i r e  quasi-optimale 1 ,  pour l a  p a r t i e  correspondant à l a  

couche l i m i t e  z  ( t )  ne prend en compte que l ' é v o l u t i o n  rap ide  a s soc i ée  
1 

r 
à A 2 = -  1.8028. - Par con t r e ,  l a  t r a j e c t o i r e  quadi-optimale 2 f a i t  appa- 

r a î t r e  dans z ( t )  , un terme a s s o c i é  à = - 0.6158 q u i  correspond à r 1 
l ' é v o l u t i o n  l e n t e  de l a  p a r t i e  rap ide ,  c e  q u i  montre b i en  que c e t t e  ap- 

proche (PS+R) donne, s u r  un i n t e r v a l l e  de temps correspondant à l a  cou- 

che l i m i t e ,  une va l eu r  p lus  exac te  de l a  va r i ab l e  r ap ide .  

La Figure 16 montre de façon t r è s  n e t t e ,  l a  s u p é r i o r i t é  de  l a  mé- 

thode proposée (PS + R ) .  En e f f e t ,  l ' é c a r t  e n t r e  z*( t )  opt imale e t  

z  ( t )  e s t  i n s i g n i f i a n t  pa r  rappor t  à c e l u i  e x i s t a n t  e n t r e  z* ( t )  
PS+R 

e t  zps(t) .  

Les équat ions (111.56-57-58) dépendent des  cond i t i ons  i n i t i a l e s  

x(0)  e t  z (0) .  Une é tude  e s t  ac tue l lement  en cours s u r  l e s  condi t ions  de 

v a l i d i t é  de c e t t e  méthode (PS + R) v i s  à v i s  des  cond i t i ons  i n i t i a l e s .  

Il semble de p l u s ,  que l e s  r é s u l t a t s  obtenus correspondent à un dévelop- 

pement asymptotique des  s o l u t i o n s  à l ' o r d r e  1 en p .  

Les r é s u l t a t s  obtenus i c i  concernant l a  couche l i m i t e  en temps in i -  

t i a l ,  peuvent ê t r e  appl iqués à l a  couche l i m i t e  en temps f i n a l ,  c e  q u i  

permet l a  r é s o l u t i o n  de problème d 'op t imisa t ion  de t r a j e c t o i r e s  à hor i -  

zon f i n i  e t  é t a t s  f inaux f i x é s .  

Ce t t e  é tude e s t  en cours  /Moreigne/. 





CONCLUSION 

L'avantage de  l a  nouve l l e  méthode de r éduc t ion  (PS + R )  a p p a r a î t  

très nettement s u r  l e s  exemples proposés.  Il e s t  p l u s  s e n s i b l e  quand 

l e s  dynamiques n e  sont  pas  t rès  séparées .  Cependant, g râce  au terme in- 

t é g r a l  i n t r o d u i t  dans l ' e x p r e s s i o n  de l a  s o r t i e ,  nous n'obtenons pas  une 

approximation d e  l a  v a r i a b l e s  rap ide  (comme dans l a  méthode P S ) ,  mais 

une e s t ima t ion  p r é c i s e  de l a  v a r i a b l e  r a p i d e  elle-même, avec s e s  compo- 

s a n t e s  l e n t e  e t  rap ide .  

Ceci  e s t  t rès important pour l e  découplage temporel du système gio- 

b a l ,  puisque l a  r e p r é s e n t a t i o n  multi-modèle a l o r s  obtenue comporte l a  

&ne p réc i s ion  que l  que s o i t  l e  domaine cons idéré ,  t r a n s i t o i r e s  r ap ides  

ou régime l e n t .  

La modél i sa t ion  Bond-Graph permet, p a r  son c a r a c t è r e  graphique pro- 

che de l a  r é a l i t é  physique, une approche p l u s  " sens i t i ve"  des problèmes 

de s i m p l i f i c a t i o n  de modèle puisque chacun des  éléments du graphe e s t  

a s s o c i é  à un coniposant physique du système réel,  contrairement  aux modèles 

mathématiques beaucoup p l u s  a b s t r a i t s .  









EXTENSION AUX SYSTEMES MULTIVARIABLES MULTIVITESSES 

- CAS DES SYSTEMES INTERCONNECTES - 

INTRODUCTION 

Nous présentons ici tout d'abord une méthode originale de modélisa- 

tion sous forme singulièrement perturbée des systèmes multivitesses, qui 

regroupe sous forme unique les systèmes à paramètres multiples et ceux 

qui peuvent être assimilés à des systèmes à paramètre unique. Cette mo- 

délisation permet, pour la réduction, deux approches différentes appe- 

lées "dégénérescence progressive" et "séparation directe partie lente/ 

partie rapide", et conduit à un algorithme de séparation. La méthode 

(PS +R), d'étude de la partie rapide fournit des résultats différents 

suivant la démarche utilisée. 

Une interprétation fréquentielle de la séparation des dynamiques 

est ensuite proposée, par comparaison avec les résultats obtenus par 

troncature du diagramme asymptotique de Bode. Cette représentation, pro- 

pre au linéaire, est étendue au cas non linéaire des systèmes de type 

Lur'e Postnikov, et permet, par la définition de l'opérateur symbolique 

de transfert scalaire, de tracer un "pseudo-domaine asymptotique de Bode". 

Le cas de système interconnecté, composé de sous-systèmes'non li- 

néaires de type Lur'e Postnikov est ensuite envisagé. Grâce à une formu- 

lation symbolique semblable à celle utilisée en linéaire, nous présentons 

des résultats concernant la réduction du système global. Quand toutes les 

dynamiques rapides sont concentrées dans un seul sous-système, cette mé- 

thode conduit à la mise en évidence d'invariants. 



1 - MODELISATION DE SYSTEMES POSSEDANT PLUSIEURS DYNAMIQUES 

De nombreux modèles de  systèmes de grande dimension mettent  en év i -  

dence des  phénomènes dynamiques i n t é r a c t i f s  de  v i t e s s e s  t r è s  d i f f é r e n -  

t e s .  Ains i ,  dans un système de puissance,  l e s  cons t an te s  de temps s 'éche- 

lonnent  depuis des  f r a c t i o n s  de secondes, correspondant  aux t r a n s i t o i r e s  

r ap ides ,  aux r égu la t eu r s  de t ens ion ,  aux phénomènes de stockage d 'éner -  

g ie  é l e c t r i q u e  jusqu 'à  p l u s i e u r s  minutes,  correspondant aux temps de  

t r a n s f e r t  du combust ible ,  aux phénomènes de stockage d ' éne rg i e  thermi- 

que, .... 

Plus i eu r s  approches e x i s t e n t  pour c e  type  de problème, su ivant  que 

l e s  d i f f é r e n t e s  dynamiques son t  du même o r d r e  de grandeur ou t rès  d i f -  

f é r e n t e s .  

Considérons l e  système l i n é a i r e  r ep ré sen té  par  l e s  équat ions su i -  

vantes  : 

1 
n  

avec : x e  R z ,  e R 2i 

Ce système e s t  modélisé sous forme d'un système singul ièrement  per- 

tu rbé  à paramètres mul t ip les .  

Les paramètres p 
1 ,  ' " "  

pN,  appar tenant  à 1 ' i n t e r v a l l e  - 1 0  , 1 - 1 sont  

ordonnés e t  s o n t  l e s  composantes d ' i n  vec t eu r  j~ e R ~ .  

L'hypothèse f 

Pi+, Pi + 0 quznd 111111 + 0 

met en évidence N éche l l e s  de temps r ap ides  e t  ordonne l e s  v a r i a b l e s  

z su ivant  l e s  v i t e s s e s  c r o i s s a n t e s  ( z  é t a n t  p lus  r ap ide  que r i ) .  
i i+ 1 



1.1 - Cas où les dynamiques sont proches 

Il s'agit donc de systèmes modélisés sous forme (IV.1) pour lesquels 

les paramètres p sont du même ordre de grandeur. De tels problèmes sont i 
très souvent reformulés en problèmes à paramètre unique /Kokotovic, 

O1Malley, Sannuti, 1976/ IHoppensteadt, 1969/. Il faut alors exprimer 

les scalaires p 1~ .-Y UN sous forme de multiples d'un paramètre unique 

E sous la forme : 

Les valeurs possibles de p étant limitées à un cône H c 8. 

La principale limite de cette scalarisation est que les résultats 

dépendent des coefficients B. qui sont généralement inconnus. 
1 

La validité du résultat est restreinte à une droite de l'espace des 

J J 1 ~  -., PN> définie par un ensemble particulier de valeurs 6 ,, . - a ,  BNa 
Même si la solution du problème complet (IV.1) converge vers la solution 

du système réduit obtenu par p + O le long de toute droite d'un cône H, 

il n'en résulte pas une condition suffisante de convergence quand -+ O 

le long d'une courbe arbitraire de H. 

/~rujit, 1977, 1979/et /Khalil,Kokotovic, 1979/ étudient lecasoù 

les paramètres p. sont du même ordre de grandeur, mais les rapports p./p. 
1 1 1  - - - 

bornés par des termes positifs, aonstants, m ijy Mij tels que : 

Le système (Iv.1) est alors réécrit sous une forme ressemblant à un 

système à paramètre unique : 



mais q u i  en d i f f è r e  parce  que : 

(1v.5) E = ~ ( p )  = (p l  X . . . X pN) 1 /N 

(1v.6) D = D(p) = bloc-diag 
E 

dépendent de t ous  l e s  p i 

Grâce à l a  r e l a t i o n  (IV.3),  il e s t  év iden t  que les éléments de  D 

sont  bornés pa r  : 

où m e t  M .  dépendent de e t  M 
i 1 i j i j  ' 

La p a r t i e  r a p i d e  découplée e s t  i c i  d é f i n i e  pa r  : 

dzr 
(IV.8) - - D(p) Ar z r ( ~ )  avec z r (O) = no - z 2 ( 0 )  

avec : T =  t / ~ ( j . 1 1  

Les modes r a p i d e s  son t  i c i  du même o r d r e  de grandeur .  Il f a u t  v é r i -  

f i e r  l a  s t a b i l i t é  asymptotique des  modes rapides  pour t o u t  vec teur  p e H 

suffisamment p e t i t ,  t e l  que : 

Il s ' a g i t  donc i c i  de  d é f i n i r  des c l a s s e s  de ma t r i ce s  A q u i  s a t i s -  
r 

fon t  (IV.9) pour t o u t e s  ma t r i ce s  d iagonales  D du type  ( I V . ~ ) ,  (IV.~), c e  

qu i  e n t r a î n e r a  l a  D - s t a b i l i t é  de A . r 



1.2 - Cas où les dynamiques sont bien séparées 

Dans ce cas, les coefficients p .  sont différents et il est impos- 
1 

sible de se ramener à un problème à paramètre unique /Gruji&, 19781.  

Ainsi, ISandell, Varaiya, Athans, Safonov, 19781 présentent l'exem- 

ple d'un système linéaire de la forme : 

.. 
Les états x(t), y(t) et z(t) correspondent respectivement aux par- 

ties basses fréquences, moyennes fréquences et hautes fréquences du sys- 

tème ( S I .  

Pour obtenir une approximation basse fréquence, il suffit d'écrire 

p 1  = O et p2 = O, ce qui conduit à : 

de même qu'une approximation moyenne fréquence est obtenue par p = O 
2 

ce qui donne : 

O 

l'équation p z = % z  correspondant à l'approximation haute fréquence. 
2 

Lorsqu'il s'agit* de systèmes du type (IV.1) à N dynamiques différentes, une 

séparation itérative de différents sous-systèmes est effectuée, de la même 

manière que pour un système à deux dynamiques, en commençant par la par- 

tie la plus rapide avec p = 0. 
N 



1.3 - P r é s e n t a t i o n  d 'un mode d e  r e p r é s e n t a t i o n  p e r m e t t a n t  de  p r e n d r e  

en  compte l e s  deux c a s  p r é c é d e n t s  

Lorsque les  dynamiques n e  s o n t  pas  ne t t ement  s é p a r é e s ,  ou quand 

une l i b e r t é  d e  cho ix  e s t  s o u h a i t é e  pour  l a  d é t e r m i n a t i o n  de  l a  dimension 

du système r é d u i t  s u i v a n t  d e s  c r i t è r e s  e s t i m é s  en  temps r é e l  comme l a  

p r é c i s i o n  ou l a  r a p i d i t é  d e s  c a l c u l s ,  l a  m o d é l i s a t i o n  sous  forme ( IV. l )  

a p p a r a î t  t r o p  r i g i d e  e t  f i g é e .  

Nous proposons  une m o d é l i s a t i o n  p l u s  soup le  sous  l a  forme s u i v a n t e  : 

( I V .  1.0) 

(Le c o e f f i c i e n t  JJ a p p a r a î t  i c i  dans un b u t  d e  s y m é t r i e  d e s  é q u a t i o n s ,  
1 

mais  il s e r a  p r i s  pa r  la  s u i t e  é g a l  à 1 ) .  

j 
Les c o e f f i c i e n t s  p !  = TI J J ~  n e  s o n t  pas  indépendan ts ,  c o n t r a i r e m e n t  

J i = l  
aux c a s  p récéden ts .  

1 

. Chacun d e s  paramètres  JJ. a p p a r t e n a n t  à 1 ' i n t e r v a l l e  3 0 , 1 I] , l e s  
1 

s c a l a i r e s  JJ' s o n t  donc te ls  que : 
j 

O < J J ~  2 ,; pour k > j  

c e  q u i  ordonne les v a r i a b l e s  r a p i d e s  p a r  v i t e s s e s  c r o i s s a n t e s .  

S i t  e s t  l ' é c h e l l e  d e s  temps des  coniposa.ites l e n t e s  x l  e t  'Ci l ' é c h e l l e  des  

temps des v a r i a b l e s  r a p i d e s  x .  ( i = 2 ,  ..., N), a l o r s  p !  p e u t  se décompo- 
1 J 



ser de la façon suivante : 

avec t : instant initial. 
O 

Chacun des scalaires P (i=2, ..., N) permet de comparer la vitesse i 
des variables x. avec celles des variables x 

1 i-1 

Cette forme n'apparaît dans la littérature que dans /OIMalley, 19741 

et /Dauphin-Tanguy, :981, 19821. O'Malley la présente dans le cas du sys- 

tème de dimension 3 suivant : 

avec les conditions initiales : 

x(0 ; E l  Y E2). = Xo (El y E2) 

(IV. 13) y(0 ; El, E2) = y o  (E 1' €2) 

z(0 ; El, E2) = (El. E*) 
O 

Le système réduit est obtenu pour E + O et c2 -t O simultanément, 
1 

ce qui revient à considérer le problème comme un problème à paramètre 

unique. 

L'intérêt de cette modélisation réside pour O'Malley, dans les faits 

suivants : 

- E et E étant inférieurs à 1, il n'existe pas d'ambiguïté 
1 2 



pour le classement des variables rapides l'une par rapport à l'autre : 

- La solution asymptotique du système (IV.12) (IV.13) apparaît 
comme la superposition du développement extérieur dépendant de t, de la 

correction de couche limite dépendant de la variable rapide la plus fai- 

ble y, et de la contribution de la variable la plus rapide z .  

Un exemple de cette technique, concernant un réacteur chimique est 

proposé par /Chen, O'Malley, 19741. 

'Nous envisageons de montrer ici que cette forme de modélisation par- 

ticulière des systèmes multivite_sses possède des avantages importants 

pour la réduction de dimensionnalité, et donne beaucoup plus de souplesse 

d'utilisation que la forme (IV. 1). 

Les deux approches précédemment décrites sont en effet possibles : 

- si les parties rapides ont des vitesses de même ordre de 
grandeur, la séparation partie lentelpartie rapide se fait directement en 

une seule étape en posant =O. Le système multiparamètre est alors étu- 
2 

dié comme un système à paramètre unique. Cette modélisation se rapproche 

du cas où tous les paramètres IJ v i = 2, . . . , N, sont égaux à u, ce qui 
i' 

donne des petits scalaires p' en puissances de P (u! = v j-' ; j = 2 ,  ...,NI, 
j J 

- si les vitesses sont toutes différentes, le système est alors 
étudié comme un système à paramètres multiples et la "dégénérescence" se. 

fait progressivement en posant g = O, puis p. = 0, . . . . 
N N- 1 

Si, dans les composantes rapides, une variable x " impose" sa vi- 
N-k 

teçse, les x. (i<N-k) composant alors la partie lente et les x (j LN-k) 
1 j 

composant la partie rapide, il est alors possible d'effectuer la sépara- 

tion de façon progressive en posant = O  puis fi =O, ..., puis I . ~ ~ - ~ = O .  
N N- 1 

Mais une autre démarche consiste à poser p = O  directenent dans 
N-k 

l'équation (IV.10), ce qui ramène le problème à N paramètres à un pro- 

blème à (N-k-1 ) paramètres (avec u = 1). 



II - PRESENTATION DE DEUX METHODES DE DECOUPLAGE DES DYNAMIQUES 

/Dauphin-Tanguy, Borne, Benrejeb,  19821 

S o i t  l e  système S  m u l t i v a r i a b l e  s u i v a n t  : 

(IV. 14) 

avec : 

(IV. 15) 

11.1 - Dégénérescence p r o g r e s s i v e  

La méthode p r o g r e s s i v e  q u i  c o n s i s t e  à a n n u l e r  J J ~ ,  p u i s  )- lN-l ,  .... 
f a i t  a p p a r a î t r e  une r é c u r r e n c e  q u i  permet de  c a l c u l e r ,  en p a r t a n t  du p l u s  

r a p i d e  v e r s  l e  p l u s  l e n t ,  l ' é q u a t i o n  d ' é t a t  du sys tème dégénéré .  



A chaque é t ape ,  des  condi t ions  d ' i n v e r s i b i l i t é  appa ra i s sen t  pour 

l a  matr ice c a r a c t é r i s a n t  l a  p a r t i e  r a p i d e  découplée. 

Nous noterons  sk+' l e  système obtenu ap rès  (k+ l )  pas de  dégénéres- 
O 

cence e t  S = (A0, B O ,  C O ,  Do) l e  système i n i t i a l  correspondant  à ( I V .  14) 

( I V .  15).  

Soi t  l ' a lgor i thme correspondant  (A). 

1 - O 0-1 0 [ Aij - A i j  - * ~ N % N  ANj ( i ,  j  = 1 ,  . .., N-1) 

1 - 1 1 -l A I  
A i j  A i , ~ - l  %-1 ,N-1 N-1 , j  

( i ,  j  = 1 ,  ..., N-2) 



r k+l k k  k- k 
= A . .  - 

Ai j J *i,N-k '~-k,N-k A ~ - k y j  ( i ,  j = 1, . .., N-k-1) 

k+l k k - 1 - gk ( i  = 1 ,  . . . y  N-k-11 
Bi j - B i j - A i , ~ - k  4-k,N-k N-k,j 1 ( j  = 1 ¶  ..., r )  

k+l - k k  k ( i  = 1 ,  . . . y  p)  
- 1 

- C i j - C i , ~ - k G - k 9 N - k  %-kYj 1 ( j  = 1 ,  ,.., N-k-1) 1 J 

k+ 1 k k Ak 
- 1 

= De.- Bk ( i  = l y  . . . ¶  p) 
D i j  IJ 'i,N-k N-k,R-k N-k9j 1 ( j  = l 9  . . . ¶  r )  

(A) : Algorithme de sépa ra t ion  des  dynamiques. 

L 'ordre  d ' a r r ê t  k e s t  v a r i a b l e  e t  peut  ê t r e  c h o i s i  en v e r t u  de d i f -  

f é r e n t s  c r i t è r e s  : 

- La mat r ice  
k 

n ' e s t  pas i n v e r s i b l e .  %-k ,N-k 
1 

- L a  réduct ion  d 'ordre  e s t  jugée s u f f i s a n t e  pour s i n p l i f i e r  I 
1 

l e s  c a l c u l s  sans n u i r e  de  façon t r o p  importante à l a  p réc i s ion  des  c a l c u l s .  1 

k  - La v a r i a b l e  x l a  p l u s  rap ide  du système r é d u i t  e s t  de s t a -  
N-k 

b i l i t é  i n c e r t a i n e ,  ce  q u i  conduit  l ' u t i l i s a t e u r  à l a  conserver  dans l e  

système g loba l .  

Le système découplé a i n s i  obtenu s e  p ré sen te  sous l a  forme su ivante  : 



(IV. 16) 

avec la convention d'écriture : 



11.2 - Séparat ion en une é t ape  p a r t i e  l e n t e l p a r t i e  r ap ide  

C e t t e  approche i n t e r v i e n t  dans deux cas  p r é c i s  : 
I 

- Toutes l e s  dynamiques rap ides  s o n t  comparables, e t  l e  système 

e s t  à   ara mètre unique. Les r é s u l t a t s  des précédents  c h a p i t r e s  s ' app l iquen t  

a l o r s  directement .  

- La v a r i a b l e  x marque l a  l i m i t e  e n t r e  l e s  v a r i a b l e s  pouvant 
N-k 

globalement ê t r e  cons idérées  comme l e n t e s p a r  r appor t  aux a u t r e s  v a r i a b l e s  

rap ides  x 
N-k ' ..., x Dans ce  c a s ,  é c r i r e  j~ = O  r e v i e n t  à remplacer 

N ' N-k 
k+l équat ions d i f f é r e n t i e l l e s  par  au t an t  d 'équat ions  a lgébr iques .  

N-k- 1 
Le système r é d u i t  correspondant ,  de dimension C n ne peut ê t r e  

i= 1 
i ' 

obtenu que s i  l a  mat r ice  c a r a c t é r i s a n t  l e s  v a r i a b l e s  r ap ides  e s t  inver -  

s i b l e ,  s o i t  : 

(IV. 17) avec d e t  Ar + O 

S i  t o u t e s  l e s  ma t r i ce s  A .  ( i = N - k ,  ..., N) sont  i n v e r s i b l e s ,  l e  
i i 

système découplé s e r a  évidemment ident ique  à c e l u i  obtenu par  l a  première 

méthode de  découplage p r o g r e s s i f .  

- 
Par con t r e ,  s i  une des v a r i a b l e s  x i  ( j  6 [N-k, . . . , N A) e s t  carac-  

J 

t é r i s é e  pa r  une mat r ice  A non i n v e r s i b l e ,  l a  sépa ra t ion  progress ive  ne 
j  j 



s e r a  pas app l i cab le ,  contrairement  à l a  méthode g loba le  q u i  ne f a i t  d'hy- 

pothèse d ' i n v e r s i b i l i t é  que pour l a  mat r ice  b l o d : ~  ; i, j = N - k ,  . . . , N}. i j 

L e  système découplé a l o r s  obtenu s e  p ré sen te  sous l a  forme : 

( I V .  18) 



(L'indice k+l est ici placé à gauche, pour éviter les confusions 

avec la première approche). 

Les matrices A C caractérisant la partie rapide, sont obte- 
ry Bry r 

nues directement à partir de l'expression du système global (IV.14). 

- 
Les matrices associées au système lent réduit sont obtenues de façon 

classique, en utilisant la notation inspirée de celle de Binet-Cauchy 

indices lignes conservés 
A 1 L indices colonnes conservés J 

...... N-k-1 ..... 

...... ..... N-k-1 ..... 
! 

..... ..... N-k-1 l..... N-k-1 
k+l 

....... 
I 

(IV. 19) 1 l 



III - ETUDE PRECISE PAR LA METHODE P S + R  DES COMPORTEMENTS RAPIDES DES 

SYSTEMES MULTI-ECHELLES DES TEMPS 

Nous avons p r é s e n t é  dans l e  p r é c é d e n t  pa ragraphe ,  deux méthcdes d e  

s é p a r a t i o n  des  p a r t i e s  l e n t e s  e t  r a p i d e s  du système g l o b a l  (IV.14),  q u i  

donnent une bonne p r é c i s i o n  pour  l a  p a r t i e  l e n t e  découplée .  

Pour l a  p a r t i e  r a p i d e ,  l a  méthode P S + R  exposée dans  l e  c h a p i t r e  II 

c o n d u i t  à deux e x p r e s s i o n s  m a t r i c i e l l e s  p o s s i b l e s ,  s u i v a n t  l a  d é f i n i t i o n  

du système r é c i p r o q u e  r e t e n u e ,  s o i t  dans l e  cas d e  deux dynamiques d i f -  

f é r e n t e s  : 

O 

IJ 2- = A22 Z? + B2 u 
r 

(II. 126) 
Y;: = (c2  + p c 1  A I 2  A;:) Z; + lt - A  1 2  A - ' B  22 2  ) u d t  

~ ~ ( 0 )  f ~ ( 0 )  
to 

( I I .  131) - 1 y; = C 2- + 
2 r ( C l - C  2 A 22 A 21 ) B 1 u d t  

Ces e x p r e s s i o n s  peuvént  ê t r e  g é n é r a l i s é e s  a u  c a s  m u l t i v i t e s s e ,  avec  

d e s  formes d i f f é r e n t e s  s u i v a n t  l a  démarche u t i l i s é e  pour l e  découplage.  

111.1 - Dégénérescence p r o g r e s s i v e  

C e t t e  approche e s t  c a r a c t é r i s é e  p a r  l ' a l g o r i t h m e  (A). A l a  p remière  

é t a p e ,  l a  p a r t i e  r a p i d e ,  d e  v a r i a b l e  x e s t  d é c r i t e  p a r  l ' u n e  des  deux 
N 

e x p r e s s  ions  s u i v a n t  e s  : 



A l ' é t a p e  k + l ,  l a  p a r t i e  r ap ide  ob tenue  x k 
s ' é c r i t  donc sous l a  

(N-k) - 
forme : - r 

(IV. 23) 

] u d t  

1 



111.2 - S é p a r a t i o n  d i r e c t e  p a r t i e  l e n t e l p a r t i e  r a p i d e  

S i  l a  v a r i a b l e  x marque l a  s é p a r a t i o n  p a r t i e  l e n t e / p a r t i e  r a p i d e ,  N-k 
p o s e r  p = O  c o n d u i t  a u  découplage ind iqué  (IV.18). 

N-k 

La p a r t i e  r a p i d e  ob tenue  p a r  l a  méthode (PS + R )  s e  p r é s e n t e  a l o r s  

sous  l a  forme : 

k+ 1 
( BQ e s t  dé£ i n i  dans  (IV. 19) 



(IV. 25)  

IV  - INTERPRETATION FREQUENTIELLE DE LA SEPARATION DES DYNAMIQUES 

Dans un but de simplicité, nous étudierons un système de dimension 3, 

possédant 3 dynamiques distinctes et représenté par la fonction de trans- 

fert suivante : 

avec : T >> T2  >> T3 
1 



La représentation d'état associée, dans la base modale, s'écrit : 

Les coefficients B..yi = 1 2 3 )  sont les résidus associés aux 
1 

pôles -11~. dans la décomposition en éléments imples de W(p) et sont ob- 
1 

tenus par la relation : 

Le système (IV.27) a des termes d'ordresdegrandeur très différents. 

Il peut être modélisé sous la forme singulièrement perturbée suivante : 

où les paramètres j ~ .  (i= 2, 3) sont définis conformément à la relation 
1 

(IV.11). 
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IV.l - Troncature  du diagramme de Bode 

Le diagramme asymptotique de Bode a s s o c i é  à W(p) e s t  p r é sen t é  s u r  

l a  Figure su ivan te  : 

" fJJ ( log)  

( log)  

- - - - - 

- T T  - - - - - - - 
! 

- 3.rr/2 - - - - - - - -1 - - - 
! I 

! 
I 

(-1) = - 20 dB/décade 
fil15 

Llll C 

Considérer  que l a  v a r i a b l e  x e s t  t rès  r ap ide  par  r appor t  à x e t  3 1 

O 
x2 r e v i e n t  à ne  prendre en compte dans l e  diagramme que l e  domaine s i t u é  

à gauche de  l ' a x e  A c e  q u i  condui t  à l a  fonc t ion  de t r a n s f e r t  r édu i t e  : 1 ' 

S i  T << T a l o r s  l e  système l e n t  r é d u i t  e s t  obtenu p a r  : 
2 1 '  

e t  l e  diagramme de Bode r é d u i t  s e  l i m i t e  au domaine s i t u é  à gauche de  A 
2 ' 

Cet t e  t r o n c a t u r e  du diagramme de  Bode r e v i e n t  donc à une réduc t ion  



IV.2 - Méthode des pe r tu rba t ions  s i n g u l i è r e s  

Nûus appl iquerons i c i  l a  méthode d e  dégénérescence progress ive  pré- 

s en tée  dans l e  précédent c h a p i t r e .  

En posant p = C  dans l e  système (IV.29),  nous obtenons l e  système 3 
l e n t  r é d u i t  s u i v a n t ,  mis sous forme géné ra l e  : 

ce  qui conduit ,  pa r  l ' a p p l i c a t i o n  de l a  t ransformat ion  de Laplace à l a  

fonc t ion  de t r a n s f e r t  r é d u i t e  : 

d'où,  avec l a  r e l a t i o n  (IV.28) : 

avec  
(IV. 34) 

où a( lx 1 )  r ep ré sen te  uce fonc t ion  complexe t e l l e  que : 
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1 
La forme de W (p) entraîne quelques remarques : 

PS 

- Le terme 1-T p apparaissant au numérateur entraîne un dé- 
3 

phasage de -IT/~, la ccurbe de phase du diagramme de Bode ainsi obtenue 

reste donc pratiquement inchangée. 

- La courbe de gain reste inchangée pour les valeurs w infé- 

rieures à 1 /T 3 ' 

Cette décomposition apporte donc plus de précision pour la sépara- 

tion des dynamiques, en particulier pour la commande des processus liné- 

aires, quand les notions de marge de phase/marge de gain jouent un grand 

rôle. 

La deuxième étape dans la réduction conduit à une fonction de trans- 

fert du ler ordre : l 

2 
(IV. 35) Wps (pl = 

Y1 61 '1 
(1 +rlp) + Y2 B2 '2 + Y 3  B3 '3 

qui peut également se mettre sous une forme comparable à (IV.34), soit : 

ce qui entraîne les mêmes remarques que précédemment. 

IV.3 - Cas de système non linéaire de type Lur'e Postnikov 

Nous avons dé£ ini dans le Chapitre II, 5 III, la noticn d'"opérateur 
I 

- 
symbolique de transfert scalaire" W ( A , £ * )  pour un système non linéaire BF 1 
de type Lur'e Postnikov, obtenu à partir de la fonction de transfert en 

boucle ouverte WBO(p) par : I 

1 



Le pseudo-gain statique de cet opérateur s'écrit : 

C'est une fonction homographique, de variable f* variant dans l'in- - 
tervalle [L - , L ] , qui n'est pas dé£ inie pour f * = - 1 /W(O) . Le gain sta- 
tique k* est alors infini, ce qui est équivalent à l'introduction d'un 

O 

terme 1/A dans W (A,£*) donc à un changement de comportement qualitatif. 
BF 

Il est dans ce cas difficile d'obtenir une même représentation, donc un 

même modèle pour tout le domaine de variation de f*. 

Nous supposons donc que cette valeur - 1 /W(O) n'appartient pas au 

domaine de variation de f*, ce qui permet de conclure que la fonction 

k* est monotone pour f* G [L , E]. 
O - 

La fraction rationnelle W ( A , £ * )  est composée de deux fonctions 
BF 

N (A,£*) et D (A,£*) linéaires en f*, dont les valeurs extrêmes des 
BF BF 
racines sont obtenues pour les valeurs extrêmes de f*. 

Il est donc possible de factoriser N (A,£*) et DBF(A,f*) sous la BF 
forme : 

LI. 

n (A + z;) 1 
~ ~ ~ ( h , f * )  - - 
DBF (A,£ *) n 

II (A + p.) j 
3 

avec : 

ce qui permet alors de tracer le "pseudo-domine asymptotique de Bode". 

Ainsi, à titre d'exemple, considérons le système suivant : 



Le pseudo-gain statique k* s'exprime par : 
O 

Les éléments caractéristiques, correspondant à l'opposé des pôles 

et zéros sont : 

. pl 6 [ 1 .O42 (f* = 1) ; 1.203 ( f * =  4) ] 
1 

l 
. p2 E L1.39 (f*=4) ; 1.482 (f*=1)] 

. p3 = 10.5 sont distincts pour f*=1 et 

p4 
= 11.5 deviennent imaginaires conjugués pour f* = 4, 

de valeurs 10.95 + 1.43 i 

l ce qui donne la pseudo-pulsation naturelle p34 = 11.047, d'où le 1 

l 
pseudo-domaine asymptotique de Bode tracé Figure 17, page suivante. 

Ainsi, par ce formalisme proche du linéaire, il est possible de com- 

l parer les résultats obtenus par troncature du diagramme de Bode et par 
I I 

I réduction par la méthode PS et d'énoncer les mêmes remarques que précé- 1 



Pseudo-domaine asymptotique de Bode 

Figure 17 

b d ~  A 

O 

V - ETUIjE DES SYSTEMES INTERCONNECTES DE TYPE LUR'E POSTNIKOV 

$rad 

- n / 2  -. 

- n  -- 

1 

- 

V.l - Détermination de l'opérateur symbolique de transfert matriciel 

La notion d'opérateur symbolique de transfert scalaire défini pré- 

cédemment pour un système non linéaire de type Lur'e Postnikov, peut se 

généraliser sous la Eorme d'"opérateur symbolique de transfert matriciel" 

I  I  I I  I 
O - 1 

I  I  I I  I  'ZJ -.-.- - .-.m.-.- 

I  I  I I  I  I  -.-*-$,. 
I  I  I I  I  1 I l l  q2 

I I I  
\. 

I I  I I  I  I  

I  I I  I  I  I I I  
> 

I  0.11 l l I  ' I l l  

' 4 1  I  I  I  I I  I  I  I  

I  I  I I  I  I  I I I  

1 1  1 1  I  I I I I  

I  I I I  I  I I I I  

I  
> 

I 

I 

.I 

I  

I  * 
I  

I  

1 

I 

L 

I  - I I  I  . 
I  I  I  I  . 
I I  I  I  
6 

I  . 
I  . 
I  

9 '  1 

1.-.- .-l 
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pour des systèmes multivariables ou interconnectés. 

Ainsi, considérons le système décrit par le schéma-bloc suivant : 

qui se transforme, en utilisant la notation d'opérateur symbolique de 

transfert scalaire W (X,f*), sous la forme schéma-bloc : 
BF 

Figure 19 

l ou encore, avec l'opérateur symbolique de transfert matriciel : 



Figure 20 

avec : 

(IV. 39) 

[ avec  1 i = 1 ,  2 
1 BF 

1 

V.2 - Représenta t ion  d ' é t a t  a s s o c i é e  

S i  (Aü, Bi,  C.) 1 e s t  l e  t r i p l e t  m a t r i c i e l  a s s o c i é  à l a  p a r t i e  l i né -  

a i r e  du sous-système S i de  dimension n i' e t  x i l e  vec t eu r  é t a t  correspon- 

d a n t  ( i =  1 ,  2), l e  schéma-bloc F igure  18 condui t  à l a  r e p r é s e n t a t i o n  d'é- 

t a t  suivante ,  pour  l e  système g loba l  S = U Si , 
1 

Le même symbolisme que pour les systèmes l i n é a i r e s  peut  ê t r e  

u t i l i s é  i c i  en  no tan t  X l ' é q u i v a l e n t  de  l ' o p é r a t e u r  symbolique de dé r i -  

v a t i o n ,  ce  q u i  permet d ' o b t e n i r ,  à p a r t i r  de (IV.40) directement  l 'opé-  
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rateur Z(A,f*,f*) par les relations (IV.41) : 
1 2  

( z., = c .  A:.-T I. f * f * ~  c A-'B.c. 
1 L 1 12 21 1 2 i j jj J 1 

1 - I  Bi ft 

~ 
i , j  = 1, 2 i t j  

1 

l 
(IV.41) ' zlj = rij f* I f* 2 C  i [ A'ii-r12r~~ f* 1 f* 2 B. i C .  J A-l jj B. J Ci 1 -l ~ 

B~ C. AT? B 
J JJ j 

avec A.. = AI - (A..-£; B. Ci) t 
- lil i 13. 1 

Des conditions d' inversibilité doivent être vérifiées par A . .  et par 
ll 

[ Au - r 1 2 r 2 1 f ? f 2 ~ i ~ j ~ ~ ~ ~ j ~ i ]  , pour toutes valeurs de f *  et f* variant 
1 2 

i 
1 

dans les intervalles ClLl , El ] et [s2 , L2 ] , pour i , j = 1, 2. 

Lorsque la représentation d'état choisie pour chaque sous-système 

S. est une forme en flèche, les équations (IV.40) sont alors sous la 
1 

forme schématique correspondante. 

(IV. 42) 



l e s  matr ices  A.. é t a n t  d é f i n i e s ,  conformément aux r e l a t i o n s  (11.71).  
11 

avec 

* * 
yki = - Pi (yi , f i )  avec P. (h , f* )  = DBF(Ayf*) 

1 



I 
1 
i 
1 
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1 

1 

Comme il a é t é  p r é c i s é  dans l e s  précédents  c h a p i t r e s ,  l e  choix des 

c o e f f i c i e n t s  a e s t  l i b r e ,  sous c e r t a i n e s  c o n t r a i n t e s  : k i  I 

V . 3  - Etude des svstèmes à   lu sieurs éche l l e s  de t e m ~ s  

Dans l e  c a s  de deux systèmes in te rconnectés ,  deux cas  peuvent ê t r e  

envisagés : 

I - Chaque sous-système regroupe l e s  dynamiques de même ordre de 

grandeur.  Le découplage pa r  l a  méthode des pe r tu rba t ions  s i n g u l i è r e s  ne 

modif ie  pas l a  s t r u c t u r e  i n t e r n e  de chaque sous-système. 

- Chaque sous-système possède des v a r i a b l e s  l e n t e s  e t  des  va- 

r i a b l e s  r ap ides .  La réduct ion  c o n s i s t e  a l o r s  à e f f e c t u e r  s u r  chaque sous- 

système déconnecté l a  s épa ra t ion  des  dynamiques, e t  à r e c o n s t r u i r e  un 

système g loba l  r é d u i t  composé des sous-systèmes r é d u i t s  pour l e sque l s  

sont  conservées l e s  v a r i a b l e s  de comportement dynamique correspondant 

à l ' é tude .  

La modél isat ion sous forme singul ièrement  per turbée  du système ( I V . 4 0 )  

demande une dé termina t ionpréa lab le  des  domaines de v a r i a t i o n  des  va l eu r s  

propres  de l a  mat r ice  c a r a c t é r i s t i q u e  de S = SI U S2 quand f* e t  f *  va- 
1 2 

r i e n t .  La méthode géométrique précédemment exposée u t i l i s a n t  l e s  disques 

de  Gershgorine renseigne directement  s u r  l e s  v a r i a b l e s  l e n t e s  e t  rap ides .  

V *  3 1 - Cha~~e-so:s=s~st~me-a-~fl-co~~oztemen,t~d~flami~:~-ii~~ 
f é r e n t  ------ 

V . 3 . 1 . 1  - Etude de l a  p a r t i e  l e n t e  : 

Nous supposerons que l e s  v a r i a b l e s  rap ides  son t  regroupées dans x 
2 ' 

Dans c e  c a s ,  l a  p a r t i e  l e n t e  s e r a  c a r a c t é r i s é e  par  : 



Colonfies 
proportionnelles à V 

La matrice caractéristique est obtenue par : 

ce qui se représente sous forme schématique : 

*- 1 
Soit V, la dernière colonne de A 

22 

La forme en flèche est conservée. 



L a  mat r ice  de commande r é d u i t e  l e n t e  s ' o b t i e n t  par  : 

* * 
B, = [Bi, , B.,] avec - * - **, A-1 B* 

Blli - Bii I L  22 Li 
i = 1 , 2  

ce  q u i  s e  schématise sous l a  forme : 

L a  mat r ice  de commande r é d u i t e  l e n t e  prend en compte l e s  deux en- 

t r é e s  u  e t  u2. L a  matr ice de  s o r t i e  r é d u i t e  l e n t e  e s t  obtenue par  : 
1 

ce  q u i  donne : 



La matrice de sortie, qui était à coefficients constants comporte 

-maintenant des termes non constants et a deux lignes d'éléments non nuls.' 

* * * *  
Le quadruplet (ARy BQ> CL, D ) dépend donc de la dernière colonne V 

*- 1 
R 

La colonne V est composée d'éléments obtenus par les relations sui- 

vantes : 

v. = - 1 
1 det A22 

k#i 

Le déterminant d'une matrice en flèche s'obtient très facilement 

par la relation : /Benrejeb, Borne, Laurent, 19821 

n 
2 

n 
2 

(1v.47) det A22 = (-1) + P2(0,f$) = ( -1 )  D2BF(0,f;) 
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Chaque m a t r i c e  du q u a d r u p l e t  (A* B*, C*, D*) s ' o b t i e n t  donc à par- R ' R  R R 
t i r  de V p a r  l e s  r e l a t i o n s  s u i v a n t e s  : 

* * l 

AR = A , ,  - r f *  f *  C 12 - 2 1  1 2  22 B1l 5 1  1 

1 

l 
avec : l 

l 

1 
l 

c e  q u i  donne, en  développant  e t  en regroupan t  l e s  termes : 

pseudo-gain s t a t i q u e  du sous-système S 
2 ' 

D'où : 

(1V.49) A b  = A* + T 
1 1  12 r21 W2BF(0'P2) B1l '1 1 

De même pour  l a  m a t r i c e  B* q u i  s ' expr ime  p a r  : R 

OU encore  : 

1 La m a t r i c e  C* r é d u i t e  est ob tenue  p a r  : R 

c e  q u i  s ' é c r i t  a u s s i  : 



La matrice de transmission directe de l'entrée D A  représentée par 2' 
un scalaire est : 

Remarques : 

- Il est intéressant de constater que la partie rapide n'in- 
tervient ici, dans le sous-système lent caractérisé par la quadruplet 

(A*, B*, C*, D*) , que par son pseudo-gain statique W2BF(0,f$). R R R R  

- La forme en flèche est ,conservée, et seuls les éléments de 
la dernière ligne sont modifiés (ce résultat est aussi valable pour des 

systèmes à matrice caractéristique Compagnon /Dauphin-Tanguy, 1981/). 

Ainsi, la relation (IV.49) permet de déterminer de.façon explicite 

les termes de la matrice réduite A* R *  

En posant : 

et en exprimant le produit B*C la relation (Iv.49) donne : 
1 1' 



ce qui conduit à la définition d'un nouveau polynôme P (A,£*), conformé- 
1 R 

ment aux relations (1V.43) obtenu à partir de : 

OU encore : 

ce qui permet de définir le polynôme caractéristique instantané du sys- 

tème lent réduit : 

L'opérateur symbolique de transfert matriciel réduit associé au qua- 

druplet (Al, B&, Cl, Dl) est de la forme : 

£7 N I  (A) 
(IV.55) ZQ(A.fî>f;) = (A) + - 

2r21k;dN1 (A 

r21k;0 r12r21k; +[u k O ]  20 

I I  l - l 2 - > l  



obtenu à partir des relations (IV.41). 

La forme remarquable de cette expression est dûe à la forme particu- 

liSre du qüadruplet. 

Soit, à titre d'exemple, les sous-systèmes interconnectés suivants : l 

avec - r12 - r21 = 1 

La mise en équation d'état se fait suivant la démarche exposée dans 

le Chapitre II et consiste à choisir pour coefficients (-%;) les racines - 
du polynôme : 

L'opérateur symbolique de transfert matriciel représentant S est 

obtenu par les relations (IV.39) et se présente sous la forme : 

avec : 

A(A) = pl(A,fq) .p2(h,f$) - f* f* N (A) .N~(A) 
1 2 1  

soit : 



Le système matriciel correspondant est : 

Le système réduit lent est obtenu, par application des relations 

(IV.49) , (IV.50), (IV. 511, (IV.52) : 

Le polynôme caractéristique réduit associé à A* s'exprime par la R 
relation : 

Les matrices de commande et de sortie réduites sont respectivement : 



La transmission d i rec te  de l ' en t rée  se f a i t  par : 

L'opérateur symbolique de t ransfer t  matriciel  réduit correspondant 

e s t  alors : 

avec : 
1 1  f., 

k* = 
20 1 2 0 + I l f ;  

V.3.1.2 - Etude du sous-système rapide par l a  méthode (PS + R )  : 

La re la t ion  (11.131) fournit l 'expression de l a  par t ie  rapide, carac- 
, 

téisée i c i  par S obtenue par l a  méthode (PS + R) . 
2  ' l 



- 2 1 9  - 

=*$:x2- + [[wjl B t 2 ]  + $ ~ A n , [ y l  2- 
r r 8. 1 2  ]] u 

(IV. 5 6 )  
- - 

y? C 2 2  x 2 F +  j:[[c11]-[~12] C 2  1 2 2  A. iA$] [B7 ,  B 7 2 ]  

Ca" 

Compte tenu de la forme particulière des matrices caractérisant le 

système, l'expression (IV.56) se schématise de la façon suivante : 

soit : 

avec det A22 = ( - I ) ~ ~  DBF(O, f;) 

V dernière colonne de A-' définie par les relations (IV.46) 
2 2  



ce qui conduit à l'opérateur symbolique de transfert matriciel réduit 
l associé à la partie rapide en accord avec les relations (IV.41). 

Appliquons ces résultats à l'exemple orécédent. Le sous-système s 2 f 
est caractérisé, en accord avec les relations ( I V . 5 7 ) ,  par les équations 

suivantes : 

V.3.2 - Chaque sous-système comEorte des dynamiques différentes --- --------- --------- ---------- ---- --------------- 

La démarche proposée dans ce cas consiste en une réduction séparée 

de chaque sous-système, qui retient la partie dynamique corres~ondant au 

domaine fréquentiel ou temporel étudié. 

Le système global réduit est alors formé de l'interconnection des 

sous-systèmes réduits. 

Nous avons présenté dans le chapitre II les résultats obtenus lors 

du découplage d'un système non linéaire de type Lur'e Postnikov. Les re- 

lations (II.76), (II.77), (11.78) fournissent les expressions matricielles 

d'état réduites et les relations (11.85) permettent de définir directement 
I 

l'opérateur symbolique de transfert scalaire réduit associé. I 

Le système global réduit a donc une structure globale identique à 



Ainsi dans le cas de trois systèmes interconnectés S. (i= 1, 2, 3), 
1 

couplés par les coefficients de couplage Tij (i, j = 1, 2, 3 ; i # j , la 
matrice de transfert est obtenue par les relations : 

l 

(IV. 58) 

1 
celle du système initial. Les relations (IV.39), (IV.40), (IV.41) sont 

encore valables, à condition de remplacer chaque opérateur symbolique de 1 

1 

transfert WigL (i= 1 ,  2) par L'opérateur réduit correspondznt. 
1 

V.4 - Généralisation à N systèmes interconnectés - ! 
Les résultats présentés précédementdans le cas de 2 systèmes inter- I 

i 
connectés peuvent être aisément étendus à N systèmes. ~ 

Four la détermination de l'opérateur symbolique de transfert matri- 1 

* ciel z(A,~;, . . . ,f ) , il suffit de procéder par étapes successives en re- 
N 1 l 

groupant'les systèmes par 2 et en calculant pas à pas l'opérateur associé. 

;t 
l 

La forme générale (IV.39) se conservs, mais la dimension de Z(A,fi,i=l, ..., N) ' 
1 augmente. 

avec : 

- 
A =  n R ~ -  r.. R~ + 

rij J 1  1 rij rjkrki i= 1 i, j ,k=l i, j ,k=l 
i# j #k i#jfk 

De même, l'équation d'état s'ekprime sous une forme semblable aux 

équations (IV.40), soit : 



Les méthodes de réduction présentées précédemment dans le cas de 

2 systèmes sont donc directement applicables, 



CONCLUSTON - 

Ce chapitre est donc une généralisation au cas multivariable multi- 

I vitesse des résultats énoncés dans les précédents chapitres. 

La modélisation sous forme singulièrement perturbée à  aram mètres 

multiplicatifs s'avère très intéressante puisqu'elle donne plus de sou- 

plesse dans la détermination du système réduit en supprimant certaines 

contraintes relatives à l'inversibilité des matrices et à la stabilité des 

variables rapides. 

La méthode de découplage ( P S + R )  s'adapte très bien aux deux aDpro- 

ches proposées et fournit une grande précision sur chaque sous-système 

découplé. 

La fokne en flèche se présente encore, dans le cas des systèmes in- 

terconnectés, comme un mode de représentation très performant permettant 1 
1 

l de passer directement du système initial au système réduit. Elle permet 
1 

de mettre en évidence des invariants, comme la forme matricielle et le 

pseudo-gain statique, qui rendent systématique la mise en œuvre de cette 

méthode. 









La modélisation des systèmes sous forme singulièrement perturbée 

est un problème complexe, particulièrement dans le cas de systèmes non 

linéaires, qui apparaît toujours en préalable à toute réduction. La mé- 

thode géométrique proposée, ainsi que l'estimation des gains de boucle 

dans le cas d'un modèle bond-graph contribuent à simplifier la détermi- 

nation des différents modes. 

. . 
La forme matricielle en flèche se révèle un mode de représentation 

d'état très intéressant pour la caractérisation des dynamiques, la ré- 

duction d'ordre, le découplage, l'analyse et la détermination de conmandes 

quasi-optimales. Ellepermet de plus la mise en évidence d'invariants lors 

de la réduction, ce qui s'accompagne d'une grande facilité d'implantation 

sur calculateur. 

L'utilisation de la transformation réciproque, conjointement à la 

méthode des perturbations singulières, permet donc d'envisager une repré- 

sentation alti-modèle très précise des systèmes multivitesses, puisqu'elle 

fournit pour la partie rapide les mêmes avantages que ceux obtenus sur la 

partie lente par la méthode PS seule, tant par la conservation des con- 

ditions initiales que par la précision apportée lors du découplage. 

Les problèmes de couche limite sont simplifiés, certains cas singu- 

liers en conmiande optimale trouvent une solution, et les trajectoires 

quasi-optimales ainsi obtenues sont plus proches de la solution optimale. 

Cette nouvelle méthode doit être développée pour des systèmes forte- 

ment non linéaires. Le problème de détermination d'une trajectoire opti- 

male à horizon fini et états finaux fixés n'est pas résolu. Il semble 

que les conditions initiales jouent dans ce cas un rôle très important. 

C'est dans cette voie que nous pensons poursuivre nos travaux. 
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