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I N T R O D U C T I O N  

Depuis les travaux de Q.A. Oleinik [19], le problème de Cauchy 

c non caractéristique, pour les opérateurs faiblement hyperboliques à 

caractéristiques de multiplicité variable au plus égale à deux a été abor- 

dé par plusieurs mathématiciens dans le cas scalaire. 

Lorsque la multiplicité est supérieure ou égale à trois, il y a 

peu de résultats connus ; citons ceux de T. Nishitani [17], K. Kitagawa- 

T. Sadamatsu [12], K. Yamamoto [ 2 4 ] ,  H. Uryu [20], et M. Zeman [25]. 

La situation est encore plus compliquée dans le cas matriciel, 

même quand les multiplicités sont au plus égales à deux, peu de rnathen~~~i 

ciens l'ont abordé à ma connaissance ; citons les travaux de D. Gourdin [ 4 ] ,  

H. Kumano-go Cl51 , et H. Uryu [2 11 . 
Ce travail examine les sujets précédents dans plusieurs situations 

différentes. 11 a pour origine un article de Y. Qhya [la] traitant des opéra- 

teurs faiblement hyperboliques scalaires, à caractéristiques de multiplicité 

variable au plus deux, et une question posée par D. Gourdin, qui m'a fait 

remarquer que la méthode énergétique de Y. Ohya pouvait se généraliser au 

cas des multiplicités variables supérieures à deux lorsque l'opérateur véri- 

fie une condition de bonne décomposition, généralisant celle de 

J.C. De Paris [3] établie pour les multiplicités constantes. Il suffit pour 

celà d'introduire une fonction d'énergie ((x0), généralisant celle de 

Y. Ohya Cl81 (cf. Chapitre 1 et IV). 

Cette condition de bonne décomposition, généralisée aux multipli- 

cités variables, a pu être affaiblie en un certain sens ; c'est ce que l'on 

a appelé "opérateurs v-déc~rn~osables" dans le premier chapitre, où l'on a 



a u s s i  r é s o l u  l e  problème de Cauchy correspondant .  La technique des  opéra teurs  

v-décomposables nous a  permis, dans l e  deuxième c h a p i t r e ,  de donner des  con- 

d i t i o n s  s u f f i s a n t e s  s u r  des opé ra t eu r s  s c a l a i r e s ,  à c a r a c t é r i s t i q u e s  de mul- 

t i p l i c i t é  v a r i a b l e  a u  p lus  t r o i s ,  pour que l e  problème de Cauchy c a s soc i é  

s o i t  b i e n  posé. 

Dans l e  premier paragraphe du t ro i s i ème  c h a p i t r e ,  nous avons étendu 

c e t t e  n o t i o n  de v-décomposabilité aux opé ra t eu r s  m a t r i c i e l s ,  à c a r a c t é r i s t i -  

ques de m u l t i p l i c i t é  v a r i a b l e  quelconque, e t  on a  montré que l e  problème de 

03 

Cauchy C a s soc i é  e s t  b ien  posé. Dans l e  deuxième paragraphe, on a  appl iqué 

ce r é s u l t a t  aux opéra teurs  m a t r i c i e l s  à c a r a c t é r i s t i q u e s  de m u l t i p l i c i t é  

v a r i a b l e  au  p lus  deux, en r édu i san t  l a  v-décomposabilité m a t r i c i e l l e  à des  

c o n d i t i o n s  s c a l a i r e s ,  su£ f  i s a n t e s  pour que l e  problème de Cauchy c a s soc i é  

s o i t  b i e n  posé ; Les condi t ions  obtenues s o n t  p lus  f a i b l e s  que c e l l e s  de [4] 

lo rsque  des  p o i n t s  c r i t i q u e s  du déterminant  c a r a c t é r i s t i q u e  s e  t rouvent  s u r  

l 'hyperp lan  des données de Cauchy. 

Dans l e  quatrième c h a p i t r e ,  on a  montré que l e  problème de Cauchy 

cm, a s s o c i é  aux opé ra t eu r s  b i e n  décomposables, e s t  b i e n  posé, e t  en s ' i n s p i -  

r a n t  du premie.r c h a p i t r e ,  on a  pu a f f a i b l i r  l a  cond i t i on  de bonne décomposition 

(sous l a  nouvel le  a p p e l l a t i o n  "condi t ion  de bonne décomposition généra l i sée")  

qu i  dev ien t  d ' ap rè s  l a  d e r n i è r e  remarque du chap i t r e  I V  une ex tens ion  de l a  

n o t i o n  de v-décomposabilité. 

Signalons que, l e s  r é s u l t a t s  de ce c h a p i t r e  I V  on t  é t é  é tendus au 

cas  des  opéra teurs  d i f f é r e n t i e l s  m a t r i c i e l s  e t  complétés par  l ' é t u d e  de 

l ' e x i s t e n c e  d'un domaine de dépendance dans un t r a v a i l  qu i  f e r a  l ' o b j e t  d'une 

p u b l i c a t i o n  [7] avec p ropos i t i on  de Note aux Comptes-Rendus de 1 'Académie 

des Sciences [7']. 



CHAPITRE 1 

OPERATEURS FAIBLEMENT HYPERBOLIQUES 

V-DECOMPOSABLES ET LE PROBLEME DE CAUCHY ASSOCIE 

5 .  I - NoXaüom - D é A i W o m  et Pno~dhiétéa Landamentaeu. 

O 
e Soient X > 0, e E R*, et Q la bande [o,x~] x iR ; 

On désigne par (X,<) le point générique du fibré cotangent T*(&*') avec : 

On utilisera les notations usuelles : 

I a = aoY...,ae e N L+ i , et la1 = L 1 aj) 
j =O 

e et on notera I I  1) la norme sur l'espace de Sobolev H'(IR ) 

e a) Sur cm( [O,X -1 ,D(IR ) )  on définit les semi-normes suivantes : 
0- 



Xo 
ReniMque. [ / I D ~ U ( X ~ ) ( ( ~  dxo e s t  une norme s u r  H (fi) équi- 

J O  
n , s  

v a l e n t e  à c e l l e  donnée par  L. Hormander 1 8 1 ,  [IO]. 

r P&opniE:té I . Pour s E: IR, n e t  k dans N on a : 

4. Pour S E IR, n E IN il e x i s t e  une cons t an te  C > O (dépendant de n ,S  
e s e t  n)  t e l l e  que pour t o u t  Ur C*([O,X~] ,D(R  )), e t  x O E: ]o,xJ 

K 
S- j 

IID~(X;U) (xo) 6 c 1 u(x0) I l s  xo 
 YS j-0 

avec K = n  s i  S é N  e t  K = m i n ( ~ , n )  s i  S s N .  

L 

b) In t rodu i sons  maintenant  l e s  c l a s s e s  d ' opé ra t eu r s  pseudo- 

l d i f f é r e n t i e l s  u t i l i s é e s  dans ce  t r a v a i l  ( c f .  [z], p j  ,DY, p q ) .  

D é & i W o n  1. On d i t  que p(x ,c )  e s t  un symbole d 'o rdre  m 

e .e a. 1 Fr IR' e t  on n o t e  p c S.(. MR \ O )  s i  p c cm(. XIR \O)  v é r i f i e  : 

e e i )  b ' ~  c c  IR , \del e t  B dans IN , il e x i s t e  une cons t an te  

C (K) t e l l e  que : 
a,B 

i i )  Il e x i s t e  une s u i t e  1 m -  j ~ s  de fonc t ions  de Cm(RexRa. \ O) 

ornogènes d 'ordres  (m-j) e n  5 t e l l e s  que % s IN 

e 
Uniformément par  r appor t  à x s u r  chaque compact K c c  IR . 
- 



+m 

On écrira alors P(~YS) % 1 pm-j (xiS) ; pm(x,5) est le symbole principal 
j =O 

L Soit u E: V(R ) et Û la transformée de Fourier de u définie 

;(SI = J '  e -i<xs5'u (XI /dk avec 4 = 1 dx . 
IR L (2nlLl2 

Dé@niAion 2. On appelle opérateur pseudo-différentiel sur R' , 
L L d'ordre m et de symbole p(x,<) s sm = sm(R xü? \ O) l'opérateur P ( x , \ )  

défini par : Ï 
L pour tout u s V (IR 1. L 

r-- P t r o p ~ ~ & h  2. [ld, hg, b6], Dg. Soit P(x,D un opérateur 
X 

L pçeudo-différentiel d'ordre m sur R , et de symbole p E: sm. Alors 

C 1 .  Ys e R , on peut prolonger d'une façon unique P(x,D ) en un opérateur 
X 

e L continu de H'(R ) dans H'-~(IR ). 

2. L'adjoint formel P*(X,E ) de P(xyDx) défini par 
X 

I ?& 
est un opérateur pseudo-différentiel d'ordre m, dont le symbole p (x,~) 

vérifie : 

13. Soit Q(x,Dx) un opérateur pseudo-di£ férentiel d'ordre n de symbole 

q E s". Alors 1' opérateur composé 



est un opérateur pseudo-différentiel d'ordre (n+m), de symbole r(x,c) 

vérifiant : 

Cette dernière propriété est connue sous le nom de "formule de 

composition des opérateurs pseudo-différentiels". 

Après ces rappels, on va donner un résultat généralisant la 

formule de composition (proposition 1). 

Pour simplifier l'écriture on pose : 

L 
(va et B dans N ) et on conviendra de considérer les termes indexés sur 

un ensemble vide comme des éléments neutres vis à vis de la loi considérée 

(~ar exemple ( E x . )  x y = ( 1 x.) + y =Y). 
j=l J j=l 3 

Pour k E PI, on pose Ik 
= 1 = 1 , k - 1  et pour i s 1 k = 1 on pose 

r P ~ ~ p o & L i o n  1. Soient P. (x y Dx) j = 1 , . k )  k opérateurs 
J 

l pseudo-différentiels respectivement d'ordre m et de symbole p.(x,E.). 
j J 

I Alors P(x,B ) = Pl(x,Dx)o ... O Pk(xyDx) est un opérateur ~seudo-différentiel 
X k  

l d'ordre m = mj, et de symbole p(x,<) vérifiant : 
j = 1 



La preuve de cette proposition se fait par récurrence sur le 

nombre k d'opérateurs intervenant dans la composition en utilisant le 

lemme suivant qui est une généralisation de la formule de Leibnitz de déri- 

vation d'un produit et qui se démontre aussi par récurrence sur k. 

k Lemme 7 .  Soient f 1 k )  k fonctions de cm(k ) .  Alors 
k j k de cm(&? ), et on a : 

k- 1 

k-1 a. a- 1 aj 
a! n a  Jf.(x) a j=i 

J 
fk (x) 

k- 1 k- 1 j=l 
j=ly .. . ,(k-1) T T a j !  (a- 1 a ) !  

L j=l j=l J 
a. € IN 
1 

a.<a - jfl a. 
J 1 i= 1 

c) On va considérer maintenant des classes d'opérateurs 

P(X,D)  différentiels en x et pseudo-différentiels en x. 
O y 

Dé~irL&ion 3. Un opérateur P(X,D) différentiel en x et 
0 y 

pseudo-différentiel en x est dit de type Kowalewskien d'ordre m s'il 



est de la forme : 

avec A (X,Dx) un opérateur pseudo-différentiel en x d'ordre m-j 
m- j 

CO m-j 1 
dépendant du paramètre x et de symbole Am-j E C ( [0,x0], S xiR \O)). 

0 ' 
C 

Citons la propriété suivante de ces opérateurs. 

P & o ) h C % E  3. pq.  Soit P(X,D) un opérateur de type 

Kowalewskien d'ordre m. Alors : pour n E: IN, s E: IR, ]C > O telle que 

d) Classe des opérateurs strictement hyperboliques. 

Soient P(X,D) un opérateur différentiel en x et pseudo-diffé- 
0 ' 

rentiel en x de type Kowalewskien d'ordre m de symbole principal ~~(x.5) 

qui est homogène d'ordre m en 5, et polynômial en Co de degré m ; 

N = ( 1  ,O,. . . ,O) est un champ de covecteurs constant. 
L 

P. 

Vedinifion 4. On dit que P(X,D) est strictement hyperbolique 

suivant la direction N si : Pm(X,5) peut s'écrire sous la forme : 

où toutes les h c Cm(QxRe \ O), sont homogènes d'ordre 1 en 5 et à 
j 

valeurs réelles (j = 1 , .  . . ,m) sont telles que : 36 > O 



PtLa L ~ . I ? X E  4.7 .  Cl81 [27] [28] . S o i t  P(X,D) un opé ra t eu r  de type  2- 

d 'ordre  m s t r i c t emen t  hyperbol ique su ivan t  l a  d i r e c t i o n  

= (1,0,  ..., 0) .  Alors : pour n E: N, s E W ]C > O t e l  que : 

e )  Les c l a s s e s  L~ (m,k) d '  opé ra t eu r s  P(X,D) ' s i n g u l i è r s  . 

1 
Q é g f i a n  5. Soien t  s E IR, m e t  k  dans IN avec  k S m. 

On no te  L' (m,k) l ' e space  des opé ra t eu r s  P(X,D) d i£  f é r e n t i e l s  en 

1.x E ] O , X  ] e t  p seudo-d i f f é ren t i e l s  en x d 'o rd re  m ,  e t  de symbole : 
1 O 

O 

I v ( x , < )  e ~ O , X ~ I  x R' x X x x' \ 0 avec : 

'rn- j E C ~ ( [ O , X ~ ]  , ç m - j ( ~ ' h  \ O > >  O i j s k + l .  

1 
PtLoptuQté 5. S o i t  P(X,D) e L (ml ,k l ) .  Alors  : 

l 1 .  pour n ,  s  e IR, J C  > O t e l l e  que : 

b e 
our t o u t  LI E c ~ ( [ o . x ~ ]  >V(R 1 ) .  

S2 . Pour Q(X,D) e L (m, . ,k,,) . on a : 



Pour démontrer les propriétés 2 et 3, il suffit d'utiliser 

respectivement la formule de l'adjoint (propriété 2.2) et celle de c o m p o -  

sition (propriété 2.3). 

Preuve de la propriété 5.1. 
s l k ), d'après la définition 5, on a : Soit P(X,D) E L (ml, 

En utilisant la continuité des opérateurs P (X,D), m-j 

j = 0 . .  , k 1  et la propriété 1.4. on aura pour n E IN, s s IR 

3~ > O telle que v j  = O,. . . ,k 1 

En faisant le changement d'indices (j+y) = y on aura : 

le même raisonnement donne : 



Pour terminer la preuve on utilise l'inégalité : 

f) Opérateurs strictement hyperboliques singuliers. 

Après avoir introduit les espaces d'opérateurs ~~(m,k), on va 

donner une extension de la propriété 4.1., qui sera l'outil essentiel pour 

l'étude du problème de Cauchy par la suite. 

Lemme 2 .  Soit P(X,D) E ~'(m,k) (k ,< m) dont le symbole prin- 

pm(X,c) est strictement hyperbolique suivant la direction 

Alors pour n E N, s E IR, 3 C  > O tel que : 

L 

Preuve : Soit P(X,D) E ~'(m,k), on a donc : 

P (X,D) étant strictement hyperbolique suivant la direction N = (1,0,..,0) ; 
m 

d'après la propriété 4.1. : pour n E: IN, s E 1R J C  > O tel que : 

e au . cm([o,x0], D(R ) )  



Par ailleurs, on a : 

P .  ro,xo] 

En utilisant l'inégalité précédente, on aura : 

P. YX E: ]O,X O 1 x IR , alors : 

En utilisant la continuité des P . (X,D) (j=l,. . (k+l)), et m- J 

la propriété 1.4., on aboutit à : 



I 

(avec C une constante ne dépendant pas de U). 

En reportant cette majoration dans l'inégalité (*) et en utili- 

a 
2 2 

sant l'inégalité, ab 6 + xob vx 'x ]0,x0] , on aboutit facilement au 
O 

O 

résultat escompté à savoir : 

g) Opérateurs faiblement hyperboliques réguliers, v-décomposables, 

r Dé&i&on 6. Soit P(X,D) un opérateur différentiel en xo 

* 
et pseudo-différentiel en x de type Kowalewskien d'ordre m. Soit v .E: W 

1 On dit que P(X,D) est v-décomposable si;il existe v-opérateurs 
v 

Qj (X,D) E  m. ,m.) j =  ) avec m = 1 m de symboles principaux 
J J  j=l j 

1 strictement hyperboliques suivant la direction N = (1 ,O,. ..,O) et tels que : 

Rmatique. Posons q(X,D) = Q1(X,D) O . . . O Qv(X,D), d'après la 

O propriété 5.3. Q(X,D) c L (m,m) i.e. : 

oii 
q(-l> 

(X,<) est le symbole d'un opérateur pseudo-différentiel en x 

d'ordre (-1). 

Comme [P(x,D)-Q(x,D)] e L' (m-v ,m-v) , on voit qu'on a nécessaire- 

ment 
'm- j ( X , c )  divisible par (xo) j j = O, ..., V-1. 



Pnap&&tZ 6. La notion de v-décomposabilité est invariante par 

1 passage à l'adjoint. 

L * 
i.e. : si P(X,D) est v-décomposable, P (X,D) l'est aussi. 

Preuve : Soit P(X,D) un opérateur de type Kowalewskien d'ordre 

O 
m, v-décomposable. Alors il existe v opérateurs Q. (X,D) dans L (m. ,m.) 

J J J  

1 , v )  de symboles principaux strictement hyperboliques suivant la 

direction N = (1,0, ..., 0) tels que : 

[P (x,D)-Q, (x,D) O . . . O Qv (x,D)] E L' (m-v ,m-v) 

donc d'après la propriété 5.2. 

et on sait que 

Par ailleurs les symboles principaux des Qj(X,D) (j=l ,...,Y) 

étant strictement hyperboliques donc à valeurs réelles, d'après la formule 

* 
de l'adjoint, le symbole principal de Qj(X,D) est le même que celui de 

O 
Ainsi 3~~ (x,D) a L (m. ,m.) 1 . . . v de symboles princi- 

J J  

paux strictement hyperboliques suivant la direction N = (1,0,  ..., 0) tels 

que : 

* V 
[P (X,D)-RI (X,D) O . . . O RV (x,D)] E L (m-v ,m-v) 

C.Q.F.D. 



0.2 - Etude du -abCëme de Cauchi~ l(&bCemen;t h t p m b o f i i u e  a 6 a c . Z  aux 

a p & & e m  v-décompa~ab lu  . 

Le b u t  de ce  parabraphe e s t  de montrer que l e  problème de Cauchy 

a s s o c i é  à un opéra teur  P ( X , D )  v-décomposable e s t  b i e n  posé dans ~ ' ~ ( $ 2 )  ; 

+O0 
c 'es t -à -d i re  que l ' on  a  : pour f E H ( O ) ,  ' j E H + ~ ( Q )  j = O, . .  . ,(m-1) 
données il e x i s t e  une unique fonc t ion  U E H + ~ ( Q )  t e l l e  que : 

Pour c e l à  nous procéderons par  l a  méthode des i n é g a l i t é s  d 'éner -  

g i e s  ; en met tan t  en  évidence des i n é g a l i t é s  d ' éne rg i e s  r e l a t i v e s  à P ( X , D )  

Yi 
e t  à son a d j o i n t  P ( X , D ) ,  on dédui ra  a l o r s  l ' e x i s t e n c e  e t  l ' u n i c i t é  d 'une 

s o l u t i o n  U de ( 1 )  

a )  Enoncés des  r é s u l t a t s .  

S o i t  P ( X , D )  un opéra teur  de type  Kowalewskien d ' o rd re  m 

v-décomposable. Alors  : 

Pmpaai,tian 2 .  Pour n s IN, S  s IR, il e x i s t e  N E IN, C > O 

L 
t e l s  que VU E cW( [O,X 1 ,  D(IR ) )  on a i t  : 

O 

O 

avec f ( ~ )  = P ( x , D ) U ( X )  s u r  O. 

- 
Une conséquence d i r e c t e  de l a  p ropos i t i on  2 e s t  l ' u n i c i t é  d e  

l a  s o l u t i o n  du problème de Cauchy ( 1 ) .  



r PnapabLtion 3. Pour n E: IN, S E: IR, 3 C C > O tel que : 
1 '  2 

CI+l 2 m- 1 n+m-v 2 
x 0 l l ~  u(xo) II, r c2{ 1 ~I~$<x~>ll + 

j =O S+n+m-v-j 

I 

Des propositions 2 et 3 on déduit : 

de plus U vérifie l'inégalité de la proposition 2. 

b) Démonstrations. 

Pour démontrer ces deux propositions on a besoin d'abord de 

transformer le problème (1). 

Soient P(X,D)  un opérateur v-décomposable, et v opérateurs 

O 
Q.(X,D) E L (m.,m.) (j = 1, ..., v) de symboles principaux strictement 
J J 3 

hyperboliques suivant la direction N = (1,0, ..., 0) satisfaisants la 

dé£ inition 6. 



* 

Pour étudier le problème de Cauchy 

VX E R 

vx E IR 
L 

j = O,.. . ,(m-1) 

Nous allons transformer (1) en un autre problème faisant inter- 

venir les (Ij(X,D) ( = l...v) pour lesquels le lemme 2 est vrai. 

Posons : 

L ( pour X e IO,X~I x R . 

Alors de (1) on tire : 

où [* ,a] est le commutateur. 

i. e. 

Posons : 

j 
M = 1 mk j = 1 . .  v d'où Mv = rn, et Ml = ml . 
j ,=, 



, . 
,:,- J . , < ., -, di 3: . # t t ~  

Pour n c N, S e R donnés, on note : g-M 
< Lezl,.!' : 7 
!! "( , <" r, / :!-" 

n+M.-j-k 
J V n 
2k+ 1 O j=l  k=O x 
O 

Nous obtenons l a  proposit ion suivant 

sera donnges par la  su i te )  preparant les dhunstra t iorrs  &s propositions - - - -  

' ordre m v-d6composable. Alors pour n € hl a S a R 3 c 

F l X 1  = P(x,D)U(X) .et  C ne dépend pas des V . ,  J 

bl) 
Preuve de l a  proposit ion 2. 

De c e t t e  proposition 4, on t i r e  : 3~ > O t e l  que : 

Si  nous multiplions les deux membres de c e t t e  in6gal i t6  par 

(x-' e - C X ~ )  nous aurons : 
0 

O e t  xO donne : 



Cette inégalité ainsi prise ne présenterait pas d'intérêt si 
-c+ 1 - CX 

O 

(Xo 
e ((x~)~ =O , et le second membre n'étaient pas déterminés. 

O 

Mais nous allons l'utiliser pour un autre problème comme dans 

CiSI. 
Posons : 

où N est un entier naturel arbitraire qu'on choisira par la suite (assez 

grand). 

Ainsi de (l), on tire : 

N+m+ 1 (ix j 
j 

O D' ~(0,-)](x). Comme DZ(O,-) E O  avec g(X) =£(XI - P(X,D) [ j! O O 

j =O 

(j= O, ...,( N+m)) ; on peut facilement voir que : 

Par suite : 



r Lemme 3. 581 ffn in E, S E IR 3 c > O (indépendante de g )  

l t e l l e  que 

L 

La preuve de ce lemme s e  f a i t  en u t i l i s a n t  l e  développement de 

j Taylor avec r e s t e  i n t é g r a l  en t enan t  compte du f a i t  que Dog(O,x) = O 

C 
j = O ,  ..., N vx e R . 

Ainsi  s i  nous écrivons l ' i n é g a l i t é  (1.1) pour le,problème (3)  

en u t i l i s a n t  l e  lemme 3 ,  nous obtenons pour un N E IN assez grand : 

-c+l -cx 
O 

Reste à montrer que (Xo e m ( ~ ~ ) ) ~ = ~  
a un sens.  

O 

Pour c e l à ,  nous montrerons p lus  exactement : 

Nous avons posé 

Par un ca lcu l  d i r e c t  nous pouvons montrer q u ' i l  e x i s t e  une 

t e  
> O (indépendante des V.) t e l  que : 

J 

n+m-v 1 / D ~ * ~ - ~ - ~  2 
s t e  v (xo) I I  S 

1 v 
4(x0) < c 2k+ 1 vx O E ]O,X> 

k=O x 
O 



d'où pour que (1.2) s o i t  v é r i f i é e  il s u f f i t  que : 

o r  

donc 

La p r o p r i é t é  1.4 nous donne : 

n+m-v-k- j 
n+m-v-k II D 

2 
2 s te  1 

Z(x0) Il, 
II Dn+m-v-k vv(xo) 11, 6 c 2(v- l+j)  

j =O X 
O 

s t e  
vx O ~ ] ~ ~ ~ ~ ] ~ e t o ù l a C  n e d é p e n d p a s d e  V v y n i d e  x O . 

Par  s u i t e  : 

s t e  
x E ]0,x0] , e t  l a  C ne dépend que de n e t  S. S i  nous appl iquons  l e  

O 

lemne 3 à Z ,  a l o r s  de (1.3) nous pourrons t irer 

n+m-v-k 2 
-c+l n+m-v II D 

X 1 Vv(xo) Il S s t e  2(N-n)-c+2 I' OI 1 DN+2m+n-v 
O 2k+ 1 5 c xo 

k=O x 
O O 

C 
d'où pour  N a s s e z  grand (N > + n) l e  second membre s ' a n n u l l e  quand 

x = O pa r  s u i t e  l e  premier  terme a u s s i ,  c e  q u i  montre que (1.2) e s t  vé- 
O 

r i f i é e .  



Ainsi  pour N e IN a s sez  grand, nous avons : 

s t e  
oii l a  C > O e s t  indépendante des V e t  de xo E ]o ,x~ ] .  Comme 

j 
v- 1 L 

Z(X) = xo Vv(X) YX e ]O,xO] x IR , nous pouvons faci lement v o i r  q u ' i l  

e x i s t e  une cSte > O (indépendante de Z e t  V v ,  a i n s i  que de x O E J0,xO] ) 

t e l l e  que 

l l s t e  

s t e  
D'où il e x i s t e  une C > O (indépendante de Z e t  de g) 

t e l l e  que : 

j Comme DoZ(O,-) = O ( j  = O,  ..., (N+m)), pour N assez grand 

on v o i t  que (1.5) e s t  t r iv ia l ement  v é r i f i é e  pour x O = O. Nous rappelons 

qu'on a posé : 

Alors s i  nous reportons ces expressions dans (1.5) nous aurons 

X 



e t  pour terminer l a  preuve de l a  proposi t ion  2 ,  il s u f f i t  de majorer l a  

deuxième p a r t i e  du second membre de c e t t e  i n é g a l i t é  en appliquant  l a  

p r o p r i é t é  3.1. 

b  ) Preuve de l a  proposi t ion  3 .  
2 

S o i t  P(X,D) un opérateur v-décomposable ; d 'après  l a  p r o p r i é t é  6 

m 
P (X,D) l ' e s t  a u s s i  ; par s u i t e  l a  proposi t ion  4 e s t  v é r i f i é e  par  P*(x,D) 

c 'est-à-dire : pour n  E (N, s E IR 4 c > O t e l  que : 

avec g ( ~ )  = P*(x,D)u(x) VX E fi. 

D'où : 

CX 
C O 

S i  nous mul t ip l ions  c e t t e  i n é g a l i t é  par  x  e  nous aurons : 
O 

Pour x  e [O,xo] , 1 ' i n t é g r a t i o n  de c e t t e  i n é g a l i t é  sur  
O 

Lxo,xo] donne : 

Pour c  assez  grand c e t t e  i n é g a l i t é  devient 



Par un ca lcu l  simple on peut montrer q u ' i l  e x i s t e  une este > O 

(indépendante des V.) t e l l e  que : 
J 

Par a i l l e u r s  : 

I I  2 
Vv(xo) I I ,  
X < 4(xo) O 0 ]o,xo] 

V- 1 e e t  comme x VV(X) = U(X) VX /X ]O,X 1 x f( , d 'après  l a  proposi t ion  1 . 4  
O O 

nous aurons : 3cste> O (indépendante de U e t  Vv) t e l l e  que : 

Ainsi de (1.6) on t i r e  : 

k?x e [O,xO] e t  c ne dépend pas de g, U e t  x . 
O O 

Pour terminer l a  preuve de l a  proposi t ion  3 ,  il s u f f i t  de majorer 

I I D"+"" U(xo) I I S  en u t i l i s a n t  l a  p r o p r i é t é  3 ; e t  l a  p ropr ié t é  1.2 q u i  

donne 



b ) Preuve de la proposition 4. 
3 

On rappelle qu'on a posé : 

xV- l v (X) = U(X) 
O v 

j -2 v (XI = Q~(X,D)(~:-~V.)(X) j = v,. . . ,2 .  
O j-1 J 

1 vx E. ]o,x 1 x Ri 
O 

et de (1) on avait tiré : 

avec f(X) = P(x,D)U(X) b'x E fi. On pose : 

(2) < 

Soient n s IN, S s W. 

Les Q. (X,D) e ~'(m ,m ) (j = 1,. . v )  étant des opérateurs 
J j j 

de symboles principaux strictement hyperboliques suivant la direction 

N = ( 1 ,O,. . . ,O), alors d'après le lemme 2 nous aurons : 3 c > O (indépendante 

I 

xv-lv (X) = U(X) 
O V 

v j-1 (XI [Q~ v (XI 
Q.(x,D)v.(~) = + j = V, ..., 2 

J J x O x j-1 
O 

v- 1 < L ~  (x,D)V1 (x) = -[P(x,D)-Q~ (x,D)o.. .oQ~(x,D)] (x,, Vv) (XI + f (X) 

des V.) tel que : 
J 



Comme Q.  (X,D) E LO(m , m  ) , on peut  fac i lement  v o i r  ( p r o p r i é t é  5.3) que 
J j j 

j-l] E L 
[qj 

l ( m j  , )  e s t  de symbole p r i n c i p a l  n u l ,  donc 

En u t i l i s a n t  l e s  p r o p r i é t é s  (1.4) e t  (5.1) on au ra  : 

1 cSte > O t e l l e  que : 

( l a  cons tan te  ne  dépend pas des  Vj) . 
Reportons ces  majora t ions  dans (1.7) ; on aura  : 3 cste > O 

t e l l e  que : 

Ces i n é g a l i t é s  (1.8) s o n t  v r a i e s  pour t o u t  n E N ,  e t  en p a r t i c u l i e r  

pour (n-y) avec y $n+M -( j -1) .  j-1 

Mais quand y > n - ( - 1  a l o r s  n+M - j - ~  = ( n + ~ ~ - ~ - ( j - l ) - ~ )  + 
j 

+ m -1 avec n+Mj-l-(j-l)-y < O donc (1.8) n ' e s t  p l u s  v r a i  dans ce ca s  c a r  
j 

l e  lemme 2 s u r  l e q u e l  (1.8) e s t  basé  n ' e s t  pas  app l i cab le .  



Alors on va utiliser le lemme suivant dont la démonstration est 

immédiate . 

L Lemne 4 .  Soient n E W ,  S E fl et U E c~([o,x ] ,D(IR )). 
O 

Alors : 

~râce à ce lemme, après quelques changements d'indices, on abou- 

tit à : ]este > 0 tel que : 

Utilisons la dernière équation de (2). 

On a Ql(X,D) E ~ ~ ( m ~ , m ~ )  et à symbole principal strictement 

hyperbolique, alors d'après le lemme 2. On aura pour n E N, S E R ; 

3cste > O te1 que : 



v  
Comme [P(x,D)-Q~(X,D)O...O\(X,D)] c L (m-v,m-v) e t  

d 'après l e s  propr ié tés  (5.1.) e t  (1.4.), nous aurons : 

Vx a ]o,xJ e t  l a  
Cs t e  

> O ne dépend pas des V j  
e t  de xo. Ceci e s t  v r a i  

O 

pour tout  n  a N, en p a r t i c u l i e r  pour (n-y) avec n  f i xé  e t  y ,< n. 

Pour n < y  s n+ml-1 on u t i l i s e  l e  lemme 4  pour majorer 

Par s u i t e ,  en f a i s an t  des changements d ' indices convenables, on 

about i t  à : 

( l a  cSte > O ne dépend pas des n i  de xo r C O , X ~ ) .  

En remarquent que m = Mv, e t  m l  = M l  ; s i  on additionne 

membre à membre c e t t e  i néga l i t é  e t  l e s  i néga l i t é s  (1.9) on aura : 



Si on pose : 

on peut facilément voir que : 

La preuve de la proposition 4 est ainsi achevée. 

2 
d ste n 1 1  F k f  (xo) / 1  

Preuve du théorème 1. 

+w e D'après la proposition 2 si f E cm( [0,x0] ,H (R ) )  

+=O e +Co 1 
'j 

E H (R ) j = 0, .. . ,(m-l), alors s'il existe U E cm( [O,xO] ,H (R ) )  

telle que 

-(x0$) (x,) 

P(x,D)~(x) = f(x) flx E: n 

D:u(o,~) = +.(XI vx E: R e j = O,. .. ym-l 
J 

+w e LI est unique dans C~([O,X~'], H (R 1). 

r c x o x o + x o  + 1 2k- 1 1 P.P. [oyxO]- 
k=O x 

O 



E d ~ t e n c e  : 

On cons idère  

e t  G e s t  dense dans E. 

Pour montrer c e l a  il s u f f i t  de montrer que : 

u = ( U U 0 .  ) E E t e l  que : m- 1  

a l o r s  U = O . 
t 

Ainsi s o i t  U = (U,Uo ,..., U ) E E t e l  que aV E c ~ ( [ o , x ~ ] , v ( R  ))  
m- 1 

L 
donc (1.10) e s t  v r a i  en p a r t i c u l i e r  pour t o u t  V E v ( ] o , x ~  [kR ) d'où : 

par  s u i t e  



?# 
Ainsi en utilisant le fait que P (X,D)U = O sur R et la 

formule de GREEN, de (1.10) on déduit : 

j tel que : DoV(O,-) = O j = O,. .. , (m-1) 
avec 

Alors d'après la surjectivité de l'application r~ CD] on tire 
O 

d'où 

n:u(x0, ) = O sur IR' t j = O,. . . , (m-1). 

Ainsi, ona : 

P*(x,D)u(x) = O sur R 

sur IR 
R j = O, ..., m-1 

+w L 
comme U E c~([o,x],H (IR ) ) ,  de la proposition 3 on tire que : 

O 

U = O  sur Q.  

En reportant cela dans (1.101, on aura : 

de la surjectivité de l'application trace [8] [IO] on tire : 

U . = O  sur R 
R 

j = O,. . . ,(m-1). 
3 



ce qu i  montre que G e s t  dense dans E. 

+M e +cm e 
A i n s i p o u r  £ E C ~ ( [ O , X ] , H  ( R ) )  m j ~ H  ( 8 )  j = 0 9 . w . , ( m - l )  

O 
+w e 

il e x i s t e  une s u i t e  (UkIkd dans cm( [o,x~] ,H (R ))  t e l l e  que 

+w L 
p(xyD) $ + f  dans H+*([O,X~],H ( R ) )  

k + m  

+Q) e 
D ~ u ~ ( o , * )  ----A m j  dans H (IR ) j = O,...,(m-1) 

k - t w  

de l ' i n é g a l i t é  de l a  proposi t ion  2 on t i r e  que Uk e s t  une s u i t e  de 

+a e a. 
Cauchy dans H**([o,x~],H (IR ) )  d'où 3 U  E H ~ ~ ( [ O , X ~ ] ~ H ~ ~ ~ I R  ) )  t e l  que : 

*w e - - - ru  dans H+~( [o ,x~] ,H  ( I R ) ) .  
Uk k - i w  

Ainsi : 

comme on e s t  dans des espaces séparés on conclue que : 

sur  Cl 

j = O,  ...,( m-1) 

ce  qui  achève l a  preuve du théorème 1 .  



CHAPITRE II 

APPLICATION A L'ETUDE DE CONDITIONS SUFFISANTES D'HYPERBOLICITE 

FAIBLE POUR DES OPERATEURS SCALAIRES A CARACTERISTIQUES DE 

MULTIPLICITE VARIABLE AU PLUS EGALE A TROIS 

Rappelons les définitions suivantes : 

QQ6iniLLon 1. 

Soit P(X,D) un opérateur de type Kowalewskien d'ordre m, 

l 
P(X,D) est dit faiblement hyperbolique dans la bande Q = [O,xo] x R 

I si le problème de Cauchy cm a données sur l'hyperplan x O est bien 
O 

kosé dans cette bande. 

D'après le théorème de Lax-Mizohata, pour que P(X,D) soit 

faiblement hyperbolique dans la bande $2, il est nécessaire que les racines 

caractéristiques en 
50 

soient toutes réelles quel que soit X E Q et 

Ainsi P (X,<) désignant le symbole principal de P(X,D) 
m 

on suppose que : 

où les A. E c(OX$- O) sont homogènes d'ordre un en 5, et 3 valeurs 
J 

réelles. 

On se place alors dans le cadre suivant des opérateurs à carac- 

téristiques de multiplicitGs variables : 



On dira que P(X,D) est à caractéristiques de multiplicités va- 

riables au plus égales à v si on a : Ip s m, k. E N ( = l,. . . , )  tels 
J 

que 'f kj = rn, kl < . . . 5 kp = v, et 
j=l 

ii 
où A , )  # A i  X , )  si j # j' (YX r n, VE 5 $ \ O) mais pour 

j j j E ( 1 ,  ...,p 1, 3(X ,5 ) E x ille\ O tel que 

On supposera de plus que : Yi c {l,,*-*yk.}, t l ~ * * * ~ k  1 
J j ' 

avec j # j i .  

On fait les remarques suivantes : 

-. 
1. Pour un opérateur P(X,D) à caractéristiques de multiplicités 

variables au plus égales à v, on ne peut pas trouver moins de v opérateurs 

strictement hyperboliques suivant la direction N = (],O, ..., 0) tels que 

le produit de tous leurs symboles principaux soit égal à P (X,<). m 

2. Dans les conditions précédentes, d'après le chapitre 1 toute 

condition de K-décomposabilité devient une condition d'hyperbolicité faible. 

3. De la remarque 1 il s'ensuit que si un opérateur à caractéris- 

tiques de multiplicités variables au plus égales à v est K-décomposable 

alors K > v. 



Ces remarques vont motiver notre façon de procéder. 

Etant donné un opérateur à caractéristiques de multiplicités 

variables au plus égales à v, à racines caractéristiques réelles en 
'O, 

pour donner des conditions suffisantes de faible hyperbolicité dans R on 

va chercher des conditions suffisantes pour que cet opérateur soit v-décom- 

posable. 

Avant de commencer l'étude du cas où la multiplicité des racines 

caractéristiques ne dépasse pas trois, on va donner un résumé des résultats 

connus lorsque la multiplicité des racines est au plus deux et on effectuera 

le lien entre ces résultats et la 2-décomposabilité. 

Lien avec Lecl hQnue;taX~ d'Off YA. 

Soit P(X,D) un opérateur de type Kowalewskien d'ordre m, 

dont les racines caractéristiques sont de multiplicités variables au plus 

égales à deux. 

On pose : 

avec : 

strictement hyperboliques suivant la direction N = (l,O, ..., O). 

Alors une condition suffisante pour que P(X,D) soit faiblement 

hyperbolique dans est : 



e s t  d i v i s i b l e  pa r  (A.-h ) dans l a  c l a s s e  des  fonc t ions  c(.QNR' - 0) 
J j+S 

avec E = +1 OU -1 

où A . ( X , < )  = Co-hj(X,C) ( j = l ,  ..., m ) ,  e t  { -  - 1  dés igne  l e  c roche t  de Poisson.  
J 

Ce t t e  cond i t i on  ( s u f f i s a n t e  pour que P(X,D) s o i t  2-décomposable) 

e s t  p l u s  f a i b l e  que c e l l e  donnée p a r  Y. Ohya a i n s i  que c e l l e  donnée 

pa r  T .  N i sh i t an i  [la q u i  s e  r é d u i s e n t  à L-l.  E l l e s  on t  é t é  é tendues en par- 

t i e  p a r  D. Gourdin [4] pour l e s  systèmes ( c f .  c h a p i t r e  I I I ) .  

1 S o i t  P(X,D) un opé ra t eu r  de type  Kowalewskien d ' o rd re  m. 

l 
On f a i t  l e s  hypothèses su ivan te s  : 

[H~] : il e x i s t e  S o ûiX t e l  que 3s 5 m e t  

= ( X ,  5) R2(X,c) R3(X, c )  

avec : 

s t r i c t e m e n t  hyperbol iques s u i v a n t  l a  d i r e c t i o n  N = (1.0, ...., O ) .  1- 



e CH2] ; tous  l e s  A son t  d i s t i n c t s  deux à deux s u r  RxR \ O 
j  

sauf pour l e s  couples  ( j  ,k) avec k = j+S ( 1  2 s )  ou k = j+2S 

j = (1 ,  ..., S) .  

On suppose en p lus  que : j = 1 , .  . , 3 B .  e C(RXR' . O) 
J 

t e l  que 

La d e r n i è r e  p a r t i e  de l 'hypothèse  [H ] n ' e s t  pas  n é c e s s a i r e ,  
2 

on l ' a  supposé s u r t o u t  pour s i m p l i f i e r  l e s  condi t ions  d ' hype rbo l i c i t é  f a i b l e .  

a )  Dans ce q u i  s u i t  on va donner des  r é s u l t a t s  d 'o rdre  géné ra l  

qu i  nous s e r o n t  u t i l e s  pa r  l a  s u i t e  

- L m e  7 .  

S o i t  P(X,SO,S) un polynôme en  
50, 

à c o e f f i c i e n t s  indéf in iment  

e 
d é r i v a b l e s  en (X,S) E R x IE: 1 O. Alors  s i  e s t  d iv i -  

s i b l e  pa r  (A .-A ) (Aj-Aj+2S) dans l a  c l a s s e  des fonc t ions  Crn(R& . 0) 
J j+S 

j = 1,  ..., S. 

L 

Preuve : 
I 

Supposons que P(X, SO, 6 )  e s t  d i v i s i b l e  par  
S0=A 

j 
e 

. - A  (A A + 

dans l a  c l a s s e  des fonc t ions  crn(RxIR \ 0) j  = 1 , .  . . ,S. 
J j+S 

S i  on f a i t  l e  développement de Taylor à l ' o r d r e  1 de 

P(X,S0,S) 
en S0 = A on au ra  : A .-A 

J j+S j  



1 
où 0 E C ~ ( Q X W  \ 0 )  

Comme P(X, 5,. 5) Eo=A e s t  d i v i s i b l e  pa r  (A .-A ) (Aj-Aj+2s) 

j  
J j+S 

on dédu i t  a l o r s  que : 

P(X,~O.E) Eo=A j+2s 
e s t  d i v i s i b l e  par  (A j-A j i2s)  (A j-A j+s) 

or A -  = 8j(Aj+s-Aj+2s ) d'où : 
J j+S 

-A a )  (hj+2S-Aj+S) e s t  d i v i s i b l e  pa r  (Aj+2S , 
P(X95035) 5 , = ~  j+2s 

* Montrons que P(X, Co,  5) j+ç e s t  d i v i s i b l e  p a r  

( A ~ + ~ - + ) ( A ~ + ~ - A ~ + ~ ~ )  
j  = 1, .  .- ,S. on a : 

, 

= Aj-Aj+s+hj+s-Aj+2s = (0 j+l ) ("+s-~j+2s)  
j  = l , * * * y S  

Aj-A j+2s  

d'où s i  P(X,Eo,5)50,Aj e s t  d i v i s i b l e  pa r  (A.-A 3 j  +S)(Aj-Aj+2S) a l o r s  il 

s e r a  a u s s i  d i v i p i b l e  par  (A .-A +S) (A j+S-h j+2S) 
J j  

Par s u i t e  s i  on f a i t  l e  développement de Taylor à l ' o r d r e  1 de 

P(X,S0,5) 
en E0 = A on aura  : 5 +s-"+zs j 



comme p(X, Fo y 5) Co=h est divisible par (hj-hj+s) (hj+s-5+2s) 9 

j 

P(X,C0y C )  est donc divisible par (hj+S-Aj)(hj+s-hj+2s 1 
S0'h j +S 

Ce qui termine la preuve du lemme 1. 

- Lemme 2. 

Soit f B cm(nxwse -. 0) alors : 

f(X,tor<)E =A est divisible par (hj-hj+s) (hj-hj+2s) j ' 1 Y . 9 s  

0 j 

si et seulement si : 

a 2 2 - [(R~) f] (xy~o,~)E est divisible par (hj-hj+S) (hj-hj+2S) 
0 j 

j = 1, ..., S. 

La preuve du lemme 2 est immédiate. 

L Q M ~ Q  3. [l] 

Soient A une matrice (mxm) de rang (m-v) u E IN* ; 

t 1  m 
F = (F ,..., F ), alors le système d'équation (1) A-X = F est résolvable 

si et seulement si I 
avec la notation des CO-facteurs de J. Vaillant [23. 1 

Ces conditions sont dites : conditions de compatibilité du 

système (1). En particulier si v = 1 on aura une seule condition qui va 

se résumer à ; 



b) A l ' a i d e  de c e s  t r o i s  lemmes nous a l l o n s  exhiber  des cond i t i ons  

s u f f i s a n t e s  pour que P(X,D) s o i t  3-décomposable. 

O 
On cherche à déterminer  t r o i s  opé ra t eu r s  Qj(X,D) a L (m.,m.) 

J J  

j  = 1 ,2 ,3  où m = m = S e t  m = m-2S te ls  que : 
1 2  3  

En p a r t i c u l i e r ,  s i  on pose Q(X,D) = Q (X,D) O Q2(X,D) o Q3(X,D), 
1 

l e s  p a r t i e s  homogènes en 5 d ' o r d r e s  m,  (m-1) e t  (m-2) des  symboles 

L 
de P(X,D) e t  Q(X,D) s o n t  i d e n t i q u e s  s u r  ( 1 0 , ~  ] >d~'xRxiR . O). 

O 

Considérons l e s  o p é r a t e u r s  Q.(X,D) ( j  = 1,2,3) de symboles 
J  

oh 
1 1 a l  2  1  %2 

q j ( X , i )  = q j  (X, S)  e t  q .  (X, 5) = - 
J 2  qj(X,S) 

O h o )  

L 
avec $ des fonc t ions  de C ~ ( ~ ~ R X R  , O ) ,  homogènes d ' o rd re  (mj-k) 

J 

en 5 e t  polynomiales en 5, de deg ré s  (mj-k) j  = 1,2 ,3  e t  k  = 1,2.  

Alors d ' ap rè s  l a  "formule de composition géné ra l i s ée"  (proposi-  

t i o n  1, c h a p i t r e  1), on a  , en é c r i v a n t  l e  symbole de Q(X,D) sous l a  

forme : 

m 
1  j  m-j 

Q(X.5) Q 1 q (X,<) 
j  =O 



Ainsi pour que P(X,D) s o i t  3-décomposable , il s u f f i t  qu ' i l  

1 2  
ex i s te  qj(X,<) e t  qj(X,c) j = 1,2 ,3  t e l s q u e :  

Par suite  : 

- Pt~opoaLaXan 7 .  

'L 1 00 Pour qu ' i l  ex i s te  qj E C (RXIRXR' 0) ( j=1,2 ,3)  t e l s  que : 

qm- 1 
( X Y ~ )  = p m - l ( x , ~ )  V(X, 5) s RxlRxR e \ O 

i l  faut e t  il s u f f i t  que : 

1 
xO(K(x,<) - ?{An,An+sAn+zsICn(x,~)) 

So=Xn 



I soit divisible par ( hn-An+~) ( hn-hn+2~ ) dans la classe des fonctions 

( ~ ( n x d  ,O) pour n = 1, ..., s où 

est le polynôme sous-caractéristique de P(X,D) 

S 
c (x,~) = 1 A . ( x , < )  avec A.(X,C) = s ~ - A ~ ( X , O  
n j #n , n+S J J 

Démonstration : 

m- 1 
Pm-1(~,50,5) et q (X,5,,5) étant des polynômes en O 

de 

degrés (m-1) ; alors pour qu'ils soient égaux il faut et il suffit que : 

pour tout (X,[) fixé,les deux polynômes en soient égaux en m points, 

en particulier pour 
O 

= hj(X,c) j = l , , m  c'est-à-dire : 

si et seulement si 

Posons : 

Alors d' après 1' expression de qm-l (x, c) , (2.1) sera équivalente 

à : 



Comme R ~ ( x , F ( x , < ) , < )  = R2(X.hj+S(X,~) .<)  = O j = l . . . S  e t  
J 

on v o i t  que (2.2) e s t  é q u i v a l e n t e  à 

e Comme l e s  X s o n t  d i s t i n c t s  deux à deux s u r  R x R \. O s a u f  
j 

pour  l e s  coup les  ( j  , j+S) j = 1 , .  . . ,2S e t  ( j+S ,  j+2S) j = 1 , .  . . ,S. A l o r s  

pour  que (2.3) s o i t  v é r i f i é  il f a u t  que : 

(2 .4)  x C (X,c,) s o i t  d i v i s i b l e  p a r  (A.-h +s)(hj-hj+2S) j = I , . * , S  
O m-1 <,=A 

j J j 

Inversement  s i  (2 .4)  e s t  v é r i f i é e ,  a l o r s  d ' a p r è s  l e  lemme 1,  

x C (X,<)  e s t  d i v i s i b l e  p a r  ( A ~ + ~ - A . )  (("+s-~j+2s) j = 1, .  . . ,S  e t  
O m-1 'o='j+s 

X O C m-1 (X,C) e s t  d i v i s i b l e  p a r  (h j+2s- i j )  (hj+2S-Xj+s) j = 1 ,.. . , S .  
'o" j+2~ 

Donc pour  r é s o u d r e  (2.3) il s u f f i t  de  r é s o u d r e  : 



s S }m-2S Comme l e s  {A.}. ( r e s p .  { h j + S } j = l ~  {Aj+2S j = l  ) son t  d i s -  
.l .1=1 - - 

fL 1 
t i n c t s  deux à deux s u r  x i R e \  O ,  e t  que l e s  qj(X,<,,<) s o n t  des  polynô- 

mes en 
50 

de degrés  m j  = 1 ,2 ,3  (avec m = m = S e t  m = m-2S), 
j  1 2  3  

a l o r s  l e s  systèmes (2.5) s o n t  de type  Van Dermonde q u i  ont  des  s o l u t i o n s  

uniques ; d'où : 

La cond i t i on  (2.4) e s t  une condi t ion  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  

m-1 - 
pour 1' ex i s t ence  des  %' j  = 1 , 2 , 3  t e l s  que q  - 

q j  Pm- i  

Ains i  pour terminer  l a  preuve de l a  p ropos i t i on  1 ,  i l  s u f f i t  

de montrer l ' équ iva l ence  de (2.4) avec l a  condi t ion  donnée dans l a  proposi- 

t i o n .  

Pour c e l à ,  il s u f f i t  d ' é c r i r e  : 

e t  r e p o r t e r  c e t t e  express ion  dans c e l l e  de  Cm- 1 
(X,c) en t e n a n t  compte 

du f a i t  que = O j  = l . . . S )  e t  
j  

[R2(xY I ) R ~ ( x ,  c)] e s t  d i v i s i b l e  p a r  (A.-A +S) (Aj-Aj+2S) j = l , .  . . ,S. 
c 0 = A  J j  

Supposons que l a  cond i t i on  de l a  p ropos i t i on  1 e s t  v é r i f i é e ,  

a l o r s  on peut déterminer  l e s  l  j  = 1 ,2 ,3  t e l s  que 
j  

P (X,S)  = q m - l ( ~ y ~ )  x avec xo + O 
m- 1 

Ceci é t a n t ,  on va chercher  à donner une condi t ion  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  

~2  e 
pour q u ' i l s e x i s t e n t  q . (X ,<)  ( j  = 1,2 ,3)  des  fonc t ions  de C ~ ( R X R X R  ,O), 

J 

homogènes d ' o rd re s  m en 5 e t  polynomiales en < O  de  degrés  m 
j j 



( j  = 1,2 ,3)  t e l l e s  que : 

m-2 
( X I < >  = CI ( x , s )  e e 'm- 2 Y(X,<)  E ] o , x ~ ]  x X a \ 

1 
Les q é t a n t  dé te rminés  dans  l a  p r o p o s i t i o n  1 ,  on pose : 

j 

a l a  a R + -  cm-2(xyi) = Pm-î(Xyc) - Rl{qiq:  + 1 
q2 a;;; II 

a i  

a=O a aga  R2 ZT 931 + a 

1 a u  a a  1 1 1 a 
+ 5(z9 R 2 ( z ) R g ) - q 1 { R 2 q 3 + R 3 q 2 +  1 - a 

la =2 a=O R2 K Rg' - a 

' a l a  C -  e a a 1 - 1 -  1 a a 
a = o  q 1  ~ ~ 2 ~ 3  a a=O a E a  [R2q3+R3q2 + B=O E rR2 B ajiB~31- 

1 a a  a a  
- F R l ( ~ )  R2R3* 

( a  =2 

D'après  l e  lemme 2 ,  pour  que C m - 2 ( X y ~ 0  
F)SO.A s o i t  d i v i s i b l e  

j 
p a r  (A .-A +S)  (Aj-Aj+2S) j = 1 , .  . . S il f a u t  e t  il s u f f i t  que 

J j 

a 2 
( R 1  Cm-2) (X, Eo E) s o i t  d i v i s i b l e  p a r  (hj-Aj+S) (Aj-hj+2s) 

a go 
S0=A 

j 

( j  = l , . . . , S ) .  

Compte t e n u  du f a i t  que : 

on p e u t  f a c i l e m e n t  v o i r  que : 



2 
(2.6) (xo) Cnr2(X,5) e s t  d i v i s i b l e  par  (A -A +s)(Aj-Aj+LS) j  = 1 ,  . YS 

<,=A, j  j  

s i  e t  seulement s i  

e s t  d i v i s i b l e  par (A -A (Aj-Aj+ZS) 
j = 1 YS 

5 = A  j j  
0 j  

avec : 

Par a i l l e u r s ,  on d i t  que 2 
(X,c,) v é r i f i e  l e s  cond i t i ons  de 

compa t ib i l i t é  (C) s i  en p lus  de l a  cond i t i on  de d i v i s i b i l i t é  (2 .6) ,  

'm- 2 (X,c) v é r i f i e  : 



Pt~opoaLtion 2. 

Soit P(X,D) un opérateur de type Kowalewskien d'ordre m véri- 

1 fiant les hypothèses [H~] et [H 1. Alors, pour qu'il existe trois opérateurs 
2 

' Q~ (x,D) E ~'(m ,m.) (j = 1,2,3) respectivement, de symboles principaux 
j~ 

R.(X,c) ( j  = 1,2,3) tels que : 
J 

il faut et il suffit que : 

1 1 
1 

[K(xy 5) -  an^ An+s"+2s~~n(xy 511 x x soit divisible par 
CO'+., O 

2) Les conditions de compatibilité (C) définies par (2.6) et (2.8) soient 

vérifiées par Cm-2(Xy5). 

i 

Démonstration : 

D'après la proposition 1, la première condition est nécessaire. 

Alors supposons qu'elle est vérifiée. Il existe donc %l j = 1,2,3 

tels que 



Ainsi  pour qu' il e x i s t e  t r o i s  .opérateurs Q j  (X,D) c ~ ' ( m  ,m.) 
j~  

( j  = 1,2,3) ( resp . )  de symboles pr inc ipaux R.(X,<) ( j  = 1,2,3) t e l s  que : 
J 

il f a u t  e t  il s u f f i t  q u ' i l s  e x i s t e n t  C2 j = 1,2 ,3  t e l s  que : 
j  

Ce q u i  e s t  équiva len t  à l a  r é s o l u t i o n  de : 

Puisque ce s o n t  des polynômes e n  
'O 

de degrés  (m-2), c e l à  

r e v i e n t  donc à l a  r é s o l u t i o n  des systèmes d 'équat ions  s u i v a n t s  : 

Comme on recherche des  fonc t ions  b2 dans cm (QXRXIR' O) 
j 

( j  = 1,2 ,3) ,  on v o i t  que l a  cond i t i on  de d i v i s i b i l i t é  (2.6) e s t  n é c e s s a i r e .  

Supposons q u ' e l l e  e s t  donc v é r i f i é e .  

"J2 
- L e s  q  ( j  = 1,2,3)  é t a n t  des  polynômes en 

'O 
l e  d e r n i e r  

j 

système de (2.9) s e  r é d u i r a  à l a  r é s o l u t i o n  d'un système c a r r é  du type  



Vqn Dermende qui est bien déterminé du fait que les Aj+2S (j = 1, ..., m-2s) 
sont distincts deux à deux pour tout (X,S) c Q x R' \ O, ce qui détermine 

ci.2 ci. 2 - Pour S = 1 ou 2, ql(X,So,S) et q2(X,So,S) sont des fonc- 

tions indépendantes de 
ci.2 ci.2 

y 
d'où sous la condition (2.6) q l  et q2 sont 

aussi déterminées sans aucune autre condition. 

- Pour S > 2, pour déterminer 4; et qi on aura à résoudre 

deux systèmes de S équations à (S-1) inconnues, ce qui nous amène à imposer 

des conditions de compatibilité à l'aide du lemme 3 et qui sont exactement 

les conditions (2.8) qui sont nécessaires et suffisantes. 

Ce qui termine la démonstration de la proposition 2. 

Remahquecl. 

1. On peut trouver d'autres conditions suffisantes de 3-décomposa- 

bilité que celles données dans la proposition 2, par exemple en donnant des 

conditions suffisantes pour qu'il existe trois opérateurs Qj(X,D) E ~'(m -m.) 
j~ 

(j = 1,2,3) respectivement de symboles principaux R.(X,5) (j = 1,2,3) tels 
J 

que : 

ALors on peut voir que dans les conditions suffisantes pour 

l'existence de tels opérateurs, la première condition de la proposition 2 

est remplacée par : 

x x divisible par 
0 ('n-'n+~) (hn-An+2~) 

'o='n 

n = 1 , )  qui ne lui est pas équivalente. 



Donc, on peu t  donner a u t a n t  de condi t ions  s u f f i s a n t e s  pour l a  

3-décomposabilité q u ' i l  y a  de façons  de composer l e s  opé ra t eu r s  Q.(X,D) 
J 

( j  = 1,2 ,3) ,  c ' e s t - à -d i r e  s i x  cond i t i ons  non équ iva l en te s  deux à deux. 

2. Pour i l l u s t r e r  n o t r e  p ropos i t i on  2, on cons idère  l 'exemple 

su ivant  q u i  a  é t é  dé j à  donnée pa r  K .  Kitagawa - T .  Sadamatsu pz]. 
S o i t  

Alors d ' a p r è s  l a  p ropos i t i on  2, s i  : k  $ 2n-1, j+k 2 4n-2, 

h > 2n-2, P(X,D) e s t  b i en  décomposable, donc l e  problème de Cauchy a s s o c i é  

à ,  P(X,D) e s t  b i en  posé. On f a i t  remarquer que dans [12] K .  Kitagawa e t  

T .  Sadamatsu a f f i rmen t  que s i  : k 2 2n-1, j  2 n-1 e t  h  2 n-2, a l o r s  l e  

i . problème de Cauchy a s s o c i é  à P(X,D) e s t  b i en  posé e t  d'un t r a v a i l  de 
. . 

I v r i i  [ I I ]  i l s  déduisent  que ces  condi t ions  son t  a u s s i  néces sa i r e s .  

3. Après c e t t e  remarque, on e s t  t e n t é  de d i r e  que l e s  condi t ions  

de L12] son t  p lus  f a i b l e s  que l e s  condi t ions  suf f  i s a n t e s  de 3-décomposition. 

C'est  un f a i t  pour l 'exemple précédent ,  mais,  en généra l  c e l a  n ' e s t  pas v r a i  

e t  on peut  c i t e r  d ' a u t r e s  exemples où n o t r e  condi t ion  de 3-décomposabili.té 

e s t  p lus  f a i b l e  que c e l l e  de [12] . En p a r t i c u l i e r  s i  dans l a  p ropos i t i on  2  

S  = 1 ou 2  (cas  où il n ' y  a  qu'une ou deux r ac ines  de m u l t i p l i c i t é  t r o i s )  

on n ' a  besoin que des deux cond i t i ons  de d i v i s i b i l i t é  (2.4) e t  (2 .6 ) ,  f a i s a n t  

i n t e r v e n i r  respect ivement  'm- i 
(X,<) e t  P  (X,<) ,  pour que l e  problème de 

m- 2  

Cauchy a s soc i é  à P(X,D) s o i t  b i e n  posé ; pa r  cont re  dans [12] on a  beso in  

de t r o i s  condi t ions  de d i v i s i b i l i t é  pour a f f i rmer  c e l a .  



CHAPITRE I I I  

PROBLEME DE CAUCHY POUR LES SYSTEMES D'EQuATIONS 

FAIBLEMENT HYPERBOLIQUES 

Dans ce paragraphe on va é t end re  l a  no t ion  d ' opa ra t eu r  v-décompo- 

s a b l e ,  donnée dans l e  cas  s c a l a i r e ,  au cas  m a t r i c i e l .  On u t i l i s e r a  l e s  no t ions  

d é j à  i n t r o d u i t e s  au c h a p i t r e  1 sans  y f a i r e  r é f é rence .  

Soien t  m ,  t e t  v dans N* avec m > 1 ,  v  < t .  

A m 
(31 cons idère  h(X,D) = [ h B ( ~ , ~ ) ] A , B = l  une mat r ice  (mm) d'opé- 

r a t e u r s  d i f f é r e n t i e l s  en x e t  p seudo-d i f f é ren t i e l s  en x d ' o r d r e  t .  
O ' 

On d i t  que h(X,D) e s t  de type  kowalewskien s i  : 

ou 1 désigne l a  mat r ice  i d e n t i t é  (mxm), e t  h '  
m ( t - j ) (X,X) s o n t  des 

ma t r i ce s  d ' opé ra t eu r s  p seudo-d i f f é ren t i e l s  en x d ' o r d r e s  ( t - j )  dont 

l e s  symboles, dépendant du paramètre x E [ o , x ~ ,  s o n t  de c l a s s e  
O 

t - j  (RLm' x 01 1. 

Soient  s  E IR e t  k c IN avec k  < t .  

On no te  L~ ( t  ,k) 1 ' espace  des  mat r ices  (mxm) d 'opé ra t eu r s  m 

de c l a s s e  ~ ' ( t , k ) .  

O 
Par L, ( t , k )  on dés ignera  l ' e s p a c e  des opéra teurs  

m 
O 

h(X,D) E L ( t , k )  dont l a  mat r ice  c a r a c t é r i s t i q u e  m 



A A 
v é r i f i e  H ( X , r , ) z O  s i  A f B  A , B E { I  ,..., m l  e t  H ~ ( x , c )  

B 

(A = l , . . . ,m) s o n t  des polynômes en  5  de degrés  t ,  s t r i c t e m e n t  hyperbo- 

l i q u e s  su ivant  l a  d i r e c t i o n  N = (1  .O,. . . ,O) e t  de c l a s s e  grn(L?) en X. - 
C 

La p a r t i e  p r i n c i p a l e  de ces opé ra t eu r s  e s t  diagonale .  

D E ~ i f i u n  1 .  

Soi t  h(X,D) un opé ra t eu r  m a t r i c i e l  de type  kowalewskien 

Id'ordre t .  On d i t  que h(X,D) e s t  v-décomposable s i  : il e x i s t e  v  opéra- 
w 

t e u r s  Q j  (X,D) E L ~ ( T ~  , i j )  j = 1 , .  . . , V  ; avec T = t ,  t e l s  que : 
j  = 1 j  

Après l ' i n t r o d u c t i o n  de  ces  opé ra t eu r s  v-décomposables, on va  

donner l e s  normes s u r  l e s  espaces de Sobolev 

Pour n  E IN,  S E IR (avec un abus de n o t a t i o n )  on n o t e  : 

m 
pour U = (U.) 

J j= i  E [cm([O,x O 1 , D ( R ' ) ) ] ~  

L ' i n t é g r a t i o n  de c e t t e  express ion  s u r  [O,X 1 donne une norme équ iva l en te  
O 

à l a n o r m e  usue l l e  s u r  [H (L?)Im [IO]. 
n ,  S  

Remarry ue . 
Il e s t  év ident  qu'on a  l a  c o n t i n u i t é  des  opéra teurs  m a t r i c i e l s  

L d i f f é r e n t i e l s  en x  e t  p seudo-d i f f é ren t i e l s  en x s u r  de t e l s  espaces.  
O 



r Lemme 7 .  

S o i t  h(X,D) E L ~ ( T , o ) ,  a l o r s  : pour  t o u s  n  r IN e t  S E R 

3~ > O t e l  que : 

VU E [cm( [O, xo] , D(R') )] 

Preuve : 

m 
s o i t  u = (u .1  J j = i  e [ c ~ ( [ o , x ~ I  ,D(R'))]~.  ûn pose : 

m 
h(X,D)U = f  = ( f . )  

J j = l  

Comme h(X,D) e LO(T,@) on p o u r r a  é c r i r e  : 
m 

où h l  .(X,D) s o n t  d e s  o p é r a t e u r s  s c a l a i r e s  de t y p e  kowalewskien d ' o r d r e  T 
~ Y J  

s t r i c t e m e n t  h y p e r b o l i q u e s  s u i v a n t  l a  d i r e c t i o n  N = ( 1 9 0  . - .  90) Y 

T- 1 5- ( j  = 1 . .  m )  , e t  h  (X,D) des  o p é r a t e u r s  s c a l a i r e s  d ' o r d r e  (T-1) 
j ,k 

( j , k  E { l , . . . , m ~ ) .  

A i n s i  e n  a p p l i q u a n t  l a  p r o p r i é t é  4.1 du c h a p i t r e  1 aux o p é r a t e u r s  

h l  . (X,D) on o b t i e n t  : pour  n  E N, S E  IR 3 C  > O ( indépendan te  d e s  Uj) 
~ Y J  

t e l  q u e  : 



hT- 1 
Les (X,D) é t a n t  des  opé ra t eu r s  d ' o rd re  (7 - l ) ,  a l o r s  

j  ,k 

de (*) on dédui t  : 3 c > O (indépendante des  U j = 1 , .  . . ,m) t e l  que : 
j 

En r e p o r t a n t  c e t t e  e s t ima t ion  dans l ' i n é g a l i t é  précédente,  on 

aura  

Ainsi : 

m 
n+-r- 1 d  n+r- 1 

j = l  J 

m m n+r- 1 

j  = 1 J j = l  

Ce q u i  achève l a  preuve du lemme 1 .  

Avec l a  même démarche que pour l a  preuve du lemme 2 du c h a p i t r e  1 

on peut montrer l e  lemme su ivant  : 

S o i t  h(X,D) E LZ(r,k) (k ( r ) ,  a l o r s  pour t o u t  n  E N, S E 8, 

L - 
] C  > O t e l  que : VU E [ c ~ ( [ o , x  O '  1 , V ( R  ))lm 



Ains i ,  en reprenant  exactement l e s  c a l c u l s  f a i t s  pour  l e  c a s  

s c a l a i r e  (Chapi t re  1) en  s e  s e rvan t  de ce  lemme on peut  montrer l e  théorème 

su ivan t  : 

r Théotrème 1 .  

S o i t  h(X,D) un opé ra t eu r  de type kowaslewskien d ' o rd re  T ,  

e e 
v-décomposable ; a l o r s  pour f a [ c ~ ( [ o , x ~ ]  ,H+-(IR ) ) l m ,  m j  E [ H + ~ ( R  ) l m  

e 
j = O , .  1 données ; il e x i s t e  U E [ c ~ ( [ o , x ~ ]  , H + ~ ( R  ) ) l m  unique 

t e l  que : 

de p l u s  u ' v é r i f i e  l e s  i n é g a l i t é s  d ' éne rg i e s  su ivan te s  : pour n  E iN, S E IR, 

3 c > O e t  N E IN (indépendants de U) t e l  que : 

RemcuLque . 
Dans l e  c a s  OC h(X,D) e s t  v-décomposable avec l e s  Q ~ ( x , D )  

O 
( j  = 1 , .  . . , v )  , f i g u r a n t  dans l a  d é f i n i t i o n  1 ,  de c l a s s e  L m h j  ,O) ( j = l  , . . ,VI  

l a  preuve du théorème 1 e s t  a l o r s  beaucoup p l u s  s imple,  e t  l a  s o l u t i o n  U 

de (1)  v é r i f i e  l e s  i n é g a l i t é s  d ' é n e r g i e s  su ivan te s  : Vn E: IN, S E: IR ]C > O 

(indépendante de U) t e l  que : 



9 . 2  - €;tude du paoblème de Cauchr/ -- pom un A-tème d'  é q d o n n  à cahacté/tin - 

;tiquen de rnuLtLpfi&& v d a b l u  au p h  double. 

Dans c e  paragraphe on va é t u d i e r  un problème de Cauchy p lus  

conc re t ,  e t  c e l à  en  s e  basan t  s u r  l e  théorème 1 pour conclure.  

S o i t  h(X,D) un opgra teur  m a t r i c i e l  (mxm) de type 

A m 
kowalewskien d ' o rd re  t ; on no te  par  H(X,<) = L H ~ ( x , < ) ] ~ , ~ = ~  s a  mat r ice  

c a r a c t é r i s t i q u e  au  sens  de Cauchy-Kowalewki ; H(X,<) v é r i f i e  l e s  hypothèses 

su ivan te s  : 

[Hl] : son déterminant  d e t  H(X,<) e s t  une fonc t ion  polynomiale ren possédant l a d é c o m p o s i t i o n  en f a c t e u r s  H j = 1 , .  n o t é  : 
j 

où l e s  H .  (X,<) s o n t  des  polynômes en i r r é d u c t i b l e s  s u r  R[<] e t  de 
J 

c l a s s e  Bm(0) en X t e l s  que : 

pour tou t  X E L?, IX désigne l e  CO-vecteur de coordonnées 
( l 9 0 ~ o )  e 
O 

Le r a d i c a l  c a r a c t é r i s t i q u e  s e r a  noté  p a r  R(X,<)  TH^ ( x , ~ ) ,  
j = l  

e t  on suppose : 

[HJ : il e x i s t e  T , S  e IN avec 2s ( T t e l s  que : 

l oil l e s  p j  F ?(nxiRe\ O ) ,  homogènes d ' o rd re  un en 6 , ( j = l ,  ..., T), s o n t  
O 



l d i s t i n c t s  deux à deux sauf pour l e s  couples  ( j , j + S )  j = l . . . S  pour  

j  j k I l e s q u e l s  3 ( ~  , c  ) c QxR \ O  t e l  que : 

De p l u s  on supposera que : 

r [ H ~ ]  : Pour t o u t  X E  f i x é  e t  j E i l ,  ..., 01 ,  dans l ' anneau  

p r i n c i p a l  
'j 

l o c a l i s é  de IR p a r  r appor t  à 1 ' i d é a l  premier  dé£ i n i  pa r  

H dont  l e s  é léments  s o n t  l e s  f r a c t i o n s  à dénominateur non d i v i s i b l e  p a r  
j  

H dans O%[<], on a l a  forme r é d u i t e  s u i v a n t e  de l a  matrice H(X,c) à 
l j  

l ' a i d e  de s e s  f a c t e u r s  i n v a r i a n t s  : 

D'après  c e t t e  hypothèse [ H ~ ] ,  s i  on no te  p a r  A' = A' (X,I) l a  

ma t r i ce  des  CO-fac teurs  de H(X,c) dans l e  développement de d e t  H(X,C.)y 

a l o r s  il e x i s t e  A = A(X,c) ma t r i ce  (mxm) de f o n c t i o n s ,  polynomiales 

en c,, e t  de c l a s s e  gW(C?) en X t e l l e  que : 



1 
[H4] : A1(X,<) # 0 pour j = l,..., et 

So=~o(x,S) 

l 
(x,~,) e R x iR ; de plus on suppose que les j j = 1,...,2S ne peuvent 

Po , 
être racines que des Hk tels que vk = 1. 

Rmmi ue . 
~'h~pothèse [ H ~ ]  est introduite seulement pour pouvoir donner une 

condition scalaire suffisante pour que le problème de Cauchy (1) soit bien 

posé. 

Considérons le problème de Cauchy associé à h(X,D) 

+m & avec f r [cm( [O,X ] , H (IR ))lm 
O 

m j  F [~'~(d)]~ j = O,.. . ,(t-1) 

Soit a(X,D) = a un opérateur matriciel (mxm) d'ordre (T-t) 

et de matrice caractéristique A(X,c). En s'inspirant de [4] , on réduit 1 

l'opérateur h(X,D) d'ordre t et de symbole principal H(X,<), à un opé- 

rateur différentiel en x et pseudo-différentiel en x, d'ordre T > t 
O 

et de symbole principal R ( X y ' )  1 de type scalaire (au facteur multipli- 
R ( X , I X )  " 

cati£ I,,, près) en faisant dans ( 1 )  le changement de fonctions inconnues 

1 
et en posant : k(X,D) = k = h(x,D) O a(X,D). 

R(X, IX) 



Le problème (1) s e  transforme en : 

- 
- m j  j  = O , . .  . , (t-1) 

x  =O 
O 

Comme A(X,IX) e s t  i n v e r s i b l e ,  on peut  résoudre l e s  équat ions  

a J  (22)  e t  c a l c u l e r  + . ( x )  = - V(O,X), j = O,  ...,( r-1) en f o n c t i o n  des 
J J 'j 

aXo 
j  = O . . . t - 1  ( c e t t e  r é s o l u t i o n  n ' é t a n t  pas unique) .  

Les fonc t ions  ' j  
j = O . . . ( - 1 )  é t a n t  a i n s i  c a l c u l é e s ,  

on o b t i e n t  un nouveau problème de Cauchy (2 )  e t  l a  p ropos i t i on  su ivan te .  

P k 0 p O h i , t i 0 ~  7 .  [4] 

Le second membre f  de (1) é t a n t  c h o i s i  dans 

e 
[ c ~ ( [ o , x ~ ] , H + ~ ( ~ R  ) ) l m  e t  l e s  données i n i t i a l e s  dans (IR')] 

j = O , .  . . , ( t -1) .  On peut déterminer  des  données i n i t a i l e s  E [H+w@')]m ' j 
( j  = O . . . ( T - 1 )  en fonc t ion  des données 

'j 
j = O , .  . . - 1  t e l l e s  ' 

que pour t o u t e  s o l u t i o n  V dans [ C ~ ( [ O , X ~ ] , H + ~ ( I R  ) ) l m  du problème : 

( kl' = f '  dans R 

+w e U = a V E  [C*(LO,X~], H (IR ) ) l m  s o i t  s o l u t i o n  de ( 1 ) .  

- 
D'après l 'hypothèse  [ H ~ ] ,  l a  mat r ice  c a r a c t é r i s t i q u e  de k(X,D) 

e s t  



j Ainsi si on pose a = D -Po(X,Dx), j = T avec 
j O 

j j po(X,Dx) l'opérateur pseudo-différentiel en x de symbole po(X,E). On 

peut écrire k(X,D) sous la forme : 

(4) 1 : ~(x,D) = (a, O ... O a T 1 %  + C~-,(X,D) 

OU (412 : ~(x,D) = (a O ... O al)b + c~-,(x,D) 
T 

où 
cT- 1 

(X,D) est un opérateur matriciel (mxm) différentiel en x et 
O 

pseudo-différentiel en x, d'ordre (7-1) ; par CO ( X , < )  on désigne le 
-r- 1 

symbole principal de CT- (X,D) . Ainsi 

I Pour que (2) soit bien' posé, il su£ f it que dans (4) ou (4) 1 
O 

soit divisible, dans la classe des matrices de fonctions 

Cette proposition 2 généralise la proposition 2 de [4]. 

Preuve de la proposition 2. 

Pour montrer cette proposition, il suffit de montrer que cette 

condition est suffisante pour que k(X,D) soit 2-décomposable. 

Considérons l'expression (4) 1 '  

On va montrer que sous la condition de la proposition 2, il 

existe deux opérateurs matriciels (mxm) : 



1 1 
03 q (X,D) (respect ivement  q2(X,D)) e s t  un opé ra t eu r  m a t r i c i e l  d ' o r d r e  

1 

(S-1) ( respec t ivement  T-S-1), t e l s  que : 

c e t t e  r e l a t i o n  s ' é c r i t  

Ains i  pour q u ' i l  e x i s t e  de t e l s  opé ra t eu r s  l ( X y )  e t  Q2(X,D), 

1 1 
i l  s u f f i t  q u ' i l  e x i s t e  deux ma t r i ce s  q l ( X , < )  e t  q2(X,<) de f o n c t i o n s  de 

l C ~ ( S ~ X R X R  - O) polynomiales en  
50 

( respec t ivement )  de degré (S-1) e t  

(1-S-l), e t  homogènes d ' o rd re  (S-1) e t  S - 1  en 5,  t e l l e s  que : 

V ( x Y i )  ]oyx0[  x R' x R x R' <e O avec = 5,-p0 
j (j = i , . . . , , ) .  E t a n t  en 

j 

p résence  de polynômes en de degrés  (T-  1) , a l o r s  (5) s e r a  équ iva l en t e  à : 



1 
Comme q (X,<) est une matrice de polynômes en 5 de degré (S-1), alors sous 

1 O 
ère 

la condition de la proposition 2, la 1 partie de (6) revient à la résolu- 

2 
tion de m systèmes de S équations à S inconnues tous résolubles puisque 

ce sont des systèmes du type Van Dermonde dont le déterminant de la matrice 

k L 
principale est (p~-Po) # O 'J(x,s) E .Q x IR \ O d'après [ÏI2]. 

j <K 

Ainsi la condition de la proposition 2 est suffisante (aussi néces- 

1 
saire) pour déterminer ql(X,<). Par ailleurs la condition de la proposition 2 

est Gquivalente à : 

O 
x O c T-1 (XYC) j+s divisible par (pi*S - j = l,...,S 

So=Po 

1 
d'où avec le même raisonnement on peut déterminer q2(X,<) vérifiant la 

deuxième partie de (6) ; ce qui montre que la condition de la proposition 2 

relative au développement (4)] est suffisante pour que k(X,D) soit 

2-déc:omposable. Le même raisonnement reste valable pour (4)2 ; et pour ter- 

miner la preuve de la proposition 2, il suffit d'appliquer le théorème 1. 

Ainsi une condition assurant l'existence d'une solution du problème (1) est : 

r IL existe un opérateur a(X,D) de matrice caractéristique 

A(X,<) tel que k(X,D) = h(XyD)oa(XyD) vérifie une des condi- 
R(Xy IX) 

L tions de la proposition 2. 

U n i c L t E  de la bo&uliun du blême. ( 1 ) . - 
m  adjoint de l'opérateur h(X,D) = (h. . (XyD))iy = est égal 

LYJ 

à la matrice transposée des opérateurs adjoints de chaque élément 

* T * m 
i.e. h (X,D) = (hi .(XyD))iyj=l. D'autre part, pour que la solution du 

Y J 

problème (1) soit unique il faut et il suffit que le problème adjoint ait 

toujours une solution. 



+m 1 i . e .  Vf E [C"([O,X~],H (IR ) ) l m y  mJ C [H+"(R')]~ j = o , . . . , ( t - 1 )  

3~ ~ [ C " < [ O , X ~ ] ,  H + " ( I R ~ ) ) J ~  t e l  que : 

* 
D'après l a  d é f i n i t i o n  de h  (X,D), s a  mat r ice  c a r a c t é r i s t i q u e  s e r a  

* T. 
Hf = H (X, 5) = [ H ( x ,  5)] 

d '  où 

(7) 
T  x T T  T T  

A H = A H = (HA) = (AH) = H* = R(X,~)lrn 

T  e t  de [Hl] on dédu i t  que A(X,IX) e s t  i n v e r s i b l e .  

Considérons b(X,D) un opéra teur  de ma t r i ce  c a r a c t é r i s t i q u e  

On pose : 

PaopoaiLion 1 b h  . [4] 

f 
Le second membre f  de ( 1 )  é t a n t  c h o i s i  dans 

e t  l e s  données e 
'j 

dans [H+"(R ) l m  j = O ,  .. . , ( t - 1 )  , 

'j 
E [H+"($)]~ j = O . . . ( - )  en f o n c t i o n  

des @ ( j  = O ,  ...,( t - 1 ) ) ,  t e l s  que pour t o u t e  s o l u t i o n  U dans 
j 

[C"([O,X~],H+"(R'))]~ du problème : 



e NE V = b(X,D)U e [c*([o,x~], H+-(u( ) ) l m  s o i t  s o l u t i o n  de (1) . ! 
D'après ( ï) ,  on peut  é c r i r e  ~ ' ( x , D )  sous l a  forme : 

(8) ~ ' ( x , D )  = ( a ,  O ... O a T ) ~ m  + c ~ - ~ ( x , D )  

PhapaaL15an 3.  
* 

Pour que l e  problème (2)  s o i t  b i en  posé, il s u f f i t  que dans 

O 
développement ( 8 )1  OU (8)* de kl(X,D), xoCT-,(X,<) s o i t  d i v i s i b l e  

So=Po 

(pd-pd+S) j = S  dans l a  c l a s s e  ~ ( f 2 x ~ ' x O ) .  

La preuve de c e t t e  p ropos i t i on  s e  f a i t  d 'une manière analogue 

à c e l l e  de l a  p ropos i t i on  2. 

Après c e t t e  p ropos i t i on ,  on va donner une cond i t i on  s u f f i s a n t e  

pour que l e  problème (1) s o i t  b i en  posé. 

On d i r a  que h(X,D) v é r i f i e  l a  condi t ion  (D) s i  : 

( I l  e x i s t e  deux opé ra t eu r s  a(X,D) e t  b(X,D) respect ivement  

1 de mat r ice  c a r a c t é r i s t i q u e  A(X,<) e t  T ~ ( ~ , < )  t e l s  que : 

(') 1 k(X,D) ( resp .  k '  (X.D)) v é r i f i e  une des  condi t ions  de l a  

I propos i t i on  2  ( r eps .  Prop. 3 ) .  

S i  h(X,D) v é r i f i e  l a  condi t ion  (D), a l o r s  pour t ous  

f  e [C"([O,X~]. H+(R'))lmY ( j  c [Ht(!R')]" j = O , .  . . , ( t -1)  ; il e x i s t e  

P [ C ~ ( ~ O ~ X ~ ] , H + ( ~ R ' ) ) ) ~  unique t e l l e  que : 



Cette proposition est un corollaire direct des proposition 2 et 3. 

On note 

m r Ht-l (X,S> = Ht-l = c ( H ~ - ~ ) ~ I ~ , ~ = ~ ~  la partie homogène d'ordre 

(t-1) en 5 du symbole h(X,c) de h(X,D) 

m 1 k  
r K(X,c) = K  = 1 - 5  A. A - 

j ,k=l a=O J j 

Le polynôme sous-caractéristique de l'opérateur h(X,D) [23] 

j = l , , S  avec E = f l .  

La proposition suivante et sa démonstration sont hspirées de 

la proposition 5 de [4] (*) 

- PtLopobiLion 5. 

j j x L (X, S) (respectivement x L -  (X, c) ) est divisible dans 
O 1 

j j + l  
la classe des fonctions Cw(Qxa' - O) par (po-po ) j = 1,. . S si et 

seulement si : il existe deux opérateurs a(X,D) et b(x,D) de matrices 

T 
caract6ristiques A(X,<) et A(X,<) tels que dans (4) et 

----------------- 
r 

( ) Je remercie M. D. Gourdin de m'avoir communiqué les démonstrations détail- 
lées de cet article. 



L 
Preuve : 

Nécess i té  de l a  cond i t i on  ( D I .  ......................... 
h a :  

s i  on désigne p a r  AT-t-l 
( X , < )  l a  p a r t i e  homogène d ' o rd re  T -  du 

symbole a ( X , c )  de a ( X , D ) ,  on au ra  : 

P a r  un c a l c u l  s imple  on peut  montrer : pour a E {O,...,t} 



e 
d'où pour n 1 , .  . S ,  C< E {O, .  ..,e} 3 f n  c W ( n m  0) t e l  que 

a 

a A .  a A k  
J -- " A.} - - R ( x , I ~ )  86, axa 

Y# j ,k n 
y= 1 Eo=P 

Ainsi : 

Il e x i s t e  a(X,D) t e l  que dans ( 4 ) 1  x0 CO (X,5) s o i t  T-1 
s0=po 

d i v i s i b l e  p a r  (pnpO+S) (II = 1 ,.. . , S I  s i  e t  seulement s i  : il e x i s t e  une 

mat r ice  t e l l e  que : 
AT-t -  1 

x {HA 
a a A - -  1 a 2 ~ ( x , 5 )  + A + [-H . - - IJ - 

O T-t-l  a=o ax 
~1 2 a ~ ~ a x  CI 

Comme H A = R(X,<)I,, a l o r s  : 

1 
e 2 2 

- - a H  . A + H .  
2 1 [a, ax 

a=0 a a 
a A  1 agaaxa 



 où s i  on u t i l i s e  c e t t e  é g a l i t é  dans (*) e t  s i  on m u l t i p l i e  à 

g a u c h e p a r  A(X,T) n y  en prenant  l e  terme de l a  l è r e  l i g n e  e t  de l a  
S0=po 

l è r e  colonne dans l ' e x p r e s s i o n  f i n a l e  e t  e n  t enan t  compte du f a i t  que 

A,(s,'P;) = R(X,S)  = O on dédu i t  : 
s0=po 

s ' i l  e x i s t e  a(X,D) t e l  que dans ( 4 ) 1  x O CO T-1 (X,T) s o i t  d i v i s i b l e  pa r  
So=Po 

n'S) n  = 1 ,  ..., s a l o r s  : (p0-po 

I e s t  d i v i s i b l e  par  (p>p;+S) n  = 1 , .  . . ,S .  

Comme A H = R(X,<)Im, on peut montrer que pour n  E { l , . . . , S ]  

n  
e t  a E {O, . . . , l I  dans c(QxR' A O) t e l l e s  que : 

m 
l a '  'P j a  1 n  n+S n  1 bj n  = - L  [HkKAj] n  + (P,-P, B, 

j = l  a co=p0 j = l  a Eo'P, 

Ains i  s i  on r epor t e  c e s  é g a l i t é s  dans (9) ,  en tenant  compte de 

l ' exp res s ion  du sous -ca rac t é r i s t i que  K on aura  : pour q u ' i l  e x i s t e  a(X,D) 

n+S) 
t e l  que dans (4 )  x CO (X ,G)  1 

s o i t  d i v i s i b l e  par  (pn-po 
O T-1 

SO"PO 

n  = 1 ,  ..., S  il f a u t  que : 



1 1  
x O [ K ( ~ Y < )  - A l  R(XyIX)*{AnyAn+S} A ] s o i t  d i v i s i b l e  par  

y#n,n+S Y n 
y= 1 s0=po 

Ce q u i  achève l a  preuve de l a  n é c e s s i t é .  

Su~&hance  de La cvna52iun (Dl 

On s e  con ten te ra  de montrer que s i  x L~ (X,<) e s t  d i v i s i b l e  
O 1 

j  j+S 
par  (po-po ) j  = 1 ,  ..., S, a l o r s  il e x i s t e  un opéra teur  a(X,D) de 

mat r ice  c a r a c t é r i s t i q u e  A(X,<) t e l  que dans l e  développement (4 )  de  
1 

k(X,D) = k(X,D)oa(X,D) 
Y X Co < e s t  d i v i s i b l e  p a r  

R(Xy IX) O T-1 
So=Po 

n = 1 ,  ..., S ; e t  par  l e  même c a l c u l  on peut montrer q u ' i l  e x i s t e  un opé ra t eu r  

b (X,D) de mat r ice  c a r a c t é r i s t i q u e  T ~ ( ~ ,  <) t e l  que dans l e  développement 

(8 )2  de k '  (X,D) = 
n e s t  d i v i s i b l e  par  

R(X, IX)  O T-1 
s0=po 

n n+S) 
(P,-P, n  = 1 ,  ..., S. 

D'après ( m )  (page 65 ) ,  l e  problème e s t  de déterminer  une ma t r i ce  

L 
AT- t- 1 

(X,<) dont l e s  éléments s o i e n t  dans Cm(~x!Rx!R \ O), homogènes d ' o rd re  

t - 1  en 5 e t  polynômes de degrés  t - 1  en 
<O 

t e l l e  que : 

e s t  d i v i s i b l e  par  (po-po n+S) n = 1 ,  ..., S. 

A m 
Posons (LB)A,B=l l a  somme des qua t r e  d e r n i e r s  termes de c e t t e  

express ion  (B désigne l e  numéro de l a  colonne) ; on v o i t  q u ' i l  e s t  s u f f i s a n t  

de montrer que s i  l ' o n  f i x e  B dans 1 . . . }  on peut t r o u v e r  un vec t eu r  

lC>  
m 

( ( A ~ - t - l  B c = l  t e l  que : 



x [ y  H'(A l C +  41 d i v i s i b l e  p a r  (po n- Po n+S) n  = 1, ..., S. 
C T-t-1 B 

<,=Po 

On va montrer que c e l a  e s t  p o s s i b l e  s i  x O L ~ ( x , < )  1  e s t  d i v i s i b l e  

n  n+S) 
Par  (po-p0 n  = 1 ,  ..., S ; mais avant on f a i t  l e s  r appe l s  su ivan t  s u r  l e s  

CO-facteurs en u t i l i s a n t  l e s  n o t a t i o n s  de J. V a i l l a n t  [223 e t  l a  convention 

de sommation d 'E ins t e in .  

Cet te  d e r n i è r e  i d e n t i t é  e s t  d i t e  de Jacobi .  1 
det[(H?)- A O] = A':  = S o i t  n  c i l ,  ..., SI ,  on a  . 

0 v -1 c I A , c = ~  
(H.1 j  

1 A l .  D 'OÙ de l 'hypothèse  [ H ~ ]  on dédu i t  : 
j=l  J 

pa r  s u i t e ,  s i  on c h o i s i t  dans (10) 
1 

('9 <)] 
L 

'AT-,- 1 
E O s u r  QxR - 0. 

I S,=P, n  

i e r  
Alors  l a  s o l u t i o n  du 1  système d 'équat ions  de (10) s e r a  : 



En r e p o r t a n t  l e s  s o l u t i o n s  ( I l )  dans l a  de rn i è re  express ion  

de (10) .  On aura  : 

En remplaçant L; par  l e u r s  expressions e t  en u t i l i s a n t '  l ' i d e n t i t é  de 

Jacob i  on a b o u t i t  à : 

n- n+S) 
Ainsi  s i  x  L;(x,<) e s t  d i v i s i b l e  par  (po po a l o r s  on 

O 

n  
peut déterminer  

C 
1 ( X , P ~ ( X , ~ ) , S ) ) ~  q u i  v é r i f i e  (10) e t  par  s u i t e  

on peut  déterminer  
AT-t-  1 

(X,< ,c )  t e l  que (10) s o i t  v é r i f i é ,  ce  q u i  termine 
O 

l a  preuve de l a  s u f f i s a n c e  de l a  condi t ion  ( D ) .  

Pour x L' ( X , c )  l e s  c a l c u l s  s o n t  exactement l e s  mêmes. 
O -1  

Ains i  : on d i t  que " l a  condi t ion  de Levi géné ra l i s ée"  e s t  v é r i f i é e  s i  : 

j j j+S x L (X,c) e s t  d i v i s i b l e  p a r  (po-po ) j = 1 ,  ..., S. 
O 1 

j  j+S 
x L ' ( x , ~ )  e s t  d i v i s i b l e  p a r  (po-po ) j  = 1 , .  . . ,S. 

O -1  



e t  on aura  : 

S i  l a  "condit ion de Levi  généra l i sée"  e s t  v é r i f i é e  par  

~ ( x , D )  a l o r s  : Vf c [ c ~ ( [ o , x ~ ]  , H + ~ ( I R ' ) ) ~ ~  e t  4 .  c [H+~($>-J" 
J 

k? 
j  = 0 , 1 ; 3~ r [ c ~ ( [ o , x ~ ]  , H + ~ ( R  ) ) l m  unique t e l l e  que : 

h(X,D)=U = f s u r  R 
(1)  { 

oJu(o , . )  = m j  s u r  IR 
c j = O, ..., (t-1) 

O 

Remahque.&. 

1.  Dans l e  c a s  où h(X,D) e s t  t e l  que : Qj E { l ,  ..., SI 
1 

3 f j  c cw(nx~ '  -. O) t e l  que : 

L 
avec f  (X, 5) # O,  Y(X, E , )  E Q x iR \ O a l o r s  l e  problème de Cauchy 

a s s o c i é  à h(X,D) e s t  b i e n  posé d ' ap rè s  l e  théorème 2, ce  r é s u l t a t  ne 

pouvai t  ê t r e  dédu i t  de [ 4 ] .  

2. Dans [la], pour donner l a  condi t ion  de "Levi généra l i sée"  (2)  

(p.767) a f f a i b l i s s a n t  l a  cond i t i on  de Levi (1) (p.  767),  Y .  Ohya suppose 

j- j+') d i v i s i b l e ,  dans l a  c l a s s e  des fonc t ions  l 'hypothèse  su ivan te  : (po po 

L 
crn(C2NR \ 0) , p a r  x . Cet t e  hypothèse n ' e s t  pas vraiment n é c e s s a i r e ,  c ' es t -à -  

O 

d i r e  que sans  c e t t e  hypothèse l a  cond i t i on  (2) e s t  p lus  f a i b l e  que l a  con- 

d i t i o n  (1) .  Pour s ' en  convaincre,  il s u f f i t  d ' exhiber  un opéra teur  s c a l a i r e  

P(X,D) d ' o rd re  deux ( s u r  [O,X ] x IR) à c a r a c t é r i s t i q u e s  de m u l t i p l i c i t é  
O 

v a r i a b l e ,  ne v a r i f i a n t  pas  l 'hypothèse  précédente e t  t e l  que l a  condi t ion  

de Levi géné ra l i s ée  s o i t  v é r i f i é e  sans  que l a  cond i t i on  ( 1 )  l e  s o i t .  Par l a  

même on aura  montré que n o t r e  cond i t i on  de Levi géné ra l i s ée  e s t  p lus  f a i b l e  

que c e l l e  de [4] même dans l e  c a s  oi'i aucune r a c i n e  c a r a c t é r i s t i q u e  n ' e s t  



de multiplicité deux sur l'hyperplan des données de Cauchy (on utilise le 

fait que Cm n'est pas intègre). 

Soient K = R x [-j ,+j] (j = 1,2,3), et fl ,f2 deux fonctions 
j 

de cm( [0,x0] x IR) indépendantes de x telles que : 
0 

fl(X)=fl(x)=(~ sur K? 

i l  
sur [ K ~  

f 2 (x) =f2<x) =[O sur [K~ 

Alors f f2 = O sur R = [O,X ] x R. Considérons l'opérateur suivant : 
O 

donc ses racines caractéristiques sont 

d'où (hl-h2) n'est pas divisible par x dans C(RXR \ 0) par aileurs : 
O l 

Comme on sait que la condition de Levi généralisée (2) de [18] est 

équivalente à 

1 
x O ~ ( x , c )  + 2 , ~ ~ } 1  divisible par (XI-X2) 

- F, =A 
O 1 



e t  que l ' o n  a  : 

1 
a l o r s  s i  on c h o i s i t  P I ( X , ~ )  = - 7 

a f l  
5 * -  + 5 f 2 .  La cond i t i on  de Levi a x 

géné ra l i s ée  e s t  v é r i f i é e ,  c a r  dans ce c a s ,  

Par con t r e  l a  cond i t i on  ( 1 )  de  [18] ne l ' e s t  pas .  

i . e .  [L(x, T)] n ' e s t  pas d i v i s i b l e  p a r  (hl-h2) c a r  s inon on a u r a i t  : SO'A 1 

lg E C*([O,X~]XR) t e l  que 

donc bx 'x f-2,21 e t  x  = O,  x + f l ( x )  = O d'où \Ix E [-1,1] f 2 ( x )  = O 
O O 

ce  q u i  e s t  en c o n t r a d i c t i o n  avec l a  cons t ruc t ion  de . 2 

Ains i  : 

v é r i f i e  l a  cond i t i on  de Levi g é n é r a l i s é e  ( 2 )  de [18] s ans  v é r i f i e r  l a  

condi t ion  ( 1 )  n i  l a  condi t ion  de d i v i s i b i l i t é  de A -A p a r  x  dans 1 2  O 

C ~ ( R X J R  O). 



CHAPITRE I V  

OPERATEURS FAIBLEMENT HYPERBOLIQUES BIEN DECOMPOSABLES 

ET LE PROBLEME DE CAUCHY ASSOCIE (*) 

9.7 - UpétcLteum bieiz décompoaabl~n . 
On considère P(X,D) un opératur de type Kowalewskien d'ordre m, 

à caractéristiques de multiplicité variable au plus v < m. On suppose que 

le symbole principal P (X,<) de P(X,D) se factorise sous la forme : 
m 

avec : 1 s kl s k2 $ -.- kP = v, et les A!' E Cm(RxRL\ O), homogènes 
J 

d'ordre un en 5 à valeurs réelles, telles que : 

- 

l j j  
k i 

k 
j j j h.(X ,CS ) = .... = hj (X ,5 ) ,  (sans que les (Aj) j soient identiques 

J 
L i= 1 

sur R x lR \ O). 

est un polynôme en 
50 

strictement hyperbolique vérifiant : 

inf {l~f(x,~)-ht(x,t)/ , X E  n, 161 = 11 > O (i = l,...,v) 
j#jl J J 

i i i 
Posons : a = D -X.(X,D ) ,  oïi A.(X,D ) est l'opérateur pseudo- 

j O J  x J x 
i 

différentiel en x de symbole X.(X,t) ; 
J 

% 
( ) Dans un travail qui sera publié ultérieurement [7], on étend cette notion 

à une classe contenant à la fois les opérateurs v-décomposables et les 
opérateurs bien décomposables matriciels, et l'on résout le problème de 
Cauchy dans cW(R). 



m = Card 1 
1 i ' 

Dé&LniLion 7 .  

r On dit que P(X,D) vérifie la condition de bonne décomposition 

I si : il existe des opérateurs B.(x,D) (j = 2,. . V )  différentiels en x 
J O 

et pseudo-différentiels en x, d'ordre 
(M(j-i) 

j - 1 )  et de symboles : 

bh E cm( [O,X 1, Sk($x$ \ O)) k = O, ...., M 
O (j-l)-(j-l), 

1 tels que : 

avec 

On voit que cette définition est une extension naturelle de la 

notion de bonne-décomposition au sens de J.C. De Paris [3] inspirée par la 

condition (C) introduite dans le cas d'opérateurs matriciels à caractéris- 

tiques de multiplicité constante dans 152 et par un autre article [6]  ; 

cette définition m'a été suggérée par D. Gourdin. 

Théafiême 1 .  

r Soit P(X,D) un opérateur de type Kowalewskien d'ordre m véri- 

+a & 
fiant la condition de bonne décomposition ; alors pour f E cm( [o,x~ ,H (R ) )  , 

+m ai +Ca e 
'j 

F H (R ) (j = 0 ,..., m-1) données,il existe U F c~([o,x~],H (IR ) )  

unique telle que : 

f P(x,D)U = f sur Q 

(l' \ D:U(O,-) = + sur IR 1 
j 

j = O,. . . ,(m-1) 



s 

de plus U vérifie les inégalités d'énergie suivantes : 

Preuve : 

La preuve de ce théorème repose essentiellement sur la propriété 

4.1 qu'on a rappelée au chapitre 1 et sur une transformation de (1) qui 

nous permet d'utiliser cette propriété pour mettre en évidence des inéga- 

# 
lités d'énergie relatives à P(X,D) et à son adjoint P (X ,D)  et con- 

clure comme dans le premier chapitre. 

Ainsi soit P(X,D) un opérateur de type Kowalewskien d'ordre m 

vérifiant la condition de bonne décomposition. 

j Posons : a O . . . O aJ = R. (X,D) j = 1 , . . . v donc on a : 
1 m 

j 
J 

où B. (x,D) (j = 2 , . . . ) sont des opérateurs d'ordres (~~-~-(j-l)) et 
J 

Qm-v 
(X, D) d' ordre (m-v) . 

1.1. Inégalités d'énergie relatives à P(X,D). 

1 
Soit U E cW(b7x ] , D ( R  ) ) ,  on pose : 

O 

1 P(x,D)U = f sur 52 

V = U  sur R 
V 

R.(x,D)V = V sur R j = V, ..., 2. 
J j j-1 

alors, en utilisant (2) on déduit le système suivant : 



\ VX E: n avec vv = u 

Soient  n  s N, s E: R, ]C > O (indépendante de U) t e l  que : 

Preuve de l a  p ropos i t i on  1 .  

Les R.(X,D) é t a n t  s t r i c t e m e n t  hyperbol iques su ivan t  l a  d i r e c t i o n  
J 

N = (],O, ... O), d ' ap rè s  l a  p r o p r i é t é  4 .1  du c h a p i t r e  1 ,  on au ra  : pour 

9 
n E IN,  s E: IR 3 c > 0 ( indépendantes  des V .) t e l  que : v j  E ( 2 , .  . . . ,VI .  

3 

e t  de l a  de rn i è re  équat ion de (3) on dédui t  : 

(X,D) é t a n t  d 'ordre (m-v), e t  l e s  B.(X,D) d 'ordres  (M - ( j - l ) )  
Qm-v J j  - 1 

( j  = 2 , v )  on aura a l o r s  : ]C  > O (indépendante des V.) t e l  que : 
J 



'dx 6 [O ,x,] . 
O 

Alors ,  en  r e p o r t a n t  ce s  i n é g a l i t é s  dans (3.2) e t  en  f a i s a n t  l a  

somme membre à membre avec (3.1) on au ra  : 

D'où, on posant : 

on o b t i e n t  : 

-cx 
O La m u l t i p l i c a t i o n  des deux membres de c e t t e  i n é g a l i t é  par  e  

e t  son i n t é g r a t i o n  s u r  [0,x0] (pour x E [0,x0]) donne : 
O 

Comme : = R.(X,D)V 
vj- i  3 j ' j  = 2 ,...., v , Vy = U , e t  

On peut  fac i lement  déduire  l ' e x i s t e n c e  d'une cons tan te  C > O 

(indépendante de U e t  de xo t- [O,X 1) t e l l e  que : 
O 



P(X,D) é t a n t  de type  Kowalewskien d 'ordre  m,  pour te rminer  l a  preuve 

de l a  p ropos i t i on  l . ,  il s u f f i t  d ' u t i l i s e r  l a  p r o p r i é t é  3 du c h a p i t r e  1. 

* 
1.2. I n é g a l i t é s  d ' éne rg i e  r e l a t i v e s  à P (X,D). 

P(X,D) é t a n t  un opé ra t eu r  v é r i f i a n t  l a  cond i t i on  de bonne décompo- 

s i t i o n ,  a l o r s  en passant  à l ' a d j o i n t  dans ( 2 ) ,  on au ra  : 

(2)* 
?x rC O YE m rC 

P'(x,D) - R~ o.. . 0 R~ - R~ o...o R 0 B.(x,D) = 
j~ 

gv cx, D) 
j =2 

e 
Pour U E cm( [O,X 1 ,Z)(lR ) )  on pose : 

0- 

Alors de (2)* on dédu i t  l e  système su ivan t  : 

- PhapoaLtian 2. 

Soient  n  E: N, s E IR, 1 C > O 
e 

t e l  que : VU a C ~ ( [ O , X ~ ] , Q ( B  1) 



I'dxo E [ O , X ~ ]  , avec f = P*(X,D)U s u r  fi. 
L * 

Les R.(X,D) s o n t  s t r i c t e m e n t  hyperbol iques su ivan t  l a  d i r e c t i o n  
J 

N = ( l , % _ P )  ( j  = , v )  comme opé ra t eu r s  a d j o i n t s  d ' opé ra t eu r s  

e 
s t r i c t e m e n t  hyperbol iques s u i v a n t  l a  même d i r e c t i o n  N. 

Ains i  d ' ap rè s  l a  p r o p r i é t é  4.1 du c h a p i t r e  1 on a u r a  : pour n  E. IN 

s E IR , 3 C > O (indépendant des  V.) t e l  que : 'dj s { 1, .  . . , V I .  
t J 

* 
Dfaprès  l e s  (v-1) premières équa t ions  de (3) , s i  on remplace dans 

(3.  i ) *  R ~ ( X , D ) V  pa r  son express ion  on au ra  : v j  6 {l , . . . ,v-11 
J j- 1 

a * 
e t  en remplaçant dans (3.1) Rv(X,~)Vv-l  p a r  son exp re s s ion  donnée dans 

(3 ) *  on au ra  : (puisque m = Mv) 

?& 

Les B j + l  
(X,D) é t a n t  d 'o rdre  ( M . )  j  = 1 , .  . . , v - 1 )  e t  

J 
* * 

Qm-v (X,D) d ' o r d r e  (m-v), a l o r s  de (3.2) e t  ( 3 . 3 1 ~  on d é d u i t  : 



En faisant la somme membre à membre de ces inéqgalités on aura : 

(sachant que Mo = 0) 

v-1 n+m-M.+j 
Ainsi si on pose $(xo) = 1 [ I D  

j = 1 J 

on aura : 

d'où : 

CX 
O 

Si on multiplie cette inégalité par e , en l'intégrant sur 

Cxo 9 xoI avec x O E Lo,x~] on aura : 



v- 1 n+m-M . +v 
comme +(x,) = 1 l l ~  QX O E [o.o]  

j =O 

e t  des  express ions  des  V dans (3)* j = 1 , .  v - 1  on peut  montrer 
j 

que : 

(où l a  este > O ne dépend pas  des V . ) .  
J 

3C 
D'où, en r e p o r t a n t  ce s  deux i n é g a l i t é s  dans (3.4) en tenant  

1 

compte du f a i t  que V = U on aura  : -! C > O t e l  que : 
O - 

e t  pour terminer  l a  preuve de l a  p ropos i t i on  2 ,  il s u f f i t  d ' u t i l i s e r  l a  

p r o p r i é t é  3 du c h a p i t r e  1. 

Ains i ,  comme on l ' a  d é j à  f a i t  remarquer, l a  preuve du théorSrne 1 

découlera  directement  des p ropos i t i on  1 e t  2.  

Sous l e s  hypothèses i )  e t  i i )  du 5 . 1 ,  on d i t  que P(X,D) v é r i f i e  

l a  cond i t i on  de "bonne décomposition généra l i sée"  s i  : il e x i s t e  (v-1) opé- 

j-1 r a t e u r s  B .  (X,D)  o L (M - 1 , M j l - - 1  ( j  = 2 . a .  t e l s  que : 
J .  

- 



v 
soit dans L (m-v,m-v) (cf. chapitre 1). 

Soit P(X,D) un operateur de type Kowalewskien d'ordre m vérifiant 

Ila condition de "bonne décomposition généralisée", 

+a e Alors pour f r cw([0,x0] ,H (IR ) ) ,  
+al e ' j E H (IR ) j = O, ...,( m-1) 

+Co e 
données, il existe U E cm( [O,xO], H (IR ) )  unique vérifiant : 

I 

Preuve : 

La preuve de ce théorème repose essentiellement sur le lemme 3 du 

chapitre Iet sur des transformations du problème (1) et de son adjoint. 

a) Inégalités d'énergie relatives à P(X,D). 

e 
Pour U E C~([O,X~,D(IR ) )  on note : 

Posons : 

(X )v-lv (X) = U(X) 
O v 

j -2 v (XI = R. (x,D) ((x )j-lv.) (XI j = v,... ,2. (x0) j-1 3 O J 

e b'x E: ]O,X ] x IR . 
O 



de ( 1) on dédui t  : 1 

En u t i l i s a n t  l e  commutateur R , x ] ( j  = v, .  . . , 2 ) ,  on peut 
J 0 

é c r i r e  (2) sous l a  forme su ivante  : 

Ains i ,  en u t i l i s a n t  l e  lemme 2 du c h a p i t r e  1 pour R.(x,D) et l e s  
J 

S 
p r o p r i é t é s  des  opé ra t eu r s  de c l a s s e s  L (m;k), on peut  montrer (comme pour 

l e s  opé ra t eu r s  v-décomposables) l a  p r o p r i é t é  su ivan te  : 

S o i t  P(X,D) un opéra teur  de type Kowalewskien d ' o rd re  m v é r i f i a n t  

l a  cond i t i on  de "bonne décomposition géné ra l i s ée" ,  a l o r s  : pour n s N, 

L 
s  t R, IN  E N, C > O t e l s  que : W E C ~ ( [ O , X ~ ] . D ( R  ) )  

+ jXO l ~ D n + N +  l 

2 
f ( ~ )  I I  Vx O P [ O , X ~ ]  avec f = P ( x , D ) ~ .  

O 



b) Inégalités d'énergie relatives à P*(x,D) . 
Comme P(X,D) vérifie la condition de "bonne décomposition géné- 

ralisée" on aura : 

- - * 
Qm-v(X.D) 

v 
est dans L (m-v ,m-v) . 

L 
soit U a F([O,X~],D(R( )). Posons : 

m 
En utilisant ( 1 )  , de (2 ) *  on déduit : 

.lc v-j] * 
à l'aide du commutateur [ R ~ ,  (xo) , on met (3) sous la forme suivante : 



Ains i ,  comme précédemment, en u t i l i s a n t  l e  lemme 2 du premier  

S 
c h a p i t r e  e t  l e s  p r o p r i é t é s  des  opéra teurs  de c l a s s e s  L (m,k), on peu t  mon- 

t r e r  l a  p ropos i t i on  su ivan te  : 

I S o i t  P(X,D) un opéra teur  de type  Kowalewskien d ' o rd re  m v é r i -  

1 f i a n t  l a  condi t ion  de "bonne décomposit'ion généra l i sée" ,  a l o r s  : b'n r hl, 

e 
s E R ,  IN E PI, c > O t e l  que : VU c c~( [o ,x~] ,D(R  1) 

avec £(XI = P*(x,D)u(x) VX s R. 

L 

Ains i  l e  théorème 2 dev ien t  un c o r o l l a i r e  des  p ropos i t i ons  3 e t  4. 

Rmmq ue . 
Dans l e s  d é f i n i t i o n s  1 e t  2 ( respec t ivement ) ,  on peut  remplacer 

j  R .  (X,D) = a l  O . . . O a j  ( j  = 1 , .  . v )  pa r ,  R .  (X,D) des opé ra t eu r s  d i £  fé-  
J m 

j 
J 



rentiels en x et pseudo-différentiels en x d'ordre m (respectivement 
O j 

de classes  m. ,m.)) de symboles principaux 
J J  

Le chapitre IV devient alors une généralisation du chapitre 1. 
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