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INTRODUCTTION

Depuis les travaux de 0.A. Oleinik [19], le probléme de Cauchy
¢” non caractéristique, pour les opérateurs faiblement hyperboliques 3
caractéristiques de multiplicité variable au plus égale A deux a &té abor-
dé par plusieurs mathématiciens dans le cas scalaire.

Lorsque la multiplicité est supérieure ou égale 3 trois, il y a
peu de ré&sultats connus ; citons ceux de T. Nishitani [17], K. Kitagawa-

T. Sadamatsu [12], K. Yamamoto [24], H. Uryu [20], et M. Zeman [25].

La situation est encore plus compliquée dans le cas matriciel,
méme quand les multiplicités sont au plus égales 3 deux, peu de mathémari -
ciens 1'ont abordé a ma connaissance ; citons les travaux de D. Gourdin [4],
H. Kumano-go [15], et H. Uryu [21].

Ce travail examine les sujets précédents dans plusieurs situations
différentes. Il a pour origine un article de Y. Ohya [18] traitant des opéra-
teurs faiblement hyperboliques scalaires, 3 caractéristiques de multiplicité
variable au plus deux, et une question pos&e par D. Gourdin, qui m'a fait
remarquer que la méthode énergétique de Y. Ohya pouvait se généraliser au
cas des multiplicités variables supérieures 3 deux lorsque 1'opé&rateur véri-
fie une condition de bonne dé&composition, généralisant celle de
J.C. De Paris [3] établie pour les multiplicités constantes. Il suffit pour
celad d'introduire une fonction d'énergie ¢(x0), généralisant celle de
Y. Ohya [18] (cf. Chapitre I et IV).

Cette condition de bonne décomposition, généralisée aux multipli-

cités variables, a pu &tre affaiblie en un certain sens ; c'est ce que 1'on

a appelé "opérateurs v-décomposables' dans le premier chapitre, oii 1'on a




aussi résolu le probléme de Cauchy correspondant. La technique des opérateurs
v-décomposables nous a permis, dans le deuxiéme chapitre, de donmner des con-
ditions suffisantes sur des opérateurs scalaires, a caractéristiques de mul-
tiplicité variable au plus trois, pour que le probléme de Cauchy ¢’ associéd
soit bien posé.

Dans le premier paragraphe du troisiéme chapitre, nous avons &tendu
cette notion de v-décomposabilité aux opérateurs matriciels, & caractéristi-
ques de multiplicité variable quelconque, et on a montré que le probléme de
Cauchy C” associé est bien posé. Dans le deuxidme paragraphe, on a appliqué
ce résultat aux opérateurs matriciels 3 caractéristiques de multiplicité
variable au plus deux, en réduisant la v~d&composabilité matricielle 2a des
conditions scalaires, suffisantes pour que le probléme de Cauchy ¢’ associé
soit bien posé ; Les conditions obtenues sont plus faibles que celles de [4]
lorsque des points critiques du déterminant caractéristique se trouvent sur
1'hyperplan des données de Cauchy.

Dans le quatridme chapitre, on a montré que le probléme de Cauchy

0 . - - » - » - . »
C , associé aux opérateurs bien décomposables, est bien pos&, et en s'inspi-~

rant du premier chapitre, on a pu affaiblir la condition de bonne décomposition

(sous la nouvelle appellation "condition de bonne décomposition généralisée’)
qui devient d'aprés la dernidre remarque du chapitre IV une extension de la
notion de v-décomposabilité.

Signalons que, les résultats de ce chapitre IV ont &té& &tendus au
cas des opérateurs différentiels matriciels et complétés par 1'étude de
1'existence d'un domaine de dépendance dans un travail qui fera l'objet d'ume
publication [7] avec proposition de Note aux Comptes-Rendus de 1'Académie

des Sciences [7'].




CHAPITRE I
OPERATEURS FAIBLEMENT HYPERBOLIQUES

v-DECOMPOSABLES ET LE PROBLEME DE CAUCHY ASSOCIE

§.7 - Notations - Définitions et Propniétss fondamentales.

Soient X >0, LenN, et o 1la bande [O’Xo] x R£ ;

2+1

On désigne par (X,z) le point géndrique du fibré cotangent T*GR

X = (xo,xl,...,xz) = (XO,X)

L= (go’gl""’gﬂ) = (EO,E)

On utilisera les notations usuelles :

_ 1 3 .
Dj —Is)—{'—- (v_] —O,l,...,ﬂ)
J
et [u{ {u! o ol
o ! 3 {* 1 3y ° > ¢
DX ) (:—) (BX) i ( 1 ) (ax ) X
) 4
Mo = (a ,...,at) € Nz+l, et |a] = z o.)
o 1=0 ]
J
et on notera !|||S la norme sur 1l'espace de Sobolev HSORK)

a) Sur Cm([O,Xo],DGRE)) on définit les semi-normes suivantes :

n b
D U(x ) = su D- U(x _,-)
e = e ] uesy,ll

Vko € [O,XO] , YnelN, s eR.

(On pose IiD—nU(xo)lls =0, Yn>0).

) avec :




’

()
n .
Remargue . J[o ||D U(Xo) HS dxo est une norme sur Hn S(Q) équi

valente 3 celle donnée par L. Hormander [8] s [10] .

[~ Propniétég 1 . Pour s e R, n et k dans N on a :

n n
Lo flogux ) I s IDTuc ) Il (Vx_ e [0,X ])

k

2. ”DnU(XO)HS < |Ip U(XO)HS (VXO € [O’Xo] et n g k)

n n+k
3. DU )l s 1D Ul vx_ e [0,x ]
L. Pour S e€®R, n e€iN il existe une constante Cn S > 0 (dépendant de

S et n) telle que pour tout (e COO(I:O,XO-_],D(RE)), et X € ]O,Xo]

K .
n-J J
e LI el

D" x ) Il < ©
j=0

XS-
s O

avec K=n si S¢MN et K =min(s,n) si § e N.

L.
b) Introduisons maintenant les classes d'opérateurs pseudo-

différentiels utilisées dans ce travail (cf. 2], [13,[4, 4).

Définition 1. On dit que p(x,£) est un symbole d'ordre m

£ o0 £ .
sur (RK et on note p € Sm(lRKXlR NO) si p eC((RKXIR NQ) vérifie :

i) VK cc lRK, Vo et B dans INK, il existe une constante

Ca,B(K) telle que :

Ip5ef pGe®) | Ca,s<K>(1+!al>“‘"5‘

Vx € K, Ee[RE\O oil ag = (i)IBI DE.

.. . . R e 4
ii) I1 existe une suite {pm_j}de de fonctions de C (tRf'xtR \ 0)

homog&nes d'ordres (m-j) en & telles que YN e N

N
|Di{p - E m—N-—l) quand |El > 4o

L P} 0| =0(E|

Uniformément par rapport a2 x sur chaque compact K cc R .




On écrira alors p(x,£) fi pm_j(x,g) H pm(x,g) est le symbole principal
de p. =0

Soit u € D(m@) et u la transformée de Fourier de u dé&finie
par

u(g) = J Ei<x’£>u(x))ﬁ{ avec /d§.= 1 dx
4

R (2H)£/2
[ Définition 2. On appelle opérateur pseudo-différentiel sur R£ R

d'ordre m et de symbole p(x,£) € s™ = Sm(RZXRE N 0) 1Yopérateur P(X,Dx)

défini par :

P(x,D Ju (x) = J ' F px,e) a() g
&t

pour tout u e D(Rz).
| _

F“‘ Propriétés 2. ﬁj, DQ, 14, Bg. Soit P(x,DX) un opérateur

pseudo-différentiel d'ordre m sur Rz, et de symbole »p ¢ s™. Alors

1. Vs e RK, on peut prolonger d'une fagon unique P(x,DX) en un opérateur

continu de HS(RK) dans HS—mGRﬂ).

2. L'adjoint formel P*(x,Dx) de P(x,DX) défini par

<P*(X,D‘)u,v> = <u,P(x,D_ )v> , (Vu,v ¢ D(Rz))
X L2 X L2

*
est un opérateur pseudo-différentiel d'ordre m, dont le symbole p (x,£&)

vérifie :

3. Soit Q(x,Dx) wun opérateur pseudo-différentiel d'ordre n de symbole

n - -
q € S . Alors 1'opérateur composé

R(x,DX) = Q(X,Dx) o) P(x,DX)




est un opérateur pseudo-différentiel d'ordre (n+m), de symbole r(x,£)

vérifiant :

r(x,8) v ) o 3F a0e) x D) p(x,E)

o!
OthK

Cette derniére propriété est connue sous le nom de "formule de

composition des opérateurs pseudo-différentiels”.

Aprés ces rappels, on va donner un résultat généralisant la

formule de composition (proposition 1).

Pour simplifier l'&criture on pose :

aC)l. = Da

X

= o

%, = %
38 = pb 3@
a x %€

2 . . . o
(Vd et B dams N~) et on conviendra de considérer les termes indexés sur

un ensemble vide comme des &léments neutres vis A vis de la loi considérée

0 o
(par exemple ( 2 x.) xy = ( 2 X.) +y=7y).
LT 27
J ]
Pour k € N, on pose Ik =I={1,...,(k=1)}, et pour 1 € Ik = I on pose
I . =J.={l,...,(k~1-1)1}.

kol i

Proposition 1. Soient Pj(x,Dx) (j = 1,...,k) k opérateurs
pseudo-différentiels respectivement d'ordre mj et de symbole pj(x,g).
Alors P(x,DX) = PI(X’DX)O"'O Pk(x,DX) est un opérateur pseudo-différentiel

d'ordre m =

It o~1)

mj, et de symbole p(x,£) vérifiant :
1

3




G0 e
1 L i
pGx,E) v ] , B o LS
iel, jeJ; I ( a?!)(a. - z u?)! iel aai pi(x,g)
£ nop iel jeJ, * S P
aidN ,aidN i Jed.
G=D _
oy <o, = o,
1571 i
n=]
- j
DI CHE NI
1el JeJi
x 2 Py (%5€)

La preuve de cette proposition se fait par récurrence sur le
nombre k d'opérateurs intervenant dans la composition en utilisant le
lemme suivant qui est une génédralisation de la formule de Leibnitz de déri-

vation d'un produit et qui se démontre aussi par récurrence sur k.

Lemme 1. Soient fj (j=1,...,k) k fonctions de CW(RK). Alors

f = [ l fj est une fonction de CwGRK), et on a :
i=1
k-1
N \ k-1 o, “'.Zl %
3%f(x) = y . o’ [Tsf.x) 2 £, (x)
- -1y Kol k-1 j=1 ]
J=hseees | [ aj!(a— ) uj)!
a. € NK 1=l =1
j=1

o.go — E‘ O(..l

J i=1

c) On va considérer maintenant des classes d'opérateurs

P(X,D) différentiels en X s et pseudo-différentiels en x.

Dépinition 3. Un opérateur P(X,D) différentiel en X s et

pseudo~différentiel en x est dit de type Kowalewskien d'ordre m s'il




est de la forme :

m—1 .
= p* ]
P(X,D) D + jzo Am_j(X,Dx)Do

avec Am_j(X,DX) un opérateur pseudo-différentiel en x d'ordre m-j
dépendant du paramétre X et de symbole Am—j € Cm([b,Xo], sm—JaRExRE\\O)).

-

Citons la propriété suivante de ces opérateurs.

Propriete 3. [1§. soit P(X,D) un opérateur de type

Kowalewskien d'ordre m. Alors : pour n e N, s ¢ R, HC > 0 telle que

m—1 .
I lIndue) ]

10"l 5 ctll PEEDW &), + 5

s+n+m-j

VU e c”([o,xo], D(tRK)) et Vx_ e [o,xo].

d) Classe des opérateurs strictement hyperboliques.

Soient P(X,D) un opérateur différentiel en X s et pseudo-diffé-
rentiel en x de type Kowalewskien d'ordre m de symbole principal Pm(X,C)

qui est homogéne d'ordre m en ¢, et polyndmial en Eo de degré m ;

N = (1,0,...,0) est un champ de covecteurs constant.
N i’

Y
Dégindition 4. On dit que P(X,D) est strictement hyperbolique

suivant la direction N si : Pm(X,g) peut s'écrire sous la forme :
m
P(X,0) = ] | (£.2 (X))
j=1 ° A

£

v

oll toutes les Xj € Cw(QMR N\ 0), sont homogénes d'ordre I en £ et

valeurs réelles (j = 1,...,m) sont telles que : 36 >0

inf[lxj(x,a) - A E&D ] (X8 e ax {|g] = 1}] > 8

Vi # k j,k e {1,...,m}.

e




[~ Propriéte 4.1. [18] [27] [28]. soit P(X,D) un opérateur de type
Kowalewskien d'ordre m strictement hyperbolique suivant la direction

N = (1,0,...,0). Alors : pour ne®, s e R JC > 0 tel que :

n+m—1

d -
ral LTCRY RN (RN IR (|- Hele SNOICRY IS

p.p [o,xO] et Vle cm([o,xO],D(mﬂ)).

L
e) Les classes LS(m,k) d'opérateurs P(X,D) singulidrs.
- Définition 5. Soient s € R, m et k dans N avec k < m.
On note Ls(m,k) 1'espace des opérateurs P(X,D) différentiels en
X € ]O,Xo] et pseudo-différentiels en x d'ordre m, et de symbole :
k p .(X,2) p (X,2)
p(X,2) ™ ; m-j + 0 k-1
. j+s )
j=0 (%) X
o o
V(X,z) € ]O,Xo] x RK x R x RZ N 0 avec :
l
P : € C°°([0,X 1, Sm-J(leleﬂ ~0)) 0 < j g k+l.
L m—]) (o}
— Sl
Proprnieté 5. soit P(X,D) € L (ml’kl)' Alors :
l. pour nelN, s e€R, IQC > 0 telle que :
n+m.—j
+k 1
o L
D" (e, x) Il < ¢ ] S x, € 10,% ]
3=0 1
b
o
© £
pour tout U e C ([O,XO],D(R .
* 51
2. P (X,D) ¢ L (ml,ml).
)
B. Pour Q(X,D) € L "(m,,k,) on a:
s,+s

- 1

R(X,D) = Q(X,D) o P(X,D) € L 2(m1+m2, m+ )




Pour démontrer les propriétés 2 et 3, il suffit d'utiliser
respectivement la formule de 1'adjoint (propriété 2.2) et celle de compo-
sition (propriété 2.3).

Preuve de la propriété 5.1.

s
Soit P(X,D)e L l(ml’kl)’ d'aprés la définition 5, on a :

Lo s
70 x " (x) '

En utilisant la continuité des opérateurs Pm_j(X,D),

j = O,...,(k1+l) et la propriété l.4. on aura pour n e N, s € R

JC > 0 telle que Vj = 0,...,k,

n+m, =y-] ,
P _.(X,D)U [|D uex )|l

n 1 J o s
IlD C—“——“ETIF——)(XO)N <C Z

s y=0
(xo) (xo)

TS on € ]O,Xb].

En faisant le changement d'indices (j+y) = y on aura :

n+m1—y
i Pml-j(X’D)u | n+k, |[D U Il
D ‘:————-;—3-‘—] (Xo) H < C z " VXO € ]O,XOJ
1 s v=0 1
(x) X
o o
le méme raisonnement donne :
- n+m. -y
anl—kl—l(X,D)u‘ n+k, D 1 u(XO)”S
l'D [ 5| ](xo#'sC Zo 5 on € ]O,X;] .
X

o o



Pour terminer la preuve on utilise 1'indgalité :

k| P _;(X,D)U

1
I PEDW &), < ) |(Dn[——“—j:;"'——](xo)|ls +

=0 (x) 1

o
P _ &x,mu
+ (/D" [ ml_kl ! ] Vx e ]O X ]
s (Xo) o >%od "

() s

f) Opérateurs strictement hyperboliques singuliers.

~ .. . . s
Aprds avoir introduit les espaces d'opérateurs L (m,k), on va
donner une extension de la propriété 4.1., qui sera 1'outil essentiel pour

1'étude du probléme de Cauchy par la suite.

Lemme 2. Soit P(X,D) € L°m,k) (k < m) dont le symbole prin-
cipal pm(X,C) est strictement hyperbolique suivant la direction
N = (1,0,...,0).

Alors pour n e N, s ¢ R, 3C > 0 tel que :

2t 0T upl
+ +
s L 2j+1
j=0 (xo)

2
I

n+m- 1
2 c{ ||p ucx)

N

d n+m- 1
E;;(IID U(xo)

x I"PEDUEOIZT  pop. [0,x]

+

Yu e cw([o,xo], p®%)).

Preuve : Soit P(X,D) ¢ L°(m,k), on a donc :

kP (XD
P(X,D) =P (X,D) + ] ———

1 — + P (X,D).
521 (XO)J m—k-1

Pm(X,D) €tant strictement hyperbolique suivant la direction N = (1,0,..,0)
d'aprés la propriété 4.1. : pour neWN, se R JC> 0 tel que

VU e c°°([o,xo], (&%)




_10_

‘E%;(l‘Dn+m—lu(x°)”S) < c{‘\Dn+m—lu(xo)|lS+ HDn(Pm(X,D)U)(xo)[[S} P.pP [o,xo]

Par ailleurs, on a :

d n+m- 1 2. _ n+m—1 da n+m—1
& b ux ) 1D] = 2 D™ el g (o™ e )

P-P- [O,Xol.

En utilisant 1'inégalité précédente, on aura :
d n+m-1 2 n+m—1
g (D™ UGy 15 < cap™™ ue (£ +

N PR N e MESIDICRYN;

pP.D-. [O,XO].

P .(X,D)

m) . -p (X,D),

Comme Pm(X,D) = P(X,D) - 3 n=k-1
1 (xo)

I e~1R

i

VX € ]O,X;] x m@, alors :

e @)l < AteEDweEl, + e ®DOE, +

k QB s (DU
+ 1 o {———J—-—i——] Golly Ve e Jox 1. ;
j=1 (%) ©

FEn utilisant la continuité des Pm—j(X’D) (3=1,...,(k+1)), et

la propriété l.4., on aboutit a :

10" e_(%,D)W (x) Il LDV g+

k+n-1 \an+m_l_ju(xo)\L

+ b Vx e ]o,xo] .

.2 j+1
=0 (xo)
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(avec C une constante ne dépendant pas de U).

En reportant cette majoration dans 1'inégalité (¥) et en utili-

2
ve o< a 2 . .
sant 1 inégalité, ab « §-+ Xob Vko € ]O,Xo], on aboutit facilement au
o
résultat escompté 3 savoir :

n+m—1-j 2
d -1 9 -] , mn+k-1 [[D u) ||
a;—(l]Dn m U(xo)||s) < C{l‘Dn " U(xo)|ls + ‘z ETS] ° 8,
o j=0 on

+x I EEDWE) 12 p.p. [0, ]

g) Opérateurs faiblement hyperboliques réguliers, v~décomposables.

Déginition 6. Soit P(X,D) un opérateur différentiel en X

s een . . . *
et pseudo-différentiel en x de type Kowalewskien d'ordre m. Soit v € N

v £ m.
On dit que P(X,D) est v-décomposablesi;il existe v-opérateurs
v
Qj(X,D) € Lo(mj,mj) (j=l,...,v) avec m = E mj, de symboles principaux
i=1

strictement hyperboliques suivant la direction N = (1,0,...,0) et tels que :

[P(X,0)-Q,(X,D) 0 ... 0 Q (X,D)] e LY (m-v,m-v) .

Remarque. Posons Q(X,D) = QI(X,D) 0 «¢. O QV(X,D), d'aprés la

propriété 5.3. Q(X,D) € Lo(m,m) i.e.

m q .(X27)
q(X,z) ~ 2 "_—'J———__‘ + q(_l)(X:C)
j=0 (xo)J

-

oil q(_l)(X,c) est le symbole d'un opérateur pseudo~différentiel en x
d'ordre (-1).
Comme [P(X,D)—Q(X,D)] € Lv(m—v,m—v), on voit qu'on a nécessaire-

ment qm_j(X,;) divisible par (xo)J 3 =0,c005v-1,
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Propni@te 6. La notion de v-décomposabilité est invariante par

passage a 1'adjoint.

B i.e. : si P(X,D) est v—décomposable, P*(X,D) 1'est aussi.

Preuve : Soit P(X,D) un opérateur de type Kowalewskien d'ordre
m, v~décomposable. Alors il existe Vv opérateurs Qj(X,D) dans Lo(mj,mj)
(j=1,...,v) de symboles principaux strictement hyperboliques sulvant la

direction N = (1,0,...,0) tels que :

[P(X,0)-Q(X,D) o ... o Q,(X,D)] € LY (m~v ,m-v)

donc d'aprés la propriété 5.2.
* *
™ (X,0)-(Q;(X,D) 0 ... 0 Q(X,D))"] € L'(m-v,m-v)
et on sait que
* * *
(Q(X,D) 0 ... 0 Q (X,D))" = Q(X,D) 0 ... o Q(X,D).

Par ailleurs les symboles principaux des Qj(X,D) (j=1,c0e4yV)
étant strictement hyperboliques donc & valeurs réelles, d'aprés la formule
de 1'adjoint, le symbole principal de Q?(X,D) est le méme que celui de
Qj(X,D) (g=l,...,V).

Ainsi aRj(X,D) € Lo(mj,mj) (j=1,...,v) de symboles princi-
paux strictement hyperboliques suivant la direction N = (1,0,...,0) tels

que :
[P*(X,D)-RI(X,D) o ...0R (X,M] e LY (m-v,m-v)

ol RJ(X,D) = (XaD)s J = la"',\)‘

*
Q. .
tv-j+l
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§.2 - Etude du probléme de Cauchy faiblement hyperbolique associé aux
operateurs v-décomposables.

Le but de ce paragraphe est de montrer que le probléme de Cauchy
associé 3 un opérateur P(X,D) v-décomposable est bien posé dans H+w(Q) H
] ~ . 1 +c0 400 .
c'est-d-dire que 1'on a : pour f e H (Q), ¢j eH () j=20,i0.,(m1)

- . . . . +
données il existe une unique fonction U € H °°(Q) telle que

P(X,D)U(X) = £(X) VX € Q)

(D
DiU(O,x) = ¢j(x) Vx € RK) j=0,00.,(m1)

Pour celid nous proc@derons par la méthode des inégalités d'éner-
gies ; en mettant en &vidence des inégalités d'énergies relatives 3 P(X,D)
. . * P . s e
et 3 son adjoint P (X,D), on déduira alors 1l'existence et 1'unicité d'une

solution U de (1)

a) Enoncés des résultats.

Soit P(X,D) un opérateur de type Kowalewskien d'ordre m

v—décomposable. Alors :

-

Proposition 2. Pour n € N, S e MR, il existe NeWN, C> 0

tels que VU e Cw([O,XO], D(Rz)) on ait :

(m-1

_ ) 2
15 x ) 115 € o0 5 " HIDJUO) llg, (ramyn-g * 107 E@ g+
J=
X
(0]
+j %™ e 12 arr Y e [0.x]
) |

avec f(X) = P(X,D)U(X) sur 4.

Une conséquence directe de la proposition 2 est 1l'unicité de

la solution du probléme de Cauchy (1).
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Proposition 3. Pour n e N, S € R, 3C1,02 > 0 tel que :
VU e c”([o,XO], o®%)

XC1"’1HDn+m—\)u(X )‘|2 < C {mgllIDjU(X )HZ +
fo) o s "2 j;O o o S+n+m-v-
Xo
+[|Dn_v g(XO)Hé + J HDng(T) Hg dt}. on € [Q,XO]
X
o
avec g(X) = P (X,D)U(X) VX € Q.

Des propositions 2 et 3 on déduit :

Theoname 1. Pour tour fe C ([0,X ], 5 ®Y), b; < 1 b

G =0,...,(m1)) données ; il existe U e Cw([O,XO], H+w(R£)) unique telle

que :
P(X,DU(X) = £(X) VX e Q

(D . 2
D(J)U(o,x) = ¢j(x) Vx € R 3= 0yu..,(m-1)

de plus U vérifie 1'inégalité de la proposition 2.

b) Démonstrations.
Pour démontrer ces deux propositions on a besoin d'abord de

transformer le probléme (1).

Soient P(X,D) un op&rateur v-décomposable, et v opérateurs
Qj(X,D) € Lo(mj,mj) (j = 1,...,v) de symboles principaux strictement
hyperboliques suivant la direction N = (1,0,...,0) satisfaisants la

définition 6.




venir les

(2)

ol [.’.]

i.e.

Qj(X,D) (j
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-

Pour étudier le probléme de Cauchy

P(X,D)U(X) = £(X) VX e 0

(1)
DgU(O,x) = ¢J(x) Vx € Rz J = 0000, (m=1)

Nous allons transformer (1) en un autre probléme faisant inter—

I,...,v) pour lesquels le lemme 2 est vrai.

Posons :

v-1 _
( x, V(X)) = U

j-2 _ NP GEI)) .
4 X V(j-l)(x) = QJ.(X,D)(Xo Vj)(X) i Vyeoas2

\ pour X e JO,XO] x RK.

Alors de (1) on tire :

F = @) = U

j-1
Vi ® [Qj,xo ]vj<x>

V. (x) = -
Q; (X, )V, (%) =~ 1
‘ (o} Xo .
Q, (X,D)V (%) = =[P(X,D)-Q, (X,D)o...0Q, (X,D)] (x) V) (X) + £(X)

\ VX € ]o,xO] « &L,

est le commutateur.

j-1 _ j-1 _ -l
[Qj,xo IV, = QXD (=7 V(D) - %7 0 (X,D)V (D)

Posons :




o 1B

Pour ne€ N, S € R donnés, on note :

i n+M.-j-k
. W v, (x) ||§
bg(x ) = ¢(x ) = jzl L ] x e ]O.X].
(o}

Nous obtenons la proposition suivante (dont la démonstration
sera données par la suite) préparant les démonstrations des propositions

2 eta3.

Proposition 4. Soit P(X,D) un opérateur de type Kowalewskien

d'ordre m v-d&composable. Alors pour n e N, S e R 3C > 0 tel que :

=k 2
¥ i A Tl ]
2 0 (x )| € Clx 0Gx )+o(x ) + ] % bopepe [ox)
o k=0 X
o
avec f(X) = P(X,D)U(X) et C ne dépend pas des Vj.
bl) Preuve de la proposition 2.
De cette proposition 4, on tire : HC >0 tel que :
-k 2
. 10" e ) |12
X g P05 * 0(x) £ Clx o(x I+o(x ) + ] 5 }  pep. [0,X]
o k=0 X
o
Si nous multiplions les deux membres de cette inégalité par
(x;c e—cxo) nous aurons :
Gl WL —cx_ 1 Ian_kf(xo) H:
a;—(xo @ ¢)(x0) < Ce 2 ia DD [b,Xo]
o k=0 X

Soit X € [b,Xo] ; 1'intégration des deux membres de cette inégalité entre

0 et xO donne :
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-c+l -cx -c+1 —cxo
(I.1) X e o¢(xo) - (Xo e ¢(Xo))x -0 §

(o}

n Fb“Dn_kf(T)llg

TRtC dt .
T

Cette inégalité ainsi prise ne présenterait pas d'intérét si
-c+] =-cx

(x0 e °© ¢(xo)x -0 ° et le second membre n'é&taient pas déterminés.
o

Mais nous allons l'utiliser pour un autre probléme comme dans

ig.

Posons :

Neml (1 x )3,
Z(X) = U - ) —r— Dg'U(O,x) VX e Q

j=0 I

oli N est un entier naturel arbitraire qu'on choisira par la suite (assez

grand).
Ainsi de (1), on tire :
P(X,D)Z(X) = g(X) VX e Q
(3) ,
Di Z(0,x) = 0 Ve e RE 5 =0,...,(0m).
o N3
N+m+1 (ix ) . 3
avec g(X) = £(X) - ] P(LD) [—9— D! U(0,+)](X). Comme D Z(0,+) =0
j=0 )

(j= 0,...,(N+m)) ; on peut facilement voir que :

DI (B(X,0)2) (0,%) = 0 $i=0,...,8 Y&

Par suite :

Di g(0,x) = 0 i =0,...,N ¥x e L.
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Lemme 3. ﬁd Yn e N, Se R..HC > 0 (indépendante de g)
telle que

*o
Xi (N-n)+1 J ” DN+I\+ 1

n 2
I ) 112 < - N

g(T)": dt on € [O,Xo] .

La preuve de ce lemme se fait en utilisant le développement de
Taylor avec reste intégral en tenant compte du fait que Dgg(O,x) =0
j=0,...,8 Vxe RK.

Ainsi si nous 8&crivons 1'inégalité (I.l) pour le probléme (3)

en utilisant le lemme 3, nous obtenons pour un N € N assez grand :

X
-c+l =—cx -c+l -cx o]
) o ste N+n+1 2
X e o(x )= (x e ¢(XO))X 0S¢ J || g(T)\\S dr
o
0o
on € ]O,Xé].
~-c+] —CxX
Reste 3 montrer que (xo e qb(xo))XO=0 a un sens.

Pour celd, nous montrerons plus exactement :
—c+1 _
(1.2) =, 0(x )] x =0 0

Nous avons posé

v-1 _
¢ X, V,(x) = 2(X)

j-1
RN TS ey

+

< Qj(X,D)Vj(X) x =T
(o] XO

-[P(X,0)-Q, (X,D)o. . .0Q (X, D)] (=2 V) () +g(X).

[

\ QXD (X)

Par un calcul direct nous pouvons montrer qu'il existe une

¢t > o (indépendante des Vj) tel que :

+m~y-k 2
. n+m—v HDn VTR (x )!l
ste vV o S
¢(Xo) s ¢ kzo 2k+1 VXo € JO’X;]
= xo
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d'oll pour que (I.2) soit vérifiée il suffit que :

n+m_v”Dn+m—\)—kV (X ) “2
vV o s =0
o 2k x =
[¢)
or
TNV =z Vx e Jo,x ] x r®
o v >0
donc
Z(X) 2
V,® = 1 VX e ]Jo,X ] xR
o]

La propriété 1.4 nous donne :

+m-v—k-j 2
n+m-v-k ”Dn v JZ(xo) ”S

n+m-y—k 2 ste
HD Uv(x )IIS gC 2(v=1+3)
X

=0 o

Vko € ]O,Xo], et ot la ¢ pe dépend pas de Vv’ ni de X

Par suite :

—y— 2 - g
( n+§—v ||Dn+m v kuv(xo)lls ct n+; vl|Dn+m v kz(xo)llg
I.3) < C ). -

k=0 X§k+l k=0 XC2)k+2\) 1

V&o € ]O,Xo] , et la CSte ne dépend que de n et S. Si nous appliquons le

lemme 3 3 Z, alors de (I.3) nous pourrons tirer

n+m-v-k 2 X
+m—
—c+1 ¥ leD Vv(xo)||S ste 2(N-n)-c+2 C  N+2m+n-v 2
x . £ C " x ||D z(t) || dt
o k=0 2k+1 o S
X
o o
d'oli pour N assez grand (N > %—+ n) le second membre s'annulle quand
X, = 0 par suite le premier terme aussi, ce qui montre que (I.2) est vé-

rifiée.
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Ainsi pour N € IN assez grand, nous avons :

—-CX

X
~c+1 t O N+n+l 2
xoc e ° ¢(xo) < ¢t Jo HD o g(T)||S dt Vko € ]O’XQ]

ot 1a C°¥ > 0 est indépendante des V., et de X, € ]O,XOJ. Comme

\Y

Z(X) = 3

-IVv(X) VX e ]O,XO] XIRK, nous pouvons facilement voir qu'il
existe une CSte > 0 (indépendante de Z et Uv’ ainsi que de X € JO,XOJ)

telle que

” n+m—v 2 ste ¢(Xo)

D Z(xO)HS < C on € ]O,Xo]

D'oli il existe une CSte > 0 (indépendante de Z et de g)

telle que :

X
- 2 9 2
(1.5) I zx ) 12 ¢ c*Fe JO I g0 12 ar Ve Jo,x .

Comme DiZ(O,-) =0 (j =0,...,(N+m)), pour N assez grand
on voit que (1.5) est trivialement vérifiée pour X = 0. Nous rappelons

qu'on a posé :

N+m+1 (ix )k

Z2(0) = UK - ) —9— DS U0,x) et
k=0 : o
N+m+1 (ixo)j . v
g(X) = £(X) - ) p(x,n)[—-j,—- D) Uco,+)] (®
j=0 )

Alors si nous reportons ces expressions dans (I.5) nous aurons

X
(o]

D™ ) 12 € cte] oM ey 12 o+ 2™ oy 12
0

on € [O,Xo]
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et pour terminer la preuve de la proposition 2, il suffit de majorer la
deuxidme partie du second membre de cette inégalité en appliquant la

propriété 3.1.

b2) Preuve de la proposition 3.
Soit P(X,D) un opérateur v-décomposable ; d'aprés la propriété ¢
* . . s s Ty *
P (X,D) 1l'est aussi ; par suite la proposition 4 est vérifiée par P (X,D)

c'est-3-dire : pour n e, s e R Jc > 0 tel que :

- 2
d n o [[D" kg(xo)llS
agf'(xo¢)(xo) < C{X0¢(X0)+¢(Xo) + ) o } pP-P- [O,XO]
o k=0 Xo
avec g(X) = P*(X,D)U(X) VX € Q.
D'oil :
; n (I e I
X &“; o(x )-¢(x ) s Clx ¢(x )+o(x)) + kZO % } p.p. [o,xO].
)

cx
. . . o . . c o]
Si nous multiplions cette inégalité par xo e nous aurons @

g(x )||§

x2k—c pP.D-. I:O,Xo:l .

d c+l CXo ”Dn—k
- EE; x e ¢)(Xo) < C

Pour X € [Q,Xo], 1'intégration de cette inégalité sur
X ,X | donne :
E o’ o:|

cx cX n Ko 0% %0 ||2
be %@y cc § J e 5
° k=0 ’'x T

c+l o c+
x_ e ¢(x0) Xo

dt .

o
Pour c¢ assez grand cette in8galité devient

X
+cxX n (o]

@6 = e ) € ) + ] j 10" g(o) ||5au)
k=0 ‘x
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. . . ste
Par un calcul simple on peut montrer qu'il existe une C >0

(indépendante des Vj) telle que :

st

14

px ) 5 ¢ DMV )l
Par ailleurs :
- 2
D™y (x ) ||
S
XZ 2 o(x)) Vx e ]O,Xo]

et comme xz—lvv(x) = U(X) VX e ]O,XO] x RE, d'aprés la proposition 1.4

nous aurons : 'HCSte>()(indépendante de U et Vv) telle que :

Fm— 2
I Ul 5 s ¢ I () |
et
n+m-v 2 ste n+m v
PP ) 12 < e R T |2
Ainsi de (I.6) on tire :
- - 2
Xglan+m VU(xo)Ilé < ste{l‘Dn+m VU(XO)I!S +
2 Xo n-k 2
c 3] I e 1 4
k=0 xo

on € [O’Xo] et ¢ ne dépend pas de g, U et X .

Pour terminer la preuve de la proposition 3, il suffit de majorer

‘ l Dn+m_\)

U(Xo)lﬂs en utilisant la propriété 3 ; et la propriété 1.2 qui
donne

2
5

nk < |ID"ex ) 112 Ve < n

g(x ) ||

lip o



- 23 -

b3) Preuve de la proposition 4.

On rappelle qu'on a posé :

r v-l _
X VV(X) = U(X)

A AN NS el AT R RNt

L Vx e Jo,x ] x ®’

et de (1) on avait tiré :

( v—1
x° VX =UX
° 7 V. 0 [Q.x V@
. .9 X .
QXD (X =4ZL — . —1 0o - J Jo= Va2
J J xo xJ-]
@ ©
QI(X,D)VI(X) = -[P(X,D)—QI(X,D)O...on(X,D)](Xz_le)(X) + £(X)
VX e ]o,xo] XIR'K
\

avec f(X) = P(X,D)U(X) VX e Q. On pose :

Soient n € N, S € R.

Les Qj(X,D) € Lo(mj,mj) (j = 1,...,v) étant des opérateurs
de symboles principaux strictement hyperboliques suivant la direction
N = (1,0,...,0), alors d'aprés le lemme 2 nous aurons :ﬂC > 0 (indépendante

des Vj) tel que :

( n+M. - nM, —(j-1)+m,-1
4 j 2,1 _ |4 j-1 i 2
lio 3y 11D = [l v 11D
. n+M.-j-k 2
(1.7)¢ ned, -] , T ) Vi) Il
< c{|p V. (x,) g + kzo g +
' o
n+Mj_1_(j_l) 2
\ + x, [ QXDV ) x ) lIgh pepe [0,X]
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L

-1
x)  [Q..x37 V(%
+ ‘ 1o Xe]o,x] xR

Vi)
X

i (X, D)V. =
oil QJ(X D) J(X)

o XJ
o

Comme Qj(X,D) € Lo(mj,mj), on peut facilement voir (propriété 5.3) que

[Qj,xg_lj € L_(J—l)(mj,mj) est de symbole principal nul, donc

j-1 -j+2 _ _
[Qj,xo ] € L (mj l,mj .

En utilisant les propriétés (l1.4) et (5.1) on aura :

HCSte >0 telle que :

n+Mj_l_(j—l) 2
ip (@, (KD G [Ig
e n+M, -(j-D)-k
< Cste{ — j=1"0o
k=0 p:4 *2
o
. n+M,-j~k
.= 2

n+MJ . “D . Vj (Xo) HS )
+ Y] V&o € ]O,Xé]

k=0 X

(la constante ne dépend pas des Vj).

Reportons ces majorations dans (I.7) ; on aura : ECSte >0
telle que :
n+M,-j n+M, -]
’ d i 2 ste iy 2
. C{lp Vi) | s ¢ din FCRE e,
. n+M,-j-k . n+M, ~(j-1)-k

n+Mj—J||D ] ] Vj(xo)l|2 n+Mj_1—(J-l)|lD -1 G-D v (x )1‘2
e |+ 1 S+ 1 o TSl A

k=0 x k=0 x

© )

Lp.p. [O,Xo] s J = Vseees2.

Ces inégalités (I.8) sont vraies pour tout =n € N, et en particulier
pour (n-y) avec Yy ¢ n+Mj_1—(j—1).
Mais quand vy > n+Mj-l_(j—l) alors n+Mj-j—y = (n+Mj_l—(j—1)—y) +
+ mj—l avec n+Mj_1—(j-1)—y < 0 donc (I.8) n'est plus vrai dans ce cas car

le lemme 2 sur lequel (I.8) est bas& n'est pas applicable.
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Alors on va utiliser le lemme suivant dont la démonstration est

immédiate.

—
Lemme 4. Soient nelN, SeR et Ue Cm([O,Xo],DORK)).
Alors :
n 2
D U(x) ||
d n 2 I o’ 'S n+l,, . 2
E-);;(HD Ux ) [19) ]| < T +x I ) g pepe [0, ]
Grice & ce lemme, aprds quelques changements d'indices, on abou-
tit a _HCSte > 0 tel que :
M= e 9
[ nM-§ ] M, - -y 2l 1 ete BT M W) g
S ra S I 2L CI N [ P Py ) j .
c X j o 'S Y < 2y
v=0 o X Y= Xo
_ n+M.-j-y e ntM,  (j-1)-y 9
(1.9) 4 T T ey 13 et Vi )
+ Z S| + ZO v LI
Y %o L %o
pP.p. [p,XOJ et j = v,...,2.
\

Utilisons la derniére équation de (2).
On a QI(X,D) € Lo(ml,ml) ‘et 3 symbole principal strictement
hyperbolique, alors d'apr@s le lemme 2. On aura pour n e N, S ¢ R ;

3CSte > 0 tel que :

n+m, -1 n+m -1
d o1 2 ste 2
—d—x—;( ||D Vi) I s D V) Ilg +
n+m_ -1-k
wm-l g V1<XO>I!§ n )
! k-z—-O x2k+1 ¥ o ”D (QI(X’D)VI)(XO)HS} p.pP-. [O’Xo]‘

o
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Comme [P(X,D)—QI(X,D)O...on(X,D)] € Lv(m-v,m—v) et

Q, (K, DIV, (®) = ~[B(X,)-Q, (X,D)o. . .00, (X,D)] @ o+ £®

d'aprés les propriétés (5.1.) et (1.4.), nous aurons :

n+m-v lan+m—v-va(xo)“é

2
19", CramV ) ) g < €€ kZO TTY)
| _ 2

2
ML LECRN Y

on € ]O,Xo] et la CSte > 0 ne dépend pas des V& et de X . Ceci est vrai

pour tout n € N, en particulier pour (n-y) avec n fixé et y g n.

Pour n < vy g n+m1~l on utilise le lemme 4 pour majorer

n+m,-i-

| d 1Y 2
;1;;- (]lp vl(xo) ||S)

Par suite, en faisant des changements d'indices convenables, on

aboutit 3 :
n+m —1 n+m, ~1 n+m1—l—y 2
E:1 -i‘( HDn+m1_1"Y_V (x ) ”2) 1 < Cste{ 2 HD Vl(xo) ”S .
& dx I'70” 'S 2y ~ L 2y
y—O (o]} XO ’Y—O XO
ntme n+m-y-y 2 n~Y 2
m~v{ D v (x| n |[D7 "E(x ) |
+ 3 v o S + E o] S} [0 X]
L 2y+1 . 2y P.P. RN
Y= Xo v=0 xo

(la ¢t . 0 ne dépend pas des Vj ni de X € [b,Xo]).
En remarquent que m = Mv’ et m, = M1 ; si1 on additionne

membre 3 membre cette inégalité et les inégalités (I.9) on aura :
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v " d ~3i- 2
1
) lg{‘( o I Vo) Il 2y S
j=1 =0 o X
s n+M,-j-y
e I L /IR
<¢C {_5 Z 2y ] +
j=t y= X
. n+M.-j-y _
v "N g 3T ) 13 10" £(x ) ||
+ y y L + X o } P-p- [0 X]
L2 2y+1 ) 2k *“o
j= Y= x0 k=0 xo
Si on pose :
n+M,-j M, =3y 2
M e [ e
¢(xo) = ) ¥ 5
j=l .Y=O XY+1

(o}

on peut facileément voir que :

-k 2
n |0 e ) |
S )| s o x o ) +o(x) + ] ° 8
o k=0 X

1 pP.D. [O,Xo].

La preuve de la proposition 4 est ainsi achevée.

Preuve du théoréme 1.

D'aprés la proposition 2 si f ¢ Cm([O,Xo],H+w(RZ))

¢. € H+m(R£) j = 0,000,(m1), alors s'il existe U € Cw([O,Xo],H+m(&£))

]
telle que

P(X,D)U(X) = £(X) VX e

n
DgU(O,x) = ¢j(x) Vx ¢ R j=0,.0..,m1

U est unique dans € ([0,X ], 1 @)).
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Existence :

On considére
(P(X,D)V,V(o,-),DOV(o,-),...,D‘;‘“IV(O,-)) avec
o0 £
Ve c([0,X],0®))
On a :
4

¢ c ([0,x 1,8 x 5 @Hx.. wT®Y = &
o w -

v~
m

et G est dense dans E.
Pour montrer cela il suffit de montrer que :

Yu = (U,Uo,...,Um_l) e E tel que :

m—1 .
( U(X) +P(X,D)V(X)dX + § [ U.(x)-DIV(0,x)dx =0 WV & cw([o,x],v(az))
b i "o o]

alors U =0 .
Ainsi soit U = (U,Uo,...,Um_l) € E tel que VW e Cw([O,Xo],DGRK))

on a .

m—-1 .
(I.10) [ U(X)*P(X,D)V(X)AX + ) J U, (x)*DIV(0,x)dx = 0
Jg j=0 /23 °
R

donc (I.10) est vrai en particulier pour tout V e D(]O,XOEARK) d'oll :
[ U(X) «P(X,D)V(X)dX = O YW e D(]O,Xo[x!RE)
J
Q

par suite

( P*(X,D)U(X) -V (X)dX = O W e D(]o,xo[xmt)
J
Q
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i.e. PY(X,D)U(X) = 0 VX € Q.

.. e qs . *
Ainsi en utilisant le fait que P (X,D)U =0 sur Q et la

formule de GREEN, de (I.10) on déduit :

© £
<Uy sTy (Ve )>=0 W e ¢ ([o,x ],0(&))
o "o “o
tel que : DIV(0,%) = O 5= 0yee., (1)
avec w1
uxo = (U(Xo’.)’DOu(XO")’...,DO U(Xo"))’

Alors d'apré&s la surjectivité de 1'application Ty [0] on tire
(6
J DgU(XO,x)w(x)dx =0 Y e DORE) J = 0yeeesy(m=1)
mﬂ
d'oii
i _ £ .
DOU(XO, ) =0 sur R J = 0,000y(m~1).
Ainsi, ona :
*
P (X,D)U(X) = 0O sur Q
i £ .
DgU(Xo,j) =0 sur R j = 0,0..,m1

comme Ue Cm([O,XO],H+wGRZ)), de la proposition 3 on tire que :

En reportant cela dans (I.10), on aura :

m—1 .
Y ( Uj(x) D(J)V(o,x)dx =0 YW e Cw([O,Xo] ,D(mﬂ))

s J
j=0 RE

de la surjectivité de 1'application trace [8][10] on tire :

u. = o0 sur RZ j =0,...,(m1).




_30_.

ce qui montre que G est dense dans E.

Ainsi pour £ e ¢7([0,X ], B @®) 0; e @b 5 =0,..., @1
)
. . . ® +oo [
il existe une suite (uk)de dans C ([Q,Xo],H (R7)) telle que
+o0 +w‘ ﬂ
P(X, D)W £ dans H ([0,X ],H (R)))
kK »> o o
et
3 +o f .
DU (0,¢) ————> ., dans H @®") j=0,...,(m"1)
o'k k > J
de 1'inégalité de la proposition 2 on tire que U, est une suite de

k
Cauchy dans H+w([O,Xo],H+w(R£)) d'ot ‘HU € H+w([b,xo],H+w0R£)) tel que :

U ~— U dans B ([0,X] a1 wY).

k k >
Ainsi
+00 4o £
P(X,D)U —-k——:o—» P(X,D)U B ([0,Xx ],H ®RD)
b3 (0, +) ——— DIU(O, ) 7+ @)
ok’ K > o o ’

comme on est dans des espaces séparés on conclue que :

P(X,D)U = £ sur 0

(n
0,00.,(m=1)

3 _ .
DO (O:‘) = ¢j ]

ce qui achdve la preuve du théoréme 1.




- 31 -

CHAPITRE 11

APPLICATION A L'ETUDE DE CONDITIONS SUFFISANTES D'HYPERBOLICITE
FAIBLE POUR DES OPERATEURS SCALAIRES A CARACTERISTIQUES DE

MULTIPLICITE VARIABLE AU PLUS EGALE A TROIS

§.1 - Introduction et déginitions.

Rappelons les définitions suivantes :
™ Deginition 1.

Soit P(X,D) un opérateur de type Kowalewskien d'ordre m,
P(X,D) est dit faiblement hyperbolique dans la bande Q = [b,Xo} x Rz

si le probléme de Cauchy ¢’ a données sur 1'hyperplan x, = 0 est bien

posé dans cette bande.
L

D'aprés le théor&me de Lax-Mizohata, pour que P(X,D) soit
faiblement hyperbolique dans la bande §, il est nécessaire que les racines
caractéristiques‘en Eo soient toutes réelles quel que soit X € Q et
£ € RK.

Ainsi Pm(X,c) désignant le symbole principal de P(X,D)

on suppose que :

m
Pm(X’C) = jl=1! (EO—Aj(X’E))

£

oli les Aj e C (9xR"~ 0) sont homogé&nes d'ordre un en &, et & valeurs
réelles.
On se place alors dans le cadre suivant des opérateurs & carac-

téristiques de multiplicités variables :
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Définition 2.

On dira que P(X,D) est & caractéristiques de multiplicités va-
riables au plus égales 3 v si on a : Hp < m, kj eN (j=1,...,p) tels
ue § k. =m k., < ... sk =v, et

P 1 kj
P%o8) = T TE D) e (557 (D)

ol A;(X,E) # A;T:(x,g) si j#3' (WXeq, VEe er' ~ 0) mais pour

je {l,...,p}, E(Xj,gj) € Q x RK ~ 0 tel que
15 i k. . .
pE,ey = - 2 Jad,eh

.k,
sans que les (A?). J soient identiques sur § X m@ ~ 0.

i=1
On supposera de plus que : Vi e {l,;..,kj}, Vi' e {l,...,kj,}

avec j #3'.

inf{lké(x,z)—xéz(x,a)l, Xe®, |[g] =1} >0

On fait les remarques suivantes :

Rama_}n_que/.s .

1. Pour un opérateur P(X,D) & caractéristiques de multiplicités
variables au plus égales a3 v, on ne peut pas trouver moins de v opérateurs
strictement hyperboliques suivant la direction N = (1,0,...,0) tels que
le produit de tous leurs symboles principaux soit &gal & Pm(X,C)-

2, Dans 1eé conditions précédentes, d'aprés le chapitre I toute
coﬁdition de K~décomposabilité devient une condition d'hyperbolicité faible.
3. De la remarque 1 il s'ensuit que si un opérateur a caractéris-

tiques de multiplicités variables au plus &gales &8 v est K-décomposable

alors K z v.
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Ces remarques vont motiver notre fagon de procéder.

-

Etant donné un opérateur a caractéristiques de multiplicités
variables au plus &gales & v, A racines caractéristiques réelles en Eo’
pour donner des conditions suffisantes de faible hyperbolicité dans @ on
va chercher des conditions suffisantes pour que cet opérateur soit v-décom-—

posable.

Avant de commencer 1'8tude du cas oli la multiplicité des racines
caractéristiques ne dépasse pas trois, on va donner un résumé des résultats
connus lorsque la multiplicité des racines est au plus deux et on effectuera

le lien entre ces résultats et la 2-décomposabilité.

Lien avec Les nésultats d'OHYA.

Soit P(X,D) un opérateur de type Kowalewskien d'ordre m,
dont les racines caractéristiques sont de multiplicités variables au plus
égales a deux.

On pose :

S m
Pm(ng) = j=1 (EO—Aj(X’g)) j=S+l(€o—Aj(ng)) = R](XaC)'RZ(XQQ)

avec :

S
RI(X’C) = (Eo_xo(xag))
j=1 .

et
m

Ry(X,0) = T T (672 (%,8))
j=S8+1

strictement hyperboliques suivant la direction N = (1,0,...,0).

Alors une condition suffisante pour que P(X,D) soit faiblement

hyperbolique dans & est :
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£ 82P m
1 m 1 : ,
P XD -5 b g XD ez [T 808,80 X x
{ ~ s s s >
“m~1 2 0=0 o2%a 2 k#3348 k j’73+s €O=xj(x,£) o

k=1

(LE) est divisible par (Aj~x.+ ) dans la classe des fonctions Cm(QARK ~ 0)

j+S

avec € = +1 ou -1

ol Aj(X,c) EO-Aj(X,E) (j=1,...,m), et {+ -} désigne le crochet de Poisson.

Cette condition (suffisante pour que P(X,D) soit 2-décomposable)
est plus faible que celle donnée par Y. Ohya D@ ainsi que celle donnée

par T. Nishitani [}Z qui se r&duisent & L_.. Elles ont &té& é&tendues en par-

1
tie par D. Gourdin [4] pour les syst@mes (cf. chapitre III).

§.2 - Conditions sufpisantes d'hypenbolicité faible pour Les optrateurns a

caractirnistiques de mubltiplicitis variables au plus egale & thois.

Soit P(X,D) un opérateur de type Kowalewskien d'ordre m.

On fait les hypothé&ses suivantes :
DH] : il existe S e N tel que 3S < m et

S S m-28§
P (X,0) = §=£ (£, (X,) £=£ <ao—xj+s<x,g>>'};1" (£,72 4,55 (%:E)) =

[l

Rl(X,c) . RZ(X,:;) . R3(X,c)

avec .
_S S
R (X,0) = §=1 (5,72 (%,8)) 5 Ry(X0) = j=i (6,705, (X5E))
m-28S
et Ry(X,2) = §=1 (£, 5405 (KoE))

strictement hyperboliques suivant la direction N = (1,0,....,0).
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[ﬁz] ; tous les Aj sont distincts deux & deux sur QXRZ ~0
sauf pour les couples (j,k) avee k = j+S (j=1,...,28) ou k = j+2§
j=(,...,8).

. . © £
On suppose en plus que : Vj =1,...,8 ]ej € C (axR™ <~ 0)

tel que

La derni8re partie de 1'hypothése EHZJ n'est pas nécessaire,

on 1'a supposé surtout pour simplifier les conditions d'hyperbolicité faible.

a) Dans ce qui suit on va donner des résultats d'ordre général

qui nous seront utiles par la suite

- Lemme 1.

Soit P(X,EO,S) un polyndme en Eo’ 3 coefficients indéfiniment
est divi-
EO=Xj(X,E) 2

sible par (Aj—xj+s)(xj—xj+zs) dans la classe des fonctions C (2R~ ~ 0)

dérivables en (X,£) € Q x RK'\ 0. Alors si P(X,go,g)

j=1,...,8.
P(X’go,g)go=lj+s(x’g) (resp. Eo = Aj+ZS(X,€)) sera divisible

par

(A.+

; S—xj)(x.

J+S_Aj+23) (resp. (Aj+zs—kj)(k.+zs—kj+s)) j=1,...,S8.

J

Preuve :

Supposons que P(X’Eo’g)g -, est divisible par
o]

A 208) Oy7r00s

-

Si on fait le développement de Taylor 3 1'ordre 1 de

P(X,& ,&)
o
+————— en & = A. on aura :
A=A, o] A
] J+S ,

) dans la classe des fonctions CM(QXRK ~0) j=1,...,85.



- 36 -

P(ELE), oy, PLESE),
°J - 0 J*28 \ (x.-h,,,)0
X, X xs 57 w28

od 6 € Cw(QXRz'\ 0).

Comme P(X,EO,E,)EO=)\j est divisible par (Aj— )(k AJ+ZS)

on déduit alors que :

P(X,& ,&), _ est divisible par (A.-X )(X AL W)
o Eo Aj+2$ i +ZS +S
- = PO
Or Aj Aj+S . (AJ+S J+2S) d'ol :
P(X,E &), _ est divisible par (X, A YO “A.a)
o go—xj+25 j+28 j+28 " 3+S
j=1,...,8
* Montrons que P(X,EO,F,)g - est divisible par
S
(AJ S =X, )(AJ+S j+25) j = 1l,.0.,5. On a :
A iags " A sus s a8 T (8 1)(xJ+S J+ZS) 3= 1,.0.,8
'~ s . . . .
d'ol si P(X,Eo,g)go=xj est divisible par (Aj )(A AJ+ZS) alors 1l

sera aussi divisible par (AJ_AJ+S)(Aj+S-Aj+ZS).

Par suite si on fait le développement de Taylor a 1'ordre 1 de
P(X,€ »E)
o
en §

Aj+S_Aj+25 o

Aj on aura @

P(X,EO,E)EO=X. P(X,Eo,£)£o= o
] - J + (Aj+S—Aj)e

Ases A 428 AiesThje2s
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comme P(X’EO’E)EO=Aj est divisible par (Aj—xj+S)(Aj+S_Aj+ZS)’

P(X,EO,E)EO=Aj+S est donc divisible par (Aj+S—Aj)(Aj+S—xj+ZS)'

Ce qui termine la preuve du lemme 1.

— Lemme 2.

Soit f € Cw(mexRﬁ_\ 0) alors :

f(X,Eo,E)go=Aj est divisible par (Aj-kj+s)(xj-kj+25) j=1,...,8

si et seulement si :

2
3 2 e e s
352 [(Rl) f](X,EO,E)gO=Aj est divisible par (Xj lj+s)(kj Aj+28)
o
j = 1,...,S.
La preuve du lemme 2 est immédiate.
_ Lemme 3. [1]
Soient A une matrice (mxm) de rang (m-v) Vv € N 3
F = t(Fl,...,Fm), alors le systéme d'équation (1) A-X = F est résolvable

si et seulement si

m < ——
] _ _ F =0 VF e {1,....,v}.
k=1 1,...,(F-1),k, (F+1)...v

avec la notation des co-facteurs de J. Vaillant @g.

L

Ces conditions sont dites : conditions de compatibilité du
systéme (1). En particulier si v = 1 on aura une seule condition qui va

se résumer a ;

ne~3
g
[Eyg—
e
—
it
o
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b) A 1'aide de ces trois lemmes nous allons exhiber des conditions

suffisantes pour que P(X,D) soit 3-décomposable.

On cherche 3 déterminer trois opérateurs Qj(X,D) € Lo(mj,mj)

j=1,2,3 ot m, = m, = S et m, = m-2S tels que :

[P(X,D)=q, (%,) 0 Q,(X,D) o0 Q,(X,D)] e L>(m-3,m-3)

En particulier, si on pose Q(X,D) = QI(X’D) ) Q2(X,D) o Q3(X,D),

les parties homogénes en 7 d'ordres m, (m-1) et (m-2) des symboles

de P(X,D) et Q(X,D) sont identiques sur (]O,XOJ%RKXRXRZ ~ 0).

Considérons les opérateurs Qj(X,D) (3 = 1,2,3) de symboles

_ 11 12 2
O = ROLD + 7 6D+ 5 gD Xe Jo,x ] x

N 1 1w 2 1 a2
ou qj(X,i) = = qj(XaC) et qj(X,C) = 7 Qj (XaC)

X
(xo)

o

avec 3? des fonctions de Cm(QxRxmg'\ 0), homogénes d'ordre (mj—k)

en ¢ et polynomiales en go de degrés (mj—k) j=1,2,3 et k =1,2.

Alors d'apr@s la "formule de composition généralisée'" (proposi-

tion 1, chapitre I), on a , en écrivant le symbole de Q(X,D) sous la

forme :

ax, v @ "I xelox] x&E
j=0
m .
q (X,z) = RI(X,c)Rz(X,c)R3(X,c) = Pm(X,c),
w1y z) = R.R ql(X ¢) + R R ql(X‘c) + R.R ql(X g) +
d ’ 172934 273915 13925
£ £
© 3 9 9 9
*Rp L g Ry Ry Zo e Rt . RoRy) o
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(X £) =R R2q3(x c)+R R3ql(X c)+R1R3q2(X z) +

=2
ya ¥4
3 3 d 1 3
+ ) =R =—R,]+ ) 2 (RyR,) +
a0 3%, 29x 3 LosE 1%k , 23
£y ks 1 1
+|%_ - <—)R( 30 (R,R) + z -—g—R 5 [Rydy * Ryq, +
o|=2 0=0 o
£
d d
+ ) ——R, —R_]|.
8=0 BEB 2 axB 3

Ainsi pour que P(X,D) soit 3-décomposable , il suffit qu'il

existe q;(X,c) et q?(X,;) j=1,2,3 tels que :

m-1
q (X,z) Pm_](X,c)

m-2
qa (X,z) Pm~2(X,c)

= 3
avec P(X,z) v ) Ci) P__.(X,0).
j20 1 m-j

Par suite :

_ Proposition 1.
' . vl oo £ .
Pour qu'il existe qj € C (RxR™ ~ 0) (j=1,2,3) tels que :

qm_l(X,c) = Pm_l(X,c) V(X,z7) € QXRXRK ~0

il faut et il suffit que :

1
) XO(K(XaC) - _Z-{An’An+SAn+ZS} n(X’C)) o n
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soit divisible par (An—xn+3)(xn_xn+28) dans la classe des fonctions
Cm(QXR'e ~0) pour n =1,...,8 ol
1 £ 2

_ _ 1 9
Ko =B (%0 -5 ] gre P60
a=0 a o

est le polyndme sous—caractéristique de P(X,D)

S
c (X,¢) = | [ A.(X,z) avec A.(X,7) =& -1.(X,0)
n jén,n+s I J °J

n+2S
j=1

Démonstration :

m—1 - ~
Pm_l(X,Eo,g) et q (X,go,g) gtant des polyndmes en go de
degrés (m-1) ; alors pour qu'ils soient &gaux il faut et il suffit que :
pour tout (X,£) fix&, les deux polynOmes en Eo soient 8gaux en ‘m points,
en particulier pour 50 = xj(x,g) j=1l,...,m c'est-a~dire :

Pm_l(X,C) = qm_l(X,z) V(X,z) € ]O,Xo] x ERKXRXIRz ~0

si et seulement si

m-1 s
(2~1) Pm—l(x’go’g)g =). =q (ngoag)g =). J = ly...,m.
o ] o ]
~ Posons :
b £
= 2% = _ 9 9 _ 9 9
Co (D) = By (X,0) = Ry ) g Ry g Ry L 35 Ry 5 BB
a=0 o o a=0 "o o

Alors d'apré&s 1'expression de qm_l(X,;), (2.1) sera équivalente

(1)

e
i
—
-

_ 1 ! vl vl
(2.2) ¢ (%£,8), o =% [R1R2q3+R1R3q2+R2R3q1]€ Lom .

m— =\,
o ] o o]
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Comme R (X A (X,8), g) = R (X%, A (X £),£) =0 ji=1, ,S et
R3(X,Kj(X,€),€) =0 j = 28+1,...,m
on voit que (2.2) est &quivalente 3
m-2S nl
4 = — -~ I =
Ca1(X D) oy y ] (s Ak+s (xJ Mewas) 41K =), i=1,...,8
m—-2S
(2.3) ¢ cm_l(x,c)g -, % I (AJ+S‘>\k)I (x. 48~ k+zs)q2(X,c) - j=1,..,8
o "]+S ° 1o 0 j+S
(%, C) = — ()\ Ay ) ()\ )q (X’C) j=1,..,m-28
-1 Lo M 5428 Xo pot av2sTh 528 Mers” 3 o A 5+28
Comme les Aj sont distincts deux 3 deux sur § x R£ N O sauf
pour les couples (j,j+S) j =1,...,28 et (j+S,3j+28) j =1,...,8. Alors
pour que (2.3) soit vérifié il faut que :
(2.4) Xocm—l(X’C)go=Aj soit divisible par (AJ-A )(AJ— J+ZS) j=1,..,8
Inversement si (2.4) est vérifiée, alors d'aprés le lemme 1,
xOCm_I(X,C)g -, est divisible par (AJ S—A )()\J+S j+25) i=1,...,8 et
o ]S
XOCm_l(X,c)E - est divisible par (Aj+ZS—A )(>\J+ZS Aj+S) j=1,...,S.
o "j+28
Donc pour résoudre (2.3) il suffit de résoudre :
(
Xocm—l(X’C)E -
°_J - $hx,0) i= 1,08
RZ(X’C)E =A..R3(X’C)E =). 1 E —Aj
o ] ° ]
xoCm—l(X’C)E = ...
2.5) ¢ o5 - 4,0 jo=1 s
: KRG, o KGo, 12255 =, o e
o "j+s o "j+S J
Xocm—l(x’g)a =)\,
o J*28 (X,2) j=1 . ,m-28
Rl(x,c)g - R (X’C)E = TTTE A0 2t
\ o "j+2s8 o "j+2S ]
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Comme les {A.}. m-28 ) sont dis-

J 3= j=1

tincts deux a deux sur § x R~ ~ O, et que les qj(x,go,g) sont des polynd-

— 2

(resp. {xj+S} R {XJ+ZS}

o5

1,2,3 (avec m, =m, =8 et m, = m25),

1 2 3

1]

mes en g de degrés mj j
alors les systémes (2.5) sont de type Van Dermonde qui ont des solutions
uniques ; d'ol :

La condition (2.4) est une condition nécessaire et suffisante

1' exi vl . m-1 _
pour existence des qj hi 1,2,3 tels que ¢ =P .

Ainsi pour terminer la preuve de la proposition 1, il suffit

de montrer 1'équivalence de (2.4) avec la condition donnée dans la proposi-

tion.
Pour celd, il suffit d'écrire
f 1 3 1 2 2’ f "R,
—— = + {R ,R, R} - R,R — -
Lo 3E axu 2 Lo aE bx 2 73 2°3 L, 9E_Bx
¢ a%r.R
- R Z ___g_i}
1 BE Bx

et reporter cette expression dans celle de Cm_I(X,c) en tenant compte

du fait que Rl(x,g)g I 0 (j =1,...,8) et
o] _

[Rz(x,;)R3(x,g)]£ =) est divisible par (XJ-A )(A =X, )y j=l,...,S.
o

j "j+28

Supposons que la condition de la proposition 1 est vérifiée,

Y]
alors on peut déterminer les q; j=1,2,3 tels que

P (X g) = q (X z) Y(X,z) avec X #0

Ceci étant, on va chercher 3 donner une condition nécessaire et suffisante
. . 2 . ) o L
pour qu'ils existent aj(X,g) (j = 1,2,3) des fonctions de C (2XRxR \0),

homogénes d'ordres m, en ¢ et polynomiales en & de degrés m,
g i P o g



- 43 -

(j =1,2,3) telles que :

P _,(X,0) = qm'z(x,c) V(x,z) € ]o,xo] x mg x R x R ~0

étant déterminés dans la proposition 1, on pose

1
L .
es qJ
11 £ ) 1 3 ] P 1
Cm—Z(X’C) =P _2(X9C\) - R {q2q3 + E‘ 3¢e QZ 3% R3 + 3E R2 3% q3]
a=0 o o o a

* '(”") Ryl Ry - 4y{RyaztRyay + |
| =2 ° a=0  Ca o
£ £ ya
d > 3 1 1 ? 9
- ) == a4, =—RR, - J —=—R [R,4,+R.q, + ) =——=R,_ —>R
0s0 aga axa 273 0=0 Bia 13 2*3 7372 8=0 SEB 2 xB

L - . . . .
D aprés le lemme 2, pour que Cm-Z(X’gO’E)EO=Aj solt divisible
par (i, —AJ+S)(A AJ+ZS) (3 =1,...,8) il faut et il suffit que

0472 54) 0572 450)

2
d 2 . s . .
_~§((Rl) Cm—2)(X’go’€)£ -, soit divisible par
k3 o ]
0
(G =1,...,9).
Compte tenu du fait que
£
3 3 5 9 _ 1
a1 T L [55 Ry 3 RpRy * Ry 5= Ry =- R;] = RRyqy +
a=0 o o o

on peut facilement voir que :
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2 L .
(2.6) (xo) CmTZ(X’C)g - est divisible par (lj kj+S)(xj Aj+28) j=1,...,8

oM
si et seulement si
2 [2° Gy 5o0)] :
(xo) — | est divisible par (Aj-kj+s)(kj-xj+zs) j = 1,..4,4S
ago Eo_)\j

ou
fCan —(R)ZEP _ 1 3 .0 (a OL(RR £ 9 1 3 RR]—
w2 17 Um-2 %z of GO Ry G (RRy) ZO st 1 ox_ 23
(2'7)ﬁ ¢ ¢
1 x ? 5 * ? d
Rifa) Gy * 1 55 Ry 3 Comtd * G L e B B
0=0 o =0 o o
\
avec
£
* - - 9 g 2 - 1
Ca1 %50 = By = ) g Ry g (BpR) T Ry gy
o=0 o o

Par ailleurs, on dit que Cm_Z(X,c) vérifie les conditions de
compatibilité (C) si en plus de la condition de divisibilité (2.6),

Cm_Z(X,g) vérifie :

. S C_ (X, (X,8),8)
s 1 m=2 ke 2 _
kzlck(x,a) S —5% X, =0
TT O gee) T T a9
j=1 i=1
(2.8) 3 s C (X, o(X,8),8)
m—2 k+S 2 _
1 Goo = 0
§=1 (Ak+s—xj) j=l (xk+S_xj+ZS)
£
L V(X,6) € @ x B-~ 0
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~ 1 _ /1y k+1 _
oli Ck(X,g) = (-1) l I (Aj An)

2 _ (1 k+1 _
Co(X,8) = (-1) T Oyehes)
j>n
j,nelk
I 2
avec Ik = {1,...,(k=1),(k+1),...,5} ; et Ck = Ck =0 si S =1 ou 2.
B Proposition 2.

Soit P(X,D) un opérateur de type Kowalewskien d'ordre m véri-
fiant les hypothéses [ﬁll et [ﬁzj. Alors, pour qu'il existe trois opérateurs
Qj(X,D) € Lo(mj,mj) (j = 1,2,3) respectivement, de symboles principaux

Rj(X,g) (J = 1,2,3) tels que :

[P(X,0)-0;(X,D) 0 Q,(X,D) 0 Q;(X,0)] & L*(m-3,m-3)
il faut et il suffit que :

D [K(X,0) = 3(a 50

0 n+SAn+ZS}Cn(X’§)]€O=An X X soit divisible par

=2 0O ) n=1,...,5.
n

n+S n_xn+28

2) Les conditions de compatibilité (C) définies par (2.6) et (2.8) soient

vérifiées par Cm_Z(X,C)-

Démonstration :

D'aprés la proposition 1, la premi&re condition est nécessaire.
e e . | .
Alors supposons qu'elle est véBrifiée. Il existe donc aj j =1,2,3

tels que

P 1) = qm_l(X,z) (X,2) € ]o,xo] « REr®l ~ 0.
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Ainsi pour qu'il existe trois opérateurs Qj(X,D) € Lo(mj,mj)

(j = 1,2,3) (resp.) de symboles principaux Rj(X,C) (j = 1,2,3) tels que :

[2(X,0)-Q, (X,D) o0 0,(X,D) o Q,(X,D)] € L (m-3,1-3)
. . . . . 2 .
il faut et il suffit qu'ils existent qj j=1,2,3 tels que :

-2 : £ £
¢ (%0 =P (X0 V(X,7) € J0,X ] x RO>®® ~ 0.

Ce qui est &quivalent & la résolution de

2 _ 2 v2 2
x C _,(%0) = RiR, q5(X,z) + R\Ry qy(X,2) + RyRy q,(X,2).

Puisque ce sont des polyndmes en Eo de degrés (m-2), cela

revient donc 3 la résolution des systémes d'équations suivants :

( ¢ (%,0) - [RR, §2(X,0)] j =1 s
Xotm-2 000G £ =x., 23 9 39 £ =\, 37 taeees
o "] o]
x2C___(X,1) = [R,R aix Y] i =1 S
om-2""%¢ =x. "3 928800 o A
o ]+S o ]
{
2 2 .
x°C  (X,0), _ = [R,R, q5(X,2)], _ j=1,...,m28-1
0 m-2 to >\_]'+ZS 1273 &0 Aj+28
V(X,8) € @ x gt ~ o.

’\42 0
Comme on recherche des fonctions qj dans C (QxinfR£ ~ 0)

(j = 1,2,3), on voit que la condition de divisibilit& (2.6) est nécessaire.

Supposons qu'elle est donc vérifiée.

2 . ~ .
- Les Ej (j = 1,2,3) étant des polyndmes en 50, le dernier

systéme de (2.9) se réduira 3 la résolution d'un systéme carré du type
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Van Dermande quivest bien déterminé du fait que les Xj+2$ (j =1,...,m28)
sont distincts deux @ deux pour tout (X,£) € § x Rz N 0, ce qui détermine

2

q3-

- Pour S =1 ou 2, E%(x,go,g) et ES(X,EO,g) sont des fonc-
ny
tions indépendantes de go, d'oli sous la condition (2.6) q% et E% sont

aussi déterminées sans aucune autre condition.

- . 2 2 s oz
- Pour S > 2, pour déterminer q et q, on aura 3 résoudre
deux systémes de S équations 3 (S-1) inconnues, ce qul nous améne 3 imposer
des conditions de compatibilité 3 1'aide du lemme 3 et qui sont exactement

les conditions (2.8) qui sont nécessaires et suffisantes.

Ce qui termine la démonstration de la proposition 2.

Remarques .

1. On peut trouver d'autres conditions suffisantes de 3-d&composa-
bilité que celles données dans la proposition 2, par exemple en donnant des
conditions suffisantes pour qu'il existe trois ?pérateurs Qj(X,D) € Lo(mj-mj)
(j = 1,2,3) respectivement de symboles princip;ux Rj(X,C) (j = 1,2,3) tels

que

[P(X,)-0,(X,D) 0 Q5(X,D) 0 Q,(X,0)] € L (m-3,m-3).

ALors on peut voir que dans les conditions suffisantes pour
1'existence de tels opérateurs, la premi&re condition de la proposition 2

est remplacée par :

)

1 . e .
[%(X,;) E’{An+S,An+zsAn}]g ., x xO divisible par (An_xn+s)(xn-xn+25

O n

(n=1,...,8) qui ne lui est pas équivalente.
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Donc, on peut donner autant de conditions suffisantes pour la
3-décomposabilité qu'il y a de fagons de composer les opérateurs Qj(X,D)

(j = 1,2,3), c'est-3-dire six conditions non équivalentes deux 3 deux.

2. Pour illustrer notre proposition 2, on considére 1'exemple
suivant qui a été déja donnée par K. Kitagawa - T. Sadamatsu [12].
Soit
3 h
P(X,D) = D> - (x2"D> + a x’D)D_~- (b xD> + C x.D_)
) o x o0x o 0 x ox
Alors d'aprés la proposition 2, si : k > 2n-1, j+k > 4n-2,
h > 2n-2, P(X,D) est bien décomposable, donc le probléme de Cauchy associé

P(X,D) est bien posé. On fait remarquer que dans [12] K. Kitagawa et

7

T. Sadamatsu affirment que si : k 3 2n-1, j >z n-1 et h 3 n-2, alors 1le

"probléme de Cauchy associé @ P(X,D) est bien posé et d'un travail de

Tvrii [ll] ils déduisent que ces conditions sont aussi nécessaires.

3. Aprés cette remarque, on est tenté de dire que les conditions
de LIZ] sont plus faibles que les conditions suffisantes de 3-décomposition.
C'est un fait pour 1l'exemple précédent, mais, en général cela n'est pas vrai
et on peut citer d'autres exemples oll notre éondition de 3~décomposabilité
est plus faible que celle de [12]. En particulier si dans la proposition 2
S =1o0u 2 (cas oli il n'y a qu'une ou deux racines de multiplicité trois)
on n'a besoin que des deux conditions de divisibilité (2.4) et (2.6), faisant
intervenir respectivement Pm_l(X,g) et Pm_z(X,c), pour que le probléme de
Cauchy associé &3 P(X,D) soit bien posé ; par contre dans [12] on a besoin

de trois conditions de divisibilité& pour affirmer cela.
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CHAPITRE 111

PROBLEME DE CAUCHY POUR LES SYSTEMES D'EQUATIONS

FAIBLEMENT HYPERBOL-IQUES

§.1 - Opératewrs matrniciels v-décomposables.

Dans ce paragraphe on va étendre la notion d'opfrateur v~décompo-
sable, donnée dans le cas scalaire, au cas matriciel. On utilisera les notions

dé&ja introduites au chapitre I sans y faire référence.

] *
Soient m, t et v dans N avec m > 1, v g t.

On considére h(X,D) = [hg(X,D)]A B*T une matrice (mxm) d'opé-
rateurs différentiels en X, et pseudo-différentiels en x d'ordre t. ‘<;?i)
On dit que h(X,D) est de type kowalewskien si : \ﬂﬂx
t-1 . .
_ nt 1y y (£=3) J
h(X,D) = D I_ + jéo h (X,D_)D

ol Im désigne la matrice identité (mxm), et h'(t—j)(X,Dx) sont des
matrices d'opérateurs pseudo-différentiels en x d'ordres (t-j) dont
les symboles, dépendant du paramétre X € [O’Xo]’ sont de classe
c ( [0,x ], stiRbat < o).

Solent s € R et k e N avec k ¢ t.

On note L;(t,k) 1'espace des matrices (mxm) d'opérateurs
de classe Ls(t,k).

o . . -
Par Lm(t,k) on désignera l'espace des opérateurs

o . e .
h(X,D) € Lm(t,k) dont la matrice caractéristique

m

= [uB I
H(X,C) = [HB(X,z,)JA’B=1




- 50 -

5 vérifie H,(X,0) 20 si A#B  ABe {l,...,m} et Hy (X, 0)

(A=1,...,m) sont des polyndmes en 7 de degrés t, strictement hyperbo—-
‘»
|

liques suivant la direction N = (1,0,...,0) et de classe Bm(Q) en X.
e —

2

La partie principale de ces opérateurs est diagonale.
B Définition 1.
Soit h(X,D) un opérateur matriciel de type kowalewskien

d'ordre t. On dit que h(X,D) est v-décomposable si : il existe v opéra-

1. = t, tels que :
1

he~c

teurs . (X,D) € LO(T.,T. i =1,...,v 3 avec
QJ)mJJ)J ;

[h(X,0) - Q[(X,D) o ... o Q, (X,0)] e LY (t-v,t-v) .

Aprés 1'introduction de ces opérateurs v-décomposables, on va

donner les normes sur les espaces de Sobolev

n . .
Ho@)™ =[N 8lo,x], 85 Iw@h)" 18] [10]
“'n,S 3=0 o

Pour neWN, S e¢ R (avec un abus de notation) on note :

pour U= W)Y e [c”([0,x_],DE& )"

m
HIDnU(XO)H|S = I|DnU(xo)||S = Z

.

n —
j=1 Ilo UJ'(XO)HS -

VXO € [O,Xo] .

m
k
] jZ o I'Douj(xo’.)”S+n—k

1 Og<ksgn

L'intégration de cette expression sur [O,XO] donne une norme Equivalente

5 m
3 la norme usuelle sur [Hn,S(Q)] [10].

Rema@_q ue.

I1 est évident qu'on a la continuité des opérateurs matriciels

différentiels en x, et pseudo-différentiels en x sur de tels espaces.
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[ Lemme 1.
Soit h(X,D) € L;(T,O), alors : pour tous ne N et S e R

]C > 0 tel que :

VU e [¢”([0,x_1,0&)I"

n+1-1
Ul )| < el D

d -1
g)—(;( ||p"* T ) llg + 1P AW ) |l

Lp.p. [O,XO].

Preuve :

Soit U = (uj)j=T € [Cm([Q,XOJ,D(RK))]m. On pose :

m
Us=f£f=(£.).
h(X,D) (£

Comme h(X,D) € L;(T,O) on pourra écrire :

m
T -1 .
* h., .(X,D)U, = £, - h, . (X,D)U (X = lyuue,
(*) 5, ;DU = £, kzl 5D ® 3 m

-~

oll h; j(X,D) sont des opérateurs scalaires de type kowalewskien d'ordre T
?

strictement hyperboliques suivant la direction N = (1,0,...,0),

hr__/

(j =1,...,m), et hg_;(X,D) des opérateurs scalaires d'ordre (-1
b
(Gsk e {1,...,m}).
Ainsi en appliquant la propriété 4.1 du chapitre I aux opérateurs

h; J.(X,D) on obtient : pour ne N, S e R HC > 0 (indépendante des Uj)
?

tel que :

n+t—1

n+t-1
us (x) | < ctlip

d n, T
E;( ||D Uj(xo) Hs + ||p (hj,j(X,D)Uj)(xo) HS}

pP-P-. [O,Xo].
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Les h; ;(X,D) étant des opérateurs d'ordre (t-1), alors

de (*) on déduit : 30 > 0 (indépendante des U, j=1,..

.,m) tel que :

n T n
b hj’j(X,D)U}(XO)IIS < c{||p fj(xo)llS + )

n+t-1
T ) )

N~:g

on € [O,XO].

En reportant cette estimation dans 1'inégalité précédente, on

aura

d -1 -1 T -1
I Ml | <t D™ s ey Mg+ T DT )

S ' ko HS.+
k=1

n .
+ ||D fj(xo)l|s} p.p- [O,XO] j=1,...
Ainsi :

d n+1-1
I e ig)|

N

T | d -l
b e e N | <

m

o n+t-1 n
. ] }
c{jzllln “J(Xo)1|s + jzllln fJ(xo)||S

N

PP [O,XO] .

Ce qui achéve la preuve du lemme 1.

Avec la méme démarche que pour la preuve du lemme 2 du chapitre I

on peut montrer le lemme suivant :

Lemme 2.
Soit h(X,D) € L;(T,k) (k < 1), alors pour tout ne N, S € R,
]C >0 tel que : W e [Cm([O,XO],D(RK))]m

B _ n+kl]Dn+T_jU(x ) ”2
__g__( ||Dn+’1’ IU(x ) HZ) SC{ HDn+T 1U(x ) H2 (o]

S
dx " 'S st .l 7741 +
© j=0 X
n 2
N + x| (h(X,D)U)(xO)||S} p.p- [0,X] .
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Ainsi, en reprenant exactement les calculs faits pour le cas
scalaire (Chapitre I) en se servant de ce lemme on peut montrer le thé&oréme
suivant :

Théoreme 1.

Soit h(X,D) un opérateur de type kowaslewskien d'ordre 1,
v-décomposable ; alors pour f ¢ [cm([o,xO],H+w(m£))]m, ¢j € [H+W(R£)]m
j =0,...,7-1 données ; il existe U e [Cm([O,XO],H+w(R£))]m unique

tel que :

h(X,D)U(X) = £(X) VX e @

(1)

DJu(0,%) = 05(x)  Vxe ’Y $=0,...,(t=1)

de plus U 'vérifie les inégalités d'énergies suivantes : pour n e N, S € R,

JC >0 et N eMN (indépendants de U) tel que :

-1

n+T-v 2 ¢ 2 2N+7+n+1 2
1D Uz llg < C{jio||¢jHS+2(N+T)+n—j I £00) [Ig *
(o
+N+1 2
* 10" ey || dey ¥x e [o,x 1.

Remasique.

Dans le cas oii h(X,D) est v-décomposable avec les Qj(X,D)
(j = 1,...,v), figurant dans la définition 1, de classe L;(Tj,O) (3=1,...,v)
la preuve du théoréme 1 est alors beaucoup plus simple, et la solution U
de (1) vérifie les inégalités d'énergies suivantes : VnelN, SeR HC > 0

(indépendante de U) tel que :

n+T—vu T;l
HD (Xo) HS < C{’L
3=0

X
+ J ° lIn(e) [lgdet  Vx_ e [0.x ]
0

n-=y
165 Wgpmpeaymger * 1D77VECO) IIg +
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§.7 - Etude du probléme de Cauchy pour un systéme d'Bquations d caractinis-

tiques de multiplicitis variables au plus double.

Dans ce paragraphe on va &tudier un probléme de Cauchy plus

concret, et celd en se basant sur le théoréme | pour conclure.
Hypotheses. 23, [4].

Soit h(X,D) un opérateur matriciel (mxm) de type
kowalewskien d'ordre t ; on note par H(X,z) = [ﬁg(x,g)]A B_T sa matrice
,B=
caractéristique au sens de Cauchy-Kowalewki ; H(X,z) vérifie les hypothéses

suivantes :

[H1] : son déterminant det H(X,z) est une fonction polynomiale

en ¢ possédant la décomposition en facteurs Hj j=1,...,0 noté:
v, v
det H(X,2) = [B;(X,0)] ~ x ... x [B (X,0)]

oll les Hj(X,;) sont des polyndémes en ¢ irréductibles sur R[g] et de

classe Bw(Q) en X tels que :
inf{mj(x,lx)] , Xe Q} >0 j=1,...,0

oli pour tout X e 9, I désigne le co-vecteur de coordonnées (1,0...,0).
X —

i *

o
Le radical caractéristique sera noté par R(X,z) = | Hj(X,g),

.

i=1
et on suppose

[Hé] : il existe 1,5 € IN avec 25 < 1 tels que

T .
R(X,2) = R(X,1) [ | (g -p)(X,£))
j=1

£

ol les pi € Cm(QXR N 0), homogénes d'ordre un en & , (j=l,...,1), sont




_55_

distincts deux 3 deux sauf pour les couples (j,j+S) j =1,...,5S pour

lesquels H(XJ,EJ) € kaﬂ ~0 tel que :

Jeed £y 2 3¥S.gd 4]
p (X7,8) = p_ "(X1, &)

et
j+S
o

i £
pi Ep sur Q@ xR ~0

De plus on supposera que :

inf{|p)(X,0) - pJ(X, 0|, Xen |gf =150

pour j # j' dans {1,...,5} et dans {S+1,...,7}.

Dﬂj] : Pour tout X e Q@ fixé et j ¢ {l,...,0}, dans 1'anneau
principal ¢. localisé de IR[Q] par rapport a 1'idéal premier défini par
H., dont les &l&ments sont les fractions & dénominateur non divisible par

Hj dans R[c], on a la forme réduite suivante de la matrice H(X,z) 2

1'aide de ses facteurs invariants

D'aprés cette hypothé&se [HBJ, si on note par A' = A'(X,z) 1la
matrice des co-facteurs de H(X,z) dans le développement de det H(X,Z),
alors il existe A = A(X,z) matrice (mxm) de fonctions, polynomiales

en ¢, et de classe Bw(ﬂ) en X telle que

o} v.-1
a0 =TT [B,x,0)] J.a
j=1
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et AH = HA = R(X,C)'Im

Dl] : AI(X,C) . #0 pour j =1,...,8 et
4 : £ =p) (X,8)
o o

(X,8) € Q x RK ; de plus on suppose que les pg, i=1,...,25 ne peuvent

étre racines que des Hk tels que Vi = 1.

Remasnque .
L'hypothése [HA] est introduite seulement pour pouvoir donner une
condition scalaire suffisante pour que le probléme de Cauchy (1) soit bien

posé.

Considérons le probléme de Cauchy associé a h(X,D)

h(X,D)U(X) = £(X) YK e @

(nH . P : .
D‘(])U(O,X) = 0, ¥x € R i=0,...,(t=1)

avee £ e [C°([0,x ], B @®D)]"
o5 < Bf“%mz)]m jo=0,...,(t=1)

Soit a(X,D) = a un opérateur matriciel (mxm) d'ordre (t1-t)
et de matrice caractéristique A(X,z). En s'inspirant de [4], on réduit 1
1'opérateur h(X,D) d'ordre t et de symbole principal H(X,z), & un opé-

rateur différentiel en X et pseudo-~différentiel en x, d'ordre T : t

R(X,2) 1

. au s
R(X,IX) n de type scalaire ( facteur multipli

et de symbole principal

catif Im prés) en faisant dans (!) le changement de fonctions inconnues

et en posant : k(X,D) =k = 1 h(X,D) o a(X,D).

RKGTY



- 57 -

Le probléme (1) se transforme en :

£ '
(21) kV =m = f
X
) .
(2,) [—_T (a V)] = ¢. j=0,...,(t=-1
2 BXJ x =0 J
[s) o]

Comme A(X,IX) est inversible, on peut résoudre les &quations

J
(22) et calculer ¢ (x) = —QH-V(O,X), j = 0y...,(t=1) en fonction des ¢j
J 9xX
o

j =0,...,(t-1) (cette résolution n'étant pas unique).
Les fonctions wj (j = 0,...,(r=1)) @&tant ainsi calculées,

on obtient un nouveau probléme de Cauchy (2) et la proposition suivante.

Proposition 1. [4)
Le second membre f de (1) é&tant choisi dans
oo o°] +co
[C ([O,X ],H+ GRK))]m et les données initiales ¢. dans Bl (RK)]m
o ]
j =0,...,{(t-1). On peut déterminer des données initailes wj € [H+wGR£)]m

(3 =0,...,(t-1)) en fonction des données ¢j (j = 0,...,t=1) telles

que pour toute solution V dans [dw([O,Xo],H+w(R£))]m du probléme :

kV £! dans @

(2)

DIv(o,) =, 5= 0,...,(-1)

]

U=aVle [d”([p,xo], H+w(R£))]m soit solution de (1).

D'aprés 1'hypothése [H3], la matrice caractéristique de k(X,D)

est

_ R(X,0) 1 _T ]
(3) K(X,z) = ﬁ?i:f;j Im = j=£ (Eo pO(X,E))'Im
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Ainsi si on pose aj = Do—pi(X,DX), Jo=1,.00,1 avec
pg(X,DX) 1'opérateur pseudo-différentiel en x de symbole pi(X,g). On

peut écrire k(X,D) sous la forme :

[l

(4), = k(X,D) = (3, 0 ... 03 )Ty + C__,(X,D)

ou (4)2 : - k(X,D) (8T 0 ... 0 a])Ln + CT—I(X’D)
ol CT—I(X’D) est un opérateur matriciel (mxm) différentiel en X et
pseudo-différentiel en x, d'ordre (¢-1) ; par C:~I(X,g) on désigne le

symbole principal de CT—I(X’D)’ Ainsi

Proposition 2.

Pour que (2) soit bien' posé&, il suffit que dans (4)] ou (4)2

xoci_l(X,g) . soit divisible, dans la classe des matrices de fonctions
€6 Po '

¢“(@®" ~ 0), par (pl-p

.

i+s

QRO TR TOUONE

Rem ue.

Cette proposition 2 généralise la proposition 2 de DJ.

Preuve de la proposition 2.

Pour montrer cette proposition, 1l suffit de montrer que cette
condition est suffisante pour que k(X,D) soit 2-décomposable.

Considérons 1'expression (4)1 .

i.e. k(X,D) = (31 0 ... 0 BT)Im + CT-I(X’D)'

On va montrer que sous la condition de la proposition 2, il

existe deux opérateurs matriciels (mxm)

|
QIKX,U)
O ... O BS)Im + —

2,(X,D) = (3
’ (o]

1
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et |
qz(X,D)

X
(o]

0,(X,D) = (3g,, © ... 03 )y +

oli qi(X,D) (respectivement q;(X,D)) est un opérateur matriciel d'ordre

(8~1) (respectivement t1-S-1), tels que :
[k(X,0)-Q,(X,D) o Q,(X,D)] € Li(T-Z,T—Z)

cette relation s'écrit

q;(X,D) qi(X,D)

[CT_I(X,D)-a1 0 ... 03,0 % - % 0 Bgyq O +ve 3

1 1
q(X,0)  q,(X,D) )
- ) 1 e L(z-2,7-2).
X X m
o 0

Ainsi pour qu'il existe de tels opérateurs QI(X,D) et QZ(X,D),
il suffit qu'il existe deux matrices qi(X,;) et q;(X,C) de fonctions de
Cw(QxRsz ~ 0) polynomiales en Eo (respectivement) de degré (S-1) et

(1-S-1), et homogénes d'ordre (S-1) et (1-S-1) en ¢, telles que :

T

(5) _1 %0 = ——[ AJ-q2<x o)+ Bita, 1(x,0)]

=5+1

£ L 3

V(X,z) € ]O,XO[ x R xR xR ~ 0 avec Aj = go—po (j =1,...57). Etant en

présence de polyndmes en go de degrés (t-1), alors (5) sera équivalente 2 :

( XOC:—I(X’C) | (P P, “) q Lex, c) . (5 = 1,...,9)
j _J
g —p k 9+1 =p
O o
(6) < XOC:_I(X,C) 3 l (p> -po) qZ(X,c) ; jo= (S+1,enast)
€O=p0 k=1 gozpo
v L
L (%,8) ¢ @ x R™ N 0.
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Comme q}(x,c) est une matrice de polyndmes en EO de degré (S-1), alors sous

-
-~

la condition de la proposition 2, la 1°7€ partie de (6) revient & la résolu-

. 2 - . . = . . .
tion de m"~ systémes de S &quations a4 S inconnues tous résolubles puisque

ce sont des systémes du type Van Dermonde dont le déterminant de la matrice

principale est | o3P # 0 Yx,0) e 2 x RO~ 0 d'apras [1,].
i<k
k,je{l,...,S}

Ainsi la condition de la proposition 2 est suffisante (aussi néces-
. ~ . 1 . ‘e ‘s
saire) pour déterminer ql(X,g). Par ailleurs la condition de la proposition 2

est équivalente 3 :

0 P j+s _ .
xoCT—I(X’C) divisible par (po po) j=1,...,8

—pJ*S
EO p0

-~ ~ . . . 1 P
d'oli avec le méme raisonnement on peut déterminer qz(X,;) vérifiant la
deuxidme partie de (6) ; ce qui montre que la condition de la proposition 2

relative au développement (4), est suffisante pour que k(X,D) soit

1

2~décomposable. Le méme ralsonnement reste valable pour (4)2 ; et pour ter-
miner la preuve de la proposition 2, il suffit d'appliquer le théoréme 1.
Ainsi une condition assurant 1l'existence d'une solution du probléme (1) est :

Il existe un opérateur a(X,D) de matrice caractéristique

A(X,z) tel que k(X,D) = h(ﬁzg);a§X,D) vérifie une des condi-
R(X, Iy

tions de la proposition 2.

Unieite de La solution du probféme (1).

L'adjoint de 1'opé&rateur h(X,D) = (hi j(X,D))i j=T est égal

4 la matrice transposée des opérateurs adjoints de chaque &lément

. * T _ *
i.e. h (X,D) = (hi,j

m
i,j=1

(X,D)) . D'autre part, pour que la solution du
probléme (1) soit unique il faut et il suffit que le probléme adjoint ait

toujours une solution.
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ie. VEe [éﬁ[o,xo],ﬂ+w(mt))]m, b € E@HT™ 5 =o0,..., 1)

HV e[Cm([O,XO], H+m(R£))]m tel que :

W (x,D)V = £
n 3 _
DOV(XO,-) = ¢j i =0,...,(t=1)

PP * . P
D'aprés la définition de h (X,D), sa matrice caractéristique sera

T
H!‘E = H*(XaC) = ”[H(X,C)]

7 Taw® = "aTn = Tua) = Teamy = 8% TA = R(x,0)Im

et de DH1] on déduit que TA(X,IX) est inversible.

Considérons b(X,D) un opérateur de matrice caractéristique

B(X,z) = A(X,z)

On pose :

*
' h™ (X,D) o b(X,D)
k'(X,D) = 2 2
R(X,IX)

Proposition 1 bis. [4]

Le second membre f de (1)* étant choisi dans
Ee([O,Xo],H+w(R£))]m et les données ¢j dans [H+w(mﬂ)]m j = 000, (t=1),
on peut déterminer des données wj € [H+w(mz)]m j =0s.e..,(t=1) en fonction

des ¢j (j =0,...,(t=1)), tels que pour toute solution U dans

[dm([oaxo]sﬂ+m(mk))]m du probléme :

£
A

f k'X,DU = £f' = ———
R(X,Iy)

2)*
O,...,(1—1)

N Y = .
DOU(XO, ) wj j
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Lv = b(x,D)U e [c7([0,x ], 1 @) )™ soit solution de (1)*.
D'aprés (7), on peut écrire k'(X,D) sous la forme :

(8) k'(X,D) = (3, 0 ... © BT)Im + CT—I(X’D)

1

ou

(8)2 k' (X,D) (aT 0 ... 0 3L+ CT_I(X,D)

Proposition 3.

Pour que le probléme (2)* soit bien posé, il suffit que dans

le développement (8)1 ou (8)2 de k'(X,D), xocg_l(X,C) ; soit divisible
.. €0=PO
{par (Pi—Pg+S) j=1,...,5 dans la classe C (Qx® ~ 0).

L

La preuve de cette proposition se fait d'une mani&re analogie
d celle de la proposition 2.

Aprés cette proposition, on va donner une condition suffisante
pour que le problé&me (1) soit bien posé.

On dira que h(X,D) vérifie la condition (D) si :

¢ I1 existe deux opérateurs a(X,D) et b(X,D) respectivement

de matrice caractéristique A(X,z) et TA(X,C) tels que :

(D) 4

k(X,D) (resp. k'(X,D)) vérifie une des conditions de la

L proposition 2 (reps. Prop. 3).

Proposition 4.

Si h(X,D) vérifie la condition (D), alors pour tous
£e [c"(fo,x], gt &)1, o P @®HI™ 5= 0,...,(c-1) 3 i1 existe

Ue [Cm([O,XO],H+(R£))]m unique telle que

h(X,D)U = £ sur §

(1 DgU(O,-) =5, sur gt 5 =0,...,t=1)
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Cette proposition est un corollaire direct des proposition 2 et 3.

Re formubation de La condition (D).

On note

= = A m 3 - ]
* H_,X,z) =H_, [(Ht-l)B]A,B=l’ la partie homogéne d'ordre

(t-1) en ¢ du symbole h(X,z) de h(X,D)

il
m . £ 9 H
1 k 1 .k
* KX,2) =K= 7§ {[@_»-= 17 ] A, AT -
3,K=1 t-1"k 2 020 agaaxa ] ]
1 i1 |k
5 Hk{Aj’ AI}.}
Le polyndme sous-caractéristique de 1'opé&rateur h(X,D) [23]
; T . K
« o) = T T 0Jxe) - p (X8)) i= 1S,
k=1
k#j,j+S
* Lj(X ) = - = R(X,I )'AI-Cj(X £)-{A.,A }
e s 2 *TX 1 H j’ j+S £=J
o Po
j=1,...,8 avec e = %I,

La proposition suivante et sa démonstration sont inspirées de

la proposition 5 de [4] *)

- Proposition 5.

XOL%(X,E) (respectivement xOLil(X,i)) est divisible dans

la classe des fonctions Cm(QXRg'\ 0) par (Pi‘PJ+1

o ) j=1,...,5 siet

seulement si : il existe deux opérateurs a(X,D) et b(X,D) de matrices

caractéristiques A(X,z) et TA(X,c) tels que dans (4)l et (8)2

* . . . . - ~ . P
(") Je remercie M. D. Gourdin de m'avoir communiqué les démonstrations détail-
lées de cet article.
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(respectivement (4)2 et (8)9 C:_I(X,Q) ; est divisible par
£ =P,
3pd*8y 5 -1,.s ’
(po Py ) j = 1,...,8.
Preuve :
Nécessité de_la_condition (D).
On a :
4y, h(X,D) o a(X,D) _

1 (81 O ... O BT)Im + CT~1(X,D)

R(X,IX)

si on désigne par AT_t_l(X,Q) la partie homogéne d'ordre (t1-t-1) du

symbole a(X,z) de a(X,D), on aura :

ji>k o
jokell,onn,t) y=1

Par un calcul simple on peut montrer : pour o € {0,0..,2}

\2x 2, AN T
agaaxa(x’g) = R(X,1y) ij ata k. ik AY] ¥
kyje{l,..., 1} y=1
2
By B T T At 1
* ) Ge s« 1] AYI )l 3Eem I Av]
k<j o o Y#3,k k=1 ata |y
Kyjell,nnn,t) y=1 e
b w1l o [ag T 8]
+ 2 [R(X,I.) —_ . A
x TX Gl % vk Y
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d'ot pour ne {1,...,S}, o€ {0,...,£} Efg € Cw(Qfoz ~ 0) tel que
dA. BAk T )
R(X,1,) ) TJ [T a -
k>j u’ Y#j ’k Y E =pn
k,je{l, ..., 1} v=1 o
2 T A 3A
1] 3R n n+S
= S&E—— (X,0) + R(X,Ip) l G =% -
2 agaaxa X y#n,n+8 Y aga axa
v=1
_ aAn BAn+S] + ( n_ n+S)fn
9X 13 _.n o} po o
a o JESZP

Ainsi :

I1 existe a(X,D) tel que dans (4)l X C:—I(X’C)

soit

£.7P
o o
divisible par (pg-p2+s) (n=1,...,8) si et seulement si : il existe une
matrice A telle que :
-t-1
£
(%) 3 .9 _1 aR(X,c)
< x (HA _ _ +H_ A+ z [85 H - 5 A 2 5%, ax Im]
a=0 o
- % R(X,Iy) | | A {A AL }} soit divisible par (pn_pn+S)
n o
v#n,n+S 0 =P,
y=1
. n =1, »S
Comme H A = R(X,;)Im, alors :
£ 2 L
}[3H°3A—l aR((,)] __l_;[aH 3 A aH.aA]_
0=0 aga axa 2 8¢ axa 2 0=0 98 ox ox Bga
L 2 2
1 3 H A
-5 2 [ A+H . ]
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D'oll si on utilise cette &égalité dans (#) et si on multiplie 3

gauche par A(X,z) n° ©0 prenant le terme de la lére ligne et de la
£ =p
o o0

l&re colonne dans l'expression finale et en tenant compte du fait que

n e L
An(go_po) = R(X,) 0 - 0 on déduit :

&P
(s'il existe a(X,D) tel que dans (4)1 xocf_l(x,c) n soit divisible par
g =p
n n+S ° o0
(po—p0 ) n=1,...,8 alors :
v ko1 Y o1 d 9 3k
x LV fa@ D3 A+ 7 A EH) AT - H = A -
- L s T I R b T T A P T
(9 .
& L ! 1 T
-3 I Ay A _n g RGIp e e T a0 o)
a=0 a o £ =p : y#n,n+S £ =p
(e oo
y=1
k est divisible par (pg—p2+s) n=1,...,S.
Comme A H = R(X,z)Im, on peut montrer que pour n e {l,...,S}
et a e {0,...,2} Hfz et gz dans Cw(QXRg ~0) telles que :
m m BAI
. . . +S
7 ) I R Y + (pM-p™) £ et
21 d aga k', _n i21 k aga £ = n o, o
J % Ps J o Po
m .
1 3 ..] =__9 j 2 i + (g M*Sy n
5 l:Aj ox k] _n f [Hk ox J] _ (po P ) g, -
j=1 g=p, J=1 £,"P,

Ainsi si on reporte ces égalités dans (9), en tenant compte de

1'expression du sous—caractéristique K on aura : pour qu'il existe a(X,D)
tel que dans (4) x €° (X,2) soit divisible par (pn_pn+s)
1 o 1-1 £ = n o
o Po
n=1,...,5 11 faut que :
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1.1 L e e e
XO[K(X,C) -5 A1 R(X,IX)-{An,An+S} AY] soit divisible par
yY#n,n+S £ =p”
y=1 o po
n n+S

(po—pO ) n=1,...,8.
Ce qui aché&ve la preuve de la nécessité.

Suffisance de La condition (D).

On se contentera de montrer que si xoLi(X,c) est divisible

. ihs
(pJ-pJ )

Py j=1,...,8, alors il existe un opérateur a(X,D) de

par

matrice caractéristique A(X,z) tel que dans le développement (4)l de

k(X,D)oa(X,D)

n+l)
R(X, )

k(X,D) = o

o P n

xoCT_l(X,C)g _n est divisible par (p_-p
o Po

n=1,...,5 ; et par le méme calcul on peut montrer qu'il existe un opé&rateur

b(X,D) de matrice caractéristique TA(X,z;) tel que dans le développement

h*(x,D)ob (X,D) o
L = [ [y . . .
(8)2 de k'(X,D) R(X,T.) , xoCT_l(X,c) _ est divisible par
) X go_po

n__n+S§ =1 S

(po P, ) n=1,...,S.
D'aprds (%) (page 65 ), le probléme est de déterminer une matrice

AT_t_l(X,c) dont les &léments soient dans Cm(QXRXRK ~ 0), homogénes d'ordre

(t-t-1) en ¢ et polyndmes de degrés (t-t-1) en Eo telle que :

£ 2 R(X,I.)

) ) . 97(HA)Y _ ’*X

XA A+ ] G g 8- gey 7
a=0 o o o o

n
{An,An+S}C Im}
£ =p_

o "0

+S

est divisible par (pg—pg ) n=1,...,8.

m

A.B=1 la somme des quatre derniers termes de cette
,B=

Posons (Lg)
expression (B désigne le numéro de la colonne) ; on voit qu'il est suffisant

de montrer que si 1'on fixe B dans {l,...,m} on peut trouver un vecteur

C

((a )B) tel que :

T=-t-1 c=1
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A= 2,...,m et

divisible par (pz—pz

+S5

)

I,...,S.

On va montrer que cela est possible si XOL?(X,E) est divisible

(T A c . A
Z EHC(AT—t—l)B * LB] _n =
c=1 go—po
(lo)ﬁ .
1 o 1
x [0 meA_ g+ Lgl
c=1 £ =
o}
n n+S
par  (p,~P_

) n=1,...,5 ; mais avant on fait les rappels suivant sur les

co-facteurs en utilisant les notations de J. Vaillant [?a et la convention

de sommation d'Einstein.

Soit n e {1,...,8}, on a :

o v.=-1
'T @) 1 Ai. D'oli de 1'hypothése [H4] on déduit :
=1
A m
[det ®). ) 0 #0 V(X,£) € @ x R
C A,C=1 ¢ =p_(X,£)
. . . . 1 -
par suite, si on choisit dans (10) EAT_t_l(X,C)]B n =0
. 6P
Alors la solution du 1*®T syst@me d'équations de (10) sera :
P 1 _ L _
[AT_t_l(x,c)]B o 0 QxR ~ 0
£67Po
(11) ﬁ . .
[AT_t_l(X,c)]C = —E—lT a 't 1A C
L B|g _n A" A B, _n
o Po o Po

det {(H‘i‘)A ) ‘“] =2
C/A,C=1

Si E # A Hi A'ig = A'i Gg (6§ le symbole de Kronecker)
v o
ATl A -y A = ALY det H

Cette dernidre identité est dite de Jacobi.

QXRz ~ 0.
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En reportant les solutions (11) dans la derni&re expression

de (10). On aura :

1 C 1 _ 1 1 ,1C _A
Xo[:HC(AT-—t—l)B * LB] _.n - X [ - A.1 Hé A IA LB]g _.n *
go Py 1 o po

+ x [Ll] = x [————1 @! A 1C 1A 4 vl Ll] =

o~B _.n o A,1 & Al B 1 B-g _.n

Eo po 1 o po
_ 1 1A
- Xo[A,l Ap bl
1 oo

A . ‘s Sy -
En remplacgant LB par leurs expressions et en utilisant 1'identité de

Jacobi on aboutit 3 :

1,1 n 1
K - 3 AR, I (8,8, )C (X,c))AB] .
2

)C + Ll]

1
x, [ (A B B

=t=1

n n+S,.n
o p0 )fB

+(p

S) alors on

Ainsi si X L?(X,E) est divisible par (pz—p2+
peut déterminer (AT_t_l(X,pZ(X,g),g))g qui vérifie (10) et par suite
on peut déterminer AT_t_l(X,go,g) tel que (10) soit vérifié&, ce qui termine
la preuve de la suffisance de la condition (D).

Pour xoLil(X,g) les calculs sont exactement les mémes.

Ainsi : on dit que ''la condition de Levi généralisée' est vérifie si :

X LJ(X,E) est divisible par (pJ—pJ+S) j=1,...,8.
o1 oo
ou XOL_%(X,E) est divisible par (pi—pi+s) j=1,...,8.
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et on aura :

Théoneme 2.
Si la "condition de Levi généralisée'" est vérifiée par

h(X,D) alors : Vf e [cm([o,xO] ,H+°°(IR£))]m et ¢, ¢ [H+°°(1R£)]m

j=0,...,(t=1) ; HU € [Cw([O,XO],H+w(RK))]m unique telle que :
£ sur Q

h(X,D)-U
(n { 2

DgU(O,-) 5 sur R i=0,...,(t=1)

L[}

Remarques.
1. Dans le cas oii h(X,D) est tel que : Vj e {1,...,S}

afj € Cm(QxRK'\ 0) tel que :
Jx,e) - pI*S,e) = x £ (4,0) V(x,£) € @ x RO~ O
pO b pO -] Oj ’ s

avec fj(X,E) # 0, Y(X,8) € Q x R£ ~ 0 alors le probléme de Cauchy
associé 2 h(X,D) est bien posé d'aprés le théoréme 2, ce résultat ne

pouvait &tre déduit de [4].

2. Dans [18], pour donner la condition de "Levi généralisée'" (2)
(p.767) affaiblissant la condition de Levi (1) (p. 767), Y. Ohya suppose
1'hypothése suivante : (pi—pi+s) divisible, dans la classe des fonctions
Cm(QXIRK ~0), par X - Cette hypothése n'est pas vraiment nécessaire, c'est-a-
dire que sans cette hypoth&se la condition (2) est plus faible que la con-
dition (1). Pour s'en convaincre, il suffit d'exhiber un opérateur scalaire
P(X,D) d'ordre deux (sur [O,XO] x R) & caractéristiques de multiplicité
variable, ne varifiant pas 1'hypothése précédente et tel que la condition
de Levi généralisée soit vérifiée sans que la condition (1) le soit. Par la

méme on aura montré que notre condition de Levi généralisée est plus faible

que celle de [4] méme dans le cas oli aucune racine caractéristique n'est
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de multiplicité deux sur 1'hyperplan des données de Cauchy (on utilise le
fait que ¢’ n'est pas intégre).
Soient Kj = R x E—j,+j] (g =1,2,3), et fl’f2 deux fonctions

de »Cw([b,Xo] x [R) 1indépendantes de x o’ telles que

fl(X) = fl(x) ={0 sur K2
1 sur [K3
fZ(X) = fz(x) =10 sur [Kz
1 sur K1
Alors £, £, =0 sur Q= [O,Xo] x R. Considérons 1'opérateur suivant :
P(X,D) = DY = ((x +£ )D)D_+ P (X,D)
’ o 17770 1

o

donc ses racines caractéristiques sont

AI(X,E) = (xo+f1(x))£ et Ay =0
d'ol (AI-AZ) n'est pas divisible par X dans C (xR ~ O) par aileurs :
1 of, 3
K(x,z) = PI(X,C) +5 g(1 4+ 5;—9 * 38 3w
d'ofi :
1 1 Bfl
L(Xac) = K(X’C) + _Z__{AI,AZ} = P](X,Q) + 'E go . -—-3—)-(-

Comme on sait que la condition de Levi généralisée (2) de []8] est

quivalente 3

x |K(X,2) + + {b ,8.} divisible par (A, -\.)
o 2 1272 de = 1
' >0 1

2
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et que 1'on a :

1 of
e o XO[PI(X’C) t2 b _355} N
o M EoM

(o]

1
x [K(x,o + 5 {AI,AZ}}

of
. . . _ 1 1 - .
alors si on choisit PI(X,Q) = §~£0 5% + £ - f2' La condition de Levi

généralisée est vérifiée, car dans ce cas,

] — - . .
XO[K(X,C) * s {AI,AZ}:L N = XOE . f2 = (xo+f1) f2 £
o 1

Par contre la condition (1) de [18] ne 1'est pas.

i.e. [L(X,C)]‘g - n'est pas divisible par (AI—AZ) car sinon on aurait :
o

1
]g € Cm([O,Xo]XR) tel que

f20£=(xo+f1)ogo€

donc Vx e [-2,2] et x_ =0, x_ +f(x) =0 d'od VYxe [-1,1]] £,x) =0

ce qui est en contradiction avec la construction de f£

92"

Ainsi :

of
1y

P(X,D) = (DO-(XO+fl)D)D0 + £,D - 3% o

2

| —

vérifie la condition de Levi généralisée (2) de [18] sans vérifier la

condition (1) ni la condition de divisibilité& de XI—AZ par x_ dans

C (xR~ 0).
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CHAPITRE 1V

OPERATEURS FAIBLEMENT HYPERBOLIQUES BIEN DECOMPOSABLES

ET LE PROBLEME DE CAUCHY ASSOCIE (¥)

§.1 - Opdratewrs bien décomposables.

On considére P(X,D) un opératur de type Kowalewskien d'ordre m,

a caractéristiques de multiplicité variable au plus v < m. On suppose que

-

le symbole principal Pm(X,C) de P(X,D) se factorise sous la forme :
P k.
—rlr- i
Pm(X,C) = | (EO'K-(X,E))
j=1  i=l J

avec : 1 ¢ kl < k2 < ve. € kp = v, et les A; € Cm(QXRZ'\ 0), homogénes

d'ordre un en £ 3 valeurs réelles, telles que :

i) Vi e {1,...,p} E(Xj,gJ) € Q XIRK‘\ 0 tel que :
.. k., . . . k.
A;(XJ,EJ) = L... = AjJ(XJ,gJ), (sans que les (A;) J soient identiques
. i=1
sur € X!RE N 0).

i1) Vie {1,...,v}, (€ 21(x,6)) (ot I, =(j/k, 3 i})
jer, ©° 3 i ]

est un polyndme en EO strictement hyperbolique vérifiant :

inf {|A§(X,£)—A}(X,£)| , XeQ, gl =11>0 (1 =1,...,v)

j#3'
i>j'el;

Posons : ai =D —Ai(X D), oil Ai(X D) est l'opérateur pseudo-
-O8 . j Oj’X, j,X P P

différentiel en x de symbole A}(X,E) H

(#) Dans un travail qui sera publié ultérieurement [7], on &tend cette notion
4 une classe contenant 3 la fois les opérateurs v-décomposables et les
opérateurs bien décomposables matriciels, et 1'on résout le probléme de
Cauchy dans c7).
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i
m, = Card Ii’ M, = X m ie {1,...,v}].

Dejinition 1.
On dit que P(X,D) vérifie la condition de bonne décomposition
si :+ 1l existe des opérateurs Bj(X,D) (j =2,...,v) différentiels en X

et pseudo-différentiels en =x, d'ordre (M(j_l)-(j—l)) et de symboles

M., ~-(3-1
517470 MJ._I—(j—l)—k
) b, (X,8)(g) avec

B.(X,z) =
J k=0

o kK, L £ ) ,
b€ C ([o,xoj, ST(R =R~ \0)) k= 0,ee My ==,

tels que :

AY)
0...03" +
1 m

P(X,D) - (a}o...oal 0320...032 0...09
m m, s

1 !

+§. Jo...003 0...08%...00"
j=')BJ(X,D)BIO oam.o oalo oam )

3 v

Lfst d'ordre (m-v).
On voit que cette définition est une extension naturelle de la
notion de bonne-décomposition au sens de J.C. De Paris [3] inspirée par la
condition (C) introduite dans le cas d'opérateurs matriciels 3 caractéris-
tiques de multiplicité constante dans [5] et par un autre article [6] :

cette définition m'a &té& suggérée par D. Gourdin.

Théoneme 1.
Soit P(X,D) un opérateur de type Kowalewskien d'ordre m véri-
. .. .o w® 4o f
fiant la condition de bonne décomposition j alors pour £ € C ([Q,XOJ,H R,
+oo . . . . o . LA
¢j € H (mz) (j =0,...,m1) données,il existe U e C ([O,XOJ,H (RT))

unique telle que :

P(X,D)U = £ sur @
(D

DgU(O,-) = ¢j sur R j = 0,00.,(m1)
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L3

de plus U vérifie les inégalités d'énergie suivantes

Ya e N, s € iR, ;]C > 0 tel que on € [O,Xo].

X

ey c e+ [ DRy |l dn)
i s o s )

m
utx) Il < c{j

-1
I N -

.

Preuve :

La preuve de ce théoréme repose essentiellement sur la propriété
4.1 qu'on a rappelée au chapitre I et sur une transformation de (1) qui
nous permet d'utiliser cette propriété pour mettre en &évidence des inéga-
1lités d'énergie relatives a3 P(X,D) et a son adjoint P*(X,D) et con-
clure comme dans le premier chapitre.

Ainsi soit P(X,D) wun opérateur de type Kowalewskien d'ordre m
v8rifiant la condition de bonne décomposition.

Posons : 8{ 0 .. O Qi. = Rj(X,D) j=1,...,v donc on a :

]
v

(2) P(X,D) = Ry © ... 0 R = jzz Bj(X,D)Rj °...0oR =0q_ (X,D)
oli Bj(X,D) (j =2,...,v) sont des opérateurs d'ordres (Mj_l—(j-l)) et

Qm—v(X’D) d'ordre (m-v).

1.1. Inégalités d'énergie relatives &3 P(X,D).

Soit U e Cm([Q,XO],D(Rg)), on pose

g
PX,D)U = £ sur §
< v =1 sur 0
v
Rj(X,D)Vj = Vj—l sur € J = Vseees2.
\

alors, en utilisant (2) on déduit le systéme suivant :
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Vj—I(X) J = Va2

R, (X,D)V, (X
( S DIV

v
(3) ¢ R DV X) = —jzz B (XD, (%) - q (XD (0 + €
k VX e @ avec V. _=1U
v
B Proposition 1.
Soient ne N, s e€ R, 4C > 0 (indépendante de U) tel que :
X
e Nl < ol vl L, + ISl + | 1o 1] ao)
o’ 's ° j¥0 0 s+n+m-]j s o s
on € [:O,XOJ.

Preuve de la proposition 1.

Les Rj(X,D) &tant strictement hyperboliques suivant la direction
N = (1,0,...,0), d'aprés la propriété 4.1 du chapitre 1, on aura : pour

nelN, seR 3C > 0 (indépendantes des Uj) tel que : Vi e {2,....,v}.

+M.

~J n+M, —(j=1)+m, -1
J I i-1
Vi1l - [dxo(lln

d & i
Ig;;(IID Vil s
(3.1)

n+M,—j n+Mj_1—(j—1)

ccllo v Gl o+ i Vi G Il eepe [0.X ]

et de la derniére équation de (3) on déduit :

d n+ml—l n+m1—1 0
g;;(l‘D Vi)l )| s cllip Vi llg + el +
(3.2) y
n 8} =
[|p (Qm_\)(X,D)V\))(xo)HS+ 522 I (Bj(X,D)Vj_l)(xo)Hs} p-p [o,xo_l.

Qm_v(X,D) étant d'ordre (m-v), et les Bj(X,D) d'ordres (Mj_l—(j—l))

(j = 2,...,v) on aura alors : 3C > 0 (indépendante des Vj) tel que :
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D%, (x,DV ) (x ) Il < c|Ip™™

v, (x) I

S

| (3-1)
-1 .
et ||n“(13j(x,n)vj_l)(xo)||S <cllp Vi () g 3 =2,..00
’on € [O,Xo].

Alors, en reportant ces inégalités dans (3.2) et en faisant la

somme membre 3@ membre avec (3.1) on aura :

vood n+Mj -] v t1+Mi -j a
jzl o, (|lp V. x| <ct ZIHD EACH) P B £(x,) I} pop- [0,X]

.

J
D'oll, on posant :

) n+M,.—-j
¢ (x ) = jzl lp vj<xo>||s x e [0,%]

on obtient :

d
& 00
o

< C{¢(xo) + ||an(xo)]|s} P.pP. [O,Xo].

-CX
La multiplication des deux membres de cette inégalité par e

et son intégration sur [Q,x0] (pour X, € [O,Xol) donne :

%, ste rXO n ‘ -
e ¢(xo) < ¢(0) + C J ||D f(T)I]SdT on-e LO,XO].
0
Comme : Vj—l = Rj(X,D)Vj, J = 2,00,V , Vv = U , et
n+m—v
l|D V\)(xo)llS < ¢(xo) on € [O,Xo] :

On peut facilement déduire 1'existence d'une constante C > O

(indépendante de U et de X, € [O,Xo]) telle que :
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X
-1 °

(XO)“S < C{|‘Dn+m uco) Hs + J Han(T)||SdT} on € [b,XO]
0

H Dn+m—\)u

P(X,D) é&tant de type Kowalewskien d'ordre m, pour terminer la preuve

de la proposition 1., il suffit d'utiliser la propriété 3 du chapitre I.

1.2. Inégalités d'énergie relatives & P*(X,D).

P(X,D) é&tant un opérateur vérifiant la condition de bonne dé&compo-

sition, alors en passant a l'adjoint dans (2), on aura :

v
* * * * * * * *
(2)‘ P7(X,D) = R, 0...0 Rj - sz R, 0...0 R; © B, (X,D) = Q__,(XD)
o0 £
Pour U € C ([b,Xo],DOR )) on pose :
PT(X,D)U = £
v =4
o
* * ’ 1 3 —
Rj(X’D)Vj—l = Vj - Bj+1(X’D)Vo ] | IRV |
Alors de (2)* on déduit le syst@me suivant :
f =
VO(X) = U(X)
* * .
Ry OLDIV,_ (X) = V(%) = B, (X,D)V (%) = 1,0..,v-1
*
(3) ﬁ * _ _ ¥
REGLDV, (0 = £(0 - Q7 (6,0 (%)
k Vx € @

— Proposition 2.

Soient neN, seR, J4C>0 tel que : YlUe Cm([O,XOJ,D(RK))

n+\

I s ) 11+

m-1 .
n+m-v J
D™ ue ) 1l < of J lIpucx ) |l .

520 s+m+tn+v—j
X
o

+ J{ D™y || v}

X
o
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_ *
[i%o € LQ,XO], avec f =P (X,D)U sur §.
Les R?(X,D) sont strictement hyperboliques suivant la direction

N = (l’gif"’0> (j =1,...,v) comme opdrateurs adjoints d'opérateurs
£

strictement hyperboliques suivant la méme direction N.
Ainsi d'aprés la propridté 4.1 du chapitre I on aura : pour n e N
s € R, 30 > 0 (indépendant des Vj) tel que : Vi € {1,...,v}.

d n+m-M, ,+(3-1)

4 j-1
dxo(llD Vj—l(xo) Hs)

(n+m-M,+3)+m, -1

- |4 i 3
- Ja=c o v 1| <

3.0

n+m—Mj +(j-1) n+m-M.+j

< c{|p Vi (x) Il + o J (R}‘(x,D)Vj_l)(xc,) 1,3 pop. [0,X]

.. - . * .
D'apr&s les (v-1) premidres &quations de (3) , si on remplace dans

(3.1)* R}‘(X,D)Vj_1 par son expression on aura : Vi e {1,...,v-1}

d n+m—MJ._l+(j-l) n+m—Mj_1+(j—l)
e Ve 11| < et v Il v
(3.2)
n+m-Mj+j n+m—Mj+j " .

+ | D V. x.) |+ IIp (B, (XD ) (x) 1.} eep. [0,%]
et en remplacant dans (3.1)* Rt(X,D)V\)_1 par son expression donnée dans
(3)”E on aura : (pulsque m = Mv)

14 n+m—Mv_1+(v—l) n+m—Mv+(v-1)
EE_(||D Vv—l(xo)lIs) g C{llD Vv—l(xo)ils *
o
3.9)"
n+y % n+v
[ Cie S ) 1P ICINRIINN L s ICIORIPS: p.p. [0,%].

Les B§+1(X,D) gtant d'ordre  (M;=§) (§ = 1,.ee, (D), et

*

Q._ (X,D) d'ordre (m-v), alors de (3.2)% et (3.3)F on déduit :
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n+m—Mj_l+(j‘1) n+m-Mj_1+(j—1)

d
el VoG 1] < ot i RN
n+m—Mj+j n+m
+1||D Vj(xo)HS + |lp VO(XO)IIS} pP-p- [O,Xo]. G=1,...,(v-1))
et :
n+m-M +(v=-1) n+tm-M +(v=1)
d V-1 v-1
E§g(|ID Vv—l(xo) ”s) s Cf HD Vv—l(xo) ”s *
n+m n+v
l|D Vo(xo) Hs + ||p f(xo)l|s} pP-p- [b,XO].

En faisant la somme membre i membre de ces inéqgalités on aura :

(sachant que Mo = Q)

v-1 d n+m—Mj+j v=-1 n+m—Mj+j
—_— D V. < C D V.
L ™ ] < s e,
n+v
D f(Xo)l|S} pP-P- [Q,XO]
v-1 n+m-M, +j
Ainsi si on pose ¢(xo) = jzl 15 J Vj(xo)HS X € [b,XOJ
on aura :
d n+v -
o PO | € fetm) ¢ D™ e ) M3 p-p- [0,X]
d'oil
-4 ) - e etx) < clID™Ex ) | [0, ]
dx0 o o’ * o s p-Pp- >Tod”
cx

. < a . . o e a
Si on multiplie cette inégalité par e , en l'intégrant sur

[xo,Xoj avec X _ e [p,XOJ on aura :
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% cX CXO ° .. |+ v
(3.4) e ¢(xo) < e ¢(XO) + C e hD £f(1) Hsdr X € [Q,X0]
X
o
v-1 n+m—Mj+v
Comme ¢(x_) = .Z ||p (é(xo)llS Vx_ e [b,Xo]
3=0 .
On a :
n+m
i) Vo(xo) Hs < ¢(x0) on € [O,Xo]
et des expressions des Vj dans (3)ale (j =1,...,v-1) on peut montrer

que
ste n+m+v-1
$(x ) < ¢ Ip v )l

(ol la c*™ 5 0 ne dépend pas des Vj).

. - . - *
D'ol, en reportant ces deux inégalités dans (3.4) en tenant

compte du fait que Vo =U on aura : -C> 0 tel que :
Xo
+1r n+m+ +
0™ U ) Il < ¢ Q0™ uE) i+ f (e CONI LS
X
)

vx_ e [0,X ] ;

et pour terminer la preuve de la proposition 2, il suffit d'utiliser 1la

propriété 3 du chapitre I.

Ainsi, comme on 1'a d&ja fait remarquer, la preuve du théoréme- ]

découlera directement des proposition 1 et 2.

§.2 - Condition de bonne décomposifion généralisie.

Definition 2.

Sous les hypoth&ses 1) et ii) du §.1, on dit que P(X,D) vérifie
la condition de "bonne décomposition généralisée" si. : il existe (v-1) opé-

rateurs Bj(X,D) € LJ_I(Mj_l— (-1 ,Mj_l—(j—l)) (J = 24,.4.,Vv) tels que :
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Vv
[P(X,D)—R1 0...0 R - jzz 13j (X,D) o RJ.(X,D) 0...0 R\)(X,D)] = Qm_\)(X,D)
soit dans Lv(m—v,m-v) (cf. chapitre I).

Théoneme 2.

Soit P(X,D) un opérateur de type Kowalewskien d'ordre m vérifiant
la condition de "bonne dé&composition généralisée’,

Alors pour £ e C ([0,X] A wY), b € @Y 5 =0,..., @1

données, 11 existe U e Cm([O,XOJ, H+w(mz)) unique vérifiant :

P(X,D)U(X) = f(X) ¥Xe @

(1)
D(J)U(O,x) = ¢j(x) Vx ¢ RY (3=0, ..., (m~1))

Preuve :
La preuve de ce théoréme repose essentiellement sur le lemme 3 du

chapitre I et sur des transformations du probléme (!) et de son adjoint.

a) Inégalités d'énergie relatives a P(X,D).

Pour U € Cm([O,Xé],DORZ)) on note :

(D P(X,D)U = £

Posons :

v=1 _
( (XO) V,(x = U

4 (xo)j‘zvj_l(m - Rj(x,n)«xo)j"vj)(m i vseens2,

L ¥xe Jo,x ] x &E.
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de (1) on déduit :

s v-1 _
(x )TV () = U(®)

(x )j_ZV.
o

_ . j-1 .
J_l(x) = Rj(X’D)((XO) UJ)(X) ] = V’-":Z

v .
- -2 -
£ - ) BiXD)((x )7 TV, (X

(2) R, (%D)V (X)
j=2

\

En utilisant le commutateur [Rj,(xo)J—l] (j = vy...52), on peut

. -1
Qm_v(X,D)(x:; V) (X, ¥X e ]o,xo] x iR[’.

8crire (2) sous la forme suivante :

@V = U
-1
V., (X R.,(x )3 JV.(X)
R, (X,D)V, (X) = -3} - [J °._1 ] = Vs eees2
J 3 x5 (x )J
O
(3) 9 3 _ j-2 }
Ry (XD (X) = £(X) sz Bj(x,D) (x vj_l)(x)
o & ET VY@, Vre Jo,x] x !

L m-v - o v ’ >“o ’

Ainsi, en utilisant le lemme 2 du chapitre I pour Rj(X,D) et les
propriétés des opérateurs de classes Lb(m;k), on peut montrer (comme pour

les opérateurs v-décomposables) la propriété suivante :

Proposition 3.

Soit P(X,D) un opérateur de type Kowalewskien d'ordre m vérifiant
la condition de "bonne décomposition généralisée'", alors : pour n € NN,

s € R, HN e N, C >0 tels que : YU € Cm([O,Xol,D(Rz))

1n+2N+m+ 1

2 +||p

s+n+2 (N+m)+1-]

A

n+m-v 2 ol hi 2
5 uex) I < C{jz lIpJucoy i £00) |5 +

0

X
+ O||Dn+N+1f(T)l|2 dt} V¥x € [0,% ] avec f = P(X,D)U.
s ) )
0
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. - . . Lk
b) Inégalités d'énergie relatives a3 P (X,D).
Comme P(X,D) vérifie la condition de "bonne décomposition géné-

ralisée" on aura :

Y
(W*  P*&,p) - R*(X,D) o...0 RI(X,D) = } R(X,D) o...0 K;(X,D) o B’(X,D)
Y j=2 Y ] ]
= Q"_,(X,D)

v .
est dans L (m-v,m—v).

Soit U e Cw([O,Xo],D(RK)). Posons :

PR, DU = £(X) YXen

=)V (@) = u
0 (o)

*
(2)" A«
* V=] = v=(j+1) _ ¥ v=1
Rj(X,D)((xo) Vj_l)(x) = (x) Vj(X) Bj+l(X,D)((xO) Vo)(x)
: L
(J=1,°--9(\)"l)) VX(—:]O,X] X .
\ (o)
En utilisant (1)7, de (2)* on déduit :
(
v=1
(xo) VO(X) = U(X)
* v=j = v=(j+1) _n* v=-1
. J Rj(X,D)((XO) Vj_l)(x) = (x) Vj(X) Bj+l(X,D)((xo) V) (X
(3)

(= 1,...,(v-1))

* _ _ A% v-1
R,(X,D)V [ (X) = £(X) = Q__ (X,D)((x)" " V)X

£
L VX e ]o,xo] x R,

-~

3 1'aide du commutateur [R;, (Xo)v-J], on met (3)* sous la forme suivante :
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v—-1
(xo) Vo(x) = ((X)

(
v. @ BY &)V )y
R (X,D)V,_ (0) = -1 Lol e *
i j X (x) 3
ENRCRMEIIASS
¥ 9 » 42 ] J (G = 1yeee,(v=1))
(xo)v ]
* _ * v-1
Rv(X’D)Vv—l(X) = f(X) - Qm_V(X’D)((XO) VO)(X)
L Vxe :]o,xoj « &L,

Ainsi, comme précédemment, en utilisant le lemme 2 du premier
. ~ S
chapitre et les propriétés des opérateurs de classes L (m,k), on peut mon-

trer la proposition suivante :

Proposition 4.
Soit P(X,D) un opérateur de type Kowalewskien d'ordre m véri-
fiant la condition de "bonne décomposition généralisée", alors : Vm € W,

s € R, ]N eN, C>0 tel que : W e Cw([O,Xé],DGRK))

-1
N+2(n+v)=1 |, _n+m 2 me i n 2
(x,) D" uex ) Ml < C{jio DU Iy * TR IS+
X
e T omee 2 Ye e [ox ]
) T) G4T X X )
X
[e]
avec £(X) = P (X,D)U(X) VX € Q.

Ainsi le théoréme 2 devient un corollaire des propositions 3 et 4.
Remasque.

Dans les définitions 1 et 2 (respectivement), on peut remplacer

_ ] 3 .
Rj(X,D) =3]0 ... 03 &

l,...,v) par, Rj(X,D) des opérateurs diffé-
]
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rentiels en x et pseudo-différentiels en x d'ordre mj (respectivement

de classes Lo(mj,mj)) de symboles principaux
m.
m, ] ;
R J(X,0) = (g -Ak(X,E)) (cf. [7]
J k=1 °

Le chapitre IV devient alors une généralisation du chapitre I.
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