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L'objet de ce travail est l'étude de l'existence, l'unicité, 

la'presque-périodicité et le comportement asymptotique de la solution 

bornée de l'équation d'évolution : 

2 a u - au 
2 (~,t) + (A+@(~)L)U(X,~) + P(x,= (~,t)) + B(X,U(X,~)) = f(x,t) sur fiXR (1) 

at 

a 
D u  = O pour la1 &m-1 sur 3RxR (2) 

N (R étant un domaine ouvert borné de IR , de bord aR de dimension N-1 

que l'on supposera suffisamnent régulier) 

où a et y sont des multi-indices ; a = (a . .,a ) L INN de longueur 
1" N 

L'équation : 

= O  pour la/ cm-l sur x R 

a été étudié depuis les années GO, par plusieurs auteurs essentiellement 

dans le cas où A(t) est un opérateur auto-adjoint indépendant du temps t. 

En particulier, dans le cas où B(. ,u) = O par L. Amério et G. Prouse [ l  1 ,  



(ii) 

M. Biroli r 3 , 4 ] ,  A. Haraux [9,11,12], J.L. Lions c131, G. Prouse [19,20], 

etc.. . 

Les résultats obtenus restent sans changement notable lorsque 

B(.,u) diffgrent de zéro est continue et croissante par rapport à u 

et p(.,v) = kv avec k constante positive. M. Biroli C5], 

A. Haraux [IO] etc.. . 

Par contre si B(.,u) n'est pas monotone, M. Nakao f17] a 

surmonté cette difficulté en utilisant la méthode des énergies introduites 

par Sattinger [ 2 5 ] ,  méthode qui lui a permis de substituer l'hypothèse de la 

monotonie de B(. ,u) à celle de f 'Ipetite1'. 

Le cas où l'opérateur A(t) dépend explicitement de t a donné 

lieu à un certain nombre de travaux. Par exemple, Lions et Strauss Cl 53 

étudient l'équation : 

par des méthodes de compacité ou de monotonie sous l'hypothèse 4 0. dt 

Ils établissent l'existence d'une solution faible du ~roblème à valeur 

de bord initiale. 

Citons encore Clements [ 7 ]  et Yamaguchi [26] qui utilisent 

le théorème du point fixe pour obtenir l'existence de solution à caractère 

périodique. -- 

Sur les conseils de A. Haraux, nous allons perturber l'opérateur 

A par un terme de la forme $(t)~ avec fonction mesurable, bornée 

de norme L" petite et L opérateur différentiel linéaire continu d'or- 

dre strictement inférieur à m. 

Ce travail est divisé en deux chapitres. 



( i i i )  

Dans l e  c h a p i t r e  1 ,  on montre que pour les c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s  

2 (uo,u ) as sez  p e t i t e s  dans c(12) x 1. (R) e t  f e t  4 a s s e z  " p e t i t e s " ,  
1 

l e  problème de Cauchy a s s o c i é  à ( 1 )  ; ~ i c  va l eu r  i n i t i a l e  (uo ,u , )  a  

s o l u t i o n  g l o b a l e  e t  une s e u l e  qu i  est en f a i t  dans 

Sur l a  base des  r é s u l t a t s  obtenus,  on é t a b l i r a  dans l e  c h a p i t r e  II 

que l ' o n  a  en f a i t  pour f e e  d t ou jou r s  a s sez  p e t i t e s  une s o l u t i o n  unique 

2 
d é f i n i e  su r  iR à v a l e u r s  dans H ~ ( R )  x L ( a ) .  S i ,  de  p l u s ,  f e t  $ sont  

presque-périodiques l a  s o l u t i o n  correspondante  e s t  elle-même presque pé r io -  

d ique .  On é t a b l i r a ,  en conc lus ion ,  l a  s t a b i l i t é  asymptotique de  c e t t e  solu-  

t i o n  e t  on exhibera  un exemple. 
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CHAPITRE 1 

PROBLEME DE CAUCHY ASSOCI; A ( 1 ) . 

Les fonc t ions  cons idé ré s  s e r o n t  à v a l e u r s  r é e l l e s .  

La norme d e  l ' e s p a c e  de Lebesgue L'(R), 1 < p < + s e r a  

no tée  par  : 

pour 1 p  < + 

2 
pour p  = 2 ,  L (R) e s t  un espace de  H i l b e r t  dont  on n o t e r a  son p rodu i t  

r 

s c a l a i r e  par  (u ,v)  = u(x)v(x)dx .  

L'espace de  Sobolev W ~ " ( R )  e s t  d é f i n i  pour 1 6 p C + 

e t  m = i , 2 ,  ... par : W ~ " ( R )  = I U I D ~ U  E L'(R) avec la/  4 ml 

P I l p  pour 1 6 p < de norme : I l u l  l m , p  = ( 1 iDaul ) 

lal 
P 

= I ID"uI , .  
lalgrn 

( y p ( ) ,  1 1 u 1 1 ) e s t  un espace  de Banach. 
m ,  P  

Pour p  = 2, \ P ' ~ ( R )  e s t  un espace de H i l b e r t  n o t é  Flm(R) muni du 

p rodu i t  s c a l a i r e  no t é  (u,v), = 1 (Dau,gav) e t  de norme : 
l a l ~ m  



-wm,p(n) 
Par  d é f i n i t i o n  : W ~ " ( Q )  O = D(Q) 

1 1 
(Q) = ( P y P )  ' (dua l  de c"(11)) p + pr = 1 

2 
pour p  = 2, on pose H ~ ( Q )  O = wrn' O (Q) e t  H-(Q) = (H~(Q)) ' 

u E H - ~ ( R )  s ' é c r i t  a l o r s  sous l a  forme : 

a 2 
u =  1  DU^ avec u  E L ( R ) .  a 

lakm 

S o i t  X un espace de  Banach, on dés igne ra  par  L ~ ( o , T ; x )  

l 'ensemble : 

T 
I / f ( t ) I I ; d t  < + rn 

O 
f l f  : [o,T] -+ X for tement  mesurable t e l l e  que s i  I & P < + ~  

sup e s s l  / f ( t ) l  l x  < + 

t 4 0 Y ~ l  

s i  p = + w  i 
k 

C ( [o,TJ ;X) = ensemble des  fonc t ions  k f o i s  continûment d i f f é r e n t i a b l e  

de [o,T] -+ X. 

+ 
On d é f i n i t  pour J = I R  ou J = I R  e t  1 6  p  < + m l ' e s p a c e  

de Stépanov s ~ ( J , x )  

La dé r ivée  pa r  r appor t  à t de  l a  fonc t ion  u  : ]o ,T[+  X 

s e r a  notée u'  ( t )  . 
On i d e n t i f i e  u  : Q X IR -t iR a une f o n c t i o n  v e c t o r i e l l e  

a u  2  u  : -t WmyP(Q) ,  de même - : fi X IR 3 IR à U '  : IR L (fi) 
a t  



Dorénavant, on écrira notre problème (1) - (2) formellement sous 
la forme : 

Lmme 7 (de SoboLev) [24] : 

2 N  si N > 2m Si u c H~(G), u E L*(G) pour O < p < - N-2m 

ou O < p < + si N 2 2m c'est-à-dire 
t 

S désignant la constante de Sobolev. 
P 

Soient X un espace de Banach, f une fonction définie et 

/ continue sur IR, f est dite ~res~ue-périodique (que l'on note par P.P.) 

sur IR si pour tout E > O il existe un nombre l(&) > O tel que tout 

intervalle de longueur l(&) contient au moins un nombre T vérifiant : 

Autrement dit : E > O, ~L(E) > O, t(a : 3~ E [a,a+l(&)l - 
tel que : supllf(t+~) - f(t)llX h E. 

t&R 

Le nombre T est appelé E-presque-période de f. 



Rernarrque : 1 Cette définition est l'extension de la définition 
de Bohr pour les fonctions numériques à des fonctions 

1 vectorielles. 

i) Si f est P .P. alors l'image de f (Im f) est relativevent 

compacte. 

- Dans le cas où X = IR, i) signifiequ'une fonction f P.P. 

est bornée. 

ii) Une fonction f P.P. est uniformément continue sur Bi. 

iii) Si fn est P.P. pour n = 1 ,2 , .  . . et si la suite if n 

converge vers f uniformément sur iR alors f est P.P. 

iv) La somme de deux fonctions P. P. est une fonction P. P. 

v) Le produit d'une fonction vectorielle P.P par une fonction 

numérique P.P est une fonction vectorielle P . P .  

vi) Soit f une fonction continue sur IR alors on a l'équiva- 

lence suivante : 

De toute suite {s,} on peut extaire une 

f est P .P .  si et seulement si sous suite {cn) telle que : f (t+c,) 

converge uniformément. 

ff 1 On considère A(t) = A + $(t)~. O 

A = (-1) a (x)~') avec a (x) = a (x) , aayc ~ ~ ( 9 )  b'a,yc~N 
lal<m 

aY UY Y a 

I Y  l<m 
est la partie principale de A(t) auto-adjointe A* = A. 

On définit l'opérateur A : H ~ ( R )  -+ ~ ~ ( 9 )  par : 



A es t  coe rc ive  s u r  H ~ ( R )  c ' es t -à -d i re  q u ' i l  e x i s t e  une 
O 

cons t an t e  c  
2  

-2 > O t e l l e  que <Au,u> 2 lu1 l m  s i  u  s H ~ ( R ) .  
O O O 

On v é r i f i e  sans  pe ine  que u -+ <Au,u> d é f i n i t  une norme . 

s u r  H ~ ( R )  que l ' o n  no t e  1 lu1 I A  é qu iva l en t e  à 1 / ul l m  c ' e s t - à -d i r e  
O 

q u ' i l  e x i s t e  deux cons t an t e s  c  e t  c  p o s i t i v e s  t e l l e s  que 
O 1 

CO 

4 e s t u n e f o n c t i o n d e  L ( R )  d e n o r m e  I $ I , .  

L  opé ra t eu r  l i n é a i r e  de H ~ ( R )  dans L ~ ( R ) ,  con t inu  : 
O 

- 1 I L u I 2  ' k l  l u [  l m  ' kc 0 1 lui I A *  

H ,  ) P(x,v) dés igne  une f o n c t i o n  mesurable  s u r  R x IR à valeurs  dans IR 

2 
t e l l e  que : p(x,O) = O ,  ~ ~ I v ~ - v ~ /  4 ( p ( x , v l )  - ~ ( x , v ~ ) ) ( v ~ - v ~ )  

Ceci pour presque t o u t  x  E R e t  pour t o u t  
pV2 

& IR 

où Ki ,  i = O , ]  son t  des  cons t an t e s  p o s i t i v e s .  

H Z )  B(x,u) dés igne  une fonc t ion  mesurable  sur  R x R à va leu r sdans  IR 

t e l l e  que : / 

où K 2  e t  K3 sont  des  cons t an t e s  p o s i t i v e s .  

Ceci pour presque t o u t  x & R,  pour t o u t  u ,u , , u2  & IR 

avec : 



2 2 H 3 )  : f IC S &,L (fi))-bornée c'est-à-dire : 

H 3 )  + : H avec IR* au lieu de B. 
3 

R m m q u e  : De l'hypothèse HI) et du lemme 1 ,  on déduit : 

B(.,u) E t2(a) si u €$(QI. 

Dans ce chapitre, on établit un théorème d'existence d'une unique 

solution bornée du problème de Cauchy associé à (1) avec pour conditions 

2 
initiales u E H:(Q) et ul L L (fi). 

O 

Le problème de Cauchy associé à (1) est : 

I uW(t) + Au(t) + $(t)~u + p ( .  ,ul(t)) + B(. ,u(t)) = f (t) (1) 

Pour la résolution de ce problème, on utilise la méthode des 

énergies [25]. 

§ 3 - D Q R m i n a L i a n  de R' ennem6Re " d a  bonn potenfi&". 

1 2 
K(u) = 21~'(t) l 2  est l'énergie cinétique ; 



1 
J~(u) = I IuI I A  + B(x,s)ds dx est l'énergie potentielle 

associée à (1) et E(u) = K(u) + Jo(u) est l'énergie totale. 

Supposons que J admette un minimum local en O alors par 
O 

analogie avec le minimum local de la fonction potentielle pour un système 

mécanique avec un nombre fini de degré de liberté, on doit imaginer un 

ensemble de "bons potentiels1' en O dans l'espace des fonctions H~(R). 

D'où l'utilité de la méthode de ~aedo-Galerkin qui consiste 

à approcher l'équation donnée (1) (généralement en dimension infinie) par 

des équations définies sur des espaces de dimensions finies. 

On procède à la construction des "bons potentiels1' W. 

1 
Soit J (u) = I I  lu1 I A  O 

B(x,s)ds dx. 

Grâce à l'hypothèse HZ) et au lenme 1,  on minore Jo(u) par 
'L 

Jo(u> : 

v+2 v+2 
(Cv = K2 co Sv+2 : K2 relative à 6, c à A ,  

O 
1 a 

constante de Sobolev). 

Pour u # O fixé dans H:(Q), on a : 



'b 
J a donc un minimum l o c a l  e n  u = 0. 

O 

d 2 1 2  1 - J (Au) = hl lu1 I A  + 1 B(x,Au)u dx = {A / 11-11 1; + 1 B(x,Au)Au dx} = J ~ ( A u ) .  
dA O R R 

En posant  J l ( u )  = I I u I  1; + 1 @(x,u)u dx. 
R 

En u t i l i s a n t  l ' hypothèse  If2 et lemme 2 ,  on minore J1 ( 4  p a r  

'% 

J I  ( 4  

% 'L 2 v+2 
J ~ ( u )  < J ] ( u )  V U E H : ( R )  avec J ~ ( U )  = I l u / I A -  ~ ~ l l u l l ~  ; 

d 1 1 %  
on a : - J (Au) = -  J (Au) > -  J (Au) pour X < Al(u) où 

dA O A 1 A 1 

'L 

On d é f i n i t  l e  nombre d par  : 
O 

uzo 

'L 

L'ensemble des  "bons p o t e n t i e l s "  a s s o c i é s  à JO e s t  : 

Rematrque : S i  on dé£ i n i t  W~ 
comme é t a n t  : 

O 
'L 

wJ = {U E H ~ ( Q )  1 O c J (AU) < d 
O O 

'd A B [o,I]} 
O 

on a a l o r s  WJ C 
O 



Pour plus de commodité dans notre travail, on choisira W sous- 

ensemble de W comme suit : 

'L 
A la fonctionnelle J I  (u) , on associe la fonction 

v+ 2 
g(x) = x2 - C x v définie sur IRC et on désigne par x le nombre réel 

O 

correspondant au maximum de g(x) i.e. 

1 IV 
g(xo> = max g(x) où x O = ( 1 

x20 Cv(v+2) 

1 2 Lv v+2 
Posons d = - x - - 1 2  Lv V+2) 

< max(- x - - 
2 v+2 

X 
O 2 O v+ZX0 x)o 

Ainsi l'ensemble des "bons potentiels" sera défini par : 

et l'ensemble de stabilité S par : l 

m 
Soit {hi .  1 une base de H~(R) (elle existe car Ho($?) est 

J O 

un espace séparable). 1 
On cherche alors un(t) solution "approchée1' de notre problème 1 

1 
sous la forme : 

Les gjn(t) étant solutions du système d'équations différentielles 

ordinaires suivantes : 



n 
un(0) = uOn = a. w --t u for tement  dans H~(R) 

j n  j n-t+rn O 
j = 1 

n 
u l ( 0 )  = u = 1 Bjnuj n+m u I  fortement dans L~ (a )  . 

I n  j=l 

D'après l a  t h é o r i e  des  équat ions  d i f f é r e n t i e l l e s  o r d i n a i r e s ,  

pour chaque n f i x é ,  l e  problème (1 ) possède une unique s o l u t i o n  n 

un( t )  s u r  [0,6~] avec 6 > o .  
n 

I S i  u - u fortement dans H:(c~) a l o r s  J0(un) Jo (u) .  n n++w 

Pheuve. : Il s u f f i t  de prouver que : 

4 / B ( x , u ~ ( x ) ) ~ x  j B ( x , u ( x ) ) ~ x  avec B ( ~ , s )  = 1 ~ ( x , s ) d s  ; 
R R O 

C.Q.F.D. 



1 Sous l e s  hypothèses  Ho), H I ) ,  HZ), H g ) +  pour (u0 ,u I )  E S 

il e x i s t e  un vois inage  D I  f? D2 de  (0,O) dans IR+ x ïR+ t e l  que s i  

(Mf, 1$Iw) & D I  n D2, l e s  s o l u t i o n s  ' 'approchées" { u n ( t ) }  e x i s t e n t  s u r  

[o,+w[ pour n  a s sez  grand e t  s a t i s f o n t  aux e s t i m a t i o n s  : 

I où x dés igne  l a  p lu s  ~ e t i t e  s o l u t i o n  p o s i t i v e  de l ' é q u a t i o n  : 
O 

VémonnZtaa5on : 

On veut  montrer  6 = + CO pour n  a s s e z  grand e t  que l e s  r e l a -  
n  

t i o n s  ( 4 )  son t  v é r i f i é e s  pour t o u t  t .  

Pour c e l a  il s u f f i t  de  prouver que l ' o n  a  : 

1 
S o i t  E = -lu 1 2 

O 2  1 2  
+ Jo (uo ) ,  pour ( u 0 , u I )  E S, on a  E < do, 

O 

on peut  donc poser  E = d - E > O puisque ( ~ ~ ( 0 )  ,u;(O)) (uo.u,)  
O O O 

2  
for tement  dans H:(R) x L (R). 

Pour t o u t  E € ]O,€ [ on a  à p a r t i r  d ' un  c e r t a i n  rang  : 
O 



- 12 - 

Par suite E(un(0)) < E + E O 6 E + do - E O C d O - a, tj & €]O,& O [ .  

1 2  
Soient h définie sur IR+ par h(x) = - 2 x - - X v+ 2 

l'application u -+ u L I  A ) définie sur <(fi). 

h-' ( [0,x0 [) est la réunion de deux intervalles disjoints 

[0,xo[ et 3x2*x31. 

Désignons par M l *  M2 les images réciproques correspondantes 

dans H:(Q). 

'L 
hll = IU E H~(R) 1 O < J~(U) < do et l lu/ l A  < xo} 

O 

% 

,ti2 = {U E H:(R) 1 O L J~(u) < do et x2 < I lu/ I A  x3}. 

x / max h(x) = h(x ) 
1 x20 1 

x f h(x2) = d 2 O 

x, / h(xg) = 0 



On a pour n assez grand E(un(0)) < d et corne 
O 

/lun(0)/IA C IIu0IIA < xo alors un(0) E /dl pour n assez grand. 

Supposons que (*) ne soit pas réalisé, il existe alors au 

X 
moins un t E [0,6~] pour lequel ~(u~(t~)) L do. Compte tenu de 

* 
l'existence d'un t E [0,6a tel que E(un(?)) 2 do et de la continuité 

- 
de l'application t w+ E(u (t)) il existera t = inf{tr[0,6J/~(u~(t))=d~} 

n 

et donc ~(u~(t)) 6 d t E [O,; 1. 
O 

La continuité de un(t) sur [O,:] associée au fait que 

un(0) E M I  implique un(t) E fiI donc / l ~ ~ ( t ) l / ~  C xo pour pour t e [O,;]. 

Pour mettre en évidence la contradiction de (*), on montrera 

d'abord que E > 1 autrement dit [E-l,;] c [0,6J Sur cet intervalle 

- - - 
Lc-1,;) on montrera l'existence des trois nombres 

lst2 et to . [Cl ,C2] 
pour lesquels la contradiction apparaîtra. 

Multiplions (En) par g; ,n(t), sommons sur j de 1 à n 

et intégrons sur un intervalle quelconque [t ], t2]c [O, 6J , on a : 

- 
Avec t2 = t et tl = O (6) devient : 

Compte-tenu de ce que nous avons vu précédemment, de l'hypothèse H i  et de 

l'inégalité de Young : 



on a pour E < et pour n assez grand : 

2 
If(x) / 2ds + k 

2 - 
c2 xtl$lw.t pour n assez grand. 

supposons que : ( M ~ ,  1 $J I ,) E D l  (8) 

- 
De (7) et (8), il résulte que t est strictement supérieur à 1 

pour n assez grand. 

- - 
Reprenons (6) avec t2 = t et tl = t-1, on a : 

- 
t t t 

ebn(c> )+J' - < O ( .  ,uTn<s>> ,u~(s))ds = E(~~(E-I))+\- ,ui(s))ds- (~(s)Lu~(s) ~ u ~ ( ~ ) ) ~ ~  

t-1 t-I IE-i 

- - 2 2 2  
k c x  

0 0  2 
c'est-à-dire - 191, ou 

t-1 Ko 

On désignera par le second membre de (9), il existe alors 

- - 3 - 1 - 
deuxnombres t 1 E [t-l,t--1 - 4 et t 2 c  [;-2,tl telsque: 



~ u l t i p l i o n s  (En) pa r  gj  , n ( t ) ,  sommons s u r  j de 1 à n,  p u i s  

- 
in tégrons  s u r  [LI ,t2] c [E-1 ,;J on a  : 

D'autre  p a r t ,  on a  : 

donc jr 2  v+ 2  
2  2  2  1 / u n ( s )  1 lAds c (8+K ) c  S x  A+A +c S x  M +kcoS2xo/$lw}- 

1 0 2 0  o 2 o f  (11) 

1 

- 
De ( 9 )  e t  (1 1 ) ,  il r é s u l t e  l ' e x i s t e n c e  de  t E , t e l  que : 

- - 
Reprenons à nouveau ( 6 )  avec t = t e t  t l  = t on a  : 

2  O 



On voit immédiatement la contradiction : en effet B2(Mf, 141 _) 

tend vers O lorsque )If et \ $ l m  tendent vers O et peuvent être 

choisis pour nier d o &  

Pour n assez grand, pour Mf et 1$1 _  petits, on a : 

E(un(t)) < do 9 t 5 [O, 6,1 , par conséquent : 

1 lun(t) 1 I A  < xo et lun(t) l 2  < (2do)'l2 t E [0,6 n 1 avec n assez grand, 

d'où il résulte que : 6 n = + pour n assez grand. 

Désignons par : 

Pour n assez grand, pour tout t E R+ et pour ( M ~ ,  l$l,) €Dl fl D2 

1 
on a donc : - 2 /u:(t)l; + < do 

par conséquent : 1 unjt) 1 < (2d0) Il2 et 1 /un(t) 1 l A  < Xo. 

Remahque : On a un résultat beaucoup plus fin à savoir : 

1 
- 2 Iun(t) 1; + J~(u~(~)) 6 02(~f, ~ t 2 0  

2 
et par conséquent : Ilun(t)IIA 6 x0(Mf,l$I_) et lu;(t)I 6 (2@2(~f,I$I_)) 

où xo(Mf, / $ l m )  est la plus petite solution positive de 

Notons que e2(Mf, ]$lm) et X M ,  , tendent vers O lorsque Hf et 

l$l, tendent vers O. 



§ 6 - Exin;tence de La holu,tion du paoblème de Cauchy a n o d é  à ( 1 ) . 

Nous venons de c o n s t r u i r e  une s u i t e  de fonc t ions  d é f i n i e s  s u r  

+ 
R . ~ r â c e  à des p r o p r i é t é s  de compacité permet tan t  l e  passage à l a  

l i m i t e  dans l e s  termes non l i n é a i r e s  nous a l l o n s  é t a b l i r  l a  convergence 

de  c e t t e  s u i t e  v e r s  l a  s o l u t i o n  du problème de Cauchy a s s o c i é e  à (1)  - (3) .  

D é ~ h ~ o n  d'une aolu;tion boknée du poblème de Cauchy ( 1 ) - (3) .  

r u ( x , t )  e s t  d i t e  s o l u t i o n  bornéè d e  (1) - ( 3 )  de  c o n d i t i o n s  

i n i t i a l e s  (uo ,u l )  s i  : 

l + m  1 + 2  2 + 2  
h  s L (R ,H  (R)) n c (IR ,L  (Q) )  fi L (IR , L  ( a ) )  à suppor t  compact 

O 

s u r  E+. 

V) U(O) = u  e t  ~ ' ( 0 )  = u l .  
O 

Théofième I .  - 

r Supposons que l e s  hypothèses Ho , H I  HZ I l 3 ) +  s o i e n t  v é r i f i é e s ,  

l que ( u o , u I )  E S a l o r s ,  pour t o u t  (Mf,/$l,) E D I  n D 2 ,  n o t r e  problème 

l (1)  - ( 3 )  admet une s o l u t i o n  bornée de cond i t i ons  i n i t i a l e s  ( u o , u l )  

1 e t  s a t i s f a i s a n t  à : 

1 où x  é t a n t  l a p l u s  p e t i t e  s o l u t i o n p o s i t i v e  d e :  
O 



Démvnn~m5.on : 

On e s t  dans l e s  hypothèses du lemme 3 donc l ' e x i s t e n c e  des  solu- 

t i o n s  approchées { u ( t )  1 su r  R' pour n a s sez  grand e s t  a s su rée .  De n 

p lus ,  ces  s o l u t i o n s  v é r i f i e n t  l e s  e s t ima t ions  su ivan te s  

I u:(t)I , < e t  I I u n ( t )  I I A  < xo 

donc u demeure dans un ensemble borné de Lw (R+,H:(R) ) . 
n 

2 
u' demeure dans un ensemble borné d e  L ~ ( R + , L  ( O ) ) .  
n 

1 + - m  
 après l e  théorème d e  Dunford-Pettis,  l e  dual  d e  L (IR ,H (R)) ,  

1 + -m 
no té  (L (R , H  (O))) ' e s t  L ~ ( R + , H ~ ( Q ) ) .  De même (L1( i~+,L2(Q))  ' e s t  

L ( R + , L ~ ( s ~ ) .  

O r ,  on s a i t  que dans un espace de Banach, l a  boule u n i t é  du dua l  

e s t  * faiblement  compacte. Par  conséquent,  on peut  e x t r a i r e  de {un} 

une sous-su i te  que l ' o n  note  encore  par  {un} t e l l e  que : 

u - u faiblement  é t o i l é  dans L ~ ( R + , H ~ ( R ) )  
n n++m (Cl)  

'L 
u '  - u faiblement é t o i l é  dans L ~ ( R + , L ~ ( R ) )  
n (C2) 

% 
u = u '  ( r é s u l t e  du f a i t  que l a  dé r ivée  au  sens des d i s t r i b u t i o n s  e s t  con t i -  

nue) .  

[I 3-j : 

On s e  donne t r o i s  espaces  de  Banach Bo,  B ,  B I  avec 

i )  BoC B C B I  B .  r é f l e x i f  i = O , ]  
1 

ii) l ' i n j e c t i o n  de  B L-t B e s t  compacte. 
O 

Po 
dV E L 1 ( o , T ; B ~ )  On d é f i n i t  W = { v l v  t: L ( O , T ; B ~ ) ,  v '  = - 
d t  

où T e s t  f i n i  e t  où 1 < p .  < + r n ,  i = O , ] .  
1 



muni de  l a  norme : 1 lvl l W  = 1 lvl 1 
+ 1Iv ' I I  

Po 
L ( o , T ; B ~ )  

1 
L ( o , T ; B ~ )  

Po W e s t  un espace  de  Banach e t  on a : W C  L (0,T;B). 

Sous l e s  hypothèses  i )  e t  i i )  e t  s i  1 < pi < + i = 0,1  

Po 
i n j e c t i o n  de W dans L (0,T;B) e s t  compacte. 

On appl ique  ce lennne en  prenant  B = H ~ ( R ) ,  
O 

B = ~ ~ - l ( f i )  e t  
O 

2 
B I  = L (R) avec p .  = 2, i = O , ] .  i i )  r é s u l t e  du théorème de R e l l i c h .  

1 

2 
On dédu i t  que l ' i n j e c t i o n  de  W dans L ( O , T ; H ~ - '  ( R ) )  e s t  compacte 

O 

2 2 2 
avec W = { v l v  & L ( o , T ; H ~ ( R ) ) ,  v '  E L (0,T;L ( f i ) )} .  

2 
Comme l a  s u i t e  u n  demeure dans un borné de  L ( o , T ; H ~ ( R ) )  

2 2. 
e t  que l a  s u i t e  {un} r e s t e  dans un borné de  L (0,T;L (fi)) ; 

a l o r s ,  d ' a p r è s  c e  q u i  précède l a  s u i t e  {un} . e s t  r e l a t i vemen t  compacte 

2 
dans L ( o , T , H ~ - ~  (RI) .  

O 

On peut  e x t r a i r e  donc une sous - su i t e  que l ' o n  no t e  encore  p a r  

{un)  t e l l e  que : 

DYu - 2 2 
yi for tement  dans L (0,T;L ( a ) )  l y  1 g m-l (C3) 

n n++m 

On v é r i f i e  sans pe ine  que u = DYU pour 1 y / g m-l 
Y 

+ 
e t  DYun(x,t) -- DYu(x,t) p.p x , t  E Q x R ( ca r  T e s t  a r b i -  

n++rn 

t r a i r e )  pour / y  1 m- 1 . 
v+l  U+l u+ l 

D ' au t r e  p a r t  : 1 B ( . > U , ( ~ ) )  I 2  6 K2 Co s~("~)I 1 l A  
2 

donc { B ( . , U ~ ( ~ ) ) } ~ ~ ~  e s t  borné dans L ~ ( R + , L  ( f i ) ) .  

On peut  e x t r a i r e  une sous-su i te  {u  ) q u i  v é r i f i e ,  o u t r e  n C2 



B .  u n  ( t )  fa iblement  é t o i l é  dans Lrn(~+,L2(R)) .  
n*a 

Res te  à montrer  que : 5 = B ( . , u ( t ) ) .  

Lemme 4 t 3 ]  : 

S o i t  0 un ouver t  borné de R~ x R ,  gn e t  g des  f o n c t i o n s  

de Lq(8) ,  1 < q < + "  t e l l e s  que : r I g n l q  C ; 
---4 g p.p dans 8 .  

gn n*co - g fa ib lement  dans Lq(8).  * l o r s  gn n++a 

B(..U,) -n;+m 5 faiblement  é t o i l é  dans L*(R+,L~(R))  

2 
en t r a îne  que ( u n ( t ) )  fa iblement  dans L ( o , T ; L ~ ( R ) )  

Appliquons l e  lemme 4 en prenant  8 = QT , g n = B(.,un) g = @ ( . y u )  

2 
Alors  B(.,u,(t)) @(. , u ( t ) )  dans L (QT) (C4) 

d'où il r é s u l t e  que 5 = B(.,u) s u r  Q X R '  

T 2 2 
T 2 

( ( u  d t  6 K luA(t)/:df < 2T K2 do 
O T 

2 2 
p(. , u t  ( t ) )  demeure dans un borné de L (0,T;L (Q))  et on peut e x t r a i r e  n 

une sous-su i te  {uni  q u i  v é r i f i e  o u t r e  C I ,  C23  C j  e t  C 4 :  

2 2 2 
p( . ,uA( t ) )  7;;+a) X ( t )  fa iblement  dans L (0,T;L (Q))  ' L ( Q ~ ) .  



De plus, on a : 

Ik+l (~u,(s)-~u(s) ,g(s)) ds 6 I $/_ + I (LU~(S)-LU(S) ,g(s)) lds = 

X 
= l4lw/ + I  (un(s)-u(s) ,L g(s)) lds ri;Tm O t/ E (R+,L2(R)) 

IR 

X 
(car u -LI w n n dans ~~(.R+,~f(fi)), 

donc $(t)Lun(t) n~_+ $(t)Lu(t) faiblement étoilé dans LW(iR+,L2(fi) ) . 

Posons : 

. . 
B = lim {(~''(t) ,h(t)) + <Au (t) ,h(t)> + (iP(t)L+un(t) ,h(t)) + P Y + n 

+ (B(. ,un(t)> ,h(t>> - (f(t) ,h(t)) ldt 

- - 
{-(II' (t) ,hl (t)) + (~(t) ,h(t)Im + ($(t)~u(t) ,h(f)) + (x(t-1 ,h(t)) + 

I + m  2 Ceci pour tout h 5 L (X ,Ho(R))n c'(R+,L~(Q))~ L (o,T;L~(Q)) 

à support compact sur R+. 

Mais l'ensemble des combinaisons linéaires finies des u est dense dans 
j 

l'ensemble H:(R), les fonctions un(t) sont solutions du système d'é- 

quations différentielles ordinaires (In) alors B = 0. 



Par conséquent : uW(t) + Au(t) + $(t)Lu(t) + ~(t) + @(. ,u(t)) = f(t). 

Il reste à montrer que : 

i) u(0) = u o  et u'(0) = u  1 ' 

ii) ~ ( t )  = ~(.,u'(t)) ; 

2 
iii) u(t) o c(R+,<(Q)) et ~'(t) & c(R+,L (RI). 

Leme 5 Cl33 : 

r Soit X un espace de Banach. 

a f 
Si f E L~(o,T;x) et ai c L~(o,T;x) 1 6 p 6 + alors 

1 f est, après modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle 

i de (0,T) , continue de [o,T~ dans X. 
I 

Soit T > O arbitraire, l'appartenance de u à L ~ ~ , H ~ ( Q ) )  

2 
implique celle de u à L~(R+,L~(R)). Comme u' E Lm(R+,L (R)), u est 

2 
continue de [o,T] dans L (R) et u(0) un sens. 

n 1 
Considérons Y =  1 Y . @ o  avec Y.(T)=O et Y.EC([O,T]). 

j = i  J j J J 

T T 
(~~(0) ,Y(o)) = - j (u;i(s),Y(s))ds - (un(s) ,Y1(s))ds et passons à la 

O 'O 
limite quant n tend vers + a, c'est-à-dire 

(u' (s) ,Y(s))ds - (u(s) ,Y' (s))ds = (~(0) ,Y(O) 

or, Y(0) est une combinaison linéaire arbitraire de dl, ..., w n 

par suite 

un(0) ~(0) faiblement dans L~(R) , 



par hypothèse un(0) u O fortement dans kIm(fi) O donc dans  fi) 

on a alors : u O = u(0). 

u = u' (O) ? 
1 

2 2 2 
~ y t )  = i(t)-~u(t)-d(t)~u(t)-~(.,u(t))-x(t) E L (o,T;H-w)+L (fi)) c L (o,~;~-~(fi)) 

2 2 
u' (t) E L2(0,T;L (fi))(= L (o,T;H~(~~)). 

~ ' a ~ r è s  le lemme 5, il résulte que u1 (t) est continue de [o,T] + H-(Q) 

donc u' (O) a un sens. 

n 
On reconsidère = 1 !-'.Bu Y. E c( ' ) (@,T] )  yj(T) = O 

j=i J j J 

 autre part, on a : 

T j (u;(s) ,Y(s))~s = { ( f  (s) ,Y(s))-<Aun(s) ,Y(s)>-($(s)LU~(S) ,Y(S))-(P(. ,un(s)) ,!-'(s)) + 

O 

à la limite, on a : 



I l  s ' e n s u i t  que : (u,,Y(O)) = (u t (0) ,Y(O))  

donc u  = u ' ( 0 )  ( c a r  Y(0) e s t  une combinaison l i n é a i r e  a r b i t r a i r e  
1 

de  u 1 , .  . . , un ) .  

i i )  x ( t )  = p ( . , u l ( t ) ) .  

r S o i t  CC une fonc t ion  t e l l e  que : 

2 2 2 
t L ( o , T ; o ( f i ) )  e t  0' E L (0,T;L ( f i ) ) ,  T  > 0  a r b i t r a i r e -  

2 2 
~ ( 0 )  = w e t  ~ ' ( 0 )  = w l  avec F ( t , w ( t ) )  c L (0,T;L (R)+H-(fi)). 

O 

l Alors pour presque t o u t  t E: [o,T] on a  : 

w = u  
Appliquons ce  lemme à n o t r e  cas avec  : 

~ ( t , ~ ( t ) ) = f  ( t ) -B( .  , u ( t ) ) - x ( t ) - d ( t ) ~ u ( t )  

nous avons : 

Choisissons une s u i t e  d e  nombres { t k }  convergente v e r s  T t e l l e  que 

( 8 )  s o i t  v é r i f i é e  en chacun d e s  
tk '  



On s a i t  que pour chaque t ,  {u  ( t )  est bornée dans ~ f ( f 2 )  n  

e t  { u l ( t )  } a u s s i  bornée dans L ~ ( Q )  y on peut e x t r a i r e  donc une n 

sous - su i t e  (que l ' o n  no t e  encore  { u n ( t )  1) t e l l e  que : 

un( t )  Y O ( t )  fa ib lement  dans <(a) 

e t  uA(t)  1l;+a6t Y ( t )  fa ib lement  dans L~ ( a ) .  
1 

D 'après  c e  que nous avons vu précèdemment e n  i )  e t  i i )  

Yo(t) = ~ ( t )  dans H:(S~) e t  Y (t) = u ( t )  dans ~ ~ ( f l )  . 

S o i t  t = t de { u n ( t l ) } ,  on peut  e x t r a i r e  une sous - su i t e  
1 y 

{ u l n ( t l )  1 t e l l e  que : 

u ( t l )  u ( t l )  fa ib lement  dans H ~ ( R )  1 n  

e t  ( t  ] )  ii;tm U' ( t  ] )  fa ib lement  dans  L ~ ( Q ) .  
1 n 

s o i t  t = t de  { u l n ( t 2 )  on  peut  e x t r a i r e  une sous-su i te  {u ( t  ) 1 2 ' 2n 2 

t e l l e  que : 

u 2n ( t  1 ) u ( t l )  fa ib lement  dans  il) 
11 Il 

u 2 p 2 )  7i+cm ~ ( ~ 2 1  

e t  U'  ( t i )  n323+ u '  ( t  ) f aiblernent dans L~ (Q) 
2n 1 



S o i t  t = t  , d e  { u  ( t q )  on  peut  e x t r a i r e  une sous - su i t e  
q (q - l>n  

{U ( t  ) )  t e l l e  que : 
'In q 

u ( t I )  r r . + ~  u ( t i )  f a ib l emen t  dans  H ~ ( Q )  
qn 

e t  
2 

u t  ( t , )  -- u ' ( t  ) f a ib l emen t  dans  L ( a )  
qn n++co 1 

On e x t r a i t  a l o r s  l a  s u i t e  d i a g o n a l e  tunn) d e  {un} t e l l e  que : 

( t q )  n+m u ( t q )  f a ib l emen t  dans HZ(&!) pour q = 1 ,2 , .  . . nn 

2 
u1 ( t q )  u l ( t  ) f a ib l emen t  dans  L (R) pour q = 1,2 , .  . . 

nn 9 

Reprenons maintenant  (6) a v e c  t2 = t e t  t = O pour é t a b l i r  l e  r é s u l t a t ,  1 

on a : 

(f ( s )  , u ~ ( s ) )  ds+2 B ( x , s ) ~ s  dx+l lun(0)  I I ~ + I u ~ ( o )  I 2  (**) 

e t  passons  à l a  l i m i t e  i n f é r i e u r e  en t e n a n t  compte d e s  p r o p r i é t é s  : 



( 1 )  S i  )  e s t  majorée e t  (yn) convergente  - lim(xn+yn) = - l i m  x + l i m  y  
n  n  ' 

(2) S i  (x,) e t  (yn) son t  majorées  - l im(x  +y ) 2 - l i m  xn + l i m  yn ; 
n  n  - 

( 3 )  S i  (x,) e s t  une s u i t e  d 'un espace de  H i l b e r t  r é e l  convergente  f a i b l e -  

2  2  
ment v e r s  x ,  x  1 a 11x1 1 ; 

u,(x,O> u(x,O) 
l i m  [ j B ( X , S ) ~ S  dx = B(x,s)ds  dx. 
n++- J R 

La d e r n i è r e  p r o p r i e t é  r é s u l t e  du t h é o r c ~ e  de V i t a l i  : 

Théutrème de V~~ [,O] : 

r S i  i f n }  e s t  une s u i t e  de f o n c t i o n s  uniformément absolument 

i n t é g r a l e  e t  s i  f,(x) f ( x )  p .p .  x  E fi 

/ 1) f  s L+R) ; 
a l o r s  1 2 )  j i l i (x)dx = l i m  / i (x)dx.  

n++- J R  

L ' a p p l i c a t i o n  R x IR 

< + /IB(x,s)ds e s t  cont inue  pour presque t o u t  x  c I.. 

S o i t  t f i x é ,  posons F ( x , t )  = n  B(x, s )  d s  

On a  : Hn(x, t )  F ( x , t )  p .p  X E  R c a r  u n ( x , t )  7 u ( x , t )  

p.p x  E: R. 

I l  s u f f i t  de  montrer que E > O 3 6 > 0 t q  E C  R avec mes(E) < 6 

= > j  I f n l < ~  pour n = 1 , 2 ,  ... 
E 



So i t  E C R quelconque. 

% 
__C 

K2 2v+a, c ~ + 2 s  v+2 v+ 2 
g - (mes E) 

O 2v+2 l l u n ( ~ 1 l  l A  v+ 2 \ 

'\ 
\ 
\ V - 

K2 Cv+2 v+2 v+2 ')$ 
6 -  v+2 O s2v+2Co 

r 2v+2 
v + 2  V 

mes E < v+2 v+2 >+2 k2 s2v+2 O 

(5) Enfin,  l a  compacité de L implique : 

l v + 2  
On prend = v+2 v+2 v+2 . E 

puisque 

- 
v 

Prenons l a  l im i t e  i n f é r i eu r e  de l a  r e l a t i on  ( X I ) ,  en tenant  compte des 

l K2 Co S2"+2 *O - 

1 propr ié tés  précédentes : 



Cette dernière estimation jointe à ( entraîne 

(x(s),u'(s))ds 2 - lim (p(.,un(s)),uA(s))ds pour t = t S k (il n O 

Utilisons la technique de Minty [16] appliquée à des opérateurs monotones 

(non linéaires) dans des espaces de Hilbert. 

2 2 
Soit € L (0,T;L (R)) arbitraire, on a les relations suivantes : 

(iii) 

Additionnant membre à membre i), ii), iii) et iv), on a : 



pour t = t k ' 

Comme l a  f o n c t i o n  p( . ,v)  e s t  non d é c r o i s s a n t e  p a r  rappor t  à v. 

lorsque tk + T on a p a r  passage à l a  l i m i t e  

En prenant \Y sous la  forme \Y = u'-Xy avec > O,  e t  quelconque 1 
2 2 

dans L (0,T;L ( R ) )  

e t  s i  on f a i t  t endre  A v e r s  O, on a (x(s)  - P ( .  ,u '  (SI) , y 1  ( ~ ) ) d s  a 0 ,  j O 
Y é t a n t  a r b i t r a i r e .  

Ceci  ne s e r a  p o s s i b l e  que dans l e  cas  où ~ ( t )  = p ( . , u f ( t ) ) .  

Lemme 7 [ 1 4 ] ,  [22]. 

S o i e n t  X e t  Y deux espaces  de Banach X + Y avec 

i n j e c t i o n  con t inue ,  X é t a n t  r é f l e x i f .  On pose : r 
CO 

C (0,T;Y) = espace d e s  f o n c t i o n s  f E L (0,T;Y) q u i  sont sca la i rement  
S 

cont inues  de  @,a -+Y. 



i .e .  t ---+ < f ( t ~ , ~ ' >  est cont inue  s u r  [o,T] 'V y' E Y ' ) .  

00 

L (0,T;X) n CS(O,T;Y) = CS(O,T;X). 

On peut  t ou jou r s  supposer ( a p r è s  mod i f i ca t i on  é v e n t u e l l e  s u r  

2 
un ensemble de mesure n u l l e )  que u E C ~ ( O , T ; & ( R ) ) ,  u '  r Cç(O,T;L (R)) . 

2 
En e f f e t ,  on s a i t  que u E L ~ ( o , T ; H ~ ( R ) )  e t  que u '  E L ~ ( O , T ; L  (fi)), 

2 
donc u e s t  en p a r t i c u l i e r  cont inue  de ~ , T J  -t L (R) (Lemme 7)  e t  

donc u E c ~ ( o , T ; H ~ ( R ) )  . 
2  2  2  

Ensu i t e  pour g E: L (0,T;L (R)) ,  u " ( t )  = g -  Au(t)  E: L ( o , T ; H ~ ( R ) )  

2 
donc u '  e s t  cont inue  de [o,T] dans H ~ ( R )  d 'où u '  ( t )  E c ~ ( O , T ; L  (52)). 

L Q ~ ~ Q  E (Lg&Xé d e  L ' é n e h g i e )  [22] : 

2  2 
S i  u E L ~ ( O , T ; H ~ ( R ) ) ,  u'  E Lm(O,T;L (R)) n Cs(O,T,L (f i ) )  a l o r s  u 

v é r i f i e  pour t o u t  t E [o,T] : 

2 2 
t QNW I u l ( t )  l 2  + 1 I u ( t )  1 l A  est cont inue .  

2 On a : l u l ( t n )  - u l ( t )  l 2  + 1 / u ( t , )  - u ( t )  / 1: -+ O l o r sque  n -+ + . 

En e f f e t  : 



tend vers O car d'après le corollaire 1 : 

Il résulte que : u t  u(t) fortement dans H:(Q). 

et ul(tn) n-f+m, ul(t) fortement dans L2(Q). 

c'est-à-dire u r C(R+,H:(R)) et u s c(R+,L~(Q)). 

§ 7 - U n i c i t é  ct campohtmen;t aympXafique. 

Soient u et v deux solutions bornées du problème de Cauchy 

associé à (1) de conditions initiales respectives (u0,u,) et (v0,v1) 

appartenant à l'ensemble de stabilité S. 

Posons w = u - v  

U(0) = u - v  
O O 

wl(o) = u I - v 1 et a = sup((/ullA,l/v/ IA). 

f et 4 sont ici fixés de normes respectives "assez petites", 

on a l'équation : 

Onmultiplie (E)  par wl(t) : 

Par suite : 





c'est-à-dire 

l On peut écrire corne u et v sont deux solutions bornées sur IR+ : 

S 
v+ 1 

avec c = 131, k c, s2 + K 3 c o s ~(v+I) 2(v+1)~0 ( 1  lu<t) l l A  + I l 1:). 

D'autre part, en multipliant l'équation ( E )  par ~ ( t )  

d - (w' (t) ,(d(t)) = (wl(t) ,cilf(t)) + (u"(t) ,w(t)) 
dt 

2 
= Iw'(t) l 2  - (Au(t),w(t)) - ($(t)l~(t),u(t)) + 

+ (O(. ,ul(t))-p(. ,vl(t)) ,w(t))-(B(. ,u(t))-B(. ,v(t)) ,u(t)). 

c'est-à-dire pour un E positif arbitraire pour l'instant. 

Définissons maintenant VE sur IR par 

1 v (t) = - u t  1 + 1 u t  1 )  + t , t  pour E assez petit, 
E 2 



dont la racine carrée est une norme équivalente à la norme sur 

H~(Q) x L~(Q) si E est assez petit. 

En effet : 

E S2 c 

2 

avec S2 la constante de Sobolev. 

2 2 Ainsi donc 1 lw(t) 1 I A  + /u'(t) l 2  2 2(l+~S~c~)-~~~(t) . 

En regroupant les inégalités précédentes 

avec X > 0. 

Prenons alors X = 2 c KI s2 
O 

d - C 
dt VE(t) 5 (1 - E + ~l$l,k CO + 5 + ~ E K  V+1 v 

C 2 2 2 
+ (F  - K O + E + 2cS2 co K ~ ) I W ~ ( L ) ~ ~  . 



et choisissons $ et a de sorte que : 

E 
Fixons maintenant E et C < 10 , on pourra écrire 

E 
Mais si E vérifie - - 2 2 7 E K  ES c K & - -  

2 0  O 2 0 1  2 O 

c'est-à-dire E < Ko 
2 On aura + 2c2 S2 KI 

5 O 

d 7 E 2 2  - v (t) < - - ( 1  lu(t) / l A  + Iwl(t) 12) 
dt E 2  O 

et compte tenu de la relation entre VE(t) et 1 l~(t) 1; + IaV(t) l 2  

d 
soit - V (t) $ - G(&)VE(t) 

dt E 

7 E - 1 
où VE(t) & VE(0)e -'(')' avec S(E) =-(I+ES c )  > O .  

1 O 2 0 

Ainsi donc 

Cette dernière relation montre en plus de l'unicité le compor- 

tement asymptotique de la solution quand t tend + ". 



Etude de La v W o n  de ~ ( t )  ~ W L  IR+ en @nction de. u(o), - 
~'(01, f(t) 4;t $(t) : 

Soient u et v deux solutions bornées sur R+ respectives du 

problème de Cauchy : 

u"(t) + Au(t) + $(t)Lu(t) + O(. ,u1(t)) + B(.,u(t)) = f(t) 

u(0) = u 
O 

u' (O) = u 
1 (u O ,ul) E: s 

2 + 2  c f , $ )  E S (B , L  ( Q ) )  x L"(R+) telles que ( M ~ ,  
E ol 

2 + 2  
" D2 

et (g,y) E S OR ,L (RI) x L"(R+) telles que (Mg,/~Im) E o1 R D 2  . 

Posons : w = u - v 

w(0) = u(0) - v(0) = u - v 
O O 

0' (O) = u' (O) - v'(0) = u 1 - v l  

Posons : Ap(t) = p(. ,ul(t))-p(. ,vl(t)) et AB(t) = B(.,u(t))-R(.,v(t)), 

on a l'équation : 



d  
l - (o '  ( t )  ,w( t ) )  = (cli"(t) ,w( t ) )  + ( ~ ' ( t )  , u t  ( t ) )  d t  

2  2 (w'  ( t )  , o ( t ) )  = / o l ( t )  1 2 - ( ~ ~ ( t )  ,w( t ) ) -  ( $ ( t ) ~ o ( t )  , o ( t ) ) - ( ( i l ) ( t ) -Y( t ) )~v ( t )  , u ( t ) )  + 
d t  

- ( w t )  , ~ ( t ) ) - ( n g ( t )  , ~ ( t ) ) + ( f ( t ) - g ( t )  , u ( t ) ) .  

D e  l a  même façon que dans le  paragraphe précédent ,  in t rodu i sons  VE( t )  

pour c e l a  : 
b 

1 
Avec v )  = ( ( t )  1 + u t )  1 1 )  + ( ( t )  ( t ) )  (pour E a s sez  p e t i t ) .  





Chois issons  $ e t  a d e  s o r t e  que : 

2 2 P V  2 v+2 v 1 
kc0s2 I $ l m  + kc  O a + 2K3av+ 1 S2 (v+ 1 )Co 

a < - 
1 O 

E 
Fixons maintenant  E e t  C < - . On pour ra  é c r i r e  1 O 

2 2  2 1 U' ( t )  / i + ( k  c o + ~ k c o  S2a) 1 $ ( t ) - l ( t )  1 2+ 
d t  E 2 O 

2 E 

O 

E 2 Ko - - 2 2 7 E 
Mais s i  E v é r i f i e  : - + a 2 

+ &(1+4K c ) < -20 ; 
20 1 O 

on au ra  : 

d 2 2 2  2 2 E 2 
- d t  v E: ( t )  G - 20 (1 1 ~ ( t )  1 ( p I \ w l  < t >  1 , > + < k  cG+f.kcos2a) ] d ( t ) - ~ ( t )  / 2+(K+T)  l f ( t ) - g ( t )  l 2  . 

O 

2 .  
E t  compte t e n u  de  l a  r e l a t i o n  e n t r e  V c ( t )  e t  1 l ~ ( t )  1 1; + I u '  ( t )  1 

d 2 2  2 2 E - v  (t) ( - -  

2 

d t  E 
7E 10 ( I + E S ~ C ~ ) - ' V ~ ( ~ ) + ( ~  c ~ + L ~ c ~ S ~ P )  / $ ( t ) - ~ ( t )  I ~ + ( ~  O + I f ( t ) - g ( t )  l 2  . 



7 E avec  6 0 ( ~ )  = - ( ] + E S  c ) - I  
1 O 2 O 

S o i t  . 

2 
s o i t  h ( t )  = I f ( t ) - g ( t )  / , on a avec  [t] = n  ([t] : p a r t i e  e n t i è r e  de f )  

(T+ 1 -Ôo(E) -6 ( ~ ) n  fiO ( E )  t 
4 sup j h ( o ) d o  + ... + e O 1 T 2 0  T 

9 



donc 

t 2 f i 2 ( ~ )  
VE(t) 4< e V c ( 0 )  + &l(&)l$-~Im + - 6 p  M~ f-g ' 

1 -e 

Ainsi donc 

262 (E) 
+ bf2 

-fi0(&) f-g 
(1-&S2co) (1-e 

c'est-à-dire 

1 +F s2c0 2b1 (E) 2d2 (E) 
avec M (f,) = M (E) = et FI (E) = 3 1 1 - € S C  ' 2 ]-ES C 2 O 

-60(~) 
2 O ( I -&S2co) ( 1 -e ) 

Donc l'application non linéaire : 

est continue. 



E X I S T E N C E ,  U N I C I T E  ET PRESQUE-PERIODICITÈ 

DE LA SOLUTION BORNEE SUR ni. 

I Considérons l'équation suivante : 

n étant fixé et 
(Uon>u 1 n > C S  

( $(t) pour t L -n (:(') pour t 2 -n 
avec dn(t) = et fn(t) = 

l 0 ailleurs ailleurs 

Sous les hypothèses 
("1 

Ho, H I ,  H 2 ,  H g ) + +  et (M~,IJ)(,) DI nD2 

notre problème de Cauchy l)', 3)' admet une unique solution bornée sur 

[-n,+m[ satisfaisant : 

où x est la plus petite solution positive de : 
O 

(x) H 3 )  ++ : H3 sur 1-n,+m[, n tz IN, au lieu de IR. 



§ 2 - Exihxtence d'une 6 0 ~ ~ 0 n  boanée. 

S o i t  v n ( t )  l a  s o l u t i o n  bornée du problème de Cauchy : 

avec 

i y( t )  b-n 
. { :(t) pour t 2-n 

Y ( t )  = 
n  9 g n ( t >  = L 0  a i l l l e u r s  a i l l e u r s  

d ' ap rè s  l e  paragraphe 8 du c h a p i t r e  précédent ,  on a  : 

S i  l e s  fonc t ions  Y e t  g s o n t  n u l l e s ,  l a  s o l u t i o n  v cor res -  n  

pondante au problème d e  Cauchy d e  cond i t i ons  i n i t i a l e s  (0,O) e s t  l a  

s o l u t i o n  n u l l e .  

On a  donc pour t X -n. 

Comme n o t r e  problème l ) ,  2) ne  dépend pas  du choix de l a  c o n d i t i o n  i n i -  



tiale du problème de Cauchy 1)'- 3)' pourvu qu'elle appartient à l'en- 

semble de stabilité S on a alors en désignant cette fois u la solu- 
n 

tion correspondante à u = O et u = 0. 
on 1 n 

De plus, pour n > n et t 2 -n, on a 
1 

grâce au fait que f et f coïncident sur [-n,+w[ ainsi que 
n 1 9n 

Par conséquent sur l'intervalle E~,+w[ la suite (un,un) est de Cauchy 

dans C([-k,+m[,H:(R)) X C([-~,+WGL~(R)), elle converge donc uniformé- 

ment vers (u,ul) sur [-k,+w[, b' k E. W. 

D'autre part, l'estimation sur 1 u t )  1 1 + u t )  1 valable sur 1-n,+~[ 

à savoir inférieure ou égale à M~(E) 191 + ~~(~14 unifonnément par rapport 

à n nous permet de conclure en l'existence d'une solution de 

2 
C(IR,H;(O)) x C(B,L (O)) bornée. 

Comme dans le chapitre précédent, on peut extraire une sous-suite de {un) 

telle que : 

un(t) + u(t) - dans H~(I), uniformément sur [-k,+w[ k E M 

- faiblement ëtoilé dans H;(G) 

- p.p. sur 62 x IR 



2 
uA(t) + ul(t) - dans L (il), uniformément sur [-k,+m[ k E N 

- faiblement étoilé dans L2(fi) 

- p.p. sur R x IR 

f3(. ,un(t)) + 8'. ,u(t)) faiblement étoilé dans LW(~,b2(fi)) 

p(. ,uA(t)) + p(. ,uT (t)) faiblement dans L ~ o c   fi)) 

a conséquent, l'équation variationnelle associée à (1) est vérifiée, on a 

alors le théorème suivant : 

Théo.rtème 2 : 

- 
Sous les hypothèses Ho , ff, , , Hg , pour (~~,lqI,) C D ,  n D2 

et pour B2(Mf, 1912 assez . petit il existe une solution bornée du problème 

1) - 2) telle que : 

où x0(Mf, /$lm) -désigne la plus petite solution positive de : 

§ 3 - Un i&Z de la d o l d o n  bahnée. 

Soient u et v deux solutions bornées de l ) ,  2) sur R et 

s G t  o n a :  



Prenons t fixe et s = -n dans la relation précédente et faisons tendre 

n vers + rn, nous voyons alors u E v et u' v'. 

r Sous les hypothèses du théorème 2, le problème 1) - 2) admet une 

unique solution bornée. 1- 

r En plus des hypothèses du théorème 2, on suppose que $ est 

2 2 
R-presque-périodique et f est S (R,L (R)) -presque-périodique. 

2 Alors la solution bornée du problème 1) - 2) est H~(R) x L ($2) 

presque-périodique c'est-à-dire u (t) est Hrn(R) -presque-périodique et i 2 O 

est L (R) - presque-périodique. 

V E r n o n n ; t ' r d o ~  : 

Soit (Sp) une suite de nombres réels. Dans le but de prouver 

le théorème il suffit de montrer qu'on peut extraire de {s ) une SOUS- 
P 

suite que l'on notera encore par {s ) telle que : 
P 

u(t+s ) + u(t) fortement dans nm(CL), uniformément sur tR. 
P O 

ul(t+s ) + u' (t) fortement dans L~(Q), uniformément sur P. 
P 

Comme $ et f sont presque périodiques, alors on peut extraire 

une sous-suite notée par {s ) telle que : 
P 



sup I$(t+sp) - $(t+sq)l O lorsque p et q -+ + . 
t a  

t+ 1 
de même sup 1 2 I f  (~+s~)-f(<+sq) I 2d< O lorsque p et q + + 

t€R t 

Considérons les équations suivantes : 

Posons : 

w (t) = u(t+s ) - u(t+s ) ,  Qpq(t) = $(t+s )-$(t+s ), f (t) = f(t+s )-f(t+s . 
P 4 P 9 P q Pq P 4 

Posons : 

A p(t) = p(.,ul(t+s ))-O(. ,u'(t+s ) )  et A B(t) = B(.,u(t+s ))-B(.,u(t+s ) ) ,  
P 4 P q P4 P q 

on a alors : 

Faisant le même raisonnement que dans le paragraphe 8 du chapitre 1, on a 

pour s < t 



soit 

Prenons t fixe et s=-n dans la relation précédente et faisons tendre 

n vers : 

( su5 
Faisons tendre p et q vers + et compte tenu de llhvpothèse que f ' 3 u~~ 

et $ sont presque-périodiques on a alors : 

P 
tend vers O. 

P 

C O ~ O ~ ~ C ?  : 

r Si, en plus des hypothèses du théorème 1 ,  f et $ sont pério- 

diques alors la solution bornée du problème 1 )  - 2)  est aussi périodique. 1- 



7 )  Exe.mpLe : 

Les résultats précédents s'appliquent sans diffibultés aux 

équations du type : 

(ul(a,t) = ul(b,t) = 0 br t F: IR, a et b finis. 

avec E i = 0'1, sont des nombres réels assez petits, ki, i = 0,1, i ' 
sont des constantes positives et v un réel quelconque positif. 

2 )  Remque  : 

Dans le cas où la fonction p est linéaire p ( . , v )  = kv 

k constante positive, il est possible de prendre pour L un opérateur 

d'ordre inférieur ou égal à m. 

En effet, il n'est plus utile d'appliquer l'argument de Minty 

pour prouver que p ( . ,vn) -+ p ( . ,v) . 
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Cette étude étend les résultats de M. Nakao et d'~. Haraux au cas où l'ope- 

~rmrn>**@e) erc de f o r u  U r )  r + J),&c>L-. ,+~...& . . ~ ~ ? $ i e ,  J!& I",Ç&:~ 

pale auto-adjointe d'ordre 2m et L opérateur d'ordre strictement in- 

férieur à m et . $ une fonction mepurable presque @riadique "petite . 
' Avec ces hypothèses pour des fonctions f presque periodiques 

en t "petites" il existe une solution de (1) presque-périodique unique. 

Pour ce Pairè, on ramène le problème (1) à un problème de cauChy sur 

5-2 X R+ qu'on résout à l'aide de la méthode des énergies . . puls on construit 

une suite de fonctions définies sur Sl X [-n,+m[ qui converge convena- 

blement vers la solution çbeschée. 

MOTS C L ~ S  : Equation d'évolution 

* Equation hyperbolique 

Equ&tion non linéaire 

Solution presque-périodique 


