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(1)

INTRODUCTION

L'objet de ce travail est 1'étude de 1'existence, 1'unicité,
la’'presque-périodicité et le comportement asymptotique de la solution

bornée de 1'équation d'évolution :

(x,t) + (A+P(t)L)u(x,t) + o(x,—g—‘ti (x,t)) + B(x,u(x,t)) = f(x,t) sur R (1)

=0 pour |a| & m-1I sur O9XR  (2)

(§f2 étant un domaine ouvert borné de RN, de bord 92 de dimension N-I

que 1'on supposera suffisamment régulier)

avec Au = Z (—l)la!

a Y
D'(a_ (x)D'u)
|o| <m oY

|y |<m

oi G0 et Y sont des multi-indices ; o = (ul,...,aN) € NN de longueur

q o N9 3
1&] = izlai s X = (xl,...,xN) € § et D = izl Di ol Di = 3;; .

L'équation :

-+

(x,6) + AuGLE) + plx, 0% (,0)) + B(x,ulx,t)) = £(x,t) sur 0 X R

la| & m-1 sur 9{l X R
a été étudié depuis les années 60, par plusieurs auteurs essentiellement

dans le cas ol A(t) est un opérateur auto-adjoint indépendant du temps t.

En particulier, dans le cas oi RB(.,u) = O par L. Amério et G. Prouse [l],




(ii)

M. Biroli [3,4], A. Haraux [9,11,12], J.L. Lions.[]i], G. Prouse [19,2@],

etc...

Les résultats obtenus restent sans changement notable lorsque
R(.,u) différent de z8ro est continue et croissante par rapport a4 u
et p(.,v) = kv avec k constante positive. M. Biroli [j],
A, Haraux [10] etc...

Par contre si B(.,u)‘ n'est pas monotone, M. Nakao [li] a
surmonté cette difficulté en utilisant la méthode des énergies introduites
par Sattinger [?5], méthode qui lui a permis de substituer 1'hypothése de la

monotonie de B(.,u) & celle de f "petite".

Le cas ol l'opérateur A(t) dépend explicitement de t a donné
lieu & un certain nombre de travaux. Par exemple, Lions et Strauss DS]

étudient l'équation :
utt(t) + A(t)u(t) + B(t,u(t),u’'(t)) = £(t)

dA(t)
_EE*_'S 0.

Ils établissent 1'existence d'une solution faible du probléme a valeur

par des méthodes de compacité ou de monotonie sous l'hypothése

de bord initiale.

Citons encore Clements [ 7] et Yamaguchi [26] qui utilisent
le théoréme du point fixe pour obtenir 1'existence de solution a caractére
périodique.

Sur les conseils de A. Haraux, nous allons perturber l'opérateur
A par un terme de la forme @(t)L avec { fonction mesurable, bornée
de norme L* petite et L opérateur différentiel linéaire continu d'or-

dre strictement inférieur a m.

Ce travail est divisé en deux chapitres.




(1i1)

Dans le chapitre I, on montre que pour les conditions initiales

(uo,ul) assez petites dans H?(Q) X LZ(Q) et f et | assez "petites",
le probléme de Cauchy associé & (1) &#v<c valeur initiale (uo,u]) a une
solution globale et une seule qui est en fait dans

1

L®EN @) 0w w12 @) .

Sur la base des résultats obtenus, on &tablira dans le chapitre II
que 1l'on a en fait pour f et ¢ toujours assez petites une solution unique
définie sur R & valeurs dans H:(Q) X LZ(Q). Si, de plus, f et { sont
presque-périodiques la solution correspondante est elle-méme presque pério-
dique. On &établira, en conclusion, la stabilité asymptotique de cette solu-

tion et on exhibera un exemple.
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CHAPITRE I

PROBLEME DE CAUCHY ASSOCIE A (7).

§ 1 - Notations et nrappels, cadre fonctionnel.

« Les fonctions considérés seront 3 valeurs réelles,

* La norme de 1'espace de Lebesgue Lp(Q), 1 € p &+ 2 sera
notée par :
[ul, = (J JuG) [Pax) /P pour 1 € p <+
Q .
lu| = sup ess|u(x)]|

x€f}

pour p = 2, LZ(Q) est un espace de Hilbert dont on notera son produit

scalaire par (u,v) = J u(x)v(x)dx.
Q

* L'espace de Sobolev Wm’p(Q) est défini pour | € p € + @

et m=1,2,... par : Wm’p(Q) = {u|Dau € Lp(Q) avec Ia‘ < m}
d : = 0% Py /P I<p<e
e norme ||u||m,p ( ) zmi u|p) pour p
CX« *
= D .
et Hullm’+oo o Zmi ul

(Wm’p(Q),]Iu]lm p) est un espace de Banach.

2
Pour p =2, W () est un espace de Hilbert noté Hm(Q) muni du
produit scalaire noté (u,v)m = Z (Dau,Dav) et de norme :
1 ]além

ally = Il -




sP
Par définition : Wo'P(9) = D(Q)Wrrl )
"m:P, o sPyy ' P 1 1 _
W (Q)-(wg‘ )' (dual de w‘c‘)‘ @) S +5r=1

pour p = 2, on pose Hz(Q) = WZ’Z(Q) et H () = (H?(Q))'

-m S
ue H () s'écrit alors sous la forme :

u = Z Dduu avec u, € LZ(Q).
|a|&m

Soit X un espace de Banach, on désignera par Lp(O,T;X)

1'ensemble :
,

T
| e B < v o
{ £|£ : [0,T] * X fortement mesurable telle que © si lgp<+w

« sup ess'lf(t)]lx < 4 o

te[0,T]
si p=+ @ )

Ck([b,i];x) = ensemble des fonctions k fois continlment différentiable
de BLTj -+ X.

+
On définit pour J =R ou J=R et | € p <+ l'espace

de Stépanov Sp(J,X)
t+i
SP(J,X) ={f el (J,X) ! sup(( Ilf(s)[lpds) < + oo},
Loc X
teJ ‘'t
La dérivée par rapport & t de la fonction u : ](),T[-+ X
sera notée u'(t).

On identifie u : 2 X R - iR a une fonction vectorielle

u:R~> Wm’p(Q), de méme %% : QXR>R & u' : R~ LZ(Q).




Dorénavant, on &crira notre probléme (1) - (2) formellement sous

la forme :

u"(t) + Au(t) + P()Lu(e) + p(.,u'(t)) + B(.,u(t)) = £(t)

u(t) € HZ(Q);

Lemme 1 (de SobolLev) [24] :

2N
N-2m

Si u € H?(Q), u € Lp(Q) pour 0 < p si N > 2m

ou 0 <p<+o© sgi N 32m c'est-a-dire

ol < s llull,

Sp désignant la constante de Sobolev.

§ 2 - Deginition, propniétes de fonctions pnuque—péuodéquu et hypotheses.

e

Déginition de La gonction presque-periodique . :

Soient X wun espace de Banach, f une fonction définie et
continue sur R, f est dite presque-périodique (que 1'on note par P.P.)
sur R si pour tout € > O il existe un nombre £(g) > 0O tel que tout
intervalle de longueur A£(€) contient au moins un nombre T vérifiant :

[£(e+n) = £(O) ||, < € YVt eR.

Autrement dit : V e > 0, —ece) > o, Va gt € [a,a+L(e)]

tel que : sup||f(t+T) - f(t)l|X < €.
teR

Le nombre T est appelé e-presque-période de f£.




Remarque : | Cette définition est 1'extension de la définition
de Bohr pour les fonctions numériques i des fonctions

vectorielles.

Proprigtes [1] :

i) Si f est P.P. alors 1l'image de f (Im f) est relativement

compacte.
- Dans le cas oi X =R, i) signifie qu'une fonction f P.P.
est bormnée.
'i{i) Une fonction f P.P. est uniformément continue sur R.
iii) 81 fn est P.P, pour n = 1,2,... et si la suite {fn}

converge vers f uniformément sur R alors f est P.P.

iv) La somme de deux fonctions P.P. est une fonction P.P.

v) Le produit d'une fonction vectorielle P.P par une fonction

numérique P.P est une fonction vectorielle P.P.

vi) Soit f wune fonction continue sur R alors on a 1'équiva-

lence suivante :

De toute suite {sn} on peut extaire une
f est P.P. si et seulement si sous suite {cn} telle que : f(t+cn)

converge uniformément.

Hypotheses :
HO) On considére A(t) = A + P(t)L.

- _plelpe Y _ o N
A ]alzm -nH'7o (aaY(X)D ) avec aay(x) aYa(x), auYe L () Vu,yeN

[y |<m

. .. . . *
est la partie principale de A(t) auto-adjointe A = A.

On définit l'opérateur A : H?(Q) + H™() par :




<Au,v> = z f a (x)DYu(x)Duv(x)dx u,v € Hm(Q).
lu gm ‘Q oy °

lYlsm

. m o . . .
* A est coercive sur HO(Q) c'est~3-dire qu'il existe une

-2 - 2 .
constante c_ >0 telle que <Au,u> 3 cozltu||m sl ue€ H:(Q).
P . 1/2 P
On vérifie sans peine que u > <Au,u> définit une norme

sur H?(Q) que 1l'on note |_|u||A équivalente 3 ||u||m c'est-a-dire

qu'il existe deux constantes c, et ¢, positives telles que
-1
e, ully > Hall, 'l
. [vs]
* ¥ est une fonction de L (R) de norme |ﬂ|m.
* L opérateur linéaire de H?(Q) dans LZ(Q), continu :

-1
|Lu|2 'S kllul]m S kco l]ullA.

H]) p(x,v) désigne une fonction mesurable sur X R & valeursdans R
telle que : o(x,0) = 0, Kolvl—vzl2 < (p(x,vl) - p(x,vz))(vl—vz)
et Ip(x,vl) - p(x,v2)| < K]’V]~V2“

Ceci pour presque tout x € ) et pour tout VsV, € R
oi K., 1i=0,! sont des constantes positives.

HZ) B(x,u) désigne une fonction mesurable sur X R & valeursdans R

telle que : g

!u|\)+1

B(x,u) < K.2 , ’B(x,u]) - B(x,uz)] g K3(|u1|v +[uzlv)|u]-u2|

ot K2 et K3 sont des constantes positives.

Ceci pour presque tout x € {, pour tout u,u,,u, € R

avec




2m .
<Y £ = N >
0 V) Nom si N 2m

et 0 < V< + @ si 1 & Ng 2m

H3) : f e SZGL,LZ(Q))-bornée c'est-d-dire :
t+1
Mg = S“P(f £ |2as) /% < 4
' 2
teR t .
H3)+ : H3 avec IR+ au lieu de R,

et du lemme I, on déduit

Remarque : De 1'hypothése H,)

8(.,u) € L2() si wu e ).

Dans ce chapitre, on &tablit un théoréme d'existence d'une unique
solution bornée du probléme de Cauchy associé & (1) avec pour conditions
e e m 2
initiales u € HO(Q) et u, € L7().

Le probléme de Cauchy associé & (1) est :

u"(t) + Au(t) + P()Lu + p(.,u'(t)) + B(.,u(t)) = £(t) (1)

u(0) = u
© (3)

u'(0) = u
Pour la résolution de ce probléme, on utilise la méthode des

dnergies [25].

§ 3 - Détermination de L'ensembLe "des bons potentiels”.

K(u) =-%!u‘(t)|§ est 1'énergie cinétique ;




i 9 u(x,t)
Jo(u) = §-||ullA + f J B(x,s)ds dx est 1l'énergie potentielle
o
associée 3 (1) et E(u) = K(u) + Jo(u)‘ est 1'énergie totale.

Supposons que J0 admette un minimum local en O alors par
analogie avec le minimum local de la fonction potentielle pour un systéme
mécanique avec un nombre fini de degré de liberté, on doit imaginer un

ensemble de "bons potentiels" en O dans 1'espace des fonctions H:(Q).

D'oli 1'utilité de la méthode de Faedo-Galerkin qui consiste
a approcher 1'équation donnée (1) (généralement en dimension infinie) par

des équations définies sur des espaces de dimensions finies.

On procéde 34 la construction des 'bons potentiels" W.
i 2 [
Soit J (u) =-—I|u|| + B(x,s)ds dx.
o 2 A oo

Grice 3 1'hypothése HZ) et au lemme 1, on minore Jo(u) par

v
Jo(u)
v ; N I 2 C\) V+2
Jyw) € I (w)  VoueH(D avec I (w) =35]lully -5 [lull,
C, =K, cz+253:§ : K, relatived B, c a A, S ., la
constante de Sobolev).
Pour u # 0 fixé dans H?(Q), on a :
2 C Av+2
v A 2 v V+2 "
J (Au) = — - — J (A =0
o Y 2I|u||A V+2 |IU|IA 0( u)|>‘=O
d v 2 V+1 V+2 d Vv
EX-JO(XU) = K|{u||A - Cv A ||u|IA ERY JO(AU)|X=O =0
2 2
- v 2 v
— J Ow) = ][u||A - (v+1)cvj;u|lx+2 Qdi- J (Xu)[x—o 1|Ul[A >0
dA dx




n
JO a donc un minimum local en u = O.

JO(>\u) |>\=O =0

d 2 1 .2 2 1
o T, 0w = A ul |A + {QB(X,)\u)u dx = 5 {} | |ul [A + [QB(X,)\u))\u dx} = 3 J, ().
12
En posant J (u) = llull + f B(x,u)u dx.
1 AT g
En utilisant 1'hypothése HZ et lemme 2, on minore J](u) par
Y
J. (u).
1
T <J (w VuedD avec }'(u)=||ul|2-c||ull\’+2-
1 1 o 1 A Vv A ?
ona: S7 0w =L7003+7 0w r A< A (u) of
PAx Yo x2S e pou pr o

A (u) = (v !

1 C ‘
TN

N
On définit le nombre d_  par :

o]
2
N 2
d = .inf  (Sup J Q) = )’ . =X > o.
o o As0 °© Cv V+2
u€Ho(Q)
u#0

"N
L'ensemble des "bons potentiels" associés & J_ est :

o}
V. m Y 3 I
WY ={ueH (R | 0<J (u)<d V xe [0,1]}.
JO o o 0
Remarque : Si on définit WJO comme &tant :
m ,\I
WJO—{ueHo(Q) | 03 () <d Ve [0,1]}

on a alors WJ C W}
o o




Pour plus de commodité dans notre travail, on choisira W sous-

ensemble de WJ comme suilt
o

n
A la fonctionnelle J](u), on associe la fonction
2 V2

.. + o . P
g(x) = x° - Cvx définie sur R et on désigne par X le nombre réel

correspondant au maximum de g(x) 1i.e.

9 1/v
g(xo) = max g(x) o x = (——) .
x30 ° C (v+2)
\Y)
C C
_ 1.2 "V V42 1 Vo V2
Posons do =5 X -3 %o < m;g(z X vio X )

Ainsi 1'ensemble des "bons potentiels" sera défini par :
= {ue H?(Q) | 0<J Ow) <d Ve [o,1]}

et l'ensemble de stabilité § par

S = {(u,,u) €W x L2 | ‘ lu]lz +J (u) <d et 1]u0[[A < x

§ 4 - Constrnuction des sofutions "approchées" par La méthode de Faedo-Galerkin.

Soit {wj} une base de H?(Q) (elle existe car H?(Q) est
un espace séparable).
On cherche alors un(t) solution "approchée" de notre probléme

sous la forme

un(t) Z g; (t)w

Les gjn(t) tant solutions du systéme d'équations différentielles

ordinaires suivantes
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(1) )+ <A (6) 0>+ (IO Lt (), 0040, ul (€),00)+(BL.u, (6)),0)=(E(0) ) (B

n
- - m
(In) un(O) =u le OLanj —n-_;+—;.;-> u fortement dans HO(Q)
v 2
ur'l(O) =u, = JZ] Banj W u fortement dans L™ (§2).

D'aprés la théorie des équations différentielles ordinaires,
pour chaque n fixé, le probléme (In) posséde une unique solution

un(t) sur [O,én] avec 6n>0.

Lemme 2 :
. m
Si U ToEe T fortement dans HO(Q) alors Jo(un) Qe veans Jo(u).

Preuve : 11 suffit de prouver que :

z
IQB(x,un(x))dx R rereans fB(x,u(x))dx avec B(x,7) = ( B(x,s)ds ;

9] o

1
or B(x,un(X)) - B(x,u(x)) = J B(x,T(un(X)—u(X))+u(X))(un(X)-u(X))dT
- [e)
1
|f B(x,un(X))-B(x,U(X)))dX| < [ [olB(x,T(un(X)-U(X))+u(X))ll(un(X)-u(X))ldex
Q Q

i
'S KZI(QJO]T(L‘“—U) +u I v+l lun(x)—u(x) ld’rdx

< Kz(f (]un—u[+lu1)2(v+')dx)‘/Z(f lun(x)-u(x)lzdx)l/Z
Q Q
1 1 1
< chzf S\z):rnzcosz(lI“n"“”&'”'“‘|A)\)+ [fayully

C.Q.F.D.
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§ 5 - Estimations a priornd sur ces solutions approchles.

Lemme 3 :
-
Sous les hypothéses HO), HI)' HZ)’ H3)+ pour (uo,u]) €S
il existe un voisinage D, n D2 de (0,0) dans RY xR"  tel que si

(Mf,!@!a) € Dl N DZ’ les solutions '"approchées" {un(t)} existent sur

[b,+w[_ pour n assez grand et satisfont aux estimations :

e )], ¢ x, et lulo], < a)'/?

~

ol X désigne la plus petite solution positive de 1'équation :

1_X2 _ WV X\>+2 - 4
2 V+2 o

Déemonstration :

]

On veut montrer 6n + © pour n assez grand et que les rela-

tions (4) sont vérifiées pour tout ¢t.

Pour cela il suffit de prouver que 1l'on a :

slut@ |5+ @ @) <d Yee [0,6] )

. _ 1 2
Soit EO = 2|u1|2 + Jo(uo), pour (uo,u]) £S8, ona E < do’

o

)

= - > 1 '
on peut donc poser €, dO EO 0 puisque (un(O),un(O)) = (uo’ul

fortement dans H:(Q) X LZ(Q).
Pour tout € € ]O,eo[ on a a partir d'un certain rang :

I 2 1, 2 e
zlul @1y = 3lu 1y <5

Jo(un(O)) - Jo(uo) <

Njm




_]2_
Par suite E(un(O)) £ £+ Eo £ € + dO - Eo £ d0 ~ g, Ve €j]0,€o[ .

c
. P \Y +
Soient h définie sur Rf par h(x) = %-xz vy xv 2 et

1'application u - |IullA > h(llul!A) définie sur H?(Q).
h_l(B)g&)D est la réunion de deux intervalles disjoints

[O,xo[ et ]xz,x3__] .

Désignons par Ml’ M2 les images réciproques correspondantes

m
dans HO(Q).

v
M= {uem@ | o<J <d er [Jull, <x]}
m v
M, = {ue H (D | 0« J () <d et x,< ull, < x,}.
p
'
[}
d S >
o ' | |é‘\
\ i } | .

X, X\ ¥p %3\
\ N\
g h

X, / max h(x) = h(x)
x30 1

X, # h(xz)

d

o]

0

X4 / h(x3)
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On a pour n assez grand E(un(O)) < d0 et comme

Hun(O)HA g Huol IA < x_ alors u (0) € M] pour n assez grand.

Supposons que (¥) ne soit pas réalisé, il existe alors au
. X X
moins un t € [O,Gn] pour lequel E(un(t ) I do. Compte tenu de
*
1'existence d'un t € [O,cSn] tel que E(un(g‘)) 3 d0 et de la continuité
de 1l'application t W\~ E(un(t)) il existera t = inf{te [O,én]/E(un(t))=do}

et donc E(un(t))é do Vee [O:EJ-

La continuité de un(t) sur [0,t] associée au fait que

un(O) € Ml implique un(t) € Ml donc Hun(t)HA € X pour pour t € [O,E].

Pour mettre en évidence la contradiction de (%), on montrera

d'abord que t > | autrement dit [E—],EJ - [O,GIJ. Sur cet intervalle
LE—I,EJ on montrera l'existence des trois nombres EI’EZ et Eo € LE]’E?_]
pour lesquels la contradiction apparaltra.

Multiplions (fn) par gé n(t), sommons sur j de | 3 n
b

et intégrons sur un intervalle quelconque [tl,tz:)c [0,6n] , oma :

t t t
(6) E(un(t2)>+Jt2(o(.,u;<s>),u;<s)>ds - E(un(t])>+ft2(f<s),u;<s>>ds—ft2(w<s>Lun(s>,u;(s>>ds.
1 1 ' 1
Avec t. =t et t, =0 (6) devient :

t t t .
E(un(f)) + Jo(o(-,ur'l(S)),ur'l(S))ds = E(un(O)) + J (f(S),uI'l(S))ds -jo(kD(S)Lun(s),ur'l(S))ds.

0

Compte~tenu de ce que nous avons vu précédemment, de 1'hypothése H7 et de

1'inégalité de Young :

K
ab € = a2 + -2 b? a,b 30, K > o0.
Ko 2 [o)
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on a pour € < €, et pour n asséz grand :

Y ) - . k2 2
Co
e+ K folun(s)lzds

0 [¢]

1 t 2 K0 t 2 c, ¥
—— . ! B
IS K J |f(s)|2ds-+ 5 [olun(s)|2ds + %

assez grand.

2

K (T
2 -
olw‘w,t +7§-f0lug(s)|§ds

(7N

t
Soit K e &€ [ |f(x)|2ds + k2 c2 xthF .t pour n
o 0 2 o ]
Supposons que : (Mf,|¢|w) €D, (8)
Ny s 4,2 2 2 2.2
= < .
oi D, {(y,2) e R xR /y" +& c_ x )z Koso}

De (7) et (8), il résulte que t

pour n assez grand.

est strictement supérieur & 1

Reprenons (6) avec t2 =t et t1 = t-1, on a
R Y £
E(un(t))+l(E_l(p(.,u'n(s)),ur'l(S))ds = E(un(t—l))+fg_]f(s),ut'l(S))ds-(E_](\U(S)Lun(S),ul'l(s))ds

or E(un(E—l)) 3 E(un(E))

£ ' ) | t 5 K, t ' ) K2 ixi ) K t '
K| |un(s)|2ds Sl |f(x)|2ds 7| |un(s)lzds + = 1o+ - |un(s)|2ds
t-1 o ‘t-1 t-1 0 -
K, [t 2 L Koo Xy, 12
c'est-a-dire —7~J_ lu;(s)lzds <7 J_ lf(s)lzds + ~_—§f_"—lw|w ou
t-1 o ‘t-1 o
G 2 2 2 2 2 2 2
JE“]IUA(S)‘ZdS < ;5 {Mf + k <, ol@'w} (8)
o

AZ

On désignera par

deux nombres E] € [E—I,E —%]

\uA(Ei)lz < GA i=1,2.

le second membre de (9), il existe alors

et EZ € [E-"%,El tels que :

9
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Multiplions (En) par gj n(t), sommons sur j de 1 & n, puis
>
intégrons sur [E],Ezj(: [E—I,E] on a :

t
JEZ{IIun<s>|Ii+fQB<x,un<x,s>>un<x,s>dx}ds<|<u;(51>,un(f]>)l+|(u;(32>,un(fl>>l+
1

[Ez 2. (5 t2 ftz
+ lu’ (s) |2ds+| %] (0. u'(s)),u_(s)) [ds+|_“(£(s),u_(s))ds+|_“[(§(s)Lu_(s),u (s))]ds
j- ''n 2 e n n 7 n It
£ 1 1 i
K ’ A +keZs, = ||
- J (u (s))ds < 8cosszA+A +K e S x A+c S x Mgtke S,x ] -
1

D'autre part, omn a :

ctl

t
[_2 3, (u_(s))ds > J

2 v 5 2, £ 2
_ J1<un<s))ds=[_ !Iun<s)|IA(I—cvllun(s)IIX)dsz(l—cvxﬁ){_ [u ()] ds
1

Y t

or 1 -Cx’=—=>0
Vo V+2
d E2|1 112ds « 22 (84K, )c S, x A+A%+c S x M +ke’S x> [9]_} .
onc a un(s) ads € =5 ])co 9%, c S,x Mg 059%o 1 Vi I (1)

Y

De (9) et (11), il résulte 1l'existence de Eo € [EI’EZJ tel que :

- 2 - 2
Iu;l(to) |2 + I Iun(to) I iA £ Zel(Mf, ILDIOO)

N’Ioo _ 2v+] AZ . V+2

2 2
ol el(Mf, = =3 5 {(8+K1)C052X0A + COSZXOMf + kcoszlwfwxo}
avec A= %%-{Mz + kzczleﬂlz}.
K f oo o
o
Reprenons 3 nouveau (6) avec t2 =t et tl = Eo on a :
_ ot _ t £
E(un<t))+JE<o<.,u;(s>),u;(s))ds = E(u_ () +JE (£(x),u! (s))ds - f{ (D(s)Lu_(s),u! (s)ds
o

[¢] [¢]
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- 1 - 2 1 - 2 un(X’Eo) t
E(u_(©)) é‘fliun(to)|‘A +-§lu;<to>|2-+f9f0 B(x,s)ds dx + [E (£(x),u!(s))ds +
(o]

t .
+ f-l(ﬂ<s>Lun<s),ug<s>>|ds

t
(o}

V+2

C
v 2
6y € 8,01, 1010+ oy (0,000,101, T A ¢ ke, AL = 650,191,
On voit immédiatement la contradiction : en effet GZ(Mf,leu)
tend vers O lorsque Mf et 'lﬁlm tendent vers O et peuvent &tre
choisis pour nier d_ < 62[#f,1$|a)] .
Pour n assez grand, pour M. et lw‘m petits, on a :
E(un(t)) < d0 , Ve \-_O,SH__], par conséquent :
[Ju (Y]], < x_ et lur ()], < (2d )l/2 Ve é[b 8§ ] avec n assez grand
n A o n 2 ) *“n ’

d'oli il résulte que : Gn =+ © pour n assez grand.

Désignons par :
D, = {(y,2) RY x R7/6. (y,z) < d}
2 - ys,2) € ! 2 ys2 o
+
Pour n assez grand, pour tout t € R et pour (Mf,lﬂlm) €D1 n D2

A 2
on a donec : 3 Iun(t)l2 + Jo(un(t)) < dg

, 1/2

- - \i < .

par conséquent : ,un\t)|2 < (2d) et I.un(t)llA L

Remarque : On a un résultat beaucoup plus fin & savoir :
Liw 2 + 7 (o) < 8,0, 18] Viso
2 '"n 2 o' n TV e -

, ) 2
et par conséquent : llun(t)llA g xo(Mf,|$|m) et lu&(t)] S (262(Mf,|w|m))
ou xO(Mf,!$|m) est la plus petite solution positive de

C
1 .2 Vo V+2
7¥* vt 7 8,0, 101 -

Notons que 62(Mf,|$|w) et xo(Mf,\$|m) tendent vers O lorsque M. et
|kﬁ|Oo tendent vers O.
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§ 6 - Exstence de La solution du probléme de Cauchy associe a (7).

Nous venons de construire une suite de fonctions définies sur
+ ~ ~ f e .- ‘ ~
R . Gr&3ce a des propriétés de compacité permettant le passage i la

limite dans les termes non linéaires mous allons établir la convergence

de cette suite vers la solution du probléme de Cauchy associée a (1) - (3).

Deginition d'une sofution bornée du probfdme de Cauchy (1) - (3).
u(x;t) est dite solution bornée de (1) - (3) de conditions

initiales (ud,ul) si :

) ue L"®LE@) N c® @)
i) u' e "®,LA@) N e, it @)
ii1) BC.,w e L@®,L2@) et p(.,u'(t) € L ®, LA @)
iv) [R+{—(u'(f),h'(t))+<Au(t),h(t)>+(w(t)Lu(t),h(t»+(p(.,u'(t)),h(t))+
+ (B(.,u(t)),h(t))~(£(t),h(t))}dt = 0

Ve @, 1@ nc'@, i’ @) n 2@ ,12@) 2 support compact

+
sur R .

v) u(0) = u \et u'(0) = u, -

Théoxrdme 1. -

Supposons que les hypothéses HO , Hl , HZ , H3)+ soient vérifiées,

que (uo,u]) € S alors, pour tout (Mf,lwlw) € DIIW D2’ notre probléme
(1) = (3) admet une solution bornée de conditions initiales (uo,u])

et satisfaisant 3 :

[lucor |1, <=, et [u'o)], < (2a)'/2

ou x  &tant la plus petite solution positive de :

‘ 1.2 Y V+2 d
| 7 * vi2 ¥ " Yo
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Démonsthation :

On est dans les hypothéses du lemme 3 donc 1l'existence des solu~
. - + | -
tions approchées {un(t)} sur R pour n assez grand est assurée. De

plus, ces solutions vérifient les estimations suivantes

/2

lur@l, <@y er [lu (o)}, <x

donc u demeure dans un ensemble borné de ﬁ”(R+,H:(Q)).

ué demeure dans un ensemble borné de ﬁDGR+,L2(Q)).

D'aprés le théoréme de Dunford-Pettis, le dual de L10R+,H—m(9)),
notdg (L ®L,ET@)))'  est L”®",H@)). De méme W' ®*,L2@)) " est

)Y ,L2@).

Or, on sait que dans un espace de Banach, la boule unité du dual
est »* faiblement compacte. Par conséquent, on peut extraire de {un}

une sous-suite que 1l'on note encore par {U, } telle que :
q P o q

——— u faiblement &toild dans L (R ,H-(2)) )
n npe o] 1
y Y . P o 4+ 2
w —— u faiblement é&toilé dans L (R ,L7(R)) (C2)
Y= (résulte du fait que la dérivée au sens des distributions est conti-
nue).
Lemme de compacité [13] :
On se donne trois espaces de Banach Bo’ B, B] avec
i) B C BCB, B, réflexif i =0,l
ii) 1'injection de BO‘——& B est compacte.
P p
On définit W= {v]vel O(O,T;BO), v' = %—"t— € L l(O,T;Bl)}
oi T est fini et od 1| < p; <t @, i=0,1I.
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muni de la norme : ||v[]w = ||v]| > + ||v'|]
L O(O,T;BO) L

W est un espace de Banach et ona : WC L

Enoncé du Lemme :

Sous les hypothéses i) et 1i) et si I < p

1'injection de W dans L 0(O,T;B) est compacte.

On applique ce lemme en prenant B0 = H?(Q),

1
On déduit que 1'injection de W dans L2(O,T;H§_1(Q))

avec W= {v|ve L2(O,T;H:(Q)), v' € L2(O,T;L2(Q))}.

P

Y0,138))

p
®0,T;B).

i<+°o, i=20,1

_ m—]
B = Ho () et

B, = LZ(Q) avec p, = 2, i=0,1. ii) résulte du théoréme de Rellich.

est compacte

Comme la suite {un} demeure dans un borné de LZ(O,T;Hi(Q))

et que la suite {u;} reste dans un borné de L2(O,T;L2(Q))‘}

alors, d'aprés ce qui précéde la suite {un} .est relativement compacte

dans LZ(O,T,HZ_](Q))-

On peut extraire donc une sous-suite que 1'on note encore par

{un} telle que :

Dy ———— fortement dans L2(O,T;L2(Q))‘V |y| < m-1 (C

n n>+w

3

On vérifie sans peine que uY = DYu pour ly| ¢ m~1

et D'u (x,t) ———> D'u(x,t) p.p X,t € 0 x R (car T est arbi-
n n->-+oo
traire) pour vyl € m-1.
' . v+l V+1 v+1
D'autre part : |B(.,un(t))|2 < K2 Co Sz@+lﬂ|un(t)|lA

donc {3(-,un(t))}nao est borné dans Lm(R+,L2(Q)).~

On peut extraire une sous-suite {un} qui vérifie, outre C], C2

et C

)
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B(.,un(t)) —;;:;r» C(t) faiblement &toilé dans Lw(R+,L2(Q)).

Reste & montrer que : § = B(.,u(t)).

Lemme 4 [13] :

. . n ‘ .
Soit © un ouvert borné de R X R, &y et g des fonctions

! < < 4 o . < .
de L7(8), 1 q<+> telles que : Ign|q £ C 3 8, Tnotew 8 P-P dans ©.

Alors 8, “mre é faiblement dans L13(8).

B(-,Un) “te G faiblement étoilé dans LmCR+,L2(Q))

entraine que B(.,un(t)) -Bsi&ra-g faiblement dans LZ(O,T;LZ(Q))
2 2 2
@€, T;L7 (W) = L7(Qp) Q, = @ x Jo,r[.

Appliquons le lemme 4 en prenant © = QT s 8, B(.,un) g = B(.,u)

IB(.,un(t))] £ C et B(x,un(x,t)) e B(x,u(x,t) p.p X,t € QT (car

un(x,t)) + u(x,t) p.p X,t).

Alors B(.,un(t)) B(.,u(t)) dans LZ(QT) (CA)

>+

d'oli il résulte que ¢ = B(.,u) sur £ X R+

T T
] 2 2 ] 2 2
Ll(o(-,un))lzdt < K, T|un(t)|2dt < 2T K, do

p(.,u;(t)) demeure dans un borné de L2(0,T;L2CQ)) et on peut extraire

une sous-suilte {un} qui vérifie outre Cl’ CZ’ C3 et C4 :

6(.,u! () —=m X(t) faiblement dans 20,1512 ) = 17(Q)).




lim
n->-+w

lim
n—>+ [s 0]
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De plus, on a :

fR+|ﬂ(S)(Lun(S)-Lu(S),g(S)) ds < |¢i§{R+l(Lun(S)-Lu(S),g(S))lds =

- |mlmf J@ =), 56 [ds ——=> 0 Vgei'®,@)
R

© 4
(car un-7;+ u w qans L R ,H:(Q)),

donc w(t)Lun(t) Er e P(t)Lu(t) faiblement étoilé dans Lw(R+,L2(Q)).

Prouvoﬁévqu'on a : u"(t) + Au(t) + J(t)Lu(t) + x{EY + B(.,u(t)) = £(t).

Posons :
£R+{<u;<t),h<t)> * <hu(£,0(0)> + (IO)Lu, (6),0(E)) + (P(-,u)(€)),h()) +

+ BC,u (£)),h(t)) - (£(t),h(t))}dt

£R+{—<u;<t),h'(t)> + (a (0),h(E)) ) = ()L (£),h(E)) + (pC.,ul(t)),h(E)) +
+ (B(.,u (0)),h(£)) = (£(r),h(t))}de

[ L@, (ue),h(0)) + ((O)Lut),h(£)) + (X(£),h(E)) +

R

+ (BC.,u()),h(t)) - (£(t),h(t))}de.

Ceci pour tout h € L](]R+,H[:(Q)) nc'® 2@y n 12o,12@)

+
support compact sur R .

fur

Mais l'ensemble des combinaisons linéaires finies des wj est dense dans
m . . - -
1'ensemble HO(Q), les fonctions un(t) sont solutions du systéme d'é-

quations différentielles ordinaires (In) alors B = 0.
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Par conséquent : u''(t) + Au(t) + Pd(e)Lu(t) + xX(t) + B(.,u(t)) = £(t).

I1 reste 3 montrer que :

i) u(0) = u, et u' (0) = uo;
p(.,u'(t))

i) u(t) € CRYEN@) et u'(6) € cwrt,12@).

ii) x(t)

i) u = u(0) ?

Leme 5 [13] :
Soit X un espace de Banach.
si fe LP(0,T;X) et %% e LP0,T;X) 1< pg<+> alors

f est, aprés modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle

de (0,T), continue de BLTj dans X.

Soit T > O arbitraire, l'appartenance de u a LmCR+,H§(Q))
implique celle de u & ﬁwGR+,L2(Q)). Comme u' € LmCR+,L2(Q)), u est
continue de BLTj dans LZ(Q) et u(0) un sens.

n

Considérons ¥ = ) VY. 8w, avec Y.(T) =0 et Y. € Cl([p,ﬁ]).
52 303 i i
T T
(u_(0),¥(0)) = - f (u'(s)¥(s))ds - { (u_(s),¥'(s))ds et passons 3 la
n o ™ s lo D

limite quant n tend vers + «©, c'est-d-dire

T T

- J (u'(s),¥(s))ds - f (u(s),¥'(s))ds = (u(0),¥(0)
0] 0

or, ¥(0) est une combinaison linéaire arbitraire de w . W

n’

12"

par suite

un(O) v u(0) faiblement dans LZ(Q),
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- m 2
par hypothése un(O) i Yo fortement dans HO(Q) donc dans L™ ()

on a alors : u = u(0).
u, = u'(0) ?
W(E) = £(E)-Au(£)~0(E)Lu(t)-B(.,u(e))-x (&) € L2(0,T;H ™ +L2 @) c 120, T;H @)

ooy e 200,12 @) c tio,TE™m) .

D'aprés le lemme 5, il résulte que u'(t) est continue de [p,T] - H_m(Q)

donc u'(0) a un sens.

n
On reconsidére VY = z ¥Y.8w. Y. € C(l)(rO,T]) ¥Y.(T) =0
52403 j - j
T T T
fo(u;(S),W(S))dS = - {O(u;(s),W'(s))ds—(ué(O),W(O)) rwevend "fo(u'(S),W'(S))ds-(u],W(O))-

D'autre part, on a :

T
{(f(S),W(S))—<Aun(8),W(S)>~($(S)LUH(S),W(S))-(O(-,u;(S)),W(S)) +

T
[ (u;(S),W(S))ds = J
0

0
- (B(.,un(s)),W(s))}ds.

l n>-+x©

=]

= o

_f {(£(8),¥(s))=<Au(s),¥(s) >~ (J(s)Lu(s),¥(s))-(Xx(s),¥(s))=(B(.,u(s)),¥(s))}ds

(u"(s),¥(s))ds

o

4 la limite, on a :

T
J (u"(s),¥(s))ds = - J (U'(S),W'(S))ds-(ul,W(O)).
0
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I1 s'ensuit que : (ul,W(O)) = (u'(0),¥Y(0))

donc u = u'(0) (car Y(0) est une combinaison 1inéaire.arbitraire

de wl,...,wn).

ii) x(r) = p(.,u"(t)).

Lemme 6 [13] ou [15]

Soit w wune fonction telle que :

2
we L7, THN@®) et w'e 12(0,T;12(9)), T > 0 arbitraire.
w"(t) + Aw(t) = F(t,w(t))

W(0) = w_ et w'(0) =w avee F(t,u(t)) € 12¢0,T;L2 () +H ™) .

i

Alors pour presque tout ¢t € [b,f] on a :

oo 12+ (6@ (2> o 12+ (o l2+2 [ ey
w(t A w'(t) 5 w lly + lw 13 + O( (s,w(s)),w'(s s.

s

w=u
Appliquons ce lemme 3 notre cas avec :

F(t,u(t))=Ff(t)=B(.,u(t))~x(t)-P(t)Lu(t)

nous avomns :

t t t
\lu(t>ll§+lu'<t>|§+2[ <6<.,u<s)),u'<s)>ds+zf (x<s>,u'(s>)ds+2f (P(s)Lu(s),u' (s))ds >
C 0 0
t . 2 2 '
2| (f(s),u'(s))ds + ]luollA + |u]]2 P-p teEe€ [b,T] (¥)

0

Choisissons une suite de nombres {tk} convergente vers T telle que

(¥) soit vérifiée en chacun des tk.
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On sait que pour chaque ¢t, {un(t)} est bornée dans H?(Q)
et {u;(t)} aussi bornée dans LZ(Q), on peut extraire donc une

sous-suite (que 1'on note encore {un(t)}) telle que :

un(t) pr T Wo(t) falblement dans H?(Q)

et ul(t) Y (t) faiblement dans L2(Q).

n>+w

D'aprés ce que nous avons vu précédemment en i) et ii)

Wo(t) = u(t) dans H?(Q) et Wl(t) = u'(t) dans LZ(Q)o

Soit t =t de {un(t])}, on peut extraire une sous-suite

]’
{u]n(t])} telle que :

) m
w(E) = u(tl) faiblement dans HO(Q)

. 2
' .
et u! (t]) S e U (tl) faiblement dans L ().

Soit t =t de {u]n(tz)}, on peut extraire une sous-suite {uzn(tz)}

2’
telle que :
. m
u2n(tl) e q(tl) faiblement dans HO(Q)
1" 13}
uzn(tZ) —n-:;o—o"* u(tz)
2
\] ] .
et u2n(t]) 3w U (tl) faiblement dans L7 ()

1 v 1"
ualty) Ty vi(Ey)
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Soit t =t , de {u (t )} on peut extraire une sous-suite
q (g-n""q

{ t )} telle que :
uqn( q) due

u (t) ———— u(t]) faiblement dans H?(Q)

gn 1 n>+®
Sqn(ty) e u(Ey) o
uqn(tq) T u(tq) " "
et uénkt]) T u'(t]) faiblement dans LZ(Q)
Gt T v
uén(tq) e u'(tq) " "

On extrait alors la suite diagonale {unn} de {un} telle que :
. m
unn(tq) e erass u(tq) faiblement dans HO(Q) pour ¢

2
1 t .
unn(tq) i U (tq) faiblement dans L°() pour q

Reprenons maintenant (6) avec t2 =t et tl = 0 pour établjr le
on a :
5 5 un(x,t) t
[ur(e) |5 + |Ju () []5 + 2 B(x,s)ds dx + 2| (J(s)Lu_(s),u'(s))ds +
n 2 n A 0o 0 n n

t
+ 2[ (o(-,u;(S)),u;(S))ds =
0

t un(x,O) v 2 9
= 2f (f(s),u;(s))ds+2f f B(x,s)ds dx+|[un(0)||A+]uI'l(0)|2
Q

0 0

et passons 3 la limite inférieure en tenant compte des propriétés :

résultat,

()
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I . « . . + R . )
(1) si ( n) est majorée et (yn) convergente 11m(xn yn) lim x + lim Y, 5
(2) Si (xn) et (yn) sont majorées .11m(xn+yn) > lim X + lim Yn

(3) Si (xn) est une suite d'un espacevde Hilbert réel convergente faible-

ment vers x, Lim||x ||° 3 [|x]]® ;

un(X,O) U(X,O)
(4) lim ( J B(x,s)ds dx = j J B(x,s)ds dx.
Q Q

n>+oo J 0

La derniére propriété résulte du théordue de Vitali

Theoreme de Vitali [20] :

Si {fn} est une suite de fonctions uniformément absolument

intégrale et si fn(x) prweves f(x) p.p. x €

D felL(Q
alors

1 2) f f(x)dx = lim ( fn(x)dx.

Q n>+o J Q

L'application R X R

'
r > f B(x,s)ds est continue pour presque tout x € {.

0
u (x,t)
Soit t fixé, posons Fn(x,t) = J n B(x,s)ds
0
u(x,t)
et F(x,t) = f B(x,s)ds.
0

F(x,t) p.p x € 2 car un(x,t) —  u(x,t)

On a : Fn(x,t) e

n—-+o

p.p x € §.

I1 suffit de montrer que - V’E >0 E} § >0 tq EC © avec mes(E) < 3§

== J !f ] <€ pour mn = 1,2,...
g D




Soit EECZ‘Q quelconque.

’ u (X’t) K .
J \Fn(x,t)\dx = { l[ n B(x,s)ds|dx g 5:%-[ 1uﬁ(x;t)+v+2
E EJO E
. ‘§ o
2 20+2 2 2
< 535 (mes E) *a, W SZXZZH ( WWZ
\
\‘.

n

Kg 2 gu+2 V42 \}%>r )2\)+2
v+2 0o 2V+2 o 24&&\\

r 2042
v+ 2 v
mes E < . CV+2 ) ) .€
2 o 2v+2 0

2v+2
v+ 2 ' e V
V+2 u+2 v+2
"2 S0 Z2v+2 %o

On prend §(e) =

(5) Enfin, la compacité de L implique :

t (t
lim J (P(s)Lu_(s),u' (s))ds = j (P(s)Lu(s),u'(s))ds
n n
nr+o 70 0

puisque

t t .
J 10(S)«Lun(8),u;(s))-(LU(S),u'(S)»\ds < Iﬂlmf | (Lu_(s)~Lu(s),u}(s)) ds *
0 0

—

t
+ 1l JO\(Lu(s),ur'l(s)—u'(s))ms —— 0

Prenons la limite inférieure de la relation (¥¥), en tenant compte des

propriétés précédentes :
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un(x,t)

t
B(x,s)ds dx+21lim f (@(S)Lun(s),u;(s))ds +

. 2., 2 0.
lim|u'(t) |S+1lim| |u_(t)||5+21im & {
n O 2 n n A n §2 n ‘0

t t u (x,t)
+21im ( (p(.,u'(s)),u'(s))ds < 21lim f (f(s),u'(s))ds+21imf [ n B(x,s)ds dx +
n ‘0 n n n 0 n n Q0
. : . 2
+ 1;m||un(0)i[i + lémluA(O)lz
2 2 u(x,t) t t
Id(t)lz+l|u(t)||A+( J B(x,s)ds dX+2[ (P(s)Lu(s),u'(s))ds+21lim ( (o(.,ul(s)),u’(s))ds
240 0 n 0
t u(x,0) 9 2
<2 J (f(s),u'(s))ds+2f f B(x,s)ds dx+||u |]|%+]u,] (O)
o' 'A 1'2
0 ‘0
Cette derniére estimation jointe & (¥) entralne
t t
[ (x(s),u'(s))ds > lim [ (p(.,u;(S)),u;(S))ds pour t = t. (1)
0 n 0]

Utilisons la technique de Minty [lé] appliquée 3 des opérateurs monotones

(non linéaires) dans des espaces de Hilbert.

Soit VY € L2(O,T;L2(Q)) arbitraire, on a les relations suivantes :

t t
- [ (p(.,¥(8)),u'(s))ds = - lim J (D(-,W(S)),UQ(S))ds (ii)

0 n—>+ow O
t t
- J (x(s),¥(s))ds = - lim f (o(-,u;(S)),W(S))ds (iii)
0 n>+°‘ Q0
t
et [ (p(.,¥(s)),¥(s))ds . (iv)
0

Additionnant membre & membre i), ii), iii) et 1iv), on a :
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t
(x(s)-p(.,¥(s)),(u'-¥)ds > lim J (pCu ())-p(.,¥(s)),u (s)~¥(s))ds
0 n 0

t

pour ¢t = tk.

Comme la fonction p(.,v) est non décroissante par rapport 3 V.

B
f (x(s)= p(.,¥(8)),u"-¥)ds 3 O
0

lorsque te T on a par passage d la limite

T
J (x(s) = p(.,¥(s)),u'-¥)ds 3 0.
0

En prenant Y sous la forme VY = u'—AWl avec A >0, et Wl quelconque

dans L2(0,T;L2(Q))

T
J (x(s) - D(-,U'“XWI),W])dS 30
0
T
et si on fait tendre A vers O, on a J (x(s)- p(.,u'(s)),Wl(s))ds > 0,
0

Wl étant arbitraire.

Ceci ne sera possible que dans le cas od X(t) = p(.,u'(t)).

i11) u(t) € CRHND) et u'(t) € e, 2.

Lemme 7 [14], [22].

Soient X et Y deux espaces de Banach X > Y avec
injection continue, X &tant réflexif. On pose :
CS(O,T;Y) = espace des fonctions f € Lw(O,T;Y) qui sont scalairement

continues de E),’lj - Y.
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(i.e. t —> <f(t),y'> est continue sur [b,I] Vy ex".

[oe]
Alors L (0,T;X) N CS(O,T;Y) = CS(O,T;X)J

On peut toujours supposer (aprés modification éventuelle sur
un ensemble de mesure nulle) que u € CS(O’T;HZ(Q))’ u' € CS(O,T;LZ(Q)).
. : o m ' 00 2
En effet, on sait que u € L (O,T;HO(Q)) et que u' € L (0,T;L(2)),
donc u est en particulier continue de [O,I] > LZ(Q) (Lemme 7) et

m
donc u € CS(O,T,HO(Q)).

g- Au(t) e L2(0,T;H™D)

Ensuite pour g € L2(O,T;L2(Q)), u"(t)

~m

donc u' est continue de B);ﬂ dans H () d'od u'(t) € CS(O,T;LZ(Q)).

Lerme & (Egalité de £'Energie) [22] :

Si ue Lw(o,T;H‘;(Q)), o' e 170,132 @) N C'S(o,T,LZ(Q)) alors u
vérifie pour tout ¢t € [O,TJ : :
2 2 2 t
+ u'e) ], = [fu@)[]{ + [u' @], + 2 f (£(s),u'(s))ds -
a2+ [u' o], = [u@ ]2 S
t t t
- ZJ (J(s)Lu(s),u'(s))ds - 2{ (B(.,u(s)),u'(s))ds - Zf (p(.,u'(s)),u'(s)ds.
0 0O 0
Conollaine 1 :
' 2 2 .
t v [u (t)|2 + I[u(t)llA est continue.

On a : lu'(tn) - u'(t)lg + llu(tn) - u(t)lli + 0 lorsque n > + «© .
En effet :

lar (e )-ur (o) |7 + [Jue)=u(e) ]2 = e )15+ Ju'@®)]3 - 20" e ) u ) +

+ llu(tn)lli + H“(t)Hf\ - 2(Au(t)u(t ))
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tend vers O car d'aprés le corollaire 1

[t )12+ a2 — o'l + el -

I1 résulte que : u(t) fortement dans H?(Q).

() e

et u'(t ) —s3— u'(t) fortement dans LZ(Q).
H n n>+

c'est-a-dire u e CR',HN() et ue ct,L ().

§ 7 - Undicité et comporntement asymololique.

Soient u et v deux solutions bornées du probléme de Cauchy
associé a: (1) de conditions initiales respectives (uo,ul) et (vo,vl)

appartenant a l'ensemble de stabilité S.

Posons Ww=u-=yv
w(0) = u, - v,
w'(0) =u1 "V] et a=sup(|[uHA,HVHA).

f et ¥ sont ici fixés de normes respectives "assez petites',

on a l'équation :
w'(£) + Aw(r) + B()Lw(t) + p(.,u"(t)) - o(.,v'(t)) + B(.,u(t)) = B(.,v(t)) =0 (E)
On multiplie (E) par w'(t)

(W' (£) ,w' (£))+(Aw(t) ,w' (£))+(J(t)Lw(t) , 0" (E))+(P(.,u" (£))=-p(.,v' (£)),w' (L)) +

+ (B(.,u(t)) - B(.,v(t)),w'(t)) = 0.

Par suite :
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T GUe @ o 112 = =m0 ,0" () (0 ,u" () =0(,v" () 0" (6)) +
= (BC.,u(0)) = BC,v(E)),0' (£)).
qe G @15+ Ho@ 1D < [0 e, s, e[|, o @], - K o' (e)]3 +

f v v
" J Ky (Jue,0 |V + v, 0 V) o, 0| o' o) [ax .
2 .
‘Utilisons 1'inégalité de Holder pour majorer le dernier terme :

K, f |u(x,t)|xlw(x,t)l’w'(x,t)]dx + K, ( lv(x,t)fv]w(x,t)Ilw'(x,t) dx
f 9}

J lu(x,t)lvlw(x,t)Ilw'(x,t)ldx < (f ]u(x,t)[zvlw(x,t)lzdx)]/24 |UL)'(x,t)i2dx)l/2
Q Q 9]

v 1
v+ 1 2 (V+1) 2(v+l)

)
dx) ‘(f lwix, 6) |2V Dayxy (( lw' (x, ) |2 dx)
Q

2v{ 5
Q

g (J lu(x,t) | 1/2
9

Y

< Iu(t)‘Z(\)ﬂ)lw(t)IZ(\)+1)’LU'(t)’2 )

V) ' .V \Y v '
{Q[u(x,t)( lw(x,t) | |w' (x,£) [dx < Sz(v+])c0|]u(t)IIA_SZ(v+])c0[Iw(t)]]A[w (t)l2

v+

v t
< S2(\)+1)Co SZ(v+l)l|u(t)‘IX,lw(t)l[Alw'(t)lz-

De méme, on a :

V \)+1]

f lv(x,t)lvlw(x,t)‘lw'(x,t)ldx £S S, ¢
0 )

oS < Hv® I o] o @l
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c'est~a-dire

Ky J (|u(x,t)]“ + |v(x,t)|“)lw(x,t)llm'(x,t)tdx
Q

<Ky ) ey SacrnyCu a1, + Tlv [ lue ], lu @©,.

On peut &crire comme u et v sont deux solutions bornées sur R
Tw 12 + o 1D} < clfolllo @], - & lu'©];
dt2 A A 2 [6) 2

avee © = [,k ey S, + Ky el Sy 1s8s (a1, + [Iv®]1).

D'autre part, en multipliant 1'équation (E) par w(t)

(WD) ,u(6)

(w'(e),w'(t)) + (W'(t),w(t))

|w'(t)l§ = (Aw(t),w(t)) - (PE)Lw(t),w(t)) +

+

(pC.,u' (8))=p(.,v'(£)),w(t))=(B(. ,u(t))=B(.,v(£)),w(t)).

c'est-d-dire pour un € positif arbitraire pour 1'instant.

2w (0,00 = efw' () 5-e(An(e) ,0(t)) -ed(e) (Lu(e) ,u(e)) +

—e(o(.,u(t))=p(.,v' (£)),w(t))+e(B(.,u(t))=B(.,v(t)),w(t)).

&

o2 2
< elw (t)|2 - e||w(t)[|A+e|m[wk cil]w(t)|li+€K]c052|w'(t)|2[]w(t)l|A +

2 v+2 v
* ZK3S\)+152(\)+1) o || ll

Définissons maintenant VE sur R par

V() =5 (w2 + [Jo®)]]2) + e@(®),0'(t)), pour & assez petit,
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dont la racine carrée est une norme équivalente A la norme sur
m 2 . .
HO(Q) X L7(R) si € est assez petit.
En effet :

e(w(t),w'(t)) < Elw(t)lzlw'(t)lz <es, c0||w(t)||Alw'(t)|2

S, ¢ A
« —5—=2 dlul12 + Jor 12

avec 82 la constante de Sobolev.

3 0es,c ) (o) | 2+]0 1D < v (o) 5 (res,e ) (oo ] 2w @) 5.

-1

ainsi done [ Ju(e)||Z + Ju'(e)]? 5 2(1+e8,e )7'V_(6) .

En regroupant les inégalités précédentes

SV < el ], Jo" (0 &, w0 [3relu’ (0) [ 2= | Joce) || 2+e] 0] c2llueey[]5 +

+ eK]coszlwv(t)lzl!w(t)ll 2€K3Sv+1S§(v+l) §+] a’||w (t)ll

ou

d c 2. ¢ 2 2 2 2 2 2
3 V. (8) < E—[lw(t)]|A+ E-Iw'(t)lz - Kolw'(t)|2+€|m'(t)l2—€|,w(t)l'Afelwlwkcollw(t){{A

€ ¢ K S

o 1 2 v 1 v
+ ——'_—TY———_ ]]w(t)[[ * AeS,e K [w (t)]2 +2€K38v+132(v+1) . [ w (t)||
avec A > 0.
Prenons alors A=2¢c¢c K.S§
o 172
d C 2 v+1 V
T Ve (t) s Cf -€ + e]wlmk e+ 5 + 2€K3Sv+152(v+D o )]]w(t)!|

c 2 2., .2
*(G-K e+ 2es, cf k])lw (t)|2 .
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a

et choisissons | et a de sorte que :

2 v 2 VHl v 1
1Pl ke cg K3554152 0% & €70 ¢

d > 3 2 C
T V. < G5+ lle@ll, + G

2 200 va2
K +€e+ 2¢ c Kl)lw (t)|2

€

Fixons maintenant € et C S-Ta , on pourra écrire

d 7€ 2 £
3t e (® < -5 He®Il + G5 - X

4

2 20 .2
€ + 2€ c K})Iw (t)[2 .

. . e £ _ 2 2 JE
Mais si € veérifie 70 KO + £ + 2832 co K] S 20
Ko
c'est-d-dire € < , on aura
i s«
5 o 2 1
d _Je 2 ' 2
7¢ V() € - 55 (o) [y + |w (©)])
. 2 Y
et compte tenu de la relation entre Vs(t) et Hw(t)l2 + Iw (t)!
d 7€ -1
EE—VE(t) g T (1+eszco) Ve(t)

soit E% V_(t) < - 8(e)V_(0)

ol Vg(t) IS VE(O)e—é(g)t avec 6(g) = %%-(}+882c0)—1 > 0.

Ainsi donc

-8(e)t

+£S_ ¢
2 2 2 . 2
a3 + 1071 < o> (@ |+ o @pe

l—eS2

Cette derniére relation montre en plus de l'unicité le compor-

tement asymptotique de la solution quand t tend + o,
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§ & - Etude de La variation de u(t) Asun R en gjonction de u(0),

u'(0), £(r) et P(r) :

: . ~ + . :
Soient u et v deux solutions bornées sur R respectives du

probléme de Cauchy :

u"(t) + Au(e) + P(e)Lu(t) + p(.,u'(L)) + B(.,ult)) = £(t)
u(0) = u_
w(0) =u,  (u,u) €S

et v'i(t) + Av(t) + Y(t)Lv(t) + p(.,v'(£)) + B(.,v(t)) = g(t)
v(0) = v_
v'(0) = v, (v ,v)) €8

£, e sSP®,15(®) x L°@®") telles que M_,|¥] ) ep. Np
f o0

1

2,0+ 2 o+
et (g,¥) € S“(R,L°()) X L (R') telles que (Mg,lwim) ED, ND

1

Posons : W =u-v

w(0) u(0) = v(0) =u_ -v

(o] (o}

u'(0) ~v'(0) =u, -v

w' (0) 1 |

w"(£) +Aw () +Y () Lule) =Y () Lv(t)+p (. ,u' (£))=p (., v' (E))+B(.,u(t)) ~B(.,v(t))
or Y(O)Lu(t)-¥(t)Lv(t) = P(t)Lu(t)-P(t)Lv(t)+P(t)Lv(t)-¥(t)Lv(t)

= J(t)Lw(t)+(P(e)-¥(t))Lv(t).

Posons : Ap(t) = p(.,ul(t))-p(.,v(t)) et AB(t) = B(.,u(t))-B(.

on a l'équation :

W (£) +Aw(£) +P(E)Lo(E)+ (P(E) =¥ (£)) Lv(£) +A0(£)+8B(E) = £(t)~g(t)

(" (E),w' (£))+(Aw(t) ;0" (£))+ (PE)Lw(t) ,,w" (E))+((P)=Y(t))Lv(t) ,w'(t))+ (Lo (L),

+(AB(E),w' (£)) = (£(t)-g(t) w'(t)).

f(t)-g(t)

sv(t)),

w' L))+
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2 Gl @ 5 a1 < [P ke | oo ]|, Jo @+ [00)=¥0) [ke | [v(e) ||, o' (0], +

' 2 A 1
- K lw (t)‘2+K3S2(\)+1)Sz(\m)C\)+ (1‘“(t)‘lx+’lv(t)liz)[’w(t>"Alw'(t)'2+lf(t)°g(t)‘2'“'(t)‘2'

S e oo ) < el o], [w' (0] ,+ke_ald)-v(e) | o' ()] ,Kolw' ()5 +
]

+ ey =go)], o )],

vV v+l v
352082y 2

i

avec ( C kco|lmQo + 2
J

| a

(W' () ,w(t)) + (w'(t),w"(t))

sup(} (e ] ], Jvee |1

d
o5 @' (0),w(t))

2 @ 0,0() = 0t ()| 2-(n(e),0(0) = (IELO(E) ,0(e)) = ((HE)=¥(E)Tv(0) ,u(e)) +

(Do (t) ,u () ) =(AB(t) ,w(t) )+ (£(t)-g(t),w(t)).

De la méme fagon que dans le paragraphe précé&dent, introduisons Vé(t)

pour cela :
&

e (©),0(0) = el ()| 5-e] [a(e) | | 2= (2e)) Lae) ,0(£))=e (HE) ¥ () Lw (£) ,u(e)) +
= £ (Bp(£) (1)) ~e (AB(E) ,(E) )+e (£(£) =g (£) ()
2 ew ©,00) < efwr ) 3-e] fue) || 2reldee) [kes, [Twe) |17 +

b

%
+€kci52[0(t)—W(t))|lv(t)l[Allw(t)l|A+scoKlszlm‘(t)lz}lw(t)lIA +

' 2
+£K3SE+1S§(v+l)cz+2([Iu|IX+[|V[IX)I]w(t)l|A+Szcoelf(t)‘g(t)]2]‘w(t){lA.

Avee v_(t) = %'({w'(t)|§ + o) ]12) + e@(®),0'(6))  (pour € assez petit).
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donc

dt

. 2
[o) 2
relw' (0) [5-e jw(e) || +kes eltﬂ(t)l|lm(t>ll§+ekc S,aP(e)-¥(e)) | w(e) ||
+eK e S |w (t)l ||w(t)|| +2€K.S

SZ

v (t) < cfwe) ], [w )] +ke_alde)-v(e) | o' () [,k o' () |5+ () -g(e) |, 0" ()]
) 2 2

v+2 v
3 v+1 2(v+1) o

Ve(t) g

| o) || +szcoe|f<t>-g<t>l Hoe) ] ]
Utilisons 1'inégalité de Young

C 2

S fucer| |2+ S

A

+ A Jw (o) | S+e|w (o) | S-e ] Jw(e) | | +£kci$2|$(t)||1w(t)ll +eke’S, a|P(t) -¥(t) |
€K. ¢ S
+Ekc§a|]w(t)]|§+ 1

C

2
X sch]Ifu)—g(t)I
1 3
K0
Prenons alors A] =5 AZ = 4K1c 82 et A3—-4S c
on a
d [ I 2
3¢ Vo (B) < .?—+e(— §-+kc S |w| +kc a+2K.S" .S
C 2
+ [? + a - +£(

ab < 2 +b°A, VA>0, a,b>o.
lu (t)| +a ]m (t)| +i2

ItD(t) ¥ (t) | K_|w' (t)]

!f-g|§ *
]
0 2 2 v+2 a¥
N, WO ek e Sy, o (0] 5026387, 185 (1ppycn2a lluce) | [
2 € 2
+€Szco>\3| [w(e) || —A—; Szcolf(t)—g(t)[
Y
2

5 €K . c §
~e+eke S, | 0] +eke_a+

1 02
A2

2

+2eK S 2

S
+a -K0+Al+s+€K c A8

v +2
37v+1 2(v+l) o

a +eSch)\?;l [w(e) | iz
][u>(t)]§+lskcisza+k2c§][w(t) Y| T o+

v+2 v
3 v+1 2(v+1) o

)] ol 12




d
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d
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Choisissons 1§ et a de sorte que :

2 \2+2\)<l__

ke?s, |0] . + ke?a + 2K 5" S a
o 2 © o} 3 10

v+1 2(v+1)co

r K
(t) < E- % + _l—g:l | |w(t)]|[2\ + E + a% - —% + g(1+4K2]ciS§)]lw'(t)[§ +

+ (kzc(2)+ekci52a)|lﬂ(t)—‘+’(t)|2+(T(2‘— +%)|f(t)—g(t)l§ .
(o]

. . € . s
Fixons maintenant € et C & 10 - On pourra éecrire

2

. K :
NORE - el (e || 5+ F?% +a’- —g-+e(1+4Kfci)]lw'(t)1§+(k2ci+ekcisza)lw(t)—W(t)|2+

¢ @GS Ew-s®]] -

o
e 2 K 2 2 7e
Mais si € ver}fle P g te T3 + €(1+4K100) < -3
Ko 2
. 3 @ 2
c'est-d-dire £ <7__--—2-—§ avec 2a° < K
— +4K' ¢

on aura :

(t) € - —;% (] w(t) ] \i+|w' (t) |§)+(k2c§+akcisza)]LD(t)—‘P(t)lz+(-Iz§-+%) }f(t)—g(t)lg .

Et compte tenu de la relation entre Vr(t) et |‘w(t)\|§ + ]w'(t)]é

(6) < - 1% (1+€SZCO)—lve(t)+(k2ci+€kcisza)]@(t)-W(t)|2+(E§ + Hleer-ao]] -
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(3% V(0 € = 8 ()Y ()46, () [D(e)-¥ () | P48, (e) | £(6) g (o) |2
avec 60(8) = %%~(1+€SZCO -1
Soit 4 5
6](5) = kzco + Ekcisza
_ 2 £
62(5) = k—o' + Z— .
\
§ ()t § ()t . § (e)t
£ V() <e® s (e)[p-y]Z 4 e ® 8,(e) | £(t)-g() |
Go(e)t t Go(e)s 9 t Go(e)s 2
e V. (t) € V_(0) + IO e 8,(e) [Y-¥]ids + [ e 8,(e) [£(s)-g(s)]5ds
s
-8 (&)t -8 (&)t t & (e)s
Ve(t) se © VE(O) +e ° 51(€) [ e © l¢—Wlids +
(e
-8 ()t t & (e)s
+e ° 62(8) J e © 'f(s)—g(s)’%ds .
(o]
. _ 2 - . .
Soit h(t) = ]f(t)—g(t)l2 , on a avec Lﬁ] =n ([t] ¢ partie entiére de t)
t & (e)s n-1 (k+l & (e)s t 60(6)5
f e © h(s)ds = ) J e © h(s)ds + f e h(s)ds
0 k=0 ‘k n
(T+1 -8 (€) -8 (e)n}| § (&)t
< sup J h(o)do x |1+e ° + ... +e © e © ;
T20 ‘T
1
—60(5) —60(3) 2 —60(5) l_e—(n+l)60(s) |
or l+e +l e + +le = 5 () < )
(o] 0]
1-e l1-e
do(e)t 4 6O(e)t
¢ = sup f h(0)do = & M2
—60(5) 30 It -50(6) (f-g)
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donc

-6 (e)t 62(6)

° v (0 + 5 () 9-¥|2 2

= Ye-g
Q
I-e

Ve(t) < e

Ainsi donc

€S.c -§ (&)t 28 ()
2 0 1

I+
[ Jw(e) | |12X+lm' (t) l; <

2.0, 2
e (u@l ot @ e ° 7+ g4l
2 0 270
+ 262(8) M2
-8 (g) f-g
(l—ESZCO)(l~e ©
c'est-a-dire
-8 (e)t
Hu@-v@©) |2 u @~ (o] < Ml(s){l)u(O)-V(O)l’§+IU'(O)”V'(O)\§]e ° .
2 2
+ Mz(e)lw—w[m + M3(£)Mf_g ,
1+€S, ¢ 26 (¢) 26, (€)
N 20 _ 1 N _ 2
avec MI(&) = T:EEEE_ , MZ(E) =T o et JB(E) = — )
o) 270

(l—eSzco)(l—e ° )

Donc l'application non linéaire :
K % 2@x @D SP@®1A@) — HY@ x L@

m
(u, ups 0, 6 M (u(t) ul (E)

est continue.
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CHAPITRE II

EXISTENCE, UNICITE ET PRESQUE—PERIODICITé
DE LA SOLUTION BORNEE SUR R.

§ 1 - Préliminaines.

Considérons 1'équation suivante :

(u"(t) + Au(t) + tDn(t)Lu(t) + p(.,u"(t)) + B(.,u(t)) = fn(t) pour t 3-n (1)’

u(-n) = u ‘ o)

on

u'(—ni = 1

\ In

n &tant fixé et (u ,u, ) € §
on- In

[ J(t) pour t > —n

f(t) pour t 3 -n
avec Y (t) = et f (t) ={ '
n L 0 ailleurs n 0 ailleurs
o (*¥)
Sous les hypothé&ses HO’ H], HZ’ H3)++ et (Mf,(®|w) €D, ND,

notre probléme de Cauchy 1)', 3)' admet une unique solution bornée sur

[—n,+m[ satisfaisant :
2 ‘ 1/2
o ()11 < x5 lul(®)], < (2d ) Vies

ou x = est la plus petite solution positive de :

—]—XZ- C\) x\)+2=d
2 v+2 o’

u,(0) € ¢([on, e, HY@),ul () € c([n,em, 1 (@)

3l++ : H3 sur [}n,+w[, n €N, au lieu de R.
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et

—50(8)(t+n)

wtlupalpe 1, () [ 9] Py (0

'[un(t)|I§+Iu;(t)|§ < MI(E)(HuonHA+ u n 2)

§ 2 - Existence d'une sclution bornée.

Soit Vn(t) la solution bornée du probléme de Cauchy :

v"(t)+Av(t)+Wn(t)Lv(t)+p(.,v'(t))+6(.,v(t)) = gn(t) pour t a-n

v(-n) = v

on
(- =
v'(-n) Vin
avec
‘ [ Y(t) pour ¢t 3-n _ g(t) pour ¢t 2-n
IO , g (1) = {
0o aillleurs 0 ailleurs
(v. ,v. ) €esS et (Mg,lWiw) € Dl nD,.

on’ In 2

d'aprés le paragraphe 8 du chapitre précédent, on a :

2 2 2 5. ~8,(€)(t+n)
[fu_(e)=v_(e) | [i+]ul (0)=v} () |5 < M (&) (| Ju (n)=v, (o) [+ |u] (o) =v] (-n) | 3)e +

t+l

2 2

+ M, (e) sup ess|y (r)-Y¥ (£) ] + M,(g) sup J [f (s)-g (s)l ds.
2 Tte[-m,+o[ T n 3 Tty de D no2

Si les fonctions Y et g sont nulles, la solution v =~ corres-
pondante au probléme de Cauchy de conditions initiales (0,0) est la

solution nulle.

On a donc pour t > -n.

=§_(€) (t+n)

Hu ] 12+ [0 |2 € 1, @ (| |u_(~n) | [+ u! () [ e M, () | 9] 210, (2]

Comme notre probléme 1), 2) ne dépend pas du choix de la condition ini-
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tiale du probléme de Cauchy 1)'-3)' pourvu qu'elle appartient 3 1'en-
semble de stabilité S on a alors en désignant cette fois u la solu-

tion correspondante &8 u_ =0 et u, = 0.
on in

v
1
=}

[u (0 [12 + [ (02 < 1, 0) [9]2 + M e)m? = D V¢

De plus, pour n, >n et t > -n, on a

=5,(€) (t+n)

2 N 2 _ 2.0 0 12 ~
Ilun(t)—un‘(t)llA + |un(t) unl(t)lz < M](E)(Ilun]( n)'|A+|un1( n)|2)e V¢ 5-n

grice au fait que fn et fn coincident sur [}n,+WE: ainsi que

n
et &n .
1
Par conséquent sur 1'intervalle [%k,+m[: la suite (un,u;) est de Cauchy
m -2 . P
dans C([}k,+“{;HO(Q)) X C([fk,+WL2L (), elle converge donc uniformé-

ment vers (u,u') sur [}k,+ﬂﬁ; YV k e w.

D'autre part, l'estimation sur ||un(t)l|§ + ]ué(t)[% valable sur E—n,+m[
N PP . - 2 . ~

a savoir inférieure ou égale a Mz(e)‘ﬁl + M3(€)M§ uniformément par rapport
& n nous permet de conclure en l'existence d'une solution de

CR,HT(®) x C@®,L* () bornée.

Comme dans le chapitre précédent, on peut extraire une sous—suite de {un}
telle que :
un(t) - u(t) - dans H?(Q), uniformément sur [}k,#”[ VkeN
~ faiblement &toilé dans H:(Q)

- p.p. sur £ X R
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u;(t) + u'(t) - dans L°(R), uniformément sur [}k,+w[ VikenN
- faiblement étoilé dans LZ(Q)

- p.p. sur & XR

et on a

B(.,u_(£)) > B(.,u(t)) faiblement étoilé dans P ®,L2(D)

v v . . 2 2
Q(-,Un(t)) +> 0(.,u'(t)) faiblement dans LLOC(R,L (D))

Par conséquent, 1'équation variationnelle associge a4 (1) est vérifiée, on a

alors le théoréme suivant

Théonéme 2 :

Sous les hypothéses HO , H, s H2 , H3 , pour (Mf,llploo)e:D1 N D2
et pour 92(Mf,]$|m)b assez petit il existe une solution bornée du probléme

1) =2) telle que :

a1, € x 06,1010 e fu@], « @0,00, 10"

oii xo(Mf,'ﬂlw) .désigne la plus petite solution positive de :

12 S ve2
X -5 X = 62(Mf,|@lw).

§ 3 - Unicite de La solution boxnée.

Soient u et v deux solutions bornées de 1), 2) sur R et

s £t on a :
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: -8 () (t-s)
2 2 2
Hu(e)=v(e) | [ +u" (©)=v' () | & M, (e) (] [uls)~v(s)] |A+}u'(s)-v'(s)|§)e ©
=8 (€) (t=s)
< Ml(a)D e
Prenons t fixe et s = -n dans la relation précédente et faisons tendre
n vers + %, nous voyons alors WZv et u' Zv

Théonéme 3

Sous les hypothéses du théoréme 2, le probléme 1) - 2) admet une

unique solution bornée.

§ 4 - Presque-pdriodicits de fa solution bornge.

Théoneme 4 :
En plus des hypothé&ses du théoréme 2, on suppose que P est

R-presque-périodique et f est SZ(R,LZ(Q))—presque—périodique.

Alors la solution bornée du probléme 1) - 2) est H:(Q) X LZ(Q)

presque-périodique c'est-d-dire wu(t) est H?(Q)—presque—périodique et

u' est LZ(Q)- presque-périodique.

Démongtnaiion :

Soit (S ) une suite de nombres réels. Dans le but de prouver
le théoréme il suffit de montrer qu'on peut extraire de {sp} une sous-

suite que 1l'on notera encore par {sp} telle que :

u(t+sp) -+ u(t) fortement dans HZ(Q), uniformément sur R.

u'(t+sp) - u'(t) fortement dans LZ(Q), uniformément sur R.

Comme { et f sont presque périodiques, alors on peut extraire

une sous-suite notée par {sp} telle que
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sup |P(t+s ) - P(t+s )I — 0 lorsque p et q > + ®

t+1 ’
de méme sup f |f(§+s )—f(C+sq)]2dC —> 0 lorsque p et q > + ®
teR ‘'t P 2

Considérons les &quations suivantes :

u"(t+sp)+Au(t+sp)+&(t+sp)ﬁﬁ(t+sp)+o(.,u'(tfsp))+6(.,u(t+sp)) f(t+sp)

u"(t+sq)+Au(t+sq)+w(t+sq)Lu(t+sq)+p(.,u'(t+sq))+6(.,u(t+sq)) f(t+sq)

Posons :

wpq(t) = u(t+sp) - u(t+sq), wpq(t) = $(t+sp)-$(t+sq), qu(t) = f(t+sp)-f(t+sq)

ﬁ(t+sp)Lu(t+sp)— (t+sq)Lu(t+sq) @(t+sp)Lu(t+s£)~@(t+sp)Lu(t+sq) +

+

@(t+sp)Lu(t+sq)—ﬂ(t+sq)Lu(t+sq)

ﬂ<t+sp)mp q(t>+u3pq<t>Lu<t+sq)

b]

[

Posons :

qup(t) = O(-,U'(t+5p))-o(-,U'(t+sq)) et quB(t) = B(-,U(t+5p))-8(-,U(t+sq)),

on a alors :

1" rl _
wpq(t)+Awpq(t)+;(t+sp)pr,q(t)+wpq(t)Lu(t+sq)+qup(t)+APqB(t) = qu(t).

Faisant le méme raisonnement que dans le paragraphe 8 du chapitre I, on a
pour s € t

wn =6 (£)(t-s)
2 v 2 . | 2 ' 2 o
INCHMRCIER NG prq(s)!}q+|<upq(s)_|2 e | +

J 2 t+'| 2
+ M, (g)sup| (£) | + M,(€)sup J £ Ol Tay .
27 Teys Pd 3 s e Pq




- 49 -

solt

) ‘ ' ) =8 (e) (t=s)
;lu(t+sp) - u(t+sq)]]A + |u (t+sp) -u (t+sq)|2 < DM (e)e +

t+1

2 2

+ M, (e)sup|P(t+s )=P(t+s )|“ + M, (e)sup f |£(c+s_)-f(c+s ) |5 dz.
2 £3s P q 3 t3s ‘t P ! IZ

Prenons t fixe et s=-n dans la relation précédente et faisons tendre

n vers + ®
2 : ., 2 _ 2
||u(t+sp) - u(t+sq)||A + |u (t+sp) u (t+sq)|2 P Mz(e)ggﬁlﬂ(t+sp) ﬂ(t+sq)| +

t+1
+ M;(e)sup [ |£(g+s )-£(C+s )§§ dg VY p,q € N.
teR ‘¢t P E

7 a4S
[ f
Faisons tendre p et q vers + ® et compte tenu de 1'hypothése que £ :;;;)

et | sont presque-périodiques on a alors :

|lu(t+sp) - u(t+sq)l|i + Iu'(t+sp) - u'(t+sq)|§ tend vers O.

Cornollaire :

Si, en plus des hypothéses du théoréme 1, f et ) sont pério-

diques alors la solution bornée du probléme 1) - 2) est aussi périodique.
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§ 5 - Conclusdion.

1) Exemple :

Les résultats précédents s'appliquent sans diffidultés aux

équations du type :

;2 4
28 (00 + 22 (1,0 + [£ (sin Oulx,t)+e (cos TE) A en] + kluene) Pulx,e) +
% % o ‘ 1 9x

< +kl %% (x,t) = f(x,t) sur ]a,b[ X R

u(a,t) = u(b,t) =0

L u'(a,t) = u'(b,t) =0 Vte R, a et b finis.

avec €., 1 =0,1, sont des nombres réels assez petits, ki’ i = 0,1,
‘ i '

sont des constantes positives et VvV un réel quelconque positif.

7) Remarque :

Dans le cas ot la fonction p est linéaire p(.,v) = kv
k constante positive, il est possible de prendre pour L wun opérateur
d'ordre inférieur ou égal & m.

En effet, il n'est plus utile d'appliquer 1'argument de Minty

pour prouver que p(.,Vn) > p(.,v).
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(1)

! ’
RESUME

o e
T
0

L'objet de ce travail est 1'examen des solutions presque-pério-

diques en t de 1'&quation :

2

28 (x,6) + A(Dulx,t) + 0(x, g2 (x,6)) + B(x,ulx,t)) = £(x,t)
ot i
Du|yge =0 o] € m-1

définie sur R avec { ouvert borné suffisamment régulier de RN.

Cette étude étend les résultats de M. Nakao et d'A. Haraux au cas ol 1l'opé-
rateur A(t) est de la forme A(t) = A + J(t)L avec A partie princi-
pale auto-adjointe d'ordre 2m et L opérateur d'ordre strictement in-
1

férieur 3 m et U une fonction mesurable presque périodique "petite'.

Avec ces hypothé&ses pour des fonctions f presque périodiques
en t '"petites" il existe une solution de (I) presque-périodique unique.
Pour ce faire, on raméne le probléme (I) a un probléme de Cauchy sur
QxR qu'on résout a 1'aide de la méthode des énergies puis on construit
une suite de fonctions définies sur { X [}n,+m[: qui converge convena-

blement vers la solution cherchée.

1
MOTS CLES : e Equation d'évolution
* Equation hyperbolique
* Equation non linéaire

* Solution presque-périodique




