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Un des  problèmes majeurs de l a  s t a t i s t i q u e  i n f é r e n t i e l l e  e s t  de 

t e s t e r  l 'hypothèse  se lon  l a q u e l l e  une v a r i a b l e  a l é a t o i r e  X s u i t  une l o i  de  

p r o b a b i l i t é  donnée P ,  à p a r t i r  d 'un é c h a n t i l l o n  (Xl,X2, ..., X ) a s s o c i é  
n 

à des  observa t ions  s u r  une popula t ion  donnée. Le théorème de l i m i t e  c e n t r a l e  

a  pour o b j e t  d ' é t u d i e r  l a  convergence en l o i  du processus empirique 

v = 4; (P - P ) ,  où P désigne l a  l o i  empirique a s soc i ée  à l ' é c h a n t i l l o n  
n n n 

cons idéré .  Sur ce  problème, P. GAENSSLER e t  W. STUTE LX] ont  recensé  l e s  

r é s u l t a t s  obtenus,  notamment au cours  des  années 1968-1 978. R.M. DUDLEY [II, 
e n t r e  a u t r e s ,  a  s u b s t i t u é  au processus empirique une f a m i l l e  de v a r i a b l e s  

a l é a t o i r e s  indexée par  c e r t a i n s  b o r é l i e n s  d e  l ' e s p a c e  dans l e q u e l  l a  v a r i a b l e  

a l é a t o i r e  X prend s e s  va l eu r s .  

Les i dées  i n i t i a l e s  de  n o t r e  t r a v a i l  on t  é t é ,  d 'une  p a r t ,  d e  

cons idé re r  que l e  processus empirique é t a i t  un cas  p a r t i c u l i e r  de mesure 

a l é a t o i r e  e t ,  d ' a u t r e  p a r t ,  de t e n t e r  une g é n é r a l i s a t i o n  des méthodes d e  

R.M. DUDLEY au c a s  où l a  v a r i a b l e  a l é a t o i r e  parente  X prend elle-même ses  

v a l e u r s  dans Yn espace de mesures. 

Ce nouveau p o i n t  de vue nous amène à p r é c i s e r  comment peuvent 

i n t e r v e n i r ,  dans l a  modél i sa t ion  mathématique des  systèmes observables ,  l e  

concept même de mesure a l é a t o i r e  e t  s e s  d i f f é r e n t s  a s p e c t s  développés i c i .  

Dans une t e l l e  approche, il s ' a g i t  de rendre  compte de l ' é t a t  d 'une r é p a r t i -  

t i o n  s p a t i a l e  de  masse s u j e t t e  à des  f l u c t u a t i o n s  imprév i s ib l e s  ; on entendra  

l e  terme de masse en un sens  suffisamment géné ra l  pour englober ,  par  exemple, 

l a  nébu los i t é  du c i e l  en  météorologie ,  e t  l ' occupa t ion  par  des  popula t ions  

zoologiques.  En déc r ivan t  l a  r é p a r t i t i o n  au moyen d 'une mesure a l é a t o i r e  P , 

on cons idère  que son é t a t  générique u w ( ~ )  dépend à l a  f o i s  du hasard ,  par 

l ' i n t e r m é d i a i r e  de  l ' é lément  w r e l a t i f  à un espace p r o b a b i l i t é  ( R , A , P ~ )  

e t  du choix d'une zone d ' obse rva t ion  dans l ' e s p a c e  ambiant,  a s soc i ée  au  



b o r é l i e n  B. La r é p a r t i t i o n  d e  masse é t u d i é e  f a i t  l ' o b j e t  de  mesures physiques 

r e l a t i v e s  à k zones BI , B2 ,..., Bk , ce  q u i  permet de r e j o i n d r e  une 

i n t e r p r é t a t i o n  c l a s s ique  des  l o i s  de dimension f i n i e  d'un processus s tochas-  

t i q u e .  Il e s t  v r a i  que ce d e r n i e r  concept a  t rouvé son o r i g i n e  dans l a  desc r ip -  

t i o n  de phénomènes n a t u r e l s  dont l ' é v o l u t i o n ,  gouvernée par  l e  hasard ,  s e  f a i t  

au  cours  du temps. Cependant, par  l a  s u i t e ,  on s ' e s t  a f f r a n c h i  de l a  dimension 

temporel le  en cons idérant  des  f a m i l l e s  de v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  indexées non 

p l u s  seulement par  des  nombres r é e l s ,  mais p a r  des  éléments d ' e spaces  b i e n  p l u s  

généraux ; il s ' a g i r a  dans l e  cas  p r é s e n t ,  de b o r é l i e n s  d'un espace métr ique.  

C 'es t  s u r  un t e l  espace que nous cons idérerons  l a  s u i t e  des  é c h a n t i l -  

l o n s  d'une mesure a l é a t o i r e .  Après a v o i r  m i s  en  évidence,  pa r  passage à l a  

l i m i t e ,  une c l a s s e  de processus gauss iens ,  nous d é f i n i s s o n s  des  cond i t i ons  

sous  l e s q u e l l e s  on s e  rapproche des  p r o p r i é t é s  c l a s s i q u e s  de l i m i t e  c e n t r a l e .  

Il  s ' a g i r a ,  pour une p a r t ,  d ' env i sage r  une p r o p r i é t é  de  s t a b i l i t é  : dans 

q u e l l e  mesure l e s  processus l i m i t e s  t rouvés  j o u i s s e n t - i l s  d ' u n  s t a t u t  compa- 

r a b l e  à c e l u i  des  processus empir iques ? Pour une a u t r e  p a r t ,  nous d é f i n i s s o n s ,  

dans  ce  contexte ,  l a  n o t i o n  de  convergence en l o i .  T e l s  sont  l e s  deux a s p e c t s  

de ce que nous appel le rons  "problème de l i m i t e  cen t r a l e " .  

Un t e l  programme s ' avè re  ambit ieux,  e t  nous avons seulement,  dans 

l e  cadre  de l a  p ré sen te  é t u d e ,  t e n t é  de ce rne r  c e  problème par  d i f f é r e n t e s  

approches avec, pour chacune d ' e l l e s ,  l ' a p p a r e i l  technique q u i  l u i  e s t  p ropre .  

Le c h a p i t r e  premier e s t  e s sen t i e l l emen t  consacré à l a  d é f i n i t i o n  des  processus  

d e  l i m i t e  c e n t r a l e  e t  à l a  mise en évidence de p r o p r i é t é s  q u i ,  de prime abord,  

pe rme t t r a i en t  d ' a s s i m i l e r  c e s  processus  à des  mesures a l é a t o i r e s .  L ' i dée  

géné ra l e  d 'un t e l  l i e n ,  d é j à  évoquée dans l e s  l i g n e s  q u i  précèdent ,  d o i t  

pour tan t  ê t r e  abandonnée lorsque  l ' o n  examine soigneusement l e  ca s  p a r t i c u l i e r  

du pont brownien. Faute de  l ' o b t e n i r ,  nous montrons e n s u i t e  comment une 

hypothèse d 'accroissements  non c o r r é l é s ,  r e l a t i v e  à l a  mesure a l é a t o i r e  parente  
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de l ' é c h a n t i l l o n ,  f o u r n i t  pour l e s  processus l i m i t e s  une p r o p r i é t é  r e l a t i v e  
< 

à l a  o - a d d i t i v i t é  e t ,  par  a i l l e u r s ,  l ' e x i s t e n c e  d 'une  modi f ica t ion  sépa rab le  

e t  mesurable.  Toujours sous l e s  mêmes hypothèses,  nous u t i l i s o n s  l a  construc-  

t i o n  c l a s s i q u e  de  1' i n t é g r a l e  s tochas t ique  [XI] pour développer en s é r i e  l e s  1 
l 

p rocessus de l i m i t e  c e n t r a l e .  Une t e l l e  r e p r é s e n t a t i o n  p o u r r a i t  ê t r e  l e  p o i n t  

d e  d é p a r t  d 'une  t h é o r i e  l i n é a i r e  p lus  approfondie,  dans l a  l i g n e  des  t ravaux 

e n t r e p r i s  par  K. KARHUNEN [XII], e t  développés e n s u i t e  par X.  FERNIQUE [XIII] ; 

l e s  r é s u l t a t s  r é c e n t s  de S.M. BONKIAN [XIV] y  c o n t r i b u e r a i e n t .  

Une a u t r e  approche du problème de  l i m i t e  c e n t r a l e  est proposée 

dans l e  c h a p i t r e  II. E l l e  c o n s i s t e  à plonger  dans un espace topologique 

compact l 'ensemble des mesures r é e l l e s  cons idérées .  Nous retrouvons l e  second 

processus canonique a s soc i é  à une f a m i l l e  de  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s ,  d é f i n i  

par  P . A .  MEYER [XV] , au moyen d'une cons t ruc t ion  e x p l i c i t e  dont  l ' i d é e  e s t  

i n s p i r é e  des  p r o p r i é t é s ,  c i t é e s  par  E .  NELSON [XVI] , r e l a t i v e s  aux p r o b a b i l i t é s  

bo ré l i ennes  r é g u l i è r e s  s u r  un espace topologique.  A ins i  s e  t rouvera  m i s  en 

évidence un théorème de l i m i t e  c e n t r a l e  r e l a t i f  aux mesures a l é a t o i r e s ,  sous 

une forme assez  s a t i s f a i s a n t e ,  exprimant l a  convergence f a i b l e  d'une s u i t e  de 

p r o b a b i l i t é s .  

Pour l e  c h a p i t r e  III, l a  méthode u t i l i s é e  g é n é r a l i s e  c e l l e  r e t enue  l 
par  R.M. DUDLEY 1 dans l e  ca s  où l a  mesure a l é a t o i r e  parente  de l ' é c h a n t i l l o n  

e s t  l a  mesure de Dirac  a s soc i ée  à une v a r i a b l e  a l é a t o i r e  r é e l l e .  La conver- 

gence en l o i  v e r s  un processus de l i m i t e  c e n t r a l e  e s t  obtenue en plongeant 

dans un espace métr ique l 'ensemble des  mesures p r i s e s  comme p o i n t  de d é p a r t .  

E l l e  ne  s e r a  e f f e c t i v e  que sous l a  cond i t i on  de  r e s t r e i n d r e  l e s  processus  

envisagés  à des  c l a s s e s  d i t e s  de  Donsker dans l 'ensemble des b o r é l i e n s .  Le 

c h a p i t r e  I V ,  p l u s  technique,  p r é c i s e  c e t t e  t ro i s ième approche du problème de 

l i m i t e  c e n t r a l e ,  en f a i s a n t  i n t e r v e n i r  une not ion  d ' e n t r o p i e .  Cel le -c i  e s t  

d é f i n i e  à p a r t i r  du moment d ' o r d r e  deux r e l a t i f  à l a  mesure a l é a t o i r e  parente .  

E l l e  permet de formuler  une cond i t i on  s u f f i s a n t e  pour qu'une c l a s s e  de b o r é l i e n s  

s o i t  de Donsker, analogue à l a  cond i t i on  i n t é g r a l e  obtenue dans [II . 



CHAPITRE 1 

PROCESSUS DE L IM ITE  CENTRALE ASSOCIE 

A UNE MESURE ALEATOIRE, 
.................................... 

Nous r appe l l e rons  d'abord comment une mesure a l é a t o i r e  r e l a t i v e  

à l a  t r i b u  boré l ienne  d'un espace métr ique e s t  d é f i n i e  comme v a r i a b l e  a l é a t o i r e  

à v a l e u r s  dans un espace de  mesures, muni d 'une t r i b u  appropr iée .  

Il a p p a r a î t  n a t u r e l  d 'approcher l a  connaissance de  l a  l o i  d 'une 

. 
mesure a l é a t o i r e  p par  l ' i n t e r m é d i a i r e  d e s  l o i s  des  v e c t e u r s  a l é a t o i r e s  

. 
correspondant aux v a l e u r s  que prend p s u r  l e s  s u i t e s  f i n i e s  de  b o r é l i e n s  : 

De l à  v i e n t  1' idée  de cons idérer  l e s  processus  s tochas t iques  [p. (BI] indexés 

p a r  l e s  bo ré l i ens .  Nous analysons l e s  cond i t i ons  de  a - a d d i t i v i t é  des  t r a j e c -  

t o i r e s ,  s e lon  l e s q u e l l e s  de  t e l s  processus peuvent ê t r e  a s s i m i l é s  à d e s  

mesures a l é a t o i r e s .  

Ensui te ,  à un n-échant i l lon  d 'une mesure a l é a t o i r e  p , nous 

. 
as soc ions  l a  mesure a l é a t o i r e  empirique normalisée 

"n 
. Par l a  cons idé ra t ion  

des  l o i s  de  dimension f i n i e ,  nous cons t ru i sons  l e  processus d e  l i m i t e  c e n t r a l e  

ri , processus gaussien indexé pa r  l e s  b o r é l i e n s .  



Nous é tud ions  a l o r s  quelques p r o p r i é t é s  d ' a d d i t i v i t é  l i é e s  aux 

t r a j e c t o i r e s  du processus ' TI' ; c e s  p r o p r i é t é s  r e s t e n t  i n s u f f i s a n t e s ,  e t  

nous devons conclure  provisoirement  à l ' i m p o s s i b i l i t é  de cons idé re r  TI' 

comme une mesure a l é a t o i r e .  

Une hypothèse d 'accroissements  non c o r r é l é s ,  r e l a t i v e  à l a  mesure 

a l é a t o i r e  pa ren te  permet de m e t t r e  e n  évidence pour l e  processus n 

un phénomène d i t  de  pseudo-o-additivité ; l a  p r o p r i é t é  en ques t ion  s e  t rouve 

b ien  a f f a i b l i e ,  c a r  on a renoncé à l a  d é f i n i r  en termes de  t r a j e c t o i r e s .  

Vient e n s u i t e  l a  no t ion  d e  mesure s p e c t r a l e ,  qu i  s e r a  u t i l i s é e  à deux r e p r i s e s  

pour l ' é t u d e  des  processus TI*. D'une p a r t ,  en  vue d'une é tude  é v e n t u e l l e  des  

t r a j e c t o i r e s ,  l e  problème se  pose d e  savo i r  s i  c e s  processus admettent  une 

modi f ica t ion  q u i  e s t  mesurable e t  s épa rab le  ; nous serons amenés à i n t r o d u i r e  

une pseudo-métrique appropr iée  s u r  l 'ensemble des  b o r é l i e n s .  D 'au t re  p a r t ,  

nous adaptons l a  cons t ruc t ion ,  devenue c l a s s i q u e ,  de  l ' i n t é g r a l e  s tochas t ique  

re la t ivement  à un processus à accro issements  orthogonaux , t e l l e  q u ' e l l e  e s t  

exposée, par exemple dans J . L .  DOOB [XI], pages 425 à 4 3 3 ) .  Nous t i r o n s  de 

c e s  r é s u l t a t s ,  e n  e x p l o i t a n t  l ' a s p e c t  gauss ien  des  processus  T I * ,  l a  possi-  

b i l i t é  de l e s  développer  en s é r i e .  Ce t t e  r e p r é s e n t a t i o n  p o u r r a i t  s e r v i r  de  

prélude à une t h é o r i e  l i n é a i r e  p l u s  approfondie,  dans l a  l i g n e  des t ravaux 

déjà c i t é s  [XII], [XIII] , [XIV] . 



Dé&i&an 7.2. 7 . -  

1") X étant un espace métrique séparable et Bb l'anneau des 

boréliens bornés de X, on appelle mesure réelle signée à distance finie 

sur X ou, plus simplement, mesure rdeZZe sur X, toute application X de - - 

B,, dans R , vérifiant : - 

ii) h - est O-additive, c'est-à-dire que pour toute suite (Bn) 

d' éléments de Bb , deux à deux disjoints, tels que 

la suite (A(Bn))nsm est sommable, et : 

Nous désignerons par l'ensemble des mesures réelles sur X. 

2") On appelle mesure réelle positive â distance finie sur X 

ou, plus simplement mesure positive sw? X, tout élément X de M prenant - 
ses valeurs dans l'ensemble des réels positifs. 

Nous désignerons par M+ l'ensemble des mesures positives sur X. 

Comme 8 est la classe monotone engendrée par Bb , tout élément 

positif de M possède un prolongement unique à la tribu B, qui est, lui 

aussi, o-additif. M+ désignera aussi l'ensemble de ces prolongements. 

D'autre part, si A, et hî sont deux éléments de M' , leur 

di£ f érence X = A 
1 - h2 définit un élément de M. On sait aussi (voir [XVIII], 

p 356) que réciproquement, tout élément A de hi possède une décomposition 



analogue à c e l l e  de Hahn-Jordan : 

- 
où A +  e t  X son t  deux é léments  de M+ . On dé£ i n i t  a l o r s  l a  mesure 

p o s i t i v e  : 

En vue de d é f i n i r  l e s  mesures a l é a t o i r e s  proprement d i t e s ,  nous 

i n t rodu i sons  s u r  M ( r e sp .  M+) l a  topologie  F ( r e s p .  F+) de  l a  convergence 

f a i b l e  à d i s t a n c e  f i n i e ,  admettant  comme système fondamental de vo i s inages  : 

* 
où X E M ( r e s p .  M+), r E R +  , n EP? e t  où ( h , , h  p,... , h  ) e s t  un 

O n 

n-uplet d ' a p p l i c a t i o n s  de X dans IR , cont inues  e t  bornées,  n u l l e s  en 

dehors  d 'un élément de B Nous savons, d ' ap rè s  P. JACOB [XVIII], théorème 1, 
b ' 

page 361, que l a  t r i b u  bo ré l i enne  F ( r e s p .  F+) a s s o c i é e  à l a  topologie  F 

( r e sp .  F+) rend mesurable,  pour t o u t  b o r é l i e n  borné B, l ' a p p l i c a t i o n  O B  

de M ( resp .  M+) dans R d é f i n i e  par  : 

l 'ensemble R é t a n t  muni de  s a  t r i b u  boré l ienne  R .  Nous savons a u s s i  

( v o i r  encore ~XVIII]) que l a  t r i b u  F+ e s t  engendrée par  l a  f a m i l l e  d ' app l i -  

c a t i o n s  : 

mais il n 'en e s t  pas  de même, en  géné ra l ,  pour l a  t r i b u  F. En o u t r e ,  l a  

t opo log ie  F+ e s t  m é t r i s a b l e , a u  moyen de l a  d i s t a n c e  i n t r o d u i t e  par  

J .  GEFFROY. 



Vé~inLI ian  1 . 2 . 2 . -  S o i t  ( n , A , ~ r )  un espace  p r o b a b i l i s é .  Une 

mesure aléatoire rée l l e  sur X (resp. mesure aléatoire positive sur X) 

e s t  une a p p l i c a t i o n  de  il dans M ( r e s p .  M+), mesurable  r e l a t i vemen t  à l a  

t r i b u  A e t  à l a  t r i b u  F ( r e sp .  F+).  La l o i  de p r o b a b i l i t é  d 'une mesure 

a l é a t o i r e  r é e l l e  ( r e s p .  mesure a l é a t o i r e  p o s i t i v e )  es t  donc d é f i n i e  s u r  

(My F) ( resp .  (Id+, F+) . 

Les deux r é s u l t a t s  q u i  su ivent  c a r a c t é r i s e n t  l e s  mesures a l g a t o i r e s .  

1 ' )  Une a p p l i c a t i o n  p  de 62 dans  M+ est  une mesure a l é a t o i r e  - 
F. 

p o s i t i v e  s i  e t  seulement s i  pour t o u t  b o r é l i e n  borné B - de X l ' a p p l i c a t i o n  : 

de R dans IR+, q u i  à t o u t  élément o a s s o c i e  pW(B) , e s t  une v a r i a b l e  - 
a l é a t o i r e  p o s i t i v e .  

2O) Une a p p l i c a t i o n  p  de  R dans M e s t  une mesure a l é a t o i r e  - 

r é e l l e  s i  e t  seulement s i  p e s t  l a  d i f f é r e n c e  de deux mesures a l é a t o i r e s  

p o s i t i v e s .  
- - 

Signalons e n  o u t r e  deux énoncés permet tan t  d e  déterminer  l a  l o i  

d ' une  mesure a l é a t o i r e  p o s i t i v e .  Le premier est  c i t é  p a r  J. GEFFROY e t  

H. ZEBOULON [XIX] ; l e  second e s t  d i rec tement  i n s p i r é  par  J.  NEVEU [xx], 

pages 254 e t  255 : 

Phopoa&ion 7 . 2 . 2 . -  La l o i  d 'une mesure a l é a t o i r e  r é e l l e  p o s i t i v e  

s u r  X e s t  en t iè rement  d é f i n i e  pa r  l e s  l o i s  des  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  - 
à v a l e u r s  dans (xk ,  R ~ )  : 

correspondant  aux k-uplets  ( B I ,  B2 ,. .., B ) de b o r é l i e n s  bornés s u r  X ,  
k  

deux à deux d i s j o i n t s .  



Phopob&on 2 . 2 . 3 .  - - S o i t  2 une c l a s s e  de  b o r é l i e n s  bornés de X ,  

~ o s s é d a n t  l e s  ~ r o ~ r i é t é s  su ivan te s  : 

i )  2 e s t  s t a b l e  par  i n t e r s e c t i o n  f i n i e .  

i i )  7 engendre l a  t r i b u  boré l ienne  de X .  

i i i )  7 con t i en t  une s u i t e  c r o i s s a n t  v e r s  X, ou une p a r t i t i o n  

dénombrable de X.  

Nous avons a l o r s  l e s  r é s u l t a t s  su ivan t s  : 

i )  Pour qu'une a p p l i c a t i o n  U'  - d e  D - dans  M+ s o i t  une mesure 

a l é a t o i r e  p o s i t i v e  s u r  X ,  il s u f f i t  que pour t o u t  élément 1 - de  7 ,  

l ' a p p l i c a t i o n  U *  (1) s o i t  une v a r i a b l e  a l é a t o i r e  r é e l l e  p o s i t i v e .  

i i )  La l o i  de e s t  a l o r s  ent ièrement  déterminée par  l e s  l o i s  

des  vec teurs  a l é a t o i r e s  : 

U I ~  I ~ . ,  U ' ( I ~ ) )  

correspondant à t o u t e s  l e s  s u i t e s  f i n i e s  : 

( I , > 1 2 > " * > I k )  

d 'é léments  de 2 .  

Avec ces  d é f i n i t i o n s  e t  c e s  premières p r o p r i é t é s  r e l a t i v e s  aux 

mesures a l é a t o i r e s ,  nous re t rouvons  l e s  s i t u a t i o n s  é t u d i é e s  classiquement 

dans l e  cad re  du théorème de  l i m i t e  c e n t r a l e  : 

Soi t  X une v a r i a b l e  a l é a t o i r e  à v a l e u r s  dans (X,B) . Pour t o u t  

w c D , on i n t r o d u i t  l a  mesure d e  Dirac 6x(w) 
, q u i  e s t  un élément de M+ . 

L'appl ica t ion  âX e s t  b i e n  une mesure a l é a t o i r e  p o s i t i v e  s u r  X puisque, 

pour t o u t  b o r é l i e n  borné B de X y  nous avons : 



La mesure empirique a s soc i ée  à un n-échant i l lon  (XI,X2, ..., X ) n 

d 'une v a r i a b l e  a l é a t o i r e .  X à v a l e u r s  dans (X,B) e s t  l a  mesure a l e a t o i r e  

-. 
p o s i t i v e  ' n 

dé£ i n i e  par  : 

Notre propos e s t  d ' é t u d i e r  l a  s i t u a t i o n  p l u s  géné ra l e  où l ' é lément  

pa ren t  de  l ' é c h a n t i l l o n  n ' e s t  p lus  seulement une v a r i a b l e  a l é a t o i r e  r é e l l e  X 

ou, ce  q u i  r e v i e n t  au même, une mesure a l é a t o i r e  de Dirac  , mais s e  t rouve 

ê t r e  une mesure a l é a t o i r e  p o s i t i v e ,  au sens  q u i  v i e n t  d ' ê t r e  d é f i n i .  

Il r e s s o r t  du paragraphe 1 . 2 .  qu'une mesure a l é a t o i r e  peut ê t r e  

cons idérée  cormne un processus s tochas t ique  indexé pa r  . 
Bb 

Phapaa-LtLa~ 1 . 3 . 7 .  - 

I o )  L a  donnée d 'une mesure a l é a t o i r e  p o s i t i v e  e s t  équ iva l en te  à 

c e l l e  d'un processus s tochas t ique  r é e l  à v a l e u r s  p o s i t i v e s ,  indexé p a r  
gb : 

t e l  que pour t o u t  w E Q ,  l a  t r a j e c t o i r e  pu e s t  un élément de  Ad+ . 

2") La donnée d 'une mesure a l é a t o i r e  r é e l l e  e s t  équ iva l en te  à l a  

donnée de deux processus v é r i f i a n t  l e s  p r o p r i é t é s  q u i  v iennent  d ' ê t r e  ind iquées .  

On d i t  qu'une mesure a l é a t o i r e  p o s i t i v e  e s t  d'ordre un s i  l e  

processus s tochas t ique  : 

e s t  d ' o r d r e  un. La fonc t ion  moyenne du processus,  no tée  : i 

P = [EECU' (BI 11 ou encore E{ 1 
BEBb 



+* .Le 
Soit u* - u - p l a  décoapositim de Eahn-3ordan d ' a e  assure 

+* - 0  

a léa to i re  r4el le  ; on d i t  que 1i' est d'ordre un si y e t  p sont , 

d'ordre un ; l a  mesure moyenne de e s t  a lo r s  1161ément 1i de M déf in i  

par : 1 $Tb>.* > 
''-.p "3 
; :-;@jE:%&s 3 
>p ' , .$$> 

4- " .  
F i a u  'Fi 

+ 
a 03 = ECV +*1 e t  p ,  - = ECM-*I . 

S i  e s t  une mesure a léa to i re  r ée l l e ,  LI Ci g est une mesure 

a léa to i re  d e l l e  sur l 'espace produit X x X (voir S.M. BONRIAM, [XIV], 

A%@ propriété I V .  1) .  Nous dirons que * e s t  d'ordre deux s i  e t  s e u l m n t  s i  S.&$;* 
%i " c .i ,- ur - r, .B. ii* ?g.qmezrrt d' 

respect 

~{tt' 8 ~i.3 

r = C O *  1 - E p *  - Fi) 9, F i *  - li) 1 , y 

.où désigne la mesure umyenne i s s o i i ~ e  B p* . Elous avoas, en par t ieu l ie r ,  

pour tous bor0liens bom6s BI et B; , les valsurs  suivantes : 

Soit bX l a  n s u r a  a l s a t e i r e  posi t ive sur  X associi5e I une variable 

albatoire  X 1 valeurs d m s  (X,B), qui  a été i q x r e h i t e  en 1.2. liaa. inoriçons 
\ 

deux pmpri6tSs é l é i u n t i i r e s  du procassur stochastique r6al  a s e ~ i é ,  encore 
' -* 4 ,  

noté . Nous désignons par n l a  probabili té sur (X,%) qui e s t  l a  l o i  

de l a  variable a l éa to i r e  X. 



So i t  (B l ,B2y i . . yB  ) un k-uplet de b o r é l i e n s  bornés deux à deux 
k  - 

d i s j o i n t s .  La v a r i a b l e  a l é a t o i r e  à v a l e u r s  dans ( R ~  

(SX(BI) Y 6X(B2) 9 * .  * SX(Bk)) 

k  
prend l e s  va l eu r s  ( O 0  . . O avec l e s  p r o b a b i l i t é s  1 - T ( B ~ )  

i= 1 

(190,. 90) I I  I l  11 
'rr(B1 

PnoponUon 1.3.3.- La mesure a l é a t o i r e  SX e s t  du second ordre .  

E l l e  admet pour moyenne l a  p r o b a b i l i t é  T ,  e t  s a  covar iance  ï e s t  donnée par  : 

Cu pahticul3m d ' w e  mebuhe déato&e ké&e s w ~  IR. 

Rappelons t o u t  d 'abord qu'une mesure r é e l l e  s u r  IR e s t  l i é e ,  de  

façon b i j e c t i v e ,  à s a  fonc t ion  de  r é p a r t i t i o n  au moyen d'un théorème c l a s s i q u e  

(C.M. MARLE, [XXIV], p ropos i t i ons  8.3.3. e t  8.3.6.) .  

Nous e n  déduisons l e  r é s u l t a t  su ivan t  : 

Théokème 1.3. - A t o u t e  mesure a l é a t o i r e  r é e l l e  p *  - ]a,b[ 

e s t  a s s o c i é  un processus s tochas t ique  : 

d é f i n i  pa r  : 

e t  v é r i f i a n t  l a  p r o p r i é t é  : 



Pour t o u t  w 6 Q, l i m  Sx(o) = O . 
x+a 
x>a 

Les t r a j e c t o i r e s  de 5 sont  à v a r i a t i o n  bornée e t  cont inues  

( à gauche. 

Réciproquement, à t o u t  processus 5 ,  no té  comme en  (1 .1) ,  e t  

v é r i f i a n t  (1 .3) ,  e s t  a s soc i é ,  au moyen de l a  formule (1.2) ,une mesure a l é a t o i r e  

r é e l l e  - ]a,b[. 

Preuve : La première p a r t i e  de ce  r é s u l t a t  s ' o b t i e n t  immédiatement 

à p a r t i r  de l a  p ropos i t i on  8 . 3 . 3 .  de [=IV] . 
La p ropos i t i on  8.3.6. de [UI~ permet également d ' o b t e n i r ,  à p a r t i r  

d ' un  processus 5 v é r i f i a n t  (1 .3) ,  l ' e x i s t e n c e ,  pour t o u t  w E 3, d'une mesure 

W 
r é e l l e ,  borél ienne,  bornée, P , s u r  ]a,b[ , t e l l e  que pour t o u t  r é e l  t 

d e  1' i n t e r v a l l e  ]a ,  b  [ : 

-w W 
Désignons par  !J +W - !J l a  décomposition de Hahn-Jordan d e  II . Pour é t a b l i r  

que e s t  une mesure a l é a t o i r e  r é e l l e  s u r  ]a,b[, nous sommes amenés, 

+. -. 
d ' a p r è s  l a  p ropos i t i on  I .2 .1 . ,  à montrer que e t  son t  des  mesures 

a l é a t o i r e s  p o s i t i v e s  s u r  ]a,b[. D'après  l a  p ropos i t i on  I . 2 .3 . ,  il su££ i t  

pour c e l a  que, pour t o u t  i n t e r v a l l e  [u,v[ i n c l u s  dans ]a,b[, P + ' (  [u,v[) 

e t  p-' ( [u,v[) s o i e n t  des  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  r é e l l e s  p o s i t i v e s  ; nous 

savons que : 

e s t  une v a r i a b l e  a l é a t o i r e  r é e l l e ,  e t  que d ' ap rè s  ~ X I V ] ,  8 .3 .6. ,  



e s t  l a  v a r i a t i o n  t o t a l e  de f  s u r  [u,v[. Il nous r e s t e  donc à é t a b l i r  

que c e t t e  v a r i a t i o n  t o t a l e ,  no tée  V(f ,u ,v) ,  e s t  une v a r i a b l e  a l é a t o i r e  r é e l l e .  

La formule de  d é f i n i t i o n  : 

où l e  supremum e s t  p r i s  re la t ivement  à l 'ensemble des  subdiv is ions  

t o = u < t  < ... < tn < v de l ' i n t e r v a l l e  [u,v[, ne permet pas  de 

répondre directement  à l a  ques t ion .  

Cependant, comme e t (@)  e s t ,  pour t o u t  w E Q, cont inue  à gauche 

s u r  ]a,b[, l e  supremum e s t  a t t e i n t  s i  l ' o n  ne cons idère  que l a  f a m i l l e  

( ~ k )  kW* 
de p a r t i t i o n s  de l a  forme : 

En e f f e t ,  s o i t  p  = (ti)Oiiin , où 

Pour t o u t  k  E N* , e t  t o u t  nombre e n t i e r  n a t u r e l  i compris e n t r e  
1 

i 
1 e t  n,  désignons par  u  l e  premier élément,  s ' i l  e x i s t e ,  de p k ,  supé r i eu r  

k  

à t . .  Il e x i s t e  K E IN* t e l  que, pour t o u t  k  I K : 
1 

I 



Nous avons a l o r s  : 

e t ,  a  f o r t i o r i  : 

Soi t  v e  une mesure a l é a t o i r e  r é e l l e  p o s i t i v e  s u r  l ' espace  métrique 

. 
séparable  X. Dans toute  l a  s u i t e ,  nous supposons que e s t  du second 

ordre ,  e t  nous notons l a  mesure moyenne associée .  

Pour t o u t  n-échanti Z Zon de  

nous appellerons mesure azéatoire empirique normZisée  associée  

a2  n-QchantiZZon (v;,  v '  ,..., Ii,) l a  mesure a l é a t o i r e  r é e l l e  : 
2 

Il e s t  c l a i r  que pour t o u t  nombre e n t i e r  n a t u r e l  non nu l  n ,  "n' 

e s t  une mesure a l é a t o i r e ,  comme d i f f é rence  de l a  mesure a l é a t o i r e  p o s i t i v e  : 

e t  de l a  mesure p o s i t i v e  & p .  

Dans l e  cas  où p = 6 exposé e n  I .3 . ,  on re t rouve  l a  mesure 
X y 

a l é a t o i r e  correspondant à l a  fonct ion  de r é p a r t i t i o n  empirique associée  à 

une va r i ab le  a l é a t o i r e  X (vo i r ,  par exemple P .  BILLINGSLEY, [XXI] , p 103, 

ou P .  GAENSLER e t  W. STUTE [XI, page 196). 



Nous désignerons par S l'ensemble des suites finies de boréliens 

bornés et par P la probabilité sur (M, f )  qui est la loi de la mesure 
n 

aléatoire 
On 
' . A tout élément S de S, noté : 

nous associons la loi de dimension finie de '' n , notée P , qui est la 
n,S 

loi du vecteur aléatoire réel k-dimensionnel : 

. 
(On(B1). qn(B2) ,. . - 9  +Bk)) - 

Ce vecteur peut s'écrire : 

où, pour tout nombre entier compris entre 1 et n : 

La suite est constituée de variables aléatoires à valeurs dans 

k k  ( R  , R ) ,  centrées, et dont la matrice de covariance : 

"ij' (i, j)cC I ,2,. . . ,k} 2 
. 

est la même que celle de , c'est-à-dire définie par : 

'ij = E{v'(B~) u*(B~)I - p(B.1 J . 

Pttopoa.i/tian 7 . 4 . 7 . -  Pour tout élément S de S ,  la suite de - 

probabilités sur (R~, Rk) : 

converge faiblement vers PS , probabilité gaussienne sur (R k k  , R ), centrée, 

et dont la matrice de covariance est (y. .) . 
1 J  



Preuve : Ce r é s u l t a t  e s t  une conséquence immédiate du théorème de  

l i m i t e  c e n t r a l e  r e l a t i f  aux v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  à v a l e u r s  dans ( R ~ ,  Rk). 

Pour k  s k ' ,  e t  deux éléments  S  e t  S' de S : 

l e s  termes de S s e  r e t rouvan t  dans S' , on note  T ss' l a  p r o j e c t i o n  

k' k 
canonique de Pi s u r  IR , dé£ i n i e  par  : 

Les p r o b a b i l i t é s  Pç e t  Py, v é r i f i e n t  l a  cond i t i on  de  c o m p a t i b i l i t é  : 

- - 1 
ps - P s ~  O T SS' 

Bb 
Considérons maintenant l ' e space  produi t  R , e t  pour t o u t  élément 

S  de S,  n o t é  : 

Bb k  
l a  p r o j e c t i o n  canonique de  W s u r  HZ , notée T e t  d é f i n i e  par  : S  y 

Bb Bb En o u t r e ,  nous désignons p a r  R l a  t r i b u  produi t  s u r  IR à p a r t i r  de  

l a  t r i b u  boré l ienne  de B. 

Bb Bb Il e x i s t e  une p r o b a b i l i t é  P s u r  (IR , R ) t e l l e  que pour t o u t  

élément S  de S ,  l a  p r o j e c t i o n  canonique T a i t  pour l o i  P  (théorème 
S S  

de  Kolmogorov-Bochner , [XXII] , p 230). 



Dé6hLXAon 1.4.2.- Nous appe l l e rons  processus de l im i t e  centrale 

associé à la mesure aléatoire  p t o u t  p rocessus  s t o c h a s t i q u e  réel indexé 

v é r i f i a n t  l e s  p r o p r i é t é s  su ivan te s  : 

i )  l e s  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  n '  (B) son t  d é f i n i e s  s u r  l e  même espace 

p r o b a b i l i s é  que la mesure a l é a t o i r e  p . 
i i )  Le processus 'i est  gauss ien ,  c e n t r é .  

i i i )  La covariance de 'i e s t  donnée par  c e l l e  de  ; pour  tous  

boré l i e n s  bornés B I  5 B2 : 

La mesure a l é a t o i r e  d ' o r d r e  deux p e s t  appe l ée  mesure aléatoire  
. 

parente du processus  de l i m i t e  c e n t r a l e  'i . 

115,  - SUR LES PROPRIÉTÉS D'ADDITIVITÉ R E L A T I V E S  AUX TRAJECTOIRES 

DES PROCESSUS D E  L I M I T E  CENTRALE 1 -  

A - PtroptuéRé~ de paeudo-add2ivLté. 

Nous désignerons par  TI un processus de l i m i t e  c e n t r a l e  a s s o c i é  

. 
à une mesure a l é a t o i r e  p s u r  X, qui  e s t  supposée p o s i t i v e  e t  d ' o r d r e  deux. 

Ptropohfion 1.5.1.- Tout couple  (BI,B2) de  b o r é l i e n s  bornés 

d i s j o i n t s  possède l a  p r o p r i é t é  : 



Preuve : La méthode e s t  l a  su ivan te  : pour montrer qu'une v a r i a b l e  

a l é a t o i r e  r é e l l e  6 , de c a r r é  i n t é g r a b l e ,  e s t  presque sûrement n u l l e ,  il 

it d ' é t a b l i r  que E{S} = Vari61 = O 

Considérons deux éléments quelconques, B I  e t  B2 , d e  Bb , 

t e l s  que B I n B 2 = @ .  

Tout d 'abord,  l e  processus gauss ien  n' é t a n t  c e n t r é ,  il e s t  c l a i r  

que : 

Ensu i t e ,  nous avons : 

~ a r { q ' ( ~  u B) - n ' ( ~ )  - n ' ( ~ ) l  = 

= E { ~ * ( A  u B)12 + E { ~ * ( A ) } ~  + E{TI*(B)}~ - 2E{na(A U B) n'(A)} 

- 2E{q0 (A U B) il* (B) + 2~1i1. (A) n'(B) 

. 
Sachant que l e  processus rl a même covariance que P : 

+ 2 C O V C V '  (A) P' (B) 

= E{P*(A " B) - P(A u B) - I ~ * ( A )  + P(A) - P * ( B )  + P ( B ) I ~  = O m 

hnrne 1.5.-  S o i t  une mesure a l é a t o i r e  d ' o r d r e  deux. Toute 

s u i t e  
( Bn) n a *  

d 'é léments  de Bb * déc ro i s san te  e t  d ' i n t e r s e c t i o n  v i d e  

v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  : 



Preuve : Nous avons d 'abord,  pour t o u t  nombre e n t i e r  n a t u r e l  non 

n u l  n  : 

Comme e s t  une mesure s u r  X : 

d'où : l i m  EIP '  ( B ~ )  1 = O . 
n- 

Il nous r e s t e  à é t a b l i r  que : 

# Pour c e l a ,  remarquons que pour  t o u t  n  E N  : 

d ' a u t r e  pa r t ,  P (B ) est d e  c a r r é  i n t é g r a b l e ,  e t  pour  t o u t  w E , 
1 

l i m  P ~ ( B ~ )  = O . 
n- 

Le théorème de convergence dominée dans L ~ ( ~ , A , P ~ )  implique a l o r s  : 

i i m  E { [ ~ ' ( B ~ > ] * I  = O . . 
n- 

P h ~ p O b ~ O f i  1.5.2. - Toute s u i  te  
( n ) n m  

* d e  b o r é l i e n s  bornés 

deux à deux d i s j o i n t s  v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  : 

Preuve : Nous avons, d ' ap rè s  l a  p ropos i t i on  1.5.1. : 



w 

Comme l a  s u i t e  ( u B )  * e s t  déc ro i s san te ,  l e  lemme 1.5. e n t r a î n e  : 
k=n+ 1 k n a  

m 

l i m  v a r i u 0 (  u Bk)} = O . 
Il- k=n+ 1 

Cela donne, en  sachant  que l e  processus e s t  c e n t r é  e t  a même covariance 

que : 

2 
OU encore : l m  B - 11 (Bk)] = 0 . rn 

n- k= 1 

Nous observons que l e s  p r o p r i é t é s  énoncées dans l e s  p ropos i t i ons  

1.5.1. e t  1.5.2. ne s ' e x p r i m e n t p a s  e n  termes de t r a j e c t o i r e s .  Nous reviendrons,  

dans l e  paragraphe I.6.B, s u r  l e  terme de pseudo-addi t ivi té .  

8 - PtrobXEma p o a d  p m  Xe a panti&m du pon t  hoconierz. 

S o i t  X une v a r i a b l e  a l é a t o i r e  r é e l l e ,  prenant  s e s  v a l e u r s  dans 

l ' i n t e r v a l l e  [O, 11, e t  dont l a  l o i  de  p r o b a b i l i t é  e s t  l a  mesure d e  Lebesgue 

A s u r  [O, 11. En désignant  par  11' un processus d e  l i m i t e  c e n t r a l e  a s soc i é  

à l a  mesure a l é a t o i r e  Sx ' considérons l e  processus s tochas t ique  r é e l  

= (Et't,[o, 11 
, d é f i n i  p a r  : 

In t roduisons  par  a i l l e u r s  l ' e space  p robab i l i s é  (CIO,  11, C[0, 11, W O ) 

formé par  l ' e space  C[O, 11 des  a p p l i c a t i o n s  cont inues  de 10, l] dans R , 

muni de l a  d i s t a n c e  de l a  convergence uniforme, de  sa  t r i b u  boré l ienne ,  e t  de  

l a  mesure de  Wiener du pont brownien W (Voir P. BILLINGSLEY, [XXI] , page 65) . 
O 

Le r é s u l t a t  é lémenta i re  s e lon  l eque l  l e  processus s tochas t ique  a s soc i é  à W 
O 

possède presque-sûrement des  t r a j e c t o i r e s  à v a r i a t i o n  non bornée, i n t e r d i t  

t o u t  e spo i r  de cons idérer  n*, dans l e  c a s  géné ra l ,  comme une mesure a l é a t o i r e .  

Nous nous proposons, dans c e  paragraphe, d ' é t a b l i r  soigneusement c e  cont re -  

exemple. 



'L 'L 
P m p o 4 f i o n  1 . 5 . 3 . -  11 e x i s t e  une mod i f i ca t ion  

= (st't.[o, i l  
d e  5 q u i  e s t  une v a r i a b l e  a l é a t o i r e  à va leu r s  dans (c[o,I], c[o,I]), - 

dont  l a  l o i  de p r o b a b i l i t é  e s t  W . 
O 

Preuve : Le processus 5 e s t  con t inu  en p r o b a b i l i t é ,  puisque pour 

t o u s  nombres r é e l s  s e t  t t é l s  que O d s 5 t < 1 , nous avons : 

I Il e x i s t e  donc, d '  ap rè s  J .  NEVEU ( [v] , page 87 ) ,  une modi f ica t ion  

5' = '6;'tE [o. 11 de 5 q u i  e s t  séparable .  D ' au t r e  p a r t ,  l e  c a r a c t è r e  

gauss ien  du processus 5 e t  l a  r e l a t i o n  (1.5) montrent que W a  les mêmes 
O 

l l o i s  de dimension f i n i e  que 5. On en dédu i t ,  avec P. BILLINGSLEY ([XXI] , 

I théorème 9.2) que l e  processus 5 '  e s t  presque-sûrement à t r a j e c t o i r e s  con t i -  

I nues ; il e x i s t e  a l o r s  un élément S2 de l a  t r i b u  A de  l ' e s p a c e  probabi- 
O 

I l i s é  de base (a,A,Pr) t e l  que Pr(fio) = 1 , e t  t e l  que pour t o u t  w E S2 
O '  

I l ' a p p l i c a t i o n  t + +  5;(w) e s t  cont inue .  Déf in issons  un nouveau processus 

'-b 

= ( ~ t ) t , [ o ,  11 d e  l a  façon su ivante  : pour t o u t  r é e l  t de  l ' i n t e r v a l l e  

'L 'L 
[O, 1 ,  St(w) = s;(w) s i  w E O , e t  Et(@) = O s i  w E fi - fi . Toutes  l e s  

O 

'L 'L 
t r a j e c t o i r e s  de 5 sont  a i n s i  cont inues  e t ,  d ' ap rè s  [VI, page 57, 5  d é f i n i t  

une v a r i a b l e  a l é a t o i r e ,  encore no tée  de l a  même façon,  à v a l e u r s  dans 

( c [o ,~ ] ,  c [o ,~ ] ) ,  e t  de l o i  W . 
O 

P/rapobiLiofi 1.5.4.-  Un processus de l i m i t e  c e n t r a l e  O* a s s o c i é  

1 à l a  mesure a l é a t o i r e  parente  
6X 

ne  peut ê t r e  cons idéré  comme une mesure 

a l é a t o i r e .  

Preuve : D'après [XXI], pages 63-64, nous avons : 

,n 
L 

'-b 
i i m  1 1 5  - 5  1 = C o  P . S .  . 
n - t m  i = l  i / 2n  i- 1 IF 



Par  a i l l e u r s ,  l a  p ropos i t i on  1.5.3. montre que : 

2n Tt 2n 

L 15 - 5 I =  C I C  - 5 1 P.S.. 

i= l 
i / 2 n  i -1/21 i = l  i/P i - l / z n  

Le processus 5 possède donc presque-sûrement des  t r a j e c t o i r e s  à v a r i a t i o n  

non bornée ; l e  théorème 1.3. montre a l o r s  que n ne  peut  ê t r e  une 

mesure a l é a t o i r e .  

I , 6 ,  - ETUDE DU CAS où LA MESURE ALÉATOIRE PARENTE EST A 

ACCROISSEMENTS NON CORRÉLES, - 

DE~iniXan 1.6.1.- Une mesure a l é a t o i r e  d ' o rd re  deux, admettant r 

pour covariance e s t  d i t e  à accroissements non corréZés s i  pour tous  b o r é l i e n s  

bornés B I  e t  B2 t e l s  que - - B l n B 2 - @  , o n a :  

A - Mcm.vLe. spemaee. ahsacize. 

Cet te  not ion  c l a s s i q u e  (vo i r ,  pa r  exemple, 1.1. GIHMAN e t  A.V. 

SKOROHOD [XXIII], 1, page 231) est r e p r i s e  dans l e  contex te  q u i  nous i n t é r e s s e  : 

la  mesure spectrale est ici une véritable mestire. 

ThEokème 2 . 6 . 1 . -  S o i t  u' une mesure a l é a t o i r e  su r  X, 5 

accroissements  non c o r r é l é s .  L ' app l i ca t ion  m & Bb dans R , d é f i n i e  par  : 

e s t  une mesure p o s i t i v e  s u r  X. De p lus ,  l a  covariance,  r , de v - e s t  

donnée par  : 



Preuve : 

Considérons un processus de l i m i t e  c e n t r a l e  q as soc ié  à p . . 
Nous savons que Q e s t  gauss ien ,  c e n t r é ,  e t  que pour tous  b o r é l i e n s  bornés 

B1 e t  B2 : 

S o i t  (Bn) une s u i t e  d 'é léments  de 8 , d i s j o i n t s  deux à deux e t  dont  l a  b 

réunion e s t  encore un bo ré l i en  borné B. Pour t o u t  nombre e n t i e r  n a t u r e l  non 

nu l  n,  nousaavons,  d 'après  l a  p ropos i t i on  1.5.1.  : 

pu i s ,  sachant  que p e s t  à accroissements  non c o r r é l é s ,  il r é s u l t e  d e  l a  

r e l a t i o n  (1.6) : 

Le lemme 1.5 donne , a lo r s  : 

e t  l e  r é s u l t a t  annoncé découle du f a i t  que pour t o u t  b o r é l i e n  borné B : 

co égalité I'(Bl,B2) = m(Bl B ) est c l a s s i q u e .  . 2 

P é ~ ~ o n  7 . 6 . 2 . -  La mesure p o s i t i v e  m s u r  X e s t  appelée  - . mesure spectrale as soc iée  à l a  mesure a l é a t o i r e  y . 



8 - Phopaiéfé de paeudo O-addi. t ivLté des p o c e a a w  TI'. 

Théokème 1.6.2. -  s i  l a  mesure a l é a t o i r e  parente  IJ* e s t  à acc ro i s -  

sements non c o r r é l é s ,  a l o r s  t o u t  processus  de l i m i t e  c e n t r a l e  a s soc i é  

v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  d i t e  de  pseudo O-add i t i v i t é  : 

(1.7) Pour t o u t e  s u i t e  (Bn) n a  * d'éléments  de  Bb , d i s j o i n t s  deux à 

deux, e t  dont l a  réunion a p p a r t i e n t  encore à B,, , l a  s u i t e  

[il'(~n)]na* e s t  somnable (au sens  de l a  convergence presque s û r e ) ,  

On exprime seulement q u ' i l  e x i s t e  une p a r t i e  R de R t e l l e  
O 

que Pr(Ro) = 1 , e t  v é r i f i a n t ,  pour  t o u t  o E Q : 
O 

l 'ensemble R dépendant du choix de l a  s u i t e  (Bn) n a  
* . C'es t  pourquoi 

O 

nous avons é t é  amenés à employer l e  terme de pseudo-addi t iv i té .  

Preuve du théorème 1.6 .2 .  : Puisque e s t  à accroissements  non 

c o r r é l é s ,  nous avons, pour t ou t  couple ( i , j )  de nombres e n t i e r s  n a t u r e l s  

non n u l s  : 

Il en r é s u l t e ,  v u  l e  c a r a c t è r e  gauss ien  du processus , l ' indépendance des  

v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  de l a  s u i t e  : 



Comme ces  v a r i a b l e s  sont  c e n t r é e s ,  l a  convergence de l a  s é r i e  de  terme géné ra l  

a {  ( B )  } , obtenue d ' ap rè s  l a  p ropos i t i on  1.5.2,  e t  l a  cond i t i on  s u f f i s a n t e  

d e  Kolmogorov ( v o i r ,  par  exemple, C.M. MARLE, [XXIV] , propos i t i on  10.6.3), . 
impliquent  l a  convergence presque s û r e  de l a  s é r i e  de terme géné ra l  n (Bn). 

Ce r é s u l t a t ,  j o i n t  à c e l u i  de  l a  p ropos i t i on  1.5.1, achève l a  d é m o n s t r a t i 0 n . l  

C - S&pmabifXXQ d e n  phrrcenbw n' .  

Désignons par  6 l a  pseudo-distance s u r  1 'ensemble Bb , d é f i n i e  

pa r  : 

Nous commencerons p a r  une p r o p r i é t é  r e l a t i v e  à l a  c o n t i n u i t é  d e s  

processus  de l i m i t e  c e n t r a l e  : 

P k o p o n ~ o n  1.6.-  Les processus s tochas t iques  n' son t  con t inus  

e n  p r o b a b i l i t é  s u r  (Bb, ô) . 

Preuve : Considérons deux b o r é l i e n s  bornés B ,  e t  B2 , . a i n s i  

que l a  v a r i a b l e  a l é a t o i r e  r é e l l e  n' ( B I )  - n o  ( B  ) . Sachant que 
2  

E { ~ ' ( B ~ )  - vf (B2)}  = O , on a  : ~ a r l v * ( ~ ~ )  - " (BZ) l  = 6(B1,B2) , e t  

l ' i n é g a l i t é  de Tchebychev donne, pour t o u t  E > O , 

e t  p a r  conséquent, l i m  ~ r {  l n '  (BI)  - n' (B2) 1 1 E 1 = 0 

P B 2  



S i  l a  mesure a l é a t o i r e  e s t  à accroissements  

non c o r r é l é s ,  l a  pseudo-distance 6 e s t  a u s s i  d é f i n i e  par  : 

où m désigne l a  mesure s p e c t r a l e  a s soc i ée  à * , A l ' o p é r a t i o n  de  - 
d i f f é r e n c e  symétrique. 

Preuve : A p a r t i r  du développement : 

. 
on u t i l i s e  l e  f a i t  que l e s  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  r é e l l e s  n (Bi) (i = 1 ou 2) 

sont  cen t r ées ,  e t  l a  d é f i n i t i o n  d e  l a  mesure s p e c t r a l e  m : 

Il en r é s u l t e  que : 

Dans l ' é t u d e  q u i  s u i t ,  nous nous ramènerons aux p r o p r i é t é s  données en  
'L 

exe rc i ce  dans HALMOS [XXV] , sec .  40, en cons idérant  l 'ensemble 8 des  b o r é l i e n s  

d e  X qu i  possèdent une m-mesure f i n i e ,  e t  en  remarquant que l a  d i s t a n c e  6 

2, 
admet un prolongement, no té  3, à B ; en e f f e t ,  

% 

e t  donc B c B s i  e t  seulement s i  (B) ) < m. 

imme. 1.6.2. - L'espace pseudo-métrique (i, 6) e s t  complet. 

% % 

Preuve : Considérons une s u i t e  de Cauchy, (Bn) dans (8,S) , 

e t  un nombre r é e l  E t e l  que O < E < 1 . 



Nous avons, avec des  n o t a t i o n s  év iden te s ,  pour t ous  nombres e n t i e r s  

n a t u r e l s  n e t  k a s sez  grands : 

donc l a  s u i t e  ( I B  ) e s t  une s u i t e  de  Cauchy en mesure ; il e x i s t e  a l o r s  
n 

une c l a s s e  d 'équivalence de  fonc t ions  mesurables,  no tée  f ,  t e l l e  que : 

(1.8)  i i m  m{llB - f l  2 E ]  = O . 
n* n 

Supposons que : 

il e x i s t e  a l o r s  des  nombres r é e l s  a e t  E t e l s  que : 
O 

d'où l ' o n  t i r e ,  pour t o u t  n E: N , 

c e  q u i  c o n t r e d i t  (1 .8) .  Ains i ,  

f = O ou 1 , m-p.p. , 

e t  il e x i s t e  B E £3 t e l  que : 

On remarque e n s u i t e  que l e  bo ré l i en  B a i n s i  mis en  évidence e s t  un élément 

% 

de B, en remarquant que : 

m(BABn) = j  I l B -  l 1 d m ,  
n 

1 
on v o i t  que l a  s u i t e  ( l g  ) converge v e r s  I B  dans l ' e space  L (X,B,m), 

n 
ce q u i  achève l a  démonstration. 



Avant d 'aborder  l e  r é s u l t a t  e s s e n t i e l  de ce paragraphe,  rappe lons  

l a  d é f i n i t i o n  géné ra l e  de la  . s é p a r a b i l i t é  : 

LI 

Un processus q est sLparabZe s ' i l  e x i s t e  une p a r t i e  dénombrable 

S de Bb e t  une p a r t i e  nég l igeab le  N de S2 t e l l e s  que pour t o u t  nombre 

réel E > O e t  pour t o u t  b o r é l i e n  borné B, on a i t  : 

B'(B,E) désignant  l a  boule ouve r t e  de  c e n t r e  B e t  d e  rayon E dans 

1' espace pseudo-mé tr ique (Bd, 6) . 

TheunCrne 1 . 6 . 3 . -  S o i t  ri' un processus  de  l i m i t e  c e n t r a l e  a s s o c i é  

. 
à une mesure a l é a t o i r e  p . p e s t  à accro issements  non c o r r é l é s ,  il 

e x i s t e  une modi f ica t ion  de n q u i  est mesurable e t  s épa rab l e .  

Preuve : Tout d ' abord ,  comme l ' e s p a c e  mét r ique  X est s épa rab l e ,  

l a  t r i b u  8 admet une base dénombrable ; comme par  a i l l e u r s  m est  une 

mesure o- f in ie  s u r  (X,B) , l e  théorème B de  P.R. HALMOS ([xxv], p  168) 
% ?/ 

permet d ' a f f i rmer  que (6,6) est séparab le .  

~e processus ri' = [ri' ( B ) ] ~ ~ ~ ~  peu t  ê t r e  prolongé en un processus  

% 

indexé par  8 , encore  no t é  ri. : 

2, % 
En t e n a n t  compte du lemme 1.6.2,  e t  de l a  s é p a r a b i l i t é  de (B,6), c e  

%. 
processus  admet une mod i f i ca t i on  s épa rab l e  e t  mesurable ,  d ' a p r è s  l e  

r é s u l t a t  de 1.1. GIHMAN e t  A.V. SKOROHOD [XXIII], 1, page 170. Il en est de 

même pour l e  p rocessus  q . 



D - Rep/réaenWon h é a i h e  dea pxoceaaun n . 
l 

L'hypothèse d'accroissements non corrélés, formulée pour la 
I 

1 

mesure aléatoire parente permet,par l'intermédiaire de la mesure spectrale 1 
qui lui est associée, d'utiliser les techniques hilbertiennes en vue d'une 

représentation des processus gaussiens centrés . Le résultat que nous 
obtenons constitue une ébauche de généralisation des propriétés relatives 

au processus du mouvement brownien réel à une dimension (voir, par exemple, 

J . DELPORTE, [XXVI] ) . 
Rappelons les définitions suivantes, (J. NEVEU [XXVII], pages 21 

i) Un espace 9aussien Téel est un sous-espace vectoriel fermé 

2 
de l'espace de Hilbert réel L (il,A,Pr) constitué des classes d'équivalence 

de variables aléatoires réelles gaussiennes centrées. 

ii) Une mesure gaussienne réelle sur un espace mesuré (X,B,m) 

est une isométrie de l'espace hilbertien L~(x,B,~) dans un espace gaussien. 

Nous prendrons ici comme espace gaussien la fermeture du sous-espace 

. 
H engendré par les classes d'équivalence des variables aléatoires TI (B) , 

correspondant à l'ensemble des boréliens bornés B. 

Lmme 1.6 .3 . -  Soit p une mesure aléatoire à accroissements non 

corrélés, de mesure spectrale m. Tout processus de limite centrale associé 

Q définit une mesure gaussienne réelle sur (X,B,m) . 

La démonstration de ce résultat découle de J. NEVEU [XXVII], 

proposition 4.4., page 67, et de propriétés déjà mises en évidence : l'exis- 

tence de la mesure spectrale (théorème 1.6. 1), et la pseudo a-additivité 

de n (théorème 1.6.2 .) . 



On remarquera que c e t t e  isométrie prolonge l ' app l ica t ion  f a i s an t  

correspondre, à l a  fonction i nd i ca t r i c e  B 
(B c Bb) , l a  va r iab le  a l é a t o i r e  

ri* (BI 

Théakhe 7 . 6 . 4 . -  - Soi t  un processus de l imi te  cen t ra le  associé 

. . 
à une mesure a l é a to i r e  p . En supposant que p e s t  à accroissements non . 
cor ré lés ,  il ex i s te  une représenta t ion de t e l l e  que pour tou t  borél ien  

borné B - de X,  on a i t  : 

Dans c e t t e  é g a l i t é ,  chaque terme 
Sn An 

e s t  l e  produit d'une var iable  

a l é a t o i r e  r é e l l e  5 gaussienne, centrée ,  r édu i te ,  e t  d'une mesure sur X ,  
n  

non a l éa to i r e ,  notée 
'n y 

absolument continue par rapport à l a  mesure 

spec t ra le  m associée à p . 

Preuve : Comme l 'espace X e s t  séparable, l a  t r i b u  B admet 

une base dénombrable ; l a  remarque de P.R. HALMOS ( [XXV] , page 177) permet 

2 
d'affirmer que l ' espace  de Hilbert  L (X,B,m), obtenu par passage aux c l a s se s  

d'équivalence des fonctions pour l ' é g a l i t é  m-presque partout  e s t  

séparable.  

Désignons par 
('n'na 

une base orthonormale de cet  espace. Un 

2 i ème élément f  de L (X,B,m) é t an t  donné, s o i t  h ( f )  l e  n  coef f i c ien t  
n  

de Fourier de f r e l a t i f  à c e t t e  base. Nous avons : 



En p a r t i c u l i e r ,  l a  r e l a t i o n  (1.9) donne, pour t o u t  B E Bb , e t  

pour f = l B :  

X n ( l B ) =  f d m .  
J B  

A CI 

En no tan t  ce  terme h  (8) , on d é f i n i t  une a p p l i c a t i o n  h d e  Bb dans R , 
n n  

q u i  e s t  une mesure absolument cont inue ,  de  d e n s i t é  'n 
par  r appor t  à l a  

mesure s p e c t r a l e  m. 

Par a i l l e u r s ,  l ' i s o m é t r i e  * e n t r e  L ~ ( x , B , ~ )  e t  l ' e s p a c e  

gauss ien  H , fou rn ie  par  l e  lermne 1 . 6 . 3 .  donne, à p a r t i r  d e  (1.10),  l e  

développement en s é r i e  : 

(1.11)  n' (£1 = 1 ~ ~ ( £ 1  v ' ( fn)  , 
niIN 

qui  e s t  convergent en  moyenne quadra t ique  pour t o u t  élément f  de 

2  
L (X,B,m) . Posons a l o r s  : 

En = v ( fn )  

Du f a i t  que H e s t  un espace gauss ien ,  (5,) e s t  une s u i t e  de v.a .  gaussiennes 

c e n t r é e s  r é d u i t e s  e t  indépendantes.  

Considérons un bo ré l i en  borné B quelconque. La formule (1.11) 

implique : 

La convergence presque s û r e  de c e t t e  s é r i e  r é s u l t e r a  de l a  convergence des 

s é r i e s  de termes généraux : 

( cond i t i on  de Kolmogorov, [=IV] , propos i t i on  10.6.3 .) . 



La première s é r i e  e s t  manifestement convergente,  puisque l e s  v a r i a b l e s  

a l é a t o i r e s  €, s o n t  centré ,es .  Pour l a  seconde, nous remarquerons que pour 
n 

t o u t  nombre e n t i e r  n a t u r e l  n : 

e t  que : 

A (B) e s t  a i n s i  un c o e f f i c i e n t  de Four ie r  d e  l ' a p p l i c a t i o n  ' B 
e t  l e  

n 

r é s u l t a t  cherché découle du théorème de P a r s e v a 1 . a  

Signalons, pour terminer  c e  c h a p i t r e ,  que des  prolongements du 

théorème 1 .6 .4 .  peuvent ê t r e  envisagés,  dans l a  l i g n e  des  r é s u l t a t s  obtenus 

pa r  S.M. BONKIAN ( [ X I V ~ ,  pages 73  e t  74) s u r  l a  convergence en moyenne 

quadra t ique  des s u i t e s  de  mesures a l é a t o i r e s  p o s i t i v e s  d ' o r d r e  deux. 



CHAPITRE II 

ETUDE DE LA CONVERGENCE EN LOI PAR PLONGEMENT 

DANS UN ESPACE TOPOLOGIQUE COMPACT, 

Le théorème de Kolmogorov a permis d'établir l'existence des processus 

de limite centrale TI. par l'intermédiaire de leur loi de probabilité P 

8b relative à l'espace produit IR . 

Un tel processus possède encore peu de propriétés intéressantes : 

d'une part, il n'est pas assimilable à une mesure aléatoire, du fait que ses 

trajectoires ne sont pas a-additives,; d'autre part, les outils maniés 

jusqu'à présent ne permettent pas d'assurer la convergence en loi, vers " O ,  

de la suite des mesures empiriques normalisées ( 0  ) . Pour contribuer à 
n 

résoudre ces difficultés, nous plongerons dans un espace topologique compact 

.Qc l'ensemble M des mesures réelles sur X. 

Cette construction reprend une idée de KAKUTANI (voir [XXVIII]) qui 

- T est d'utiliser l'espace R (où IR = R U {- m, + a)) comme instrument d'étude 

des processus indexés par un ensemble quelconque T. Dans un contexte proche, 

E. NELSON [XVI] a précisé le rôle des probabilités boréliennes régulières sur 

un espace topologique compact, et P . A .  MEYER [XV] a défini le second processus 

canonique associé à une famille de variables aléatoires. Nous appliquons 

à l'espace Bb 
Rc = B i  une variante du tl-iéorème de Riesz-Markov relatif à la 

correspondance entre fonctionnelles linéaires et probabilités boréliennes 

'L. 
régulières. Ce point de vue permettra la construction de processus 

"n 



'La 

e t  n , é q u i v a l e n t s  respect ivement  à ' n  
e t  q', e t  q u i  j o u i s s e n t  des  

p r o p r i é t é s  su ivan te s  : d ' u n e ' p a r t ,  l a  convergence e n  l o i ,  en un sens  q u i  

'La 'L 
s e r a  p r é c i s é ,  de l a  s u i t e  (iln) v e r s  ; d ' a u t r e  p a r t ,  l a  p o s s i b i l i t é  de 

d é f i n i r ,  presque-sûrement, de s  t r a j e c t o i r e s  a d d i t i v e s ,  c e  q u i  con fè re  au  

processus  de l i m i t e  c e n t r a l e  n une p r o p r i é t é  proche de c e l l e  de s  mesures 

a l é a t o i r e s .  

11,2, - THÉORÈMES D'APPROXIMATION D A N S  L'ENSEMBLE D E S  F O N C T I O N S  

O 

Considérons l ' e s p a c e  fic = I( , muni de l a  t opo log ie  p rodu i t .  

D'après l e  théorème de Tychonov, Rc e s t  compact. Les éléments  de Rc , 

q u i  sont  l e s  a p p l i c a t i o n s  de  Bb dans R , s e r o n t  n o t é s  A .  Désignons pa r  C 

l ' a l g è b r e  des  a p p l i c a t i o n s  con t inues  de  Rc dans W , munie de  l a  norme de  

l a  convergence uniforme. 

A t o u t  élément S de S, c ' es t -à -d i re  à t o u t e  s u i t e  f i n i e  de 

b o r é l i e n s  bornés : 

as soc ions  l a  p r o j e c t i o n  n , q u i  est  l ' a p p l i c a t i o n  de fi, dans Xtk dé£ i n i e  
S 

pa r  : 

e t  l 'ensemble C des a p p l i c a t i o n s  con t inues  de fic dans IR , no tées  Q> 
S 

e t  v é r i f i a n t ,  pour  tous éléments  A ,  e t  X 2  de Rc , l a  r e l a t i o n  su ivan te  : 



S i  I T ( A ) = I T ( A )  , 
S 1 S 2 

a l o r s  ( ( h l )  = +(A2) . 

Nous considérerons a u s s i  l 'ensemble : 

- 
TheunErne 1 1 . 2 . 7 . -  L'ensemble C c o n s t i t u e  une sous-algèbre dense 

dans l ' a l g è b r e  C.  

Ce r é s u l t a t  e s t  une conséquence immédiate du f a i t  que l e s  appl ica-  

t i o n s  cont inues  dépendant seulement d 'un nombre f i n i  de coordonnées forment 

une sous-algèbre dense dans C (L. SCHWARTZ, [XXIX] , p 382) . 
Considérons maintenant une s u i t e  f i n i e  de  b o r é l i e n s  bornés,  t o u j o u r s  

n o t é e  : 

e t  un élément 4 de Cs . 
A t o u t  élément t , t , . . . , t de  zk est a s soc i é  au  moins 

un élément h de  S2 , prenant  l e s  v a l e u r s  t .  s u r  l e s  b o r é l i e n s  bornés 
C 1 

B .  , c 'es t -à -d i re  t e l  que : 
1 

Pour tous  éléments A l  e t  A 2  de Rc , l a r e l a t i o n :  

e t  l a  d é f i n i t i o n  même de CS e n t r a î n e n t  + ( h l )  = +(A2). Il en  r é s u l t e  l ' e x i s -  

tence  d'une a p p l i c a t i o n  ( S  de I < ~  dans R , d é f i n i e  par  : 



et telle que 4 = 4S O ns . 

ThEotême 11.2.2.- L'application + s est continue et bornée. 

Preuve : 

1 O )  L' application $ S  est bornée : étant continue sur fic 

et l'espace fie étant compact, l'application de fic dans iR est bornée, 

donc aussi l'application 4s 
de sk dans R .  

2") L'application $ J ~  est continue. Pour l'établir, introduisons 

la relation d'équivalence entre éléments de Rc définie par : 

/ h l  5 h2  si et seulement si : 
i 

Il est immédiat que l'application ns  
est aussi la projection canonique 

de " sur l'espace quotient de fic par cette relation d'équivalence, 

- 1  
noté fic/% . Or, O est un ouvert de nc/'i. si et seulement si n S (O) 

est un ouvert de R, ; en écrivant fic sous la forme de l'espace produit 
8,-s 

z S x  .PR -S k , où IR désigne B , sachant que S = ( B I  , B2 , . . . , Bk) , 
nous avons : 

Bb- S - 1 
a (O) = o x l R  s 



.* 

-Bb-S 
Cependant, O x R est ouvert dans Qc si et seulement si O est ouvert 

-S 
dans R . Par conséquent, nous pouvons identifier topologiguement zS et 
Q 1% . Alors, comme (I = (IS O n est une application continue de Qc dans R 
C S 

4s est une application continue de zS dans IR . . 
II, 3,  - THÉORÈME DE NELSON-KOLMOGOROV RELATIF AUX FORMES 

Après avoir rappelé la notion de probabilité borélienne régulière, 

nous citons un résultat classique, qui constitue une variante du théorème 

de Riesz-Markov relatif à la correspondance entre fonctionnelles linéaires 

et probabilités boréliennes régulières. 

Dé&LCLan 11.3. - Soit P une probabilité borélienne sur un espace - 
topologique compact E. On dit que P est réguzière si pour tout borélien 

~(IB) = sup P(F) = in£ P(0) , 
FClB lBC O 

F - et O désignant respectivement un fermé et un ouvert quelconques dans E. 

Théaaeme 11.3.7.- Soient E un espace topologique compact, et 

C(E) l'ensemble des applications continues (et bornées) de E dans R. 

La relation : 

définit une bijection entre : 



- l 'ensemble des  formes l i n é a i r e s  p o s i t i v e s  L  - s u r  C(E), te l les  

que L(1) = 1 .  - 

- l 'ensemble des  p r o b a b i l i t é s  bo ré l i ennes  r é g u l i è r e s  s u r  E. 

Preuve : Voir,  pa r  exemple, J .  NEVEU [VI, p r o p o s i t i o n  11.7.2.. 

Nous u t i l i s e r o n s  c e  théorème dans l e  con tex t e  su ivan t .  Rappelons 

l e s  n o t a t i o n s  i n t r o d u i t e s  a u  paragraphe 1 .4 .  : s i  S  est un élément de S ,  

no té  : 

P ( r e sp .  P  ) désigne l a  l o i  s u r  R~ du vec teur  a l é a t o i r e  : 
n , s  S  

Au couple  (n,S) E 2? x S , e s t  a s s o c i é  l a  forme l i n é a i r e  p o s i t i v e  L 
n , s  

s u r  CS , d é f i n i e  pa r  : 

( @ ) = \ x k @ s d P n y ~ .  n , s  

On d é f i n i t  de même l a  forme l i n é a i r e  Lç p a r  : 

@ LS(@) = jRk q S  dPs . 

Lemme 11.3.- Pour t o u t  nombre e n t i e r  n a t u r e l  non n u l  n ,  l a  f a m i l l e  

d e s  formes l i n é a i r e s  ( r e s p  (LS) s E ~  ) v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  d e  
( L n , ~ )  SES - 

c o m p a t i b i l i t é  s u i v a n t e  : 

S i  - S  5 S' (au sens  d é f i n i  en I . 4 ) ,  

a l o r s  L ( r e sp .  L  ) e s t  l a  r e s t r i c t i o n  de  L , 
n,S  - S  n, s 

( r e sp .  Ls,)  à CS . - - 



Preuve : Raisonnons avec la famille (Ln,s)scs 
la démarche 

étant identique pour scs 

Nous utiliserons à nouveau l'application IT 
SS' ' déjà définie en 1.4, 

k 
qui est la projection canonique de IRk' sur R (k < k') : 

IT (tl,t2 ,..., tk,tk+*,*..,t = (tl9t2'...' 
k ' tk) SS' 

Partons alors des deux relations : 

il =@SOIT SS' ' 

valable pour les éléments S et S' de S tels que S 5 S'. 

Cette relation résulte de la définition même de 4 
S .  

- - 1 
ii) P - 

n , ~  
0 7T SS' ' 

qui exprime la compatibilité de la famille ('n, S) SES 

Ces relations entraînent, pour tout élément 4 de CS , 

au moyen du changement de variable : 

k k ' 
t=IT (t'), t € R  , t ' E R  . 

SS' 

Il en résulte finalement : 

Nous en venons maintenant au théorème qui est la clé de la cons- 

truction du présent chapitre, et dont la démonstration est directement 

inspirée par [XVI] : 



'L 
Il e x i s t e  une unique s u i t e  ('n) n a  

* de p r o b a b i l i t é s  bo ré l i ennes  

r é g u l i è r e s  su r  Qc , e t  une p r o b a b i l i t é  ? de  même n a t u r e ,  t e l l e s  que pour 

t o u t  élément S  - de  S e t  pour t o u t e  a p p l i c a t i o n  $ - de  CS , on a i t  : 

i )  Pour t o u t  nombre e n t i e r  n a t u r e l  non n u l  n  , 

Preuve : Raisonnons dans l e  c a s  d e  l a  f a m i l l e  
a 

(Ln, S) SES 
'L 

1') Exis tence  de  . S o i t  $ E C. Il e x i s t e  S  e S t e l  que 
'n 

$ € C S .  Posons Ln($) = Ln, ,($) ; l a  p r o p r i é t é  de  c o m p a t i b i l i t é  c i -dessus 

permet d ' a f f i rmer  que L  (@) ne dépend pas  du  choix  de S. n  

On v é r i f i e  de façon  immédiate que Ln est une forme l i n é a i r e  
A 

cont inue  su r  C , e t  possède en o u t r e  l e s  deux  p r o p r i é t é s  : 

pour 

a 

Comme C e s t  dense dans C , L admet un unique prolongement n  

con t inu  à C , prolongement encore no t é  
Ln y 

q u i  est a u s s i  une forme l i n é a i r e  

p o s i t i v e  t e l l e  que Ln( l )  = 1 .  

L'espace Qc é t a n t  compact, l e  théorème 11.3.1. f o u r n i t  l ' e x i s t e n c e  

d'une unique p r o b a b i l i t é  bo ré l i enne  r é g u l i è r e  su r  " , t e l l e  que : 

De p l u s ,  pour t o u t  S  e S , l a  r e s t r i c t i o n  à CS de l a  forme 

l i n é a i r e  @ k 1 $ d n  e s t  LS , par  d é f i n i t i o n  même de Ln . 
"c 



2, 2, 2, 
2") Unic i té  de P  . S i  Pn e t  P' son t  deux p r o b a b i l i t é s  boré- 

n  n 

l i e n n e s  r é g u l i è r e s  t e l l e s  que pour t o u t  élément $I de Cs , 

l e s  formes l i n é a i r e s  a s s o c i é e s  L  e t  L' co ïnc iden t  sur  C , donc s u r  C,  

'-b 
e t  l ' o n  a  : P = 9' . . 

n  n  

Remarquons t o u t  d 'abord que chaque p r o b a b i l i t é  P  
n ,S  

( resp .  PSI 

possède,  de f a ~ o n  immédiate, une ex tens ion  unique à (sS , 8') ; c ' e s t  ce  

prolongement, no té  encore P  ( resp .  P  ) qu i  s e r a  cons idéré  dans l a  s u i t e  
n ,S  S 

de ce  c h a p i t r e .  Ainsi ,  l a  p r o b a b i l i t é  P  ( resp .  P) s e  t rouve  d é f i n i e  sur  
n  

-Bb 
l a  t r i b u  p rodu i t  R , en v e r t u  du théorème de  Kolmogorov-Bochner. 

Nous a l l o n s  v é r i f i e r  que l e s  l o i s  de dimension f i n i e  a s soc i ées  

2, 'L 
à P e t  P  ( resp .  P  e t  P) son t  l e s  mêmes, ou, en  d ' a u t r e s  termes, que 

n  n  
'L 2, Bb 
P  ( r e sp .  P) a  pour r e s t r i c t i o n  à 2 l a  p r o b a b i l i t é  Pn ( r e sp .  P) . Inver- 

n  n 
D 

sement, en  remarquant que Ü e s t  a u s s i  l a  t r i b u  d e  Baire de fic (E. NELSON, 

[XVI]) , e t  que t o u t e  p r o b a b i l i t é  d é f i n i e  s u r  l a  t r i b u  de Bai re  d'un espace  

compact s ' é t end  de manière unique à sa  t r i b u  bo ré l i enne  (P .B. HALMOS, [XXV] , 
2, % 

p  239),  nous pouvons a u s s i  a f f i r m e r  que P  ( resp .  P) e s t  l ' e x t e n s i o n  unique 
n  

d e  Pn ( resp .  P) à l a  t r i b u  bo ré l i enne  de fic. La r a i s o n  q u i  nous a  condui t  

'-b 2, 
à c o n s t r u i r e  l e s  p r o b a b i l i t é s  P  e t  P  se lon  l a  méthode indiquée par  

n  

E. NELSON, p l u t ô t  que de t i r e r  p a r t i  de l a  remarque ci-dessus,  e s t  l ' u t i l i s a -  

t i o n  e x p l i c i t e  de  l a  cons t ruc t ion  au  cours  desraisonnements q u i  su iven t ,  e t  

'-b 
don t  l ' o b j e t  e s t  de r e s t r e i n d r e  P à un sous-ensemble de fiC. NOUS no terons ,  

2,.  
comme P.A. MEYER [xv], :' e t  

'n 
l e s  seconds processus canoniques : 



où B, désigne l a  t r i b u  bo ré l i enne  de l ' e s p a c e  Qc ; ces  processus sont  
C . 

équ iva l en t s  respectivement à e t  nn . 
'L 

ThéohErne I l  .4.- La p r o b a b i l i t é  Pn e s t  l ' un ique  ex tens ion  de  P n 

i à l a  t r i b u  8 . 
,c 

Preuve : Pour t o u t e  s u i t e  f i n i e  d e  b o r é l i e n s  bornés,  no tée  : 

e t  pour t ou te  a p p l i c a t i o n  f  de  zk dans IR , cont inue  e t  bornée, l ' a p p l i -  

c a t i o n  (S = f  O n e s t  un élément de  CS . Notons 8, s 
l a  mesure image 

S 

de < par  n . nous avons, d ' ap rè s  l e  théorème 1 1 . 3 . 2 .  : 
S 

l e t ,  d ' a p r è s  l e  théorème de  t r a n s f e r t  : 

Nous obtenons a i n s i ,  pour t o u t  élément S d e  S : 

= P 
%,S n , s y  

ce qu i  achève l a  démonstrat ion.  



'L 'L 
L'  i n t é r ê t  majeur des  processus 

n 
e t  q r é s i d e  dans l e  

théorème I I . 5 . ,  qu i  exprime l a  p r o p r i é t é  de  convergence en l o i  de l a  s u i t e  

'L. 'L ' 
(nn) v e r s  ri . Ce r é s u l t a t  r ep ré sen te  un progrès  no tab le  par  rappor t  à l a  

s e u l e  convergence e n  l o i ,  pour t o u t  k-upletde b o r é l i e n s  bornés 

(BI ,  B2 , . . . , B ) , de l a  s u i t e  : 
k 

l 

v e r s  l e  vec t eu r  a l é a t o i r e  : 

q u i  a v a i t  é té  exprimée au  paragraphe 1.4.  Nous obtenons a i n s i  une deuxième 

approche du théorème de  l i m i t e  c e n t r a l e  r e l a t i f  aux mesures a l é a t o i r e s .  

La convergence en l o i  des  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  s 'exprime p a r  l a  

convergence f a i b l e  des  p r o b a b i l i t é s  a s soc i ées .  Nous p réc i sons  c e t t e  d e r n i è r e  

n o t i o n ,  en nous i n s p i r a n t  de V.  S. VARADARAJAN [XVII], page 18 1 : 

Dé&GuXon 11.5. - Une s u i t e  
( ' n ' n e ~  

+ de p r o b a b i l i t é s  bo ré l i ennes  

s u r  un espace topologique compact E converge faiblement v e r s  l a  p r o b a b i l i t é  

boré l ienne  T su r  E s i  e t  seulement s i  pour t o u t e  a p p l i c a t i o n  cont inue  4 - 
d e  E daos R , l a  s u i t e  (j $ * converge v e r s  - 

E 

'L 
TUokème 11.5.- La s u i t e  (Pn)nm* de p r o b a b i l i t é s  sur  R 

C 

'L 
converge faiblement  v e r s  P . 

Preuve : S o i t  @I E C , e t  s o i t  E. un nombre r é e l  s t r i c t e m e n t  
A 

p o s i t i f .  L'ensemble C é t a n t  dense dans C , il e x i s t e  un élément Y d e  C 
S 

t e l  que : 



E 
(2.1) sup IY(h) - $(hl] < 3 

A s ,  
C 
A 

Par définition de C , il existe un élément S de S tel que : 

Y € C S >  

et vérifiant donc, pour tout nombre entier naturel n : 

L' application s est continue et bornée, d'après le théorème 11.2.2. ; 

d'autre part, d'après la proposition I.4.1., la suite ('n, s)nmf 
converge 

faiblement vers il en résulte que : Ps 

c' est-à-dire : 

ou encore, pour n assez grand : 

L'inégalité triangulaire permet d'écrire : 

et donc, pour tout n assez grand, d'après (2.2) : 



Le nombre r é e l  s t r i c t e m e n t  p o s i t i f  E é t a n t  a r b i t r a i r e ,  on t i r e  a l o r s  de 

(2.1) l e  r é s u l t a t  annoncé. a 

PROCESSUS DE L I N  I T E  CENTRALE 1 - 

%* 
Nous nous proposons d ' é t a b l i r  que l e  processus , c o n s t r u i t  

au  paragraphe 11.4,  e s t  presque sûrement à t r a j e c t o i r e s  a d d i t i v e s ,  e n  un 

sens  qu i  s e r a  p r é c i s é .  Après un lemme technique ,  nous énonçons un premier  

% 
r é s u l t a t  fondamental,  où l a  r é g u l a r i t é  de s  p r o b a b i l i t é s  et P joue  un 

n 

r ô l e  e s s e n t i e l .  

Désignons pa r  M l ' adhérence  de hi dans l ' e s p a c e  topologique fic. 

77.6.- Pour t o u t  élément S de S, no té  : - 

l ' image d i r e c t e  ns(M) de a n e s t  mesurable par  r appor t  à la  - S 

t r i b u  zk de pk , e t  l ' o n  a ,  pour t o u t  n E INX : - 

Preuve : S o i t  S un élément quelconque de  S. 

-k Io )  L ' a p p l i c a t i o n  n de f ic  dans  IR e s t  cont inue ,  e t  R e s t  s 
une p a r t i e  compacte de fic ; ns(R) e s t  a l o r s  compacte, donc élément de l a  

-k 
t r i b u  boré l ienne  de IR , q u i  e s t  a u s s i  l a  t r i b u  p rodu i t  R~ . 

2") Par  d é f i n i t i o n  même de c e t t e  t r i b u  p r o d u i t ,  l ' a p p l i c a t i o n  

-k -Bb -k 
n de " dans IR , e s t  mesurable r e l a t i vemen t  aux t r i b u s  R e t  R . 

S 



t 
Pour t o u t  n E. N , l a  p r o b a b i l i t é  P e s t  a u s s i  une l o i  de dimension f i n i e  

n ,S  

de  Pn , s i  bien que : 

A t ou t e  p a r t i e ,  A,  de Qc , as soc ions  a l o r s  P*(A) n , infimum des  p r o b a b i l i t é s  
B- 

pn(R), où R e s t  un élément de l a  t r i b u  p rodu i t  R , q u i  c o n t i e n t  A .  

Nous avons : 

Il nous r e s t e  à démontrer que 

l e s  r e l a t i o n s  (2.3) e t  (2.4) donneront l e  r é s u l t a t  annoncé. 

3O) Considérons à nouveau, pour t o u t  b o r é l i e n  borné B de X, 

l ' a p p l i c a t i o n  4 d e  M dans IR , dé£ i n i e  par  : B 

d é j à  i n t r o d u i t e  a u  paragraphe 1.2. .  La t r i b u  T de  p a r t i e s  de M engendrée 

pa r  l a  f a m i l l e  : 

-Bb 
coïnc ide  avec l a  t r i b u  t r a c e  sur  M de l a  t r i b u  p rodu i t  R . Pour t o u t  

Yc 
n E N , désignons par  PO l a  10 i, s u r  (M,T) , de l a  mesure a l é a t o i r e  n "n 

c a r a c t é r i s é e  par l a  f a m i l l e  des  l o i s  de dimension f i n i e  : 

( P n , ~ ) ~ î ~  

-Bb 
e t  par  \ l e  prolongement de  PO à l a  t r i b u  R , dé£ i n i  par  : 

n 



Nous avons a i n s i  pour t o u t  élément S de S,  no té  (BI ,  B2 y . . . y  Bk) , e t  

pour t o u t  b o r é l i e n  R de R~ : 

Les p r o b a b i l i t é s  P e t  % ont  donc mêmes l o i s  de  dimension f i n i e ,  e t  par  
n 

-Bb conséquent P e s t  l e  prolongement de PO à R . Il s ' e n s u i t  que pour t o u t  
n n 

-Bb élément R de R , 

-bb e t  en p a r t i c u l i e r ,  s i  R e s t  un élément de R contenant  M, 

P (R) = PO(M) = 1 ; 
n n 

d 'où  f ina lement  : 

P:(hl) = 1 . 

PI> ThéokEr~e 11.6.1 .- Les p r o b a b i l i t é s  ? e t  P ( n  E N*) s o n t  
n - 

concent rées  s u r  l ' e s p a c e  , adhérence de M dans Qc . En d ' a u t r e s  termes,  

nous avons : 

Preuve : 

Io )  Montrons t o u t  d 'abord que, pour t o u t  nombre e n t i e r  n a t u r e l  non 

n u l  n ,  <(Y) = I . 



Pour c e l a ,  s o i t  O une p a r t i e  ouver te  de  Qc contenant  f l  . 
L'espace il e s t  compact, donc normal ; il e x i s t e  une a p p l i c a t i o n  de 

C 

Rc dans IR , cont inue ,  t e l l e  que : 

1 e t  l O  dés ignant  l e s  i n d i c a t r i c e s  des  ensembles e t  O.  En passant  
il 

aux i n t é g r a l e s ,  nous obtenons, avec  l a  p a r t i e  d r o i t e  de c e t t e  

double i n é g a l i t é  : 

.. 
S o i t  E un nombre r é e l  s t r i c t e m e n t  p o s i t i f .  L'ensemble C é t a n t  dense dans ,. 
C , d ' ap rè s  l e  théorème I I . 2 .1 . ,  il e x i s t e  une a p p l i c a t i o n  Y ,  élément de  C ,  

t e l l e  que : 

(2.6) 
E 

sup  IY(A)  - $ ( A )  1 < 7 
A€Qc 

.. 
Par d é f i n i t i o n  de C , il e x i s t e  un élément S de  S t e l  que : 

nous associons à Y l ' a p p l i c a t i o n  Y S  de zk dans R , comme au paragraphe 

I I . 2 . ,  e t  nous avons : 

D' ap rès  l e  lemme II. 6 .  , P e s t  concentrée s u r  ns(R) , donc : 
n ,  S  

O r ,  pour t o u t  k-uplet  ( t l , t 2 ,  ..., t k )  de  nS(M) , il e x i s t e  un élément h 

de t e l  que : 



h(BI)  = t , h(B2) = t2 ,..., h(Bk) = tk ; 1 

nous avons a l o r s  : 

E D'après (2 .6) ,  Y(h) > $ ( A )  - y , donc pour t o u t  k-uplet de r é e l s  

( t 1 9  t2 , . * - y  tk )  appar tenant  à ns(R) , 

8 YS( t l ,  t2  y . . . ,  t k )  > 1 - - 
2 ' 

e t  pa r  conséquent,  nous t i r o n s  de  (2.7) : 

C 

Par  a i l l e u r s ,  il r é s u l t e  a u s s i  de  (2.6) : 

d'où nous t i r o n s  : 

e t  d ' a p r è s  (2 .8 ) ,  

Le nombre r é e l  s t r i c t e m e n t  p o s i t i f  E é t a n t  a r b i t r a i r e ,  nous obtenons 

e t  f ina lement ,  l a  r e l a t i o n  (2.5) donne : 

'L 
P (O) = 1 . 
n 



L'ouvert O, p r i s  au  d é p a r t ,  é t a n t  a r b i t r a i r e ,  e t  l a  p r o b a b i l i t é  

'L 
P r é g u l i è r e ,  l e  r é s u l t a t  annoncé e n  découle.  

n 

2") Montrons maintenant que '$(a) = 1 . 

S o i t  O un ouvert  de SI, contenant  . Comme dans l e  paragraphe 

qu i  précède,  il e x i s t e  une a p p l i c a t i o n  de SIc dans W , cont inue ,  t e l l e  que : 

En passant  aux i n t é g r a l e s ,  nous obtenons : 

'L 
Sachant que l a  s u i t e  

('n) ntzm 
* converge fa ib lement  v e r s  P , e t  que e s t  

élément de C ,  nous t i r o n s  des  deux i n é g a l i t é s  précédentes  : 

i i m  sup < ( c . 
n-tw ' 

% 
Comme i\3 (9) = 1 , nous avons f inalement  P(0)  = 1 .  

n 

% 
L'ouvert O contenant  f i  é t a n t  a r b i t r a i r e ,  e t  l a  p r o b a b i l i t é  P 

r é g u l i è r e ,  l e  r é s u l t a t  annoncé e n  découle,  comme prÏ5cédemment.a 

Le théorème 11.6 .1 .  met en évidence l e  r ô l e  joué par  l ' e space  M . 
'L 'L 

Nous considérerons désormais que P e t  P sont d é f i n i e s  s u r  JÜ. Observons 
n 

en o u t r e  que l a  cond i t i on  : 

n ' e n t r a î n e  pas nécessairement  que X e s t  f i n i e  s u r  l e s  b o r é l i e n s  bornés.  



Nous disposons du contre-exemple su ivant  : posons pour a E X e t  B E Bb 

Il e s t  immédiat que pour t o u t  b o r é l i e n  borné B , 

i i m  s ~ ( B )  = x (B) , 
a a n-+03 

donc que : 

l i m  6n = A 
a a n* 

dans 1 ' espace muni de l a  topologie  p rodu i t  ; il en  r é s u l t e  que A E f l  . a 

Cela prouve a u s s i  que l ' e space  M n ' e s t  pas  séquent ie l lement  

fermé . 
En r é a l i t é ,  l ' i n t é r ê t  de  l ' e s p a c e  f l  r é s i d e  dans l e  r é s u l t a t  qu i  

s u i t  : 

Théokème 1 7 . 6 . 2 . -  Les éléments A de f l  sont  a d d i t i f s  au  sens - 
su ivan t  : pour tous  b o r é l i e n s  bornés B I  e t  B2 d i s j o i n t s , t e l s  que - 

nous avons : 



Preuve : Soient A E , B1 et B2 éléments de Bb y tels que : 

-Bb 
Dans l'espace R , muni de la topologie produit, l'élément A 

admet comme système fondamental de voisinages : 

où, pour S = (BI, B2,. .., Bk) , on a posé : 

VB étant un voisinage de A(8.) dans % muni de la topologie naturelle 
1 

i 
associée à l'ordre. 

- 
Prenons S = (BI, B2, B U B ) . Comme X E: M , pour tous voisinages 

1 2 - 
de A(Bl), X(B2), A(BI U B2) dans R , notés respectivement v ~ l  > v ~ 2  y 

v ~ l  U B2 
, il existe u E M tel que : 

Distinguons plusieurs cas : 

zer cas : A(B~) c IR , A(B~) E B . 
Montrons tout d'abord que A(B1 U B2) E R . Pour cela, raisonnons 

par l'absurde, en supposant que A(B1 U B2) = + Alors, les hypothèses 



f a i t e s  impliquent l ' e x i s t e n c e ,  pour t ous  E > O e t  A > O , de v  E M 

t e l s  que : 

En t enan t  compte de (2.9) e t  (2 .10) ,  e t  de l ' a d d i t i v i t é  de v ,  nous obtenons : 

pu i s ,  au  moyen de  (2.11),  

Les nombres r é e l s  A e t  E é t a n t  a r b i t r a i r e s ,  c e l a  implique : 

ce  q u i  c o n t r e d i t  l e  f a i t  que X(BI) E Pi e t  X(B2) E R . 
Montrons maintenant que h(BI iJ Bî) = h(B ) + h(B ) . Les hypothèses 

1 2  

f a i t e s  impliquent l ' e x i s t e n c e ,  pour t ou t  E > O , de  v  c M t e l  que l ' o n  

a i t  l e s  r e l a t i o n s  (2.9) e t  (2. IO), a i n s i  que : 

Iv(BI U B2) - h(B, U B2) 1 < E . 

Sachant que v  e s t  a d d i t i v e ,  l ' i n é g a l i t é  t r i a n g u l a i r e  donne : 

Le nombre r é e l  E é t a n t  a r b i t r a i r e ,  nous obtenons l e  r é s u l t a t  annoncé. 



2ème 
cas : A ( B l )  = + m  et A(B2) E IR . 

Montrons que, nécessairement, A ( B I  U B2) = + a. Pour cela, 

raisonnons par l'absurde, en supposant que A ( B l  U B2) E R  . Alors, pour 
tous nombres réels A > O et E > O , il existe v E tel que : 

Comme précédemment, nous en tirons : 

Les nombres réels A et E étant arbitraires, nous avons : 

Il en résulte une contradiction. 

c a s :  A ( B 1 )  = + a  et A ( B ~ )  = + m .  

Montrons qu'alors A ( B I  U B2) = + m. Comme précédemment, si l'on 

suppose A ( B I  U B2) E R  , pour tous nombres réels A > O et E > O , il 

existe v E Ad vérifiant : 

d'où l'on tire : 

ce qui contredit l'hypothèse faite. 



Nous avons pu, dans c e  c h a p i t r e ,  exprimer un théorème de l i m i t e  

c e n t r a l e  pour l e s  mesures a l é a t o i r e s ,  en  d é f i n i s s a n t  s u r  l ' e s p a c e  a , muni 

'L CI, 
de s a  t r i b u  boré l ienne ,  des p r o b a b i l i t é s  P e t  P dont  l e s  l o i s  d e  dimension 

n  . 
f i n i e  sont  c e l l e s  des  processus  ' n  

e t  n . Comme t o u t e  a p p l i c a t i o n  cont inue  

de M dans Pi admet un prolongement cont inu  à " t o u t  e n t i e r ,  l e  théorème 

'L 'L 
en ques t ion  s 'exprime corne l a  convergence f a i b l e  v e r s  P , de l a  s u i t e  (P,), 

c e  q u i  e s t ,  d 'un poin t  de vue formel ,  a s sez  s a t i s f a i s a n t .  Cependant, d e  

nombreux p o i n t s  nous l a i s s e n t  s u r  n o t r e  faim, e t  l e  l e c t e u r  pa r t age ra  sans 

doute c e t t e  opinion.  Tout d 'abord ,  l a  p r o p r i é t é  d ' a d d i t i v i t é  que p ré sen ten t  

l e s  éléments de e s t  per turbée  par  l e s  v a l e u r s  i n f i n i e s  que peuvent prendre 

l e s  t r a j e c t o i r e s  ; pour l ' i n s t a n t ,  nous ne parvenons pas  à démontrer que : 

n i  même que : 

bien q u ' i l  s o i t  év iden t ,  d ' ap rè s  l a  démonstrat ion du lemme 11.6.  que : 

D ' a i l l e u r s ,  même s i  nous avions pour su iv i  dans c e t t e  d i r e c t i o n ,  il n ' e n  

r e s t e r a i t  pas moins v r a i  que l ' e s p a c e  des  a p p l i c a t i o n s  a d d i t i v e s  de Bb dans 

W e s t  t rop  v a s t e  pour donner l i e u  à des  r é s u l t a t s  d i rec tement  e x p l o i t a b l e s .  

Une vo ie  de recherche  c o n s i s t e  a l o r s  à exh ibe r ,  par  exemple, pour 

X = [O, 11, des c l a s s e s  de mesures a l é a t o i r e s  pa ren te s  p' q u i  permettent  

d ' o b t e n i r ,  pour l e s  t r a j e c t o i r e s  du processus n ' ,  des  p r o p r i é t é s  p l u s  subs- 

t a n t i e l l e s .   ampleur du problème qui  e s t  a i n s i  posé nous a  i n c i t é ,  dans  un 



premier temps, à une tentative de généralisation de résultats actuellement 

disponibles sur le théorème de limite centrale relatif au processus empirique ; 

la référence, dans ce domaine, reste l'article de R.M. DUDLEY CI]. Le point 

de vue adopté dans les chapitres suivants consiste à restreindre le processus 

ri' = [rl' (BI] B ~ B ~  à des sous-ensembles de 8 ' cela permet au moins de mettre b 

en évidence une réponse satisfaisante à la question de régularité des trajec- 

toires. 



CHAPITRE III 

ETUDE DE LA CONVERGENCE Eb! LOI PAR 

PL0NGEr;ENT DANS UN ESPACE METRIQUE, 

CLASSES DE DONSKER DANS 

L'ENSEMBLE DES BORELIENS, 

Dans l e  p ré sen t  c h a p i t r e ,  nous proposons une t ro i s i ème  approche du 

théorème de l i m i t e  c e n t r a l e .  La méthode u t i l i s é e  g é n é r a l i s e  c e l l e  r e t e n u e  par  

R.M. DUDLEY [I] dans l e  ca s  où l a  mesure a l é a t o i r e  parente  p. e s t  l a  mesure 

a l é a t o i r e  de  Dirac 6 as soc iée  à une v a r i a b l e  a l é a t o i r e  r é e l l e  5 .  Nous 
5 

abordons l e  problème de  l a  convergence en l o i  de la  mesure empirique norma- 

. 
l i s é e  ' n 

v e r s  l e  processus d e  l i m i t e  c e n t r a l e  n en  ploageant  dans  un 

espace métr ique S I  l 'ensemble M des  mesures s ignées .  A c e t  espace 
m 

métr ique  s ' app l ique  une a u t r e  v a r i a n t e  du théorème d e  Riesz-Markov s u r  l a  

correspondance e n t r e  f o n c t i o n n e l l e s  l i n é a i r e s  e t  p r o b a b i l i t é s  boré l iennes .  

Nous prendrons corne espace métr ique Q une p a r t i e  de l ' e s p a c e  m 

des  a p p l i c a t i o n s  bornées de  Bb dans R, c e  q u i  amènera à r e s t r e i n d r e  

l ' i n d e x a t i o n  des  processus envisagés  ' n 
e t  II'. Pour une p a r t i e  C d e  Bb , 

convenablement c h o i s i e  en f o n c t i o n  de l a  mesure a l é a t o i r e  pa ren te  , nous 

cons idérerons  l e s  processus [':(B) BEC e t   BI]^^^ au  l i e u  de 

[ni (B)] g c ~ b  e t  [n ' (NI . Nous donnerons une cond i t i on  n é c e s s a i r e  e t  
"Bb 

s u f f i s a n t e ,  p o r t a n t  s u r  C,  pour que l a  s u i t e  de v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  (qn) 

converge en l o i  v e r s  q *  , en  un sens  qu i  s e r a  p r é c i s é .  



Nous munissons d'une pseudo-distance d l'ensemble Bb des 

boréliens bornés de l'espace métrique X. Nous n'exigeons pas pour d la 

propriété de séparation, c'est-à-dire que l'on peut avoir : 

On remarquera que la construction faite dans ce chapitre ne nécessite pas 

une détermination explicite de la pseudo-distance d ; nous ne l'introduirons 

qu'ultérieurement, pour préciser les résultats déjà élaborés. 

Pour une partie C de l'ensemble Bb , nous désignerons par 

B(C) (resp. C(C)) l'espace vectoriel des applications h de C dans R , 

bornées (resp. d-continues et bornées). Nous munissons ces deux espaces de la 

norme de la convergence uniforme, définie par : 

(3.1) (lhll = sup Jx(B)I 9 

BEC 

et nous désignons aussi par d la pseudo-distance induite par d sur C. 

Si la classe C vérifie la condition : 

alors il est immédiat que pour tout nombre entier naturel non nul n et 

pour tout élément w de R , 

Soit D(C) le sous-espace vectoriel de B(C) formé des applications 

A de C dans R qui s'écrivent : 



où 4 est un élément de c(C) et où v est une application bornée de C 

dans IR, qui est la restriction à C d'une mesure réelle sur X. D'après 

ces définitions, nous avons : 

D(C) c B(C) . 
W 

Il est par ailleurs immédiat que pour tout w E fi , 
"n 

est une 

mesure réelle sur X ; la condition (3.2) entraîne alors que pour tout 

!Al 
w E et pour tout nombre entier naturel n, la restriction à C de " n 
(encore notée de la même façon) est un élément de D(C). 

Après un éventuel passage au quotient, pour tenir compte de la 

non-séparation, l'espace D(C) constitue l'espace métrique R cherché, 
m 

dans lequel les applications "n prennent leurs valeurs (sous réserve de 

la condition (3.2)) ; nous verrons, au paragraphe III.6., sous quelle condition 

supplémentaire l'application n o  prend aussi ses valeurs dans D(C) . 

Comme le suggère R.M. DUDLEY [IV], nous munirons cet espace de 

la tribu, notée IB , engendrée par les boules ouvertes pour la distance 

définie en (3.1), et nous considérerons simultanément sur D(C) des proba- 

bilités boréliennes et des probabilités relatives à la tribu IB . Cette 
dernière tribu est contenue dans la tribu borélienne de D(C) , l'inclusion 

étant stricte en général. 

L'intérêt des probabilités boréliennes réside dans le résultat 

classique suivant, qui correspond au théorème II.3.1., et qui constitue 

une autre variante du théorème de Riesz-Markov : 



Théuthe  7 1 1 . 3 . 7  .- Soient  E un espace métr ique,  e t  C(E)  

l 'ensemble des  a p p l i c a t i o n s  cont inues  e t  bornées de E - v e r s  R. 

La r e l a t i o n  su ivante  : 

y £  E: C(E) 

d é f i n i t  une b i j e c t i o n  e n t r e  : 

- l 'ensemble des formes l i n é a i r e s  p o s i t i v e s  L  d é f i n i e s  s u r  

C(E) ; t e l l e s  que L(1)  = 1 , e t  j o u i s s a n t  de l a  p r o p r i é t é  

de c o n t i n u i t é  s é a u e n t i e l l e  : 

l i m  + L(f ) = O s i  f  + O su r  E 
P - P 

- l 'ensemble des  p r o b a b i l i t é s  boré l iennes  s u r  E .  

Preuve : Voir J. NEVEU [VI, p ropos i t i on  11.7.2. 

Par a i l l e u r s ,  à une a p p l i c a t i o n  f  de D(C) dans R, supposée 

bornée, e t  à une p r o b a b i l i t é  P s u r  (D(C)  , IB) , on a s s o c i e  : 

- l ' i n t é g r a l e  i n f é r i e u r e  : 

supremum des i n t é g r a l e s  g  dP , où g  e s t  une a p p l i c a t i o n  J 
de D(C) dans R , IB-mesurable, P- in tégrable ,  e t  t e l l e  que : 

- l ' i n t é g r a l e  supé r i eu re  : 

I ' f d P ,  

infimum d e s  i n t é g r a l e s  h dP , où h e s t  une a p p l i c a t i o n  de J 
D ( C )  dans R , B-mesurable, P- in tégrable ,  e t  t e l l e  que f  5 h . 



Comme l e  f a i t  R.M. DUDLEY, nous u t i l i s e r o n s  l e s  p r o b a b i l i t é s  

r e l a t i v e s  à IB pour d é f i n i r  l a  no t ion  de convergence f a i b l e .  

1 O) s o i e n t  (Pn) une s u i t e  de p r o b a b i l i t é s  s u r  ( ~ ( c ) ,  B) , 

P  une p r o b a b i l i t é  boré l ienne  su r  D(C). Nous d i r o n s  que l a  su i t e  (P,) 

converge faiblement vers P  s i  pour t o u t e  a p p l i c a t i o n  f cont inue  e t  

bornée de D(C) dans IR , 

* 
i i m  j f  dPn = l i m  
n++m 

2") S o i t  (Pn) une s u i t e  de p robab i l i t é s  s u r  (D(C), B). (Pn) 

faiblement relativement compacte s i  t o u t e  s u i t e  (Pn l )  e x t r a i t e  de (Pn) 

admet elle-même une sous-su i te  (P )  qu i  converge faiblement  ve r s  une 
n  

p r o b a b i l i t é  boré l ienne  P. 

A une p a r t i e  s épa rab le  A de D(C) e t  a un r é e l  y  s t r i c t e m e n t  

p o s i t i f ,  on a s soc i e  l 'ensemble AY des éléments  X de D(C) t e l s  q u ' i l  

e x i s t e  un élément A '  de A v é r i f i a n t  : 

/ I ~ - A ' I I  < y  ; 

e n  d ' a u t r e s  termes, s i  l ' o n  désigne par  6O(X,y) l a  boule ouverte  d e  c e n t r e  X 

e t  de  rayon y  dans l ' e s p a c e  métr ique D(C) , nous avons : 1 l 

Remarquons que AY e s t  a u s s i  une réunion dénombrable de boules  ouve r t e s ,  

e t  que, par  conséquent,  A' E: IB . 



Par a i l l e u r s ,  l e  choix de  l a  norme (3.1) f a i t  que l ' e s p a c e  c(C) 

e s t  fermé dans D(C) , puisque l a  l i m i t e  de t o u t e  s u i t e  uniformément 

convergente d ' a p p l i c a t i o n s  con t inues  e s t  encore cont inue .  Nous u t i l i s e r o n s  

à p l u s i e u r s  r e p r i s e s  l e  r ô l e  e s s e n t i e l  joué par  l e s  p a r t i e s  compactes du 

sous-espace D(C) . 

1 O )  S o i t  (Pn) une s u i t e  de p r o b a b i l i t é s  s u r  (D (C) , IB) . Cet t e  

s u i t e  s e r a  d i t e  quasi-tendue s i  à t o u t  nombre r é e l  E > O e s t  a s soc i ée  une 

p a r t i e  compacte K - de D(C)  t e l l e  que pour t o u t  nombre r é e l  y > O e t  pour 

t o u t  nombre e n t i e r  n a s s e z  grand,  on a i t  : 

2")  S o i t  (X,) une s u i t e  de v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  à v a l e u r s  dans 

( ~ ( c ) ,  IB), e t  pour t ou t  nombre e n t i e r  n a t u r e l  n , Pn l a  l o i  de  Xn. Nous 

d i r o n s  que (Xn) e s t  quasi-tendue s i  l a  s u i t e  (Pn) l ' e s t ,  au sens  de  l a  

dé£ i n i t  ion  précédente.  

Les r é s u l t a t s  é t a b l i s  p a r  R.M. DUDLEY (Voir [IV]), r e l a t i f s  à l a  

convergence des  s u i t e s  de p r o b a b i l i t é s  s u r  l e s  espaces  mét r iques  non 

sépa rab le s  peuvent s ' app l ique r  i c i .  Nous u t i l i s e r o n s  s u r t o u t ,  comme conséquence 

du théorème I I I . 3 .1 . ,  l e  r é s u l t a t  su ivant  : 

Théohème 111.3.2.- - S o i t  (Pn) une s u i t e  de p r o b a b i l i t é s  s u r  

(D(C), B) .  - S i  (Pn) e s t  quasi-tendue, a l o r s  e l l e  e s t  fa iblement  re la t ivement  

compacte. 

La démonstration de  ce  r é s u l t a t  e s t  directement  i n s p i r é e  de [IV] . 
Le r e s s o r t  e s s e n t i e l  en e s t  l ' u t i l i s a t i o n  du théorème 111.3.1. s u r  l a  

correspondance e n t r e  f o n c t i o n n e l l e s  l i n é a i r e s  e t  p r o b a b i l i t é s  bo ré l i ennes .  



, .LI 144;. w I b ~ . j ~ ~ ~  .OSCILLATOIRE RELATIVE. A: I ~ . S U ~ T E  ("il ,- 
, . , 

Nous formulerons deux hypothèses relatives au couple (p9,C). 

l 

La première permettra de considérer les applications "n conune des variables 

aléatoires 3 valeurs dans ( D ( C ) , l B )  . La seconde est une condition limitant I . 
l'oscillation de chaque application 9,. Nous verrons aux paragraphes 111.5 

et 111.6, comment elle implique, d'une part, la quasi-tension de la suite I 
( )  des mesures empiriques normalisées, et d'autre part une propriété de n 

continuité des trajectoires pour un processus de limite centrale no. 

Vé&inWhn 121.4.1 .- Nous supposons que la classe C v6rif ie 

la conditiob (3.2). C est dite anpirdqwment meew)aBZe releigivement à v' 

si pour tout nombre entier 'naturel n non nul, 1'dppliiiatPofi ri: de n - 
dani  D(C) est smstlrsble prt  dppport aux tilb& g .,BI . ; - 

). ~ . -  - * ' _  
Dans ce cas, nous désignerons par Pn la sur 

(D(C), B) qui eet la loi de la variable algatoire "1 
< ' .  , ..J . ' 8  

= .. ,: :, , ..- . . . . . .- . . - 
bus serais insenés a coniid&rer, pour toute parrie X de Q, 

i ', I I  , , 

. . 

c . ,  . . ,  . . ' , '  . . 2- y* 7 3 t i%,f:',%,& P.)& *+!;il 
' 4 -.-.* ..-a,Ai, .r, . . L- - 

" I 

- .  



VédinLCLon 111.4.2.- Soit C une classe vérifiant la condition (3.2), 

et empiriquement mesurable relativement à p'. Nous dirons que la  sui te  (x) 
e s t  faiblement oscil lante sur C si, à tout nombre réel E > O est associé 

un nombre réel p > O tel que l'on ait, pour tout n assez grand : 
d- 

c' est-à-dire : 

~r.1 sup lni(~) -  ni(^') 1 > EI < E . 
(B. B' ) EC 

Lemme 117.5.- Soient (E,d) un espace métrique, A une partie 

de E, et f une application de A dans IR , vérifiant la condition de - 7 - 

Lipschitz : 

Il existe un nombre réel k > O tel que pour tous éléments 

x et x' de A, on ait : - - 

If(x) - f (x') ) S k d(x,xl) . 

Alors il existe un prolongement de f - à E tout entier, qui vérifie, sur 

E, la même condition de Lipschitz. 

Preuve : Voir E. J. MAC SHANE [VI] . 

ThSakème 111.5.- - Soit C une classe empiriquement mesurable 

relativement à v * ,  satisfaisant à la condition (3.2), et à la condition 

sup Var v *  (BI < w . 
BEC 



Si ,  de  p lus ,  C v é r i f i e  l e s  deux cond i t i ons  su ivan te s  : 

. C e s t  précompacte dans l ' e space  pseudo-métrique (Bb,d) . 
. . La s u i t e  ( r i )  e s t  fa iblement  o s c i l l a n t e  s u r  C ,  

a l o r s  l a  s u i t e  (ri:) e s t  quasi-tendue. 

Preuve : S o i t  E > O ; nous pouvons, sans  p e r t e  de  g é n é r a l i t é ,  

supposer O < E < 1 .  Nous procéderons e n  s i x  é t a p e s  success ives .  

1 ) Exintence d'un nombhe h é e l  A tel que L'on ai;t, poun ;ta& n asaez 

Comme l a  s u i t e  (nn) e s t  fa iblement  o s c i l l a n t e ,  il e x i s t e  un nombre 

r é e l  p > O t e l  que l ' o n  a i t ,  pour t o u t  n a s sez  grand : 

Par  a i l l e u r s ,  l a  c l a s s e  C é t a n t  précompacte, il e x i s t e  une p a r t i e  f i n i e  F 

de C t e l l e  qu 'à  t o u t  élément B d e  C s o i t  a s s o c i é  un élément B' de F 

v é r i f i a n t  : 

Posons k = Card f e t ,  d ' ap rè s  (3 .2) ,  

M = sup Var P* (B)  . 
BEC 

Supposons M # O ( s i  M = O , l a  r e s t r i c t i o n  de  P' à l a  c l a s s e  C est 

une a p p l i c a t i o n  cons t an te ,  e t  l a  p r o p r i é t é  annoncée devien t  t r i v i a l e ) .  

Prenons a l o r s  A > 2 t e l  que : 

Pour t o u t  élément B de  F ,  l ' i n é g a l i t é  d e  Tchebychev, appl iquée  à l a  

v a r i a b l e  a l é a t o i r e  (B) donne : n 



1 
Sachant que - - - (pi - p) , e t  sachant  que les mesures a l é a t o i r e s  

& i = I  
' i 

son t  indépendantes  e t  de même l o i ,  nous avons : 

v a r  ~ ( ( 8 )  = Var LI' (B) , 

e t  p a r  conséquent : 

Sachant que : 

nous obtenons a l o r s  : 

Par a i l l e u r s ,  nous avons, d ' a p r è s  (3 .5) ,  e t  pa r  a p p l i c a t i o n  de 

l ' i n é g a l i t é  t r i a n g u l a i r e  : 

e t  puisque E < 1 , 

En t e n a n t  compte des  deux r e l a t i o n s  d ' i n c l u s i o n  q u i  p récèdent ,  nous obtenons : 

* 
~ r l s u p  ln:(~)I 1 A }  pr  { \  E A p , E / 2  1 + pr{rnax ~ T - I , ( B ) ~  3 ~ - 2 1  

BEC BE F 

pu i s ,  d ' ap rè s  ( 3 . 4 ) ,  (3 .6) ,  e t  l ' i n c l u s i o n  év iden te  : 



nous avons f ina lement  : 

>t E 
Pr Isup ' ~ I I ~ ( B )  1 3 AI 5 - 

B s  C 2 .  

2 ) Com,ï%uction d' une pam5e K compacte e t  dépahable  dam D (C)  . 
Considérons une s u i t e  (pi) im de nombres r é e l s  s t r i c t e m e n t  p o s i t i f s ,  

t e l l e  que l ' o n  a i t ,  pour t o u t  i s N : 

e t ,  pour t o u t  i E: N e t  pour t o u t  n a s s e z  grand,  

Posons, en o u t r e ,  

e t  désignons par  K l 'ensemble des  é léments  X de B(C) v é r i f i a n t  l e s  deux 

r e l a t i o n s  su ivan te s  : 

* . Pour t o u t  i E: N e t  pour tous b o r é l i e n s  bornés t e l s  que : 

Il e s t  immédiat que K e s t  une p a r t i e  fermée, e t  que K C  C(C). De 

p l u s ,  K e s t  une p a r t i e  compacte de C(C). En e f f e t ,  K e s t  une p a r t i e  bornée 

e t  équicont inue  de C(C). C é t a n t  précompacte, nous pouvons app l ique r  l e  

théorème de Arzelà-Ascoli  [VII] au  complété de l'espace métr ique a s s o c i é  à 

(C,d). Il en r é s u l t e  que K e s t  re la t ivement  compacte dans C(C) , e t  l e  

r é s u l t a t  annoncé en découle .  



Il est important de remarquer que K est contenu dans le sous-espace 

de Banach séparable U(C) des fonctions uniformément continues sur C ; la 

séparabilité de U(C) provient de la précompacité de C (K.R. PARTHASARATHY, 

3' ) Cona*nu&on dl une a&e (F,) de pahtiea de D(C) , k a e  pue 

?& 
Posons, pour tout i s N : 

Considérons un élément X de D(C) tel que 1 lX 1 1 s A et 

h d Ai , ainsi que deux boréliens quelconques B et B' pris dans la 

classe C. Comme ( [ A  ( 1 5 A , nous avons : 

Nous avons, par ailleurs, l'alternative suivante : 

E - si ~(B,B') < p i  , alors \A(B) - A(B')~ 5 - , puisque A L Ai , 
2 

- si ~(B,B') 2 p i  , alors, d'après (3.7), 

Il en résulte : 

A tout nombre entier naturel non nul i, associons l'ensemble E. 1 

des éléments A de D(C) vérifiant, pour tous éléments B et B' de C, 

la relation (3.8). 

Nous venons d'établir : 



où l ' o n  désigne pa r  B(0,A) l a  boule  fermée de c e n t r e  O e t  de rayon A 1 l 
, l 

dans l ' e space  métr ique D(C)  . 
Pour t o u t  nombre e n t i e r  n a t u r e l  non n u l  m, posons : 

# 
e t  montrons que l ' o n  a ,  pour t o u t  m E N e t  pour t o u t  n assez  grand : 

1 

1 
Pour c e l a ,  l e s  i n c l u s i o n s  : 

e t  EP C [B(o,A)] U Ai , provenant d e  ( 3 . 7 )  

e n t r a î n e n t  : 1 

m E 
Sachant que, pour n a s sez  grand, Pr ( 1 1 'in 1 1 > A) s 2 , e t  que 

Y .  E 
Pr ( E Ai) < , on o b t i e n t  b i en  : 

2 

pour tous y > O e t  m E: N , t e l s  que : 

montrons que F C K ~ .  Au r é e l  s t r i c t e m e n t  p o s i t i f  a dé£ i n i  e n  ( 3 . 7 ) ,  
m m 

est a s s o c i é e ,  d ' a p r è s  l e  l emme  de Zorn, une p a r t i e  maximale de C, no tée  F 
m 

t e l l e  que pour t o u s  éléments  B e t  B' d e  Fm , d i s t i n c t s ,  on a i t  : 1 



Comme, par hypothèse, la partie C est précompacte, ? est finie, et m 

l'on a, pour tout B E C , l'existence de B' E F telle que : m 

Pour toute la suite de la démonstration, désignons par A un 

élément de F . Tous éléments B et B' de F distincts vérifient, 
m rn 

d'après ce qui précède : 

En vertu du lemme III.5., la restriction de A à F se prolonge en une m - 
application A de C tout entier dans R , vérifiant la même condition 

de Lipschitz. 

n 

Nous définissons alors une nouvelle application, notée A, de C dans R , 

par : 

n 

A(B) = max(- A, min(X(~), A)) . 

Pour établir que Fm C KY , il suffit de vérifier que h E K et 

que Ilh-ill < y . 

n .. 
Il est immédiat que 1 1 A 1 1 A , d'après la définition de A. 

Considérons par ailleurs un nombre entier naturel non nul i, et deux 

éléments B et B' de C tels que : 



Pour i 2 m , comme : 

nous avons : 

Pour i < m , considérons deux éléments B et B' de f tels que : m m m 

d(ByBm) < am et ~(B',B') m < a m . 

L'inégalité triangulaire, la relation (3 .11) ,  et le fait que pour i < m , 
a. 
1 

O < -  d' après les dé£ initions de 'i et a. entraînent : 
4 

1 y 

~(B~,B;) < a i 

puis, comme h E Fm et F C Ei : m 

ainsi que : 

Une nouvelle application de l'inégalité triangulaire donne : 

E 
Les deux termes extrêmes de la somme sont majorés par - , d'après la 

2m 
E 

dé£ inition de 
m y 

et donc aussi par - , puisque i < m. 
zi 



t 
Soient B E C , m E N , A E Fm e t  s o i t  Bm E Fm t e l  que : 

Nous avons : 

S i ,  de p lus ,  A E Fm , l e  premier terme d e  l a  somme e s t  majoré,  d ' ap rè s  

(3 .8) ,  en  prenant  i = m, par  : 

E 
Le second terme e s t  a u s s i  majoré p a r  - d ' ap rè s  (3.  IO), e t  l a  d é f i n i -  

,rn ' - A L 
E y t i o n  des  a p p l i c a t i o n s  X e t  A .  Sachant que - < - , nous obtenons 

A 

2m 2 

b ien ,  pour t o u t  B E C , IA(B) - x(B)I  < y .  

Finalement,  corne nous avons,  pour t o u t  n assez  grand , 
* 

P r  {il, d Fm) < r , e t  F C K' , nous aurons a u s s i  : m 

D & & i W o n  111.6.- - S o i t  C une p a r t i e  de l 'ensemble Bb . - Nous 

d i r o n s  que C e s t  une classe de continuité associQld ri' - s i  : 

i )  C e s t  précompacte dans  l ' e s p a c e  pseudo-métrique (Bb,d) . 
i i )  Il e x i s t e  un processus  de l i m i t e  c e n t r a l e  dont ,  presque 

sûrement, l e s  r e s t r i c t i o n s  à C des  t r a j e c t o i r e s  : 



: B t--t r i W ( ~ )  (W E n) 

sont  uniformément cont inues .  

Un t e l  processus s e r a  d i t  processus admissible de limite centrale. 

Pkapab,i%an 111.6.- Si C e s t  une c l a s s e  de  c o n t i n u i t é  a s s o c i é e  

à p , a l o r s  t o u t  processus admiss ib le  de l i m i t e  c e n t r a l e  ri* e s t  une - 

v a r i a b l e  a l é a t o i r e  à va leu r s  dans U(C), muni de s a  t r i b u  bo ré l i enne .  Il 

s ' e n s u i t  qu'un t e l  processus admet une l o i  P qu i  e s t  une p r o b a b i l i t é  boré- 1 
l i e n n e  s u r  D(C), concentrée s u r  l e  b o r é l i e n  sépa rab le  U(C). 

Preuve : Comme l a  c l a s s e  C e s t  pseudo-métrisable e t  précompacte, 1 
e l l e  admet une p a r t i e  0 dénombrable e t  dense.  

Soien t  $ un élément quelconque de U(C), y un nombre r é e l  

s t r i c t e m e n t  p o s i t i f ,  e t  B l a  boule fermée de c e n t r e  e t  de  rayon y .  

En no tan t  : 

nous avons : 

Puisque pour t o u t  b o r é l i e n  borné B , n. (B) e s t  une v a r i a b l e  a l é a t o i r e  l 
0 -  1 

r é e l l e ,  e t  que O e s t  dénombrable, l a  r e l a t i o n  ci-dessus donne : n (8) E A .  1 
Comme U(C) e s t  s épa rab le ,  t o u t e  p a r t i e  ouver te  e s t  réunion dénombrable de 

bou le s  ouver tes ,  donc a u s s i  de  boules fermées. Il en r é s u l t e  que l ' image 

réc iproque  par  0' de t o u t  bo ré l i en  de U(C) e s t  un élément de A , e t  

que e s t  une v a r i a b l e  a l é a t o i r e  à v a l e u r s  dans U(C) , muni d e  s a  t r i b u  

bo ré l i enne ,  e t  possède une l o i  de p r o b a b i l i t é ,  P ,  r e l a t i v e  à c e t t e  t r i b u .  

C e t t e  démonstrat ion montre a u s s i  que t o u t e  l o i  de p r o b a b i l i t é  su r  U(C)  e s t  

déterminée par  s e s  l o i s  de dimension f i n i e .  



Il reste à vérifier que U(C) est un borélien de D(C), ce qui 

est immédiat, puisque U(C) . est fermé. Par conséquent, si A est un 

borélien de DG), nous pouvons poser : 

P ( A )  = P(A n u(c)) , 

ce qui définit une probabilité borélienne sur D(C), encore notée P, 

et concentrée sur le sous-espace U(C) . 

Désignant toujours par D une partie dénombrable et dense de 

la classe précompacte C, nous considérerons une suite (Dm), croissante 

(au sens de l'inclusion), de parties finies de D, notées : 1 

et dont la réunion est D. A tout couple (m,n) de nombres entiers naturels 

et à tout nombre réel p > O , nous associons les variables aléatoires réelles : 

~ ( p )  = max 1 n * ( ~ ~ )  - na (Bj) 1 

M(m,p) = max ln '  (gi) - " (B~) 1 

les maximums étant pris relativement aux couples (BisB.) d'éléments de 
J 

(resp. Dm) tels que : d(Bi, Bj) < p. Nous énonçons trois résultats préli- 

minaires qui permettront d'obtenir un théorème donnant une condition suffisante 

pour que C soit une classe de continuité. 

Lmme 111.6.1.- Soient p un nombre entier naturel non nul, 

et C un ensemble de couples (i,j) d'indices pris dans {1,2,...,p}. - P 

L'application de IRP - vers IR qui au p-uplet (xI , x 2 , .  . . , xp) associe : 

rnax lxi-xj[ 
(i9j)~CP 

est continue. 
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Preuve : Elle est immédiate, compte tenu du fait que l'application 

ci-dessus est le maximum d'un nombre fini d'applications élémentaires : ! 

et que chacune d'entre elles, correspondant à un couple ( i  j) , est continue.. 1 

Lemme 1 7 7 . 6 . 2 . -  Pour tout nombre entier naturel m et pour tout 

nombre réel p > O , la suite de variables aléatoires réelles [~~(m,~)] 

converge en loi vers M(m,p). 

Preuve : Elle résulte du lemme 111.6. l., du fait que, comme l'indique 1 
la proposition I.4.1., pour tout k-uplet (B,, B2 ,..., B ) de boréliens 

k 

bornés de X, la suite de vecteurs aléatoires : 

converge en loi vers ( n o  (BI) , rl '  (B2) , . . . , n' (B ) )  , et de la préservation k 

de la convergence en loi par les applications c0ntinues.l 

Lemme 1 7 1 . 6 . 3 . -  Pour tout nombre entier naturel m et pour tous 

nombres réels strictement positifs E et 0, - 

Preuve : Sachant que : 

la réunion étant prise relativement aux couples (Bi,Bj) d'éléments de 
m 

tels que d(Bi,B.) < p , il suffit d'établir que pour tout couple (i,j) 
J 

pris dans l'ensemble {1y2y...yk(m)~, 



Le vec t eu r  a l é a t o i r e  ( Q  ( B i  Q ( B ) )  é t a n t  gaussien,  l a  l o i  de  l a  

v a r i a b l e  a l é a t o i r e  ( B )  - ( B . )  e s t  gaussienne.  S i  c e t t e  l o i  n ' e s t  
J 

pas  dégénérée, nous avons, pour t o u t  E > O , 

s inon ,  comme : 

nous aurons : 

e t  donc, pour t o u t  E > O , 

ThEonème 111.6.- Toute p a r t i e  C de l 'ensemble Bb , v é r i f i a n t  

l e s  deux condi t ions  : 

i )  C e s t  précompacte dans l ' e s p a c e  pseudo-métrique (Bb,d) . 
i i )  La s u i t e  ( )  e s t  fa iblement  o s c i l l a n t e  s u r  C, 

e s t  une c l a s s e  de c o n t i n u i t é  a s soc i ée  à 

Preuve : A p a r t i r  des  lemmes 111.6.1, 2 e t  3 ,  nous exprimons l a  

convergence, en  t o u t  po in t  de c o n t i n u i t é  d e  l a  l i m i t e ,  d e  l a  s u i t e  des  

f o n c t i o n s  de r é p a r t i t i o n  a s s o c i é e  aux v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  Mn(m,p) ; pour 

t o u t  m E N e t  tous  p > 0 , E > 0 : 



Nous en tirons, compte tenu de l'hypothèse de faible oscillation pour la 

suite ((), et de la définition III. 4.2, l'existence, pour tout E > O , 

d'un nombre réel p > O , tel que l'on ait, pour tout m E N  : 

Comme = U Dm , et comme la suite 
m a  

est croissante, 

formule obtenue donne, pour tout E > O , l'existence de p > O tel que : 

Pour tous nombres réels strictement positifs p et E, notons 

- 
alors A l'ensemble des éléments A de D(C)  pour lesquels il existe 

PYE 

des boréliens B et B' de la classe C vérifiant simultanément les 

relations : 

-. 
En désignant par la restriction de à D, la relation (3.12) 

s'écrit : 

Fixons, pour toute la suite de cette démonstration, un nombre 

E > O , et choisissons, d'après ce qui précède, une suite ( P ~ ) ~ *  de 

nombres réels strictement positifs telle que pour tout nombre entier naturel 

non nul k : 

Nous obtenons alors : 
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e t  par  app l i ca t ion  du lemme de Borel-Cantelli  : 

Il e x i s t e  donc un élément L? de l a  t r i b u  A de l ' espace  p robab i l i sé  de 
O 

base ( n , A , ~ r )  t e l  que Pr(Ro) = 1 , e t  v é r i f i a n t  l a  p ropr ié t é  su ivante  : 

à tout  w E L? , est associé  un nombre e n t i e r  n a t u r e l  N(w)  , avec lequel  
O 

t o u t  nombre e n t i e r  k > N(w) donnera : 

ou, c e  qu i  r ev ien t  au même, pour tous boré l i ens  B e t  B' éléments de  0, 

l ' a l t e r n a t i v e  suivante  : 

nous aurons, en p a r t i c u l i e r ,  l ' i n é g a l i t é  (3.13) pour tous éléments B e t  

-. 
B' de t e l s  que d(B,B1) < pk . Ainsi  l e  processus ri possède-t-il  

presque sûrement des t r a j e c t o i r e s  uniformément continues sur  0. Pour 

'W 
chaque w E L? l ' a p p l i c a t i o n  n possède un prolongement à C ,  noté  

O '  

de  l a  même façon, qui  e s t  uniformément continu ; s i  w 4 no , on pose par  

-w 
exemple r~ = O. Comme l e  processus rl e s t  continu en p r o b a b i l i t é ,  on 

i. 

conclut  à l ' ex i s t ence  d'un processus ri = [ii' ( B ) ] ~ ~ ~  qui  e s t  une modifi- 

ca t ion  de ri* , e t  dont presque sûrement l e s  t r a j e c t o i r e s  sont  uniformément 

continues. 



11 1 8 7 ,  - CLASSES DE DONSKER DANS L'ENSEMBLE DES BORÉLIENS BORNÉS, - 

Rappelons que nous avons désigné par P la probabilité sur 
n . 

(D(C), IB) qui est la loi de la variable aléatoire "n ' et par P la 

probabilité borélienne sur l'espace métrique D y  . qui est la 

loi de ri . 

Dé&inLtian 111.7 . -  Nous supposons que la classe C vérifie 

la condition ( 3 . 2 ) ,  et que C est empiriquement mesurable relativement 

à C est appelée classe  de Donsker pour s i  : - - 

. C est une classe de continuité relativement à v . 

. La suite (Pn) converge faiblement vers P. 

Nous serons amenés à caractériser les classes de Donsker au 

moyen de la condition de faible oscillation pour la suite ( 0 . ) .  Pour cela 
n 

nous utiliserons le lemme : 

Lmme 111.7 . -  Soient (E,d) un espace métrique, P une probabilité 

borélienne sur E, concentrée sur un borélien séparable de E, (Pn)ndi 

une suite de probabilités sur (E, IB), où. Il3 est la tribu engendrée par 

les boules ouvertes de (E,d). 

Si (P ) converge faiblement vers P , il existe un espace - n 

probabilisé (R,A,Pr) et des variables aléatoires X et Xn (n EN) - 
définies sur R à valeurs dans E, telles que : 

i) X est une application mesurable par rapport à la tribu A 

et à la tribu borélienne de E. 

ii) Pour tout nombre entier est une application mesurable 

par rapport aux tribus A et B . - 



iii) Les variables aléatoires X - et X ont pour lois respectives n 

iv) La suite (xn) converge presque sûrement vers X. 

Preuve : Nous renvoyons à M. J. WICHURA [IX] , Théorème 2. 

ThZan&e 111.7. - Soit C une classe empiriquement mesurable 

relativement à p , et vérifiant la condition (3.2). 

Si C est une classe de Donsker pour p., alors : - 

(3.14) C est précompacte dans l'espace pseudo-métrique (Bb,d) ; 

(3.15) La suite (qn) est faiblement oscillante sur C. 

Inversement, sous l'hypothèse supplémentaire (3.3), les conditions 

(3.14) et (3.15) entraînent que C est une classe de Donsker pour v * .  

Preuve : I o )  Supposons d'abord que C soit une classe de Donsker 

En premier lieu, on établit que C est précompacte (condition (3.14)), 

comme dans R.M. DUDLEY [II, proposition 3. 

Ensuite, puisque C est une classe de continuité associée à p., 

la probabilité P est concentrée sur un borélien séparable de D(C) , d'après 

la proposi.tion 111.6.. Le lemme 111.7. permet alors d'affirmer, en modifiant 

au besoin l'espace probabilisé de base (n,A,Pr), que la suite des variables 

aléatoires (un) converge presque - sûrement vers r i * ,  c'est-à-dire : 

Nous avons vu que l'événement : 

figurant dans la condition de faible oscillation (3.15) s'écrit aussi : 



{ sup In,(B) - n:(B') 1 > E }  . 
(B,B')EC 

Le nombre réel strictement positif E étant donné, nous tirons de l'inégalité 

triangulaire : 

la relation suivante : 

E  
{ 'n E A )C{SUP I~I~;(B) - ~*(B)I 

P 9 E  BEC 

E U sup /il' (BI - il' (B') 1 > 
(B,B')EC 

. 
En considérant un processus admissible il , nous pouvons affirmer qu'il 

existe p  > O tel que : 

D'après la relation (3.16), nous avons, pour tout n assez grand : 

D'où, finalement, en tenant compte de (3.17), 

2 O )  Inversement, supposons satisfaites les conditions (3.3), (3.14) 

et (3.15). 

D'une part, C est une classe de continuité pour p *  , d'après 

le théorème III. 6.. 



D'autre part, d'après les théorèmes 111.3.2. et III.5., la suite 

(Pn) est faiblement relativement compacte. Ainsi, toute sous-suite (PnI) 

extraitede (Pn) admet elle-même une sous-suite (P ) faiblement n 

convergente vers une probabilité borélienne, notée 
Po 

sur D ( C )  . Il nous 
reste à établir que P = P. Tout d'abord, d'après la proposition III.6., P 

O 

est concentrée sur un borélien séparable de C ( C ) .  Nous allons montrer que 

P possède la même propriété. A cet effet, nous remarquerons que, d'après 
O 

le théorème II1.5., la suite (Pn) est quasi-tendue et que, par conséquent, 

pour tout nombre entier naturel non nul j, il existe une partie compacte 

K de C(C) telle que avec tout y > O on ait, pour tout nombre entier 
j 

naturel n assez grand : 

Comme la suite ( P )  converge faiblement vers P , nous en déduisons, 
O 

avec les mêmes conditions pour j et y : 

* 
En effet, enposant, pour tous y > O , E > O ,  j E N  et X E :  D(C) , 

on dé£ init une application g de D ( C )  dans IR qui est continue et 
E 

mesurable relativement aux tribus IB et R , puisque le compact K contient 

un sous-ensemble dénombrable dense ; de plus, l'application 
E 

vérifie 

les relations suivantes : 
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l a  convergence f a i b l e  de  P n  v e r s  P implique : 
O 

il en  r é s u l t e  : 

P (D(C) - K ( Y / ~ ) + E )  5 gE dPo 5 l i m  in£ P (X - K ~ / 2  ) , 
O n" 

e t  a u s s i  : 

y12 l i m  sup P (K ) 5 Po(K ( Y / ~ ) + E )  . 
ni' Y 

n"+ 

d 'où en posant  E = - Y l a  r e l a t i o n  annoncée (3.19) . 
2 y 

De l a  r e l a t i o n  (3.18),  nous t i r o n s ,  t o u j o u r s  avec l e s  mêmes 

cond i t i ons  s u r  j e t  y  : 

en cons idérant ,  pour une s u i t e  
(y,) prli 

de  nombres r é e l s  p o s i t i f s  convergeant 

v e r s  O ,  l e  f a i t  que l a  s u i t e  Y~ 
(Kj  

converge en  déc ro i s san t  ve r s  K. , 
J 

e t  e n  u t i l i s a n t  l a  p r o p r i é t é  de  c o n t i n u i t é  monotone de  t o u t e  p r o b a b i l i t é .  

C e t t e  même p r o p r i é t é  permet d ' a f f i r m e r ,  à p a r t i r  d e  l ' i n é g a l i t é  (3.20),  que 

P e s t  concentrée s u r  l a  réunion dénombrable de compacts d e  U(C) : 
Kj , O 

iLN ., 
e n  u t i l i s a n t  les i n é g a l i t é s ,  v a l a b l e s  pour t o u t  nombre e n t i e r  n a t u r e l  non 

n u l  n  : 

Ensu i t e ,  l a  cons t ruc t ion  des  processus de l i m i t e  c e n t r a l e  q *  , r é a l i s é e  

au  c h a p i t r e  1, indique l a  p r o p r i é t é  su ivan te  : pour t o u t e  s u i t e  f i n i e  



l a  l o i  du vec t eu r  a l é a t o i r e  : 

, n 

e s t  l a  p ro j ec t ion  de dimension f i n i e  P . Finalement,  comme t o u t e  proba- 0,s 
b i l i t é  boré l ienne  s u r  U(C)  e s t  ent ièrement  d é f i n i e  par  s e s  p r o j e c t i o n s  

d e  dimension f i n i e ,  l e s  p r o b a b i l i t é s  P  e t  P  s o n t  é g a l e s .  La l o i  P  e s t  
O 

a i n s i  l a  s e u l e  l i m i t e  f a i b l e  p o s s i b l e  de t o u t e  sous-su i te  ( P  e x t r a i t e  

d e  (Pn) ; c e t t e  d e r n i è r e  s u i t e  converge donc faiblement  v e r s  P. 



CHAPITRE I V  

CONDITIONS D'ENTROPIE ET CLASSES DE DONSKER, 

Dans ce qui suit, nous allons mettre en évidence une condition 

suffisante simple pour qu'une classe de boréliens soit une classe de Donsker 

relativement à une mesure aléatoire donnée p'  . Pour cela, nous serons 
amenés à spécifier la pseudo-distance d prise sur l'ensemble des boréliens 

borné S. 

Ce problème avait été envisagé par R.M. DUDLEY [II dans le cas 

. 
particulier où p est la mesure aléatoire de Dirac , 5 étant une 

variable aléatoire de loi n sur ( X , B ) .  La pseudo-distance d était dé£ inie 

par d(B,B1) = IT(B A B') , où A désigne l'opération de différence symétrique. 

L'absence d'une trop grande dispersion des boréliens à l'intérieur d'une 

classe C y était caractérisée par la notion de €-entropie ("metric entropy 

with inclusion"), au moyen d'inégalités du type : 

Les résultats obtenus reposaient essentiellement sur le fait que pour tout 

borélien B , les deux premiers moments de la variable aléatoire de Bernoulli 

ô (B) sont déterminés par la loi de probabilité IT. 
5 

Dans la situation plus générale envisagée ici, nous substituons 

à la mesure aléatoire de Dirac ô une mesure aléatoire p . Le rôle de 
5 

la loi de probabilité .rr sera joué par ce que nous appellerons "fonction 

d'entropief', définie à partir du moment d'ordre deux de la mesure aléatoire u . 



Nous pourrons alors, moyennant des hypothèses supplémentaires qui portent 

notamment sur les moments de y *  , établir une "condition intégrale" analogue 

à celle obtenue par R.M. DUDLEY. 

Comme précédemment, y désignera une mesure aléatoire réelle 

positive, d'ordre 2, y sa mesure moyenne et C un sous-ensemble de l'en- 

semble Bb des boréliens bornés. 

Dé&hi.Lion 1 V .  2 . 7 .  - NOUS appellerons fonction d 'entropie associée 

à l'application $ de - Bb vers R+ définie par : 

2 
où 1 .  1 désigne la norme relative à l'espace L (n,A,pr). - 

Phapon&on1V.2.7.- ~'ap~lication $ possède les propriétés 

suivantes : 

(4.2) $ est croissante : pour tous éléments B - et B' - de Bb tels que 

B C B '  , o n a :  $(BI $$(B1) . 

$ est sous-additive : pour tous éléments B - et B' - de Bb , on a : 

$(B u B') 5 $(BI + $ ( B 1 )  

Pour tout élement B - de Bb , on a : p(B) d $(B) . 



Preuve : 

. La cond i t i on  (4.1) e s t  immédiate, puisque p *  (@) = O . 

. La cond i t i on  (4 .4)  r é s u l t e  de l ' i n é g a l i t é  de  Jensen.  

1 " )  Nous d i rons  que la classe C possède une entropie relativement 

à la mesure aléatoire s i  à t ou t  nombre r é e l  p s t r i c t emen t  p o s i t i f  e s t  

a s soc i ée  au moins une s u i t e  f i n i e  de b o r é l i e n s  bornés : 

v é r i f i a n t  l a  cond i t i on  : 

Pour t o u t  B E C , il e x i s t e  deux b o r é l i e n s  bornés A 
s (BI 

e t  A - t(B) , - où l i  s(B) 5 k  - e t  1 5  t(B) Z k ,  t e l s q u e :  

2 O )  On suppose que C possède une e n t r o p i e  re la t ivement  à p.. 

Pour p > O , on d é f i n i t  r(p) comme é t a n t  l e  p l u s  p e t i t  nombre e n t i e r  

n a t u r e l  k v é r i f i a n t  l a  cond i t i on  ci-dessus.  Le nombre r é e l  Log r(p) 

s e r a  appelé  p-entropie de C relativement à P *  , l a  s u i t e  

s e r a  appelée suite p-approximante pour C relativement à p'  , 5 p 

s e r a  appelé  module d'approximation de C par S . 
P 



IV13,  - PSEUDO-DISTANCE SUR L'ENSEMBLE DES BORÉLIENS BORNÉS - 

Il est immédiat que l'on définit une pseudo-distance d sur 

l'ensemble Bb en posant : 

~(B,B')= (P(B A BI). 

En effet, pour tout borélien B , on a : d(B,B) = O ; par ailleurs, 

l'inégalité triangulaire est vérifiée grâce à la relation d'inclusion : 

B A B" C (B A BI) U (B' A B"). 

IV.4, - INÉGALITÉ DE BERNSTEIN-FRÉCHET R E L A T I V E  A UNE SOMME 

DE VARIABLES ALÉATOIRES RÉELLES, - 

Ce résultat classique est souvent formulé avec des hypothèses 

trop contraignantes, exprimant le fait que les variables aléatoires sont 

bornées (voir, par exemple, G. BENNETT, [II]) , OU exprimant une limitation 

de l'écart entre la variable aléatoire somme et son espérance mathématique 

(M. FRÉCHET, [III]). NOUS retenons ici l'énoncé dû à P. JACOB, qui évite 

ces clauses trop restrictives pour notre étude. 

Pnopod&%~nIV.4.- Soient (~,,c2,...,EiY...) une suite de variables 

aléatoires réelles définies sur l'espace probabilisé (n,A,~r), et pour tout 

n E N  , la somme partielle de rang n associée à cette suite : 

Si ~1,<2,...,ci,... sont mutuellement indépendantes, possèdent - 
des moments de tous ordres, et vérifient la condition suivante : 



* 
Il existe un nombre réel K > 1 tel que pour tout i E N  et - 

pour tout entier naturel p supérieur ou égal à 2 , 

~ 1 1 6 ~  - E(s.)~~I$ KP-~ p! Var(Si) , 
1 

alors pour tout nombre entier naturel n > 1 et pour tout nombre réel u 

strictement positif, on a : 

m 
Preuve : Pour tout n s N , posons : 

m 
Remarquons d'abord que, pour tout It/ < 1 / K , tout i s IN et tout 

est le terme général d'une série convergente, si bien que, d'après un 

théorème classique d'intégration, la série de terme général : l 

t (Si-mi) 
est presque sûrement convergente et d'espérance Eie 1 ; o n  

peut alors procéder aux majorations suivantes 



Compte tenu de l'indépendance des variables aléatoires , on obtient 
* 

donc, pour tout n E: N , .et tout 1 t 1 < I /K : 

% 
Pour tout n E N  , tout O < t < 1/K et tout E > 0, l'inégalité : 

fournit la majoration suivante : 

Posons alors : 

Le cas où s2 est nul étant trivial, on vérifie immédiatement que 
n .  

O $ t < 1 /K , ce qui permet d'écrire la majoration : 
n 

Une majoration similaire est obtenue pour pr{S n - Mn ( - E sn} , si bien 

que : 

ou, en posant u = E s : n 

L'intérêt que présente cette majoration peu différente de celle obtenue par 
, 

FRECHET dans sa généralisation de l'inégalité de Bernstein est d'éviter 



2 
la restriction : u < s / K. Cette condition, non contraignante dans les 

n 

applications usuelles, amenait cependant de graves difficultés techniques 1 
dans l'étude qui suit. 1 

- --- -- 

LA  MESURE ALEATOIRE Q: ,- 

Nous supposerons que la mesure aléatoire ii* satisfait P la double 1 
condition suivante : 1 
( 4 . 5 )  i) possède des moments de tous ordres. 

ii) Il existe un nombre réel K > O tel que pour tous B a Bb , 
Wr 

n E 7N et p a N vérifiant p 3 2 , 

P h o p o a ~ o n  I V . 5 . -  La condition (4.5) implique, pour tout borélien 

B, pour tout nombre réel u > O et pour tout nombre entier naturel n 2 1 , 

1' inégalité : 

7 
L 

U 
~ r {  ~TI;(B) 1 > u) < 2 exp(- 2 KU) 

4[rn(~)]~ + - 
7 

Preuve : Considérons, pour tout B E Bb , la variable aléatoire : 

La suite (51,52,...,5n,...) est constituée de variables aléatoires indé- 

pendantes et identiquement distribuées ; en reprenant les notations de 

la proposition I V . 4 . ,  on a : 



Var Sn = n ~ a r { y ' ( B ) )  

I l  en r é s u l t e  a l o r s  : 

. 1 n 
Sachant que : nn(B) = - [vi(B) - 

& i = i  

2 
e t  que : ~ a r { r i '  (13)) s [@(BI] 

on en déduit  l ' i n é g a l i t é  annoncée. m 

POUR C I -  

Nous supposons que l a  c lasse  C possède une entropie  relativement 

à y * .  Soient p > O e t  S une su i t e  p-approximante pour C ,  notée : 
P 

A tou t  borélien borné B appartenant à l a  c lasse  C sont associés  deux 

indices  s(B) e t  t(B) t e l s  que : 

Considérons l a  var iable  a l é a to i r e  r é e l l e  : 

w = max 1 n,(At) - n:(As) 1 , 
n,P Cs,] 



où le supremum est pris sur la classe [sJ des couples de boréliens 
At 

et A de la suite S .  tels que : 
s P 

La variable aléatoire w  sera appelée oscillation de 
nn 

le long de S . 
~ Y P  P 

. 
Lemme l V . 6 . -  Si la mesure aléatoire y satisfait à la condition 

( 4 . 5 ) ,  alors pour tous nombres réels strictement positifs p et u , et - - 
pour tout nombre entier naturel non nul n, nous avons : 

Preuve : Comme A s C  A , nous avons : 
t 

et, par conséquent, l'événement { w  > u) est contenu dans la réunion 
n,p 

des événements : 

les indices s et t décrivant l'ensemble : 

Il en résulte l'inégalité : 
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Les différents termes de la somme sont ensuite majorés uniformément 

1 au moyen de la proposition IV.5. et de l'inégalité : 

I V ,  7 , - CONSTRUCTIONS D'UN MODULE D'APPROXIMATION A PARTIR D'UNE 

CONDITION INTEGRALE PORTANT SUR L'APPLICATION r , - 

Nous supposons que la mesure aléatoire p vérifie la condition 

(4.5) relative aux moments, que la classe C possède une entropie relative 

. 
à et vérifie la condition intégrale : 

La condition (4.6) implique : 

(4 .7) lim x L O ~  r(x) = O 

1 
(4 8) 

112 -112 1 [L%~(Y)] Y d y < - .  
J O  

La relation (4.8) entraîne à son tour, du fait de la décroissance de 

1' application y -+ [LO~ r (y)] 112 y-1/2 9 

I Fixons O < c < 1 et choisissons un nombre réel a tel que O < a < 113 , 

I et un nombre entier naturel tels que l'on ait simultanément les 
O 

relations (4.10) à (4.13) : 

E 
2 

(4.10) r(x) 4 exp , pour tout nombre réel x 
4096 (K+1) x 

tel que O < x < a , d'après (4.7) ; 



E L  E 
exp - $ - -  

2048(K+l)a 32 

00 

1 1 112 E 1 [pLog1.(7)] 6 , d'après (4.9) ; 
t=lo K 2 K 2 32 JrO(;K+2T 

En outre, désignons par r un nombre entier naturel tel que 

l'on ait simultanément : 

Posons enfin : 

dans cette notation, l'indice E rappelle que r dépend de E, par 

l'intermédiaire de (4.14) et de (4.15). 

Considérons une suite -approximant: pour C relativement 
E 



Pour t o u t  b o r é l i e n  B de  l a  c l a s s e  C on n o t e r a  A e t  A 
t (BI 

t ous  
s (BI 

b o r é l i e n s  de c l a s s e  S t . e l s  que l ' o n  a i t  simultanément : 

(4.18) + ( A t ( ~ )  -  as(^)) < P~ 

Q é ~ h i A i u n  1 V . b . -  Le nombre r é e l  s t r i c t e m e n t  p o s i t i f  E é t a n t  

donné, nous appe l l e rons  osciZZation de 'n 
relative à Za suite S - l a  

p E  

v a r i a b l e  a l é a t o i r e  r é e l l e  : 

Pxopo~A;tionIV.d.- Sous les hypothèses  (4.5) e t  (4.61, nous avons 

pour n assez grand : 

Preuve : L ' i n é g a l i t é  t r i a n g u l a i r e  r e l a t i v e  à l a  pseudo-distance d 

s u r  1' ensemble Bb donne, pour t o u s  éléments  B e t  B' d e  l a  c l a s s e  C : 

d ( A t ( ~ ) *  A t ( ~ ' )  r at (B) , B) + d(B,B1) + d(B1,  At(B')) , 

pu i s ,  pa r  d é f i n i t i o n  de  d ,  e t  d ' a p r è s  (4.17) e t  (4.18) : 

d(At(B).  A t ( ~ ' ) )  $ ( A t ( ~ )  
- B) + d(B,B1) + +(A 

t ( B 1 )  - 

2 p E  + ~ ( B , B ' )  . 

Il e n  r é s u l t e  que l a  c o n d i t i o n  : 

d(B,B1) < p E  



De ce fait, en posant : 

où le supremum est pris relativement à la classe [3 pE] des couples (s,t) 

tels que l'on ait simultanément : 

nous obtenons : 

Par ailleurs, en remarquant les relations évidentes : 

nous avons l'inclusion : 

et, compte tenu de la proposition IV.5., 



Sachant que ((At - As) :. $(At A As) = d(At, As) < 3 pE , que, d ' ap rè s  (4.15) 

2  
e t  (4.161, 3 pE < 1 , que, par  conséquent [$(A t - A ~ ) ]  < 3 pE , e t  qu'une 

majora t ion  analogue vaut  pour $(As - A t ), nous obtenons : 

2 

Supposons que l ' o n  a i t  : 

Nous obt iendrons,  d 'après  (4.16) : 

e t ,  compte tenu de  l a  cond i t i on  (4.21) : 

Les r e l a t i o n s  (4.10) e t  (4.15) donnent a l o r s  : 

e t ,  e n f i n ,  d ' a p r è s  (4.11) ,  e t  sous r é se rve  de l a  cond i t i on  (4.22), 



IV. 9. - INTRODUCTION D'UNE SUITE p:-APPROXIMANTE. - 

Pour t o u t  nombre e n t i e r  n a t u r e l  n non n u l ,  désignons par  p(n)  

].'unique e n t i e r  n a t u r e l  t e l  que l ' o n  a i t  : 

(4.23) 
1 - < 
2 E K 2  

e t  posons : 

dans c e t t e  n o t a t i o n ,  l ' i n d i c e  E r a p p e l l e  que l ' e n t i e r  n a t u r e l  r dépend 

de  E ,  par  l ' i n t e r m é d i a i r e  des  r e l a t i o n s  (4.  IO), (4.  l l ) ,  (4 .12) ,  (4.14) y (4.15) 

n  Considérons a l o r s  l a  s u i t e  -approximante : 
E 

Ains i ,  à t o u t  b o r é l i e n  B de l a  c l a s s e  C sont  a s s o c i é s  deux ind ices  : 

t e l s  que : 

p(n) ,s[p(n) ,BI  
C B C A  

p(n)  , t I p ( n )  , B I  
(4.25) 

- A 
p(n) ,s[p(n) ,BI  ) < P ;  . 

Compte tenu de l a  majora t ion  su ivan te ,  q u i  e s t  une conséquence 

immédiate de  l ' i n é g a l i t é  t r i a n g u l a i r e  : 



nous in t rodu i rons  l e s  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  r é e l l e s  : 

q u i  s e r a  appelée dans ce  q u i  s u i t  erreur d'approximation re la t ive  à la  su i te  

S e t  : 
n 
E 

(4.28) El' ' SUP J (n) , t [p (n) , B] ) - o i (At (B) ) I  y 
n y E  BEC 

appelée  e r r e u r  d'approximation entre tes  su i tes  s e t  S . 
E 

P E  

Nous se rons  amenés, dans l e s  paragraphes q u i  su iven t ,  à é t a b l i r  

l e s  i n é g a l i t é s  : 

SUITE S n  . - 
E 

Nous touchons i c i  l e  noeud du problème c a r ,  o u t r e  une nouvel le  

a p p l i c a t i o n  de l ' i n é g a l i t é  de Bernstein-Fréchet ,  l a  p ropos i t i on  qu i  s u i t  

f a i t  i n t e r v e n i r  l a  d é f i n i t i o n  même de l a  mesure a l é a t o i r e  empirique 

normalisée d ' o r d r e  n : 



Pkupobition ZV.10.- Toujours sous les hypothèses (4.5) e t  (4 .6) ,  

nous avons, pour t o u t  e n t i e r  n a t u r e l  non n u l  n  : 

Preuve : A p a r t i r  de l a  d é f i n i t i o n  de 
"n 

r appe l ée  c i -dessus ,  

nous avons, pour t o u t  b o r é l i e n  B appar tenant  à l a  c l a s s e  C, pour t o u t  

nombre e n t i e r  n a t u r e l  n ,  e t  pour l e  b o r é l i e n  : 

A 
p(n) , t  [p(n) ,BI  

q u i  l e u r  e s t  a s s o c i é  pa r  (4.24) e t  (4.25) : 

"(B) - 'A (P (n) , t lp (n) , BJS 

Corne l a  mesure a l é a t o i r e  p e s t  p o s i t i v e ,  l a  double  i n c l u s i o n  f i g u r a n t  

dans  (4.25) donne l e s  i n é g a l i t é s  : 

e t  pa r  conséquent : 

En t enan t  compte de (4 .4) ,  de (4.25) ,  e t  de  l a  p a r t i e  d r o i t e  de  l a  double  

i n é g a l i t é  ( 4.23), nous obtenons a l o r s  : 



On é t a b l i t  de  l a  même f a ç o n  que : 

on d é d u i t  d e  c e  q u i  p récède  : 

) - n,(B) ~,('p (n) , t [p ( n )  , B] ) - nn(Ap (n)  , s ~p (n)  y B] 
1 

(4 '31)  li;('p(n) , t  [p(n) ,BI 

Par  a i l l e u r s ,  l ' a p p l i c a t i o n  du lemme IV.6. donne : 

NOUS avons ,  d ' a p r è s  (4 .24) ,  (4.15) e t  (4.16) : 

1 d 'où il r é s u l t e  : 

e t  d ' a p r è s  (4 .10)  e t  (4 .15) ,  n o u s  avons : 



- 
n E 

r(pE) < exp 
4096 (K+ 1 ) 

Il résulte alors des trois dernières inégalités que le second membre de (4.32) 

est majoré par : 

E 
2 

2 exp - 
2048 (K+ 1 ) p 

n ' 
E 

E ou encore, d'après (4.15) et (4.11) , par - . 
16 

Ce résultat,joint à l'inégalité (4.31) donne la relation annoncée : 

IV.11.- INTRODUCTION DES SUITES ~,,e-APPROXIMANTESÏ 

Pour tout nombre entier naturel 1, posons : 

et considérons une suite 
PE,l 

approximante : 

Ainsi, à tout borélien B de la classe C sont associés deux indices 

s(R,B) et t(l,B) appartenant à l'ensemble des nombres entiers 

I1.2, .. . , r ( ~ ~ , ~ )  1 , tels que : 

C B C A  
.e,t(l,B) 
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Posons aussi, pour l E N  et B E C , 

A = A  - 
l,B l,t(l,B) Al+l,t(&l,~) 

21 = - A 
1 , ~  A~+iyt(e+i,~) e,t(r,~) 

Pnapa6iAian /V.~~.-SOUS les hypothèses (4.5) et (4.6) relatives 

à Li' C, nous avons, pour tout nombre réel u > 0 , pour tout naturel - 
n 2 1 , pour tout l s {O,l, ...,p( n)-11, et pour tout borélien B appartenanr 1 

l 
à la classe C : 

ainsi qu'une relation analogue avec 

Preuve : Comme l'application $ est croissante, les relations (4.33) 1 
l 

ainsi que les relations : 

qui en sont une conséquence immédiate, impliquent : 

Par ailleurs, la proposition IV.5. donne : 

0 



Sachant que 

e t  que ( P ~ , ~ ) '  5 P ~, . l  y 

r +a. r 
du f a i t  que : K 2 2 K 2 3 1 , d ' ap rè s  (4.15),  on o b t i e n t  l e s  i n é g a l i t é s  

annoncées. 

Posons, pour t o u t  nombre e n t i e r  n a t u r e l  1 : 

Lemme l V . 7 2 . -  La s u i t e  
(uE,e)eau 

dé£ i n i e  par  (4.34) v é r i f i e  

l e s  p r o p r i é t é s  su ivan te s  : 

(4.36) Pour t o u t  nombre e n t i e r  n a t u r e l  1, 

(4.37) Pour t o u t n o m b r e e n t i e r n a t u r e l  1 t e l q u e  J E  {O, l , . . . , p (n )  - 1 )  , 



Preuve : 

1 O )  Du f a i t  que : 

nous t i r o n s ,  de façon immédiate : 

Par a i l l e u r s ,  du f a i t  que r 5 Io (hypothèse 4.14), e t  d '  ap rès  (4.12) , 

nous avons : 

L ' inéga l i t é  (4.36) en r é s u l t e  a l o r s .  

2") Par d é f i n i t i o n  même de  u , nous avons : 
E 9 1  

e t  par conséquent : 
'l 

3") Nous avons, d 'après  (4.35) : 



et, d'après la partie gauche de l'inégalité (4.23) : 

L'inégalité annoncée résulte alors de ce que : 1 < p(n) - 1 . a 

P h o p o b ~ o n  I V .  7 2 . -  Toujours sous les hypothèses (4.5) et (4 . 6 ) ,  

nous avons, pour n assez grand : 

'L 
ainsi qu'une inégalité analogue pour A' 

4 , ~  

Preuve : Raisonnons sur 
$,B ; 

la démarche est analogue avec 

8' 
1, B 

. D'après (4.35), nous avons les inclusions : 

. 'L = Y 
Os&p (n) - 1 Bec 

puis, en passant aux probabilités, l'inégalité : 1 
. 'L E 

P (n) - 1 . 'L 
(4.38) Pr( 1 ~UFJ 1'1,(~t~)I >-1 E 1 Pr{sup l~l~(~~,~)1 >uE,e}* 

Os&p (n) - 1 BEC 16 E=o BEC 

La proposition IV.11 donne, pour tout nombre entier naturel : 



'L 

Nous obtenons a l o r s ,  d ' ap rè s  l a  d é f i n i t i o n  d e  A 
1 , ~  

e t  c e l l e  de s  i n d i c e s  

t ( 1 , ~ )  , données a u  paragraphe IV- 11.9 

De l a  d é f i n i t i o n  IV.2.2., il r é s u l t e  que l ' a p p l i c a t i o n  r est d é c r o i s s a n t e ,  

l nous avons,  pour t o u t  nombre e n t i e r  n a t u r e l  L > 1 : 

Avec c e t t e  d e r n i è r e  i n é g a l i t é ,  j o i n t e  à (4.36) e t  (4.37),  l e  premier membre 

1 de  (4.39) e s t  majoré  par  : 

2 exp - 9 

ou encore ,  en t e n a n t  compte de (4.14) e t  de  (4.34) ,  pa r  : 

Nous obtenons a l o r s ,  d ' a p r è s  (4.381, e t  (4.13) : 

00 2 L+L 
O 

E K E  2 
~r { > -) 5 2 1 exp(- 

16 R=o 5(K+2) 2' ' (L+l) 
4) 

0sL3p (n) - 1 BEC 



P&opoaiZion IV. 13. -  Toujours SOUS les hypothèses (4.5) et (4.6), 

nous avons, pour tout entier naturel non nul n : 

Preuve : Observons d'abord que l'inégalité triangulaire entre 

nombres réels donne, pour tout nombre entier naturel n, et pour tout 

borélien B appartenant à la classe C, les majorations : 

C 5 t(x,B) ) - nn(A~+i,t(~+iy~) 1 1  5 
Os&p (n) - l 

C 'L 
5 I\(A~,~)I+ 1 IQ~(A;,~) 1 , 
05&p (n)- l O5&p (n) - 1 

et 1' inclusion : 

Par conséquent, nous avons, en tenant compte de (4.28) : 
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et, d'après la proposition IV.12- 

IV.14.- UNE CONDITION SUFFISANTE POUR QU'UNE CLASSE SOIT DE 

DONSKER - 

Théokème IV. 14. - Soit p' une mesure aléatoire possédant des 

moments de tous ordres, et satisfaisant à la condition (4.5) : 

Il existe un nombre réel K > O tel que pour tous B e % , 
* 

n €33 et p E N  vérifiant p 3 2 , 

Soit C une classe de boréliens bornés, empiriquement mesurable - 
et possédant une entropie relativement à (définitions IV.4 et IV.2.2), 

et qui de plus, satisfait aux conditions (4.2) et (4.3) : 

W 
Pour tout w E: 0, sup p (B) < m p. S. 

Be C 

sup (B)} < co . 
BEC 

Sous ces hypothèses, la condition intégrale : 

entraîne que C est une classe de Donsker relativement à p' . 

Preuve : Nous nous ramenons aux hypothèses du théorème 111.7. 

Puisque C possède une entropie pour II , C est précompacte dans l'espace 

pseudo-métrique (Bb,d). Afin d'obtenir la condition de faible oscillation, 



il s u f f i t  d e  montrer  que pour  t o u t  nombre réel E > O , l a  mesure a l é a t o i r e  

v é r i f i e ,  l o r s q u e  n  est  a s s e z  g rand  : 

(4 .43)  P ~ I  sup I<(B) -{(B')I 
(B, B' ) s C  
~ ( B , B '  ) < p E  

l e  nombre 
E 

a y a n t  été d é f i n i  e n  (4 .16) .  

Pour c e l a ,  nous  p a r t i r o n s  d e  l ' i n c l u s i o n  s u i v a n t e ,  v a l a b l e  pour  

t o u s  b o r é l i e n s  B e t  B' d e  l a  c l a s s e  C : 

q u i  e s t  conséquence immédiate d e  l ' i n é g a l i t é  t r i a n g u l a i r e .  Nous ob tenons  

a l o r s ,  d ' a p r è s  (4 .19) ,  ( 4 . 2 6 ) ,  (4.27) e t  ( 4 . 2 8 ) ,  

Pr{ sup  1 n p  - n p ' )  1 > € 1  < 
(B,  B I ) &  

Il r é s u l t e ,  f i n a l e m e n t ,  d e s  r e l a t i o n s  (4 .20) ,  (4.29) e t  (4 .40) ,  l a  r e l a t i o n  

annoncée (4 .43) .  1 
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