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I N T R O D U C T I O N  

On sait depuis longtemps que l'existence d'une onde asymtpto- 

tique permet la construction de solutions nulles (voir, par exemple, 

l'article de Mizohata en 1962 [30]) et que la résolution du problème de 

Cauchy asymptotique permet la construction d'une paramétrix (voir l'ar- 

ticle de Ludwig en 1960 [28] ) .  

L'étude du problème de Cauchy asymptotique entreprise dans le 

cas des systèmes par Jean Vaillant (r361, - r37-l) - -  puis par Berzin ([3J) 
et Berzin-Vaillant ([5] , [6] ) et dans le cas scalaire par J.C. De Paris 

(191 , Cl 11) , a servi de base à notre travail. Plusieurs thèses de 

3ème cycle ([II , [il , Cl 71 , [34] ) ont été soutenues sur ces questions 

en 1982 dans l'équipe de recherche en équations aux dérivées partielles 

de l'Université de Lille 1, dirigée par J.C. De Paris. 

Notre travail se place dans la suite logique des précédents 

et donne une étape nouvelle avant l'étude du cas le plus général. 

La partie fondamentale de cette thèse est constituée par le 

chapitre 1, qui donne la construction d'une onde asymptotique pour un 

opérateur différentiel matriciel vérifiant deux types d'hypothèses : 

1) Des hypothèses de localisation utilisant la classification 

des caractéristiques donnée par Jean Vaillant ( [36] ) et faisant inter- 

venir des anneaux locaux convenables. 



2) Des hypothèses de bonne décomposition pour un opérateur 

matriciel convenable, utilisant la notion introduite par J.C. De Paris 

dans [9] . 

La méthode utilisée, généralise les résultats obtenus dans 

[II , [17], 1341 ,  mais laisse échaper le cas étudié dans C7]. On donne, 

dans le chapitre II, l'application des résultats précédents à la 

construction d'un solution nulle dans des classes de fonctions ultra- 

différentiables, ou d'ultradistributions. Les techniques utilisées sont 

les mêmes que dans l'article 1221 de Komatsu et sont basées pour l'es- 

sentiel sur un calcul de majorantes. 

Le chapitre III consiste en faisant des hypothèses convenables 

d'hyperbolicité à "regrouper" les ondes asymptotiques pour résoudre le 

problème de Cauchy asymptotique. L'introduction de nouvelles fonctions 

inconnues comme dans [7] et [34] permet de façon agréable, la résolution 

du problème d'identification des données de Cauchy. On utilise pour cela 

une idée fondamentale de CS] qui consiste à prouver que certaines équa- 

tions vraies pour a E 0 . .  - 1  le sont en fait pour a E: N. 

Dans le chapitre IV, on utilise les résultats du chapitre III 

et les opérateurs intégraux de Fourier pour construire une paramétrix 

pour h, suivant la méthode utilisée par Chazarain en 1972 [a et 
Berzin-Vaillant [6] . Cette construction permet 1 'étude du problème de 

Cauchy en cm et montre que sous les hypothèses H, L et D, l'opé- 

rateur h est hyperbolique (c'est-à-dire que le problème de Cauchy est 

bien posé pour h) . 
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DEVELOPPEMENT ASYMPTOTZQîIE POUR UN OPERATEUR 

A CARACTERlST10,UE DE MULTTPLlClTE CONSTANTE. 

03 

X désignera une variété C (respectivement analytique), 

de dimension (n+l) ; n E: IN. 

CO 

S une hypersurface C (respectivement analytique) de X. 

a un point de S, R un voisinage de a tel que : 

R n S = {x E: x/$(x) = 0) où $ est une fonction cm (respectivement 

analytique). 

S sera supposée régulière en a, c'est-à-dire que : 

Les coordonnées locales, au voisinage de a, d'un point x 

O 1 n O de X, seront notées (x ,x ,..., x ) = (x ,xl). Un point de l'espace 

X 
cotangent T (X) par (x ,S) .  

On notera comme dans [6], [36] 

On utilisera la convention d'Einstein : 



a=n 
si a variede O à n eau = 1 eau 

a a=o a 

m 
si A varie de 1 à m 

A 
zAYA = 1 Z YA 

A= 1 

A 
soit h(x,D) = [hB(x,D)) l<A,B6m 3 un opérateur différentiel 

X 
linéaire matriciel m x m ; m E IN , de classe c (respectivement 

analytique) et d'ordre t sur X ; t > 1. 

A 
On notera par H(x,S) = [H~(X,(~ la matrice carac- lfA,%m 

téristique de h, au sens de Cauchy-Kowalewsky : 

0 sinon . 

On supposera que H(x,€,) n'est pas dégénéré en a, c'est-à-dire 

que : det H(a,c) n'est pas identiquement nul. C'est donc un polynôme 

homogène en 5 de degré mt. 

Soient ( A A  ) et (B B ) des r-uples de 
, r 1 r 

{l,...ym}y dont les éléments sont deux à deux distincts. 

BI.. .B r 
On notera connne d'habitude AA ...A , le coefficient de 

1 r 

dans det CH:] ; 
r 

C'est un cofacteur d'ordre (m-r) de H. 

On étend cette notion aux r-uples quelconques en convenant 

que si deux des indices supérieurs, ou deux des indices inférieurs sont 

égaux, le cofacteur considéré est nul. 



Soit k un entier donné, inférieur ou égal à m. 

Un indice A variant de 1 à k sera surbarré : 

Un indice C variant de (k+l) à m sera "chapeauté" : 

5 2 - Rapp& am yuelc-juu op&t~cttewtcl. 

Soient f une ultradistribution sur R et $ une fonction 
CO 

(respectivement analytique) de plusieurs variables. Pour une fonction C 

(respectivement analytique) y, on a ( [2] , [9] , [26]) : 

L 

où H; est un opérateur d'ordre inférieur ou égal à r. 

En particulier, est la multiplication par H(x,grad $(x)). 

On convient que si r > t : 

Si hl ,... ,hk sont des opérateurs différentiels, matriciels, 

linéaires d'ordres respectifs tl, ..., tk. 

Si h = h O ... 
hk 

on a alors [9] : 
1 

T r r 
h ( y x f o $ ) =  1 { I O . . . O H 1 (y) x f(T-r) 0 $ 1 r=O r +...+ r =r k g  

1 k 



c'est-à-dire : 

= E (  L a a C'F' a t-r (Q) x f(t-r) 0 $ . 
r=O(t-rt lalst t-rC 1 B /  



Soit : 

a C'F~ ( 9 )  x ga-' . 
a a t-r t-rrlal~t t-r~l6l 

Bra 

Comme la1 < t et 1 t-r, la-'[ = r <=> la1 = t et I B I  = t-r. 

r 
La partie d'ordre r de H$ est donc en posant y = a - B et en uti- 

lisant ~1~ 1 = (grad $1' : 

Soit encore : 

En particulier, en isolant le terme en a. (r) ' on peut écrire : 

où tr est un opérateur différentiel d'ordre G r et d'ordre strictement 

inférieur à r par rapport à a . 
O 

§ 3 - P a n d a n  du ptobL2me. 

Le problème posé dans ce chapitre est la recherche d'un déve- 

loppement asymptotique : 



B 
(avec Y = (Yj 1<B4m et {fjlja est une suite d'ultradistributions 

sur un voisinage ouvert de l'origine de R vérifiant pour tout j E L : 

tel que : 

m 

Les yB sont des fonctions C (respect ivement analytiques) 
j 

définies sur un même voisinage de a, et sont appelées coefficients 

du développement asymptotique. 

Co 4 est C (respectivement analytique), appelée phase du 

développement asymptotique. 

Formellement, nous aurons : 

En convenant que Y = F = O si j < O ; alors pour que 
j j 

Y vérifie : hY = F, il suffit de choisir les Y j tels que : 

9 -  4 - Hypo;thEa~n. 

On fera les hypothèses suivantes : 



( L )  
Localisation 

On suppose qu'il existe H' et Hl' cm en x (respectivement 

analytiques) au voisinage de a, polynomiaux en 5 ; H1(x,.) 

irréductible en 5 pour tout x dans fi ; tels que 

kv 
a)3k EN*, 3" E R *  tels que det H = (H') Hf' ; 

b) S n'est pas caractéristique en a pour Hl'. C'est-à-dire 

que : H1'(a,grad $(a)) # O ; 

c) S est caractéristique totale simple pour H', au voisinage 

de a. C'est-à-dire que : 

x ê R H' (x,grad $(x)) = O 

a) x E fi ; dans 1 ' anneau localisé @ des polynômes par 

rapport à lTidéal.engendré par Ht(x.) la matrice H(x,.) 

est équivalente à : 

I I...k 
b) S n'est pas caractéristique en a pour *l . . .k 



L'hypothèse (L) b) traduit la régularité de S pour la 

localisation. 

§ 5 - Com;DUIdon d'une suX;te d' opénatewln . 
Pour traiter le cas de multiplicité triple (de rang m-1) 

(le cas T.R. 2 de Berzin-Vaillant [ 6 ] )  , Sedjelmaci [34] construit un 

opérateur k ,  qui donne la résolution formelle, et qui s'exprime en 

fonction de l'opérateur k l  introduit par J.C. De Paris [17] dans le 

cas de la multiplicité double. L'idée a donc été de construire une 

suite d'opérateurs dont chaque terme sera l'opérateur donnant la réso- 

lution formelle, pour une multiplicité correspondante. 

X 
BI.. .B 

r On note a un opérateur différentiel de symbole A l  " .A r BI.. . B  
r principal. *A]...A y en convenant que : 
r 

BI.. .B  r a est identiquement nul si deux des indices supérieurs Al.. .A r 
ou deux des indices inférieurs sont égaux. 

On pose alors : 



Pu i s  on 

i 1 

i i )  

i i i )  

i v )  

c o n s t r u i t  par  r écu r r ence  l a  s u i t e  { p j  I jm  en posant : 

Pl  = 5 

e t  pour j  > 2 

P j  
e s t  un opé ra t eu r  m a t r i c i e l  à m l i g n e s  e t  k colonnes : 

E t  pour j  2 1 on pose : 

j  
e s t  un opé ra t eu r  d i f f é r e n t i e l  m a t r i c i e l  k  x k : 

P 4 o p a L t i o n  7 .  - 

j  I o n a :  

ord (p .  ) = j  (m-k) t ; 
J  

1 ... k j-1 
P = &(Al 1 ; Pj  dés ignant  l e  symbole p r i n c i p a l  de p ; 

j  . . .k j 

Â B 
o r d ( h  p- .) 6 T 

B '  F,J j  - j  ; T = j(m-k)t+t 
* 

j  

on pose a l o r s  1tyj = (-1) j + i  Â B 
h ~ p ~ y  ' 



Dérno~n;ttration i) , ii) , iii) , iv) : 

Pour j = 1, P l = a  3 comme = A + 0, ord(p ) = (m-k)t - 1 

et ord(bhpl) h (m-k-l)t + t + (m-k)t = 2(m-k)t. 

Calculons la partie d'ordre 2 (m-k) t de bhpl : 

[Al.. .kB HCAl.. .D.. .k 
BHP = BHA = - 1 - I...kC D l...F...k l,<B&m ' 

1 <F&k 

h 

C 1...D. ..k 
c a r o n a  [36] : H A  - = O donc BHPl = O D l...F...k 

et ord(bhpl) < 2 (m-k) t 

I...k l...k) 
comme o r d ( ~ ~ a ~ . . . ~  ) = 2(m-k)t on a : ord(bhpl) < ord(pl al...k 

1 .  ..k 
car a est scalaire et ord(pl) = (m-k)t. 

1. ..k 

.. 
Â B A 1 ... B.. .k 

D'autre part, ~ r d ( h ~ p ~ , ~ )  = ~rd(h~a~...~...~ ) & t + (m-k)t = T 1 

mais comme la partie d'ordre TI 
de cet opérateur est nulle, puisque : 

A 

A l...B...k Â B 
= 0, l'ordre effectif de hBppYl est inférieur ou égal 

H ~ A i . .  2.. .k 

1 

Â Â B 
On pose alors - = h p- 

F, 1 B F,1 ' 

t i ypa ; th2~~ de trEcuntrence : 

On suppose que pour j 2 1 on a : 



ord(p .) = j (m-k) t 
J 

I...k) 
iii) ord(bhp.1 < ord(pj al,..k 

J 

Montrons que ces relations sont encore vraies pour j+l : 

l...k 
Comme pj+l = pj a - bhpj et d'après l'hypothèse de I...k 

récurrence, on a : 

(i) et 

l...k 2 I...k 
(iii) ~rd(bhp~+~) h ord(bhp al ' ' .k) < ord(pj (al .k = o r d ( ~ ~ + ~  a 

j l...k 1.. .k)* 

D'après l'hypothèse de récurrence iv), nous pouvons 

j+l A B 
poser 1A = - 1  hBp:, , A 

avec ord (LF . ) d T -j . 
F,j Y J j 

A B 
Calculons hB~Fyj+l 

j+le4 a ~...k j+i Â ]...kg C = (-1) - (-1) h - a  -1- 
F,j 1 ... k B 1 .. .kC F,j 

.. 6 

Â 1. ..kB 1 .. .k& 
Comme - = Al Al.. .kC ... k C 



A B Soit ord(h p- ) 4 Tj+l - (j+l> ; 
B F,j+l 

on pose alors : 

ce qui prouve iv) et qui achève la démonstration de la proposition 1. 

NaXa;tian : Pour toute fonction f du couple (x,E), 

nous noterons dans la suite : 

l...k 
Sous l'hypothèse " 

*l...k . non divisible par H' " , on a 

I pour tout j > 1 l'équivalence entre les deux propositions suivantes : 

i) qj est bien décomposable par rapport à H' avec la mul- 

tiplicité j. 

ii) hpj est bien décomposable par rapport à H' avec la mul- 

1 tiplicité j. 

Rmmque : Il s'agit de la bonne décomposition au sens de 

De Paris [9], [IO] , [l 11 : 

qj 
est bien décomposable par rapport à H' avec la multipli- 

cité j, s'il existe des opérateurs différentiels, linéaires, matriciels 

'eyi ; 1 = 0 . j  ; tels que : 



h'  étant un opérateur différentiel linéaire de symbole principal H'. 

X est tel que sa matrice caractéristique A ne soit pas divi- 
o,j 0 , j 
sible par H'. On note : A f O ( Z  Hf). 

o,j 

On notera comme dans [34] : est b.d.j/H1. 

Pour démontrer la proposition 2, on utilise le lemme suivant : 

Lemme 2. - 

- 
Soit p un opérateur différentiel d'ordre < T, et soit 1 

un opérateur différentiel scalaire d'ordre s, de symbole principal 

non divisible par H l .  

On pose q = 1 O p. Alors on a l'équivalence entre les deux 

propositions suivantes : 

i) Il existe des opérateurs différentiels matriciels : 

Xo, ..., X tels que : 
j 

j 
q = 1 ~~(h')j-~ avec 

r=O 

ii) Il existe des opérateurs différentiels matriciels 

lo,.. . ,lj tels que : 

j j-r P =  Ilr(h) avec 
r=O 



V 2 m u ~ n M a n  : 

i i )  => i ) .  

S i  p  v é r i f i e  i i ) ,  il e x i s t e  lo,...,l j t e l s  que 

P = 1 r ( h ~ ) j - ~  avec,  
r =O 

Comme q = L O p  on a  : 

On pose pour t o u t  r E {O, .  . . , j) X r = L.L r . 
So i t  r E 0 , . . . , j ,  on a  : 

L 

= ord(L) + ord(p - 1 l p ( h l ) J - P )  (car  e s t  s c a l a i r e ) .  
p=o 

E t  donc : 

Montrons que i => i i )  par r écu r rence .  



On suppose qu'il existe j 2 O tel que pour tout O C k < j, 

on ait : I 
k 

s'il existe ho, ..., hk tels que q = 1 ~ ~ ( h ' ) ~ - ~  avec les 
r =O 

conditions sur les ordres, alors il existe tels que : 
k 

k 
= 1 er(h')k-r avec les conditions sur les ordres. 
r =O 

Pour j = 0, c'est trivial. 

On suppose que c'est vrai pour O . . . j -  et on le démontre 

pour j : 

Supposons qu'il existe ho, ..., X tels que : 
j 

q = hr(h'Pr avec 
r=O 

r 
j-') < T+s-r . pour tout r E {O, ...,j}. 

p=o 

Si on note o,(q) la partie d'ordre m d'un opérateur q, 

d'ordre < m (c'est-à-dire le symbole principal de q s'il est 

d'ordre m, O sinon). 

On aura : oT+ (4) : O ( 5 (H) 1 j ) .  

D'autre part, comme q = l.p, L' est scalaire d'ordre s 

et p d'ordre inférieur ou égal à T, on a : 



Par hypothèse : os(l) 9 O (E H') ; H1(x,.) étant irréductible pour 

tout x de fi, 

Et puisque ord(p) C T, il existe des opérateurs 1 O (éventuellement 

nul) et pl tels que : 

=t0(hf)j + p l  avec ord(pl) C T-1. 

Et donc : 

j j-r 
On pose ql = b1 = (Ao - 1.1 O )(hl)j + 1 hr(h 

r= 1 

% 
Posons A = (Ao - 1.1 )h' + A l  et 

O O 
%l 

pour 1 & r G 1 A = A  on a alors : r r+l 

et pour r c {O, ..., j-11 : 

Nous pouvons donc appliquer l'hypothèse de récurrence à q1 
j j-r 

et Pl. Et finalement, il existe L0,. . . ,ej tels que p = r =O 1 er(h ) y 

avec les conditions sur les ordres. 



r Sous les mêmes hypothèses que dans le lemme 2 on a l'équivalence 

entre les deux assertions suivantes : 

i) q = 1.p est b.d. j / H f  ; 

ii) p est b.d. j/H'. 

D'après le lemme 2, il reste à voir qu'on a l'équivalence sui- 

vante : 

où A et L sont les matrices caractéristiques respectives de X 
O O O 

et Lo. 

Comme q = Lp, on a : 

Comme L O (E Hf) et H' irréductible, on a l'équivalence 

voulue. 

On a : qj = a h pj soit : 

- - - - 
F 1. .. F...k A B l...F...k A B + a - h p- l...F...k Â B 
'Dy j = a h p -  = a  h p- 

l.. .A.. .k B D,j 1 .. .A...k B D,j I...Â...k B D,j 

D'après la proposition 1 : 



A 
avec ord(LD .) 

Y J Tj-j. 

La bonne décomposition de q: équivaut alors à la bonne décom- 
J 

I...k F B I...k 
position de a [h . p- .] . comme A n'est pas divisible par H' I...k B D,J I...k 

(d'après l'hypothèse de localisation), on a d'après le lemme 2 : 

= (-l)j+'[i est d'ordre 4 Tj-j, on a : Et comme hBp~,j 
D, j 

C.Q.F.D. 

HypoXhthènea de bonne décomposiLion IDv) : 

r On dira que h vérifie (Dv) si et seulement si : 

I - 
a) Il existe des opérateurs différentiels matriciels 5 ,  a, b, 

1 de matrice caractéristique respect ive : 

tels que l'opérateur différentiel matriciel qv, d'ordre TV+, , construit 

par récurrence au paragraphe 5, soit bien décomposable par rapport à Hl, 

avec la multiplicité v. 

b) S est régulière en a, pour cette décomposition. 

C'est-à-dire que S n'est pas caractéristique en a pour l'opérateur 

matriciel L ho,v> 

intervenant dans la bonne décomposition de qv. 



Rén o l u i i a  n X o m a e .  

Dans tout ce qui suit, V étant fixé on écrira qv = q 

et pv = p. 

Sous les hypothèses (H), (L) et (Dv), nous allons construire 

un développement asymptotique Y, solution de : 

hY = F 

où F est un développement asymptotique donné : 

Au paragraphe 3, nous avons vu que pour déterminer Y il 

suffisait de résoudre les équations suivantes : 

On convient alors que F = O si j C v - 1. 
j 

Ce sont ces équations que nous allons étudier dans ce para- 

graphe. 

Remmque : 

Dans la suite, nous aurons à résoudre des systèmes du type : 

O 
Hq(Z) = G. 

0 %  
Comme HJ) = H, Z est solution d'un système linéaire non 

homogène, de rang (m-k) . 

La condition de compatibilité de ce système est : 



- 
-0 p.. .F. .  .k] 

Car = . B . .  .k 1&k est constitué de vecteurs de la base à 

gauche du noyau de g(x) .  [37]. 

Lorsque cette condition de compatibilité est réalisée, la 

solution Z de ce système est alors la sonme d'une solution du système 

homogène, c'est-à-dire d'une combinaison linéaire des vecteurs d'une 

2> 
base à droite de Ker H(x), et d'une solution particulière. 

2> 
D'après [37] , une base de Ker H(x) est donnée par : 

$1. ..k 
Comme Al ne s'annule pas au voisinage de a et . . .k 

%B = 2 ; .  . .B.. - .kPl:: : ~ v - I  
F 

; la matrice .. .F . .  .k 1 
P; est constituée de vecteurs 

2> 
d'une base de Ker H. La solution Z sera alors cherchée sous la 

forme : 

X 

Afin de simplifier l'écriture, on pose pour tout r E RJ : 



On conviendra que pour toute fonction f et tout couple 
j 

d'entiers (r,k) tels que r < k on a : 

soit  IF^}^^ une suite donnée 

1) Pour tout j E: L, on appelle (E.) le système suivant : 
J 

min(t,j> 
1 H (Yjmr) = Fj 
r=O 9 

2) A toute suite A = {A.) on associe une suite {aj (A) 1 
J jc: . '  ja 

définie par la formule de récurrence : 

Et une suite {Rj(A)}jcz définie par : 

1) a.(A) est connu dès que l'on connait At pour l G j-V. 
J 

(La démonstration est immédiate par récurrence sur j). 

2) Rj(A) est connu dès que l'on connait Al pour l G j-V-l . 



3) Si A. = O  pour j < 0, alors a = O pour j < v et 
J j 

R = O  pour j < v (puisque F = O si j < v ) .  
j j 

Pour tout J C E ,  si pour j f J les A sont solutions du 
j 

système : 

l alors les systèmes (E.) pour j f J+v sont compatibles et il existe 
J 

1 iYj}j$J+v solution des systèmes 
'j 

pour j S J+v  entraîne que : 

D&mo~n~u -CLon  : On fait une récurrence sur J : 

Pour J 5 -V-1 . 
Si on convient que h = O si j < O, alors pour tout 

j 

j < -V-1,  A vérifie trivialement le système ( B j ) .  
j 

Car, dans ce cas, h = O et f i j+v = O puisque j + v  < 0. 
j 

D'autre part, comme pour j < O, Y = F = O, les systèmes (E.) pour 
j j J 

j < O sont trivialement vérifiées, et Y vérifie la relation (1). 
j 

Uypo;thène de  h Q c w e n c e  : 

On suppose qu'il existe J E d ,  tel que : 

si les X sont solutions du système (B.) pour j - 1  alors les 
j J 

systèmes ( E . )  pour j V J-l+v sont compatibles ; et il existe 
J 



AJ>. 9hJ+v-l (à déterminer) tels que les solutions Y j ; j 6 J+v-l 

des systèmes (E.) ; j 5 J+v-1, s'écrivent : 
J 

Montrons alors que si pour j & J, X est solution de : 1 
j ! 

$(A.) = Qj+v alors le système (EJ+v) est compatible et 
J 

sa solution Y ~ + v  est de la forme : 

J+V est à déterminer. 

Ecrivons le système EJ+v : 

J+V 
I ';(YJ+~-~) = FJ+v soit 
r=O 

Corne pour r 1 1, J+V-r 5 J+v-1, on a d'après l'hypothèse 

de récurrence : 

Remplaçons ces valeurs dans l'équation : 

l 
J+v J+V-r J+V -r-L r 

+ H$(aJ+v-r 
r=l L=O 

J+V-l J+v-L J+v-r-l J+V 
O 

soit H ( Y ~ + ~ )  + ( ';opS 1 + L Hg(aJ+v-r ) = F  3 r= 1 
J+v ' L=o r=l 



J+v-R r J+v-~-R - 
- (h. P);'-' - f$ ( J+V-i!) 

Comme : HdoPq 
O 

9 

r= 1 

Soit encore : 

R 
Comme pour k < v (h.p)$ = O, et d'après les conventions prises (cf. p. 22), 

Y J+V 
est solution de : 

Y J+V est donc solution d'un système d'équations linéaires, dont la condi- 

tion de compatibilité est : 

Soit : 

r 
Soit d'après nos notations et puisque (h.p)$ = O si r < v : 



 après l'hypothèse de récurrence, la condition de compatibilité 

est vérifiée. La résolution du système nous donne alors : 

J+v 
)] est égal à la somme d'une solution 

k= 1 

du système homogène associé : p;(hJcV) ; où AJ+v est à déterminer ; 

et d'une solution particulière : 

On a donc : 

Ce qui démontre la proposition 3. 

Remanque à pkopoa d a  condLtianh de c o m p ~ b ~ é  (B.). 
J 

L'opérateur q, étant bien décomposable par rapport à H' 

avec la multiplicité v, et S étant régulière pour cette décomposition, 

la condition de compatibilité se ramène à l'intégration d'un système d'é- 

quations différentielles ordinaires le long des courbes bicaractéristi- 

ques par rapport à H', des hypersurfaces caractéristiques d'équations 

$(x) = constante. 

En effet : 

q étant b.d.v./H1 on a : 



comme pour tout r 2 1, [(h'lr]; = [(h');~~ 191 9 ~i i3 

Et (hl) l est l'opérateur de dérivation le long des courbes bicaracté- 9 
l 
i ristiques. Dans une carte locale, 

On peut alors se ramener, en utilisant les équations 

d 
d'Hamilton-~acobi, à des dérivations en - dt . Et 2; détermine alors 

un système d'équations différentielles ordinaires. 

Remahque : Dans le cas analytique, nous utiliserons le théorème 

de Cauchy-Kowalewsky, qui nous assure de l'existence d'une solution A O 

analytique au voisinage de a. 

Dans ce cas, nous pouvons travailler aussi bien avec l'opérateur 

9,-1 ' qu ' avec qv 
CO 

Néanmoins, lorsque nous travaillons en C , nous avons besoin de 

l'opérateur de dérivation le long des courbes bicaractéristiques, et 

donc nous utiliserons l'opérateur qv, 
pour nous ramener à des équations 

différentielles ordinaires. 

- 
F 

§ 7 - Paasaqe des h.(0,xv) aux ?.(o,xl) = (Y~(O,X'))~,~,~ 
J - J 

Soit Q une hypersurface transverse à S d'équation locale 

O 
x = 0. 

Le problème posé dans ce paragraphe est le suivant : 



On se fixe v données initiales sur Q : 

On cherche alors à déterminer, à partir de ces valeurs, les V 

données initiales sur Q : 

X.(Q,X') ; a = O, ..., v-l . 
ao(a) J 

RQrnatrquQ : 
'L 

Comme le rang de la matrice H(x) est (m-k), la dimension du 

'L 'L 
noyau de H(x) est k, et une base particulière de Ker H(x) est donnée 

par : [36] 

De plus, on a : 

'LE i 'LI ... k v 
= det [&-(A - 'Ll...k kv 

det IpF (XI] 1 5, ~ ( k  F 1.. .k) ] i~Ëi,~sk - (*l ... k ) 

' L I . .  . k  Comme A 'LB 
(x) # O par hypothèse ; det(PF(x)) # 0. 

I...k 
- 

On notera cette matrice inversible k x k par P. 

Nous allons maintenant estimer les 
'o(a)'j 

a = O, ..., v-1 
- 

en fonction des 
ao(or)Yj y 

a = O, ..., v-1. 

Rappelons l'expression des Y en fonction des X : 
j j 



On convient  que A = O s i  j  < O e t  on pose : 
j 

N.B.  - - - S i  r j ,  comme par  convent ion l $ ( ~ ~ - ~ )  = O  a l o r s  X .  = a  
r+ 1 J Y ~  j 

e t  donc 

Comme A .  = O s i  j < O ,  l a  d e r n i è r e  somme e s t  n u l l e  e t  on 
3 

a  b i e n  : 

Pour r = v-k-1, on au ra  a l o r s  : 



- - 
Comme 4 = E  i , O < L > ~ , < L >  o + tt 

-1 
avec f0 r O e t  t opé ra t eu r  d i f f é r e n t i e l  d ' o r d r e  i n f é r i e u r  ou é g a l  

O 
à L en x e t  s t r i c t emen t  i n f é r i e u r  à en  x , on a : 

v-k-l - V-k-l - I o(L)- (LI -1 
Y j -k = 1 Pao (hj-k-e ) + 1 (Aj-k-e) ' '(j-k); (V-k-1)' 

L=o L= 1 

O 
En dé r ivan t  k f o i s  c e t t e  express ion  par  rappor t  à x , on o b t i e n t  : 

V-k- l - 
1 o(L) - ( t + k )  ) = 1 - a  -(k) 

O j-k L! Pao + Rj-k 
L=o 

avec : 

v-k- 1 W 
1 1 CS a ( 0  - <L+k-S) 

v-k- 1 
, 1 (k)  -1 

j-k Lzo '! I<srk  k o Pao (Aj -k-l ) +  1 a, - t < + - k k - L ) +  L= 1 

S o i t  encore : 

Considérons l e  système s u i v a n t ,  qu'on no te ra  s e t  où l e s  

fonc t ions  q u i  i n t e rv i ennen t  sont  p r i s e s  en (O,x l )  : 



C'est un système d'équations linéaires, d'ordre kV x kV, 

(k)  - des variables a (Yj-k), O < k L V-1 ; en fonction des inconnues 
O 

-(k) ; O <  k < V-1 Supposons pour le moment qu'au système sJ , R j -k 

soient connues. On montre alors qu'on peut déterminer les inconnues 

(k) - 
( A j )  O O G L G  v-1 en fonctiondes 3 O O < k < V-1. 

En effet, le système S' étant "triangulaire", et la matrice 

P étant inversible, la dernière équation nous donne 

(v- 1 > En substituant a. (Aj - (v- l )  ) dans l'avant dernière 
- 

(v-2 1 ) en fonction de a '"-"(Y équation, nous obtenons 3 o (Aj-(v-2) o j-(v-1) 
1 



Ainsi, de proche en proche, en substituant, chaque 2")~ 
O j-1 

connu dans l'équation précédente, nous obtenons finalement : 

A. (o,xl), . . . ,a (v-1 ]A 
O 

(0,~') en fonction de 
J j-(v-1) 

4 

Montrons qu'effectivement R est connu au système Sj. 
j 

j -1 Pour cela, on suppose résolus les systèmes sO, . . . ,S . Rappelons que 

les inconnues d'un système s ' - ~  sont : l 
1 

Donc si r > k et k 4 v-1, a(k)~ (0,~') est déterminé au 
O j-r 

système S r k  ainsi que toutes ses dérivées par rapport à x'. 

Par conséquent, si r 2 V I ,  h est connu, car connaissant 
j -r 

ses traces sur Q, on a pu intégrer l'équation qui le détermine. 

(e+k-s) Dans la première sommation, les a. (A ) sont connus 

car s 2 1 et L+k-s a V-2. 

-L Dans la seconde sommation, comme t est un opérateur diffé- 

O O rentiel d'ordre strictement inférieur à L en x , les dérivations en x , 
- 



(u)  
i n t e rvenan t  dans ce  terme, sont  du t y p e  : 8, (hj-k-l ) avec u  6 k+t-l & v-2 ; 

comme k+L-u > 1 ,  ceux-ci s o n t  connus. 

Les a u t r e s  d é r i v a t i o n s  de  c e  terme é t a n t  par  r appor t  à x', 

(k) -1 
l e s  a. 0 t (hj-k-l ) ( o , x ' )  sont  connus. 

Dans l a  sommation, corne k+1  > V on connai t  l e s  'j -k-1 

a i n s i  que t o u t e s  l e u r s  dé r ivées .  E t  donc 

j  -k 
a ( k ) (  0 $ j ( ~ ~ - ~ - ~ ) )  e s t  connu. 

l=v-k 

Il r e s t e  à v o i r  que : 

a (k) ((CLj -k) e s t  connu. 
O 

Puisque k  b O ,  ho,. . . ,X -k-v sont  connus, donc d ' ap rè s  l a  

remarque 1 de  l a  page 21, a e s t  connu e t ,  en p a r t i c u l i e r ,  
j -k 

-4 

d k ) a  (O ,x f )  e s t  connu. Au système S on a  donc R q u i  e s t  connu. 
O j-k j  ' j  

CuncXuhion : 

La donnée de ( 0 , ~ ' )  pour t o u t  j IZ hl e t  pour 
O J  

k  E {O, .  . . ,v- l  1, détermine de  fason  unique l e s  v a l e u r s  i n i t i a l e s  

a ( k ) h . ( ~ , x ' )  pour j E IN e t  k  E {O, .  ..,v-11. E t  d ' ap rè s  l e s  équat ions  
O J  



que vérifient les A ceux-ci sont déterminés de manière unique, et ser- 
j s 

vent à leur tour à déterminer les 
Yj, 

avec la formule 1 de la proposi- 

tion 3. 

Ce résultat sera utilisé au chapitre II, lorsqu'on imposera 

des données initiales aux Y pour que le développement asymptotique 
j 

Y permette de trouver une solution nulle pour h. 

kv N.B. L'indice k, défini dans (H) (a) page 7 (det H = (H') H", --- - 
1 . .  .k F 

*l...k y p l  . a été utilisé abusivement à partir 

de la page 28 comme un indice quelconque 

On s'est autorisé cet abus dans la mesure où il n'y a aucun risque 

de confusion. 



CHAPITRE 11 

SOLUTIONS NULLES 

-- ----- ---- 

5 7 - Rapp& au4 la donca2ovrn majohanta . 
S o i t  E une a lgèb re  de  Banach su r  IK (IK = R ou (E). 

On no te  E [[XI , .. . ,xn]] 1' a l g è b r e  des  s é r i e s  formel les  en X, à coef - 

f i c i e n t s  dans E .  

V é d i W o n  7 . -  

1 1 
s o i e n t  u  E E [[x , . . . ,xn]] e t  U E Ç [[x , . . . ,xn]] 

On d i t  que U e s t  une s é r i e  majorante  de u, ou que U 

majore u,  s i  : 

e t  on no te  u << U .  

Ce t t e  r e l a t i o n  e s t  s t a b l e  par  d é r i v a t i o n  e t  v é r i f i e  la  p r o p r i é t é  

su ivan te  : 

S i  u << U e t  v  << V a l o r s  u+v << U+V e t  u.v << U.V.  

Dé&i.Won 2 .- 
1 

S o i t  u  c E [[x , . . . ,Xn]] . On a p p e l l e  domaine d e  convergence de  

U ,  l 'ensemble : 



D(u) = Ix EU(" tels que : 1 I l ~ ~ l ] ~ l ~ l ~  < a}. 
a m n  

PfiopniLté : 

soient u E E X ,  . x et u E c[[x] ,..., xn]] 
telles que u << U. Alors : D(u) C D(u). 

Soit x E V(U) ; on note abusivement u(x) et U(x) la 

somme de ces séries. 

On note alors : u(x) << U(x) , cela équivaut à : 

U(x) est appelée fonction majorante de u(x) . 

PfiopiUUé : 

Si u << U et 

1x1 G X c'est-à-dire: i 1 ,  n lxi\ L xi. 

Alors : 

lu(x>J G u(x>. 

En particulier, on aura : 

1 
lu(x)/ * ~(1x1) si 1x1 = (lx 1 ,...,l xnl). 

Dé~inCLLon : 

1 
si U(X> = (U (XI,.. .,um(x)) et 

1 
u(X) = (u (X), ..., um(x)). Alors : 



Soient r,R1,R € IR tels que O < r < R' < R. On a la 

proposition (1381 , [16] ) . 

Soit B(t) une série formelle d'une variable t, telle que : 

Alors : j E: IN 

a) ~("(t) << R'B''+')(~) ; 

Remahque : On a le même résultat si on prend 

0(t> = (O(t), ...,O (t)). 

D é m o ~ n ~ n  : 

On montre que j E IN, 0") vérifie les mêmes hypothèses que 0 

La relation << étant stable par dérivation, on a : 

Dérivons j fois (R1-t)B(t) , on obtient : 

R - t t  - j ~ t  >> O. 

Comme dans ([XI], la relation << est stable pour l'addition 

de séries positives, on a : 



Montrons que 8 vérifie a) et b) pour j = O : 

on a : ~'€l'(t) - (RI-t)Bt(t) = tûl(t) >> 0. 

En ajoutant la série positive (RI-t)B1(t), il vient que : 

R'û' (t) >> (RI-t)el(t). 

Dérivons l'expression (R'-t)B(t) >> O, on obtient : 

(Rf-t)ûf (t) - 8(t) >> O => û(t) << (RI-t) û'(t) << ~û'(t) 

=> 8(t) << R'û'(t) c'est a) pour j = 0. 

D'autre part, comme : 

l >> O et (R-R') > O on a : (R'-t)e(t) >> 0 ; 

- l 8(t) << I û(t> c'est b) pour j = 0. 
R-t (R-RI ) 

Ce qui démontre la proposition 1 .  

Soit C(x,D) un opérateur différentiel linéaire matriciel 

O 
d'ordre 1 en x et el en x , à coefficients analytiques au 

n+ l n+ 1 
voisinage de l'origine de R ou (C . Alors : 

Il existe une constante positive B ne dépendant que de 

C(x,D) telle que : 

O 1 n 
= px + x + ... + x ; p a I et 8(t) est une série 

formelle en t, vérifiant les hypothèses de la proposition 1. 



Lemme 1 [IO].- 

Soit C(x,D) un opérateur différentiel matriciel linéaire 

O d'ordre L en x et d'ordre strictement inférieur à k en x 

à coefficients analytiques au voisinage de O. 

On considère le problème de Cauchy : 

Soit k(x,~) un opérateur majorant C(x,D) , et soient : 

F une majorante de f ; Zk de z 
k ' 

Alors si U est telle que : 

Si f << Wf3 (j+O et 

z (x') << W f3 
k k 

(j+k) t (0,~') ; Y O h k c e-I 

Alors il existe p > O tel que : 
O 

p > po , 3 B~ indépendant de 0 telle que la solution 

u(x) de : 

I vérifie : u(x) << ~ ~ 8 " )  O t. 

I O 
C(x,D) étant unopérateurd'ordre L en x et - 1  en x .  



DémanmtttaLion : 

On peut  t rouver  R > O t e l  que l e s  c o e f f i c i e n t s  de  C(x,D) 

s e  prolongent en  des fonc t ions  holomorphes s u r  un vo i s inage  du poly- 

d i sque  PD(O,R), e t  s o i e n t  majorés  par  
M 

M > O. On pose a l o r s  : 
R-t  (x) ' 

e t  on a  : C(x,D) < < ( e ( x , ~ )  

D'après l e  lemme, il s u f f i t  de  t rouve r  B I  
t e l  que : 

Et d ' ap rè s  l a  p r o p o s i t i o n  2 ,  il s u f f i t  d e  montrer  que : 

S o i t  encore : 

Ceci impose p > B = po e t  on cherche B1 t e l  que : 



On pose alors : 

Ce qui démontre la proposition 3. 

§ 2 - V&&inLCLon eA: Lhéorrème. 

Dans ce chapitre, h est un opérateur différentiel matriciel 

à coefficients analytiques au voisinage de a. 

O Q est une hypersurface d'équation locale x = 0, transverse 

à S. 

On se placera dans une carte locale où l'hypersurface carac- 

1 
téristique S a pour équation $(x) = x = 0. 

Le vecteur (pa(a)) 16acn n'étant pas nul, on supposera que 

c' est pO(x) # O sur R (Le choix de $(x) = x' nous donne avec 1' i- 

1 
dentité d'Euler p (x) = 0). 

D é & i W o n  : 

Soit h(x,D) un opérateur différentiel linéaire d'ordre t 

à coefficients analytiques sur un voisinage R d'un point a de X. 

Soit $ une fonction analytique sur R, à valeur dans R et S l'hy- 

persurface passant par a, d'équation $(x) = O. Une solution nulle 

1 pour h, en a, relative à S, est une ultradistribution u définie 

l sur un voisinage R' de a, R'C R, telle que : 

hu = O sur R' 

a E Supp u C R' 



Au chapitre 1, nous avons construit un développement asymp- 

totique Y = Y. x(f. O $1 
j 20 J J 

solution de : 

h Y = F .  

Dans ce chapitre, nous prendrons F = O ; Y est alors une 

onde asymptotique pour h (x,D) . 
Les coefficients Y j 2 O, de Y sont déterminés en 

j ' 
fonction des A j 3 0, solutions d'équations différentielles d'ordre v. 

j ' 
Pour que l'onde Y permette de construire une solution nulle pour h, 

nous imposerons, dans les prochains paragraphes, les données de Cauchy 

suivantes : 

Comme nous l'avons vu au 5 7 du chap. 1, ces données déter- 

minent de façon unique les données de Cauchy : 

Au paragraphe 3, nous majorerons celles-ci, afin d'obtenir 

des majorations sur les Y . On pose pour tout j & iN et tout 
j 

e {O,.. . ,v-11 : a(L)(~j)(o,.) 0 = d L j • 

r Soit h(x,D) un opérateur différentiel linéaire matriciel 

I m x m et soit S une hypersurface caractéristique en a pour h(x,D), 

I d'équation $(x) = O. 



Si h(x,D) vérifie les hypothèses suivantes : 

kv (H) a) d e t H =  (Hf) H" 

b) Hn(a,grad $(a> # 0 

c) H1(x,grad $(XI) = O  Y x E  fi 

I...k 
b, Al...k (a,grad $(a>> # 0 

(vu) a) qV est b.d. v/Hf 

b) S est régulière pour cette décomposition. 

Alors, il existe une solution nulle en a, fonction ultradifféren- 

I tiable de type {M 1 ,  ou ultradistribution de type 
P 

(Mp) pour h, re- 

1 lativement à S. 

N.B. Ce théorème montre la non-unicité de la solution du problème de - 
Cauchy caractéristique (cf. théorème de Holgreen 0 91 ) . 



Y. 
est donné par la formule : 

où X est solution du système : 
O 

avec 

où d(x,D) est un opérateur différentiel matriciel d'ordre strictement , 
O 

inférieur à v en x . 
CL 

Comme pO(x) + O, et la matrice A (x) est inversible (car 
O 

S est régulière pour la bonne décomposition de q), on pose : 

X est alors solution du système : 
O 

Pour majorer ho, nous allons utiliser la proposition 3. 

L 
Pour cela nous allons majorer do(xl). en faisant une récurrence sur ai : 

Comme y. = pi(X0) 

pour L o , . . v - I  on a : 



et donc : 

pour L = O,  do o = F]-'(T) 
comme 

1  1  < < - 8 o t  
8 
O 

(où 8 est le premier terme de la série 0(t)) et en appliquant la 
O 

proposition 2, on a : 

N.B.  Lorsqu'on utilisera la proposition 2, on conviendra de prendre - 
la même constante B pour chaque opérateur. 

ffqpothène de t récmence  : soit 1 E: ( 1 ,  ..., v-1). - 

O n  suppose que pour tout k E: 0 . .  - 1  , on a : 

Montrons alors que : 



Comme pour s 2 1 s - 1  on a d'après l'hypothèse de récurrence : 

En appliquant la proposition 2 on a : 

s (1) 
D'après la proposition 1 a) O(~-S) O t o (RI) e 

2R' si p 2 2R' et on choisit On pose co(p) = 1 G - 
1  CsCV- l P 

p 2  BR', p 2 1 et p 2 2R', on a alors : 

Pour majorer 
O ' nous allons appliquer la proposition 3 avec : 

e 
1 - v ,  £ = O ,  W = O ,  ~ , = d  O y j = ~  et w =L$: e e O 

Il existe alors Po 
> O tel que : 

tl p a po y 3 B ]  tel que : 

X << BI 80 t 
O 

W W 
1 W 

avec B = max - 
V B ' w  

O' P '"" 
P ( 1 -  O 

O Comme Y = Pg( ho), nous aurons en appliquant la proposition 2. 
O 

B Y. << - 8 .8  ot. 
O 



b) Maiorat ion de a". -- ---------- 

a = t'(ho) où v 

est un opérateur d'ordre v. D'après la proposition 2, on a alors : 

B 
On pose C = - 

1 8  , on a donc : 
O 

c) Maioration de h Y a -- ---------- pour j 2 O. Récurrence. j' j j+v ---- ---------- 

ffypothèae de ~ i i c ~ e n c e  : 

* 
On suppose qu'il existe p €IN tel que pour tout j d p, 

c.1. Maioration -- de h . 
P+ 1 

X est solution de : 
p+l 



1 
en posant P + ~ + ~  = - b J - l ~ ~ + l + ~ >  

bol " 

h e s t  s o l u t i o n  de : 
P+l 

16 
'C 

a(v)  ( hp+ ] = c ( ~ , D )  (Ap+]) + 

{ a 
) . k-! 1 {O, ..., v-11. 

O P+ 1 

Pour pouvoir u t i l i s e r  l a  p ropos i t ion  3 ,  nous a l l o n s  majorer  

1 +v e t  % 
P+ 1 

pour k-! E { O , . .  .,v-11. 

conme Y ='L ~ ; ( h ~ + ~ - ~  , on a pour t o u t  
P+' k=O 

+ 
(ü,~ ' )  = O ,  on a : Puisque a. 

P+ 1 

- 

Pour k-! = O,  on a : 



Comme pour k 2 1 ,  p+l-k 4 p, alors d'après (ff-R) 

en appliquant la proposition 2, on aura 

P 1 Si < 7 , c'est majoré par : ~C~C'+I C B(~+') 0 t. 

D'autre part, si p+l < V, a 
P+ 1 

= O et si p+l > V,  

3 r tel que p+l = r+v, et donc r = p+l-V Ç p (car V 2 l), alors 

d'après (ff-R) : 

P V  P car (C) G c (E4 1) . 

Donc : 

P on choisit : - 5 1 
C B(B+2) 

on a alors : 

ftypa;th&e de h6euhhevrce : 

Soit 1 & 1 ,  - 1 ,  on suppose que pour tout 

k E O , - 1 ,  on a : 



Montrons a l o r s  que : 

1) pour s b 1 ,  L-s r 1 - 1  e t  d ' ap rè s  l 'hypothèse  de r écu r -  

rence ,  on a  : 

En app l iquan t  l a  p ropos i t i on  2 ,  on  a : 

2) Pour k  2 1 ,  p+l-k i p a l o r s  d ' ap rè s  (ff-R) on a : 

P l  P+lPL2 e2 P, (p+l+&) s i  c 'est majoré pa r  C 



3) Si p+l < V, aP+] = O ,  et si p+l à v  3 r  tel que 

p+l = r+v et on a r < p+l-v G p (car v 2 1) et donc d'après 

(ff-R) : 

P comme (:)"G 7 , o n a :  

Finalement, on a : 

On choisit alors, p 2 4BR' 

P et - 6  
1 

C 2(B+2)B 

on a alors : 

et donc : 

cl) 6) Majoration -- ---------- de fip+l+v. 

Corne p+l+v-k < p, d'après ( -  on a : 



1 PA-' .W étant un opérateur différentiel d'ordre < k, on a 
(PolV 

en utilisant la proposition 2 : 

D'autre part, pour r 2 1 ,  on a p+l-r & p, alors d'après 

(H-R), on a : 

-1 r 
Comme - I [;;O3 est un opérateur différentiel d'ordre < r, 

(POP 
on a : 

1 
si on impose $ 6  y , on aura : 

cl) Y) Maioration de A . P+ 1 

On applique la proposition 3 et on a : 

soit encore si p > 2B 



avec ~](p,c) = max 

Si on choisit p et C tels que : 

alors : 

corne A << c ~ c ~ ~ ~ B ~ ( ~ , c ) B  (P+]) 
P+ 1 

on a en appliquant la proposition 2 : 

v p+Ie(v+p+l) 
<< BCIP C 0 t BI (P~C). 

 autre part, pour r 2 v+l, v+p+l-r G p, alors d'après 

(ff-R) , on a : 

n 

r p+l+v-rg(p+l+~) 
et donc 9 (hp+l+v-r ) < < C C  O t pr 1 



m 
lai u 
M 
a u O 
(d - O h 

a - 



et pour L >, 1 : 

et donc : 

on a alors : 

Y << c1c p+'e(p+l) t (B B~ (p,~) + 3 $1. 
P+ 1 

On choisit p et C tels que : 

B BI (pic) + 3 G 1 

on a alors : 

1 On choisira p et C tels que Bl(p,C) < et ~ 6 6 .  P 1 

On pose 
Po 

= max(1,8BR1,2~',2~) 

et K = max(6,4(B+1) ,8B(B+1)). 

Alors, pour tout 



On c h o i s i t  maintenant  : 

pour k 2 O, on a ~ ( ~ ) ( t )  = k! 
( r - t l k+ l  

La s é r i e  B(t) v é r i f i e  l e s  hypothèses d e  l a  p ropos i t i on  1 : 

0 ( t )  >> O 

e t  (RI - t )B( t )  >> O pour tou t  O < r < R'  < R. 

comme Y .  (x) << c ,  c j  e ( j )  0 t (x) 
J 

on en dédui t ,  d ' ap rè s  une p r o p r i é t é  des  rnajorantes,que pour t o u t  x C  IR^+' 
n+ l t e l  que t ( I x 1 )  < r ,  t o u t  a E IN e t  t ou t  j c IN : 

r S o i t  Vo un vo i s inage  de zé ro  t e l  que : t (1x1) G 2 . 

Pour x c vo on a ,  puisque o j + l a l  e s t  c r o i s s a n t e  s u r  1-r,r[ : 

P ( c a r  p > 1 e t  - 6 1 ) .  
C 

1 
2C  1 On pose C f  = - e t  C '  = - r 2C on a a l o r s  : r 



ce résultat sera utilisé au 5 4. 

1 4 - - Sv-ClLt ivn~ n&en dXxaaXbjiEaentiabee6 de d a n e  { M ~  1 .  

soit I M ~  jpEN une suite de IR+ ; on définit pour cette 

suite les propriétés suivantes : 

M2 
: 3 A >  O, 3 H > O  tels que V ~ E I N  : 

M3 : 3 A O, tel que b' p E: IN* 

: 3 A > O, =] H > O tels que : - 

Ml, M2, M3 traduisent respectivement les propriétés de convexité 

logarithmique, forte stabilité par opérateurs ultra-différentiels et forte 

non-quasi analycité. 

Les conditions M2 et M3 sont dites fortes car elles entraînent 

respectivement Mi et M;. 



Pour une s u i t e  (Mp) v é r i f i a n t  Mo, M l ,  M2 e t  M3, on no te  

E (R ,{M~})  l ' e s p a c e  des fonc t ions  u l t r a - d i f f é r e n t i a b l e s  de  t y p e  Roumieu 

(1273, [3Qy C321). 

N.B. S i  { M I  = Tp!), - €(f iyp!)  e s t  l ' e space  des  fonc t ions  ana ly t iques  
P  

s u r  R. 

Caè i re  de convmgegence dam E (il, {Mp }) . 
S i  une s é r i e  : Zj , Z .  5 E(RY{Mp}) e s t  t e l l e  que pour 

j >O 3 

t o u t  compact K de  R,  il e x i s t e  L > 0,  - 7 A > O t e l sque  : 

a l o r s  c e t t e  s é r i e  converge dans E(R, {M~}). 

Ce c r i t è r e  découle de l a  d é f i n i t i o n  de l a  topologie  E(fi,{Mp}). 

Choix de La buA;te f  . ----------------- j 

On pose : 

D'après r21] : 

f  E: E(R,{M 1 )  
O P  

f = O sur  ]-..,O] 
O 

O € Supp f o  . 

Pour j  > 1 ,  f  e s t  l a p r i m i t i v e d ' o r d r e  j de  fo ,  s 'annu- 
j 

l a n t  j f o i s  en  O. 

Pour j G O ,  f  e s t  l a  dé r ivée  d ' o rd re  ( - j )  de  f o .  
j 



On montre que 1 Y. x (f . O $1 converge dans [E(Q,{M ])lm ( [22] ) 
j20 J P 

Pour cela, on montre qu'il existe un voisinage C2 de a, tel que : 
O 

K compact de fio, 3 H > O, 3 A > O telsque : 

V X E K  et  dae et^ n+l . 

Pour que Y = 1 Y. x (f. O 4) soit une solution nulle pour h 
j 20 J J 

il reste à voir que : 

1 
1) Y(x) = O si $(x) = x c O ce qui est vérifié, car 

, 
2) O c  Supp Y. On a : 

1 1 
comme Y (O,xl) = 1 et Y.(o,x') = O pour j 2 1, on a : 

O J 
1 1 1 Y (0,x') = fo(x ) .  Et puisque O E Supp fo, on a O E Supp Y . 

Y est donc une solution nulle ultradifférentiable de classe 

{M pour h au voisinage de a. 
P 

§ 5 - SotuLbm nuReen uRt i tad inkn ib~am. 

Pour une suite (Mp) vérifiant Mo, MI, M2 et Mg, on note 

D'(Q,(M~)) l'espace des ultradistributions du type Beurling, relatives 

à la suite (Mp) ([21], [27]). 

N.B. Si (M ) vérifie - Ml et M:, o n a :  
P 

0' (QI c D' (a,  (Mp) 



Choix de. la h d e .  f : 
j 

1 
On pose : @O(~) = ; 

j-1 z 1 1 
pour j 2 1, @j(z) = (j-l)! ( L O ~  z - (1 + - 2 + ... + 7-11 3-1 

i 
1 pour j < O, +j (z) = @(-j)(z) o 
! ' où Log z est défini sur le domaine de Riemann : 

i X D = {z E C / - O <  arg z < 0 + 2 ~  ; 8 > 0). 

Pour tout j e Z les @ sont holomorphes sur V et 
j 

vérifient : 

Puis on pose : 

1 
pour tout j E Z, Qj (z) = - - 2 ierr P(D) (Oj) (4 

03 M 

où P(D) = (1 - i M D) est un opérateur ultradifférentiable de 
p= l P-1 

classe (Mp). 

Pour tout j & Z, les qj sont holomorphes sur V et 

vérifient : 

La valeur au bord, au sens des hyperf onctions ( [33] ) : 

fj (y) = gj (y+io) - Sj (y-io) 

est alors une ultra-distribution de classe (M ) ([21]) 
P 



D'autre part, comme : 

Y est analytique et se prolonge en une fonction holomorphe sur 
j 

On montre alors que : ([22] ) 

On conclut que Y(x) = 1 Yj(x)f. O ~p(x) est une ultra- 
j >O J 

distribution de classe (Mp), grâce au théorème suivant : 

Soit (Mp) une suite vérifiant Ml, M2, M3, telle que : 

L, 3 C telles que : 

P * M < C L  M p! 
P P 

P 
où M* = Mo Sup 

P PEN ~XP(M*(P)) 

(cette relation s'écrit M C M* p!). 
P P 



S o i t  î un cône convexe ouver t ,  V un ouver t  de S t e i n ,  

vy = (!Rn+ir) n v e t  R = ui" n v .  

S i  une fonc t ion  F holomorphe s u r  Vr v é r i f i e  l a  cond i t i on  

su ivan te  : 

K compact de R ,  I" sous-cône fermé de  r ,  

L > 0 ,  3 C > 0 ,  3 a > O t e l s  que : 

pour y e t  I I Y I I  < a -  

Alors l a  va l eu r  au  bord F(x+iTo) de F, au  sens des  hyper- 

fonc t ions  e s t  dans D ' ( Q , ( M ~ ) ) .  L 



CffAP7TRE 711 

LE PRUBLEME DE CAUCHY ASYA4PTUT7~E 

Les notations de cette partie sont les mêmes qu'au Chapitre 1 : 

CO 

X est une variété réelle C de dimension (n+l) ; 
CO 

h est un opérateur différentiel matriciel de classe C , 

d'ordre inférieur ou égal à t au voisinage R d'un point a de X, 

et d'ordre t en a. 

§ 7 - Hypath2~~. 

On fera les hypothèses suivantes : 

(H) 1) det H(x,<) se décompose en un produit de puissance de 

facteurs premiers : 

Il existe a > O, tel que pour tout s ê {O,. . .,O), 

il existe des fonctions polynomiales en 5, H~(X,S), de degré Ts , cm 

en x sur R, et des entiers non nuls ks,vs tels que : 

( L) Pour tout s E {O,. . . ,a), on note Q: 3 l'anneau localisé de 

I([<~,. . . ,€, par rapport à 1' idéal premier engendré par 
n 

Hs(xy .). 



- 63 - 

Pour tout x c R ,  la matrice H(x,.) est équivalente dans $: à : 

2) Soit Q une hypersurface passant par a, d'équation locale 

O x = O au voisinage de a, et non caractéristique pour h. 

On suppose que la forme tangente en a à Q est une direction 

de stricte hyperbolicité pour le radical caractéristique : 

On note T le degré de P : T = 2 T ~ .  
s =O 

00 

Soit Y une fonction C sur Q telle que grad Y ( a )  # O. 

 h hypothèse de stricte hyperbolicité, appliquée à 

5 = (0,grad Y(a)), (6 f 6) se traduit par le fait que : 

l'équation P(a;p ,grad Y(a)) = O possède T racines réelles 
O 

distinctes en l 
Po {~o(~)}l &&T. 

On ordonne ces racines, comme dans [37] de la manière suivante : 

Pour 1 ,< R T 
L les T premières racines po(a) sont issues de Ho 

O y O 

L 
pour T + ~ < L ~ T ~ + T , ,  les r racines p (a) sont issues de H I  , 

O 1 O 

pour T +...+T~_~+~~L&T +...+ T les -c racines po(a) sont issues 
O O s y s 

de Hs ; 



R pour - + ,  les racines po(a) sont issues de 
HO ' 

Il résulte de la théorie des équations de Hamilton-Jacobi 

CO 

qu'il existe r fonctions ge, 1 6  e <  r, C auvoisinage de a, 

solutions de : 

On se donne t développements formels : 

Le problème de Cauchy asymptotique est alors la recherche d'un 

développement f orme1 

T R 
Y =  1 1 Y. X ( f .  o f )  

R=l  ~ E Z  J 

vérifiant : 



L Pour que Y = 1 Y vérifie : 
L= 1 

il suffit de résoudre pour tout L E { 1 . . . r : 

L -+ 
corme pour tout L s { 1,. . . ,r}, grad j) (a) # O (puisque grad y(a) # 61, 

en prenant des hypothèses de bonne décomposition relatives à chaque 
Hs 

O C s C 0, de même type que celle du chapitre 1, on construit avec la 

L 
même technique les développements Y , L c l . . .  r .  Ils sont alors 

obtenus en fonction de paramètres A' j E k. Ces derniers sont solu- 
j 

tions d'équations différentielles dont on précise l'ordre : 

Pour tout L E { 1 . . . r il existe s E 0 . .  , O  unique 

qu'on note s(L), tel que : 

Les paramètres hL seront déterminés de façon unique si l'on 
j 

se fixe pour tout j E G et tout 1 < s i  T : 

Nous allons voir comment les données Ba du problème 1, 

vont déterminer les a(U)h:(O, .) . A cette fin, on calcule formellement 
O 

les a(a)~(O,.) qu'on identifie aux Ba, O < a C t-1. 
O 

6 3 - La dannéa c ln iL ia len  du phobL2me. 

Pour toute fonction g de x7 on note : g = g(0,o). 



Pour tout a E {~,...,t-11 

On a, d'après [9J, pour tout 1 t: { 1,. . . ,Tl et tout a i'N : 

avec 
a 

cf = 1 C: tao fl)a-~a(s)ye + u,~, tu),~ 
J y a  s = ~  O j-s OGuGvaa 'v,a O j-v 

où I'UyL sont des fonctions connues indépendantes de j. 
v,a 

On a alors formellement : 

T 
a(O)y(o, .) = 1 G:,~ x (ij-a o Y), pour tout a E {O,.. . ,t-I 1. 
O l=I jEE 

En identifiant cette relation avec les données initiales Ba> on a : 

a c ~ t - 1  'Q' j E: a : 

On convient que si j < O, B. E O et que 
J 

On pose : te = a. iVe. 
Avec ces conventions, le système (I)j s'écrit : 



Soit : 

T a 
C. = B. -U'La(u)ne - 1 CE ( 5  -1 ) ~-P~(P)~L } - 1 { 1 rp,a o j-p 
J y a  J y a  L=I o ~ u c p ~ a  0 j-P 

p='-ll 

on a, avec des notations analogues à cellesdu 9 7 chapitre 1 : 

où le signe % 1 signifie qu'on prend la fonction considérée en 

L L 
(x,grad (x)), et où les opérateurs p intervenant sont construit 

par récurrence comme au chapitre 1 et correspondent au rang 

L 
Le fait que pour tout 1 € { l  ,.. .,T}, Aj-u soit solution 

d'un système différentiel d'ordre y nous incite à prendre comme 

inconnues du système (1) les : 
j 

pour u c {O,.. . ,PL-] 1. 
O j-u 

N.B.  - - - Pour alléger les notations, on posera pour tout L 6 { 1,. . . ,TI 
et tout r E {O,. . . ,"-l} 

Nous allons donc remplacer dans (1) les a(~)yl : 
j 0 j-P 

'r lQ- 1 
p -1 a-p E E Ca(' ) 

L=I P=O 

Pt- 1 
-(p),.O. = c L' a")(~f-~) + R ~ - ~  1 r-p O 

r=p 
j j y a s  



Soit : 

a-~ge a(r) = D 
r-p O 1 

Le système (1) est carré d'ordre mt x mt. 
j 

En effet : 

-1 
Pour E 1 . .  T et pour r E 0 .  . - 1  1, K est une matrice 

r -P 

m x k  (r) e 
s (0 et 3 A est un vecteur à k 

s (1) 
comgosantes . 

O 

O 

Il y a donc 1 .r v k = mt inconnues scalaires et lorsque a varie 
s s S s=O 

entre O et t-1, il y a mt équations scalaires. 

Avant de résoudre le système (1) 
j 

nous allons montrer que 

si on suppose résolus les systèmes (1) . .y(l)j-l alors D. 
J ,ay 

a E { 0 . . . t -  est connu. 

On rappelle que les inconnues d'un système (I)j-r , sont : 

a (4 ; 1 < 1 6  T, O <  U < p,-I. 
O j-u-r 

Et donc pour 1 fixé dans . . .  si r 2 p et 1 



- 
u G pl-] , a O (U)he j-r ' e s t  déterminé au système ( l ) j r u .  Par consé- 

quent ,  h l  e s t  connu, c a r  on a pu i n t é g r e r  l ' é q u a t i o n  q u i  l e  dé t e r -  
j -r 

mine. 

Pour t o u t  l e 1 , .  1 e t  t o u t  p E {O,...,pe-11 

e s t c o n n u a u s y s t è m e  (1) (C ' e s t  lamêmedémonstrationqu'au 
j -P j ' 

S 7 du c h a p i t r e  1). 

D'autre  p a r t  : 

1) Dans l a  première sommation, on a : 

%l 
(SI e (u-SI ,,! ) (U)ye = {  c S a  p a 0  (u) 1 ) 

o j-p u o J -P + a. (aj-p 
OGsGu 

Pour O 4 u < p < a e t  O < s < u ,  on a : p-u+s > O e t  donc 

a(u-s) (A! ) e s t  déterminé au système ( 1) j-(p+u-s). 
O J -P 

Pour O < u < p < a e t  1 < r G j - p  Gyr é t a n t  un opéra teur  d ' o rd re  

O O 
< r en  x , l e s  d é r i v a t i o n s  en x in t e rvenan t  dans c e  terme, son t  

du type : 

' avec s G u+r-1 . 
o (hj-p-r 



x pour r 6 vC-p-l o n a  s $ U C - 2  

et donc a(~) e - 
o (Aj-p-r 

) est connu au système (1) 
p+r-s 

(car p+r-s 2 2) et par suite a(u)$yr(hC ) est connu. 
O j -p-r 

t pour r 2 pl-p les A e sont connus ainsi que toutes leurs j -p-r 

dérivées (car p+r L vC) . Et donc les a(u)7$ir (AC ) sont connus. 
O j -r -p 

D'autre part, si p L 0, C C 
Ao, . . .,A. sont connus, 

J -P-pe e donc a , l'est aussi (Remarque 1, p. 21) et par suite a (u)$ 
j -P 0 j-P 

pour tout 1 c {I,...,T~. 

2) Dans la seconde sommation : 

p 2 v, et donc a(''8 est connu. 
0 j-P 

Finalement, les D. sont connus. 
J ,a 

Pour montrer que le déterminant du système ( 1 )  n'est pas nul, 
j 

on montre que le système homogène associé n'admet que la solution nulle : 

on note Ra l'équation : 

et S le système des équations 
tRa}O<ar t- 1 

Dans un premier temps, on montre que les équations Ra sont 

encore vraies pour a 3 t. 



On ordonne comme dans [37] la matrice polynomiale H(x,S) 

suivant les puissances de 50 : 

r où pour O C r 4 t, L (x,Sf) est une matrice polynomiale en 5' à 

coefficients cm en x. 

On rappelle que pour 1 fixé dans 1 , .  . . , , la matrice 
.LX 
pL est composée de vecteurs de base du noyau de , on a donc : 

On aura, en posant, lr(x') = ~~((0,x');~rad Y(x') 

Avant de montrer que les équations R sont vraies pour tout a 

a E IN, montrons le lemme suivant, qui sera utile pour les calculs : 

Lemme. - 

Pour 1 C 1 h T et pour tout r E o ~ . . . ~ ~ - ~  on a 

r t 

P r-s s-O p=l 

pour tout 1 E {I,...,T}, 

on a, pour tout r E {0,...,u1-1} 



En u t i l i s a n t  l a  formule d e  Le ibniz ,  on aura  : 

en prenant  (x,S) = (O,xl ;grad f ( O , x l ) ) ,  on a : 

e t  donc : 

Comme pour p 2 s e t  r 2 s ,  on a : 

P !  = r! Cs 
r (p-s) ! r - s  ! p 

a l o r s  
___L 

T r  
z l a o  ( r )  P =- 1 E r! 

(r-s)  ! 

t 
Comme = j. LP(E')P , on a : 

p=o 



t 
O -1 r t  -.e -1 P -1 (F~)P-s 
L K r =-I L(5) K ~ -  1 1 c S L  P K r-s 

p= 1 s=1 p=s 

Soit encore, puisqu'on a posé cS = O si s > p 
P 

Ce qui démontre le lemme. 

Montrons maintenant que les équations R sont vraies pour a 

tout a o IN. Comme Ro...,Rt-I sont vraies par hypothèse, on montre 

par récurrence sur t' que Rtl+t-l est vérifiée. 

Pour t' = O, on sait que Rt- 1 
est vraie. 

On montre que s'il existe t1 > O tel que pour tout 

a E {O,. . . ,t+tl-l 1 les équations (Ra) sont réalisées, alors 

l'est aussi. 

Pour cela, on "multiplie" 
l 

par la matrice L0 

O -1 
en remplaçant L Kr-s grâce au lemme, on aura r 

On pose u = p + s, on a : 

comme c:, c P =  cU et comme pour p t-l les 
s+peu P t'+~ 



équations en a = tl+p 6 t1+t-1 sont vérifiées, on a : 

T "L-I r 
-ttf+tu-L e 

Lt 1 1 1 C:V+~(E ) K Z = O  r-u r L=1 r=O u=O 

t 
or, det L = det(H(O,xf;l,O, ..., 0)) # O car Q n'est pas caractéris- 

tique pour h. 

T '"1" -1 t ' + L - U ~ ~  
On a donc : 1 c~,+~(S ) $ = O  

r-u r C=l r=O u=O 

c'est-à-dire %+t ' . 

On a donc un système à une infinité d'équations : 

T L r 
P -L a-pfl ZL = 0 ' V ' a ~ m  : E 1 1 cJE) r-p r 

L=l r=O p=O 

donc 

.c. 
on pose $ =  1 R' z'. 

r-p r r=p 

-1 V' est un vecteur à m composantes, puisque K est une 
P r -P 

matrice m x k L 
s ce) et Z un vecteur à 

ks (1) 
composantes. r 

Comme I C l i T  et 0 4 p < l ~ ~ - I ,  i l y a :  

0 

N =  1 .r v vecteurs inconnus 
S s s=o 

8 
P ' 

On fait varier alors a de O à N-1 et on considère le 

L système carré N x N aux inconnues vectorielles V . 
P 



Son déterminant e s t  a l o r s  é g a l  à : 

-1 a-p ... CE ( E  1 . . . 

e t  on s a i t ,  d ' a p r è s  [ 9 ] ,  q u ' i l  n ' e s t  pas  nu l .  

Donc, pour t o u t  1 E { l ,  ..., i l  e t  t ou t  p a {O ,..., pl-11, on a : 

u t -  1 
-1 L v e =  1 K Z = o .  

r-p r 
.=p 

Pour p = pl-1, on a : 

-1 
Comme K = PL c ' e s t  une m a t r i c e  de rang  k 

s (1)  
e t  comme 

O 

l e  vec teur  Z 
L composantes, on a : Z 

L 
a ks  (1) 

= O pour t o u t  
PL- 1 ut- 1 

L € { l  ,...,T}. 

On prend e n s u i t e  p = p 2 ,  ... e t  on o b t i e n t  f inalement  que L - 
L 
r = O pour t o u t  L a { 1 , .  . , e t  t o u t  r E { O , .  . . ,pL-1 1. 

Le déterminant  du système (1) e s t  donc # O ,  e t  l a  donnée 
j 

des  Ba détermine de manière unique l e s  8 (r)h! pour t o u t  
0 J 

€ 1 , . , e t  t o u t  r E {O,.  . . ,pL-l}. Les hL j sont  donc déterminés 

de  manière unique, a i n s i  que l e s  hL e t  on a l e  
j 



ThéonErne. - 

r SOUS les hypothèses (Il) l ) ,  21, (L) et (DI, (on fait pour 

I chaque s ç {O,. . . $ 0 )  l'hypothèse Dv relative au facteur H ) , 
s 

S 

l alors le problème de Cauchy asymptotique est bien posé pour h. 



LE PROBLEME DE CAUCHY EN C. - 

On suppose maintenant que X = F,T+~ x x', avec T, O 

et  X' variété rée l le ,  compacte, connexe, de dimension b, & 

h e s t  un opérateur différentiel  B 8s lignes, m colonnes, de 
Q) 

. - 

de classe C , e t  d'ordre Bgal B t en tout point de X. 
, w - -  i 

On rappelle. ( [6] ) l a  

^* " U o n .  - 
' > '  

ie problème de Caucny c est  bien pl 5 pour h .an. n SI 

. . 
et  seulement s i  r 

3 ' d d c ~ [ O , ~ + [ ~  ~f s o(x;R~), v 80 ,..., gt-1' dans 
1 

1 

1 

ntu) F â 
7 ' . 

2- f 1 

P . .  - 
V i è r ~ s  que O c T 

1 

uU:e O' I MU) - O et; 

- - U  = OP., i r,' Ir+ , . I d  

.< ! , . a '  
% .  

. t 
1. I 



- 78 - 

Les résultats démontrés au chapitre III permettent de démontrer 

Si h vérifie 

ff 1 )  Il existe O C I N ,  et, pour tout s E. (0 ,...,O), des ap- 

X 
plications Hs de T (X) dans R polynomiales et irréductibles en 5 

pour tout x n X, cm en x sur X, et des nombres entiers non nuls 

k et vs tels que 
s 

0 

det H = II (Hs) 
ksVs 

s=o 

0 

ff 2 )  P = II Hs est strictement hyperbolique en tout point 
s=o 

x de X par rapport à la direction (l,O,...,O). 

L 1 )  s E {O,. . . ,O), x E X, H(x, .) est équivalente dans 

2) Y s  E: {O, ..., 01, 3 un cofacteur d'ordre m-ks de H 

dont l'ensemble caractéristique ne rencontre pas celui de Hs. 



1 D 1) s E {O,. . . ,O}, il existe un opérateur différentiel 
(construit par récurrence comme au § 5 du chapitre 1) tel que 

hp" 
S 

1 soit bien décmposable par rapport à H avec la multiplicité v 
s s 

CI 

(1)' même condition que (1) pour h adjoint de h. 

03 

Alors le problème de Cauchy C est bien posé pour h dans X. 

Re.mmqua : 

1) L'hypothèse ff 2) implique que pour tout T E ~ , T J ,  

x0 = T n'est caractéristique en aucun point pour h. 

2) L'hypothèse L 1) implique que 

s c {O,. . . ,O}, x E X, il existe un cofacteur d'ordre m-ks 

de H(x,.) non divisible par Hs(x,.), mais ceci ne suffit pas pour 

assurer L 2. 

3) L'utilisation d'une partition de l'unité, comme indiqué dans 

[6] permet de remplacer L 2) par l'hypothèse plus faible L '  2) ci-dessous. 

L '  2) : s E O,.. . , 1, x E X, il existe un cofacteur 

d'ordre m-k de H(x,.) dont le cône caractéristique a comme inter- 
s 

section avec celui de Hs(x, .) le seul point (x,O) de T;(X). 

4) On doit pouvoir montrer (voir les cas étudiés dans 161) 

que D(1) implique D(1)' qui serait donc une hypothèse superflue. 

Faute d'avoir fait le calcul explicitement dans le cas général, on a 

laissé l'hypothèse D(1) ' . 

§ 2 - REaaLution du  ptoblème d e  Cauchy. 

Les techniques utilisées pour démontrer le théorème 1 quand 

on a résolu le problème de Cauchy asymptotique (voir chapitre III) sont 



t ou t  à f a i t  s t a n d a r t s  e t  on s e  bornera  à r appe le r  l e s  d i f f é r e n t e s  é t apes  

du processus.  

A )  ComRhuction de helcu5ovin canoniyua. 

Il r é s u l t e  de H.2 que 

Y T e [o,T+] , V 5' f O ,  il e x i s t e  T fonc t ions  Y' s o l u t i o n s  
5 ' 

de 

P. 
avec { 5 0 ( ~ y 5 ' )  },&T sont  l e s  *r so lu t ions , r angées  comme expl iqué  au 

c h a p i t r e  III, de l ' é q u a t i o n  en 5, : p ( x y S o , ~ ' )  = 0. 

e 
On pose Ip (x,S ' )  = t l ( x )  ; c ' e s t  une fonc t ion  cm en x 

homogène de deg ré  1 en S ' ,  d é f i n i e  sur  un  vois inage  conique d'un po in t  

(T,x;,<'O) de iR x (T*(x ' ) \ o ) .  

On dé£ i n i t  l a  r e l a t i o n  canonique 

CP.(T) = { ( ~ , S ; ~ ' , q ' ) l ( x , < )  a p p a r t i e n t  à l a  bande b i c a r a c t é r i s t i q u e  de  OP. 
R 

i s s u e  de (T,y ' ;S,(T,y ' ;n ' ) ,n ' )}  

T 
e t  on pose C(T) = u CP.(T). C ' e s t  une r e l a t i o n  canonique de 

e= 1 
* 

T*(x) \ O s u r  T  (X') \ O comme réunion d i s j o i n t e  de r e l a t i o n s  cano- 

niques homogènes ( Cl 21 ) . 

B) Com;ttLuc;tion du noqau du phobRème de Cauchy. 

PhopoaLtion 7 .  - 

r S i  h  v é r i f i e  l e s  hypothèses , L ,  D du théorème 1 ,  a l o r s  

1 'v' B E {O, .  . . , t - i  1 ,  'd T E [o,T+] , 3 E ~ ( T ) ,  ma t r i ce  m x m à c o e f f i c i e n t s  



1 ( T ) )  ! O modulo un opérateur à noyau ; 
l 

(T) )  : 6 a y B I  modulo un opérateur à noyau cm pour tout 
a € { O , . .  . ,t-11 ; 

avec p = max (lie) et ya est l'opérateur de trace associé à 8 ( a )  
1 <1< -r O 

O sur x = T. 

On cherche comme d'habitude E (T)  sous la forme 
B 1= i l F ~ , ~ ( T ) ,  

où pour tout 1 E i l ,  ... ,TI  
FByl(T) 

est une matrice m x m à coef- 

1 '"1-6- 1 - - 
ficients dans 1 4 ( ~ y x '  ;c l (T))  telle que h ( F B y l ( ~ ) )  5 O 

00 

modulo un opérateur à noyau C . 

Les opérateurs FByl(T) sont déterminés modulo un opérateur 

régularisant par un développement asymptotique 

avec pour tout j 3 O 

F j  (T)  est une matrice m X m à coefficients dans 
8 9 1  

1 
ri1-8-1- - - j 
1 ( x , X 1 ; C 1 ( ~ ) )  etonapour tout P E N *  

1) h O ( 1 F ~ , ~ ( T ) )  est à coefficients dans 
j <P 

'r 

2) ya( 1 F ~ , ~ ( T ) )  - 6 1 est à coefficients dans 
l = i  j < p  +p a ,  B 1 



L~-~-~(x') pour tout a E {O,. . . ,t-11. 

Le raisonnement classique ([8] , [6] ) permet alors de prouver 

que, localement, les symboles a' (T) de F~,~(T) sont des matrices 
8 9.e 

ième 
m x m telles que si ai:i(~) est la C colonne de cette matrice, 

alors pour C, B et T fixés, les {aJsC(~)~,<Li. B ,a. vérifient le même 

j a  

système d'équations que celui trouvé lors de la résolution du problème 

de Cauchy asymptotique. 

Les hypothèses (H), (L), (D) permettent la résolution au voi- 

sinage de chaque point de X, car les hypothèses du chapitre III sont 

vérifiées en chaque point a de X. 

On a donc construit une paramétrix pour h ; corne l'adjoint 

de h vérifie des hypothèses analogues, on peut aussi construire une 

paramétrix pour ce dernier. On en déduit, par le procédé habituel ([8], 

[ 6 ] )  le théorème 1. 
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