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INTRODUCTTION

On sait depuis longtemps que 1l'existence d'une onde asymtpto-
tique permet la construction de solutions nulles (voir, par exemple,
1'article de Mizohata en 1962 [3@]) et que la résolution du probléme de
Cauchy asymptotique permet la construction d'une paramétrix (voir 1'ar-

ticle de Ludwig en 1960 [2@]).

L'étude du probléme de Cauchy asymptotique entreprise dans le
cas des systémes par Jean Vaillant ([Bé], [3i]) puis par Berzin ([i])
et Berzin-Vaillant (Dﬂ , [Q]) et dans le cas scalaire par J.C. De Paris
([Q], [}1]), a servi de base 3 notre travail. Plusieurs théses de
3éme cycle ([IJ, [7], [17], [34]) ont été soutenues sur ces questions
en 1982 dans 1'équipe de recherche en &quations aux dérivées partielles

de 1'Université de Lille I, dirigée par J.C. De Paris.

Notre travail se place dans la suite logique des précédents

et donne une &tape nouvelle avant 1'étude du cas le plus général.

La partie fondamentale de cette thése est constituée par le
chapitre I, qui donne la construction d'une onde asymptotique pour un

opérateur différentiel matriciel vérifiant deux types d'hypothé&ses :

1) Des hypothéses de localisation utilisant la classification
des caractéristiques donnée par Jean Vaillant ([36]) et faisant inter-—

venir des anneaux locaux convenables.




ii

2) Des hypothéses de bonne décomposition pour un opérateur
matriciel convenable, utilisant la notion introduite par J.C. De Paris

dans [9].-

La méthode utilisée, généralise les résultats obtenus dans
[[], [17], [34], mais laisse &chaper le cas étudié dans [7]. On donne,
dans le chapitre II, l'application des résultats précédents i la
construction d'un solution nulle dans des classes de fonctions ultra-
différentiables, ou d'ultradistributions. Les techniques utilisées sont
les mémes que dans 1'article [22] de Komatsu et sont basées pour 1'es-

sentiel sur un calcul de majorantes.

Le chapitre III consiste en faisant des hypothéses convenables
d'hyperbolicité & "regrouper" les ondes asymptotiques pour résoudre le
probléme de Cauchy asymptotique. L'introduction de nouvelles fonctions
inconnues comme dans [f] et [34] permet de fagon agréable, la résolution

du probléme d'identification des données de Cauchy. On utilise pour cela

une idée fondamentale de [S] qui consiste A prouver que certaines équa-

tions vraies pour o € {0,...,t-1} 1le sont en fait pour a € N.

Dans le chapitre IV, on utilise les résultats du chapitre III
et les opérateurs intégraux de Fourier pour construire une paramétrix
pour h, suivant la méthode utilisée par Chazarain en 1972 [8] et
Berzin-Vaillant [6]. Cette construction permet 1'étude du probléme de
Cauchy en ¢ et montre que sous les hypothéses H, L et D, 1'opé-
rateur h est hyperbolique (c'est—d-dire que le probléme de Cauchy est

bien posé pour h).
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CHAPITRE 1

DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE POUR UN OPERATEUR
A CARACTERISTIQUE DE MULTIPLICITE CONSTANTE.

§ 1 - Notations.
X désignera une variété C (respectivement analytique),

de dimension (n+1) ; mn € N.
(e 0]
S une hypersurface C (respectivement analytique) de X.
a un point de S, I un voisinage de a tel que :
OQNs={xe X/P(x) =0} o Y est une fonction c (respectivement
analytique).

S sera supposée réguliére en a, c'est-d-dire que :
-
grad ¥(a) # 0.

Les coordonnées locales, au voisinage de a, d'un point x

_ 1 n 0 .
de X, seront notées (Xo,x yeeesX ) = (x ,x'). Un point de 1l'espace

cotangent T*(X) par (x,8).
On notera comme dans [6] , [36]
3 O 0

9 = —— et =— 3 ae€{0,1,...,n} .

dx aga

On utilisera la convention d'Einstein :




o=n
si o variede O 4 n Euu = Z 2%
o o
o=0
m
si A variede 1 a m ZAy = z ZAy
A A=1 A

Soit h(x,D)

A . s .
EhB(X’DX]lgA,BSm , un opérateur différentiel

P o . * .
linéaire matriciel mXm 3 me N , de classe c (respectivement

analytique) et d'ordre t sur X ; t 3> I.

On notera par H(x,£) = [Hg(x,gi]lgA Bem la matrice carac-
H]

téristique de h, au sens de Cauchy-Kowalewsky :

symbole principal de hg si ord(hg) =t
A
HB(X’g) =

0 sinon .

On supposera que H(x,E) n'est pas dégénéré en a, c'est-a-dire
que : det H(a,£) n'est pas identiquement nul. C'est donc un polyndme

homogéne en £ de degré mt,.

Soient (Al""?Ar) et (Bl""’Br) des r-uples de
{1,...,m}, dont les éléments sont deux & deux distincts.
B]...Br
On notera comme d'habitude AA A le coefficient de
R
A A
1 2 T A
HBl.HBZ...HBr dans det[H]

C'est un cofacteur d'ordre (m~r) de H.

On étend cette notion aux r-uples quelconques en convenant
que si deux des indices supérieurs, ou deux des indices inférieurs sont

égaux, le cofacteur considéré est nul.




Soit k wun entier donné, inférieur ou é&gal & m.

Un indice A wvariant de 1 3 k sera surbarré :

1 € A<k

Un indice C variant de (k+l1) & m sera "chapeautd" :

k+1<Cgm.

§ 2 - Rappels sur quelques optrateurs.

(o0}
Soient f une ultradistribution sur R et U wune fonction C
- (=]
(respectivement analytique) de plusieurs variables. Pour une fonction C

(respectivement analytique) y, on a ([2], [9], ]:26]) :
(t-1)
h(y x £ o ¥) = ZHw<)Xf oy

N T P . eao . 5
ou Hw est un opérateur d'ordre inférieur ou égal a& r.

En particulier, H$ ‘est la multiplication par H(x,grad ¥(x)).

On convient que si r > t :

Hy =0 .
Y
Si hl""’hk sont des opérateurs différentiels, matriciels,
linéaires d'ordres respectifs tl""’tk'
Si h = h o...oh ona alors [9]
T r
h(y x £ o ¥) 5 { Z H]]@ o . 0 H 0 } (y) x f(T r) o
r=0 r +...+r.=r ’
1 k
O<r.<t
J
ou T=¢t + ... + ¢t




c'est-a~dire :

Expression utiliste de HB.

t,
h(y x £09) = ] Hyo x £y
r=0

on a @ Du(f o ﬁ)

|
FOL(\D) x f(P) o lﬂ
0 p

|a
L

P

ol Da =D I o) oD n
X X, X
avec / F?ul($) = (grad w)a
F?(&) 0% si a0 ; F() =0

—

\ Fo(f) = 0 si af0 ; Fo() =1.
Si h = z aa(x)Du on a :
lal<t
Wy x£o) = ) 7 cBobie o My
lajst & géa @

|8l
Voa ) ci [ ) Fﬁwn x £P) o tﬂ:] x 0Py

laj<t ¢ Bga p=0

t

r=0{t-r<|al<t @ t—rélBl o tor

- Bga

28D a 5 PRy x D“'Bs}f“'r) o .



Soit
He = 7 a 7 cBrf ) x B .
v t-r<|ofst & t-r<|B| o t-x
Bga
Comme |a| <t et |B| > t-r, |o-B] =t <=> J|a|] =t et |B] = t-r.

La partie d'ordre r de H; est donc en posant Yy = a - B et en uti-

lisant FTYI = (grad W)Y

Z z a Cu_Y(grad @)Q_Y p'.
oo
[Y[=r|[a]=t
Soit encore :
1 Yqs Y
) 7T DgH (. ,grad ¥)D
Y |=r
En particulier, en isolant le ferme en ao(r)’ on peut écrire :
yE o - _L_Bo(r) r

= H(.,grad w)ao(r) + t

~ r - . ~ . .
oi t  est un opérateur différentiel d'ordre < r et d'ordre strictement

inférieur & r par rapport i 80.

§ 3 - Posdition du probleme.

Le probléme posé dans ce chapitre est la recherche d'un déve-

loppement asymptotique :




+ 00
Y = Y. x (f,
LYy (Eye D
31=0

(avec Yj = (YB)

5 1<Bem et {fj}j€Z est une suite d'ultradistributions

sur un voisinage ouvert de l'origine de R vérifiant pour tout  j € Z :

f' = f,
] j-1

tel que :

o0
Les Y? sont des fonctions C  (respectivement analytiques)

définies sur un méme voisinage de a, et sont appelées coefficients

du développement asymptotique.

P est ¢’ (respectivement analytique), appelée phase du

développement asymptotique.

Formellement, nous aurons

+o min(t,j)

hy= ) { ) HfU(Yj Y. o .

j=0  r=0 ot
En convenant que Yj = Fj =0 si j< 0O ; alors pour que
Y wvérifie : hY = F, il suffit de choisir les Yj tels que :
min(t,j)
Viso Y OHL(Y. ) =F..
o 9T j

§ 4 - Hypotheses.

On fera les hypothé&ses suivantes :




(H)

(L)

Localisation

3 3 0 3
On suppose qu'il existe H' et H" C en x (respectivement
analytiques) au voisinage de a, polynomiaux en & ; H'(x,.)
irréductible en & pour tout x damns § ; tels que

*
a) 3 keN, Jve N' tels que det H = (H')kVH"

L et

rapport i 1'idéal engendré par H'(x,.),

est équivalente &

[ Vv
[B'(x,.)]

b) S n'est pas caractéristique en a

(c'est-a-dire que Al"'i(a,grad (a)) # 0).

1

la matrice

C'est—-3d-dire

au voisinage

b) S n'est pas caractéristique en a pour H".
que : H"(a,grad ¥(a)) # O ;
c) S est caractéristique totale simple pour H’',
ﬁ de a. C'est-a-dire que :
Vxen H'(x,grad ¥(x)) = 0
(0" (@) gy * 0 08 070 = 3°H'(x,grad Px).

a) VxeQ; dans 1'anneau localisé ¢; des polyndmes par

H(x,.)

> k

> m

pour A:"

.k
-k




L'hypothése (L) b) traduit la régularité de S pour la

localisation.

§ 5 - Comstwetion d'une sulte d'operatewrs.

Pour traiter le cas de multiplicité triple (de rang m-1)
(le cas T.R. 2 de Berzin-Vaillant [ﬁ]), Sedjelmaci [3{] construit un
opérateur k, qui donne la résolution formelle, et qui s'exprime en
fonction de l'opérateur k1 introduit par J.C. De Paris [li] dans le
cas de la multiplicité double. L'idée a donc &té de construire une

suite d'opérateurs dont chaque terme sera 1'opérateur donnant la réso-

lution formelle, pour une multiplicité& correspondante.

*
B]...Br
On note a, N opérateur différentiel de symbole
Y. , ‘
B,...B
. . 1 r
principal. AA A ° en convenant que :
RV
B]...Br .
a, A est identiquement nul si deux des indices supérieurs
Y.

ou deux des indices inférieurs sont é&gaux.

On pose alors

]

Jlees (F-DB(F+1) .. .k
levinnnn. Foovvvo. k] 1<BET
<k

(Sl
]

| R
A (F-1AF+1) .. .k |1<Fck
I<A<m

. I...kB
81...kc|1<B,Csm




Puis on construit par récurrence la suite {pj}jEN en posant :

i)

ii)

iii)

iv)

p, = a

et pour j 3 2

1.

_ ko
Py T Pjoy v 3,k T PPy
pj est un opérateur matriciel & m lignes et k colonnes
B
pJ (pf,J)ISESm
1<F<k
Et pour j 2 1, on pose
= a.h.
qJ pJ
qj est un opérateur différentiel matriciel k X k :

=(E)__
9 9p, i’ 1<F, Dk

Proposition 1.~
V’j 1 ona :

ord(pj) = j(m-k)t ;

Pj = é(A:"'E)J_l ; Pj désignant le symbole principal de
ord(bhp.) < ord(p..a]"°k) 3

] itk
Vae {k+l,...,m} ;3 VFe{1,...,k}

A B .
ord(h_.pz .) < T. . ; T. = j(m-k)t+t
(hppp ) €T, 3 T; = i@k

on pose alors Ké . = (—1)J+lhApB

F, ] B°F,j"

Pj
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Demonsitrnation i), ii), iii), iv) :

Pour j =1, p, = @ ;  comme P1 = A # 0, ord(pl) = (m-k)t

et Ord(bhpl) £ (m-k-1t + t + (m-k)t = 2(m-k)t.

Calculons la partie d'ordre 2(m-k)t de bhp]

_ _ [,1...kB_C,1...D...k
BHP, = BHA &‘1...1& HDAl...F...k]lsgs:n
1<F<k
1...kB _ .
Comme Al...kC =0 si B ou Ce {1,...k},
l...kB_.C .D...k _ 1...kB,C ,1...D...k _
ona : AT H AR A ki MR kO
Cl...D...k _ _
car on a Eﬂﬂ : HDAI...f...k = 0 donc BHP] =0
et ord(bhpl) < 2(m-k)t

comme ord( a]..'k) = 2(m-k)t on a : ord(bhp,) < ord(p a]"'k)
P13 | |

1...k
car ai"'t est scalaire et ord(pl) = (m-k)t.
AB Al...B...k
D'autre part ord(h_p= = ord(h_a = £t + (mk)t =T
patt, (hppg ) (hga, " " "F . K) (m-k) 1

mais comme la partie d'ordre T, de cet opérateur est nulle, puisque :

)

~

1...B...k _ ' . A B P -
HBAI...F...k 0, 1'ordre effectif de thF,l est inférieur ou égal
a T]—l.

A _ _AB
On pose alors KF,] = thf,l

Hypotheses de récurrence :

On suppose que pour j > 1, on a :




i)

ii)

iii)

iv)

Montrons que ces

- 11 -

ord(Pj) = jm-k)t
_ ...k, j-1
Poo= AT
ord(bhp.) < ord(p. al"'k)
] 3 l...k
A B .
ord(h_pz .) € T.-j T. = j(m-k)t+t .

i+l

relations sont encore vraies pour

}"'t - bhpj et d'aprés 1'hypothése de

récurrence, on a :

Comme pJ.+1 = pj a
ord(pj+l) = ord(pj a:"'t) = jm-k)t + (m-k)t = (j+1)(@m-k)t (1)
ek k] .
Poop = Py ik T AT (1i) et
.. ...k 1.k 2, _ 1...k
(iii) ord(bhpj+1) < ord(bhpj altn) < ord(pj(al...k) ) = ord(pj+1 a;t)e

D'apré&s 1'hypothése de récurrence

A
poser KF,
A B
RpPF 541 =
A
Comme Hﬁ
A
on a : Hﬁ

iv), nous pouvons

;T (—1)j+]h§pg,j , avec ord(Ké’j) g Tj—j.
Calculons hﬁpg’j+]

h&@g alo-vk _ ... KB CE 1

B|PF,7 1...k ~ ®1...kC"EPF,]

oI e - e e
IS B 36]
R ERE Bt
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AB A 1.k .
= =L)< = . - 1< T,-j+(m-k)t-1.
> ord(thF’J+]) ord(l’,F’J al...k) 1 TJ j+ (m=-k) t~-1
. A B .
Soit Ord(thF,j+]) g Tj+1 G+1)y
on pose alors :
é 4112 A B
Le,5e1 = D7 Thgps Ly

ce qui prouve iv) et qui achéve la démonstration de la proposition 1.

Notation : Pour toute fonction f du couple (x,&),

nous noterons dans la suite :

F(x) = £(x,grad P(x))

Proposition 2.-

RS M
Sous 1'hypothése " A:"'t non divisible par H' ", on a
pour tout j 3 1 1'équivalence entre les deux propositions suivantes :

i) q; est bien décomposable par rapport & H' avec la mul-
tiplicité j.
ii) hpj est bien décomposable par rapport &4 H' avec la mul-

tiplicité j.

Remarque : Il s'agit de la bonne décomposition au sens de
De Paris ]-_9], [10], ]:1 1] :

qj est bien décomposable par rapport &4 H' avec la multipli-
citéd j, s'il existe des opérateurs différentiels, linéaires, matriciels

A, . ;s £ =0,...,] ; tels que :
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Nal
]
il T~

=L
) A, . [hv]?
i e /&,J[h]

-r, V 0<rc<ij-l.

r
d(q. -
or (qJ E

Ap .[__h']j'z) <T
\ K 0 ’J

i+l
h' &tant un opérateur différentiel linéaire de symbole principal H'.
A . est tel que sa matrice caractéristique Ao ; ne soit pas divi-

0,] >

sible par H'. On note : Ao ; 0 (¢ H").

On notera comme dans [34] : qj est b.d.j/H'.

Pour démontrer la proposition 2, on utilise le lemme suivant :

Lemme 2.-

Soit p un opérateur différentiel d'ordre < T, et soit £
un opérateur différentiel scalaire d'ordre s, de symbole principal

non divisible par H'.

On pose q =4£ o p. Alors on a 1'équivalence entre les deux

propositions suivantes
i) Il existe des opérateurs différentiels matriciels :

A ,...,Aj tels que :

] ‘o
q = E A (h')J r avec
r
r=0
r .
Vre {0,...,j} ord(q - Z A (h")? p) < T+s-r
-~ P
p=0
ii) Il existe des opérateurs différentiels matriciels

KO,...,Ej tels que :

J ‘
p = 2 /@r(h')J T avee
r=0
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Y .
VY reio0,...,i} ord(p - ) £ (HI™P) < Tor .
p=0 °

Demons tration :

ii) = 1i).
Si p vérifie ii), il existe Zo,...,ﬂj tels que

p = % Kr(h')J-r avec,
- r=0

r .
Vrelo,...,it ord(p - ) £ (h')J_p) < T-r.
o=0 °

Come q =4{£ op ona:

q = i 2.t @it
r=0 r

On pose pour tout 1 € {0,...,3} A o=L24L

Soit r € {0,...,i}, on a:

Y . r .
ord(q - J A ("3 =ord@op - ) L.£ M
p:O e p:O e

r .
= ord(£) + ord(p - z Kp(h')J_p) (car £ est scalaire).
p=0

Et donc :

T .
ord{(q - z Xp(h')J—p) < T+s-r.
p=0

Montrons que i => 1i) par récurrence.
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Hypothese de nécurrence :

On suppose qu'il existe j 2 O tel que pour tout O < k € j,

on ait :
¥ k-r
s'il existe A ,...,A tels que q = E A_(h") avec les
o k =0 r
conditions sur les ordres, alors il existe Zo,...,ﬂk tels que :
k k-r
p = Z Kr(h') avec les conditions sur les ordres.
r=0

Pour j = 0, c'est trivial.

On suppose que c'est vrai pour O0,...,j-1 et on le démontre
pour j
Supposons qu'il existe Ao,...,kj tels que :

)xr(h')J_r avec
0

q =
r

Il B~

r .
ord(q - E Xp(h')J—p) < T+s-r . pour tout r € {0,...,j}.
p=0

Comme ord(q) < T+s et ord(q—ko(h')J) € T+s-1, on a :
ord(A_(h")7) < T+s.

Si on note Om(q) la partie d'ordre m d'un opérateur q,
d'ordre < m (c'est-a-dire le symbole principal de q s'il est

d'ordre m, O sinon).

On aura : 0T+S(q) =0 (= (H')j)-

D'autre part, comme q = £.p, £ est scalaire d'ordre s

et p d'ordre inférieur ou égal 3 T, on a :

0T+S(q) = GS(K).OT(p)
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Par hypothdse : 0g(£) 20 (H') ; H'(x,.) étant irréductible pour

tout x de £,

H

on a : | OT(P) 0 (= [ijj).

Et puisque ord(p) € T, il existe des opérateurs ﬂo (éventuellement

nul) et Py tels que :
P = Eo(h')J +p, avec ord(p]) < T-1.
Et donc :

q=4~L.p=4.2 (h')j + L.p, = i A (h')j—r
o 1 =0 r

i, d jor
On pose q, = Ep] = (XO - E-KO)(h') + ) Xr(h') .
r=1

[

Posons % (A - 2.2 )h" + A et
o o o 1

N .
pour 1 £ r g j-1, Xr = Ar+1’ on a alors
At BPY -
q. = 7 x@m"H3T, ord(q,) < T+s-
1 =0 ¥ 1

et pour r € {0,...,j-1} :

- j=1 c 1
’)\\;p(h')J 1 O) = ord( z r;\j(hV)J 1 p)

r
ord(q, =~ E
l = p=r+] p

p=0

] . r+l .
= ord( % A (")I®) = ord(qg = YA (DI < T+ s —(x+]).
p=r+2 P 0=0 e

Nous pouvons donc appliquer 1'hypothése de récurrence a q,
h ‘
et p,. Et finalement, il existe KO,...,Zj tels que p = ) Er(h')J r

r=0
avec les conditions sur les ordres.
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Conollaine 2.-

Sous les mémes hypothéses que dans le lemme 2 on a l1'équivalence
entre les deux assertions suivantes :
i) q =4.p est b.d. j/H' 3

ii) p est b.d.j/H’.

D'aprés le lemme 2, il reste a voir qu'on a 1l'équivalence sui-
vante :

A 0 (=H") <==> L, #0 (=HY

ol A et Lo sont les matrices caractéristiques respectives de Xo

o
et £ .
o
Comme gq = £p, on a
Q=A@ =1L @
o o
=> A =1L.L .
o )
Coome L 20 (5H'D et H'" irréductible, on a 1l'équivalence
voulue.
Demonstrhation de La proposition 2 :
On a : . =ah p. soit
qJ pJ
1...F...k,AB _ 1...F...k,A B 1...F...k. A B
3y AL k"BPD,i T 21...A...kPBPD,j * 21...A...k"8PD,j
D'aprés la proposition |
F _ 1...k FB _\J*1 1., F...k,A
a5 5 = 2. kPePp,; Y DT A R D,
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>)

) € T.-j.

avec ord(L
s] J

lw]

La bonne décomposition de qj équivaut alors 3 la bonne décom-—

position de a:"'i[hg.pg j]' Comme A:"'k n'est pas divisible par H'
. R .

..k

(d'aprés 1'hypothése de localisation), on a d'aprés le lemme 2 :

. F B .
\l = - 1
qu.d._]/H < === [thD’j-Jb.d.J/H .

Et comme hA

B j+1 A ' . .
- . = - - . g , -
BpD,J (-1) KD ; est d'ordre TJ j, ona

b

qu.d.j/H' <==> h.pj b.d.j/H'

C.Q.F.D.

§ 6 - Hypotheses et nésolution formelle.

Hypotheses de bonne décomposition (Dv)

On dira que h vérifie (Dv) si et seulement si

a) I1 existe des opérateurs différentiels matriciels a, a, b,

de matrice caractéristique respective :

I...kB

) 1...kC

1...B...
(A F )

_ Lo Fooky _
ok ;o (A 1] 3 (A

1<B<m l...B...

b & lSB,CSm
1<F<k 1<B<m

tels que 1'opérateur différentiel matriciel q,,> d'ordre T construit

v+1?
par récurrence au paragraphe 5, soit bien d&composable par rapport a H',

avec la multiplicité .

b) S est régulidre en a, pour cette décomposition.
C'est-a-dire que S n'est pas caractéristique en a pour 1'opérateur

matriciel Ao v’ intervenant dans la bonne décomposition de q,,-
k]
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Resolution formelle.

Dans tout ce qui suit, Vv &tant fixé on écrira q, = 4

Sous les hypothéses (H), (L) et (DV), nous allons construire

un développement asymptotique Y, solution de :
hY = F

oi F est un développement asymptotique donné :

F= ) F, x(£, o ¥).

Au paragraphe 3, nous avons vu que pour déterminer Y il

suffisait de résoudre les équations suivantes :

min(t, )
Viso ) H;(Y. ) = F,
r=0 7t J

On convient alors que Fj =0 si jgv-~-1.

Ce sont ces &quations que nous allons étudier dans ce para-

graphe.

Remarque :
Dans la suite, nous aurons 3 résoudre des systémes du type
0
pr(z) = G.
o _ % . o P ,
Comme H@ = H, Z est solution d'un systéme linéaire non

homogéne, de rang (m-k).

La condition de compatibilité de ce systéme est
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=0 %1...5...k o -
Car ﬁlﬁ = A est constitué de vecteurs de la base &

1..;B...k} 1€F<k
1<B<m

n
gauche du noyau de H(x). [37].

Lorsque cette condition de compatibilité est réalisée, la
solution Z de ce systdme est alors la somme d'une solution du systéme
homogéne, c'est-a-dire d'une combinaison linéaire des vecteurs d'une

n,
base a droite de Ker H(x), et d'une solution particuliére.

n
D'aprés [3i], une base de Ker H(x) est donnée par :

~viL.WBlllk =
= 3 < k.
B F 1w 5 1 SF K
ViLlLk ' .
Comme A1 x nes annule pas au voisinage de a et

n " n -
P]é = Ai"'g"'k[}l"'?}v ! ; la matrice P$ est constituée de vecteurs

n
d'une base de Ker H. La solution Z sera alors cherchée sous la

forme :

Afin de simplifier 1'écriture, on pose pour tout r € N :

r _ _ 1 0 Y
e = Mok By o (hop)y
1...k
Wt = —E/;.(hop)&;
r_ G0 T
M lﬁ'H(p
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On conviendra que pour toute fonction fj et tout couple

d'entiers (r,k) tels que r £« k on a :

)
f.=0.
j=k

Soit {F.}. une suite donnée
J 1€

1) Pour tout j € Z, on appelle (Ej) le systéme suivant :

min(t,j) r
H$(Y. ) =F. .
r=0 =T J
2) A toute suite A = {Aj}jez,’ on associe une suite {OLJ.O\)}jaZ

définie par la formule de récurrence :

i min(t,j)
_ T r I o
aj(X) = i r (Kj_r) + ) o (aj_r) t T Bﬁ(Fj)'
r=\ r=1 A
...k
Et une suite {Qj()\)}j€Z définie par :
k| min(t,j) -
Q. = )Y WL )+ ) wi(e,_ )+ GN(F.)
J r=v+l 3=t r=1 I7r 03
Remarques :

1) aj(l) est connu d&s que 1'on connait AK pour £ < j-v.

(La démonstration est immédiate par récurrence sur j).

2) Qj(k) est connu dés que l'on connait XK pour £ £ j-v-1.
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3) Ssi Aj =0 pour j < 0, alors aj =0 pour j < v et

Q. = 0 pour j < v (puisque Fj =0 si j<wv).

Proposition 3.-

Pour tout Je€ Z, si pour j £ J les Xj sont solutions du

systéme :

v =

Vv

alors les systémes (Ej) pour j € J+v  sont compatibles et il existe

XJ+]""’AJ+v (8 déterminer) tels que :

{y.}

. 1. solution des systéme t. o i € J+v ntrat ue
FREPRPS i ystémes 3 pour j e Tne que

Vi< g+v ¥ = éorfﬁ(xj_ﬂ) + o (1)

Démonstrnation : On fait une récurrence sur J :

Pour J € -v-1.
Si on convient que A. =0 si j < 0, alors pour tout

i € =v~1, Aj vérifie trivialement le systéme (Bj).

Car, dans ce cas, Aj =0 et Qj+v = 0 puisque j+v < 0.
D'autre part, comme pour j < O, Yj = Fj = 0, les systémes (Ej) pour

j < 0 sont trivialement vérifiées, et Yj vérifie la relation (1).

Hypothese de nécurrence :

On suppose qu'il existe J € Z, tel que :
si les Aj sont solutions du systéme (Bj) pour j g J-1, alors les

systémes (Ej) pour j < J-1+v sont compatibles ; et il existe
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AJ""’XJ+v—1 (a déterminer) tels que les solutions Yj 3 3 € J+vu-l

des systémes (Ej) 3 j & J+v-1, s'écrivent :
Rﬁ -0 * %

Montrons alors que si pour j € J, Aj est solution de :

v - .
Qw(kj) = Qj+v alors le systéme (EJ+v) est compatible et
sa solution YJ+v est de la forme :
J+v
Yyeo T ) Pﬁ(XJ+v—£) J+V
£=0
ol A est 3 déterminer.

Ecrivon é :
crivons le systéme EJ+v

J+v

5 Hw(YJ+v_ ) = FJ+v soit
Ha(Y,, ) + JEVHr(Y ) = F

Pt I+ T A AV J+v°

Comme pour r > 1, J+v-r € J+v-1, on a d'aprés 1l'hypothése

de récurrence :

J+v-r
Y - § Pi*v'r‘z(xz) +a

J+v-r J+v-r

Remplacons ces valeurs dans 1'équation :

J+v J+Vv-r

y + ) { ) 5 $+v r K(AZ) + Ha(a )} = F iy

HO(Y
/AR SV L 220 J+v-r

J+v

J+v-1 J+v-£ . \
)(Aﬁ) * rzl Hﬂ(aJ+v—r) = Frey

. 0O r J
Soit Hﬁ(YJ+v) + KZO ( rzl w w

+V-r-{
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J+v-£

Comme : z H$0P$+v_r—2 = (h.p)éﬂ)—li - HB o P$J+v—£) ,

r=1
on a

J+v-i J+v

o J+v-£ o ,(J+v-£) r _
Hp( g * EZO {(h.p)q) - Hy-Py YO + rzl Hp (@ ppymr) = Fray
Soit encore :
o Jrvooo J+v K Jtv
Hlﬂ[YJH) - kzl P\ﬂ(AJﬂ)-k)] - FJ+\) - kzl(h'p)lp()‘Jw—k) - r_z_l HLD(OLJW—r)'

Comme pour k < V (h.p)$ = 0, et d'aprés les conventions prises (cf. p. 22),

est solution de :
YJ+V

J+v J+v J+v

+
o _ k _ r
Hlp[YJﬂ) ) P$(>‘J+\)—k):I Frev E(h.p)lﬂO\J+\)—k) ) pr(O‘Jw-r)
k=] k=Vv r=1
YJ+v est donc solution d'un systéme d'équations linéaires, dont la condi-
tion de compatibilité est :
J+v J+v

=0 k r _
alp[FJW ) kzv(h'p)lﬂ(XJﬂ)—k) ) rz1 {FILD(OLJH)—r)_-l -

Soit :
J+v
-0 AV =0 =0 k
Cphep)yAy) = Gy(FL ) - k=§+1 Gp(h-p)yy (A gy
J+V -0 .1
i rZI - Crvar) - )

. . . . T .
Soit d'aprés nos notations et puilsque (h.p)m =0 si r <V
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I Iy
)+ ) w (X )+ ) U (a
r=1

K=V+1 J+v-k

g0 - B e <= GO = By

J+v

D'aprés 1l'hypothése de récurrence, la condition de compatibilité
est vérifiée. La résolution du systéme nous donne alors :

J+v
k . - ' .
EYJ+v kzl Pﬂ(AJ+v—k)] est 8gal 3 la somme d'une solution

o - Lo o . o . 4z . .
du systéme homogéne associé : Pw(XJ+v) ;s ol XJ+V est 3 déterminer ;
et d'une solution particuliére :

I o JHv 1 o k Jtv 1 o r
ATk ST ~ ! TTE By (hep) gy - Z ATk Bp © Mp@gey—p)
A] K k=v A] X r=1 A] Kk

i J+v J+v

...k
1

o] k r
B$(FJ+v) * kzv‘e (AJ+v—k) * rzl ° (aJ+v—r) Oev

On a donc :

J+v
Pk

w(k ) +a

J+v-k J+v

) .
J+v k=0

Ce qui démontre la proposition 3.

Remarque d propos des conditions de compatibilite (Bj)’

L'opérateur q, é&tant bien décomposable par rapport a4 H'
avec la multiplicité v, et S &tant réguliére pbur cette décomposition,
la condition de compatibilité se raméne 3 1'intégration d'un systéme d'é-
quations différentielles ordinaires le long des courbes bicaractéristi-
ques par rapport & H', des hypersurfaces caractéristiques d'équations
P(x) = constante.

En effet :

q étant b.d.v./H' on a :




- 26 -
ny - - o
SRR RCOMIE K Y ‘]5 R

Comme pour tout r > 1, [Kh')r]5 = [(h')é]r 9], [11]
Qp =t + ...+ K, .

Et (h')& est 1'opédrateur de dérivation le long des courbes bicaracté-

ristiques. Dans une carte locale,
(h')] = p“a +8.
U o -

On peut alors se ramener, en utilisant les é&quations
' . .o P . d Y . .
d'Hamilton-Jacobi, & des dérivations en T Et Qw détermine alors

un systéme d'équations différentielles ordinaires.

Remarque : Dans le cas analytique, nous utiliserons le théoréme
de Cauchy-Kowalewsky, qui nous assure de 1'existence d'une solution Ao

analytique au voisinage de a.

Dans ce cas, nous pouvons travailler aussi bien avec l'opérateur

1]
q qu'avec g, .

v=-1 "’
- . » 0 .
Néanmoins, lorsque nous travaillons en C , nous avons besoiln de
1'opérateur de dérivation le long des courbes bicaractéristiques, et

donc nous utiliserons l'opérateur ¢ pour nous ramener a des équations

\)’

différentielles ordinaires.

§ 7 - Passag . (0,x" 7.(0,x") = (F(0,x)) =, -
assage des AJ(o,x ) aux YJ(O,x ) (Yj(O,x )) | <Fek

Soit Q wune hypersurface transverse a S d'équation locale

Le probléme posé dans ce paragraphe est le suivant :
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On se fixe Vv données initiales sur Q :

Y ' . = -
So(u)Yj(O,x ) H O = 0,...,V-1
On cherche alors & déterminer, & partir de ces valeurs, les V

données initiales sur Q :

] N - -
R

Remarque :

n,
Comme le rang de la matrice H(x) est (m-k), 1la dimension du
n, n

noyau de H(x) est k, et une base particuliére de Ker H(x) est donnée

par [36]

(B2 1< Fek
) 1 gpgm 2 SF S K
De plus, on a :
"B _ -B Vi...kV _ M...k kv
det[Fr(0] | 5 5 = 4ot U058, 0] GFa = G

1

~
Comme A]

e
"'E(x) # 0 par hypothése ; det(Pg(X)) # 0.

On notera cette matrice inversible k X k par P.

Nous allons maintenant estimer les o = 0,...,V"1

3 AL,
o(a)"]

en fonction des 0 =0,...,v"1.

3 Y.
o(a)™j

Rappelons 1'expression des Yj en fonction des Aj
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YT zio P * o

On convient que Xj =0 si j <O et on pose :

T
Y, = ) PK(X._ ) + X,
i ety ¥ £ i,T
oi X, _ = i PK(A. ) +.0..
Jar gy VI j
N.B. Si r > j, comme par convention i PK(X. ) = 0 alors X, = 0,
e o 0 i
et donc
T ] iy
Y. = V?')\. +oc.=iP’(’>\. + PI’A. + 0,
j zzo oP5-0 9 70 95-0) £=§+1 9P5-0 %
Comme Aj =0 si j <0, la derniére somme est nulle et on
a bien :
j
Y., = PK A, + 0
] ﬂzo 95-0 T %
*

Pour r = v-k-1, on aura alors :

_ \)-—k-l_ﬁz _
Vo™ b Pa@5-0 XG0, ok
- _ B : . s 5
ot p = (Pp)igg,Fex ®F X(5-k), (v-k-1) —£=§)~_kpt%(>‘j-£) * O
5. = (D) =
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Comme ?ﬂ = —l-a°(£)§a( ) +t
Y 2! o
avec t_ = 0 et ¢t  opérateur différentiel d'ordre inférieur ou é&gal

- . . ea - o
i £ en x et strictement inférieur 3 £ en x , on a:

v=k-1 ord v-k~-1
- _ 1 o()=.(L) =L =
L™ Lbogrd TR T Oy KZ] Oy X

£=0 (3-k); (v=k=-1)"

oo . . < o .
En dérivant k fois cette expression par rapport &4 x , on obtient :

2, ) = \Hf_l na z;(\o/iia(“k)(x y + 4K
o j-k 220 2! o j-k-£ j-k
avec .
k-1 —— v-k-1
=(k) _ 1 s . (8) n0(£) =, (L+k=s) (k) =£
Ry V= ) 5= ) €973 Py (X ) + 3 tv (., ) +
j-k 220 21 lcsck k o j=k-L KZI o j-k~L
(k) 3
* 9 TG, (vk-1)
Soit encore :
NOF IR ;;?E:ET;E(£>(X ) v ()
° TITE ok (4K o it ik

Considérons le systéme suivant, qu'on notera SJ, et od les

fonctions qui interviennent sont prises em (0,x")




- 30 -

/
- Y~
SR R CIOFR O P K
i g2 £ o j-£
_ o~
3 (F. ) = VEI 1 U0 Gy /D
o' 3-I 2=1 (£-1)! o M- N
Sj { . .
/’*x\,/
o Ikl (£-k)! j-t ik
NCRNKCS y = 530D » gD
o j=(v-1) o j=(v-1) j=(v-1)
\

C'est un systéme d'équations linéaires, d'ordre kv x kv,
des variables 8(k)(YJ k) 0 < k< v-1 ; en fonction des inconnues
0< £ g v-l.

=(k)

_Supposons pour le moment qu'au systéme SJ, Rj—k 5 0< k € vl
soient connues. On montre alors qu'on peut déterminer les inconnues

) _ . (k) 3 -
80 (kj_z), 0 < £ € v-1 en fonction des 80 (Yj—k)’ 0 < k g v-1,

En effet, le systéme sd  &tant "triangulaire", et la matrice

P é&tant inversible, la derniére équation nous donne

(v 1) s (v-1) =(v-1)
(A —(v- ])) &J (a (YJ ~(v-1) - R. )

j=(v-1)
En substituant B(v_])(k._(v_l)) dans 1'avant derniére
équation, nous obtenons B(v 2)( 5= (- 2)) en fonction de (V I%YJ ~(v- ]))
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).

et de Bgv—z)(§

j=(v-2)
Ainsi, de proche en proche, en substituant, chaque aéz)xj_z
connu dans 1'équation précédente, nous obtenons finalement :

' (v-1) ' .
Aj(O,x ),...,80 Aj—(v—l)(o’x ) en fonction de

= ' (v-1)= '
Yj(o’x ),...,80 Y )(O,x ).

j=(v-1

—_— s
* Montrons qu'effectivement Rj est connu au systéme s,

Pour cela, on suppose résolus les éystémes So,...,SJ_]. Rappelons que

. - j-r
les inconnues d'un systéme sJ sont

IS ICEDP

1 (\)'])
A (05x1) 53 O

Donc si r > k et k < v-1, Bék)Aj_r(O,x') est déterminé au

- j~-(r-k .. e -
systéme sJ ( ) ainsi que toutes ses dérivées par rapport a x'.

Par conséquent, si r > v-1, Xj—r est connu, car connaissant

ses traces sur Q, on a pu intégrer l'é@quation qui le détermine.

e
v-k-1 O rad v-k-1
=(k) _ 1 s ~(8) (D)5 (L+k-s) (k)=
Rj—k - ZZO £ 1<Z€k Ck 80 8o P 80 (Aj—k—ﬂ) * ZZI ao t (kj—k—ﬁ)
) =
* % T G, (v
Dans la premiére sommation, les 8§£+k_s)(kj_k_£) sont connus

car s 3 1 et A2+k-s € v-2.

Dans la seconde sommation, comme t est un opérateur diffé-

. . P - o s . )
rentiel d'ordre strictement inférieur 3 £ en x , les dérivations en x ,
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intervenant dans ce terme, sont du type : 8§u)(Xj_k_£) avec u € k+l-1 € v-2 ;

comme k+f-u > 1, ceux—-ci sont connus.

Les autres dérivations de ce terme é&tant par rapport 3 x',

k)

( -/@ 1
les 80 ot (Kj_k_z)(o,x ) sont connus.

(k) .z
Caleul de 9 (X(j—k),(\)—k—l))’

X1, (vk-1) = Y-k

Dans la sommation, comme k+£ > Vv on connait les Aj-k—ﬂ

ainsi que toutes leurs dérivées. Et donc

3=k :
(k) J =
9 Pa(A. .
o (£=g—k w( J-k—ﬂ)) est connu

-~

Il reste & voir que :

(k) -
30 (aj_k) est connu.

Puisque k 2 0, A ,...,A sont connus, donc d'aprés la

o j=k-~v
remarque | de la page 21, aj—k est connu et, en particulier,
35, (0,x') est A téme § donc R, qui est
o %k sX est connu. u systéme T on a donc 3 qui est connu.

Conclusion :

La donnée de Bék)

fj(o,x') pour tout j € N et pour
k € {0,...,v-1}, détermine de fagon unique les valeurs initiales

Bék)Xj(O,x') pour j €N et ke {0,...,v-1}. Et d'aprés les &quations
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que vérifient les Aj’ ceux—ci sont déterminés de maniére unique, et ser-
vent & leur tour i déterminer les Yj’ avec la formule 1 de la proposi-

tion 3.

Ce résultat sera utilisé au chapitre II, lorsqu'on imposera
des données initiales aux Yj’ pour que le développement asymptotique

Y permette de trouver une solution nulle pour h.

N.B. L'indice k, défini dans (H)(a) page 7 (det H = (H')ka",
...k F et s : N :
Al...k s (pD)léF,Dsk se..) a été utilisé abusivement 3 partir

de la page 28 comme un indice quelconque

REK) 53 . |

O e X, vk=1 k-0 Rk %0 Ty

On s'est autorisé cet abus dans la mesure ol il n'y a aucun risque

de confusion.




CHAPITRE 11

SOLUTIONS NULLES

§ 1 - Rappels sur Les fonctions majorantes.

Soit E wune algébre de Banach sur K (K =R ou €).
1 n ' .y . 5
On note E[[X seeesX ]J 1'algébre des séries formelles en X, & coef-

ficients dans E.
Définition 1.-
Soient u e E[[x',...,x"]] et ve ¢[[x',...,x"]]

u= ] uX et U= ] UX.

On dit que U est une série majorante de u, ou que U

majore wu, si :
Vaen® [lu |] s U
o o
et on note u << U,

Cette relation est stable par dérivation et vérifie la propriété

suivante :

Si u<< U et v <<V alors utv << U+V et wu.v << U.V,

Déginition 2.-

Soit u € E[EX],...,Xn]]. On appelle domaine de convergence de

u, 1l'ensemble :
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D(u) = {x € K* tels que : ) l]uQI]E!x]a < o},

adNn

Propriete :
Soient u € E[[X',...,x%]] et Ue c[[x',....,x"]]
telles que u << U. Alors : D(U) C0(u).

Soit x € D(U) ; on note abusivement u(x) et U(x)

somme de ces séries.

On note alors : u(x) << U(x), cela équivaut & :

YVoen" [[D%u(0) || < p™u(0).

Définition :

U(x) est appelde fonction majorante de u(x).

Propriete :
Si u << U et
|x| € X c'est-a-dire : Vi=1,...,n Ixil < x.
Alors :
lu(x)| < U(X).

En particulier, on aura :

lueo| < ulxD)  si x| = (x']L. KD,

Definition :
si U(X) = (U (X),...,U0%X) et

a(X) = @ (X),...,d™(X). Alors :

u(X) << U(X) <=> VBe {1,...,m} WP << TP,
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Soient r,R',R € R tels que 0<r <R'<R. Ona la

proposition ([38], [16]).

Proposition 1.-

Soit 0O(t) une série formelle d'une variable t, telle que :
8(t) >> 0 et (R'-t)O(t) >> 0.

Alors : Vj €N

o 0@ <« rel Dy

1
R-t

e(j)(t) << T{_L'

b) 69 (0)

Remarque : On a le méme résultat si on prend

Be) = (8(t),...,0(t)).

Démonstrnation :

On montre que Vj €N, G(J) vérifie les mémes hypothéses que 0 :

La relation << @&tant stable par dérivation, on a :
03ty >0, Vien
Dérivons j fois (R'-t)O(t), on obtient :
®'-6)6 3 ¢y = 5607 Dy 55 0.

Comme dans C[[X:l], la relation << est stable pour l'additiom

de séries positives, on a :

(R'-t)e(j)(t) > je(j—l)(t) >> 0

=> (R'-t)e(j)(t) >> 0.
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Montrons que 6 vérifie a) et b) pour j = 0 :
ona: R'9'(t) - (R'"-t)6'(t) = tb'(t) >> O.

En ajoutant la série positive (R'-t)0'(t), il vient que :

R'6"(t) >> (R'-t)8'(t).

Dérivons 1'expression (R'-t)6(t) >> O, on obtient

(R'-£)8'(t) - 8(t) >> 0 => 6(t) << (R'"-t)06'(t) << RO'(t)

=> B(t) << R'68'(t) c'est a) pour j = O.

D'autre part, comme :

1

(R'-t)6(t) >> 0 frry > 0 et (R-R') >0 on a :
I I . (R'-t) 6(t)
®&ry 0 - YO T ®wRY ®o 7 °
=> iéf B(t) << Tﬁ:%?y 6(t) c'est b) pour j = 0.

Ce qui démontre la proposition 1.

Proposition 2 [38].-

Soit C(x,D) un opérateur différentiel linéaire matriciel

o - . . .
d'ordre £ en x et ﬂl en x , a coefficients analytiques au

. s . . + +
voisinage de l'origine de R : ou € 1. Alors

I1 existe une constante positive B ne dépendant que de

C(x,D) telle que :

. £ .
Si u << Q(J) ot alors C(u) << Bp ]6(J+£) ot ol

t(x) = pxo + x] o + XD 3 p 31 et 6(t) est une série

formelle en t, vérifiant les hypoth&ses de la proposition 1.

b
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Lemme 1 [10].-

Soit C(x,D) un opérateur différentiel matriciel linéaire
d'ordre £ en x et d'ordre strictement inférieur 3 £ en x°
4 coefficients analytiques au voisinage de O.

On considére le probléme de Cauchy :

3By = c(u) + £
(o}
3§k)u(0,x') =2, (x") ; 0<k< Ll

Soit f(x,D) un opérateur majorant C(x,D), et soient :

F une majorante de f Zk de zy -

Alors si U est telle que :
f BéZ)U > '@(x,D)U(x) + F(x)
1 agk)u(o,x') >> zk(x') ;s 0< kg £-1.

On a : u(x) << U(x).

Proposition 3 [10].-
Si f << we(j+£) ot et

(i+k)

Zk(x') << wke ot (0,x") H Y 0¢< k< £-1

Alors il existe Py > 0 tel que :

i p = Py 5331 indépendant de € telle que la solution

u(x) de :

3§£)u = C(x,D)u + f

3§k)u(0,x') = zk(x') ; 0 < k g £-1

vérifie : u(x) << BIG(J) ot.

)
C(x,D) @étant un opérateur d'ordre £ en x et <« £-1 en x .
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Démonstration :

tel que les coefficients de C(x,D)

On peut trouver R > O

se prolongent en des fonctions holomorphes sur un voisinage du poly-

PD(O,R), et soient majorés par ‘ﬁ:f%;i , M>0. On pose alors :

disque
M ol
e (x,D) = —0v ] D%,
R-t (x) uo<£
lo|<L
et on a : C(x,D) <<¥(x,D)

B tel que :

D'aprés le lemme, il suffit de trouver 1

agz)(B]e(j) ot) > %(X,D)(Ble(j) ot) + we(j+£) obt

aék)B]e(J) ot > wke(3+k) ot 0 < k < £-1

Et d'aprés la proposition 2, il suffit de montrer que

Blpze(‘ﬁz) ot >> (BBlpz—l s el o ¢
B]pke(3+k)>> wk9(3+k) ot 3 0< k< £-1.

Soit encore :

Blp£ > BBlpﬂ_l + W

k Y 0<k«<£-1.

Ceci impose p > B = Py et on cherche B] tel que :

( W
B. >
B
! pz(l——)
) 0
Yk
B, 3 — V 0<kgl-1.
17k
\
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On pose alors

B, = max(————EL——— y W,

1
£,._B o
p (1 p)

Ce qui démontre la proposition 3.

§ 2 - Définition ext théoreme.

Dans ce chapitre, h est un opérateur différentiel matriciel
d coefficients analytiques au voisinage de a.

< . o
Q est une hypersurface d'équation locale x = 0, transverse

7
wn

On se placera dans une carte locale ol l'hypersurface carac-
PP . . I
téristique S a pour équation Y(x) = x = 0.

o -
Le vecteur (p (a)) n'étant pas nul, on supposera que

1€ogn
c'est po(x) #0 sur Q (Le choix de Y(x) = x] nous donne avec 1'i-

dentité d'Euler p](x) = 0).

De ginition :

Soit h(x,D) un opérateur différentiel linéaire d'ordre ¢t
3 coefficients analytiques sur un voisinage § d'un point a de X.
Soit Y wune fonction analytique sur (, & valeur dans R et S 1'hy-
persurface paséant par a, d'équation P(x) = 0. Une solution nulle
pour h, en a, relative 3 S, est une ultradistribution u définie
sur un voisinage ' de a, Q'C 2, telle que :

hu = 0 sur Q'
a€ SuppucC Q'

Ynno = 0 ot N ={xe€ Q/¥(x) < 0}.
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Au chapitre I, nous avons construit un développement asymp-

totique Y = ) Y. x(f. o {)
jso I

solution de :

hY = F .

Dans ce chapitre, nous prendrons F =0 ; Y est alors une

onde asymptotique pour h(x,D).

Les coefficients Y., j 2 0’. de Y sont déterminés en
fonction des Xj, j 2 0, solutions d'équations différentielles d'ordre
Pour que l'onde Y permette de construire une solution nulle pour h,
nous imposerons, dans les prochains paragraphes, les données de Cauchy

suivantes :

] L= _ Aot -
Y35 so, 3y T5(0,%) = (aoaj)l 2 e {0,...,v-1}

Comme nous l'avons vu au § 7 du chap. I, ces données déter-

minent de fagon unique les données de Cauchy :

iso, agz)xj(o,x') . 2e {0, v-1).

Au paragraphe 3, nous majorerons celles—ci, afin d'obtenir
des majorations sur les Yj' On pose pour tout j € N et tout

_ RNCA _ L
2 € {0,...,v-1} 3, ()\j)(O,.) dj'

Theoreme :
Soit h(x,D) un opérateur différentiel linéaire matriciel
m X m et soit S une hypersurface caractéristique en a pour h(x,D),

d'8quation Y(x) = 0.




Si h(x,D)

H(x

@) a
b)
Alors, 1

lativement &

et

N.B.

Ce théor@me montre la non-unicité de la solution du probléme de

Cauchy caractéristique (cf. théoréme de Holgreen [39]).
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vérifie les hypothéses suivantes :

(H) a) det H = (H")H"
b) H'"(a,grad Y(a)) # 0

c) H'(x,grad $x)) =0 v x € 9

®*(a)) ogogn * 0

1w a) Y xeq

' (x,.)]"

o) [ (x,.0]"

- - b

1

b) A7 'N(a,grad ¥(a)) # 0

q. est b.d. v/H'

AV

S est régulidre pour cette décomposition.

1 existe une solution nulle en a, fonction ultradifféren-

S.

tiable de type {Mp}, ou ultradistribution de type (Mp) pour h, re-
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§ 3 - Majonration des coefficients de distorsdion.

a) Majoration de Y .

Yo est donné par la formule :
Y = P%(xo)
ol AO est solution du systéme :
0p(r) = 0

avec

Q) = 1,00 %G + aex,p)

oi d(x,D) est un opérateur différentiel matriciel d'ordre strictement

[

. .. - o
inférieur 4 Vv en Xx .

LV
Comme po(x) # 0, et la matrice Ao(x) est inversible (car

S est réguliére pour la bonne décomposition de gq), on pose :

C(x,D) = = ——— [ko(x)]—l.d(x,D) .
p (%))

AO est alors solution du systéme :

(v) -
80 (AO) = C(x,D) (Ao)

Béz)(ko)(o,x') - dﬁ(x'), 0< Lt < vl .

Pour majorer Xo, nous allons utiliser la proposition 3.
. £ . .
Pour cela nous allons majorer do(x'), en faisant une récurrence sur {£ :
Comme Y = PO(A)
) P o

pour £ € {0,...,v-1}, om a :
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Wz % @) s . (8) 5y o(-s)
37X =R T+ ) Cp g (BT )

1<s<l

et donc :

comme 1 << T B ot

(ot 60 est le premier terme de la série 6(t)) et en appliquant la

proposition 2, on a :

N.B. Lorsqu'on utilisera la proposition 2, on conviendra de prendre

la méme constante B pour chaque opérateur.

Hypothése de nicurrence : Soit £ € {1,...,v~1}.

On suppose que pour tout k € {0,...,€-1}, on a :

k __ B ky(k)
d0 << 80 p 0 ot

Montrons alors que :

£ éi pze(z) ot

d~ <<
(¢}
(o]

£ [¥-1 s (8)Y A-s
do-[;] I Cp3, P d




- 45 -

Comme pour s > 1, £-s < £-1, on a d'aprés 1l'hypoth&se de récurrence :

2-s B
d <<e—p

o}
(o]

K—se (£L-s) ot

En appliquant la proposition 2 on a :

2
dﬁ << E‘ g— p£-se(£—s) o t.
1gssf o
D'aprés la proposition 1 a) G(E—S) o t << (R')Se(ﬁ) ot
L R'.s £ B> _(£)
=> do << }‘ —)7p 'S 9 o t.
1<s<l P o
| |
On pose C (p) = 2 (—I-{——)S £ 2R si p > 2R'" et on choisit
0 I€sgv-1 P P
P >2BR', p31 et p > 2R', on a alors :

£ B pﬂe(l) o t.

<<
do 0
0
Pour majorer Ao, nous allons appliquer la proposition 3 avec :
L =v, £=0, W=0, Z£=do,j=0 et w£=—e—o-p

I1 existe alors Py > 0 tel que :

VQZQO,EB] tel que :
A << B, fBo t
o 1

W 1 Yy-1

= 2 B
avec B] max | - B. ? Yor p ottt =5
P (]'- 'Z) o

0 . -
- Comme Y0 = PlDO\o)’ nous aurons en appliquant la proposition 2.

2

Y <<§~—.8 ot.
o) 3]
o
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b) Majoration_de av.

est un opérateur d'ordre V. D'aprés la proposition 2, on a alors :

on a .

(H-R)

2

B v, (V)
< P
uv < 5 00 ot
(o
B2
On pose C] =5 » ona donc :
(o]
( €
<< —
Ao 3 B ot
4 Y << C, 0ot
o 1
v, (V)
<< .
L uv Clp 0 ot
j i j > 0. Ré .
c) Majoration de A,, Y., @, , pour J > 0. Recurrence

Hypothese de nécwurence :

On suppose qu'il existe p €N tel que pour tout 3] € p,

c, . ,.
.
A < 7% cleld) 4 ¢
{0 Y, <« C]CJG(J) ot

vG(J+V) ot

. < C]CJp

c.l. Majoration de A .

A est solution de :
p+l
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- 2
en posant Qp+1+v 5 Ao Qp+l+v’

A est solution de :
p+l

4]

%

(V)
% (Ap+l)

1
CEDI O, )+ Ay
dﬂ

p+l

agz)(x ) £ e {0,...,v-1}.

p+]

Pour pouvoir utiliser la proposition 3, nous allons majorer

. L
Qp+1+v et dp+] pour £ € {0,...,v-1}.
c¢.) o) Majoration de dz our £ € {0 v-1}
1 l p+19 R___ ,-.-,’ .
Pl
Comme Yp+] = kZo Pw(xp+1‘k) + up+l , on a pour tout
Le {0,...,v-1} :
@3 Y (W s ,(s)T . (L-s)
3 Y P9 A c, o P o A
p+1 o ( p+1) * 1<ZS£ £ "o o ( p+l)
ptl
(£)zk )
+ Zl 9 Pw(xp+1—k) 8o (up+l)

Puisque Bgz)YP 0,x') = 6, on a :

2 [1’]-1 s ()Y t-s . P W0 =
d = |-P C, o P . A .
Pl ' [lszsﬂ £ o dP+1 ” kZ1a° Pw( P+1'k) * 9 (ap+1)

Pour £ =0, ona:

o _ 2| -1 Pl sk -
dovr = [7P} t kzl Pp Qi OLp+1}‘
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Comme pour k 3 1, p+l-k < p, alors d'aprés (H-R)

c
1 p+l=k,(p+1-k)
Aotk << C 0 ot

en appliquant la proposition 2, on aura

f\] p+l p+l
5|71 K\ p+1,(p+1) ok
[P kzl POy << € ¢ 8 ot kZl(c)

si 2¢ l-, c'est majoré par : 2C Cp+l 9-6(p+1) o t.
c 2 1 C
D'autre part, si p+l < v, ap+] =0 et si p+l 3V,
Eﬂ r tel que p+l = r+v, et donc r = p+l-v & p (car VvV > 1), alors
d'aprés (H-R) :
= p+l oW o (p+l)
< ok
up+1 < ¢C.C (C) 0 ot
v
- = Rl B p+l p 4(p+1)
=> [ é] ap+] << BC]C E-G ot
Oy B b
car (C) <3 (C <1
Donc
o p+1 (p+]) p
d 4y << €8 o t[2+8] ¢ ;

P I S
on choisit : C < B(B+2) °
on a alors :

C
4° << L cPHlgerh)
p+l B

Hypothese de nécurrence :

Soit £ € {1,...,v-1}, on suppose que pour tout

k € {0,...,4-1}, on a :
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C
k 1 p+l, (p+t1+k) k
dp+1 <5 C 0 otp .

Montrons alors que :

C
dZ <<-—l Cp+]6(p+l+£) ot pﬂ .
ptl B

L v Y op-s . PR (03K Iy
& - —é] pocs Bt ] 5 )P$(Xp ) + 20 @

, _ )
1<s<k PYS g Hi=kn p+l

1) pour s > 1, £-s < £-1 et d'aprés 1l'hypothése de récur-

rence, on a :

_ C _ _ C v
d[' s <<__1Cp+1p£ se(p+1+£ s)ot«__l_cpﬂpz(R_

s (p+]+z)
p+1 B B 5) 8 ot.

En appliquant la proposition 2, on a :

J n, : '
=1=-1 s ~(8)2 [A-s +1 R'. s, (p+1+L)
[—P,‘ § CZ ao P dp+1 << clcg 1<§s£(—p) g\P ot p!,

L
<< C].CPH.O['. —2%— 6(p+]+£) o t.

2) Pour k > 1, p+l-k < p alors d'aprés (H-R) omn a :

C
1 pH+l-k,(p+1-Kk)
Ap+l-—k << ) C 0 ot
’\1] ptl p+l
- =~ ! ) pk ptl £ ok, (p+1+£)
> [% kél B POy << GO P kzl @ © ot ;

si %é—é— c'est majoré par CICPHQEZ % 8(p+l+£) o t.
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3) Si ptl < v, o 0, et si p+l 3 Vv Eﬂr tel que

p+1

p+l = r+v etona r € p+l-v g p (car Vv » 1) et donc d'aprés

(H-R)

< —

o) << BC,(%)\)QKCPHG(I)HH{) ot

=> [—%} -1 ac()D (&p

3]-] = £ p+1 p (p+1+L)
[P 80 (ocpH) << Bclp C ¢ 0 o t.
Finalement, on a :

L pt1 £~ R' D (p+1+4)

dp+l < p [2 r * ¢ (2+B)]6 o t.

On choisit alors, p 3 4BR’

eN\y
0 1 G[{[S

et <

C T 2(B+2)B
on a alors :
2R’ o} ]
5 + G (B+2) 3
et donc :
C
dﬁ+] <<‘7% Cp+lp£6(p+l+z) o t.
. . '
¢;) B) Majoration de b,
V+14p pH1+v
' - 1 [V -1 k r
Qp+1+ (PO)V Lo k=§+l ? (ap+1+v—k) ' rzl ' (apf]+v—r)

Comme p+l+v-k < p, d'aprés (H-R), on a :




...5]_

c
c L Cp+]+\)—ke(p+l+\)—k) o

>‘p+ 1+v-k B t

1
(po)v

en utilisant la proposition 2 :

V-1 kL - s eps .
E&J LW étant un opérateur différentiel d'ordre < k, on a

1

1 1oko ) << C.C
(po)\) o ' p+i+yu=k 1

p+ l+\)—kpk.6 (p+1+V) o t

D'autre part, pour r > 1, on a p+l-r £ p, alors d'aprés

(H-R), on a :
ptl-r v, (p+1+v-r)
av+p+l—r << CIC o6 o t.
1 Vo=l - . ez .
Comme Y tA;} U°  est un opérateur différentiel d'ordre < r,
(")
on a :

1 Vvol-1.r ptl-r v+r, (v+p+l)
LAO‘J u (ap+1+\)—r) << BCIC o 0 ot

v
®°)
p+l prl+v
- ' p+l,(p+1+v) oy k ORIV .
=> QPH_'_\) << ¢, e ot }(C) + Z (@ B|P ;
k=1 r=1
. . P 1
sS1 on 1mpose E-S 5 on aura :
' ptl vi, p (p+1+Vv)
Qp+]+\) << CIC o) ’:2 C (B+1)Je ot.
) Y) Majoration de A .

On applique la proposition 3 et on a :

[ 1
A +1 << Clcp+le(p+l) ot max[? %._Sﬁil%_ 3 2 R + %-(B+2)] H

soit encore si p 3> 2B
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Ap+] << Clcp+]Bl(p,C)6(p+I) ot

- p.2R" p
avec B](p,C) max[%(B+]) c 3 —Er-+ C (B+25]

Si on choisit p et C tels que :

1
£ —
B](p,C) B
alors
1 p+1(p+1)
>\p+l << -Ts— C 3] o t.
cy) Majoration de 0, ..
v+§+l . ptl+v .
a = (A ) ) o (a )
Vv+p+l Ny Vv+p+l-r =1 ptl1+v-r
v vHp+1 . p+§+v r
=€ (A )+ e ) + 0 (o )
‘p+l v+ V+p+l-r =1 prv+l-r
p+l (p+1)
comme A << C.C Bl(p,C)G ot

ptl 1

on a en appliquant la proposition 2 :

%V(xp+1) << BC]vap+16(v+p+]) ot B (p,0).

D'autre part, pour r > V+l1, v+p+l-r < p, alors d'aprés

(H-R), on a :

<<—1-Cp+l+v—r6(P+]+V—r) o

Atiav-r <<7B t

clcp+‘+v‘re(P+‘+v) ot p"

et donc Qr(k ) << o

ptl+v-r
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et pour £ > 1

PZ(AP+]_£) << C Cp+]°£p£6(p+]) ot

P I

et donc :

2 p+1 , p o(p+1)
KZI PoCsi—g) << CC7 0 2¢ 6 ot

oy << clcp+]'vpve(p+l) ot << C

|

on a alors

p+i,(p+1) b
Yp+l << ch 8 ot (B B](O,C) + 3 C)'

On choisit p et C tels que :
BB (0,0) + 32«1
12 C
on a alors

ptl,(p+l)
Yp+l << ClC 0 o t.

1

- o} 1
< .
On choisira P et C tels que B](p,C) <55 et E-s 3

On pose oy max(1,8BR',2R"',2B)

et max (6,4(B+1),8B(B+1)).

Alors, pour tout

et C 2 Kp

on a

cP*! %_e(p+l) o

t
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C
A <cL ePrlge*r)
p+l B

p+1, (p+1) .
4 Yp+l <<CIC 6 ot

v p+l,(p+1+V)
<«
L uv+p+] Clp C 6 ot

On choisit maintenant

k!

pour k >0, on a G(k)(t) =
k+1
(r-t)

La série 9(t) vérifie les hypothéses de la proposition I

B(t) >>0
et (R'"-t)6(t) >> 0 pour tout O < r < R' < R.
Comme ¥, (x) << c]cJe(J) o t(x)
1

o 1is o C o . n+
on en déduit, d'aprés une propriété des majorantes, que pour tout x € IR

tel que t(lxl) <r, tout a ean+1 et tout j €N :

O ..
|Dan(x)| < Cp ocJe(J+|u|) o t(|x]).

Soit Vo un voisinage de zéro tel que : t(|x]) < %-.
Pour x € vV, on a, puisque 63+|a| est croissante sur _]—r,r[ :
a . GHladr 2c )
0%, )| <<, 00 cd T 260 2 fal+ gy,
k| 1 r r J
ryj+|a]+1
&

N

(car p 21 et %- ).

On pose C! = — et C(C'-= Ef-, on a alors :
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IDO'YJ.(x)I < c;(c')|ul+j(j+locl)!

ce résultat sera utilisé au § 4.

§ 4 - Solutions nulles ultradifférentiables de classe {Mp}.

Soit {Mp}pEN une suite de IR+ s on définit pour cette

suite les propriét&s suivantes :

M M =1 3
0 o
* 2
M, : Vpen, MoSM ML
M2 :E]A>O,3H>O telsque‘V}pelN:

M < AH min (M xM_ ) ;
P ocqcp 4 P79

M3 :E] A >0, tel que VPelN’K
© M M
] <A g
g=p+l q p+l
Mé : 53 A >0, Eﬂ H >0 tels que

Vpemw, M sAHPMp ;

ptl
=M
! <
M L i + o
p=l 'p
M], MZ’ M3 traduisent respectivement les propriétés de convexité

logarithmique, forte stabilité& par opérateurs ultra-différentiels et forte
non—-quasi analycité.

Les conditions M2 et M3 sont dites fortes car elles entralnent

respectivement Mé et Mé.
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Pour une suite (Mp) vérifiant Mo’ M], M2 et M3, on note

E(Q,{Mp}) 1'espace des fonctions ultra-différentiables de type Roumieu

([27], [31], B32D).

N.B. Si {Mp} = {p!}, E(Q,p!) est 1l'espace des fonctions analytiques

sur .

Critene de convengence dans E(Q,{Mp}).

Si une série : | Z

., Z.¢€ E(Q,{M }) est telle que pour

tout compact K de §, il existe L > O, EI A > 0 telsque :

Vxek, Vaen N IDO‘zj(x)I < ALIO“

M

alors cette série converge dans E(Q,{Mp}).

Ce critére découle de la définition de la topologie E(Q,{Mp}).

Choix de ta suite f..

D'aprés [2 l] :

fo € E(IR,{MP})

f0 = 0 sur ]—-00,0:]

0 € Supp fo

Pour j > 1, fj est la primitive d'ordre j de £ s s'annu-

lant j fois en O.

Pour jvé 0, fj est la dérivée d'ordre (-~j) de fo.
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On montre que E Y. x(fj o ¥) converge dans [E(Q,{Mp})]m ([22]).
3>0 .

Pour cela, on montre qu'il existe un voisinage Qo de a, tel que :
Yk compact de Ro, Eﬂ H > 0, Eﬂ A >0 telsque :

Vxek et Voen! .

400

oMY, x f. o M) < A aloly, .

i%o it o

Pour que Y = ) Y, X(fj o ) soit une solution nulle pour h

j%0
il reste & voir que :

1) Y(x) =0 si ¥x) = xl £ 0 ce qui est vérifié, car
Viez fj(x])=0 si x' < 0.
2) 0€ Supp Y. On a :

v'(0,x") = Y 0,x)E ) + T ¥1(0,x)E, (x))
o FIS j

comme Yé(o,x') =1 et .Y;(O,x') =0 pour j 31, on a :
Yl(o,x') = fo(x]). Et puisque O € Supp fo, ona O € Supp Y].
Y est donc une solution nulle ultradifférentiable de classe

{Mp} pour h au voisinage de a.

§ 5 - Solutions nulles wltrnadistributions.

1? M2 et M3,

D‘(Q,(Mp)) 1'espace des ultradistributions du type Beurling, relatives

Pour une suite (Mp) vérifiant Mb’ M on note

3 la suite (1) (211, [27]).

N.B. Si (M) wvérifie M, et Mé , on a :

— 1

D) C D'(Q,(Mp)).
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Choix de Ra suite f.

3 :
On pose : ¢0(z) =-% H
zj—] 1 ]
pour j 3 1, ¢j(z)='(—j-_—]—)—§-(Logz—(l+—2-+...+-J.—_—]-))
pour § <0, 6. =62
A o

ol Log z est défini sur le domaine de Riemann D :
¥
D={zeC/-0<argz < B+2m ; 6 > 0}.

Pour tout j € Z, les ¢j sont holomorphes sur D et

vérifient :

1 =
6 =0,
Puis on pose :
. 1
pour tout ] € Zs lpj (Z) = - '2’{’1'.[' P(D) (¢j)(z)
o M
oi P(D) = 1T (1 -1 ?TE—'D) est un opérateur ultradifférentiable de

p=1 p-1l

classe (M ).
( p

Pour tout j € Z, les ﬂj sont holomorphes sur 0 et

vérifient :

La valeur au bord, au sens des hyperfonctions ([33]) :
£.( = . (y+io) - . (y-i0)
;O tﬂJy 1DJy

est alors une ultra-distribution de classe (Mp) ([?]])

(£, = P(D)Gy) .
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D'autre part, comme :

j!

Y.(x) << C Cj ———
] ] [r--t(x)]J+1

Y. est analytique et se prolonge en une fonction holomorphe sur

r={z € € p|z°] + |Z'| + ... + |27 < £}.

On montre alors que : ([22])

* L
1 A MOT7
|7 Y@ x9.zh| <« —25e |l
js0 J (e)
oi y = Imz 5
P
* !
M (p) = Sup(Log (BgF)) .
peEN p
On conclut que Y(x) = z Yj(x)fj o P(x) est une ultra-

i30

distribution de classe (Mp), gridce au théoréme suivant :

Theoneme [21].-

Soit (Mp) une suite vérifiant M], M2, MB’ telle que :

;3 L, EH C telles que :

p-)(
M £ CL* M !
p " p P

% p
v M= M Sup ——t—
P pelN exp(M (p))

(cette relation s'écrit Mp(: M; pl).




Soit T un cbne convexe ouvert, V un ouvert de Stein,
n , n
VI..=(2R+1F)ﬂV et 8= R NV,
Si une fonction F holomorphe sur VF vérifie la condition
suivante :

V x compact de , ¥ I' sous-cone fermé de T,

v L>0,3 C>O,30L>0 tels que :

L

Sup iF(x+iy)]s C exp(M¥( ))

x€K I‘Y|I
pour yeI'' et ||y]] <.

Alors la valeur au bord F(x+iFo) de F, au sens des hyper-

fonctions est dans D'(Q,(Mp)).




CHAPITRE 111

LE PROBLEME DE CAUCHY ASYMPTOTIQUE

Les notations de cette partie sont les mémes qu'au Chapitre I :

(o o)
X est une variété réelle C de dimension (n+l) 3

(2]
h est un opérateur différentiel matriciel de classe C ,

d'ordre inférieur ou égal & t au voisinage §! d'un point a de X,

et d'ordre t en a.

§ 1 - Hypotheses.

(H)

On fera les hypothéses suivantes

1) det H(x,£) se décompose en un produit de puissance de
facteurs premiers :

Il existe O > 0, tel que pour tout s € {0,...,0},

(o

il existe des fonctions polynomiales en &, HS(X,E), de degré T, > C

en

(D

sur §), et des entiers non nuls ks’vs tels que :

Pour tout s € {0,...,0}, on note ¢i , 1'anneau localisé de
iR[EO,...,Enj par rapport a 1'idéal premier engendré& par

HS(x,.).




- 63 -

. . s
Pour tout x € @, la matrice H(x,.) est &quivalente dans ¢x a:

[1,00] IR

0 }ks

____________ > m
0 ].
|
H .
X .
1
] 1
|
L i —
/
(H) 2) Soit Q une hypersurface passant par a, d'équation locale
x° =0 au voisinage de a, et non caractéristique pour h.

On suppose que la forme tangente en a & Q est une direction

de stricte hyperbolicité pour le radical caractéristique :

o
P(a,8) = T H_(a,).
s=0
33
o
On note T le degré de P : T = z T .

Soit ¥ une fonction C  sur Q telle que grad Y(a) # O.
L'hypothése de stricte hyperbolicité, appliquée a
£ = (0O,grad Y(a)), (& # 3) se traduit par le fait que :

1'équation P(a;po,grad ¥(a)) = O possdde T racines réelles

distinctes en P, > {pﬁ(a)}l<£€T'

On ordonne ces racines, comme dans [37] de la manidre suivante :
Pour 1 < £ To , les T premiéres racines pﬁ(a) sont issues de HO
. £ .
pour T0+]s££To+Tl, les T, racines po(a) sont issues de H] s

pour T +...+T +1gL<T +...+T , les T racines po(a) sont issues

de HS H
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pour T—TO+1<K<T, les T racines pf(a) sont issues de H_.

I1 résulte de la théorie des équations de Hamilton-Jacobi
[+ o]
qu'il existe T fonctions wﬁ, 1<2gT, C auvoisinage de a,

solutions de :

P(x,grad 9 () =
0%0,x") = ¥x")
> %) = pla.

§ 2 - Position du probleme.

On se donne t développements formels

B, (x') = _Z Bj’u(x') x (fj_a0‘¥(x')) i O0<o0< t-l

-t o‘$£).

T
et F= ) } F, x (f.
£=1 j=0 i J

Le probléme de Cauchy asymptotique est alors la recherche d'un

développement formel

Y = i ) Y X (f ﬂz)

£=1 jel ]

vérifiant

hY F
! { (@)
aoa (¥)(0,.) = B_ ; 0< o< t-l.

On pose FK Z Ff x (f. 0 ﬂz) et

-t

-] v oY

jeZ
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T
Pour que Y = ) Y vérifie :

il suffit de résoudre pour tout £ e {1,...,T} :

hYK =‘F£.
Comme pour tout £ € {1,...,T}, grad ®£(a) # 6 (puisque grad ¥Y(a) # 3),
en prenant des hypothéses de bonne décomposition relatives a chaque Hs s
0 < s £ 0, de méme type que celle du chapitre I, on construit avec la
méme technique les développements YZ, Le {1,...,T}. 1ls sont alors
obtenus en fonction de paramétres Ag, j € Z. Ces derniers sont solu-

tions d'équations différentielles dont on précise 1l'ordre Mp

Pour tout £ € {1,...,T}, il existe s € {0,...,0} unique

qu'on note s(£), tel que :

+ o4 + S - = .
T Tt + Ty et My = Vo gy

N £ ~ . . .
Les paramétres Aj seront déterminés de fagon unique si l'on

se fixe pour tout j € Z et tout 1 < £ €T :

a(“)x.(o,.) : O0<ucg - 1.
o j

e
Nous allons voir comment les données Bu du probléme I,

? .
vont déterminer les Béu)KE(O,.). A cette fin, on calcule formellement

les Béa)Y(O,.) qu'on identifie aux B,, 0 < a < t-l.

§ 3 - Les donndes initiales du probléme.

= g(os ') .

Qi

Pour toute fonction g de x, on note
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Pour tout o € {0,...,t=1}

(o) _
9, Y(0,+) =B,.

On a, d'aprés Bﬂ, pour tout £ € {1,...,T} et tout a €N :

jez J,(X J O
avec
[¢1
T P Y PR R Ty
I> =0 °© J78  ogugvga V290 1TV

. u,l . . aa .
oui I’ sont des fonctions connues indépendantes de j.
b

On a alors formellement :

T
270, = ] § & x(t._ 0%, pour tour ae {0,...,c-1}.
2=1 jez 3> J

En identifiant cette relation avec les données initiales Ba’ on a :

Voe {0,...,t-1}, Viez

v oL
(1). ) G. =B, .
J K___.] J’OL J’O('
On convient que si j < O, Bj o = 0 et que
?
si s > o, CZ =0 et 2 (¢) =0.

s<pga
On pose : EZ = 9, ﬁz.
Avec ces conventions, le systéme (l)j s'écrit

T o} -
Yy L) Cg(zk)a—p NN P L S

£=1 p=0 o j-p Ogu<pgo P,0. 0 j-p 3,0
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Soit :
H,-1
T £
I REHERPYE ¢
21 p=0 o “i-p  i,o
ol
T o [
c, ;=B - 1 { 1 fu’ﬁa(“)YZ_ - cg(éz)“'Pa(p)Y@_ }
i 120 g2t ocuspea P00 3Py, o "j-p

on a, avec des notations analogues 3 cellesdu § 7 chapitre T :

M= ! "2
a(P)YE = E 1 SO(r—p)stér)(Ag_r) + R(P),£

° I rop (r-p)! i

ol le signe ~ £ signifie qu'on prend la fonction considé&rée en
a - - L4 . ;
(x,grad ¥ (x)), et ol les opérateurs p intervenant sont construilt

par récurrence comme au chapitre I et correspondent au rang uﬁ'

. £ . .
Le fait que pour tout £ € {1,...,T}, Aj—u soit solution
d'un systéme différentiel d'ordre “ﬂ’ nous incite & prendre comme

inconnues du systéme (l)j les :

(), £ _
80 Aj—u pour u € {0,...,u£ 1}.

N.B. Pour alléger les notations, on posera pour tout Le {1,...,1}

et tout r € {0,---,U£-1}

a4
L
r r!
Nous allons donc remplacer dans (1). les 8(p)Yg :
J o J=p
-~ Hp-l Up-1
r £, L -7
y ?cp(éf')o‘“p y gt @Gty L g o
£=1 p=0 ¢ r=p P ©° 37T j-p jsa
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Soit :
T UJC_] r 'e K — z
P 7L 0-pPz 3 () _
[Z] rzo pZO Ca(i ) Kr‘P o ( j—r) jsa
oll T UK—]
b, o=c. - 3 ] BP.EcpEhor
is s £=1 p=o 7P

Nombre d'inconnues du systeme (l)j.

Le systéme (l)j est carré d'ordre mt X mt.

En effet

Pour £ € {1,...,T} et pour r € {0,---,U£—1}, Ef—p est une matrice

(r) 42 -
m X ks(ﬂ) et 80 (Aj_r) est un vecteur 3 ks(Z) composantes.

g

I1 y a donc z Tsvsks = mt inconnues scalaires et lorsque 0 varie
=0

entre 0 et t-1, il y a mt &quations scalaires.

Avant de résoudre le systéme (1)j , nous allons montrer que

si on suppose résolus les systémes (])o”"’(l)j—l alors D. ,

1,0

o€ {0,...,t=-1} est connu.

On rappelle que les inconnues d'un systéme (])j_r , sont

NONA . _
9, Aj—u—r ; 1sLgr, 0 < u<u,-l.

Et donc pour £ fixé dans {I1,...,7}, si r > Hp et
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—_—

_ (u),£ '
u € My 1, 80 A'—r

est déterminé au systéme (1) Par consé-

j=(r-u)°’

£ . . . . ~
quent, Aj—r est connu, car on a pu intégrer 1'é@quation qui le déter-

mine.
u,-1
T K_ L. o
b, =c. -3 ] ®RPHEREHNP
J,0Q Js0 z_l p=0 J
Pour tout £ € {1,...,T} et tout p € {0,...,u£-1}
ﬁ§§;’£ est connu au systéme (l)j. (C'est la méme démonstration qu'au

§ 7 du chapitre I).

D'autre part :

T —_— (0] —_—
¢, =B, -3 £ 3 T @ 5 cpE)oraiedyt gy
3,0 T30 ply Togu<pea PP® O TP p=it, o o "j-p

1) Dans la premiére sommation, on a :

st oy

A
s g(8)plyums) (b y | @) (b
0 j-p o o J=p o ]

C, _
0<s<u P

i-p
(u) T £
+ rzl 80 .P$ (Xj_p_r)}(o,.)

Pour 0 s u<pgo et OKs<u, ona: p-uts >0 et donc

agu's)(xf_p) est déterminé au systéme (l)j—(p+u—s)'

. r . ~
Pour 0O cu<pga et 1gr < ]J-p, Pé’ dtant un opérateur d'ordre
o . . o .
<r en X , les dérivations en X intervenant dans ce terme, sont

du type :

3(5)(x€ ) avec s £ utr-l
o j-p-r
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¥ pour r £ uﬂ—p—l ona s g uK -2

(s) 4L -
et donc 80 (kj ) est connu au systéme (1)p+

-p-r r-s

(car p+r-s 2 2) et par suite Béu)Pﬁ’r(A@ ) est connu.

j-p-r
£ ..
*¥ pour T 3 “K—p les Aj-p-r sont connus ainsl que toutes leurs
e (w)L,r, L
2 . . .
dérivées (car p+r ug) Et donc les 80 P$ (AJ_r_p) sont connus
' . L £
D'autre part, si p = 0, A ,...,A. sont connus,
o J_P'UK

donc af_p s l'est aussi (Remarque 1, p. 21) et par suite 8§u)af_p

pour tout £ € {1,...,T}.

2) Dans la seconde sommation :

est connu.

p 2 U, et donc 8(p)Y.
£ o j-p

Finalement, les D. o sont connus.
b

§ 4 - Etude du systeme (l)j.
Pour montrer que le déterminant du systéme (])j n'est pas nul,
on montre que le systéme homogéne associé n'admet que la solution nulle :

on note Ra 1'équation :

Mp=1
T L r
b 5] ) cREHY PR -0
2=1 r=0 | p=0 P
et S le systéme des équations {Ra}0<a4t—]'

Dans un premier temps, on montre que les &quations Ra sont

encore vraies pour o > t.
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On ordonne comme dans [3i] la matrice polynomiale H(x,&)

suivant les puissances de Eo :

t
r r
H(x,8) = ) L (x,E')()
r=0
oli pour 0 < r < t, Lr(x,i') est une matrice polynomiale en &' 3

[e'e
coefficients C en X.

On rappelle que pour £ fixé dans {1,...,T}, 1la matrice
W3 np
PK est composée de vecteurs de base du noyau de H , on a donc :

L A
H x PE =0

et grad &K = (gz,grad ¥y .

On aura, en posant, LF(x") = Lr((O,x');grad Y(x")
i ¢
Z Lr(g )r P =0 pour tout £ € {1,...,7}.
r=0 -

Avant de montrer que les &quations Ra sont vraies pour tout

o € N, montrons le lemme suivant, qui sera utile pour les calculs :

Lemme . -
Pour 1 £ £ €& T et pour tout r € {0,---,U£-1}, on a
o =L Tt s op L ghyp-s
LK, == ) )y c. L. (D) .
r P r-s
s=0 p=1

Demonstnation :

Comme HPZ =0 &I

Mg
s (L)

on a, pour tout r € {0,...,U£-]}

} pour tout £ e {1,...,T},




- 72 -

U,-r
°mef = o = (1) ¢
7~

=> 32w oty - 0.

En utilisant la formule de Leibniz, on aura :

/™~ A~~~
ﬁl ao(r) PZ - z S ao(s)H ao(r-s)PK .

1<sgr

t
Comme H(x,) = ] L'(x,£")(E)", ona
: r=0

Lr(x,E') r ! (£ )r—s

o(s) -
) H(X,E) - . (r—s)! fe)

r

Il t~1rt

en prenant (x,£) = (0,x';grad ﬁz(o,x')), on a :

£ ¢
o(s), _ p p! L. p-s
3 H - pZS L (p_s)' (E )
et donc :
= /\_/,C r t ' /\__/K
> W@ oy c; I Py p°(rs) plzt
s=1 p=s P )

Comme pour p > s et r 3 s, ona :

s p! _r! 8
Cr (p-s)! (r-s)! Cp
alors —
{4

L r ¢t

§£30(r) £ __ ) r! cS [P ao(r—s) Pﬂ(gﬂ)p—s .

: Zs)!
s=1 p=s (r=s)! "p

~ t
Comme ﬁﬁ = X LP(EK)P , on a :




t
PR -] PEHP R
p=1

Soit encore, puisqu'on a posé

o =4

r
I°K =- )
s=0 p=1

r
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r

t
_ s ,p L ,z£,p~-s
1oL oo LDR_(ED

s=1 p=s
s >p

c® =0 si
p

t
s ,p £ ,=L.p-s
) c LK _JEDT T

Ce qui démontre le lemme.

Montrons maintenant que les équations Ra

tout o € IN. Comme

par récurrence sur t'

Pour t' =0,

On montre que

R ,...,R
)

t-1
que Rt'+t—1 est vérifiée.

on sait que Rt est vraie.

-1

s'il existe t' -3 O tel que pour tout

ae€ {0,...,t+t"'-1} 1les &quations (Ra) sont réalisées, alors
1'est aussi.
Pour cela, on "multiplie" Rt’ par la matrice L°
Hp—1
T L r _ ' _
D) ci,(gﬁ)t s 1° Kf_s zf =0
£=1 r=0 s=0
o =L ~
en remplagant L K._, grdce au lemme, on aura :
T ul_l r 2 r-s t ) 2
- t"‘S [¢] - — -
Yool L @) Yoo e PR EDF pzf =0 .
£=1 r=0 s=0 p=0 p=1 P
On pose u=p+ s, ona:
Up—1
t T L r .
LI S N B BN oY o R S
p=1 £=1 r=0 u=0 s+p=u p
P - AU -
Comme E Cc._, Cp Ct’+p et comme pour p £ t-l

sont vraies pour

sont vraies par hypothése, on montre

t+t’
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équations en o = t'+p € t'+t~1 sont vérifiées, on a :

Hp—1
T £ r e
A T R o L A

2=1 r=0 u=0 ruor

or, det LY = det(H(0,x';1,0,...,0)) # 0 car Q n'est pas caractéris-

tique pour h.

uﬂ—l r
u =0 . t"+t-u=L
ZZI rZO uZO Ct'+t(£ ) :

2 =0

On a donc :
r-u 'r

. s
c'est-d-dire Rt+t"

On a donc un systéme & une infinité d'équations :

u,—1
T £ r
Voewn : §J V7§ cg(éﬂ)a-piz 2t = o

£=1 r=0 p=0 rp T
donc
U,=1 Hp—
T £ £
Vaen : § ¥ cg(éz)“"P ) Ez_ 2t = o
=1 p=0 _r=p rp T
H,—1
£
on pose Vz = ? Eﬂ £
P r<p r-p r

Vz' est un vecteur 3 m composantes, puisque Kr—p est une

i X A t a .
matrice m ks(ﬂ) et . un vecteur a ks(ﬂ) composantes
Comme 1 < £<T et O0<pcg Hp=1, il y a :
(0}
N = Z Tsvs vecteurs inconnus Vﬁ.

On fait varier alors o de O & N-1 et on considére le

£

systéme carré N X N aux inconnues vectorielles Vp.
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Son déterminant est alors égal 3 :

o e

Y& P

= P (7
AN = | Gy (& 1<8<T
Oépsuz—l

0<0gN-1

s e e s

et on sait, d'aprés Bﬂ, qu'il n'est pas nul.

Donc, pour tout £ € {1,...,T} et tout p € {0,...,u£—1}, on a :

Uﬂ-—]
) Ef_ zf=o.
p r=p P
Pour p = uz—], on a :
-£
K Z[' =0 Veed{t,...,t}.
o U,-1
£
_ L
Comme K0 = P c'est une matrice de rang ks(ﬂ) et comme
le vecteur Zﬁ 1 @ ks(ﬁ) composantes, on a : Zﬁ -1 0 pour tout
i £
Le {1,...,t}.

On prend ensuite p = UE_Z"" et on obtient finalement que

Zf =0 pour tout £ e {1,...,T} et tout r € {0,.--,U£—1}-

Le déterminant du systéme (1)j est donc # 0, et la donnée

pour tout

des B, détermine de mani&re unique les Bér)Xg

Le {1,...,T} et tout r € {O,...,uﬁ-l}. Les Af sont donc déterminés

. . .. 4
de maniére unique, ainsi que les Aj’ et on a le
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Théondme. -
Sous les hypothéses (H) 1), 2), (L) et (D), (on fait pour
chaque s e€{0,...,0} 1'hypothése D, relative au facteur H)),

s
alors le probléme de Cauchy asymptotique est bien posé pour h.




CHAPITRE 1V

LE PROBLEME DE CAUCHY EN ¢

§ 1 - Hypotheses et Résultats.

On suppose maintenant que X = EO,TJ x X', avec T, 29

et X' variété réelle, compacte, connexe, de dimension n, el €<

h est un opérateur différentiel 3 m lignes, m colonnes, de

de classe Coo, et d'ordre égal 3 t en tout point de X.

On rappelle. ([6]) la

D finition. -

Le probléme de Cauchy ¢’ est bien posé pour h dans X si
et seulement si

© m

a) VTe [O,T+[:, Viec (X5R) vd By a8 dans

c(x',BM, J tue C(XEY telle que

. h(u) = £

% Béa)u(T,x') = ga(x') pour tout o € {0,...,t=1}.

b) VT, VT tels que OST<T'<T+

Vue D (X h(u) 4 =0 et supp(u) C [O,T] X X' ===>
i
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Les résultats démontrés au chapitre III permettent de démontrer

le

Théoneme 1.-
Si h vérifie

H 1) I1 existe O € N, et, pour tout s € {0,...,0}, des ap-

. . * . . . .
plications HS de T (X) dans R polynomiales et irréductibles en £

oo .
pour tout x € X, C en x sur X, et des nombres entiers non nuls

k et v_ tels que
s s

S S

det H = (HS)

[ g=Rel

s=0

H 2)

d
I}
I =aQa

HS est strictement hyperbolique en tout point

s=0

x de X par rapport 3 la direction (1,0,...,0).

L1) Vse {0,...,0}, Vxe X, H(x,.) est équivalente dans
s .
¢, 2
- v 1~
M (x,.)) °
0 r k
s
Ve
(H_(x,.) J
§ 2" mmmmmmm ~
1
0
? m-k
s
1

2) Vsed{o,...,0}, Eﬂ un cofacteur d'ordre m—kS de H

dont 1'ensemble caractéristique ne rencontre pas celui de Hg.
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D1 Vse {0,...,0}, il existe un opérateur différentiel

p (construit par récurrence comme au § 5 du chapitre I) tel que hpv

S 8

v
soit bien décomposable par rapport i HS avec la multiplicité Vg

(1)' méme condition que (1) pour h adjoint de h.

(ee]
Alors le probleme de Cauchy C est bien posé pour h dans X.

Remarques :
1) L'hypothése #H 2) implique que pour tout T € [b,T;],
x0 =T n'est caractéristique en aucun point pour h.

2) L'hypothése L 1) implique que
Vs e {o,...,0}, Vxe X, 1l existe un cofacteur d'ordre m—kS
de H(x,.) non divisible par Hs(x,.), mais ceci ne suffit pas pour

assurer L 2.

3) L'utilisation d'une partition de 1'unité, comme indiqué dans

Bﬂ permet de remplacer L 2) par 1'hypothé&se plus faible L' 2) ci-dessous.

L'2) :Vse {0,..., 1, Vxe X, 1l existe un cofacteur
d'ordre m-kS de H(x,.) dont le cOne caractéristique a comme inter-

*
section avec celui de Hs(x,.) le seul point (x,0) de TX(X).

4) On doit pouvoir montrer (voir les cas étudiés dans Bﬂ)
que D0(1) implique D(1)' qui serait donc une hypothése superflue.
Faute d'avoir fait le calcul explicitement dans le cas général, on a

laissé 1'hypothése D(1)'.

§ 2 - Résolution du probfeme de Cauchy.

Les techniques utilisées pour démontrer le théoréme | quand

on a résolu le probléme de Cauchy asymptotique (voir chapitre III) sont
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tout & fait standarts et on se bornera 3 rappeler les différentes E&tapes

du processus.

A) Construction de nelations canoniques.

I1 résulte de H.2 que

VTe [b,T+] . V’E' # 0, il existe T fonctions Wé, solutions

de

11
(@

P(x;grad Wg(x)

(V@ = <t

-4 '
Bo‘l/g. (T,O) = gO(T’O’g )

\

avec {Ef(x,é')}

lelet sont les T solutions, rangées comme expliqué au

chapitre III, de l'équation en Eo : P(x,io,i') = Q.

On pose ﬂe(x,i') = %g(x) ; c'est une fonction ¢’ en x

homogéne de degré 1 en &', définie sur un voisinage conique d'un point

(T,x!,E'%) de R x (I"(X')\0).

On définit la relation canonique

CZ(T) = {(x,i;y',n')|(x,€) appartient & la bande bicaractéristique de wﬁ

issue de (T,y';if(T,y';nf),n')}
T
et on pose C(T) = CE(T)' C'est une relation canonique de
£=1

* X . . .. .
TE)NO sur T (X') \\.O0 comme réunion disjointe de relations cano-

niques homogénes (|:1 2] ).

B) Construction du noyau du probfeme de Cauchy.

Proposition 1.-

Si h vérifie les hypothéses H, L, D du théoréme 1, alors

Ve {o,...,t-1}, Vre BLT+], = EB(T)’ matrice m X m & coefficients
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1
—Be]=- —
u-B 7

dans I (X,X";C(T)) telle que

0

h(EB(T)) = 0 modulo un opérateur 3 noyau C H
YQ(EB(T)) = éu BI modulo un opérateur i noyau c” pour tout
>
ae {0,...,t=1}
avec U= max (ut) et Ya est l'opérateur de trace associé 3 B(a)
1<8€7T ©

o
sur x = T.

T
On cherche comme d'habitude EB(T) sous la forme Z FB K(T)’
L=1 ?

ol pour tout £ € {1,...,T} FB E(T) est une matrice m X m & coef-
3

UZ-B-I— —ll“ . _
(X,X ;CZ(T)) telle que h(FB,K(T)) =0

(e o]
modulo un opérateur & noyau C .

ficients dans

Les opérateurs FB K(T) sont déterminés modulo un opérateur
2

régularisant par un développement asymptotique
n
Fg,e D 35 Fe®

avec pour tout j 3 O

Fé K(T) est une matrice m X m i coefficients dans
b

i .
UE-B—I- A : X
(X,X';Cz(T)) et on a pour tout p € N

1) ho ( E F% 2(T)) est 3 coefficients dans
i<p

t+u,=B- - ~1-p
I ¢ 4 (X,X';C[_(T)) H

2) Y, ( E Z 5 Z(T)) - Ga 8 I est a coefficients dans
Z‘ j<U£+P ’
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L&-B-p(x,) pour tout o € {0,...,t=1}.

Le raisonnement classique ([{], Dﬂ) permet alors de prouver
que, localement, les symboles aé Z(T) de F% K(T) sont des matrices
3 b

. i ie .
m X m telles que si aé’g(T) est la C*®™® colonne de cette matrice,
’

alors pour C, B et T fixés, les {aé’E(T)} vérifient le méme
b

1€LgT
jen
systéme d'équations que celui trouvé lors de la résolution du probléme

de Cauchy asymptotique.

Les hypothéses (H), (L), (D) permettent la résolution au voi-
sinage de chaque point de X, car les hypothéses du chapitre III sont

vérifiées en chaque point a de X.

On a donc construit une paramétrix pour h ; comme 1l'adjoint
de h vérifie des hypoth&ses analogues, on peut aussi construire une
paramétrix pour ce dernier. On en déduit, par le procédé habituel (Bﬂ,

(6]) 1le théoréme 1.
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: On sait depuis Mizohata et Komatsu qu'une onde asymptotique
permet de construire des solutions nulles ultradifférentiables ou ultra=
distributions, et depuis Chazarain que la résolution du probléme de
Cauchy asymptotique permet la comstruction d'une paramétrix par la mé-

thode des opérateurs intégraux de Fourier.

On étudie, dans ce travail, le cas d'un opérateur matriciel de
Eype -tV Vs 39,0555 50)  qul généralise de maniéfe non trivialetrois
des quatre cas étudiés dans un travail de BERZIN-VAILLANT ; en particu-=
lier, les méthodes utilisées sont originales et nettement différenmtes ;
elles sont basées essentiellement sur les techniques d'opérateurs diffée-

Tentiels bien décomposables au sens de DE PARIS.

WMOTS CLES

« Hypernbolique systeme

Asymptotique développement
Solution nulle
= Parameirnix

Hypenbolique probleme de Cauchy




