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Ce travail s'ajoute aux nombreuses études consacrées à la prograrn- 

mation en nombres entiers et tout spécialement aux programmes en variables 

bivalentes dont l'importance dans les domaines économiques et techniques 

(problèmes d'investissement, planification de production, dans les sociétés 

de transport ou de service, chargement de navires, etc ...) n'est plus à 

démontrer. 

Son but essentiel est la construction d'un code de calcul pour la 

réduction de la taille du problème traité, rejoignant ainsi les recherches 

très actuelles de groupes industriels tels que IBM. Etant donné que les 

temps de calcul de toute procédure de résolution exacte dépendent crucialement 

du nombre de variables, toute tentative raisonnable de diminution de la 

taille du problème peut s'avérer fructueuse, le mot raisonnable signifiant 

l'utilisation d'algorithmes de complexité linéaire en moyenne. 

Le concept de la contraction de contraintes est à la base de cette 

réalisation qui s'articule dans le cas d'un problème de maximisation autour 

des trois points suivants : 

- calcul d'un majorant par la résolution de relaxations 
- calcul d'un minorant par la construction d'heuristiques 
- mise en oeuvre de tests spécifiques d'élimination de variables 

et de contraintes faisant intervenir explicitement le majorant et le minorant 

précités. 

Au vu des expériences numériques menées avec ce code automatique de 

réduction (environ 3000 instructions FORTRAN) sur une cinquantaine de pro- 

blèmes tests, notre objectif semble atteint. 

Cet exposé est scindé en cinq parties : le chapitre 1 fait une 

synthèse des propriétés relatives aux fonctions duales Lagrangiennes et 

composites et à l'existence des écarts de dualité dans le cas Lagrangien et 

composite pour les programmes linéaires (cas convexe) et les programmes 

linéaires en variables bivalentes (cas non convexe). 

Le chapitre 2 est consacré à l'étude des principales méthodes de 

résolution des différentes relaxations envisageables pour le calcul d'un 

majorant. Deux algorithmes de type sous-gradient sont présentés en détail 

pour la résolution des relaxations Lagrangiennes et composites. Dans ce 



dernier cas de nombreuses expériences numériques ont permis de déterminer 

une régle pratique pour le choix des coefficients de relaxation. 

Le chapitre 3 présente deux heuristiques de complexité linéaire en 

moyenne (conjecturé pour l'une, démontré pour l'autre). Leurs performances, 

aussi bien en temps calcul qu'en précision, sont supérieures à celles de 

toutes les autres méthodes répertoriées dans la littérature. 

Le chapitre 4 concerne la présentation et la mise en oeuvre du code 

pour la réduction en nombre de variables et de contraintes de la taille du 

problème traité. Prolongeant un premier travail expérimental dû à P. Hansen 

et G. Plateau, il est proposé un certain nombre de solutions originales pour 

le choix des relaxations, pour l'ordre de priorité des contraintes à éliminer 

ainsi que pour l'ordre d'utilisation des tests d'élimination. Les résultats 

numériques démontrent l'efficacité de cette procédure dont l'utilisation 

avant toute méthode de résolution doit permettre en général un gain en temps 

de calcul important. De plus la complexité linéaire en moyenne constatée 

numériquement ouvre des perspectives intéressantes pour les problèmes de 

moyenne et grande taille. 

Le chapitre 5 est consacré à l'étude d'un algorithme engendrant une 

contrainte supplémentaire permettant de réduire l'ensemble des solutions 

réalisables du problème. Cette nouvelle contrainte consiste en un encadrement 

de la somme des variables égales à 1 à l'optimum du problème. Basée sur 

certaines des propriétés de la fonction duale composite, cette procédure 

améliore très sensiblement une première approche due à F. Glover. 
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5 

Les notations u t i l i s ée s  tou t  a u  long de l 'exposé sont l e s  suivantes : 

14 : partie entière d'un réel X ; [AI = - I!-q 

étant donné un ensemble J : 

[ J I  : enveloppe convexe de J 

I J I  : cardinal de J 

J \U : complémentaire d'un sous-ensemble U de J 

étant donné A  une matrice de format ( I X J )  où 1 e t  J sont des ensembles f i n i s  : 

a 
i j 

: élément (i, j) E 1 X J de A 

A' : colonne j E J de A  

A. : ligne i E 1 de A 
1 

Aj ' : sous-matrice de A  composée de colonnes A  j j E J' c J 

A~ l 
: sous-matrice de A  composée de lignes A. i E 1' c 1 

1 

étant donné y  un vecteur ( l igne ou colonne) indicé par  un ensemble J : 

: élément j E J de y  

YJ ' : sous-vecteur de y  composé des éléments y .  j E J '  c J 
3 

étant donné un problème d'optimisation (P) : 

v (Pl : valeur optimale de (P) 

i (pl : (resp. - v(P)) borne supérieure (resp. inférieure) de v(P) 

F (Pl : domaine de (P) 

: ensemble des solutions optimales de (P) 

(P 1 x E X) : lorsque (P) est résolu avec les conditions supplémentaires x E X 

[i.e. (3 j : x = E) - ( 3  jl, j2 : x = E x OU 
j j1 1 j, - 

(1 xj 2 l) avec E, E ~ ,  E~ E {O, 1 1, l L NI 
j 

x + E  : x est fixée à la valeur E E {O, 11  
j j 



l o r s q u e  (P) est un problème à n v a r i a b l e s  b i v a l e n t e s  : 

: solution optimale de (P) 

: problème (P) dans lequel CVI remplace V 

: solution optimale de (5) 

é t a n t  donné x E [ V I  : 

: élément de V tel que Ixl = l-xj] j = 1 , . . . , n 
j 

.. 

: norme L du vecteur x ( = 1 x . )  
1 i = l  J 

" 2 1 1 2  
: normeL d u v e c t e u r x  (=(I x i )  ) 2 

j= l  J 

c l  (X)  : fermeture de l'ensemble X 



GENERALITES SUR LA DUALITE 

EN PF?OGRAF!F?AT 1 ON NATHEEAT 1 QUE 

EN VARIABLES BIVALENTES 



Ce chapitre est consacré à l'énoncé d'une part, des propriétés 

permettant de comparer les deux types de dualité envisagés, lagrangienne 

et composite et d'autre part des différentes techniques de résolution de 

ces duaux. 

Après le rappel (5 1.1) des définitions de base, une deuxième 

partie (5 1.2) compare les deux dualités utilisées et rappelle les princi- 

pales propriétés des fonctions duales Lagrangienne et composite, nécessaires 

à la bonne compréhension de la suite de l'exposé. Nous présentons en paral- 

lèle les théorèmes d'existence des écarts de dualité, basés sur la nature 

convexe (resp. non convexe) d'un programme linéaire en variables réelles 

(resp. en variables entières ou bivalentes). Enfin nous précisons les liens 

existants entre multiplicateurs Lagrangiens et composites. 

1.1 - Définitions 

Le problème s'énonce corne suit : 

m m m xn m xn 
où c ER:, b E R  l, d É R  *, A rlR , C siR , les matrices des 

contraintes A et C se différenciant par leur structure : 

- A matrice dense : p(A) 2 50 

- C matrice creuse: p(C) 2 5 

p étant le coefficient de densité défini pour une matrice de taille mxn par 

'O0 x nombre total des éléments non nuls de la matrice. p e =  



Ce problème appartient à la classe suivante des problèmes de 

maximisation avec contraintes : 

max f (x) 

avec - f  :IRn+R fonction économique linéaire 

m 
- a : m n - + ~  1 contraintes affines 

x + a(x) tel que : Y i E {l,2, ..., ml) a.(x) = A. x - b. 
1 1 1 

- X = {x E V 1 CX 5 dl sous-ensemble compact, fini, non 

convexe de V et supposé non vide. 

Exemple 1.1 : m 2 O, m2 1 
> O, m2 très grand devant m 

1 

ml # O : ce type de problème est en général de grande taille et correspond 

par exemple à des problèmes d'affectation (Guignard, C251). Dans ce 

cas les contraintes correspondant à la matrice C sont très struc- 

turées et conduisent à des méthodes de résolution qui essayent 

d'utiliser au mieux ces structures particulières. 

ml = O : suite aux travaux de M. et K. Spielberg (r631), Crowder, Johnson 

et Padberg (C51) présentent un code de calcul qui résout exactement 

10 problèmes de ce type (33 5 n 5 2756, 16 r m2 5 756) provenant 

directement du monde industriel. 

Exemple 1.2 : 

m2 = O : ce type de programme se caractérise par une matrice A de contraintes 

très dense. Cette modélisation se rencontre par exemple dans les 

problèmes d'investissement. C'est sur ces problèmes que porte l'essen- 

tiel de notre étude. Dans ce cas, X = V. 



1 . 7 . 3  - Relaxat ion et dud%ié ..................... 

Défini t ion 1.1 

Un problème de maximisation (Ql e s t  appelé reZauztion d 'wl  problème de 

maximisation (Pl s i  

( i l  F(Q) - 3 F (Pl 

( i i l  la  fonction économique de (Q) majore c e l l e  de (P) sur F (P) 

De manière très classique, une relaxation (qui fournit une borne 

supérieure de la valeur du problème d'origine) sera un nouveau problème 

plus facile à résoudre que le problème initial. 

Dans la littérature, on rencontre essentiellement trois types de 

relaxation obtenus par : 

a) relachement des conditions d'intégralité ................................ ------ 
on obtient le programme linéaire (Ë) suivant 

r max cx 

L (e est le vecteur unité de IRn) 

n 
note : Comme [ V I  est un sous-ensemble compact et convexe de IR , X posséde - 

la même propriété. 
O 

b) mppression -------------l------------ des m contraintes associées à la matrice A en les 

introduisant par combinaison linéaire dans la fonction économique : 

Défini t ion 1 .2  

On appelle r e Z a 3 c a t i a  tagrrmgienne de (Bl associée a m  contraintes Ax 5 b 
m 

e t  au vecteur w t e  problème 



max cx + w (b - Ax) 
(BL (w) ) 

S.C. x E X 

C) --------------------------l------------ combinaison linéaire des m contraintes associées à la matrice A 

pour aboutir à une seule contrainte, dite composite (Glover, C181) : 

Défini t ion 1.3  

On appelte reZaxution composite de (BI associée aux contraintes Ax 5 b e t  
m 

au vecteur w E R+' t e  prob Zème 

(BS (w)) 1 S.. WAX 5 wb i c ~ n t r a i n t e  composite) 

note : il est immédiat que les problèmes (B), (BL(w)) et (BS(w)) sont des 

relaxations du problème (B) au sens de la définition 1.1. 
O 

De façon naturelle, nous définissons les problèmes duaux associés. 

Défini t ion 1.4 

Le duaZ kgrangien de (B) e s t  l e  problème de minimisation 

inf v (BL (w) ) [ 1 
S.C. w E IR+ 

Défini t ion 1 . 5  

Le dudnZ canposite de (B) e s t  Ze problème de minimisation 

inf v (BS (w) ) 
m 

S.C. w E IR+ 1 

Remarque 1 : On montrera (proposition 1.5) que la fonction w + v(BL(w)) 

1 
l 

atteint son minimum surlR+ et par conséquent, on peut remplacer "inf" par 
l 

"min". De même (proposition 1.10), on montrera que les fonctions 1 



w + v(BS (w)) et w + v(E(w)) atteignent leurs minimums sur le compact 

Remarque 2 : Le programme linéaire (5) est un programme prima1 appartenant 

à la catégorie plus générale des programmes convexes suivants : 

max f (x) 

(P 1 s.c. a(x) 5 O 

x € C 

avec f : IRn -+ IR concave 

a : nin -t R~ convexe 

n 
C convexe non vide de ni 

le programme dual (D) associé à (P) est défini par : 

avec 8 (w) = max { f (x) - w a (x) 1 
XE C 

Le théorème fondamental de la dualité pour les programmes convexes nous 

assure, Sous certaines conditions de régularité, que v(P) = v(D). Dans le 

cas plus particulier du programme linéaire (B) (f : linéaire, a affine, 
C = 5 convexe) ces conditions se ramènent à la non-vacuité des domaines 

réalisables F(B) et F(D). Comme le dual (D) est équivalent au dual lagran- 

gien (DL), il en résulte que v(Ë) = v(DL). 

Il 

1.2 - Principaux résultats théoriques 

Nous allons rappeler dans ce paragraphe les propriétés relatives 

aux connexions entre le problème (B), ses relaxations et les problèmes 

duaux associés définis ci-dessus. On pourra se reporter pour une étude 



plus approfondie aux articles suivants : Geoffrion (î171), Glover (C191), 

Greenberg-Pierskalla (C271, C291) et Karwan-Rardin (C381). 

Notons a(.) l'ensemble éventuellement vide des solutions optimales 

du problème (.), W le mul%pficateuh ahaoci& aux c o ~ n X ~  Ax r b 21 

Théorème 1.1 

L L 

* m l  * 
fii) s i  pour un mul t ip l icateur  w E IR+ , x v é r i f i e  Zes conditions 

* 
alors  x es t  une solution optimale de ( B ) .  

Démonstration 

. v (B) = v(D ) (voir remarque 2) 
L 

= min {max (cx + w(b-Ax))) (définition du dual) 
w20 X€X 

= min v(BL (w) ) 
W20 

= v(BL(W)) (w est une solution optimale du dual (D ) )  
m 

L 

2 v(BL(~)) car F (BL (w) ) c F (BL (w) ) , fT w E IR+ 
1 

- 

r min v(BL (w)) = v (DL) 
w20 



* * * * * 
(ii) (a) => x ~ X e t c x  + w  ( b - A x )  2 c x + w  (b-Ax), V X E X  

0 

Remarque : La partie (ii) fournit une CNS pour que v(B) = v(DL), ou en 

d'autres termes, pour que l'écart de dualité lagrangienne r = v(DL) - v(B) L 

soit nul. 

Le (i) du théorème 1.1 peut faire espérer un écart de dualité 

lagrangienne strictement plus petit que l'écart de dualité linéaire, 

soit T < T = v(B) - v(B).Geoffrion a donné dans Cl71 la condition L 

suffisante suivante pour que T = T .  
L 

Définition 1.6 

I La relaxation Zagrangienne du problème de maximisation (B1 possède Za 
i 

propriété d'intégralité si v (BL (w) ) = v (BL (w) ) , V w r O. 

Remarques 

(i) Cette propriété est vérifiée pour l'exemple 3.2 

(ii) Plus généralement, cette propriété sera vérifiée pour tout couple 

(C, d) tel que C soit une matrice totalement unimodulaire et d un 

vecteur entier. 

Proposition 1.1 

Si Za relaxation Zagrangienne de (BI possède Za propriété d'intégralité 



Démonstration 

Immédiat à partir de celle du théorème 1.1. 

Cette situation où T = T se rencontre souvent en programmation 
L 

mathématique, en particulier lorsqu'on dualise toutes les contraintes 

(m = ml, m2 = 0 ) .  

Donnons maintenant dans le cas de la relaxation Lagrangienne un 

résultat parallèle au théorème 1.1. 

Théorème 1 .2  

fi) v(B) v(Ds) c ~ ( B S  (;)) c v (ES) = v(i) 

* ml * 
fii) s i  pour un mul t ip l icateur  w c ïi?+ , x v é r i f i e  l e s  conditions 

(a )  x* c R(Bs(~*)) 

* 
f b )  Ax 5 b 

* 
alors x es t  une solut ion optimale de (B). 

Démonstration 
m m 

(il . F(B) 5 F(BS(W)) Y w E IR+' => V(B) 2 v(~~(w)), Y w E m+ 1 

. ~(5,) = min {max {cx 1 w Ax < wb)} ; or (max cx S.C. w Ax 2 wb) 
wro XE? xrx 

est un programme convexe et par conséquent 

max {cx 1 w Ax 2 wb} = min {max {cx + a(wb - w AX))). 
xEX a&+ xex 

m 
En posant u = ci w r IR+' on a alors 

v (Es) = min {maz { cx + u (b - AX} = v (EL) = v (6) (Théorème 1.1 ) 
u20 xEX 

. ~ ( 6 ~ )  = min v(BS (w)) 
W20 

= v(BS(w)) (w est une solution optimale du dual (5 ) )  S 



m 
2 v(Bs(;)) car F(BS(w)) c F(BS(w)), Y w ER+ 

1 
- 

2 min v(BS(w)) = v(Ds) 
wlo 

* * * 
(ii) (a) => x E X et c x > cx Y x E X n {x 1 w Ax 5 w* b} 

* * 1 * (b) et x E X = >  x E F(B) => x E R ( B )  

* 
{x 1 Ax 5 b} c {x 1 w* Au 5 w b} 

Remarque : 

La partie (ii) fournit une CNS pour que v(D ) = v(B), ou en d'autres termes, s 
pour que l'écart de dualité composite T = v(Ds) - v(B) soit nul. A la s 
différence du cas lagrangien, la con&arz de c o m p ~ é m e ~ é  w* (AX*-b) = O 

n'est plus exigée. 

Dans le cas composite, on peut définir aussi une propriété d'inté- 

gralité : 

Définition 1.7 

La relaxation composite du problème de maximisation IB) possède Za p q r é é t é  

d '2ntégmZité si v(BS (w) ) = v (BS (w)) , Y w 2 O 

Proposition 1.2 

Si la relaxation composite fB) possède Za propriété d'intégralité alors 

v(Ds) = v(B). 

Démonstration 

Immédiate à partir de celle du théorème 1.2. 



Au contraire de la dualité Lagrangienne, la situation où T = T S 

se rencontre très rarement en programmation mathématique. 

Le résultat suivant précise les relations entre les valeurs d,es 

duaux Lagrangiens et composites. 

Théorème 1.3 

f i )  v(DS) 5 v(DL) 

démonstration 
m 

1 (i) V w E IR+ , (BL(w)) est la relaxation lagrangienne de (BS(w)) 

associée au multiplicateur 1, donc v(BS(w)) i v(BL(w)) et par 

' suite min v(BS (w)) 5 min v (BL (w)) 
w2 O wlo 

* 
(ii) - Y x E X, cx > v(DL) = max {cx + w (b - ~ x ) }  

x€X 
* 

=> w (b - ~ x )  < O, soit x 4 F(Bs(~*)) 
* * 

donc si x E F(BS(w ) )  alors cx 5 v(DL), soit v(BS(w ) )  5 v(DL) 

* * 
mais alors v(D ) 2 v(BS (w ) )  2 v(DS) = v(DL) donc w E R(DS). L 

* * - soit x E R(BS(w ) )  : d'une part, w (Ax - b) 5 O et d'autre part, 

* * 
puisque w É R(DL), v(DL) 2 cx + w (b - Ax) 1 cx 2 V(D ) = v (DL) S 

* 
donc w (b - Ax) = O et x E R(BL(w*)) 

* * - réciproquement, si x E R(BL(w ) )  et w (b - Ax) = O alors a 
* * * 

fortiori w (Ax - b) i O et cx = v(BL(w ) )  = v(DL) = V(D~) = v(BS(w ) )  

donc x E R(BS (w*) ) . 
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Au regard des théorsmes précédents on s'aperçoit que la condition de 

complémentarité joue un rôle primordial pour l'existence et la valeur des 

écarts de dualité r, rL et rS. En particulier Glover a développé dans C201 

1 une théorie sur la dualité composite et ses extensions dont la pierre 

angulaire est justement cette condition de complémentarité. 

Exemple 1.3 

1 max x + x 
I 1 2 

S.C. 4x1 + 2x2 s 3 

2x1 + 4x r 4 2 

* 
La solution optimale x de (B) est (0, l ) ,  d'où v(B) = 1. La solution 

1 optimale ; de (Ë) est , , d'où v(B) = - 3 6 
 autre part, v ( t )  = 

6 .  
1 1  1 1  

V(B) = 7 (propriété dl intégralité) et Q(D ) = { (6, 6) 1.  Pour Y = (6, 6), 
6 L 

1 la condition de complémentarité s'écrit : 

6x1 + 6x2 - 7 = O (1) 

(1) étant vérifiée par aucun élément x = (xl, x2) E V, il est s0r que 



1 
T~ < T~ = 6,  ce qui est confirmé par un calcul direct puisque v(D ) = v(B) = 1 

S 
2 

(y w E IR+, (O, 1) r F(BS(w)) mais (1, 1) 1 F(BS(w))). 

O 

Notons 1 la fonction duale lagrangienne définie comme suit : 
m 

e I R  +IR 

w + l(w) = v (BL (w)) = max {cx + w (b-AX) 1 
xr X 

Posons 1x1 = N et 1 = (1, 2, . . . , NI. En numérotant les éléments de X, on - 
X 

peut écrire l ( w )  = max {ck + w gkl 
kr IX 

avec k c = c x  e t g k = b - A x  k 
k 

Puisque (B) est supposé réalisable (N > O), par conséquent 

* 
R(BL(w)) # 0. Notons 1 (w) c IX le sous-ensemble non vide d'indices, 

associé à Q(BL(w)) : 

Posons enfin 

Prowosition 1.3 

1 e s t  une fonction continue, convexe e t  linéaire par morceaux sur Ze demi- 
m 

espace IR+ ' ( f igure  1.1). 

Démonstration 

l(w) = max {fk(w) 1 k r 1 où fk : w + c + w pk est une fonction affine, X k 

Y k E IX.  e enveloppe supérieure d'une famille finie de fonctions affines 
m 1 définies sur le convexe f e r m é +  est une fonction s.c.i*, convexe, linéaire 

par morceaux. Enfin 1 est s.c.s. car convexe et bornée sur le cône 

1 polyèdrique IR+ (C581, Théorème 10.2). 
cl 



Figure 1.1 : (ml = 1 N = 4) 

Proposition 1.4 

Le sous-différentiel al(w) cofncide avec Z 'enve Zoppe convexe de L (w) 

ml* pour w E + 

~émonstration (C241) 

Procédons en 2 étapes 

- +J w 2 O, CO(L(W)) c a-e(w) 

* 
soit k* E 1 (w) : Y Y' 2 0, l(wl) = max {c + w' gk 1 k E 1 ~ 1  k 

équivalent B dire que g * est un sous-gradient de la fonction convexe 1 en W. 
k 

Alors, de façon immédiate, pour g = % gi avec % - 1, on a 
keIX k~ IX 

L'épigraphe de la fonction convexe l est le convexe : 
m 

epi(1) = , w) E R  X R + ~  1 ~ ( w I  a TI 

Il est défini par le système d'inéquations linéaires 



1 Ck + W gk < Z, k € IX 

w s O, (z) 

Pout tout g sous-gradient de en w on a ll(wo)-go wo < e(w)-go w, 
O O 

m. 
1 

ff w E IR+ 1, ce qui signifie que le couple ([(w ) ,  w ) est une solution 
O O 

optimale du programme linéaire convexe consistant à minimiser la fonction 

f(z, W) = Z-go w sur le convexe épi(1) défini par les contraintes 

ak(z, W) = Z-gk W-ck 2 O, k É IX. 

Ecrivons les conditions d'optimalité associées à ce programme : 

programme 

min f (z, w) 

1 conditions d'optimalités 

1 3 U E I R  
N 

avec Va(z, w) = (e, -gl , . . . , Of (2, w) = (1, -go) 

La relation d'exclusion (1) s'écrit 1 u (l(wo) - gk wo - ck) = O 
k€ IX k 

dVoù > O => ecw0) = ck + 
k O gky 

c'est à dire que g e L(wo) k 

(2) donne : u e - 1 = O soit 7 Uk = 1 
k€ IX 

(3) donne : (- 1 uk gk + go) wo = O 
k€ IX 

si w > O alors go = 1 * uk gk, combinaison linéaire convexe 
O 

kcI (wo) 

d'éléments de L(w ) .  
O 



Remarques 

(i) Une autre démonstration est donnée dans C301 pour le programme plus 

général 

max f (x) 

S.C. a(x) 5 O 

X E  Xcnin 

sous les hypothèses fs.es.,a continu, X compact non vide. 

(ii) Les propriétés rappelées en Annexe 1 s'appliquent à la fonction 

convexe l. En particulier L est presque partout différentiable et w sera 

un minimum global ( E  R(D 1) si O E al(w). En pratique l'éventualité d'avoir 
L 

O E al(w) ne se présente pratiquement jamais. Pour un couple (A, b), (A 

matrice entière, b vecteur entier), la probabilité de trouver un vecteur 

k * k binaire x , avec k E 1 (w), tel que A x - b = O est presque nulle. 

Proposition 1.5 
m 

R(D ) est un convexe fermé non vide de R+ 1 
L 

Démonstration 

et v(DL) = in£ {v(BL(w)) 1 w E R+'} = inf {l(w) 1 w 6 <'} 

alors la proposition 1.5 découle des propriétés de l (proposition 1.3) 
m 

l linéaire par morceaux sur IR+' => f2(DL) # 0 

l convexe => R(D ) convexe 
L 

l continu => R(D ) fermé (image réciproque d'un fermé deIR). 
L 



Notons s la fonction duale composite définie comme suit : 
m 

s : R+l +IR 

w + S(W) = v(BS(w)) = max {cx 1 w Ax 5 wb) 
x€X - 

s la fonction duale composite "relachée" définie comme suit : 

w +S(W) = v(BS(w)) = max Icx 1 W A X  ~ w b )  
x,X 

Les ensembles de solutions réalisables F(BS(w)) = {x E X 1 w A .  a wb) et 

F(BS(w)) = {x E X 1 w Ax 2 wb) ont les propriétés suivantes : 

Provosition 1.6 
m 

f w E IR+ 1 

n fi) F (BS (w) ) est un sous-ensemble compact, fini, non convexe de IE 

(ii) F(BS (w)) est un sous-ensemble compact, convexe de  IR^ 

Démonstration 

Immédiat à partir des propriétés de X et X. 

Il est immédiat de constater que pour tout réel X > O, s(Aw) = s(w) 

(idem pour S ) .  Ceci va permettre par le biais d'une normalisation de 
- 

restreindre le domaine de définition de s et s à un sous-ensemble compact 
m 

Y c IR+ l pour lequel on a 1 ' équivalence. 

max s(w) r max s(w) - 
m , - - (idem pour S )  

Les normes utilisées sont usuellement les normes L1 et L2. On posera en 

conséquence 
m 

B 1 = { w > 0 ,  / / w / I 1  = 1 1  compact, convexedeq 1 

m 
B2 = {W > O, 1 I w ~  l 2  = 1) 1 compact de ni+ . 



Précisons maintenant les propriétés essentielles des fonctions duales 
- 

composites s et s : 

l 
1 

Proposition 1.7 
m 

I (il s est une fonction quasi-convexe surlR+ 1 , semi-continue supérieurement 
1 

sur BI. 
m 

l 1 
(iil est m e  fonction quasi-convexe sur lR+ , continue sur B 1 

Démonstration ([ 273, 1471) 
m 1 m 

I (i) - s quasi-convexe sur JR l : w = 1 
+ -  awl + (1-ci) w2 E IR+ , Y wl, w2 E R+ , 

m 
l a c [O, 11 puisque R+ l est convexe. Soient x c R(BS (wl ) )  , x2 E Q(BS (w2)), 1 

x E R(BS (w)) ; supposons que x k' F(BS (wl)) u F(BS (w2)), soit w (Ax-b) > O 1 

et w (Ax-b) > 0, alors aw (Ax-b) + (1-a)w2 (Ax-b) = w (Ax-b) > 0, ce qui 
2 1 

est contradictoire avec l'hypothèse x E R(BS(w)). Donc Y a c CO, 11, x est 

solution réalisable d'au moins l'un des problèmes (BS(w.)), i = 1, 2 : par 
1 

conséquent cx > cx ou cx > c x et par suite 1 - 2 - 

s(w) = c x 5 max Icxl, cx21 = max {s(wl), s(w2)). 
m 

1 
Il s'ensuit que s est quasi- convexe sur le convexe B CIR+ . 1 

k - s semi-continue supérieurement sur B : soit une suite {w 1 k a  
* 

B 1  

convergeant vers w 
k k 

E B1 (compact). ff k E N, x c R(BS(w ))  et 

k k 
x E Y(w ) c X (compact). Par conséquent, on peut extraire une sous-suite 

k * k 
{X }krn'cN convergeant vers x E X. Y k E N', w (A xk-b) 6 O et par passage 

* * * 
à la limite w (Ax*-b) 5 O, soit x E F(BS(w ) )  donc s(w*) 2 c x*. Par suite, 

k k * * 
lim S ( W  ) = lim c x = cx < s(w ) 

k-+-,ka1 k-w, k a '  

- m 
(ii) - s quasi-convexe sur - : même démonstration qu'en (i) puisque la 

nature de F(BS(w)) ne transparait pas 



- m 
- s continue sur R+ : 

- . s est semi-continue supérieurement sur BI : voir (i) 
1 - m 

. s est semi-continue inférieurement sur IR : la démonstration de + 
ce point nécessite au préalable l'énoncé de plusieurs lemmes. 

- 
considérons le problème perturbé (B(y)) et la fonction de perturbation 

- 
associée v(B(y)) définie par : 

- 
v(B(y)) =max{cx 1 A X -  b < y ,  x E i l .  

m 1 - 
Notons r = E R  ( F(B(y)) f 01. Par commodité, posons (y) =v(B(y)) 

Lemme I 

r e s t  un convexe non vide.  

Démonstration 

Par hypothèse F(B(0)) = C!J donc O E I'. Soient yl, y2 E r ,  a E [O, 11, 

x1 E F(B(yl)), x2 E F(B(y2)) : d'une part A (cul+(l-a)x2)-b = a(Axl-b) + 

(1-CL) (Ax2-b) h yl+(l-a)y2, d'autre part ax +(l-cx)x2 E i (convexe). 1 

Donc axl + (1-a)x2 E ~(B(ny~+(l'a)y~)), ie ay1+(1-a)y2 E r -  

Lerne 2 

La fonction 3 e s t  concave sur I'. 

~émons tration 

soient y y2 E T, CI E CO, 11, Y = ~ Y ~ + ( ~ T ~ ) Y ~ *  Y i E {l, 21, 3 X. E F(B(yi)) 
1' 1 
- - 

tel que $(yi) = c x.. Comme x = ax + (1-a)x2 E F(B(y)) (lemme l ) ,  
1 1 - - 

$(y) 2 c x = a cxl+(l-a)c x2 = a$(yI) + (1-a) Q(Y2). 

0 

Lemme 3 

- 
La fonction muZtivoque y + F (B(y)) e s t  continue sur r. 



Démonstration 

Ce lemme est une application directe du corollaire 5.8.2 de C341 appliqué 
- 

à l'intersection F(B(y)) = X n {x 1 Ax - b 5 y), avec 2 enveloppe convexe 

d'un nombre fini de points et {x 1 A .  - b 5 y} fermé, convexe, non vide 

i Lerne 4 : 

La fonction $ est continue sur r. 

Démonstration 

I Montrons que & est d'abord semi-continue supérieurement puis semi-continue 

I inférieurement sur r. Considérons une suite quelconque d'éléments de 
* r, { Y ~ } ~ ~ ,  convergeant vers y E r. 

- - S. c. S. en p' : soit une sous-suite {y } 2 - - - - - - - -- - k kdN1cN 
telle que lim @(yk)=a. 

k++m 
k a '  

Y k ER', F(B(yk)) = {x s 2 1 Ax - b 5 y 1 est un compact non vide : par k - 
suite, 3 xk r F(o,(Y~)) tel que @(yk) = c yk ( 1 ) .  La suite ixk)km' appartient 

I au compact 2, on peut donc en extraire une sous-suite { 
\}kdN"rn' 

convergeant 

* * 
vers x E 2. D'autre part lim y = y et comme la fonction multivoque 

l k- 
k 

l 
ka?" 

* - * 
y + F (B (y) ) est sup-continue sur T, x c F (B (y*y) donc & (y*) > c x (2) . 

* Enfin, d'après (1) et ( 2 ) ,  $(y*) 2 c x = 1 c x = lim $(yk) ' a 
k- k* 
k m "  k m "  

- * - s.c.i.en y- : soit une sous-suite {y ) 9- - -- , - -, ,- k kdN1cm telle que 
* * 

lim &(yk) = a. 3 x s F(B(Ŷ T) tel que $(y*) = c x (3). Comme la fonction 
k-i* 
k a '  - 
multivoque y + F(B(y)) est inf-continue sur r, il existe une suite {x 

k k a '  
* 

telle que, Y k e N' x E F(B(yk)). et lim x = x : Enfin, 
k k- k 

hm' 



- * * 
x E F(B(yk)) => @(yk) 2 c x et d'après ( 3 ) ,  $ (y ) = c x = lim c x k k k- k a  

- 
ibn @(yk) = cc. 
k- 
ka' 

Lemme 5 
m 

1 - 
Y w e n ( +  , S(W) = SUp {$(Y) 1 y E ~(w)}oÙ T(w) = {y E r 1 w y 6 01 

Démonstration 

= sup {max {cx 1 AX-b 6 y)) 
yEr ,W yaô XEX 

si r(w) désigne l'intersection du convexe I' et du demi-espace £enné 

orthogonal à W. 

Considérons pour a E R, les ensembles de niveau associés respectivement 

à,et$ 
- 

~~6 = {w €<' 1 .(w) I a}, L ~ @  = {y E r 1 $(Y) > al 

ainsi que K intersection du cône polaire positif de L ~ $  et de l'orthant 
- 

m 1 m 1 
positif d e a  , K = {w CR+ 1 w y  z O, V y  E ~ ~ $ 1 .  

Lerne 6 

- 
Soit w r K : Y yl E r t e 2  que w y] = O, alors yl 4 La@. 

Démonstration 

Y w E K le convexe L 5 est contenu dans l'un des demi-espaces de frontière a 

l'hyperplan H d'équation w y = 0. r n H # 0 car O E r n H ; soit 



1 y1 E I' n H  et x1 E F(B(yl)). La continuité de l'application x + Ax-b sur 

i - 
le compact X assure l'existence d'un couple (x2, y2) E F(B(y2) X r tel que 

Axa - b = < O. Y a c 30, 11, considérons yu = (1-a)yl+ayî ; y E r 1 Y2 
I - 
1 (lemme 1) mais y 4 La@ car w y = aw y2 < O et par conséquent $(y ) 5 a. ci a o. - 
I comme 5 est continue sur r (lemme 4 1 ,  iim+ = $(y1) L a et yl 4 L,Q 

w o  
O 

- m 
I Pour montrer que s est s.c.~ sur IR il suffit de montrer que ~~s = K, 
l + '  

Y a E IR. Comme K est un convexe ferme non vide, L S sera fermé pour tout 
a 

m 
réel a, condition équivalente à ; s.c.i sur IR+' (Théorème 7.1, 1571). 

(i) ~~i c K : soit w E L ; et supposons 3 y E L $ tel que w y < 0. a a 

Alors > a 1 
I 
1 => b(w) > a en contradiction avec - 

S(W) 2 $(y) (lemme 5) J l'hypothèse sur W. 

(ii) K c ~~s : soit w E K 
1 le lemme 6 implique en fait que K = {w E IR+ 1 w y > O, Y y s La $1 et par 

conséquent {y 1 w y I O) n r n L $ = 0. Il s'ensuit que, puisque d'après le a 

lemme 6, S(w) = sup ) w y 5 O et y E r ) ,  la borne supérieure peut être 

prise sur 1 w y i O) n T' n 1 5 al. Par conséquent i(w) i a. 

D 

Remarque : 

- m l Cette démonstration prouve aussi la quasi-convexité de s sur SR+ puisque 

les ensembles de niveau L sont convexes, Y a E IR. 
a 

Pour w E B considérons les ensembles des solutions optimales 1 ' 
Q(BS (w)) et Q(BS (w)) des problèmes respectifs (BS (w)) et (BS (w)) . Les 
ensembles des solutions réalisables F(BS(w)) et F(BS(w)) étant compacts 

I 

1 (proposition 1.6), la borne supérieure de la fonction linéaire x -t cx est 

I 

atteinte donc Q(BS (w)) et Q(BS(w)) sont tous deux non vides. 



La notion de qua.4i-~ow-gmdien;t d'une fonction quasi-convexe, 

analogue à la notion de h~uh-g~&eMR pour une fonction convexe, a été 

introduite en premier lieu par Greenberg et Pierskalla (C291) en 1973. Ces 

deux notions sont en fait des cas particuliers du concept plus général de 

gha&ed g & n & U é ,  développé par Clarke (C41) en 1975. La notion de 

quasi-sous-gradient nous permet de définir des directions de déplacement 

dans des méthodes de résolution du dual composite. 

Posons g(x) = b-Ax et considérons les ensembles suivants : 

S(W) = {g(x) 1 x E C~(BS(W))) (fini) et 5 (w) = Ig(x) 1 x E R(Bs(w))}. 

La proposition suivante permet de caractériser les vecteurs g(x) comme des 
- 

quasi-sous-gradients respectivement des fonctions s et S. 

Proposition 1.8 

* 
Soit wo E BI, alors S(w0) c 8 s(w0) et S(w0) c a*G(wo). 

Démonstration : 

Utilisons la caractérisation (iv) de la proposition 13 (Annexe 1 ) .  

Soit go c S(wo) : 3 x E R(BS(wo)) tel que go = b-Axo et S(wo) = cx . 
O O 

+J w E BI tel que wg 2 w g on a w(Axo-b) 5 wo(Axo-b) 5 O donc cx < s(w) 
O 0 0 O 

et par conséquent s (w) 2 s (w ) . Idem pour s (w ) . 
O O 

Remarque 

La proposition 1.8 est plus faible que la proposition 1.4. Une question 

ouverte serait de savoir sous quelles conditions l'enveloppe convexe de 

- 
S(wo) (resp. S(w ) )  coïncide avec le quasi-sous différentiel a*i(w ) 

O O 

(resp. a*: (wo) ) . 
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La proposition suivante caractérise géométriquement les quasi-sous-gradients. 

Proposition 1.9 

So i t  H I'hyperpZan d'équation w + g(w-wo) 
O 

( i l  s i  L 
s 'wd" 

# 0 e t  s i  L s = cl(Ls(, )s) aLors " 'wo' O 

* 
(g r a s (w0) => H e s t  un h~~perpZan d'appui de L s en wo) 

O s (w0) 
( i i l  s i  L- - # 0 alors  

s ho> 
(g E ~*S(W ) <=> H e s t  un hyperplan d'apptti de L- s en w ) 

O s (w0) O 

Démonstration 

Vérifions les hypothèses de la proposition 9 de l'annexe 1. 

L s est convexe car s est quasi-convexe en w . Comme L " 'wo' O s (w0) 
+ 0, 

d'après un résultat classique (proposition 2.17 bis C361) 
O - 

(idem pour S )  . De plus s étant S. c. i en w L- - 
O O 

O' S ( W ~ ) ~  

est un fermé et par conséquent L- ç). Enfin la s.c.i de 

- 
s en w assure la condition suffisante en (ii). 

O 

Remarques 

(i) Chaque élément de S(w) et de S(w) peut donc se caractériser géomé- 

triquement comme un vecteur normal à un hyperplan de support d'un ensemble 

de niveau approprié. 

O - 
(ii) S étant continue, L- est l'ouvert { w  c B I (  s(w) < g(wo)l 

s (w0P 

B étant compact, cet ouvert sera assurément non vide si e(w ) > v(DS), 1 O 

c'est à dire si w 1 ~ ( 5 ~ ) .  
O 

Proposition 1.10 

f i l  ~ ( 5 ~ )  e s t  un convexe fermé non vide de B I .  



fii) R(DS) e s t  un convexe non vide de B 
1 1 

fiii) 3 > O t e t  que R(D~) = W(E) = {W É B~ s(w) < V(D~) + E}, Y E L 

Démonstration 

n(Ds) = {W L B~ / S(W) = V(D~)}, a(Es) = {W r B, 1 &w) = ~(5,)) 
- (i) découle des propriétés de S (proposition 1 .7) 

- . s s.c.i sur le compact B => ~ ( 6 ~ )  # @ (toute fonction S.C. i sur un 
1 

compact y atteint sa borne inférieure) 
- m 

. s quasi-convexe sur R+' => R(E ) convexe 
S - . s continue sur B => C?(Es) fermé 

1 

- (ii) 

. F(B) # 0 donc 4 < v(B) 5 v(DS) ; supposons que v(Ds) ne soit pas atteint. 

{S (w) 1 w L BI } est un sous-ensemble borné in£ érieurement de R ,  on peut en 

k extraire une suite décroissante {s(w ) )  convergeant vers v(DS) , vérifiant, krO 
k k k 

sous l'hypothèse faite, pour tout k s(w ) > v(DS). Or s(w ) = c x pour au 

k 
moins un x L R(BS (w ) )  . Par conséquent, v(D ) serait un point d'accumu- 

S 

lation du sous-ensemble {c x ( x E X)  ( c  x E IN), ce qui est 

impossible. Donc v(DS) est atteint. 
m 

. s quasi-convexe sur IR+l => R(Ds) convexe 

- ( i  . R D  c W ( E ) ,  E > O 

. v(D ) n'étant pas un point d'accumulation de {c x ( x L XI ,  il S 

existe un voisinage "ouvert" de v(D ) ne contenant aucun point de {cx 1 x E XI S 

distinct de v(D ), c'est à dire, 3 > O tel que v(D ) < c x < v(DS) + E => S S 

v(DS) = c x. 

Soit w E W ( E )  ; 3 x E R(BS(w)) tel que v(Ds) r s(w) = c x < V(D~) + E et 

d'après ce qui précède v(DS) = s(w) donc w E R(DS). Par conséquent 



Remarque 

s n'est pas s.c.i sur B au contraire de (proprosition 1.7). 1 

Au paragraphe 1.2.1, nous avons rappelé à travers un certain 

nombre de théorèmes des conditions suffisantes pour que la valeur du 

problème prima1 soit égale à la valeur du problème dual (lagrangien ou 

composite). Ces conditions sont liées à la connaissance des solutions 

optimales des relaxations (lagrangiennes ou composites) associées au 

problème dual. Parallèlement à ce qui a pu être fait pour les programmes 

convexes, nous allons essayer de synthétiser les résultats essentiels, 

relatifs aux programmes non convexes, concernant l'existence et la valeur 

de l'écart de dualité. Ces propriétés seront liées essentiellement aux 

structures des programmes en question et des programmes perturbés associés. 

Elles nous permettront sous d'autres hypothèses de retrouver les conclusions 

du paragraphe 1.2.1. 

Associés au problème p h k n d  r- sup f (x) 

on considérera le problème pehtuhbé r' sup 

et la fonction de perturbation associée $(y) = v(P(y)) 

avec L(w) = v (PL (w) ) , où sup f (x) - wa (x) 
(PL (w) 

S.C. x E X 



avec s (w) = v (PS (w) ) , où 

inf s (w) 

s [ 
S.C. w E B, 

1 Cas Convexe 

a) dual lagrangien (voir Geoffrion C161) 

Théorème 1.4 

S i  l e s  conditions suivantes sont remplies 

fi) f concave 

fii) a convexe 

fiii) X convexe non v ide  

( v )  3 xo E X, a(x ) < O (condit ion de S la ter  ou contrainte de qual i f i ca t ion)  
O 

alors # 0 et v(P) = v(DL). 

Démonstration 

Soit x* E R(P) et posons h(x) = f (x*) - f (x) , Y x c X 

* 
h(x) < O est contradictoire puisque x est une solution 

a(x) < O optimale de (P) 

X € X  

Sous l'hypothèse (v), on peut appliquer le théorème de Farkas-Minkowski : 

* m * 
3 w E IR+, h(x) + w a(x) 2 0, Y x E X 

* * 
soit f(x) >f(x) - w  a(x) Y X E X  (1) 

* * * * 
en particulier, pour x = x , on obtient w a(x ) r O et comme w 2 O et 

* * 
a(x ) 5 O, il s'ensuit w a(x*) = O (condition de complémentarité). 



* * * 
5 f(x ) - w a(x ) +J w ~ O  car a(x )<O 

* 
donc w E R(DL) . 

* * 
z f (x ) puisque w a(x*) = O 

l * * 
donc l(w ) = f(x ), soit v(P) = v(DL). 

Remarque 

Sous l'hypothèse affaiblie "@(O) fini" à la place des conditions (iv) et 

(v) Geoffrion a donné deux autres caractérisations intéressantes 

P2 : v(P) = v(D ) <=> @ est s.c.s en O L 

En particulier, la semi-continuité supérieure de @ en O est assurée si X 

est fermé, f et a continues sur X, @(O) fini, F(P) borné. 

Le programme linéaire (B) vérifie les conditions ci-dessus et on 
retrouve bien sûr le résultat classique : v ( i )  = ~ ( 6 ~ )  (théorème 1.1). 

Or comme le programme (D ) est équivalent à (6 ) ,  v(B) 
L L = v(DL) . 

b) dual composite 

l Théorème 1.5 

Si Zes conditions suivantes sont remplies 

(i) f quasi-concave, S .  c .  i par Zigne (*) 

(ii) a convexe (ou quasi-convexe) 

(iii) X convexe non vide 

2 f*t  f es t  s .c . i  par ligne s i  f (xl, x2) E X l a  fonction a +f (cxx,+(l-a)x2) 

e s t  s . c . i  sur [O, 11. Toute fonction concave es t  s.c.i par l igne e t  

quasi-concave. 



f i v )  R(P) # 0 

i v )  3 xo c X, a(xo) < O 

alors  R(Ds) # 0 et v(P) = v(Ds). 

Démonstration (d'après C471) 

* 
Soit x E R(P) ; a étant quasi-convexe, Y = {y 1 3 x E X, a(x) < y) est 

convexe ; f étant quasi-concave, Z = 2 x E X, a(x) < y, f (x) > V(P) } 

m est convexe Y est non vide, Z peut être supposé non vide sinon R(D ) =IR+ S 

et z n xm - = 0. 
* * 

Il existe un hyperplan séparateur y -t w y (w # O) tel que 
* * 
w y 2 0  v y c z  (1) , W y 2 0  vyE.nim - (2) 

* 
Une première conséquence directe de (2) est que w 2 0. 

* 
Supposons qu'il existe y E Y tel que w y = O et soit xl c X tel que 1 1 

a h l )  2 yl. 

Posons y = a(xo) < O ; comme y ,y E Y convexe, y(a) = ayo 
O O 1 + (1-a)yl E Y, 

* * 
a E CO, 11. w y(a) = a w < O si u # O donc y(a) 4 Z d'après (1) 

et (2). Puisque a est convexe, a(ax + (1-a)xl) 2 aa(xo) + (1-a) a(xl) = 
O 

y(a) et d'après la définition de Z, pour u E 10, 11, £(ao + (1-a)xl) r v(P) 

Par s.c.i de f sur Ex xll, f(xl) r lim £(cm + (1-a)x1) rv(P). Ainsi 
0 y O 

a* * 
x1 étant quelconque, yl 4 Z, et on a donc montré que w y = O => y d Z. 

* 
Ajouté à (1) il s'ensuit que w y O => y 4 Z. 

* * 
Par conséquent x E X, w a (x) < O => f (x) r v(P) donc s (w ) 5 v (P) . 

* * * * * 
Or x E X et w a(x ) < O donc f(x ) 2 s(w*) < v(P) = f(x ) ,  soit 

* 
v(P) = v(D ). Enfin, v(P) 2 s(w), V w 2 O donc w c R(DS). S 

Remarques 

(i) La condition (i) du théorème 1.5 est plus faible que celle du théorème 

1.4. Les conditions étant moins restrictives, on peut penser avoir plus 

souvent un écart de dualité nul dant le cas composite que dans le cas lagrangien. 



* * 
(ii) La condition de complémentarité w a(x ) = O n'est pas en général 

vérifiée au contraire du cas lagrangien. 

I 
Le programme linéaire (B) vérifiant les conditions ci-dessus, on retrouve 

le résultat v(B) = v(E ) (théorème 1.2). 
S 

/Cas non convexe 1 

l 
i a) dual lagrangien 

Théorème 1.6 

S i  l es  conditions suivantes sont remplies 

(i) f continue (ou S .  c. s )  

(ii) a continue 

(iii) X compact (non vide)  

s i  4 e s t  concave alors v(P) = v(DL). 
l 

Démonstration 

Notons Cf, al = ((2, y) E R xIRm 1 3 x X, f(x) 2 z et a(x) < z} et 

co(Cf, al) son enveloppe convexe. On a les égalités suivantes 

epi(+) = {(z, y) e IR x IRm 1 z 5 +(y)) 

= {(z, y) 1 3  x E X, f(x) 2 z et a(x) i y )  = Cf, al 

et @(y) = sup {Z 1 E x E X, f(x) 2 z et a(x) a y) 

= sup {Z 1 (z, y) E Cf, al) 

La fonction de perturbation convexifiée Y(y) = sup{zl(z,y) E coCf,al) 

se caractérise comme l'enveloppe convexe supérieure de +. 

Sous les hypothèses f, a continues et X compact, un résultat 

classique (Shapiro C601) établit l'équivalence entre le problème (P) 

convexifié et le dual lagrangien (D ) et par conséquent v(D ) = Y(0). 
L L 



- - 
(w) = z+w y : hyperplan de supporr 

de co(lf,al) en (z,y) 

\ 

Y 
I 

Figure 1.2 : représentation de Cf, al et co(Cf, al) 

Par conséquent, si @ est concave, @ coïncide avec son enveloppe 

convexe supérieure et donc v (B) = @ (O) = Y(0) = v (DL) . 

Dans le cas où f (x) = cx et a(x) = Ax-b, Y n'est autre que la 
% % 

fonction de perturbation @ associée au programme convexe pertrubé P(y) 

défini par 

max cx 

s.c. Ax-b i y 

x E CO(X) 

Ici l'écart de dualité est précisément la différence évaluée B l'origine 

entre @ et 3 (Geoffrion donne une démonstration directe dans C171). D'autre 

part dans le cas particulier des programmes en variables bivalentes il est 



bien connu que 4 n'est pas concave bien que non décroissante, s.c.s et 

affine par morceaux. Avec l'exemple 1.4 ci-dessous, on peut suivre l'évo- 

lution comparée de 4 et 3 sur la figure 1.3 ainsi que les connexions entre 

les ensembles X, Cf, al et co(Cf, al) sur la figure 1.4. 

Exemple 4 

S.C. X1 + 3x2 + 5x3 - 7 " y 

X1 X2 
X-3 E V  

2 0  $ ,- / 

1 / 

écart du dualité 
0 

0 
/ 

0 

MHHl;!f' < 
l 

0 1 
' @  C 

10 / /* l 
/ 

0 I 
/ I 

0 
r 

1 0 
0 

1 0 

I 

l ,' 
i ! 

/ I 

l / l 
J c - --- 

I - 6 -5 -4 -3 -2 : lit0- 1 2 
-+______ _ -- > 

Y 

i I 

1 l 
Figure 1.3 : Représentation de 4 et 3 



Figure 1 . 4  : X ,  Cf, al, co(Cf, a l )  

b) dual composite 

Posons y(w) = {y 1 w y i O e t  3 x E X : a(x) 6 y} pour w E BI. 

Notons C (w) 1 ' en,veloppe convexe de {a (x) 1 x E Q(PS (w) ) 1. 

Théorème 1.7 

S i  Zes conditions suivantes sont remplies 

(i) f continue (ou S .  c .s)  

(ii) a continue 

(iii) X compact 

f i v )  O E c(w*) où Y E ncn,) + 0 
a f v )  $ S .  C.  8 e t  quasi-concave 
(3 

ozors v ( P )  = v (Ds) . 



Démonstration (corollaire 2.1, C271) 

Donnons simplement les lignes essentielles de la démonstration : 

V w e BI, l'ensemble @(w) = {y 1 @(y) @(y1), V y' é Y(")} n Y(w) est 

* 
fermé et convexe. D'autre part V x E s~(Ps(w*)), a(x*) E @(w*). Si 

* * * 
O E C(w ) alors O E @(w ) c Y(w ) et par conséquent v(P) = v(DS). 

1 

n 

Si l'essentiel est de réduire le gap lagrangien r = v(DL) - v(B) ; L 

un multiplicateur optimal de (D ) peut être un bon multiplicateur pour L 

démarrer une recherche d'un multiplicateur optimal de (D ) comme le suggère 
S 

la proposition ci-dessous (Dyer, C61). Elle justifie a posteriori l'emploi 

des multiplicateurs optimaux de (B) comme multiplicateurs composites en 
programmation en nombres entiers (Glover, C18i). 

Proposition 1. I l  
1 
l * 'L * * 
\ So i t  w E f2(DL) e t  w = w I Ilw I I I  E B]. 
1 'L 

Alors v (BS (w)) 5 v (DL) . 
De plus, exactement une seule des propositions suivantes e s t  vraie 

l 

'L 'L 
(ii) v(BS (w)) = v(D ) mais chaque voisinage de w dans BI contient  un L 

I mult ipt icateur  w t e l  que v (BS (w)) < v(DL) 

'L 
i i i i )  v(BS (w) ) = v (DL) = v (DS) . 

Démonstration 

Proposition 11  dans C61. 



Remarque 

'-b 
w peut très bien n'avoir aucun rapport avec l'ensemble des meilleurs mul- 

tiplicateurs composites (voir exemple 3 dans C61). 



METHODES D E  RESOLUTION 

DES RELAXAT 1 ONS 



Ce chapitre est consacré à l'étude des principales méthodes de 

1 résolution des relaxations du problème initial que l'on peut mettre en 

oeuvre pour engendrer des multiplicateurs indispensables à l'élaboration 

1 du code de réduction présenté au chapitre 4. 

Après avoir fait le tour des méthodes attachées à chaque type de 

relaxation (5 2.1), la deuxième partie (5 2.2) présente de manière détaillée 

deux procédures similaires de type sous-gradient qui résolvent les duaux 

lagrangiens et composites. Les nombreuses expériences numériques nous ont 

permis d'une part, dans le cas lagrangien de comparer et de vérifier le 

bon comportement numérique des règles bien connues pour le choix des coef- 

ficients de relaxation, et d'autre part d'établir des règles semblables 

dans le cas composite pour lequel aucune expérience numérique n'avait été 

menée jusqu'à ce jour, du moins à notre connaissance. Enfin quelques remarques 

permettent de dégager l'intérêt d'utiliser ce type de méthode pour des 

problèmes de grande taille. 

2 .1  - Généralités 
Considérons le problème en variables bivalentes suivant : 

max cx (1) 

( B I  S.C. Ax 5 b (2) 

x E V (3) 

n 
avec c E IR , b E mm, A E IRmxn. 

2.1.1.1 - Méthode du simple~ - - - - - - - - -  

La voie classique pour résoudre le programme linéaire (Ë) est la 

méthode du simplex énoncée en 1947 par DANTZIG et depuis lors largement 



développée et améliorée. Cette méthode construit un chemin le long des 

arêtes du polyèdre convexe définie par le système (2) et ( 3 ) ,  de telle 

façon que la suite des valeurs de la fonction économique (1) attachées 

à chaque point extrême rencontré soit non décroissante. A chaque itération, 

la méthode examine la possibilité d'améliorer la valeur de la fonction 

économique en se déplaçant vers un des voisins de point extrême courant. 

 optimum du programme linéaire est atteint en un sommet du polyèdre 

convexe, sauf lorsque celui-ci est vide ou lorsque la solution de (P) 

m 
est non-bornée. Il faut donc dans le plus mauvais des cas (n'm) t O( m (n+d ) 

itérations pour atteindre cet optimum. Par conséquent, la complexité 

théorique de la méthode simpliciale n'est pas polynômiale. En pratique, 

cependant, la méthode s'avère beaucoup plus efficace que ne le laisse 

supposer sa borne supérieure. En effet, le nombre moyen d'itérations 

requises varie entre m et 3m, et à chaque itération le nombre d'opérations 

arithmétiques est borné par une fonciton polynômiale des paramètres n et m. 

De fait la complexité pratique de la méthode est polynômiale bien que sur 

l'exemple ci-dessous, le nombre d'itérations soit exponentiel. 

Exemple 2.1 : (Jens Clausen 1491) 

sinon 



2.1.1.2 - Méthodes de relaxation e t  de Khachyan - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  

Le dual (D) du programme linéaire (P) défini au 5 2.1.1.1 est le 

programme linéaire 

min ub 

(Dl S.C. UA 2 c 

u 2 0  

et si F(P) # Q'J alors v(P) = v(D). 

Le système (S) défini par 

cx 2 ub 

Ax 2 b 

x 2 0  

UA r c 

u r O  

* * * * 
admet une solutioai(x , u ) si F(P) # 0 et alors cx = v(P) = v(D) = u b. 

On peut donc en déduire que résoudre un programme linéaire (P) revient à 

résoudre un système associé (S) d'inéquations au sens large, dans le cas 

présent au nombre de 2(m+n)+l. 

Une première classe de méthodes pour résoudre le problème 

II Trouver une solution réalisable du système d'inégalités : 

(S) : Aix + b. 2 O i E 1 fini, 
1 bi E IR, A. 1 E IRn 1 

est celle des relaxations. Les articles de base relatifs à leur étude sont 

dus à Agmon (1954, Cl]) et Motzkin-Schoenberg (1954, C521) et on trouvera 

une récente généralisation de ces recherches dans les travaux de Goffin 

(1980, C231). 

Désignons par F(S) = {x E IRn 1 Aix + b. 2 O, i E 1) l'ensemble supposé non 
1 

i vide des solutions réalisables du système d'inégalités et par H l'hyperplan 

d'équations A.x + b = 0. 
1 i 



Le schéma général d'une méthode de relaxation se traduit sous la forme de 

. l'algorithme suivant : 

Algorithme de r e  Zaxation 

I Ciwisir x0 2 nin ; q + O 

2 s i  xq E F(S)  alors STOP - - 
i ai 

sinon xq*' + sq + Aqrd(xq,~ q)x 9 où Aq E 30, 21 
IIai I I  

q 
q + q+l ; a l l e r  en 2. 

notes 
I 

- ai / 1 lai 1 1 désigne un vecteur unitaire normal 3 l'hyperplan H q 

9 q 

(figure 2.1) 

- en général la suite {h est constante. 
920 

- 
I .. .-.- . 
I . 
I 
I 
I 
I 
I 

I I I I p~ I I I I I I 

I l I I I 

I I 1 

T A :  / \ 

O < h  1 h q = l ; l < A  s 2  
Q \ q 

sous-relaxation / Gq+l est la sur-relaxation 
/ \ 

,/ projection orthogo- \ 
/ 1 \ 

nale de xq sur H 

Figure 2.1 



Agmon a proposé trois choix pour i 
i q 

(i) distance maximale : d(xq, H q, 2 d(xq, H ~ )  i E I 

(ii) résidu maximum : A. xq + bi c A. xq + b. (contrainte la plus violée) 
1 1 1 
q 9 

(iii) méthode cyclique : i = q(mod m) + 1 
q 

Seloh les hypothèses sur F(S) et A, l'algorithme est fini ou convergent. 

Un des intérêts essentiels de ces méthodes est d'avoir donné naissance à 

des méthodes de type sous-gradient utilisées avec succès pour certains 

programmes d'optimisations convexes non différentiables (Held et Karp, C311). 

Une autre classe de méthodes beaucoup plus récentes est due à 

Khachyan (1979, C391). Elle permet de déterminer la vacuité d'un système 

d'inégalités strictes. Or comme on a l'équivalence suivante entre système 

d'inégalités au sens large et système d'inégalités au sens strict : 

alors l e  système d ' inégal i t és  l inéaires  

(S) Aix 0 i = 1, 2, . m, x exL1 i ' 
a une solut ion s i  e t  seulement s i  l e  sustème d ' inégal i t és  s t r i c t e s  

(s') A ~ X  < b + 2-L i = 1 ,  2, ..., m 
i 

a une solut ion 

La méthode de Khachyan (encore appelée méthode ellipsoïdale) permet, en 

résolvant le système (S'), de traiter le système (S). 

A Zgorithme 

I Poser x0 = O ; QO = 22L u ; k = O fU matrice u n i t é )  

2 ( c r i t è re  d ' a r rê t )  - 

s i  xk e s t  solut ion du système (S') alors STOP - 
s i  k < 4 (n+112 L alors  a l l e r  en 3 - ---- 

sinon (S') ne possède pas de solutions réal isables  : STOP 



k 3 chois ir  une inQgaZitQ de (Sv) v i o t d e  par xk : A. x 2 bi - 
k 1 k k 
Q A' 

Figure 2.2 : Interprétation géométrique de l'algorithme 

ième k k -1 k 
A le k itération, l'ellipsoide Ek = {xlt(x-x ) (Q ) (x-x ) L 1 )  est 

tel que, si il existe une solution réalisable pour (Sv), elle ext contenue 

dans Ek. Le test de réalisibilité est fait sur xk centre de E k ' Dans le cas 

k OS x est non réalisable, on construit un hyperplan passant par xi et 

parallèle B l'hyperplan violé. Cet hyperplan partage E k en deux demi-ellip- 

sofdes, dont l'un ne contient certainement pas de solution réalisable. On 

construit alors un nouvel ellipsoïde circonscrit B l'autre demi-ellipsoïde, 

soit l'itération (k+l). 
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On trouvera dans (1391, 1401, L411) des études détaillées de cet algorithme. 

2.1.1.3 - Remarques sur l a  complexité 
i - - - - - - - - - - - - - -  

Dès sa parution cet algorithme a suscité un intérêt assez extra- 

I 
ordinaire car c'est en théorie un algorithme de complexité polynomiale. 

Jusqu'à cette date la complexité exponentielle de la méthode simpliciale 

induisait l'appartenance de la programmation linéaire à la classe NP (voir 

note ci-dessous) si l'on convient d'exprimer la taille d'un programme 

linéaire à partir du nombre de variables et de contraintes. Par contre il 

l 2 
faut au plus 4 (n+l) L itérations pour réduire le volume de l'hypersphère 

initiale E à moins de la valeur 2- 
O 

(n+l)L, majorant du volume de l'ensemble ~ 
L des solutions appartenant à l'hypercube {x 1 lxî 1 s 2 , Y i} dont on est 

l 
sûr qu'il contient au moins une solution du système ( S ' ) ,  s'il en existe. 

Dès lors l'algorithme de Khachyan plaçait la programmation linéaire 

dans la classe P si l'on prend en compte, dans la taille du programme, la 

longueur L du codage des données. C'est là que réside l'avantage théorique 

de la méthode de Khachyan sur l'algorithme du simplex. 

Malheureusement comme la programmation linéaire n'appartenait pas 

à la classe des problèmes NP-complet, le problème fondamental de la théorie 

de la complexité - a t' on classe NP = classe P ? - reste ouvert. 

De plus l'algorithme de Khachyan peut difficilement dans l'état 

actuel des choses rivaliser sur le plan pratique avec l'algorithme du 

simplex. En particulier le nombre très important d'itérations, même pour 

des problèmes de très petite taille, entraine de très facheux problèmes 

d'arrondi (voir C411). 



Note : Rappel des définitions essentielles relatives à la théorie de la 

complexité. Cook et Karp (voir [91) sont à la base de la théorie de la 

complexité et plus particulièrement de la définition des classes de 

problèmes permettant d'appréhender a priori la difficulté de résoudre 

ces problèmes par des algorithmes dits déterministes, c'est à dire les 

algorithmes classiques pour lesquels le résultat de chaque opération est 

défini de manière unique. On ne donnera ci-dessous que les quelques notions 

utilisées dans l'exposé, le lecteur intéressé pouvant trouver dans le 

livre de Garey et Johnson (1979) une analyse plus complète de cette théorie. 

Définit ion 2.1 

Soi t  un problème (Pl  de t a i l l e  t (nombre de variables,  de contraintes,  

longueur d'encodage des données). 

S i  pour un algorithme, i l  e x i s t e  k E ni, f : N +IN, to E N t e l s  que 

V t 2 to Temps de calcul 5 k f (t) 

alors c e t  algorithme e s t  d i t  de complexité en O(£ (t)). 

par exemple si 

f E polynôme => algorithme de complexité polynôniale 

f E exponentielle => algorithme de complexité exponentielle 

Défini t ion 2.2 

La c lasse  P e s t  c e l l e  des problèmes pour Zesquels i l  ex i s t e  un algorithme 

B t emn in i s t e )  de corrrplexité po Zynômiale. 

Défini t ion 2.3 

La c lasse  NP e s t  c e l l e  des problèmes pour lesquels i l  e x i s t e  un algorithme 

non déterministe de complexité polynômiale. 



* 
La notion d'algorithme non déterministe est équivalente à la 

notion d'algorithme déterministe sous l'hypothèse (non réalisée jusqu'ici !) 

d'utiliser un ordinateur capable de traiter en parallèle un nombre de 

calculs aussi grand que l'on veut. 

Défini t ion 2.4 

L'ensemble des problèmes NP-complet e s t  une sous-classe de Za c lasse  NP 

t e l l e  que : ff (Q) E NP-complet, s  ' i l  e x i s t a i t  un algorithme déterministe 

de complexité polynomiale pour (Q), alors i l  en e x i s t e r a i t  un pour tou t  

problème de la c lasse  NP. 

La conjecture actuelle est que P est strictement inclus dans NP. 

Pour avoir l'égalité il faudrait trouver, si c'est possible, un algorithme 

déterministe de complexité polynômiale résolvant un problème NP-complet. 

Les problèmes NP-complet sont donc théoriquement les plus difficiles 

à résoudre. Les programmes d'optimisation en nombres entiers et plus parti- 

culièrement ceux de la sous-classe faisant l'objet de notre étude, appar- 

tiennent à la classe des problèmes NP-complet. 

Cette partie est consacrée à une synthèse des principales méthodes 

utilisées pour résoudre le programme dual 

min L(w) [ 
S.C. w r O 

dans le cas où 4 est une fonction convexe, linéaire par morceaux. Ce type 

de problème se rencontre souvent en programmation mathématique et correspond 

en particulier à celui de notre étude. La non-différentiabilité de la 



fonction lagrangienne l (bien que presque partout différentiable) ne 

permettant pas l'utilisation des méthodes de descente classiques dans 

1 le cas différentiable (plus forte pente, gradient conjugué, métrique 

variable, etc ... ), nous exposerons les principales caractéristiques 

des méthodes, de descente ou non, valides dans le cas non différentiable 

Toutefois nous mettrons l'accent plus particulièrement sur les méthodes 

de sous-gradient car ce sont deux algorithes de ce type qui seront 

étudiés en détail au 5 2.2. 

L'essentiel des méthodes proposées dans la littérature peut se 

scinder en deux classes : 

(1) Les méthodes de sous-gradients --------------------- -------- 
- 

Supposons que w ne minimise pas 1 et soit w un moint meilleur que 
O 

w c'est à dire vérifiant l(wo) > l(;). 
0 ' 
Si g est un sous-gradient de en w on a : e(;) - l(w ) a g (Lwo). 

O ' O 

On en déduit que g (W-w ) < O ; c'est à dire que l'ensemble des points 
O 

meilleurs se situe dans le demi-espace ouvert de frontière l'hyperplan 

g (w-w0) = O, en fait dans un certain cône car la relation est vraie 

Y g e al(wo). Sur la figure 2.3, on voit que la direction -g pointe néces- 

sairement à l'intérieur de la sphère de centre W et passant par w ; c'est 
O 

dire que w = w - Xg sera plus près de w que w pour X appartenant à un 
1 O O 

certain voisinage de O. On a ainsi le germe géométrique des méthodes de 

Polyak (1967, C553) que l'on peut statuer sous la forme suivante : 



Figure 2.3 : Interprétation géométrique de la méthode de Polyak 

A Zgorithrne de sous-gradient 

1 Choisir w E IR: e t  une su i t e  { A  1 de r ée l s  p o s i t i f s  ; k 4 O 
O krl 

2 CaZculer un. sous-gradient gk de t en wk - 
& gk = O alors  wk e s t  optimal : STOP 

3 wk+I -+ wk - hk gk ; k + k+l - 
m m s i  w 1 IR+ alors  projeter wk+l sur IR+ ; a l l e r  en 2 - k+ 1 --- 

Remarque 

Théoriquement l'introduction d'un opérateur de projection dans le cas 

avec contraintes ne modifie pas la méthode. Par contre si le convexe 

relatif aux solutions admissibles n'est pas l'orthant positif IR:, le 

! calcul du projeté peut s'avérer un problème difficile. 
l 

 interprétation géométrique indique que la convergence vers un 
I 

1 
point optimal w* de la suite {wk} sera assurée si h n'e8t pas trop 

kro k 
grand mais aussi pas trop petit pour pouvoir se rapprocher suffisament 

I * du point w . 



Le premier choix proposé par Polyak [551 est le suivant : 

m 

A k = + m ,  lim A = O  
k=o k++m k 

Pour remédier au problème d'une faible vitesse de convergence, d'autres 

choix pratiques et théoriques ont été proposés : 

Ak = Pk x 
e(wk) - 2 

2 
X gk où 2 est une estimation de v(D ) 

L / lgkl / 

cl valeur exacte : 2 = v(DL) ([Il ; r521) - 
Polyak (1969, C561) a démontré pour le choix suivant des coefficients 

de relaxation E ]  5 pk 5 2 - ~ ~  ( 5 ,  E~ > O), la convergence géométrique de 

la suite {w 1 ,  résultat essentiellement d'intérêt théorique puisque v(D ) 
k L 

n'est en général pas connu. 

c2 sur-estimation : 2 > v(DL) - 
En particulier 2 peut être égal à la valeur d'une relaxation lagran- 

gienne du problème prima1 (P). Des résultats de convergence ont été établis 

dans ce cas par Polyak (1969, C561). 

c3 sous-estimation : 2 > v(DL) - 
On prend pour 5 la valeur - v(P) correspondant à la meilleure solution 

réalisable connue de (P) (obtenue par exemple par heuristique). Ce choix a 

été validé par les travaux de Beld, Wolfe et Crowder (1974, C321). 

Ces méthodes ont pour elles leur grande simplicité d'implantation 

lorsque à chaque itération le calcul de l(w ) est facile et elles ont donné k 

pour un certain nombre de problèmes d'excellents résultats pratiques. 

Par contre, elles présentent un certain nombre d'inconvénients : 

- le sous-gradient-g ne définit pas une direction de descente k 

pour la fonction lagrangienne l et par conséquent la suite {l(w ) )  k k2o 



n'est pas monotone décroissante. Le choix de la direction-g se justifie par k 

le fait que -g est une direction de descente pour la fonction 62(w), k 2 

où 6(w) est la distance du point w à l'ensemble convexe R(D ) des points 
L 

CL 
optimaux. En effet, si w désigne la projection de w sur !2(D ), on a 

L 
CL 

O > L(w) - ~ ( W I  1 (w-W) 

1 2  1 2 CL 6 (w)) = O(? 1 /w-w/ 1 ) = w-w 

1 2  
par conséquent -g V(7 6 (w) ) < 0. 

et 6(w), bien que non calculable, a le même ensemble de points optimaux que l. 

- la direction -g n'étant pas de descente, il n'y a pas lieu de 
k 

faire de recherche linéaire. Le choix des pas de déplacement hk (ou pk) se 

fait généralement suivant des régles a priori difficiles à justifier en 

théorie. Toutefois Held-Karp (C311) et Legendre-Minoux (C431) ont proposé 

dans le cas (c3) des régles expérimentalement très satisfaisantes. (Ces 

techniques seront précisées lors de la mise en oeuvre numérique de l'algo- 

rithme de sous-gradients, détaillé au 5 2.2). 

* - impossibilité de vérifier que le point w obtenu satisfait la 

* 
condition d'optimalité O E aL(w ) en exhibant une combinaison convexe 

nulle d'un certain nombre de sous-gradients (proposition 1.4). 

(2) Les méthodes de descente ........................ 

Contrairement aux méthodes de type sous-gradient, elles générent 

k 
une suite {L(w ) 1 finie ou in£ inie qui est monotone décroissante, et 

nécessitent à chaque itération 

- une phase de recherche de la direction de descente 
- une phase de minimisation, exacte ou approchée, dans la 

direction définie précédemment. 



Peuvent se rattacher à cette classe : 

en premier les méthodes dites de E-sous-gradients développés par Lemarechal 

(1974, C451) et Wolfe (1975, C671). Pour ces dernières, la détermination 

de la direction de descente en un point w nécessite la recherche d'un 

vecteur de norme euclidienne minimale dans la fermeture de l'enveloppe 

convexe d'un certain ensemble fini de sous-gradients ou d'c-sous-gradients 

en w : ceci nécessite la résolution d'un programme quadratique. Minoux 

propose dans C511 de remplacer ce problème difficile par une procédure 

itérative. Mis à part les problèmes de convergence liés au conditionnement 

des problèmes, ces méthodes sont en général plus délicates à implanter que 

celles de sous-gradients. Toutefois les travaux de Minoux vont dans le sens 

d'une mise en oeuvre simplifiée et se veulent particulièrement bien adaptés 

à l'optimisation des grands systèmes par l'utilisation de relaxations lagran- 

giennes . 

Un autre type de méthodes mettant en oeuvre des algorithmes de 

type simplex est particulièrement bien adapté aux problèmes issus de 

relaxations lagrangiennes. Nous citerons principalement les travaux de 

Fisher, Northup, Shapiro (1975, C111) et de Marsten (1975, C481). 

Pour compléter ce recensement partiel, nous citerons l'article 

de Shor (1982, [621) dans lequel on pourra trouver une bibliographie 

de base sur toutes les méthodes d'optimisation dans le cas non différen- 

tiable. Rappelons que Shor est à l'origine de la méthode dite de sous- 

gradients avec dilatation de l'espace qui se voulait être au départ une 

accélération de la méthode de sous-gradient classique. L'importance de 

cette méthode est qu'à travers des extensions (par exemple le r-algorithme), 

qui s'avèrent dans certains cas pratiques très performantes, Shor ait pu 

considérer comme un cas particulier la méthode de Khachyan (à l'intérêt 

théorique indéniable). 



De fait, si le calcul d'un majorant du problème (B), obtenu soit 

par la résolution de (B) soit par la résolution de (D ), est l'objectif 
L 

essentiel, il pourrait être intéressant de comparer les performances des 

méthodes suivantes - simplex, sous-gradient, E-sous-gradient, ellipsoïde, 
r-algorithme - en fonction de la taille des problèmes et de la précision 
désirée. 

La littérature est beaucoup moins abondante en méthodes de résolution 

du dual composite : On peut essayer d'en donner quelques débuts d'explication. 

Ce n'est qu'à partir des succès enregistrès par l'emploi de la dualité la- 

grangienne et des procédures de résolution utilisées dans un certain nombre 

de programmes en nombres entiers (notamment Held et Karp pour le problème 

du voyageur de commerce (1970), Geoffrion pour le problème de localisation 

(1972), Fisher pour le problème d'affectation avec contraintes (1973), et 

avec l'idée force que l'écart de dualité peut être réduit dans le cas 

composite (Greenberg-Pierskalla, C271), que quelques chercheurs se sont 

lancés dans l'utilisation de la dualité composite et l'étude des procédures 

de résolution adaptées. De plus la fonction duale dans le cas composite 

n'est pas convexe mais seulement quasi-convexe, cet appauvrissement n'étant 

pas de nature à faciliter la mise au point de procédures de résolution 

simples et performantes en comparaison du cas lagrangien. 

De fait, les algorithmes de résolution envisagés pour le dual 

composite sont très souvent similaires à ceux utilisés pour le dual 

lagrangien. Avant d'entreprendre l'étude au 5 2.2 d'un algorithme de type 

quasi-sous-gradient (généralisation d'un algorithme de sous-gradient) 

donnons à titre d'exemple deux algorithmes semblables, du même type que la 

procédure de Benders, pour la résolution respective ded duaux lagrangien et 

composite. 



Exemple 2.2 : Karwan, Rardin (C381) 

Les no ta t ions  son t  c e l l e s  d é f i n i e s  au paragraphe 1.1.3. 

r min v (BL (w) ) 

avec v (BL(w)) = max {cx + w (b-Ax) 1 
x E V  

avec v(BS(w)) = max {cx 1 w(Ax-b) 2 0) 
xev 

Algorithme 1 frésoZution du dua 2 lagrangien (DL) ) 

k 
O k t 1  ; w  + O ,  - 
1 résolution de la  relaxation Zagrangienne - 

k 
1.1 déteminer  une solut ion optimale x du problème (BL(w ))  - 

k k k 
1.2 poser gk = AX -b ; s i  g I O e t  wk gk = O alors  x e s t  solut ion - - 

optimale du prima2 fB) ; STOP 

2 passage à Z ' i t é r é  suivant - 
k+l k+l 

2.1 déterminer une solut ion optimale (z  , w ) du p r o g r m e  l inéaire  : - 
min z 

s . c .  c x j  - w < r j c { l ,  2, .:., k~ 

w 2 . 0  

- 2.2 - s i  zkil = v ( B L ( w ~ + ' ) )  alors  (wk+') e s t  une solut ion optimale de 

D L  ; STOP 

2.3 k + k+l  ; a l l e r  en 1 - 



Algorithme 2 (résolut ion du dual composite (DSil 

~ - k  O k +  i ; w k + O ;  w + O ;  a + *  - 
1 résolut ion de Za re laxation composite - 

k 1.1 dé t eminer  une solut ion optimale xk du problème (BS (w ) ) . - 
k 1.2 poser gk = A x -b ; s i  gk c O alors  xk e s t  solution opt.imale du 

prima2 (B) ; STOP 

1 . 3  s i  c xk < a alors u + c xk, 2 -+ w 
k 

- - 
2 passage à Z' i t éré  suivant - 

k+ 1 2.1 d d t e n i n e r  une solut ion optima l e  ( z  , wkil) du programne l inéaire  : - 

-k 2.2 s i  zktl 5 O a lors  (w , xk, a) e s t  une solut ion optimale de ( D s )  : STOP - - 

2.3 k + k+l ; a l l e r  en 1 - 

Quelques remarques sont à faire sur ces deux algorithmes. 

1) dual lagrangien (D ) L- 

Le problème dual (D ) est équivalent au programme linéaire L 

1 2  N 
N désignant le cardinal de V = {x , x , ..., x 1. 

Supposons qu'à une étape k quelconque, on ait calculé v(BL(w)) en un 

1 2  certain nombre de points w , w , ..., wk (k << N) : 

v(BL(~)) - c xj-j gj pour j E (1, 2, ..., k~ 
j où gj = ~xj-b est un sous-gradient de w -i v(BL(w)) en w . 

On résoud alors à l'étape k le programme restreint (PL ) k 



k+ 1 Soit (zktl, wk*l) la solution optimale obtenue. Calculons v(BL(w ) )  ; 

deux cas peuvent se présenter : 

k+ 1 a) - si z = v(BL(w~+')) alors (wk+') est une solution optimale du 

dual (D ). En effet, d'une part z k+ 1 
L < v(PL) = v(D ) et d'autre = v(PLk) - L 
k+ 1 part (z , wkf l) est une solution réalisable de (PL) puisque, par défi- 

k+ 1 nition de (BL(w ) ) ,  z k+l , - xj  - Wk+l g j +J j E {l, 2, ..., NI. 

b) - si zkil < v(BL(w~+')) alors on ajoute à (PL ) la contrainte 
k 

CX 
k+ 1 k+ 1 

- w g  52. 

Cette méthode consiste donc en fait à linéairiser la fonction duale. En 

général on s'arrête après l'obtention d'une solution approchée à E près de 

(D~), soit \zk+' - V(BL(~~+')) 1 < E. 

2) Dual composite (DS) 

L'algorithme de résolution du dual composite recherche à chaque 

itération une direction de déplacement qui n'est pas une direction de 

descente. Il s'appuie sur la remarque suivante : soit w un point courant ; 
k 

une condition nécessaire (mais non suffisante) pour que w soit une direction 

de descente pour le dual (D ) à partir du point wk est que w (Ax-b) > O 
S 

pour toute x solution optimale de (BS (w ) )  . 
k 

Si z 5 O alors la solution courante est optimale car il n'existe 

1 
aucun multiplicateur w E B éliminant les solutions optimales x , ..., x 

k 
1 

1 k des problèmes BS(w ) ,  ..., BS(w ) correspondants.  autre part, il est 

nécessaire de garder en mémoire la meilleure solution courante (a, w) car 
k 

la suite finie {V(BS(W )))kll n'est pas monotone décroissante. 



2.2 - Méthodes de r é s o l u t i o n  de type sous-gradient 

2 . 2 . 1  - MUhode d e  h o u n - g t l a d i e d  ---------------- -------- 

2.2.1.1 - Algorithme SG - - - - - - -  

Cet algorithme est une application directe des articles suivants : 

Held et Karp (1311, 1970) Crowder, Held et Woffe (C321, 1973), Carnerini, 

* 
Fratta et Maffioli (C31, 1975). Il détermine une solution optimale w du 

dual lagrangien (D ) associe au problème prima1 (B) : L 

(DL) min max c x + w (b - Ax) 
w20 x€V 

Algorithme SG : 

but : - ca leu Zer une va leur approchée 

étape O : i n i t i a t i s a t i o n  

0.1 chois ir  Niter , - Nam y en t i e r s  p o s i t i f s  e t  E, y, p rée l s  p o s i t i f s  

0.2 w1 f O, tl f 2, do + O, 1 f + k f 1 - 

étape 1 : résolut ion de la re laxat ion Zagrangienne 

1.1 : dé teminer  une solut ion optimale xk du problème - 
k 

rmax wk b + (c-w A) x 

k k 1.3 s i  e(w ) < e alors a. -+ e(w 1, tkil -- f t 
k 

sinon t k+l tk 

k 
1.4 s i  gk = O alors  x so lu t ion  optimale de (B/ : STOP -- 

1.5 s i  gk 2 O a tors  xk e s t  so tu t ion réal isable  de (8) ; -- 
s i  ~ ( B I  < c xk alors ~ ( B I  + c x 

k 
- - -- 



étape 2 : construction du successeur 

2.1 s i  k -+ N~~ alors  dk -+ gk ; a l l e r  en 2.2 -- 
dk-l k 

8.1.1 s i  dk-' gk < O alors  calculer p = - -- Y - -  2 

sinon p = O 

calculer 

k+l = 0 2.3 Y i : wk" < O : faire W. - 1 1 

étape 3 : cr i t è re s  d 'arrê t  

3.1 s i  1 Iw k+ 1 -- < E alors  STOP - w I I *  - 
sinon k + k+l 

3.2 s i  k > N -- alors STOP iter - 
sinon a l l e r  en 1 

Remarques 

(i) a et f3 sont un encadrement de la somme des variables, calculé au 

préalable et qui peut encore être peaufiné par la procédure décrite au 

chapitre 5. L'utilisation de cet encadrement évite une dispersion des 

k valeurs l(w ) dans les premières itérations et peut s'avérer être un 

procédé d'accélération. 

+ 
si J < a, on met à 1 les variables correspondants aux coûts 

réduits négatifs les plus petits en valeur absolue. 

si J+ > 8, on met à O les variables correspondants aux coûts 

réduits positifs les plus petits. 

. . 
(11) Niter et E définissent les critères d'arrêt de l'algorithme ; E est 

- 3 
pris égal à 10 ou  IO-^, Niter est le nombre d'itérations choisi par 
l'utilisateur. 



(iii) v(B) est une estimation par défaut de la valeur v(B) ; elle peut - 
être prise égale à O et incrémentée au fur et à mesure par l'étape 1.5, 

mais en pratique, v(B) sera fournie par une des heuristiques décrites au - 
chapitre 3. 

(iv) la détermination du p a  de déplacement tk, encore appelé coeddiwent 

de k & x d a n ,  se fait conformément à la stratégie de Legendre et Minoux 

(1977, C431). Les coefficients t sont calculés de façon dynamique en 
k 

tenant compte de la progression de la valeur de la fonction duale l 

(étapes 0.2 et 1.3) avec p = 0.87. Cette valeur correspond à la règle de 

Crowder, Held et Wolfe (C321) consistant à diviser par 2 le coefficient 

t toutes les 5 itérations en fin de convergence. k 

(v) Nam est le nombre d'itérations à partir duquel on enclenche la procé- 

dure de Camerini, Fratta et Maffioli (C31). Elle se révèle pour la plupart 

des problèmes traités être effectivement une procédure d'accélération. Le 

paramètre y est fixé à la valeur 1.5, la meilleure valeur expérimentale 

obtenue par les auteurs. 

De nombreuses expériences numériques mettant en jeu les différents 

paramètres évoqués pendant ces remarques, sont rapportées au 5 2.3. 

2.2.1.2 - Convergence - - - - - -  

(la procédure de Camerini, Fratta, Maffioli n'est pas 

mise en jeu) 

I . La convergence de l'algorithme SG peut s'étudier sur le schéma itératif 
suivant : 



où - % désigne l'opérateur de projection de B(~ sur le convexe 
+ 

fonction lagrangienne l(w) = max {cr + w (b-bx) 1 au point vk (proposition 
x€V 

1.4) et ?! une sous-estimation de v(DL) . 

- m Soit M(;) l'ensemble des points "meilleurst' que w E R+ défini par 

MG) = {W E ~ :  1 ecw) s ec;)) 

De 1 ' inégalité suivante (proposition 1.4) , oii (w) désigne un 
sous-gradient de la fonction lagrangienne C au point w ; 

v MG) (WW) g(w)  I e(~) - ai(;)  I O (1 

on peut déduire que l'ensemble M(W) est contenu dans un demi-espace, 
- 

de frontière 1 ' hyperplan passant par W, de vecteur normal g (w) , et ne 

contenant pas (W) (figure 2.4). 

Figure 2.4 

* 
Soit w c R(DL) c M(;) un point optimal ; le principe de la méthode 

e - 
est que pour h > O suffisamment petit, le point w = w - h g(G) sera plus 

* 
proche de w que w (figure 2.4). La proposition suivante précise l'intervalle 

auquel doit appartenir h pour qu'il en soit ainsi. 



Provosition 2.1 

Démonstration 

c 1 I W  - l 2  + ACh ) I l 2  + 2(l(w) - l(;))I (d'après (1)) 

- 2 
5 IIw - wlI (d'après (2)). 

O 

On peut énoncer le théorème de convergence suivant (lemme 3, 

C311) faisant intervenir l'ensemble 9 défini par : 

Théorème de convergence 2.1 

k So i t  t a  su i t e  {w lk20 dé f in i e  par t e  schéma i t é r a t i f  (1) 

alors  deux cas peut se présenter : 

Cas 1 : s i  O < t < 2 pour tout  k alors  
k - k 

- s o i t  3 k t e2  que w 
O 

k 
E T !  

- s o i t  t a  s u i t e &  Ikzo converge vers  un point de ta  

frontière de N p  

Cas 2 : s i  t = 2 pour t o u t  k alors  3 kO te2  que 
k k 

w 0 , M 2  
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Notes 

m 
(i) 9 est l'intersection de l'orthant positif ïR+ et de l'ensemble de 

niveau L 1 de la fonction 1 associé au réel 2 .  P 
(ii) Le résultat à la base du théorème 2.1 est un théorème de convergence 

énoncé par Motzkin et Schoenberg (C521; théorème 1) au sujet d'une méthode 

de relaxation pour un système d'inégalités linéaires. La différence essen- 
- 

tielle étant que le coefficient de relaxation t était une constante t. 
k 

Démonstration 

(i) Le cas 2 est une application directe de la partie 2 du théorème 1 de 

C521. 

(ii) La démonstration du cas 1 nécessite le concept de "suite ~ejer-monotone" 

introduit dans 1521. 

Définition 2.5 

So i t  G une partie non v ide  d'un espace vec tor ie l  normé E de dimension f in ie  n. 

Une su i te  {xJIjlo e s t  d i t e  Pejemonotone r e l a t i v e  à G s i  Y x r G, La su i t e  

11jxj - x 1 1 1 e s t  monotone non croissante. 

Lerne 2.1 

Si G e s t  une partie de dimension pleine (La plus pe t i t e  var ié té  l inéaire  

contenant G e s t  de dimension nl, alors toute s u i t e  {xJ j20 Fejermonotone 

re la t ive  à G e s t  convergente. 

Démonstration du lemme 2.1 

L'existence d'un point d'accumulation de la suite {xJ}. est assurée par 
J 20 

le fait que cette suite appartient à la boule fermée compacte B(;, p), 

- O - 
x E G, p =  I I x  - X I I .  



Supposons que la suite {xJ 1 possède deux points d' accumulation 
j 20 

distincts x et x Soit H l'hyperplan médiateur du segment Ixl, x21 ; 1 2' 

! X E G tel que f 1 H car G est une partie de dimension pleine. Par consé- 
1 I 

quent, en posant dl = 1 Ixl-X/ ( et d2 = / lx2-21 1, on peut supposer sans 
l 
I restreindre la généralité qu'il existe E > O tel que : O < 2~ < d -d (1) 1 2' 

On peut extraire de la suite {xJ~j20 deux sous-suites infinies 

t j  1 
jiaJ1 

et {xj} avec N c IN, IN2 c N convergeant respectivement vers 
j a2 1 

x et x 1 2 ' 

Pour E vérifiant (1) 

3 Po, Y P E N I '  P Po 

3 Clo, Y q c IN2> 4 9, 1 lxq - x21 1 2 E 

d'où, en conjuguant (11, (2) et (3 )  

p E N 1 ,  q p ' Po> q ' Po 
d2-" 11x9-$11 < d 2  + € < d l  - E i !lxP-211 < d l  + E - - - - 

et par conséquent, 3 (P, 4) s IN] x  IN^, p > q tel que 1 lxP-X/ / > 1 lxq-21 1 y 

ce qui est en contradiction avec l'hypothèse "suite {xJ 1 .  Fejer-monotone 
J 20 

relative à G". Il y a donc unicité du point d'accumulation et convergence 

de la suite {xJ ljl0. 

Remarque 

Si G n'est pas de dimension pleine, une suite Fejer-monotone n'est pas 

nécessairement convergente. Considérons par exemple la partie 

G = ]-a, +a[ c IR2 (a > O) et la suite { X j ~  jzo dé£ inie par le couple de 

j j ses coordonnées (x], x2) : 

xj = 0 1 
1 X2 = (-1IJ Il + ml 

Î 

cette suite admet de façon évidente 2 points d'accumulation (0, 1) et 
l 

1 (0, -1) en étant Fejer-monotone relative à G puisque V j 2 0, Y fl c 1-a,+a[: 



Lemme 2.2 

9 e s t  une part ie  de dimension pleine de g. 

Démonstration du lemme 2.2 

m 
Soit ; É R+ tel que v(D ) 5 e(;) < 1. L 

m Y w É R+, c x + w (b-Ax) = cx+; (b-Ax)+ (w-;) (b-AX) Y x e V 

- 
d'où L(w) = max cx + w (b-AX) 5 1(w) + 1 I w - W I  1 K 

xev 

avec ~ = m a x  Ilb-~x/l < +m 

xev 

On déduit de (1) que Y w É B ,  p) o Ry, où B(;, p) est la boule de 

centre W et de rayon p = ' - '(;) , lcw) < L, soit w r n ~ .  K e 

La démonstration du théorème 2.1 Cas 1 s'articule comme celle du 

lemme 3 de 1313. 

En résumé --------- 
k 

Supposons que la suite {w }k50 ne contienne aucun point de 9 alors 

k k k 
d'où (proposition 2.1) 1 Ilr - %m(w - hk+l g > I I  2 IIw-w I I  

+ 
k+ 1 k 

soit / I W  - w 1 1 < 1 I W  - w 1 1 .  La suite {wk}k20 étant Fejer-monotone 

relative à M est convergente (lemmes 2.1 et 2.2) 2 



k+l k Par conséquent lim 1 1 w - w I I  = O et lim L(w k ) = 1 puisque 
k+4w k* 

X e(wk) - e =II%m(w k+l - w ) l l  k qlw k+l k 
tk+ 1 I lgkl I 

- w 1 1 .  Puisque l est 
+ 

k 
continue, e(1i.m w ) = 1 donc le point de convergence appartient à M 

k * ~  P , 
k en fait à sa frontière puisque aucun point de {w n'appartient à M . 
kro 2 

1 0  6 Nam < N iter 1 (la procédure de Camerini, Fratta et Maffioli est 

mise en jeu après N itérations) 
am 

Le principe de cette méthode est de remplacer à l'itération k la 

k k direction de descente g par une combinaison linéaire d des sous-gradients 

k 
g et gk-l de la forme dk = gk + p g k-l (Algorithme SG, étape 2.1). 

Le germe géométrique de la méthode est que pour un scalaire p bien 

k k choisi, la direction d formera avec w - wk (w E M(w ) )  un angle plus aigu 

k 
que la direction g et sera pour un petit déplacement une meilleure 

direction de descente (figure 2.5). 

Finure 2.5 

En utilisant le schéma itératif suivant 

(11) 

W 
k ( k+l = %m(w - Xk+l dk) k = O, 1, 2, . . . 

k 
+ 

où d est la direction définie à l'étape 2.1 de l'algorithme SG. 



On peut  énoncer un r é s u l t a t  de convergence iden t ique  au théorème 2 . 1  Cas 1 

sous l 'hypothèse p lus  r e s t r i c t i v e  : 

Démonstration : 

Voir  C31. 

Remarque 

Dans l e s  expériences numériques, l a  sur-est imation 2 a é t é  remplacée par  

une sous-est imation de v(D ) - un minorant v(B) - p lus  f a c i l e  à c a l c u l e r  L - 
Toutefo is  l e s  r é s u l t a t s  ne  semblent pas  dépendre de  façon c r i t i q u e  de l a  

v a l e u r  2 ( v o i r  § 2 . 2 . 3 . 1 ) .  

2.2.2 - MéXhodu ------------ de  ~ u a c l i - ~ o a ~ - g t r a ~ e ~  ---------- -------- 

2.2.2.1 - A l g o r i t h m e  QSG - - - - - -  

Cet a lgor i thme e s t  une adap ta t ion  de c e l u i  proposé p a r  Dyer dans C61. 
* 

Il  détermine une s o l u t i o n  optimale w du dual  composite en cont inu  (D ) s 
a s s o c i é  au problème prima1 (B) : 

- 
(Ds) : min max c x s .c .  WAX < wb, x c [VI 

W l O  

Algorithme QS G '' 

but : Calculer une valeur approchée de v(Ds) - 
étape O : i n i t i a z i s a t i o n  

1 1 
O. 1 Choisir  w t e l  que / / w 1 1 = 1 ; chois i r  Niter - e n t i e r  pos i t i f  

e t  E réel  p o s i t i f  
- 

0.2 t l +  1 ;  S c -  - ; k t  1 



étape 1 : résolut ion "en continu" du problème contracté 

k 1.1 calculer a = w A, b = wk b - S S 

1.2 dé teminer  une solut ion optimale x du problème contracté - 

Imax 

* 
notons i l ' ind ice  de la vamable en base. 

k k 1.3 caleuter gk = A x -b, s(w) = c x 
k 

- 
- k  - - - k  1.4 s i  s(w ) < s alors  s + s(w ) . - -  y tk+l + t  

k 

sinon t + p tk k+ 1 
k 

1.5 s i  g 5 O - -  
k s i  xk E { O ,  1 1  alors  x e s t  solut ion optimale de (B) - i * 

alors STOP 

étape 2 : Construction du successeur 

k k k  2.1 d k + g  - (w g ) wk ; dk+-dk / 1ldk/l2 - 
2.2 Wk+l + w k - + tk+~ dk 

k+ 1 k+ 1 2.3 V i : w  < O f a i r e w i  + - -  k+ 1 - i W. 
1 

k+ 1 2.4 wk+' + w 1 1 lwkfll l 2  - 

étape 3 : cr i t è re  d 'arrê t  

3.1 s i  1 Iw k+ 1 k- 1 
- -  - w I l 2  5 E alors  STOP 

sinon k + k+l 

s i k < N  - iter --- alors  STOP 

sinon a l l e r  en 1 

Remarques 

(i) Niter et E définissent les critères d'arrêt de l'algorithme ; E est 

pris égal à IO-* ou 10-~, N~~~~ est le nombre d'itérations choisi par 

l'utilisateur. 



(ii) w1 est soit le vecteur unitaire (1) 

soit la solution "optimale1' du dual lagrangien (2) 

(iii) ç = +w si (1) 

k 
= meilleure valeur entière IL(w ) 1 obtenue au cours de la résolution - 

du dual lagrangien si (2). 

(iv) Aucune expérience numérique n'est rapportée dans C61. En particulier 

le pas de déplacement doit obéir théoriquement aux conditions classiques 

de Polyak C551 : 

00 

lim t = O et tk = +.. 
k- k k=o 

En pratique les coefficients t sont calculés de façon dynamique k 

en tenant compte de la progression de la valeur de la fonction composite 
- 
s (étape 1.4) avec P = 0.95.  autres choix seront comparés numériquement 

(v) l i l  - - pourra être au mieux égal à Iv(B) 1 puisque l'on utilise que 

des relaxations du type (K) du problème (B) : 

k 
k 2 1 v(E) 5 s(w) 

(chaque problème (K) est résolu par l'algorithme NKR). 

On peut espérer beaucoup mieux comme majorant en utilisant une résolution 

du problème contracté bivalent (dans (K), IV1 est remplacé par V et le 

nouveau problème est résolu par l'algorithme FPK 79), malheureusement 

plus coûteuse en temps calcul. Toutefois la mise en oeuvre de l'algorithme 

QSG sur le problème de Fleisher de taille 10 x 20 (C131, Annexe 1) a permis 

de vérifier que l'écart de dualité composite pouvait être strictement 

inférieur à l'écart de dualité lagrangien (résultat fondamental du § 1.2.1 : 

v(B) v(D~) V(B) = v(D~) = ,(es)) 



Pour (B) E (Fleisher) : 

(vi) 2 (étape 1.3) est un quasi-sous-gradient de la fonction composite s 
- 

au point wk (proposition 1.9). La fonction quasi-convexe s n'admet pas de 

k 
sous-gradient en chaque point w . 

(vii) La nature géométrique du calcul du successeur wk*l (étape 2) peut 

se préciser comme suit : la direction de pseudo-descente dk est obtenue 

k 
par projection de g sur l'hyperplan orthogonal au vecteur wk (étape 

k 2.1) ; en fait d n'est autre qu'une combinaison linéaire de 2 et de w k 

(étape 2.2) ; les étapes 2.3 et 2.4 consistent en une sorte de projection 

m 
sur l'ensemble non convexe B2 = {w r IR+ 1 ) 1 wl / = 1 1 .  

2.2 .2 .2  - Convergence - - - - - -  

Les propriétés de convergence de l'algorithme QSG font intervenir 

* 
l'ensemble M suivant : 

m - 
E > Oi posons M(E) = {w L IR+ 1 / / w /  l 2  I l y  s(w) < v(ES) + €1 

* 
l alors M est l'ensemble non vide défini par 

M* = B2 n { n c~(M(E))), où c~(M(E)) est la fermeture de M(E). 
€>O 

Théorème de convergence 2.2 
03 

Sous l e s  hypothèses : 1 tk = +m e t  lim t = O, l 'algorithme QSG génère 
k=o k++w k 

une su i t e  iwk}kzo t e l l e  que : 

k ( i l  lim inf S(W ) = v(DS) 
k++w 

k (ii) tous l e s  points d'occwnulation de l a  su i te  Iw 1 sont dans M*. 
kso 



Démonstration : 

voir 161, propositions 21 et 22. 

Remarques 

(i) si S est continue sur l'ensemble des points optimaux 
- * 

{w B2 1 ;(W) = v(D~)}, alors ?! est justement l'ensemble des points 

optimaux (C61, corollaire 7) . 
(ii) Un lien important entre les méthodes de sous-gradients et de quasi- 

sous-gradients semble être le théorème de Polyak C551, dont l'énoncé bien 

connu est rappelé ci-dessous : 

"Soit le programme suivant : 

in£ f (x) 

S.C. x E Q c E 

où f est une fonction quasi-convexe et continue sur l'espace de Hilbert E, 

Q un sous-ensemble convexe et fermé de E. 

Considérons le schéma itératif 

E 

avec - c une fonctionnelle de support arbitraire de l'ensemble de k 

niveau L k k 
f = {x 1 f(x) r f(x ) )  au point x ( f x  E L f , c  k k  x S C  k x). 

f (xk) f (xk) 

- nq un opérateur de projection de E sur Q. 
cn 

k k Alors sous les hypothèses lim 1 1 c 1 1 = O et 1 1 1 c 1 1 = +CO (1) 
k-++m k=o 

k * la suite {x Ikzo possède un point d'accumulation x tel que f (x*) = in£ f (x)" 
xeQ 
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Remarquons tout d'abord que la quasi-convexité de f suffit puisqu'elle 

assure la convexité des ensembles de niveau L , f. D'autre part on peut 
k k k f (xn) prendre c = hk g / / 1 1 1 , la suite de scalaires { lk} vérifiant (1) , 

k2o 

avec gk sous-gradient de f en x si f est convexe (proposition 1.4) ou g k 
l 

I 
1 quasi-sous-gradient de f en xk si f est quasi-convexe (proposition 1.10). 

Par conséquent ce théorème, à la base des démonstrations de convergence 

des méthodes de sous-gradients pour la résolution du dual lagrangien, peut 

être aussi un outil intéressant pour une. généralisation de ces méthodes 

dans le cadre de la résolution du dual composite. 

Exemple 2.3 

Sur pratiquement tous les problèmes tests nous avons pu constater que 
1 

1 

l'algorithme QSG engendrait deux sous-suites convergentes {w2k} et 
k2o 

{w2ki1 } 2k 2k+ 1 
kro associées aux deux sous-suites { S ( w  ) et {P(w )}kzo, kro 

conformément à la convergence en points d'accumulation assurée par le 

théorème 2.2. 

Nous exhibons sur le problème 6 de Petersen (C531) cette propriété 

pendant 10 itérations (v(B) = 10618 ; v(B) = 10672.3). 

Notons ici que c'est essentiellement la quatrième composante w 
k 
4 

qui différencie les deux points d'accumulation (les 10 itérations sont 

les dernières du processus arrêté à l'itération 150). 



De nombreuses expériences nuémriques nous ont permis, tout en 

validant les algorithmes SC et QSG de comparer l'efficacité de ces 

méthodes en fonction des valeurs prises par les différents paramètres 

et de faire ainsi un choix "optimal" de ces dits-paramètres conduisant aux 

formulationsfinales de ces algorithmes ( 5  2.2 .1  et 2.2 .2)  pour leur utili- 

sation dans un code de réduction (chapitre 4). 

2.2.3.1 - Algorithme SG - - - - - - -  

Le choix des coefficients de relaxation t est déterminant pour 
k 

obtenir une convergence satisfaisante. Deux règles pratiques peuvent être 

utilisées : 

Re 1 (Held, Karp 1311)  : tk = 2 pendant 2 n  itérations, puis diviser par 2 - 
la valeur de t et le nombre d'itérations de validité de t et ainsi de suite k k 

jusqu'à un seuil minimum q (généralement égal à 5) du nombre d'itérations ; 



enfin diviser par 2 la valeur de t toutes les q itérations jusqu'à ce que 
k 

les X soient suffisamment petits (< précision fixée). k 

k+ l Re 2 (Legendre, Minoux C431) : tl = 2 : si l(w ) < - min l(wj) 
j=l,...,k 

alors t = t sinon t 
k+ 1 k k+ 1 = p t (p < 1). (Plus précisément, il est 

k 

indiqué dans C241 que la règle Re 1 correspond à un coefficient p 0.87, 

valeur pour laquelle des résultats expérimentaux très convaincants ont 

été obtenus sur certains problèmes discrets de grande dimension). 

Le tableau 2.1 compare les règles 1 et 2 sur le problème 6 de 

Petersen. D'autres tests effectués accordent à la règle 2 des performances 

sensiblement meilleures par rapport à la valeur de la fonction 1. En consé- 

quence, c'est la règle 2 qui a été retenue pour toutes les expériences 

numériques avec p = 0.87. 

Les résultats rapportés dans le tableau 2.2 permettent de juger 

de l'apport d'un encadrement de la somme des variables lors du calcul de 

k 
1(w ) (voir chapitre 5). De façon générale les expériences ont pu mesurer 

une légère amélioration du majorant liée à une moins grande grande oscil- 

k lation des valeurs l(w ), ceci ne justifient pas toutefois une utilisation 

systématique d'un encadrement, d'autant plus cher en temps calcul qu'il 

sera fin. 

Le tableau 2.3 justifie la modification de la méthode classique 

de sous-gradients par l'utilisation, après N itérations, de la procédure 
am 

de Camerini, Fratta, Maffioli C31. Cette méthode utilisée seule (Nam = 0) 

donne des résultats très irréguliers (des cas de divergence ont été 

constatés) et il semble qu'une politique raisonnable soit de prendre N 
1 am 

égal à 5 ou 10. 



Tableau 2.1 

( m  = 5 ,  n = 39, a = 10, E = 36, N~~~~ = N ~ ,  P: = v(B)) 

nombre 
itéra- 
tions 
k 

10 

20 

30 

40 

50 

1 itération 
1 k 

O 5 c  x < n  
itération 

C t I c  x < B  k O S c  x < n  

Tableau 2.2 

Re 1 Re 2 

min l ( w j )  
j=l,k 

10788.777 

10700.523 

10693.125 

10691.945 

10691.293 

min e(d 
j=l ,k 

10761.168 

10693.313 

10680.785 

10678.332 

10677.551 

W 
k 

(6.78,4.42,0.89,0.64,2.80) 

(6 .24 ,3 .74 ,0 .52 ,0 .00 ,3 .86)  

(6 .18 ,3 .62 ,0 .51 ,0 .00 ,4 .04)  

(6.16,3.59,0.50,0.00,4.08) 

(6.15,3.59,0.51,0.00,4.11) 

w 
k 

(6.57,4.16,1.43,0.00,3.86)  

(6 .25 ,3 .14 ,0 .96 ,0 .00 ,4 .25)  

(6 .13 ,3 .07 ,0 .96 ,0 .00 ,4 .78)  

(6 .10 ,3 .01 ,0 .91 ,0 .00 ,4 .94)  

(6.09,2.99,0.89,0.00,4.99)  



Les tests de réduction décrits au chapitre 4 utilisent la partie 

k entière du majorant e(w ). Le tableau 2 .4  prouve l'inutilité de pousser 

très loin la convergence de l'algorithme SG, 50 à 80 itérations suffisent 

pratiquement dans tous les cas à obtenir la partie entière de la valeur 

k optimale min L(w ) . 
k 

Le tableau 2.5 montre de façon assez surprenante que le fait de 

prendre pour 2 un minorant v(B) à la place de la valeur exacte v(B) (ou - 
d'un majorant de v(D ) )  n'handicape pas la méthode de sous-gradients et 

L 

qu'au contraire le majorant obtenu après 50 itérations est souvent meilleur. 

2.2.3.2 - Algor i thme  QSG - - - - - - -  

Pour le choix des coefficients de relaxation t nous nous sommes 
k ' 

basés de façon naturelle, à cause de la structure très voisine des deux 

algorithmes, bur les règles expérimentalement satisfaisantes pour les méthodes 

de sous-gradients. 

? r ., - L L 

Le tableau 2.6 compare la règle Re 2 (5 2.2.3.1) pour différentes - 
valeurs du paramètre p avec la suite classique {t = l/kIkZ1 k qui vérifie 

bien les conditions de Polyak. La rêgle Re 2 avec ~ 0 . 9 5  a donné sur tous - 
les exemples testés, si ce n'est la meilleure valeur, du moins une valeur 

, 

convenable très proche. 

Le tableau 2.7 confirme le résultat théorique de la proposition 

1.16 comme quoi un multiplicateur optimal du dual lagrangien est en 

1 général une bonne solution de départ pour démarrer une méthode de réso- 

lution du dual composite. De plus on constate (voir aussi le tableau 2.8) 

1 que la convergence de la fonction S est moins rapide que celle de la 

fonction ; par conséquent un plus grand nombre d'itérations est nécessaire 



Tableau 2.3  

(Niter 
= 100,  ?! = v(B)) 

Problème 

P 1 

Tableau 2.4  

(Niter 
= 100,  N = 10,  ?! = v(B)) 

am 

- 
k 

min l(w ), k = 1 ,  ..., 100 1 
I 

N = O 
am 

4152.2734 

9354.0062 9336.8812 9345.8375 

P3 4161.8320 

6172.7227 

12507.7891 12493.4766 12493.4766 

10779.2773 10675.1211 10676.3672 

16613.1250 16614.2227 16614.7031 

numéro itération 
où 

I J * ~  est atteint 

4 8 

90 

68  

3 7 

5 5 

56  

3 8 

9357.0000 

4162.6445 

6172.7227 

12493.4766 

10676.4219 

16614.7852 16614.8125 I 

numéro itération 
où 

l* est atteint 

9 8 

9 6 

8 9 

8 9  

9 9 

9 9 

8 6 

Problèmes 

P 1 

P2 

P 3 

P4 

P 5 

P 6 

P7 

k 
l* = min l(w ) 

k 

4155.4219 

9336.8812 

4162.9414 

6172.7891 

12493.4766 

10675.1211 

16614.2227 

= 50 = 100 l 

4157.3516 

N = 10 
am 

4155.4219 

N = 20 
am 

4156.6484 



Tableau 2 . 5  

(Ni ter = 80 ,  N = 5 ,  les minorants v(B) sont calculés grâce aux 
am - 

heuristiques définies au chapitre 3, les valeurs exactes v(B) sont 

données par les auteurs : C531, C661). 

Problèmes 

P6 

P7 

W 1  

W6 

W8 

Tableau 2 . 6  

Problèmes 

- 
P 1 

P2 

P 3 

P 4 

P5 

P6 

P 7 

(initialisation algorithme SG, Niter = 100) 4 ,f -3, 
( . ! . . i )  

.. 
(*) l'algorithme QSG n'a pu améliorer après 100 itérations la valeur 

?! = v(B) 

10552 

16470 

140778 

130233 

620060 

initiale fournie par l'algorithme SG. 

k minl(w) 
k 

10673.9648 

16613.9453 

142018.6875 

131336.8750 

628985.6250 

?!=v(B) 

10618 

16537 

141278 

130623 

62431 9 

k min s(w ) ,  k = 1 ,  . . . , Niter 

k min l(w ) 
k 

10674.8828 

16614.8750 

142037.6875 

131338.4375 

628783.8750 

tk = 11, 

4154.1641 

9301.3000 

4147.4609 

6169.8594 

12486.7891 

10672.9570 

16612.9023 

règle Re 2 
- 

p = 0 .80  

* 
4155.4219 

9319.3625 

4153.1172 

6170.6523 

12488.4062 

10675.1953 

16613.4727 

p = 0 . 8 7  

*4155.4219 

9304.1187 

4149.0195 

6169.3984 

12486.1836 

10673.1602 

16612.9375 

p = 0 .90  

*4155.4219 

9297.8312 

4144.4297 

6167.8789 

12484.5156 

10672.5781 

16612.8789 

p 5 0 . 9 5  

*4155.4219 

9301.6250 

4135.7031 

6164.7930 

12484.9414 

10673.1562 

16613.0820 



si l'on veut obtenir la partie entière de la valeur optimale (en pratique 

ce seuil est pris égal à 100). 

Tableau 2.7 

(Niter = 100, tk = l/k) 

l- Problèmes 
P 1 

P 2 

P3 

P 4 

P 5 

P6 

P 7 

2.2.3.3 - Comparaison de la précision et du coût des algorithmes SG et QSG . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Le tableau 2.8 récapitule sur 18 problèmes tests réels tirés de la 

littérature (C131, Annexe 1) les résultats de convergence des algorithmes 

SG et QSG le test d'arrêt étant la précision E sur la norme de la différence 

de 2 multiplicateurs consécutifs. S i  théoriquement nous avons l'égalité 

v(B) = v(DL) = v(B ), nous pouvons constater que l'algorithme QSG permet 
S 

d'approcher beaucoup mieux la valeur v(B) que ne le fait l'algorithme SG, 

malheureusement avec un coût en temps calcul par itération 1.8 fois plus 

élevé en moyenne (tableau 2.9). 

sans initialisation 

- -* k 
s = min s(w ) 

4150.6172 

9324.5062 

4 156.4844 

6166.5547 

12492.9258 

10673.1758 

16612.9102 

avec initialisation 

-* - k 
s =min s(w ) 

4154.1641 

9301.3000 

4147.4609 

61 69.8594 

12486.7891 

10672.9570 

16612.9023 

numéro k où -* s est atteint 

1 O0 

1 O0 

1 O0 

1 O0 

1 O0 

1 O0 

9 2 

numéro k où 
IS * I  - - est atteint 

6 4 

1 O0 

94 

9 7 

9 6 

76 

6 8 



I 
I Algorithme SG Algorithme QSG 1 

numéro 
itéra- 
t ion 

arrêt 
--- 

89 l 

1 Inuméro 1 IProblème (e*=min L(w ) numéro 
itéra- 

taille v(DL) 

I 1 atteint arrêt 
- 

1 
- 

I - 

numéro 
itéra- 
tion où -* 

s 
atteint - 

1 

Tableau 2.8 

Notes : caractéristiques des algorithmes SG et QSG 

SG : Niter = 150, N = 5, Re 2 avec p = 0.87, E = 10 -5 - am 
- 4 

QSG : Niter - = 200, Re 2 avec p = 0.95, E = 10 

* la précision E sur la norme / ~w~*'-w~l 1 n'est pas atteinte après N iter 

itérations. 



Tableau 2.9 

(les temps moyens par itération sont en dixmillièmes de seconde) 

Taille 

tempslitération 
Algorit. SG 

tempslitération 
Algorit. QSG 
rapport 
QSGISC L 3 

Aucune expérience comparative n'a été menée avec une méthode 

simplex, de toute évidence très à son avantage sur ces problèmes de petite 

et moyenne taille. Toutefois pour les problèmes de grande taille les méthodes 

de sous-gradients peuvent devenir très concurrentielles si l'on se fie aux 

remarques suivantes : 

- les principaux inconvénients des méthodes du simplex sont : 

stockage et inversion de matrices de grandes tailles ; accumulation des 

erreurs d'arrondis ; cas de dégénerescences. Pour remédier à ces difficultés 

des méthodes sont été mises au point. La méthode des paramètres (avec réso- 

lution directe des sous-systèmes linéaires à chaque itération) rentre par- 

faitement dans ce cadre (Huard, 1341, C351). 

10x6 

55 

89 

1.62 

- le nombre d'itérations nécessaire pour atteindre n'importe quel 
degré de précision ne semble pas croître de façon significative avec la 

taille du problème pour les méthodes de sous-gradients, ce qui n'est pas le 

cas de la méthode simplex (suite aux conclusions des expériences numériques 

menées dans [ 7 1  et C501). 

- la méthode simplex semble dominer tout algorithme de sous-gradients 
si un très haut degré de précision est désiré. Or ce ne sera pas le cas dans 

le cadre du code de réduction développé au chapitre 4. 

10x10 

72 

139 

1.80 

10x15 

90 

180 

1.74 

10x20 

133 

232 

1.78 

10x28 

174 

310 

2.06 

5x39 
- - - - -  

126 

- - - - - - -  
260 

- - - - - - -  
1.65 

5x50 

166 

275 

1.87 

2x28 

55 

103 

1.93 

2x105 

169 

30x60 

1018 

327 1700 1 1 
1.93 1.67 



HEURISTIQUES 



I  objet de ce chapitre est la construction de deux heuristiques 

1 simples et efficaces, appelées AGNES 1 et 2, fournissant des minorants 

de la valeur du programme linéaire en variables bivalentes (B) suivant : 

(BI 1 S.C. A < b 

La matrice A de taille m x n est à coefficients non négatifs et 

a priori ne contient pas de contraintes à structure particulière. 

Ce travail a déjà été l'objet d'une première publication (C131) 

dans laquelle on pourra trouver un catalogue des principales heuristiques 

rencontrées dans la littérature ainsi que les données de tous les problèmes 

tests utilisés. 

La première partie (5 3.1) consiste dans le rappel des points 

essentiels relatifs à ces deux heuristiques : description, complexités 

théorique et pratique, performances en précision et en temps calcul. 

Une deuxième partie (5 3.2) met l'accent sur l'utilisation de ces 

heuristiques dans le cadre spécifique de la réduction. 

Dans une dernière partie (5 3.3) nous soulignons les difficultés 

rencontrées lorsque l'hypothèse "A matrice non négative" est levée et nous 

précisons les modifications à apporter pour pouvoir exploiter dans ce cas-là 

les heuristiques définies précédemment. 



3.1 - Heuristique AGNES 1 e t  2 

Les deux heuristiques AGNES 1 et AGNES 2 ne sont qu'une adaptation 

dans le cadre d'un code de réduction des méthodes SURRO 1 et 2 décrites en 

détail dans C 1 3 1 .  

L'idée directrice de ces méthodes est d'exploiter le concept 

classique de la contraction de contraintes dû à Glover (1965). 

Au programme linéaire en variables bivalentes à m contraintes 

(BI maxcx S.C. Ax 5 b ;  x E V 

m sont associés, pour chaque multiplicateur w E IR+, le programme linéaire en 

variable bivalentes à une seule contrainte dite composite 

(B(w)) max cx S. c. WAX 5 wb ; x E V 

et sa relaxation 

- 
(B(w)) max cx S.C. WAX 5 wb ; x E [ V I  

Les deux méthodes heuristiques utilisent systèmatiquement les 

informations et propriétés fournies par la relaxation (B(w)). Ce choix de 

relaxation est motivé par le fait que 

- d'une part, la contrainte composite permet d'engranger un maximum 
d'informations provenant de chacune des contraintes initiales, ce qui est 

plus riche (et à la fois plus rapide) que d'examiner chaque contrainte 

séparément. 

- d'une part, nous possédons un algorithme performant et d'implan- 
- 

tation facile pour la résolution du problème (B(w)) : l'algorithme NKR 

(Fayard, Plateau, C81) de complexité temporelle linéaire en moyenne. 



1 AGNES 1 et AGNES 2 sont adaptés aux problèmes en variables bivalentes 

l dont la structure est la suivante 

r max cx 

avec 1 ; 1 ;ixn 
A E ni+ (A matrice non négative) 

On peut sans restreindre la généralité supposer que 

n m 
c E IR+, b E IR+ 

En outre, on supposera que le problème (B) est "bien posé", c'est à dire 

i qu'après une éventuelle réduction triviale (fixation de variables et/ou 

élimination de contraintes), les données possèdent les propriétés suivantes : 
I 

a) V i c 11, 2,...,m} max a c b. (sinon X*=O si 3 i : a >bi) i j 1 j=1,2,. . . ,n j ij 

n 
b) V i c i l ,  2,. . . ,ml b < aij (sinon la contrainte i est éliminée) 

i j =l 

* 
C) v j c 11, 2 ,  ..., nl, A' + O (sinon x = 1 lorsque A' = 0) 

- j 

a) Algorithme AGNES 1 

L'algorithme glouton AGNES 1 génère, en plusieurs itérations d'un 

même processus, un ensemble de solutions réalisables pour le problème (B). 

Le cardinal de cet ensemble est fixé a priori par l'utilisateur qui choisira 

Une solution réalisable - x fournie au cours d'une itération du processus 

est construite en un nombre fini d'étapes qui se décomposent toutes cmme suit : 



Etant donnés 

(i) les ensembles des indices des vahiab&A ~ ~ X E U  (à 1 ou à O) au cours 

des étapes 1, 2, ..., k-1 : (pour k = 1, Xo = XI = 

X0 = j E 1 . n 1 x = O ; xl = j E 1 ,  . I I  1 x = 1) 
j j 

(ii) l'ensemble M des numéros des contraintes non kedondantes compte tenu 

de la donnée de Xo et de XI : 

i.e. en posant X = { 1, . . . , n) \ (Xo u XI) 2 

(pour k = 1, M = (1, 2, a . . ,  ml) 

k on considère le sous-problème (B ) de (B) (à q = lx2 / variables et à 

m = / M I  contraintes), supposé "bien posé" (voir hypothèse (H)) : k 

I C ~ l  

+ max cx 

- - - 
o ù e  = I Y ~ E x ~  ; c = c  ; ~ = % ~ ; b = b ~ -  1 AM. 

j X2 j EX 1 

Dans le cas où % est suffisamment petit (inférieur à 10 par 

exemple), cette étape k (la dernière de l'itération en cours) consiste 

k 
à résoudre exactement (B ) par une procédure simple d'énumération implicite 

(C131, Annexe 2). 

Dans le cas général, l'étape se déroule en 3 phases : 

Phase 1 : Associé à un paramètre de perturbation v voisin de 1 ,  le calcul 
m 

d'un vecteur "multiplicateur" w de ïN permet la construction d'une 

k relaxation "composite" de (B ) 



1 Phase 2 :  algorithme NKR de complexité linéaire en moyenne (voir C81,ClOl) 

(~~(w, PI) 

k 
fournit une solution optimale du programme linéaire associé à (B (w, p)) 

e c + max cx 
1 - - 

S. c. WAX 5 pwb 

* 
dans le but de déterminer un sous-ensemble U de 

1 tel que 1 * AJ < b 
I j EU 

1 
* 

1 Les variables d'indices appartenant à U sont alors fixées à 1, 

ce qui implique l'augmentation (resp. la diminution) de X (resp. de X2). 1 

Phase 3 : Le sous-problème ainsi obtenu est éventuellement réduit en 

nombre de variables et de contraintes de manière à satisfaire l'hypothèse 

(H) (ce qui implique une éventuelle modification de X X1, X2 et Ml. 

Note : 

k+ 1 
Le problème "bien posé" ainsi construit n'est autre que le problème (B ) 

considéré à l'étape suivante. 

L'itération s'achève lorsque toutes les variables sont fixées à 

1 ou O (i.e. X2 = @) ; la solution approchée - x obtenue est donc définie par : 

(avec X u XI = i l ,  2, ..., n}). 
O 

L'organigramme de l'algorithme AGNES 1 est donné par la figure 3.1. 

Tous les détails des différents modules figurant dans cet organigramme sont 

explicités dans (C131, p. 25). 



b) Algorithme AGNES 2 

L'algorithme glouton AGNES 2 engendre en un nombre fini d'étapes une 

seule solution approchée - x associée à un minorant - V(B) de V(B). 

A la différence de la méthode précédente, l'algorithme AGNES 2 

contrôle au cours de chaque étape grâce au paramètre entier a le nombre 

de variables fixées à 1 ou à O ; en conséquence cela permet de contrôler 

également le nombre d'étapes dans le but d'obtenir une complexité théorique 

(et naturellement pratique) linéaire en moyenne. Ce nombre d'étapes (qui 

croit de manière logarithmique avec la taille n) est en général bien 

supérieur à celui (2 ou 3 étapes quelque soit la taille n) d'une itération 
' 

de l'algorithme AGNES 1 ; c'est ce qui explique le choix de ne construire 

pour chaque valeur du paramètre entier a qu'une seule solution approchée 

par l'algorithme AGNES 2. 

Chaque étape du processus se décompose comme suit : 

A l'instar de l'algorithme AGNES 2, étant donnés 

XE = { j r { 1 , 2, . . . , n} 1 x fixée à la valeur E au cours des étapes 
j 

1, 2, . . . y  k-1) où E € (0, 11 

x2 = 1 ,  2, ..., n} \ (xo u X1) ; 1< = Ix21 

M = {i r {l, 2, ..., m} / contrainte i non redondante} ; mk = I M ~  

on considère le sous-problème de (B) suivant : 

- 
X E V =  X E R  x = 0 o u 1 Y j E X  

j 2 

(gk) 

e c +max cx 
1 

S.C. Ax 5 b, 



(Test no 

'./ ' 

)IF'INl 
----------------- 

Perturbation (basée sur x* -1 
apportGe aux _ltipiiCatZu~s 1 1 

Figure 3.1 : Organigramme de AGNES 1 



Dans le cas particulier où q est suffisamment petit (inférieur à 10), 

cette étape k (la dernière de l'algorithme) consiste à résoudre exactement 

k 
(B ) par une procédure simple d'énumération implicite (C131, Annexe 2). 

I 

Dans le cas général, l'étape k se déroule également en trois phases : 

seule la seconde d'entre elles diffère de la phase 2 de l'algorithme ACNES 1 : 

- 
Phase 2 : une solution optimale x du programme linéaire associé à 

- 
e c, + max cx 

(obtenue par l'algorithme NKR de complexité linéaire en moyenne) est exploitée 

(Bk (w) 

* 
de la façon suivante : deux sous-ensembles de Xî, U c U = {j E X2 

* 1 - - m 
S.C. WAX I w b  o ù w  E N  k 

- 
et L* c L = { j  E X2 / xj = O}, sont déterminés de sorte que : 

* * 
i u u L 1 = Ink/al où a est un paramètre entier donné a priori 

(constant pour chaque étape) 

k 
(iii) Les valeurs absolues des coûts réduits à l'optimum de (B (w)) d'indices 

* 
appartenant à U u L* sont supérieures à celles d'indices appartenant à 

* 
Les variables d'indices appartenant à U sont fixées à 1 (X est 1 

* * 
augmenté de U ) et celles d'indices appartenant à L sont fixées à O (Xo 

* 
est augmenté de L ) ; ce qui implique la diminution de X de U* u L*. 2 

L'organigramme de l'algorithme AGNES 2 est donné par la figure 3.2. 

Tous les détails des différents modules figurant dans cet organigramme sont 

explicités dans (C131, p. 25 ). 



3 . 7 . 2  - CompLexiXéd --- -------------- Ithéo~+e ------- et p t r a i t i q ~ ~ g  ---- 

De par la construction même de ces deux heuristiques, seule l'étude 

de la complexité théorique pour l'algorithme AGNES 2 est envisageable. 

Toutefois, deux points nous amènent à conjecturer que AGNES 1 est 

de complexité linéaire en moyenne. 

(i) Au vu des expériences numériques, pour chaque itération très peu 

d'étapes sont nécessaires, ceci indépendamment de la taille n initiale. 

En fait, la première itération permet de fixer à leur valeur finale un grand 

nombre de variables (une interprétation géométrique est que la solution 

réalisable obtenue à la première itération est très proche des facettes du 

polyèdre définissant le domaine des solutions réalisables) (C131, exemples 

p. 26). 

(ii) En dehors des modules de complexité linéaire (réduction, calcul 

des multiplicateurs, construction du knapsack), chaque étape exige 

- une résolution en continu du knapsack, de complexité linéaire en 
moyenne (algorithme NKR de Fayard, Plateau) 

* - une procédure de libération (c'est à dire la construction de U à 

partir de U : C131, p. 22, 24) comportant un classement de complexité 

* 
O(&(y-6)) avec y = I u I  et & = I U  1 . Les expériences numériques montrent que : 

- quelle que soit l'étape, y-& est très petit devant n 
- y est proche de n à la première étape 

- y est petit devant n pour les autres étapes 
Ces remarques permettent d'espérer pour la procédure de libération une 

complexité linéaire. 

Pour l'algorithme AGNES 2, le nombre d'étapes est connu et géré par 

le choix du paramètre entier a ce qui nous a permis d'établir le résultat 

suivant : 



Itecture des données 1 
I 

Phase 1 

------ ------- I r é n olutio~en continu de 

I I la relaxation "compositett 

oui/la solution courante \non Ne pas tenir compte 

r' est-elle réalisable ? /  -9 de la dernière fixation 
de variables 

- - - - - - - - - - - - - 1  ----- --------  
/mise à'jour des 1 1 

Figure 3.2 : Organigramme de AGNES 2 



Théorème 3.1 

L'aZgorithme AGNES 2 e s t  de capkxitd O(n) en nwyerme i*) e t  s i  T(n) désigne 

l e  nombre d'opérations e f fectuées  en moyenne par AGNES 2 on a 

K, K' étant des constantes ent ières  dépendant de m e t  des règ les  adoptées 
i 
1 pour Ze dénombrement dans Ze cas Ze plus défavorable, B un seuiZ f ixé à 

par t i r  duquel Ze sous-problème résiduel  e s t  résolu par une procédure énwné- 

ra t i v e .  

Démonstration 

On prend en compte, comme opérations, les opérations arithmétiques (opa), 

les comparaisons (cornp) et les affectations (aff). A l'itération k, soient 

a< le nombre de variables libres = lx2/) et mk le nombre de contraintes 

effectives = ] M I  ) ; alors le nombre d'opérations T(rj) à cette itération 

peut se décomposer comme suit : 

. multiplicateurs : q x (5%  OP^) 

. contraction : M x (2m opa + mk aff) + (2mk opa + 1 aff) k k 

. réduction no 1 : Mk x ( comp) 

. coûts réduits : nk x (4 opa) 

. fixation : l-%/ql x (1 comp + 3mk aff) 

. mise à jour : 2/-%/4 (opa) 

. réduction no 2 : (% - Ink/a.j) x (mk comp) 

. réduction no 3 : (% - 1 / a l )  x (mk opa + mk comp) % - 

. résolution en continu : 5 4n rj 

. sélection des meilleurs coûts réduits : 
4n % 

(*) Sous 1 'hypothèse que l e s  coef f ic ients  de l a  fonction économique e t  de l a  
contrainte soient t i r é s  au hasard suivant l a  l o i  uniforme. 



sont  des  adapta t ions  d i r e c t e s  d e  l ' a lgo r i thme  NKR de  comp~exi.té ~ ( n )  en 

moyenne ( * )  ( v o i r  C81), q é t a n t  un e n t i e r  dépendant des  r è g l e s  adoptées  

pour l e  dénombrement des  opé ra t ions  dans l e  ca s  l e  p l u s  défavorable .  

En résumé, T( ) <K(m) % Y k 2 1 % - ( 1 )  

où K e s t  un e n t i e r  dépendant de  m e t  d e  q, c e t t e  majora t ion  é t a n t  f a i t e  

en supposant qu'aucune é l imina t ion  de c o n t r a i n t e s  n ' e s t  e f f ec tuée  

i . e .  % = m ,  Y k 2 1 .  

Déterminons l e  nombre maximum N I  d ' i t é r a t i o n s  e f f ec tuées  par  

AGNES 2 nécessa i r e s  pour que % s o i t  i n f é r i e u r  ou é g a l  à un s e u i l  B f i x é ,  

à p a r t i r  duquel l e  sous-problème r é s i d u e l  e s t  r é so lu  p a r  l a  procédure 

L.I .F.0 en un nombre maximum d 'opé ra t ions  K1(m, B), indépendant de  n.  

N I  s e r a  ca l cu lé  sous l 'hypothèse  qu'aucune des  phases 1 e t  2 de  l a  réduc- 

t i o n  ne  f i x e  d e  v a r i a b l e s  à O ou à 1 (diminut ion s t r i c t e  de . %) 
Par récur rence  : nl = 

1 
n2 = n1 - In l lq l  n(1 - a) 

(en f a i t ,  s i  on veut  avo i r  expl ic i tement  une i n é g a l i t é  en 5 ,  on prend 

a > 1 => l i m  nk = O 
k- 

1 
k 

N I  s e r a  l e  p lus  p e t i t  e n t i e r  k t e l  que n(1 - -) 5 B. a 

1 
s o i t  k  2 Log (Bln) / Log (1 - -) 

ct 

d'où N I  = 
r' og n -- L O ~  -1 
Log a Log (a-]) 

(*) Sous l'hypothèse que l e s  coef f ic ients  de l a  fonction économique e t  de 
l a  contrainte soient t i r é s  au hasard suivant l a  l o i  uniforme. 



De (1) et (2), nous pouvons déduire immédiatement que 

1 N 1 
= 1 1 - 1 - )  ) (après simplifications). 

a Posons u = Log (x), (U > O) 

on peut écrire : NI = Log n - ~ o g  9 -1 - - reg n - ~ o g  41 
Log a - Log (a-1) u 

1 n 
= - Log + E où E [O, II u 

d'où 

J = > E u < u = > e  -E u > e-" 

E ro,  ir 

en définitive, nous obtenons la majoration suivante 

Remarque 

B K1(B, m) 6 C m 2 où C est une constante. Pour a et n fixés, les deux 

termes de la somme dans (3)  sont en opposition : quand B varie, l'un croit 

et l'autre décroit. En pratique, la majoration sera d'autant meilleur que B 

est près de O, ceci au détriment de la précision désirée. Dans les appli- 

cations f3 est égal à 10. 



En pratique nous avons pu calculer les droites de régression 

linéaire du temps en fonction de la taille n, sur 30 problèmes tirés au 

hasard (Shih, C611). Les caractéristiques de ces problèmes sont les 

suivantes ; le nombre de contraintes est 5 tandis que le nombre de variables 

varie de 30 à 90. Les a sont générés de manière aléatoire à partir d'une 
i j 

loi de distribution uniforme discrète sur C0,991, tandis que les c sont 
j 

distribués entre 1 et 999. Le choix des seconds membres b. est destiné à 
1 

faire varier dans un large éventail le degré de relachement des contraintes : 

s = ( a - b.1 I aij, i i = 1, 2, ..., m. Si t est le temps en 
1 j-1 j=l 

dixième de seconde (sur CI1 HB IRIS 80) et en posant n' = n/10, nous 

obtenons respectivement : 

pour AGNES 1 : t(nl) = 0.5 n' + 0.2 

pour AGNES 2 : t(nl) = 0.16n' + 0.5. 

Les expériences numériques ont été menées sur cinquante problèmes 

tests de la littérature dont les données sont intégralement dans C133, 

Annexe 1 . 

Tous possèdent les caractéristiques suivantes : 

(i) l'hypottij-se (H) est vérifiée 

(ii) la matrice A est non négative 

(iii) la matrice A est dense : p > 67 

'O0 x nombre total des a non nuls, i = 1, 2, ..., m, où p = -  
mxn i j 



La liste de ces problèmes se décompose comme suit : 

- Petersen C531 : 7 P  

- Hansen, Plateau C541 : 2 HP 

- Weingartner, Ness C661 : 8 W 

- Shih C611 : 30 WS 

- Senju, Toyoda C591 : 2 ST 

- Fleisher Cl23 : 1 F  

I Tous les problèmes sont d'origine concrète sauf ceux de W. Shih 

dont les caractéristiques sont données au 5 3.1.2. 

Les tableaux 3.1 et 3.2 donnent respectivement les performances 

de AGNES 1 et AGNES 2 sur les 50 problèmes tests, avec les multiplicateurs 
LILLE 

calculés à partir des structures. (Précisons que dans ce cas les multipli- 

cateurs sont calculés de telle façon à accorder plus de poids aux contraintes 

qui risquent a priori d'être saturées plus rapidement que les autres ; pour 

cela on calcule pour chaque contrainte son degré de relachement : 

n n 
s = a -b.)I 1 aij i = 1, 2, . m pour définir les multi- 
i i j 1 j = 1 j = 1  

plicateurs initiaux à valeurs entières positives : W. = (100~s. 1 ) .  
1 1- 

Les tableaux 3.3 et 3.4 comparent respectivement sur 20 problèmes réels 

l'apport des multiplicateurs structurels, lagrangiens et composites. Ces 

deux derniers types, multiplicateurs optimaux (en pratique presque optimaux) 

respectifs des duaux lagrangien et composite, sont générés respectivement par 

un algorithme de type sous-gradient et par un algorithme de type quasi-sous- 

gradient décrits dans le chapitre 2. 



l 
Tableau 3 .1  : AGNES 1 

(*) l e  temps est donné en dixièmes de seconde (avec t ronca tu re )  

l (**) l a  dév ia t ion  e s t  l e  rappor t  100 x ( 
v(B) - Y(B)) 

I v (BI 

Problème 

P 1 

P 2 

P 3 

P 4 

P5 

P6 

P 7 

HP 1 

HP 2 

W 1  

W2 

W3 

W4 

W5 

W6 

W7 

W8 

F 

ST 1 

ST2 

WS 1 

WS2 

WS3 

WS4 

WS5 

l La dévia t ion  moyenne pour  l e s  30 problèmes de  Wei Shih e s t  d e  0.15 %. 

temps 
(*> 

O 

1 

1 

1 

2 

1 

3 

1 

1 

O 

1 

O 

1 

1 

O 

3 

4 

1 

19 

14 

1 

2 

1 

1 

1 

Problème v(B) 

WS 6 5542 

WS 7 5567 

WS 8 5603 

WS 9 5246 

WS 1 O 6338 

WS11 5624 

WÇ12 6338 

WS 13 

WS14 6954 

WS15 7442 

WS 16 7287 

WS17 

\5S 1 8 9580 

WS19 7698 

WS20 9445 

WS21 9074 

WS22 8908 

WS23 8341 

WS24 10202 

WS25 9939 

WS26 9532 

WS27 9816 0 .03 

WS28 

WS30 11187 0 . 0 3  4 

- v (B) 

3800 

8336.9 

3245 

6010 

12400 

10415 

16376 

3288 

3153 

140128 

130723 

95627 

119337 

98796 

130233 

1095445 

620060 

2085 

7761 

8685 

4554 

4506 

4080 

4561 

4514 

dév ia t ion  
(**> 

O. 

4.24 

19.18 

1.79 

0 .  

1.91 

0.97 

3.80 

1 .O3 

O .  81 

0.12 

0.05 

O .  

O .  

O .  29 

O .  

0.68 

2.52 

0.14 

0.42 

O .  

O .  66 

0.85 

0 .  

O .  



Problème - v (B)  

P 1 3800 0. 

P 2 8706.1 O .  

P 3 4015 O .  4 3 

P4 6120 O .  1 O 3 1 P 5 12400 O.  2 3 

P6 10618 1 O .  1 1 
15 

P7 16447 0.54 3 8 

HP 1 1 3418 1 O.  4 
15 

SP2 3 157 0.91 5 

W 1  1 140778 0.35 1 
13 

W2 130723 0.12 

W3 

o. 
W5 98526 O.  27 

130233 0.29 

W7 1095264 1 0.01 

W8 62431 9 0. 5 

F 1 2076 2.94 13 

(problème ( v (B) Déviation 

0.32 

1.14 

o. 
0.64 

O. 74 

1.86 

1.12 

o. 
0.44 

o. 
o.  
o.  
0.41 

o. 
O .  52 

o .  
o. 
o.  
0.03 

O .  46 

o. 
o.  

I 

Tableau 3.2 : AGNES 2 

(*) et (**) : se ré£ érer au tableau 3.1 

La deviation moyenne pour les 30 problèmes de Wei Shih est de 0.31 % 



Tableau 3.3 : AGNES 1 

La déviation moyenne pour les 20 problèmes réels testés est respectivement 

pour chaque type de multiplicateur envisagé : 

- structurel : 1.88 

- lagrangien : 1.46 

- composite : 1.76 

Problème 

P 1 

P 3 

P5 

P 7 1 HP1 

HP2 

W2 

W4 

W6 

W8 

1 ST 1 

ST2 

Pour AGNES 1, des bons multiplicateurs au sens de la valeur du dual ne 

donnent pas nécessairement les meilleurs minorants. 

Lagrangien 

3800 

8336.9 

3900 

6010 

12220 

105 16 

16468 

3276 

3057 

140477 

130723 

94908 

1 1  9337 

98796 

130233 

1095352 

620060 

1988 

7761 

8685 

Structurel 

3800 

8336.9 

3245 

6010 

12400 

IO415 

16376 

3280 

31 53 

140128 

130723 

95627 

1 19337 

98796 

130233 

1095445 

620060 

2085 

7761 

8685 
-- 

Composite 

8577.8 
3800 3900 / 
6010 1 
12220 

10513 

16468 

3276 1 
140477 

130723 

94908 

119337 

98796 

130233 

1095352 

615853 

1816 / 
7761 

8685 1 
- 



Tableau 3.4 : AGNES 2 

- 

Problème 

P 1 

P2 

P3 

P 4 

P 5 

P6 

P 7 

HP 1 

HP 2 

W 1  

W2 

\J3 

W4 

W5 

W6 

TJ 7 

W8 

F 

ST 1 

ST2 

La déviation moyenne pour les 20 problèmes réels testés est respectivement 

pour chaque type de multiplicateur envisagé : 

- structurel : 0.34 

- lagrangien : 0.30 

- composite : 0.20 

Au contraire de AGNES 1 ,  des "bons" multiplicateurs au sens du dual donnent 

toujours un minorant au moins aussi bon que dans le cas structurel. 

Structure 

Heuristique it 
3800 

8706.1 

4015 / 3 

6120 

12400 

10618 

Lagr angien 

.T 
3 

3 

5 

Composite 

Heuristique 

3800 

8706.1 

4015 

6120 

12400 

10618 

16447 

3418 

3157 

140728 

130723 

9551 7 

1 19337 

98526 

130233 

1095264 

62431 9 

2139 

7675 

8721 

8706.1 

4015 

6120 

12400 

10618 

16447 

3418 

3157 

141278 

130723 

9551 7 

11 9337 

98526 

130233 

1095264 

62431 9 

2085 

7675 

8721 

16447 1 :  3418 

l 5  l : 140778 

130723 ! : 95517 

1 19337 1 :  98526 

130233 1 :  1095264 

624319 1 : 2076 

8721 

a 

3 

3 

3 

3 

3 

4 

8 

7 

6 

3 

3 

3 

6 

3 

3 

6 

5 

3 

3 

5 

3 

3 

3 

7 

8 

7 

4 

3 

3 

3 

6 

3 

3 

6 

5 

3 

3 

5 



Dans le tableau 3.5 sont rassemblés quelques résultats comparatifs 

par rapport aux 7 méthodes suivantes (présentées dans C 111). 

Balas, Martin (C21, 1980) : UNIVAC 1108 (*) 

Senju, Toyoda (C591, 1968) : IBM 360175 (*) 

Kochenberger, Mc Karl, I m a n  (C421, 1974) : 1 I 

Hillier (C331, 1969) 11 

Toyoda (C651, 1975) temps de calcul 

Loulou, Michaelides (C461, 1978) non précisé 

Guignard (C251, 1972) par les auteurs 

Lorsqu'ils sont précisés, les temps de calcul sont donnés en secondes par 

rapport aux calculateurs cités ci-dessus. Sont soulignés les meilleures 

valeurs obtenues 

Problèmes 

Heurist iqueS 

AGNES 1 1 10415 / .1 

AGNES 2 

BALAS, MARTIN 1 10588 / .5 

SENJU, TOYODA 10516 .18 

KOCHENBERGER 1 10 3 1 3 .10 

HILLIER / 8255 17.65 

TOYODA 

LOULOU 
1 9888 1 10199 

GUIGNARD 10427 

Tableau 3.5 

(*) L e s  c a l c u l a t e u r s  UNIVAC 1108 e t  IBM 360/75 s o n t  au moins  a u s s i  r a p i d e s  
q u e  l e  C I I  HB IRIS 80.  
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Les performances des algorithmes AGNES 1 et AGNES 2 sont pour la 

précision au moins aussi bonnes que celles de la méthode BALAS-MARTIN, qui 

l était sans aucun doute la meilleure de toutes celles existantes pour le 

1 type de problème traité . Par contre, on peut espérer faire beaucoup mieux 
l 

au niveau du temps de calcul, surtout pour des problèmes de grande taille. 

1 Alors que nos deux algorithmes sont de complexité linéaire en moyenne, la 

4 méthode de BALAS-MARTIN est de complexité O((m+n) ) et, en pratique, demande 

i en moyenne deux à trois fois le temps de calcul nécessaire à la résolution 
1 
l du problème par la méthode simplex en variables bornées. Par exemple, les 

temps moyens sur dix problèmes de taille 5x100 sont respectivement en 

secondes ; AGNES 1 : .53(*), AGNES 2 : .33(*), BALAS-MARTIN : 1.41 (**) 

1 Dans la phase 1 de l'algorithme AGNES 1, la perturbation du second 

membre grâce à l'introduction du paramètre p permet dans une grande 

majorité des cas d'améliorer la solution heuristique initiale. 

k 
La relaxation "composite" du sous-problème (B ) ,  que l'on résout 

-k 
par l'algorithme NKR est le problème (B (w, p)) suivant : 

où O 5 1 - q 5 p I 1 + n ,  q étant le coefficient de perturbation maximum 

- si p = 1 : (ik(w, 11) E (ik(w)) 

- si p E Cl-, 11, cette perturbation favorise l'aspect prima1 en 

* 
diminuant le domaine du problème ( 1 U-u ) est presque nul). En effet, la 

(~~(w, P)) 

(*) temps obtenus sur C I I  HE3 IRIS 80 
(**) temps obtenus sur UNIVAC 1108 

e. c + max cx * 1 - - 
S.C. WAX 5 p w b 



solution x sera construite à chaque étape k à partir de solutions 

k "presque réalisables" de (B ). 

- si p E Cl, 1+q1, la perturbation favorise l'aspect dual 

* 
(lu-U 1 est plus grand que dans le cas y = 1). La solution - x sera cons- 

k 
truite à chaque étape k à partir de solutions non réalisables de (B ) .  

Un échantillonnage de valeurs de y permet d'envisager les dif- 

férents comportements de l'algorithme AGNES 1. Le tableau 3.6 rapporte 

les expériences numériques menées sur 9 problèmes concrets pour lesquels 

la valeur p = 1 du paramètre ne donnait pas la valeur optimale ; sont 

soulignés les minorants obtenus meilleurs que le minorant initial. 

Tableau 3.6 : AGNES 1 

Pour 1 'algorithme AGNES 2 l'influence du paramètre entier a (qui 

donne le nombre de variables fixées à O ou à 1 à chaque étape) sur la pré- 

cision des valeurs obtenues est plus difficile à cerner. Toutefois on peut 

dire de manière très générale que la précision des solutions est une fonction 

non décroissante de a. En contre-partie, le nombre d'itérations et le temps 

augmentent bien sûr en fonction de a. Une politique raisonnable est de 

démarrer avec a = 3 et d'augmenter a lorsque le sous-problème courant est 

contradictoire. 

Le tableau 3.7 donne l'évolution des minorants quand a varie de 3 à 6 : 

sont indiqués le temps en dixième de secondes et le nombre d'étapes pour 7 

problèmes concrets. 



Tableau 3.7 : AGNES 2 

(*) La taille nk du problème (B ) étant supérieure au seuil(lO), le problème 
k 

est résolu de manière heuristique et non de manière exacte. 

a =  3 0/=4 

3 . 2  - Heuristiques dans l e  cadre de l a  réduction 

3 . 2 . 7  - lu e,tAion d a u  l e  cade de tr&duction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Bien que toute méthode heuristique puisse être utilisée en lieu 

et place de toute méthode exacte avec les inconvénients et avantages que 

ce choix comporte, les deux heuristiques proposées ont été conçues dans 

notre esprit pour être insérées dans un algorithme de réduction. Leur 

finalité est donc de produire le meilleur minorant possible à la valeur 

d'un problème donné de maximisation en un temps de calcul pratiquement 

négligeable en comparaison de celui demandé par la résolution exacte de ce 

même problème. Dans ce contexte, le problème "temps de calcul" est essentiel 

car ces deux heuristiques seront amenées à être appelées très souvent en 

tant que sous-programmes d'un code de réduction. 

Problème 

P6 

P7 

HP 1 

HP2 

W1 

W4 

W8 

En regard des meilleurs résultats obtenus avec AGNES 2 sur les 

problèmes concrets nous avons utilisé de façon systématique cet algorithme 

a = 5  

Minorant 

10618 

16390 

3418 

3157 

140778 

115831* 

624319 

a = 6  

Minorant 

10530 

16388 

3385 

140778 

115831* 

620872 

Minorant 

10618 

16141 

3418 

3108 

140778 

119337 

624319 

Minorant 

10436* 

16390 

3386 

3098 

140778 

115831* 

623952 

tps 

4 

2 

4 

2 

O 

O 

4 

tps 

1 

2 

O 

étape -- 
6 

-- 
8 -- 
5 

-- 
7 -- 
4 

-- 
2 

-- 
11 

tps 

4 

2 

4 

2 

O 

1 

6 

étape 
-- 

4 
-- 

4 -- 
3 

tps 

2 

2 

1 

1 

O 

O 

7 

étape 
-- 

8 
-- 

7 -- 
6 

-- 
7 -- 
5 

-- 
6 

-- 
13 

étape -- 
4 

-- 
6 -- 
4 

-- 
5 -- 
3 

-- 
1 

-- 
9 

-- Tl: O 

-1-T O 
-- 
4 6 



sur chaque sous-problème traité pendant le déroulement de l'algorithme 

général de réduction. Par contre, l'algorithme AGNES 1 est utilisé en 

deux occasions précises : d'une part, en tant que phase préliminaire 

pour le calcul d'un premier minorant (dont on a besoin pour la mise en 

oeuvre d'un algorithme de sous-gradient qui va engendrer des multipli- 

cateurs lagrangiens), d'autre part lorsque AGNES 2 s'achève par la consi- 

dération d'un sous-problème contradictoire pour toutes les valeurs envi- 

sagées du paramètre a (appelée situation d'échec dans la figure 3.3). 

La figure 3.3 précise l'enchaînement de ces deux algorithmes dans 

le cadre du code de réduction. Le module 1 n'est autre qu'un des algorithmes 

de résolution d'un dual associé au problème courant, évoqués dans le 

chapitre précédent. Le module 2 qui met en oeuvre tous les tests de réduc- 

tion, fera l'objet du chapitre suivant. 

Chaque appel du module AGNES 1 prend en compte systématiquement et 

successivement trois valeurs du paramètre l~ : 0.8, l . ,  1.2. De même chaque 

appel du module AGNES 2 prend en compte trois valeurs du paramètre a : 3, 6, 

9 (ceci bien entendu tant que le nombre de variables du problème courant 

est supérieur ou égal à un seuil minimal fixé à la valeur 2a, sinon on sort 

du module). 

3 . 2 . 2  - R é s W  nwnéaiquu ---------------- --- 

Le tableau 3.8 fait le bilan sur 18 problèmes concrets (7P, 8W, 2ST, 

1F) et 30 problèmes générés de manière aléatoire (30WS), de l'efficacité 

des heuristiques dans le cadre de la réduction. 



Initial lProblème I 
I 

~AGNES 1 1 > ( premier minorant 
I 

1 Module 1 &nérant des 
1 multiplicateurs du dual 
1 associé au problème courant 1 
-- 

I 

1 amélioration 

- > {  minorant éventuelle du 

I 
\ NON 1 

I 

- ---------------- I 
I~odule 2 de réduction générant 1 

éventuel lement un nouveau 1 
problème de taille réduite 1 

OUI , ' 
/--J 

- . R é d u c t i o n  ) 

-'Y'' 

Figure 3.3 

3I!S 
L I L L E  O 



Tableau 3.8 

3.3 - Cas de si-nes quelconques : bases d'une nouvelle heuristique 

Nbre de fois 
où la valeur 
optimale n'est 
pas atteinte 

3 18 problèmes 
concrets 

30 problèmes 
aléatoires 

Considérons le problème en variables bivalentes 

avec { b e n r n  

- 
Nbre de fois où la valeur 

optimale est obtenue 

minorant réduction 

[ A 6 IRnXm, matrice sans condition de signe 

23 

note : On peut toujours se ramener au cas d'un vecteur c positif ou nul 

par un changement de variables éventuel du type x' = 1 -x 
j j ' 

3 

Pour passer au cas de signes quelconques, l'idée de départ était 

de voir dans quelle mesure on pouvait adapter les algorithmes AGNES 1 et 2. 

Si une telle extension ne pose pas de grosses difficultés pour AGNES 2, il 

n'en est pas de même pour AGNES 1. Avant de préciser les modifications à 

apporter à l'heuristique AGNES 2 permettant de jeter les bases d'une 

nouvelle heuristique, indiquons la difficulté rencontrée pour que l'on puisse 

en faire de même avec AGNES 1. 



Rappelons que pour construire une solution réalisable du problème 

courant 

on part de la solution bivalente C ~ I  obtenue en annulant la variable de 

-k base de X, solution optimale du programme linéaire (B (w)) défini par : 

- 
(B~(IJ)) e cx + max cx sic. WL 5 wb, x 6 IV]. 

1 

k La solution C ~ I  n'étant pas en général réalisable pour (B ) ,  un 

* 
processus dit "de retrait" détermine un sous-ensemble U c U = { j  6 x2 1 
- 
x = 1) tel que : 
j 

I * À ~  c i .  
j EU 

Ce processus, inspiré de l'algorithme proposé par Senju-Toyoda 

(C591), consiste à mettre à O dans [GI  la variable correspondant au 

"meilleur1' rapport "plus petite diminution de la fonction économique / plus 

grand déplacement sur la meilleure direction de retrait vers le domaine 

des solutions réalisables", c'est à dire au plus petit rapport c./v.. 
1 1  

- - 
avec v = aij * max IO, aij -Li} 

i 
i cM j  EU 

ce qui correspond géométriquement (à un coefficient de proportionnalité 

près) à la norme de la projection orthogonale du vecteur non négatif A' 
sur la direction définie par le plus court chemin du point 1x1 à l'enve- 

k loppe convexe de l'ensemble des solutions réalisables de (B ) .  

Cette procédure simple et efficace dans le cas non négatif ne nous 

semble pas pouvoir s'étendre de façon acceptable au cas de signe quelconque. 



Par contre on peut définir les bases d'une nouvelle heuristique à 

partir de l'algorithme AGNES 2 en adoptant ses différents modules (voir 

organigramme, figure 3.2) au cas de signe quelconque. 

a) Module de réduction 

Considérons, pour chaque contrainte i , i E (1, 2, . . . , ml, les sous- 
+ 

ensembles de (1, 2, . . . , n) définis par : N. = {j 1 a 1 O) et 
1 ij 

- 
N. = {j 1 aij < O}, alors les tests ci-dessous, introduits par ~pielberg 
1 

(C631, 1979) et repris entre autres par Crowder, Johnson et Padberg ([5!, 

1982) permettent successivement de : 

si 3 i E {1,2 ,..., m) tel que b. - 1 - a  < O alors ! 1 jeN ij I 
i l 1 le domaine des solutions réalisables du problème est vide 1 

2 Fixer des variables à la valeur O ou 1 ...................................... 

+ 
(i) I si! i r 11, 2, ..., ml et 3 j É Ni tels que 

1 aij > b. - 1 - aik alors x + O 
I 1 

~ C N ,  j 

(généralisation du test réduction 1) 

(ii) ' si 3 i E il, 2, . . . , mi et 3 j E NI tels que 1 
l 

(iii) si 3 j E il, 2, ..., n) tel que A' = O alors x + 1 1- j 

(ceci peut arriver après élimination de contraintes ; idem que le test 

réduction 3) . 
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3 Eliminer des contraintes ........................ 

si 3 i É { l ,  2, ..., ml tel que b. 2 1 + aij 
1 

j €Ni 

alors la contrainte i est redondante 

(test réduction 2) 

4 Réduire la taille des coefficients .................................. 

! si 3 i E (1, 2, ..., m) et 3 j E (1, 2, ..., n) tels que 
laij 1 > + a. - b. alors 

1 
k€N. k 

1 

1 

(la réduction de la taille des coefficients ne modifie pas l'ensemble des 

solutions bivalentes mais diminue par contre l'ensemble des solutions 

appartenant au cube unité - motivation des techniques de rotation de 
contraintes - : ceci permet de diminuer la borne supérieure v(B) et par 

conséquent de rendre plus performantes les techniques de réduction de la 

taille du problème développées dans le prochain chapitre). 

note : la démonstration de ces différents points est immédiate. 

O 

b) Algorithme NKR 

L'algorithme NKR résout le programme linéaire associé au problème 

du knapsack : 



max cx 

S.C. ax 5 b 

avec les hypothèses : [ c E IR: 

n 
Si on suppose que a €IR et b E IR il est immédiat que toutes les 

variables x correspondent à un a 5 O doivent être fixées à la valeur 1 
j j 

puisque les c restent positifs. 
j 

En posant N = { j  1 aj 5 O} et N+ - = i j  1 aj > O), le problème (K) 

est équivalent au problème suivant : 

- - 
o ù e  = l , V j r N  ; c = c  ; a = a  > O .  

j - 
N+ N+ 

Le problème initial de taille n est donc remplacé par un problème 

de taille IN+ 1 de type knapsack dont la relaxation en continu est résoluble 

par l'algorithme NKR. 

c) Procédure énumérative (L. 1. F.O. ) 

L'algorithme simple d'énumération implicite de type L.I.F.O. (last 

in first out) développé dans (C131, Annexe 2) s'adapte sans beaucoup de 

difficultés au cas de signes quelconques, les principales modifications 

portant sur la partie réduction (se référer au a) ci-dessus). 
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d) Heuristique 

l Comme dans le cas non négatif, on peut déterminer un minorant de 

k k 
v(B ) ,  lorsque la taille du dernier sous-problème (B ) est supérieure au 

l seuil 10, en classant dans l'ordre décroissant les c pour fixer en 
I j 

priorité à 1 les variables x de plus grands c Une autre solution, 
j j ' 

surement plus performante en précision mais aussi beaucoup plus coûteuse 

1 en temps calcul, consiste à utiliser en tant que sous-programme de 

résolution une procédure semblable à l'algorithme de Balas-Martin. 

I Procédure 

1 - 1 U t i l i s e r  Za méthode du s inplex  à variables bornées pour déterminer 

k Za solut ion optimale x du p r o g r m e  l inéaire  associé à (B ) : - 
k 

(B)max cx S.C. Ax + y = b, O I x  5 e, y 2 O 

k 
( S O U S  Z 'hypothèse F(B ) # 0) 

2 Un procédé d i t  "de conpZémentation" consistant à eqZorer  des - 
k voisinages de [XI génère une solut ion réal isable  - x de (B ) .  

(vo i r  H i  Z l i e r ,  C 33 1 ) .  



REDUCT 1 ON DE LA T A  1 LLE 

D ' U N  PROBLEME 



Le but de ce chapitre est de reprendre dans l'optique de la contrac- 

1 tion de contraintes les travaux de Hansen-Plateau (1976, C541) sur la 

réduction (à la fois en nombre de variables et en nombre de contraintes) d'un 

problème linéaire en variables 0-1. La conjonction de tests simples, appliqués 

1 B différentes relaxations (de type knapsack) du problème initial, s'est 

averée particulièrement efficace sur une cinquantaine de problèmes tests 

considérés (références du chapitre 3). Ces tests, liés avec les algorithmes 

de résolution de duaux développés au chapitre 2 et avec les méthodes heuris- 

tiques proposées au chapitre 3, ont permis la construction d'un code auto- 

matique de réduction. Pour une partie des problèmes tests, celui-ci a 

généré des problèmes dits l'difficilesll, c'est à dire des problèmes pour 

lesquels on peut s'attendre à ce que toute tentative de réduction de la 

taille soit vaine et que toute résolution, par n'importe quelle procédure 

énumérative existante, soit chère en temps calcul (voir Annexe 2). Enfin le 

code a résolu le restant des problèmes tests, au sens où il les a réduit 

à des problèmes dont le nombre de variables n'excède pas 10, donc résolubles 

en un temps négligeable par n'importe quelle procédure énumérative (par 

exemple la procédure L.I.F.O., C l 1 1  Annexe 2). 

Après un rappel des principes essentiels de l'algorithme de Hansen 

et Plateau, la première partie (9.4.1) développe l'apport de la notion de 

contraction de contraintes à travers l'utilisation des multiplicateurs 

générés par les algorithmes étudiés au chapitre 2. 

L'énoncé des tests d'élimination définitive de variables et de 

contraintes (5 4.2) précède la présentation de notre nouvel algorithme de 

réduction (5 4.3) ainsi que les nombreuses expériences numériques réalisées 

sur le calculateur CI1 HB IRIS 80 ( 9  4.4). 



4.1 - Motivation e t  caractéristique essentiel les  des alcori thmes de réduction 

4 . 7 . 1  - k e g o u h m e  -- ......................... dc Hamen-Pmeau (C91, chapitre 3) 

Les tests d'élimination définitive de variables et de contraintes 

présentés au paragraphe 4.2 nécessitent la résolution par l'algorithme NKR 

de la relaxation en continu d'un problème de type knapsack . Les auteurs 
k 

ont choisi les problèmes du knapsack extraits de (B) , notés (Bo) et (B ) 
P P 

comme suit pour k, p E (1, 2, ..., m) donnés : 
max cx c E ln 

(B S.C. Ax 5 b OI ( b E lm 

A E INnxm 

1 max \x 
I 

X E V  

Le p/UnLpe de l'algorithme est le suivant 

Phase ------- 1 : élimination évidente de contraintes e t  de variables 

Phase ------- 2 : "réparation" de l 'é l iminat ion de variables : calcul  des valeurs 

de chacun des knapsacks (8;) , k = 1 , 2, . . . , m.  Classement des contraintes 

-0 -0 -0 de t e l l e  sor te  que : v(B ) < v(B2) 5 . . . 5 v(Bm). 1 

Phase ------ 3 : élimination de variables par Z ' in temédiaire  d ' a l g o r i t h e s  de 

réduction appliqués tour  à tour sur  (~y), (Bi) , . . . , (B:) . 
k 

Phase ------- 4 : élimination de contraintes : t e s t s  appliqués sur (BI), k = 2, 3, ... m 

Phase 5 : élimination de variables en u t i l i s a n t  : 

- l e s  contraintes composites 

- l e  progranune l inéaire  associé au problème ( B )  rédu i t .  



A travers ce travail, l'objectif majeur des auteurs était de mettre 
l 

1 en évidence l'efficacité des tests simples utilisés, et d'ailleurs l'algo- 

l 
1 

rithme a donné des résultats très satisfaisants sur les problèmes de Petersen. 

1 

Par contre leur souci n'a pas été de mettre au point un outil opérationnel 

et de ce fait le travail est resté purement expérimental. En conséquence des 

choix ne sont pas conformes à une possible mise en exploitation et certains 

critères n'ont pas été pris en compte. Plus précisément, les tests d'élimi- 

1 nation de variables en phases 3 et 5 nécessitant la connaissance d'un mino- 

! 
rant de la valeur du problème ; les auteurs ont choisi comme minorant la 1 valeur optimale du problème. D'autre part, en phases 3 et 4, les tests 

d'élimination sont conduits systématiquement sur les 2m-1 problèmes du 

O k knapsack (Bk), k = 1, 2, ..., m et (BI), k = 2, 3, ..., m ; il s'ensuit 
que les temps de calcul sont proportionnels au nombre de contraintes m, 

ce qui peut s'avérer un facteur défavorable pour les problèmes ayant un 

I grand nombre de contraintes (d'ailleurs les temps de calcul ne sont pas 

connus). Enfin en phase 5, ce sont des contraintes composites construites 

empiriquement en fonction des renseignements acquis qui ont permis dans 

certains cas l'élimination d'un nombre respectable de variables ; à titre 

d'exemple pour les deux derniers problèmes de Petersen de 39 et 50 variables, 

respectivement 7 et 1 1  variables ont pu être fixées définitivement à O ou Zi 1. 

4.7.2 - C m a c t é ~ f i y u u  du nouvel d g o U h m e  ------------ ---------------- ------- 

En conséquence des remarques du paragraphe 4.1.1, la construction 

d'un code de réduction opérationnel implique 

- le-calc:i-bl~n-minoranL-be-La-xaLe~~~d:-~~obl~oe y 

obtenu par la mise en oeuvre des heuristiques AGNES 1 et 2 (chapitre 3) 

- la-~~içe-en-com~te-d:-~.em~s-de-caIc~L 

ceci s'effectuant par la conjonction des quatre principes suivants : 



(i) l'utilisation de la notion de ~énalité (borne inférieure de la dimi- .............................. ------ 
nution apportée à la valeur d'une relaxation d'un problème en variables 

bivalentes de maximisation lorsqu'une contrainte supplémentaire est imposée : 

dans ce cas précis, du type fixation d'une variable xk à la valeur E, 

E € {O, 11, k E (1, 2, . . . Y  nl). 

Dans le même esprit que l'algorithme de Hansen-Plateau, l1intro- 

duction des pénalités tend à minimiser le nombre d'appels de l'algorithme 

NKR dans les tests d'élimination de variables (voir tests V2 et V4, 

Théorème 4.3, 5 4.2.1.1). 

(ii) l'utilisation systématique de contraintes composites en lieu et place --------------- ------- ..................... ------ 
des m contraintes du problème initial ; ajoutons que la "meilleure" 

contrainte au sens de la réduction ne sera plus celle correspondant à la 
- 
O 

plus petite valeur v(Bk), k = 1, 2, ..., m, mais celle attachée à la plus 

grande composante w i = 1, 2, ..., m d'un multiplicateur optimal w 
i ' 

associé au dual du problème initial. 

m 
Soit w E iR+ un multiplicateur, en notant l l'indice tel que, 

- 
wl - max W. 

1 i=l,...,m 

nous considérons en priorité les problèmes du knapsack suivants : 

1. x E v L x E v 
pour k = 1, 2, ..., m 

r max % x 

r max A ~ X  
I 

(B" (w) 

pour k = 1, 2, ..., 1-1, L+1, ..., m. 

S.C. WU r wb 



(iii) ia-bgtgcÇ-gn des contraintes-gyg~Ç-~g-p~gg-~g-~h~~ces d 3 p - e  iminéeç 

par les tests d'élimination de contraintes, ce qui dégagera des priorités 

dans le processus de réduction. 

On a constaté numériquement que la condition w = O avec 
i 

i E (1, 2, .. ., ml était une condition presque suffisante pour pouvoir 
éliminer la contrainte i. Ceci peut s'expliquer à partir du résultat suivant. 

Théorème 4.1 

* 
Soit w le multiplicateur optimal du dual Zagrangien associé au problème (B). 

Soit le sous-ensemble 1  c (1, 2, . . . , m), supposé non vide, défini par : 

* 
I = {i 1 wi = O}. 

Considérons les deux relaxations suivantes du problème (B) : 

* * 
(BI) max cx S.C. w- A-x I w -  b- ; A x  < b ; x E V I I  I I  1 1  

* * 
(B2) max cx S.C. w- A- x < w- b- ; x .c V 

I I  I I  

Alors v(Bl) = v(i2), c 'est à dire qu 'à l 'optimum de (BI) et (Ë2) les 

contraintes d'indice i E 1  sont redondantes. 

Démonstration 

 une part F(E ) c F(B ) donc v(B1) i v(B2) 1 -  2 

D'autre part soit ; E R(B ) une solution optimale de (B ) ; (BI) étant 2 2 - 
une relaxation de (B) , nous avons v (B) < v(B ) i v(B ) = c x (0) 1 2 

D'après le théorème fondamental de la dualité 
- * * 

c x = min max cx + h(w- b- - w- A-x) 
120 ~ ~ r v i  I I  I I  

* 
= min max cx + hw (b - Ax) 
hro XECVI 

* 
I max c x + w  (b-Ax) 

XE Cvl 

= v(B) (théorème fondamental de la dualité). 
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- 
Associé a (O), il s'ensuit que v(Ë1) = v(B2). 

(B2) n'est autre que la relaxation composite de (B) associée au multi- 

* * 
plicateur w , problème que l'on note encore (BO(W ) )  . 
Le théorème 4.1 signifie en fait que, pour tout i E 1, 

Or le test d'élimination de contrainte utilisé peut s'énoncer comme suit : 

i * 
"la contrainte i est éliminée si IV(B - (w ) )  1 r b." (voir paragraphe 4.2) 

1 

où, ce qui est équivalent, si la condition suivante est vraie : 

La condition (2) est plus forte que la condition (1) car elle ne fait pas 

intervenir la fonction économique c x, mise à contribution par l'ensemble 

Toutefois, l'utilisation de la condition (2) dans les expériences numériques 

s'est avérée très efficace dans une très grande majorité de cas. 

(iv) la mise en place de tests de décision permettant de ne pas prendre ----------- ......................... 
en compte des tests d'élimination trop sophistiqués (donc plus chers en 

temps calcul) à partir du moment où ils ont de fortes chances de ne pas 

être efficaces. Ces tests de décision sont décrits au paragraphe 4.2 à la 

suite des tests d'élimination. 

4.2 - Tests de r é d u c t i o n  et de d é c i s i o n  

Tous les tests détaillés ci-dessous sont énoncés sous l'hypothèse 

n 
supplémentaire c E N  et a E N ,  V i Y j ; lorsque celle-ci n'est pas 

i j 

vérifiée, il suffit de supprimer la notion de partie entière dans chaque 

expression concernée. 



I 

I 4.2.1.1 - Elimination de variables - - - - - - - - - - - -  

Considérons les problèmes du knapsack suivants, associés à un 

multiplicateur w IR: donné : 

max cx + w(b-Ax) 
(BL (w) 

S.C. x € V 

max cx max cx 

S.C. WAX 5 wb O 
(Bi) S.C. A.x 5 b. i E {1,2,. . .,ml 

1 1 

Théorème 4 . 2  

Etant donné E E {O, 11, 

f s ' i l  e x i s t e  j E (1, 2, ..., n) t e2  que 

- 
O 1 avec c - w A' = d. (resp.  d. l s i  c - WA' e s t  p o s i t i f  (resp.  néga t i f )  

j J J j 

alors  l a  variable d ' indice  j do i t  ê t r e  f ixée à Za valeur 1-E. 

Démonstration 

(BL (w) ) étant une relaxation du problème (B) à valeur entière v(B) , 

nous avons pour tout j E ( 1 ,  2, . . . , n) 

En posant 

+ 1 
J (w) = {j 1 C-WA j = do > O} et J-(w) = {j 1 c -WA~ = d .  < O} 

j J j J 

v(BL(w)) = w b + c - W A ~  d'où 
j E J' (w) j 
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+ 
v(BL(w) 1 x j  = E) = v(BL(w)) s i  ( j  E J (w) e t  E = 1) ou ( j  E J-(w) e t  E = 0) - 

j + = v ( B L ( w ) )  - Ic; - w A  1 s i  ( j  E J (w) e t  E = 0) ou ( j  E J-(w) e t  E = 1) 

e t  pa r  conséquent, s i  3 j E (1 ,  2, . . . , n} e t  E E {O, 1)  t e l s  que I 

LV(BL(W)) - ldFl 1 s v(B) 2 v(B),  a l o r s  d ' ap rè s  (1) ,  x d o i t  ê t r e  
J -  - j 

f i x é e  à l a  v a l e u r  complémentaire 1-E. 

Les t e s t s  énoncés ci-dessous peuvent ê t r e  condui t s  a u s s i  b ien  s u r  

- (BO(w)) que s u r  (BO) où l e s t  t e l  que : wL - L max w Pour é v i t e r  l e s  
i = l ,  ..., m i ' 

r é p é t i t i o n s ,  l e s  énoncés s e r o n t  donnés pour (BO (w) ) . 

Théorème 4.3 

Etant donné E E {O, 11  

s ' i l  e x i s t e  j E (1 ,  2 ,  ..., n )  t e l  que r- - 
O 1 j 

(V2) 1 avec c j  - A = d .  S .  d . s i  c - hwA e s t  pos i t i f  ires;. n éga t i f )  
J J j 

e t  X = c .*  
i /w A 

i * , i *  étant  l ' i nd i ce  de Za variable de base optimale 1- de (Bo (w) ) . 

s i  Iv(~O(w) 1 xi* = TI)! > x(B) pour E {O,  1) e t  

s ' i l  e x i s t e  j E ( 1 ,  2, . . . , n)  t e l  que 

max (v (BO (w) 1 xi* = O) - E . 1 ,  (v(BO(w) 1 x 1 ,  5 x(B) 

( v i )  '- o ldoyJ  
a v e c c  - A  w ~ ~ = d ~ , ~  (resp.  d l  ) s i  c - A ~ W A ~  e s t  pos i t i f  

j n , i  j 

I iresp. n é g a t i f )  e t  h = c .  * I w  A ('), i *  (ri) étant  2 ' i nd ice  de l a  
ri 1 (ri) 

O [-variable de base optima!e de (B (w) 1 xi* = ri) avec ri E {O,  11 

alors  l a  variable d ' indice  do i t  ê t r e  f ixée à la  valeur 1-E. 

Démonstration 

La démonstration e s t  semblable à c e l l e  du théorème 4 .2  puisque dans chaque 

cas  nous avons l e s  majora t ions  su ivan te s  : 



O (~4) : V(B) 5 max {I-v(BO(W) 1 xj = E, x.* =O)!, IV(B (w) 1 x.=E, x.* = i ) j }  
1 

EEIO, 1 )  J 1 

O (avec x.* variable de base optimale de (B (w)) 
1 

Thécrème 4.4 

Etant donnés E E {O, 1) e t  i E 11, 2, . .., ml 
O s ' i l  e x i s t e  j E ( 1 ,  2, . . . , n} t e l  que Iv(Bi I xj = E)-1 i x(B) 

075) 
alors Za variable d ' indice  j d o i t  ê t re  f ixée  à la valeur 1 -E . 

Démonstration 

Comme précédemment, ceci découle du fait que 

O O 
V(B) 5 max { /?(Bi) 1 x = €1-1 , Iy(Bi 1 xj = I-E)-/ 1 

j 

Remarque 

Le test V5 sera appelé test V3 lorsque i = L et (Bo) est remplacé par (BO(w)). L 
Cette notation permet de mieux comprendre l'enchaînement des tests car le 

test V3 est en fait la première partie du test V4. 

Remarques 

(i) On peut faire une estimation comparative du coût de ces différents tests 

en se référant au nombre d'appels de l'algorithme NKR nécessaires pour 

résoudre les relaxations en continu des différents problèmes du knapsck 

envisagés : 

VI : o ; v 2 : 1 ; v 3 , v 4 : 2 ; v 5 : 2  

(ii) le test (V5) n'est utilisé au plus m fois que sur les variables x 
j 

correspondant au plus grand a de chaque contrainte i, i E (1, 2, ..., ml. 
i j 



(iii) ces 5 tests sont parties intégrantes d'un module de réduction de 

la taille de (B). Il faut leur ajouter deux tests d'élimination triviale, 

déjà évoqués lors de la construction des heuristiques (voir hypothèses (H) 

chapitre 3). 

(Rl) si il existe j l (1, 2, ..., n) et i E Il, 2, ..., ml tels que 
a > b. alors la variable x. est fixée à 0. 
i j 1 J 

(R3)  si il existe j E i l ,  . . . , n) tel que A' = O 

alors la variable x est fixée à 1. 
j 

4 . 2 . 1 . 2  - El imina t ion  d e  c o n t r a i n t e s  - - - - - - - - - - - - -  

Considérons les problèmes du knapsack suivants, associés à un 

m multiplicateur w E IR+ donné : 

pour k = 1, 2, ..., m 

%X 

k 
(Be) 1 S.C. ALx ~b~ pour k = 1, 2, ..., 1-1, 1+1, ..., m 

1 X C V  et 1 tel que : wl = 
max W. 

1 
i=1,2, ..., m 
k 

Les tests énoncés ci-dessous sont conduits à la fois sur (B (w)) et 

k 
(B ).  Pour éviter une répétition inutile, les énoncés seront donnés pour L 

Théorème 4.5 

La contrainte %X 5 bk, k E Il, 2, ..., n) peut être BZiminee du problème (8) 
sous l'une des hypothèses suivantes : 



avec i(l) indice de t a  variabte de base optimate de (B:). 
k 

s i  S E  É{O, 11 ; qe> bk e t  I!(B~ 1 xi (1) = 1%) 1 6 bk : 

k avec i (1, E) ind<ce de la  variab t e  de base optimate de (Be 1 x 
i (e) 

Démonstration 

k -k 
ti x E V : A x 5 be => q<x 5 v(Be) 5 iv(B ) 1  6 bky ce qui montre (Cl). e - e -  
Les tests (C2) et (C3) aboutissent par séparation à des meilleurs majorants 

k 
de v(B ) inférieurs à bk. e 

Remaraues 

(i) le coût en nombre d'appels de l'algorithme NKR est respectivement 

(Cl) : 1 ; (C2) : 2 ; (C3) : 2 

(ii) A ces tests, il faut ajouter un test d'élimination triviale, composant 

avec les tests .(RI) et (R3), un module de réduction triviale. 

(R2) si il existe i E il, 2, ..., ml tel que aij 6 b. 
1 j = 1 

alors la contrainte i est éliminée. 

Les tests (V3, V3) et (C2, C3) nécessitent la résolution en continu 

de deux problèmes du knapsack, obtenus en fixant tour à tour à O et 1 la 

variable x.* de base optimale d'un problème (K). Ce problème (K) est respec- 
1 

tivement, pour (V3, V4) le problème (BO (w)) ou (Be) (voir théorème 4.3), 

k k 
pour (C2, C3) le problème (B (w)) ou (Be) (voir théorème 4.5) 



Ces tests ont pour but de raffiner le majorant v(K) de la valeur 

du problème (B) par séparation sur la variable de base x.*. Toutefois ce 
1 

raffinement s'avère inutile dans beaucoup de cas et de plus coûte cher en 

temps calcul. 

Des majorants respectifs de la valeur des problèmes (K 1 x * = 0) 
i 

et (K 1 x.* = 1) vont nous permettre de décider s'il faut, oui ou non, 
1 

mettre en oeuvre les tests (V3, V4) et (C2, C3). 

Ces majorants ont été donnés par Toth (1976) ou Fayard-Plateau (Cg]). 

Rappelons que pour la résolution de (F), l'algorithme NKR détermine un sous- 

* 
ensemble U c ( 1 ,  2 ,  . . . , n) et un élément i de (1, 2, . . . , n) \ U tels que : 

ceci lorsque (K) s'énonce sous la forme 

(#) max cx S.C. ax i b, x E [VI. 

* 
Posons L = { 1, 2, . . . , n) \ (U u { i 1 )  et déf inissonç les indices 7 et j par : - 

Théorème 4 .6  

Avec Zes notations ci-dessus, nous avons Zes majorations suivantes : 
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Démonstration C91, p 90-91. 

Il s'ensuit que : 

En comparant Iv(R) - ql et v - v 1 (voir figure 4.1) on peut faire 
i 

- - 
un pari sur l'intérêt de calculer fi. 

Ces tests de décision gérés directement par l'utilisateur lui 

permettent 

Fiaure 4.1 

de faire l'équilibre entre les performances en temps calcul et celles en 

nombres de variables et contraintes éliminées (ce sont ces dernières qui 

seront privilégiées lors des expériences numériques) : 

4.3 - Code automatique de réduc t i on  

Donnons le détail des différentes phases relatives à l'organigramme 

du code automatique de réduction (voir figure 4.2) 

- Phase de "réduction triviale" : ce module met en jeu les tests ............................. 
RI, R2, R3 d'élimination triviale de variables et/ou de contraintes. Ces 

tests ont pour but de ramener si nécessaire le problème courant à un problème 

II bien posé", comme il a été défini par les hypothèses (H) (chapitre 3, 

paragraphe 3.1.1). Notons que ce module sera mis en oeuvre à chaque fois qu'il 

y aura eu réduction effective par action des phases de réduction 1 et 2. 



- Préparation de la réduction : la mise en mémoire et la gestion --- ...................... 
des données suivantes liées aux structures du problème 

- nombre d'éléments non nuls par colonne 
- somme des éléments par contrainte 

- numéro et valeur du plus grand élément par contrainte 
évitent des calculs inutiles car répétitifs à chaque fois qu'il est fait 

appel au module de réduction triviale (Tests R1, R2, R3). 

- Algorithmes de résolution des duaux lagrangiens et composites : -- .................................. --- ----------- ------ 

ce sont les algorithmes décrits au chapitre 2, notons simplement que le 

critère d'arrêt est le nombre d'itérations, fixé a priori par l'utilisateur. 

- Calcul d'un ~remier minorant et Essais d'amélioration du minorant : ------------ --------------- ................................. 

ces deux phases réalisent l'insertion des méthodes heuristiques AGNES 1 et 2 

dans le code de réduction (chapitre 3, paragraphe 3.2.1) 

- Phases de réduction 1 et 2 : la description détaillée de ces deux .......................... 
phases fait l'objet du paragraphe suivant. 

Remarques 

(i) Les modules de réduction lagrangienne et de réduction composite sont 

quasiment identiques, mis à part la technique de générations des multipli- 

cateurs. Par conséquent il est possible de créer d'autres modules de rèduc- 

tion de dual (par exemple la méthode simplex, la méthode de sous-gradients 

avec dilatation de l'espace, etc ... voir chapitre 2). 

(ii) Deux paramètres entiers p et q gèrent respectivement le nombre maximum 

d'appels des modules de réduction lagrangienne et composite 

- si le nombre p d'appels du module de réduction lagrangienne est 
atteint (donc à chaque appelily a eu réduction effective de la taille du 

problème) on force le passage au module de réduction composite. 



-Lecture des données 
-Préparation de la réduction 

-1 
/Phase de rédhction trivialel 

I 
1 - Calcul d'un &emier minorant 1 

I 

I I 
Algorithme de résolution 

du dual lagrangien 1 1 F Module dit de 
I I I  réduction lagrangienne 

1  du minorant 1 - 
I 1 / phase de réduction 1 1 

I I I 

/j oui 
cRéduction>-- 
'---/<on 

1 

Algorithme de résolution 
du dual composite 1 i - Yodule dit de 

I I I  réduction composite 

1 du minorant 1 - 

Figure 4.2 



- si le nombre q d'appels du module de réduction composite est atteint, 
q est augmenté d'une unité tant qu'il y a réduction. 

Lors des expériences numériques, nous avons choisi p = 2 et q = 1 

(iii) un booléen gère la mise en oeuvre éventuelle de la phase de réduction 

2, qui est à considérer comme une phase complémentaire de réduction, son 

rapport "coût en temps de calcul/efficacité" étant assez élevé. 

4 . 3 . 2  - Alga&hmu d é U é a  de t r é d u d o n  -- ............................... 

Les algorithmes de réduction sont la traduction d'un enchaînement 

des tests d'élimination de variables et de contraintes exposés ci-dessus. 

Cet enchaînement a été mis au point après un grand nombre d'expériences 

numériques. 

En posant 

Xo (resp. X ) l'ensemble d'indices des variables fixées à O (resp. 1) 1 

E l'ensemble d'indices des contraintes éliminées 

X2 = 1 ,  2, ..., n) \ (Xo U X1) et Ë = 1 ,  2, ..., ml \ E 

Les différents tests seront appliqués, pour X X1, E donnés, au problème 
O y 

Algorithme de réduction 1 

m 
O E t m t  donnés Xo, XI, E ; x(B) ; w E IR+ ; p en t i e r  - 
1 Tous l es  t e s t s  ci-dessous sont appliqués à (~'(w)) - 



-- - -- - - - -- -- - - 
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1.1 Faire (Vil ; s i  réduction (modification de X o ,  X I )  - - 

I alors faire t e s t s  R I ,  R 2 ,  R3 (modif.  X o ,  x , ,  E )  

i 1.2 Faire ( V 2 )  ; s i  réduction (modif. X - - 0' X 1 )  

alors faire t e s t s  R I ,  R2, R3 (modif. Xo, X I ,  E )  

1.3 Test  décision : s i  \?(Bo (w)) - x ( ~ ) !  2 u ly(80 (w)) - q( - - 

alors a l l e r  en 2 

1.4 Faire iV3) e t  i V 4 )  ; s i  réduction inodif Xo ,  X I )  - - 

alors faire t e s t s  R1,  R2, R3 imodif. X o ,  X I ,  x2) 

O 2 Tous l e s  t e s t s  ci-dessous sont appliqués à ( B  ) ,  avec L : w -max W. - L rirE I 

2.1 Faire i V 2 )  ; s i  réduction imodif. Xo ,  X l i  - - 

alors faire t e s t s  P l ,  P.2, R3 imodif. Xo ,  X I ,  El 

2.2 Test  décision : s i  1v(B0) - v ( B ) J  2 p / v ( i O )  - q/ - - -  - 

alors a l l e r  en 3 

2.3 Faire iV31 e t  i V 4 )  ; s i  réduction imodif. Xo ,  - - X 1 )  

alors faire t e s t s  R1, F 2 ,  R3 imodif. X ,  X l ,  El 

k 
3 Tous l e s  t e s t s  ci-dessous sont appliqués à (Bel, avec L : - 1 = maz 

l € E  
e t  pour chaque k E Ë : w k Z O  

3.1 Faire ( C l )  - 
-k -k 

3.2 Test  décision : s i  I V ( B  ) - bk-1 c - L V ( B  ) - q/ - - - -  

alors a l l e r  en 3.5 

3 .3  Faire ( C 2 )  - 
3.4 S i  condition t e s t  iC3) vraie aZors faire (C3) sinon a l l e r  en 3 . 5  - - 
3.5 s i  réduction imodif El alors faire t e s t  R3 (modif X1l - - 

k 
4 Tous l e s  t e s t s  ci-dessous sont appliqués à ( B  ( w ) )  pour chaque keË : v =O - k 

4.1 Faire ( C l )  

-k 4.2 Test  décision : s i  [ y  ( B k ( w ) )  - bk-1 h p I - v ( B  ("1) - 4 - - 

alors a l l e r  en 4.5 



4.3 Faire f C 2 )  - 

4 .4  S i  condition t e s t  fC3) vraie alors  faire (C3)  sinon a l l e r  en 4.5 - -  
4.5 s i  réduction fmodif El alors fa ire  t e s t  R3 (modif X I ) .  - - 

5 Appel algorithme de réduction 2 : s i  oui a l t e r  en 6 sinon stop - - 

AZaorithme de réduction 2 

O 
6 Tous t e s  t e s t s  ci-dessous sont appliqués à (Bk) pour chaque k E Ë - 

6.1  Faire (V5) ; s i  réduction (modif X - - O' Xl) 

alors a l l e r  en 6 .2  sinon stop 

6.2 Faire t tes t s  R1, R 2 ,  R3 (modif. Xo, XI, E )  

k 
7 Tous t e s  t e s t s  ci-dessous sont appliqués à (Be), avec l : - we = max 

i E 
i 

e t  pour chaque k E Ë - L 

7.1  Faire ( C l )  - 
-k -k 

7.2  Test  décision : s i  I V  (B~) - bk! 2 p I!(B ) - - - - 
alors  a l l e r  en 7.5 

7.3 Faire ( C 2 )  - 

7.4 s i  condition t e s t  (C3) vraie a lors  faire (C3)  - - 
7.5 s i  réduction (rnodif. E l  alors faire t e s t  R3 (modif. XI) - - 

8 Stop (branchement vers  une méthode de résolut ion)  - 

Remarques 

(i) si 1 Ë 1 = 1 alors l'algorithme de réduction est terminé : le dernier 

problème est résolu par l'algorithme FPK 79 (C101). 

(ii) si IËl = O ou si lx2 1 = O alors le problème est en fait résolu car 

totalement réduit. 

(iii) lors du dernier appel de l'algorithme de réduction 1 (rappelons que 

le nombre d'appel est fixé par l'utilisateur), les parties 3 et 4 sont 

modifiées comme suit : les tests d'élimination de contraintes sont envisagés 



sur toutes les contraintes k, k E Ë, et non pas seulement sur les contraintes 

k, k E Ë et telles que w = 0. 
k 

(iv) a est la valeur déduite des résultats du théorème 4.6 (paragraphe 4.2.2). 

4.4 - Expériences numériques 

Le code de réduction (appelé FPR 83) a été implanté sur CI1 HB IRIS 80. 

Le tableau 4.1 compare les performances, en nombre de variables et de 

contraintes éliminées, du code FPR 83 et de l'algorithme de Hansen-Plateau 

(appelé HPR 76) sur les sept problèmes de Petersen. Pour chacun d'eux, la 

première ligne donne les résultats relatifs .à l'algorithme HPR 76 avec comme 

minorant la valeur optimale. La deuxième ligne indique les différences avec 

l'algorithme FPR 83. Dans le cas où le minorant initial n'est pas la valeur 

optimale requise par HPR 76 , une troisième ligne donne les modifications 

éventuelles. 

Au vu de ce tableau, l'algorithme FPR 83 obtient des résultats 

pratiquement identiques à ceux de l'algorithme HPR 83, mais avec un coût 

en temps de clacul sans aucune mesure avec celui de HPR 83 (à cause des choix 

explicités au paragraphe 4.1.2). 

Le tableau 4.2 permet d'apprécier l'apport d'une phase de réduction 

avant toute mise en oeuvre d'un algorithme de résolution exacte. (Nous avons 

utilisé la méthode de séparation et d'évaluation pour les problèmes en 

variables 0-1 à plusieurs contraintes en inégalité, proposée par Wei-Shih 

en 1980, C613). Les temps de calcul sont donnés en dixièmes de seconde. 

Si le fait de réduire ne s'avère pas profitable pour les problèmes 

de très petite taille, l'utilisation du code de réduction FPR 83 commence 

à devenir bénéfique à partir du problème P5 de taille 10x28. Ceci ne fait 



que corroborer le résultat bien connu que le temps de calcul d'une méthode de 

résolution par séparation et évaluation dépend crucialement du nombre n de 

variables du problème alors que l'on peut s'attendre pour le code FPR 83 à 

une complexité expérimentale linéaire en moyenne. 

Tableau 4.2 

Problèmes 

P 1 

P 4 

P 5 

P6 

Le tableau 4.3 indique en colonne, pour les 7 problèmes de Petersen 

et six problèmes de Weingartner, le nombre de variables et de contraintes 

Taille Temps 
initiale total 

10 x 6 

10 x 10 5 2 3 2 3 

10 x 15 

10 x 28 9 2 1 55 

5 x 39 

5 X 50 > 249 1 7 7  
4 x 3 8  1 211 2 8 8  1 

éliminées respectivement par les tests v i = 1, ..., 5, R1, R3 et les 
i ' 

tests c i = 1, 2, 3, R2. i' 

Le tableau 4.4 fournit pour 10 problèmes réels les numéros des 

variables et des contraintes éliminées, ainsi que les temps de calcul en 

dixièmes de seconde. 

Le tableau 4.5 donne pour 30 problèmes tirés au hasard la taille 

des problèmes réduits et les temps de calcul respectivement pour leur réduc- 

tion par le code FPR 83 et pour leur résolution par la procédure énumérative 

de Wei Shih. 
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Elimination variables Elimination 
contraintes 

I 
Problème v1 IV2 v3 v4 

Taille V5 R1 R3 q- MC CC 
MC CC MC CC MC CC MC CC 

2 1 1 
i TI ---------------- 

P 1 
6 x 10 

2 

P 2 
10 x 10 2 1 1 3 3 1 

2 4 1 4 1 

12 3 3 

--------- ------- 
P3 

10 X 15 ---------------- 
P 4 

10 x 20 
P 5 

10 x 18 18 1 5 1 

P 6 
5 x 39 

1 1  1 

12 1 P 7 
5 X 50 
P6* 

5 x 39 12 1 

14 1 1 

1 16 1 1 4  1 

P7* 
5 x 50 
W1 

2 x 28 
W2 18 4 1 1 

2 x 28 9 

20 3 W4 

2 1 4 3 W5 

2 X 28 1 1  

Tableau 4.3 

MC : utilisation de la "meilleure" contrainte (étape 2, 3 ou 7) 

CC : utilisation d'une contrainte composite (étape 1 ou 4) 

(*) : la réduction est menée en prenant comme minorant v(B) la - 
valeur optimale v(B). 

notes 

(i) Les performances des tests V1 et V2 sont données conjointement, 
car ces tests sont interchangeables et leurs performances sont 
directe~ent fonction de leur ordre d'utilisation 

(ii) Pour les tests Vl/V2, ~3/V4 la contrainte composite est utilisée 
avant la meilleure contrainte. Par contre c'est l'inverse pour 
les tests Cl, C2, C3. 





FPR 83 1 ~l~orithme Wei Shih 

~ 
Problèmes Taille Taille 

FPR 83  algorithme^ Wei Shih initiale réduite Wei Shih 

Tableau 4 .5  (*) 

(*) Les pourcentages de variables et de contraintes éliminées sont respec- 
tivement 81 % et 55 %. Ces pourcentages très élevés de réduction permettent 
de penser que ces problèmes de Wei Shih sont très faciles. 

(**) Pour ces 4  problèmes la valeur optimale n'est pas atteinte par les heuris- 
tiques au cours de l'algorithme de réduction. Les écarts v(B) - v(B) sont 
pour les problèmes no l u ,  72, 2 4 ,  26, respectivement 1 ,  39, 18 et 32. 
Ceci explique la moindre réduction constatée pour ces 4 problèmes. 



Remarques 

(i) Toutes les expériences numériques ont été menées avec le choix des 

I paramètres suivants : au cours d'un processus de réduction, 
1 

- le nombre maximum d'appel du module de réduction lagrangienne 

j (resp. composite) est fixé à 2 (resp. 1) 

- le nombre d'itérations de l'algorithme de sous-gradients 
(resp. quasi-sous-gradients) est 80 (resp. 100) 

- le paramètre p du test de décision est suffisamment large pour 
que les tests ~3/V4 et C2 soient le plus souvent utilisés : on a privilégié 

ainsi les performances en réduction par rapport au temps de calcul. 

(ii) Il est essentiel de noter que ce n'est pas nécessairement le meilleur 

multiplicateur au sens de la valeur du dual qui sera le meilleur multipli- 

cateur au sens de la réduction (plus grand nombre de variables et/ou de 

contraintes éliminées). 

Par exemple, considérons le problème (B ) 5 (P6) (voir tableau 4.1) 

tel que v(B) = 10618 et Iv(B) 1 = 10672. Le multiplicateur lagrangien 

w1 = (6.00223, 2.72651, 1.20933, 0.00000, 5.40026), correspondant au 

majorant de v(B) : v(BO(wl)) = 10673.964844, permet par l'intermédiaire du 

test V1 d'éliminer 11  variables. Par contre, le multiplicateur lagrangien 

W2 = (6.05055, 2.86449, 1.02625, 0.00000, 5.20942), correspondant à un 

majorant v(Ëi0(w2)) = 10675. 355469 plus grand que le précédent permet 

l'élimination d'une variable supplémentaire (variable numéro 8) 

(iii) grâce aux tableaux 4.1, 4.4 et 4.5 nous avons construit à partir des 

problèmes tests utilisés un certain nombre de problèmes "difficiles" 

(voir Annexe 2). 

-- -- 



ENCP,DRE!lENT DE LA SOMME 

DES VARIABLES 



Le but de ce chapitre est de réduire le domaine des solutions réali- 

sables du problème (B) suivant 

L X E V  

n m 
(où c E IR+, b E IR+, A E R:'") 

en adjoignant aux (m+l) contraintes de ce problème une contrainte supplé- 

mentaire d'encadrement de la somme des variables du type 
n 

e s c x =  1 x j s u  avec 1, u E { l  , 2, . . . , nl 
j=l 

l'encadrement de la fonction économique (2) étant obtenu par les méthodes 

proposées aux chapitres 2 et 3. 

La génération de cette nouvelle contrainte peut aussi s'envisager 

pour le problème réduit issu du problème initial (B) après utilisation de 

l'algorithme de réduction décrit au chapitre 4. 

Après le rappel dans une première partie ( 5  5.1) des techniques 

utilisées par Glover (1965, C181), nous proposons dans une deuxième partie 

( 9  5.2) un algorithme permettant un encadrement beaucoup plus serré de la 

somme des variables. Quelques expériences numériques sur les problèmes 6 et 

l 7 de Petersen seront rapportées. 

5 . 1  - Approche c lass ique  

Les (m+l) inégalités (1) et (2) permettent la détermination d'un 

majorant (inférieur à 2") du nombre de solutions réalisables de (B) à 

envisager : 



En posant ( v o i r  Glover C 181 )  
k 

l = m i n  { k  1 1 c  > v ( B ) ,  c l  2 c2 2 ... I C I  
j - n 

j = l  

u  = min {u 
0 ,  

. . . , u 1 avec m 

on dédui t  que V x E {x E V 1 A s  6 b,  - v(B) 5 cx i ;(BI} 

n  
a l o r s  11 1 x j  S U  

j = 1 

u  n  n  n  
c e  q u i  implique IF(B) 1 s 1 ( 1  < 1 (k) = 2 

k =  k= 1 

Il e s t  à remarquer que l e  c a l c u l  des (m+2) bornes 1, uo, u l ,  ..., u m 

n é c e s s i t e  (m+2) appels  d 'a lgor i thmes  de  type NKR, donc de complexité O(n) 

e n  moyenne. 

Le t a b l e a u  5.1 r é p e r t o r i e  l e s  va l eu r s  des  bornes 1 e t  u  pour 

v i n g t  problèmes concre ts .  

Tableau 5.1 

u  l 
- 24 

22 

18  

21 

18 

22 

100 

5 6  

42 

4 8  

Problèmes 

? 1 

P  2 

P3 

P4 

P  5  

P6 

P  7 

HP 1 

HP 2 

F 

T a i l l e  T a i l l e  1 

10 x 6 W1 2 x 2 8  1- 11  -- 
8 
-- 

5 -- 
7 
-- 

5 -- 
8 -- 

8 1  
-- 

17 -- 
17 -- 
30 

2 x 2 8  

10 x 15  7:3 

10 x 2 0  W4 

10  x 28 12 W5 

-- 
5 x 5 0  1 3  4 6  W7 

4 x 2 8  -- 
4 x 3 5  5 29 ST 1 -- 

10 x 2 0  9 12 ST 2 

2 x 2 8  

2 x 2 8  

2 x 2 8  

2 x 2 8  

2 x105 

2 x105 

3 0 x 6 0  

30  x 6 0  



Remarque : 

On peut éventuellement améliorer la borne inférieure d en la déterminant 

par : l! = max {eo, e,, ..-, 1 
m 

k 
avec eo = min {k / c 2 v(B), cl 2 c2 2 ... 2 c )  

j= i  j - n 

où b. = fv(~.)-l est obtenu en résolvant 
-1 1 

Cette mise en oeuvre nécessite 2m appels d'algorithmes de type NKP,. 

5.2 - Nouvelle approche 

i * 
j Soit w un multiplicateur "presque optimal" (**) d'un des duaux 

lagrangien (DL) OU composite (5 ) associés au problème (B) s 

1 min v (BL (w) ) 
(DL> 

1s.c. w € g où v(BL(w)) = max {cx+w (b-Ax) ) 
x€V 

où v(BS (w)) = max {cx 1 WAX I. wb) 

(*) ou cx 2 v(B) + 1 si l'hypothèse c E INn est faite. 
(**) "presque-optimal" signifiant qu'en pratique w* sera tel que : 

v(Bs(w*)) (resp. v(BL(w*))) = v(i) + E (E > O réel très petit). 



* 
Pour le multiplicateur w fixé et un entier p donné E (1, 2, ..., n), 

considérons les deux problèmes en variables bivalentes à 2 ocntraintes, 

(R~(W*, pl) et (~~(w*, p)) suivants : 

Les fonctionsduales composites en continu associées respectivement 

* 
aux problèmes (Re(w , p)) et ( R ~  (w*, p)) sont définies par : 

o A E CO, 11 
- 
mL(p, A) = max icx 1 (1-1) w*k+;ie x 2 (1-1) w*b+lp) 

XE C VI 
-u 
$ (p, A) = max {cx / (1-1) W*AX-Ae x 5 (1-A) w*b-Ap] 

XÉ C VI 

On définit de même les fonctions duales en entier $ et $U en e 
n 

remplaçant dans les expressions de $ et TU le cube unité [VI de IR par e 
l'ensemble V de ses sommets. 

Les valeurs des duaux composites associés respectivement aux 

* * 
problèmes (Re(w , p)) et (R~(W , p)) sont notées comme suit : 

- - 
cas réel @e(p) = min $e(p, A) 

0~x51 

JU(p) = min $U(p, 1) 
02x21 



cas entier me(p) = min me(p, A) Q~(P> = min mU(p, A) 
OlXll oa<1 

D'après la proposition 1.6 les fonctions @ et 5 possèdent les propriétés 
suivantes : 

Propriété 5.1 

Y p E { 1, 2 , . . . , n}, l e s  fonctions e(p, . ) e t  OU (p, . ) sont quasi-convexes 
1 

I Propriété 5.2  

1 Y p c il, 2, . . . , n), t e s  fonctions Ql(p, . e t  QU(p, . sont quasi-convexes 

e t  semi-continues supérieurement sur CO, 11, à valeurs dans N. 

Exemple 1 

l 
l 

La figure 5.1 donne les représentations graphiques de la fonction 5 l(p, .) 

pour le problème 6 de Petersen pour p = 20 et p = 21. 

(w* = (.6876, .2961, .1715, .0000, .6605), v(B) = 10618 et 
- * 
@e(py O) = v(BS(w ) )  = 10672.375, V p r 11, 2, ..., 39} 

Exemple 2 

La figure 5.2 donne la représentation graphique de la fonction 4 (p, .) e 
pour le problème 6 de Petersen pour p = 22. 

D'autre part, les fonctions Y et y ont la propriété suivante. 

Propriété 5 . 3  

- 
Ye e t  U(e fresp.  yu e t  FU) sont des fonctions non décroissantes fresp.  non 

croissantes)  de Za variable p. 







Démonstration : 

2 +' A E [O, 11, pour tout couple (p, p') E (1, 2, ..., n) tel que p < pl, 

nous avons l'inclusion suivante : 

* * 
{XE~V] / ((1-h)w A + A ~ ) ~ ~ ( I - A ) ~ * ~ + A ~ I ~ { X E C V I [  - ((1-h)w*~+he)x<(l-A)W b+hpr 1 

d'où qa.(p, h) 2 6a.(~', A) 
- 

et par conséquent y (p) = min Qa.(p, A )  c Y'a.(p') = min 51(p', A) 1 OsAc1 
OrAc1 

En fait, l'inclusion est stricte pour h E IO, 11 et nous aurons Fa.(p) < Ta.(pl) 

lorsque le minimum ne sera pas atteint pour A = O. Les démonstrations 

sont identiques pour Yl, yu et $. 

Exemple 3 : 

La figure 5.3 donne les représentations graphiques des fonctions (.) et a. 
TU(.) pour le problème 6 de Petersen. 

5 . 2 . 2  - kegotLi;thme d '  encadtrmevtt -- --------------------- 

5.2.2.1 - Princ ipe  - - - -  

L'algorithme d'encadrement repose essentiellement sur le théorème 

suivant : 

Théorème 5.1  

* 
S o i t  x une s o l u t i o n  opt imale du problème (B) e t  p E { 1, 2, . . . , n) 

* 
(il s i  I-va.(p)! < - v(B) a l o r s  e x p+l 

* 
(ii) s i  Yl(p) < - v(B) a lors  e x 2 p+l 

* 
(iii) s i  [ FU (p) [ < - v (B) a lors  e x c p- 1 

* 
(ivl s i  < - v(B) a l o r s  e x c p-1 





Démonstration , 

Vérifions que l'implication (ii) est vraie en montrant que : 

* 
Sous l'hypothèse ex c p, le problème (B) a la même valeur optimale que (B ) 

P 

définie par : 

r max cx 

D'autre part, Y (p) n'est autre que la valeur du dual composite du problème e 
* 

(Re(w , p), lui-même relaxation du problème (B . Par conséquent 
P * 

v(B) v(B) = v(B ) s v(R (w , p)) c Y (p) . Le (i) se déduit du .(ii) grâce - P L 
à l'inégalité Y (p) c IF (p) 1 .  Les implications (iii) et (iv) se démontrent L - L  - 

* 
de la même manière par renversement de l'inégalité ex 5 p. 

op 
Ce théorème va nous permettre d'énoncer un processus d'augmentation 

et de diminution déterminant respectivement la borne inférieure et la 

borne supérieure u de la somme des variables. 

5.2 .2 .2  - A l g o r i t h m e  d é t a i l l é  ------------------- 

L'algorithme d'encadrement de la somme des variables peut s'énoncer 

comme suit : 



A Zgori t h e  
1 

1 p + l  - 
1 

1.1 t an t  que IF (pl-1 < v(B) fa i re  p + p+l - - 

2.1  t an t  que [-FU (p) 1 < v (B) fa ire  p + p- l - - 

3.1 t an t  que YL(p) < v(B) fa ire  p +- p+l - - 

4.1  t an t  que YU (p) < v (B) faire p + p-1 - - 

5 Stop - 

La mise en oeuvre de cet algorithme implanté sur le calculateur 

CI1 HB IRIS 80 nécessite plusieurs remarques : 

(i) Le calcul de F (p) (resp. FU (p), YL(p), consistant à minimiser l 
-u 

la fonction quasi-convexe 5 (p, .) (resp. $ (p, . Qe(p, . , @u(p, . sur L 
l'intervalle compact CO, 11, se réalise par l'intermédiaire d'une kechache 

dichoitornique adaptée à la nature des fonctions $ (propriétés 5.1 et 5.2). 

(ii) Pour X E r0, 11 et p E ( 1 ,  2, .. ., n) donnés, 
- le calcul de $l (p, 1) ou de $U(p, A ) ,  problèmes du type knapsack 

en continu, est effectué par l'algorithme NKR modifié pour tenir compte de 

la contrainte à coefficients de signe quelconque (algorithme de complexité 

O(n) en moyenne) 



- le calcul de 4 (p, A) ou de $U(p, A), problèmes du type knapsack L 
en variables bivalentes, est effectué par une adaptation de l'algorithme 

FPK 79 (voir C101) au cas d'une contrainte à coefficients de signe quelconque. 

- le temps de calcul sensiblement plus important pour la procédure 
énumérative FPK 79 en comparaison de l'algorithme NKR (en moyenne deux fois 

plus) justifie la hiérarchie mise en place, les phases 1 et 2 avant les 

phases 3 et 4. 

(iii) L'emploi de l'instruction "tant que" se justifie par la non décroissance 

u 
des fonctions 'Ye(.) et TL(.) (resp. la non croissance des fonctions Y (.) 

et FU(.)) (propriété 5.3). En effet, dès qu'il existe p E { 1, 2, . . . , n} 
tel que : 

I-FL(p)! 2 x ( B )  

E ( p + l ,  ..., n} 
alors "propriété de non-décroissance de y " => 1 

1% <PI)-I ' x ( B )  i 
De même, dès qu'il existe p E (1, 2, ..., n) tel que : 

l-FU(p)-I 2 ~ ( 8 )  

[ "' € 1 2, ..., p-11 
'Ut' => alors "propriété de non-croissance de Y 

( I-FU(p') 2 v(B) 

(idem pour YL et yu). 

5 . 2 . 3  - R é n W  nwnZ&Lguea ----------------  --- 

Le tableau 5.2 compare sur quatre problèmes réels les performances 

de la procédure inspirée par Glover et de l'algorithme présenté précédemment. 

Deux cas sont envisagés ; phases 1 et 2 seulement (algorithme NKR) puis 

phases 1 à 4 (algorithmes NKR + FPK 79). 



Tableau 5.2  

Notes 

Problèmes Glover 

1 (i) Les temps de calcul sont donnés en dixièmes de seconde. Toutefois les 

temps de calcul (*) ne sont qu'indicatifs car ils tiennent compte de très 

temps 

1 

1 

1 

1 

Phases 1 et 2 

et Taille l u 
- 

P6 : 5  39 10 36 

nombreuses impressions de textes. 

& 

2 1 

26 

12 

1 3  

Phases 1 à 4 

P7 : 5  50 

H P 1 : 4  28 

HP2 : 4 35 

1 
(ii) Dans tous les cas la borne inférieure v(B) utilisée est la valeur - 

l 
- - - -  

22 
----- 

2 7 

1 5  
------ 

14 

optimale du problème. 

u 

34 

41 
- - - . _ _ _ - - -  

2 5  

28 

1 3  

7 

5 

Les résultats obtenus sont encourageants et l'adjonction de cette 

temps 

23* 

3 1 * 

12* 

16* 

u 

32 

38 

25 

2 8 

- -  
46 

2 5 
- -  

29 

contrainte sur la somme des variables, à la réduction de la taille du 

temps 

42* 

67* 

1 l* 

14* 

problème, diminue de façon très sensible le nombre des solutions réalisables 

1 

à explorer dans une procédure de résolution de type séparation et évaluation. 

Cette contrainte peut aussi servir à définir un schéma exploratoire original 

comme celui utilisé par Thesen dans C641. 



CONCLUS 1 ON 



Ce travail a abouti à la création d'un code de réduction, aussi bien en 

nombre de variables et de contraintes, qu'en nombre de solutions réalisables 

d'un problème de maximisation à plusieurs contraintes en variables bivalentes. 

Les performances de ce code, en réduction comme en temps calcul, s'avèrent 

très satisfaisantes sur des problèmes concrets ou tirés au hasard de petite 

i et moyenne taille, sans structure particulière. 

Cependant ce code expérimental mérite extension et amélioration. En 

effet, disposant d'un ensemble de problèmes tests de type investissement nous 

nous sommes intéressés en premier lieu aux problèmes à données entières non 

négatives. Le passage au cas de signe quelconque nécessite des modifications 

certes importantes nais uniquement d'ordre technique . De plus une mise en 
exploitation de ce code expérimental, tant en phase préliminaire qu'en cours 

de résolution exacte par une procédure de type séparation et évaluation pro- 

gressive, demande une étude plus élaborée sur le plan informatique. 

D'autre part, il serait intéressant d'analyser l'efficacité de cet 

algorithme de réduction en fonction de paramètres tels que : densité de la 

matrice des contraintes, dispersion des coefficients, coefficients de relâ- 

chement des contraintes. En effet les problèmes de grande taille sont 

généralement très structurés et cette étude permettrait de connaître a priori 

sur quel type de structure ce code de réduction donnerait des résultats satis- 

faisants. 

D'autres prolongements peuvent être envisagés en incluant par exemple 
l 

d'autres ingrédients dans le processus de réduction, tels que des relations 

de dominance et d'exclusion, des procédés de diminution des plus gros 



coefficients, etc ... 

En définitive nous espérons que ce travail sera un outil utile, 

à la fois sur le plan théorique et pratique, à tous ceux qui sont intéressés 

par la programmation mathématique et plus particulièrement la programmation 

en variables bivalentes. 



GLOSSAI RE DES ELEFENTS 

THEORI QUES 



Il nous est apparu nécessaire pour faciliter la lecture de cet 

exposé de rassembler dans cet annexe toutes les propriétés connues et moins 

i connues relatives aux notions de convexité et de quasi-convexité que l'on 

a pu utiliser dans ce travail à un moment ou à un autre. 

Bibliographie : L551, C341, C251, C451, C57!. 

A - RAPPEL DES PROPRIETES ESSENTIELLES 

Définition 1 : 

Soit C c IRn, convexe et f : C + R 

1 

f est convexe sur C si et seulement si 

2 V (x, x') E C , V A E CO, 11, f(Ax + (1-A)xt) < Af(x) + (1-A)f(xl) 

Définition 2 : 

Soit C CR", convexe et f : C +R. L'épigraphe de f est l'ensemble 

epi(f) = {(x, z )  E C x l R  1 f(x) 5 z} 

Proposi tion 1 : 

Soit C cRn, convexe et f : C + R  

n 
f convexe <=> epi(f) convexe de ni x IR 

Définition 3 : 

Soit f :  IR^ + R 

n La conjuguée de f est la fonction f* définie surlR par 

Définition 4 : 

Soit C c Rn, convexe et f : C +IR 

f est quasi-convexe sur C si et seulement si 

Y (x, xt) E c2 : Y z E rx, x'l, f(z) 5 nax{f(x), f(xl)} 
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(une fonction convexe est quasi-convexe, la réciproque est fausse) 

Définition 5 : 

Soit C cEn, convexe ; f : C +IR ; z E IR. L'ensemble de niveau de f 

associé au réel z est l'ensemble. 

Lz f = ix r C / f(x) 5 zl 

Proposition 2 : 

n Soit C cIR convexe, f : C + n i  

n 
f quasi-convexe <=> ff z E IR, L f convexe de IR 

Z 

Définition 6 : 

Soit f : IR" + I R  

* 
La z quasi-conjuguée de f est la fonction quasi-convexe f définie par z 

Proposition 3 : 

Soit f  IR^ +IR 

Soit f : IRn -+IR : les propositions suivantes sont équivalentes 
n 

(i) f s.c.i sur ni 

(ii) LZ f est fermé pour tout réel z 

n+ 1 
(iii) epi(f) est un fermé de IR 



B - SOUS-DIFFERENTIABILITE 

Définition 7 : 

n Soit C c IR convexe, f : C -+ IR convexe, x E CO 
O 

g est un sous-gradient de f en x si 
O 

Y x r C, f(x) - f(xo) ' g(x - xo! 

(l'hyperplan affine x -t f(x ) + g(x - x ) de vecteur normal 
O O 

(1, g) est un hyperplan de support de epi (f) au point x f (xo)) 

Définition 8 : 

L'ensemble éventuellement vide des sous-gradients de f en x est appelé 
O 

le sous-différentiel af(x ) de f en x 
O O 

n 
Soit C c IR convexe, f : C + IR convexe, x E CO 

O 

af(x ) est un convexe compact non vide 
O 

(f convexe en x E CO => f continue en x E CO si C est une partie pleine 
O O 

de Rn, i.e. la dimension de la plus grande variété affine contenue dans C 

est n). 

Proposition 6 : 

O 
Soit C c IRn convexe, f : C -+ IR convexe, x E C , g un SIS-gradient de f en x 

O O 

g af(x0) <=> f(xo) + f*(g) = 
O g 

Proposition 7 : 

n 
Soit C C R  convexe, f : C +IR convexe, x E CO 

O 

O E af(xo) <=> x est un minimum global de f sur C. 
O 



Remarques 1 

(i) Lorsque af (x ) est un singleton, af(x0) = {v£(x ) } ,  c'est à dire que f 
O O 

est différentiable en x , 
O 

(ii) Les fonctions convexes sont presque partout différentiables. 

C - QUASI-SOUS-DIFFERENTIABILITE 

Définition 9 : 

n O Soit C CR convexe, f : C +IR quasi-convexe, x E C . 
O 

y est un quasi-sous-gradient de f en x si 
O 

f (xo) + f * (y) = xoy 
XoY 

Définition 10 : 

 ensemble éventuellement vide des quasi-sous-gradients de f en x est 
O 

* 
appelé le quasi-sous-différentiel a f(x ) de f en x 

O O 

Proposition 8 : 

n Soit C c IR convexe, f : C +IR quasi-convexe, localement convexe en x E CO 
O 

(i) C a*f(xo) 

* 
(ii) a f (x ) est convexe 

O 

(iii) si f est s.c.i. en x E fr(L 
O 

f bol f ) alors a*f(xo) # 0 
* 

(iv) a f(x0) = {y / X'Y x y => f(xl) 2 f(x)} 

Proposition 9 : 

n Soit C = I R  convexe, f : C +IR quasi-convexe, x E CO 
O 

* 
O E a f(xo) <=> xo est un minimum global de f sur C 



Proposi t ion 1 0 

n 
Soit C c IR convexe, f : C + IR quasi-convexe, x E CO, H l'hyperplan 

O 

d' équation x + y (x-xo) 
l O 

(i) si L 
O * 

i f  = L  
i 

f  et si y E a f(x ) alors H est un hyperplan de 
f (xo) f ho) O 

support de L f en x 
f (xo) O 

(ii) si f est s.c.i en x et si H est un hyperplan de support de L 
O 

f  en 
f  ho) 

x alors y E a * f  (xo) 
O 

Remarques 

(i) une fonction quasi-convexe n'admet pas de sous-gradient en chaque 

point 

(ii) comme les sous-gradients de f  en x correspondent aux normales aux 
O 

hyperplans de support de l'épigraphe épi(£), les quasi-sous-gradients de 

f en x correspondent aux normales aux hyperplans de support de l'ensemble 
i O 

de niveau L 
f  (xo) 

f. 



CATALOGUE DE PROBLEFlES D I  FFI C I  LES 



A partir des 50 problèmes tests (dont les données figurent inté- 

gralement dans C131) utilisés dans les expériences numériques, nous avons 

construit 7 problèmes "difficiles" grâce à l'algorithme de réduction décrit 

au chapitre 4. 

Nous espérons que ces nouveaux problèmes tests seront d'une aide 

certaine pour les chercheurs intéressés par ce type de problème. Enfin il 

est possible de construire des problèmes difficiles au sens de notre réduc- 

tion en appliquant le code de réduction FPR 83 à tout problème dont les 

données seraient tirées au hasard. 



Problème 1 (tiré de P6) 

nombre de contraintes : 4 

nombre de variables : 27 

Max {cx 1 Ax 5 b ; x binaire) = 3090 



Problème 2 (tiré de P7) 

nombre de contraintes : 4 

nombre de variables : 34 

Max {cx 1 Ax 5 b ; x binaire) = 3186 



Problème 3 (tiré de W3) 

nombre de contraintes : 2 

nombre de variables : 19 

Max {cx 1 Ax 5 b, x binaire) = 28642 



! nombre de variables : 29 

Problème 4 (tiré de W8) 

nombre de contraintes : 2 

Max {cx 1 Ax 5 b ; x binaire) = 95168 

C = 

tus 
LILLE. O 



Problème 5 (Fleisher) 

nombre de contraintes : 10 

nombre de variables : 20 

Max {cx 1 Ax 5 b ; x binaire) = 2139 



Problème 6 (tiré de ST1) 

nombre de contraintes : 30 

nombre de variables : 40 

Max {cx 1 Ax 5 b, x binaire) = 776 









l Problème 7 (tiré de ST2) 

l nombre de contraintes : 30 
1 

1 nombre de variables .: 37 

1 Max {cx 1 Ax 5 b, x binaire) = 1035 









CODE FPR 83 EXPERIMENTAL 





r b c w z n s z  
=oo - . aa  

II II a - 
L Z Q O 3 4  
-ch; B r r  
II < - l n  
O l r C  rr-. 
n c 1 1  \ O  
A U A  \ a  
C O I I  

C Z W U  
v w Oh; 

x - 
9 

9 

O 
D 
r 
C. 

na: n n n  
O W  0.00 
w u  W Z  
x 4  uzz4 
= A  ("5; 
n A rr = 
\ O  1 -n 
- a  O - - W. 
w a  x 
0 0  - 
x - 
O C> 
- \ O  

o - m  
z v n  
m x n  
T D U  
a w o  
o m u  
CI iIr 
m o z  
cn ;c -4 

V) m 
- w u  
z w r n  
O O - I C I  w - . r n  rn 

V> r 
' V )  m 
U n 
Iz I 
, O  rn 

t 

1 ) o n ; O w  
Il 0 0 -. II 
w W I I ; D  
m V I L Z l z +  
B * D Z r A  
u 4-0 
4 w - w x  - II \ II m  
= A -  . w n  
11- w \ c  
V I z x a u  
O  - 4  
3 
C1 u 
n m r  
w z m  
Y VI- 
% u-t 
w 1 4 m  - I m n  

J 

t 0 0  
rnœ 

w 9 

4 -J I  
m 
n m 
-. 1Z: 
O > 
cn ; +  - w 
S- ln  
u O 
u j rn - I I  

w  , -4 
1 - '  14 
'2 

U 
u 

, ' i  
l 

I 
l 

n n n n t t C C n u x  
o o o o ~ w r . m o n i ~  
a w  w w u ~ w u Z n n  
P z I n - l 4 - S + 1 3 +  
z r ~ ~ m r n m m w ~ n  
+ + + + n n n n Z n L  
% - . % - 4 A A A =  x l 
\ \ \ \ o o O o m - ~  
- . - - q , œ O : a  r u  
u t w v i v i -  - - - n *  
X X X X ~ U W t J .  4 3  - - -  .00)9OJ - 
. . *  2 2'02 V. 

C r W O r r n n n  X 
T_C I z z - V I  - 
r n r n m 1 ~ ~ ~ 0 0  n 
XJ r m r x x ; r  u 
O C i W  'bOrnO r 

; o s n x r r n ~  u 
O D ~ T ~ U L U  
t Z ? c n M v - u  IS: 

o + I ? I u - - -  D 
Q m m - r c u  x 
- n  Z - . I I I I I I  0 
C C Z - ~ I I ~ - . - .  n 
f.nmof.n-.- - - Y 

P Z  - I S : z x  w 
o r n  o z r v v w  II 
W Z Z D Y  
- 4 = w  
Z r 
O ? V I O  ! % 

v O ! Y 

m m v z  

x o  D 
m z m u  
z - t o z  
4 w r  4 

J - o r n  
U 

B u *  
Ma- 
z w 

-- , 

0 0 0 0  
II n 
Z C Z Q  
C O C O  



d 

- - 103,  6 0  A H ( L I = A A ( L U )  
-- - - - -- - .  - -- -- - - . - - - - --  

104, D O  7 0  ~ D A = 1 , ? 1 , 2 0  - 
-- - - - - -  - - -  

1 C ' j  - -  
105; ---- ---'R=KDA; R E T A = I  ,-(;!l ,-R) /100,  -- 

---- - ----- -- -- - --- - 
"1- -- 

l o b ,  --- CALL A T , ~ E S ~ ( L ' H , A H , B H , M R , ~ R , M N R , X , Z ; B E T A , W ~ N ~ ; S O M C ; S U N E ) - - - -  @ 1 2 \ -  
1 ,  , 107: Z=Z+SO#VAFIJ IF(Z.LE.MINI GOTO 70 - 3 - -  - - " 3  
!., 1 108. MXN=Z 
T b  109. D O  72 J=I,NR - --- -- - - - - - - -  

110. - -JO=NUV(J )  - -  - - 
IO/- 

l 
, ,  - 111;- - -  - 72 XMIN(JO)=X(JJ - -- - -- - - - - - - -- ----- - -- - - -- - -- - - - - - - - - - -- - - - - - - - - - - - 

l o f  - 1 1 2 ; - - -  - ^ - - D O  7 4  j r N R + l t N  - - 
- - - - - - -- - ------ --- ----- ----p.. - --- - 

- -- .,,* 113, J O = A B S ( N U V ( J J ) J I F ( N U V ( J > ; G T , U )  XMIN(JU)s11GOTO 7 4  - - - - - - - - - 

l * , 114. XMIEICJO)=O 
21 

1 -  _ _ 115. 1 4  CONTINUE 
- -- - - - - - ? - - - - -- - - - -- - - . 116. ---- 7 0  CONTINUE - - - - -- - - - - - - - . - 

J: 1- -- - 
117; -- -- - -WRfTE(1C6,~)AHEDLcHIN - - -- ----- ------A --- . -- --- - --- -- - --- 

I 23 l -- ---- - - - -- - -- 
2 4 1  118:----- 8-FORMAT(/ t 2 0 X ,  *REDUCTION e ,  I Z r  ' -VALEUR- D U - M I N O R A N T - * ' ~ - l Y ) - - I - I - - - - - " - -  
2 119. - W R I T E ( ~ O ~ ~ ~ ) ~ ( J , X M Y N ( J ) J ~ J ~ ' I , N )  -- - - . . - - .  

2i3 120.  9 F O R M A T ( I O S X , * ( N U M  VARIABIE ,SOI  HEUR) ',10(2X~'(',12~'~'~11erJ')~ I 

2' 121. c / /REUUCTION PAR METHODF DE S / S  G R A D I E N T S / /  - - -- 
I - 122.  - --- - WRITE(108,S) 

-- - --- - -- -- - -- - - -. - - - 
: 3 .- - 

123, --- -- - 
5'FORMAT(/r30X,*REDUCTION M E T H O D E -  S I S  GRADIENf~) ' - - - ' -  - ------ - - 

7 , .  - -- 
Ji) 1 1 24 F-C- - / / G ~ N ~ ~ ~ T ~ ~ ~  MULtIPLICATEUR L A G R A K C I E N / / - - -  -- -- -.- 

l 
I 12s .  - WRITE(108,b) NBREDLiPAsL 

- -.- - - - - -  . - - .  
3 ' ,  

J .' 126, 6 F O R M A T ~ / ~ ~ X I * C A L C U L  DU MULTIPLICATEUR PENDANT * e 1 3 e t  F O I S f r i 4 t '  L T  
93 -- 127. SERATIONS') 

I 3 1 '  128,  - - - ' - I o 0 0  IREDL~TREDL*~ 
- - -- - -- -- - - - -  - - -  -- . 

l -- 129. - I F ( I R E D L ~ C T . N t ) R E D L )  I R E D L = O J  ,.OTO 2100 ---- -- - - -  - - - - -- - 
3 ~ 1  

- .  
- -  

1 3 0 , -  - -  -- NITER=EASL ;RtDUcTION=, F A ,  SE, J M N R = M R * N R  - - 
l 2 -lui 

' - 131,  
- 

ZSP=MIm-SOMVAFI - -  e - - -  - - - - -  . 
1 . - . I l  

-- - -  - - - 

3u 132; DO 9 0  J=l ,NR 
l 35, 

l 
- - -  133,  J O = N U V ~ J ) I X ~ ~ J ) ~ X M I N ( J O J ~ C H ( J ) = C C ( J O )  

134, - Y0 CONTINiiE -- ---- -- -- - - -  - - - - L.- 
135; - - - -  0 0  1 1 0  J = l r N k  - .  -- -- - - ---- - - -- - - -  

---- 36 -- --- 
42 J C = N U V ( J ) ; K = ~ J ~ ? ) * M R ~ K O = ( J O ~ ~ ) * M - - - - - - ~  ------ - .- --- - - - * - - - 

- 

l 
.I < 137; b 0  l l O t = l , M R  - - - - - - - . - -- - - -  . - -  - -  - - 

I 138, I O = N U C ( I ) I L = ~ + K ; L U = I O ~ K U  
4 4 

l 
ar, 139, 1 1 0  A H ( L ) = A A ( L O )  

160. - CALL R E D U L A G ' ~ H ~ A H I O H , M ~ . N R ~ M N R , Z S P ~ X ~ , W , W M I N , N I T E U , ~ U M V A F ~ ~ E P S I ~  . - - -- -- - - 
l ----. 

141. ------ 4' 
~ R J T ~ ( ~ ~ ~ , ~ ~ J ( ( ~ U C ( ~ ) , ~ ~ ~ ~ ( I ) ) ~ ~ ~ ~ ~ , ~ ~ ) - - - - - - - - - - + - - - - - -  - - -  - -  -- -----.----- ----.--- - -. - -- . 

L--. - 
.:a I 142. ~ O - F O I ; M A T ( / ~ S X ~ ' ( N U M  CONT , M E I L  ~ i i L T ~ ~ ~ ~ S ( 2 X ~ ' ( ' i l ~ i ' e * ~ ~ ~ ~ ~ r * J ' J )  ---------A--- - - - -- 

I 163, Z = Z S P + S O M V A F ~ ~ I F ( Z , L E , ~ I ~ I )  GOTn 9 1 0  
'>O1 . 144. MIN=Z 
5 I - 145, D O  1 6 5  J=l,NK 

146, J ~ = N u v ( J ) I X M ~ N ( J O ) = X ~ ( J J  - -- . - - - - - - - - - - - -- -. - - . - 
-- 147, - 1 6 5  CORTINI~E l *. - --- - - - - - - -- - - - - -- --- - - - -  

c 4 
1- -. - 
l 148; --- ' ~ 0 1 7 0  ~ = N H + l e t d  

- -  -- - -  -- --. - - -  -----a.-- ---- - - 

1 
149, J O = A B S ( N U V ( J J ) ; I F ( N U V ( J ) . ( ~ T , I ) )  XMIN(JO)= l ;  GOTO 1 7 0  - -  - -- - .  - - .  

150, XXIN(Jn)=O , 
5 i 151, 1 f 0 COtJTI NUE I 

c3 - 1 5 2 ,  U R l T E ( l O & r l l J  IREDL,MINi  W R I T E ( 1 0 8 r Y ) ( ( ~ I X N I N ( J l > , J = 1 , N )  . - - - - - - - - - - - - - - - - -  
--- 153; - - 11 CORHAT~/~~OX@*REDUCTION * r 1 2 r 1 ~ O U V E L L E  VALEUR DU M I N O R A N T ' ~ A ~ J  --- - - - -- - - - - - - - - - 

- - - - - _ - -  ---- .I_ - _ -  -_-- - _ _  __. l 
- - -  

l 

-- - - -- - - - - - - - - - l 



- - - 
- 

- r ~ ~ . s l - - n u n - r  ru?. ri-,. I - L L L L  Y V I I &  R V ~ ~ I l ~ *  I I 7 * X >  I s U ' - - Y - .  , - 
9 1 t b - 

r-- - -  - - - -- - .  - l 
1 3 '  1 5 5  - - - -  910 KFRAÇ=~;ECHEC~=,TRUE. 
r--- -- 

1 5 6  
- - - - - - -- -- - - - - - - - - - - - - - - - 

11 I 940 E C H E C = : F A L S E ~  - --- - - - - - - - -- - - - - - - - . - -. -- 
1 5 7 ; - -  CALL A ~ N E S Z ( t H r A H ~ U H , M R , N R , M N R , X , Z ; K F R ~ ~ ~ M ~ f ~ , S O M C ; S u K E , E C H t C ~ -  1 I . - $ - - - - - - - - . - '- 158. 1. I F ( . N O T . E C H E L )  E C H E C ~ = E C H E C  

1 1  159. z = z + S O M V A F ~ ; ~ F ( Z . L E ~ M I N )  - GOTO 945 
1 

1 - - 160. M 1 N=Z - -- . -- - - - - --- - - - - - - - - - -- -- - - - -- 
I 

i ci 161. 00 942 J=I.NU 
h1- l _ l _ _ _ _ _ _ _ _  -_ - __ _ _ - - 

' 7 L - - -  
162. '-- JO=NUV(J) ;XM&N(JO)ZX(J)  

942 CONTINUE 
- -- - --- -- - ----- -- --- ---- - --- -- -. .-- 

1- l 1  6 3 ,  - 
D O  944 J=NU+ï , l u  

-- - - .  
164. 

~ 
1 ,  

I 165, J O = A B S ( N U V ( J J ) J I F ( N I J V ~ J J , G T , O >  XMIN(JU)S~IGOTO Y 4 4  1 
;I 1 166. XMIN(Jn)=O - -- - - - - - - - - - -- - - - - - - - . - - - - -- - -- -- - - - - - - - ?CI- w: - - -  944 CONTINUE - --- U R 1 T E ( l O 8 r I l  J I R E D L , M I N ~ W H I T E ( ~ O ~ , ~ ) -  ( ( ~ ~ x M f N ( j 1  );; l=l- ,N) ---- - - - -- - - - - A - 
2.1 1 
C -- 9 6 5  K F R A C = K F R A C + ~ ~ K A R = ~ * K F R A ~ -  ---- - -- ---- ----- ----- - I 169; 

170, IF(KFPAC.LE.Y,AND.NR,CE,YAR) GoTO 940 ' 
- - - - - - - - - - - - - - -- - - - -- -- - - - 

I 171: ! F ( . N O f . E C I I E C l )  I T E R E D = I Q E D L ~ N R R E D = N B R E D L I G O T O  200 
l 172, D O  Y 4 6  KOA= l t41 t20  

-- - 
R = K D A J B E T A = I . - ( ~ ~ . ' R ) / ~ ~ ~ .  

~ - - - -  - - -  ----- --- - - - - - ;;r- - 173: 
CALL A C N E S ~ ( ~ H , A H , B H , M R , N R ~ M ~ J R ~ X ~ Z ~ B E T A , W M I I J , I R E D L ~ S ~ M C , S O M ~ ~ - - ~  

-- - - - - - - - - - -- -- - 
176 - -- 
7- z=Z+SOMVAFI IIF(Z.LE;MIN) GOTO 9 L 6 - - -  A -  

3 1 175; - - -  
776, - 

- - . - - - - - - - -- - - . - - - - -- - -- - - 
M I I J = Z  

- - - . - - . 

î 1 

177. D O  947 J= l rNK  
l 178, JO=NUV(J)IXMIN(JO)=X(J) l 

947 CONTINUE 
- - - - - - -- - -- - - - -- - - - . - - - - - - - - -- - - - - - -- - - - - - --- - - - - - - - - - 

3- E- 179: -- 
180,-p- 

D O  Y 4 8  J=NR+.i,N - - - - -  - - - -  - - -  -- .-- 

i r r  - - J O ~ A B S ( N U V ( J J ) J I F ( N U V ( J J : ~ ~ T , ~ ) - X M I N ( J O ) = ~ ~ G O T O - Y ~ ~  - -- - -- -. - 
03, - - - 1 8 1 ~  ---- - - XMIN(JO)=O 182;. 

- - -- - -  - - -  -- - - -  - 

183, 9 4 8  CONTINUE 
l 1840 W R I T E ( I O ~ ~ I ~ J  I R E D L , M I N I w R I T E ( ~ O ~ , ~ )  ( ( J , X M I N ( J ) ) , J = ~ ~ N )  : # 

- 946 CONTINiiE -- - -  - - - - - - - - - - - -- - -- - - - -. 
4 c- 1 8 5 *  

-- . l 
186,-- If ERED=IHEVLf NBRED=NBREVL;GOTO -- 

-- - - - - - 
41 t 187;---~OOI IF(RE~IICTION J G O T O  1000 

- -- - -- -- - --A - - ----- 
A.', 

4 188; IREDL=n 
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - l 

I 
4 q 189, C //REUUCTION PAR METHODE QUASI-S/S-GRADIENTS// 

,190. 2100 W R I f E ( 1 0 8 ~ 9 6 0  
l Y 1 ,  Y 6 7  FORMAT(/rJUX*'REDUCTION PAR M E T H O D E  Q U A s I ' S I S - G R A D I E N T S . )  

l 
' C--- 192,- --c / / G E ~ E P A T I @ N  MULTI ~L ICATEUR-COMPOSITE/ / -  ----------- --A--- ---- 
4: I___  

193. -- WRITE(108.6) NRREDC.PASC - - --- - -  -- - - - - - - -- . 
1 

194, 2000 I R E O C = I R E D C + ' I  
. - 

' ,I 195, " IF(IREDC,GT.NUREDCJ GOTU 5500 
1 196: N I T E R = P A S C I R ~ D U C T I O N = . F A L S E , J M N R = M R * N R  

197, D O  9 5 2  J = ~ . N W  
- - -- - --. . -- 

9  -- JO=NUV(JI;CHCJ)=CC(JO) - - - - - --- - - . - -- - - - - - - - --- - -- .- .- -- - - - - . 
L, . . 1-- 199,-- - 952 CONTIt4uE - -- -- -- -- - -  - --- - 

! 
- 200. 00 954 J=l.NK - - - - - - - - - 

' I 

I I  201 . J O = N ~ ~ ( J ~ J K = ~ J - ~ ) * M R ; K O = ( J O - ~ ) + M  
?C2; ' D O  954 I = l r M K  

t - - 2 0 3 .  . 1 0 ~ R U C ( I ) ; L = l + K ; L O = I @ t K U  - - - - . - . - - -  - - --- -- ----- - - 
1 ' - 

-- 
- -  204; 954 A H ( L ) = A A ( L O )  

- - - - .- - - - -- - -A------*- . - . - 
r I I  

1-- . ---- - - 



- --- -- - - - -- 

4 
I 205, 

$4 t CALL R E D U Ç O M I C H r A H r B H r M H , N R , b l N R r W r W M I N r N I T E H , S O M V A F l ~ E P S d )  
i-- 2  0  6 .----- - ~ - ~ W R I T ~ ( 1 0 8 , 1 0 )  ( ( N U C ( ~ [ ) ~ W M I N ( I ) ) ~ I = ~ ~ N R )  - - - - A  -- -- - .--- -_- _ _ _ __ _ - - 

101- o7 : c  - ---- - - - - 
1'  i / /AM€LIORATION EVENTiiELLE - D U  MINORANT- PAR--AGNESt/C-------------- ------ *3- - - -- - 
171--z 08, ---. 

KFRACa3; EC~IECI=,TRUE. - - --- - - -- - -- ------I___ __- - 5 - - - ---  
- 

I % ,  209. - 540  ECHEC+,FALSEv -- -- .- . - , - -  -- - - - 

' I 210. CALL A G N E S ~ ( ~ H ~ A H ~ B H ~ M R I N R ~ M N R , X ~ Z ~ K F R A C ~ ~ ~ I I N ~ S O M C ~ S U M E ~ ~ C H ~ C J  
I L  - - 211. I F ( . N O T . E C H E Ç )  E C H E C ~ = E C H E C  

l 212. - - -  -- - - - - - -  Z = Z + S O M V A F I I A F C Z , L € . M I N I  G O T O  5 4 5  - - - 
- - -- - - - - - - - -- 

~ c i [ -  -- 
21 3 ,  - 

----- 
M I N = ~  -- - - ----- - -- - - - ---- - - - ---- _ 

11 - - -  - 

,,,! - - 2 1 4 .  ------- - -DO 542 - J = l  r Nu - - - - -------- ----------- - -  _ _ _  A 

- 21s; JO=NUV(J)~XMAN(JO)=X(J)  - - . - - - - - - -  - - . -- - -- - - - .- - - - - -- 
"'1 1 21, 216, 5 4 2  CONTINUE 

217, DO 546 J=NR+TrN 21 1 - - -  - 
21 1 31 8. - J O = A B ~ ( N U V ( J ) ) J I F ( N U V ( J I ; G T , O )  XMINCJO)SI ;GOTO~~~---  -- -----7'----------------- - 

l 2J 2 1 9  : -- - xMIN(Jo)'O - -- - -. -- - -- --- - - --- -- -- -- - --- - - - -- - - - . 
- - 220, 

-- --. 
544- CONTII(IJE 

- -.- - -------- ___-- - - - - - - - -- - - . 

221 , WRITE(1Oa:IIJ IREDC,MINIWRITE(~O~,~) ( ( J , X M f N ( J l i r J = 7 r N )  ' - -  - --- - -  --  -- ---- - -- - - 

I 222. 545 K F R A C = W F R A C + J J K A R = ~ * K F R A ~  
223. IF(KFRAC,LE,Y,AND,NR.GE,UGR) GgTO 5 4 0  

- z z 4 :  - -  
- 

2 1  IF(.NOT. ECHEE~ 1 I T E R E D = I R E D C ; N R R E D Z N B R E D C ~ K C O M B = ~ I G O ~ I ~  300-  - -  - - ~ 2,)---- 225. - 0 0  546-KDA=l  t 4 1 r 2 0  - ---- -- -- _ - -  __ --- - -- 

l 
I --- 226,---- - R = K D A J B E T A = l  m - ( 2 q  , -R ) / lOd r  - - - -  - -  ---------- 

311 
------ -----p.- -- - - -  - - 

, 227; 
- 

3 1  CAlL  A C N E S I  ( C H , A H , B H ~ M R , N R ~ M N R , X , Z , W M I N ,  I R D C M C  -- - -- - - -  - - - -  - - - 

228: Z = Z + S O M V A F I I ~ F ( Z . L E : H ~ N )  GoTO $46 J ' 

I 2 2 9 ,  - - -  MIN=~ 
230. - D O  547 J= l rNK  

- - - - -- - - - - __ -- __ _ ___I_ _ - - 

231.---- - -  JO=NUV(J)JXMIN(JO)=X(J)  
- _ _ _ _ _ _ _ _  

J> ----  
232, 547  CONTINUE 

- . - ---- 
\O .Ir. 

- --. - - - -- -- - - 

2 :,l - - 233. 00 548 J=NH+'lrN - - .  
- -  - "I - - -  _ _ _ 

I 3 3 k .  J O = A B S ( N U V ( J ) ) I I F ( N U V ( J J , G T , O )  XMIN(JO)=1IGOTO 548 
i 

311 2 3 5 ;  XYIN(Jf l)=O 

:;;: --- 
548 CONTINIIE - - - - - - - - -  ---- _ _ _ _  _ _ _  - - 

41 - W R I T E ( l O ~ r I 1 J  I R ~ ~ ~ , M I N J W R I T E ( ~ O ~ . ~ )  ( ( J , X W I N ( J J ) i J = I r N >  -- --- --- -- - --- - - - -- 
. , ?1 - -238 ,  ---- S ~ ~ - C O N T I N U E  - - - - - - - -  - -- - - - --. - - - - - 

4 t 239. ~ T E R E D ~ I ~ E ~ C ~ N B R E D : : N B R E ~ ~ ; K C O M ~ = ~ ~ G O T ~  30U - - --- - - - -  - - - - -- - -  - -..-- - 

740, Z O O 1  xF(REDiiCT1ONJ 1REDCrIREDri~l ;GDrO ZOO0 4 b <  

241; 
242. 

GOTO Sn00 
C / / P R A S E  REDUCTIoN// - - - h - -- .. - - - - --- - - - - - - - - - -- 

-- - 243. -- C --- ------ ---- 
I - //ELAMINATION D E  VARIABLES// - -  ' - -  _ ^- _ . _ - - -  

1 
.- 

, I  244. -- - -- - - 
C / / TEST  V I / /  '- 

-- --- - A --- - - - - - - - - -- - 
l c i l  2 4 5 .  200 KCOMUaO 

>'>, 346, 1300  I F ( K C O M B - 1 )  o> r5001600  
5' 2 4 7 :  65 CONTINUE 

URITE( lC8 rbCJ  ;::: - - - - -- - - - -. - - 
- - - - - - - -- -- - - -- - - - - - - ----- - - - - - - -  l 

64 F O R M A T ( / ~ S X ~ ' ~ L I M I N A T I O N  S / S  CONTRAINTE COXPOSIrErI---  -- 

w -254. A - - - -  WRITE(108r95J - - - - -- - - - - - - -- - - ___ I_____  _ __ 

l 1 1  
l 

251; 95 FORMAT(//r3OAr'TEST V I e r / )  - - - - -  
252. s u p l = o :  
2 5 3 ,  D O  201 I=l t M M  

5~ 254; - 201 s U P ~ = S U P ~ + R A ~ I ) + W M I N ( I )  - . - ---- - - . -- 
I L - --- 

255; - bO 205 J = l r ~ u  - - - --- - - ---- - - -- - - - - - - - 
- - - -- - -- . - 

* . -  - - 1 

- - - - - 
l - 



- 
4 T a -  K 7 - U - r n  -Kv - 7 WV -r* I I I ,- - -- - - - -  - - - -. -L-- -- - -- - --- - - -- - - -  

1 O ? s 7 *  ._ - --_ D O  208 I = l , U K  r---- - - -  - - - -. . - - -  
11 258. - - - -- - ID=NUC(I)  ;K=IU+KO - -  - - - - - - --- - ---- - ------ - - -- -- -- - - - -- - - - - - -- - - --- - . - - - - . - - . -. 

~ 
, L-- 

' 2 '  -- - 259. 208 R=R+AA(K)*W~IN(I )  
Y ( J ) = C C ( J O ) - H I I F ( Y ( J ) * G T . C ) , )  SUPl=SUP'I+Y(J) ' --- -- -- 

- --- 
I: 260; 
14 261 . 205 C O N T I N U E  

262, - W R ~ T E ( ~ ~ ~ ~ I ~ ' I I  SUPI IV,' WRITE(lOLl,laL) ( N U V ( J )  , J t l  , N R )  --- . -  - - - -  --- - -- - -  . -  - - 
263. 

l q- - L iR1TE(~OBr18J )  ( Y ( J )  r~=l .~~)-  ' --.-------------- -- - - - - - -- -- - 
3 6 4 ;  -- 1 ----- -- ----- - - -- - - - - - 

10 265:  --- 1 8 1  FORMAT(SX,*VALEUR RELAXATION-= t ,FIZ;b)p 
182 F O R ! ~ A T ( S X , ' N U M E R O  '.1516) 

- - - - - -- 
1J I  266. 

1 
2 I 767. 183  FOP4AT(SX,'CUUTS REDUITS ' r 1 0 ~ 1 0 , 3 )  
? I  I 268: . I R = ~ ~ J R ~ = O ~ J H ~ = ~ ~ S O Y I N T = S ~ M V A F T  

8 - - - .. . - 
21 769, G A P = I N T ( S U P ~ + S O M V A F I - V I N )  - - ---- -,/-- 270; --- - - ~ R I T E ( 1 0 8 ~ l 9 0 )  G A P  

-- - - - - - - - 

I ~~ -FORMAT(SX, 'GAP ' ,15) 
--- - - . - -- ------ - -. -- - - - - . - 

1 -  271 .--- - - -- 
2 a ;  272. D O  21 O. I= I  N R  
7 .  2  1 3  K T E S T = I N T ( S U V I - A B S ( Y ( J ) J ) + S O H I N T ~ I F ( K T E S T G E M I N  G O T U  210 I 

214. J Q ~ J R + I  
IF(Y(J).GEIO*) X ( J K ) = J ~ J O = N U V ( J ) J S O N V A F I ~ S ~ ~ M V A F I + C C C J U ~ I G O T U  d l 0  -- - ----- - - - - - -  ' 

- - -  
. -- 275. - - . - -- - - - - - - -- -- -- - - - -.- - - - - - - - -- - - - --- - - - -- - - -- . - - -  - 

2 7 6 .  - : : i  277, -- x ( J ~ ) = - J ~ J R O = J R O + l  - - - - - - - -- ---- --------------- ---- - - - - - - 
30 210 CONTIYUE - 1 

- WRITE(lO6eIZU) SOMVAFI 
- - - -- -- - - - - - - - - - - - - - - - - - -  

II a 278, - 
J 279, 120  FoRMAT(~X,*C~ARGE F I X E  " r 1 B l  
33 $80: JRIZJR-JRO l--- 2  8  1 . -- - IF(JR,FQ,O J b o f 0  500 - - -  ---- 

-- -- - - - - - - -- -- - - - - -- - - - - - - - .- - - - - - - - 
3.1 l -- ---- - --- -- --- - - --A -- - - - - -  . 

2 8 2 . - - -  - - REDUCTION=mTHUE. - " 3 r l z L * 8 3 *  -- --P - - - - - -- - - - - - - - - 
CO 3": - 0 0  220 L = J R , ~ , - ~  - - ?84! K=ABS(X(L ) )  - -  - - - -  - -  -- .- - 

31 ' 
285. I P V = N ~ ~ ( K ) ; N ~ ~ ( K ) = N ~ V ( N H ) I N U V ( N R ) = I P V I  S O M E ( K ) = S O ~ E C N H )  I 

I 
39 286. IF(X(LI.LT.OJ NuV(NR)=-NIIV~NR) 

2 8 7 *  220 NRZNR-1 - --- ----- - - 
1 - -- 288.--- - D O  250 K=NN+'i,NR+JR- - - -- - -- - --L - --- - - - -- - 

41  1 ---- 9 , - - -  - 
J O = N U V ( K )  

----- - ----- --- -- -- -- -- - - - -- - - - . l 
4: 

IF(J0.LT.U) JO=-JOIGOTO 235  - . -- --- - - -  * ---- - - - - - - - - - - A -  

4 ' 290, i 

291, bO 2 3 2  1=1,MH 
292. IO=NUC(I);KO=IU+(JU-l)*M 4% 

1 

L--- - 
393. -- 252 B H ( I ) = B H ( I ) - H A ( K O I  

- - -  - -- --- - - --- -- 
JGJ 

, 294: ---- - -- --a - -- - - -- - .- - - - - - -- - - -- - - -- - - . 
- - -- - - -- - - -- - - - - - - - - - - - - - -- - 235-DO 234 I=l r M H  

~ o = ~ ~ U C ( I ) ; K O = I O + ( J U - ~ ~ * N  -- - - .-- - - - -- - - - - .- - -  . 1 295 l 
2 3 4  S O M C ( I ) = S O M C ~ I ) - A A ( K O )  

- -  - 
.l , 296. 

297. 230 CONTIViIE 
6 %  298. D O  240 I = l r H n  

IO=NUCcI) 
- - - - - - - - -  - 

L . '  
1 _-_ 

- 399. 
300. D O  242 J=NH+'lrNR+JH - - - - - - - -- - - - - - - - - - - -. - -- - - -. - 

5 .' 
eh-- - -  3 O 1  . J O = A B S ( N U V ( J J ) ; K O = I O + ( J U ~ ~ ) * M  - - - - --- -- - - - - - - -- - -- - - - - - -- - - - -- -- -- - -- - - - - - - 

- - 
I 302. IF (~ACVO) .EQ~YAXC( I ) )  GO70 245 
'i 303. 2.42 COMTINIJE 

3 0 1 ,  GOTO 240 
245 J ~ = N U V ~ ~ ~ ; K I = ~ O + ( J ~ - ~ ) Z M  

- - -- - - - - - -  
rt ' - - 305. 
-- 306. - 

M A X ~ ( I ) = A A ( Y ~ ) I N U M A X ( I ) = J ~  
- .  - -- ------.-- . --- - 

-- -- - - -- -------- ---- -- - -- - 
t 



307, - -- 00 L66  J = I # N n  
J ~ = N U J ( J ) ~ K O = I O + ( J U - I ) * M  

- - - 
- 308. 

- -- --- - - - - . - . - - - - - --- - - -. - - - - - - -- - - 
1 I -  

309. -- I F ( A A ( K O ) ~ G T , M A X C ( I ) )  ~AXC(IJ=AA(KOJ;NUMAX(I)=JI)----------------------------- -- -- -- -- - !--- 
246 CONTINliE -- A-- 

-. -- --------- -(Cg- - --- - - 
310; -'- l ?  - 

240 CONTINUE - 
- -  - -  - - "  --.- - - - - - - - - . - 

1-  31  1. -=a* 

I I 312. W R I T E ( ~ O ~ , I ~ J  I T E R E D ~ ( N U V ( J ) , J = N R + I ~ N R + J R )  
1 3  FORMAT(/~SX,'HEDUCTION Nf , I2m'  TEST V I  5 ' ' 2 5 1 4 )  15 313. - - 

! - 314. IF(NR.FQ,O) GOTO 6000 
- -- - -  - 

f---- . 315.- -- -- - D O  2 5 5  J=ImNH - - - - - - - - - --- -- - -- -- -- - - - - - - - - - - - - - - - .- - - - 
1 ,]!--.-- I 316 .-.---.- - J O = N " V ( J ) r K = ( J ~ l ) * n R r K O E ( J O ~ ~ ) * M  - ----. . - - -  

317; DO 255 I = l r M n  
---- - -  - -  ---A- - - -  . -- - -- . - 

1 ') 

318. I ~ = N U C ( I ) J L = ~ + K I L O ~ I O + K O  - 
21 i - -- 319. - 255 AH(L)=AA(LO) 

320. NRO=NR 
- --a -- -. - - - -  - - - - - - - -- -- - - -- - - - -- - - - - - - - - - - >q-- 321 CALL PREPROCCS ( A H , B H # M R ~ N R , M N R , J R ~ , ~ J R ~ ; N U V ( N U I ~ ~ , S V M C , M A X Ç , ~ O M E ~ - - - ~ -  - -- - - -- -- -- - - . - - - -- - - 

23 - 322; -----A-- - -  --- - -- - - ---------- - 
SWMININ~IMAX)- 

- -  - - - --- - -- . - . - 
7 4 1  - -- . . - -. -. - - - - .  

323. ~F(NR.EQ,NROJ GOTO 270 
- - - - -- -- 

324. D O  260 J ~ N R + ~ , N R O  

- - 325. JO=NUV(J)IIF~JO.GT,O) S~MVAF~=SOMVAFI+CC~(JOJ  
326. - - 260 CONTINL~E 

- - - -- - -  - -  - - - - - - - - y - - - -  - _ _  
:, r, l___ 

327. --- WRITE(,00,,2Vl -- -- - ' '- - - 
23 39k - 328; -- IF(NR.FQ.O) GOTO 6000 -  - 

- - - -- 
-- - 

i 329. 270 IF(MR.FQ.I) 6010  5500 - -  - -- -- - - - - -  - - - - -- - - - - - - - - - 
350. C / / T E S T  v Z / /  

I I  - -. 331. 300 IF(KCOMB,EQ,U) 6010 301  
332. - -- 

- -. - - 
M A X W = I , R = W M I N ( ~ )  

-- -- ----- --- ----- - - - - - 
? la , --- 

533:- ----- 
- - - - - - - - --- - -- - - - - - - - .- - . - . - - - -- - - - - - - - . 

D O  2 6 2  I = Z ~ M R  *- l 
~ F ( w M I N ( I )  ,rjT,R) R=WMIN(I) I M A X W = I - - - - - - - - - - - - -  - -  - - - - - - -- - - -- - - - - - - 

-- -- 334b--- - dJL, -- - 
335; 262 CONTINUE 

- - ----- -- - -- - - - - -  - -- - - - - . - - - 
7)  

336. ~ R I T E ( l 0 8 r 6 3 J  NUC(WAXW) 
, 337; . . 

63  F O R M A T ( / , S X ~ ' E L I H I N A T I O N  S / S  LA CONTRAINTE ' ,13) 
338. - 3 0 1  CONTINtiE 

- - - - -  - - -- ---- -- 

y-- 339, w R I T E ( I O ~ c y 6 J  - ---- - - - - - - - .  - - - -- - - - .- - - -- - - 
41 I -- 
4 340. - 

-- Y 6  , BOArn ,TEST V2,, / )  - - - - - -- -- -- -- - - - - - - --- - - - -- - - - 

341; IF(KCOMB.EQ.I) GOTO 3 0 2  
- - .- - - - - - -- - - - - - 

4 1 
1 , 

I , 342, 0 0  310 J=1 mNH 
1 -- 343. R S = O . ; J O = N U V ( J ) I K U ~ ( J O ~ ~ ) * M  

344. - D O  315 I = l e b ! H  - - -- --- - -- --A - . - -- - -  - - - . - 
,r l ~ 1 -  - -345.  - - --- IO%NUC(I) ;K=IU+KO ---‘- 

-- - - ----a-- --- - --- -- ----- -- A- -- - - -.. ---- -- - - -- - --  
- 346. - 315 R S = R S + A A ( K ) * W M I N ( I >  - - 

-- - - - - - - -- - - - -- - - - -- - - - - - - - - - - - - -- -- - - . - 
<JI - - - 
I 347. 310  Y ( J ) = R s  - - -  - - *  * - . -  -- - - - - - . . . 

348. GOTO 303 
CI -- - 349. 302  I C H A X = N U C ( M A A W )  

DO 504 J' lrNH 350. - - - -- - - - -- - - - - - -- -- - - - -. -- - - -- -- -- - - 
62 t ,, ---- * - ---- -- 

j O = N U V ( J ) ; K = & C M A X + t J O l l ) * M  - - - -- - - --- -- ----- -- l 
-- l 

352  . - ---- 304 Y ( J ) = A A ( K )  - - - - - -- -- --- -- ---- - --- - - .- 

353. 333 lF (KC3MBrEQo I )  RS=BI~(MAXW)IGOTO 336 - -  - -- - -- - - .  - - -- - - . - - - - - - -. - . 
354. R S = O .  I 

€7 355, '00 320  I i l r M K  
- . - , - - 356. - 320 R S = R S + B H ( I ) * ~ Y I N ( I ~  - - -  - -- - - -- - -- - -- - - - - - - 

- -- 357,  - - - -  306 D O  322  J-lmNK - - -- ---y--- - - - - - - -  
-- . -- - - --- -- p- -- -- --- - 
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- . B O  
C -. 
D U (r 

m w w ~ u o u  
000100-n 
X I I  A *  A 

O Z  W U  Z W L  
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V>- lI n u  I l *  
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- - - -- 

Qw * Q W T T F I ~ W F ~ i ~ ~ O  I 7 r J  - - '- _ ._- - _-- -- - - - - - - _. _ _ _  __ _ _ 1 - - -  
11 461; - ~ R l T E ( 1 0 8 0 9 7 )  F O R M A T ( / / ,  3 0 x ,  ' T E S T  DEC.SION. ,-/) -- - - -  ----- - - -  - - t- -- 462.----- - - -  --- -- - - - - - - - - - -- - -- -----A- - - - - -.- -. - - ::, - 463, 

- 1 
W R I T E ( I O ~ O ~ ~ ' J )  NTO~GAP t - - -  - -  - 

1 6 0  FORMAT(5XO'0N ENCLANCHE TESTS v 3 / V 4 - S I  t ;16, '  SUPEHIkUK A * @ I o )  
- 

1.' - -  664; 
665, IF(NTO:LT.GA~) G O T O  600 " 1  666. c / / T E S T  V ~ * V & / /  - I :.)--- - 667. 

- - IF(KEOflB.EQ,U) GO10 4 0 1  -- - - - --- - - - - - - - - - - -- - - - - - - - - - - 

'---MAXW=~ r R = W M 1 f i C 1 )  -- 
- - ---. ----- ----- -- --- -- - . - - 

468. 
l 7  P - - -- - - - - - 

469, - ' - - D O  4 0 2  I = Z O M N  
- ------ ----- ------ - - 

l 8 I  l.70: 
1 

I F ( W M I N ( I ) . G ~ , R )  R=WMIN(I)IMAXW~I 1 > 

I 671, 4 0 2  CONTINiiE 
2c 

472, 
- 473. - --- 

4 0 1  CONTINUE 
W R I T E ( I O ~ ~ Y ~ J  

-- -- -- - - - - - -  -- -- - -- - - ---- - -- -- -- -. - - -- - . - -- - 

- -474; --- Y 8  FORMAf(// ,30X,@fEST-V3,V4~,/)---------------- 
l --- ---- - -  - -- 

-475: ---- 
'--DO 4 0 5 -  Jtl , N R  - - - - - - -  --- -- - - - - - - - - 

74 

1 IF(JVBAS.NE.NUV(J)) GOTO 4 0 5  
- - -- + -- -- - -- - - -  - - - - -. - - .- - - -  

J~ 476. - 
477. N U V ( J ) = N U V ( N H ) ;  N U V ( N R ) = J V R A S  

J I '  478. I P V = ~ O M E ( J ) I ~ O M E ( J ) = ~ ~ M E ( N R ) ; S ~ M E ( N R ~ ~ ~ P ~  - --- - GOTO - -. - - - 4 1 0  - - . - - - - -- - -. - - - -. - - - - - - . 
t 405  CONTINIiE - ---- - 

4.79. - - ?U :,I- --- 480. w R I T E ( 1 0 a 0 1 6 J ;  STOP - -- - - --- -- - - -- - - - -- -.----- - -  - - - 
1 ----- - - - - - - 

O [  -- 1 - --- 1 6  FORMAT(/, SXI'VARIABLES t ~ -  BASE- NON DETEcT C E '  )------ --- 
4 1 0  ~ F ( K C O M B . E Q . ~ )  GOTO 403 

- .- . -- - --- - - - - - -  - 
11 482. 

483. DO 4 1 2  J = l  r N H œ l  
484. R S = O , ; J ~ = N U V I J ) I K U = ( J O - ~ ) * P I  
485. - -- 0 0  4 1 4  I = l r Y H  

l ---- - ---- -- - - -  -- - - -  - -- - -- -- - - . - 
3.I 1 .--- - - - - - -- - - -- - - - -- - -- - - - - -. . .- 686. -'- - IO=NUC (1) ; K = I U + i ( O  -- ----A----- 

4 1 4  R S ~ R S + A A ( K ) * W M I N ( I )  - -  - ----------- -- - --- . ---. - - . 
-487 ;  - -- 

Y(J)=RFI Y ~ ( J ) = R S  
- - - -- - -- - - -  - - -  - -  --- 

37 Ti~- - 488, l 

.lu 
I 489, 412  CONTINiiE 

3 i l  490, G O T O  4 0 4  
4 0 5  ICMAXI~UE(MAAW) - -- - - -  - - - -- -- -- - - ----- - - ---- - --- A ---- -- 

- 45'1. t.c 1: 1- --- 45'2. ---- D O  4 0 6  J=l O ~ N o l  - --- ------ ----- - - - -- l 
41 

---- l.93; - JO=NUV( J )  #KolCMAX+C JO-M - - ---- --A--. -- -- .-- 
4 !  - 494. - - -  Y ( J ) = G A ( K )  - - . - - - -- -. - - .  - -- -  -- -- -- ----. --- 
4: 

495, 4 0 6  Y I ( J ) = A A ( K )  :; [ 496. 4 0 4  DO 4 1 6  J = I , N ~ - I  
Y- 4'97, - -  J@=N"V(J) ;CH< J ) = c c (  J O )  ; A H ( J ) = C H ( J )  rX(J)=J- - - - - - - - - - - -  -- -- - -- - - - -- -- - - ---  - - 

4 t  

- 4 9 8 ;  -- 4 1 6  CONTIIJUE -- -- -- - ---- ----- -- - --- - -. ---- --A----- 

4 1 t  - 499. --- 
4c 1 ~ F ( K C ~ M U , E U , ' I ) R S O = B H ( M A X W )  IK=IcMAX+(JVBAS-~ ) * M ; H S l a U b i ) - A A ( K J ;  - - - - 

- 500, SGOTO 4 0 7  - - - - - 
431 

I 501. R S O = ~ S I = U ,  

s i J  502. D O  4181=10MR 
S I  - 503, 4 1 8  RsO=HS~+BH(IJ*WMIN(I) - - - - - - - - - -- - - - - - .- -- - - - -- - -- -- - - . - - 

6,/--'--504, - - -  00  4 2 0  1 = 1 0 4 "  . - - -  -- -- -------- -- -- - - - 
- - -  5 0 5 ,  -- r O = N U c ( I r r K = r u + ( J v e A s - 1 r ~ P :  - - - - - -- - - - - - - - - 

ï.. I 
- --- -- - -  ----- -- - - - - 

"II 

506. 4 2 0  R S I = S Ç I + ( B H ( I ) - A A ( K ) ) ~ W E ~ T N ( I ~  - - - - 
65 

507. 40.7 NRO=NR-1 ;NI=I 

I' I 508. CALL R E S O L ( C ~ ~ , Y O R S O , X , N ' I , N R O O W ~ P T ~ Q S O R T )  
509: S U O O = O I  - - . --. - - 

, - ' 510, DO 425  J = l  O N.1-1 - - - - - --- -- - 
-- -- - - - - -- - -- - -. -. - - - - - - 



-- -- 
- - 

q -- 511,  
- - 

4 2 5  SUPUaSUPO+CHIJ) 
512. sUPO=SUPO+WO~T*RSU 

- --- -- - ----- - - -- - _ _ _  _ _ _ _ _ _ _  _ 
l o i - -  _ 513.  - - -- -- .---- - 

-DO 4 2 8  J=l,NH!I '7 - - - - - - .  

I l  - -- 
514.  4 2 8  Y ( J ) = c H ( J ) - Y ( J ) * W O P T  - - - - - - -  _ __ 

" l - - --- - -- -- .- -- - - - - -- ---- 
1 

- - , 'Fi) 515:  DO 4 3 0  J = l r N R O  \ - - -  .4 

1 516.  K = X ( J I J  Y ~ ( K J = Y ( J )  '--- 4 

* ,  517. 
l I - - -  

4 3 0  CONTINUE - . - - - -  -- --- - - - -- - - - - - - - - - . - 518. D O  4 3 6  J " l r N N O  4 - - ..- - 
16i- - 

519.  -- - y ( J ) - y 2 ( J ) j X ( J ) = J  ---- - -- --- - ---- - -----A-- --- 
1 ? !  

-- - -  .- 
I ,,,/ -:--- 520;  - --- - - - - A  _ _ - _ -  - - --- - - - - -. -- - - 4 3 6  ' CONTINIIE I 

521 ,  ~ l=l - - - 
1  i '  

- - - -  - 

20 522.  GALL R E S U L ( A ~ ~ Y ~ ~ R S ~ ~ X ~ N ~ ~ N R ~ ~ W O P T ~ O S O R T )  
2 l 523,  S U P ~ = C C ( J V D A ~ )  
-,b --- 524,  - -- - -  - I F ( N ~ . E Q . ~ )  bOTO 4 3 9  - - - - - ._- _ 
2 : t -  525.  -- D O  4 3 8  J=1 , N I - 1  - - - - ----- - -- -__---____ - 

5 2 6 s  ----- 
4 3 8 -  s U P l = S U P I  + A H  t J )  

- - - - - - - - --- -- --- - -- - - -- 

527.  439  s u P l ~ s U P 1 + w o r T * u s 1  - - - - - - - - - . . . -  - --- - - 

z i 528;  D O  4 4 0  J=I,NHO 
27 , 529,  4 4 0  VI(J)=AH(J)-YI(J)*WOPT 

530.  - DO 4 4 2  J = l r N H O  - - - - . - - - -- -- - - - -- - -- - - - - - - - - - - - - - 
?, 

- .. 
1-- 53(.-  

- 
K ' X ( J ) #  Y 2 ( K ) r Y 1  - -  ----- - -- ---- ' - .  .-- - - ----. 

2 J ;  

,:,I 532;----- 4 4 2  CONTIN~IE - - - - -- 1 : 

- --- --- - - -- 

5  33. DO 4 4 L  J a l , N n o  - - ---- --------- - - -- - 
3 l 

- -  - 

534,  4 4 4  y I ( J ) a Y Z ( J )  
3, .- 535. WRITE(~OB, I~L )  (NUV(J) ,J= I ,NR)  

5 3 6 :  W R I T E ( 1 0 8 , 1 8 ~ )  SUPO;SUPI - -  - --- l -- - : : F A -  537.  - - ~ R l T E ( l b 8 ~ l 8 ~ )  ( Y ( J ) , J = I , N R - I )  -- -- --- -- - - - - - - - - . - -- - 1 .  - 
-- -- 

538.  ---- - - ~ ~ I T E ( l 0 8 , 1 8 ~ )  (Y1 ( . l ) , J= i iNR-1 ) - - - -  - - -- - - - - - - -- - - - - 
N ~ L  - 
Q\ 
i i)* 539.  1 8 6  F O R M A T ( ~ X ~ ' V A L E U R S  R E L A X A T I O N S ~ V A R I A B L E  EN-BASE F X X E t  A  U - P U X I  l - ' - - - -  -- - - - - -  - 

540; S.2F12.h)  
3 ' ~  , 541 .  1 8 7  FORMAT(SX~ 'CUUTS REDUITS(1 )  * e 1 0 F 1 O 1 3 )  ~ ::k- 542. 1 8 8  FORMAT(SX8 'CUUTS REo(JITSIO) ' ,10F19,3)  - -  - -  - - - - -  - - ---- - -  - - 

543.  JR=JRO=JRI=O; I R O = I R ~ = O  I- 

- - ---- -- ------------- ---- .- _- - - 
-- 

544.  -- - G ~ p s I ~ T ( S U p O + S ~ M V ~ F 1 - M ~ N l -  -- -- ---- - -- - -- ---- - -- - - .  
- 

4 545.  ~ R f T E ( 1 0 8 , 1 9 O  GAP - -- - - -  . - ~ i: 546.  G A P = I N T ~ S U P I + S O M V A F I - M I N )  , l 

1 
4 , 547,  ~ R I l ' E ( 1 0 8 , 1 9 6 )  GAP 

l -- - 
548;  --- - 1 

11, / K T ~ S T = ~ ~ J T ( S U P ~ ) + S O M V A F I ~  ~F(KTEST,GE,HIN) - -GOTO 450 - - -  - '-- - - --------------------A-- - 

47: -- REDUCTION=.TKUE. - --- --- - - ------_... _ .  549,-- - -  - -- ---. ---- --- - - - 
550;-- .. - --- 

DO 4 4 6  X = l r M H  
- ------_ _ _ _  - _ -- -- - - - . - - - - - - - -- - .- 

1 - -  - - -  - -- 551.  - - - -- . - - -- - - - -- -- - - - -- 1 4' 
: O = N U C ( I ) i K = L U + ( J V B A S - l l s M  1 

bii 552.  4 4 6  B H ( I ) ~ R I ~ ( I ) - ~ A ( K )  ' 
l 61 553.  S O W V A F J = S O M V A F I + C C ( J V B A S ) ~  I K 1 ~ 1 1  GO10 4 6 0  

- - .  - - - . - -  - . 
l 

i? 1 - 554.  4 5 0  I C T E S T = I N T ( S U P I ) + S @ M V A F I I  I F ( K T F s T . G E . M I H )  GOTO 5 0 0 -  
I 

5 5 5  .-- - T R O = I ;  NUV(NK)=-IJUV(IJP) - -- . --- - - - - -- - -  __ _ -- - s:i - 556. 4 6 0  N R S N R O  - - - -- - - - - . - - . - 
! 

- - 
5  57. DO 448 I = l r M n  - -  - - - - - -  l 

1 558.  I O = N U C ( I ) ; K = I U + C J V B A S - l J * M  
559, 4 k 8  sOMC(I)=SOMC(I)-AA(K) 1 :. 560. Db 4 5 2  I = l , M K  - -- - -- - -. - - - . 

561;  
l 

r~ - 1 6 ~ N U C ( I ) ; K = l U + ( J V e A S - I J * M  - .  -- - - - . - -- - --- - -- -- - - - -  - - - .  
-- - - - - - - -- -- - . -- -- . l 

r - - - - -- - --- -- -- - - - - - .- 



---L r -- - 
-- 

9 1 ~ -  -_- 5 0 2 ,  JF(AA(K).NE,MAXC(I))-GOTO 6 5 2  ; 
-- ----A --- - ---- - -  - - - -  . -. I 

l - -- 5 6 3 ,  - -  -- - - . - - - -- - - - - - J ~ = ~ J U V ( ~ ) ; K O = I ~ + ( J ~ - ~ ~ * M  ---+-- ----- 
-- - - - - - - - .- - - - - - .- - 

l 1 i-- --_ 5 6 4 .  C A X C ( I ) = A A ( K U ) I N U ~ A X ( I ) = J ~ - ~  - -  ----- ---- --- -- - - - -- --- - - - -- - - - -- - - -- - - - - - - - - - - 

1 '1  
5 6 5 .  --- DO 4 5 4  J = l r N K  - - -. - - . ? - - -- - - . - - - - - - -- - - 

l 5 6 6 :  - --- . I O = N U V ( J ) ; L = I U + ( J O I ~ ) * M  
' ,  

l 

5 6  7. I F ( A A ( I  ),GT.MAXC(II) M A X C ( I ) = A A ( L ) I N U M A X ( Z ) = J O  
I 5 6 8 ,  4 5 4  CORT I N U E  1 > I  

- 5 6 9 ,  ' ' - 4 5 2  C O N T I N U E  
. _ _  ^ _-__ _ -  _ _ _ _ _  _---_I_- - - -_ --_ _ _  _ ___ ___. - -. 

u q ~ T E ( l O a r  7 7 j I T E R E D ,  NUV(NR+I) --"----------'------ 

-- - - -- - -  5 7 0 . - -  - :g& 571 -- 
l 

~ ~ ~ F O R H A T ~ / ~ S X , * R E D U C T ~ O N  N * , I Z ; ' - - T E S T - V 3 - - : - ' i ~ 4 i / ) -  -- - - - - - - -- - - - 
lu  - - - -- - - - - --- - - - . - - - 

1 
- - - - - --- - - - - -. - -- 

1 )  5 7 2 .  I F ( I R l . E Q , O )  GOTO 462 
8 5 7 3 ;  00 4 5 5  J = l , N n  

2 1  ' 5 7 4 .  4 5 5  Y ( J ) * Y I ( J )  
8 i- 5 7 5 .  sUPo=s11P1 

-- - - - --- - - - -- - - - -- - - - --- - - -- -- - - - -- - - -- - - - - - - 
C - -  - -- 4 6 2  S O M I R T P S O M V A ~ I  ---- - - -  - - ---- . - - --- - - . - -- - - S 7 6 , - -  --- l 

-- s77;--- - DO 4 6 5  J a l r N n  - -  - - -- 

KTEST~INT(SUYU-ABS~Y(J)))+SOMINTJ I F ( K T E S T . G E , H I N )  t U T O  4 6 >  - - - - . - - 
5 7 8 .  
5 7 9 .  J R = J R + ~  

. I  5 8 0 .  IF(Y(J),GEIOJ X ( J R J = J j  J ~ = N U V ( J ) J S O M V A F I = S O M V A F I + C C ( J U ~ ;  - - - . - -- - .--- GOTO 4 6 >  
x ( J R ) = - J ~  J R U S J R O + 1  -- --- - -- - ---A --- -- ---- ---- ---- - -  ---- ---. - - -  I l  5 8 1 ,  - -  1 

- - 5 8 2 ,  - - 4 6 5  C O N T I N t i E  
- ----- - - -- -- ----- - ----. - - -  - 

. J L -- 583, ----- W R I f E ( l O U r l 2 U )  S O M V A F I  - - -  - - - - - - - - - - - -  --- - . . .- - - - - - 

. n 
J R l x J R - J R O I  I F ( J R , E Q . O )  GOTO 5 3 0  - - -. - - - - - - * -  - - - -  -- - -.- -- - 

5 8 4 .  
1 585 ,  GOTO 5 5 0  

?I: 5 8 6 ,  -- 500  IPV=NUV(NR)I N U V ( N U ) = N U V ( l ) l  N u V ( l ) = I P V  
, 587: t ~ v ~ s ~ M ~ ( ~ ~ ) ~ s o ~ 4 ~ ( ~ R ) = ~ ~ M ~ ( 1 ) J q ~ ~ E ( l ) Z ~  ------' - 1 

I_- - 588. -- Y ( N R ) = ~ ( ~ )  1 Y 1  ( N R ) = v ~  (1) 1 ~ ~ 0 ~ ~ ~ - )  JSOMI !J~=SOMVAF~- - - - - - - - -  -- - - --- - - -  - -  
C'I 
a\ -+-- 5 8 9 ,  ----- 197 F O R M A T ( S X , ' C A P : V A R I A B L E  F N  B A S F  A  Oit;-16)------- - - - -- --  - - ----- - , !  

- 1 9 8  FORMATISX,*GAP:VARIARLE F N  B A S F  A ~ I ~ , I A )  
- - - - -  - -  - W .  - - -  - 

5 9 0 :  
1 5 9 1 .  DO 4 7 0  J = Z I Y H  

5 9 2 ,  K T E S T = ~ N T ( S I J P U - A B S ( Y ( J ) ~ ) + S O M I N T  
5 9 3 ,  K = I N T ( ~ U P ? - A U S  ( Y 1  ( J ) ) ) + S n M f  N T 1  I F ( K , G T . K l ' E S T )  K f E S T t K I  Y < J  ) % Y 1  ( J j  , - - -  - - - - -  -- - 

I f _ _ _ _ _  - - - -- - - - - - - - - - --- - --- - - - - ---- - - - - - 
I F ( K T E s T . G E . f l X N 1  GOTO 4 7 n  - 

-- - 
4 ,  1 5 9 4 ;  - - -  

i 
- - - -. - - - - - - - - - - - - - - - . - -- .- - - - - - ---- 

y---- - 595. - - -  - -  -- J R = J R + I  . - . . - - . 
I F ( Y ( , I I . G E ~ O )  X ( J R J n J $  J o = N U V ( j > f  S D M V A F I = S O M V A F I + C C \ J ~ ) ~  GUTU 4 f 0  . - 

5 9 6 .  
' J I  5 9 7 .  x(JR)=-JI J R U = J R O + ~  
1 1  5 9 8 .  4 7 0  CONTINIIE 

W R I T E ( l O 8 , l Z U J  S O M V A F I  
- -- - -- - - - - - -  . -.-- - , .Il l _ - - -  - 5 9 9 .  - 

6 0 0 .  --" - J R l = J R - J R D  
- - - . --- -- ------ ------ - --- -- ---- - - - -  - - --- .  

411  - - 6 0 1 ,  I F ( J R . E Q , O J  b O T 0  5 Y 9  - ----- ---- - --- - - - - - - -- - - 
l R E D U C T T O N = . T ~ U E .  6 0 2 ,  

- 
6 0 3 ;  5 5 0  D O  5 1 0  L = J R , ~ , - I  







1 15 
9 - -- 

71'5 a X I  ( l E l ) = - I l 1  60TO 100 
716.- -  - 660'1F(QSORT,EQ,,#) GoTc 700 --- -- - - 

l "-- 
71  7 - - ' - - - -  K=X(IJI II J V R A S = N U V ( K )  -‘----' 

-------- ---- - (cg&-- - . 
1 '  / - 

718. IF(QSOQT.EQ.I) GOTO 645 ------------------ - -- ---- -- --- 
1 ' 

- $ l-..- - 

I 719. - 
- -  

IF (NI ,FQ. I )  V B ~ = O , ~ G O T O  632 - - -  - -  - -  -- - - - - - - - -- - -.--A 

j 720. ~ 2 = H 1 - 1 (  Y ~ = C H ( N ~ ) / Y ( N ~ ) ~ V ~ ~ ~ S U P ~ + C H ( N ~ ) + Y ~ * ( R S I Y ( N I J )  
l 1 ,  721, 432 I F ( N I . F O * N R )  V B ~ = O , + G O T O  650 I 

-- 722, '- ~ 2 = N l + i l Y 4 = C n ( N Z ) /  N~);VBI=SUPZ+Y~*RSIGOTO 650. ' -  - - -- --- - - - . -- 
1 4  --- 
1 , ~  - 723;----- 645 IF(N1.EQI1) V82=O1GOT0 b73 - - ----------------- - - -  . 

I -- 724,---- - b12=N1-11 Y ~ = ~ H ( N ~ ) / Y ( N ~ )  - - -___ __  _- __ _- _ . __ _ 
1 

1 ' 
725, DO 648 J=NZ01,-1 -- - -  . 

1'1 1 - - - - - - - - -- - - - - - -- - - - 
l l 726. R I = C H ( J ) / Y ( J J ;  IF(HI,LT.Y~) Y3=R1 

) n t  727, 648 CONTINUE ' - 728. - - V B ~ = S U P ~ + C H ( N ~ ) + Y ~ * ( R S - Y ( N I ) )  -- - - -  - - - - - l - - - - - - - -- - - - - - -- .- - 
2: 1 

1 - -  
I 729. -- 633- 1F(N: .FQ.NR)  V O I = O ,  ,GO10 650 - -- -- -- ---- ----- -- =il.-.--- 

730; --' - .- 
N 2 r N ? + I s  Y ~ - L I ~ ( N ~ ) / Y ( F ~ ~ )  A 

------ -- .-- 
?:I 

- 
l 

751  D O  052 J=NL.NH - - - - - - - - - - - .  - - - -  - -  - 
1 732. R I = C H ( J ) / Y ( J J ;  IF (HI .GTpy4)  Y4=R1 

?, 
1 

i 2 ' 733; 652 CONT INIIE 
734, -- - VBI=SUpZ+Y4*KS - - 

,,3 t - 
--- - ----_ - -- __ _ - _ _  __ __ 

- -- 735, - 6 5 0 -  ~ONTINIIE - - -- - - - - - * - - y -  - -  --------- -- ------- _- - _ _  _ __ _ _ 
1 

I 1 736.--- WRITE(lOIJ, 1 8 ' 0  VBI rV02  - - - 
- - ---- -- -- - - --. -----A -- - - 

1 +- 737, IF(VBI:LT.VO~) VB1=VB2 - - - - . - - - -  - - - -- - - - - -. *- --- - -- - - - - 
3 ' 

l 738. C //TEST D E C I S I O N / /  l 
3 -- - 739, N T O ~ ~ U ~ * ( I N T ~ S U P ~ - V D I ) + ~ ~ I G A P ~ X N T ~ S U P ~ ~ D H \ I I ~ ~  

740, - -- - W R I T E ( 1 0 8 , 1 6 ~ )  NTO,GAP - - - --1_ c-- -----_I- - _ _ - _ - - _ _ A  _ _  
91 1 -- 

741. 162  FORHAT~SXI ' O N  ENCLANCHE T E S T  C3 S I  "-, I S *  ' ÇUPERIEUR-A -+; 151--- '---------------A 

- - - 1 -  -- 
742. 

- - g21 -'- IF ( N T O : L T . C A ~ >  G O T O  709 --- - - - - - - -- -- - -  - ------ ---- -- - - - - - . 

743. c / / T E ~ T  c 3 / /  -- . -- - -- - -. -- - . -- .- - 
7 '  

- - -- - - - . - 

I 3 744. C W R I T t ( l 0 8 * l n L )  
1 311 745. 102 F O R M A T ( / / ~ T O ~ # ' T E S T  C3,./) 

1 
c ' 746:-- - - -  NOC5=01NIC5=u - -- - - --- -------- - _ _ ___ __ 

1-- 747, - - - D O  65s J=I ,nu 41 
- - - -  - -- --- -- -- -----A--- --- .- --- - 

- 748,--- - - 
l IF(JYRAS,NE,NUV(JI) GOTO 655-  --------------- - - - --------- - -- - i 

~ , 749. NuV(J)=NUV(NH);  NUV(NR)=JVOAS - .  - - - - - - - - - - -- - -- -- -- - - - - - - - - 

750. ~ P V = ~ O M E ( J ) ; ~ O M E ( J ) S S O P L : ( N R ) ;  SOME(NR)=1PV 
4 751 V A L = ~ ~ ( J ~ J ~ ~ ~ J ) = ~ ~ ( N R ) J ~ ? ( N R ) = V A L  
.;û l - 752.- -  G O T O  6 6 0  -- - -- ---- -- - - - -  -- - - - - -  __- _ _. _ _  - l 
,,-t -- 753, 655 C O N T ~ N I I E  - -- - - - - - - - - - - - - - - - -  ---- -- - _ _ __ _ _ - - - -  l 

I 
/ _  - . _ 

754,---- ' - w R I T E ( ~ O U I Z I J ~  STOP L-  --- 
4L , ----- - -- -- - +  

<: 755. 21 FORI~IAT(/,~X, 'VARIABLE EN B A S E  N O N  DETECTEE') - - - . - - . . . . - - - - 

1 756. 660 D O  662 J=I,NR-I 

1 :*, 
757, J O + N U V ( J ) ~ K = ~ C ~ I I N + \ J O - ~ > * M  

- 758. t t I t J l = n A ( ~ ) ; x ( J ) = J  - .  - - - -  - - -- - -  - -- - , - 
l 

' 3 759. --a- - Y ( J ) = Y ~ ( J ) I Y ~ ( J ) = Y ~ ( J )  --A- ---- - -- -- - --  - - 
l --- 

7 6 6 . - - .  662 -AH(J )e r l I ( J )  - - ------- - - - A- - ---- -- - --- - - - -  

1 761. NI=? I N R O = N K - $ 1  - 
762. R S P = B l i ( X A X W )  
763. P S I = ~ H ( T A X W ) ' Y ~ ( N R )  I 

764. CALL R F S O L ( C ~ ~ Y ~ R S O ~ X ~ N I , N R O ~ W O P T , O S O R T )  - -- 
I 765; - -  - SUPO=O: 

- - - - - -- - --- - - - - ---. - -- - -- -- - - .  - 
- -- - - - - -- - - - -? - -- - - . ~ 

I 
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8 1  7, 
17  

-- - 
CH(JJzAAIK2 

t 818. Y ( J ) = Y ~ C J ) ; Y . ~ C J > = Y ~ ( J )  . <  - _ -__- - _ _  - -- - - 

:Yi---- 
, 

8 1  9 , - -  1 0 Z Z  A H (  J ) = C H ( J )  - - - - - -- ---- - - -  ------'------------ - -  -- -4-- --- - -- . 

, - 820. ----- ~ 1 = 1 ; N ~ 1 = N R 0 ~ 1  .- -- -A --FI -*-$ --- -- - - - - -  __-- --___-- 

821; RSO-SECIYS 
- - . - - -- -- - - - - -  

l ' l  
-! -- - -  - - - -- 

II '  822. RSI'SECWS'YZ~NRO) 

-cJ I 

823. CALL R E S O L ( C ~ ~ Y , R S O , X , N I ~ N H ~ I W O P T ~ Q S O R T )  
t-- - 824. -A---- - sUPO=SLIP 

- - A-- ----- --  ---- - --- - --- - --I- -- . - 
-11 1 

7 I F ( N ~ . F Q . ~ >  bOTO 1023  -LI---- 

- - - -- - -  
,- - - - - - 825.- - -  
I 826;-- ---- D O  ~ O ? L  J = I  r N 1 - 1  

- - - - -  ----- - -  -----_---- _.---_______-__I______I_ _ _  __ _ _ 
827. 1024  sUPO=SuPO+CH~J) - - - -  - - - - - - - - -  - -  - -  

l î  1 

- - - --- - 
10 : 828. 1025 su~o=s1~Po+WopT*RS0 
2: 1 829, ~ 1 = 1  --- - 

830, - - - -  CALI. RESUL(AnrY1 , R S 1  ,X,NI , N R ~ ~ w @ P T ~ Q S O R T ) - -  - -  - ----- - -  - - . - - -- - - - - -- - - -- - - - - - - - - - - 
22 1 
A__ - - -- -- - 

i3)- -831. KzICbIN+( J V B - l )  *MtÇUP1=SIlp+AA(K) ' - - - - - m . - - - - - - - - -  ---------- - -  - -  - -  - -- 
832. ---A T F ( N I . F Q . ~ )  BOT0 1025 -- - - - - - - - - --- - - -- -- - . - - --- - --- --- -- - -- - 

7 ! 
833. D O  1026 J = l  r N I - 1  -- --- - -- 

2 I 
- . - -- - - -. - - 

a 3 4 .  1026 S U F I = ~ U P ~  + A H  IJ  I 
2 1  a 835. 1025 SUDI=S~IOI +WOpT*RSl 
, 836. 

- -  
WRITE(138,130) N U C ( I ~ ) , B H ( I ~ ?  -- - --- -- . - - - 

',-- - 837*  ----- . -- 
WR1TE(108oI86) SUPO;SUPI - - -- - _- _ _ 

838; K T C = I N T ( S U P O ~ I K T I = I N T ( S U ~ I )  - - - - -- - - - -- -- - - - ---- --- ----- - -  -- - -- . 
. 

11 ' 839, KTFST =KT1 -- -- - - - - -  - - - . -- - - - - - - - - - - -  - 

, 840. IF(KTO:GT~KT'~ I KTEST=KTU 
841, ~ F ( K T E s T . G T , ~ H ( I ~ ) )  G O T O  700 
862. -- IR=IR+IIxI(I~~)=-I~ - -- 

- 1 '  
- - + -  -- - -  - -- - - - - - - -- - - - - - -  

- - 
- 843. wR1~E(108 ,10 f8 )  I T E R E D O N ~ C ( J 1 )  - - - - -- - ---- - -- _ _  _ - - . - 

a) t.l ' 844. -1028 FORr4AT(f r S K ,  REDUCTION hi 12;' TEST C S - * #  12)-- - - - -- - -- - - - - - -. - . - - - - 
.., 845. 700 CONTINIIE - - - - .  - - -. - - - - - .- - - 

I 846. I F ( I R . p Q i O I  bOTO 1 > O  

-- -- 867. REDUCTION=.THUE. 
848, - -  D O  665 I = l r I C R  - - - - - . - - - - - - - - .- - - - -- -- - - - -- - -. 

, 849. IF(X~(I) .GT.UI GOTU 665 - --- ---- - - ---- . -  - - -  ---- . - - -  
- -  850. - -- I ~ = - X I ( I ) ~ ~ J U ~ ( I ~ ) = - N U C ( ~ ~ ~  - -- -- - - .----- - -  - 

1 / - - -- - -. . - 
- 

a 851. 665 CO~TINIIE - - - --.- - - - - - - - -- - - - . - -- -- 
1 , 852. ~ l=l , 853. 670  1 F ( t l l e ~ T r M H >  60T0 680 
p- 854, - IF(fiIUC(?Il).GI . O )  M 1 = ~ 1 + 1 ;  GOTO 670 --- - --- - - ----- - -- -- --  - - - - --- - - - - 
, -  - 

4 ,  8 5 5 .  - - f O = - N U r ( M I )  - - -- -- - - - - - - - -  -- ---- -- -- - - - -- 
1 _ 

1 - - - - - -- 
1 

856. - - D O  675 J = l  -- ----.-----.--- * - - - - - -  --- - 
. 1 - -  
411 8 5 7. J O = M U V ( J ) ; K O = ~ O + ( J O I ~ ) * M  -- - . - -  --.- ---- - - - -- - -. - - - - - - - - .- - - -- 

, I 858.  I F ( A A ( K O ) , ~ J E ~ O )  sOME(J)=SOME(J)-1 
L 1 859. 675 COHTINUE 

i 
, r- - 860. - NU~(!~I)=NUC(MW); NUC(MRj=IOI W(Ml)=W(MR)t W(MR)=O;-  - - - - - - -  - -  - -..--- ---  

I __  801. - W M I N \ Y ~ ) = W M I ~ * ~ M R ) ; W I . : I N ( M R J = O ~  - - - - -  - - - - - - -  - . - 
a ! ,-- - 
a . ,  862. - - - .  R H ( Y ~ ) z R I I ( P R J  ; r 4 A X C ( ~ 1  ) = M f l ( M R ) t  SOMC(Y1 ) = S O M C  ( M H )  - - - - ___- -- _ _ _ _  _ 

863. NUMAX(M~)=K!JHAX(MR) -- 
l 
I 864. MRtMR-?; GOTU 670 1 

el1 865. 680. IF(MR.EQ.O) NI<=(); GOTO 6000 
866. JFI=O; ~ 1 = 1  - 

-- 867. - -  685 IF(N1.GT.NR) bOTO 093 - - - - - - - -- - - - - - - - - -- - - -- 
- - -- - -- .- - - - - - 

i 



"r- - 
869. - I P V Z ~ ~ U V ( F ~ I ) ; F ~ U V ( N I ) = N U V ( ~ R ) I  N ~ I V ( N R ) = I P V ; - S O M E ( N I ) = S U M ~ : C N R ~  - - -  ----------------- - - -  - 1 

l0  ---- 
-JF1"JFl+l C i O T O  6 5 5  

- -  
NR=t$R-1; - -  -- - _ ___ 1 8 7 O :i 1 -:-- 871, -- 690 IF(JF1.EQ.O) G O T O  695  

- - - - - - - - - -- -- -- -- - - - - - -- - - . -. - l 
872. - -  ~ R I T i i ( 1 0 8 , 2 3 J  ( M U V ( J ) , J = ~ I R + ~ V N R + J F ~ )  - - -- - - - - - - - - - - - - -  - 

1 1  

+ r 873. 23 F O R Y A T ( / , S A , ' V A R I A B L E S  FIXEES A 1  : * r 2 5 I 4 )  
874. D O  592 J=NR+~,NR+JFI 

- - 875. 
-- --- - 

JO'Nu"(J); S C F , V A F 1 3 S 0 , , V A F I + C C ( J O )  - - ---- 
1 r 

_ _ _  _ l 
876: 6 9 2  - CONTI t i i l E  -- - -  -- ------ 

- - -- 877, -- -WRITE( lO8r l i?U)  SOMVAFI - - - "---- -- - -- - . . 
878, 695 I F ( M R . F Q . I )  ~ O T O  5200 - - -* - -- - - - - - - - - - - - - -- - - - - - - -- -- - - - - - - 

1 3  

879; C 

1 
/ /TEST cZ,C&,C6// .. " 1 - - 880. 750 IF(F1N)  GOTO 5500 

881. ICPaO - - -- - _ __ _. - - 
21 
r- 882, ----- D O  710 I = 7  r M K  

- - A  - -- -- - - - - - - - .- - - . - - - 
7 3  1 

- i 
883,- IF(~MIN(I) * L ~ , E P S )  ~ c R = ~ c H + ~  1 XI (1.~)~~ - -  - -  - - - - - - -  - - - 

2 8 1  . .- - - 
I 

884, 710 COhT11Ji1ï. - - -  
1 

885, IF(ICR:LO.U) GOTO 1900 
1 

.' l 
l 

2 1 ,  .. - . 
886, C / / T E 5 1  C 2 / /  
887. 1800 D O  1 5 2  I = l , f l ~  - - -  -- - - -  -. - . :jl - 888. ---- K = X ' I < X )  IKO=NUC(K) - -  - - - _- _ __ _ _ __- _ 

I -- 889, -- 132 x ( I ) = K n  - 
- - - - -- - --- - 

l 
3'1 

-- ---- --- - ---. - 
r 

I 890. - - ~ R I T c ( 1 0 8 , l Z > )  ( X ( l ) ' , I t l , I C R )  - - - - -  -- -- - - - - - - - - - - - - - - - - - - 

1 , , 891. X R = O  
8 9 2 ,  

1 
- 893, - - 

D O  7LO J=1,NH 
R~=O.IJO=Nu~(J)IK~'(JOIl)*M ----- - --- - - - -  - -  ----- 

l 111- - - -  , -- 
D O  725 I = l r M H  - - 

- -- ------ - - -- -- -- - -- --- 
1 O : , : ~ - '  - 8 ' 9 5 ,  - - ' IO=NUC(I)IK=IU+KO - - - _ - - - -- -- --- -- - 

- 896. - 725 RS=RS+WMIN(IJ*AA(K) - - - _ -  -_-- -. _ - _ _  - 

897. 720 YZ(J)=RS 
l -- - 898, S E C N = O :  

899, D O  130 177 i M K  
-- -- _ _  - -__A__ __ - _ _  _ _  _ 

4 . 1  - -  9oo, -- - 
750 sECM=SECV+BHII)*WMIN(I) 

- - -- _ 
4 i -- 

901. - - -  0 0  800 I c l = l ~ I c ~  -- - -- ----- ----- -- 
.1 ' - ----- - --- . - -  

902; ~ R l T E ( 1 0 8 , 1 0 J )  - - 

903. 103 FOPMAT(// ,~OX,'TEST C Z ' c / )  
904. D O  1 4 0  J=I r t i H  
905. 740 Y ( J ) ' Y z ( J )  - -  - - - - - - -  - - 

4 ,  
- -  - - - -  - - - - -  .- - 

'- -- 906. -- I l t X l ( ~ C 1 ) r  AEMIN=NUC( I~)  - 
.l I 

- -- -- - --. ---- - 
1 -  - 907. - D O  7 4 5  Jz1,NK - ----- - - __ - _ __ _ _ _ 

908, J O = N U V ( J ) ; K = L C M I N + ( J O - 1 J * M  - - 
1 903. x ( J ) - J  

91 O, 745 CH. (J )~AA<K>  
, I  911. R S = S ~ C W ;  N I =  1 - - -  - -  - 

1- - 912. - -  CALL RESOL(C~,Y~HS,X,NI  ~NH,WUPT,QSORT) -- - - - .  . ---- A -- . - - -  
1 ::/ 3; -- - --- . sup1=0: -- - - - - - - _ - ^ _  

914, IF(PJ1 ,EQ,I) 'JUTO 149 . - 
915, D D  / & O  J = I , I J ~ - I  
916. 748 s u P ? = s u p ~ + c ~ l ~  J )  
917. 7 4 9  sUpZ=S~jp*;  S U P ~ = S U P I + W O I J T * R S  . 
918. wRITC( lOH, l94)  F I U C ( T ~ ) , S I ~ P I , B H ( I ~ )  - -  - -. -- ------- -. .- - 



- - 

' 1 

<' 
919, l3 1 Y 

2- - 
I F ( I N T ( S U P I ) - ~ H ( I 1 ) )  75>,755,760 

9 2 9 .  - - 755 x R = I R + q  
- . - - - -- -- - - --- t$Q;rt - - - - - - - - .----a------ - -  - ' -  

l C ] -  -- 
921 .----- -wRITE(IO~,~~J ITERED,NUC(II  )- --ph- -- - --- --- ---.-- - ---- - - - - -- - -- - 

1- ---- 
922. 24 F O R M A T ~ / ~ ~ X . ' ~ E D U C T I O N  N ',IZ,-* TESTC2 :-'TI~> -'------ 

- VI__-- __ . _ _  
1 7 1  

l 
923; x~( Ic I )= - I~ ;  G O T O  8 0 0  

- - - . - -- .- - - - - -  - --- - - - -- - - - - - - - - 
1 1 1  

I <: 9 2 4 ,  760 IF(USORT,EQ.LJ G O T U  800 
:, Y = X ( N ~ ) ;  J V R A S = ~ ~ U V ( K )  I 

I 926. -- 
- - ----- - -- _ _ - _  - _ -_ - _ _  -_. IF(QSORT.EQ,I) G O T O  765 - - -  _ _ _  - -  

1 17 927. ----- - - I F ( N ~ , E Q . I )  V B ~ = O , ; G O T O  763--T- 
- ----- - - - - -  ----_ ._ - -. _ 

-- -- GC-~~" 
1' 1 928: - - ~ 2 r N l - 1 )  Y ~ ~ ~ H ( N ~ ) / Y ( N ~ J ~ v B ~ = S U P ~ + C H ( N ~ ) + Y ~ * ( R S I Y ( N I J J  -------- - -  - --- -- _ _ 

- , I 929. 763 IF(NI.FQ.~JR) V R I = O I G O T O  770 . - - - -  - - --- - - - - - 

950. N ~ = ~ ~ * ~ I Y ~ = C ~ ( ~ ? ) / Y ( ~ I ~ ~ ~ V B ~ ~ S U P ~ + Y ~ * R S ~ G O T O  770 
I 2 1  951. 

1- - 765 IF(NI.EP.I) V D ~ = O ; G O T O  766 1 2. ' 932. - N ~ = N ~ - I I Y ~ = C ~ ( N ~ ) / Y ( V ~ )  - . - . - . - - .-- . - - -  --- - -  - - - - -  --- - - A .  

L-- -- 
933. ---- D O  762 J=NZ,I,-1 

- - ------ -- -- - - - - - - - -- - --- - - ------- --- - - -. - -  .. q-- -.- 
934. -- .*a ~ l = C h ! j ) / y ( J J t  I F ( R l . L f r y 3 )  'Y3=R1 -------_ _ _ _  . _ _ _ _  _ 

I I /  - 935. 762  COHTINIIE - - .- -- - - - .-. -- - - - - - - - - - -- - . . 
l 936. V B ~ = S U P ~ + C H ( N ~ ) + Y ~ * ( R S - Y ( N ~ ) )  >' 1 
l t .- 937. 766 I F ( N ~ . F O . H R )  V D I = O ~ G O T O  770 

938: N2=N1+11 Y ~ S ~ H ( N ~ ) / Y ( N ~ )  -- - -  - - - - -  - --B.- . Ci I -- -- -- - - -- - - - - - - - 
, - 

l 939. 00 704 J=N2,KR --- -- - - - - - -  --_-- --- -_ -- -- _ ____ ____ _ _  
, ) ; .  - - -  

- 940. - - -  R l = C H ( j ) / y ( J J ;  IF(R1,GT,y4) Y4=R1 ----- - - -  -- ---- ---- -- -- . 
, B I  

- 
3 q  941. 764 C O N T I N U E  - L -.--- - . --- - -  - - - -- - 

i 942. V B l = S U p t + ~ 4 + ~ ~  l 

l I J ;  943. 770 CONTINIJE 
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INTEGER-A(MNK) , i j ( M U )  , X S ( M R )  ; X M ( # R )  , X N U L ( N R ) T X N U ( M R > - - - - ~ - - -  

- - - - - - -- - -. - . - - - - 
12,. 4. -- - - -  - - - - \ -- - - - - - -- . - - - - 
1 3 )  5. - DIMENSION IPINR),JP(MR),PY(MR);P(MR) 
1 4 '  6 .  w=MR;NrNR 

7 ,  I F ( J R O + J R ~ I E " ~ O )  GOTO 300  
1 5 1  ---- . - - - - - - - - - - - - -- .- - -- - - - - - - - - -- - - - - - - -. - -- - - - - - - - - - - - - - 
l C r- 8  : I F ( J R 1 : E Q . O )  GOTO 2 6 0  

9 ,  -- C--- -- / / F I A A T I O N  D E  VA RI AB LES^ A  Or / - -  - - - - -- - - 
-- - DO I U  r = l , M  - - - - - - -- - - - - - --- -- - - - - - - - 

1 0 .  '"1-1 
I F ( S ( I ) . L T ~ X M ( I ) )  6 0 1 0  I n 0  - -- - - - - - -- - - - -- - - - - 1 

1 b 

l 
2 ,  12, 1 0  C O N T ~ V U E  

GOTO 2 6 0  "1 -- ;:: --A- 

- - - -- ---- --- - - - - - - - - . - -- -. - - - -- - -- - - - - - - -- -- 
1 0 0  J F O = ~  j N I = l  r r 4 ï = l  

20 I F ( N ? . G T . N )  b O T 3  2 5  
- --- - - - - - -- - -- - - - - - - - - - -- - - - -- - - . - - - . - - 

2 1 1 5  , -- --- - - - -- - - - - - . - -  i 
1 5  I F ( M ~ . G T . M )  N 1 = ~ 1 + 1 ; ~ 1 = 1 ~  GOTO-20-- 

- - 
L . 

1 6  : - - -  
K = M ~ + ( N ~ - ~ ) * M : I F ( A ( K )  . L E > ( M I ) )  n l = M 1 + 1 1 G D T 0  1 5 -  --- - -  - -  - 

- - - - - - - - - - - - - - - . . - 

: ' l  
- 17. -- --- 

1 8 .  IF(N?.EQ,N) ~P(N)=-IP(N),  G O T O  24  
19. ~ P V ~ - I P ( N ~ ) ~ ~ ? ( N ~ ) = ~ P ( N ) ~ ( N ) = I P V ; X N U L ( N ~ ~ = X N U L ~ N ~  :,l ~ 

- - 2 0 ;  
-- - - - - - - . - --- - - - - -- - - - - - - - - - - - - - 

7t C- - DO 2 2  i = 1  ,M 
- 

2 1 .  - ~ 1 = 1 + ( ~ 1 - 1  ) * N ; L Z % I + ( N - 1  ) + M ; I P V = A ( L 1  J ~ A ( L ~ ) = A ( L ~ )  r A ( L L ) = L P V - - - - - -  - - - - : , t - - z z .  ----- - - - - -- -- -- - - -- - a - - --- 
2 2  C O N T I N i i E  

-- - - -- - -- - - -- - - - 
, - -  -- - - - -- - - -  - - -- --- - - - - - - - - . l 

I l  1 2 5 .  2 4  DO 2 3  I J I ~ M  I 

2 4 .  L= I+ (N , I ) *M ;  X S C I ) = X S ( I ) - A ( L )  4 )  ' 

a < [  2 5 :  2 5  C O N T I N i i E  N=N-l, JFu=JF"+l  G"TO 2 0  -- ' - -  -- -- - 
7 .  2 6 ,  

2 5  W R I T E ( ~ O ~ , ~ )  ( IP(J) ,  j = N + l ~ N + J F o )  ' 
- -- - - - -. - - - - - - - -- - 

-., 1 2  7, - -- l 

," , , i -  2 8 .  - -- I F O R H A T ~ / ,  5 x 1  ' V A R I A B L E S  FIXEES A- O- -PAR- -PREPROCES- :q - t~2~~) - - - -  
--A - - -- - - - - - - - 

-- - - - - - - - - - - -- -- - - - - - -- - -- - - - ,,/ 2 9  :. I F ( N . E a . 0 )  W ~ I T ~ ( l 0 8 . 2 ) ;  GOTO LOO 
l 

" 1  3 0 .  Z F O R M A T ( / , S X . ' T O U T E S  L E S  v A R I A B I E S  F I X E E S  EN P H A S E  1 : S T O P ' )  
31. DO 4 0  1 f1 ,M  

.3,b~ 

~ - - - - - - - - - -. --- - - - - -- - - - - - - . - - - - - - - -  
3 2 .  .;,/ f3, '- 

DO 5 0  . l = N + l r N + J F O  
K=I+(J-~)*MI~F(A(K),EQ.XM(I)) GOTO 4SV--- - ---- - -- -- - - -  

, 3 4 .  -- 5 0  C C N T I N i l E  
- - - - - - - - -- -- - - - - - - - - - - - - - - 

3 5 ,  GOTO 4 0  - - l 
1:i 5 6 ,  4 5  X N ( l J = A ( x )  

I . !  1 37  X ' ~ U ( I ) = I P ( ~  
3 8 .  - 0 3  5 2  J = I , N  --- - -- - .- - - 

-- 1 -- - - - - 39. ---- K = I + ( J ~ ~ ) * M ; ~ F ( A ( K ) . G T , X M ( I ) )  XM(I)=A(K);XNU(I)=IP(JJ------- 
- - 4 0 ,  --- 5 2  CONTIXII~ - ---- -- 

4 1  a 4 0  C O N T I W U E  
- .  

l 
4 2 .  r F ( J R O + J F U . E U . O )  G O 1 0  4 0 0  i 

51 I 4 3  : c / /  E L I M I N A T I o N  O F  C O N T R A I N T E S  R E D O N D A N T E S / /  
1 - 4 4 .  200  K R ' E = U I M ~ = ~  

.. - -- - - - - - - - - - - --- - - 
- . - - A - - -- - - -- 

I - 4 5 -- - 6 0  I F ( M 1 . c T . M )  b U T O  (O 2 - -- -- 
( _ - _  4  6 . --- - 1 F ( X Y ( v l ) . t T m B ( ~ l ) )  M l = M 1 + 1 ;  G O 1 0  60 -- - - * -. - - - -. - - -- - -- - - - - - - - - - - - - - - - -  

- 4 7 .  DC) 6 5  .1=1 ,F1 
t 

K = M ~ + ( J - ~ ) * M K ~ I F ( A ( K ) . N ~ ~ O )  X N U L ( J ) = X N U L ( J ) ~ I  4 8 .  
4 9 .  b f  P ~ N T I N I J E  

1 IF (M~.FQ,M> ~ U T O  b L  - -- - - - - - - -- - 
50 . .  
5 1 .  - -- - .- - -- --. - - -- -- - - - - - - - - - - - - -- O C  6 3  ~ " 1  , N  

- . . . - - - - - - - - - - - - - - - 
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- - - - - -- - -- - - - - 
958. D O  511  J=JD#JF  
159. J ~ = ~ P ( J ) ; K = N L + ( J ~ - ~ ~ * M I I F ( H ( K ) , N E . O )  YNuL(J l )=YNULCJ1)-1 , 

* , 160. 511  CONTINiiE t - - -  161. - - IF(M~.EQ.MF) 60T0 520 - - -- - -  - - - - -  --- - -  - -- - - - -  ' .t, ' I_ _. - 16**  - - - -  --- -- -- 
IPV=JP(iI1) J V ( M l ) = J P ( M F ) r  J P ( M F ) = l P V  

--- -- - --- ' - 
171 - - --- 

163. - -  S Z O - M F = M F - ~ ; N C R ~ N C S + ~ ~  G O T O  550 
- - - - ------ - --- -- .- -- . - 

16 i 

164: 510 I F ( N C R : E Q . O )  G O T O  1 0 0 0  
-- -. - .- - -  - - - -  - -- . 

111 1 

165. T F ( M F , E Q . O )  JX=JFJ G O T O  900  , 
- 

z 1 C- -  166. C -- / /  FIXATION DE VARIABLE A 1 / /  
167, 

- - - -- - - - - -- - -- - - - - - . . - - -- -- - - -- - -. - - - - 
-NVF=WlNl=JD 

2 Î  !--- 
168, -- 600 - IF (N l , cT . JF )  GOTO 1000  - 

- - -- -- - - - - -- - ---A- -- - - -- - - - - - - -- - 
- 3 1  

169; --- - - - J ? ~ I P ( N ~ )  
- - - - - - - - - . - - -. --A - - -- - - -- - -- - - - -- - - -  

*4 

110. - IF(YNUI (Jl) .NE,O) Nl=N1+1; GOTO 630 
- - - - - - - - 

2- 

171. IF(N~.FQ.JD) G O T O  610 
2 112, I P V = l P ( J D ) ;  & P ( J D > = I P ( N l ) J  I P ( N ~ ) = I P V  
2q/--- 173. 610 JD=JD+l l  N v F s N V F + l ~ N l = N 1 + l ,  6 0 0  ---- - - -- - - -  - 

-- 
1  74 c -  - ,/ RtINSERTION A CONTRAINTr/  

--- - - - 
. ' b l  

1 - - -  1 7~ j . - -  - 700  W R I T ~ ( ~ O ~ ~ ~ ~ J I I ~ = J P ( ~ ) ~  I ( I 1 ) = ~ 1  - - -- -- - -- -- - - - -a---- -- -- - - - -- - 
"J 1 

176. - 70 F O R M A T ( S X , ' R ~ I N S E R T I O N  C A S  A 1 C O N T R A I N T E ' )  - - - - -  - - ---- -- . , - - - - -  .-- - - . 

177. uO.0 
178, 

31 ,  - 179* 
D O  710  J=JD#JF  
J ~ = J P ( J ) I K = I I + C J ~ - I ) * M  

. - - -. - - -- - -- - . ---- - - - - - -- - - - - --- -- - -- - - -- - - - - 
J I  

1 180, - IF (H (K ) .LE .L I I~ ) )  K o = K O + I I X ( K O ) = I P < J )  
- - - - - - - - - - -- - . -- - - - - - - - -- - 

J'i ' 
181. 710  CONTINUE 

- - -- - -- -- - -- - - - - - - - - 
hl $8 : - 182; - IF(KO.EQIO) J X = J D - l #  GOTO Y00 - -- - - .- -- - - - - - - - .  - . - - - - .- -- - 
hl 

183. D O  721  J = l # K ' J  
7 184, J ~ = X ( J ) ; K ~ I ~ + ( J ~ ~ ~ ~ * M ~ A ~ J ~ ~ C ( J ~ ) / H ( K )  

- 185, -- 727 C O N T I N ~ I E  - - - -- -- - -- - - - - -- - - - - - -- - - - - - - - - - - 
A' 1 

1 - - 
186. u l = l  - . - . . -. - - - --. .- ---- - - - -- - - - - -- 

"k 187, ---- ----  0 0  722  J=JD tJF  - -- - - -- - - - - - - - - - - - - 
4) 

n 188, IF ( IP(J ) ,NE.A(K~) )  GOTO 722 - ----- - - -. - - - - - - - - - -- - - --- 

189. I F ( J , E O . J D + K ~ - ~ )  G W T O  7L3  
190: I P V ~ I P I J ) ; I P ~ J ) = I P ( J D + K ~ ~ ~ ~ ~ X P ( J D + K ~ - ~ ~ : I ~ V  
191. 7 2 3  K ~ = K ~ + I ; ~ F ~ K ~ . G T . K O )  GOTn 730  40,' 

, ! 192, ---- - 722  CONTINUE 
- - ---- - -- - .- - -- - -- - - - - - - . - - - - -- - - - 

4n i - - - - -  
1 9 3 ,  --- 730  ~ l n 2  ---.- . - - -- - - -- -- - - - - - - - - - - 
194; 740  IF(L~.GTIKU) 60T0 150 
195. ~ 2 = L l - l  

1 
1 196. 735 I F ( L Z . L E , O )  buTO 1 5 6  - -  - 197; L ' ~ = L ~ + I ; I F ( A ~ L ~ ) , G E : A ( L ~ ) ?  GOTO 736  - - - - - - - - - - - - - 

5 : 
198. - - Y P V = I P ( J D + L ~ ' ~ ) ; I P ( J D + L ~ ~ I ) = I P ( J D + ~ Z ) ; I P ( J D + L Z ) = ~ P ~ - - -  - - _ - _ _ _ _ - - - -- - - - - - , _ 

r , j -  - 
Ir----- 199, --‘ vAL=A(I ~ ) I A ( L ~ ) = A ( L ~ ) ; A ( I  3)=VAi  . - - - - - - -- - - - - - - - - - - - - ---- - - - -- - - -- - 

54; 

700. L2=L2-1r GOTU 735 - - - - - - 
r ,  

201. 736  ~ 1 = L 1 + 1 ;  GOTU 7 4 0  
202. 750 ~ = l ; K l t O  

- 203. 755 I F ( J * G r . K D )  'JUTO 770 
-. - - -  - -  . - 

" 204; J ~ = I P ( . ~ D + J - ~ ~ ; K = I ~ + ( J ~ - ~ ) * F ~ ~ L ( ~ ~ ) - I K J  - - - - - --- - - - - - - - - - - - - -- - - - - - - -- .- 

- - - -- - - - ----- - - - - -  

J- - . - 



- - - - - - 

7 ' 

7 1 '\Jb 0 ' 
1- 1 Us, L ( I l J = L ( i 1 J - ~ S ; Y S ( I l ~ = Y S ( I 1 ~ - K s  

104. - -  
- IF(L( I l )~LT, " )  N C V = N C V + l  - - '----------------.---A-- - - - - -  - ---- --- 

I O  

3 2 1  -CONTINIIE - 
- - -  --------- ----- - - ---____-- i--- 7 O 5  .----- - --- - l 1  - 1060 -- - - - IF(NC.) - Y 5 0 ;  i>50, SGU ----- ----- - -- -- -- -A-- - - 

1 2 t  - - 
107. 330  IF(JD,EP.JFI~ JDIZJD~ G U T O  1 0 0 2  - --- -- - - - -  - -- - . - - -  --- - - -  

l l J '  lU8 ,  GOTU 400 
340 DO 341 '  J Z J U I  J O - 1  I 

J?=IP(J);KS=U - -- - - -  -------- _ ___ - -- - - - - - - - - - - - - - . - - . -- - 
D O  3 4 2  I = l o ~ f  

- - - - - - I I - _ - -  .----_ _-- - - - --- - - - -- - 
K = I ~ + ( J ~ - ~ ) * M ~ K s = K s - H ( K J * L - ( 1 7 )  -- -- - - - -- - - - - -- - - - 

. --- --- - - -  - - - - -  --- - -  

R=KSIA(JJ=C(JI ) /R 
341  CONT INuE 
350  LO=JD-l;JMINaLO -- - - -  -- - - -  - - - -- -- -- . - - - ,- - -- - -- - -- - -- - _. 

117.---- -VAL =A(LO) ---i - - - _ _ -  l ------ - - - - - - - 
- 551  J = J U l # L O  - -------- - - ---- -- - ---. 

l F ( A ( J ) . L T r V A L )  VAL=A(JJ,JMIN=J - -  -- - - - . - - - - -- -- - - - - - - --- - - - 

'120. 351  CONTIHIIE. 
121. ~F(JM!N.GE,LUJ GOTU 360  l 

k--- 122. - IPV=IP(L~)) ;I~(LO)=LPCJMIN) I IP(JMIN)=IPV---  - - - -- - - - - - - -  - - - - * - - -  - 
2 1 1-- -- 1 2 3 : - -  - V A L = A ( L O ) ~ A ( L ~ ) = A ( J M I N ) I A ( J M I N ) = V A L - - -  _ _  _ __-__I- __ - - -- 

-- 1 2  4  .--- 360 J ~ = I P ( I  O )  )NcV=O - - - -  . -. ----- - - - - ----- - - -. 1 - 125. --- D O  361 I = l r M F  -- - -- -- - -- ---- - - -- ----- . ----- -- - l 
126. ~ ~ = J P ( I ) ~ K = I ~ + ( J ~ - I ) * M I L ( ~ ~ ) = L ( I ~ ) + H ( K ) ~ Y ~ ( I ~ ) = Y S ( I I J + H ( K ~  I 

l 1 % 127, - IF(L(II)~LT,U) N C V = N C V + ~  
3 6 1  CONTINUE - - - - - - d ----- _- -_ - _  _ . _ _  __ - i l Z 8 *  129, --- J o = J D - l #  N v F ï = N v F I - l  . - - - . --- -- -- - - - ---- 

35 - t-- 130, -- - - IF(NCV:GT.O) G O T O  350  - - -  -------- --Pd-- ------- - 
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