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CHAPITRE 1 



h 5 . M  (un), e t  (vnInao deux rnii8re *168 cpnosrgeant v a s  O. 
, . 

I : ~ i p a u n t o & f  > o. u ~ w ' ~ N ~ ~ o u ~ ~ ~ ~ < ~  
n > N o n a i t :  

. . a  
3 - 

'- *. 2 .*A: , 
4 I * . Voyons maintenant quelle gst la relation entre l'accélération de l a  

bonvergence e t  l e s  rayms de convergence des séries  Zu zn e t  Zv zn n a p e c t i -  n n 
@ vement pl et pz. 

Supposons que un 4 O e t  vn + o et que la 



On obtient : 

-- 

n de convergence de la h i e  

1 
1 

Oé&dd.tLon 3 : Suites ........................... W t a 1 ~ n t ' ~ i r o t o ~ .  
1 



Thiion&ne 2 : Une ruite uc to&&mm.t ii~tw&nc s i  et r e ~ h t t w  r i  
lHmuedorffJ i( unr aonction v non d~c/to&rcurtc. & N e  datu Co,zl 

M e  que : 

: Une dUite de (cnIn 

dans Co,ooC ta& que : 

î?&b&ion 7 : Une $onaCdon' de La $@nte 



<%kg@ . . 
$@ -77 

fi .ta s ~ e  de ~ u e r r j i  a wi mgon ae wnvenilea&b > 0 I 

emble des polynôm 

- i 
1 L ) -- c .  pour i = 0, l,... 

Le nombre ci est appe d'ordre i de la fonctionnelle c.  

La foncaion x est appe++ foncttion gbnédtrice de la f. ' 

1 - xt  
4 * . 



où c agit sur x, t étant un paramètre. 

C\, 'b 
Définissons maintenant w et v par : 

Nous avons : 

Un tel approximant rationnel de f est appelé un approximant de type-Padé et 

il est noté : 

v est appelé le polynôme générateur de l'approximant. 

C. Brezinski a démontré les résultats suivants : 

Théokème 3 : S P es2 t e  p o ~ n ô m e  d e  iagmnge AwLterrp0ht.t ik d o n d o n  
généhafruce de f en k p o W  (~rbi&ahe6 &idZi.w& du p . h  

C O ~ P ~ Q X ~  xl, x2,. . . ,X k, de04.6 : 

où t e  polynôme g é n W m  v de c d  ap@oximwtt e6it : 

Remarque : Si certain's des points d'interpolation x coïncident, nous i 
avons encore 

P étant le polynôme général d'interpolation d'Hermite de la 

fonction génératrice de f. 



Cette propriété sera tds souvent utilisée par la suite 

3 F(x) - k C l - t  iL-j 
1-xt . 8 

v(t) 

. - - C- LI k 

Convergence _ _ _ _ _ _  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  des aepoximants __--__-_-_---- de tyee-Pad ----- 
S o i t  t E D, &i#aine de conv4ngence de f. 

Si, pow &irt k, lu W e b  xi de v ront 
t xi e C-a, oJ avec a * O, &&.ô La (k-~/k)~(t)' 

W&VU@ Vehd f(t) quand k -t O". 
; ; ~ f l b , , ) & . - * j ~ y ~  a b ~ r   lut,^ : ,C 

D m   OB^ exposé, on appliquera principalement les resuraxs au cas particulier 

, 0 - .?<, - % .> *rp 1 . C I  . if 

Q est une fonction bornée et non décroissante sur l'intervalle [a, bl. 





Une classe -ante de fonctio& est l'ensemble des fonction.  de, 

S t i e l t j e s .  

6 

On montre, dans ce chapitre,  que l ' in te rpola t ion  de la  fonction génératrice 

auxmcinesde  polynômes orthogonaux par  rapport il une cer ta ine dis t r ibut ion,  
-1 -1. fourn i t  un procédé sommant l a  s é r i e  f(t) dans C - Ca , b 1, une borne d 'erreur  

~ é tan t  dans ce cas é tabl ie .  
8 

Le r é su l t a t  précédent e s t  ensuite étendu a l ' en semle  des fonctions ana- 
-1 -1 -1 -1 lyt iques  dans C - Ca , b 1, avec l a  convention suivante que s i  O r Ca,bl Ca ,b 1 

désigne 1 a1 C u ~b-', ta4. 

' - TH~ORÈME PRINCI PAL, 

S?it p une fonction à valeurs r ée l l e s ,  non décroissante et  bornée, prenant 

une i n f i n i t é  de valeurs d i f fé ren tes  (v est a l o r s  appeldie bistributAon). 

La dérivée d'une d i s t r ibu t ion  absolument continue p se ra  appelée fonction 

poids : 

a W(X) = p t (x ) .  

. . * " - 8  

~113 support dg dv, c'est a dire î1 asembîe des points  de diascontiiuit6 de ptx) 
C 

sera  noté : Br(dp). 
4 8 



- 
Remarque : /z2-1 désigna l a  détermination qui prend des valeurs positives 

pour g r é e l  >1 

La fonction 1 %  
s o i t  z appartenant au plan complexe coupé selon l e  segment 

O 
2') si W(X) = (1-x2 1% a16ks Les polynômes R sont los 

* n 
de Chebychev de seconde espèce Un 

( c ' a $  a diiLe : tlenbenb&e des p o W  de r-l,l i ah pl eb.t d e  
u.t de ma& d e .  



Exemple : 
l / n  

Vx a C - 1 ,  11 :T,(X) 1 S 1 donc l i m  I n ( x )  1 1 
rr#o 

VX c C - 1 ,  11 (un(x)lrn+l donc l i m  I U ~ ( X ) ~ ' / ~  S 1 
Il+'= 

Les var iables  déf in ies  ci-dessous seront souvent u t i l i s ée s .  

So i t  r l 'appl icat ion de Ca, b l  vers  C-1,ll déf in ie  par y E Ca,bl + ?(y) = y(a+b)/2. 

(b-a /2 

On désignera en général par X un élément de [-1.4 par x ï l a n t é d d e n t  

de X par r ,  par  A l 'image de t-' par 



Preuve. 

-2 J 1 Rn(X> 
&(XI = - . - - a ~ x )  , & - k t  (b-.)t R,(A) -1 A-X 

2 - lenl . sup R ~ X I  .(ip - 
a 1 t 1 .  A 1 -1SXSl 



.' ~Gq,&y$-y, 
L. ~~ 1 permet de conclure 

.' . .;z:,z : :.ci< 
,,,, t. . .':. .. . , ,  . 

f , ~  IU. ki::, ?<. *. ' 
. . 

. . 
* . 

., . 

11/n * .,: TSa 
,Wn 5 ,* sr-$:,,,n? " ' ~ ~ j & + ~  &, n+a 

,A 
p- .;." ,,...- -, . ;. .!,!=&,:qy,,, ; .:,': 4 ;.y. , , -, - ,,. w:; ,-;2:,2 7 .  ,9 !,. - q ..A..')rz,y, 1 + A -1 ,Y:'::,:(.;.: ,,, , .&:,.,, ,., 

. ' ,  , 
?J&# ;&&: $ h. $$$$$,;;,:; 

I .&.",..'̂  Z 2 i . ~ &  .,\i;; w@.'..6f$,f<: , , ,, 2, 

, : 3 . q ;  ,;, s+,;~t, -a,. 7; 
, , .*,: . '  . ,*:;,.e , > . . 

..a ,- 
$ :r!zl '<" 

< ,  .*R *' " ' 4 . .  ,; , . -<$.: ,+: 
~~~r , ,< . ,  -, 5,:. - i'. 
, .. 

,?A,*$ Birmd &&ciw '. n *iiW, c(Pn) w n v q e  urU&%- 
-1 *w CO* K de e - [a , b-'] 

Preuve. 

-1 -1 S i  t parcourt un compact K de C - Ca , b 3 a lors  A p;rcowt LUI ~ a p p ~ c t  X' 
. + 

' , 
de a! - [-bdlJ: > z .  . *. . . 

i' 

" *  . . - 

1 Par conséquent sup - est b o d  pour A . &  Kv 
tisxrn IA-XI 1 1  . 

* 

9 sup ( f ( t )  - c ( ~ ~ ) l  s M.#. M e t  p incM+ndants 4. . 
tcK r < 

* 
La conver@-&e de c<Pn> nrs f ( t )  j.t donc u n i h  sur tant t 

de c - [a-', b ~ l ~ .  



ON DE SERIES, 

paragraphe, nous établissons l e  l i en  entre les procedés de soma- 

t ion et 1' interpolation de ier fonction g6nérertrice. 
i ; 1 ' .  ; . ,  - : . ,-. . , .. . , 

, ., 

~ . > ,  

Soit  la sui te  (Sn)- quelconque de réels, de l imite  S. 

quelconque de degré n t l .  

4 

, 

IiO) e ~ i n t e m k t  pu ciam ~r g(\) on peut 1. suppsw na. 
(n+l) (n) des capodit&. de notatiar on pose $ = ak-l. 



n 
On a encore 1 a = 1. 

k=o k 

D é ~ ~ o n  : On appelXe polynôme catractérud-ue de degké n de îix matrLice 
& k m g W e  de ToepUz (a'")), l e  polynôme 

k 

Avec l e s  no ta t ions  ci-dessus,  l e  lemme 2 de  Wimp C30, p. 31 devient  : 

Théokème 2 : Convergence. 

n 
l en S i  P i.ntmpole îix donctian g é n M c e  x + - 1-x 

x!") E [-a, 01 avec a > o 
1 

l i m  c(Pn) = S. 
n- 

Puisque l e  procédé cons i s t an t  à i n t e r p o l e r  l a  fonct ion  généra t r i ce  

X - F -  aux rac ines  de polynômes orthogonaux sur  [a,b] somme l a  s é r i e  1-xt 
m 

i -1 -1 
b 

c . t  , pour t o u t  t E a - [a , b 1 s i  ci s ' é c r i t  ci = 1 
1 

xida(x), à 
i = o  l a  

l ' a i d e  du théorème de Perron Knopp, on peut  démontrer que ce  même procédé 

00 i -1 -1 somme l a  s é r i e  f ( t )  = 1 c i t  pour t o u t  t s O - [ a  , b 1 s i  f e s t  analy- 
i = o  



tique dans C - [a-', b- l l .  

Le doniauze de ~onniation d'une 6onc*tion eû.t t'sn6emtEee deû 

I.e théorème permet de détermine- le domaine ,, sonmation de f par le procéd6 

si les deux singularités a et b de la fonction analytique f sont connues. 

Preuve. 

& ( x )  = 1 
g(t)  - c(Pn) = . -  

'Rn+ 1 + -  l-t 



D'où 

- 1 /n 
lim s / B I  < 1 et lim c(Pn) = g(t) 
n- w 

Thiioh2me 3 : 2u&e que 60i.t la 6Liite ( R ~ ) ~ ~ ~  de polynômes ohthogonnwc 

veh i&b t . t  LU COVULLIXO~~ d~ théo/rème Cyuncipae, P étant 
n 

dédini comne  dan^ Le L m e  ptécédent, bu, qu&e que ~ o L t  

donction f, holornokphe chw Q: - [a-', b-'1 on a : 

c(Pn)+f(t) Yt .tee Que t/g 6 Cl,+..C, VZ 

Preuve : Il suffit d'appliquer, le théorème de Perron-Knopp. 

Le procédé permettra de sommer la fonction Fdans l'étoile de Mittag-Leffler 

L'étoile de Mittag-Leffler de f est le domaine obtenu en enlevant à C les 

demi-droites dont le support passe par O et d'origine chaque singularité de f. 

Cl3 p. 771. 

Le lemme suivant m servir à établir une borne d'erreur pour la somtion 

des séries holomorphes dans Q: - 14, -11 U cl, W C  

exh.te s E Q: tet que - 1 - lim ~ ~ - s l ~ / ~  = p > 1 1 <* [ E  1 ~ ~ ~ 1 .  = p > 

n- 



Preuve pour <- ,j I 

- l/n 
Soit  % t e l l e  que l i m  (AS, 1 = p < 1 

rr'=' 

r ?  
Posons ;E!m 

he dans l e  disque de 
< " 

-#&. ;p:2;~,;~~)~~yip ,a:. .- - --w :entre O e t  de rayon R >,. ; . ;g*h ;. I * ,  T \ Y b  
54 ; Y < ,,, ?p$cfq: ;oiL w \ *  r ** :4d&3u%wg@$ 

1 ,  .#j@&!w& i .  n 

n 
j 

1 
I 

e > O f ixé ,  choisissons N tel que n > N =+ P * 
, j - . . , r b. 

cm obtient * &&,& > 
,,Ci .CS 7 ';* , .:, 

Vi z nul 0 . 

avec t = 1, @ relation ci-dessus devient. f , 



1 - 1 - - - 
l i m  Isn - S I "  = l i m  Ic I n  = p 
n- n- n+ 1 

Preuve peur=>. -- - I -_- 

D e  1' i n é g a l i t é  t r i a n g u l a i r e  : 

On t i r e  : 

l i m  n  - - 
n a  I ~ n + l - ~ n I  I: l i m  I S  - S I "  = l i m  Isn-sIn r p 

n- n+ 1 
n- 

- n  S i  l i m  I s ~ + ~  - snl é t a i t  égale à p'  < p  on a u r a i t  avec la condi t ion  s u f f i s a n t e  : 
n- 

- 
i i m  Isn - S I "  = p f  
n* 

c e  q u i  n ' e s t  pas. 

Notation. - ---- 

HG = {f : E + D y  f holomorphe dans G} 

Sauf i n d i c a t i o n  c o n t r a i r e ,  G = C - ]ay -11 u C l y  +oD[. 

Théokéme 4 : !?d P e s X  l e  dév&oppement akonqué d l ' o t ~ h e  n  d e  - 
n  

l en d o n m n  
1-xt 

de6 u (x), polynûmeb d e  Chebychev d e  deconde espèce  &/rs : 
n  

p o w  * o d e  { o n c t i o n  f d e  HG, on a : 



avec 

Preuve. 
--- 

00 

2 
(B + 1) 1 B ~ C < U  ( x ) )  e s t  une s é r i e  convergente ( v o i r  théorème 3)  de l i m i t e  

k =O 
k 

1 1 
E l l e  e s t  donc holomorphe dans D(0,l)  c a r  l ' a p p l i c a t i o n  z + 5 (z + ;) applique 

de façon biunivoque l e  disque D(0,l)  sur C - l a ,  -11 U [ 1, M. 
Par s u i t e  : 

S i  l ' o n  pose : 

. 
Puis  : 

~ Le  lemme 1 permet de conclure. 



On applique l e  même raisonnement pour l e  développement en fonction des T 
n ' 

polynômes de Chebychev de première espèce e t  on obt ient  l e  : 

1 ThEokenie 5 : Si P ut l e  d b v e t o p p e n ~ e n t  .O~npuZ à lto&e n de x , n 

en d o n f i n  d u  T (x)  = cos (n  arcos  x) &/ts : 
n 

- 
i i m   le(^,) - f(t)ln s [ B I  < 1 Vt r G 

Preuve. 

1 - - 
1 i r n  Ic (Tk(x) 1 1 S 1 ( p ~ e & e  identique à c e l l e  du théorème 4)  e t  donc s i  : 
k+=' 

S i  f e s t  holomorphe dans C - 14, - 6/61 U [6, +OO[ avec 6 > O e t  F r C, 
- 1 

les théorèmes précédents s 'appliquent en rempia~ant  t par 
- '-' avec 8 = 1+6 
CL 

e t  tu = . S i  6 = O, l a  coupure de gauche e s t  omise. 



avec 

Preuve. 

Puis  avec l a  r e l a t i o n  de C h r i s t o f f e l  : 



n + l  ~ . ( t - ' )  
L3 série 1 -c(U.(x)) e s t  majorée en module par 

j=o untl (t-'1 3 

Le d e r n i e r  membre e s t  majoré par  une constante  M c a r  c ' e s t  une s é r i e  convergente 

(iim I c ( ~ . ( x ) )  1 
1 

"j s 1 e t  I B I  < 1 ) .  
j- 

Par s u i t e  : 

Puis  

- - 

i i m  I C ( P  ) - c ( p n )  l n  r 1 
n+ 1 = I B ~  < 1 

n- l i m  

n- 

e t  par l e  lemme 4 : 

Tous c e s  r é s u l t a t s  étendent  de façon i n t é r e s s a n t e  l e  théorème p r i n c i p a l  

de c e  c h a p i t r e  qui  é t a b l i s s a i t  une borne d ' e r r e u r  seulement pour les s é r i e s  

de S t i e l t j e s ,  de myon de convergence non nul .  



La s u i t e  est une généra l i sa t ion  des  théorèmes précédents à une s u i t e  

de polynômes orthogonaux par rappor t  à une d i s t r i b u t i o n  v é r i f i a n t  c e r t a i n e s  

condit ions.  

S o i t  a ( x )  une (on&hn bornée h v d e w ~ s  ké&es et p& 
une .in6.inLté de  v a t a m  did@~~eut tes ,  dé6& danb C-1, il. 

S o i t  pl dE6uUe 6~ C-IT, +IT] : 

S* a es* ab~olwnen t  continue avec aa l (x )  = w(x), ~ ~ ( 0 )  
e6.t UU6bi abbokhment continue et : 

On di/ur que 

a E A <a> J + "  Log CPi(0)I de > -oo. 

- 7T 

Leme 5 : SoLt ((nna La s d e  de po&gdmu ohthcgonuux pan 'uzppo/Lt a 
une d i b ~ b L L t i O n  da C-1,lI véru6h.n.t a E A.  

Soix  : 

en 6on&n des R ~ ,  k r IN, l e  dév&pppnient d e  l2.1 60ncüon 
- 1 

t f! c-1, 11. 

Uo&A : 

avec  



@#$a *:&, 
f "l ,-hi?ps' De p U ,  wme Z E  IR,(x) 1 = 1, C i l ,  yx E c-1, 13, 

fl 
~a wnua.genco de Ca 4- zak(t5 P ~ ( x )  a Lieuquat que r o i t  
x e C-1, II. 

I 

La suite p(t) vérifia : [il, p. 1383 

démontré que si a E A alors 
' 

. .. . 2' 

la suite  )km. vérif ie  la peut ion de r6curmma suivante ; ., 



La s u i t e  ( a  ( t ) / ~ ~ ( t ) ) ~ ~  v é r i f i e  la r e l a t i o n  de récurrence l i m i t e  : 
k+l 

D'où 
1 - 

- k 
i i m  I a k ( t >  1 = l i m  = t - = I B I  
k- k- 

00 
1 Lerne 6 : S o a  g ( t )  = c . t i  = - a v e c  ci  = 1 V i  r N. 

1 i = o  1-t 

n 
S o a  P P X )  = 1 a k (  t ) \ (  X)  Le dEve(appenent &onqui? de. la n k=o 

i i m  c (pn(x) )  = g ( t )  ~ t ,  t-l e F - C-1, 11. 
n- 

Preuve. 

i 
Puisque c ( x  ) = c = 1 ud EH, on a : i 

4 

quand n tend vers  1' i n f i n i ,  e t  par conséquent c (P ( x )  ) converge v e r s  n 

quel  quesoi t  t E Q1 - l a ,  -11 U C l ,  +ooC g é n é m l i s a t i o h d e s  théo~èmes  4 e t  5. 

Gen&raSisation des tk6ort2mes 4 e t  5.  

pm m p p o u  h une c b ~ d o n  del X&e que a e A .  



- 
l i m  n 

n- i ~ ( ~ )  - f ( t )  1 s I B ~  < 1 Vt É G. 

avec 

Preuve. 

O r  Y~Ec-I-w, -1 1 u C l ,  +03[, c ( P  ) converge vers  f( t) .  (Théorème de Perron 
n 

e t  lemme 6 ) .  

Par s u i t e  : 

Comme 
- k sup l i m  l a k ( t ) l  = 1 

t € G  k- 

On en dédui t  : 

- L - 1 - 
l i m  I C ( P , + ~ )  - c ( P ~ ) I "  s i i m  lan+l(t)ln = ] B I  < 1 (lemme 5) 
rr)oo n- 

Le lemme 4 permet de conclure.  



Lemne 3 : SoLt  u une s d e  de c. 
n 

On a : 

Preuve. 

- 
l i m  1 uk 1 = p implique que 
k- i 

sauf pour un nombre f i n i  de v a l e u r s  de n 

- 
N 

N é t a n t  l ' i n d i c e  mximum pour l e q u e l  luN 1 > p2 (N ne dépend que de p2) 

M constante ne dépendant que de p. 

La seconde s é r i e  e s t  géométrique de ra i son  p2. 

Donc : 

~ ' i n é ~ a l i t é  ci-dessus é t a n t  v m i e  quel que s o i t  p supérieure à p, on en 
2 

dédui t  : 



R e m  rque . 
1 - 1 - - - n 

Si on a seulement ïim 1% l k  5 p alors iim C 1 uk 1 ln ' SU~(P, 1) 
k- n-wx> k=o 

ThEo&e 9 : SoLt f donction de  HG. 
SoiX P - t e  potynôme d e  degt~é n en x ~ e i r p o h n t  h h o n d n  

A l  

gé-e aux m e 6  de  R ~ ,  okthogonaux pair kzppoht il LO 
d i 6 w b u A ; i ~ n  da, a E A. 

avec e = t-' - et c(xi) = ci don&nn&e dE&i.nLe. 

pair f* 

Preuve. 

P s'exprime par : 
n 

donc 

Or les conditions imposées à la distribution da impliquent que : 



(Voir preuve du théorème 8 )  

Le lemme 7 permet d 'a f f i rmer  : 

J. - - n 
i i m  1 1 \ ( t - l )  c ( R ~ ( x ) )  l n  s I B - ' ~  
n- k=o 

c a r  l i m  An = 2 ( v o i r  preuve du l e m m e  5 ) .  
Il-"= 

Le r é s u l t a t  découle du l e m m e  4. 

I I I  - EXEMPLES 

Soi t  f ( t )  = dc<(x), t-l O - [a&]  o bornée e t  non décroissante .  

R orthogonal p a r  rapport  à w(x) s u r  Ca,bl. 
n 

L 

0 )  - U ( X )  = (l-X2)-h => R = T,(x) = cos (n arccos x ) .  
n 

sup lTn(x)1 = 1- 
-1SXSl 



On a donc 

où B est défini comme ci-dessus. 

11 faut remarquer que cette borne d'erreur est beaucoup moins favorable que .La 

pdcédente puisqu'elle comporte l e  facteur (nt11 en numiiratem. 



L'avantage de l'utilisation de polynômes orthogonaux en tant que poly- 

nômes générateurs des approximants de type-Padé réside dans le fait qu'ils 

suivent une relation de récurrence à trois termes. 

Soit (Rn)nd( une suite de polynômes orthogonaux sur [-1, 11 par rapport 

à une certaine distribution dp. 

Il existe donc tmis suites de réels (AnInas (BnIndl, (cnIndl tels que : 

avec 

% > O  % E N  (voir C91) 

Il faut remarquer que chaque a ses racines dans l'intervalle [-1, 11. 

Posons comme dans le chapitre 2, 1 : 

où R* n+l (XI = R~+,(T(x)) = R~+~(x>. 

* 
La suite (Rn+l)n vérifie : 

* * 
( 2  Rn+l(~) = (An T(X) + Bn) R;(X) - Cn Rn-,(*) 

Posons 
- * -1 -1 

'n+l - Rn+l (t = Rn+l(~(t 1) = Rnll(A) 

'n+i = ( ~ ~ t - l  + B ~ )  0, - cn 



+> Cl - (1-xt) Pn'x)lun+l - * - Rn+px). 

Reportée dans (2) : 

D'où : 

Donc, le calcul de c (Pn) sera effectué à partir des valeurs de (P ), ( P ~ - ~ )  - n-1 
et aussi C(T(X) P (x)). 

n- 1 

Cette dernière quantité étant égale à : 



Il convient de remarquer que l e s  calculs  seront plus  précis  si les c o e f f i c i e n t s  

An, Bn, Cn ne dépendent pas de o .  

Ce sera notament l e  cas pour les algorithmes qui seront décr i t s  dans l e  chapitre 

suivant. 



CHAPITRE III 

APPLICATIONS DU THÉO&ME PRINCI  PAL 



Ce chapi t re  consis te  en une étude d é t a i l l é e  des d i f f é r en t e s  applications 

du théorème pr incipal  du chapitre 11. 

On remplace l a  fonction génératrice successivement par son approximation polyno- 
1 2 miale dans L ~ ,  L e t  L . 

Puis on retrouve l a  borne d 'emeur  des  approximants de Padé pour l e s  fonctions 

de S t i e l t  j es. 
Enfin las développements de Pa fooction génémtr ice  en foaction d.s polyaoai4r - 

de Chebyshev de p r u i P r e  espèce Tn ou & seconde o.ph9  Un (6tudi6 p r  

M. Hiethamer) sont encore des c a s  pa r t i cu l i e r s  du chapi t re  II. 

1 - APPROXIMATION DE LA FONCTION GÉNÉRATRICE. 

La fonction f ( t )  = J: - avec a A varia t ion bornée e t  non décmissante .  

Appliquons l e  changement de variable transformant Ca,bl en C - 1 ,  11 (voi r  théorème 

pr inc ipa l ,  chapi t re  II). 

f ( t )  = 11 --?- dB(X) avec dB(X) = ~ u ( T - ~ ( x ) )  = da(x)  
(b-a)t  1-1 A-X 

4 

Pour des ra isons  de  s impl i f icat ion,  on considérera que f est é c r i t e  sous la  forme 

- dB(X) 
-1 X-A 

La d i s t r i bu t ion  dB é tan t  à p r i o r i  inc'onnue, il para i t  logique de remplacer la 
A fonction - X- A 

par son polynôme de meilleure approximation P sur C - 1 ,  11. D e  plus, 
n 

par l e  théorème d'al ternance de Chebychev, nous savons que ce polyndme interpolerae  

1 - en (n+ l )  points de C - 1 ,  11 e t  par coneéquent c(P 1 sera  un approximant de type 
X -A n 
Padé (n-l /n) pour l a  fonction f ( t ) .  (Wa i  &me s i  f ( t )  e s t  une s é r i e  quelconque). 

Dans C18, p. 33-34], on peut l i r e  l 'expression de l a  meilleure approximation 
1 polynorniale P de l a  fonction X 9- pour X E C - 1 ,  11, A r é e l ,  ] A (  > 1 

n X-A 



1 Bn 
P (X) =--  - -  
n X-A 2 

cos  (n$ + 6 )  
A -1 

AX- 1 
B = A - sign (A) . a, cos $ = x e t  - = cos 6. 

X-A 

Remarquons que 

1 A = -  1 2 1 
2 (B t 2AB = B +1, e t  - = A + s ign  (A) 

B 

P in te rpo le  l a  fonct ion  X -t - n aux rac ines  du polynôme R ( x )  = @-A) cos(n$+6), 
X-A n+ 1 

de degré (n+ l ) .  

. 
Montrer que (Rn+l)n,o v é r i f i e  l e s  condi t ions  du théorème p r i n c i p a l  équivaut -à - 
t rouver  l a  r e l a t i o n  de récurrence .à t r o i s  termes que v é r i f i e  l a  s u i t e  (R ) n n2l '  

Dans l e  cas  p a r t i c u l i e r  où P e s t  l e  polynôme de mei l leure  approximation de 
n - R s'exprime en fonction des  polynômes de Chebyshev T . ' 

X-A' n n '  

où B a la même s i g n i ~ i c a t i a n  que C i - d a h u .  



Preuve. 

I l  s u f f i t  de développer cos(n4 + 6 )  

Expression dans laquel le  

T (X) = cos(narccosX) pour X E C-1, 11 
n 

U e t  T sont l i é s  par : 
n n 

t 

or si A > 1 ,  X-A < O e t  s i  A < -1, X-A > O . 



-l 

R9(X). = - -  ' - X + (B-A) 



1 'n+1 (x) = Pn(X) - g2 Pn-l(X) - 28 *n 1. 

11 X-A 1 

* 
r .'a '$Mc ,, - 

" ,  ? :  1 r 
2 a '  * , 1 , , ,  ( 6  : .t. 

I f &  .:,., 
. i ' ,  + 1 . . , . ,i + r - .  %+ -ï t 4' : " 2  I I .  1 .  

Ph+l ( x i  = ~ B X  pncx) - s2 pn - 1 ( ~ )  - 2aIq - .  “. . . fi' . 

i r . . 



2 f -  xL-BX+B(B-A 
i - R ~ ( X ) B / A  -1 - - 62-1 pllx) = 

X-A X- A 

* iI 

-# Preuve, 
L_ * 

-():: 9 . t , - : : >  I ?  " e -  3 $3 - j ?  ; '. , " . > .  , .* 
i -TF J ' Y 

1 
I l  suffit de p r o ~ v & ' ~ u e  Pn interpole X + aux racines d'une su i te  

de polynOmes qnth;>gonaux vérifiant l e s  condit ions du théorbe  principal (chapitre 6 ", ?- . ,<.* q.8 :,$iuq # $  .Y& 2%. 3 tr\a ' s 11). < 3 C L . .  Y .I 
% 7 -  f - 

i ' ïa reiation de p6cubrmce dia leime 2 • 

montre qus les polyndui sont wthoponaux psr rappart une distribution 

s, un intemaiLe riSul. C e t  in temaf ie  ut exactement C-1, 13 a ca- du t h 6 o d w  
d ' alternance de Chebyeh* :A 7 ., ;,y " 
De plus, I. ~ e l a t i 4  du ,bume I r 

4 



implique : 

car 

R vérifie donc les conditions du théor&me principal et par suite 
n 

Des applications numériques seront données plus loin. 

L'expression exacte des polynômes R va permettre de donner ci-dessous , n 
une expression plus précise de la borne d'erreur. 

- & P t e  po&pôme de meieeeclhe apw- m m h e  2 : s o i t  f(t = dB(X) 
-1 X-A n 

h W  [-1, 11 & / ~ 6  Mnat ion de x + , * 

Preuve. 

1 - R~+,(x)B~/A~-~ 
P n (X) = 

X- A 



Remarque : 1') si fCt) est 6arife sous ka forme z 

f i  amviendra de multiplier P par 
- 2 , ains i  que en. n (b-a)t 

2:' Si t # R a l o n  A # 1. Dans ce cas, F,, n'est plus polyidr 
.,, . %  

de meilleure approximation mais il demeure polynonie d' inte& 

ur 1 2 = f ( -1)  nous avons : 
- 2 %  ,P 2 , , - '- ' . y  &< ., : ?d. 

" l h  . - ' 
1 2" "Yi .  ,' * 

' -  
s e  

9 t = 9 f ~ a ~ b j . . , & ~ j  l '  
" d 

4' $"A& [$ +,$, 1 ; d;c: - -  
19, " & '  4 '-, 

On obtient : 
3 ! 

1-3 + r g p  ;L 
- 1  P 1 x l x -  

' 8 .  faa - 



et %(XI  la fonction de 

1 $ i n t e m l e  aux racines de p ( X )  %(A)  - pn(X) S + ~ ( A )  n *1, PY;;: 

# 

Posons donc ::>,, 

Preuve. 
P 

< 1 I 

11 suffit de v 6 d f i ~  que RII+l(X)* satisfait aux corditions du t h b r j r  

pis ai^. a b t  a pu R,+; est ~ ~ t t r o g o ~ w ~  pir mppr*~ à u i ~  @-aine 

ois- 9 arac~r(à)i) =- C-1.13 et iln IR~(X)/'~ s 1 & c t-1, IT* 
IF- 



ce qui implique : 

1 en 1 r 10-l~ pour n = 20. 

En fait, cette précision de 10-l6 est atteinte pour n=16 (voir les applica- 

+ions numériques dans Pe chapitre 7). m 

2 pmpriét< pour ltappmximation &na L' ( I. II) puis duui L S .  I I .  

i i - APPROXIMATION L' DE LA FONCTION GÉNÉRATRICE. 

Akhiezer Cl1 a prouvé que ie polynôme P~(x) qui minimise la quantité 

e 

v ,  
i .  

1 est fe polynlkm d'interpoiation de X + aux racine9 de Un+,(X), mlnibe 
de Chabychev de deuxibe espèce. 

Ce cas pawticuiie~ a 6t6 t q i M  dans i exemple '20 ) du pa-pho III, 

chapitra 2. 

r I I  - APPROXIMATION L2 DE LA FONCTION GENÉRRTRICE; 
b . 

, .. , 
, . 

9 .  

.:&; , s>p  i.+ ..,'',..,,.* cc;.. .,,$ :.°r..>i,,yu .,.,..-;,.Pr - .y,#::Fay$$fi;yr).!l:, , . 
, ;.;. , . , . & , ~ ~ ~ .  . =&fi 4 ..?&F&&g;;:i,t;;~:'.ig,ij$~;;&~ ,. 

- -  -- 



Pour p r a m r  que Rn+1 e s t  orthogonal par rapport a une certaine distribution 

du sur 1-1, 11, il faut trouver l a  relation de récurrence 3 t ro i s  t-8 

entre I .  - n+le Rn et Rn 1 

U ( c  27 -1. 

t 
- 

- - Dans la  relation : -+ 
* b 

7 

' 
C * 

- - -.- R n + p )  = Pn+*(5) - P,+~(X) C 

1 a+i[?' 

. reWla$ons Pw2 par 'son expression en fonction de P,+~ e t  pn 
f 

A d . -  
ru, i . - 4 r 

Puis 



R en fonction de pn e t  pn+t. (hi obtient donc Rn+2, Rn+$, 

L t C l i ~ t i c n  dp e t '  5i+& fournira la n l a t i m  l i a n t  Rn+,., kt 'n 

Puis u t i l i san t  l a  relat ion de récurrence l i an t  l e s  polynômes 
'2 

4 > on trouve : ^ + ; ; x ~ *  l +L.,$? , Y ? , ~  +; . .y? 4 
4 

* 9 f%.~??#! *<;";:. tPJ:?*; q,. , $ k  ,.?y > r  

A, p:e:c$,d ,. 1 ,j I ,;f>,A~!#y . 

et deaprès l e  t h 6 o d r  de Favax%î [ 91 (Rn)& e s t  une su i t e  de po1yob.s 

orthogonaux rapport a une certaine dis tr ibut ion du &nt 'le. support ea t  

i n t e ~ a l l e  réel .  I l  r g!+y+j~@i~;~ 
i,p.;.. ,*; ..L,,. 3:::. FI; .. ."fi;" ,.-.",.. i(,#!.{ y":p:*:*!i. .<-. ..... .:.*..Y.r:,...,-+ ..... . .  

@“.&&,"+.&&~ ai.;+ y. 
..m, >,4;,:' . + x;E&iifu&q 

.e a montrer que cet interval le  est inclus dans 
li$j@' 
*S.> 



' . 
[-1, 11, etest a dir .  que R n'a aucune'C.cine 2i lvèaQnieu11? d. C - 1 ,  'a. 

+.a .n . 5 ,  ' - w  . .>. - fi 

%Ai , n e  _ " * : . r  - % . . - A . . -  ,,, ,$ *, : .. -* -*& ,. . - ,  . 
%'di.,"- .?&. 2- ' 

' a L w e g  

La relation vaut pow pn, p,, W 
I >  

. ,  . 

Preuve ear rkurrence . 
------O ------------- 

k 

Ceci est mai p u r  n = 1 en* effet : 

Un calcul simple montre que : 



%-,(A) p (XI 
Maintenant, s i  n-1 

> , a lors  
%(A> pn(X) 

~ + l ( ~ )  a l e  même signe que A e t  donc est strictement p o s i t i f  et on déduit : 
%(A) 

puisque p (X) > O pour X > 1 e t  par s u i t e  R (XI > O YX > 1. n+l n+l  
b 

2" 
6 
S i ,  maintenant, X < -1, a l o r s  



Les polyn&s Rn sont par cori.6qwn% orthogonaux par rappevt 1 une c e a i n o  

di. tribution dp dont le  suppoFt est inclus dana C-1, 11 et Qels qw =IRm(%) 1 

L e  th8orèmg principal permet de c o n c l m .  
-'% . 

sur C - 1 ,  11 en norme L~ e s t  un polynôme qui interpole ce t t e  fonction aux 

racines de certains polynbms omhogonaw sur  C - 1 ,  11, l e  résultat btant vrai 

p = 1, 2 e t  m. 

I V  - APPROXIMANTS DE P A D ~ ,  
œ 

-fMOhene 4 : L ' t t p p ~ ~  & PU& En-l/n (t) de L<r 6 W e  f(*) = 1 cit i 

1: i=o L 
dveCci= x d r r ( x ) , . t  -l c C - Ca,bl 

a borne, non âëa&4aa-& d m  Ca,bl v&L&ie : 

N a a s  savons que le  p o l y d h  g6n&rtw de l'appmxfmme de PidL [n-l{~l]~(.t) 

cet 0rtta8~0nal par rapport 1 la  distr ibut ion d6finisuurt (ci 

h a :  

- jb & ( x )  f(t) - 2 J 1  d6(X) 

a 1 (b-a)t -1 A-X 

S i  l 'on considlm l a  s u i t e  de polyn&u Rn orthogonaux non plus par rapport a une 

distr ibut ion quelconque, mais p r 6 c i ~ ~  pir rapport a l a  diwtribution'@ sur 



C-l', 11, on obtient : 

série des polynhes de Chebychev de p M b m  es$ce T-. 1 

( convergence uniforme sur C -1, 11 ) 

Winteoant. pour tout X 6 1 11 IT~(x ) I  5 1 par construction d u  Tn. 

Donc : 



D'où 

- 
lin len\ s B = ( ~ 1 ~  < 1 
n- lim - - ln(̂ )I 

Ce résultat a été obtenu par Baker C2, p. 2201, mais de façon différente. 

- 
A priori la borne supérieure de & 1 ien I  'ln parait plus favorable avec 

les approximants de Padé qu'avec les méthodes précédentes. En fait, le calcul 

de Cn-l/nlf(t) nécessitant la connaissance des 2n premiers coefficients de la 

série f ( t ) ,  les méthodes sont donc équivalentes, 

L. 

V - D~VELOPPEMENT DE LA FONCTION GENERATRICE EN FONCTION DES T,. 

Dans l'expression . 

par son développement en série des Tn, polyndmes de remplaçons la fonction - X-A 
Chebychev de p p e n i 2 ~  essce. 

On a : 

pour I A I  > 1 (voir chapitre 3, IV). 



Posons 

- 4 B  1 
Pn(X) = 2 

2 C~ + B T~(x) + B T~(x) + . .. + B" T~<X)I 
1 - B 

Soit R (XI défini par : n+l 

1 - R~+~(X)/R~+~(A) 
P (XI = n X-A 

<=+ = 1 + (x-A) . 4B 2 f'sk~,tx> 
Rn+l(A) (1 - B ) k=o 

Preuve. 

Rn+l(x) 4 B n t  = (X-A) CL + 2 1- B ~ T ~ ~ X ) I  
Rn+l(A) X-A 1 - B k=o 

a0 
4 B n t  = (X-A) c- 2 4B 1 gk Tk(x)I 

1 - B k=o 2 
1 - B k=o 



( -  4 ~ ~ * ~ )  
w 

= (X-A) k 
2 [ Tk+n+l (XII 1 - B  k=o 

I l  v ient  : 

En u t i l i s a n t  l a  re la t ion  qui l i e  l e s  T : n 

00 

.k-1 1 B = 3 1 (Bk + B ~ - ~ - ~ A  B ) Tn+k(X) + - T (X) + Tn+l(X) - A T , + ~ ( X )  Rn*l + 

k=2 2 ,  n 



L'expression de Rn en fonction des Tn va permettre de txwver l a  relat ion de I 
récurrence P t r o i s  termes engendrant l a  su i t e  (Rn)ii21& ~ 

Preuve. 

1 1 X 1 R,(X) = - - T (X)  + - T ( X I  = - + 5 20 1 2 O 

O 

La reJ,ation du lemne 5 indique que la su i t e  (Rn),n2l e s t  une s u i t e  de 

polynOmes orthogonaux par rapport h une distribution du dont l e  support e s t  

un in temai le  réel. 

Lenrne6r ~ r ( d v )  = C - 1 ,  11 w de &qon Q&w R , ~  n'a aiuiunr 

haaine en dehou de t1.ia.wWatCe C-1 ,  13. 



Preuve. 

So i t  X une racine de R 
O n+l  

<-> I T ~ + , ( x ~ ) I  < I T ~ ( x ~ ) ~  c a r  I B I  < 1 VA. 

Cette dernière inéga l i t é  n' é t an t  r éa l i s ab l e  que dans l ' i n t e r v a l l e  C 2 1 ,  11, 

on en déduit que Xo r C - 1 ,  13 .  

*nonque de. La d o d o n  ghehrrthiee en (onct ion de T;, à l'ose 

Preuve. 

O n a :  *(Rn)n2l orthogonaux par rapport a dp, avec Br(du1.5 C - 1 ,  11 

L e s  hypothèses du théorème pr inc ipa l  sont s a t i s f a i t e s .  

Le théorème 5 en découle. 

Connaissant explicitement l e s  polynômes Rn, nous pouvons é c r i r e  une borne 

d 'erreur  plus  précise. f 



Preuve. 

A -1 X-A 

. .  , 

Pour Log 2 on obtient : (voir t h 6 d s  2 ohapitzle II 1 ) 

Cette bomre d'erreur e s t  16g&emexit suphieum a c e U e  obtenue en maiplaçant 

la fonction dndratrice par son polynôme de meilleure approximation. 





Dan8 l'expmmrioa f(t) = 1 1 - ~ ( x ) ,  r*iplqam&piw rankleppmt 
-1 X-A X- A 

ml faWt$6tl  dm U P 
i 

bit Rn+l(X) défini par : 

t , .  
-.t .? TM 

- ,&<;&!; 
prouve. 

Posons Rn+1 (X)  = 

-8 ce cas 



a 

L'expression de R en fonction des U va nous permettre de trouver.la relqjtion 
n n 

de récumence à trois termes satisfaite par les (R ) 
n al' , ,  .(: 

. t. 

1 1 X 
Rl(X) =. U (X)  - :- u ( 8 )  = L - - 

O 2B 1 2 B 



La mla t ion  de I b c m n c e  au rama r i w q u e  qua les polynôme. (Rn)&1 

sont orthogonaux p a ~  rapport h une distribution dti dont le  support e i t  un 

Identique h ceUe du lame 6. 

soit Xo une racine de Rnt1 
0 

. ' 

tx  = " O  - U (X ) = BU*(X*) Rntî  o n+l O 

4 
en, 60-n dibcUn, à t ' o h d u  Ct OP 

1 

D'une part ,  l e  lrm. 10 montre q<u les (Rn)al sont d u  polyn8mes O-ho- 
gonaw sur C - 1 ,  11 e t  d'autre part la formule du lemaie 8 . 

1 Rn+,(X) = -"'u (x) - 'A u 2 n 28 n t ~ ( ~ )  ' 



tmt polynOme8 Rn 6 t 4 *  connus on obtient le ,. -3 . 
i&ii ir I 

Preuve - 

-1 I I -  ' 
* + ,  

lr;Ll 

' ;i 
0 .  

* 
- 1 $6, 

6 r ip  L 

a i , ; . i  J f .  Y . ; *  t Y:.; . ,3 . .* 
. , - t 2 f ,$ $14 

* a L 

* .  9 

E x ~ l s *  fl 

* '  J% Y 

Pour Log 2 on obtient 
b: 
1. , * 



le,/ < (3  - an . 0.7 . (0.828 n+l) 
, i  C 
' v i n  

.k' !C3d & * t &  3 

bamre d'emeur beaiP;&'dtp moins bonne dents puisqu'elle 

cbrnprte un facteur  n en n d r a t e u r .  

tout  a f a i t  diffgrente  par W. Niethanmer C201. ;;ci-c: 
P. " * "  

r" e t  ce l i e n  qua nous 

V I  1 - REMARQUE SUR LA TRANSFORHATION E, DE W. NIE TH AM MER^ . 
Dans l'article @O] , l ï a u t a w  cons idhe  la m a t ~ i c e  de sommation -- 

P = ( P ~ , ~ ) ~ ~  pour s-r f ( z )  = 1 umzm avea ~ ( $ 1  - - L o ù  p e s t  
jzo m=o l - ~ - u 9 ~  

holomorphe-et in jec t ive  chna un voisinage du disque m i t 6  et ~ ( O J  = O e t  

~ ( $ 1  = A ndonne ïa  tr-foqnation d t ~ u l e &  : 
2 - 9  

. _1 

%' 



Ir 
Rn est le polynaaie caractéristique de la &trice de somation suivante (voir 

définition chap. 11, 5. 2 ) 



On obtient : 

~a ~a relation CP(~,)I~.C~(~,)I = ~p(4,)1@+'. on tir. : 

Puis 

Avec ce changenient de variable on a : 





CHAPITRE I V  

APPLICATIONS AUX SUITES (TM) E T  (TOI 



Ce chapitre contient essentiellement le résultat suivant : 

L'ensemble des suites totalement monotones et l'ensemble des suites 

totalement oscillantes sont accélérés par tous les procédés reposant sur 

des suites de polynômes orthogonaux vérifiant les conditions du théorème 

principal. 

Soit (Sn)na une suite de réels. 

Transformons la en somme partielle d'une série en posant : 

On a alors : 

1 S = 1 cit et S = 1 citl = lim Sn n i=o i=o rr+co 
si elle existe 

w 
i Si l'on pose f(t) = 1 c.t , S apparait cormne la somme partielle de la 

1 n i=O série f. 

Soit (Rn)na une suite de polynômes orthogonaux par rapport à une 
b 

distribution dp vérifiant les conditions du théorème principal, (voir chap. 2, 

§ I), à savoir 

1 * ~r(du) = [-l,l] et pl(X) > O ppur presque tout X E C - 1 ,  11 



interpole la fonction géngratrice x + - aux racines de 
1 -xt 

* 
Rn+l(x) = = Rn+l(X). 

S i  l 'on  pose : 

L e  coe f f i c i ent  a ("+') n t  intervenant pas, on peut l e  supposer nui.  
O 

S i  l a  fonctionnelle c e s t  dé f in ie  par : b 

pour i r 1 



En posant : 

On obtient : 

C 

Remarquer que : 

On pose : 



(n) ième Les coefficients )ia, ments de ,t&p ligne de la matrice 
, *  * ,. -;m <:$ *cl+,  9%. &*%: . *-r,L,+a , +y $-<T+;;-7t.$; 

de Toeplim. ' 1 - - - - . ~ ~ ~ . , & : - ? ( c ~ . v - ~ .  ..?# op-4,, 
, 3.' i i,.*;$; - , y  9 

Wimp [30] a défini la notion de polynOme caractéristique d'une matrice de 

Preuve. 



ThéonEme 1 : Soit  (Rn Une 6 u A k  de po&fflôma o m g o m  @ 

h une dis&AutLon du véhi&iant l e6  condi;tians du XhZokéine 

-m. 
a t b  

X - -  
Sad R:(x) = R ~ ( T ( x ) )  = R ~ (  = R n < X > .  

b-a - 
2 

Si C t a ,  t b l  c R-, &ohb î e  p/tactdé de 60tnntUk7n basé su/r 

Lu R* ut * é g U .  C'ut d &e : 
n 

[ t a ,  t b l  clR- => l i m  d P n )  = 1 i m  .(Sn) = l i n  Sn 
n-ctoo n-w- t"' 

Preuve. 

Rn é t a n t  l e  polynôme de degré n orthogonal p a r  rappor t  à une d i s t r i b u t i o n  -- 
dans C - 1 ,  11, les r a c i n e - ~  de R son t  dans C - 1 ,  11. Ceci implique que R* a t o u t e s  n -  n  
r ac ines  dans Ca, b l  pu i s ,  pa r  l e  lemme 1, que l e s  r ac ines  de  e s o n t  dans l t i n -  n  
t e r v a l l e  Cta, t b l .  Le lemme 2 permet de conclure. 



1 1 - ACCÉLÉRATI ON DES SU 1 TES TOTALEMENT MONOTONES OU TOTALEMENT 

OSCILLANTES, 

Remarque. 

Une s u i t e  de (TO) convergente a pour l i m i t e  O. 

Théokème 2 : S& s une 4ude  de hé& de W e  S.  n 
S ' k t  exAlte un té& t E l a ,  IC X& que 

- 1 /n 
iim IT(s,) - S I  s I B I  < 1 
n- 

2 B = (Y - 1) - s i g n  ( t )  K-77 t 

Preuve. 

n 
c E TM=> c = x da(x) ,  a non décroissante  e t  bornée. 
n n 



- 1 t E 1 4 ,  11 => t / CO, 11 

Le  théorème p r i n c i p a l  s 'applique donc e t  l ' o n  o b t i e n t  : 

- - 
l i m  Ic(P,) - f ( t ) l  = l i a  IT(Sn) - S I  r I B I  < 1 
n-ioo n+w 

où B = A - sign ( A )  /2 A -1 où A = - - 1. t 

Le  théorème précédent n ' e s t  r i e n  d ' au t re  que la t raduct ion du théorème pr inc i -  

p a l  en terme de s u i t e .  

Les deux lemmes suivants  seront  u t i l i s é s  dans l a  démonstration du thoérème 3. 

Lemme 3 : T accéeèhe Lu ~ d e 6  (S ) a b M e m e n t  o h c L U m t e 6  
n 

wnvmgentes &th que : 

Sn+i - l i m  - - - 
n- S 

n 

Preuve. 

S o i t  (Sn)na e T0.C 

On a 

donc 

( - i ~ ~ - l  (-"n--i)nil E TM 

(Voir rappels  chap i t re  1 )  



ce qui permet d'appliquer l e  théorème 2 ,  avec t = -1, e t  on a : 

Donc 

e t  par su i t e  

p = l i m  
'n+1-' 

Preuve. 

On s a i t  (chapi t re  1) que p E 10, 13 .  

S i  p = 1 l e  lemme e s t  démontré. On peut donc supposer p < 1. 



-ASn- 1 1 
S o i t  t > p a l o r s  [ tn ] r TM. En e f f e t  (;In& est une s u i t e  de M. S 

t 
(Voir déf  5 chap. 1 )  

E MS c a r  produi t  de deux s u i t e s  de MS. 
n2l  

D e  p lus  

1 -Al~j  n z l  
s u i t e  de M.S, convergente a p p a r t i e n t  donc à TM. 

$me étape. 

(P) = -ASn- Posons c 
n 1 n p E N* e t  

(p  + -1 
P 

C'P) n E TM vp r IN* ( v o i r  lère étape) .  



Donc 

(c  ) appar t i en t  donc à TM. 
n 

ThEokbe 3 : S o i t  (S ) E TO. C ; &U T OCCC%&>~~ (sn) .  . 
n 

Preuve. 

'n+l 
S o i t  p = l i m  - on s a i t  que p E C - 1 ,  OC (chap. 1). 

n- Sn 

ler Cas : 

-ASn - 
S i  p = -1 a l o r s  - E TM 

2e Cas : 

Dans ce cas,  
"n+1 p = l i m  - 

n+P 



n 
(-1) ASn-l 

S i  cn = - , on a (c,) E TM (Lemme 4 )  e t  par s u i t e  
( -P ln 

[ - 1  ] m 

avec t = + p E 1-1, OC. 

Dans les deux cas ,  l e  théorème 2 donne : 

2 La quan t i t é  1 (- - 1 )  + -1 é t a n t  s t r ic tement  in fé r i eure  à ( p  1 
P P 

quel  que s o i t  P f C -1, d , T accé lè re  l a  convergence de ( sn )  ve r s  O. 

C o k o W e  I : S ( s  ) convage v a  une l%nLte s et s ' a  exsiXe deux wn6-e.6 
n 

A et B U e b  que (A sn + B ) ~  E TO aeOM (T(s,)) wnveyle 
v m  s p h  v a e  que (Sn). 

Preuve. 

Posons S' = A.S + B. On a ( S v )  E TO. 
n n n n 

SI converge vers  O. 
n 

Donc T(S') converge vers  O (théorème 3 ) .  n 

(1 chap 4 )  

T G n )  - S 
l i m  
Il-1 S n - S  rWoo 

= ï i m  
T(Sn) 
- 1 = o .  



Preuve. 

Sn E TM.NL =+ p= lim 
Sn+ I-' 

E 10, 1C 
n Sn-S 

Il résulte du théorème 2 que : 

- l/n 
iim IT(S,) - S I  5 ( B I  = I F -  2 1 -  A - - I ) ~ - I I <  lcarp < I  
n-'=" P 

2 La quantité 1- - 1 - 
P 

1 étant strictement inférieure à 
P 

P = lim 1 Sn 1 'In quel que soit P É 10, 1C , T accélère la convergence de (Sn). 
n- 

Exemple. 

- lim IT(s~)~'/~ s 0.52. 

n- 

ComttaLte 2 : Si (s ) convage v m  s et A ' i l  exis.te deux consXunW A et 
n 

B t&eb que : 

Preuve. 

Identique à celle du corollaire 1. 



I ûn pouma remarquer qw 1- t h b r h e s  dgacc61btion 3 e t  4 uti l isent 

l e  fa i t  que. toutes l e s  suites 

E TM avec t < 1. Par l e  th6adme suivant, mus allons mont- 

U e s  &ont les seules a vérifier cette condition. 

*:gwbvp &:i$%ykELy&T&;.;i "$2ii:g$%**;%$ , "" , 1 db*' ,lm A Y 

T U * ' ' S ~  SL ( S  wnvehgcvem s a t ~ i . u i s t c  t r 1-W. i ~ t c ~ q  n 

$$,, x. ' 'A... 

<*."z.& 
\ 

@; on obtient? : ... ' ^  ,... *f.' 

(-Sn + Sol e s t  donc m e  s6rie de ~ t i e l t j d .  

Par suite : si 

voir C41. 



Preuve 

Soit T/n 

* S W P W ~ ~  Pl 2 D2 

Dans ce cas 

- Aun-l 
d TM 

p: 

rn E TO 3 -&n-l TM 1 
(-P* ln 

l - 
3 

- 
'2 n - 1  e TO (car p2 < pl 1 
Pl 

Donc 



la quantité 1 B 1 6taxastrictemnt inférieure 

on en conclut .que T accldlère ( S  ) car n 

1 
iim 1s - SI  n Mao 

x ' /  Dans ce cas on aura : 

-=: x n ~ t  r 
(-p2 ln -1 

1 P r l - 1  I B ~  = (A  + KI avec A = - - - - i -1 
P m  D. 



de 4 u L . û ~  de TM.NL ou de  4uitas d e ~ a c ,   atm^ T crcc **;$$g&&% 
. > $ ~ ~  . 

Sn 

prouve. - @!? 

't S n =  f a u i ~  p o u r i  = 1 ,..., p e t - ( u  (i))n(W M.NL u ~ 0 . c  
i=l n 

Y bornée, non d6cmissante et p choisi  tel que : * 

On obtient : 

1 - A  
1 [ B I  / A  - fi avec A = - - , 1 

l+A 
4 



T accélère donc l a  convergence de S puisque : n 

Remarque _ _ _ _ _  _ _ _ _  1. 

( I l  c ~ . ~ o n p r e b a :  S i  (un ln, 

avec 

Remarque 2. ----- ---- 

S i  l e s  coef f ic ien ts  ne sont pas tous pos i t i f s ,on  ne peut plus  aff i rmer  

que T accélère l a  combinaison Unéa i re  de s u i t e s  TM.NL ou T0.C mais on a encore : 

On n'a plus l i m  1 Sn - s 1 'ln = Max( pi, i = 1, p l  comme l e  prouve l e  contre exemple 

suivant : Il+=' 

avec 



l;in s n  I B ~  avec B = A - h2-1 e t  A = 1,22 



CHAPITRE V 



Dans ce chapitre, nous verrons que certains algorithmes comne le A 2 

dlAitken ou le procédé w de Lubkin sont en fait obtenus en interpolant la 
1 fonction génératrice - en certains points dépendant de la suite à accélérer, 1-x 

ce qui va permettre d'en trouver une généralisation. 

La suite sera consacrée à l'étude du procédé obtenu dans le cas où 

l'on remplace la fonction génératrice par son polynôme de Bernstein de degré n, 

par son polynôme d'interpolation en des points équidistants, ou par son poly- 

nôme de meilleure approximation sur le disque unité. 

Enfin il sera démontré qu'aucun procédé de sommation ne peut accélérer 

l'ensemble des suites totalement monotones logarithmiques. 

Remargue. ----- -- 

Si les poins~ dtin$erpola$ion x l,.. . ,\ sont sels que 

X = 1 ,.. = x, = O 

alors on obtient la série de Taylor en O. 

Le cas où x = 1 
. . . = xk = 1 conduit au procédé d'Euler. 

1 - I N T E R P R ~ T A T I O N  DU A2 D'AITKEN ET GÉNÉRALIEATION 

A - INTERPRETATION DU A2. 

On sait que le A* esf donné par : 



Si l'on pose (Voir chap. 4, 1) 

On obtient : 

A:") apparaît donc comme le procédé qui consiste il remplacer la fonction 

I génératrice - 
1-x par son polynôme d'interpolation en O à l'ordre (n+2) et - 

G n+2 en - 
C 

à l'ordre 1. 
n+l 



Cas _ _ _ _  particulier. _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  
Si ci = j xL da(x), p > 1, avec a fonction bornée et non décrois- 

O 

2 C 

Dans ce cas, le A consiste à interpoler - en O à l'ordre n+2 et en ;- n+2 
1 -x 

1 n+l (approximation de - inconnu à priori) à l'ordre 1 
P 

Remargue. ----- -- 

Le polynôme R n'est pas unique car son expression dépend de la mani- 
n+ 3 

(n pulation effectuée sur l'expression de A2 . 



2 On peut tenter d'améliorer le A en interpolant 2 en O à l'ordre (n+l) 
C 1 -x 
n+2 et en - 

C 
à l'ordre 2. 

n+l 

On peut énoncer le : 



B - GENERALISATION DU A2 D'AITKEN. 
C 
n+2 L'interpolation de la fonction génératrice en O à l'ordre n et en 

C: n+ 1 

de l'ordre 3 va conduire à un nouvel algorithme noté A'"), dont nous montramns 
3 

qu'il accélère l'ensemble des suites à convergence linéaire. 

Si l'on pose 

avec 

1 C 

interpole - n+2 'n+2 1-x en O (ordre n) et en - C 
(ordre 3) 

n+l 



D'où : 

Posant c(Pnt2) = on obf i e n t  : 
3 



APPLICATION NWERIQUE. 

( n )  1 1  1 O )  A:") et  b3 appliqués à ~ o g  .2 = 1 - + - 
3 "' = 0,69314718056. 

1Ai7) - Log 2 1 2. 1 , 3 . 1 0 - ~  

20) A:") et 8:") appliqués à s n = n ; lim s = s = O .  
n+PJ n 



On peut réarranger l e s  termes de l a  re la t ion  (1 )  ci-dessus e t  on obtient une 

expression plus simple : 

Preuve. 

Dans l'expression de c (P  1 ,  on exprime S n' 'n-1 et 'n+l en fonction de 
n+2 

'n+2 

On obtient : 



PROPRIETES DU 

Preuve. 



Preuve. 

On d i t  que (Sn)nd e s t  à convergence l i n é a i r e  s i  1)i L 1 t e l  que : 

S - S  l i m  n+l  = X n- Sn - S 

A(") - s 
converge plus v i t e  que ( sn )  <==> 

3 -> O 

'n+2 - - 

3 3 
A 

l i m  = l i m  
1 'n+2 - ' n + ~  + Sn - 'n-1 

n- 2 3 71" Asn ) 3  ' 'n+2 - s 
(A Sn) (Sn+2-s) ( 1  -- 

ASn+i 



- 92 - 

C - AUTRE GENERALISATION DU A2 D'AITKEN. 

C 
L'interpolation de 1, en O à l 'ordre (n+l )  e t  en n+k à l ' o r d r e k  

(n) C 
fournira un procédé noté A n+k-1 

k 

PROPRIETES W A:). 
, 

1°) Si (Sn) e6.t une r d e  à convagence eUlé&e &a Ak aec&t&e sn 
( p o u  k & h g )  où Ak : (Sn) + (A:)). 

Preuve. 

A accélère (S ) <=> lim k n = O 
n+W Sn+k - S 



S~~ 
- S 

(Sn) est à convergence linéaire lim = A * 1 et lim - - - -  1 - s h - S  *- 'n+k 
- S A ~ - P  

Donc : 

n Ak - S k ( -A ) k-p 
lim - - 1 

ncp. Sn+k - s P'O Ak-' (1-AIk (1-Alk ' 

Le procédé W de Lubkin est la transformation de suite donnée par : 



avec 

L 

in terpole  en O à l ' o rd re  n+l e t  en En = ASn+l A sn-l a l'Odra 1. 'n+ 1 
Sn 

Le procédé W de  Lubkin consis te  donc à in terpoler  l a  fonction 1 en O 

(ordre nt11 e t  en En (ocdre 1 ) .  

Remarque. 

4 

S i  (AS ) e s t  une s u i t e  totalemen$ monotone non logarithmique a lors  : n 

l i m  - - - 
n A. Sn P 

Dans ce cas : 

ca r  

I l  n ' e s t  donc pas surprenant que l e  procédé W de Lubkin donne de meilleurs 
2 r é s u l t a t s  que l e  A d'bitken dans l e  cas  de s u i t e s  totalement monotones, c a r  



"n+1 A' l a  r a c i n e  En * - . 1 est plus proche de l a  l i m i t e  - que l a  r ac ine  
Sn P "n-1 

"n+l 2 dans l e  c a s  du A . 

dVAitken 

Lubkin 

I L'idée de ce  paragraphe est de s u b s t i t u e r  dans l a  r e l a t i o n  f ( t )  = c(-) 
1-xt 

1 les pol>nÔmes de  Bernstein à l a  fonction généra t r i ce  - . 
1-xt 

Nous t r a i t e r o n s  uniquement l e  cas p a r t i c u l i e r  où c e s t  donné par  : 

avec a fonction bornée s u r  CO, 11 e t  non décroissante .  



La s u i t e  (BnIna des polynômes de Bernstein de l a  fonct ion  - est d é f i n i e  
1-xt 

par  : 

La s u i t e  (BnInm convergeant uniformément ve r s  -- sur l1 i n t e r v a l l e  CO, 11 , 
1-xt 

on a l e  théorème de convergence : 

Théotrème 2 : 

l i m  c(Bn(x)) = l i m  B,(x) da (x )  = f ( t )  
n+ 

Le c a l c u l  e f f e c t i f  de c(B (XI) e s t  f a c i l i t é  pa r  l a  formule : 
n 

En e f f e t  : , * 
n 1 n-k c(Bn> = 1 C' c((x-1) 1. (- l)n-k 

k=o 1 - -  k t  
n 

c (  ( x - ~ ) " - ~ )  = An-k ck 

avec 

Ack = c * -  c k + l  k 



Remarquons que dB-( x) 1 est l e  rapport  de deux polynômes de d e g d  n en %, 
AL n dont les pôles sont en j-, k = o,...,n. 

;?: 3 I d d i a t e  car anix) i n t e rpo l  fonction - aux deux points id 1. 
"'A* 1-xt 
d 

4 b' 

0 

1 I l  convient de remarquer que B (x) n ' i n t e r p o l n t  pas en des points  tous n 
s i t u 6 s  dans l ' i n t e r v a l l e  [O,  13, on n e g e e  pas espérer avoir  une convergence 

tds rapide de J.a s u i t e  c(Bn) vers f(t). 

Cette c?nvergence peu rapide provient de ce que les poJ+d3mes de Bernstein 

convergent unifoxdment vers  tou te  fonction continue, mais assez lentement. 

APPLICATION NU4ERIQUE . 

f(-1) = Log 2 = 0,69314718 . . 
b 



n-k Tableau der A ok. 



Lo 11 pour t = -10 c(BaO) = 0,2509 et = 0,2397 .. . 

Etablissons maintenant une borne d'erreur. 

Les polyn8mes de Bernstein vérifient la formule d'erreur suivante : ' 
I 

- - x (1-x)  p t ( x ) *  l i m  nCB-(F(x)) - F ( x ) ~  - 

Posons 

gEr& Sr. X (  i-X) 

( 1-xt ) 3 ' 



2 On a (g(x)l r (g(x ) (  avec x o s o l u t i o n ~  + 2 (1-t) x - 1 = O et xo r [O, 11 
O 

/2 (tl (t + t -t+l) 
lim n(c(Bn) - f(t) 1 r da(x). 
n- a 3 

(2 - t - t -t+l) 

On obtiendrait une Milleure borne d'erreur si l'on connaissait une plus 

fine majoration de la quantité : 

.2 .  

CONCLUSION, I ;' 
. . 
. ? 

Les polynômes de Bernstein interpolant - en des points n'appartenant 
1-xt 

pas tous à [O, 11, ne sont donc pas d'une grande utilité pour la somation des 
1 séries 1c.t , avec c totalement monotone. 

1 i 
* 

4 
IV - INTERPOLATION EN DES POINTS ~QUIDISTANTS, 

4 

Au lieu d'interpoler la fonction génératrice x + - ' aux racines de 
1-xt 

polynômes orthogonaux sur un certain intervalle Ca, bl, nous allons l'inter- 

poler par un polynôme de d&ré n en des points équidistants de [a, bl et montrer 

que dans ce cas,on obtient encore une accélération des sommes partielles de 
i la série Cc.t avec une borne d'erreur un peu moins favorable que précédemment. 

1 

On a : 

avec 



avec a bornée et non décroissante. 

A l'aide d'un changement de variable, on peut se ramener au cas où 

Ca, bl = C-1, 11. n 

Ei pointa équidistants d. l!intervalle C-1, 11. 

On obtient : 

et donc 

11 convient donc avant de trouver une born. d'erreur, de minorer Rn+,( t-l) 

' puis de majorer Rn+l(X), X r C-1, 13. 



Remarque. 

Pour la coamiodit6 de l a  d6m0nstrrtim, on va supposer n pair. 

Hous a1101ls.~-j<trr chacune des distmces ' 1 x - Ci 1 

F-1 -ln 
IR,+,(x) 1 n Ir, - ril 'E I$i - cil 

i=-m i=P 







T - ~ P  s : ~i t ' o n  x + 1 rcin t-1, -11 u t(t) = Jbo 
l-xt - 1 1-xt ' 

1 - Rn+l(X) 

Rn+,( t-'1 
PJX) = , avec Rn dafini comme p ~ d d ~  

1 - xt \ 

r 0 
1 w*q4F interpole - en les moines de R l-xt #;Jr+. ;.'i .+;,Y$ 

"8~."." p ,'g qu"" 
Lw-< 

2 s  .t 129 



1 6- CO, 1 / R  1 et P (x) & pol@he d ' - U n  de - 
n 1 -xt 

en (n+l)  point6 équidis.&an~% de Co, i /~ ] .  

O n a :  

Preuve. 

m 
i R  étant  le rayon de con-gence de la série 1 c t on a : 

i=o i 

$!&# Du corol la i re  1 on tire : 



avec A = - - 1 a 

-- 

Cette borne d f ~  &tant .toujours s,=$etemeat in*iewe 
* 

&PLICATION NUMERIQUE. 

Log (1+x1 . 
? o u  f ( t )  = a n t t l  

t 

P a b t i c e r  fit par son pa lynh  de meille- appmaiaktion est un pu moins 
favorable meis plus simple.. 

S i  n est Lpiir, n ?i+l, taus ~6~uitat.t. ci-dessus sont encore m i e  



V - APPROXIMATI.~. DE LA FONCTION. ~ É N ~ R A T R I  CE SUR DCQ. 13 .  
.&.-CI i * " ' $  -...-.. 
i .r R ?  

t a m e r :  - ~ ~ W k d t ~ ~ ~ n d ~ ~ ~ o ~ n  

Preuve. - 



i Par s u i t e ,  c é t an t  déf in ie  par  c ( z  ) = ci on a : 

V I  - RÉSULTAT NÉGATIF POUR TM,LOG., 

.  accélération des s u i t e s  totalement monotones logarithmiques (TM.LOG) 

e s t  à l 'heure ac tue l le  encore i r résolue.  

On pense, notamment, q u ' i l  ex i s t e  aucun algorithme capable d 'accélérer 

l'ensemble de tcoutes ces su i t e s .  

Cependant, u t i l i s a n t  l e s  méthodes précédemment décritesnnous avons 

é t a b l i  l e  r é su l t a t  suivant : 

Théo/rëme 7 : le n ' e u &  a u u  prrxlcédz de oomnation capab& d8accéeéheit 
l 'mmbte d u  t o ~ e m e n t  monotones &gah>hmique~. 

Preuve. 

Rappelons que (S ) e s t  d i t e  T.M s i  : 
n 

4 

k k  
(-1) A Sn 2 O Yk. 



.et que (Sn 1 E MG si  ïim - 
n- = 1 

S - S  
n 

Il reste à prouver que : 

( v o i r  chap. 1) 

"n+i .a s u i t e  [ n ] admet donc une l i m i t e  a i n f é r i e u r e  à 1. 

nàN 

S i  a  é ta i t  d i f f é r e n t  de  1 a l o r s  on a u r a i t  : 

l i m  'n+i- 
+ a 

ce qui  conduira i t  a l o r s  (S ) E LOG. 
n 

PREUVE DU THEOREME 4. 

l è re  --______ étape _ : représentation des suites de TM.LOG. 

k k  * S i  (Sn)nàl (T M) a l o r s  (-1) A S 2 O Vk, Vn. 
n . 

On a dans c e  c a s  : 



Posons c = ASi-l. i 

On a : 

n i S o i t  f ( t )  = ci t . 
i = o  

avec a non décroissante bornée. 
* 

* S i ( S n ) ~ T M . L O G a l o r s ( - b S n ) ~ T M . L O G ( l e m o n e ) .  

D e  plus, si il e x i s t a i t  un réel b r 10, 1C t e l  que : 

on aurait  : 

- c = bi di avec (d.) r TM i 1 

- C 

l i m  i +  1 di+ï 
= b I i m - S b < 1  - C i* i M di 



Il y aurait alors contradiction avec le fait que - tend vers 1 quand 
n tend vers l'infini. *'n 

Par suite si S c TM.LOG alors : 
n 

A S  = xnda(x),nr 1 JI 
avec 1 = borne supérieure du support de a.. 

OD 

i f(t) = cit est une série de Stieltjes. 
i=o 

Cette dernière intégrale est convergente car f(1) = lim Sn et (Sn) étant TM, 

elle est convergente : P 

j Soit (ai)lmla matrice d'un procédé de sommation avec f. aj.1. 
i=o i j a  



n n 
Soit T(S~) = ï a!n) S. et cn(A) = 1 ain) Ai le polynôme caractéristique 

1 1 i=o i=o 
3 de la matrice de Toeplits (ailisg. 

Posons P (x) = n 
n-1 où R est un polynôme de degré n en x vérifiant n 1 - x  

Pn-l interpole x + - aux racines de R . n 1 -x 

=> c.(P ) = (n-l/n) (1) approximant de type Padé de f. 
n-1 f 

Donc l'existence d'un procédé de sommation se réduit à l'existence d'un polynôme 

de degré n en x et l'erreur commise est : 



&me étape : -------- - 
Pour q u ' i l  y a i t  accé lé ra t ion  il f a u t  e t  il s u f f i t  que : 

e t  ceci que l l e  que s o i t  l a  s u i t e  (S totalement monotone logarithmique n 

<=> R ( x )  = o(xn) YX < 1 ( e t  Rn( i )  = 1). 
n 

En e f f e t  s i  il e x i s t a i t  xo E 10, 1[ t e l  que 

I l  s u f f i t  dans ce  c a s  de "charger" l e  point  x : da = d6 e t  
O X 

O 

e t  pa r  conséquent on n ' a u r a i t  p lus  : 



Il n'existe aucun polynome R de degré n en x vérifiant les deux 
n 

conditions : 

En effet : 

n 
(n) xi (n) + + soit Rn(x) = t. ai = a ... + a (nIxn 

O 1 n i=o 

R (x) n Supposons donc que R (x) vérifie - -> O et montrons que dans ce cas, n n x n- 
R (1) ne peut pas être égal à 1. n 

I, 
1 soit R,(x) = X" R (-1 = a(n) + a(") x + . . . + a (n) xn 

n X O 1 n 

8 (X) -t O YX > 1. 
n 



Faisons successivement X = Xo, X = XI, ... , X = X avec X < X c ... 
n O 1 < Xn. 

On a alors : 

Donc 

(n On résoud le système en a , i = O, n. i 



2 
(al 
E 
.d 
C 
a 

4 

/id 

4 
(d 
M 

\al 

E 
+' 
(al 

: a 
+' 
3 
al 
a 



n 
(n)I  = O e t  ne peut  donc pas être égale à 1. Par conséquent l i m  1 1 

ai n- i = o  



CHAPITRE V I  

-X APPROXIMANTS RATIONNELS DE e SUR [O, 



Cody, Meinardus et Varga C71 ont montré que la fraction constituée par 

l'inverse des sommes partielles de l'exponentielle était telle que : 

5. ".,O 
73. 

# "  

S - Yn EN. 
. - 

i 1 

2" 

On peut donc penser qu'en développant l'exponentielle en fonction de poly 

nâmes autres que {fiEH, on aura la même borne d'erreur. 

C'est ce qui va être traité avec les polynômes de Chebyschev. 

Le développ.mant de eqX en f o n c t h  des4+\ est : 

où Tk(x) = cos (k areos x) et 

(fonction de Bessel) 

Appliquant (1) avec q=l, on tmuve : 

O n a :  

On pose Im = Im (1). 



Elle va se d6comporrer en deux parties : 

En effet, en u t i l i s a n t  : -%ta . 1 m  * 
lr 

" ,' FI 
A {{ 

::;f2#& 
* - < y -  L ,  

Xk + 2  -k+l Ckf2i k! Tk-2i(x) 
%?&+-y &=O i ! ( k - i ) !  

~.%d?$ 

. 2 ~ @  
2. n > 

3 P i ,  > r  - L L A ,  p. L Y J  OU C231. 
% ,!$. G +" 

où C$ d6signe la partie entUre âe k/2 et  

O n 1 1 a T (x)  = 1 (?i a i s i k i = o . a i a i k i * o ) T  ( x )  
T=o ki i=o ki 



On déduit : 

n étant supposé pair,  

+ Tl C21 - 2(- l +  1 + ... + 1 
3 2n-l n n 1 

l 2.1! 2 .1!2! ( F -  l)! - ! 
2 

La déf init ion des 1 montre que l e s  quantités entre crochets sont toujours 
k 

posit ives .  

Comme 



T (x)  > O Yx, x 2 1 Yk = O ,  n 
k 

Hn(x) - s n ( x )  > O Yx r C l ,  * 

-> ex > Hn(x) > s,(x) > O Vx . c l ,  WC 

1 -X 1 - > O < - -  e < - -  c -X < -  l, Y X .  C L , *  
Hn(x) s,(x) 2" 

b I l  r e s t e  à prouver l a  même i n é g a l i t é  pour x r [O, 11. 

En e f f e t ,  démontrons que HA(x) > O ,  Vx > O e t  Hn(o) = 0.99. 

s i n  (k arc cos x )  
Uk-,(x) = - 9 

Ji-x 2 

On a Uk - 1 ( ~ )  2 k ,  VX E CO, M. 



Le polynôme H,(x) est donc une fonction croissante sur CO, + ~ D C  et par suite 



Enfin : 

Utilisant Hn(x) > 0,99 Yx > O on obtient : 

-X - X e = 0 , 7 8 - e  SO,42. et pour n = q Ho(x) = 1, et - - 
Io 

Les expériences numériques ont donné les résultats suivants. 



1 Nous allons améliorer la borne supérieure - en montrant que l'inégalité (3) 
est vraie encore si x 2 -an. 2" a 

avec a X e t  que 2a e 2a+1 = 1. 

Preuve. 

Prouvons que : 



non seulement pour x r O mais auss i  pour x r - an avec 2a e +1 = 1, 

Alors, en faisant x = t - an, il vient : 

ce qui donne : 

Pour prouver (4), écrivons : 

* Pour 1 S y S an < n+l  on a : 

\ 

e t  

En e f f e t  : 



Donc pour n  p a i r  

e t  pour n  impair 

e -Y 
- I n + i  Tn+l ( y )  H ~ ( - Y )  i pour 1 i y s an 

n+l  

i n  p a i r  e -Y s H (-y) 6 + " 
n  

(n+l) !  

On o b t i e n t  

I n+ 1 
n impair - -  _Y_ SH,(-Y) se - '  (8) 

( n + l ) !  

l + a  - ( a  - 0,13923 ...) e t  6 - 4 a(+)" > 1 pour n  2 1. Mais puisque a  e  - - 
2 ea 2e 



On dédui t  : 

n+l  n+ l  .-(l+a)" 
, - Y - %  L > n  , Vn 2 1, Vy, 1 S y s a n  

' (n+i) !  ( n + i )  !. 

Les i n é g a l i t é s  (BI e t  (Cl impliquent : 

- pour n impair : 

Donc O < 1 1 - eY < - pour n impair e t  1 S y S an. 
Hn(-y) 2" 

- pour n p a i r  : 

n + l  
De 1' i n é g a l i t é  e-Y < H,(-Y) < e-Y + 5 . 

( n + i ) !  

On tire 



En conséquence : 

Pour 1 S y S an on a : 

e t  donc - an s t s -1 on a : 

I l  r e s t e  à montrer la même inéga l i t é  pour t E C-1, 01. 

Pour cela ,  on u t i l i s e  l a  même méthode que pour la deuxième pa r t i e  b) 

du théorème 1. 

HA(.) = 2 CI U + 2 1 U + 313 U2 + .... + n 1 U 1 
1 O 2 1 n n-1 

On montre facilement que : 

2 1 U + 21 U + 313 U2 = 1 U + 212(2x) + 313(4x - 1) 
1 O 2 1 1 O 

e s t  supérieur à 0,22, mknimum pour x = -1. 



2 
QD 00 

4m 4  
-m+3 

E m  1  i m ' L  m 5-  3 1 
m=4 m=4 3 .2  (m-l)!  m=4 3 . 2  .(m-3)! 3 . 2  m=4 (m-3)! 

D'où Hn(x) 2 2 (0 ,22  - 0,109)  2 O p o u  x  i -1. 

H cro issante  sur C-1, +coC => H (x) 2 H ( - 1 ) .  n  n n  

- Calcul de Hn(-1) : 

1 é tant  infé ireur  à Imil on a  1  - m m Im+l > o. 

D'où 



Enfin 

X 
e - H,(x) i 2 1 I~ pour 1x1 < 1 

k=n+l 

w 
4 * 2 x -  1 - 

k pour 1x1 C l  
n+ï 2  .k! 

X - 1 Or Hn(x) > 0,36 pour x > -1, e > e entraîne : 

1 Or pour que (-1) soit supérieur à - an il faut que n soit supérieur à - donc à 
a 

7 et 8!  > 20. 

D'où 

I .i , e -X 1 i - 1 , pour x i -1. 1 H (x) n I 2n 



* I 
I l  fau t  remarquer que dans t o u t  ce q u i  précède, - n ' e s t  pas un 

Hn(x> 

approximant de  type  Padé pour e-X, contrairement à c e  qui  se passe pour 1 
m n 

Une s u i t e  à ce t r a v a i l  s e r a i t  de garder  l e  m ê m e  dénominateur H (x) e t  de 
n 

t rouver  l e  numérateur de s o r t e  que l e  développement en fonct ion  des polynômes 

de Chebychev Tn coïncide avec c e l u i  de  e-X jusque l ' o r d r e  (n-1) inc lus .  

Nous pouvons a l o r s  espérer  que l e  f a c t e u r  de convergence s e r a  i n f é r i e u r  au pré- 

cédent. 

S i  l ' o n  pose : 

00 

1 
On a g(x)  = - + i k 1 x T i ( t )  e t  donc et = c ( g ( x , t ) )  avec c ( x  ) = ck = 2 5 ,  k 2 0. 

i=l 

La s u i t e  ( c ~ ) ~ ~ ~  v é r i f i e  : 

1 C = C k+l  k-1 - 2kck 

c = 21 
O O 

(c ) n ' e s t  pas une s u i t e  totalement monotone c a r  : k 



Enfin, dans l a  r e l a t i o n  e-t = c (  g(x , -t ) 1, on poufra i t  Songer à m ~ l a c e r  

g(x, - t )  par son polynôme de meil leure approximation s u r  un i n t e r v a l l e  qui  

r e s t e  à déterminer. 

-X 11 - APPROXIMANTS DE TYPE PADÉ POUR e 

 après Luke C171, on a l ' é g a l i t é  suivante : 

Hn(z) 
La f r a c t i o n  - e s t  donc un approximant de type Padé pour e-'. 

Gn< z ) 

I) 
Exemples. 

e t  c e t t e  approximation e s t  t e l l e  que : 

(Voir 1) 1 2 -  e-z 1 S J Z )  l 1 
I- 

2" 
Co, +.oc 



Z O )  Rn(u) = u ( I - U ) ~  avec n = ut+k on a : Cl91 

. . 
Co, .ta4 

avec do Hn = m e t  do On = k. 

Le but de  ce paragmphe est de prauver que l ' on  a l e  &ne facteur de 
1 k 

l convergence - pour Rn(u) = u (u - alm, a' fixé dans 10,lC.. 2 

1 

. R,(u) du, n = m + k. 

b) si  m = C k/31, l i m  

k avec Rn(u) = u (U - alm 

On pose 6gale#nent : 

rn 
sk(z) ' <(z) $ ( z )  = $(z) - ${=) e-z. 

' Gn(z) 3 
Co, +oDC 

Hnh)  - z - - e 

- 
k 

1 s - 



Preuve. 
- e  .. 

a 

O 



n 
j-1 k-1 (2)  = 1 Z' C D ~ ( U ~ - ~ ( U - ~ ) ~ )  + j D (U (U-u)m)] 

j =O 

. a  k-l 
z z + 1 j (u (utfi)"') zn-j 

j=i 

Toutes ces n l a t i o n s  a ins i  que les suivantes p n t  n(c.sqairas a la campaiuison 
m des erreurs Ek et Eh;. 



m m 
( 5 )  - a )  (n-j):  H~ = m! 1 . 

j=o j! (m- j 

m car r 

donc pour j = n 3 n-k+l 
& 



i 5 1 3 k i is m D CU (U - = 2 (:) D  (u  ) D ' - ~  ( (u  - a) )U=l 
i=o 

Le seul  terne non nul est obtenu si, i = k. 

Z:$ 
d.. . 





(3 )  En combinant ( 1 ) et  (2 )  on obtient : 

m-i ' Q1(z) 2 az q - l ( z )  pn<n z 2 O 
0 

%,(Z) s t z + n ~ i )  $ ( z )  p 4 ~  z 2 O. 



(3)  De la relation (2)  du lemme 1) on tim : 

car 
? 

6:tl et a, par leurs valeursi (r(elat&oadiç4)7 3) 

t I 



Uti l isant  (1) ci-dessus et (4) lemrae 2 : 



*n l e  deuxiame facteur de ce pmduit a pour limite 1 car %r = 0.  

D'où - P 

Preuve da (1) .  

d '$( zk) 
% e s t  tel que - = o. 

En dérivant llexpression donnant &:, un obtiant : 



m 
n mmpïapnt Ehl dans ( 1  ) : 



a-" an foorrtilcrn tim sutrér~~ ":.-::r 
" 

Substituons Lo relation ci-dessus dans (2 )  : 



f $?$ 
i L -- , k7 y '7 

Exemple. .---S. + . - . ---7 

s i u = o  $(e> = nt sn(%) * 

- - -- 

= ni z n - !  - (n-111 ~ , - , ( ~ ) . n i  
n 

4 
On retrouve ainsi* l e  résultat âe Var@ C71 * 

t 
b 

%;;: 
- .vv ; . .>p 

'Jg-* :";+l$q 
"y - 

b 

k k m ~  i i n t e n a q  que $ met Li mme de dsux quantit6s An et v6rLfirnt : 

( 1 l 1  TG lhln s 3 et 1 ~ . l a l n  r 
' w m- 

. 



La dgmonstrution de c e  théorème nécessite deux lemmes. 

Preuve. 

n-i  i k m $ ( z )  = !Z D (U (u - 
iro 



m ZP => G ( z )  2 k! m! car > 1 et 2 1 (n=m+k) 
k 

- 
m! p=o (k-p)! 

n+ 1 
1 - 

(i-a)'"+' e-' n 1 
i p Ym f i x é  dansBi. 

( z+n+ l+az ) G~ 
m 

k - Gk+l 

Preuve. 

Le dénominateur de ce quo t i en t  e s t  supér ieur  à a z  Gm ( I n é g a l i t é  (3 )  k 
du l e m m e  4) .  

D'où 

(lemme 7 1. 

1 D e  l 'encadrement O < - - -z 1 
e < - on t i r e  : 

sk (z )  2k 

On en dédui t  : 



A - - 
(l*) - m é t a n t  f i x é  l i m  = 1 e t  l i m  (Eln = 1 c e  qu i  achève la démonstretion. 

Il-'- l / n  
a rr)+oo 

Preuve du théorème 4. 

I l  s u f f i t  de renarquer que, dans la r e l a t i o n  ( 2 )  du théorème 3,  E~ e s t  
k  

la somme de deux q u a n t i t é s  v é r i f i a n t  l e s  condi t ions  du l e m m e  6. 

U t i l i s o n s  l a  r e l a t i o n  (4 )  du lemme 1 

( r e l a t i o n  ( 1 )  lemme 4  pour l a  majorat ion).  

La q u a n t i t é  - ak e s t  i n f é r i e u r e  à - 1 c a r  n  2 k  e t  a r CO, 11 
ak+n 2 

m 
ak Ek-l 

E: e s t  donc La somme de deux q u a n t i t é s  A = 
n  e t  

(ak+n ) 

1 - 1 - - 
L - 1 v é r i f i a n t  l i m  1 A I n  - e t  l i m  1 B ' I n  5 - (lemme 8 ) . Le lemme '6 permet de conclure.  ' 

n- n - n 2 



Le r é s u l t a t  du théorème 4 peut  p a r a î t r e  f a i b l e  a u  regard de c e  q u i  

e s t  connu C251, C261, C281, mais peut  ê t r e  e x i s t e - t - i l  un a optimal dans C0,ll  

diminuant l e  f a c t e u r  de convergence . 

Remarquons que la formule ( 3 )  du théorème 3 n'a pas é t é  u t i l i s é e  dans 

l e s  d i f f é r e n t e s  démonstmtions, mais donnant une expression simple de l ' e r r e u r ,  

e l l e  se ra  précieuse dans des t ravaux u l t é r i e u r s ,  notamment pour la recherche 

du r é e l  a optimal dans CO, 11 e t  éventuellement montrer que : 

c e t t e  dernière  i n é g a l i t é  é t a n t  m i e  pour a = 1 (Nemeth [17]). 

1 

De plus, dans l a  formule de  l ' e r r e u r ,  

on peut songer à chemher  l e  polynôme R rendant minimale l ' i n t é g r a l e ,  pa r  
n 

exemple R = Tn, e t  a i n s i  diminuer l e  f a c t e u r  de convergence. 
n 

- 
n 1 

3 
- H ~ ( z )  -2 

nc .  G ~ ( Z )  
Co,-C 

s i  m = [k/3] a l o r s  l i m  - - e 



CHAPITRE V I 1  

APPLICATIONS NUMÉRIQUES 



Dans ce chapitre, on applique les formules de soianrition eqos6es 

. préc&e~naent, aux soisares partieili~ts des for]~)%toas ; 

Puis a la a d t e  . I 

Soit f( t) une série dns Stieltjar, 4 E 6: g 



c ) Pn polynôme d'  in terpolat ion de la fonction génératrice aux racines 

de Rn, polynômes 0 r t h o g 0 ~ ~  par mpport  à la fonctionnelle c déf inissant  f ( t ) .  

c(Pn) est a l o r s  l 'approximnt de Padé de f ( t ) .  

Dans les tableaux 1, 2 e t  3, on a p r i e  pour Pm, l e  polynôme de meilleure appro- 

xima t i on  de x + - l sur C-1,  O]. fgW " i ~ ~ ~ i ~ ; ? g ~ ~ ~ ~ : i : 4 ! ~ { ~ , g  1-xt $3$:g$<*w*,;, ,, ,$,yc$ . % :* .p,&$.,+j;?* ,, .~ 

c (Pn) converge vers f ( t quel que s o i t  t appartenant a u  plan complexe coupé 

selon l a ,  - l C .  , 
Dans Le  tableau 4, P esr l e  polynome de degré n q u  inrerpole x -r -aux n 1-xt 

l a s i n 4  des polynhes de Legendre sur C - 1 ,  '01. c(Pn) n ' e s t  donc r i e n  d 'autre 

que l lappmx&ant  de PadG c3,aa&qW ~ t v g ( î ? b t Y i t .  nv/8t donc paa surpknant  
' . 

d f d t s n i n  g a i u  np%tmmnw li ~ ~ . i t e  q& le t a b l a h  i cil$. ~ t a ~ ~ m ~ f k n k  'd. 
Bad6 n&mmiahi e n  fait la con~issame dhs 2n' b~amierb co%ffi&ients de 'la 86% 

i 

f ( t ) .  1 

'1 - 



0 0 0 0  
Q O O O  
+ + + +  
W W W W  
S N * *  
S V & J  
N 0 3 . A  
r D C c a  
* Q N n  
a n 9 0  
C c n O O  
. - * > a  
Q n N r  
0 9 Q h  
o c m a  
r V O c  
9 ~ n u  
I n c n H Y I  
O 0 0 0 0  
h b b b  

- - - O  

O  O  
O O + + 
W W 
r- n  
9  O 
N O  
r Q  
u * 
0 *) 
r Y I  
n o .  
a CI 
O  9 
a r 
r C 
9  (Y 
cn rn 
ID r> 
h h  



a n \ .  
n n .n 
u u *  
6 0 0  
Z T *  
In I n r n  
a m i n  
c -  O O 
O a 'O 
P r ?  
h h %  
u u *  
r r r  
m m * ?  
O 0 6  
0 0 -  

* - O  

CI) II 

C 

N 
C3 
l 
Y 
cn 
u 
UI 
(c 
o. 
F 
b 
cn 
O 
N 
b 
O 
o. 
r 
Pr) 
9 - 



La fonct ion  f est holomorphe dans l e  plan complexe coupé se lon les deux demi- 

d r o i t e s  opposées C i ,  +coC e t  1300, -il. 

On prend pour P ( t ab leau  5), l e  polynôme d ' in te rpo la t ion  de la fonc t ion  n 
génére t r i ce  aux rac ines  de T polynômes de Chebychev ramenés à C - i ,  il. n' 
Le théorème 3 du c h a p i t r e  2 a s su re  la convergence de c(Pn) vers  f ( t )  e t  

l e  théorème 8 donne : 

-1 avec B = A - & e t  A = it . 

Tableau 5.  



- 756 - 
Tableau 6. 



I I I  - SUITE sn. 

S e s t  la somme d'une s u i t e  totalement monotone n (0'5)n e t  d'une s u i t e  totalement . 
n+ 1 

@,7 ln o s c i l l a n t e  n+l de l i m i t e  O.  

Dans l e  t ab leau  6, P désigne l e  polynôme de mei l leure  approx imt ion  de 
n 

la fonct ion  généra t r i ce  x -t - sur l ' i n t e r v a l l e  C-0,7 ; 0,51. 
1-xt 

5 
On a t = 1 e t  A = 3 d'où B = 0,297. 

c(P ) converge p lus  v i t e  que S (théorème 6 e t  7 du c h a p i t r e  4) .  n  n 
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