
UNIVERSITE DES SCIENCES ET TECHNIQUES DE LILLE 

THESE 
présentée b 

L'UNIVERSITE DES SCIENCES ET TECHNIQUES DE LILLE 

pour obtenir 

LE TITRE DE DOCTEUR DE 3ème CYCLE 
«Mathematiques Appliquées» 

Marc PREVOST 

SOMMATION DE CERTAINES SERIES FORMELLES 

PAR APPROXIMATION DE LA 

FONCTION GENERATRICE 

Thèse soutenue le 9 Juin 1983 devant la Commission d'Examen 

Membres du Jury : 

Président P. POUZET 
Rapporteur C. BREZlNSKl 
Examinateur S. PASZKOWSKI 



PROFESSEURS lSre CLASSE 
-P-P-=rP-=-=rl-=-I*Pre- 

M. BEA~IL$ ~em-Pierre (dit . )  
'*.J r 

M. BZAYS Pierre 

M. BLLLARD Jean 

BOUCHON Pierre 

&OURIOUET Robert 

CELET Paul 

COEURE Gdrard 

CONSTANT Eugène 

CORDOMNIER Vincent 

DEBOURSE Sean-Pierre 

DELATTRE Charles 

DURCHON Maurice 

ESCAIG Bertrand 

M. FAURE Robert 

M. FOURET René 

M. GABILLARD Robert 

M. GRANELLE Jean.-Jacques 

Me GRUÇON Laurent 

M. GUILLAUME 

M. WSmm O w ,  

M. LEIVEXMaE JrowPSmc= 
M. cemm msre 

Mathématiques 

Chimie 

G.A.S. 

Physique 

Biologie 

Yathématiques 

Biologie 

Sciences de la Terre 

Mathématiques 

I.E.E.A. 

I..E .E.A. 

S.E.S. 

Sciences de la Terre 

Biologie 

Physique 

Mathematiques 

Physique 

1,E.E-A. 

S.E.S. 

Mathématiques 

Biologie 

Mathématiques 

Chimie 

Chimie 

Biologie 

Physique 

Sciences de la 

C.U*E.E,P. 

Math6mnatiques 

Phytskqtaba 

ctLlmi& 

S.E.S. 

Chimie 

Chimie 



M. MAILLET P i e r r e  

M. MONTREUIL J ean  

M. PAQUET Jacques 

M. PARREAU Michel 

M. PROUVOST Jean  

M. SALMER G e o r g e s  

Mme SCHWARTZ M a r i e - H é l è n e  

M. SEGUIER G u y  

M. STANKIEWICZ F ranço i s  

M. T I L L I E U  Jacques 

M. TRIDOT G a b r i e l  

M. VIDAL P i e r r e  

M. V I V I E R  E m i l e  

M. WERTHEIYER R a y m o n d  

M. ZEYTOUNIAN R a d y a d o u r  

AL FAKIR Sabah 

ANTOINE P h i l i p p e  

BART André 

BATTIAU Y v o n n e  

BEGUIN P a u l  

BELLET Jean 

BKOUCHE R u d o l p h e  

BOBE Bernard 

BODART Marcel 

BOILLY B é n o n i  

S . E . S .  

B i o l o g i e  

Sciences de l a  T e r r e  

M a t h é m a t i q u e s  

Sciences de l a  Terre 

I . E . E . A .  

H a t h é m a t i q u e s  

I . E . E . A .  

Sciences E c o n o m i q u e s  

Physique  

C h i m i e  

I . E . E . A .  

B i o l o g i e  

Physique 

PROFESSEURS 28me CLASSE 
-P-I-I-P-P-P-f-=-=-=-z- 

M a t h é m a t i q u e s  

Ma th&rnei tiques 

M a t h é m a t i q u e s  

B i o l o g i e  

Géooraphie 

M a t h é m a t i q u e s  

Physique 

M a t h é m a t i q u e s  

S . E . S .  

B i o l o g i e  

B i o l o g i e  

M. BONNELLE J e a n - P i e r r e  C h i m i e  

M. BOSQ D e n i s  M a t h é m e t i q r r e e  

X. BREZINSKI C l a u d e  I . E . E . A .  

M. BRUYELLE P i e r r e  ( C h a r g e  d'eneeignemend G é o g r a p h i e  

M. CAPURON A l f r e d  B i o l o g i e  

M. CARREZ C h r i s t i a n  I . E . E . A .  

M. CHAMLEY H e r v é  E . U . D . I . L .  



M. CHAPOTUN A l a i n  

M. COQUERY J e a n - M a r i e  

CORSIN P a u l e  

W. CORTOIS J e a n  

M. COUTURIER D a n i e l  

Wle DACHARRY M o n i q u e  

M. DEBRABANT P i e r r e  

11. D E ( I A w  P i e r r e  

M. DELORME Pierre 

M. DEMUNTER P a u l  

M. DE P A R I S  J e a n - C l a u d e  

M. DEVRAINNE P i e r r e  

M. DMAIMAUT Andr4 

W. EX)RMARD Serge 

M. DoUKHaM J e a n - C l a u &  

M. DUBOIS H e n r i  

M. DUBRULLE A l a i n  

W. DUEE Gérard 

M. DYMENT A r t h u r  

H. FUWMJ3 J e a n - M a r i e  

M. FONTAINE H u b e r t  

M. GERVAIS M i c h e l  

M. GQBLOT RBmi  

M. GOSSELIN G a b r i e l  

M. GOUDMAND P i e r r e  

M. GREVET Patrice 

M. GUILaAULT P i e r r e  

M. HANGAN Théodore 

M. HERMAN M a u r i c e  

M. JACOB G e r a r d  

M. JACOB Pierre 

M. J O U M E L  Gérard 

M. KREMBEL Jean 

W. LAURENT François 

Mle LEGRAND D e n i s e  

M l e  LEGRAND Solange 

&?me LEHMANN Josiane 

C.U,E.E.P,  1 

B i o l o g i e  

Sciences de l a  Perte 1 

P h y s i q u e  i 
C h i m i e  l ~ 
Géographie l 

E . U . D . I . L .  l 

I.E.E.A. I 

B i o l o g i e  

@ ~ ~ . ~ ~ * P - .  
M a t h é m a t i q u e s  

C h i m i e  

B i o l o g i e  

S . E . S .  

E . U . D . I . L .  

Physique l 

P h y s i q u e  1 

mthemerti~o 
E.U.D.T.L.  

Physique  

S . E . S .  

S.E.S. 

C h i m i e  

S.E.S. 

8ilo&cgie 
#ath&natbques 

Physique 

1-E.E.A. 

M a  themat iqu- 

E.U.D.I.L. 

B i o l o g i e  

I.E.E.A. 

M a t h é m a t i q u e s  

Xathematiques (Calais) 

H a t h ~ m a t i q u e s  



LEMAIRE Jean  

LENTACKER Fi-r\ 

LEVASSEUR M i c h i  

LHENAFF R e n é  

LOCQUENEUX R o b e r t  

LOSFELD Joseph 

LOUAGE F r a n c i s  

MACKE B r u n o  

MAIZIERES C h r i s k i a n  

MARQUET Sirnone 

1 
1 

M. HESSELYN Jean  

I M. MIGEON Michel 

M. MIGNOT F u l b e r t  

M. M N T E L  Marc 

Eane NGUHEN VAN C H I  R-dae 

M. PARSY F e r n a n d  

M l e  PAUPARDIN C o l e t t e  

W. PERROT Pierre 

M. PERTUZON E m i l e  

M. PONSOLLE L o u i s  

M. PORCHET M a u r i c e  

M. POVY Lucien  

M. W C Z Y  L a d i s l a s  

M. RICHARD A l a i n  

M. RIETSCH F ranço i s  

M. RûGALSKI M a r c  

M. ROUSSEAU Jean-Paul 

M. ROY J e a n - C l a u d e  

BI. SALAMA P i e r r e  

Mme SCHWiRZBACH Yvette (m) 
M. S C W P S  J d l  

M. SIKON Michel 

H. SLIWA H e n r i  

M. SOMME Jean  

M i e  S P I K  G e n e v i è v e  

M. STERBOUL F r a n ç o i s  

W. T A I L L I E Z  R o g e r  

Q b ~ f  gawjr 

G.A.5.  

I.P.A. 

G.A.S.  

Physique 

I .E .E .A .  

B.U.D.1.b. 

pw- 
I .B .B .A .  

Y L a t M m s D i q r a e  

Physique 

E .U .D. I .L .  

W a t h h a t i q u e e  

Physique 

C o A o S o  , . - 

#ath&mtiq@?e 

B A o l o g i e  

Chi@@ 

B i o l o g i e  

C h i m i e  

B i o l o g i e  

E . U . D . I . L .  

Z.E.E.A. 

B i o l o g i e  - - 
BI.U.D.1.L. 

R.P.A. 

B i o l o g i e  

B i o l o g i e  

S.E.S. 

M.P.A. 

G.A iS .  

B i o l o g i e  

E . U . D . I . L .  

I n s t i t u t  A g r i c o l e  



M. TOULOTTE Jean-Marc 

M. VANDORPE B e r n a r d  

M. WALLART F r a n c i s  

M. WATERLOT Michel 

Mme ZINN JUSTIN N i c o l e  

CHARGES DE COURS 
-=-=-=-=-=-- --=-= 

M. TOP G é r a r d  

M. ADAM Michel 

I.E.E.A. 

E.U.D.I.L. 

C h i m i e  

S c i e n c e s  de l a  T e r r e  

M.P.A. 

S .E .S .  

S.E.S.  

CHARGES DE CONFERENCES 
-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-= 

M. DUVEAU Jacques S.E.S .  

M. HOFLACK Jacques I . P .  .A 

M. LATOUCHE S e r g e  S .E .S .  

M. MALAUSSENA DE PERNO J e a n - L o u i s  S .E .S .  

M. OPIGEZ P h i l i p p e  S.E.S. 



La présidence du jury par Monsieur le  Professeur P. Pouzet 

m 'honore profondément. 

Lu confiance, les encouragements e t  l 'e f f icaci té  de Monsieur 

le Professeur Claude Brezinski ont é té  ddterminants dans ZrdZaboration 

de ce travai 2. 

Je remercie Monsieur S. Paskawski, Professeur associé à 

Z 'Université de L i  l l e  1, qui me fai t  l 'honneur de juger cet exposé. 

L'amitié, les remarques e t  conseils judicieux de J.P. Detahage, 

B. Germain-Bonne, P. SabZonnZère e t  A. D r a u x ,  m'ont incitd à m'investir 

à fond dans cet te  recherche. 

Je remercie Française Tai Z lu qui, avec patience, genti l Zesse e t  

intelligence a su rendre un certain at trai t  à ces propos parfois 
4 

fastidieux e t  M a h e  Debock pour le  soin qu ' e l l e  a apportd à Za mise 

en page de cet te  thèse. 



A Catherine 



TABLE DES MATIERES 

-.  - 

INTRODUCTION 

CHAPITRE 1 : RAPPELS 

1 - Comparaison des  s u i t e s  ............................................ 
2 - Approxinnnts de type PadC ......................................... 

CHAPITRE 2 : APPROXIMATION DE SERIES 

1 - ~héorème p r inc ipa l .  ................................................ 
2 - Somat ion de & r i e s  ........................... .................... 
3 - Exemples .......................................................... 
4 - Relations de 66currence ....................... ....... ... i ......... 

CHAPITRE 3 : APPLICATION DU THEOREME PRINCIPAL 

OD 

1 - L -approxiwt ion de la fonction génërat r ice  ... ....... ... ..... ..... 
2 - ~ ~ - a ~ ~ r o x i m a t i o n  de l a  f ~ n c t i o n  gén'ératrice .... ... .... .... .. .. .... 

2 3 - L -approximation de l a  fonction généret r ice  ....................... 
4 - Approximants de Padé .............................................. 
5 - Développement de la fonction générat r ice  en fonction des Tn ....... 
6 - Développement de l a  fonction g é n h t r i c e  en fonction des U . . . . . . . 
7 - Remarque s u r  l a  transformation E de Niethamer  ................. 

a, B 

CHAPITRE 4 : APPLICATION AUX SUITES TM et TO 

1 - Régularité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ., . . . . . . , . . . . . . . . . . . . . . 
2 - ~ c c é l ë m t i o n  des s u i t e s  TM ou TO . . ... .... . .. ... .. .. .. .. . .. ..... ... 

CHAPITRE 5 : ETUDE D'AUTRES PROCEDES 

1 - In t e rp ré t a t ion  du b2 d 'bi tken e t  généra l isa t ion ...,........... .... 
2 - In t e rp ré t a t ion  du procédé W de Lubkin ............................. . - 
3 - Polynômes de Bernstein ...............................,............ 
i, - In terpola t ion des po in t s  équ id i s t an t s  ............................. 
5 - Approximition de l a  fonct ion génémt r i ce  s u r  D(0,l)  ............... 
6 - Résu l t a t  négat i f  pour TH.Log . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

CHAPITRE 6 : APPROXIMANTS RATIINNELS DE e-' SUR C O ,  + W C  

1 - Développement de ex en fonct ion des  Tn . .. . ... . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . 
2 - Approximants de type-Padé pour e-' ................................ 

! 
CHAPITRE 7 : APPLICATIONS NUMERIQUES 

REFERENCES 



L'&a-Dtoro damte am,mxhmk d. type Rd4 C31 a p d . 8  & 
OOt30t&&%3 &8 t Z @ W h & *  ZUthk di o~&#o f Ü 2 W S t k 8 ,  k *ho& c& 
nadnatar  btunt Zfire. C'cet cet cn~nfage das appmxhanta de type Pa& par 
rapport mu ~ ~ t s  de Pd&! ulas04quea qud @c.wmtitu k tNn de ortte 

Le chrq>ihu 1 i 9 p p . Z b  Za8 e k t ~ r n  da e t m p m z h  de &t0e anvaL 

gentes, admi que Za & f i n i t h  d'une uZaeee de euCks hpmtmte, Z'ensanrbts * 
* dm svitss totolninrt narotaur M M  ZW ; ~ t f S a  tor b n f  mppZ & ta d4W- 

t h  dee appmakmte.de b;#pco Eads & e t  que ch pr2ndpZt~0 p m t d s .  
* 

4s chq$w 2 conporte tes douttata thsoriquue gMm.ux estte th8ee. 

ai naitiu p r d d p a t e a n t  qu'un choh jd-b &-UT# d a  appwd- 

nmts de typepal4 panmt de sannr une c e r t a h  ol<uee du fwti4M unaZutt- ~ 
-que8 en dehors de ho disque de conusrgenoe, D a  r e k z t h  de d-e 1 
pemettant Zè c a h Z  effectif de ces approxhmts seront enauite btabZ2es. 

curacerne tee f m t i o n e  de StieZtJre : agpodmxtdon & to fonctCon @nbmt&ce 
dmts L*, L: L' a-< que tse appzwmimmta cia w ozc~38*. IZ eet ~ ~ p m v m t  

pcuo W. Niethamrrior Cl81 . CeeWr&suZtatu aant snoud- 4 d u& 024.8s p 2 w  
vaste de fon~tbm anaZyt$qws. 

ïie ckrpitn.4 &et bqtawiwtim a tarir àa &tu cîee mu 

~ ~ 8 ' 7 ~ ? ~  h g d t h d q ~ 8  est dhfd p r ~ .  n'&qxx%w pmdd4 #m.(: dmss 1 

% 

trrre tnt.rprQtu*çon ?wuwzt+ de8 proaSdes cwnnw 

de Lubkdn est &&te dam 20 okpdtre 5, ae qud 

gdn4mZ.tCat-h. La au& da 09 ohqdtre eut o o l u d e  d t t b  
t 

4 - p ,.. 
uFfi-- - " 

.- a 



&fin un &Ztat d g a t i f  pairf irnudZe 1 : des mi tas  WtctZnont mono- 
fases non logarithdqws est BtabZg. 



CHAPITRE 1 



h 5 . M  (un), e t  (vnInao deux rnii8re *168 cpnosrgeant v a s  O. 
, . 

I : ~ i p a u n t o & f  > o. u ~ w ' ~ N ~ ~ o u ~ ~ ~ ~ < ~  
n > N o n a i t :  

. . a  
3 - 

'- *. 2 .*A: , 
4 I * . Voyons maintenant quelle gst la relation entre l'accélération de l a  

bonvergence e t  l e s  rayms de convergence des séries  Zu zn e t  Zv zn n a p e c t i -  n n 
@ vement pl et pz. 

Supposons que un 4 O e t  vn + o et que la 



On obtient : 

-- 

n de convergence de la h i e  

1 
1 

Oé&dd.tLon 3 : Suites ........................... W t a 1 ~ n t ' ~ i r o t o ~ .  
1 



Thiion&ne 2 : Une ruite uc to&&mm.t ii~tw&nc s i  et r e ~ h t t w  r i  
lHmuedorffJ i( unr aonction v non d~c/to&rcurtc. & N e  datu Co,zl 

M e  que : 

: Une dUite de (cnIn 

dans Co,ooC ta& que : 

î?&b&ion 7 : Une $onaCdon' de La $@nte 



<%kg@ . . 
$@ -77 

fi .ta s ~ e  de ~ u e r r j i  a wi mgon ae wnvenilea&b > 0 I 

emble des polynôm 

- i 
1 L ) -- c .  pour i = 0, l,... 

Le nombre ci est appe d'ordre i de la fonctionnelle c.  

La foncaion x est appe++ foncttion gbnédtrice de la f. ' 

1 - xt  
4 * . 



où c agit sur x, t étant un paramètre. 

C\, 'b 
Définissons maintenant w et v par : 

Nous avons : 

Un tel approximant rationnel de f est appelé un approximant de type-Padé et 

il est noté : 

v est appelé le polynôme générateur de l'approximant. 

C. Brezinski a démontré les résultats suivants : 

Théokème 3 : S P es2 t e  p o ~ n ô m e  d e  iagmnge AwLterrp0ht.t ik d o n d o n  
généhafruce de f en k p o W  (~rbi&ahe6 &idZi.w& du p . h  

C O ~ P ~ Q X ~  xl, x2,. . . ,X k, de04.6 : 

où t e  polynôme g é n W m  v de c d  ap@oximwtt e6it : 

Remarque : Si certain's des points d'interpolation x coïncident, nous i 
avons encore 

P étant le polynôme général d'interpolation d'Hermite de la 

fonction génératrice de f. 



Cette propriété sera tds souvent utilisée par la suite 

3 F(x) - k C l - t  iL-j 
1-xt . 8 

v(t) 

. - - C- LI k 

Convergence _ _ _ _ _ _  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  des aepoximants __--__-_-_---- de tyee-Pad ----- 
S o i t  t E D, &i#aine de conv4ngence de f. 

Si, pow &irt k, lu W e b  xi de v ront 
t xi e C-a, oJ avec a * O, &&.ô La (k-~/k)~(t)' 

W&VU@ Vehd f(t) quand k -t O". 
; ; ~ f l b , , ) & . - * j ~ y ~  a b ~ r   lut,^ : ,C 

D m   OB^ exposé, on appliquera principalement les resuraxs au cas particulier 

, 0 - .?<, - % .> *rp 1 . C I  . if 

Q est une fonction bornée et non décroissante sur l'intervalle [a, bl. 





Une classe -ante de fonctio& est l'ensemble des fonction.  de, 

S t i e l t j e s .  

6 

On montre, dans ce chapitre,  que l ' in te rpola t ion  de la  fonction génératrice 

auxmcinesde  polynômes orthogonaux par  rapport il une cer ta ine dis t r ibut ion,  
-1 -1. fourn i t  un procédé sommant l a  s é r i e  f(t) dans C - Ca , b 1, une borne d 'erreur  

~ é tan t  dans ce cas é tabl ie .  
8 

Le r é su l t a t  précédent e s t  ensuite étendu a l ' en semle  des fonctions ana- 
-1 -1 -1 -1 lyt iques  dans C - Ca , b 1, avec l a  convention suivante que s i  O r Ca,bl Ca ,b 1 

désigne 1 a1 C u ~b-', ta4. 

' - TH~ORÈME PRINCI PAL, 

S?it p une fonction à valeurs r ée l l e s ,  non décroissante et  bornée, prenant 

une i n f i n i t é  de valeurs d i f fé ren tes  (v est a l o r s  appeldie bistributAon). 

La dérivée d'une d i s t r ibu t ion  absolument continue p se ra  appelée fonction 

poids : 

a W(X) = p t (x ) .  

. . * " - 8  

~113 support dg dv, c'est a dire î1 asembîe des points  de diascontiiuit6 de ptx) 
C 

sera  noté : Br(dp). 
4 8 



- 
Remarque : /z2-1 désigna l a  détermination qui prend des valeurs positives 

pour g r é e l  >1 

La fonction 1 %  
s o i t  z appartenant au plan complexe coupé selon l e  segment 

O 
2') si W(X) = (1-x2 1% a16ks Les polynômes R sont los 

* n 
de Chebychev de seconde espèce Un 

( c ' a $  a diiLe : tlenbenb&e des p o W  de r-l,l i ah pl eb.t d e  
u.t de ma& d e .  



Exemple : 
l / n  

Vx a C - 1 ,  11 :T,(X) 1 S 1 donc l i m  I n ( x )  1 1 
rr#o 

VX c C - 1 ,  11 (un(x)lrn+l donc l i m  I U ~ ( X ) ~ ' / ~  S 1 
Il+'= 

Les var iables  déf in ies  ci-dessous seront souvent u t i l i s ée s .  

So i t  r l 'appl icat ion de Ca, b l  vers  C-1,ll déf in ie  par y E Ca,bl + ?(y) = y(a+b)/2. 

(b-a /2 

On désignera en général par X un élément de [-1.4 par x ï l a n t é d d e n t  

de X par r ,  par  A l 'image de t-' par 






























































































































































































































































































































