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I NTRODUC‘I‘ ION

L'introduction récente des approximants de type Padé [3] a permis de
construire des approximants rationnels de séries formelles, le choix du dé-
nominateur étant libre. C'est cet avantage des approximante de type Padé par
rapport aux approximants de Padé classiques qui constitue le théme de cette
étude.

Le chapitre 1 rappelle les critéres de comparaison de suites conver—
gentes, ainsi que la définition d'une classe de suites importante, l'ensemble
'des suites totalement monotones noté TM ; enfin un bref rappel de la défini-
tion des approximants-de type Padé ainsi que de leurs principales propriétés.

Le chapitre 2 comporte les résultate théoriques généraux de cette thése.
On montre principalement qu'un choix judicieux des dénominateurs des approxi-
mants dé type .Padé permet de sommer une certaine} classe de fonetions analyti-
-ques en dehors de leur disque de convergence. Des relations de récurrence
permettant le calcul effectif de ces approximants seront ensuite établies.

Le chapitre 3 détaille les nombreuses applications, notamment en ce qui
concerne les fonctions de Stieltjes : approximation de la fonetion génératrice
dans L~y LY L? ainsi que les approximants de Padé classiques. Il est surprenant

" de constater que le développement de la fonction génératrice en fonction des
polyndmes de Chebychev de seconde espéce aboutit au procédé EOL,B’ mig au point

par W. Niethammer [18]. Ces®résultats sont ensuite étendus d une classe plus
vaste de fonctions analytiques.

Le chapitre 4 est la traduction en terme de suites des résultats des
chapitres précédents. On y montre notamment que l'ensemble des suites -totalement
monotones non logarithmiques est accéléré par n'importe quel procédé défini dans
le chapitre 2. |

Une interprétation nowvelle des procédés connus comme le A% d'Aitken ou

de Lubkin est décrite dane le chapitre 5, ce qui permet d'en trouver une
généraliagtion. La suite de ce chapitre est consacrée A l'étude des approximants




1
de type Padé obtenus pour divers choix de dénominateurs.

Enfin un résultat négatif pour:l'ensemble des suites totalement mono-
tones non logarithmiques est établt.

*

Le chapitre 6 contient deux typéa d'approximants rationels pour la
fonetion exponentielle sur [o, +=[.

Enfin, tous ces résultates théoriques seront confortés par dees appli-
cations nunériques dans le chapitre 7.

»
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I - COMPARAISON DES SUITES.
Soient (un)nZO et (vn)nZO deux suites réelles convergeant vers O.

Déginition 1 : SL pourn tout € > o, 4L existe un entier N tel que pour tout
n>Non alt :

vl < ful

On écit alkors v = o(u ).
n n

Théoneme 1 :  Solent (un) et (vn) deux suites convengeant vers O.
S'AL existe un naturel N et deux néefs a et b venifiant
a<1<bZels que pour tout n» N on ait :

un+l

¢ [a,b]

n

v Av
/4 . 1% o . Iy iy ~ ] =
et 84 IJ#m -—un = A alons I115;m r“n = A ol A est L'operateur

difgernence : S R A

De4inition 2

Sodlent (un) une suite convergeant vens c € R et o T(un),
image de u_ par une cetaine thans formation de suite.
Sé (vn -c) = o(un - ¢c), on dit que T accélere La convergence
dg (un). : .
L

* _ Voyons maintenant quelle est la relation entre l'accélération de la
convergence et les raydns de convergence des séries Zunzn et Zvnzn respecti-
vement pl et 92.
*

) 1/n
Supposons que u + 0 et vn + o0 et que la suite |un| / converge, alors :

L - lim sup |u ll/n = lim |u Il/n
pl n -+ ® s - ™

»




On obtient :
1
) n
Py lim sup |vn| srsgal v 1/n
e = lim sup f——|
p2 1/n noo Y

lim sup lunl

v
ce qui signifie que 02/pl est le rayon de convergence de la série 2 (Byz
nec. 'n

v
Propridts : S p < p, (<> p,/p, > 1), i en nBsulte que i + o et donc que

(vn) convenge plus vite que La suite (un).
Ce nésultat sera souvent wtilisd par La suite.

Déginition 3 : Suites totalement monotones.

On dit que La suite réelle (cn)ndN est totalement monotone
A4 et seulement 84 :

¥n e N, ¥k e N, (-1)X Akcn 2 0.

L'ensemble des suites totalement monotones est noté TM. 7
1 n
Exemples Hr @ aeca e £0.13.
® ¥
,l
L4 { » E .

l_’no&'é/té : Des Au,(':tu totalement monotones. R ¢
(i) Une suite de T M est convergente dans R'

PASTT ' s
() SE (c)_ o € T M alons ((-1)% 'Akcn)nem ETU I EWY o

c -c
nt+l

LELL) 88 1C.) e TM alorns lim
. n’ nelN £009 -

désigne La Limite de La suite (cn). Sép'= 1, (cn)ndN est

= p e ]0,1] ol ¢ désigne

. dite Logarnithmique.

Definition 4 : La suite (c ) . est dite totalement oscillante 84 et seule-
© ment 84 : $

{05 % e e ) g €T M

On eenit alons (cn)ndN e S 5



Proprietes :
(<)
(44)

Théoneme 2 :
(Haussdorff)

Définition 5 :

Propniétes :
(<)

(44)

Déginition 6 :

Déginition 7 :

Une sudite de T O convergente, converge vers 0.

v
Si (e ) ¢ T O alors lim 2*1 =pe[-1,00 [4].

n’»e n

Une suite (cn)nZo est totalement monotone 84 et seulement 84
AL existe une fonction p non décroissante, bornée dans [0,1]
Telle que :

1
¥n 2 o c = J ' du(x)

Une suite de néels (cn)nZO est appelie suite de moments de
Stieltjes s4 4L existe une gonction u bornée non décroissante
dans [o,o[ telle que :

c = Jm x"du(x) powr n = 0, 1, 2,...
o

On notera (cn) M 8,

Exemples : (e") (avec p > o) ; (n!)ndN

nelN

(6]
Une condition nécessaire et suffgisante pour que La suite
(c ) e TMestque (c ) eMs et soit convergente.

Le produit de deux suites de M S est une suite de M S
On dit que La sérnie C :
" <o
C(z) = Z cnzn
(o)

@4t une serie de Stieftjes 44 (C ) . est une suite de
moments de Stieltjes. ’

Une gonction de La forme

£(z) = j du(x)
o 1l-xz

est appelie fonction de Stieltfes.




Si fa stric de Stieltjes a un nayon de convergence p > o alons
elle &'identifie a La senie de Taylon de La gonction de Stieltjes

(1/p

£(z) = J dp(x)

1=z
fo)

oii f est analytique dans Le plan complexe coupé selon L'axe
des néels [p, +o[. Dans ce cas La fonction u est constante en
dehons de £'intervatle Jo, bl{

[l - APPROXIMANTS DE TYPE-PADE, [3, p. 9-11]

Soit f une série formelle de puissances d'une variable

@ .

£(e) = ) c.t', c, eR ¥,
g i 1 1
i=o

Définissons la fonctionnelle linéaire c agissant sur l'ensemble des polyndmes

par :
4 :
v c(x’) = ¢, pour i = Qun I o 28

Le nombre c, est appelé : moment d'ordre i de la fonctionnelle c.

.

Nous obtenons immédiatement

AP BAEL
1l - xt

f(t) = c.(

La fonction x —> g est appelée fonction génératrice de la série f.
L=t ;

-

Soit v un polyndme arbitraire de degré k :

‘ : E k
> i) = bo + blx - L bkx

et W le pokyndme de degré (k-1) défini par : .

/ [ v(x) - v(t) ]
y(t) =c l ———;7:—;——- J




ol c agit sur x, t étant un paramétre.

Lo e . v g
Définissons maintenant w et v par :

Nous avons :

W) = 5w ™
et
Vo) = ¢ vt ™hH
w(t)

- (1) = o) t o
v(t)

Un tel approximant rationnel de f est appelé un approximant de type-Padé et

il est noté :

v est appelé
C. Brezinski

Théoneme 3 :

Remarque :

ue) | (k-1/K) (£)

¥(t)

le polyndme générateur de l'approximant.

a démontré les résultats suivants :

S{ P est Le polynime de Lagrange interpolant La gonction
géndratrice de f en k points arbitraines distinets du plan

complexe Xis BpseeesXs alons :

2°°

c(P) = (k-1/1) (1)
ol Le polyndme générateur v de cet approximant est :

vix) = (x - xl)(x - x2) vee (x = %)

Si certains des points d'interpolation X coincident, nous

avons encore
c(P) = (k-1/K) (%)

P étant le polyndme général d'interpolation d'Hermite de la

fonction génératrice de f.




Cette propriété sera trés souvent utilisée par la suite.

On a :

BEx) 2 b 1 4
1-xt v(t)

k

avec vix) = I (x - x.)
3 i
i=1

Théonéme 4 : Convergence des approximants de_type-Padé.

Soit t ¢ D, domaine de convergence de f.

Si, pour tout k, Les racines X, de v sont telles que
tox; € [-a, o] avec a > o, alons La suite (k-l/k)f(tf
convenge vens f(t) quand k + <,

Dans cet exposé, on appliquera principalement les résultats au cas particulier

ou f s'écrit :

b da(x)
f£(t) = j —_—
a .1l - x%

ol o est une fonction bornée et non décroissante sur 1l'intervalle [a, bl.



CHAPITRE 2

APPROXIMATION DE SERIES




INTRODUCTION

Une classe importante de fonctions est l'ensemble des fonctions de

Stieltjes.

b

£(t) = j dalx) pour t_1 e ¢ - [a,bl.
a, - d-xt

&

On montre, dans ce chapitre, que l'interpolation de la fonction génératrice
aux racines de polyndmes orthogonaux par rapport 3 une certaine distribution,

1

fournit un procédé sommant la série f(t) dans € - [a —, b_1], une borne d'erreur

étant dans ce cas établie.

Le résultat précédent est ensuite étendu 3 1l'ensemble des fonctions ana-
i i , -1 -1
lytiques dans € - [a 7, b 1], avec la convention suivante que si 0 € [a,b] [a ",b "]

désigne ]-w, altwy ]b_l, +oof,

I - THEOREME PRINCIPAL,
]

Sqit M une fonction 3 valeurs réelles, non décroissante et bornée, prenant
une infinité de valeurs différentes (M est alors appelée distribution).

La dérivée d'une distribution ahsolument continue p sera appelée fonction
poids :

) w(x) = u'(x).

Le support de du, c'est a éire 1'ensemble des points de discontinuité de up(x)

sera noté : Br(du). ;

Le théoréme principal sera une conséquence des deux lemmes suivants :

.

Lemme 1 : fdls ps 117)
S¢ Br(dp) ¢ [-1, 1] alors

.

lim | an 2)| i 1
< ¥z e - [-1, 1]
n+o s
’z+/z2—l l

ol R, est Le polynome onthogonal de degrhé n par rapport a La
distribution dy.




Remarque : /%2-1 désigne la détermination qui prend des valeurs positives
pour g réel >1.
L / 2 , . o N
La fonction |z + vz2"-1| est toujours supérieure d& 1 quel que
soit z appartenant au plan complexe coupé selon le segment
(~1, 1]

Exemple : 1°) Les polyndmes orthogonaux par rapport 3 la fonction poids

2, =/

w(x) = (1 - x%) sur [-1, 1] sont les polyndmes de Chebychev.

Tn(x) = cos(narcces x) si x ¢ [-1, 1]

Tn(X) = %-[(x # AP ¢ (x - S2-1)™ i [x]: > 1.
On-ar:
| "V GO
n

@& 1 | .
) SLwix) e (1-x2)/2 alors les polyndmes R sont les polyndmes

de Chebychev de seconde espéce U,

1
Un(x) = (1-x2)-'k sin ((n+l) arccoes x) pour x € [-1,1]

é

et 4
c g Lo+ AP - (x - AR™
U (x) ==, si|x| >1
n 2 5
. vV x"-1
Dans ce cas encore on a :
I R /Uan)
1lim —_— | = 1six>1
;i x + Vx>-1
Lemme 2 : (11, p. 123-124]

' Si Br(dp) = [-1, 1] et u'(x) > o pour presque tout x de [-1,1]
(c'est & dire : L'ensemble des points de [-1,1] odl u' est nulle
est de mesurne nulle.



alons

1im "V R (x)] <1 ¥x e [-1, 1]
e ¥

1/n
Exemple : ¥x € [-1, 1] :Tn(x)] < 1 donc lim |Tn(x)| |
no
¥x ¢ [-1, 1] |U_(x)|s<n+l donc lim |U (x)ll/n
n b g

STk

Les variables définies ci-dessous seront souvent utilisées.

Soit T 1'application de [a, b] vers [-1,1] définie par y ¢ [a,b] + t(y) = —(a+b)/2.
(b-a)/2

On désignera en général par X un élément de [-1,1], par x l'antécédent

de X par T, par A 1l'image de t—l par
X = 1(x)
i

A= 1(t )

et
B=A-/A%-1 (VA ¢ C - [-1,1], on a |B| < 1)

Théoneme principal :

b da(x) _, » ¢
Soi# £(t) =J ——7 t ¢ [a,b]
a 1l-xt

o bornée et non décrodissante.

Soit R;(x) = Rn(T(x)) = Rn(x) pour x € [a',bl, ol R est Le
polynome onthogonal de deghé n par rapport & une certaine
distribution aif telle que Br(dw) g [-1, 1] et u'(X) > o pour
presque tout X e [-1,1]. (Cette dernidne condition peut &tre
nemplacde par g;@'“di;(i)|s 1, W D+1104%

l—R*+l-(x)/R*+1(t—l)
Soit P_(x) = 2 T xft‘ Le polyndme interpolant
X * aux hacines de R® ..
st nt+l 4

Sous ces hypothises nous avons :

1im JOkR: ) = f(t)ll/n < |B| <1

n-ro




avec B = A - A2—1, ol A = T(t )

Preuve.

[}
o®

Notons 1'erreur c(Pn) - f(t)

n
(b 1
. c(Pn) —If(t) = J (Pn(x) - ) da(x)
a 1-xt
b -R*(x)/R*(+™1) e W e
e = I BB dax) = —2— . J D 4B(X)
et * (b-a)t R (A) /-1 A-X
avec
dB(X) = da(t 1 (X)) = da(x).
2 1
= le | < . sup |R(X)|. sup : J dB(X).
T (b-a)|t]|.|R ()] -1sxs1  ° ~1<xs1 Ja-x| ‘-1

Ty tanliee 88 tiu iy a o1, 1)

e
L 1/n
lim [sup IRn(X)IJ
Il/n - n¥° -1<X<1
n

=> lim |e

e lin |R_(a)|}/P
o D
Le lemme 2 donne :
1/n
lim |en| < 8
g lim‘IRn(A)Il/n

N>



s ehe

Le lemme 1 permet de conclure :

iiﬁ'lenll/“ QR L B |a - /a%-1] = |B] < 1.
s A + /A2-1|

0

Théondme 1 : Quand n tend vens L'infind, c(P ) canvvr.ge vers f£(t) unifor-
mément sur tout compa,txdec-[a b i

Preuve.

1 sup

L
sup [£(t) - e(P )| s —2— . dB(X). sup |R (X)|.sup r e ]A X[
teK (b-a) ~F -1<X<1 teK l_ltl IR_(A)|
n

=

Si t parcourt un compact K de € - [a ~, b_l] alors A parcourt un compact K'

de ¢ - [-1, 1].

Par conséquent sup est borné pour A € K'

-1<X<1  |A-X|

B

=> sup [f(t) - c(P )l < M.sup [lB[ 1, M constante 1ndepend§nte de t.

& teK AeK'
g [ ]

Or ¥A € C - [-1, 1] |B| <1 et pour A ¢ k' c ¢ - [-1, 1] |[B] s p < 1.

=> sup |f(t) - c(P )| s M.p". Metp indépendants de t.
teK

La convergence de c(P ) vers f(t) est donc uniforme sur tout compact

de€ -[a ", b, ]




& 101

1] - SOMMATION DE SERIES.,

Dans ce paragraphe, nous établissons le lien entre les procédés de somma-

tion et l'interpolation de la fonction génératrice.

Soit la suite (Sn)nZO quelconque de réels, de limite S.

Posons f(t) = ) c.ti on a f(1) =
; i
i=o
Soit R ,q un polyndme quelconque de degré n+l.
%

n+l (n+l)
R +l(x) = 2 My x tel que R, (l) =
k=o
1- Rn+l(X) 1
P (x) = ———————— P _interpole la fonction x + —— aux racines de*R_
n e n 1-x +1°
[1-R_ . (x) n+l g ad s e 1)
e(P(x)) = ¢ I _ﬂl___l = c 'z u(n+l) .(_1.4._"(_1
n o k
[ =0 1-x
n+l k n+l |
Q(Pn(x)) z u( nti) %:%—) = 2 u(n+l) c(l+x+x2+ el o 1)
n+l k-1 n+l
(n+1) (n+1)
eP (x)) = )} w £ oy iRady p s
- EAEL R T T
Lo GrEl) (n+1) g (n+1)
it Sy %t Uy s i

(n)

uo n 1ntervenant pas dans le calcul de a(P ) on peut le supposer nul. Pour

des commodités de notation on pose u£n+l) = ini
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T (n)
On a encore Z a =1,
L k
k=o
f ao o o S [ s ) ( a° S )
0 o o o
1 1 1 1
ao al ° - sl z ao So + ai S1
2 2 2 2 2 2
ao al a2 s2 ao So + al S1 + a2 S2
L b )

Déginition : On appelle polynome caractéirnistique de degné n de La matrnice
triangulaine de Toeplitz (ai“)), Le polyndme

a](<n) xk

He~—-19

c (x) =
n

k=o

On obtient alorns un procédé de sommation appelié tableau de
Toeplitz [30].
Ona :

Rn+l(X) = x Cn(x).
Avec les notations ci-dessus, le lemme 2 de Wimp'[SO, p. 3] devient :
Theoneme 2 : Convergence.

Si P_ interpole La fonction géntratrice x » 1—f; en

xgn) e [-a, o] avec a > o alons

lim c(P ) = S.
n->o n

Puisque le procédé consistant 3 interpoler la fonction génératrice

X > I:§€ aux racines de polyndmes orthogonaux sur [a,b] somme la série
o . . .

i -1 -1 . V2o - i N
2 cit , pour tout t ¢ € - [a ~, b 7] si c; s écrit c; = x“da(x), a
i=o ’ )a

1'aide du théoréme de Perron Knopp, on peut démontrer que ce méme procédé

8

1

citl pour tout t ¢ € - [a . b_1] si f est analy-

(o]

somme la série f(t) =

o~

i




i o

tique dans C - [a_l, b_l].
o i Y i
Définition :  Soit £(t) = ] c.t’ et £ (¥) = ) et

i=o i=o

On dit que Le procédé T somme La fonction £ au point t, 84

1lim T fn(to) = f(to)

n-»co

Le domaine de sommation d'une gonction at £'ensemble des
points en Lesquels Le procédé somme cette gonction.

Théoneme de Perron-Knopp :

I étant Le domaine de sommation de La fonction

git) = .} = li—t, 84 £ est holomonphe dans ¢ - [a’l, b'll,
i=o

alons Le domaine de sommation de £ est L'ensemble des t ¢ €
véinigiant :

{t/T, ¢ singubanité de £} c T

Ce théordme permet de déterminer le domaine de sommation de f par le procédé

si les deux singularités a et b de la fonction analytique f sont connues.

Lemme 3 : Sc (an)n>o est une suite de polyndme orthogonaux vernifiant
Les conditions du théoneme principal et s4

-1
1-R . (x)/R {4 ™)
P_(x) = ntl ntl alons

I - %t

Ll
c(P )~ g(t) = T ¥tecC - [1,¢[

Preuve.
X 1
g(t) = Jo s da(x) avec da = dS(l) (Dirac)
1 R (%) (1)
g(t) - e(P ) = —=— J mtl ga(x) = 2 2
Rn+l(t ) ‘o0 1-%t Rn+l(t )  1-t
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ey 1
Lm R . (x)| /M <1 ¥xe [0,1]
N0

1/n

- -1
te€-[1, +of <=>t1¢[o,1] <> lim |R (t ) | 2L >
|B]
D'ol
R_ .. (1) 1/n
Tim | -2 < [B] <1 et limc(P ) = g(t)
n-e Rn+l(t ) Irseo

B

Theoneme 3 : Quelle que s0it La sulite (Rn)nZo de polynomes onthogonaux
virnigiant Les conditions du théondme principal, P étant
défini comme dans Le Lemme précédent, alons, quelle que 504L%
La gonction £, holomonphe dans ¢ - [a“l, b1l ona:

o(B ) + £(t) ¥t Ll que t/g ¢ [1,+l, ¥
singularnite de f.

Preuve : I1 suffit d'appliquer le théoréme de Perron-Knopp.

Le procédé permettra de sommer la fonction £ dans 1l'étoile de Mittag- Leffler
L'@€toile de Mittag-Leffler de f est le domaine obtenu en enlevant 3 € les
demi-droites dont le support passe par O et d'origine chaque singularité de f.

(13 p. 771].
Le lemme suivant va servir a établir une borne d'erreur pour la sommation
des séries holomorphes dans € - J—o, -1].U [1, +w[

Lemme 4 Soit (sn) une suite de ¢, alors :

AL existe s € € tel que 1
Tim |s -s|YP = p > 1 <> | Tm|as_|P=p>1
n-»e n N0




21k

Preuve pour <=

1/n
Soit Sn telle que lim IASnI =p<1
-
Posons
°n T AR Sn+1 e Sn % 3 So
on'a :
n
Sn ¥ .Z i
i=o
1
1im |c.|I = p = R = = est le rayon de convergence de la série
i 1
(o]
z c.t1
% il
i=o
‘ % w . al 1
La fonction f(t) = |} citl est par conséquent holomorphe dans le disque de
i=o
centre O et de rayon R > 1.
Soit
v i
£ (t) = Z o, t, 5= &), 8, =f£(1)
i=o »
© : AR 3 bns
£(t) - £ (£) = ] aifon ot Ioiigmmtl T
j=nt1 * i=n+l “n+l
Cnt2
€ > o fixé, choisissons Ne tel que n > N => p < 2 <p+e
nt+l
on obtient :
i-n-1 X i-n-1
¥i2n+l p < |— \ < {p.+ )
c
nt+l

tn+1 1

b i
c!n-ﬁ-l * 1-pt

1-(pte)t

1
< HECR) = (0)] £ o, |or" ¥e > 0, n > N

avec t = 1, la relation ci-dessus devient :
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Iim |s
ne n+e

Preuvqpeur=¢.

De 1'inégalité triangulaire :

1Sper = Syl s IS 41 - S + |s -S| < 2 Max {Is 41~ sls |sn - s|}
On tire :
— 1 1 1
lim n_ T n_ s—— _e|D
n¥o ISn+l SnI < ii: ISn+1 SI - ii: |Sn 8| s 0
1 .
Si lim Sn+l - Sn T Stait égale d p' <p on aurait avec la condition suffisante :
n-roe
‘ 1
1im |s_ - s|® = p!
e 0

ce qui n'est pas.

Notation.

HG = {f : ¢ » ¢, f holomorphe dans G}

Sauf indication contraire, G = C - J=», -1] U [1, +[.

Theorgme 4 : Si p_ est Le développement tronqué & £'ondre n de ﬁ en fonction

-X
des U (x), polyndmes de Chebychev de seconde espice alons :
pour toute fonction £ de HG, ona :
1

Iim le(P ) - ()" < [B] <1 V¥teG
N-»0 n
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avec
-1_1 1 =l /2 _
to =3 (B + B), B=¢ t 1
Preuve.
On a :
1 2 Tk
=(8°+1) } B U (x)
1-xt k=o

o0
(B2 +1) ) BkE(U (x)) est une série convergente (voir théoréme 3) de limite

k=0 k
£(t) = £(22), ¥t € G.
B +1

Elle est donc holomorphe dans D(0,1) car l'application z *-% (z + %) applique

de fagon biunivoque le disque D(0,1) sur € - ]-=, -1 u[1, +=[.

Par suite :
1
e k
Iin |e(u (x)]" s 1.
k-0
Si 1l'on pose : °
2 n
P(x)= (B +1) 1 B U, (x)
k=° Ly
on a :
c(P_,.(x)) -c(P) = (B2 + 1) 8™ c(u_ (%))
ntl n ntl
Puis : .
1 1
— n ey Y n _
in |e(P_ ) - e(P )" = |B| x 1im |c(Un+1(x))| = |B| <1
N~ e

Le lemmé 1 permet de conclure.
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On applique le méme raisonnement pour le développement en fonction des Tn’

polyndmes de Chebychev de premiére espéce et on obtient le :

Théondme 5 : SL P est Le développement trhonqué a £'ondre n de x 13¥t

en fonction des Tn(x) = cos (n arcos x) alons :
pour toute fonction £ de HG ona :
1

Im |e(P) - £()|" s [B] <1 ¥teg

avece

Preuve.

On a

lim |c(Tk(x))|k < 1 (preuve identique 3 celle du théoréme 4) et donc si :
koo

2 n
P )= 2LtB) 7 g g
(1-B7) k=o
On a :
1 1
Tim {e(P_ ) - e(P)|® = |B|. Tim [e(T)|" < |B]
0o ntl n a0 n
O
Remargue.

Si f est holomorphe dans € - J-, - £/6] U [E, +o[ avec § > o et §
les théorémes précédents s'appliquent en remplacant t-l par

£ 1 1-4 1+8
— 4 avec B = St eta = 3 - Si 6 = o, la coupure de gauche est omise.

€ C,
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TheorZme 6 : 84 P est Le polyndme de degné n en x, interpolant La fonction

1 .
X 1=t aux naecines de U,ﬁ+1(x) alons :

pour toute fonction £ de HG, ona:

1
1im je(P ) - £(t)|" < |B]| <1 ¥tea
n
n-roeo
avec
- -1
t 1 = %-(B + l) B =t - f2~l
Preuve.
-1
_ 1-U () / Un+1(t )
Pn(x) =

1 - xt

UL (%) U (%)

n+l _ _nt2
-1 -1
) Un+l(t ) Un+2(t )
P .(x) - P (x)=-
nt+l n
1 - xt

-1

-1
Un+l(x) Un+2(t )—Un+2(x) Un+l(t )

Pn+l(X) - Pn(X) =

-1 -1
Un+2(t ) Un+1(t ) (1-xt)

Puis avec la relation de Christoffel :

n+l 1

_2 -1 -
P ) -P(x) =20 jgo U7 USGOT /(U () U,

1y
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2 n+l -1
C(Pn+l) - C(Pn) = -1 -1 . .z Uj(t ) c(Uj(x))

t Un+2(t ) Un+1(t )  j=o

o+l UL (t7h)
la série J — c(Uj(x)) est majorée en module par

u.(t™h)
1

n+l

L

C(Uj(x))

nt+l n-4
< ¥V B". ]eu.x)].
j=o )

1= Un+l(t )

Le dernier membre est majoré par une constante M car c'est une série convergente
(1im Ic(Uj(x))| Vi< g et |B| < 1).

]-)oo

Par suite :

2 ,
Faer) T S
nt2
Puis
1
Iim Je(P ) -~ c(®)|P < 1 = [B] <1
N ntl n lim -1,(1/n
= |u_ ()|
n-e n
et par le lemme 4
1
Tim |c(Pn) -f()|" < |B] <1, ¥teG

n->o

TheonZme 7 : Le thZordme 6 neste vial en nemplacant Un(x) par Tn(x).

Tous ces résultats étendent de fagon intéressante le théoréme principal
1
de ce chapitre qui établissait une borne d'erreur seulement pour les séries

de Stieltjes, de rayon de convergence non nul.
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ILa suite est une généralisation des théorémes précédents d une suite

de polyndmes orthogonaux par rapport a une distribution vérifiant certaines

conditions.

Définition [i4, p. 311 ou [11, p. 190].

Lemme 5 :

Soit a(x) une gonction bornie a valeurs réelles et prenant
wie Anginite de valeurns difgérentes, définie dans [-1, 11.

Soit My définie sun [-m, +w] par :

0(l1) - a(cos ®) o< 0w
ul(e) =
a(cos 8) -~ a(l) -m £ 0 <o

S{ o est absolument continue avee o'(x) = w(x), alons ul(e)
est aussd absolument continue et :

ui(8) = w(cos 0) |sin 8]
On dina que

+m
0 €A <> J Log [ui(e)] de > —oo,

- T

Soit (R La suite de polyndmes onthogonaux par rapport a
une distribution do suwr [-1,1] virigiant o € A.
Soit : '

1 ) o
T kZ a, (t) R (x)
=0

Le développement de La fonetion Ig§¥ en fonction deb.Rk, k € N,

£ty [-1, 11.
Alons :
1/k
1im Iak(t)l = |B] <1
)
avec

B=tlo /el

N =
~~
o
-+

w |
N




234

7 ol 1/n

De plus, comme 1im |R (x)| =1, [11, p. 12u] ¥x ¢ [-1, 11,
meo 1

La convergence de La s¥rie Ia, (t) P, (x) a Lieuquel que $0it

% e [=1; 1],
Preuve.

La suite ak(t) vérifie : [11, p. 138]

1 (x)
% da(x) ¥t, 4t e € - [-1, 1]

o (t) = J

-1 1-xt

La suite (Rk)de vérifie une relation de récurrence de la forme :

R_1= o Ro(x) =1

(%) £ 30

Rn+1(X) 5 (Anx i Bn) Rn(X) 3 Cn Rn--l n

Higgins [14] a démontré que si a ¢ A alors

lim A = 2
n

nN-co

1im B =0
n

N+

Iami@EEE 3,
n

oo

La suite (ak+l(t))deAver1f1e la relation de récurrence suivante :

A
Bo(eys SEEERL & Ve R e,
k A 50 :
k-1 k+1 .

B A
k+

o g (1) 2 (-11;+ = 2 :

i k+1
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La suite (ak+l(t)/ak(t))de vérifie la relation de récurrence limite :

%q (8D _2_ 1
ak(t) ak(t)
ak_l(t)
D'ol
1

L kK o) - T
I fo (0] =T |- —) = [¢78 - A7 = |
k=0 k0 ak(t)

c.tt =—1—ave_c c. = 1¥%i eN,.
1-t 1

Lemme 6 : Soit g(t) = i

He-1 8

1
n
Soit P (x) = Y o, (t) R (x) Le développement tronqué de ta
‘ k=o

gonction géntratrnice en fonction des R (x).

On a:

1im c(Pn(x)5 =g(t) W, tleg- -1, 11.

n-re

Preuve.

o s i .
Puisque c(x™) = c, =1 Ui ¢IN, ona :

n
c(P_(x)) = P_(1) = ) o (t) R (1)

k=0

et par conséquent c(Pn(x)) converée vers T%? quand n tend vers l'infini,

quel quesoit t € € - J-=, =11 U [1, +=[ généralisation des théoremes 4 et 5.

Généralisation des théorémes 4 et 5.

Théongme § : Soit £, fonction de g
n

Sodit P (x) = N a, (t) R (x) Le développement tronqué de £a
k=0

gonction génératrice en fonction des R, polyndmes onthogonaux
parn rnapport 4 une distribution do telle que o € A.
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Alons
1

lim
n-Hco

n
lc(Pn) - f(t)] < [B] <1 ¥%tea.

avec

B=t 1t - /A2

et c(xl) = c,» L4 fonctionnelle déginie pan f.

Preuve,

Pn+1(x) - Pn(x) = an+l(t) Rn (x)

+1

C(Pn+l) - c(Pn) = an+l(t) c(Rn+1(x))

Or ¥teg-l-, -1] v [1, +=[, c(Pn) converge vers f(t). (Théoréme de Perron

et lemme 6).

Par suite :

1
o k
lim o, (t) c(R (x)| <1V¥teG
k-0
Comme 1
sup 1lim Iak(t)lk =1
teG koo
On a :
1
Im [e(R (0" < 1.
Jeroo
On en déduit :
1 1

*

Iim |e(P_ ) - c(P)|® s Tim |a
oo nt+l : n oo l n

+l(t)[n = |B| <1 (lemme 5)

Le lemme 4 permet de conclure.
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Lerme 7 :  Soit u une sulte de ¢.

On a :
1 1
™ |u |* qf uwl?
lim | =p>1=> 1lim <p
k=0 uk n*° k=o uk
Preuve.
1
lim |uk|k = p implique que
ko 1
: n
¥, 0y > 0yl s e,

sauf pour un nombre fini de valeurs de n

n

N * n
Yol = kl u |+ kZN o, |

k=o =0

1

N étant 1'indice maximum pour lequel IUN|N > P, (N ne dépend que de p2)

n

n
= ¥ lu | <M+ k‘z-N (p,)

k=o

k

M constante ne dépendant que de p.
La seconde série est géométrique de raison P,
Donc
n 1
Tm L} |uk|] " s P,

m*® k=o

L'inégalité ci-dessus étant vraie quel que soit P, supérieure d p, on en
déduit :
1
—_— n P
lim | l [ukl] <p
n* k=0
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Remarque.
1 1

Si on a seulement 1lim Iuk|k < p alors 1im ? |uk|]n < sup(p,1)
koo nro  k=o
ThEoneme 9 : Soit £ fonction de HG.
Soit P Le polyndme de degné€ n en x intenpolant La fonction
générnatrice aux racines de R, ornthogonaux par napport & ta
distruibution do, o € A.

Alons :
1
Tim [c(P ) - £(t)|" < B <1 %teG
o n
avee B = t 1 - A% -1 et o(xb) = ey gonctionnelle définie
W f.
Preuve.
Pn s'exprime par :
L-R, GI/R (7
P (x) = 2 L

1-xt

donc

-1 -1
Rn(x) Rﬁ+l(t ) - Rn+1(x) Rn(t )

Pn(x) - Pn—l(X) =

-1 -1
Rn(t ) Rn+l(t ) (1-xt)
-1 n -1
(t "-x) A kZo Rk(x) R (t ) .
= - relation de Christoffel
-1 -1
(1-xt) Rn(t ) Rn+l(t )
An o -1
= c(P ) -c(P )= ) » kzo R () e(R (x))
t Rn(t ) Rn+1(t )

Or les conditions imposées a la distribution do impliquent que :




- 2§ -

[11, p. 1237:

1 1
— k -1 = k -1 -1
Iim |u [T < |[B77] Tim |e(R (x))]|" < [B"7}.1 = |B 7|
o X o
(Voir preuve du théoréme 8)
Le lemme 7 permet d'affirmer :
n 1
Ty o -1 n -1
1im | §J R.(t D) c(®R (xN|" < |B7|
n*® k=o Rk Rk
et 1
— T la g
Lim |e(P ) - e(P__)|" < lim = B
R N

car 1lim A_ = 2 (voir preuve du lemme 5).
n
ne
Le résultat découle du lemme 4,

[I] - ExeMPLES

b dd.( ) -l : 2z z )
Soit f(t) = J I——%—, t - ¢ ¢ - [a,b] o bornée et non décroissante.
-x

R orthogonal par rapport d w(x) sur [a,b].

1
1°) - w(x) = (l-xz)-'k => Rn(x) = Tn(x) = cos (n arccos Xx).

sup [T _(X)| = 1.
-1sXs1
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et
T_(A) = 2 [(a + /A%-1)" + (A - VAZ-1)PT, |A] > 1
On a donc
1 1
e < 2 4 . sup l—é— v J dB(x)
(b-a) t = €A # /A%2)" & (& = A% --asxctfasx | o 173
si A>»1 B=A- /Az—l e [0,1[
A<=+l B=A*+ /A2—1 e 1-1,0]
1
e s 2 g L — - Sup ; J dB(X)
(b-a)t B + B -1<X<1 |A-X| -1

1
= Tim e |® s |B| <1
n»e =

1
2%) = wix) = (l-x"z)/2 => R (x) = U_(x) = (l-xz)-%
g n n

sin((n+1l)arccos x) pour xel[-1,1]

i
: (A + A2_l)n+l Sk ’/Acsl)rﬁ’l
U(A) == pour [A| > 1

VA2-1

1
4 /a%1 1

le_| < ; —— .(n+1). sup X dB(x)
B ey B S -1sxs1 [a-x] ),

ol B est défini comme ci-dessus.
I1 faut remarquer que cette borne d'erreur est beaucoup moins favorable que la

précédente puisqu'elle comporte le facteur (nt+l) en numérateur.
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IV - RELATIONS DE RECURRENCE,

L'avantage de l'utilisation de polyndOmes orthogonaux en tant que poly-
ndmes générateurs des approximants de type-Padé réside dans le fait qu'ils

suivent une relation de récurrence d trois termes,

Soit (Rn)ndN une suite de polyndmes orthogonaux sur [-1, 1] par rapport
d une certaine distribution du.

Il existe donc trois suites de réels (An) (c) tels que :

nelN’ (Bn)ndN’ n’ nelN

(1) R, X)) =(AX+B) R (X) -CR _, (X)

n-1

avec

G >o° ¥n ¢ N (voir [9])

et

Il faut remarquer que chaque R, a ses racines dans 1'intervalle [-1, 1].

Posons comme dans le chapitre 2, I :

* * -1
1 - Rn+1(X)/Rn+l(t )

P (%) =
n 1 - xt 5
[, _ _
ou Rn+l(x) = Rn+1(T(X)) = Rn+1(X)'
» * PO X )
La suite (Rn+1)n z o vérifie :
* %* *
(2) Rn+1(X) = (An T(x) + Bn) Rn(x) - Cn Rn_l(x)
Posons .
- p* -1, _ -1y, _
on+l Rn+l(t ) = Rn+1(r(t ) = Rn+1(A)
On a :
=atl+Bro -c o (3)
n+l n n n n-1
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et

*
<> [1 - (1-xt) Pn(x)]on+1 = Rn+1(x).

Reportée dans (2) :

(1 - (1-xt) Pn(x))on+l = (An (%) + Bn) [1-(1-xt) Pn+1(X)]on

- Cn [1 - (l-xt) Pn—l(X)] on-l

> 0 (1xt) PL(x) = (A T(x) + B_)(1-xt) P _1(x).0 - cC_ (1-xt) P o(x)o

-1
- (Anx + Bn) o, *C, S (Ant + sn) - cn on n-1
On an 1 A on -1
<> P (x) = (A_.7(x) + B_) P (x)-C —P _+A —t
n n . n On+1 n-1 n °n+1 n-2 n onil
D'ou :
g . g Y L1
e(P (x)) = A —"—c(™x) P___(x)) + B —B—C(P_ (x)) - c 2lecwp )
n n cn+l n-1 na ., n-1 N oo . n-2
g
+A . —2 t'l.co.
n on+1

Donc, le calcul de c(Pn) sera effectué 3 partir des valeurs de g(Pn_l), c(Pn_ )

2
et aussi c(t(x) P _(x)).
n-1

Cette derniére quantité &tant égale 3 :
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x-(a+b)/2 (x)) = T;Ta-; c(x Pn_l(x)) - % C(Pn_l(X)).

I1 convient de remarquer que les calculs seront plus précis si les coefficients

A, B » C, ne dépendent pas de n.

Ce sera notamment le cas pour les algorithmes qui seront décrits dans 1le chapitre

suivant.




CHAPITRE 111

APPLICATIONS DU THEOREME PRINCIPAL
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INTRODUCTION,

Ce chapitre consiste en une &tude détaillée des différentes applications
du théoréme principal du chapitre II.
On remplace la fonction génératrice successivement par son approximation polyno-
miale dans ﬂ”, Ll et L2.
Puis on retrouve la borne d'erreur des approximants de Padé pour les fonctions

de Stieltjes.
Enfin les développements de la fonction génératrice en fonction des polyndmes ~

de Chebyshev de premiére espéce T, ou de seconde espéice U, (étudié par
W. Niethammer) sont encore des cas particuliers du chapitre II.

I - APPROXIMATION L~ DE LA FONCTION GENERATRICE,

b
La fonction f(t) = J dalx)

avec ¢ a variation bornée et non décroissante.
a 1l-xt .

Appliquons le changement de variable transformant (a,b] en [-1, 1] (voir théoréme

principal, chapitre II),

2
(b-a)t

1
£(t) = J L 4B() avee dB(X) = da(t LX) = dalx)

-1 A-X

[ ]
Pour des raisons de simplification, on considérera que f est écrite sous la forme

(1 o .
£(t) = | L as)

-1 X-A

La distribution dg étant i priori inconnue, il parait logique de remplacer la

fonction E%K par son polyndme de meilleure approximation Pn sur [-1, 1]. De plus,
par le théoréme d'alternance de Chebychev, nous savons que ce polyndme interpolera:
Y%X en (n+l) points de [-1, 1] et par conséquent c(Pn) sera un approximant de type
Padé (n-1/n) pour la fonction f(t). (Vrai méme si f(t) est une série quelconque).

Dans [18, p. 33-34], on peut lire l'expression de la meilleure approximation

polynomiale Pn de la fonetion X + Y%K—pour X ¢ [-1, 1], A réel, |A| >1
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1 "
P (X) =5~ - cos (np + §)
n X-A 2
AT-1
ou
B=A - sign (A) .V A2-1, cos ¢ = X et AX-1 . cos &,
X-A
Remarquons que
A =-% (B +~%), 2AB = BQ+1, et %-= A + sign (4) /A2—1
A"-1
P(X) = -X +2(B—A)
A"-1

Pn interpole la fonction X ~+ L aux racines du polyndme Rn+1(X) = KX-A) cos(n¢+d),

X-A
de degré (n+l).

a

Montrer que (Rn+1)n20 vérifie les conditions du théoreme principal &quivaut a

trouver la relation de récurrence i trois termes que vérifie la suite (Rn)n21.
Dans le cas particulier ou Pn est le polyndme de meilleure approximation de

Y%K“ Rn s'exprime en fonction des polyndmes de Chebyshev Tn" ‘

Lemme 1 : - Rn+l(x) = (X-A) cos(n¢d + §)
‘ R..(X)==T (X)-T(X)+2T (X) ¥nzo
n+l 2B "ntl n 2 "n-1 *

oll B a La méme signification que ci-dessus.

’
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Preuve.

I1 suffit de développer cos(n¢ + §)

cos(ngp + 8) = cos(np) cosS - sin(nd) siné

S C I ORI S e S

X-A X-A

Expression dans laquelle

Tn(X) = cos(narccosX) pour X ¢ {-1, 1]

sin((n+l) arccos X)

1-X2

Un(X) = pour X € [-1, 1]

U et T sont liés par :
n n

Tn+2(X) - Tn(x)

Un(X) = ;
2(X° - 1)

Rn+ (X) = (X-A) cos(nd + §)

Ed

(X-A)

(X) = T (X).(AX-1) - U (X).l/l-X2 //(l-X?)(A2—l) X
n n-1 , 'X‘AI

.Rn+l

or si A>1, X-A<OetsiA<-1, X-A>o0

= Ry (X0 = T OOAX-1) + U () / a%-1 . sign(A).(1-x°).

T (X)-T__.(X)
Rn+1(x) = Tn(X)(AX-I) + sign(A);/Az_l ( n-1 ntl )
. 2




T

Puis utilisant la relation de récurrence liant les Tn :

Tn+l(X) = 2X Tn(X) = Tn—l(X)°
T OO0 T LX)
G nt+l n-1 ) gl /, 2
R (X)) =A( . ) = T (X) + 7 sign (A) VA"-1 (T _,(X) = T (X))
;i 2 ! : /, 2
R .(X) =T  .(X) .A-sn.ﬂA)JA-l ST (X) 4T L (X) .A+§g£(A) A-1
n+l n+l 2 n n-1_- 2
H
Lerme 2 : La suite (Rn)nzl Sult La nelation de récwurence a thodis tenmes :
Rn+l(X) = 2X Rn(X) - Rn-l(x) ¥n = 2
Rl(X) = AX - 1
Jgecn
R2(X)-BX - X + (B-A)
Preuve. ;
. Immédiate a partir de 1l'expression des Rn en fonction des T .
: R (X)) =T (X)-T(X)+2T (%)
nt+l 2B "ntl' n g nel T
S s - e B 5
n=o « Rl(X) T X 1'% 2 X
(convention T =T ).
=1 n
= e
5 (B + E) 1=AX - 1.
1
2 B - =
" =1 (%% _ 1) - Bie % 12 B
-n=1 R2(x)-213 (2x 1) X+ 3 s B




o B

Lemme 3 : La suite (Pn)n2° virnigie La nelation de récurrence :

2
: e - 2
P ,1(X)=2BXP (X)-B" P ,(X)-2B Vn2l.
P_(X) = =
A°-1
Pl(x) : 3 +2(B-A)
A“-1
Preuve.
2
e A°-1 g
& (X) ¥ ik Rn+l(X) B /A -1 : Bn —En— - Rn+1(X)-1
o X-A A%-1 X-A
P [—Rn+l(A) - Rﬁ+1(x)
Pn(X) - 2 X = A &
A®-1 ,

2
Rn+1(X) = [1 - (X-A) Pn(XI] . ;1 substituée dans la relation du lemme 2 donne :
B
B 2 2 a2
[1-(x-A) P (0T A=k = 2y (1 () PA] Aeps - [150-A) B )1 =2
n+l Bn+l i - Bn n-1g: Bn—l

L]
L I

L]

(X)

2X [1-(X-A) P (X)IB - B2 [1-(X-A) P_ .(X)]
n n-1
&

=> - -
1-(X-A) Pn+1

: & 2 2
(x-A) P\ (X) = 2X B(X-A) P_(X) - B°(X-A) P__ (X) + (1-2XB + B)

.

Or
(1 - 2X B+ B%) = (2AB - 2XB) = 2B(A-X)
et donc

it 2
Py, (X) = 2BX P (X) - B° P (X) ~.2B.
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g ) M=l
b s 1 - R (X)/A"-1 ; i iy
- X-A X~A A%-1
2
5 1 - XT-BX+B(B-A)
1 - R,(X)B/A*-1 P
Pl(X) = =
X-A X-A
A2-x2-AB+BX 2
P(X) = ~mo—" car AB - B -15=-AB
(A"-1)(X-A)
-X-A+B
=> P (X) = ————
& %=1
0
el
Théondme 1 : Soit £(t) = —— dBR(X) et P_ Le polyndme de meillewre
e g B 5 n
approximation de X + i%; surn L'intervalle [-1,1] alors :
—_— 1
S 1m |e(P) - £(t)[n s |B| <1

&

L
Preuve.

I1 suffit de prouver'que Pn interpele X -+ 2%; aux racines d'une suite
de polyndmes orthogonaux vérifiant les conditions du théoréme principal (chapitre
11).

La relation de récurrence du liemme 2

R (X)) =2XR(X)-R (X

q!

g

montre que les polyndmes (Rn)nZl sont orthogonaux par rapport d une distribution
sur un intervalle réel. Cet intervalle est exactement [-1, 1] 3 cause du théoréme
d'alternance de Chebychev.

De pilus, la relation du lemme 1 :
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B

-1 - B
R ,1(X) = 25 T 1 X) - T (X)+5T 06
implique :
— 1
im R, (XO[ns1 ¥Xel-], 1]

110

car
|Tn(X)l <1 ¥n 2o, ¥X e [-1,1]

Rn vérifie donc les conditions du théoréme principal et par suite

1
iim Je(P) - £(t)|n < |B| < 1.
oo

Des applications numériques seront données plus loin.

L'expression exacte des polyndmes Rn va permettre de donner ci-dessous

une expression plus précise de la borne d'erreur.

rl
Théonéme 2 : Soit £(t) = J dB(X) o¢ P Le polyyome de meilleure appro-
-1 X-A
ximation de X -+ X%K sun [-1, 1] alonrs ) *
n 1
. le | = |e(P ) - £(t)] < -J%}L- J dB(x)..
n n a°-1y Ja

Preuve.

n,, 2
1 - Rn+1(X)B /AT-1

P (X) =
n X-A
n (1 R .(X)
c(P ) - £(t) = - g J ol 48(x)
n A“-1 71 x-A




< -

n 1 n 1
= |e | = [c(P) - £(t)] s 15 |cos(n¢+8)| dB(X) s le| dB(x).
;- o ASix vl e

0

Remarque : 1°) 8i f(t) est éerite sous la forme

b da(x)

f(t) = J
a 1l-xt

il conviendra de multipiier Pn par , ainsi que e -

(b-a)t

2°) Si t ¢ R alors A ¢ R, Dans ce cas, £ n'est plus polyndme
de meilleure approximation mais il demeure polyndme d'inter-
polation en certains X, € ¢ et ia formule du théoréme 1 reste

vraie.

Donnons un exemple :

. o0 : : 1 .
(1) == 28 t(l_t) =y cit1 avec c, = B g J x dx

L4

Pour Log 2 = f(-1) nous avons :

¢ ‘
¥ T o=l H [a’b] = [O’l]

-1
s L W R WS | O A
(b-a)/2

On obtient :

n
|£(-1) - e(P)]| = |e_| = w2 0} SO
n n 8 I_ll
(3 - vB"




i

On a

n
* -
pn(x) . kgo (2k+1) qk(A) pk(x)

-1 _nil X
* XK " XA Pre (X (B) - p(X) g, ()]

ou pn(X) désigne le polyndme de Legendre de degré n et qn(X) la fonction de

Legendre associée :

1 pix)
%- J 2 gt R

W

q_n(X) =

ol 1'intégrale est la valeur principale de Cauchy quand X € [-1, 1]

* . 1 }
P interpole ¥-f 2ux racines de pn+l(X) qn(A) - pn(X) qn+1(A).

Posons donc :

» 1
a0 E P (X P TR

On a :

: R .(A) = !

1
Theondme 3 : 1iin [£Ct) - c(P;(X))|Eg |B| < 1 ol P; est La meillewre approxi-

mation polynomiale de 3= sur [a,b] et ol

i
¥, dg(Xx)
£(t) = J_l £

Preuve.

Il suffit de vérifier que Rn+1(x) satisfait aux conditions du théoréme
"est orthogonal par rapport a une certaine

principal, c'est d dire que R
| <1 ¥Xel[-1, 11.

i
mesure du avec Br(du) ¢ [-1,1] et 1im |R_(X)
meo B




l

|

|
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ce qui implique :

|en| B pour n = 20.

16

En fait, cette précision de 10 ~~ est atteinte pour n=16 (voir les applica-

tions numériques dans le chapitre 7).

Notations.

1 1/
P = :R+R|L J [9(x) |P dx1™/P < 4o}
-1

L& W :R+R | sup [v(X)| < o}
-1<X<1

L'approximation de la fonction génératrice dans L” sur [-1,1] entrant dans
le cadre du théoreéme principal, il est intéressant de rechercher la méme

propriété pour 1'approximation dans i (§. II) puis dans . (8. I28):

I1 - APPROXIMATION L' DE LA FONCTION GENERATRICE.

[
Akhiezer [1] a prouvé que le polyndme P;(X) qui minimise la quantité

*

1
* 1 JEE 1 o
J_l 1B (0) - g5l ax = 1B ) - =l |y

est le polyndme d'interpolation de X + K%K aux racines de Un+1(X)’ polyndme

de Chebychev de deuxiéme espéce.

Ce cas particulier a été traité dans 1'exemple 2°) du paragraphe III,

chapitre 2.

I11 - APPROXIMATION L DE LA FONCTION GENERATRICE.,

Dans leur article, Jurkatt et'Shawyer [15] donnent 1'expression de 1la
meilleure approximation polyndmiale en norme L2 de 1a fonction X =+ E%K avec
A > 1 gan 1'intervalle [-1, 1], notée P;(X).
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Jurkatt et Shawyer ont démontré que :

(A)
2211___. N B-} (n +») avec B = A - /A2-1
qn(A)

Uy (A)
qn(A)

De 1a reiation Rn+1(x) = (x) - pn(X) , on déduit que

pn+1

1/n .

ll/n+l < 1 car %m lp (X)l =71

gzﬁ an+1(X)

([27] p. 195).
Pour prouver que Rn+l est orthogonal par rapport 3 une certaine distribution
du sur [-1, 1], il faut trouver la relation de récurrence 3 trois termes

entre R R et R

n+l’ -1°

P» polyndme de Legendre vérifie :

- 4n%l

pn+l( ) = — x P (xX) - E?T e (
@

(L27] p. 194). .
Dans la relatidn : ' 8

»

. @
(a)
i o 942

remplagons Ph4p Par son expression en fonction de Pn+1 et Py

Gy
2n+3 n+l qn+2 - t
02X 2 Fo X P () - 5 B (XD - P (0 )

. Q41
Puis ’

i ' qn+1(A)

n+l(X) p1+1( i ph(x) S
qn(A)

et
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5 Gy 1 2n+l . (n+1)
TR 2 TRIED, < R WR) e AL Lg ® B - pn-!-l(x):I ars Sy
q,_4B) Q. ()
On obtient donc Rn+2’ Rn+l’ Rn en fonction de P, et Poe1®
L'élimination de P et Poe1 fournira la relation liant Rn+2’ Rn+l’ Rﬁ,
(A)
Jow2n+d qn+2 n+l
(1) RoealX) SAres X o ) Pre1 '] o555 PR
qn+1(A)
(A)
(2) R (0 =p (%) - 3“—*—2;)— B, (X)
4
(A) (A)
(3)s R 5[1-2L 7 et B L (x)
. n n n n n+l
: qn_l(A) . qn_l(A)

Puis utilisant la relation de récurrence liant les polyndmes S Lins Tnen

on trouve : Py
(A) (a)

_ 2n+3 U2 L1 (2n+3)(n+1)
" Roe2(X0= [S53 X - (A) % Ay () 2o Rner X
%;_ ¥ qTH'l qn

L]

qn+1(A) (2n+3) n
- [q,_, (&) ] R,

(A)  (n+2)(2n+1)
qn+1(A) a méme signe que ik et donc :

q _,(A) q ,(A)  (2nt3) n

~ :> 0
q%(A) (n+2)(2n+1)

et d'aprés le théoréme de Favard [ 9] (Rn)n£ est une suite de polyndmes

N
orthogonaux par rapport d une certaine distribution dp dont le support est

un intervalle réel. Il reste d montrer que cet intervalle est inclus dans




N T

[-1, 1], c'est d dire que Rn n'a aucune racine a 1l'extérieur de [-1, 1].
On sait que

- 2n+l n
Toar A = Tt A - g )

qn(A) 1

= =

(a) 2n%l .-
nt1 T T )

/! qn_l(A)

La méme relation vaut pour Pns Prey ot Ppoge

Prouver que Rn(X) # o ¥X ¢ [-1, 1] équivaut 3 montrer que

q _,(8) > P _1(X)
qn(A) pn(X)

VA > let ¥X eR - [-1, 1].

1°)
(A) p__(X) ]
s B o i 1, ¥A > 1.
q,(8) p, (X)

Ceci est vrai pour n = 1 en:effet :

qo(A) 9 1

-

q, ), 2 )

A+1|

A-loglK:I

.

Un calcul simple montre que :

qo(A) ¢ po(X)

qI(A) pl(x)

VA > 1, ¥X > 1,
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QA p (X

n-1

Maintenant, si > , alors
qn(A) pn(X)
2ntl , _ n -1 (M) (2ntl _ n Pa-1X)
+
n+l ntl qﬁ(A) ntl n+l Ph(X)
- Uy (A) < Poe1 (X
qn.(A) pn(X)
Uy (B)
a le méme signe que A et donc est strictement positif et on déduit :
qn(A)
(a) p.(X)
*n > 2 VA > 1, ¥X> 1, ¥n 2 0.

U (D) By (X

qn+l(A)

(x) > pn(x) . "
Y

’%+l

puisque;)n+l(x) > o pour X > 1 et par suite Rn+1(X) >0 ¥X > 1,

.

4

2°) Si, maintenant, X < -1, alors
p_(X) (4)
n <o WK < -1et BT,
pn+1(X) qn(A)
_ Upeq (A)-
Rn+1(X) - pn+l(X) - Pn(X) N
qn(A)

P (X) (a)
ntl n P(X)  q(A)
n qn




wi P in

Rn+1(x) et pn(x) sont donc de signes contraires et Rn+1(x) * o pour

x < -1.
Les polyndmes Rn sont par conséquent orthogonaux par rapport 3 une certaine
distribution dp dont le support est inclus dans [-1, 1] et tels que EZE]RH(X)Illnsl.
Le théoréme principal permet de conclure.
O
Il resterait d démontrer que la meilleure approximation polyndmiale de
Y%K sur [-1, 1] en norme LP est un polyndme qui interpole cette fonction aux
racines de certains polyndmes orthogonaux sur [-1, 1], le résultat étant vrai
pour p = 1, 2 et =,
IV - APPROXIMANTS DE PADE,
bt i
Theondme 4 : L'approximant de Padé [n-1/n  (t) de La s¥rie £(t) = ] c,t
) N L i=o ™
avec c; =J x> da(x), t £ € ¢ - [a,b]
a
a boanée, non décrodissante dans [a,b] virnifdie :
: 1/n 2
lim |[n-1/n1.(t) - £(£)| = [B]
neo
& 5 L
avee B défini comme precédemment. - '
Preuve. ;

Nous savons que le polyndme générateur de l'approximant de Padé [n-l/n]f(t)
est orthogonal par rapport a la distribution définissant (ci)iZO'
On a :

b

da(x) _ _ 2 J b g ,

f(t) =J
2 1wt (bea)t )iy M8

ol dg(x) = da(t 1(X)) = da(x).

S8i 1'on considére la suite de polyndmes R orthogonaux non plus par rapport d une

distribution quelconque, mais précisément par rapport a la distribution.de sur




- dLe

[-1, 1], on obtient :

2
(b-a) t Rn(A)

n
% A-X

I'""RX)
j dB(X)

=1

Le lemme 1, chapitre IIdonne :

lm = |R (A)ll/n s )™ &l e VA5 L

avec B = A - A2-1.

Remplagons dans l'expression de e s la: fonction E%K par son développement en
série des polyn8mes de Chebychev de premiére espéce T, -
Voir [21, p. 153] ou [23].

e ARy {'B T, (%)

A {kp® kab

(convergence uniforme sur [-1, 1])
u

avec A = —-(B + ), |B] < 1 et ol kz W = ??-+ u, + u1 e b U
&
» 2 ;
= e = ; Z B J_l T, (X) R (X) dB(X).

(b-a) t Rn(A) 1- B k=n

1
puisque J Tk(x).Rn(x) dB(X) = 0 pour k = 0,1,...,n-1,
-1

Maintenant, pour tout X ¢ [-1, 1] :Tn(x)| < 1 par construction des Tn'
Donc :

l .
J_l T, (X) R (X) dB(X)

1 1 1/2
¥ [J ds. J R (X)] dB(X:]
-1
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(1 1/2
< J dB(X) = M
-1

et
le | < 2 Jus| _B'M
" (b-a)|t]|R_(A)] | 1-52| 1 - |B|
D'ou
1im |e_| < B = |B|2 <1
e =2 R (A)]

Ce résultat a été obtenu par Baker {2, p. 220], mais de fagon différente.

A priori la borne supérieure de %im |en|1/n parait plus favorable avec

les approximants de Padé qu'avec les méthodes précédentes. En fait, le calcul
de [n—l/n]f(t) nécessitant la connaissance des 2n premiers coefficients de la

série f(t), les méthodes sont donc équivalentes.

.

V - DEVELOPPEMENT DE LA FONCTION GENERATRICE EN FONCTION DES T,

Dans 1l'expression
1 1
f(t) = - dB(X)
_, XK

remplagons la fonction L par son développement en série des T polynSmes de

X-A
Chebychev de premiére espdce.
On a :
1 4B T ook
v 7 L B T (X)
1 - B k=o

pour |A| > 1 (voir chapitre 3, IV).




Posons

- o,
P_(X) = + B2 ;B T, (X)
1 -8B =0
Px) =B 2yBT(x)+B2T.(X)+...+B T (X)]
n 1 - B2 2 1 2 n

Soit Rn+l(x) défini par :

1- Rn+1(X)/Rn+1(A)

P (X) =
n X-A
R . .(X)
> B T o4 (x-a) . — 2B 5 f ' Bka(X)
Rn+1(A) (1L - B") k=o
Lemme 4 : On a :
1 1
Rn+1(X) T T 2B Tn+1(X) t3 Tn(X)
2
B“-1
R (A) S ———
n+l 4.Bn+2 .
Preuve.
(xX) n ,
ol - o(x-a) [+ 2B 5 L Bka(X)]
41 (B) X-A 1 - B k=o ‘
= (x-a) (B ?' BK T (X) + —B E "B T ()
= 2 Kk 2 k

1 - B k=o 1 -B k=o
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oo
=x-0) [ § B¥ T, (0] x (- us;
=n+l 1-B
+2 ®
(- 4""%) K
= (X-A) ——2[] BT (x)]
1 - B2 K=o kent+l
Tk

Posons R__.(X) = (X-A) {o BY Ty yney (XD
Il vient :

2

B“-1

R ..(A) = ——
nt+l 4 Bn+2
R, (X) = Z BX.T, ey (X) - A Z BTy e (X)
k=0 k=o
En utilisant la relation qui lie les Tn
(X) + T (x)
X T (X) = Tnt1 L
n

2

on a
1 % ok vk
R (X) =5 I BT ToekeX) + T (X)]1 -4 ) B Trens1X)
k=o k=o
g (- -]
_1 k k-2 _ k
R X)) =5 & (B +B D1 (X + T (X) + = Tn+1(X) A F BT, (X
k=2 k=o
1 % .k k-2 k-1 B

R41(X) = 5-k§2 (B + B" “-2A B~ 7) T X0 t3 T (X) ¢ 3T (X)) -A Toe1(X)
Or

B + g2 _ oa BKL o gk2 [B2+1-2AB] =




-

et
B i LA
CESpE
D'ou
sy i 8
Rn+1(X) 2 Tn(x) 2B Tn+l(x)'

L'expression de Rn en fonction des Tn va permettre de trouver la relation de

récurrence a trois termes engendrant la suite (Rn)nzls

Lemme 5 :
R, (X) =2X R (X) -R (X)) m=1
_-X+B
Rl(X) o
- 2x2 + BX + 1
R2(X) = 5B
Preuve.

Immédiate d partir du lemme 4.

a5 i gL Rogk
Ryk) 2« Sp (B # 33 K)5 -2%73
4
- 1 1 - 2X2 + & LXK
R,(X) = - == T2(X) + §-T1(X) = 75 ts -
a
La relation du lemme 5 indique que la suite (Rn)n21 est une suite de

polyndmes orthogonaux par rapport d une distribution dj dont le support est

un intervalle réel.

Lerme 6 : Br(du) € [-1, 1] ou de fagon Equivalente Boay n'a aucune
racine en dehons de £'intervalle [-1, 11.
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Preuve,

Soit X une racine de R
() n+l

R +1(xo) =0 <> Tn+1(xo) =B Tn(Xo)
> |T (X)) = |B|.|Tn(Xo)|

<> |Tn+1(X°)| < |Tn(x°)| car |B| < 1 VA,

Cette derniére inégalité n'étant réalisable que dans l'intervalle [-1, 1],

on en déduit que Xo e [-1, 1].

O

1/n

Théondme 5 : 11m |£(t) - c(P (x))I < |B] <1 ot P est Le développement

tnonqué de £a gonction gindratrice en fonction de T o a L'ondre

1

et od f(t) = J dB(X). .

X-A
-1
Preuve.
Ona: = (Rn)n21 orthogonaux par rapport a du, avec Br(du).c [-1, 1]
1
fR(X) = - ST + 2T ()= T R (0" s 1.

oo

Les hypothéses du théoréme principal sont satisfaites.

Le théoréme 5 en découle.

Connaissant explicitement les polynOmes Rn’ nous pouvons é&crire une borne

d'erreur plus précise. !




< &4 %

Théordme 6 : Avec Les notations du théondme 5, on a :

n+2 1
|£Ct) - mKPn)l = |en| < :—131' : j dB(X)
(B“-1)(1- |B|) -1

Preuve.

l_Rn+l(X)/Rn+1(A)

P (X) =
4 X-A
(o8: RiLSEX) ) R §)
£ -er,0) = —2— | 2 _ggen s A0 — |7 ge000
R___(A) -1 X-A B-1 -1 X-A
n+l
4 Bn+2 o it "
£(t) - (P (X)) = =0 J_l k)=:oB T eke1(X) 4B(X)

‘ n+2 o (1
=> |£(t) -elP )| s 3k L ) |13|k J dB(X)
2 k=0 -1

Bxemgle.

#

Pour Log?2 on obtient : (voir théoreéme 2 chapitre III)

3 =8 3
S et o vor

Cette borne d'erreur est légérement supérieure 3 celle obtenue en remplagant

la fonction génératrice par son polyndme de meilleure approximation.
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VI - DEVELOPPEMENT DE LA FONCTION GENERATRICE EN FONCTION DES v

Lemme 7 : VA, |A] >10na:
1 4.
sea =280 M Ui}
X-A g T
N pour X € [-1, 1].
#Preuve,
U (X) = sin((k+1) arccos X)
k
T
d
T o +U
I B o oeea) s ok [EEI&;E__E:l AU
k=0 k=o

Utilisant A = %-(ﬁ + %J on a :

- - .

k+1 ; &' k+1 e k+1 _ pk#+2 /
z B U O(X-a)=2{ | B Uy B U+ B G, B U]
=0 kso

—l_O :_i
L
a

& . o -

+

Rappels. (Voir Paskowski [21, P. 49] ou [23]).

 La suite (Un?n > 0 vérifie .

Upey(X) = 2x'Un(x) - _ (X
.Uo(x-) r: b
Ul(X) = 2X



-

sup . |U_(X)| = U (1) = (n+1)
Xe[-1,1] ©° i

1
Dans l'expression f(t) = I = dB8(X), remplagons —l—-par son développement
-1 X-A X-A

en fonction des Un'

S
Posons Pn(X) = - 2B Z 2}

U, (X). .
k=0 k

, : ¢
Soit Rn+1(x) défini par :

R __.(X) ®
L s - gAY T TS

k
Rn+1(Al k=n+1

Lemme 8 : La suite (R ) ., verifie :

e ! 1
(x) &5 0 (X)'= 5= U (X)

Rn+1 2B 'n+l

R_.. (&)

n+l n+2

Preuve.
P S——— [+ -]

Y &l P Y k-n-1
Posons Rn+1(x) = (X-A) l B

U (X).
=n+1l %

Dans ce cas

L R W N st U (x)-a } q""“*” U, (X)
k=n+1 .
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(X) + 0. _(X)

Ue1 k-1

X U (X) =
= 2

getart) G ® * G, 0 2
7

k=n+1 k=n+1

e v k-(n+1)
- R (n) = ] B

Uk(X)

B

s
(X) = 5 Un(x) * 5 Un+1(X) - A un+ (X)

Rn+1 ik

Les autres termes s'annulent car ils comportent le facteur nul (82+1-2AB)

u

¢ d B _ S iy
Rn+1(x) = 5-Un(x) + (5- A) Un+l(x) -y Un(x) T Un+1(X)

X

L'expression de Rn en fonction des Un va nous permettre de trouver.la relation

de récurrence a trois termes satisfaite par les (Rn)nz

1°
Lemme 9 : R41(X) =2XR (X) -R _,(X) n21
&
f o e
A Rl(X) aidds tade 3
. ]
L ]
» v
2%2 1 .
» Bl A —
P2(X) B + X+ T .
: 3
Preuve.

Immédiate 3 partir du lemme 8.

=1 o =1_X

Rl(X) =9 Uo(x) 35 Ul(¥) Gt s

phs s Al 2 N
R2(X)-;UI(X) ZBUQ(X)-X 75 (ux 1)
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La relation de récurrence du lemme 9 indique que les polyndmes (R )
sont orthogonaux par rapport d une distribution du dont le support est un
intervalle réel.

Lemme 10 : Br(du) (-1, 1] ou de fagon Zquivalente Le polyndome R,
aucune racine a L'extérieurn de [-1, 1].

Preuve.
Identique d celle du lemme 6.

Soit X wune racine de R
() n+l

n+l(xc,) = o0 <> U (xo) - BdJn(Xo)

®
U (X)) < U (X)) = x_ € [-1, 1]
0
ThEondme 7 : 1/n
: lm |£(t) - (P (X))|] s |B| <1
o i

*

&

ol P est Le développement trhonqué de La fanction génératrice
en gonction des fon, a L'ondre et ol

i L asx)
& f(t) =.J e 1

L ]

Preuve. ¢
D'une part, le lemme 10 montre que les (Rn)n21 sont des polyndmes ortho-
gonaux sur [-1, 1] et d'autre part la formule du lemme 8
o

(X) '-— U (x) - u__.(X)

n+1 2B ‘n+l

donne



g -

1im |R
o nt+l

(X)ll/n < 1 car 1lim |Un+1(X)|1/n < 1lim (n-rl)lln =1
nHo n®

Le théoréme 7 apparait donc comme une conséquence du théoréme principal.

0
Les polyndmes R étant connus on obtient le
ThZor2me 8 : Avec Les notations du théondme ¥ on a :
n+l et
|£Ce) - c(P )] = |e | < 2 |8| (g+1’“ [2]) j ag(x)
. (1-B°) -1
; ]
Preuve. : ’
1-R__(X)/R__.(A)
P €X) = n+l n+l
= X-A '
1R Ltk 3 Rl SEy
() - o(p,) = —1 J Bl — dB(x) = -2 B™*2 J B 8% i
R ,1(8) 3 -1
Pe L
i w ik 1
[#e) - a2 3] s 2012 . T el e j dB(X).
g . k=ntl 1 Cig ®
¢ . : ; .‘

: < 2|B|™2 | [B]” (av1-n |B]) : Jl dB(x).

; £ |,B|2 -1

0

ExemEle. ¢

Pour Log 2 on obtient




- i§0- 2

le.| < (- A%.0,7. (0,828 nt1)

borne d'erreur beaucoup moins bonne que dans les cas précédents puisqu'elle

comporte un facteur n en numérateur.

Ce procédé de sommation décrit ci-dessus a été étudié mais de fagon
tout d fait différente par W. Niethammer [20].

C'est ce lien que nous établissons dans le paragraphe suivant.

VII - REMARQUE SUR LA TRANSFORMATION E, g DE W. NIETHAMMER,

Dans l'article [20], l'auteup considére la matrice de sommation

P = (P, .). _ pour sommer £f(z) = ] u Z" avec p(¢) = LR ) ol p est
i,J7 120 N 2
j2o m=o 1-8¢-v¢
holomorphe et injective dans un voisinage du disque unité et p(o) = o et
p(1) = 1.
On a : : 2 "
" ©
(e = Y p . ¢" .
=< My]
m=Jj
(P 0 ) ;
00
¢ B Ry Tl Fyy e Yo
P = B
0 0 P E oo 2.
22 23 : Pll = o
] O o _____________ 2
e \ J .
a
" . ]
Cas_particulier. . :
]
p(¢) = - ¢ redonne la transformation d'Euler :
2=-9 s
©o IF 1 co b g L
: ] 2 Z \J Al
Y u. z’ transformé en g ) (el o,

i i%o



AT

On pose
F(¢ : z) = £f(z.p($)) = | u 2'(p($)I"
mzo
© 0o m
dquv(z)d; X(Zp.uz)tb
m=o m=o0 j=o
et
R
F(1 : 2z) = £f(2) v ( Poiou.z27)
m=o j=o o SRR
(u  + Wzt ...t unzn) transformé ‘en X ( X Py Yy zj).
m=o j=o
&
Soit :
S, Z u. z9 transformé en z ( X PmJ(SJ-S 1))
j=o m=o j=zo
Posons , 9
’ R.(A) = ey P_ (xJ - Fhy)
m=o j=o
; &

Rn est le polyndme caractéristique de la matrice de sommation suivante (voir
définition chap. 11, §. 2)

. P 0 B et
00 .
1- % '
Pih Eyy o, 8 :
WPy Po1 Fy'PayPod  Pay gl ——




On obtient :

"
[y

Ro(x)

Rl(x) = Pllk + (1 - Pll) za)l + (1-a)

De la relation [p(¢)]m.[p(¢)] = [p(¢)]m+l, on tire :

ij e an—l,m—l i BPj-l,m A YPj-2,m

Puis

R (1) = (A + B) R (A) + YR_ ().

1 n-2

W. Niethammer considére les fonctions f(z) 3 up z" holomorphes dans
m20

C-S(zo, §), ou S(zo, §) est la coupure [-620, zo], z, point de € ol 1l'on veut
sommer f(zo).

déf

B (¢) PG i =%—(l-B-Y¢)
a,B ¢ y
Pa,8(¢)

N

Pour cela Pa 8 doit appliquer D(O, r) avec r > 1 sur € - S(zo, §).
’

Aprés changement de variable, il faut trouver : b

?G,B  B00LYY v LAl

et on obtient ¢

B =k + h o pi) - 2

S ¢ 1+9¢

2

Avec ce changement de variable on a :

RA)=22R () -R (A

4



i AR

Prouvons que Rn(k) = Un(l) -0 Un_l(l), Un polyndme de Cﬁebychev de 2éme

espéce ol 8 = (V 1+6z° - /1-20)2/z°(1+6).

Vrai pour n = 0 Ro(l) 1etU (A) - qu(l)

1]
=
L]

2)-6.

=}
]

il Rl(k) 2)-0 et Ul(l) = GUO

Hyp récurrence.

R (1) = u @) - ou__, ()

1

Bag )2 Ul QY - 80 (k)

2

Rn+l(k) = 2ARn(A) - Rn_l(k) = 2A(Un - GUn_l) % (Un—l - 6u

n-2)

RaM)=(2ru - LA ol 4 SR Un.__2) ,

Rn+1(x) v Un+1(k) % eUn(A)

|
Le relation ci-dessus montre que ce procédé est exactement celui consistant

d tronquer le développement x -

lj%t en fonction des U, s polyndmes de
Chebychev de seconde espéce (voir § VI).




CHAPITRE [V

APPLICATIONS AUX SUITES (TM) ET (T0)
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Ce chapitre contient essentiellement le résultat suivant :

L'ensemble des suites totalement monotones et l'ensemble des suites
totalement oscillantes sont accélérés par tous les procédés reposant sur
des suites de polyndmes orthogonaux vérifiant les conditions du théoréme
principal.

[ - REGULARITE,

Soit (Sn)ndN une suite de réels.

Transformons la en somme partielle d'une série en posant :

AS, . 8.-S, .
c =8 etc, =T ——==_2 272 §>]
o ® i i 1
t
On a alors :
n . © .
s = ¥ c.tt et s = J ¢ t* = 1im S si elle existe
n .t "i L n
izo izo o
@ .
Si 1'on pose f(t) = J citl, S, apparait comme la somme partielle de la
iZo

série f,

Soit (Rn)ndN une suite de polyndmes orthogonaux par rapport d une

distribution dy vérifiant les conditions du théoréme principal, (voir chap. 2,

§ I), & savoir
* Br(du) g [-1, 1]

* Br(dp) = [-1,1] et u'(X) > o ppur presque tout X € [-1, 1]

.
H

n .
« Im /R (X)| s1 ¥ e (-1, 1]
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Le polyndme
* * -
1- Rn+l(X) / Rn+1(t

Pn(x) =

interpole la fonction génératrice x -+ aux racines de

l-xt
n+1(X) =z R (T(x)) = Rn+1(X)'
Si 1l'on pose :
n+l
* _ (n+1) i
Rn+l(X) .z i
i=o
on a
n+l .
* -1, _ (n+1) 4
R ()= izo a; t

n+l . n+l
- (n+1) (n+1
O WHOR L ai" Pt - b = Lo m+1) (ptetyei

Le coefficient ain+l) n'intervenant pas, on peut le supposer nul.
Si la fonctionnelle c est définie par : .
i, .
c(x™) = i
on a :
c(l_li;E_) = c(l + xt + x2t2 + ...+ xl_ltl_l)
1-xt

pour i 2 1

_ 2 i-1 _
=cg t clt + c2t t ..ot gt = Si—l

D'ol



En posant :

On obtient :
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Remarquer que :

He-1s

izo

On pose :

* -1 *
1 Roer(t )~ R, ()
c(P) =— —— ¢l ]
Rn+l(t ) 1-xt
n+l .
c(P ) = 1 [y a§n+1) s. . t7i
n * ¢y g=p i i-1
n+l
nEl a§n+1)
c(P) = - -
n L& i % -1 i-1
izl ¢t Rn+1€t )
. n a§n+l)
e(P ) = izo e S,
- ‘“n+l
En) _ _(n+1) i+l _* -1
Myt oFas /R (e )
W ‘n
- (n)
c(P)) .Z, UPRRE -
1=0
+
* -1
u(n) - 1 (n+1) i1 Rn+1(t’ ) _
i 7 o« -1, . i+1 T T -1.
Rn+1(t ) izo n1-1(t )
1) = § u™ s, = o
n’ = L Mp o 35 = clb
1=0




L S

(n))- sont les éléments de 1la i

i Heom ligne de la matrice

Les coefficients (u

de Toeplitz.

H O e e S 2 =
o (o] uOSO SO
Yot | 1 1
Ty g (R e et S S
o "1 1 uqso WS,
] ]
by g | |
_______________________ ]
o N0 | :
] . ]
| e ]
] [}
} [}
1 ]
] |
] [}
} |
T R e n n n n
T T 1) e S Q === s
o ¥ Yy n Wsto T W8y % os * LR
| PR | | |
] ] ] ] ] [}
] ] ] |
\ J . J \ J

Wimp [30] a défini la notion de polyndme caractéristique d'une matrice de

Toeplitz : ;
n
okl R % M -
cA)= ) u; A
i=o
Lemme 1 : & :
&
o -1
R aiGhatii)
c.() = L
. e -1 :
A Rn+1(t ) )
Preuve. iq

(n)

en fenction des ai 3

(n)

Immédiate d partir de la définition des My

Lemme 2 : [30] Soit cn(X) Le polyndme caractirnistique de La matrice de

i=o,n
nelN »
dans un certain interwvalle [-8, o] avec § > o, alorns Le

procédé de sommation est régulier (4.e : vs_ convergente

Toeplitz [uin)]. . Si vn, Les nacines de C_ sont toutes

‘2‘ (n)
lim Thdetgle S A 0
n-+® izo - 5 n-~o "
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Théondme 1 :  Soit (Rn) ey W8 suite de polyndomes onthogonaux par rapport

a une distrnibution an vérndifiant Les conditions du théoreme

x——-.

Soit R;(x) = R (1(x)) = R (———

) = R (X).
b-a ?
2

S{ [ta, tb] c R, alorns Le procddé de sommation basé sun
Les R; est négulien. C'est a dire :

(ta, tb] c R => lim o(P ) = lim T(S ) = lim S_
n--4o N4 n +x©

* * -1
1 - Rn+1(x)/Rn+l(t )

P (x) =
n 1l - xt

Preuve.

R étant le polyndme de degré n orthogonal par rapport d une distribution
dans [-1, 1], les racines de R _sont dans [-1, 1]. Ceci implique que R; a toutes
racines dans [a, b] puis, par le lemme 1, que les racines de ¢ sont dans l'in-

tervalle [ta, tb]. Le lemme 2 permet de conclure.

Dans toute La suite du chapitre, T designera un procldé défini ci-dessus
sans qu'il sodt besoin de Le pricisenr.
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I1 - ACCELERATION DES SUITES TOTALEMENT MONOTONES OU TOTALEMENT

OSCILLANTES,
Définition : On adopte poun La suite Les notations sudivantes :
Sn-i'l—S
TM.LOG = {(S_) € TV / lim =100 1im S_ = s}
n n
me S -8 oo

n

Sn't-l--S

TM.NL = {(sn) e TM / 1lim = pe JO,1[ ol 1lim sn = s}
n»o Sn-S no

T0.c = {(S ) € TO / S| soit ccnvengentel.
Remarque.

Une suite de (TO) convergente a pour limite O.

Théondme 2 : Soit s une sulte de néels de Limite s.
S'AL existe un néel t ¢ J-o, 1[ ZLel que

As__, }

n

- JnZIeTM

alons T(sn) convenge verns S et :

. 1/n
1im |T(S ) - S| < |B| <1

n-oo

_ (2 . [T 2 .
B = (;-— 1) - sign (t) (3 1) 1

Preuve.

-
0
I
wn
-
S
)]

En posant c, -

1 . .
c, € ™ => c = J X" da(x), @ non décroissante et bornée.
0
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£f(t) = da(x)

ne- 8
H

]
e,
=

=

cit-
0 1 - xt

telw, 11= t1 ¢ [0, 1]

Le théoréme principal s‘'applique donc et l'on obtient :

lim [e(P ) - £(t)| = Tim |T(s ) - 8| s |B] <1
nr e e n

ol B = A - sign (A) vA%-1 oﬁA=%-1.

Le théoréme précédent n'est rien d'autre que la traduction du théoréme princi-

pal en terme de suite.

Les deux lemmes suivants seront utilisés dans la démonstration du thoéréme 3.

Lemme 3 : - T acciline toutes Les suites (Sn) Zotalement oscillantes
convergentes telles que :
S

1im ""S‘*l = - 1.

N n
Preuve,

Soit (Sn)ndN e To.C

On a

(-ASn_l)nsl e TO
donc

n-1
(-1) (-ASn_l)nzl ¢ T™M

(Voir rappels chapitre 1)
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et
AS
_.l.% e T™M
(-1)" § n21
ce qui permet d'appliquer le théoréme 2, avec t = -1, et on a :
—_ 1/n  _ 1/n
Iim |T(S) - S| =1im |T(s )| s |3+ V8|
N~ oo
Or
lim |Sn| 1/n =1
n-ree
Donc
—_— T(Sn) - S |l/n T(Sn) 1/n
lim | —— = 1im < 3-/8
n*e S -5 l 2 el S
n n
et par suite
T(Sn)
1lim = 0.
nmro S
n
—Asn_l
Lemme 4 : S (sn) ™ alons | ——— e TM avec
pn n21
s -S
p = lim ntl .
e Sn-S

Preuve.

On sait (chapitre 1) que p € 10, 1].

Si p = 1 le lemme est démontré. On peut donc supposer p < 1.
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étape.

ASh-1 1
Soit t > p alors e TM. En effet (—)

t tn nelN

(Voir déf 3 chap. 1)

(S )e T™M= (-AS_ .) e TM c MS
n n-1

-AS
donc 2-1 € MS car produit de deux suites de MS.
t n1

De plus

S - S AS

n+l +pz1=> n+l + 0 n + o

S -§ AS
n n
(8, p. 218]
et
-ASn t” = ASn 1 _, o 1
" as AS o
-1 n-1
[ _as .
g suite de M.S, convergente appartient donc a TM.
t n21
Zéme étape.
-AS
Posons c(p) = n-1 P eZN* et
l.n
(p +3)
P
. - -AS -1
n n
o]
On a :
(p)

est une suite de M.S

(voir lére étape).
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Donc

k
(-1) Ak cr(xp) 20 ¥ e N

-0F e = 1im (- Ak cflp) >0. Wk eN.
p"‘!‘” .

(cn) appartient donc d TM.

Théonéme 3 : Soit (sn) €TO.C ; alons T accélene (sn).

Preuve.

. _4y0-1
(Sn)nZO e TO = (-ASn_l)n21 e TO => ((-1) Asn-l)nzl € T™M
S +1
Soit p = Iim N on sait que p € [-1, O[ (chap. 1).
n° n
ler Cas :
-As -1
Si p = -1 alors —— = ¢ T
(-1)
2e Cas :
p € }-1,0[ .
Dans ce cas, AS
. n+l
p = lim <5 — [8, p. 218]
oo n
et n+2
. (-1) As_ .1
-p= 1lim
o (_1)n+1 ASn
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-0 as__, -AS
Sie¢ = - —m———=, ona (cn) € TM (Lemme 4) et par suite

(-p)" t

e T™™

avec t = + p ¢ 1-1, O[.

Dans les deux cas, le théoréme 2 donne :

1/n
— 2 (2 2 .
1im |T(Sn)| < |B| = l(3 -1) + (5 - 1)° - 1]

oo

Or
Lim |s_|M =2 o).
o D

La quantité I(%-- 1) + V(%-- 1)? - 1| étant strictement inférieure 3 |p|

quel que soit P € [-1, ol , T accélére la convergence de (Sn) vers O.

Conollaine 1 : SL (S ) converge verns une Limite s et 8'4iL exsite deux constantes
A et B felles que (A S tB) e TO alons (T(Sn)) converge
vers S plus vite que (s ).

Preuve. .

Posons S' = A.S_ + B. On a (S8')_ € TO.
n n n’'n _
Sﬁ converge vers O,

Donc T(Sé) converge vers O (théoréme 3).

(I chap 4)
T (n) ? (n) '
T(S!) = Z i 8i= Z My (A.si + B) = A.T(S ) + B
1=0 1=0
-1 _ 1
IT(s_) - 8| = —=|T(A.5_+B) - (A.8 + B)| = — |T(S})|
: 4] |A]
et
T(S_ ) - S T(S!)
lim l — | = lim n = 0.
oo | Sn -5 oo Sé
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Théondme 4 : Soit (sn) € TM.NL
Alons T accéline (sn).

Preuve.
4175
S_ € TM.NL => p= lim =2 e Jo, 1L
n
n S -8
n
-As__,
On a ———%—— € TM (Lemme 4),
p n21
Il résulte du théoréme 2 que :
—_ 1/n 2 2 2
Iim |T(S ) - S| < |B| = | 5~ 1- /G- - 1] < 1carp <1
nre
e s |2 //2 2 " . s s s s
La quantité IB-- 1- (B-- 1)“ - 1 | étant strictement inférieure 3

p = lim |Snll/n quel que soit p ¢ J0, 1[, T accélére la convergence de (S ).
n-oo
O
Exemple.
n
s = (9 3) p=0,9 t=0,9 B = 0,52.
n
nt+l
et
T |1(s ) |Y" < 0,52,
e n

Corollaire 2 : Si (sn) converge vers S et 4'4iL existe deux constantes A et
B telles que :

(AS +B) o € TM.NL
alors T accélire La convergence de (s)) vers s.
Preuve.

Y

Identique & celle du corollaire 1.
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On pourra remarquer que les théorémes d'accélération 3 et 4 utilisent
le fait que toutes les suites TM et TO vérifient :
( -ASn_1

tn

qu'elles sont les seules d vérifier cette condition.

€ TM avec t < 1. Par le théopéme suivant, nous allons montrer

Théondme 5 : Si (Sn) converge vers s et 84 4L existe t € J-=, 1[ el que

-4s
[—%‘i] € TM alons <L existe deux constantes A et B telles
t

que (A s+ B) ¢ TM v TO.
Preuve.
Remarquons que t ne peut pas appartenir d l'intervalle ]J-«, -1[ car Sn
est une suite convergente.
at B e
eT™ = -AS =t u_ avec (un)mmelmd
on obtient :
-
<8 ¥8 = J v,
n B
i=1

5 |

o W So) est donc une série de Stieltjek.

Par suite : si

t €. J0, 11 {~8 + So) = (—Sn % So) Sn -SeT™

et si

tel-1,0( (-Sn + So) - (-5 + So) S.= Sn € TO

voir [4].




==

(lemme 4)

Théondme 6 : S(S =au +bv aveec (u) e TM et (v ) € Te.C et
e n n n n n
a, b e R" alons T accéline 5_.
Preuve.
Soit Py 3= lim |un|1/n P, ='lim |v |1/n
o e
* Supposons p1 2 p2
Dans ce cas
- AS - A - Av
2-1 A u:—l +b. 2-1
Dl Ol Dl
= 884 = - Au _, gt B P2 n
n b ‘ . n + b ) n . ( p )
Py Py (-p2) 4
- Au -1
(u) ¢ (TH) = g € T™
Pl
- N _1
v e TO = - = ™ )
(-pz)
A
: Ya-1 Po .n
b = 7 (52)" € T.0
(°°2) 1
: n
(—BI) € TO (car Py < pl) J
Donc
- ASn—l 3 n o n
-8 J X da(x) + bJ x dB(x)
pl o _p2/p1

o et B fonctions borpées non décroissantes




PR e

1
= = j x" [ada(x) + bdB(x)] = J x"dy(x)
Py -02/91 -p2/o1

o8 A 1

Y est bornée et non décroissante sur [-p2/pl, 11.

Le théoréme 2 donne :

Sy 1/n
lim |T(S ) - S < |B
Tn [16s) - s| < |3

1-op,/p
|B| = |A—¢A2—l| avie W BElR g
1 1+p,/p,

La quantité |B| étant strictement inférieure 3 P; quel que soit Py € 3011
on en conclut que T accélére (Sn) car
1/n

lim |s_ - s = Max(p., P,) = P, .
o . B it 3

* Supposons p2 2 pl.

) ]
Dans ce cas on aura :

- AS ] Py/P,

n—i = xndY(x) .
(—92) -1
&t
Lo 1/n
1im ]T(Sn) - 5| < |B| < |p2|
n-too
ou 5
=)
|B| = |A+ VA -1| avec A = - i £ -1
Hoo 1 By
=41
p

2




r

alors que

1/n
lim |S_ - s| = Max(p,, P =0

o .

On a, plus généralement :

Théondme 7 : S (s)) est une combinaison Lindaire A coefficients positifs,
de suites de TM.NL ou de suites deTo, alons T accélre (s).

Preuve.
8 = E a u(i) avec a, ¢ R pour i = 1,... p et (u(i))
nooL i n i P el n neN
n G- TR e
Soit = lim |u(i‘)|l/n < < Co caea g\t o
Pi n pp pp-l e Py < Py WL
oo
On a :
- AS 1
n-1 & n
(——)nZo = J x  dy(x)

n
Py -p/py

Y bornée, non décroissante et p choisi tel que :

p = Max {pi / uél) e TO}).
i=1,p
On obtient :
1/n
lim |T(S) - S| < |B| < p;
oo

ol

P
|B|] = |A - /A -1| avec A = éL-- P
1

€ TM.NL v TO.C
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T accélére donc la convergence de Sn puisque :

|1/n
oo B 1
B
Remargue 1.
si (uﬁl))ndN € T.0 on prendra :
- AS__ p/p
(—22) =J L aveo
(- py) -1
avec
p = Max {pi / uil) e TM}
i=1,p
et
i
p
|B] = |A +v’A2-1| avec A = - = - 02 < -1,
1 M
—+1
P2
Remarque 2.

Si les coefficients ne sont pas tous positifs,on ne peut plus affirmer

que T accélére la combinaison ljinéaire de suites TM.NL ou T0.C mais on a encore :

Iim |T(s) - s|¥/® < |B| <1
jrug ot

On n'a plus lim |Sn --Sll/n = Max(pi, i =1, p) comme le prouve le contre exemple

. o
suivant :

avec

n n
- 0,97 | (0,97

T™ Py = 0,9
n+l n+l

n
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n
n+l

n
= 00,5 1 |sn|1/n = 0,5.

n+l n+e

S
n

Il/n

1lim |T(Sn) < |B| avec B = A - /a%-1 et A = 1,22

n-reo

|B] = 0,51 > 0,5 ...

n
= {0,9) p, = 0,9




CHAPITRE V

ETUDE D'AUTRES PROCEDES
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INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous verrons que certains algorithmes comme le A2

d'Aitken ou le procédé W de Lubkin sont en fait obtenus en interpolant la

fonction génératrice I%; en certains points dépendant de la suite 3 accélérer,

ce qui va permettre d'en trouver une généralisation.

La suite sera consacrée d l'étude du procédé obtenu dans le cas ou
1l'on remplace la fonction génératrice par son polyndme de Bernstein de degré n,
par son polyndme d'interpolation en des points équidistants, ou par son poly-

nome de meilleure approximation sur le disque unité.

Enfin il sera démontré qu'aucun procédé de sommation ne peut accélérer

l'ensemble des suites totalement monotones logarithmiques.

alors on obtient la série de Taylor en O.

Le cas ou Xy S eee 3x = 1 conduit au procédé d'Euler.

I - INTERPRETATION DU A°D’'AITKEN ET GENERALISATION

A - INTERPRETATION DU AZ.

On sait que le A2 est donné par :

A(n) - s _ A Spy1 _— _ Snt2 ~ Sne1
2 ntl AS n+l AS
ntl _ ntl 1
S
&S, A S




A(n) z s ASn+1 -5 as
2 ntl o as L -as. B2 55 g
n+l n nt+l
: n
si§ = )] c,onac_=AS n21
n Lo -1
i=o
n+ly
1-x .
S =e¢ [ J et S =c¢ (—i—) ol e(x') = ¢,
n l 1 - _
X 1-x
c
Aln) g ®n+2 - s n+l
2 7 nt1” 2t .
n+2 Cn+1 n+2 n+l

Si 1'on pose (Voir chap. 4, I)

c c
- n+2 n+2 n+l n+3
'Rn+3(X) i c - e * i c -c *
nt+2 n+l n+2 n+l
et
1-R_ .(x)
. P (x) = n+3
n+2
l1-x
On obtient :
- Aln)
C(Pryg) = 8577
A(n) apparait donc comme le procédé qui consiste 3 remplacer la fonction
2 by ~ -
génératrice I%; par son polyndme d'interpolation en O 3 l'ordre (n+2) et
c
en B2 3 l'ordre 1.

n+l




- 84 -

( 1/p
Si c; = J X" da(x), p > 1, avec & fonction bornée et non décrois-
o

sante sur [o, %J, on a :

/0
S = I —_;{- da(x)

1
o
et
c
l_= 1im cn+2
P e n+l
2 1 “nt2
Dans ce cas, le A" consiste 3 interpoler T B O 3 1'ordre n+2 et en —
n+l
(approximation de % inconnu d priori) 3 l'ordre 1
1/p nt3 1/p R ()
p 4 2 n+3
- = da X) - =
S - S Jo 1-x ( S - 4%(s) J . —o5— de(x)

Le polyndme Rn+3 n'est pas unique car son expression dépend de la mani-

(a)

pulation effectuée sur l'expression de Ay
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On peut tenter d'améliorer le % en interpolant 1 en 0 3@ 1l'ordre (nt+l)

c 1l«x
et en 22 3 1'ordre 2.
n+l
On a :
2
c -c X
- ntl r. n+2 n+l ) _
R ,o(x) = x L s R (1) =1
n+2 n+l
nt+l 2 2 n+3 n+2
> R (x) = X Cht2 T Cper ¥ "2 C41 %0 X
nt+3 2 2
7.} Sn)
c2 c2 2 c c
= c(P ) = 8§ n+2 + ntl S - ___Il_‘fl_n'i_'?_
n+2 n 5 2 2 5 n+2 2 2 n+l

(A s) (A s) (A° s.)

n n n
i 1 T2 2 7
c(Pn+2) - Sn+l + 5 5 L_ “n+2 Sn+1 M Cntl cn+2__|

(A Sn)

: c c
- nt+l nt+2 _
c(Pn+2) - Sn+1 M ]:cn+1 cn+2:]

(4% 5.)?
n
' . (P ) = _ AS, 884 = Al
n+2 n+l 2 2
A" S

On peut énoncer le :
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Thionme 1 : 8™ = o(p_ ) ol P_, est indifféremment Le polyndme d'inter-
o]
potation de $=-en 0 & £'ondre (nt2) et en 22 2 £lordre 1,

C 42 nt+l
ou en 0 & L'ondre (n+l) et en —= & L'ondre 2.
“n+1
B - GENERALISATION DU A2 D'AITKEN.
®nt2
L'interpolation de la fonction génératrice en 0 @ 1l'ordre n et en cn
n+l

(n)
3
qu'il accélére 1l'ensemble des suites 3 convergence linéaire.

de l'ordre 3 va conduire d un nouvel algorithme noté A , dont nous montrerons

Si 1'on pose

1 - (x)
P (x) = n+3
n+2
1-x
avec
2
(c -c X)
- .n " nt2 n+l -
Rn+3(x) =X 9 3 ? Rn+3(l) =1
(A Sn)
. 1 “n+2
P ., interpole 7= en O (ordre n) et en S (ordre 3)
n+l
- c3 3 ¢ c2 3 c2 c
o(P ) = n+l S + nt+2 nt+l g _ nt2 "n+l S
n+2 2 3 nt+2 2 2 n+l 2 3 n
(A sn) (A sn) : (A sn)
c3
n+2 :
+ Sn-l
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Or
Sn+2 = Sn+1 M ASn+1 = Sn+1 * cn+2
Sn = Sn+1 - ASn ) Sn+1 - cn+1
Sn-l = Sn+1 - ASn - As -1 = n+l cn+l - cn
D'ol
_ 1 _ 3 2 2 _ .3 _ .3
c(Pn-i'2) - Sn+1 + 2 3 [: cn+l cn+2 +3 cn+2 cn+l cn+2 cn+l cn+2 cn:]
(A° s)
n
- nt2 [ _ - 2, 2 _ 2
c(Pn+2) T “n+l + 2 3 l- cn+l (cn+1 cn+2) + cn+1 cn+2 cn+2 cn:]
(A s.)
n
2
c(P ) =S _ ASn+l ASn + cn+2 c2 -c ¢
nt2 nt+l 2 2 3 n+l n nt+2
(A" s)) (A° s)
n n
P _ . (n) .
osant C(Pn+2) = A3 on obtient :
2
. (As_..)
(1) NSRRI €D g -1 S Y- L V-SRI ¢
3. 2 2 3 n n-1 n+l
(s )
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APPLICATION NUMERIQUE.

1°) Aén) et Agn) appliqués a Log 2 = 1 - %-+ %-... = 0,69314718056.

(n) n
8, Ay
S =1 S
o] (o]
5, = 0,5 > 0,7 Sl~\\\\\\\
3
s, = 0,833 0,69047 s, "’/”:~ 0,69u84
S, = 0,5833 0,69u44 S, 0,69261
5, = 0,783 0,69242 s, 0,69336
S; = 0,6166 0,69358 S 0,69304
S, = 0,7595 0,69285 S 0,69320
5, = 0,6345 0,69334 s, 0,69311
Sq = 0,7456 0,69300 S 0,69316
\\\\\514
Sq = 0,6456 > 0,69325 Sq > 0,69313
8,5 = 0,7365 S15
(8)
|A2 - Log |~ 107t |A§7) - Log 2| ~ 1,3.107°

2°) Al et A(n) appliqués a S_ = L 3 1dm S_= S = 0.
2 2 n n n
n-e©
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On a
A;n) -1
2(n+l)
et
Agn) - 1
4(n+2)(1 + ; )
n -4

lag™ - s| <3 o) - s|

On peut réarranger les termes de la relation (1) ci-dessus et on obtient une

expression plus simple :

3
AT s
(n) _ A3 n-1
A Spez = (BS547) > s
(A% s )
Preuve,
' . . .
Dans 1l'expression de C(Pn+2)’ on exprime Sn’ Sn_l et Sn+l en fonction de
Sn+2'
On obtient :
_ 1 2 2 3 2 2
c(Bryp) * S t [-3 cv2 Sner ¥ 3 Cne2 Cnrr 7 3 Coe2 Cnna
2 3
(A" s.)
n
4 3 3

-c c -c ¢
n+2 nt2 ntl n nt2
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3
C
2 n+2 _ _ _
c(Pm-z) - Sn+2 * 9 3 L3 Cat1 T Cpe2 nt1 ~ © 1
A s)
. n
c3
- n+2 _
(Pryp) =S40 ) 3,[°n+2 2 ¢4 teyd
(A° s )
n
(a Sn+l)3
c(Pn+2) T “n+2 T 5 3 [As +1 2ASn t Asn-l]
(A Sn)

PROPRIETES DU Aén).

PROPUELE 1 : 86 S_ = S + aA™ alons Agn) = s

SeR,aeR, A €R,

Preuve.
S =8 +a\?
n
.
5. = aA"(A - 1)
225 = a(r - 1)2 AP
n
235 = a(r - 1)3 A0
n
(n) 3 8 Sp~1 w2 @ AP0 o™t
A =S - (A s ) =S + ol -
3 «nt+2 n+l 5 3 3 6 .3n
(A sn) a” (A=1)" A
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leﬁ‘ (ELte 2 : Soit A3 La thans fornmation de suites
. .(n)
AS : (Sn) + B,

Alons A, accélene L'ensemble des suifes A convengence
Lingaine.

Preuve.

On dit que (Sn)néN est 3 convergence linéaire si 3\ = 1 tel que :

tim 5o 5
me g -5
n
Al s
(Agn)) converge plus vite que (Sn) > 3 > 0
S - S n-o
n+2
3.3
(As_ . ,)" A” s
> n+l n-1 >1
2 3. _ n-Heo
(A sn) (Sn+2 S)
(As )3Ass S -38 +3S -8
11 nt+l n-1 _ .. 1 n+2 n+l n n-
im = lim iS .
n+-o (AZS )3 (s -5) e (1 - n )3 Sn+2 - S
n n+2 AS
n+l
_ 1 -rl Ssml_s Sn's.snﬂ-S
; AS N *
(1 - n 3 l_ Spt2 =5 Spe1 ~ S nt2 = S
Asn+l
_ Sp-1 S Sp = S , _ntl - S
Sp=S Sat1 =S Spe2 ™S
= 1 13 1 - 3. j% - J%J =1sip=l1.
(1-32) p p
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C - AUTRE GENERALISATION DU A2 D'AITKEN.

c
L'interpolation de I%; en 0 & 1l'ordre (nt+l) et en otk d 1l'ordre k
c
fournira un procédé noté Aﬁn). ntk-1
xPte (c -c x)k
R (x) = ntk nt+k-1
ntk+1l ( _ )k
“ntk T Cntk-1
1 X P P k-é
Fnter1 %) = — 5 [pz (30 ¥ Doy prpd
(a Sn+k-2)
1 K k P k-p
e(P ) = E (5) Spyp (88 )® (8s . )
(A2 )3 p=o
n+k-2
P k-p
op .y =A™ - § ) (B8 pi-2) (BS et)
+k k £ 'p n+p
p=e @2 s )X
nt+k-2

PROPRIETES DU Aén).

1°)
(powt k §ixd) ol A+ (s )+ (™),

Preuve,

Ak accélere (Sn) <=> lim

Sé (S ) est une sudite @ convergence Linéaire alons A accéléne S
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(n) _ _ p k-p
S E <y Snp = 5 USanep)” BShpy)
= P
S -S  p=o S -8 2 k
n nt+k (A Sn+k-2)
S +1 S S +o S 1
(Sn) est 3 convergence linéaire <=> lim -2 =A=1et lim nrp = ==
mee 5 -5 T e g -g AP
h ntk
Donc :
k-
AY - s k (-2)<"P k
n K= ) (5L —e—2g. 1 & Py
mte S . -8 pTo PP (1-2) (1-1) p=o P
a
2°) Sis_ =5+ a) alons Aén) = s.
ntk . n+k-1
8 Sppey ST . \
S o a(APtk-1 _ )‘n+k-2)
k k-p k-p
) (5) A™P A~ (1)
p=o . (l _ A)k
k ntk ntk k
NSRS fi 0 [ sy I LA G S S
p=o P (1 -1) (1 -2 p=o P

I - INTERPRETATION DU PROCEDE W DE LUBKIN,

Le procédé W de Lubkin est la transformation de suite donnée par :

s ) = s, (88 ., A%s _,)-s
n

(As A"s_ ) - (As
, n-

n+l n-1
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On a
T(Sn) = C(Pn+1)
od 1- Rn+2(x)
Pn+1(x) =
1-x
avec
n+l 2 n+2 2
E G = (8s ., 8% s ;) - (s _, 47s))
n+2 2 2
(s ., 8" 8 ;) - (8s _, A%s)
1 85 41 AQSn-l
P interpole =—— en 0 d l'ordre ntl et en £ = d 1l'ordre 1,
nt+l 1-x n 2
ASnv__1 A Sn

Le procédé W de Lubkin consiste donc d interpoler la fonction I%; en 0
(ordre n+l) et en En (ovdre 1).

Renargue.

Si (ASn) est une suite totalement monotone non logarithmique alors :

As
1im —otl -1 Jo, 1l
e AS P
. n
Dans ce cas :
g —>Liizp.lop (2
S P 1-p P P
car '
.Asn+1 < ASn
ASn+2 ASn+1

Il n'est donc pas surpfenant que le procédé W de Lubkin donne de meilleurs

résultats que le A2 d'Aitken dans le cas de suites totalement monotones, car ...
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ASn+1 A2 Sn-l 1
la racine £ = . 5 est plus proche de la limite — que la racine
D As A® s P
n-1 n
AS
—ntl dans le cas du A2.
AS
n
14

[IT - PoLyNOMES DE BERNSTEIN [29, p. 101]

1
1-xt

)

L'idée de ce paragraphe est de substituer dans la relation f(t) = c(

les polyndmes de Bernstein 3 la fonction génératrice 1 .
1-xt

Nous traiterons uniquement le cas particulier ol c est donné par :

. 1 .
c(xl) = e, = J x* do(x)
o

avec a fonction bornée sur [0, 1] et non décroissante.

On a :

1
£(t) = J dolx)_ -1 10, 17
01 - xt
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. - . . 1 PP
La suite (Bn)ndN des polyndomes de Bernstein de la fenction Tt est définie
par :
v o, 1 k n-k
B (x) = ] (J)J—x (1-x) "nz21
k=o = kY
n

B (x) =1
(o]

La suite (Bn)ndN convergeant uniformément vers sur l'intervalle [0, 1],

1-xt
on a le théoréme de convergence :

Théoneme 2 : 1
lim e(B (x)) = lim J B.(x) da(x) = £(t)
n-He n n>4o 7o n

powr tout t ndel §ixe, t 1 ¢ [0,11.

Le calcul effectif de c(Bn(x)) est facilité par la formule :

c(B(x)) = ¥ (M
" k=o k
n

En effet : s
®
2 on 1 n-k n-k
c(B) = § () T S c((x-1)"7). (-1)
k=o 1-—t
n
et
c((x-1)"7) = g7 o
avec

D>
o
0
1
D
~
>
o)
—_
0
~




e

Remarquons que c(Bn(x)) est le rapport de deux polyndmes de degré n en t,

dont les pdles sont en 23 R E iy veishts

Exemple.
Bo(x) =1 c(Bo) = e
e.t
Bl(x)=1+—’3'f- c(Bl)=c°+L
1-t 1-t
2 4(c.-c.) c
PO e . A s x 5] = g 2
B2(x) = (1 - %) + =t % (1-x) + e c(B2) = (c2 2cl+ co) % iy s

Théondme 3 :
e(B ) - £(t) = 8(t2)

Preuve.

Immédiate car Bn(x) interpole la fonction aux deux points O et 1.

1-xt

0

1 .
T-xt P des points tous
situés dans l'intervalle [0, 1], on nepeut pas espérer avoir une convergence

Il convient de remarquer que Bn(x) n'interpolant pas
trés rapide de la suite c(Bn) vers f(t).

Cette convergence peu rapide provient de ce que les po%yn6mes de Bernstein

convergent uniformément vers toute fonction continue, mais assez lentement.

APPLICATION NUMERIQUE.

(1
J -l—dx=-%Log(l-t)'=l+§+
O L=xt ;

si f(t)

f(-1) = Log 2

0,69314718 ..
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Tableau des ™K . .

en t =

t=-1

T E W N =B

10
20
30

-l ona:

k
e =1
0o
- 172
¢, = 1/2 1/3
-1/ - 1/4
oy /G v 1/12 1/5
, - 1/12 - 1/20
cy = 1/4 1/30
» ]
- /20
c4 = 1/5
45 . o0 6/30 . /20 1
SB L= St Todelo T Toaeft T akfs T T
L)
»
i
c(B,) = 0,707619
t=-2
c(B_) n c(B)
0,75 i | 0,66
0,722 ¢ 2 0,61 .
0,712 3 0,5904
0,707 10 0,5613
0,704 30 0,5513
0,6988
0,6960 . Ef%;ii = 0,549306 ..

0,6951



g1
ol i Log 1 M
pour t = -10 C(BSO) = 0,2509 et 10 =210,2397 ..

Etablissons maintenant une borne d'erreur.

(1
Théondme 4 :  Si £(t) = J L2 date)
o 1l1l-xt

alons

M

/.2
lim nIc(Bn) L3 f(’t)l < t(t + /t7-t+1)

o i3 (2<% - e uts1y

Preuve.

Les polyndmes de Bernstein vérifient la formule d'erreur suivante :

Lim n[B_(F(x)) - F(x)] = =% (17%) pugyy,

n->o 2

si F"(x) existe. N

Appliquons cette relation d F(x) = iéi?’ et on obtient :

2
¥ i x(1-x) 2r
lim n(B_ (——, x) - )= - :
> Lim n(Bn(x) - ljgt) < t2 sup .5&&:515
neo osx<1 | (1-xt) |
Posons
g(x) - x(l_x)

(1-xt)



- 100 -

On a |g(x)| s |g(xo)| avec xosolution<hitx2 t2(1t) x-1=o0etx el0,1]

P 182 + ¢ /tz-t+1|

2 - t - /t%-re1)®

1
l—x?*

lim [n(BSx) -
bogard

D'ol

|t] (t + /t2-t+1) 1
lim n|c(Bn) - f(8)] < -

ne (2 -t - 42-t+1)3 20

da(x).

On obtiendrait une m¢illeure borne d'erreur si l'on connaissait une plus

fine majoration de la quantité :

1 1
IBn(l-x.t’ x) - 1-xt
ConcLusION, T
Les polyndmes de Bernstein interpolant lj;t en des points n'appartenant

pas tous d [0, 1], ne sont donc pas d'une grande utilité pour la sommation des

. i
séries Zcit , avec ci totalement monotone.

[ ]

IV - INTERPOLATION EN DES POINTS EQUIDISTANTS.

4

aux racines de

Au lieu d'interpoler la fonction génératrice x - ljgt
polynSmes orthogonaux sur un certain intervalle [a, bl, nous allons l'inter-
poler par un polyndme de degré n en des points équidistants de [a, b] et montrer
que dans ce cas, on obtient encore une accélération des sommes partielles de

. i .
la série Zcit avec une borne d'erreur un peu moins favorable que précédemment.
.

On a :

[
!

(o]

~

f(t) = cit =

l—xt)

avec
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b
ci z c(xi) :J M.
a l-xt

avec @ bornée et non décroissante.

A l'aide d'un changement de variable, on peut se ramener au cas ol

{a, b) = (-1, 1]. ‘ ‘

1
Dans f(t) = I 9§1523 remplagens X *"I%ff par
-1 1-X¢t '
L. Rn+l(x)
-1
R _.(t7)
P (X) = nt+l
n 1- Xt
*
ol
n
R 1(X) = igo (x-£.),

Ei points équidistants de 1l'intervalle [-1, 1].

On obtient :

(1 dB(X).R_, . (X)
e = £(t) - (P ) = 1 ntl
2 n R .y’ -1 - 1exe
n+l"
et donc
T e |V" s ——2 ——— x T (swp &, ()IV/"
n n Um R (t77)] e Xe[12]"

n-reo

Il convient donc avant de trouver une borne d'erreur, de minorer R .. (t

n+l
" puis de majorer R ,1(X), X e [-1, 1]

-1

)
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Remarque.

Pour la commodité de la démonstration, on va supposer n pair.

n=2m, me N,

(n+1)!
n+l
m

Lemme 1 : VXe[-1, 1] ona |Rn+1(X)I <
et

1im [ sup |R +l(x)|]1/“ <2
o -1<X<1 Lo P

Preuve.

i=+m i
le(x-) = ile—m (x - Ei) avec Ei e

Soit X € [-1, 1] ; alors X ¢ [Ep-l’ Ep] avec -m+l S p<m

m
X)) =3 xee &l

i=-m

IRn+1

Nous allons majarer chacune des distances‘|X - Ei|

p-1
IR ,,(X)| < 1

g,
| 5 Mt T R R
R e T el
P i 2 ap-1 i .
e al P W
e m m m m ‘
= 1=-M =« :p
s ey L MRS LAl LR G PR L B PR L
m n m m m m m m Ml
. ¢ lpm|.|pm-1]. -—- . |1].|1].]2]|. === . |-ptitm|

n™tP mm-p+1

n
m




=108 '~

lR 1(x)| < (mt+p)! (m+l-p)!
n+

I ¥p € [-m+1, m] n 7.
On a
2mt1) (2m+1)!
i 1 " 21 ¥pel[l-ml, m]n2Z
m+p (mtp)! (m+1-p)!
d'ol
(2m+1)! (n+1)!
IR (O] S ol
2m+ .m2m+1 m
mtD
: 1/n
=>1im | sup R (x)|1/“ < ﬁ;[—(—n:—l)—!]—
mwo  -icxs1 Pt o n!*l_l
: m

De la formule de Sti:rling on tire :

(nt1)!, v2m(n+1) (n+1)*1 o~ (nt1)

n+tll n+l
m m

et L
‘ 1/n
m ]:(“;ii’:l =2e1:2
. oo m
Lemme 2 W eR-[-1, 1] 0ona:

X+1
2
s 1/n _ (X+1)
T L
n-»co

ol-

(x-1) 2
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Preuve.

m m i
R (X)) =1 |x-£i|= IR

LS iz=-m

o P
2n+1l
m

. |nX +n| . |nX + (-1)| ... |nX| ...|n X-n]

Soit j l'entier tel que j/m < X < (j+1)/m
Si X > 1 alors j 2 mtl

Si X < -1 alors j < -m-1

m j_ 3 1 m
e BV~ i
1=-m m i==m

1 (j+n)!
m2n+1 (j-n-1)!

1 . =
Rh+1(X) 2 ;EH;T IJ+n| e I]‘nl =

S|

1/n [_1_, /7 (jem)it™1/2 -(jem)

s 73 :
S l_m Vo (j-m-l)j'n'1/2 e-(J-m-l)

lim |R___(X)|
preees n+l

L

)mX—1/2+m'emX-m-2 j]l/n

1im (mX+¥m-1 "
2 m2n+1 mX-m-1/2 emx+m

(mx—mvl)

2 lim

I: [ axem-18 2 oven 19® (mx-m-1)"" o
n-eo

mX-m-1 ¥ 2n+1
m

X/2
> lﬂ) . (X+1)i(X-1).e"t

-2m+2 :l 1/n

L




~ 8~

X+1
2
5> (x+1) g
x-0%2
Exemple.
i i . 1/n
si XxX=1, 2 Unm |Rn+l(x)| 2 1,02865.
ndo

; : 1 1 a8x)
ThEondme 5 : S{ L'on intenpole X + —— sur [-1, 1] dans £(t) = J ,
1-Xt oy 1%t

B bornge, par un polymdme de degh€ n en X en des points
dquidistants sur [-1,1]1 on a : '

' ~1
=1 <t =1
T |£(t) - e2 )|/ s 2) [
e (t-l+l)t +1
pour n pair,
Preuve. b Rn+1(x)
Rn+1(t_i)
P_(X) = , avec R_ défini comme précédemment ; P_(X)
n n n
& = %x¢
s b
. 1 5
interpole 1-xt 0 les racines de Rj 1
e 1 R__.(%) dB(X)
e(P ) - £(t) = —= J ntl
i 1 - Xt

=1
Rn+1(t )

g — 1/!1
/n _ 3o | sye, R (O

=> 1lim |[£(t) - c(P )] ;
e TR L D
= lg 1:‘t )l

o



- 106 -

=1
=> 1Im |£(t) - c(Pn)|1/n . 2/e =g (L& 1‘1)t_1 :
nre 4 £ 241 (" uht 8
st i) 2
& 5
2

(¢ 1-1)
0.

Conollaire 1 : En nemplagant [-1, 1] par £'intervalle [a, bl on obtient :

(A-1)/2

1im |f(t) - c(Pn)Il/n s 2 1A
neo |A+I|(A+1)/2

.

. Pour n pair, ol A = tt™h.

i 1/R
Conollaine 2 : Soit £(t) = j %%é%l avec a boane et non décroissante
0 ,

sur [0, 1/R ] et Pn(x) Le polynome d'interpolation de

en (ntl) points Equidistants de [0, 1/R].
ona::

o
1-xt

c(Pn) - f(t) = O(fn(t) - £(t))

pour n pair avec

n 3
. 1
£ (t) = Z c;t” et c,
1=0

VIR s
J x" da(x) °
o

Preuve.

[ <]
R étant le rayon de convergence de la série Z cit1 on a :

i=o

lim |£ (t) - £(1)| /P = l%l

N J ;
Du corollaire 1 on tlre :

;s A-1
— 1/n A-1 2

lim |£(t) - e(P )| '" s 2 :
o i A+l

|a+1] ‘



- 107 -

avec A = 25 -1

R
A-1 R 3 k %" 1
(a2 2 dE 1 = |1-% 1
A+l - 5 (e
w12 K
t
D'ol
R
$-1

Tm |£e) - )| P2 |§] . 1-%
n-o 3

Cette borne d'erreur étant toujours strictement inférieure 3 % on a :

1/n
f(r) - c(Pn)

TN %0 %
% f(e) - £.(¢)
n
APPLICATION NUMERIQUE.
Log (1+t)
Pour f(t) = ————— en t = 1
5

Ca, 15779 (1,03 A=—%-1=—3.
A-l -
o
2 =4 = 0,25 ce qui comparé 3 3 - V8 = 0,172 du procédé consistant
A+l
|a+1| 2

d remplacer Ig;¥ par son polyndme de meilleure approximation est un peu moins
favorable mais plus simple..

Renargge . e

Si n est impair, n = 2m+l, tous lés résultats ci-dessus sont encore vrais
(il suffit de remplacer dans la démonstration du lemme 1 les points d'interpola-
i 2i-1
2m+l

tion £ * %' i=m,...,m par gi = i=-m...,ml).
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V - APPROXIMATION DE LA FONCTION GENERATRICE SUR D(0, 1).

Lemme 1 : Le polyndme de meillewre approximation de La §onction

z >

sur D0, 1) ={zeC / |z| s1} ol t e € et
1-zt

|t]| < 1 est donné par :

_1 n -~
Pn(z) ¥ -¢c Z° ¥ PR s Cz (z/t-1)
1-zt 1-zt L= 2t
ol
n
¢ & i
1
e - g
|t

Preuve.

Dans [16, p. 32 et 33].

©o

Thiondme 6 :  Soit fa srie £(v) = | ctl, t e, [t] < 1.

1=0

P defini comme ci-dessus.

On a :
[ ]
2 2 n-1 " vt
c(Pn) e +ott c2t + ... + cn_lt 4 3
1- |t
Preuve,
@ n
= 0.2 n
ol 1 ) (E'— 1) 1 BLeyt f;_zn+l & tn zn
[t]? Tk :
P(z)— N v =
1-zt (5 - 1) (1 - zt)
[t]
1
5 n.n 2 n+l n+l
P (2) = 23 o kS ARE . 1=3
B ot —1—2—1 1 -zt
1. - It ]
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2
- |l
Pn(z) F—_—(1+zt+ ... ¥ zn 1 tn l) + -——j;-——-(l +zt + ... + zntn)

1- |t|2 1- |t|2

n.n
P (z) =1+ P TP T it il g 2.
1 - |t|?
Par suite, ¢ étant définie par c(z') =cjona:
n-1 e, t
c(P)=c +c,t+ ... +te t +
n o 1 n-1 2
1 - |t]

VI - RESULTAT NEGATIF POUR TM.LOG.

Lt'accélération des suites totalement monotones logarithmiques (TM.LOG)

est 4 l'heure actuelle encore irrésolue.

On pense, notamment, qu'il existe aucun algorithme capable d'accélérer

l'ensemble de toutes ces suites.

*
Cependant, utilisant les méthodes précédemment décritesnnous avons

établi le résultat suivant :

Théondme 7 : 12 n'existe aucun procédé de sommation capable d'accéléren
L'ensemble des suites totalement monotones Logarithmiques.

Lerme : 84 (sn) e TM.LOG alors (-A s ) € TM.LOG
Preuve, .
Rappelons que (Sn) est dite T.M si :

L}

(—1)k Ak Sn > o ¥k.




et que (S ) eLrogc si 1lim Sa41 S _
. n ——1
n-e
| s -5
n
On a :
(Sn) eTM => (- ASn) € TM (voir chap. 1)

I1 reste d prouver que :

- As
1lim {____Eil } =1

n* o\ - AS

n

As As

(-85 ) e M= ntl . _nt2 o, [3]
ASn ASn+1
AS +1 '
La suite —Kg—— admet donc une limite a inférieure & 1.
n

nelN

Si a était différent de 1 alors on aurait :

S - S
lim 2, 4 (8, p. 218]
o Sn -8

ce qui conduirait alors (Sn) € LOG.

PREUVE DU THEOREME 4.

. k ,k
- 2 ¥ ¥
* Si (S ) N € (T M) alors ( 1) A S 20 k, Ne.

On a dans ce cas :

(- ASn)ndN e T M,
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Posons c. = AS, ..
1 i-1

On a :

n
S =S + J e, 3 S +S n+w
n Lo T n
i=1
t i
Soit £f(t) = } c; t7.
i=zo
On a :
f(1) = s.

’ 1 s
(- ci) € TM <=> -~ c; = J x* da(x),

avec o non décroissante bornée.

L]

* Si (Sn) € TM.LOG alors (- ASn) € TM.LOG (lemme).

De plus, si il existait un réel b ¢ ]O, 1[ tel que :

-c, = J x~ da(x)
i
L] o

on aurait :

(1l s s . (1
-y = J b' x* da(bx) = bt J x* da(bX)

o . o

- c, =b-d, avec (d.) ¢ TM
i i i
' d'ou
.7 %41 di1

lim ————= = b Iim sbcil

ise T S fro 4




- 112 -

As
11 y aurait alors contradiction avec le fait que ntl tend vers 1 quand
As
n tend vers 1l'infini. n
Par suite si Sn e TM.LOG alors :
1 n
(- Asn) =J x da(x), n2 1
o
avec 1 = borne supérieure du support de a.
Zeme étape :
«© (3
£(t) = ] c,t’ est une série de Stieltjes.
izo 1
1 1
f(t) = J .da—(xl. = f(1) = J _1__. da(x)
o 1l-xt o 1-x

Cette derniére intégrale est convergente car f£(1) = lim Sn et (Sn) étant TM,

elle est convergente : e
(1 n i rl 1-xP
S, = J .Z x~ da(x) = J T da(x).
o 1i=o o
D'ol
1 <P
s, - £ = |s_-s| = J T do(x)

- - - -

Soit (agkilla matrice d'un procédé de sommation avec % ai = 1.
jeN izo
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-1 — p— —

Y S % (Voir Wimp)
a_ 0 5o 35 5o mp
1 1 _ - 1 + 1
ao al -------------- Sl ao So al Sl
2 2 2 2 2 2
a, a a, 0 ---- S° a, S° + a, S1 + a, 82
JL 4 L ]
v T i
Soit T(Sn) =) a; " S, et Cn(l) = ) a; A" le polyndme caractéristique
izo . i=o '
de la matrice de Toeplits (al). ...
i'i,3
1 - R (x)
Posons Pn-l(x) T ———— ou R est un polyndme de degré n en x vérifiant
1 -x :
Rn(l) = 1.
P interpole x + L aux racines de R_.
n-1 n
1-x
=> c(Pn_l) = (n—l/n)f(l) approximant de type Padé de f.
et R =C_.
n n

Donc l'existence d'un procédé de sommation se réduit 3 l'existence d'un polyndme

de degré n en x et l'erreur commise est :

(r 1 1-R (x)
f(l) - C(Pn_l) = Jo r; da(X) - J W— da(X)
1 Rn(x)
! £(1) - c(Pn_l) = J da(x)
o 1-x
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4eme _étape :

Pour qu'il y ait accélération il faut et il suffit que :

[£(1) -adP_ )1 =0 [S -5 ]

1

et ceci quelle que soit la suite (Sn) totalement monotone logarithmique

1 R (x) 1 .n )
<= J . 1= d (x) = o0 Jo -i—:;- dG(X)J vao.

<> R (x) = o(x”) ¥x < 1 (et R (1) = 1),
En effet si il existait X, € Jo, 1[ tel qué

R (x )

L2 S yu=xo
n  n¥®

X

Il suffit dans ce cas de "charger" le point X, ¢ da = dGX et

o
n

( 1 R (x) R (x ) 1 n X
n . n'o X ._o
J 1-x da(x) = 1-x_ Jo 1-x do.(x) 1-x

i gn(x) [ 1 0
J - da(x) = o J -l-—x da(x)
(o] (o]
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Il n'existe aucun polyndme Rn de degré n en x vérifiant les deux

conditions :
Rn(x) = 0(x™) ¥x e Jo, 1L
et
Rn(l)’ = 1,
En effet :
2 @) _i_ _(n), _(n) (n)_n
soit R (x) = ) a,;,  x =a +a’ X+ ... +ta ‘x
n .o i o 1 n
izo
n
et ) al™ =
j=o 1
o Rn(x)
R (x) = o(x") | —> o ¥x e ]0, 1[
n <=> xn n-o
Rn(l) =1 et Rn(x)

+ 1 six = 1.

R (x)
Supposons donc que Rn(x) vérifie —> o et montrons que dans ce cas,
nr°
Rn(l) ne peut pas &tre égal a 1.
R 3% e 1
B =2 t+t...+—=+a
n n n-1 : n
X X X X
> 1, _ (), (n) (n)
Soit R(X) =X"R (DD =a+a™x+...+a"x"
n n X o 1 n

ﬁn(X) >0 WX > 1.
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* ¥X > 1, % >0, 4N, n > N = |aén) + a(n)x + ...+ a;n)xnl <eg

Faisons successivement X = X , X

On a alors :

> . >
¥¢ > o SNO, n No
>
;Nl’ n Nl
IN , n >N
n n
Donc

¥e >

o

= |a
= |a
= |a
o 3N

<> 4N, n > N = aén) + .
a(n) +
o
. N (n) . _
On résoud le systéme en a, ", is=

= Xl’

(n) +
[v]

(n) +
(o]

(n) + a(n)XX

(o]

a(n) X

1

a(n) X

1

-
>
1]

+

= sup(No,...,Nn)

n>N=> a4 .,
(o]

(n)xn

7 <

X% = ¢

(o] (o]
€,

X = ¢

n n

X avec X < X
n o

+ ... +

1 € ¢e0 < Xn.

n

a(n) X | <€
n ol

(n)

cee tan X?I <€

(n)

t .o ta XY o <e
n n
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n n . . n . . n . -n-1
1 3a™ =) @™y xi o §la®ad xte §oxla X ol sy
.2 i Lo i . = i e -1

i=o i=o i=o izo X -1

n
=>1im|2afn)|s_11 =x;vx>1
me izo T X -1 X-1
2 (m)

Par conséquent lim I z a; l = 0 et ne peut donc pas étre égale 3 1.

e i=o




CHAPITRE VI
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APPROXIMANTS RATIONNELS DE e = SUR [0, 4=l




= e M

I - DEVELOPPEMENT DE ¢ EN FONCTION DEST_.

INTRODUCTION

Cody, Meinardus et Varga [7] ont montré que la fraction constituée par

l'inverse des sommes partielles de l'exponentielle était telle que :

& . s-l? ¥n € N.
Loy doal -

sn(x)

On peut donc penser qu'en développant l'exponentielle en fonction de poly-

P I -
ndmes autres que { x }nE , on aura la méme borne d'erreur.

N

C'est ce qui va &tre traité avec les polyndmes de Chebyschev.

Le développement de e%* en fonction desf‘Tn est :

(1) e®=2 ?' I,(qQ) T (x) =2 fotd) e PedrEthey 0
S ol 2 ol gl 3
ou T, (x) = cos (k ar gos x) et
= qlm+2k
I (q) = ) e (fonction de Bessel)

k=o 2 (mt+k) k!
Appliquant (1) avec g=1, on trouve :
o !
x -
(2) e = Z I (1) T, (x)
k=o
On a :

Io( 1) = 1,266065877749

On pose Im = Im (1).
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Il(l) = 0,5651591039921
1 e X it an
n 2 n-1 ntl y
et
1 u
Im €17 - - L

2®.m! 3.2%.m!

v
Posons H (x) = 2 5 (1) T, (x).

=0
On a le :
Théondme 1 :
(3) O<H—:l('-;y-e_x<in ¥n e N, ¥x ¢ [0, +1
n 2

Preuve,

Elle va se décomposer en deux parties :

n 'k
5 X
a) ¥x € [1, +o[ on a Hn(x) > sn(x) = z: TR
k=o
&
En effet, en utilisant :
k -kl CRERE
X 2D e e Tk-2i(x)
=o i!(k-i)!

[21, p. 29] ou [23].
ou [gﬂ désigne la partie entiére de k/2 et

o n
e 1 , & :
-z o, Tk.(x) = Z (2 a, si ki =0, 0, si ki # 0) Tk.(x)
1=0 1 1=0 1
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On déduit :

n , n xk
Hn(x) - sn(x) =2 Z I - Tk(x) - Z T
k=o k=o
n, n - [k/2] '
=2 ] no.mGe0- § oGty Ko g ol
k=o k=o "’ izo  i!(k-i)!
n étant supposé pair,
n, -1 X -n+l
2 2= 2
H(x) -s(x)=2 § 1 .T(x)-T [1+ + t e, +
n n K=o k k o 2.(11)2 2.(2!)2 2
-2 -4 -n+2
-'1‘1[11-2 y 2 +...+n2 =
121t 131 — - 1(—=)1?
112! 213! (1 1).(2).
1l _-n+1
Tn [;l_! 2 ]
1 1 1
H(x)-s (x)=TI[I -(1+ + toees t ————
n n °° 2an?  2tan® 2’“(%!)2
1 1 1
+ T, [2I, - 2( + + ... ]
Ll o 2% na LB -1 By
2 2
+ eeee.. + T [I - 2 ]
n a2

La définition des Ik montre que les quantités entre crochets sont toujours

positives.

Comme
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Tk(x) >0 ¥, x21 ¥k =o0o,n

on a
H(x) - s (x) >0 ¥x e [1, +o[
n n
= &~ > H(x) >s (x) >0 ¥xel[1, +[
= o X< _1 <« 1 ¥x e [1, +of
H_(x) s_(x)
n n
= 0 < 1 _ . e X< 1 ¥« 3; ¥x € [1, +of
H_(x) s_(x) 2
n n
b) Il reste d prouver la méme inégalité pour x ¢ [0, 1].
* On a Hn(x) > 0,99 ¥x > 0.

En effet, démontrons que H;(x) > 0, ¥x > 0 et Hn(o) = 0,99.

n 4
H;(x) =2 kzo Ik.Tk(x) =2 Z I .k.U,_ _.(x)

(x) = sin (k arc cos x)

U =
2

k-1

]

Y1-x
U =1, U, =2x >0 ¥x > o.

On a Uk_l(x) 2 -k, ¥x ¢ [0, +=[.

' = ]
H'(x) =201, U +21I,0 +3L, U, +....+nl U ,
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'
Hi(x) 22 1[I +31I,0 +41, Ugt eceo#nl U ]

2 .
1 -
Hn(x) 22 [11 (9 13 + 16 I,+ + ... +n In)] ¥x 2 0

Or
3.2°.m?
2-m
2 v 1 m 1 1 2
=>m Im53.2m.m_1.(m_2ﬁ52.m poux,'m23
2 s 2 1 ¢ 2°™m 1, -2
= ] n° 1 s} Im s> ] Y—x 37 (e -1)
m=3 m=3 m=3 (m-2)!
R | 1 -2 -
=> Hn(x) 2 2 (I1 - 5-(e - 1)) =0,26 >0 ¥x > 0.

Le polyndme Hn(x) est donc une fonction croissante sur [0, +°[ et par suite

H(x) 2H (o) =1 ~-2I_+2I -21_+...
n n o L

2 6

H(x)21-2. 4 =+ 42 S ;
3.2 2% 3 x 2% x 6t

"
I m
m_ . 3.2 .m! - 1 < %_< %.=> 21 s1 "
I 1 3m(m - 1) o
m-2 o
2 L(m - 2)!

D'ol :

Hn(x) 2 I° - 2I, = 0,9945 > 0,99.

2




- 124 -

Enfin :

[« <]
X
e -H (x) =2 |}
n K=ol Ik.Tk(x)
[+ +]
= ¥ - H (x)] <2 y I, pour |x| <1
k=nt+l
ooy 1 8 , 1/2
52-‘3- z " -'-5-(8/-8(1/2))
k=n+l 2" .k! n
> -2 - e < %- x n+12 . 1 — pour |x| <1
Hn(x) 2 .(ntl1)! Hn(x) e

€ —
< . 1 pOUI‘nZl

3.e 2™ M(ntl)! 0,99 2

H (x)
n

et pour n = g H (x) = I et f%—- e ™ =0,78 - e * 5 0,u42.
o

Les expériences numériques ont donné les résultats suivants.




- 125 -

‘ []
n 1 e X 1/n
Hn(x)
(o, +of

1 0,21

2 0,24

5 0,339
10 0,399
15 0,45
40 0,46

.

50 0,47

Nous allons améliorer la borne supérieure j; en montrant que 1'inégalité (3)

. . 2 *
est vraie encore si x 2 -0n.

Théondme 2 : Pour tout entier n 2 o, nous avons :
. .
e " -X I 1 n
Max —_— - < DR = (0,43501)
oSx <™ Hn(x~an) (2 e)

avec o tel que 20 e20tL -

Preuve.

Prouvons que :
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) | :

l 1 _ e-x ls 1
| Hn(x) ' 2

. . 2 +1
non seulement pour x 2 0 mais aussi pour x 2 - an avec 2a e

Alors, en faisant x = t - an, il vient :

1 oen)] in, ¥t 2 0
H_ (t-ap) | 2
n N
ce qui donne :
_an
L E— e-t < ——l—ﬁ, ¥t 2 o,
Hn(t - an) (2 &)

Pour prouver (4), écrivons :

v
0

H(-y) =e¥ -2 -3 1. T.(y)
n j=g+1 13

* Pour 1 s y son < n+l on a :

(y) + ...1]

_ - 7Y _ _ n+l
Hn( y) = e 2 [(-1) I 1 Tn+1

et
I 4o Tn+2(y) < In+1'Tn+1(y) pour y ¢ [1, an]

En effet :

T ..(y)

n*2 _ < 2y < 20 = 0,26n

T . (y) - "

n+l
‘et

Tae1 1 3 x 22 (n+2)1 3 (nt2) _ 3

2 . n +
The2 2n+1(n+1)! 4 2 2

3.




- 127 -

Donc pour n pair

-y - -y
e’ s Hn( y) <e”’ + 2 L4 T (y)

n+l

et pour n impair

_y _ - -y
e 21 ., - Tn+1(y) < Hn( y) <e”’ pour 1 £y < an

Or
1
2

T (y) < n+l

n+l (2y)

n+l

I
N SR TR Y

n+l

=4 I -—_— L_
- y < L. ==

_ _ 4 n+l
[ npaire” <H(-y) se? +o ., L — (4)
n (n+1)!

On obtient {

_ " n+l _
n impair e 7 - 3 L < Hn(-y) <e”? (B)

. ’ (n+1)!
_ Y nt+l -an (an)*! n+l (nt1)! O% 4 41
ey—g.—LZe -é-. =n nn+l'e —50.
(ntl)! (n+l)! (n+l)! l n
n+tl -(1+o)n
L RN L e %a(a 1Ty,
(n+l)! .

Mais puisque a el+a = —la-

2e 2e

(o = 0,13923 ...) et V2mn - %a(—%)n >1 pourn 2 1,
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On déduit :

— ntl  ntl e-(lﬂx)n
) eV -2, L > ,¥n 21, ¥y, 1 <y <an
3 (nt1): (nt1)!

Les inégalités (B) et (C) impliquent :

- pour n impair :

4 yn+1 ey
0 < 1 -y < 1 - e Y - 3
Hn(—y) i . 0l 1
eV -z . L (n+1)! [eY -2 L
(n+1)! (n+1)!
on
1 y 4 o™ttty 20410 _ 4 a
- @ Sg. ._‘n—-s" (ae )-5.—;
Hn(-y) nn+1 e,«-(:L+o¢) 2
L ]
D 1 y 1 s
Done 0 < ——— - ¢” < —, pour n lmpair et 1 £y < an.
H (-y) 2
- pour n pair :
- _ L n+l .
De 1'inégalité e Y < Hn(-y) <e? ¢+ 4, X
, (n+1)!
On tire
o > E -e Y > 1 -
H (_y) -y n n+1
n e + 5 . —L
(n+l)!
4L ntl y
- -RY € ntl 2y
0> —L  _ eV 3 > 4 y e
H (-y) cy L w o yRt 3 (1)
n (nt1)! [e 7 + % . ]
(n+1)!
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n+l n 2+1:n
0o > 1 - e—y 2 - %-. (@ e )
H (-y) (nt+1)!
n
p g-. o, _ L
2" 2
En conséquence :
Pour 1 <y < o ona:
1 _ ey < j;
Hn(-y) 2
et donc -an< t < -1ona:
- e-'t < _..l;
Hn(t) 2

Il reste 3 montrer la méme inégalité pour t ¢ [-1, O].

Pour cela, on utilise la méme méthode que pour la deuxiéme partie b)
du théor€me 1.
n,

H'(x) =2 } I
n k=o

k.U _(x)

k ° k-1

J =
Hn(x) 2 [Il U° + 2 12 Ul + 313 U2 + .... + n In Un-l]

On montre facilement que :

_ 2
Ul + 313 U2 =1 Uo + 212(2x) + 313(4x - 1)

I U° + 2I 1

1 2

est supérieur d 0,22, minimum pour x = -1,
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Uk_l(x) 2%k ¥x € [-1, +of =

2

414 U3 + 5.I5 Ul+ + ... +n In Un—l 2 - 16 Iu - 25 I5 cee — N In
n oo
Im < : => 2 m2 I < E m2 . ;
3.2 .m! m=y m=4 3.2 .m!
" P ®© ) -mt+3
oni s ) g s ) s 1] A
m=4 m=4 3.2 (m-1)! m=4 3.2 ,(m-3)! 3.2 m=4 (m-3)!
n 2
I m I s—s (el/? _ 1) < 0,109.
m=4 m 3.2
D'ou Hﬁ(x) 2 2 (0,22 - 0,109) 2 0 pour x 2 -1,
Hn croissante sur [-1, +o[ => Hn(x) 2 Hn(-l).
- Calcul de Hn(-l) :
Hn(—l) = Io - 2I1 + 2I2 - 2I3 + ...
H (-1) 2 1,25 - 2 . 4 + 5 + ...
n 3.2.1 24,2
Im étant inféireur a Im+l on a Im - Im+l > 0.
D'on
Hn(x) 2 Hn(-l) 2 Io - 2Il + 2I2 - 2I3 = 0,3629, ¥x 2 -1.
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Enfin

oo
X
e -H(x)=2 J I.T (x)
n k=n+l ko k
[+
e* - H (x) < 2 ) I, pour [x| <1
k=n+1l
v 1
$2xx ) = pour |x| <1
ntl 27 .k!
X 8 1/2 »
e Hn(x)l < 5-(e - sn(l/2))
Hn(x) | 27 "(nt+1)! Hn(x) e

Or Hn(x) > 0,36 pour x > -1, &% > e“1 entraine :

—— | = g'x +12 X - 1
H (x) - e 2" (n+t1) 0,36 x e
< L - 8/3 1< 29 J;
2" et x 0,36 x (ntl) ! (n+l)! 2

-

Or pour que (-1) soit supérieur 3 - an il faut que n soit supérieur 3 = donc a3

7 et 8! > 20.

e

D'ol .

I L. e X I < J; » pour x 2 -1,

H (x) 2
n
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CONCLUSION,

* I1 faut remarquer que dans tout ce qui précéde, n'est pas un

Hn(x)

approximant de type Padé pour e_x, contrairement & ce qui se passe pour ;éz;su
' n

Une suite d ce travail serait de garder le méme dénominateur Hn(x) et de
trouver le numérateur de sorte que le développement en fonction des polyndmes
de Chebychev Tn coincide avec celui de e * jusque l'ordre (n-1) inclus.

Nous pouvons alors espérer que le facteur de convergence sera inférieur au pré-

cédent.
* On a
t [+ 2]
e = I +2 .Z I . Tk(t)
l_
Si 1'on pose :
2
glx,t) = 1-x

2(1 - 2xt + x2)

©o .
On a g(x) = 1 + Z x* Ti(t) et donc e = c(g(x,t)) avec c(xk) =¢ =2I,, k 20,

9
2 121 k k

= et = c(glx, -t)).

La suite (Ck)kZO vérifie :

Chp1 T Sg-p T 2key
o4 c = 2I

O
\ c1 = 2Il

(ck) n'est pas une suite totalement monotone car :

e, =21 s —3 = oy WA >0 [3, p. 225]
kTS TR
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Enfin, dans la relation et = c(g(x, =t)), on pourrait songer a remplacer
g(x, -t) par son polyndme de meilleure approximation sur un intervalle qui

reste d déterminer.

X

I1 - APPROXIMANTS DE TYPE PADE POUR e ™.

D'aprés Luke [17], on a 1'égalité suivante :

nt+l 1 -uz -2
z J e "¥ R (u) du =H (z) - e 2aG (2)
o o} n n

n

ne-1s

H (z) =
n

k=0

et

k
X DR R (1) et DX = 4

n k
o du

Hne-13

Gn(z) =
k

H (z)
La fraction est donc un approximant de type Padé pour e z,
G_(z)
n
A Exemples.
y o n ’
1°) R (u) =u® . G (z)=n!s (z)
n n n
L ]
H (z) = n!
n
Hn(z) - 1

=>

G (z) i s_(2)
n n

et cette approximation est telle que :

< (Voir I)

- €

s (z)
n
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2°) Rn(u) = X (1-u)™ avec n = mtk on a : [19]

3
H (z) =
a) ¥m ¢ N, lim || X _ezlk 5—11,-
oo ‘ G (z)
n |
(o, +o
avec d? H. = m et d° G = k.
n n
1
H (z) i k 1
b) sim=0[k/3], lim - e <3
e Gn(z) Lo, +oof

Le but de ce paragraphe est de prouver que l'on a le méme facteur de

convergence %-pour Rn(u) = o8 (u - a)", a fixé dans JO 1L ..

“Notations.
A
g s P N
Ek (z2) = - . j o, Rn(u) du, n = m + k.
m m o
Gk(z) Gk(z)
m & j n-j
G (z) = .Z z° D R (1)
J=o &
m £ n-j
Hk(z) = .Z z3 . p*7J Rn(o)
j=o

avec R_(u) = u* (u - o)"

On pose également :

sh(z) = Ep(z) G(z) = Hl(z) - aR(z) &2,
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Quand il ne pourra y avoir de confusion, on omettera 1'argument z.

. m v g
Lemme 1 : La suite (Gk)k,m veifie :
(1) d° G: =n=m+k
(2{ Gﬁ(z) gk GE_l(z) + m G:—l(z) + 281 - o)™
(3) Sk(2) =2 G (2) -z . D (=) +n . Gf_ (2)
(4) Gpy(2) = (1 + 0+ az) d2) - akz & (2) + 2™ (1 - )™
Preuve.
Preemme et [N
(1) do Gﬁ = n car D° Rity=10 «afi»u0.
n
n i ks
(2) = ] 2" 0 - o™
- j=o 4
n A
A D1—1 tk o2 tu - @)% m WFlu - ™11 4 2Pa-0)”
3=l : 1
n-1 n-1
=k ] AP s a™® e [ P bk -
p=o p=o
o
N ol A a?m. s
SRR R m m-1 ¢ DO
el Bt AT Gk-l tm G Ttz (L. .= a)”.
¢ m i v B=jr 00k m
(3) G, (z) = ) z D [u'(u - a)] y
i

Utilisanr;uk.; uk-l,u et la formule de Leibnitz



~ P96

n A :
aiz) = § 2" @ o™ + 3 DI -0l
i%o
m * j-1 , k-1 m, n-j
=206 _,(z) + ] 30770 (0 (uea)™) 2779
)=l
=26 (2) + 2 (p+1) DP (" L(u-)™ P71
p=o
m BgA n-p-2 k-1 m
=26 _,(2)+ (-2) § (n-p-1) 2" P7° pP(u (u-a)™)
p=o
a
L ]
nel
+n ) 2B pP 5 ey
p= i
m m m b
g Gk 52 Gk-l z.D Gk-l n Gk-l ;
m g on=4 3 k m-1
(4) -t BT i DI (¢ (u-)™ " (u-@))
i%o -
Lt m-1
St el R
’ »
L ]
¥ Cette qilation, combinée avec:- la relation (2) donne :
m—l m-1 _ T o m-1 m-1 n 5 m
k+1 oz Gk = k (Gk oz Gk-l) +m Gk + 2z (1-a0a)
LJ y
g o l n m
: BEiq i ® Gk(z) (az + k + m) - okz Gk 1tz (1 -a)".

-

Toutes ces relations ainsi que les suivantes sont nécessaires d la comparaison

m m
des erreurs Ek et Ek+1'



Lemme 2 ;
(1)
(2)
(3)
(4)

(5)

(6)
Preuve.

(1)

(2)

(3)

=1 ¥ =

m -

Hk = m

4 m =1

=k . Hk-l + m.HE
m-1 -1
ey T2 Hmk

e < m
Hk+1—l-l’"k.(m+k+1+az) aszk_l
m 2 3 At
Hr]'::m! 2 (- az) » (n-j)!
j=o 0! (m-3j)!
RS m-1
DHk- ml']]( .

HE = m car D" J (uk(u-a)m)u=o = O pour n-j = o d k-1

donc pour j = n a n-k+1
K, k m Al e
D (u (u-a) )u=° = k! (-a)" = 0. .

S 2t 4
= ] = I 03 (u - o) )u=o

i=o
®
A S k-1 m k m-
= Z 2 DT Ik T u - )" tmu(u - o) 1] i
: u=o
3=l
M ¢
Rk et g k-1 m k m-1
= z .DFlku (u-a) +mu(u-a) ]u=o
p=o X
. m-1
e k . Hk—l + m . Hk .

n ¥y .
=y 2" 3 ., D [hk(u - a)m—l (u - )]
=o . u=o

=]

. n » .
g : : i
) W - ™ e ] D) e - )™
jZo

J=e

u=o
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C R S m-1
i Tl " W T
(4), (2) et (3) donnent :
m-l._ m-1 _ _ ot el m-1 m-1
Heyp ~0#L " =k [H" -oz . H T+ mH
-1 _ m-% _ m-1
H2+1 = (az + k + m) Hk akz . Hk—l
(5) pipda - ™1 = § Q) oW I (W™
i=o B

Rk . o
= () kk-1) ... k-141) 05 mime1) L. Geeeden ) (RyPoarl
izg * i

Le seul terme non nul est obtenu si i = k.

(2) k(k=1) ... 2 x 1 xm (m-1) ... (m—j+1+k)(-oc)m_j+k

g i o e SOBEGE S e 0K

k!(j-k)! (m+k-3)! b
n - ¥ -
H:(z) & Z A3 j! & k!.m! (=)™ jtk ¥k
3 v J=o k!(j-k)!  (m+k-j)! 5
.
% £ n] (- Ol.z)n-j

320 (5-k)!(mtk=3)!

e, i1 m! n-j
- (- az)

j=k (§-k)!(n-j)!

"

. f Gepdtmt ozl §epdtmt e
p=o (n-p-k)! p! p=o (m-p)! p!

.
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Lemme 3 :

(1)

AR

(3)

Preuve.

(1)

(2)

= 139 &

ou avec les notations hypergéométriques.

o = ! - - o~
Hk(z) n! Fl( m, -n, -0.z)

i

(n-p)! m! (-a) (-az)P~l
p=1 (m-p)! (p-1)!

m
D Hk(z)

2 mil (n-1-3)! (m-1)! (-a) (-az)P7!
j=o (m-1-p+1)! (p-1)!

D HE(Z) - my Hﬁ_l(Z).

F m T )
La suite (Sk)k,m venigie

1, m+k m -z m m-1, :
Sk = -z (1 -0) e ¢+ k Sk_l(z) +m Sk (z)

.

m - om=-1 ¥ m-1
Sk(z) s Sk+l (z) - az . Sk (2)

(z) = S: (z) (mtk+ltaz) - Okz S™

m
Sk+l k-1

&
m nt+l 4 -uz k m
Sk =z e u (u=o0) du
£ o

m mtk+1 k me %% 1
S, 22 T 80 (6~ @) : Sl

' -z ‘o

i

1 - - =
T Jo e uz. [k uk 1(u =) 4 muk(u - Ay l] du
SE z - zm+k (1 - a)m e:” # k.S . +m Sm-l

k=1 k

1 /
Sm e Zm+k+l j e-uz uk Ca - a)m—l (ig = ) Bt
o

() zn+l(1__a)m+1 ;

%
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Lemme 4 :
»
(1)

(2)

(1)

- 1%

3 T fd
4 zm+k+1 J e "UZ uk+1(u 0% a)m-l R azm+k+1 J e—uzuk(u_a)
o o
m m-1 m-1
B P Sony " RENIB
En combinant (1) et (2) on obtient
-1 B-1 i L m S W m-1 m-1
Sk+l - az Sk = =g (1 -a) + k [Sk oz Sk-l]
m-1
+ m Sk
m-1 _ m+k m -z
Sk+l S (z) (k+m+taz) + S (z) (-akz) -z (1 -a) e
0
Inégalites
G (2) 2 n G (z) TR a) paua Z 20
[}
k+1(z) 2 0z G (z) pour z =2 0
k+l(z) < (z+nt+l1) G (z) pour z 2 0. ;
»
n ; B :
m m n- k m -1, k-1 m
G -nG ;= I 2 17 - ™ -0 DT T @ - )™
+ 21 -.)"
" 4
Or
DJ[uk(u-a)m] -n Dj-l[uk—l(u -a)™ = m Dj_l[uk—l(u—a)m-la]ul
Donc
m Lo m ¥
GK(Z) 2 Dk Gk_l(z) +2(1-a), ze [0, +[.

m—ldu

20
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(2)

(3)

Lemme 5 :

(1)

. (2)

Preuve.

Dans la relation

remplagons G

m
k+

- 141 -

La formule (4) du lemme 1

- gl m-1
O 26y "0 G

associée a G:(z) > 0 pour z > O donne :
"

Gm-l(z) > az G

L+ 1 K z) ¥z € [o, +o[

De la relation (2) du lemme 1) on tire :

m m m
G(z) sz ¢ _,(z)+nG

k_1(z), 2 >0

car
m
D Gk-l(z) >0 ¥z 50

*

el Mg m m m
Soit R (z) = G (z) H,(z) - G _4(2z) H(2)

(d° Rﬁ(z) = m+2k-1)

alons

e

m

RP(2) = a(k-Dz Bl (2) + 221 - )™ HY_ (2)
. ~ n

R$+i(2) = (ak + z + n)z R:(z) + (az + n + z)‘(-a)(k-l)z2 R:_l

@ + o2 (k-1)(k-2) 2 R:_2(Z)
@

IR, m _.m . m
Ky T fk+1'Hk L W

. et HE+1 par leurs valeurs (relations(4) lemme 1 et (4) lemme 2)




e

s

R;<n+l = (n+l+az), G: H: - akz G?(']—l H';: + zn+l(1_a)m+.l H:

m

- (ntl-0z) H: G, + okz G: H:

x

=1

+
atd, (1—01)m+1 H

PR i m
=> Rk+1 = akz.Rk + z K

Utilisant (1) ci-dessus et (4) lemme 2 :

m m m m
Ripp - okz R R, - a(k-1)z R,
n+1l m+l (mtktaz) [ n m+1 ]
z (1-a) z" €(1-a)
Rep ~ 80e2) 2 Ry .
- a(k-1)z C 1
zn-l(l _a)m+l

L
R, = R . [oks + (mkaz)z] + RD_[-a(k-1)(maz)z’ - a(k-1) 2°]

4 R [af(k-1)(k-2) 2°]

®-
]
Lemme 6 : Soit (A ooy (Bplpse & (Cn)nZo thois suitey de nZels
venigiant :
* ~
T | a T | li
lim |A_|n =p,, 1lim [B_|n = p
. . . 100 n d fes - B 2 .
e/t .
C o =k B
n n n
akons : 3
1 -

1im |c_|n = sup(p,, p,).
i B g

(1)
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Preuve.
1 1 1 A 1
ICnln = |An *B.jn = |Bn|n [IE— + 1|1 n
n
Bt RyB Py
1
Iim |c |n = Tim |B |n x Iim lﬁ-‘l + 1"
N e n* n
Or le deuxiéme facteur de ce produit a pour limite 1 car 1im §E = 0.
D'ou camtP
: I 1
lim |[C_|n = 1im |Bn|n =,
nrwo o
Oe
Theondme 3 : Si z_ est tel que E'(z) 404t maximum en z_alors om a :
k k k
m m
(1) 0= Ef(z) T - o s Ep(z) - %5‘—*—1—(&‘—)— g e}
k Gz, ) G:(z )
. k- k k
. -z
m m m+k+1 m+l k
o =
. kzk Gk—l Ek_l(zk) + z, (1 - a) e
(2) E(z) = 2 .
r (z+n+1+az) Gk(zk) - Gk+l(zk)
» ]
m m . :
m % G-1¢%) Rey1(3) n
(3) Ek(zk) * m m m ? Ekr-l(zk)
Gpopta) Rgita =+ "Gien) R (2)
Preuve de (1). %
‘o
d Ek(zk) 5
2, est tel que ————— = o.

dz

En dérivant 1l'expression donnant EE, on obtient :




n
Z 1 -uz
d M, )20 s (aFl) — o " EIE s ok
& (z,) /o :
k' k
m n+l
nt+l it Gk(zk) . uzk k m
+ z : e u (u-0a) du-
Ko oatbeit s ™z,) Jo
ke Kk
ce qui fournit (1).
De (3), lemme 3, on déduit apmés division par Gﬁ(zk)
m m
G
k+1l m ik Gk-l m
= . By " B (k+ltmtazy )- akz, —— . B,
G G
k k
L 2
. - zfrk 1(1 = G)Ml g—m—'
. Gk
m
En remplagant Ek+l dans (1)
m m
D G
O R . BrL. k R JL-[Em(n+l+uz) - okz Gk_l
k zk m k zk k k Gm
Cy K
# » 2
K
+ z0 (1 a)m+l e
k Gm
k 4
& -2
m m n m+1 k
o ok Gk-l 5 Ek-l + zk(l - o) . e
EN =
» k " * ;
; D Gk +.0 Gk
Utilisons (3) lemme s 2
1 w1 "%k
: m m n+
. o ok z, Gk—l 4 Ek—l + z, (1 - a) e
k m

. m
(azt+1l+z+n) Gk - Gk+l

(2)
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Enfin, pour démontrer (3), il faut exprimer e 2 en fonction des autres

quantités
m
Em 2 Hk—l 4 e—z 3
k-1 G:
-1 m m _m m _.m m
R T e e e
== e -
m
m
Em -~ i - e—z J Rk
i
Substituons la relation ci-dessus dans (2) :
L]
m m n+l m m _m m m m
o AR R gy s bt T T T
k
m m
(azk + 1+ z + n) Gk - Gk+l
n+l m+l m
o [akz leRk+z (1 -a) Hk]E1
k m m n+1 m+l m _m
(ozzk + 1+ z, + n) Gk Rk Gk+1 Rk (1 - a) Gk Hk_1
m m »
Em - ] Gk-l %1’1 Ek‘l L4
k .
’ m ' ome m i m n+l n+1 pt+l mﬁ:
(azk +l+zk+n)GlTRk Rk.[Gk.(1+n+azk) cxkszk_l (1 -a) ]+ bt (1-a) G H _,
. qm m m ]
2 %1 Meta Bye- L
k m _m m n+l n+i mtl, _m m
- o o -a )
z, G K- RY . (-0kz Gp_ + 20 (=)™ 1) ¢ 20 (1-0)™ IR 4 o R

-

ce qui donne (3).




= J4g

Exemple.
sia =06 Gm(z) =nl .8 (2)
; Hy
=> -—m - L
H:(Z) = n! G, sn(z)
m = 1] - § s A% 1 1
Rk n! sn(z).(n 1! (n-1)! sn_l(z).n.
|
\
m A i m Lenel
Rk(z) z z ,(n-1)! et Rk+l(Z) S e
\ ;
m Ek_l(zk) : m
=> E (z,) = = L s i
k' 'k n k-1"k
n! s (z. )Xn~-1)! =z s (2z)
n n K k n
1+ 2z L
~ (n+1)! s (2 )n! 22 s .(2)
LTI T n-1
]
Or sn(z) > sn_l(z) ¥z > 0 .
D'ol
. m
E(z) = sup  |E(2)]| < % £ _;(z)] s% sup  |ER(2)|
2 ze[ o, ze[o,[
On retrouve ainsi le résultat de Varga [7]
" *
AR &2 Ak
n
s (2) 2 iy
Lo, .

Montrons maintenant que EE est la somme de deux quantités A et B vérifiant :

oo 1 1 RO 1 1
1im |Ay|n < 7 et lim |By|n < 3
> n-»co




Théoneme 4 :

La démonstration de ce théoréme nécessite deux lemmes.

Lemme 7 :

Preuve.

d:(z)

GQ(Z)

v

v

v

v

¥a € [0, 1]
m
Hi(z)
lim k
n+eo Gﬂ(Z)

o T = 1,41
Gk k! m! sk(z) avec sk(z) iZo i o

n

i=o

Gl . S
22 ) () D - ™

J=0

e g &
2B 1( Z (

j=o

;) k(k-1)...(k=3+1) m(m-1)...(m-i+j+1)(1-a)
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L ATt g et =M

o
o
~h
1]
=

" [(ii'm) k(k-1)...(k=-itm+1) m(m-—l)...! 2 X 1y

ki.m! (n=p)!}

= n!

(k-p)! (n-k)!

i Bt
(o]

m! (k-p)!

m-1i+j
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k P 1 -p)!

= e™z) 2kt m § Zcar B2 1 et BB 5 ) (n=mk)
k -. P¢ m. 1
p=o (k-p)!

Lemme 8§ :
. | zn+1(1—a)m+l -2 l 1
1lim — e — n < 3 ¥m fixé dans IN.
(z+nt+1taz) Gk - Gk+l
Preuve.

Le dénominateur de ce quotient est supérieur a az Gg (Inégalité (3)

du lemme 4).

D'ou

n+l mtl -2

A (1-a) e B zn(l_a)m+l e 2 g (1—a)m+1 e-z R

m_.m m ¢ oy .
(z+n+lt+az) Gk Gk+l o Gk a.k! m! sktz)
(lemme 7).
De l'encadrement 0 < 1 -2 <-ji on tire :
.5 (2) 2

2X(e? - s,.(2)) < e% s (2)

On en déduit :

(1-a)m+l e-z Zn < (1_a)m+J zn
a.k! m! sk(z) oa.k! m! 2k(eZ - sk(z))
. o
(1-)™?1 ;P (1-0)""? n! n, 1 (1-a)™1
< o " o =z (k) T
o k! m! 2k z_ a.2 k! m! 2 o
. LN . n! 3
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= 1
m étant fixé lim Q) . 1 et lim (E)n = 1 ce qui achéve la démonstration.
e 0L]./n oo :

0O

Preuve du théoréme 4,

Il suffit de remarquer que, dans la relation (2) du théoréme 3, E? est

la somme de deux quantités vérifiant les conditions du lemme 6.

) -z
m m nt+l m+l k
o (n<zk Gk-l Ek—l R z, (1-a) e
k m m m m
(;k+n+l+azk) Gk - Gk+1 (zk+n+1+azk) Gk - Gk+1

Utilisons la relation (4) du lemme 1

m m n+l mtl _zk
g ak 2y Gk-l Ek-l . z, (1-a) e
K C
m m n+l m+1l m m
2, Gk + ak Z, Gk-l -z (1-a) (zk+n+l+azk) Gk - Gk+l
m m
m ak Gk-l Ek—l
Ek < = + Bn
. (n+ak) Gk-l

(relation (1) lemme 4 pour la majoration).

3 ” » ” . ~ l
vl >
La quantité ——— est inférieure scarn 2k etace [0, 1]
. ok E
Ek est donc la somme de deux quantités A = — — = et
(ak+n)
n+1 ml 7k
s z (1-a) e
B = k ’ .
n N m
(z+nt+ltoz) Gk - Gk+l
1 1
vérifiant 1im |An|n < %~et,lim IBn‘ln < %-(lemme 8). Le lemme 6 permet de conclure.

nroee

O
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Le résultat du théoréme 4 peut paraitre faible au regard de ce qui
est connu [25]1, [26], [28], mais peut &tre existe-t-il un & optimal dans [0,1]

diminuant le facteur de convergence.

Remarquons que la formule (3) du théoréme 3 n'a pas été utilisée dans
les différentes démonstrations, mais donnant une expression simple de 1'erreur,
elle sera précieuse dans des travaux ultérieurs, notamment pour la recherche
du réel a optimal dans [0, 1] et éventuellement montrer que :

m 1
Hk(z) I -y

- e s L
[o,of

sim=[k/3] alors 1lim
m
N0 Gk(z)

cette derniére inégalité étant vraie pour o = 1 (Nemeth [17]).

De plus, dans la formule de l'erreur,

H (z) ntl (1

n _ez___z J equ(u) du
G (z) G (z) 4 o n

n n

on peut songer d chercher le polyndme Rn rendant minimale 1'intégrale, par

exemple Rn = Tn’ et ainsi diminuer le facteur de convergence.



CHAPITRE VII

APPLICATIONS NUMERIQUES
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Dans ce chapitre, on applique les formules de sommation exposées

. précédemment, aux sommes partielles des fonctions
1°) t'l.Log (1 + t)
2%} Arotg't.

Puis d la suite

3°) 5 = ((-0,7)™ + (0,5)™)/(n+1).

Rappel.

Soit f(t) une série de Stieltjes, t € € ;

) t 1 ¢ [a,b]

o 1 1
£(t) = Ja 1o (%) = el

. Dliaseia
7 ) 3 l
avec a bornée, non décroissante sur [a,b] et c(x’) = ¢, = j X~ dokx).

o

Ona f(t) = } cit1 de fagon formelle. &
i=o

Approximons la fonction génératrice x -

i 4 -
Tt Par un polyndme Pn(xi'

4
, nous obtenons alors une approximation de f(t) par c(Pn).

Le théoréme principal (voir chapitre 2) énonce que si Pn interpole la fonction
génératrice aux racines d'une suite de polyndmes orthogonaux vérifiant certaines

L 3
conditions alors 1l'erreur g = £f(t) - c(Pn) vérifie :

1
(1) 1im |en[n < |B|<1 ¥tecC - ta t, 574
F b
275 Eeb)e
avec B = A -YA"-1 et A = “

(b-a)/2

- n
(1) signifie que la suite |en| converge vers O de la "méme fagon" que [B]™.



i

La formule (1) est en particulier vraie pour

a) Pn polyndme de meilleure approximation de la fonction x -+ sur

[a,b]. etk

aux racines de,Tn, polynOmes

. 1
g5 :
b) Pn polynome d'interpolation de x - P

de Chebychev de premiére espéce sur [a, b].
c) 5 polyndme d'interpolation de la fonction génératrice aux racines

de R , polyndmes orthogonaux par rapport d& la fonctionnelle ¢ définissant £(t).

c(Pn) est alors l'approximant de Padé de f(t).

[ - FONCTION Log (1+t)/t.

1-xt

Dans les tableaux 1, 2 et 3, on a pris pour Pn’ le polyndme de meilleure appro-
1
TG SW [-1, ol.

c(Pn) converge vers f(t) quel que soit t appartenant au plan complexe coupé

ximation de x +

selon ]-=, -1[.

& aux
1-xt

racine$ des polyndmes de Legendre sur [-1, 0]. c(Pn) n'est donc rien d'autre

Dans le tableau 4, Pn est le polyndme de degré n qui interpole x -

que l'approximant de Padé classique de Log(l+t)/t. Il n'est donc pas surprenant *
d'obtenir plus rapidement la limite que dans le tableau 1 car l'approximant de
Padé nécessite en fait la connaissance des 2n premiers coefficients de la série
f£it).
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Il - FONCTION Arctg t/t

2 Ut
£(t) = Arctg t =1 - E__+ t + ( 1)n t2n
1 3 5 e e

La fonction f est holomorphe dans le plan complexe coupé selon les deux demi-

droites opposées [i, +o[ et ]—=o, -i].

On prend pour Pn (tableau 5), le polyndme d'interpolation de la fonction
génératrice aux racines de T > polyndmes de Chebychev ramenés a [-i, i].
Le théoréme 3 du chapitre 2 assure la convergence de c(Pn) vers f(t) et
le théoréme 8 donne : '
1 1
T lor) - 50 < [3]”

avec B = A - /Az—l et A = it_l.

Tableay 5.
t=1 A=i. |B| = o,u14 £(1) = E-= 0,785398163397448
1
n Ienﬁ i (P ) !T
o T9 000 | -5000000000000000 16 | ,239 .78539816351187ﬁ6i
1 o7 L 70710678118654¢7 AT | J284 .7553981629019962§
2 | (096 | J7761423749153907 8 | 4269 17853981633834791,
3 137 ,7T879870102263094 19 v292 .7853981634600854l
‘ 122 L 7856180831641268 .29 +| 9258 17853981633992141
s | ase | L7ss2116395308016 ?xza 299 L78539816338/74y3
6 | ,152 | .7853858296627981 i=22 +266 ;'-7”53951°33°’21°7 ’
7:] J209 ,7854157159635561 ‘:zs< 305 | «TB53981633988450
8| J17¢ (7855991126631350 24 1 G203 .78539816339/4709§
9l 23 .7853962637528265l ?:zs Lestn T8539816339/2406
°1§ V197 | ,7853980765684781 f:zo W280  o78539816339/4441
11 | 269 .7553¢5387595471a! 21 ! o.316 17833981633904786 -
12 | J215 L 7853981722700144 ETIRETIT 8539816339 740ey '
13 | 262 .7853981353236921£ av | ,320 | .7§539a1633976459' .
-1‘,5,-22’ .785398162&161420% Z:so ! 274 ; .78539816339(6453é
15 i 274 .7853981670665056: t?1 ! 326 J7853981633974491
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Tableau 6.
t=-1-1 = % +-% |B] = 0,588
1
n e " c(Pn)

"0 1,000 +2000000000000VO0 = e%vguLuUoVLYOVVVVY
1 1148 «5688644810057635 =e35157758462541429
2 V182 +6Y181935080077107 =+33563677Y0055%¢38
3 v213 o 7157226121735433 -, 2985389610964uY306
0 199 eTOY3417913403768 “.3099185246T703/798
5 1269 o T104123879398572 “30868824Y12608Y44

¢ 6 1237 2 7099535608086512 =y3075012243612455
7 »308 «7095325472050380 -, 307372490738¢2806
8 1269 2 70976644636514900 -¢3074438700843493
9 358 s TUYB3ISYEIVYT0383 =, 307395581467405Y

10 0295 c709791/230171435Y =, 3074201164054824

1 0361 W7097906225545182 =~ 30764649204492592

12 o317 W T097915866132592 - 30743¢03Y342u¢90

13 v 380 «70978804346214263 =~ 3u762Yp 774944004

1% +336 WT097904934321041 - 3u7645124Y5160075

15 W396 «T097916082567465 ~ 30743104 75351175

16 351 ,7097907557820201 -.307631201991105%

17 bQY W 7077906154965219 s 3074314606919109/

16 365 CJTOYT90T 262442307 -.301451zsrré:r>so

19 vh2U cTUYTR069304601260. -.3@7451154911&432

20 3107 W7097907199228795 =e3074312435006123%

21 0630 fTOYTI0TL21547215 ~e307635124Y15106¢74

22 e 308 ,7097907237892571 =e3Y7431244487Y594

23 XY 2 7097907185Y32687 e 3076512484803806/7

26 397 1 7097907229579092  =,30743124512/6953

23 Yy o 7097907229776788 ~o307431243222% 040

26 400 oTQYTYQ7229008451 “,3076312468455Y80

27 0452 s 7097907233Y87800 =, 307435124519 71078

28 We13 .7697991230a12031 =, 307631244893Y115

29 458 .709790?226580592- -.307«;124«9317163

39 1420 W7097907230002118 =~ 307435126448987968

31 3664 W T0OY7907230216521 ~y3076312468531508

32 27 «T0?7907230028895 ~,39743124048931088
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ITT - SurTe s_.

_ (-0,1)" + (0,5)"

Sn
n+l
, . (0,5)" , .
Sn est la somme d'une suite totalement monotone —E;I——-et d'une suite totalement
n
oscillante fQ;Zl___de limite O.

n+l

Dans le tableau 6, Pn désigne le polyndme de meilleure approximation de

la fonction génératrice x -+ sur l'intervalle [-0,7 ; 0,5].

1
1-xt

Ona t=1et A= g—d'oﬁ B = 0,297.

c(Pn) converge plus vite que Sn (théoréme 6 et 7 du chapitre 4),




a5
bueg,

S

- 158 -

Tableau 7.
L .

n lenlr-1 c(Pn) S,
0 | 1.000 2Z58823529411764TE+0Y »2000000V0000V00VE+O?
1 1066 -,6598953946049738E-01 | =,9999999Y9999Y987E~01
592 ~,3501526375396319E+00 ,2666666006660668E¢00
3| J240 -, 1646939776431138E=~01 | =,54499Y9YYY99Y9B6E~01
4 1406 02659555647678049€E-01 «6052000V00CV001VE=D
5 0341 1 6636096626428239E-04 | -,2280333533333322E-01
i 6 ' 354 -,1961346530907067€E~-0¢ 0 19039142857142906E=01
7 v347 ~,6108952322747378E=Q3 | =,9317724YYYVYYBELE~(2
8 ,318 0 10385656292Y7206€-05 ,6839362222224330€-02
9 ,343 L 65T8437197252622E~0h | =, 386006819999Y887E-02
10 276 =42544953608043382E=05 ,2656735218181928E~02
11 v335 ~+6055581210433080€=0> -,16070821816606555¢t-02
12 L1296 =,4214938138853599E~9¢ 0 10834946481535956€E-¢2
13 327 0 69460596526213380E=06 | =,6833450520141745E~03
14 +313 87289864806131122E~07 $45629772564964639L=¢3
13 +318 ~43455265616332106€E=07 | =, 294845245¢/385139E~03
16 «319 -.1133608126082797€=07 «1963854027/073225E-03
17 «307 «19002648677610812E-08 | =,12884531718569Q2&~03
18 «319 «1191204343930616E=08 8590675237 779891E-06
19 2806 -,465602738369637875E=10 | ~,568991084Y511618E~-04
20 318 =,1102149960437608E=0Y 2580617305473 7399E=C4
21 | .295 - 7149695292775381€=11 | =, 253667739516¢915E=(4
22 315 L89807731597799186=11 | ,1700958/Y/565000E~06
23 307 0e1566433269525131€~11 | =,11398677679119155E=04
24 +310 -, 0389297585462204E€~1¢ W 706563564461126534E~05
25 311 -~ 20177246821068219€~=1¢ | =,51568097006197157¢E=¢5
26 304 0350539315970399%€~13 2 34773966046469064E~05
é7. 311 020978926520021%4E=13 | =,2346603Y92136893€=65
28 +290 ~.8814369550590n72€~15 C15B6258YLY24095 1 L=0"
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