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I NTRODUC‘I‘ ION

L'introduction récente des approximants de type Padé [3] a permis de
construire des approximants rationnels de séries formelles, le choix du dé-
nominateur étant libre. C'est cet avantage des approximante de type Padé par
rapport aux approximants de Padé classiques qui constitue le théme de cette
étude.

Le chapitre 1 rappelle les critéres de comparaison de suites conver—
gentes, ainsi que la définition d'une classe de suites importante, l'ensemble
'des suites totalement monotones noté TM ; enfin un bref rappel de la défini-
tion des approximants-de type Padé ainsi que de leurs principales propriétés.

Le chapitre 2 comporte les résultate théoriques généraux de cette thése.
On montre principalement qu'un choix judicieux des dénominateurs des approxi-
mants dé type .Padé permet de sommer une certaine} classe de fonetions analyti-
-ques en dehors de leur disque de convergence. Des relations de récurrence
permettant le calcul effectif de ces approximants seront ensuite établies.

Le chapitre 3 détaille les nombreuses applications, notamment en ce qui
concerne les fonctions de Stieltjes : approximation de la fonetion génératrice
dans L~y LY L? ainsi que les approximants de Padé classiques. Il est surprenant

" de constater que le développement de la fonction génératrice en fonction des
polyndmes de Chebychev de seconde espéce aboutit au procédé EOL,B’ mig au point

par W. Niethammer [18]. Ces®résultats sont ensuite étendus d une classe plus
vaste de fonctions analytiques.

Le chapitre 4 est la traduction en terme de suites des résultats des
chapitres précédents. On y montre notamment que l'ensemble des suites -totalement
monotones non logarithmiques est accéléré par n'importe quel procédé défini dans
le chapitre 2. |

Une interprétation nowvelle des procédés connus comme le A% d'Aitken ou

de Lubkin est décrite dane le chapitre 5, ce qui permet d'en trouver une
généraliagtion. La suite de ce chapitre est consacrée A l'étude des approximants




1
de type Padé obtenus pour divers choix de dénominateurs.

Enfin un résultat négatif pour:l'ensemble des suites totalement mono-
tones non logarithmiques est établt.

*

Le chapitre 6 contient deux typéa d'approximants rationels pour la
fonetion exponentielle sur [o, +=[.

Enfin, tous ces résultates théoriques seront confortés par dees appli-
cations nunériques dans le chapitre 7.

»
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RAPPELS




I - COMPARAISON DES SUITES.
Soient (un)nZO et (vn)nZO deux suites réelles convergeant vers O.

Déginition 1 : SL pourn tout € > o, 4L existe un entier N tel que pour tout
n>Non alt :

vl < ful

On écit alkors v = o(u ).
n n

Théoneme 1 :  Solent (un) et (vn) deux suites convengeant vers O.
S'AL existe un naturel N et deux néefs a et b venifiant
a<1<bZels que pour tout n» N on ait :

un+l

¢ [a,b]

n

v Av
/4 . 1% o . Iy iy ~ ] =
et 84 IJ#m -—un = A alons I115;m r“n = A ol A est L'operateur

difgernence : S R A

De4inition 2

Sodlent (un) une suite convergeant vens c € R et o T(un),
image de u_ par une cetaine thans formation de suite.
Sé (vn -c) = o(un - ¢c), on dit que T accélere La convergence
dg (un). : .
L

* _ Voyons maintenant quelle est la relation entre l'accélération de la
convergence et les raydns de convergence des séries Zunzn et Zvnzn respecti-
vement pl et 92.
*

) 1/n
Supposons que u + 0 et vn + o0 et que la suite |un| / converge, alors :

L - lim sup |u ll/n = lim |u Il/n
pl n -+ ® s - ™

»




On obtient :
1
) n
Py lim sup |vn| srsgal v 1/n
e = lim sup f——|
p2 1/n noo Y

lim sup lunl

v
ce qui signifie que 02/pl est le rayon de convergence de la série 2 (Byz
nec. 'n

v
Propridts : S p < p, (<> p,/p, > 1), i en nBsulte que i + o et donc que

(vn) convenge plus vite que La suite (un).
Ce nésultat sera souvent wtilisd par La suite.

Déginition 3 : Suites totalement monotones.

On dit que La suite réelle (cn)ndN est totalement monotone
A4 et seulement 84 :

¥n e N, ¥k e N, (-1)X Akcn 2 0.

L'ensemble des suites totalement monotones est noté TM. 7
1 n
Exemples Hr @ aeca e £0.13.
® ¥
,l
L4 { » E .

l_’no&'é/té : Des Au,(':tu totalement monotones. R ¢
(i) Une suite de T M est convergente dans R'

PASTT ' s
() SE (c)_ o € T M alons ((-1)% 'Akcn)nem ETU I EWY o

c -c
nt+l

LELL) 88 1C.) e TM alorns lim
. n’ nelN £009 -

désigne La Limite de La suite (cn). Sép'= 1, (cn)ndN est

= p e ]0,1] ol ¢ désigne

. dite Logarnithmique.

Definition 4 : La suite (c ) . est dite totalement oscillante 84 et seule-
© ment 84 : $

{05 % e e ) g €T M

On eenit alons (cn)ndN e S 5



Proprietes :
(<)
(44)

Théoneme 2 :
(Haussdorff)

Définition 5 :

Propniétes :
(<)

(44)

Déginition 6 :

Déginition 7 :

Une sudite de T O convergente, converge vers 0.

v
Si (e ) ¢ T O alors lim 2*1 =pe[-1,00 [4].

n’»e n

Une suite (cn)nZo est totalement monotone 84 et seulement 84
AL existe une fonction p non décroissante, bornée dans [0,1]
Telle que :

1
¥n 2 o c = J ' du(x)

Une suite de néels (cn)nZO est appelie suite de moments de
Stieltjes s4 4L existe une gonction u bornée non décroissante
dans [o,o[ telle que :

c = Jm x"du(x) powr n = 0, 1, 2,...
o

On notera (cn) M 8,

Exemples : (e") (avec p > o) ; (n!)ndN

nelN

(6]
Une condition nécessaire et suffgisante pour que La suite
(c ) e TMestque (c ) eMs et soit convergente.

Le produit de deux suites de M S est une suite de M S
On dit que La sérnie C :
" <o
C(z) = Z cnzn
(o)

@4t une serie de Stieftjes 44 (C ) . est une suite de
moments de Stieltjes. ’

Une gonction de La forme

£(z) = j du(x)
o 1l-xz

est appelie fonction de Stieltfes.




Si fa stric de Stieltjes a un nayon de convergence p > o alons
elle &'identifie a La senie de Taylon de La gonction de Stieltjes

(1/p

£(z) = J dp(x)

1=z
fo)

oii f est analytique dans Le plan complexe coupé selon L'axe
des néels [p, +o[. Dans ce cas La fonction u est constante en
dehons de £'intervatle Jo, bl{

[l - APPROXIMANTS DE TYPE-PADE, [3, p. 9-11]

Soit f une série formelle de puissances d'une variable

@ .

£(e) = ) c.t', c, eR ¥,
g i 1 1
i=o

Définissons la fonctionnelle linéaire c agissant sur l'ensemble des polyndmes

par :
4 :
v c(x’) = ¢, pour i = Qun I o 28

Le nombre c, est appelé : moment d'ordre i de la fonctionnelle c.

.

Nous obtenons immédiatement

AP BAEL
1l - xt

f(t) = c.(

La fonction x —> g est appelée fonction génératrice de la série f.
L=t ;

-

Soit v un polyndme arbitraire de degré k :

‘ : E k
> i) = bo + blx - L bkx

et W le pokyndme de degré (k-1) défini par : .

/ [ v(x) - v(t) ]
y(t) =c l ———;7:—;——- J




ol c agit sur x, t étant un paramétre.

Lo e . v g
Définissons maintenant w et v par :

Nous avons :

W) = 5w ™
et
Vo) = ¢ vt ™hH
w(t)

- (1) = o) t o
v(t)

Un tel approximant rationnel de f est appelé un approximant de type-Padé et

il est noté :

v est appelé
C. Brezinski

Théoneme 3 :

Remarque :

ue) | (k-1/K) (£)

¥(t)

le polyndme générateur de l'approximant.

a démontré les résultats suivants :

S{ P est Le polynime de Lagrange interpolant La gonction
géndratrice de f en k points arbitraines distinets du plan

complexe Xis BpseeesXs alons :

2°°

c(P) = (k-1/1) (1)
ol Le polyndme générateur v de cet approximant est :

vix) = (x - xl)(x - x2) vee (x = %)

Si certains des points d'interpolation X coincident, nous

avons encore
c(P) = (k-1/K) (%)

P étant le polyndme général d'interpolation d'Hermite de la

fonction génératrice de f.




Cette propriété sera trés souvent utilisée par la suite.

On a :

BEx) 2 b 1 4
1-xt v(t)

k

avec vix) = I (x - x.)
3 i
i=1

Théonéme 4 : Convergence des approximants de_type-Padé.

Soit t ¢ D, domaine de convergence de f.

Si, pour tout k, Les racines X, de v sont telles que
tox; € [-a, o] avec a > o, alons La suite (k-l/k)f(tf
convenge vens f(t) quand k + <,

Dans cet exposé, on appliquera principalement les résultats au cas particulier

ou f s'écrit :

b da(x)
f£(t) = j —_—
a .1l - x%

ol o est une fonction bornée et non décroissante sur 1l'intervalle [a, bl.



CHAPITRE 2

APPROXIMATION DE SERIES




INTRODUCTION

Une classe importante de fonctions est l'ensemble des fonctions de

Stieltjes.

b

£(t) = j dalx) pour t_1 e ¢ - [a,bl.
a, - d-xt

&

On montre, dans ce chapitre, que l'interpolation de la fonction génératrice
aux racines de polyndmes orthogonaux par rapport 3 une certaine distribution,

1

fournit un procédé sommant la série f(t) dans € - [a —, b_1], une borne d'erreur

étant dans ce cas établie.

Le résultat précédent est ensuite étendu 3 1l'ensemble des fonctions ana-
i i , -1 -1
lytiques dans € - [a 7, b 1], avec la convention suivante que si 0 € [a,b] [a ",b "]

désigne ]-w, altwy ]b_l, +oof,

I - THEOREME PRINCIPAL,
]

Sqit M une fonction 3 valeurs réelles, non décroissante et bornée, prenant
une infinité de valeurs différentes (M est alors appelée distribution).

La dérivée d'une distribution ahsolument continue p sera appelée fonction
poids :

) w(x) = u'(x).

Le support de du, c'est a éire 1'ensemble des points de discontinuité de up(x)

sera noté : Br(du). ;

Le théoréme principal sera une conséquence des deux lemmes suivants :

.

Lemme 1 : fdls ps 117)
S¢ Br(dp) ¢ [-1, 1] alors

.

lim | an 2)| i 1
< ¥z e - [-1, 1]
n+o s
’z+/z2—l l

ol R, est Le polynome onthogonal de degrhé n par rapport a La
distribution dy.




Remarque : /%2-1 désigne la détermination qui prend des valeurs positives
pour g réel >1.
L / 2 , . o N
La fonction |z + vz2"-1| est toujours supérieure d& 1 quel que
soit z appartenant au plan complexe coupé selon le segment
(~1, 1]

Exemple : 1°) Les polyndmes orthogonaux par rapport 3 la fonction poids

2, =/

w(x) = (1 - x%) sur [-1, 1] sont les polyndmes de Chebychev.

Tn(x) = cos(narcces x) si x ¢ [-1, 1]

Tn(X) = %-[(x # AP ¢ (x - S2-1)™ i [x]: > 1.
On-ar:
| "V GO
n

@& 1 | .
) SLwix) e (1-x2)/2 alors les polyndmes R sont les polyndmes

de Chebychev de seconde espéce U,

1
Un(x) = (1-x2)-'k sin ((n+l) arccoes x) pour x € [-1,1]

é

et 4
c g Lo+ AP - (x - AR™
U (x) ==, si|x| >1
n 2 5
. vV x"-1
Dans ce cas encore on a :
I R /Uan)
1lim —_— | = 1six>1
;i x + Vx>-1
Lemme 2 : (11, p. 123-124]

' Si Br(dp) = [-1, 1] et u'(x) > o pour presque tout x de [-1,1]
(c'est & dire : L'ensemble des points de [-1,1] odl u' est nulle
est de mesurne nulle.



alons

1im "V R (x)] <1 ¥x e [-1, 1]
e ¥

1/n
Exemple : ¥x € [-1, 1] :Tn(x)] < 1 donc lim |Tn(x)| |
no
¥x ¢ [-1, 1] |U_(x)|s<n+l donc lim |U (x)ll/n
n b g

STk

Les variables définies ci-dessous seront souvent utilisées.

Soit T 1'application de [a, b] vers [-1,1] définie par y ¢ [a,b] + t(y) = —(a+b)/2.
(b-a)/2

On désignera en général par X un élément de [-1,1], par x l'antécédent

de X par T, par A 1l'image de t—l par
X = 1(x)
i

A= 1(t )

et
B=A-/A%-1 (VA ¢ C - [-1,1], on a |B| < 1)

Théoneme principal :

b da(x) _, » ¢
Soi# £(t) =J ——7 t ¢ [a,b]
a 1l-xt

o bornée et non décrodissante.

Soit R;(x) = Rn(T(x)) = Rn(x) pour x € [a',bl, ol R est Le
polynome onthogonal de deghé n par rapport & une certaine
distribution aif telle que Br(dw) g [-1, 1] et u'(X) > o pour
presque tout X e [-1,1]. (Cette dernidne condition peut &tre
nemplacde par g;@'“di;(i)|s 1, W D+1104%

l—R*+l-(x)/R*+1(t—l)
Soit P_(x) = 2 T xft‘ Le polyndme interpolant
X * aux hacines de R® ..
st nt+l 4

Sous ces hypothises nous avons :

1im JOkR: ) = f(t)ll/n < |B| <1

n-ro






























































































































































































































































































































































































































































































