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POSSIBILITES D'ACCELERATION DE LA CONVERGENCE

PAR L'ITERATION DU PROCEDE &2 D'AITKEN




INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous étudions la possibilité d'accélération de 1la

. ] P . # a2 2
convergence de suites convergentes par 1l'itération du procédé §° AITKEN.

En littérature, les ouvrages traitant du procédé 8* AITKEN sont trés
nombreux, nous retiendrons surtout ceux d'AITKEN [1] et de SHANKS [15].

On trouvera des études théoriques sur le procédé 62 AITKEN itéré
dans les articles d'AITKEN [1], de SHANKS [15] et de LUBKIN [13].

Plusieurs expériences numériques ont été faites par BREZINSKI dans [31],
par WYNN [18] et par LUBKIN [13]. Cependant, l'itération du procédé 62 AITKEN
nécessite une &tude théorique plus profonde et c'est l'objet de ce premier

chapitre.

Nous commengons par rappeler certaines définitions et propriétés du
procédé §2 AITKEN. Nous étudions ensuite les possibilités d'accélération de
la convergence de suites d convergence linéaire et leurs applications 3 cer-
taines suites T.M. ou T.0. Aprés avoir donné quelques exemples numériques,
nous tenterons d'accélérer la convergence de certaines suites 3 convergence

logarithmique par un procédé dérivé du procédé 82 AITKEN itéré.

NOTATIONS, DEFINITIONS

On appelera N 1l'ensemble des entiers naturels et N 1'ensemble N

privé de 0.

On désignera toujours par (8,) une suite de réels supposée convergente

de limite S*.

S, désignera le n- "C terme de la suite (Sn).

On notera e l'erreur commise en prenant 1'itéré Sn comme approxima-

. * * £ s .
tion de S : e = Sn-S . (en) désigne la suite erreur.



On supposera e # O pour tout n € N.

ASn désignera la différence entre deux termes consécutifs de la

suite (S ) :
n
AS =8 - AS .
n n

n+l

Soient (un) et (vn) deux suites de nombres réels de limite nulle ;

on écrit v. = 0 (u ) si :
n n
N et C>0 : ¥n > Non a ]vnl < Clunl.

Procédé d'accélération :

[ L] . * 3 ” P4 4
Soit (Sn) de limite S et considérons un procédé transformant (Sn) en
une suite(Tn).

Le procédé est dit :

H
wn

- exact pour (Sn) s'il existe un rang N e N tel que : ¥n 2 N T

- régulier pour (Sn) si 2im T, = s*
0
T -8
- Accélérant la convergence de (Sn) Si';E—‘f; —> 0

S -8 m
n

I. PRESENTATION ET PROPRIETES DU PROCEDE 82 AITKEN

Le but de ce paragraphe est de rappeler la définition du procédé &2
AITKEN, procédé qu'on trouve exposé damns la plupart des ouvrages traitant
d'analyse numérique [2], [17], [15]. Par la suite, nous énoncerons les pro-

priétés du procédé §2 AITKEN dont les démonstrations sont dans [2], [17].



a) Présentation du procédé 62 AITKEN

*
Soit (Sn) une suite convergente telle que Rim Sn = S et appartenant

d 1l'ensemble noté LIN défini par e
*
*nt1 ¥
LIN = {(xn) convergente /3p, 0 < |p| <1, p #1et Lim ———— = p}.
X+ x* e KT
n
D'aprés la définition de LIN, si (Sn) € LIN alors :
n+2 W
heni1 et [Sne1 ' ®n+1
2im e ° Lim = Lim car fim 1
me “n me n %1 | me ©n me  ©n
e
n 7
Supposons qu'ad partir d'un certain rang on ait
*
Berv1 Cne1 _Spy1”S
Be °n S -5
n
S Ae_-S_ Ae
I1 est facile de déduire S* = ptl o 10 n+d
Ae_ - Ae
n n+l
2 2
. P * sn+1 S'n Sn-'-2 Sn Sn+’.2 Sn+l
Soit en développant : S == 3 58 —5 %% R TS
n+2 n+l n n+2 ntl n

Ce qui nous améne 3 définir le procédé 82 AITKEN - qu'on notera T -

le procédé suivant :

:(zn) est donnée par :

T _ () < erz
(s)) — T(8 ) = (e, ) 5o O la quantité e

2
[ Sn Sn+2 - Sn+1 s AS‘n+1 21
Sn+2 -2 Sn+1 + bn ASn

!

Cette définition garantit 1l'existence de t—:én) ¥n 2 O.



b) Propriétés du procédé 8 AITKEN

Etant donné un procédé transformant une suite (Sn) en une autre ; il
est naturel d'en savoir les propriétés de régularité, d'exactitude, et d'ac-

célération. Concernant le 82 AITKEN, on a les propriétés suivantes :

.

P1) Régularit? : Le 8% AITKEN est défini et régulier pour toute suite (Sn)

vérifiant :

ASn+1

Jg— - 1 246,6>0,n20
n

P2) Exactitude : Le 6% AITKEN est exact pour toute suite (Sn) de la forme

S, = s + ¢ Xn, A# 1.

- - 4 - . *
P3) Accélération : Soit (Sp) une suite convergente : %im 5, = S avec la
bowasd

Pl * Pd - .
quantité e = Sn-S vérifiant :

- e 0 ¥n
e
n+l _
T e TPy,
n

ol p est une constante telle que -1 sSp< 1 et (wn) une

suite telle que fim w_ = 0. Alors (Egn)) est définie pour

n->e
eén)—s*
n assez grand et de plus &im ———— = O.
meo S -8
n
REMARQUES
Remarque 1 : Par définition e(n) est construit a partir de S_, S S
_— > 72 (n) n® "n+l® "n+2
et il serait donc plus logique de comparer €, " avec 8 +2°
£oses . 02 <P #0O
Supposons (S_) vérifiant : fim =p ol g 4 et 0 < |p| = 1.
n meo  Sp p
eén)-s*
D'aprés P3), on a alors &im ——— = 0 et comme on a p # 0;on déduit :

me® S -8
n




elm) _g* elM_g* g ¢
. 2 . 2 n 0
Lim ———— = L£im — TS5 = 0
e S -8 e S -8 S -5 P
n+2 n n+2
eg”-s*
Supposons maintenant p égal & zéro. On n'a pas toujours Lim ———— = 0
e Sn+2— S

et 1l'utilisation du procédé 62 AITKEN s'avérait inutile vu que le procédé T1 :

Tt Lo N .
(Sn) ——>(Sn+l) accélére la convergence de la suite (S ).

Ceci nous améne & écarter par la suite le cas p nul et on considérera
* *
: eén)-s Egn)-s
' P4 P . .
alors le rapport d'accélération ———— au lieu du rapport —.
S_-S8 S -8
n n+2

Remarque 2 : Soit (Sn) une suite appartenant a LIN ; il existe alors p tel que

en+1
e

—> p, 0 < |p] = 1.
n ne p#l

ehe1  Denig

Considérons les deux suites et A Dans le cas ol p est différent
n

n

de -1 ; on montre dans [20] que les deux suites ont des comportements équivalents.

En d'autres termes ; ceci veut dire qu'on peut remplacer une hypothése

difficilement vérifiable sur le plan pratique par une autre plus contrdlable.

Par souci de présentation ; et bien que le cas p = -1 sont épineux, on

considérera deux classes de suites de LIN, une classe de suites (Sn) définies
. rd * [

par une propriété sur l'erreur e =8, ,~s et une autre classe de suites (Sn)

2 . I3 L4 ” (] - -
définies par une propriété sur l'erreur ASn Sn+1 Sn’

II. PROCEDE &2 AITKEN ITERE ET LES DIFFICULTES LIEES A LA DETERMINATION DE
SON ENSEMBLE D'ACCELERATION

a) Présentation

Soit (Sn)n>o une suite convergente 3 laquelle on applique un procédé T.

(1) T(1) (2) a
n n n
laquelle on applique T et ainsi de suite. On obtient ainsi un tableau & double

Soit T la suite obtenue. On applique de nouveau T a pour obtenir T

indice (n, k) ol k varie en diagonale :



15" = 5
1% = T
1e) = 5 ; é -

.
LR )
a0

.
.

L'accélération de la convergence de la suite (Sn) peut se faire de plu-

sieurs fagons. On peut alors étudier la transformation Sio) : (sn) + (Tlgk))n>0
k21
et examiner les conditions sur (Sn) pour que la colonne k converge plus vite

k)

que la colonne initiale. i.e. quand pour k fixe, Ti converge plus vite que

S wvers 2im S_.
n n

(

Lo s . k) (k+1)
Ou alors étudier la transformation Sk : (Tn )nZO > (Tn )

n=0 > et
examiner les conditions sur (Sn) pour que la colonne (k+1) converge plus vite

que la colonne k.

Dans ce chapitre on pourra aussi considérer la transformation diagonale
(x) .oz
&>
(Sn) (TP )kZO p fixé.
Examinons le cas particulier suivant :

Application T = procédé §2 AITKEN.



0 ()

On obtient alors des quantités Tn = (x)€2  que 1'on calculera
récursivement :
(n),2
@ @ B2 ) e
kt172 Tk 2 22 E(nS k20
(1) k-2
el™ =g
072 n
(n+1)
On conviendra que s'il existe m/Am€2 = 1 alors e(n) = e(n) ¥k > m
4 A () K*2 T n®2
m-2
Cette définition garantit bien 1'existence des quantités kegn).

b) Accélération par le procédé §2 AITKEN itéré

ce . 2z . (o) . (0) . (n) o
Soit @ considérer 1l'‘algorithme Sk ts Sk (Sn) = Ep > Ol
( (1'1)

k€2 )nZO désignent les quantités calculées en (1).
k=21

La question la plus évidente qui vient 3 1'esprit est :

(0)
S

accélére-t-il la convergence de toute suite convergente appartenant

d Lin.

Avant de répondre 3 la question, nous avons besoin d'introduire des
notations et un théoréme qui permet de caractériser certains procédés accé-

e
lérant l'ensemble des suites (Sn) / Lim Sn = ¥ et Lim ntl

-0 N> n

=pol0< |p] <1;

ce travail a &té é&laboré par GERMAIN-BONNE [10].

Soit G :E$+l-*ﬂi Pour toute suite (Sn) convergente on définit

S 1)

g (k)
n n+l*"""% “n+k

= G(Sn; S



G vérifiant :

1) G continue sur R<TL,
2) G homogéne ; G(Ax) = AG(x), A € R et % e R<TL;
3) G translative ; G(x+0e) = G(x)+a, x e]Rk+1, % € R.

e = (1,..., 1).

k+1

Soit Dk+1 le sous-ensemble de R<' l<i<k

/x, = X, <= iz
i™% R P Y PN ]

Soient Fk-l le sous-espace de IRk—l/xi 0, 1<i<k-1, et

Gk-l le sous-espace de Fk-l intérieur 3 1'hypercube Ixi[ < 1.
On a alors le théoréme suivant :

Théonéme 1 : Soit G continue sur Dk+1 satisfaisant 2) et 3) ; on peut écrire :

XpmXy ¥37%p S s | -t

G(x) = G(Rns Xqgeses Y = %t (X, =%)) Blo—=—s T s T
0 1 Xk 0 1 0 X X" XpmXg xk-l—xk—Q

ol g est définie et continue sur Fk-l'

I1 est clair que d'aprés 1l'écriture Sflk) = G(S 5.0vs Sn+k)’ G accélére
slgk) -s”
(Sn) convergente si 2im ———— = 0

n*e § -5
n

Employons les notations suivantes :

S .~S a
- pn = 2+2 j;-fl = 2+1, a, £0 (nz20)
n+l "n n
e
-~ e =8 -s*, h_= _____n+1’ e(k) = s(k)—s*
n n n e, n n

on suppose que G satisfait aux conditions 2) et 3).
D'aprés le théoréme 1 on peut écrire :

(k) (k) _

s = G(s ey s ) => e = e thny 8P seens PLg o)
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Considérons le sous-ensemble Ap de Lin défini par

an+1

(s,) 2im = p, fixé, 0< |p| <1,
o “n '
On a alors le théoréme qu'on utilisera tout le long de ce travail.

Théon2me 2 : Soit g définie sur Gk—l’ k = 2.

G accélére Ap <=> g est continue dans un voisinage dep e

(e = (1,..., 1) et g(p e) = 1—_1';

Grice au théoréme 2 ; et en tenant compte des propriétés énoncées

(0)

précédemment du 62 AITKEN, nous allons montrer que Sko n'accélére pas Ap et

donc Lin.
0 1
Pour k=2 on a Sé ) : (sn) > (2€§n)); nous allons essayer d'écrire zegn)
sous la. forme :
(n) _
280 T8yt ASn g(pn, Pne1e pn+2)

(Le k correspondant au théoréme 1 vaut 4).

- O z -~
Ensuite pourmontrer que Sé ) n'accélére pas Ap’ on doit montrer que g n'est

pas continue en peot e = (1, 1, 1).

(n),2 2 A el
On a E(n) = E;(n) - (A1€2 ) =g - (Asn) _ 172
272 172 (a2 @)y " T2 12 (nfD)
172 n 155
) -1
(n)
4,85
(n)
Calcul de Alez
2 ) ,
oma o™ oo LR,y B8)T s
12 n 2 12 T % T2 2
s A"s A°s
n n+l n
AS AS
ce qui équivaut 3 A e(n) = AS - n+l + n
172 n AS NS
_n_+3 -1 n+l 1
As Bs_ T



en tenant compte des notations précédentes :

11

ASn+l
AS
(n)
Aje,”" =4S |1 - 73 * 58
n+2 -1
AS . A
_ n+l
ASn+1 ASn+1
(n) ASn AS
At = AS -
172 n ASn+1 -1 ASn+2
_AS ASn_’_1
(n) 1
A.e = AS , -
172 n+l ASn+l ., ASn+2
ASn ASn+l

(n) 1 1
Ae = AS -
172 n+l [pn -1 pn+1]

on écrit alors :

(n) pn+1 =Py
i.e. Ae = AS (2)
172 n+l (pn+1—1)(pn 1)
A e(n+l)
Calcul de 12
e (n)
M E
12
+1
Alegn ) pn+2 - pn+1 pn -1
D'aprés (2) on tire 3 . ]
AIEQn Ph1
(n+1)
A.e; cp . Pr+2 ™ Pns1 (2")
A efn) n+l Phe1™ P P

172
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Expression de zegn) en fonction de Pns Pre1® Ppe2
(n) as Aleén)
On a 85" =5, - 75 B €Y ) B
n+1_l A1€2A
A -1
Sn A e(ni
172
-
(n) T
A8,
(n) _ 1 Sn
£ = S_+AS
272 n n As A (n+2)
1-gg= 12
€
A 4 - _
De (2) il vient : 12 = Sn+l pn+l pn = p p'n'f'l pn
as_ As_ (1-on+l)(1-§;7' n (l-pn+l)(1-pn)
de méme d'aprés (2') on obtient :
0 pn+1—pn
(n) 1 n (l_pn+1)(l'pn)
o€y " F S_ +AS 1= - =5 5T
n n pn 0 pn+2 n+l n -1
_ ntl p1'1+1-pn pn+2-1 _J
i s(n)-s+AS (p_, p p_..)
L B n 8'Pn> Pni1s Phyn

y-x
X =
avec g(x, y, z) = 11 - (1"Y)Zi;X)
g ZzZy. xd o

y-x z~1
En posant g2(x, y, 2) = z-y-;fl
y =L E2-1
y-x z-1

P 1 X
On écrit alors g(x, y, z) = 1= - 8. ¥, 2) T (=)
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Pour montrer que g n'est pas continu en (p, p, p) # (1, 1, 1) nous

allons montrer que g, est non bornée au voisinage de (p, P, P).

faisons y = p dans l'expression gz(x, ¥, 2) :

= p-x - p - x
gy(x, P, 2) = z—p x~1 -
(p S =a1) z-p  x-1 1
pox 2-1 lo="z1 "%

Nous allons montrer que g, est non bornée quand (x-p, z-p) parcourt
un cercle centré en (0, 0) et de rayon € ol € est un réel choisi suffisamment

voisin de zéro et 0<e<1,

£ cose
€ siné

X=p

On a alors
z-p

0<®8ec<2r

Ce qui nous améne 3 étudier l'expression :

€ cos®é €cos® __ _ N
€ sind p-1+€ cos8 p-1l+¢€ cose_'_‘é IG))
€ cos8 p-1+€ sind p-1+€ sin® p

gl(e) =

1 -
+=  tgd e
5t

Nous allons montrer qu'il existe une valeur de 6 telle que :

N(8) s'annule au voisinage de cette valeur de 6 tout en ayant N(8) #0

il s'en suivra alors que gy n'est pas bornée au voisinage de (p, p, p).

‘ Posons tg-g— = t ; quand 0<6< 27 t parcourt J-°, +o[
. 1- 1t . 2t
On sait alors que cos8® = 5 et sinB = 5
1+t 1+t
On a alors : 2
- e 1-t
1+b_‘—I 5
+g0 p-1l+€ cos6 + 1 - 2t 1+t + 1
p-1+€ sin®d P 1_1:2 1+_2i t p
p-1 2
1++¢

A € fixe, 0<e< |p-1| étudions la fonction :



2
1+ —El 1’t2
2t P=l 14¢% 2
h (t) = + =,
€ 7 2¢ t o
1-t° 14 25—
1+t

- 1+_2§_ - 0 < (p-1) t2+2et+(p-1) =0
P=d 1442

Cependant le trindme en t : (p-1) t21-2€'t+ (p-1) n'admet pas de racines
réelles ; en effet son descriminant vaut 62--(p—1)2 qui est négatif vu qu'on

a pris la précaution de prendre € | 0<e < 1-p.

Donc he est continue dans R - {-1, 1}.

-Q0

(2im he (1)
=1,

De plus {%im ho (1) = 4

1

he(O) =

Ot

l

h€ étant continue dans 1'intervalle 1-1, 1i[, 3 alors t; € 1-1, 1[
tel que he(tl) = 0 (Théoréme des valeurs intermédiaires).
el
La fonction tg étant surjective 4 alors 61 | tg & = t, et on a
h(e, 8;) = O et par conséquent g, n'est pas borné au voisinage de (p, P)

et donc non continue en (p, p).
On en conclut que g n'est pas continue en (p, p, p).

On s'apercoit donc que l'on a besoin d'informations supplémentaires
sur (Sn).
3 ] . s ” ” . O
Trouver ces informations par le biais de l'accélération par gi )

s'avére difficilement manipulable sur le plan théorique.
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Ce qui serait plus judicieux et intéressant sur le plan pratique, ce
serait de considérer 1'accélération par le procédé 82 AITKEN itéré de la suite

initiale tout en ayant accélération d'une colonne k+l par rapport d la colonne

c) Algorithme d'accélération d'une colonne k+1 par rapport & la colonne k

. . . s * N . .
Soit (Sn) une suite convergente de limite S , apreés application du

procédé 82 AITKEN itéré nous obtenons les quantités (kegn)).

2 - . ZaAZ . (n) (n) N (n) -
Définissons Sk le procédé : (k—1€2 ) > (k€2 ) k21o0l (062 )=8_.
Introduisons les ensembles (Dk)k>0 qu'on définit par :

(Sn) € Dk <=> (ieén)) converge plus vite que (i_legn)) vers S*, i=1,..., k.

I1 s'en découle automatiquement alors que Dl = LIN et que l'on a alors

Trivialement ...D, ¢ Dp—l c,..c Dl = LIN, ce qui nous améne alors & considérer

%
p=()o,.
k>0
La question la plus naturelle que l'on peut se poser est :
-D=LIN?
sinon montrons au moins que D est non vide.

Montrons par un contre-exemple que D n'est pas LIN.

Pour cela montrons qu's ky € ]N*, k, € N | Uk c Dk au sens strict

(Inclusion stricte !). ! 2

Faisons kl =1et k2 = 2.

‘ Cherchons la condition sur (S_ ) pour que (Sn) e D,.




Comme (Sn) € LIN = Ul, 3 alors p tel que 0< [p] =1 tel que
p#1

en+1
e

e ~ e -
= p-l-un ol £im u = 0.
n w

e(n) *

. 272 T

(Sn) & 02 <=> Q»lm 737-——; = 0.
N 182 -S

v L (n)
Ae
(n) _o* _ _(n)_* _ 172
or 8, " =8 = &, -8 N
152

Ael Dt

€n+
2

(n) = 1!
... 252 78 e
d'ou Zlm 75—)———* = 0 <> (n+D n—roos 1 (Cl)
e ge, -8 L85
A E(n; - l
182

~

Si nous arrivons d montrer que la seule condition (Sn) € Dl ne suffit

pas pour avoir (Cl) alors on aura montré que 02 c Dl (Inclusion stricte) par

définition de 02.

(n+l)
e . -g €
Evaluation de - ’("ﬁ =1

1€2n —S* len

1™n 172



2 e e (
Onae = °n ®n+2 n+l n ol €+l n
n en+2-2en+11-e en+2 ®ntl
( - +1)
n e e
n n
®nt2 i1
i.e E_ = e “nt1 “n
*E n  ntle 2e
nt2 " "n+l +1
e e
n n
D'ol
®n+3 _ ®n+2  Cn+2 _ 2en+1 +1
l€n+l _ en+2 €n+2 ®n+1 en °n
len Cn+l en+2__en+l en+3__2en+2+l
®n+l €n en+1 en+l
€ Au K
i.e. 1o+l | (p+tu_ ) ot _n ou (K ) est une suite de limite (p-1)2.
£ n+l” Au_ K n
1™n n n+l
€ Au
On en déduit alors que 2im 1o+l . p Lim —ZEil
u
n* 1°n n
Exhibons une suite (Sn) € LIN de telle maniére que (Cl) ne soit pas
vérifiée.

Définissons une suite (Sn) par :

,

1 1 . . .
Sn+l S, (§-+ ;H) si n impair,

1
Sn+1 - Sn (5

e
|

+ :LJ si n pair,
o

S, choisi prés de zéro, S, > O.

0

0]

\

I1 est clair que la suite (Sn) décroissante, positive converge. La

*
* P4 . 3 * * 3 [d
limite S vérifiant S = %T' Comme le cas S = « ne peut avoir lieu, on a

alors S* = 0.



n impair

Dans ce cas e_ = S et u =
n n n

n pair

I1 est clair que u_ =+ 0 et donc que s, € LIN [avec p = %J.

bomasd

Bu +1
Soit & évaluer %£im AE

e n

Supposons n pair ; i1 existe alors k € N tel que n = 2k.

11 1.,
Mgy UpgapTUgper | 2ZKH2 0 gL 33
Ao~ -u,, 1 1 "5 2k
n 2k+1 T2k — - — 2 1
32k+l 22]( _(-g) 3" 1_
d'ou %im Aun+1 = -2
A T W
oo n
Supposons n impair, il existe alors k/n = 2k+1.
2k+3 2k+2
M. o, . .-u @ - @
d'od n+l - 2k+3 2k+2 - 3 2
Aun Uy ™ Unjey1 ,(102k+2 ] Ql)2k+1
2 3
2k
2 27
Bujyy %2 |3 -1
Aun 52k+2 L1 (2)2k+1
2 °3
Au
dlod —2t 5 o1,
n e
£ Au
Comme 2 B¥L o, AE+1 d partir d'un certain rang

1 n n



.

(] .
On obtient alors 1 1:1 -1n - %- 1 si n est pair
1™n :
]
€ .
18n+1 -1~ -p-1sin est impair
\ n
Ae
Calculons £im —Al—%'i
N0 1™n
1 n+2 _ 1_1
BiEns1  1fn+1 |15n41
On a Ae = £ £
1™n 1 n 1™ n+1 -1
€
1°n

Supposons n pair : il existe alors k I n = 2k.

e )
Bifner _ 1f2ke1 |1f2kea o [-o-1
B1€n 12k |1%2ke1 l-2-n
| 1%k -

la condition (Cl) n'est pas vérifiée dans ce cas en effet :

- Py
4 # 1 pour =1
_p o1, pour =3
4 g1
-7 +%+1 +1
Car =—— = 1 impliquerait que Py1:=8002%- 4
p fpt1l] .. L 4L p
£ +1 41
4 P 4
l.e p.ptlp 1.e.p+l=1
BopLq Py1
T T

ce qui n'est pas vrai quand p est différent de zéro.



La condition (Cl) n'étant pas vérifiée, on conclut alors que D # Lin.
Ce qui nous améne 3 répondre & la deuxiéme question :D est-il non vide.

Nous allons donner la réponse en cherchant un ensemble S ¢ Dl de telle

fagon que ¥ (Sn) e S, alors (1E£n)) € S. On dit dans ce cas que S est stable

par le procédé 82 AITKEN.

Comme S c Dl = LIN il est clair que si (Sn) € S alors (kegn)) converge
plus vite vers s* que (k—legn)) et donc (Sn) e D,

Le sous-ensemble étant inclus dans LIN ; nous essayerons de la carac-

tériser - suite 3@ la remarque 2, paragraphe 1 - de deux maniéres :

- Premiére maniére dans laquelle on donne une proposition ol (Sn) est

caractérisée par des propriétés sur 1l'erreur (en).

- Deuxiéme maniére, ol 1l'on donnera une proposition ou (s ) est carac-

térisée par des propriétés sur (ASn) = (Sn+1-Sn).

IIT. DETERMINATION D'UN ENSEMBLE S < 01 STABLE PAR LE PROCEDE 62 AITKEN ET

*

APPLICATIONS AUX SUITES DEFINIES PAR UNE PROPRIETE SUR L'ERREUR e, =5,-35

a) Détermination d'un ensemble stable par AITKEN

Soit (sn)nzoe;LIN. Il existe (wn)nzo convergente de limite nulle, et une

en+1

< < =
constante po, 0 Ipol 1 po # 1 telles que po-fwn

Nous allons donner davantage d'informations sur w_, ces informations
nous permettant d'itérer le procédé §2 AITKEN tout en ayant une accélération

de la convergence d'une colonne par rapport & l'autre.

La suite (wn)n>o peut avoir deux types de convergence : convergence

linéaire ou logarithmique.
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Caractérisons S dans le cas ol la suite (Sn) est définie par une pro-
priété sur e et ol lasuite w est d convergence linéaire ; on a alors la pro-

position suivante :

Proposition 1 :

Soit (sn)n>o une suite convergence de Limite s* vernifiant :

e
n+tl _

e
n

Pg + W, 0L p, est une constante : 0< o] <1 po # 1 et (w)

une suite de Limite nulle.

On suppose de plus que w_ = a1(30) ug ta ugﬂ + o Opei U
a parntin d'un certain nang ; ol p est un entien = 1, Les oy des néels non
tous nuls avec aI()O) # 0 et oll (un)nZO est une suite de Limite nulle verifiant
& partin d'un certain nang u_ ., = ¢(u ), ¢ étant une fonction analytique au
voisinage de zérno vérnifiant :

- $(0) = 0
- 0<[$r(0)] <1

Alons pour n suffisamment grand on a :

(n+l) _*
£ -5 €
172 1 n+l (1
Cas 1) : C R 2 =Py W ).
18,2 -S 1™n

oll p, est une constante : 0< o] <1 et wr(ll) une suite de Limite nulle 4'Ecri-
(1, 0 P, ) Pt

vant W p, Un py+1 u Feeeas
ol Py € ]N*, Les (al():ltii)izo des néels non tous nuls, al()i) Z 0.
Cas 2) : Im/,es™ = s*, et ce pown tout k > m.

Démonstration :

. -
P . n+l _
Précédemment nous avons vu que si - ° Po +w., ona alors :



1°n41 _ Sner Potnen) Mnyg 1K, (o tw ) Ao 14K

1€ e (poi-wn) Awn 1+Kn+1 0 "n+l Awn 1+Kn+1

Tk Po Wn~ 2+ Po Wit ¥n41 ¥y
ou = P)

. n -

(pp-1)
Intéressons-nous au terme (p01-wn+l)
< _ . (0) p (0) p+l (0) p+i
On a par hypothese w, = ap u + ap+n up et ap+i u ot

et ce pour n assez grand.

Ecrivons W autrement ; on va remplacer u, par x et w_par w(x)

w(x) = a;o) %P + a(o) xp+l +...4 u(o) P+i

ptl pti tee.

pour x assez petit, cette expression converge vers O (Hypothése w, 0) et
o

donc définit une fonction analytique pour x appartenant 3 un voisinage ﬁ&(O)

de. zéro.

Examinons de prés w(¢(x)) ol ¢ est la fonction définie par u g = ¢(un),
¢ analytique dans un voisinage de O qu'on notera par Wé(x). Il est clair que

W (0) n W,(0) est non vide (il contient au moins {0}).
On déduit, d'aprés la théorie é€lémentaire des fonctions analytiques
(voir [u], [6] et [7]) que la composée w O ¢(x) est analytique, de plus pour

x assez petit ou plus précisément quand x € Wb(O) n wl(o) on a :

w00 = 0 0GP + o206 4t 0l (@GP

Essayons d'exprimer le deuxiéme membre de cette égalité en fonction de x.

2 (2)
¢ analytique on a alors ¢(x) = ¢(0) + x ¢' (O)+-— " (0) +...+ _]f. ¢(2)(O) S
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2 ( )

Comme $(0) = O, on aura ¢(x) = x ¢'(0) + %T ¢"(0) +...+ 2! ¢(2)(0) +.

*
On a pour tout r appartenant d N

| " 2)
QO I OIS C) BRI sl d ) DR
wunr=fﬁwwn”+rxwmf*¢§”+”]

[ r-1 "
(O(x)T = F(B1(0)T) + 1L 5 8O ~ ¢7(0)

2

d'ou

oy P'l ",
w(6(x)) = 0LI(DO) «P(6' (0))P + xp+1[éé0) p a'(0) - ) (0)4_G;Si] +...

ou sous forme simplifiée :

(8)
- (0) .p (0) _pt1
w(d(x)) Yo Xt YP+1 +
(o) _ (0), ., P
avec Yp = ap (¢'(0))" £ 0

On revient aux anciennes notations ; w(¢(x)) correspondant a Wo,qs OD A

40 o, ((0) b1

¥+l T p n ptl Uy Feee

d'ou

(0) p (0) A2+l

Pot W, po+y u +y teus (6")

n+ n ptl Un
Awn+1
Intéressons-nous au terme o
n
Sse = o) P (0) p+i
On a par hypothese : w, s ap up t...t o P+1 u Cot...

On remplace, comme on l'a fait auparavant, u par x w, par wix) :

I1 est clair qu'd w correspondra w(¢(x)) et & W w(¢ (x))

n+l
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d(O) LDt

. -0 p
On a : w(x) = ap X" 4., .+ p+1

(6) donne w($(x)) = Yéo) &L +...4 Yég; xp+i ...
d'ol :
(6')

(0) _ 500 - 1600 arc019P = €7 = oOrar¢a1yP -
avec Yp ap [ap (6'(0)) ap ] ap [(¢'(0)) -1]

(] . 2 0 '\ -
Avec les notations en x j; il est clair Qu'a w_., Wosl Ve correspondre
w(¢2(x))-w(¢(x)) qui s'écrira d'aprés (6') :

w(8%0) = w(600) = (17 -l 067+ (0 -l 060 4.

{9 - 6Oy o(x))PH 4.,

pti Tp+i

¢ étant analytique ; comme précédemment on aura

w($2(x)) - w(d(x)) = (Y;O)—al()O))(d)'(o))p 4.,

- o(0) .p (0) _pt1
=B X© + 8p+l X +...

D
(7)
3 8000 = (4 (0) _ €O)3 v i0vyP = (rarayaP ~(0) _ (0)y . '(0)P
ob By = (T = (0000 = (970 o -y 6
BI()O) - algo’(d;'(onp (($'(0))P-1) # 0

2
w(9 (%)) - w(p(x))
Caleul de Sy =W

w(92(x)) = w(d(x))
W) = wix)

Notons A(x) =
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D'aprés (6) et (7), on a :

B(o) <P + B(o) <Pt1 oot gl0) ,pti

A = 5y oy R RPN O N
0)_.0) _p 0)_ (0 ptl 0)__(0 pt+i
(Yp ap x 1'(Yp+1 o +1) x +...4 (Yp+i ap+i) X S SO
[ 5(0) g(® i
1+ —%%% X +...+ ;% xp+l“1 +...
(0) B B
A(x) = By P P
(Y(o)f_ 0L(o)) Y(o) ) YTo) - o(0)
P P 14-PAL Pl —%i%———%I% L1
,Y(O5_a(05 y(0) =, (@
L 'p P P P J
En remplagant Béo) et Y;O) par leurs valeur respectives :
(0) (0) ]
1+ Ppe1 X to..+ —%i% RAE N
( {21 0)0P (8r@)P-1) | @ gl0
A(x) =
a;°)(¢'(o)P-1) Yéfz-a(fi
1+ _Tfn__—-%_T X +...
YPO)_apo

D'aprés cette expression, pour x assez petit, on aura le développement

en série entiére de x :

() (0)_ _(0)
pri _ 'pri”%el
B(o) Y(o) _a(®

_ P P % J

A(x) = [4'(0)IP |1 +

(O? Xp+i

pti +...)

i.e. 1 A(x) = [4'(0)1P (1 + Ggo) X +...+ ©

(0)  (0)_ (0

B Y

< L0) _ "p+l  Tpil o4l
ou § ° = g(0) ~ J0Y_ (0
P P P

D'ol en revenant aux anciennes notations il vient :

A i
"ntl _ (410))P (1 + 9(10) u et eé?ri WP (8)




. 1+K
Intéressons-nous & la quantité —— 2
I+K
n+l
PW_-2w_+p. W +w w
Eerivons K = —21 n 0 n+l "n+l 'n
n - 2
(po- 1)

En utilisant les notations en x oil x remplace u d partir d'un certain
rang, et notant K par K(x) on obtient :

(< w(x)--2w(x)+p0 w(d(x)) +w(x) wld(x))
K(x) =

(po-l)

Dans un voisinage de zéro (exemple : W3 c W (O) n W (O)) 1'expression

K se développe en série entidre de x de la maniére sulvante :

K(x) = 5(0) P 4 §0) ol L 5(0) i

pt+1 . p+i cos
(0) uéO)(po‘ 2+ 0y ¢'(0)") 0<lpgl <1
ot § vaut plus précisément : — > #0 car ,
P (py-1) 0<|¢(0)] <1
1+K
n (0) p
Supposant —————— =1 + a u¥ +,..
1+Kn+l P n

On aura alors :

ELe (0 + e Ry (0} B 38100 (1407 u 4ot 0 0] WP )

+1 Yn 1 n pti 'n
1%n P

(11-aé0) uﬁ +...

Le deuxiéme membre s'écrit en posant u, = X - pour n assez grand - :

0) .p

(0) ,p+i +...)(1+ap £ 4.0

1 . (0)
(po+yl(30) xP 4 1‘)2; P01 P +e”) x4 00} x

Soit B(x) cette expression.

B est développable en série entiére de x ; pour x assez voisin de O,
de plus B(0) = DO(¢'(O))p-

(pl)
12
B SO) % 1
1!

D'ou B(x) = B(0) + t...

(2,)
ol py désigne le plus petit entier 2,2 1/B (0) #£0.



(m;)
D'ol en posant u;1)= §—7§ré52- m, 21, o0na:
1 .
p
B = ()@ (P + V) x4,
1

En posant (po)(¢'(0))P =P, il est clair que 0< Ipll <1 et que

P
B(x) = py + a;;) X 1 +.o.

1

ot Py désigne un entier non nul.

£
On revient aux notations en u s d B(x) correspond 1—2'*—1- :
1™n
> P p.+i
1
2+1 =p, + oD un1 toout (13 wlos...
1*n P ppt+ n

Ce qui démontre le cas 1) de la proposition 2.

Nous allons maintenant justifier le fait

1+K
n

(0). p
— 1 4+a u +...
1+Kn+l P n

A K 4, on fait correspondre K(¢(x)) qui est évidemment développable

” - . N
en série entieére dex:

K(6(x)) = 5;0) L + 5;3; L

od 5;0) = (4'(0))P 6;0) £ 0.
D'ol :
(0) p. (0) ptT
1+ K(x) l+6p % +6P+1x +eue

1+ K(9(x)) ~ 1_|_€I()O) xp_'_gggi Xp+l

+...

Pour x assez voisin de O, cette expression se développe en série en-

tiére de x :

1+K(x) _ (0) _p (0) _pt+l _
m—l‘fap X +ap+1x Seee

(0) _ £(0) _(0) _ (q_qr P 5(0)
avec ap GP EP (1-4'(0)) N £ 0.
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Posant x = u , on obtient alors :

1+K
n (0) p (0) pt+l
—— = 1l+a u + a +oos
1+Kn+1 P n n+l Yn
(9)
(0) _ (O),, _ ., p - pt+l
ay =0y (1-9'(0)) (pg-2+pg )

Tenant compte de (6)' ; (8) ; de (9) et du fait que

1€n+l Aw 1+ Kn

1
= (p+w ) ntl o, .
1en 0 "n+l Awn 1+ Kn +1

On a alors :

Si nous appelons S l'ensemble des suites (Sn) telles que (Sn) vérifie
les hypothéses de la proposition 2, Il est clair qu'alors S ¢ D ¢ Lin.
De plus le cas 1) montre que (Sn) S implique que Sl (on fait k=1 dans
S (n) g(n) (n)

K k=152 k > s ofo =Sn) appliqué a Sn donne naissance & une suite
1 én) € S et on peut alors appliquer 32 a 1€§n) pour obtenir 2€(n)
et ainsi de suite.
A une étape q de S, on aura E(n) avec :
k q 2 :
€ . .
g ntl . p_+ a(q) ud +.. .4 a(q+l) w4
E n L N +i n LI
an % P Pq

Cependant il se peut qu'd une valeur m = g on ait tous les (@ (l))1>m

nuls.
. mTn+l _ - (n) - g* n 40
i.e c = pm => - €, + C pm c
m n
(meén)) est une suite géométrique et donc a partir d'un certain rang on aura

(n) =S ( (n)

n+152 m+1m-152 ) = s* et on a alors le cas 2 de la proposition 2, en
vertu de la définition (1) donnée en page 8.

On a ainsi démontré toute la proposition 1.
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. 3 [] L] L] a 3 S ~ e .
Remarque : Dire qu'une suite (Sn) est dans LIN revient 3 dire que n vérifie
une propriété asymptotique ; il n'y a pas lieu alors d'expliciter le '"n assez

grand".

b) Applications aux suites définies par une propriétés sur 1'erreur

b1) Un cas assez important d'application du 82 itéré est la détermination
* ”~ - L3 * Y - ” . »
du point x vérifiant x = ¢1(x*) ou ¢1 est une fonction vérifiant des pro-

priétés que nous précisons dans la proposition suivante.

Proposition 2 :

Soit (sn) une suilte de nombres néels vérifiant Sn+l=¢l(sn) n20,
ol ¢, est une fonction analytique dans un intervalle centré en s* ; s* ztant
Lo seul point de cet intervalle verifiant s* = ¢,(s).

On suppose e, =S

050" s* choisi suffisamment voisin de zéro et 0< |¢i(s*)l <1

On a alons : (Sn) appartient a S.

” . 2 L] » 3 * P4 .
Démonstration : ¢ étant analytique dans un voisinage S (Sn) étant une suite

[ [ *
convergente de limite S , on a pour n assez grand :

(p')
¢ '
Sie1 = 01(8) =987+ (s -8™)) = ¢,(87) +63(s") (s -5 + ;,, (s -5 ...

ol p' est la plus petit indice i 2 2 tel que : ¢§1)(S*) # 0.

Comme ¢1(S*) - g* on a alors :

1 142
GO 0PN
- 1 .
en+1"¢1(8 ) en'+-——i;TT———-en +o..4 STDT ©n +... i>0 (9)
d'ol
() ety p'-1 (prei) o

en+l‘¢1>'(S"')-l~<b1 €)% oot ’ < P!t i20 (9")
en = 1 p'! LRI p'+i)! n s e 1 =2

Posant ¢i(S*) = pgy et p'-1 = p on obtient alors :
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8P)(s") 6>+ (s

e
ntl ...+

e
n

pHi
pt+itl)! °n

= Pyt teue iz2o0 (9")

ptl)! ®n

L'égalité (9) montre bien que (Sn) vérifie les hypothéses de la propo-

sition 2 avec :

- 0y = $3(s™)

(k) oo™
¢, (s )
- ol® = K 2
D E p

-u e 3 1'égalité (9) montre que e

el - d)(en) avec

d(x) = ¢1(x1-§*)-8* pour n assez grand.
On déduit alors par définition de S que (Sn) appartient 3 S.

b2) Hillion [9] montre que le 8% itéré est efficace pour l'accélération de

la convergence des suites (Sn) qui s'écrivent :

e

__ n ' _
1 - (aoi-Bo) e , avec l<ao

<let-1¢< BO +a, <1

0] 0

On suppose de plus IBOI <1, o, et BO non nuls.

De telles suites appartiennent 3 S ; en effet :

en+1

e
n

e

- n . . - n
ne1 =~ (agtBg) e, implique (ag+By) -

Ce qui implique 1'appartenance de (Sn) a S avec :

“Po T T %
- _ oh
- Wy T U = By
- u g f(un) ol f est la fonction R + R définie par
£

x —> (%) = Bo X
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b3) Application du procédé 82 AITKEN itéré 3 la suite des convergents de
b, +
0 b+ 2 ~
b+ 2
bty

avec b2-+4 a>0, b0 pouvant &tre différent de b.

. a
Considérons la fraction continue b, + ——— (1)
0 b+§___

a
bty

' L a a
qu'on notera S = bO + LBT + IBJ t...

-~

Considérons le n* ™ convergent de (1) qu'on appellera Sn'

A
- a a al _
On a Sn = boi-rEJ + TBJ +... rgj = n 2 0.

n

w'd

ol les An et Bn sont calculés récursivement & l'aide des relations

(voir [2]) A =b A +a A

=]
o
1
[y
ol
1
N

jos)
]
o
(s}
+
1]
o2/

"
o
>
"
[

avec les conditions initiales AO

BO =1 B_1

"
(@]

et la supposition que B £0 ¥n 20.

A et B sont donnés par des équations aux différences dont la solu-

. - n n s . 'z .
tion est X = K1 y, K2 yp ou ¥q et y, sont solution de 1'équation

x2-bx-a =0, yq et ¥, existent vu qu'on a pris la précaution de poser

b2+4 a > 0 et sont distinctes. i.e. : n# Yo

(b+/b2+u a;n & -4 a
— —

+ K

On obtient alors A_=K
n 2

e
1 2 )
., b+/M%snan ., b-vb24u a
B = K] (—————5————-) + K] (———-—5—————-)
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avec Ki, K2, Ki et Ké calculés grdce aux conditions :

Ao=b0 A1=bb0+a
(1) et (1)

BO =1 Bl = b
. _b+ 2+'+a _b-¢£2+ac
i.e. : En posant S e Fem— et y, = —

- 1 1T -
on a Kl + K2 = bO K1 + K2 =1
- ] ) -
K1 ¥y + K2 ¥y = b boi-a Kl yl-l-K2 Y, = b

. 2
STRY Ki, Ké existent vu que y, 7 Y, (b"+4 a > 0).

On obtient alors :

n
s - Ktk 9,
n

t 1 -
ERERES IS

y

Supposons < 1. On aura alors :

75' = HKI M’K

ja]

[

[

+
=N =
P
"~<:|‘<
=N
o}

3

- < 1 et on divisera par K2 yg pour obtenir

——
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K
* *
La suite (Sn) convergeant vers S on doit alors avoir R%-= S (compatibilité).
1
r (o Vo) ,
K2 |P2|® 2 %l a
Yty by, X, K| ¥
d'ot 5_ = 8" £ W =L PPN W S
n Ky iy,in K
2 2 , n
1+-K—,— 1‘+ R—,—X
{ lLleJ 1

y
ol x = ;2, |x] < 1.

Et on remarque alors qu'on peut utiliser le procédé §2 AITKEN itéré,
afin d'accélérer la convergence de (Sn) vers §" ; en effet montrons que (Sn)
vérifie les hypothéses de la proposition 2.

r 3

)
Kl
onas$S_ =S* 1+ 1 ,1
n K2 n
l+-—+ X
K'
! ! )
1]
Ko K
X "X/ *n
dlod 5_ - s* =gt L1 =e
n K2 n n
1+'§—"X
K2 n K2 n
e 1+T(—'_X FX(I_X)
t .~ Dt 1 _ 1
d'ou =X . r&l =x |1+ e
n 2 _n+l 2 ntl
Ttyr Ltyr
1 1
t
K2 n+l
e xwr (%)
ntl _ 1
i.e. e - + e
n 2 ntl
1+WX
1
K2 n+1
Pour n assez grand xr T <1 ; et on peut donc écrire
1
1
1 K2 arr . [%2]? ons2
KT 1 - K X + xr X +..
1 2 n+l 1 1
T xT
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®n+1 \ Ké nt+l
d'old —— = x4 (1-x) X7 X +...
n 1

On remarque que (Sn) € S en effet :

S vérifie bien les hypothéses de la proposition 1 avec

1

o= x w*-KQ xn+1(l-x)

- B ut"dl v

nky X o
1+-KT X
1

_.n
u = x
n
I1 est clair que [x]| < 1 => Linm u, = 0 et que CPRLIE S W

>0

On prend alors ¢(un)=:x u. On a bien ¢(0) = 0 et ]¢'(O)] = !xl < 1.

P Za N * *
Et donc le 62 itéré accélére la convergence de Sn vers S ; S étant

sous la forme (1).

IV. DETERMINATION D'UN ENSEMBLE S STABLE PAR AITKEN ET APPLICATIONS AUX SUITES
' (Sn) DEFINIES PAR UNE PROPRIETE SUR (ASn) = (S

n+1”>n)

Dans certains cas ; i1 est plus avantageux de remplacer 1'hypothése

As

n+l . s " . .
o —_—> po par —zg——-——o po car la premiére hypothése nécessite la connais-
n e n npHo

e
n+l

*
sance de S .

Nous allons étudier, dans ce paragraphe, le cas de figure suivant :

*
(Sn) suite convergente de limite S et telle que :

Asn+l - + N .
“Z§;‘ = Pptw, ou:
—15;%)<1
- po est une constante telle que :
P # O

- (wn) suite d convergence logarithmique.
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Un cas d'application sera alors l'ensemble des suites (Sn) telles que :

%o
ASn = '—&' + 0[
n

atl

o > 1 quand O<po<1
} ol
n

o 2 1 quand —1<p0<o

Nous caractérisons alors l'ensemble S stable par AITKEN dans la

proposition suivante :

Proposition 3 :

Soit (S ) une suite convergente de Limite S* et verifiant pouwr n assez

grand :
Asn+1
Fe— = Pp t t -1 < py <1, ou (tn) est une suite telle que
n
- 2im t =0
N
ot =00 Py 0 L o(0) o i=>o0, ol
n P n ptl n p+i n

. 4 . P4 -~
* p est un entier supérieur ou égal a un.

.
[}
[
(03]
—~
(@]

p sont des réels non tous nuls avec en

particuliers C;O) £ 0.

(un) est une suite convergente de limite nulle s'écrivant
U oq T ¢(un), pour n assez grand ; ¢ &tant une fonction ana-

lytique au voisinage de zéro vérifiant : ¢(0) = 0 et ¢'(0) = 1.

On a alors les deux cas suivants qui peuvent se produire ; pour n assez

grand :
(n+1)
A, E :
Cas n® 1 : —El—ji-——— = p, t+ t(l)
_—_ A s(n) 0 n
172
ol (t;l) est une suite de limite nulle vérifiant :

+ C u S

| (1y _ (1 P11 Pt
t = C u
n p, =n p1+1 n

N . N 1
ou py est un entier non nul et ou les (C )

( .
.) ... sont des réels non tous nuls.
p,+37320



Cas n® 2 : Il existe un entier m supérieur ou égal 3 2 tel que :

(n) _ o*
Démonstration :
A, g{ntd) As
On va donner 1'expression de ___ZTl' 2 en fonction de T___n-fl.
A, el Sn
172
Appelons e R
PP n Esn - n'
(8s_)? AS AS
oma . e™=g -2 -g . LU S —
172 n 2 n As n R -1
A Sn n+l 1 n
an
A elm) g - 2! + %
1 72 n R -1 R -1°
_ n+1A n
Sn+1 T
As
(n) n 1
A, e = AS |1~ +
172 n_ Rn+1-l kn-l-
~ -
R R R
(n) n 1 n n
A, € = As |1 - + = AS -
1 72 n_ Rn+1_l Rn-Jj an—l Rn+l
A E_:(n) - AS _R 1 1 = As ASn+1 Rn+1-Rn
172 nLn Rn-l. Rn+1- n ASn (Rn-l)(Rm_l-l)
R -R
. (n) n+tl n
finalement A, ¢ = AS
172 n+l (Rn— 1)(Rn+l— 1)
(n+1) _
A by &5 AS w2 Rpo "Ry . 1Ry
ol

A1 Egﬂ ASn-i-l Rn+1 - Rn 1- Rn+2
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-
(n+1)
B8 T LRetRea TR
A1€?5 mtl R TSR I-R
(10)
(n+1)
A e Cort ) ot ] (1-py) -t
A eénj 0" il TS (L=p0) -t 40

On va s'intéresser au second membre de (10) terme par terme.

Examinons Po + tn+1 = Rn+1

On a par hypothése : pour n assez grand

_A(0) . p (0) ptl
tn = Cp un + Cp+l un +

Posons u_ = X ; et t = t(x) d'ol :

(0)

t(x) - Cp (O) Xp+l

P
x5+ Cp+1

tooo

Pour x assez petit, cette série de fonction converge vers 0 quand x

tend vers 0 dans un voisinage de O Vl’ elle définit une fonction analytique en X.

De plus ¢ étant aussi analytique dans un voisinage de O qu'on appelle par

V2(O) ; alors to0¢ est aussi analytique dans V3 c V1 0 V2(O).

$(0) + x $'(0) +...

L'écriture de ¢(x)

X +

X +...

¢(2)(0) 3
27

(ol £ représente le plus petit entier k 2 2 /¢(k)(0) £ 0)

fo11g

conduit

t040x) = (@GP + cLON @ 4.

ptl



(2) ()
to¢(x) = C;O)(x + Q—Tﬁggl xz +...0P ¢ C(S;(x +'9_7i£92 x2 +,..)P+1 +...
600y = ¢© 2 4 @ 00 o1, (0) pr
x)) = €77 x p P X + Oy % +eue

tO0¢(x) = C;O) xP + XP+1[C£O) P ¢'—'§9-2- + CI(D'(:;_ oo sif =2

d'ol
%) _
t 0 ¢(x) = Cl()o) %P + CI(D'?; <Pt 4 C1(>0) p —p:—¢ !(O) P st

En revenant aux notations en u (et ce pour n assez grand) et remar-

quant que t O ¢(x) représente tn+l on a :

r -

- o(0) p . ptl[.(0) _ ¢"(D) (0)
tn+1 = Cp u  +oug Cp p——+ Cp+l +...

(11) 1
(2)

_ ~(0) p (0) ptl (0) _ ¢ 77(0) 2+p-1

Ltn+1 = Cp u, + CP+1 u ot Cp P—p7— 4, +
Rne2 ~ Rpnt

Examinons 1'expression S T
ntl “n

Rn+2 B Rn+1 - pO * tn+2 ) pO B tn+l - tn+2 - 1:n+l - A-tn+l
Bt "Ba Pot i tPoT Tt At
D'aprés (11) on a :
a)_ Cas ob 2 =2
_~0) p_.(0) p, p+if.(0) _ ¢"(0) , .(0)
tn+1 't'n = Cp un CP un+ un Cp P 5 + Cp"l“l
- ,,ptl (0) _ ¢"(0)
0, (u )
ou 0, désigne un développement en série entiére de un,/ )

si g =2

ves si > 2

- C(O) up+1 L A

ptl n
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GPtL o (0 $"(0)

De méme At , =u PO Tt 0;(up44)
p+1 (0) ¢"(O)
d'od : Atn+1 - un+1 P * OlCun+1)
Atn Pt (O) ¢ (O) + 0y (u )
n P
O
en posant O, = T on obtient alors
2 C(*) ¢ (0)
p
1 02(un+1)
ptl
Atn+l - Yn+1 ptl Ynt1
[SA un- L. OQTun)
up+l
n

u "
n+l _ 14 ¢ ;O) u

u
n

u ptl "
n+£l =14 (p+l) == $7(0) (0) u ...

. 02(un)
Examinons ————.
up+l
n

Pour n suffisamment grand, on remplace u_ par x.

Par définition de 02, il existe une fonction g analythue dans un voi-

sinage de zéro, non identiquement nulle telle que 02(x) g(x)
Soit %, le premier indice k non nul tel que g(k)(O) # 0 ; on a alors :

0,(x) = x b, x " +... ouby £ 0.

0.(x) 2
d'ol 2 = 1
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Ce qui donne alors : 9
1
Atn+1 ¢"(O) 1+ bll un+l tooe
2t - (1+ (p+l) 5 un +.o00) 21
n 1+b, u™ +..
21 n
At 2 £
n+l _ ¢"(0) 1 1
_Z?;— = (1 + (p+l) = u +...0(1 + bll(un+1 - u ) +...)
At "
i.e. : %=1+(p+l)i—§—o—)un +...
n

Remarquons au passage, que le fait que g ne soit pas identiquement

nulle n'influe pas sur le résultat.

t .-t = C(O)[up _up_l + C(O)[u(p-l-l)_upﬁlj .

n+l n ptl| n+l n

) _ 6™y pra-1
P Yy

Atn = Cp 3 + 03(un) ou 0, désigne un développement en série
0 (un)
entiére de u_ telle que ——— —> O.
n u§+2 1 3o

Un calcul identique au calcul précédent (cas a) montre :

L 3

At

(2
n+l _ 1y $ 7(0)
(12) it = 1+ (g+p-1) i u te..
l-Rn (l‘po).‘tn

Examinons le rapport =
P-Ro2 U-pp) -1,

= {0 P 4 (0 Pl

On a tn P n ptl n

+...

(0) p (0)  pt+l
the2 T Cp 0 Uneo * Chyq Upgo e
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Pour n assez grand, on obtient tenant compte du fait que : l-po £0:

“o) - 2
(-pg) - ¢, P | PR +[tn+2] .
(1-p0) -t 10 1"’0_ 1-p5 {170

(1'-00) - tn =14 tn+2'-tn +
(1-00) - T4 10,
. + =00 p _.p (0), ptl_ ptl
or :t -t = CP (un+2 un) + Cp+1(uu+2 u’ ) +o.e
%)
- _ _ .2 _ ¢ "(0)
et U T ¢(un+l) = ¢(¢(un)) = ¢ (un) = un-+2 —gr Y, teee
L) _
On obtient donc uﬁ+2 - uﬁ = 2p Q—TEQQl u§+p 1 t...
Ce qui donne :
(1-00)-'tn C 140 C(O) d)(l)(o) L4p-1 '
(1-p)-1 - p P71 Yn te
0 n+2
1-R 2) _
l.e. -]-:_’_R_—n—é. = 1+2 CI()O) P LE!LO—)' Uf;+P 1 +.oo. (13)
n+
Tenant compte de (11), (12) et (13) et de :
(n+1) _ _
A1 e2 = (p. 4t ) Rn+2 Rn+1 1-R
Al eénj 0" ntl Rn+l--Rn 1“Rn+2
On a alors :
A e(n+l) )
172 - R+p~1 ,(R) 0) p .
Tw-po+po—%¢ (0) un+Cp un +.oee sip>1
1 &2
(n+1)
brep vulo oM@ | Jof 5o =1
m) - Po*UniPo ! P =
Al €, ®-1)!

d'ol la démonstration du cas 1) de la proposition 3). On précise de plus que :
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4(2)
(1) _ (1) _ .(0) ¢ ""(0) s o=
Cpl —Cl -Cp +p0m sip=1
e{t) = o) = g Lpl) ¢ (B)(o sip> 1.
Py 1 0 !
On rencontre, dans la pratique, surtout le cas u =-%. On a alors :
1
1 n “n e es

Unel S mFT T 1 u +].=¢(un) verifie :

1+= n

n
- ¢(0) = 0, 9¢'(0)
particulier &tudié par LUBKIN [13].

1 et ¢"(0) = -2 et on retrouve alors le cas

La proposition 3 montre que si on applique & (Sn) le procédé §2 AITKEN

avec (Sn) vérifiant les hypothéses de la proposition 3, on obtient une suite

(n)

(4€,°7) vérifiant ces hypothéses et & laquelle on pourra appliquer le procédé

6% AITKEN pour obtenir une suite (2€§n)) vérifiant les hypothéses de la pro-

position 3 et ainsi de suite, arrivé 4 1'étape q de 1'itération on a

A € p p_+i
q n+l _ (@) *q (q) q
_Z;_E;_ = po + qu u +...% Cpq+i u +oae

Cependant arrivé d une étape m par exemple on peut avoir le fait

suivant :

(1) (n) _
Tous les (Cpi )iZq sont nuls. On a alors Rn = OO.

Comme le 6% AITKEN est régulier sur l'ensemble des suites (Sn) /

As
n+l (n) *
- € = =
Asn i} 26 6 > 0. On en conclut alors que q+152 cste = S
d'ol le cas 2) en vertu de la définition des (kegk)) donnée au paragraphe 1.
C.Q.F.D.
*
. k+1egn) - S
Nous allons nous poser la question : A-t-on Y € B 0 k>07
' xE2 -S me

Dans le cas ol fo # -1 ;i1 est clair que 1l'on a accélération d‘'une
colonne k+l par rapport & la colonne k d'aprés la remarque 2 faite au para-

graphe 1.
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Dans le cas ol Po * -1, on est amenés 3 utiliser le théoréme suivant

démontré par LUBKIN dans [13] page 231.

Théoneme :

AS
. . * - ntl| - ., .
Soit (s ) convergente de Limite S~ avec (Rn) = -Ks—n-— venigiant :
- 2im Rn = -1
hogad
1+R
- Sim gt =1
o n
1€§n)"5*
Alons 2im — = 0.
N S -8
n
p
Le cas 1) implique que pour k > O R(k) nvo-1 o+ C(k) u K cC_ #0
P n P D Py
R(k) +1 u K
d'ou ng) + -1. De plus n+1(k) n It —> 1 car 3 L |
1+R Py oo n e
n u
n
k+1%n
= —> 0.
k'n

Nous faisons abstraction du cas 2) car ce cas est uniquement une
précaution 3 prendre sur le plan pratique. Sur le plan théorique ; les ré-

sultats ne concernent que les nombres calculables.

La plupart des expériences numérique ont été faites sur les suites

n
” I3 » v - 3
= - -1< <
(Sn) définies par Sn vZo (-1) a, poiavec 1 Py 1 ot (av) est une suite
Sn+1 % %
de limite nulle vérifiant pour n assez grand T - 1+ - t—5t...
n

(Voir expériences numériques). De plus, la plupart des suites (an) utilisées

dans nos expériences numériques sont des suites totalement monotones.

Nous allons alors justifier, en quelque sorte, nos expériences pratiques.
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c) Application de la proposition 3 au cas des suites (Sn) définies par

- - e - S e . R e G AR T G G A D G D D e e e D R A D e e b SR G G G G S G DGR O e D AR OB Sn e e

Nous allons chercher une classe de suites -(an) ‘totalement monotones,

telles qu'd partir d'un certain rang on ait :

o a

n+1=1+_+__2+. .+—E+ .o
a 2
n n n

ol (ai)i>l sont des constantes non toutes nulles, a1<0.
Commengons avec tout par donner quelques définitions :

Définition 1 :

Une fonction f est dite complétement monotone dans [0, +«[ (resp. (10,+=])

si (—1)k f(k)(x) 20 ¥x € [0, +o[ (resp. ¥x > 0) (On appelle f(k)(xo) la déri—

vée d'ordre k de f au point x5) .

Dédinition 2 :

Une suite (Sn) est dite totalement monotone (on notera (Sn) T.M.).

Si (-1)k ¥ S,20 od AX est défini par

[0
A" 8, =35, nx0
{A Sp = Sp41” Sy n20
X _ k-1 k-1
lA s, =4 1= T8 k21, n20

Définition 3 :

Une suite (Sn)n>0 est dite totalement monotone minimale si elle cesse
d'@tre totalement monotone quand SO est remplacé par So—e, et ce pour tout
€>0.
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Exemple de suite totalement monotone minimale : {S.} =.{“r1?}n21

Si on rempalce S; par S;-€ = T, on montre aisément - par récurence - que :

(-1)% 4% 1, = - € (k> 0).

On remarque alors que (-1)k N T, cesse d'&tre positif pour k suffisam-

ment grand.

Nous allons donner maintenant les théorémes essentiels concernant les
suites T.M. minimales. L'ouvrage de base, concernant la démonstration de ces
théorémes est de WIDDER [16].

Théoneme 1 :

1
Une suite (S)) ., est dite T.M. si et seulement 84 S = I x" d g(x),

o . - - , 0]
n=0,1,... ol g est une fonction bornée non décroissante dans =~ [0, 1].

Théoneme 2 :

Une swite (Sn)n>o est une suite totalement monotone minimale &4 et

1
seulement &4 S, = J x"d g(x), g non décroissante bornée et continue en zéro.
) 0

Théoneme 3 :

Une condition nicessaire et suffisante pour qu'il existe une fonction
f completement monotone dur O0<x <= (resp. 0<x<=) telle que f(n) = a_ est
que a 504t une suite totalement monotone minimale.

Theoneme 4 :
Une condition nécessaine et suffisante pour que £ s0it completement
monotone en 0<x<» (resp. 0<x<®) est que f(x) = r e°Xtda(t), a bornée,

0

non décroissante sur [0, +°[ avec £'intégrale convergeant pour 0<x < +=
(resp. 0<x< +»),
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Déginition 5 :

La fonction £(n) = Jw'e'nt ¢(t) dt est une fonction entidre en %-Ai et
0

seulement 84 ¢ est entidre et Tim Logl[¢' ()] . o
too [t

Définissons 1'ensemble KTM comme suit :

KfM(S*) = {s_ convergente vers S*/S = I” e Pt da(t) od o vérifie P}
n n 0 a
On dit que a vérifie la propriété Pa si:

- a est bornée sur [0, +=[

o est non décroissante sur [0, +o[

- 0 est entiére

- m Log]a‘(t)! < o
et

On a alors

Proposition 4 :

KTM(S*) c TM(S*) o TM(S™) dEsigne Les suites (s,) Zotatement monotones
convergeant vens s*.

Démonstration :

S, € KTM(S*) ;S s'écrit alors

n

(1), s_ = Jm e ™da(u)
0

On suppose que tous les termes SO, Sl"" Si"" sont connus (et finis)
sinon si la suite (Sn) n'est définie que pour n 2 k, on fera le raisonnement

avece (tn)néo = (S_,)

n-k ‘n2k"’
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D'aprés (1), onas, = Eda(t) = a(«®) ~a(0).
d'ol o(®) = So t a(0).
Faisons un changement de variables dans (1)*, remplagons u par
u=Log t % d'od si O<u<w alors 0<t<1

0
On a alors S, *© I +" d a(Log t_l)
1

On pose B(t) = ~ allog t-l).
Pour la continuité de B en zéro : on pose B(0+) = B(0) = - a(=)
i.e. : B(O+) = B(0) = -4(Soi-a(0))
0 étant continue en zéro ; B l'est aussi
N n
d'ol S =J t7dB(t).

B est bornée ; continue en zéro et non décroissante.

En effet, si t 1)

1 < t, alors Log t;l < Log t_l, d'ou o(Log tgl) <(Log t

-1 -1, .
- ollog t;7) < - a(log t,”) => B(t,) < B(t,).
1
On écrit alors Sn = J t?dalt) o B est bornée et décroissante dans
0

[0, 1] continue en zéro et on déduit alors du théoréme 2 que (Sn) est une

suite T.M, de limite S*.

C.Q.F.D,
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Montrons maintenant que toute suite (Sn) telle que :

n20

n
S_ = Z

v v s s
- - < : -
oo (-1)" a Xy l<:xo_.1 avec a, € KTM(O). est dans S défini

Xy £Z0
par les hypothéses de la proposition 3.

On a la proposition suivante :

Proposition 5 :

Soit (s ) une suite de Limite s” vernigiant

rzl v
S = (-1)" a  =x. ol
n V=0 v 70

-xoutto&eeque-1<xosl, Xy # 0
-a, ¢ KTM(O)

Alons ( 8 ) verifie Les hypothises de La proposition 3 avec u .

Sl
Lo
"
Y

Démonstration :

Dire que a, € KTM(O) revient 3 dire que (av) est une suite convergente
de limite nulle avec a = Iw e-nttia(t) ol o vérifie P0t
0

D'aprés le théoréme 5 on déduit que a, = g(n) est développable en série

oxo 1 . V2o
enti€re E-pour n assez grand, ce qui nous permet d'écrire

k k:2 ]_CR
an—g(x)=g(°°)+-—-+—§+...+ +.
n n
k1 k2 k
comme a_ * O alors a_ = -7 +...t +... pour n assez grand,
n>® n n

oh} k1 £ 0.



De méme & partir d'un certain rang :

k k k
1 2 1 1
a = tooetooz — + = (k,-k,) +...
ntl n+l (n+1)2 n n2 2 1
k k k
1 2 1 1
a = + tooetes — + = (k,-2k,) +...
nt2 n+2 (n+2)2 n n2 2 i
k2-2k1
1+= +...
a n k k
TN n+2 _ 1
d'ol pour n assez grand = X =1- +..
<, =k k., n
n+l 172 "1 1
1+= +...
kl 1
=1 -=+...
n
Comme S_ = ) (-1)" a, x_on obtient alors :
n vV 0
v=0
— (_1yD+1 n+l _ (_qyD*2 n+2
A8, = (1 Ay xg T et AS = (G A, %
Ce qui d -A%HI'—X an+2"-x 1-l+
q onne : —=— =-X; = ==X, = t...
n n+l
AS 1 *0
i.e S5 "Xt tee.
n

avec :

0 0
IR -Asn+l+x
n_ n °°° " AS 0
n
_1
- u -
n n

et donc que le procédé 82 AITKEN itéré applique aux suites (Sn) convergentes

n
. s * . . _ 43V v s
de limite S° définies par §_ = vzo (-1) a, X avec (av) appartenant & KTM(O)

(n)

et -1 < x, < 1 donne des quantités (ke2

) telles que
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k+1€gn+l) - S
Rim o ° 0, k 2 0.
e ke2 -S
Exemples :
* Supposons o(t) =-e"t, a(t) vérifie bien les conditions Pa

. - » -nt -t - 1 Lo »
Soit a_ = [: e d(e ") on a alors a_ === et donc (Sn) définie par

n AY
S = z (-1)Y X vérifie les hypothéses de la proposition 3.
n v=0 v+l
Pour -1<x <1, 2im § = Log(l+x).
howasd
I
* Soit a(t) =-U4 e 2 3 0(t) vérifie bien les conditions Pa
t
ﬁ» - —
. _ -nt 2, . . _ 4
Soit a = JO e d(~4 e “) ; on a alors : a, = 57
. TocnY Y o
(Sn) définie par S, = 4 z —5orl — vérifie les hypothéses de la proposi-
v=0
tion 3.

Si x = 1, on a &im Sn = m,
>0

V. RESULTATS NUMERIQUES

Nous allons étudier d'une fagon pratique le 82 AITKEN itéré dans les

trois cas de figure bl), b2) et b3) traitées dans la partie b) du paragraphe 2.

Dansla pratique, nous devons songer 3 donner un test d'arrét, c'est-a-
dire a préciser 1l'entier ky 2 1 tel qu'on ne peut plus appliquer le procédé
6% ATTKEN 3 k"":(z?)‘

1

Etant donnée une suite (Sn) vérifiant les hypothdses de la proposition 1,

k, €
on a alors %£im 1 o+l po(d)'(O))m oim2 kl, k1 > 1,
oo x*n
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Théoriquement, ceci voudrait dire qu'ad partir d'un certain rang N la

(n)

5 ) est alors :

suite ( £
kl

- Soit monotone [cas correspondant a p0(¢'(0))m > 0].
- Soit oscillante [cas correspondant 3 po(¢'(0))m < 0] et on a alors

le schéma suivant :

(%) e(N) < e(N+2) < ) € < s¥ < ... <. (N¥B) o _(N43) E(N+%
k1 2 k1 2 kl 2 k1 2 kl 2 k1 2

En pratique, vu la difficulté de préciser le rang N on se le fixe égal a

zéro.
Et on a alors les deux tests d'arréts suivants :

10 Arrivé & 1'étape k,;, si on a |A2 kleén)| < 107%° 120 on s'arréte.

20 On a Soit perfe de monotonie pour la suite (k egn))’ soit le schéma (*)
n'est plus respecté.
Nous avons obtenu les résultats suivants :

1) Estimation de 1a racine S du polynéme p(x) = x3+2x2+ 10x - 20

On sait que la racine s* du polyndme p(x) = O est :
s* = 1.36880810782137...

Considérons la suite (Sn) définie par :

- 20

S o0
ntl g2 95 +10
n n

(Sn) est une suite convergente de limite S* et vérifiant :



Sn+1 = ¢(Sn) ol ¢(x) est la fonction définie par :
6(x) = 20
10+x" + 2x

. . P * £ e
Il est clair que ¢ est analytique au voisinage de S et vérifie :

- ¢(s*) = &*

er(shy] st (T4 w0 s+ 1yesH? (s s"v 1)
(S*2+QS*+10)2 400 10

(Sn) € S d'aprés ce qui a &té fait précédemment. On obtient alors aprés ap-

lication du 62 itéré 3 (S_) les résultats suivants :
p n

(1) _ _(n) (2) _ _(n) (3)y _ .(n)
n n " T 1% 5n T 2% n T 3%
COLONKE 1 : COLOKRNE 2 COLORME 3

; - ..'3-7-02'1 RAR2ALTL40 FHRORTRING1 1R EN4 0]
LT RAYAREAILILLOR Y 48BN TR TARD+0L 456 ERGRENSOTRL I H40"

CobSRBRGITIONIGTU40T 4160607929193290401 1 360R0AL0TTSPRELG
S1368R249T1N5L020HGY 130 REB81 2276755010 C13EQRAINTR | AESLEG:
~TARBRIIZA52060604GT _1350805106489570401 :1366309107ﬂ21270+0'

e 1365RGRY631BRGTD4YT

o

(3) _ _(n)
n Sn T 32
COLONME 4

A~-—5136RE0B107826497N4+01
S —136R80K157821-P4D+ M}
“Beri 1 30BBNB1076P2137D+0
L 13028081 07621370+40y
5 L.130R30810782137D401

)

Nous avons 3823 avec 15 chiffres significatifs exacts.

Le calcul de 3623) a nécessité la connaissance de 8., S

1, 2,.0., Sllo

Or & titre de comparaison on a :



53

n S
n

b <,J3]ﬂLQuQUZGUIPEP+°1

9 1R0Ret1023GTEPATAN]
U1 3000N RPN Aalhy 0T
41T ReP oW TG TSNS T NG 0T

12 .]zi;Pf‘:lé(‘ GRro T 3N4 0N |
13 .1"(:0IQ()!U!’57/°""‘H"1 ‘
14— 136861 7P TH39, 00T 0 ‘
G T ROP B NET TITASA S 40T |

2) Soit & estimer 1a racine S* de 1'&quation x-p X = 0

Considérons la suite (Sn) définie par :

..Sn
Sn+1 =€
>
SO 0
¢ -x
Pour tout x > 0 ; soit ¢/x *> e ; alors ¢ est contractante et on en

2 a e o __ o X L, .. * -
déduit que (Sn) est convergente de limite s* 3 S wvérifiant S = e S .

De plus ¢(x) est bien analytique dans un voisinage de s*.

” Pl 3

L'application du 82 itéré i (s ) a donné : pour Sy = 0.5 :

n (1) o () g(2) o () g(3) o (m)
n 1 2 | n 2 2 n 3 2
CPLOWNE 1 ' coLnatg 2 . coLonntg 3
-1 §676'3P76u1o°?0“+eﬁ—-~§é71Q1995°1P61°n+00-‘“~wf71ﬂ‘?V17ﬂd77éD+C
%}——56irOthQSFnQ+Gﬁ+ké——*~Sf%tw45?5447o61W+ﬁ0—-~5v7%#3?90 SH21350+¢
B ROT19316233821 o4 00— B6T1E32406T775268D00 — - 56T 1032904235680 +C
4 EOT71597048RI N0+ 0 s SET14LINAEUZAES52D+0C .50714""904 jPuliu+
5 .<b71ﬂ6Q332qu‘5‘L+0ﬁ LOATILRA2REQL2129T 400 LD6TIA329040992104+¢
-b——7<071uq°5237ouu~u+on—~«7§611qz u6163§u0+00--~g§07143?ﬁ0w09790u4b
T RO LR R U TIT 25+ ——< B TR0 61 2T OB+ 00— 556714326 04097860+ ¢
. B 'b7lﬂ%ﬂo?zpquﬂu+vnnm~-,671u1”9001“oﬁ9n+xu-~~;§67105?904097600+0
9 SoT14334%0973 230+ c5ART143290U0%1680400 <S0Tids290a0YT0d0+G

10 .Fo71033J 104§10u+00 LB6T143290010079P+0 g 5671329040973 00+40
(u) (n)
n 4 2
COLDKNE 4
““5671&32°oa10104n,00
—567143290409765D+0¢
—oH6T7143290L097R5D+00
«5OTILI20002TRUD+ 0
LH6T1432904G°7TR4D40C
-2567143290409784h¢00-
—567143290409784D+00-
~a 567143290009 7R4P+ 00
«H6T71432°904069734ND+00
LS6T1432%990097R5N+N0

OWOIHhNEFE WN -

[y
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(4)

Nous avons qéz avec 15 chiffres significatifs exacts. Le calcul de

(LI') P ., 7 .
4€r 2 nécessité la connaissance de Sl’ 52,..., 812'

A titre de comparaison on a obtenu :

n S
n

I Y CTUN L s Y R R T
10 JHRISRCOTILI62210 40y
11 .5h6047212°353547 147y
N2 ST RPTTI950INTTUNFPp
VTR TORTES A5 PN Oy
14 BAT18AZAGN8THENy 0y
1S HETHIPLELD2H5AYRGNe Ny

3) Estimation de la racine S* du polyndme p(x) = x2-4x4-2 =

On considére la suite (Sn) définie par :

(S§+2)

Fl

sn+1

(S,) est une suite de la forme S , = ¢(S ) ; ¢ définie par :
¢ 2
x> ¢(x) =-%(x +2).

¢ est bien analytique dans R et vérifie :

ot 8% = 2-v/7 = 0.585786404O85E. ..

*
Ayant choisi So-S assez petit, (Sn) est alors une suite convergente
de limite S*. De plus (Sn) e S.

L'application du 82 itéré a (Sn) donne alors les résultats numériques

suivants :
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n e(n) . S( n) g(2) . () g(3) o ()
1%2 n = 2% n 3%2
L‘.("-Fn.j“l‘f i _ coLentg 2 . COLOLNE 3
~;::l§;1726211a;° ;P+O“~—-"r857°‘°6'”25619°+ﬂ0 LBESTRGAZA405806D+)0--
35S ‘14? figzzﬁaowq-ﬁ'fﬁ’q&"ﬂH“‘;’Q’?”*“O““—%gwi’%%iJ%«'%mow
n 7518504521 iz o ";v““{ S02335R+60 —— 5857803706262 310400 -
. 'F~ ‘ as504 L+ (0 SOALTLALRINTAS 90N +0 ] 5:578cl J7kpon”w”+0n‘
. S "(1(‘&.61(\5710\;4..,(\ R 7(‘(‘v1 ARR20TD:00 "L Re85376020°20%0+00 |
b SURT 00 U ki e T D TOE LI A AN 30400 -y B §73014;/u,u03c beg0 -
j;i:fié'fiﬁzzgrgl6509+00"‘*“L“570642163h9ngﬂ+00-~_~90ﬁﬂﬂoﬂ370?b90wb+u04
o T 7p’pswétyivg“+ﬁﬂ s B O5TOELRTO2AR905P 40— - SESTRGALTLR6% R U+(0-
, r‘—y 320N 7490+ 00 CHPGTLELITHLHID5D400 «DUSTRGE 3V 0P02050+060
10 Re /ﬁul.'g ToPSN% N+ N 2575643 7626905N400 EETRGl 5TGPEO0R0U+00 |
A1 SECTRONET G 6T 490+06- W'“Ln57°6“376769””°+00"'“:§6§75003?c?6§gq;+86J
On a seg ) avec 15 chiffres significatifs exacts. Le calcul de 3824)
a nécessité le calcul de Sq1» 82,... SlO' A titre de comparaison on a :
n S
n
TR TSRS TRTERAITY U004 0D
T AR Y DAL IOYGR NG
lu LOPNTEPAS LGN 280NNy
B ATy R R WIS DTN, IR
.1;'?.”‘.».')”‘.)/"( [ ’\;"i‘;“¢ HNRAR Y
14T M LTEE RTINS GS Ny
14 WERR Tl r g T T R

4) Estimation de V2

L'écriture de V2 sous forme de fraction continue donne :

V2214 — 1
2+ 1
2+“2' *ooo
muabkn/§=bo+ aa
b+B +ooc

avec bO =1;a=1, b= 2.

Soit (Sn) la suite définie par :

S, est le n*me convergent de la fraction continue /2. On obtient :
. .ntl
= l+x Ny = _
Sn = V2 . ] ol x = 2V2 - 3,

1-x
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\/

L'application du 82 itéré Amuv donne alors :

Auiup1d .U« 23731ab4 08 e yhTAD

. NES I ES (2 . (@ ((3) . (3)
n H 2 n m 2 v w 2

SR e (S LANVESE I GRS DR RS ALY JNELASYE S B : GRS S - —
N B W/ RVYN SV NNV KPR RS N IE DX e 4 CVISTE i L VPN L B I W 1856257 534 4Nt b d-
2o SYAINZRET AN s 10yt L 38122138562 J\PGZT¢C>...orswgn.ur.\'.ws::+.b
“3. A1n1a21 cn:ww.mu:+:.;;; TALAZIZLE2Z /310040 - L 1M1 L8RE 0 /5]
BV U L 12 i B ¥ P BTV L DUR W8 B VS SRS W1 W1 X, e 4.V N \iflwl did e gt O R R S RN L PR Sl B
e T & Dob-R LY A S RV NEE N /%, RN BT TRe X W 4 10 AR FEPLTE DU S WS- X3 £7 NI 07 2 S e o O
.lmrivnbnﬂ.wl.ww.u.,w..vnlwh.wh\ ) Luh..L‘Fl:l.qLuh a2 dbhadat i ».A:!.r»lllil«..w “+ile 456 23T 510 b R

u SNGVAZI2TER23TdeI0+01 0 1 1AZTASGERTLU9040G S1M213562287 8500

13862373020+, ._..Q.:,m
]

:mtqun+ra“w¢¢mwswrr:&b@111:+:41m+u‘

w.:m.m». us [ ..:‘ CARR IS
w EXV R S NIV ) Y

q )

s.

SR SIS IOPLE W U5 W)

e e B B N B R A R e e B R s O B

(3)

Nous avons mw avec 15 chiffres significatifs exacts. Le calcul de

(3).
S3

a nécessité la connaissance de mHu mmf..u mm.
A titre de comparaison on a :

n S
n , |
-y 4999999999999999N4+0(
2 «150000000000000N0+01
3 »180000000000000P+01
-4 2 181666666666667D+01%
9 L 1413793103448728D+01.
||as_c_bm»mq~emmm<~a+oe
»1081820118343195N+01
L181821568627451D+01
2101021319796954N+01
A0 L1410821362089487D401
A1 1018213551646 05D+01

12_. .181821356421356N+01
5)  Calcul de

—6
1.
8
9

Soit Amsv la suite définie par :

IHV.._A

w0
1"

n
n=4 1

- *
Amdv est une suite convergente de limite S = w.
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De plus on remarque que Sn = 2 (-1)v a..
v=

ol a, = 4 r e Tt a¢(t)
0

ol ¢(t) = - e_t/z.

Il est clair que ¢(t) est entiére ; vérifiant : i

-¢'(t) >0

—Rim Log|_?_'_(£)_|_:-.l_'.<oo }
o ]
_ ASn+1 v o
= K5 s'écrit
n

Ce qui montre que Rn

o o

R =-1+—l'+“2+¢--
n n 2
n

2 2N

L'application du 62 itéré 3 (Sn) donne alors :

(5) (n) (6) _ (n) (7) _ (n)
n Sn T 582 Sn T 62 Sp 0 T 7%

<47 - Z1A159265397529D401 ~TIIAITOPETITHI T4 T TR A5 AG TS R G TPy

—P— = 230159268347 710D4+0t AL EIR92 R85 0 204 053V a t 505652590y N n
: L3 —31£1592653625050401 310189265 3R099 04yl 510100 RS0 TNl
| Y e 31U1B9205357781D+01 SRINISIP0SICCTALAGTY T RI4 1NN AL gT NN

—5—  .3141592653590200401 TR I4IS92653N000PL G111 SO2AEIL 0T Y00

(2)
72
a nécessité le calcul de Sl’ S2,..., 816'

On a obtenu avec 15 chiffres significatifs exacts. La connaissance

2)

(
; de 7€5

A titre de comparaison, on a :

n S
n
—49. - _16109ﬂo°2°9§09y+01-
50 3121590052591 010+01
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6) Calcul de Ln 2

Soit (S ) la suite définie par :

So

1
[y

*
(Sn) est une suite cqQnvergente de limite S = Ln 2.

On remarque que S = ; (-1)Y a, avec :
v=0 ‘
a, = r e ae(t)) ol ¢(t) = - "
0

¢(t) est une fonction entiére vérifiant :
-¢'(t) >0

Log.kﬂizli =1 <

- Rim
400 | t]

As
I1 s'ensuit alors que R = 2+1 s'écrit :
n

Qa a
R =-1+ 2 + 2 +ooe
n n n2

L'application du 82 itéré donne alors :

(n) (n) (n)
n 50 D) 752

. . HNTVENEE: p L _ BT TIBASALIVADHGD L 69314710055Q944N+0(
:é: _ggggi;;iggggggggg:gg_ TLR9T14T71605597850400 6931471 70559G4504 0¢
: e cenn. . -PINBTIBOBOCR000+U0 6831471 P 48599450400

.3 -693147180570118D+00 " 49 NECO op 14 e e e oans
3 6931471£0556345D400 N 31u71¢u5w3 gég+un L0931471R(:5S ?HJD+00
5 L6931071805613200+00  ~0IINATIBNSRYI520400 603147 1R0S599450+0y
b g6931a71505593800*00; .6931ﬂ7180?:9°“2U+00 ,b°31&71n0§5°9u5ﬁ+00
e 5h931471805601890400 - -09310710N5R904bu4un (693147 1805596450 00
A 5 693187180559R34p+00- . ~DIIVATIGABRITARL+ 00 L 6931471R9S50445N+0Q
o  .693147180559999D490  +ETILATICNSBYOLAL40n | L 6931STIRGESAGN5T 400
10 . 6931471805599180400 ¢ -6IZVATIBNGRI94RL 400 6931471R0SH9945R 409

. . 6931471805599590+00- ~PIFULTIBOSSSUBL400 (693167 1R(GSH99450100
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e(n)

7€ = avec 15 chiffres significatifs exacts. La connaissance de
n)

762 a nécessité le calcul de Sl’ 82,... 816' Or & titre de comparaison, on a :

n S

n
QQ:I 70?2“716057 91 RL+00
50 6012u710057:°1°t¢u0

D'autres exemples numériques sont traités dans LUBKIN [13].

Comparaison avec l'e-Algorithme :
p g

Nous avons essayé de comparer les résultats numériques du procédé
AITKEN itéré et ceux donnés par l'e-Algorithme.

Nous avons utilisé, pour 1l'e-Algorithme, la subroutine donnée dans [3]

Pour 1'exemple 1), on a obtenu :

g‘g.'—"- A RTRSVARTEAVE SR VLRV AR NV v
e.’& G ENG IS ARG YT
lg 1,7U 13LP2h0T7 20+l
""1w69?3q475?5611L+u1
"‘%u: - Y AHBTTTIYAGTE2HBOFET

- -1 SEERTATHY TR
—?, 156kﬂoﬂ;1up 310+01

8 RGUEA R F Ut —TS0L +L—w1—q FESTIIMPESE T T P et T TR IR
g‘é’: 1’~h.'°t»F110f*5'%3'<u+u1
et - 15‘*«_; L‘UPDDBXU"'U‘
€. 1 45hi® n‘*tn se5TUAYT
—é“); .‘ ’\( -:ﬂ(Jol 1 U"’.ﬁqj."l“ —1

ré;;._ S F SR URBARITH4G

On a egé) = 1.36880811083833 calculé avec 8 chiffres significatifs exacts.
Pour le calcul de elé) on a eu besoin de Sl""’ 11° Or, pour le méme nombre

(3)

de termes de la suite S on a obtenu 3€y = avec 15 chiffres significatifs exacts.

Pour l'exemple 2), on a obtenu :
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4 ..':.:—f;.;:ji\—b(‘(,ﬁb(\()ﬁun)4-0(\
4 LEOHLTAGOT I 63T U0
3 ISaTEPIRTEHG1gO2YUEGD
4 SRGT AT sP0Stroun

) 2: SOHTLAGRONL 6l yTL4 0

qu7]'_>7¢° ﬂQOa?u+uﬂ

T S506T71483T7291299020+00
8 SR GTTE3T2O1TPYR Loty
3 TSETINETOI 295 PUFUN
A6 _-=4,71u57 2GIDGALDH4uN
A4

Rn?l’ ci29974Pp+ L0
\;, ]f':"' 0()1, ,Qu?h%(}n e‘

et R PRGN THRL oA TS 1——-1*: P58 T E— D RON I T R

On a €§§) = 0.567143729129942 avec 9 chiffres significatifs exacts.
\
| (2)
Le calcul de elO a nécessité le calcul de Si> Spsees 812. Or, avec
S1s Sps... S;, on a obtenu 462u) avec 15 chiffres significatifs exacts.
: ‘4, 5P ONRAD OGO A B+
‘ < LEGNANUNLNGAUNYNL 4G
3 CTunghunNgnENO0GNL+y0:s
4 54”*47\\1““%'01‘1’\;)*4(‘
—-{\»sz~1—‘~-§_§- AN AR S SR NN s N
% ST GRYASNGG LT+ N
7 A.,’I,]RWHI'('Q('Z.‘,?“.;\,()
? Jav3im 7-.3_1‘1374?u+uﬂ_
SIMGULARTIE Pt ToniFi UALS FirS1, i"ensSIfitITE OF CgMITLUED.
9 e T A L e e R AR X eE VAL
o J6GTINGT L0 Tain+g0
44 .fx*-)‘%U!b'la‘.'_nﬂb?t-.‘l.;n-uﬂ
A2 .("“1‘%1” -7t4.§1’|L 7-41{;-{'-0”
43— =T 1-“ X pAn Ty ioeyh
'1‘1,___._.[).J.3‘ .J7 1;1).17-41.4.-.*—&!—_
| 45 ‘5‘421/1_)7(;-{1[')7.;111.*-0{‘
; AL <H9RIMRTURIESTSTL400
On a egi) 0.693145743145743 avec 5 chiffres significatifs exacts.
i Le calcul de egi) a nécessité la connaissance de S S2,... 816' Or,
i avec Sl’ S2,... 516 on a obtenu 762 n) avec 15 chiffres 51gn1ficatifs exacts,
|
|
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VI. DETERMINATION D'UN ENSEMBLE DE SUITES A CONVERGENCE LOGARITHMIQUE STABLE
PAR 82 AITKEN

a) Introduction

*
Soit (Sn) une suite convergente de limite S . On dit que (Sn)n>0 est a
convergence logarithmique si

*

S -8
gim 2*L ; = 1.
mo S -8
n
®n+1
On note par Log = {(S_) convergente / £im = 1} et par
n e
o n
Aen+l
LOGSF = {(Sn) convergente / &im —Zgg— = 1}.

DELAHAYE et GERMAIN-BONNE [5] ayant montré qu'il n'existe pas d'algorith-
me universel capable d'accélérer toutes les suites de Log et de LOGSF ; on s'in-
téresse généralement 3 accélérer la convergence de suites appartenant 3 des

sous-ensembles stricts de LOGSF.

Cependant le 62 AITKEN est loin d'&tre 1'algorithme efficace pour cette

accélération.

Nous allons discuter les possibilités d'accélération de suites appar-

tenant 3 des sous-ensembles stricts de LOGSF par l'utilisation de la trans-

P

formation diagonale aprés application du 82 itéré 3 ces suites.
. , _1
Nous nous inspirons de l'exemple (Sn) =

L'application du 82 AITKEN donne

(n) _ 1 ' . . 2 . (n) _ 1
185 FICTSH) et l'application du &§° AITKEN donne : KEo = ;E?;:;; 2

v v

I1 est clair que :

- 2im kegn) = 0, & k fixé
=0
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- 2im kegn) = 0, & n fixé
) s

- 2im kegk) = 0
ko

Ce qui nous permet de remarquer pour la suite Sn, deux choses :

e(n)
10 Si nous fixons k on a alors 2i k12 1 t 1 4
alors 1m_———7—7—-= = et on a alors des chances
n ~k€2n 2

d'extraire une suite diagonale qui serait dans LIN.

0o - . N ¢ )
1 nous faisons n=k et posons (dk)kZl (k€2 )k21'
Alops gim Jetl _ 1 L
ors klm q, = 3. Ce qui implique que (dk)k21 e LIN,

Comme Rim[dk] = lim[Sk] on pourrait alors appliquer le procédé 62 AITKEN
ke koo

] P4

itéré a (dk)k21 afin d'accélérer la convergence de la suite (Sk)k>1 vers sa limite,

z

(dk)k>0 représente la diagonale principale du procédé 62 AITKEN itéré.

' s . . . 1
Nous avons fait un essai numérique sur la suite (Sn) = (H) et avons
obtenu des résultats encourageants mais cependant perturbés par la propaga-
tion d'erreurs ; néanmoins on s'y attendait vu les résultats théoriques con-

cernant le conditionnement du procédé 82 AITKEN appliqué 3 des suites

e
(s)) /--—2:i -+ p avec p proche ou égal 3 1.
n

Cet essai numérique donne, en faisant remarquer que l'on a noté (C

(k)
)

les quantités obtenues aprés application du 62 AITKEN itéré 3 (dn) !
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On pourrait se demander si l'application d'un tel procédé & des suites
possédant la méme propriété que la suite (Sn) = (%) n'accélérerait pas leur

convergence.

Dans un premier lieu nous chercherons les propriétés que possédent la
suite (S ) = (—J ensuite nous essaierons numerlquement le procédé sur les
suites ayant une propriété équivalente 3 (S ) = (—J

Les propriétés de la suite (%) se congoivent de deux fagons :

1°7€ fagon : Montrons que la suite (S ) = (= ) s'écrit 3 partir d'un certain
rang : Sn+ ¢(S ) ol ¢ verlfle une propriété E(p)(S ) définie
par :

Déginition 4 :

On dlt que f:R + R vérifie une propriété E(P)(s ) dans un voisinage

V de s* ot S¥ est le seul point fixe de f dans V si :

1

f est analytique dans V.
*
fr(s’) =
dp 2 2 tel que £1(s¥) =...= f(p-n)(S*) =0

1

EP)s*y =c o
avec les conditions p impair et ¢ positif non réalisées simultanément.

Tenant compte de cette définition de E(p)(S ), on est amenés & définir

un sous-ensemble de Log appelé L(l)(S )

Dédinition 5 :

\

On dit qu'une suite (S ) est dans L(l)(S ) si & partir d'un

certain rang N; S

o4l C ¢(S ) ot ¢ est une fonctlon vérifiant la propriété Eép)(s ).

Remarque : Kowalewski dans [12] montre que toute suite de L;l)(S*) converge

* P4 - -
vers S ; cette convergence é&tant logarithmique.
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1
1 _n
En effet Sn+1-m—m—¢(sn).

et 3 partir de n > 1 ¢ est analytique dans un voisinage de zéro et vérifie

la propriété Eél)(s*).

Une autre fagon de caractériser la suite C%) est :

n=1

éme _1 _ o1
2 fagon . Sn-a >Asn-m—n— m

d'od ASn+l -+ n(n+l) _ n 1
ASn T 7 (n+1)(n+2) T T n+2
ASn+l _
AS

pour n > 2 on a alors
n n

Ce qui nous améne & définir Lg?)(s*) le sous-ensemble de Log suivant :

Définition 6 :

*
Soit (S.) une suite convergente de limite S .
n’'n20

On dit que (Sn) € ng)(s*), si 3 partir d'un certain rang (Sn) peut

'/ [
S ecrire :

ol les (ai) sont des réels non tous nuls et o < -1,

GERMAIN-BONNE et DELAHAYE dans [5] montrent que la famille des suites
d convergence logarithmique est rémanente c'est-d-dire qu'il n'existe pas un
algorithme accélérant la convergence de toutes les suites 3 convergence loga-

rithmique.

Nous essayerons d'accélérer la convergence de suites (Sn) appartenant a

des sous-ensembles stricts de LOGSF.

Dans les définition 5 et 6, nous avons défini L;l)(S*) et L§2)(S*).
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Montrons alors que :

- ng)(s*) © LOGSF

- 1§2)(s*) < voesr
L'inclusion L§2)(S*) c LOGSF ne nécessite pas de démonstration.:
Nous allons plutdt montrer que L;l)(S*) c LOGSF.

;;1)(3*) c LOGSF

(1), %, __ _
S, € Lp (s )-—>sn+l = ¢(sn) n

v
=

¢ analytique dans un voisinage de s* on écrit :

¢(P)(s')(s_n--s*)p

* ] 1 -
S 41 ° ¢(Sn) = ¢(S7) + ¢'(S )(Sn S) + S

n p!
*
| \ $P)(s*) &P
| PR -
d'oud Sn+1 =S + e t _'_'E?T"___' +...
(p)
- ¢ "°(s) .p
Cn+1 *
I1 est clair que > $'(S8) = 1.
n
On a :
(p), * Ae e .\D
Aerl=gl——é§-l-eﬁ too. => Lim _Eﬂii = Rim 2+1 =1
b mN “€n mN{ n

d'ou (Sn) € LOGSF.

b) Possibilites d'accelération de L'(s™) et 1{?)(s")

. s 1 *
Nous avons testé numériquement l'algorithme suivant sur L; )(S ) et

(2) ¢ o*
Ly77(s™).
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Soit (S_) une suite telle que %im S_ = s*.
n n
bamasd
On applique le 82 itéré 3 (Sn) pour obtenir les quantités (ksgn)).
On prend ensuite la diagonale : (4, ) = ( e(k))
P g P lq) = ey )

(k))

On applique ensuite le 82 itéré 3 la suite (4,) ; on notera par (Cn

les quantités obtenues.

Inconvénients :

Cet algorithme n'est pas stable du point de vue numérique ; on pouvait
s'y attendre étant donné que le 82 AITKEN est mal conditionné quand il est

appliqué 3 des suites (Sn) de limite S* telle que

e
+1

n > p
n -0

avec P voisin de 1.
On trouvera plus de détails dans [19].

Nous avons vu précédemment que le 62 itéré appliqué 3 (%) donnait le

résultat suivant :

) & n fixé, et (dk) = ( e(k)) alors :

- Soient (t,) =( e(n) £

k 2
(tk) € LIN et (dk) € LIN.

~

Question : En est-il de méme pour toute suite appartenant 3 Lél)(s*) ol a
132(s*y

Notre réponse ne sera pas précise mais ce que l'on peut dire c'est que
(n)
2

tuition principale qu'on a eu est donnée dans les propositions 5 et 6 suivantes :

1l'on a des chances pour qu'une diagonale (ke ), n fixe, soit dans LIN. L'in-
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bl) Propriété de Lél)(s*)

- —— - - -t e - - —-——

Soit (Sn)n20 € Lél)(s*), on a alors :

' (n) * _
10 k€2 -8 = Ok(en)

Oy etant une fonction analytique dans un voisinage de

@ o0 =0
o, (e ) k
@)  wim 2 - [P'l]
e D

2im k+1(n7 - p-1

o € p

12 est clairn que b) nésulte de a).

Démonstration :

Récurrence sur k.

(be_)? Ae
k=1 :0na e =e_ - n e - n
_— 1™n n 2 n Ae
A%e n+1
n -1
Ae
n
Comme S = ¢§(S_), ¢ vérifiant E(p)(s*) il vient :
n+l n’? ¢ .

(p),o* (p+i), > .
(S ) p ¢ (s') p+i
pe1 T et e et Sy e

(p+i) , .* .
oot ¢ (s ) ePtT 4,

(p) o* :
N .0 F°(s) p
d 1] ou Aen _—p——!—-_ en o p+i T n

On a alors :

...

zéno avec

(%),
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¢(p)(s*) R ¢(p+i)(s*) o
Aen+1 ;’ p! ntl " T°° (p+i)! n+tl
e E(P)(s*) > PLETEAPCN pHi
——— e +o...t T +...
p! n pti)! n

n+l i n+l

1+a¥0en+5b) 2 {p)

Aen+l - [en+1]p [?-+a§p) en+11-aép) e2 +...% afp) ei +..:] *)
2

i
. - e +...
2 en + al n

(pti) >
avec afp) = ¢ .(S ) ¥i =21
i pt+i)!

D'aprés (*)l il vient :

e (p),o* _ (p+i) .
LR I 9———$§—l eP 1 too.t ¢ —~ eP™ 1y
e, p! n pti)! m

N €n+1 p

(p),o*
d'ou :1+pib____(.s_lep_l+

1
. n
en P

Pour n assez grand ; la suite e, vérifiant la condition de Gauss

(p)

* 3 . . . 3
(¢ vérifie E¢ (s7) e est dans un voisinage de zéro ; ainsi que l'expression

k
2 b4 a(P) e !

(p) (p)
a;bl e  tay el t...t ag o tee

D'od 8 1 2 est développable en série entiére de e » et ce pour
e +

l+a1 en+a2

e dans un voisinage de zéro.

I1 vient donc d'aprés (), :

i Ae (p)o* _
) _A_m-_'}. = 1+P ¢___$.S_.).. eP 1 + .
e p! n
n
| L *
| o $PEH » oP*)(s*) pui
| e S ef ...t T °n  tee
d'od n__ p! n p+i)!
Ae (p)(c*
ntl _ ¢ (S ) p-1
- p-—_—r_—_e +.‘.
‘ Ae p! n
1 n
|
Ae
. £ 3. . n 1
I1 est clair qu'on en déduit %im 0 = =
oo en+1_ 1 p
n Een
(1) (1)

d'ol 3 0,7’ analytique dans un voisinage de zéro 0,7°(0) =0
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(1)
0, (e ) Ae
et fim -E;ET-E_ = }-et tel que —2 = Ogl)(en).
o n P Ae
ntl _ 1
n
En posant e - O(l)( ) = Ol(en)

I1 vient e = Ol(en)

1™n
On a 01(0) =
(1)
0,(e_) 0,7 "(e.)
e’t-_l__n__: 1-__1_3_.__) 1 —.J.'.:El_.
en en 00 P P

ce qui finit la démonstration pour k = 1.

On suppose KEn = Ok(en) avec Oy vérifiant les propriété citées précé-

demment. Démontrons que e, = Ok+1(e ) avec 0k 1 vérifiant la propr1ete.0k+1

k+1
analytique dans un voisinage de zéro, k+l(O) =0 et.

0, . .(e ) -
k+1 °n” ,vp-l_‘k-rl
e p_

n
On a :
_ _ Aken
= N E—
k+ln k™n k€n+l .
EE
k' n

On a W&o = Ok(en)'

Pour des raisons de commodité on va remplacer pour n assez grand e, par
X en tenant compte que si S o+l ¢(S ) ¢ analytique dans un voisinage de s*
alors € 41 - g(e ) avec g analytique dans un voisinage de zéro
les conditions supplementalres faites sur ¢ (¢ vérifie E(P)(s )) feront aussi

que g(0) =0 ; g'(0) =
On a alors :

e =0, (x) et & = 0, (g%(x))

k™ n K n+l - Ok(g(X))

* k€n+2
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0 et g étant analytiques dans des voisinages Vl et V2 de zéro dans
un voisinage V3 c Vl n V2 il vient que Ok, OkOg et OkOg2 sont analytiques.
Nous supposons

ken = Ok(en) avec Ok vérifiant :

- 0k analytique dans un voisinage de zéro.

- Ok(O) =0
C %) [P-_l'lk
el'i onacd p_

et montrons que x+15n = Ok+l(en) avec Ok+1 vérifiant :
- Ok+1 analytique dans un voisinage de O.

- ok+1(o) =0

i Ok+l(en) R [P‘l-lk+1

e P_
AkEn
On a par définition : k+1€n = ken “EE T —
k'n+tl 1
ZkE
n
comme Sn+l = ¢(Sn) ¢ analytique dans un voisinage de s* on a
(p) o>
- ¢ F(S°) p
en+l = en + __B!_—— en +toue

d'ol € .1 g(en) ; g analytique dans un voisinage de zéro avec g(0) = O et
g'(0) = 0.

On écrira alors : A € =,e  -,€ = Ok(en+1)-0k(en) = Ok(g(en))-'ok(en

| Ak€n+1 Ok(g2(en))-0k(g(en))
et
A

ksn ) Ok(gYen)y -Ok(enji

Nous allons remplacer, pour n assez grand, remplacer e, par X

|x| étant assez voisin de zéro, on obtient alors :
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Etude de 0, (g(x)) - 0, (x)

0, (%) _mk
Comme f£im kx = [E ]zl on a :
x*0 P

p-i]"
Ok(x) = [p] x + fk(x)

ou fX est analytique dans un voisinage de O avec fk(O) =0

£, (%)
et Lim
X0

k
d'od Ok(g(x)) = E!l;—l:l g(x) + fk(g(x))

= fi(O) =0

k
d'olu Ok(g(x))-Ok(x) = (g(x) - x) l;%l:l + fk(g(x))-fk(x).

(p), *
d'aprés (*)l g(x) = x + 2—-13—5—8—) xP +..

(p),o* (p+i)
=27 Ss)xp+...+¢ -
p! pti)!

pti

d'ol g(x)-x X +...

On en déduit alors que

(p) * _ k
0 (ax)) -0, (1) =88+ [B1T R 4 6 (g00) - £, (0.

f, (g(x)) - £ (%)
k kK 5o
xp x>0

Montrons que

£, (%) 5 3
x“to, %X ...

On sait que —> 0 d'ol fk(x) = a

x>0 2

d'ol fk(g(x)) = 0L2g(x)2 + otza(g(x))3 +oo.
N 2 2 3 3
d'oll fk(g(x)) - £(x) = o, [(g(x))"-x ]+0L3 [g(x))"-x"1 +...

£ (g(x)) - £, (x)

i.e. Z) =% > 0
P)(s ) (p)
org(x)—x:—-—P—!-——-xp-f... avec(bp(S);lO
£ (g(x)) - £ (%) £ (g(x)) - £ (%)
d'od Lim — X - gim X Kk -0

x-+0 xp x>0 g(x) - x
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2
Ok(g (x))—ok(g(x)) . ¢(p)(s ) 21,
O (gx) -0, x)  ~ P01
d'ol pour x assez petit on a :

0, (g(x)) -0, (%) k
k2 k = [_l] X E+O](<l)(x):]
0,(g°(x)) - 0, (g(x)) P

0, &(x)) - 0, (%)

ol Oil) est analytique dans un voisinage de zéro
(1) -
Oy (0) = 0.
En revenant aux notations e, = X pour n assez grand on a :
Ae:
o2 e B A
k€n+1 -1 °n
€
k n
Ae e k k
N k n n|p-1 (1)
1 - - - - —
d'et 34150 * xp Kk€n+1 =0 (e) [p [;)] [ ] O "(ey)
-1 -
Aken

On pose O, .(e ) = 0, (e ) - iE- E:E-k—e p-l " P(l)( )
RP k+1'"n” 7 “k'"n p Lp]l P k ®n
- On a bien 0k+l analytique dans un voisinage de zéro,

- 0,,4(0) = 0
_ Ok'l'l(en) O (e ) 1 l— _Ik_ I—p—l_lk O(l)(e )
e, e, EREN ‘pl Tk n

Par hypothése de récurrence on a :

Ok(en) . (p-f‘k
en _p

(1)

Comme O (en) —> 0, il vient alors :
b o ua’d




7y

0,.,(e) - 0(e) p_mk ek
pin LB o gy KD —[Pl:l l:[P—-l-] (1-3y.
o en o n P P p P

0, .+(e ) _mk+l
i.e. : Qim—ﬁl—L:H
e €n p

ce qui donne O

. rd - (3 ~ 2 *
Nous nous intéressons maintenant au cas de suites appartenant & Lg )(S ).

b2)  Propristés de L{2(s%)

(2),o* ‘s .
Concernant Ll (S') on a la proposition suivante :

Proposition 6 :

Soit (Sn) € L§2)(S*) ; on a alons

E(n)

k+1°2 (k)
=C

n 1

A
Lim
N+ Ake 5

=C10uO<Cl<1

Démonstration :

Montrons que L:(LQ)(S*) est stable par le procédé 62 AITKEN et que

Ale;n)
Qim—A———=Cste=C 0<C«<1
T-»00 Sn
1%7€ Etape
Alegn)
Montrons que £im AS =C 0<C<1
o n
(o) (s ) As_
| Ona .. =5 - =S -
172 n 2 n~ AS
A Sn n+l 1
Sn
AS AS
N (n) _ _ n+l n
d'ol : A152 = Asn iS + S
+2 1 ntl 1
AS AS
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-
ASn-T-l
(n) Sn 1
bie, " =85 |1 - 55 Y3
n+2 _ 1 n+l -1
Sn sn
ASn-!-l As.n+1
(n) Ash AS
Ay = AS) Ixs S
n+l -1 n+2 -1
s m_-
| n ntl ]
(n) _ 1 1 -
A1‘:2 - ASn+1 AS S - ASn+l
n+l 1 n+2 1
“8S AS .
n n+l
Aleén)
Calculons 2im 25—
oo n
(n)
BSp41 RSN
Comme S —> 1 ; on a gim RS T
N oo Nyeo n

' -
ASn+2 _ ASn+1
AS AS
7 n+l n
Snr1_[[Ponea A
AS AS :
n n+l ,’J
ASn-l~2 ASn+1
im — ASTH’]. ASn
oo AS1'1+l _ ASn+2 -1
ASn ASn+l

Dire que (Sn) € L§_2)(S*) revient 3 dire qu'il existe des constantes

(ai)hlnon toutes nulles, 0, < -1 et telles que :

d'ou pour n assez grans

AS
De méme nt2
AS

n+l

a'od ASn+2 _ AS1'1+1
AS1'x+l ESn

-1~

e
n+l

(2)
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AsS As o

ie. nt2 _"n+l, 71
ASn+1 ASn n2
2
As As .o
De (2) on tire que nt2 4 n+1__1] N2
AS A3 J 2
n+l n n
ASn+2 _ ASn+1
dron tinm ol % a1
ponact ASn+1__1 an+2 %
AS ASn+1
A egn) 1
d'aprés (1) on a alors %im 3 = -
e n 1
2cme Etape :
Montrons que (eén)) € L§2)(S ) avec
A1€§n+l) B, B
—A—(IT =1+ ? + 5 +eee
€ n
172
ou Bl = 0.
As_
- n+l
On a en posant Rn = g
n
(n+1) _
A t_:(n) = AS R+l R . A152 - R Rn+2 Rn+l 1-R
172 n+l (1—Rn)(1-Rn+17 AlE:gn) ntl R ., -R 1-R .,

= X et ramener en termes de

S

Nous allons poser pour n assez grand

"x assez petit".

2
. on . R($“(x)) - R($(x)) 1-R(x)
On considére alors la fonction p(x) = R(¢(x))[ 1
RGGN =R | 2620

ol ¢(x) = ;éf = x--x2 oot (1) x:L+1 S
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etoﬁR(x)=1+a1x+ o, x2 +...

pour x assez petit R(x) définit une fonction analytique au voisinage de zéro.
De méme que R($(x)) vu que ¢ est analytique au voisinage de zéro.

On a alors :
R(O(x)) = 140, 6(x) + ay(6(x))° +...

R(p(x)) = 1+0t1x+ x2(a2—oz_l) + x3(a3—2a +a1) L

2

d'od R($(x)) -~ R(x) = - 0y x° + x°(ay - 20,) +...

On constate alors qu'il existe une fonction Rl(x) analytique au voisina-

ge de zéro et telle que : Rl(O) = -0, et R($(x)) - R(x) = - x° R, (x).

proy REOZ(x)) - RO [¢(x))2 R, (¢(x))

R(®(x))-R(x) ~ ¢ x R, (%)
. Rl(¢(x)) . .
Si R2(x) = _§IT§7_— comme Rl(O) = -0 # 0 il est clair que R1 est

p . 2
analytique au voisinage de zéro ; de plus R(x) = 1+ 0(x").

Comme ﬂﬂgil 2 3 2

2
= 1l-x"+x"... = F%;% =z 1-2x +Oﬂx).

ol 0, représente une fonction analytique au voisinage de zéro telle qua
0,(x) = 0(x>).

2 R, ($(x))
R(°(x) -R (x)) _ 2 1 =1-0x?
RGO RGO~ - (17 2% +0,(0) Ry = 1- 2 + Ry

On tire alors que

ol R, est analytique au voisinage de zéro telle que Ry(x) = 0(x3).
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1-R(x)
1-R(¢2(x))

On montre de la méme fagon que Ru(x) = est analytique au
voisinage de zéro avec Ru(x) = 1+O(x2).

On peut donc trouver des constantes (Yi)iZQ telles que

R($2(x)) = R($(x)) _ 1-R(x)

= 1+'Y2 x2-l-'Y3 x3 +...

R(¢(x) - R(x) l-R(¢2(x))
Comme R(x) = 1+0Ll x+0, x2 +... on a R(¢(x)) = 1+0L1 X t...
2

1-R($%(x))

ol les (B;),,, sont calculés a partir des (0;)459 ot (V)55,-

Posant x = % ol n est assez grand, et remarquant le fait que

1, _ 4 €§n+1)
P(=) = on conclut :
o A, erF
172
. A, €§n+1) @, B,
(3) _K—(HT = 1+—+ —5 +... pour n assez grand.
£ n
172

Ce qui montre que L§_2)(S*) est stable par le procédé 62 AITKEN.

(n) ‘

On fait le meme raisonnement avec 182 au lieu de (Sn) et on trouve :
A e(n+l) ‘
.lim—?_ﬁ‘?_.;_:—i |
me A gl % . |
2 72 |
4, Egn+l) % Bgl) 1
‘——ﬁ;T:l'l'-ﬁ-'l'——T"'..o ‘
8, g, n i

et ainsi de suite. Arrivé 3 1l'étape (k+l) on trouve :

(n)
A € ‘
pm L5210 |
Ak,egn) 1

C.Q.F.D.
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En conclusion ; on remarque 3 quel point le 82 itéré peut &tre efficace

pour accélérer la convergence de certaines suites 3 convergence linéaire.

J'aurai aimé montrer que l'ensemble des suites totalement monotones
3 convergence linéaire est stable par le procédé 62 AITKEN, c'est-3-dire

(n)y oom. »

répondre & la question : Si (Sn) est T.M. a-t-on (182

La réponse par l'affirmative nous aurait permis de montrer que pour
(n) o g*
= 9

toute suite (Sn) totalement monotone & convergence monotone ; £im k€2

. rd ~ * ” L3 . 3 » k-m
n fixé, ol S désigne la limite de la suite (Sn).

Ce travail nous permettra d'envisager la possibilité d'accélération

de la convergence linéaire ou logarithmique par 1l'itération du 8,-algorithme.
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DEFINITIONS ET PROPRIETES

l.

*
On dit qu'une suite (Sn) convergente de limite S appartient 3 Log si :

. en+ 1 ~ P4 . rd *
Lim = 1ol e Treprésente la quantité Sn-S .

n-)ooen

On dit qu'une suite (Sn) convergente de limite s* appartient a Lp s'il

existe p appartenant & l'intervalle [0, 1] tel que

e
n+l -

1
€n

f£im fe ——— = P.

N n+l

. 1

n

*
Une suite (Sn) convergente de limite S est dite RAABE-Convergente si :

8S 41
2im (n+1) —A—g——-l = A > 1.

oo n

*
Une suite (Sn) convergente de limite S appartient & LOGSF si
As

R,lmT;-H-—]:= 1.
o n

Soient T un procédé et E un ensemble de suite convergentes. E est dit

stable par T si

V(Sn) e £, alors (T(Sn)) et

Rappelons les propriétés suivantes :

P1)

P2Z)

P3)

Toute suite RAABE-Convergente appartient & LOGSF.
Toute suite de LOGSF est strnictement monotone & partin d'un certain nang.

Log et LOGSF ne sont pas accélérables.
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I. INTRODUCTION ET POSITION DU PROBLEME

Au chapitre I, nous avons énoncé un théoréme (cf. théoréme 1) montrant

1'efficacité du 62 AITKEN pour accélérer la convergence de suites appartenant

3 LIN. Cependant, ce procédé est loin d'é&tre un procédé d'accélération de la

convergence de suites appartenant 4 des sous-ensembles stricts de LOGSF.

Certain auteurs [12], [2] suggdrent alors de modifier la formule du &2

la formule du 82 AITKEN :

sy + (e{My = |s_ - % " 8% (1)
n 2 " 1°n A(AS )

n

et de la remplacer par une autre du type :

(s )+ sy = fs - ®n * %55 (1")
n n - n Ab

n

ol (bn) est une suite de paramétres tendant vers zéro.

Un choix judicieux de la suite (bn) rendrait alors (1') efficace pour

accélérer la convergence de suites d convergence linéaire et celle de suites

appartenant a8 des sous-ensembles stricts de LOGSF.

Cl1)

C2)

C3)

Des études ont été faites sur les cas de suites (bn) suivants :

AS
_ n
n’n21 ~ AS
n

ASH_'.1 021

on obtient alors la premiére colonne du

8-Algorithme étudié par BREZINSKI dans [1] et par CORDELLIER dans [4].

2
(AS.)
_ n
)=~ |- ——

5 on a alors la procédure standard étudiée par
A”sS

n n20

GERMAIN-BONNE dans [7] et KOWALEWSKI dans [81].

z 7

(b)) = (ASn)l/p ol p eN", p 2 2. La transformation a été étudiée par

KOWALEWSKI pour accélérer la convergence de suites de Ll/p'
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C4) Dans le cas ol (Sn) est une suite RAABE-Convergente on pose pour p e N :
(b ) = ((n+p) AS ) et on obtient alors la premiére colonne d'un procédé
étudié par LEVIN [9].

C5) (b))

n (ASn). On a alors le procédé (1) c'est-d-dire le procédé 62 AITKEN.

Dans chacun des cas, on a 3@ faire 3 des procédés non linéaires : b est

construit a partir de Sn, Sn+l’ Sn+2 dans les cas C3), Cu4), C5) et & partir de

S_, S S S +3 dans le cas 2).

n’ “n+l’ "n+2® "n
Pour le casCl)et pour n 2 1 ;bn est construit a partir de Sn—l’ Sn’
Sn+1’ Sn+2' Le but de ce chapitre sera de trouver :

- Un sous-ensemble S ¢ LIN stable par le procédé (1') dans chacun des
cas Cl1l), C2), C5).

- Un sous-ensemble S, .. c LOGSF stable et accélérable par le procédé

(1') dans chacun des cas Cl), C2), C3), Cu).

Une fois qu'on aura trouvé ces deux sous-ensembles, on pourra alors

envisager 1'itération du procédé (1') dans chacun des cas cités.
On procédera de la maniére suivante

rd . . . * - ~
Etant donné une suite (Sn) convergente de limite S ; on construit a

n20
partir de p termes de la suite (S )-avec p fini- la suite ()

convergente de limite nulle. Nous pouvons alors définir le procédé T suivant

b
. T (1) _ _'n
T : Sn —_— Sn = Sn ‘Eb—n- Asn, n 2 0.

Si on posséde des informations suffisantes sur (Sn) et (bn) pour 1'ité-
(x)
n

ration du procédé T ; on peut définir des quantités s de la maniére récursive

suivante :
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( b(k) .
set1) | U0 - P po00) ra o
n " *n Ab(k) n k20
n
(0) _
(3) dsn = SD
Lbflk) construit & partir de p termes de la suite (Sr(lk))

Afin de donner un sens & (3) on supposera que s'il existe m naturel /

bE-rl (ml) (m)
= = 1 alors Sn = Sn le 2 m+l.
b
n

Les questions qui viennent alors le plus naturellement & l'esprit sont :

Q1) Conditions que l'on doit avoir pour que 2im S;k):=sf, k>07?
-0 '
SI(1k+1) _g*
Q2) Conditions que l'on doit avoir pour que £im N =0,k>07%?
o Sn -85

La réponse est alors donnée par des résultats de convergence.

I1. RESULTATS DE CONVERGENCE

Le but de ce paragraphe sera d'étudier d& 1l'aide de chacun des cas de

(k)

suites b donnés au paragraphe 1, le probléme de l'accélération de la con-

vergence tout en essayant de répondre a la question Q2).

Avant de répondre aux questions Q1) et Q2), on supposera que la suite

(bflk))nZO vérifie pour k 2 0 le fait suivant :

8i l'application du procédé (3) aux suites (Sn)n et (a Sn+b)n o

0]
F - ol a différent de zéro et b sont deux constantes arbitraires -
! : ) x) . (k) %) __ (k)
fournit respectivement Sn et tn alors tn :aaSn +b.

Exemple : Si (bn) est choisie comme dans les cas Cl), C2), C3), Cu4) C5) alors

F1 est vérifié.

Nous allons donner une proposition permettant de répondre partiellement
a Q1).
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Proposition 1 :

Soit kx € N, k $4xE. Supposons que Lim Sék) = s¥ et qu' il existe a et B
o
b(k)
deux constantes telles que 0<a<1<B e,t-%% ¢ [a, B], keN, alors Lim sr(lk"l) ="
b N
n
Démonstration :
D'aprés (3) on a :
(k) (k) (k) _ oK) (k) (k) (k) (X)), (X)
S(k+1) - S(k) _ bn AS(k) _ Sn bn+1'-sn bn -'Sn+1 bn *'Sn bh
n n o T M T L) _ (0
n ntl "n
NS NUSINGS!
ie. : S(k+l) - S(k) n __'n n
T Yn n+l b(k)__b(k) b(k)'-zxk)
n n+l n n+l

(k) , g(k+1)
n n
procédé de sommation. On est alors en mesure d'appliquer le théoréme suivant :

On peut considérer que la transformation S pour k fixé est un

Theoneme de Toeplitz :

Soit (Sn) une suite convergente et (Vn) la suite déduite de (Sn) par

[N

)
Yo
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et ol A est une matrice infinie. Une condition nécessaire pour que

Lim Vn = Lim Sn est que les trois conditions suivantes sont vérifiées :
oo o

[}

kzl Iank' <M ¥n

nk

@
(:) fima_, =0 vk
®

o0
2im ) a, =1
e k=1 nk

(n)

Dans notre cas on a une matrice A bidiagonale infinie avec :

’ B (k)
2K i+1
T S 6" B '3
b, - -b.
i+l i
(k)
o b
ii+1 7 bZk) (k)
., 2~ Db.
i+1 1
(k) _ j#i
1 %,5 7% 3721n .

Donc les conditions (:) et (:) sont automatiquement vérifiées.

Pour la condition (:) on doit avoir :

0]
+ <M ¥n od M_>0
bk ap (k) K k
n n
1 1
i.e. b(k) + b(k) < Mk ¥n.
1- n+l 1.0 _
(x) (x)
b b
n n+l

d'ol en posant N, = ﬁL on doit avoir la condition :
k
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b(k)
N, < |1--2fL ¥n ; condition automatiquement vérifiée s'il existe a, B
k b(ks
n o, (k)
+1 v
tels que a< 1<B et ——< ¢ [a, B] ¥n
bst
n
C.Q.F.D.

Traitons maintenant le probléme de 1'accélération de la convergence

et donnons une réponse & Q2),

Proposition 2 :

Supposons que Les hypoth2ses de La proposition 2 soient verifiées.

Si £a quantits ¥ - s$9 - g% venigie
(0
n+l _

o 1t

en
£im '—(-]2')——— =0

e bn+1

p ) 1
1

alons (S£k+l)) convernge plus vite que (Sik)) verns s* dans Le sens :

Sék+l)- *
leT')————;— = 0.

me g %o g
n

Démonstration :

Les hypothéses de la proposition 2 étant vérifiées, on a alors

(
gim 8°K) = gam SO _ % recroamdive gim o) - gim oKD - o,
“n n n n
homas) Tl—»o0 n-»co >
(k) ,.(k)
D'aprés (3) on a S(k+1) = s(k) - bn Asn
P N N (3 I

n
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*
Tenant compte de F, ;en posant a = 1 et b =-8 on a alors :

(k) (%)
s(k+1)__ * S(k) * bn ASn

n § =8,7-8 - Ab(k)
n
(k) , (k) (x)
e, QU ) Pnfen T o e
Tee n T Tn AbZk) < b?ks
pe! ntl 1
bik)
() "
®n+l -1
o(k+1) (k)
t A n -
Dot =y~ =1+ (k)
n n+1 -1
p(0)
" L0
“n+1 -1
eik) e(k+1)
.tz (K)y secs .. n _ . n _
La quantité (en ) vérifiant iiz ;T§7~——-— 1 on a alors £im 5y 0.
n+l _ 1
bZkS
n

C.Q.F.D,

Il est clair que les propositions 1 et 2 ne sont pas intéressantes vu
que les hypothéses dépendent de (Sﬁk)) et de (bik)) et i1 nous est donc impos-

sible de savoir si ces hypothéses sont vérifiées ou non.

Nous allons essayer d'exhiber un ensemble de suites (S ) et de suites

(k))

(b ) de telle maniére que (S et (b(k)) vérifient les hypotheses des pro-

positions 1 et 2.
Nous procéderons en deux étapes :

- La premiére étape concermera une étude sur les suites appartenant & LIN.

- La deuxiéme étape concernera une étude sur les suites appartenant a

des sous-ensembles stricts de LOGSF.
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L4

III. DETERMINATION D'UN ENSEMBLE S < LIN STABLE PAR LE PROCEDE DEFINI EN (1')

ET APPLICATION AUX SUITES (Sn) CONVERGENTES DE LIMITE S$* DEFINIES PAR

DES PROPRIETES SUR L'ERRELR e, = Sn-S*

a) Détermination de S

Avant de déterminer ce sous-ensemble de LIN ; on va donner quelques

définitions.

Déginition 1 :

Soit (un) une suite convergente de limite nulle.
On dit que (un) vérifie la propriété P¢ si pour n assez grand.

LR ¢(un) ol ¢ est une fonction analytique au voisinage de zéro

vérifiant :

- ¢(0) = 0
- -1<2¢'(0)<1, ¢'(0) £ 0

Deginition 2 :

Soit (w_) une suite convergente de limite nulle. On dit que (wn) vérifie

la propriété P((a{®)), (u ), m) si :
- Il existe un entier m non nul ; des constantes a(o) a(o),..., ago), .
. 1 72 i

(0) _ 0 k<m
tel que , et une suite (un) vérifiant

(0)

o £ 0
c2.z . _ (0) m (0) m+l (0) mti .S

la propriété P¢ tels que : w_ = L R L A T S SR 0,

pour n assez gr'and.



Sy

Dédinition 3 :

* rd - .
Soit (Sn) une suite convergente de limite S et vérifiant :

e
n+l

e
n

est un réel : 0<a<l1 et-(wn) une suite convergente de limite nulle.

= PHw ol p est une constante telle que -1 <'p<a<letp #0, ol a

On dit que (Sn) vérifie la propriété P(wn) si (wn) est une suite vé-

0y,

rifiant la propriété P((ai (un), m) et si

Au
o %im T £ 1.
er un

La recherche d'un ensemble S © LIN stable par (1') revient a trouver
des hypothéses sur (Sn) et (bn) de telle maniére que (Sél)) posséde une pro-

priété équivalente 3 celle de (Sn)'

Faisons sur (Sn) 1'hypothése Hl) suivante :

€n+1 N

*
Soit (Sn) une suite convergente de limite S telle que
n

p est une constante telle que -1<p<a<1l ol a est un réel tel que 0<a<1l,

(wn) est une suite de limite nulle.
On suppose de plus que (Sn) vérifie la propriété P(wn).

Soit (bn) une suite convergente de limite nulle vérifiant :

bn+1 = %im ASn+l + £ ASn+1 ASn+2 ASn+p
- [y 90 g E .
bn o Asn ‘Esn ASn+1 Sn+p—1

ol p est un entier fini, p 2 2 et f une fonction définie sur RP 3 valeurs dans
R ; continue au vcisinage de (p, P,..., P) et prenant la valeur zéro en ce

peint.

X3
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On suppose de plus que f vérifie la condition suivante :

ASn+1 ASn+2 ASn+
gi (S ) vérifie P(w_) alors la suite {f . eees P || vérifie
n n AS AS AS
n n+l n+p-1
une propriété P((B(O)) (u ), m') o m' e N*, et les (B(O) ).., sont des
prop i ® m'+i’iz2l

(1))

constantes calculées 3 partir des (a

1'hypothése H2)

120° On dira qu'alors (bn) vérifie

On a alors la proposition suivante :

Proposition 3 :

Sodent (5) et (b ) deux suites vErifiant respectivement Les hypotheses
H)) et H,). On peut avoin Les deux altennatives suivantes :

A1) La suite (s$1)) deginie pan (1') est une suite convengente de Rimite s*

(l)
S
vernigiant ﬁ%—s = pl+w1gl) ol :
-

-0 est une constante telle que -1<p ;<a<l et Py Z0

- wz(ll) une suite de Limite nulle verifiant une proprilté P((o‘(l)) (up)s mp)

ol m, e N ot ofi Les constantes (a(l) Y.~ sont non toutes mwee/s cal-

1 (0) m,+1°120
culies a partin des (@ 550
sfll)-s*
AZ) ———*-:O pourt n > N.
S-S

n

Démonstration :

(bn) vérifiant HQ) s 1'hypothése de la proposition 1 est vérifiée et on

a alors S(l) — S*.
m b AS
D'aprés (1') on a s(l) -
p n n an

De (Fl) on tire alors que :
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b b As
s{P) _g* = (g -8") - 2 A5 ze -2 D
n - n an n " n Ebn y

En posant (eil)) = (sil)-s*) on a alors :
en+l_ 1 bn+1 _ Cn+l
e(l) —e ¢ 1 - __e_{l__ = e . i]—___en_
n n bn+1__l " P
b b
_ n i n
bn+2 ®n+2 bn+1
(1) 5 - 1-—
' s ®n+1 _ Sn+1 “n+1l Cn+l n
d'ot : (&) D ° e 5 < . 5
e n n+l n+l n+2
n = 1-
n n n+l
S, vérifiant 1'hypothése H,;) on a alors :
n+1 ) (0) .
= p+w_ ol w_ —>0, w_vérifiant P((a, "), (u_ ), m),b_ vérifiant 1'hypo-
e n n n ; i n J°n
n e
thése H,),on a alors :
bn+1 =l ASn+l + f ASn+1 ASn+p =p+f
b - |**™ TAS AS_>**° AS N n
n n n n+p-1
AS AS
~ - 1’1+1 n+ P (O) 1
ot £ =f Rg e Z§—~—R_ vérifie P((Bi ), (un), m').
n n+p-1
(4) donne alors
(1) _ _ _
(4') en+l = (p+w) fn+1 wn+l . (1-p) 'fn
e;l) n fn ~ ¥ -0)-f 4
N _ (0) m (0) m+i
Par hypotheése on a Wy S ot u et o U .
m' m'+3
(o) (0)
et fn = ém' u ot Bm'+i u +...
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Pour n assez grand on remplace u par x; il est clair que lxl est
alors suffisamment voisin de zéro. Nous remplacerons £ par f(x), f41 P
f+(x), u_ par w(x) et w_,q par w+(x).

(0) o (0) xm+i

On a alors w(x) = a +...+ 0 ... iz2o0
m m+1
_ 2(0) _m' (0)  m'+s .
f(x) = Bm' X 1-Bm ) +... i=20

x étant voisin de zéro, w et f définissent alors des fonctions ahalytiques
au voisinage de zéro. Il s'ensuit alors d'aprés la théorie élémentaire des
fonctions analytiques (voir [3] et [6]) que w(x)- f(x) définit une fonction
analytique au voisinage de zéro, développable dans son disque de convergence

en une série entiére w(x) - f(x) = (O) xz +ooot yég) i +... i>20

(0 )

Si tous les Yg4; Sont nuls, on aura alors w(x) - f(x) identiquement
nulle dans son dlsque de convergence. En revenant aux notations en u_, on

aura alors wn-fn = O pour n assez grand. D'aprés la formule :

)
(1) n” f on déduit que = O pour n assez grand, d'ol A2)
€n 73—53-——— q ) b gr s .
o (0) (0)
n suppose alors les (Y£+1)1>O non tous nuls avec en particulier Yy £0.

I1 existe alors une fonction h(x) analytique au voisinage de zéro non identi-
quement nulle dans ce voisinage avec h(0) = 1 et telle que

wix) - f(x) = (0) R

h(x).
On fait la méme chose avec w+(x) et f+(x) en remarquant que pour x
suffisamment voisin de zéro W, (%) = w(dp(x)) et f+(x) = f(¢(x)) et on a .

W, G0 - £,60 = 7{ 600 h($(x)),

dron D TEOO {«a(x)] h((x))
wx)-f(x) 7 { x h(x) °

w+(x)-f+(x)

' '3
w(x) - £(x) — (¢7(0))

x*+0

On a
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h(¢(x))
h(x)
au voisinage de zéro. De méme ¢ vérifiant ¢(0) = 0, ¢'(0) # O alors

Il est clair que pour x assez voisin de zéro, est analytique

analytique au voisinage de zéro en non identiquement nulle dans ce voisinage.

Il s'ensuit alors qu'il existe une fonction h1 analytique au voisinage

de zéro telle que hl(O) = 0 et

w+(x) - f+(x)

(5) w(x) - £(x)

= (410)° + by (x)

La fonction (1-p)-f+(x) est analytique au voisinage de zéro et non

2&52 est
X

identiquemnet nulle dans ce voisinage car (1-p)-f+(0) = 1-p # 0. On en dé&duit

alors qu'il existe h2(x) une fonction analytique au voisinage de zéro telle que :

- h2(0) =0

(1-p) - £(x) _
(6) m =1+ h2(X)

De (5) et (6), on déduit alors que l'expression :

£,(x) -, (%) (1-p) - £(x)

P(x) = (p+w(x)) gy oy * (T-p)-£,(x)

s'écrit au voisinage de zéro :
- 1 2
P(x) = p(¢'(0))" + hy(x)
ol hs(x) est une fonction analytique au voisinage de zéro avec h3(0) = 0.

Posons x = u_ ol n est assez grand 3 on a :

(1)
e :
X remplacé par u - n assez grand- P(x) devient alors —%%% d'aprés (4')
L) °n
n+l (1)
et on a = pl + w )
eili n
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D'aprés la condition posée dans la définition P(wn) - définition 3 -

on a :

Au
Lim 0 ATH'l # 0
e u
u
Comme (un) vérifie P¢ on a 2im ntl . $'(0) ot -1<¢'(0)<1
e  q

$'(0) # 0

ce qui implique -1< p(¢'(0))2< 1 et p(¢'(0))2 Z0

-1<<p1.<;)<;a< 1
c'est-a-dire
Py £0

Montrons aue (wr(]l)) vérifie 1a propriété P((agl)), (un), ml)

(1)

On a w ™" = hy(u ) ol hy est une fonction analytique au voisinage de

zéro avec h,(0) = 0. Il s'ensuit alors qu'elle s'écrit dans son disque D de

convergence :
m m,+i
h,(x) = a(l) (1) X 4.4 a(l). x T ... iz20, m, 21,
3. my ml+1 m1+1 1

Choisissons N suffisamment grand tel que u € D pour n > N. On a alors :

m m,+1 m,+i
w = h,(u) = a(l) u 1 +0 u 1 +...1 u(l) u 1 N
n 3" ™n m1 n m1 n l+1 n

1)

et donc wé vérifie la propriété P((a( )) (un), ml).

Ce qui achéve la démonstration de la proposition.

La proposition montre que si (S ) et (b ) vérifient les hypothé&ses

H ) et H, ) alors le procédé (1') appllque a (S ) donne une suite (S( )) qui
(1)

a un comportement équivalent 3 celui de (Sn) En choisissant b "’ de limite

nulle telle que

p(1) As(1) As(d)
n+1 +1 n+l 22z . (1)
+ f seses le procédé (1') appliqué 3 (S )
b(1) 1 (l) Aséi; .

avec (b( )) au lieu de (b_) donne naissance & une suite (S( )) qui a le

(1)

méme comportement que celui de S et on peut itérer ainsi le procédé (1').

ie
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Arrivé & 1'étape k ; on obtient une suite (Sik)) possédant une propriété équi-
valente 3 celle de (Sn) et telle que
(x) *
S -8
k) o Lo s s
_%%%———; =p + wi ) ol (w;k)) vérifie la proposition
S -5

n
(k)
P(lo; ), (u )y m).

En choisissant (bik)) de limite nulle et telle que

(k) (x) (%)
b+1 s o 4+ AS 41 AS ol + £(6)
500 T BTGy gy | T Pkt

d'aprés l'hypothése faite sur f,comme (S;k)) vérifie une propriété équivalente
d H; on déduit que fik) posséde une propriété P((agk)),

clusion de la proposition (3) donne alors :

(un), m&) et la con-

gfk+1) _ ¥
-2 = + w(k+1) ol (w(k+l)) vérifie une propriété
SO _ox - P My n ’n20 prop
“n
(k+1)
((OLi ),(un),n&+l),et 1<p ., <1
pk+1 Z0

g(k+1) _ o
~ N

d'ouTT(—)___*=0;n>N
Sn -S

D'aprés le choix de S, etde (bn) on déduit alors de la proposition, le

corollaire suivant :

Conollaine 1 :

Soit (s) et (b ) deux suites verifiant Les hypotheses de La propo-
s{tion 3 alons

Sr(lk+1)_ g*

Lim =0 k > 0.

Nosco Sék)_ *
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Démonstration :

Par un raisonnement par récurrence et en tenant compte de la proposition
3, on montre que les hypothéses de la proposition 1 et de la proposition 2 sont
vérifiées et on obtient alors

(k+1) *
Sn -8

lim—TW-——;— = 0.

e S -5
n

Nous allons donner quelques applications & la proposition 3. Dans une
premiére étape on donne des exemples de suites (s,) vérifiant 1'hypothése Hl)’
et des exemples de suites (bn) vérifiant 1'hypothése H2) ; ensuite nous donnerons
les procédés (1') correspondant 3 chaque cas de suites (bn) et dont 1'itération
donne une accélération de la convergence de toute suite (Sn) vérifiant 1'hypo-
thése H)).

b) Applications aux suites (Sn) convergentes de limite S* et déterminées par

¢ 24 = *
une propriété sur 1'erreur e, = Sn- S

Un cas important est le cas de suites des points fixes. Nous cherchons
* Pd . z . . ~
la solution S de 1l'équation F(x) = x, F vérifiant des hypothéses qu'on donne-

ra dans le sous-paragraphe suivant :

Soit (Sn) une suite de nombres réels vérifiant : S = F(Sn), nz0

n+l
N . . . 2 *
ol F est une fonction analytique dans un intervalle centré en S. ol S est

le seul point fixe de cet intervalle vérifiant O'<IF'(S*)|< 1.

- . - . *
Pour des raisons de convergence ; on supposera avoir choisi So-S suf-

fisamment petit de telle fagon que l'itération converge.

On a alors la proposition suivante :
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Proposition 4 :

® La suite (s ) = (s_- s*) venifie La propritte

P. ol ¢ est La fonctionR +R/¢(x) = F(x+5 ) - F(5")

¢

@ La suite (Sn) vérifie l'hypothése Hl).

Démonstration :(en) vérifie P¢

P . . s *
F étant analytique au voisinage de S , on a alors.

(m),.*
_ I x s _ ek JFNSTY) o oxy L FOU(ST)
S.41 = P(Sn) = F(S +(sn-s )) = F(S )+_m_!__(sn s™) ek

ol m € N* représente le plus petit entier p = 2 /F(p)(s*) 0

Tenant compte du fait que F(s*) = s* on a alors :

(m),.* (m+i), .* .
* * *, P 7(S8) *.m F (S7) mt+i
Sn+1-S = F'(S )(Sn S )+—r (Sn—S YU +.. .t )T n +...
(m), _* (m+i), > .
. . P F (S ) m F () (mti
l.e(.*). en+l = F (S ) en + —-————m! en +...1 ——tﬁ_'_—i—y!——' en L 2

Soit ¢ la fonction R + R définie par :

#(x) = F(x+S") - s”.

1\

v

F étant analytique au voisinage de zéro, ¢ est alors une fonction analy-

tique au voisinage de zéro et son développement en série entiére donne :

(m),  * (mti), * .
- pr(c* F ()  m F (S7) .mt+i .
d(x) = F'(S )x+ 7 X +...t =T X +... i
en particulier pour e, " n étant.assez grand-:
(m), > (mti),  * .
- pr(s* P (sT) m FST) med .
¢le ) = F'(87) e +——0j e, teo.t — Ty Sn  tees i

\4

v
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La comparaison avec (*) donne alors :

17 ¢(en) = F(eni-S*)-S* pour n assez grand et d'aprés la définition

de la propriété P¢ on déduit que (en) vérifie la propriété P¢ avec
$(x) = F(x+5")-8"

(:) (Sn) vérifie l'hypothése Hy)

D'aprés la démonstration d (:) n = ¢'(0) ¢(m)(o) e™ 4
P s i e onae ., et e *...
d partir d'un certain rang.
e (m) (m) (m+i)
vy _otl ¢ "(0) ¢ (0) m-1 ) (0) m+i- -1,
D'ou - ¢ (O) + o m en +...+W n +..

n

posons p = ¢'(0), comme on a par hypothése :

(m) (m+i)
w o2& O w1 8 (0) mhi-l
n m! n (m+i)! n

On a bien 0< |p] <1 et %im w = 0.
o
. PO -] s 2, 7 (O)
Si nous montrons que (wn) vérifie une propriété P((ui ), (un), [
£ 21 avec u = e ,comme e vérifie la propriété P¢ ; on aura complétement montré

la proposition k.

(m) m-1 (m+i) .
) _9 (0 ¢ (0) (m-1)+1
Ona.wn—Ten +...+—(Wn +.. iz0
£ = m-1
Posons (5+1)
0t(O) -9 (0) s > m-1
i T agmr 12
On a alors :
W oea L 8™ o) e, o0
n - [ en cse ——(Tn.l_—i-ﬁ— n cee =
Ce qui d'apr@s la définition de la propriété P((a(O)) (un), %) montre que w_

vérifie la propriété P((a(o)) (e ), ).

C.Q.F.D.
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Donnons un deuxiéme exemple :

b?) Cas des suites (Sn) oscillantes convergentes

Au chapitre I, on a traité le cas de suites (Sn) convergente de limite

s* et telle que 1'erreur (e ) = (Sn— s*) vérifie 3 partir d'un certain rang

.
— n

€n+1 T (“o*'eo) €n
-1<a0<1,ao#o

-1« % + Bo <1

o < I8l <1

(x) 1 <

On a la proposition suivante :

Proposition 4 bis :

Soit (s ) une suite convergente de Limite ™ et telle que (e ) virifie
(x),, akors (S ) verifie L' hypothese Hyl.

Démonstration :

En effet d'aprés (*)1 on déduit alors :

en+1 - _ Bn
e - 0 0
n
n
On a alors = p-l-wn avec :
n
--1<p:_a0<19p#0
e
"wn— Boo

(O))’

Montrons que w vérifie la propriété P((ai

(un), 1) ol (un) est une
suite de limite nulle vérifiant la propriété P,..

¢

. _ O (0) 1
I1 est clair que WS 0 u teet 070 U +... pour n assez grand

< (0) _ (0) _ . : _ N
ol a; = -1 et a;" " = 0 ¥i =2 2 et u, = BO'
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Montrons que u, vérifie P o

On a Yntl T Bg+l = BO Bg - BO Yn = ¢(un)

ol ¢ la fonction R + R est définie par ¢(x) = x BO.
Il est clair que ¢ est analytique dans R car polyndme en x de degré 1,

On déduit alors que (un) vérifie P,.

¢
C.Q.F.D.
3®me Exemple
b3)_Application aux fractions continues du_type
a
bO * a
b =
+ a
5, 2
S (a, b choisis /b" +L4a > 0).
Soit 8% = by + —3 (s* #0)
b =
+b a
*1.
+.o..
Considérons Sn le n* ™ convergent de s* .
a A
Sh ¥ bt g B (7
+ n
'.+i
b

et montrons que la suite (Sn) vérifie 1'hypothése Hy).

Dans le chapitre 1, nous avons montré que s, défini comme en (7) s'écrivait :

n
g = g*[1tx n

n n
l-x

v
[

od 0< x| <1
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n n
On a alors S_ = S¥|1 + 2% implique S_ = s* 428" X
n n n
1-x 1-x
n
i.e. : e, = 28* X .
l1-x
e
Le rapport 2+l s'écrit alors :
n
en+1_ 1- 5P ) xn+1_xn ) xn+1_xn
e T X T m TR M T YT e
n 1-x 1-x 1-x
en posant p = x, on obtient alors
ntl _n
w o= oxeX X
n 1- n+l
0<lpf<1
®nt1
I1 devient alors clair que s TPt ol
n Limw_ =0
no T
Reste 3 montrer que (wn) vérifie P((agO)), (

non nul et (un) une suite vérifiant P,.

¢

Soit (un) la suite définie par u, = X" nz1,

I1 est clair que (un) vérifie la propriété P, ol ¢ est la fonctionR + R :

¢
y > ¢y) = xy et que ¢ est analytique.
De plus, on a 0< [$'(0)] = |x|<1
Xu_ -u_’
n n

On écrit alors w_ = x* —————
n 1—xun

1 . - P
Comme pour n assez grand %o est analytique au voisinage de zéro,

n

elle est développable en série entiére de u et s'écrit donc :

W

n = Ggo) u +0.(O) u2

2 n+...

(0) _ 2

avec @y~ = X -x = x(x-1) # O.

un), 2) ol £ est un entier
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On a ainsi montré que (Sn) vérifie 1'hypothése Hl)'
Cherchons maintenant des suites (bn) de telle maniére que :
*

rd . . [ -~
) (b ) vérifie 1'hypothése Hy).

~

Si nous arrivons & en trouver ; on aura alors trouvé des procédés du
type (1') par lesquels 1l'ensemble des suites vérifiant 1'hypothése Hy) est
stable. Nous noterons dorénavant S l'ensemble des suites (Sn) vérifiant Hl)

en remarquant que l'on a : § © LIN,

¢) Exemples de procédés par lesquels S est stable

c1) (b,) = (85,)

A As A
Il est clair qu'alors bn+1 = |2im Sn+l + n+l-—lim Sn+l
b - As AS S
n n n
et on a alors Eﬂil = 2im Asn+1 + f ASn+l ol f est : f(x) = x-2im ASn+1
b “As_ “AS_ : - “AS_
) n n n o n
Comme (S ) est par hypothése convergente on a alors &im b_ = O.
o0
e
n+l ~ P o (O ~ PN
De plus n Tptw - olw vérifie P((OLi )), (un), m» ou u_ vérifie

P¢ - implique

P ] B T
n+2 1 ®n+2 _ ®n+l
b1 Beyy _ %n+1|%n+1 _ %nt1 14 n+1  En
bn fe en en+1 €n en+1
-1 -1
e
A ) A [ A
ie. : q”l-(p+w) 1+ ——ﬂl—— =p+p " +w 1+-——:h——
tEe b T n (o-1) +w =P (b~ +w n (p-D)+w |°
n n; n L n
Asn+l’ L Aw_
| > et Ml = ———
I1 s'ensuit alors que : f Asn | P (p-l)-fwn W 1+ (p—l)i-wn
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L'hypothése H2) ne sera complétement montrée que si 1l'on montre que :

AS
*,) [k(sn) vérifie Hl) => | f —Zgil est une suite vérifiant
- n

P8O, (), m))

(Sn) vérifie Hl) implique alors que (wn) vérifie P((ago)),‘(un), m) ,
pour n assez grand- on aura alors ‘

ASn+1

fl&s
n

est une suite de limite nulle vérifiant P((B(o)), (u > My ) ol my e N" et od
(0) (0)
les (Bml+l) sont des constantes calculées a partir des (a m+1)1>0

Ce qui montre *2).
La proposition 3 permet alors de conclure :

Conclusion 1 :

S est stable par le procédé 6 AITKEN et on retrouve alors les résultats

du Chapitre 1.

Le fait que (Sn) € Hl) implique automatiquement que :

- %2imb_=0
n->oo n
b AS
. ntl_ ,. n+l _
- 2im ) llm—E-S—-—- P

n->ce n >0 n



b
. n+l
Expression du rapport T;_
- - \
1 - ASn+1 ASn+2 _ ASn+l
bn+1 _ ASn+1 Sn - ASn+1 ASn+1 Isn
b AS Bs_ | = (Pt RSe[|t KS
n n © T n+2 n n+2
1-73 178
n+_‘LJ n+l J
AS 4o 85541 AShep BSip
: . Prtr L (% 88 N = L% 85y
"S- B__ T PP s AS P AS
n 1 n+2 n 1 n+2
Sn+l ! Sn+l
b As AS
n+l _ n+l n+2
Onaalor’:s.b 'p+f[AS’KS ’
n n n+l
ou f est la fonction ZIR2 + R définie par :
= pl|dX% - =
f(x, y) = p[l_yJ + (x-p) {1 + 1—y]
et vérifiant f(p, p) = O.
- ([ [as AS
s s s . n+l n+2 PR
Montrons que : *3) ‘((Sn) vérifie Hl)—l => l(f[ RS KS ] vérifie
- - n n+l
(0)

Comme (Sn) vérifie Hl) ; d'aprés ce qui a été fait en C1) (paragraphe 2),

Asn+l

AS
n

On déduit : [ vérifie P((Y:ELO)), (un), m') ol les

:

(

( (o)

Ym'+i

)

120

P . O) ~ . P . N .
). : t
sont déduits des (am+1)120 et ol (un) est une suite vérifiant P¢ 3 i1 s'ensul

]

alors d'aprés : -
ASn+2’ -pl - ASn+1 -p ASn-1-2 _ﬂ _ (Asn+1 _
£ ASn+1 ASn+2 - ASn+1 S + ASn+1 _ 14 S1'1+1 ASn
ASn ASn+1 ASn+2 Sn _ ASn-i~2 _
(1-p) - AS - (1-p) g P
n+l _ n+l i
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8511 ASn+2] (0) *
que |f Asn > A5 +1j est une suite vérifiant P((Bi ), (un), ml) ol my €N
N (0) PP . (0)
et ol les (Bm1+i)izo sont déduits & partir de (Ym'+i)120‘

Ce qui montre *3).
La proposition 4 permet alors de conclure :

Conclusion 2 :

S est stable par le procédé P suivant :

[N

AS
n

P (1), _
(Sn)-——> (Sn ) =

Ce procédé peut &tre écrit de la fagon suivante :

(n)
n - Sn- X(—(B)—;—) ASn.
E2 “°n

P(s ) = S
C'est le procédé standard étudié par GERMAIN-BONNE [7] et par
KOWALEWSKI dans [8] ; il accélére la convergence de toute suite de LIN.

Il s'ensuit alors qu'en itérant ce procédé on obtient des quantités
(x) 1
SHR ASf]k)

S(k+l) = g(k) _ n As(k)

— k20
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Comme S € LIN on déduit alors que : ¥(s ) € Sonatz

glktl) _ *

Lim — =0
63) * :

me g -5
n

c3) 8,-itere

Le 8, se définit de la fagon suivante :

b AS
(1) _ o(n+1) _ _n""n
(Sn) > Sn+1 - e2 - Sn Abn
ASn
Oﬁbn_———Té—— nz1
n
1-7m—
n-1

Au lieu de cette formule, nous allons utiliser la suivante :

\

b

(n) _ _mn
(8)) > 687" =8 14 ib_ A8 41
rn0
ol b = ——éf&il——
n - AS
1 - n+l
AS
n J

I1 est clair que cette deuxiéme forme est équivalente 3 la premiére.
On a alors : (bn) est une suite de limite nulle et vérifie :

) AS
1 - n+l

n+l _ n+2 ASn

bn ASn+1 ASn+2
-85
n+l

b

n+l
—_—
B 9]

(Sn) vérifiant Hl) on a alors
n m-e
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i ASn+2 ASn+l
b AS AS - TAS
d'od n+l = lp+ Sn+2_ ol el + lAs
n n+l | 1 - n+2
_ ASn+1 _
-l -1
, ASn+2 _ ASn+1 .ASn+2 _ ASn+1
' bn+1 _ ASn+1 ASn ASn+2 ASn+1 ASn
- PP AS tlmso Pt S
n 1 - _nt2 n+l 1 - n+2
Sn+1 N Sn+1
e n+l _ + f Asn+1 ASn+2
. b P SRS
n n n+l

od £ est la fonction R + R définie par :

f(x, y) = p %Eg + (y-p) (l + %Eg]

on a bien f(p, p) = O car p # 1.

b -pl = £ ASn+1 ASn+2
2
bn ASn ASn+1

(O)),

Montrons que si (Sn) vérifie Hl) alors
suite de limite nulle vérifie la propriété P((B (un), m;) ol (u_ ) est une

suite de limite nulle vérifiant P¢.

On a : (Sn) vérifie H ) implique l'existence de (w ) suite de limite
nulle vérifiant P((a(o)), (u ), m) ol m est un entier non nul et (u ) une

suite de limite nulle verlflant P¢-et telle que :

e
n+l =p+w.

n
en

On a montré dans ce méme paragraphe en Cl) que si (Sn) vérifie Hl)

AS
alors -TK;t} p| vérifie P((Y(O)), (u ), m') ol les (Y(O) ) se déduisent
-~ . (O) . 2 [ . ) ~
a partir des (am+l) 50 311 s'ensuit alors d'apres :



u u -
Asn+2 -p ASn+1 -p ASn+2 -l - ASn+l -p

ASn+1 ASn+2 _ ASn+1 Sn ASn+2 S +1 Sn

f s =p + -p] |1+ N
AS AS AS AS AS

n n+l (1-p) - n+2_p n+l (1-p) - nt2 _

)= 178 PI-las_~°
B n+l _ L +1

As As
n+l n+2 . e s 20z
que f xS > A est une suite vérifiant la propriété
n ntl

p((8§0)a (), ml)oﬁ m, est un entier non nul et les (8(0) ) sont des cons-

m1+i i20

tantes calculées 3 partir des (aégi)izo.
As
Ce qui montre que si (Sn) vérifie Hl) alors (bn) = I———%%EII vérifie H2)
e

Conclusion :
S est stable par le 6,~algorithme.
Les deux assertions suivantes :
- Lin est accélérable par le 8,-algorithme,
- 8 ¢ LIN,

permettent d'affirmer alors que l'itération du 92-algorithme donne des quantités
(S;k)) définies par :

”
b(k)
SO _ () _Pn ) k2o
n T “n+l Ab(k) n nz20
n
(k)
L0 M k20
{i“n ° ASik) nz20
1 - n+l
As(k5
n
(0 . g nz0
\ n n




S£k+l)—s*
et qui vérifient : kﬁn-——riy——f;— = 0.
o Sn -8

I1 existe cependant des suites (Sn) d convergence linéaire pour lequelles
As ‘

—nr-
AS_

1. Nous allons essayer de trouver une classe de suites (Sn) stable

des informations sur le rapport sont plus faciles & déterminer que le

e

rappoert
n

par des procédés du type (1') dans le cas ou des hypothéses sur sont rem-

As
placées par des hypothéses sur le rapport —Zgil’
n

Nous donnerons ensuite des exemples de suites (Sn) et d'algorithmes

du type (1) dont 1l'itération est efficace sur ces suites.

Iv. DETERMINATION D'UN ENSEMBLE Sy = LIN STABLE PAR LE PROCEDE DEFINI EN (1')

DANS LE CAS OU LES SUITES (Sn) APPARTENANTAS1 SONT DEFINIEES PAR DES

PROPRIETES SUR ASn

Nous étudions dans ce paragraphe principalement des suites (Sn) telles

—-1<po<1
wn+1
- 2im w, = 0 et Lim - =1
- : n*® 'n

Avant de détailler cette étude, nous donnons quelques définitions qui

sont assez proches de celles données au paragraphe 2.

Définition 4 :

On dit qu'une suite (un) convergente de limite nulle vérifie M(Z), si

¢

a partir d'un certain rang u = ¢(u ) ol ¢ est une fonction analytique au

n+l
voisinage de zéro telle que :
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¢'(0) = 1, ¢"(0) =...= ¢(2—l)(0) =0 et ¢(2)(0) # 03 2 étant un entier

supérieur ou égal a 2.

Déginition 5 :

Soit (tn) une suite convergente de limite nulle. On dit que (t ) véri-

fie la propriété M((a(O)) (u ), m) si:

- i1 existe un entier m non nul, une suite (un) vérifiant la propriété

M;z) et des constantes aéo),..., a§0)’ . - telles que o = 0 sik<m
(0) _ (0 m (0) m+1 (0) m+i
et o # 0-, tels que th SOy vt Oe1 Up  Feeet O sou T4l

pour n assez grand.

Nous allons donner des hypothéses sur les suites (S ) et (b ) de telle

maniére que (S( )) définie par (1') ait une propriété equlvalente d celle de

(s).

Hypothéses H3) sur (Sn)

e s * s .
Soit (Sn) une suite convergente de limite S telle qu'd partir d'un

certain rang on ait :

ASn+l

AS po + tn ou :

= Py est une constante non nulle telle que -1 < <1

Po

- (tn) est une suite convergente de limite nulle vérifiant la pro-—

(O))

priété M((a (un), m), avec 2im u, = 0.

b marsd

Soit (bn) une suite convergente de limite nulle tel que le rapport

b As AS AS
! s'écrit : E+1 = Rim £2+1 + f A2+l,---, ZgrEiE—
n n o n n n+p-1

ol p21 est fini et (Sn) une suite vérifiant 1'hypothése Hy).
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On suppose f fonction RP + R vérifiant :

- f(po,..., po) =0

ASn+1 ASn+

- V(Sn) vérifiant H3), f-iagz-,..., AS

est une suite de limite
n+p-1

nulle vérifiant la propriété M((Bi0 ), (un), mi) avec :

(O).)

m'+i) 120 SODT déduits 3 partir des (a(oz)

1
mj 2 1etles (B m+i’i20

Nous dirons alors que (bn) vérifie 1'hypothése H ).

On a alors la proposition suivante :

Proposition 5 :

Soient (Sn) et (bn) deux suites vérifiant respectivement les hypothéses
HS) et Hy).

On a alors les deux alternatives suivantes :

Al - La suite (Sil)) définie par (1') est une suite convergente de limite s*

et vérifie :

- (tél)) est une suite de limite nulle vérifiant la propriété

(1)
M((ai )s (un), m;)

~ (l) P . ~ . (o)
m 21, et ol les (aml+i)izo sont déduits a partir des (am+i)120'
ast1)
n+l _
A2 - xg— O pour n assez grand.
n

Démonstration :

La suite (bn) vérifiant H,) ; 1'hypothése de la proposition 1 est vé-

(1)

rifiée et on a alors 2im § = Lim Sn =S .
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(1) bn ASn
D'aprés (1') on a : As "7 = ASn - A x5

n
b b
. (1) _ n+l n
i.e. ASn = AS - i AS + YN ASn
n+l n _
ASn+1
AS
i.e. ast) = ps f1 - —n oy 1
n n b b
n+2 n+l
-1 T 1
_ n+l n _
= =
bn+1 ASn+l
b AS
i.e 8s{t) = ps [ —®
n n|b
n+l n+2
5 1 T -1
L n n+l
b AS
. _ “n+tl _ _ n+l -
Soit en posant Bn =-g—et R = ~F5— -
n n
(8) As(l) = AS Bn - Rn = AS Bn(BnH'- Y _Rn(Bn- v
n n Bn—l Bn+1_1 n (Bn—l)(Bn+l-1)
On obtient alors :
astd) B. .(B..-1)-R ..(B_..-1) 1-B
(8") n+tl _ (1) - R n+l n+?2 n+l n+l n
Asni ) T n n Bn(Bn+1 -1)- Rn(Bn -1) 1- Bn+'2
En tenant compte du fait que Rn__=.po+'tn et Bn = p+ fn
~ £ =f Asn+l Asn"' z .t 1 .
ou £ = fl—g=—,..., S , on écrit alors :
n n+p-1
astt) bA(£ )+ (pg1)(E_, Y+ (f )
(9) n+l _ (1)-(p +t ) O n+2 n+l 0 n+1 n+l ‘n+2 n+1
(1) 0 (frl+1 fn7 + (po-l)(f -t ) + fnﬁml-tnf

1-po—fn
1'-‘)O_fn+2
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Tenant compte des hypothéses on a :

-t = a;O) ug +o..t a;gg u$+l +... i20,m21.
+i
. _ 00 M 0y ™M . . |
- fn = Bmi o teeet Bm'+i u, +... i20,m}2 1,

Pour n assez grand ; on remplace u par x; f par f(x) et fn+1 par f+(x).

De méme nous remplacerons t, par t(x) et t 41 Par t+(x).

On a alors pour |x| assez petit :

t(x) = a;o) X" H.. ot aégg Xty iz0o,m21
' ) .
m my+i
f(x) = B;?) x 1 +...4 B;?li x +... i=20, my 21
1 1

Pour x assez voisin de zéro ; f(x) et t(x) définissent des fonctions
analytiques au voisinage de zéro. Comme ¢ est analytique au voisinage de zéro ;
f+(x) = f(¢(x)) et t+(x) = t(¢(x)) définissent des fonctions analytiques au

voisinage de zéro et il s'ensuit alors que :
g

po(f(¢(x))-f(x))-+(po-l)(f(x)—t(x))i-f(x)(f(¢(x))—t(x)) définit une fonction
Ol(x) analytique au voisinage de zéro vérifiant : Ol(O) = 0 et dévelopable en

2 - .~ . - ’
série entiere dans ce voisinage .

_ (0) 2 (0) R+i .
0,(x) = 62 X oo+ 8y L ox to.. izo0,221
~ (O) ” ~ Y (O)
ol les (6£+i)i20 sont calculés 3 partir des (am+i)iZO'
Si tous les (6(0)) sont nuls O(X) est alors identiquement nulle
2+i’i>0 > Y1 Q

dans ce voisinage j; ce qui est donc vrai pour x = u d partir d'un certain

rang, ol(un) = 0 pour n assez grand implique d'aprés (8) :

(1)
Aen
Ae

n

= 0 pour n assez grand ; d'ou A2).

On suppose alors les (6§2§ non tous nuls avec en particulier 6&9) # 0.

)iZO
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Il existe une fonction G(x) analytique au voisinage de zéro, pour x assez

voisin de zéro non identiquement nulle dans ce voisinage telle que G(0) = Géo) et
.

0,(x) = x G(x).

Et onaalors

0,,(x) 0,(6(x) (¢(x)]9' G(6(x))
Ol(x) - Ol(X) -

X G(x)

On a :

0, (x)
- tin Fr @ on* =1

x>0 "1

- Pour x assez voisin de zéro, Eé%§§ll définit une fonction analytique
au voisinage de zéro,de méme que g!;il_

I1 s'ensuit alors qu'il existe une fonction Gl analytique au voisinage

de zéro telle que :

- Gl(O) =0
01+(x) N
- (10) _5IT§7_ = (¢'(0))Y" + Gl(x) = 1-+Gl(x)

(l-po) - fn
Intéressons-nous au rapport )T,
0/ 'n+2

En remplagant d partir d'un certain rang u_ par X on pose :

! "4i
o0y M 0y ™ i20
f(x) = Bmi X T +...4 Bmi+i X +... mi > 1

On a : fn = f(un) et f(¢2(un)) = fn+2'

Comme ¢(x) est analytique au voisinage de zéro, il s'ensuit alors que pour
x assez voisin de zéro (l—po)- f(¢2(x)) définit une fonction analytique au

voisinage de zéro prenant la valeur (l-po) aupoint x = O.
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1
(l—po)-f(¢2(x))

Comme (l-po) £ 0, définit donc une fonction analytique

au voisinage de zéro et il existe une fonction G2(x) analytique au voisinage de

zéro telle que :

- G2(O) = 0

(1-p,) - £(x)
- (11) 5 = 1+6
(1-p) - £($°(x))

2(x)

De (10) et (11) on déduit que l'expression :

1

0, (d(x)) (l-po)-f(x)
(po'f't(X)) Ol(XT *

ROV (xy =

(1-p,) - £(6°(x))

" . . » P
s'écrit pour x assez voisin de zéro :

R(l)(x)=p0+-G3(x) od Gs(x) est une fonction analytique au voisinage de zéro

calculée a partir de Gl(x), G2(x), w(x) et t(x) et vérifiant G3(O) = 0.

. 1 .
Revenant aux notations en u, pour n assez grand, R( )(x) devient alors

d'aprés (9) :

as(1) (
(l) . n+l - (l) N 1) -
R 7(un) = As(l) = pptwy " ol w T = Gs(un)
n

I1 est clair que wgl) + 0
bomasd

Montrons que (wél)) vérifie M((Ggl)), (un), ml)

G, étant analytique au voisinage de zéro ; on a alors a partir d'un

certain rang .,

m m,y+i .
W = G, (u) = a(l) u 1 +..0t a(o). u 1 +ous 1
n 3" 'n ml n m1+1 n m1 21



() (1)

Comme (u_) vérifie la propriété’M¢ s WO vérifie alors la propriété
(1
M@y, (u), m)
C.Q.F.D.

Par la suite, nous appelerons S1 = {(Sn) convergente /(Sn) vérifie H3)}

Donnons quelques exemples de suites (Sn) et de suites (bn) vérifiant

respectivement les hypothéses H,) et H,).

a) Exemple de suites (Sn) vérifiant Hj)

Au chapitre I, nous avons étudié l'exemple de suites (Sn) convergente
s s * P
de limite S et vérifiant :
n

S_ = Z (-1

AY)
)
T yZ0

RV . 5 _
a, pg of (av) est une suite appartenant a KTM(O), (cf. para
graphe 3, partie a) et ol -1 < Py < 1.

On a montré que pour n assez grand :

As
-Zgil =-py t Ty ol (tn) est une suite convergente de limite nulle et vérifiant
n

d partir d'un certain rang :

(0) (0) (0)
a o o}
1 2 .
t = + Feeot —— +... i>0
n n 2 i
n n
0
avec ag ) < -1,

Montrons que (un) = (%J vérifie la propriété.M(z)

¢
u
1 _ 1 . n _
On a : Yntl mdl - I, " I+u ¢(un)‘
n(l1+=) n
n
Pour n assez grand n>1 ;¢ est analytique au voisinage de zéro et
vérifie :
= 2
-0(0) =gy =0
x=0
- ¢'(0) = —~—1—-— =1et ¢$"(0) = —-:2-—- = =2,
(x+l)2 (x+l)3
x=0 x=0
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D'aprés la définition 5, (un) = (—Il;] vérifie M((bz).

I1 s'ensuit alors que (tn) vérifie la propriété ((Otg_o)), [%] , 1),
' ~ ” [ .
d'ol (Sn) vérifie HS)'
. - _ WV 1
Nous avons comme exemples de suite Sn = 2 (-1) a, p0 1< pos 1,

v=0 i

les sommes partielles de séries numériques qui ont été traitées au

chapitre 1 :

n v X\)+1 N
S_ = 2 (-1) + S = L (x+1) pour -1<x<1
n L 1 n
v=0
- (- 1) x" * _
Sn T 7 w1 |, S =T
x=1

b) Exemples de suites (bn) vérifiant H4)

bl) (bn) = (4S,)) ol (Sn) est une suite vérifiant H3)

I1 est clair que

-2mb_ =0

N> n
I 1 R Pner |

b - A5 - Po
meo T n n
b As AS
£ s n+l _ n+l _ n+l

On écrit alors bn = p0+ AS pO = po+f AS

ol f est la fonction R + R définie par :

f(x)

x-po

0.

On a bien f(po)

De plus, pour toute suite vérifiant H3) on a :
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ASn+1 . (0) :
f-—zgg- = (tn) vérifie la propriété M((Bi ), (un), ml) avec my =m,
) _ (o) . P L) s o
Bm+i =0 . 120etu vérifiant M¢ , L 2 2.(bn) vérifie donc 1'hypothése H,).

La proposition 5 permet alors de conclure :
Conclusion :

S, est stable par le procédé 62 AITKEN :

AS_ AS
(1), _,.(n), _ n 0
(Sn) > (Sn ) '(82 ) = [Sn - A(ZSHSI

et on obtient alors les résultats du chapitre I.

(8Sp) | L
b2) (bn) = —-——E—S-r:l— ol (Sn) est une suite vérifiant H,)

I1 est clair que :

- 2im bn =0
n-¥co
b 1-p
- Xm Eﬂ " Po 15 " Po
n-rco n 0
On a alors :
.
1__ASn+l ASn+2 _ Asn+1
bn+l _ ASn+1 . Sn _ + ASn+l_ l_'_A.Sn+l ASn
b AS s -~ |Po* A5~ Fo As
n n 1- n+2 n 1 n+2
Sn+1 L Sn+1
ASn+2 _ As +1 ASn+2 _ ASn+1
. . bn+1 - + ASn+1 ASn + AS1'1+l_ 1+ AS'n+1 Asn
l.e. = == = Pp*Py AS 35 " Po as
n 1- n+2 n 1- n+2
Sn+l l ASn+1
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ntl . n+l _ ntl n+2]
5 est bien de la forme 5 = po AS &S J
n n+l

b ..b AS As
+ £
n n

2

ol f est la fonction R + R définie par :

f
y-x - y-x
(x, y) > 05 75 + (x-0pp) [1 + l-y}

On a bien f(po, po) = 0.

De plus, pour toute suite (S ) vérifiant Hy) on a :

AS As At At
n n

n+l n+2
=p — — + t 1+ ~ —
0 (1 po) tn n (1 poi tn

£ >
Asn Asn+

1 +1 +1

ou Pq Z1let (tn) suite de limite nulle vérifiant M((dgo)), (un), m).

ASn+1 ASn+2

. est une suite de limite nulle
Alsn ASn+1

Il s'ensuit alors que [f{

PP (0) < * (0) P
vérifiant M((Bi ), (un), ml) ol m e N et les (Bml+i)120 sont calculés &

. (0)
partir des (am+i)i20'
Ce qui montre bien que (bn) vérifie H,).
La proposition 5 permet donc de conclure :

Conclusion :

S, est stable par le procédé P suivant :

r N

AS
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C'est le procédé standard étudié par GERMAIN-BONNE [7] ; il accélére la
convergence de toute suite de LIN,

En itérant ce procédé on obtient des quantités ( Sflk)) définies récursi-

vement par :

n

g(k+1) _ (k) _
n n

=
\YAR\Y
(oRe)

S(k+1) _g*
38, : im 7————" =0
1 N snk)-s*
ASn+1
b3) (bn) = —5—— avec (Sn) suite vérifiant H3)
n+1
T

(Sn) étant une suite vérifiant H3), il s'ensuit automatiquement que :

-llmbn=0

1100

b = _EEEil__
B ASn+1

implique alors que :
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s 85142 B5n4
bn+1 - ASn+'2 . Sn = [p.+ ASn+2__p 1+ ASn+l ASn
bn ASn+1 1__Asn+2 0 ASn+1 O_ 1._Asn+2
AS AS
n+l _ n+l i
i bn+1 _ + £ Asn+l ASn+2
. . Po SRS
n n n+l

ol f(x, y) est la fonction R’ + R définie par :

£(x, y) = (y-py) (1 + {:;) + Pg H

On a bien f(0, 0) = 0.

Pour toute suite (Sn) vérifiant HS), on écrit alors :

£ Asn+1 Asn+2 = p A‘tn +t 14 A.tn
3 - - - - -
Asn Asn+1 0 (1 po) to41 n+l (1 po) T4t
oﬁ.po 7 1et (tn) est une suite de limite nulle vérifiant M((Bgo)), (un), m).
ASn+1 ASn+2
On déduit alors que {f AS > AS est une suite de limite nulle
n n+l
vérifiant M((B(o)) (w), m') od m, e X" et ol les (B(o) ) sont calculées
i ? n'® 1 1 mi+i i20
N . (0)
a partir des (am+i)iZO'

La proposition 5 permet alors de conclure :
Conclusion :

Sl est stable par le procédé 8,-Algorithme défini par :
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(n)
(sn) > (8, ")

Ce procédé a été étudié d'une fagon théorique et pratique par BREZINSKI

respectivement dans [1] et dans [2].

(k)

En itérant ce procédé on obtient alors des quantités =N

définies par

( y ()
S(k+1) - S(k) _ ' n AS(k) nz20
n n+l Abik) ntl k=0
n
(k)
Jb(k) _ ASn+1 n20
n Asfki k=20
1- n+l
ASik)
LS£O) = Sn nz20

Comme Sl c LIN est stable par le 92 (Proposition 5) et que LIN est

accélérable par le 6,-Algorithme ; on déduit alors que pour toute suite

AS(k+1)
n -

(Sn) € Sl : im —m 0.

mo AS
n

V. ACCELERATION DE LA CONVERGENCE DE SUITES APPARTENANT A DES SOUS-
ENSEMBLES STRICTS DE LOGSF

. e e s * oy
Soit (Sn) une suite convergente de limite S et vérifiant :

ASn+1

AS
n

= 1+
n
ol (An) est une suite de limite nulle.

Par définition, (Sn) ¢ LOGSF.
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1'avons fait dans le cas des suites d convergence linéaire,

on va étudier les possibilités d'accélération de la convergence de la suite

(Sn) par 1'itération du procédé défini en (1') avec les informations suivantes :

(12) A

que

\

b

dant de A_, A
n

b
(1),

' . __n
(1) (Sn) (s (Sn ZB; As )

ou (bn) est une suite convergente de limite nulle et telle

n+l

b
n

=1+ £ ot (fn) est une suite de limite nulle, dépen-

ol p est entier non nul et fini.

n+l?***°? An+p—l

Des exemples de suites (bn) seront donnés plus tard.

D'aprés le travail fait par DELAHAYE et GERMAIN-BONNE dans [12] et par
KOWALEWSKI dans [8], le procédé (11') n'est efficace que si l'on posséde des

informations sur la suite (Xn). Notre premiére td3che sera donc de trouver les

informations que doit avoir (kn) pour que (Sgl)) converge plus vite que (Sn)

* -
vers S . Une fois
ensembles stricts
d la question :

Trouver un

Q3)

- S

LOG est

Commencgons

(Sn) vers S*.

ces informations obtenues, on aura alors trouvé des sous-

de LOGSF parmi lesquels on fera un tri. Ce tri devant répondre

ensemble SL c LOGSF tel que :

0G

accélérable par le procédé défini en (11)

stable par ce méme procédé

par trouver (An) pour que (Sil)) converge plus vite que

a) Résultats de convergence

b
. o(1) _ _n
On a : Sn - Sn —AT)—- Sn.
n
b b
N (1) n+l n
' . = - ——
d'ou : ASn = ASn A5 ASn+l + A5 ASn

n+l n
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n+l n
b AS_
. n+l _ n+l . .
Posant Bn =5 et Rn = Asn , obtient alors :
R B R
(1) n 1 n n
AS = As_|1 - + = AS -
n n[ %ﬁl—l BD-J n&n-l %Hl-J
(1)
‘e ASn _ Bn(Bn+1 1) Rn(Bn 1)
ASn (Bn-l)(Bn+l-i)
Posons fn=Bn—1;ona:
AS(l) (1+f ) f -(1+2) f Af +f (f -A)
(12) n - n n+l n no_ n n n+l n
AS f f f £
n n “n+l n n+l

De (12), on déduit alors la proposition suivante :

Proposition 6 :

On suppose Lim Sil) = 2im Sn = S*.

oo n-co

S (A )est une suite verigiant La condition :

r-3 - -
2im A*n.ipfn(fn-rl Xn) = 0
e fn fn+1
sl(]l) -s*
alons : im —F =0
oo § -8
n
Démonstration :
Afn + fn(fn+l - An)
De la relation (12) on tire. %im = 0 implique
f £
n-o n "n+l
ast®)
fim = 0.

oo ASn
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Afn + fn(fn+1 - An)

fn fn+1

Nous supposerons par la suite que la suite (zn)

est une suite de limite nulle.

Intéressons-nous aux conditions que doit vérifier (An) pour que
(sfll)) ¢ LOGSF.

I1 est clair que la seule condition z, —> 0 3 elle seule n'implique
n-roe

pas (Sil)) € LOGSF ; nous devons donner une condition supplémentaire sur la suite

(zn). On a alors le lemme suivant :
Lemme 1 :

Soient (Sn) une suite de limite s* et (bn) une suite de limite nulle

telles que :

ASn+l
By -l 1+ An ol 2im An = 0.
n n-+e
b
-2l 14 £ ol tinf =0
n oo
Af +f£ (£ _.-X)
On suppose de plus que (z ) = z s nf Bt D | ost une suite de limite
n nt+l
N v s (1) _ . - o*
nulle et & convergence logarithmique et que 2im S = L£im Sn =Ss.
o 1 oo
Alors :
- S;l) e LOGSF

- (S;l)) converge plus vite que (Sn) vers "

Démonstration :

(1)

D'aprés (12), on déduit : As "7 = AS_z_, ce qui implique :
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(1)
as n+1 - Asn+1 . Znt1
PR R
z AS
Comme 2im 2+1 = 2im —Zgié = 1 on déduit alors :
nreo
(1)
Lim ——< n+l = 1.
n-woAs(l)

Le fait que (Sil)) converge plus vite que (Sn) résulte de la proposition 6.
O
- Si les hypothéses du lemme 1 sont vérifiées, on a (S( )) € LOGSF ce qui

implique 1l'existence d'une suite (A(l)) de limite O et telle que :

85,1) (1) g 3D
n+l 1
- =1y =1+ A ou A —> 0.
ASnl n n

(1)

(1) . PR n+l < (D) .
Notant (fn ) la suite définie par ;TTT 1} ou bn | est construit

n

comme [b J 3 partir d'un nombre fini de termes de la suite (Sgl)) 1 a recherche

(1 )) ait

de SLOG repondant d Q3) revient & chercher les conditions pour que (A

un comportement équivalent a celui de (l\n) qui vérifie :

) Af 1-f (f +1-'fn) zn+1
2y T f f — 03 Z — 1
n n+l nHe n noe

b) Recherche de 1'ensemble SLOG stable et accélérable par le procédé (12)

Nous énongons une proposition qui nous permettra par la suite d'iden-

tifier ach.

Proposition 7 :
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Soit (s ) une suite convengente de Limite s* venifiant £'hypothese HS)

suivante :
r Asn+1 o . ..
. Tgn_ = 1+ ol (An) est une suite de Limite nulle et telle que :
AS ‘
» Lim —— = 0 (ce qui veut dire que Le procgde §* AITKEN transforme |
n¥° n

(s.) en une suite qui converge vers S°)

H5) o |
« () verifie £a propritts N((o®)), (u ), m) ol m est un entien non |
nul et (un) une suite converngente de Limite nulle verigiant La propriete |
Mq(bm-l)' |

On suppose de plus que :

0‘;0)' (m;nﬂz o™ 0) # 0

Lun # 0 ¥n

Soit (b ) une suite convergente de Limite nulle et vérifiant :

’

b

- E;l =1+ £ ol £ est une suite de Limite nulle vénigiant
£ = f(An,..., }‘n+p—1) od p est un entien find non nul.

!
On suppose de plus que : ¥ vérifiant H5) ; alors £(n) estune suite de Lird

ke verigiant M((8{2), (u)), m) avee 8107 = o{0) - B4 (m Do),

Alons pour n assez grand (sfll)) suite définie pan (12) est une suite

convergente de Limite S* vérifiant :

. (Sél)) converge plus vite que (s ) vers s .

AS.( 1)

e - 3D oa Yy est une suite de Limite nulle verifiant La
ASils n n
n

(1))’

i

pourt m=1, £'egalité pouvant avoin Lieu quand m est stnictement supérieun a 1.

propriste M((a

(u), m oi (M) verigie so (BB o(MD(oy 40

m (m+1)!?
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De ptus quand m = 1, A1) vanigie Res proprietss :
(1)
(1)
M(Ca; ™), (u), 1) et "T"'——> 0.

Démonstration :
Comme Asn-——> O on a alors EER = Asn . EE-——> 0
_X;r n+o fn i —X;- fn e
ML (1) *5 *
(car ?;-+ 5567) ce qui donne : iiz Sh ﬁi: Sn-ﬁinx-f;-= ii: s, =S .

Pour montrer que Sél) converge plus vite vers S* que (Sn), on montre
s
n___ 5,
Sn oo (1)
As Bf +f (£ .4-2))
1 ~ n _ n +1 n
D'aprés (12) on a :
As f f
n "nt+l

asth)
Evaluons z, ——-S-— en fonction de uy

Par hypothése (fn) vérifie la propriété M((Bgo)), (u ), m) ol (u )

vérifie la propriété Mém+1). Ce qui donne pour n assez grand :
_ o(0) o (0) m+1 (0) m+1 iz <« ~(0)
B +Bm+lun +..+B 45 Y tee- m>1 ©°U Bm £ 0
(A ) vérifiant la proprlete M((a(o)) (u ), m) on a alors :
_ (0) m (0) m+1 (0) m+i i=zo0
An = o nt QU et O ei Uy Feeo n > 1
pour n assez grand, a(o) # 0.

Choisissons N suffisamment grand ; pour que u appartienne d un voisi-

nage V convenable de zéro quand : n > N, on supposera U ouvert.
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Remplagons, pour n > N, u_ par x et posons

(0) £(x) = Br(nO) =+ Br(ngi S Br(ngg S
f+(x) = £(¢(x))
ol ¢ est la fonction R -+ R définie comme suit :
- ¢(0) =0
-¢'(0) =1
- 6m0) =z 6™ 0y = 60y = 0
- ™Dy 20
- ¢ analytique dans V
Pour x appartenant 3 V on écrit alors :
(m+1) (m+i+1) . .
‘ _ ¢ (0) mt+l ¢ (0) m+li+i i2o0
(EQ) ¢(X)-X+—(Tn+—lr—x +...+—WX +... m> 1
o PR (m+1) -
omme (un) vérifie M¢ , pour n > N : ¢(un) U
De méme, on pose :
(El3) AM(x) = O‘r(nO) ™ 4 a;?r; xm+l +o..t )\;_?l xm+i +... i2o0
X+(x) = Ae(r)).

D'aprés les notations, il est clair qu'on a alors
- f(un) = f, f+(un) = £ .1 A(un) = A, et A+(un) = An+1
pour n > N.

D'apres (Dl), (@,) (D3) f, ¢ et A définissent pour x € V des fonctions
analytiques. D'aprds la théorie élémentaire des fonctions analytiques [3], [el,
on déduit alors que f+(x)-f(x)4-f(x) (f+(x)-'k(x)) définit une fonction ana-

lytique dans V pour x "assez voisin de zéro".




Cherchons le développement en série entiére de cette fonction x ¢ V
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a) Evaluation de f_(x) - f(x)

f+(x) = Bm

f(x) =

d'ol :

f+(x)

(o)

sGo™ + 8L9) 6™ 4. 4 8

B;O) 0

f(x) =

B

(0) m+l
m+l

(O) m+1

+ B .+ 8

(O (g™

8{O) ((ox)y™ -

De (0,) on déduit que :

(d(x))T

o(x)F - %" =

r
=X +r

r

(m+1)
ELTE?I%%A T 0(x
¢(m+l)(0) m+r

. m+r+1)
(m+1)!

+ O(x

sir=mon a alors :

cb(x)m--xm = m

¢(m+l)(o) om
(mrD)T ¥

+ o(X2m+1)

Ce qui nous permet d'écrire :

_ o(0) m_
f+(x)-f(x) = Bm (d(x)

m+1 m+l
-x

™ + 89 (%)

(0)

m+i

o)™ 4.,

+...

< (0) m+l
)4-Bm+1((¢(x)) -

m+r+l)

) +

Xm+1)

+1
<o )

" (0) ¢
f+(x)-f(x) =m Bm

(m+1)(0)

TSNS

™+ 0(x

2m+l

)

b) Evaluation de f(x)[f (x)- A(x)]

f+(X)-k(x)

f+(x) - A(x)

B{O (0™ -

(B(O)

(0) (0) mtl _
o+ Bm+1 o(x)

(O)) + 0(xm+l).

(0)
m+1

m+1

+...

+..

+...

.t

v

v

v



d'ol :

£(x) (£,(0 - AG)) = B0 ™ 4 0™ D)) (819 -al?) 4" 0™y

m

fe. t EHx) (£,(0-A0x)) = 80 $p{0) {0y 4 o

d'0d 1'expression finale de £, (x) - £(x) + £(x) (£,(x) - A(x))
¢(m+1)(o)

. _ L0 },(0) (0) 2m 2
f+(x)-f(x)1-i(x)(f+(x)-k(x)) = Bm [Bm -0 T 4m ) x7 + 0(x)

m+l)!

ol £ = 2m+l.

£,60 £ = [0 <¢(X))’“+o(¢<x)’“"1):| [ xm+o(xm+1):|

(0) .m

fe. i £ (x) £(x) = B;O)(cp(x))’“ - 8LO M 4 o(x?mH

)

Comme ($(x))" xmﬁ-O(xm+1) on déduit alors que :

2m+1l
X

(0) 2m
f+(x) f(x) Bm X+ 0 ) (0,

m
D'ol

(m+1)
£,(x) - £x) (£,(x) -A(x)) 8O {e(o)-ugl‘” + 220 (0)] 2™+ o(x %)

m m+l)!
f;(k) (%) (Bgo))z X2m R O(x2m+l)

z(x) =

ol £ est un entier tel que £ 2 2m+l.

Or par hypothése

0 _ (0, m ™oy

Bm m T (mD) T 0
(0)
Bm 0
O(xl)

avec £ 2 2m+l

d'ou z(x) =
(égb))Q x2m+-0(x2m+l)
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Comme (u_) est telle que (un) € Vpour n > Non a:

o)  peom
z = z(un) = QNI gV u avec £ 2 2m+1
(Bm ) u "+ O(um )

0.

ce qui donne 2im z
=0

()

Comme (X ) vérifie M(Coy (u ), m) et (f)) la propriété

M(BL®), (u), m) on a :
y g0 om0

n,  m n_ m
000 o Z(O)
n Bm Yn Bm
i.e. : N o (0)
2im == = _ﬁm
oo i:n R 0
m
(1) ASn ASn )\n
ce quil donne : %im S = im|S_-——| = 2im S_- 2im ¢« im —
o D n fn meo P e Xn o fn
i.e. : L£im Slgl) = Lim Sn = s”.
bag ) oo
Slgl) g
D'aprés la proposition (6) on déduit alors que — —> 0.
S -8 >
n
AS(I)

Montrons que =1+ Aél) ol Lim Agl) =0, (xgl)) vérifiant la pro-

ASn N0

priété M((ocgl)), (u,)s m) avec E"rgll) "(Tn'+lnl')'.f ¢(m+1)(0) # 0 pour m= 1]

D'aprés (12) on a :

(1) ) |
Asn'l'l - ASn+1 Zn+1 _ AS‘n+1 [Afn+1+fn+l(fn+2 )\n-fl)“ . fn

ASI(11) ASn z, ASn Afn + fn(fn-fl - >‘n)
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fn+1*-fn+l(fn+2-xn+l) . fn
fn + fn(fn+1 - r1'1j fn+l

Intéressons-nous a la quantité

Soit N(x)

f+(x)-f(x) + f(x)(f+(x)-1(x)).

D'aprés les propriétés de ¢(x), de A(x) et de f(x) et le fait que

N(x) O(xQ) ol £ 2 2m+l, on déduit que N(x) définit une fonction analytique

pour x € V et admet un développement en série entiére :
NGx) = 6(0) % +oor 60) WM

+.ee iz=0.

Supposons un instant 6%0) =0 ¥j 24, c'est-3-dire le cas ou N(x) est

identiquement nulle pour x € V. On aura alors

Z(X)=m=o VXGV

En particulier pour n > N, u € V et on a alors :

ast®
- - 3 . | S -
z = z(un) =0 ¥n>N i.,e. : d'aprés (12) —Zgg_ = 0 pour n > N,
Ce qui implique en particulier que
pstt)
. n
le——A'g—— = 0.
N n
{1 _g*

Comme (Sn) € LOGSF, on déduit alors Lim L =0

*
>0 Sn-S

On supposera désormais 6;0) # 0. I1 existe alors une fonction H(x)

analytique au voisinage de zéro pour x € V et telle que :

- H(0)

(0)
6£ Z0

- N(0) = x* H(x).

I1 s'ensuit alors que pour x € V

NG neeex)) - feGo)r H(6(x)) )
N(x) ~ N(x) ~ | x H(x) 5
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H(x) et $(x) &tant analytiques au voisinage de zéro pour x € V, on obtient alors

une fonction Ha(x) analytique au voisinage de zéro pour x € V telle que

(6(0)) 6,°)
- H(9(0)) _ -
" Hyl0) = =y Ty Y
2
- HS(X) = 0(¢S(x)-xs) ols e
_ H($(x))

Gy ¢ LtHg( = 1+0(0(x)°-%x") s e N

Comme ¢(x) = x + O(xm+l) on déduit que

-H—I({%)({—?-)—)=1+O(xm+s) s e]N*

De méme ¢(x) étant analytique au voisinage de zéro pour x e V, vérifiant
$(0) = 0, ¢'(0) = 1 il s'ensuit alors que

L
(ﬂf—)—) est une fonction analytique au voisinage de zéro pour x ¢ V, développa-

(m+1) .
(0) imi-o(xm+s

o))t ¢
ble en série entiére pour x € V : [————J = 1+%

) s! eZN*.
X

m+l)!

N (%)
. + . . .« .
De [DSJ on tire que-ﬁTET-est une fonction analytique au voisinage de

(

zéro pour x € V, et il existe alors des constantes (am non toutes nulles

0))
+17120
tel que :

m (m+1)!

(0) 4
6
N (x)
+

m .
; =1+ ces s X T 4... 120
LX eV H -m-;)—' am X + + am+l
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f(x)

Intéressons-nous @ 1'expression >
£ (x))

f(x) est une fonction analytique dans V et vérifie :

£(0) =... = f(k)(o) =0 k € m-1

f(m)(o)
m!

- g(0)
=B " #O0

I1 s'ensuit qu'il existe Hl(x) analytique au voisinage de zéro telle

que :
_ o(0)
- Hl(O) = Bm £0
- £f(x) = X" Hy (%)
d'olu :
m -m
' £(x) % Hl(x) ) ¢2(x) Hl(x)
(Og") 2 Y 2 T Ux t T
F(¢7(x)) ¢°(x)} H (67(x)) H, (47(x))
Hl(X)
I1 est clair que — est une fonction analytique au voisinage
H (¢7(x))

de zéro pour x € V vérifiant :
H. (%) mts

__;____ =1+0(x D), s, N
Hl(¢ (x))

De méme ¢(x) étant analytique au voisinage V de zéro pour x ¢ V et vérifiant
$(0) = 0, $'(0) = 1 il s'ensuit alors

-m
{¢2(x)}
X

est une fonction analytique au voisinage V de zéro pour x € V et vérifiant :

2, 17" (m+1) m+ s
[-—--.cb ix)] = 1-2m —-(——5——‘1) — EO) x" + 0(x 1), S| € N
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On tire alors de (DG') que ——5%52—— est une fonction analytique au
£F($7(x))
voisinage de zéro pour x € V et il existe alors des constantes (b;gg)i>o
non toutes nulles telles gue :
¢
1
b(o) - o ¢(m+ )(O) 20
m (m+D) T
@,)
xel, __f&il__ = 11—b(o) S T b(o? xm+l +... iz0
\ f(4)2(}{)) m m+i
e (0)
De (0.) et ([0,) ; on déduit qu'il existe des constantes (c__ :)._ . non
6 7 (0) (0) m+i 120
toutes nulles, calculées a partir des (am+i)iZO et (bm+i)120 et telles que :
( +
c(o) = (£ -2m) ¢(m 1)(0)
m (mtI)!
O TSP (D S O Wt I ‘s
f(¢2(x)) N(x) m+i
et ce pour x € V

En particulier quand x = u, pour n > N on a alors :

flu_ ) N (u)) )

2An ¢ ﬁ;ulg = 1ﬁ-c;0) uﬁ +...F c;i; u2+l +... i>o0
£(¢ (un)) n (1)
od ¢4 = (2-2m) £—(O)
or :

f(un) . N+(un) _ Afn+11'fn+1(fn+2_ An+1) . fn
f(¢2(un)) N(un) Afn + fn(fn-i-l - )\n) fn+2

As , ]
Comme'_A_rSi_lzl")‘n ol ;\n=°‘r(n0) i 0‘,(,,2; wtel. izo0
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£as s o A (1)
On déduit que pour n assez grand ; il existe des constantes (am+i)i20
£ . (0) (0) .
calculées & partir des (cm+i)iZO et (am+i)i20 telles que :
( (m+1)
(1) _ (o) (o) _ (O) ¢ (0) m=21
% % Yt o * (& - 2m) (m+1)! 2 2 2m+1
MSn+l . Afn+1+fn+l(fn+2-)‘n+1) fn - 1+a(1) o (1) urn+:'L
Asn Afn+-fn(fn+l-ln) f£+2 m m+i “n
-~
120
\
astl)  as M +E (£ - £
or n+l _ " n+l | ntl "n+l "n+t2 "n+l LN PRN
- — /
ASél) ASn Afn‘*fﬁzfn+l Xﬁ) _ fn+2
r
(1)
AS
n+l _ (1) m (1) m+i
Z;Tij'_ 1+ e m+i Yn e 120, m
n
1 ou
(1) (0) | (2-2m) ,(m+1) mz21
o = a ¢ (0)
L m m (m+1)? 2> omtl
(1)
Ce qui montre que ASn+1 =1+ k(l) ol (A(l)) est la suite de limite nulle :
ASZl; n n )
n
(1) _ (1) m (1) m+i i2o0
-)\n ot u bt o up m2 1
< (1) _ (0) L-2r , (m+1)
ou O~ = O (m+1)? ¢ (0)
Montrons que °‘r(nl) £0
(m+1)
. oz L (1) m_ (0) m _ m_ ¢ (0)
Considérons : o u e "t u+ (2 - 2m) U DT
As
. n+l _ ' (0) m . .
Le fait que —Zgg— = 1-+An v lto "7 u et que (Sn) € LOGSF implique
(0)

automatiquement que o n

m
u_ < 0 pour n assez grand.
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(m+1)
1 _ ¢ (0) m
=1+ DT Un L S et (un) e LOGSF

L(mtl)
implique que pour n assez grand ¢ (0) " < 0
(mt+1)! n :

De méme le fait que

n

¢(m+1>(0) m
Comme £ 2 2m+l1 on aura alors (£ - 2m) DT Y € 0.

D'ou :
ou pour n assez grand :

(m+1)
a(O) m_ ¢ (0)

m
m Un ——(—mT—l)-!—(SL—Qm) un<0

(1) m
am un < 0.

(

Comme u # 0 ¥n on déduit alors que aml) Z0

1) (

Ce qui montre que X£ vérifie la propriété M((ail)), (un), m)

IT ne nous reste plus qu'ad montrer :

(1) . m (m+1) 1. 1z .z
o [CTSON ¢ (0) #0Opour m = 1 ; 1'éventualité

ol o m (D)

m " D)7 = 0 pouvant se produire pour m > 1
d'od :
0ngl) _ ?}EImTF ¢(m+1)(o) - 0Lr(no) + (%n;fm!) ¢(m+l)(o).
Posons 9;0) = a;o) + %%é&g%l ¢(m+l)(0), 2 2 2m+l
Sim=1ona Oio) = aiO) + &%ﬁ ¢"(0) 223
sif =3: ng) = a§0) # 0 (par hypothése ago) £ 0)
si & > 3 : Montrons que Ggo) u < 0 pour n assez grand.

Ggo) u = ago) u o+ &%i $"(0) u
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Asn+l Yn+1
Le fait que —Kg——-——> 1 et que —> 1 implique :
N n->o I 1N

a§0) u <0et $"(0) u_ < 0 pour n assez grand. |

Comme £ > 3, On a alorsu—z-'%2 $"(0) u < 0, (n assez grand).

(0) 2-
ey

Ce qui donne : u + —73 $"(0) u, < O pour n assez grand, c'est-a-

(0)
1

dire © u < O pour n assez grand.

Ce qui montre que ego) Z0

i.e. : agl) - 9:%92 £0

Dans le cas ol m est quelconque, (m > 1) cela ne marche pas et ceci est

dd au fait que : £ 2 2m+l n'implique pas toujours £ 2 3m quand m > 1.
Pour m > 1 prenons £ tel que : 2 2 2m+l et 2 < 3m.

(un tel £ existe, exemple : m = 2 et £ = 2m+l = 5),

As

n+1 Yn+1
Le fait que 1l'on ait AS —> 1 et 5 —> 1 implique :
n  ne n N
L(0) m 8™ 0) m

<
mn Yn < 0 et DT u, 0 pour n assez grand.

(m+1) (m+1)
Comme £ < 3m, Q'Tﬁiiégl ug <0=> EL?;;iégg-ug (2-3m) >0

et on pourra donc avoir 1'éventualité (a;O) ¢ A5m ¢(m+l)(0)] ug =0

(m+1)!
. (0) , 2-3m ,(m+1),., _
l.e. : G.m +m~)—!—-¢ (0) = 0.
Quand A(l) vérifie M((agl)), (u’), 1) on a alors :
n i n
(1) (1)
ASn N ASn _ ASn L - ASn ) ln .
AS T “m (1) (1) “n A (1) “n
n An An n A

Or kn vérifie M((aéO)), (un), 1) avec’a§0) 70

(1)

(0)
1 n

- (1)
i : AN : T n
i.e. : pour n assez grand An o u, ; de méme A 07wy
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d'ol :
A o{® astV
= i : —_—>
NEH] + C NéD) # 0. Ce qui donne ) 0
A o A oaad
n 1 n
C.Q.F.D.
I1 découle donc de la proposition 7 que si on appelle S Y'ensemble

LOG
des suites (Sn) convergentes de limite s* et vérifiant 1'hypothése H5) pour

m=1, alors S est stable et accélérable par

LOG
b

) + (1) _ n )

T:(8) > (s ™) = Sn——A-S; As_

ol (bn) est une suite de limite nulle vérifiant H6) pour m=1,

c) Applications

Nous allons donner des exemples de suites (Sn) et suites (bn) vérifiant
respectivement les hypothéses H5) et H6) pour m=1, ce qui nous permettra
d'exhiber des algorithmes d'accélération assez connus dont 1'itération pourrait
accélérer la convergence de suites appartenant 3 des sous-ensembles stricts de
LoGsr.

cl) Exemple de suites (Sn) vérifiant H5) pour m=1

1) Nous avons défini au chapitre I, l'ensemble LgQ)(S*) c LOGSF par :

S,€ L§2)(S*) si (Sn) est une suite convergente de limite s* et telle que

As o o d
n+l _ -1 2 P S
S -1+n+ 5 teeot p+ pz21
n n n
avec o, < -1, pour n assez grand.
AS o o o
Posant —2tL -1 = 142 Foet =2 ... = A_, on considére R(2)(S*)
ASn n n2 P n

1l'ensemble de suites (Sn) € Liz)(s*) telle que :

AS AS
n = n —_> 0
Esn+1 -1 ﬁ)‘n pona
AS
n




146

Pour montrer que R(2)( S*) c s G s il faut montrer uniquement :

Lo
(u ) = (—) vérifie MéQ). Il est clair que u —> O.
n
n-e
u
R 1 n _
De plus : u ., =37 = [ 1J = Tva © o(u)
n 1+-ﬁ

Pour n assez grand (n>1) ¢ est analytique dans un voisinage de zéro

et vérifie :

- ¢(0) =

PSSR N
(1+ %) <=0

- $"(0) = __:3_2 =-2
(x+1) x=0

Ce qui montre que (u ) est une suite de limite nulle vérifiant la pro-

pmete Mé ) aron par deflnltlon (1) vérifie M((a(o)), (u ), . 1

Un premier cas d'application est 1l'ensemble des suites (Sn) de limite

* P . - ~ . 2 e s
S s'écrivant Sn =s" + re nt dd(t) ol ¢(t) est une fonction vérifiant :
0

* ¢(t) non décroissante sur [0, +[

Logl¢'(t)] .

* ¢(t) entiére sur [0, +°[ et Lim Itl

(13) e

* ¢(t) bornée sur [0, +°[

| ¢ %im fw e™*t dag(t) =
| U 0 /0

| D'aprds le travail fait au chapitre I, on montre q'une telle suite

est T.M., et vérifie :

k .
e. =S -8"= —-g +o..t —Ei +euo i 20 et ce pour n suffisamment grand ;
n
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p désigne le plus petit entier j21 tel que ¢(j)(0) £ 0 et kP est un réel

non nul.
[] L] (-4 . e Y
Il s'ensuit alors qu'il existe des constantes (Zi)iZP+l calculées a
partir des (ki)iZl telles que :
2‘+1 jL+i
As =Bz 4+ P2y 121008 . =-pk #0
n pt+l pti ptl P
n n
pour n assez grand.
AS 2! L!
On déduit alors que ntl . 142 _=1- ptl + —Z-+...+ —= +... i1
ASn n n n2 1
pour n assez grand, les (25)122 se calculant a partir des (21)121.
ASn 2p+1 n ASn
De plus on a U d'od =— —> 0
Xh (p+1) Pl Xn oo

Ce qui montre que (Sn) € R(Q)(S*).

Quelques exemples de suites T.M. appartenant & R(Q)(S*)

< d(t) =t
Les propriétés (13) sont vérifiées par ¢(t).
On déduit alors que (Sn) = [Jw e nt dtl - {%] c R(Q)(O)
0

t2
* Soit ¢(t) = -5

On a [” et ¢ (t) = J%-——> 0. I1 devient alors clair que ¢(t) vérifie (13).
0 X X

On conclut alors que (S_) = et d¢(t)) = |2 € R(2)(0)
n’'n21 0 nx1 n2 n>1

» Soit B(t) la fonction

-t t
1 1 |je -tje -1-t
B(t) = |& - —— = e = =
[t et-ll [:(tet-l)J

B(t) est une fonction entiére en effet :
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- t
La fonction ti = g(t) est entiére, de méme que la fonction h(t):fL;%:I
e -1

ce qui donne B(t) = g(t) » h(t) est une fonction entiére.
Log|¢(t) Log e © Lo [et—l—t Log|t
De plus &im ——é#?ﬂ—-—L = fim ——%;T—— + Rim ——jLan--—L - Rim Q_f%T—L -
| t]se [t} | t]te [t
t
Rim EfﬂiF%T:ll
| £]+4
On a bien 2im Lo i(t) <
[ t]-o

De plus : B(t) > O ¥t > O et B(t) est bornée sur JO, +°[.

00

Considérons la suite (Sn) définie par S, FY+ I et B(t) dt ol y dé-
0
signe la constante d'Euler. La fonction ¢(t) définie par ¢'(t) = B(t) vérifie

les conditions (13). Un calcul détaillé dans [10] montre que

n
sn = Y-f[w e nt do(t) = z % - Log n ; et on déduit alors que cette suite
0 m=]

() est dans R (y).

. . . o . *
Examinons maintenant le cas de suites (Sn) convergente de limite S

telle que

[0 o]
s* = X a avec an‘——> 0 et a = f“ e 7t doé(t) ot ¢ vérifie :

n=0 o 0

[« ¢'(t) > 0 sur [0, +o[ (resp. sur JO, +=[)

* ¢'(0) =0
(13%) J

* ¢(t) bornée sur [0, +o[ (resp. sur 10, +o[)

—— t -
o Tinm Logld (V)] | et gim | 7%t ¢(t) dt = 0
T
L [t x+0 70
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N . . . *
D'aprés le travail fait au chapitre I, on montre que (S - Sn) est une

suite T.M.

Montrons que (S.) e R(z)(s*)

On déduit d'aprés le théoréme 1lu4a, page 94 et corollaire 1lhb page 95

de [12] que :

S' Sl
a =R 4. .+-24
P

p+l
grand,

i20,p22o0 Sé # O, et ce pour n assez

pour n assez grand :

S O () R T
ntl n 1+_:L n 2
n
a B B.
On déduit alors que LR} U izl
a n n 2 1
n n
a_ s 7
De plus on remarque que y— v - L _=_ comme p 2
n p p-1
%n
On a alors : %im = 0.
o X;
n
On a alors (S_) = { ; a } € R(Q)(Sf)
n PURAY
v=0
t2
Un exemple assez rencontré en pratique est le cas ol ¢(t) = -

¢(t) vérifie (13') et ona : a_ =

On déduit alors que (S )
n

2) Suites de L(l)(S )

e {\:;:1 -}5} e R(2 ){

re-nt t dt = -}2-
0 n

1

1

o)}

On a défini au chapitre I paragraphe 4 l'ensemble L(l)(S ) Lél)(s*)

sera défini comme étant L(l)(S ) pour p=2.
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(1), *y . . <
On a alors (Sn) € L2 )(S ) implique Sn+1 = ¢1(Sn) ol ¢1 est une fonec-
tion analytique dans un voisinage V _ de S*, s* étant le seul point fixe de
S

¢l dans un voisinage ; i.e. : ¢1(S*) = s”.

On suppose de plus que :

n
=

- ¢1(s™)

- ¢E(S*) C # 0 avec Ce = C(Sn-S*) < O pour n assez grand

D'aprés la propriété 17 de la page 47 de [8], (Sn) est une suite conver-

gente de limite S*. On a alors

$m(s™)
ze +-2_ &4 u =s_-§"
ntl ~ n 2 n ou €y T o5
R{CID I U
i.e. : AS_ = Zo— e’ +...4 (s™) &P +... P, 21
-2 1! n 1
D'aprés la propriété des fonctions analytiques,on a alors pour n assez
grand :
ASn+l
- li—kn ou (An) est une suite de limite nulle s'écrivant :
n
- 1" * i 2>
Ap = 07(87) e +...4 a; e +... i1
As
n
Comme ASI_1 v ¢—£2§—)- ei on déduit alors que T—E —> 0,
n e

Si nous appelons ¢(x) la fonction définie par ¢(x) = ¢1(x1-S*)-S*

¢ vérifie :

1"
o

- ¢(0) = ¢,(s™) - s*.
- $'(0) = ¢3(s™)
- ¢"(0) = ¢2(S*)

"
[

"
o
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Montrons que (fn) est une suite de Timite nulle vérifiant M((Bgo)), (un),

1)

Ayant supposé (S ) vérifiant H5) ; il existe alors une suite (u )

vérifiant Mé ) et des constantes a(o),..., SO),... i 21 telles que :
NS i T TUPY OO SRR 1, (o) £0
n 1 n i n
(O) (0) (1)
|
d'ou X Upq Feeet oyl u o+

et ce pour n assez grand.

Choisissons N assez grand de telle maniére que u appartienne d un

voisinage V convenable de zéro pour n < N. On supposera V ouvert.
Pour u_ € V 3 remplacons u, par x,ln par AM(x) et f, par f(x).

Il est clair alors que An+

1 3 Mu ) = A6 ).

On a A(x) = a§0) X 4.. .4 ugo) xi +... i21, oy

Pour x ¢ V ; A(x) définit une fonction analytique au voisinage de zéro

pour x ¢ V et d'aprés la définition de ¢(x) ; A(dp(x)) définit alors une fonc-

tion analytique au voisinage de zéro pour x e V.

Le développement de A(¢(x)) en série entiére s'écrit alors :

(0)

A((x)) = 8(x) + a5 30x) +o.t o0l 0Gent 4l 121
Comme ¢(x) = x + ¢"§O) 2 +... ¢"™(0) # O ; on obtient :
Ao(x)) = 0l x + (ago)+ago) ¢"§°’] x2 4., d'od :
Ad(x)) - A(x) = a§0) 22%91 %2 + kg x5 4.4 ks ** +.en i=22

{0 8700 4 o

avec k2 =
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I1 s'ensuit alors qu'il existe une fonction analytique G(x) au voisi-

nage de zéro pour x € V /
6(0) = {0 £4Q) 4 o

A((x)) = A(x) = x° G(x)

On déduit alors que qg;zi{))\(X) = XXZ¢GZ;((X5)5'

Comme A($(0)) = A(0) = 0 et A'($(0)) = ag‘)) 20,

I1 existe Gl(x) analytique au voisinage de zéro pour x € V telle que :

- Gl(o) = a§0) £ 0

- M%) = x Gl(x)

d'ou
MO =AG) | %0 6(x) |, G(x)
A(P(x)) X Gl(x) Glixi'
Comme G et G, sont analytiques au voisinage V de zéro pour x ¢ V,
1 g
"
vérifiant GGl((xx)) =9 20) # 0 ; on déduit alors qu'il existe 21""’ 'Q’i"" i
. x B(x) _ 2 i .S
tels que.er,-G—l-(—g—-,le+ 22x +...4 Slix +oun i1

N _ $"(0)
ou 21 el Z 0.

A(P(x)) - A(x) _ G(x)

Comme XCIEID) = x Gl(x),on a alors :
A(d(x)) - A(x) _ ¢"(0) 2 i .
PXCIED) = 5 x+2,2x +...+ ,Qix +eeo izl

De la méme fagon on montre que .

2 .
%: Ry x+ 8 X2 4.t Rl x4, i

[\
[

ou : (agm)z )
L = = a
1 aioi 1

1

v
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On déduit alors que (en) est une suite de limite nulle vérifiant M(Q),

¢

(

et donc que (X ) vérifie M((aio)), (e ), 1) avec a

(

O) - " *
1 = eues™.

. (1), *
D'ol L2 (s) c SLOG.'

c2) Exemples de suites (bn) vérifiant H6) avec m=1

Rt il e R R e el e Ll Ly iy ——

(Asn)2
1- bn = - 5
A°S
n
Asn ASn+1
bn = —35 — Si (Sn) est choisie / AS =Jn+An avec
1- n+l n
Sn
ASn
-  —> 0O alors b —> 0
A ) n )
n no n-+co
d'ou r -
1 - ASn+1 Asn+2 _ ASn+1
bn+1 _Asn+l . Asn _ 1+ASn+1 -1 1+Ksn+l
b - AS AS - AS AS
n n 1 - n+2 n 1- n+2
‘Asn+l _ Sn+1 J
i.e. : ASn+2 _ ASn+l ASn+2 _ 5041
g e O e O A1y, B 58
b As AsS AS
n n+2 n+2
1- 73 1- 28
n+l _ n+l

On suppose (Sn) vérifiant H5), avec m=1 : On a alors %im b, =0

n->o
et
n+l =1+ An - An+1 + 11+ An T “n+1
bn n+l n An+1
b
et donc L 1+ f
b n
n
ou f An.-.kn+l + A_ e An
n -~ AL n A
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d'ot :
2
M) = A(d(x)) L (Ax))T _ ) (0) ¢"(0) (0) 2
f(x) = e (=) + NCICD [al -3 X + 82 X 4...4
Comme par hypothése agO) - 9:%91 # O on a alors :
f(x) = B, x + B, X2 bt B; X 4. iz21

avec B, = a(o) - 9:%91.

Choisissant en particulier x = u_ pour u > N on a:

\2
[

_ ) 2 i .
f = f(un) = Bl u + 82 u +...t Bi u ot i

I1 est clair que £ —> 0 et que (f_) vérifie la propriété
N © n

(0) _ )
M((Bi ), (un), 1) avec By # O.

Ce qui montre que (bn) vérifie 1'hypothése HE) avec m=1.
La proposition 7 permet alors de conclure :
Conclusion :

S1oG €St stable et accélérable par le procédé P.

B

iO) o

+oo

C'est un cas particulier du procédé standard étudié par GERMAIN-BONNE [7]

et KOWALEWSKI [8],
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Itérant ce procédé, on obtient les quantités (Sik)) définies récursi-

vement par :

([ JNR¢S)
n
(k+1) _ .(x) n2o0
an - Sn - k20
s(0) = g
L n n

et il s'ensuit alors d'aprés la proposition 7 que pour toute suite (Sn) €S

Agk+1) glktl) _ o*

. n n
2£im — =0 i.e. 2im o =0, k>0
N0 Asnk) oo Snk)— S*

LoG °

ASn+l

Soit (Sn) une suite de limite S* et vérifiant HS).

_ ASn+l N P (0)
On a alors b = - ———>0; ol (kn) vérifie M((OLi ), (un), 1)
n n=o
(un) étant une suite de limite nulle vérifiant MéQ).
De plus :
1 ASn+l
bn+1 _ ASn+2 . As
bn ASn+l ASn+2
1 - 58
n+l
A, - A
+ .
E L. (1 +2 +1) 1 n+; n
n n n+l
n+l _ ntl = “n nt+l n
i.e. 5 =1 3 + ) .
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En procédant de la méme fagon que précédemment on montre que pour n

assez grand :

b

§+1 =1+ f) ol fn est une suite de limite nulle telle gue :
n
_ o(0) (0) .2 (o) 14 .
= Bl u + 82 u ...t Bi u_ t... iz21
N - (0) _ ¢"(0)
ou Bl - al - 2 # O.
Donc par définition (fn) vérifie M((Bgo)), (un), 1).
Ce qui montre que (bn) vérifie 1'hypothése H6) avec m=1.
La proposition 7 permet alors de conclure :
Conclusion : S .. est stable et accélérable par le procédé :
6
2 b
(1), _ n
(Sn) — (Sn ) - Sn“l'l KB—; ASn+l
N ASn+1
ol (b ) = |[—77—].
n As
1 - ntl
S

C'est la premiére étape d'un procédé assez connu : le 8,-Algorithme.

Itérant ce procédé, on obtient alors des quantités (S;k)) définies

récursivement par :

( B (%)
S(k+1) - S(k) _'n AS(k) nz20
n n+l AbZk) n+l k20
n
(k)
b(k) _ ASn n=0
-2
1 ASn
S(O) =S n =20
| n n
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et il s'ensuit alors que pour toute suite (S ) convergente appartenant & SLOG

et de limite S on a :

3 -Db =nAS8
n n

On va étudier ce cas de suites quand (Sn) € R(2)(S*) € Sioe

Je rappelle que (S ) € R(Q)(S ) si (S ) est une suite convergente de
limite S telle que :

AS 0L(O) a(O)
* AISH'l = 14 :; t...4 —% S P P 2 1 pour n assez grand.
n n,
a§0) ,ozl()O) Asn
Posant Xn ot 5 t..., ona: 54— —>0 (par définition
n n o

de R(z)(s*)) et a;o) < -1,

ASn (O) ASn
t N . -
D'ol : b =n AS =n A —X—- -X;_'
Ce qui implique : b —> 0.
N
b AS
n+l _ n+l
De plus 5 = (1 + —J Y
n n
b 8(0) B(O) B(O)
. n+l _ 2 i .
i1.e, : —B———l+ o + 3 +...1 +eoe iz1
n n n
ol B(O) go) + 1 # 0.
Comme (u_) = 2-vérifie la propriété M(2) avec ¢p(x) = et $"(0) = -2,
n n prop ¢ x+1
"
On a alors B(o) go) - EL%QA.

Ce qui montre que (bn) vérifie 1'hypothése H6) quand m=1.



158

La proposition 7 permet alors de conclure :

Conclusion :

-R(Q)(S*) Si0g €St accélérable par le procédé

L n b

(1) - - n
nzl > (Sn )n21 - Sn Aln bn5 ASn
n21

-R(Q)(S*) est stable par L.

L est un procédé qui correspond & la premidre étape du procédé étudié
par LEVIN [9].

Itérant L, on obtient alors des quantités (Sﬁk)) définies récursivement

par :
]
aalk)
(k+1) _ (%) whs, (k) nz1
S T TS5 N k20
(n 43 "7) N
n
L
s - g nz1
Ln n
. ' . . (2) >
et il s'ensuit alors gque pour toute suite (Sn) e RP7(s) :
S;k+l)—s*
lim—T— = 0. k > 0.
nao gt g* ]
n
1
4 - b = |as’]?
n n

Lo 1 . (1), o*
On étudie ce cas de suites quand (Sn) € L2 (s) ¢ S1.06°

(1) . _ s o* -
S, € L2 (s ) si S, n+; S etsS .= ¢l(Sn), pour n 2 O, @Lest

supposée analytique dans un voisinage de S*, vérifiant ¢i(S*) =1,

¢3(s™) # o,
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On a montré dans la partie 2 de cl) qu'on avait alors :

ASn+1

As
n

=1+ 2
n

< - anureX i . < _ _o*
ol An = ¢"(S) e, te..tw, e +... i21pourn> N,, ol (en) =z (Sn S)

vérifie Mé2), ol ¢ est la fonction R + R ¢(x) = ¢1(x+ S*)-¢1(S*) = ¢1(x+S*)-S*.

Il est clair que %im bn = 0.
-0

De plus comme (Sn) € Lgl)(s*) c LOGSF ; il s'ensuit qu'd partir d'un
certain rang (Sn) est monotone et donc a partir de ce rang ASn est de signe

constant.

Appelant N, ce rang on a alors pour n > N, > Sup(Nl, N,)
b 14s 1/2 .
n+tl _ n+l - P i 1/2
5 = |7Ag = (1+9"(87) e +...4 W, e +...)
n n
1Ae bn+1 =1+ B(O) e_ +...+ B(O) ei + iz21
. . bn - 1 n s e i n LR l b
* *
(0) _ 9"(S ) _ 4ura*y _ $"(S)
mchl -——7—--¢(S) R
Ce qui montre que (bn) vérifie 1'hypothése H6).
La proposition 7 permet alors de conclure :
Conclusion :
(1), > 2vz 21z
L2 (S") est stable et accélérable par le procédé
K VIAS
(s) = ({9 — (51 = |s n :
n n n

-1 s
n n
A(VIASnls
Ce procédé a été étudié par KOWALEWSKI dans [8].

> 2 V . 3 4 k P4 . . z L d
En itérant K, on obtient des quantités (Si )) définies récursivement

par :
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( (k)
As "7
S§k+1) : sék) S Asék)
A(/]Asn(ksl)
<
(0 _ o
\ n n

et il s'ensuit alors que pour toute suite (Sn) € Lgl)(s*) :
S(k+1) _ S*

2im = =0
) _gx °
n

VI. EXEMPLES NUMERIQUES

Tenant compte des résultats théoriques des paragraphes 2, 3 et 4, nous

avons testé 1'itération des algorithmes décrits dans ces paragraphes.

Signalons que les tests d'arréts sont pareils 3 ceux du procédé §2
AITKEN itéré.

a) Cas de la convergence linéaire

*
Soit (Sn) une suite convergente de limite S .

Nous allons appeler (S;k)) les suites obtenues aprés application du

procédé standard itérée :

( ¢3! ,

(k+1) _ (k) n k) k20
Sh =8, - A5 (5 As, nzo0
n

(k)
Jb(k) _ AS‘n n20
n k=20
Astk)
1_' n+l
2570
n
LS;O) =5 nzo0
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(x)

et t =~ les suites obtenues aprés application itérée de la premiére colonne

du @,-Algorithme a la suite (8) :

( p{x)
t(k+1) - t(k) _ ' n At(k) nz0
n n+l Abzk; n+l k=20
n
¢9)
oo o 2an k20
n A,tik) nz0
1- n+l
At (K
k
Ltgo) = Sn nz220

Nous avons appliqué chacune des transformations a des suites (Sn)

étudides au chapitre I.

1 - soit (S)) la suite définie par :

)

She1 T 3 =
S“+25 +10
n n

4

Lso =1

Onas = s* = 1, 3660810782137...

On obtient :

(1) (2) (3)
N sn X Sn sn
o LOLORNE -y CopoLngng 2 COLNGE
! 224 e . 4 CNELNg JL A
’l”"":f2311zzgjﬁfﬁiqy+°1 <130BHNI69TARBRTINE0T L 1365R0P1INGOL1BAL+0Y
i k1268n2;§h1n4;fzy+ul CAFONLETOGRIILELNL0] (13680981072 9600+01
f A eER R e AU 1BLREROT TRGPYSAN 0] L 1368R0RIOTAZTON U0
. -‘1363305;60;653%U+91 S 130RG0CTHOERSUGNLNT 1366802 10TF21 5040t
6 .136390P3q’1 LDoU+Ui '129900510790415D+n]'2136hﬂnﬂin7ﬁp1S7U+01
7 Tanens OMTIE0T 3308606107614 17D01 T56680P1078c1 370401

1 548"~ VIVY . B ]
- 1ORERURLEAEOI230L01 [ 136RG0S10T52200D+0] L 1368RGP10THLT 3T 0401



u
S~

: aed STUTIIP °3TNS BT 3I0S - ¢

Hu ap TnT=2o enb stpuez

(h)

.mﬁm «Tg n....Hm Sp 90UBRSSTRUUCD BT 23[SS8d3U ®

s sp TnofEO a7

(1)

:Hm ,mam a...,Hm Sp 90URSSTRUUOCD BT 23TSS303U ®©

TO+GI e TeRLOVOyP Oy T®

Tu+y /gl L0Runyae T e,

TurG/ e 1EQLnE(ey9¢T "

To+g/y LE2LDoypyoyT®

ﬂc+c\p~mana_xc3xowq.
ANt 00
u

(n)?

U+ LYl 20 Tyl 090 TUu+GGULLALR LU0 1" LE 4000409650 50y8 )
VO ST R0 g0 g 05T TU+ULeGoT9012u0y T [0+1¢0¢) 30560 T goycy -

LA+ GCI2¢L0Tg0uRyglt TUtubn2ehdZIRungTel” L0415 0s 200 pgygoye,
A0+ L2670 Tg0eyC L TUHUAITIOCCO/uR62 " 1045900950 N0ays | ® y
vﬁ)+:mﬂa~nNc~«oxocn" TOordTQ97LeRuiiRu02 T 104008025621 7€1896 i

£ WMOT09D - . R T IV VR I T 3410700
u u u
3 3 3 u
(e) (2) (1)

TO+yLgtenL0iQuagost®
TO+QLETLR2L019R39¢ T
TO+HYLETZEL0LQ0RgOET "
TO+ULETZOLOIRUREOET "
Totu/etearolayunyoe
ﬁc+c\wd.ahaﬂ9cnqomﬂo
ﬁc+cnm~muwapuc9qomﬁ.

L R T [§)s)

u

(h)°

ACES



NN D NV -

N0 NN -

163

Onas s* = 0.56714809974113...

On obtient aprés application de chacun des procédés cités précédemment :

(S

COLNLNE 1

LSO TANERTOSTATYTU00
L66T14337618%25000y
LOBTI4R2T4 g3 IDy0g -

LS6T23L1212049000+00
LRoT17 1646510029400

_.S0T152391255203 1,400

LBUT 1 HGPLIPAILI24 00
STV 042324679560 00

71 838915032750% yn

t(l)
n

COLOINME :
LB0T7416RUl5Z5245T 40
LOOTPRINERES I TP D4 yN

,,.8671715693A9147u+u0_f

CNOTLIRPAGIGAYT (T L+ uD

T AR T SR - IN-1 ST
LSOTIAAP3P8P 3557 L4 yn

cSLTINA8924T705,270+00

3(2)

n
coLnLtiE 2
B6T14200997481950%00

CHAT14R29332099Nn30
LSATIGR2PGRTT209N 40
CHATLHERZOUBAYS2DNG
LOA6T1432903920364N4 00

t(2)

n
copnimg 2
SHHT1LISD464N0946TNgnyg
COATIYR205R 624130400

L SATIAT206340222000
LOETHET2PGO42T70 [ Deny

CBET71d2AHATSEA2N NG

SOB71532%3011200 400
fSATILI200818 66040y

RO
n

COLOKME 4

OOTI4E295832783N¢0y
HHTIARLG N0 TNty
« D6 1143293000/7R D40y
WH6ET714329G0G978:4N¢00

T GSATIA32990997RaN+0Y

Le calcul de S6

(%)

tandis que celui de t,

(3)

COAT1432958009 /RGN0y
sSAT1AR20UYTRGDE0Y

$(3)
n

coLoLte 3 .
LH0T1UZPINETONVILU+UD

.SeT1832905410M1PL4uN

CECTINSPGNAG085n 0440
ST EA3PINENITG 4N
SBOTIN3ZP290 509765+ 00
BT INIDYANGT A4 O

BT 1432906097300400

+(3)
n

CoLmnE 3
LOLTIA3290516%270400

L WSOTIA529050036204 00
L SUTINZ290,08R N ,4y0
T WBOT 1432904096535+ 00

BOTIN3PY0UDGT TR+ 0N
SOTIN4P9050975%4 00
«SLTIN3PYNYNYTEUL+00

a nécessité la connaissance de Sl’ 82,..., 814’ 515

a nécessité la connaissance de Sl’ 82,..., Slu'
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3 - Soit (Sn) la suite définie par :

1
>
3
i
q
6

1.
2.
3.
4.
5
6

S

15

Sn+1

So =0

1,2
Ty (Sn + 2)

s+ s* = 0.585786437626905. ..

Pour cette suite on a obtenu :

(1)
R
coLenML 1

O LBETSNgNNNGNO0D+ U0

CJBUSYAORTAZNYTH2U400
CLRESH019T794GTYNEND+ U0
LSORTRITI126222504+0N

JBOSTRESY2O3TNIR0+00
LS8STRuLA4THH1IR020+00

LD
n

CoLnibE |

CLB9143GAERTIS95T0 440
LoBBSYR A IS SAG2TRL4 0
LEBEANSE 11T 040N

SSESTRTTAn01PE0 400
LB887R765LDASG0 8 u+un
SSESTRGNLTANITEN L+ 0

Le calcul de Sgs)

82,..., 812.

et de t3

§(2)
n

coLnnMe 2

L5957869391256070+00,

LHNLT6A435151893N+00
LSRSTEAGTTESNG90NH MY
LBRSTBAGTT626928D 40
ORSTO6LIT626904D 10
CBALTEAGITAZEYOSDY 0

+(2)
n

coLaarg 2
JHRSTECT 202967800+ 0y
LSRSTE6539TUC6P AN 40y

COPSTBALRTHTZIOGN 40 e
WORSTLOLATAZIIAYN N

cHESTOELTTE26612D40(
,QPS7QAQ3162A903“+OU

[ -

(3)

4 - Soit la suite (Sn) définie par :

LBESTRGN ST G20

é(3)

n
COLOWIL 3
JHUSTORUSTL2620ADY Y
«BORTRGNITLPO U+
AMES PRV,
‘l;c.‘:7Q011;57\,,“)U‘-’,‘~\)‘§U+U\
LBUETR0LEZIT P20 uRiI+Y
JHORTRHU3T7 0P 00N Uty

3
n

CﬂLr‘lth 3 _ :
HESTRNIZTGPGSETU4Q

L DESTRLNZTOPEY 1 Lise
L« DGR TRH L7T620°0% 104 ¢

CNOSTRGUSTO209050+ 0y
LSERTRGUSTO209G5u4 §
cSBLNTRLASTH2LIVRL+Y

a nécessité la connaissance de
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s (1)
n

COLNENE ]
1 JRIASPYCINLDGQIRHEGT
2 . 3180382074751 261+01
3 LBLA2NERU15N 1360040
O JZLN1T6Nel7296600401
5 21N 17187°7270290+01
6. RIS215T4072220+ 01
T LBLIAI63645516559p+0 1

g(#)
n

COLOWNE 4
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s(2)
n

copontL 2.
W 31415930051 14000 0]
L3141992057 71764401

L BIULS02988505A0N+0 )

L31U15925269T73506N+N0 )
L31ALS0273277508D401
L3159 2A28358500 101
LATLILOAZALALR29T N0

Y e e e, wm -~ -

¢(3)
n

LCOLOWNME 5

5(3)
n

coLndty 3

w3ININYPHTIBR LT 401
«B1BIRYPONLASAI N0
«31N159205313102L+01
31NN Y2653A0%0%u4 01
LALNIS9P6RL592 73440 )
LALALSYPORESLAL ALY
CIIULISY20535918804 01

C31A15926535R628N0401
< 3141592653592950401
e 314159265357943040;

C3THIS0265759120D¢n)

e 314159265350 942D40)

“31415926535P981N4n -
< 314159265352979D+0}

c31U159265358T83ID+01
L31U159P20653538740U491
c2JMYBYDERZER0OT O+

L3 1U1NG2653%007904 01

JIINIRYRHSA58979D4 01
.310199?o§5§69790+0{{
«31415920653569790+01

LD
n

COLNNYE 1
e 31U66HEGAOGOLOLTL U
L31B0130054n217 T4y
L 3LUP1STNSAES0TU+01
31NN DHNSP U4 1
SR1U1T2600GN1RIAD4 0
SIS IEL2AISI626u+0
LAMA163°2C 1120060491

‘\IO‘J!D:'JJ.'\J-‘

NEY
n
COLONNL g

(2
n

coLndrg 2
e 31d4159962230203N+0]

« 314159070321 73yD+01

a0 314159320569785N¢0
LBTAILO2N28YNENED 0]
«314159274921672D+01
«314159260°7h3106N 0]
e R31415°267523660N1 01

£(5)
n

coLontie 8

(3
n

coLnaNg 3 7
CI1AI59P65551997L401.
L314159205 2871910401
- e 31A1SYR083/40 6204061
S 3INLIRNG20R30S9T9P D+
L31U18920536250A0+0 1
L3LU1SY205535TH54 4 0t
« 3181592055359 64 101

31415026535 P5R NN
& 3141592653590 6004n]

31 4130&,‘53'3‘“976“*(\1_ _'

e SII5C2ANTISRYTUN Y
«3TdIH2A5ILRYR Ny
e 31d1B592A535RyTyngn
3141592653589 79yN4 0}

ﬁ‘lu]'QQ?\)gjqa)Q'/f)b.ﬁ.U)
e 3INMISY2060 55 ML+ (1
«31/18Y20655540 35U+ 0t
< 31818926538 507014 01
e A1 H1S9G268358270 41
c31A1592L855637904 (1
e 3INIBU20535n 9T 41




5 -

Le calcul de Sgs)

Le calcul de t§5)

Pl . ”
a nécessite
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Soit (Sn) la suite définei par :
. - §, (_1)k
nooo k+1
SO =1

La suite (Sn) est convergente et de limite Log2.

a nécessité la connaissance de S,,..., 820.

la connaissance de Sl,..., 516'

On a obtenu pour cette suite les résultats suivants :

S(l)
n

coLegry 1

L AGNITAT ST PR IS5Uu+ a0
G AYRTTI084%53T34% s un

HIRI 2GS LETRHSSR/ L+ un
69706348967 %054hL4 4N
SAITVALER L NGSDU/RU+ YN
.(‘91.11\"9'110()‘#5‘_5'%5{“_;*-00

g(2)
n

COLNLME 2
LOO318T5noNnaTaneN 0y

693146971260 211D400
Co93147274781962D4+00

05147 137%on639N+00
c6O31G70o01212281D+0 9
LH3314T71T700752000 40y

<(3)
n

CRLMe 3

6931871760 1LUNGRD+(
JHGRILTIENE1 NS4
L693IBT1E0534901 4
LAYRINTIO056925304 ¢
cbITURTIEOS61T 4L+
L693107130553A200+0

H9T164T2018265T04+0N0

S(#)
n

CNLOLNE 4

«693147180557821D+0y
eHFITETIROSH1uRYNENG
09314 TIRYSENTETNENY
2093147 1H0Suno15NeNp
<0314 T 1RyS52G2 3N 0y
L09314T1PYSHA9UENENQ
«093147 LRYSSI9M5N 40

L09314712016599704 00

S(5)
n

CoLOmMgE §

«h93147180560A481:400
JHYIINT160560TSCB+ON
AT ATIBOSH)T SR, 400
W F9RUTIANNSY 048y 4 yn
«h9R31BT1LACLES45D+00
«hIB3LUTIB0559TUYRIL+ (N
«hIR1AT1305599450+40

HIBLATIBO5407290+¢



NrAm AN =

(D
n

crinive
LEQBAL AN LNy N G400
LAY2T053534T323353L4 00
SAYTETZTBEZ52 352,40
FYTYERELELERE G A4 0
LAYTIOTDTRYL 1SR4
JAGRNNTRLOGD50 5804 ,0
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L(2)
n

cnLnL 2

COBIARHEIE5A5930 0y
03T UEGREP122N3N 0y
203147 3A5T NI YN Ny
61 4T INTRLT gy
chIB1GT 1285973514010
LHA314T71A5209,%0.,0 0y

L(3)
n

cour. 'y 5

ChIRIRTIS11A5290,4 40
CAYTZATIINSNENLT 400
AGIINTION0RL P51 u400
AT 1LY u400
JAYRIAT1NLT IO 4 g0
.(»‘:’(i’!l1uf‘~’_)"':?j..".&)h;uu{“
BIINAVGO N L L 5D

HAUTIALT OO 1 urgn

t(’4)
n

coun;tyy g

Le calcul de S

Le calcul de t

‘Un-’i "71p'-l(;‘.)()'o'“"lj'\.«'-ﬂu
«VVS1 4T LRYRKAYT ANy
e 0IS147 )R85 9,n30y
COIZTATIRGESO9n 004 0y
.0"31-!71ﬂ(,f;)0\;n /n+nU

COISTHTIRORLOGN N0y,

0N TUT LRGS0y

(5)
u

(5)
3

ceIB14T (RGI52 725Ny

£5)
n

(‘.(\L:n_if’r‘ N

e P AR/ 105590 50,0400
LSRN A I DAV IE SR
R N A RN LTI R Y
RS NN | RRAT AL SO NI
AT S R R T TAN 1IR4%04+ 90
VRS TINE TSP /TN
cFSIAT 1805590 4,054 40

a nécessité la connaissance de Sl,..., 819'

a nécessité la connaissance de Sys+e+s Sqg-

Conclusion : Ces résultats numériques confirment les résultats théoriques

d'accélération de la convergence linéaire mis en relief dans les proposi-

tions 3 et 5.

b) Cas de 1a convergence logarithmique

Soit (Sn) une suite convergente de limite s*.

v '~ les quantités définies récursivement par :

()00 )
n n
( (k)
S(k+l) - S(k) __n AS(k)
n ~ “n Abik) n
n
(x)
b(k) _ ASn
\'n AS(k)
1- n+l
Asgkj
(0)
{Sn = Sn

(1)

On notera par Sn .
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’ B ()
t(k+1) _ t(k) _ 0 a0 n=0
n T "n+l X;ZTJ n+l k=20
n
(x)
*b(k) - Atn+l n=0
n At(k) X >
1- n+l -
At )
n
t(o) = S n=20
L n n
’ 5 () ’ (1)
JKD ) n (k) n 20 S k) T, (K
n " *n AbZk) n k=29 n ~'n Z;TFT n
n n
(k) _ 4 x) >0 (k) _ (x)
qbn = Aun l i > 0 an = n AVn
(0) _ (0) _
Lun = Sn nz20 Lvn = Sn

)

~ 3
v v
O

Nous avons alors obtenu les résultats numériques suivants :

1 - On considére la suilte (Sn) définie par :

g _ 9 - 9
ntl ~ 6-S_ " 3-(S_-13)
n n

La suite (Sn) est convergente de limite s* = 3.

On a bien Sn+1 ¢(Sn) ol ¢ est la fonction définie par :

_ 9 _ 9 _ 3
x>o(x) = 6-x - x-3°

X %x-3
3(1"—3—") l_T

Il est clair que ¢ est analytique dans un voisinage de s*

voisin de S” ; De plus ¢ vérifie :

- ¢(3) = 3.

- $'(3) = —2 = 1 et $"(3) =-§%¢ 0.

(6-3)2

pour X assez
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(3) R
Pour le calcul de Sg on a eu besoin de Sl’ 82,..., 817, 818'

(1)

Le calcul de 7 a nécessité la connaissance de Sl’ S2,..., SS'
Le calcul de u(s) a nécessité la connaissance de S S S
] 12°°°2 Y232 “ou°

A titre de comparaison ; on a pour la suite (Sn) :

n S
n

4o ronunqnalia gty
50 .?vnanqnsnsnsnunp+ul

1)

N . . . *
Il est d remarquer que té donne la meilleure estimation de S .

2 - Soit (Sn) la suite définie par :

1- Sn
Snt1 " %0 * TS

S, = 0.8
(Sn) est une suite convergente de limite nulle.

On a bien So41 ° ¢(Sn) ol ¢ est la fonction définie par :

1-x

d(x) = x * T+ =

Pour X assez voisin de zéro, ¢(x) est analytique dans un voisinage

de zéro, de plus ¢ vérifie :

- ¢(0) =0
- ¢'(0)
- ¢n(0)

1
T

(s) ¢ LV,

n
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On obtient alors

(1) (2)
s3 Sq
CornUNE 1 o C eoLnung 2

L30T RY1B5690640D=01

w)
54

COLONNE 4

-354917930012790P=06  ,565212781488014D-07 ¢

1 (2) (3)
n tg ) th th
_ COLONNE ) o ChLoRNE 2 . _COLGKYE 3
1 .9930366333636080~01 ~,65513102064216405D-02 SATHUN40351498946D--03
? = li03601460932153D-02 CS0GH2T520566218D~-04  =,133337010115236D-06
T =, 2807057166629140=-07 <304643L2580R4083D-0d =, 06584689024216420-07
4 « 2075063250858 2322D0~02 | .199807505245084N-04. <, 3215971013175670~07
5 «,1060157862551T4R0-02

+)
n

_coLonwe 4
«298162228248262D=06
=, 227172814556251D-07
~e3006186626576725N=07
~e133781236771687D-07
= T29890771846582D-08

c1260172724331040~02

«138379402779¢790~04

(3)
Sy

: COLONNE 3
«255560170234955L-04

(5)
Sy

COLONNE 5

t(5)
n

COLOKNE s o

=+ 274519396675279p-07
-.541356967608331D~07
L~ T8ABMU6066128U46~08
(= B0BUBYI1T1160852D=08

- 8254026098677220-08

- 227502087 6696270=-07



1
2
.3
4
S
6

7
-- 8
q
10
11
1°?

(1)
u

n

. COLRLNE 3
=.P96206296290295b-01
3.31760235R0108460=07

-~ P30375%1606T031T0-02

- 17529921 0463220 ~-07
= 1301947 125298900~02
- 111908 1448°59560~0D

-.925 YORQA9AIU1076DS0T

= 1702072447529 T0=07
= hLSOSOR3R224698H =07
= B7N6821T0URGPGT0-03
= 50160885371 21920-07%
- 4191991292099 7u-073

o)

n

COLNNHE 4

172
o2
n

_coLnnng 2
«2h98U20 166NN

SA0GI3640ERTALIBTIN=02

JTT3TSRYOG1I1006ED-03
049640 1922563N-0%
CHEH61529833326669N-N]
L3T7752051R60T739D-03

«2PhB0Y4RORGAZNTOANANT
LPPUASI6KU1E67RG N0}
1939705000 16028N=073
« 1693022001 0R963D~N3
14908954 1931895D=03%

o)

n

COLONME S

3125540386391321P=03

&)

n

CoLORML 3
“.11°o"923§87d§900-03

~ 3016370663 191RG~03

2090691b916)12§0 0%
2070157Cr91000°U-01
5076492156207 =07

1d9¢852063 0W3730-0%

.1066 CUR2RTUHIRL-03
,8976012@%974067b-oa

- TO5432008703054D-04
=~ 6604719450001500~01 |
-~ 57583915851 0508u~-04
~SULDLARLELTSAZRYOU-0Y

Le calcul de S1
Le calcul de t3
Le calcul de u

La meilleure estimation de S

~.7889619]2079579”-03
«1285766039625590.03
9337290565400 7D~04
CTNBRIANUS626B149D=0y
«556506006536022N-0y
cAU8B600121A31825N~ny
e 393994 R11334T70N=0y
309547455730 YNPN=0y
«20318R36H20T72RTNA0 Y
$226572713990556N=0y
«19711851 91483502004
+17320183304R300D-04

(5)

(5)

(5)
10

A titre de comparaison on a :

n S
n

?5?079ﬂ200031P1D-01

+46R3T702714462210=04
-;3363353568111620-00
=e25357436487069250=-94
-.196b357984285050'0ﬂ.
=1574227556171390-04
= 1297299p02Rub687p-pul
~107094R322290510=-p0
-.919145936152610D=p5

=e71726981600040570=-05 X

=~ 777560946/ 1u154D~pY
~a9193RY4711538560=-05

a nécessité la connaissance de Sl""’ 816'
a nécessité la connaissance de Sqseves Syg-

a nécessité la connaissance de Sl,..., 825.

(s)

est donnée par t,

qg o>041109n6n1%uﬂu-02
?9 - 91P29407PS0356G0~gp



d(x) =

173

n=21,
, . s pl2)
On a montré que (Sn) appartenait & R “7(0).

Cette suite a aussi la propriété d'appartenir a Lgl)(O) 3 En effet :

1 1 _ 5y

S = =
n(l+%) 1+sn

n+tl ~ n+l T

On a Sn+l = ¢)(Sn) avec ¢ : R + R définie par :

X

*+1° 11 est classique lorsque X est assez voisin de zéro, ¢(x) est

analytique au voisinage de zéro et vérifie de plus :

- ¢(0) =0
- ¢'(0) =1
- ¢"(0) = -2#0

On a obtenu les résultats suivants :

COLGCHNE 4

..274928837344075D-05 ..

—el185902237731810D-05

L 6265417456544R8D=06

- LULBOG26RK8206700D=06
-.562264287199942D~06
B872531417428042D=00

. COLOWNE S

- .950400799472225D=06

. 64922940050965UD~06
.616605057359239D-06
-.729600043837AT7480=-07 X
-, 3190RS58R24TT11D=06
= 5422313931157910-06

n n _n
O COLORME 1 COLONNL 2 COLONME 3 -
1 . .100000C0CQURGOGOLH00 « 395R(924957371516D=-G2 "9193312357RAN9IB~p A
2. .S585555555555550=03 . . 2109258127965820~02 4216587307 12R8905D~y4
3 L3STUAPASTILZASSG=01 - 1280074917037750=02  .2213B44268085050-04
A4 .P5000000600000070~01  ,BAZGO2B8629251N=05  .1300R0550018913D~0n
5 L.1851R51851R51910=-01 ,H8939ﬁ9?5§00u?uﬁ—03 «B33859313317¢9R150-05
6 . 1428571428571110-01 . .4295255072115320=03 . 5092055057857890-05
7. J11363063636363910-01 .32389M796655343D=03 _f40R335701538105D0-05
(#) o(5)
. n

-.297840397421193D-05  ,6752046233843370-06 ¢V
n
... COLORNE 3 |
3 s 222040600925031 D15
;vz.555111%1?313c80u~1q'

TeP00000000000000D+g0 8



1
2
3
4q
S
6
7
8

174

(1) (2)
un un
COl ONME 1 S COLOWNE 2

f.18101g7018°’?19b+00 _
=.6903559372R880910-01 _ __,
-, Z63THI060G1975T0-01
- P2NT0URT13015900=01
=.152679C626N1993 =01
=.11050G38645566061=01
- P3ABTLRORYPINLTU-
- AS55T7043E1983951D=(?

G =, 82770798292567R)=0?
10 = N333418315650810=02 -

11

- 2629775502051 0=
12 = 2081671103630210=02

02

L622640678709970D-n1
2U3161144324176D-01

» 132757209467 0436D=01

LH19761569156874N<02

5S4690213731951Pa02

2399058 260L993649N-02
LRA01NGPG40T727TRED-02
LP3IUTIR
CIRSI4NGR(293639N=02
L 154075905 5A743N02

W 1P8NSN463695855N=0D

L1087001756654370-02

564B897T74D=02 -

~.500G0000M0NQ0GNL+G0

.198925751053623D=n2
.121465966118342D=02
LB0717470738R101Nan
.570139198021261n=03
JU2166R85507400490N=03
.3232398R7734875N-03
L2549315R5157255n=03
.20539n9na%49118n-03
.169
L1A1R37273994913D=-03

00333363030N=03

NED

n

COLANME 3 .
~.2228R99950776900-01

.0365236799%63730-07
«S5025677637660180~y7
23091170512

2361%=02

«20765033193710%L-07

14R3702761355170-07

-.1109575927339310-92

<5936 0 UOALA0L D=0

- 6LNM2031060664R20 D=y
-.557101A9R5CGH2T=0
- N62073R313512070=-01
- 38920275671 0520u-01

(4) (5)
un un
COLONNE 4 CNLONME S
.B44282592174334D=02 ~.339850818260736D=07
«369277525192408N=02 =,1537843052403400=0?

= R305375291532470=03
= ,5024765416191980=03
-,.32931548%9%3436010~03
-, 22902507480556344p=073
-, 1668635005433330-03
- 1259ALA5S{TRPQRD=-03
-.0315247013547750-04
= 7513R619R949040D=0

-, 63R1ASN4ABRYDTED =00

—.5269556460!50730-Oﬂ.ﬁ(

(1) (2)
v, Va
CNLONNME | coLonng 2

_h.1606060606066640+00

1
‘”2”?.166560666660607U+Un__m}“16606060666666D;Q1V
3z

= ASTRABABIITIGCD-01
LE000000000000020-01

N -

5 «.3333333433333%400~-01

6 ~

< B~

9 -
10 -
11 =~
17 ~.
13 -

e VBOEOCHGOLAGHTIVN~0]

CtA33333T433L368D-02
LNTGCII90LTLILT256D-02

.?7“0°QPBRUGSP31D~03
. 7._.

57142857 143°0-01

13than5939a#06u 01
EECEREERER SRR R LI

L090909080Q070HU=0R
cTHTSTRTIRTSTEOLOD=02
GU10P5641025N1360=07

- N4 GLAS S LAUS S ERiI-0 R

e eP9761908T62H051D=02
. .1980120698109335D=02
L 138P8REABRYS23 TN

L101010100992995D=02
< IRTRTIRTIRTRS6540D=03
cHR2TSNGRNE2656D=-03
JASTRISGS7973134N-03

L 36620036029%826N=03

(3)
v

n

coLnuMty 3
“«N1666L6LHL6063RG-
LA3333383753536919)~
~ 2077777778003 0P 1~
= 1190076196870~

'—.€95238096a?o%05u-

«330087R2930T71 030~
1904127026458 700-

_7.16626d616lﬂ9096u-

-~ BRY1751003633970(~
- N82750420070657 1L -
= 1625050082870 0U=
~ 3052502065 4RGR4B) -
=, 22R93T7T965262T700-
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L) +(5)
n n
COLONNE 4 o COLORNE S

- e833333323246246D=02 -, 13B8RBBIAS512025D-02
-« 138RBREABYTYZO4TD=02 =, 190412565542204D-03
«3968253R86064590D=03 =, 496034728595907D=04
<148B095N3B26480D-03 =, 1653342560069220)=04
«66137517036R600D=04 =.6561654537960R390=05
«330689231520554D=04 =.3000198611R5719D=05
- +180372007710138D-04 =,15125495810065160~05
—.21052238319685964D=04 «=_,7988313920483350~06
o OUTALYGI0491TIUND0S =, 0723236277955450=-06
«416287200R50509D<05 =, 26689163630918R0=06
<2T7470694066392D=05 - = 1861923379R0401D-06
. +190820454964982D=05 =_1064606396986270~06
- +134635950399447D=05 i~.5513698095739551D~07 <

(5)

Le calcul de Sl+ a nécessité la connaissance de Sl""’ 819‘

Le calcul de tgl)

() .

a nécessité la connaissance de Syseees Sg -

Le calcul de Uy’ @ nécessité la connaissance de Syse+es Syq-

(5)

Le calcul de v13

3 * P4
La meilleure estimation de la limite S est donnée par t

a fallu le calcul de S2,..., S6'

A titre de comparaison ; on a pour la suite (Sn) :

n S
n

49  _PyNiR165P653061 =01
50 .2000000000000000=~01

4 - Considérons la suite (Sn) définie par :
7 1
s, = 1 —5-
k=1 k

2
. Ll
(Sn) est une convergente de limite s* = & = 1.644934066846559...
2

On a vu que (Sn) appartient a RQ(%;).

(1)
3

a nécessité la connaissance de Sqsenes 828'

, ce qul



On a obtenu les résultats numériques suivants :

176

n S
n

CoLApME ] '
”q157znh601967h11b+u1

N D) -

-‘615?1271512176u+01

)

n

COLNNNE 4

.1644932?96é6053h}01
.164“91313950325“*91
.1640933217135390+01.”.

(1)
th

—Leroepnp 3

n

.1on11a§9ﬂo7vﬁonﬁ+u1'”

COynine o

1j73388é559696ﬁbqb*01,

o

—COLOLLE 4

L 1EGAG2P586520655D40]

S(2)
n

ALOLeE o
.164701507112303h*01
- 1AL2335565555,n,0)
.Iﬁulan065150anun*nl

s(5)
n

e COLORME -8

+(2)
n

S(3)
n

L S A TN T
f10/14’*(:003490”»1’-)0“}1
,1ou42907qﬁnvﬂﬂﬂv+01

_]anﬁlulﬂoqaob7u+ul

«16849323134712690+0 1

« 16440933 1355,62004+01

e 1GUUQSHBOPILRNT TN+ &
Spir—————vytes.

£(3)
n

———— ——— .

(5)
Y

LOLL e §

CRLOWNE 3
e 16U SU0557691 70,41

(3)
v
n

CNLOLNE 3

«10S6A5R05593A32,401
«HOAERII4RGR23UTA D+

«10N57857303602204+01
e S ICBLEINLI595AY3L40Y
. 1005221131450 5954 )9
1085117405047 770401
«10850560%06403°0L4+01

WD et DI >

c16449351150R0980+0)

S17022967A4191950+01

1 B6A23271P65070401

(u)
v
n

COLOLME 4 |
+1633597959973R8N401
< 164297023900714D401

S 16483R40 10090860401
<16407176813148TN401

«1642833706128279N404
< 164UBRS2T566906N1+01
164090732631 1RTNL0Y
L 16489181251 2664N401
<164492435593204N040]

.3 nitdg 3N '?(.\_Q":E“SL_'{.“HJI -5

V3
n

COLONME &
HGALI LIRS 46T TS, +01
«100522281418751,401
<1685007206910660401
«FTHBUASRETIIRACRD+0
2 1084943952886 211+01
L1OAUIREG9573058 14 1
«168493606413387 05401
« 168493593377 15A14 1
«JbOUO3BETIPBAGOII+0) .
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Le calcul de Sgs) a nécessité la connaissance de Sl""’ 818'

Le calcul de tgs)

(5

Le calcul de A ) a nécessité la connaissance de Sl""’ S

a nécessité la connaissance de Sl""’ 816'

2y

La meilleure estimation de S est donnée par tgs).

A titre de comparaison, pour la suite (Sn) on a :

n S
n

49 L 1ePAT3IPTA3621520401
50 LI0PS13PTI3621500 401

5 - Considérons la suite (Sn) définie par :

1 K
1 T o8 1T k>0

n
S_ = 2 a, avec a, =
X=0 k k

(Sn) est une suite convergente de limite s* = 0.577215664901533 = C ot C

désigne la constante d'Euler,
eoos p(2)
On a vu que (Sn) appartenait a R “/(Q).

Pour cette suite, les résultats obtenus sont :

(1) (2) (3)
n ‘tn tn tn
—COLnLE g COLOSNME D coLniuy s
1 L8TT02076372629904 40 SHTTASNOTGEG20R 000y L STTIILS LR TS0 R, 40,
2 LSTTHIA6911R49G30400 . [ §TTP5RGAZAYASHEIEN) B 7T 1067213901, 4 0b
3 SY0QRNGOITYARPLILN 5T i230AET245 Q1L +00. L ST721%00 9808, Gy 4 al
(5)
NCS t
n

COLONE—.y e COL Q50 e o
»0T72150639571 16404 CSIT21003YS g LU
«5T12185606495213 10400 cSTT2150039000n 004 (01

_"5’7_ Z_é!_égl§£.13&(131)+ O O‘""“" o$7 718600 7.‘-'.',?Qﬁ‘l+u{; X




1
2
3
4
5

"6
7"

B
9

10
11
ie

W -

'v(l)
n

COLNivE g
SP3ABNANONTRTISTL+UN
LNT3512R80°20050TU+0N

LR266010T02940180L+00

CSATP1ISIR2669G904+00
5573396000601 RGAL+UN
JESOIO0TSRYLGALP6 400
LSOKGHEUSATEI8TTIL4GN
SS690NTI7RIPATHS LU0
LST06892874167500400
LSTIBRT950201858,4 00
ST27553306T52600400
RT34B462705621RL+00

178
Xg

CoLnmg 2 :
SOBOILNYIYLGITSHDNE 0y
e 00PHTIYILTURYPLD NG
«BRLSE2TEYNUT LD+ 0Y
LHRIRGPGPRP5UQA4NL 0
CAHTYRYLUSTLTG2T 2N %0y
SHTBRUSN6IYUE 13N+ 00
& STUIZ64TTABE10D+00

e 570001065 28T0RED+0OQ

L eNTTTBTZ27905575P+09
cH776410690052875040¢
«STT5H45658247705P+09
SSTTh75215891002D400

(3)
v

COLOEME 3§

LSLA525%1A0637221u400 |
.572“59ﬂb?99a1onu+on
.§75030144561ﬂ97v+0ﬂ
«ST6535T53 1341750400 |
LSI68THR20 285599, g0
«DT7026615472089D4+00
DTTIN2IIOHTHO06U4+00
HTTINZNSRSEL18T U400
«STT167R0R9679580400 |
<STTIR231TL61R90D400 |
CSTT191R419340250L4 00 |
.5771981920761620+00

(4)
v
n

COLONNE 4
L581942828710033D+00

e aD7800699507T0359D+00
S5T70422578122240400
577300756129155D+0G
,577253518763724h+00

C5772348604117201D+00
CL5TT226000606417N+00 .

.577221695261941D+00
.5T72193774459350400
L5772180519658999D+00
.577217254920292D400
LR772167AS81U445D+00

(5)
v
n

COLOKMNE S

...5764229412836500400

5771021951102430b+00
.5771P7251426786D+00
L5772006182793733D+400
.S77211B719R8R920400
J5772139315044730+400
JS5T77214R101585030+00
57721519662 7R46D+00
.5772153830463120+900
J5772155541962340+00
57721545535347AD+00
J5772157640155210+00

(1 3(2) S(s)

Sn n n
" COLORKE i ~_ _COLONNE 2 COLOKME 3 L
.621333984994672D+00  ,578922290121409D+00  .5772580308286110+00

LHP02705%342T7116900400
-593903246524111D400

SS578175723547106D400

.577810376638739D+00"

.577235745164078D+00
.577226659305818D+00

(4) (5)
s, Sh
COLOKME 4 . COLONNE 5
«5772164960409828h+00 .5772164123692220+00
«B77216269938586D+00  ,577215161500899D+00

.5772156759572400+40p

oS 17219697 Qﬁlﬁiﬂiﬂ&«¥,
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(5)

Le calcul de S;77 a nécessité la connaissance de Sysee+s S

18*

Le calcul de th) a nécessité la connaissance de Sl""’ 318'

(5

) P sz .
Le calcul de Vo @ nécessité la connaissance de Sl""’ 827.

La meilleure estimation de S* a &té donnée par th).

A titre de comparaison ; on a :

i n S
| n

1 49 ;q373n5n4021a790u+on-'
50 (88718223290 127°04+00

CONCLUSION

Ces expériences numériques semblent ainsi confirmer les résultats
théoriques obtenus concernant l'accélération de la convergence de suite

appartenant & RQ(S*) et L;l)(S*).

Ce que 1l'on peut remarquer est l'efficacité du 62—itérép0uraccélérer
de telles suites et dans certains cas, exemple <§>, exemple <§>, il n'est
pas utile d'itérer la premiére colonne du €-algorithme ; la premiére colonne
en elle-méme est suffisante et plus efficace que les autres procédés étudiés

dans ce chapitre.




[1]

[2]

[3]

(4]

[5]

6]

(71

[8]

(9]

[10]

[11]

[12]
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I. INTRODUCTION

Soit (Sn) une suite de nombres réels, La transformation de Shanks

consiste en la transformation d'une suite (Sn) en une autre (ek(Sn)) avec :

Hk+1(sn)
ek(sn) = —'——?—
Hk(A Sn)
B LR TR RER 'Sn+k-1
NCEERTRRRR cesevas Sn+k
ou Hk(sn) = : :
Sn+k—1"'"""""Sn+2k—2
et A%S_ = AS_ -AS_ =S .. -2S . +8
n n+l n n+2 n+l n

On peut éviter le calcul de tels déterminants en utilisant la défi-

nition de Wynn :

B
(n (n
e_l)zo :~:O)=sn n=0,1,...
(1) 1
(n) _ _(n+1) 1
2 B S B €S S N €
k k
Wynn démontre el®) . e, (S))
2k k "n’’

Dans [1] (Brézinski) ; on montre comment la modification de (1)

donne naissance au ©-Algorithme dont les régles sont :

4 .
eSn) -0 .06™ - ¢

1 3 85 n n=0,1,..
(2) A
Ae(n+1)
(n) _ . (n+1) _ "2 (n) _
Oox+2 T Ok NON Doyser D k=0, 1,...
| 2k+1
« n(n) _ 1
i SR €T D B
k k
et ol e(“) = e(“+1) + D(n)

2k+1 ~ T2k-1 2 °
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En fait, voir [2] (Brézinski) on montre que (2) est obtenu 3 partir

de la formule

(n+l)4_D(n)

' (n) -
(21) e = Eox 2k+1

okt ol les (eﬁn)) sont obtenus & partir de (1).

Formalisons cette fagon de transformer la régle d'un algorithme en

une autre.

Soit S un ensemble de suites de nombres réels, et soit g
] t -
Stes| st = {(bn)/Abn#O.vﬁ}.

Considérons les applications f, g, h envoyant SxS' + S définis par :

f: [(an), (bn)] > f((an), (bn)) =a - 2;3 b_.
Aa

g: [(a), ()T +gla), (b)) = - z—-bfbn
Aa

h: [(a), (b)) +h((a), (b)) = = 5= b,

On a alors f((an), (bn)) = (an) + g((an), (bn)) = an+1-+h((an), (bn)).

Nous notons f(an, bn) le ™ terme de la suite f((an), (bn)) yet il

en est de méme pour g et h.

*
Soit (Sn) une suite convergente de limite S ; et (bn) une suite de

limite nulle, considérons l'algorithme de la forme :
c, = sﬂ-fbn (3)

On dit avoir appliqué la procédure - 6 - 3 cet algorithme si la forme (3)

est remplacée par la régle 8(e ) = f(Sn, b ) (3").

L'application de la procédure - 6 - peut €tre considérée comme une

8 .4).

extrapolation linéaire en zéro des points (b_, §) et (bn+1’ 0+l
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Exemple : Le 6-algorithme (2) est obtenu en appliquant la procédure - 6-a
1'e-Algorithme (1).

On peut écrire (3') : G(cn) = f(Sn’ bn) = Sn+[f(Sn, bn)-Sn] (%)

et on peut alors appliquer la procédure - 6-a (4) pour obtenir :
o (c.) = e(8(c_)) = £(5 , £(S , b )-8 )=£(S, 6(c )-S)
n n n’ n® "n n n’ n n’’
Remarquant qu'on peut écrire :
0%(c ) = £(5_), 6(c )-8 ) = 5_+(8°(c ) -5 ) (4
n n’? n n n n n
On applique alors la procédure-©-a (4') pour obtenir :
(3) - (2)
6 " (e ) = £(5 , 8 " (ep) - 5

Et on peut alors continuer & itérer l'application de la procédure ©

pour obtenir un algorithme dont les régles sont définies par :

9(0)(cn)

cn = Sn+bn

e(k)(cn)

(k-1)
f(Sn, e (cn) - Sn)
La k™€ application de la procédure - 6 - consiste a remplacer la régle
- (x) . (k)
c, =a,+b par 8 (cn) = £ (8, bn).
Posant (S;k)) = (e(k)(cn), on obtient alors des quantités (Sék))

définies récursivement par :

(.(0) _
Sn = Sn+bn
(5) 1
(x)
S(k+1) =g - (Sn _Sn) AS n20
n " *n %) n k20
l A(Sn -Sn)

Le but de ce chapitre sera de chercher des conditions sur (Sn) et (bn)

glk) _ g

pour que : fim ——— = 0, k > O.
o Sn—S
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Démonstration :

Nous allons donner une démonstration par une récurrence sur k.

sr(ll)-s*
Montrons que %im ————=0.
nm» § -8
n
(0)
S -85
On a slgl) S = (sn-s*)-__?o_y_L As
A(S -S.)
n n
Comme S(o) =S +b —> S* on a alors :
n n “n
n—w
(0) * o
(l) * _ * [(Sn -S )-(Sn S ):]
Sn _S - (Sn-s ) - ‘(07 * * Asn.
As, - 8%)-(s_-5™))
AS
i.e. s(l)-s* = (s_-5") - 2
n " s{9 _g*y (s -5
n+l n+l -1
(0) *, o
(Sn -8) (Sn S )
d'ol :
*
Sy S -1
sr(ll)-s* s, -s"
(6) =1 -
©) oy =
SR (Sn+1'S) (sn+1 S)
s -5y - (s -5%) '
n T °n
(0) * * *
(s -8 )=-(s_..-8) S .-S
Si on montre que £im ntl ntl = Rim ntl =p # 1.

meo (50 -8%) - (s -5")  me 5 -8
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Comme nous l'avons fait pour des deux chapitres précédents, on dis-
p

tinguera les deux cas de convergence :

-

II. RESULTATS DE CONVERGENCE ET DETERMINATION D'UN ENSEMBLE SQ<:LIN

(au sens large)

. 3 ] K3 * . [
Soit (Sn) une suite convergente de limite S , et soit (bn) une suite
convergente de limite nulle et tel que bn est construit @ partir de

S , S

0’ S ol p est un entier non nul et fini.

n+l’" "% “n+p

On suppose de plus gue (Sn) e LIN,
Les conditions que 1l'on doit avoir pour que :

(k) _ ¥

bm 2 -0
nHe S - S
n

sont alors données par la proposition suivante :

Proposition 1 : Soit (s ) une suite convergente de Limite S*, et so0it (b))
une swite convergente de Limite nulle telle que :

b

£im ——-3—; =a ol aest un nlel fini et non nul.
e § =S
n
Alons :
g(k) _ g
fim ———— =0, k 2 1 pour toute suite (s,) appartenant a LIN.

N->c0 Sn-S
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On aura alors d'aprés (6) :

Sfll)°s* -1
Lim =1-55=o0.
o Sn-S,'r p=
(0) * *
. (sn+1 §)-(8,4175)
Calculons f£im ) = <
oo (Sn _-S )-(Sn-—S) i}
-
S(0)_S*
n+l 1
(0) * * * *
on a : (sn+1 ) Sn+1 ) _ (Sn+l ) Sn+1 S
: (0) _=» ' *. o (0) _*
(5 =8 =(5,-8")  (5,-8h s -8"
— -
S-S
- n -
or 81(131 = n+l+bn+1 ce qui implique : SI(IS;-S* = (S l—S*)+bn+l.
S(O)-S* n+l
. n+l _
i.e < = 1+ =
ntl " ° nt1” S
d'ol :
(0) *
. |Sne1”S . Pny
2im ——————;-1 = 2im - = a.
e _Sn+1-S e Sn+1.S
et on obtient :
(0) * * *
(6") 2im (Sn+1 ) (Sn+1 ) = 23 '(Sn+l $) a = 93 Sn+1
0 _*, - *. * a| - M *
o (Sn -S )—(Sn-S) e (Sn-S) n+ S -8

Par hypothése (Sn) e LIN, il existe donc une constante p, telle

-1<p <1 telle que :
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(9 g%y (s, -55
' . . n+l n+l
De (6') on tire alors que 2im ) = =
me (5 77 -8") - (s -87)

Ce qui montre que la propriété est vraie pour k = 1.

s(k) _g*

On suppose que f£im —

o § =G
n

k > 0. Montrons que

(k+1) *
. Sh -5
2im < =0
N0 S -8
n
A
On a : sr(lk”)-s* (s -s™ (kfn . (sflk)-sn)
n ACs s*)
n
d'ou
*
Sn+l— -1
sflk*l)-s* s, -
(7N =1 -
* (x) * *
s, S (Sn+l-S )-(Sn+1-S)
5~ (s -5
n “n
(x) * *
(s -S)-(s -S7)
Calculons Lim n-(f}il) " n+l ~
n> (S -8)-(s_ -87)
n n
On a :
(k) *
Spt1” S
(s _g*y (s .-8") s ..-s* s _-s* :
n+l n+l - n+l . D+l
(x) *y * - o* (x) *
(Sn -S) (Sn—S) (Sn S Sn -S .
*
Sn-S
e
Or par hypothése : Lim ——F = 0.

e Sn+1— s
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(k) * * *
1N 03 (Sn+1-S ).-(Sn+1 ) C s Sn+l“S -
d'od Lim = im ————=p # 1
(k) * * *
T (Sn -S)-(Sn-S) oo Sn-S

de (7) on déduit alors :

S(k+1) o

C.Q.F.D.

Donnons un exemple important de suites (bn) telle que

b
Lim I — = a, a fini et différent de zéro
o Sn-S

b =egn)—s

n n °

Soit (eén)) la suite obtenue aprés application du procédé 82 AITKEN
a (Sn).

52

(n) (Asn)
On rappelle : (Sn) —_ (82 ) = (Sn—

._.___.) .
A%s
n

D'aprés la propriété de régularité du 82 ATTKEN sur LIN, on a pour

*
toute suite (Sn) convergente de limite S et appartenant & LIN

im S_ = S
n

- 2im €
oo

(n) _ *
> =%

>
elm _¢*

| Cgim 2 -0,
| ™Mo § -§
| n

I1 s'ensuit alors que :

! - %imb_ = 0.
| o n
b Mgy -(s -5 el gt
fim = Lim = f{im —4 8 — -1 = -1,

mo S ~8%  new (s. -s™) meo S -8”
n n n




(bn) vérifie bien les hypothéses de la proposition 1 avec a =
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=-1.

Le procédé-accélérant LIN obtenu est alors :

( (x) )
S(k+1) =g - (Sn T—Sn) AS
n Do oas®I_gy ©
n n nz20
(8) (s))— k20
(0) _ (n)
LSn = 82 |
Pour k = 1, le procédé (8) devient :
(x) (e5™ - Sp)
(Sn) -—> (Sn ) = Sn - -——-m———- ASH o
A(E2 -Sn)

C'est un procédé obtenu comme cas particulier de la procédure stan-

dard étudié par B. GERMAIN-BONNE dans [3].

I1T. RESULTATS DE CONVERGENCE DANS LE CAS DE LA CONVERGENCE LOGARITHMIQUE

s s *
Soit (Sn) une suite convergente de limite S et telle que :

ASn+1

%5 ° 1+, ot (An) est une suite convergente de limite nulle.
n
Une telle suite (Sn) appartient 3 LOGSF.

Nous voulons chercher une meilleure approximation de s* en appliquant
a (Sn) le procédé (5) :

r s _g )
(s o (g n n_ As)
n - n (x)
A(Sn —Sn)

(s) —> 4

(x), _
L(Sn ) = (Sn-fbn)

D'aprés les résultats de GERMAIN-BONNE et DELAHAYE [4], cette recherche
de la meilleure approximation de ' nécessite des informations sur la suite
(Xn).
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Nous allons donner dans ce chapitre, en plus d'informations sur (bn)’

quelques informations sur (}\n) pour avoir :

s{k) _g*
n

lim————;——=0, k 2 1.
% Sn-S

a) Recherche d'informations sur (An) et (bn)

On suppose (bn) convergente de limite nulle et vérifiant

b
§+l =1+ f) ol (fn) est une suite de limite nulle.
n
sr(ll) -s*
Quelles informations doit-on posséder sur (fn) et (An) pour que ——————> . ,
S -S mo
n
b
PO (1) n
On a par définition : S "7 = S_ YSFn- ASn.
b b
~ (l) n+l n
] . = -
d'ou : ASn AS b ASD"’l + Eb— ASn.
n+l n
’ ~ b AS b
. (1) n+l n+l n
i.e. : AS = AS_ |1 - . +
n n i Abn+1 ASn Abn:’
Ce qui revient 3 écrire :
(1) Asn+l_ bn+1 ASn+1
AS AS b As
=1 - n_ . 1 - n__ n
As bn+2 br1+1 n+l bn+2
-1 5 1 5 -1 5 -1
n+l n n+l n+l
AS b
. . n+l _ n+l _
Soit en tenant compte du fait que Asn =1+ )\n et B_ =1+ £
0tV 1ve (1) (L4 EDE - (14X
n _ n _ n’ _ n’ " n+l n 'n
ASn fn fn+1 fn i:n+l
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Supposons que (fn) et (An) vérifient les hypothéses suivantes :

A
- 2im — = K ou K est un réel fini non nul.
3
Mo T

21m(1+-fn)fn+1— (1+7\n)fn

- = O
fn fn+l
ASn
- fim - = 0
o n
On aura alors :
gim 81 = pim(s -E’-As ) = 2im S_ - 21 %5
m n - im n Ab n = im n 1m-f—
n n
ASn ASn A
on a T = -5 * ~f—— -+ 0
n n n
dod im s = gim s = s*.
n n
astd) (1+£)F - (1412 )f
Comme re— FF —> 0 et comme (Sn) 3 (S_) est
n n n+l N n

donc monotone & partir d'un certain rang,on déduit :

Asgl) | sgl)-s*
—Hg T 0= ———=—0.
n Sn—S 0

Le probléme qui se pose maintenant est de trouver des hypothéses

(1)) . (D
) = (s}

supplémentaires sur (An) et (fn) pour que la suite (bn - Sn) ait

des propriétés équivalentes 3 celles de (bn). i.e.
A
- 2im 1)n =K(1)oﬁl<(l)
e b
ntl
b315

n

est un réel fini non nul.

(1+f£11)) fr(lﬂ— (1+1) fgl) (1 bﬁi
- 2im 0 ob £11) = -1,
Lim D D n T

n n+l n
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La proposition suivante résoud ce probléme :

Proposition 2 :

Soit (s_) une suite convergente de Rimite ™ et verifiant £'hypothese
He) de £a proposition ? (cf. Chapitre 11) et (b ) une suite de Limite nutlle
et virnifiant £'hypoth2se H) de cette méme proposition.

Atons pour n assez grand, (1)) suite deginie pan (11) est une suite
convergente telle que :

- (Sx(ll)) converge plus vite que (s ) vers s

(1)

- La suite (b(l)) = (S Sn) est une suite de Limite nulle veirnifiant :

5(1)

n+l _ (1 . (D . .. P

;ﬂ- =1+ £ 77 ol £ ~'est une suite de Limite nulle vérifiant La
n

propriéte M((B(l)) (u ), m) avec B(l) Br(no).

Démonstration :

Ayant montré dans la démonstration de la proposition 7 (Chapitre II)
que (Si )) converge plus vite vers s* que (S ), on doit montrer que la suite
(b(l)) est une suite de limite nulle verlflant :

AS (l)

n+l (1) N (1) . o s s e s 2
Z;(IT = l-l-fn u (fn ) est une suite de limite nulle vérifiant la propriété
n
M((B(l)), (u ), m) avec B(l) B;o).
Montrons que £im bil) =0
b AS AS
(1) (1) . __m _ n___ _n
On a : b ™ =5 Sn ¥~ E5. ASn - b - f
n n+l n
1-
b
n
i.e b(l) =-Asn . iE
T n A £ °

n n



(An
A = ol®
n m
de limite

De
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) véfifie la propriété M((ago)), (un), m) ce
m (0) m+i .
n Teeet um+i u, teeut; 120, m 2

M(m+1)

nulle vérifiant "

€0y, «

méme (fn) vérifie M((Bi

qui revient & écrire :

(0) R
1,avec o 20 et (un) une suite

un), m) implique :

- o(0) m (0) mbi | . .

fn = Bm u t... 8m+i n Feeeti20,m21,

On déduit alors :
X a(o) uh 4.t a(O? ™oL a(ﬁ)
n_m n m+i “n s _m
f - . (0)°
n B(o) u® 4., .4 B(O? Nk +. e Bm

m n m+i n
Ce qui donne
. 0‘(O) Asn
Lim bn = - ) fim T— 3 on a alors :
n>® g n
m
Lim bil) = 0.
>0

Montrons que (f;l)) vérifie la propriété M((Bgl)), (un), m) avec B;l) = B;O)
Calcul de fgl)

On a :

b b As
s s - Bag = sDog =pD o0 ps - =
n n Ab n n n n Ab n b
n n n+l
-5



d'otl ~ -
+1 n+2 n+l
(1) 1-— — - =
bn+l _ ASn+l . bn - ASn+l 1+ bn+1 bn
b(l) ASn n+2 ASn n+2
n 1- 1- 5
n+l _ n+l. J
(1)
b f -
i.e e RN CE R FR L2
b n+l
n
(1)
ie. bn+1: 14+ Ix 11+ fn n+l _Afn
bn:L n . fn+l fn+
AL Af
d'oﬁfl(jl)zln-lnfn-fn
n+l n+l
ft(ul) est une suite de limite nulle, en effet :

(£ ) vérifiant la propriété M((B:(.LO)), (u ), m) on a alors :

_o(0) m (0) m+1l (0) m+i
fn = Bm u + Bm+1 u T et Bm+i up e
(0) m+l ,(0) m+1 (0) m+l
d'od : frt1 . m n+i? Pme1 Ypes Tooet 6m+:'L Unei "ot S
f T (0) mil (0) m+1 (0) mti -
n Bm u, ot Bm+l LU Bm+i u ..
. 2., {m+l) Yn+1
(u ) vérifiant la propriété Mq) onau —> 0 et —> 1
D oo n Do
£ . B(O)
d'ol @ 2= r(n = 1.
i:n n*o B 0)
m
Afn
On conclut alors 7 =-1—> 0
n+l e
(1) Af Ai:n

Ce qui donne fim f = fim A_ e+ 2im —> - ¢im
n n f f
o o mo “n+l o n+l
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On a par hypothése :

_o(0) m (0) .
fn = Bm u, te..t Bm+i S izo0
A= al0 gy g o0 iz2o0
n m n m+l n

ol (un) est une suite de limite nulle vérifiant pour n assez grand :

u = ¢(un) od ¢ est analytique dans un voisinage convenable de zéro et véri-

n+l
fiant :

$(0) = 0

6'(0) = 1

$"(0) =...= ™D oy = M0y = o
¢(m+l)(0) £0

m étant un entier 2 1.

u s'éecrit alors :
n+l

- 4 (m+l) (m+i) .
- ¢ (0) m+1 ¢ (0) mt+i .
Yl T T TmDT Y Tt TmT Y feee 1L

V étant un voisinage convenable de zéro ; posons pour x € V :

f(x) = B;O) " + B;S; St B;S; S i20
| f+(x) = f(p(x)).
Ax) = aéo) x4+ Q;Si xm+l +o..1 a;S; xm+i +een i= 0.

Considérons l'expression :

f(x)-f+(x) f+(x)-f(x)

P(x) = Mx) |14 -
f+(x) f+(x)

pour x € V,

Nous allons chercher le développement en série entiére convergente de

P(x) pour x ¢ V.
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12re &tape : Calcul de f+(x) - f(x)

on a : £,(x) = £(8()) = B 0G0+ 80 (6™ 4. v B (0™l

120

£(x) = BT(nO) xm+8(0) xm+1

(0) Xm+i
m+l

m+i

+...+ B +een i20

d'ol : ‘

£,x) - £00) = BOTO0G)™ - ¥+ 80 (0G)™ - ™11 4.+ 80T (0™ - T

1220
Comme ¢(x) = x+$(7m-;_lr—1§—0!—) xm+1 +...t % xm.":.L +... izo0
on déduit alors que ((b(x))T--xT = ¢(m;ii()?) LSRR O(xm‘i) ol m 2 m+T+1
d'ou
f+(x) -f(x) =m B;O) Lﬁé;—i—i—%?—)— x2" 4 O(xm') ol m' 2 2m+l.

f+ et f étant analytiques au voisinage V de zéro pour x € V, on tire alors qu'il

existe H(x) une fonction analytique au voisinage V de zéro pour x € V telle que:

(m+1)
_ (0) ¢ (0) . 2m
f+(x)-f(x) =m Bm CTA H(x)
a)
1

H(0) = 1

o f+(x) - £(x)
2eme taage : Calcul de _?Fj_—

On sait que f+(>é) = Br(no)(¢(x))m +...4 B[(HO)OI)(X))“W:‘L 4...120
i.e. : f+(x) = Br(nO) X+ 0(xm+1).
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Il existe alors une fonction Hl(x) analytique au voisinage V de zéro

pour x € V telle que :

(0)
B

f+(x)
(a,)
Hl(O)

X H, (x)

1]
=

(m+1)
(0) ¢ (0) . 2m
£,) = £0x) m B Sy kT B em) oy ey o

d'ol = > X
f+(x) B;O) o Hl(x) (mt+1)! Hl(X)

Posant G(x) --%ﬂfg% ; 6(x) est analytique au voisinage V de zéro pour

x € V vérifiant G(0) =71 3 de plus

f (x) - f(x) (m+1)
+ .9 (0) m
f+(x) =My G(x) x .
On déduit alors que :
(m+1)(O ¢(m+1)(0)

P(X) = }\(X)-A(X) m L(—W G(X) X -m _—Tlm—)_'- G(x) Xm.

G(x) étant analytique au voisinage V de zéro, il existe alors

1

61,..., Gi,... (1 2 1) tels que : G(x) = 11-61><+...+ 6i X 4., izo0
< _ (0 m. (0) mt1 (0) m+i .S
Or par hypothése A(x) = a x40 )X tooat o LoX +... i=z0.
D'ou
m _ (0) 2m, (0) 2m+1 (0) _2m+i .
Alx) X 6(x) = SV SR A oot W X oo iz2o0

ol les (wi) se calculent 3 partir des (ai)ikm et (6i)121’ et :

izm+l

m+i

L+ 5, XM 4L iz2o.

G(x) x™ = x™+ 61 2

On déduit alors que

(m+1) - .
P(x) = [ar(nO)_ m¢ (0)] < 4 B(l) xm+1 + o+ B(1) mi

mri)! m+1 m+i ¥
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(1) N .
les (Bm+1)1>1 se calculant @ partir des (ai)iZm’ (Gi)iZl et (wi)iZl
C o, (mt1)
Soit en posant Blgl) = [ar(no) -m Q—TFl—g?—)iI on écrit alors :
(D) m (1) m+1 (1) m+1 .
P(x) = B X + Bm+1 Bm+1 S izo.

Soit N 1l'entier naturel tel que u_ € V pour n > N. ‘

Faisons x = u., D > N. On a alors :

(1) o

(1) m+1 (1) m+i . ‘
u B

ces i
m+l n n +

P(u ) = B + B

L\
o

or

Flu ) -f, (u) flu ) -f (u)
P(un) : Mun) [1 n + n:l _ n + n

f+(un) f%?hﬁ)
c'est-d-dire P(un) = f;l) et donc :
(1) _ (1) m (1) m+l (1) m+1 .
£, B n+8m+l n +B u, ot i20

Ce qui montre que (b( )) est une suite de limite nulle vérifiant la

propriété M((B(l)) (u ), m) avec

(1), [0 _ o{™ 0y _ 5(0)

m o m (m+1)! m

B
C.Q.F.D.

L'application du procédé (5) a toute suite (S ) verlflant les hypo-

théses de la proposition 2 donne alors des quantités (S ) définies par :

,

S
T WPt
A(S -8 )
4
(O) S + b n=z20 ‘

ol (bn) est une suite vérifiant les hypothéses de la proposition 2.
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I1 découle alors de la proposition 2 le corollaire suivant :
Cornollaire :

Pour toute swite (s ) virnifiant Les hypozh2se de La proposition 2 ;
44 (b)) verifdie Les hypoth2ses de La proposition 2 alons :

g(kt1) _o*

Démonstration :

(k)y _ (oK)
) = (s "7 -

En effet, de la proposition 2 on déduit que (b S )

n
est une suite de limite nulle vérifiant la propriété

(m) ;5 (k) (k) _ o(0) _ (0O) . m (m+1)
MR Bm = Bm =a DT ¢ (0) # 0.

Ce qui donne alors :
s
<:;:;)
N .S(k+1) —
n

converge plus vite que (Sn) vers S".

av
. un) ec

IV. APPLICATIONS

D'aprés le travail du Chapitre II, on a montré que :

* Toute suite (Sn) € R(2)(S*) vérifiait les hypothéses de la proposition
7 (Chapitre II).

* Toute suite (Sn) € Lgl)(S*) vérifiait les hypothéses de la proposition 7.

On a montré aussi que dans le cas ol (Sn) € R(z)(S*) U Lgl)(S*) alors :

As
. (bn) = (eén)-sn) = ———7E§l—— vérifie les hypothéses H.) de la propo-
1-_ntl
AS
n

sition 7.
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vérifie les hypothéses HG) de la proposition 7. i

On a vu que dans le cas oll (Sn) € R(2)(S ) alors :
. (bn)nZI = (n Asn)n21 vérifiait les hypothéses de la proposition 7

et dans le cas ol (Sn) € Lél)(s*) alors :.

. (bn) = ¢Z§£ vérifiait les hypothéses H6) de la proposition 7.

Ce qui nous permet de déduire que :

¢ (k)
s\*) _g
(D) soit sferl) o5 — T 88,
A(s -8)
n n
(x,) A
! (as )2
(0) _ () _ ._""n
Sn =& - Sn 2
A%s_

Alors pour toute suite (Sn) € R(Q)(S*) U Lgl)(S*) on a :

SI(1k+1)_s*
Kim——————*—=0, k=20
N0 S -8
n
(é) Soit :
.
(k)
(k+1) _ (S S ) n21
Sn ———T—j—————-AS k>0
A(G N
(%) 3
S(o) = S_+n AS n=21
| n n n

Alors pour toute suite (Sn) € R(2)(S*) on a :

g(k+1) _ o*

gim ————— =z 0, k

v
(@)
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(:) Soit :

(k)

r(k+1) _ (Sn -5y n=1

Sn = ST % AS,  x»so0

A(S -5 )
n n
(*3) <
(o) _
Fn -AA%{+sn

Pour toute suite (Sn) € Lgl)(s*) on a :

k+l) _*

S( S

V. EXEMPLES NUMERIQUES

Tenant compte des déductions (:), (:), et (:) on a testé chacun des
procédss sur L{1(s*) et R(P(s*),

Nous précisons que le test d'arrét est le méme que celui du 62 AITKEN

itéré. On traitera les deux cas de convergence :
- linéaire
- suites de Lgl)(s*) et R(Q)(S*).

[ o . o *
Soit (Sn) une suite convergente de limite S .

Soient S;k), ugk) et vék) les quantités suivantes :
(x)
o(k+1) _ S (Sn '-Sn) s nz0
- Tt e (K oy 2
n n A(S k)__S y B k20
n n
{
Lsgo) = eén) n20
2
(s )
< (n) _ n
ou €, = Sn 5
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(k)
(k+1) _ ¢ (un Sn) AS k20
n n (k) n n20
4 Alu,""-8))
i
(O -5 4+ vms n2o0 |
¢ (k)
(k+1) (v n Sn) nz20
s - AS
n n A _gy B k20
1 n n \
|
|
v(o) S_ + n As nz0
{ n
a) Suites de LIN
On a expérimenté le procédé (5) avec b, = egn) =S, sur les suites
suivantes :
@ Soit (Sn) la suite définie par :
1 J
Sn+l T (S +2)
SO =0

On sait (cf. Chapitre I), que (Sn) est une suite convergente de limite
* ~

s* od 8" = 2=/7 ; et appartient 3 LIN.

On a obtenu les résultats suivants :

n 5;2) | Sis) s;”)
coLnire 2 cOLORME 3 c0Ln@N£ 4 ,
A BRETGATIT6I9190400 - S8STU6I3IR1R2RB3D+00 .S5R5R06156556649D+00
2___-Rnglqn0641307710+00~——~§8§797d82 ?5327u+on——— 585784002037956D+00
3. 8BLTE20R4033158P¢00 - J5ERTRT6009917000+00 L58573A101662157D4+00
4 .5957660G1163o°50+09 LSESTRES4T28536N0D+00 .585786405“?97&10+09
5  .5967564042211250+00 _56ST7RPOULT3T2TE6D400 .58575643u7c700ah+ng
6 . _6R575A434TSAE00D400 - JS85TB80U3R46TIS6L400 .5B578643T7381169D+00
7 »%9>7u64273603a8 +00-——5ESTROU370699093D+00--- . 5857864376057710+00
8 85756437605 7510400  5657804376331000400 . 5R5736437625090D+00
) .5357dh~3762q000h+00 cBOSTROU3THPTNZ6D400 .5857564376@67Roh+09
Ao (PST5ALRTE2ATAING0Q 565780837 620951D400 .5R5786437626890D+00
44 L8RS T70643T626892D+00 - . REG5TR6UST026%0P0+00 Sﬁb756417636905ﬁ+ng
44_~ LA 7&6&1463690,P+00~-—§6§7Rbab7on°060+00 LHRSTBA4RTH26GNGNENY

13 5R5756437626905P400  .5E57%6857620905L400  .5B57864376269050400
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by . . . *
Sil) est la meilleure estimation de S, et pour son calcul, on a eu

besoin de Siseens 816. Or pour la suite (Sn) on a :

n S

n
18 HSTeba2 it n1 7oy
1v .l‘.’_ﬂ!;\7“/.“7'lr?.,ﬂi‘ﬁ‘,f\.'(\,\’
20 JHRSTOFLTTEGTES AN NG
21 TR R IR I I AR I AT BV
P2 JHRSTabRLTITEL R Tl Ny
23 JHPLTefaRil 6utoNenyg
DU ORI TR QI B N g NG
2% HTERLT (0p0i b3 eny
PO S0 TabRaTb DDy

Ce qui montre 1l'accélération de la convergence de la suite (Sn) par le

£ oz _~(n)
procédé (5) avec bn--e2 -Sn.
(:) Soit (Sn) la suite définie par :
-S
- e n
n+l
{SO = 0.5.

On a vu que (Sn) était convergente de limite s* = 0,5671482904784 . ..
et appartenait a LIN.

On a les résultats suivants :

(1) (2) (3)
Sn Sn Sn

n

18— S0T714832904109390400——_56T714%7290410439D400--  .56T714329041015A0+00
19 .56714329041031G6L+00 L567143290409995D+00  .567143290409903D400
20  .S671483290409°030+00 LSAT143290L09852DP+00 ,S67143290409822D400
2186714329040 98220+00—-;567143290439806D4+00 —- ., S67143290409796D+00
P B 6THA3290 409796+ 0—— 56744320 040979 1N+ 0y-——:5671432904N978RD+00
CRY - R6T1UZ290409T78RB+G0—— 5ATIUZ290409T7TR6DF00 - .86714329040nG7850+0QC
24 .5671432904N097850+00  ,S67143290409785P+00  ,567143290409784D400
25 5671032904097 580+00 .5671422908097R84D+00 «5671432904057840+00
—26- -;5671432904097840400-—- ,667143290409784D+00 - ;567143290409784D+00
2 27— S 6T1U43P90UN YT E N+ )O0——— B 6T 14 F 2904097 RUDF 0 0——556T 1432904097840+ 0C

PR
’

// T AN
PR -
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(3)

Une meilleure estimation de S est donnée par S,y 3 ce qui a nécessité

la connaissance de S 82""’ S

1° 28°

Pour la suite (Sn) on a :

R0 WSHARTIUTLES5T4L 3R N
] LSFI1ATRTA1116080 0y
P Anned- LW A KT ol Rb AAVIIALE SaF iy
RBSTTISETIAREPGETR LA LTI 00 T
T HAI1AT G520 5140y
35 ‘S/"i1q7()“(',’,"(-’»!\,"1—0"1_,
TRGTTUSER[1ATPO RN e Dy
TRTISATNERPEGTI AL T AL
LY RN Y A P S R I - TP S AR T
LR P FLIE VL P RUPY IV
By TLHETILELCUNP,RTT SN

Ceci montre qu'il y a accélération de cette suite par le procédé (5)

(n)
€2

avec b_ = -S_.
n n

b) Suites de L{)(s*) et R(2)(s%)

A partir des conclusions faites dans le paragraphe 4 ; on a testé les

procédés étudiés dans ce chapitre sur des suites de Lgl)(s*) et R(2)(S*). On a

obtenu :
®‘ Soit (Sn) la suite définie par :
_ 9
ntl = 6-8
n
S~ = 2.5.

On a vu que (Sn) appartenait a Lgl)(3).

Les résultats numériques obtenus sont :



Sumg————

TO+09wRENILStHV00E" ~—t0+QubL29CC1¥E9 1668
TO+G2909690n166k662° [0+0996Gu22 024G 06"
T0+G9825R79255/6662° [0+QLTInneb6802TL0AL”
TO+00i02L20109S6662° [0+0556G5182C0bdL06l"
T0+UENL2191802% 06062 " 10+029960G7893 (Lobl”
FU+Ge89910289206662 7~ TO+ALINPLEOSOLLULB6E Y —
TU+USYZnuNenyOybed” - 10+0yS9T14%069LL6%046L"
T0+4QnoeTe9nglly662” [0+026¢92G8 T nbu0662"°
T0+(9%669976G599L662° [0+0e@r29R0KEEd9066E"
Tu+UdeSET65¢0y69662° 10+025990TyEL2u006L"
T0+0S8Le028L9219662° — 10+Ag0LuLiL908966L " —
T0+UIS05T19281905662° - [0+0LLélyb6u655ulobe”
To+ygedsLlolllsless?” 10+40L104506G92962L06"
T0+02¢0L2965L6902662° 10+050699691000R646¢ "
10+08.L1992¢99000602"° PO+QLLLOVASLRT0KE6C”
LorBel92ehrgTab 1862 — 10+l hyd L 1228020008 ——
10+U2060SELS960R62° — 10+09E4SURNTIGSTO0E " -

# INNGT0D ¢ 3INNCIOD
u u
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—-T0+yNne taslglulnouy” R TP YR R T L. IV AN
TO+ULgTudLhabluive” R A L kS NI L Y- A |
To+yGglelduanthetuus ™ PIETLIITUALI LT AL ol
Tu+0L99hyaEn?L,0us " AR P ST PR UV EIPD BTL TRV |
10+G208 LLyTehuOunys”® I e INGIYRED g GACT LT
104G Pg P uGilyue phra ity aul L heiivdohe” 21
T0+u9u81Ti962unyNun” AN T IR - S YR WY Y- A 8 §
TO+GfuGyIeayn L iy ” PE S Lo LG b D 5ne” Ul
VO+GCLLe?eeau gy ” R TN TR L R A Y- L
TO+Glolihendrinue” brenglevgtabusclahd” g,
—TU+gsoZusizic L Tutye " bR I VS Eh L nGsReT L
TU+UbUSYRUDEbLS fTuy " L B NER RS S R ST R
To+youlauieeyioteive® w).*;aw\nuau.4ud.L~U3u?hc 12
ﬁC.—-CO.&OOOKQ.&ﬂCJ(~Cm..o r:?._Qs.va.C:FDP..\CCF?(l {7
CTURULLELTuRLLE P U T L 00 delelileleline” 2
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ur(ll) u1(12) u;S)

COLNLNE 1 COLNLME &2 COLNLME 3

1 _T03315011530AYTu+0Y — . 2972179405964R6N+01 - ,360870RYNTAT6HE5D4+(
P— 202510501000 T 0% v+ 1 2983333673 2A5PTD+0 S3ONTO9YSBRYQYT 104+
3. Z019AT23 3145231040 - POB8635993027353D0401 - . 3007198030639070+¢
4  _3G15P312395177R0+01 LPO2RLTIALO3040TDEN] «30060539076291604+
5 " .30130315202°955950+y1 «?9G03R(0163599N+01 .300578653030?310+q
by 301OPBS3P0A26 150401~ — P99 175415347 0A1D+ 0] — L3005199235679610+(
T 230924501 34309204901 —— P O9PERIE6 1696522040 1-——3 004685330542 190+ (
B 2007947033327 77w+ 0 +-—— 3 299374700592664D4 01 - ,300U4R236769715510+(
9 360690440704 760+01 209848 270666919(0P+01 «3G03PUNICOO2E LAV
10 .30060584763916%0401 L POYRE A5G T 5356401 L30055017831038FRD+
41 - X00535236809R220401-—- ,P99501223472926D+01 - ,3003200394683340+(
42 2304765089978 404+ ——3P996 051+ 1660RUSOD4 01——=3002934727702280V+(
43 - 304270464741 250401-—— 29964272 73792270401 ~~,30026990783¢586U+(
14 JACN3RGBL22N550RV+ (1 LP96TSe13R19967D401 .3002“90900373300+2
45 300306306297 390+ (1 c 29970246 218R2U2N+0] c3002IQLERIPHURD4C
46— TGN31T2YPH246200401——, 297281 73RTI799D4+01 -, T00213R44736053D+(
AT 2028989523364 4 t——ROYTE092G 01033 1N+ 01— 3001969646390220+(
A8 3p0266075439202u 401~ 4¢997095690571%0N+C1 - .300185849P254150+C
A9  .3002049979931030+01 .299736£700098940¢ 01 L300173292203%972U+¢

uau) u;s)

CNLONNE 4 COLNONNE S
~<300331835230226D401——,29914461800761°D+01
—3001592807 7029904+ 01——P 99293262 71932120+0t
~+300049213454255N+01-— ,2994247253890721401
. 29997R7U44R56926ND4+0] «2995350720233100401
«299933750259662D+01 e 2996256155593200+01
- +.299905384018194D4+01 - -,2996991863B06578D+01
—5 299888009022 2R6D+01- 5299758762 194b47D+0 Y
e 299RT7T79700878030401-——,299807010997681p+401
. 299872858R3A705D+01 «29980101514461090+01
«299RT106546%332N+01 «299377Q879510240+4+01
«299871500779215P+01 -« 299903955273R59DH401
— 2998734196965 0D4+01——=2999P5 2066917560+ 01
e @FIBTHINB8997546ND+N1 - - ,2999426470953600+01
«CO9BTE12532654N+0] «?9995699279121200401
«299883082085431D+01 «P799968H328992800+01
«COQRBTTUSTILRTIZSN+0] e 299978606367043D+01
—2299R91884870167N+01 ——.P999BT 235816040+ 0
«299896009154514D+01 «2999934063416010U+4+0)
«299900069423165N+01 e 2999990031%408220401

On a une bonne estimation de la limite de la suite (Sn dans :

_ g L (5)

17 Uig - Cela nous a valu la connaissance de Sl""’ 325.
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Or on a vu que pour cette suite on avait :

S50 = 2.,94545454554545,

Ce qui montre qu'il y a accélération de la convergence de (Sn).

2 Soit (Sn) la suite définie par :

( 1-8
n

Sn+1 = Sn " 1¥s.
n

LSO = 0.8

On a vu que (Sn) € Lél)(O).

Les résultats numériques obtenus sont :

(3)
o u(1) u(2) u
n n
COLONKE 1 COoLNkME 2 COLOWNE 3

1= 29620629629 29Ti-g1 - | L1759902R88951550P-03 { P ROAGITRE99ZTUD—(P
P= 21T ORISR YL oA 4L G bP— P0G ELTYRTPERITYN=0 - Lo 79T 857N IBLR32606=03
3-=.2303250160763170-07 | . 156631229704132D-02 {<.74349030P7263900-¢3
4 =, 3752992104632520-02  ,120693251153445Pa02 "= 6096R5T454237540-03

o9

COLOANE 4

-.118779273R70608D=02
—-—i4631263005341200-03-
I-,20893457266846020<03
-, 027850932R3R8473D-04

Le calcul de uﬁ”) a nécessité la connaissance de Sl""’ Sq-
Or on a vu que S.., = 0.091229407850366... ’6“51,
50 (0%)
N~

Ce qui montre qu'il y a accélération de la convergence par le procédé
/]Asnl pour cette suite S ).

(5) avec bn
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3 Soit (Sn) la suite définie par :
s =2
n_n
On a vu que (Sn) appartient a Lgl)(o) et R(2)(O).

.

On a obtenu les résultats numériques suivants :

(1) (2) s
n s s n ‘
n . n _ ‘

COLONMNE 1 coLoLNe 2 COLONYME 3

L4 83012701 6022190400 ——3AG0BAERITIAGRSN=N] — - 1211130430R(063D=0
2m bGOBEESIT 2ALLG Vi 4 AU P AL RFIOITTQOOP = 04— 1-G69904794989350-0
7 =L R63TL3N6NF19TSTE -1 - a1 64TORITINSA2RTN=01 - =, 214931 003433916D=y
4 - 228784PT13915900=01  .118500207549983P=01 ~.3017221960°702R0-0
§ = 1526769625199 31D=(1 LBO1P0R3695261 02002 -.31&2639102309430-0
6 ~.11050G289550hphii=01 - 69401TE011723360=02 =,2922969025727000=0
T, RIGBTZRORIZZNG T iR +55554l2P44904ATN=02—~ 266512999G36194U~0
Bo= 6557443819435 1IL=00 - L4RG6LRIVUTIRYIIN=02 . =.2399343500985000-0
9 -.5277079635256780=02  (3789443505272580=02  ~.21%13025L42RTT200-0

)
n

COLOKNE 4
—=,1019666156H65754D=01—
——s87568RE557345959D =02
=, 568011584R74993N=0n2 -

-.3U5020177120062D=02

-,201376424701941D=02
-=,110611743116956N=02
—~:530935908203634D=03-
-, 1640448841022 780N=03

L70850U4814379701D=-04

On a obtenu la meilleure estimation de la limite dans 5£2) ;3 ce qui
a nécessité la connaissance de Sqsee+s Sqy-

Or a titre de comparaison, on fait remarquer que :

D
Scp = £g = 0.02.

Ce qui montre qu'on a accélération de la convergence de cette suite par
q g

la propriété (5) avec b = egm)-sn.
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CONCLUSION

Les résultats numériques montrent ; que pour certains cas de suites

(bn) on a accélération de la convergence de la suite (Sn) par le procédé (5).

Cependant, on a remarqué l'instabilité du procédé (5) avec b =n ASn.
sur les suites de R(z)(s*) ; Jesuggérerais 1'utilisation du procédé (5)

avec bn = /]Asnl ; cependant une question se pose alors :

- Y-a-t-il une relation d'inclusion ou méme d'égalité entre

R (s*y et Lgl)(s*) ?



(1]

[2]

£3]

C4]
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INTRODUCTION

Dans le chapitre I, nous avons étudié le procédé 82 AITKEN itéré
appliqué 3 une suite de nombres réels. Dans ce chapitre IV, nous nous
plagons dans le cadre plus général de suites d'éléments d'un espace H
de Hilbert pour étudier 1'itération d'un procédé T appliqué @ une suite

d'éléments de H.

[ On définit T par une application H » H / (Sn) - (T(Sn)) z (egn))

< > >
o B Pu o PO Py 41
n 2 n S <ZSn, ¢>H

(1) {4 oy el® -

>
S i <Asn+1’ ¢ -1
n 5t B,

¢ étant un élément de H tel que % S,» $> # 0 ¥n et <>y désignant

le produit scalaire dont est muni H.
Dans certains ouvrages [1], [4], T est obtenu comme cas particulier
de la généralisation de la transformation de Shanks dans un espace topolo-

gique.

Nous étudierons l'accélération de la convergence de suites (Sn)

telles que :

Sn+1 = A Sn+b

So donné

ol A est opérateur compact, auto-adjoint envoyant H dans H, telle que

(I-A) soit inversible et b un élément de H.

Avant d'entrer dans le vif du sujet, un rappel de définitions est nécessaire.



DEFINITIONS - NOTATIONS

Soit H un espace de Hilbert réel, muni d'un produit scalaire noté

par <,>, et d'une norme notée par I ”H

Dédinition 1 :

On appelle optrateur Linaine A : H-Hune application qui vérifie
A(ax1+8x2)=an1+8Ax2, ¥x,, x, € Hyaet B étant néels.

Dédinition 2 :

Un optrateun A:H~-H est dit compact 84 pour tout ensemble M borné
dans H on a A(M) est compact.

On appelle optrateur adfoint de A L£'opérateur A défini pan :

*
<y, Ax>H = <Ay, X>H, y € H
X € H
Quand A* = A, A est dit operateur auto-adjoint.

On notena : Ker A = {x ¢ H/ Ax} = 0.

Dédinition 3 :

Sodent (s ) et (T ) deux suites d'éléments de H convergentes ayant
nespectivement pour Limite s et T”.

On dira que [S_-8*1n [T -T°7 si :

IIs_-s*||
Lim —2 =1

— =
e |7~ 1|
On nemarque que £a nelation v est transitive.

Poun §inin, nous enoncons un théondme (Theoneme de H.ilbeat-Schmidt)
qui nous servira par La suite :
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Théoneme 1 :

Pour tout opérateur Lintaire compact auto-adjoint A dans un espace
de Hilbent H il existe un systeme onthenommé {¢n} de vecteurs propres asso-
ciés aux valewrs propres non nulles {An}, el que tout éLément E € H peut
8'écrnine d'une maniére unique sous La foame :

E=L20C ¢ +8&'
- K
ol £' € Ker A.
De plus &4 Le systéme {¢n} est infini on a : %im X = O.

<o

I. RAPPELS DE PROPRIETES ET POSITION DU PROBLEME

a) Rappels de propriétés

Nous allons donner les propriétés d'exactitude et d'accélération de

la convergence du procédé T défini en (1).

Soit H un espace de Hilbert et (Sn) une suite d'éléments de H conver-

*
gente et de limite S . Nous utiliserons les notations :

- e =8S8_-S5
n n

¥, ()

1
m
]

étant la quantité définie par (1)

-K={f e H/<$, >y = 0} ol ¢ est un élément de H tel que

{A2Sn, ¢} # 0. ¥n.
On a alors :
Propriete 1 :

Si (s.) est telke que : S,-5" = eqe Ketsis = ¥+ e

un néel non nul different de 1, alons :

0 oll A est

el® = g%,
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Démonstration :

sis =s"+\" e on a alors :
n 0

2 - (\Pt2 _ ,yntl n _ 4N Y
A Sn-(l 2\ +A) ey = A eo(k 1)
_an+1 n S
ASn-A e0—>\ eo-k.eo()\-l)
| (AS_, &)
| d'ou e(n)-S* = (S -S*) - o i AS_ implique :
2 n (A2S ) n
n’ N
A= 1)(e,, §)
e, T e - — — 1 P (A-1) ey
AT(A-1) (eo-¢>)H
>‘2n (A-1 2 <e,., ¢>
i.e. : € = e - - 1) 0 H

e..
n n N (k-—1)2 <eo, ¢>H 0

Comme A # 0, A # 1 et <eps ¢>H # O on a alors :

Concernant 1'accélération de la convergence, nous avons la propriété

suivante :

Propritte 2 :

S4 Lo suite (Sn) est telle que :

. b e’y
<€n H ¢>H,
<en’ ¢>H

= p oll p est une constante /0< [p|<1

alons : Lim
Ir>co

= 0.

ey -Pel| [le, 1
21 P W 0 atons aam -2 8 < o,

| S4i de plus
Ilenll; o mwe | |®nl|H
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Démonstration :

<¢$, e >
L'hypothése Lim —EET—IE%gji
e * °n’H

= p implique :

< >
en+2’ ¢ H
< > < > < > < > 1< S
zh]A%Hl’¢H__“m ens2? ¥y %w1’¢H__Mm eht1? Pultensis Py
<A > - < S - - < > 1<
me  BSps p e Ceniys 9y T e Oy mie e Oy [“Cnyac gon
<e_, ¢>H
>
ten s gim S Py ey &
oo <ASn’ >y me  <p? >
<he_, ¢> As
n H
Comme € = e_ - 5 AS = e - <A 5
D <p%e ¢> n ®n+1° ¥H
» %7y e - 1
n°® H
B < > 7]
e+ ¥y o
<e_, >H
l,.e. (e N ¢) = (e Y ¢) 1- < S s
n n ens1? Py N
<e_, ¢>H
<e_, ¢>
-1
d'ol 2im _—IL_TF— =1- o=l . 0.
TrHco <en’ > -1
el
Intéressons-nous d la quantité ——.
le_ 11,
Posons p, = <Aen+l, ¢>H
n - -———_—_.
<Aen, ¢>H
<AS _ ®n pn_en-en+1+en
On a alors : €_ = e_ - =
n n p.~1 p_.-1
n n
. "en pn-.en+1'!
i.e. [Ien[l = e~ 1]
n
N 1N P e e

~
ou :
|1%n] | [Ten]]

:Hl-ogl
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| ey~ eyl
Comme £im P, =P, si on suppose £im lle ll =z 0, on aura alors:
n

I N0

o el
oo 116011

b) Position du probléme

Soit H un espace de Hilbert, A un opérateur linéaire compact envoyant

H dans H, et b un élément de H.
Considérons la suite (Sn) d'éléments de H telle que :

Saep = AS_ +D
(2)

SO donné

Si |[|a]] <1;o0n sait que ,ISn-S*[I}i;;j; 0;s" étant 1'unique élément
de H vérifiant s* = as™ + b.

L'application itérée du procédé T 3 une suite (Sn) de la forme (2)

(n)

donne alors des quantités (k€2 ) définies récursivement par :
(n)
>
| RO NN SO N S B S BN ) k20
k+172 T k2 <Al (n) > k"2 n20
1 kS22 e
o€y =8 nzo0
£ s (n) _ _(nt+1) _ (n)
On précisera que Ak€2 = &5 k€2
<A s;n+1)’ 6>
On suppose que s'il existe m/ i )] = 1, on pose alors :
<A € , >
i 2
el®) = ) vk > m+l.

k&2 me2
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Cette définition garantit alors 1l'existence des quantités (ke

Nous nous posons la question suivante :

(n) _ o*
I8y - S71

A-t-on %£im k+l(i) = =0,k>027?
e ”ke?. 'S”

Nous essaierons de répondre 3 la question dans le cas ol A est un
opérateur linéaire auto-adjoint compact. Nous expliquerons par la suite
la raison pour laquelle le cas A non auto-adjoint n'implique pas le méme

résultat que dans le cas auto-adjoint.

IT. ACCELERATION DE LA CONVERGENCE DANS LE CAS AUTO-ADJOINT

Soit A un opérateur linéaire auto-adjoint compact envoyant 1l'espace

de Hilbert réel H dans lui-méme. On suppose que :
- [1all <1
- Les valeurs propres Al,..., Xp,... de A sont différentes de zéro et
distinctes deux & deux. On les suppose rangées de la fagon suivante :

15 0> Pyl 11>

Soit (Sn) une suite d'éléments de H générée par

.41 - AS_+D, ol b est un élément de H. On sait qu'alors (Sn) est
convergente dans le sens : IISn-S*IIH —> 0 od S* est 1'unique élément de H
vérifiant 8* = AS™ + b. e

L'application itérée du procédé T défini en (1) avec ¢ = S, -S_ = AS

1 70 0

donne des quantités (kegn)) définies en (3) et dont la caractérisation est

donnée par :

Proposition 1 :

On suppose S donné tel que (8q - s*, vi) =o; ¥0¥i;v, Sant La
valewr propre associle & La valeur prophre Ase

Les quantites (e ™)) verifient akons :
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[+ o]
kegn)ms*+ I o Al v, k20
i=k+1

Démonstration :

On procéde par une récurrence sur k.

k=0
D'aprés le théoréme 1; 3£ € Ker A tel que
* =]
SO-S = .E ai 4 + £
i=1
Comme S_., = AS_+b et 8* = AS™ + b on tire alors :
n+l n
* *, _ .+l _o*
Spe1-S = AS -87) =...= AT7(S5,-8")
1S _eo* _ ,ntl _ ,ntl
d'ol Sn+l S = A (Zai vi+E) = A Zai \
* T +1
. _ n
ie.:S ,-S = Z a; AT v, n o0,
i=1
Montrons la proposition 1 pour k = 1
(AS_, As))
Comme e(n)= - o od AS_ ; nous allons en premier lieu
172 n (A2S AS.)
n? O’H
calculer 1'expression .
(ASn, ASO)H

2. .
(A S, Aso)H

Pour n 2 1 on a AS_ = Za. A?+1 v.-Za. A" v. = Io. l?(k.-—l) v.
n i’ i i%ii iTit%y i

g

oe o0
2. _ n+l n _ n 2
et A°s = o, AT - 1), - .21 a; AT(A - 1)vi_i§1 a; A;( - D7 v,

i

" r~3

i1 i
1 1=

* * * *%* *
On a : ASo‘Sl‘So'Sl‘S -so+s = A(SO-S )—(so-s ) = (A—I)(SO—S )

i.e. : ASO= (a-1) Zai v, + (A-I) E = Eai(ki-l)vi-g.
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On obtient alors :
(ASn, ASO)H= (ASn, Eai()\i-— l)vi)H - (ASn, E)H
or AS. = A AS d'ol :
n n-

1

as_, &)y

* -
(ABS 1, E)y = (bs ., A"E), = (AS__., AE), = O.

~ - n - -
d'ou (ASn, ASO)H (Asn, Zai(Ai— 1)Vi)H = (Zoci Ai()\i 1)vi, Zai()\i 1)Vi)

~

Comme A est auto-adjoint, on a (vi, vj) = Gij ol

l1siiz=]

Y josii# s

N - T .2 4n _
D'od : (As, AS)) = | af (A - D).
izl

_ an 2 _
(ASn, ¢)H = >‘1 al()\l 1)

Comme on a 1> l)\ll >0 I)\p| >..

. .n 2 2
On obtient alors : (ASn, ¢)H v Ay al(li- 1) (n + )
- 2 n 2 3
De méme : (A S, ¢) A‘l cxl()\l— 1) (n » «)
n
et AS_ )‘4 al(xl- l)vi (n + =)
2n 3 3
(AS_, ¢) © AT ar(h, - 1)
d'ol : 1e§n)—s* = (Sn—S*)"—z—n—ﬂ'\' ) 04 )\2 Ve - i 21 1 T v
(A%s_, $), i=1 A al(ki-l)
i.e e(n) S*'\acf a. v, -2 v (n » »)
- 172 121 "1 171 1

Ce qui donne :
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E(n) N S* 4 § a. A% v (n + w)
152 Lo Ay Vs

1=2

On suppose démontrée la proposition pour ksén)

(n)
k+152 ¢

; et montrons-la pour

Hypothése de récurrence : kegn) Nt o+ T

(n)
(n) _ (n) B €7 ¥y

PR (n)
Par définition on a 12 = 1E2 —(A2 g(nj > Ak €,
k"2 > 7'H
ol ¢ = ASO.
a, ™, s,
' .
Evaluons 1'expression ) pour n assez grand :
(A €575 ASp)y

= +]

On a : (Ap E;n), ASO)H ~ [ ) oy A?(ki- Dvs, ‘Z ai(li- l)vi —é}

| 1=k+1 121 B
e (ael™ asy v ] o220 -1% - ] 0,0 =10 v, B, (n>0)
i2k+1 * Y7 ixk+1 Y7t e

n _ 4D-1 _ 4D-1 _ 40-1 _4n-1 _
RS (n) 2 \n 2 o
d'od (A e, " )y v ] af A (A - 1) (n » @),

izk+1

Tenant compte du fait que :
o, 12 | A, fn { A, -1 |2
2 ,n 2 2 n 2 i i i
ooar YO -1 =al A (L -1 |1+ ] - ]
izker + 101 ktl Tktl kel ke (%) (Mke1) (P ?

> ] > lxpl > |*p;1| >...

On obtient alors :

2

(n) 1) (n » »)

2 n
(Byey s DSy ™V oy My Oygn -
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De la méme fagon, on obtient :

2 (n) 2 n _ 433
(A7 &5 AS 0l Y %1 MerrPper 1) (n 2 )
A ™) B (O -1 (n + @)
k 2 k+1 k+1' k+1 k+1
d'ol :
(n)
(A €, AS )

(n) (n), * n
Cetm ogF i efm) gy Aelas” Y a, AT v,
K+1°2 k"2 (A E(n) AS ) k€2 iokey + 4

3 2n 3
“k+1 Mer1 a1~ D Viyn
3
O‘k+1 Mt1 P~ D
2.8 k+1egn)'s*m Loog A vimoyy Mo Vi
i2k+1 7
D'ol :
(n) n oF n .
S+ ) o, ATv, (n + )
k+1 2 $3k42 i i1

De la proposition 1; on déduit alors le corollaire suivant :

Conotlaire 1 : Les quantitss (,ei™) verifient :

(n) *
( -5, AS))
2im k+1 2 0 - 0.

(n) _*
Nyeo (k€2 -s, ASO)

(n) *
oim AP S i - o
e || 65 - 8*]],
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Démonstration : De la proposition 1 on déduit alors que :

(n) _o* n ‘
Y 8 =8 v Ny Vi (n > =) k20
d'ol :
(n) _* ' n _
§ (B2 7 =8 s BSp)y v oy g Ny (Vgys Zas (g - Dvg - E).
. . (n) _ o* 2 n
i.e. : (k€2 S, ASO%{“JGR+1 Ak+1(kk+l— 1) (n » )
d'ol
(n) * n
(4182 " =5 5 ASp)y o M2
| (kegn)-s s 8500y Mer1
| 1Axe2
T Comme |y—=| <1, on déduit alors que :
k+1
(n) _ *
1 (k+l€2 s, ASO)H s
| (n) _* )
(k€2 -s, ASO)H e
De (4) on déduit que |] e(n)-s*ll v oo Al (n +» =)
' q k°2 H o “k+1 "k+1
d'ot :
(n) _* n
es€a =871y N Mer2 {2
(n) * A A :
e =871y k+1l |“k+1
Ce qui donne :
(n) * )
ypaea =87y

me [ e$™ - 8*[]

0
Dans le cas ol A n'est pas auto-adjoint ; le résultat n'est pas toujours

valable car il n'existe pas de théoréme équivalent au théoréme 1 [Hilbert-

Schmidt] dans le cas non-auto-adjoint.




APPLICATIONS

Posons H=RP. On munit RP de la norme et du produit scalaire usuels.
X y
Six= .l ety = .1 alors :

P P

- HxH]Rp = ||| = /xi Fooot xg

- (x, y) = (%, y) = § X. Vao
RP i=3 * 77

Soit B une matrice a coefficients réels, symétrique, inversible et

telle que ||I-B||<1. On suppose de plus que les valeurs propres ()\i)i>l de

de (I-B) sont distinctes deux 3 deux et rangées dans l'ordre : 1> l)\l[ >...> |

Soient (vi)i>l les vecteurs propres correspondant aux valeurs propres

Posons A = I-B et considérons la suite (Sn) définie par :

- N\ P .
Sn+1 ASn + b oiu b est un vecteur de R". On a alors :

* * .
£im HSn— S H ou S est l'unique solution du systéme :
n->

X = Ax + Db i.e. : Bx = b.

Choisissant S. tel que (SO-S*, v;)=oa, #0 ¥i =1,..., p : nous appli-

0
quons & cette suite (s)) 1le procédé T défini en (1) avec € = ASO= S

1- So.
Comme RP est de dimension finie, A est un opérateur linéaire compact
de plus comme B est symétrique A l'est aussi et nous sommes en mesure alors
d'appliquer la proposition 1 pour obtenir :
(n) *
lyerp  -S711

(n) _
2

k=0,..., p-1.

e || e <5

%



Exemple 1 : Résolution |Au = 0 £

~ P 2 O0<sx<sa
ou {2 désigne le rectangle : {(x, y) e R / OSysB}'

o et B étant des réels donnés, et I' 1la frontidére de Q.

82u '82u
On rappelle Au = — + —,
2 2

ax dy

Le probléme se raméne 3 un probléme de différences finies.

Prenant les entiers Mx et My choisis de telle maniére que

a =B
Ax--IE{-e‘cAy-My

On a a résoudre ¥i, j’Tlf(vi-l,j + Vit1,3 + vi,j+1) = 0.

121, 2,0, M 0,5, 2,0, M

(1)

1]
o

v =V =V

avec V0,3 = Vi,0 T Vmx,5 T Vi,my

Quand Mx = 4 et My = 3 on a le cas suivant :

7 8 g
y=8 M
| 9]
16 ! 2 | 3 10
|
4 5 | 6 11
15 | . "”
|
y=0 14 13 12 Xz 0
x=0 .
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Les points numérotés de 136 sont des points intérieurs ; les points numérc
tés de 7 3 16 sont des points de I' et la valeur de V en chacun de ces points

est donnée par 1.

Finalement, le probléme se raméne 3 la résolution du systéme :

A'x=0 od A'=f{u4 -1 0 -1 0 O
-1 4 -1 0 -1

0 -1 0 o0 -1

-1 0 4 -1 0

-1 0 4 -1

L0 0 -1 0 -1 b

On remarque que A' est une matrice symétrique, inversible.

L'application du 82 itéré topologique 2 la suite (Sn) générée par :
- - T - v

S = AS_ avec S, ° (1, 1,1, 1,1, 1) et A=I-A",

n+l

Exemple 2 : Estimons la solution S du systéme :

.
N 1 1)
e, = t = - — - —
A'x = b ou A' = 0 5 3
1 i
- = 2 - =
2 3 L
A fud
| 3 L 5
etb= (-2
1
12
&7
\ 30
. 1
La solution ewacte est S = 2
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On applique le 82 itéré topolotique (cf. formule (1)) & la suite

(Sn) définie par

- T
Spep = AS, t b, S, = (0, 0, 0)
ol A =1I-A"
On remarque que :
(Sn) est une suite divergente. Cependant, l'application de la trans-

formation (1) avec ¢ = AS0 donne :
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On voit que l'application du 82 itéré topologique a (Sn) semble marcher, sur
les exemples 1 et 2;1'instabilité se manifeste au fur et & mesure de 1'ité-

ration en raison de la divergence de la suite (Sn)'

Exemple 3 : Résolvons le systéme suivant :

A'x = B
od A' = [ 0,78 - 0,02 - 0,12 - 0,14) et b = [0,76
- 0,02 0,86 - 0,04 + 0,06 0,08
- 0,12 - 0,04 + 0,72 - 0,08 1,12
- 0,14 0,06 - 0,08 0,74 0,68

En appliquant pour améliorer la précision de la solution le procédé (1)

a la suite (Sn) définie par . So41 = AS_tD
(1) So =b
A=I-A
Les valeurs propres de A sont Al = 0.5
l2 = 0.26
13 = 0.52
Xu = 0.54
Ce qui donne ||Al] =|Xul < 1. Le processus itératif (1) est convergent ;

- 1'application du procédé (1) avec ¢ = ASO donne alors :
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» L o _ . "16
Nous avons obtenu la solution avec une précision de 10 .

CONCLUSION :

On voit que le 82 itéré topologique (cf. Formule (1)) avec ¢ = ASO.
marche assez bien sur les exemples 1, 2, 3. Nous avons traité le cas particulier
6l A est une matrice symétrique, inversible, cependant on manque de résultats
dans le cas ol A n'est pas symétrique. Un prolongement logique & ce travail serait
d'appliquer, comme le fait Brezinski dans [1] pour 1'e-Algorithme vectoriel, la

proposition 1 au calcul des valeurs propres d'une matrice A symétrique inversible.
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RESUME

F

Ie but de ce travail est d'étudier les possibilités d'accélération de la conver-
gence de certaines suites convergentes, par l'itération de certains procédés
d'accélération du type

s() s
(1) (Sn) 72 } - (S - E—b: ASn)
ol (bn) est une suite de limite nulle, construite & partir de Sn. Sn+1' Sn+P oi

p est un entier non nul et fini.

Dans les deux premiers chapitres, on procéde de la fagon suivante :

a) Trouver un ensem®!: 5 inclus dans LIN de telle manidre que S soit stable par
certains procédés 3Ju type (1) ; et nous caractérisons ainsi une classe de
suitw' dont la cunvergence est accélérée par l'itération de A% aitken (cas ou
(b_) (Asn)) ; et de la premiére colonne du O-algorithme

n Asn
cas ol (bﬂ)“21 -‘-—A;-—' .
. nz1
A5 S v
n-1
b) Trouver un ensemble SLDG inclus dans LOGSF de telle m;n%ére que SLOG soit
accélérable et stable par certains procédés du type (1), et nous caractérisons
ainsi une classe de suites & convergence logarithmique dont la convergence est
accélérée par l'itdration de la premiére colonne du O-algorithme, de la premlére
colonne d'un algorichme étudié par LEVIN (b =nAS ) etc...
pDans le troisiéme chapitre, une étude est consacrée 4 une itération particuliére
de la procédure -(O. Des études sont faites dans les cas linéaire et logarithmique.
Enfin, dans le quatyiéwe chapitre, nous étudions 1l'itération du A% Aitken dans
le cas d'un Hilber. U réel. !
Dans chaque chapi.rs, des exemples numériqgues viennent confirmer les résultats
théorigues obtenus,
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