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POSSIBILITES D'ACCELERATION DE LA CONVERGENCE 

l PAR L'ITERATION DU PROCEDE 82  D'AITKEN 



INTRODUCTION 

Dans ce chap i t r e ,  nous étudions l a  p o s s i b i l i t é  d 'accéléra t ion  de l a  
2 

convergence de s u i t e s  convergentes p a r  l ' i t é r a t i o n  du procédé 8 AITKEN. 

2 
En l i t t é r a t u r e ,  l e s  ouvrages t r a i t a n t  du procédé 8 AITKEN sont  t r è s  

nombreux, nous re t iendrons  su r tou t  ceux dfAITKEN Cl1 e t  de SHANKS C151. 

On t rouvera  des études théoriques sur l e  procédé 62 AITKEN i t é r é  

dans l e s  articles dTAITKEN C l ] ,  de SHANKS Cl51 e t  de LUBKIN c131. 

P lus ieu r s  expériences numériques ont  é t é  f a i t e s  pa r  BREZINSKI dans C31, 

p a r  WYNN Cl81 e t  p a r  LUBKIN C131. Cependant, l ' i t é r a t i o n  du procédé 62 AITKEK 

n é c e s s i t e  une étude théorique p lus  profonde e t  c ' e s t  l ' o b j e t  de ce premier 

chap i t r e .  

Nous commençons p a r  r appe le r  c e r t a i n e s  d é f i n i t i o n s  e t  p ropr ié t é s  du 

procédé 6 AITKEN . Nous étudions ensu i t e  l e s  p o s s i b i l i t é s  d 'accéléra t ion  de 

l a  convergence de s u i t e s  à convergence l i n é a i r e  e t  l e u r s  app l i ca t ions  à cer-  

t a i n e s  s u i t e s  T.M. ou T.O. Après avo i r  donné quelques exemples numériques, 

nous tenterons  d ' accé lé re r  l a  convergence de c e r t a i n e s  s u i t e s  à convergence 

logarithmique p a r  un procédé dér ivé  du procédé 6* AITKEN i t é r é .  

NOTATIONS, DEFINITIONS 

* 
On appelera N l 'ensemble des e n t i e r s  na tu re l s  e t  N l 'ensemble N 

p r i v é  de O. 

On désignera toujours  p a r  (Sn) une s u i t e  de r é e l s  supposée convergente 
* 

de l i m i t e  S . 
ième 

Sn désignera l e  n terme de l a  s u i t e  (Sn). 

On notera  en l ' e r r e u r  commise en prenant l ' i t é r é  Sn comme approxima- 
* 

t i o n  de S* : en = Sn- S . (en) désigne l a  s u i t e  e r r e u r .  



On supposera en # O pour t o u t  n c B. 

AS désignera l a  d i f f é rence  e n t r e  deux termes consécut i fs  de l a  n 
s u i t e  (Sn) : 

Soient ( u  ) e t  (v,) deux s u i t e s  de nombres r é e l s  de l i m i t e  n u l l e  ; I 

n 
on écrit v = O (un) s i  : I n 1 

Procédé d'accélération : 

* 
Soit  (S ) de l i m i t e  S e t  considérons un procédé transformant (Sn) en n 

une s u i t e  (Tn) . 
Le procédé e s t  d i t  : 

* - exact pour (S ) s ' i l  e x i s t e  un rang N c IN t e l  que : Vn 2 N Tn = S n 

* - r é g u l i e r  pour (Sn) s i  kim Tn = S 

* 
Tn - S 

- Accélérant l a  convergence de (Sn) s i  * -> O 
S - S  w n 

1. PRESENTATION ET PROPRIETES DU PROCEDE 62 AITKEN 

Le but  de ce paragraphe e s t  de r appe le r  l a  d é f i n i t i o n  du procédé 62 

AITKEN, procédé qu'on t rouve  exposé dans l a  p lupar t  des ouvrages t r a i t a n t  

d 'analyse numérique C21, C171, C151. Par  l a  s u i t e ,  nous énoncerons l e s  pro- 

p r i é t é s  du procédé 62 AITKEN dont l e s  démonstrations sont  dans C21, C171. 



a )  Présentation du procédé 6' AITKEN 

* 
S o i t  (Sn) une s u i t e  convergente t e l l e  que Lirn Sn = S e t  appartenant  

à l 'ensemble noté  LIN d é f i n i  p a r  tw" 

* 
LIN = {(xn) convergente / 3p, O s ] p l  i 1, p # 1 e t  aim n + l  - * = p l .  

xn - x* "" X n - X  

 après l a  d é f i n i t i o n  de LIN, s i  (Sn) E LIN a l o r s  : 

Aen+ï Lirn = Lirn 
n-~x, n n- 

e n+ 1 
e 

= Lirn n + l  c a r  L i m  - 
e # 1 

II+= n n-Ki3 n 

~ Supposons qu'à p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang on a i t  : 

l 
I l  e s t  f a c i l e  de déduire S* = 'n+l - 'n Aen+l 

- Aen+ï 
2 2 

S o i t  en développant : S* = 'ni 1 - Sn 'n+2 - - - Sn - 'n+l 

'n+2 + 2 S n + ~  ' n 'n+2- 2 S n + l + S n  

C e  q u i  nous amène à d é f i n i r  l e  procédé 6' AITKEN - qu'on notera  T - 
l e  procédé su ivan t  : 

T ( n )  
(Sn) -> T(Sn) = (E* lnzO où l a  quan t i t é  E(") e s t  donnée p a r  : 2 

Cet te  d é f i n i t i o n  g a r a n t i t  l ' e x i s t e n c e  de E:") Yn 2 O. 



b )  Propriétés du procédé 62 A I T K E N  

Etant  donné un procédé transformant une s u i t e  (Sn) en une a u t r e  ;il 

est n a t u r e l  d'en s a v o i r  l e s  p r o p r i é t é s  de r é g u l a r i t é ,  d 'exact i tude,  e t  d'ac- 

cé lé ra t ion .  Concernant l e  6' AITKEN, on a l e s  p r o p r i é t é s  su ivantes  : 

PI ) R e g M e  : Le 6' AITKEN est d é f i n i  e t  r é g u l i e r  pour tou te  s u i t e  (Sn) 

v é r i f i a n t  : 

PZ) Exa&ude : Le 6' AITKEN est  exact  pour t o u t e  s u i t e  (Sn) de l a  forme 

= S* + c x ~ ,  X # 1. 

* 
P31 A c c é e W o n  : s o i t  (Sn) une s u i t e  convergente : L i m  Sn = s avec l a  

* Il+" 
q u a n t i t é  en = Sn- S v é r i f i a n t  : 

où p e s t  une constante t e l l e  que -1 S p < 1 e t  (w-) une 
11 

s u i t e  t e l l e  que L i m  un = O. Alors (E*  (")) e s t  d é f i n i e  pour 
n- - ç* 

n assez grand e t  de p lus  Lirn * = 0.  
rr*os S n - S  

REMAROUES 

Remarque 1 : Par d é f i n i t i o n ,  E:") e s t  c o n s t r u i t  à p a r t i r  de S 
(n 

n' 'n+i3 'n+2 
e t  il s e r a i t  donc p l u s  logique de comparer tz2 avec S n+2' 

e  n + l  - 
Supposons (Sn) v é r i f i a n t  : Lirn -- e p où # O e t  O < l p l  s 1. 

n- n P # I  

$1 - 
D'après P3), on a a l o r s  R i m  

2 
* = O e t  comme on a p # 0 ; o n  d é d u i t :  

Il-- Sn-S  



E$n) - s* c2 (n )  - S  * sn - s * 
R i m  = L i m  - O - - = O  * * * 
r w s n + 2 - S  Il+= S n - s  

'n+2 - P 

(n)  * 
E2 - S  1 Supposons maintenant p égal  à zéro.  On n 'a  pas  toujours  L i m  * = O 
'n+2 - 

e t  l ' u t i l i s a t i o n  du procédé 62 AITKEN s ' a v é r a i t  i n u t i l e  vu que l e  procédé Tl : 

( sn )  S>(S ) accélère  l a  convergence de l a  s u i t e  (Sn). n+ 1 

Ceci nous amène à é c a r t e r  pa r  l a  s u i t e  l e  cas  p nul  e t  on considèrera 
1 

E$n) - s* 
1 

a l o r s  l e  rappor t  d 'accéléra t ion  * a u  l i e u  du rapport  * 
l sn - s 'n+2 - 

Remarque 2 : S o i t  (S ) une s u i t e  appartenant  à L I N  ; il e x i s t e  a l o r s  p t e l  que n 

e n t 1  Considérons l e s  deux s u i t e s  - e Dans l e  cas où p e s t  d i f f é r e n t  
n 

et 7- n 

de -1 ; on montre dans C20l que l e s  deux s u i t e s  ont  des comportements équivalents .  

En d ' a u t r e s  termes ; c e c i  veut d i r e  qu'on peut  remplacer une hypothèse 

d i f f i c i l ement  v é r i f i a b l e  s u r  l e  plan p ra t ique  p a r  une au t re  p l u s  cont rô lable .  

Par  souci  de p r 6 s e n t a t i o n ; e t  b ien  que l e  cas  p = -1 s o n t  épineux, on 

considèrera deux c l a s s e s  de s u i t e s  de LIN, une c l a s s e  de s u i t e s  (Sn) d é f i n i e s  
* 

p a r  une p ropr ié t é  sur l ' e r r e u r  en = s - s  e t  une a u t r e  c l a s se  de s u i t e s  (Sn) n 
d é f i n i e s  par  une p ropr ié t é  sur l ' e r r e u r  AS - 

n - 'n+l - sn. 

l 

I II. PROCEDE 6* AITKEN ITERE ET LES D IFF ICULTES L I E E S  A LA DETERMINATION DE 
SON ENSEMBLE D 'ACCELERATION 

i 

S o i t  (Sn)n20 une s u i t e  convergente à l a q u e l l e  on applique un procédé T. 

( 1 )  (1 )  ( 2 )  à S o i t  Tn l a  s u i t e  obtenue. On applique de nouveau T à Tn pour obteni r  Tn 

l a q u e l l e  on applique T e t  a i n s i  de s u i t e .  On o b t i e n t  a i n s i  un tableau à double 

ind ice  (n, k) où k va r i e  en  diagonale : 



L'accélérat ion de l a  convergence de l a  s u i t e  (S ) peut se f a i r e  de plu- 
" (0) s i e u r s  façons. On peut a l o r s  é t u d i e r  l a  t ransformation Sk ( k ) )  

: ( sn )  + (Tn n20 

e t  examiner les condit ions s u r  (S-) pour que l a  colonne k converge p lus  v i t e  
I l  - 

que l a  colonne i n i t i a l e .  i .e. quand pour k f i x e ,  T F )  converge p lus  v i t e  que 

Sn v e r s  R i m  Sn. 

Ou a l o r s  é t u d i e r  l a  t ransformation Sk : ; et 

examiner l e s  condi t ions  s u r  (Sn) pour que l a  colonne ( k + l )  converge p lus  v i t e  

que l a  colonne k. 

Dans ce chap i t r e  on pourra a u s s i  cons idérer  l a  t ransformation diagonale 

(k)  
* (Tp lkSO p f i x é .  

Examinons l e  cas  p a r t i c u l i e r  su ivan t  : 

Application T = procédé 62 AITKEN. 



(k)  - On o b t i e n t  a l o r s  des quan t i t é s  Tn E ( ~ )  que l ' o n  ca lcu le ra  - (k) 2 
récursivement : 

A~E:~+') 
On conviendra que s ' i l  e x i s t e  m /  - y r T  = 1 a ï o w  E(") = E(") ~k > m. 

k 2 m 2 
Am -2 

I (n )  Cet te  d é f i n i t i o n  g a r a n t i t  b ien  l ' ex i s t ence  des q u a n t i t é s  k&2 . 
b)  Accélération par le  procédé ô *  AITKEN i téré 

l 
(0)  (O) S o i t  à considérer  l ' a lgor i thme Sk : sn + Sk (Sn) = k~:n) où 

(n 1 
(kE2 In20 désignent les quan t i t é s  ca lculées  en (1). 

k 2 l  

La quest ion l a  p l u s  évidente qui  v ien t  à l ' e s p r i t  est : 
l 

SL0) accé lè re - t - i l  l a  convergence de t o u t e  s u i t e  convergente appartenant  

à Lin. 

Avant de répondre à l a  quest ion,  nous avons besoin d ' in t rodu i re  des 
1 

no ta t ions  e t  un théorème q u i  permet de c a r a c t é r i s e r  c e r t a i n s  procédés accé- 

* e n+ 1 
I l é r a n t  1 'ensemble des s u i t e s  (Sn) / 2im Sn = S e t  L i m  - = p où O < 1 P 1 < 1 ; 

n- e 
P n 

1 
I 

ce t r a v a i l  a é t é  élaboré pa r  GERMAIN-BONNE CIO].  

S o i t  G : R k + l  + R .  Pour t o u t e  s u i t e  (Sn) convergente on d é f i n i t  



G vé r i f i an t  : 

1 )  k + l  G continue sur ïR . 

2 k t 1  : G homogène ; G(Àx) = XG(X), h E IR e t  x E R , 

3 G t r ans l a t i ve  ; G(x+cre) = G(x)+a ,  x E IRk+', a ER. 

k + l  Soi t  Vktl l e  sous-ensemble de R / xi = x <=> i = j l S i < k  
j 1s j S k + l  

k-1 Soient  Fk l e  sous-espace de IR / xi # O, 1 i i S k-1, e t  - 
Gk-l l e  sous-espace de F i n t é r i e u r  à l'hypercube 1 x. 1 < 1. k-1 1 

On a a lo r s  l e  théorème suivant : 

ThEohèrne 1 : Soi t  G continue s u r  Vk+l s a t i s f a i s a n t  2) e t  3) ; on peut é c r i r e  : 

G(x) = G(xo, xl,. . . , 5)  = x0 + (xl  . . . , Xk-5-1 
5 - i X k - 2 ]  

où g e s t  dé f in ie  e t  continue s u r  Fk-l. 

I l  e s t  c l a i r  que d'après l ' é c r i t u r e  Sji<) = G(s,, , Sn+k ), G accélère 

11 

(Sn) convergente s i  R i m  * = O 
n a  Sn- S 

Employons l e s  notations suivantes : 

on suppose que G s a t i s f a i t  aux conditions 2) e t  3) .  

D'après l e  théorème 1 on peut é c r i r e  : 



Considérons l e  sous-ensemble A de Lin d é f i n i  p a r  
P 

a n+ 1 R i m  - = p, f i x é ,  O <  I p (  < 1. a 
rr)oo n 

On a a l o r s  l e  théorème qu'on u t i l i s e r a  t o u t  l e  long de ce t r a v a i l .  

1 

Théokème 2 : s o i t  g dé f in ie  s u r  Gk 1, k a 2. - 

G accé lè re  A <=> g est continue dans un voisinage d e p  e 
P 

Grâce au théorème 2 ; e t  en tenant  compte des p r o p r i é t é s  énoncées 
l (0 )  

précédemment du 62 AITKEN, nous a l l o n s  montrer que Sk n 'accélère  pas A e t  
l P 

donc Lin. 

( 0 )  (n) Pour k = 2 on a S2 : ( s n )  + (2~:n) ) ; nous a l l o n s  e s sayer  d ' 6c r i r e  *c2 

sous l a  forme : 

(Le k correspondant au théorème 1 vaut 4) .  

Ensuitepourmontrer  que s:') n 'accélère  pas A on d o i t  montrer que g n ' e s t  
I pas continue en p e o ù  e = (1,  1, 1 ) .  

P ' 

I Calcul de Ale2 (n )  

1 

"n+1 + AS ce q u i  équivaut à A E(") = Asn - n .  
1 2  Asn+2 A 'n+ 1 

- 1  - -  
i AS 1 

"nt1 n 



(n)  , 
2 - Asn+l 

- 
-- 

- Asn+i en  t e n a n t  compte des n o t a t i o n s  précédentes  : pn - on é c r i t  a l o r s  : 
n 

Calcul de % 
A , € ,  

"n+2 'n+2 - 'n+1 - l Pn- 1 
D'après ( 2 )  on t i r e  - --• 

*'n+l P n + l -  Pn Pn+2- l ' n + ~ -  l A1E2 



Expression de en fonction de pn,  pn+l, Pn+2 

A ~ E ~ )  Asn+ï 'n+i - 'n 
De (2 )  il v ien t  : r- = - Pn+l - 'n+1- "n 

n n ( 1  - P - 'n ( 1  - pn+l) ( l  - pn) 

de même d 'après  (2 '  ) on ob t i en t  : 

X . . J  -- 
( 1 - Y I ( ~ - x )  avec g(x, y ,  z )  = - - - 

1-x y =-y - x-1 - 
y-x 2-1 1 

En posant  g2(xy y ,  z )  = Y - x  
2-y x-1 y - -- 
y-x 2-1 

1 

1 On é c r i t  a l o r s  g(x ,  y ,  z )  = - X 

1-x - g2(xy Y9 Z )  ( l -y ) ( l -x )  



Pour montrer que g n ' e s t  pas continu en (p, p, P) f (1 ,  1, 1) nous 

a l lons  montrer que g2 est non bornée au voisinage de (P,  P, P) .  

fa isons  y = p dans l ' express ion g2(x, y ,  z )  : 

g2(x, P ,  2 )  = P - x  - - P - x 
z-p x-1 

( p = = -  1 )  Q [ . . & - q  p-x 2-1 p- 

Nous a l l o n s  montrer que g2 e s t  non bornée quand (x-p, z-p) parcourt  

un ce rc le  cen t ré  en (O, O) e t  de rayon E où E e s t  un r é e l  c h o i s i  suffisamment 

vois in  de zéro e t  O < E < 1. 

x-p = E cos9 On a a l o r s  z-p = E s i n 9  

Ce qui  nous amène à é t u d i e r  l ' express ion : 

Nous a l l o n s  montrer q u ' i l  e x i s t e  une valeur de 9 t e l l e  que : 

N(9) s 'annule  au voisinage de c e t t e  va leur  de 9 t o u t  en ayant  N(9) # O  

il s 'en  su iv ra  a l o r s  que g2 n ' e s t  pas bornée au voisinage de (p ,  p, p) .  

8 Posons t g  = t ; quand 0 < 9 < 2 n  t parcourt  1 ,  +m[ 

1- tL  
On s a i t  a l o r s  que cos9 = - 2 t 

2 e t  s i n 9  = - 
l + t  l + t  

2 

On a a l o r s  : n 

A E f i x e ,  O < E < 1 p-11 étudions l a  fonction : 



h n ' e s t  pas  d é f i n i  pour t t e l  que : 
E 

2 
Cependant l e  trinôme en  t : (p-1) t + 2 & t +  (p-1) n'admet pas  de rac ines  

2 
r é e l l e s  ; en e f f e t  son descriminant vaut E~ - (p-1) q u i  est néga t i f  vu qu'on 

a p r i s  l a  précaution de prendre E 1 0 < E < 1-p. 

Donc h e s t  continue dans IR - (-1, 1). 
E 

h é t a n t  continue dans l ' i n t e r v a l l e  1-1, Ir, 3 a l o r s  tl 3-1, 11. 
E 

t e l  que hE(tl) = O (Théorème des va leurs  in te rmédia i res ) .  

La fonction t g  é t a n t  s u r j e c t i v e  3 a l o r s  el 1 t g  = tl e t  on a 

h ( ~ ,  e l )  = O e t  p a r  conséquent g2 n ' e s t  pas borné au voisinage de (p ,  p) 

e t  donc non continue en (p ,  p) .  

On en conclut  que g n ' e s t  pas continue en (p ,  p, p) .  

On s ' a p e r ç o i t  donc que l ' o n  a besoin d'informations supplémentaires 

s u r  (Sn).  

(0 
Trouver ces  informations p a r  l e  b i a i s  de l ' a c c é l é r a t i o n  p a r  sk 

s ' avè re  d i f f i c i l ement  manipulable s u r  l e  p lan  théorique.  



Ce qui  s e r a i t  p l u s  judicieux e t  i n t é r e s s a n t  sur  l e  p lan  p ra t ique ,  ce 

s e r a i t  de cons idérer  l ' a c c é l é r a t i o n  p a r  l e  procédé a 2  AITKEN i t é r é  de l a  s u i t e  

i n i t i a l e  t o u t  e n  ayant accé lé ra t ion  d'une colonne k + l  pa r  rappor t  à l a  colonne k. 

c )  Algorithme d ' accé lé ra t ion  d'une colonne k t 1  par  rapport  à l a  colonne k l 
1 

* 
Soit  (Sn) une s u i t e  convergente de l i m i t e  S , après  app l i ca t ion  du I 

procédé 6' AITKEN i t é r é  nous obtenons l e s  q u a n t i t é s  (k~:n)) .  

(n Définissons Sk l e  procédé : (k-l~:n)) + ( E ( ~ ) )  k 2 1 où ) = Sn. k 2 

Introduisons l e s  ensembles (Pk)k20 qu'on d é f i n i t  p a r  : 

* 
(Sn) E Dk <=> ( .E(")) converge p ius  v i t e  que (i-1~2 1 2  (")) vers  s , i = 1,. . . , k. 

I l  s ' e n  découle automatiquement a l o r s  que Pl = L I N  e t  que l ' on  a a l o r s  

Trivialement . ..op c D c.. .c Dl = LIN, ce q u i  nous amène a l o r s  à c o n s i d é ~ r  
P-1 

La ques t ion  l a  p l u s  n a t u r e l l e  que l ' o n  peut  s e  poser  est : 

- 0 = LIN ? 

s inon montrons au  moins que P e s t  non vide. 

Montrons par  un contre-exemple que n ' e s t  pas LIN .  

* 
Pour c e l a  montrons qu'3 kl E N*, k2 E N 1 Vk c Vk2 au sens s t r i c t  

(Inclusion s t r i c t e  !). 
1 

Faisons kl = 1 e t  k 2  = 2. 

Cherchons l a  condi t ion  s u r  (Sn) pour que ( s n )  E v2. 



Comme (Sn) 1 = , 3 a l o r s  p t e l  que 0 < 1 p l  S 1 t e l  que 
p f l  

d'où 

I L 

(n) * - 1 
2E:n) - s* 

d'où Ri rn  = O <=> lE2 - S  
n+l )  -> 1 

n* l s i n )  - S* rrto3 
(Cl 

S i  nous ar r ivons  à montrer que l a  seu le  condit ion (S ) r D ne s u f f i t  
n  1 

pas pour a v o i r  (C ) a l o r s  on aura montré que D2 
1 c Dl ( Inc lus ion s t r i c t e )  p a r  

d é f i n i t i o n  de D2. 

( n + l )  

Eva l  ua ti on de iEn+i - S* lE - - 
( n ) -  ç* 

l E 2  1% 



D'où 

ïEn+î - K 
A U n + ~  n 2 

i . e .  - - 
('+ Un+î) 

où (K ) e s t  une s u i t e  de l im i t e  (p-1) . 
ïEn 

n 

lEn+ i  - 1 
On en dédui t  a l o r s  que L i m  - - p L i m  

n* ïEn n 

Exhibons une s u i t e  (Sn) c LIN de t e l l e  manière que (Cl) ne s o i t  pas 

vé r i f i é e .  

Définissons une s u i t e  (Sn) par  : 

1 1  
Sn+l = Sn ( + - si n impair, 

3" 

1 1  = Sn (? + -) si  n p a i r ,  
2" 

S cho i s i  près de zéro, SO > 0. 
[ O  

Il e s t  c l a i r  que l a  s u i t e  (Sn) décroissante,  pos i t ive  converge. La 

* s* * 
l i m i t e  S v é r i f i a n t  S* = T.  Comme l e  cas S = ao ne peut  avoir  l i e u ,  on a 

* 
a lo r s  S = 0. 



Dans ce  cas  en = 
impair 

p a i r  

I l  e s t  c l a i r  que un + O e t  donc que Sn E L I N  [avec p = 

w 

Aun+ 1 S o i t  à évaluer R i m  - - Aun 

Supposons n p a i r ; i l  e x i s t e  a l o r s  k E N t e l  que n = 2k. 

1 1 
u Aun+l - 2k+2 - U2k+l - 

au- - 
i 

n 2k+l-  U2k 1 

"n+ï 1 d'où R i m  - .  = - q. 
n- n 

Supposons n impair,  il e x i s t e  a l o r s  k/n = 2k+l. 

l E n + î  Comme - 1 
Q P - à p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang 

lEn  AUn 



On o b t i e n t  a l o r s  1-- 1 '-iJ - -- 1 si  n est p a i r  

- 1 2. - P -  î s i  n est impai r  

Calculons R i m  ' iEn+ï 

n- 'i'n - 

Supposons n p a i r  : il e x i s t e  a l o r s  k 1 n = 2k. 

l a  condi t ion  ( C  ) n ' e s t  p a s  v é r i f i é e  dans ce ca s  e n  e f f e t  : 1 

P  + q + 1  
Car = 1 impl ique ra i t  que ;+ 1 = l'? - + 1 

P + 1  4 

ce  q u i  n ' e s t  p a s  v r a i  quand p  e s t  d i f f é r e n t  de zéro. 



20 

La condit ion (Cl) n ' é t an t  pas v é r i f i é e ,  on conclut a l o r s  que # Lin. 

Ce qu i  nous amène à répondre à l a  deuxième question : v est-il  non vide. 

I Nous a l l o n s  donner l a  réponse en cherchant un ensemble S c Dl de t e l l e  
l façon que Y (Sn) E S ,  a l o r s  (le2 (")) r S .  On d i t  dans ce  cas  que S e s t  s t a b l e  

pa r  l e  procédé 62 AITKEN. 
I 

(") ) converge Comme S c Dl = L I N  il e s t  c l a i r  que s i  (s,) 6 S a l o r s  $r2 
* 

E(")) e t  donc (Sn) E O. plus  v i t e  ve r s  S que (k-l 

Le sous-ensemble é t a n t  inc lus  dans LIN ;nous essayerons de l a  carac- 

t é r i s e r  - s u i t e  à l a  remarque 2,  paragraphe 1 - de deux manières : 

- Première manière dans l aque l l e  on donne une proposit ion où ( S  ) est n 
c a r a c t é r i s é e  p a r  des p ropr ié tés  s u r  l ' e r r e u r  (en) .  

- ~euxième  manière, où l ' on  donnera une proposit ion où (S ) e s t  carac- n 
t é r i s é e  p a r  des p ropr ié tés  s u r  (ASn) = (Sntl - Sn). 

III. DETERMINATION D'UN ENSEMBLE S c V, STABLE PAR LE PROCEDE 62 AITKEN ET 

* 
APPLICATIONS AUX SUITES DEFINIES PAR UNE PROPRIETE SUR L'ERREUR e r =  S n -  S 

a) Détermination d'un ensemble stable p a r  AITKEN 

S o i t  (Sn)n20~LIN.  I l e x i s t e  (wnInz0 convergente de l i m i t e  n u l l e ,  e t  une 

e n+ l  - 
constante po, O <  lpol S 1 po # 1 t e l l e s  que 7 - 

n 'O + wn 

Nous a l l o n s  donner davantage d'informations s u r  w ces  informations 
n ' 

nous permettant d ' i t é r e r  l e  procédé 62 AITKEN t o u t  en ayant une accé lé ra t ion  

de l a  convergence d'une colonne pa r  rappor t  à l ' a u t r e .  

La s u i t e  ( w ~ ) ~ ~ ~  peut  avo i r  deux types  de convergence : convergence 

l i n é a i r e  ou logarithmique. 



Caractérisons S dans l e  cas où l a  s u i t e  (Sn) est d é f i n i e  pa r  une pro- 
l 

priété s u r e n  e t o ù l a t u i t e w  e s t  à convergence l i n é a i r e  ;on  a a l o r s  l a  pro- 
n 

pos i t ion  suivante : 

So i t  ( s ~ ) ~ ~ ~  une convengence de &bnLte S* vehi6ian.t : 

e n+l  - - - -  
e p0 + wn où p O ~ . t  une COM&W& : 0 < 1 p 1 s; 1 po f 1 et (w,) 

1 n 

une ~1Li;te de W e  nuUe. 

(0 )  p p + l  On duppose de pm pue wn = cip un + u ~ + ~  un + s i ; ;  ".+i (0)  up+i+ n .... 
à d'un c W n  mng ; où p a.t un e d e t r  2 1, l e a  a, dea tré& non - 

I 

&a nu42 avec a:') # O et où ea.t une de l!imLt4 n&e véhi~*ant  
à d'un &u%in mng un+l = $(un), +étant une donotion andyZi.que au 
vaAninage de zérro v é h i { h . t  : 

où pl e6.t une com&wte : O < 1 p 1 < 1 et wL1) une ~ u L t e  de L h L t e  nuUe 6 ' échi- 
(1 )  ( 1 )  upl  + pl+l  vant wn = cr +..... 

P l  pl+l " 
* ) d e s  hé& non *OUA nuh, a(') # O.  

où Pl ' 9 (ap +i i > O  
1 P l  

Démonstration : 

"n+l - Po + wn, on a a l o r s  : Précédemment nous avons vu que s i  - - 
e n 



IntGressons-nous au terme (po + w,+~) 
l 

(0 )  u ~ + l  On a pa r  hypothèse un = g o )  uf + aptn (0 )  up+i 
+ - - * +  a ~ + i  

+. . . 

e t  ce pour n assez grand. 

l Ecrivons w autrement ; o n  va remplacer un pa r  x e t  wn p a r  w(x) : n 

I pour x a s sez  p e t i t ,  cette expression converge vers  O (Hypothèse wn + O) e t  
n- 

I donc d é f i n i t  une fonction analyt ique pour x appartenant  à un voisinage ~ ~ ( 0 )  

de zéro.  

l 
I Examinons de p r è s  w($(x)) où $ est l a  fonction d é f i n i e  p a r  un+l = @(un),  

$ analyt ique  dans un voisinage de O qu'on n o t e r a  p a r  W ( x ) .  I l  e s t  c l a i r  que 2 
W1(0) n W2(0) est non vide  ( i l  con t i en t  au moins {O}). 

1 On dédui t ,  d 'après  l a  t h é o r i e  élémentaire des fonct ions  analy t iques  

( v o i r  C41, C61 e t  C71) que l a  composée w 0 $(x)  e s t  analy t ique ,  de p l u s  pour 

x assez  p e t i t  ou p lus  précisément quand x c ~ ~ ( 0 )  n ~ ~ ( 0 )  on a : 
1 

Essayons d'exprimer l e  deuxième membre de c e t t e  é g a l i t é  en fonct ion  dex .  

X 
2 

X ( 2 )  
analyt ique  on a a l o r s  $(XI = $(O) + x @'(O) +T $"(O) +. . .+ $ (0)  +.. . 



X 
2 

X (II) ( a )  
brime @(O) = O ,  on aura $(x)  = x $'(O) + $"(O) +. ..+ - II! 4 (O) +... l 

* 
On a pour tou t  r appartenant  à ïN : 

r $"(O) X e-1 $(a)(,) 
( $ ( x ) ) ~  = X ($'(O) + X - 2 +. . .+ II! +... ) r 

On r e v i e n t  aux anciennes no ta t ions  ;w($(x))  correspondant à w ~ + ~ ,  on a :  

w($(x)) = a(') XP($'(O))P + x~+l[a ( 0 )  a O 2 $''(o.) + +. . . 
P L p P+I 

ou sous  forme s impl i f i ée  : 

(0 )  xP (0)  x ~ + l  + * * *  w(@(x)> = Yp + Y p + l  

avec y(') = ~ ( O ) ( $ ' ( O ) ) P  # O 
P P 

d'où 

l 

AWntl  Intéressons-nous au terme - 
Aw- 

On a p a r  hypothèse : wn = a (0 )  uP (0 )  u~+ i  +... 
P n + O * - +  a ~ + i  n 

On remplace, comme on l ' a  f a i t  auparavant,  u p a r  x ,  wn pa r  w(x) : 
R 2 I l  est c l a i r  qu 'à  wn+l correspondra w($(x)) e t  à wn+2 w($ ( x ) ) .  



(6) donne w($(x)) = (O) xP (0) xp+i 
Y~ + a * * +  Yp+l +... 

d'où : 

w(b(x)) - w(x) = (y(o) - .(O)) x~ + (y(o) (0)) x ~ + l  (0) (0)) xp+i 
P p+1- ap+l + m . . +  (yp+i 

- 
3 ap+i +... 

(6') 

(0) (O) avecy - a  
P P P 

Avec les notations en x ;il est clair qu'à W,+~-W va correspondre n+ 1 

2 w($ (x)) -w($(x)) qui s'écrira d'après ( 6 ' )  : 

Calcul de 

2 - w($ (XI 1 - w(O(x)) Notons A(x) - 
w($(x)) - w(x) 



D'après (6) e t  (7), on a : 

(0) (O En remplaçant f3 e t  yp par  l e u r s  valeur r e spec t ives  : 
P 

D'après c e t t e  expression, pour x a s sez  p e t i t ,  on aura l e  développement 

en s é r i e  e n t i è r e  de x : 

D'où en revenant aux anciennes no ta t ions  il v i e n t  : 



1 + Kn 
Interessons-nous 3 la quantité 

+ Kn+ï 

Ecrivons Kn = ""n - n + 'O n + i  + n +  1 n 
r) 

I 
En u t i l i s a n t  l e s  nota t ions  en x où x remplace un à p a r t i r  d'un c e r t a i n  

I rang,  e t  notant  Kn p a r  K(x) on o b t i e n t  : 
1 

Dans un voisinage de zéro (exemple : w 3  c w2(0) n wl(0)), l ' express ion 

K s e  développe en s é r i e  e n t i è r e  de x de l a  manière suivante : 

(O 
a (pO-  2 +  mfto)P) 

où 6") vaut p lus  précisément : P O <  bol < 1 

P 2 # O c a r  
(Pa - 1 )  0. ld(0) l  < 1 

1 + Kn 
Supposant (O) = 1 + a uP +... '+ n + i  P 

On aura  a l o r s  : 

1 

Le deuxième membre s ' é c r i t  en posant un = x - pour n a s sez  grand - : 

1 

l S o i t  B(x) c e t t e  expression. 

B est développable en s é r i e  e n t i è r e  de x ; pour x a s sez  vois in  de O ,  

de p lus  B(0) = P ~ ( + ' ( O ) ) ~ .  

(P,) 
D'où B(x) = B(0) + B (0 )  xpl +. . . 

pl ! 

ta, )  
où pl désigne l e  p lus  p e t i t  e n t i e r  L r 1 / B  (O) # O. 1 

1 



(m. > 
(1)  B '-(O) 

D'où en posant am = 
r1 ! 

ml 2 1, on a : 
1 

En posant ( P O ) ( $ ' ( ~ ) ) P  = Pl il est c l a i r  que O <  l ~ ~ l  < l  e t  que 

où pl désigne un e n t i e r  non nul .  

lEn+i  On rev ien t  aux notat ions en u n ; à  B(x) correspond - : 
1"n 

Ce qui  démontre l e  cas 1 )  de l a  proposit ion 2. 

Nous a l lons  maintenant j u s t i f i e r  l e  f a i t  

A Kn+l, on f a i t  correspondre K(b(x)) qui  e s t  évidemment développable 

en s é r i e  e n t i è r e  d e x  : 

D'où : 

Pour x assez  vois in  de O ,  c e t t e  expression s e  développe en s é r i e  en- 

t i è r e  de x : 

avec a ( 0 )  = &(O)-  (0 )  = ( l - $ t ( o ) ) ~  &(O) + 0. 
P P EP P 



28 

Posant x = u on o b t i e n t  a l o r s  : n' 

Tenant compte de (6)' ; (8) ; de (9 )  e t  du f a i t  que 

l On a a l o r s  : 

S i  nous appelons S l'ensemble des s u i t e s  (Sn) t e l l e s  que (Sn) v é r i f i e  
l 

l e s  hypothèses de l a  proposi t ion 2 ,  I l  e s t  c l a i r  qu 'a lors  S c D c Lin. 

I De plus  l e  cas  1) montre que (S ) S implique que S, (on f a i t  k = l  dans n - 
( n )  (n )  (n)  

Sk.:k-1~2 + k ~ 2  , =Sn)  appliqué à S donne naissance à une s u i t e  n 

l 1 2  E(") É S e t  on peut a l o r s  appl iquer  S2 à 1 2  E(") pour o b t e n i r  
(n )  

2E 2 
e t  a i n s i  de s u i t e .  

A une étape q de Sk on aura  E(") avec : 
q 2  

Cependant il s e  peut qu'à une valeur  m = q on a i t  tous  l e s  (a ( i  1 
pi ) i > m  

nuls  . 

l 

(m~:n)) e s t  une s u i t e  géométrique e t  donc à p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang on aura 

(n)  - (n )  
rn+lC2 ( E = S* e t  on a a l o r s  l e  cas 2 de l a  proposi t ion 2, en - m + l  m - 1  2 
ver tu  de l a  d é f i n i t i o n  (1) donnée en page 8. 

I On a a i n s i  démontré tou te  l a  proposi t ion  1. 



Remarque : Dire qu'une s u i t e  (Sn) est dans LIN rev ien t  à d i r e  que Sn v é r i f i e  

une propr ié té  asymptotique ;il n'y a pas l i e u  a l o r s  d ' e x p l i c i t e r  l e  "n assez 

grand". 

b) Applications aux suites définies par une propriétés sur 1 'erreur 

bl) Un c a s  assez important d 'appl ica t ion du 6* i t é r é  est l a  détermination 
* * * 

du point  x v é r i f i a n t  x = $ 1 ( ~  ) où $1 e s t  une fonction v é r i f i a n t  des pro- 

p r i é t é s  que nous précisons dans l a  proposi t ion  suivante. 

So*t (S  ) une hILi.te de nombhes hé& vehi(iant Snti = $ (S n 2 0, 
n 

où $, u.t une donc*ion andgfipue danb un in tmvaUe  centile en sP ; S* &tant 
& A& p o l n t  de ce t  i n t m v d e  vehi (hnt  s* = $ l ( ~ * ) .  

* 
Démonstration : $ é t a n t  analytique dans un voisinage S ; (Sn) é t a n t  une s u i t e  

* 
convergente de l imi te  S , on a pour n assez  grand : 

* * 
= ml(sn) = q s *  + (sn - s*)) = q s  + 9i(s ) ( s n  - s*) + P. * P'  

Sn+ 1 ( s ~ - s  +... 
( i l  où p '  e s t  l a  p lus  p e t i t  indice i 2 2 t e l  que : $1 (s*) # O. 

* * 
Comme $l(S ) = S on a a l o r s  : 

$?')(S*) $ 1  ( ~ ' + i ) ( ~ * )  p l + i  * 
ep' +...+ en+l = $i(S en + p t !  n ( p f + i ) !  en +... i r 0 (9)  

d'où 

e n+l  - 
( P ' ) ( ~ * )  e;l-l (p '+i ) (s*)  

-- o p *  + $1 t.. .+ $1 e p l + i - 1  
e p ' !  ( p ' + i )  ! n +. . . i 2 O (9 ' )  
n 

Posant $ i ( s* )  = po e t  p ' -1 = p on o b t i e n t  a l o r s  : 



L'égal i té  (9) montre bien que (S ) v é r i f i e  l e s  hypothèses de l a  propo- 
n  

s i t i o n  2 avec : 

- u n Z e  n ; l ' é g a l i t é  ( 9 ) m o n t r e q u e e  = $ ( e n ) e v e c  n + l  
* * = 0 1 ( ~ +  S ) - S pour n  assez grand. 

l 
On déduit a lo r s  p a r  déf in i t ion  de S que (s,) appartient  à S. 

l 

b2) Hil l ion C91 montre que l e  62 i t é r é  e s t  e f f icace  pour l 'accélérat ion de 

l a  convergence des s u i t e s  (S ) qui s 'écr ivent  : 
l n 

~ e n 
n+ 1 = - ( a o + B O )  en, avec - l <  a < 1 e t  - l <  BO + a. < 1. 

O 

1 On suppose de p lu s  ( B O (  < 1, a e t  BO non nuls.  
O 

De t e l l e s  s u i t e s  appartiennent à S ; en e f f e t  : 

n e  
e  - n+ 1 
n+ 1 - - (a0 + Bo en implique - = - (ao + 6;) , 

en 

Ce qui implique 1 'appartenance de (Sn à S avec : 

- u n+ 1 = f(un) où f e s t  l a  fonction iR +ni déf in ie  par  



b3) Application du procédé 62 AITKEN i t é ré  à l a  s u i t e  des convergents de 

2  avec b  + 4  a  > O, bo pouvant ê t r e  d i f f é r e n t  de b. 

Considérons l a  f r a c t i o n  continue bo + a b  + 
a  

b t -  b  +... 

* 
qu'on notera  S = bo + 6 + $ +... 

i ème 
Considérons l e  n  convergent de (1)  qu'on appe l l e ra  Sn. 

où l e s  An e t  Bn sont  ca lcu lés  récursivement à l ' a i d e  des  r e l a t i o n s  

(vo i r  121) 

avec l e s  condit ions i n i t i a l e s  A. = bo A-1 = 1 

Bo = 1 B-l = O 

e t  l a  supposi t ion que Bn # O Vn 2 0. 

An e t  B sont  donnés p a r  des équations aux d i f fé rences  dont l a  solu- n  
n  n  

t i o n  e s t  xn = K1 yl + K2 y2 où yl e t  y2 son t  so lu t ion  de l ' équa t ion  

2 
x - b x - a  = O ,  yl  e t  y2 e x i s t e n t  vu qu'on a  p r i s  l a  précaution de poser  

2  
b  + 4 a > O e t  son t  d i s t i n c t e s .  i . e .  : YI # Y 2 -  

b + J b L + 4  a ) n  + K2 ( b - J b L - 4  a )  
On ob t i en t  a l o r s  An = K, ( 2 



avec KI., Ka,  K i  e t  K; ca lcu lés  grâce aux condi t ions  : 

i . e .  : En posant yl = b + K  
2a 

e t  y2 = b - K  
2 

2 
KlY K2, Kiy K$ e x i s t e n t  ni que yl # y (b + r i  a > O) .  2 

On o b t i e n t  a l o r s  : 

Supposons 

sinon s i  2 > 1 a l o r s  
Y1 

Y2 - 
Y1 

< 1. On aura a l o r s  : 

Y1 - 
Y2 

< i e t  on d i v i s e r a  p a r  K pour obteni:  2 2 



* K1 * 
La s u i t e  (S ) convergeant vers  S on d o i t  a l o r s  avo i r  7 = S (compat ib i l i té ) .  1 n K~ 

* 
d'où Sn = S 

Y2 1 + -  - 
1 Ki YI ) 

Et  on remarque a l o r s  qu'on peut u t i l i s e r  l e  procédé 6*  AITKEN i t é r é ,  
* 

a f i n  d ' accé lé re r  l a  convergence de (Sn) ve r s  S ; en e f f e t  montrons que (Sn) 

v é r i f i e  l e s  hypothèses de l a  proposi t ion  2. 

d'où sn - S* = S* = e  
n n 

1+- x 
P ' 

d'où 

Pour n assez  grand 
K' n+l - 
Ki 

< 1 ; e t  on peut donc é c r i r e  



en+ 1 K; xn+l d'où - = x + (1-x) , +. . . 
en K~ 

On remarque que (Sn) E S en e f f e t  : 

Sn v é r i f i e  b ien  l e s  hypothèses de l a  proposi t ion  1 avec 

I l  est c l a i r  que 1x1 < 1=> Lim un = O e t  que u = x u . 
n-*os 

n+ l  n 

On prend a l o r s  $(un) = x un. On a b ien  $(O) = O e t  l$'(0)1 = I x l  < 1. 

* * 
Et donc l e  62 i t é r é  accélère  l a  convergence de Sn v e r s  S ; S é t a n t  

sous l a  forme (1) .  

IV. DETERMINATION D ' U N  ENSEMBLE S STABLE PAR AITKEN ET APPLICATIONS A U X  SUITES 

(Sn) DEFINIES PAR U N E  PROPRIETE SUR (AS,) = (Sn+l-Sn) 

Dans c e r t a i n s  cas  ;il e s t  p lus  avantageux de remplacer l 'hypothèse 

e 
n+l - - p0 p a r  - Asn+l - po c a r  l a  première hypothèse n é c e s s i t e  l a  connais- 
e n n- n* 

* 
sance de S . 

Nous a l l o n s  é t u d i e r ,  dans ce paragraphe, l e  cas de f i g u r e  su ivan t  : 
* 

(Sn) s u i t e  convergente de l i m i t e  S e t  t e l l e  que : 

- 1 s p  < 1  
- po est une constante t e l l e  que : O 

Po f O 

- <wn) s u i t e  à convergence logarithmique. 



Un cas  d 'appl ica t ion  s e r a  a l o r s  l 'ensemble des s u i t e s  (Sn) t e l l e s  que : 

p;f 
a > 1 quand O < po < 1 

ASn = - + O[*] où [ 
ria a 2 1 quand - l < p o <  O 

Nous ca rac té r i sons  a l o r s  l'ensemble S s t a b l e  p a r  AITKEN dans l a  

proposi t ion suivante  : 

SoLt ( sn )  une s w t e  convagente de M e  S* et veh idhvd  pom n adbez 
1 

gtrand : 

*'n+1 - -  - Po + tn -1 5 po < 1, où ( t n )  es$ une a d e  t&e que 
Asn 

- R i m  tn = O 
n- 

p e s t  un e n t i e r  supér ieur  ou éga l  à un. 
( O  l e s  ( C j  )j2p sont  des r é e l s  non tous  n u l s  avec en  

p a r t i c u l i e r s  # O. 
P 

(un) e s t  une s u i t e  convergente de l i m i t e  n u l l e  s ' éc r ivan t  

u 
n + l  = O(U ), pour n a s sez  grand ; 4 é t a n t  une fonction ana- n 

l y t i q u e  au voisinage de zéro  v é r i f i a n t  : $(O) = O e t  +'(O) = 1. 

On a a l o r s  les deux cas  su ivants  q u i  peuvent s e  produire  ; pour n assez 

grand : 

( n + l >  
*1 E2 

Cas no 1 : - ( 1 )  
( C  1 - Po + tn 

hl €2 

où ( tn l )  e s t  une s u i t e  de l i m i t e  nu l l e  v é r i f i a n t  : 

où pl e s t  un e n t i e r  non nul  e t  où l e s  (C 
( 1 )  ) son t  des r é e l s  non tous  nuls .  
pl+j j20 



Cas no 2 : 11 e x i s t e  un e n t i e r  m supér ieur  ou é g a l  à 2 t e l  que : 

Démonstration : 

Al 
On va donner l ' express ion de en fonct ion  de dçn. "nt1 

Al €2 

"n+i Appelons - a ~  = 
n Rn* 

finalement Al E:") = Rn+i - Rn 
(Rn - 1 )  (Rn+, - 1 )  



On va s'intéresser au second membre de (10) terme par terme. 

Examinons po + t,+l = Rn+1 

On a par hypothèse : pour n assez grand 

Posons un = x ; et tn = t(x) d'où : 

Pour x assez petit, cette série de fonction converge vers O quand x 

tend vers O dans un voisinage de O VI, elle définit une fonction analytique enx. 

De plus 4 étant aussi analytique dans un voisinage de O qu'on appelle par 
V2(0) ; alors tO@ est aussi analytique dans V3 c VI 0 V2(0). 

L'écriture de @(x) = $(O) + x $'(O) +... 

(où II représente le plus petit entier k 2 2/41 ("(0) # O) 

conduit à : 



En revenant aux nota t ions  en un ( e t  ce  pour n assez  grand) e t  remar- 

quant que t oO(x)  représente  tn+l on a : 

Examinons 1 'expression Rn+2 - Rn+i 
n+i - Rn 

D'après (11) on a : 

a] Cas où R = 2 : - ------------- 

O (u 
où O1 désigne un développement en s é r i e  e n t i è r e  de u / 1 -> O. 

n p + l  - 
un 



D e  même btn+l - p + l  (0 )  @"(O) + (U 
- Un+i P Cp 2 1 n+l  1 

J. 
en posant O2 = on ob t i en t  a l o r s  

P 

O2(un) 
Examinons 

p + l  ' u n 

Pour n suffisamment grand, on remplace u pa r  x.  n 

Par d é f i n i t i o n  de 02,  il e x i s t e  une fonction g analyt ique dans un voi- 

sinage de zéro, non identiquement nu l l e  t e l l e  que 02(x) = xp+' g (x ) .  

So i t  !L l e  premier ind ice  k non nul  t e l  que g (k ) (0 )  # O ; on a a l o r s  : 1 



Ce qui donne alors : 

Atn+ï - =  
'n n 

I 

Remarquons au passage, que le fait que g ne soit pas identiquement 
1 

nulle n'influe pas sur le résultat. 

b] _ ............................ Cas où R est strictement supérieur _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  à 2 

(09 
Atn = C (O) (O) p+R-l + O (U ) où O désigne un développement en série P P R! Un 3 n 3 

a3(un1 
entière de un telle que p+e-ls O. 

u n 

Un calcul identique au calcul précédent (cas a) montre : 
* 

1 - Rn (1 - Po). - tn 
Examinons le rapport lT = - 

n+2 ( l -  PO) tn+2 



Pour n assez  grand, on o b t i e n t  tenant  compte du f a i t  que : 1 - p o  # O : 
I 

2 
e t  u n+ 2 = = $($(un))  = $ (u  n ) = u n + 2  p ) ( o )  II! u  n +... 

(II) 
On ob t i en t  donc u:+~ - uP = $ (O) k+p-1 

n 2p R! Un +... 

Ce qui  donne : 

1 - Rn 
i . e .  : = 1 + 2 C  (0)  P $(II)(o) y,! u ~ + p - l  +... 

- Rn+2 P n 

Tenant compte de ( I l ) ,  (12) e t  (13) e t  de : 

On a a l o r s  : 

II+ 1 (II) (0)  p 
n 

-+ $ (0)  u n + C  Un +... = P o + P o  R. P 

Al C F 1 )  
+... 

n 
E: (II -1) ! 

s i p  = 1 

d'où l a  démonstration du cas 1 )  de l a  proposi t ion 3 ) .  On de p l u s  que : 



(1)  (O) 
= C l  = c  

P 
O ( ~ ) ( O )  

P l  + Po ca-i)! 

1 On rencontre ,  dans l a  p ra t ique ,  su r tou t  l e  cas  un = - On a a l o r s  : 
n ' 

v é r i f i e  : 

- +(O) = O,  $ ' (O)  = 1 e t  $"(O) = -2 e t  on retrouve a l o r s  l e  cas  

p a r t i c u l i e r  é tud ié  par  LUBKIN [13]. 

La proposi t ion  3 montre que s i  on applique à (Sn) l e  procédé 6' AITKEN 

avec (Sn) v é r i f i a n t  l e s  hypothèses de l a  proposi t ion  3, on o b t i e n t  une s u i t e  

( l~ :n))  v é r i f i a n t  ces hypothèses e t  à l a q u e l l e  on pourra appl iquer  l e  procédé 

ti2 AITKEN pour ob ten i r  une s u i t e  (2~ :n ) )  v é r i f i a n t  l e s  hypothèses de l a  pro- 

pos i t ion  3 e t  a i n s i  de s u i t e ,  a r r i v é  à l ' é t a p e  q de l ' i t é r a t i o n  on a 

Cependant a r r i v é  à une étape m par  exemple on peut a v o i r  l e  f a i t  

su ivant  : 

Tous l e s  (C ( i  (n)  ) i zq  sont  nuls .  On a a l o r s  Rn = po. 
P i  

Comme l e  62 AITKEN e s t  r é g u l i e r  s u r  l 'ensemble des s u i t e s  (Sn) / 

( k  d'où l e  cas 2) en v e r t u  de l a  d é f i n i t i o n  des ( E ) donnée au  paragraphe 1. k 2 

IlSn+ï 
-1 

C.Q.F.D. 

2 6  6 > O. On en conclut  a l o r s  que E(") = este = S* 
q+l  2 

(n)  * 
k t l E 2  - S 

Nous a l l o n s  nous poser  l a  quest ion : A-t-on O k > O ?  
n k': ) -  S* - 

Dans l e  cas  où p # -1 ; il est c l a i r  que l ' o n  a accéléra t ion  d'une O 
colonne k t 1  p a r  rappor t  à l a  colonne k d 'après l a  remarque 2 f a i t e  au para- 

graphe 1. 



Dans l e  c a s  où po = -1, on est amenés à u t i l i s e r  l e  théorème suivant  

démontré pa r  LUBKIN dans Cl31 page 231. 

- R i m  Rn = -1 
n- 

$") - s* 
A l o u  R i m  1 2  = 0 .  * 

n-Kx> Sn - s 

Le cas  1) implique que pour k > O RF) % -1 + c ( k ) u P k  c f O 

Pk 
Pk Pk R Z ; + ~  u n+ 1 u 

dtoÙ R:) + -1. De p lus  n+l, 1 -.> 1 car  - 
~ t n ) ~ ~ n -  u u n rr*oo 

n 

Nous fa i sons  abs t rac t ion  du cas 2 )  c a r  ce cas e s t  uniquement une 

précaution à prendre s u r  l e  p lan  prat ique.  Sur l e  plan théorique ; l e s  r é -  

s u l t a t s  ne concernent que l e s  nombres ca lculables .  

La p lupar t  des expériences numérique ont  é t é  f a i t e s  sur l e s  s u i t e s  

n v (Sn) dé f in ies  par  Sn = (-1) a p avec -1 < p S 1 où ( a  ) e s t  une s u i t e  v o .  O v v=o 
a n+l  - C12 

de l i m i t e  n u l l e  v é r i f i a n t  pour n assez grand - - 1 + - + 2 +... n n n 

(Voir expériences numériques). De p lus ,  l a  p lupar t  des s u i t e s  (an)  u t i l i s é e s  

dans nos expériences numériques sont  des s u i t e s  totalement monotones. 

Nous a l l o n s  a l o r s  j u s t i f i e r ,  en quelque s o r t e ,  nos expériences pra t iques .  , 



c) Application de la proposition 3 au cas des sui tes ( 5 , )  definies par ................................................................... 
n 

Sn = (-1)' av XO avec -1 1, appartenant à l'ensemble 
v=o 

- - - - - C - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  

l Nous a l l o n s  chercher une c la s se  de s u i t e s  (a,) totalement monotones, 

t e l l e s  qu'à p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang on a i t  : 

I où sont  des cons tantes  non tou tes  n u l l e s ,  ul<O. 
1 

l Commençons avec t o u t  pa r  donner quelques d é f i n i t i o n s  : 

l P é ~ . i M o n  1 : 

Une fonction f e s t  d i t e  complètement monotone dans [O, +CO[ ( resp .  (jO,+co]) 

s i  ( - l l k  f(k)(x) 2 O Yx r [O, +a[ (resp.  V x  > O) (On appel le  f (k ) (xo)  l a  dér i -  

vée d 'ordre  k de f au po in t  x0). 

Une s u i t e  (Sn) e s t  d i t e  totalement monotone (on no te ra  (Sn) T.M.). 

k k  k S i  (-1) A S n 2 0  où A est d é f i n i  p a r  

Une s u i t e  (Sn)n2O est d i t e  totalement monotone minimale s i  e l l e  cesse  

d ' ê t r e  totalement monotone quand SO e s t  remplacé p a r  S o - E ,  e t  ce pour t o u t  

€.O. 



Exemple de sui t e  totalement monotone mi nimal e : 

S i  on rempalce S1 par  SI-  E = T on montre a isément-par  récurence-que : 1 

k k  On remarque a l o r s  que (-1) A Tl cesse  d ' ê t r e  p o s i t i f  pour k suffisam- 
1 

ment grand. 

Nous a l lons  donner maintenant l e s  théorèmes e s s e n t i e l s  concernant l e s  I 

s u i t e s  T.M. minimales. L'ouvrage de base, concernant l a  démonstration de ces 

théorèmes e s t  de WIDDER C161. 

Théoiréme 1 : 

U n e s d e  (Sn)n,Oes.tcLteT.M. s i e t b d e m e v c t ~ i S ~ =  

n = O ,  1,. . . où g ed* une 6onction bouée non décirodidsante  dan^ O C O ,  il. 

Une bu.Lte ( SnInso e s X  une h d e  .toWentent monozone niinhale h i  et 

1 
sedement h i  sn = 1 xn d g(x) ,  g non démohsante boirnée et continue e n  =&o. 

O 

Théoiréme 3 : 

Une c o n ~ o n  nécusahe  e.t bu66bante polltr q u ' a  e d t e  une donction 

f compl2temenZ monohne buh O l x < m  (resp.  O < x < m )  X&e que f ( n )  = an fUX 

que an so i t  une r d e  .toMement monobne n i i W e .  

Une c o n W o n  nécedhaihe & hu6&banite pow que f b o i t  compl2zemevct 

monoitone en O I x < ( r e sp .  O < x < m) ut que f ( x )  = 10 e-xt ci a(. 1, a boknée, 

non déchabbante blltr [O, +OO[ avec ltLntégtraee convmgeavct pouii 0 s x < +OO 

(resp.  O<x<+co) .  



La donatLon f ( n )  = 10 e-"' 4 dr  ~r une danct ion o n t i b e  en  $ a i  

l Définissons 1 'enseable KTM comme s u i t  : 

$,(s*) = {s * 
1 

n convergente v e r s  S / S 
n 

= jO eat d a (  t ) 03 a v é r i f i e  Pa] 

On d i t  que a v é r i f i e  l a  p ropr ié t é  P si : a 

- a est bornée s u r  C O ,  +ooC 

- a est non décroissante  s u r  [O, +cor 

l - a est e n t i è r e  

On a a l o r s  

Démonstration : 

4 

Sn /$,,(s*) ; S s ' é c r i t  a l o r s  
I 

n 
l 

I 1 * S n = [ e - n u d a ( u )  

On suppose que t o u s  l e s  termes So, SI, ... Si, ... son t  connus ( e t  f i n i s )  
, 

sinon s i  l a  s u i t e  (Sn) n ' e s t  d é f i n i e  que pour n 2 k, on f e r a  l e  raisonnement 

I avec (tn)n20 = (Sn-k)nzk' 



Faisons un changement de va r i ab les  dans ( I l , ,  remplaçons u p a r  

-1 
u = L o g t  d'où s i O l u < -  a l o r s  O < t l 1 

On a a l o r s  Sn = tn d a ( ~ o g  t - l i  l 

On pose ~ ( t )  = - a ( ~ o g  t-'1. 

Pour l a  con t inu i t é  de B en zéro : on pose @(O+) = B(0) = - a ( a )  

a é t a n t  continue en zéro ; l ' e s t  a u s s i  

1 
d'où Sn = tn d 8(t). 

O 

B e s t  bornée ;continue en zéro e t  non décroissante.  

- 1 En e f f e t ,  s i  tl < t2 a l o r s  Log t2  < Log t;', d'où a(Log t;') < q L o g  t;') 

- a ( ~ o g  t;') < - a(Log t;') 4 6 ( t l )  < ~ ( t ~ ) .  

1 
On é c r i t  a l o r s  Sn = tn d a ( t )  où f3 e s t  bornée e t  décroissante  dans 

O 

[O, 11 continue en zé ro  e t  on dédui t  a l o r s  du théorème 2 que (Sn) est une 
* 

s u i t e  T.M, de l i m i t e  S . 

C.Q.F.D. 



Montrons maintenant que t o u t e  s u i t e  t e l l e  que : 

n v v 
S n =  1 1 av xo, - 1 < x 0 S 1  avec a  r S N ( O ) - e s t  dans S d é f i n i  

v=o v 
XO # O 

par  l e s  hypothèses de l a  proposi t ion 3 .  

On a  l a  proposi t ion  suivante  : 

SoGt (s,) une de LhLte S* véhiduint 

- x est teMe pue -1 < xo 6 1, x0 # O O 

1 UOM ( s ) v&die .tes hypothhed de Lu pnopob*üon 3 avec un = --. p = 1 n 

Démonstration : 

Dire que a  E K (O) r ev ien t  à d i r e  que ( a  ) e s t  une s u i t e  convergente v TM v 

de l i m i t e  n u l l e  avec an 
= J O  e-nt d  ci( t ) où a v é r i f i e  Pa 

D'après l e  théorème 5 on dédui t  que a, = g ( n )  e s t  développable en s é r i e  
1 e n t i è r e  - p o u r  n  assez  grand, ce qui  nous permet d ' é c r i r e  ~ n 

1 

kl k2 k 
l comme a  + O a l o r s  an = - 
I n n  

+ 7 +. . .+ 9 +. . . pour n  assez  grand, 
n* n  n  P  



De même à p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang  : 

an+2 - d'où pour n  a s s e z  grand - - 
a n + l  

n  v Comme Sn = 1 (-1) a x on o b t i e n t  a l o r s  : 
v=o v O 

"n+i a n+ 2  
Ce q u i  donne : -r = - x  -=-x o[l-i +...] 

n O an+ l  

Ceci montre b i e n  que (Sn) v é r i f i e  l e s  hypothèses de l a  p ropos i t i on  3 

avec : 

e t  donc que l e  ~ r o c é d é  6* AITKEN i t é r é  appl ique  aux s u i t e s  (S ) convergentes 
n 

* n v V de  l i m i t e  S d é f i n i e s  p a r  Sn = 1 (-1) av xo avec (av)  appartenant  ? KTY(0) 
v=o 

e t  -1 < xo S 1 donne des  q u a n t i t é s  ( E(")) t e l l e s  que 
k 2  



( n + l )  * 
k+ lE2 - S 

L i m  = 0,  k  2 0. 

l 
I 

Exemples : 

I 
Supposons a ( t )  = - e  - t . a( t ) v é r i f i e  bien l e s  condi t ions  Pa 

l 

I S o i t  an = - [ e-nt d e  -t on a  a  a  = - 1 e t  donc <Sn) d é f i n i e  par  n + l  

n  v 
I S  = 1 (-1)" " v é r i f i e  l e s  hypothèses de l a  proposi t ion 3 .  I n v=o v r l  
l 

Pour - l < x  51, 2im Sn = Log(l+x). 
Il-"= 

-- 
2 S o i t  a ( t )  = - 4  e ; a ( t )  v é r i f i e  bien l e s  condit ions Pa 

P 
L -- 
2 

soit an = J O  

4 e-nt d(-4 e  ; on a  a l o r s  : a  = - 
n 2n+lW 

(-1lV xv (Sn) d é f i n i e  p a r  Sn = 4 1 2v+ 1 v é r i f i e  l e s  hypothèses de l a  proposi- 

t i o n  3. v=o 

S i  x  = 1, on a  L i m  Sn = n. 
n+x' 

V .  RESULTATS NUMERIQUES 

Nous a l l o n s  é t u d i e r  d'une façon pra t ique  l e  62 AITKEN i t é r é  dans l e s  

t r o i s  cas de f igure  b l ) ,  b2) e t  b3) t r a i t é e s  dans l a  p a r t i e  b) du paragraphe 2. 

Dansla p ra t ique ,  nous devons songer à donner un t e s t  d ' a r r ê t ,  c 'es t -à-  

d i r e  à p r é c i s e r  l ' e n t i e r  kl t 1 t e l  qu'on ne peut  p lus  appl iquer  l e  procédé 

62 AITKEN à In 1 
k,'2 

Etant donnée une s u i t e  (S ) v é r i f i a n t  l e s  hypothèses de l a  proposi t ion  1, 
n 

on a  a l o r s  R i m  ki 'n+i m 
= p0($'(0)) où m 2 kl, kl 2 1. 

kcn 



Théoriquement, c e c i  voudra i t  d i r e  qu 'à  p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang N l a  l 

s u i t e  (k, E~ ("'1 est a i o r s  : 

- S o i t  monotone [cas correspondant à p o ( $ ' ( ~ ) ) m  > 01. 

- S o i t  o s c i l l a n t e  [cas correspondant à p ($'(O))m < 01 e t  on a  a l o r s  
O 

l 

l e  schéma suivant  : 

En pra t ique ,  vu l a  d i f f i c u l t é  de p r é c i s e r  l e  rang N on s e  l e  f i x e  éga l  à 

zéro. 

Et  on a  a l o r s  l e s  deux t e s t s  d ' a r r ê t s  su ivants  : 

l0 Arrivé à 1' étape  kl, s i  on a  I A  (n) l  < l ~ - ~ ~ n b ~ o n s ~ a r r ~ t e .  
k t 2  

20 On a  S o i t  p e r t e  de monotonie pour l a  s u i t e  ( E(")) ,  s o i t  l e  schéma (*) 

n ' e s t  p l u s  respecté .  
kl 

Nous avons obtenu l e s  r é s u l t a t s  su ivan t s  : 

* 
1) 

3 2 Est imat ion de l a  rac ine  S du polynôme p(x )  = x + 2x + 10x - 20 

* 
On s a i t  que l a  racine S  du polynôme p(x) = O est  : 

Considérons l a  s u i t e  (Sn) dé f in ie  p a r  : 

(Sn) e s t  une s u i t e  convergente de l i m i t e  S* e t  v é r i f i a n t  : 



Sn+ 1 = $(Sn) où $(x) est la fonction définie par : 

* 
11 est clair que $ est analytique au voisinage de S et vérifie : 

(Sn) E S d'après ce qui a été fait précédemment. On obtient alors après ap- 

plication du 62 itéré à (Sn) les résultats suivants : 

Nous avons avec 15 chiffres significatifs exacts. 
3 2 

Le calcul de E(') a nécessité la connaissance de Ç 
3 2 1 9  S23"*9 S1lo 

Or à titre de comparaison on a : 



2 S o i t  à estimer l a  racine S* de 1 'equation X-P" = O 

Considérons l a  s u i t e  (Sn) dé f in ie  p a r  : 

@ 
Pour t o u t  x > O ; s o i t  $/x + e-X ; a l o r s  $ e s t  cont rac tante  et*on en 

* * - S 
déduit  que (S ) e s t  convergente de l i m i t e  S ; S* v é r i f i a n t  S = e . 

n 

* 
De p lus  $(x) e s t  bien analy t ique  dans un voisinage de S . 

L'applicat ion du 62 i téré  à (S ) a donné : pour SO = 0.5 : n 



Nous avons 4ii4) avec 15 chiffres significatifs exacts. Le calcul de 
(4) 

4'2 a nécessité la connaissance de SI, S2, ..., S12* 
A titre de comparaison on a obtenu : 

3) Est imat ion de l a  rac ine  S* du polyndme p ( x )  = x 2 -  4 x +  2 = O 

On considère la suite (Sn) définie par : 

(Sn) est une suite de la forme Sn+. = $(Sn) ; définie par : 

@ est bien analytique dansR et vérifie : 

* 
Ayant choisi S0 - S assez petit, (Sn) est alors une suite convergente 

* 
de limite S . De plus (sn) E S. 

L'application du 62 itéré à (Sn) donne alors les résultats numériques 

suivants : 
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( 4 )  
On a 3~:4) avec 15 c h i f f r e s  s i g n i f i c a t i f s  exacts .  l e  c a l c u l  de 3E2 

a nécess i té  l e  c a l c u l  de SI, S2, ... Sl0. A t i t r e  de comparaison on a : 

4 )  Est imat ion  de &! 

L'éc r i tu re  de fi sous forme de f r a c t i o n  continue donne : 

a 
On a bien fi = bo + 7 

b + b  +... 

Soi t  (S ) l a  s u i t e  d é f i n i e  par  : n 

ième 
Sn e s t  l e  n convergent de l a  f rac t ion  continue fi. On obt ient  : 



IO 
O 

IO- 
3 
V 

w 
O 

IO- 
w 
V 



n v 
De plus  on remarque que Sn = 1 (-1) au. 

v =O 

Il e s t  c l a i r  que ( ( t )  est e n t i è r e  ; v é r i f i a n t  : , 

- R i m  ~ o g  ( ~ ' ( t ) l  =-L < CO 
t-- I t l 4 

Ce qui  montre que R - ASn+l 
n - 7  s ' é c r i t  : 

n 

L'applicat ion du 6* i t é r é  à (S ) donne a l o r s  : 
n 

On a  obtenu 7~:2)  avec 15 c h i f f r e s  s i g n i f i c a t i f s  exacts .  La connaissance 

de 7~:2) a  -nécess i t é  l e  c a l c u l  de SI, S2,.  . . , Sl6. 

A t i t re  de comparaison, on a : 



5 8 

6) Calcul de Ln 2 

Soit (Sn) l a  suite définie par : 

1 * 
(Sn) est une suite c~nvergente de limite S = Ln 2. 

n v On remarque que Sn = (-1) av avec : 
v=o 

@(t) est une fonction entière vérifiant : 

Il s'ensuit alors que Rn - *'nt1 -TT s 'écrit : 
n 

L'application du 62 itéré donne alors : 



(n) On a 7&2 avec 15 chiffres significatifs exacts. La connaissance de 

E(") a nécessité le calcul de SI, S2,. . . S16. ûr à titre de comparaison, on a : 7 2 

D'autres exemples numériques sont traités dans LUBKIN C131. 

Comparaison avec 1's-Algorithme : 

Nous avons essayé de comparer les résultats numériques du procédé 

AITKEN itéré et ceux donnés par l'€-Algorithme. 

Nous avons utilisé, pour 1' €-Algorithme, la subrout ine donnée dans [ 31 

Pour l'exemple l), on a obtenu : 

(II = 1.36880811083833 calculé avec 8 chiffres significatifs exacts. On a el0 

Pour le calcul de E(') on a eu besoin de SI,. . . , Sll. Or, pour le même nombre 10 
de termes de la suite Sn on a obtenu 3E:3) avec 15 chiffres significatifs exacts. 

Pour l'exemple 2), on a obtenu : 



On a E::) = 0.567143729129942 avec 9 chiffres significatifs exacts. 

1 

Le calcul de a nécessité le calcul de SI, S 2  . . . S12. O r ,  avec 

SI, S2,. . . S12 on a obtenu 4E:4) avec 15 chiffres significatifs exacts. 

On a E::) = 0.693145743145743 avec 5 chiffres significatifs exacts. 

Le calcul de E::) a nécessité la connaissance de S l 3  s2 , - -0  or, 
avec SI, S2,.  . . S16 on a obtenu 7~:n) avec 15 chiffres significatifs exacts. 



VI. DETERMINATION D 'UN ENSEMBLE DE SUITES A CONVERGENCE LOGARITHMIQUE STABLE 

PAR 6 2  AITKEN 

a )  I n t r o d u c t i o n  

* 
S o i t  (S ) une s u i t e  convergente de l i m i t e  S . On d i t  que est à n 

convergence logarithmique s i  

.- 

e n t 1  On no te  par Log = {(sn) convergente / kim - = 11 e t  par  
e w n 

LOGSF = {(Sn) convergente / kim Aen+l = 11. de 
rr+<x, n 

DELAHAYE e t  GERMAIN-BONNE [ 5 1  ayant montré q u ' i l  n ' e x i s t e  pas d 'a lgor i th-  

me universe l  capable d ' accé lé re r  t o u t e s  l e s  s u i t e s  de Log e t  de L0GSF;on s ' i n -  

t é r e s s e  généralement à accé lé re r  l a  convergence de s u i t e s  appartenant à des 

sous-ensembles s t r i c t s  de LOGSF. 

Cependant l e  6 2  AITKEN e s t  l o i n  d ' ê t r e  l ' a lgor i thme ef f icace  pour c e t t e  

accé lé ra t ion .  

Nous a l l o n s  d i s c u t e r  l e s  p o s s i b i l i t é s  d ' accé lé ra t ion  de s u i t e s  appar- 

t enan t  à des  sous-ensembles stricts de LOGSF p a r  11ut i l i sa t5 .0n  de l a  t 'rans- 

formation diagonale ap rès  appl ica t ion  du 6 2  i t é r é  à ces s u i t e s .  

1 Nous nous insp i rons  de l 'exemple (Sn) = n. 

L'applicat ion du 6 2  AITKEN donne 

( n )  - (n )  - e t  l ' a p p l i c a t i o n  du ti2 AITKEN donne : k ~ 2  
1 

lE2 -2(n+l) k n 2 
2 (n tk)  k 2 

Il  est c l a i r  que : 

- E i m  k ~ F )  = O,  à k f i x é  
Il+= 



(n)  - Lim kE2 = O,  à n f ixé  
]cKp 

Ce qu i  nous permet de remarquer pour l a  s u i t e  Sn, deux choses : 

(n 
10 S i  nous f ixons k on a a l o r s  R i m  k+le2 = ; et  on a a l o r s  des chances 

n 

d ' e x t r a i r e  une s u i t e  diagonale q u i  s e r a i t  dans LIN. 

20 S i  nous fa i sons  n = k e t  posons (dk)kri = ( k ~ 2  (k )  Ikri. 

dk+l 1 Alors R i m  - = - Ce qui  implique que (dkIkL1 E LIN. 
k dk 2 ' 

Comme Lim[dkl = Rim[Skl on p o u r r a i t  a l o r s  appl iquer  l e  procédé 62 AITKEN 
k* k* 

i t é r é  à (dkIkzl a f i n  d ' accé lé re r  l a  convergence de l a  s u i t e  (S ) vers  s a  l imi te ,  
k k r l  

(dk Ikz0 représente  l a  diagonale p r inc ipa le  du procédé 62 AITKEN i t é r é .  

N O ~ S  avons f a i t  un e s s a i  numérique s u r  l a  s u i t e  ( S  1 = (i) e t  avons n 
obtenu des r é s u l t a t s  encourageants mais cependant per turbés  p a r  l a  propaga- 

t i o n  d ' e r reu r s  ;néanmoins on s ' y  a t t e n d a i t  vu l e s  r é s u l t a t s  théoriques con- 

cernant  l e  conditionnement du procédé 62 AITKEN appliqué à des  s u i t e s  
e  n+ 1 

(Sn) + p avec p proche ou é g a l  à 1. 
n 

Cet e s s a i  numérique donne, en f a i s a n t  remarquer que l ' o n  a noté (C (k)) n 
l e s  quan t i t é s  obtenues ap rès  app l i ca t ion  du 62 AITKEN i t é r é  à (dn) ! 





On pour ra i t  s e  demander s i  l ' a p p l i c a t i o n  d'un t e l  procédé à des s u i t e s  
1 possédant l a  même p r o p r i é t é  que l a  s u i t e  (S ) = n l a c c é l è r e r a i t  pas  l e u r  n 

convergence. 

1 
Dans un premier l i e u  nous chercherons les p r o p r i é t é s  que possèdent l a  

1 s u i t e  (Sn) = (--) e n s u i t e  nous essa ierons  numériquement l e  procédé s u r  l e s  
l. 

1 s u i t e s  ayant une p r o p r i é t é  équivalente à (S ) = (-). n n 

I Les p ropr ié t é s  de l a  s u i t e  (--) 1 s e  conçoivent de deux façons : 

lère 1 
I façon : Montrons que l a  s u i t e  (S  n ) = (--) s ' é c r i t  à p a r t i r  d'un c e r t a i n  

rang : ( 
1 Sn+ 1 

= $(Sn) où O v é r i f i e  une p ropr ié t é  E ~ P ) ( S * )  d é f i n i e  

pa r  : 

* 
On d i t  que f : R + R v é r i f i e  une p ropr ié t é  E ~ ) ( s  ) dans un voisinage 

V de S* où S* e s t  l e  s e u l  point  f i x e  de f dans V s i  : 

- f est analy t ique  dans V .  
* - f ' ( S  ) = 1. 

- gp 2 2 t e l  que ( f~ l ( s* )  =...= ~(P '" ) (S*)  = O 

avec l e s  condi t ions  p impair e t  c p o s i t i f  non r é a l i s é e s  simultanément. 
l 

* 
Tenant compte de c e t t e  d é f i n i t i o n  de E ~ ) ( S  , on est amenés à d é f i n i r  

un sous-ensemble de Log appelé L(')( S* 1. 
P 

On d i t  qu'une s u i t e  (Sn) est dans L(')(S*) si à p a r t i r  alun 
P * 

c e r t a i n  rang N ; Sn+l = $(Sn) où O e s t  une fonc t ion  v é r i f i a n t  l a  p r o p r i é t é  E(P)(S 1. ' 
@ 

I Remarque : Kowalewski dans Cl21 montre que t o u t e  s u i t e  de L(')(s*) converge 
* P 

v e r s  S ; c e t t e  convergence é t a n t  logarithmique. 



1 
Exemple : S o i t  (Sn) = (n) a l o r s  (s,) L ~ ) ( o ) .  

-- 

1 - n En e f f e t  Sn+l = - - - - 
1 - 4 ( s  1. 

n+l 1+- n 
n 

e t  à p a r t i r  de n > 1 4 e s t  analyt ique dans un . voisinage de zéro e t  v é r i f i e  

l a  p ropr ié t é  E(')(s*). 4 

1 Une a u t r e  façon de c a r a c t é r i s e r  l a  s u i t e  (--)n21 e s t  : 

ème 1 - 1 - 1  façon : S = - => ASn - - - - - 1 
n n n + l  n --n(n+l) 

ASn+l n (n+ l )  - n - 1 

açn = + ( 
- + - - -  

n+l) (n+2)  1+- 2 
n 

" n + ~  pour n > 2 on a a l o r s  - - 2 4 - l -n  + 7 +... 
A Sn n 

Ce qui  nous amène à d é f i n i r  ~ Y ) ( s * )  l e  sous-ensemble de Log suivant  : 

* 
Soi t  (Sn)ns0 une s u i t e  convergente de l i m i t e  S . 
On d i t  que (Sn) e L ~ ) ( s * ) ,  s i  à p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang (Sn) peut 

s ' é c r i r e  : 

où l e s  (a.)  sont  des r é e l s  non tous  nu l s  e t  al < -1. 
1 

GERMAIN-BONNE e t  DELAHAYE dans C51 montrent que l a  f ami l l e  des  s u i t e s  

à convergence logarithmique e s t  rémanente c 'es t -à-d i re  q u ' i l  n ' e x i s t e  pas un 

algorithme accé lé ran t  l a  convergence de t o u t e s  l e s  s u i t e s  à convergence loga- 

rithmique. 

Nous essayerons d ' accé lé re r  l a  convergence de s u i t e s  (Sn) appartenant à 

des sous-ensembles s t r i c t s  de LOGSF. 

Dans l e s  d é f i n i t i o n  5 e t  6, nous avons d é f i n i  L(')(s*) e t  L:~)(s*). 
P 



Montrons a l o r s  que : 

- L!~)(S*) c LOGSF 

- L ~ ( s * )  c LOGSF 

l L ' inc lus ion  L:~) (  s*) c LOGSF ne  n é c e s s i t e  p a s  de démonstration. 

Nous a l l o n s  p l u t ô t  montrer que L(')(s*) c LOGSF. 
l P 

L(')(s*) c LOGSF 
l - P 

sn E L ( ' ) ( S * ) = > S ~ + ~  = +(sn )  n 2 N 
? 

l 

* $ ana ly t ique  dans un vois inage de S on é c r i t  : 

= @(Sn) = $(s*) + @ ' ( S ' ) ( Ç  - S)  + 
O(P)(S?) (S  - s*)P 

'n+ 1 
sI 

n P ! +. . . 
* 

d'où S = s + e + 
$(P)(s*) ep n 

n+ 1 n P ! t... 

e n + l  I l  e s t  c l a i r  que - 
e + OVS*) = 1. 

n 

- $(PI ( S* Ae Aen - eP +... => R i m  
P ! n 

d'où (S  ) E LOGSF. 
n 

b) Possibilités d'accélération de L(')(s*) et 1 t 2 ) ( s * )  
P 

Nous avons t e s t é  numériquement 1 ' algori thme su ivan t  s u r  1") ( S* ) e t  
P 



* 
S o i t  (Sn) une s u i t e  t e l l e  que kim S = S . 

n- n 

On applique l e  ô2  i t é r é  à (Sn) pour ob ten i r  les quan t i t é s  ( 
k 2 

On prend e n s u i t e  l a  diagonale : (cik) = (k~:k) ). 
1 

( k ) )  On applique ensu i t e  l e  6' i t é r é  à l a  s u i t e  (dk) ; on notera  pa r  (C l 

n 
l e s  quan t i t é s  obtenues. 

Inconvénients : 

Cet algorithme n ' e s t  pas  s t a b l e  du point  de vue numérique ; on pouvait 

s ' y  a t t endre  é t a n t  donné que l e  ô2 AITKEN e s t  mal conditionné quand il e s t  
* 

appliqué à des s u i t e s  ( S  ) de l i m i t e  S t e l l e  que n 

avec P vo i s in  de 1. 

On t rouvera  p l u s  de d é t a i l s  dans C191. 

1 Nous avons vu précédemment que l e  6' i t é r é  appliqué à (--) donnait l e  

r é s u l t a t  suivant  : 

- Soient ( t k )  =( k E ( ~ ) )  2 à n f i x é ,  e t  (dk) = ( E ( ~ ) )  a l o r s  : k 2 

( t k )  E L I N  e t  (dk) e LIN. 

Question : En e s t - i l  de même pour tou te  s u i t e  appartenant à L(')(s*) où à 

Li2)(s*)  ? P 

Notre réponse ne se ra  pas  p réc i se  mais ce que l ' o n  peut d i r e  c ' e s t  que 

l ' on  a des chances pour qu'une diagonale (kE:n)), n f i x e ,  s o i t  dans LIN. L'in- 

t u i t i o n  p r inc ipa le  qu'on a eu est donnée dans l e s  proposi t ions  5 e t  6 suivantes : 



b l )  Propriété de ~( ' ' ( s*)  - - - - - - - - - - - - - - - - - -e-- - - - -  

Soi t  (snInr0 e L(')(s*), on a a l o r s  : 
P 

ok &nt une donction a d g ~ q u e  dam un voAhage de z&o avec 

le es2 &ah que b )  fibutXe de a ) .  

Démonstration : 

Récurrence su r  k .  

Comme Sn+l = $(Sn), $ vé r i f i an t  E(P)(s*) il v i en t  : 
$ 

On a a lo r s  : 



i.e. : - (P) e2 +...+ ai "n+~ - [ +  + a e n  + a n+l 
de- n n l+a?) e +a?) e2 +...+ a(p) e i +... n n i n 

(PI = $ 
(~+i)(~*) 

avec a i (p+i ) ! Yi 2 1 

D'après (*)1 il vient : 

en+i P d'où - = 1 + p $(P)(s*) .p-l +. . . 
en P ! n 

Pour n assez grand ; la suite en vérifiant la condition de Gauss 

($ vérifie E~)(s* 1 en est dans un voisinage de zéro ; ainsi que 1 'expression 
1 

D'où 1 
2 est développable en série entière de en, et ce pour 

î+a?) en+a;p1 e n +... 
e dans un voisinage de zéro. n 

Il vient donc d'après (*)2 : 

(pl * 
0 (' ) eP +...+ $(P+~ ) ( S* ) p+i 

- p! n (p+i ) ! n 
e +... 

d'où - 
--  $(P)(s* 1 .p-1 

p p! +... n 

Il est clair qu'on en déduit Rim 
1 

(1 d'où f O1 analytique dans un voisinage de zéro ; Oil)(0) = O 



(1) 0, (en) Ae 
et aim - - - et tel que n (1) 

P = O, (en). w n 
Aen+î 
~ e _ - l  

LI 

(1) En posant en - O1 (en) = Ol(en) 

Il vient lEn = Ol(en) 

~ ce qui finit la démonstration pour k = 1. 

I On suppose = O (e avec Ok vérifiant les propriété citées précé- 
kEn k n . . 

demment. Démontrons que - 
k+lEn - Ok+l(en) avec Ok+l vérifiant la pr~priété:O~+~ 

l analytique dans un voisinage de zéro, Ok+l(0) = O et : 

Pour des raisons de commodité on va remplacer pour n assez grand e par l "* x en tenant compte que si S = @(Sn) 4 analytique dans un voisinage de S n+ 1 
alors e = g(en) avec g analytique dans un voisinage de zéro n+ 1 

1 les conditions supplémentaires faites sur @ (4 vérifie E(P)(S *)) feront aussi 
(b 

que g(O) = O ; g'(0) = 1. 

On a alors : 



O et g étant analytiques dans des voisinages V1 et V2 de zéro dans k 2 un voisinage V 3  c V1 n V2 il vient que Ok, O Og et OkOg sont analytiques. 
k 

Nous supposons k ~ n  = O (e ) avec Ok vérifiant : k n 

- O analytique dans un voisinage de zéro. , k 1 

et montrons que (e avec O vérifiant : k+lEn = Ok+l n k+l 

- Ok+l analytique dans un voisinage de O. 

On a par définition : - - *kEn 
k+lEn - k'n hk~n+l 

* 
comme S = $(Sn) 4 analytique dans un voisinage de S on a nt1 

d'où e = g(en) ; g analytique dans un voisinage de zéro avec g(0) = O et n+l 
g'(0) = o. 

On écrira alors ': Ak E~ = k~n+l- k ~ n  = Ok(en+l) - Ok(en) = Ok(g(en)) - Ok(en 

Nous allons remplacer, pour n assez grand, remplacer e par x n 

1x1 étant assez voisin de zéro, on obtient alors : 



Etude de Ok(g(x) )  - Ok(x) 

Ok(x) 
Comme Rim - - x - [?lk o n a  : x* 

k 
Ok(x) ' [F] x +  fk(x) 

où f est analytique dans un voisinage de O avec fk(0) = O 
X 

K et Rim - s %(O) = 0 
x+o X 

k 
Ok(g(x)) = [F] g(x) + fk(g(x)) 

(pl * 
d'après (*Il g(x) = x + (S ) xp +... 

P ! 

$(p+i 
d'où g(x)-x = +. . .+ p+i +... 

P ! 

On en déduit alors que 

fk(g(x)) - fk(x) 
Montrons que -> O 

X P xtO 
fk(~) 

On sait que - 2 3  -> O d'où fk(x) = ci2 x + a 3  x +... 
X x+o 

2 3 d'où fk(g(x) = a2g(x) + ci3(g(x)) +. . . 

fk(g(x)) - fX(x) 
d'où Rim = kim = O 

x* P x* g(x) - x 
X 



d'où pour x a s s e z  p e t i t  on a : 

(1)  où Ok e s t  analy t ique  dans un voisinage de zéro  

En revenant aux nota t ions  e = x pour n assez grand on a : n 

e k 
On pose Ok+l(en) = Ok(en) - -2 p-1 (1)  

p [ p ] -en [P] Pk (en) 

- On a bien Ok+l analyt ique dans un voisinage de zéro ,  

Par hypothèse de récurrence on a : 

Comme Oil)(e,) -> O, il v i e n t  a l o r s  : 
v 



ok+l(en) llim = R i m  
e 

1 
e 

n - ~ p  n n-roO n 

( e  1 
i.e. : t i m  n  = [y]k+' 

w en 

ce q u i  donne @ 

Nous nous in té ressons  maintenant au  cas  de s u i t e s  appartenant à Li2)(S*). 

b2) propr ié t é s  de !.i2)(s*) 

Concernant Li2)(s*)  on a l a  proposi t ion  suivante  : 

Démonstration : 

Montrons que f i 2 ) ( s * )  e s t  s t a b l e  p a r  l e  procédé 62 AITKEN e t  que 

( n )  
A1E2 

llim as = Cste = C O < C < 1  
n- n 

lère Etape : 

( n )  

Montrons que R i m  A1E2 = C - 



1 

(n  
AlE2 Calculons i i m  AS 

IWQ n 

--- 
ASn+l Comme - -> 1 ; on a i i m  

ASn n-m r4a0 

Dire que  (Sn) E L:~)(s*) r e v i e n t  à d i ~ e  q u ' i l  e x i s t e  des  cons tan tes  

(ai '121 non t o u t e s  n u l l e s ,  al < -1 e t  t e l l e s  que : 

"n+i a 
d'où pour n a s s e z  grans - - 1 1 % -  

ASn n 

"nt2 
De même - -1 % - 

"nt1 
n t 1  



De ( 2 )  on t i r e  que 

ASn+2 A s n + ~  
ds -ds 

d'où R i m  n+l n -  1 - - -  
l "1 

(n)  

1 d 'après  ( 1 )  on a a l o r s  R i m  - _ - -  1 - ASn "1 

1 

Montrons que (€pl) E L:~)(s ) avec 

ASn+ï On a en posant Rn = - 
AS n 

1 Nous a l l o n s  poser  pour n assez grand - = x e t  ramener en termes de 
n 

"X a s sez  p e t i t " .  

R(m2(x) ) - R($(x) 1 - R(x) On considère a l o r s  l a  fonction p (x )  = R($(x)) [ 
R(m(x)) - R(x)  1 - R($2(x)  



pour x assez pet i t  R(x) d é f i n i t  une fonct ion  analy t ique  au voisinage de zéro. 

D e  même que R(@(x))  vu que $ e s t  analyt ique au voisinage de zéro. 
1 

On a a l o r s  : 

On c o n s t a t e  a l o r s  q u ' i l  e x i s t e  une fonct ion  R,(x) analyt ique au voisina-  
L 

ge de zéro e t  t e l l e  que : R1(0) = -al e t  R($(x)) - R(x) = - x2 Rl(x). 

R(m2(x)) - R(@(X) 1 = [$FI] 2 R1($(x)) D'où 
R(@(x)) - R(x) 

R1($(x) 
S i  R2(x) - R l f x )  comme ~ ~ ( 0 )  = - al # O il e s t  c l a i r  que R1 est 

2 
analyt ique au voisinage de zéro ; de p lus  R(x) = 1 + O(x ). 

$(XI 2 3 
2 

2 Comme - = 1 - x  + x  ... => (v] = 1- 2x +o l (x ) .  
X 

où O1 représente  une fonct ion  analyt ique au voisinage de zéro  t e l l e  qua 
3 O1(x) = O(x ). 

2 
2 

R1(@(x) 2 R(@ (x) - ( X I )  = (1 - zx + o ( ~ ) )  = 1 - 2 + R3(x On t i r e  a l o r s  que 
($(x)  - R(x) R1 

3 où R3 e s t  analy t ique  au voisinage de zéro t e l l e  que R3(x) = O(x 1. 



On montre de l a  même façon que R4(x) = l -R(x)  e s t  analyt ique au 
1 - R ( @ ~ ( X )  

voisinage de zéro avec R4(x) = 1 + 0(x2). 

On peut donc t rouver  des  constantes (yilir2 t e l l e s  que 

2 
Comme R(x) = l + a l  x + a 2  x +... on a R($(x))  = l + a l  x +... 

où l e s  son t  ca lcu lés  à p a r t i r  des  (ailis1 e t  ( Y ~ ) ~ ~ ~ .  

I Posant x = - où n est assez  grand, e t  remarquant l e  f a i t  que n 

1 Al 
P(n) = on conclut : 

Al CF) 
( 3  

"1 62 = 1+- + +... pour n assez  grand. 
n )  n 

A q  n 

Ce qui  montre que L:~)(s*) e s t  stable par  l e  procédé 62 AITKEN. 

On f a i t  l e  même raisonnement avec 1 ~ 2  (n )  au l i e u  de ( S  ) e t  on trouve : n 

e t  a i n s i  de s u i t e .  Arrivé à l ' é t a p e  (k+ l )  on trouve : 

( n )  

R i m  Ak+l €2 - _ - -  1 k > O  
al ' 

C.Q.F.D. 



: sauen'ns sanb~~?urnu sasaa xnap sa1 suoAe s n o ~  





En conclusion ; on remarque à que l  po in t  l e  62 i t é r é  peut  ê t r e  e f f i c a c e  

pour accélérer  l a  convergence de c e r t a i n e s  s u i t e s  à convergence l i n é a i r e .  

J ' a u r a i  aimé montrer que l 'ensemble des s u i t e s  totalement monotones 

à convergence l i n é a i r e  est  s t a b l e  p a r  l e  procédé 62 AITKEN, c 'est-à-dire 

répondre à l a  question : S i  (Sn) e s t  T.M. a-t-on (la:")) T.M. ? 

La réponse par l ' a f f i r m a t i v e  nous a u r a i t  permis de montrer que pour 

t o u t e  su i t e  ( Ç  ) totalement monotone à convergence monotone ; Eim kc:n) = s*, 
* n k- 

n f i x é ,  où S désigne l a  l i m i t e  de l a  s u i t e  (Sn). 

Ce t r a v a i l  nous permettra d 'envisager l a  p o s s i b i l i t é  d ' accé lé ra t ion  

de l a  convergence l i n é a i r e  ou logarithmique p a r  l ' i t é r a t i o n  du G2-algorithme. 
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.. .. **  :: CHAPITRE I I  :: ** 

I T E R A T I O N S  D 'ALGORITHMES s 
D'ACCELERATION DE L A  CONVERGENCE 

i 



DEFINITIONS ET PROPRIETES 

* 
1. On d i t  qu'une s u i t e  (Sn) convergente de l i m i t e  S appar t i en t  à Log s i  : 

'nt 1 * R i m  - = 1 où en représente  l a  quan t i t é  S - S  . 
e rn n n 

* 
2. On d i t  qu'une s u i t e  (Sn) convergente de l i m i t e  S a p p a r t i e n t  à L s ' i l  

D 
e x i s t e  p appartenant  à l ' i n t e r v a l l e  [O, 11 t e l  que 

R i m  
Il+=' 

* 
3 .  Une s u i t e  (Sn) convergente de l i m i t e  S est d i t e  RAABE-Convergente si  : 

* 
4. Une s u i t e  (Sn) convergente de l i m i t e  S appar t i en t  à LOGSF s i  

n-~x ,  n 

5. Soient T un procédé e t  E un ensemble de s u i t e  convergentes. E e s t  d i t  

s t a b l e  p a r  T si 

Y(Sn) E E,  a l o r s  (T(Sn)) E E  

Rappelons les propriét6s suivantes : 

PI ) Touite srUite RAABE-Convmen t e  appmXient 3 LOGSF. 

PZ) ToLLte a d e  de LOGSF est  staicitement mono$one à pa/Ltin d'un cm&Ln mng.  

P3) Log & LOGSF ne sa& p u  accéeérrables. 



1. INTRODUCTION ET POSITION DU PROBLEME 

Au c h a p i t r e  1, nous avons énoncé un théorème ( c f .  théorème 1 )  montrant 

l ' e f f i c a c i t é  du 6* AITKEN pour a c c é l é r e r  l a  convergence de s u i t e s  appartenant 

à LIN. Cependant, ce procédé est l o i n  d ' ê t r e  un procédé d ' accé lé ra t ion  de l a  

convergence de  s u i t e s  appartenant  à des  sous-ensembles s t r i c t s  de LOGSF. 

Certain auteurs C121, C21 suggèrent a l o r s  de modifier  l a  formule du 6* 

l a  formule du ti2 AITKEN : 

e t  de l a  remplacer par  une au t re  du type  : 

où (bn) e s t  une s u i t e  de paramètres tendant  vers  zéro. 

Un choix  judicieux de l a  s u i t e  (bn) r e n d r a i t  a l o r s  ( 1 ' )  e f f i c a c e  pour 

accé lé re r  l a  convergence de s u i t e s  à convergence l i n é a i r e  e t  c e l l e  de s u i t e s  

appartenant à des  sous-ensembles stricts de LOGSF. 

Des é t u d e s  ont é té  f a i t e s  sur l e s  cas  de s u i t e s  (b,) su ivants  : 

on o b t i e n t  a l o r s  l a  première colonne du 

n l l  

@-Algorithme é t u d i é  p a r  BREZINSKI dans cl1 e t  pa r  CORDELLIER dans C41. 

m l  (bn) = -  [-(:212]n20 on a a l o r s  l a  procédure s tandard  étudiée pa r  

GERMAIN-BONNE dans C71 e t  KOWALEWSKI dans C81. 

* 
C3) (b,) = (AS ) I Ip  où p E R , p 2 2. La transformation a é t é  é tudiée  p a r  

n 
KOWALEWSKI pour a c c é l é r e r  l a  convergence de s u i t e s  de L 

l /p '  



C4) Dans l e  c a s  où (S ) est une s u i t e  RAABE-Convergente on pose pour p E N* : n 
(bn) = ((n+p) ASn) e t  on ob t i en t  a l o r s  l a  première colonne d'un procédé 

é tud ié  p a r  LEVIN C91. 

I C5) (bn) = (ASn). On a a l o r s  l e  procédé (1)  c 'es t -à-d i re  l e  procédé d2 AITKEN. 

1 

Dans chacun des cas, on a à f a i r e  à des procédés non l i n é a i r e s  : b e s t  
l 

c o n s t r u i t  à p a r t i r  de Sn, 
' n + ~ '  'n+2 dans l e s  cas C3), C4), C5) e t  à p a r t i r  de 

l 

Sn9 'n+i' 'n+2' 'n+3 dans l e  c a s  2). 

l Pour l e  c a s  Cl) e t  pour n 2 1 ; b n  est c o n s t r u i t  à p a r t i r  de Sn - 1, 
Sn' 

l 
, Sn+l, Sn+2. Le but  de ce chap i t r e  sera  de t rouver  : 

- Un sous-ensemble S c LIN s t a b l e  p a r  l e  procédé (IV) dans chacun des 

cas  C l ) ,  C2), C5). 

- Un sous-ensemble SLOG c LOGSF s t a b l e  e t  accélérable  p a r  l e  procédé 

( 1 ' )  dans chacun des cas  Cl) ,  C2), C3), C4). 

Une f o i s  qu'on aura trouvé ces deux sous-ensembles, on pourra a l o r s  

envisager l ' i t é r a t i o n  du procédé ( 1 ' )  dans chacun des  cas  c i t é s .  

On procèdera de l a  manière suivante : 

* 
Etant  donné une s u i t e  convergente de l i m i t e  S ; on c o n s t r u i t  à 

p a r t i r  de p termes de l a  s u i t e  (S -avec  p f i n i  - la s u i t e  (bn) n 
l 

convergente de l i m i t e  n u l l e .  Nous pouvons a l o r s  d é f i n i r  l e  procédé T su ivant  

S i  on possède des informations s u f f i s a n t e s  s u r  (S e t  (b,) pour l ' i t é -  n 
r a t i o n  du procédé T ; on peut d é f i n i r  des quan t i t é s  s r )  de l a  manière récurs ive  

suivante  : 



( k ) )  I b a )  cons t ru i t  à p a r t i r  de p termes de l a  s u i t e  (S n 
1 

Afin de donner un sens  à (3 )  on supposera que s ' i l  e x i s t e  m n a t u r e l  / 

b:+ 1 (ml) - = 1 a l o r s  Sn - (ml 
- Sn Vml 3 m+l. 

b? 

Les ques t ions  qui  viennent a l o r s  l e  p lus  naturel lement à l ' e s p r i t  sont  : 

( k )  * 
Q I )  Conditions que l ' o n  d o i t  a v o i r  pour que R i m  Sm = S ., k > O ? 

n-m '' 
S (k+ l )  - s* 
n 

42) Conditions que l ' o n  d o i t  avo i r  pour que R i m  = O , k > O ?  

La réponse e s t  a l o r s  donnée p a r  des r é s u l t a t s  de convergence. 

II.. RESULTATS DE CONVERGENCE 

Le bu t  de ce paragraphe s e r a  d ' é tud ie r  à l ' a i d e  de chacun des cas  de 
(k) s u i t e s  bn donnés au paragraphe 1, l e  problème de l ' a c c é l é r a t i o n  de l a  con- 

vergence t o u t  en essayant de répondre à l a  quest ion 42). 

Avant de  répondre aux quest ions QI) e t  Q2), on supposera que l a  s u i t e  
( k )  v é r i f i e  pour k 2 O l e  f a i t  su ivant  : (bn In20 

(Si l ' a p p l i c a t i o n  du ~ r o c é d é  ( 3 )  aux s u i t e s  (Sn), O e t  (a S + b), O n 
{ -  où a d i f f é r e n t  de zéro e t  b sont  deux constantes a r b i t r a i r e s  - 

(k)  [ fourn i t  -respectivement e t  tn a l o r s  t n )  = a s:) + b . 

Exemple : S i  (bn)  e s t  c h o i s i e  comme dans l e s  cas  C l ) ,  C2), C3), C4)  C5) a l o r s  

F I  est v é r i f i é .  

Nous a l l o n s  donner une proposi t ion  permettant de répondre par t ie l lement  

à Q I ) .  



SoLt k E if, k 6.M. S u p p o d o ~  que R i m  sLk) = S* et qu'il erisxe a et 6 
n-)co 

(k )  

deux C0Mtu.n-t~ x & t ~  que O < a < 1 < 8 et -p bn+l 4 Cas'81, k e N ,  &OU R i m  s ( k t l )  * 
n = S 

n n- 

Démonstration : 

b(k)  
S (k+l )  - (k)  

( k )  ( k )  (k )  b(k) (k )  b(k)  (k )  (k) 
( k ) - ' n  bn+l-sn  n 

- 
'n+i n + Sn b* 

n - 'n - '5 *Sn - 
n 

(k)  ( k )  
bn+ï - bn 

( k )  F ( k )  b(k)  . s(k+l)  - (k )  'n i . e .  . - - n n 
n Sn+l b(k)  - (k)  b(k)  - (k )  

n bn+i n bn+ï 

On peut cons idérer  que l a  t ransformation s ( ~ )  + s:+') 
n pour k f i x é  est un 

procédé de sommation. ûn e s t  a l o r s  en  mesure d 'appl iquer  l e  théorème suivant  : 

Soi t  (Sn) une s u i t e  convergente e t  (V 1 l a  s u i t e  déduite  de (S p a r  n n 



e t  où A e s t  une matrice i n f i n i e .  Une condit ion nécessa i re  pour que 

!tir Vn = L i m  Sn est que l e s  t r o i s  condi t ions  su ivantes  sont  v é r i f i é e s  : 
Il+=' w 

Dans n o t r e  cas on a une matrice A(") bidiagonale i n f i n i e  a ï e c  : 

Donc les  condit ions @ e t  @ son t  automatiquement v é r i f i é e s .  

Pour l a  condition @ on do i t  a v o i r  : 

df  où en posant Nk = L on d o i t  avo i r  l a  condit ion : 
Mk 



C.Q.F.D. 

Nk < 

Tra i tons  maintenant l e  problème de l ' a c c é l é r a t i o n  de l a  convergence 

e t  donnons une réponse à 42). 

~upp06ona que L u  h y p o t h b u  de La p t r o p o s ~ o n  2 so ien t  verU6iécu. 

n (k) 

t e l s  que a < 1 < $ e t  bn+ï 

m Yn n 

( k )  
1'- bn+l 
p 

& o u  (sn (k+l))  convmge p.tu v a e  que ( s n k ) )  v a  S* dam Le sena : 

Yn ; condit ion automatiquement v é r i f i é e  s 'il e x i s t e  a ,  $ 

S ( k + l )  - s* 

R i m  n = 0 .  
n-m çLk) - ç* 

Démonstration : 

Les hypothèses de l a  proposi t ion  2 é t a n t  v é r i f i é e s ,  on a a l o r s  
( k + l )  * ~ i m  s:) = R i m  sn = S , c 'es t -à-d i re  R i m  en ( k )  = 2im en ( k + l )  = O. 

n - ~ x >  mm3 n-m w 

( k )  ( k )  
- ( k )  bn D'après ( 3 )  on a sn - Sn 

- 
Abik) 



* 
Tenant compte de F I  ; en posant a = 1 e t  b = - S on a a l o r s  : 

( k )  ( k )  

s ( k + l )  * ( k )  * n 
- S  = s n - s  - bn ASn 

C.Q.F.D. 

I l  e s t  c l a i r  que l e s  proposi t ions  1 e t  2 ne son t  pas i n t é r e s s a n t e s  vu 

que l e s  hypothèses dépendent de (Sn ("1 e t  de (bn ( k ) )  e t  il nous e s t  donc impos- 

s i b l e  de savo i r  s i  ces  hypothèses sont  v é r i f i é e s  ou non. 

Nous a l l o n s  essayer  d 'exhiber  un ensemble de s u i t e s  (S ) e t  de s u i t e s  n 
(bn) de t e l l e  manière que (S ( k ) )  e t  ( b i k ) )  v é r i f i e n t  l e s  hypothèses des pro- n 
pos i t ions  1 e t  2 .  

Nous procèderons en deux é tapes  : 

- La première étape concerneraune étude sur l e s  s u i t e s  appartenant  à LIN. 

- La deuxième étape concernera une étude sur l e s  s u i t e s  appartenant  à , 
des sous-ensembles s t r i c t s  de LOGSF. 



1 

! 
F 

l 
III. DETERMINATION D'UN ENSEMBLE S c L I N  STABLE PAR L E  PROCEDE D E F I N I  EN ( 1 ' )  

l 

ET APPLICATION AUX SUITES (Sn) CONVERGENTES DE L I M I T E  S* D E F I N I E S  PAR . . 
DES PROPRIETES SUR L'ERREUR en = Sn - S* 

l a )  D é t e r m i n a t i o n  de S 

1 
Avant de déterminer  ce  sous-ensemble de L1N;on va donner quelques 

I d é f i n i t i o n s .  

S o i t  ( u  ) une s u i t e  convergente de l i m i t e  n u l l e .  
1 n  

On d i t  que ( u  ) v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  P  s i  pour n  a s sez  grand: n  O 

u  n+ 1 = @ ( u  ) où @ e s t  une fonc t ion  ana ly t ique  au  vois inage de zéro n  
v é r i f i a n t  : 

S o i t  (wn) une s u i t e  convergente de l i m i t e  n u l l e .  On d i t  que (wn) v é r i f i e  
( 0 )  l a  p r o p r i é t é  ?'((ai (un ) ,  m) s i  : 

(O) ( 0 )  - Il e x i s t e  un e n t i e r  m non nu l  ; des  cons tan tes  al , aî ,..., a (0 )  
i '"' 

1 l a  p r o p r i é t é  P t e l s  que : w - ( 0 )  um + .(O) m+l (O) m + i  cP n  - %  n  m + l U n  
+. . .+ m+i u  n  +... i 2 O, 

pour n  a s s e z  grand. 



* 
Soi t  (Sn) une s u i t e  convergente de l i m i t e  S e t  v é r i f i a n t  : 

e s; p+wn où p e s t  une constante t e l l e  que -1 5 . p  < a <  1 e t  13 # O, où a 
e n 

est un r é e l  : O <  a <  1 e t  (wn) une s u i t e  convergente de l i m i t e  nul le .  

On d i t  que (Sn) v é r i f i e  l a  p ropr ié t é  P(wn) s i  (w,) e s t  une s u i t e  vé- 
(0  r i f i a n t  l a  p ropr ié t é  P((a i  ), (un) ,  m) e t  s i  

La recherche d'un ensemble S C LIN s t a b l e  pa r  ( 1 ' )  r ev ien t  à t rouver  

des  hypothèses s u r  (Sn) e t  (bn) de t e l l e  manière que (sL1)) possède une pro- 

p r i é t é  équivalente à c e l l e  de (Sn). 

Faisons sur (Sn) 1 ' hypothèse Hl) sui vante : 

* en+l 
Soit  (Sn) une s u i t e  convergente de l i m i t e  S t e l l e  que - = p + w  où : e n 

n 

p e s t  une constante t e l l e  que - l l p < a < l  où a est un r é e l  t e l  que O < a <  1, 

(w ) e s t  une s u i t e  de l i m i t e  nu l l e .  
n 

On suppose de p l u s  que (Sn) v é r i f i e  l a  p ropr ié t é  P(wn). 

Soi t  (bn)  une s u i t e  convergente de l i m i t e  n u l l e  v é r i f i a n t  : 

bn+ï - = R i m  
bn w nÇn 

P où p e s t  un e n t i e r  f i n i ,  p 2 2 e t  f une fonction d é f i n i e  s u r R  à va leurs  dans 

R ; continue a u  vvisinage de (p, p, . . . , P )  e t  prenant l a  va leur  zéro en ce  

point .  



On suppose de p lu s  que f vé-rif ie  l a  condit ion suivante : 

si (Sn) v é r i f i e  P(wn) a l o r s  l a  s u i t e  v é r i f i e  

(0 )  * (G) une propr ié té  P( (Bi  1, (un),  m '  ) où m '  r N , e t  l e s  (Bn,+i)i21 sont  des 
( i l  constantes ca lculées  à p a r t i r  des ( a  ) m + i  i20' On d i r a  qu'alors (b,) v é r i f i e  

l 'hypothèse H2). 

On a a l o r s  l a  proposition suivante : 

Soient ( sn)  et (b,) deux sul*es v&id*anS nespect*vment l e s  hpo thhes  
Hl) et H2 1. On peuZ a v o h  l e s  deux aetmnatives slLivantes : 

A l )  La 6 d e  1s;')) déainie p m  ( 1  ' ) es* une 6uLte convmgente de L!h&te S* 

- pl es* une conahnte X&e que -1< < a <  1 et pl # 0 

- w(') une suite de m e  v é ~ d * a n t  une p i t o p ~ u é  P( (a i1)) ,  (un) , ml) n 
( 1  1 où ml IN* et ofi les  corntantes (a, +i)i>O 60nt  non ~ o u ~ e s  n a e s  d- 

(O cueées a p~ des (am+i)i>o. 1 - - 

Démonstration : 

(b,) vé r i f i an t  H ) ; l 'hypothèse de l a  proposit ion 1 e s t  vé r i f i é e  e t  on 
2 

(1 )  * a a l o r s  S- -> S . 
11 v 

bn AS n 
D'après ( 1 ' )  on a s(') = sn - n n 

De (FI) on t i r e  a l o r s  que : 



En posant  ( e  ) = ( sk l )  - s*) on a  a l o r s  : n - - 

d'où : ( 4 )  

Sn v é r i f i a n t  l 'hypothèse Hl) on a a l o r s  : 

e  n + l  - - -  P t w n o ù W n - > O .  (O 
e  w v é r i f i a n t  P( (ai  1 , (un) ,  ml ,  bn v é r i f i a n t  l 'hypo- n  rr+os 

t h è s e  H1),on a a l o r s  : 

' n + ~  - [ Asn;l] + f jbsn+l  AS 
- - R i m  ,r 

bn F' ' * ' 
n  

1 
O fn = f[- , . o . )  AS v é r i f i e  P((Bi (0 )  1, (un ) ,  m'). 

ASn n+p-1 1 
(4 )  donne a l o r s  

(O) m + i  (O) um +. . .+ am+i u  Par hypothèse on a wn = am n  n  t... 



Pour n a s sez  grand on remplace u p a r  x ; il est c l a i r  que 1x1 e s t  n 
a l o r s  suffisamment v o i s i n  de zéro.  Nous remplacerons fn p a r  f ( x ) ,  f par  n+ 1 
f+(x) ,  un p a r  w(x) e t  w p a r  w+(x). n + l  

( 0  On a a l o r s  w(x) = am (O) m + i  xm +...+ am+i x +... i r o  

(O) m'  ( 0 )  m1+4 
f ( x )  = Bm1 x t.. .t x +... i 1 0  

x é t a n t  vo i s in  de zéro,  w e t  f dé f in i s sen t  a l o r s  des fonct ions  analy t iques  

au voisinage de zéro. I l  s ' e n s u i t  a l o r s  d 'après  l a  t h é o r i e  élémentaire des 

fonct ions  analy t iques  ( v o i r  C31 e t  C61) que w(x) - f ( x )  d é f i n i t  une fonction 

analyt ique au voisinage de zéro,  développable dans son disque de convergence 

en une s é r i e  e n t i è r e  w(x) - f ( x )  = y (0)  xR (0 )  xR+i 
II +. . .+ +... i r 0  

( 0 )  S i  tous  l e s  sont  n u l s ,  on aura  a l o r s  w(x)-  f ( x )  identiquement 

n u l l e  dans son disque de convergence. En revenant aux no ta t ions  en u on n '  
aura a l o r s  w n -  fn = O pour n a s sez  grand. D'après l a  formule : 

e (1 )  
( 1 )  - Wn - fn n e - 'n (1-p) - f on déduit  que - = O pour n assez  grand, d'où A 2 ) .  n e n n 

On suppose a l o r s  l e s  (y (O) ) non tous  nuis  avec en p a r t i c u l i e r  y(') # O.  R + i  irO R 
11 e x i s t e  a l o r s  une fonction h (x )  analyt ique au voisinage de zéro non iden t i -  

quement n u l l e  dans ce voisinage avec h(0)  = 1 e t  t e l l e  que 

On f a i t  l a  même chose avec w+(x) e t  f+ (x )  en remarquant que pour x 

suffisamment vo i s in  de zéro w+(x) = w($(x)) e t  f + ( x )  = f((b(x))  e t  on a : 
a 

w+(x) - f + ( ~ )  = y i o ) ( $ ( ~ )  h($(x) 

w+(x3 - f + ( x )  
d'où - - [$y))  - a h($(x) 

W ( X )  - f ( x )  ho* 



Il e s t  c l a i r  que pour x assez  vo i s in  de zéro,  h($(x) 
ho est analyt ique 

$(XI au voisinage de zéro. De  même $ v é r i f i a n t  $(O) = 0, $'(O) # O a l o r s  - e s t  
X 

analytique au voisinage de zéro en non identiquement n u l l e  dans ce voisinage. 

I l  s ' e n s u i t  a l o r s  q u ' i l  e x i s t e  une fonct ion  hl analyt ique au voisinage 

de zéro t e l l e  que hl(0) = O e t  

La fonct ion  (1-p) - f+(x)  e s t  analy t ique  au voisinage de zéro e t  non 

identiquemnet nu l l e  dans ce voisinage c a r  (1-p)- f+(O)  = 1-P # O.  On en déduit 

a l o r s  q u ' i l  e x i s t e  h2(x)  une fonct ion  analy t ique  au voisinage de zéro t e l l e  que : 

De ( 5 )  e t  (6 ) ,  on déduit a l o r s  que l ' express ion : 

s ' é c r i t  au voisinage de zéro : 

où h3(x) e s t  une fonct ion  analyt ique au voisinage de zéro avec h (O) = O. 3 

Posons x = u où n e s t  assez  grand ; on a : n 

x remplacé p a r  n a s sez  

W 
( 1 )  
n J 

devient  a l o r s  d'après 



 après l a  condit ion posée dans l a  d é f i n i t i o n  P(w ) - d é f i n i t i o n  3 - 
n 

on a : 

U 
n + l  - 

~omme (un) v é r i f i e  P on a R i m  - - $ ' (O)  où - 1 ~ $ 1 ( 0 ) < 1  @ u 
F n 

1 
l $'(O) f O 

I 

c 'es t -à-d i re  

~ 
( 1) Montrons oue ( w i l ) )  vérifie l a  propriéte P((ai  ), ( u n )  y m l )  

l 
l 

(1 )  On a wn = h3(un) où hg e s t  une fonct ion  analyt ique au voisinage de 
l 

zéro avec h3(0) = 0. 11 s ' e n s u i t  a l o r s  q u ' e l l e  s ' é c r i t  dans son disque 0 de 

convergence : 

Choisissons N suffisamment grand t e l  que u E 0 pour n > N. On a a l o r s  : 
n 

1 

( 1  ( 1  e t  donc wn v é r i f i e  l a  p ropr ié t é  P( (ai (un) ml). 

I Ce qui  achève l a  démonstration de l a  proposi t ion .  
1 

La proposi t ion montre que s i  (Sn) e t  (bn) v é r i f i e n t  l e s  hypothèses 
(1) Hl) e t  H2 a l o r s  l e  procédé (1 '  appliqué à ( Sn) donne une s u i t e  (Sn ) qui 

a un comportement équivalent  à c e l u i  de (Sn). En cho i s i s san t  bnl) de l i m i t e  

n u l l e  t e l l e  que 

I 1 (1) )  
n 

1 

( 1 ) )  
I avec (bn au l i e u  de (b ) donne naissance à une s u i t e  (sL2))  qui  a l e  
I n 
I même comportement que c e l u i  de Sn ( 1 )  e t  on peut  i t é r e r  a i n s i  l e  procédé ( 1 ' ) .  



( k )  ~ r r i v é  à l ' é t a p e  k  ; on o b t i e n t  une s u i t e  (Sn possédant  une p r o p r i é t é  équi- 1 
va len te  à c e l l e  de (s,) e t  t e l l e  que 

(k )  - S* 
'n+ i (k  - Pk + Wn OÙ (wn m- v é r i f i e  l a  propos i t ion  
n  

(k En c h o i s i s s a n t  (b ) de l i m i t e  n u l l e  e t  t e l l e  que n  I 

d'après  l 'hypothèse  f a i t e  s u r  f,comme (Sn ( k )  ) v é r i f i e  une p r o p r i é t é  équiva len te  
(k (k  à Hl on dédu i t  que fn possède une p r o p r i é t é  P( (c i .  ), (un) ,  XI$) e t  l a  con- 

1 

c lus ion  de l a  p ropos i t i on  (3) donne a l o r s  : 

S(k+l )  - ç* 
- n - (k+i) 0"wn ( k + l ) )  

k + i )  - s* - 'k+i + Wn v é r i f i e  une p r o p r i é t é  n20 
SI! 

(un) ,  mk+l), e t  -1 < P ~ + ~  < 1 

P k + l f  O 
s ( k + l )  - S * 

d'où n  
= O ; n > N  

D'après l e  choix de Sn e t  de (b,) on dédu i t  a l o r s  de l a  p ropos i t i on ,  l e  

c o r o l l a i r e  su ivan t  : 

SoCt ( Sn) et (b,) deux 6 d e 6  véiii6*anS l e 6  hypo.the6e6 de la phopo- 

hiXion 3 dom 



Démonstration : 

Par un raisonnement pa r  récurrence e t  en  tenant  compte de l a  proposi t ion 

3 ,  on montre que l e s  hypothèses de l a  proposi t ion  1 e t  de l a  proposi t ion  2 sont  

v é r i f i é e s  e t  on ob t i en t  a l o r s  

11 

R i m  = O. - s ( ~ )  - s* 
n 

Nous a l l o n s  donner quelques app l i ca t ions  à l a  proposi t ion  3 .  Dans une 

première étape on donne des exemples de s u i t e s  (s,) v é r i f i a n t  l 'hypothèse Hl), 

e t  des exemples de s u i t e s  (bn) v é r i f i a n t  l 'hypothèse H2) ; ensu i t e  nous donnerons 

l e s  procédés ( 1 ' )  correspondant à chaque cas  de s u i t e s  (bn) e t  dont l ' i t é r a t i o n  

donne une accéléra t ion  de l a  convergence de t o u t e  s u i t e  (Sn) v é r i f i a n t  l'hypo- 

thèse  Hl). 

b )  Applications aux suites (Sn)  convergentes de 1 imite S* e t  déterminées par 
* une propriété sur 1 'erreur en = Sn - S 

Un cas  important est l e  cas  de s u i t e s  des  po in t s  f i x e s .  Nous cherchons 
* 

l a  so lu t ion  S de l ' équa t ion  F(x) = x,  F v é r i f i a n t  des hypothèses qu'on donne- 

r a  dans l e  sous-paragraphe suivant  : 

b l )  Suites de point fixe -- ----------- --------- 

S o i t  (S ) une s u i t e  de nombres r é e l s  v é r i f i a n t  : 
n 

= F(Sn), n 2 O 
'nt1 * * 

où F e s t  une fonction analyt ique dans un i n t e r v a l l e  cen t ré  en S. où S e s t  
* 

l e  s e u l  point  f i x e  de c e t  i n t e r v a l l e  v é r i f i a n t  0 < 1 F'  (S ) 1 < 1. 

* 
Pour des r a i sons  de convergence ; o n  supposera a v o i r  c h o i s i  S - S suf- O 

fisamment p e t i t  de t e l l e  façon que l ' i t é r a t i o n  converge. 

On a alors la ~ r o ~ o s i t i o n  suivante : 



e La s u i t e  (Sn) v é r i f i e  l 'hypothèse Hl). 

Démonstration : e n  v e r i f  ie  P @ 

* 
F é t a n t  analyt ique au voisinage de S , on a a l o r s .  

* 
où m E PI représente l e  plus p e t i t  e n t i e r  p 2 2 / F(P)(s*) f O 

* * 
Tenant compte du f a i t  que F(S ) = S on a a l o r s  : 

* rt F ( ~ ) ( S * )  * m F(m+i)(s*) m + i  - s * ) +  m! Snti - S = F' (S )(Sn ( S n - S  ) +...+ (m+i) ! e n t... i 2 O 

F ( ~ ) ~ s * )  m ,(rn+i) 
i.e. : e = F'(s*) en + en +.. .+ (s*) e(mti  

t... 
1 n+l  m! (m+i) ! n 

So i t  @ l a  fonctioniR + I R  dé f in ie  p a r  : 

* 
$(x) = F ( X +  s*) - S . 

F é t a n t  analyt ique au voisinage de zéro,  @ e s t  a l o r s  une fonct ion  analy- 

t ique  au voisinage de zéro e t  son développement en s é r i e  e n t i è r e  donne : 

F ( ~ ) ( S * )  x m +.. .+ F(m+i)(s*) x 
@(XI = F'(s*) x + m + i  

(m+i) ! t... m! 

en p a r t i c u l i e r  pour e - n é t a n t - a s s e z  grand-: n 



La comparaison avec (*) donne a l o r s  : 

- * * 
e n+ 1 - 4(en) = F(e + S ) - S pour n a s s e z  grand e t  d 'après l a  dé f in i t ion  n 

de l a  p r o p r i é t é  P on dédui t  que (en) v é r i f i e  l a  p ropr ié t é  P avec 
+ * cb 

$(x) = F ( x + s * ) - s  . 
@ (Sn) v é r i f i e  l 'hypothèse Hl) 

D'après l a  démonstration de @) on a en+l = $ '  (O) en + + ( m ) ( ~ )  m en +... m! 

à p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang.  

Posons P = $'(O)., comme on a pa r  hypothèse : 

b ( m ) ( ~ )  e m - l  
(m+i ) 

W = +. . .+ ( O )  m + i - 1  e  
(m+i)! n +. . . n m! n  

On a b ien  O <  I p I  < l  e t  L i m  wn = O. 

( 0  S i  nous montrons que (w,) v é r i f i e  une p r o p r i é t é  P((ui ) ¶  (un),  L) ; 

L 2 1 avec un = entcomme e v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  P ; o n  aura  complètement montré n 9 
l a  proposi t ion  4.  

(ml - @ ( O )  m-l On a : wn - e +. . .+ Q ( ~ + ~ ) ( o )  .(m-i)+i +... - m! n  (m+i)! n 

Posons 
(0) - @ ( j + l ) ( o )  

1.j - ( j + i ) !  j 2 m - i  

On a a l o r s  : 

( 0 )  C e  qu i  d 'après  l a  d é f i n i t i o n  de l a  p ropr ié t é  P((a i  ), (un) ,  L) montre que wn 

v é r i f i e  l a  p ropr ié t é  ~ ( ( c i l O ) ) ,  e n  2) .  

C.Q.F.D. 



Donnons un deuxième exemple : 

b?) Cas des sui tes (Sn) osci 11 antes convergentes ................................................ 
Au chapi t re  1, on a  t r a i t é  l e  cas de s u i t e s  (Sn) convergente de l imi te  

* * 
S e t  t e l l e  que l ' e r r e u r  (en)  = (Sn- S  ) v é r i f i e  à p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang 

On a  l a  proposi t ion suivante  : 

S O S  (s,) une convagente de UnLte  S *  et t&e pue (en)  vé'lidie 
(*Il, Oeou ( s n )  vehidie l ' h y p o f i b e  H l ) .  

Démonstration : 

En e f f e t  d 'après  (*)1 on déduit  a l o r s  : 

e  n+ 1 
On a  a l o r s  - = p + w  avec : e  n  n  

(O Montrons que wn v é r i f i e  l a  p ropr ié t é  P( (ai ), (un),  1 )  où (un) e s t  une 

s u i t e  de l i m i t e  n u l l e  v é r i f i a n t  l a  p ropr ié t é  P  0- 

( 0 )  ( 0 )  ui I l  e s t  c l a i r  que wn = al u  +. . .+ 1 +. . . pour n assez  grand n  n  



Montrons que un vérifie P + 

où + l a  fonct ion  IR +IR  e s t  dé f in ie  p a r  +(x)  = x  Bo. 

I l  est c l a i r  que e s t  analyt ique d a n s R  c a r  polynôme en  x  de degré 1. 

On dédui t  a l o r s  que (u  ) v é r i f i e  P 
n  + 

C.Q.F.D. 

b31 Apelication aux fractions continues du type -- -- ..................................... - 

2 
( a ,  b cho i s i s  / b  + 4 a  > O ) .  

a s o i t  S* = bo + -- a  (s* # O )  

b+ b a  + -  

i ème * Considérons S  l e  n  convergent de S  : 
n  

e t  montrons que l a  s u i t e  (Sn) v é r i f i e  l 'hypothèse Hl). 

Dans l e  chap i t r e  1, nous avons montré que S  d é f i n i  comme en ( 7 )  s ' é c r i v a i t :  n  





On a  a i n s i  montré que (S ) v é r i f i e  1 'hypothèse H ) . 
n 1 

Cherchons maintenant des  s u i t e s  (bn)  de t e l l e  manière que : 

*1) (bn)  v é r i f i e  l 'hypothèse Hî). 

S i  nous a r r i v o n s  à en t r o u v e r  ; on a u r a  a l o r s  t rouvé  des  procédés du 

type  ( 1 ' )  p a r  l e s q u e l s  l 'ensemble des s u i t e s  v é r i f i a n t  l 'hypothèse H 1 e s t  
1 

s t a b l e .  Nous noterons  dorénavant S l 'ensemble des  s u i t e s  (Sn) v é r i f i a n t  Hl) 

en remarquant que l ' o n  a  : S c LIN. 

c)  Exemples de procédés par lesquels S est stable 

c l )  (b,) = (AS,) 

bn+ i 
11 e s t  c l a i r  q u ' a l o r s  - = 

b n  n  

bn+i A s n + ~  e t  on a  a l o r s  - = R i m  -T + f où f est : f ( x )  = x -  R i m  Asn+i 

bn n  n-~x, T n 

Comme (Sn) e s t  p a r  hypothèse convergente on a a l o r s  R i r n  bn = O. 
n-Kx, 

e  n + l  - ( 0 )  De p l u s  - - p+wn - où w v é r i f i e  P((ai 1, (un ) ,  m)/ où un v é r i f i e  
en n  

P4 - implique 

I l  s ' e n s u i t  a l o r s  que : f - 



L'hypothèse H ) ne sera  complètement montrée que si  l ' o n  montre que : 
2 

*2 ) [((s - n v é r i f i e  iil) + [f[%]] e s t  une s u i t e  v e r i f i a n t  

( 0 )  ? ( (Bi  1, (un),  ml) -1 - 
(0 )  (Sn) v é r i f i e  Hl) implique a l o r s  que (wn) v é r i f i e  ?((ai .), (un),  m) 

pour n assez  grand - on aura  a l o r s  

(O e s t  une s u i t e  de l i m i t e  nu l l e  v é r i f i a n t  l'((Bi ), (un, m ) où ml e IN* e t  où 
(0) 

1 
( 0 )  

les (', +i)i>o sont des  constantes calculées à p a r t i r  des  
1 

Ce q u i  montre *2).  

La proposi t ion 3 permet a l o r s  de conclure : 

Conclusion 1 : 

S e s t  s t ab le  p a r  l e  procédé 62 AITKEN e t  on re t rouve a l o r s  les r é s u l t a t s  

du Chapitre 1. 

Le f a i t  que (Sn) E Hl) implique automatiquement que : 

- R i m  bn = O 
m 

n + l -  *'n+l - R i m -  llim-= p ' 

n* n - ASn 



bn+ i  Expression du r a p p o r t  
n 

bn+i - On a  a l o r s  : - - 
bn 

où f e s t  l a  fonct ion  IR' + I R  dé f in ie  p a r  : 

e t  v é r i f i a n t  f ( p ,  p) = 0. 

- 1 [ [ f r s n + ~  "n+2]] 

Montrons que : *3 ) 1 ( ( Sn) v é ~ i f  i e  Hl) => v é r i f i e  - - "n ' A S n + ~  

Comme (Sn) v é r i f i e  H ) ; d ' a p r è s  ce qu i  a  é t é  f a i t  en Cl)  (parafsaphe 2 ) ,  
1 

(0 )  son t  dédui ts  des  (am+i)i.O e t  où (un) e s t  une s u i t e  v é r i f i a n t  P ; il s ' e n s u i t  - 
a l o r s  d 'après : 

@ 
r 



Asn+i *'nt2 ( 0 )  * 
que [f[-, .in;;]] e s t  une s u i t e  v é r i f i a n t  P ( ( B ~  , (un) ,  ml) o i  ml r N 

( 0 )  (0 )  e t  où l e s  (Bm +i)i20 sont  dédui ts  à p a r t i r  de ( Y ~ ~ + ~ ) ~ , ~ .  
1 

- 

Ce qui  montre * 3 ) .  

La proposi t ion  4 permet a l o r s  de conclure : 

Conclusion 2  : 

S e s t  s t a b l e  par  l e  procédé P su ivan t  : 

Ce procédé peut ê t r e  é c r i t  de l a  façon suivante : 

C'est l e  procédé standard é tud ié  p a r  GERMAIN-BONNE C71 e t  pa r  

KOWALEWSKIdans [ 8 1  ; il accé lè re  l a  convergence de t o u t e  s u i t e  de LIN.  

s ' e n s u i t  a l o r s  qu'en i t é r a n t  ce procédé on o b t i e n t  des  quan t i t é s  



Comme S c LIN on déduit  a l o r s  que : Y(Sn) E S on a : 

(k+l) * 
Sn - S 

R i m  = O. 
s r ) - ç *  

Le s e  d é f i n i t  de l a  façon suivante  : 
2 

Au l i e u  de c e t t e  formule, nous a l l o n s  u t i l i s e r  l a  su ivante  : 

11 e s t  c l a i r  que c e t t e  deuxième forme est  équivalente à l a  première. 

On a a l o r s  : (bn) e s t  une s u i t e  de l i m i t e  n u l l e  e t  v é r i f i e  : 

bn+ï S n  v é r i f i a n t  Hl) on a a l o r s  - -> P 
bn - 



où f est l a  fonct ion  IR2 + R d é f i n i e  par  : 
, 

1-Y 

on a  bien f ( p ,  p) = O ca r  p f 1. 

ASn+i Asn+2 
Montrons que s i  ( s n )  v é r i f i e  H ~ )  a ï o r s  [oe - = f[-, -1 

ASn " n + ~  

s u i t e  de l i m i t e  n u l l e  v é r i f i e  l a  ~ r o p r i é t é  P( (@:O)), (un) ,  ml) où (un) e s t  une 

s u i t e  de l i m i t e  n u l l e  v é r i f i a n t  P  9 ' 

On a  : (Sn) v é r i f i e  H ) implique l ' e x i s t e n c e  de (wn) s u i t e  de l i m i t e  
(O) nu l l e  v é r i f i a n t  P( (a i  ), (un) ,  m) où m est  un e n t i e r  non nul  e t  (un) une 

s u i t e  de l i m i t e  n u l l e  v é r i f i a n t  P - e t  t e l l e  que : 9 

On a  montré dans ce même paragraphe en C l )  que s i  (Sn) v é r i f i e  Hl) 

( 0  v é r i f i e  l'((y:')), (un),  m '  ) où l e s  (ym,+$ s e  déduisent 

(O 1 à p a r t i r  des (am+i)i.O ;il s ' e n s u i t  a l o r s  d'appas : 



est une s u i t e  v é r i f i a n t  l a  p ropr ié t é  

(0  où m e s t  un e n t i e r  non nu l  e t  l e s  (6, s o n t d e s  cons- P ( ( B ~ ~ ) , ( U , ) , ~ ~ )  1 

(O)) 1 t a n t e s  ca lculées  à p a r t i r  des  (a 
m + i  i r O '  

Ce qui  montre que s i  (Sn) v é r i f i e  Hl) a l o r s  (bn) = 

Conclusion : 

v é r i f i e  H 2 ) 

S e s t  s t a b l e  pa r  l e  e2-algorithme. 

Les deux a s s e r t i o n s  su ivantes  : 

- Lin e s t  accélérable  p a r  l e  e2-algorithme, 

- S c LIN, 

permettent d 'a f f i rmer  a l o r s  que l ' i t é r a t i o n  du e2-algorithme donne des q u a n t i t é s  
(k (Sn ) déf in ies  p a r  : 



n 
e t  qu i  v é r i f i e n t  : R i m  

(k)  * = 0. 
rr*co Sn - S  

I l  e x i s t e  cependant des s u i t e s  (s,) à convergence l i n é a i r e  pour l eque l l e s  
I I  

ASn+i , d e s  informations su r  l e  rapport  - sont  p l u s  f a c i l e s  à déterminer que l e  
A 'n e n+ 1 

rappor t  - . Nous a l l o n s  essayer de t rouver  une c la s se  de s u i t e s  (S ) s t a b l e  , e n n 
e 

p a r  des procédés du type  ( 1 ' )  dans l e  cas  où des hypothèses s u r  - son t  rem- 
e- 

*'n+l p lacées  par des  hypothèses s u r  l e  rappor t  -r. 
n 

Nous donnerons e n s u i t e  des exemples de s u i t e s  (S ) e t  d'algorithmes 
n 

du type (1)  dont  l ' i t é r a t i o n  e s t  e f f i c a c e  sur ces  s u i t e s .  

I V .  DETERMINATION D'UN ENSEMBLE SI c L I N  STABLE PAR L E  PROCEDE D E F I N I  EN (1') 

DANS L E  CAS OU LES SUITES (Sn) APPARTENANTASISONT DEFINIEES PAR DES 

PROPRIETES SUR ASn 

Nous étudions dans ce paragraphe principalement des s u i t e s  (Sn) t e l l e s  

que 

W 
n+ 1 - L i m  w = O e t  R i m =  1 

w n w 
n- n 

Avant de d é t a i l l e r  c e t t e  étude,  nous donnons quelques d é f i n i t i o n s  qu i  

s o n t  assez proches de c e l l e s  données au paragraphe 2. 

(L On d i t  qu'une s u i t e  (un) convergente de l i m i t e  nu l l e  v é r i f i e  M , si  @ 
à p a r t i r  d'un c e r t a i n  r ang  u = @(un) où (I e s t  une fonction analyt ique au n+ 1 
voisinage de zéro  t e l l e  que : 



+'(O) = 1, +"(O) =...= + ( g - l ) ( ~ )  = O e t  $("(O) # O ; é t a n t  un ent ier  

supér ieur  ou égal  à 2. 

So i t  ( t n )  une s u i t e  convergente de l i m i t e  nu l l e .  On d i t  que ( t n )  vér i -  
(O ) f i e  i a  p r o p r i é t é  M((ai ) y  (un) ,  m) s i  : 

- il e x i s t e  un e n t i e r  m non n u l ,  une s u i t e  (u  ) v é r i f i a n t  l a  p ropr ié t é  
n  

( 0  1 ( 0 )  hi( ' )  e t  des constantes a. . . . , ai , . . . - t e l l e s  que % = O s i  k < m 
4 

( 0 )  (O) Um + m+l e t a m  # O - , t e l s q u e t n = a m  m+lun (O) m+i +.. .+ a u  m+i n  +... 
pour n  assez grand. 

Nous a l l o n s  donner des hypothèses s u r  les s u i t e s  (S  e t  (bn) de t e l l e  
(1 )  n  

manière que (S ) déf in ie  pa r  ( 1 ' )  a i t  une p r o p r i é t é  équivalente à c e l l e  de n  
(Sn). 

Hypothèses Hg) sur (Sn) 

* 
S o i t  (Sn) une s u i t e  convergente de l i m i t e  S  t e l l e  qu 'à  p a r t i r  d'un 

c e r t a i n  rang on a i t  : 

- po e s t  une constante non n u l l e  t e l l e  que -1 5 Po < 1 

- ( t n )  e s t  une s u i t e  convergente de l i m i t e  nu l l e  v é r i f i a n t  l a  pro- 
(O ) p r i é t é  M((ai ), (un),  m), avec L i m  un = 0. 

n- 

S o i t  (bn) une s u i t e  convergente de l i m i t e  n u l l e  t e l  que l e  rappor t  

où p  2 1 est f i n i  e t  (Sn) une s u i t e  v é r i f i a n t  l l h y p o t h è s ~  H3). 



On suppose f fonction RP + R v é r i f i a n t  : 

- V(Sn) v é r i f i a n t  H3), e s t  une s u i t e  de l i m i t e  
1 

( 0  i n u l l e  v é r i f i a n t  l a  p ropr ié t é  M((Bi 1, (un),  mi) avec : 

(0 )  (O m'  > 1 e t  l e s  (Bm,+i)izo sont  dédui ts  à p a r t i r  des ( u ~ + ~ ) ~ , ~  l 
1 - - 

Nous d i rons  a l o r s  que (bn) v é r i f i e  l 'hypothèse H 4 ) .  

On a  a l o r s  l a  proposi t ion suivante : 

Soient (Sn) e t  (bn) deux s u i t e s  v é r i f i a n t  respectivement l e s  hypothèses 

Hg) e t  Hg). 

On a  a l o r s  l e s  deux a l t e r n a t i v e s  su ivantes  : 

( 1 )  * A l  - La s u i t e  (Sn ) déf in ie  p a r  ( 1 ' )  est  une s u i t e  convergente de l i m i t e  S  

e t  v é r i f i e  : 

Asn+l - po = R i m  
n  

- (t:')) est une s u i t e  de l i m i t e  n u l l e  v é r i f i a n t  l a  p ropr ié t é  

(1)  (O m 2 1, e t  où les  son t  dédui ts  à p a r t i r  des  <m+i)i20. 1 
(1) 

I 

*'n+1 
- 2IS = O pour n  assez  grand. 

n  

Démonstration : 

La s u i t e  (b  ) v é r i f i a n t  H,+) ; l thypothèse  de l a  proposi t ion  1 e s t  vé- n  * 
r i f i é e  e t  on a  a l o r s  gim sL1) = R i m  Sn = Ç . 

Tl+= m 

- - - -- - -- - - - - - 



(1 )  - D'après ( 1 ' )  on a : ASn - ASn - 

bn+ 1 S o i t  en posant B~ = - e t  Rn = "n+i . 
n n 

On o b t i e n t  a l o r s  : 

I I 

En tenan t  compte du f a i t  que Rn: = po + tn e t  Bn = p + f n  

,*= , on r i t  a l o r s  : 



Tenant compte des hypothèses on a  : 

Pour n  a s sez  g r a n d ; o n  remplace u  p a r  x ; f n  p a r  f ( x )  e t  fn+l par  f + ( x ) .  ' n 
De même nous remplacerons tn p a r  t ( x )  e t  t p a r  t + ( x ) .  n+ 1 ~ 

On a  a l o r s  pour 1 xl assez  p e t i t  : 

m' (O) ml+i I 
(0)  1 

f ( x )  = 'mi + * * * +  'mi+' 
x +... i 2 O ,  m i  2 1 

Pour x  a s sez  vois in  de zéro ; f ( x )  e t  t ( x )  dé f in i s sen t  des fonct ions  

analyt iques au  voisinage de zéro. Comme $ e s t  analy t ique  au voisinage de zéro  ; 

f + ( x )  = f ( @ ( x ) )  e t  t + ( x )  = t ( $ ( x ) )  dé f in i s sen t  des fonct ions  analy t iques  au 

voisinage de zé ro  e t  il s ' e n s u i t  a l o r s  que : 

p0(f ($(x)) - f (x) )  + (po- l ) ( f (x ) - t (x ) )  + f ( x ) ( f ( $ ( x ) ) - t ( x )  d é f i n i t  une fonction 

O1(x) analyt ique au voisinage de zéro v é r i f i a n t  : 01(0) = O e t  dévelopable e n  

s é r i e  en t i è re  dans ce voisinage ' ,  

(0 )  ( 0  où les (6k+i)i.0 sont  c a l c u l é s  à p a r t i r  des (am+i)i.o. - - 

( 0  S i  tous  l e s  (6R+i)i.0 sont  nu l s ,  0:') e s t  a l o r s  identiquement n u l l e  - 
dans ce  voisinage ; c e  q u i  est donc v r a i  pour x  = u à p a r t i r  d'un c e r t a i n  n  
rang. O1(Un) = O pour n  a s sez  grand implique d 'après  (8) : 

A ~ A I )  
- = O pour n  assez grand;d 'où  A 2 ) .  

A en 

( 0 )  ( 0 )  On suppose a l o r s  les (6ati)i.o non tous  n u l s  avec en p a r t i c u l i e r  6k # O. - 



I l  e x i s t e  une fonction G(x) analy t ique  au voisinage de zéro,pour x assez 

vo i s in  de zéro, non identiquement n u l l e  dans ce voisinage t e l l e  que G(0) = 6:') e t  

O,(x) = x ~ ( x ) .  
O,+(x) O,($(x) 

E t  o n a a l o r s  ~=~ = ($,]R G($(x)) Go 

- Pour x assez  vo i s in  de zéro,  G('(x)) d é f i n i t  une fonction analyt ique Z E r  
$(XI au  voisinage de zéro, de même que -. 

X 

Il s ' e n s u i t  a l o r s  q u ' i l  e x i s t e  une fonct ion  G1 analyt ique au voisinage 

de zéro t e l l e  que : 

(l-P0) - f n  
Intéressons-nous au  rapport 

( ' - ~ 0 ) - ~ n + 2  

En remplaçant à p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang un par  x,on pose : 

m' 
( 0 )  1 ( O )  m?i i z o  f ( x )  = B x +...+ Bm:+i x +... 
m: m: r 1 

Comme t$(x) e s t  analy t ique  au voisinage de zéro,  il s ' e n s u i t  a l o r s  que pour 
2 x assez  vo i s in  de zéro (1-p ) - f ( $  ( x ) )  d é f i n i t  une fonct ion  analyt ique au 

O 
voisinage de zéro prenant  l a  va leur  ( 1-po) au p o i n t  x = O. 



Comme (l-p0) # O ,  
1 d é f i n i t  donc une fonction analyt ique 

au voisinage de zéro e t  il e x i s t e  une fonction G ( x )  analy t ique  au voisinage de 2 
zéro t e l l e  que : 

De (10) e t  (11) on déduit  que l ' express ion : 

s ' é c r i t  pour x assez vo i s in  de zéro  : 

R ( ' ) ( X ) = ~  + G3(x) où G3(x) e s t  une fonction analyt ique au voisinage de zéro O 
calculée à p a r t i r  de Gl(x), G*(x), w(x) e t  t ( x )  e t  v é r i f i a n t  ~ ~ ( 0 )  = 0. 

Revenant aux no ta t ions  en u pour n a s sez  grand, R(')(x) devient  a l o r s  n 
d 'après (9) : 

11 e s t  c l a i r  que wA1) + O 
n+" 

Montrons que (w, ('1) v é r i f i e   ai')), (un) ,  ml) 

G é t a n t  analyt ique au voisinage de zéro  ; o n  a a l o r s  à p a r t i r  d'un 
3 

c e r t a i n  rang ; 



Comme (u  v é r i f i e  l a  p ropr ié t é  h{ ( 2 )  (1)  
n , w v é r i f i e  a l o r s  l a  p ropr ié t é  

( 1 )  n M((ai 1, (un) ,  ml) 

C.Q.F.D. 

Par l a  s u i t e ,  nous appelerons S1 = €(Sn) convergente / (Sn) v é r i f i e  H3)) 

Donnons quelques exemples de s u i t e s  (Sn) e t  de s u i t e s  (bn) v é r i f i a n t  

respectivement l e s  hypothèses Ha) e t  Hq). 

a) Exemple de s u i t e s  (Sn) v e r i f i a n t  Hg) ....................................... 

Au chapi t re  1, nous avons é tudié  l 'exemple de s u i t e s  (Sn) convergente 
* 

de l i m i t e  S e t  v é r i f i a n t  : 

n v 
Sn = 1 (-1) av P C O Ù  (av)  est une s u i t e  appartenant  à l$,N(0), ( c f .  para- 

v=o 

graphe 3 ,  p a r t i e  a )  e t  où -1 < p i  5 1. 

On a montré que pour n assez  grand : 

A S n + ~  - = - p i  + tn où ( t  ) e s t  une s u i t e  convergente de l i m i t e  nu l l e  e t  v é r i f i a n t  
"n n 

à p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang : 

(O) < -1. avec al 

Montrons que (un) = v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  M (2) 
$ 

Pour n assez  grand n >  1 ; $ e s t  analy t ique  au voisinage de zéro  e t  

v é r i f i e  : 



D'après l a  déf in i t ion  5, (un) = (i] v é r i f i e  M (2)  4 

11 s 'ensu i t  a l o r s  que ( t n )  v é r i f i e  l a  propriété ( ( a l o ) ) ,  [il, 1 )  , 

d'où (Sn) v é r i f i e  H3). 

n 
Nous avons comme exemples de s u i t e  Sn (-1) a  plV v O 

-l< p;< 1, 
v=o 

l e s  sommes p a r t i e l l e s  de s é r i e s  numériques qui ont é t é  t r a i t é e s  au 

chapitre 1 : 

n v+ 1 
Sn = 1 (-1)' + S* = L,(x+I> pour -1 < x <  1 

v=o 

b )  Exemples de suites (b,) vérifiant H 4 )  

b l )  (bn) = (AS,) où (Sn) e s t  une suite vérifiant H 3 )  .................................................... 
I l  e s t  c l a i r  que : 

- R i m  bn = O 
n- 

bn+ 1 On é c r i t  a lors  - - 
b n  

où f  e s t  l a  fonction IR + IR définie par  : 

On a  bien f ( p O >  = O. 

De p lus ,  pour t ou t e  su i te  vér i f ian t  Ha) on a  : 



( 0 )  [ f  = ( t n )  v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  N( (Bi 1, (un),  ml) avec ml = m, 

(0) - (0) (RI 
'm+i - m + i  i 2 O e t  un v é r i f i a n t  M , I! 2 2.(bn) v é r i f i e  donc l 'hypothèse Hq). cb 

La proposi t ion  5 permet a l o r s  de conclure : 

Conclusion : 

S1 e s t  s t a b l e  p a r  l e  procédé 62 AITKEN : 

e t  on ob t i en t  a l o r s  l e s  r é s u l t a t s  du c h a p i t r e  1. 

l 

(ASn 1 
, b2) ( b n )  = AsniIl où (Sn)  est une suite vérifiant Hj) 

-dS ----------- -------- .................................... 

Il e s t  c l a i r  que : 

- R i m  bn = O 
n-m 

bn+ï - 1 - p0 - R i m  - - 
n-m bn - Po Po l-Pg - 

On a a l o r s  : 



bn+i - [y] est bien de 1. forme - - 
bn 

où f est l a  fonct ion  IR2 +IR dbf in ie  p a r  : 

On a  b i e n  f(po, p0) = O. 

De p l u s ,  pour t o u t e  s u i t e  (Sn) v é r i f i a n t  HJ) on a : 

( 0 )  
où Po # 1 e t  ( t,) s u i t e  de l i m i t e  n u l l e  v é r i f i a n t  M( (ai  (un) y m l .  

Il s ' e n s u i t  a l o r s  que bç' fiç,+l "n+2]] est  une s u i t e  de l i m i t e  n u l l e  

* ( 0 )  
v é r i f i a n t  M( (f3i0)), (un),  ml) où ml E N e t  l e s  (Bm son t  ca lculés  à ' 

1 

(0) p a r t i r  des (\+i IizO. 

Ce q u i  montre bien que (bn)  v é r i f i e  H4). 

La proposi t ion  5 permet donc de conclure : 

Conclusion : 

SI e s t  s t a b l e  pa r  l e  procédé P su ivant  : 



9D 
C'es t  l e  procédé standard é tud ié  p a r  GERMAIN-BONNE C71 ;il accélère  l a  

convergence de tou te  s u i t e  de LIN. 

En i t é r a n t  ce procédé on o b t i e n t  des q u a n t i t é s  ( s r ) )  déf in ies  r écurs i -  

vement pa r  : 

Comme SI c LIN ;il s ' e n s u i t  a l o r s  que pour tou te  s u i t e  (S ) appartenant  
n  

( k + l )  * 
Sn - S 

à S, : R i m  = O. 
1 

avec (5,) su i te  v é r i f i a n t  tij) b3) (bn) = -7 
n t  1  

1 - 7  

S n  é t a n t  une s u i t e  v é r i f i a n t  H , il s ' e n s u i t  automatiquement que : 
3 

bn+l - - R i m  - - 
b  

n"0 n  Po 

b  = Asn+l 
n  implique a l o r s  que : 

ASn+l 
l - T T -  

n  



où f ( x ,  y )  e s t  l a  fonction l2 + IR déf in ie  p a r  : 

Y'X f(x, y )  = (y - p0) 1 + = + Po - y. 1 -Y 

On a bien f ( 0 ,  O) = 0. 

Pour tou te  s u i t e  (S  ) v é r i f i a n t  Hg), on é c r i t  a l o r s  : n  

(O où po # 1 e t  ( t n )  e s t  une s u i t e  de l i m i t e  n u l l e  v é r i f i a n t  M((Bi ), (un) ,  m). 

On déduit a l o r s  que est une s u i t e  de l i m i t e  nu l l e  

( 0 )  1 * ( 0 )  v é r i f i a n t  M((Bi ), (un) ,  mi) où ml E N e t  où l e s  (Bmi+i)i.O sont  ca lculées  
1 

( 0 )  à p a r t i r  des 

La proposi t ion 5 permet a l o r s  de conclure : 

Conclusion : 

S1 e s t  s t a b l e  p a r  l e  procédé Q2-Algorithme d é f i n i  p a r  : 



Ce procédé a é t é  é tudié  d'une façon théorique e t  p ra t ique  p a r  BREZINSKI 

l respectivement dans Cl1 e t  dans C21. 

(k)  
l 

En i t é r a n t  ce procédé on o b t i e n t  a l o r s  des q u a n t i t é s  Sn d é f i n i e s  par  

Comme S1 c L I N  e s t  s t a b l e  p a r  l e  e2 (Proposi t ion 5 )  e t  que LIN est 

accélérable  par  l e  e2-Algorithme ; on dédui t  a l o r s  que pour tou te  s u i t e  

V .  ACCELERATION DE LA CONVERGENCE DE SUITES APPARTENANT A DES SOUS- 

ENSEMBLES STRICTS DE LOGSF 

* 
S o i t  (Sn) une s u i t e  convergente de l i m i t e  S e t  v é r i f i a n t  : 

où (An) e s t  une s u i t e  de l i m i t e  n u l l e .  

Par d é f i n i t i o n ,  (Sn) É LOGSF. 
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Comme nous l 'avons f a i t  dans l e  cas  des  s u i t e s  à convergence l i n é a i r e ,  

on va é t u d i e r  l e s  p o s s i b i l i t é s  d ' accé lé ra t ion  de l a  convergence de l a  s u i t e  

(Sn) par  l ' i t é r a t i o n  du procédé d é f i n i  en ( 1 ' )  avec l e s  informations suivantes : 

dant de An , An+1,.. . , A n+p-1 où p e s t  e n t i e r  non nu l  e t  f i n i .  
L 

(12) 

Des exemples de s u i t e s  (bn) seront  donnés p lus  t a r d .  

où (bn) e s t  une s u i t e  convergente de l i m i t e  n u l l e  e t  t e l l e  

bn+i  
l 

que - = 1 + f où ( f  ) e s t  une s u i t e  de l i m i t e  n u l l e ,  dépen- 
bn 

n n 

D'après l e  t r a v a i l  f a i t  p a r  DELAHAYE e t  GERMAIN-BONNE dans Cl21 e t  pa r  

KOWALEHSKI dans C81, l e  procédé (11 ' )  n ' e s t  e f f i c a c e  que s i  l ' on  possède des 

informations sur l a  s u i t e  (A,). Notre première tâche s e r a  donc de t rouver  l e s  

( l ) )  converge p lus  v i t e  que (sn)  informations que d o i t  avo i r  (An) pour que (Sn 
* 

vers S . Une f o i s  c e s  informations obtenues, on aura a l o r s  trouvé des  sous- 

ensembles s t r i c t s  de LOGSF parmi lesquels  on f e r a  un tri. C e  tri devant répondre 

à l a  quest ion : 

Q3) Trouver un ensemble SLOG C LOGSF t e l  que : 

- 'LOG e s t  accélérable  p a r  l e  procédé d é f i n i  en (11) 

- 'LOG 
e s t  s t a b l e  par  ce  même procédé 

(')) converge p lus  v i t e  que Commençons p a r  t rouver  (An) pour que (Sn 
* 

(Sn) vers  S . 

a\ Résul t a t s  de converqence 

( 1 )  bn+i 
b 

n d'où : ASn = ASn - - 
Abn+ï "n+1 + 



- b n t ï  Posant  B~ - - e t  Rn = - Asn+l b  , o b t i e n t  a l o r s  : 
n  

R 

Posons fn  = Bn - 1 ; on a  : 

De (12) ,  on d é d u i t  a l o r s  l a  p ropos i t i on  su ivante  : 

( 1 )  * On suppose R i r n  Sn R i m  Sn = S . 
n-~x> n- 

Si (An)e6.t une 6 d e  véhid.iant la c o n ~ o n  : 

Af + fn(fntl - An) - 
R i m  n 
n* = O 

fn f n t i  

Démonstration : 

Afn + fn(fntl - 
De l a  r e l a t i o n  (12)  on tire: R i m  = O implique 

n* 'n n t 1  

AS:') 
R i m  - = 0. - "n 



Nous supposerons pa r  l a  s u i t e  que l a  s u i t e  (zn)  = 

est une s u i t e  de l i m i t e  nul le .  

Intéressons-nous aux condit ions que d o i t  v é r i f i e r  (An) pour que 
(1 )  (Sn ) E LOGSF. 

Il e s t  c l a i r  que l a  seule condit ion z -> O à e l l e  seu le  n'implique 
n n- 

pas  (SA')) e LOGSF ; nous devons donner une condit ion supplémentaire s u r  l a  s u i t e  ~ 
(2,). On a a l o r s  l e  lemme suivant  : 

Lemme I : 

* 
Soient  (Sn) une s u i t e  de l i m i t e  S e t  (bn) une s u i t e  de l i m i t e  n u l l e  

t e l l e s  que : 

ASn+i - - = 1 + An où R i m  An = 0. 
ASn n- 

bn+ï  - - = 1 + fn où R i m  fn = O 
bn n- 

On suppose de p l u s  que (2,) = e s t  une s u i t e  de l i m i t e  

( 1 )  * , n u l l e  e t  à convergence logarithmique e t  que R i m  Sn = R i r n  Sn = S . 
n- n- 

Alors : 

- s(') c LOGSF n 

* - ( sL1)) converge plus v i t e  que ( sn) vers  s 

Démonstration : 

D'après (12), on déduit : AS:') = ASn z n ,  ce qui  implique : 



Z n + l  Comme R i m  - = R i m  z 
= 1 on dédu i t  a l o r s  : 

rr+03 n AS 
n  

( 1 )  
Asn+i R i m  - = 1. 

ri-.. AS:') 

Le f a i t  que (SA1)) converge p l u s  v i t e  que (Sn) r é s u l t e  de l a  p ropos i t i on  6. 

0 
( 1 ) )  - S i  l e s  hypothèses du lemme 1 son t  v é r i f i é e s ,  on a  (Sn E LOGSF, ce qui  

implique l ' e x i s t e n c e  d'une s u i t e  (A(") de l i m i t e  O e t  t e l l e  que : n 

( 1  
( 1 )  Notant ( f n  ) l a  s u i t e  d é f i n i e  p a r  [$- 02 FA1? e s t  c o n s t r u i t  

comme Cb,] à p a r t i r  d '  un nombre f i n i  de termes de l a  s u i t e  (SA')) ; 1 a recherche  
( 1 ) )  de SLOG répondant à Q3) r e v i e n t  à chercher  l e s  cond i t i ons  pour que (1- a i t  
L 1  

un comportement équ iva l en t  à c e l u i  de ( 1  ) q u i  v é r i f i e  : n 

b) Recherche de 1 'ensemble SLOG stable e t  accélérable par l e  procédé (12 )  

Nous énonçons une p ropos i t i on  q u i  nous permet t ra  p a r  l a  s u i t e  d' iden- 

t i f i e r  SLOe. 



SoG ((Sn) une 6LU*e convengente de î h L t e  S* vehi~*nnt l ' hypo thhe  H g )  
suLvan;te : 

= 1 + a où (A e s t  une su i t e  de L h G e  d e  et *&.te que : 
n 

n 

= O (ce qui  v e u t  &e que l e  pmcédé 62 AITKEN t ~ a ~ d o h m e  !Lim ~ 
n- n 

l (Sn) en une s&e qui  c o n v w e  v e ~  s*) 
H5) 

(A,) vé"6.ie la pmpophiété M( ( a i o )  ) (un) .  m) ol? m es.t un entieir non 
MUR c.t ( u  ) une suLie convuqevtte de W e  d e  v h i ~ h n t  la ptropluété n 

~ : ~ + l )  

On suppose de p l u  que : 

SoLt (b,) une s d e  convmgente de L b d t e  n f l e  ct véh.idiant : 

- fn  - f ( A n 9 - b -  9 An+p-l ) où p est un eMm 6 h . i  non nui!. 

On suppose de p h  que : an cétidiant f is) ; a l o u  f(n) ut une sru*e de P u r i  

( 0 )  - ( 0 )  [n&e v e h i ~  M( (B:o)), (un) ,  m) avec B~ - % - h @ ( m + l ) ( ~ ) .  

A l o u  powt n u s e z  gmnd ( s:')) su i t e  dédinie pm (12 )  e s t  une s&e 
convmgente de W e  S* vé ludhnt  : 

(SA') convehge p h  v a e  pue ( sn v m  S* . 
(1 

ASn+l 
-TT 1 + A(') où (An1)) e6.t une s&e de &UnLte ruLeee vWdLant  l a  n 

A Sn 
1 

( 1 )  m @(rn+l) 1 p t ~ p t i é t é  ~((a : ' ) ) ,  ( un )>  m )  où (am1)) v W d i e  :a - 
m (m+l)! ( 0 )  # 0 

l 

p o u  m = 1, b ' égaUté pouvant a v o h  fieu quand m est  s ~ c t m e n t  bupétUew à 1 .  , 



De peu6 quand m = 1, A(') v&&e p ~ p h i é t e b  : n 

Démonstration : 

"n A Sn AS x n Comme - O on a a l o r s  - = .--> O 
n n - ~ o  fn n fn n* 

A a(') 
n A Sn * ( c a r  - -t ce q u i  donne : 2im s(') = 2im Sn - 2im - = 2im Sn = S . 

n F Ir'==' n n+= n 
m 

(1 )  * Pour montrer que Sn converge p lus  v i t e  vers  S que (Sn),  on montre 

AS' 
n Afn  + fn(  fn+l - An 

D'après (12) on a : -aç = 
n fn fn+ i  

AS:') 
Evaluons zn = .r en fonction de un 

n 

(O Par hypothèse (f v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  lI((Bi 1, (un),  m) où (un) n 

v é r i f i e  l a  p ropr ié t é  C e  qu i  donne pour n a s sez  grand : 4 

- ( 0 )  m (O)  m + ï  (O) m + i  i r 0  
fn - 'm un+Bm+l un +...+ Bm+i u n +... m 2 1  où B(O) m # O 

(O 
(An) v é r i f i a n t  l a  p ropr ié t é  M( (a i  ) , (un) ,  m) on a a l o r s  : 

pour n assez  grand, a ( 0 )  # O. 
m 

Choisissons N suffisamment grand ; pour que un appartienne à un vois i -  

nage V convenable de zéro quand : n > N I  on supposera 11 ouvert.  



Remplaçons, pour n  > N ,  un p a r  x  e t  posons 

( O )  m (O) m+l (O) m+i (O1) f ( x )  = Pm x  + 8 m + 1 ~  +...+ x +. . . 

où $ e s t  l a  fonction W -t IR dé f in ie  comme s u i t  : 

- $ analyt ique dans V 

Pour x appartenant à V on é c r i t  a l o r s  : 

$(m+l) +(m+i+l) (O) X m + l + i  i 2 0  
;O) xm+l +. . .+ (Cl2) $(x) = x + +... 

( m i l  (m+i+l) ! m l 1  

Comme (un) v é r i f i e  ~(~'l), pour n  > N : $(un) = 
$ 

De même, on pose : 

( O )  m (O) m + l  (0)  m+i 
(LI3) A(x) = a m  x + a m + l ~  +...+ Am+i x  +... 

D'après l e s  no ta t ions ,  il e s t  c l a i r  qu'on a  a l o r s  

pour n  > N. 

D'après (Dl), (O2) (O3) f ,  e t  A dé f in i s sen t  pour x r V des fonct ions  

analyt iques.  D'après l a  théor ie  élémentaire des fonct ions  analyt iques C31, C61, 

on déduit a l o r s  que f + ( x )  - f ( x )  + f ( x )  ( f+ (x )  - A(x)) d é f i n i t  une fonction ana- 

ly t ique  dans V pour x "assez vo i s in  de zérof'. 



Cherchons le développement en série e n t i è r e  de cette fonction x E V 

a)  Eval uat ion de f+(x )  - f (x )  ............................ 

f ( x )  = (O) m (O) m + l  'm + Bm+1 
(O) m + i  +.. .+ Bm+l x  +... 

d'où : 

f+(x) - f ( x )  = B F ) ( ( $ ( x )  lm - xm) + B:f;(($(x)) m + l  - X m + l  +...+ 

(0 )  m + i  m + i  Bm+i(($x)) - x  ) +  ... 

De (Cl2) on déduit que : 

s i  r = m on a a l o r s  : 

Ce qui  nous permet d ' é c r i r e  : 

(O) $(m+l) 
+ ( X I  - f ( x )  = m Bm (m+l) (0 )  ! x2m + 0(x2m+l) 

b )  Evaluat ion de f (x)Cf+(x)  - ~ ( x ) l  .................................. 
m + l  (O) m + l  

+ ( x )  - A(x) = B:)($(X)~) - xm a(') + B::; $(XI - 
m 'm+l +. . . 

i r o  

i 2 O  



d'où : 

(0) ( 0 ) )  X m +  O(Xm+l)) f ( x )  (f+(x) - X(x)) = ( B r )  xm + O(xm+l)) ((B, - am 

(O) x2m( 6;) - a;) ) + O(x 2rntl) i.e. : f ( x )  ( f+ (x )  - X(x)) = Bm 

d'où l ' express ion f i n a l e  de f+(x)  - f ( x )  + f ( x )  ( f+ (x )  - X(x)) 

c)  Evaluation de f+(x)  f ( x )  --------------------------- 
f+ (x )  f ( x )  = [Br )  ($(XI lm + 

- 

m+l) 
comme ( $ ( x ) ) ~  = xm+ O(X on dédui t  a l o r s  que : 

(0)  2m x  + O(x 
2m+ 1 ) 

f+(x) f ( x )  = Bm 

D'où 

où R e s t  un e n t i e r  t e l  que R 2 2m+l. 

O r  par hypothèse 

R 
d'où z(x) = O(x avec R 2 2m+l 

2 x 2 m +  0(x2m+l) 



Conune (un) e s t  t e l l e  que u n  6 V pour n  > N on a  : 

R 
O(u,) 

Z = z(un) = n 0 ) ) 2 u 2 m + ~ ( u m  2m+1 1 " n 
avec 1 2 2m+1 

(6; n  

ce q u i  donne R i m  zn = 0. 

( 0  hnme (An) v é r i f i e  N ( a i  1, (un). m) e t  ( f n )  l a  p ropr ié t é  

(O M((Bi 1. (un). m) on a : 

i .e. : ( 0 )  
n  am R i r n  - = 

n- n  <oT 
'm 

"n x n  ce q u i  donne : L i m  SA') = R i m  Sn-  R i m  x R i m  - 
n- F n  n  f 

(1) i . e .  : !LimSn = R i m S n  = s*. 
w n- 

(1 )  * Sn - S  
D'après l a  proposi t ion ( 6 )  on dédu i t  a l o r s  que * -> o. 

S - S  fl n 

( 1 )  
Montrons  que = 1 + A:') où aim A:') = O ,  (A, ip ('1) v é r i f i a n t  l a  pro-  

n- 
. . 

p r i é t é  pri al l ) )  , ( u n ) ,  m) a v e c  [ ( l )  am - + ( r r » l ) ( ~ )  + O p o u r  m =  1 1 
D'après (12)  on a : 



f n + ~  + D + 1 ( ~ n + 2  - 'n+ï 1 f 
Intéressons-nous à la quanti té n .- 

fn  + fn( fn+ï  - 'n) f n + i  

Soit N(x) = f + ( x )  - f ( x )  + f ( x ) ( f + ( x )  - ' (x)).  

D'après l e s  p ropr ié t é s  de + ( x ) ,  de '(x) e t  de f ( x )  e t  l e  f a i t  que 
R 

N(x) = O(x ) où R 1 2m+l, on déduit que N(x) d é f i n i t  une fonct ion  analyt ique 

pour x E V e t  admet un développement en s é r i e  e n t i è r e  : 
(0)  xL N(x) = $ +... + 6R+i (O) xRti +. .. i > 0. 

Supposons un i n s t a n t  6") = O Y j  2 R ,  c ' es t -à-d i re  l e  cas où N(x) e s t  
j 

identiquement nul le  pour x E V .  On aura  a l o r s  

En p a r t i c u l i e r  pour n > N ,  un E V e t  on a a l o r s  : 

I l  
z = z(un) = O Y n > N  i . e .  : d 'après  (12) 

8ç, 
= O pour n > N. 

n 

Ce q u i  implique en  p a r t i c u l i e r  que 

AS;" 
R i m  - = 0. 
n* A 

( 1 )  * Sn - S  
Comme (Sn) E LOGSF, on déduit a l o r s  R i m  - * = O 

n- Sn-  S 

(0 )  On supposera désormais 6R # O. I l  e x i s t e  a l o r s  une fonction H(x) 

analyt ique a u  voisinage de zéro pour x E V e t  t e l l e  que : 

Il s ' e n s u i t  a l o r s  que pour x E V : 



H(x) e t  $(x)  é t a n t  analy t iques  au voisinage de zéro  pour x E V ,  on ob t i en t  a l o r s  

une fonction H3(x) analy t ique  au voisinage de zéro pour x E v t e l l e  que 

m+l) 
Comme $(x)  = x + O(x on dédui t  que 

De même $(x)  é t a n t  analyt ique au voisinage de zéro pour x E V ,  v é r i f i a n t  

$(O) = 0 ,  $'(O) = 1 il s ' e n s u i t  a l o r s  que 

R 
e s t  une fonction analy t ique  au voisinage de zéro pour x E V,  développa- 

R r#1(~+')(0) m 
m t s  ' * b l e  en  s é r i e  e n t i è r e  pour x É V : ($1 = l +  R -X +O(x ) S ' E H .  

N+(x) 
De CD5] on t i r e  que Tm- e s t  une fonction analyt ique au voisinage de 

. . 

zéro  pour x E V ,  e t  il e x i s t e  a l o r s  des constantes ( a  (''1 non tou tes  n u l l e s  m + i  i20 
t e l  que : 



Intéressons-nous a 1 'expression f ( x )  

f (02(x) )  

f (x )  es t  une fonct ion  analyt ique dans V e t  v é r i f i e  : 

Il s ' e n s u i t  q u ' i l  e x i s t e  H ( x )  analyt ique au  voisinage de zéro t e l l e  1 
que : 

d'où : 

Il e s t  c l a i r  que J. e s t  une fonction analyt ique au voisinage 
H , ( @ ~ ( x ) )  

de zéro pour x E V v é r i f i a n t  : 

H1(x) m + s l  

2  = l + O ( x  ) , S l  € IN* 
Hl(@ (XI) 

De même $(XI  é t a n t  analy t ique  au voisinage V de zéro  pour x E V e t  v é r i f i a n t  

@(O) = 0, $ ' (O) = 1 il s ' e n s u i t  a l o r s  

est  une fonction analyt ique au voisinage V de zéro  pour x E V e t  v é r i f i a n t  : 



On t i r e  a l o r s  de (O,' que f ( x )  e s t  une fonction analy t ique  au 
f (#2(x)  

voisinage de zéro  pour x E V e t  il e x i s t e  a l o r s  des constantes (b (0)) 
m + i  i20 

non t o u t e s  n u l l e s  t e l l e s  que : 

(O,) 1 
X E V ,  (O) m (O) m t i  f ( x )  = l+  bm x +. . .+ bm+i x +... i 2 0 

(O De (O6) e t  (O7) ; o n  déduit  q u ' i l  e x i s t e  des constantes non 
(O (0 )  t o u t e s  n u l l e s ,  ca lcu lées  à p a r t i r  des e t  (bm+i)i20 e t  t e l l e s  que : 

(O) m = l + c m  X +...+ c (O) m + i  
X m + i  +... i 2 O 

1 e t  ce pour x E V 

En p a r t i c u l i e r  quand x = u pour n > N on a a l o r s  : n 

1 
i Comme - Asn+i = 1 + An où X - (O) m (O) u m + i  

AS n - am U +.. .+ am+i n +... i 2 O 
n 

n 



( 1 )  On dédu i t  que pour n assez grand ; il e x i s t e  des cons tantes  (am+i)i20 

( 0 ) )  ( 0  1 calculées  à p a r t i r  des ( c  m + i  i2O et (am+i)izo t e l l e s  que : 

+ 'n+1(~n+2 - 'n+i , d'où : 

n + fn( fn+ï  - 'n) 

Montrons que ai1) # O 

(O) m um . am Considérons : am 
m O ( ~ + ~ ) ( O )  

un + (R-2m) un 
n (m+l) ! 

ASn+ï 
Le f a i t  que - = 1+ An 2. l + a m  (O) um e t  que (Sn) E LOGSF implique 

A 'n 

(O) ? < O pour n assez  grand. 
l 

automatiquement que am n 



U n+ 1 De même l e  f a i t  que - = 1 + + ( m + l ) ( ~ )  m 
u  u  +... 
n (m+l)! n  

.+(m+l)(o) 
implique que pour n  assez grand m 

(m+l) ! u n  < O. 

g(m+l) 
Comme R 2 2m+l on aura  a l o r s  (R - 2m) . (O) m 

(m+l) ! u < o. n 

D'où pour n  assez  grand : 

e t  (un) E LOGSF 

Comme u  # O Yn on dédui t  a l o r s  que a(') # O n  m 

( 1 )  (1)  Ce qu i  montre que X v é r i f i e  l a  p ropr ié t é  M( (ai  ) (un) m) n  

11 ne nous r e s t e    lus au 'à  montrer : 

( 1 )  (m+l) 
'rn - i&T @ (O) f O pour m = 1 ; l ' é v e n t u a l i t é  

( 1 )  m +(m+l) 
'm -- (O) = O pouvant s e  produire pour m > 1 . 

d'où : 

( 0 )  - (0)  (1-3m) (m+i) Posons €Im - m + 7ix-F @ (01, R 2 2m+l 

s i R = 3 :  û iO)  = a?) # O ( p a r  hypothèse a l )  # O) 

(0 )  s i  2  > 3 : Montrons que €Il u  < O pour n assez  grand. 
, n  



"n+1 u Le f a i t  que - n + l  -> 1 e t  que - -> 1 implique : 
n n* un n* 

(0 )  
al un < O e t  $"(O) un < O pour n assez grand. 

R- 3 Comme II > 3, On a a l o r s  -2 $"(O) un < O ,  ( n  assez grand). 

( 0 )  11- 3 Ce qui  donne : al un + +"(O) u < O pour n assez  grand, c1est-à-  
(0  

n 
d i r e  el u < O pour n assez  grand. n 

Ce qu i  montre que û:O) # O 

Dans l e  cas où m e s t  quelconque, (m > 1 )  c e l a  ne marche pas e t  c e c i  e s t  

dû au  f a i t  que : R 2 2m+l n'implique pas  toujours  R 2 3m quand m > 1. 

Pour m > 1 prenons R t e l  que : R 1 2m+l e t  R < 3m. 

(un t e l  R e x i s t e ,  exemple : m = 2 e t  R = 2m+l = 5 ) .  

"n+i u n+ 1 
Le f a i t  que l ' on  a i t  - -> 1 e t  - -> 1 implique : 

n- u n n-Ka 

(O) um < O e t  O ( ~ + ' ) ( O )  m "m n u < O pour n a s sez  grand. (m+l)! n 

$(m+l) (0 )  +(m+l) 
Comme R < 3m, um < O => (O) m 

(m+l)! n (m+l)! u n (R- 3m) > O 

e t  on pourra donc avoir  l ' é v e n t u a l i t é  R- 3m 
n 

i .e .  : 
( 0 )  + 2-3m +(m+l) 

"m (m+l) ! (O) = o. 

Quand ;\A1) v é r i f i e  M( (a i1) ) ,  (un) ,  1 )  on a a l o r s  : 

or  An v é r i f i e  M ( ( (un) . 1 )  avec' ai0) # O 

i .e.  : pour n assez grand:;\ (0)  ( 1 )  ( 1 )  
% al un ; de même An % al u n ,  



d'où : 

X " ( 0 )  
1 AS:') # O. Ce qu i  donne : - -> O 

n+co 
n n 

C.Q.F.D. 

Il découle donc de l a  proposi t ion  7 que s i  on appel le  SLOG l'ensemble 
* 

des  s u i t e s  (Sn) convergentes de l i m i t e  S e t  v é r i f i a n t  l 'hypothèse H5) pour 

m =  1, a l o r s  S est s t a b l e  e t  accélérable  pa r  
LOG 

où (bn) e s t  une s u i t e  de l i m i t e  nu l l e  v é r i f i a n t  H6) pour m = l .  

c)  Applications 

Nous a l l o n s  donner des exemples de s u i t e s  (Sn) e t  s u i t e s  (bn)  v é r i f i a n t  

respectivement l e s  hypothèses H5) e t  H6) pour m = l ,  ce qui  nous permettra 

d 'exhiber  des algori thmes d 'accéléra t ion  assez  connus dont l ' i t é r a t i o n  p o u r r a i t  

a c c é l é r e r  l a  convergence de s u i t e s  appartenant à des  sous-ensembles s t r i c t s  de 

LOGSF . 
c l )  Exemple de sui tes (Sn) vérifiant H5) pour m = 1 .................................................. 
1 )  Nous avons d é f i n i  au chap i t r e  1, l'ensemble L ( 2 ) ( ~ * )  c LOGSF p a r  : 

1 

* 
Snc Li2)(s*) s i  (S  ) e s t  une s u i t e  convergente de l i m i t e  S e t  t e l l e  que n 

avec a < -1, pour n a s sez  grand. 1 

ASn+ 1 "1 "2 " 
Posant - -1 = - + -7 +...+ - +. . . P 

n = in, on considère Q( 2, ( S* ) 
Asn n n P 

l'ensemble de s u i t e s  (Sn) E 1 i 2 ) ( s * )  t e l l e  que : 



Pour montrer que R ( ~ ) ( Ç * )  
'LOG 

;il f a u t  montrer uniquement : 

1 (un) = (;) v é r i f i e  M ( ~ ) .  11 e s t  c l a i r  que u  -> O. 
$ n  n- 

u  - -1 - - n  De p l u s  : un+l - - pJ - - - 
1 + Un - @(un> n  1+- 

Pour n  a s sez  grand ( n >  1 )  $ e s t  analyt ique dans un voisinage de zéro 

e t  v é r i f i e  : 

Ce qui  montre que ( u  e s t  une s u i t e  de l i m i t e  nu l l e  v é r i f i a n t  l a  pro- n  
(O d'où par  d é f i n i t i o n  (An) v é r i f i e  M((al 1, (un),  1 ) .  

Un premier  cas d ' app l i ca t ion  e s t  l 'ensemble des s u i t e s  (S de l i m i t e  
n  

. . 

-nt 
S* s ' éc r ivan t  S n z s * + j  e d @ ( t )  o ù $ ( t )  e s t  une f o n c t i o n v é r i f i a n t  : 

O 

1 $(t) non décroissante s u r  CO, +coC 

$ ( t )  en t i è re  s u r  C O ,  FC e t  K ~ ~ g l @ ' ( ~ ) l  

(13) 
w=' I t l  

$( t) bornée s u r  C O ,  i-4 

D'après l e  t r a v a i l  f a i t  au chap i t r e  1, on montre q'une t e l l e  s u i t e  

est T.M. e t  v é r i f i e  : 



p désigne l e  p lus  p e t i t  e n t i e r  j 2 l t e l  que $(')(O) # O e t  k e s t  un r é e l  
P 

non nul .  

Il s ' e n s u i t  a l o r s  q u ' i l  e x i s t e  des cons tantes  (R ) 
i i*+l calculées  à 

p a r t i r  des (ki)i.l t e l l e s  que : 

pour n a s sez  grand. 

"n+i 2 + . . . + ~ + . . .  R; i 2 1  On dédui t  a l o r s  que - = 1 + in = 1 - * + - 
"n n n n 1 

pour n a s sez  grand, l e s  s e  ca lculant  à p a r t i r  des 

De p l u s  on a "n ap+ï - n "n 
X - (p+i) ,p+l d'où - -> O 

n X n  n-m 

Ce q u i  montre que ( S  r R ( ~ ) ( s * ) .  n 

Quelques exemples de s u i  tes T.M. appartenant à R( 2' (s*) 

Les p ropr ié t é s  (13)  sont  v é r i f i é e s  p a r  @ ( t ) .  

On dédui t  a l o r s  que (Sn) = [[ dt]  = (:] r ~'~'(0) 

9 

t' So i t  $ ( t )  = - 2 

-xt 1 
On a J e d ( t )  = 7 -> 0. I l  devient  a l o r s  c l a i r  que $ ( t )  (13).  

O X x+=' 

On conciut  a l o r s  que ( s ~ ) ~ , ~  = [[ e-"' d @ ( t  lnlJ = [-$] r ~ ( ~ ' ( 0 )  
n l l  

S o i t  B( t )  l a  fonction 

B( t )  e s t  une fonction e n t i è r e  en e f f e t  : 



t e - t  
La fonc t ion  - = g ( t )  est e n t i è r e ,  de même que l a  fonc t ion  h ( t )  = et-1-t 

et-1 t 

ce  qu i  donne B( t )  = g ( t )  h ( t )  est une fonc t ion  e n t i è r e .  

On a b ien  R i m  
ltl- 

t 

De p l u s  : B ( t )  > O Y t  > O e t  B ( t )  est bornée s u r  10,  M. 

R i m  ~ o g  

w 

Considérons l a  s u i t e  (5,) d é f i n i e  p a r  Sn = y + 1 B ( t )  d t  où y dé- 
O 

e -11 

s igne  l a  cons tan te  d 'Euler .  La fonc t ion  $ ( t )  d é f i n i e  p a r  $ ' ( t )  = B ( t )  v é r i f i e  

l e s  condi t ions  (13). Un c a l c u l  d é t a i l l é  dans LI01 montre que 

Itl- 
tl 

Sn = y + [ e-nt d @ ( t )  = y $ - Log n ; e t  on dédui t  a l o r s  que c e t t e  s u i t e  
m= 1 

(Sn) e s t  dans R ( * ) ( ~ ) .  

* 
Examinons maintenant l e  cas de s u i t e s  (S  ) convergente de l i m i t e  S n 

t e l l e  que 

w 

S* = 1 a avec  a  -> O e t  a  = 
n n n [ e n  d $ ( t )  o l  $ v é r i f i e  : 

n=O n* 

( 0  $'(t) > O sur CO, +=f ( resp .  sur 10 ,  WC) 

(13') 

+'(O) = O 

@ ( t )  bornée s u r  CO,  FC ( r e sp .  s u r  10,  WC) 



* 
D'après l e  t r a v a i l  f a i t  au chap i t r e  1, on montre que (S - S n )  e s t  une 

s u i t e  T.M. 

Montrons que (Sn) E R(')(s*) 

On déduit  d 'après l e  théorème a ,  page 94 e t  t o r o l l a i r e  l4b page 95 

l 
de Cl21 que : 

S' ';+i 
a = - +  i 2 O ,  p  2 2 où Sv # O,  e t  ce pour n  a s sez  " P 

l 
n n  p + i  P 

grand. 

1 , Tenant compte du f a i t  que pour n  a s sez  grand : 

a  62 B i  On déduit  a l o r s  que - = 1 + )in = 1 -$ + +. . .+ -r +. . . i 2 1. 
a  n  

1 
n n  

a  n  '' 1 
I De p lus  on remarque que % - 9 - comme p  2 2 

n  P  ,P-I' 
a  n  

On a  a l o r s  : l i m  = 0. 
n- n  

t2 
I Un exemple as sez  rencontré en p ra t ique  e s t  l e  cas  où $ ( t )  = - 2 '  

@ ( t )  v é r i f i e  (13 ' )  e t  on a  : = [ 1 
e-nt t d t  = -T. 

n 
n 

(2 )  7.r 
on déduit  a i o r s  que ( s ~ > ~ ~ ~  = [ 1 -$] R (J. 

v = i  v 

2 Sui tes  de L:')(s*) 

On a  d é f i n i  au chap i t r e  1 paragraphe 4  l'ensemble L(')(s*) ; L:')(s*) 
( 1 )  * P s e r a  d é f i n i  comme é t a n t  L (S ) pour p =  2 .  
P 



On a a l o r s  (S 1 L:')(s*) implique Sn+l = $l(Sn) où $1 e s t  une fonc- n 
* * 

t i o n  analyt ique dans un voisinage V de S , S é t a n t  l e  s e u l  point  f i x e  de 
s* 

@l dans un voisinage ; i .e. : $1(~*)  = s*. 

On suppose de p l u s  que : 

* * - $ ï ( S  ) = C # O avec Cen = C(Sn- S ) < O pour n a s sez  grand 

D'après l a  p ropr ié t é  1 7  de l a  page 47 de 8 1  ( sn )  es t  une s u i t e  conver- 
* 

gente de l i m i t e  S . On a a l o r s  

D'après l a  p ropr ié t é  des fonct ions  analytiques,on a a l o r s  pour n assez  

grand : 

Asn+l - = l + X n  où (An) e s t  une s u i t e  de l i m i t e  n u l l e  s ' éc r ivan t  : 
A 'n 

Comme ASn % 'll(S ) e 2  on dédu i t  a l o r s  que - A -> 0. 
2 n Ai - 

* 
Si  nous appelons l a  fonct ion  dé f in ie  p a r  $(x) = $ 1 ( ~ +  S ) - S* 

@ v é r i f i e  : 



Montrons que (fn) est une suite de limite nulle vérifiant M((B{O)), (un), 1) 

Ayant supposé (Sn) v é r i f i a n t  H 5 )  ; il e x i s t e  a l o r s  une s u i t e  (un) 
( 2 )  (0 )  (O) v é r i f i a n t  M e t  des cons tantes  al . a ,... i 2 1 t e l l e s  que : 
@ i 

(0)  d'où An+l = al ( 0 )  u ( l )  
n+ 1 +. . .+ ai n+ ï  + " O  

I et  ce pour n assez  grand. 

Choisissons N assez  grand de t e l l e  manière que un appart ienne à un 

voisinage V convenable de zéro pour n < N. On supposera V ouvert .  

Pour un € V ; remplaçons un p a r  x, An p a r  A(x) e t  fn p a r  f ( x ) .  

I l  e s t  c l a i r  a l o r s  que An+l = X ( U ~ + ~ )  = A($(un)). 

1 

Pour x E V ; A(x) d é f i n i t  une fonct ion  analy t ique  au voisinage de zé ro  

pour x E V e t  d 'après  l a  d é f i n i t i o n  de @ ( x )  ; X(@(x) ) d é f i n i t  a l o r s  une fonc- 
1 

t i o n  analyt ique au voisinage de zéro pour x c V .  

Le développement de A($(x)) en s é r i e  e n t i è r e  s ' é c r i t  a l o r s  : 

i 
$"(O) 2 Comme $(x)  = x + - 2 x +... $"(O) # O ; on o b t i e n t  : 

( 0 )  X(O(x) = al 2 x +.. . d'où : 

avec k2 2 # o. 



11 s ' e n s u i t  a l o r s  q u ' i l  e x i s t e  une fonction analy t ique  G(x) au vois i -  I 

nage de zéro pour x E V / , 

Z 

On d é d u i t  a lo r s  que A(@(x)) - X(x) - x G(x) 
X(@(x) - xo' 

(O) Comme X(@(O)) = X(0) = O e t  Xt (@(0) )  = ci1 # O i  1 

Il e x i s t e  G ~ ( X )  analyt ique au voisinage de zéro pour x E V t e l l e  que : 

d'où : 

Comme G e t  G1 s o n t  analyt iques au voisinage V de zéro  pour x E V ,  

v é r i f i a n t  G(x) - @"(O) 
2 v-- # O ; on dédui t  a l o r s  q u ' i l  e x i s t e  R1, ..., Ri , . . .  i 2 l  

2 i 
t e l s  que : x E V, X G ( x )  = k l x +  g2 x +...+ a .  x +... G;rxr 1 

Comme A(@(x)) - h ( x )  = X 
G(x) 

X($(X) 1 v , o n  a a l o r s  : 

De l a  même façon on montre que ; 



On dédui t  a l o r s  que (en) e s t  une s u i t e  de l i m i t e  n u l l e  v é r i f i a n t  M (2 )  
$ 

(O (0)  e t  donc que (An) v é r i f i e  M((ai ), ( en ) ,  1 )  avec al = ~ < i ( ~ * ) .  

c2) Exemples de sui tes (bn) v é r i f i a n t  H6) avec m - 1  
l ................................................... 

- AS 
n 

bn - . S i  (Sn) e s t  cho i s i e  / "n+i 

Asn+ï 
= 1 + An avec 

l - a s  
ASn 

n  

"n - 
X - O, a l o r s  bn 4 O , 
n n- n- 

d'où 
A S n + ~  AS 

l 
1 - n+2 

bn+î - " n + ~  A 'n F- - --. 
b A Sn n "n+2 1 - 

ASn+l 

On suppose (Sn) v é r i f i a n t  H5 ) ,  avec m = 1 : on a  a l o r s  t i m  bn = O 
n- 

e t  
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1 
d'où : - 

$"(O) Comme p a r  hypothèse a?) - - 
2 

# O on a  a l o r s  : 

2 i 
f ( x )  = B1 x + B2 x +...+ B. x  +... i i l  

1 

( 0 )  ($''(O) avec B1 = al 2 

Choisissant  en p a r t i c u l i e r  x = un pour un > N on a  : 

11 e s t  c l a i r  que fn -> O e t  que ( f n )  v é r i f i e  l a  p ropr ié t é  

( 0 )  
n- 

M((Bi 1, (un) ,  1 )  
( 0  avecB1 f O. 

Ce qui  montre que (b,) v é r i f i e  l 'hypothèse H 6 )  avec m i l .  

La proposi t ion  7 permet a l o r s  de conclure : 

Conclusion : 

'LOG 
e s t  s t a b l e  e t  accélérable  p a r  l e  procédé P: 

C'est un cas  p a r t i c u l i e r  du procédé standard é tud ié  par  GERMAIN-BONNE [73 

e t  KOWALEWSKI C81. 



( k )  I t é r a n t  ce procédé, on o b t i e n t  l e s  q u a n t i t é s  (Sn d é f i n i e s  r é c u r s i -  

vement p a r  : 

e t  il s ' e n s u i t  a l o r s  d ' ap rè s  l a  p ropos i t i on  7 que pour  t o u t e  s u i t e  ( S  ) E S . 
n  LOG ' 

asLk+l)  
( k + l )  * 

Sn - S 
R i m  = O i . e .  R i m  = O ,  k > O  
II- ASn 

S o i t  (Sn) une s u i t e  de l i m i t e  S* e t  v é r i f i a n t  H5). 

Asn+i ( 0 )  On a a l o r s  b  = - --> 0 ; où (An) v é r i f i e  M((ai 1, (un ) ,  1 ) ;  n  
n  n- 

(un)  é t a n t  une s u i t e  de l i m i t e  n u l l e  v é r i f i a n t  M ( 2 )  



En procédant de l a  même façon que précédemment on montre que pour n 

assez grand : 

bn+l - = 1 + fn  où f est une s u i t e  de l i m i t e  nu l l e  t e l l e  que : 
bn n 

(0)  
Donc par  d é f i n i t i o n  ( f n )  v é r i f i e  M((Bi ), (un) ,  1 ) .  

Ce qu i  montre que (bn) v é r i f i e  l 'hypothèse H 6 )  avec m =  1. 

La proposi t ion  7 permet a l o r s  de conclure : 

Conclusion : SLOG e s t  s t a b l e  e t  accélérable  pa r  l e  procédé : 

C'est  l a  première étape d'un procédé assez connu : l e  G2-Algorithme. 

I t é r a n t  ce procédé, on o b t i e n t  a l o r s  des q u a n t i t é s  ( S n ) )  dé f in ies  

récursivement p a r  : 



e t  il s ' e n s u i t  a l o r s  que pour  t o u t e  s u i t e  (S ) convergente appar tenant  à S 
n LOG 

e t  de l i m i t e  S* on a  : 

( k + l )  * 
Sn - S 

R i m  * = O - s; ) - s  

On va é t u d i e r  ce c a s  de s u i t e s  quand (Sn) E R ( ~ ) ( s * )  c SLO6. 

1 

Je r a p p e l l e  que (Sn) R ( ~ ) ( s * )  s i  (S e s t  une s u i t e  convergente de * n 
l 

l i m i t e  S t e l l e  que : 

a ( 0 )  a ( 0 )  
* - ASn+l = 1+-  +...+ % t... p r 1 pour n a s sez  grand. 

Asn n n 

ci ( 0 )  a ( 6 )  
1 AS n Posant An = - +. . .t - +. . . , on a : x -> O ( p a r  d é f i n i t i o n  
n n P n rr~o3 

- "n ( 0 l A S  D'où : bn = n ASn - n A n ~ Q a l  
n X* 

n 

Ce q u i  implique : bn a 0.  
n* 

b n + ~  - De p l u s  : - - 1 "n+1 
b ( 1  + -) -* 

n Asn n 

1 ( 2 )  X 
Comme (un)  = 5 v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  M avec  @(x)  = - @ x+ 1 e t  $t'(O) = -2, 

( 0 )  (O) @YO) On a a l o r s  = al 2 

Ce q u i  montre que (bn )  v é r i f i e  1 'hypothèse H 6 )  quand m = 1. 



La proposi t ion 7 permet a l o r s  de conclure : 

Conclusion : 

(2 )  * . R (S ) SLOG e s t  accélérable  pa r  l e  procédé 

- R ( ~ ) ( s * )  e s t  s t a b l e  p a r  I. 

L e s t  un procédé q u i  correspond à l a  première étape du procédé é tud ié  

pa r  LEVIN C91. 

I t é r a n t  L ,  on o b t i e n t  a l o r s  des quan t i t é s  ( SAk) ) déf in ies  récursivement 

pa r  : 

e t  il s ' ensu i t  a l o r s  que pour tou te  s u i t e  (S l r R ( ~ ) ( s * )  : 
n 

On é tudie  ce cas de s u i t e s  quand (S ) c L:')(s*) c SLOG. 
n 

* * 
supposée analyt ique dans un voisinage de S , v é r i f i a n t  $ i (S  ) = 1, 



l On a montré dans l a  p a r t i e  2 de c l )  qu'on a v a i t  a l o r s  : 

i * où An = @ll(S*) e +...+ w. e +... i 2 1 pour n > N2,  où (en) = ( S n - s  ) 
(2 )  1 n * * v é r i f i e  M où @ e s t  l a  fonction R + R  $(XI = O1(x + s*) - $1(~*)  = dl(x  + S ) - s . 9 9 

11 e s t  c l a i r  que R i m  bn = 0. 
m 

De p lus  comme (S É f hl)(s*) c LOGSF ; il s ' e n s u i t  qu'à p a r t i r  d'un 
I n 

c e r t a i n  rang (S 1 e s t  monotone e t  donc à p a r t i r  de ce  rang ASn est  de signe 
n 

I constant .  

Appelant N1 ce rang on a a l o r s  pour n > N > Sup(N1, N2) : 3 

1 
( 0 )  - V'(S*) avec B~ - = ,pl(S*) - ~ " ( s * )  2 .  

Ce qu i  montre que (bn)  v é r i f i e  l 'hypothèse H6). 

La proposi t ion  7 permet a l o r s  de conclure : 

1 Conclusion : 

fh l ) ( s* )  e s t  s t a b l e  e t  accélérable  pa r  l e  procédé : 

Ce procédé a é t é  é tud ié  p a r  KOWALEWSKI dans C81. 

(k) En i t é r a n t  K,  on o b t i e n t  des q u a n t i t é s  (S ) d é f i n i e s  récursivement 
n 

l par  : 



e t  il s ' e n s u i t  a l o r s  que pour  t o u t e  s u i t e  (Sn) e L:')(s*) : 

V I  EXEMPLES NUMERIQUES 
1 I 

Tenant compte des r é s u l t a t s  t héo r iques  des  paragraphes 2 ,  3 e t  4 ,  nous 

avons t e s t é  l ' i t é r a t i o n  d e s  algori thmes d é c r i t s  dans ces  paragraphes. 

Signalons que l e s  tests d ' a r r ê t s  son t  p a r e i l s  à ceux du procédé 62 

AITKEN i t é r é  . 

a)  Cas de la converaence 1 inéaire 
- 

* 
Soit  ( S  ) une s u i t e  convergente de l i m i t e  S . n 

( k )  Nous a l l o n s  appe le r  (Sn ) l e s  s u i t e s  obtenues après  a p p l i c a t i o n  du 

procédé s tandard  i t é r é e  : 



(k) e t  tn l e s  s u i t e s  obtenues après  app l i ca t ion  i t é r é e  de l a  première colonne 

du e2-Algorithme à l a  s u i t e  (Sn) : 

Nous avons appliqué chacune des t ransformations à des s u i t e s  (Sn) 

é tud iées  au c h a p i t r e  1. 

1 - S o i t  (Sn) l a  s u i t e  d é f i n i e  pa r  : 

On o b t i e n t  : 



C C C C C  
r.-) 4 .-a -4 ... .4 

a. K. cc c. I z 

4 4 4 4 4  

C C C C C  
+ + + C f  
C C C C C  
.-l 3 2 ?2 
J - C  r r c  
2 .+%-?fi 
c +rLc  v 
bh3 '=$>  
v P.- & -c P 

a .J -3 r.3 -J 3 -3 
C S  . - r r  

.J 3 72 .) .3 
Z . . - ' C  C C ' - - - :> :3 -2 .2 
C ' a . a  a c a  
A 3  5 3 3 5  
t P- v.P-r' Pc 
2 4 - m . 4 -  

* * * * *  
-cc.-..- 

2 3 = 9 . 3  

,.d 4 4 & 4 

C C C C C  
t + . r + +  

C C C C C  
,\ \ .% ,\ % 

P T V  v r ~ v  
4 q d 4 . 4  

fi Rn r.. r. 
3 0 .O .3 r, 
bbF.?-b 



On ob t i en t  après  appl ica t ion  de chacun des procédés c i t é s  précédemment : 

Le c a l c u l  de Ç ( ~ )  a nécess i t é  l a  connaissance de SI, S2,. . . 
6 '14' S15 

t and i s  que c e l u i  de t 4  a nécess i t é  l a  connaissance de SI, S2>. . . , %4' 



3 - Soi t  (Sn) l a  s u i t e  d é f i n i e  p a r  : 

Pour c e t t e  s u i t e  on a obtenu : l 

Le c a l c u l  de sk3)  e t  de t J 3 )  a n é c e s s i t é  l a  connaissance de 

S1' S2' " ' S12 

4 - Soi t  l a  s u i t e  (Sn) d é f i n i e  p a r  : 



l 
1 On a obtenu : 
i 

C O L ~ I , ~ ; E  ~i L I  5 
. 3 1 4 1 5 9 r 6 S 3 5 ~ ~ , ? ~ n + 0 1  - 3 1  P 15Y?b534F7t53i)+ul 
.J141592h53SQdQjbt01 - 3  I 4 l ~ Y 7 ~ ~ 5 ~ ~ ~ 7 ~ O b t ~ I  
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Le c a l c u l  de Si!') a nécess i t é  l a  connaissance de SI,. . . , Ç20. 
l 

(5)  Le c a l c u l  de tl a nécess i t é  l a  connaissance de SI, ..., '16' 

5 - S o i t  (Sn) l a  s u i t e  d é f i n e i  p a r  : 

La s u i t e  (Sn) e s t  convergente e t  de l i m i t e  Log2. 

On a obtenu pour c e t t e  s u i t e  l e s  r é s u l t a t s  su ivants  : 



l 
(5)  Le calcul de S4 a nécessité l a  connaissance de SI, .... '19 ' 

I Le calcul de ti5) a nécessité l a  connaissance de SI.. . . , S18' 

Conclusion : Ces r é su l t a t s  numériques confirment l e s  r é su l t a t s  théoriques 
1 

d'accélération de l a  convergence l inéa i re  m i s  en r e l i e f  dans l e s  proposi- 

t ions 3 e t  5. 

b) Cas de la convergence logarithmique 

* (k) 
Soit  (Sn) une su i te  convergente de l imite  S . On notera par Sn 

(k) (k)  (k) l e s  définies récursivement par : tn 9 Un ' Vn 



Nous avons a l o r s  obtenu l e s  r é s u l t a t s  numériques su ivants  : 

1 - On considère l a  s u i t e  (Sn) d é f i n i e  p a r  : 

* 
La s u i t e  (Sn) est convergente de l i m i t e  S = 3. 

On a b ien  Sn+l = @(S ) où @ e s t  l a  fonct ion  dé f in ie  p a r  : 
n 

* 
I l  est  c l a i r  que @ e s t  analyt ique dans un voisinage de S pour x assez 

* 
vois in  de S ; De p l u s  @ v é r i f i e  : 



c . c  r- \r 
b 12 ,? T 
K C  - c  
.J b :+ .p 
O n J C C  
4.'. 2 3 
-cc: n 
a lu ,- Lf7 
c , .  y. C 
= r f i r y ? J  
C C C C  
3 3130 
J+v)ric 

* a * *  

c(d.-lri( 

C C 0 0  + +  t t  
C C L G 
ry+orrl 

' C O  c c 
a 3 0 0  

tc a C C  
jo300 
' C D C C  

a W 0 ^ 3 ; >  
C O  o c  

L1 3 c 7 . - 3  > 
= c c c c >  
z o 0 3 a  
C C C F C C .  
-130.03 
c c c c c  
C Y n i r " r 4  

! a * * *  

3 L ' L - c C  r . p r b F r - C  r . ,  
A".-.>,-. J 7- :  .- : 4 T - 

S. - C I 5 C C . . - P C , F C  P L '  
i b e . 3 ' J  3-7 3 :,Lb 3 1 : 

C a ' c c c c c c  C C I C O  
-'5' >?-Fr; ,'--s >.>y 
c c c c c c  C C C C ~ ~ ~ .  
CZRh.% - . X R r b \ .  . , 
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Pour l e  c a l c u l  de sk3) on a eu besoin de S1, S 2 , - - *  9 S17~ '18' 

Le c a l c u l  de th1) a n é c e s s i t é  l a  connaissance de SI, S2 , . . . , S5. 

(5) Le c a l c u l  de u9 a n é c e s s i t é  l a  connaissance de SI,..., SÎ3, S24. 

A t i t r e  de comparaison ; on a pour l a  s u i t e  (Sn) : 

* 
Il  e s t  à remarquer que t i l )  donne l a  meil leure es t imat ion  de S . 

2 - S o i t  (Sn) l a  s u i t e  dé f in ie  p a r  : 

(Sn) est une s u i t e  convergente de l i m i t e  nul le .  

On a bien Sn+l = $(Sn) où $ e s t  l a  fonct ion  d é f i n i e  pa r  : 

Pour x assez  vo i s in  de zéro ,  +(x) est analyt ique dans un voisinage 

de zéro, de p lus  $ v é r i f i e  : 



1 On obtient alors 



Le calcul de si5) a nécessité la connaissance de SI>. . . y S16. 

Le calcul de t:') a nécessité la connaissance de SI>. . . , SI*. 

Le calcul de u::) a nécessité l? connaissance de S 1 ~ - - - 9  S25. 

* (5) 
La meilleure estimation de S est donnée par tJ . 

A titre de comparaison on a : 



173 

3 - Soit (Sn) la suite définie par : 

On a montré que (Sn) appartenait à ~(~'(0). 

Cette suite a aussi la propriété dlappartenir à L:')(o) ; En effet : 

On a Sn+l = @(Sn) avec @ : IR -i W définie par : 

X @(XI = - x+l ' Il est classique lorsque xest assez voisin de zéro, @(x) est 

analytique au voisinage de zéro et vérifie de plus : 

On a obtenu les résultats suivants : 





1 
Le calcul de si5) a nécessité la connaissance de SI,. . . , '19 

(1) 
l Le calcul de tg a nécessité la connaissance de S 1,--, s6* 

Le calcul de u(~) a nécessité la connaissance de SI,. . . , S27. 12 

I 
le calcul de v(') a nécessité la connaissance de SI,. . . , 13 '28' 

* 
La meilleure estimation de la limite S est donnée par th1), ce qui 

a fallu le calcul de S2, ..., S6. 

A titre de comparaison ; on a pour la suite (S n ) : 

4 - Considérons la suite (Sn) définie par : 

2 * - ' - 1.644934066846559.. . (Sn) est une convergente de limite S - 6 - 
7T 
2 

I on a vu que (sn) appartient à R2(6). 



On a obtenu l e s  r é s u l t a t s  numériques suivants  : 



l 
Le c a l c u l  de s J5 )  a nécess i t é  l a  connaissance de S 1,-" s18' 

l 

i 
Le c a l c u l  de t i 5 )  a nécess i t é  l a  connaissance de SI,. . . , '16 

l Le c a l c u l  de vk5) a nécess i t é  l a  connaissance de S .  . . , S24. 

* (5 )  
La meil leure es t imat ion  de S e s t  donnée pa r  tl . 

A t i t r e  de comparaison, pour l a  s u i t e  (S  ) on a : n 

5 - Considérons l a  s u i t e  (Sn) dé f in ie  pa r  : 

* 
(Sn) e s t  une s u i t e  convergente de l i m i t e  S = 0.577215664901533 = C où C 

désigne l a  constante d 'Euler .  

On a vu que ( S  appar tenai t  à R ( ~ )  (c) . n 

Pour c e t t e  s u i t e .  l e s  r é s u l t a t s  obtenus sont  : 





Le c a l c u l  de ~ 3 ~ )  a nécess i t é  l a  connaissance de SI¶. . . , 
'18 

(5) Le c a l c u l  de tg a nécess i t é  l a  connaissance de SI¶. . . , 
'18 

Le c a l c u l  de v") a nécess i t é  l a  connaissance de S1,.. . , 
12 '27' 

* (5 1 
La mei l leure  es t imat ion  de S a été donnée p a r  tg . 

A t i t r e  de comparaison ; on a : 

CONCLUSION 

Ces expériences numériques semblent a i n s i  confirmer l e s  r é s u l t a t s  

théor iques  obtenus concernant l ' a c c é l é r a t i o n  de l a  convergence de s u i t e  
* 

appartenant à Rî(s ) e t  L;')(S*). 

Ce que l ' o n  peut remarquer e s t  l ' e f f i c a c i t é  du 8 f i t é r é p o u r a c c é l é r e r  I 
n 

de t e l l e s  s u i t e s  e t  dans c e r t a i n s  c a s ,  exemple (i), exemple @, il n ' e s t  

pas u t i l e  d ' i t é r e r  l a  première colonne du @-algorithme ; l a  première colonne 

en elle-même est s u f f i s a n t e  e t  p lus  e f f i c a c e  que l e s  a u t r e s  procédés é t u d i é s  

dans ce chap i t r e .  
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k *  
2: CHAPITRE I I I  :: **  

UNE ITERATION PARTICULIERE LA PROCEDURE 8 



1 1. INTRODUCTION 

Soit (Sn) une suite de nombres réels. La transformation de Shanks 

consiste en la transformation d'une suite (S en une autre (e (S ) )  avec; n k n 

On peut éviter le calcul de tels déterminants en utilisant la défi- 

1 nition de Wynn : 

(n 
l l Wynn démontre €2k = ek(Sn). 

Dans 111 (Brézinski) ; on montre comment la modification de (1) 

donne naissance au 8-Algorithme dont les règles sont : 



En f a i t ,  vo i r  C21 (Brézinski )  on montre que (2 )  est obtenu à p a r t i r  

de l a  formule I 

( n )  ( 2 ' )  '2k+2 = E::+') + D L : ~ ~  où les (ck ) son t  obtenus à p a r t i r  de ( 1 ) .  I 

Formalisons c e t t e  façon de transformer l a  r è g l e  d'un algorithme en 

une aut re .  l 

S o i t  S un ensemble de s u i t e s  de nombres r é e l s ,  ef s o i t  S1 : 

Considérons l e s  app l i ca t ions  f ,  g, h envoyant S x S 1  + S d é f i n i s  pa r  : 

i ème Nous notons f (a,, bn) l e  n terme de l a  s u i t e  f ( ( a n ) ,  (b,)) ; e t  il 

en e s t  de même pour g e t  h. 

* 
S o i t  (Sn) une s u i t e  convergente de l i m i t e  S ; e t  (b,) une s u i t e  de 

l i m i t e  n u l l e ,  considérons l ' a lgor i thme de l a  forme : 

On d i t  avoir  appliqué l a  procédure- @ - à  c e t  algorithme s i  l a  forme (3)  

est remplacée par  l a  r è g l e  9(cn)  = f( Sn, bn) ( 3 ' ) .  

L 'applicat ion de l a  p r o c é d u r e - @ - p e u t  ê t r e  considérée comme une 

ex t rapo la t ion  l i n é a i r e  en zéro des  points  b s e t  (bn+l, Sn+1). 



Exemple : Le @-algorithme (2)  e s t  obtenu en appliquant  l a  procédure-  8 -  à 

l'€-Algorithme (1). 

On peut  é c r i r e  ( 3 ' )  : 9(cn) = f( Sn. bn) = Sn + Cf(sn. b,) - Sn] ( 4 )  

e t  on peut a l o r s  appl iquer  l a  procédure-  8 -  à ( 4 )  pour o b t e n i r  : 

Remarquant qu'on peut  é c r i r e  : 

On applique a l o r s  l a  procédure - 8 - à (4 '  ) pour ob ten i r  : 

E t  on peut  a l o r s  continuer à i t é r e r  l ' a p p l i c a t i o n  de l a  procédure 8 

pour ob ten i r  un algorithme dont l e s  r è g l e s  sont  dé f in ies  p a r  : 

La i ème app l i ca t ion  de l a  procédure - 8 - cons i s t e  a  remplacer l a  r è g l e  
(k (k)  c  n = a n + b  p a r 8  (c,) = f (Sn, bn).  n  

Posant (Sn ( k ) )  ( k ) )  = ( ~ ( ~ ' ( c ~ ) ,  on o b t i e n t  a l o r s  des q u a n t i t é s  (Sn 

dé f in ies  récursivement p a r  : 

Le bu t  de ce chap i t r e  s e r a  de chercher des condit ions s u r  (Sn) e t  (bn) 

s (k )  - S* 
- n 

pour que : R i m  * = O ,  k > 0. 
TH- S n - S  



Démonstration : 

Nous a l l o n s  donner une démonstration p a r  une récur rence  s u r  k .  

( 1 )  * Sn - S  
Montrons que R i m  * = o. 

rr*a, S n - S  

( 0 )  * Comme S = Sn + bn -> S on a a l o r s  : n 
n-Kx, 

(1) * * [<s'O' n - s*) - ( s n  - S*)I Sn - S  = ( S n - S ) -  O * AS,. 
A<S; ' - S )-(sn - s*)) 

d'où : 

(6) 

(O) * * * - S - - s  1 
S i  on montre que R i m  = R i m  'n+i - 

* * = p  f 1. 
rr+eo S n - 6  



Cormne nous l 'avons f a i t  pour des deux c h a p i t r e s  précédents ,  on d is -  

t inguera  l e s  deux cas  de convergence : 

l 
ler cas : (Sn) e s t  à convergence l i n é a i r e .  ------- 
\ 

2eme cas  : (Sn) appar t i en t  à des sous-ensemble s t r i c t s  de LOGSF. -------- 

II. RESULTATS DE CONVERGENCE ET DETERMINATION D ' U N  ENSEMBLE ~ * C L I N  
1 - 

(au sens large) 

* 
1 Soi t  (Sn) une s u i t e  convergente de l i m i t e  S , e t  s o i t  (bn) une s u i t e  

convergente de l i m i t e  n u l l e  e t  t e l  que b e s t  c o n s t r u i t  à p a r t i r  de 
1 n 

Sn, Sn+l ,..., S o ù p e s t  u n e n t i e r n o n n u l e t  f i n i .  
n+p 

On suppose de p lus  que (Sn) E LIN. 
1 

Les condit ions que l ' o n  d o i t  a v o i r  pour que : 

s(k)  - S* 
n R i m  * = O 

n- sn- s 

1 
son t  a l o r s  données pa r  l a  proposi t ion  suivante : 

Pmpos&ion 1 : SOCS (S ) une s&e convmggente de W e  s*, et soCS (bn) 
n 

I une b&e convettgevLte de W e  wLeee t d 2 e  que : 

R i m  bn 
* = a  o ù a e . & u n t r é & 6 i n i e t n o n d .  - S - S  

n 

M o u  : 

,F) - ,* - 
t i m  = O,  k 2 1 pouh *oute b&e ( s n )  appahtennnt d L I N .  
n- s, - S* . 



On au ra  a l o r s  d 'après  ( 6 )  : 

(O) * * 
(Sn+l- S - (Sn+l - s  1 

Calculons R i m  * 

( 0 )  - ce q u i  implique : s::: - S* - - (Sn+l- S * +bn+l. o r  S n + i  - ' n+ ï+  bn+ï 

d'où : 

e t  on o b t i e n t  : 

(0) * * * * 
(Sn+1- s - (Sn+l - s  s 1 

( 6 ' )  R i m  * = R i m  rc [:] = P i m  * 'n+i - 
I-Fo ( S n - S  n-*co Sn-  S 

Par hypothèse S n  E LIN,  il e x i s t e  donc une cons tan te  p , t e l l e  que 

-1s p < 1 t e l l e  que : 

J 

R i m  'n+i - S m  = p. * 
n-*b. S n - S  



(O) * * - s 1 - - s  ) 
De ( 6 ' )  on t i r e  a l o r s  que R i m  * = p. 

Ce q u i  montre que l a  p ropr ié t é  est v r a i e  pour k = 1. 

(k) * Sn - S  
On suppose que R i m  * , k > O. Montrons que 

n+QJ S n - S  

p + l )  - s* 
n R i r n  * = o. 

n- Sn - S 

d'où 

(k) * 
(Sn+i - s - (Sn+l - s*) 

Calculons R i r n  

(k) * 
O r  par  hypothèse : R i r n  'n+i - = o. - Sntl - s* 



(k) * * * - s - (Sn+l - s  1 
d'où R i m  = R i m  'n+i - 

* * = p # l  - S n - S  

de ( 7 )  on d é d u i t  a l o r s  : 

( k + l )  * 
Sn - S  

R i m  - P-1 - - 1 - - - o .  * O- 1 
n* S n -  S  

C.Q.F.D. 

Donnons un exemple important de s u i t e s  (b,) t e l l e  que 

b  
R i m  n  

* = a,  a  f i n i  e t  d i f f é r e n t  de z é r o  
n- S  - S  

n  

Soi t  (Ehn))  l a  s u i t e  @tenue a p r è s  a p p l i c a t i o n  du procédé 6* AITKEN 

à (Sn) .  

6 * 
( n ) )  - ( ASn 

On r a p p e l l e  : (Sn> -> ( E  - ( S n -  1. 
h2sn 

Z 
D'après l a  p r o p r i é t é  de r é g u l a r i t é  du 6 AITKEN sur L I N ,  on a  pour  

* * 
t o u t e  s u i t e  ( S  ) convergente de l i m i t e  S  e t  appar tenant  à LIN : n  

* 
(") r R i m  sn = s - R i m  E~ 

rr*co w 
( n )  - s* 

E n  
L - R i m  * = o. 
S n - S  

I l  s ' e n s u i t  a l o r s  que : 

- R i m  bn = 0. 
n-Kx, 

b 
* 

( E ; n ) - ~ * ) - ( s n - s  1 
R i m  n  = R i m  = R i m  -1 = -1. * * * 
w s n - S  n+= ( S n - s  1 n+co S n - S  



(b,) v é r i f i e  b ien  les hypothèses de l a  proposi t ion  1 avec a = -1. 

Le procédé-accélérant LIN  obtenu est a l o r s  : 

Pour k = 1, l e  procédé ( 8 )  devient  : 

l 
C'est  un procédé obtenu comme cas p a r t i c u l i e r  de l a  procédure stan-  

dard é tud ié  p a r  B.  GERMAIN-BONNE dans C31. 

III. RESULTATS DE CONVERGENCE DANS LE CAS DE LA CONVERGENCE LOGARITHMIQUE 
l 

* 
Soi t  (Sn) une s u i t e  convergente de l i m i t e  S e t  t e l l e  que : 

"n+l - -  
&Sn 

- 1 + A n ,  où ( 1  e s t  une s u i t e  convergente de l i m i t e  n u l l e .  

, Une t e l l e  s u i t e  (Sn) appar t i en t  à LOGSF. 

* 
, Nous voulons chercher une meil leure approximation de S en appliquant  

à (Sn) l e  procédé ( 5 )  : 

1 D'après l e s  r é s u l t a t s  de GERMAIN-BONNE e t  DELAHAYE [4], c e t t e  recherche 

de l a  meil leure approximation de '$ nécess i t e  des informations s u r  l a  s u i t e  

(A,). 



Nous a l l o n s  donner dans ce c h a p i t r e ,  en p l u s  d ' informations s u r  ( b  ), n l 
quelques informations s u r  (A ) pour a v o i r  : n 

a )  Recherche d ' informat ions sur ( A )  e t  (bn) 

On suppose (bn)  convergente de l i m i t e  n u l l e  e t  v é r i f i a n t  
1 

bn+ 1 - = 1 + f où ( f  ) e s t  une s u i t e  de l i m i t e  n u l l e .  
l 

b n  n  
n  ( 1 )  * Sn - S  

Q u e l l e s  informations doi t -on posséder  s u r  ( f n )  e t  (An) pour que * -> O ?  
S n - S  Il+= 

( 1 )  - bn On a  p a r  d é f i n i t i o n  : Sn - Sn - q ASn. 

bn+i  . As(') = AS - - d'où . bn 

Abn+i "n+i + bb n "no 

Ce qu i  r e v i e n t  à é c r i r e  : 

"n+1 bn+ 1 
Soit  e n  t enan t  compte du f a i t  que --- = 1 + An e t  - = 1 + f n  : 

A Sn bn 
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Supposons que ( f  e t  (An) v é r i f i e n t  l e s  hypothèses su ivantes  : n 

'n - R i m  - = K ou K est un r é e l  f i n i  non nul.  
n 

"n - R i r n  = 0 
I-I+= n 

On aura a l o r s  : 

bn "n 
l 

L i m  snl) E Lim(Sn - - ASn) = R i r n  Sn - L i m  - 
Abri fn 

l 
- X ASn "n n o n a : ~ -  - * ? + O .  

( 1 )  * ~ d'où R i m  Sn = L i m  Sn = S . 
AS:') ( 1 +  fn)fn+l-  ( 1  + ~ , ) f  

l 
Comme n TI -> O e t  comme (Sn) ; (S ) e s t  

fn n + i  n- n 

donc monotone à p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang,on dédui t  : 

Le problème q u i  s e  pose maintenant e s t  de t rouver  des hypothèses 

n 
( 1 )  (1 )  supplémentaires sur (A ) e t  ( f n )  pour que l a  s u i t e  (bn ) = S -Sn)  a i t  n 

des p ropr ié t é s  équivalentes à c e l l e s  de ( b n )  i . e .  : 

( i + f ( l ) )  n f ( l )  - ( l +  i n )  n+ 1 
( 1 )  

- t i m  (1-1 - bn+ï 
1 )  (1 )  = O où fn - bCrj- 1. m 'I, f n + l  n 



La p ropos i t i on  su ivante  résoud ce problème : 

SoLt ( s n )  une suCte conveilgede de W e  s * et vt%id*ant L' hypoththese 

H ~ )  de û1 paoposLtion I (cd. C h a p h e  II ) et (bn)  une 6uCte de .UniXe nu.Ue 

et véhi&iat  L1hypo.th&e H ~ )  de ce t t e  même ~ o p o s L t i o n .  

A l o u  pom n addez gmnd, ( s i1) )  m i X e  dé@.nie pan ( 1  1 )  e6.t une s d e  

convengente .t&e que : 

- t sL1)) convenge p h  v a e  que ( s n )  v m  S* 

- La s&e (bn = ( sLi) - S n 1 e6.t une du&e de U n i t e  n&e v e h i m t  : 

( 1 )  

bn+l = 1 + fL1) où f(')ed.t une 6&e de U e  n&e véhi&Lat la bm n 
n 

( 1 )  ( 1 )  , ( 0 )  phophLé.té M( (Bi , (un ) , m ) avec 8, - 8, . 

Démonstration : 

Ayant montré dans l a  démonstration de l a  p ropos i t i on  7 (Chapi t re  I I )  
( 1 ) )  * que (Sn converge p l u s  v i t e  v e r s  S que (Sn) ,  on d o i t  montrer que l a  s u i t e  

( b ' l ) )  est une s u i t e  de l i m i t e  n u l l e  v é r i f i a n t  : n 
( 1 )  

ASn+ï ( 1 )  
.- = 1 + fn où (fL1)) e s t  une s u i t e  de l i m i t e  n u l l e  v é r i f i a n t  l a  p r o p r i é t é  

"Çn 

( 1 )  = 0 Montrons que & i m  bn 



(0  ( l n )  v é f i f i e  l a  p ropr ié t é  M((ai 1, (un) ,  m) ce qu i  r ev ien t  à é c r i r e  : 

(O) m A = a m  (O) m + i  
n  n n  

(O 
+ * * * +  'm+i u  +...+ .., i 2 O ,  m 2 1,avec u # O  e t  (un) une s u i t e  m 

de l i m i t e  n u l l e  v é r i f i a n t  M (m+l) 
9 

( 0 )  De même ( f n )  v é r i f i e  M((Bi 1, (un),  m) implique : 

On dédui t  a l o r s  : 

X a (O) m (O) m + i  
u  +...+ u +... u (0) 

n -  m - - n n  

fn (01 (01 m + i  -' -Tor 8, +...+ Bm+i u n  +. . . - 'm 

Ce q u i  donne 

a (0) 
( 1 )  - !Limbn - -  m "n 

( l ~ r  E i m  ; oii a  a l o r s  : 
n- 'm n 

Montrons que ( f  (')) v é r i f i e  l a  p ropr ié t é  ( 1 )  ), (un),  m) avec 6, (1 )  - (O) n  - 'm 

( 1 )  Calcul de fn 



d'où 

( 1 )  Af n 
4 f 
n d'où f n  = h - i - - - 

fn+ ï  f n + î  

f ( l )  e s t  une s u i t e  de l imi te  n u l l e ,  en e f f e t  : 
n  

(0 )  ( f  v é r i f i a n t  l a  p ropr ié té  M( ( 8  ), (un) ,  m) on a a l o r s  : n  i 

(O) m (O) m + l  
fn  = 8, u  +...+ Bm+i ( O )  u  m + i  +... n  + 'm+i Un n  

B(0)  m + l  (O) m + l  (O) m + l  
f n + i  - m Un+i + B m + ï  Un+i +...+ B m i U  +... n+i  d'où : - - 

O m + l  
i 2 0  f n  B ( ~ )  U m + l  + BA+: un +. . . + O )  u m + i  +... m n n  

( m+l 
U 

(un)  v é r i f i a n t  l a  p ropr ié té  M n + l >  1 
@ on a  u  -> O e t -  n n- un n- 

A f  n  On conclut a l o r s  - = - 1 4  O 
fn+ i  w 

(1)  Afn Afn Ce qui  donne Ilim f = Ilim X - - R i m r  - R i m  7 = 0. 



On a p a r  hypothèse : 

An = a (O) m (O) m+i 
U +".+ \+i Un m n +... 

où (ti ) est une s u i t e  de l i m i t e  n u l l e  v é r i f i a n t  pour n a s sez  grand : 
l n 

u n+ 1 = $(u  ) où $ e s t  analyt ique dans un voisinage convenable de zéro e t  vér i -  n 
f i a n t  : 

l m é t a n t  un e n t i e r  2 1. 

u s ' é c r i t  a l o r s  : n + l  

$(m+l) (O) m+l ( m + i  ) 
u = U  + u +. . .+ (O) m+i n + l  n (m+l)! n (m+i)! u n +... i 2 1. 

V é t a n t  un voisinage convenable de zé ro  ; posons pour x E V : 
1 

Considérons l ' express ion : 

pour x E V .  

Nous a l l o n s  chercher l e  développement en s é r i e  e n t i è r e  convergente de 

P(x) pour x € v .  



lèhe ihîzpe : Calcul de f+(x )  - f ( x )  ..................... 

d'où : 1 

Comme $(XI  = x +  O ( ~ + ' ) ( O )  X m + l  +. . .+ $(m+i ) (~)  x m + i  +. . . (m+l) ! (mt i )  ! 

$(m+i)(o) m + r  m' 
on déduit  a l o r s  que ($(x) lT - xT = 

(m+l) ! r x  + O ( X  où m l  2 m + T + 1  

d'où 

f e t  f é t a n t  analy t iques  au voisinage V de zéro pour x E V ,  on t i r e  a l o r s  q u ' i l  + 
e x i s t e  H(x) une fonct ion  analyt ique au voisinage V de zéro  pour x E V t e l l e  que : 

f+(x)  - f ( x )  
2ème &tape : Calcul de 

f+(x)  

On s a i t  que f + ( x )  = ( 0 )  
6 m ( ~ ( x ) ) ~  +. . .+ ~ m ) ( $ ( x ) ) ~ + ~  +. . . i i O 



I l  e x i s t e  a l o r s  une fonction H ( x )  analyt ique au voisinage V de zéro 
1 

pour x E V t e l l e  que : 

(0 )  + ( m + i ) ( ~ )  x2m f+(x)  - f ( x )  m 13, 
d'où - - (m+l) ! 

H(x) +(rn+i) 
= m  (0 )  H(x) m 

f + ( x )  +O) xm (m+l)? Hl(x) x 
m H1(x) 

l 
Posant G(x) - - H(x) ; G(x) e s t  analyt ique au voisinage V de zéro  pour 

I x E V v é r i f i a n t  G(O) = 1 ; de p lus  

i On dédui t  a l o r s  que : 

G(x) é t a n t  analy t ique  au voisinage V de zéro,  il e x i s t e  a l o r s  
i til, ..., 6i,... ( i  2  1 )  t e l s  que : G(x) = 1 + 6 1 x + . . . +  6. x +... 

1 
i r 0  

(O) m + i  O r  p a r  hypothèse A(x) = a xm + a(') xm+l +. . ,+ a m m+ 1 m + i  +... i 2 0 ,  

, D'où 

où l e s  (wi )irm+l se  ca lcu len t  à p a r t i r  des (ailizm e t  (6i)i21, e t  : 

On dédui t  a l o r s  que 



( 1 )  l e s  (Bm+i)i.l se ca lculant  à p a r t i r  des (ai)i2m, e t  - 

Soi t  en posant Bm - - m  

So i t  N l ' e n t i e r  na tu re l  t e l  que un E V pour n  > N. 

Faisons x = u n  > N. On a  a l o r s  : n ' 

(1 )  c 'est-à-dire ~ ( u , )  = fn e t  donc : 

( l ) )  est une s u i t e  de l i m i t e  n u l l e  v é r i f i a n t  l a  Ce qui  montre que (bn 
( 1 )  propr ié té  M( (Bi ), (un) ,  m) avec 

C.Q.F.D. 

L'applicat ion du procédé ( 5 )  à t o u t e  s u i t e  (Sn) v é r i f i a n t  l e s  hypo- 
k 

thèses  de l a  proposi t ion  2 donne a l o r s  des quan t i t é s  (Sn) d é f i n i e s  par  : 

où (b,) est une s u i t e  v é r i f i a n t  l e s  hypothèses de l a  proposi t ion  2. 





v é r i f i e  les hypothèses Hg) de l a  proposi t ion 7. 

On a vu que dans l e  cas  où (S ) E R(*)(s ) a l o r s  : 
n 

(bn)n>l  = (n ASn)nll v é r i f i a i t  l e s  hypothèses de l a  proposi t ion 7 

e t  dans le  cas où (S 1 E L:')(s*) a l o r s  : , 
n 

(b,) = / . .  v é r i f i a i t  l e s  hypothèses Hg) de l a  proposi t ion  7. 
n 

Ce qu i  nous permet de déduire que : 

Soit  

Alors pour toute  s u i t e  (Sn) E R ( ~ ) ( s * )  u fi1)(s*) on a : 

( k + l )  * 
Sn - S 

R i m  * = O, k 2 0 
w S - S  

n 

@ s o i t  : 

Alors pour toute  s u i t e  (Sn) E R ( ~ ) ( s * )  on a : 

n l l  

p + l )  - s* 

R i m  
n 

* = O, k 2 0  
n-Kx> Sn - 5 



~ @ s o i t  : 

Pour t o u t e  s u i t e  (S ) c f i l ) ( s * )  on a  : 
n 

V. EXEMPLES NUMERIQUES 

Tenant compte des déductions 0, @, e t  @ on a  t e s t é  chacun des 

procédés s u r  L ("(s*) e t  R ( ~ ) ( s * ) .  2  

Nous précisons que l e  t e s t  d ' a r r ê t  e s t  l e  même que c e l u i  du 6* AITKEN 

i t é r é .  On t r a i t e r a  l e s  deux cas de convergence : 

, - l i n é a i r e  

- s u i t e s  de L:')(s*) e t  R ( ~ ) ( s * ) .  

* 
Soi t  (Sn) une s u i t e  convergente de l i m i t e  S  . 

( k )  ( k )  (k Soient  Sn , un e t  vn les quan t i t é s  su ivantes  : 
I 



a) Sui tes  de LIN 

On a expérimenté l e  procédé (5) avec bn = chn) - Sn s u r  les s u i t e s  

su ivantes  : 

O Soi t  ( S  ) l a  s u i t e  d é f i n i e  pa r  : n 

On s a i t  ( c f .  Chapitre 11, que (Sn) est une s u i t e  convergente de l i m i t e  

S* où S* = 2 - ; e t  appar t i en t  à LIN. 

On a obtenu l e s  r é s u l t a t s  su ivants  : 



* 
est l a  me i l l eu re  e s t ima t ion  de S , e t  pour  son c a l c u l ,  on a  eu 

beso in  de SI, ..., S16 O r  pour  l a  s u i t e  (Sn) on a  : 

l Ce q u i  montre l ' a c c é l é r a t i o n  de l a  convergence de l a  s u i t e  (S ) p a r  l e  
( n )  n  

procédé (5 )  avec b n = E 2  -Sn.  

@ S o i t  (Sn) l a  s u i t e  d é f i n i e  pa r  : 
l 

* 
On a vu que (S ) é t a i t  convergente de l i m i t e  S  = 0,5671482904784 ... n 

e t  a p p a r t e n a i t  à LIN. 
1 

On a l e s  r é s u l t a t s  s u i v a n t s  : 



Une meil leure es t imat ion  de S est donnée p a r  s ( ~ )  ; ce q u i  a  nécess i t é  2 4 
l a  connaissance de SI, S2, ..., S2*. 

Pour l a  s u i t e  (Sn) on a : 

Ceci montre q u ' i l  y a  accé lé ra t ion  de c e t t e  s u i t e  par  l e  procédé ( 5 )  
- ( n )  avec bn - E2 - Sn . 

b )  Sui tes  de Li1)(s*) e t  R(*)(s*) 

A p a r t i r  des conclusions f a i t e s  dans l e  paragraphe 4 ; on a t e s t é  l e s  

procédés é tud iés  dans ce chap i t r e  s u r  des s u i t e s  de L:')(s*) e t  U(*)(S*). On a 

obtenu : 

a' Soit  (Sn) l a  s u i t e  d é f i n i e  pa r  : 

[s0 = 2.5. 

On a vu que ( sn )  appar tena i t  à Li1)( 3). 

Les r é s u l t a t s  numériques obtenus son t  : 



l I i I 
4 " 4 d w d . - l " l 4 + . - 4 4 . - l d - ' d * . - ,  

c c c  C C C C G C C C C C C C c c  * + + + + + + + + + + + + + + + +  
C C C  C C C C C C C  C C C L ' L  C C  
~ ~ f r - = ¶ . * 2 - q h f i Y 3 J 7  * U C U - l b  3 
u S C G C C C ' C r c c a ; _ C ~ o  O 9  
~ @ ~ O . O r ~ N b ~ ~ C ~ : ~ C ~ ~ ~  
n n ~ ~ ~ v ~ ~ r s . - . ~ r - ~ ( w c  .- 
cCNi?Q3-IzS-7 ' - ~ p r l . 3 * " - r r l h r  
Z C C  l % C . C ~ i l F i ' . - i C .  ? C F - p -  

h 
f ' J h h 3 3 d 9 0 . V  3 2  3 - 9  X . 4  5 2 P.% 

= . r c ( u t ~ . c a  - r c u  U-c L - W L , - P V ~ (  
-lu7 3r- .n. -*  0-2 : Y N , 7 ? , h 1 2 3 +  
z o  c c e r  r r r ~ r c - - c ~ ? y ~ v  
L.3 3 r 4  <;-Y\ .*.-4 : f .S '\: J - , .? .+ 
C - o C u C I i - r C i r  C- P. < 5 L' L- ci 2 =J 
J N 4 . 4 - . - - . - ' 3 ,  a--..= ,., - 2  
L C C C C C C C C C C C C C C L C C  
L Cr ,y :c jr Y w ,.c v ,y ,C tr ,C .r c c ,y 

e  e * e e e e * * * e * *  * * a @  

I .  

C C C C ~ ~ ~ ~ ~ u - ~ ~ ~ ~ ~ ~  

0 0 0 0 3 3 0 0 0 3 0 0 3 0 0 0 3  + + + + + + + + + + + + + + + + +  
3 0 3 3 3 3 2 3 3 3 3 3 3 - 3 0 3 3  
~ n r r - u f i f i a r r c & a f i p r ~ - f i ~ c  
t ' - l T F S b b O ~ ~ P r n . 4  0M- I  0 3  
w c c ~ - ~ u n . n < a v . c ~ < , o a o ~  
i n f u 0 0 3 b ~ 3 ~ 0 . 4 3 ~ ~ 3 ~ N  
C P - C < C - < Q G < F < & = f - F 0 : 4  
1 3 P , @ r " ? C P b  ..,a"? 3 ' 3 " 7 3 P  ru-'1 

n a - t r ~ s ~ ~ ~ ~ c ~ ~ w u v a ~ ~  
O t - 9 3 W b ~ N D F ~ ~ * * 3 3 ~ : , l 3 3 - 4  
- C  ~ h 9 ~ . c u 3 c ~ ~ r ~ ~ ~ h ~ ~ .  * W J . i 3 M O C T J , : 3 x . 2 i c F r - r c G 3 4 : u M  

i U b C C r ' C c C C & . C : O  C - r , Q i r &  
= m o ~ a t - . f i a 3 a  0 . 3 r - ~ p s + b r -  
C ) = , C C " O C  O Q G C C ' O O C C C O Q  
J 3 h 9 C 3 O Q Z T P * P P " . P c e  
~ w r n f i n h n ~ ~ h ~ n ~ ~ - r . r . f i a  

* e * e e * * * e e * e e e .  

I I i 



On a une bonne estimation de la limite de la suite (Sn dans : 

- s et u(~). Cela nous a valu la connaissance de SI,. . . , S25 19 



O r  on a vu que pour  c e t t e  s u i t e  on a v a i t  : 

Ce q u i  montre q u ' i l  y a a c c é l é r a t i o n  de l a  convergence de (Sn). 

2 S o i t  (Sn) l a  s u i t e  d é f i n i e  p a r  : 

On a vu que ( S  e L;')(O). n 

Les r é s u l t a t s  numériques obtenus s o n t  : 

i Le c a l c u l  de u ( ~ )  a n é c e s s i t é  l a  connaissance de SI,. .. , S9. 4 

- - 
O r  on a vu que S = 0.091229407850366... 

50 

Ce qu i  montre q u ' i l  y a a c c é l é r a t i o n  de l a  convergence p a r  l e  procédé 

( 5 )  avec bn = J 1 q  pour  c e t t e  s u i t e  s n ) .  



3 Soit (S ) l a  s u i t e  définie par : n 

On a vu que (sn) appartient  à L:')(o) e t  ~(~'(0). 
i - 

On a obtenu l e s  r é s u l t a t s  numériques suivants : 1 

On a obtenu l a  meilleure estimation de l a  l imi te  dans s i 2 )  ; ce qui 

a nécess i té  l a  connaissance de SI>. . . > '14 

O r  a t i t r e  de comparaison, on f a i t  remarquer que : 

Ce qui  montre qu'on a accélération de l a  convergence de ce t t e  s u i t e  par 

l a  propr ié té  (5) avec bn = E~ (m -Sn. 



CONCLUSION 

Les r é s u l t a t s  numériques montrent ; que pour c e r t a i n s  c a s  de s u i t e s  

(bn) on a accé lé ra t ion  de l a  convergence de l a  s u i t e  (Sn) p a r  l e  procédé (5). 

Cependant, on a remarqué l ' i n s t a b i l i t é  du procédé (5 )  avec bn = n ASn. 

s u r  l e s  s u i t e s  de R ( ~ ) ( s * )  ; Jesuggère ra i s  l ' u t i l i s a t i o n  du procédé ( 5 )  

avec bn = .'El ; cependant une quest ion s e  pose a l o r s  : 

- Y-a-t-il une r e l a t i o n  d ' inc lus ion ou même d ' é g a l i t é  e n t r e  
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- - ** :+ CHAPITRE I V  :: ** 

ACCELERATION DE LA CONVERGENCE PAR LE 

PROCEDE 62 AITKEN ITEREE DANS UN HILBERT REEL 



INTRODUCTION 

Dans l e  chap i t r e  1, nous avons é t u d i é  l e  procédé 62 AITKEN i t é r é  

appliqué à une s u i t e  de nombres r é e l s .  Dans ce c h a p i t r e  I V ,  nous nous 

plaçons dans l e  cadre p lus  généra l  de s u i t e s  d'éléments d'un espace H 

dé Hi lber t  pour é t u d i e r  l ' i t é r a t i o n  d'un procédé T appliqué à une s u i t e  

d'éléments de H.  

( On d é f i n i t  T pa r  une app l i ca t ion  H + H / (Sn) + (T(Sn)) = ( c i n ) )  

0 é t a n t  un élément de H t e l  que < A ~  Sn, +> # O Vn e t  <,>H désignant 

l e  produi t  s c a l a i r e  dont e s t  muni H. 

Dans c e r t a i n s  ouvrages C l ] ,  C41, T  est obtenu comme cas  p a r t i c u l i e r  

de l a  généra l i sa t ion  de l a  t ransformation de Shanks dans un espace topolo- 

gique. 

Nous é tudierons  l ' a c c é l é r a t i o n  de l a  convergence de s u i t e s  (Sn) 

t e l l e s  que : 

Sn+ 1 = A s n + b  

So donné 

où A est opérateur compact, auto-adjoint  envoyant H dans H,  t e l l e  que 

( 1 - A )  s o i t  i n v e r s i b l e  e t  b  un élémen* de H. 

Avant d ' e n t r e r  dans l e  v i f  du s u j e t ,  un rappe l  de d é f i n i t i o n s  e s t  nécessaire.  



DEFINITIONS - NOTATIONS 

S o i t  H un espace de Hi lbe r t  r é e l ,  muni d'un produi t  s c a l a i r e  noté 

par e t  d'une norme notée pa r  II II 
Y' 

On appelXe opEMeuh &néahe A : H 4 H une appUcaZion qtU véa,Ldie 

l A(cixl+Bx2) =ciAxl+BAx2, Vx,, x, E H ,  ci eX B é&nX tréd.4. 

Un o p M e u h  A : H +  H e6.t ckt compacZ h i  powr i t a d  ememble M borné 
i danh H on a A0 a i t  compact. 

l 
On app&e opémteuh adjoint de A t 'opémteuil A* dédini pm : 

. 
Quand A* = A ,  A e6.t di t  opéWeu>r auto-adjouLt. 

I Un n o t m  : Ker A = {x E H / A x )  = 0. 

Soient ( s n )  et (T,) deux h&e6 d'uérnentd de H convmgente6 ayant 

t rapedvement  powr ~e S* et T*. 

On diira que CS -S*I 2 C T ~ - T * I  si : 1 n 

On tremque que la trebCion 2 e6.t ~ n s ~ v e .  

P o u  &hh, nouQ énonçoa un ithéotrèsne (Théotrème de ff.XbW-Sch~ÙcLt1 

qui now o m v h  pm la a d t e  : 



Théotème 7 : 

Powr tou;t opétraiteutr f i é u h e  compact au;to-adjoinX A dans un upace  
de HiXbei r t  H 2 eeridte un by~tëme o~thonomé {$n3 de v e o t ~  p t o p t ~  a ~ o -  

ciéb a u x  v d w  ptoptes non nileeu {Xnl, t e l  pue to(Lt UEment 5 E H p& 
~ ' é v h e  d'une manL&e unique AOUA h dome : 

0Ù 6 '  E Ker A .  

1. RAPPELS DE PROPRIETES ET  POSIT ION DU PROBLEME 

Nous allons donner les propriétés d'exactitude et d'accélération de 

la convergence du procédé T défini en (1). 

Soit H un espace de Hilbert et (S ) une suite d'éléments de H conver- 
* n 

gente et de limite S . Nous utiliserons les notations : 

; $1 - S* 
2 Ehn) étant la quantité définie par (1) 

- K = {f H/<$, PH = 01 où #J est un élément de H tel que 

On a alors : 

Si (Sn) ut t&e que : S0 - S* = eo E K et d i  sn = S* + Xn eo où A ut 
un técd  non nul &ddaenit de 1, d o m  : 



Démonstration : 

* n S i  S n = S  + A  eo on a a l o r s  : 

s ~ = ( A ~ + ~ - ~ A " ~ ~ + x " )  eo = An eo(A-1)  2 

* (ASn¶ 
d'où E ( ~ )  - S* = (sn - ç ) - 2 2 AS n implique : 

(A Sn¶ $IN 

An(;\ - l ) ( e o ,  $lH 
E n = e  - 

n 2 An (A - 1 )  eo. 
An(A- 1 )  ( e o -  

@ )H 

Concernant l ' a c c é l é r a t i o n  de l a  convergence, nous avons l a  p r o p r i é t é  

su ivante  : 

S i  ta 6~&? ( s n )  e6.t ReUe que : 

R i m  <@' 'n+l>H = p  où p e6.t une cona;tanite/o< [ p l  < 1 
n+aD <$¶ en>H 

< E n ¶  +> 
: R i m  H- = 0 ,  - <en¶ $>H 



Démonstration : 

Rirn 
w 

<$Y e > 
L'hypothèse Rim = p implique : 

Il+=" <O' en>H 

= Rim 
Il-=' 

= Rim 
n-~x, 

<ASn+l Y PH <e n+l ' 9> 
i.e. : Rim - = Rim = p. 

w <ASn¶ PH - <en, $2 

<ben' 9>H 
Comme E = e - ASn = e - Asn 

n 2 " <A eny PH 

<En¶ @> 
d'où Rim P-1 - - 1 - - - o .  7- - <en P-1 

1 l c n l  I H  
Intéressons-nous à la quantité 

1 len 1 lH 

<Aen+y 4>H 
Posons pn = 

<Aen3 ' 

<ASn en Pn - en - en+l + en - On a alors : E~ = e - - - 
Pn - 1 Pn- 1 

I lenl l - 1 Ilen+l- pn enl 1 
d'où : - 

IIenII I I ~ - P ~ I I  1 lenl l 
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I len+l - penl I 
Comme llim pn = p, si on suppose 2 i a  = O, on aura alors : 

n+co n+co I Ienl I 

I l ~ ~ l  I 
llim = O - IIenl l 

b )  Pos i t ion  du problème 

Soit H un espace de Hilbert, A un opérateur linéaire compact envoyant 

H dans H, et b un élément de H. 

Considérons la suite (S ) d'éléments de H telle que : 
n 

= ASn + b 

So donné 

* 
Si I I A I I  (1 ;on sait que llsn-s*(IH--& O ;  S étant l'unique élément 

* * 
de H vérifiant S = AS + b. 

L'application itérée du procédé T à une suite (S ) de la forme (2) 
(n) 

n 
donne alors des quantités ( k ~ 2  ) définies récursivement par : 

, 

On précisera que A E (n) - (n+l) (n 1 
k 2 - kE2 - kE2 

(n+l) 
'm' 2 9 4' 

On suppose que s'il existe m /  = 1, on pose alors : 
<b,i,:n), $> 
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Cet te  d é f i n i t i o n  a l o r s  l ' e x i s t e n c e  des quan t i t é s  (k~:n)) .  

Nous nous posons l a  quest ion suivante  : 

Nous essa ierons  de répondre à l a  ques t ion  dans l e  cas  où A est  un 

opérateur l i n é a i r e  auto-adjoint  compact. Nous expliquerons p a r  l a  s u i t e  

l a  ra ison pour l a q u e l l e  l e  cas A non auto-adjoint  n'implique pas l e  même 

r é s u l t a t  que dans l e  cas  auto-adjoint.  

II. ACCELERATION DE LA CONVERGENCE DANS LE CAS AUTO-ADJOINT 

S o i t  A un opéra teur  l i n é a i r e  auto-adjoint  compact envoyant l ' espace  

de Hilbert  r é e l  H dans lui-même. On suppose que : 

- Les valeurs  propres Al. .... 
P . ... de A sont  d i f f é r e n t e s  de zéro e t  

d i s t i n c t e s  deux à deux. On l e s  suppose rangées de l a  façon su ivan te :  

1> lA1l ' 1 A 2 1 ' . . . >  I A p l  > Y * * *  

S o i t  (Sn) une s u i t e  d'éléments de H générée pa r  

'n+l = AS + b ,  où b e s t  un élément de H.  On s a i t  qu 'a lors  (Sn) e s t  n * 
convergente dans l e  sens  : I I  Sn - s*I l H  -> O où S e s t  l 'unique  élément de H 

* * ri-Mo 
v é r i f i a n t  S = AS + b. 

L'appl ica t ion  i t é r é e  du procédé T d é f i n i  en ( 1 )  avec $ = SI- So = ASO 

donne des quan t i t é s  (k~:n))  d é f i n i e s  en ( 3 )  e t  dont l a  c a r a c t é r i s a t i o n  e s t  

donnée pa r  : 

* 
On suppose S, donné $cl! que ( s0 - s , vi = ai # O Y i  ; vi &tant ûi 

v d u  prroprre aasocLés à ûi v d s m  paopke Ai. 



Démonstration : 

On procède p a r  une récur rence  s u r  k .  

k = O :  

D'après l e  théorème 1; 35 E Ker A t e l  que 

* 
Comme Sn+l = ASn + b e t  S* = AS + b on t i r e  a l o r s  : 

Montrons l a  ~ r o ~ o s i t i o n  1 Dour k = 1 

(ASn. AS0IH 
(n )  - Comme 1 ~ 2  - Sn - 2 

ASn ; nous a l l o n s  en  premier  l i e u  
(A Sn, ASOlH 

c a l c u l e r  l ' e x p r e s s i o n  

Pour n r 1 on a  AS^ = Cai A~ "+' v -xai n vi = zai A ? ( A ~ -  1 )  vi 



On o b t i e n t  a l o r s  : 

or  ASn = A ASn-l d 'où : 

Comme A e s t  au to -ad jo in t ,  on a ( v  v . )  = 6 . .  où 
i' 1 1 3  

Comme on a  1, !A1! >...> I h  1 >... 
I' 

2  
On o b t i e n t  a l o r s  : (ASn, t$IH % 1: a l ( l i  - 1l2 ( n  + CQ) 

2  2  De même : (A Sn, $1 ?. A; al(Al- 1 )  3 
( n  -t CQ) 

(AS,. $1, cn A?  al(^< - 1 )  
3 

* 
d'où : 1 ~ 2  n 

2 1 ai xi vi - v  
A S n  )  i=l 3 1 

C e  q u i  donne : 



On suppose démontrée l a  proposi t ion  pour (") ; et  montrons-la pour kE? 

03 

n Hypothèse de récurrence : E(") c Ç* + 1 ai Ai vi k 2 
i = k + l  

(n  1 
(n )  - (n)  - (Ak c2  , OIH Par d é f i n i t i o n  on a k+lE2 - kE2 2 

(Ak Ein),  OIH 

(n )  
(Ak E 2  > ASOIH 

Evaluons l ' express ion pour n a s sez  grand : 
(A: E:~) ,  ASOIH 

Tenant compte du f a i t  que : 

On o b t i e n t  a l o r s  : 



D e  l a  même façon ,  on o b t i e n t  : 

( n )  ln (A 
*k" @k+l  k + l  k + l -  l )"k+l  

d'où : 

D'où : 

De l a  p r o p o s i t i o n  1 ; o n  déduit a l o r s  l e  c o r o l l a i r e  s u i v a n t  : 

(k+l';n) - s* ¶ ASo) 
R i m  = o. 

, ASo) 

( n )  1 Ik+l'î "*IIH 
R i m  = O n  
D(" I lk'; ) - s * I  I H  



Démonstration : De la proposition 1 on déduit alors que : 

d'où : 

d'où : 

Comme - < 1, on déduit alors que : 1 *x:: l 

(n) * De (4 )  ondéduit que llkc2 - S  IIH,ci An 
k+l k+l 

d'où : 

Ce qui donne : 

(n) * Ilk+1"2 - S  I l H  
Rim 

(n 
= 0. 

1 IkE2 )-s*I l H  

Dans le cas où A n'est pas auto-adjoint ;le résultat n'est pas toujours 

valable car il n'existe pas de théorème équivalent au théorème 1 [Hilbert- 

Schmidt] dans le cas non-auto-adjoint. 



APPLICATION S 

Posons H =IRp. On munit IRp de l a  norme e t  du p rodu i t  s c a l a i r e  usuels.  

S o i t  B une matrice à c o e f f i c i e n t s  r é e l s ,  symétrique, inve r s ib le  e t  

t e l l e  que 1 1 1 - B 1 1 < 1. On suppose de p lus  que l e s  va leurs  propres de 

de (1 - B) sont  d i s t i n c t e s  deux à deux e t  rangées dans l ' o r d r e  : 1 > 1 >. . .> 1 Ap 

Soient  l e s  vecteurs  propres correspondant aux valeurs  propres 
l 

Posons A = 1 - B  e t  considérons l a  s u i t e  (Sn) d é f i n i e  pa r  : 

'n+ 1 = ASn + b où b e s t  un vecteur de IRp. On a a l o r s  : 

* 
R i m  1 1 Sn - s*I 1 où S e s t  l ' un ique  solu t ion  du système : 
n- 

* 
Choisissant  So t e l  que (SO - S , vil = ai # O Y i  = 1,. . . , p : nous appl i -  

quons à c e t t e  s u i t e  (Sn) l e  procédé T d é f i n i  en (1)  avec E = ASo = S1 - So. 

Comme IRp e s t  de dimension f i n i e ,  A e s t  un opéra teur  l i n é a i r e  compact 

de p l u s  comme B e s t  symétrique A l ' e s t  a u s s i  e t  nous sommes en mesure a l o r s  

d 'appliquer l a  proposi t ion  1 pour ob ten i r  : 

( n  1 l l k + 1 E 2  - ' * I l  
R i m  = O ;  



Exemple 1 : Résolution Au = O I 
où !2 désigne le rectangle : {(x, y) r R 2 , O S x l a  

O r y r B  

a et B étant des réels donnés, et r la frontière de R. 

2 2 
a u  a u  On rappelle Au = 7 + - 
ax ay2* 

Le problème se ramène à un problème de différences finies. 

Prenant les entiers Mx et My choisis de telle manière que 

a B Ax = Mx et Ay = - 
MY 

1 On a à résoudre Yi, j 7 F(vi-l + v + v 
,j i+l,j i,j+l) = 0. 

i = 1, 2 , .  Mx-,, j = 1, 2 . .  M 
Y-1 

- - - avec '0,j 'i,0 - '~x,j - 'i,~~ = O 

Quand .Mx = 4 et My = 3 on a le cas suivant : 



Les p o i n t s  numérotés de 1 à 6  s o n t  des po in t s  i n t é r i e u r s  ; l e s  points  numérc 

t é s  de 7 à 16 son t  des p o i n t s  de T e t  l a  va leur  de V en chacun de ces po in t s  

est donnée p a r  1. I 

Finalement, l e  problème s e  ramène à l a  r é so lu t ion  du système : 

On remarque que A '  e s t  une matrice symétrique, inve r s ib le .  

L 'applicat ion du ti2 i t é r é  topologique à l a  s u i t e  ( S  1 g é n s é e  par  : 
n  

Sn+l =  AS^ avec So = (1 ,  1, 1, 1, 1, l l T  e t  A = 1 - A ' .  

Exemple 2 : Estimons l a  so lu t ion  S' du système : 

* 
La s o l u t i o n  e ~ a c t e  est S  = 





On applique l e  62 i t é r é  topolot ique  ( c f .  formule ( 1 ) )  à l a  s u i t e  

(Sn) déf in ie  p a r  

On remarque que : 

(Sn) e s t  une s u i t e  divergente. Cependant, l ' a p p l i c a t i o n  de l a  t r ans -  

formation (1) avec 4 = ASo donne : 



.3 ' q  , .+ 
a f 5 ; c  
0 . C  O 
0 : o : o  
O O C  
- 1 3  O 
0 : o - 3  
C 3 . a  3 
O 0 0  
G D =  
= c  t 
0 3 3  
C ' C  C 

d 
Y 
ri. - 

!c' O Z .  C- c 3 10 3'2 : CP O 4'- 

3.0 v C 3 ' .  

- 
4 

a: 
'in 
0' 
A 
v? 
.9 
c: 
-* V 

.c 
O 
a 
4 

3 
O 
1 



On v o i t  que l ' a p p l i c a t i o n  du 62 i t é r é  topologique à (Sn) semble marcher, s u r  

l e s  exemples 1 e t  2 ; l ' i n s t a b i l i t é  s e  manifeste au f u r  e t  à mesure de l ' i t é -  

r a t i o n  en r a i s o n  de l a  divergence de l a  s u i t e  ( Sn). 

Exemple 3 : Résolvons l e  système suivant  : 

A'x = b 

En appliquant  pour améliorer l a  préc is ion  de l a  so lu t ion  l e  procédé ( 1 )  

à l a  s u i t e  (Sn) déf in ie  p a r  Sn+l = ASn + b 

A = 1 - A '  

Les va leurs  propres de A son t  

A2 = 0.26 
A J  = 0.52 
A4 = 0.54 

Ce q u i  donne ( 1 AI 1 = 11 1 < 1. Le processus i t é r a t i f  (1) e s t  convergent ; 
4 

l ' a p p l i c a t i o n  du ~ r o c é d é  (1) avec $ = ASO donne a l o r s  : 





- 16 
Nous avons obtenu l a  so lu t ion  avec une p réc i s ion  de 10 . 

CONCLUSION : 

On v o i t  que l e  62 i t é r é  topologique (cf .  Formule ( 1 ) )  avec 4 = AS0. 
marche assez b ien  s u r  l e s  exemples 1, 2,  3. Nous avons t r a i t é  l e  cas  p a r t i c u l i e r  

où A est une matr ice  symétrique, inve r s ib le ,  cependant on manque de r é s u l t a t s  

dans l e  cas où A n ' e s t  pas symétrique. Un prolongement logique à ce t r a v a i l  s e r a i t  

d 'appliquer,  comme l e  f a i t  Brezinski  dans 111 pour 1 '~-Algori thme v e c t o r i e l ,  l a  

proposi t ion  1 au c a l c u l  des va leurs  propres d'une matrice A symétrique inver s ib le .  
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