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INTRODUCTION

Eladio Dominguez définit dans [f] une théorie de pseudobordisme
(nous dirons : D-bordisme), c'est-d-dire une théorie d'homologie ordinaire
sur la catégorie des paires d'espaces topologiques, et il construit dans

[}] un isomorphisme entre cette théorie et l'homoiogie singuliére :
S0 (X,A) = H*(X,A) .

D'autre part, il définit dans [2] une théorie de pseudocobordisme
(nous dirons : D-cobordisme), c'est-d-dire une théorie de cohomologie ordi-
naire sur la catégorie des paires de poly@dres compacts, et il construit

dans [6] un isomorphisme entre cette théorie et la cohomologie singuliére :
* *
sQ (P,Q) = H (P,Q).

Son article [d] est une application des théories précédentes :
e . . . _ X
lorsque M est une variété, l'isomorphisme de Poincaré SQ (W) = SQ¥(W)

a une formulation simple.

Dans ce travail, nous construisons d'abord des produits en
D-cobordisme, puis des cup-produits (correspondant par 1'isomorphisme
construit en [6] 4 ceux qui sont connus en cohomologie). Nous construisons
également des cap-produits (correspondant par les isomorphismes construits
en [ﬁ] et Bﬂ 34 ceux qui sont connus en homologie et cohomologie). Ceci

est la matidre développée dans le chapitre I. (Voir note page 32).

Dans le chapitre II, nous construisons les homomorphismes

d'Alexander et de Thom dans 1'esprit des théories de Dominguez et nous




montrons qu’ils forment avec 1'homomorphisme de Poincaré [8] un diagramme

commutatif comme en homologie et cohomologie singuliéres.

Le chapitre III est consacré a la construction d'une théorie de
D-bordisme bivariant, c'est-d-dire une théorie telle que celle définie
en ([14], § 3), mais dans le cadre des théories de Dominguez, alors les

définitions et les démonstrations sont généralement plus simples.

. f B . «
Pour tout morphisme p —> Q dans la catégorie des polyédres
. P ~ i
compacts nous construisons des groupes abéliens notés T (P —> Q) avec

i € Z de sorte que :

Ti(P _id, P) = SQi(P) (D~Cobondisme sur P)
Ti(P — Y = sfi_; (P) (D-Bonrdisme  sur P).

Nous construisons enfin trois opérations en D-bordisme biva-
riant

1) Le produit bivariant : il généralise le cup et le cap-produit.

2) L'image directe bivariante : elle généralise la fonctorialité

covariante du D-bordisme.

3) L'image réciproque bivariante : elle généralise la fonctoria-

1lité contravariante du D-cobordisme.



CHAPITRE 1

D-BORDISME ET D-COBORDISME

Nous reprenons les résultats établis en [i], Bﬂ s Eﬂ et [6]
et nous construisons les produits extérieurs, puis les cup et cap-

produits.

A) RAPPELS ET DEFINITIONS ([10], [11], [13]).

§ 1 - Catégornie des polyedres.

Tous les polyédres considérés sont compacts, donc triangulés

par des complexes simpliciaux géométriques finis. Les pseudovariétés

sont au sens de ([ﬂ , I.1), c'est-a-dire, P est une n-pseudovariété
si c'est un poly&dre triangulé par un complexe K de dimension n et
si

1) tout simplexe de K est face d'un n-simplexe de K.

2) tout (n-1) simplexe de K est face d'au plus deux n-

simplexes de K.

En 1'absence de toute précision un morphisme £ : P > Q entre
poly&dres est une application linéaire par morceaux : on sait qu'il
existe alors des triangulations de P et Q respectivement rendant f

simpliciale ([Kﬂ, Lemme 1.10).

§ 2 - Conventions d'onlentation.

Si X seeesX sont n+l points affinement indépendant d'un




. ox n — — .
espace euclidien E°, avec mn 2 |, les vecteurs X X oo X X consi-

dérés dans cet ordre déterminent une orientation de l'espace vectoriel

réel sous~jacent. La paire formée de 1l'enveloppe convexe des points

X seeesX et de 1'orientation précé@dente est un n-simplexe orienté noté
n
O = [X yeeesX |
e eeeon ] |
n - e s n n On .
10 l est le polyddre défini par o, o0 est son bord, ¢ son intérieur.

, . . < n .
En changeant l'orientation, on obtient 1'opposé de O noté

n —-—
-0 = Exw(O)"'°’X@(n5]

oi  est une permutation impaire de {0;...;n}.

Par convention, orienter un point (O-simplexe), c'est lui
attribuer un coefficient +1 ou -1 (ou le signe + ou =-). Un point
. - . - ~ + -
a orienté positivement pourra etre noté a , et a dans le cas con-

. L. + - - +
traire. On pose évidemment -a =a et =-a = a .

Si ¥ est une permutation quelconque de {0;...5n} on a
—l)g(w)on, e () @étant la signature de cette per-

[?W(O)""’Xﬂ(njj = (

mutation.

. n - - . .éme
Si FiO = _xo,...,xi,...,x;] (0O 1< n) est lai face

orientée de o on pose par définition :
n n i
(2.1) o = F.0 ] =D,

La notation (2.1) est un crochet d'incidence, sa valeur est un

nombre d'incidence.

Par [ki] on considérera le O-simplexe orienté par la valeur

(ou le signe) de (—1)1, donc [Xi] = x; <==> 1 est pair.

Soient P et Q deux pseudovariétés orientées telles que

dim P -~ dim Q=1 et QC 3P. Si T est un simplexe de dimension maximum



de la triangulation de Q, alors T est face d'un unique simplexe O de
la triangulation de P, si le nombre d'incidence BI: T] est indépen-
dant de T on dit que les orientations de P et Q sont comparables

(Dﬂ, I.3), et ce sera toujours le cas dans ce travail, on posera alors

(2.2) EP : Q] = I:O : T:l.

Remarque : Q est donc muni de 1'orientation induite par celle de P ou
1'opposée de cette orientation.

§ 3 - Ondentation déginie parn une base vectorielle.

Avec les notations du § 2, un simplexe orienté O = [?O,...,xn],
avec n > |, est associé & une base vectorielle ordonnée
— e

B = (xoxl,...,xoxn) de 1'espace vectoriel sous—jacent & l'espace affine

engendré par O.

Pour | € 1 € n, nous avons la sous-—base
B, = ( 2> ) ige 3 F
5 T (R X X XoyeenX X ), associée a ;0-
On pose par définition [B : Bi] = |0 Fi], donc
= (_h i
(3.1) (B : Bi] -1)".

§ 4 - Ondentation produit.

. . . - n -
Soient des simplexes orilentés 0 = Ixo,...,xﬁj et
P = [&O,...,yp]. On peut considérer la cellule |o| X |T| dans un

espace euclidien de dimension n+p.

On suppose d'abord n 21 et p > l. La base vectorielle
~ — —— s —_— . .
ordonnée (xox],...,xoxn,yoyl,...,yoyp) de 1'espace vectoriel sous—jacent

détermine, par définition, l'orientation sur cette cellule. On notera

o X T la (n+p)-cellule ainsi orientée.
Si n=0 ou p =0, on posera pour tout point a :

a XT=TXa =T e a XT=TXa =-T.



§ 5 - Proposition.

T X Qg = (—l)np o %X T,

Démonstration :Si n >t et p 3 1 1l'orientationde T X 0O

est déterminée par la base vectorielle ordonnée

—— — —— ———-))
(To¥pr eV Yo XX s e e X X )

Il est clair que np transpositions suffisent a la transformer

en la base vectorielle ordonnée

—_—
(xoxl,...,xoxn,yoy],--',Y y ),

d'ol le résultat.
Enfin, si n =0 ou p =0 la proposition résulte immédiate-

ment du § 4.

§ 6 - Lemme.

. n . . .
Soient mn 21 et p =21, ¢ EE.TP deux simplexes orientés,

o' (resp. T') une face de codimension 1 de 0 (resp. T). Alors :

E5 :(jq H
CIV N E IR A

]

a) [o x 1t : 0" x 1]

1

b) EJ x T :ox T

Démonstnation : Si n > 2 et p 3 2 1l'orientation de o X T

est définie par la base vectorielle ordonnée

_—_— s ——> e

(XOX1 RN ,xoxn,yoy] I syoyp) = B.

Remarquons d'abord que les nombres d'incidence ne changent pas
si on change 1'ordre des sommets des simplexes par une permutation paire,
on pourra donc toujours supposer que O' (resp. T') est la lére ou la

2éme face de o0 (resp. T).



Ter cas : l:o : O':| = ]. On peut supposer que 0O' = on c'est-a-dire
o' = [xo,xl,xy...,xn]. L'orientation de o' X T est déterminé par
B _ - - => — —_—
5 = (Xoxl’xox3’""Xoxn’yoyl""’yoyp)'
Par définition [0 X T o' X T:| = I:B : BZ‘J =1
done [oxtT:0" x1 =[0:0"]
28me cas : [:O : '] = -1. On peut supposer que O' = F.0 c'est-d-dire
o' = [xo,xz,...,xn]. L'orientation de o' X T est déterminée par
- ,
B1 = (xoxz,xox3,...,xoxn,yoy],...,yoyp).
Par définition [:o X T 0" X T] = [B : B]] = -1
donc IZIXT:O'XT:]=[Q:O'].
a2) si n = 1.
Alors O = [:xo,xl] et 1'orientation de O XT est déterminée
B' = (x X,y ¥, )
par = xox],yoy],...,yoyp .
lTex cas : |o : '] = 1. Alors o' = F o= [X{_].
On a (§§2 et 4) O'X'r=[:x1:l><T=x;><T=—T.
. 3 - . - ‘__-—_> ———._>
L'orientation de T est déterminée par B; = (yoy],...,yoyp),
alors EjXT:O'XTj=[:OXT:—T:[=-[O><T:T]=—[B':Bﬂ
= —(—]) = ]
donc [oxT:0" xT] =[0:0"]
22me cas : [O : O'] = ~1. Alors o' = Flo = EXO-J.

+

Ona (§§ 2 et &) o' xt=[x]xT=x xT=T.




Alors [0 X T o' X T:]

I
I’
X
-
(l
"
Mes!
<
gl

i

]

donc ij"r:o'X'r] o :0"].

b) Calcul de [0 x T :0xT'].

len cas : [T : T':\ = |, On peut supposer que T' = F2T c'est-d-dire
T = Eyo,yl,y3,. ..,yp]. L'orientation de o0X T' est déterminée par
Bn+2 = (xox] sevesX X 3Y VisY Taseee ,yoyp) .

Par définition [0 X T : 0 X '] B : Bn+2] = (—1)n+2 = (-n"

donc I:O xT3:0xT'] = (—])nl__:r : ']
20me cas : Er : T'] = -1. On peut supposer que T' = F]'L' c'est-d-dire
' = [yo,yz,...,yp] . L'orientation de o0 X T' est déterminée par
B (_—--—> —_— e —_—
n+1 - XOX]’.'.’XOXn’yOyz’yOy3"'.’yoyp).

Par définition l:O XT3 0 X T':] (_])n+] = -(-n"

b
~~

AL
SN’ e
g
st o
+
|
—

e

donc [0 xT:o0xT"

b2) si p =1
Alors T = [yo,y;l et 1'orientation de 0 X T est déterminée par
B" = (x x X X A))
SRR L LR S
ler cas : [t :t'] =1. Alors t'=F 1= [y,]
On a (§§2 et 4) oXxXT' =0 X [:y]] =0 X y; = - 0. L'orientation de O
st déterminé r (xx x ) = B" alor
e éterminée pa X XpsenesX X e ors
K . 7'l = e =gl = - X e = g1 . pn
LOXTK.O.T] [0 x T : ~d] [0 xT: 0] |B .Bn+1]
n+1 n
= =(-1) = (-1)

donc [O XT3 0 X T':I = (—l)n[T : T':].



On a (§§ 2 et 4) o X T' = (0 X [y‘] =0 X y+ = 0g.

[oxt1:0q] = |B" : B;+;] =,(—1)n+1

(-0 Er T ].

Alors [@ xT 10 xT')

donc [oxT :0xT"]

§ 7 - Lemme.

Pour tous simplexes orientés ¢ et T :

(=0) X 1T =0 X (=-1) = - (0XT),

C'est évident d'apré&s les conventions prises au § 4.

§ & - Colliens ([11]).

§.1.- Déginition.- Etant donnés des polyddres PC Q, un
collier de P dans Q est un plongement ¢ : P X I~>Q, ol I est
1'intervalle unité, tel que pour tout x de P : c(x,0) = x, et
1'image de c¢ est un voisinage de P dans Q.

Si P est une pseudovariété i bord 9P, on appellera collier

de P un collier de 3P dans P.

8.2.- Un contre-exemple.

On sait que toute variété compacte d bord admet un collier.

Ce résultat n'est plus vrai en général dans le cas des pseudovariétés.

La figure (8.1) représente une 2-pseudovariété. Supposons
qu'elle admette un collier : pour tout x € 0P, Fx = {c(x,t)/t € 1}
doit &tre un chemin d'origine c¢(x,0) = x et d'extrémité c(x,1).
Ceci est possible pour tout x dans dP - {S}, mais pas si x =S
puisque tout voisinage de S dans Rz coupe les deux triangles de
sommet commun S, c(S,t) ne pourrait pas étre déterminé pour t # O

(fig. 8.2).



9P

fig. 8.1 fig. 8.2

§ 9 - Colliens Rocaux.

9.1.- Déginition ([11]). 2. collars).-

Soient deux polyédres PC Q et a € P. On dit que P admet

un collier local en a s'il existe des voisinages N(a,P) et N(a,Q)

de a dans P et Q respectivement tels que

N(a,Q) = N(a,P) X I et N(a,P) X 0 = N(a,P).

9.2.- Proposition ([11]. 2.25).

I1 existe un collier de P dans Q si et seulement si il

existe un collier local en tout point de P,

Remarque : Dans l'exemple précédent, il n'existe pas de collier local en

§ 10 - Cotlien d'un prodult.

Proposition.- Soient pour 1 = 132 des pseudovariétés P,

§ i bord BPi. Si chaque Pi admet un collier, alors P1 X P2 admet

un collier.

Nous démontrons ce résultat car nous ne 1'avons pas trouvé

dans la littérature.
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D'aprés la proposition du § 9, BP1 et BPZ admettent en tout

point un collier local. Il suffit de construire un collier local en tout
point de B(P1 X P2) : par la réciproque de la proposition précitée

il existera un collier pour Pl X PZ'

D'abord B(P] X PZ) = (BPl X PZ) U (P] X BPZ). I1 suffit de
considérer un point (a,b) € BP1 x PZ' Par hypothése, il existe un
collier local en a, c'est—-d-dire des voisinages N(a,BP]) et N(a,Pl)

tels que

N(a,P,) = N(a,d?)) * I et N(a,3P)) X 0 = N(a,3P ).

Soit Vb un voisinage de b dans PZ' On définit un voisi-

en posant

nage de (a,b) dans aPl X P2

N((a,b),3P x P

2) = N(a,BPl) X V

b

]

Alors N((a,b),dP, x P)) x I = [N(a,dp ) xI] xV

b

n

N(a,P}) X Vb

donc N((a,b),BPl X P2) X I est un voisinage de (a,b) dans Pl X P2

et d'autre part :

N((a,b),dP, X P)) X 0 [ﬁ(a,BPl) x 0] x V, = N(a, P) xV

b

N((a,b),3P X P,).

Finalement N((a,b),BP1 X PZ) détermine le collier local

cherché.
B) D-COBORDISME.
§ 17 - Rappels.

On sait qu'une n-boule est un polyédre homéomorphe 3 un n-



simplexe. Un ensemble fini K de boules est un complexe si :

. o o
1) V'O, TeK 3 0#T 3 alors onNTtT-= ¢.

o
2) Voe K, 90 (noté aussi O) est une union d'éléments de K.

Si K et L sont deux complexes de boules, en posant
KxL={0xT/0e€K,T€ L} on obtient encore un complexe de boules
(ce n'est pas vrai si on remplace "complexe de boules" par "complexe sim-—

plicial").

§ 12 - Definition d'un pseudo-§ibrd en blocs (P.F.B) ([2]. I.4).

Un P.F.B de base K est un triple & = (E(E),pg,K) satisfaisant

aux 5 axiomes suivants.

PFB . E(E) est un polyé&dre (c'est 1'espace total) ;

PFB . K est un complexe de boules orientées ;

PFB3 . p(S : E(E) ~ |K\ est un morphisme ;

PFB4 VoeKk: pg](O) = EO (bloc au-dessus de ¢) est une pseudo-

variété orientée satisfaisant 3 :

(i) dim ¢ - dim £O ne dépend pas de 0 € K. Cet entier

relatif sera appelé le rang de & ;

(ii) 350 = 580 4
(ii1) ng admet un collier dans EO.
PFB . (conservation des nombres d'indicidence).

5
Soient 0,T € K tels que T < 0. Puisque TC 90, alors

o~ ] - ] . P . . _
ETL_ BEO d'aprés 1'axiome précédent, alors [go., Eé] existe (§2 2)

et on a :
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Notations.

Si n est le rang de &, et K 1la base de &, on notera

indifféremment le P.F.B : E,En, E/K,EH/K-

Si L est un sous-complexe de K tel que pour tout © € L,

alors EO = ¢, on notera E/(K,L)'

Remarques .

1) La convention de signe pour n est 1'opposée de celle
p

utilisée dans @], [6] et [127] pour des raisons de commodité.

2) L'ensemble vide est considéré comme une pseudo-variété de

dimension quelconque.

§ 13 - Un exemple de P.F.B.

Soient 0 = [é,ﬁ] et T = [b,{] deux l-simplexes orientés.

. . . . + - -
Choisissons les orientations ponctuelles a ,b ,c . On a alors
+ — — — —
B}: a.] = EI: b J = tr: c J =1 et Dﬁ: b‘] = -1.
Alors la figure 13.1 représente un P.F.B de rang -1, dont la

base est le complexe simplicial engendré par O et T. L'espace total

E(£) est une surface, le bloc au-dessus de {c} est vide.

fig. 13.1
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§ 14 - Monphisme de P.F.B.

Définition.- Soient &

3

et EZ deux P.F.B de méme base K.

1

Un morphisme f : § est la donnée d'un morphisme entre polyédres

1 2

f E(El) - E(gz) conservant les blocs et les nombres d'incidence ;

c'est-3-dire :

i) VoeK:f(g]O)=€20 ;

ii) Vo, T € K tels que T <o : [£(5,) « £(§, )] = [glo P
Remargue : Si El et 62 sont de méme rang et si f est bi-

jectif alors f-l est encore un morphisme de P.F.B. On dira alors que f

est un isomorphsime de P.F.B et on notera El = Ez ([Z].I.6).

§ 15 - Produit de deux P.F.B.

15.1.- Dé4inition.- Soient (K,K') et (L,L'), deux paires de

1 ients .F.p &9 ’ .
complexes de boules orientés et deux P.F.B & /(K,K") et n J(L,L") Le

produit des deux P.F.B, noté & X n, est le P.F.B de rang q+r, de base

(K xL,(K x L") U (K' x L)), d'espace total E(f£ X n) = E(§) x E(n), tel

ue = X .
L Pexn T Pg 7 P

15.2.- Proposifion.- L'objet £ x n défini précédemment est un

P.F.B au sens du § 12.

\ Démonstration : On montre que les axiomes P.F.B, a P.F.B, du

§ 12 sont bien vérifiés.

PFB, : E(E) X E(m) est évidemment un polyédre.
1 . . . .
| PFB2 : K XL est un complexe de boules, muni de 1l'orientation produit.
i PFB3 : ngn est évidemment linéaire par morceaux.

PFB4 : Soit o X T € K X L. Le bloc au—dessus de cette boule est



_]5_

(pg pg)“(o X T) = pg‘(o) x p;l(T), c'est-a~dire (& Xn) . =§& Xn,

et c'est une pseudo-variété, munie de 1'orientation produit.

(1) dim(oxt) - dim(&xn)OXT = dim © +vdim T - dim EG - dim nT

= (dim 0 - dim £) + (dim T - dim n) = g*r ;

"

(i) 3(Exm) . = 3(EXn0) = (3Exn) U (£¥3n.)

(E5Xn) U (Emy0)
(8Xn) 3 e U (EXN)

OX9T

i

(&M (5oxt Y U (0%dT)

= (&xn)

a(oxT) 3

e s . . \ = .
(iii) B(Exn)gXT admet un collier dans (&Xn)OXT d'aprés § 10.

PFB ¢ Une face de codimension | de O X T est ou bien de la forme
o' X T ou bien de la forme o0 X T' avec 0' (resp. T')
face de codimension 1 de 0 (resp. T). Chaque €O X nTk est muni de

l'orientation produit, alors d'aprés les §§ 2.2 ; 6, la conservation des

nombres d'incidence est assurée.

Nous montrons, enfin, que les blocs au-dessus de (K XL') U (K' XL)
sont vides : soit, par exemple, 0 X T € KX L', donc 0€K et Te€lL',

X = X = = a
alors on a (§ n)OXT EO n. ¢ car n. ¢ par hypothése.

§ 16 - D-cobondisme.

Déginition. ([2].1.17 et [3]).- Soit T 1le complexe de

boules {BLIJ,{O},{I}}. Deux P.F.B. E/K et Nk de méme rang
n  sont D-cobordants s'il existe un P.F.B W/KXI de rang n tel que :
Yo 5 88 Yy T T

Notation : & R mn.
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§ 17 - Les groupes de D-cobordisme s (e, ([2],3]).

Le D-cobordisme est une relation d'équivalence.
Oon note S97(K) 1'ensemble des classes des P.F.B de base K et de rang n.
Pour toute paire (K,L) de complexes de boules Sﬂn(K,L) est 1'ensemble
des classes des P.F.B tels que, de plus, leurs blocs au-dessus de L
solent vides. Les ensembles SQn(K),SQn(K,L) ont une structure de groupe
abélien induite par la réunion disjointe des P.F.B de base K ou (K,L).
Si deux complexes de boules K' et K définissent le méme polyédre
P = |K'| = |K|], Dominguez démontre dans (Bﬂ.II.IZ) que sQ™(K') = sQ™(K)
et on peut donc noter sQ™(P) et supposer que K est simplicial. Ces ré-
sultats sont valables aussi dans le cas relatif : pour toute paire (P,Q)
de polyédres, on a SQn(P,Q) = SQH(K,L) oii (K,L) est une triangulation
de (P,Q).

Si f : P+ P' est un morphisme, il existe des triangulations
K et K' de P et P' respectivement rendant f simpliciale. Un &lé-
ment de SQn(P') est une classe [gf] ou &' est un représentant,

! c'est-a-dire un P.F.B (§ 12), on peut former alors le carré fibré :

#

By — o mEn
| 4
Pe Py
f
K] |K"]

ki

| par image réciproque f détermine un P.F.B et 1'homomorphisme

sO™(E) : sA™(P') » sAP(P) est défini par SQ(£)([E']) = [a'#j

feny.

(E'# se note aussi f

Compte-tenu de la convention faite au § 12 sur le rang de §&,

on a
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Théoneme (Bﬂ.lZ).- SQn(P,Q) = Hn(P,Q) pour toute paire de

polyédres (P,Q).

§ 18 - Proposition.- Si deux P.F.B sont isomorphes, alors il sont

D-cobordants.

Démonstration : Supposons que E]/K = EZ/K' On définit le P.F.B

g/KxI en posant E(§) = E(El) X I (isomorphe & E(Ez) X I d'aprés 1'hy-
pothése).
Pour tout t € I, il est clair que

E/th = E] = Ez et on a

en particulier

g/KXO = El et 'g/KX] = €2 , donc & réalise le D-cobordisme.

§ 19 - Proposition.- Le produit des P.F.B est compatible avec la relation

de D-cobordisme.

Démonstration : On reprend les notations du § 15. I1 suffit de

raisonner dans le cas absolu, c'est-d-dire avec K' = L' $, et de
supposer & R £'.
Par hypothé&se il existe un P.F.B V¥

= £Y,

JRXT tel que

£ et

Y ke © ¥ g

Considérons le produit Wxn/(KxI)XL' On peut le considérer comme

un P.F.B de base (K X L) x I, alors

PN weyxo T PN xoyxn T Yjrxo S Typ T E D

PNy kxnyx1 = PN @xnysn T Yra X LT gh xm

donc, par définition, on a bien (&xn)R(£'Xn).
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§ 20 - Composé de deux P.F.B.

Proposition.- Soient deux P.F.B iq/K et nr/L avec |L| = E(%).

Alors 1'application composée Pg ° P, détermine un P.F.B de rang 9q+r,

noté & ¥ 1, de base K, et tel que E(§ ¥ n) = E(n), Prxn - Pg © Pp-

Démonstration : Le diagramme suivant résume la situation :

p
E(N) n > L] = E(E)

Pg

K]

11 s'agit de vérifier les axiomes PFB, a PFB5 du § 12. Les

trois premiers sont trivialement vérifiés.

Soit O € K : le bloc EO n'a aucune raison d'€tre compatible
avec L, aussi est-il commode de remplacer L par une subdivision L'
de 1L de sorte que les blocs Eo correspondent i des sous-—complexes de
L' (cela ne modifie pas E(£),E(M), ni les classes de D~cobordisme
d'aprés Eﬂ-JG et 21).

Alors on peut utiliser les résultats de (E{].S) et (Dﬂ ) ¢

ng est une pseudo-variété orientée de dimension égale a (dim 0 - q) - r
0]
et de bord 9n,._ =n =7 . Ce bord admet un collier. D'autre part,

&0 BEO gBG

ona (dimo - q) - r égale dim o - (q+r) donc PFB4 est vérifié.

Enfin, si T < 0 on a :

o: ] =[e5: 8] = g = ng] = [exmy, = @]

) T

d'oi 1'axiome PFB
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§ 21 - Prnoduit exténiewr en D-cobordisme.

Définition.~ On définit le produit extérieur en D-cobordisme

de la manidre suivante :

Avec les notations et les résultats des §§ 15 & 19, c'est 1l'ap-

plication :

sQd(k,K") x sQF(L,L') ——  sPT(RxL, (®R¥L') U (K' X 1))

el ., [ —— [Ex .

~

§ 22 - La classe unitd [e].

Définition.~- Soit K un complexe de boules orienté.

. . id e
L'application |K| A8 |K| définit un P.F.B de rang O et de base K,
que 1'on notera ey Sa classe de D-cobordisme dans SQO(K) est notée
[éé]' On définit aussi de facon évidente une classe relative

lek 1)) € S2&,L).

§ 23 - Proprietés du produdlt exténieunr.

Proposition.- Le produit extérieur en D-cobordisme est bili-

DIE] x [n] et

néaire, associatif, vérifie 1'dgalité |[n] x [£]

la classe [é p?] € SQO(pt) est élément unité.

Demonstration : La bilinéarité résulte du fait que 1'addition

dans les groupes de D-cobordisme est définie par 1'union disjointe et
que le produit cartésien est distributif par rapport 3 1l'union.

Avec des notations évidentes, les P.F.B (&Exn) X 6 et
£ X (nx0) sont isomorphes donc ils définissent la méme classe (§ 18)

d'oi 1'associativité.
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Les conventions d'orientation qui ont &té prises font qu'au
niveau des P.F.B on a déja la relation n X § = (—l)qri X7 et on sait
que -[g] = [-&].

. : ¥ q ' C '

Soit enfin [ﬁ] € SOY(K,K'). On suppose L=p et L'=2¢,
r = 0. Evidemment : [g pFJ X [é] = [i] X [? p?]. Oon a E(gth) ~ E(&)
et K X pt = K. Alors §& X e pt et & sont isomorphes, donc ils sont

D-cobordants et finalement [&] X [e th = [g].

§ 24 - La premitre définition du cup-produif.

Soit K wun complexe de boules orienté et A : K> K XK

1'application diagonale.

Le cup-produit est le composé du produit extérieur par 1'appli-

cation déduite de 1'application diagonale en D-cobordisme.

sod(r) x s’ (K) i s> s (R x ®)

(J q+r

S6 A)

q+r

S6l (X).

Autrement dit : soit le carré fibré

4
£ (A (Exn)) 2 . E(E) X E(N)
(péxpn)# PexPy
K A K X K

Alors par définition de SQq+r(A), on a
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2.1 (€] u [n] = [2%@Exm]

On peut définir aussi le cup-produit relatif :

q+r

sod(k,K") x sT(K,KM) —2— soPT(R,K' U K™)

puisqu'évidemment : A(K'U K") C (K x K') y (K x K").

§ 25 - La deuxieme définition du cup-prodult.

Quitte a remplacer K par une subdivision K' de K, on
peut supposer que les représentants & et N des classes [E] et
Dﬂ sont tels que :

(i) K est simplicial ;

(ii) P, E(n) > K est une application simpliciale

([10].1.10 5 [2].1.16 et 21).

On peut appliquer les résultats de ([ZJ.II.IO) et former le

carré fibré :

#
p
E(pE) N R
4
Py Pg
E(n) - |K]
Py

Alors (§ 20) P, © pﬁ détermine un P.F.B noté n % pig d'espace

i

total E(pﬁg) et de base K.

Le cup-produit est défini par :

25.1 Elur [n] = [0« Pﬁi:l
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§ 26 - Proposition.- Les deux définitions (24.1 et 25.1) du cup-produit

sont équivalentes.

Demonstration :

Dans 24.1, on a E(A#(Exn)) = {(k,x,y) € lKIXE(E)XE(ﬂ) s ko= pg(x) = pﬂ(y)}

et dans 25.1, E(n ¥ pﬁi) = {(y,x) € E(n) x E(&) : pn(y) = pg(X)

Alors, en posant f(k,x,y) = (y,x), on définit un isomorphisme"
entre ces deux P.F.B, donc ils déterminent la méme classe de D-cobordisme

dans sN¥T(K).

§ 27 - Proprietés du cup-prodult.

Proposition.- Le cup-produit est bilinéaire, associatif, vérifie

1'égalité l:n:] U [&] = (—l)qr[iju [n] et, pour tout K, la classe [eK]

est &lément-unité.

Démonsthation :

Les trois premiéres assertions résultent immédiatement du § 23

+ .
car s r(A) est un homomorphisme de groupes abéliens.

Posons [%] = Bﬂljl}mj. Par définition Y est le P.F.B obtenu

dans le carré fibré :

p
E(Y) ! E(E) x |K]
p\y pgxid
x| b x| x [x]

I1 vient :
E(Y) = {(x,y,2) € |K| x E(E)x|K]|/A(x) = (pgxid)(y,Z)}

c'est~a-dire E(Y) = {(pg(y),y,pg(y))/y € E(§)}.
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L'application y (pg(y),y,pg(y)) détermine un isomorphisme

de P.F.B entre & et V¥, alors [&] =[¥] donc [E] =[g] u [eK:].

C) D-BORDISME.

§ 28 - Les ghoupes de D-bordisme 9 (xX,8) ([1] et [5]).

Une pseudo-variété singuliére sur une paire (X,A) d'espaces

topologiques est un couple (P,f) ol P est une pseudo-variété orientée
3 bord et £ : P > X wune application continue telle que £(9P)C A.
Deux tels couples (Pl’fl) et (P2,f2) sont D-bordants,

et on notera (Pl’fl) N (P2,f2) s'il existe une paire de pseudo-variétés

(Q,Qo) avec dim Q = 1 + dim P,

1 + dim P2

et une application continue (Q,QO) £ (X,A) telles que

i) Q = (P] u - P2) U Qo 3

11) F/Pi = fi (i = 1;2).

L'union disjointe induit sur les classes de D-bordisme une
structure de groupe abélien, noté SS%(X,A), n désignant la dimension

commune des pseudo-variétés intervenant dans les couples (P,f).

Dominguez démontre ([1].II.12) qu'on a ainsi une théorie d'homo-
logie ordinaire et qu'elle est isomorphe canoniquement 3 1'homologie sin-
guliére (Eﬂ.7.). Nous rappelons la définition de 1'homomorphisme
SQn(g): SQn(X,A) > SQn(Y,B) induit par 1'application continue
g ¢ (X,A) ~ (Y,B) : pour toute classe de D-bordisme [P,f] € SQn(X,A)

on a SQn(g)([P,f]) = [P,gof].
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§ 29 - Théoneme ([13], chap. XI, §§ 5-1 et 2).

Soient P et ( deux polyédres compacts, une application

continue f : P > Q. Il existe des triangulations K et L de P et

Q respectivement, une application simpliciale s : IK, - IL} telle que

f et s soient homotopes.

Démonstration : On se référe 3 l'ouvrage précité : d'aprés

§ 5.1 f admet une approximation simpliciale, d'aprés § 5.2 f est

homotope 3 toute approximation simpliciale, d'old le théoréme.

§ 30 - Cornollaine.

Soit P un polyé&dre compact et [M,f] une classe de D-bordisme

dans SQn(P). Il existe dans cette classe un représentant (M,s) tel que

s soit simpliciale.

On peut donner deux démonstrations de ce ré@sultat qui servira

pour la construction du cap-produit (§ 31).

1orne démonstrhation :

D'aprés § 29, il existe des triangulations de M et P, une
application simpliciale s : M > P telles que f et s soient homo-

topes. On va montrer que [M,f] = [M,sj .
Soit H une homotopie entre f et s, c'est-i-dire une ap-

plication continue H : M X 1 > P telle que VxeM onait H(x,0) = £(x)

et H(x,l) = s(x).

On a: 9J(Mx1I) Mx0)UMxDHh=MU(-M

= f et = s,

H/M><O I-1/M><I

Alors (M X I,H) réalise le D-bordisme entre (M,f) et (M,s).
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2ome démonstration :

L'application continue f : M > P induit un homomorphisme

SQ_(£)
s2_ (M) —2 sQ_(P) défini par sszn[N,g] = [N, fog] .

f est homotope & une application simpliciale s(§ 29), alors

SQn(f) = SQn(s) puisque SQx("') est une théorie d'homologie.
En particulier, on a

sQ_(£)[i,id] = sR_(s) M, id]

c'est-ad-dire [M,f] = [M,s].

§ 31 - Deginition du cap-produit.

Soit P un polyédre compact, triangulé par un complexe sim-

plicial K. Le cap-produit est une forme biliné&aire :

sa_(p) x sal(p) —— 50, ()

définie de la maniére suivante.

Si [M,ﬁl est une classe de D-bordisme dans SQn(P), on peut
supposer K choisi tel que f soit simpliciale (§ 30). Soit & wun
P.F.B de rang q et de base K, définissant une classe de D-cobordisme
Bﬂ € SQq(P). D'aprés ([ﬂ .I1.10). On peut former le produit fibré des

Pe

morphismes M £, P et E(§) —= P, d'ol le carré commutatif :

4
B(£7e) £ > E(E)
#
Pe Pe
M £ - P

et, d'aprés l'article précité, pg définit un P.F.B de rang q avec
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#

£) de dimension égale 3 dim M - q = n—q, fopg gtant continue on

a défini un élément [E(f#S),fopg] € SQn_q(P).

E(f

On pose alors :

31.1 M, £] 0 [E] = [E(f#E),fop*g]

Les deux paragraphes qui suivent montrent que ceci ne dépend

pas du choix des représentants.

§ 32 - Lemme.

Le cap—produit ne dépend pas du choix d'un représentant dans

la classe de D-bordisme de (M,f).

Démonstrnation : Supposons que (M,f) v (M',f'). Il existe une

. +1 N + ol n+l
paire (Qn ,F) ot Qn : est une pseudo-variété, F : Q -~ P une

application continue, et 3Q =M U (-M'), F/M = f, F/M' = £'.

Comme au § 31, on a le carré commutatif :

4
ety B E)
'#
Pe Pe
M' ____.__._.f_'_.___-> P

#

I1 faut donc montrer que (E(fﬁg),fopg) Qv (E(f'#é),f'opé#

).
On peut former le carré fibré :

E(F ) —— E()

P Pe
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Q étant une pseudo-variété&, il en est de méme de E(F#E)

i

"€) est un bloc au—dessus de 38Q, donc au dessus de

([6].1), OE(F

M U(-M'"), donc

sE(piE) = €7 gr

Ey Y £ ey

E(f#E;) u E(f'#g)-

#

=f op

. . "
D'autre part, il est clair que F o Pe/
E(f

i

F o pg/ f' o pg .

ece'ie)

Ainsi (E(F#E),Fosg) réalise le D-bordisme cherché.

§ 33 - Lemme.

Le cap-produit ne dépend pas du choix d'un représentant dans

la classe de D-cobordisme de £&.

Demonstration : Supposons que & R £'. Comme au § 31, on a

le carré commutatif :

4
ey —E— meen)
2P# lP

g' i E'
\
M —————J;~—~+ P

Par hypothése, il existe un P.F.B yd tel que W/KXO = §

JKXT
~ 1]
et W/le ~ g,

[k x Ii étant un polyédre quelconque, il n'y a pas de raison
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pour que E(Y) soit une pseudo~variété, mais on peut comstruire une

pseudo-variété Q = E((f X id)#W) en utilisant le carré fibré

(X’ffz) + — z
E((fxid) ¥) (£xid) > E(Y)
pﬁ ¢ Py
(x,t) MXT fxid s> PXI (£(x),t)
-
p £ (x)

(M X I) est une (n+l) pseudo-variété, alors Q est une (n+i-q)
pseudo-variété et 09Q est le bloc au-dessus de 9(M X I), c'est-a-dire

au-dessus de (M X 0) U ((-M) x 1),

D'autre part, le bloc de (f X id)#W au dessus de M X 0 est
formé des (x,0,z) avec x € M, z € EM¥) et pw(z) = (f(x),0).

Mais £ donc z € E(§) et d'aprés le diagramme du

¥/kxo =
§ 31 ces triples (x,0,z) s'identifient aux (x,z) avec f(x) = pg(z),

4

donc ils décrivent E(f?g).
‘ Ainsi le bloc de (f X 1d)"'Y au dessus de M X 0 est E(f'E).
De méme celui au dessus de M x | est -E(f#E') car M x 1 a l'orien-
! tation opposée 3 celle de M, il en est de méme pour les blocs d'aprés

les axiomes des P.F.B.

| #

‘On a donc 9Q = E(f7¢8) U (—E(f#

'£')). On détermine maintenant

; la restriction ﬂOG/ . Un élément (x,y) € E(f#g) s'identifie a

| B(£7E)
J (x,0,y) € E((ind)#W) tel que WOG/
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de méme ﬂoG/ = fopg,

E(£E")

En résumé (Q,7MoG) réalise le D-bordisme entre

4

(" )

£),fop et (E(f#E'),fopg,), ce qui achéve la démonstration.

§ 34 - Cap-produits nelatigs.

Si Q est un sous-polyédre de P, d'aprés § 31, on a

de fagon évidente les cap-produits relatifs

q ENLANNEN
34.1 sQ_(P,Q) * sA%(P) 52, (B Q
q m
34.2 80, (2,Q) x s0%(2,Q) —— 52 _ (P)
q N
34.3 SQn(P) x SQY(P,Q) SQn_q(P).

§ 35 - Propriétés du cap-prodult.

Proposition.- Le cap-produit SQn(P) X SQq(P) D SQn_q(P)

R - o L .. .
est bilinéaire, [épJ € S (P) est é€lément—unité a droite.

Démonstration : Soient d'abord [M,f] et M',f']  deux

classes de D-bordisme dans SQn(P). Les notations sont celles du § 31.

(M, f]+p, e N [g]=MuM,£L £7] N [g] par définition
de 1'addition dans SQn(P). Par définition du cap-produit, on obtient
donc :

# # . . i

[E(f.ﬂ.f')'é,(f.u.f') ) péj. Mais le produit fibré au-dessus
d'une union disjointe est 1l'union disjointe des produits fibrés, donc

cecl est encore égal 3 :

#

[E(f#E)ll E(f'#g),(fopé) U f'op?], par définition de l'addition

dans SQn(P), c'est aussi

[E(f#E),fOP#g] + [E(f'#i),f'OP#é]
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c'est-a-dire d'aprés la définition du cap—-produit
Pre] 0 e+ u,e'] N [g].
On montrerait de méme que

be] N(fg] « &) = me] N [E] + €] 0[],

Soient enfin E(£) = P et pg = idP. Le carré suivant est
fibré :
M —E
~
1dM 1dP
¢ ™~
M — P
Par définition du cap-produit et de [éé] (§ 22), on a
M, £] N [epj = M,foid, = [M,£].

§ 36 - Relation entre Le cup et cap-prodult.

Proposition.- Soient P un polyédre. Pour toutes classes

a € SQ_(P),b € s0d(P),c € SO (P), on a :

‘ (anNnbNec=andu c’v

| Démonstration : Nous nous contentons d'en donner les grandes

J lignes et nous passons des détails longs et fastidieux.
On considére des représentants (M,f),E,n des classes a,b,c
( respectivement.
1) Calcul de (a Nb) Nc
pour calculer a N b, par définition (§ 31)

‘ on considére le carré fibré :
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(anNb) Ng,

#
E(£7E) £ E(E)
I
#
Pe Pe
M £ P
alors anNb = [?(f#g),fopg].
Ensuite, pour l'expression de
carré fibré
i
(fopig)‘r
E(Y) E(m)
. .
4 fop#
E(£7E) 3 p
alors
36.1 (anNb)Ne = @:(w),folﬁg o pf\}.

2) Calcul de a N (b Uy c)

Pour calculer b U c¢, par définition (§ 24), on considére le

carré fibré

K

E(©)

(pgxpn)#

E(E) x E(M)

.

on considére le

PgXP



#

(pour simplifier, on a noté 6 = AT(ExN))
alors buUc = [@]
définissons Py E(Y) M par pw(y,x,m) =m
% : E(Y) > E(8) par %(y,x,m) = (x,y,£(m))
pour tous x € E(§), y € E(n), m € M. »
11 n'est pas difficile (mais long) de voir que le carré suivant

est fibré

v
E(Y) f  E®
4
Py (pgxp)”
M L »p

alors, par définition du cap-produit on a

36.2 an (b uc) = [EM¥),fopy].

#

11 est facile de voir que fopw = fopé o p%

n’

Alors il suffit de comparer 36.1 et 36.2 pour conclure.

Nofe : André Didierjean m'informe qu'Eladio Dominguez a défini également

le produit extérieur, le cup-produit et le cap-produit ([16], I1) de la
méme fagon que dans ce travail.

Mais E. Dominguez ne donne qu'une esquisse des démonstrations,
il ne donne pas la 28&me définition du cup produit (§ 25), ni les propriétés

du cup et du cap-produit.



CHAPITRE TI

DUALTTE

Dominguez définit dans Dﬂ 1'homomorphisme de Poincaré g :
SQq(P) > SQn_q(P). Celui-ci est un isomorphisme lorsque P est une
n-variété. Compte-tenu des isomorphismes SQq(P) — Hq(P) et

SQn_q(P) = Hn—q(P)’ 1'homomorphisme B commute avec 1'homomorphisme
de Poincaré connu en homologie et cohomologie (Bﬂ.l]).

Nous définissons dans ce chapitre 1'isomorphisme d'Alexander
et 1'homomorphisme de Thom en D-bordisme et D-homomorphisme. Nous
montrons qu'ils forment avec 1l'homomorphisme £ un diagramme commuta-
tif.

. . . . ~ ~n

Nous construisons enfin des isomorphismes, notés = X [}ﬂ ,

qui serviront au chapitre III.

A) DUALITE DE POINCARE.

§ 37 - L'homomorphisme de Poincaré.

Définition.- Soit P = |K| une n-pseudo-variété sans bord.

P
Si [é] € SQq(P), 1'application continue E(§) ~—§—+ P définit une

pseudo~variété singuliére (E(E),pg). L'homomorphisme de Poincaré

B . sdp) ~ 59, _o(P) est défini par Blg] = I:E(E),pg].

Remarque :

(Dﬂ.B corollaire) Si P est une n-variété, alors B est

un isomorphisme.
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§ 38 - Classe gondamentale d'une pseudo-variéte.

Définition.- Soit P une n-pseudo-variété sans bord. La

classe fondamentale de P est 1'élément :

[?,idp] € s9_(P).

Remarque : Par 1'isomorphisme ([i].S) cette classe fondamentale

correspond 3 celle qui est connue en homologie.

§ 39 - Proposition.-

Soit P une n-pseudo-variété sans bord. L'homomorphisme de

Poincaré B : sQi(p) ~ SQn_q(P) est le cap-produit par la classe fonda-

mentale de P.

Demonstrhation :

Etant donné [é] € SQq(P) le carré suivant est fibré :

p
E(E) —— o p
id idP
p
E(&) *"—**j;—“‘—* P

on peut donc considérer le cap-produit
so_(p) x s0d(p) -S> sq (p).
n n-q
En particulier

P.ia ] 0 [g] = [ED,p ] = 8[E].
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§ 40 - RelLation entre £'homomonphisme de Poincaré, Le cup et Le cap-prodult.

Proposition.- Soit P une n-pseudo-variété, pour tout q € Z ;

Bq : SQq(P) -> SQn_q(P)‘ 1'homomorphisme de Poincaré&. Pour toutes clas-

ses de D-cobordisme a € SQq(P), b € SQr(P) on a :

Bq(é)f\ b = Bq+r(a U b)

Demonstration :

B @ Nb = ([P,id] N a) U b (§ 39)
= [P,id] N(a UD) (§ 36)
= Bl (@UD) (§ 39).

B) L'ISOMORPHISME D'ALEXANDER.

1°) Introduction.

Soit une n-pseudo-variété W contenue dans une m-variété M.
On va définir un €-voisinage T de W dans M, qui sera une variété

ad bord OT tel que 3T NW # @.

Pour tout q € Z on connait les isomorphismes :

g R0y = E s IR oy S8, gITRTRg gy SR, godtmen g oy
~ Alexander. /,’
>
B ——K SO (W) ' 9 “ (T)
n-q n-q n-q

oiu f est une excision, g est une rétraction, h et k sont cons-

truits par E. Dominguez dans [é] et [ﬁ] respectivement.
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Enfin T, est induite par la rétraction naturelle (§ 47).

L'objet de ce qui suit est la construction directe de 1'iso-

morphisme d'Alexander o : SQq+m-n(T,3T) - SQn_q(T).

§ 41 - Définition de a. |

soit [£] < sQ¥™N(1,8T) et le carré fibré

E(E) id E(E)
( be

Pal Pe
T id T

o est le cap-produit (§ 31) par la classe fondamentale du voisinage T.

ale] = [1,id;] N [g] = [ECE),p]

§ 42 - Théoneme.

0 est un isomorphisme.

La démonstration fait 1'objet des §§ 43 a 51.

2°) Voisinages simpliciaux.

§ 43 - L'application simoliciale $L.

Pour toute paire de complexes simpliciaux (K,L) on désignera

par voisinage simplicial de L dans K aussi bien le sous-complexe de K :

N(L;K) = {ceK:0<7T, TN|L|l #@}

que le polyédre sous-jacent.
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est l'unique application simpliciale K - [b,l] telle

¥

que lﬁL (v)

L

0 pour tout sommet v de L et @L(v) = 1 pour tout

sommet de v de K-L.

§ 44 - Théoneme ([11].3.2).-

t

Pour une paire simpliciale (K,L) 1les conditions suivantes

sont équivalentes

i) L=0"0.
(ii) VoeK:oN|Ll =9 ou oN|L] <o
(iii) Voexr-L : o nJL] # 30

(iv) VoeK : sitous les sommets de o sont dans IL],

alors 0 € L.

La démonstration est facile. Si L satisfait 3 1'une des con-

ditions précédentes, on dit que L est plein dans K et on notera L & K.

§ 45 - Théeorneme.

Pour toute paire simpliciale (K,L) 1l existe une subdivision

L' de L telle que L' & K.

Nous n'avons pas trouvé la démonstration de ce résultat dans la
littérature. Elle est cependant facile : si L g K, d'aprés (iii) du
§ 44 il existe des simplexes 0 € K-L tels que o N |L| = 30. Pour cha-
cun de ces O choisissons un point b(0) € 8 et remplagons O :par la
subdivision obtenue en étoilant ¢ & partir de b(o) (voir, par exemple
[Hf| I.2). Alors le sous-complexe L' de K ainsi obtenu est plein

dans K opuisqu'il vérifie alors (iii) du § 44.
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Pour toute paire de polyédres (P,Q) 1l existe des triangula-

tions K et L de P et Q respectivement telles que L @ K.

C'est ce qu'on supposera toujours par la suite.
q PP P

§ 46 - Voisinages dérnives.

Soit (K,L) wune paire de complexes simpliciaux.

Un complexe dérivé de K prés de L est une subdivision K' de K

obtenue en étoilant ([10].1.2 ou Dl].Z.subdivisions) tous les simplexes
de K ayant au moins un sommet dans L et au moins un sommet dans K-L.

Notons que les simplexes de 1. ne sont pas subdivisés.

Le voisinage simplicial N(L;K') s'appelle alors un voisinage

dérivé de L dans K.

Un cas particulier de voisinages dérivés est le suivant
soit O < g < 1, les simplexes que 1'on étoile sont étoilés en un
point de &;l(e). Le voisinage obtenu s'appelle en ¢€-voisinage, il
est noté Ng(L;K).

La figure 46.1 représente un €-voisinage avec dim L = 1,

dim K = 2 et € = %

Fig. 46.1
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§ 47 - Proposition.
Soient des polyédres W = ILI, M = IKI tels que WCM,

|T| un €-voisinage de W dans M. Alors W est un rétract par

déformation de |T|.

Demonstration : -

On supposera (par nécessité) que L e K. Le €£-voisinage 'T[
admet une décomposition en cellules du type o N ﬁ;l(e) ou
o n $;][b,é] ol O est un simplexe ayant au moins un sommet dans L
et au moins un sommet dans K-L. Un sommet d'une telle cellule est
ou bien un sommet dans L, ou bien un point x intérieur & un unique
l1-simplexe [ﬁ,b] tel que a € K-L et b € L. On sait qu'on peut
construire une triangulation J de |T| dont les sommets sont exacte-
ment ceux des cellules précédentes.

La figure 47.1. représente un simplexe 0 = [a,b,é] avec b
et ¢ dans L, a dans K-L. Les points t,y,z sont dans
o n &;1(8) et 0 est &étoilé (en pointillés) en t,y,z. La cellule

(t z ¢ b) peut €tre décomposée en les simplexes [t,z,b] , [:z,b,c] .
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On peut définir une application simpliciale 7 : J > 1L
de la fagon suivante
si be L, alors m(b) =b

si X € ]a,b[, alors T(x) = b (fig. 47.1)
et on prolonge T par linéarité sur les simplexes de J.

Notons encore T : |T| » W 1'application entre polyddres dé-

terminée par 1'application simpliciale T.

I1 est évident que ﬂ/w = idw. On va montrer que 1 o T est

homotope a id[Tl'

Tl
iom
|
W — 7]
Pour cela, on définit H : |T| x I > I comme suit

« 81 x ¢ W alors x # m(x) par définition de 7, donc

Eg,ﬂ(xi] est un segment, on pose
H(x,t) = tx + (1-t)7(x)

* si x € W on pose

H(x,t) = x = T(x).

Pour montrer la continuité de H 1le seul probléme réside au
voisinage d'un point x'eW. Soit x ¢ W, on a
H(x,t) = tx + (1-t/7(x) et H(x',t) = m(x'"),
)

si x tend vers x', alors Tm(x) tend vers T(x') = x' donc

H(x,t) tend vers tx' + (I-t)x' = x' = 7(x"'), c'est-a-dire vers H(x',t).
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On a bien H(x,0) = m(x) et H(x,l) = x pour tout x de ITl.

D'oli H réalise 1'homotopie cherchée.

§ 485 - Conollaine.

SQ¥(W) = SQx(T).

En effet, puisque SQ¥ est une théorie d'homologie (§ 28),

1'"homomorphisme My = SQ¥(ﬁ) induit par ™ réalise un tel isomorphisme.

§ 49 - Théonéme.

Les hypothéses étant celles du § 47, supposons que M soit une

m-variété. Alors |T| est aussi une m-variété.

Demonstrhation :

Nous utilisons des résultats de [Nﬂ.
, . y -1, - -
D'abord il est évident que |T| = ﬂL (LQ,EJ), alors (L]Q], lemme 2.6)
IT| est un voisinage dérivé de W dans M. D'aprés ([}d], théoréme 2.11)
|T| est un voisinage régulier, enfin ([}O] II.4. définition) |T| est

une m-variété.

3°) L'isomonphisme d'Alexander.

§ 50 - Théoneme ([8].3)

Supposons que :

1) |K| est une pseudo-variété orientée avec bord oK € K et 9K admet

un collier‘dans K.

2) |L| est une variété orientable.

. . . .o -1
3) £ : K> 1L est une application simpliciale telle que f (9L) = O9K.
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1
Alors il existe un Pseudo-Fibré en Blocs |K]| AN L] tel

que les pseudo-variétés singulieéres (IK},£) et (|X],f') soient

D-bordantes.

Remarque : L'hypothese selon laquelle |9K| admet un collier
dans |K| n'est pas restrictive : Dominguez démontre dans [{] que la
théorie de D-bordisme dans le cas général est la méme que pour celle
des pseudo-variétés a colliers. De fagon plus précise : toute pseudo-—
variété singuliére (P,f) est D-bordante a une autre pseudo-variété

singuliare (P',f') telle que JP' admette un collier dans P'.

§ 51 - Démonstrhation du théoreme du § 47.

On a posé a : sQ¥™(T,dT) - S _o(T)
a([e]) = [T,id] N [g] = l}:(a),pg]

o est donc défini par un cap-produit relatif (§ 34-2)

MR, eT) — S0 (T)

SQ (T,aT) % SQ
m n—q

On sait que o est un homomorphisme de groupes car le cap-
produit est bilinéaire,

On va construire un homomorphisme réciproque

a' : sQ  (T) — spdtmm
n-q

(T,3T).

Soit donc [},ﬁ] € SQn_q(T). On peut supposer que £ est
simpliciale (§ 30). D'aprés § 49, [T| est une m-variété. D'autre
part, 0P = ¢ par hypothése et donc (§ 50) il existe un P.F.B

\
n :P SN ITI tel que

(1) (P,£") v (P,£)
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On pose u'([?,f]) =

Eﬂ (i est une classe de D-cobordisme).

est bien définie d'aprés (1).

Alors o o o'([P,£])

a o a'([P,£])

et a'o a([g]) =

de o

et puisque §

Finalement o'

est un isomorphisme.

a([n)) = [p,£7]
[P, ]

a'([ﬁ(&),pé]) = Bﬂ d'apré&s la définition

par définition de «.

d'aprés (1)

est un P.F.B.

est 1'homomorphisme ré&ciproque de o et o

C) L'HOMOMORPHISME DE THOM.

§ 52 - Rappels

Une isotopie ambiante d'un polyédre X

: dsotopies [10].

est un homéomorphisme

linéaire par morceaux h : X X

1) VxeX:

2) Le diagramme suivant est commutatif,

jection canonique sur I

h(x,0) =

I »X XTI tel que
(x,0).

p désignant la pro-

X*x1 ———> X X1

A\

Autrement dit pour tout t & I

de la forme (ht(x),t) ol ht

par morceaux. Notons que hO =

S1 X] et X2

sont deux sous-polyédres de X

on dit qu'ils sont isotopes et que h

et tout x € X, h(x,t) est

est un homéomorphisme X —* X lindaire
<
tels que

envoie X] sur X2.
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Si un homéomorphisme k : X —* X vérifie k = h,, on dit

que k est isotope 4 1'identité.

On dit enfin que h est fixe sur un sous—polyédre Xo de X

si h/X X = 1dX “T"
o 0

§ 53 - Isotople des vodisinages dernivés.

Lemme ([10].2.9).-

Soit W un sous-polyddre d'un polyddre M. Alors si Nl et N2

sont deux voisinages dérivés de W dans M, il existe une isotopie ambiante

de M, fixe sur W, qui envoie N, sur N,.

§ 54 - Conollaine.

Avec les notations et les hypothéses précédentes soient T un

€-voisinage de W dans M et U un voisinage tubulaire. Alors

SO (T,3T) = SO (U,3U) et S, (T,3T) = 50,(U,80).

Démonstration : D'aprés § 53, T et U sont homéomorphes et,

* .. .
d'autre part, SR et S{i sont des theéories de cohomologie et d'homo-

logie.

§ 55 - Pnogoaitigg.

Tout voisinage tubulaire de W dans M se rétracte sur W.

Démonsthation : Soit d'abord T un €-voisinage de W dans M :

alors il existe (§ 47) une rétraction par déformation 7T : T > W.
Si U est un voisinage tubulaire, c'est a fortiori un voisi-
nage dérivé et par § 53 il existe une isotopie ambiant h de M telle

que
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(1) hl(U) =T
(2) g = g
Soit v : U > W défini par r =T o h . 8i x € W alors

1

r(x) =T o h](x) = m(x) d'aprés (2), donc r(X) = x car T est une

rétraction de T sur W, donc r/w = idw.

Soit H: T x I ~>T 1'homotopie entre m et id., utilisée

dans la démonstration du § 47, on définit

1

F:UxI->TU par F(x,t) = h; o H(h, (x),t)

(cela a un sens car hl est un homéomorphisme).

on a F(x,0) = h;] o H(h (x),0) = h;‘ o7 oh (x) (définition

de H).
F(x,0) = h]' o r(x) (définition de 1)
= r(x) (d'aprés (2) et le fait que r(x) € W)
F(x,1) = h;l o H(hl(x),l) = h;] o h](x)
F(x,1) = x.
Cela montre que r est bien une rétraction par déformation de
U sur W.

§ 56 - La classe de Thom.

. s n Pl s . ~
Soit une pseudo-variété W contenue dans une variété orientee
M'. Soit T un voisinage tubulaire (ou un €- voisinage) de W dans M,
. . * ~ . .
J la triangulation de T, J une décomposition cellulaire duale de T
relativement 3 uneé subdivision barycentrique J' de J.

On construit un P.F.B. n d'espace total E(n) = W, de base
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J et tel que P t W< T=|J]| est 1'injection canonique, donc :

56.1 pgl(d) = nd =dNW pour tout d € J¥.

Cela satisfait aux axiomes du § 12 : trivialement pour les

trois premiers.

. * . .
Pour PFB soit d e J , =d N W est l'intersection de

4’ 4
deux pseudo-variétés orientés, il en est de méme de Ng:

Chaque cellule d étant transverse 3 W, on a :

codim ng = codim{(d N W) = codim d + codim W
m - dim ng = (m - dim d) + (m-n) , donc :

dim d - dim.nd = m-n est une constante.

Snd = 3(dNMW) =3dNW car oW =@ par hypothése donc
' = ' . =
d'aprés 56.1 : Snd nad.

Pour montrer que Bnd admet un collier dans N4 il suffit

de montrer que Bnd admet en tout point un collier local dans nd (§ 9.2).

* .
Pour toute cellule de€ J, 3d MW est un sous-complexe sim-
plicial de J' ([15]-2). Si 8d NW # @, un élément x de 3d W

est dans 9d et une face ¢ d'un simplexe T de J', contenu dans W.

Alors x € 3ad M a7 C 3(d ﬂ»T) donc x admet un collier dans
dN T, donc dans d NW, car d N T est une variété.

Toute cellule d de J* est duale d'un simplexe ¢ de J,
elle sera munie de 1l'orientation telle que : l'orientation de ¢ suivie
de celle de d donne l'orientation de M (E}j].Z). Alors les nombres
d'incidence [ﬁ : d'j sont bien définis lorsque d' < d dans I et

si les blocs d N W,d'" 7 W sont non vides (si non il n'y a rien a vé-



rifier) on a :

f& : di], d'oli la conservation des

[hd : ndf] [ﬁfﬂ W:d' n hﬂ
nombres d'incidence.

Puisqu'enfin WN 3T = @ on a ainsi déterminé un élément

Dﬂ € SQm_n(T,BT), appelé classe de Thom de W dans M.

Remarque. : Par 1'isomorphisme de Bﬂ, cette classe de Thom

correspond a4 la classe de Thom connue en cohomologie.

§ 57 - L'"homomonphisme de Thom.

D8 finition.- L'homomorphisme de Thom : X : SQq(T) > SQq+m—n(T, T)

est le cup-produit par la classe de Thom Dﬂ.

Remangueé :

1. On verra au § 58 que si W est une variété, A est un isomor-

phisme.

2. Par les isomorphismes de Dominguez (Eﬂ et [6]) A correspond

d 1'homomorphisme de Thom classique.

D) RELATION ENTRE LES HOMOMORPHISMES DE POINCARé, ALEXANDER ET THOM.

§ 58 - Thionome.

Soit B : SQq(w) - SQn~q(w) 1'homomorphisme de Poincaré (§ 37),

o e SQq+m—n(T,8T) —E%'Sﬂn_q(T) 1'isomorphisme d'Alexander (§ 41),

A SQq(T)>+ SQq+m_n(T,8T) 1'homomorphisme de Thom (§ 57) et m:T~>W

une rétraction par déformation.

Le diagramme suivant est commutatif




*
sod(w) T sd (1)
- A
B " g@TR Ay
A~
S W) = SQ ()
n=q n-q

Demonsthation : Soit Bﬂ €S q(W), par définition on a

8([E]) = [E(E),pgj.

Considérons les carrés fibrés :

N8 pﬁw 4 ot
E(pgp £) E(p &) - E(&)
|
ga lpg Pe .
p
E(n) =W ¢ s 1 - s — W

Par définition (§ 17), on a ﬂ¥([€]) = {pﬁgj, par § 57, on a
- n . . .

A([bﬁgj) = [b#g] U [d] = Ln * pgp#éjb (§ 25) mais puisque T o p = 1dw
(T est une rétraction par déformation) alors le P.F.B ;gp#i n'est

o
autre que & (& un isomorphisme prés), donc X([pﬁél) = [ﬁ * é].

D'autre part (§ 41) a([n ¥ £]) = [E( * &),p(n * £)]

c'est-a-dire o([n ¥ £]) = [E(i),Pn o Pé]-

Enfin (§ 28) : W¥(!E(€)spn o Péj) = [E(g),ﬁ o P, 0 Pé],

et que p_ : W~>T

mais P, O Pg est a valeurs dans W, comme T/W = id n

W
est 1'inclusion canonique, la classe précédente est donc [E(E),pé],

d'oli 1la commutativité du diagramme.
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58.1.- Conollaire.- Si W est une variété, 1'homomorphisme

de Thom est un isomorphisme.

C'est évident puisque 1'homomorphisme de Poincaré est alors

un isomorphisme.

E) LES PRODUITS x[y]"

Ces produits permettent de déterminer des isomorphismes entre

certains groupes de D-cobordisme.

§ 59 - Deginitdion.
Soit O wun l-simplexe orienté (on peut considérer que c'est

I = BL]] muni de son orientation habituelle) et soit E(Y) un point

o)
(orienté + par exemple) se projetant dans o (fig. 59.1)

x E(Y)

Fig. 59.1

Ceci détermine de facon évidente un P.F.B. (§ 12) de rang 1 et

une classe de D-cobordisme notée
[y] e so'(o,50)

* P n .
Pour tout n € N , on définit [}] comme suilt

d'abord E{]l = [{} et si n > 2 on peut définir le produit

Yn =y Xy x _,,, Xy de n P.F.B. égaux & Y et le produit extérieur

n

™ = [¥] x [¥] x ... x [y], élément de sQ"(3",30™) (§§ 15 et 21).
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Notons qu'ici M=o xox ... x%x0 (n facteurs) et il est
clair que [Y]n = l:yn:l .

59.1.- Remarque : D'aprés § 15, y" est un P.F.B. dont 1'espace

. . on
total est un point se projetant dans O .

§ 60 - Théordme.

Soit (P,Q) ‘une paire de polyédres compacts. Alors pour tout

. * . .
i€Z et tout n €N 1'application

. r'Y n .
s (P,Q) o] s ™M pxo™, (Px30™) U (Qxo™)) est un isomorphisme.
' .|
Démonstration :
I1 suffit naFurellement de considérer le cas n = 1. Alors
on a [}]1 = E{]. Les produits extérieurs étant bilinéaires, on sait

déja que X Dﬂn' est un homomorphisme de groupes.
|
!
|

X [{] est ﬂnjectif.
B T

Soit donc Jéj € SQi(P,Q) tel que Bﬂ x Ba = 0. Cela signifie

que (& x y)R @, 1 existe donc un P.F.B 6/(ng)><I tel que
|
1) 6/(PX0§XO = e/Pxo =& Xy
2) 0 pyr = P
Notons O = [é,b] et soit le P.F.B ¥ o= 6/(an)XI' On a
\ = == = ' a
y/(PXa)XO - e/(PXa)XO 6/an ng/PXa (d apres (1),
donc Y/ = ¢/ car E(y) est un point.

(Pxa) 0 P
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3 ¥ pxayxo = /p
Des conditions P X a X 1 CP X 0 x 1 et 2) il résulte que
4) ¥/ = @,

(Pxa)x1
d'aprés 3) et 4), on a ER ¢, d'ou [g] = 0.

X E{] est surjectif.

soit [] € s *l(pxo, (Pxd0)  (Qx0)). On va construire

[£] € 5 '(®,Q telle que [£] x [y] = [1].

On pose E(L) = E(n) et pE =p, 0 P, (diagramme)
E(M)
p
Pn &
(L
PXo P
Py

I1 faut s'assurer que & est bien un P.F.B. au-dessus de (P,Q) |

donc pour cela vérifier les axiomes PFB, & PFB,. du § 12 et enfin voir que

1 5
(&xY)Rn.

PFB1 et PFB2 sont trivialement vérifiés.

p, est évidemment linéaire par morceaux, P aussi car n est
un P.F.B., donc p, © pn = pE est linéaire par morceaux et PFB3 est
vérifié.

Pour PFB4, on considére un m-simplexe T de la triangulation

de P. On a p;](T) =T X g, et, par définition de Pg on a
pgl(T) = pgl(TXO) est une pseudo-variété : c'est le bloc nTXo car 7N est

un P.F.B. On a donc
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Par définition rg n = i+l c'est—-d-dire :
g ’

dim(tX0c) - dim nTXO = i+l. Comme dim 0 = 1 et compte tenu de 5) on a :

dim T + 1 - dim ET = i+]

dim T - dim ET =1 d'oG rg & = i.

. _ e e . .
D'autre part BET = anTXO par définition de & ;

= nB(TXG) car 1 est un P.F.B. ;

- n('c)"c><o) U (1T%930) = na"rxou nrxao ‘

Mais par définition 1, ses blocs sont vides au-dessus de

- = = ' a
T X 30. On a donc BET donc BET &aT d'aprés 5).

Nytxo
11 est &vident que E/Q = @. L'égalité 5) entraine que chaque

ET a un collier puisque ceci est vrai pour Nexg

Enfin, 1l'axiome P.F.B. concerne la conservation des nombres

5

d'incidence. On suppose donc T' < T.
[t xo: 1" xqo] =[t:1]. (§ 6).

v ] . ' - .
D'autre part, [% x Qg T X Q] [hTXO PN Xé] car 1 est
un P.F.B. .
Donc Et X g s+ T X q] = [ET : QT;] d'aprés 5).
Finalement, [ET : ETJ = [:T : T‘] .
Pour achever la démonstration, il suffit de construire un iso-

morphisme entre & X y et n. Pour cela, on définit f : E(EXY) - E(n)

par f(x,pE) = X,

I1 est évident que f détermine un homéomorphisme linéaire
par morceaux entre E(&Exy) et E(n). Il reste & voir que f respecte

les blocs et les nombres d'incidence.
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Le complexe de boules sous-jacent 4 P X g

est décrit par les

T X0 (T simplexe de P) et les T X o' (0' <0), donc o' est
un point.
= x = 1
Dans le ler cas (Exy)TXO ET Yo ET car y_ est un point
= ”Txc d'aprés 5)
f(ET X YO) = ET par définition de f, donec
"X =
ECEL XY = gy
Dans le 2é&me cas (ng)TXO, =@  car Ygr = d.

D'autre part n ayant
(Px30) U (Qx0) on a aussi nTXG, =
x
G

Enfin, par définition de

cidence est évidente.

ses blocs vides au~dessus de

@ et donc
=n

TXo'

f, 1la conservation des nombres d'in-



CHAPITRE 111

THEORIE BIVARTANTE

Pour chaque morphisme f : P > Q dans la catégorie des poly&dres

compacts nous définissons des groupes abé&liens

Tl(P £, Q) (i € Z) de sorte que

* t .
T — p) est le D-bordisme sur P H

* id .
T (P —L P) est le D~cobordisme sur P .

Nous définissons éntre ces groupes trois opérations

le produit, 1l'image directe, 1'image réciproque bivariantes.
Ces trois opérations coincident dans certains cas particuliers
avec le cup-produit, le cap-produit ou les homomorphismes induits en D-

bordisme et D-cobordisme par les morphismes entre polyédres.
Ces opérations satisfont & sept axiomes qui les rendent compa-

tibles.

Fulton et Mac Pherson ont construit dans ([14].3) une théorie
d'homologie bivariante dans la catégorie des espaces topologiques. On
verra (§ 64) que pour les polyédres compacts cette théorie est la méme

que celle que nous définissons ici.

A) DEFINITION DES GROUPES BIVARTANTS.

1°) Générnalite.

§ 61 - La catégonie de base.

Les objets considérés sont les polyédres compacts P, donc il
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existe un plongement linéaire par morceaux dans un hypercube ¢ : P <> ™.

Les morphismes sont les applications linaires par morceaux

(elles sont donc continues).

§ 62 - Lemme.

Soient P et Q deux polyédres dans la catégorie de base, un

plongement ¢ : P <> I et un morphisme £ : P > Q. Alors l'application

(£,0) : P> Q X 1" est un plongement.

Démonstration : 11 est évident que (f,9) est injective.

(£,%) est continue puisque f et ¢ 1le sont.

] (£,9)(P) ~ P est éga-

L'application réciproque : (f,@)—
lement continue puisque P est compact.
(f,9) est lindaire par morceaux puisque f et & 1le sont.

Enfin, on sait que la réciproque d'un homéomorphisme linéaire par morceaux

est encore lindaire par morceaux.

2°) Déginition des groupes Ti(P wg—>»Q).

§ 63 - Deginition.

Soient P et Q deux polyédres compacts, un morphisme £ : P -+ Q,

un morphisme ¢ : P -~ " tel que (£,9) : P> Q X 1" soit un plongement,

soit P = (£,0)(P) et T un e-voisinage de P dans Q X 1",

Pour tout 1 € Z, on pose Tl(P —£—+ Q = SQl+n(T,8T)

§ 64 - Proposition.

i f , .
Les groupes Tl(P — Q) dépendent uniquement du morphisme f.
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Demonstrnation : Nous n'avons pas trouvé de démonstration interne

i la théorie. C'est le seul point pour lequel nous utilisons les résultats

de ([14].3).

D'aprés (Dﬂ.lZ), il existe un isomorphisme
SQl+n(T,8T) = H1+n(T,8T) 11 existe une rétraction T : T > P (§ 47),

alors il existe aussi une rétraction de T-P sur oT, donc on a un iso-

. - N . _ ‘ . _

morphisme at n(T,BT) — H1+n(T,T—P), mais Hl+n(T,(Q><In -P)NT) =
B x 1,0 x 1" - P).

H1+n(

Enfin, les groupes Q ><‘In,Q x 1 - P) sont les groupes

bivariants au sens de ([14]3.1.4 et 5) et ils sont bien indépendants du

plongement @.

§ 65 - Proposition.

Soit T le sous-polyédre de Q X 1" formé des simplexes de

0 -
Q x " disjoints de T (c'est-d-dire le complément simplicial de P

n . - .. e P
dans Q X I relativement .4 la subdivision dérivée définissant T.

Alors | TH(P —E»-Q) = SQl+n(

Q x 17,1%)

Demonstration : Cela résulte immédiatement du théoréme

d'excision
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§ 66 - Remanque :

Tout groupe bivariant Tl(P ——> Q) est celui d'un plongement,

c'est-d-dire on peut supposer que f est un plongement.

En effet, par §§ 62 et 63, il est clair que
Tl(P __f__> Q) = Tl(P k_g_?.g)_——> Q X In).

§ 67 - Proposition.

Pour tout polyédre P : Tl(P —> P) = SQl(P) ; si P est une

pseudo~variété Tl(P > pt) = SQ_i(P).

P'—lg+ P est un plongement, comme P X 1° = P x pt =P

on a Tl(P<—3£L+ P) = SQI(T,BT) oi T est le €e-voisinage de P dans P,
évidemment T =P et 9T = @, d'ol la lére assertion.

Soit, enfin, un plongement ¢ : P& 1" et.notons £ : P~ P

1l'unique application envoyant P sur le point, par définition

P > p%) = st ™(T,5T)

oi T est un e-voisinage de (£,9)(P) dans pt X In, c'est-3-dire de
$(P) dans . D'aprés §§ 41 et 42 omn a Ti(P N pt) = SQ_i(T) mais
T se rétracte sur o(P) (§ 47), et &(P) est homéomorphe 3 P, d'ou

f t)

T (P — p ) = S, (P).

B) LES TROIS OPERATIONS BIVARIANTES.

‘ Les trois opérations bivariantes que nous définissons ici coin-
cident, dans le cas des polyédres compacts, avec celles définies dans
([}4],3.1.6;3.1.7;3.1.8). Mais les constructions et les démonstrations

sont plus simples.



1°) Le produit bivariant.

A tout diagramme commutatif dans la catégorie

I

b\, /s
R

de base on va faire correspondre des produits

Tl(p NN Q) X TJ(Q &, R) — T1+J(P h, R) oi i,j € Z.

§ 68 - Cas des plongements.

P > Q Le produit bivariant

\/ e+ x> r — e R
R

est un cup-produit défini ci-dessous.

Etant donnée une triangulation de R, soient :

T le €-voisinage de P dans Q (et donc, dans R)

V ” " Q R

Soient V° 1le complément simplcial de Q dans R, relativement

a la subdivision déterminant V (§ 65), T¢ celui de P dans Q, et

Q
TE celui de P dans R.

La figure suivante résume la situation et présente toutes les

inclusions possibles.




c
|TP | TQ
Cc
T
l! | R :
i -
______ | v
e

On utilise la deuxidme expression des groupes bivariants (§ 65).

Nous avons défini le cup-produit (§ 24)

s (R,Tg) x 867 ®,VS) —L st (R,TIC{ U v%)

mais TE uve = TE', par excision on a donc un produit
80°(0,T) * SP R,V —— 52" (R, TD)

clest-i-dire T (P> Q) x TV(Q= R) — T I (P— R).

§ 69 - Cas particulien.

Soit le triangle commutatif

ic& /id
P
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C I3 » . e d .
dans ce cas T, =T =V =@, alors le produit bivariant coincide avec

le cup-produit (§ 24) SQ'(P) x s@3(p) - sp**I(p).

§ 70 - Le produit bivarniant dans Le cas général.

On utilise le fait que tout groupe bivariant est celui d'un
plongement (§ 66) et on peut donc appliquer la comstruction du para-
graphe précédent.

P o
Etant donnés des plongements P — In, Q ——+>Im, on peut

former le diagramme commutatif :

TS NN L > R x 1" x 17
£ k
Q < (8,¥) . 'R x Im
g
~
R

- - n
odi on a posé pour tout (q,v) € Q x I :

k(q,v) = (g(Q),W(Q))

L(q,v) = (g(q),¥(q),V).
Les morphismes non indiqués étant les projections canoniques.

La projection p induit un homomorphisme

. ; .
sl (R x 1,08 @), godg x 1™ x 1,79

oi U (resp. V) est un €-voisinage de (g,¥)(Q) (resp. (Q % In))
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n

dans R X I (resp. dans R X ™ x 1 ). SQJ(p) définit donc un homo-

morphisme
. i .

. i .
clest-i-dire Ti(Q B> Rr) @, pigx ® L, R ™ x Y.

Dans le cas général, on définit le produit bivariant comme étant

le composé de id i X SQJ(p) par le produit bivariant correspondant
T (f)

aux plongements (f,%) et £

Ti(P £,0) Q * In) y Tj(QXIn £, RXTX 1™ LN Ti+j(P 2 o (£,0) . R}
Ti(P _f, Q) ij(Q £, B Ti+j(pM RXI™xT™)

. i+ h
id . xsed(p) T (P b

Tl(f) -

e B @ xti & » 7

§ 71 - Cas particulien.

. . . id
Soit le triangle commutatif : P —i;;) p
t
p
on a le produit bivariant :

e M opy xde - pH —— e - pH

id

on sait que Tl(P —> P) = SQl(P), si, de plus, P est une pseudo-

variété (plongée dans une variété), alors



e > ph =50 @) (§ 67)
et le produit
st (p) x 52_; (P) — s2_;_;(P)

n'est autre que le cap-produit défini au paragraphe 31,

§ 72 - Proprietes du produit bivarniant.

1) il est associatif ;

2) dans le cas particulier du produit

h

. £ . . ..
Tl(P -—— P) X TJ(P &, P) — T1+J(P — P) (avec gof = h),

pour tous a € Tl(P £ P),b € TJ(P £ P) alors :

a.b = (—])1Jb.a 3

3) dans les cas particuliers

e M op xrde & g = e 5 g
e o9 0 & 9 = e & g

les classes [éé] et [ed] (§ 22) sont des unités & gauche et A droite

respectivement.

Demonsthation : L'associativité découle des définitions : la

composition des homomorphismes et le cup-produit sont associatifs.

La relation a.b = (—])lJb.a résulte du § 27, de méme pour les propriétés

de [ep] et [ed].

2°) L'image dinecte bivarniante.

A tout diagramme commutatif P dans la catégorie

— Q
B\ /&
R
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de base on va faire correspondre des homomorphismes

. £ .
e B o X 1l &+ w).

§ 73 - Déginition de £

Le diagramme suivant présente les factorisations par les plon-

gements

TCR X I® x I

UC R x T

)
Q%ﬁ

—p
>

n

T est un €£-voisinage de (h,Yoh,®)(P) dans R X 0 x 1

O He

U est un £-voisinage de (g,¥)(Q) dans R X .

L'expression des groupes bivariantes utilisée ici est celle donnée au § 65.

L'inclusion (R X ™ x BIn) u (Ut x In)c: T qu'on démontre
. . * . e e
au § 75 induit un homomorphisme 1 en D-cobordisme, alors par définition

£, est 1'unique homomorphisme rendant commutatif le diagramme suivant
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e B R il > T'(Q —& R)
s T (Rx1™x1®, T) s ™ rx1™,U%)
1
x[y]"
SO R xR, (RXI™XAT™) U (USxT™Y)
§ 74 - Lemme.

Soit un polyédre X et deux sous—-polyédres A C A2(: X.

i
Alors NE(AI;X)C: Ne(AZ;X)

(autrement dit : les €-voisinages sont compatibles avec 1'inclusion).

Démonstration : On note @i : X~ B),ﬂ 1'application simpli-

ciale déterminée par Ai (1 = 1;:2).
Soit x € Ne(Al;X)’ alors @](x) < e

x est dans 1'intérieur d'un unique simplexe

g = (Sl’°'°’sn’sn+1""’Sm’sm+l""’sp)

oG on note s ’8 les sommets se trouvant dans A, ,

EEEE 1

s sS_ les sommets se trouvant dans A -A. ,

n+!’"° 271
Sm+l""’sp les sommets se trouvant dans X—A2 s
P P
et on peut écrire x = ) A.s. ; A, 30 ; ) A =1,

p
J (x) € € <=> Z 2.0 (s.) < e, mais ¥ (s.) =0 lorsque 1 € 1 € n
1 1o 1711 11

et ﬁl(si) = 1 sinon. L'inégalité précédente s'écrit alors




i=n+

P P
D'autre part wz(x) = X Ai IS Z A. donc ﬂz(x) £ €
i=m+1 i=n+1 *

et cela prouve que x € N (A2;X).

§ 75 - Lemme.
(R x T% x 31™) U (v° x 1M T°.
Demonstration :
L'inclusion (R X ™ x In)C: T est facile 3 voir :
o
N
si (x,y,z) € R X ™ x BIn, alors (x,y,z) ¢ R x 1" x 17 il est clair
O
— T

0
que TC R X ™ x In, alors (x,y,z) € 7.

On montre maintenant que ¢ x 1" ¢,
I1 est clair que
. c c
(1) si ACB alors B C A 3
(2) pour toutes paires (P,A) ; (Q,B) de polyédres, on a :
N_(A X B3P X Q) C N_(A;P) * N_(B;Q)
(le €-voisinage d'un produit est contenu dans le produit des e-voisinages).

Comme PC Q X In, on applique § 74 et (2), d'ol :

NE(E;R x I,1™ N (3R x IM) x NE(In,In), c'est-a-dire TC U x I

Alors, d'aprés (1)

¢ x 1"c TC. D'od le résultat.

Ceci achéve la définition de f*

§ 76 - Cas parnticulier.

Soit P et Q deux pseudo-variétés, le triangle commutatif :
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P — q
/
N\,
alors d'aprés § 6! on a Ti(P > pt) = SQ_i(P) et Ti(Q > pt) = SQ_i(P)

et 1'image directe bivariante

. f .
1hp > pt) —— TH(Q > pH

est 1'homomorphisme induit en D-bordisme :
s ()

-1
sQ_,(P) ——— 50_.(Q (§ 27)

via les isomorphismes du § 67.

§ 77 - Covardiance de £'image directe bivariante.

Proposition.

Soit le diagramme commutatif

\\\N ‘5/; alors (gof)¥ =g of

* *

Demonstrnation :

Le diagramme suivant présente les factorisations par des plon-

gements, les hypothéses et les notations sont analogues a celles du § 73.
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m

R x1I
l ‘y
> R h e

S x IK
S

D'aprés § 73 f_ et gy sont les uniques homomorphismes rendant

K

commutatif le diagramme suivant

. h . g .
‘Tl(P hogof s) ¥ Tl(Q hog g * N TlQR h $)
| | |
SQl+£+m+n(SXI£XImXIn,TC) SQl+£+m(SXI£XIm,UC) SQl+£(SxI£,VC)
u = =
{ x[y]" x[y]™
(1) SQl+£+m+n(SXI£XImXIn,(SXIKXImxaIn)LJ(chIn)
s M ™ (sxrlxat™) U (vExI™) )
' f

1

on a posé :

De

le diagramme

oi W et UZ sont induits par les inclusions comme dans le § 75 et od

—— ...1 -
wy o WM T ow = x [Y]M o g 0 £,

méme (gof)¥ est 1'unique homomorphisme rendant commutatif

suivant :
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. (gof) .
Tl(P hogof $) * Tl(R ___ll___> $)
| N
SQl+£+m+n(SXI£XImXIn,TC) 1+£(SXI£ %)
(2) L ~ X[y]m+n
SQl+£+m+n(SXI£XImXIn (SXIEXBIm+n)Ll(VCXIm+n))

ol V est induit par une inclusion comme au § 75.

Pour montrer que (gof)¥ =

le triangle suivant est commutatif :

goittrmin g L gm0 S SN

8y © fy»

o f il suffit de remarquer que

st (ool ™® | (sxrbxat™) U (vEXI™)

/ 1"

(S}TEXT™ R (sxTlxaT™ ™) U (vEXT™ DY)

1+£+m+n £ _m+n

Le résultat s'en déduit alors en comparant les diagrammes (1)

et (2).

3%) L'image héciproque bivariante.

1

A tout carré fibré pr & o p dans la catégorie

lf.

-

Q' —E— q

de base on va faire correspondre des homomorphismes

. ¢ * . .
e S @ & rhe' Lo Q.

.
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§ 78 - Définition de g .
Soit ® : P > V un plongement dans une variété compacte (on
peut supposer que V = In, comme au 1°) et 2°), mais on notera V pour

simplifier). Alors (f,®) : P> Q X V est un plongement (§ 62), en
posant &' : d o g' : P' >V, il est facile de voir que (f',9') :
P' > Q' X V est encore un plongement,

Soit T un €-voisinage de P

i

(£,9)(P) dans Q X V 3

[

U P' = (£',0")(P') dans Q' X V.

On suppose que les triangulations sur Q X V et Q' X V rendent

g x id_, simpliciale. L'expression des groupes bivariants utilisée ici est

Vv
celle du § 63. On démontrera (§ 79) que :

(%) (g x id)(U,30) © (T,3T)

ce qui induit une application

gxidV
(U,90) —— (T,9T)

d'ol un homomorphisme

*
SO (gxid,,)
s (T, 9T) Vs sg®w, )
l il
™ 5 Q) e £ )

et on pose par définition :

’ g = S0 (g x 1d)




§ 79 - Proposition.

L'image réciproque est bien définie.

I1 s'agit de démontrer l'inclusion (¥) du § 78. On le fera en

plusieurs étapes (§§ 79 3 81).

§ 80 - Lemme.

Soit une application simpliciale

f:|K| =P~ |L] =Q, A un sous—polyddre de P, Ne(A;P) un e-voisi-

nage de A dans P (0 <€ < 1).

Alors £[N_(a;P)] € N_(£(8);5Q).

Démonstrhation : Soit Y, : P~ [0;1 1'application simpliciale
A > p

déterminée par A (§ 43).
P -1 .
Par définition N_(A;P) = ﬁA ([03e]). soit x € NE(A;P),
c'est-3-dire ﬁA(x) £ €. x est dans l'intérieur d'un unique simplexe

g = (sl;...;s ;s

3...38 ) ol on a noté s
n’ n+l P

ERREELN les sommets qui

sont dans A et s

n+],...,sp ceux qui sont dans P-A.
On peut écrire x = g A.s. avec A, 3 0 et E. A, =1,
LT i . i
i=1 1=1
Alors &A(x) £ & <=> E A.si < €.
i=n+1 *

D'autre part, f(x) =

. Kif(si) donc :

|

0 ~7r0

. _ B

i <1icg . "ot . /) =Y
si 1 g1 n alors s € A, d'od f(sl) € £f(A) et ﬂf(A)(f(sl)) 0

D'oi ﬁf(A>(f(x)) = i=§+] Ai¢f(A)(f(si)). D'autre part, par définition

de ﬂf(A) on a toujours ﬂf(A)(f(si)) £ 1 donc




I’

p
(£(x)) € ) A,

. 1
1=n+1

lﬂf(A)

qui prouve 1'inclusion annoncée.

§ 8§71 - Lemme.

(g % idv)(U) CT.

€. D'ol, par définition, £f(x) € Ng(f(A);Q),

ce

Démonstrhation : 11 est facile de voir que (g X idv)(f')C: P,

d'ol d'aprés § 74 : Nef(g X idv)(f');QXj]CZ Ne(f;QXV) c'est-d~dire
(0 N [(g x id) (B3] € T.

D'autre part le § 80 entralne :
(g X id) [ (®';Q'xv)]c NEL—(g X idy) (P') ;QxV]
c'est-a-dire
(2) (g x id) @ C N_[(g x id) (") ;0]

de (1) et (2) il vient (g X idV)(U)C: T.

§ 82 - Lemme.

(g % idv)(aU) C oT.

Démonstration : Nous montrons d'abord que

(*) (gxidv)(U—ﬁ')CT—P'.

La figure 82.1 résume la situtation.
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Fig. 82.1

Par § 81, on sait déja que (g X idv)(U)(: T, 1l suffit domnc de montrer
que si X ¢ P' alors (g x idv)(x) ¢ P. Il est commode de raisonner

par contraposition :

Supposons donc que (g X idV)(x) € P, on peut poser
x = (q',v) € Q"V et (g x id(q',v) = (£(p),?(p)) avec pe€ P.

On a les conditions :

(1 g(q")

2) v

£(p)

o(p).

fl

(1) signifie que (q',p') € P', alors q' = £'(q',p) car on
a un carré fibré (introduction du 3°), alors (2) peut s'écrire
v==0¢o0g'(q",p), donc

(g",v) = (£'(q',p), ® 0 g'(q',p)) = (£',%0g")(q",p)

cela prouve que (q',v) € P'.

On est maintenant en mesure d'achever la démonstration du lemme :

)
gsoit donc x € dU et O 1l'unique simplexe dans U tel que x € O.

Par définition de dU ona ONP' =@ donc 0CU=-DP'.
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D'aprés (¥) (g X id)(0)C T - P. Et puisque g X id, est

simpliciale (§ 78), (g X idV(O) est un simplexe disjoint de P. Il

est donc contenu dans 3T et on a bien (g X idV)(X) € 9T.

La proposition du § 79 est donc démontrée.

§ 83 - Cas parnticulien.

Soit un morphisme f : P' > P, alors l'image réciproque
Tl(P id, P) - N Tl(P' _id, P') est 1'homomorphisme induit en

D-cobordisme :

. i .
sty — (B . golcpny.

Demonstration : Cela résulte immédiatement du § 67 et de la

définition donnée au § 78 d'aprés le diagramme suivant :

p! ——— P
id id

t
Pxp= — p'" ——— P ——ro——— PXPE

‘ § 84 - Contrnavariance de £'image réciproque bivariante.

Proposition.- Supposons que les carrés du diagramme suivant

soient fibrés :
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glohl

h' g

¥

!
h
-
O 4
Hh

\ /

Alors (goh)¥ = h;K 0 g¥.

On a en effet, avec des notations évidentes

(goh)¥

s ((goh) x d) = SQ*((gxidV)o(hxidV)

*
S0 (g¥id, o hxid)

¥—'T—. *"‘—.—_ .
Y (hxldv) o S0 (gxldv) (contravariance de SQ¥)

* *
h og (par définition).

]

3°) Propriétes axdomatiques des opérations bivariantes.

Les opérations bivariantes définies précédemment possédent des
propriétés qui sont prises comme axiomes dans la définition d'une théorie
bivariante ([14], § 2.2).

La démonstration des propriétés résulte des définitions et de
la fonctorialité des constructions réalisées. Nous nous contenterons de
donner le détail de 1'une d'elles (§ 90).

Certaines propriétés (celles qui ne concernent qu'une opération

bivariante) ont déji &té données et démontrées en détail.

§ 85 - Assocdativite du prodult bivariant : voirn § 72.

§ 86 - Fonctorndialité covariante de L'image directe : voirn § 77.
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§ §7 - Fonctonialitd contravariante de L'image néciproque : voirn § §4.

§ 88 - Le produit et £'image dinecte commutent.

Proposition.- Si le diagramme suivant est commutatif :

N4
L

f induit deux images directes bivariantes

£, e -8, gy — 1@ —E- R)
E* . T1+J(P _22595_» s) — T1+J(Q _hog 3).

Alors pour tous a € Tl(P §9£-+ R) et b€ TJ(R.—B—* S) on a :

fx(a).b = f*(a.b)

Le principe de la démonstration est d'établir la commutativité

du diagramme :

hogof

i 2oL, py x IR B 5) pi*icp s)

f¥X1d f¥

oi*d « _hog ,

ti(p —B— R) x R 2 5y
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§ 89 - Le produit et L'image rnéciproque commutent.

Proposifion.- Si les deux carrés suivants sont fibrés :

"

Pll f - Q"
h' | h[
f'

Pl > Q'
g’ gj
f
p > Q

Alors f induit deux images réciproques

i & @ — tie &5 )

. . . . \ \J
. T1+J(Q" goh Q T1+J(P" g oh P)

et pour tous a € Tl(Q" b, Q') et Dbe TJ(Q' £, Q) on a :

£1%(a) £ (b) = F(a.b)

Le principe de la démonstration est d'établir la commutativité

du diagramme suivant :

i - o) x 1l £ o s T B g

£ g™ 3

. . ) . . .. ,
ieer B pry x pipr B p) Tt pr 8O, oy
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§ 90 - L'image dinecte et L'image néciproque commutent.

Proposition.- Dans le diagramme suivant, on suppose que les

carrés (1) et (2) sont fibré&s. Alors le carré externe

(3) "Q" Q PP" 1'est aussi :

P" f" > Q"
e ~
(1)
g'oh' P’ £ Q' goh
(2)
| e

* . . . . . . ~
on note f 1'image réciproque induite par f relativement au carré (2)

=¥ . ~
et f celle relative au carré (3). Alors, on a dans

Hom(Ti(Q" goh | Q, Ti(P' ‘§L+ P))

Demonsthation :

I1 s'agit de voir que le diagramme suivant est commutatif :

'
g'oh' h* gl

et 828, p) > Th(p' —&— P)

@ 8, g > i —B— @
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D'abord une remarque préliminaire : pour 1'image directe 1'ex-
pression des groupes bivariants que 1'on utilise est celle du § 65, mais
pour l1'image réciproque c'est celle du § 63.

d

Par hypothése, il existe des morphismes Q" —> " et

Y m . .
Q' — 1 permettant de factoriser h et g via un plongement.

Nous en déduisons une factorisation de goh par la méthode

de composition (diagramme suivant) :

Q"

(goh,¥oh,®) (Q") dans Q x ™ x ™

21
I

On note U" 1le ¢c-voisinage de

" U " 6' = (g,¥)(Q') dans Q x ™.
Comme les carrés sont fibrés, on en déduit (§ 78) les factorisations sui-

vantes de g',h',g'oh’

Px It x1T
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on note T" 1le e-voisinage de p" = (g'oh',¥Yohof",dof") (P") dans P x 1™ x 1™
T' " P' = (g',Yof")(P') dans P X .
Remarque :

On peut aussi factoriser g'oh' par la méthode de composition :
on trouve alors Yof'oh' au lieu de VYohof", mais ces morphismes sont
égaux puisque £f'oh' = hof".

Les définitions priscs (§§ 73 et 78) et les constructions réa-

lisées étant fonctorielles, la commutativité du diagramme suivant achéve

la démonstration

SR (px1™x1”, (pxI™AI™) U T'x1™))

hl

s R px ™, TC) l sl B (px1™ T1C)
pal 1o N\
st B e apny ==-£-J= tig’ o ') Ti(g')(:;-——== st (1 or?)
i £
SRR (g 5U") m———ee Ti(g o h) 1i(g) —— st 0u")

u./

SQl+m+n(QXImXIn,U"C) * N SQl+m(QXIm,U'C)

N

Vo

sQM IR (Qx™x1®, (QxI™XAT™) Y (U Sx1™)
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Les fléches non indiquées sont des homomorphismes induits par

des inclusions.

§ 91 - Le produit, £'image dirnecte et L'image réciproque commutent.

Proposilion.- Dans le diagramme commutatif suivant, on suppose

que le carré (1) est fibré.

]

P! g - P

£ \
/0

Q' g q
h

AN

N\
A
\

\
\
Y

R

Alors, pour tout a € Tl(P-—f——> Q), tout b € TJ(Q' _hog , R), on a

T1+_](P hof R)

dans

a.g¥(b) = g;(g¥(a)-b)

Le principe de la démonstration est d'établir la commutativité

du diagramme suivant

Tl(P fa Q) % TJ (Q' hog._> R) g x1d Tl(PV f___> Q') X TJ(Q' hog.) R) : T1+J(PY hOfog') R)

|
!

e £ x P R - L pitip hog |

|

1dxg* By




[13]
[14]
[15]

[16]

_8]_
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Eladio Dominguez'définit une théorie d'homologie singuliére, prenant
comme modéles les pseudo-variétés singuliéres et une théorie de cohomologie
sur la catégorie des polyédres compacts, prenant comme modéles les pseudo-
fibrés en blocs. Nous compléterons ses travaux en construisant des produits

et en définissant les homomorphismes d'Alexander, Thom et Poincaré, dans le

cadre de ses théories.

Nous construisons ensuite une théorie d'homologie bivariante dans la

catégorie des polyedres compacts en appliquant les techniques et les résultats
de Dominguez. A chaque application continue f : X > Y on fait correspondre
des groupes abéliens T*(X 9 Y) tels que I¥(X fii+- X) 'soit'la cohomologie
de X -et T¥(X 5 pE) 1'homologie de X. On explicite les trois opérations

bivariantes : le produit, 1'image directe et 1'image réciproque.

Cette théorie bivariante coincide avec la théorie d'homologie biva-

riante de Fulton et Mac Pherson dans le cas des polyédres compacts.

WOTS CLES :  HOMOLOGIE - COHOMOLOGIE
THEORIE BIVARTANTE
]
POLVEDRE - PSEUDO-VARIETE.




