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Eladio Dominguez définit dans Cl] une théorie de pseudobordisme 

(nous dirons : D-bordisme), c'est-à-dire une théorie d'homologie ordinaire 

sur la catégorie des paires d'espaces topologiques, et il construit dans 

[5] un isomorphisme entre cette théorie et l'homologie singulière : 

D'autre part, il définit dans 121 une théorie de pseudocobordisme 
(nous dirons : D-cobordisme), c'est-à-dire une théorie de cohomologie ordi- 

naire sur la catégorie des paires de polyèdres compacts, et il construit 

dans 161 un isomorphisme entre cette théorie et la cohomologie singulière : 

Son article [8] est une application des théories précédentes : 

F 
lorsque M est une variété, l'isomorphisme de Poincaré SR (W) = SR.+(W) 

a une formulation simple. 

Dans ce travail, nous construisons d'abord des produits en 

D-cobordisme, puis des cup-produits (correspondant par l'isomorphisme 

construit en [6] à ceux qui sont connus en cohomologie). Nous construisons 

également des cap-produits (correspondant par les isomorphismes construits 

en L5J et [6] à ceux qui sont connus en homologie et cohomologie). Ceci 

est la matière développée dans le chapitre 1. (Voir note page 32). 

Dans le chapitre II, nous construisons les homomorphismes 

d'Alexander et de Thom dans l'esprit des théories de Dominguez et nous 



montrons qu ' ils forment avec 1 'homomorphisme de Poincaré 181 un diagramme 

commutatif comme en homologie et cohomologie singulières. 

Le chapitre III est consacré à la construction d'une théorie de 

D-bordisme bivariant, c'est-à-dire une théorie telle que celle définie 

en (1-141, § 31, mais dans le cadre des théories de Dominguez, alors les 

définitions et les démonstrations sont généralement plus simples. 

f 
Pour tout morphisme p --+ Q dans la catégorie des polyèdres 

f 
compacts nous construisons des groupes abéliens notés T~(P --+ Q) avec 

i E: n de sorte que : 

id 
Ti (P --+ P) = sni(l?) (D-Cobohdinme sur P) 

t 
T~(P - p ) = ça - (D-Bohdinme sur P). 

Nous construisons enfin trois opérations en D-bordisme biva- 

riant : 

1) Le produit bivariant : il généralise le cup et le cap-produit. 

2) L'image directe bivariante : elle généralise la fonctorialité 

covariante du D-bordisme. 

3) L'image réciproque bivariante : elle généralise la fonctoria- 

lité contravariante du D-cobordisme. 



Nous reprenons les résultats établis en [II, [2], [5] et [6] 

et nous construisons les produits extérieurs, puis les cup et cap- 

produit s. 

A )  R A P P E L S  ET DEFlNlTlONS ( DO] , [il] , Ci 31 1 .  

§ 7 - C a X é g o ~ e  dea polyèdtre~. 

Tous les polyèdres considérés sont compacts, donc triangulés 

par des complexes simpliciaux géométriques finis. Les pseudovariétés 

sont au sens de ([II, I.]), c'est-à-dire, P est une n-pseudovariété 

si c'est un polyèdre triangulé par un complexe K de dimension n et 

si : 

1) tout simplexe de K est face d'un n-simplexe de K. 

2) tout (n-1) simplexe de K est face d'au plus deux n- 

simplexes de K. 

En l'absence de toute précision un morphisme f : P + Q entre 

polyèdres est une application linéaire par morceaux : on sait qu'il 

existe alors des triangulations de P et Q respectivement rendant f 

simpliciale (CIO], Lemme 1.10). 

Si x ..., x sont n+l points affinement indépendant d'un 
O n 



___f ----+ 
espace euc l id i en  E ~ ,  avec n 3 1 ,  l e s  vec t eu r s  x x , . . . , x  x cons i -  

O 1 O n  

dérés  dans c e t  o r d r e  déterminent une o r i e n t a t i o n  de l ' e space  v e c t o r i e l  

r é e l  sous-jacent.  La p a i r e  formée de l 'enveloppe convexe des  po in t s  

x  ..., x e t  de l ' o r i e n t a t i o n  précédente e s t  un n-simplexe o r i e n t é  no té  
O'  n  

n  0 n 
lan\ e s t  l e  polyèdre d é f i n i  p a r  o , aon e s t  son bord, o son i n t é r i e u r .  

n  
En changeant l ' o r i e n t a t i o n ,  on o b t i e n t  l 'opposé de  o no té  

où $ e s t  une permutation impaire  de {O;.  . . ;n}. 

Par convention, o r i e n t e r  un poin t  (O-simplexe), c ' e s t  l u i  

a t t r i b u e r  un c o e f f i c i e n t  + I  ou -1  (ou l e  s igne  + ou -1. Un poin t  

+ - 
a o r i e n t é  positivement pourra ê t r e  noté  a  , e t  a  dans l e  ca s  con- 

+ - - + 
t r a i r e .  On pose évidemment -a = a e t  -a = a . 

S i  S) e s t  une permutation quelconque de O ; .  . . n on a  

1 = (-1) LX$ (0) . yXq (n) '(')on, i($) é t a n t  l a  s igna tu re  de c e t t e  per- 

mutat ion.  

A ème S i  F . ~ ~ = ~ ~ , . . . ~ x ~  ,..., X I  ( O C i C n )  e s t l a i  face  
1 n 

n 
o r i e n t é e  de  a on pose par  d é f i n i t i o n  : 

La n o t a t i o n  (2.1) e s t  un crochet  d ' inc idence ,  s a  va leur  e s t  un 

nombre d ' inc idence .  

Par [xi] on cons idérera  l e  O-simplexe o r i e n t é  par  l a  va l eu r  

i + 
(OU l e  s igne)  de ( - 1  , donc [xJ = xi <=> i e s t  p a i r .  

Soient P e t  Q deux pseudovar ié tés  o r i e n t é e s  t e l l e s  que 

dim P - dim Q = 1 e t  QC aP. S i  T e s t  un simplexe de dimension maximum 



de la triangulation de Q, alors T est face d'un unique simplexe a de 

la triangulation de P, si le nombre d'incidence Co : -cl est indépen- 

dant de 'ï on dit que les orientations de P et Q sont comparables 

( [d , I.3), et ce sera toujours le cas dans ce travail, on posera alors 

(2  2) [P : Q] = : TI. 
Remafique : Q est donc muni de l'orientation induite par celle de P ou 

l'opposée de cette orientation. 

§ 3 - UtuevLtaAion dé&lnie patr une bacle vectohiekte. 

Avec les notations du 5 2, un simplexe orienté a = rx . . . ,x 1 , - O' n 

avec n 2 1 est associé à une base vectorielle ordonnée 

-----+ 
B = (xOxl,. . . ,xTn) de l'espace vectoriel sous-jacent à l'espace affine 

engendré par a. 

Pour 1 G i c n, nous avons la sous-base 

__f & 4 
Bi = (x~x~,...,x~x~~...,x~x~), associée à F.O. 

1 

On pose par définition [B : B .] = ro : FJ , donc 
1 - 

§ 4 - Otuentation p t u d u i t .  

Soient des simplexes orientés on = lxo,. . . ,xJ et 

r p  = [yo, ..., YJ . On peut considérer la cellule / O 1 X I T  1 dans un 

espace euclidien de dimension n+p. 

On suppose d'abord n 2 1 et p 2 1 La base vectorielle 

-----+ _34 4 
ordonnée (~~x~,...,x~x~,y~y~,...,y y ) de l'espace vectoriel sous-jacent 

O P  

détermine, par définition, l'orientation sur cette cellule. On notera 

O x T la (n+p)-cellule ainsi orientée. 

Si n = O ou p = O, on posera pour tout point a : 



2)EmonnA;ttation :Si n >, 1 et p 2 1 l'orientation de T X a 

est déterminée par la base vectorielle ordonnée 

Il est clair que np transpositions suffisent à la transformer 

en la base vectorielle ordonnée 

d'où le résultat. 

Enfin, si n = O ou p = O la proposition résulte immédiate- 

ment du § 4. 

n 
Soient n 2 1 - et p > 1, a - et TP deux simplexes orientés, 

a' (resp. T') une face de codimension 1 de a (resp. T). Alors : 

DQmun~;trLaCLon : Si n > 2 et p >, 2 l'orientation de a x T 

est définie par la base vectorielle ordonnée 

Remarquons d'abord que les nombres d'incidence ne changent pas 

si on change l'ordre des sommets des simplexes par une permutation paire, 

on pourra donc toujours supposer que a'  (resp. T ' )  est la Ière ou la 

2ème face de a (resp. T). 



a) Calculde --------- b x ~ :  O' x 4 .  
al) si n >, 2 : 

j ~ h  cüA : : o'l = 1. On peut supposer que cf' = F 0 c'est-à-dire 
2 

O' = [xO,xl,x3, ..., XI. L'orientation de O' x  T est déterminé par 
n 

Par définition x  T  : o' X T] = [B : BJ = 1 

donc [a x  r : a' x ~ ]  = [a : a']. 

2ème cüA : [a : o'] = - 1 .  On peut supposer que a' = Flo c'est-à-dire 

O' = [x0,x2,. . . ,xJ. L'orientation de o' x  .r est déterminée par 

Par définition [O x  T : O' x  T] = @ : B J  = -1 

donc G x r :  O' X T ]  = [O: 0'). 

Alors o = Lx ,x1] et l'orientation de o x r  est déterminée 
O 

-r- __f 

par B '  = (xoxl,y0y l,...,~ Y ) .  
O P  

- 
IeA cab : Ip : o<l = 1. Alors o' = Foe = [x;]. 

__3 4 
~ ' ~ ~ i ~ ~ t a t i o n  de .r est déterminée par 8; = (yoyl,. . . , Y  Y ) , 

O P  

= - ( - 1 )  = 1 

donc ~ X T :  O' X I ]  = 6 :  0'1 

2ëme cüA : 1-0 : a'] = -1. Alors O' = F a = Lx 1 .  
1 O 



A l o r s  Co x .r : o1 x T] = Co x T : .r] = [B' : B;] = I 

donc Co x r  : o' x . 4  = [O : 0'1. 

b) Calcul de Ca x  .r : o  x  ~ 1 7 .  --------- 

1 eh c a  : [r : = 1 .  On peut  supposer  que r '  = F2r  c ' e s t - à - d i r e  

r i  = b 0 , y  , Y  , . . . , y  1.  o orientation de  o x  .r' e s t  dé te rminée  par  
1 3  P  
I \dd ----+ 

Bn+ 2  = ( x O x l , . . . , x  O x n  , Y , Y , ' Y , Y ~ > . . - , Y  O P  Y 1 -  
n  

Par d é f i n i t i o n  ro - x  T : o x  r'] = [B : B ~ + J  = ( - I ) " * ~  = (-1) 

donc Io - X *r : o x ~2 = ( - 1 ) " b  : T']. 

2hme cm : : r q  = - 1 .  On peut supposer  que r 1  = F 1 .r c ' e s t - à - d i r e  

, r l  = [yo,y2,. . . ,Yp] . L ' o r i e n t a t i o n  d e  o x  -r' e s t  d é t e r m i n é e  p a r  

4 ddd L 

Bn+ 1 = ( ~ o ~ l ~ ~ ~ . ~ ~ o ~ n 9 ~ o ~ 2 ~ ~ o ~  3 , . . ~ 9 ~  O P  Y 1. 
n+ 1 n 

Par d é f i n i t i o n  Co x  r : o x  T'] = [B : Bn+,] = (-1) = - ( e l )  

donc x  r : o x  . r l l  - = (-l)"[r : rl]. 

A l o r s  T = b o , y J  e t  l ' o r i e n t a t i o n  d e  x -I e s t  dé te rminée  p a r  

1 eh cuh : Fr : .r = 1 . A l o r s  r '  = For = IyJ. 
- 

On a  (552 e t  4)  o x r l  = o x  = o x y l  = - o .  L ' o r i e n t a t i o n d e  

I I 

e s t  déterminée p a r  ( x o x l , .  . . , x  O x  n ) = 8" n+ 1 a l o r s  

x r  : 0 : TI] = x  r : -d = -b x  .r : 0-J = -CBII : B:+~ 1 
= - ( - , ) n + l  = (-1) n  

0 x  T : 0 X ] = ( - l ) n b  : 1'1. donc 



+ 
On a ( § §  2 et 4) a x . r l  = a x Ij>J = o x y, = a. 

Alors [a x T : a x T'] = ra - x T : a] = r ~ "  - : B;+J = (-l)n+l 

donc Ca x T : a x T'] - = ( - I ) ~ ~  : TI]. 

§ 7 - Lemme. 

Pour tous simplexes orientés a et T : - 

C'est évident d'après les conventions prises au § 4. 

8.1.- 0é~inLtion.- Etant donnés des polyèdres P C  Q, un 

collier de P dans Q est un plongement c : P x 1 -+ Q, où 1 est 

l'intervalle unité, tel que pour tout x de P : c(x,O) = x, et 

l'image de c est un voisinage de P dans Q. 

Si P est une pseudovariété à bord aP, on appellera collier 

de P un collier de aP dans P. - 

8.2.- Un cov~tfie-exemple. 

On sait que toute variété compacte à bord admet un collier. 

Ce résultat n'est plus vrai en général dans le cas des pseudovariétés. 

La figure (8.1) représente une 2-pseudovariété. Supposons 

qu'elle admette un collier : pour tout x E aP ,  l? = {c(x,t)/t E 11 
X 

doit être un chemin d'origine c(x,O) = x et d'extrémité c(x,l). 

Ceci est possible pour tout x dans aP - {SI, mais pas si x = S 

puisque tout voisinage de S dans R~ coupe les deux triangles de 

sommet commun S, c(S,t) ne pourrait pas être déterminé pour t # O 

(fig. 8.2). 



f i g .  8.1 f i g .  8.2 

§ 9 - C o ~ m  Locaux. 

9 . 1 . -  D é ~ i W o n  ( [ l l l .  - 2 .  c o l l a r s ) . -  

Soien t  deux polyèdres  P  C Q e t  a  E P. On d i t  que P  admet 

un c o l l i e r  l o c a l  en a  s ' i l  e x i s t e  des  vois inages  N(a,P) e t  N(a,Q) 

de a  dans P e t  Q respect ivement  t e l s  que 

I l  e x i s t e  un c o l l i e r  de P dans Q s i  e t  seulement s i  il 

e x i s t e  un c o l l i e r  l oca l  e n  tou t  po in t  de P.  

Rmcvrque : Dans l 'exemple précédent ,  il n ' e x i s t e  pas  de  c o l l i e r  l o c a l  en  S .  

§ 7 0 - C o U i e - h  d 'un  p ~ u d u i t .  

Ptapob&un. - Soient  pour i = 1 ;2 des  pseudovar ié tés  P. 1 

à bord a Pi. S i  chaque admet un c o l l i e r ,  a l o r s  P l  x P2 admet 

un c o l l i e r .  

Nous démontrons ce r é s u l t a t  ca r  nous ne l ' avons  pas  t rouvé 

dans l a  l i t t é r a t u r e .  



~ ' a ~ r è s  la proposition du 1 9, aP1 et aP2 admettent en tout 

point un collier local. Il suffit de construire un collier local en tout 

point de a(P1 X P2) : par la réciproque de la proposition précitée 

il existera un collier pour P, X P2. 

 a abord a(P1 x p2) = (aP1 x p2) u (pl x aP2). Il suffit de 

considérer un point (a,b) € aP1 x P2. Par hypothèse, il existe un 

collier local en a, c'est-à-dire des voisinages N(a,aPl) et N(a,P,) 

tels que 

Soit Vb un voisinage de b dans P2. On définit un voisi- 

nage de (a,b) dans aP1 x Pz en posant 

Alors ~((a,b),aP~ p2) 1 = CN(a9ap1) Vb 

= N(ayPI) Vb 

donc N((a,b),aP1 x P2) x 1 est un voisinage de (a,b) dans P l  x P 2 

et d'autre part : 

Finalement N((a,b),aPl x P2) détermine le collier local 

cherché. 

On sait qu'une n-boule est un polyèdre homéomorphe à un n- 



simplexe. Un ensemble fini K de boules est un complexe si : 

O O 
1 )  v o ,  T E K  ; O # T  ; alors  on^=@. 

O 
2) o E: K, 30 (noté aussi 0) est une union d'éléments de K. 

Si K et L sont deux complexes de boules, en posant 

K x L = {o x T / o E K,T E: L)  on obtient encore un complexe de boules 

11 (ce n'est pas vrai si on remplace "complexe de boules" par complexe sim- 

plicial"). 

§ 1 2  - 17EdinLtion d'un pheudo-6ib~Q en bC0c.h ( P . F . B )  ([2]. 1.4). 

Un P.F.B de base K est un triple 5 = (E(S),pS,K) satisfaisant 

aux 5 axiomes suivants. 

PFB . E ( < )  est un polyèdre (c'est l'espace total) ; 

PFB . K est un complexe de boules orientées ; 

PFB3 . 5 : E(6) -+ 1 K I  est un morphisme ; 

- 1 
PFB4 . o e K : pE (O) = Co (bloc au-dessus de o) est une pseudo- 

variété orientée satisfaisant à : 

(i) dim O - dim Co ne dépend pas de o E K. Cet entier 

relatif sera appelé le rang de 5 ; 

(iii) 85, admet un collier dans 5, 

PFBS . (conservation des nombres d'indicidence). 

Soient o,-r t: K tels que T < o. Puisque TC ao, alors 

at, d'après l'axiome précédent, alors [LSo : 54 existe (92  - 2) 



NaXaXiom. . , . I*. .. 
I 

Si n est le rang de 5, et K la base de 5, on notera 

n n 
indifféremment le P.F.B : 5,5 , ElK,5 

Si L est un sous-complexe de K tel que pour tout o E L, 

alors 5, = @, on notera 
'/(K,L) 

1) La convention de signe pour n est l'opposée de celle 

utilisée dans b], [6] et D2] pour des raisons de commodité. 

2) L'ensemble vide est considéré comme une pseudo-variété de 

dimension quelconque. 

§ 73 - Un exemple de P.F.B. 

Soient o = [a,bJ et r = [b,cI deux 1-simplexes orientés. - 
+ - -  

Choisissons les orientations ponctuelles a ,b ,c . On a alors 

Alors la figure 13.1 représente un P.F.B de rang -1, dont la 

base est le complexe simplicial engendré par 0 et T .   e espace total 
l 

E ( 5 )  est une surface, le bloc au-dessus de {c l  est vide. 



§ 74 - Mohp&Ame de P .  F. B .  

l)é@biLion.- Soient t1 E2 deux P.F.B de même base K. ' 

Un morphisme f : El + t2 est la donnée d'un morphisme entre polyèdres 

f : E(CI) + E(Ep) conservant les blocs et les nombres d'incidence ; 

c'est-à-dire : 

i) V o E K : f(Slo) = t20 ; 

ii) o, T e K tels que T < o : [f(EIo) : f(~~,)] = CElo : 

Remmpue : Si et E2 sont de même rang et si f est bi- 

- 1 
jectif alors f est encore un morphisme de P.F.B. On dira alors que f 

est un isomorphsime de P.F.B et on notera t1 = €4 (C21.1.6). 

§ 7 5  - PtroduLt de deux P.F .B .  

7 5 . 7 . -  Dé~iaLtion.-  soient (K,K') et (L,L1), deux paires de 

r 
Le complexes de boules orientés et deux P.F.B 5q1(K,K1) et II l(L,Ll). - 

produit des deux P.F.B, noté 5 X II, est le P.F.B de rang q+r, de base 

(K x L,(K x L') lJ (KT x L)), d'espace total E(C x II) = E ( < )  E(u), tel 

7 5 . 2 . -  Phopoai,tiun.- L'objet 5 X n défini précédemment est un 

P.F.B au sens du § 12. 

Z?ern~nA&don : On montre que les axiomes P.F.B 1 à P .F.B 5 du 

5 12 sont bien vérifiés. 

PFBl : ~ ( 5 )  x E(Q) est. évidemment un polyèdre. 

PFB2 : K X L est un complexe de boules, muni de l'orientation produit. 

PFB3 : 
Ptxll 

est évidement linéaire par morceaux. 

PFB4 : Soit o x T E K X L. Le bloc au-dessus de cette boule est 



- 1 - 1 - 1 
(p5 x p5) (a X T) = pS (0) p,, (Tl, c'est-à-dire (5 qIOxT = 5, UT, 

et c'est une pseudo-variété, munie de l'orientation produit. 

(i) dim(0x.r) - dim(<~n)~~= = dirn o + dirn T - dirn 5 - dirn q. 
a r 

= (dim a - dirn CO) + (dim T - dim II=) = q+r ; 

(iii) a(5xdox.r admet un collier dans ( E , x ~ ) ~ ~ ~  d'après § 10. 

PFB5 : Une face de codimension 1 de o x .r est ou bien de la forme 

O' x T ou bien de la forme a x T' avec 0' (resp. T ' )  

face de codimension 1 de a (resp. T). Chaque 5, X qT est muni de 

l'orientation produit, alors d'après les § §  2.2 ; 6, la conservation des 

nombres d'incidence est assurée. 

Nous montrons, enfin, que les blocs au-.dessus de (K  XL') U (Kt XL) 

sont vides : soit, par exemple, a x T E K x L', donc a c K et T E L', 

alors on a (ÇXQ)~,~ = Sa X qT = @ car rl,r = @ par hypothèse. 

D é d i d i o n .  ([2] .I. 17 - et [q).- Soit 1 le complexe de 

boules 0 , 1 ] , 0 , 1 .  Deux P.F.B. </K 5 " f i <  de même rang 

n sont D-cobordants s'il existe un P.F .B Y 
/KXI 

de rang n tel que : 

N o ~ a i i a n  : 5 R ri. 



§ 1 7 - Len gaoupa de P-co boadinme san (P,Q) ( , [3] ) . 
Le D-cobordisme est une relation d'équivalence. 

On note SR~(K) l'ensemble des classes des P.F.B de base K et de rang n. 

Pour toute paire (K,L) de complexes de boules SQ~(K,L) est l'ensemble 

des classes des P.F.B tels que, de plus, leurs blocs au-dessus de L 

n n 
soient vides. Les ensembles SR (K),sR (K,L) ont une structure de groupe 

abélien induite par la réunion disjointe des P.F.B de base K ou (K,L). 

Si deux complexes de boules K' et K définissent le même polyèdre 

P = / K' 1 = 1 K I  , Dominguez démontre dans ( [2] . II. 12) que sRn(K') SR"(K) 

n et on peut donc noter SR (P) et supposer que K est simplicial. Ces ré- 

sultats sont valables aussi dans le cas relatif : pour toute paire (P,Q) 

de polyèdres, on a SR~(P,Q) = sR~(K,L) où (K,L) est une triangulation 

de @,QI. 

Si f : P -+ P '  est un morphisme, il existe des triangulations 

K et K' de P et P' respectivement rendant f simpliciale. Un élé- 

ment de sRn(p') est une classe ou 5'  est un représentant, 

c'est-à-dire un P.F.B ( S  12), on peut former alors le carré fibré : 

par image réciproque f détermine un P.F.G 6 " et 1 ' homomorphisme 

snn(f) : snn(p') + sRn(p) est défini par SQ~(£)([<']) = CC''] 

(5" se note aussi f ' ~ ' ) .  

Compte-tenu de la convention faite au 5 12 sur le rang de 5, 



n Théo4ème ([63.12).- SQ~(P,Q) H (P,Q) pour toute paire de 

polyèdres (P,Q) . 

5 1 8  - Pkopoh&on.- Si deux P.F.B sont isomorphes, alors il sont 

VémomahazXon : Supposons que ,.., 
'I/K - '2/K . On définit le P.F.B 

C/K~I 
en posant E(5) = E ( S I )  X 1 (isomorphe à E ( S 2 )  x 1 d'après l'hy- 

pothèse). 

Pour tout t ê 1, il est clair,que 
S/KXt El - c2 et on a 

en particulier 

'/KXO ' '1 et '/KX] ' 5, donc 5 réalise le D-cobordisme. 

5 1 9  - P4opoh&on.- Le produit des P.F.B est compatible avec la relation 

de D-cobordisme. - 

Z)émonbaha;tion : On reprend les notations du 5 15. Il suffit de 

raisonner dans le cas absolu, c'est-à-dire avec K' = L' = , et de 

supposer 5 R 5'. 

1 
Par hypothèse il existe un P.F.B Y 

/KXI 
tel que 

Y 
1 /KXO = 5 et y / ~ x  1 

= E l .  

, Considérons le produit 
yxq/(~x~)x~* 

On peut le considérer comme 

I un P.F.B de base (K x L) x 1, alors 

- 
(KXL) X I  

- = Y 
yXq/ (KX 1 ) XL /KX 1 ri/L ' 5' rl 

donc, par définition, on a bien ([xq)R(<'xq). 



§ 20 - CampoaZ de deux P.F.B. 

Phop0bdioVl.- Soient deux P.F.B cq avec I L I  = E(<). 
/ K  - 

Alors l'application composée détermine un P.F.B de rang 

noté 5 * ri, - de base K, et tel que E(S * Tl) = E(T~), pEgri = p5 O pn. 

DérnomLtaCion : Le diagramme suivant résume la situation : 

Il s'agit de vérifier les axiomes PFBl à PFB5 du 12. Les 

trois premiers sont trivialement vérifiés. 

Soit CI E K : le bloc 5, n'a aucune raison d'être compatible 

avec L, aussi est-il commode de remplacer L par une subdivision L' 

de L de sorte que les blocs 5, correspondent à des sous-complexes de 

L' (cela ne modifie pas E(<),E(Q), ni les classes de D-cobordisme 

Alors on peut utiliser les résultats de ([2] .5) et ([63 .l) : 

Q est une pseudo-variété orientée de dimension égale à (dim 0 - q) - r 
6, 
et de bord an  = Q = rl . Ce bord admet un collier. D'autre part, 50 a<, 68, 

on a (dim 0 - q) - r égale dim o - (q+r) donc PFB4 est vérifié. 

Enfin, si ? < 0 on a : 

d'où l'axiome PFB 
5 ' 



D e / j i W ~ n . -  On définit le produit extérieur en D-cobordisme 

de la manière suivante : 

Avec les notations et les résultats des § §  15 à 19, c'est l'ap- - 
plication : 

DB/ji&on.- - Soit K un complexe de boules orienté. 

id 
L'application [ K I  ---t [ K I  définit un P.F.B de rang O et de base K, 

que l'on notera e Sa classe de D-cobordisme dans SR0 (K) est notée 
K ' 

[ed . On définit aussi de faqon évidente une classe relative 

, & sfiO(~,~). 

PtroponUon.- Le produit extérieur en D-cobordisme est bili- 

néaire, associatif, vérifie l'égalité rQ] x [El = (-I)~~[S] x [n] et - 
la classe [e pt] E est élément unité. 

D Z r n o n , 5 ~ ~ a n  : La bilinéarité résulte du fait que l'addition 

dans les groupes de D-cobordisme est définie par l'union disjointe et 

que le produit cartésien est distributif par rapport à l'union. 

Avec des notations évidentes, les P.F.B (5xn) x 8 et 

5 X (nx8) sont isomorphes donc ils définissent la même classe (5 18) 

d'où l'associativité. 



Les conventions d'orientation qui ont été prises font qu'au 

niveau des P.F.B on a déjà la relation q x < = (-I)~~< x TI et on sait 

que -/ICI = [-CI. 
Soit enfin E SR~(K,K'). On suppose L = pt et L' = O , 

r = O. Evidement : [e p t ~  X = M X [e pt]. On a E(txpt) E(C) 

t 
et K x p = K. Alors E x e pt et 5 sont isomorphes, donc ils sont 

D-cobordants et finalement [cl X Ce pt] = [<] . 

§ 24 - La p k m i 2 r r e  d Z g i n k t i a r z  d u  cup-pf~aduA;t .  

Soit K un complexe de boules orienté et : K -t K x K 

l'application diagonale. 

Le cup-produit est le composé du produit extérieur par l'appli- 

cation déduite de l'application diagonale en D-cobordisme. 

 SR^+^ (K) . 

Autrement dit : soit le carré fibré 

Alors par dé£ inition de sfiqtr(n), on a 



On peut définir aussi le cup-produit relatif : 

puisqu'évidemment : A(K' U KI1) C (K x KT) LI (K x K") . 

S 25 - La deuxieme d é S L W o n  du cup-,modui,t. 

Quitte à remplacer K par une subdivision K '  de K, on 

peut supposer que les représentants 5 et TI des classes [<] et 

Cr;] sont tels que : 

(i) K est simplicial ; 

( ii) : E(n) + K est une application simpliciale 

([IO] .I. 10 ; [2] .I. 16 et 21). 

On peut appliquer les résultats de ([2] .II. IO) et former le 

carré fibré : 

Alors (5 20) p ++ # 
n O P~ détermine un P.F.B noté n % p 5 d'espace 

rl 
9 total E(~,,S) et de base K. 

Le cup-produit est défini par : 



§ 26 - Phopobh%7n.- - Les deux d é f i n i t i o n s  (24.1 - e t  25.1) du cup-produit  

s o n t  é q u i v a l e n t e s .  

D@rnonn;ttL&on : 

# 
Dans 24.1, on a E(A (SXn)) = { ( k , x , y )  e I K I x E ( E ) x E ( ~ )  : k = pS(x) = p n ( y ) }  

e t  dans 25.1,  E(n * p:~) = { ( y , x )  e E(n) x E(S) : pn(y) = pS(x) . 

Alors ,  e n  posan t  f ( k , x , y )  = ( y , x ) ,  on d é f i n i t  un isomorphisme 

e n t r e  c e s  deux P.F.B, donc i l s  dé te rminen t  l a  même c l a s s e  d e  D-cobordisme 

dans   SR^+^ (K) . 

Phupobi t ion. -  Le cup-produi t  e s t  b i l i n é a i r e ,  a s s o c i a t i f ,  v é r i f i e  

l ' é g a l i t é  Cn] ij = (-ilqr [<] [ri] g, pour  t o u t  K, l a  c l a s s e  [eJ 

e s t  é lément-uni té .  

Les t r o i s  p remières  a s s e r t i o n s  r é s u l t e n t  immédiatement du S 23  

c a r  S R ~ + ~ ( A )  e s t  un homomorphisme de  groupes  a b é l i e n s .  

Posons [Y'  = LE] i~ Ce& Par  d é f i n i t i o n  Y e s t  l e  P.F.B ob tenu  

dans l e  c a r r é  f i b r é  : 

I l  v i e n t  : 

c ' e s t - à - d i r e  E(Y) = { (pC(y)  , y , p < ( y ) ) / y  E(<)  1. 



L'application y » (pF(y) ,y,pF(y)) détermine un isomorphisme 

de P.F.B entre 5 et Y, alors [fl = [Y] donc [SI = [il U [eK]. 

4 2 a  - L a  ghoupes de D-bohcü~me Sn(x,A) ( [il et [5] ) . 
Une pseudo-variété singulière sur une paire (X,A) d'espaces 

topologiques est un couple (P,f) où P est une pseudo-variété orientée 

à bord et f : P + X une application continue telle que f ( a P ) C  A. 

Deux tels couples (Pl, f ) et (P2, f2) sont D-bordants, 

et on notera (Pl,fl) ?. (P2,f2) s'il existe une paire de pseudo-variétés 

(Q,Qo) avec dim Q = l + dim P 
1 

= 1 + dim P 
2 

f et une application continue (Q,Qo) + (X,A) telles que 

ii) F = f .  
/pz 

(i = l;2). 
1 

L'union disjointe induit sur les classes de D-bordisme une 

structure de groupe abélien, noté Sn(X,A), n désignant la dimension 

commune des pseudo-variétés intervenant dans les couples (P,f). 

Dominguez démontre ([l] .II. 12) qu'on a ainsi une théorie d'homo- 

logie ordinaire et qu'elle est isomorphe canoniquement à l'homologie sin- 

gulière ( [5J .7  .) . Nous rappelons la définition de l'homomorphisme 
SIZn(g) : SGn(X,A) -+ SI2 (Y,B) induit par l'application continue 

n 

g : (X,A) -+ (Y ,B) : pour toute classe de D-bordisme [P,£] c Sn(X,A) 

on a snn(g)([~,fJ) = [~,gof] 



1 2 9  - Théonème ([lg, - chap. X I ,  55 5-1 e t  - 2 ) .  

So ien t  P e t  Q deux p o l y è d r e s  compacts,  une .  a p p l i c a t i o n  - 
c o n t i n u e  f : P + Q. I l  e x i s t e  d e s  t r i a n g u l a t i o n s  K e t  L d e  P e t  -- - - - 
Q r e s p e c t i v e m e n t ,  - une  - a p p l i c a t i o n  s i m p l i c i a l e  s : I K /  + I L I  t e l l e  que 

f e t  s s o i e n t  homotopes. 
.- 

i?érnum&aLkvz : On s e  r é f è r e  à l ' o u v r a g e  p r é c i t é  : d ' a p r è s  

9 5.1  f admet u n e  approx imat ion  s i m p l i c i a l e ,  d ' a p r è s  5 5 .2  f e s t  

homotope à t o u t e  approx imat ion  s i m p l i c i a l e ,  d 'où l e  théorème. 

S o i t  P un p o l y è d r e  compact e t  CM,£] une c l a s s e  d e  D-bordisme - 
dans SR ( P ) .  I l  e x i s t e  d a n s  c e t t e  c l a s s e  un r e p r é s e n t a n t  (M,s) t e l  que - n 

s s o i t  s i m p l i c i a l e .  

On p e u t  donner deux d é m o n s t r a t i o n s  de  c e  r é s u l t a t  q u i  s e r v i r a  

pour l a  c o n s t r u c t i o n  du cap-produi t  ( 5  31).  

I Qhe dEmu naLtdu n : 

D'après  5 2 9 ,  il e x i s t e  d e s  t r i a n g u l a t i o n s  de  M e t  P, une 

a p p l i c a t i o n  s i m p l i c i a l e  s : M + P t e l l e s  que f e t  s s o i e n t  homo- 

t o p e s .  On va m o n t r e r  que [ ~ , f 3  = L M , ~  . 
S o i t  H une homotopie e n t r e  f e t  s ,  c ' e s t - à - d i r e  une ap- 

p l i c a t i o n  c o n t i n u e  H : M X 1 + P t e l l e  que d x E M on a i t  H(x,O) = f ( x )  

Alors  ( M x  1 , H )  r é a l i s e  l e  D-bordisme e n t r e  (M,f) e t  (M,s). 



2 è m ~  démonn;ttrcA;tion : 

L'application continue f : M +  P induit un homomorphisme 

SR (f) 
sR~(M) sQn(P) dé£ ini par SR n  EN,^] = [N, f ogl . 

f est homotope à une application simpliciale s(5 2 9 ) ,  alors 

SQ (f) = SRn(s) puisque SR*(.,.) est une théorie d'homologie. 
n 

En particulier, on a 

Sa (£1 CM, id = Sn (s) CM, id] 
n n 

c'est-à-dire CM,£] = L M , ~ .  

§ 31 - D é & L W o n  du cap-p/rod&. 
l 

Soit P un polyèdre compact, triangulé par un complexe sim- 

plicial K. Le cap-produit est une forme bilinéaire : 

snn(p) x snq(p) --E+ sa (PI 
='-cl 

définie de la manière suivante. 

Si CM,~] est une classe de D-bordisme dans SQn(P), on peut 

supposer K choisi tel que f soit simpliciale (5 30). Soit 5 un 

P.F.B de rang q et de base K, définissant une classe de D-cobordisme 

[c] E sQq(p). D'après ([2] .II. IO). On peut former le produit f ibré des 

f 5 
morphismes M --+ P et E(c) - P, d'où le carré commutatif : 

et, d'après l'article précité, définit un P.F.B de rang q avec 5 



# E(f 5) de dimension égale à dim M - q = n-q, £op' 5 étant continue on 

# # a défini un élément CE(£ 5) , f op<] & Sn-q(P) . 

On pose alors : 

Les deux paragraphes qui suivent montrent que ceci ne dépend 

pas du choix des représentants. 

§ 32 - L~mme. 

Le cap-produit ne dépend pas du choix d'un représentant dans 

la classe de D-bordisme de (M,f). 

Démonnftatian : Supposons que (M,) ( M , ) .  11 existe une 

paire (QntI ,F) où Qn+l 
n+ 1 

est une pseudo-variété, F : Q -+ P une 

application continue, et aQ = M iJ (-Ml), F,*= f, F /M' = f'. 

Comme au 5 31, on a le carré commutatif : 

9 # fi # Il faut donc montrer que (E(f '<),£op<) 2 (~(f"F),f'op' 5 ) .  

On peut former le carré fibré : 



Q étant une pseudo-variété, il en est de même de E(F#s) 

( 161 . 1 )  , aE(F' E . )  est un bloc au-dessus de aQ,  donc au dessus de 

M U (-Mt) , donc 

'L 
D'autre part, il est clair que # 

O P51E(f#5) = f O P <  

= f' O p 1 # 
( f  'n t )  5 '  

# 'L Ainsi (E(F S),FO~~) réalise le D-bordisme cherché. 

§ 33 - Lemme. 

Le cap-produit ne dépend pas du choix d'un représentant dans 

la classe de D-cobordisme de 5. 

D Q r n a ~ t ~ a ~ o n  : Supposons que E. R 5'. Comme au § 31, on a 

le carré commutatif : 

Par hypothèse, il existe un P.F.B YJq 
/KxI 

tel que 
'1~x0 5 

et '/Kx l 
= E . ' .  

I K  x 1 1  étant un polyèdre quelconque, il nTy a pas de raison 



pour que E ( Y )  soit une pseudo-variété, mais on peut construire une 

Y pseudo-variété Q = E((f x idj'Yj en utilisant le carré fibré : 

(M x 1) est une ( n + l )  pseudo-variété, alors Q est une (n+l-q) 

pseudo-variété et aQ est le bloc au-dessus de a(M x I), c'est-à-dire 

au-dessus de (M x O) U ( (-M) x 1 ) . 

# D'autre part, le bloc de ( f  x id) Y au dessus de M x O est 

formé des (x,O,z) avec x E M, z c E(Y) et py(z) = (f(x),O). 

Mais = ( donc z E E(5) et d'après le diagramme du 

§ 31 ces triples (x,O,z) s'identifient aux (x,z) avec f (x) = pE(z), 

# donc ils décrivent E(f 5). 

Ainsi le bloc de (f x  id)'^ au dessus de Pl x O est E(fH(). 

# De même celui au dessus de M x 1 est -E(f 5') car M x 1 a l'orien- 

tation opposée à celle de M, il en est de même pour les blocs d'après 

les axiomes des P.F.B. 

H F On a donc 3Q = E(f'5) u ( - E ( f l ( ' ) ) .  On détermine maintenant 

la restriction noG, . Un élément (x ,y)  c E(f 9 '() s'identifie à 
E(f E )  

# (x,O,y) c E((fxid) Y) tel que - - £ O P E  # i 



d e  même 44 
= £ops1 . 

YOG'E ( f#E ' ) 

En résumé (Q,roG) r é a l i s e  l e  D-bordisme e n t r e  

# 9 # 9 ( E ( i  S ) , f o p E )  e t  (E( f  E 1 ) , f o p i , ) ,  c e  q u i  achève l a  démons t ra t ion .  

§ 34 - Cap-pmd& n ~ ~ ~ a .  

S i  Q e s t  un sous-polyèdre  de P, d ' a p r è s  5 31,  on a  

de  façon  é v i d e n t e  l e s  cap-produ i t s  r e l a t i f s  

P k o p ~ b i t i ~ ~ i .  - Le cap-produi t  SRn (P) sRq (P) - n 
(P) 

n-q 

es t  b i l i n é a i r e ,  CePl b SQ'(P) e s t  é lément -un i té  à d r o i t e .  

Dérno~nLtCttion - : Soien t  d ' abord  LM,£] e t  , ]  deux 

c l a s s e s  de D-bordisme dans  SRn(P). Les n o t a t i o n s  son t  c e l l e s  du 5 31. 

(f , f l + @ ' , f l ] )  fi - = CM i!. MT,£ LL f '] n [EJ p a r  d é f i n i t i o n  

d e  l ' a d d i t i o n  dans Si2 ( P ) .  Pa r  d é f i n i t i o n  du cap-produ i t ,  on o b t i e n t  
n  

donc : 

fl CE ( f  u f ')"<, ( f  f  ' )  O pz] . Mais l e  p r o d u i t  f  i b r é  au-dessus 

d 'une  union d i s j o i n t e  e s t  l ' u n i o n  d i s j o i n t e  d e s  ~ r o d u i t s  f i b r é s ,  donc 

c e c i  e s t  e n c o r e  é g a l  à : 

+ # Y 
[ E ( ~ ' E ) U  E ( f l  <),(£op') u f 1 o p J ,  p a r  d é f i n i t i o r i  de  l ' a d d i t i o n  

5 5 
dans  SRn(P), c ' e s t  a u s s i  

8 # Y 
[ ~ ( f  6) ,£op:] + [ ~ ( f '  0 , f 1 o p ~ ]  



c'est-à-dire d'après la définition du cap-produit : 

CM, £1 n E, + [M' , f '1 n 1x1 

On montrerait de même que 

f,fJ n (Et] + Et']) = CM,£] n CS] + CM,£] n CC']. 

Soient enfin E(5) = P et p = i d p  Le carré suivant est 5 
fibré : 

Par définition du cap-produit et de [eJ (5 22),  on a 

TM,£] n [el = M,foidM = LM,£]. 
- P- 

Ptropo6.iXiun.- Soient P un polyèdre. Pour toutes classes 

QQmorz~;tira;tion : Nous nous contentons d'en donner les grandes 

lignes et nous passons des détails longs et fastidieux. 

On considère des représentants (M,f),E,,q des classes a,b,c 

1) Calcul de (a fl b) fi c 

pour calculer a n b, par définition (5 31) 

on considère le carré fibré : 



- 
4 Y alors a b = rE(fl 5) ,£op . i J 

Ensuite, pour l'expression de (a n b )  n c, on considère le 

carré fibré 

alors 

36.1 

2) Calcul de a rl ( b  U c) 

Pour calculer b  U c, par définition (5 2 4 ) ,  on considère le 

carré fibré 



(pour s i m p l i f i e r ,  o n  a  n o t é  û = d'(<xq)) 

a l o r s  b u c  = @] 

d é f i n i s s o n s  pY : E(y)  - + M  p a r  py(y,x,m) = m 

'L % 

f : E(y) -+ E ( e )  p a r  f (y ,x ,m)  = ( x , y , f ( m ) )  

pour t o u s  x c E(c), y E E ( Q ) ,  m E M. 

Il n ' e s t  p a s  d i f f i c i l e  (mais l o n g )  d e  v o i r  que  l e  c a r r é  s u i v a n t  

e s t  f i b r é  : 

a l o r s ,  p a r  d é f i n i t i o n  du cap-produ i t  on a 

# # Il e s t  f a c i l e  d e  v o i r  que £opy = £opF O pn. 

Alors  il s u f f i t  d e  comparer 36.1 e t  36.2 pour  c o n c l u r e .  

NCJLQ : André D i d i e r j e a n  m' informe qu1Elad io  Dominguez a  d é f i n i  également 

l e  p r o d u i t  e x t é r i e u r ,  l e  cup-produi t  e t  l e  cap-produi t  (Cl 63, II) de l a  

même f a ç o n  que d a n s  c e  t r a v a i l .  

Mais E .  Dominguez n e  donne qu 'une  e s q u i s s e  d e s  d é m o n s t r a t i o n s ,  

il ne  donne pas  l a  2ème d é f i n i t i o n  du cup p r o d u i t  ( §  2 5 ) ,  n i  l e s  p r o p r i é t é s  

du cup e t  du cap-produ i t .  



Dominguez dé£ init dans [8] l'homomorphisme de Poincaré B : 

sQq(p) + SQ (P) . Celui-ci est un isomorphisme lorsque P est une 
n-q - 

n-variété. Compte-tenu des isomorphismes SR~(P) --t H ~ ( ~ )  et 

- 
SR (P) H (P), l'homomorphisme 6 commute avec l'homomorphisme 
n-q n-q 

de Poincaré connu en homologie et cohomologie ( [8] . 1 1 )  . 

Nous définissons dans ce chapitre l'isomorphisme d'Alexander 

et l'homomorphisme de Thom en D-bordisme et D-homomorphisme. Nous 

montrons qu'ils forment avec l'homomorphisme B un diagramme commuta- 

tif. 

Nous construisons enfin des isomorphismes, notés " x 1- -yin, a 

qui serviront au chapitre III. 

Dé&iniLLvn. - - Soit P = I K I  - une n-pseudo-variété sans bord. 

Si [<] E sQq(p), l'application continue E(<) - Pg + P définit une 

pseudo-variété singulière (E(<),pg). L'homomorphisme de Poincaré 

P : snq(p) 3 SQ (P)  est défini par 6[5] = LE(<) ,pg] . 
n-q 

Remcurquc : 

([8] .8 corollaire) Si P est une n-variété, alors B est 

un isomorphisme. 



5 38 - C l ~ ~ c l 6 ~  ~ondamen;tde d'une p h ~ u d o - u d é X é .  

Dé~.ijkLion.- - Soit P - une n-pseudo-variété sans bord. La 

classe fondamentale de P est l'élément : 

Remcaque : Par l'isomorphisme ( [5] .8) cette classe fondamentale 

correspond à celle qui est connue en homologie. 

Soit P une n-pseudo-variété sans bord. L'homomorphisme de 

Poincaré B : sRq(p) -+ SR (P) est le cap-produit par la classe fonda- 
n-q 

mentale de 

Déma~nfiati.o~z : 

Etant donné [<] E sfiq(p) le carré suivant est f ibré : 

on peut donc considérer le cap-produit 

En particulier : 



P h a p o a i X i a n . -  - Soit P une n-pseudo-variété, pour tout q E: Z ; 

Bq 
: sRq(p) + SR (P) l'homomorphisme de Poincaré. Pour toutes clas- 

n-q 

ses de D-cobordisme a c sRq(p), b E sRr(p) on a : - 

D é m o m Z n a t i o n  : 

B (a) n b  =  id] n a)U b 
4 

=  id] n (a w b) 

- 
- Bq+r (a u b) 

8 )  L' ZSOMURPHZSME D' ALEXANDER. 

1 O ) IvLf iroduot ion.  

Soit une n-pseudo-variété W contenue dans une m-variété M. 

On va définir un &-voisinage T de W dans M, qui sera une variété 

à bord aT tel que aT nid # @. 

Pour tout q E & on connait les isomorphismes : 

H<l+m-n (M,M-W) --A 2 f Hq+m-m(T,T-w) % Hq+m-n 
(T, aT) --+  SR^+^-^ (T, aT> 

1 .  Alexander 

C 
" .n 

= k 
H (W) ----- 

X G' 

ri-q SR ( W I i  n-q 
SR (Tl 
n-q 

l 
où f est une excision, g est une rétraction, h et k sont cons- 

truits par E. Dominguez dans [6] et [5] respectivement. 



Enfin T, est induite par la rétraction naturelle ( 9  47). 

L'objet de ce qui suit est la construction directe de l'iso- 

morphisme d'Alexander a : sflqfm-"(~, 8 ~ )  -+ SR (T) . 
n-q 

§ 47 - DEhinMun  de a.  

+m-n 
Soit [cl C snq (T, aT) et le carré f ibré -- 

a est le cap-produit ( S i  31) par la classe Zocdaiiientale du voisinage T. 

a est un isomorphisme. 

La démonstration fait l'objet des $5 43 à 51. 

1 4 3  - L1ap@icat iun  n h n , ~ f i c i d e  5,. 
Pour toute paire de complexes simpliciaux (K,L) on désignera 

par voisinage simplicial de L dans K aussi bien le sous-complexe de K : 

que le polyèdre sous-jacent. 



IVL est l'unique application simpliciale K -+ [O, 11 telle 

que 9 (v) = O pour tout sommet v de L et dL(v) = I pour tout 
L 

sommet de v de K-L. 

Pour une paire simpliciale (K,L) les conditions suivantes 

sont équivalentes : 

(il L = $;'(O). 

(ii) v o  E: K : o n I L I  = fl OU a n I L I  < o - 

(iv) o E: K : si tous les sommets de 0 sont dans 1 L I ,  
alors a E: L. 

La démonstration est facile. Si L satisfait à l'une des con- 

ditions précédentes, on dit que L est plein dans K et on notera L @ K. 

Pour toute paire simpliciale (K,L) il existe une subdivision 

L' de L telle que L' B K. 

Nous n'avons pas trouvé la démonstration de ce résultat dans la 

littérature. Elle est cependant facile : si L 9 Ky d'après (iii) du 

§ 44 il existe des simplexes o E K-L tels que a n I L I  = 30. Pour cha- 

O 
cun de ces 0 choisissons un point b(a) E 0 et remplaçons o par la 

subdivision obtenue en étoilant o à partir de b(a) (voir, par exemple 

111<1 1 . 2 ) .  Alors le sous-complexe L' de K ainsi obtenu est plein 

dans K puisqu'il vérifie alors (iii) du 5 44. 



45.7 . - Co&vLL&&e. 

Pour toute paire de polyèdres (P,Q) il existe des triangula- 

tions K - et L - de P et Q respectivement telles que L 9 K.  - 

C'est ce qu'on supposera toujours par la suite. 

§ 46 - Vv&inageh dZhivés. 

Soit (K,L) une paire de complexes simpliciaux. 

Un complexe dérivé de K près de L est une subdivision K' de K 

obtenue en étoilant ([IO] .I . 2  ou [l 11 .î.subdivisions) tous les simplexes 
de K ayant au moins un sommet dans L et au moins un sommet dans K-L. 

Notons que les simplexes de L ne sont pas subdivisés. 

Le voisinage simplicial N(L;K1) s'appelle alors un voisinage 

dérivé de L dans K. 

Un cas particulier de voisinages dérivés est le suivant : 

soit O < E < 1, les simplexes que l'on étoile sont étoilés en un 

point de $;I(E). Le voisinage obtenu s'appelle en E-voisinage, il 

est noté NE(L;K). 

La figure 46.1 représente un &-voisinage avec dim L = 1 ,  

Fig. 46.1 



S o i e n t  d e s  po lyèdres  W = I L I ,  M = / K I  t e l s  que W C M, 

I T I  - &-vois inage  d e  W dans M. A l o r s  W e s t  un r é t r a c t  p a r  

dé£ ormat i o n  de 1 T 1 . 

DQrno~n;tiLation : 

On supposera  ( p a r  n é c e s s i t é )  que L o K. Le &-vo is inage  1 T I  
admet une décomposi t ion en  c e l l u l e s  du t y p e  n $ - I  ( E )  ou 

L 

o n 4;' [O,&] où a e s t  un s implexe  ayan t  a u  moins un sommet dans  L 

e t  au moins un sommet dans K-L. Un sommet d 'une  t e l l e  c e l l u l e  e s t  

ou b i e n  un sonunet dans  L, ou b i e n  un p o i n t  x i n t é r i e u r  à un un ique  

1-simplexe [a,b] t e l  que a E: K-L e t  b & L. On s a i t  qu 'on peu t  

c o n s t r u i r e  une t r i a n g u l a t i o n  J d e  I T /  dont  l e s  sommets s o n t  e x a c t e -  

ment ceux d e s  c e l l u l e s  p r é c é d e n t e s .  

La f i g u r e  47 .1 .  r e p r é s e n t e  un s implexe 0 = [a,b,c] avec  b 

e t  c d a n s  L, a dans  K-L. Les p o i n t s  t , y , z  son t  dans  

o n $il (E) e t  o e s t  é t o i l é  (en  p o i n t i l l é s )  en  t , y , z .  La c e l l u l e  

( t  z c b )  peut  ê t r e  décomposée e n  l e s  s implexes  [t,z,b] , E , b , c ) .  

/ - NE (L;K) 

F i g .  47.1 



On peut définir une application simpliciale : J -+ L 

de la façon suivante : 

si b c L, alors ~ ( b )  = b 

si xr]a,b[, alors ~ ( x )  = b  (fig. 47.1) 

et on prolonge IT par linéarité sur-les simplexes de J. 

Notons encore n : ( T I  -+ W l'application entre polyèdres dé- 

terminée par l'application simpliciale n. 

Il est évident que nlw = idd On va montrer que i O n est 

homotope à  id/^^. 

Pour cela, on définit H : / T I  x 1 + 1 comme suit : 

si x & W alors x # +(x) par définition de , donc 

[x,T(x)] est un segment, on pose 

si x E W on pose 

H(x,t) = x = ~(x). 

Pour montrer la continuité de H le seul problème réside au 

voisinage d'un point x' € W .  Soit x Q W, on a 

H(x,t) = tx + (1-t/n(x) et H(xl,t) = ,m(xl), 

si x tend vers x', alors ~ ( x )  tend vers ~(x') = x' donc 

H(x,t) tend vers tx' + (1-t)x' = x' = ~(x'), c'est-à-dire vers H(xl,t). 



On a bien H(x,O) = ~ ( x )  et H(x,l) = x pour tout x de [ T I .  
D'où H réalise l'homotopie cherchée. 

En effet, puisque SRX est une théorie d'homologie ( §  28), 

l'homomorphisme n = SRX(n) induit par n réalise un tel isomorphisme. X 

Les hypothèses étant celles du § 47, supposons que M soit une 

m-variété. Alors I T I  est aussi une m-variété. 

Di?rnonbZtraLLon : 

Nous utilisons des résultats de [id. 
-1 - 

D'abord il est évident que / T  / = dL ( /-O,&] ) , alors ([IO], lemme 2.6) 

I T  1 est un voisinage dérivé de W dans M. D'après ( [IO], - théorème 2.1 1) 

I T  / est un voisinage régulier, enfin ([IO] II .4. définition) I T  1  est 
une m-variété. 

Supposons que : 

1) I K /  est une pseudo-variété orientée avec bord aK E K et a K  admet - 
un collier dans K. 

2) I L /  est une variété orientable. 

- 1 
3 )  f : K -+ L est une application simpliciale telle que f ( a ~ )  = a ~ .  



f  ' 
Alors il e x i s t e  un Pseudo-Fibré e n  Blocs  J K J  -4 I L I  - t e l  

que les pseudo-var ié tés  s i n g u l i è r e s  ( 1 K I  , f )  et ( 1 K f  ) s o i e n t  

Remmque : L'hypothèse  s e l o n  l a q u e l l e  /  KI admet un c o l l i e r  

dans  / K I  n ' e s t  p a s  r e s t r i c t i v e  : Dominguez démontre  dans  L4] que l a  

t h é o r i e  de D-bordisme dans  l e  c a s  g é n é r a l  e s t  l a  même que pour  c e l l e  

d e s  p s e u d o - v a r i é t é s  à c o l l i e r s .  De f a ç o n  p l u s  p r é c i s e  : t o u t e  pseudo- 

v a r i é t é  s i n g u l i è r e  ( P , f )  est D-bordante à une a u t r e  pseudo-var ié té  

s i n g u l i è r e  ( P 1 , f ' )  t e l l e  que  ;3P1 admet te  un c o l l i e r  dans  P ' .  

a e s t  donc dé£ i n i  p a r  un cap-produ i t  r e l a t i f  (5 34-2) 

+m-n 
S52 (T,aT) x  SR^ (T,  8 )  - SR (T) . 

m n-q 

On s a i t  que  a e s t  un homomorphisme d e  groupes  c a r  l e  cap- 

p r o d u i t  e s t  b i l i n é a i r e .  

On va  c o n s t r u i r e  un homomorphisme r é c i p r o q u e  

+m-n a '  : SR (T) + sRq (T,aT) .  
n-cl 

S o i t  d o n c  CP,~]  E: SR (T) . On peu t  suppose r  que f  e s t  
n-cl 

s i m p l i c i a l e  (5 30). D'après  § 49,  I T (  e s t  une m-var ié té .  D ' a u t r e  

p a r t ,  aP = @ p a r  hypothèse  e t  donc ( 5  50) il e x i s t e  un P.F.B 

f '  
rl : p h  / T I  t e l  que 



On pose a' (k,£]) = r-3 (i est une classe de D-cobordisme) . 
est bien définie d'après (1). 

Alors a O al(/i,£]) = a([r-1) = [p,fl] par définition de a. 

a O al([p,£]) = [~,f] d'après (1) 

et a' O a([c]) = al(k(~),~J) = [E] d'après la définition 

de a' et puisque 5 est un P.F.B. 

Finalement a' est l'homomorphisme réciproque de a et a 

est un isomorphisme. 

C )  L 'HOMOMORPH7SME DE THOM. 

5 52 - RappeLo : h o t o p i e o  124. 
Une isotopie ambiante d'un polyèdre X est un homéomorphisme 

linéaire par morceaux h : X x 1 + X x 1 tel que 

1) x c X : h(x,O) = (x,O). 

2) Le diagramme suivant est commutatif, p désignant la pro- 

jection canonique sur 1 : 

Autrement dit pour tout t E 1 et tout x E X, h(x,t) est 

de la forme (ht (x) , t) où ht est un homéomorphisme X 5 X linéaire 

par morceaux. Notons que h = id 
0 X ' 

Si X et X2 sont deux sous-polyèdres de X tels que 
1 

hl(X1) = X2, on dit qu'ils sont isotopes et que h envoie XI - sur X2. 



- - 
S i  un homéomorphisme k : X --f X v é r i f i e  k = h on d i t  1 ' 

que k e s t  i s o t o p e  à l ' i d e n t i t é .  

ûn d i t  e n f i n  que h e s t  f i x e  s u r  un sous-polyèdre  Xo 
d e  X 

Lemme ([IO] . 2 .9 ) . -  

S o i t  W un sous-polyèdre  d ' u n  p o l y è d r e  M. A l o r s  s i  N I  - e t  N2 

s o n t  deux v o i s i n a g e s  d é r i v é s  d e  dans  il e x i s t e  une i s o t o p i e  ambiante  

d e  M, f i x e  s u r  W ,  q u i  envo ie  - N I  SUr N 2 .  

§ 54 - C o t v L L ~ e .  

Avec l e s  n o t a t i o n s  e t  l e s  hypothèses  p r é c é d e n t e s  s o i e n t  T - un 

&-vois inage de  W d a n s  M - e t  U un v o i s i n a g e  t u b u l a i r e .  A l o r s  

S Q * ( T , ~ T )  = silX(u,au) - e t  S P ( T , ~ T )  = s Q x ( u , a u ) .  

Démonb;ttLation : D'après  § 53, T e t  U son t  homéomorphes e t ,  

d ' a u t r e  p a r t ,  sd e t  Si; s o n t  d e s  t h é o r i e s  d e  cohomologie e t  d'homo- 

l o g i e .  

Tout v o i s i n a g e  t u b u l a i r e  de W - dans  M s e  r é t r a c t e  s u r  W .  

Z)émonbZt&tion : S o i t  d ' abord  T un &-vois inage d e  W dans  M : 

a l o r s  i l  e x i s t e  ( 5  47) une r é t r a c t i o n  p a r  dé format ion  'n : T + W .  

S i  U e s t  un v o i s i n a g e  t u b u l a i r e ,  c ' e s t  a f o r t i o r i  un v o i s i -  

nage d é r i v é  e t  par § 53 il e x i s t e  une i s o t o p i e  ambiant h d e  M t e l l e  



Soit r : U -t W défini par r = IT O h Si x x W alors 
1 ' 

r(x) = IT O hl (x) = TT(X) d'après ( 2 ) ,  donc r(x) = x car IT est une 

rétraction de T sur W, donc r = id 
/W W. 

Soit H : T x 1 -+ T l'homotopie entre IT et idT utilisée 

dans la démonstration du 5 47, on définit : 

F : u x I + u par ~(x,t) = h-l o ~(h~(x),t) 
1 

(cela a un sens car hl est un homéomorphisme). 

On a F(x,O) = h-l 1 O H(hl(x),O) = hyl O n O hl(x) (définition 

de H). 

F(X,O) = h-' o r(x) 
1 

(définition de r) 

= r(x) (d'après (2) et le fait que r(x) E W) 

F(x, 1) = h-l 1 O H(h,(x), 1) = h;' O hl(x) 

F(x,l) = x. 

Cela montre que r est bien une rétraction par déformation de 

U sur W. 

5 56 - La cXnbhe de Thorn. 

Soit une pseudo-variété wn contenue dans une variété orientée 

8. Soit T un voisinage tubulaire (ou un E- voisinage) de W dans M, 

J la triangulation de T, J' une décomposition cellulaire duale de T 

relativement à uné subdivision barycentrique J' de J. 

On construit un P.F.B. d'espace total E ( n )  = W, de base 



J* e t  t e l  que 
11 

: W + T = 1 J* 1 e s t  1 ' i n j e c t i o n  canonique, donc : 

X 
pour t o u t  d  & J . 

Cela s a t i s f a i t  aux axiomes du 5 12 : t r i v i a l e m e n t  pour l e s  

t r o i s  premiers.  

i 
Pour PFB4, s o i t  d  € J , nd = d fl W e s t  l ' i n t e r s e c t i o n  de 

deux pseudo-variétés  o r i e n t é s ,  il en e s t  de  même de 
nd 

Chaque c e l l u l e  d  é t a n t  t r a n s v e r s e  à W ,  on a  : 

codim nd = codim(d fl W) = codim d  + codim W 

m - dim Q = (m - dim d)  + (m-n) , donc : 
d 

dïm d  - dim Q = m-n e s t  une cons tan te .  
d  

s'id = a(d nW) = a d r i  W ca r  a W  = fl par hypothèse donc 

- d ' ap rè s  56.1 : and - n a d .  

Pour montrer que aqd admet un c o l l i e r  dans 
Qd 

il s u f f i t  

de montrer que >'id admet e n  t o u t  po in t  un c o l l i e r  l o c a l  dans qd (5  9 . 2 ) .  

* 
Pour t o u t e  c e l l u l e  d  E: J , ad Tl W e s t  un sous-complexe sim- 

~ l i c i a l  de J '  (El51 -2).  S i  ad W # @, un élément x de ad W 

e s t  dans ad e t  une face  u d'un simplexe de J ' ,  contenu dans W .  

Alors x  E ad Q a.rC a(d 9 T) donc x admet un c o l l i e r  dans 

d  r ,  donc dans d  ri W ,  c a r  d  n T e s t  une v a r i é t é .  

Toute c e l l u l e  d  de J* e s t  dua le  d'un simplexe 0 de J ,  

e l l e  s e r a  munie de l ' o r i e n t a t i o n  t e l l e  que : l ' o r i e n t a t i o n  de a s u i v i e  

de c e l l e  de d  donne l ' o r i e n t a t i o n  de M ( 1 5  - - 2 )  Alors l e s  nombres 

d ' inc idence  [d : d'] sont  b i e n  d é f i n i s  lo rsque  d '  < d dans J* e t  

s i  l e s  blocs d  1-7 W,dl ri W sont  non v ides  ( s i  non il n 'y  a  r i e n  à vé- 



rifier) on a : 

[nd : ndl] = [d:d W : d'n 14 = rd - : d q ,  d'où la conservationdes 

nombres d'incidence. 

Puisqu'enfin W rl aT = 0 on a ainsi déterminé un élément 

En] e SQ~-~(T,~T), appelé classe de Thom de W - dans M. 

Rematrque. : Par l'isomorphisme de r6] - , cette classe de Thom 

correspond à la classe de Thom connue en cohomologie. 

§ 57 - L'humumuh~kinme d e  Thom. 

Dé~in&iun.-  L'homomorphisme de Thom : X : SQ~(T) + S Q ~ ~ ~ - ~  0 ,  T) 

est le cup-produit par la classe de Thom [r;/. 

1 .  On verra au 5 58 que si W est une variété, X est un isomor- 

phisme. 

2. Par les isomorphismes de Dominguez ( [5] et [6] ) X correspond 

à l'homomorphisme de Thom classique. 

D) RELATION ENTRE LES HOMOMORPHISMES DE POINCARÈ, ALEXANDER ET THOM. 

§ 5 8  - ThéofiQme. 

Soit B : SQq(w) + Sn (W) 1 ' homomorphisme de Poincaré (D 37), 
n-q 

+m-n - 
u : SR' (T,aT) A SR (T) l'isomorphisme d'Alexander ( 5  41), 

"-4 

A : SQ'(T) +  SR^+^-^ (T,aT) l'homomorphisme de Thom (5 57) - et T : T + W 

une rétraction par déformation. - 
Le diagramme suivant est commutatif : 



V h r n o ~ U i a L L o n  : Soit [<] E S q(~), par définition on a 

B([E]) = CE(<) ,Pd. 

Considérons les carrés fibrés : 

+-+ Par définition ( 5  17) , on a n* ( [<] ) = [p 53 , par 5 57, on a 

% # 
~([P's]) = [P#<] Li [O] = * pcp 51 (5 25) mais puisque n O p = idW 

% # 
est une rétraction par déformation) alors le P.F.B p 5 p 5 n'est 

autre que 5 (à un isomorphisme près), donc h([pH6]) = fi * Si .  

 a autre part ( §  4 1 )  a([? * +]) = b(ri + E),p(ri + i ) ]  

c'est-à-dire a( * 5 1 )  = CE(<) ,pn O p$ . 

1) = ~:EË(s),~ PU O Enfin ( 5  28) : n%(Ij(E) ,P,., 

mais 
O P~ 

est à valeurs dans W, comme V/W = id W et que PU : W + T  

est l'inclusion canonique, la classe précédente est donc [E(E) ,P$, 

d'où la commutativité du diagramme. 



- 49 - 

58.1.- CotluUaih&.- - S i  W e s t  une v a r i é t é ,  l'homomorphisme 

i de  Thom e s t  un isomorphisme. 

1 
C ' e s t  é v i d e n t  pu i sque  l ' h ~ m o m o r ~ h i s m e  d e  P o i n c a r é  e s t  a l o r s  

I un isomorphisme. 

E )  LES PRODUITS x[yJn 

Ces p r o d u i t s  p e r m e t t e n t  de  d é t e r m i n e r  d e s  isomorphismes e n t r e  

c e r t a i n s  groupes  de  D-cobordisme. 
1 

1 

§ 59 - DédiniLian. 

S o i t  0 un 1-simplexe o r i e n t é  (on peu t  c o n s i d é r e r  que c ' e s t  

l 1 = [o,I] muni d e  son  o r i e n t a t i o n  h a b i t u e l l e )  e t  s o i t  E(Y) un p o i n t  

O 
( o r i e n t é  + p a r  exemple) s e  p r o j e t a n t  dans  a ( f i g .  59.1)  

~ F i g .  59.1 

Ceci dé te rmine  de f a ç o n  é v i d e n t e  un P.F.B. (5 12) de r a n g  1 e t  

une c l a s s e  de D-cobordisme n o t é e  

X 
l Pour t o u t  n E: IN , on  d é f i n i t  [dn comme s u i t  : 

d 'abord  [Y] l = [y] e t  s i  n 2 2 on p e u t  d é f i n i r  l e  p r o d u i t  
l 

yn = y x y x .. . x y d e  n P.F.B. égaux à y e t  l e  p r o d u i t  e x t é r i e u r  

CyJn = I>] [Y] . - .  x [y], élément d e  sfin(an,aon) ( $ 5  15 e t  21 ) .  



n  
Notons q u ' i c i  a .  = cr x  a x  . . . X 13 ( n  f a c t e u r s )  e t  il e s t  

c l a i r  que Idn = [yn]. 

59 .1 . -  Remahque : D'après  5 15, yn e s t  un P.F.B. d o n t  l ' e s p a c e  

on 
t o t a l  e s t  un p o i n t  s e  p r o j e t a n t  dans  O . 

S o i t  (P,Q) u n e  p a i r e  de  p o l y è d r e s  compacts.  A l o r s  pour  t o u t  

* 1 
i E: E e t  t o u t  n  E: IN l ' a p p l i c a t i o n  

x LYJ IL 

sQi ( p  ,QI  * ,  S R ~ + ~ ( P X O " ,  (Px80n) tJ ( Q X ~ " ) )  e s t  un isomorphisme. 

~ ~ m o m L t a Z i o n  : 

I l  s u f f i t  n a f u r e l l e m e n t  de  c o n s i d é r e r  l e  c a s  n = 1 .  A l o r s  

o n  a  [Y] I = [Y]. Les p r o d u i t s  e x t é r i e u r s  é t a n t  b i l i n é a i r e s ,  on s a i t  

d é j à  que X [y]" e s t  uh homomorphisme d e  g roupes .  

e s t  y n j e c t i f  . 
1 

E S R ~ ( P , ~ )  t e l  que [<] x = O. Cela  s i g n i f i e  

q u e  (5  Y)R O i t  O n  , 1 1 e x i s t e  donc un P.F.B O/(pxo)xI t e l  que 

2,  O / (Pxo)x l  
= o. 

Notons 0 = b,b] e t  s o i t  l e  P.F.B Y = e /  On a 
(Pxa) XI ' 

- - - - e lpxa  - < x ~ / p x a  ( d ' a p r è s  ( l ) ,  y' (pxa) xo - e ' ( p x a ) x ~  

O = c a r  E(y) e s t  un p o i n t .  



3, " (PX~)XO = 51, . 
Des conditions P x a x 1 C P x a x 1 et 2) il résulte que 

4, y/(pxa)xl = ~ b ,  

d'après 3) et 4), on a 5 i? 0, d'où [SI = 0. 

x [y] est surjectif. 

i+ 1 
Soit [$ c S (Pxa, (Pxaa) (Qxo)) . On va construire 

i [SI E. S (P,Q) telle que [tJ = [QI. 

On pose E(<) = E(Q) et pS = pl O pQ (diagramme) 

Il faut s'assurer que 5 est bien un P.F.B. au-dessus de (P,Q) 

donc pour cela vérifier les axiomes PFB à PFB du § 12 et enfin voir que 1 5 

( Exy) RQ . 
PFBl et PFB2 sont trivialement vérifiés. 

pl 
est évidemment linéaire par morceaux, 

PQ 
aussi car Q est 

un P.F.B., donc p - 
1 O - PS est linéaire par morceaux et PFB est 

3 

vérifié. 

Pour PFB on considère un m-simplexe T de la triangulation 
4 ' 

- 1 
de P. On a p (T) = T x O, et, par définition de 

1 S on a 

- 1 - 1 
pS (T) = pQ (TW) est une pseudo-variété : c'est le bloc "Txa car rl est 

un P.F.B. On a donc 



Par définition rg rl = i+l, c'est-à-dire : 

dim(TX0) - dim n = i+l . Corne dim O = 1 et compte tenu de 5) on a : 
TXU 

dim T + 1 - dim 5 = i + l  
T 

d i m ~ - d i m c  = i  d'où r g c = i .  
T 

D'autre part aE = anTxo par dé£ inition de 5 ; 
T 

- - 
na (-rxo) car est un P.F.B. ; 

- - - - 
"( aTxo) u (~xao) " a ~ o  " %xao . 

Mais par définition , ses blocs sont vides au-dessus de 

.r x ao. On a donc - 
- na,rxa donc acT = taT d'après 5) . 

Il est évident que = 0. L'égalité 5) entraîne que chaque 

5.r a un collier puisque ceci est vrai pour 
'TXU ' 

Enfin, l'axiome P.F.B. concerne la conservation des nombres 5 

d'incidence. On suppose donc T' < T. 

 autre part, x o : T' x o] = bTxo : qT xo 7 car n est 

un P.F.B. 

Donc [T x o : r '  x O] = CcT : ET'] d'après 5). 

Finalement, [ c , ~  : ET] = [T : T q .  

Pour achever la démonstration, il suffit de construire un iso- 

morphisme entre 5 x y et n. Pour cela, on définit f : E(Sxy) -+ E(n) 

t 
par f(x,p-) = x. 

Il est évident que f détermine un homéomorphisme linéaire 

par morceaux entre E(cxy) et E(n). Il reste à voir que f respecte 

les blocs et les nombres d'incidence. 



Le complexe de boules  sous-jacent à P x a e s t  d é c r i t  pa r  l e s  

T x o (T : simplexe de P) e t  l e s  T x a' (a' < a ) ,  donc 0' e s t  

un p o i n t .  

Dans l e  l e r  cas  = <,xY, = 5, c a r  yu est  un po in t  

- - 
q ~ x o  

d 'après  5) 

£(Sr X y,) = Sr par  d é f i n i t i o n  de f ,  donc 

Dans l e  2ème cas  (Sxy)Txar = @ c a r  y,! = @. 

 autre p a r t  n ayant  s e s  b locs  v i d e s  au-dessus de 

(Pxao) U (Qxa) on a a u s s i  
q T ~ g l  = @ e t  donc 

Enfin,  par  d é f i n i t i o n  de f ,  l a  conserva t ion  des  nombres d ' i n -  

cidence e s t  évidente .  



CHAPITRE 171 

Pour chaque morphisme f  : P + Q dans  l a  c a t é g o r i e  d e s  p o l y è d r e s  

compacts nous d é f i n i s s o n s  d e s  g roupes  a b é l i e n s  

f 
Ti(p -+ Q) ( i  E Z )  d e  s o r t e  que : 

X t 
T (P ---" p  ) e s t  l e  D-bordisme s u r  P  ; 

x i d  
T  (P ---3 P) e s t  l e  D-cobordisme s u r  P  . 

Nous d é f i n i s s o n s  e n t r e  c e s  groupes  t r o i s  o p é r a t i o n s  : 

l e  p r o d u i t ,  l ' image d i r e c t e ,  l ' image  r é c i p r o q u e  b i v a r i a n t e s .  

Ces t r o i s  o p é r a t i o n s  c o ï n c i d e n t  dans  c e r t a i n s  c a s  p a r t i c u l i e r s  

avec l e  cup-produi t ,  l e  cap-produi t  ou l e s  homomorphismes i n d u i t s  e n  D- 

bordisme e t  D-cobordisme par  l e s  morphismes e n t r e  p o l y è d r e s .  

Ces o p é r a t i o n s  s a t i s f o n t  à s e p t  axiomes q u i  l e s  r e n d e n t  compa- 

t i b l e s .  

F u l t o n  e t  Mac Pherson o n t  c o n s t r u i t  dans  ([lq .3) une t h é o r i e  

d'homologie b i v a r i a n t e  dans  l a  c a t é g o r i e  d e s  e s p a c e s  t o p o l o g i q u e s .  On 

v e r r a  ( 5  64)  que pour l e s  po lyèdres  compacts c e t t e  t h é o r i e  e s t  l a  même 

que c e l l e  que nous d é f i n i s s o n s  i c i .  

A )  DEFlNlT1ON DES GROUPES BIVARIANTS. - 

§ 67 - Lu caAégonie dc b a c .  

Les o b j e t s  c o n s i d é r é s  s o n t  l e s  p o l y è d r e s  compacts P ,  donc il 



existe un plongement linéaire par morceaux dans un hypercube O : P ' 1". 

Les morphismes sont les applications linéaires par morceaux 

(elles sont donc continues). 

§ 6 2  - Lemme. 

Soient P - et Q deux polyèdres dans la catégorie de base, un 

plongement 0 : P " I~ et un morphisme f : P + Q. Alors l'application 

(£,O) : P -+ Q x I~ est un plongement. 

D é m o n h ~ k d o n  : Il est évident que (f ,@) est injective. 

(f ,@) est continue puisque f et @ le sont. 

- 1 
L'application réciproque : (£,@) : (,)(P) + P est éga- 

lement continue puisque P est compact. 

( f , @ )  est linéaire par morceaux puisque f et @ le sont. 

Enfin, on sait que la réciproque d'un homéomorphisme linéaire par morceaux 

est encore linéaire par morceaux. 

Soient P - et Q deux polyèdres compacts, un morphisme f : P -+ Q ,  

un morphisme @ : P + 1" tel que ( f , @ )  : P + Q x In soit un plongement, 

- 
soit P = (f,@)(P) o T un 6-voisinage de P dans Q X In. - - 

pour tout i E , on pose T (P -4 Q) = SQ'+~(T, 8 ~ )  L L  
§ 64 - PhopohLi iun .  

i f 
Les groupes T (P -" Q) f. 



Démunn;tn_cLtion : Nous n'avons pas trouvé de démonstration interne 

à la théorie. C'est le seul point pour lequel nous utilisons les résultats 

de (Cl41 .3). 

~ ' a ~ r è s  ( [6] .12), il existe un isomorphisme 

SRi+n (T,aT) - H~+~(T,~T) Il existe une rétraction n : T -+ Y (5 47), 

alors il existe aussi une rétraction de T-P sur aT, donc on a un iso- 

i+n i+n 
morphisme H (T,aT) 5 H~+~(T,T-P), mais H (T, (QXI~ - P) n T) = 

H ~ + ~ ( ~  X InY4 X I~ - p). 
i+n 

Enfin, les groupes H (Q x I ~ , Q  x I~ - P) sont les groupes 

bivariants au sens de (Cl41 3.1.4 et 5) et ils sont bien indépendants du 

plongement (8. 

Soit T' le sous-polyèdre de Q X In formé des simplexes de 

O - 
Q x In disjoints de T (c'est-à-dire le complément simplicial de P 

dans 4 x 1" relativement à la subdivision dérivée définissant T. - 

Alors / Ti(p -L Q) = x I ~ , T ~ )  1 . 

Démonh;tnuAhn : Cela résulte immédiatement du théorème 

d'excision 



i f 
Tout groupe bivariant T (P -+ Q) est celui d'un plongement, 

c'est-à-dire on peut supposer que f est un plongement. 

En effet, par 5 8  62 et 63, il est clair que 

§ 67 - PtrvpvhLiion. 

i i 
Pour tout polyèdre P : T (P --+ P) = SR (P) ; - si P est une 

i t 
pseudo-variété T ( P  -+ p ) = SR-i(P). 

id P - P est un plongement, comme P x 1' = P X = P 

id i 
on a T~(P -t P) = SR (T,aT) où T est le E-voisinage de P dans P, 

évidemment T = P et aT = 0, d'où la lère assertion. 

t 
Soit, enfin, un plongement : P +  I~ et notons f : P +  p 

l'unique application envoyant P sur le point, par définition 

t 
où T est un E-voisinage de (f ,@)(P) dans p x I ~ ,  c'est-à-dire de 

f t  
B (P) dans 1". D'après § §  4 1 et 42 on a T~(P ---+ p ) = SR-i (T) mais 

T se rétracte sur @(P) (5 47), et @(P) est homéomorphe à P, d'où 

f t  T~(P -t p ) = (P) . 

8 )  LES TROTS OPERATTONS B7VARTANTES. 

Les trois opérations bivariantes que nous définissons ici coïn- 

cident, dans le cas des polyèdres compacts, avec celles définies dans 

( Cl 4],3.1.6;3.1.7;3.1.8). Mais les constructions et les démonstrations 

sont plus simples. 



f A tout diagramme commutatif P -4 Q dans la catégorie 

~ de base on va faire correspondre des produits 

P '+ Q Le produit bivariant 

2f  T~(P + Q) x T ~ ( Q  -r R) -L T ~ + ~ ( P  -+ R) 
R 

est un cup-produit défini ci-dessous. 

Etant donnée une triangulation de R, soient : 

T le E-voisinage de P dans Q (et donc, dans R) 

v 11 11 Q R .  

Soient vC le complément simplcial de Q dans R, relativement 

à la subdivision déterminant V (5 6 5 ) ,  TC celui de P dans Q, et 
Q 

Ti celui de P dans R. 

La figure suivante résume la situation et présente toutes les 

inclusions possibles. 



On utilise la deuxième expression des groupes bivariants (5 65). 

Nous avons défini le cup-produit (5 24) 

si? (R,T~) X  SR^ (R,v~) sni+j (,,TF( u vC) 

C C C 
mais TR U V = TR , par excision on a donc un produit 

Sni (q ,TQ) sL?' (R,VC) sai+' (R,TK) 

c'est-à-dire T ~ ( P ~  Q) x T'(OC R) = Ti+'(P+ R). 

5 69  - Ca p & c f i ~ t r .  

Soit le triangle commutatif : 



dans  c e  c a s  T' - C C - TR = V = @, a l o r s  l e  p r o d u i t  b i v a r i a n t  c o ï n c i d e  avec 

U l e  cup-produi t  (9 2 4 )  sRi(p) x SR' (P) -  SR^+'(^). 

§ 70 - Le pkaduLt bivatu& dam Le can cjEn6ta.l. 

On u t i l i s e  l e  f a i t  que t o u t  groupe b i v a r i a n t  e s t  c e l u i  d 'un  

plongement (9 66) e t  on peu t  donc a p p l i q u e r  l a  c o n s t r u c t i o n  du p a r a -  

g raphe  p r é c é d e n t .  

@ Y E t a n t  donnés des  plongements P  --t I ~ ,  Q -4 Im, on  p e u t  

former l e  diagramme commutatif : 

où on a  posé pour t o u t  ( q , v )  E Q x I~ : 

Les morphismes non i n d i q u é s  é t a n t  l e s  p r o j e c t i o n s  canoniques .  

La p r o j e c t i o n  p  i n d u i t  un homomorphisme 

où U ( r e s p .  V)  e s t  un &-vo is inage  de  (g,Y) (Q) ( r e s p .  ( Q  x I n ) )  



j  dans R x Im ( re sp .  dans R x Im X I n ) .  SR (p)  dé£ i n i t  donc un homo- 

morphisme 

SR' (pl  , T j  (Q In 
e 

c 'es t -à -d i re  T' (Q -& R) --+ R x Im x I n ) .  

Dans l e  cas  géné ra l ,  on d é f i n i t  l e  p rodu i t  b i v a r i a n t  comme é t a n t  

l e  composé de i d  j  
x SR (p) par  l e  p rodu i t  b i v a r i a n t  correspondant 

T (£1 
aux plongements ( f  ,@) e t  l : 

on a l e  p rodu i t  b i v a r i a n t  : 

i d  i+ j 
Ti(P -r P) X T ~ ( P  + = T (P + 

i i d  i 
on s a i t  que T (P --+ P) = SR ( P ) ,  s i ,  de p l u s ,  P e s t  une pseudo- 

v a r i é t é  (plongée dans une v a r i é t é ) ,  a l o r s  



et le produit 

n'est autre que le cap-produit défini au paragraphe 31. 

1) il est associatif ; 

2) dans le cas particulier du produit : 

i f h 
T (P --+ P) x T' (P --L P) --L T ~ + ~ ( P  - P) (avec go£ = h l ,  

f 
pour tous a E Ti(p --+ P) ,b E T' (P p) alors : 

3) dans, les cas particuliers : 

les classes [eJ 5 [ed (5 22) sont des unités à gauche et à droite 

res~ectivement. 

DQmonbLkaLLvn : L'associativité découle des définitions : la 

composition des homomorphismes et le cup-produit sont associatifs. 

ij 
La relation a.b = (-1) b.a résulte du 5 27, de même pour les propriétés 

A tout diagramme commutatif P ---+ Q dans la catégorie 



de base on va faire correspondre des homomorphismes 

§ 33 - VéljbnLLLun de f,. 

Le diagramme suivant présente les factorisations par les plon- 

gements : 

% 
T est un E-voisinage de P = (h,Yoh,@) ( P l  dans R Im In . 

% u est un E-voisinage de Q = (g ,Y) (Q)  dans R Im. 

L'expression des groupes bivariantes utilisée ici est celle donnée au 5 65. 

n 
 inclusion (R x Im x 21~) u (uC x 1 ) C  T' cluton démontre 

.): 
au 5 75 induit un homomorphisme i en D-cobordisme, alors par définition 

f% 
est l'unique homomorphisme rendant commutatif le diagramme suivant : 



§ 74 - Lemme. 

Soit un polyèdre X et deux sous-polyèdres A I C  A 2 C  X. 

Alors NE(Al ;X) C NE (A2 ;X) 

(autrement dit : - les &-voisinages sont compatibles avec l'inclusion). 

Démonh~aLLun  : On note $i : X + CO, l] l'application simpli- 

ciale déterminée par A. (i = 1;2). 
1 

Soit x B N (A ;X), alors (x) 4 E ; 
E 1 

x est dans l'intérieur d'un unique simplexe : 

où on note sl, ..., s les sommets se trouvant dans n ' 
s n+l,...,s les sommets se trouvant dans A -A m 2 1 '  

s m+l,...,s les sommets se trouvant dans X-A2 , 
P 
P P 

et on peut écrire x = Aisi ; A. > O ; A. = 1 .  
1 1 

i= 1 i= 1 
P 

d1(x) 6 E ci> 1 hiSl(si) 4 E, mais $(S.) = O  lorsque 1 6  i 6 n  
i= 1 1 1  

et Q1(si) = 1 sinon. L'inégalité précédente s'écrit alors : 



D'autre part q2(x) = hi 4 hi donc $2(~) h E 

i=m+ 1 i=n+ 1 

et cela prouve que x & N (A2 ;X) . 

§ 15 - Lemme.. 

(R x I~ x aIn) cl (uc x 1") c T'. 

L'inclusion (R x I~ x In) C TC est facile à voir : 

si (x,y,z) E R x I~ x a ~ ~ ,  alors (x,y,z) & R x I~ x In il est clair 
O 

O 
- 

que T c R x I~ x I ~ ,  alors (x,y,z) E: T'. 

On montre maintenant que uC X I~ c TC. 

Il est clair que 

(1) si A C B  alors B'C A' ; 

(2) pour toutes paires (P,A) ; (Q,B) de polyèdres, on a : 

NE(A x B;P x Q) C NE(A;P) NE(B;Q) 

(le &-voisinage d'un produit est contenu dans le produit des &-voisinages). 

Comme P C  6 x In, on applique 5 74 et (2), d'où : 

N (B;R x Im,In) N (6;~ x 1") x NE(In,l"), c'est-à-dire T C U x In. 
E 

Alors, d'après ( 1 )  

uC x I ~ C  T'. D'où le résultat. 

Ceci achève la définition de fx. 

Soit P et Q deux pseudo-variétés, le triangle commutatif : 



i t t 
alors d'après § 61 on a T (P + p ) = SR-i(~) et T ~ ( Q  -+ p ) = SR-i(~) 

et l'image directe bivariante 

est l'homomorphisme induit en D-bordisme : 

via les isomorphismes du § 67. 

§ 7 7  - Cuvahiunce -- de --. L'image diheote b i v d a d e .  

Soit le diagramme commutatif 

alors (gof).+=gxOf* . 

Le diagramme suivant présente les factorisations par des plon- 

gements, les hypothèses et les notations sont analogues à celles du § 73. 



~ ' a ~ r è s  § 73 fx et gr sont les uniques homomorphismes rendant 

commutatif le diagramme suivant : 

où , et v 2  sont induits par les inclusions comme dans le § 75 et où 

on a posé : 

De même (go£)* est l'unique homomorphisme rendant commutatif 

le diagramme suivant : 



hogof (gof), 
T~(P S) T~(R - h s) 

I I I I 
SRi+'+m+n(SxIexImxIn,Tc) sni+'(sX1', vC) 

où V est induit par une inclusion comme au 5 75. 

Pour montrer que (go£)* = g* O f*, il suffit de remarquer que 

le triangle suivant est commutatif : 

Le résultat s'en déduit alors en comparant les diagrammes (1) 

et (2). 

3")  L'image t é ~ j ~ ~ ~ v q u e  bivaniante. 

A tout carré fibré P' g' p dans la catégorie 

de base on va faire correspondre des homomorphismes 



§ 78 - D é ~ i n i ü o n  de g'. 

Soit Q : P -+ V un plongement dans une variété compacte (on 

n 
peut supposer que V = 1 , comme au 1 " )  et 2"), mais on notera V pour 

simplifier) . Alors (f,@) : P + Q X V est un plongement (5 62), en 

posant @ '  : @ O g' : P' + V, il est facile de voir que (fl,@') : 

P' -+ (2' X V est encore un plongement. 
- 

Soit T un &-voisinage de P = (f,@)(P) dans Q V ; 
- 

U P = ( ) ( P 1 )  dans Q' x V. 

On suppose que les triangulations sur Q x V et Q' x V rendent 

g x id sirnpliciale. L'expression des groupes bivariants utilisée ici est v 
celle du 5 63. On démontrera (5 79) que : 

ce qui induit une application 

d'où un homomorphisme 

et on pose par définition : 



§ 7 9  - Pn_opoaLAion. 

L'image réciproque est bien définie. 

Il s'agit de démontrer l'inclusion (*) du 5 78. On le fera en 

plusieurs étapes (55 79 à 81). 

§ 80 - Lemme. 

Soit une application simpliciale 

f : [ K I  = P + I L I  = Q, A un sous-polyèdre de P, N (A;P) un E-voisi- 
E - 

nage de A dans P (O < E < 1). - 

Alors £[N~(A;P)]C NE(£(A);Q). 

VC?monh*iratiun : Soit $A : P + @; 11 l'application simpliciale 

déterminée par A (5 43). 

Par dé£ inition NE(A;P) = ( F;E] ) . Soit x c N (A;P) , 
E 

c'est-à-dire qA(x) C E. x est dans l'intérieur d'un unique simplexe 

o = (sl;.. .;s .s ;...;sp) où on a noté sl,...,s les sommets qui 
ny n+l n 

sont dans A et s n+l,...,s ceux qui sont dans P-A. 
P 

On peut écrire x = J' A.s. avec A. > O et 
1 1  1  i= 1 i= 1 

D'autre part, f (x) = f Aif(si) donc : 
i= l 

si 1 < i G n alors S. E A, d'où £(S.) E £(A) et 
1  1  

n 

£ s i .  D'autre part, par définition 
i=n+ l 

de 'f (A) on a toujours $f(A)(f(~i)) 0 donc 



d f ( ~ )  
(f(x)) h f hi $ i. D'où, par définition, f(x) &Ni(f(A);Q), ce 

i=n+ 1 

qui prouve l'inclusion annoncée. 

Vérnori6ZmAion : Il est facile de voir que (g X idV) (P r )  C P, 

d'où d'après § 74 : X idv) (P i )  ;Qxq C N~(P;QXV) c'est-à-dire 

D'autre part le 80 entraîne : 

c'est-à-dire 

(g x idV) (U) C N [(g id,) ( P t )  ;~xvJ 
E - 

de (1 ) et (2) il vient (g x idV) (u) C T. 

Dérnon~AnuLLon - : Nous montrons d'abord que 

La figure 82.1 résume la situtation. 



Fig. 82.1 

Par 1 81, on sait déjà que (g x idV)(U)C T, il suffit donc de montrer 

que si x 4 ?'  alors (g x idV) (x) 4 k Il est commode de raisonner 

par contraposition : 

Supposons donc que (g X idv) (x) E P, on peut poser 

x = (ql,v) E Q'xV et ( g  idV)(q1,v) = (f(p),@(p)) avec p k  P. 

On a les conditions : 

(1) signifie que (q',p') ê P ' ,  alors q' = f1(q',p) car on 

a un carré fibré (introduction du 3 ' ) ,  alors (2) peut s'écrire 

v = @ O gl(q',p), donc 

cela prouve que (q' ,v) E P '  . 
On est maintenant en mesure d'achever la démonstration du lemme : 

O 
soit donc x c aU et 0 l'unique simplexe dans U tel que x & o. 

- 
Par définition de aU on a a ri P'  = @ donc a C U - P'. 



- 
D'après (*) (g X idV)(a)C T - P. Et g x i d V  est 

- 
simpliciale ( 9  78), (g X idV(o) est un simplexe disjoint de P. Il 

est donc contenu dans 2T et on a bien (g x idy)(x) E aT .  

La proposition du § 79 est donc démontrée. 

Soit un morphisme f : P' + P, alors l'image réciproque 

i id f * i id 
T (P -+ P) ---t T (P' --+ P') est l'homomorphisme induit en 

DQmo~n;l;tLdon : Cela résulte immédiatement du § 67 et de la 

définition donnée au 5 78 d'après le diagramme suivant : 

§ 84 - C o n A x a v a i a n c ~  d e  L'image irécipkoque bivcuuante. 

Pt~opoaiAion.- Supposons que les carrés du diagramme suivant 

soient fibrés : 



g'oh' 

/ h ' 
P" P '  g ' + P 

* * * 
Alors (goh) = h O g . 

On a en effet, avec des notations évidentes : 

* X; 
(goh)* = SR ( (goh) x id ) = Sn ( (gxidV)o (hxidV) v * - --- 

= SR (gxidV O hxidV) 

X- * --- 
= SR (hxidV) O SR (gxidV) (contravariance de ~a*) 

X X 
= h O g (par définition). 

3 " ) Ptrop~~LcZéb axiomatiqueb d a  o p é t r d o m  b i v k a Y L t a .  

Les opérations bivariantes définies précédemment possèdent des 

propriétés qui sont prises comme axiomes dans la définition d'une théorie 

bivariante ( [14J , § 2.2) . 
La démonstration des propriétés résulte des définitions et de 

la fonctorialité des constructions réalisées. Nous nous contenterons de 

donner le détail de l'une d'elles (5 90). 

Certaines propriétés (celles qui ne concernent qu'une opération 

bivariante) ont déjà été données et démontrées en détail. 



§ 88 - Le phoduA;t Q.t L'image clheote commu;tenX. 

Phopoai-tion.- Si le diagramme suivant est commutatif : 

f induit deux images directes bivariantes 

: T ~ ( P  g 
f, gof . R) - Ti(q - R) 
- . Ti+j (P hogot- s) - T ~ + ~ ( Q  hOg s) . 
f* . 

h eof . et b T ~ ( R  --A S )  on a : Alors pour tous a € T (P 

Le principe de la démonstration est d'établir la commutativité 

du diagramme : 



5 89 - Le pir.oduht QR: L'image 4é~iphoyue commutent. 

i P/roponiXian.- Si les deux carrés suivants sont fibrés : 

f 
P ' Q .  

Alors f induit deux images réciproques : 

fX : TJ(Q~ --& Q) S(pl-gl* p) 

ff : Ti+j (QI '  gOh' 9) + T'+j (P" 
g'oh' ' Pl 

i h 
et pour tous a h T (0" --+ Q') et b E T'(~' -& Q) on a : 

X 1 fvx(a) .f (b) = fX(a.b) 1 
Le principe de la démonstration est d'établir la commutativité 

du diagramme suivant : 

h j 
Ti (Q" - Q') X T (Q' A+ Q) + Ti+j (Q" goh Q) 



§ 90 - L'image d h e c t e  eA L'image ~técipt~uque cornde f i .  

Pnopobifion.- Dans le diagramme suivant, on suppose que les 

carrés (1) - et (2) sont fibrés. Alors le carré externe 

(3) "Q" Q PP" l'est aussi : 

on note fX l'image réciproque induite par f relativement au carré (2) 

-X 
et f celle relative au carré (3). Alors, on a dans 

i 1' goh + H o m 0  (Q QI, T ~ ( P ~  L p)) : 

Démo ns&aZiu n : 

Il s'agit de voir que le diagramme suivant est commutatif : 



 abord une remarque préliminaire : pour l'image directe l'ex- 

~ression des groupes bivariants que l'on utilise est celle du § 65, mais 

pour l'image réciproque c'est celle du 5 63. 

0 
Par hypothèse, il existe des morphismes QI' --t In et 

Y 
Q' -t Im permettant de factoriser h et g via un plongement. 

Nous en déduisons une factorisation de goh par la méthode 

de composition (diagramme suivant) : 

pro j . - I proj . 
On note U" le E-voisinage de 6" = (goh,Yoh,@) (Q") dans Q x Im x In 

II U' 11 6' = (g,Y)(Q1) dans Q x Im. 

Comme les carrés sont fibrés, on en déduit (5 78) les factorisations sui- 

vantes de g',hl,g'oh' : 



- 
on note Tt' le Ç-voisinage de P" = (g'oh' ,Yohof",@ofl') (P") dans P x I~ x 1" 

- 
T ' II P' = (gl,Yof ')(Pt) dans P x I ~ .  

Rmat~cjue : 

On peut aussi factoriser g'oh' par la méthode de composition : 

on trouve alors Yof'oh' au lieu de Yohof", mais ces morphismes sont 

égaux puisque f 'oh' = hof". 

Les définitions priscs (55 73 et 78) et les constructions réa- 

lisées étant fonctorielles, la commutativité du diagramme suivant achève 

la démonstration : 



Les flèches non indiquées sont des homomorphismes induits par 

des inclusions. 

§ 91 - Le pxoduit, L'image dheote eA l'image kQcip4.ayue commuLevtt. 

Px0posiAian.- Dans le diagramme commutatif suivant, on suppose 

que le carré (1) est fibré. 

f j *lors, pour tout a c Ti(p - Q I ,  tout b E T (9' hog RI, on a 

i+j ho£ 
dans T (P + R) 

Le principe de la démonstration est d'établir la commutativité 

du diagramme suivant : 

* 
f' ,i+j (pl hofog' R) Ti(p f Q) x Tj(Q1 *+ g) g - Q I )  x Tj(Q1 % R) - 
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