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INTRODUCTION

W. Fulton et Mac Pherson ont défini deux théories bivariantes

a) La théorie bivariante H :

A  toute application continue f : X > Y d'espaces topologiques,
on associe un groupe gradué H(X > Y) ; dans les cas particuliers f : X » pt
et 1d : X » X, on retrouve les groupes classigues d'homologie H*(X) et

; *
de cohomologie H (X).

b) La théorie bivariante F :

A toute application linéaire par morceaux (PL) f : X > Y
d'espaces P.L, on associe le groupe IF(X > Y) des fonctions constructibles
sur X satisfaisant une certaine condition de compatibilité avec f (appe-

1ée condition d'Euler locale). (Dé&finition I.2.3).

Ces deux théories bivairantes sont munies de trois opérations
produit, image directe et image réciproque. W. Fulton et Mac Pherson démon-

trent le théoreéme fondamental suivant

Théoneme., I1 existe une transformation et une seule

qui préserve les trois opérations et telle que si X est une variété lisse

sans bord :

w(1y) = W(TX)- [x]

ol ]X est la fonction constante 1 sur X, W(TX) est la classe de

Stiefel-Whitney du fibré tangent & X et [X] est la classe fondamentale

de X.
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Selon 1'expression méme des auteurs : "The proofs are mostly
pleasant exercises in combinatorial geometry. They are elther omitted or
reduced to a bare sketch". Fulton et Mac Pherson définissent la notion
d' "applications i-circuit". Ils basent leur démonstration sur le fait que
certaines applications £, sont des i-cirduits. (Proposition 6G de [5]).
Nous donnons ici un contre exemple de ce fait. (Remarque III.1.9).

I1 nous a donc paru ﬁécessaire, d'une part de donner une démons-—
tration du théoréme de Fulton et Mac Pherson, d'autre part d'expliciter cette
démonstration en en donnant tous les détails.

Les démonstrations données ici font pratiquement toutes appel
aux théories combinatoires. IL'idée générale est d'utiliser le résultat de
Halperin et Toledo [7] concernant la définition combinatoire des classes de
Stiefel-Whitney : il s'agit de construire, pour toute fonction constructible
o de (X -+ Y) une classe w(a), dans H(X > Y), telle que si1 o est la
fonction constante 1, la classe w(1), restreinte 3 chaque fibre, donne la
classe de Stiefel-Whitney de f_l(y) dans H(f_1(y) » {y}).

L'originalité de la démonstration par rapport & celle de Fulton
et Mac Pherson réside dans la construction des classes [fi]a (Proposition

IIT.1.3) qui évitent l'utilisation des i-circuits.

Le plan de ce travail est le suivant

Le chapitre O est un rappel des définitions de la théorie
bivariante.

Au premier chapitre, nous étudions la théorie bivariante F
et nous montrons que les trois opérations proposées par Fulton et Mac Pherson
définissent bien une théorie bivariante (toutes les démonstrations sont

explicites).
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Au second chapitre, nous étudions la théorie bivariante H, les
applications i-circuits et nous donnons un exemple d‘applications F-orien-
tables (application d'Euler).

Le troisiéme chapitre est consacré & la démonstration proprement

dite du théoréme fondamentale.

Le lecteur ayant connaissance du travail de Fulton et Mac Pherson
peut aborder directement ce troisiéme chapitre. Cependant, la démonstration

de certains des résultats figurent dans les chapitres précédents.

L'intérét de ce travail réside dans le fait que le théoreéme
fondamental de Fulton et Mac Pherson est riche en cas particuliers et
applications (cf. [5]) : Formule de Riemann-Roch, théordme de Riemann-Roch
du type verdier, spécialisation des classes de Stiefel-Whitney et une formule

combinatoire des classes de Whitney d'un fibré vectoriel.




CHAPITRE O

- THEORIE BIVARIANTE ([5])

On rappelle la définition d'une théorie bivariante

0.1. Catégorie d'une théonie bivariante :

Une théorie bivariante T est définie sur une catégorie C
pour laguelle, 1l existe
1) une classe de morphismes dans C appelés morphismes "contraints"

2) une classe de carrés commutatifs appelés "carrés indépendants"

X! g

£ r (%)
iy g
Y! Y

X' est homéomorphe & {(x,y') € XXY'// f(x) = gly')?}.

1) et 2) satisfaisant aux conditions suivantes

les applications identités sont "contraintes"

— la composée de deux morphismes "contraints" est un morphisme
b

"contraint'.
- tout carré de la forme X'—~£Q—~° X est indé&pendant.
fl lf
y —2d Y

La composée de deux carrés indépendants est un carré indépendant.
~ Dans chaque carré (%), si f (resp. g) est "contrainte"

alors f' (resp. g') est contrainte.



0.2. Opérations d'une théonie bivariante :

Une théorie bivariante T sur une catégorie C est la donnée,

pour tout morphisme f : X > Y dans C, d'un groupe abélien gradué

PN —r ¥).

Pour i e Z, la j eme composante est notée (X £ Y)
ou TH(f).

T est muni de troils opérations bivariantes

I. Produit. Pour tout morphisme f : X > Y, et pour tout

g : Y >727, dans C 3 on a une application produit

THx o y) @ Py By ) —L) pitig 80T | oy,

2. Image directe. Pour tout diagramme commutatif dans C

x ey
E)

g

avec f une application "contrainte" ; on a 1'image directe

£ TH(X > 7) ™y —Bs 7).

3. Image néciproque. Pour tout carré indépendant de morphismes

de C
1]
0 e B X
2k
Yl ._‘..,....._g_.__.-_..._—_) Y

On a une application image ré&ciprogue

\

3 : ]
g rhx L ) o o s v




0.3. Axiomes d'une théornie bivariante.

Les trois opérations sont compatibles avec les sept axiomes
sulvants

A1) : si X Loy-&,7.0, VW des morphismes dans C et

si oe T(X~>Y), BeT™Y~>Z) et ye T(Z>W) alors (asB)ey = a(B-y)
dans T(X + W).

A2) : si X £ > Y £ s Z h -~ W des morphismes dans € avec

a e T(X hogof | W), £ et g sont "contraints" alors (gof)*(a) = g*of*(a)

dans T(Z N W).

1
A3) :si ona X" h > X! £ X sont des carrés
| > | 9 E
Y" h Yl g Y

indépendants et si a € T(X‘“£“+ Y) alors

(goh)*(a) = h*og*(a)

"
dans T(X" Lo ¥").

A12) @ si X L, y £, 7 B ¥ des morphismes dans C

avec f "contraint" , et si a e T(X > 7Z) et B e T(Z - W) alors

f*(a-B) = f,a-8 dans T(Y » W).

A13) : si ona X —nt X dans C
f! ;D f
pom
g' 9 g
7t —B . g

et si a e T(X === Y) et Be T(Y B> 7) alors W (aeB) = 0" (o) + n¥(R)

dans T(X' > 2').



dans C avec f contraint

. f
ot 5i o e T(X =82~ 7) alors :

dans

avec

dans

* *
1 —_
f*(h a) =h

1]
T(x —E—s 7).
A123) : si on a le diagramme dans C

X! _—_.g.'_._..._..,} X

4o

yr —£& > Y - 7

g "contraint", et si o e T(X —i;+-Y) et B e T(Y' N 7) alors

gL(g (a)8) = o « g,(8)

hof

(X —————> 7),




CHAPITRE 1

LA THEORIE BIVARIANTE F ([5])

I.1. Fonctions constructibles,

Un sous—ensemble constructible d'un espace P.L : X est obtenu
d partir des sous-espaces P.LL de X par un nombre fini des opérations :

réunions, intersections et complémentaires.

I.1.1. Déginition. ([5]). Soit X wun espace P.L, on dit qu'une
. . . -1
fonction o : X » Zg est constructible si a (1) est un sous-ensemble
" -1

constructible de X (et donc o (0) 1'est aussi).

I.1.2. Déginition. ([5]). Une fonction a : X » Z, est construc-
tible si et seulement si il existe une triangulation (K) de X telle que

o ©50it constant & 1'intérieur de tout simplexe de (K).

(K) est alors appelée une triangulation a-adaptée.
I.1.3. Proposition. Les deux définitions sont équivalentes.

Démonstration

a) (I.1.1.) = (I.1.2.).

-1 .
On suppose que o (1) est obtenu & partir des sous-espaces P.L
de X par un nombre fini des opérations : réunions, intersections et

complémentaires.

On note par (A.)

—_ 1]
;)iep ces sous—espaces P.L. et par (A!)

1'1eT
les ‘sous—espaces SKi n a_1(1). I é&tant un ensemble fini d'indices.

Pour tout 1, soit (Si) une triangulation de Ki' 11 existe

une triangulation (Ki) de X compatible avec une sous—triangulation de

(Si) sur Ki ([8]).




De méme, soit (Si) wme triangulation de A! ; il existe une
triangulation (Li) de X compatible avec une sous—triangulation de (Si)
sur A!l.

i
Puisque I est fini, on peut construire une triangulation (K)

de X qui est une sous-triangulation commune des triangulations (Ki) et

(L.) ([8]).

1

On aalors triangularisé X par (K) detelle fagon que la restric-
tion de cette triangulation (K) & tout sous-espace Ki donne une triangu-

Y1)

lation de Ki et que sa restriction 3 chaque sous-espace (Bﬁi Na
1
(1)).

donne une triangulation de (aKi Nao

Ceci prouve que pour tout simplexe & de (K), on a :

b) Réciproquement : (I.1.2) => (I.1.1).
On suppose qu'il existe une triangulation (K) de X, a-adaptée

c'est-d-dire, pour tout simplexe § de (K) ; on a :

a/s

I}
Q

1 .
On va montrer que o (1) est un sous—ensemble constructible

de X.
On note alors : Ai la réunion de tous les simplexes § de (K)-~
tels que
o

dim § = 1 et a/8 =1
et pour tout k : O <k g1 : A? est la réunion de tous les simplexes
§ de (K) tels que

o
dims =k et af/§ =0




Les sous-espaces Ai et A? sont des sous—espaces P.L. de

X et on a :

dim X i
O IRY, ( A. NJ(U A?))
. 1 . 1
i= J=0
donce a_1(1) est un sous—ensemble constructible de X.

C.Q.F.D.

Notation. Dans tout ce qui suit, et pour toute fonction constructible a,
o
on note a(8) la valeur de § & 1l'intérieur des simplexes & d'une

triangulation (K) a-adaptée.

Proprnieté. L'ensemble C(X) des fonctions constructibles est

un groupe additif pour la loi somme.

Démonstration : 1) On montre que si o et B sont 2 fonctions constructibles

alors 1l en est de méme pour a+8 . Pour cela, il suffit de remarquer que

1 1

(a+8) (1) = (@ N8 (1)U (1) Ne (0)).

-1 -1 -1
(

0), a—1(1), B

et que «

tibles de X 3 done (a+8) (1) est un sous—eénsemble constructible de X.

(0) et B (1) sont des sous—ensembles construc—

2) L'application nulle de X vers Zg qui & tout élément de X,

on fait correspondre 1'élément O de 7Z_ est une application constructible

2

et est 1'élément neutre de (C(X),+).

3) Tout élément o de C(X) est & lui-méme son propre inverse.

%) Enfin, 1l est clair que (C(X),+) est commutatif.



1.2. Désinition de W :

On définit une théorie bivariante gu'on note F sur la
. - n
catégorie des espaces P.L plongeables comme fermés dans des espaces R

(n assez grand) et dont les morphismes sont les applications P.L.

I.2.1. Déginition. Soit (X) wune triangulation d'un espace
P.L. X et soit & wun simplexe de (K). On appelle étoile ouverte de
& et on note st°s 1la rdunion des intérieurs de tous les simplexes qui

rencontrent 1'intérieur de §.

Notations. Si (K) est une triangulation d'un espace P.L, on lira

§ <8 : 86 est une face de §
o) o)

§ < (K) : & est un simplexe de (K).

I.2.2. Notaiégﬂ. Si o est une fonction constructible de X

et A une partie de X, on &crira :

x(A 5 ) = x(aNa (1) (mod 2)
=Y¢-1)" Hz(A Na (1)) moad 2
(cohomologie d supports compacts)

Y1y,

caractéristique d'Fuler de A No

Propriéte. ([5]) : si (K) est une triangulation o-adaptée

de X, et A un sous complexe fini de (K) alors

[0}
x(A 5 a) = ) 5 s+ o8) (mod 2).
S<(K)|s NA# ¢

§ étant 1'intérieur du simplexe 8.

Cas particulier. Soient f : X > Y wune application P.L et

une fonction constructible de X, et soient (K) et (L) deux triangu-

lations de X et Y respectivement telles que f soit simpliciale et
0
que (K) soit a-—adaptée. Alors si x € 60 ou 60 est un simplexe de (K),



et si yeY ona:

1

0]
x(st%6 N £ (y) 5 a) =] als)

la sommation €tant étendue aux simplexes & de (K) tels que

1.2.3. Déginition. Condition d'Euler Locale

0

Sous hypothése du cas particulier ci-dessus, si X ¢ 60 ou 60

est un simplexe de (K), on dit que o vérifie la condition d'Euler locale

(C.E.L) en x si et seulement si

1

(1) a(x) = X(stoéo N1t (y) ; a) pour tout vy e stof(do).

De facon équivalente, 1'égalité (1) peut s'éerire : si o wn

simplexe de (L) tel que f(so) < o alors on a :

la sommation étant &tendue aux simplexes & de (K) tels que 60 <8

et f(8) = o.

1.2.4. Proposition. La condition d'Euler locale est indépendante
du choix des triangulations (K) et (L).

Ceci est une conséquence directe du lemme suivant

1.2.5. Lemme. Soit f : X > Y une application P.L. et o € C(X).
On munit X et Y de métrique induite par 1'une des Rn, on a : o vVvérifie
la C.E.L en x si et seulement si il existe une boule fermée B(x,e) de
centre x, de rayon suffisamment petit ¢ > 0, et une boule fermée B(f(x),n)

de centre f(x), de rayon suffisamment petit n > 0, telles que



) 0
-1
alx) = x(B(x,e) OV f (y) 3 o) pour tout y de B(f(x),n).
Démonstration : a) On suppose que o vérifie (1) en x, et soit B(x,e)
une boule fermée, centrée en x et de rayon suffisamment petit e >
o

pour que B(x,e) soit dans 1'étoile ouverte de 60 (x € 60 o 60 est
un simplexe de (K)), et soit B(f(x),n) une boule fermée de centre f(x),

de rayon suffisamment petit n > O pour qu'on ait

B(f(x),n) C stof(ao) et B(f(x),n) C f(B(x,e)).

Maintenant, on munit B(x,e) d'une décomposition cellulaire

de la maniére suivante : si h : X > ‘K\ 1'homéomorphisme qui. définit 1la

triangulation (K) de X, alors D = {8 N h(B(x,e)) avec § wun simplexe

de K et GO < 8} est une décomposition cellulaire de
On peut identifier h(B(x,e)) & B(x,e).

Une cellule de B(x,e) sera notée SB avec

6B = § N B(x,e) (8 < (K) et 6

B(x,e).

Soit enfin un point ¥ de B(f(x),n), il existe un simplexe

O A Y
g de (L) tel que y € o et f(GO) < 0. Notons

A={8<(K)]|] s <6 et f£(8) =0l

o
Pour tout simplexe & de A, la cellule SB
fie
) 0 o)
B —
a(8) = als?) et s Nr 1(y) # P

= § N B(x,e)

P
veri-



11 vient

o . )
x(B(x,e) N f 1(y) ; o) = E% . a(éB)
. § €D tel qgue

B0y

2 . a(8)

§<(X) tel que
5,8 et §n )0

= al(x)

C.Q.F.D.

b) La réciproque se démontre en utilisant le méme raisonnement

qu'en (a) dans le sens inverse, en ramarquent que si

0 0
x(B(x,e) N 1(y) ; o) pour tout y de B(f(x),n)

Q
el
it

alors
0
a(x) = x(B(x,e'") N f (y) ; a) pour tout y de B(f(x),n')

avec €' £ € et n' <n tels que B(f(x),n') C f(B(x,e")).

1.2.6. Définition ([5]). A toute application P.L. f : X ~» Y,
on associe F(X > Y) = FO(X > Y) ensemble des fonctions constructibles

o X~>Z satisfaisant & la condition d'Euler locale en chaque point X

Propriete. F(X ~ Y) est un sous groupe additif de 1'ensemble

C(X) des fonctions constructibles.

Preuve : soit a et B deux €léments de F(X » Y). I1 suffit de montrer

que (o+B) € F(X » Y), donc que (a+R) vérifie la C.E.L en tout point x



dans X : ceci est évident en écrivant (2) pour o et B, ceci en considé-
rant deux triangulations (K) et (L) de X et Y respectivement telles

que : (K) soit o-adaptée et B-adaptée, et que f : X > Y soit simpliciale.

1.2.7. Remarque. W. Fulton et Mac Pherson affirment dans
([5]) , que si Y est connexe et f est non surjective alors
F(X ~Y) = 0.

On va donner un contre exemple i cette affirmation : soit
X = Tore TQ, Y=6'VI ox I w segment avec $' N I = un point et

. . 2
f la projection de T  dans §'xI
fi:X>Y

a est défini par le schéma suivant

. . f
i1 est facile de voir que a est dans F(X ——> Y) et o est non nul.




1.3, Operations sun F(X > Y)

On: définit les trois opérations de la théorie bivariante
o [5]) :

1) Produit : Si on a le diagrammme commutatif X

f

N

et si o € F(X-ﬂ—+ Y) et B e F(Yy —H-» Z), on définit alors le produit

Y

a8 par (a-B)(x) = a(x).g(f(x)) pour tout élément x de X.

2) Image directe : Si on a le diagramme commutatif X ——F7—>Y

®
Y
h g
h=gof

Z
. . . h
avec f une application propre, et si o € F(X —— 2), on
définit alors 1'image directe de o : (f*a) par
-1
(fo)ly) = x(£ (y) 5 a)
pour tout &lément y de VY.
3) Image réciprogue : Si on a le carré fibré
g'
X! X
\ |
f |
y & Y
. f e . . . *
et si o e F(X ——> Y), on définit 1'image réciproque de a : (g a) par

*
(g a)(x') = a(g'(x')) pour tout &lément x' de X'.



1.3.1. Proposition. Ces trois opérations sont bien définies.

e it

Démonstration : 1. Produit :

Soit un diagramme commutatif X*-—~?§~*~—— Y

}\Dﬁ
Z
h=gof.
On a dé4fini le produit (+) : pour tout o de (X L, Y)

et pour toui B de F(Y 5 7Y, on pose (a-8)(x) = a(x)+B8(f(x)) pour

tout x de X. On veut montrer que ceci définit un produit ()

i ( J—» 0 e By B 7) —s px Lo 7).

On note (K), (L) et (M) trois triangulations respectivement
de X, Y et Z telles que (K) et (L) soient respectivement a et B-adaptées

et que f et g soient simpliciales.

On va montrer que (a<B) € F(X N 7). En effet

a) (a*B)! est une fonction constructible : si x et x' sont

dans 1'intérieur d'un méme simplexe & de (K) ; on a al(x) = a(x') et
g(f(x)) = g(f(x")), donc (a=B)(x) = (a*B)(x'). Donc (a+B) est constant

A 1'intérieur de tout simplexe de (K).

b) On va montrer que (o+B) vérifie la C.E.L en tout point

x de X :

Pour cela, soit x un point de X et GO le simplexe de (K)
(0]
tel que X € 60 ; et soit o, o simplexe de (M) tel que

g o f(Go) < o_ . (n pose alors

b=
it

{8§ < (X) | 60 < 8 et g o f£(8) = OO}

B = {1t < (L) | f(ﬁo} <t et glt) = oo}

et pour tout T de B, on pose : CT ={6 | e A et £(8) =1}



_‘]5_

On considére alors le lemme suivant

1.3.2. Lemme. Avec les hypothdses ci-dessus, on a :
(1) CT n CT' =@ pour tout T # ' de B
(ii) A= C,
T€B

(i1ii) Pour tout T de B :

1}

C ={8<(K)| & <& et f(8)
T O

(iv) Pour tout T de B :

0
al(x) = ; als)
§eC
T
(v) B(f(x) = ) 8(%)
1€B
Démonstration : (1), (ii) et (iii) sont évidents.

(iv) 1I1 suffit de remarquer que si T e B alors f(SO) < T,
o
et puisque X € 60, on a :

0 0
a(x) = EiA a(s) = ) a(s) d'aprés (iii)
§<(K) tel que GeCT
8§ <8 et f(8)=1
o
0

) : F(S ] ) <
(v) On a (x) e £ o) et go f(&o, o, donce

B(r(x)) =2 (%) = T 8(D)
1<(L) 1el que 1€B
f(60)<T et g(T)=oo

donc le lemme est démontré.



D'ol d'apres le lemme I.3.2, puisque g o f(GO) < g ,ona
o

\

alx) » B(£(x))

(a-B)(x)

. o
= ( }y u(é)) x ( X B(?)) d'aprés (iv) et (v)
'6eCT T€eB
avec T€B

o]
=7 Yooals) - 8(D)
TeB SECT

) (o] o]
= ) Yy af8) « B(£(8))
1€B GeCT

o}
= ) Y (a-B)(5)
1€B (SeCT

) (a-B)(g) d'apréds (i) et (ii)
Sep

Donc le produit vérifie la C.E.L en x.

@

2. Image directe :

Soit f une application propre et soit le diagramme commutatif :

X f Y
h=gof ™ 5
h\\\\& g
Z

Pour tout o de F(X SN 7) et pour tout point y de Y,

on pose

(£,0)(y) = x("(y) 3 a).

On veut montrer que ceci définit une opération

£, ¢ F(X By s p(y B 7).



On note (K), (I.) et (M) trois triangulations respectivement
de X, Y et Z telles que (K) soit o-adaptée et que f et g soient

simpliciales.

On veut montrer que (f*u) est un é1lément de F(Y £ 7).

} Pour cela, on montre d'abord le lemme suivant
1.3.3. Lemme. Pour tout point y de Y :

(0]
Uy ;3 a) = > als)

§<(K) tel que
f(8) =0

x(f

‘ ol o est le simplexe de (L) tel que vy € 0.

Démonstration : Soit y un point de Y, et o 1le simplexe de (L) tel

o
que ¥y € 0O.
X est un espace P.L. et f &tant une application simpliciale,
-1 .
donc 1'ensemble des & N f (y) tels que § est un simplexe de (K) et

e . L .. . -1
f(8§) = o définit une décomposition cellulaire de f (y).

g 0 - ‘/’”-%f“\\ 0
En plus : 57;_;_7?;3 =sNr 1(y) et a(s N r 1(y)) = a(s8).

i D'autre part, 1 est une application propre, donc il existe

un nombre fini de simplexe § tel que

Sﬂj‘—1(y)¢¢ et f(8) =0

d'ol par définition

o
- R
| (£ ') 5 a) = a(s £y
A s N f~1(y) tel que
§<(K) et £(8) = o
| )
’ = a(s)

s<(K) tel que f(8)=o0

d'ol le lemme.




Maintenant, on va montrer que (f*a) e F(Y £ 7).,

a) (f*a) est une fonction constructible.

Soit ¢ un simplexe de (I.) et solent y et y' dans 5.
Alors
0
(£,0)(y) = 2_ a(8) = (£,a)(y")
§<(K) tel que
£{(§) = ¢

Donc (f*u) est constant & 1'intérieur des simplexes de (L).

b) (f*a) vérifie la C.E.L en tout point y de Y.

Soit Y, un point de Y, o le simplexe de (L) tel que
€ § , et soit T un simplexe de M tel que glo ) < T.
y P o

On veut montrer que

—

(F,0)(y,) = 2 (£,0)(8)

O<(L)'OO<G
glo)=1
c'est-a-dire :
-1 ol 0
x(e (v ) s a) =Z + X(f (y) 5 a) avec yeo
o<(L) e(o) =t

ou encore d'aprés le lemme (I.3.3.)

| (L L als) = 2 2 Cals)
6'

<(K")|£(8")=0 05<0 §<(K)|1(8)=0

glo)=1

o o< (%)
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Démonstration de (1) : On distingue deux cas

1) 81 a, ¢ f(X), alors le premier membre de (1) est nul, le
deuxicme l'est aussi car il n'existe pas de simplexes & de (K) tel que
f{§) =0 avec o <o et glo) = 1 ; s'il en &tait ainsi, on aurait

o, < f(8) donc c&)C f(X). D'ol contradiction.

2) 81 GO(: f(X). 81 8' est un simplexe de (K) tel que

£(8') = o s On a alors

g o f(8') = g(co) et g(oo) <1

d'ol puisqbe o satisfait la C.E.L :

(0] o]
a(s') = E: _ . a(8)
§<(K)|6'<8

|gof(8)=1

- D'od 1'égalité (1) & démontrer devient :

E: E: u(g)

§'<(K)|£(8")=0 s<(K)|6'<s
© gof(8)=1
(2) 1
[¢]
§ E al(s)
o<(L) |0 <o §<(K)|f(8)=0
glo)=t

Pour montrer 1'égalité (2), on pose :

A = {8<(K) | gof(s) T et il existe &' < & tel que f(&') = oo}

1}

B = {8<(K) | gor(8) T et o, < £(8)} .
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D'ol montrer 1'égalité (2) revient d prouver le lemme suivant.

1.3.4. Lemme. a) A =B
b) si & € A, alors il existe un nombre impair de simplexes

&' de (K) tels que
§' < § et £(8') = o,

0 0
(si a(8) intervient dans le deuxisme membre de (2) avec al(8) = 1, alors

0 .
d'aprds (a), 6 e A et d'aprds (b) a(8§) intervient dans le premier membre

puisqu'il figure en nombre impair).

Démonstration : ® A = B. D'une part, si 8 € A, on a gof(s) =1

et il existe &' < 8§ tel que f(&') = s d'ot o, < f(8) donc & € B.

Réciproquement, si & € B, on a gof(§) = 1 et o, < £(§8),

donc il existe un simplexe &' de (K) tel que

§' < § et £f(8') =0 ,

done &8 € A.

C) Soit & € A. On sait aque a < £(8) d'aprés C).

On peut supposer que

£(8) = <bo’ i q,bq+1’ ’bm>
i = >
i 9, <bo, ,bq
et
o 1 q
r § = SBysee.,d N RF LTI s BiseeesBl 3
0 1 o]
m
s Bseeesds
m
k k
avec pour k = 0,...,m : f(<a1,...,ai >) = o, .
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On veut montrer qu'il existe un nombre impair de simplexes &'

de (K) tels que
8t < § et £(8') = o

Posons pour tout ¢ = 0,...,q

Pour toute partie non vide Cz de BE, notons G(CO,...,C )

le simplexe de (K) dont les sommets sont tous les &léments de CO,...,Cq

Quels que soilent CO,...,Cq, on a :

f(G(CO,...,Cq)) =0

Les simplexes &' <cherchés sont tous les simplexes de la

forme

Le nombre de ces simplexes est &gal & :

i i, i
(2°9-1(2 "= 1) ... (22-1),

donc impair.

3) Image réciproque. Soit un diagramme commutatif indépendant

1

Xl_.,*.__.g_.,_._._._q_}X
)

! f




Pour tout o de F(X NS Y) et pour tout point x' de X',

on pose
(g¥0) (x") = alg'(x')).

On veut montrer que ceci définit une opération

* 1
g L Fx o v) > p(xt = v,

En effet, puisqu'on a un diagramme commutatif indépendant,
X' est homéomorphe au produit fibré {(x,y') e XxY' | f(x) = gly")} ;
f' et g' sont les projections canoniques de X' sur Y' et X respec-

tivement.

* . .
® (g o) est une fonction constructible

(%) 1(1) = T(x,y') € X' | alx) = 1} = X' N (o (1)x¥")

_‘] .
X' et a (1)xY' sont des sous-ensembles constructibles de X', donc

* =1 .
(g a) (1) 1'est aussi.

* P .
® (g «) véririe la C.E.L en tout point de X'

Soit xé = (xo,yé) un point de X', on pose
= - ‘)_
v, = flx ) = alyl)

. il < . .
Puisque o € ®(X ——> Y), d'aprés le lemme (1.2.5), il existe
une boule fermée Bb%ﬁ) dans X, de centre x_, de rayon e > 0, et une

boule fermée B(yo,n) dans Y, centrée en Yo = f(xo), de ravon 10 > O

. . N
(pour 1la norme induite de celle de B, N assez grand) telles que

o]

(1) alx) = x(Blx_,e) N £

(y) 3 o) pour tout €lément y de
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En outre, soit B'(xé,e) la boule fermée dans X', de centre
xé, de ravon € > 0 et B(yé,n') une boule fermée dans Y' de centre yé,
de rayon n' > 0 suffisamment petit pour que g(B(yé,n')) soit inclus
dans B(yo,n).

On a alors

° -1 ° -1
B(X('),e) Ne (y') = (B(Xo,s) N (y)) x {y"}

0 0
pour tout y' de B(yé,n') tel que y = gly') ¢ B(yo,n). Par définition

% b3 % “1 -
de (g a), la valeur de (g a) sur (B(XO,E) Nt (y)) x {y'} est égale
0
3 la valeur de o sur B(XO,E) nr 1(,V)-

0 o
D'oll pour tout y' de B(yé,n) avec y = gly') dans B(y ,n),
o

x(B(x! ,e) Ne "Ny s g |
x((B(x_,e) N £ (y)) x y'} 5 g'a)

x(Blx_,e) N £ (y) 50) =alx) = (g5a)(x!) a'apres (1).

11 existe donc des boules B(Xé,a) et B'(yé,n') telles que

0
pour tout y' dans B'(yé,n')

0
(g%a) () = x(B(x2,e) N o7 (y") 5 ga).

. ~ . * s e
Ce qui montre d'aprds le lemme I.2.5 que (g o) vérifie la C.E.L en xé.

~ . * . PN
Remarque., On peut démontrer aussi que (g"a) est bien défini

4 1'aide des décompositions cellulaires de X et de Y', en munissant X'

de la décomposition cellulaire : intersection de celle du produit avec X'. }
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Autre nemarque. Pour la théorie &, on a bien les T axiomes

A, A, A, A

12 o2 3 T2? A13’ A23’ A123’

(I1 suffit d'appliquer les définitions des 3 opérations : produit,

image directe et image réciproque ) -

1.4. Caleul de (X SN Y) dans des cas particuliens :

1) Caleul de F(X Sid X) : ([5])

1.4.1. Proposition. ([5]) : Pour tout X, F*(x) = F(X id | X)

est 1'ensemble des fonctions constructibles qui sont constantes sur toute

composante connexe de X.

Démonstration : a) Soit a & F(X =L ). On va montrer que o est cons-

tante sur toute composante connexe de X. En effet, soient o, et 95
deux simplexes qui sont dans la méme composante d'une triangulation (K)

de X. Il existe une chaine de simplexes de (K)

tels que pour tout Jj, on ait

ag. < 0. ou o. < g.

11 suffit donc de montrer que pour o, < CO on a a(81) = u(g?).

En effet on a :

.1
X(stoo1 Nid (y) ; o) avec 7y e 82

fe
Qo
-
~
It

x(stoo1 Ny} ; a) = aly) = a(gg).

b) Soit o une fonection constructible telle que o soit

! constant sur chaque composante connexe de X, et soit o, u simplexe d'une
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triangulation (K) de X. Si o, est un simplexe de (K) tel que

6 <o,,0onaald)=0a(d,). D'autre part, on a id(c ) = g. et
o 1 o] 1 o) 1

} 5_ a(§) = a(01)
. o<(K) o <o
id(o)=0
1
done a(go) = E: a(8) pour tout o, tel que id(o )<o1
o<(K)‘oO<o ©
lia(0)=o

1

d'oll d'aprés (I.2.3), a vérifie la C.E.L donc

a e F(X ad ).
2) Calcul de ®(X ~» pt) : ([5])
Soit (K) une triangulation de X. Si ¢ un simplexe de K,

on note o un barycentre de o dans une premiére subdivision barycentrique

(K') ge (K).

Notation. Chaque fois qu'on notera un simplexe de (K') de la manidre

suivante : <0 ,...,0 >, cela supposera que l'on a : G < ... < O .
O n ’ (@] n

1.4.2. Deginition. Soit o un simplexe de (X), on appelle
I "1ink" de o dans (K'), et on note Lko, 1l'ensemble de tous les simplexes

O. 5e0.50. > de {(K') tels que <050, se-es0. > soit un simplexe de (K').
o) n o) “n

; 1.4.3. Proposition. ([5]). Pour tout X, ®(X + pt) est 1l'ensem-—
ble des fonctions constructibles qui vérifie la condition suivante. Si (K}

| est une triangulation de X alors

x(Lko 3 a) = O(mod 2) pour tout simplexe ¢ de (K).




Démonstration : soit o un simplexe de (K), on va montrer d'abord les

lemmes suivants

1.4.4. Lemme. Soit B(o) = {<8i ,...,Bi ,o5<(K") | o, # o}
o n o)
AMlors B(o) est de cardinal un nombre pair.

On rappelle que la notation <8i yeees0. ,0> dans (K') impli-
o} ‘n
que que 0. < ... <0, <O

1
(0] n

Démonstration : On le montre dnas le cas général, en travaillant par récur-

rence sur la dimension de ¢ . Si dim o = 0 alors B(o) = ¢ donc

Card B(o) = 0 est pair. On suppose gque

(1) Pour tout o un simplexe de (K) tel gque dim o g p-1

alors card B(o) est pair.

Soit maintenant o, w simplexe de (K) tel que

W
-

dim o, =P H P

On veut montrer que card B(og) est palr. I1 existe un nombre

. +1 -
pair (= 2P7' - 2) de faces propres de o notées
o o o o
19"” 0p+1 ( i# O).
2 -2
. +1
Posons pour tout 1 = 1,...,2p -2
B'(g.) = {<o. ,8: e yOs ,3,><(K')}
i i 774 i 7]
o} 1 n
On a
. . . . +1
(i) Card B'(oi) est impair pour tout 1 = 1,...,287 - 2,

Fn effet B'(oi) = B(Oi) U {<8i>} et dim o, < p-1, donc Card B(Oi) est

pair d'aprds (1).
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P,
(ii) B(oo) = U B'(Oi) (isomorphisme ensembliste).
1=1

En effet, pour tout simplexe <8i 5o ,0. ,80> de B(oo) il

existe un unique simplexe <O 5...50, > de B(Oi) (Oi =g, ).
o n n

Réciproquement, & tout simplexe 05 5ee.50; 50.> de B'(c.),

-~

on peut associer un €lément <0. ,...,0. ,0.,0 > de 3B(o ).
i i 7% o

(111) B'(oi) N B'(Gj) =@ si 1i# j 8évident. On en déduit de
(1), (i1) et (iii) que

oP*l o
Card B(co) = z: card B'(oi)
- i=1

est une somme paire de nombres jimpairs.

Donc Card B(oo) est pair.

- -~

1.4.5. Lemme. Soit A 1'ensemble des simplexes <UL sese,0. >

i
o n
de (K') admettant ¢ comme sommet, mais s # 0, et soit o € F(X » pt)
o
alors
) a(8') =0 (mod 2).
§'eA
Démonstration : On note A' 1'ensemble des simplexes de (K') dont le

premier sommet est g .

Pour §' dans A', 0n<6') le simplexe de (K) dont le bary-

centre est le dernier sommet de g§'.

Pour ¢§' = <8,8p,...,8n> dans A', E(§') 1l'ensemble des
simplexes <oio,..,oip_2,0,op,..,on> de (X') tels que ¢ # oio.

(i) E(s!) N E(sL) = ¢ pour 8! et §; dans A' avec g} # 63-



(i1i) Pour tout &' dans A' : Card E(8') = Card B(o) est un

nombre pair (Lemme T.h.h4).

(iv) Pour tout 6" dans E(8') avec

b o A
S <G,op,..,on(6')>
on a @

0
0 0 o

a(8') = als") = a(on(ﬁ'))

11 vient alors d'aprds (i) et (ii) :

¢} (0]
2 al(s') = } } al{s")
S'el SteA' &"eE(s')
et d'aprés (iv)
(o]
0 —————
als") = Z a(cn(zs'))
SYeE(8") §"eE(8")
0
p—————

i

(Card E(8")) x a(on(5'>)

z 0 (mod 2) d'aprés (iii)

d'oli le résultat.

1.4.6. Lemme, x(Lk 0 3 a) = 5— - als').
§1<(K" )| 8%<o> et

¢ est un sommet de §'

Démonstration : On a d'une part

i}
M
=]
—
%

(2) x(lk o 5 a




D'autre part

d

a{s')

O N

'<(K') <8>#5'

G est un sommet de &'

Ei u(z')

6'<(K')'6'=<0. seee3Ts0. seey0. >

il

i i i
o P n
et o, #0
o
— 0
+ 2 a(s")
§'<(K") 6'=<0,oio,...,ci >
n
o¢oi
o
0 0
= 7 a(s") + > al(8™)
§'eA §"e(K')|6"=<5. ,...,0. >
i i
0<0,
i
o

"

)
; a(8") + x(Lk o 3 o) d'aprds (2)
S'eA

= y(Lk 0 3 a) d'aprds le lemme IL.k4.5).

Démonstration de la proposition 1.4.3. : On a par définition :a e F(X » pt)

et seulement si o est une fonction constructible et pour tout simplexe
de (K), o vérifie la C.E.L en <0>, c'est-d-dire :a e F(X » pt) si
seulement si o est une Tonction constructible et pour toul simplexe

de {(X) on a :



0
al<o>) =7 J o(s")
§1<(K")]<o><8"
ou encore d'aprds le lemme 1.4.6 : o € F(X > Y) si et seulement si «

est une fonction constructible et pour tout simplexe o de (K)

0
0 = Ej ; ol(8") = x(1k o ; a)
§'<(K') |0 est un sommet de §°

et <0>#

C.Q.F.D.
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CHAPITRE 11

APPLICATIONS D'EULER ET APPLICATIONS CIRCUITS : (ES]).

11.0. Définition de La théornie bivariante H(X > Y) : ([5]).

On rappelle la construction de la théorie bivariante H sur
la catégorie des espaces topologiques plongeables comme fermés dans un
espace euclidien E et dont les morphismes sont les applications continues.
On prend E = RN, N assez grand.
A toute application continue f : X » Y, on va faire correspondre
f

un groupe gradué : H(X —> Y) 3 1'aide de la théorie classique de cohomo-—

logie modulo 2.

I1.0.1. De4unilion. Soit f : X > Y une application continue,
s1 ¢ : X > R" est une application continue telle que (f,¢) : X > YxR

soit un plongement fermé, alors le diagramme commutatif

s'appellera une factorisation de f, et on dit alors que ¢ factorise f.

On notera f¢(X) 1'image de X par (f,¢).

ggmanque. On peut prendre ¢ un plongement fermé.

-2

11.0.2. Définition. Pour toute application continue f : X > Y

. . . P i T
si ¢ : X >R factorise f ; pour tout i, on définit H' (X ——> Y) par

B (X 5 v) = BV (vRD, YXBn—f¢(X))



oli 1a cohomologie est a coefficients dans Z?.

I1.0.3. Proposition. Cette définition ne dépend pas du choix

de 1la Tfactorisation.

Pour la démonstration voir ([5], ).

Cas parnticullien.

1. Hi(X Aa X) = Hi(X)

5. Hl(X > pt) = H{éx}, (Homologie a supports fermés)

Maintenant, on définit les trois opérations : produit, image

g ———L
\\\\;f)
h g
7

| . . ..
| B (X L v) & (Y B z) —L ) g (x B gy,

directe et image réciproque.

a. Le produit. Soit le diagramme commutatif : Y

On va définir le produit bivariant ()

ler cas : £ : X>Y et g : Y >7 sont des plongements
fermés.
Le produit & définir devient alors
. . "
(1) HY(Y,Y-X) 8 H(%,2-Y) ~ 0 9(%,2-X)

Pour cela, soit (U,V) un voisinage ouvert de (Y,Y-X) dans
Z tel que V NY = Y-X.

I1 existe le cup produit

(2) B (U,v) 8 HY(U,U-Y) 1 (7, U-X)
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et puisque par excision

*
1

k3
H'(U,U-Y) = H (%,2-Y) et H (U,U-X) = H'(Z,7-X)

le produit est déterminé par le passage & la limite directe dans (2).

28me cas : Pour f : X+ Y et g : Y > 7 quelconques. On choisit
n . . . . .
$ + X +4Rn et Y ¥ >R deux applications continues qui factorisent f

et 'g respectivement : on considére alors le diagramme

X —w—iilgl—m» Yan J > Zmean

Bl <

o jly,v) = (gly),¥(y),v) et les applications verticales sont les projec-

tions. Le produit est alors l'application composée

i+n i+
P (vR", YXRn—f¢(X)) ® 1) M zxR", mem—gw(Y))
. %
1dxp
i+ i+
H P ow?, ve-r (X)) @ BT @R, 2R R g (Y)<R")

¢ v

()

1+ j+m+
gtratm n(ZmRmen, memXRn—f )(X))

(vf,¢

ol le 2éme homomorphisme est le produit défini dans le premier cas.



b. L'image directe. Soit un diagramme commutatif X Y

N/

o/
7,

avec f une application propre

On va définir 1'image directe

: £ .
xR ) —2 s wh Yy B 7).

Pour cela, puisque f est une application propre, on peut
. . . . n ~ n - -~ P
choisir une application o + X > 1 ou I est un cube unitée fermé dans

R" et telle que le diagramme

YTRH
/ ¥
—_— Y

. . ; . n . . .
soit une factorisation de f et goit ¥ ¢ ¥ > R une application continue

qui factorise g. L'image directe £, estla composée

Hi+m+n(ZXRmMRn, ZXRmXRn_f(wf,¢)(X))
restriction
Hi+m+n(ZmRmen,(ZARmX(Bn—In)) U ((ZXRn—fw(Y))XBn))
IRIEraN *f
2R, 7R g (Y)). ‘

14



(xy") est le produit externe par ;n, générateur canonique de o (R" Rn—ln)
Y 1Y P

Ce produit externe est un isomorphisme ([5]).

Cas particulier de 1l'image directe. Soit f : X » Y une appli-

cation propre, et soit le diagramme commutatif :

f

e S, Y
alors f, : HY (X > pt) > HY (Y - pt) est l'application (dans la théorie

classique de cohomologie)

c. L'image réciprogue. Soit un carré fibré indépendant

!
X' e
£ £

yr —m—m———mm Y

on va définir 1'image réciproque

. . % . '
Hl(x .._-],(._____) Y) ~_.&,.._,, Hl(X' _......1:‘_.__> Y').

Pour cela, soit ¢ : X > &' une application continue quil
factorise f.
En identifiant X' & l'ensemble des {(x,y') de XxY' tels

que f(x) = g{y'), il est facile de voir que
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| o ¢+ X' —> B°
- factorise f'.

(x,y) V> ¢(x)

D'autre part, si on considére le diagramme

£ X
f 5 (£,0)
P
Y'xR® £ Y < YR

On a :
(gxid,)(ri"d)(X')) C f¢(X).

e e s * _ . .
Par déefinition g est l'application

. . * .
B (o, v or, () —EEL i g, VAR -E(X0).

¢

11.1. Onientations - applications d'Euler : ([5])

a. Orientations - ixemples dans H(X - Y) - Orientation canonique.

11.1.1. Definition ([5]) : Soit f : X Y une application
et T une théorie bivariante, un élément 6 de T(X » Y} définit une
orientation forte pour f si pour toute application h : W - X, 1'homomor-

. . T . .
phisme T(W > X) ~——9—9>T(W ok Y) est un isomorphisme

IT.1.2. Lemme ([5]) : Soit un diagramme commutatif X ~“--+ Y

h\/

h=gof



Si ¢ et ¢ sont des orientations fortes respectivement de f et g
alors ¢+ est une orientation forte de gof.

La preuve étant immédiate d'aprés la définition II.1.1.

IT.1.3. Dé4inition ([5]) : On dit qu'une thdorie bivariante T

admet un €lément neutre s'il existe un élément 1 de T

o( id
X

X —— X) tel
que

(i) Pour toute application W + X et pour tout a de T(W - X)

(ii) Pour toute application X > ¥V et pour tout B de T(X » W)

(iii) Pour toute application g : X' » X :

II.1.4. Proposition. ([5]) : €1 T une théorie bivariante
admettant un €lément neutre, et si 6 et 8' sont deux orientations
fortes d'une méme application f : X > Y alors 6 = pd' ol u est un

élément inversible dans T(X » X).

Démonstration : D'aprés le diagramme commutatif suivant

f

id [{id f

X

et d'aprés la définition II.1.1, il existe u et pu' dans T(X AN X)
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tel que
uo = o' et u'e' =06
d'ou up'e' = 9! p'ud = o
ce qui donne up' = 1X et u'y = 1X. D'oll le résultat.

Exemple dans H(X ~ Y).

I1.1.5. Dé4inition ([5]) : une application £ : X > Y est

appelée normalement non singuliére (n.n.s) s'il existe un diagramme

1. A'Yxmn

ol T : N >X est un fibré vectoriel de section nulle Sy i un plongement

ouvert, p 1la projection canonique et f =p o i o 5,
Le fibré N = N, est appelé fibré normal de £, (1) un diagramme

normalement non singulier de f et 4 = (rang N) - n 1la codimension de f.

Exemples d'applications nonmalement non sinqulienes.

1) 81 1 : E-+ X est la projection d'un fibré vectoriel,
alors toute section s : X -+ E est une application normalement non singuliére

avec fibré normal FE et dont un diagramme n.n.s est

1 EX‘RO




e p——
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~

ot 1 #tant l'homéomorphisme défini de la manidre suivante : pour tout
. . . -1 -
X un point de X, on note i la translation de T (x) » 1T 1(X) de

vecteur s(x). 81 e ¢ E, on pose

i(e) = in(e)(e).

I1 est facile de voir que : p o i o 5, = s

2) 81 T : E> X la projection d'un fibré vectoriel tel qu'il
existe un fibré F ol E ® F est un fibré trivial, alors la projection
T :FE> X est une application normalement non singulidre avec fibré

F
X

N *
normal [ F¥. En effet on a nFr-——————
*

r
Hl
i

Eerorro-o

avec
*
IF = {(e,f) ¢ ExF | n(e) = n'(£)}
et
E® F ——r————y ExF E®F = d*(ExF)
*
* - Y =
a*m (n1,1) a"(m)(e,f,x) =1(e) = x
avec
d .
X ———— XxX me) =7n'(f) = x

E®F = {(e,fx) € ExPxX | T(e) = m'(Ff) = x}.

I1 est clair que E® FATF (isomorphisme d'espaces totaux des deux

*

. * . - ..
fibrés E @O F et NI F). Or EOF *g;iﬂl—» X est un fibré trivial, donc

> XxR

U
E®&F
N)
a*(m) /
X




; . ) e *
| est un homéomorphisme de fibré :p o ¥ = & (I).

D'oil un diagramme normalement non singulier de 1 :

nr :> ~> XdR
s n*
o P
B I X

ile,f) = P(e,f,M(e)), 1 est un homéomorphisme.
On a :
poio so(e) =p o ile,f) avec TIile) = T'(f)
=p o P(e,f,m(e})
{ = a*(m)(e,,m(e))
= Ti(e)
donc

polo So =1 .

I1.1.6. Proposition ([5]) : soit f : X+ Y une application
normalement non singulidre de codim d avec Tibr€ normal N et io0 so(X)
( est un ferm® dans Yx®R . On suppose que I est H*-orientable (c'est-a-dire
N admet une calsse de Thom u dans H (N,N-X), r = rang N) alors il existe
une correspondance biunivoque entre les orientations fortes de 1 dans

1

| H (% SENN Y) et les classes d~ Thom de N dans HT(N,N—X).

} Démonstration : (esquisse). On a d'une part, par exision :

1 (N,N-X) = B (Y<R", Y<B-X).

Dlautre part : HO(X —— Y) = H (p®",YxK -X) donc

dix L vy,

H (N,N-X) = H
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De plus

1) 81 g : W-> X est un plongement fermé, 1'isomorphisme
de Dold-Thom :

i r[*( ) VU i+
(X, X-W) I |

N,N-W)

exprime bien le fait que :
. . ‘y
H1<W __g.__> X) ...._..E._._> Hl d(w ___f.o_.g‘, Y)

est un isomorphisme.

2) Si g : W, X est quelconque, on se raméne & 1) en factori-
sant g avec un plongement fermé de X dans XﬁRn. Et puisque les classes
de Thom et les orientations fortes sont toutes les deux déterminées i une

wnité prés dans HO(X > X), on a la proposotion.

Onlentations canoniques.

IT.1.6. Déginition ([B]). Soit T wune théorie bivariante définie
sur une catégorie C, et soit S une classe d'applications dans C, fermée
par composition et contenant 1'application identité.

On suppose que pour toute application f : X > Y de S, il

existe un él8ment 6(f) dans T(X >~ Y) satisfaisant

(i) 0(gof) = 6(g) = 6(f) pour £ : X~>Y et g: Y > Z dans S.

(ii) 9(1dX) TX pour tout X.

Les ©O(f) définis pour toute application f de S dJdéterminent
des orientations canoniques pour la théorie bivariante T dans S.

On donnera comme exemple les applications d'Euler.




- Lo -

b. Applications d'Euler.

I1.1.7. Définition ([5]). Une application d'Euler est une
application f : X > Y pour laquelle la fonction constructible 1 sur X
satisfait 4 la condition d'Euler locale pour tout x de X. Dans ce cas,

on note cette fonction constructible 1f.

Remarque. L'ensemble E des applications d'Euler est stable
pour la composition et les fonctions constructibles 1f sur E déterminent

des orientations canoniques dans E.

Exemples d'applications d'Eulern ([5]).

1) X - pt est une application d'Euler si et seulement si X

est un espace d'Euler (mod 2) c'est-a-dire pour tout x de X :

L x(X,X-{x}) = 1 (mod 2).

Démonstration : Le résultat est évident car, si (K) est une triangulation

de X et si x est dans 1'intérieur d'un simplexe & de {K) alors

x(st°8) = x(X,X-{x})

donc

x(5t%8)

t

1 pour tout 6 <=> x(X,X-{x}) = 1 pour tout x.

C.Q.F.D.

Dans ce cas l'orientation canonique sera notée 1X.

2) Une fibration localement triviale dont les fibres sont des

espaces d'Euler (mod 2) est une application d'Euler.
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Démonstration : Soit f : X > Y e fibration localement triviale. On sup-

pose que pour tout y dans Y, Fy = f_1(y) est un espace d'Euler (mod 2) ;

c'est-d-dire:1'application constructible qui vaut 1 sur Fy est un élément

de F(Fy.» pt), ou encore d'aprés le lemme I.2.5: il existe une boule fermée
B(x,e) dans Fy, centrée en x dans Fy, de rayon e > O (pour la distance

induite de celle de X) telle que

(1) 1 = x(B(x,e)) (mod 2)

Puisque f est une fibration localement triviale, on peut prendre B(x,e)
telle qﬁe

B(x,e) = B'(x,e) N Fy

ol B'(x,e) est la boule dans X de centre x et de rayon ¢ > O.

D'od (1) devient :

12 x(B'(x,e) N £ (3))(mod 2)
f

et d'aprds le lemme I.2.5:1 € F(X —> Y). Donc f est une application

d'Euler.

Propniétés des applications d'Euler [5].

1. 81 £ : X+ Y est une application d'Euler alors les fibres

sont des espaces d'Euler mod 2.

Démonstration : soit y un point de Y, on note Fy = f_1(y) et solt le

diagramme indépendant

Fy ——3 X

|

yle—=® .,y



T

Alors on a 1. € F(X £, Y) d'aprds II.1.7 donc

(i*1f) e F(Fy » {y}).

-* ” P
or (i 1F) = 1Fy est wn é1lément de F(Fy > pt), donc Fy - pt est une

application d'Euler. Et d'aprés 1l'exemple 1, TFy est un espace d'Euler (mod 2).

2. 81 £ : X>Y est une application d'Euler propre, alors

X(f_1(y)) est une fonction localement constante sur Y (mod 2).

Démonstration : Soit le diagramme commutatif

X’:f)Y
\/1
v ,

id

F(X —> Y) donc (f*Tf) e F(Yy =—— Y). Or

f est propre et 1

(f*1f)(y) = x(f (y) ;3 1f) = x(f_1(y)) pour tout y de Y.

Done  x(f (y)) € F(Y A4y,

D'ol la proposition I.L.1. : x(f—1(y)) est une fonction

constante sur les composantes connexes de Y.
C.Q.F.D.

11.2. i-cireudts.
I1.2.1. Définition. ([5]). Un i-circuit (mod 2) est un espace

X tel que pour une triangulation (K) de X, on a :

1) (K) est la réunion de ses i-simplexes.

2) Tout (i-1)-simplexe de (K) est face d'un nombre pair de

i-simplexes.
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II1.2.2. Proposition. Cette définition ne dépend pas de la trian-

gulation choisie.

Démonstration : On montre d'abord que si (K) est une triangulation de

X et si (K') est une premidre subdivision barycentrique de (K), on a :
(K) vérifie 1) et 2) si et seulement si (K') vérifie 1) et 2).

En effet soit (K) wune triangulation de X qui vérifie 1) et
2). I1 est &vident que (K') wvérifie 1). On montre que (K') vérifie 2).
Soit Gé un simplexe de (K') de dimension i-1. Alors on a avec

dim 6k = k pour tout k,

ces8. ,» avec 6 <...<8.

. . = -~ -~
ou bilen 60 ) o ° i1

ou bien §' = <§ ,8 8 i )8.> BVEC 8 <u..<8. .<8. <...<S.
o i o 3

-9j__19 J'+1s'
Dans chacun des deux cas, 11 est facile de voir qu'il existe un
nombre pair de simplexes &' de (K') de dimension i et admettant aé

comme face. Donc (K') vérifie 2).

Réciproquement, on suppose que (K') vérifie 1) et 2). Il est
clair que (K) véBrifie 1). On montre que (K) vérifie 2). Soit 60 un sim-

plexe de (K) de dimension i-1 gque 1'on note

Soit

Gé = <ao,<ao,a >heee 3B el Paaa. a8 >

1 o] P 0

<ao,...,ap> étant le barycentre du simplexe qui a pour sommets

8 seets et ap, p £ i-1.



65 est un simplexe de (K') de dimension i-1, donc il existe un nombre

pair de simplexes &' de (K') de dimension i et admettant Gé pour |

face.

»

-~

Ces simplexes s'@erivent - &' = <a ,<a ,a.>,...,8 ,86> avec {
b 9 2 2
o) o’ 1 o) !

§ simplexe de (K), de dimension 1 et admettant §, comme face.
I1 y a donc autant de simplexes de dimension i
- dans (K) admettant 60 pour face

- dans (K') admettant Sé pour face.

D'od le résulat.

Maintenant, si (K,) et (K sont deux triangulations de X,

1 2)

alors il existe (K) subdivision barycentrique itérée commune de (K1) et

(K2) ([8]). On en déduit que la définition TI.2.1 ne dépend pas du choix

de la triangulation de X.

I1.2.3. P&OEOALtLOn. ([51). Un i-circuit X admet une unique

. . F . . < P
orientation [X] € Hi(X,Z ) qui se restreint a4 un €l&ment non nul de

2
kaX,X—{p}) pour tout p de X.

Démonstration : Soit (K) une triangulation de X, et soit {X} 1a chaine

somme de tous les i~simplexes de (K) & coefficients dans Zg'
D'aprés 2) de la définition II.2.1, {X} est un cycle (mod 2)
qu'on note Dﬂ.
Donc X admet une orientation [X], celle-ci est unique car

les coefficients sont dans Zé.

D'autre part, soit p un point de X et CgK)(

X) 1le groupe

des i-chaines de (X), et soit
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0
J C§K) —_— CgK)(X,X—stoé) avec pe€ S
‘rF~——~—~———>1?{si peT
0 sinon
On a :

jUxY) = 2 i) =ZU—_ T

. . 0
dim T=1 T|TESL S

(X,X—stoé), mais n'est pas un bord.

ceci est un cycle dans C§K)

0
En remarquant que pour tout p de 6, on a :

. o}
Hi(X,X—{p}) = Hi(X,X—st )

Lo . F
on en déduit que [j{X}] est non nul dans Hi(X,X—{p}).

11.3. Applications LA-circuits.

II.3.1. Déginition. Soient (K) et (L) deux triangulations
de X et Y respectivement telles que f : X > Y soit simpliciale, on
appelle dimension relative d'un simplexe & de (K) 1la différence

dim § - dim f£(8). On la note : dimfé.

II.3.2. Dégpinition. ([5]). Une application f : X > Y est

appelée application i-circuit (mod 2) si :

1) f_1(y) est un i-circuit (mod 2) pour tout point y de Y.
2) Pour (X) et (L) +triangulations de X et Y respectivement
telles que f soit simpliciale, pour tout simplexe 60 de (K) de dimension

relative 1, on a la condition de parité locale (C.P.L) au sens suivant




11.3.3. Déginition. ([5]). On dit que la condition de parité

locale est réalisée pour un simplexe S de (K) de dimension relative
i, si pour tout simplexe o de (L) tel que f(éo) face de o, alors il

existe un nombre impair de simplexes & de (K) tel que : |

(ii) dims =1
(ii1) £(8) = o.

Exemple et contre exemple.

. . 2 1
1) La projection canonique P du tore T sur B est une

application 1-circuit

(s )
o

®

Mais p n'est pas un O-circuit car f~1(y) n'est pas un

O-circuit (mod 2) pour y de VY.

2) Soit f 1'application schématisée ci-dessous

f vérifie 1) de la définition

pour i = 0, mals n'est pas

X
f=p : u///////ﬂ ‘K’:: . un O-circuit car ne vérifie pas

projec-—
tion . —— 75 ) —» 2) de la définition.
canoni- o

que
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dimchO =0, f(8§ ) <o et il existe deux simplexes 61 et 62 tels que
o)

.- . - - K =
(i1) dim8, =0 et f(sk) o pour ! 1,2.
Donc f ne vérifie pas la condition de parité locale en Go.

II.3.4. Proposition. La définition d'application i-circuit est

indépendante du choix des triangulations de X et Y.

Démonstration : De méme gque pour la démonstration de la proposition II.2.2,

il suffit de montrer que pour (K) et (L) d&ux triangulations de X et
Y respectivement telles que f soit simpliciale, et pour (X') et (L')
deux premidres subdivisions barycentriques de (K) et (L) respectivement

telles que f soit toujours simpliciale, on ait :

f vérifie 1) et 2) pour (K) et (L)

A
|

\%
f vérifie 1) et 2) pour (K') et (L').

a) 81 f vérifie 1) pour (K) et (L) alors f vérifie 1) pour

(K') et (L") (d'aprds II.2.2).

Si en plus f vérifie la C.P.L pour (XK) et (L), soit §. un

simplexe de (K') de dimension relative 1 : on pose

0
1) Montrons que dim_ 8 = i. Soit x € §'
f'n o}

dim(f—1f(x) n 55) dim sé - dim f(Gé) dans (K') et (L")

et aim(£'£(x) N § ) =dim¢§ - Qim £(3 ) dans (K) et (L).
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D'autre part
ain(f 'r(x) N 62) < aim(7'£(x) N6 ) ¢ ain(s” '£(x))
d'ol puisque dimeé =i et dim(f—1f(x)) =i, on a
aim(£” '£(x) N §) =1

ce qui veut dire

dlmfdn = 3.

2) On va montrer que T vérifie la C.P.L pour (K') et (L")

en §'.
o
Soit o' un simplexe de (L') tel que f(Sé) < g'.
On pose
£(8') = <0 _,.. .,cp>
On a :
f(én) =0
On suppose que o' s'écrit
A0 20 ~ ~] 21 4 ~p ~p ~ ~ptl ap+i
<0.150550550 150550 15 e .....,U?,og,cp,cﬁ ) g >

(La démonstration dans le cas général est la méme).

L'ensemble A des simplexes &' de (K') de dimension relative
i, admettant Gé pour face et tels que £(8') = o' est 1l'ensemble des

simplexes qui s'écrivent sous la forme

_ _to o2 21 =212 | “p %p % Iptl Sp+i
(1) §' = <61,52,60,61,62,51,............,a],ag,ap,a? 80 >

SRV, —
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avec f(dg) = cg ; a=0,1,...,p1 et B = 1,2.
I1 s'agit de montrer que le cardinal de cet ensemble A est
impair.

Pour cela, on va poser

B={6<(K) /6 <&, £s)= F et ain 8 = i}

et pour tout § dans B :

A(S) = {8' € A/ &' &tant de la forme (1) avec 6p+1 §}

1]

et on va montrer :

(1) Card B est impair ‘ '
(i1) A = N4 A(S)
(iii) A(61) n A(GE) =@ si 8, # §, dens B
(iv) Card A(8) est impair pour tout & dans B

(v) Card A est impair.

En effet

s

. +
(i) Il suffit de voir que OP est face de US ! @8 ) =0

et dimfén = 1, et appliquer la C.P.L exprimée pour Gn

(11) et (iii) sont évidents.

(iv) On va le montrer pour :

- ~ AP+l apHi
o' = <oo,...,op,o€ =0§ >

(on utiliserait le méme raisonnement pour le cas général) : soit & € B,



on a alors

A(S) = {8'" e A/ 8" est de la forme

<8 ,...,an,aﬁ L6

o 62 > avec 5 = §}

+1 o o
Posons Gg =4 = <C1""’Ci ,...,C1,.. ,Cl > et
o+ . 0 5
o5 = <do,...,ds> avec f(C*) =d, pour a = 0,...,8 et
o = <d ,. ’ds'> s' ¢ s
_ s' s'
5, = <Cl,- ,CJO,. N AP
avec
J £1, k=0,...,8
+
et oﬁ 1. <do""dS"""dz> avec s's 2 < s
TLes é1éments de A(8) sont tous de la forme :
- «  ap+1 apti
§' = <50,...,6n,611) ,.512) >
+ + +
avec Sg L § et f(6? 1) = ? 1

el

Donc il y a autant d'éléments de A(S) que de simplexes 1

de (K) tels que

s o< 68T ol et p(8¥7) = o8

D'od le cardinal de A(S§) est égal 3 :

1 -] 1 ,-d ., 1s,+1. i,

(2° %) x ... x (2% F-1)x (2 -1)
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qui est un nombre impair.

(v) D'aprés (ii) et (iii)
Card A = | card A(8)
8eB

et d'aprés (i) et (iv), card A est une somme impaire de nombres impairs,

donc est impair.

C.Q.F.D.

b) Réciproquement, on suppose que f vérifie 1) et 2) pour

(K') et (L') : il est démontré en (II.2.2) que 1) est vrai pour (K).
Montrons que 2) est aussi vrai pour (K) et (L). Pour cela,

soit 60 un simplexe de dimension relative i de (K). On pose

0 o s s

60 = <CO,.. ,Ci . ,C1, . ’Ci >

o s
et
£(6 ) =<d ,...,d >
o o

avec f(C:) = da pour a = O,...,s et soit Gé le simplexe de (K') tel
que

P PN
o o O 0 L0 2
50 <<CO>,<CO,C1>,...,60>
AN /\
) =
f(5o) <<do>,....,f(60)>

Par hypothése dimfdé =i (car dimfso = 1i). Soit ¢ un simplexe de (L)

tel que f(GO) < o.



Notons

I1 est clair que f(Gé) est face de o'.

Posons

c = {§'<(x") | §. < 8", dims' =1 et £(6') =o'}

Par hypothése Card C est impair.

On veut montrer que si
D = {8<(K) | 8, < 8, dim§ =1 et £(§) = o}

alors Card D est impair.

Fn fait C et D sont isomorphes. En effet :

1) Tout simplexe &' dans C s'écrit

ORI s 2
<<C75,<C7,C7>,...,8 ,6> avec § < & et f(8) = o.
0 o’ 1 o o

De plus dimfé =1 (car dimfd‘ = i), donc & € D.

2) Réciproquement, si & € D alors ¢' = <<62>,...,6 ,6>

est un simplexe dans C.

On en déduit que Card D est impair, ce qui donne le résultat.

I71.3.k. P&OBOAiILOﬂ ([5]). Une application i-circuit f : X > Y
admet ime unique classe [f] dans H “(X + Y), qui se restreint &

[f_1(y)] powr tout y dans Y, par le carré fibré
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H
i
e
v

——
G
M e

Pour démontrer la proposition, on montre d'abord quelques

lemmes.

Pour f application P.L, on note (K) et (L) deux triangula-

tions de X et Y respectivement telles que f soit simpliciale.

Lemme ITI.7. Pour toute application continue f : X 5 Y, si A et B

sont deux sous complexes de Y, alors on a la suite exacte de Mayer~Vietons

-i-1, -1

il (f (ANB) —— ANB)

S

—i( ~1

H (f (AUB) ——> A UB)

B S 2
(J1332)

H_i(f_1(A) +%A) ® H_i(f_1(B) + B)

H '(f

Démonstration : Soit ¢ f_1(A UB) >R une application continue telle

que

£ a U ) L0 (a U B

soit un plongement fermé. On note (f,¢) = f

o



On vérifie d'abord que les restrictions de f & f-1(A N B),
f (A) et f—1(B) sont aussi des plongements fermés.

On le vérifie pour f_1(A N B) (la méme démonstration reste
valable pour f—1(A) et f_1(B)).
La restriction du plongement f¢ a f_1(A N B) est un plonge-

ment. Montrons gque (f—1(A N B)) est un fermé de (AN B)xﬁp. Pour cels

Ty

il suffit de montrer que :

(1) f¢(f_1(A.ﬂ B)) est un fermé de f¢(f—1(A UB))
(donc f¢(f_1(A N B)) est un fermé de (A U B)xR")
(2) f¢(f—1(A NB)) C (A NB)xE® C (A UB)R"

(donc d'aprés (1) f¢(f—1(A N B)) est un fermé de (A N B)xE".

(2) est évident.

(1) ANB est un fermé de A U B donc f—1(A N B) est un

~

fermé de f_1(A U B) d'ol (f_1(A N B)) est un fermé de f (£ '(a uB))

f
£ ¢ ¢
puisque f—1(A U B) 2 f¢(f—1(A U B)) est un homéomorphisme.

On pose alors

>3
[}
g
&
fu}
h=3
I}

ARY - f¢<f‘1<A))

BEY - £ (£ (B))

2 2 ¢

>3
il
w3
%
=
]

{(X1,A1),(X2,A2)} est un couple excisif de paires.

La suite exacte de Mayer—Vietoris de ce couple donne la suite

cherchée.



_57_

Lemme 171.2. Soit f : X > ¥ une application P.L et y un point
de Y, et soit o le simplexe de (L) tel que y est dans 1'intérieur de

o, et g : {y} >0 1'inclusion de y dans o, alors l'application :

. * .
K¢ (o) + o) —B B (s () » {y})
est un isomorphisme.

. . n . .
Démonstration : On veut montrer que si ¢ : X > R est une application con-

tinue qui factorise f alors

g H T (of], of-g, (£ (o)) > BT (", pe-r, (57 (7))

est un isomorphisme.

Pour cela, on pose :

X, = oxR A, = oxﬁn—f¢(f_1(0))
X = 8X(Rn A = 8><an
2 2 = @

{(XT,A1),(X2,A )} est un couple excisif de paires. D'autre part :

2

n
X1 U X2 = gxR
X1 n X2 = oxR
A UA =B - £ (£ (30))
1Y P @
_O n_ -1,0
A] N A2 = oxR f¢(f (o)).

La suite exacte de Mayer-Vietoris du couple {(XT’AT) ; (X2,A2)} s'éerit



_ - -9 (8]
(o, ox®-r (T (o)) 8 BHSED, o’

¢ [
0
(1) . L

T (GxRE, 8ﬂRn—f¢(f—1(8))

7 i, cXRn—f¢(f—1(30)).

a) On montre que

1* (oxm", oan—f¢(f'1(ac)) = 0.

I1 suffit de montrer que oXRn—f¢(f_1(80)) est contractible.

P n
Pour cela, on vérifie que pour to quelconque dans R

r o oMRn—f¢(f—](Bd))**~'f~9‘{(y,to)}

(') b= z(y',t) = (%)

est une rétraction par déformation.

(La rétraction est réalis&e par 1'application :

(0>¢Rn—f¢(f_1(ac)))><1 U ow-r, (17 (30))

({y',t),8) b ((1-5) (¥ ,’c)+5(y,to))

b) D'aprds la suite exacte (1) ci-dessus, pour terminer la

démonstration du lemme, il suffit de montrer que :
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. * .
B (oRP, 8xmn—f¢<f‘1<8>> £ B (yxR", yxan—fd)(f”‘(y)»))

est un isomorphisme.

0 . -
En effet on a : f 1(c) est homéomorphe & gxf !

(y), d'ol

ngn—f¢(f—1(8)) est homéomorphe 3 gX(Bn—f¢(f—1(Y)))-

o n -1 P P .
De plus ox(R —f¢(f (y))) se rétracte par déformation sur

nyRn—f¢(f—1(y)).

Donc H*(gx&‘x’n—f(b(f_‘1(g))) > H*(y><iRn-f¢(f—1(y))) est un isomor-
phisme.

Comme on a aussi H*(gXBn) > H*(yxﬁn) est un isomorphisme,

le lemme des cing permet de conclure & 1'isomorphisme

. *
SR, gxﬁn_f¢(f—1(g))) £ " (pR?, yxﬂ“—f¢<f“<y>>>

C.Q.F.D.

Lemme 11.3. Si f : X >'Y est une application i-circuit,

pour tout simplexe o de (L), il existe une unique classe de

f_1(c) __2;9,0 ; on a :

(1) [f—1(0) L, o] est représentée par § 8
dim _6=1i
bl
, £(8)=0
(2) (o) > o) = [F )]

0 . .
pour ye o et g : {y}= o 1'inclusion de y dans o.

Démonstration : Puisque f est une application i-circuit, pour tout y

de Y, i1 existe une unique orientation de f—1(y) > {y} qui est [f_1(y)].



Par le lemme 2, il existe donc une unique orientation de
— P — . *
f 1(o) AN o, notée [f 1(o) SN o] et dont 1'image par g est

[f—1(y)]. On peut représenter

-1
[f (o) > o] par 5_—_.__6
dim_8=1
f
£(8)=0
C.Q.F.D.
Dans la suite, on note Y' une partie de Y qui contilent

tous les (j-1)-simplexes (et éventuellement des j-simplexes), et o un

j-simplexe de (L) non situé dans Y'.

Lemme 11.4. Si f est une application i-circuit, alors on a
5N ey N o) > ¥ N o) = 0.

Démonstration : Soit ¢ : X >R une application continue qui factorise

f, alors on a :

F e e N 6) > vt N g) = BTV N o)E, (1 N )R -

i (f’1

o (Y' N g)))

et par isomorphisme d'Alexander :

-i-1 . . -1/ - P
HPTN((E 0 o), (YN o)xtRn—fq)(f (Y'N ) = H (£, (£ (X' N o))

et ona: dimY' < j 3 dimo=]) et o n'est pas un simplexe de Y'

done dim(Y' N ¢) = j-1, d'ol :
dim £ (Y O ) = i+j-1

de méme dim f¢(f—1(Y‘ N o)) = i+j-1 car f, est un plongement.

¢
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Ainsi HF (f (f—1(Y" N o)) =0 ce qui achdve la démonstration du lemme.

1+ ¢

Lemme 11.5. Soit f : X > Y une application i-circuit, et

soient {0 } _ les (j-1)-simplexes qui sont faces de o 3 on a
pp=l,...,q
Y'No=0,Uo,U....U0c .
1 2 q
Pour tout p = 1,...,Q, on note 2p 1'inclusion 0p°+ Yy'n o,

Si a et b sont deux &léments de H—l(f—T(Y’IW o) > Y'N g) tels que

* *
Zp(a) = Qp(b) pour tout p, alors a = b.

Démonstration : On pose

et ¢ : Ao UY' 1'inclusion.
(1,...,m) m
On va montrer que pour tout m= 1,...,q :
* ’ *
2 a) = 2 b).
(1,--.,m)( ) (1,- -,m)( )

(Le résultat suivra immédiatement en prenant m = q).
La démonstration se fait par récurrence sur m.
Pour m =1 1'égalité est vérifiée par hypothdse, et supposons

qu'elle est vraie Jusqu'd l'ordre k-1 ; avec 2 £ k € gq-2. On a alors

A= Vo

La suite exacte de Mayer Vietoris du couple (Ak—1’0k) s'éerit : (Lemme 1)



~i-1, -1
HOT (e (A N o) —— A, Noy)

~

H (s () — a)

*
(r ,s

—i( -1

Ho(r (A_ ) >Aa_) @ H“i(f‘1(ok) > o,)

4

_ ._1
Ho(f (Do) —— 4, Noy)

od r et s sont les inclusions :

r

r
oy Gy
A1 Be et oy By
D'autre part, on a :
. -i-1, -1
N = & é 1
(i) H (£ (a_, ok) > A _, Ng ) =0 (méme démonstration
* e e s

qu'au lemme 4) donc (r*,s ) est injectif.

Or et

(1) 20y ) (1, k1)

2(1,...,k) 0s

Il
=

Par hypothése de récurrence, on a :

E 3 *
Vg xente) T 2(1,...,k—1)(b)

*

* - R
k(a) = Qk(b) (hypothé&se du lemme), d'ou

et d'autre part &
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(gq,. . 00 2@ = () 0 0)*)
et
(g0 @ = a0 9 ).
Ce qui implique que :
(00 ) = GRSNGE e
et puisque (r*,s*) est injectif
*¥ *
Y0 T )

C.Q.F.D.

Lemme I1.6. Avec les notations définies précédemment, on peut

écrire deux diagrammes (ol les fl&ches horizontales sont les inclusions

o 0
canoniques avec yp € Op et ¥y e o)

f'j;(-yp) e 5

12424 2 42

g 1
{YP}L’L* o e P, yiNg e—=2 o —bB 3 (y}

et

pour p = 1,...,q.



- gL -

Si la condition de parité locale est vérifiée au-dessus des

(j-1)-simplexes op du bord de g, Oon a :

1

z; o ix(e" [(]) = 2o () > 1))

pour tout p = 1,...,q.

Remarque. La réciproque du lemme 6 est vrale, nous ne nous servons

en fait que du résultat du lemme 6.

Démonstration : On montre que pour tout p = 1,...,q

o is([f (o) » o)) = [f_1(op) 0]

En effet soit p fixé, on a :

[f—1(0) > q] [E:;_______ §] Aa'aprés le lemme 3.

dimé = i+]
£(8)=0

et
[ ) ~0] =1} 8']
P P dim &' =i+j-1
(&8 )=0
b
Posons
A= {6<(K) | dim § = i+j et f£(§) = o}
B={8'<(K) | dim §' = i+j-1 et f£(&') = op}
On a :
1) ¥ o ([ (o) > o)) = 2¥ 0 1¥( 2 §])
P 2 b 2= SehA et § a une

face dans B

. . * Lk
puisque si § n'a pas de face dans B, Zp o 12(6) = 0.
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2) D'autre part, pour tout simplexe &' dans B tel que &' < § avec

€ A,ona f(8') < £f(8) c'est-a-dire f(8§8') < o, dimf 8! i et

£(§') = Gp’ alors:la condition de parité locale au-dessus de o exprimée

pour &' implique qu'il existe un nombre impair de simplexes & tels que

§'" <8, dimf6 =i et f(8) =0

Donc, il existe un nombre impair de simplexes § tels que :

8' < § et S e A

d'ol

* R 3
S EIDN =2 7]
p Seh et & a §'eB et 6'<6

une face dans B avec &eA

3) Reste & montrer que

&) =[2 7
§'eB et §'<§ §'eB
avec GeA

11 suffit de montrer que, si C = {§'e€B | 6' < § avec &eA}, alors B = C.
On a bien slir CC B. Soit maintenant 6&'eB, la condition de parité locale
au—dessus de Op’ exprimée pour &' montre qu'il existe au moins un simplexe

§ tel que : S e A et §' < §, d'ol le résultat.

Remargue. Avec les notations du lemme 6, on a pour tout simplexe
§ dans A, il existe un unique simplexe &' dans B tel que §' est

face de §.
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Démonstration de la proposition. On va la démontrer par récurrence en ajou-

tant & chaque fois des simplexes o de (L) par dimension croissante

des o

«) Pour Y = simplexe de dim O, le résultat est évident

+) On suppose que la proposition est vrale jusqu'a 1l'ordre
Y'C Y ol Y' est la réunion de tous les (j-1)-simplexes de (L) et
contient éventuellement des j—simplexes : soit ¢ un J-simplexe non situé

e

dans Y', ye€ 0 et {Op}p= les (j-1)~simplexes faces de o .

1,.0.5Q

f est un i-circuit, donc la condition de parité locale est vraie, en particu-

lier au-dessus des op. D'aprés le lemme 6, on a pour tout p = 1,...,q :

- -1, -1, -
z; o ij([f Yyny » v1]) = Q: o i;(g* (e (5]

et d'aprés le lemme 5

K > 1)) = 2 (@)

Soit

([f—1(Y') > Y'] ; g*—1([f_1(y)])) € ker(i? - i;).

D'aprés la suite exacte de Mayer-Vietoris du lemme 1 écrite
pour la paire (Y',0) et par le lemme 4, il existe un unique élément de

e Yy o) > Y U o), noté [f_1(Y' Uo)>Y' uUdg tel que

£ (y) > v)

ST ue) > Yy a))

et

"
o
*
!
L |
™,
-
e
—
g

sy v o) > ¥ U d))
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Pour finir la démonstration, on vérifie que pour tout point

Y de Y'Uo, on a :

([ vy o) » ¥y o]) = [f‘_T(yO)]

ol k est 1l'inclusion y< Y' U o.

En effet, soit Yo € Y' Yo
<) 81 Y, € Y' : soit le diagramme :

f~1(yo)°————~*—~+ f o(Y')e——m—m—s f_1(Y' U o)

) v

X )
1 1 C 31 \
{y }e— Y > Y' Uo

=1

i}

ey uo) > ¥ U d)) kfoj’:([f—1(y'uo)+y'uo])

kT([f—1(Y') > Y']) voir ci-dessus

[f—1(yo)] (hypothése de récurrence).

+) si Y, €0 i ou bien ¥, est dans 30, donc dans Y

0
(voir ci-dessus), ou bien Yo est dans o, considérons le diagramme

£y ) e 5 (0) — (1" Y o)
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On a alors :

g o in[f (¥ u o) > Y ud))

0

(e (Y U o) > Y ua))

g* o g*~1([f—1(y)]) (voir ci-dessus)

[f_j(y)]-

Donc la proposition est démontrée.
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CHAPITRE III

TRANSFORMATION DE STIEFEL-WHITNEY

Dans ce chapitre, on va montrer 1l'existence et 1'unicité
de la transformation de Whitney de la théorie bivariante F dans la
théorie bivariante :H (théordme ITI.1.2).

Dans leur démonstration W. Fulton et Mac Pherson introduisent
pour toute application f : X > Y et pour tout o € F(X - Y), des applica-
tions f. : Xi(a) > Y, restrictions de f & la réunion Xi(a) des sim-
plexes &' d'une premiére subdivision barycentrique d'une triangulation

de X +tels que :
0 . .
als') =1 et dlmfd' = 1.

Tls utilisent le fait que ces applications fi sont des i-circuits. On donne
ici un contre-exemple de ce fait (remarque III.1.9) et on démontre le

théoréme III.1.2).

III.1.1. Deginition ([5]); Soit T1 et T2 deux théories biva-
riantes, une transformation de Grothendiek w : T, » T, est une collection

1 2

d'homomorphismes T1(X >Y) > T2(X +Y) qui préserve les trois opérations

produit, image directe et image réciproque (voir chapitre 0).

TIT.1.2. Théosreme ([5]). T1 existe wne unique transformation
naturelle de Grothendieck w de [ Jdans H telle que si X est une
variété sans bord, on a :

w(1y) = W(TX) - x]
avec W(TX) est la classe de Stiefel—Whitney du fibré tangent & X et

X] est la classe fondamentale de la variétd X.



Une telle transformation est appelée transformation de

Stiefel-Whitney.

Notations : Soient (K) et (L) deux triangulations de X et ¥ respec-

tivement telles que f soit simpliciale et (K) soit o-adaptée. |
Les simplexes de (K) seront notés par : 6,61,...,6i,....

et leurs barycentres par 8’81""’§i""
Les simplexes d'une premidre subdivision barycentrique (K') de

(K) seront notés : &',8! ...,Si,.... chaque p-simplexe &' de (K') est

de la forme

§' = <§O,...,6p> avec (SO<...<6p .

Enfin les simplexes de (L) seront notés par 050 5nees0ssees
et ceux de (L') par o',o;,...,oi, ... Et de méme chaque p-simplexe ¢'

de (K') est de la forme

<O p4ee30 > avec O <eeu<0
o) P o p

Le théoréme va résulter des trois propositions suivantes

III.1.3. Proposition. Soit f : X > Y et a € F(X > Y). On pose
X (o) = {8"<(x") | a(§') =1 et aims' =i} et soit £ : X(a) > Y la

restriction de f & Xi(u), alors i1l existe une unique classe [E §')
G'QXi(a)

dans H_l(Xi(a) + Y) qui se restreint & [f;1(y) N Xi(a)] pour tout y

dans Y par le diaéramme

£ (3) N %, (o) ————> X; (o)
J

£ f

{y}em———> Y
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On note alors [fi]a= [:2 6'] .
)

§'eX. (o
i

III. 1.4, Définition. Avec les mémes notations que ci-dessus

5
si g est 1'inclusion Xi(u)°+ X, on dé&finit un &lément wi(a) de

B (x £ v) par :

wile) = g ([£,]%).

I1I.1.5. Proposifion. La définition de wi(a) est indépendante

des triangulations de X et Y.

On pose alors :
wla) = wi(a).

i=0

II1.1.6. Proposition. La transformation o : a v w(a) satis-

fait les conditions du théoréme.

Pour démoptrer la proposition III.1.3., on démontre d4'abord

les deux lemmes suivants

IIT.1.7. Lemme. Soit 65 un simplexe de (K') tel que
dimfﬁé =i, et o' un simplexe de (L') tel que : dim ¢' = dim f(éé) +1

et f(éé) est une face de o', alors on a :

la sommation étant &tendue aux simplexes &' de (K'), de dimension relative

i et tels que §l < 8" et £(8') =o',

Démonstration : On note 65 = <8 ,...,8, ,61

- - 8 ° 1 P
f(Sé) = <Ogsee.,0>  avec {(8,) =o,. B =0,...,D.




On peut distinguer 3 sortes de simplexes o' vérifiant

dim ¢' = dim f(sé)+1 et f(éé) < g.

1) Les simplexes du type : <Oo""’0p’0p+1>' On a :
Py =
o, < Ope1 et f(Gi ) °
p
de plus o o
1) = P
a(6!) = alss ).
p

D'aprés la condition d'Buler locale EI.2.3] exprimée pour 6? , Oon a :

P
2Py - > . °
a(ss ) 87 <6 et a(8)
p s<(K)| P
f(6)=op+1
D'ol
o] [e]
u(dé) = 5_ a(s")
FUREON =
81<(K')|§'=<s",. .,af ,6>
dim 6'= P
Tp
£(8')=c"

et le résultat.

f . . .
Exemple. T -— $' la projection canonique du tore T

z . . 1
cercle $j. Considérons les triangulations de T et de §

sur le
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a =1
i=0
/ 1 ] ~ . . .
A A ) un sommet d 'une 1ére subdivi-
A /; A (o]
- p . .
55 fi”. sion barycentrique
- T -~ s
\\. [¢) <Oo,01>
£(8') = <6 >
o) o
. { { { -9
9, 7,
a(s ) = a(s")
§'8'<8!
o)
X .
dlmfé 0
£(6')=0"

oll les &' sont les simplexes de (XK') en pointillés.

2) Les simplexes o¢' du type <8,80,...,8P>. I1 est clair que

51 §' un simplexe de (K') tel que 55 <8, dimfa' =1 et f(g') = g'
alors ¢§' est de la forme :
b

sev.s8. > od 6<6° et f(8) =0
i o

D'oll tout revient & montrer qu'il existe un nombre impair de

simplexes &' de la forme

<658 s+..50; > OU  §<8 et £(8) = o.
b
En effet soit 6p+1 le simplexe de (K) de dimension maximale
o) _ . o)
tel que 6P+1 <8 et f(6p+1) g- Les simplexes § tels que 6§ < 60 et



et f(8) = o sont les faces de 6p+1 qui s'envoient sur o.

Si on pose :

et

avec f(dk) =

* K’ k=0,...,5q.

jo+1 51 jq
Mors il y a (2 -1){2 ~1)...(2 *-1) faces de 6p+1 qui

s'envoient sur o, elles sont en nombre impair, d'od le résultat.

Exemple de La situation.

1 . . .
T *£;9'$ la projection canonique du tore T sur le cercle $1

o = 1 et 1=0
Cn o
N A f(6)=<8>
30 o) o
{1y
1 // 5t = <g 5
o
C1 /
61 Joue le role de 5p+1 de la
t////// démonstration.
4 : A Y
G o

Les simplexes &' cherchés sont

Ne) - e}
<ECO>,60:> ; <3C1>,6o:> et <8568 >
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3) Les simplexes o' du type <80,...,o »0
I1 est facile de voir que si Gé < 8', f£(8') =o' et dimfa’ = 1i alors

§' est de la forme :

~0 ~g -~ AS+1 ~
8' = <82,...,87 13,8 ,...,a? >
8 D
ol
0 s s+1 ) P
8§ < vu. <87 <8< 8§ < ... < 8% et f(8) = o)
o 1s 1 1_p

0 o) op
Donc a(é') = al(8') = o8 ).
o i,

Tout revient & montrer qu'il existe un nombre impair de

simplexes 6 de (K) tels que

6? <8 < 6?+1 et f(8) =o0.
s
En effet, posons :
o, = <CO, ,Cq>
g = <CO,. .,Cq, .,Ct>
et
s o o
65 = <dgsneesds s ,d?, ,a% s
S o) q
avec
k
f(d*) = Ck k=0,...,q

Soit 5, le simplexe de dimension maximale de (K) tel que

§5 <5 < &Y et  £(s ) = o.
1 s 1 S



I1 est de la forme :

_ .0 o .0 o] q q. .q ] g+l
§ = <@%,...,d0 530 s eeesdy see.sdi,...,dt Ld ceyd a ..
+ 9[ ] b 9 3 b b b ?
s o} J Jg 1 o 1 Jq gt+1 lq 1
+1 t t
e, dz IR LN N
g+ t
k
avec f(da,) =¢C k=0,...,t

* x?

23 S Ross
Alors il existe (2 -1) x ... x (2 Li)(2 -1) x ...

t .
... x (2 "-1) simplexes & de (K) tels que

6 <8 < a?+1 et £(8) = o

s
. . 2 . 20 ~5 4%
et les simplexes § cherchés sont les simplexes <60,...,6i 36,8

gqui sont bien en nombre impair d'oll le résultat.

ITI.1.8. Lemme. Soit £ : X > Y une application P.L et

a e F(X~>Y)
X;(a) = {6'<(K') | dim8' =i et w(8') = 1}

Alors pour tout point y de Y, ¥y € 85 avec oé e (L")

a(81) « (51 7]

8 T<(K") aim §7=1 (y))

v )=
£(8') o,
définit un cycle dans H—l(f_](y) N Xi(a) > {y}).

o
Démonstration : Soit y € Y et oé le simplexe de (L') tel que y € oé,

alors l'ensemble {§'N f—1(y) ; 8" € (K')} définit une triangulation

cellulaire de f—1(y) et si &' un simplexe de (K') tel que f(8') = oé
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alors dim.8' =i si et seulement si dim(8' N f~1(y)) = i. En plus
(6; N f-1(y)) est face de (Gé n f—1(y)) si et seuwlement si 6% est
face de 6é.
D'od pour démontrer le lemme, il suffit de démontrer que
si éé est de dimension relative (i-1) avec f(Gé) = g' alors Gé est
o

face d'un nombre pair de simplexes &§' de dimension relative 1 tels

que :
(o]
£(8') = oé et a(s') =1
Notons
D= {8'<(k') | 8! <6, aim6' =1, £(6') =g et al8r) = 1.

On veut montrer que Card D est pair.

Pour cela, on note

~0 <o =21 N N I
81 = <875eu0500 26,50nns0y ,...,53,...,5? >
o 1 p
cé = < Oo H 61 N N 0p>

avec f(d;) = o, et on pose :

-~

{6'<(K") | &' = <g?,...,§? ,8> avec

£
]

6]
f(8) =0 et als) =1
b
E, = {8'<(K') | 8' est de la forme :

~0 ~q

gl -~
<60,...,6k

k41200083 }
1Y

»8,8
E3 = {§'<(K') | §' est de la forme :

<P -
,...,Gi > avec f(§) = o, ou 01+1}



Deux cas se présentent

O
- si of(é') =0 alors D=E
o 1
(O') = 1 D=E E E
- 81 o 60 = 1 alors =k, U o U 3

I1 est évident que les E; sont disjoints 2 & 2.
Tout revient alors & montrer que Card Ej est pair pour

J = 1,2 ou 3.

(i) Card E1 est pair : on a
0 o
a(s!) = a(Gf{ ) = Z a(s)
P se(x) 5§P<a
£(8) =o

(d'aprés la C.E.L en 6? ).

o) o) o
Donec al(8') = u(Gé)+ 2 a(8) ol la somme porte sur les

~ -~ 0

simplexes &' de la forme <62,...,6€ ,§> avec Tf(§) = o et o) = 1.

- 0 p .
D'ol Y a(8') =0 et Card E, est pair.

G'GE1

(ii) Card E, est pair : on pose

6i = <CO, .,Cm >
8t = <C ,...,C L0 ,...,C >
k+1 0? >“m’ “mt+1? ’7s
I1 existe un nombre pair (= 25 2) de simplexes & de (K) tels que :
<5 < 8

k k+1
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donc il existe un nombre pair de §8' de (K') de la forme

d'old le résultat.

(iii) Card E_ est pair : on pose

3
£ o] m m
61 = <C1, ’Ci se s ,C1, ,Ci >
2 o m
a —
o, = <do, .,dm> avec f(C*) = da
2+1 o} e} o m m m m
67 = <CTaunaC eenCS 0Tl S et
o o m Im
m+1 mt s
C1 P O ,...,01,. +sC. >
Jm+1 S

S = <d a .,4 da > avee f£(c%) = a

41 o " > m+17 " s * a’

J -io
si f£(§) = o, il existe un nombre pair (= (2 © ©-2) x .
J.m—im
x (2 -2)) de simplexes & de (K) tels que
+
s¥ < s < ¥ e £(§) = ¢
1o 1 2

donc il existe un nombre pair de simplexes &' de E3 tels que f(§) = Ops
2
on note E3 1'ensemble de ces simplexes.

De méme, si f(§) = o 1 il existe un nombre pair

.. +
Jo-lo Jm_lm : Jm+1 1s
(= (2 -2) x ... x (2 -2) x (2 -2) x ... x (2 °-2)) de simplexes
§ tels que
% o+ _
8. < 8 <68 et f(§) = Ot



donc il existe un nombre pair de simplexes &' de E, tels que f{(8) =0

3 2+1
L+, . 2 2+ 1 ..
on note E3 1'ensemble de ses simplexes. Or E3 et E3 sont disjoints
+ .
et Eg U E; 1 = E3 donc Card E3 est pair.
;
Démonstration de la proposition III.1.3. : La proposition se démontre par |

réeurrence en construisant Y simplexe par simplexe, par dimension crois-—
sante des simplexes.

) Pour .y un sommet de (L'), d'aprds le lemme IIT.1.8.

() N % (a)) = (2 §')

est un cycle.

«) On suppose que la proposition est vraie pour Y' avec Y'C Y,
Y' contient tous les (j-1)-simplexes de (L') et éventuellement des
j-simplexes et soit o' un j-simplexe de (L') tel que o' n'est pas un
simplexe de Y'.

On cherche & montrer que la proposition est vraie pour Y' yo',
pour cela, soit la suite de Mayer-Vietoris, &crite pour le couple (Y',¢')

(méme démonstration qu'au lemme II.1)

-i~1, 1
(

H f (Y'ﬂo')ﬂXi(oc)————'—*Y‘ﬂo')

Eie" (v U o) N X, (@) ——> ¥' U o)
I N 3
(J1aJ2)
-5 -1 , -1, -1
H (f (") ﬂXi\.a) > Y')®H (f (¢")N Xi(oa) + o)
L Uk
11"‘12

H‘i(f_1(Y'11 s') N Xi(a) ——> Y' N ")
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Hona: B Ny n ') N Xi(a) >Y'"'No') =0 (méme
démonstration qu'au lemme II.L).

Soit 1'isomorphisme : (lemme II.3)

¢ a0 N e) > 0n) > BHE (y) 0 X (a) > )

0o
oi g : {yle> o' est 1l'inclusion d'un point y de o' dans o

On note [f?(y):]u la classe du cycle :

L s,

ol la sommation est &tendue aux simplexes &' de (K') tels que

dims' = i, £(6') =o' et & =610 £y n X, (o) (Lemme TII.1.6).

-1
= 3 ¥ * - ~
2) On montre que 11([fiTx)= 12(g ([fi1(y)]a) ot
a -3
[fi] € H *(f 1(Y') n Xi(u) > Y') hypothése de récurrence.

Pour cela, il suffit de montrer que, sous les mémes notations

du lemme II.6, on ait
-1 -
o 130T = 08 o i3(E" ([ ']

(on fait 1'intersection de tous les espaces avec Xi(a)).

De méme, le lemme II.5 reste valable pour les applications
f_1(Y' uo')n Xi(a) - Y'Uog' et f—](c') n Xi(a) > o' et donne 1le
résultat.

On a alors

o it (e =20 5]
p : dim_8'=i
f'p o
F(8')=0' et al(s')=1
PP P




avec Oé un (j-1)-simplexe bord de o¢'. D'autre part :

2o a5 ([ = o 15[ 6]

P

Donc tout revient & montrer que :

[ 8)=soir (2 &

. ‘s ; Vs
dlmfsp 1 dlmf6 1
£(§!)=q’ £(8')=o"'

OP P 0 )
et a(aé)=1 a(s')=1

En effet, posons :

0
A=f'e (K') | dim 8’ =1, £(8') =o' et a(8!) =1
{p € ) | 55 (s') o, © o p) }
et
0
B={'e (K') | dim 8" = 1, £(8') =o' et oal8') = 1}
I1 vient :

i) si Gé € A, alors d'aprés le lemme IIT.1.5, 11 existe un nombre

impair de simplexes &' de (K') tels que
§' < §' et 8' e B,
1Y
ii) si &' € B

- &' a8 une face §' dans A, donc dé figure dans les

2 sommations (d'aprds le lemme IIT.1.5).
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<o 78" n'a pas de face dans A et dans ce cas

* *
‘ s 1) =
lp Q 12(6 ) =0 .

D'ou
%-1 -1
[fJ“- g (r] (117 =
Donc il existe une unique classe [f_1(Y' Uuo)n Xi(a) > Y' U 0]
de H—l(f_1(Y' U o) ﬂXi(oc) > Y'U o) telle que

1

- -1 _
(i o) N x (o) » v ua) = ([1T5 6% ([ ()]

Pour finir la démonstration de la proposition, on vérifie que

pour tout k : {yle Y'U o,

e Ny U o) hx.l(a) >Y' Ud]) = [f?(y)]u

La démonstration est la méme que pour les i-circuits (Démonstration de la

proposition II.3.L4).

IIT.1.9. Remarque. Soit £ : X > Y wune application P.L, si
o = 1 est élément de F(X —— Y) alors £ X;(a) > Y est une applica-
tion i-circuit. Mais, contrairemént a ce qu'affirment W. Fulton et R. Mac
Pherson ([5]), si o est un &lément quelconque de [F(X - Y), on
ne peut pas affirmer que fi : Xi(a) + Y est une application i-circuit,
ceci on le voit dans 1'exemple sﬁivant

Soit f 1la projection canonique du tore T sur le cercle

1 . . . ‘
S’ et a-définie ci-dessous sur le schéma :




Le tore T et le cercle S1 sont triangularisés de la maniére

suivante : 3
v ol ) 4
A 2/ A
4 4 / ’
| / A A
4 s: /’ /) A A
A A sl "
A ~ \\x A / A
A A A
A & y y T
2 A
I‘ I
4 4 4
4 4
¢ | 3
. Id
: o y + + b}
I + v v
o e B(T 1 g'), f&y < :

T (a) = {6 [ dim.8' = 0 et al8') = 1}

£ To(a) > 8" ntest pas un O-circuit car :

f(éé) < ¢' et il existe un nombre pair (= L) de simplexes &' (en poin-

tillés) tels que

o)
55 < §', dimfd' =0, oaf8") =1 et f£(8') =o'.

Démonstration de la proposition III.1.5. Soient (KO) et (K,) deux trian—

1
gulations de X, (Lo) et (L1) deux triangulations de Y telles que

f o (Kj) > (Lj) j =0,1 soit simpliciale et (Kj) soit a-adaptée (j=0,1)



8. aeeer8s sont des sommets du simplexe S.
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et soient wi(a) et wé(a) les classes dans Hgl(X +~ Y) associfes respec-

tivemet 3 (KO,LO) et (K1,L ). On cherche & montrer que w.{(a) = w'(a).

1 1 1
On le fait en deux étapes

@ cas ou K1 est une premiére subdivision barycentrigue de

(KO) et L1 est une premiére subdivision barycentrique de (L )

On considére l'espace XxI, on munit Xx{0} et Xx{1} des

deux triangulations (KO) et (K1) respectivement, et on va prolonger

ces deux triangulations & XxI de la maniére suivante : on raisonne par

ordre croissant des simplexes & de (KO), si & est un sommet de (KO),

-~

§ est un sommet de (K1), on joint alors § a §.

-~

Si 6 est un p-simplexe de (KO), on joint alors les sommets
de § au sommet § de (K1) (aprés avoir effectué le méme raisonnement

pour toutes les faces de §).

Exemglie.
o) S o
§ 1 61 x=x{0}
~ g1 o)
60 ¥ 61 Xx{1}

On considére alors la triangulation (K) de XxI dont les

simplexes sont :
- les simplexes de (K )
- les simplexes de (K._)

- Les simplexes de la forme B seeesB. W8 . se0.8. > ol

o P Io Io Ip
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On a ainsi une triangulation (K) de XxI dont la restriction
3 xx{0} et %Xx{1} donne respectivement les triangulations (KO) et
(K,).

De la méme manidre, on peut construire une triangulation (L)
de YxI, qui se restreint sur Yx{0} et Yx{1} a (LO) et (L1) respec-
tivement. D'autre part, on note a' 1'application de XxI ~» Z2 définie

par o'(x,t) = a(x) pour tout (x,t) de XxI. On va montrer que

a' € F(XxI - YxI). En effet :

a) o' (1) =a (1) xI est un sous—ensemble constructible
de XxI (car a_1(1) est un sous—ensemble constructible de X).

Done - o' est une fonction constructible de XxI.

b) On montre que a' vérifie la condition d'Euler locale en
tout point (x,t) de XxI.

Soit (x,t) un élément de XxI. On veut montrer que (Lemme I.2.5)

o' (x,t) = x(B(x,t) N (£ x id)” (y,t) ; a')

avec pour B(x,t) un voisinage suffisamment petit de (x,t) et (y,t)
est dans g(f(x),t). On peut choisir B(x,t) de la forme B(x)xI' ol
B(x) est un voisinage assez petit de x et I' wun voisinage assez petit
de t dans I.

D'oll tout revient & montrer que

ol (x,8) = x((BG)xI') N (£ x id)” (y,t) 5 a')
c'esgt-d-dire :

o' (x,t) = x((B(x) N £ ({y})) x {t} ;a')



autrement dit

alx) = x(B(x) N f—1({y}) 5 a).

—

Ce qui n'est autre que la condition d'Euler locale écrite

o
pour a en X. On a donc a' e F(XxI {£xid) | YxI).

Maintenant, soit le carré fibré suivant :

X Pﬁ - XxT
fi :3 (f,ia) k=0 ou 1
Y YT
Py
od p&(x) = (x,k) pour k=0 ou 1
p (y) = (y,k) pour k=0 ou f

Puisque Xx{0} et Yx{O} sont triangularisés respectivement par
(Ko) et (LO), et de méme, Xx{1} et Yx{1} triangularisés par (K1)‘et

(Lj), il vient :

et %
p1(wi(a')) = wi(a)-

Pour terminer la démonstration, il suffit de montrer que
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. n . . .
Pour cela, on considére ¢ : X > R une application continue

gui factorise f, et le diagramme :

b
X k > XxT
(fs¢) F (f,id) (f’ld5¢)
n P pk P n
YR Y YxI < YxIxR

avec ¢'(x,t) = ¢(x) pour tout (x,t) de XxI.

. . . * *
Les applications qui donnent P, et Py ¢

n n (kaid) n n
(YXR™, YR —f¢(X)) ————— (YXIxXR ,YXIxR —(ind)¢,(XXI)) k=0 oul

a savoir (poxid) et (p1Xid) sont donc homotopes. (L'homotopie est

réalisée par l'application :

(YR )xT + YXIxR"

(y,t,8) » (y,s,t)

P # *
On en dédwmat : P, = Py~

® Dans le cas général, considérons (K.). et (Lj)

J 3=0,1 J=0,1

deux triangulations quelconques de X et Y respectivement telles que
£ (K.)~» (Lj) (j =0 ou 1) soit simpliciale et que (Kj) soit
a—adaptée (j = 0,1).
I1 existe deux subdivisions barycentriques itérées communes
(K) et (L) de (K.) et (L.) (j =0 ou 1) respectivement, on en
dJ. J
déduit le résultat d'aprés Q.



111.2. Démonstration de La proposition 111.1.6.

dim X
On pose w(a) = ) mi(a).
1=0

On va montrer que w satisfait les conditions du théoréme,

~ .
a8 savolir :

IIT.2.1. 81 X est une variété sans bord, on a :

m(1X) = W(TX) - [Xj classe homologique de Stiefel Whitney (mod 2).

III.2.2. Unicité de w

IIT.2.3. Préservation des trois opérations : produit, image

directe et image réciproque.

Démonstration :

III.2.1. Si X est une variété sans bord alors

w (1) = [ o]

dimd'=1

et on a alors

o) = [§ 2 &= [2___ &

i dim§'=1 §'<(K")

gqui est la classe homologique de Stiefel-Whitney (mod 2) ceci d'aprés

S. Halperin et D. Toledo ([ 7]).

III.2.2. UnicitZ de w.(a).

Soit f : X > Y wune application P.L et o € (X > Y). On note
—-1 o ~1 T
[fi (y)]© 1la classe de f (y) N X, (@) —*— {y} dans
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H—l(f—1(y) N Xi(u) — {y}), elle est représentée par

> a(8') - &' 0 £ (y)

§T|f(8") =0
o)
y € o
dimf6'=i
-1 k2 -1
et pour f (y) N Xi(a) : £ (y)-
f. f
1
{y}
On note :

1% = x, ([ 1.

i *

Lemme. Il existe une et une seule classe yi(a) dans

H (X » Y) qui pour tout point y de Y se restreint & [f_1(y)]g par

le carré fibré

-1
r (y) X
f
¥ S Y
Preuve : 1) Existence : On montre que

Pour cela, on montre que :
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On considére le diagramme suivant :

f_1(y) N Xi(a) e Xi(a)
N
ky k,
£ (y) X
V)
£ f
+
y £ =Y
f.

Soit [fi]“ la classe de Xi(a) —~+ Y dans H_l(Xi(a) -~ Y) ; on a alors

k(DD = g ([

avec ([f ] )= W, a) et

k, g*([fi]a)= k, ([f;1(y)]u) d'aprés la proposition III.1.3
* *

= [f—’(y)]‘; C.Q.F.D.

2) L'unicité provient du fait de l'unicité de [r.]* (TIT.1.3)

-1

et de ce que la restriction de yi(a) dans H-T(f (y) » {y}) donne

[f-1(y)]q =k, ([£.]*) pour tout point y de Y.
i o 1

IIT.2.3. Conollaire. Soit v € Y et soit (Ko) une triangula-
tion de X dont f-1(y) soit un sous polyédre, on note (Ky) la restric-
tion & f_1(y) de la triangulation (KO) et (K&) sa 18re subdivision
barycentrique. Alors 2 a(s')s’ définit un cycle dans

S'IF(8Y )=y
§'<(K )

y
dim$'=1

—i( -1

H (f (y) »y) de classe [f_T(y)lz.
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Preuve : Si (K) est la triangulation de X telle que précé&dem-—

£ 3 -~ 1
ment, alors g wi(u) = [f (y)]?-

D'autre part pour la triangulation (Ko) de X on a :

¢ wile) =[2___ a8 - 6]

§'e(K")
y
(8" )=y

dimé'=1

Or d'aprés la proposition ITII.1.h, wi(u) = wi(a). Donc

e =2 als) - 8]

§'eX!

y
£(8" )=y
dim§'=1

I111.3.3. Préservation des 3 opérations.

On montre que la transformation w : F ~ H préserve les trois

opérations : produit, image directe et image réciproque.

1. Préservation du produit. Soit un diagramme commutatif

X —>F ¥
\\\\:) ///
h ,/'/ g

%
Z

On a alors w(a) e H(X £, y), w(B) e H(Y £ 5 7) et wlaB) € H(X RN 7).

On veut montrer que w(aB) = w(a) « a(B) c'est-a-dire

; wn(aB) = (Z wlo) - (% wj(B)

n 1

Oou encore

w (aB) = ) wi(a) . wj(B).

i+j=n
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D'aprés 1'unicité de wn(uﬁ) (11I1.2.2), i1 suffit de montrer que pour tout

point z de Z, on a

K] wila)wg(8)) = [g o £)7(2)]

i+J=n

par le diagramme commutatif :

=gof

e
Q
e
(s
DY e B4

{z} k

D'aprés le corollaire III.2.3, on peut prendre =z comme sommet

d'une triangulation (M) de Z. Soit le diagramme :

(g o f)—1(z) -+ X
N
f f
g—WZ) k] Y
g gs g
{z} kK - 7

On a :

T w@ege)) = T kT (a) - K (e)

i+j=n i+j=n
= ) 6] - [ o]
i+j=n (gof)(§')=z glo')=z
dimf5'=i dim o'=]
0 g
al(d')=1

8(G")=1



Donc tout revient & montrer que :

(2 &7 o' 5]

i+j=n  (gof)(8')=z glo")=z gof (8" )=z
. - . ‘ot . ‘
dlmfé 1 dlmgo J dlmgogé =n
0
a(81)=1 B(5')=1 (aB)(87)=1

Dans le produit intervient les simplexes &' de (gof)_j(z)

0 2

tels que : dimfs' =i, a(8') =1, dimgf(a') =j et B(£f(8') =1 donc

0
1 ' = 147 = . 1) =
dlmgofa i+j =n et (a*B)(s") 1.

De méme pour tout &' de (gof)_1(z) tel que dimgofa' =n

0
et (a-B)(8') = 1, il existe 1 et j tels que i+j = n, dimfé' =1,

[¢]
(0] —_

dimg £(8') =3, a(8') =1 et B(f(6')) = 1 (i1l suffit de prendre

C.Q.F.D.

| Préservation de £'image directe.

Premiére réduction : Soit un diagramme commutatif X

\D/
‘ h g
| h=gof Ny

ol f est une application propre et soit a € F(X-—E—+ Z), on a alors

wi(u) € H—i(x-¥9—+ z) 5 (f,o) e B(Y > 12) et wi(f*a) € H_i(Y > 7).

On cherche & montrer gque pour tout 1 :

f*(wi(a)) = wi(f*(a)).

D'aprés 1'unicité de mi(f*a) (1IT.2.2), il suffit de montrer
f o
*

que pour tout point z de Z, f (w.(a)) se restreint & [g_1(z)]i




par le carré fibré

<

{z} ———— 7

Autrement dit

K (5, (u, () = [g-1(z)] (1)

Deuxiéme réduction : On fixe =z, et soit le diagramme :

(g o £) (z2) X
N
£ £
g () > Y
)
g g
4 J
Z K Z

* ' * .
On a k (f*(wia))= f*(k wi(a)), et puisque

K*(w(0)) = [(gor)'(2)]} (I11.2.2) alors

*

k (f*(wioc)) = f*([(gof)_1(z)]§)-

D'ol montrer que (1) est vrai revient & montrer que pour tout z de

on a :



On considdre (X), (L) et (M) trois triangulations respective-
ment de X, Y et Z telles que f,g et h soient simpliciales, (K) soit
a—adaptée et que (L) soit f*a—adaptée.

('), (L') et (M') des premidre subdivisions barycentriques qui

véfifient les mémes conditions que (K), (L) et (M).

Troisidme réduction : si 1' un simplexe de (M') tel que

O P » Z ~ Pl .
2z € 1, 1'égalité (2) & démontrer devient :

£y [5_ : : u(g') - 5' N (gof)_1(z)]
$'e(K') dlmgof6'=1 |
gof(s8')=1"
0
als?)=1

r}:}

f*a(g') «+ g N g_1(z)]

o'<(L") dimg0'=i

g(d')=T'
CTCADEY
c'est-a-dire :
pa a(81) + (2(81) N g~ (2))]
§'<(K')]dim___8'=1
gof
gof(§')=1"'
a(g')=1
dim £(8')=1
g
(3) o »
= [j{: fole') « (o' Ng (z))]

o'<(L') dimg0'=i ; glot)=1"

o}
] —
et f*u(c }=1
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On remarque que si &' est dans la 1ére sommation on a :

dim §' = dim £(§').
Montrons que 1'égalité (3) est vraie.
Posons :

o
A= {§" < (K‘)]dinéofé' =1, gof(s') ="', al(s') =1

et dim f(§') = dim §'}

B = {g' < (L')Idimgo' =i, glo') =1' et f*a(o') = 1}.

I1 s'agit de montrer que
1) si 6é € A tel qu'il existe un nombre impair de simplexes
§' de A qui vérifient £f(§') = f(éé) (c'est-a-dire f(éé) N g_1(z)

figure dans la 18re sommation de (3)) alors f(6é) € B.

2) Réciproquement, si oé est dans B, il lui correspond un
nombre impair de simplexes &' de A vérifiant f£(&§') = cé.

En effet :

: 1 > 1y = ¢ 1y = ~!
1) soit §! e A, donc dlmgf(éo) i et gf(éo) .

, 0
Il suffit de montrer que : (f*a)(f(éé)) =1 (%).

On note
8! = €8 et 38 seeeaBaeeesls >
o o, 2 i s -2 1’ 2 i
o P
-~ PNe) ~p ~p
T(8') = <30, e et s0r seee a0 sees,as >
( ) UO, 505 o 304 K
o
et TV = <T ,euv,T >
0 P
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avec f(sg) = og et (gof)(si) = 1 . D'autre part, on a
[¢] _ Op _ 00
£,0(£(8!)) folf(87 ) = f oo, )
b p
et '
o ’ (o]
f*a(o? ) = 5—. : a(s) ()
p §<(K)|£(8)=0®
0 b ] .
a(s)=1 (par définition de f*a).

Posons : C ;A{6\< (K)|£(8) = c? et a(g) = 1}
P

() sera vérifié si on montre que :

(i) pour 8 € C si K(§) est 1l'ensemble des simplexes &'

‘de (K') dont le dernier sommet est & et tels que :dim §' = dim £(8')

£(s') = f(do) alors card K(6) est impair.

) 0
(i1) a(8) = E:____ als") pour tout & de C

§'<K(8)
(ii) ¥ D a8y =2  a@n
SeC  8'<K(8§) S§'eA

£(81)=r(8")
o]

(iv) {6' < K{(8), 8 e C} ={8" e A | £(8") = f(Gé)}

(i), (iii) et (iv) sont évidents, reste & montrer (1).

En effet, posons

p =< ao ao ao ao ao ao ap ap
. = se e, 48, seesoBs geasqsd. R TR AR L PR R L P
*p ! o I+ a4 Jio—1 o g
P P
gs o058 e ,a. >
Ji —17F I
P
avec OOL = <8.o aa >
] ety 7
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Pour & appartenant & C, on note

0,0 0,0 0,1 0,1 e} 0]
8= 7%, 000 e ...,'bs1 N Y .,bsi Y ees
o
) . o
PsJi P’Ji
ceeesby b, ces B p,

0,8y _ O
avec f(b* ) = ag-

S,

s i

On a alors, il existe un nombre impair (= (2 ®=1)x...x(2 © -1)

de simplexes 82 de (K) tels que 82 <8 et f(ag) = cg.

De méme, il existe un nombre impair de simplexes t? de (K)
?) = <e®

tels que 12 < § et £t 5o
1 Jo+1

0 . .
.,ej >, donc 11 existe un nombre

1
@]

impair de couple (30,8?) tels que :

az <3Y <8, 1039 =0 et f(ac;) = 0? 7 3ug\
\L/(‘“-

(il suffit de prendre pour 3%

7 le joint 3% % £9).
)

On réitére le raisonnement, on obtient : il existe un nombre

. . . o P o P

impalr de 1p uples (80,...,3i _1) tel que So < v.. < ai _1 < § et

f(ag) = og, donc il existe un nombre impair de simplexes &' de (K') de
la forme <3°,...,3% 6 tels que f£(8') = £(6!), dim §' = aim £(g')

1 s
-1
0 0
et a(8') =a(8) = 1, c'est-3-dire card K(§) est impair.

2) Réciproquement, soit o' un simplexe tel que o' & B :

. . 0
on a dlmgo' =i, glo') =1' et f*a(c') = 1. Or
0 ET ° Yo e s
(f*d)(c') = a(8') par définition de f0.
6'<(K') f(év)= 1
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-~ -~ - 0 . -
On pose o' = <oo,...,0p> et puisque (f*a)(o') = 1, alors il miste au

0
moins un simplexe 8§y de (K') tel gue f(G%) =g' et a(61) = 1.

Ne) ~0 - N o
63 est de la forme : <60,...,Gio,...,ég,...,ég > avec f(GB) =0,
pour tout a = 0,...,p. Soit Gé = <6§ ,...,6? >. I1 est facile de voir
o p

que 65 e A et f(Gé) = o', on a alors les 4 assertions (i), (ii), (iii)

et (iv) ci-dessus.

Donc

1=r.alg") = 2 a(3")
S'ehA

f(G')=f(éé)=c'

il existe donc un nombre impair de simplexes &' de A tels que
f(8') = o', ce qui implique que f(6é) = g' figure aussi dans la

18re sommation de (3).

3) Préservation de L'image néciphoque.

]
Soilt un carré fibré : X' ~—"iEfL——+ X oi X' est
f'l lf
! & Y

homéomorphe & {(x,y') e Xxy' | £(x) = g(y")}.

Soit o dans F(X L., Y), d'ol 1'81ément w(a) e H( x Lt Y).

. * * £
On cherche 3 montrer que g (wa) = w(g a) dans H(X' — Y').

D'aprds 1'unicité (III.2.2), il suffit de montrer que pour tout

y' de Y' et pour tout i : on a

| k(g0 (0)) = k%0, (%))
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~
ou

X
S

! f!
{yl} (———k'_'__—_—+ Y!

On triangularise tous les espaces du carré de telle facon &
avoir des applications simpliciales et que la traingulation de X soit

a—adaptée.

D'aprés le corollaire (II1.2.3), on peut supposer que y'
est un sommet de la triangulation de Y', y = g(y') est donc un sommet

de la triangulation de Y.

On considére les diagrammes suivants :

£ Ty —& s 2y
D) )

£ f

>

=
H

-
S
[a—
—_—
e
—
"
W

.

’1 1
et £ (y') 5 X' £ ~ X
f' f' f
+
1
{y'} k N g > Y

. 1 -1
Puisque g f* (y') > £ (y) est un homéomorphisme et

* -—
g a(x') = alg'(x')) pour tout x' de f' 1(y) (D'aprds 1la définition

s ;
de g a), on a : pour tout 1 :
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%*
& IH = (e ENIE®

ou d'aprés (III.2.2) : g*(k*wi(a)) = k'*(wi( g*a)) ou encore :
(xog) *(w(0)) = k" *(u; (ga))

* * * '
d'ou (gok") (wi(a)) = k' (wi(g a)) car kog = gok'.

P *, % o s - .
On en déduit que k' (g wi(a)) = k' (wi(g a)), d'ot le résultat.
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RESUME

W. Fulton et R. Mac Pherson ont défini deux théories bivariantes

a) la théorie bivariante H construite 3 partir de la théorie classique de:
cohomologie 3 coefficients dans Zz.

b) La théorie bivariante (F construite 3 partir des fonctions constructibles
sur X satisfaisant la condition d'Euler locale.

Dans chacune de ces théories sont définies trois opérations :
produit, image directe, image réciproque (nous en donnon ici une démonstra-
tion compl&te). W. Fulton et R. Mac Pherson démontrent le théoréme fondamen-
tal suivant :

Théoréme : Il existe une transformation naturelle et une seule :
w s F—>H

qui préserve les trois opérations et telle que si X est une variété
sans bord : ?

w(ly) = W(TX) - [X]

ol lX est la fonction constante 1 sur X, W(TX) e$t la classe de

Stiefel-Whitney du fibré tangent & X et Ex] est la classe fondamentale
de X.

Dans leur démonstration, Fulton et Mac Pherson utilisent le fait
que certaines applications fi’ définies pour toute application £ : X > Y

et a € F(X > Y), sont des i-circuits. Nous donnons un contre exemple de
ce fait et nous donnons une démonstration du théoréme. fondamental.

MOTS CLES : WHITNEY CLASSE CARACTERISTIQUE
STIEFEL CLASSE CARACTERISTIQUE
EULER CARACTERISTIQUE
THEORIE BIVARIANTE
GROTHENDIECK TRANSFORMATION
EULER CONDITION LOCALE
CONDITION PARITE LOCALE




