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1 NTRODUCTION 

W. Ful ton e t  Mac Pherson ont  d é f i n i  deux t h é o r i e s  b i v a r i a n t e s  : 

a )  La t h é o r i e  b i v a r i a n t e  H : 

A t o u t e  a p p l i c a t i o n  cont inue  f  : X + Y d 'espaces  topologiques ,  

on a s soc i e  un groupe gradué H(X -+ Y )  ; dans l e s  c a s  p a r t i c u l i e r s  f  : X -+ p t  

e t  i d  : X + X,  on r e t rouve  l e s  groupes c l a s s i q u e s  d'homologie H*(x)  e t  

de  cohomologie H*( X )  . 

b )  La t h é o r i e  h i v a r i a n t e  IF : 

A t o u t e  a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e  par  morceaux (PL)  f : X -+ Y 

d'espaces P.L, on a s s o c i e  l e  groupe IF(x  + Y )  des  fonc t ions  c o n s t r u c t i b l e s  

s u r  X s a t i s f a i s a n t  une c e r t a i n e  condi t ion  de c o m p a t i b i l i t é  avec f  (appe- 

l é e  condi t ion  d 'Euler  l o c a l e ) .  ( ~ é f i n i t i o n  1.2.3). 

Ces deux t h é o r i e s  b i v a i r a n t e s  sont  munies de t r o i s  opéra t ions  : 

p r o d u i t ,  image d i r e c t e  e t  image réc iproque .  W. Fu l ton  e t  Mac Pherson démon- 

t r e n t  l e  théorème fondamental su ivant  : 

th Ca ah^. 11 e x i s t e  une t ransformat ion  e t  une s e u l e  : 

qu i  l e s  t r o i s  opé ra t ions  e t  t e l l e  que s i  X e s t  une v a r i é t é  l i s s e  

sans  bord : 

où lx  e s t  l a  fonc t ion  cons t an te  1 s u r  X ,  W(TX) e s t  l a  c l a s s e  de 

Stiefel-Whitney du f i b r é  tangent  à X e t  [XI e s t  l a  c l a s s e  fondamentale 

de X. 



Selon l ' e x p r e s s i o n  même des a u t e u r s  : "The proof's a r e  mostly 

p l easan t  exerc ises  i n  combinatorial  geometry. They a r e  e i t h e r  omi t ted  o r  

reduced t o  a  ba re  sketch".  Fu l ton  e t  Mac Pherson d e f i n i s s e n t  l a  not ion  

d '  "appl ica t ions  i - c i r c u i t " .  I l s  basent  l e u r  démonstrat ion s u r  l e  f a i t  que 

c e r t a i n e s  app l i ca t ions  f .  son t  des  i - c i r d u i t s  . (p ropos i t i on  6~ de [5] ) . 
1 

Nous donnons i c i  un con t r e  exemple de ce  f a i t .  ( ~ e m a r q u e  111 .1 .9) .  

Il nous a  donc pa ru  néces sa i r e ,  d 'une p a r t  de donner une démons- 

t r a t i o n  du théorème de Ful ton  e t  Mac Pherson, d ' a u t r e  p a r t  d '  e x p l i c i t e r  c e t t e  

démonstration en en donnant t o u s  l e s  d é t a i l s .  

Les démonstrat ions données i c i  f o n t  pratiquement t o u t e s  appel  

aux t h é o r i e s  combinatoires.  L' i d é e  généra le  e s t  d ' u t i l i s e r  l e  r é s u l t a t  de 

Halper in  e t  Toledo [7] concernant l a  d é f i n i t i o n  combinatoire des  c l a s s e s  de 

Stiefel-Whitney : il s ' a g i t  de c o n s t r u i r e ,  pour t o u t e  fonc t ion  c o n s t r u c t i b l e  
1 
1 

a de F ( X +  Y )  une c l a s s e  w ( a ) ,  dans H ( X  + Y ) ,  t e l l e  que s i  a e s t  l a  

fonc t ion  constante  1 ,  l a  c l a s s e  w ( l ) ,  r e s t r e i n t e  à chaque f i b r e ,  donne l a  

c l a s s e  de Stiefel-Whitney de f - ' ( y )  dans H(f - ' (y)  + {y}). 

L ' o r i g i n a l i t é  de l a  démonstration par  r appor t  à c e l l e  de Ful ton  

e t  Mac Pherçon r é s i d e  dans l a  cons t ruc t ion  des c l a s s e s  [filu (p ropos i t i on  

111.1.3)  qui é v i t e n t  l ' u t i l i s a t i o n  des i - c i r c u i t s .  

Le p l a n  de ce t r a v a i l  e s t  l e  su ivan t  : 

Le c h a p i t r e  O e s t  un rappel  des  d é f i n i t i o n s  de l a  t h é o r i e  

b i v a r i a n t e .  

Au premier  c h a p i t r e ,  nous é tudions  l a  t h é o r i e  b i v a r i a n t e  F 

e t  nous montrons que l e s  t r o i s  opéra t ions  proposées p a r  Ful ton e t  Mac Pherson 

d é f i n i s s e n t  b ien  une t h é o r i e  b i v a r i a n t e  ( t o u t e s  l e s  démonstrat ions sont  
1 



i 
a p p l i c a t i o n s  i - c i r c u i t s  e t  nous donnons un exemple d ' a p p l i c a t i o n s  F-orien- 

1 
t a b l e s  ( a p p l i c a t i o n  d l ~ u l e r ) .  

Le t ro i s i ème  c h a p i t r e  e s t  consacré à l a  démonstration proprement 

d i t e  du théorème fondamentale. 

Le l e c t e u r  ayant  connaissance du t r a v a i l  de Ful ton  e t  Mac Pherson 

peut  aborder directement  c e  t ro i s i ème  c h a p i t r e .  Cependant, l a  démonstrat ion 

de c e r t a i n s  des r é s u l t a t s  f i g u r e n t  dans l e s  c h a p i t r e s  précédents .  

L ' i n t é r ê t  de ce t r a v a i l  r é s i d e  dans l e  f a i t  que l e  théorème 

fondamental de Ful ton  e t  Mac Pherson e s t  r i c h e  en cas  p a r t i c u l i e r s  e t  

a p p l i c a t i o n s  ( c f .  [5] ) : Formule de Riemann-Roch, théorème de Riemann-Roch 

du type v e r d i e r ,  s p é c i a l i s a t i o n  des c l a s s e s  de St iefel-Whitney e t  une Tormule 

combinatoire des c l a s s e s  de Whitney d 'un  f i b r é  v e c t o r i e l .  



CHAPITRE O 

THEORIE BIVARIANTE ( [7] 

On r a p p e l l e  , l a  d é f i n i t i o n  d 'une t h é o r i e  b i v a r i a n t e  : 

O. 1.  Cu;t&gotLie - d' une Xhéoiue biv&ante : 

Une t h é o r i e  b i v a r i a n t e  T e s t  d é f i n i e  s u r  une c a t é g o r i e  C 

pour l a q u e l l e ,  i l  e x i s t e  : 

1 )  une c l a s s e  de morphismes dans C appe lé s  morphismes "con t r a in t s "  

2 )  une c l a s s e  de c a r r é s  commutatifs appelés  "ca r r é s  indépendants" : 

X' e s t  homéomorphe à { ( x , ~ ' )  E X X Y ' /  f ( x )  = g ( y ' ) } .  

1 )  e t  2 )  s a t i s f a i s a n t  aux condi t ions  su ivan te s  : 

- l e s  a p p l i c a t i o n s  i d e n t i t é s  s o n t  " con t r a in t e s "  

- l a  composée de deux morphismes "con t r a in t s "  e s t  un morphisme 

"con t r a in t " .  

i d  
- t o u t  c a r r é  de l a  forme X -----* X e s t  indépendant.  * 

- La composée de deux c a r r é s  independants e s t  un c a r r é  indépendant.  l 

- Dans chaque c a r r é  (*) ,  s i  f ( r e sp .  g )  e s t  "cont ra in te"  ~ 
a l o r s  Y' ( r e s p .  g' ) e s t  cont ra in te .  



O .  2. UpérLatio vu d ' unc fhéonic bivntua&e : --- --- 
Une t h é o r i e  b ivar ia r i te  T s u r  une ca t égor i e  C e s t  l a  donnée, 

pour t o u t  morphisme f : X -+ Y dans C , d '  un groupe abé l i en  gradué 

f 
T ( X  ----t Y ) .  

. ème f 
? o u  i E Z, l a  i composante e s t  notée T ~ ( X  - Y )  

ou r l i ( f ) .  

T e s t  muni de t r o i s  opéra t ions  b i v a r i a n t e s  : 

7 .  --- p h 0 d d .  Pour t o u t  morphisme f : X + Y ,  e t  pour t o u t  

g : Y + Z ,  dans C ; on a une a p p l i c a t i o n  produi t  : 

2. ' I t~agQ dhe&e.  Pour t o u t  diagramme commutatif dans C : 
, 
1 

avec f une a p p l i c a t i o n  "cont ra in te"  ; on a l ' image  d i r e c t e  : 

3 .  - 1 t n 1  - hécipuy -- -- ue. Pour t o u t  c a r r é  i n(i6pendant de morphismes 

On 3 une app l i ca t ion  image réciproque : 



O. 3 .  AxLume~ d' une ZhEutLie b i v d n n t e .  
-& -- 

Les t r o i s  opéra t ions  sont  compatibles avec l e s  s ep t  axiomes 

su ivan t s  : 

h Al) : s i  X L-+ Y Z --+ H des morphismes dans C e t  

s i  n  E T ( X  + Y ) ,  6  6 T ( Y  + Z )  e t  y c T ( Z  -+ W) a l o r s  ( o - ~ ) . ~  = 

dans T (X + W) . 
f  h  A2) : si X - Y 6 Z - V! des morphismes dans C avec 

a  E. T ( X  
hogof w ) ,  f  e t  g sont  " con t r a in t s "  a l o r s  ( ~ o f ) * ( a )  = gfof,(o) 

h  
dans T ( Z  --t W). 

f  indépendants e t  s i  a E T ( X  - Y )  a l o r s  : 

* + * 
(gohl ( a )  = h og ( a )  

f" 
dans T(x" -+ y") .  

f  h  A I T )  : s i  X ---+ Y Ili+ Z ----+ C.! des morphismes dans C 

avec f "cont ra in t"  , e t  s i  a  c T ( X  + 7,) e t  B E: T(Z + W) a l o r s  

f  ( @ * f i )  = f*n*B dans T ( Y  + w). 
f 

A 1 3 )  : s i  on a  X' dans C 

* e t  s i  o  E T ( X  Y )  e t  6 E T ( Y  &--+ Z) a l o r s  h*(a-B) = h '  ( a )  h*(B) 

dans T(XV + Z r ) .  



-+ X dans C avec f c o n t r a i n t  A23) : s i  X '  - 

If 
X '  -----4 Y 

of  
et s i  a E: T ( X '  z U)  a l o r s  : 

dans T ( X '  2 ' ) .  

A123) : si on :L l e  diagramme dans C : 

f 
avec "con t r a in t " ,  e t  s i  a c T ( X  ---* Y )  e t  fi E T ( Y '  a Z) a l o r s  

ho f 
dans T ( X  --------+ z ) .  



7 . 1 .  FoncAiow cow;Druc;tib&ea, - 
Un sous-ensemble c o n s t r u c t i b l e  d'un espace P.L : X e s t  obtenu 

à p a r t i r  des sous-espaces P.L de X p a r  un nombre f i n i  des opé ra t ions  : 

réunions,  i n t e r s e c t i o n s  e t  complémentaires. 

1 . 1 . 1 .  DéQiniXbn. ( [5 ] ) .  S o i t  X m espace P.L, on d i t  qu'une 

- 1 
fonc t ion  a : X + Z2 e s t  c o n s t r u c t i b l e  s i  a ( 1 )  e s t  un sous-ensemble 

- 1 
c o n s t r u c t i b l e  de X ( e t  donc a ( 0 )  l ' e s t  a u s s i ) .  

1.1.2. V é ~ i W o n .  ( [5] ) .  Une fonct ion a : X + e e s t  construc- --- 2 

t i b l e  s i  e t  seulement s i  il e x i s t e  une t r i a n g u l a t i o n  (K) de X t e l l e  que 

a s o i t  cons tan t  à 1' i n t é r i e u r  de t o u t  simplexe de ( K )  . 
( K )  e s t  a l o r s  appelée  une t r i a n g u l a t i o n  a-adaptée. 

1.1.3.  Pxopuaition. Les deux d é f i n i t i o n s  sont  équ iva l en te s .  

~émon s t r a t  ion : --- 
a )  ( 1 . 1 . 1 . )  - ( 1 . 1 . 2 . ) .  

- 1 
On suppose que a ( 1 ) e s t  obtenu à p a r t i r  des sous-espaces P.L 

de X p a r  un nombre f i n i  des opéra t ions  : réunions,  i n t e r s e c t i o n s  e t  

On note  p a r  
(*i)i .I  

ces  sous-espaces P.1.. e t  pa r  ( ~ i ) ~ ~ ~  
- 1 

l e s  sous-espaces a i i  fI a ( 1 ) .  1 6 t a n t  un ensemble f i n i  d ' i n d i c e s .  

- 
Pour t o u t  j , s o i t  (si)  une t r i a n g u l a t i o n  de A . .  II e x i s t e  

1 

une t r i a n g u l a t i o n  ( K ~ )  de X compatible avec une sous- t r iangula t ion  de 

- 
(S i )  s u r  A .  ([dl. 

1 



De même, s o i t  (si)  une t r i a n g u l a t i o n  de A! ; i.1 e x i s t e  une 
1 

t r i a n g u l a t i o n  ( L ~ )  de X compatible avec une sous- t r iangula t ion  de (SI) 
s u r  A! .  

1 

Puisque 1 e s t  f i n i ,  on peut  c o n s t r u i r e  une t r i a n g u l a t i o n  ( K )  

de X q u i  e s t  une sous- t r iangula t ion  commune des  t r i a n g u l a t i o n s  (Ki) e t  

On a a l o r s  t r i a n g u l a r i s é  X par ( K )  de t e l l e  façon que l a  r e s t r i c -  

- 
t i o n  de c e t t e  t r i a n g u l a t i o n  (K) à t o u t  sous-espace Ai donne une t r iangu-  

- - 1 
l a t i o n  de A .  e t  que s a  r e s t r i c t i o n  à chaque sous-espace ( a i .  n a  ( 1 ) )  

1 1 

- 1 
donne une t r i a n g u l a t i o n  de ( a i .  fl a  ( 1 ) ) . 

1 

Ceci prouve que pour  t o u t  simplexe 6 de ( K ) ,  on a  : 

O s t e  
a /6  = C . 

b )  Réciproquement : (1.1.2) --z ( 1 . 1 . 1 ) .  

On suppose q u ' i l  e x i s t e  une t r i a n g u l a t i o n  (K) de X ,  a-adaptée 

c'cyst-$-dire, pour t o u t  simplexe 6 de ( K )  ; on a : 

O s t e  
a / &  = C . 

- 1 
On va montrer  que a  ( 1 )  e s t  un sous-ensemble c o n s t r u c t i b l e  

On note  a l o r s  : A .  l a  réunion de t o u s  l e s  s j m ~ l e x e s  6 de (KI- 
1 

t e l s  que : 

O 

dim 6 = i e t  a /â  = 1 

e t  pour t o u t  k : O k < i : A! e s t  l a  réunion de t o u s  l e s  simplexes 
1. 

f i  de (K) t e l s q u e :  

O 

dim 8 = k e t  a /6 = 0. 



k Les sous-espaces A .  e t  A .  son t  des  sous-espaces P.L. de 
1 1 

X e t  on a  : 

dim X i 
- 1 ( 1 )  = u ( A.  n[t u A ? ) )  

i =O 
1 1 j =O 

- 1 
donc a  ( 1 ) e s t  un sous-ensemble c o n s t r u c t i b l e  de X. 

C.Q.F.D. 

Notation. Dans t o u t  ce qui  s u i t ,  e t  pour t o u t e  fonct ion c o n s t r u c t i b l e  a ,  
O 

on note a ( 6 )  l a  v a l e u r  de ô à l ' i n t é r i e u r  des  simplexes ô d'une 

Pkophh%E. L'ensemble C ( X )  des  fonc t ions  c o n s t r u c t i b l e s  e s t  
l 

un groupe a d d i t i f  pour l a  l o i  somme. 

~ é m o n s t r a t i o n  : 1 )  On montre que s i  a e t  fi son t  2 fonc t ions  c o n s t r u c t i b l e s  --- 
l 

a l o r s  il en e s t  de même pour a* . Pour c e l a ,  il s u f f i t  de remarquer que : 

- 1 - 1 - 1 - 1 
e t  que a ( O ) ,  a  ( l ) ,  @ ( O )  e t  fi ( 1 )  son t  des sous-ensembles cons t ruc-  

t i b l e s  de X ; donc ( a+  ) - ' (  1 ) e s t  un sous-ensemble c o n s t r u c t i b l e  de X. 

2) L 'app l i ca t ion  n u l l e  de X ve r s  E2 qui à t o u t  élément de X ,  

on f a i t  correspondre l ' é l émen t  O de E ,  e s t  une a p p l i c a t i o n  c o n s t r u c t i b l e  

e t  e s t  1 'élément n e u t r e  de ( C ( X )  ,+) . 

3)  Tout élément a  de C ( X )  e s t  à lui-même son propre inve r se .  1 

l !)  Enf in ,  i l  e s t  c l a i r  que ( C ( X ) , + )  e s t  commutatif. 



7 . 2 .  D é r j i W o n  -- de î~ : 

On d6f ' in i t  une t h é o r i e  b i v a r i a n t e  qu'on no te  F s u r  l a  

ca t égor i e  des espaces  P.L p1on::eables comme fermés dans des  espaces R~ 

( n  a s s e z  grand) e t  dont l e s  morphismes s o n t  l e s  a p p l i c a t i o n s  P.L. 

1.2.1. Védinh%n. S o i t  ( K )  une t r i a n g u l a t i o n  d'un espace 

P.L. X e t  s o i t  6 uri simplexe de ( K ) .  On appel le  é t o i l e  ouverte  de 

O 
R e t  on note s t  6 l a  réunion des i n t é r i e u r s  de t o u s  l e s  simplexes qui 

rencont ren t  l ' i n t é r i e u r  de 6 .  

h!oXcu%on.b. Si  ( K )  e s t  une t r i a n g u l a t i o n  d'un espace P.L, on l i r a  

S < 6 : 6 e s t  une f ace  de 6 
O O 

6 < (K) : 6 e s t  un simplexe de ( K ) .  

1.2.2. No;tntion. S i  a e s t  une fonc t ion  c o n s t r u c t i b l e  de X 

e t  A une p a r t i e  de X ,  on écrira : 

x(A ; a) = X(A 0 a - ' ( 1 ) )  (mod 2 )  

= - 1  H A  c  a  mod 2 

(cohomologie à suppor ts  compacts) 

c a r a c t é r i s t i q u e  d 'Euler  de A n a-' ( 1 ) . 

P h o ~ ~ u é .  ( [ 51 ) : s i  ( K )  e s t  mie t r i a n g u l a t i o n  a-adaptée 

de X ,  e t  A un sous complexe f i n i  de  ( K )  a l o r s  : 

O 

6 é t a n t  l ' i n t é r i e u r  du simpl-exe S .  

C U  p d c d i & t .  - Soient  f : X + Y une a p p l i c a t i o n  P .L  e t  

une fonct ion c o n s t r u c t i b l e  de X ,  e t  s o i e n t  (K) e t  ( L )  deux t r i angu-  / 
l a t i o n s  de  X e t  Y respectivement t e l l e s  que f s o i t  s i m p l i c i a l e  e t  

l 

O 

que ( K )  s o i t  a-adaptée. Alors  s i  x E 6 05 6 e s t  un simplexe de (K), 
l 

O O 



e t s i  y c Y  o n a :  

O 

x(s tOson f - l ( Y )  ; a )  = 1 .(s) 

l a  sommation é t a n t  étendue aux simplexes S de (K) t e l s  que 

1.2.3. né&ivktion. CondiAhon d'&. .da & 3 ~ d e  
O 

Sous hypothèse du cas  p a r t i c u l i e r  c i -dessus,  s i  x E 60  oii So 

e s t  un simplexe de (K), on d i t  que a v é r i f i e  l a  condi t ion  d 'Eu le r  l o c a l e  

( c . E . L )  en x s i  e t  seulement s i  : 

( 1 )  
O 

a ( x )  = X ( ~ t  6 0 " f - 1 ( y )  ; a )  pour t o u t  y~ ~ t O f ( 6 ~ ) .  

De façon équiva len te ,  l ' é g a l i t é  ( 1 )  peu t  s ' é c r i r e  : s i  a un 

simplexe de (L) t e l  que f ( f i  ) < a a l o r s  on a : 
O 

l a  sommation é t a n t  étendue aux simplexes 6 de (K) t e l s  que 6 6 
O 

e t  f ( 6 )  = o .  

1.2.4. P&~Y?OA~.A%CJM. L a  condi t ion  d ' E u l e r  l o c a l e  e s t  indépendante 

du choix des t r i a n g u l a t i o n s  (K) e t  ( L ) .  

Ceci e s t  urle conséquence d i r e c t e  du lemme su ivant  : 

1.2.5.  Lemme. S o i t  f : X -t Y ime applicati-on P.L. e t  a e c ( x ) .  -- 
On munit X e t  Y de métrique i n d u i t e  par  l 'ur ie  des  H ~ ,  on a : a v é r i f i e  

l a  C.E.L en x s i  e t  seulement s i  il e x i s t e  une boule fermée B ( x , E !  de 

c e n t r e  x,  de rayon suffisamment p e t i t  E > O ,  e t  une boule fermée ~ ( f ( x ) , n )  

de cen t r e  f ' (x ) ,  de rayon suffisamment p e t i t  T-I > O ,  t e l l e s  que : 



O O 

a ( x )  = ~ ( B ( x , E )  n f - ' ( y )  ; a) pour t o u t  y de ~ ( f ( x ) , q ) .  

~Gmons t r a t ion  : a )  On suppose que a v é r i f i e  ( 1 )  en x ,  e t  s o i t  B ( x , E )  - 

une boule fermée, cen t r ée  en x e t  de rayon suffisamment pet j . t  E > O 
O 

pour que B ( x , E )  s o i t  dans l ' é t o i l e  ouverte  de 6 ( x  e S 05 6 e s t  
O O O 

un simplexe de ( K ) ) ,  e t  s o i t  B ( f ( x ) , n )  une boule fermée de c e n t r e  f ( x ) ,  

de rayon suffisamment p e t i t  n > O pour  qu'on a i t  : 

Fain tenant ,  on munit B ( X , E )  d'une décomposition c e l l u l a i r e  

de l a  manière suivante  : si  h : X -+ \KI l'homéomorphisme qui d é f i n i t  l a  

t r i a n g u l a t i o n  ( K )  de X, a l o r s  D = (6 n ~ ( B ( x , E ) )  avec 6 un simplexe 

de K e t  < 4 )  e s t  une décomposition c e l l u l a i r e  de B ( x , E ) .  

On peut i d e n t i f i e r  h ( B ( x , ~ ) )  à B ( x , E ) .  

B 
IJne c e l l u l e  de B ( x , E )  s e r a  notée 6 avec : 

S o i t  en f in  un po in t  y de B ( f ( x ) , n ) ,  il e x i s t e  un simplexe 

O 
o de (L) t e l  que y E I e t  f ( ~ ~ i  < O. Notons : 

Pour t o u t  simplexe 6 de A ,  l a  c e l l u l e  6B = 6 n B ( X , E )  v é r i -  

f'ie : 
O O B 

O 

a ( 6 )  = a ( 6  1 e t  sB n I'<~> jr in. 



Il  v i e n t  : 

O AB) X ( ~ ( ~ , ~ )  n f - ' (y )  ; a )  = 
6 CD t e l  que 

RB n  ilfi fi 
O 

- -L a ( s )  

ô < ( ~ )  t e l  que 
O 

no<a  e t  a n  fi 

C.Q.F.D. 

b) La réciproque s e  demontre en u t i l i s a n t  l e  même raisonnement 
I 

qu'en ( a )  dans l e  sens inve r se ,  en ramarquent que s i  : 

O O 

a ( x )  = X ( B ( X , E )  n î- '(y) ; a )  pour t o u t  de ~ ( f ( x ! , n )  

a l o r s  
O O 

a ( x )  = X ( ~ ( x , ~ l )  fl f - ' ( y )  ; a )  pour t o u t  g de B ( f ( x ) , q f )  

avec g E e t  ' t e l s  que B ( f ( x ) , n t )  C ~ ( B ( x , E ' ) ) .  

1.2.6. E J & W u n  ( ] . A tou te  a p p l i c a t i o n  P.L. 1' : X -+ Y ,  

on assoc ie  F ( X  -t Y )  = IF'(X -t Y )  ensemble des  fonc t ions  c o n s t r u c t i b l e s  

a : X -+ E, s a t i s f a i s a n t  à la condi t ion  d 'Euler  l o c a l e  en chaq-ue po in t  x 

dans X. 

?'~LO,U~~!X@. F ( X  -t Y )  e s t  un sous groupe a d d i t i f  de l 'ensemble -- 

C (x) des fonc t ions  c o n s t r u c t i b l e s .  

Preuve : s o i t  n  e t  fi deux éléments de F ( X  + Y ) .  Il s u f f i t  de montrer - 

que (a+B) e !F(x -t Y ) ,  donc que ( a + ~ )  v é r i f i e  l a .  C.E.L en t o u t  po in t  x I 



I dans X : c e c i  e s t  6videnl en é c r i v a n t  ( 2 )  pour a e t  6, ceci en considé- 
l 

r a n t  deux t r i a n g u l a t i o n s  ( K )  e t  ( L )  de X e t  Y respectivement t e l l e s  

que : ( K )  s o i t  o-adaptée e t  @-adaptée, e t  que f : X -+ Y s o i t  s i m p l i c i a l e .  

1.2.7. Remmque. - W. Ful ton e t  Mac Pherson a f f i rmen t  dans 

( [ 5 ] )  , que s i  Y e s t  connexe e t  f e s t  non sur . ject ive a l o r s  

F(X + Y )  = 0. 

On va donner un c o n t r e  exemple à c e t t e  a f f i rma t ion  : s o i t  

2 1 
X = Tore T , Y = S V 1 ol', 1 un segment avec S' n 1 = un p o i n t  e t  

I" l a  p ro j ec t ion  de T~ dans S'XI 

a e s t  d e f i n i  par  l e  schéma su ivan t  : 

f 
il e s t  f a c i l e  de v o i r  que a e s t  dans ( X  - -  Y )  e t  a e s t  nori n u l .  



On d 6 f i n i t  l e s  t r o i s  opéra t ions  de l a  t h é o r i e  b i v a r i a n t e  

tI" : ( CS]) : 
f  

1 )  Produi t  : S i  on a l e  diagrammme commutatif X ---- Y 

f 
e t  s i  a  E F ( X  -- Y )  e t  B E F(Y 4 Z) , on d é f i n i t  al-ors l e  p rodu i t  

a-B pa r  ( a = B ) ( x )  = a ( x ) * B ( f ( x ) )  pour t o u t  6lérnen-t x  de X. 

f  2 )  Image, d i r e c t e  : S i  on a  l e  diagramme commutatif X 7 Y 

h = g o f  \"A z 

h 
avec f une a p p l i c a t i o n  propre,  e t  s i  a e IF(X - z ) ,  on 

d é f i n i t  a l o r s  l ' image  d i r e c t e  de a  : ( f*a )  par  - 

pour t o u t  élément y de Y .  

3 )  Image r6ciproque : S i  on a  l e  c a r r é  f i b r é  
-. 

f * 
e t  si a  E F(X --+ Y ) ,  on d é f i n i t  l ' image  réciproque de a  : (&? a )  par  

* 
( g  a)(xt) = n ( g t ( x ' ) )  pour t o u t  élément x '  de XI. 



1.3.1. -- P t ~ a p o b ~ o n .  -- Ces t r o i s  opéra t ions  son t  b i en  d é f i n i e s .  

Démonstration : 1. & - ~ d u i t -  : - 

f 
On a. d6f i  n i  l e  prodi i i t  ( ) : pour t o u t  a  de F ( X  ---t Y )  

e t  pour tau;> P de F ( Y  Z ) ,  on pose ( a * ~ ) ( x )  = a ( x ) * B ( f ( x ) )  pour 

t o u t  x  de X. Ori v eu t  montrer que cec j  d é f i n i t  un p rodu i t  ( O )  : 

V ( X  -L Y )  Ca I - (Y --L z) h 
* r F ( x -  z ) .  

On note  (K), (1,) e t  (M) t r o i s  t r i a n g u l a t i o n s  respectivement 

dc X ,  Y e t  Z t e l l e s  que (K) e t  (LI s o i e n t  respectivement a  e t  B-adapt6es 

e t  que f e t  g s o i e n t  s i m p l i c i a l e s .  

h 
On va montrer (lue ( c l - 6 )  E F ( X  -4 % ) .  En e f f e t  : 

a )  ( a * ~ '  e s t  une f'onction c o n s t r u c t i ~ l e  : s i  x  e t  x' sont  

dans 1 1 i n t 6 r i e u r  d 'un même simplexe 6 de (K) ; on a a(x) = a ( x ' )  e t  

~ ( f ( x ) )  = f 3 ( f ( x q ) ) ,  donc ( a - B ! ( x )  = ( a - B ) ( x t ) .  Donc ( a - B )  e s t  cons tan t  

,? l ' i n t é r i e u r  de t o u t  simplexe de (K). 

b) On va  m o n t r ~ r  que ( a*B)  v é r i f i e  l a  C.E.L -- en t o u t  po in t  -- 

Pour c e l a ,  s o i t  x  un po in t  de X e t  & O  l e  simplexe de (K) 
O 

t e l  que x F. S e t  s o i t  a 1x1 simplexe de (FI) t e l  que : 
0 '  O 

g O f ( C i o )  < oo . On pose a l o r s  

B = i r  < ( L , )  / f ( 6  ) < r e t  P ( ~ )  = uO1 
O 

e t p o u r t o u t  r de  B , o n p o s e :  C = ( 6 1 6 ~ A  e t  f ( b ) = r )  
T 



On cons idère  a l o r s  l e  lemme su ivant  : 

1.3.2.  Lemtvit. Avec l e s  hypothèses ci-dessus,  on a : -- -- 

( i )  Cm C T ,  = 0 pour t o u t  r # r 1  de B 

( i i )  A = (J CT 
T ~ B  

( i i i )  Pour t o u t  T de R : 

( i v )  Pour t o u t  r de B : 

Démonstration : (i) , (ii) e t  ( i i i  ) son t  Svidents .  

( i v )  Il su l ' f i t  d e  remarquer que s i  r s B a l o r s  f ( 6  ) < T ,  

O 
O 

e t  puisque x s  f i  o n a :  
O ' 

O O 

a(.> = 7- a ( ~ !  = 1 . (6)  d ' ap re s  (iii) 
S<(K) t e l  que &Cr 

O - 
( v )  On a : f ( x )  E f ( S o )  e t  g O f ( S  ! < o donc 

O O 

B(f'(x)) = - ~ ( r )  = 
T < ( L )  -[ ,el  que 

1 B ( F )  
reB 

f ( 6 0 ) < ~  e t  g ( ~ ) = o  O 

donc l e  lemme e s t  démontré. 
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D I O U  dTnpr?s l e  1-emmr 1.3.:?, puisque g O f(6,)  < u O , on a 

avec TCB 

Donc l e  produit  v é r i f i e  l a  C.E.Tl en x. 
8 

2. Image d i r e c t e  : 

Soit f une application propre et soit le diagramme commutatif : 

h 
Four t o u t  a de F(X --+ 7,) e t  pour t o u t  po in t  y de Y ,  

on pose : 

On veut  montrer que cec i  d é f i n i t  une opéra t ion  : 



- - -- - - -- - - - - - 
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l 
1 

On note (K), (1,) e t  (MI t r o i s  t r i a n g u l a t i o n s  respect ivement  

de X ,  Y e t  Z t e l l e s  que (K) s o i t  a-adaptée e t  que f e t  g s o i e n t  

i s imp l i c i a l e s .  
i 

On veut  moiitrer que (fl;u) e s t  un élément de P ( Y  6 Z) . 
Pour c e l a ,  on montre d 'abord l e  lemme su ivan t  : 

1.3.3. i-~mme. Pour t o u t  po in t  y de Y : 

- 1  O 

x ! r  ( y )  ; a) = L a ( & )  
S < ( K )  t e l  que 

f ( 6 )  = o 

O 
où o e s t  l e  simplexe de  ( L )  t e l  que y e a .  

Démonstration : S o i t  y un p o i n t  de Y ,  e t  o l e  simplexe de ( L )  t e l  

O 
que Y E U .  

X e s t  un espacr  P.L.  e t  f é t a n t  une a p p l i c a t i o n  s i m p l i c i a l e ,  

donc l 'ensemble des S  f- '  (y) t e l s  que S  e s t  un simplexe de (K) e t  

- 1 
f ( 6 )  = a défini t ,  une d6composition c e l l u l a i r e  de f (y). 

D'autre  p a r t ,  1' e s t  une a p p l i c a t i o n  propre ,  donc il e x i s t e  

un nombrc f i n i  de simplexe 6  t e l  que : 

d '  06. par  d é f i n i t  ion : 

O 

x ( ~ - l ( y !  ; a )  = 7 a < . C  f-Q> 1 
s n f - ' ( y i  t e l  que 
S < ( K )  e t  f ( S )  = o 

O 

- - a ( & ) .  
6 < ( K )  t e l  que f ( S ) = o  

d 'où l e  lemme. 



Maintenant, on va montrer que ( f*a)  E B ( Y  4 7 1 ) .  

a )  ( f x a )  e s t  une f'onction c o n s t r u c t i b l e .  

O 
S o i t  a un simplexe de (1,) e t  so i en t  y  e t  y dans a .  

Alors : 

O 

( f * a ) ( y )  = a ( ô )  = ( f * a ) ( y 1 )  
&<(K) t e l  que 

f(â) = a  

Donc ( f x a )  e s t  cons tan t  à l ' i n t é r i e u r  des  simplexes de (LI. 

b )  ( f * a )  v é r i f i e  l a  C.E.L en t o u t  p o i n t  y de Y. 

S o i t  
Y 0  

un p o i n t  d e  Y ,  a l e  simplexe de ( L )  t e l  que 
O 

O 
y E n e t  s o i t  un simplexe de hl t e l  que R(n,) < T .  

O O ' 
On veut  montrer que : 

- 7- ( f , ~ ) < 8 >  ( f * a ) ( y 0 )  - 
O <  (L) Iao<" 

'g (o)=T 

c ' e s t - à -d i r e  : 

ou encore d ' a p r s s  le lemme (1.3.3.) 



DFmonstration de ( 1 )  : On d i s t i ngue  deux c a s  : - 

1 )  Si o # f ( x ! ,  a l o r s  l e  premier  membre de ( 1 )  e s t  n u l ,  l e  
O 

deuxième l ' e s t  a u s s i  c a r  il n ' e x i s t e  pas de simplexes 6 de ( K )  t e l  que 

f l 6 ) = u  avec a < o  e t  g ( o ) = ~ ; s ' i l e n é t a i t a i n s i , o n a u r a i t :  
O 

o < f ( 6 )  donc a C f ( ~ ) .  D'où c o n t r a d i c t i o n .  
O O 

2 )  S i  a C f ( x ) .  S i  6 ? s t  v.n simplexe de (K) t e l  que 
O 

f ( 6 ' )  = oo, on a a l o r s  : 

d l 0 3  puisqeie a s a t i s f a i t  l a  C.E.L : 

D'où i f é g a l i t é  ( 1 )  ?i d6montrer dev ien t  : 

Pour montrer l ' é g a l i t é  (2), on pose : 

A - {6<(K) 1 f:of(ii) = r e t  il e x i s t e  6 '  < 8 t e l  que ~ ( 6 ' )  = oo} 

B = { 6 < ( ~ )  1 ~ o f ( 6 )  = T e t  oo < Y ( & ) } .  



D'où montrer l lSga : i i t é  ( 2 )  r e v i e n t  à prouver l e  lemme su ivant .  

1.3.4. Lemme. a )  A = B .- 

b )  s i  6  s A,  a l o r s  il e x i s t e  un nombre impair de simplexes 

6 '  de ( K )  t e l s  que : 

O O 

( s i  a ( 6 )  i n t e r v i e n t  dans l e  deuxieme membre de ( 2 )  avec a ( 6 )  = 1 ,  a l o r s  
O 

d ' a p r è s  ( a ) ,  6 E A e t  d ' ap rè s  ( b )  a ( 6 )  i n t e r v i e n t  dans l e  premier membre 

p u i s q u ' i l  f i g u r e  en nombre impa i r ) .  

~ 6 m o n s t r a t i o n  : @ A = B. D'une p a r t ,  sj. 6 E A ,  on a  g o f ( 6 )  =r T 

e t  il e x i s t e  6 '  < fi t e l  que f ( 6 ' )  = oo, d'où o < f ( 6 )  donc 6 E B. 
O 

Réciproquement, s i  6 E B, on a  g o f ( 6 )  = r e t  oo < f ( 6 ) ,  

donc il e x i s t e  un simplexe 6 '  de ( K )  t e l  que 

6' < 6 e t  f ( 6 ' j  = oo, 

donc 6 E A. 

S o i t  6  E A. On s a i t  que 0 < f ( 6 )  d 'après  @ .  
O 

On peut  supposer que : 

O O 1 1 
6 = <a .,,..., a.  ; a , a  ; ..., q .  a , . .  . a .  . . . . 

1 1 
1 

1 
O cl 

k k 
avec pour k = O ,  ..., m : f ( < a l ,  ..., a .  > )  = b 

1 
k 

k ' 



On veut montrer q u ' i l  e x i s t e  un nombre impair de simplexes 6 '  

de (K) t e l s  que : 

Posons pour t o u t  R = 0,  ..., 9 :  

Pour t o u t e  p a r t i e  non vide 
11 

de B R ,  notons o ( c ~ ,  . . . ,Cq) 

l e  simplexe de (K) dont  l e s  sommets s o n t  t o ~ r s  l e s  éléments de C o , .  . . ,C . 
q 

1 

Quels  qiie s o i e n t  CO, .  . . ,C on a : 
q ' 

6(C0, ..., C ) < 6 
4 

f (6(Co, .  . . ,c ) )  = a 
9 0 

Les simplexes 6 '  cherchés sont  t ous  l e s  simplexes de l a  

forme : 

L e  nombre de c e s  simplexes e s t  égal  à : 

i i 1 i 
( 2  O - 1 ) ( 2  - 1)  ... (2  - l), 

donc impai.r . 

3)  Image réciproque.  S o i t  un diagramme commutatif i-ndgpendant : 



f 
Pour t o u t  a de F X - -  Y )  e t  pour t o u t  p o i n t  x '  de X '  , 

on pose : 

On veut montrer que c e c i  d é f i n i t  une op6ra t ion  : 

En e f f e t  , puisqu'on a un diagramme commutatif indépendant,  

X' e s t  homéoriorphe a u p r o d u i t  f f b r é  ( ( x , y l )  E: XxY' 1 f ( x )  = g ( y ' ) )  ; 

f' e t  g' sont l e s  p ro j ec t ions  canoniques de X '  s u r  Y '  e t  X respec- 

t ivement.  

* @ ( g  a )  e s t  une fonc t ion  c o n s t r u c t i b l e  : 

- 1 
X' e t  a  ( 1 ) x Y '  s o n t  des sous-ensembles c o n s t r u c t i b l e s  de X '  , donc 

* -1  
( g  a )  ( 1 )  l ' e s t  a u s s i .  

J: @ ( p ;  a )  v é r i f i e  l a  C.E.L en t o u t  po in t  de X '  : 

Soit x '  = (xo,yA) un poin t  de XI, on pose 
O 

f 
f'uisqire a E. I(X ---+ Y ) ,  d ' a p r è s  l e  l e m e  ( 1.2.51, il e x i s t e  

une boule fermée B ( X ~ , E )  dans X ,  de c e n t r e  x  de rayon E > O ,  e t  une O 

boule fermée R ( ~ ~ , Q )  dans Y ,  c en t r ée  en y. = f ( x  ) , de rayon ri > O 
O 

N 
(pour 1.n. norme indui . te  de c e l l e  de R , N assez  grand)  t e l l e s  que : 



-- Pd 
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En o u t r e ,  s o i t  I3' (x' , E )  l a  boille fermée dans X' , de cen t r e  
O 

x '  de rayon E > O e t  ~ ( y A , n ' )  une boule ferm6e dans Y '  de c e n t r e  y:, 
O'  

I 
de rayon n t  > O silffisammerit p e t i t  pour que g ( ~ ( y A , q ' ) )  s o i t  i n c l u s  

dans B(yo,n) .  

On a a l o r s  : 

O O 

pour t o u t  y '  de ' t e l  que y = ~ ( y ' )  c B(yoYri) .  Par  d é f i n i t i o n  

?k ?k O 
de ( R  a ) ,  l a  va l eu r  de ( g  a )  Sur ( R ( x ~ Y E )  f - ' ( y ) )  {Y '}  est 

O 

B l a  va l eu r  de a  s u r  E3(ro, E )  n 
O O 

D'oc pour t o u t  y '  de B , ?  avec y = g ( y 7 )  dans B ( ~ ~ , V ) ,  

Il e x i s t e  donc des  boules  B(x;,E) e t  B'(~',~') t e l l e s  que 
O 

O 
pour t o u t  y '  dans B '  ( y 1  : 

O 

t 
I Ce qui montre d 'nprgs  l e  lemme 1.2.5 que ( g  a )  v é r i f i e  l a  C.E.L en x'. 

O 

1 m 
1 -- R Q ~ ~ Q U Q .  On peut  démontrer aiissi  a.ue (g a )  e s t  b ien  d é f i n i  

à l ' a i d e  des décompositions c e l l u l a i r e s  de X e t  de Y ' ,  en munissant X '  

de l a  décomposition c e l l u l a i r e  : i n t e r s e c t i o n  de c e l l e  du produi t  avec X ' .  



A1Lt/re nerncutyue. Pour l a  t h é o r i e  F, on a  b i e n  l e s  7 axiomes - 
*2' A13' A23' '123. 

(11 s u f f i t  d ' app l igue r  l e s  d é f i n i t i o n s  des 3 opéra t ions  : produ i t ,  

image d i r e c t e  e t  image réciproque 

1.4. C d c d  de ~ ( x  Y) dam des can pNttic&m : 

i d  
1 )  Ca lcu l  de IF(X - - -  X) : (Cs] 

i d  1.4.1. PiropohiXion. ( 151) : Pour t o u t  X, $(x) = F ( X  -r X) 

e s t  l 'ensemble des fonc t ions  c o n s t r u c t i b l e s  qui  sont  cons t an te s  s u r  t o u t e  

Lcomposante connexe de X. 

i d  
~ é m o n s t r a t i o n  : a )  S o i t  a E F(X ----+ X) . On va montrer que a e s t  cons- 

t a n t e  sur toute  composante connexe de X. En e f f e t ,  s o i e n t  ul e t  a 2 

deux simplexes qui  s o n t  dans l a  même composante d'une t r i a n g u l a t i o n  (K) 

de X. I l  e x i s t e  une chaine de simplexes de (K) : 

t e l s  que pour t o u t  j , on a i t  : 

O O 
Il s u f f i t  donc de montrer que pour o < u on a  a(o ) = a( CS:,). 

1 2 

En e f f e t  on a : 

O O 
a(:,) = x ( s t  o l  n id"(y) ; a) avec y E o2 

b) S o i t  cc mie fonc t ion  c o n s t r u c t i b l e  t e l l e  que a s o i t  

cons tan t  sur chaque composant,e connexe de X, e t  s o i t  o un simplexe d'une 
O 



t r i a n g u l a t i o n  ( K )  de X.  S i  a l  e s t  un simplexe de ( K )  t e l  que 

O O 
ir < a l ,  on a  a ( o o )  = a ( o l ) .  U 'au t re  p a r t ,  on a i d ( a o )  = I e t  

O 1 

donc =L a ( $ )  
a <  (K) 1 ao<o 

l i d (a )=n ,  

pour t o u t  a  t e l  que i d ( o o ) < o l  
1 

dfoG d 'après  (1.2.3)~ a  v é r i f i e  l a  C.E.L donc 

i d  
a E: ( F ( X  ----t x). 

2 )  Calcul  de t : (C51) 
S o i t  ( K )  une t r i a n g u l a t i o n  de X. S i  a  un simplexe de K ,  

A 

on note  o un barycentre  de a  dans une première subdivision barycent r ique  

( K ' )  de (K). 

Nu&u~~.  Chaque f o i s  qu'on l iotera  un simplexe de ( K ' )  de l a  manière -- 
A A 

su ivante  : <o ..., a  >, c e l a  supposera que l ' o n  a  : a < ... < a  . 
O y n  O n  

1.4.2. P ~ / ~ ~ o v L .  Soi t  (1 un si-mplexe de ( K )  , on appe l l e  
l A-- 
1 

1 "1 ink" de a dnns ( K '  ) , e t  on note  Lko, l ' ensemble  de tous  l e s  s  irnplexes 

l A 
A Li A A 

u .  , . . . a  > de ( K '  ) t e l s  que <a,ni  , . . . ,o .  > s o i t  un simplexe de (K' ) . 
1 1 1 

O n  O n  

1.4.3. Pkupubh5Lun. - ([y ] ) .  Pour t o u t  X ,  @(X+ e s t  l 'ensem- 

I b l e  des  fonc t ions  c o n s t r u c t i t ~ l e s  "ui  vgr i f ' i e  l a  cond i t i on  su ivante .  S i  ( K )  

i e s t  une t r - i angu la t ion  dc X al o r s  
l .  

 ka ; a )  Z ~ ( m o d  2 )  pour t ou t  simplexe a  de ( K ) .  
i 



1)6monstration : s o i t  a un simplexe de (K), on va montrer d 'abord l e s  .----- 

lemmes suivants  : 

A A A 

1.4.4. i m e .  S o i t  ( a )  = a . . . a .  a ) 1 a # al 
1 

O n O 

Alors B(a) e s t  de  ca rd ina l  1x1 nombre p a i r .  

* A A 

On r a p p e l l e  que l a  nota t ion  <a. ,...,o. ,O> dans (K') impli-  
1 1 

O n 
que que a < ... < a. < a. i 1 

O n 

Dé~nonstration : On l e  montre dnas l e  c a s  &néra l ,  en t r a v a i l l a n t  p a r  récur- 

rence s u r  l a  dimension de a . S i  dim a = O a l o r s  ~ ( o )  = fl donc 

Card B(O) = O e s t  p a i r .  On suppose que : 

( 1 ) Four t o u t  o u n  simplexe d.e (K) t e l  que dim o 5 p-1 

a l o r s  ca rd  ~ ( o )  e s t  pai.r. 

Soi t  maintenant o un simplexe de (K) t e l  que 
O 

dim a = p ; 
O 

p 2 1 .  

On v e u t  montrer que card B(oo) e s t  p a i r .  Il e x i s t e  un nombre 

p a i r  (=  '2"' - 2 )  de faces  propres  de o notées  : 
O 

J'osons pour t o ~  i = 1 ,  ..., 2J'+1 - 2 : 

,ptl  - 2, ( i ) Card B' ( a .  ) e s t  impair pour tout i = 1 , . . . ,c 
1 

Fn e f f e t  ~ ' ( 0 ~ )  = ~(0.1 1 U {<ô .> }  1 e t  dirn o i < p-1, donc Card ~ ( a . )  1 e s t  

p a i r  d 'après  ( 1 ) .  





(iii) Pour t o u t  6 '  dans A '  : Gard  fi') = Card ~ ( o )  e s t  un 

nombre p a i r  ( Lemme 1.4.4 ! . 

( i v l  Pour t o u t  6" dans ~ ( 6 ' )  avec : 

11 v i e n t  a l o r s  dl ; tprSs  ( i  )' e t  (ii) : 

A 

o es t  un sommet de 6 '  

116monstration : On a d'une pari, : 



D'autre  p a r t  : 

(ô e s t  un sommet de 6 ' 

l e t  oi +o 
O 

O - 1 a ( S 1 )  + X ( L ~  a ; a )  d ' ap rè s  ( 2 )  
6 '€A 

= x(5k o ; a) d ' ap rc s  le lemme 1.4.5). 

Démonstration ------ de l a  propos i t ion  1 .4 .3 .  : On a par  d é f i n i t i o n  : a  E: F ( X  -t ---- 
i 
1 s i  e t  seiiL?ment s i  a e s t  ime i'onction c o n s t r u c t i b l e  e t  pour t o u t  s j~nplexe  

* 
de ( ~ ) , a  v é r i f i e  laC.F.1,  en < a > ,  c ' es t -2-d i re  : a  c F ( x - + ~ ~ !  s i  

1 

e t  seulement s i  a  e s t  une :'onction c o n s t r u c t i b l e  e t  pour tout, simplexe 



o?i encore d'après le lemme 1.4.6 : a  c W ( X  -t Y) si et seulement si a  

est une fonction constrilctible et pour tout simplexe O de (K) : 

O 

0 = 0 a ( ô l )  = * ( ~ 1 <  a ; a) 

6 ' < ( ~ '  â est un sommet de 6 '  

et <ô> PE; 



CHAPITRE II 

APPL 1 CAT [ ON5 D ' EULER ET APPL 1 CATI ONÇ C IRCU 1 TS : ( b] ) . 

On rappe l l e  l a  cons t ruc t ion  de l a  th6orj.e b i v a r i a n t e  H s u r  

l a  c a t é p o r i e  fies espaces topo1oe;iques plongeables  comme fermés dans un 

espace eucl idier i  E e t  dont l e s  morphismes sont  l e s  a p p l i c a t i o n s  cont inues.  

N 
On prend E = IR , N a s s e z  grand. 

A t o u t e  appl ica , t ion  cont inue f : X -t Y ,  on va f a i r e  correspondre 

f  
un groupe cradué : H ( X  ---+ Y) ?i l ' a i d e  de l a  t h é o r i e  c l a s s ique  de cohomo- 

l o g i e  modulo 2. 

II. O. 1 .  Dé$i&on. S o i t  f : X + Y une app l i ca t ion  continuct , 
n 

s i  4 : X +  IR^ e s t  une a p p l i c a t i o n  cont inue t e l l e  que (f ,$)  : X -t YxlR 

s o i t  un plongement fermé, a l o r s  l e  diagramme commutati-f 

s ' a p p e l l e r a  une f a c t o r i s a t i o n  de f ,  e t  on d i t  a l o r s  que f a c t o r i s e  f .  

On n o t e r a  f (x) l ' image  de X pa r  ( Y , $ ) .  
@ 

Remcurgue. On peu t  prendre un plongement fermé. - 

11.0.2. D é ~ i U o n .  Pour t o u t e  app l i ca t ion  continue f : x -t Y, - 
f 

s i  4 : X +lRn  f a c t o r i s e  € ; pour t o u t  i ,  on d é f i n i t  H ' ( X  -+ Y )  par  : 



05. l a  cohomologie e s t  2 c ioef f ic ien ts  dans E 2 . 

11.0.3. P f i O p 0 ~ ~ 0 f i .  Cet te  d é f i n i t i o n  ne dépend pas du choix 

de l a  f a c t o r i s a t i o n .  

Pour l a  démonstration v o i r  ([5], ) .  

i F 
2 .  ( X -t pt ) = H - 1 .(x) . ( ~ o m o l o g i e  à suppor ts  fermés ) 

Maintenant,  on dé f i  n i t  ].es t r o i s  opé ra t ions  : p r o d u i t ,  image 

d i r e c t e  e t  image réciproque.  

On va d é f i n i r  l e  p r o d u i t  bivar:'& ( 1 : 

l e r  c a s  : f  : X -t Y e t  g : Y -+ 7, s o n t  des plongements 

fermés. 

Le p rodu i t  à d é f i n i r  devien t  a l o r s  : 

Pour c e l a ,  s o i t  ( u , v )  un vois inage ouver t  de ( Y - X )  dans 

Z t e l  que V n El = Y-X. 

Il e x i s t e  l e  cup pl-oduj-t : 



e t  puisguc: par  exc is ion  : 

l e  p rodu i t  e s t  déterminé pa r  l e  passage à l a  l i m i t e  d i r e c t e  dans ( 2 ) .  

2ème cas  : Pour f  : X -t Y e t  g : Y -F Z qilelconques. On c h o i s i t  

+ : X + 1~~ e t  il, : Y + IRn deux a p p l i c a t i o n s  cont inues  qu i  f a c t o r i s e n t  f 

e t  g respectivement : on considsre  a l o r s  l e  diagramme : 

où j ( y , v >  = (g(y) ,$ (y) ,v)  e t  l e s  a p p l i c a t i o n s  v e r t i c a l e s  s o n t  l e s  projec-  

t i o n s .  Le p rodu i t  e s t  a l o r s  L 'appl icat ion composée : 

4 , .  
n m n n 

( i q ~ ~ ~  ym -f + (x)) D H " ~ ( z ~ ~ ~ R ~ ,  Z > ~ R  XR -g ( y ) x ~  j 
il, 

l 

02 l e  2ème homomorphisme es t  l e  p rodu i t  d é f i n i  dans l e  premier cas .  



1 ) .  L'image d i r e c t e .  S o i t  un diagramme commutatif X --i* Y 
3 , '  

avec f une a p p l i c a t i o n  propre 

On va définir '  l ' image d i r e c t e  : 

* 
H i ( X  -k. ) --t H'(Y Y , ) .  

I'our c e l a ,  puisque f e s t  une a p p l i c a t i o n  p rop re ,  on peut 

n  
c h o i s i r  une applicaLion $ : X + 1 OÙ I~ e s t  un cube u n i t é  fermi dans 

IRn e t  t e l l e  que l e  diagramme 

n 
s o i t  une f ac l . o r i s a t ion  de f ,  et s a i t  J, : Y + R 1me a p p l i c a t i o n  cont inue 

q u i  f 'actori  SC: g. L' image d i r e c t e  f* e s t  l a  composFe : 

r e s t r i c t i o n  



- - 
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-n ( x y n )  e s t  l e  produi t  exterrie pa r  y , généra teur  canonique de I I ~ ( R ~ , I R ~ - I ~ ) .  

Ce produi t  ex terne  e s t  un isomorphisme ( [ 5 3  ) .  

Cas p a r t i c u l i e r  de 1 'image d i r e c t e .  S o i t  f  : X -t Y une app l i -  - 
ca t ion  propre ,  e t  s o i t  l e  diagramme commutati.f : l 

i i 
a l o r s  St : H (X -t p t ?  -f H (Y -+ p t )  e s t  l ' a p p l - i c a t i o n  (dans  l a  t h h r i e  

cl-assique de cohomologi e  ) 

c. L'image réciproque. S o i t  un c a r r é  f ib ré  indépendant : 

on va déf'.inir l ' image r é c i p ~ . o ~ u e  : 

n Pour c e l a ,  s o i t  4 : X -+ E? une a p p l i c a t i o n  continury qu i  

f a c t o r i s e  f .  

En i d e n t i f i a n t  X '  à l 'ensemble des ( x , ~ '  ) de XxY' t e l s  

que f (x) = g ( y '  ) , il e s t  f a c i l e  de v o i r  que 



n 
: X' -IR 

f a c t o r i s e  f '  . 
(x,y) - O h )  

D 'au t re  p a r t ,  s i  on considère l e  diagramme : 

?& 
Far déf in i - t ion  g e s t  l ' a p p l i c a t i o n  

7 1 . 1 .  -- !7hieuLt&ori6 - a a i ? e * c n t i o ~  d' Eidm : ( [53 ) . 

a.  Or i en ta t ions  - ~Xemples dans I I ( ~  + Y )  - o r i e n t a t i o n  canonique. 

II. 1 . 1 .  O Z j i L f i ~ n  ( [5] ) : S o i t  f : X + Y une a p p l i c a t i o n  

e t  T une t h g o r i e  b i v a r i a n t e ,  un élfment H de T ( P  -t Y) d é f i n i t  une 

o r i e n t a t i o n  f o r t e  pour f s i  pour t o u t e  a p p l i c a t i o n  h  : 17 + X, l'homomor- 

e 'oh 
phisme T ( W  + X) ---t T(H -----+ Y\ e s t  un isomorphisme. 

11.1.2.  (['j]) : Soi t  un diagramme commutatif X ----+ Y 

h = E ; o f  z 



S i  e t  $ son t  des o r i e n t a t i o n s  f o r t e s  respectivement de f e t  g  

a l o r s  $ 0  e s t  une or ien ta . t ion  f o r t e  de gof .  

La preuve é t a n t  immédiate d ' a p r è s  l a  d é f i n i t i o n  11.1.1. 

II. 1.3. Z)&$hi,Ci~n ( r ~ ]  ) : On d i t  qu'une t h é o r i e  b i v a r i a n t e  T  

admet un élément neu t r e  s ' i l  e x i s t e  un élément i d  ' x de T O ( X - X )  t e l  

que : 

( i )  Pour t o u t e  app l i ca t ion  W -+ X e t  pour  t o u t  cl de T ( V  -+ X )  

( i i)  Pour t o u t e  app l i ca t ion  X -+ Y e t  pour  t o u t  B de T ( X  -+ Y) 

(iii) Pour t o u t e  app l i ca t ion  g : X '  -+ X : 

II. 1.4. P h U p U h ~ U n .  ( [5] ! : Si. T une t h é o r i e  b - v a r i a n t e  

admettant un 616ment n e u t r e ,  e t  s i  0  e t  0 '  sont  deux o r i e n t a t i o n s  

f o r t e s  d'une même a p p l i c a t i o n  f : X -t Y a l o r s  O = pû' oc. p e s t  un 

élément i n v e r s i b l e  dans T ( x  -t x ) .  

Démonstration : I lvaprès  l e  diagramme commutatif su ivan t  : 

i. d  e t  d 'a.pr?s l a  d é f i n i t i o n  1 1 . 1 . 1 ,  il e x i s t e  p e t  p dans T(x- X )  



t e l  q.ue : 

ue  = 8 '  e t  p 1 o 1  = 0 

dfoU l-ipiei = 8 '  u l u e  = e 

,, q.ui donne up' = l x  e t  p l p  = lx. D'oG l e  r é s u l t a t .  

Exmpge dath H(X -+ Y). 

II. 1 -5 .  D é d i d o n  ( [5] ) : une a p p l i c a t i o n  f : X -+ Y e s t  

appel6e normalement non s i n g u l i è r e  (n .n . s )  s ' i l  e x i s t e  un diagramme 

03 II : N -+ X e s t  un f i b r é  v e c t o r i e l  de s e c t i o n  n u l l e  so, i un plongement 

ouver t ,  p  l a  p r o j e c t i o n  canoriique e t  if = p O i. O s  . 
O 

Le f ib r6  N = Nf e s t  anpelé  f i b r e  normal de f, ( 1 ) un diagramme 

norma.levent non s i n g u l i e r  de t' e t  d  = ( r ang  N) - n l a  codimension de f .  

1 )  S i  Il : E -t X e s t  l a  p r o j e c t i o n  d'un f i b r 6  v e c t o r i e l ,  

I a l o r s  t o u t e  sec t ion  s : X -+ E e s t  une a p p l i c a t i o n  normalement non s i n g u l i è r e  

1 avec f ib r6  normal F, e t  dont lm diagramme n.n.  s e s t  : 



03 i é t an t  l'hom60mor~hisme déf in i  de l a  manière suivante : polir tou t  

- 1 
x  un point  de X,  on note i l a  t r an s l a t i on  de n (x) + I I )  de 

X 

vecteur s(x). S i  e  E E, on pose 

Il e s t  f a c i l e  de vo i r  que : p O i O s  = S.  
O 

2 )  S i  il : E + X l a  proJection d'un f i b r é  vec to r ie l  t e l  q u ' i l  

ex i s te  un f ib r6  P où E 63 F e s t  un f i b r é  t r i v i a l ,  a l o r s  l a  project ion 

T( : E + X e s t  une appl ica t ion normalement non s ingu l iè re  avec f i b r é  

* * 
normal II F. En e f f e t  on a  II F--------+ F 

avec 

* n F F ( ( e , f )  s Ex?? 1 ~ ( e )  = n ' ( f ) l  

e t  

* 
E B B F  -t ExF E @ F = d (EXF)  

* 

* l(n.n' ) 

d  ( n ) ( e , f , x )  = n ( e ?  = x 

avec : 

X d  
- Xxx ~ ( e 3  = ~'(f) = x 

* 
Il e s t  c l a i r  que E @ F' % F F (isomorphisme d'espaces to taux des deux 

* d f (n )  
Pibrés E $ F' e t  IT F). O r  E @ l? - X e s t  un f i b r 6  t r i v i a l ,  donc : 



* 
est lu i  hom6omorphisme de fibré : r, O = d (ll) . 

D'o? un diagramme normalement non sinejer de II : 

ï(e,f) = $(e,f,n(e)), i est im hom6omorphisme. 

9n a : 

p O i O s (e) = p O i(e,f) 
O 

= p O $(e,f,~~(e?) 

= d*(n)(e,f,n(e) 

= n(e) 

avec n(e) = J I 1 ( f )  

donc 

p o i o s  O = T I .  

II. 1.6. P ~ a y l o o ~ o n  ( [5] ) : Soit f : X + Y une application 

nomalement non singulière de codim d avec ~il.17-6 normal N et i O sO(X) 

* 
est, un fer& dans yxRn. On suppose clue FJ c s t  H --orientable (c'est-$-dire 

N admet uric cn.lsse de Thom u d m : ;  I I  X )  , r = rang N) alors il ex; s te 

Urie correspondance biunivorli~c entre les orientations fortes Cie 1' d:-tns 

(1 f 
i T  ( y  ----i+ y )  et les classr.; 4 Tiiom de N dans H~(N,N-x). 

~émonstration : (esquisse). On a d'une part, par exision : 

d f n 
D'autre part : H (X --* Y) = H~(Y~R~,YXR -x) donc 
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De p l u s  : 

1 )  S i  g  : W -+ X e s t  un plongement fermé, l ' isomorphisme 

de Dold-Thom : 

exprime b i en  l e  f a i t  que : 

x ~ ( ~  k x) ' H ' + ~ ( W  Y )  

e s t  un isomorphisme. 

2 )  S i  g  : W -+ X e s t  quelconque, on se  ramène à 1 )  en f a c t o r i -  

s a n t  g avec un plongement fermé de X dans xmn. E t  puisque l e s  c l a s s e s  

de Thom e t  l e s  o r i e n t a t i o n s  f o r t e s  sont  t o u t e s  l e s  deux déterminées à une 

u n i t é  p r é s  dans H'(X -t x ) ,  on a  l a  proposot ion.  

0 ~ e W a ~  canaviquu . 
II. 1.6. Déhiniaan ( [5] ) . S o i t  T une t h é o r i e  b i v a r i a n t e  d é f i n i e  

su r  une ca t égor i e  C, e t  s o i t  S  une c l a s s e  d ' a p p l i c a t i o n s  dans C, fermée 

pa r  composition e t  contenant l ' a p p l i c a t i o n  i d e n t i t é .  

On suppose que pour t o u t e  a p p l i c a t i o n  f : X -t Y de S ,  il 

e x i s t e  un élément e ( f )  dans T(x  -t Y )  s a t i s f a i s a n t  

(i) e ( g o f )  = e ( g )  8 ( f )  pour f  : X -+ Y e t  g : Y + Z dans S. 

(ii) e ( i d X )  = 1 pour t o u t  X. 
X 

Les B ( f )  d é f i n i s  pour t o u t e  a p p l i c a t i o n  f de S  déterminent  

des o r i e n t a t i o n s  canoniques pour l a  t h é o r i e  b i v a r i a n t e  T dans S. 

On donnera comme exemple l e s  a p p l i c a t i o n s  d 'Euler .  



b. Appl ica t ions  d 'Eu le r .  

II. 1.7. D é G u a n  ( [5] ) . Une a p p l i c a t i o n  d 'Euler  e s t  une 

a p p l i c a t i o n  f  : X + Y pour l a q u e l l e  l a  fonc t ion  c o n s t r u c t i b l e  1 s u r  X 

s a t i s f a i t  à l a  cond i t i on  d 'Eu le r  l o c a l e  pour t o u t  x  de X. Dans ce  cas ,  

on n o t e  c e t t e  fonc t ion  c o n s t r u c t i b l e  
l f .  

RmcVLcjue. L'ensemble E  des  a p p l i c a t i o n s  d 'Euler  e s t  s t a b l e  

pour l a  composition e t  l e s  fonc t ions  c o n s t r u c t i b l e s  ' f s u r  E déterminent 

des o r i e n t a t i o n s  canoniques dans E. 

Exmplen d 'appficuXion6 d '  E u l a  ( [5] ) . 

1 )  X -+ p t  e s t  une a p p l i c a t i o n  d 'Euler  s i  e t  seulement s i  X 

e s t  un espace d 'Eu le r  (mod 2 )  c ' e s t - à -d i r e  pour t o u t  x  de X : 

~ é m o n s t r a t i o n  : Le r é s u l t a t  e s t  évident  c a r ,  s i  ( K )  e s t  une t r i a n g u l a t i o n  

de X e t  s i  x e s t  dans l ' i n t é r i e u r  d 'un  simplexe 6 de ( K )  a l o r s  

X (  s t 06  ) = x(x,x-{x}) 

donc 

O 
X ( s t  6 )  - 1 pour t o u t  6  <=> X(X,X-{XI) E 1 pour t o u t  x. 

C.Q.F.D. 

Dans c e  cas  l ' o r i e n t a t i o n  canonique s e r a  notée 
lx- 

2 )  Une f i b r a t i o n  localement t r i v i a l e  dont l e s  f i b r e s  sont  des  

d 'Euler  (mod 2 )  e s t  une a p p l i c a t i o n  d 'Euler .  



Démonstra-tion : So i t  f : X + Y une f i b r a t i o n  localement t r i v i a l e .  On sup- 

pose que pour t o u t  y dans Y ,  F = f - ' ( y )  e s t  un espace d 'Euler  (mod 2 )  ; 
Y 

c ' est-à-dire:  1' a p p l i c a t i o n  c o n s t r u c t i b l e  qu i  vaut  1 s u r  Fy e s t  un élément 

de I F ( F ~  + ), ou encore d ' ap rè s  l e  lemme 1.2.5 : il e x i s t e  une boule fermée 

B ( X , E )  dans Fy, c e n t r é e  en x dans Fy, de rayon E > O (pour l a  d i s t a n c e  

i n d u i t e  de c e l l e  de X) t e l l e  que : 

( 1 )  1 x ( B ( x , E ) )  (mod 2 )  

Puisque f e s t  une f i b r a t i o n  localement t r i v i a l e ,  on peu t  prendre B ( X , E )  

t e l l e  que : 

où B' ( x , E )  e s t  l a  boule  dans X de cen t r e  x e t  de rayon E > 0. 

D'où ( 1 )  dev ien t  : 

f 
e t  d ' ap rè s  l e  lemme 1.2.5 : 1 E: IF (X  --t Y ) .  Donc f e s t  une a p p l i c a t i o n  

d 'Euler .  

Ptroph.iLtCb d q  appficatiovlcl d' EuRm [5] . 
1.  S i  f : X + Y e s t  une a p p l i c a t i o n  d 'Euler  a l o r s  l e s  f i b r e s  

b o n t  des espaces dlEu?er  mod 2. 

Démonstration : s o i t  y un po in t  de Y ,  on n o t e  Fy = e t  s o i t  l e  

diagramme indépendant : 



f  
Alors on a  i f  B F ( X  --+ Y )  d ' ap rès  II. 1.7 donc : 

?k 
O r  ( i  lF)  = 1 e s t  un élément de F(FY + ~ t )  , donc Fy + p t  e s t  une 

I 

FY 
appl ica t ion  d'Euler.  Et  d 'après l 'exemple 1, Fy e s t  un espace d 'Euler  (mod 2 ) .  

I 2. S i  f  : X -t Y e s t  une app l i ca t ion  d 'Euler  propre, a l o r s  

X ( f - l  (Y) ) e s t  une fonction localement constante sur  Y (rnod 2 ) .  1 
~émons t ra t ion  : S o i t  l e  diagramme commutatif 

Y 

f i d  
f e s t  propre e t  I f  E P ( x  ---+ Y )  donc ( f , l f )  E P ( Y  - Y ) .  O r  

f 1  = f  ; 1  = f y  pour t o u t  y  de Y .  

i d  
Donc x ( f l ( y ) )  B F ( Y  -t Y). 

D'où l a  proposi t ion 1.4.1.  : ~ ( f - ' ( ~ ) )  e s t  une fonction 

constante sur l e s  composantes connexes de Y .  

C.Q.F.D. 

11.2.1. D & & i W o n .  ( [5] ) . Un i - c i r c u i t  (rnod 2 )  e s t  un espace 

X t e l  que pour une t r i angu la t ion  ( K )  de X ,  on a  : 

1 )  ( K )  e s t  l a  réunion de ses  i-simplexes. 

2 )  Tout (i-1)-simplexe de ( K )  e s t  face d'un nombre p a i r  de 

i-simplexes. 



11.2.2. P&opo~A;tion. Ce t t e  d é f i n i t i o n  ne dépend pas de l a  t r i a n -  

gu la t ion  cho i s i e .  

Démonstration : On montre d 'abord que s i  ( K )  e s t  une t r i a n g u l a t i o n  de 

X e t  s i  ( K '  ) e s t  une première subdiv is ion  barycent r ique  de ( K ) ,  on a : 

( K )  v é r i f i e  1 )  e t  2 )  s i  e t  seulement s i  (K') v é r i f i e  1 )  e t  2 ) .  

En e f f e t  s o i t  (K) une t r i a n g u l a t i o n  de X qu i  v é r i f i e  1 )  e t  

2 ) .  Il e s t  évident  que (K') v é r i f i e  1 ) .  On montre que ( K ' )  v é r i f i e  2 ) .  

S o i t  6; un simplexe de (K' ) de dimension i - 1 .  Alors on a  avec 

dim 6 = k pour t o u t  k,  
k 

ou bien 6 '  = < 6 0 , 6 1 y . . . y 6 .  avec . . < S .  
O 1- 1 1- 1 

ou bien 6 '  = <60,61y. . ,6  6  ,..., S . >  avec S <. . .<6j- ,<6j+1<. . .<F.  
O j -1  j + l  L O 1 

Dans chacun des deux c a s ,  il e s t  f a c i l e  de v o i r  q u ' i l  e x i s t e  un 

nombre p a i r  de simplexes 6' de ( K ' )  de dimension i e t  admettant 8 '  
O 

comme f a c e .  Donc ( K ' )  v é r i f i e  2 ) .  

Réciproquement, on suppose que (K') v é r i f i e  1 )  e t  2 ) .  Il e s t  

c l a i r  que ( K )  v é r i f i e  1 ) .  On montre que ( K )  v é r i f i e  2 ) .  S o i t  60 un s i m -  

p lexe de ( K )  de dimension i-1 que l ' o n  n o t e  

S o i t  

A 
< a  ..., a  > é t a n t  l e  barycent re  du  simplexe q u i  a pour sommets : 

O Y P 

aoy. .  . , e t  a p  6 i-1.  
P y 



e s t  m simplexe de (K ' )  de dimension i - 1 ,  donc il e x i s t e  un nombre 

p a i r  de simplexes 6' de (K') de dimension i e t  admettant 6; pour 

f ace .  

A n A A 

Ces simplexes s ' é c r i v e n t  6 '  = < a  O , < a  O , a l > , . . . , 6  ,6> avec 
O 

6 simplexe de ( K ) ,  de dimension i e t  admettant 6  comme face .  
O 

Il y a  donc a u t a n t  de simplexes de dimension i 

- dans ( K )  admettant pour f ace  

- dans (K') admettant 6 '  pour f ace .  
O 

D'où l e  r é s u l a t .  

Maintenant, s i  ( K , )  e t  ( K 2 )  sont  deux t r i a n g u l a t i o n s  de X,  

a l o r s  il e x i s t e  ( K )  subdiv is ion  barycent r ique  i t é r é e  commune de (K,) e t  

( K  ) ( 18 ] ) . On en dédui t  que l a  d é f i n i t i o n  11.2.1 ne dépend pas  du choix 
2 

de l a  t r i a n g u l a t i o n  de X. 

11.2.3.  P / L o ~ o ~ ~ o M .  ( [51) . Un i - c i r c u i t  X admet une unique 

b' 
o r i e n t a t i o n  [x] s H .  ( X , C  ) qui  se  r e s t r e i n t  à un élément non n u l  de 

1 2  

HF(x,x-{~})  pour t o u t  P de X. 
1 

Démonstration : S o i t  (K) une t r i a n g u l a t i o n  de X ,  e t  s o i t  {XI l a  chaine 

somme de tous  l e s  i-simplexes de ( K )  à c o e f f i c i e n t s  dans e2. 

D'après 2 )  de l a  d é f i n i t i o n  11.2.1, 1x1 e s t  un cyc le  (mod 2 )  

qu'on note  LX]. 
Donc X admet une o r i e n t a t i o n  [XI, c e l l e - c i  e s t  unique c a r  

l e s  c o e f f i c i e n t s  sont  dans À3 . 
2 

D 'au t re  p a r t ,  s o i t  p  un po in t  de X e t  c i K )  (x) l e  groupe 

des i-chaines de ( K ) ,  e t  s o i t  : 



O 
(KI j  : ci (x,x-st06) 

'i avec p  e 6 

s i  P E T  

O sinon 

j (Cx>) = 1 
dirn .r=i 

j < ~ >  = T E  T 

~ 1 . r ~ s - t  6  

O 
cec i  e s t  un cycle dans C!K)(X,X-st 6 ) ,  mais n ' e s t  pas un bord. 

1 

O 

En remarquant que pour t o u t  p de 6, on a  : 

F 
on en déduit  que  XI] e s t  non n u l  dans H ~ ( x , x - ( ~ } ) .  

11.3.1. Vé~i&on. Soient  ( K )  e t  (L) deux t r i a n g u l a t i o n s  

de X e t  Y respectivement t e l l e s  que f  : X + Y s o i t  s impl ic i a l e ,  on 

appelle  dimension r e l a t i v e  d'un simplexe 6  de ( K )  l a  d i f férence  

dirn 6 - dirn f ( 6 ) .  On l a  note : dimfL 

11.3.2. ~ ~ ~ ( X & C J M .  ([5]).  Une appl ica t ion  f : X + Y e s t  

appelée app l i ca t ion  i - c i r c u i t  (mod 2 )  s i  : 

1 )  f - ' ( y )  e s t  un i - c i r c u i t  (mod 2 )  pour t o u t  point  y de Y .  

2 )  Pour ( K )  e t  (L) t r i a n g u l a t i o n s  de X e t  Y respectivement 

t e l l e s  que f s o i t  s impl ic i a l e ,  pour t o u t  simplexe 6 de ( K )  de dimension 
O 

r e l a t i v e  i, on a  l a  condit ion de p a r i t é  l o c a l e  (c .P .L)  au sens suivant  : 



II. 3.3. Dé~inLtion. ( 153 ) .  On d i t  que l a  condi t ion  de 

l o c a l e  e s t  r é a l i s é e  pour  un simplexe 6 O de (K) de dimension r e l a t i v e  

i, s i  pour t o u t  simplexe o de ( L )  t e l  que f  ( 6  O ) f ace  de o ,  a l o r s  il 

e x i s t e  un nombre impair de simplexes 6 de ( K )  t e l  que : 

( i )  60 < 6 

(ii) dimf6 = i 

i )  f ( 6 )  = o. 

Exemple eX co&e exmpLe. 

1 )  La p r o j e c t i o n  canonique P du t o r e  T* sur  8' e s t  une 

a p p l i c a t i o n  1-c i rcu i t  : 

Mais p  n ' e s t  pas iin O-circui t  c a r  f - l ( y )  n ' e s t  pas un 
1 

O-circui t  (mod 2 )  pour y de Y .  

2 )  Soi t  f  l ' a p p l i c a t i o n  schématisée ci-dessous : 

f  =p 
pro  j ec- 
t i o n  
c  anoni- 
que 

f  v é r i f i e  1 ) de l a  d é f i n i t i o n  

pour i = O ,  mais n ' e s t  pas  

un O-circuit  c a r  ne v é r i f i e  pas 

2 de l a  d é f i n i t i o n .  



dirn 6 = O ,  f ( 6  ) < o e t  il e x i s t e  deux simplexes 
f  O 

61 e t  62 t e l s  que 
O 

( i )  60 < 6 

(ii) dimfsk = O e t  f ( ~ 5 ~ )  = CI pour k = 1,2. 

Donc f  ne v é r i f i e  pas  l a  condi t ion  de p a r i t é  l o c a l e  e n  . 
O 

II. 3.4. Pttapob&ian. La d é f i n i t i o n  d ' a p p l i c a t i o n  i - c i r c u i t  e s t  

indépendante du choix des t r i a n g u l a t i o n s  de X e t  Y.  

~ é m o n s t r a t i o n  : De même que pour l a  démonstration de l a  p ropos i t i on  11.2.2,  

il s u f f i t  de montrer que pour ( K )  e t  ( L )  Bux t r i a n g u l a t i o n s  de X e t  

Y respectivement t e l l e s  que f  s o i t  s i m p l i c i a l e ,  e t  pour ( K r )  e t  ( L ' )  

deux premières subdiv is ions  barycent r iques  de ( K )  e t  ( L )  r e s p e c t i v e m e ~ t  

t e l l e s  que f  s o i t  t o u j o u r s  s i m p l i c i a l e ,  on a i t  : 

f  v é r i f i e  1 )  e t  2 )  pour ( K )  e t  (L) 

f  v é r i f i e  1 )  e t  2 )  pour ( K '  ) e t  (L '  ) .  

a )  S i  f  v é r i f i e  1 )  pour ( K )  e t  ( L )  a l o r s  f  v é r i f i e  1 )  pour 

( K t )  e t  ( L ' )  ( d ' ap rè s  11.2.2). 

S i  en p l u s  f  v é r i f i e  l a  C .P.L pour ( K )  e t  ( L ) ,  s o i t  6; un 

simplexe de ( K ' )  de dimension r e l a t i v e  i : on pose 

O 

1 )  Montrons que dim 6  = i. S o i t  x E 6 '  : f n  O 

d i m ( f l f ( x )  fl 6;) = dim 6; - dim f ( 6 '  ) dans ( K '  ) e t  (L '  ) 
O 

d i m ( f - l f ( x )  n 6n) = dirn 6 - d i m  f ( ~ ~ )  dans ( K )  e t  (L). n  



D'autre part : 

- 1 
dim(fdIf(x) n 6;) r dim(f-'f(x) s ~ )  < dim(f f(x)) 

- 1 dloù puisque dim 6' = i et dim(f f(x)) = i, on a 
f o  

dim(f-If(x) n 6n) = i 

ce qui veut dire : 

dim 6 = i. 
f n 

2) On va montrer que f vérifie la C.P.L pour (K') et (L') 

en 6'. 
O 

Soit 0' un simplexe de (L') tel que f(60) < of. 

On pose 

On suppose que a' s'écrit 

( ~ a  démonstration dans le cas est la même). 

L'ensemble A des simplexes 6 '  de (K') de dimension relative 

i, admettant 6; pour face et tels que f(6' ) = O' est l'ensemble des 

simplexes qui s'écrivent sous la forme : 



Il s ' a g i t  de montrer que l e  c a r d i n a l  de ce t  ensemble A e s t  

impair.  

Pour c e l a ,  on va poser  

p+l e t  ü i m s = i l  B = 16 < (K) / 6n  < 6 , f ( 6 )  = u2 f 

e t  pour t o u t  6 dans B : 

~ ( 8 )  = ( 6 ' s  A / 6' é t a n t  de l a  forme ( 1 )  avec 6'+' = 61 2 

e t  on va montrer : 

( i )  Card B e s t  impair 

(ii) A = A ( & )  
6 € 

(iii) ~ ( 6 ~ ) n  A(62) = 0 s i  S I  # 6, dans B 

( i v )  Card ~ ( 6 )  e s t  impair pour t o u t  6 dans B 

( v )  Card A e s t  impair.  

En e f f e t  : 

(i) Il s u f f i t  de v o i r  que 0 e s t  face  de op+',  f ( 6  ) = O 
P 2 n P 

e t  dimf6, = i, e t  appl iquer  l a  C.P.L exprimée pour 6 . 
n 

(ii) e t  (iii) son t  év idents .  

( i v )  On va l e  montrer pour : 

(on u t i l i s e r a i t  l e  même raisomement  pour l e  cas  g é n é r a l )  : s o i t  6 e B,  



on a  a l o r s  : 

A ( 6 )  = (6'  E A / 6 '  e s t  de l a  forme : 

O O S s  
Posons 6"' = 6 = < C l , .  . . , C .  y .  . . ,C . . . ,C . > e t  

2  1 1 ' 1 
O s  

P+ 1 = <do, . . . ,  a 
O2 ds> 

avec f ( ~ * )  = da pour a  = O ,  ..., s  e t  

O = cd . d S  s '  $ s  
P O 

O O S '  s ' 
n 

= < C l , .  . . ,C  y . .  . ,C  , . 1 ,  

j O 
1 j s  

avec 

< i k = O , .  . . ,s '  
jk' k 

= . . . d l  . . . , > avec S ' S  R S e t  a, 
0 ' R 

Les éléments de A ( 6 )  sont  tous de l a  forme : 

Donc il y a  au tan t  d'éléments de A(&) que de simplexes 61+l 

de ( K )  t e l s  que 

D'où l e  cardinal  de A ( & )  e s t  égal  à : 



qui est un nombre impair. 

(v) D'après (ii) et (iii) 

Card A = card ~ ( 6 )  
6eB 

et d'après (i) et (iv), card A est une somme impaire de nombres impairs, 

donc est impair. 

C.Q.F.D. 

b) ~éciproquement, on suppose que f vérifie 1 ) et 2 )  pour 

(Kt) et (LI) : il est démontré en (11.2.2) que 1) est vrai pour (K). 

Montrons que 2) est aussi vrai pour (K) et (L) . Pour cela, 
soit 6 un simplexe de dimension relative i de (K). On pose : 

O 

f(60) = <do, ..., d > 
s 

a 
avec f(~*) = d pour a = O,. . . ,s et soit 

a 621 le simplexe de (K' ) tel 

que : 

Par hypothèse dimf6A = i (car dim 6 = i). Soit o un simplexe de (L) 
f O 

tel que f ( ~ ~ )  < o. 



Notons : 

Il e s t  c l a i r  que f ( 6 0 )  e s t  face de o l .  

Posons : 

Par hypothèse Card C e s t  impair. 

On veut  montrer que s i  : 

a lo rs  Card D e s t  impair. 

k f a i t  C e t  D sont isomorphes. En e f f e t  : 

1)  Tout simplexe 6 '  dans C s ' é c r i t  : 

/8. 0-0 * A 

< < C  > , < C  ,Cl> ,..., 6 , 6 >  avec S0 < 6 e t  f ( 6 )  = o .  
O O O 

De p lus  dimf 6 = i (car  dimf6 ' = i ) , donc 6 E D. 

^O L- L- 

2 )  Réciproquement, s i  6 E: D a l o r s  6 '  = <CC >, ..., 6 ,6> 
O O 

e s t  un simplexe dans C.  

On en déduit que Card D e s t  impair, ce qui  donne l e  r é s u l t a t .  

II. 3.4. P h o p o a X o n  ( [5] ) . Une appl ica t ion i -c i rcu i t  f : X -t Y 

admet une unique c lasse  [f] dans H-'(x -+ Y ) ,  qui se r e s t r e i n t  à 

[f-'(y)] pour tout y dans Y,  par  l e  c a r r é  f i b r é  : 



lemmes . 
Pour démontrer l a  p ropos i t i on ,  on montre d 'abord quelques 

Pour f a p p l i c a t i o n  P.L, on no te  (K) e t  (L) deux t r i a n g u l a -  

t i o n s  de X e t  Y respect ivement  t e l l e s  que f s o i t  s i m p l i c i a l e .  

Lemme 11.7. Pour t o u t e  a p p l i c a t i o n  cont inue  f : X + Y,  s i  A e t  B 
1 

sont  deux sous complexes de Y,  a l o r s  on a l a  s u i t e  exac t e  de Mayer-Vietons 

-i -1 
3- 

H (f ( A U  B) -----t A U B )  

Démonstration : S o i t  ( : f-'(A U B )  + R~ une a p p l i c a t i o n  cont inue t e l l e  

que 

(f ) Y-'(* u B )  A (A u B)XR" 

s o i t  un plongement fermé. On no te  (f ,() = f 
4 ' 



On v é r i f i e  d'abord que l e s  r e s t r i c t i ons  de f à f-'(A n B)  , 

f-' ( A )  e t  f-' ( B )  sont auss i  des plongements fermés. 

On l e  v é r i f i e  pour f- l  ( A  n B )  ( l a  même démonstration r e s t e  , 

valable pour f- l  ( A )  e t  f- l  ( B )  ) . l 
i 

La r e s t r i c t i o n  du plongement f à f-'(A n B )  e s t  un plonge- 
l 
l 

$ 
1 

ment. Montrons que fm( f - '  ( A  n B ) )  e s t  un fermé de ( A  fl B)xYRn. Pour ce l a  

il s u f f i t  de montrer que : 

( 1 )  f$ ( f - ' (A n B ) )  e s t  un fermé de f + ( f - I ( ~  U B ) )  

(donc f+( f - ' (A n B ) )  e s t  un fermé de ( A  U B)&) 

(donc d'après ( 1 ) f ( f l  ( A  fl B ) )  e s t  un fermé de ( A  B)mn. 4) 

( 2 )  e s t  évident. 

( 1 )  A n B  e s t  un fermé de A l J B  donc f - ' ( ~ n ~ )  e s t  un 

fermé de f- '(flU B )  d'où f$(f- ' (A O B ) )  e s t  un fermé de f$(f-I(A U B ) )  
f 

puisque ?-'(A u B) f l (  U B ) )  e s t  un homéomorphisme. 

On pose a lo r s  : 

{ ( x l  , A l  ) , ( x 2 , A 2 )  ) e s t  un couple exc i s i f  de paires .  

La su i te  exacte de Mayer-Vietoris de ce couple donne l a  s u i t e  

cherchée. 



Lemme 11.2. Soit f : X + Y une application P.L et y un point 

de Y, et soit o le simplexe de (L) tel que y est dans l'intérieur de 

a, et g : {y} + o l'inclusion de y dans 5, alors l'application : 

i 

est un isomorphisme. 

~émonstration : On veut montrer que si 4 : X + R est une application con- 

tinue qui factorise f alors : 

est un isomorphisme. 

Pour cela, on pose : 

I(X~,A~),(X~,A~)~ est un couple excisif de paires. D'autre part : 

La suite exacte de Mayer-Vietoris du couple {(xl ,A1) ; (x2,A2)} s'écrit : 



a )  On montre que : 

11 s u f f i t  de montrer que o x ~ ~ - f '  ( f - ' ( 3 0 ) )  e s t  c o n t r a c t i b l e .  
4 

Pour c e l a ,  on v é r i f i e  que pour to 
quelconque dans IR" : 

e s t  une r é t r a c t i o n  par déformation. 

( ~ a  r é t r a c t i o n  e s t  r é a l i s é e  par l ' a p p l i c a t i o n  : 

b )  D'après l a  s u i t e  exac te  ( 1 )  c i-dessus,  pour te rminer  l a  

démonstration du lemme, il s u f f i t  de montrer que : 
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* 
-1 0 

H"-~(;NFP, :mn-f9(r (0)) + H ~ - ~ ( ~ ~ R ~ ,  YxIR~-~ (f-l(y))) 
9 

est un isomorphisme. 

-1 0 
En effet on a : f (a) est homéomorphe à Sxf-I(y), d'où 

-1 O O 
&Rn-f (f (a) ) est homéomorphe à ox(lRn-f9 ( f-l (y) ) ) . 

9 
O 

De plus ox(tRn-f9(f1(y))) se rétracte par déformation sur 

yx(~~n-f (f-'(y) 1. 
9 

-1  0 Donc H*(%4Rn-f (f (a) ) )  -+ H*(yNRn-f9(f-'(y))) est un isomor- 
9 

phi sme. 

* 0 
Comme on a aussi H (axRn) +- H*(yxtRn) est un isomorphisme, 

le lemme des cinq permet de conclure à l'isomorphisme 

C.Q.F.D. 

Lemme 11.3. si f : x -t Y est une application i-circuit , 

pour tout simplexe a de (L), il existe une unique classe de 

- 1 f 
f (a) ---t a ; on a : 

f 
f a )  - a] est représentée par 6 

dim 6 = i  
f 

O 
pour y s a et g : {y}'+ a l'inclusion de y dans a. 

Démonstration : Puisque f est une application i-circuit, pour tout y - 
- 1 

de Y, il existe une unique orientation de f (y) +- {y} qui est [f-l(y)]. 



Par l e  lemme 2,  il e x i s t e  donc une unique o r i e n t a t i o n  de 

- 1 f f * 
f ( a )  - a ,  notée [ f - l ( a )  - a] e t  dont l ' image par  g e s t  

1 
Cf- (y)]. On peut r ep résen te r  

[T-'(I) -+ 01 par L a  
dim 6 = i  

f 

C.Q.F.D. 

Dans l a  s u i t e ,  on note Y '  une p a r t i e  de Y qui  cont ient  

t o u s  l e s  (j-1)-simplexes ( e t  éventuellement des j-simplexes),  e t  a un 

j-simplexe de ( L )  non s i t u é  dans Y '  . 

Lemme 11.4. S i  f e s t  une app l i ca t ion  i - c i r c u i t ,  a l o r s  on a 

Démonstration : S o i t  c j  : X + IRn une app l i ca t ion  continue qui f a c t o r i s e  

f, a l o r s  on a : 

e t  par isomorphisme d'Alexander : 

Hn-i- 1 F 
( (y1 n . ) m n , ( ~ f  n ( f - l ( y '  n O > > >  = H ~ + ~  

@ 

e t  on a : dim Y' < j ; dim a = j e t  a n ' e s t  pas un simplexe de Y '  

donc dim(yl n a )  = j-1, d'où : 

de même dirn f ( f" (y i  n a ) )  = i + j - 1  ca r  f e s t  un plongement. 
@ @ 



Ainsi HF (f ( f-l (Y' n O) ) = O ce qui achève la démonstration du lemme. 
l+j 9 

Lemme 11. S. Soit f : X -t Y une application i-circuit , et 

soient { o  1 les (j-1)-simplexes qui sont faces de o ; on a 
p p=l ,..., 

Pour tout p = 1 , .  . . ,q, on note !2 l'inclusion o - Y' o. 
P P 

Si a et b sont deux éléments de H-~(~-'(Y' fl o) -t Y' n o) tels que 

* * 
ap(a) = a (b) pour tout p, alors a = b. 

P 

~émonstration : On pose 

A = a U ..... " "m m 1 ; m = l,..., 9 

et R : A 2  O U Y' l'inclusion. l 
(l,..*,m) 

On va montrer que pour tout m = 1,. . . ,q : 

a* 
?E 

(a) = a 
(l,.-.,In) (l,..* ,ml 

(b). 

(Le résultat suivra immédiatement en prenant m = q). 

La démonstration se fait par récurrence sur m. ~ 
Pour m = 1 l'égalité est vérifiée par hypothèse, et supposons 

qu'elle est vraie jusqu'à l'ordre k-1 ; avec 2 6 k < q-2. On a alors : 

qi = Ak-l " Crk 1 

La suite exacte de Mayer Vietoris du couple (%-l,ok) s'écrit : (Lemme 1) : 
~ 



où r et s sont les inclusions : 

D'autre part, on a : 

-i-1 -1 
(il H (f (%-1 n 5) -+ %-1 n ok) = O (même démonstration 

f *  
qu'au lemme 4) donc (r ,s ) est injectif. 

(ii) a O r = R  et 
( 1  ,...,k) (l,...,k-1) 

Par hypothèse de rgcurrence, on a : 

ilc ?Ic (a) = 
a(l,...,k-1) (1,. ..,k-1) 

(b 

?k * 
et d'autre part 9, k (a) = a k (b) (hypothèse du lemme) ,dloÙ : 



C e  qu i  implique que : 

* + 
e t  puisque ( r  , s  ) e s t  i n j e c t i f  

C .Q.F .D .  

Lemme 11.6. Avec l e s  no ta t ions  d é f i n i e s  précédemment, on peut 

é c r i r e  deux diagrammes (où l e s  f l è c h e s  ho r i zon ta l e s  son t  l e s  i n c l u s i o n s  

O O 
canoniques avec y E a  e t  y e a )  : 

P P  

pour p  = 1, . . . Y  q. 



S i  l a  cond i t i on  de l o c a l e  e s t  v é r i f i é e  au-dessus des 

(j-1)-simplexes o du bord de O, on a : 
P 

pour t o u t  p = 1,. . . ,q. 

Remahque. La réciproque du lemme 6 e s t  v r a i e ,  nous ne nous servons 

en f a i t  que du r é s u l t a t  du lemme 6.  

Démonstration : On montre que pour t o u t  p = 1,. . . ,g 

En e f f e t  s o i t  p f i x é ,  on a : 

Posons : 

B = ( 6 ' < ( ~ )  1 dim 6 '  = i + j - 1  e t  f ( 6 ' ) = o )  
P 

* 
1 )  P * >  a']) a* 0 i:( [f-'(cr) + O] ) = a 0 i 2 ( C  

P 6eA e t  6 a une 

face  dans B 
m % 

puisque s i  6 n ' a  pas  de f a c e  dans B ,  P O i 2 ( 6 )  = 0. 



2 )  D'autre pa r t ,  pour tout  simplexe 6 '  dans B t e l  que 6 '  < 6 avec 

6 o A y  on a f ( 6 ' )  < f ( 6 )  c 'est-à-dire f ( 6 ' )  < o,  dimf 6 '  = i e t  

f ( 6 ' ) = o , a lo r s  : l a  condit ion de p a r i t é  l oca l e  au-dessus de a exprimée 
P P 

pour 6 '  implique q u ' i l  ex i s t e  un nombre impair de simplexes 6 t e l s  que : 

Donc, il ex i s t e  un nombre impair de simplexes 6 t e l s  que : 

une face dans B avec ~ E A  

3) Reste à montrer que : 

avec 6 s A  

Il s u f f i t  de montrer que, s i  C = (6'eB 1 6 '  < 6 avec 6 s A 1 ,  a l o r s  B = C .  

On a bien sûr  C C B. Soi t  naintenant 6 ' EB, l a  condition de loca le  

au-dessus de a exprimée pour 6 '  montre q u ' i l  ex i s t e  au moins un simplexe 
P y 

6 t e l  que : 6 c A e t  6 '  < 6 ,  d'où l e  r é s u l t a t .  

Rmmqu~.  Avec l e s  nota t ions  du lemme 6 ,  on a pour tout  simplexe 

6 dans A,  il ex i s t e  un unique simplexe 6 '  dans B t e l  que 6 '  e s t  

face de 6 .  



Démonstration de l a  proposition. On va l a  démontrer par récurrence en ajou- 

t a n t  à chaque f o i s  des simplexes a de ( L )  par  dimension croissante  

des a 

0 )  Pour Y = simplexe de dim 0, l e  r é s u l t a t  e s t  évident 

O )  On suppose que l a  proposit ion e s t  v ra ie  jusqu'à l ' o rd r e  

Y ' C  Y où Y '  e s t  l a  réunion de tous  l e s  (j-1)-simplexes de ( L )  e t  

cont ient  éventuellement des j-simplexes : s o i t  a un j-simplexe non s i t u é  

dans Y ' ,  y c e t  {a 1 l e s  (j-1)-simplexes faces  de a . 
P p = 3 , - . - , q  

f e s t  un i - c i r cu i t ,  donc l a  condition de p a r i t é  loca le  e s t  v ra ie ,  en par t icu-  

l i e r  au-dessus des a . D'après l e  lemme 6 ,  on a pour t ou t  p = 1 ,  ...,q : 
P 

e t  d'après l e  lemme 5 : 

Soi t  : 

D'après l a  s u i t e  exacte de Mayer-Vietoris du lemme 1 é c r i t e  

pour l a  pa i re  ( Y '  , a )  e t  par l e  lemme 4, il ex i s t e  un unique élément de 

-i -1 
H ( f  ( Y '  U a )  -+ Y '  " a ) ,  noté [f-'(Y' tJ a )  + Y '  u o] t e l  que : 



Four f i n i r  l a  démonstration, on v é r i f i e  que pour t o u t  po in t  

y, de Y '  u a ,  on a : 

k e s t  l ' i n c l u s i o n  y 4  Y'  y 0. 

En e f f e t ,  s o i t  y E: Y '  u a 
O 

0 )  S i  y, E Y '  : s o i t  l e  diagramme : 

f - ' (yo)  L--- f-I(Y1) - f - l  ( Y '  " 0 )  

?k 
= k l (  [ f - ' (y i )  -+ Y ' ] )  v o i r  c i -dessus 

1 
= [f- (yo)]  (hypothèse de r écu r rence )  

O )  S i  y C O :  o u b i e n  
O 

e s t  dans 30, donc dans Y '  

O 
( v o i r  c i -dessus) ,  ou b ien  y, e s t  dans o ,  considérons l e  diagramme 



On a alors : 

kX( [ f - ' (y1  u O )  
Y u 01 ) = 8 0 Y u O )  + Y '  U O I )  

* *-1 
= ( cf-' (y)] ) (voir ci-dessus) 

Donc la proposition est démontrée. 



CHAPITRE I I I  

TRANSFORMATION DE STIEFEL-WHITNEY 

Dans ce chap i t r e ,  on va montrer l l e x i s t e n c e  e t  l ' u n i c i t é  

de l a  t ransformation de Whitney de l a  t h é o r i e  b iva r i an te  F dans l a  

théor ie  b iva r i an te  H (théorème 111.1.2). 

Dans l e u r  démonstration W. Fulton e t  Mac Pherson in t rodu i sen t  

pour t o u t e  appl ica t ion  f : X -+ Y e t  pour t o u t  a E: LF(X -t Y ) ,  des applica-  

t i o n s  f .  : xi(u)  + Y, r e s t r i c t i o n s  de f à l a  réunion x i ( a )  des s i m -  
1' 

plexes 13' d'une première subdivision barycentr ique d'une t r i angu la t ion  

de X t e l s  que : 

I l s  u t i l i s e n t  l e  f a i t  que ces app l i ca t ions  f .  sont des  i - c i r c u i t s .  On donne 
1 

i c i  un contre-exemple de ce f a i t  (remarque 111.1.9) e t  on démontre l e  

théorème 111.1.2). 

III. 1.1. o é i ( i m o n  ( Cs] ) . Soi t  Tl e t  Tg deux t h é o r i e s  biva- 

r i a n t e s ,  une transformation de Grothendiek w : Tl -+ T e s t  une c o l l e c t i o n  
2 

d'homomorphismes T1(x -+ Y) + T ~ ( X  + Y )  qui  préserve l e s  t r o i s  opérat ions : 

produi t ,  image d i r e c t e  e t  image réciproque ( v o i r  chap i t r e  O ) .  

111.1.2. Théonème (Cs]). Ii exieste une unique transformation 

n a t u r e l l e  de Grothendieck w de iF dans H t e l l e  que s i  X e s t  une 

v a r i é t é  sans bord, on a : 

W (  1,) = W(TX) [XI 

avec W(TX)  e s t  l a  c l a s s e  de Stiefel-Whitney du f i b r é  tangent  à X e t  

E] e s t  l a  c l a s se  fondamentale de l a  v a r i é t é  X. 



Une t e l l e  transformation e s t  appelée transformation de 

Stiefel-Whitney. 

N o Z d i o ~  : Soient ( K )  e t  ( L )  deux t r i angu la t ions  de X e t  Y respec- 

tivement t e l l e s  que f s o i t  s impl ic ia le  e t  ( K )  s o i t  a-adaptée. 

Les simplexes de ( K )  seront  notés par  : 6 , 6 , ,  ..., 6 i'"" 
L- LI A 

e t  l eurs  barycentres par R,61,. . . ,6i, . . .  

Les simplexes d'une première subdivision barycentrique ( K ' )  de 

( K )  seront notés : 6 ' , 6 ! , , . . . , 6  i , . .. . chaque p-simplexe 6 '  de (KI) e s t  

de l a  forme : 

A L- 

6 '  = ~ 6 ~ , .  . . ,6 > avec go< .  . . < 6  . 
P P 

Enfin l e s  simplexes de ( L )  seront  notés par a , o l , . . . , o  i y * ' *  

e t  ceux de ( L ' )  par  O ' , O , . . , U !  ... Et de même chaque p-simplexe o' 
1 y 

de (K') e s t  de l a  forme : 

- A 

<O ..., O > avec O < . . . < O  . 
0 P O P 

Le théorème va r é s u l t e r  des t r o i s  proposit ions suivantes : 

III. 1.3. Pnoponi,tion. So i t  f  : X -t Y e t  a  E: IF(X -t Y ) .  On pose 

O 
Xi(a) = { 6 ' c ( I C 1 )  1 a ( 6 ' )  = 1 e t  dim 6 '  = i }  

f  
e t  s o i t  f i  : xi (a )  -t Y l a  

r e s t r i c t i o n  de f  à X. ( a ) ,  a l o r s  il ex is te  une unique c l a s se  [F , 6 '1 
1  EX; (a) 

dans H - ~ ( x ~ ( ~ )  + Y )  qui se  r e s t r e i n t  à [ fd l (y )  x i (a)]  pour tou; y 

dans Y par  l e  diagramme 



On note a l o r s  [fila= [F 6 '1 . 
6 '&xi (a )  

111.1.4. D é ~ i W o n .  Avec l e s  mêmes nota t ions  que ci-dessus ; 

s i  gi e s t  l ' i n c l u s i o n  x i ( a )  C+ X,  on d é f i n i t  un élément u i ( a )  de 

f 
H-~(x----+ Y )  par  : 

III. 1.5. Pkop~h**ion. La d é f i n i t i o n  de oi ( a )  e s t  indépendante 

des t r i a n g u l a t i o n s  de X e t  Y.  

On pose a l o r s  : dirn X 

111.1.6. Pkopoai t ion.  La transformation w : a %++ w(a) s a t i s -  

f a i t  l e s  condit ions du théorème. 

Pour démontrer l a  proposi t ion  III .1.3. ,  on démontre d'abord 

l e s  deux lemmes suivants  : 

111.1.7. Lerne. So i t  6; un simplexe de ( K ' )  t e l  que : 

dimf6A = i, e t  o' un simplexe de (L') t e l  que : dirn o' = dirn ~ ( 6 ; )  +1 

e t  f ( 6 ' )  e s t  une face de o f ,  a l o r s  on a : 
O 

l a  sommation é t a n t  étendue aux simplexes 6 ' de ( K '  ) , de dimension r e l a t i v e  

i e t  t e l s  que 6 '  < 6 '  e t  f ( 6 ' )  = a 1 .  
O 

A 

O ^O ^ 1  * 1 A * 
Démonstration : On note 6 '  = <so, .  . . ,si ,61 ,. . . ,6i ,. . . ,6:, . . . ,6? > e t  

O 
1 

1 
* L- O P B 

f (60)  = c 0 , .  . . ,ap> avec f (6*)  
= O B .  

B = O ,  . . . , p .  



On peut  d is t inguer  3 so r t e s  de simplexes o1  v é r i f i a n t  : 

* A * 
1 )  Les simplexes du type : <oo,.. . ,O ,O >. On a  : 

P P+l 

de p lus  O O 

a ( 6 ~ )  = a(6?  1 ) .  
P 

 après l a  condition d'Euler loca le  r1.2.31 exprimée pour 6' i , on a  : 

P 

e t  l e  r é s u l t a t .  

l f 
ExemyJ.ee. T --t 8 '  l a  p ro jec t ion  canonique du t o r e  T s u r  l e  

l 1 1 
cerc le  $ .  ons sidérons l e s  t r i a n g u l a t i o n s  de T e t  de 8 : 



6 ' un sommet d 'une 1 è re  subdivi- 
O 

s ion barycentrique 

dim 6'=0 

If(6:)=d 

où l e s  6 '  sont l e s  simplexes de ( K r )  en p o i n t i l l é s .  

A A A 

2 )  Les simplexes o '  du type <o,o ..., o >. Il e s t  c l a i r  que 
0 Y P 

s i  6 '  un simplexe de (K') t e l  que 6; < 6 ' ,  dim 6 '  = i e t  f ( 6 ' )  = 
f 

a l o r s  6 '  e s t  de l a  forme : 

D'où t ou t  revient  à montrer q u ' i l  ex i s t e  un nombre impair de 

simplexes 6 '  de l a  forme : 

En e f f e t  s o i t  6 
P+ 1 

l e  simplexe de ( K )  de dimension maximale 

O 
t e l  que 6 < So e t  f ( 6p+ l )  = 0. Les simplexes 6 t e l s  que 6 < 6' e t  

P+ 1 O 



et f(S) = a sont les faces de 6 
P+ 1 

qui s'envoient sur a. 

Si on pose : 

k 
avec f (d*)  = Ck, k = O,. . . ,q. 

j o+l j I j 
Alors il y a (2 -1)(2 - 1 ) 2  - 1  faces de 6 

P+ 1 
qui 

s'envoient sur a, elles sont en nombre impair, d'où le résultat. 

Exemple --- de la b L t d a n .  

f i  1 
T - S la projection canonique du tore T sur le cercle S : 

a l  joue ie rôle de S P+ 1 de la 

démonstration. 

Les simplexes 6 '  cherchés sont : 



A A * A  A 

3) Les simplexes o '  du type <uO, . . . , os ,o ,u ,+ , , . . . ,~  >. 
P  

Il e s t  f a c i l e  de vo i r  que s i  6 '  < 6 ' ,  f ( 6 ' )  = o f  e t  dimf6' = i a lo r s  
O 

6 '  e s t  de l a  forme : 

A. -s A -s+l A 

6 '  = < 6 0 , .  . . , 8 .  , 6 , 6 ,  , . .  . ,6* > 
1 1 s  P 

O O 
OP Donc u(6;) = a ( 6 '  ) = 1. 

P  

Tout revient  à montrer q u ' i l  ex i s t e  un nombre impair de 

simplexes 6 de ( K )  t e l s  que : 

En e f f e t ,  posons : 

CI = < C  
s  . 'Cq> 

o  = < C O , .  . . , C  y . .  . ,Ct> 
9  

ave c  

k 
f (d*)  = Ck k  = O , .  . . ,q. 

So i t  SS l e  simplexe de dimension maximale de ( K )  t e l  que : 



Il est de la forme : 

k 
avec f(d+) = Ck, k = O, ..., t. 

a,-j a -j 
Alors il existe (2 O-1) x .. . 

. . . x (2 -1) simplexes 6 de ( K )  tels que : 

*O 
et les simplexes 6' cherchés sont les simplexes <60,..., 

^P es i S ,é,ê~+',.. .,s. 1 P > 

qui sont bien en nombre impair d'où le résultat. 

111.1.8. Lme.  Soit f : x-; Y une application P.L et 

a r F(X -t Y) 

Alors pour tout point y de Y, y a 80 avec o' O E (L') : 

définit un cycle dans ~-~(f-'(~) n xi(a) + {y}). 

Démonstration : Soit y s Y et 0;  
O 1 

le simplexe de (L' ) tel que y r oo, 

alors l'ensemble {CS' n f-'(y) ; 6' r (Kt)) définit une triangulation 

cellulaire de f-' (y) et si 6 '  un simplexe de (K' ) tel que f(6' ) = o; 



a lo r s  dimf6' = i s i  e t  seulement s i  dim(ôl n f - l ( y ) )  = i. En : 

( 6 ;  n f - ' ( y ) )  e s t  face de (6; f l  f-'(y)) s i  e t  sedement s i  6 ;  e s t  

face de 6;. 

D'où pour démontrer l e  lemne, il s u f f i t  de démontrer que : 

s i  6 '  e s t  de dimension r e l a t i v e  ( i -1)  avec f(6:) = o '  a l o r s  6 '  e s t  
O O O 

face d'un nombre p a i r  de simplexes 6' de dimension r e l a t i v e  i t e l s  

que : 

Notons 

D = { 6 1 < ( ~ 1 )  1 6; < 6, dimf6' = i, f ( 6 ' )  = UA e t  a(!') = 1 ) -  

On veut montrer que Card D e s t  pa i r .  

Pour c e l a ,  on note : 

* A * 
O '  = < O o y . . ,  u > 

O O '  1 P 

a 
avec f(d,) = oa e t  on pose : 

^ O  A A 

El  = {6 '<(K1)  1 6' = < S I , . .  .,dP , 6 >  avec 
1 
P 

O 
f ( 6 )  = o e t  a ( 6 )  = 1 

P 

E p  = ( 6 ' < ( ~ ' )  1 6 '  e s t  de l a  forme : 

E = ( 6 '< (K1)  1 6 '  e s t  de l a  forme : 
3 

A0 * AAR+1 P 
<So ,... , 6  ,6,6, 6 .  avec f ( 6 )  = o ou o 1 

i R 1 R R+ 1 P 



Deux cas se  présentent : 

O 
- s i  a(&;)  = O a lo r s  D = E l  

O 
- s i  a ( 6 ' ) = 1  O a l o r s  D = E l u E 2 u E 3  

Il e s t  évident que l e s  E .  1 
sont d i s j o i n t s  2 à 2. 

Tout revient  a l o r s  à montrer que Card E e s t  p a i r  pour 
j 

Card E l  e s t  pa i r  

O O O 

Donc a(6 ; )  = a(6 ; )+  1 a ( 6 )  où l a  somme por te  sur l e s  
,. 

*O A 

simplexes 6 '  de l a  forme c60,.. . ,;? ,6> avec f ( 6 )  = o e t  a(:) = 1 .  
1- P 

O Y 
D ' O Ù  a ( & ' )  = 0 e t  Card E l  e s t  pa i r .  

6 'EE 

(ii) Card E2 e s t  p a i r  : on pose 

s -m 
Il ex i s te  un nombre p a i r  (=  2 - 2 )  de simplexes 6 de (K) t e l s  que : 



donc il e x i s t e  un nombre p a i r  de 6 '  de ( K ' )  de l a  forme 

d 'où l e  r é s u l t a t .  

(iii) C a r d E  e s t  p a i r  : on pose : 
3  

f 
o = <d . . . ,d  > avec  CI) = d  
R O y m C1 

6:" O O 
O m m m m 

= < C 1 , . . . > C .  y . . . y C  y . . . ,  C l ,  . . . y  C .  
1 y C i  + I  

> . . . y  C .  y 
1 

O j  O m m J m  

m+ 1 c Y 1  y . .  . . C .  y . .  . ,C  s  y . .  . ,CS  > 
Jm+ 1 

1 
j s  

C1 

& R +  1 
= < d o y . ~ ~ y d m y d m + l y ~ ~ ~ y d  > avec f ( ~ * )  = d .  

s  C1 

J 

S i  f ( 6 )  = a ,  : il e x i s t e  un nombre p a i r  ( =  ( 2  
O O -2) x ... . . X 

m-'m 
X (2 - 2 ) )  de simplexes 6 de ( K )  t e l s  que : 

donc il e x i s t e  un nombre p a i r  de simplexes 6 '  de E t e l s  que f ( 6 )  = a % ,  
3 

X 
on note  E3 l 'ensemble de ces  simplexes.  

' Demême, s i  f ( 6 )  il e x i s t e  un nombre p a i r  
j  j m -i jm+ I i 

( =  ( 2  
S 

-2)  x .. . x ( 2  m - 2 ) x  ( 2  - 2 ) x  ... x ( 2  - 2 ) )  de simplexes 

I 6  t e l s  que 
1 



donc il existe un nombre pair de simplexes 6' de E 3 tels que f(6) = oQ+l 

ER+ 1 
on note l'ensemble de ses simplexes. Or E' et 

3 
E:+' sont disjoints 

3 
R R+l 

et E 3 U E 3  = E  donc CardE estpair. 
3 3 

~émonstration de la proposition 111.1.3. : La proposition se démontre par 

récurrence en construisant Y simplexe par simplexe, par dimension crois- 

sante des simplexes. 

0 )  Pour y un sommet de (L' ) ,  d'après le lemme III. 1.8. 

est un cycle. 

0 )  On suppose que la proposition est vraie pour Y' avec Y' C Y, 

Y' contient tous les (j-1)-simplexes de (L') et éventuellement des 

j-simplexes et soit 0' un j-simplexe de (LI) tel que a' n'est pas LUI 

simplexe de Y' . 
On cherche à montrer que la proposition est vraie pour Y' U a', 

pour cela, soit la suite de Mayer-Vietoris, écrite pour le couple (Y1,o') 

(même démonstration qu'au lemme 11.1) 



1 )  On a : H-~-'(~'(Y' n a') x~(G) -+ y '  n ol) = O (même 

démonstration qu'au lemme 11.4). 

Soit l'isomorphisme : (lemme 11.3) 

O 
où g : {y)-ol est l'inclusion d'un point y de a' dans ol. 

On note [fi1 (y)]@ la classe du cycle : 

où la sommation est étendue aux simplexes 6' de (KI)  tels que : 

dim 6' = i, f(6') = o1 et 6' = 6' f-7 f-'(y) fi xi(a) (Lemme III. 1.6). f Y 

.* * - 1 
P )  On montre que i;([fiP)= i 2 ( g  (~f~lI(y)]~) où 

-i -1 
[rilac H (f (Y') , ,.(a) + Y') hypothèse de récurrence. 

1 

Pour cela, il. suffit de montrer que, sous les mêmes notations 

du lemme II. 6, on ait : 

(on fait l'intersection de tous les espaces avec xi(a) ) . 

De même, le lemme 11.5 reste valable pour les applications 

f-I(y' U a') n ~.(u) -+ Y' I) o1 et f-'(o') n x.(a) -+ of et donne le 
1 1 

résultat. 

On a alors : 

m 

R~ 
oi:([fila>=[T 6 ~ 1  

dim 6 =i 
f P  O 

f(6')=01 et a(~')=l 
P P P 



avec 0' un (j-1)-simplexe bord de 0'. D'autre part : 
P 

Donc tout revient à montrer que : 

En effet, posons : 

Il vient : 

i) si 6' E A, alors d'après le lemme 111.1.5, il existe un nombre 
P 

impair de simplexes 6' de (K' ) tels que : 

ii) si 6' s B : 

- 6' a une face 6 '  P dans A, donc 6' P figure dans les 

2 sommations (dl après le lemme III. 1.5 ) . 



- 6 '  n ' a  pas  de f a c e  dans A e t  dans ce c a s  

D'où 

Donc il e x i s t e  une unique c l a s s e  [f-'(Y' " O )  n X.(a )  -t Y '  V o] 
1 

-i -1 
de H ( f  ( Y f  U o )  n x i ( a )  + Y' U a )  t e l l e  que : 

Pour f i n i r  l a  d6monstration de l a  p ropos i t i on ,  on v é r i f i e  que 

pour t o u t  k : {y}* Y '  II a ,  

k*( ~ f - l ( y i  U O )  n x i ( a )  + Y I  u O] = [ f y l ( y ) l a  

La démonstration e s t  l a  même que pour l e s  i - c i r c u i t s  ( ~ é m o n s t r a t i o n  de l a  

p ropos i t i on  11 .3 .4) .  

111.1.9. Rmmque. S o i t  f  : X - t  Y une a p p l i c a t i o n  P.L, s i  

f  
a  = 1 e s t  élément de x - Y )  a l o r s  i. : Xi(a) + Y e s t  une app l i ca -  

I 1 

t i o n  i - c i r c u i t .  Mais, contrairement  à ce qu 'a f f i rment  W. Fu l ton  e t  R .  Mac 
1 

l 
Pherson ( [ 5 1  ), s i  a  e s t  un élément quelconque de IF(X -t Y ) ,  on 

ne peut pas  a f f i rmer  que f .  : Xi(a) -+ Y e s t  une a p p l i c a t i o n  i - c i r c u i t ,  
1 

c e c i  on l e  v o i t  dans l 'exemple sfiivant : 

S o i t  f  l a  p r o j e c t i o n  canonique du t o r e  T sur l e  c e r c l e  

S' e t  a -dé f in i e  ci-dessous sur le schéma : 



Le t o r e  T e t  l e  ce rc le  S I  sont  t r i a n g u l a r i s é s  de l a  manière 

su ivante  : \ 

O 
: T ( a )  + s1 n ' e s t  pas un O-circuit c a r  : 

O 

6; r To(a) e t  dim f  6  O = O 

f (6:) < o1 e t  il e x i s t e  u n  nombre p a i r  ( =  4) de simplexes 6  ' ( en  poin- 

t i l l é s )  t e l s  que : 

O 
6'  < A', dimf6' = O ,  a ( 6 ' )  = 1 e t  f ( 6 ' )  = a ' .  

O 

~ é m o n s t r a t i o n  de l a  proposi t ion 111.1.5. Soient ( K ~ )  e t  ( K ~ )  deux t r i a n -  

gula t ions  de X, ( L ~ )  e t  (L  1 ) deux t r i a n g u l a t i o n s  de Y t e l l e s  que 

f  : ( K ~ )  -+ ( L ~ )  j = 0 , l  s o i t  s impl ic i a l e  e t  (Kj)  s o i t  a-adaptée ( j = 0 , 1 )  



- i et soient w.(a) et w!(a) les classes dans H (X -+ Y) associées respec- 
1 1 

tivemnet à (Ko,Lo) et ( K ~  ,L, ) .  On cherche à montrer que wi(a) = w! (a). 
1 

On le fait en deux étapes : 

@ Cas ou K est une première subdivision barycentrique de 
1 

(Ko) et LI est une première subdivision barycentrique de ( L ~ )  : 

On considère l'espace XxI, on munit Xx(0) et Xx{l) des 

deux triangulations (K ) et (KI ) respectivement, et on va prolonger 
O 

ces deux triangulations à X x I  de la manière suivante : on raisonne par 

ordre croissant des simplexes 6 de (K ), si 6 est un sommet de (Ko) , 
O 

A C- 

6 est un sommet de (KI), on joint alors 6 à 6. 

Si 6 est un p-simplexe de (Ko ) , on joint alors les sommets 
A 

de 6 au sommet 6 de (K, ) (après avoir effectué le même raisonnement 

pour toutes les faces de 6). 

Exemple. 

On considère alors la triangulation (K) de X x I  dont les 

simplexes sont : 

- les simplexes de ( K ~ )  

- les simplexes de (KI) 

A A 

- Les simplexes de la forme Ca. ,...,a. ,6 ,... 6. > où 
1 1 
O p jo P 

a. a .  sontdes sommets du simplexe 6. , et 6 < ... < 6 . 
1 1 
O P j O j P 



On a  a i n s i  une t r i a n g u l a t i o n  ( K )  de X x I  dont l a  r e s t r i c t i o n  

à xx{O} e t  Xx{ 1) donne respectivement l e s  t r i a n g u l a t i o n s  ( K ~ )  e t  

( K I  1. 

De l a  même manière, on peut cons t ru i re  une t r i a n g u l a t i o n  ( L )  

de Y X I ,  qui s e  r e s t r e i n t  s u r  YX{O} e t  YX{I} à ( L ~ )  e t  ( L ~ )  respec- 

tivement. D'autre p a r t ,  on note a '  l ' a p p l i c a t i o n  de X x I  + C p  déf in ie  

pa r  a '  ( x , t )  = a ( x )  pour t o u t  ( x , t )  de XxI .  On va  montrer que : 

a '  E F ( X X I  -t Y X I ) .  En e f f e t  : 

- 1 - 1  
a )  a '  ( 9 )  = a  ( 1 )  x 1 e s t  un sous-ensemble cons t ruc t ib le  

- 1 
de XxI  ( c a r  a  ( 1 )  e s t  un sous-ensemble cons t ruc t ib le  de x ) .  

Donc a '  e s t  une fonct ion  cons t ruc t ib le  de XxI .  

b )  On montre que a '  v é r i f i e  l a  condi t ion  d 'Euler  loca le  en 

t o u t  point  ( x , t )  de X x I .  

So i t  ( x , t )  un élément de X x I .  On veut  montrer que (Lemme 1.2.5 ) 

avec pour B ( x , t )  un voisinage suffisamment p e t i t  de ( x , t )  e t  ( y , t )  
O 

e s t  dans B ( f ( x ) , t ) .  On peut  c h o i s i r  B ( x , t )  de l a  forme B ( X ) X I '  où 

~ ( x )  e s t  un voisinage assez  p e t i t  de x e t  1' un voisinage assez p e t i t  

de t dans 1. 

D'où t o u t  r ev ien t  à montrer que : 

a f ( x , t )  = x ( ( B ( x )  0 f - ' ( { y ~ ) )  x {tl ; a ' )  



autrement d i t  : 

/ 

Ce qui  n ' e s t  a u t r e  que l a  condi t ion  d 'Euler  l o c a l e  é c r i t e  

pour a  en x. On a donc a '  e iF(xx1 (fxid) y x ~ )  

Maintenant, s o i t  l e  c a r r é  f i b r é  suivant  : 

où P;(X) = (x ,k )  pour k = O OU 1 

pk (y )  = (y ,k)  pour k = O ou 1 .  

Puisque XX{O) e t  Yx{O} sont  t r i a n g u l a r i s é s  respectivement par  

( K ~ )  e t  ( L ~ ) ,  e t  de même, Xx{l) e t  Yx{l} t r i a n g u i m i s é s  par  ( K  ) e t  
1 

( L ~ ) ,  il v i e n t  : 

* 
p k ( a l )  = a pour k = O ou I 

Pour terminer l a  démonstration, il s u f f i t  de montrer que 



Pour cela, on considère + : X + !Rn une application continue 

qui factorise f, et le diagramme : 

avec $'(x,t) = $(x) pour tout (x,t) de XxI. 

?k ?k 
Les applications qui donnent p O et pl : 

à savoir (PO xid) et (p lxid) sont donc homotopes. (L' homotopie est 

réalisée par l'application : 

Y * 
On en déduit : po = pl. 

@ Dans le cas considérons (Kj) j=O,l 

deux triangulations quelconques de X et Y respectivement telles que 

f : (Kj) -+ (Lj) (j = O  ou 1) soit simpliciale et que (Kj) soit 

a-adaptée ( j  = 0,l). 

Il existe deux subdivisions barycentriques it grées communes 

(K) et (L) de (Kj) et ( L ~ )  (j = O ou 1) respectivement, on en 

déduit le résultat d'après 0 .  



117.2. D é r n a m a 3 ~ a n  de Ra p k a p o ~ L t i o n  111.1.6. 

dim X 
û n p o s e  o ( a ) =  wi(a) .  

i = O  

On va montrer  que o s a t i s f a i t  l e s  condi t ions  du théorème, 

à savo i r  : 

111.2.1. S i  X e s t  une v a r i é t é  sans  bord,  on a : 

~ ( 1 ~ )  = W(TX) [x] c l a s s e  homologipue de S t i e f e l  Whitney (mod 2 ) .  

111.2.2. Un ic i t é  de w 

111.2.3. P ré se rva t ion  des  t r o i s  opé ra t ions  : p r o d u i t ,  image 

d i r e c t e  e t  image réciproque.  

~ é m o n s t r a t i o n  : 

111.2.1. S i  X e s t  une v a r i é t é  sans  bord a l o r s  : 

~ . C i x >  1 = CL s t ]  
dimd ' =i 

e t  on a a l o r s  

qu i  e s t  l a  c l a s s e  homologique de Stiefel-Whitney (mod 2 )  c e c i  d 'après  

S. Halperin e t  D. Toledo ([TI). 

111.2.2. Unicité - de o. ( a ) .  
1 

S o i t  f : X -+ Y une a p p l i c a t i o n  P.L e t  cl 6 F ( X  -+ Y ) .  On no te  
-C 

(y )  dans 



f i ( f - ' ( y )  fl xi (a )  4 {y}),  e l l e  e s t  représentée par 

e t  pour ï - I (y )  n xi(.) k2 

On note : 

Lemme. Il exis te  une e t  une seule  classe yi(u) dans 

f i ( x  + Y )  qui pour tout  point y  de Y se  r e s t r e i n t  à [f-'(y)]4 par 

l e  ca r ré  f ib ré  

f - l (y )  L--- X 

Preuve : 1 )  Existence : On montre que yi(a)  = oi (u) .  

Pour ce l a ,  on montre que : 



On cons idère  l e  diagramme su ivant  : 

' i S o i t  [fila l a  c l a s s e  de x i ( a )  - - Y dans H-'(xi(c<) + Y )  ; on a a l o r s  : 

i 

kg @, ( [fila)) = k ( [ f ~ ' ( y ) ] ~ )  d 'après  l a  p ropos i t i on  111.1.3 
?k 2* 1 

2 )   unicité provient  du f a i t  de l ' u n i c i t é  de [fila (III. 1.3) 

e t d e  ce que l a  r e s t r i c t i o n  de y i ( a )  dans ~ - l ( f - l ( ~ )  -+ {y})  donne 

[f-l(y)]; = k ( Cf . l u )  pour t o u t  p o i n t  y  de Y.  
2?k 1 

111.2.3. c o m a a i n e .  S o i t  y E Y e t  s o i t  ( K o )  une t r i angu la -  

- 1 t i o n  de X dont f ( y )  s o i t  un sous polyèdre,  on no te  ( K  ) l a  r e s t r i c -  
Y 

t i o n  à f - l  ( y )  de l a  t r i a n g u l a t i o n  ( O )  e t  ( K '  ) s a  Iè re  subdiv is ion  
Y 

barycent r ique .  Alors  j> a ( & '  ) S 1  d é f i n i t  un cyc le  dans 
6 '  f ( ô 1 ) = J 7  

6 '< (K  ) 
Y 

dimd ' =i 

-i -1 
H ( f  ( y )  -+ y )  de c l a s s e  [ f - l (y ) l a  

i ' 



Preuve : Si (K) est la triangulation de X telle que précédem- 

* 
ment, alors g oi(a) = [f-l(y)]q. 

D'autre part pour la triangulation ( K ~ )  de X on a : 

Or d'après la proposition 111.1.4, wi(a) = o!(a). 1 Donc 

111.3.3. Pné~mvaLion d u  3 o p ~ ~ a v l n .  

On montre que la transformation o : F + H les trois 

opérations : produit, image directe et image réciproque. 

1. préservation du produit. Soit un diagramme commutatif 

f h 
On a alors @(a) E: H(X ---+ y),  w($) E H ( Y  --L Z) et w(a6) c~ H(X ---+ Z) . 

On veut montrer que w(af3) = o(a) a($) c'est-à-dire 

OU encore 



 après l'unicité de w (a@) (III.~.~), il suffit de montrer que pour tout 
n 

point z de Z, on a 

par le diagramme commutatif : 

~ ' a ~ r è s  le corollaire 111.2.3, on peut prendre z comme sommet ~ 
d'une triangulation (M) de Z. Soit le diagramme : 

dim 6 '=i 
O 
f 

a( 6 ' )=1 

d i m  a '= j  
g 

fi(:' )=1 



Donc t o u t  revient  à montrer que : 

tiimf6 ' =i dim a l = j  
g  

O 
a ( 6 '  )=1 ~ ( 3  )=1 (aB) (6 '  )=1 

Dans l e  produit i n t e r v i e n t  l e s  simplexes 6 '  de CI (gof) - l  ( z )  
O 

t e l s  que : dim 6 '  =i, a ( & ' )  = 1 ,  dim f ( 6 ' )  = j e t  ~ ( f ( 6 ' )  = 1  donc f  
O 

g  

Demême pour t o u t  6 '  de ( g o f ) - l ( z )  t e l  que dim go f 6 '  = n  
O 

e t  ( a .B) (6 ' )  = 1 ,  il e x i s t e  i e t  j t e l s  que i+ j  = n ,  dimf6' = i, 
O 

O 
dim f ( 6 ' )  = j ,  a ( 6 ' )  = 1 e t  ~ ( f ( 6 ' ) )  = 1 (il s u f f i t  de prendre 

g  

i = d i m f s l  e t  j = n - i ) .  

C.Q.F.D.  

Pfié.hmva..tian de L'image &ec;te. 

Première réduction : Soi t  un diagramme commutatif X 
f  

h = g o f  

h  
où f  e s t  une app l i ca t ion  propre e t  s o i t  a  E !F'(x ---+ z ) ,  on a a l o r s  

h -i 
u i (a )  e H - ~ ( x  ----+ Z )  ; ( î*a )  E F(Y + Z )  e t  ui(f*a)  E H ( Y  + z ) .  

On cherche à montrer que pour t o u t  i : 

D'après l ' u n i c i t é  de o . ( f * a )  1 (111.2 .2)~  il s u f f i t  de montrer 

ma 
que pour tout  po in t  z  de Z ,  f * ( u i ( a ) )  s e  r e s t r e i n t  à ~ ~ - ' ( z ) ]  



p a r  l e  c a r r é  f i b r é  

Autrement d i t  : 

~ e ~ i è m e  réduct ion  : On f i x e  z, e t  s o i t  l e  diagramme : 

* ?46 
on a k (f*(mia)) = f l (k w .  ( a )  ) , e t  puisque 

1 

k*(mi(a)) = [(gof)- ' (z)]q (111.2.2) a l o r s  : 

D'où montrer que ( 1 )  e s t  v r a i  r e v i e n t  à montrer que pour t o u t  z de Z 

on a : 



On considère (K), (L) et (M) trois triangulations respective- 

ment de X, Y et Z telles que f,g et h soient simpliciales, (K) soit 

a-adaptée et que (L) soit f,u-adaptée. 

(K' ) , (LI ) et (MI ) des première subdivisions barycentriques qui 

véfifient les mêmes conditions que (K), (L) et (M). 

Troisième réduction : si r' un simplexe de (M') tel que 

O 
z s r, l'égalité (2) à démontrer devient : 

c'est-à-dire : 



On remarque que si 6' est dans la lère somation on a : 

dim 6' = dim f(6'). 

Montrons que l'égalité (3) est vraie. 

Posons : 

et dim f(6') = dim 6') 

Il s'agit de montrer que : 

1) si 6 '  E A tel qu'il existe un nombre impair de simplexes 
O 

- 1 
6' de A qui vérifient f(6') = f(6') (c'est-à-dire f(6;) n g (z) 

O 

figure dans la lère sommation de (3)) alors f(6;) E B. 
1 

2) Réciproquement, si est dans B, il lui correspond un 

nombre impair de simplexes 6' de A vérifiant f(6') = a'. 
O 

En effet : 

1) soit 6; E A, donc dim f(60) = i et gf(6;) = of. 
g O 

O 
Il suffit de montrer que : (f* a)(f(ôl)) = 1 (u). 

O 

On note : 



a a 
avec f ( 6 ; )  = og e t  (gof)(6,) = r a .  D'autre par t ,  on a : 

O 

a ( 6 )  ( 4 )  

O p 
a(6)=1 (par déf in i t  ion de f*a). 

(*) sera  vér i f ié  s i  on montre que : 

(i) pour 6 E C s i  ~ ( 6 )  e s t  l'ensemble des simplexes 6 '  
A 

de ( K I  ) dont  l e  dernier sommet e s t  6 e t  t e l s  que : dim 6 '  = dim f ( 6 '  ) 

f ( 6 ' )  = f ( 6 0 )  a lo r s  card ~ ( 6 )  e s t  impair- 

l 

(i i) ,  (iii) e t  ( i v )  sont évidents, reste  à montrer (i). 

En e f f e t ,  posons : 

O a 
avec ou = <a, ,  ..., a >. 

B j 6 



Pour 6 appartenant à C ,  on note : 

o , i  o , i  O ,  i 
6 = <b;,O,..., boyO b0 , l , . . . , b  031 . O O O s ' 1  

y " " b  . b ,..., b 
1 S. y ... 

O 1 
O 

PY  Ji PaJ; 

. . . . ,b, P y . . . . ,  b P> 
P 

a,B a avec f ( b t  ) = a @ .  

s S .  
1 

O On a a lo r s ,  il ex i s t e  un nombre impair (=  ( 2  '-1 ) x . .  . x ( 2  -1 ) 

O O de simplexes a0  de ( K )  t e l s  que a < 6 e t  f ( a O )  = a . 
O O O O 

De même, il ex i s t e  un nombre impair de simplexes t y  de ( K )  

O 
t e l s  que t l  < 6 e t  f ( t O )  = <e O O 

1 
, e  >, donc il ex i s t e  un nombre 

O O j 0 + l Y " '  j 1 
impair de couple ( a o , a l )  t e l s  que : 

O O O a O <  a ,  < 6 ,  f ( a O )  =.ao e t  f ( a 7 )  = a l  
O : 0 

(il s u f f i t  de prendre pour a: l e  o n t  a0  * tl). 
O 

On r é i t è r e  l e  raisonnement, on obt ient  : il ex i s t e  un nombre 

impair de i -uples (a:,. . . , ap  ) t e l  que a0  < . . . < aB 
P 1 -1 O 1 -1 

< 6 e t  

a C1 P P f ( a g )  = aB,  donc il ex i s t e  un nombre impair de simplexes 6 '  de (KI) de 

*O A * 
l a  forme < a o , .  . . .ap 6, t e l s  que f ( 6 ' )  = f(6;), dim 6 '  = dim f ( 6 ' )  

1 

O O 
p-1' 

e t  a ( 6 ' )  = a ( 6 )  = 1 ,  c 'est-à-dire card ~ ( 6 )  e s t  impair. 

2 )  ~ é c i p r o ~ u e m e n t ,  s o i t  a '  un simplexe t e l  que o f  E B : 

O 
on a dim a '  = i, g ( o l )  = r '  e t  f * a ( o f )  = 1.  O r  

g 

U V 

( f , a ) (a f  1 = ) a ( & ' )  par dé f in i t ion  de ftu. 
6 ' < ( ~ '  ) l f ( 6 '  )=af  



* A O 
On pose o '  = <o . . ,op> e t  puisque ( f*a)  ( o f  ) = 1 ,  a l o r s  il ~ i s t e  au 

O 
moins un simplexe 6; de (K') t e l  que f ( 6 ; )  = o '  e t  a ( & , )  = 1. 

^O -0 * 

< A o , . .  . , 6 .  *P 
a 

6 ;  e s t  de l a  forme : ,... ,6:, ..., S .  > avec f ( 6 B )  = O, 
1 1 

O 
*O ^P P 

pour t o u t  a = O , .  . . ,p. So i t  6 '  = < 6 i  , . . . , S .  >. 11 e s t  f a c i l e  de v o i r  
O 1 

O P 

que 6 '  c A e t  f ( 6 ' )  = o f ,  on a a l o r s  l e s  4 a s s e r t i o n s  ( i ) ,  ( i i ) ,  ( i i i )  
O O 

e t  ( i v )  ci-dessus. 

Donc 

il e x i s t e  donc un nombre impair  de simplexes 6'  de A t e l s  que 

f ( 6 '  ) = o f ,  ce q u i  implique que f (6;) = o '  f igu re  a u s s i  dans l a  

l è re  sommation de ( 3 ) .  

3)  PtramvaLion de .- L'image trécipnoque. 

Soit  lin ca r ré  fibi-6 : X'  g' t x où X '  e s t  
4. 

homéomorphe à { ( x Y y 1 )  c XxY' 1 f ( x )  z g ( ~ ' ) } .  

f f 
Soit  a dans F(X--- Y ) ,  d 'où l ' é lément  @ ( a )  E: H( X----+ Y ) .  

* ?k f '  
On cherche à montrer que g (ma) = o ( g  a )  dans H ( X '  ---+ Y '  1. 

D'après l ' u n i c i t é  (111.2.2)~ il s u f f i t  de montrer que pour t o u t  

y '  de Y '  e t  pour tou t  i : on a 



- 1 
f '  ( y ' )  -------ct X' 

On t r i a n g u l a r i s e  tous  l e s  espaces du c a r r é  de t e l l e  façon à 

avoir  des app l i ca t ions  s impl ic i a l e s  e t  que l a  t r a i n g u l a t i o n  de X s o i t  

a-adaptée. 

D'après l e  c o r o l l a i r e  (111.2 .3)~  on peut supposer que y '  

e s t  un sommet de l a  t r i angu la t ion  de Y i y  y  = g ( y ' )  e s t  donc un sommet 

de l a  t r i angu la t ion  de Y. 

On considère l e s  diagrammes suivants  : 

- 1 Puisque g '  : f' y '  ) + f 1  e s t  un hom60morphisme e t  

1' 
?k 

g a ( x l )  = a ( g l ( x '  ) )  pour t o u t  x' de f 1 - I ( y )  (I l faprès l a  d é f i n i t i o n  

1, de g * a), on a : pour t o u t  i : 



?k ?k * 
(kog) (wi(o) )  = k t  (wi(g a)) 

* * ?k 
d'où (gokt ) ( o i ( a )  = k '  a ) )  car  kog = gok' .  

* ' * * on en déduit que k ~ * ( ~  o i ( a ) )  = k t  (w.(g  1 a ) ) ,  d ' oc  l e  r é s u l t a t .  
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