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On sait d'après Remmert [la] et Narasimhan [14] que toute variété 

(C2n+ 1 de Stein de dimension n admet un plongement holomorphe propre dans 

Dans ce travail, on s'intéresse aux plongements des variétés ana- 

lytiques de dimension infinie. 

Nishihara [19 a étudié le plongement holomorphe des variétés hil- 

bertiennes. Dans le chapitre 1, on s'inspire de son article pour montrer qu'une 

variété banachique dénombrable à l'infini, qui possède suffisamment de fonctions 

holomorphes, peut être plongée dans l:(~) X E où E est l'espace modelant et 

J un ensemble convenable. En particulier, on démontre qu'une variété pseudo- 

convexe étalée sur un espace de Banach E à base de Schauder se plonge dans 

E x E. 

Dans le chapitre II, on étudie la possibilité de trouver un plonge- 

ment holomorphe propre. On résout ce problème dans le cas d'une variété pseudo- 

convexe, étalée sur un espace de Banach E à base de Schauder et à fibres 

finies ; on montre qu'elle possède un plongement holomorphe propre dans E xH(0) 

où H(0) est l'espace des germes des fonctions holomorphes à l'origine de E. 

Pour une variété pseudo-convexe étalée sur CI (1 ensemble in£ ini) 

1 
on exhibeun plongement holomorphe propre dans C . 

Le chapitre III est consacré à l'étude de la structure analytique 

sur les espaces C(K,R). 

Si K est une variété analytique différentiable compacte de classe 

Cr+s+2 cr et R une variété différentiable de classe , Palais Cl71 munit 

l'espace c~(K,R) d'une structure di£ férentiable de classe cS telle que 



(ii) 

si X et Y sont deux variétés différentiables compactes de classe cr 
Cr+ s+ 2 et R une variété différentiable de classe , l'application 

af : g -+ go£ de cr(y,R) dans cr(x,f2) est de classe cs pour tout 

£ E cr(x,y) et tout s, O < s < r. Cette structure est construite à 

l'aide de l'exponentielle associée à un champ isochrone sur fi. 

Dans le cas d'une variété analytique complexe, cette exponen- 

tielle n'est pas en général holomorphe ; si R est une variété infini- 

tésimalement homogène, en utilisant un relèvement du fibré tangent holo- 

morphe sur R x en introduit par Hirschowitz Cl on munit 1 'espace 

C(K,R), où K est un espace compact quelconque, d'une structure analy- 

tique pour laquelle l'application a ci-dessus est analytique si f 
f 

est analytique. 

Lorsque R est de Stein, on démontre que C(K,R) muni de cette 

structure analytique admet un plongernent propre dans C(K, g2"+'). A la 

fin du chapitre III, on étudie l'enveloppe d'holomorphie de C(K,R) lorsque 

R est étalée sur an. On démontre dans un cas particulier la conjecture : 
% 

R enveloppe dfholomorphie de R entraîne c(K,R) enveloppe d'holomorphie 

de C(K,R). 



CHAPITRE 1 

PLONGEMENT HOLOMORPHE DES VARlETES ANALYTlo,UES 8ANACiilQUES. 

S o i t  X une v a r i é t é  ana ly t ique  complexe modelée s u r  un espace 

Banach E de  dimension i n f i n i e .  

S o i t  U un recouvrement de  X p a r ' d e s  ouver t s .  S i  F est un 

espace de Banach, on no te  pa r  AU(F) l ' e s p a c e  des  fonc t ions  holomorphes 

de X dans F bornées s u r  chaque w c U ,  muni de  l a  topologie  d e  l a  

convergence uniforme s u r  ce s  a. Pour c e t t e  topologie   AU(^) e s t  un 

espace localement convexe séparé  complet (de Frechet  s i  U e s t  dénombrable). 

S o i t  J un ensemble e t  p un r é e l  3 1 .  

On note  par  l P ( E )  l e  sous-espace de  EJ formé des  f a m i l l e s  
J ( X j ) j o ~  

t e l l e s  que : 

l : ( ~ )  muni de l a  norme : l l x 1 l p  = ( 1 e s t  un espace d e  
~ E J  

Banach ; lo rsque  J e s t  dénombrable ou f i n i  e t  E e s t  un espace d e  

2 
H i l b e r t  muni du produi t  s c a l a i r e  < * >   e espace l J (E)  e s t  un H i l b e r t  

E ' 

pour l e  p rodu i t  s c a l a i r e  : 



Lemme 7.1.- Soit F un espace vectoriel normé de dimension in- 

finie, il existe une suite e dans F et une suite Ln dans F' (dual n 

de F) vérifiant : 

l \leil] = 1 ,  Lj(ei) = 6ij t/i,joN (6i,j symbole de Kronecker). 
1 

Pheuve : 

On fait un raisonnement par récurrence. 

Soit e c F tel que 1 lel 1 1  = 1 ,  il existe LI a F' 
1 

vérifiant L (e ) = 1 .  1 ,  

- 
L'espace F s'écrit alors F = C el 43 G, où : 

Supposons construits el,. . . ,e ; LI,. . . ,L et G vérifiant : n . n n 

Soit en+] E Gn tel que 1 len+l 1 / = 1 et ln+l E 6; tel que 

'n+i (en+i ) = 1. Posons Ln+l = 1 O pG où pG est la projection 
n+ 1 n n 

canonique de F sur Gn dans la décomposition ( 8 ) .  Alors si on pose 

Gn+ I = Ker a+ , 9 Pn+ ) est vérifiée. Le lemme est démontré en prenant 

les suites ainsi construites e. et L . 
1 j 

Theokèrne 1.1.- Soit X une variété analytique complexe modelée 

sur un espace de Banach E de dimension infinie. Supposons que X est 

1 

à base dénombrable d'ouverts. Alors une condition nécessaire et suffi- . 
sante pour qu'il existe un espace de Banach H de dimension infinie et 

un plongement holomorphe $ de X dans H dont la différentielle d9x 



est un monomorphisme direct en tout point x E: X est que X vérifie 

la propriété suivante : 

il existe un recouvrement dénombrable de X par des 

ouverts tel que : 

(1) AU(t) sépare les points de X ; 

(2) pour tout w E U ,  il existe f E  AU(^) tel que le w 

couple (w,fw) forme une carte locale. 

a )  ConchXion nécuaadï2. .................... 

Soit x E X, on note Ex 
l'image de l'espace tangent TxX à 

X au point x par l'application ddx 

Soit 
Px 

une projection de H sur E (application linéaire 
X 

continue surjective vérifiant Px - - Px- Elle existe car dgx est un 

monomorphisme direct). 

X 
On pose g = px O 0.  application g est analytique et : 

Ainsi (dgXlx est un morphisme bijectif de T X sur Ex ; X 

c'est donc un isomorphisme (Théorème de Banach). 

Le théorème des fonctions implicites entraîne l'existence d'un 

voisinage V(x) de x tel que l'application gX soit un isomorphisme 

de V(x) sur gX(v(x)). Soit (xi) une suite de X et U  = ( w . )  un 
1 

recouvrement dénombrable de X par des ouverts tel que : 



Ex étant isomorphe à E, on peut trouver des applications ana- 

lytiques i 
de X dans E vérifiant : 

(gismi ) est une carte locale I 

X. 
1 

Pour cela on peut prendre gi = Y i  O g où Yi est un iso- 

morphisme de E sur E. Par suite gi E  AU(^) et la condition (2) de 
: 
I 

(Pl  est vérifiée. La condition ( 1 )  est aussi vérifiée : soient x et y 

deux points distincts de X, on a $(Tt) # $(Y) car est injective. 

Il existe alors 5 E H' tel que 5 O $(x) # 5 O $(y), ainsi l'applica- 

tion 5 O 4 sépare x et y et 5 O $ E  AU(C) 

b )  C o n W o n  ------------ bua&hante ------ : 

On suppose que X satisfait la propriété (P). 

pour tout w c U soit f E  AU(^) tel que (m'fa) soit une w 

carte locale. On note par J l'ensemble des applications fw quand 

w décrit U. On suppose que U = (wi) . Si J est fini, on le 
iaii 

prolonge en une famille infinie dénombrable par une suite d'applications 

nulles. Notons J = (f f ... ) et posons : 1 '  2 '  

-. 
1 a = -  ( 1  + ~u~/If~(x)I[~) où B(n) = u mi. 
2n XEB (n) i= 1 

La suite a f définit une application f E A~(L:(E)) : n n 

f(x) = (anfn(x))n31 



il su£ f it de remarquer que la série 1 a;l 1 fn(x) 1 1 converge normalement 

sur chaque w E U, en effet : 
k 

X€U nhl 
k 

xcw nck 
k 

Soit F un espace de Banach de dimension infinie, nous allons 

construire une application g de X dans F qui appartient à  AU(^). 
Soit (z,u) E X X X -(U wk X wk). il résulte de la condition (1) de 

k 
la propriété (P) et de la continuité que pour tout (z,u) ê 

l 
1 

' 1 

X x X - (U wk X uk) il existe un voisinage V(z,u) de ( z  ,u) et une l 
l - 

k 
l 

c A (C) tels que : fonction 1 

g(z,u> u i 
1 

 a autre part, X étant à base dénombrable d'ouverts il existe 

une suite (ziYui) telle que : u v(zi,ui) 3 X x X - (u  wk x wk). 
i k 

On écrira dans la suite giyVi au lieu de g et V(ziyui). 
(ziyui) l 

l 
1 

On pose 6 = - (1 + SUP 1 gn(<) II-'. 
2n ScB (n) 

Soient e. et L. deux suites de F et F' respectivement 
1 1 

selon le lemme 1.1. On définit g(x) = 1 bngn(x)en. 
n 

Le même raisonnement que pour f permet de montrer que g c  AU(^). 
Posons = (f ,g) alors $ B A~(LJ(E) x F) et $ répond aux conditions 

voulues en prenant H = LJ(E) x F. 

a) $ est injective. ------ 

Par construction de f et g, on a : 



s ' i l  e x i s t e  wn 5 U t e l  que ( ~ Y Y )  E un a l o r s  x # y e n t r a î n e  

- Sinon il e x i s t e  i t e l  que (x,y) Vi e t  donc g(x)  # g(y)  ( c a r  

g(x)  = g(y) e n t r a î n e  Liog(x) = L.og(y) 1 s o i t  gi(x) = gi (y) ) .  

b) dqx e s t  un monomorphisme d i r e c t  pour t o u t  x E X. 

S o i t  wk E U t e l  que x E w k ' Soi t  f n  E J t e l  que 

f / w  ) s o i t  une c a r t e  l o c a l e .  
n k 

So i t  pn : ~ J ( E )  x F + E l ' a p p l i c a t i o n  q u i  à ( 5 , ~ )  f a i t  

ème 
correspondre l a  n composante 5, de 5. On a : 

il en r é s u l t e  que d e s t  un monomrophisme d i r e c t  e t ,  par  s u i t e ,  $ e s t  

une immersion d i r e c t e  au poin t  x d 'après  [3] . 

PnoponLLLon 1 . 1 . -  S o i t  (X,p) une v a r i é t é  é t a l é e  s u r  un espace 

de Banach E de dimension i n f i n i e .  Supposons que X e s t  à base dénombrable 

d ' ouve r t s  e t  q u ' i l  e x i s t e  un recouvrement U de X par  des  ouve r t s  t e l  que 

AU(c) sépare l e s  po in t s  de X. 



Alors il existe un plongement holomorphe de X dans E x E 

(de X dans E si on suppose de plus que E est un Hilbert séparable). 

Ptreuve : 

En prenant un recouvrement U' dénombrable et plus fin que U 

de sorte que (w,p/w) soit une carte locale pour tout w c U' et que 

p E AU' (E), on peut prendre J = (et par suite e f ; ( ~ )  = E) et 

appliquer le théorème 1 . 1  . à U' . 
Si E est un espace de Hilbert séparable, E X E est isomor- 

phe à E d'où la proposition. 

Nous étudions maintenant l'existence du recouvrement U véri- 

fiant la propriété de la proposition précédente. on suppose dans la 

suite que la variété étalée est connexe. 

D é a i w o n  1 . 1 . -  Soit (X,p) une variété étalée sur E. Etant 

donnés une partie T de X et un voisinage V de l'origine dans E. 

On écrit T + V C X si pour tout x E: T, p est un homéomorphisme d'un 

voisinage de x sur p(x) + V. On pose alors dans ce cas : 

désigne l'inverse de p défini sur p(x) + V par l'égalité : 

- 1 
Px 

op = identité , à valeurs dans un voisinage de x). 

V é ~ i n L t i o n  1 . 2 . -  Un recouvrement U de X par des ouverts est 

dit admissible si pour tout w E: U il existe un voisinage V équilibré 

de l'origine dans E et un ouvert w '  E U tels que : 

1 . 2 . -  Pour tout recouvrement U de X par des 



ouverts il existe un recouvrement admissible U'  de X par des ouverts 

plus fin que U. De plus U' peut être choisi dénombrable si U est 

dénombrable. 

X 
Soit w E U et B = {x c E, ~ / I x / / ~  < I1.n c R . 

n 

Posons w(n) = t x r  wBr(x) E R,r(x) > 1 et x + r(x)BnCwl. 

On vérifie facilement que w(n) est un ouvert et que : 

* U' est un recouvrement admis- Ainsi si on pose U' = { ~ ( n ) } ~ ~ , ~ ~  -, 

sible de X plus fin que U qui est dénombrable si U est dénombrable. 

DtiaiWon 1 . 3 .  (Envdoppe d'hubmunpkie) . - 
a) Soient (X,p) et (X' ,p') deux variétés étalées sur E. 

Un morphisme u de (X,P)  dans (x1,p') est une application continue 

vérifiant p' O u = p. 

b) Soit A C  Û(x)  (l'espace des fonctions holomorphes sur X) . 
Une variété (X',pf) connexe étalée sur E est dite un domaine de pro- 

longement analytique de A s'il existe un morphisme u de X dans 

X' tel que pour tout f E A il existe f' € O(X') vérifiant : 

f = f' O u (f' est unique, unicité du prolongement analytique). 

'L 'L 
c) Un domaine de prolongement analytique (X,p,u) est une 

enveloppe d'holomorphie de A s'il est maximal ; c'est-à-dire : pour 

tout domaine de prolongement analytique (X',p',uT) de A il existe 

'L 
un morphisme w de X' dans X vérifiant : 



Phoponi t ion 1 . 3 .  - (cf. [ 1 , [20] ) . 

i) Pour toute partie A de O(X) il existe une enveloppe d'ho- 

lomorphie. 

ii) Deux enveloppes d'holomorphie de A sont isomorphes. 

Considérons un recouvrement U de X par des ouverts et soit 
1 
1 

'L 'L 
(X,p ,u) 1' enveloppe d 'holomorphie de AU (0. 

% 

On pose AU(c) = {g r o(?)/~ O u s  O(X)}. 
% 

On munit AU@) de la topologie définie par la famille de semi- 

normes qw ' w € U. 

~ 
Muni de cette topologie XU(t,) est un e.1.c. isomorphe à AU(C) . 

par l'isomorphisme g 1 - t  g O u. 

Etant donné f dans L)(x), on désigne par f (") (x;a) le 1 
polynôme homogène de degré n en a dans le développement taylorien l 

1 

- 1 
de f O px au point p(x) ;l'application x* f(")(x;a) est noté 

f(") (a). 

Théohème 7 . 2 . -  Soit (X,p) une variété étalée sur un espace de 1 
Banach E. On suppose que X est à base dénombrable d'ouverts et soit U l 

i 

un recouvrement admissible dénombrable de X par des ouverts tel que 

p s AU(E) et (w,~/w) soit une carte locale pour tout w E U. Soit 

'L "4 
(X,p,u) l'enveloppe d'holomorphie de AU((). On a les propriétés suivantes. 

a) Pour tout f E AU(() et tout a E E, f(") (a) B AU(a) et 

la famille des applications (a.£) I+ £(")(a) est équiconfinue de 

E x AU(c) dans AU(6). 



% 'L 

b)  Pour tout f E AU((), soit f l'unique élément de AU(c) 
l % 

1 vérifiant f O u = f ; alors on a : 

% 5 
c) A U ( G )  sépare les points de X. 

1 

d) xu($) est un espace de Frechet dont la topologie est plus 

l forte que la topologie de la convergence compacte. 

?i 5 
e) il existe un recouvrement dénombrable U de X par des 

ouverts tel que lu(() soit contenu dans A $ ( ( ) .  
- 

On suppose que U = (U ) . i i>,i 

a) On considère w. E U, on doit montrer que pour tout 
1 

f a Au(e) et tout a a E : 

sup ~f(")(a).xl < + 
XEW. 

1 

Puisque U est admissible il existe w c U et une boule 
j Br 

(centrée à l'origine de E et de rayon r > O) tels que : 

l w. + B r C  w . 
1 j 

Pour a ê B  et X E W .  on a pour tout n E: IN : 
r 1 '  

d'où : 2 Tr - 1 ie 
sup~f(~)(a).x/ r & /  S U P I ~ O  PX (~(x)+ae )Ide 

xcw . O XEW. 
1 1 



ce qui prouve (1) pour a F Br et que les applications (a,£) -t f (*\a) 

sont équicontinues. On obtient (1) pour tout a & E par homogénéité 

(n) des f . I 

b) Pour a assez petit dans E, on a : 

'L %-1 - 1 
or p O u = p il en résulte que 

Pu (XI = u O px dans un voisinage 

p (x) + Br de p (x) . Par suite, pour a F B on a : 
r '  

i0-j -ine, I lm'? o-u o p-l[p(x)+ae e 2(n) (a) .x = - 
2* J O  x 

On obtient l'égalité f (") (a) O u = f(") (a) pour a quelconque 

dans E par homogénéité. Ce qui prouve b). 

'L 
c) On définit sur X la relation d'équivalence R par : 

- 
On note x la classe de x. 

'L 
Soit Y l'espace quotient de X par R. En remarquant que les 

CL 
points d'une même classe ont la même image par p on peut définir un homéo- 

morphisme local X -t q(G) = P(x) de Y dans E et un morphisme 

- 
x .t v(x) = u(x) de X dans Y. 

On vérifie facilement que (Y,q,v) est un domaine de prolongement 

analytique de A (C) (on écrira d.p.a en abrégé). Il est maximal, en effet U 
'L 

soit la projection canonique de 'X sur Y. 

Soit (X' ,p' ,u') un d.p.a de AU(a) , il existe un morphisme 

'L 
w de X' dans X tel que : w O u' = u. 

1 1 



On définit alors le morphisme w de X' dans Y : w = IT O w 1 ' 

Le diagramme suivant est commutatif. 

Ceci montre que (Y,q,v) est un d.p.a maximal et donc X et 

Y sont isomorphes. Plus précisément n est un isomorphisme. 

CL 
En effet, X étant un d.p.a maximal de AU(c), il existe un 

'L 
morphisme s de Y dans X tel que s O v = u ( 3  

on a les égalités 

s O I T O U = U  

d'après (2) et (3) 

I T O S o v = v  

ce qui entraîne que s O IT = id% et IT O s = i$ (unicité du prolongement X 

analytique) . 
'L 

Soient x et y deux points de X, x # y entraîne ~(x) # V(Y) 
'L 

ce qui veut dire (d'après la définition de R) qu'il existe f E AU(c) tel 

que f(x) #£(y) d'où c). 

d) Zu(c) étant isomorphe à AU(") et U étant dénombrable, 

AU(() est un espace de Frechet. 
'L A 'L 

Montrons que pour tout x r X l'application x définie de AU(0) 



dans par  : X(g) = g(x)  , e s t  cont inue.  

'b * 
On pose W = {x tz X ~ X  e s t  cont inue) .  

W e s t  ouver t  : s o i t  x fz W ,  il e x i s t e  une semi-norme T s u r  
1 

AU(@,) t e l l e  que : 

'L 

I g ( x ) /  4 n , < e  0 u) g E A U (C) (d 'après  l a  c o n t i n u i t é  de 2) .  

D'après a )  il e x i s t e  une semi-norme n su r  AU(@,),  une boule 
2 

Br 
de rayon r cen t r ée  à l ' o r i g i n e  de E t e l l e s  que : 

'b 
On c h o i s i t  r assez  p e t i t  t e l  que : x + B C X. r 

Pour a E: B 
r / 2  

on a : 

donc x + B  CW. 
r / 2  



W est fermé : Soit (x ) C  W une suite telle que xn converge 
n 

'L 
vers un élément x de X. 

'L 

on pose v = {g AU(~)/Ig(xn)I C 1 Y nl. 

V est convexe, équilibré et absorbant. Il est fermé d'après 

l'hypothèse (x,) C W. V est donc un tonneau et, par suite, un voi- 
% 

sinage de l'origine puisque AU@) est un espace de Frechet. Ce qui en- 

traîne que x = lim x appartient à W. 
n 

'L 
W étant ouvert et fermé, on a : W = X. 

Pour prouver d), il suffit de montrer que l'application 
% 

g -+ 1 / g l  I K  est continue de ( )  dans R+ pour tout compact K de X. 

* 2, 

Or, d'après la continuité de x pour tout x E X, l'ensemble 
'L 

{f / 1 I f /  I l <  d 1 )  est fermé dans AU(c) ; d'autre part, il est équilibré, 

absorbant et convexe par suite c'est un tonneau et donc un voisinage de 
'L 

l'origine dans AU(c), ce qui montre la continuité de l'application 

el Posons qn(f) = supi 1 f (x) 1, x a a, U . . . U s}. La famille 

2, 

de semi-normes 
9, 

dé£ init la topologie de A p )  par qA(g) = qn(g 0 u). 

On considère les sous-ensembles (Yn)naN définis par : 

O 'L O 
Montrons que u Y = X ce qui prouvera e) en prenant U = (Yn)n. 

n 

O % 2, - 
Supposons U Yn # X, soit x r X fl ( n [ Yn) et soit x n une suite qui 

n 



Ceci entraîne en particulier que gn # O et qn(gn) # O (les 

semi-normes 
4n 

sont en fait des normes d'après l'unicité du prolongement 

g, 
L I  

analytique). Posons h = . O n a :  
n qA(gn) 

'L 

Par suite, h est une suite bornée de A (a) non bornée sur 
n U 

le sous-ensemble relativement compact {x ,n tz IN). Contradiction. 
n 

CakoU&e 7 . 7 .  - soit- (X,p) une variété étalée sur E. On 

suppose que X est à base dénombrable d'ouverts et soit U un recou- 

vrement dénombrable de X par des ouverts tel que p &  AU(^) et (w,p/~) 

'L 
est une carte locale pour tout w E U . Soit X l'enveloppe dtholomor- 

'L 
phie de AU(C). Alors il existe un plongement holomorphe de X dans 

'L 
D'après le théorème 1.2. e), on peut trouver un recouvrement U 

CL 'L 
de X tel que AU(k) soit contenu dans A;(c) ; ce qui entraîne que 

CL 
A#@.) sépare les points de X. Dès lors on applique la proposition 1 . 1 .  

Dé&i. f ian  7.4.- Une variété (X,p) étalée sur un espace loca- 

- l 
lement convexe séparé E est pseudoconvexe si p (H) est une variété de 

Stein pour tout sous-espace vectoriel H de dimension finie dans E. 

On sait [2 , 61 que X, étalée sur un espace de Banach à base . 
de Schauder, est pseudoconvexe si et seulement si X est l'enveloppe 

dlholomorphie d'une famille AU(() où U est un recouvrement admissible 

et dénombrable de X. 



ThEuhème 1.3.- Soit (X,p) une variété pseudoconvexe étalée 

sur un espace de Banach E à base dénombrable de Schauder. Il existe 

un plongement holomorphe de X dans E x E (de X dans E si E est 

un espace de Hilbert séparable). 

Pheuve : 

D'après un résultat de Gruman-Kiselman [ 6 ]  et Hervier [8] 

toute variété pseudoconvexe étalée sur un espace de Banach à base dénom- 

brable est le domaine d'existence d'une fonction holomorphe. Comme E 

est séparable, X est à base dénombrable d'ouverts ; soit f € U(X) 

dont X est le domaine d'existence. Soit U un recouvrement dénombrable 

de X par des ouverts tel que f E Au(@,), p c  AU(^) et (bJ,p/bJ) soit 

une carte locale pour tout w c U. Alors X est l'enveloppe d1holo- 

morphie de AU(c) ; il suffit d'appliquer le corollaire 1.1. pour 

conclure. 



CHAPITRE 11 

PRUPRETE DES PLUNGEMENTS HOLOMORPHES DES VARIETES ETALEES DE DlMENSlUN 7Nf lNlE .  

----------- 

Dans l e  c h a p i t r e  1 ,  nous avons é t a b l i  que l e s  enveloppes d 'holo-  

morphie banachiques à base de Schauder pouvaient ê t r e  plongées holomor- 

phiquement dans l e s  espaces  de Banach. Nous montrons maintenant que s i  

l ' o n  suppose de p l u s  l e s  f i b r e s  f i n i e s  on peut c o n s t r u i r e  un plongement 

holomorphe propre dans c e r t a i n s  espaces localement convexes. 

S o i t  E un espace de Banach, on note  H(B ) l ' e space  de  Banach 
n 

des  fonc t ions  holomorphes bornées s u r  l a  boule 
Bn 

de E cen t r ée  à l ' o r i -  

1 
g i n e  e t  de rayon ; , muni de l a  norme 1 1 / l n  de l a  convergence uni-  

forme f I n  = SUP I f ( x ) I ) .  
XEB 

n 

On no te  H(0) l ' e space  des germes de fonc t ions  holomorphes à 

l ' o r i g i n e  de E ,  muni de l a  t opo log ie  l i m i t e  induct ive  des  H(Bn). 

P ~ O p O b d h 3 ~  2 . 7 . -  S o i t  a une s u i t e  de nombres r é e l s  p o s i t i f s  
k 

t e l l e  que a 1 I l k  tend v e r s  O avec - 
k , , a l o r s  q ( f )  = 4 1  I ~ ( ~ ) ( o )  1 / 

k & ~  
d é f i n i t  une semi-norme cont inue s u r  H(0) .  

m 
S o i t  f E H ( O ) ,  il e x i s t e  n E N t e l  que f E H(Bn 1. 

O 
O 

A l ' a i d e  de l ' i n é g a l i t é  de Cauchy on o b t i e n t  : 



Pour n  f i x é ,  il e x i s t e  N IZ IN t e l  que : k  > N e n t r a î n e  a 
l / k  1 
k  6 - .  O n  

2 
O 

On e n  dédui t  à l ' a i d e  de l ' i n é g a l i t é  (1) que pour t o u t  f  6 H(Bn ), 
O 

On peut donc t rouve r  une cons t an te  M p o s i t i v e  t e l l e  que : 

Ceci montre que q e s t  cont inue s u r  H(Bn ) .  O r  n  e s t  p r i s  
O 

O 

a rb i t r a i r emen t  d'où l a  c o n t i n u i t é  de  q s u r  H(0). 

Ptropubd iun  2 .2 .  129 ] . - Tout borné de H(0) e s t  contenu e t  

borné dans l ' u n  des  espaces H(Bn). 

Il s ' a g i t  d ' é t a b l i r  l e s  deux a s s e r t i o n s  su ivan te s  : 

CL) S i  une s u i t e  ( f n )  n ' e s t  contenue dans aucun des  espaces 

H(B ) e l l e  n ' e s t  pas bornée dans H(0). 
n  

6) S i  une s u i t e  ( fn )  contenue dans H(B, ) n ' e s t  bornée dans 
O 

aucun des espaces H(Bm) (pour m > n  ) e l l e  n ' e s t  pas bornée dans H(0). 
O 



En ext rayant  éventuel lement  une sous-su i te  e t  e n  changeant l e s  

i n d i c e s ,  on peut  supposer que pour t o u t  n ,  f n  d H(Bn). 

Ecrivons l a  s é r i e  de Taylor  de f en zéro  : 
n 

1 
L'hypothèse f d H(B ) e n t r a î n e  que l a  s é r i e  1 1 1 f:) (O) 1 1 n  n 11 

d ive rge .  

Par  s u i t e ,  on peut  t rouve r  une fonc t ion  $(m,n) t e l l e  que : 

- 

On d é f i n i t  k = - 1 ,  k = $(k n ) ,  l a  s u i t e  k a i n s i  
O n n- 1 n 

d é f i n i e  e s t  s t r i c t emen t  c r o i s s a n t e .  

Pour k t e l  que 
l k  

kn- i 
r k  < kn, o n p o s e  a k =  (--) . 

S o i t  q l a  semi-norme correspondant aux a a i n s i  d é f i n i s  k  

par  l a  p ropos i t i on  2 . 1 .  On a : q ( f n )  a n ,  v n .  

Ce q u i  prouve que ( fn )  n ' e s t  pas bornée dans H ( 0 ) .  

En ex t rayant  éventuel lement  de{ sous-su i tes ,  on s e  ramène au 
i 

cas  où il e x i s t e  une s u i t e  x dans E \ , t e l l e  que l / x n l l  tende v e r s  O n 

en  déc ro i s san t  e t  t e l l e  que 1 fn(xn) 1 tende v e r s  1' in£ i n i .  

On c h o i s i t  a  de  l a  forme 
k 

% = / Ixg(k) 1 l k  où $ e s t  c ro i s -  

s a n t e  s u r j e c t i v e  e t  tendant  v e r s  l ' i n f i n i .  S i  $ c r o i t  suffisamment len- . 
tement,  on o b t i e n t  : 



- 20 - 

l En e f f e t ,  on peut d é f i n i r  de  l a  façon s u i v a n t e  : 

1 S o i t  n ,  E IN t e l  que : 

I on pose $(O) = ... = $(n l )  = o. 

S o i t  n2 > n t e l  que : 
1 

on pose $ (n ,+ l )  = ... = $(n2) = 1 ,  

e t  a i n s i  de s u i t e ,  l a  f o n c t i o n  $ a i n s i  d é f i n i e  est s u r j e c t i v e  c r o i s s a n t e  

e t  tend  v e r s  l ' i n f i n i  e t  l ' é g a l i t é  (2)  est v é r i f i é e  d 'où B. 

S o i t  (X,p) une v a r i é t é  é t a l é e  s u r  un espace  de Banach E .  

* S o i t  f  une f o n c t i o n  holomorphe su r  X. 

- 1 
Pour t o u t  x E X, posons : fx (v )  = f (x+v)  où X+V = pX (p(x)+v) 

e t  v  assez p e t i t  dans E .  

Ceci dé£ i n i t  une a p p l i c a t i o n  ? : (x + fx) de X dans H(0) .  

Y! 
Ptwpod&on 2 . 3 .  1 9 1  .- L 'app l i ca t i on  f  est ana ly t ique  de X 

dans H(0). 

S o i t  x  E: X, supposons que f  e s t  bornée su r  x +3B e t  
O O n  

O 

que p  e s t  un homéomorphisme de  xo+3Bn s u r  p(xo)+3Bn . On no te  
O O 



Pour u et v dans Bn , on a : 
O 

La formule de Cauchy donne : 

(3) 
1 1 \ ~ ' ( ~ ) l  1 ' l/g/ l g + E B  

où B est la boule unité de E. 

1 
En prenant E = - et 5 = p (xo) + t (u-v) dans 1 ' inégalité (3) , 

n 
O 

on obtient : 

par suite : (f(xo+u) - f(xo+v)l 6 no\ 1 x +3Bn 1 ~ U - V ~ I  
O O 

'L 
Ce qui montre que f est uniformément continue dans xo+B 

n 
O 

et que f est continue dans un voisinage de x . 
O 

CL 
6 )  f eax - - - G-andgtigue. ---- -- -- 

D'après a), on peut trouver un voisinage x +B sur lequel 
O m 

f est continue et à valeurs dans H(Bm). 

Il suffit de montrer que l'intégrale vectorielle Cl  91 
CL - 1 

de h(z) = f O px (p(xo)+za) est nulle . pour toute courbe y homotope 
O 

à zéro dans C et tout a ti E, tels que p(xo)+ya c xo+Bm. 



Pour y ainsi pris, h(y) est contenu dans H(Bm) et il en est de même 

pour 1 ' intégrale 

Soit 6, la masse de Dirac en un point v s Bm. On a : 

- 1  
car l'application z + £op (p(xo)+za+v) est holomorphe. 

X 
O 

P é ~ i v k t i a n  2.1. - 

i) Soit (X,p) une variété étalée su; un espace E. On dit 

- 1  
que (X,p) est à fibres finies si pour tout a & E, p (a) est un 

ensemble fini de X. 

ii) Pour tout x E X, on pose : 

d(x) = sup{r/ 3 v r  3 x, V r homéomorphe par p à B(~(X) ,r) 1 . 

Théoaème 2.7.- Soit (X,p) une variété étalée sur un espace de 

Banach E de dimension infinie à base dénombrable de Schauder. Supposons 

que X est pseudoconvexe à base dénombrable d'ouverts et à fibres finies. 

Alors il existe un plongement holomorphe propre de X dans E x E x H(0) 

(de X dans E x H(0) si E est de plus un espace de Hilbert séparable). 

Ptreuve : 

D'après les démonstrations du the'orème 1 . 1 .  et du corollaire 1 . 1 .  

on peut trouver une application g de X dans E telle que le couple 

(p,g) soit une application analytique injective de X dans E x E. 



D'autre part, un résultat de Gruman-Kiselman [6] et Hervier Cg] montre 

l'existence d'une fonction holomorphe f admettant X pour domaine d'exis- 

tence. Cette fonction f vérifie alors : 

(rf(x) désigne le rayon de convergence normale du développement 
- 1 

au point p (x) de £op en polynômes homogènes) . 
X 

On définit l'application $ de X dans E x E x H(0) par : 

- 
Il est clair que $ est injective analytique. Montrons que 3 

TJ 
est propre, pour cela il suffit de montrer que l'application (p,f) de 

X dans E x H(0) est propre. 

Soient KI et K2 deux compacts de E et H(0) respectivement, 

TJ -1 
montrons que (p,f) (KI x K2) est un compact de X. 

K2 étant borné dans H(O), d'après la proposition 2.2, il 

existe n tz IN tel que K2 soit contenu et borné dans H(Bn) ; par 

suite, on a : 

avec 

Pour conclure, il su£ f it de montrer que p-l (KI) fi XI ln est un 

compact de X. 

- 1 
Soit x une suite de p (K]) n XII, , il existe une sous- 

m 

suite p(x ) de p(x ) qui converge vers un point a c E. 
='k 

m 



1 a  a p p a r t i e n t  à p(X) c a r  d(xm) à - pour t o u t  m. 
m 

- 1 
p  ( a )  é t a n t  f i n i ,  il e x i s t e  au p l u s  un nombre f i n i  s de p o i n t s  

- 1 
, y I Y . . . , y s  dans p  (a)  au vo i s inage  desque ls  p r é a l i s e  un homéomor- 

phisme sur  un vo i s inage  de  a .  Par  s u i t e ,  on peut  t r ouve r  
Y i parmi 

O 

l e s  y .  (1 6 i 6 s )  e t  une s u i t e  x q u i  converge v e r s  yi . Pour 
1 m .  

1 O 

achever  l a  preuve du théorème, nous montrons maintenant  que 
- 

$ e s t  une 

immersion d i r e c t e .  

So i t  w un vo i s inage  d e  x E: X ,  t e l  que (wYp/w) s o i t  une 

c a r t e  l o c a l e .  On dé£ i n i t  s u r  P(W) x E x H(0) les a p p l i c a t i o n s  A e t  

A' comme s u i t  : - 

- 1 'L - 1  
A1(a ,b ,c )  = ( a , b  + gop ( a ) , c  + fop ( a ) ) .  

X X 

A e t  A' son t  des  automorphismes i nve r se s  de p(w) x E x H(0) 

- 1 
e t  on v é r i f i e  que A O O px (a)  = (a,O,O). Ce q u i  montre que 4 est 

, une immersion d i r e c t e  au po in t  x .  D'où l e  théorème. 

Dans c e  paragraphe,  nous a l l o n s  montrer que l e s  domaines pseudo- 

1 
convexes é t a l é s  s u r  C (1 ensemble i n f i n i )  admettent  un plongement ho- 

lomorphe propre dans (CI. Pour c e l a ,  on va u t i l i s e r  l e  r é s u l t a t  v a l a b l e  

dans l e  cas  f i n i  q u i  a s su re  que t o u t e  v a r i é t é  de S t e i n  de dimension n  

(C2n+ 1 
admet un plongement holomorphe propre  dans ( v o i r  p4J  , c8]). 

S o i t  A l e  d i sque  u n i t é  de . Etant  donné une v a r i é t é  (X,p) 

é t a l é e  su r  un espace v e c t o r i e l  topologique sépa ré  E ,  pour t o u t  a  € E 

X - 
avec a  # O ,  on d é f i n i t  l a  d i s t a n c e  da s u r  X dans l a  d i r e c t i o n  a  par  : 



V X E X  
X 

da(x) = sup{r > 0 ,  x+raA C XI.  

( l ' i n c l u s i o n  x+raA C X é t a n t  p r i s e  dans l e  s ens  de l a  d é f i n i t i o n  1.1) .  I 

x+rAa e s t  a l o r s  l a  composante connexe contenant  x  de 

- 1 
P (p(x)+rAa) . 

On s a i t  [-i, l a  que X e s t  pseudoconvexe s i  e t  seulement s i  

X - Log da e s t  plurisousharmonique que l  que s o i t  a .  

Théokème 2 . 2 .  [2, 101 .- S o i t  (X,p) une v a r i é t é  connexe é t a l é e  

1 
s u r  ( 1  ensemble i n f i n i  quelconque).  On suppose X pseudoconvexe. 

- 
Alors  il e x i s t e  J oC  1, J f i n i ,  il e x i s t e  une v a r i é t é  d e  

J 
O 

O 
1-JO 

S t e i n  M é t a l é e  sur  t e l s  que X s o i t  isomorphe à M x (C 

On n o t e  TT l a  p r o j e c t i o n  de b1 s u r  $ pour J Ç 1. 
J 

On i d e n t i f i e  gJ avec l e  sous-espace de d é f i n i  par  l e s  f a m i l l e s  

Nous voulons t rouve r  f i n i ,  JoC 1, t e l  que pour t o u t  x  E X 

il e x i s t e  un vois inage  R de x dans X e t  un vo i s inage  V d e  
J X X 

O 1-JO 
O p(x)  dans C avec p un homéomorphisme d e  R s u r  V + G 

X X 

C e t t e  p r o p r i é t é  e s t  v r a i e  pour x  donné avec un J convenable,  
O O 

il s u f f i t  de  remarquer que l e s  ouve r t s  é l émen ta i r e s  de l a  forme II 0; ic 1 

(0 .  = pour t o u t  i sauf pour un nombre f i n i  de  i )  forment une base  
1 

I 
d 'ouve r t s  dans (C . On va  montrer  que c e  J convient  pour t o u t  x  E: X. 

O 

On r a p p e l l e  que s i  un ouver t  connexe w d 'une v a r i é t é  6 t a l é e  (X,p) est 

homéomorphe pa r  p  à p(w), a l o r s  d e s t  une composante connexe d e  

- 1 
p (p(w)) .  C e t t e  p r o p r i é t é  s e r v i r a  p l u s i e u r s  f o i s  dans l a  s u i t e .  



S o i t  H un sous-espace v e c t o r i e l  de dimension f i n i e  de 
1-JO 

contenant  un élément a + O de  Q e t  t e l  que x e t  x s o i e n t  
O 

- 1 
dans une composante connexe X'  d e  p ( H ) .  

X' est  une v a r i é t é  é t a l é e  s u r  H e t  d a  = + s u r  R n x '  ; 
X 

X' O 

a u s s i  -Log da e s t  -m e t  p e s t  un homéomorphisme s u r  l a  composante 

- 1 
connexe x + Ca d e  p (p(x)+Ca) contenant  x. Sur l a  v a r i é t é  

1-JO 

U (x+Ca) 1-J, é t a l é e  s u r  cC , p est  i n j e c t i f  c a r  s i  p ( y l )  = p(yl') 
a€ u: 

a l o r s  y '  e t  y" s o n t  dans x+Cb s u r  l e q u e l  p e s t  i n j e c t i f .  Ains i  p 
1-JO 1-JO 

e s t  un homéomorphisme s u r  l a  composante connexe x+@ de  p- l (p(x)+c 1 
- 

contenant  x.  

S o i t .  V un vo i s inage  de x .homéomorphe par  p à un vo i s inage  - - 
% 

1 -J 
O 

convexe de p ( x ) .  Montrons que s u r  V = u (x+C ) p e s t  i n j e c t i f .  
xcv 

17Jo 1-JO 
S i  p ( y l )  = p(y") avec y '  E: x '  + C , y" E x" + C , 

X '  e t  x" dans V a l o r s  : 

1-JO 1-JO 1-JO 
- xtl  E: X '  + Cc c a r  p(x") E: p ( x f )  + C e t  x '  + 6: c o n t i e n t  

1-JO 
V n p-l  ( p ( x l )  + u: ) q u i  est  homéomorphe par  p au convexe 

1-JO 1 'JO 
- Comme y" E x" + (C , y" a p p a r t i e n t  donc à x '  + cC a i n s i  que 

1-JO 
y ' ,  o r  p e s t  i n j e c t i f  s u r  x ' +  C d'où y '  = y". 

Tl 1-J 
O Ainsi  V = V + C , composante connexe contenant  x de  

1-JO 1-JO 
p 1  p + C ) e s t  un ouver t  homéomorphe par  p à p(V) + C. . 

S o i t  R l a  r e l a t i o n  d 'équiva lence  d é f i n i e  s u r  X p a r  : 



'L 
R est ----------- ouverte : En effet, les ouverts V, construits ci-dessus, 

forment une base des saturés des ouverts. 

R est fermée : Soit (xo,y0) appartenant à l'adhérence du ---------- 

graphe de R, alors p(xo) ,~(y~)) appartient à l'adhérence du graphe 

1-JO 1-JO 
de la relation "p (y) - p(x) E: (C II . Comme le sous-espace G est 

1-JO 
fermé, p(yo) - p(xo) est dans 

'L 'L 
Soient V et V deux voisinages de x et y. respec- 

X O 
O 

'L 1-JO 1-JO 
tivement construits ci-dessus, alors = (p(VX )+a )n(p($ )+( 1 

- O Y0 

est un voisinage commun à p(xo) et p(yo) ; les composantes connexes 

- 1 
de p (W) contenant respectivement x et y. sont deux voisinages 

O 
'L 'L 5 et de xo et yo. Il existe donc x c W et y E W tels 

X y0 X 
O O y0 

que x R y ; ainsi x et y sont dans une même composante connexe 

- 1 'L 'L 
de p (W), ce qui entraîne W = W et, par conséquent, 

X Xo RY,. 
O y0 

On introduit maintenant M = X 
/ R  

muni de la topologie quotient ; 

c'est un espace séparé. 

L'application T O p se factorise à travers M et l'applica- 

tion canonique s de X dans M par une application notée T : 

J 
O 

(M,T) est une variété étalée sur C et T est un homéomor- 

% 

phisme sur s (;) où les V sont construits plus haut. 

L'application u = (s,T Q p) est un morphisme injectif de 
1-JO 

1-JO 
variétés étalées : X -t M x (C ; par conséquent, X est isomorphe 



1-JO 
par u à M x @  

1-JO 
M est une variété de Stein : M x C étant isomorphe à X 

est pseudoconvexe et M est l'image réciproque de @ par l'application 

1-JO 1-JO 
d'étalement de M x C . Par suite, M est pseudo- 

convexe. 

C o n o u d e  2 . 7 . -  Soit X une variété connexe étalée sur CI 

et pseudoconvexe (1 ensemble infini quelconque). Il existe un plongement 

1 
holomorphe propre de X dans C . 

PiLeuve : 

D'après le théorème de Remmert et Narasimhan @ 4 1 ,  [la], il 

existe un plongement holomorphe propre de la variété de Stein M du 
2(card J + 1 )  

O théorème précédent dans C 

1-JO 
Il existe donc un plongement holomorphe propre de M x C 

2card JO+ 1 1-J 
x a: O dans C 1 

qui est isomorphe à C . Puisque X étant 
l'JO 

isomorphe à M x , on en déduit le corollaire. 



CHAPITRE 111 

ETUDE DE LA STRUCTURE ANALYT7mE DES ESPACES C(K,R). 

----------- 

Etant données deux variétés différentiables compactes X et Y I 
l 

Cr+s+2 I de classe cr et une variété différentiable Z de classe , Palais [17] 1 
construit une structure de variété différentiable de classe cS sur 

I 
l 

l'espace c~(x,z) pour laquelle l'application af : c~(Y,z) + cr(X,z) 1 
l 

qui à g fait correspondre af(g) = g of est de classe cS pour tout 

f r cr(X,y) et O < s < r. Cette construction se fait au moyen de l1appli- 

cation exponentielle associée à un champ isochrone [4] . 

Lorsque les variétés sont munies de structures analytiques 1 l 
complexes,l'exponentielle n'est pas en général holomorphe et le procédé 

précédent tombe. 

On peut, pour les variétés infinitésimalement homogènes, uti- 

liser un substitut introduit par Hirschowitz 1) qui nous permet de 
i 

mener une étude analogue. En particulier, étant donnée une variété de l I 

Stein R de dimension n et un espace topologique compact Ky on 

obtient en fin d'étude un plongement holomorphe propre de C(K,R) dans 

c(K,c~~+') concrétisant dans ce cadre le théorème de plongement abstrait 1 
obtenu au chapitre 1. 



Soit 52 une variété analytique complexe de dimension n dénom- 

brable à l'infini. 

VébiniZion 3 . 7 . -  On dit que la variété R est infinitésima- 

lement homogène si les sections holomorphes globales de son fibré tangent 

engendrent l'espace tangent en tout point. 

ExmpLe~ : 

a 7 . -  Toute variété analytiquement parallélisable est infinitési- 

malement homogène, en effet une variété R de dimension n est analy- 

tiquement parallélisable s'il existe n champs de vecteurs holomorphes 

ZI,...,Zn qui sont linéairement indépendants en tout point x E a. 

Par suite Z Z  engendrent Tx(Q) en tout point x c R .  
n 

En particulier, les groupes de Lie complexes sont des variétés 

infinitésimalement homogènes. 

2.- Toute variété R de Stein est infinitésimalement homogène. 

En effet, soit T le faisceau formé par les champs de vecteurs holomorphes 

sur R. C'est un faisceau cohérent car il est localement engendré par un 

nombre fini de sections dans un voisinage convenable d'un point et son 

faisceau des relations est lui-même localement finiment engendré d'après 

le théorème d'OKA (cf. [ 1 2 ] ,  th. 6.4.1). 

R étant de Stein, d'après le théorème A de Cartan [lq Tx(R) 

est engendré par les sections holomorphes globales. 

3 . -  Soit (Q,p) une variété étalée sur une variété V infini- 

tésimalement homogène, alors il en est de même pour R, car si xlY...,% 

sont des champs holomorphes sur V qui engendrent T x (V) en tout point 
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de V, s i  on d é f i n i t  l e s  champs de vec t eu r s  Y I ,  ..., Y s u r  R p a r  : 
N 

- 1 00 

Y,(£) = X 
p (a )  ( f  ''a 

) pour f E: C ( a )  a l o r s  l e s  champs d e  v e c t e u r s  

Y I y . . . , Y  engendrent T,(R) pour t o u t  a 6 Q .  
n 

PkupuhLtion 3.7. [ l a .  - S i  R e s t  une v a r i é t é  i n f i n i t é s i m a -  

lement homogène il e x i s t e  un e n t i e r  N e t  une a p p l i c a t i o n  0 ana- 

l y t i q u e  s u r j e c t i v e  de  R x cN dans T(R) t e l l e  que pour t o u t  x c R 

l ' a p p l i c a t i o n  o d é f i n i e  s u r  E" par  : 
X 

s o i t  un homomorphisme s u r j e c t i f  de  eN s u r  Tx(Q). 

P&QUVQ : On suppose que R e s t  connexe d e  dimension n.  

On va montrer q u ' i l  e x i s t e  un nombre f i n i  de  champs de  v e c t e u r s  holomorphes 

s u r  12, X I , X 2 ? . . . , $  t e l s  que pour t o u t  x r R il e x i s t e  n champs 

parmi l e s  X. ( 1 4 i Ç n) q u i  engendrent Tx(R) . 
1 

On f a i t  un raisonnement par  récur rence  f i n i e .  

Pour r = 2 l e t  s = O,  ..., n + l ,  l ' hypothèse  de r é c u r -  

rence e s t  : 

H : il e x i s t e  un sous-ensemble ana ly t ique  A de codimen- 
r , s  r ,  s 

1 s i o n  au moins s dans R e t  un ensemble f i n i  F de champs holomorphes 
r ,s  

s u r  R qu i  s o i t  de rang au moins r-1 e n  t o u t  p o i n t  de R e t  de r ang  au 

moins r s u r  R - A . 
r ?  s 

H e s t  v r a i e  e t  e s t  équ iva l en te  à il 
190 Hr ,n+ I H r + ~ , ~  Y 

s u f f i t  donc de  montrer que Hr, s-I 
implique H . 

r , s  . 
S o i t  x une s u i t e  de p o i n t s  t e l l e  que t o u t e  composante i r r é -  

P 

d u c t i b l e  de A cont ienne l ' u n  des  x . 
r,s-1 P 



R étant dénombrable à l'infini, T(R) muni de la convergence 

uniforme sur tout compact, est un espace de Frechet. 

 autre part, R étant infinitésimalement homogène, l'ensemble 

des champs t tels que F U {t) soit de rang supérieur ou égal r,s-1 

à r en x est un ouvert partout dense. D'après le théorème de Baire, 
P 

on peut trouver t tel que F U {t) soit de rang supérieur ou égal r , s- 1 
à r en chacun des points x . 

P 

On pose F = F 
r,S r,s-1 

u {t). 

 ensemble des points où F n'est pas de rang supérieur ou 
r,s 

égal à r est un sous-ensemble analytique de A de codimension au r , s-1 
moins s car sinon il contiendrait l'une des composantes irréductibles 

de A . Ce qui finit la récurrence. Ainsi l'ensemble FnYn+] est 
r,s-1 

un ensemble fini de champs holomorphes qui engendre T~(R) en tout point 

x E 52. 

On note F = {X ly... ,XN) où N = Card FnYn+,. n,n+l 

On dé£ init l'application 0 de X x dans T(Q) comme suit : 

si (x,h) 852 x rN avec h = (A ly...,in) ; 

-. 

on pose o(x,h) = A.X. (x) E TP(Q). 
1 1  i= l 

CJ est analytique et pour tout x E R, est un homomorphisme 
X 

surjectif de cN sur T (Q). 
X 

Phopodi t ion 3 . 2 .  Ci l] . - Il existe un voisinage W de R X O 
(C 

et une application analytique e de W dans R telle que : 
0 

V x E a ,  ~ e c , z s c  N 
d - e (x,hz) = o(eo(x,h~),z) 
dh o tels que (x,Xz) € W. 
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PirQuve : Soit v(t ,x,z) la courbe holomorphe tangente au 

champ de vecteurs a(.,z) telle que : v(O,x,z) = x. 

On a donc : 

Pour tout Itl < ~(x,z) : rayon du disque maximal où v est 

holomorphe en t . 

Posons 
N w, = i(x,t,~) E n x E x c / It( < T(x,z)~. 

Le théorème sur les solutions d'une équation différentielle 

dépendant analytiquement d'un paramètre (ici z) assure que T est 

semi-continu supérieurement, que W1 est un ouvert et que v est holo- 

morphe sur . 
W 1  

De la linéarité de o en z ,  il résulte : 

 unicité de la solution dans ( 1 )  entraîne donc : 

N 
Soit W = {(x,z) E R x E 1 x z )  > 1 .  W est un ouvert de 

S1 x eN contenant R x O N. On pose : 
E 



L'application e 0 est donc holomorphe de W dans Q et 

vérifie : 

PhoponiAioiz 3.3.- Soit x E R, il existe un voisinage Vl(x) 

et une base ~ ~ ( y )  de l'orthogonal du noyau de o Y tels que l'appli- 

cation y -t ~ ~ ( y )  soit analytique sur VI (x) . 

P ~ Q u v Q  : 

Considérons l'application o : fi x cN -+ T(Q). 

A l'aide d'une carte locale sur un voisinage U de x, on peut consi- 

dérer 0 comme une application de E~ dans an pour tout y E U et 
Y 

donc o est une matrice N X n. 
Y 

les a étant des fonctions holomorphes sur U. 
i j 

 autre part, o Y étant surjective pour tout y, on peut sup- 

poser que la matrice d'ordre n (aij) icisn 
est une matrice régulière 

lcjcn 

pour tout y appartenant à un voisinage V1(x) de X. Il existe donc 

N 
des fonctions holomorphes bij sur Vl(x) telles que si (zl,...,z N ) E E 

alors : 

I , 

z - 
1 - b l  l ( ~ ) ~ ~ + ~  + . a .  + "l,N-n (Y) zN 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . S . . . . . . . .  

O (z) = O équivaut à z. 1 = bil(~)~n+I + ... + bi,~-n (Y) ZN 
Y 



Une base du noyau K e r  0 de  a e s t  donc l e  système 
Y Y 

{ A ~  (y)  ? .  . . ,%-,(y) 1 d é f i n i  p a r  : 

ège 
Ai(y) ' ( b l i ( ~ )  , b 2 i ( ~ ) ,  0 . .  ,b ( ~ ) > 0 , 0 ,  .. . , O ,  ] , O , . .  .,O) n i  n + i  p l a c e  

.f 

e t  une base de (Ker I I L  est l e  système B y , .  . . B y)) d é f i n i  
Y n  

par : 

Bj(y) = (O,.. . , O , l , O  ,... ?O,-b, (y ) , . .  - , -b  (y ) )  jège p l a c e  . 
I J 1 j ,N-n + 

On pose cX(y)  = ( B I ( y ) ,  ..., B (y ) )  d 'où l a  p ropos i t i on .  
n  

Théoxème 3 . 7 . -  S o i t  A l a  d iagonale  de R. I l  e x i s t e  un 

vois inage  u de A x O t e l  que : 
(C 

- e  s o i t  ana ly t ique  s u r  l a  p r o j e c t i o n  de  v s u r  R x (EN. 
O 

- L'équat ion en z : 

admet une s o l u t i o n  unique $(x,v)  v é r i f i a n t  : 

I_ 
(x ,v ,$(x ,v)>  € U e t  $(x,v) E (Ker o x ) . 

- L ' a p p l i c a t i o n  (x,v)  -t $(x,v) s o i t  ana ly t ique  s u r  l a  p ro j ec -  

t i o n  de v s u r  R x R.  

Pkeuue : 

L 'app l i ca t i on  ( y , h )  1 - t  e  (y,A.& ( y ) )  a n a l y t i q u e  dans un voi-  
I x 

s inage  de (x,O ) s a t i s f a i t  d ' ap rè s  l a  p ropos i t i on  3 . 2  à : 
an 



L 
Le choix de la base EX(x) dans ( ~ e r  ox) entraîne que 

e (x, A .E~(x)) est un isomorphsime de an sur T x ( f i ) .  Le théorème 
Dh=O o 

des fonctions implicites assure l'existence d'un voisinage relativement 

compact V(x) de x et d'un polydisque Wx(r) de rayon r centré 

à l'origine dans (En tels que : 

- - 
- Dans un voisinage de V(x) x Wx(r) l'application 

(~,h) H e0(~,A .cx(y)) est analytique. 

- Pour tout (y,v) tz V(x) x V(x) l'équation en X 

e,(y,X.~~(y>> = v 

admet une solution unique h(y,v) appartenant à ~ ( r )  et 

l'application (y,v) -+ X(y,v) est analytique sur V(x) xV(x). 

Posons m =  in£ {Ilh.~~(y)/l, /hl c 1 et y n ~(x)}. 

Puisque €,(y) est une base, un argument de compacité et de continuité 

implique m > O, et l'on a : 

On note B (p.m) le polydisque de rayon p.m centré à l'origine 
X 

N 
dans C . Pour tout p > O et pour tout y E V(x), on a : 

( 4 )  
I 

B (p.ml n (Ker o ) c X(P).E~(Y)* 
X Y 

Posons B = B (p.m) où p est choisi inférieur à r et 
X X 

assez petit pour que e soit analytique sur V(x) x Bx. o 

Puisque X(x,x) = O, on peut diminuer le voisinage V(x) 

s'il le faut et assurer que h(y,v).~~(y) appartient à Bx pour 

tout (y,v) € V(x) x V(x). 



*. 
Posons maintenant $x(Yy~) = h(y,v).~~(y). Dans ces conditions, on a : 

- Qx est analytique sur V(x) x V(x). 

- ~ ' a ~ r è s  (3) et (4) , Qx(y,v) est l'unique solution dans 

B f? (Ker o )& de l'équation (2) pour tout (y,v) E V(x) x V(x). 
X Y 

Considérons v = VV(x) x V(x) x Bx. Ce voisinage de A x O 
XE Q cN 

répond aux conditions du théorème 

- La projection de v sur R x cN est l'ouvert uV(x) x Bx 
XER 

sur lequel e est analytique. 
cl 

- Etant donné (x,v) dans U V(x) x V(x), il existe x E: 52 
XE R 

1 

tel que (x,v) E V(xl) X V(x1). (x,v) est solution de l'équation : 
X 1 

e (x,z) = v et c'est l'unique solution qui appartient à o Bx n Ker 0:. 
1 

- Si z est une solution de l'équation e (x,z) = v avec 2 o 

Alors l'équation e(x,z) = v admet dans la plus grande des 

deux boules 
Bx 

et B (soit B ) les solutions 
X X. z2 et iPx (xYv) 

1 2 1 1 

toutes deux dans (Ker o )$ D'après (5) appliqué à B et V(x.) les 
X X. 1 

1 

deux solutions sont identiques. 

On a donc qx (x,v) = $ (x,v) si (x,v) E V(xI) V(xI) et 
1 X2 

(x,v) 5 V(x2) x V(x2) ce qui permet de définir une application J )  : 



D'après (5) l'application $ est analytique sur U V(x) x V(x) 
XER 

projection de v sur R x R. 

2 . S;trructuhe a n d  yfique a m  l ' ea puce C (K. R) . 
K est un espace topologique, R est une variété analytique 

complexe infinitésimalement homogène. 

C(K,R) est l'espace des fonctions continues sur K à valeurs 

dans R, muni de la topologie de la convergence uniforme. 

Pour simplifier, on pose N~ = (Ker oa) ' d a C a .  

On désigne par U la projection sur R x R du voisinage v 

défini dans le théorème 3.1 . 
Soit x E C(K,R), on introduit : 

- E : le sous-espace vectoriel fermé de C(K,R) défini par : 
X 

- Wx : le voisinage de x défini par : 

W = {U E C(K,R) (x(t) ,u(t)) E U V t E: KI. 
X 

- X 
: le voisinage de l'origine dans E défini par : 

X 

Ux = I z  E E ; (x(t),eo(x(t),z(t)), z(t)) E v ,  
X 

'd t c K). 

Le théorème 3.1. permet de définir : 

- Y (u) dans c(K,tN) par : Yx(u)(t) =$(x(t),u(t)) 
X 

pour tout u € Wx. 

- 0 (2) dans C(K,R) par QX(z)(t) = eo(x(t),z(t)) Pour 
X 

tout z  dans Ux. 



$(x(t) ,u(t)) est 1 'unique solution de l'équation : eo(x(t) ,z (t)) = ~(t), 

qui soit dans N 
x(t> 

et tel que (x(t),u(t),$(x(t),u(t)) E v. Ainsi, 

\ est à valeurs dans U et O X = idW . 
X X 

X 

Pour tout z E Ux, posons u(t) = eo(x(t) ,z(t)) ; puisque 

(x(t) ,u(t>,z(t)> ê v, on a : z(t) = d(x(t),u(t)). 

Ainsi Qx est à valeurs dans Wx et Y O @ = idU . 
X X 

X 

Il est clair que Qx et Y sont continus ; ainsi Y est 
X X 

un homéomorphsime de Wx sur U . 
X 

On a donc construit un système de cartes (WxyYx) sur C ( K , R ) .  

Montrons maintenant que les applications de transition sont analytiques. 

On aura ainsi défini une structure de variété banachique complexe sur 

C ( K , R ) .  

Soient X! et x dans C ( K , R )  tels que Wx 2 
n w  + @ .  

1 
X 

2 
Il s'agit de vérifier llanalyticité de l'application Y O Y-' dont 

X 2 
X 

1 
la source est l'ouvert Yx (Wx n W ) de 1 'espace de Banach Ex et 

1 1  X2 1 

le but est l'espace de Banach E . Comme cette application est continue, 
9 
L 

il suffit d'après [ 7 ]  de vérifier qu'elle est faiblement analytique ; 

c'est-à-dire, pour tout z dans Yx (Wx n w ), pour tout a # O dans 
1 1  X2 

Ex ' pour tout dans (E ' il s'agit de vérifier l'analyticité de 
1 X2 

l'application suivante : 

h i-t p O Y O Y-'(e+ha), pour h voisin de O dans a. 
X 2 X 1 

Or, d'après le théorème de Hahn-Banach, le dual de E est formé par 
x , 

N 
L 

les mesures de Radon sur K à valeurs dans C . On est amené à cons- 

tater l'holomorphie de la fonction 



Ceci résulte trivialement de l'analyticité de et e 
0 ' 

Dans la suite, on supposera que les espaces C(K,R) seront 

munis de la structure de variété banachique modelée sur les espaces 1 
Ex' 

qui vient d'être construite. 

Théohème 3.2.- Soient RI et R2 deux variétés analytiques 

infinitésimalement homogènes et f une application analytique de 
'L 

fi 1 

dans Q2.  Pour tout u dans C(K,R), on note : f(u) = fou. 

'b 
: a) f est une application analytique de C(x,Rl) dans C(K,P~) ; 

'L 
b) si f est un plongement de R1 dans alors f est un 

plongement direct de C(K,RI) dans C(K,R2) ; 
'L 

c )  si f est injective et propre, f est propre. 

Ptreuve : 
'-b 

a) Comme f est manifestement continue, étant données deux cartes 

locales (Y,Wl) et (Y ,W ) respectivement aux points u et f ou, il 2 2 
% 

suf f it de vérifier ltanalyticité faible de Y2 O f O Y-' sur YI (WI). 1 

Soit N l'entier naturel attaché à la variété R2 par la 

proposition 3.1., corne on l'a remarqué lors de la construction de la 

structure analytique de C(K,62), il s'agit de constater l'anal~ticité 

- 1 
au sens de Gâteau sur YI (WI) de p O Y2 O f O YI pour toute mesure 

de Radon sur K à valeur dans c*. 

Désignons par ei , gi et o. 1 les applications attachées aux 

deux variétés Ri (i = 1,2) par la proposition 3.2 et le théorème 3.1 

'-b 
L'application Y2 O f O Y-' s'exprime sous la forme : 

1 



La G-analyticité de p O Y O f O Y-' s'exprime donc par l'holo- l 
2 1 

morphie de la fonction : 1 

Pour tout z E: Yl(WI) et tout a # O dans El, h assez voisin de O 

dans a .  

Cette holomorphie est alors conséquence immédiate de l'analyti- ~ 
1 

cité des applications Q2, f et el. 
l 

b) On note El (resp. E2) l'espace de Banach sur lequel est 

modelé C(K,R]) (resp. C(KyP2)) au point u (resp. f O u) . 
Commençons par déterminer la di£ f érent ielle de llapplicat ion 

f en l'exprimant dans les cartes (YI,WI) et (Y2,W2) de u et f O u 

respectivement. 

% 

Soit g = Y o f o Y-' 
2 1 '  

On calcule dg à l'origine de El qui 

s'exprime par l'intégrale vectorielle à valeurs dans 
E2. 

Soit t E: K et 6t la mesure de Dirac en t. i 
1 

(d'après les propriétés de l'intégrale vectorielle). 



où de est la différentielle au point O de l'application 0 définie 
O 

par : e(x) = Q2 @ O u(t) ,f 0 el (u(t) ,XI]. 

Or, d'après la proposition 3.2., l'application el (u(t) , .) a 

pour différentielle ol(u(t),.) au point O ; d'après le théorème 3.1. 

e2(f O u(t), .) O q2(f O u(t), .) est l'identité au voisinage de f O u(t). 

Par conséquent la différentielle de g2(f O ~(t) , .) au point f O u(t) 

- 1 
est l'application oz (f O ~(t),.). Par composition, on obtient donc : 

dex=O (z (t) ) = 0;' (f O u(t) , . ) O df u(t> 0 al h W  ,z(t)). 

En résumé : 

% 
df = O f  O , )  O df O o (u,.). 
u 2 U 1 

Pour tout x & R,, posons : 

-L 2 _L N' = (Ker ol(x,.)) , N = (Ker 02(f(x),.)) 
X X 

X 
: l'image de NX dans N' par 1 'application : 

X 

Px 
: la projection orthogonale de cN sur Y. 

A est un sous-espace fermé de E2 ; montrons que A en est 
u u 

un facteur direct et pour cela que l'application : 



N est un projecteur continu de C(K,C ) dont l'image est A . 
u 

Comme P I  I I  et pu 2 -  - pu 9 seule l'appartenance 

à c(K,c~) de pu(z) est à vérifier. Or, on a : 

N 
L'appartenance de p (z) à C(K,(C ) est donc ramenée à la 

U 

continuité de l'application x t-+ px de SIl dans L(c~). 
1 A cette fin, utilisons la base ~ ~ ( y )  de N' dépendant analy- 

Y 

tiquement de y dans un voisinage convenable de x. Comme f est une 

- 1 
immersion, c2 (£(y), .) O df O CI] (y,& (y)) forme une base de M dé- 

Y X Y 

pendant analytiquement de y. Au moyen du procédé d'orthogonalisation 

de Schmidt, on peut donc construire une base orthonormée de M dépen- 
Y 

dant continuement de y dans un voisinage convenable de x .  

En exprimant py(a) sur cette base, on constate la continuité 

de l'application y f-+ py dans 1(CN) . 
'L 

On aura démontré que f est une imersion directe en vérifiant 
'L 

que l'image de df est A . 
U U 

'L 
L'inclusion Im dfuC A est évidente. 

U 

Réciproquement soit z c AU, alors pour tout t c K il existe 

z' (t) unique dans N l telque 
u(t> 

z(t) = (f O u(t), .) O df 
2 u(t> O o1 (~(t) ,z' (t)) . Il s'agit de vérifier 

la continuité de z' sur K. Or comme il a été vu précédemment on peut, 

au voisinage d'un élément t E K, construire une base de N 
1 
u(t> 

dépen- 
O 

dant continuement de t. Soit ~ ( t )  = (cl(t), ..., & (t)) une telle base. 
n 

On obtient une base a(t) = (al(t), ..., an(t)) de M 
u(t> 

image de &(t) 



- 1 
par l'application a (f O u(t),.) O df 2 u ( t 1 0 al(u(t),.). 

Par le procédé d'orthogonalisation de Schmidt, on peut construire 

une base orthonormée al(t) de M 
u(t> 

où les h sont des fonctions continues dans un voisinage de t . 
i j O 

Soit ~'(t) la base de N l image réciproque de a' (t) par 
u(t> 

- 1 
l'application a (f O u(t), .) O df 

2 u(t> O al (u(t), .) . Les composantes 

de z1(t) dans cette base sont les fonctions continues 

a. (t) = <z(t),a;(t)>. En remarquant que ~'(t) est défini par : 
1 

on obtient la continuité de z'. 

%- 1 
C) Soit H un compact de C(K,Q~) et Q = f (H). 

Comme Q est fermé, pour montrer que Q est compact il suffit 

d'après le théorème d'Ascoli de vérifier que Q est équicontinu et que 

Qt = {u(t),f O u E H} est relativement compact. 

Comme R I  et fi2 sont dénombrables à l'infini, on peut supposer 

que leurs topologies sont définies par des distances dl et d2. 

Posons H = {v(t),v & H), Ht est relativement compact 
t 

- 1 
d'après le théorème d'Ascoli, Qt est contenu dans f (Ht), et comme 

f est propre Qt est relativement compact. D'autre part, il existe 

cc > O tel que H = {x E il2/ 3~7 E Ht d(x,y) < a} soit relativement 
O O 



-1 -a 
compact. Dans ces conditions 

Ct 
= f (Ht) est compact car f est 

O O 

propre. Puisque f est injective, f est un homéomorphisme de Ct 
O 

sur f(C ) et il existe n > O tel que : 
t 

O 

Soit O < E < a, H étant équicontinu il existe Vt voisinage de .t 
O 

O tel que : 

t € Vt entraîne 
O 

or, d2(f O u(t),f O u(to)) < E < a entraîne que f O u(t) E HF , 
O 

il en résulte que u(t) et u(to) appartiennent à Ct d'où : 
O 

Finalement, on a montré que pour tout E > O, il existe un 

voisinage Vt de to tel que : t E Vt < n E .  
O O 

Ce qui montre que Q est équicontinu. 

c o h o ~ a h e . -  Soit R une variété de Stein de dimension n. 

Il existe un plongement holomorphe propre de C (K,R) dans c(K,c~"+') . 

 a après Remmert et Narasimhan [14] , [18] , il existe un plongement 

c2 n+ 1 
holomorphe propre de R dans . Puisque R est infinitésimalement 

homogène on applique le théorème 3.2. 

3 .  EvtveLoppe d' hoLamohphLe de C ( K ,  R) (R vdEXE EXdEe) . 
Dans le cas d'une variété étalée (R,p) sur (En. Les appli- 



cations a, eo et $ (définies aux propositions 3.1 et 3.2 et au théo- 

rème 3.1) se définissent de la façon suivante : 

L'application Y qui définit une carte locale d'un élément 
X 

x E C(K,R) est : 

Y (u) = p o x - p o u  U E W .  
X X 

On remarque donc que la structure analytique définie sur C (K,R) 

au paragraphe 2 chap. III, est une structure de variété étalée ; le morphisme 
'L 

d'étalement étant l'application p : C (K,R) + c (K,c~) définie par : 

% 
p(u) = p O u . 

'L 'L 

Soit R l'enveloppe d'holomorphie de R et soit f : 52 -+ fi 

son morphisme de prolongement. On sait, théorème 3.2, que l'application 
'L 'L 

f : C(K,R) -t C(K,R) est une application analytique. Un problème se 

pose de savoir si, en supposant que C(K,R) est connexe et, en posant 

% % 
T(K,R) la composante connexe de f (C(K,R)) dans C(K,R), le couple 

(I',?) est un domaine de prolongement analytique maximal de C(K,Q) . 

Lorsque R est un ouvert de cn et A un compact de R tel 

que R-A soit connexe, on sait [12] que R est un domaine de prolon- 



gement analytique de R-A. Greenfield démontre C 5 ]  que c(K,~) est 

un domaine de prolongement analytique de c(K,~E"{oo}). La proposition 

suivantegénéralise ce résultat. Le problème général reste ouvert. 

PtrupuaLtiun 3.4.- Soit R un ouvert de 
1 , soit A un com- 

pact de C x R et K un espace topologique compact quelconque. Suppo- 

sons que C(K, (G x R) - A) et C(K,(C x R) soient connexes. 

Alors C(K,C x R) est un domaine de prolongement analytique 

de C(K,(@ x R) - A). 

P4euve : 

Soit x c c(K,cn), on écrit x = (xI ,x2) ,x, € C(K,ê) et 

F c(K,E"-'). 
2 

Soit to E K, on pose E '  = {x E C(K,C~)/X~(~~) = O}. 

n- 1 
O n a :  c(K,ên) = E T  @ C e l  où e = ( I , O ) E E ~ O  . 

1 

On note par x l'élément de c(K,cn) de la forme x = x' + u e u U 1 

avec X ' E E '  et u ê  C. 

soit x c C(K,(E x R) - A) et lIxIIK = sup Ix(t)l. 
t€K 

L'application u » x = x' + u e est holomorphe sur l'ensemble 
U 1 

ouvert de C : {ullul > )Ix/lK} et à valeurs dans C(K,(~ x R) - A). 

Soit f une fonction holomorphe sur C(K(C x R) - A). 

Soit: x E C(K,B: x R) et z E: (C. Si y est un cercle centré 

à l'origine de G et de rayon r vérifiant : 

On pose 



'L 
A l ' a i d e  du théorème de Cauchy, on  v é r i f i e  que f ( x  z ) ne dépend 

pas de  y  (y v é r i f i a n t  (*)) . 
'L 

On d é f i n i t  donc une fonc t ion  holomorphe x  z 1' f ( x Z )  sur  

'L 

Montrons que : 'ICCK, (a x n) - A) 
= f .  

S o i t  y  l 'é lément  de C(K,R \ A )  t e l  que : y ( t )  = a, t E K. 

Alors ,  on a  : z E E ,  Y, 
= a + z e  E: C(K,(G x 0)  -A) e t  l a  fonc t ion  

1 

z + £(yZ)  e s t  holomorphe sur  6. 

En appl iquant  l e  théorème de  Cauchy avec un c e r c l e  y  de rayon 

convenable, on o b t i e n t  : 

 autre p a r t ,  s o i t  V(Y) un vois inage  de y  dans C(K,R \ p r o j  ,-]A) 
C 

t e l  que : 

'L 

  égalité f  = f  e s t  donc v é r i f i é  su r  l ' ouve r t  C x V(y) de  

C(K,(C x 3) - A) qu i  e s t  connexe d'où l ' é g a l i t é  : 

~ ? Q ~ ~ ~ V L Q U Q  : S i  K e s t  c o n t r a c t i l e  e t  fi connexe a l o r s  C(K,R) 

e s t  connexe. En e f f e t ,  s o i e n t  une con t r ac t ion  de  K s u r  a ,  x  



e t  y  dans C(K,R), y un chemin cont inu jo ignant  x (a )  e t  y(a)  dans 

R,  a l o r s  l e  chemin : x  O i1) -+ -+ y  O J-' ($-' dés ignant  l a  conct rac-  

#. 

t i o n  opposée à 4, y désignant  l ' a p p l i c a t i o n  cons t an te  su r  K a s s o c i é e  

à chaque poin t  de  y) j o i n t  continuement x à y. 

Ains i ,  lo rsque  K e s t  c o n t r a c t i l e ,  e t  (C  x  a )  - A connexes, 

A compact dans G x R ,  l ' e space  C(K,C x R) e s t  un domaine de  prolon- 

gement ana ly t ique  de C(K,(C x R) - A). 

Pkopua&%n 3.5.- Sous l e s  hypothèses de l a  p ropos i t i on  3.4, s i  

R e s t  de p lus  pseudoconvexe a l o r s  C(K,C x R) e s t  une enveloppe d 'holo-  

morphie de C (K,  (C x R) - A) . 

Supposons que (Y,p,u) s o i t  un domaine de  prolongement analy-  

t i q u e  non t r i v i a l  de C(K,C x R). 

S o i t  y  un élément de l a  f r o n t i è r e  U[C(K,C x a)]* de  

U[C(K,C x  fi)] dans Y .  Il e x i s t e  une s u i t e  
Yn 

= u(x,),x, a C(K,E x a ) ,  

convergeant v e r s  y .  

En remarquant que p  O u  = i d  C(K, GXR) 
( c f .  dé£.  1 .1) ,  on a  : 

p(yn) = p  0 u(xn) = Xn 

e t  p(yn) converge v e r s  p  (y) . 

Par s u i t e ,  p(y)  a p p a r t i e n t  à l ' adhérence  de C(K,C R) dans 

c(K,cn),  donc p(y)  tz C(K,O x R). De p l u s ,  il e x i s t e  to s K t e l  que 

p(y)  ( t o )  E (ê  X fi)* ( f r o n t i è r e  de C X R dans cn) . En e f f e t ,  s i  

p(y) ( t )  E C X R, t E K y  il e x i s t e  un ouver t  V contenant p(y) e t  

i n c l u s  dans C(K,C x R). Son image u(V) par  u e s t  un ouver t  qu i  

;K 
c o n t i e n t  u  O p(y)  = y ,  ce  qui  c o n t r e d i t  l e  f a i t  que y  E u(C(K,C x R)) . 



* 
La suite xn(to) converge vers p(y)(to) 5 (E X R) . D'après le théorème 

de Cartan-Thullen [ 1 il existe f e O(C x a) tel que 

supl f (xn(to)) 1 = + m. 

n 

Soit l'élément de O ( C ( K , C  X R)) défini par : 

$(x) = f(x(t0)) Y X  4 C(K,C X R). 

On a : suP /$(xn) 1 = + y ce qui est absurde puisque $(xn) devrait 
~ - 

n'L 
tendre vers $(y) où $ est le prolongement analytique de 4 à Y. 
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