
No d'ordre : 1093 

présentée à 

I'UNIVERSITE des SCIENCES et TECHNIQUES de LILLE 

pour obtenir 

LE GRADE DE DOCTEUR DE ~ È M E  CYCLE 

Spécialité : MATHEMATIQUES PURES 

LE GROUPE D 

SOUS-MODULES D'ALGÈBRES DE QUATERNIONS. 

Membres du Jury : ZINN-JUSTIN N., Présidente 

LEGRAND D., Rapporteur 

FAKIR S., Examinateur 

Soutenue le 18 Octobre 1983 



Je décticace c e t t e  ;thèse 

à ma pmenth, 

à ma b i e m  ahriEs HASSIBA, HOUSSAM, MARWAN et ALISSAR, 

à m e n  am&. 



Je ;tienb à kemmci~lr ici D e d e  LEGRANP qui m'a 

beaucoup aidé danh ce ;DravaZ e,t à qui je kébmve 

XauA-'e ma g k ~ u d e  e,t mon kehpecyt. 

Je kemmcie égdmen;t Nicole ZINN-JUSTIN q u i  a 

m g &  m a  pkemim p a  danb l a  keche.de ma-thémaLique 
eA Sabah FAKIR d l a v o h  accepfé de p&cipm au jutry. 

Raymonde BÈUAT a dacdylogilapkié ce 0uxvai.t avec 

boin, n a p i U é  e,t patience, je l a  ke.mmcie v ivment ,  

a i ~ i  que L a  b m v i c a  de Lt/imprurnQtue de L'U. E.R. de 
MathémaLiqua de L I L L E  1. 



IEke PARTIE 

LE GROUPE DES MODULES B l L l N E A l R E S  

ET 

LE GROUPE DES ALGEBRES BlLZNEAlRES 



Ce travail est inspiré de l'article de A. MICALI et A. PAQUES 

intitulé "Le groupe des algèbres quadratiques'' [5]. Dans cet article, 

les deux auteurs reprennent la théorie des algèbres munies de formes 

quadratiques afin de constuire pour les algèbres projectives de rang 

constant 2 2 sur un anneau dans lequel 2 est inversible, l'analogue 

du groupe Q (K) des extensions quadratiques séparables d'un anneau 
sép 

K ,  commutatif et associatif à élément unité, étudié par T. KANZAKI 141. 

Pour ce faire, ils développent la théorie des algèbres quadratiques 

traitée de leur point de vue, puis ils construisent leur groupe. 

Dans notre étude, nous reprenons la théorie des modules munis 

de formes bilinéaires dans le but de construire l'analogue du groupe 

des algèbres quadratiques étudié dans [ 5 ] ,  sans condition d'inversibi- 

lité pour 2. On procède comme suit : 

Dans la première partie, on définit les modules bilinéaires 

et les algèbres bilinéaires sur un anneau K, commutatif et asso- 

ciatif à élément unité dont l'élément 2 n'est pas nécessairement 

inversible. Un module bilinéaire est un triplet (~,$,e) où A est 

un K-module, $ une forme bilinéaire symétrique sur A et e un 

élément dans A tel que $(e,e) = 1 .  

On voit que e est libre et que A admet une décomposition 

de la forme A = Ke $ X(A). On définit également les morphismes et 

les isomorphismes qu'on appelle bilinéaires, de modules bilinéaires. 



Dans la deuxième partie, on définit une opération notée (*) 

sur l'ensemble des K-modules bilinéaires projectifs de type fini et 

de rang constant 2 2, munis de formes bilinéaires symétriques stric- 

tement non dégénérées : Pour deux tels modules bilinéaires (~,$,e) 

et ( ~ e )  on pose ASA' = Kr 8 (X(A) $X(A')) où E est 

libre. Le K-module A%A' est projectif de type fini et de rang 

constant 2 2. On munit A*A' d'une forme bilinéaire symétrique @ 

telle que : 

O(&,€) = 1 et ( X X )  et (y,yl) dans X(A) x X(A1) : 

@(E,x@x') = $(x,e)$' (x' ,eV), 

@ (x@x' ,Y@Y') = $(x,e>$(y,e>$' (x' ,y') + $'(x' ,e')9'(y',ef)$(x,y> 

- $(x*Y)$" (x' ,Y') 

(Ces relations sont di£ férentes des relations utilisées dans w) . 
@ est alors strictement non dégénérée. A*A' dépend du choix de X(A) 

et X(A1), mais la classe d'isomorphisme bilinéaire de (A*A,@,E) est 

indépendante de ce choix. La relation (*) induit sur l'ensemble des 

classes d'isomorphisme bilinéaire des K-modules bilinéaires de 

rang 2, une structure de groupe abélien qu'on note B2 ; et sur l'en- 

semble des toutes les classes d'isomorphisme bilinéaire des K-modules 

bilinéaires de rang constant 2 2, une structure de monoïde commutatif 

noté B contenant B2 qui y opère fidèlement. 

Le groupe des K-modules bilinéaires est le groupe universel 

du monoïde commutatif B. On l'appelle aussi groupe des algèbres bili- 

néaires sur K si on suppose de plus 2 régulier dans K. 
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7 .  MODULES BlLlNEAIRES ET ALGEBRES BlLlNEAIRES. 

Dans toute la suite, K est un anneau commutatif unitaire 

d'élément neutre noté 1 et dont l'élément 2 n'est pas nécessairement 

inversible. Les K-modules considérés sont des K-modules unitaires. 

1 . 1  . - MadLLeQn e,t a l g è b / r a  ahaaciéa aux O o m u  b f i n é a h a .  

Soient A un K-module et $ : A X A + K une forme bilinéaire 

symétrique sur A. 

D ~ ~ C ~ U M  1 . 1 . 7 . -  On dira que A est un module bilinéaire 

associé à 4, s'il existe un élément e dans A tel que @(e,e) = 1. 

A tout e E A tel que $(e,e) = 1, on associe le module bili- 

néaire (A,$) muni de e que l'on notera (~,$,e) et qu'on appellera 

simplement module bilinéaire s'il nty a pas de confusion possible quant 

à e. 

On définit sur (~,$,e) un produit par : 

Il est immédiat que le module A muni de ce produit est une algèbre 

d'unité e. 

Dé6ini;tian 7 . 1 . 2 . -  On dira que A est une algèbre bilinéaire 

associée à $ et e, si (~,$,e) est un module bilinéaire muni du 

produit défini par (1). On la notera également (~,$,e). 

Phopan&ion 1.1.3. - L'algèbre bilinéaire ( ~ e )  est une 

algèbre de Jordan commutative. 

En effet, il est immédiat que x, y c A, 
2 2 

(x y)x = x (yx) et xy = yx. 



Phopa~,&ian 1.1.4.- - Soit (~,$,e) - un K-module bilinéaire, 

alors : 

i) e est libre, 

ii) Ke est facteur direct de A, - et A admet une décomposition ortho- 

i) Si ae = O pour un élément a de Ky alors $(a e,e) = a = O. 

ii) Soit 0 : A -t A, l'application définie par : 

0 est K-linéaire car est K-bilinéaire et 0 O 0 = 0 

o est donc un projecteur. 

Ainsi A = o(A) 6 o-l(0) = Im o (B Ker o. 

Or, Im a = Ke et Ker a = {y E: ~l$(~,e) = 0) = (Ke) car e 

est libre. 

Par conséquent A = Ke l. Ker O. 

On notera X(A) un supplémentaire quelconque de Ke dans A 

et on écrira A = Ke 6 X(A). Dans le cas où X(A) = ( ~ e ) ~  , on écrira 

A = K e L  X(A). 

7 . 2 .  - Motrphhma de modula bfinéa-&a. 

Soient (~,$,e) et (~',$',e') deux K-modules bilinéaires. 

Dé&ni;tion 7 . 2 . 7 . -  Un morphisme h : (~,$,e) -f (~',$',e') de 

K-modules bilinéaires est une application K-linéaire h : A -f A' telle 

que h(e) = e' - - et x, y E: Ay $(x,y) = J)'(h(x),h(y)). 

On appelle un tel h, un morphisme bilinéaire. 

Un isomorphisme bilinéaire est un morphisme bilinéaire bijectif. 



Phopohfion 1.2.2.- i) - Si h : (~,$,e) + (~',$',e') est un 

morphisme de modules bilinéaires, alors h est un morphisme d'algèbres 

bilinéaires. 

ii) - Si A et A' sont projectifs de rang constant et 2 - 
régulier dans l'anneau K, on a : - 

(h est un isomorphisme de modules bilinaires) <=> (h est un isomorphisme d'algèbres 
(a) bilinéaires). 

(b) 

i) h est K-linéaire tel que h(e) = e' et x, y E A, on a : 

ii) (a) => (b) d'après i) . 
(b) => (a), en effet, 

On a pour tout (x,y) E. A~ , h(xy) = h(x)h(y) 

~(xY) = - $(x,y)h(e) + $(x,e)h(y) + $(y,e)h(x) 

h(x)h(y) = - 4' (h(x) ,h(y) )h(e) + 4' (h(x) ,h(e))h(y) + 9' (h(y) ,Me) 

d'où, puisque h est injectif 

Ce qui implique, compte tenu du fait que A = Ke @ X(A) avec e libre : 

X,Y E X(A), $' ,MY)) = $(x,Y) 

et ($'(h(x) ,h(e)) - $(x,e))y + ($'(h(y) ,h(e)) - $(y,e))x = 0- 

En particulier, on a : 



Mais X(A) est projectif et l'application 

g : XI+ 2($'(h(x),h(e)) - $(x,e)) est une forme linéaire sur X(A). 

Donc, x E: X(A), 2($'(h(x),h(e)) - $(x,e)) = O 

(en effet, on peut trouver un prolongement nul de g à un module libre 

dont X(A) est facteur direct). 

Puisque 2 est régulier dans K, on a 

'd x E: UA), 4' ,h(e) = $(x,e) . C.Q.F.D. 

Soit (~,$,e) un K-module bilinéaire. L'élément e € A est 

choisi tel que $(e,e) = 1 .  On a vu que e est libre et Ke facteur 

direct dans A. Il existe en particulier un supplémentaire de Ke dans 

A qui est l'orthogonal de Ke pour 4. 

Soit X(A) un supplémentaire quelconque de Ke dans A. On 

écrit A = Ke $ X(A). 

P f i a p o c l ~ n  7.2.3.- Il existe une forme bilinéaire symétrique 

Y - sur A pour laquelle X(A) est l'orthogonal de Ke et telle que 

(A,$,e) " (A,Y,e) , autrement dit, telle que $ soit équivalente à Y. 

L'application 0 : A -+ A définie pour tout y = ae + x E: A 

par o(ae+x) = ae + $(x,e)e - x est un K-automorphisme de A. En effet, 

elle est K-linéaire et o O O = 1 A' 

Soit Y la forme bilinéaire symétrique définie sur A par 

'Jx, y E: A,Y(x,y) = $(o(x),a(y)) (ou ce qui est équivalent par 

x, Y E: ~,$(x,y) = Y(o(x),o(y))) 

o est un isomorphisme de modules bilinéaires de (A,Y,e) sur 

(A,$,e). 

X(A) est l'orthogonal de Ke pour Y et o(X(A)) est 

l'orthogonal de Ke pour $. 





2. LE GROUPE DES MODULES BlLlNEAlRES. 

Dans cette partie, les modules bilinéaires considérés sont des 

modules projectifs de type fini et de rang constant n 2 2. 

2.7. - - L1oyé&on (a). 

Soient (~,$,e) et (A' ,(?' ,et) deux K-modules bilinéaires. 

On écrit A = Ke $ X(A) et A' = Ke' @ X(A') où X(A) et X(A') sont 

des supplémentaires quelconques de Ke et de ~ e '  respectivement. 

Ces supplémentaires étant fixés, on pose A * A' = KE @ (X(A) BK X(A' 1). 

A * A' est ainsi un K-module projectif de type fini et de rang constant 2 .  

On va définir sur A * A' une structure de module bilinéaire. 

Ptropob~on 2 . 7 . 7 . -  11 existe une application K-bilinéaire 

unique : (A m A') x (A a A') -+ K telle que : 

@(&,&) = 1 ,  

V(X,X') E X(A) X X(A1) ,@(E,x B x') = $(x,e)$' (x' ,eV) 

~(x,x'>, (yYy1) E X(A) X(A'), 

@(XBX' ,y@y1) = $(xye)4(y,e)$' (x' ,y')+$' (x' ,e')$' (y:e')$(xYy)-$(xy~)~' (x'YY') 

1) L'application 4, : (x,x1) t+ $(x,e)$'(x',e') de X(A) X x(A') 

dans K est K-bilinéaire, il existe donc une application K-linéaire 

unique q1 : X(A) b X(A1) + K telle que 

V(X,X') E X(A) x x(A'), $](x B x') = $o(~y~') = $(x,e)Q'(x',e'). 

On pose pour tous a E K et z E X(A) B X(A1),@(aa,z) = a$,(z). 

2) L'application $2 : (x,xl ,y,yl) -+ S(x,e)d(y,efJil (x' ,Y') + 

$' (x' ,e'>$' (y' ,e'>$(x,y) - $(X,Y)$' (x' ,Y') 

de X(A) x x(A') x X(A) x x(A') dans K est 4-linéaire, il lui correspond 



une forme K-bilinéaire unique @ sur X(A) B X(A1) telle que 

(cf. Cl], ch. IIp. 82). 

On pose ( = 1 et comme tout élément de A * A' s'écrit 

de manière unique a€ + z avec a E K et z E X(A) B X(A1), on en 

déduit le résultat. 

La forme bilinéaire obtenueest symétrique, on la notera 4 * q ' .  

1) (A * A',@,&) dépend des choix de X(A) et X(A'). 
1 

2) Lorsque X(A) = ( ~ e ) ~  et X(At) = (K~')~,x(A * A') = X(A)BX(A1) = ( K E ) ~  ~ 
P t L o p u b ~ u n  2 . 1 . 2 . -  Soient (A,$,e) et (~',$',e') deux modules 

bilinéaires. S'il existe un isomorphisme bilinéaire f : (~,$,e) + (Aly$lyel) 

tel que f(X(A)) = X(Al) et un isomorphisme bilinéaire 

f' : (~',$)',e') -+ (~;,$?;,e;) tel que fl(x(A')) = x(A;), alors les modules 

bilinéaires (A i A',$ * $',E) - et (Al * * sont isomorphes. 

En effet, l'unique application K-linéaire F : A * A' -+ Al * A' 1 
telle que F ( E )  = et - 

X(A)@X(A1) - f l  X(A) " £1 X(A1) est un isomor- 

phisme bilinéaire comme on le vérifie immédiatement. 

P h ~ p ~ b h % n  2 . 1 . 3 . -  La classe d'isomorphisme bilinéaire du module 
l 

bilinéaire (A * A',@,&) est indépendante des choix de X(A) - et X(A1). 

D'après les propositions précédentes 1.2.3. et 2.1.2., on peut 1 
se ramener au cas où X(A) est l'orthogonal de Ke dans A et X(A1) l 
est l'orthogonal de Ke' dans A' i.e. @ est la forme pour laquelle 



X(A) B X(A') est l'orthogonal de KE dans A * A'. 

Soit XI(A) (resp. Xl(Av)) un supplémentaire quelconque de Ke 

dans A (resp. de Ke' dans A') et soit (A * A' ,ml ,E) le K-module 
1 

bilinéaire associé où A * A' = KE @ (XI(A) B XI(A9)). 
,1 

On a, @(E,E) = 1 et v(x,x') et (y,y') E X(A) x x(A') 

[ O(x8x' ,E) = O et O(x 8 x',y B y') = -$(x,y)$' (xl,y') 

OI(&.~) = 1 et V(xI ,xi) et (y,,~;) E XI (A) x XI (A') 

O ,  (x, 8 xiy&) = $(xl ,e)$'(x; ,et) et 

Tout x E XI (A) s'écrit de manière unique x = x + $(xl ,e)e 
1 1 

avec x E. X(A) et tout xi d XI(A') s'écrit de manière unique 

x' = x' + $'(x;,ei)e' avec x' E. X(A1). 
1 

L'application r : xl + x - $(xl ,e)e est un K-isomorphisme de 
1 

Xl(A) sur X(A) (c'est la restriction à XI(A) de la projection canoni- 

que de A sur X(A)). 

De même, l'application r' : xi + x' 1 - $'(x;,e')el est un K- 

isomorphisme de XI (A') sur X(At) . 

o(T(x]) e T>(x;),E) = O = O I (x] B x; - @,(x1 8 X;,E)~E) 

m(=(~]) e (x;) ,T(Y,) B T'(Y;)) = -Q(T(X~),T(Y~))~P'(T' (x;) J' (Y;)) 

- -Q(x1-$(xl ye)eyyl-$(yl ,e)e)$' (x;-g' (x>e')e' ,Y;-Q' (Y; 9e')e') 

= -S(X~>Y~)S'(X;>Y;) + $(xlye)4(Yl,e)$'(x;,y;) + 

Q' (x; ,eV)$' (y; ,ev)$(x1 ,yl) - $(xl ,~)J(Y , ,el$' (x; ye')$' (~;,e') 
= O, (x, e X; ,yl 8 y;) - m l  (x, 8 x;,~)@, (Y] B Y; ,E) 

= m (X B X; - QI (x, B X;,E)E,~~ W y; - m l  (yI 8 Y; 
1 1  



On associe à QI la forme équivalente YI pour laquelle 

XI (A) B XI (A') est l'orthogonal de KE. 

Si T est l'application de (KE $ (XI(A) b XI(A')),YI,~) 

sur (KE $ (X(A) B X(A1)),@,~) définie'par 

T(a€ + z ) = a& + (T B T1)(z ) pour tous a 6 K et z € XI(A) B XI(A1), 
1 1 1 

T est un isomorphisme bilinéaire. 

Donc @ et YI et par suite @ et QI sont équivalentes. 

C.Q.F.D. 

CatLo~u ihe .  - Soient (A,$, e) et (A' ,O' ,eV ) deux modules bili- 

néaires et (Al ,Ol ,el) (resp. ( A ,  e)) un module bilinéaire iso- 

morphe à (~,$,e) (resp. (A' ,$' ,eV ) )  alors les modules bilinéaires 

(A * A',$ *: $',E) - et (Al * A; ,QI * 9;  ,cl) sont isomorphes. 

Ptruponi.tian 2 .1 .4 . -  Si (~,$,e) (~',$',e') sont deux K- 

modules bilinéaires alors, $ et 3' sont strictement non-dégénérées 

si et seulement si @ = $ * $' est strictement non-dégénérée. 

On doit montrer que : 

(disc $ c U(K) et disc 4' 6 U(K)) <=> (disc @ c U(K)). 

Comme deux modules bilinéaires libres, isomorphes ont les mêmes 

discriminants à un carré d'élément inversible près dans K, on peut donc 

se ramener au cas où X(A) = ( ~ e ) ~  et X(A1) = ( ~ e ' ) ~  avec 

A = Ke fB X(A) et A' = Ke' fB X(A1). 

Si A est de dimension n et de base e x ,  x } et A' n- 1 



de dimension m et de base {e' ,xi,. . . ,x' 1, alors m- l 

A * A' = KE B (X(A) B X(A')) est de dimension (n-(m-) + 1 et de 

base {E,x: B X; (i = l,...,n-1, j = 1,...,m-I)} muni de la forme 
I J 

= 4 * 9' définie antérieurement et pour laquelle X(A) B X(A1) = (KE)~. 

Soient 6,6' et A les discriminants correspondants de 4, 9' et @ on a 

6 = det($(xi,x.)) où la matrice ( ( x i x j i  est de rang n-1 
J i,j 

6' = det($'(xi,x;)) où la matrice (4' ( x x ~ ) ) ~ ,  est de rang m-l 
i,j 

(n-1) (m-1) 
A = det(-d(xi,x.)dl J ( x ~ , ~ ~ ) ) ~ , ~ , ~ , ~  = (-1) det (d(xiyx. J 14' (xk,~i))~, ykyL 

est le déterminant d'une matrice de rang (n-l)(m-1). 

($(xiYxj)) i , ~  y (9' (x~~xL))~ 9 L et (d(xiYxj)S' (X~~XL))~, j , k , ~  étant 

n- l m-l + p-l 
les matrices des endomorphismes 1 : K + K~-', J : K 

(n-1) (m-1) + K(n-l) (m-1) 
et I t 3 J : K  par rapport aux bases canoniques, 

donc A = (-1) (n-l)(m-l)det(I J) 

Or, det(1 B J) = det((1 B 1 m-l) O (1 n-l B J)) = det(1 B 1 ,-])det(l n-l 8 J) 
K K K K 

(m- 1) blocs (n-1) blocs 

(cf. [l] chap. III, p. 101). 

2 )  C a  p h o j e h a  de hang covlntan;t > 2. 

Soit R l'ensemble des idéaux maximaux de Ky alors 

($ et 4' sont strictement non-dégénérées) <-> (y P E O) ($P et 4' P sont 

strictement non-dégénérées). 

( [ 6 ] ,  p. 17) 



<==> (v p F R) (i$ * 4; est strictement non dégénérée) ; d'après 1 )  

<==> (y p E R) ((4 * $ ' lp  est strictement non dégénérée) ; "du fait 

qu'il existe un isomorphisme bilinéaire canonique entre A * A' 
P P 

muni de la forme gp + 9; et (A * A') muni de ($ * 4')  ". 
P P 

<==> ($ * 4' = Q est strictement non dégénérée). 

C.Q.F.D. 

Dans tout ce qui suit, les modules bilinéaires considérés seront 

des modules projectifs de type fini et de rang constant 2 2, dont les 

formes bilinéaires symétriques associées sont strictement non-dégénérées. 

Soient B l'ensemble des classes d'isomorphisme bilinéaire 
n 

des tels modules bilinéaires de rang n et B = u Bn. La classe d'un 

- n22 
module bilinéaire (~,$,e) sera notée A. 

2.2. - Etude de B2. 

Soient (~,$,e) et (~',$',e') deux K-modules bilinéaires tels 

que A et A' soient dans B2. Alors A i A' est un module projectif 

de rang 2 sur K et sa forme $ * 4' est strictement non dégénérée (propo- 

sition 2.1.4.). La classe d'équivalence A * A' de A * A' ne dépend que 

des classes A et A' (corollaire de la ~ r o ~ o s i t  ion 2.1.3 .) , on la notera 

A m A'. 
- -  

A tout couple (A,A1) d'éléments de B2, on associe l'élément 

A * de B2. On définit ainsi une loi de composition interne (r) sur B2. 

Pnopobi.dion 2 . 2 . 1 .  - B2 muni de la loi ( i )  est un groupe abélien. 

i) Commutativité ------------- : Si (~,$,e) et (~',$',e') sont tels que 

A E B2 et A' s B2 alors l'application 6 : (ASA' ,$*$',E) + (A'*A,$'*$,E) 



définie sur les générateurs par KE) = E  et pour tous x r:X(A) et 

x'c X(A1) , B(x d x') = x' d x, est évidement un isomorphisme bili- 

néaire. ( Cl] , II p. 78) . 
(On se ramène dans toute la suite au cas orthogonal). 

ii) Associativité ------------- : Si (~,$,e), (A' ,$' ,et) et (A",$",et1) 

- - - 
sont tels que A, A' et A" soient dans B2 alors l'application K- 

linéaire 

y : (A * (A1xAtl),j x ($'x$")),&) + ((A~A') r A",($ r $') X B',E~) telle 

que y(€) = E, et y(x €3 (x' €3 x")) = (x '23 x') t3 x" pour tout (x,xl,x") 

dans X(A) x X(A1) x X(AU) , est un isomorphisme (yl~(~)@(~(~')8~(~'') 

est l'isomorphisme dfassociativité) . ( [I] , II, p. 94). 

y est bilinéaire en effet, pour tout (x,xl ,xm) E. X(A) x(A') x x(A") 

( g  r (Jil*q")) (E,X e (xlex")) = O = ((O*$') i $")(E~, (xBx') t3 x") et pour 

tous (x,x1 ,xtl), (y,yl ,y") E: X(A) x X(A1) x X(A1') on a 

(s, * (pqY") (X 8 (xlex") ,y e (y'aiy")) = -$(x,~) (iP'*V8) (x1aix~~,y'~y") 

= q ( ~ , y ) i p ~ ( ~ ~ , y ~ ) i ~ ) ~ ~ ( x ~ , ~ " )  = ( ($a lp l )  * $")((x 8 xl) 8 x",(y8y1) 8 y"). 

iii) Existence d'un ~ ~ ~ ~ g f ! f f ~ g g f ~ g  : 

Soit K x K le K-module libre muni de la base canonique 

{ (l,O), (O, 1 et soit : (K x K) x (K x K) -+ K l'application définie par : 

v(a,b) E: K x K. v(c,d) E K x K,l_i((a,b),(c,d)) = ac-bd. 

P est une forme bilinéaire symétrique strictement non-dégénérée puisque, pour 

cette base, disc = 1 - 1  = - 1  E U(K). 

Ainsi (K X K , ,  (1,O)) est un module bilinéaire et K X K E B2. 

(Tout module libre est projectif). 

Pour tout module bilinéaire (~,$,e) tel que A E: B2 , on consi- 

dère l'application K-linéaire p : A % (K X K) = K& 8 (X(A) B K)+A=Ke @ X(A) 

telle que P(E) = e et p(x B a) = ax pour tout (x,a) E X(A) x K. 

p est clairement un K-isomorphisme ([II,  II, p. 8 3 ) ,  cet isomorphisme 

est bilinéaire, en effet 



V(a,x) E K x X(A), on a $(p(x@a),e) = ($*y)(x@a,~) = 0 

et x,y E X(A), (48l.i) (x@a,y@b) = -$(x,y)~((~,a) ,(~,b)) = ab $(x,y) 

= $(ax,by) = $(~(x@a) ,P(Y@~)). 

Donc K x K est l'élément neutre de B2. 

iv) Eléments inversibles : .................... 
Tout élément de 8 a un inverse. En effet : 

2 

Soit (~,g,e) tel que X E  B 2  et A = Ke 0 X(A) avec X(A) = ( ~ e ) ~  

$ 1  X(A) étant strictement non-dégénérée, l'application 

8 : X(A) + x(A)* = Ho%(X(A),K) définie par û(x) = (qx : y +  J)(x,~)) 

pour tout x E X(A) est un isomorphisme. 

* 
On considère le K-module Kel@ X(A) = A' et la forme bili- 

néaire symétrique strictement non-dégénérée 4' : A' x A' + K définie 

par B'(el,e') = fl(e,e) = 1 et Q1(dxyQy) = $(x,y). 

Ainsi (A' ,O' ,el ) est un K-module bilinéaire tel que 

- 
A' E B 2  et x(A)* = (~e')~. 

X(A) étant projectif de rang 1 ,  alors l'unique application K-linéaire 

: (A*A1 = KE 0 (x(A)Bx(A)*) ,$*$?',E) + (K x K,y,(I ,O)) telle que 

iK 
l(~) = (1 ,O) et L(x@Qy) = (~,$(x,y)) pour tous x c X(A) , i / ly  E X(A) 

est un isomorphisme bilinéaire. En effet, il suffit de le montrer loca- 

lement. 

rC 
On suppose donc X(A) libre de base {x), X(A) l'est aussi 

L 

de base 

$(x,x) est alors le discriminant de 4, soit 6 & U(K), pour 

cette base. L est donc l'application qui à E associe (],O) et à 

x B % associe (O,&) avec 6 E U(K). Ainsi L est un isomorphisme 

([3J, P. 1 4 3 ) .  



Cet isomorphisme est bilinéaire en effet : 

($*$') (&,x@qX) = 0 = P((~,o) 9 (oY$(x,x))) 

2 
et (@dl) (X@$~,X@$,) = -ip(x,x) = ii((o,d(x,x)), (o,$(x,x))). 

- 
Donc A' est l'inverse de A. Or (~,$,e) (~',$',e') 

donc A' = A et l'inverse de A n'est autre que A lui-même. 

Si on désigne par 82e l'ensemble des classes d'isomorphisme 

bilinéaire des modules bilinéaires libres de dimension 2, B2e est 

clairement un sous-groupe de B2. 

2 . 3 .  - Etude de B = U B . n n>,2 

Comme pour B2, on définit sur B une loi de composition 

interne (x) en posant pour tout (À,A1) dans B x B, A * A' = A A' 

P / r o p a ~ ~ o n  2.3.1. - B muni de la loi (*) est un monoïde 

commutatif. 

En effet, la commutativité et l'associativité se démontrent 

comme pour B2. L'élément neutre K x K de B2 est aussi l'élément 
- 

neutre de B du fait que pour tout (~,$,e) représentant de A 

dans B2, A * (K x K) = A (isomorphisme analogue à l'isomorphisme 

utilisé pour B2>. 

Notre groupe des modules bilinéaires est le groupe universel. 

K (8) du monoïde commutatif B. 
O 

L'opération ( i )  induit une action de B2 sur chaque B n 

(n B 2) et par suite une action de B2 sur B et sur le sous-monoïde 



hoposi t ion  2.3.2. - i) B2 opère fidèlement sur 8 et sur 8'. 

ii) Lorsque K est un anneau semi-local, B2 opère fidèlement 

sur chaque B2k (k 2 1). 

i) Immédiat : B2 est un sous-monoïde de 8 et de B'. 

ii) Soit k 3 1 fixé, B2 opère fidèlement sur '2k 
si 

et seulement si 

- 
Soient A E BZk, fi E B2, 5' E B2, A, D, D' des représentants 

de A, D, 6' respectivement. Puisque K est semi-local, A est libre 

de dimension 2k, D et D' libres de dimension 2 ([3], p. 143). 

(Pour simplifier, on a écrit A au lieu de (~,$,e) etc.. .). 

Soient ôA, gD et ôD1 les discriminants de A, D, D' 

(dé£ inis à un facteur près dans u2 (K)) . 
- - -  2 D * A = D' * A => dis(D + A) f disc(~' * A) (mod U (K)) 

- E m A = 6)  x A => (-1) 2k-lg 2k-1 ô E (-1) 
2k-1 2k-1 2 

D A ô ~ '  6~ (mod U (KI 

2 E * A = D' * A => ô E ô (mod U (K)). D D' 
Il résulte de la proposition 1.2.4. que 

; * A = $  * A  => fj=jj'. 

L'action de B2 sur les B (n > 2) n'est pas en général n 

transitive (exemple K = R). 

2 . 4 .  - Le $hVUpe d a  d g è b t r a  b i l i v z é a h e n .  

On suppose de plus dans ce paragraphe que 2 est régulier dans 

l'anneau K. Ainsi, un isomorphisme bilinéaire de modules bilinéaires 

est un isomorphisme d'algèbres bilinéaires associées. Donc, le groupe 



des modules bilinéaires K (8) pourra être appelé le groupe des algèbres 
O 

bil inéaire S. 

Phapo.csi,tion 2 .4 .1 . -  L'anneau K s'injecte canoniquement comme 

K-algèbre dans toute K-algèbre bilinéaire. 

En effet, si (~,$,e) est une algèbre bilinéaire, l'application 

i : K -t A définie par i(a) = ue pour tout a E: K est un morphisme 

d'algèbres injectif car e libre. l 

P4opo.csfiion 2 .4 .2 .  - Soient (~,$,e) ,une K-algèbre bilinéaire 
et f : A -t K la forme quadratique sur A définie par f(x) = $(x,x) - 
pour tout x iz A, alors (A,f,e) est une algèbre quadratique au sens 

En effet, la forme bilinéaire symétrique associée à f est 29. 

D'après le produit défini sur (~,$,e), on a 

V x c A, x2 = -$(x,x)e + 2J)(xye)x. 

Soient (~,$,e) et (A',$',e') deux algèbres bilinéaires, 

f : A -+ K et f' : A' -+ K les formes quadratiques sur A et A' 

dé£ inies pour tous x c A et x' E A' par f(x) = $(x,x) et 

f' (x') = $' (x' ,x'). 

est un isomor- 

phisme d'algèbres bilinéaires si et seulement si h : (A,f,e) + (A1,f',e') 

est un isomorphisme d'algèbres quadratiques au sens de [SI. 

Si h est un isomorphisme d'algèbres bilinéaires ; alors 

h est un isomorphisme de modules bilinéaires i.e. h est K-linéaire 

bijectif tel que h(e) = e' et pour tout x cz A, 



f(x) = @(x,x) = $'(h(x),h(x)) = fV(h(x)) = (f' O h)(x). 

Réciproquement, si h est un isomorphisme d'algèbres quadra- 

tiques, alors h est K-linéaire bijectif tel que h(e) = e' et 

V ~ E : A , V ~ E A  o n a  

2$(x,y) = f(x+y) - f(x) - f(y) 

2$(xYy) = fl(h(x) + h(y)) - fl(h(x)) - fl(h(y)) 

2$(x,y) = B$' (h(x) ,h(y)). 

Donc $(xYy) = 4' (h(x) ,h(y)) puisque 2 est régulier. 

Donc h est un isomorphisme de modules bilinéaires et par 

conséquent d'algèbres bilinéaires. 

D'après ce qui précède, on en conclut que : 

1) La classe d'isomorphisme d'une algèbre bilinéaire (~,$,e) 

n'est autre que la classe d'isomorphisme de l'algèbre quadratique (A,f,e) 

où f est la forme quadratique associée à $. 

2) Dans une algèbre bilinéaire ( A e )  , $ est strictement 

non-dégénérée, mais dans l'algèbre quadratique (A,f,e), f ne l'est 

nécessairement que lorsque 2 est inversible. 

3) Le groupe B2 peut être donc considéré comme groupe des 

extensions quadratiques de K non nécessairement séparables. 
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SOUS-MUDUL ES D ' ALGEBRES DE O,UATERNlUNS 



Dans son article "Submodules of quaternion algebras" [4], 

KAPLANSKY reprend le travail de Brandt sur la composition des formes 

quadratiques quaternaires, le généralise convenablement et ajoute 

plusieurs points nouveaux. On essaie de voir d'une autre façon ou 

bien de généraliser quelques théorèmes apparus dans cet article. 

Pour cela, on expose tout ce qui est lié à cette étude en précisant 

les preuves des résultats cités par KAPLANSKY qui ne semblent pas 

immédiates. 

Les paragraphes § 1 ,  § 2, § 3 et § 4 reprennent les résultats 

de KAPLANSKY. Dans § 1 ,  on introduit les notions de base sur les modules 

admissibles sur un anneau de ~rüfer R. Dans § 2, on prouve quelques 

propriétés des * - algèbres (algèbres avec une involution (%) conve- 

nable) : on montre qu'un module inversible est localement principal et 

que pour tout module admissible A, la norme est multiplicative sur 

A*A. Dans § 3, on se restreint aux algèbres de quaternions et on 

prouve le résultat suivant : "pour tout module admissible A, AA* est 

le produit d'un ordre par la norme de A ". Dans § 4, on présente les 

principaux résultats de Brandt, généralisés par KAPLANSKY qui considère 

des sous R-modules admissibles d'une algèbre de quaternions sur le 

corps des fractions d'un anneau de Bezout R, et établit le lien entre 

ces modules et la classification et la composition des formes quadra- 

tiques . 



Dans 5 5, on e s s a i e  d ' é t a b l i r  des  r é s u l t a t s  analogues aux r é su l -  

t a t s  apparus dans 5 4 dans l e  c a s  p lus  géné ra l  où l 'anneau de  base  e s t  

un anneau de ~ r ü f e r .  



P L A N  

§ I - MODULES ADMZSSTBLES. 

X 
§ 2 - -ALGEBRES. 

§ 3 - ALGEBRES D E  2UATERNlONS. 

§ 4 - GENERALTSATTON DES RESULTATS 'DE BRANVT. 

§ 5 - GENERALTSATTON D E S  RESULTATS D E  KAPLANSKY. 



§ 7 - MODULES AVMTSSlBLES. 

Soit R un anneau de ~rüfer c'est-à-dire un anneau commutatif 

intègre dans lequel chaque idéal de type fini est inversible. On montre 

qu'un anneau commutatif intègre R est de ~rüfer si et seulement si 

pour tout idéal maximal M de R, % est un anneau de valuation 

(cf. [8], p. 127). 

Soient K le corps des fractions de R et L une algèbre 

associative unitaire de dimension finie sur K. 

Vé~iniAion 1.7.- Un sous R-module A de L est dit admissible - 
s'il est de type fini sur R et engendre L comme un espace vectoriel 

sur K. - 

Il est immédiat que si A, B, Ai, (i = l n )  sont des modules 
n 

admissibles et x E L inversible, les modules AB, xA, n Ai et 
i= 1 

E = {x C I L  x A C  B) sont admissibles. 

Rmahquc : 

On entend par module admissible un sous R-module admissible de L. 

V é ~ i n & L o m  7.2.- i) Un ordre est un module admissible qui est 

un anneau contenant 1. 

ii) - Si A est un module admissible, P = {x E L ~ X A  Ç A) est - 
l'ordre à gauche de A et Q = {x c L I  Ax GA) est l'ordre à droite - 

- 1 A = {x E L I  AXA Ç A) est l'inverse de A. 

11 est clair que P et Q sont des ordres et que AA' C P 

et A-'A Q. 



Dédi&on 1.3.- - Si AA-I = P on dit que A est inversible à 

droite. - Si A-'A = Q, on dit que A est inversible à gauche. 

Si A est inversible à gauche et à droite, on dit que A est inversible. - 

Rernmyue : 

Dans la suite, on laisse tomber l'adjectif admissible puisque 

tous les modules considérés sont admissibles. 

On en déduit que si x est un élément inversible de L et A 

un module inversible d'ordre à gauche P et d'ordre à droite Q alors 

1) A-' est inversible, d'inverse A, d'ordre à gauche Q 

et d'ordre à droite P. 

- 1  - 1  
2) xA est inversible d'inverse A x , l'ordre à droite de 

- 1 
xA est Q et l'ordre à gauche est le conjugué xPx . 

L'observation fondamentale de Brandt est qu'on ne peut travailler 

convenablement avec le produit AB que lorsque l'ordre à droite de A 

coïncide avec l'ordre à gauche de B. On est amené à poser la définition : 

D é ~ i n L t i o n  1.4.- Soient A - et B deux modules, 

(A,B) est dit concordant si l'ordre à droite de A est égal à l'ordre à 

gauche de B. 

Ainsi, si A et B sont deux modules inversibles et si (A,B) 

-1 -1 
est concordant, le produit AB est inversible d'inverse B A , l'ordre 

à gauche de AB est l'ordre à gauche de A et l'ordre à droite de AB 

est l'ordre à droite de B. 

D&@th%on 1.5.- Un module est dit principal s'il est de la 

forme xP - où P est un ordre et x un élément inversible de L. 

- 1 
Cette définition est symétrique puisque xP = (xPx )x 

(donc xP = Qx où Q est un ordre). 



Il en découle qu'un module principal est inversible. 

Il est classique qu'un module A est inversible si et seulement 

si pour tout idéal maximal M de R, AM est inversible corne -module. 
R~ 

Pour utiliser cette méthode locale, on va montrer que lorsque R est un 

anneau de valuation, les modules inversibles sont principaux. C'est vrai 

si l'algèbre L est commutative. Dans le paragraphe 2, on étendra ce 

résultat aux * - algèbres. Pourtant ce n'est pas toujours vrai 
( [ 4 ] ,  2, p. 221). 

On utilisera le lemme suivant : 

Lemme 7.6.- Soit A un module inversible dont les ordres à 

gauche et à droite sont égaux disons à P. On suppose que pour un certain 

*n+ l 
entier n > 0, = A ~ ,  alors A = P. 

En effet, d'après ce qui précède, An est inve~sible d'ordres 

à gauche et à droite égaux à P. On multiplie sur la droite de A"" = An, 

par l'inverse de An, ce qui donne AP = P, d'où A = P. 

5 2 - * - ALGEBRES. 

Soient R un anneau de ~rüfer, K son corps des fractions et 

L une algèbre associative unitaire sur K. 

Dé@niAian 2.7.- L est une 8 - algèbre si L possède une 

involution (m) telle que 

m W; 
V X E L ,  x + x  E K  et xx E K .  

* 
x + x est la trace de x, on la note Tx ou T(x). 

* 
xx est la norme de x, on la note Nx ou N(x). 

Il est clair que si L est une K- W; - algèbre, l'involution 
m 

(%) est unique, pour tout x E L, x commute avec x et 

2 
x - (Tx)x + Nx = O i.e. L est une algèbre quadratique dans le sens 



que chaque élément vérifie une équation quadratique et que si K a plus 

de deux éléments et L est une algèbre quadratique, L est une *-algèbre. 

Sur une *-algèbre L, N est une forme quadratique, la forme 

bilinéaire symétrique associée est l'application qui à tout couple (x,Y) 

X % 
d'éléments de L associe l'élément xy + yx de K que l'on note (x,y), 

et pour tout x E L on a (x,x) = 2Nx. 

Dé&ivition 2.2.- Soit A un sous-R-module de la *-algèbre L. 

La norme de A qu'on note N(A) est le R-idéal (éventuellement frac- 

tionnaire) engendré sur R par l'ensemble des Nx tels que x € A. 

P k o p 0 h ~ o n  2.3.- i) L'idéal N(A) est de type fini ; 

ii) 'v' x x L, N(XA) = NX N(A) ; 

iii) - Si A - et B sont des sous-modules de L, N(AB) 2 N(A)N(B) ; 

Si de plus le couple (A,B) est concordant et A - ou B 

principal, N(AB) = N(A)N(B). 

En effet, N(A) est de type fini car si les éléments x. en 
1 

nombre fini engendrent A sur R, les éléments Nxi et (xi,xj) qui 

sont en nombre fini engendrent N ( A ) ,  d'où i). 

ii) et iii) sont faciles à vérifier. 

Un semi-ordre est un sous R-module admissible 

A de L tel que 1 E A et N(A) = R. - - 

Cette définition est justifiée par le fait qu'un ordre est un 

semi-ordre. 

On étudie d'abord le cas particulier où R est un anneau de 

valuation, on utilisera ensuite des méthodes de localisation. 



PttapaakLLan 2.5. - Soient  R un anneau de  v a l u a t i o n ,  K son - 
corps  des f r a c t i o n s  e t  L une *-algèbre,  a l o r s  - 

i )  s i  A e s t  un sous-R-module de  L ,  N(A) e s t  un i d é a l  - 
p r i n c i p a l  e t  l a  p l u s  p e t i t e  norme e s t  a t t e i n t e .  Soi t  x E A - 

- 1 
t e l  que (Nx) = N(A) e t  s o i t  B = x  A. 

X 
i i )  B a i n s i  d é f i n i  e s t  un semi-ordre t e l  que B = B e t  l e s  

o rd re s  à gauche e t  à d r o i t e  de  B co ïnc iden t ,  il e s t  l i b r e  

de même dimension que L - s u r  K,  s o i t  n. 

i i i )  R e s t  un f a c t e u r  d i r e c t  de B,  B"-' = B" e t  s i  de p l u s  B 

e s t  i n v e r s i b l e ,  B e s t  un o rd re .  

i )  C'est  v é r i f i é  d ' ap rè s  l a  d é f i n i t i o n  d'un anneau de v a l u a t i o n ,  

( é t a n t  donné un nombre f i n i  d 'é léments  dans R ,  l ' u n  d i v i s e  t ous  l e s  

a u t r e s ) .  ([3], p .  89-91). 

- 1 - I 
i i )  B e s t  un semi-ordre c a r  1 = x  x  tz x  A = B e t  de p l u s  

N(B) = (N(1)) = ( 1 )  = R. 

S o i t  y  E B a l o r s  N(y) E R e t  N(l+y) c R c 'es t -à -d i re  

* X X X W 
( I + y ) ( l + y  ) = I+y+y +yy E R. Donc Ty = y+y & R,  d 'où y  E B . 

X % 
Inversement, s i  y  E B , N ( ~ * )  = N(y) E R e t  ~ ( l + ~ * )  = N(l+y) c R. 

E X E 
Donc Ty = Ty = y+y E R e t  y  E B. 

Puisque de façon géné ra l e ,  l ' o r d r e  à gauche d'un module C 

X 
e s t  é g a l  à l ' o r d r e  à d r o i t e  de C , l e s  o r d r e s  à gauche e t  à d r o i t e  

de B co ïnc iden t .  S o i t  P c e t  o r d r e .  Alors  P e s t  l ' o r d r e  à d r o i t e  

de  A e t  x ~ x - l  son o rd re  à gauche. 

B é t a n t  un module de  type  f i n i  e t  sans  t o r s i o n  s u r  un anneau 

de  v a l u a t i o n  e s t  l i b r e  ( [3] , p. 110) ; il engendre L comme K-espace 



vectoriel. La dimension du R-module libre B est donc la dimension du 

K-espace vectoriel L. Soit n cette dimension. 

iii) On a B f l  K = R et l'anneau de valuation R est inté- 

gralement clos, donc R est un facteur direct de B ([3], p. 92). 

Ainsi, on peut choisir une base de B de la forme i 1 ,u2,. . . ,u 1 .  n 
n- l Pour montrer que B~ = B , il suffit de montrer qu'un produit de n 

éléments de la base de B appartient à Bn- 1 . Si 1 est parmi ces n 

éléments, c'est fini ; sinon il y a une répétition des u.. Grâce à 
1 

l'identité : 

ab + ba = (Tb)a + (Ta)b - (a,b), 
Bn- 1 les u. répétés peuvent être repoussés à la gauche des termes de 

1 Y 

jusqu'à ce qu'ils rencontrent leur homologue, en ce moment, on applique 

2 Bn- 1 
le fait que u. - (Tui)ui + Nui = O, les termes obtenus sont dans 

1 

Si, de plus, B est inversible, d'après le lemme 1.6., B 

est un ordre. 

Théotème 2.6.- Soient R un anneau de ~rüfer, K son corps 

des fractions et L une *-algèbre, alors l'inversibilité d'un côté 

d'un sous-module de L implique l'inversibilité. 

PtLeuve : 

Il suffit de montrer le théorème localement. Donc, soient R 

un anneau de valuation et A un sous-module de L. D'après la propo- 
- 

sition précédente A se normalise en un semi-ordre B = x 'A. On 

suppose que A est inversible à gauche ou à droite, alors il en est 

* 
de même pour B. Puisque B = B , en appliquant l'involution on voit 

que B est inversible de l'autre côté, donc inversible. Il en résulte 

que A est inversible. 



Théohème 2.7.-  Soient  R un anneau de v a l u a t i o n ,  K son corps  

des  f r a c t i o n s  e t  L une *-algèbre s u r  K ,  a l o r s  t o u t  sous-module in -  - 
v e r s i b l e  de L  e s t  p r i n c i p a l .  

Pheuve : 

S i  A e s t  un sous-R-module i n v e r s i b l e  d e  L, avec l e s  no ta -  

- 1 
t i o n s  précédentes  il en e s t  de  même pour B = x A. Ains i ,  d ' après  l a  

p ropos i t i on  précédente B e s t  un o rd re .  Donc A = xB e s t  p r i n c i p a l .  

Théohème 2 .6 . -  So ien t  R un anneau de p r ü f e r ,  K son co rps  

des  f r a c t i o n s ,  L - une *-algèbre s u r  K ,  A e t  B deux sous-modules - 
de L t e l s  que l e  couple (A,B) s o i t  concordant e t  A ou B inver-  - - 

s i b l e ,  a l o r s  N(AB) = N(A)N(B). -- 

Pheuve : 

Il s u f f i t  de l e  montrer localement.  Lorsque R e s t  un anneau 

de v a l u a t i o n ,  d ' ap rè s  l e  théorème précédent ,  A ou B e s t  p r i n c i p a l  

e t  d ' ap rè s  l a  p ropos i t i on  2.3. N(AB) = N(A)N(B). 

Théahème 2.9 . -  Soient  R un anneau de P r ü f e r ,  K son co rps  

des  f r a c t i o n s ,  L  une *-algèbre su r  K e t  A un sous-module de L, - - 

a l o r s  N(A*A) = N(A*)N(A). 

Pheuve : 

Dans l e  c a s  où R e s t  un anneau de  v a l u a t i o n ,  on passe  comme 

- 1 
p l u s  haut  de A à B = x A. 

On a Bn'l = Bn = Bn+l - - 2n-2 ... = B 

Bn- 1 
donc e s t  un ordre .  Les éléments d'un o rd re  son t  e n t i e r s  e t  a i n s i  

l a  norme des puissances de  B est R. 

2  
En p a r t i c u l i e r  N(B ) = R. On r e v i e n t  à A = XB e t  on a 



* X 2 
A A = Bx xB = (Nx)B . 

* or,  (N(x))  = N(A) = N(A 1. D'OÙ N(A*A) = N(A*)N(A). 

Ce r é s u l t a t  s e  g l o b a l i s e  immédiatement. ( [2], p. 112-1 13).  

ThEoh2me 2.10.- Soient  R un anneau de  ~ r ü f e r ,  K son corps  

d e s  f r a c t i o n s ,  L - une *-algèbre su r  K de  dimension n - e t  m = [n/2] , 

a l o r s  pour t o u t  sous-module A - d e  L on a  (A 'A)~  N ( A ) ~ P  - où P 

e s t  un ordre .  

Phcuve : 

Il s u f f i t  de l e  montrer  lo rsque  R e s t  un anneau de v a l u a t i o n .  

n-1 s i  n e s t  impair .  m = [n/2] <==> 2m = s i  n e s t  p a i r .  

On a  gn-' = gn = P où P e s t  un o rd re .  Donc, 

m 2m - m 
B ~ ~ = P  e t  (Nx) B -N(A) P où A = x B .  Pour n =  4, o n a  

2 m = 2 e t  ( A * A ) ~  = N(A) P. 

m 
Dans l e  paragraphe su ivan t ,  on va  montrer que A A = N(A)P 

dans l e  cas  où L e s t  une a l g è b r e  de qua tern ions .  

9 3 - ALGEBRES DE O,UATERNIUNS. 

v é ~ x d u n  3.1.- Une a lgèb re  d e  qua tern ions  L s u r  un corps  K 

e s t  une a lgèb re  c e n t r a l e  s imple d e  dimension 4 ,  e l l e  e s t  ou b i e n  une 

a lgèb re  de d i v i s i o n ,  ou b i e n  l ' a l g è b r e  de  t o u t e s  l e s  ma t r i ce s  2 x 2 - s u r  K.  

Il est connu qu'une a lgèb re  d e  qua tern ions  L e s t  une 

*-algèbre e t  que l a  forme b i l i n é a i r e  symétrique a s soc i ée  à l a  norme 

e s t  non-dégénérée, même en  c a r a c t é r i s t i q u e  2 quand c e t t e  forme e s t  a l t e r n é e .  

Les deux lemmes s u i v a n t s  sont  bien connus : 



Lemme 3 . 2 . -  - Si a - et b sont deux éléments inversibles de L, 

l'application x -+ axb est un automorphisme de L qui multiplie 

Y. toute N(ab). Mais, l'involution x + x laisse les normes - 
stables. (L étant une algèbre de quaternions sur K). 

Inversement, 

Lemme 3 . 3 . -  Soit F une transformation linéaire bijective 

de L qui multiplie toute norme par un facteur fixe non nul. Alors F - 
i 

à la forme x -+ axb ou x + ax b pour des éléments inversibles conve- 

nables a et b de L. - - 

Soient R un anneau de ~ràfer,' K son corps des fractions 

et L une algèbre de quaternions sur K. 

Théokème 3 . 4 .  - - Si A est un sous-module de L, 

X 
A A = N(A)P où P est un ordre. - 

PtLeuve : 

Il suffit de le montrer lorsque R est un anneau de valuation. 

- 1 
On a vu qu'on peut normaliser A en un semi-ordre B = x A avec x E A, 

3 4 3 
élément de norme minimale. On a prouvé que B = B . On pose P = B 

Alors P est un ordre (preuve du th. 2.9). 

Soient M l'unique idéal maximal de R et Po = PIMP. 

Alors Po est une algèbre de dimension 4 sur le corps résiduel R/M et 

chaque élément de Po 
vérifie une équation quadratique, B s'applique 

sur un sous-espace Bo de Po qui contient 1 et engendre l'algèbre Po. 

Si la dimension de Bo est 1 ou 2, B est une sous-algèbre propre 
O 

et ne peut pas engendrer Po, donc Bo est au moins de dimension 3 

et par suite 2 -  Bo - Po. 



2 
Ainsi B = P d'après le lemme de Nakayama ([5], p. 242). 

* 2 
Donc A A = (Nx)B = N(A)P. 

On en déduit le résultat suivant (bien connu dans le cas où 

R est un anneau de Dedekind) : 

ThQot~Eme 3.5.- Soient Q un ordre maximal contenu dans L 

Alors A et A un sous-module de L dont l'ordre à droite est Q. - 
est inversible. 

Pf~euve : 
;K 

 après le théorème précédent A A = N(A)P pour un ordre 

convenable P. P contient l'ordre à droite Q de A. Puisque Q 

- 1  * 
est maximal, P = Q. Mais N(A) A A = P ce qui implique 

- 1  x - 1 
N(A) A C A-', ainsi A A = P et A est inversible (théorème 2.6). 

C.Q.F.D. 

§ 4 - GENERALTSATTUN DES RESULTATS DE BRANDT. 

Avant d'aborder l'étude des théorèmes d'inversibilité de 

Kaplansky nous donnons rapidement le lien entre la théorie des modules 

et la théorie de composition des formes quadratiques quaternaires selon 

Brandt, théorie qui a conduit Kaplansky à donner ces théorèmes. 

Kaplansky utilise la technique des couples. 

CaupXu - Equivdence de  couple^. 

Si on utilise la définition naturelle d'équivalence des modules 

(B % A s'il existe deux éléments inversibles x et y de L tels 

que B = xAy) des difficultés apparaissent. Par exemple, les ordres à 

droite et à gauche d'une classe d'équivalence ne sont définis qu'aux 

automorphismes intérieurs près, la concordance a un sens mais le produit 



des classes d'équivalence n'est pas bien défini. 

Soit C l'ensemble des couples (A,a) tels que A soit un 

sous-module (admissible) de L et a un élément non nul de K. 

D é ~ i W o n  4.1.- On dit que les couples (B,b) - et (A,a) 

sont équivalents et on écrit (B,b) % (A,a), s'il existe deux éléments 

inversibles x et y de L tels que B = xAy et b = N(xy)a. - - 

Il est immédiat que la relation (%) est une relation 

d'équivalence sur C. 

Par définition 

. La norme d'un couple (Asa) est N(A,a) = N(A)/a. 

. Le conjugué de (A,a) est (~*,a). 

. L'inverse de (A,a) est (~-',a-'). 

. Le produit de deux couples (A,a) et (B,b) est (AB,ab). 

. Un couple (A,a) est dit primitif si N(A,a) = R. 

. Si A est libre de base {a,, . . . ,a 1 ,  le discriminant Aa(A) relatif 4 

à cette base est le déterminant de la matrice ((ai,aj)). Le déter- 

2 
minant A(A) de A est en fait la classe de Aa(A) modulo U (R) 

(où U(R) est le groupe des éléments inversibles de R). Il est connu 

que Aa(A) est un carré dans K donc un carré dans R s'il est dans R 

car R est intégralement clos. 

Le discriminant du couple (A,a) relatif à la base 

4 (a1, ...,a4) est Aa(A)/a . Le discriminant de (A,a) que l'on note 

2 
A(A,a) est la classe de na(~)/a4 modulo U (R). 

Tout scalaire appartenant à cette classe est aussi appelé un 

discriminant du couple. 

Il est à noter que la norme de la classe d'équivalence d'un 

couple est bien définie et que le discriminant d'un couple est bien défini 

sur la classe d'équivalence de ce couple. 



C a r n a  pandance. 

Dans la suite de ce paragraphe 5 4, on se place dans le cas 

particulier où R est un anneau de Bezout c'est-à-dire un anneau 

commutatif intègre dans lequel tout idéal de type fini est principal. 

Dans ce cas, les sous-modules (admissibles) de L sont libres. 

Etant donné un couple (A,a), on munit A de la forme 

quadratique donnée par la norme divisée par a. Lorsqu'on choisit une 

base de A, il correspond à cette base une forme quadratique quater- 

naire concrète. 

On veut établir une correspondance entre les classes d'équi- 

valence de couples et les classes d'équivalence propre de formes qua- 

dratiques quaternaires concrëtes (une équivalence propre correspond à 

un changement de base de déterminant 1 ,  on supposera que K est de 

caractéristique f 2) . 

La correspondance est effective seulement pour les classes 

de couples et classes de formes admettant un discriminant donné. 

On fixe un couple (A,a) admettant le discriminant A et on 

fixe arbitrairement une base {al, ... ,a } de A tel que le discrimi- 4 

nant relatif à cette base soit exactement A. 

Soit maintenant (B,b) un autre couple admettant le discri- 

minant A. 

Soit (B1,...,B4) une base de B et soit cl le déterminant 

de la matrice exprimant les ' i en fonction des w Il résulte des 
j ' 

définitions que d2a4/b2 est le carré d'une unité dans R. On dira 

2 
que la base ( ) est admissible si da = b2 (de telles bases 

existent). La forme quadratique concrète obtenue à partir d'une base 

admissible est l'image cherchée du couple (B,b). 



Si (C,c) est un couple équivalent à (B,b), la classe 

d'équivalence de la forme quadratique concrète correspondante n'est 

pas changée. 

On construit ainsi une application de l'ensemble des classes 

d'équivalence de couples de discriminant A dans l'ensemble des classes 

d'équivalence propre de formes quadratiques quaternaires concrètes de 

discriminant A. Cette application est injective. L'image est formée 

des classes des formes équivalentes sur K à un multiple scalaire de 

la forme fondamentale de L. 

C o m p a b ~ o n .  

Pour composer les classes d'équivalence propre de deux formes 

quadratiques quaternaires (lorsque cela est possible) on passe aux classes 

d'équivalence de couples et on multiplie. Le discriminant étant fixé, le 

produit doit avoir le même discriminant. 

L'énoncé classique de Brandt peut être exprimé comme suit : 

Si (A,a) et (B,b) sont primitifs avec (A,B) concordant, tous 

deux de discriminant A et si l'un des deux couples est inversible, alors 

(AB,ab) a pour discriminant A (ce qui est facile à montrer) et est 

primitif (ce qui résulte du théorème 2.8.). 

Parmi les conditions données par Brandt pour que trois formes 

apparaissent dans une composition figurent des conditions qui corres- 

pondent à des conditions d'inversibilité. Kaplansky a généralisé comme 

suit les résultats de Brandt. 

Théonèma d ' i n v m i b U E  de Ka~lanh ku. 

R désigne toujours un anneau de Bezout, K son corps des 

fractions et L une algèbre de quaternions sur K. 

Les sous-modules (admissibles) de L sont donc libres de 

dimension 4. 



Théohème 4.2.- - Si A, B, C sont trois sous-modules de L, 

b et c deux éléments non nuls de K tels que BC C A, que (B,b) - 
et (C,c) soient primitifs et que (B,b), (C,c) et (A,bc) aient le - 
même discriminant alors, BC = A , (A,bc) est  rim mit if , A, B - et C 

sont inversibles et (B,C) est concordant. 

Il suffit d'établir le résultat localement. On peut ainsi sup- 

poser que R est un anneau devaluation. Soient x un élément de B 

de norme minimale et y un élément de C de norme minimale, c'est-à-dire 

tels que (Nx) = N(B) et (Ny) = N(C) . 
- 1  - 1  -1 - 1  

On pose B o = x  B, C o = C y  et A = x  Ay . 
O 

Puisque (B,b) et (C,c) sont primitifs, ~(x)/b et N(y)/c 

sont des unités dans R, il en résulte que Ao, Bo et Co ont le même 

discriminant. 

- 1  - 1  - 1  - 1  
B C = x BCy C x Ay = A. et puisque 1  € Co, on a 
O 0 

Or, deux modules comparables de même discriminant doivent être 

égaux. 

- Ainsi A = Bo - Co et B C  =Ao. 
O 0 0 

D'après le théorème 3 . 4 . ,  B*B O O = N(Bo)P où P est un ordre 

X 
Or Bo = Bo et N(Bo) = R. 

- Co. Donc B C  O O = B ~ = A ~ = P = B  O 
O - 

Il s'ensuit que A, B et C sont principaux, d'où inversibles. 

D'autre part, l'ordre à droite de B est P où B = xBo = xP 

et l'ordre à gauche de C est P où C = Coy = Py, ainsi le couple 

(B,C) est concordant. Par conséquent, N(BC),bc = N(B)N(C)lbc = 

N(B)lbN(C)/c = R et N(A,bc) = R i.e. (A,bc) est primitif. 

C.Q.F.D. 



Soit A# = {x tz L !(X,A) R) où A est un R-module et 

5: * 
(x,A) = {(xYy) y E: A), (où (x,y) désigne le scalaire xy + yx ) . 

La proposition suivante est facile à établir : 

hoponiAion 4.3.- - Si A est un module admissible, A# l'est 

aussi. Pour toute base {uI ,.. .,u de A, il existe une base de A 4 - 

duale de la base {u, , . . . ,u } c'est-à-dire une base v . . . v de 4 4 

A# telle que 

La matrice ((vi .vj)) est l'inverse de la matrice 
i , j 

((uiYuj)) et par suite 
i , j 

On note A(A) un discriminant quelconque de A. On sait que 

A(A) est un carré dans K. Soit 6(A) une racine carrée de A(A). 

Théoaème 4.4.- - Si A, B - et C sont des sous-modules de L 

et b et c deux éléments non nuls de K tels que B C G  A, que - - 
(A,bc) soit primitif et que (B,b), (C,c) et (A,bc) aient le même 

discriminant, - on a N(A#)~ (A) C N(A) . 

# BC C A, donc (BC,A ) C R et puisque, pour tout 

il * # *  (x,y,z) E: B x C x A' ,(xy,z) = (x,zy ) on a aussi (B,A C ) C R  

# # c'est-à-dire A C C B . 
# m #  Donc t E: A ,  tC C B  . 

4 * Puisque A(~c') = (Nt) A(C 1, on a 

(2) N(A')~A(c') (A(B # 1 ) -  



# D'après ( I ) ,  A(B ) = A(B)-'. Il est clair que A(c*) = A(C) 

et l'égalité des discriminants de (B,b), (C,c) et (A,bc) implique 

4 que A ( B )  = A(A)/c~ et A(C) = A(A)/b . 
En substituant dans (Z) ,  on obtient : 

4 4 4 
Puisque (A,bc) est primitif (b c ) = N(A) . 

# On en déduit 1' inclusion N(A ) 6 (A) C N(A) . 

# Théohème 4.5.- N(A )6(A)CN(A) <=> A est inversible. 

Pheuve : 

Il suffit de prouver le théorème lorsque R est un anneau de 

valuation. 

Si A est inversible, on applique le théorème 4.4. en prenant 

C = A, B = l'ordre à gauche de A, b = 1 ,  c = N(x) où x est de 

norme minimale. 

Inversement, après normalisation de A, l'hypothèse devient 

N(A#)G(A) C R. Puis on décompose A en some directe orthogonale 

afin de prouver que A* = A c'est-à-dire que A est un ordre et que 

le module de départ A est inversible. (La démonstration dans (r4] ,8) 

est détaillée et claire). 

est un anneau de valuation, 

?+ tout sous-module A - de L, - ou A - ou A est principal. 

alors Dour 

R étant un anneau de valuation, les idéaux sont comparables. 

Si A n'est pas principal alors A n'est pas inversible et 

# # N(A )&(A) $ N(A) ; ainsi N(A) CN(A )&(A). 



# # Or &(A) = &(A#)-', donc N(A)&(A )C N(A ).  

# Par suite A est inversible, donc principal. 

C.Q.F.D. 

§ 5 - GENERALTSATTUN DES RESULTATS DE KAPLANSKY. 

Dans ce paragraphe, R désigne un anneau de ~rüfer, K son 

corps des fractions et L une algèbre de quaternions sur K. Les 

sous-R-modules admissibles de L sont projectifs de rang 4. En effet, 

ils sont de type fini et localement libres de dimension 4. 

On désigne par gN la forme bilinéaire symétrique associée 

à la norme N sur L. (On rappelle que x,y E L, QN(xyY) = (x,y) = 

Soient A un sous-module de L et a E K - (0). 

On utilise une notion élargie de discriminant (cf. C6) ,  p. 24 

ou [7], p. 12). 

Dé&iWonh  5 . 7 . -  i) On appelle discriminant de A et on note 

A (A), la classe d'isomorphisme de 
O 

ii) Le discriminant du couple (A,a) noté Ao(Aya) est la - 
classe d'isomorphisme de 

On rappelle que A4qN est 1 'unique forme bilinéaire symétrique 

4 définie sur A A telle que 

4 
~ ( ~ l , ~ 2 y ~ 3 , ~ 4 ) > ( ~ l y ~ 2 y ~ 3 y ~ 4 )  E A Y 

A4qN(x1 A x A x3 A x  2 4 *Y1 n n n Y,) = da(($ (x.,Y.)). .a  
N 1 J ~ Y J  

(cf. c l ]  , p. 30) . 

Remahque : 

4 
Lorsque A est libre de dimension 4, A A est libre de 

dimension 1. Si {ul, ..., u } est une base de A, {ul A ... A u4} 4 



4 4 4 est une base de A A et la forme A4qN : A A X A A +- R est déterminée 

par la donnée de A4$N(ul A u2 A u3 A u4,uI A u2 A u A u ) c'est-à-dire 
3 4 

de det(((~~,u.))~,~). 3 

A Ao(A) correspond la classe A(A) de AU(A) mod u~(R) 

(discriminant usuel) et inversement. 

On peut identifier A (A) et A(A) par cette bijection. 
O 

On a un résultat analogue pour Ao(A,a) et A(A,a) . 

ThQo~ème 5.2.- Soient A, B, C trois sous-modules de L, 

a,b deux éléments non nuls de K. On suppose que B C C A ,  gue (B,b) 

et (C,c) sont primitifs et que (B,b), (C,c) et (A,bc) ont le - 
même discriminant. Alors BC = A, (A,bc) est primitif ; A, B et C 

sont inversibles et le couple (B,C) est concordant. 

Ptteuve : 

Soit E un sous-module (admissible) quelconque de L et 

soit R l'ensemble des idéaux maximaux de R. 

On sait que P E: R, il existe un isomorphisme canonique 

4 4 
I . (A E)p + fip tel que 

P .  

4 ~ ( X ~ , X ~ , X ~ , X ~ )  E E ,op((xI h2 k 3 A x 4 ) B 0 = (x 1 B 1) ". . A (x4 "1. 

4 
~ ( x , ~ x ~ , x ~ > x ~ ) , ( Y ~ , Y ~ > Y ~ ' Y ~ )  E E Y 

(n4~,),((xI x, n x 3  h4) B ],(yl n y 2  A Y3 b4) 1 )  = 

4 
= A  tq,),((xl e A . X ~  B B I)A...A(~~B 1 ) ) .  

4 
Ainsi, la classe d'isomorphisme de ((A E)~, (A~$)~) = (Ao(E))p 

4 
est égale à celle de (A E~,A~(%)~) = Ao(Ep). 

On a, P E R, $ est un anneau de valuation, Ap, Bp et Cp 

sont libres de dimention 4, BpCp C Ap , (Bp , b) et (Cp, c) sont primitif S. 



Comme Ao(B,b) = Ao(C,c) = A (A,bc) alors 
O 

4 4 4 4 4 
P E R y  (A BpyA ($N)plb ), (A ~,,~~($,),/c et 

4 4 4 4 
(A %,A ($N)p/b C ) sont isomorphes, ce qui revient à dire que 

A(Bp,b) = A(Cp,c) = A(%,bc). 

Donc les conditions du théorème 4.2. sont remplies et on a : 

BpCp = Ap , (Ap,bc) est primitif, %yBp 
et Cp sont inversibles 

et (Bp,Cp) est concordant, ceci pour tout P E R. 

- Soit f l'injection canonique f : BC + A 

P E R, 1' injection canonique correspondante fp : BpCp + Ap 

([2], p. 1 1  1-112), n'est autre que l'identité sur Ap, donc f est 

l'identité sur A et ainsi BC = A. 

- On sait que A, B et C sont inversibles si et seulement si, 

tf P E R, Api Bp et Cp le sont. 

- Montrer que (B,C) est concordant, c'est montrer que l'ordre 

à droite de B, soit Dy est égal à l'ordre à gauche de C, soit G. 

Soient pour tout P E fiy Dp l'ordre à droite de Bp et 

Gp l'ordre à gauche de Cp. On va montrer que D = n D p  et 
PER 

Il est immédiat que P E R, (D)p C Dp où (D)p est le 

localisé de D en P (en effet D C Dp d'où (D)p C Dp). 

Comme D = , ([2], p. 112-113), il en résulte que 
PER 

D c nop. 
PER 

Inversement, tJ' x E n Dp , on a 
PER 

En particulier, on a, pour tout y E B, yx € B 
P ' 

Comme B = n Bp, il en résulte que yx E B. Donc x c D. 
PER 



On montre de même que G = n ~ ~ .  Il en r é s u l t e  que D = G. 
P€fl 

(On pouvai t  montrer  que P & fl, Dp = (D)p e t  Gp = (G)p). 

Théonème 5 .3 . -  - S i  A, B - e t  C sont  t r o i s  sous-modules de  L 

e t  a ,b  deux éléments  non n u l s  d e  K t e l s  que BC G A ,  que (A,bc) - 
s o i t  p r i m i t i f  e t  que (Bab) ,  (C,c) et (A,bc) a i e n t  l e  même d i s c r i -  

minant ,  a l o r s  

# 2  4 4 4 2 N(A ) (n $ (n  A x A A>)G N(A) . 

tt: D'après l a  d é f i n i t i o n  d e  A , on remarque que 

4 V P  E 52, (Ap) # ; Rp é t a n t  un anneau d e  va lua t ion ,  Ap est 

# # l i b r e ,  (A ) p  l ' e s t  a u s s i  e t  d e  même dimension 4 .  Donc A est pro- 

j e c t i f  de rang 4. 

P E R,  Ap, Bp e t  Cp sont  l i b r e s ,  B P C P & Ap, (Ae,bc) 

e s t  p r i m i t i f  e t  A(Bpyb) = A(Cp,c) = a(Ap,bc) .  

Donc, d ' ap rè s  l a  preuve du théorème 4 .4 . ,  on a 

e s t  un d i s c r iminan t  quelconque de  A~ . 

D'aut re  p a r t ,  puisque (N(A#)12, ( N ( A ) ) ~  e t  ( A ~ $ ~ ( A ~ A  X n4A)) 

son t  des  sous-R-modules de  K y  on a ( [2] , p. 112-1 13)) : 



On obtient, compte tenu de (3) 

Théottème 5.4.-  - Si A est un sous-module de L, alors : 

((N(A#))~A~$~(A~A x n4A))ç (N(A)12) <=> A est inversible. 

Ptteuve : 

Si A est inversible, alors P E R, Ap est inversible 

R est un anneau de valuation, donc A est principal. 
P P 

Soient Bp l'ordre à gauche de A~ et 
c un générateur de 

Alors les modules %, Bp et Cp où Cp - - Ap et les 

scalaires b et c où b = 1 vérifient les hypothèses du théorème 

précédent (pour l'anneau de base %) . On a donc 

Inversement si l'on a cette inclusion on a, avec les notations 

d u 1 4 :  

# 
P E O, N(Ap)S(Ap)C NAp) 

ce qui implique d'après le théorème 4.5. que Ap est inversible. 

Donc A est inversible. 
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Dans l a  g r a i a r e  partie, on construi t  l e '  arondde des c l o s m r  

d'is-rphiraa. deqaodules bi l in6aires  point6s. Ces modules bil.in6sires 

sont pro jec t i f s  da type f i E i  e t  de rang constant3 2 2, muais de formes 

b i l i d a i r e s  s y d t r i q u ë s  strictement non d&@&rées. OR as80cie =8 CQ' 

aonoïd+e "le groupe des &ules b i l in&airesW e t  lorsque 2 e. rgsul ie r  

dans l'anneau de base, "le groupe des allgQbrer bilin6a%rsst'. 
s a  

M i n  de &avoir donner U Q ~  nouvelle pr iaent i t ion  de la  t ixa r i e  

de l a  çoarposition des Perds quadratiques quatrtnrrireo, KapPsinoky a 

&tudi& l e r  souts-oodules ~tdniiasibles der &lgébrer &e quaternions. Il a 

donné en par t icu l ie r  das coditiooar d ' invsroibi l i tb  doae le CU OS 

l 'anneau da base' aet un artneau de Baaeut . Déna Ia deq&8ihe p a r t i e  de 

ce t r ava i l ,  on tepxeml l 'étude de Eaplansky e t  on &t&l&t d m  rdsultatr 

anoXa$pma danri l e  cas plus g&a6ral di l'aansaa de 'base etlt un anneau 

de Esrirfer. 


