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1ene PARTIE

LE GROUPE DES MODULES BILINEAIRES
ET
LE GROUPE DES ALGEBRES BILINEAIRES




INTRODUCTION

Ce travail est inspiré de 1'article de A. MICALI et A. PAQUES
intitulé "Le groupe des algébres quadratiques" [}]. Dans cet article,
les deux auteurs reprennent la théorie des algébres munies de formes
quadratiques afin de constuire pour les algébres projectives de rang
constant > 2 sur un anneau dans lequel 2 est inversible, 1l'analogue
du groupe Qsép(K) des extensions quadratiques s&parables d'un anneau
K, commutatif et associatif & &lément unité, &tudié par T. KANZAKI [4].

Pour ce faire, ils développent la théorie des algébres quadratiques

traitée de leur point de vue, puis ils construisent leur groupe.

Dans notre &tude, nous reprenons la théorie des modules munis
de formes bilinéaires dans le but de construire 1'analogue du groupe
des algébres quadratiques étudié dans [5], sans condition d'inversibi-

lité pour 2. On procéde comme suit :

Dans la premiére partie, on définit les modules bilinéaires
et les algébres bilinaires sur un anneau K, commutatif et asso-
ciatif 3 élément unité dont 1'élément 2 n'est pas nécessairement
inversible. Un module bilinéaire est un triplet (A,f,e) oli A est
un K-module, ) une forme bilinéaire symétrique sur A et e un
élément dans A tel que Y(e,e) = 1.

On voit que e est libre et que A admet une décomposition
de 1a forme A = Ke ® X(A). On définit &galement les morphismes et

les isomorphismes qu'on appelle bilinéaires, de modules bilinéaires.




Dans la deuxiéme partie, on définit une opération notée (¥)
sur 1l'ensemble des K-modules bilinéaires projectifs de type fini et
de rang constant > 2, munis de formes bilinéaires symétriques stric-—
tement non dégénérées : Pour deux tels modules bilinéaires (A,{,e)

et (A',',e'), on pose A¥A' = Ke & (X(A) GKX(A')) oi € est

libre. Le K-module A¥A' est projectif de type fini et de rang
constant > 2, On munit A¥A' d'une forme bilinéaire symétrique @

telle que :

d(e,e) =1 et V%x,x') et (y,y') dans X(A) x X(A') :
d(e,x8x"') = Y(x,e)P" (x',e'"),
¢ (x0x',y8y') = Y(x,e)¥(y,e)¥' (x',y") + ¥'(x',e" )" (y',e")¥(x,y)
- PP (x',y")
(Ces relations sont différentes des relations utilisées dans [5]).
® est alors strictement non dégénérée. A¥A' dépend du choix de X(A)
et X(A'), mais la classe d'isomorphisme bilinéaire de (A¥A,%,e) est
indépendante de ce choix. La relation (¥) induit sur 1'ensemble des
classes d'isomorphisme bilinéaire des K-modules bilinéaires de
rang 2, une structure de groupe abélien qu'on note 32 ; et sur l'en-
semble des toutes les classes d'isomorphisme bilinéaire des K-modules

bilinéaires de rang constant > 2, une structure de monoide commutatif

noté B contenant 82 qui y opére fidélement.

Le groupe des K-modules bilinéaires est le groupe universel
du monoide commutatif B. On 1'appelle aussi groupe des algébres bili-

néaires sur K si on suppose de plus 2 régulier dans K.
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1. MODULES BILINEATIRES ET ALGEBRES BILINEAIRES.

Dans toute la suite, K est un anneau commutatif unitaire
d'élément neutre noté 1 et dont 1'élément 2 n'est pas nécessairement

inversible. Les K-modules considérés sont des K-modules unitaires.

1.1. - Modules et algibres assocdés aux formes bilinZaires.

Soient A un K-module et ¥ : A X A~> K une forme bilinéaire

symétrique sur A.

Définition 1.1.1.- On dira que A est un module bilinéaire

associé 4 I, s'il existe un élément e dans A tel que P(e,e) = 1.

A tout e € A tel que Y(e,e) = 1, on associe le module bili-
néaire (A,)) muni de e que 1l'on notera (A,J,e) et qu'on appellera
simplement module bilinéaire s'il n'y a pas de confusion possible quant

a e.

On définit sur (A,V,e) un produit par
(1) . Vx, yea, xy= -Jx,y)e+ Jx,e)y + Jy,e)x .

I1 est immédiat que le module A muni de ce produit est une algébre

d'unité e.

Déginition 1.1.2.- On dira que A est une alg@bre bilinéaire

associée 3 Y et e, si (A,f,e) est un module bilinéaire muni du

produit défini par (1). On la notera également (A,{,e).

Proposition 1.1.3.- L'algébre bilingaire (A,¥,e) est une

algébre de Jordan commutative.

En effet, il est immédiat que V x, y € A,

2
(x"y)x = xz(yx) ‘et Xy = yx.




Proposition 1.1.4.- Soit (A,0,e) un K-module bilinéaire,

alors

i) e est libre,

ii) Ke est facteur direct de A, et A admet une décomposition ortho-
gonale Ke L B.
Preuve :
i) S1 ae = 0 pour un élément a de K, alors J(a e,e) = a=0.
ii) Soit o0 : A > A, 1l'application définie par :
Vxed, ok =ix,ee
0 est K-linéaire car { est K-bilin&aire et 0 o G =0
0 est donc un projecteur.
Ainsi A = 0(A) @ 0 '(0) = Im 0 @ Ker o.
Oor, Imo =Ke et Ker o ={y e Al{f(y,e) = 0} = (Re)* car e
est libre.

Par conséquent A = Ke L Ker 0.

On notera X(A) un supplémentaire quelconque de Ke dans A

et on écrira A = Ke ® X(A). Dans le cas oi X(A) = (Ke)‘L , on écrira

A = Ke L X(A).

1.2. ~ Monphismes de modules bilinéairnes.

Soient (A,0,e) et (A',)',e') deux K-modules bilinéaires.

Déginition 1.2.1.- Un morphisme h : (A,0,e) >~ (A',P',e") de

K-modules bilindaires est une application K-linéaire h : A > A' telle

que h(e) =e' et Vx, yea P&,y =9 (E,hy)).

On appelle un tel h, un morphisme bilingaire.

Un isomorphisme bilinéaire est un morphisme bilingaire bijectif.




Proposition 1.2.2.- i) Si h : (A,f,e) >~ (A",',e') est un

morphisme de modules bilin@aires, alors h est un morphisme d'algébres

bilinéaires.

ii) Si A et A' sont projectifs de rang constant et 2

régulier dans 1'anneau K, on a :

(h est un isomorphisme de modules bilinaires) <==> (h est un isomorphisme d'algdbres
P ) P g

(a) bilinéaires).
(b)
Preuve :

i) h est K-linaire tel que h(e) = e' et v X, yEA, ona:

h(xy) = h(-¥(x,y)e + P(x,e)y + I(y,e)x)
= h(-0" (h(x) ,h(y))e + ¥' (h(x),e")y + ¥' (h(y),e")x)
= =" (h(x),h(y))e" + P (h(x),e")h(y) + ¥'(h(y),e")h(x)

= h(x)h(y).

ii) (a) => (b) d'aprés i).

(b) ==> (a), en effet,

On a pour tout (X,y) € A2 s h(xy) = h(x)h(y)
h(xy) = - ¥(x,y)h(e) + P(x,e)h(y) + P(y,e)h(x)

h(x)h(y) = - ¥ (h(x),h(y))h(e) + ¥'(h(x),h(e))h(y) + ¥'(h(y),h(e))h(x)

d'ol, puisque h est injectif

@' (h(x),h(y)) - ¥(x,y))e + (J'(h(x),h(e)) - P(x,e))y
+ (' (h(y),h(e)) - P(y,e)) x = O.

Ce qui implique, compte tenu du fait que A = Ke ® X(A) avec e libre :
V %,y € X(0), 9" (h(x),h(y)) = P(x,y)
et  (P'(h(x),h(e)) - P(x,e))y + (J'(h(y),h(e)) ~ (y,e))x = O.

En particulier, on a :

V x € x(a), 2(J" (h(x),h(e)) - ¥(x,e))x = O.




Mais X(A) est projectif et 1'application
g : x> 20" (h(x),h(e)) - P(x,e)) est une forme lindaire sur X(A).
Donc, V x € X(A), 2(§' (h(x),h(e)) - P(x,e)) = O
(en effet, on peut trouver un prolongement nul de g & un module libre
dont X(A) est facteur direct).
Puisque 2 est régulier dans K, on a

V x € X(a), 9" (h(x),h(e)) = P(x,e). C.Q.F.D.

Soit (A,0,e) un K-module bilinéaire. L'élément e € A est
choisi tel que (e,e) = 1. On a vu que e est libre et Ke facteur
direct dans A. Il existe en particulier un supplémentaire de Ke dans

A qui est 1'orthogonal de Ke pour .

Soit X(A) un supplémentaire quelconque de Ke dans A. On

écrit A = Ke ® X(4a).

Proposition 1.2.3.- I1 existe une forme bilinéaire symétrique

¥ sur A pour laquelle X(A) est l'orthogonal de Ke et telle que

(A,0,e) = (A,¥,e) , autrement dit, telle que { soit &quivalente & V.

Preuve :

L'application o : A~ A définie pour tout y =de + x € A
par oO(oe+x) = ce + P(x,e)e - x est un K-automorphisme de A. En effet,
elle est K-linéaire et 0 o 0 = lA'

Soit ¥ 1la forme bilinéaire symétrique définie sur A par

it

Y x, v € A¥V(x,y) Po(x),0(y)) (ou ce qui est &quivalent par

Y(ox),o0(y))).

Vx, vye i,y
0 est un isomorphisme de modules bilinéaires de (A,¥,e) sur
(A,f,e).
X(A) est 1l'orthogonal de Ke pour ¥ et O(X(A)) est

1'orthogonal de Ke ~pour 1.




Donc (A,¥,e) et (A,{,e) appartiennent i la méme classe
d'isomorphisme. La forme | sur Ke ® X(A) est équivalente 3 une

forme Y pour laquelle X(A) est l'orthogonal de Ke.

Proposition 1.2.4.- Si (A,0,e) et (A',0',e') sont deux

K-modules bilindaires libres, isomorphes, alors les discriminants de

¥ et '  sont égaux 3 un carré d'élément inversible prés damns K.

La réciproque est vraie si. A et A' sont de dimension 2.

Preuve :
Soit h : (A,{,e) > (A',',e') un isomorphisme bilindaire ol
A et A' sont munis des bases respectives (ei)OSign—l oi e = e,
et (eJ!)Ogjén_1 ot eé =e',
Alors, disc ¢ = disc ¥ (det N)2 oi N est la matrice de
passage de la base (ej)j a la base (h(ej))j dont le déterminant est
un élément inversible de K et disc Yy et disc ¥' les discrimi-
nants de { et Y' par rapport i (ei)i“ et (eé)j respectivement,
Réciproquement, si A et A' sont libres de dimension 2 et de
bases respectives {e,x} et {e',x'} tels que :
dis { = disc $'  (mod UZ(K)) oi U(K) est le groupe des éléments inver-
sibles de K, alors, (A,f,e) et (A',§',e') sont isomorphes. En effet,

d'aprés la proposition précédente, il existe une forme Y é&quivalente

i Y et une forme Y' &quivalente 2 P' telles que :

Y(e,e) =1, VY(e,x) =0, V¥(x,x) =26

et Y'(e',e') =1, ¥Y'(e',x") =0, ¥'(x',x")=§"= u26 oi u e UK,
§ et &' sont les discriminants de i et ' pour ces bases.
{e',u_lx'} est encore une base de A' et 1l'application linéaire
g : A> A" définie sur la base {e,x} de A par g(e) = e' et

1

g(x) = u_lx est un isomorphisme bilinéaire de (A,¥,e) sur (A',¥',e').

C.Q.F.D.




2. LE GROUPE DES MODULES BILINEAIRES.

Dans cette partie, les modules bilinéaires considérés sont des

modules projectifs de type fini et de rang constant n > 2.

2.1. - L'operation ().
Soient (A,0,e) et (A',¥',e') deux K-modules bilinéaires.
On 8crit A = Ke ® X(A) et A' =Ke' & X(A') ol X(A) et X(A") sont‘
des supplémentaires quelconques de Ke et de Ke' respectivement.
Ces supplémentaires étant fixés, on pose A % A' = Ke & (X(A) @K X(A")).
A % A' est ainsi un K-module projectif de type fini et de rang constant 3 2.

On va définir sur A % A' une structure de module bilinéaire.

Proposition 2.1.1.- 11 existe une application K-bilingaire

unique © : (A * A') X (A ¥ A'") ~ K telle que :
( o(e,e) = 1,

V(x,x') € X(A) X X(A"),0(e,x 8 x') = J(x,e)¥' (x',e")

Yix.x"), (7,5") € X(&) x X(A'),

L ®(xBx',y8y") = P(x,e)P(y,e)V' (x',y" )+ (x',e" )" (yie)V(x,y)~¥(x,y)¥' x',y").

Preuve :

1) L'application wo : (x,x") P Px,e)'(x",e') de X(A) X X(A")
dans K est K-bilinéaire, il existe donc une application K-linéaire
unique &l : X(A) 8 X(A') - K telle que

V(x,x') € X(A) x X(&"), P, (x 8 x") =9 (x,x") = Vx,e)f' (x',e").

On pose pour tous a € K et z € X(A) 8 X(A"),%(ae,z) = &ﬂl(z)-

2) L'application $2 t (x,x',y,7") > V(x,e)¥(y,e)P' (x',y") +
Prx',eH (v ,e)PE,y) ~ P, P &',y")

de X(A) X X(A') X X(A) x X(A') dans K est 4-lindaire, il lui correspond




_]0_

une forme K-bilinéaire unique ¢ sur X(A) ® X(A') telle que
Vix,x"), (y,y') € X(a) x X(A"),

o(x8x",y8y") = P(x,e)P(y,e)P' (x',y")+' (x',e")P' (y',e" W (x,y)V(x, P (x',y")
(cf. [1], ch. II p. 82).

On pose ®(g,e) = 1 et comme tout &lément de A ¥ A' s'écrit
de maniére unique~ aE +z avec o€ K et z € X(A) 8 X(A'), on en

déduit le résultat.
La forme bilinéaire obtenueest symétrique, on la notera ¢ x ',
Remarques :

1) (A ¥ A',0,e) dépend des choix de X(A) et X(A").

2) Lorsque. X(A) = (Re)L et X(A') = (Re")&,X(A * A') = X(A)BX(A') = (Re)L.

Proposition 2.1.2.- Soient (A,P,e) et (A',P',e') deux modules

bilinéaires. S'il existe un isomorphisme bilindaire £ : (A,f,e) - (Al,wl,e])

tel que f(X(A)) = X(Al) et un isomorphisme bilinéaire .

£ (A", Y",e") » (A;,w;,e{) tel que f'(X(A'")) = X(A;), alors les modules

bilinéaires (A x A', * {',e) et (&, * A',wl * w;,e]) sont isomorphes.

En effet, 1'unique application K-linéaire F : A % A' »> A1 * Ai

telle que F(g) =€, et est un isomor-

1 Flxayexa) ~ flxa) @ flxan

phisme bilinéaire comme on le vérifie immédiatement.

Proposition 2.1.3.- La classe d'isomorphisme bilinéaire du module
|

bilinéaire (A ¥ A',0,e) est indépendante des choix de X(A) et X(A').

Preuve :
D'aprés les propositions précédentes 1.2.3. et 2.1.2., on peut
se ramener au cas oi X(A) est 1l'orthogonal de Ke dans A et X(A')

est 1l'orthogonal de Ke' dans A' i.e. & est la forme pour laquelle
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X(A) ® X(A') est 1l'orthogonal de Ke dans A ¥ A'.

Soit XI(A) (resp. X](A')) un supplémentaire quelconque de Ke
dans A (resp. de Ke' dans A') et soit (A T A',@l,e) le K-module

bilinéaire associé ol A T A' = Ke @ (X](A) ® XI(A')).
On a, [®(€,€) =1 et Y(x,x") et (y,y') € X(A) x X(A")

=P, yP" (x',y")

X, (A) x X, (a")

d(x8x',e) = 0 et O(x B x',y 8 y')

[0, (e,e) = 1 et Vix ,x1) et (y,,5}])

m

9, (x, 8 x{,e) = Plxp,e)P (x),e") et

L<I>l(x1 8 x,y, 8y = ﬁ(x],e)$(y1,e)ﬂ'(Xi,y}) +

+ ID‘ (X; ’e')lD' (Y; 3e')Lp(xl ,yl)"lp(xl ,Y])lD' (X; ,Y;) .

Tout X, € XI(A) s'écrit de maniére unique X, =X+ ﬂ(xl,e)e

avec x € X(A) et tout x; € X)(A') s'écrit de maniére unique

x; = x' + @'(x;,e')e' avec x' € X(A'").

L'application T : L @(x],e)e est un K-isomorphisme de
X](A) sur X(A) (c'est la restriction & XI(A) de la projection canoni-

que de A sur X(A)).

De méme, 1'application T’ : x; > x} - @'(x;,e')e' est un K-

isomorphisme de Xi(A,) sur X(A').
On a kal,x;) et (y],y;) € XI(A) X Xl(A'),

o(T(x)) 8 T'(x]),e) =0 =9 (x, 8% - ¢ (x, 8x],6),€)
B(T(x,) 8 TN (x]),T(y) 8 T (yP) = ~(Tlx ), Ty V(T (], T (5]))
= Px -V(x,e)e,y, -0y e)e) P (x]-0" (x],eDe’,y -0 (y),eM)e")
= Py DP )Ly + PG, Py 00" (xLy)) +
P xl,en P (], Py ) - PGBy e (xp,e )P (vseh)

' Yy _ ' '
®](x] 8 X159, e yl) @1(x] 8 x1,£)<1>1(y1 ® y],e)

v ' - '
®l(x1 ® X ®](x] 8 XI,E)E,y1 8 Y4 <I>](yl ® yl,e)e).
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On associe 3 @1 la forme &quivalente W] pour laquelle

X](A) ® XI(A') est 1'orthogonal de Ke.
On a @(T(x]) B T'(X;),E) =0 = ‘Y](xl ® xi,e)
et ¢(T(Xl) 8 T'(X;),T(Yl) 8 T'(Y;)) = wl(xl ® X;,Y] B Y;)-
Si T est l'application de (Ke @ (X](A) B XI(A')),Wl,E)
sur (Ke ® (X(A) ® X(A")),d,e) définie par : : : ' ) '
T(oe + zl) =0 + (T ® T')(zl) pour tous o € K et z, € Xl(A) ® X](A'),

T est un isomorphisme bilinéaire.

Donc ¢ et Wl et par suite ¢ et @l sont &quivalentes.

C.Q.F.D.

Conollaine.- Soient (A,{,e) EE_'(A',W',e') deux modules bili-

néaires et (A],Wl,el) (resp. (A;,w',e;)) un module bilinéaire iso-—

morphe 3 (A,f,e) (resp. (A',¥',e')) alors les modules bilindaires

(A x A", % §",¢) et (A] * A',@l * ﬁi,sl) sont isomorphes.

Proposition 2.1.4.- Si (A,f,e) et (A',Y',e') sont deux K-

modules bilindaires alors, Y et ' sont strictement non-dégénérées

si et seulement si & = ) * ' est strictement non-dégénérée.

Preuve :

1) Cas Libre.

On doit montrer que :

(disc ¥ € U(K) et disc ¥' € U(K)) <=> (disc ¢ € U(K)).

Comme déux modules bilinéaires libres, isomorphes ont les m€mes
discriminants 3 un carré d'élément inversible prés dans K, on peut donc
se ramener au cas oi X(A) = (Ke)t et X(A') = (Re")+ avec
A =Ke ® X(A) et A' =Ke' ® X(A").

Si A est de dimension n et de base {e’xl"'°’xn—1} et A'
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de dimension m et de base {e',x},...,x&_l}, alors
A ¥ A" = Ke ® (X(A) 8 X(A')) est de dimension (n-1)(m-1) + 1 et de
base {E,xi ® xj (i=1,...,m-1, j=1,...,m-1)} muni de la forme

® = ¥ ' définie antérieurement et pour laquelle X(A) ® X(A') = (ke)t.

Soient &,8' et A 1les discriminants correspondants de P, P' et ® on a

§ = det(lﬂ(xi,xj))i’j ol la matrice (ﬂ(xi,xj))i’j est de rang n-l

- ' 1 ' -~ . 1 ' -
§ det (f (Xi’xj))i,j ot la matrice (¢ (xi’xj))i,j est de rang m-I

- _ L . | = (- (n-1) (m-1) Viot !
A = det( @(xi,xj)$ (Xk’¥e))i,j,k,£ -1 det(w(xi,xj)ﬂ (o%p); 5w

est le déterminant d'une matrice de rang (n-1)(m-1).
1 ] \J 1 1 ) =4

(@(xi,xj))i’j,(¢ (xk,xz))k’z et (w(xi,xj)ﬂ (Xk’xz))i,j,k,z Etant
les matrices des endomorphismes I : Kn_] - Kn_l, J : Km—] > Km_1

et 18J: K(n—l)(m—l) > K(n—l)(m—l) par rapport aux bases canoniques,

donc A = (—1)(“'1)(m")det(1 8 J).

Or, det(I8J) =det((I®1 __)o (I __ 8J) =det(I®1 det(l _, 8J)

K K K K

"I 0 J 0 o-1 . .n~1
det <\ ", . det c. = § 8!
0 ‘1 0 °J

(m-1) blocs (n-1) blocs

(cf. [1] chap. III, p. 101).

D'oii \:A = (- @ D@D mlgn-l U(K):I <=>[6,<S' € U(K)]

2) Cas projectif de rang constant > 2.

Soit § 1'ensemble des idéaux maximaux de K, alors
(y et ' sont strictement non—-dégénérées) <==> (V P e Q) (wp et ﬂ; sont
strictement non-dégénérées).

([6], p. 17)
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<==> CV p € Q)(ﬁp * ﬁ; est strictement non dégénérée) ; d'aprés 1)

<==> (V p € ) = &')p est strictement non dégénérée) ; 'du fait
qu'il existe un isomorphisme bilinéaire canonique entre Ap * A;

muni de la forme wp * wé et (A ¥ A')p muni de ( * $')p".

<==> (¥ ¥ ' = ¢ est strictement non dégénérée).

C.Q.F.D.

Dans tout ce qui suit, les modules bilinéaires considérés seront
des modules projectifs de type fini et de rang constant > 2, dont les

formes bilinéaires symétriques associées sont strictement non-dégénérées.

Soient Bn 1'ensemble des classes d'isomorphisme bilinéaire

des tels modules bilinéaires de rang n et B = Bn' La classe d'un
n>2

module bilinéaire (A,J,e) sera notée A.

2.2. ~ Etude de Bz'

Soient (A,f0,e) et (A',J',e') deux K-modules bilinéaires tels
que A et A' soient dans BZ' Alors A % A' est un module projectif
de rang 2 sur K et sa forme ) * J' est strictement non dégénérée (propo-

sition 2.1.4.). La classe d'équivalence A ¥ A' de A ¥ A' ne dépend que

des classes A et A' (corollaire de la proposition 2.1.3.), on la notera

I

1

-

A

o

A tout couple (A,A') d'éléments de BZ’ on associe 1'élément

Ax A de 82' On définit ainsi une loi de composition interne (¥) sur BZ'

Proposition 2.2.1.- 82 muni de la loi (¥) est un groupe abé&lien.

Preuve :

i) Commutativité : Si (A,f,e) et (A',J',e') sont tels que

Ae B2 et A' € B2 alors 1'application B : (A¥A' ,P%',e) > (A'*A,P'*x,¢e)
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définie sur les générateurs par §€) =€ et pour tous X € X(A) et
x'e X(A') , B(x 8x') =x'8 x, est évidemment un isomorphisme bili-

néaire. (Eﬂ, 11 p. 78).
(On se raméne dans toute la suite au cas orthogonal).

ii) Associativitd : Si (A,¥,e), (A',0",e") et (A",¥",e")
sont tels que A, A" et A" soient dans 32 alors 1'application K-
linéaire

v i (A x (A'TsA"), P ¥ (P'xP),e) > ((AXA') ¥ A", (P ¥ P') x Pe ) telle

que y(e) = ¢ et Y(x@ (x' ®x") = (x8x') 6x" pour tout (x,x',x")
dans X(A) x X(A') x X(A"), est un isomorphisme (Y|X(A)@(X(A')®X(A"))
est 1'isomorphisme d'associativité). ([1], II, p. 94).
y est bilindaire en effet, pour tout (x,x',x") € X(A) X X(A")x X(A")
(9 = (P'*P"))(e,x 8 (x'8x")) =0 = ((PxP') * @")(el,(xex') 8 x") et pour
tous (x,x',x"), (y,y',y") € X(A) x X(A") x X(A") on a
(P * (P*P))(x 8 (x'8x"),y 8 (y'8y™) = ~P(x,y) (P¥P") (x"8x",y'8y")

— (ﬂ(xgy)lp' (X',yi)w"(xll’yll) = (((D*LD') * lp")((x @ x') @ X",(y@yl) 8 y").

Soit K X K le K-module libre muni de la base canonique
{(1,0),(0,1)} et soit p: (Kx K) x (Kx K) ~ K 1'application définie par :
\f(a,b) e K x K. V(e,d) € K x K,u((a,b),(c,d)) = ac-bd.

U est une forme bilindaire symétrique strictement non-dégénérée puisque, pour

1 0
0 -1

cette base, disc u = I = -1 € U(K).

Ainsi (K X K,u,(1,0)) est un module bilinéaire et K X K € Bz.

(Tout module libre est projectif).

Pour tout module bilinéaire (A,0,e) tel que Ae By 5 on consi-

dére 1'application K-lindaire p : A ¥ (K X K) = Ke & (X(A) 8 K) ~A =Ke & X(A)
telle que p(e) = e et p(x 8 a) = ax pour tout (x,a) € X(A) x K.
p est clairement un K-isomorphisme ([l], I1, p. 83), cet isomorphisme

est bilinéaire, en effet
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V(a,x) € K x X(A), on a ¥(p(xBa),e) = (Pxu)(x8a,e) = 0

et V x,y € X(a), (P*u) (x8a,y8b) = -P(x,y)u((0,a),(0,b)) = ab P(x,y)

fl

P(ax,by) = P(p(x®a),p(y®b)).

Donc K X K est 1'élément neutre de Bz.

iv) Eléments inversibles :

Tout élément de BZ a un inverse. En effet :
Soit (A,,e) tel que Ae 82 et A = Ke ® X(A) avec X(A) = (Ke)t
le(A) dtant strictement non-dégénérée, 1l'application
6 : X(A) > X(A)® = Hom (X(A),K) définie par 6(x) = (0 : y > ¥(x,3))

pour tout x € X(A) est un isomorphisme.

L ¥ L
On considére le K-module Ke'® X(A) = A' et la forme bili-
néaire symétrique strictement non-dégénérée ' : A' X A' > K définie

par Y'(e',e') = P(e,e) = 1 et ¢‘(@x,¢y) = ¥(x,y).

Ainsi (A',{',e') est un K-module bilindaire tel que

A" € B2 et X(A)* = (Re')™.

X(A) étant projectif de rang 1, alors 1l'unique application K-lindaire
£ : (A%A' = Ke & (X(A)®X(A)™), PP, e) ~ (K x K,1,(1,0)) telle que
L) = (1,00 et £@8)) = (0,0(x,y)) pour tous x e X&), ¢ x(a)™
est un isomorphisme bilinéaire. En effet, il suffit de le montrer loca-
lement.
. * .
On suppose donc X(A) 1libre de base {x}, X(A) 1'est aussi

’

de base {wx}.

¥(x,x) est alors le discriminant de 1, soit & € U(K), pour
cette base. £ est donc 1'application qui 3 € associe (1,0) et a

x 8 &x associe (0,8) avec & € U(K). Ainsi £ est un isomorphisme

([3], p. 143).
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Cet isomorphisme est bilinéaire en effet :

(Px9") (e,x80 ) = 0 = u((1,0),(0,¥(x,x)))
et  (PxP') (x0) ,x8 )= S0, 1% = 1((0,0(x,%)), (0,¥(x,x))).

Donc A' est l'inverse de A. Or (A,0,e) = (A',¥',e")

donc A' = A et l'inverse de A n'est autre que A lui-méme.

Remarque :
Si on désigne par BZZ 1'ensemble des classes d'isomorphisme
bilinéaire des modules bilindaires libres de dimension 2, BZZ est

clairement un sous—-groupe de Bz.

2.3. - Etude de B = U B_.
nz2 n

Comme pour B on définit sur B une loi de composition

2’

interne (%) en posant pour tout (Z,X') dans B X B, A% A" =A% A"

Proposition 2.3.1.- B muni de la loi (¥) est un monoide

commutatif.

En effet, la commutativité et 1'associativité se démontrent

comme pour 82' L'élément neutre K X K de B2 est aussi 1'élément

neutre de B du fait que pour tout (A,),e) représentant de A

dans B A % (KxK) A (isomorphisme analogue a 1'isomorphisme

2’

utilisé pour BZ)'

Notre groupe des modules bilinéaires est le groupe universel"
KO(B) du monoide commutatif B.

L'opération (¥) induit une action de 32 sur chaque Bn

(n 2 2) et par suite une action de BZ sur B et sur le sous-monoide

P _
B tﬁl B2k de B.




_18._

Proposition 2.3.2.- i) 82 opére fidélement sur B et sur BP.

ii) Lorsque K est un anneau semi-local, B, opére fidélement

2

sur chaque BZk (k > 1).

Preuve :
i) Immédiat : B2 est un sous-monoide de B et de BP.
ii) Soit k > 1 fixé&, B, opére fidélement sur B si

2 2k

et seulement si

Vﬁ,ﬁ'eBz, (VKEBZk,5¥K=5'¥Z) => D =D'.

De B, D' eB

X A, D, D' des représentants

Soient A € BZk’ 9
de A, D, D' respectivement. Puisque K est semi-local, A est libre

de dimension 2k, D et D' 1libres de dimension 2 ([3], p. 143).

(Pour simplifier, on a &crit A au lieu de (A,f,e) etc...).

Soient § 8 et 6§

A S D 1§s discriminants de A, D, D'

(définis 3 un facteur prés dans UZ(K)).

ol
*
> 1

= D' % A =>dis(D ¥ A) = disc(D' ¥ A) (mod UZ(K))

2k-1 2k-1 2
D D' GA (mod U™ (K))

D% A =D" %A => GD = dD, (mod UZ(K)).

A => (_I)Zk-](S

(wh}
*
1
"
<
*

- 2k-1
6, = (-DHs

Il résulte de la proposition 1.2.4. que

DxA=D'%xA => D=0D".

Remarque :
L'action de BZ sur les Bn (n > 2) n'est pas en général

transitive (exemple K = R).

2.4. - le groupe des algebres bilindaires.

On suppose de plus dans ce paragraphe que 2 est régulier dans
1'anneau K. Ainsi, un isomorphisme bilinéaire de modules bilinéaires

est un isomorphisme d'algébres bilinéaires associées. Donc, le groupe
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des modules bilinBaires KO(B) pourra €tre appelé le groupe des algébres

bilinéaires.

Proposition 2.4.1.- L'anneau K s'injecte canoniquement comme

K-algébre dans toute K-algébre bilinéaire.

En effet, si (A,J,e) est une algébre bilinéaire, l'application
i : K> A définie par i{(a) = ce pour tout o € K est un morphisme

d'algébres injectif car e libre.

Proposition 2.4.2.- Soient (A,f,e) une K-algébre bilinéaire

et f : A~ K la forme quadratique sur A définie par f(x) = ¥(x,x)

pour tout x € A, alors (A,f,e) est une algébre quadratique au sens

de [5].

En effet, la forme bilindaire symétrique associée &3 f est 2{.

D'aprés le produit défini sur (A,w,eb, on a

Vxe A, x2

-P(x,x)e + Zw(x,e)k.

Soient (A,f,e) et (A',¥',e') deux algdbres bilinéaires,
f:A>K et f': A' >K les formes quadratihues sur A et A'
définies pour tous x € A et x' € A" par f(k) = fJ(x,x) et

£r(x') = P'(x',x").

Proposition 2.4.3.- h : Aa,0,e) > (A',¥'",e') est un isomor-

phisme d'algébres bilinéaires si et seulement si h : (A,f,e) > (A',f',e'")

est un isomorphisme d'algébres quadratiques au sens de Eﬂ.

Preuve :
Si h est un isomorphisme d'algébres bilinéaires ; alors
h est un isomorphisme de modules bilinéaires i.e. h est K-linéaire

bijectif tel que h(e) = e' et pour tout x € A,
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f(x) = ¥(x,x) = P (h(x),h(x)) = £'(h(x)) = (f' o h)(x).

Réciproquement, si h est un isomorphisme d'algébres quadra-
tiques, alors h est K-linéaire bijectif tel que h(e) = e' et
Vxe A, \Y vyEA ona
2¢(x,y) = £(x+y) - £(x) - £(y)
2(x,y)
2y(x,y)

£'(h(x) + h(y)) - £'(h(x)) - £'(h(y))

20" (h(x),h(y)).

Donc &(x,y) = @'(h(x),h(y)) puisque 2 est régulier.
" Donc h est un isomorphisme de modules bilinéaires et par

conséquent d'algébres bilinéaires.

Conclusion.

D'aprés ce qui précéde, on en conclut que :

1) La classe d'isomorphisme d'une algébre bilinéaire (A,{,e)
n'est autre que la classe d'isomorphisme de 1l'algébre quadratique (A,f,e)

oi f est la forme quadratique associée 3 1.

2) Dans une algébre bilinéaire (A,{,e), ) est strictement
non-dégénérée, mais dans 1'algdbre quadratique (A,f,e), £ ne l'est
nécessairement que lorsque 2 est inversible.

3) Le groupe 82 peut &tre donc considéré comme groupe des

extensions quadratiques de K non nécessairement séparables.




2]
(3]
(4]

[e]
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INTRODUCTTON

Dans son article "Submodules of quaternion algebras" [4],
KAPLANSKY reprend le travail de Brandt sur la composition des formes
quadratiques quaternaires, le généralise convenablement et ajoute
plusieurs points nouveaux. On essaie de voir d'une autre fagon ou
bien de généraliser quelques thé&orémes apparus dans cet article.
Pour cela, on expose tout ce qui est lié i cette Gtude en précisant
les preuves des résultats cit&s par KAPLANSKY qui ne semblent pas

immédiates.

Les paragraphes § 1, § 2, § 3 et § 4 reprennent les résultats
de KAPLANSKY. Dans § 1, on introduit les notions de base sur les modules
admissibles sur un anneau de Priifer R. Dans § 2, on prouve quelques
propriétés des ¥ - algébres (algébres avec une involution (¥) conve-
nable) : on montre qu'un module inversible est localement principal et
que pour tout module admissible A, 1la norme est multiplicative sur
A*A. Dans § 3, on se restreint aux algébres de quaternions et on
prouve le résultat suivant : "pour tout module admissible A, MY est
le produit d'un ordre par la norme de A ". Dans § 4, on présente les
principaux résultats de Brandt, généralisés par KAPLANSKY qui considére
des sous R-modules admissibles d'une algébre de quaternions sur le
corps des fractions d'un anneau de Bezout R, et &tablit le lien entre

ces modules et la classification et la composition des formes quadra-

tiques.
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Dans § 5, on essaie d'établir des résultats analogues aux résul-~

tats apparus dans § 4 dans le cas plus général ol 1'anneau de base est

un anneau de Prifer.
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§ 7 - MODULES ADMISSIBLES.

Soit R wun anneau de Priifer c'est-3-dire un anﬁeau commutatif
intégre dans lequel chaque idéal de type fini est inversible. On montre
qu'un anneau commutatif int&gre R est de Priifer si et seulement si
pour tout idéal maximal M de R, RM est un anneau de valuation

(cf. [8], p. 127).

Soient K 1le corps des fractions de R et L wune algébre

associative unitaire de dimension finie sur K.

Définition 1.1.~ Un sous R-module A de L est dit admissible

s'il est de type fini sur R et engendre L comme un espace vectoriel

sur K.
11 est immédiat que si A, B, Ai’ (i=1,...,n) sont des modules
n
admissibles et x € L inversible, les modules AB, xA, /M) Ai et
i=1

E = {x €|L xAC B} sont admissibles.

Remarque :

On entend par module admissible un sous R-module admissible de L.

Définitions 1.2.- i) Un ordre est un module admissible qui est

un anneau contenant 1.

ii) S8i A est un module admissible, P = {x € LIxA C A} est

l'ordre 3 gauche de A et Q = {x € L|Ax CA} est 1'ordre & droite

de A.
ATl s ke L|AxA C A} est 1'inverse de A.

Il est clair que P et Q sont des ordres et que AA_IQ; P

et A"'AC.
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Déginition 1.3.~ 8i Al =P on it que A est inversible &

droite. Si A_lA = Q, on dit que A est inversible 3 gauche.

Si A est inversible @ gauche et 3 droite, on dit que A est inversible.

Remarque. :
Dans la suite, on laisse tomber 1'adjectif admissible puisque

tous les modules considérés sont admissibles.

On en déduit que si x est un élément inversible de L et A

un module inversible d'ordre 3 gauche P et d'ordre & droite Q alors

1 . . . -
1) A est inversible, d'inverse A, d'ordre a gauche Q
et d'ordre 3 droite P,
1

2) xA est inversible d'inverse A_lx— , 1l'ordre 3 droite de

xA est Q et l'ordre i gauche est le conjugué XPX_].

L'observation fondamentale de Brandt est qu'on ne peut travailler
convenablement avec le produit AB que lorsque l'ordre & droite de A

coincide avec 1'ordre 3 gauche de B. On est amené & poser la définition :

Définition 1.4.- Soient A et B deux modules, le couple ordonné

(A,B) est dit concordant si l'ordre 3 droite de A est égal 3 1l'ordre 3

gauche de B.

Ainsi, si A et B sont deux modules inversibles et si (A,B)
. . . . -1 ~1
est concordant, le produit AB est inversible d'inverse B 1A , 1'ordre

i gauche de AB est 1l'ordre 3 gauche de A et l'ordre 3 droite de AB

est 1'ordre 3 droite de B.

Déginition 1.5.- Un module est dit principal s'il est de la

forme xP ou P est un ordre et x un é1ément inversible de L.

e s . . -1
Cette définition est symétrique puisque xP = (xPx )x

(donc xP = Qx oli Q est un ordre).
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I1 en découle qu'un module principal est inversible.

I1 est classique qu'un module A est inversible si et seulement
si pour tout idé&al maximal M de R, AM est inversible comme RM~modu1e.
Pour utiliser cette méthode locale, on va montrer que lorsque R est un
anneau de valuation, les modules inversibles sont principaux. C'est vrai
si 1'algébre - L est commutative. Dans le paragraphe 2, on étendra ce
résultat aux ¥ - algébres. Pourtant ce n'est pas toujours vrai
([4], 2, p. 221).

On utilisera le lemme suivant :

Lemme 1.6.- Soit A wun module inversible dont les ordres &

gauche et 3 droite sont &gaux disons & P. On suppose que pour un certain

. +1
entier n > 0, AT = An, alors A = P.

o . P n .. .

En effet, d'aprés ce qui précéde, A est inversible d'ordres
- - . - ‘\ .o . n+l n
a gauche et 3 droite &gaux 4 P. On multiplie sur la droite de A = A,

par 1'inverse de A", ce qui donne AP =P, d'ot A =P.

§ 2 - ¥ - ALGEBRES.

Soient R un anneau de Prufer, K son corps des fractions et

L une algébre associative unitaire sur K.

Déginition Z2.1.- L est une % - algébre si L posséde une

involution (%) telle que

* *
Vxe L, x+x € K et xx € K.
*
X + X est la trace de x, on la note Tx ou T(x).

*
xx  est la norme de x, on la note Nx ou N(x).

I1 est clair que si L est une K- % — algébre, 1'involution

; *
(%) est unique, pour tout x € L, X commute avec X et

x2 - (Tx)x + Nx = 0 i.e. L est une algébre quadratique dans le sens




- 28 -

que chaque élément vérifie une équation quadratique et que si K a plus

de deux éléments et L est une algébre quadratique, L est une %-algebre.

Sur une *-algébre L, N est une forme quadratique, la forme
bilinéaire symétrique associée est 1'application qui & tout couple (x,y)
P . PO * x
d'éléments de L associe 1'élément xy + yx de K que l'on note (x,y),

et pour tout x € L on a (x,x) = 2Nx.

Déginition 2.2.- Soit A un sous-R-module de la *-algébre L.

La norme de A qu'on note N(A) est le R-idéal (éventuellement frac-

tionnaire) engendré sur R par 1'ensemble des Nx tels que x € A.

Proposition 2.3.~ i) L'idéal N(A) est de type fini ;

ii) Vx e L, N(xA) = Nx N(A) ;

iii) Si A et B sont des sous-modules de L, N(AB) D N(A)N(B) ;

Si de plus le couple (A,B) est concordant et A ou B

principal, N(AB) = N(A)N(B).

En effet, N(A) est de type fini car si les &léments X, en
nombre fini engendrent A sur R, les éléments in et (xi,xj) qui

sont en nombre fini engendrent N(A), d'ot i).

ii) et iii) sont faciles 3 vérifier.

Définition 2.4.- Un_semi-ordre est un sous R-module admissible

A de L tel que 1 €A et N(A) =R,

Cette définition est justifiée par le fait qu'un ordre est un

semi-ordre.

On étudie d'abord le cas particulier oii R est un anneau de

valuation, on utilisera ensuite des méthodes de localisation.




—29_ ‘

Proposition 2.5.- Soient R un anneau de valuation, K son

corps des fractions et L wune *-algébre, alors

i) si A est un sous-R-module de L, N(A) est un idéal

principal et la plus petite norme est atteinte. Soit x € A

tel que (Nx) = N(A) et soit B = x_lA.

.. ot aace s . ' .
ii) B ainsi défini est un semi-ordre tel que B =B et les

ordres 3 gauche et & droite de B coincident, il est libre

de méme dimension que L sur K, soit n.

iii) R est un facteur direct de B, Bn_] = B" et si de plus

est inversible, B est un ordre.

Preuve :

B

i) C'est vérifié d'aprés la définition d'un anneau de valuation,

(étant donné un nombre fini d'éléments dans R, 1'un divise tous les

autres). ([3], p. 89-91).

ii) B est un semi-ordre car 1 = x—lx € x-]A = B et de plus
N(B) = (N(1)) = (1) = R.
Soit y € B alors N(y) €e R et N(l+y) € R c'est-a-dire
* ¥ % * *
(1+y) (i1+y ) = l+y+y +yy € R. Donc Ty = y+y € R, d'oi y e B .
. % * X *
Inversement, si y € B, N(y ) = N(y) e R et N(l+y ) = N(1+y) € R.
* * ¥
Donc Ty =Ty = y+y € R et y € B.
Puisque de fagon générale, 1'ordre 3 gauche d'un module C
* .
est égal 3 l'ordre 3 droite de C , 1les ordres 3 gauche et & droite
de B coincident. Soit P cet ordre. Alors P est 1l'ordre a droite
de A et xPx—] son ordre 3 gauche.
B &tant un module de type fini et sans torsion sur un anneau

de valuation est libre ([3], p. 110) ; il engendre L comme K-espace
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vectoriel. La dimension du R-module libre B est donc la dimension du

K-espace vectoriel L. Soit n cette dimension.

iii) Ona BN K =R et 1'anneau de valuation R est inté-
gralement clos, donc R est un facteur direct de B ([3], p. 92).

Ainsi, on peut choisir une base de B de la forme {l,uz,...,un}.

n n-1 . . .
Pour montrer que B = B s 11 suffit de montrer qu'un produit de n

éléments de la base de B appartient & Bn_]. Si 1 est parmi ces n

s

éléments, c'est fini ; sinon il y a une répétition des u, . Grice

1'identité :

ab + ba = (Tb)a + (Ta)b - (a,b),
les u, répétés peuvent &tre repoussés 3 la gauche des termes de Bn_l,
jusqu'3d ce qu'ils rencontrent leur homologue, en ce moment, on applique
le fait que u? - (Tui)ui + Nui = 0, les termes obtenus sont dans Bn_l.

Si, de plus, B est inversible, d'aprés le lemme 1.6., B

est un ordre.

Théoneme 2.6.- Soient R un anneau de Prifer, K son corps

des fractions et L une *-algébre, alors 1'inversibilité d'un coté

d'un sous-module de L implique 1'inversibilité.

Preuve :

Il suffit de montrer le théoréme localement. Donc, soient R
un anneau de valuation et A un sous—module de L. D'aprés la propo-
sition précédente A se normalise en un semi-ordre B = x_lA. On
suppose que A est inversible & gauche ou & droite, alors il en est
de méme pour B. Puisque B = B¥, en appliquant 1'involution on voit

que B est inversible de 1'autre cdté, donc inversible. Il en résulte

que A est inversible.
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Théoneme 2.7.- Soient R un anneau de valuation, K son corps

des fractions et L wune *-algébre sur K, alors tout sous-module in-

versible de L est principal.

Preuve :
Si A est un sous-R-module inversible de L, avec les nota-
. . . - -1 . -
tions précédentes il en est de méme pour B = x A. Ainsi, d'aprés la

proposition précédente B est un ordre. Donc A = xB est principal.

Théonéme 2.8.- Soient R un anneau de Priufer, K son corps

des fractions, L une %-algébre sur K, A et B deux sous-modules

de L tels que le couple (A,B) soit concordant et A ou B inver-

sible, alors N(AB) = N(A)N(B).

Preuve :
I1 suffit de le montrer localement. Lorsque R est un anneau
de valuation, d'aprés le théoréme précédent, A ou B est principal

et d'aprés la proposition 2.3. N(AB) = N(A)N(B).

Théoréme 2.9.- Soient R un anneau de Priifer, K son corps

des fractions, L une ¥-algébre sur K et A un sous-module de 1L,

alors N(ATA) = N(AT)N(A).

Preuve :

Dans le cas oi R est un anneau de valuation, on passe comme
plus haut de A a4 B =x A,

ona B0 =gttt o o272
donc Bn—] est un ordre. Les éléments d'un ordre sont entiers et ainsi

la norme des puissances de B est R.

En particulier N(BZ) = R. On revient &4 A = xB et on a
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A¥A = Bx'xB = (Nx)BZ.
or, (N(x)) = N(A) = N(AT). D'oii N(ATA) = N(ATIN(A).

Ce résultat se globalise immédiatement. (Bﬂ, p. 112-113).

Thioneme 2.10.- Soient R un anneau de Priifer, K son corps

des fractions, L une ¥-algébre sur K de dimension n et m = [b/Z],

\ y '
' alors pour tout sous-module A de L on a (A A)m = N(A)mP oi P

est un ordre.

Preuve :

I1 suffit de le montrer lorsque R est un anneau de valuation.

m = [n/2:| <==> 2m = n-l si1 n est impair.
n sl n est pair.

On a Bn—] =8 =P ou P est un ordre. Donc,
*
B =P et (A A)m = (Nx)mB2m = N(A)mP oi A=xB. Pour n =4, on a

m=2 et a2 =n@?p.

*
Dans le paragraphe suivant, on va montrer que A A = N(A)P

dans le cas ot L est une algébre de quaternions.

§ 3 - ALGEBRES DE QUATERNIONS.

Définition 3.1.- Une algébre de quaternions L sur un corps K

est une algébre centrale simple de dimension 4, elle est ou bien umne

algébre de division, ou bien 1'algébre de toutes les matrices 2 X 2 sur K.

Il est connu qu'une algébre de quaternions L est une
#-algébre et que la forme bilinéaire symétrique associée d la norme

est non-dégénérée, méme en caractéristique 2 quand cette forme est alternée.

Les deux lemmes suivants sont bien connus :
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Lemme 3.2.- 8i a et b sont deux éléments inversibles de L,

1'application x > axb est un automorphisme de L qui multiplie

. . . * .
toute norme par N(ab). Mais, 1'involution x > x laisse les normes

stables. (L @&tant une algébre de quaternions sur K).

Inversement,

Lemme 3.3.- Soit F wune transformation linéaire bijective

de L qui multiplie toute norme par un facteur fixe non nul. Alors F

~

* PO . .
a la forme x > axb ou x > ax b pour des &éléments inversibles conve-

nables a et b .gg L.

Soient R un anneau de Prifer,” K son corps des fractions

et L une algébre de quaternions sur K.

Théoneme 3.4.- Si A est un sous-module de L,

*
A A = N(A)P .39 P est un ordre.

Preuve :

I1 suffit de le montrer lorsque R est un anneau de valuation.
On a vu qu'on peut normaliser A en un semi-ordre B = x_lA avec X € A,
€lément de norme minimale. On a prouvé que B3 = BA. On pose P = B3.
Alors P est un ordre (preuve du th. 2.9).

Soient M 1'unique idéal maximal de R et Po = P/MP.
Alors P0 est une algébre de dimension 4 sur le corps résiduel R/M et
chaque élément de Po vérifie une équation quadratique, B s'applique
sur un sous-—espace B0 de Po qui contient 1 et engendre l'algébfe Po.v
Si la dimension de B0 est 1 ou 2, BO est une sous-algébre propre

et ne peut pas engendrer P, donc BO est au moins de dimension 3

et par suite B2 =P .
0 o
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Ainsi 32 P d'aprés le lemme de Nakayama ([5], p. 242).

(Nx)B® = N(A)P.

*
Donc A A

On en déduit le résultat suivant (bien connu dans le cas ol

R est un anneau de Dedekind) :

Théoneme 3.5.- Soient Q un ordre maximal contenu dans L

et A un sous-module de L dont 1l'ordre 3 droite est Q. Alors A

est inversible.

Preuve :
- . . *
D'aprés le théoréme précddent A A = N(A)P pour un ordre

convenable P. P contient 1'ordre a droite Q de A. Puisque Q

1

. . -1 ¥ . . .
est maximal, P = Q. Mais N(A) A A =P ce qui implique

1

— ¥ - - . - -
N(A) A CA l, ainsi A ]A =P et A est inversible (théoréme 2.6).

C.Q.F.D.

§ 4 - GENERALISATION DES RESULTATS DE BRANDT.

Avant d'aborder 1'étude des théorémes d'inversibilité de
Kaplansky nous donnons rapidement le lien entre la théorie des modules
et la théorie de composition des formes quadratiques quaternaires selon
Brandt, théorie qui a conduit Kaplansky a donner ces thé&orémes.

Kaplansky utilise la technique des couples.

Couples - Equivalence de couples.

Si on utilise la définition naturelle d'équivalence des modules
(B vA s'il existe deux éléments inversibles x et y de L tels
que B = xAy) des difficultés apparaissent. Par exemple, les ordres a
droite et 3 gauche d'une classe d'équivalence ne sont définis qu'aux

automorphismes intérieurs prés, la concordance a un sens mais le produit
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des classes d'équivalence n'est pas bien défini.

Soit C 1'ensemble des couples (A,a) tels que A soit un

sous-module (admissible) de L et a un élément non nul de K.

Déginition 4.1.- On dit que les couples (B,b) et (A,a)

sont équivalents et on &crit (B,b) Vv (A,a), s'il existe deux éléments

inversibles x et y de L tels que B =xAy et b = N(xy)a.

Il est immédiat que la relation (V) est une relation
d'équivalence sur C.
Par définition
. La norme d'un couple (A,a) est N(A,a) = N(A)/a.
. Le conjugué de (A,a) est (A*,a).
L'inverse de (A,a) est (A_],a_]).
Le produit de deux couples (A,a) et (B,b) est (AB,ab).
Un couple (A,a) est dit primitif si N(A,a) = R.

Si A est libre de base {al,...,a }, 1le discriminant Aa(A) relatif

4
d cette base est le déterminant de la matrice ((ui,uj)). Le déter-
minant A(A) de A est en fait la classe de Aa(A) modulo UZ(R)

(ot U(R) est le groupe des éléments inversibles de R). Il est connu

que Aa(A) est un carré dans K donc un carrd dans R s'il est dans R

car R est intégralement clos.

Le discriminant du couple (A,a) relatif & la base

(a],...,a4) est Aa(A)/aa. Le discriminant de (A,a) que 1'on note

A(A,a) est la classe de Au(A)/34 modulo U2(R).

Tout scalaire appartenant 3 cette classe est aussi appelé& un
discriminant du couple.
Il est 3 noter que la norme de la classe d'équivalence d'un

couple est bien définie et que le discriminant d'un couple est bien défini

sur la classe d'équivalence de ce couple.
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Cornespondance.

Dans la suite de ce paragraphe § 4, on se place dans le cas
particulier oi R est un anneau de Bezout c'est-3a-dire un anneau
commutatif int&gre dans lequel tout idéal de type fini est principal.

Dans ce cas, les sous-modules (admissibles) de L sont libres.

Etant donné un couple (A,a), on munit A de la forme
quadratique donnée par la norme divisée par a. Lorsqu'on choisit une
base de A, il correspond i cette base une forme quadratique quater-

naire concréte.

On veut établir une correspondance entre les classes d'équi-
valence de couples et les classes d'équivalence propre de formes qua-
dratiques quaternaires concrétes (une équivalence propre correspond a
un changement de base de déterminant !, on supposera que K est de

caractéristique # 2).

La correspondance est effective seulement pour les classes

de couples et classes de formes admettant un discriminant donné.

On fixe un couple (A,a) admettant le discriminant A et on
fixe arbitrairement une base {a],...,aé} de A tel que le discrimi-

nant relatif 3 cette base soit exactement A.

Soit maintenant (B,b) un autre couple admettant le discri-
minant A.
Soit (Bl""’BA) une base de B et soit d le déterminant
de la matrice exprimant les Bi en fonction des aj. I1 résulte des
g s, 2 4,2 a4 .. .
définitions que d a /b~ est le carré d'une unité dans R. On dira

b2 (de telles bases

que la base (B]""’BA) est admissible si da2
existent). La forme quadratique concréte obtenue & partir d'une base

admissible est 1'image cherchée du couple (B,b).
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Si (C,c) est un couple &quivalent &3 (B,b), 1la classe
d'équivalence de la forme quadratique concréte correspondante n'est

pas changée.

On construit ainsi une application de 1l'ensemble des classes
d'équivalence de couples de discriminant A dans 1l'ensemble des classes
d'équivalence propre de formes quadratiques quaternaires concrétes de
discriminant A. Cette application est injective. L'image est formée
des classes des formes équivalentes sur K & un multiple scalaire de

la forme fondamentale de L.

Composition.

Pour composer les classes d'équivalence propre de deux formes
quadratiques quaternaires (lorsque cela est possible) on passe aux classes
d'équivalence de couples et on multiplie. Le discriminant é&tant fix&, le
produit doit avoir le méme discriminant.

L'énoncé classique de Brandt peut €tre exprimé comme suit :

Si (A,a) et (B,b) sont primitifs avec (A,B) concordant, tous
deux de discriminant A et si 1'un des deux couples est inversible, alors
(AB,ab) a pour discriminant A (ce qui est facile 3 montrer) et est
primitif (ce qui résulte du théoréme 2.8.).

Parmi les conditions données par Brandt pour que trois formes
apparaissent dans une composition figurent des conditions qui corres-
pondent & des conditions d'inversibilité. Kaplansky a généralisé comme

suit les résultats de Brandt.

Theonemes d'invernsibilite de Kaplansky.

R désigne toujours un anneau de Bezout, K son corps des
fractions et L wune algébre de quaternions sur K.
Les sous-modules (admissibles) de L sont donc libres de

dimension 4.
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Théoneme 4.2.- Si A, B, C sont trois sous-modules de 1L,

b et ¢ deux &léments non nuls de K tels que BCC A, que (B,b)

et (C,c) soient primitifs et que (B,b), (C,c) et (A,bc) aient le

méme discriminant alors, BC = A , (A,bc) est primitif , A, B et C

sont inversibles et (B,C) est concordant.

Preouve :

I1 suffit d'établir le résultat localement. On peut ainsi sup-
poser que R est un anneau de valuation. Soient x wun élément &e B
de norme minimale et y un &lément de C de norme minimale, c'est—-d-dire
tels que (Nx) = N(B) et (Ny) = N(C).

On pose Bo = x_lB, Co = Cy_l et Ao = x-IAy_!.

Puisque (B,b) et (C,c) sont primitifs, N(x)/b et N(y)/c
sont des unités dans R, 11 en résulte que Ao’ Bo et CO ont le méme
discriminant,

_ -1 -1 -1 - . '
Boco =x BCy C x Ay = AO et puisque 1 € Co’ on a

B CBC CA.

Or, deux modules comparables de méme discriminant doivent &tre

égaux,
Ainsi A =B =( et BC =A.
o o) o oo o
D'aprés le théoréme 3.4., B:B0 = N(BO)P ol P est un ordre
*
Or B =B et N(B ) = R.
o o o
Donc B C = B2 =A =P=B =C_.
oo o o o o

I1 s'ensuit que A, B et C sont principaux, d'ol inversibles.

D'autre part, l'ordre & droite de B est P ou B = XB_ = xP
et 1'ordre 3 gauche de C est P ou C = Coy = Py, ainsi le couple
(B,C) est concordant. Par conséquent, N(BC)/bc = N(B)N(C)/bc =
N(B)/bN(C)/c = R et N(A,bc) =R i.e. (A,bc) est primitif.

C.Q.F.D.




- 39 -

Soit A# ={x€eL f(x,A) TR} oii A est un R-module et

(x,A) = {(x,y) | vy € A}, (o (x,y) désigne le scalaire xy¥ + yx*).

La proposition suivante est facile 3 &tablir :

Proposition 4.3.- Si A est un module admissible, A# 1'est

aussi. Pour toute base {ul,...,ua} de A, il existe une base de A
duale de la base {ul,...,ua} c'est~-a~dire une base {v], .. .,v4} de
A# telle que

Vi,je {1,2,3,47, (ug,v) = 8,

La matrice ((Vi’vj))i i est 1'inverse de la matrice
b

((ui’uj))i,j et par suite

#

-1
(1) &, = 4 (a)

On note A(A) un discriminant quelconque de A. On sait que

A(A) est un carré dans K, Soit &(A) une racine carrée de A(A).

Theoneme 4.4.- Si A, B et C sont des sous-modules de L

et b et c deux éléments non nuls de K tels que BCC A, gque

(A,bc) soit primitif et que (B,b), (C,c) et (A,bc) aient le méme

discriminant, on a N(A#)G(A) C N@A).

Preuve :
BC C A, donc (BC,A#) C R et puisque, pour tout
# * . H# %
(x,v,2z) € B x C x A", (xy,z) = (Xx,zy ) on a aussi (B,A'C )C R
c'est-a-dire A#C* c B#.
Donc V t e A#, tC*C B#.

Puisque A(tCY) = MNe)*AC®), on a

2) NahHAa®) c aEh).
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D'aprés (1), A(B#) = A(B)_l. I1 est clair que A(C¥) = A(C)
et 1'égalité des discriminants de (B,b), (C,c) et (A,bc) implique

que A(B) = AA)/* et AC) = AaY/D.

En substituant dans (2), on obtient

wat fam? c wtdy.

Puisque (A,bc) est primitif (b4c4) N(A)A.
#

On en déduit 1'inclusion N(A

)8 (A) S N(A).

Théoneme 4.5.- N(A#)é(A)(; N(A) <=> A est inversible.

Preuve :

I1 suffit de prouver le théoréme lorsque R est un anneau de
valuation.

Si A est inversible, on applique le théoréme 4.4. en prenant
C=A, B=1"ordre 3@ gauche de A, b =1, ¢ = N(x) oi x est de
norme minimale.

Inversement, aprés normalisation de A, 1'hypothése devient
N(A#)G(A)Q; R. Puis on décompose A en somme directe orthogomnale
afin de prouver que A2 = A c'est-3-dire que A est un ordre et que
le module de départ A est inversible. (La démonstration dans ([A],B)

est détaillée et claire).

Théoneme 4.6.- Si A est un anneau de valuation, alors pour

# ..
tout sous-module A de L, ou A ou A" est principal.

Preuve :
R étant un anneau de valuation, les idéaux sont comparables.
Si A n'est pas principal alors A n'est pas inversible et

n(a™)s(a) ¢ N 5 ainsi N(A) € Nt sy,
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He nah.

or 6a) = s@ahH™, done NS
Par suite A# est inversible, donc principal.

C.Q.F.D.

§ 5 - GENERALISATION DES RESULTATS DE KAPLANSKY.

Dans ce paragraphe, R désigne un anneau de Priufer, K son
corps des fractions et L wune algébre de quaternions sur K. Les
sous-R-modules admissibles de L sont projectifs de rang 4. En effet,

ils sont de type fini et localement libres de dimension 4.

On désigne par $N la forme bilinéaire symétrique associée
a la norme N sur L. (On rappelle que V’x,y € L; ﬂN(x,y) = (x,y) =
* *
Xy + yX ).
Soient A un sous-module de L et a € K - {0}.

On utilise une notion &largie de discriminant (cf. Dﬂ, p. 24

ou [7], p. 12).

Définitions 5.1.- i) On appelle discriminant de A et on note

AO(A), la classe d'isomorphisme de (A4A,A4$N).

ii) Le discriminant du couple (A,a) noté AO(A,a) est la

classe d'isomorphisme de (A4A,A4$N/a4).

On rappelle que ,AawN est 1'unique forme bilinéaire symétrique
définie sur A4A telle que
4
V(Xl’XZ’X3,X4)’(y1:y2’Y39yA) €A,
4 oz
A WN(X] A x, A g A X5, A Yy A Vg A y4)‘— det«wN(Xi’yj)%,j)

(cf. [l], p. 30).

Remarque :
Lorsque A est libre de dimension 4, A4A est libre de

dimension 1. Si {ul,...,u4} est une base de A, {u1 A ... A ua}
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est une base de A4A et la forme A4$N : A4A X AQA > R est déterminée

- 4 ' o s
par la donnée de A &N(u] A u, A u, A u,,u A u, A Uy A ua) c'est-id~dire

1

de det(((ui’uj))i,j)'

A AO(A) correspond la classe A(A) de Au(A) mod UZ(R)
(discriminant usuel) et inversement.
On peut identifier AO(A) et A(A) par cette bijection.

On a un résultat analogue pour AO(A,a) et A(A,a).

Théoneme 5.2.- Soient A, B, C trois sous-modules de L,

a,b deux éléments non nuls de K. On suppose que BCC A, que (B,b)

et (C,c) sont primitifs et que (B,b), (C,c) et (A,bc) ont le

méme discriminant. Alors BC = A, (A,bc) est primitif ; A, B et C

sont inversibles et le couple (B,C) est concordant.

Preuve :

Soit E un sous-module (admissible) quelconque de L et
soit  1l'ensemble des idéaux maximaux de R.

On sait que VPeQ, il existe un isomorphisme canonique

. 4 4
Op ¢ (A E)P > A EP tel que

4 _
V(x],xz,x3,x4) € E,op((xy Axy Axg Ax) 81) = (xy 81) A ... A (x, 81).

3
V(xl,xz,x3,x4),(yl,y2,y3,y4) € Ea,
(A41BN)P((x] Nxy hxg Ax) 81,0y, Ay, Ay, hy) el =
= WG, 8 D AL AGx, 8 1),(y, 8 1) A... A(y, 8 1)).
Ainsi, la classe d'isomorphisme de ((A4E)P,(A4$N)P) = (AO(E))P
est 8gale 2 celle de  (M'E,,A* () = & (Ep).
On a, VPe £, RP est un anneau de valuation, AP’ BP et CP

sont libres de dimention 4, BPCP(; AP’ (BP,b) et (CP,c) sont primitifs.
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Comme AO(B,b) = AO(C,c) = AO(A,bc) alors
4 4 4 4 4 4
V pe, (NBLATW)p/0"), (A7, AN () ,/Ch) et
(AQAP,A4($N)P/b4C4) sont isomorphes, ce qui revient i dire que

A(BP,b) = A(CP,c) = A(AP,bc).

Donc les conditions du théoréme 4.2. sont remplies et on a :
BP p = AP , (AP,bc) est primitif, AP’BP et CP sont inversibles

et (BP’CP) est concordant, cecli pour tout Pefl.

- Soit f 1'injection canonique f : BC * A
V pe 2, 1'injection canonique correspondante fP : BPCP > AP
(Bﬂ, p. 111-112), n'est autre que l'identité& sur AP’ donc f est

1'identité sur A et ainsi BC = A.

- On sait que A, B et C sont inversibles si et seulement si,
VpeQ, A, B_ et C, le sont.
P > TP P P
- Montrer que (B,C) est concordant, c'est montrer que 1l'ordre

a droite de B, soit D, est égal 3 l'ordre 3 gauche de C, soit G.

Soient pour tout P e @, D 1'ordre 3 droite de B et

P P
G 1'ordre 3 gauche de C_. On va montrer que D = (MD et
P P P
PeQ
G = f\GP.
Pefl
Il est immédiat que Vre 2, (D)PQQI%, ol (D)P est le
localisé de D en P (en effet D C;DP d'ol (D)P C DP)'
Comme D = f\(D)P R ([2], p. 112-113), il en résulte que
Pe
DC ﬁDP.
Pef?

Inversement, Vxe€ (Y D_, on a
P
Pef?

Vz €B ', Z XEB
P P p p

En particulier, on a, pour tout y € B, yx € BP'

Comme B = M BP’ il en résulte que yx € B, Donc x € D.
Pefl




- 44 -

On montre de méme que G = (“\GP. I1 en résulte que D = G.
Pell

(On pouvait montrer que Vre Q, DP = (D)P et GP = (G)P).

Enfin, N(A,bc) = N(A)/bec = N(BC)/bc = N(B)N(C)/bc.

N(A,bc) = R.

Théondme 5.3.- Si A, B et C sont trois sous-modules de L

et a,b deux &léments non nuls de K tels que BC C A, que (A,bc)

soit primitif et que (B,b), (C,c) et (A,bc) aient le méme discri-

minant, alors

N(A#)Z(A419N (A4A x I\4A))Q N(A)2 .

Preuve :
D'aprés la définition de A#, on remarque que
Vpe §, (A#)P = (AP)# 3 RP étant un anneau de valuation, AP est

libre, (A#)P 1'est aussi et de méme dimension 4. Donc A# est pro-
jectif de rang 4.

VPeQq, Ap» B, et C, sont libres, B,C, G A (Aysbe)

P PP <P

est primitif et A(BP,b) = A(CP,C) = A(AP,bc).

Donc, d'aprés la preuve du théoréme 4.4., on a

1 2 2
(3) [NP((AP)#)] AAPC_; [, (A5)]
ol AAP est un discriminant quelconque de AP'
or B, h]? = B,ah )%= weth)

2 2 _ 4 4 4
(NP(AP)) = (N(A))P et (A ) = A (q)N)P(A A, X A AP).

“p

D'autre part, puisque (N(A#))Z, (N(A))2 et (A4$N(A4A X AAA))
sont des sous-R-modules de K, on a (Eﬂ, p. 112-113))

math? = naa')Z, men? - naen; ,

Pe pefl
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b by b b 4 4
(A P (A"A x A7A)) = QQA (kDN)P(l\ Ap * LVAL)

ec va™) (a*yata x a%a))= ﬂ(N(A#)P)z A

Pef AP

On obtient, compte tenu de (3)

vty a x a*ang man?

Théonéme 5.4.- Si A est un sous-module de L, alors :

((N(A#))Q(A4LﬂN(A4A x 1%A))C (N(A))?) <=> A est inversible.

Preuve :
Si A est inversible, alors Veeaq, AP est inversible
R_ est un anneau de valuation, donc AP est principal.

P

Soient BP 1'ordre 3 gauche de AP et ¢ un générateur de

N(A)P.

Alors les modules AP’ BP et CP ol CP = AP et les

scalaires b et ¢ od b =1 vérifient les hypoth&ses du théoréme

précédent (pour 1l'anneau de base RP). On a donc
#..2,4 4 4 2
(N(a ))PA (1DN)P(A AP x A AP) c (N(A))P pour tout P € Q,

aton vt ata < e man’.

Inversement si l'on a cette inclusion on a, avec les notations
du § 4 :

#
Vreeaq, N(AD)S(AL) © N(A)
ce qui implique d'aprés le théoréme 4.5. que AP est inversible.

Donc A est inversible.




(1]
[2]

[4]
(5]

(6]

8]
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Dans la premiére partie, on construit le monoide des classes
d'isomorphisme de modules bilinéaires pointés. Ces modules bilinéaires
sont projectifs de type fini et de rang constant > 2, munis de formes
bilinéaires symétriques strictement non dégénérées. On associe 3 ce
monoide "le groupe des modules bilinéaires" et lorsque 2 est régulier
dans 1'anneau de base, '"le groupe des algébres bilinéaires".

Afin de pouvoir donner une nouvelle présentation de la théorie
de la composition des formes quadratiques quaternaires, Kaplansky a
étudié les sous-modules admissibles des algébres de quaternions. Il a
donné en particulier des conditions d'inversibilité dans le cas od
1'anneau de base est un anneau de Bezout. Dans la deuxidme partie de
ce travail, on reprend 1'étude de Kaplansky et on @tablit des résultats
analogues dans le cas plus général ol 1l'anneau de base est un anneau

de Prufer.

MOTS CLES : . PROJECTIF MODULE.
. SYMETRIQUE FORME BILINEAIRE.
. QUATERNION ALGEBRE.
. PRUFER ANNEAU.
. INVERSTBLE MODULE.




