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I N T R O D U C T I O N  

Dans c e t t e  t hèse ,  nous avons é t u d i é  l e s  r e l a t i o n s  e n t r e  l e s  schémas d e  

programmeset l ' a p p l i c a t i o n  de c e s  r e l a t i o n s  à l a  comparaison des  s t r u c t u r e s  d e s  

schémas de programmes. 

Dans l a  première p a r t i e ,  en t r o i s  c h a p i t r e s ,  nous é tud ie rons  s i x  niveaux 

d 'équiva lences  COUSINEAU, LIBRE,  EMONDEE, SELECTIVE, I A N O V  e t  PATERSON. 

Dans l e s  deux premiers  c h a p i t r e s ,  on donne d e s  d é f i n i t i o n s  fondamentales 

i n s p i r é e s  par  l e s  t ravaux de CDUSINEAU [ll] ; [12] , JACOB [19] ; [?CI ; 2 ; :22] 

GRIBACH [24] e t  KASAI [25] . 

Le t ro i s i ème  c h a p i t r e  e s t  consacré à l a  d é f i n i t i o n  des  d i f f é r e n t s  niveaux 

d 'équivalence des  schémas de programme. 

Ce niveau d 'équiva lence  a é t é  complètement é t u d i é  pa r  COUSINEAU [ll] 

e t  l a  p lupa r t  des  théorèmes de ce c h a p i t r e  sont  une s imple r ecop ie  du t r a v a i l  de  

c e t  a u t e u r .  

Nous avons montré que l e  problème d 'équiva lence  de I A N O V  e s t  déc idable  

pour l e s  schémas de programmes e t  nous avons i n t r o d u i t  un o rd re  t o t a l  s u r  l e s  616- 

ments de f p q u i  nous permet de met t re  l e s  b locs  s é l e c t i f s  sous forme canonique. 

) L ' é q ~ v ~ e n c e  de PATERSON e s t  é t u d i é e  en deux p a r t i e s  : 

- On a présenté  une c l a s s e  de schémas de programmes où l e  problème 

d 'équivalence de PATERSON n ' e s t  pas  déc idable .  



- Nous étudions trois classes de schémas de programmes où le problème 
d'équivalence de PATERSON est décidable dont la classe de schémas de 

programmes B I P A R T I S  présenté par JACOB [22] 

Nous défissons une théorie Consistante et Complète pour ces trois 

classes de schémas de programmes. 

i v )  Enfin , nous avons étudié trois niveaux d'équivalence intermédiaires qui nous 
permettent de détailler le problème d'équivalence entre les schémas de programmes! 

Dans la deuxième partie, nous avons appliqué ces niveaux pour comparer 1€ 

structures de schémas de programmes. 

Il convient de noter que l'objet de notre travail est le schéma de 

programmes dont l'arbre de programme associé est reconnaissable. 



PREMIERE PARTIE 
I 



**  :: ** CHAPITRE I 2: 

PRELIMINAIRE I 



1 . 1 .  ARBRES FINIS ET INFINIS 

1.1.1. Déf in i t ions  ------------------- 

Etan t  donné un ensemble f i n i  W = {a l , .  . . , ak? , a n  a p p e l l e  m0.t s u r  W 

t o u t e  s u i t e  f i n i e  d'élément de W ,  u  = a  ... a  
il i .  

P  
L a  Longuewr d'un mot u  n o t é  lu1 e s t  l a  longueur de  l a  s u i t e ,  on 

* 
désigne p a r  W l 'ensemble des mots s u r  W. 

* 
Lto&a!ke p/LédiXiei? 5 s u r  W e s t  une r e l a t i o n  d ' o rd re  d é f i n i e  p a r  : 

P  

* 
Soient  u & v  E W e t  u  = a ... a & v  = a  ... a  i 

1 i 
P j l  j 4  

L104&e l e r i c o g m p k i q u e  I sur W* e s t  une r e l a t i o n  d l  o r d r e  d é f i n i e  pa r  : 

* 
Soient  u  = a .  . . . a e t  v = a  . . . a  dans W 

l1 i 
P j l  jq  

u  I v <=> s o i t  u  I v  
P  

E tan t  donné un e n t i e r  n ,  on cons idè re  Ln] = (1, 2 , .  . . , n) ordonné 

pa r  l ' o r d r e  des  e n t i e r s .  

* Un d o ~ n e  d ' m b a e  de deg/Lé n  e s t  une p a r t i e  non v ide  D de  Cnl q u i  

possède l e s  p r o p r i é t é s  su ivan te s  : 

1. ~ r n  E D ,  ~ r n '  E C ~ I *  m'  I m => m 1  E D 
P  

* 
2. Y ~ E  [nl*, V i ,  j e  Cnl m i e  D e t  j r i = >  m j ~  D 



Un W-ARBRE de de@ n e s t  une app l i ca t ion  p a r t i e l l e  A : Cnl* -+ W 

où W e s t  un alphabet ,  e t  t e l l e  que l e  domaine de A e s t  un domaine d 'a rbre .  

L 'arbre A sera  d i t  f i n i  ou i n f i n i  su ivant  que l e  domaine de A (noté  

~om(A))  e s t  f i n i  ou i n f i n i .  

Soit  À un a rb re  de degré n  e t  m E ~om(A),  on appel le  hous-mbte  de 

- 
A i s s u  du noeud m e t  1 'on désigne par  1 ' a rb re  de degré m dont l a  fonc- m 

- 
tien e s t  d é f i n i e  par  (AL )(m') = A(mm'). m 

I l  e s t  c l a i r  que V m l , m  ~ o m t x )  (AL ) t  = h  2 m l  m, m, m, 

Les éléments du domaine de A sont  appelés noeud6 de A, l e s  noeuds 

maximums "LU d U e 6 "  e t  l e  noeud minimal "tra&ne" (noté E ) .  

EXEMPLE 1.1. : W-arbre A d é f i n i  pa r  : 

- 
A = ((E,  f), (1, g ) ,  (2 ,  h ) ,  (11, g), (12, f ) ,  (13, XI 

(21,  f), (111, y ) ,  (121, X I ,  (122, y), (211, XII  

1.1.2. Représentat ion graehigue des arbres ---------- ------------ -- -- ------------- 

On peut r ep résen te r  l e s  a rb res  comme des graphe é t i q u e t é s  dont l e s  

sommets sont les noeuds de l ' a r b r e ,  chaque sommet m e s t  é t i q u e t é  par  A(m), 

* 
une a r ê t e  j o i n t  l e  sommet m au sommet m i  avec m E Cnl e t  i E En]. 



- - - -  - - - -  - - - 

- 3 -  1-1 

On dessine généralement ces arbres en plaçant la racine vers le 

haut et en orientant implicitement les arêtes vers le bas. 

I De plus, les arêtes (m, ml), (m, m 2 ,  , (m, mn) sont placées dans 
l 

i 
cet ordre de la gauche vers la droite ce qui rend implicite la désignation 

des sommets. 

EXEMPLE 1.2. : Le graphe étiqueté représentant l'arbre A de 1 'exemple 1.1. : 

Dédi.nhZon : Un alphabet W est dit a-giradué s'il est muni d'une application 

a : w +N. YX E W, a(x) s'appelle t'&é de x. 

Un W-arbre A est dit a-ghadué si W est a-gradué et 

Vm E ~om(A) ~ardinal(i E Cnl : mi E ~om(A)) = a(A(m)). 

EXEMPLE 1.3. : L'arbre a-gradué B (représenté par un graphe étiqueté). 

Dans 1 'exemple 1.2, A n 'est pas gradué. 



NOTATION 1.1. : Etant donné un alphabet W a-gradué, M=(w) et M(W) repré- 

senteront respectivement l'ensemble des W-arbres a-gradués et l'ensemble 

des W-arbres a-gradués finis . 

itoK&e p é d i x é  sur M=(w) noté I est défini par : 
'P 

( 0  est un élément distingué de W d'arité zéro). 

- 
EXEMPLE 1.4. : considérons les trois arbres A O ' Al et A2 ci-dessous : 

- 
A C A2 mais Al f A2 
0 -P 

D é l ( i ~ o n 6  : - D e w  arbres Al et A2 sont dits égaux si et seulement si ils 

sont superposables, autrement dit 



r -- - 

- 5 - 1-1 

- Etant  donné un alphabet  W a-gradué, l 'ensemble des expressions b ien  

formées s u r  W est l e  langage engendré s u r  W u € ' ( ' , ' ) ' , ' , ' p a r  

l a g r a m m a i r e T i  f (T,  ..., T ) +  1 c 
f € W  CE W 

I a ( f  )>O a(C)=O 

A t o u t  W-arbre 6 i n L  A, on f a i t  correspondre R t e x ~ e b h i o n  b i e n  bornée 

eb(À) d é f i n i e  comme s u i t e  : 

s i  A(€ )  = C e t  a(C) = O a l o r s  eb(A) = C 

s i  A(€)  = f e t  a ( f )  = i > 0 a l o r s  
- - -  

A t o u t  ensemble d ' a r b r e s  6 i n d  A, on f a i t  correspondre l e  langage de 

- 
l e u r  r ep résen ta t ion  : eb(A) = (eb(A) : A E K ) .  

EXEMPLE 1 .5 .  : L'expression b ien  formée correspondant à 1 'a rb re  A de 1 'exem- 

p l e  1 .3 .  e s t  : eb(A1) = f ( g ( x ,  f ( x ,  y ) ,  y ) ,  h(g(x,  x ,  y ) ) .  

NOTATION 1 .2 .  : Posons Wn = W u (QI ( S I  un élément d i s t ingué) .  

03 

Les ensembles M (Wn) e t  M(Wn) s e r o n t  donc toujours  munis de 

1 ' ordre  p&f i x é  . 

1.1.3. S u b s t i t u t i o n  .................... 

Soient deux a rb res  A e t  A e t  m E ~om(A). 
1 

On désigne p a r  Alm + A 1 l e  r é s u l t a t  de l a  s u b s t i t u t i o n  de Al au sous- 
1 

a r b r e  de rac ine  m dans A c 'es t -à-d i re  l ' a r b r e  d é f i n i  par  : 



- 
= Al(ml') si m' = m mu avec ml' ~om(x~) 

Soient deux arbres A et A et M une partie préfixé de ~om(A). 1 

On désigne par ACM + ÀII le résultat de la substitution de Al aux 

sous-arbres de racine m E M dans A c'est-à-dire l'arbre défini par : 

EXEMPLE 1.6. : eb(A) = f(g(h(x), k(x, y)), h(k(g(x, Y), h(x)))) 

eb(Ë1) = g(h(x1, k(x, y)) 

1.2. MAGMAS 

1.2.1. Déf in i t i ons  ------------------- 

Soit W un alphabet a-gradué, on peut distinguer les éléments de W 

en deux parties F et V telles que : 



Les éléments de V sont  des va r i ab les  (notées  x,  y ,  z ,  ...). 

S o i t  (D, S)  un ensemble ordonné par  une r e l a t i o n  d 'o rd re  S. 

Une p a r t i e  B de D est M E e  s i  Ybl, b2 r B 3b3 E B t e l  que 

L'ensemble ordonné (Dy S)  e s t  comfleA s i  t o u t e  p a r t i e  d i r i g é e  

dénombrable B de D admet une p lus  p e t i t e  borne supér ieure ,  que l ' o n  note 

sup(B). 

Une fonction f  : D" + D e s t  ~ 0 h b a n t e  s i  Ydl,.. ., dn a D e t  

Ydi, ..., d '  a D dl S d . . .  d  d dn==> f ( d  n n l'.. . y dn) S f ( d '  l,..., d;) ; 

e l l e  e s t  continue s i  e l l e  e s t  c ro i s san te  e t  s i  pour t o u t e s  p a r t i e s  d i r i -  

gées dénombrables BI, ..., Bn sup(f(B1, ..., B,>) = f ( s u p ( ~ ~ ) ,  ..., sup(Bn)). 

( S i  f e s t  c ro i s san te  e t  l e s  B d i r igées  dénombrables, a l o r s  i 

f(B1,.. . , B n )  = {f(bl , . .  . , bn)  : bl a Bl ,.. . , b c B ~ }  e s t  d i r i g é e  dénom- n 

b rab le  ) . 

Un W-MAGMA M e s t  un t r i p l e t  <DM, F M ,  Ed où 

- D est un ensemble appelé domaine de M .  
M 

- FM est un ensemble d ' app l i ca t ions  qu i  con t i en t  pour 

a ( f  1 chaque f a F une app l i ca t ion  p a r t i e l l e  f M  : DM 9 DM. 

- EM 5 DM con t i en t  pour chaque symbole C r V un élément CM a DM. 

S i  (DM, 5 )  e s t  un ensemble ordonné ayant un p lus  p e t i t  élément - 

(noté  r ) ,  a l o r s  l e  magma M e s t  d i t  o d o n n é  ( resp .  complet) s i  l e s  fM 

sont  0 ~ 0 h b a n i t ~  (resp.  ConiÜnueA 1. 



A chacune de ces notions de magma, magma ordonné et magma complet 

correspond une notion de morphisme évidente. 

Par exemple si M et M' sont deux magmas complets, un morphisme l 

h : M + M' est une application continue h : D~ 
+ DM, tel que : I 

Les W-magmas, W-magmas ordonnés, W-magmas complets avec leurs mor- 

phismes constituent des catégories notées respectivement M(W), (MO(W) et 

MC(W). 

Un objet Mo dt une catégorie L est UVZ&C?AA& i m  si pour tout ob- 

jet M E L, il existe un et un seul morphisme h : Mo + M. 

Nous appellerons W-magma Libt~e, W-magma RLbt~e ohdonné et W-magma 

RLbtLe complet les objets universels initiaux des catégories M( W) , MO( W) 

et MC(W). 

1.2.2 .  Les ensembles d'arbres comme magmas ....................................... --- 

QO 

Nous allons montrer que M(Wn) et M (W n ) sont munis respectivement 

d'une structure de magma ordonné et de magma complet. 

- Montrons d'abord qu'ils ont la structure de magma : 

Soient f l'ensemble des symboles d'arité non nulle, et V l'ensem- R 

ble des symboles d'arité zéro. 



Alors, on a l'égalité Wn = F u valon peut donc noter M ( F ,  Va) 

pour M(%) et H(F, vn) pour M~<W,>. 

A tout symbole c E Va, on fait correspondre l'arbre C défini par : 

A tout symbole f E F on fait correspondre l'application (arité 
- CO 

de f = k) f : M~(F, vnlk + M (F, Va) définie par : 

Il est clair que la restriction de f à M(F, Vn) est dans MU, Vn). 

<(wn) et M(W 1 sont donc munis par ces opérations d'une hhuctwre n 
de magma. 

w - Montrons maintenant que M (Wn) et M(Wa) sont des magmas ordonnés : 

il faut montrer que i est croissante c'est-à-dire que : 

- - - - - - 
f(A1,..-. Ak)(€) = f ~ . .  A ~ ) ( E )  = f 

- 
Vi E. Cnl et m E ~nl* f(A - - - - - 

1'"" Ak)(im) = Ai(m) 8 f(Ai ,... , Ai)(im) = Al(m). 
- - - - 
f(A1. . , Ak)(i m) # n => Ài(m) # fi => À! (m) = Ai(m) par hypothèse 

1 
- - - - - - 

et donc HA1.. . . . Ak) E f(~;, . . . , A;). 
- Il nous reste à montrer que l'ordre préfixé est complet sur 

CO 

M (W 1, autrement dit, il faut prouver que les Fi sont continues. n 



La proposi t ion  1 . 2 .  montre que A e s t  b ien  d é f i n i e  p a r t a n t  s u r  

U JIom(Àp), q u ' i l  majore tous  l e s  éléments de D e t  q u ' i l  e s t  l e  p lus  - 
A1eD 
p lus  majorant. 

Pour montrer que f est continue , prenons Dl , .  . . , Dn des p a r t i e s  

al - 
d i r i g é e s  dénombrables de M (Wa) e t  D = f(D1,. . . , Dn). 

Comme 7 est c ro i s san te  D e s t  une p a r t i e  d i r i g é e  dénombrable de 

a3 
M (Wn) e t  par  conséquent possède un sup. 

- 
Il s ' a g i t  de montrer que : sup(D) = f(sup(Dl),  . . . , sup(Dn)). 

Posons A = sup(D) e t  V i  Ai = sup(Di), il f a u t  a l o r s  montrer que : 

03 

Alors M (Wa) e6.t un magma complet. 

1.2.3. Les magmas corne modeles -------------- ----------------- 

Considérons l e  W-magma M = <DM, FM, E$. 

Comme EN c DM on peut  l e  cons idérer  comme ensemble de r e l a t i o n s  

una i res  sur W. 

On v é r i f i e  facilement que M possède l a  s t r u c t u r e  d lune  r é a l i s a t i o n  
1 

e t  donc q u ' i l  peut  ê t r e  l e  modèle pour une formule ou pour un ensemble 

de formules ( t h é o r i e ) .  



- 
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C u  

~kUpUb&n 1.1. : S i  D e s t  une p a r t i e  d i r i g é e  de M (KQ) et  s i  Al e t  

- 
A2 E D a l o r s  : 

DEMONSTRATION : Comme D e s t  une p a r t i e  d i r i g é e ,  il e x i s t e  x3 E D t e l  que 

P t r ~ p o b a u n  1.2. : S i  D e t  D '  s on t  deux p a r t i e s  d i r i g é e s  d'un ensemble 

ordonné complet ( E ,  51, (Yd E D 3d' E D ' ,  d I d ' d o n c  sup(D) 5 sup(D1).  

DEMONSTRATION : Yd E D ,  3d '  E D '  d  < d '  => Yd E D 

d  r S U P ( D ' ) = >  S U ~ ( D )  r sup(D1).  

Sur WQ, on d é f i n i t  l ' o p é r a t i o n  sup  p a r  : 

lnon d é f i n i  s inon  

L 'opéra t ion  sup e s t  a s s o c i a t i v e  e t  s ' é t e n d  donc aux p a r t i e s  de 

plus de deux éléménts .  

OD 

S i  D e s t  une p a r t i e  d i r i g é e  de M (Wn) e t  l ' a r b r e  A d é f i n i  p a r  : 



Comme nous allons voir plus loin M peut avoir certaines constantes 

individuelles. 

1.3. SYSTEME D'EQUATIONS 

1.3.1. D é f i n i t i o n  ------------------ 

Soient xl, ..., x des symboles d'arité zéro. n 

Un hyhthe d ' é q d o m  est un n-uplet d'équations de la forme : 

03 

xi = Ti où : Ti E M ( F ,  hl u {xl,.. . , xn1 )\{xl,. . . , xn}). 

03 

Une botu.tion d'un tel système est un n-uplet d'éléments de M ( F ,  N) 

vérifiant : 

- - 
Yi l l i l n  = T.Cx. + A ~ ,  ..., x +An]. 

1 1  n 

Un système d'équations est dit trégu&Ut si les Ti sont finis : 

EXEMPLE 1.7. : 

qui possède pour solution le 4-uplet (A1, A2, x3 , avec : 





Un arbre A E M ~ ( F ,  M ) est dit &econna.Lbbablc si le nombre de ses 
s2 

sous-arbres distincts est fini. 

On peut montrer (COUSINEAU [Ill) que les arbres reconnaissables sont 

exactement ceux qui sont solution d'un système d'équations régulier. 

1.3.2. Système d'équations minimal --------- --------- --------------- 

Soit A un arbre reconnaissable, on définit sur ~om(A) l'équivalence 

E par : - 
A 

Cette équivalence a un nombre fini de classes et dans chaque classe 

on choisit comme représentant l'élément minimal dans l'ordre lexicographique. 

- 
On notera p(m) le plus petit m' tel que Alm = Al,, 

Soit PI = {ml , m2 , . . . , m r 1 1 'ensemble des éléments minimaux, tel 

que ml = E ; on lui associe le système d'équations : 

On vérifie aisément que ce système d'équations possède pour solu- 

- - 
tion r-uplet (A+ , Alm ,. .. , Alm 1. 

ml 2 r 

Notons que dans ce système les membres droits (les T . )  1 appartiennent 

1 
soit à V soit à M (F, V ) .  



On appelle é e é m w e  un tel système, il est clair que ce système 

est r n i w  au sens du nombre d'équations. 

1.3.3. Equivalence de deux sxstèmes d'gquati  ons --------- ------------------- ------------------ 

Soient S et S' deux systèmes d'équations aux inconnues x l,. 

et Y1"*.' Y,* 
* 

Pour tester l'équivalence de S et S', on réalise un arbre dont les 

sommets sont étiquetés comme suite, par des couples d'inconnues supposées 

équivalentes : 

- La racine de cet arbre est étiquetée par x = 
1 - Y1 

- Si un sommet est étiqueté par xi Z y. et si les équations ne 
3 

sont pas comparables alors la construction échoue, les deux 

systèmes ne sont pas équivalents. 

- Si les deux équations sont du type xi = C et y C le sommet 
j 

n'a pas de successeur. 

- Si les deux équations sont de la forme : 

yj = f(yj y . .  ., 1 
1 'ja~f) 

le sommet a pour successeurs des sommets étiquetés par les couples 

(xi , yj ) 1 s p 5 a(f) qui n'apparaissent pas encore dans 
P P 

1 ' arbre. 

* NOUS i 'appeierons l 'ahbke de compaubon.  



Si nous arrivons à un stade où tous les'sommets sont apparus, alors 

les deux systèmes d'équations S et S' sont équivalents. 

EXEMPLE 1.8. : 

L'arbre de comparaison de S et S' : 



Alors  deux systèmes d 'équa t ions  S e t  S' s o n t  équ iva l en t s .  

NOTATION 1.3.  : Une démonstrat ion complète de l a  v a l i d i t é  de cette méthode 

de comparaisons se t rouve  dans COUSINEAU [Ill. 

1-3-4 EXPRESSIONS RATIONNELLES 

w 
DEFINZTIUNS : Considérons les opé ra t i ons  s u i v a n t e s  d é f i n i e s  sur M (W ) R  

- La Concaténation 

Ce t t e  opé ra t i on  e s t  a s s o c i a t i v e  e t  on peut  n o t e r .  

O 
D'autre  p a r t ,  nous no te rons  a = R  

1 a = a  

- L'addi t ion  e t  l a  s o u s t r a c t i o n  d'un e n t i e r  

= R  pour i < n .  

- L'opérat ion é t o i l e  



Par  exemple s i  A = g /\ l-l e t  B = k h 

On a p p e l l e  f a m i l l e  des  a r b r e s  r a t i o n n e l s  e t  on no te  

p e t i t e  f a m i l l e  d ' a rb re s  contenant  l e s  a r b r e s  f i n i s  e t  fermée 

R ~ ~ ( M ~ ( w ~ ) )  l a  p l u s  

pa r  l e s  opéra t ions  

de magmas e t  1 ' é t o i l e .  

Une express ion  r a t i o n n e l l e  est un terme du magma M(F U{x}, No). 

A t o u t e  express ion  r a t i o n n e l l e  E e s t  a s s o c i é  un a r b r e  Ë d é f i n i  par  : 

V f C F  avec a r ( f )  = k 

Sur M(FU &}, Na), on d é f i n i t  l ' o r d r e  e t  l ' équ iva l ence  p a r  : 
- - 

S o i t  E une express ion  r a t i o n n e l l e ,  on a p p e l l e  sous-expression t o u t  occurrence d'ur 

expression dans  E .  



Soit G une sous-expression de E, on appelle profondeur de G dans E et on 

note 6(G,E) le nombre d'étoile qui sont "au dessusv de G dans E. 

Soient E une expression rationnelle et s une occurrence d'un entier i 

dans E. A s et E, on associe l'entier T(s,E) = i -b(s,E). 
s est dit signe terminal de E si T(s,E) >, 0, dans ce cas T(S,E) s'appelle la 

i valeur terminale du signe terminal s dans E. 

Etant donnée une expression rationnelle E et un entier n on désigne par 

E+n l'expression obtenue en remplaçant dans E tous les signes terminaux i par des 

occurences de i+n. 

Par exemple si E = f(g(a(l) ,h(b(O) ,a(l) )*)* ,a(())) 
s, 3, 
l. L 

l'entier 1 a deux occurrences s et s dans E 
1 2 

T(sl,E) = 1-1 = O, donc s est un signe terminal. 1 
T(s2,E) = 1-2 = - 1, donc s n'est pas un signe terminal. 2 

E+2 = f(f(g(a(3),h(b(O). a l *  a(2)) 

Notation 1-4 

Dorénavant, nous allons considérer deux formes de substitutions : 

Soient E et F deux expressions et i c il? 

1,- E[~\F] il s'agit de la substitution de l'expression F à toutes les occurences 

de l'entier i dans E. 

2 [ i l  il s'agit de la substitution de F à l'élément terminal i dans E. 





11.1. SCHEMAS DE PROGRAMMES 

II .1.0. In t roduct ion  ..................... 

Un schéma de programme i,-t&u..?!Ad peut se définir de manière équiva- 

lente comme : 

1 - Un graphe fini orienté JACOB C191, COUSINEAU C111, MANNA [321, ... 
II - Une suite d'instructions (écrite au moyen d'une syntaxe voisine 

de celle des vrais langages de programmations) COUSINEAU ClIl, 

GREIBACH C241, ... 
III - Un objet ressemblant fortement à un automate fini KASAI C261, 

COURCELLE Cg], ... 

Nous allons étudier ces trois définitions mais nous utiliserons 

principalement les définitions 1 et II. 

II .1 .l. Syntaxe (dé f in i t ions  de base) ---------- ------ ------------------- 

A. ALPHABET : ------------ 

Considérons l'alphabet W constitué des 

- symboles de fonctions d'arité 2 O : fl, f2.,. 

- symboles de prédicats d'arité2 1 : pl, p2,.,. 

- variables . xl,.. ., xk 



- symboles auxiliaires : "DEB1', "FIN", "( )11, V ,  

(vrai, faux) 

- constantes et de l'égalité 

Nous noterons f l'ensemble des symboles de fonctions et P l'ensem- 
1 

ble de symboles de prédicats et Vk l'ensemble des variables. 

B. TERMES : ---------- 

1. Termes de fonctions : 

- Toutes les variables et les constantes sont des termes 

de fonctions. 

- S i  f E Favec a{f) = n e t  xl, ..., x E V alors n k  

f(x xn) est un terme de fonctions. 

Nous noterons TF(F, Vk) llensemble des termes de fonctions définis 

sur F et Vk. 

2. Termes de prédicats : 

- Si D E P avec a(p) = n et x 1'"" x E Vk alors n 

p(xl,.. . xn) est un terme de prédicat. 

Nous noterons TP(P, Vk) l'ensemble de termes de prédicats définis 

sur P et Vk. 



3. Termes d'entrée. de sortie et de boucle : 

- Les symboles auxiliaires "DEB", "FIN", "BOU" sont res- 
pectivement les termes d'entrée, de sortie et de boucle. 

C. INSTRUCTIONS : ---------------- 

1. Instruction d 'affectation : 

Si tf E TF(F, Vk) et x É Vk alors : 

est une instruction d'affectation. 

2. Instruction de test : 

Si t E TP(P, Vk) alors 
P 

est une instruction de test. 

3. Instructions d'entrée, de sortie et de boucle : 

- Si "DEB", "FIN", "BOU" sont respectivement les termes 
d'entrée, de sortie et de boucle alors : 



est une instruc- est une instruc- 

t ion d ' entrée tion de sortie 

w tion de boucle 

NOTATION 11.1. : L'instruction d'affectation peut avoir un nombre (fini) 

quelconque d'entrées mais seulement une seule sortie, l'instruction de 

test peut avoir un nombre (fini) quelconque d'entrées mais deux sorties 

distinctes, l'instruction d'entrée n'a pas d'entrée et elle a une seule 

sortie, enfin les instructions de sortie et de boucle peuvent avoir un 

nombre (fini) quelconque d'entrées mais aucune sortie. 

REMARQUE : Nous noterons A(F, Vk) l'ensemble des affectations définies 

sur F et v et T(P, Vk) l'ensemble des tests définis sur P et Vk. 
k y 

Dé&in&ion : Un W-dchéma de pogmmtne. itéirat*d S ("FLOWCHART" ou 

"charte") est un objet constitué par un nombre fini d'instructions des trois 

types ci-dessus tel que chaque "DEB" est lié à une "FIN" et chaque "FIN" est 

liée à au moins un "DEB", et qui vérifie les conditions suivantes : 

1. S possède exactement un "DEB" et au moins une "FIN". 

2. Chaque instruction est sur un chemin de "DEB" à une "FIN" ou 

a une "BOU". 



3. Les variables sont divisées en trois ensembles : 'X (les variables 

d'entrée), Y (les variables de programme), Z (les variables de 

sortie) qui vérifient les conditions suivantes : 

3 .l. Les éléments de X - y (données) n'apparaissent jamais 

comme éléments gauches d'une instruction d'affectation. 

3.2. Les éléments de y - Y (résultats) ne peuvent apparaitre 
comme éléments gauches d'une instruction d'affectation 

que pour atteindre immédiatement "FIN". Les éléments de 
- - -  
Z - X - Y n'apparaissent jamais dans une instruction 
de test ou comme éléments droits d'une instruction d'af- 

fectation. 

3.3. V x  # X, chaque chemin de "DEB" à une instruction conte- 

nant x, doit avoir une instruction d'affectation qui 

possède x comme élément gauche. 

EXEMPLE 11.1. : Un schéma de programme (SI (représentation graphique) avec 

les variables d'entrées xl et x 2 ' 

v o h  page ~uAvante. .  . 
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C l .  NUMEROTATION DES I N S T R U C T I O N S  : .................................. 

Etant donné un ensemble M = a , .  . . , a n de noms d ' instructions, 

Pour une représentation linéaire des instructions, nous nommons 1 

1 chaque instruction par un élément de M (que nous appelions son adresse) 

et nous les définissons linéairement comme suite : 



1. Instruction d'affectation : 

si t TF(F, vk) et ci ci. E M alors : f i' 1 

ai : tf ci est une instruction d'affectation. 
j 

2. Instruction de test : 

Si t E TP(P. vk) et ai. aj, ak E M aïors : 
P 

a :t cij, ak est une instruction de test. 
i P 

3. Instructions de sortie et de boucle 

Si "FIN" et "BOU" sont respectivement des termes de sor- 

tie et de boucle et ci a. E M alors : 
i' -J 

ci : "FIN" (noté O) i 

ci : "BOU" (noté w )  
j 

sont respectivement l'instruction de sortie et de boucle. 

Notons que dans cette représentation nous supposons que le calcul 

commence toujours par cil et par conséquent nous n'avons pas besoin de 

préciser "DEB1'. 

P é ~ i d t i o n  : Un W-hch8ma de p t o g m e  s est une suite finie d' instructions 

des trois types ci-dessus, qui vérifie les conditions suivantes : 

1 - L'adresse de chaque instruction est sa position dans la suite. 
< - 

II - Toutes les adresses "transférées" sont des adresses dans la I $.' 
'lb ? -  

b. . 
suite. 



III - S possède au  moins une "FIN1' e t  chaque i n s t r u c t i o n  e s t  s u r  

un chemin q u i  commence p a r  a 3 ' - - 
I V  - L e s  va r i ab les  sont d i v i s é e s  en t r o i s  ensembles X,  Y e t  Z 

e t  v é r i f i e n t  l e s  condit ions 3.1, 3.2 e t  3.3. 

EXEMPLE 11.2. : Une présenta t ion  l i n é a i r e  du schéma de programme S de 

l 'exemple 11.1. 

a 1 : Cp(x2)1 a2, a3 

a : FIN 
2  

a3 : Lx3 + g(x2) l  a, 

a 4 : [ P ( x ~ ) ]  a6 

a 5 : L x 2 +  f (x l ,  x3 ) l  a7 

a 6 : [ x 2 + f ( x l ,  x1)1 ff8 

a : FIN 
7 

a 8 : Lx3 + g(x3)1 ag 

a9 : Cp(x3)1 aI0, all 

a : F I N  
10 

a 11 ' Ex2 + f (x l ,  x g ) l  a8 

Dér(iniLLon : Un W-SCHEMA DE PROGRAMMES S de degré n  e s t  un o b j e t  : 

F = < W ,  Q, T ,  qo, S . . .  S n  ) où : 

W e s t  un alphabet f i n i  gradué 

Q e s t  un ensemble f i n i  

T e s t  une fonction qui  à t o u t  q  E Q - {sir.. . , sn} f a i t  

correspondre e s t  (p+l) -uple t  ( f ,  ql,...> qp) t e l  que 

f  E W e t  ql, ..., 
P S p E Q  



(SI,. .. , Sn) e s t  un n-uplet  d 'é léments  d i s t i n c t s  de Q. 

EXEMPLE 11.3. : Dans l 'exemple 11.1. s i  nous prenons : 

e t  s i  nous é t ique tons  S comme s u i t  : 



Alars il peut s'écrire : 

s =  <If,, f,, f,, gl, g2> Pl> P2 ; 1,293, 4, 5, 69 79 89 SI> S23 S31' 

T, 1, (SI, S2, S3)>  avec : 

11.1.2. Sémantigue (interprétation e t  calcul) ---------------- --- ----- ------------------ 

Une W-INTERPRETATION d'un ~-schéma de programme est la donnée 

- DII est un ensemble appelé le domaine de l'interprétation II, 

noté Dom(I1). 

- A chaque symbole f E F avec a(f) = n, est associée une fonction 

totale ~ ( f )  : D& + DIT- 

- A chaque symbole p E P avec a(p) = n, est associée une fonction 

totale 1 I(p) : D;* + {u, 6) (vrai, faux). 

- A chaque constante c E W, est associé un élément ~ ( c )  de ~om(I1). 



Le couple (S, 11) constitué d'un W-schéma de programme S et d'une 

W-interprétation est un W-PROGRAMME. 

La fonction II se prolonge en une application ÏÏ qui, à un programme, 

n fait correspondre une fonction (partiellement définie) de D;~ vers D 
II 

appelée ~~~~~n du p h O p . a m m C .  

On appelle INITIALISATION un point d = (dl,. . . , dk) D:~. L'ini- 

tialisation X = (cl , . . . , ck s7appe1le l'initialisation CANONIQUE. 

CALCULS 

Soient S un W-schéma de programme et II = (DII , 1) une W-interpré- 

tation. 

Un II-ETAT de S est une paire (a, 2 )  où a E M et d = (dl,. . . , dk) E IlII. k 

Nous écrirons (a, d a , dl) si l'on passe d'un état (a, d) à 
TI 

un état a ,  d )  en exécutant l'instruction a, c'est ce que nous appelons une 

ETAPE. 

Selon le type d'instruction a deux cas sont à considérer. 

1 - a est une affectation de la forme di + f(d , . . . , d ) alors : 
jl j d f )  

2-13 est un test de la forme p(d ,..., d ) alors 
jl jdp) 

si I(p) = v ,  (a, d) -t (a' y d) 

si I(p) = 6, (a, d) + (aw, d) 



Un CALCUL de S et II avec l'initialisation 1 = (dl, ..., k 
dk) D~~ 

noté Cal(S, II, a) est une suite : 
1 

(a1, a) + (a 2, a2) + . S . +  (a i, ai) +. . . 
i 

Un calcul sera dit ~ 0 r n p h t  (kéu66i dans le sens de LIVEKY b o l )  si : 
l 

3m tel que % = llFINtl. Dans ce cas a m est le *es- l 

du p m g m e  que l1on note Ï(s)(~) = dm. 1 

al,. . . , ai , . . . s l appelle la SEQUENCE D'EXECUTIONS de 
Cal(S, II, d), elle sera COMPLUE si Cal(S, 1 d )  est 

complet. 

EXEMPLE 11.4. : Soit S' le schéma de programme ci-dessous : 

Si on prend II = (DII, 1 tel que : 

IDII = N 

I(a) = 1 

I(p)(x) = (x = O) 

I(g)(x, y) = x * y -----x + €(x2, XI) 

I(h)(x) = si x 7 O alors x - 1  

sinon O C14---- - - x2 + h(x2) 

a - - - - - - - - 

Le programme (S1, II) calcule 

la fonction factorielle. 



2 S i  on prend d = (7 ,  2)  E N on o b t i e n t  l e  c a l c u l  complet su ivant  : 

I I .  1.3. I n te rEré ta t ion  1 i bre [HERBRAND) -------------- --------------- -------- 

Pour chaque ~-schéma de programme S nous pouvons d é f i n i r  récurs ive-  

ment un langage U(S) s u r  l ' a lphabe t  ( F  U V U l 'ensemble des symboles 
k 

a u x i l i a i r e s  U l 'ensemble de cons tantes)  comme s u i t  : 

1 - S i  v E V a l o r s  v  E U(S) 
k 

2 - S i  c  e s t  une constante a l o r s  c  E U(S) 

3 - S i f ~  f e t a ( f )  = n e t t  
1'"" 

tn E U(S) a l o r s  f ( t l , .  . . , t ) E U(S) 
n  

4-U(S)  e s t  l e  p lus  p e t i t  langage q u i  v é r i f i e  les condit ions 1, 2 e t  3 .  

Une i n t e r p r é t a t i o n  II* = (DII  , I*) de S  e s t  une U i . t e n p h m a n  

LIBRE ( i n t e r p r é t a t i o n  de HERBRAND) de S  s i  : 

* * 
2-Vx E Vk 1 ( x )  = x e t  Vc une constante 1 ( c )  = c 

3 - s i  f E f e t  a ( f )  = n 2 1 a l o r s  : 1 * ( f )  e s t  l a  fonction t o t a l e  

de ( u ( s ) ) ~  dans (U(S)) dé f in ie  p a r  : 

* 
4 - S i  p  E P e t  a ( p )  = n a l o r s  1 ( p )  e s t  une fonct ion  t o t a l e  de l a  

forme : 



- 34 - II- 

Dans c e t t e  i n t e r p r é t a t i o n  l ' i n i t i a l i s a t i o n  est toujours  l ' i n i t i a l i -  

s a t i o n  canon&pc x = ( c l , .  . . , ck) e t  pour ce la  on peut d i r e  inXeirpké.tation 

THEOREME 11.1. : Soient S  un schéma de programme, II (DI,, 1) une i n t e r -  
1 

k  p r é t a t i o n  e t  d = (dl,. . . , dk) E D une i n i t i a l i s a t i o n .  I 

- 
S i  a = al,.. . , a.  est une séquence d 'exécutions pour Cal(S, II,  d )  

1 

a l o r s  il e x i s t e  une i n t e r p r é t a t i o n  l i b r e  (HERBRAND). 

* 
II* = (U(S), 1 ) t e l l e  que 6 e s t  une séquence d 'exécutions pour 

* - 
Cal(S, II , x). 

Dans l e  c a s  p a r t i c u l i e r  où 6. = al,. . . , ci e s t  une séquence d'exé- m 

cu t ions  complète pour Cal(S,  II,  d l ,  6. s e r a  une séquence d 'exécutions 
l 

complète pour Cal(S, II*, ;) e t  I ( s ) ( ~ )  = I ( I * ( s ) ( G ) ) ( ~ ) .  

PREUVE : Considérons une forme l i n é a i r e  de S. 

Nous a l l o n s  cons t ru i re  simultanément une i n t e r p r é t a t i o n  l i b r e  

* * 
II (U(S), 1 ) e t  l e  c a l c u l  associé Cal(S, II*, x). 

Sur l a  séquence d 'exécution &, pour chaque symbole de test p  d ' a r i -  

t é  n nous cons t i tuons  deux ensembles d i s t i n c t s  Q(a, p, v )  e t  Q(a, p,  6 )  

(appelons-les ensembles de Q) de n-uplets  dl  éléments de U(S) t e l s  que : 

* 
S i  1 = v r a i  a l o r s  t E ~ ( 6 ,  p ,  V )  

V? E ( u ( s ) ) ~  * 
si I ( p l  ( i l  = faux a l o r s  t E Q(Q, p ,  6 )  



La construction des ensembles de Q est de la forme suivante : 

1 - Dans 6, selon la valeur de chaque variable dans un point donné 
nous remplaçons la valeur de la fonction par le nom de cette 

fonction i.e. f(x) au lieu de 1(f)(d). 

?-Toutes les fois que ai est un test de la forme : 

p(ul,..., un) y,r( :y # n  avec a(p) = n et u1 ,..., Un 'k 

et t = (tl, ..., t ) avec V 1 S i 5 n tir U(S) le nom de la n 

fonction en ce point, deux cas sont à considérer : 

Si Pti = Y plaçons ? dans ~ ( 6 ,  P, v )  et si a = v ,  piapons itl 

i dans ~ ( 6 ,  p, d ) .  

3-La valeur des ensembles de Q ne change que dans le cas 2. 

4 - A  la fin s'il existe un f qui n'était placé ni dans 
- 

Q(a, P, v )  ni dans Q(a, p, d > plaçons-le dans 1 'un des deux 
arbitrairement. 

* Or, nous allons expliquer en détail la procédure pour obtenir II 

* - 
et Cal(S, II , x). 

* 
Supposons que a et ai soient respectivement les dernières ins- i 

* - 
tructions qui ont été exécutées au stadeide  cal(^, II, 2)  et  cal(^, II , x). 

Pour chaque variable u, supposons que val(u, i) soit la valeur de u 

après l'exécution du stade i- 1 et juste avant l'exécution du stade i, et 

* 
soit val (u, i) la valeur correspondante dans Cal(S, II*, X). 



* 
Nous montrons pa r  récurrence sur i que V i  a = a .  e t  pour chaque 

i 1 

var iab le  u,  s i  u  e s t  d é f i n i e  au s t ade  i, v a l ( u ,  i )  = 1(val*(u ,  i ) ) ( d ) .  

Autrement d i t ,  s i  ? = t . .  . , t n )  e s t  dans l 'ensemble ~ ( 6 ,  p,  r )  e t  

r E {v,  6) au s t ade  i pendant l ' exécut ion  du t e s t  p(ul,  ..., un) a l o r s  : 

r = ~ * ( p ) ( t )  = I ( ~ ) ( I ( : ) ( ~ ) )  = I (p ) (va l (u l ,  i . . . ,  val(un,  i ) ) .  
l 

Alors dans chaque s tade  nous aurons l e s  r e l a t i o n s  dés i rées  e t  s i  
1 

l e  ca lcu l  se  termine, nous aurons l e  même r é s u l t a t  pour ces  deux in te rp ré -  l 

t a t i o n s .  

- * * 
Ces r e l a t i o n s  e n t r e  & e t  a , va l (u ,  i )  e t  val (u ,  i), l e s  ensembles 

* 
de Q e t  e n t r e  va l (u ,  i )  e t  va l  ( u ,  i )  sont  s a t i s f a i t e s  s i  les c a l c u l s  sont  

complets ou pas ,  autrement d i t  l e s  ensembles de Q e t  l ' i n t e r p r é t a t i o n  

II* ex i s t en t  toujours  e t  i l s  sont  bien d é f i n i s .  Néanmoins nous a l l o n s  dé f i -  

n i r  un algorithme e t  nous construirons l e s  ensembles de Q quand 6 est com- 

p lè te .  

Nous procédons pa r  récurrence,  comme s u i t  : 

* - al = a = "DEB" e t  pour chaque i n i t i a l i s a t i o n  canonique X, 

 val*(^, 1) = X e t  I ( v a 1  (;))(a) = a = va l (3 ,  1) e t  tous l e s  en- 

sembles de Q sont  vides. 

- Supposons que l e s  r e l a t i o n s  d é s i r é e s  so ien t  s a t i s f a i t e s  jusqu'à 

* * - 
l ' exécut ion  de ai de Cal(S, II, a )  e t  ai de Cal(S, II , x )  t r o i s  

cas  son t  à considérer  : 

1 - a .  e s t  une i n s t r u c t i o n  d ' a f f e c t a t i o n  de l a  forme : 
1 

* * * 
a l o r s  v a l  (y ,  i t l )  = f ( v a 1  (ul. i ) . .  v a l  u n  i l )  

* 
e t  va l (v ,  i+  1) = v a l  (v ,  i )  pour v # y 



par l a  d é f i n i t i o n  du c a l c u l  e t  comme l e s  ensembles de Q r e s t e n t  inchan- 

gés a l o r s  : va l (y ,  i + l )  I ( f ) ( v a l ( u l ,  i . . .  val(u,, i ) )  

* 
 val u n ,  i ) ) t d ) )  p a r  l 'hypothèse 

* * = I ( f ( v a 1  ( u  5 )  ,..., v a l  (un, i ) ) ( i )  1 ' 

Nous avons l e s  r e l a t i o n s  dés i rées  pour l a  va r i ab le  y  e t  pour tou te  

va r i ab le  v  # y nous n'avons aucun changement. 

1' -ai  e s t  une a f f e c t a t i o n  de l a  forme : y + u 

* * 
pour t o u t e  va r i ab le  u, on a  v a l  (y ,  i + l )  = v a l  (u ,  i) e t  

* * 
v a l  (v ,  i t l )  = v a l  ( w ,  i )  pour t o u t  v # y  

* - 
ai+l - ai+ï e t  l e s  ensembles de Q r e s t e n t  inchangés. 

I l  e s t  c l a i r  que l e s  r e l a t i o n s  dés i rées  sont  s a t i s f a i t e s .  

l ' ' - a .  e s t  une a f f e c t a t i o n  de l a  forme : y + c  ( c  une constante)  
1 

* * 
v a l  (y ,  i +  1 )  = c  e t  v a l  ( v ,  i +  1) = va l (v ,  i )  pour t o u t  v  # y 

e t  l e s  ensembles de Q r e s t e n t  inchangés. 

Du f a i t  que va l (y ,  i + 1) = I ( c )  = I ( c ) ( ~ )  =  val*(^, i + l ) ) ( à )  

nous avons l e s  r e l a t i o n s  d é s i r é e s  pour y. 

* 
I l  e s t  évident  que a = a e t  nous maintenons l e s  r e l a t i o n s  i+l i+l 

dés i rées  pour t o u t  v  # y. 

2 -a. e s t  un t e s t  de l a  forme 
1 

- 

II- 1 

deux cas  sont  à considérer  : 



2 '  - ai+l e s t  une ins t ruc t ion  avec l ' a d r e s s e  y ,  a l o r s  nous plaçons 

* * 
l e  n-uplet (va l  (ul,  i )  . v a l  u n  i ) )  dans ~ ( 6 ,  p. V )  e t  

* 
déf in i s sons  pour II : 

* * * 
1 ( p ) ( v a l  (ul,  i ) . . .  v a l  (un,  i l )  = v 

* 
il e s t  évident  que dans ce  cas  ai+l = Y = a e t  du f a i t  i+ 1 

! 
que Ci i+ 1 = y on a  : 

V = l ( p ) ( v a l ( u l ,  i . . .  va l (up ,  i ) )  

* * 
= I ( p ) ( I ( v a l  (ul,  i . . .  , v a l  u n  i ) ) ( d ) )  par  

l 'hypothèse 

* * = ï ( p ) ( I ( v a ï  (ul. i . . .  , v a l  u n  i ) ) ( d )  

* * 
S i  on prend ? = ( v a l  (ul,  1 ) .  . . . , v a l  u n  , i ) ) nous avons l e s  

r e l a t i o n s  dés i rées .  

* * 
Yu va l  ( u ,  i + 1)  = v a l  (u ,  i ) e t  l e s  r e l a t i o n s  e n t r e  

* 
v a l ( u ,  i +  1) e t  v a l  (u ,  i +  1) son t  toujours  s a t i s f a i t e s .  

2" e s t  une ins t ruc t ion  avec l ' a d r e s s e  II, a l o r s  nous p la -  

* * 
çons l e  n-uplet  (va l  (ul.  i . v a l  (un, i ) )  dans Q(&, p ,  v )  

* 
e t  déf in issons  pour II :. 

* * * 
II ( p ) ( v a l  (ul ,  i . .  . , v a l  (un, i )  = f 

* 
I l  e s t  évident  que ai+l = II = aitl e t  de l a  même façon que 

2 '  nous avons l e s  r e l a t i o n s  dés i rées .  

3 - a i  est une i n s t r u c t i o n  de l a  forme : P(u l,..., un) Y ,  Y 

dans ce  cas nous n'avons aucun changement dans l e s  ensembles de Q 

e t  t o u t e s  l e s  va leurs  de va r i ab les  r e s t e n t  inchangées, e t  pour 

t o u t e  i n t e r p r é t a t i o n  = = Y. 



4 - a. est une i n s t r u c t i o n  "FIN" a l o r s  a e t  E* s o n t  des  séquences 
1 

d'exécut ions complètes e t  pour t o u t e  i n t e r p r é t a t i o n  l e  c a l c u l  

d o i t  s e  te rminer  en c e  p o i n t  e t  les va l eu r s  d e  v a r i a b l e s  r e s -  

t e n t  inchangées 

Dans l e  c a s  p a r t i c u l i e r  où l e s  v a r i a b l e s  de s o r t i e  son t  z  
l y * - - y  

Z 
n 

a l o r s  I ( s ) ( ~ )  = ( v a l ( z l ,  i . .  . v a l ( z n ,  i l )  

* * 
= ( I ( v a 1  ( z l ,  i ) ( a ) ,  ..., I ( v a 1  < z n ,  i ) ( a ) )  

= I ( I* (S ) (Z) ) (Z)  

In tu i t ivement  s i  l e  cas  4 e x i s t e ,  nous avons un c a l c u l  complet 6 
* 

e t  l e s  va l eu r s  I ( s ) ( ~ )  e t  1 ( S I  ( x )  convergent pour l e  c a l c u l  complet 

- 
a = E* e t  on a  1e.s r e l a t i o n s  d é s i r é e s  i . e .  I ( s ) ( ~ )  = I ( I * ( s ) ( ~ ) ) ( ~ ) .  

Soien t  p  un t e s t  d ' a r i t é  n  e t  t E ( u ( s ) ) ~ .  

? E ~ ( 6 ,  p ,  V )  u ~ ( 6 ,  p ,  6 )  s i  e t  seulement s i  3 un s t a d e  i de E 

t e l  que a  é t é  p lacé  dans Q(&, p ,  v )  u Q(&. D ,  A ) .  A c e  s t a d e ,  ( c a s  2 )  

où il n ' é t a i t  p l acé  n i  dans ~ ( 6 ,  p ,  v )  n i  dans Q(;, D ,  4 )  Dar t o u t e  

a p p l i c a t i o n  du c a s 2 , a l o r s  il a é t é  p l acé  dans l ' u n  des deux ensemhles 

a r b i t r a i r e m e n t .  

Alors ,  d ' ap rè s  c e t t e  convention l e s  ensembles de Q s o n t  t o u j o u r s  

b i e n  d é f i n i s  mais l e  placement de t dans ~ ( 6 ,  p ,  V) ou ~ ( 6 ,  p ,  6 )  e s t  

a lgori thmique.  

* 
I l  nous r e s t e  à montrer  que II e s t  une i n t e r p r é t a t i o n  l é g i t i m e  

* 
i . e .  pour t o u s  l e s  p  E P, l a  d é f i n i t i o n  de 1 ( p l  e s t  c o n s i s t a n t e .  

* 
Autrement d i t ,  on d o i t  montrer que 1 ( p ) ( t )  a une s e u l e  va l eu r  

dans ( v ,  6) i . e .  Q(&, p ,  v )  n ~ ( 6 ,  p ,  6 )  = @. 



Supposons que f s o i t  placé dans ~ ( 6 ,  p, V )  au s t ade  i, a l o r s  il 

e x i s t e  en ce  point  un test  ai : p(ul , .  . . , un) y ,  rl t e l  que y = aitl 
* 

et  v a l  (uk,  i )  = tk 1 S k S n e t  f = ( t l ,  ..., t n ) a l o r s  en  c e  point  

nous avons : 

O r ,  supposons q u ' i l  e x i s t e  un s tade  j t e l  que t s o i t  placé dans 

Q(a, p ,  6 )  a l o r s  il e x i s t e  à ce s t a d e  un t e s t  a = p(vl, . . . ,  vn) Y', n '  
j 

et ' j+l = r l ' .  

On a va l (uk,  j )  = tk 1 S k 5 n e t  par  cons t ruct ion  nous avons : 

6 = ~ * ( p ) ( ? )  = ~ ( ~ ) ( ~ ( f ) ( d ) )  = I ( p ) ( v a i ( v l ,  j . .  . , vaï (vn,  j ) )  
* * 

= 1(p)(1(val  (vl ,  j ) ) ( a ) ,  ..., I (va1 (vn, j ) ) ( a )  

= 1 ( ~ ) ( 1 ( t ~ ) ( a ) , .  . ., l ( t n ) ( a ) )  

* * 
= 1 ( p ) ( 1 ( v a l  (ul,  i ) ( a ) , .  . ., I (va1  (un,  i ) ( d ) )  

= I ( p ) ( v a l ( u l ,  i . . .  val (un,  i ) )  

qu i  e s t  une cont radic t ion  c a r  II e s t  une i n t e r p r é t a t i o n  légi t ime.  

* 
Alors Q(&, p, v )  n ~ ( 6 ,  p,  6 )  = 0 e t  1* = (U(S), 1 ) e s t  une i n t e r -  

p r é t a t i o n  l i b r e  e t  l ég i t ime  avec l e s  p ropr ié t é s  dés i rées .  

I I  .1.4. Propriété de décidabil i té ..................... 

- On d i t  qu'une p ropr ié t é  est d é d a b l c  s u r  un ensemble W, s ' i l  

e x i s t e  un algorithme ( d é c r i t  par  un programme) q u i ,  pour chaque 



élément w E W répond au bout d'un temps f i n i  pa r  "ouit1 s i  l a  

p ropr ié t é  e s t  v r a i e  pour w, par  "non" s i  l a  p ropr ié t é  e s t  fausse  

pour w. 

- On d i t  qu'une p ropr ié t é  e s t  6 d - d é d d a b l e  s u r  w s ' i l  e x i s t e  un 

algorithme qui  pour chaque élément w E W ,  répond au bout d'un 

temps f i n i ,  pa r  "oui" s i  l a  p ropr ié t é  e s t  v r a i e  pour w e t  ca l -  

c u l e  éventuellement indéfiniment ( i .e . ne donne pas de r é s u l t a t  

en un temps f i n i )  s i l a  p ropr ié t é  e s t  f ausse  pour w. 

- Soi t  6 une c l a s s e  de schémas de programmes e t  II = (DII, 1 )  une 

i n t e r p r é t a t i o n .  On d i t  que Ce pmblème d ' ë q ~ v d e n c e  ut dé&&- 

ble pour 6 , s i  V Sl, S2 c 6, il e x i s t e  un algorithme qu i  répond 

au bout d'un temps f i n i  par  "oui" s i  l(F1) = 1 ( z 2 )  e t  pa r  "non" 

s i  l ( ç l )  f 16~). (y1 e t  z2 sont  respectivement l e s  a rb res  de 

programme assoc iés  à S1 e t  S 2 ) .  

EXEMPLE 11.5. : - Le problème d'équivalence e s t  décidable pour l a  c l a s se  

des  schémas de IANOV (Chapitre  111.2). 

- Le problème d'équivalence e s t  indécidable pour l a  c l a s s e  

de schémas de programmes en général  (Chapitre  111.3). 

II. 2. ARBRES DE PROGRAMMES 

11.2.1. Def in i t ion  ------------------- 

Montrons d'abord que l e s  schémas de programmes sont  l e s  systèmes 

d '  équations r a t i o n n e l l e s  i . e. à chaque schéma de programme correspond 

un système d 'équations r a t i o n n e l l e s .  



Etant donné un schéma de programme S (forme linéaire) : 

- A chaque instruction d'affectation ai : tf a on 
j 

associe 1 'équation a = t ( a  1. i f j  

- A chaque instruction de test ai : t 
P 'j an On I 

cie l'équation a i = t (Ci j, ak)- 

- A chaque instruction de sortie cri : "FIN" on associe 
l 

l'équation a = 0. i 

- A chaque instruction de boucle ci = "BOUt' on associe i 

l'équation ai = w. 

Alors à S est associé un dya.tènte d 1 é p d o r i 6  2 constitué des équa- 
tions correspondant aux instructions de S. 

Ce système d'équations est rationnel car le nombre des instructions 

est fini. 

La solution de ce système d'équations est un arbre reconnaissable 

- s que nous appeïerons t l a t r b & e  de p o g m r n e  a n d o d é  à S. 

Par conséquent, à tout schéma de programme S est associé un arbre 

de programme reconnaissable S ,  solution du système d'équations correspon- 

dant, ce qui va nous permettre de définir la sémantique d'un schéma de 

programme par la sémantique de l'arbre associé. 

Cette façon de faire a l'avantage suivant : 

Toute transformation préservant l'arbre associé à un schéma pré- 

servera la fonction calculée par voie de conséquence, sans qu'il soit né- 

cessaire d'en faire une démonstration. 



Notons que si S est un schéma de programme fini alors 5 = S. 

EXEMPLE 11.6. : L'arbre S' associe à l'arbre S' de l'exemple 11.4. est : 



II. 2.2. Interprétation et cal cul pour un arbre de programne -------------- ------------------- ---------------- -- ----- 

De la même façon que pour un schéma de programme, nous définissons 

l'interprétation pour un arbre de programme. 

En ce qui concerne le calcul, nous nommerons chaque instruction par 

l'élément correspondant du domaine d'arbre. 

EXEMPLE II. 7 .  : Dans 1 'arbre z, de 1 'exemple II. 8, si nous choisissons 

l'interprétation et l'initialisation de l'exemple 1 1 . 4 ,  le calcul asso- 

cié est : 

( 1 ,  ( 7 ,  2 ) )  + ( 1 1 ,  ( 1 ,  2 ) )  + ( 1 1 2 ,  ( 1 ,  2 ) )  + (1121,  ( 2 , 2 ) ) + ( 1 1 2 1 1 ,  ( 2 , l ) )  

(112112,  ( 2 ,  1 ) )  + (1121121,  ( 2 ,  1 ) )  + (11211211,  ( 2 ,  O ) )  + 

(112112111,  ( 2 ,  O ) ) .  

Nous définissons l'équivalence sur l'ensemble des arbres de pro- 

grammes comme suit : 

'fA et A' deux arbres de programmes et II = (Dy 1 )  une interpré- 

tation 

- 
A E A' <=> 1(A)  = I ( A ' ) .  

Note : ---- 
- 
A E A' <=> V I 1  une interprétation 

I(A) = l ( A 1  ) 



11.3. SCHEMAS ET ARBRES DE IANOV 

11.3.1. Définitions .................... 

Un schéma de IANOV est un schéma de programme dans lequel l'ensemble 

des variables Vk est réduit à une seule variable X et par conséquent tous 

les symboles de fonctions f E F et tous les symboles de prédicats p E P 

sont monadiques. 

Ces schémas de programme simulent assez bien le comportement d'une 

machine, à condition de considérer X comme un vecteur d'état qui contient 

à chaque instant tous les éléments variables de la machine. 

A tout W-schéma de programme qui possède {p 
l , * * * s  p I comme en- m 

semble de symboles de prédicats et f , . .  . , fn3 comme ensemble de symboles 
de fonctions, est associé un [(W - Vk) u {;Il-schéma de IANOV comme suit : 

Soit . . . un ensemble de m symboles de prédicats monadiques 

et f i  , . . . f ' 3 un ensemble de n symboles de fonctions monadiques . n 

- A chaque p 1 S i I m on associe un p!(X). 
i 1 

- A chaque ti 1 s i S n on associe un x + fi(;). 

- Les symboles de sortie et de boucle restent inchangés. 

Nous appelerons "4yudeMe de S" le schéma de IANOV associé à S 

et nous le noterons sq(S). 

A toute interprétation II = (D, 1) de S, on associe l'interprétation 
A 

II = (D, 1) de sq(S) où : 



- si ai = p(d ,..., d ) alors a! E ~'(x~,..., xk) = p(x  , . . . ,  x 
1 

1 
j 1 ja(p j~ ja(p) 

- Si ai : d 4 f(d ,..., d 
j 

) alors 
jl ja( 5) 

EXEMPLE 11.8. : Le schéma de IANOV sq(S) associé au schéma S de l'exemple 11.4. I 

est : I l 

! 

- 
Et l'interprétation associée : II = (D, 1) où : 



NOTATION 11.2. : Comme un schéma de IANOV ( resp .  un a rb re  de IANOV) ne pos- 

sède qu'une s e u l e  va r i ab le  #, on peut n o t e r  sans ambiguïté f au  l i e u  de 

X + f ( x )  e t  p au l i e u  de p(G). Donc nous pouvons considérer  les a rb res  de 

IANOV ( resp .  les schémas de IANOV) comme des éléments de 

M-( P u F u 1 l f ~ ~ ~ l l ,  f f ~ ~ ~ l f ~  ) 

11.3.2. Schémas et arbres de IANOV libres .......................................... 

Etant donné un a r b r e  de programme A,  nous appelerons btranche de A 

br(A) t o u t e  s u i t e  mo, ml , .  . . , m 
P'"' 

des éléments de domaine de A véf i -  

f i a n t  : 

Nous noterons Br(A) l 'ensemble des  branches de A (une branche f i -  

n i e  e s t  c a r a c t é r i s é e  par  son élément maximal). 

So i t  A un a rb re  de programme e t  II = (D, 1 )  une i n t e r p r é t a t i o n  de A .  

Nous noterons br(A, II, d )  l a  branche uo, ul,. . . , up, . . . s u i v i e  

l o r s  du c a l c u l  cal(!,, II, d l .  

Enfin s i  A e s t  un a r b r e  de programme e t  J une c las se  de A-inter- 

p r é t a t i o n ,  nous noterons B r ( A ,  J) = { b r ( ~ ,  I ) ,  d : II J, d E DII]. 

Un a rb re  de programme A e s t  d i t  t.ibae s i  Br(A, J) = Br(A) i . e .  

t o u t  chemin de "DEB" à "FIN" e s t  un chemin du c a l c u l .  



Un arbre de programme A e s t  d i t  émndé s i  : 

Vm r Dom(A) A l m  r M ~ ( P  u F u "BOU"} ) -> A)m = "BOU". 

Un schéma de programme e s t  d i t  K b k e  (resp.  émondé) s i  l ' a r b r e  de I 

programme associé e s t  l i b r e  ( resp .  émondé). 

8 é d i ~ o n  : - Etant  donné un arbre  A E M(P, {xlY.. . , xn))  l i b r e  e t  émondé, , 

nous di rons  que p E P couvre A s i  Ym E Dom(A) t e l  que 

A ( m )  E {xIy ..., xn) u IFIN}, 3m' i m t e l  que ~ ( r n ' )  = P. 
P 

Nous noterons PC(A) l 'ensemble des prédicats  qui  couvrent A .  

8e&h&io&h : - Etant  donné un arbre  de IANOV A ,  un bloc s é l e c t i f  de A 

e s t  un couple (mo, V où : mo E Dom(A), M c - (1 ,  2)* t e l  que : 

Pour t ou t  arbre  de IANOV A ,  s i  3m0 r Dom(A) t e l  que A(mo) r P a lo r s  

* 
il e x i s t e  un unique M 5 11, 2) t e l  que (mg,  M) e s t  un bloc s é l e c t i f  de 

A .  Nous l e  noterons bl(mo). 

- Un symbole de prédicat  p r P couvre un bloc s é l e c t i f  

( m o y  Ml d'un a r b r e  A s i  Ym E I l y  2}* m / M e t  A(mo m) F u {FIN} 

==; 3 m 1  E M y  m' r m e t  A(mo m') r P. 
P 



11.3.3. Arbres (schemas) de IANOV canonigues (standards) ---------------- ------- ---------------- ---- --------- 

Etan t  donné un o rd re  t o t a l  < des  éléments  de P, un a r b r e  de IANOV 

e s t  d i t  CANONTQUE vis -à-v is  de c e t  o rd re  s i  : 

1 - A e s t  l i b r e  

2 - A e s t  émondé 

3 - Ym E Dom(A), Y i  E (1, 21 

m i  E  dom(^), A(m) = p E P e t  A(mi) = p '  E P => 

ou b i en  p '  ne couvre pas  bl(m) 

ou b i en  p '  < p.  

Un schéma de IANOV e s t  d i t  STAhJZlA??Zl s i  l ' a r b r e  d e  programme asso-  

c i é  e s t  canonique. 

EXEMPLE 1 1 . 9 .  : Un schéma de IANOV S non l i b r e  : 

SCHEMA S 



EXEMPLE 11.10. : 

Programme P 



Pour c e  programme, s i  l e s  v a l e u r s  i n i t i a l e s  des  v a r i a b l e s  X ,  Y e t  Z 

s o n t  des  e n t i e r s  x ,  y e t  z p o s i t i f s  ou n u l s ,  l e u r s  v a l e u r s  te rmina les  s o n t  

X 
0, Y,  Y 

S i  on prend II = (vII Y 1 )  

t e l  que : I 

Alors  (S I I )  = P 
P 

Schéma de programme % 

S i  on prend II '  = ( I I , ,  11) 

t e l  que : 
, 

P X  Y,  Z) = ( v r a i  s i  X = O )  

Alors  ( s q ( p ) ,  I I ' )  = P 



Arbre de programme 7. 



FIN ' C 

Arbre Fp. 



x + f (XI + 

Arbre sq (Fp) . 



.. -. **  :: ** CHAPITRE I I I  :; 

LES RELATIONS ENTRE LES SCHEMAS DE PROGRAMMES 





111-0 INTRODUCTION ------------------- 

Le problème d'équivalence entre les schémas de programmes a été 

étudié par de nombreux auteurs JACOB h g 1  1203 COUSINEAU [lll, KOSARAJu L291, 

KASAI C261, MANNA C321, ... 

Ici, nous étudierons certaines relations entre les schémas de pro- 

gramme ~ ~ ? . u u X ~ A  en essayant d'accumuler tous les résultats obtenus à pro- 

pos de ces relations. 

Considérons les relations : 

2 - - (Ianov-Totale) 
IT 

3 - (Cousineau-Totale) 
CT 

4 - - (Paterson-Partielle) 
PP 

définies comme suit : 

Soient S et S t  deux schémas de programmes et 8 5' les arbres de 

programmes associés. 



1 )  S " S1 pour t o u t e  i n t e r p r é t a t i o n  1 = (D, I ) ,  s i  1 6 )  e t  I(S') 
PT 

s o n t  d é f i n i e s  a l o r s  e l l e s  s o n t  éga les .  

2 )  S = S' pour  t o u t e  i n t e r p r é t a t i o n  1 = (D, I ) ,  si I(S) e t  l ( S 1  ) 
1 T 

s o n t  d é f i n i e s ,  a l o r s  sq (5 )  E sq(Z1 1. 

3 )  S - S' pour t o u t e  i n t e r p r é t a t i o n  1 = (D, 11, si 1 6 )  e t  l ( S 1 )  
CT 

s o n t  d é f i n i e s ,  a l o r s  5 = z' . 

1 ' )  S  E S' pour t o u t e  i n t e r p r é t a t i o n  1 = (D, 1 ) ,  I (S )  = l ( S 1 ) .  
PP 

2 '  S E S' pour t o u t e  i n t e r p r é t a t i o n  1 = (D, 1 ) ,  s q ( 3 )  E sq(T1 ). 

3 ' )  S  S' pour t o u t e  i n t e r p r é t a t i o n  1 = (D, 1 ) ,  5 = 5 ' .  
CP 

Notons que l e s  r e l a t i o n s  " , " , " , ne s o n t  pas  des  r e l a t i o n s  
PT IT CT 

d'équivalence c a r  e l l e s  ne son t  pas  t r a n s i t i v e s ,  comme s u r  l e s  t r o i s  

schémas de programme su ivan t s  : 



On a : = S mais SI 7' Sg. 3 
CT 

Nous nous l imi terons  donc à t r a v a i l l e r  s u r  l e s  r e l a t i o n s  d'équiva- 

- lente,, c 'es t -à-d i re  - , = e t  - . 
PP IP CP 

Pour f a c i l i t e r ,  nous l e s  appelerons simplement équivalences de 

PATERSON, I A N O V  e t  COUSINEAU, e t  nous l e s  noterons respectivement 3 , 
- = e t  E .  

1 p 1 

(11 (Cl 

Il e s t  évident  qu'on peut  ob ten i r ,  à p a r t i r  des d é f i n i t i o n s ,  l e  

r é s u l t a t  suivant  : 

0->chaque C représente  l a  c l a s s e  des r e l a t i o n s  indiquées. 

III. 1. EQUIVALENCE DE COUSINEAU 

111.1.1. D é f i n i t i o n s  ..................... 

Soient  S e t  S' deux schémas de programmes, comme nous l 'avons vu 

dans l e  chap i t r e  précédent,  à S e t  S' correspondent deux bgbXhk?h d ' é q u d o m  



Ces deux systèmes d 'équationsélémentaires ont  pour so lu t ions  deux 

a k b / r a  t r e c o n d a a b t e b  e t  5' qui son t  l e s  a r b r e s  de programmes associés  

à S e t  S'. 
1 

A A 

On peut également résoudre deux systèmes d'équations S e t  S '  pour 

o b t e n i r  deux exptrebhhn6 ka.-?%nn&ea 3 et  9' qu i  représentent  5 e t  2 ' .  
l 

Notons q u ' i l  e x i s t e  une i n f i n i t é  de façon de résoudre un même sys- 

tème dl équations qui about issent  à une i n f i n i t é  d 'expressions r a t i o n n e l l e s  

d i f f é r e n t e s ,  m a i s  équivalentes.  

Nous d i sons  que S est COUSlhfEAU-&q~vden/ t  à S' e t  nous l e  notons 

S f S' s i  e t  seulement s i  = 5' .  
(c 

D'après l e s  d é f i n i t i o n s ,  on peut  également d i r e  que : 

A A 
CL CL - - -> s - S V  <=> s E S V  <=> TP(S) = Tr(S1)  s S '  <=:> s = S' <- 

( c l  

I I I .  1.2. Théorie consistante e t  cornpl ète Four 1 'éguivalence de COUSINEAU Tc .................................... ------- ........................ - 

La t h é o r i e  que nous a l lons  é t u d i e r  a é t é  proposée par  COUSINEAU Cl11 

pour l ' équivalence  des expressions r a t i o n n e l l e s  e t  par  d é f i n i t i o n  e l l e  s e r a  

appl icable  pour l 'équivalence de COUSINEAU. 

La t h é o r i e  T = {AI, A2, A3, R I ,  ~ 2 1 ,  t e l  que : 
C 

I- R 1  : s u b s t i t u t i o n  



E; occurrence de  E dans E  2  

I- R2 : r é s o l u t i o n  

X - E  

X élément t e r m i n a l  de E 

ayant  dans E l e s  occur- X ET%\\o, s\\s + 13  
+ 1 rences  X = X , . . . , x P 

où E, El, E2, F ,  FI, X ,  H s o n t  des  express ions  r a t i o n n e l l e s ,  ( s  désigne 

l e s  éléments terminaux e n t i e r s  de E q u i  ne  f i g u r e n t  pas  dans X I .  

Avant de prouver  l a  cons is tance  e t  l a  complétude de c e t t e  t h é o r i e  

pour l ' équ iva l ence  des  express ions  r a t i o n n e l l e s ,  nous a l l o n s  é t a b l i r  quel- 

ques lemmes : 

Lemme 117.1.  : Pour t o u t e  express ion  r a t i o n n e l l e  E e t  pour t o u t  e n t i e r  n ,  

PREWE : On démontre l e  r é s u l t a t  p lus  f o r t :  

E une express ion  r a t i o n n e l l e ,  n ,  p  E N 

ECi 2 p \ \ i  + n l  = (Ë)Ci 2 p \ i  + 1 3  

On f a i t  une récur rence  sur p(E) complexité de E 



s o i t  E = i 2 p E [ i  2 p \ i + n l  = ( i + n )  

pa r  l a  d é f i n i t i o n  

d ' a u t r e  p a r t  (Ë)[ i  2 p \ i +  n l  = (?)Ci r p \ i + n l  = (i+ n)  
1 
1 

par  hypothèse de récurrence 

- 
= f(E1,.. ., Ea(,)) [i 2 p \ i +  n] 

= E I i  1 p \ i  + n l  

* 
3 - E = E 1  

.* 
d'une pa r t  : E [ i  2 p \ \ i + n l  = ( ~ ~ [ i  2 p + l \ i + n ]  ) par  d é f i n i t i o n  

* = ( E l L i  2 p +  l \ i + n J )  par  d é f i n i t i o n  

* 
= ( (El r i  2 D + l\i s n l  ) par  hypothèse de 

récurrence 

* 
d ' a u t r e  pa r t  : (Ë)Ci 2 p \ i  + n l  = (El) C i  2 p \ i  + n l  

a l o r s  il fau t  é t a b l i r  que : ((Ël)[ i  2 p +  l \ i +  n l )*  = ( ~ ~ ) * i i  2 p \ i +  n l  

ce la  r é s u l t e  du f a i t  que pour t o u t  a r b r e  A : 

En e f f e t ,  posons dom(A) = Do u D u Di u D2 avec 1 



* * 
A [i 2 p \ i +  nl(m) = A(m1I) s i  m = m'ml ' ,  m 1  E Do e t  ml' D2 

* = A(ml')- 1 s i  m = m'ml1, m l  E D e t  ml' E ( D ~  U Di) 
O 

avec A(m1!) - 1 < p  i . e .  A(mt1) < p +  1 ou ml1 E Dl 

* = A(mfl) - l+ n  s i  m = m'ml1, m l  E Do e t  ml1 E ( D ~  U D;) 

avec A(mf1) - 1 2 p  i . e .  A(mtl) 2 p +  1 ou m" E D i  

Lemme 717.2. : ( p o i n t  f i x e ) .  S o i t  (K, r,  1 )  un ensemble ordonné complet e t 1  

son p l u s  p e t i t  élément.  

S o i t  f : K -+ K une fonc t ion  cont inue.  E l l e  admet un p l u s  p e t i t  po in t  

f i x e  u  e t  on é c r i t  u  = s u p ( { f n ( l ) ) )  
n21 



2 
PREUVE : On a l 5 f (1 )  e t  puisque f est c ro i s san te  f ( l )  I f ( l ) ~ . .  . 

n 
S . .  .s f (1)s . .  . 

L'élément u = sup({ fn (1))  ) est donc b ien  d é f i n i ,  puisque f e s t  
na0 

continue,  a l o r s  f ( u )  = f ( s u p ( I f n ( ~ ) l ) )  = ~ u ~ ( I f ~ + l ( i ) ~ )  = ~ u ~ ( { f ~ ( l ) } ) .  
n20 n i 0  nr  1 

Pour montrer que u est l e  p l u s  p e t i t  poin t  f i x e  supposons q u ' i l  

e x i s t e  un point  f ixe  u '  a l o r s  1 S u '  => f ( 1 )  S f ( u ' )  = u ' . .  .=> 

vn f n ( i )  I u t  => sup({ fn ( l ) ) )  5 u '  => u < u ' .  
n20 

A 
Lemme 711.3. : Pour t o u t  a rb re  A # O.  A e s t  l a  so lu t ion  unique de 1 'équa- 

t i o n  : 

PREUVF : Considérons l a  fonction q : MW(wn) + MW(w ) d é f i n i e  comme : n 
q ( ~ )  = A[o\x, i 2 i\i - 11, e l l e  e s t  continue s u r  l 'ensemble (magma) com- 

p l e t  MW(w ), a l o r s  e l l e  admet un p l u s  p e t i t  po in t  f i x e  (Lemme 111.2. ) n 
-n q u i  e s t  ~ u ~ ( ( n ~ ( ~ 2 ) )  1. I l  nous r e s t e  à montrer que qn(n) = A - 1. 

On démontre par  récurrence s u r  n 

O Pour n = O ,  q ( a )  = AO-1 = SI 

Supposons que l e  lemmesoit v r a i  pour t o u t  e n t i e r  5 n. 

nntl(n) = Aco\qntn), i a 1 -  11 p a r  d é f i n i t i o n  

- 
= A C O \ ~ ~  - 1, i 2 l\i - 11 p a r  hypothèse de récurrence 

- 
= ACO\A"I - 1 

= [A . xn] - 1 

-n+ 1 = A  -1  



Lemme 171.4. : Si E, F et G sont des expressions rationnelles et F' une 

occurrence de F dans E 

PREUVE : On fait une récurrence sur la complexité de l'expression H = ECF\RI 

i-Si p(H) = 0 alors E = F, ECF'\GI = G d'où le résultat. 

ii-Supposons les propriétés prouvées pour p (H)  < n et soit p(H) = n : 

- ou bien E = f(E1, ..., 
Ea(f> 

) et F' dans Ei 

ECF'\GI = f(~~.. . . , E ~ - ~ ,  E~CF\GI, E ~ + ~ , .  . . , Ea(f)) 
F E G => Ei E E~CF'\GI par hypothèse de récurrence 

=> E f ECF'\GI carles fonctions de f sont 

croissantes 

* - ou bien E = El et F' dans E 1 

F E G => El 5 E~[F'\GI par hypothèse de récurrence 

E E ECF'\GI car l'étoile est a o & ~ a n t e .  

+ (1) Lemme 711.5. : Si E est une expression rationnelle et T = T , . . . , T ( n )  

des occurrences d'un élément teminal T dans E, 

(8 est un symbole unaire qui représente certaines occurrences d'éléments 

terminaux, il sera toujours supposé ne pas appartenir à F). 

PFEUVE : On fait une récurrence sur la complexité de E : 

1) p(~) = O on ne peut avoir que T = E 

alors (ECT~\~(O)I) = @(O) et 
- - 

(ECT'\\~(O)I) te(o)\m = ({eto)}) [e(o)\n = T = E. 



2) Supposons le résultat démontré pour toute expression de comple- 

xité inférieure à m et soit E une expression rationnelle de com- 

plexité m. 

Deux cas sont possibles : 

ïer cas : E = f(~,,..., Ea(f)=p 1 

ou bien T = E (cas trivial) 

ou bien les occurrences des éléments terminaux T se répar- 

tissent entre les sous-expressions El, ..., E . Nous note- 
P 

rons Tl . . . , T les éléments de T qui se trouvent dans 
P 

- - 
= f(E1 , . . . , E ) par hypothèse de 

P 
récurrence 

- 
= E 

ème * cas : E = El 

ou bien T = E (cas trivial) 

ou bien T + 1  est élément terminal de E les occurrences 1 

F, = T(l)' , . . . , T'")' correspondant à T = T (1 ) , . . . , T (n ) . ~ 



D'une p a r t ,  pa r  hypothèse de récurrence,  nous avons : 

En v e r t u  du Lemme 111.1. 

D'autre p a r t ,  nous avons : 

Par conséquent : 

I l  nous f a u t  é t a b l i r  que : 

Supposons : H = E ~ [ ? ' \ \ ~ ( O ) I  e t  H '  = ~ ~ [ i ' ~ \ \ e ( l ) ] .  

a l o r s  H '  = H[8(0)\\8(1)1 

On a donc : ~om(H) = ~om(H'  ) 

I l  f a u t  prouver : 

(HCe(o)\T+ i l  )* = (Hi )* Ce(o)\Ti 

Diune p a r t  posons : 

~omtH) = ~om(H')  = Do u DA u Dl u D2 avec 



D'autre part, posons : D = ~om(T) 



- 69 - 111-1 

+ (1) L m e  III. 6. : Si X = X , . . . X(P) sont des occurrences d'un élément 

terminal X dans une expression rationnelle E et si X Z E et (X # E) alors : 

( S  désigne les éléments terminaux de E qui ne figurent pas dans X). 

PRF~JVE : Posons H = ErX\\O, s\s + 11 

* 
On va montrer que X = H 

Nous nous servirons notamment du résultat du Lemme 111.5. c1est-à- 

dire = Ë = (E[~\\~(O)I) C8(0)\XI 

-f 1 
Posons K = ECX\\B(O)I et Dom(K) = Do u Do u Dlu D2 tous disjoints 

deux à deux tel que : 

Dom(H) = D u Dl U D2 avec : O 
- 
H(m) = O m E DO 

- - 
H(m) = K(m) + 1 <=> m E D 

1 
- - 
H(m) = K(m) <=> m E D2 

A * 
Alors Dom(H ) = DO(D1 U D2). ~om(X) = DO Dom(y)~~ u D2 

Comme X # E, le mot vide # Do et par conséquent 



- * 
On a X(m) = K(ml') s i  m = m'ml ' ,  m '  E tO, ml1 E D IJ D2 

1 

--* - - - * 
Donc H (ml = H(ml1) = K(ml') = X(ml1) s i  m = m'ml1, m '  E Do, ml1 E D2 

a - - - 
H (m) = H(ml1) - 1 = K(ml') = X(ml') s i  m = m'm", m'  E Do, m" E Dl. 1 

I 

111.1.3. La preuve de la  consistance de Tc ------------- ............................ - 

00 

considérons l e  magma M (Wn) = < M ~ ( w ~ ) ,  FM> CM>. 

Nous a l l o n s  montrer que ce  magma peut  ê t r e  un modèle pour T c 'est-à-  
C 

00 

d i r e  que tou tes  l e s  formule de Tc sont v a l i d e s  dans M (Wn) 

A l  : E f E c a r  Ë = Ë par  d é f i n i t i o n  

* 
A2 : E I ( E t  1 )  , Ë = (Ë+ 1)* 

* 
= ( E + l )  Lemme 111.1. 

* = (E; + 1) par  d é f i n i t i o n  

A3 : E* = E[o\\E*, i > l\i - 11 

E? = ËCO\\E*, i 2 l\\i - 11 Lemme 111.3. 

- R I  : El = E2 => E Z E puisque E e s t  une r e l a t i o n  d'équi- 
2 1 

valence. De ce f a i t  que E; e s t  une occurrence de E2 

dans E ,  on ob t i en t  p a r  l e  Lemme 111.4, E E E[E; \E~]  

E H 6 H I E e t  E I E[E?\E 1 => H I ECE;\E~I par  2 1 

t r a n s i t i v i t é  de E 

R2 : e s t  un r é s u l t a t  du Lemme 111.6. 



1 I I  .1.4. La preuve de l a  complétude de Tc ------------- --------------- ----------- - 

Il faut montrer que Sr a une formule ou bien a E Tc 

ou bien % a a Tc 

D'abord nous allons montrer que les règles symétrie et transitivité 

peuvent être considérer comme deux éléments de Tc. 

- s y m w e  I- F E G alors + G F ? 

I- G E G - -> t G E GCG'\FI 

G' occurrence de G dans G 

- hm,&&~(,@ I- F E G et F G E H alors t F E H ? 

+ G E H  => k H E G[G1\FI 
symétrie 

G' occurrence de G dans G 

Dorénavant nous considérons T = ( ~ 1 ,  A2, A3, RI, R2, R3 (symétrie), 
C 

R4 (transitivité)). 

Lemme 111.7. : Soient 2n formules El, ..., En> FlY..., F et n membres droits 
n 

d'équations rationnelles T1(X1, ..., X,), ..., T,(x ly..., X,). 

Alors Yi 1 S i 5 n i- E 5 Fi. i 



PREUVE : On f a i t  une récurrence s u r  n.  

8 * 
1 - n = 1 On a i- E = T(E) => F E = T(o)Ci \ \ i  + 11 

@ 
de b F = T(F) => b F = T(o)Ci \ \ i  + II* 

e t  pa r  @ e t  @ on ob t i en t  i- E i F. 

2 -  Supposons que l e  r é s u l t a t  é t a b l i  pour t o u t  e n t i e r  I n e t  s o i t  

un système de n équations. 

On a : 
@ 

E~ = T , ( E ~ >  .... E => E = Tn(E1,..*, En-ly n 
O)  [i\\i+ II* 

@ 
Fn = T , ( F ~ , . . . >  F n ) => F n = T , ( F ~ > . . . ,  fn- l ,  

O )  [i\\i + II* 

Par R I  nous avons : Y i  1 2 i n - 1 O 

Par hypothèse de récurrence Y i  1 5 i I n - 1 ,  on a : h Ei - Fi 

C.Q.F.D. 

L m e  777.8.  : Toute expression r a t i o n n e l l e  est élémentairement décomposable 

PREUVE : Nous a l l o n s  démontrer pa r  récurrence l e  r é s u l t a t  p l u s  f o r t  : 

Etant  donnée une expression r a t i o n n e l l e  E e t  des expressions r a t i o n n e l l e s  

G1)...y G il e x i s t e  des  expressions r a t i o n n e l l e s  El ,  ..., En t e l l e s  que : 
P ' 



i )  t E = E 1  

i i )  V i  1 ( i 5 n ou bien 3n c m n ,  t E~ = 
01 

ou bien  3 j  E [p l ,  F E = G 
j j 

ou bien 3f c F, 3i l ,  ..., i 
a ( f  1 t- Ei = f(Ei y . . . ,  E.  

1 1 a ( f  ) 

On f a i t  une récurrence s u r  l a  complexite de E s u r  magma 
00 

M (F u {*), Na u G) où G = {G1,. .., G que nous noterons p (E). 
P G 

1 - S i  pG(E) = O ,  on a s o i t  E = n € N a ,  s o i t  E = G E G dans ceS.cas  

nous prenons E = E e t  nous avons t- E = El ou bien ç El = n c Nn 1 

ou bien c E = G E G 
1 

2 -  Supposons que pour t o u t e  expression r a t i o n n e l l e  E t e l l e  que 

p (El < q l a  condi t ion  ( a )  s o i t  s a t i s f a i t e  e t  s o i t  une expres- G 
s ion  r a t i o n n e l l e  E t e l l e  que p (E)  = q. 

G 

Deux cas son t  à considérer  

1 r - E = f ( ~  , . . . , E par  hypothèse de récurrence pour chaque 

i i expression E , il e x i s t e  des expressions El, ..., E i 
n.  
1 

t e l l e s  que : 

i i 1) t- E = El 

i II) Vj 1 5  j 5 ni ou b ien  3n E Na, t Ej = n 

ou b ien  3 G .  E G ,  k E~ = G~ 
I j 

ou b ien  3f E F, 3j1,..., j a ( f )  E Ini l  



1 r S i  on prend El = f(E1, ..., E ) a l o r s  l e s  express ions  r a t i o n n e l l e s  1 
1 1 2 2 r 

Ely E1,.b.y En , E l , - . ,  En y - g 3  El , . . . , E~ s a t i s f o n t  l a  cond i t i on  or 
1 2 n r 

vis-à-vis  de G, 

lious avons P (Hl) < q p a r  conséquent il e x i s t e  des  expressions 

H i , .  . . , HA t e l l e s  que : 

1) l- H '  = H i  

II) Yi,l i 5 n ou b i en  3n ciNa 6 H i  = n 

ou  b ien  3G1 E G ç H i  = s 

ou b ien  3f E F e t  ?il, ..., i 
a ( f  1 É Cnl t e l s  que : 

l- H i  = f(Hf y . . . ,  H i  1. 
1 a ( f )  

@ 
Nous prendrons a l o r s  El  = H i  => ç E = H' e t  p a r  hypothèse 

+ H '  = H i  e t  nous avons donc i- E = H i .  

Par a i l l e u r s ,  s i  nous remplaçons l e s  express ions  H' i t e l l e s  que 

!- H i  = E par  H i  nous obtenons un ensemble de formules 

H . . , H'}\{H; : Hi = E} q u i  v é r i f i e  l a  condi t ion  u vis -à-v is  de G. n 

C.Q.F.D. 



Théofième 177.7. : La théorie T = €AI, A2, A3, RI, R2, R3, ~ 4 )  est complète 

pour l'équivalence des expressions rationnelles. 

PREUVE : Si deux expressions rationnelles E et F sont équivalentes, d'après 

les lemmes 111.7. et 111.8, on peut trouver à partir de leur décomposition 

élémentaire des expressions Ei, ..., E' et Fi, ..., Fm telles que : 
m 

(8) 1 ii) Yi 1 S i S m ou bien 3n E N  t(Ei, Fi) = n 

oubien 3f E F ,  3il, ..., i 
a(f> 

E [ml tels que : 

On peut déduire par le Lemme 111.6 que l- Ei = Fiet donc que c E = F. 

Pour trouver les expressions El, ..., Em et Fi, ..., F' vérifiant 8 à 
m 

partir de deux expressions rationnelles équivalentes E et F c'est-à-dire vé- 

rifier que si elles sont dans la théorie T ou non ; on considère deux décom- 
C 

positionsélémentaires E l,..., En et FI, ..., F de E et F. Lemme 111.7. => E E El 
P 

et F - F1 sont valides alors t E = E  et k F = 1 F1 ; on a F f G=> F1 f 

Du fait que El, ..., E constitue une décomposition élémentaire de E nous avons : 
n 

ou bien 3q E N t El = q 

ou bien 3f E F, 3il, ..., i 
a(f ) 

E Cnl tels que 

Du fait que Fl, ..., F constitue une décomposition élémentaire de F 
P 

nous avons : 

ou bien 3q E N , t FI = q 

ou bien 3f' E F, 3 jl, . . . , ja(f) e [pl tels que 

l- F1 = fl(F y . . . ,  F 
j 1 jdf) 



Comme El Z F deux cas  sont  poss ib les  : 
1 

1) ou b ien  3q  EN^, k El = q e t  k FI = q I 

I I )  ou b ien  3f E f ,  3 i l ,  ..., i 
a ( f >  E Ln], 3j1,.. . , j=(f) [PI 

t e l s  que : I- (El, FI) = f ( ( E  , Fj  ),..., Ei F 1 
il 1 a ( f )  j a ( f )  

Dans l e  cas  1, les  expressions E ,  El ,  F e t  FI s a t i s f o n t  à l a  condi- 

t i o n  ( B I .  

Dans l e  cas  II, on a : 

El = f (Ei  y . . . ,  i ) e t  FI = f ( F j  ,..., Fi 1 
1 a ( f  > 1 a ( f  ) 

De l a  consistance de l a  t h é o r i e  on dédui t  Yk 1 I k I a ( f ) , E .  = F 
Ik  jk 

On peut f a i r e  c e t t e  construct ion à propos des expressions équiva- 

l e n t e s  Ei e t  Fi Vk E Ca( f ) l .  On ob t i en t  un nombre f i n i  de couples d'ex- 
k k 

pressions équivalentes (E F.) .  Pour chaque couple a i n s i  obtenu, nous po- iy  3 

j j sons Ei = Ei e t  Fi = F Les ensembles d 'expressions r a t i o n n e l l e s  {E:) e t  
j e  

{F:} v é r i f i e n t  l a  condit ion (6  1. 

C.Q.F.D. 

EXEMPLE 111.1. : Soit  à démontrer k El 5 Fl où 



Décomposition élémentaire de E 
1 Décomposition élémentaire de F 

1 



Alors - El  E FI est une formule de T .  

On peut schématiser la preuve de la complétude de T c p a r  : 

schéma de programme 

en utilisant uniquement les éléments de T 
C 

2, 
expression rationnelle associée S 

4 par définition 
- 

arbre de programme associé S 

EXEMPLE 111.2. : considérons les deux schémas de programmes S et S '  ci- 

dessous : 

Schéma S 



Schéma S 1  

Supposons : 

Alors : (u, = f,(a,) 



A A 

L'arbre de comparaison de S et S' est : 

Alors S et S' sont COUSINEAU-équivalents. 

On peut également vérifier l'identité de leurs arbres associés 



Arbre 5 

Arbre sT . 
* .  + 





1 II. 2. EQUIVALENCE DE IANOV 

111.2.1. Dé f i n i t i on  .................... 

Soient  S  e t  S1 deux schémas de programmes e t  3 e t  5' l e u r s  a r b r e s  

de  programmes. 

On d i t  que S  e s t  IANOV-EQUIVALENT à S' e t  on no te  S  E S'  s i  e t  
(1 1 

seulement s i  sq (F )  E s q ( S i ) .  

DédiniXon : Un gtraphe de. ;ttLamXon T s u r  l ' a l p h a b e t  W e s t  un graphe 

* 
d i r e c t  e t  f i n i  t e l  que chaque f l è c h e  e s t  é t i q u e t é e  p a r  un mot w E W 

(w peut  ê t r e  l e  mot v i d e ) .  

I l  e x i s t e  au  moins un sommet é t i q u e t é  p a r  l e  s igne  '- ' appelé  

bomm&t i w d  e t  un ensemble (poss ib l e  v i d e )  de "sommets" é t i q u e t é s  

p a r  l e  s igne  '+' e t  appelés  sommets f i n a l s .  

Notons qu'un sommet peut  ê t r e  à l a  f o i s  i n i t i a l  e t  f i n a l .  

* DébiniXon : Un w-ch& (w E W ) de sommet i à sommet j dans T e s t  un 

chemin f i n i  de i à j t e l  que l a  conca téna t ion  des  é t i q u e t t e s  s u r  l a  lon-  

gueur de ce chemin e s t  o. 

* 
Un mot w E W e s t  d i t  acceptab le  p a r  un graphe de t r a n s i t i o n  T 

s 'il e x i s t e  un w-chemin d 'un i n i t i a l  "sommet" à un f i n a l  "sommet1'. 

Le mot v i d e  A est acceptab le  p a r  l e  graphe de t r a n s i t i o n  T s ' i l  

e x i s t e  dans T un sommet q u i  e s t  à l a  f o i s  l e  sommet i n i t i a l  e t  f i n a l ,  

autrement d i t  s ' i l  e x i s t e  un A-chemin d 'un sommet i n i t i a l  à un sommet 

f i n a l .  



N 

Nous noterons T l'ensemble de mots acceptables par un graphe de 

transition T. Il est clair que chaque automate fini est un graphe de 

transition mais la réciproque est fausse. 

EXEMPLE III. 3. : ? = fl 

? = in) 

r = + = in, ab, bl 

ThéohErne 1 1 7 . 2 .  (MOORE) : Il existe un algorithme pour déterminer si deux 

'b 'L 
automates finis A et Al sont équivalents ou non (c'est-à-dire A = A' ou 

non). 

PREUVE : Supposons que A et A' sont définis sur W = {a, b) (pour faciliter 

nous avons choisi w = (a, b)). 

Renommons d'abord les "sommets" de A et A' sachant qu'ils sont 

distincts. 

Supposons x et x' les l'sommetsll initials de A et A' respectivement. 

Pour décider si A et A' sont équivalents ou non, nous construirons 

un tableau de comparaisons avec trois colonnes dans lesquelles les 616- 

ments du tableau sont des paires de sommets (v, v') tel que v est un som- 

met de A et v' un sommet de A'. Nous.choisissons (x, x l )  comme le premier 

élément du tableau situé à la tête de la première colonne. 



En général  pour chaque p a i r e  (v, v ' )  s i tuéedans l a  première colon- 

ne nous plaçons ( v  v ' )  dans l a  deuxième colonne où a e s t  l a  f l èche  en t re  
a '  a 

v e t  v dans A e t  e n t r e  v '  e t  v '  dans A ' .  Ains i  que dans l a  t ro is ième co- a a 

lonne nous plaçons l a  p a i r e  de "sommets" (vb , v ' 1  obtenuoà p a r t i r  de 
b 

(v ,  v ' )  par  l a  f l èche  b. 

S i  v a  VA) e t  (vb, v n1 ont  pas d'occurrence dans l a  première 

colonne a l o r s  nous l e s  plaçons dans l a  première colonne comme premier 

élément de l a  l i g n e  suivante e t  répétons l a  procédure. 

Dans l e  courant de l a  procédure s i  nous trouvons une p a i r e  (LI, u ' )  

dans l e  tableau t e l  que u s o i t  l e  sommet f i n a l  de A e t  u' l e  sommet f i n a l  

de A '  ou réciproquement, nous a r re tons  l a  procédure. A e t  A '  ne son t  pas 

équivalents .  Sinon, s i  l a  procédure se  termine e t  s ' i l  n ' e x i s t e  aucune 

p a i r e  de sommets dans l e s  colonnes 2 e t  3 q u i  ne f i g u r e n t  pas dans l a  

colonne 1, a l o r s  A e t  A '  sont  équivalents .  

Notons que c e t t e  procédure d o i t  tou jours  s e  terminer c a r ,  d'une 

p a r t ,  l e  nombre de sommets de A e t  A '  sont  f i n i s ,  d ' a u t r e  p a r t ,  t o u t e s  

l e s  p a i r e s  de sommets de da colonne 1 sont  d i s t i n c t e s .  

EXEMPLE 111.4. : Testons l 'équivalence e n t r e  deux automates f i n i s  A e t  

A '  ci-dessous : 



III-: 

Le tableau de comparaison correspond à A et A' : 

A est équivalent à A' car dans les colonnes 2 et 3, il n'existe 

aucun élément qui n'est pas figuré dans la colonne 1. 

NOTATION 111.1. : KELENE a prouvé que pour chaque graphe de transition T, 

il existe un automate fini A tel que ? = 2. 

Par conséquent, d'après le ~héorème 111.2, on peut dire que l e  

ptroblème d l Z q L U v d e n c e  p o m  les  gtraphes d e  &am&on ut déc ic iab le .  

?hopob&ion 111.1. : Il est décidable qu'un schéma (arbre) de IANOV soit 

libre ou pas. 

DEMONSTRATION : Elle résulte du fait qu'un schéma (arbre) de IANOV n'est 

pas libre si et seulement si il a deux tests identiques sans aucune ac- 

tion entre les deux. 

T h é o a h e  771.3. : Le problème d'équivalence pour les schémas de IANOV 

est décidable . 



PREUVE : S o i t  S un schéma de IANOV l i b r e  avec l ' i n s t r u c t i o n  d 'ent rée  "DEB" 

notée  A e t  l e s  i n s t r u c t i o n s  d 'ass ignat ions  Al, ..., Ak. (Nous pouvons asso- O ' 
cier à chaque schéma de IANOV un schéma de IANOV l i b r e  équivalent  

(Théorème 111.4.)).  

Du f a i t  que chaque schéma de IANOV peut ê t r e  transformé facilement 

en un schéma dlIANOV équivalent  avec seulement une seu le  "FIN" a l o r s  nous 

pouvons supposer que S possède une s e u l e  "FINt' e t  que nous l a  noterons Ak+l 

Supposons a u s s i  que W possède n symboles de fonct ions  f 
S lY '* . '  

fn e t  m sym- 

bo les  de p réd ica t s  pl, ..., 
Pm 

Nous a l l o n s  montrer que S possède l a  s t r u c t u r e  d'un graphe de t r an -  

s i t i o n  Gç. 

a - Les "sommets" son t  : 

- b représente  l ' i n s t r u c t i o n  d ' en t rée  O 

- a e t  bi 1 5 i 5 k représentent  l e s  i n s t r u c t i o n s  d ' a s s i -  
i 

gnations 

- a représente  l ' i n s t r u c t i o n  "FIN" 
k t 1  

Le sommet bo e s t  l e  s e u l  sommet i n i t i a l  ( é t i q u e t é  par  ' - ' )  

e t l e v e c t e u r a  e s t  l e  s e u l s o m m e t f i n a l ( é t i q u e t é  k + l  

pa r  ' t ' ) .  (Notons que nous négligeons l ' i n s t r u c t i o n  

"BOU" dans S ) .  

b - L'alphabet de Gs cons i s t e  de n symboles de fonct ions  fl,  ..., 
fn 

e t  2m mot de {F, v ) ~ .  

Intui t ivement chaque mot de CF, (de longueur m) indique l a  

p o s s i b i l i t é  v r a i e  ou fausse  de l a  va leur  de m symboles de pré- 

d i c a t s  pl..... pm pour une va r i ab le  y donnée. 



c - Les flèches dans Gç sont construites comme suit : 

si Ai est l'instruction y + fk(y) 
1 

I 

@A@ si dans S il existe un chemin de A à A 1 
i j 

l 

O E  (v, F ) ~  et il n'a pas l'instruction assignation 

dans laquelle l'ensemble des valeurs du 

test sur ce chemin indiqué par O n'est l 

pas consistant. 

Or, pour deux schémas de IANOV S et S' donnés. 

D'abord transformons-les en deux schémas de IANOV libres équivalents 

(Théorème 111.4.) puis construisons les graphes de transitions associés Gs 

et GS ' . 
Du fait que le problème d'équivalence est décidable pour les graphes 

de transitions (NOTATION III.l.), ce problème sera aussi décidable pour les 

schémas de IANOV. 

EXEMPLE III. 5. : 

V o h  page auLvartte . . . 



w, VF, FV, 

w , 

VF, FF 

+ 

5 

W ,  VF, FV, FF 



I I I  .2.2. Théorie consistante e t  complète pour 1 'i2quivalence de IANOV .................................... ----- ------- ------------------ 

La t h é o r i e  que nous a l l o n s  é t u d i e r  pour l ' équivalence  de IANOV e s t  : 

A 5  : s i  p  a l o r s  s i  p  a l o r s  S sinon S2 s i  sinon S fsi  = - -- - 1- -- 3- 

s i  p  a l o r s  S sinon S f s i  - - 1- 3 -  

A 6  : F s i  p  a l o r s  S sinon s i  p  a l o r s  S sinon S f s i  = - - 1 - 2- 3 -  

s i  p  a l o r s  S1 sinon S f s i  - - 3- 

A 7  : l- s i  p  a l o r s  s i  p2 a l o r s  S1 sinon S fs i  sinon s i  p  a l o r s  S3 - 1-- - 2--- 2 -  

sinon S f s i  f s i  p  a l o r s  s i  pl a l o r s  S1 sinon S3 f s i  s inon - 4 -  - 2-- -- 
s i  p  a l o r s  S2 sinon S1 f s i  f s i  - 1- -- 

A8 : t- f  BOU = BOU 

A9 : k si  p  a l o r s  BOU sinon BOU f s i  = BOU - - - 
* 

A10 : r S = BOU s i  S e s t  propre - 

s'occurrence de l 'é lément 

terminal  S2 dans S j 



R 2 :  - S 1 = S  

s' élément terminal de S  ayant dans S  -> S  ' = SES '\\O, i\\i+ll* 
1  les occurrences S' = S' ,..., s ' P 1 

R3 : - S1 = S2 1 => - SI = S  CS'\BOUI 
S' occurrence direct de S2 dans SI 1 2  
2  

111.2.3. Preuve de la consistance de T ---------------------------------------I 

w 
considérons le magma M (W ) = CM (W ), F *, C *>, l'ensemble d'arbres I O  I n M, 

w 
de IANOV, (pour faciliter nous le noterons simplement M ) avec équivalence. 

1 
w 

Nous allons montrer que MI est un modèle pour T i.e. tous les éléments de 1 
w 

TI sont valides dans MI. 

- Les formules Al à A4 sont valides dans T (voir page 70)  alors C 
w 

elles sont également valides dans MI. 

- A5 : Posons S = si p alors si p alors 3 sinon 3 fsi - -- - 1- 2- - 
S' = si p alors S  sinon 3 fsi - - 1- 3- 

et soit II = (Dy 1) une interprétation et d une initialisation 
k si I(p)(d) = w alors I(S) = l(ÏT1) = w 

si I(p)(d) = V alors 1(5) = l(zl) = 1(S1) 

si I(p)(d) = F alors 16) = 1(J2) = I(S') 
- A6 : le même raisonnement que A5 

- A7 : Posons 5 = si p alors si p2 sinon S  fsi sinon si p alors S3 - 1-- 2--- 2- 

sinon S4 fsi fsi -- 



- 
S'  = - a l o r s  s i  pl a l o r s  SI s inon  S3 f s i  s inon  si P2 - - 

s i  p2 a l o r s  Sq s inon  S4 fsi  fs i  - -- 
S o i t  II = (D, 1 )  une i n t e r p r é t a t i o n  e t  d  une i n i t i a l i s a t i o n  

s i  I ( p l ) ( d )  = I ( p 2 ) ( d )  = w a l o r s  I (S)  = w 
k 

s i  I ( p l ) ( d )  = I ( p Z ) ( d )  = V a l o r s  I ( S )  = l ( z l )  = 16' 

s i  I ( p l ) ( d )  I ( p 2 ) ( d )  = F a l o r s  I(T) = I($) = l ( S 1 )  

s i  I ( p l ) ( d )  = V e t  I ( p 2 ( d )  = F a l o r s  1(5)  = 1(S2)  = 16' ) 

s i  I ( p l ) ( d )  = F e t  I ( p 2 ) ( d )  = V a l o r s  I(?) = 1 ( z 6 )  = 1(5 ' )  

- A8 : Posons 5 = f BOU e t  S = BOU e t  s o i t  II = (D, 1 )  une in t e rp ré -  

t a t i o n  e t  d  une i n i t i a l i s a t i o n  

1 ( S ) ( d )  = l ( S t ) ( d )  = w 
k 

- A9 : Même chose que A8 

-* - Al0 : S i  5 e s t  un a r b r e  de IANOV propre,S ne c o n t i e n t  aucune occur- 

-4 
rence  de zéro  p a r  conséquent Y I 1  = (D, 1 )  e t  Yd, I ( S  ) ( d )  = w k 

- R 1  e t  R2 : Les r è g l e s  R 1  e t  R2 p ré se rven t  l a  v a l i d i t é  pour l ' é q u i -  

valence de COUSINEAU p a r  conséquent e l l e s  préservent  éga- 

lement l a  v a l i d i t é  pour  l 'équivalence de IANOV 

- R3 : S i  5 est un a r b r e  de IANOV e t  m E Dom(S) v é r i f i e  : 

- 
2-Ym' < m S(rn1) E P 

a l o r s  3 E S C m  -t BOU1 

111.2.4. Preuve de l a  
- - - - -mm- - - - - - - - - - - - - - -  

cornelétude de TI ---- ----------- - 

Nous a l l o n s  prouver  l a  complétude de TI = {AI,. . . , A I O ,  R I ,  R2, R3, R4, ~ 5 1  

pour 1 ' équivalence de IANOV , R4 ( symé t r i e )  e t  R5 ( t r a n s i t i v i t é )  apper t ien-  

nent  à T a l o r s  on peut  l e s  cons idé re r  comme deux éléments de TI. C 



D'abord nous é t ab l i s sons  quelques r é s u l t a t s  : 

Lemme 2 1 7 . 9 .  : S i  A e s t  une p a r t i e  d i r i g é e  d'un ensemble d 'a rbres .  

sup(A) est l i b r e  <-> VA E A e s t  l i b r e .  

PREUVE : (=>) Supposons q u ' i l  e x i s t e  un A E A t e l  que A n ' e s t  pas l i b r e  ,cela 

implique q u ' i l  e x i s t e  une branche b r  de A t e l l e  que T ( b r ) e s t c o n t r a d i c t o i r e ,  

mais c e t t e  branche e s t  également une branche de sup(A), donc sup(A), n ' e s t  

pas l i b r e .  

(<=) Suppososn que sup(A) e s t  non l i b r e  a l o r s  il e x i s t e  une branche 

b r l  de sup(A) t e l l e  que T ( b r l )  e s t  con t rad ic to i re .  

Alors il e x i s t e  un A '  E A t e l l e  que b r '  e s t  une branche de A '  e t  donc A '  

n ' e s t  pas l i b r e .  

Théo/r2me 111.4. : A t o u t  W-arbre de IANOV A correspond un a r b r e  de I A N O V  

l i b r e  équivalent .  

PREUVE : - A e s t  f i n i .  A t o u t  W-arbre de I A N O V  A e t  à t o u t  ensemble de 

t e s t s  cons i s t an t s  T ,  on associe  l ' a r b r e  de IANOV l i b r e  d é f i n i  pa r  : 

A ~ ( A ,  T) = - s i  A(€) = FIN * a l o r s  FIN 

sinon s i  A(€) = BOU a l o r s  BOU -- - 
sinon s i  A(€) = f E F a l o r s  A(€) ( ! L ~ ( P + ~ ,  @))  -- - 
sinon s i  A ( € )  = p E P a l o r s  s i  n i  p  n i  p n'appart iennent  -- -- 
pas à T a l o r s  A ( € )  (Ai(Atl, T u { p l ) ,  ! 2 i (A12 ,  T u {FI ) )  

s inon s i  p  E T a l o r s  Ri(AJ1, T) -- - 
sinon s i  p E T a l o r s  !2i (A+*,  T) -- 



- A e s t  i n f i n i .  

Choisissons pour A une s u i t e  d'approximats Al,  ..., A i , . . .  

D'après l e  Lemme 111.9, s u p ( { R i ( ~ ~ ) l )  e s t  un a rb re  de programmes 

l i b r e  équivalent  à A .  

I l  nous f a u t  démontrer que A '  = Ri(A) e s t  reconnaissable.  

00 1 

A '  e s t  un arbre  l i b r e  a l o r s  Ym E D O ~ ( A '  ), A ' t m  r M (P,  (FIN, BOU} ) => 

A I L m  e s t  f i n i  c a r  P e s t  un ensemble f i n i .  

Par conséquent, A '  e s t  reconnaissable s ' i l  possède un nombre f i n i  

de sous-arbres A ' +  t e l  que ~ ' ( m l e s t  une a f f e c t a t i o n .  m 

L'algorithme qui  f a i t  passer  de A à i (A)  associe  à t o u t  m r Dom(Ri(A)) 

t e l  que Ri(A)(m) r F un t(m) r Dom(A) t e l  que A(t(m)) E F e t  

ALm = ai (Al t (m) ,  @ )  = Li(Alt(m)). 

Soit  k l e  nombre de sous-arbres A t m  de A t e l  que A(m) r F e t  sup- 

posons q u ' i l  e x i s t e  k +  1 sous-arbres d i s t i n c t s  Ri(A).I- ,..., Ri(A)t 
ml mk+ 1 

de R i ( A )  t e l s  que Ri(A)(ml) ,..., Ri(A)(mk+l) r F .  

Soient t (ml ) , . . . ,  t(mk+l) l e s  éléments de Dom(A) assoc iés  à 

ml , . . . ,  m k+ l '  Comme A ne cont ient  que k sous-arbre ALm t e l  que A(m) r F 

a l o r s  il e x i s t e  u,  j E Ck + 11 e t  i # j t e l  que Alt(mi) = A(t4 .). 
m3 

Mais a l o r s  Ri(Atmi) = Li(ALt(mi) ) = Ri(ACt(mj) ) = Ri(A+ .). 
m l  

9 

Par conséquent, R i ( A )  ne possède que k sous-arbres d i s t i n c t s  

c ' e s t - à  -d i re  qu ' il e s t  reconnaissable.  



NOTATION 111.2. : Il  convient de n o t e r  que s i  A est un a r b r e  de programmes 

reconnaissable,  Ri(A) n ' e s t  pas reconnaissable,  en généra l ,  autrement d i t  

il e s t  indécidable qu'un arbre  de programmes donné s o i t l i b r e  ou non. 

REMARQUE : I l  e s t  f a c i l e  à v é r i f i e r  que s i  nous pouvons o b t e n i r  un a r b r e  

de IANOV canonique ca(A) à p a r t i r  d'un a r b r e  de IANOV l i b r e  e t  r é d u i t  

A E M(P, (BOU, FIN)), nous pourrons ob ten i r  un a r b r e  de IANOV canonique 

Ca(A) pour t o u t  a rb re  de IANOV l i b r e  e t  r é d u i t  A E M(F u P, CBOU,  FIN}) 

c a r  d'une p a r t  l a  d é f i n i t i o n  de bloc s é l e c t i f  concerne uniquement l e s  

t e s t s  e t  d ' a u t r e  p a r t ,  s i  A = f(Ai) avec Ai  l i b r e  e t  f i n i  a l o r s  

C ~ ( A )  = f(Ca(Ai)). 

Théoh2me 111.5. : Pour t o u t  a rb re  de IANOV A il e x i s t e  un a r b r e  canonique 

équivalent  (no té  Ca(A)). 

PREUVE : La d é f i n i t i o n  d'un arbre  canonique comporte t r o i s  condit ions que 

nous pouvons s a t i s f a i r e  l ' u n e  après l ' a u t r e  : 

1 - On a déjà  montré (Théorème 111.4.) qu'en u t i l i s a n t  l e s  formules 

A5 e t  A6 nous pouvons o b t e n i r  un a r b r e  de IANOV l i b r e  f i i ( ~ )  

pour t o u t  a r b r e  de IANOV A .  

2 - En u t i l i s a n t  l e s  formules A8, A9 e t  R3, on peut o b t e n i r  un 

a r b r e  de IANOV r é d u i t  e t  l i b r e  pour t o u t  a rb re  de IANOV l i b r e .  

3 - Cet te  condit ion e s t  l o c a l e  aux b locs  s é l e c t i f s  e t  que dans 

un a r b r e  de IANOV l e s  b locs  s é l e c t i f s  son t  f i n i s  e t  en u t i -  

l i s a n t  l a  formule A8, nous pouvons met t re  tous ces  blocs sé- 

l e c t i f s  en formes canoniques. 



ALGORITHME : Pour ob ten i r  un a r b r e  de IANOV canonique à p a r t i r  d'un a rb re  

de IANOV l i b r e  e t  émondé. 

- A e s t  f i n i  

S i  A c {xl,. . . , xn) u {FIN, BOU) a l o r s  Ca(A) = A 

sinon s o i t  p l e  p lus  p e t i t  prédica t  couvrant A 

s i   OP(^) = p(A1, A2) a l o r s  Ca(A) = p(Ca(A1), Ca(A2)) 
l 

= p(Ca(A1), BOU) 

où pour chaque p lus  p e t i t  gradient  p couvrant A ,  o ~ ( A )  = p(A1, A") d é f i n i  

comme : 

si A = BOU o ~ ( A )  = (BOU, BOU) 

s i  A = P ( A ~ ,  A ~ )  oP(A) = p(A1, Aî) 

s i  A = pl(AI ,  A2) e t  p '  # p, p couvre Al e t  A î .  

s o i t  = p ( ~ i ,  A;) e t  o ~ ( A ~ )  = p ( ~ d ,  As) 

Donc, nous sommes à présent  capables de cons t ru i re  un a rb re  IANOV 

canonique f i n i  pour t o u t  a rb re  de IANOV l i b r e  e t  r é d u i t  f i n i ,  en a l l a n t  

de l a  racine v e r s  l e s  f e u i l l e s ,  e t  en mettant  tous  l e s  b locs  s é l e c t i f s  en 

formes canoniques. 



- A e s t  i n f i n i  

Dans ce  cas nous chois issons  pour A un ensemble Ai d'approximsts 

te ls  que : Y i ,  Vm E Dom(Ai) Ai(m) = BOU => ou b i e n  A(m) = BOU ou bien il 

e x i s t e  un m'  S m t e l  que m E m ' .  
P 

Pour chaque Ai nous pouvons ob ten i r  c ~ ( A . ) ,  en u t i l i s a n t  l ' a lgo-  
1 

rithme ci-dessus. sup ( { c ~ ( A ~  )) ) e s t  un a r b r e  de IANOV canonique équiva- 

l e n t  à A en v e r t u  du Lemme 111.9. (sup(A) est canonique <==> VA E A e s t  

canonique). 

I l  nous f a u t  démontrer que Ca(A) e s t  reconnaissable.  

- Premièrement ------------ : On s a i t  dé jà  par  l e  Théorème 111.4, que Ri(A) e s t  

reconnaissable.  

- Deuxièmement : L'opération de réduction q u i  remplace p a r  BOU l e s  ------------ 
00 

sous-arbres appartenant  à M ( P  U f , {BOU) ) con- 

serve  l e  ca rac tè re  reconnaissable.  

- Troisièmement : Le passage à l a  forme canonique e s t  s t r ic tement  ------------- 
l o c a l  aux blocs s é l e c t i f s  e t  deux blocs maximums 

ident iques  A i  e t  A; sont  transformés en deux blocs 

canoniques ident iques  Ca(Ai) e t  Ca(A;). 

Par  conséquent, deux sous-arbres A/ml = A/m2 t e l s  

que A(ml, A(m ) E F sont  transformés en deux sous- 2 

a r b r e  canoniques ident iques  Ca(A4 ) et  Ca(A+ ). 
m, m m  



EXEMPLE III .6. : 

Arbre de I A N O V ,  l i b r e  e t  r é d u i t  A.  

A n ' e s t  pas  canonique c a r  A(€) = p3 e t  ~ ( 2 )  = p2 e t  p2 ,  p3 E P c ( A ) .  

Le p l u s  p e t i t  prédica t  couvrant A e s t  p2 e t  nous avons : 

FIN 

Posons OP2(A) = p2(A1, A 2 , nous avons Ca(A) = pZ(Ca(A1), Ca(A2)). 

A l  n ' e s t  pas canonique c a r  A ( c )  = p3, ~ ~ ( 1 )  = pl e t  pl, pJ E p c (A1). 1 

Le p l u s  p e t i t  prédica t  couvrant Al e s t  pl e t  nous avons : 



Pl 
0 (A,  

A e s t  canonique e t  nous avons donc finalement : 
2 

I 

Théohème 1 II. 6. : Deux a rb res  de IANOV canoniques équivalents  sont  égaux. 

PREUVE : Soient  A e t  A '  deux a rb res  de IANOV canoniques équivalents .  Sup- 

posons q u ' i l s  ne sont  pas égaux e t  s o i t  m un élément minimal dans l ' o r d r e  

p r é f i x i e l  t e l  que A(m) # A1(m), quat re  cas son t  à considérer  : 



1 - A(m) = BOU e t  A '  (m) # BOU 

Il e x i s t e  a l o r s  un m '  t e l  que A1(mm') = FIN e t  comme A '  est l i b r e ,  

a l o r s  il e x i s t e  une i n t e r p r é t a t i o n  l i b r e  II pour l a q u e l l e  les 

c a l c u l s  de A e t  A '  pour II a t t e i g n e n t  tous  l e s  deux l e  s t a d e  

( m ,  t )  pour quelque t E TF(F, V) e t  l e  c a l c u l  de A '  pour II a t -  

t e i n t  ensu i t e  l ' é t a p e  ( m m ' , t l )  pour quelque t '  E TF(F, V). 

On a  I(A) = t '  e t  I ( A )  = w e t  l e s  deux a rb res  A e t  A '  ne sont  

. pas équivalents .  

2 - A(m) E F e t  A1(m) = p  E P 

I l  e x i s t e  un m l  t e l  que A(mm') = FIN, a l o r s  il e x i s t e  une i n t e r -  

p r é t a t i o n  II = ( D I I ,  1) t e l l e  que l e s  c a l c u l s  de A e t  A '  pour II 

a t t e ignen t  t o u s  l e s  deux l e  s t ade  (m, t )  pour quelque t E TF(F, V )  ; 

p ( t )  = w e t  il e x i s t e  un t1  E TF(F,  V) t e l  que l e  c a l c u l  de A pour 

II a t t e i n t  e n s u i t e  l e  s t ade  ( m m l , t ' ) .  

On a  I(A) = t1  e t  I (A1)  = w ,  l e s  deux a rb res  ne sont  pas équivalents .  

3-A(m) = FIN e t  A(ml) # FIN 

I l  e x i s t e  une i n t e r p r é t a t i o n  l i b r e  II pour l a q u e l l e  l e s  deux ca l -  

c u l s  a t t e i g n e n t  l e  s t ade  (m, t )  e t  I(A) = t e t  I (A1)  = w. 

4-A(m) = p  E P e t  A'(m) = p '  E P avec p  < p '  

p  ne couvre pas l e  bloc m dans A '  c a r  sinon ou b ien  A '  n ' e s t  pas 

canonique ou b ien  A n ' e s t  pas l i b r e  (possède deux t e s t s  p  sans 

a f f e c t a t i o n  in termédia i re) .  

Alors il e x i s t e  une i n t e r p r é t a t i o n  l i b r e  t e l l e  que l e s  c a l c u l s  de 

A e t  A '  pour II a t t e ignen t  un s t a d e  (m, t )  t e l  que I ( p ) ( t )  = w 

e t  que l e  c a l c u l  de A '  pour II a t t e i n t  l e  s t ade  ( m m l , t ' )  avec 



A'(mml)= FIN. 

On a alors I(A) = w et I(A') = t' i.e. A et A '  ne sont pas équi- 

valents. 

, , La preuve de la complétude de TI se fait en passant par les étapes 
I , 

suivantes : 

Soit S un schéma de programmes et l'arbre de programmes associé : 

Il 
/ en utilisant les éléments de 
v C 

5 

Î par définition 

Théorème 111.4. en utilisant A5 et A6 

ki(sq(?) ) 

Théorème 111.5. en utilisant A7, A8,  A9 et A10 

Si nous avons un autre schéma de programmes S v ,  IANOV-équivalent à S 

en passant par les étapes ci-dessus, on peut obtenir ~a(~i(s~(5'))) qui est 

identique à ca(li(sq(3)) ) . (En vertu du Théorème III. 6.). 



EQU IVALENCE DE PATERSON O 



I I  1.3. EQU IVALENCE DE PATERSON 

111.3.1. I n t roduc t ion  ...................... 

Nous allons étudier l'équivalence de PATERSON en deux parties, pre- 

mièrement nous montrerons que le problème d'équivalence de PATERSON (que 

nous appelèrons simplement problème d ' équivalence ) pour les schémas (arbres ) 

de programmes n'est pas décidable en présentant une classe de schémas de 

programmes dont le problème d'équivalence n'est pas décidable. 

Ensuite, nous étudierons certaines classes de schémas et d'arbres 

de programmes dans lesquelles le problème d'équivalence est décidable pour 

ces classes. 

111.3.2. Une classe dont l e  problème d'équivalence n ' es t  pas décidable ............................. ----------- ---------------- ------------ 

Théotème 111.7. : C321. Soit / l'ensemble de toutes les classes de schémas 

de programmes et l'ensemble de tous les schémas de programmes dont le O 

problème d'équivalence est décidable. 

PRFUVE : (=>). Il est évident que YC E / => C E / D 

(<=). Il suffit de trouver une classe de schémas de programmes telle 

que le problème d'équivalencene sdtpas décidable pour cette classe. 

Considérons la classe Cl telle que : 



- W c o n s i s t e  d'une s e u l e  cons t an te  indéc idable  a,dbn seul symbole de 
S 

fonc t ion  f etdirn s e u l  symbole de p réd ica t  p,de deux v a r i a b l e s  de pro- 

grammes yl,  y2,d1une s e u l e  v a r i a b l e  de s o r t i e  z e t  d'aucune v a r i a b l e  

d ' en t r ée .  I 

- Les i n s t r u c t i o n s  de  S sont  de l a  forme s u i v a n t e  : 

Montrons que l e  problème d 'équiva lence  pour C e s t  indéc idable .  
1 

PATERSON C311 a montré que l e  "non acceptence problème'' pour l e s  

automates f i n i s  à deux enregis t rements  s u r  W = ( v ,  6)  n ' e s t  p a s  décidable .  

Après c e  r é s u l t a t  nous complétons l a  preuve du théorème p a r  quel- 

ques lemmes. 

Lemme 777.10. : E l l e  s e  f a i t  en démontrant que l e  "non acceptence problème'' 

pour  l e s  automates f i n i s  a deux enregis t rements  e s t  t r a d u i s i b l e  en problème 

d e  divergence pour l e s  schémas de Cl (pour t o u t e  i n t e r p r é t a t i o n ) .  

En e f f e t  pour chaque automate f i n i  à deux enregis t rements  A s u r  ( v ,  61 

nous pouvons c o n s t r u i r e  un schéma S de Cl de l a  façon su ivan te  : A 

1 e s t  remplacé pa r  

y2 )  = ( a ,  a ) /  



ACCEPT C; 

e s t  remplacé par  

e s t  remplacé par  

e s t  remplacé par  

ACCEPT ( A )  = 0 s i  e t  seulement si (SA, I I )  diverge pour t o u t e  II c a r  

I 
* 

pour t o u t e  i n t e r p r é t a t i o n  l i b r e  (HERBRAND) II de S, chaque élément de 

I * 
U(SA) peut ê t r e  présenté comme un mot de I V ,  61 dont l a  ième l e t t r e  de ce  

l mot indique l a  v r a i e  ou fausse  valeur de p ( f ( i ) ( a ) ) .  

Lemme 111.7 1 .  : Le problème d ' équivalence pour l a  c l a s s e  C n ' est pas semi- 
1 

décidable.  

PREUVE : En e f f e t ,  chaque schéma de programmes diverge s ' i l  est PATERSON- 

équivalent  au schéma : 



dans Cl 

On voit que si le problème d'équivalence est décidable pour ce sché- 

ma de programmes alors le problème de divergence doit être également déci- 

dable et d'après le lemme 111.12, le problème d'équivalence pour Cl n'est 

pas semi-décidable. 

Alors le problème d'équivalence pour la classe Cl n'est pas décida- 

ble 

1 I I  . 3 . 3 .  Les cl asses dont le eroblème d 'équivalence est décidable .............................. ----------- ....................... 

Nous allons étudier trois classes de schémas de programmes (trois 

éléments de J ), ainsi qu'une théorie consistante et complète pour ces 
S 

classes. 

Avant d'aborder cette étude nous définissons un ordre total sur les 

éléments de f u P. 

Etant donné un ensemble v = x . . . , x i9'** 1 dénombrable et soit < 

un ordre total des éléments de v. 

Nous montrerons {xi ,..., x 1 l'ensemble de tous les éléments 
1 i 

t=a(p) 
de P qui possèdent exactement les variables xi ,. . . , x et 

1 i t 



{xi' Ix. y..., x i 1 1  l'ensemble de tous les éléments de F qui possè- 
II tl=a(f) 

dent exactement les variables xi, x i 1 .  x 
i t' 

L'ORDRE i 

Soient x S..., x. E vk et supposons x <. . .< x. . 
1 lk il lk 

Nous définissons 1 'ordre 5 sur F u P comme 

Cx. 1 5 Cx i 1 S. . .<  Cx 1 s  Cx. y xi 1 i...i Lx. 
1 ik 2 lk-1 lk 

9 x. 
2 

1 

s Cx . x , Xi 1 s . . . 5  CX 
il i2 il ,..., X. 1 i Cxi >..., x I 3 Ik- 1 1 ik 

LemmelT1.1P. : vu = Lxiy x ,..., x. 1 E F e t  vu1 = Cx x . x 1 E F 
i 1 1 t j' ji jt, 

u commute avec u' = i # j et xi 4 {x jy...y x 1 
jtl 

Lerne 111.13. : yu = [xi, x. ,..., x 1 E F et Vu' = [x 
i j,...y X 1 E P 

Il t jt, 

u commute avec u' <=> i # j et xi 4 {x j, .... x 1 
jtl 

111.3.4. Théorie consistante et comelète pour les éléments de ID .................................... ----- ..................... - 

La théorie que nous allons étudier pour l'équivalence de PATERSON 

est : 
T = TI {AU, ~ 1 2 1  où : 

P 

Al1 : Soient u et u' deux éléments de F, u et u' sont commutables 

alors : 

i v = v u (Lemme 1 1 1 . 1 2 ) .  



A12 : Soient  u E F e t  v E P, u e t  v s o n t  commutables a l o r s  

s i  v a l o r s  u sinon u f s i  = u v (Lemme 111.13). - - - -  

III .3.5. Les arbres des eroqrammes f i n i s  Mfi4,) ......................... -- -------------- - 

Considérons l e  magma M(W ) des  a r b r e s  de programmes f i n i s  ( v o i r  R 

page 8) .  Nous a l l o n s  montrer que M(Wa) e s t  un élément de j 
D 

PREUVE DE LA CONSISTANCE DE T POUR M(Wn) 
P 

I l  f a u t  montrer que ce magma e s t  un modèle pour 7 autrement d i t  
P ' 

il f a u t  montrer que t o u s  l e s  éléments de T s o n t  v a l i d e s  dans M(Wn). 
P 

Les formules A l  à A10 son t  v a l i d e s  dans MI(Wn) ( e l l e s  prouvent l ' é q u i -  

valence de I A N O V  ( v o i r  page 9 1 )  a l o r s  e l l e s  s o n t  également va l ides  dans 

M(Wn). 

A l 1  : Lemme 111.12. 

A12 : Lemme 111.13. 

Les r è g l e s  R I  à R5 préservent  l ' équ iva l ence  de IANOV pa r  conséquent 

e l l e s  préservent  l ' équ iva l ence  de  PATERSON. 

PREUVE DE LA COMPLETUDE DE T POUR M(Wn) 
P 

hune 171.14.  : A t o u t  a r b r e  de programmes f i n i  A correspond un a r b r e  l i b r e  

équiva len t .  



PREUVE : A tout W-arbre de programmes fini A et à toute donnée d E TF(F, V )  k 

et à tout ensemble de test consistant T, nous associons l'arbre libre Ri(A) 

défini récursivement par : 

R~(A, d ,  T) = si A(€) = FIN alors FIN - 
sinon si A(€) = BOU alors BOU - -- 
sinon -A(€) = xi+ f(xi ,..., x i 1 

1 a(f) 

alors A(€)(ki(AIl, (dl,. . . , 9 

f(xl, ..., x i 1' ditl.. . * Y  dk)' T) 
a(p 

sinon si A(€) = p(xi ,..., x -- i 1 
1 a(p> 

alors si ni p(d -- , . . . ,  di ) ni (;(di ,. . . , 
1 a(p> 1 di a(p> 

1 

n'appartient pas à T 

alors A(€)(Ri(AI1, d ,  T U {p(di ,.. . , d. 1 ) .  
1 1 

a(p 

- 
sinon si -- 1 

) E T alors Ri(AI1, d, T) 
a(o) 

- 2 7 -  - 
sinon si p(x ,. . . , X. -- 1 

) E T alors Ri(AIî, d, T) 
1 a(p> 

Il est évident que Ri(A) est fini et naturellement reconnaissable. 

Co&onoeeaine : A tout arbre de programmes fini correspond un arbre de pro- 

grammes fini émondé équivalent. 

En effet par les formules A8, A9 et la règle R3, on peut obtenir un 

arbre fini et émondé à partir d'un arbre fini, en préservant les propriétés 

de finitude et de reconnaissabilité. 



oé{iniitian : Un a r b r e  de  programme A e s t  d i t  P-CANONIQUE s i  : 

1 - A e s t  canonique 

2  - Ym E  dom(^) e t  Yx E (1, 21 

A(m) = u e t  A(mr) = u '  

OU b ien  u  < u '  

ou b i e n  en appl iquant  A l 1  e t  A12, u  ne 

commute pas avec u ' .  

Théokème 11 7.8. : Deux a r b r e s  de  programmes f i n i s  P-canoniques équ iva l en t s  

s o n t  égaux. 

PREWE : Soient  A e t  A '  deux a r b r e s  f i n i s  P-canoniques équ iva l en t s .  Suppo- 

sons q u ' i l s  ne son t  pas  égaux e t  s o i t  m un élément minimal dans l ' o r d r e  

p r é f i x i e l ,  t e l  que A(m) # A'(m). Cinq c a s  s o n t  à cons idé re r  : 

1-A(m) = FIN e t  A1(m) # FIN 

* 
Il e x i s t e  une i n t e r p r é t a t i o n  l i b r e  II pour l a q u e l l e  l e s  deux 

* * 
c a l c u l s  a t t e i g n e n t  l e  s t a d e  (m, t )  t e l  que 1 ( A )  = t e t  1 (A') = w 

a l o r s  A e t  A '  ne son t  pas  équ iva l en t s .  

2-A(m) = BOU e t  A1(rn)  # BOU 

Il e x i s t e  a l o r s  un m '  t e l  que A'(mm') = FIN e t  comme A e s t  l i b r e  

* 
a l o r s  il e x i s t e  une i n t e r p r é t a t i o n  l i b r e  II pour  l a q u e l l e  l e s  

* 
c a l c u l s  de A e t  A '  pour  II a t t e i g n e n t  t ous  deux l e  s t a d e  (m, t )  

* 
pour quelque t E TF(F, V) e t  l e  c a l c u l  de A '  pour  II a t t e i n t  en- 

s u i t e  l ' é t a p e  (mm', t ' )  pour quelque t '  E TF(F, V). 

* * 
On a  1 (A) = t '  e t  1 (A') = w e t  l e s  deux a r b r e s  A e t  A '  ne  s o n t  

pas  équ iva l en t s .  



3 -A(m) E F e t  A1(m) E P 

Alors il e x i s t e  un m '  t e l  que A(mml) = FIN, p a r  conséquent il 

* 
e x i s t e  une i n t e r p r é t a t i o n  l i b r e  II t e l l e  que les c a l c u l s  de A 

* 
e t  A '  pour II a t t e ignen t  tous  l e s  deux l e  s t a d e  (m, t )  pour 

quelque t E TF(F, V ) .  11 e x i s t e  un t '  E TF(F,  V) t e l  que l e  

* 
c a l c u l  de A pour II a t t e i n t  e n s u i t e  l e  s t ade  ( m m 1 , t ' )  qu i  n ' e s t  

* * 
pas  l e  c a s  pour A '  i . e .  on a  1 (A) = t '  e t  1 (A ' )  = w c a r  p ( t )  = w. 

4-A(m) = p E P e t  A1(m) = p '  E P avec p  [: p '  

p  ne couvre pas l e  b loc  m dans A '  c a r  sinon ou b ien  A '  n ' e s t  pas 

canonique ou b ien  A n ' e s t  pas l i b r e  ( i l  possède deux t e s t s  iden- 

t i q u e s  p  sans a f fec ta t ion  in termédia i re) .  

* 
Alors il e x i s t e  une i n t e r p r é t a t i o n  l i b r e  II t e l l e  que l e s  c a l c u l s  

* 
de A e t  A '  pour II a t t e ignen t  un s t ade  (m, t )  t e l  que 

* 
~ * ( ~ ) ( t )  = w e t  que l e  c a l c u l  de A '  pour II a t t e i n t  un s t a d e  

* * 
( m m 1 , t ' )  avec A1(mm') = FIN. On a  a l o r s  1 (A) = w e t  1 (A') = t f .  

5 -A(m) = u E F e t  A1(m) = u' E F avec u  C u' 

u  ne permute pas avec u '  dans A '  c a r  sinon A '  n ' e s t  pas P-canonique. 

* 
Il  e x i s t e  une i n t e r p r é t a t i o n  l i b r e  II t e l l e  que les c a l c u l s  de A 

* 
e t  A '  pour II a t t e ignen t  un s t ade  (m, t )  pour quelque t E TF(F, V) 

e t  ensu i t e  il e x i s t e  un m'  t e l  que l e  c a l c u l  de A '  a t t e i n t  l e  s t ade  

(mm', t') t e l  que A'(mrnl) = FIN t a n d i s  que A(mml) = w.  

i .e .  l e s  deux a rb res  A e t  A '  ne peuvent pas être équivalents .  



La preuve de la complétude de T pour M(WQ) se fait en passant par 
P 

les étapes suivantes : 

Etant donné un arbre de programmes fini A 

Lemme 111.14. en utilisant A5 et A6 

!Li(A) 
II 

Corollaire 111.14. j /  en utilisant A8, Ag, A10 et R3 

Théorème 111.8. / ,  en utilisant A7, Al1 et A12 

Alors s'il existe un autre arbre de programmes fini A' PATERSON 

équivalent à A en passant par les étapes, ci-dessus, et en utilisant uni- 

quement les éléments de T on obtient un arbre fini p(em(Ri(A1))) qui 
P 

d'après le Théorème 111.8. est identique à p(em(Li(A))). 

111-3-6. Les schémas de Eroqrammes gui s'arrêtent toujours ........................ -- ------- ----------------- ---- 

A tout schéma de programmes S q d  4 'arrhae i t o u j ' o ~ ~ b  correspond un 

arbre de programmes fini 3 COUSINEAU équivalent. 

En effet, chaque schéma de programmes S qui s'arrête toujours pos- 

sède un nombre fini de séquences d'exécutions complètes et à chaque séquen- 

ce d'exécution complète est associée une branche finie de 3. 



Par exemple, s i  on prend l e  schéma de programmes suivant  : 

Les séquences d'exécutions poss ib les  sont  : 

(DEB, al, a 2 y  a3, FIN) 

(DEB, al, a2, a3. a4, as, FIN) 

(DEB, al, ciey cx 3 9  '49 "89 a 3 Y  

( D E B ~  a29 a35 a43 a7, a8y a3y FIN) 



Avant d' associer un arbre de programmes fini 3 nous pouvons passer 

par un arbre d'exécution correspondant aux séquences d'exécutions suivantes : 

DEB, al, a2,  a3, a, , as. a6, 5, 1 1 1  - - - - -- 

& 

DEB, al, a2, a3, a,, as. a6, a7,  a6, a6 

- i- 
J 

DEB, al, a?, a3, a4, a5 ,  a6, a7, q6, a*. a,, FIN 



et finalement l'arbre de programmes fini associé à S est : 

L'arbre S S 

Alors la preuve de la complétude et de la consistance de T pour IJ 
P 

est la même que pour les arbres de programmes finis. 



ün schéma BIPARTI e s t  un schéma de programme dans l e q u e l  l 'ensemble des  

v a r i a b l e s  e s t  r é d u i t  à deux v a r i a b l e s  e t  t o u s  l e s  symboles de fonc t ions  e t  t o u s  lq 

symboles de p r é d i c a t s  son t  mocodiques. i 
Cette  c l a s s e  de schémas de programmes a  é t é  proposée p a r  JACOB 1227, e t  

nous a l l o n s  é t u d i e r  l a  d é c i d a b i l i t é  d 'équivalence de PATERSON pour c e t t e  c l a s s e .  ' 
B I R D  [5J, a  p ré sen té  une c l a s s e  de schémas de programmes e t  il a prouvé 

l a  d é c i d a b i l i t é  d 'équivalence de PATERSON pour c e t t e  c l a s s e .  

La c l a s s e  é tud iée  pa r  c e t  au t eu r  ressemble a  c e l l e  présentée  par  LUCKHAM 

PARK e t  PATERSON b 2 ,  page 2641  mais au l i e u  d ' a v o i r  une seu le  v a r i a b l e  d ' e n t r é e  a 

on a  deux v a r i a b l e s  d ' e n t r é e  a  e t  b  i . e .  en remplaçant 

On peut  appl iquer  c e t t e  preuve pour l e s  schémas BIPARTIS . Néanmoins, noi: 

a l l o n s  é tud ie r  quelques r é s u l t a t s  pour adap te r  c e t t e  preuve à n o t r e  méthode de  t r a  

v a i l .  

I l  e s t  décidable  qu'un schéma b i p a r t i  s o i t  l i b r e  ou pas.  

En e f f e t ,  un schéma b i p a r t i  n ' e s t  pas  l i b r e  s i  e t  seulement s ' i l  a  deux 

t e s t s  ident iques  d'une v a r i a b l e  sans  aucune a c t i o n  de  c e t t e  v a r i a b l e  e n t r e  les 

deux. 

LEMME 777 .75  

Pour t o u t  a r b r e  b i p a r t i  S, il e x i s t e  un a r b r e  b i p a r t i  l i b r e  PATERSON 

équiva len t .  

PREUVE 

a )  S e s t  f i n i  

A t o u t  a r b r e  b i p a r t i  S e t  à t o u t  ensemble de  t e s t s  non Consis tant  T e t  1 
S 



e s t  a s s o c i é  un a r b r e  b i p a r t i  l i b r e  comme s u i t  : 

l i(S,TS,Tt) = - si S ( E )  = FIN a l o r s  FIN 

s inon  s i  S ( E )  = BOU a l o r s  BOU -- -- 
sinon s i  S ( E )  = f ( s ) , f &  F a l o r s  ~ ( c ) ( l i ( s & ~ ) ~ @ ~ T ~ )  
-7 

sinon s i  S ( E )  = f ( t ) , f &  F a l o r s  s ( E ) ( ~ ~ ( S & ~ , T ~ , @ )  -- -- 
sinon s i  S( E )  = P( s )  e t  PE P a l o r s  s i  n i  P( s )  n i  F ( s )  -- -- 

ri ' a p p a r t i e n t  pas  à T a l o r s  S (E) (  ( l i ( S J i )  , T ~ U E ( S ) I  , T t ) ,  s- 
( l i ( S  . 2 ) , ~ s ~ { ~ ( ~ ) } 9 ~ t ) )  

s inon s i  P ( s )  E Ts a l o r s  li(  SA^) ,T ,Tt) -- s 
sinon s i  P ( s )  E Ts a l o r s  l i ( ( ~ ( ~ )  ,TS,Tt) -- 

sinon s i  S ( E )  = P ( t ) ,  PC P a l o r s  s i  n i  P ( t )  n i  P ( t )  n ' a p p a r t i e n t  pas  -- 
à T a l o r s  ~ ( C I (  Ts ,  Tt u{F( t ) ) )  , ( l i ( ~ ~ ~ )  ,TA u { P ( ~ ) } ) )  

sinon si P ( t )  E Tt a l o r s  i S  Ts, Tt) -- 
sinon s i  P( t )  c Tt a l o r s  li( (Shi), Ts, Tt) -- 

8) S e s t  i n f i n i  

Choisissons pour S une s u i t e  d'approximants S l , . . . ,  Si, ... 
s u p ( { l i ( s i ) } )  e s t  un a r b r e  b i p a r t i  l i b r e  équ iva l en t  à S (en  ve r tu  du lemme 

THEOREME 7 7 7.9 

Pour t o u t  a r b r e  BIPARTI S, s i  S e s t  reconnaissable  a l o r s  l i ( S )  e s t  a u s s i  

reconnaissable .  

PREUVE 

03 

Y m E Dom(li(S)) ,  l e  nombre de sous-arbres  l i (  S)(m c M ( P, {FIN,BOU} e s t  

f i n i  c a r  S e s t  reconnaissable  e t  l e  nombre de t e s t s  dans l i ( S k  au nombre de t e s t s  

dans S. 

Par conséquence l i ( S )  e s t  reconnaissable  s ' i l  possède un nombre f i n i  de  sous-arbres 

l i(S)(,  t e l  que i i ( S ) ( m ) €  F. 



L'algorithme q u i  f a i t  p a s s e r  de S à l i ( S )  a s s o c i e  à t o u t  m~ Dom(li(S)) t e l  que 

l i ( S ) ( m ) ~  F un r(m) E Dom(S) t e l  que S ( r (m) )  E F e t  l i ( S ) J m  = l i ( S l y ( m ) )  

t e l  que 

de l i ( S )  

Supposons que S possède k sous-arbres  d i s t i n c t s  S a  , * * *  9 '4mk de S 
1 

S(m.) E F l(i(k e t  s o i t  k + l  sous-arbres  d i s t i n c t s  l i ( S ) J  , . . . l i ( S ) J m  
1 m 

t e l  que l i ( S ) ( m i )  E F l< i&k+l .  
1 k+ 

Soient  r(ml),  . . . , r(mk+l ) l e s  é léments  de D O ~ ( S )  a s s o c i é s  a ml,  ..., m k + l '  Comme 

S ne cont ien t  que k sous-arbres  d i s t i n c t s  $1 t e l  que S ( ~ ) E  F d o r s  il e x i s t e  
m 

i , j  E [ k t4  e t  i # j t e l  que = ~ b ( ~ ~ )  

D 'au t re  p a r t ,  nous avons l i ( S ) & ,  = l i ( ~ ~ ( ~ ~ )  = l i ( S q m j  
i 

Par conséquent, l i ( S )  ne possède que k sous-arbres  d i s t i n c t s .  

Exemple 111.7 

' FIN 

4 

schéma S . 

' FIN j 
1 

u' 

Schéma S1 



Exemple 111.8 

Schéma S 1  

Schéma S. 

FIN 'i 



Schéma S 
1 

Schéma S2 



\-// 

Schéma Sf 

- 
Alors S = S f  

P 
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111-4 . EQUIVALENCES INTERMEDIAIRES 

111-4-1 EQUIVALENCE LIBRE 

PédiniAion : Soien t  A e t  A '  deux a r b r e s  d e  programmes ; l i ( A )  e t  l i ( A 1  ) 

l e s  a r b r e s  de  programmes l i b r e s  a s s o c i é s .  

Nous d i sons  que A e s t  l ibrement  équ iva l en t  à A '  si e t  seulement si 

l i ( A ) =  l i ( A 1 ) .  
- - 

Notons : c e t t e  équivalence - 
L 

VébinLtion : 

soit = (ql,  !tl,q2)(q2,E2,q3) . . .(qk,+,qk+l 1 un chemin de ql à qk+l 

t e l  que RI = p(xi  , . . . x e t  Ek = P ( x j  , . . . , x 1. Nous d i s o n s  que 
1 i n 1 j n 

Z = f i 2 . . .  Rk-l  e s t  un passage neu t r e  s i  e t  seulement si 

THEORIE CONSISTANTE ET COMPLETE POUR EQUIVALENCE LIBRE 
TL 

R1 : î- s i  P a l o r s  2; si  P a l o r s  S s inon S f s i  s inon S fsi  - - - - 1- 2-- 3 
= si  P a l o r s  Z; S1 sinon S3 fsi.  - - - 

R2 : C si P a l o r s  S1 s inon  Z; s i  P a l o r s  S s inon  S fsi fa= - - 2- 3 - -  
si  P a l o r s  SI s inon  Z S3 fsi  - - - 

PREUVE DE LA CONSISTANCE DE 7, POUR L'EQUIVALENCE LIBRE 

RI : La même preuve que pour l 'axiome A5 (Page 91), en  e f f e t  l e  passage 

n e u t r e  d'une branche ne modif ie  pas  l a  cons i s t ance  de  l 'ensemble des  

t e s t s  de c e t t e  branche. 

1 
Le même raisonnement que R . 



PREUVE DE LA COMPLETUDE DE T T  POUR EQUIVALENCE LIBRE 

Considérons l ' a lgo r i thme  de l a  page 91  qu i  nous permet de passer  d'un 

a rb re  d e  programme non l i b r e  à l ' a r b r e  de programme l i b r e  a s soc i é .  

1 

Pour e f f e c t u e r  c e t  a lgori thme nous n ' u t i l i s o n s  que l e s  r è g l e s  R' 8 R 2 i 
I 

a l o r s .  Cet te  t h é o r i e  e s t  Complète pour c e t t e  équivalence.  
I 

1 

On peu t  schématiser l a  preuve de l a  Complétude de TL p a r  : I 

Schéma de  programme A 

u en u t i l i s a n t  l e s  éléments d e '  

- 
a r b r e  de programme a s s o c i é  A 

u en u t i l i s a n t  l e s  éléments de 

T,\f c 

III. 4 . 2 .  EQUIVALENCE EMONDEE 

Dé~iaiLLon?l : Soient  A e t  A '  deux a r b r e s  de programmes, em(A) e t  em(A') 

l e s  a r b r e s  de programmes émondés a s soc i é s .  

Nous d isons  que A e s t  équiva len t  à A '  pour équivalence 

émondée s i  e t  seulement si em(A) = em(A1). 

THEORIE CONSISTANTE ET COMPLETE POUR EQUIVALENCE EMONDEE T E  

( v o i r  page 92) .  

La preuve de l a  Consistance e t  de l a  complétude de c e t t e  t h é o r i e  pour 

l ' équiva lence  émondée a é t é  démontrée au  cour s  de l ' é t u d e  d 'équivalence de I A N O V .  

On peu t  schématiser l a  preuve de l a  Complétude de TE p a r  : 



Etant  donné un schéma de programme A 

u en u t i l i s a n t  l e s  é léments  de T 
C 

- 
a r b r e  de  programme as soc ié  A 

en u t i l i s a n t  l e s  élements de 
T., - T t  

em(A) 

111-4-3 EQUIVALENCE SELECTIVE 

Dé&LnLtion : Un arbL>e de programme e s t  d i t  "à b l o c s  s é l e c t i f s  ordonnés" 

s i  tous  l e s  b locs  s é l e c t i f s  appa ra i s san t  dans c e t  a r b r e  sont  

ordonnés v i s  à v i s  de l ' o r d r e  p ré sen té  en page 107. 

Dé@&ion : Soient  A e t  A '  deux a r b r e s  de programmes, se(A) e t  se(A1 ) 

l e s  a r b r e s  "à b locs  s é l e c t i f s  ordonnés" a s s o c i é s .  

Nous d i sons  que A e s t  équiva len t  à A'  v i s  à v i s  de l ' é q u i -  

valence s é l e c t i v e  s i  e t  seulement s i  se(A) = se (A1) .  

THEORIE CONSISTANTE ET COMPLETE POUR EQUIVALENCE SELECTIVE % 

( v o i r  page 91) 

La Consistance d e  c e t t e  t h é o r i e  a é t é  démontrée au  cours  de l ' é t u d e  d 'équi -  

valence de I A N O V  e t  l a  preuve de l a  Complétude e s t  év idente ,  e n  e f f e t ,  en appl iquant  

uniquement l 'axiome A7 nous pouvons ordonner t o u s  l e s  b locs  s é l e c t i f s  d 'un  a r b r e  de 

programme. 

Etant  donné un schéma de programme A 

II en u t i l i s a n t  l e s  éléments de T .  C 
a r b r e  de programme a s s o c i é  a en u t i l i s a n t  A7 

=(A) 



On peut présenter l e s  l i e n s  entre s e s  niveaux d'équivalences déjà étudiéd 

comme s u i t  : 



I DEUXIEME PARTIE l 
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CHAPITRE IV 

PRESENTATION DE QUELQUES STRUCTURES 

DE SCHEMAS DE PROGRAMMES 

I V - 1  D-SCHEEiAS OU "GO TO-LESS PROGMMS" QU "WHILE PROGRAMS" 

La s t r u c t u r e  que l ' o n  va présenter  a  é t é  proposée par  DIJKSTRA. Nous l a  

notons D, e l l e  a  é t é  i n t r o d u i t e  comme un o u t i l  permettant une s impl i f i ca t ion  dans 

l a  cons t ruct ion  de programmes. 

En généra l ,  un schéma admet un po in t  d ' en t rée  e t  un p o i n t  de s o r t i e ,  on 

voudrai t ,  i c i ,  que t o u t  "morceauv de schéma v é r i f i e  c e t t e  p ropr ié t é  ( u n i c i t é  du po in t  

d 'ent rée  e t  du point  de s o r t i e )  ; c e c i  correspond à une analyse "structurée" ; par  

a i l l e u r s ,  l e s  preuves de programmes a i n s i  conçues peuvent ê t r e  p l u s  systématiques. 

La c l a s s e  de D-schémas est l a  p l u s  p e t i t e  c l a s s e  d é f i n i e  comme ci-dessous : 

i chaque ac t ion  est un D-schéma - 
ii s i  F e t  F t D  sont  deux D-schémas et  P est un t e s t  a l o r s  : - D 

ii-1 séquence (FD,FtD) - 
i i - 2  s i  p a l o r s  F sinon F' -fsi. - - - D- D --- 
i i - 3  t a n t  que P f a i r e  F f a i t .  - D- 

sont  l e s  D-schémas. 

Autrement d i t ,  les D-schémas c o h s t r u i t s  sur : 

- 
F U P U P U { ;, g, a l o r s ,  s inon,  f s i ,  t a n t  que, f a i r e ,  -- f a i t ) .  

a.. 



Le langage L de D-schémas est défini par : 
D 

= F U  L .L U % P U  Pl alors LD sinon L fsi U D' D D- 

tant que P U . P faire LD - fait. 

FRFIGMENTS D'ORGANIGRAI?JES A S S O C I E S  AUX D-SCHEMAS 

IV-2 BJn SCHEMAS 

BOHM 8 J A C O P I N I  introduisent essentiellement à titre d'exemple contraire 

de D-schémas la construction : 



f a i r e  P  -, F  ; q  - F1 f a i t .  - - 

P l u s  généralement pour chaque n  & 1, l a  c l a s s e  de B J  -schémas e s t  l a  p l u s  
n  

p e t i t e  c l a s s e  d é f i n i e  c i -dessous : 

i chaque a c t i o n  e s t  un B J  -schéma - n  
ii si  F  e t  FIB sont  deux B J  -schémas e t  p e s t  un t e s t .  - B n  

ii-1 séquence (FB;F tB)  e s t  un B J  -schéma. - n  

i i - 2  s i  p a l o r s  F  s inon F' f s i  e s t  un B J  -schéma. - -  B- B -  n  

l 
iii pour i < n,  çi F  - sont  d e s  B J  -schémas e t  p1,p2, . . . ,pi  ' 

i n 

sont  l e s  t e s t s  : f a i r e  p -, F  ; p2-FE ;. . . , 1 - pi '-) PB f a i t  i 

e s t  un B J  -schéma. 
B1 2 i 

n  l 

Autrement d i t ,  l e s  B J  -schémas son t  c o n s t r u i t s  s u r  : n  

- 
F U P U P U {;, s, s inon ,  a l o r s ,  fs i ,  f a i r e ,  fa i t , - )  . 

Syntaxiquement, l e  langage B J  d e s  B J  -schémas est s o l u t i o n  de : 
n  

BJ = F U B J ;  B J  U s i  (P U a l o r s  B J  s inon  B J  fs i  - - 
C! 
U U f a i r e  [ P  --. B J ; ~ - '  p- B J  f a i t .  - 
1 ,< i , < n  



Les fragments d'organigrammes assoc iés  aux B J  -schémas : 
n 

1 

+ 
iii - 

I V - 3  GPn-SCHEMAS ( "GP = GENERALYED PAGE" ) . 

Pour chaque n  3 1, l a  c l a s s e  de GPn-schémas e s t  l a  p lus  p e t i t e  c l a s se  

d é f i n i e  comme ci-dessous : 

i chaque a c t i o n  e s t  un GP -schéma - n 
ii s i  F - , pour u  3 1, sont GP -schémas e t  P  

n  1' P2' . Y pi 
u  

i < n sont  l e s  t e s t s  : 

chaque schéma (avec une ent rée  e t  une s o r t i e )  composé de P1,P2, ..., 
( l a  mul t ip le  occurence des t e s t s  e s t  au to r i sée )  e t  F 

FG e s t  un GP -schéma. 
n  . . 

Alors chaque (1-1)-schéma composé de n'importe quel  nombre d ' ac t ion  e t  de 

pas plus que de n  t e s t s  (mul t ip les  occurences sont  au to r i sées  e t  en conséquence, on 

peut avo i r  p l u s  que n  u n i t é s  de t e s t )  e s t  un GPn-schéma ; en subs t i tuan t  un GP n  -schi 

ma par une a c t i o n ,  on o b t i e n t  tou jours  un GPn-schéma. 



I V - 4  REn-SCHEMAS ("RE = REPEAT-EXIT") 

Lorsque p l u s i e w s  i t é r a t i o n s  sont  imbriquées,  on voudra i t  pouvoir  s o r t i r  

d i rec tement  d e s  i - i t é r a t i o n s  englobantes  : on i n t r o d u i t  un nouveau type  d ' i n s t r u c t i o n  

e x i t  ( i l  ( 1  \< i ,< n ) .  - 
Supposons que e x i t ( i )  s o i t  p l a c é  dans une i t é r a t i o n  q u i  admet k i t é r a t i o n s  - 

englobantes  ; pour i < k e x i t ( i )  correspond à une r u p t u r e  de  séquence e t  passage - 
à l a  f i n  de l a  i-ième i t é r a t i o n  englobante  ; pour i > k e x i t l i )  correspond à une - 
r u p t u r e  de séquence à l a  f i n  de l ' i t é r a t i o n  englobante  l a  p l u s  ex t e rne .  

Pour chaque n > 1, l a  c l a s s e  de RE -schéma e s t  l a  p l u s  p e t i t e  c l a s s e  dé- n  
f i n i e ,  c i -dessous  : 

i - chaque a c t i o n  e s t  un RE_-schéma. 
11 

ii l ' e n t r é e  e t  l a  s o r t i e  avec i n s t r u c t i o n  e x i t ( i )  - - 
1 < i < n  est  un RE -schéma. 

n  
iii s i  F est un RE -schéma, séquence ( f a i r e  ; FR ; f a i t )  est un RE,- - R n - l 

schéma. 

i v  si P est un t e s t  e t  F e t  F' - R R s o n t  deux REn-schémas : 

iv -1  séquence (FR ; FIR) e t  - 
iv-2 s i  P a l o r s  F s inon  F' fsi son t  RE -schemas. - -  - R- R -  n  

- l 

Syntaxiquement, l e  langage RE de RE -schémas e s t  d é f i n i  s u r  i U P U .P U ' - n 
si,  a l o r s ,  s inon  fsi,  f a i r e ,  f a i t  . où F c o n t i e n t  des  a c t i o n s  e t  les i n s t r u c t i o n s  1 - - - y -  - 
e x i t ( 1 1 , .  . ., e x i t ( n ) .  - - 

RE = F  U RE ; RE U s i  (iP U P) a l o r s  RE s inon RE fs i  U f a i r e  RE f a i t .  - - - - 

i t é r a t i o n s  

f a i r e -  

f a i t  

iii 



I f a i r e  
a f a i r e  

I I f a i r e  

-.Ac-. f a i r e  - 1 

e x i t  ( 2 O 
I I 

I L- f a i t  --J 

I 

1 1 f a i t  I 
f a i t  

1 f a i t  1 

Exemple d'un RE4-schéma 

DEn-schémas ( D E  = Repeat-Exit with Do While). 

La c l a s s e  de DEn-schémas e s t  l a  c l a s s e  de  schémas en a joutant  l ' i n s -  

t r u c t i o n  " tant  que P f a i r e  F' faitl1oÙ P e s t  un t e s t  e t  FIR e s t  un DEn-schéma. R-  



Dans les ~ ~ ~ - s c h é m a s ,  nous ne pouvons avo i r  l ' i n s t r u c t i o n  d ' e x i t  que pour 

s o r t i r  de au p lus  n - i t é r a t i o n s  englobantes. 

Pour enlever c e t t e  r e s t r i c t i o n ,  nous généra l i sons  l a  c l a s se  de R~~-schérnas  

de l a  façon suivante : 

Au l i e u  d ' avo i r  justement e x i t ( i )  pour l d i d n ,  nous pouvons avo i r  e x i t  (i 

pourVi> ,O,  mais nous remplaçons l a  r e s t r i c t i o n  que aucune sous - i t é ra t ion  ne peut 

pas a v o i r  p lus  que n  valeurs  te rminales  d i f f é r e n t e s .  

Par exemple l e  RE4-schéma s i t u é  page 134 est un GRL schéma. 
3 

Un exemple d'un GRE -schéma e s t  l a  so lu t ion  de système d 'équations s u i -  n+ 1 
vante : 

pour i€ {0,1, ..., n l  

pour n  = 2 

exemple d'un GRE schéma 
3 

v o i r  page suivante  ... 



J, 
f a i r e  i l 

I f a i t  
4 

I 

La c l a s s e  de DGREn-schémas e s t  l a  c l a s s e  de GEn-schémas en a jou tan t  l ' i n :  

t r u c t i o n  " tant  que P f a i r e  FG f a i t 1 '  ou P est un t e s t  e t  FG e s t  un DGRE~-schéma. 
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CHAPITRE V 

LES RELATIONS ENTRE LES STRUCTURES 

DE SCHEMAS DE PROGRAMME 

V-1 THEOFEME DE BOHM & JACOPINI 

Preuve : Comme t o u t  D-shéma e s t  associé  à un schéma de programme on a : 

I l  s u f f i t  donc de prouver S q D ,  c ' es t -à-d i re  que pour t o u t  schéma 

F, on peut cons t ru i re  un D-schéma PATEESON équivalent .  l 

l 
Nous a l l o n s  ra isonner  par induction su r  l a  s t r u c t u r e  de schéma de 

programme. 

On peut décomposer un schéma de programme non vide en i s o l a n t  sa  pre-  

mière ac t ion  ou son premier t e s t  : t r o i s  cas  sont poss ib les  qu i  sont  représen- , 
t é s ,  ci-dessous : 

TYPE 1 TYPE 2 TYPE 3 



RI  & RIf désignent  l e  r e s t e  de schéma de programme, l e s  l i a i s o n s  no tées  1 ou 2  

q u i  ne sont  pas  t o u j o u r s  r ep ré sen tées .  Néanmoins de chaque R ,  au  moins, un a r c  

d o i t  commencer. 

Notons que l e s  schémas du type  3 peuvent ê t r e  ramenés à des  schémas d. 

type  2 de l a  façon su ivan te  

où RI & R' son t  l e s  sous -pa r t i e s  a c c e s s i b l e s  respect ivement  pa r  l e s  v r a i e s  
1 2  

e t  fausses  s o r t i e s  de  p .  

(Notons que c e t t e  équivalence dans l e  ca s  i n f i n i  n ' e s t  pas  acceptab le  

Nous nous l i m i t e r o n s  donc par  l a  s u i t e  à des  schémas du type  1 ou 2. 

In tu i t i vemen t ,  pour c o n s t r u i r e  un D-schéma PATERSON équ iva l en t ,  il 

f a u t  " r e t en i r1 '  l e s  chemins u t i l i s é s .  

Pour ce l a ,  nous a l l o n s  i n t r o d u i r e  une nouvel le  donnée BOOLENNE b  e t  

deux a c t i o n s  v  e t  f  q u i  se ront  i n t e r p r é t é e s  respect ivement  comme l e s  a f f e c t a -  

t ions b  - v r a i  & b -faux. 

Enf in  un nouveau t e s t  e s t  a d j o i n t  à P e t  i n t e r p r é t é  pa r  : 

s = vrai-  b  = vrai. 

Pour chaque schéma de programme F du type  1 ou 2 ,  supposons que 

bF = {X : x E ( f  U U {v , f , s} )  & x e s t  une u n i t é  i n i t i a l e  q u i  f i g u r e  dans F} 

Nous a l l o n s  r a i sonne r  p a r  r écu r rence  sur # AF. 

pour # hF = O - j F  = 0 e s t  év iden t .  

Supposons que l e  théorème e s t  v r a i  pour chaque schéma F avec # AF ( 



TYPE 1 

Pour AF = nt1 

F est de la forme 
1 

transformons 

où F est un graphe orienté, alors on peut le considérer comme un schéma. 

# AF, = n d'après l'hypothèse de récurrence F 1  est transformable en un D-schéma I 

r 

Alors F 

devient est équivalent à 

Ce qu'est un D-schéma PATERSON équivalent à F. 

m m *  l 



TYPE 2 

transformé 

4 

F du type 2. 

Forme de FI 

Alors 

F 

devient 

D'après l'hypothèse de récurrence 

F' et F" sont transformables en 

en deux D-schémas F' et FWD. 
D 

'Ce qui est un D-schéma PATERSON équivalent à F. 



une étape de la 

transformation. 

D-schéma 

PATERSON équivale 

à F 



Preuve : A t o u t  D-schéma, on peut  a s s o c i e r  un schéma de  programme, 

d'où D Q S. 
1 

Pour montrer que S < D ,  il s u f f i t  de  t rouve r  un schéma F e t  une i n t e r p r é 4  
1 

t a t i o n  de ce  schéma t e l l e  qu'aucun D-schéma (comportant les  mêmes a c t i o n s  e t  

t e s t s  que F) ne c a l c u l e  l a  même fonc t ion  pour c e t t e  i n t e r p r é t a t i o n .  

Chois issons F, r ep ré sen t é  p a r  l e  schéma ci-dessous : 

+ 
Choisissons l ' i n t e r p r é t a t i o n  1 = <N,I> su ivan te  : 

Avec c e t t e  i n t e r p r é t a t i o n ,  on t rouve  immédiatement : 

n n + 2n-l 
pour 2 <d<2 I ( F ) ( ~ )  = 2" + 2"-' 

11 2" + 2n-'<d42nf1 I ( F ) ( d )  5 2nt1 

Supposons q u ' i l  e x i s t e  un D-schéma F D IANOV équ iva l en t  à F e t  FD con t i en t  

k occurence de  a .  



n-2 
Choisissons un e n t i e r  m t e l  que k+1<2 e t  une donnée d = 2m-(k+l) ,  

m- 1 il e s t  c l a i r  que 2 + 2m-2<d<2m c a r  l a  p lus  grande va leur  de d e s t  2m (k+1=0) 

e t  l a  p l u s  p e t i t e  va l eu r  d e  d = 2m -(2m-2-1) = 2 m - 1  + 2m-2 + l m  d>2 
m - 1  + 2m-2 

~ é c e s s a i r e m e n t ,  l e  c a l c u l  d ' i n i t i a l i s a t i o n  d pour F con t i en t  K + 1 occu- D 
r ences  de l ' a c t i o n  a  ; comme a admet k occurences dans F a l o r s  on t rouve  dans F D D 
au  moins une i n s t r u c t i o n  du type  : 

t a n t  que 5 f a i r e . .  .a . .  . f a i t .  - 

Considérons l a  première occurence d'une i n s t r u c t i o n  de ce  type u t i l i s é e  

dans l e  c a l c u l  de d ; avant  c e t t e  i n s t r u c t i o n ,  dans l e  c a l c u l  de d ,  il ne peut  y 

a v o i r  d ' i n s t r u c t i o n  i t é r a t i v e  e f f ec tuée  au moins une f o i s  c a r  une t e l l e  i n s t r u c t i o n  

s e r a i t  de l a  forme : 

t a n t  que f a i r e .  . .a .  . . f a i t .  - 
e t  son r é s u l t a t  i n t e rméd ia i r e  s e r a i t  I ( F  (d )  = 2m + 2m-1 q u i  e s t  supé r i eu r  à D 
2m, ce qu i  e s t  impossible .  

Pour l a  va leur  i n i t i a l e  d '  = 2m + 2m'1 - ( k + l )  t e l  que k + 1 < 2m-2, 

on a  : 

2m<di42m + 2m-1 

c a r  l a  p l u s  grande va l eu r  de  d '  (k+1=0) e s t  2m + 2m-1, e t  l a  p l u s  p e t i t e  v a l e u r  de 

d1  e s t  2 m + 2 m - 1 -  2 m - 2 +  1: 2 m + 2 m - 2 +  1 d > 2 m .  

D'après l e  même raisonnement,  on t rouve  : 

I ( F D ) ( d f )  = 2m+ 1 m + 2 m - l  
q u i  e s t  supé r i eu r  à 2 

l 

Exemple : 

On cons idère  l e s  e n t i e r s  

5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20 - - - - 
2 

Pour a v o i r  l e  r é s u l t a t  23 = 8,  d  peut  ê t r e  au  moins 7 c a r  s i  d = 6 = 2 + 2 

il s o r t i r a  par  l a  v r a i e  s o r t i e  de q.  l 
Ainsi  pour a v o i r  l e  r é s u l t a t  23 + 22 = 12, d '  peut  ê t r e  au  moins 9 c a r  si  

d '  = 8 = 23, il s o r t i r a  pa r  l a  v r a i e  s o r t i e  de p.  



Les c y c l e s  de BJ1-schémas sont  exactement de l a  même forme que ceux des  

D-schémas . 

V-2 THEOREME DE KOSARAJU 

Le schéma F dans l e  théorème V-1-2 e s t  un B J  -schéma, il a d é j à  é té  d i t  2 
ce  n ' e s t  pas un D-schéma. De p lus ,  il e s t  impossible  de l e  r é d u i r e  à un D-schéma. 

NOTE : BOHM & JACOPINI 161, ont  p ré sen té  ce s  schémas comme schémas de base : 

(ou p e s t  un t e s t  e t  F e t  F2 sont  deux schémas). 
1 

Ils o n t  par tagé  l e s  schémas de programmes e n  deux p a r t i e s  : 

1 - l e s  schémas que l ' o n  peut  décomposer e n  T .Q  e t  A *  

II - l e s  schémas que l ' o n  ne peut  pas  décomposer en T ,  R e t  A. 



EXEMPLE : 

- 
BOHM 8 JACOPINI [6J on t  montré que : 

n,  il e x i s t e  un 
n t 1  -schéma qu i  n ' e s t  pas  r é d u c t i b l e  en Q -schéma. 

n  

Dans l e  théorème V-2-2, nous a l l o n s  v o i r  que V n ,  il e x i s t e  un fintl-schéma ' 
(BJntl) q u i  n ' e s t  r é d u c t i b l e  en aucun GP -schéma, c e  q u i  e s t  un r é s u l t a t  p lus  f o r t  

n  
que l e  précédent .  I 



Pour chaque n > 1, il e x i s t e  un BJntl-schéma q u i  n ' e s t  pas  réduct ib le  en 

en aucun GP -schéma v i s  à v i s  d'équivalence de IANOV.  
n 

Preuve : On va démontrer l e  r é s u l t a t  pour n = 2 e t  l e  cas  généra l  se ra  évident ,  

par  l a  même. 

S o i t  G = 
C'est un  sch schéma e t  nous voulons 

montrer q u ' i l  ne peut pas ê t r e  r éduc t ib le  

en aucun GP2-schéma (pour 1 ' équivalence d 
I A N O V )  . 

Considérons l ' i n t e r p r é t a t i o n  1 = N , I  suivante : 

Comme dans l e  théorème V-1-2 l e s  nombres de l a  forme 2m, 2m + 2m-1 e t  

2m + 2m-1 + 2m-2 peuvent ê t r e  considérés comme des e t  pour chaque valeur 

i n i t i a l e  a de x ,  I (G) (a )  e s t  l e  p lus  proche e t  l e  p lus  grand (p.p & p.gJ "STOP" 

de a .  



Nous a l l o n s  é t a b l i r  quelques lemmes pour compléter l a  démonstration du 

théorème. 

LEMME 1 : Pour chaque contrô le  de chemin composé de nombre f i n i  de p1,p2,p3 e t  a ,  

l a  valeur f i n a l e  se ra  supérieure à l a  valeur i n i t i a l e .  

Preuve : L'action a augmente tou jours  l a  va leur  de x e t  l e s  t e s t s  p1,p2,p3 ne 

modifient pas x ,  a l o r s  l a  valeur f i n a l e  se ra  supérieure à l a  valeur i n i -  

t i a l e .  

LEMME 2 : S o i t  J un schéma composé de p 1,p2,p3 e t  a q u i  con t i en t  k occurrences de 

l ' a c t i o n  a : 

i - pour chaque valeur  i n i t i a l e  a de x 

si I ( J ) ( a )  e s t  d é f i n i  e t  p l u s  grand que a + k ,  a l o r s  I ( J ) ( a )  est 

supérieur ou é g a l  au p.p. e t  p.g. "STOP'l de a .  

ii - so ien t  a e t  a '  deux nombres, t e l  que : 

a + k < au p .p. e t  p .g. "STOP" de a et  

a '  + k < au p.p. e t  p.g. "STOP" de a ' .  

Dans chaque t é tapes ,  s i  x avec l a  va leur  i n i t i a l e  a 

devient  a + 6 ,  6 ,< k avec un contrô le  f i n a l  en a, 

a l o r s  dans l a  même t - é t apes ,  x avec l a  valeur i n i t i a l e  

a '  deviendra a '  + 6 avec un contrô le  en a. 

Preuve : i - D'une p a r t ,  s i  a + k + 1 >, au  p.p. e t  p.g. "STOP" de a ,  

l e  lemme e s t  évident .  D'autre p a r t ,  puisque I ( J ) ( a )  2 a + k + 1 

e t  q u ' i l  e x i s t e  k occurrence de l ' a c t i o n  a dans J ,  l e  cont rô le  du 

chemin d o i t  passer  p a r  l e  c i r c u i t  p1,p2,p3. 

Après l e  premier t o u r  de c i r c u i t ,  l a  va leur  de x peut augmenter au  

p lus  k ,  c a r  dans ce t o u r  chaque occurrence de a opère au p lus  une 

f o i s  sur x. 

Ainsi ,  l e s  s o r t i e s  fausses  de p1.p2,p3 peuvent ê t r e  dans l e  c i r c u i t  

e t  l e  cont rô le  du chemin ne peut q u i t t e r  l e  c i r c u i t  qu'avec l e s  

v r a i e s  s o r t i e s  de p1.p2,p3 e t  d 'après  l e  lemme 1 I ( J ) ( a )  >, au p.p. 

e t  p .g. "STOP" de a.  



Preuve : 

LEMME 3 : 

Preuve : 

ii - Dans l e s  premières t - é t apes ,  l e  cont rô le  du chemin pour x avec 

l a  va leur  i n i t i a l e  a ne con t i en t  pas l e s  v r a i e s  s o r t i e s  de p 
1 ' 

p2,p3, puisque aucun a ,  a + 1,. . . , a + 6 ne peut ê t r e  un "STOP".1 

Alors pour l e s  premières t -é tapes ,  l e  cont rô le  du chemin pour x , 

avec l a  va leur  i n i t i a l e  a '  est auss i  ident ique  ( n i  a ' ,  a '  + l,.. 
a '  + 6 ne peut ê t r e  un l"STOP1l). 

Alors x avec l a  valeur i n i t i a l e  a '  deviendra a '  + 6 avec un con! 

Supposons que J e s t  un GP -schéma composé de p1,p2,p3 2 
qu i  admet k occu-1 

rences de l ' a c t i o n  a .  POUF chaque e n t i e r  m qu i  v é r i f i e  2m-3> k + 1, si1 

1 ( ~ ) ( 2 ~  - k - 1) = 2m 

1 ( ~ ) ( 2 ~  + 2m-1 - k - 1) = 2m + 2m-1 
m - 1  - 2m-2 

I ( J ) ( ~ ~  t 2 - - k - 1) e s t  d é f i n i  

Alors I (  J )  (2m t 2m-1 + 2m-2 - k - 1) > 2m + 2 
m - 1  + 2m-2 

1 

On démontre par  récurrence su r  l a  c l a s se  de GP -schémas. 2 

Supposons 
: al 

= 2 m - k - 1  S = 2m 
1 

a = 2m + 2m-1 s = 2 m + 2  m - 1  I 
2 

- k - 1  
2 

a = 2m + 2"" t 2m'2 - k-1 ç = 2m + 2m-1 
3 3 

t 2m-2 

- Pour I D  e t  a l e  lemme e s t  v r a i .  

- Supposons que l e  lemme s o i t  v r a i  pour GP -schémas 2 
J 1 y J 2 , - . y  J avec kl,k2, ..., k occurences de l ' a c t i o n  a .  u u 

- On prouve ce théorème pour chaque GP -schéma J composé de 
2 

J 1 3 J 2 9 - . 3  J u e t  chaque t e s t  ql,q2 E { P ~ P ~ ~ P ~ I .  
Supposons que J a k occurences de a ,  a i n s i  k = kl + k2 + ... + kU. 
S o i t  I ( J ) ( a l )  = sl, I ( J ) ( a 2 )  = s2 et  I ( J ) ( a g )  est d é f i n i .  

Considérons x avec l a  valeur i n i t i a l e  a l e  contrô le  du chemin passe 
1 

par  une séquence (probablement n u l l e )  des ql e t  q2, p u i s  il e n t r e  dan 

un J. e t  après  c e r t a i n e s  t ransformations s o r t  de Ji e t  continue c e t t e  
1 

procédure. 



Nous d isons  que l e  cont rô le  du chemin a un c i r c u i t  g lobal  s ' i l  

e x i s t e  un Ji qui  e s t  e n t r é  au moins deux f o i s .  

On suppose que l a  séquence des J ( e n t r é )  s o i t  J , J .  y Ji ,..,J. i i 1 
1 2  3 

1 
j 

on trouve l e  minimum v t e l  que J, augmente l a  valeur de x de p lus  
.L 

Y que k , deux cas sont  poss ib les  . 
i v 

- (un t e l  v d o i t  e x i s t e r  c a r  s - kl > k = kl + k - 1 2 ... + kU) 

So i t  a + 6 l a  va leur  de x avec un contrô le  a l ' e n t r é e  de j2 , 
I v 6 6 ki + ki + ... + ki , a i n s i  d 'après l e  lemme 2- i i  - pour x 

1 2 v- 1 
avec l a  va leur  i n i t i a l e  a ou a l e  cont rô le  du chemin a r r i v e r a  2 3 
à l ' e n t r é e  J avec l e s  valeurs a + 6  ou a + 6 respectivement. 

i v 2 3 

S i  v v é r i f i e  a, d ' ap rès  l e  lemme 2 - i i ,  Ji augmente l a  va leur  de 
v 1 

x (avec l a  valeur i n i t i a l e  a + 6 (début de Ji ) ) ,  de p lus  que 2 v 
ki . D'après l e  lemme 2- i ,  I ( J i  ) ( a 2  + 6) % s2. I 

v v 

Ji 
e s t  l e  de rn ie r  schéma qu'augmente l a  va leur  de a 

v 2 ' 
a l o r s  I (J .  ) ( a 2  + 6 )  = s2. 

1 v 
D'après l 'hypothèse de récurrence I ( J .  ) ( a 3  + 6 )  > s3 

1 

a l o r s  I ( J ) ( a 3 )  > s3. v 

S i  v v é r i f i e  f3, nous chois issons  l e  premier c i r c u i t  g lobal  dans l e  , 

contrô le  du chemin pour x avec l a  valeur i n i t i a l e  a 
1' 

La seu le  façon que x (avec l a  va leur  i n i t i a l e  a l  ou a ) a i t  de qu i t  , 
2 

t e r  l e  c i r c u i t  g lobal  e s t  l a  v r a i e  s o r t i e  de ql ou q2. D'après 

lemme 1 e t  3,  iql ,  q2} = {pl, p21. I 

Puisque x ,  avec l a  va leur  i n i t i a l e  a r e n t r e  a i n s i  dans ce c i r c u i t  , 

3 ' 
il ne peut s o r t i r  que par  l a  v r a i e  s o r t i e  de q OU q2 i .e . v r a i e  

s o r t i e  de p ou p , donc l e  r é s u l t a t  s e r a  supér ieur  à sg. 1 2 

1 

Alors d 'après  l e  lemme 3 aucun GP -schéma ne peut pas  avo i r  l e s  va leur s  2 
f i n a l e s  c o r r e c t e s  pour t r o i s  va leurs  a 1, a 2  & a3, mais G peut l e s  avo i r .  



Démonstration : l e  schéma de programme : f a i r e  p --,a ; q-B - f a i t , a  l e  même 

c a l c u l  que l e  schéma : f a i r e  si p a l o r s  ; si  q a l o r s  s inon -- - - -- 
e x i t ( 1 )  fsi  sinon e x i t ( 1 )  f s i  f a i t .  --- -- l 

De même p l u s  généralement : 

f a i r e  p --+a1;. . . ;pn- an f a i t .  1 

a l e  même c a l c u l  que : 

f a i r e  s i  p a l o r s  a . s i  p a l o r s  a -- sinon e x i t (  1) f s i  s inon  
1- 1' - 2 -  2" '  - - -- 

e x i t ( 1 )  fsi  f a i t .  - -- 

V-3 THEOREME DE JACOB 

Preuve : Conne t o u t  RE -schema(formule) e s t  une GRE -formule on a : RE < GREl . 
1 1 1 C 

Il s u f f i t  de démontrer que GRE 4 RE: i . e .  pour t o u t e  fourmule 
1 c 1 

{hl€ G E 1 '  on peu t  c o n s t r u i r e  une RE1-formule C ~ U S I N E A U - ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~  

Soit  { g } ~  G E 1 ,  t e l q u e  {g} e s t  une sous-formule de {h l  e t  supposons que 

- ~ ( { g ) )  = Ig) s i  Ig)  e s t  une formule propre 

i - ~ ( { g } )  = [{g}- i] .w. s i  l ' un ique  va leure  t e rmina le  de  {g) e s t  i 2 1 
1 

- O( { h l )  = {g) *-{hl 8 b(  ( g )  ,{h 1)- US(@(  I g ) )  )] 
P 

(O( { h l )  e s t  l a  formule obtenue en subs i s tuan t  S(O( {g)) à l a  sous-formule 

{g)(de profondeur 1) de { h l ) .  Alors  O( { h l )  E RE1 

I l  nous r e s t e  à démontrer que {h) E O({ h 1 )  
C 



1 LEMME ----- 

1 < i 6 n {fi} = {fi- i l .ui  

P f u x g  : ûn f a i t  une r ecu r rence  s u r  l a  va l eu r  t e rmina le  i 
1 

1 

- i=l {f,} = { f , - l } . ~ ~  (un simple r é s u l t a t  de A4) 

Suppo.sons que l e  r é s u l t a t  s o i t  v r a i  pour t o u t  i < n .  

I l  f a u t  démontrer que I f n )  = {f  - n}\. n 

f = f - n - ~ } . n - ~  par  hypothése de r ecu r rence  n- 1 

+ {Ifn}} = {if - n-l}.Wn} n-1 par  A2 

+ {If } }  = {{f - n}.uA pa r  d é f i n i t i o n  
n n 

* f = {f - n1.w n par  A3 
n 

ûn a donc pour t o u t e  formule { g )  E GRE Ig) -Z ~ ( ( ~ 1 )  e t  d ' ap rè s  A l  & A2 : 
1' C 

{h l  = O( { h l ) .  
C 

Les pr incip$aux r é s u l t a t s  obtenus sont  resumés dans l e  t a b l e a u  ci-dessous,  où 

-< , < , : , sont  m i s  pour < , < e t  = . 
1 1 1 

V-1-3 V-2-1 V-2-2 V-2-3 

D E EU, < 3 J 2  < ... < B J ~  E RE, a, * * - 4  p Ill /A 

RE, 
/A 

v-3-1 ORE, C ... ,< 

/A 

DREN 
/r\ 

GRI " GEZ 4 ... 4 
/A /A 

GREN 
/A 

DGRE, " DCiRE, .* * * *  ( KEN 
A v-1-1 

- 
P S 
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