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INTRODUCTION

Dans cette thése, nous avons étudié les relations entre les schémas de
programmeset l'application de ces relations a la comparaison des structures des

schémas de programmes.

Dans la premiére partie, en trois chapitres, nous étudierons six niveaux

d'équivalences COUSINEAU, LIBRE, EMONDEE, SELECTIVE, IANOV et PATERSON.

Dans les deux premiers chapitres, on donne des définitions fondamentales
inspirées par les travaux de COUSINEAU [11] ; [12] , JAcoB [19] ; [20] ;[21] ; [22]
GRIBACH [24] et KASAI [25]

Le troisiéme chapitre est consacré 3 la définition des différents niveaux

d'égquivalence des schémas de programme.

L) EQUIVALENCE DE COUSINEAU

Ce niveau d'équivalence a été complétement étudié par COUSINEAU [ll]
et la plupart des théorémes de ce chapitre sont une simple recopie du travail de

cet auteur.

44) [EQUIVALENCE DE TANOV.

Nous avons montré que le probléme d'équivalence de IANOV est décidable
pour les schémas de programmes et nous avons introduit un ordre total sur les &lé-

ments de F U P qui nous permet de mettre les blocs sélectifs sous forme canonigue. |

LiL)  L'équivalence de PATERSON est étudiée en deux parties :

- On a présenté une classe de schémas de programmes ou le probléme

d'équivalence de PATERSON n'est pas décidable.



- Nous étudions trois classes de schémas de programmes ou le probléme
d'équivalence de PATERSON est décidable dont la classe de schémas de

programmes BIPARTIS présenté par JACOB [22]-

Nous défissons une théorie Consistante et Compléte pour ces trois

classes de schémas de programmes.

4v) Enfin , nous avons étudié trois niveaux d'équivalence intermédiaires qui nous

permettent de détailler le probléme d'équivalence entre les schémas de programmes.

Dans la deuxiéme partie, nous avons appliqué ces niveaux pour comparer 1€

structures de schémas de programmes.

I1 convient de noter que 1l'objet de notre travail est le schéma de

programmes dont l'arbre de programme associé est reconnaissable.




" PREMIERE PARTIE
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1.1. ARBRES FINIS ET INFINIS

I.1.1._Définitions
Etant donné un ensemble fini W = {al,..., al}, on appelle mot sur W
toute suite finie d'élément de W, u = a; ... A,
1 P
La Longueur d'un mot u noté [u| est la longueur de la suite, on

P *
désigne par W 1l'ensemble des mots sur W,

- Id Id * . P4 3 .
L'ondne préfixiel <, sur W est une relation d'ordre définie par :

Soient u & v e W et u = a; ... @ & v=a, ... as :
1 ) J1 q :

u SP v <> p < q et ¥k < p, a, =a

L'ondre RLexicographique < sur W est une relation d'ordre définie par :

*
Soient u = a:.L .o ai etv=-a. ... a, dans W
1 b} b jq
u<v<=>goitus v

soit 3r < inf(p, q) tel que ¥k < ret i_< j_, a, = a.
r r® i Iy

Etant donné un entier n, on considére [n] = {1, 2,..., n} ordonné
par l'ordre des entiers.
. . . . *
Un domaine d'anbre de deghé n est une partie non vide D de [n]l qui

posséde les propriétés suivantes :

1. ¥me D, ¥m' € [nl* m' SP m=>m'eD

* . .. .
2. ¥m e [n1", Vi, je [n] mieDetj<i=>mjeD




Un W-ARBRE de degnZ n est une application partielle A : [nl* + w

ol W est un alphabet, et telle que le domaine de A est un domaine d'arbre.

L'arbre A sera dit fini ou infini suivant que le domaine de A (noté

Dom(A)) est fini ou infini.

Soit A un arbre de degré n et m € Dom(A), on appelle sous-arbre de
A issu du noeud m et l'on désigne par me l'arbre de degré m dont la fonc-

tion est définie par (K¢m)(m') = A(mm').

I1 est clair que ¥m;, m, € Dom(R) (Klm W= R

2 1 2 172

Les éléments du domaine de A sont appelés noeuds de A, les noeuds

maximums "Les fewilles" et le noeud minimal "racine" (noté €).

EXEMPLE I.1. : W-arbre A défini par :

A={(e, £), (1, &), (2, ), (11, g), (12, £), (13, x)

(21, £), (111, y), (121, x), (122, y), (211, x)}

Dom(®) = {e, 1, 2, 11, 12, 13, 21, 111, 121, 122, 211}

w=1{f, g, h, x, vy}

On peut représenter les arbres comme des graphe étiquetés dont les
sommets sont les noeuds de l'arbre, chaque sommet m est étiqueté par A(m),

. as . * .
une aréte joint le sommet m au sommet mi avec m € [n]l et i € [n].




On dessine généralement ces arbres en plagant la racine vers le

haut et en orientant implicitement les ar@tes vers le bas.

De plus, les arétes (m, ml), (m, m2),..., (m, mn) sont placées dans
cet ordre de la gauche vers la droite ce qui rend implicite la désignation

des sommets.

EXEMPLE I.2. : Le graphe étiqueté représentant l'arbre A de 1l'exemple I,1.

Définition : Un alphabet W est dit a-gradué s'il est muni d'une application
a: W-+N. ¥x € W, a(x) s'appelle £'anit? de x.
Un W-arbre A est dit a-gnadu? si W est a-gradué et

¥m ¢ Dom(A) Cardinal{i € [nl : mi e Dom(B)} = a(&E(m)).

EXEMPLE I.3. : L'arbre a-gradué B (représenté par un graphe étiqueté).

£
/ \ a(£)
g

=2
b a(g) = 3
///////L\\\\\\ ’ a(h) = 1
X y g
////\\\\ ////r\\\ a(x) = a(y) = a(z) = 0
X y

X
<
N

Dans l'exemple I.2, A n'est pas gradué.



NOTATION I.1. : Etant donné un alphabet W a-gradué, M (W) et M(W) repré-

senteront respectivement 1'ensemble des W-arbres a-gradués et 1'ensemble

des W-arbres a-gradués finis.,

L'ondne pré4ixé sur M (W) noté Lp est défini par :

A, [ A, <= Dom(A,) ¢ Dom(A,) et ¥m € Dom(A,), A,(m) # § =

(R est un élément distingué de W d'arité zéro).

EXEMPLE I.4. : Considérons les trois arbres Kb, Ki et Ké ci-dessous :

AN A\
N N, N
AN

% Q

>
5|
g

Ao Lo &) 1 E4

| S—

| Dé4initions : - Deux arbres Aj et Ké sont dits 2gaux si et seulement si ils

sont superposables, autrement dit

T T T .7 T
Ay=hy =& [ & ¢k [K.



- Etant donné un alphabet W a-gradué, l'ensemble des expressions bien

formées sur W est le langage engendré sur Wu {'(', ")', ', '} par

la grammaire T = Z f(T,..., T) + Z c
feW CeW
a(£)>0 a(c)=0

A tout W-arbre $i{n{ A, on fait correspondre £'expression bien formée

eb(A) définie comme suite :

si A(e) 0 alors eb(R) = C

C et a(C)

si A(g)

f et a(f)

i > 0 alors

eb(R) = f(eb(A+1), eb(A+2),..., eb(A¢i)).

A tout ensemble d'arbres finis A, on fait correspondre le langage de

leur représentation : eb(A) = {eb(E) : A € A}.

EXEMPLE I.5. : L'expression bien formée correspondant & l'arbre A de 1'exem-

ple I.3. est : eb(A') = f(glx, f(x, y), y), hlg(x, x, y)).

NOTATION I.2. : Posons Wy = WU {2} (@ un é1ément distingué).

Les ensembles Mm(wg) et M(WQ) seront donc toujours munis de

1'ordre préfixé.

I.1.3. Substitution

- - G G S e o -

Soient deux arbres A et Ki et m € Dom(R).

On désigne par Alm < Ki] le résultat de la substitution de A, au sous-

1

arbre de racine m dans A c'est-3-dire l'arbre défini par :

I-1



- Dom(Alm <« Kl]) = (Dom(A) - m[n]*) U m Dom(Kl)

A(m') si m' € Dom(B) - nlnl*

- (&lm « B, 1)(n")

Kl(m") sim' = mm"avec m" € Dom(Kl)

Soient deux arbres A et Kl et M une partie préfixé de Dom(A).

On désigne par A[M + Kl] le résultat de la substitution de A; aux

sous-arbres de racine m € M dans A c'est-d-dire l'arbre défini par :

- Dom(A[M +« Kl]) = (Dom(A) \ M[n]*) u M Dom(?\-l)

A(m') si m' € Dom(R) - M[n1*

1

- (AlM « Ki])(m')

A(m") sim' =mm"avecme M & m" € Dom(_lil)

EXEMPLE I.6. : eb(A) = f(g(h(x), k(x, y)), hik(g(x, y), h(x))))

eb(TB'l) = g(h(x), k(x, y))

eb(gé) = h(x)

eb(Kl) = f(x, h(y))

eb(KQ) = k(y, x)

eb(K[§l+'/§l, §2+K2])=f(f(x, h(y)), h(k(g(x, y), k(y, x)))).

1.2, MAGMAS

1.2.1, Définitions

Soit W un alphabet a-gradué, on peut distinguer les éléments de W

en deux parties F et V telles que :

-~
1]

{f e Ww: a(f) > 0}

{feWw: a(f) = 0}.

<3
1]



-7 - I-2

Les €léments de V sont des variables (notées x, y, z,...).

Soit (D, <) un ensemble ordonné par une relation d'ordre <.

Une partie B de D est dinigée si ¥b,, b, € B 3b, € B tel que

2

bl < b3 & b2 < bS'

L'ensemble ordonné (D, <) est complet si toute partie dirigée
dénombrable B de D admet une plus petite borne supérieure, que l'on note

sup(B).

Une fonction f : D" + D est crnodlssante si ¥d dn € D et

1oeees
Vdi,..., dﬁ €D dl < di,..., d = dé => f(dl""’ dn) < f(di,..., dg) H
elle est continue si elle est croissante et si pour toutes parties diri-

gées dénombrables Byseves B sup(f(Bl,..., Bn)) = f(sup(Bl),..., sup(Bn)).

(Si f est croissante et les Bi dirigées dénombrables, alors
f(Bl,..., Bn) = {f(bl,..., bn) : by € Bi,.., b e Bn} est dirigée dénom-

brable).

Un W-MAGMA M est un triplet <Dy, Fy, E)> ol
- DM est un ensemble appelé domaine de M.

- FM est un ensemble d'applications qui contient pour

Da(f) + D

chaque f € F une application partielle fM : Dy Ve

- EM € Dy contient pour chaque symbole C € V un &lément Cy € Dy-
Si (DM, <) est un ensemble ordonné ayant un plus petit élément -
(noté 1), alors le magma M est dit ondonné (resp. complet) si les fu

sont croissantes (resp. continues).




A chacune de ces notions de magma, magma ordonné et magma complet
correspond une notion de morphisme évidente.
Par exemple si M et M' sont deux magmas complets, un morphisme

h : M > M' est une application continue h : DM + D, tel que :

M'

- h(ly) = Ly,

- ¥x e Vo oh(x,) = x,

-¥f e F et ¥d, € D, h(fM(dl""’ dn)) = fM'(h(dl)""’ h(dn)).

Les W-magmas, W-magmas ordonnés, W-magmas complets avec leurs mor-
phismes constituent des catégories notées respectivement M(W), (MO(W) et

Mc(w).

Un objet M. d'une catégorie [ est undiversel {initial si pour tout ob-

0

jet M € [, il existe un et un seul morphisme h : MO + M.

Nous appellerons W-magma £ibxre, W-magma Libre ondonni et W-magma
Libre complet les objets universels initiaux des catégories M(W), MO(W)

et MC(W),

- -y W e = S D En R R m A% e M e o 3w -

0
Nous allons montrer que M(WQ) et M (WQ) sont munis respectivement
d'une structure de magma ordonné et de magma complet.
- Montrons d'abord qu'ils ont la structure de magma :

Soient F 1'ensemble des symboles d'arité non nulle, et VQ 1'ensem-

ble des symboles d'arité zéro.
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Alors, on a 1'égalité W, = Fu VQ, on peut donc noter M(F, VQ)

pour M(W,) et Mw(F, VQ) pour Mw(WQ).

A tout symbole c € Va, on fait correspondre 1l'arbre C défini par :

Dom(C)

{e}

Ce) = ¢C

A tout symbole f € F on fait correspondre 1'application (arité

- o k el PR
de f = k) f: M (F, VQ) - M (F, VQ) définie par :

?(Ki,..., Kk)(inﬂ = Ai(m) ¥m € [n]* et 1 e [nl.

Il est clair que la restriction de £ & M(F, VQ) est dans M(F, VQ).

M“(wg) et M(WQ) sont donc munis par ces opérations d'une structunre

de magma.

[oe]
- Montrons maintenant que M (WQ) et M(WQ) sont des magmas ordonnés :

il faut montrer que f est croissante c'est-a-dire que :

¥il<i<k &

F(Bysener BI(E) = F(EY,..., B)(E) = £
¥ielnl et me [n)" F(&,..., §)(Em) = B (m) & F&L,..., ED(Em) = Ki(m),
?(Zi,... )(11n)¢ = Al(m) Q= A'(m) E&(m) par hypothése

et donc f(Al,..., A ) [ f(A,..., Al).

- I1 nous reste 3 montrer que l'ordre préfixé est complet sur

0 =3 .
M (WQ), autrement dit, il faut prouver que les f. sont continues.
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- A(m) = sup({A'(m : Z'(m) e D et m e Dom(A')}) ¥m e Dom(E)

La proposition I.2. montre que A est bien définie partant sur
k,J Dom(A'), qu'il majore tous les éléments de D et qu'il est le plus

A'eD
plus majorant.

Pour montrer que f est continue, prenons Dl""’ Dn des parties
dirigées dénombrables de Mm(Wb) et D ='?(Dl,..., Dn)'
Comme T est croissante D est une partie dirigée dénombrable de
ﬁm(WQ) et par conséquent posséde un sup.
Il s'agit de montrer que : sup(D) = ?(sup(Dl),..., sup(Dn)).
Posons A = sup(D) et ¥i Ki = sup(Di), il faut alors montrer que :
=EE,..., F)

A(e) = [sup(D)I(e) = [sup({?(dl,..., dn)

d] € Dyyeee, 4 € D NIE) = £ = F(Ay,...y A (E)

1
A(im)= sup({di(m) : di € Di}) = K&(m) = ?(Xl,..., Kﬁ)(im).

Alors Mm(wQ) est un magma complet.

Considérons le W-magma M = <Dy, Fus Ep-
Comme EM c Dy on peut le considérer comme ensemble de relations

i unaires sur W.

On vérifie facilement que M posséde la structure d'une réalisation
et done qu'il peut &tre le modéle pour une formule ou pour un ensemble

de formules (théorie).
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Proposition I1.1. : Si D est une partie dirigée de M”(wg) et si Ki et

Ké € D alors :

vme [n1*, me Dom(Kl) n Dom(Ké)

_ _ => Kl(m) = 'A-2(m)
Al(m) #Q 8 AQ(m) r 2Y) .

DEMONSTRATION : Comme D est une partie dirigée, il existe Ké € D tel que

A, [ A, &4

Kl(m) £ Q= Ké(m) Kl(m)

=> Kl(m) = KQ(m)

KQ(m) £ Q= Ka(m) Ké(m)

Proposition 1.2. : Si D et D' sont deux parties dirigées d'un ensemble

ordonné complet (E, <), (¥d € D 3d' € D', d <d' donc sup(D) < sup(D').

DEMONSTRATION : ¥d € D, 3d' ¢ D' d < d'=>¥%¥d e D

d < sup(D') => sup(D) < sup(D').

Sur W

s on définit 1'opération sup par :

sup(x, y) = |xsiy

Q

ysix=Q

non défini sinon

L'opération sup est associative et s'étend donc aux parties de
plus de deux éléménts.
[e o] P
Si D est une partie dirigée de M (WQ) et l'arbre A défini par :

- Dom(A) = _U Dom(A"')
AteD
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Comme nous allons voir plus loin M peut avoir certaines constantes

individuelles.

I.3. SYSTEME D'EQUATIONS

1.3.1. Définition

Soient x N des symboles d'arité zéro.

130
Un systéme d'équations est un n-uplet d'équations de la forme :

X = Ti ol : Ti € Mw(F,IN U {xl,..., xn})\{xl,..., xn}).

Une so0fution d'un tel systéme est un n-uplet d'éléments de Mw(F,IJ)
vérifiant :

¥i 1<4i<n A, =T.[x. « A

Un systéme d'équations est dit nZgulien si les Ti sont finis :

EXEMPLE I.7.

X
n

1 h(x2)

%
"

f(k(xo), 0)

i
H

3 g(xu, 2(x2))

k]
=
"

A A AH) avec

qui posséde pour solution le 4-uplet (A os Bgs

l,



k. h
|
Kl K2
& £
f/ \2 k/ \
e ‘h
N L
g
, i /\ \O /\

w
g
£
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Un arbre A ¢ Mm(F, 1&2) est dit neconnaissable si le nombre de ses

sous-arbres distincts est fini.

On peut montrer (COUSINEAU [11]) que les arbres reconnaissables sont

exactement ceux qui sont solution d'un systéme d'équations régulier. 1

Soit A un arbre reconnaissable, on définit sur Dom(A) 1l'équivalence

par :

=

¥m, m' € Dom(A) ms= m' <=> A}y = B} ,
m m

A

Cette équivalence a un nombre fini de classes et dans chaque classe

on choisit comme représentant 1'élément minimal dans 1l'ordre lexicographique.

On notera p(m) le plus petit m' tel que Klm = me"

Soit N = {ml, Mysenns mr} 1'ensemble des é€léments minimaux, tel

Que my = € ; on lui associe le systéme d'équations :

b
n

C si K(mi) =CeVet a(c) =0

f(x

p(mi ),...,xp(mi )) si A(mi) = feFetalf) =s
1

S

On vérifie aisément que ce systéme d'équations posséde pour solu-

tion r-uplet (A¥_ , AY_ ,..., A} ).
My M My

Notons que dans ce systéme les membres droits (les Ti) appartiennent

soit & V soit 3 Ml(F, Vy.
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On appelle &fZmentaire un tel systéme, il est clair que ce systéme

est minimal au sens du nombre d'équations.

Soient S et S' deux systémes d'équations aux inconnues Ryseows X
et yl,..., ym.

Pour tester l'équivalence de S et S', on réalise un arbre* dont les
sommets sont étiquetés comme suite, par des couples d'inconnues supposées

équivalentes

La racine de cet arbre est étiquetée par %, vy

- Si un sommet est étiqueté par X, £ y: et siles équations ne

3
sont pas comparables alors la construction échoue, les deux

systémes ne sont pas équivalents.

- Si les deux équations sont du type Xy = C et yj = C le sommet

n'a pas de successeur.

- S8i les deux équations sont de la forme

b
[
n

F(X, 5euey X )
1 ta(f)

«
n

F(Y. s5eees V2 )
J1 Ja(£)

le sommet a pour successeurs des sommets étiquetés par les couples

(x; , y. ) 1< p < a(f) qui n'apparaissent pas encore dans

l'arbre.

* Nous l'appelerons £'arbre de comparaison.
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S8i nous arrivons 3 un stade ol tous les ‘sommets sont apparus, alors

les deux systémes d'équations S et S' sont équivalents.

EXEMPLE I1.8.

rx1 = g(x2, xl) {yl = g(ys, yl) |
4x2 = f(xu, x3) V, = f(yu, yl)
Xy = g(xQ, X3) Jys = f(ysa Yl)
x, = h(x,) vy = hiyy)
Ly5 = h(y2)

L'arbre de comparaison de S et S'




Alors deux systémes d'équations S et S' sont équivalents.

NOTATION I.3. : Une démonstration compléte de la validité de cette méthode

de comparaisons se trouve dans COUSINEAU [11].

I-3-4 EXPRESSIONS RATIONNELLES

DEFINITIONS : Considérons les opérations suivantes définies sur Mw(wg)

- La Concaténation

- o0 —-— — ——— —
VA,A, €M (W) A, A, = A [ONA ]

Cette opération est associative et on peut noter.

— — — o0 —— — — -— -— —— -_— — ——
v Al’AQ’A3 e M (WQ) Al‘AQ‘A3 = (Al.A2).A3 = Al'(A2'A3)
o}
D'autre part, nous noterons a =
al=a
n n-1
a = a a

- L'addition et la soustraction d'un entier
€ Mw(wﬂ) ,Vne N ;

Afi e v \i+n]

E[izneN\i-n]

+ >

v
A +n
A-n

2 pour i<n.

- L'opération étoile
- o
VvV A
eEM (WQ)

A* = sup({a"-1})
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Par exemple si A g ///\\\ h et B

\
/

g
.§.= l ‘ 7\_1-3: /\1

b |

- NG
AT T

=1
ll*
1]
2]
[
hol
~~
=)
|
[
[—
N’

£
s

¢

0

On appelle famille des arbres rationnels et on note Rat(Mw(WQ)), la plus

petite famille d'arbres contenant les arbres finis et fermée par les opérations
de magmas et 1'étoile.

Une expression rationnelle est un terme du magma M(F U{%}, NQ).
A toute expression rationnelle E est associé un arbre E défini par :

YVneN n=n

v feF avec ar(f) = k F(E . E) = f(fi,..;ﬁk)
= @

Sur M(FU $}, NQ), on définit 1l'ordre [ et 1'équivalence par :

' EIEEQ El Ep E?
El: E2 == El = E2

El’EQ € M( U{*},INQ)

Soit E une expression rationnelle, on appelle sous-expression tout occurrence d'ur

expression dans E.



Soit G une sous-expression de E, on appelle profondeur de G dans E et on

note & (G,E) le nombre d'étoile qui sont "au dessus" de G dans E.

Soient E une expression rationnelle et s une occurrence d'un entier i
dans E. A s et E, on associe l'entier T (s,E) = i -&(s,E).
s est dit signe terminal de E si T(s,E) > 0, dans ce cas T(s,E) s'appelle la

valeur terminale du signe terminal s dans E.

Etant donnée une expression rationnelle E et un entier n on désigne par

E+n 1l'expression obtenue en remplagant dans E tous les signes terminaux i par des

occurences de i+n.

Par exemple si E = f(g(a(,l),h(b(o),a%))*)*,a(O))

S
1 2
l'entier 1 a deux occurrences sl et 52 dans E
T(sl,E) = 1-1 = 0, donc s, est un signe terminal.

1-2 = - 1, donc s

T(SQ,E) n'est pas un signe terminal.

2

E+2 = £(£(g(a(3),h(b(0). a(1))*), a(2))

Notation I-y4

Dorénavant, nous allons considérer deux formes de substitutions :

Soient E et T deux expressions et i e W

1,- B[i\F] il s'agit de la substitution de 1l'expression F & toutes les occurences

de l'entier i dans E.

2,- E[ﬂ&F] il s'agit de la substitution de F 3 1'élément terminal i dans E.
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KKKKKEKK KK
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£33 Xk
¥ * K
KK -t KK
KK — kK
*K XK
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SCHEMAS ET ARBRES DE PROGRAMMES
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11.1. SCHEMAS DE PROGRAMMES

11.1.0. Introduction

Un schéma de programme {tératif peut se définir de maniére équiva-

lente comme :

I - Un graphe fini orienté JACOB [19], COUSINEAU [11], MANNA [32],...
II - Une suite d'instructions (écrite au moyen d'une syntaxe voisine
de celle des vrais langages de programmations) COUSINEAU [11],
GREIBACH [24],...
111 - Un objet ressemblant fortement & un automate fini KASAI [26],

COURCELLE [91,...

Nous allons étudier ces trois définitions mais nous utiliserons

principalement les définitions I et II.

Considérons 1l'alphabet W constitué des

~ symboles de fonctions d'arité 20 : f,, f

1’ 2,.0-

- symboles de prédicats d'arité2z 1 : Pys Ppsece

- variables : Kyseeos Xy
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- symboles auxiliaires : "DEB", "FIN", "( )", v, §
(vrai, faux)

- constantes et de 1l'égalité

Nous noterons F l'ensemble des symboles de fonctions et P l'ensem-

ble de symboles de prédicats et V, l'ensemble des variables.

k

1. Termes de fonctions :

- Toutes les variables et les constantes sont des termes

de fonctions.

- Si fe F avec a({f) = n et Xyseees X € Vk alors

f(xl,..., xn) est un terme de fonctions.

Nous noterons TF(F, Vk) 1l'ensemble des termes de fonctions définis

sur F et Vk‘

2. Termes de prédicats :

- Si p e Pavec a(p) = n et Xyseoos X € V) alors

p(xl,..., xn) est un terme de prédicat.

Nous noterons TP(P, Vk) l'ensemble de termes de prédicats définis

sur P et Vk'
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3. Termes d'entrée, de sortie et de boucle

- Les symboles auxiliaires "DEB", "FIN", "BOU" sont res-

pectivement les termes d'entrée, de sortie et de boucle.

C. INSTRUCTIONS :

—— —— - -

1. Instruction d'affectation :

8i tg € TF(F, Vk) et x €V, alors

est une instruction d'affectation.

2. Instruction de test :

Si tp € TP(P, Vk) alors

v §

est une instruction de test.

3. Instructions d'entrée, de sortie et de boucle :

- Si "DEBY, "FIN", "BOU" sont respectivement les termes

d'entrée, de sortie et de boucle alors :
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est une instruc-

@ est une instruc-

tion d'entrée tion de sortie

est une instruc-

tion de boucle

NOTATION II.1. : L'instruction d'affectation peut avoir un nombre (fini)

quelconque d'entrées mais seulement une seule sortie, l'instruction de
test peut avoir un nombre (fini) gquelconque d'entrées mais deux sorties
distinctes, 1l'instruction d'entrée n'a pas d'entrée et elle a une seule
sortie, enfin les instructions de sortie et de boucle peuvent avoir un

nombre (fini) quelconque d'entrées mais aucune sortie.

REMARQUE : Nous noterons A(F, Vk) l'ensemble des affectations définies

sur F et V,.» et T(P, V,) l'ensemble des tests définis sur Petv.
Définition : Un W-schéma de programme itérnatif S ("FLOWCHART" ou
"charte'") est un objet constitué par un nombre fini d'instructions des trois
types ci-dessus tel que chaque "DEB" est 1ié & une "FIN" et chaque "FIN" est

liée 3 au moins un "DEB", et qui vérifie les conditions suivantes

1. S posséde exactement un "DEB" et au moins une "FIN".

~

2. Chaque instruction est sur un chemin de "DEB" & une "FIN" ou

a une "BOU",



3. Les variables sont divisées en trois ensembles : X (les variables

d'entrée), Y (les variables de programme), Z (les variables de

sortie) qui vérifient les conditions suivantes

3.1,

3.2.

3.3.

Les éléments de X - Y (données) n'apparaissent jamais

comme &léments gauches d'une instruction d'affectation.

Les éléments de Z - Y (résultats) ne peuvent apparaitre
comme éléments gauches d'une instruction d'affectation
que pour atteindre immédiatement "FIN". Les &léments de
Z - X - Y n'apparaissent jamais dans une instruction

de test ou comme 2léments droits d'une instruction d'af-

fectation.

¥x ¢ X, chaque chemin de "DEB" & une instruction conte-
nant x, doit avoir une instruction d'affectation qui

posséde x comme élément gauche.

EXEMPLE II.1. : Un schéma de programme (S) (représentation graphique) avec

les variables d'entrées x, et x..

1 2

voir page sulvante...
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FIN j-- -0,

N

_‘l -
“ £(xy, x)p---——---- -

X, + f(xl, x3)~---—-0£5 X

2 2

I

!
-

. N/ ]
Oecme — e e = ) -

C'. NUMEROTATION DES INSTRUCTIONS :

Etant donné un ensemble M = {al,..., an} de noms d'instructions,

Pour une représentation linéaire des instructions, nous nommons

(o : )
:xudf' chaque instruction par un élément de M (que nous appellons son adresse)

“

et nous les définissons linéairement comme suite :




commence toujours par
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1. Instruction d'affectation :

si Ty € TE(F, Vk) et s aj € M alors :

ai : tf . aj est une instruction d'affectation.

2. Instruction de test

Si tp € TP(P, Vk) et a,, aj, @ € M alors

o, :t_* 0., 0 est une instruction de test.
i p | k

3. Instructions de sortie et de boucle

S8i "FIN" et "“BOU" sont respectivement des termes de sor-
tie et de boucle et ai, aj € M alors :
a, : "FIN" (noté 0)

aj : "BOU" (noté w)

sont respectivement l'instruction de sortie et de boucle.

Notons que dans cette représentation nous supposons que le calcul

1 et par conséquent nous n'avons pas besoin de

préciser "DEB".

Definition  : Un W-Achéma de programme S est une suite finie d'instructions

‘des trois types ci-dessus, qui vérifie les conditions suivantes

I - L'adresse de chaque instruction est sa position dans la suite.

I1I - Toutes les adresses "transférées" sont des adresses dans la

Lo v

vy

suite.
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EXEMPLE II.2.
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S posséde au moins une "FIN" et chague instruction est sur
un chemin qui commence par Q.
Les variables sont divisées en trois ensembles X, Y et Z

et vérifient les conditions 3.1, 3.2 et 3.3.

: Une présentation linéaire du schéma de programme S de

1l'exemple IT.1.

Dépinition

@, [p(x2)] O, Oy

a2 : FIN

a, [x3 « g(x2)] © o,
@, [p(x2)] ag, O

a. [x2 + f(xl, x3)] o,
ag [x2 + f(xl, xl)] ag
a7 : FIN

ag [x3 « g(x3)] O

ag : Lpxgll ey, &)y
alO : FIN

0., : [x2 « f(xl, x2)] ag

Un W-SCHEMA DE PROGRAMMES S de degré n est un objet :

F=<w,Q, T, dgs (Sl,..., Sn)> ol :
W est un alphabet fini gradué
Q est un ensemble fini
T est une fonction qui 3 tout g € Q-{Sl,..., Sn} fait
correspondre est (p+1)-uplet (f, qqs.--» qp) tel que

f e WP et Qqoeces qp € Q
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(Sl""’ Sn) est un n-uplet d'éléments distincts de Q.

EXEMPLE II.3. : Dans l'exemple II.1. si nous prenons :

p(x2) =p ‘ [x2 © £(x, xs)] = £ [x, « f(xl, x2)] = f,
[x3 +g(x2)] =g [x2 + f(xl, xl)] = £,
p(xs) =p, [x3 “ 8(X3)] = g,
et si nous étiquetons S comme suit :
X 2
|
5
3
O !
aL 4 X 5
|
b J
£y £,

]
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Alers il peut s'écrire :

5= <{fl’ f2’ f35 gl’ ng Pls P2 3 1,2,3,4,5,6,7,8, Sl’ 825 83}9

l! 25

T, 1, (s, S S3)> avec :

T(1) = (pl, S., 2)

19
T(2) = (gl, 3)
T(3) = (p2, 4, 5)

T(4) = (£,, S,)

1* "2

T(5) = (£,, 6)

2’
T(6) = (g2, 7)

T(7) = (p,y, Sy, 8)

35
T(8) = (fs, 6)

II

(

Une W-INTERPRETATION d'un W-schéma de programme est la donnée

DII’ I) ou :

D;; est un ensemble appelé le domaine de l'interprétation II,

noté Dom(II).

A chaque symbole f € F avec a(f) = n, est associée une fonction

n
totale I(f) : Dyp * DII'

n, est associée une fonction

A chaque symbole p € P avec a(p)

totale I  I(p) : D?I + {v, §} (vrai, faux).

A chaque constante ¢ € W, est associé un &lément I(c) de Dom(II).

I1-1
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Le couple (S, II) constitué d'un W-schéma de programme S et d'une

W-interprétation est un W~PROGRAMME.

La fonction II se prolonge en une application II qui, & un programme,

fait correspondre une fonection (partiellement définie) de D?I vers D?I

appelée {interprétation du programme.

On appelle INITIALISATION un point T = (dy,..., d)) « pX_. L'ini-

IT1°
tialisation % = (El,..., ek) s'appelle 1'initialisation CANONIQUE.

CALCULS

Soient S un W-schéma de programme et II = (DII’ I) une W-interpré-

tation.

Un II-ETAT de S est une paire (0, d) od o € M et d = (d , dk) € Dk

1200 IT°

Nous écrirons (a, d) —)(a', d') si l'on passe d'un état (a, d) a
1
un état (o', d) en exécutant 1l'instruction o, c'est ce que nous appelons une

ETAPE.

Selon le type d'instruction o deux cas sont 3 considérer.

1-a est une affectation de la forme d, « f(d. ,..., d. ) alors :
1 J1 Ja(#) |
(@, @) (o', d') et d' = (diseues dy s F(ds 5uuey d: ),
1 -1 I Ja(£)
di+l""’ dk)'
2-0 est un test de la forme p(d, ,..., d. ) alors
J1 Ja(p)

v, (o, @) » (o', &)

si I(p)

si I(p) = §, (&, d) > (a", 4)
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Un CALCUL de S et II avec l'initialisation I = (d s dk) € Dk

1°° IT

noté Cal(S, II, d) est une suite :

(@), )+ (a,, d

2) >, . (ai, ai) >...

Un calcul sera dit complet (n&ussi dans le sens de LIVERCY [30]) si :
dm tel que a = "FIN". Dans ce cas am est le ndsultat
du programme que l'on note I(S)(d) = am.

Ojseees Oiy... s'appelle la SEQUENCE D'EXECUTIONS de

19
cal(s, II, d), elle sera COMPLETE si Cal(s, II, d) est

complet.

EXEMPLE II.4. : Soit S' le schéma de programme ci-dessous :

Si on prend II = (D I) tel que :

I1°

Drp =N

I(a) =1

I(p)(x) = (x = 0)

I(g)(x, y) = x *x y

I(h)(x) = si1 x > 0 alors x-1

sinon O

Le programme (S', II) calcule

la fonction factorielle.
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Si on prend d = (7, 2) eINQ on obtient le calcul complet suivant :

(a5 (7, 2)) * (a,, (1, 2)) + (0g, (1, 2)) > (o, (2, 2))
> (o5, (2, 1)) + (ag, (2, 1))+ (a,, (2, 1)) + (o, (2, 0))

> (a,, (2, 0))

Pour chaque W-schéma de programme S nous pouvons définir récursive-

ment un langage U(S) sur l'alphabet (Fu V., U l'ensemble des symboles

k

auxiliaires U l'ensemble de constantes) comme suit :

1-81i v e Vk alors v € U(S)

2 -8i ¢ est une constante alors c e U(S)

3-81i fe Feta(f) =nett e T, € U(S) alors f(tl,..., tn) € U(s)

100
4 -U(S) est le plus petit langage qui vérifie les conditions 1, 2 et 3.

Une interprétation II* = (D I") de S est une Anterpriétation

I1°
LIBRE (interprétation de HERBRAND) de S si :

1-D_.% = U(8)

II

2-¥x ¢ Vk I*(x) = x et ¥c une constante I*(c) =c
3-si fe Fetal(f) =n =1 alors : I*(f) est la fonction totale

de (U(S))™ dans (U(S)) définie par :

*
I (f)(tl,..., tn) = f(tl,..., tn) Viiseees T € u(s)

1°°

4-SipePetalp)=n alors I*(p) est une fonction totale de 1la

forme :

" (p) : (WSH® + {v, )
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Dans cette interprétation 1l'initialisation est toujours 1l'initiali-

sation canonique x = (e .» € ) et pour cela on peut dire interprétation
g k p

12
et initialisation Libnes.

THEOREME II.1. : Soient S un schéma de programme, II = (DII’ I) une inter-

prétation et d = (dl”"’ dk) € Dk une initialisation.

Sia = Oqs..., O, est une séquence d'exécutions pour Cal(S, II, d)

alors il existe une interprétation libre (HERBRAND).

* -
I = (U(s), I") telle que 0 est une séquence d'exécutions pour

cal(s, 11", %).

Dans le cas particulier ol a = Ogseees O €St une séquence d'exé-
cutions compléte pour Cal(S, II, d), a sera une séquence d'exécutions

compléte pour Cal(s, II7, %) et 1(s)(3) = I(I()(®)) ().

PREUVE : Considérons une forme linéaire de S.

Nous allons construire simultanément une interprétation libre

IT°(U(s), I°) et le calcul associé Cal(s, 1%, %).

Sur la séquence d'exécution &, pour chaque symbole de test p d'ari-
té n nous constituons deux ensembles distinects Q(a, p, v) et Q(a, p, §)

(appelons-les ensembles de Q) de n-uplets d'éléments de U(S) tels que :

_ . |5t 1*(p)(T) = vrai alors T € Q(&, p, V)
¥t e (U(S))
Si I*(p) () = faux alors t € Q(&, p, §)




La construction des ensembles de Q est de la forme suivante :

1-Dans 0, selon la valeur de chague variable dans un point donné
nous remplagons la valeur de la fonction par le nom de cette

fonction i.e. f(x) au lieu de I(£)(d).

2 - Toutes les fois que 0. est un test de la forme :
p(ul,..., un) Y.n:Y #navec a(p) = n et Ugseees U €V
et t = (tl,..., tn) avec ¥1<i<n t; € U(S) le nom de la
fonction en ce point, deux cas sont 3 considérer :
Si 9,1 = Y plagons t dans Q(a, p, v) et si O.,7 = N, plagons

t dans Q(a, p, §).
3 - La valeur des ensembles de Q ne change que dans le cas 2.

4-A la fin s'il existe un t qui n'était placé ni dans
Q(a, p, v) ni dans Q(a, p, §) placons-le dans 1'un des deux

arbitrairement.

Or, nous allons expliquer en détail la procédure pour obtenir 1"

* -
et Cal(s, II , x).

*
Supposons que a. et a, soient respectivement les derniéres ins-

- * -
tructions qui ont été exécutées au stade i de Cal(s, II, d) et Cal(S, II , x).

Peur chaque variable u, supposons que val(u, i) soit la valeur de u
aprés l'exécution du stade i-1 et juste avant l'exécution du stade i, et

* -
soit val*(u, i) la valeur correspondante dans Cal(S, II , x).
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. . *
Nous montrons par récurrence sur i que ¥i ai = ai et pour chaque

variable u, si u est définie au stade i, val(u, i) = I(val*(u, iNcd).

Autrement dit, si t = (tl,..., tn) est dans l'ensemble Q(a, p, ) et

r € {v, §} au stade i pendant 1'exécution du test p(ul,..., un) alors
r = I"(p)(E) = I(p)NI(END) = I(p)(vallu,, 1),..., vally , 1)),

Alors dans chaque stade nous aurons les relations désirées et si
le calcul se termine, nous aurons le méme résultat pour ces deux interpré-

tations.

Ces relations entre o et &*, val(u, i) et val*(u, i), les ensembles
de Q et entre val(u, i) et val*(u, i) sont satisfaites si les calculs sont
complets ou pas, autrement dit les ensembles de Q et l'interprétation
IT* existent toujours et ils sont bien définis.’Néanmoins nous allons défi-
nir un algorithme et nous construirons les ensembles de Q quand o est com-

plete.
Nous procédons par récurrence, comme suit

-a, = a; = "DEB" et pour chaque initialisation canonique X,
val®(k, 1) = x et I(val (x))(d) = d = val(d, 1) et tous les en-

sembles de Q sont vides.

- Supposons que les relations désirées soient satisfaites jusqu'a
- * * -
1l'exécution de a, de Cal(s, II, d) et a; de Cal(s, II , x) trois

cas sont 3 considérer :

1--0Li est une instruction d'affectation de la forme :
y + f(ul,..., un)
* . * . * .
alors val (y, i+1) = f(val (ul, i),v.., val (un, iy

et val(v, i+1) = val*(v, i) pourv iy

II-1



- 37 -

par la définition du calcul et comme les ensembles de Q restent inchan-

gés alors : val(y, i+ 1) I(f)(val(ul, i)yens val(un, iy

I(f(I(val*(ul, iNa,...,

I(val*(un, 1))(d)) par 1'hypothése

I(f(val*(ul, i)seees val*(un, i)

I(val*(y, i+1))(d).

Nous avons les relations désirées pour la variable y et pour toute

variable v # y nous n'avons aucun changement.

l'-ai,est une affectation de la forme : y « u
* *
pour toute variable u, on a val (y, i+1) = val (u, i) et
* *
val (v, i+1) = val (v, i) pour tout v # y
* 3 ”
ai+l =01 et les ensembles de Q restent inchangés.

I1 est clair que les relations désirées sont satisfaites.

1"-ai est une affectation de la forme : y + ¢ (c une constante)
* . * [ 3
val (y, i+1) = c et val (v, i+1) = val(v, i) pour tout v # y
et les ensembles de Q restent inchangés.
- * -
Du fait que val(y, i+1) = I(c) = I(c)(d) = I(val (y, i+ 1))(d)
nous avons les relations désirées pour y.
I1 est évident que uz = 0., et nous maintenons les relations

+1 i+

désirées pour tout v # y.
2-ai est un test de la forme

p(ul,..., un) YoM -y #n

deux cas sont & considérer :
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; est une instruction avec l'adresse Yy, alors nous plagons

le n-uplet (val*(ul, L1 IR val*(un, i)) dans Q(a, p, V) et

2'-a,
a1+

*
définissons pour II

* . * .
I*(p)(val (ul, i),..., val (un, i)) = v
4 . * - - »
il est évident que dans ce cas ai+1 =Y = ai+1 et du fait
que ai+1 =Y ona:
v = I(p)(val(ul, i)genns val(un, iy

I(p)(I(val*(ul, iya,..., val*(un, i))(d)) par

1'hypothése

* . * . -
= I(p)(I(val (ul, i),..., val (un, i)a)
- * *
Si on prend t = (val (ul, 1),..., val (un, i)) nous avons les
relations désirées.
* * .
Yu val (u, i+1) = val (u, i) et les relations entre

*
val(u, i+ 1) et val (u, i+ 1) sont toujours satisfaites.

2" Oeiq est une instruction avec l'adresse n, alors nous pla-
¢ons le n-uplet (val*(ul, i),..., val*(un, i)) dans Q(a, p, V)
et définissons pour il
II*(p)(val*(ul, )oenns val®(u , i) = fF

n
P - * - - -
I1 est évident que Oespg =N =00 et de la méme fagon que

1

2' nous avons les relations désirées.

3-—ai est une instruction de la forme : P(ul,..., un) Y, Y
dans ce cas nous n'avons aucun changement dans les ensembles de Q
et toutes les valeurs de variables restent inchangées, et pour

[3 Pq L] * - -
toute interprétation ai+l = ai+l =Y.
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-%
u-—ai est une instruction "FIN" alors a et a@ sont des séquences
d'exécutions complétes et pour toute interprétation le calcul
doit se terminer en ce point et les valeurs de variables res-

tent inchangées

z

Dans le cas particulier ou les variables de sortie sont Zyseees 2

alors I1(S)(d)

(val(zl, 1)se.., vallz, i))

(I(val*(zl, 1)@),..., I(val*(zn, ()

I(I7(S)(%))(3)

Intuitivement si le cas 4 existe, nous avons un calcul complet o

et les valeurs I(S)(3) et I (S)(x) convergent pour le calcul complet

3 = 0 et on a les relations désirées i.e. 1(s)(d) = I(I*(S)(Q))(a).

Soient p un test d'arité n et T e (U(S))".

t e Qla, p, v) U Qa, p, §) si et seulement si 3 un stade i de @
tel que t a été placé dans Q(a, p, V) U O(&. D, £). A ce stade, (cas 2)
ol il n'était placé ni dans Q(a, p, v) ni dans Q(a, p, £) par toute
application du cas 2, alors il a été placé dans l'un des deux ensemhles
arbitrairement.

Alors, d'aprés cette convention les ensembles de Q sont toujours
bien définis mais le placement de t dans Q(d, p, V) ou Q(&, p, §) est

algorithmique.

* [ ” » ” » -
Il nous reste 3 montrer que II est une interprétation légitime
*
i.e. pour tous les p € P, la définition de I (p) est consistante.
* -
Autrement dit, on doit montrer que I (p)(t) a une seule valeur

dans {v, 4} i.e. Q(a, P, V) nQla, p, §) = B.
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Supposcns que t soit placé dans Q(a, p, V) au stade i, alors il

exliste en ce point un test ai : p(ul,..., un) Y, N tel que Y = ai+1

et val*(uk, i) = ) l<k<nett (tl,..., tn) alors en ce point

nous avons :

vz I (p)T) = T(p)(I(T)@))

I(p)(val(ul, 1) RS val(un, i))

et val(uk, i) = I(val*(uk, i)) = ty 1<k<n

Or, supposons qu'il existe un stade j tel que t soit placé dans
Q(a, p, ) alors il existe 3 ce stade un test ay = P(vgsenns vn) y', n'
- 1
et aj+1 =n.

On a val(uk, j) = T 1 £k £ n et par construction nous avons :

o
n

I'(p)H) = P IEND) = 1p)(vallvy, )sen., vallv_, 3))

I(p)(1(val™(v,, $)(@),..., Ival™(v_, $))(d)

I(p)(I(t )(d),..., ICt_)(d))
1 n

I(p)(I(val*(ul, iND),. .., I(val*(un, 1)(3))

I(p)(val(ul, i)seun, val(un, i))

= v

qui est une contradiction car II est une interprétation légitime.
Alors Q(a, p, v) nQ(a, p, §) = @ et 1* = (u(s), I*) est une inter-

prétation libre et légitime avec les propriétés désirées.

- On dit qu'une propriété est décidabfe sur un ensemble W, s'il

existe un algorithme (décrit par un programme) qui, pour chaque



€lément w € W répond au bout d'un temps fini par "oui" si la
propriété est vraie pour w, par "non" si la propriété est fausse

pour Ww.

- On dit qu'une propriété est semi-décidable sur W s'il existe un
algorithme qui pour chaque élément w € W, répond au bout d'un
temps fini, par "oui" si la propriété est vraie pour W et cal-
cule éventuellement indéfiniment (i.e. ne donne pas de résultat

en un temps fini) sila propriété est fausse pour w.

- Soit 4 une classe de schémas de programmes et II = (DII, I) une
interprétation. On dit que £e probléme d'équivalence est décida-
ble pour £, si ¥ S;s S, € 4, il existe un algorithme qui répond
au bout d'un temps fini par "oui" si I(gi) = I(§é) et par "non"
si I(§i) 4 I(§é). (§1 et §é sont respectivement les arbres de

programme associés a S; et 82).

EXEMPLE II.5. : - Le probléme d'équivalence est décidable pour la classe

des schémas de IANOV (Chapitre III.2).
- Le probléme d'équivalence est indécidable pour la classe

de schémas de programmes en général (Chapitre III.3).

IT.2. ARBRES DE PROGRAMMES

II.2.1. Definition
Montrons d'abord que les schémas de programmes sont les systémes
d'équations rationnelles i.e. 3 chaque schéma de programme correspond

un systéme d'équations rationnelles.
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Etant donné un schéma de programme S (forme linéaire) :

A chaque instruction d'affectation a, ¢ tf . aj, on

as ie 1'é i . = o.).
socie quation a, tf( j)

A chaque instruction de test ai : tp . cj’ o, on asso-

. '/ . -
cie l'équation a, = tp(aj, ak).

A chaque instruction de sortie o, ¢ "FIN" on associe
1'équation a, = 0.
- A chaque instruction de boucle a, = "BOU" on associe

1'équation a, = W.

Alors & S est associé un systeme d'Equations ¥ constitué des équa-
tions correspondant aux instructions de S.
Ce systéme d'éguations est rationnel car le nombre des instructions

est fini.

La solution de ce systéme d'équations est un arbre reconnaissable

S que nous appelerons £'arbre de programme associé & S.

Par conséquent, & tout schéma de programme S est associé un arbre
de programme reconnaissable S, solution du systéme d'équations correspon-
dant, ce qui va nous permettre de définir la sémantique d'un schéma de

programme par la sémantique de l'arbre associé.

Cette fagon de faire a l'avantage suivant

Toute transformation préservant 1l'arbre associé 3 un schéma pré-
servera la fonction calculée par voie de conséquence, sans qu'il soit né-

cessaire d'en faire une démonstration.

II-2
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Notons que si S est un schéma de programme fini alors § = S.

EXEMPLE II.6. : L'arbre S' associe & l'arbre S' de l'exemple II.L4. est :

N
| IR
FIN ’Xl « g(x2, xl)-i
— ;A.’__._.,.___'

i
FIN | Xy * g(xz, x?)l

I1-2
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- P4 rd - [
De la méme fagon que pour un schéma de programme, nous définissons
1'interprétation pour un arbre de programme.
En ce qui concerne le calcul, nous nommerons chaque instruction par

1'élément correspondant du domaine d'arbre.

EXEMPLE II.7. : Dans l'arbre S, de 1l'exemple II.8, si nous choisissons

1'interprétation et 1'initialisation de l'exemple II.4, le calcul asso-

cié est :

(1, (7, 2)) = (11, (1, 2)) - (112, (1, 2)) -» (1121, (2,2))~> (11211, (2,1))
(112112, (2, 1)) = (1121121, (2, 1)) - (11211211, (2, O)) ~»

(112112111, (2, 0)).

Nous définissons l'équivalence sur l'ensemble des arbres de pro-

grammes comme Suit :

¥A et A' deux arbres de programmes et II = (D, I) une interpré-
tation

Az A" <> I(A) = I(A").

Note : A = A' <> ¥II une interprétation

I(A) = I(A")




IT.3. SCHEMAS ET ARBRES DE IANOV

11.3.1._ _Définitions

Un schéma de IANOV est un schéma de programme dans lequel 1'ensemble
des variables V) est réduit 3 une seule variable x et par conséquent tous
les symboles de fonctions f € F et tous les symboles de prédicats p € P
sont monadiques.

Ces schémas de programme simulent assez bien le comportement d'une
machine, & condition de considérer x comme un vecteur d'état qui contient

d chaque instant tous les éléments variables de la machine.

A tout W-schéma de programme qui posséde {p,,..., } comme en-
P qul p Py Pn

semble de symboles de prédicats et {f . fn} comme ensemble de symboles

12°°

de fonctions, est associé un [(W - Vk) u {x}]-schéma de IANOV comme suit

Soit {pi,..., pé} un ensemble de m symboles de prédicats monadiques

et {fi,..., fé} un ensemble de n symboles de fonctions monadiques.

[N

- A chaque p, 1< i< mon associe un pi(i).
~ A chaque t, 1< i £ n on associe un x * fi(i).

- Les symboles de sortie et de boucle restent inchangés.

Nous appelerons "squelefte de S" le schéma de IANOV associé 3 S

et nous le noterons sq(S).

A toute interprétation II = (D, I) de S, on associe 1l'interprétation

-

IT = (D, 1) de sq(S) ot :
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o _ 1 =
sia; = p(djl,..., dja(p)) alors ai e P'(Xl""’ xk) p(x
-Sia, :d,+« f(d, ,..., 4. ) alors
* J J1 Ja(£)
al ¢ F(Ryseees X ) = f(xys0eey %o oy £1(d: 5.0, 4,
. ! K ! -1 I Ja(s)

),xi+1,...

II-3

,xk)

EXEMPLE I1I1.8. : Le schéma de IANOV sq(S) associé au schéma S de l'exemple II.U4.

est :

Et 1'interprétation associée : II = (D, I) ol :

i(a)(xl, x2) = (1, x2)
I(g)(xl, x2) = (x1 X Ryy Ky = 1)
I(q)(x,, x,) = (x, = 0)



NOTATION II.2. : Comme un schéma de IANOV (resp. un arbre de IANOV) ne pos-

s&de qu'une seule variable x, on peut noter sans ambiguité f au lieu de
x + f(x) et p au lieu de p(x). Donc nous pouvons considérer les arbres de
IANOV (resp. les schémas de IANOV) comme des éléments de

M (Pu Fu {"BOU", "FIN"})

11.3.2.__Schémas et arbres de IANOV libres
Etant donné un arbre de programme A, nous appelerons branche de A
br(A) toute suite Mys Myseees mp,... des éléments de domaine de A véfi-

fiant :

m. =€ et ¥1 m, = m

0 i+l ou m,.

1 2

Nous noterons Br(A) l'ensemble des branches de A (une branche fi-

nie est caractérisée par son élément maximal).

Soit A un arbre de programme et II = (D, I) une interprétation de A.

Nous noterons br(A, II, d) la branche Ugs Ugseees up,... suivie
lors du calcul cal(Aa, II, d).

Enfin si A est un arbre de programme et J une classe de A-inter-

prétation, nous noterons Br(A, J) = {br(A, I), d : IT e J, d ¢ DII}'

Un arbre de programme A est dit £{bxre si Br(A, J) = Br(A) i.e.

tout chemin de “DEB" & "FIN" est un chemin du calcul.
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Un arbre de programme A est dit @mondé si :
¥m e Dom(A) AV e W (Pu Fu {"BOU"}) => A¥_ = "BOU".

Un schéma de programme est dit £{bre (resp. émondé) si 1l'arbre de

programme associé est libre (resp. émondé).

Déginition . : - Etant donné un arbre A € M(P, {xl,..., xn}) libre et émondé,
nous dirons que p € P couvre A si ¥m € Dom(A) tel que

A(m) € {xl,..., xn} v {FIN}, Im’ Sp m tel que A(m') = p.

Nous noterons PC(A) 1'ensemble des prédicats qui couvrent A.

Déginitions : - Etant donné un arbre de IANOV A, un bloc sélectif de A

est un couple (m,, ) ol : my € Dom(A), M < {1, 2}* tel que :

-Vme M, ¥n' € {1, 2}* m' Sp m=>m' e M
- ¥m e M, A(mO m) € P
- Vme M, ¥Yue {1, 2} mu ¢ M=> A(mormJ) ¢ P

Pour tout arbre de IANOV A, si dm_. € Dom(A) tel que A(mo) € P alors

0
il existe un unique M c {1, 21" tel que (mO’ M) est un bloc sélectif de

A. Nous le noterons bl(mo).

- Un symbole de prédicat p € P couvre un bloc sélectif
(mo, M) d'un arbre A si ¥m € {1, 21" m ¢ M et A(mO m) € Fu {FIN}

=> Im' ¢ M, m' SP m et A(mO m') e P.
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Etant donné un ordre total < des éléments de P, un arbre de IANOV

est dit CANONIQUE wvis-3-vis de cet ordre si :

1 - A est libre
2 - A est émondé
3 - ¥m € Dom(A), ¥i e {1, 2}
mi € Dom(A), A(m) = p € P et A(mil) = p' € P =

ou bien p' ne couvre pas bl(m)

ou bien p' < p.

Un schéma de IANOV est dit STANDARD si 1'arbre de programme asso-

cié est canonique.

EXEMPLE I1.9. : Un schéma de IANOV S non libre :

f
!
Y
Pf/
v 5 4 v . 4
AN

SCHEMA S
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FIN |

@
-k

N4
FIN |
2i(8)
EXEMPLE II.10.
Z <« 1 !
s
v \5
l X =0 i
‘ A
i
FIN 7« 7 x Y
X« X-1

N Programme P
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Pour ce programme, si les valeurs initiales des variables X, Y et Z
sont des entiers x, y et z positifs ou nuls, leurs valeurs terminales sont

X
O, vy, v .

Si on prend II = (D I) DEB

T’
tel que :

r

D1 =¥

I(f) = 1

Jl(g)(z, Y) =Z %Y B

"
>
|
[y
NS
e
~
b
St
[= 2N

I(h)Y(X)

n
[o]]
[5d
[0
He
>

1}
O

LI(p)(X)

(Efﬁ> Z <« g(z,Y)
.’
Alors (sp, I1) = P X « h(X)

Schéma de programme Sp

P
Si on prend II' = (DII" I') (ﬁ;;\
tel que : ;
rDII' SN xWN XN i(—f(@l
|
I'(£(X, Y, 2) = (X, Y, 1)
1! - v oSS
{1'(g)(X, Y, 2) = (X, Y, Z * Y T
I'(h)(X, ¥, 2) = (X-1, Y, 2)
1" (P)X, ¥, 2) = (vrai si X=0) o
FIN X « g(X)

Alors (sq(p), II') = P

sq(P) .
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O /e

>\ <
"

FIN 72« 2

Arbre de programme P. .
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FIN |

Arbre Sp.

FIN |

I
!

|

Z<+ g(Z xY)

!
|
|

v

Z < g(Z*Y),

o

.
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e
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FIN

Arbre sq (Pp).

II-3
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LES RELATIONS ENTRE LES SCHEMAS DE PROGRAMMES
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EQUIVALENCE DE COUSINEAU
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ITI-0_  INTRODUCTION

- — - v = G T ——

Le probléme d'équivalence entre les schémas de programmes a été

étudié par de nombreux auteurs JACOB [19] [20] COUSINEAU [11], KOSARAJy [29 ],

Ici, nous étudierons certaines relations entre les schémas de pro-
gramme {{2ralif4 en essayant d'accumuler tous les résultats obtenus 3 pro-

pos de ces relations.

KASAT [261, MANNA [321,...
| Considérons les relations :

| 1- =~ (Paterson~Totale)

PT

2 - = (Ianov-Totale)
IT

3 - = (Cousineau-Totale)
CT

4 - = (Paterson-Partielle)
PP

5~ £ (Ianov-Partielle)
IP

6 - (Cousineau-Partielle)

CP
définies comme suit

Soient S et S' deux schémas de programmes et S & S' les arbres de

programmes associés.
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1)

(%2
1

S' pour toute interprétation I = (D, I), si 1(S) et 1(S'")

sont définies alors elles sont égales.

2) S = S' pour toute interprétation I = (D, I), si I(S) et 1(S')

[ )
-3

sont définies, alors sq(S) = sq(S').

(D, I), si I(S) et 1(S'")

3) S = S' pour toute interprétation I

sont définies, alors S = S'.

1') S = S' pour toute interprétation I = (D, I), I(S) = 1(s").
PP

2') S = S' pour toute interprétation I = (D, I), sq(8) = sq(S").
IP

3') S T S' pour toute interprétation I = (D, I), S = S'.
CP

~

Notons que les relations =, =, =, ne sont pas des relations
PT IT CT
d'équivalence car elles ne sont pas transitives, comme sur les trois

schémas de programme suivants :

DEB |

x <« f(x)




- 59 - ITI-1

Ona:8, = S, &8, = S, mais S, ¥ S,.
ler 20 2 B leor 3

Nous nous limiterons donc & travailler sur les relations d'équiva-

lence_, c'est-a-dire =, = et =,
PP IP Ccp

Pour faciliter, nous les appelerons simplement équivalences de

PATERSON, IANOV et COUSINEAU, et nous les noterons respectivement

9

®)

Il est évident qu'on peut obtenir, 3 partir des définitions, le

résultat suivant :

ol chaque C représente la classe des relations indiquées.

IIT.1. EQUIVALENCE DE COUSINEAU

1I1.1.1. _Definitions
Soient S et S' deux schémas de programmes, comme nous l'avons vu
dans le chapitre précédent, 3 S et S' correspondent deux syst2mes d'2quations

elementaines S et S'.
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Ces deux systémes d'équationsélémentaires ont pour solutions deux
anbres neconnaissables S et S' qui sont les arbres de programmes associés

d S et S'.

- -

On peut également résoudre deux systémes d'équations S et S' pour

. . . Ny ) . - =
obtenir deux expressions nationnelfes S et S' qui représentent S et S'.

Notons qu'il existe une infinité de fagon de résoudre un méme sys-
téme d'équations qui aboutissent 3 une infinité d'expressions rationnelles

différentes, mais équivalentes.

Nous disons que S est COUSINEAU-Zquivalent 3 S' et nous le notons

S S' si et seulement si S = S'.

(c)
D'aprés les définitions, on peut également dire que :

- - n n,
S' <=> S = €' <=> g = §' <=> § = §' <> Tr(S) = Tr(S'")

------------------------------------------------------------------------ S

La théorie que nous allons étudier a été proposée par COUSINEAU [11]
pour l'équivalence des expressions rationnelles et par définition elle sera

applicable pour 1'équivalence de COUSINEAU.

La théorie T, = {A1, A2, A3, R1, R2}, tel que :

+ Al : EZE
*
+ A2 : E = (E+1)
+ A3 : E = E[O\\E, i\\i-1]

+ R1 : substitution
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i
i1}
t

S L H = B[Eé\\Eil

Eé occurrence de E2 dans E

+ R2 : résolution
X = E

X élément terminal de E

ayant dans E les occur- X = BFQ\\O, s\\s + 1]

rences % = Xl,..., xP

ol E, El’ EQ, F, Fl, X, H sont des expressions rationnelles, (s désigne

les éléments terminaux entiers de E qui ne figurent pas dans X).

Avant de prouver la consistance et la complétude de cette théorie
pour 1l'équivalence des expressions rationnelles, nous allons établir quel-

ques lemmes :

Lemme I111.7. : Pour toute expression rationnelle E et pour tout entier n,

PREUVE : On démontre le résultat plus fort :

E une expression rationnelle, n, p € N

E[i 2 p\\i+nl=(E)[i > p\i+1]

On fait une récurrence sur p(E) complexité de E
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1-p(E) =0 soit E = Eli 2 p\\i+n] = E
ou:E=i<p}] Eli2p\i+nl =F
soit E =12p ELi2p\i+n] = (i+n)

par la définition

d'autre part (ED[i 2 p\i+nl = (I)[i 2 p\i+nl = (T+n)

2 -E-= f(El,..., Ba(f))

E[1 2 p\\i+nl] f(El”"’ Ea(f)) [i2p\\i+nl

v

=f(Elfi p\i+n],...,E( [12 p\i+nl

a(f)
= f(_E—l[i 2 p\i+nl,..., Ea(f)[i 2 p\i+nl)

par hypothése de récurrence

= £(E,.. . E'a(f))[i 2 p\i+n)]
= E[i 2 p\i+n]
*
3 ~-E = El
= (El[i 2 p+ 1\i+nj'*) par définition

d'une part : E[i 2 p\\i+ nl

(E,[1 5 p+ N +n]) par définition

-_ *
((Elti 2p+1\i+nl]) par hypothése de

récurrence

d'autre part : (E)[i 2 p\i+n] = .(—fl)*[i 2 p\i+nl

alors il faut établir que : ((fl)[i 2 p+1\i+ n1)* = (fl)*[i 2 p\i+nl

cela résulte du fait que pour tout arbre A :
. . * *e . .
Ali 2 p+N\i+nl = A[i 2 p\i+n]

En effet, posons dom(A) = D, u D,u D! u D, avec

0 1 2

me DO <e=> A(m) = O

me D, <> A(m) e N\{0} et A(m) < p+1
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m e DZ'L <> A(m) e N\ 0 et A(m) 2 p+1

meD2<=‘>A(m)¢N

Dom(Ali 2 p+ 1\i+ nl) = Dom(A)

Ali 2 p+1N\i+nl(m) = A(m) simeD,u D, uD

0 1 2

A(m)+n sime DJ'_

*r, . *, _ %
Dom(A'[i 2 p\i+nl) = Dom(A") = DO(Dl u Dju D2)

Dom(Ali > p+ 1\i+nl") = DJ(D; v D] u D,)
=> Dom(Ali 2 p+ 1\i+nl") = Dom(A*[1 2 p\i+nl)

ATl 2 P\i+nl(m) = A(m") sim=m"m", m' ¢ D; et m" ¢ D,

')

"y o : = m'm" ' * "
Am")-1sim=m'n", m € Dyetm e(Dlu D}

avec A(m")-1< p i.e. A(m") < p+1loun"e D,

= A(m")-1+nsim=m'm", m' € Dg et m" € (D1 U Di)

avec A(m")-12p i.e. A(m") 2 p+lounm" ¢ D}

Ali 2 p+N\i+nl"(m) = Ali 2 p+ \i+nl(m") =
Am") sim=m'm", m' € D; et m" € D2
Ali

[\

p+Ni+nl(m)-1=A(m")-1sim"e Dy

A(m)+n-1sim"e Di

v

Ali 2 p+N\i+nl(m")-1

Lemme 111.2. : (point fixe). Soit (K, <, L) un ensemble ordonné complet et.

son plus petit élément.

Soit £ : K + K une fonction continue. Elle admet un plus petit point

fixe u et on écrit u = sup({£f7(1)})
n21



- B4 - , III-1

PREUVE : On a L < £(L) et puisque f est croissante f(1) < f2(1)s...

<...s f2()s...

L'élément u = Sup({ £" (1)}) est donc bien défini, puisque f est
n20
continue, alors f(u) = £(Sup({f*(1)})) = Sup({fn+l(l)}) = sup({£2 (1)),
n20 n20 n21

Pour montrer que u est le plus petit point fixe supposons qu'il
existe un point fixe u' alors L < u' => f(1) < f(u') = u'.. =
¥n £7(1) € u' = sup({f(L)}) s u' = u < u'.

nz0

Lemme 111.3. : Pour tout arbre A # O. 2" est la solution unique de 1l'équa-

tion :

X = A[O\X, i 2 1\i-11]

PREUVE : Considérons la fonction n : M”(wﬂ) - M»(WQ) définie comme :
n(x) = A[O\X, i 2 1\i- 1], elle est continue sur l'ensemble (magma) com-

plet Mw(WQ), alors elle admet un plus petit point fixe (Lemme III.2.)

qui est Sup({nn(Q)}). I1 nous reste 3 montrer que Q) = A%-1.
On démontre par récurrence sur n
Pour n=0, no(Q) =2%-1:=0Q
Supposons que le lemme soit vrai pour tout entier < n
n™1@) = ALo\n™(@), 1 2 1\i- 1] par définition

BLONE" -1, i > 1\i-1] par hypothése de récurrence

ALO\E™]-1
[E« AM1-1

Kn+1_

1
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Lemme 111.4., : Si E, F et G sont des expressions rationnelles et F' une

occurrence de F dans E

F=G=>E = E[F'\G]

PREUVE : On fait une récurrence sur la complexité de l'expression H = E[F\Q]

i~81i p(H) = 0 alors E = F, E[F'\G] = G d'ol le résultat.

ii - Supposons les propriétés prouvées pour P(H) < n et soit p(H) = n:

- ou bien E = f(E )) et F' dans Ei

1seees Ea(f

E[F'"\G] = f(El,..., E Ei[F\G], Ei+ )

i_l, l,oo-, Ea(f)

F

6=>E, = Ei[F'\Gl par hypothdse de récurrence

=> E = E[F'\G] car les fonctions de f sont
croissantes
. *
- ou bien E = El et F' dans El
E[F'\G] = E,[F'\6]"
FEG=>E = BIEF'\G] par hypothése de récurrence

E = E[F'\G] car 1'étoile est crolssante.

(1) (n)

» . . .*
Lemme 111.5. : Si E est une expression rationnelle et T =T "",..., T

des occurrences d'un élément terminal T dans E,

T = (E[T\\8(0)1) [8(ONT]

(6 est un symbole unaire qui représente certaines occurrences d'éléments

terminaux, il sera toujours supposé ne pas appartenir 3 F).

PREUVE : On fait une récurrence sur la complexité de E :

1) p(E) = O on ne peut avoir que T = E
alors (E[T™\6(0)1) = 6(0) et

(ELTH\\8(0)1) [8(0)\T1 = ({6(0)}) [8(ONTI = T = E.

I1I-1
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2) Supposons le résultat démontré pour toute expression de comple-

xité inférieure 3 m et soit E une expression rationnelle de com-

plexité m.

Deux cas sont possibles :

1er

cas

: E = f(El,...

i Ea(f)=p)

ou bien T = E (cas trivial)

ou bien les occurrences des éléments terminaux T se répar-

tissent entre les sous-expressions Bl”"’ Bp. Nous note-
rons Tl""’ TP les éléments de T'qui se trouvent dans

Ejsenes Epe

> -> ->
E[T\\8(0)] = f(El[Tl\\e(O)],..., El[Tp\\e(O)])

(ELT\\6(0)1) [8(0NTI = (f(nlt?l\\e(O) s

Bp[Tp\\e(O)])) [8(0)\T]

3>
£(g,LT,\\8(0) , ...

> >
Bp[Tp\\e(O)]) [6(0)X\T]

£(,[T,\\6(0)1) [8(ONTI, ...

Ep[%p\\e(o)l) [e(0)\\T])

f(fl,..., fb) par hypothése de
récurrence

= E

oubien T = E (cas trivial)

ou bien T+ 1 est élément terminal de E, les occurrences

o= T(l)', T(l),..

1
\]
. T(n) correspondant & T =

.y T

L]

(n)

I1I-1
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D'une part, par hypothése de récurrence, nous avons :

E; = (E,[T'\e(0)]) [6(0oNTFT1 = (£,[T'\\6(0)1) [8(ONT+ 1]
En vertu du Lemme III.1.

= <E§) = (Elﬁv\\e(mn [o(ONT + 11)
D'autre part, nous avons :
(EfT\\e(0)]) = Blﬁ*'\\eun*

Par conséquent :

(ELT\\8(0)1) [8(ONT] = Elﬁ'\\e(l)])* [8(0)\\T]

I1 nous faut établir que :
((E,[T"\\6(0)1) [8(0)\\T+ 1] = (E,[T"\\6(1)1)*[6(ONT]

Supposons : H = E,[T'\\6(0)] et H' = E,[T"\\e(1)1,

alors H' = H{e(ON\6(1)]
On a donc : Dom(H) = Dom(H')

H(m) = = H'(m) = ®, H(ml) = 0 et H'(ml)

n
[

I1 faut prouver :
(AL6(ONT+11)" = (F")* [e(0NT]
D'une part posons :

Ty - T - [
Dom(H) = Dom(H') = DO U Do U D1 u D2 avec
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i
=]

H(m) "(m) =0 <=>meD

0

H'(m) = 6, H(ml) = 0, H'(ml) = 1 <> m € D/

H(m) 5

H(m) = H'(m) e N\{0} <> m e D

1

Hm) = H'(m) e N <> me D

2

D'autre part, posons : D = Dom(T)

Dom(H[8(ONT + 11) = DyV Dy DU D U D

Dom(ATE(ONT + 117) = D;(Dé Du D

2
J U D2)

¥ - n* 1
Dom(H' ) = DO(DOU D, u D2)

O * s

Dom(H'*[6(ON\T]) = D (D Du D U D)

H6(ONT+ 117 (m) = HIO(ONT+ 11(m") = Hn") sim = m'm"

1) * "
et m eDO,m €D2

T*e(0ONTI(m) = B'(m") = H(m")

He(ONT+ 117 (m) = ATO(ONT+11(m") -1 sim = m'm"

] * 1"
et m eDo,m eD1

H*[e(ONTI(m) = B'(m™) -1 = H(n") -1

HLO(ONT+ 11" (m) = HL6(ONT+11(ny) = (T+ 1)(my) = T(m})

sim=m'm'm!
172

et m' eDg, m" € D',mge D

1 0
T(mg) ¢ N

B [6(0ON\T1(n) = H'(m") = T(m)

H6(ONT+ 11" (m) = ALe(ONT+11(m") -1 = (T+ D(my) -1 = T(m'z')

simz=mnm'm!
172

*
et m' eDo, m"eD',m'Q'eD

1 0
T(m:?') eN

B [8(0N\T(m) = H'(m") = T(my)

III-1
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(p)

.+ ”
Lerme 111.6. : Si X = X seeesy X sont des occurrences d'un élément

terminal X dans une expression rationnelle E et si X = E et (X # E) alors :

>
X = ETX\\0, s\s+ 11"
(s désigne les &léments terminaux de E qui ne figurent pas dans X).

-

PREUVE : Posons H = E[X\\O, s\s+1]

*
On va montrer que X = H

Nous nous servirons notamment du résultat du Lemme III.5. c'est-a-

dire X = E = (E[X\\e(0)1) [8(0N\X]

Posons K = E[?\\G(O)] et Dom(K) = Dy v Dé uDyu D2 tous disjoints

deux d deux tel que :

K(m) = 0 <> m € Do

K(m) = @, K(ml) = 0 <= me Dol

K(m) € N\{0} <<=> m € D,

K(m) ¢ N <> m ¢ D2

Dom(H) = D, u D, u D. avec :

0 1 2

ﬁ(m)=o<==>meno

H(m) = K(m)+1 <> m ¢ D1

H(m) = K(m) <> m € D,

— * —
Alors Dom(H ) = DO(D1 u D2), Dom(X) = Dy Dom(Y)D1 v D,

Comme X # E, le mot vide ¢ DO et par conséquent

— * —%
Dom(X) = DO(D1 v D2) = Dom(H )

ITI-1
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On a X(m) = K(m") sim=mn'm", n' € D;, m" € D, v D,

Donc H (m) = H(m") = K(m") = X(n") sim = m'm", m' € D;, m" € D,
_— = - < .
H(m) =Hm") -1 =K(m") =X(m") sim=m"n", m' € Dps m" € D, .

111.1.3. _La_preuve de la consistance de T.

C.,>.

P [+ ] - o]
Considérons le magma M (WQ) = <M (WQ), FM’ M

Nous allons montrer que ce magma peut €tre un modéle pour TC c'est-a-

dire que toutes les formule de Tc sont valides dans Mm(WQ)

Al : EZE car E = E par définition
- —_ *
A2 :E= (E+1)", E= (E+1)
*
= (E+1) Lemme III.1.
= (g+1)" par définition
* x .
A3 : E° = E[ON\E', i 2 1\i-1]
E = ELO\\E", i = 1\\i-1] Lemme III.3.
Rl : E; 2 E,=> E, = E; puisque = est une relation d'équi-~

valence, De ce fait que Eé est une occurrence de E2

dans E, on obtient par le Lemme III.4, E = E[Eé\Ell

E=ZH=>HZEetE= E[Eé\El] =>H = E[Eé\Ell par
transitivité de =

R2 : est un résultat du Lemme III.6.
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I11.1.4. _La preuve de la complétude de T,

Il faut montrer que ¥ a une formule ou bien a ¢ TC

ou bien Vv a € Tc

D'abord nous allons montrer que les régles symétrie et transitivité

peuvent &tre considérer comme deux éléments de Tc'

- symétrie - F S Galors + GEF ?
~F =G
FGEZG => + G = G[G'\F]

G' occurrence de G dans G

=> G =T

- ansitivite - F =S G et - G

G
F G H => + H = G[G"\F]
symétrie

Halors + F S H?

+ F

G' occurrence de G dans G

=>+ HEZF=>F=ZH

Dorénavant nous considérons T, = {A1, A2, A3, R1, R2, R3 (symétrie),
R4 (transitivité)}.

Lemme 111.7. : Soient 2n formules El,..., E_, Pl,..., Fn et n membres droits

n

d'équations rationnelles Tl(xl”"’ Xn)""’ Tn(Xl,..., Xn).

Si¥i 1<1i<n P(Ei, Fi) = Ti((El, Fl),..., (En, Fn)).

Alors ¥1 1 <i<n rE. =F..
i i
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PREUVE : On fait une récurrence sur n.

1-n=10natrE=T(E)= rE = T(O)i\i+1]1"

de + T FF o= T(0)[i\\i+ 11"

@
T(F) = 7

= r T(O)[i\\i+11* = F

et par et @ on obtient + E = F.

2 - Supposons que le résultat établi pour tout entier < n et soit

un systéme de n équa’tions.

. - *

ona :E =T (B, E)=>E =T (E/,..., E 4, 0) [INi+1]
. . *

FoeT (Fpaeeey F)=>F =T (Fpyeeey By 0) [ENNE+ 1]

Par nous aveons : ¥i 1< i <€<n-1

. . *
'-(Ei, Fi)—Ti((El, Fl),..., (En—l’ Fn-l)’ (Tn(El,..., E 1> 0) [i\\i+1]1,
B . *
Tn(Fl,..., Fo_1» 0) [i\\i+11)).
Par hypothése de récurrence ¥i 1<i<n-1,ona:FE; =F,

etpar,et f-En=Fn.
C.Q.F.D.

Lemme 171,&., : Toute expression rationnelle est élémentairement décomposable

PREUVE : Nous allons démontrer par récurrence le résultat plus fort
Etant donnée une expression rationnelle E et des expressions rationnelles

Gl""’ GP, il existe des expressions rationnelles El""’ Bn telles que :
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1i) ¥i 1 < i < n ou bien 3n ¢ Ib, - Ei =n

ou bien 3j € [pl, * Ej = Gj

ou bien 3f e F, 3i_ ,..., i s WE, = f(E, ,..., E. )
1 a(f) i i 106y
On fait une récurrence sur la complexite de E sur magma

M (F u {*}, N, v G) od G = {Gl,..., GP} que nous noterons pG(E).

1-5i pG(E) =0, 0nasoitE=n € Ng., soit E = G € G dans ces. cas
nous prenons E = El et nous avons F E = El ou bien ~ Bl = n € N

ou bien + El =GeG

2- Supposons que pour toute expression ratiomnelle E telle que
pG(E) < q la condition (o) soit satisfaite et soit une expres-

sion rationnelle E telle que pG(E) = q.

Deux cas sont a considérer

~E = f(El,..., EY) par hypothése de récurrence pour chaque

. i . . i i
expression E~, il existe des expressions E;,..., E
L] l’ n

telles que :
i .4
I) - E™ = Bl
II) ¥j 12 3j <ng oubien 3n € N, + E% = n
ou bien 3G, € G, » ET = G.
J J ]

ou bien 3f € F, 3j1,..., ja(f) € [ni]
FEX = £(E} ,..., EX )
J I Ja(£)
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i on prend E; = f(Ei,..., Ei) alors les expressions rationnelles

i,..., Eil, i,..., iQ,..., Ei,..., E§ satisfont la condition a
r

vis-a-vis de G,

E, E

Soit H' = HIOME, i 2 1\\i-1]

Nous avons pGL{E}(H‘) < q par conséquent il existe des expressions

Hi,..., Hé telles que :

I) + H'

1
Hy

IA

II) ¥i,1 £ i £ n ou bien 4n €Ny = Hf = n

G

2 1
ou bien HGl e G+ Hi <

ou bien 3f € F et ;il""’ ia(f) € [n] tels que

+ Hi = f(H{ seses H! ).

1 *a(f)

Nous prendrons alors El = Hi => + E = H' et par hypothése

+ H! H! et nous avons donc + E = H!.
1 1

Par ailleurs, si nous remplagons les expressions Hi telles que

+ Hi ' nous obtenons un ensemble de formules

E par H1

'{Hi,..., Hé}\{Hi : Hi= E} qui vérifie la condition o vis-d-vis de G.

C.Q.F.D.
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Théondme 111.1. : La théorie T = {A1, A2, A3, R1, R2, R3, R4} est compléte

pour l'équivalence des expressions rationnelles.

PREUVE : Si deux expressions rationnelles E et F sont équivalentes, d'aprés
les lemmes III.7. et III.8, on peut trouver & partir de leur décomposition

€lémentaire des expressions E!,..., E% et Fi,..., F' telles que :

,

: - L - 1]
i)+ E = El et T = Fl

*ii) ¥i 1< 3i<moubien d3n e N r(Ei, Fi) = n
(B)
ou bien 3f € F, 311,..., i) € [m] tels que :

3EL, F}) = £((E], F1),..., (F

1 a(£)® Fa(e)

On peut déduire par le Lemme III.6 que F Ei = Fi'et donc que + E = F.

Pour trouver les expressions E!,..., E' et F!,..., F' vérifiant B a
1° > m 1 > m
partir de deux expressions rationnelles équivalentes E et F c'est-3-dire vé-
rifier que si elles sont dans la théorie Tc ou non ; on considére deux décom-

positionsélémentaires E_,..., E et Fi,..., FP de E et F. Lemme III.7.=>E = E

1 1°°

et F = Fl sont valides alors EZ=E1 et + F = Fl ;onaFP = 6= P1 =6

1
1°

Du fait que Ejseves EJ constitue une décomposition élémentaire de E nous avons :

ou bien 3q e N i—El q
ou bien 3f ¢ F, 311,..., i.s) € [n] tels que
FE, = f(E, ,..., E, )
! 11 ta(f)
Du fait que Fl,..., FP constitue une décomposition é€lémentaire de F

nous avons

oubienE}qu,r-F1 q

ou bien If' € F, le,..., Ja() € [p] tels que

f'(F, ,..., F. )

FFy
11 Ja(£)
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Comme El = Fl deux cas sont possibles :

I) ou bien dq €Ny, mE, = qetrF =q

II) ou bien 3f € F, Bil,..., ia(f) e [nl, le,...

tels que : F (El’ Fl) f((Ei s Fo)yue.s E , F. )}

1 1
Dans le cas I, les expressions E, El, T et Fl satisfont & la condi-

tion (B).
Dans le cas II, on a :

E. = #(E, ,..., E. )etF, = £f(F. ,..., F.
1 1 Ya(£) 1 1ah)

De la consistance de la théorie on déduit ¥k 1 < k < a(f),E:.L = Fj
k k

1

On peut faire cette construction & propos des expressions équiva-
lentes E, et Fi ¥k € [a(f)]. On obtient un nombre fini de couples d'ex-

k k
pressions équivalentes (Ei’ Fj). Pour chaque couple ainsi obtenu, nous po-

sons Eg z Ei et Fi = Fj. Les ensembles d'expressions rationnelles {Ei} et

{Fg} vérifient la condition (B).

C.Q.F.D.

EXEMPLE III.1. : Soit 3 démontrer + E

1"
3
’

1 lOU

1234566 775 3843 21
1 = h(f(k(g(£(k(2), n(0)) £2(1))), 1))

™
"

1234566 775 891010 9843 21
1 h(£(k(g(£(k(1), h(0)), 2(£(k(0), 1))) ), 0))

sl
i
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Décomposition élémentaire de E Décomposition élémentaire de F

1 1
Fy = REy) F F. = h(F.)
32 = f(BS, Eg) 1 2
~ F, = f(F,, FI)
B" - O 2 3 2
2 FEy =0
E, = k(Eq)
- Fs = k(Fu)
E, = g(ES, E8)
HE, = g(FS, F8)
Eg = f(EB, E7)
- F. = f(F_, F.)
E. = k(E!) > 6% 7
6 6 - F6 = k(Fé)
El} =0
6
- Fl =0
E, = h(E,) e
~ F_ = h(F,)
Eg = 4(E,) 7 #
+ F8 = k(Fg)
- = "
Fy f(flo’ Fg)
- " -
-Fg=0
r FlO = k(FH)
_ 9 _ 10 10 _ WS _ o9 L
On pose E2 = E2, F2 = F2, E3 = E3, F3 = F3, E2 = F2 0]
- (Bl, Fl) = h(EQ, P2)
F (E2, F)) = f((Es, Ps), (Bg, Fg))
1" " -
F (EQ, FQ) =0
IS (53, P3) = k(Eu, Fu)
F(E, B = gUE,, Fo),(Eg, Fg))
- (ES, Ps) = f((EB, F6), (E7, F7))
- 1 1
F (EG, F6) = k(EG, FS)
' 1Yy - s
= (EG’ FB) =0 /
+ (B, F) = h(Eq, F,)
_ g _9
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9 9y 10 _10 W9 9
(EQ’ F2) = f((E3 ’ F3 ), (BN, F2 )
9 9
- " " -
(EQ . P2 ) 0]
10 10, _
- (}:3 . ) = k(Eu,Fu)
Alors - EI = Fl est une formule de T.

On peut schématiser la preuve de la complétude de T(zpar :

schéma de programme S
en utilisant uniquement les éléments de TC

expression rationnelle associée S

par définition

N
arbre de programme associé S
EXEMPLE III.2. : Considérons les deux schémas de programmes S et S' ci-
dessous
DEB.
G- - - - — - - - y o+ x
s S S 1. v
<P(y) >——
v

Schéma S




Alors :

0y

Supposons :

fl(a2)

Pl(aa, o, )

n
f2(a2)

f3(0)
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aFwWw N

W O T ™ W W
o2}

-

Schéma S'

= f1(82)

= P,(B,, By)

= £,(8,) (;ﬁﬁg
= f3(0) N
= P, (B, B,)

= £,(8,)

= f3(0)

I11-1
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- -

L'arbre de comparaison de S et S' est :

=

Alors S et S' sont COUSINEAU-équivalents.

On peut également vérifier 1'identité de leurs arbres associés

0|

et S'.
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|

DER

-
Z « yi
FIN
Arbre S
FIN
DEB)
y€x
4 v
P(y)
; 1
Ly« £(y) Z«y
L T L]
e
i P(y) FIN,
L VY
P B T
y + £(y) Z+y L LILL::>
-
! SRR
! Arbre §T.
. FIN

~ '\}'_
¥ = £ (P (£,(1), £5(00)) = &' = £,(P (£,(P(£,(1), £,(0))), £,(0)).
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EQUIVALENCE DE IANOV
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II1.2. EQUIVALENCE DE IANOV

I11.2.1._ _Deéfinition
Soient S et S' deux schémas de programmes et § et S' leurs arbres

de programmes.

On dit que S est IANOV-EQUIVALENT & S' et on note S S' si et

(1)
seulement si sq(S) = sq(S"').

Déginition : Un graphe de transition T sur 1'alphabet W est un graphe
direct et fini tel que chaque fléche est étiquetée par un mot w € W

(w peut &tre le mot vide).

I1 existe au moins un sommet étiqueté par le signe '-' appelé
sommet {nitial et un ensemble (possible vide) de "sommets" étiquetés

par le signe '+' et appelés sommets finals.

Notons qu'un sommet peut €tre 3 la fois initial et final.

e rg . * N .
Deginition : Un w-chemin (w € W ) de sommet i & sommet j dans T est un
chemin fini de 1 & j tel que la concaténation des étiquettes sur la lon-

gueur de ce chemin est w.

Un mot w e W est dit acceptable par un graphe de transition T

8 '1l existe un w-chemin d'un initial "sommet" 3 un final "sommet".

Le mot vide A est acceptable par le graphe de transition T s'il
existe dans T un sommet qui est & la fois le sommet initial et final,
autrement dit s'il existe un A-chemin d'un sommet initial 3 un sommet

final.
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~ ,
Nous noterons T l'ensemble de mots acceptables par un graphe de
transition T. Il est clair que chaque automate fini est un graphe de

transition mais la réciproque est fausse.

EXEMPLE III.3. : TOo (O Y=g
T= @ ¥ =
A
T = ¥ = {A, ab, b}
a b

Théondme 111.2. (MOORE) : Il existe un algorithme pour déterminer si deux

. . P - ~ - m ’\J
automates finis A et A' sont équivalents ou non (c'est-d-dire A = A' ou

non).

PREUVE : Supposons que A et A' sont définis sur W = {a, b} (pour faciliter

nous avons choisi w = {a, bl}).

Renommons d'abord les "sommets" de A et A' sachant qu'ils sont

distincts.
Supposons X et x' les "sommets" initials de A et A' respectivement.

Pour décider si A et A' sont équivalents ou non, nous construirons
un tableau de comparaisons avec trois colonnes dans lesquelles les élé-
ments du tableau sont des paires de sommets (v, v') tel que v est un som-
met de A et v' un sommet de A'. Nous.choisissons (x, x') comme le premier

élément du tableau situé 3 la téte de la premiére colonne.

III-2
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En général pour chaque paire (v, v') situéedans la premiére colon-
ne nous plagons (va, vé) dans la deuxiéme colonne ou a est la fléche entre
vetv, dans A et entre v' et vé dans A'. Ainsi que dans la troisiéme co-
lonne nous plagons la paire de "sommets" (vb, vé) obtenued partir de

(v, v') par la fléche b.

Si (va, vé) et (vb, vﬁ) n'ont pas d'occurrence dans la premiére
colonne alors nous les plagons dans la premiére colonne comme premier

€lément de la ligne suivante et répétons la procédure.

Dans le courant de la procédure si nous trouvons une paire (u, u')
dans le tableau tel gue u soit le sommet final de A et u' le sommet final
de A' ou réciproguement, nous arretons la procédure. A et A' ne sont pas
équivalents. Sinon, si la procédure se termine et s'il n'existe aucune
paire de sommets dans les colonnes 2 et 3 qui ne figurent pas dans la

colonne 1, alors A et A' sont équivalents.

Notons que cette procédure doit toujours se terminer car, d'une
part, le nombre de sommets de A et A' sont finis, d'autre part, toutes

les paires de sommets de da colonne 1 sont distinctes.

EXEMPLE III.4., : Testons l'équivalence entre deux automates finis A et

A' ci-dessous




Le tableau de comparaison correspond & A et A'

A est équivalent & A' car dans les colonnes 2 et 3, il n'existe

aucun élément qui n'est pas figuré dans la colonne 1.

NOTATION I1I.1.

- 86 -~

(v, v") (va, vé) (v, s vg
(1, ¥) (1, w) (2, 5)
(2, 5) (3, 8) (1, w)
(3, 6) (2, 7) (3, 6)
(2, 7) (3, 6) (1, &)

: KELENE a prouvé que pour chaque graphe de transition T,

il existe un automate fini A tel que % = X.

Par conséquent, d'aprés le Théoréme III.2, on peut dire que £e

probleme d'équivalence pour Les graphes de transition est décidable.

Proposition T11.1. : Il est décidable qu'un schéma (arbre) de IANOV soit

libre ou pas.

DEMONSTRATION

pas libre si et seulement si il a deux tests identiques sans aucune ac-

tion entre les deux.

Théonéme 111.3.

est décidable.

: Le probléme d'équivalence pour les schémas de IANOV

: Elle résulte du fait qu'un schéma (arbre) de IANOV n'est

III-
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PREUVE : Soit S un schéma de IANOV libre avec l'instruction d'entrée "DEB"
notée AO’ et les instructions d'assignations Al”"’ Ak. (Nous pouvons asso-
cier & chaque schéma de IANOV un schéma de IANOV libre équivalent

(Théoréme IIT.4.)).

Du fait que chaque schéma de IANOV peut &tre transformé facilement
en un schéma d'IANOV équivalent avec seulement une seule "FIN" alors nous

pouvons supposer que S posséde une seule "FIN" et que nous la noterons Ak+l'

Supposons aussi que W_ posséde n symboles de fonctions f . fn et m sym-

S

boles de prédicats Pyse«+> P_-

120

Nous allons montrer que S posséde la structure d'un graphe de tran-
sition GS’
a - Les "sommets" sont
- b, représente l'instruction d'entrée
- a, et bi 1 £ i £ k représentent les instructions d'assi-
gnations
- A représente l'instruction "FIN"
Le sommet b, est le seul sommet initial (étiqueté par '-')
et le vecteur a, ., est le seul sommet final (étiqueté

ar '+'). (Notons que nous négligeons 1'instruction
P q gilg

"BOU" dans S).

b - L'alphabet de GS consiste de n symboles de fonctions fl,..., fn
et 2™ mot de {F, V}".
Intuitivement chaque mot de {F, V1" (de longueur m) indique la

possibilité vraie ou fausse de la valeur de m symboles de pré-

dicats Pys.+-s D Dour une variable y donnée.
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¢ - Les fléches dans GS sont construites comme suit

si Ai est l'instruction y « fk(y)
w
si dans S il existe un chemin de Ai a Aj

we {v, F}" et il n'a pas l'instruction assignation
dans laquelle l'ensemble des valeurs du
test sur ce chemin indiqué par w n'est

pas consistant.

Or, pour deux schémas de IANOV S et S' donnés.

D'abord transformons-les en deux schémas de IANOV libres équivalents
(Théoréme III.4.) puis construisons les graphes de transitions associés Gq
et GS"

Du fait que le probléme d'équivalence est décidable pour les graphes

de transitions (NOTATION III.1.), ce probléme sera aussi décidable pour les

schémas de IANOV.

EXEMPLE III.S.

Voin page suivante ...
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Pl(y)

Y

LILQ



- 90 - . III-2

La théorie que nous allons é&tudier pour 1'équivalence de IANOV est :

T, = {A1, A2, A3, A4, A5, A6, A7, A8, A9, A10,R1,R2, R3} ol :

Al : S8 =58

A2 : - 8 = (s+1)F

T

A3 : = 8° = s[O\\S™, i\\i+ 1]

U Sl . 82 = Sl[O\\SQJ

A5 : - si p alors si p alors S, sinon 82 s8i sipnon S, fsi =

1 3

si p alors S1 sinon 83 fsi

A6 : + si p alors S1 sinon si p alors S

5 sinon 83 fsi =

si p alors Sl sinon 83 fsi

A7 : Ei.Pl alors si Py alors S1 sinon 82 fsi sinon si P, alors 83

sinon S, fsi fgi'pQ alors si Py alors S. sinon S4 fsi sinon

1

§E_pl alors S2 sinon S1 fsi fsi

AB : + f » BOU = BOU

A9 : + si p alors BOU sinon BOU fsi = BOU

Al0 : - S = BOU si S est propre

- - W
Rl : + 8, =5,

S =8 \ => + 8" = s[S)\\s,]

s'occurrence de 1'élément

terminal S, dans S )
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s' élément terminal de S ayant dans S{==>S' = S[S'\\O, i\\i+11"

les occurrences S' = S'l,..., s'P
R3 : - S1 = 82
Sé occurrence direct de 82 dans Sl
I11.2.3._ _Preuve de la_consistance de T;
Considérons le magma Mo (W ) = <M_(W,), F, *, C *>, l'ensemble d'arbres
I'"°Q I'7Q MI MI

2]
de IANOV, (pour faciliter nous le noterons simplement MI) avec équivalence.
o0
Nous allons montrer que M; est un modéle pour TI i.e. tous les éléments de

TI sont valides dans M;.

- Les formules Al 3 A4 sont valides dans TC (voir page 70) alors

elles sont également valides dans M?.

= A5 : Posons S = si p alors si p alors S, sinon S, fsi

1 2
S' = si p alors S, sinon §é fsi
et soit II = (D, I) une interprétation et d une initialisation
si I(p)(d) = w alors I(S) = I(D') = o
si I(p)(d) = V alors I(S) = I(§i) = I(3")
si I(p)(d) = F alors I(S) = I(§2) = 1(S")

- A6 : le méme raisonnement que A5

- A7 : Posons § = Ei.Pl alors §i_p2 sinon 82 fsi sinon si P, alors 83

sinon Sq fsi fsi



A8 :

A9

Al0 :
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' - s . . . s
S' = 81 p, alors si P, alors S1 sinon 53 fsi sinon

§i_p2 alors S, sinon S, fsi fsi

2

Soit II = (D, I) une interprétation et d une initialisation

k
w

w alors I(S)

si I(py)(d) = I(p,)(d)

si I(p,)(d) = I(p,)(d) = V alors I(S) I(gi) = I(S")

F alors I(S)

si I(p,)(d) = I(p,)(d) 1(S,) = 1(8")

si I(p,)(d) = V et I(p,(d) = F alors I(S) = 1(S,) = 1(S")

2
F et I(p,)(d) = V alors I(8) = I(S;) = 1(s")

si I(pl)(d)
Posons S = f » BOU et S = BOU et soit II = (D, I) une interpré-
tation et d une initialisation

I(E)(d) = I(E')d) = o

: Méme chose que A8

—_ —k
Si S est un arbre de IANOV propre,S mne contient aucune occur-

rence de zéro par conséquent ¥II = (D, I) et ¥4, I(§*)(d)= uﬁ

R1 et R2 : Les régles Rl et R2 préservent la validité pour 1'équi-

R3 :

valence de COUSINEAU par conséquent elles préservent éga-
lement la validité pour l'équivalence de IANOV

Si S est un arbre de IANOV et m e Dom(S) vérifie :

1~-S/m S et

2-¥m' <m S(m') € P

alors S = S[m =+ BOU]

_____________________________________ I

Nous allons prouver la complétude de TI={Al,...,AlO,Rl,R?,R3,R4,R5}

pour l'équivalence de IANOV, R4 (symétrie) et RS (transitivité) appertien-

nent a TC alors on peut les considérer comme deux éléments de TI'
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D'abord nous établissons quelques résultats :

Lemme 111.9. : Si A est une partie dirigée d'un ensemble d'arbres.

sup(A) est libre <> ¥A € A est libre.

PREUVE : (=>) Supposons qu'il existe un A € A tel que A n'est pas libre ,cela
implique qu'il existe une branche br de A telle que T(br}est:contradictoire,
mais cette branche est également une branche de sup(A), donc sup(A), n'est

pas libre,

(<=) Suppososn que sup(A) est non libre alors il existe une branche
br' de sup(A) telle que T(br') est contradictoire.
Alors il existe un A' € A telle que br' est une branche de A' et donc A'

n'est pas libre.

Theonéme 111.4. : A tout W-arbre de IANOV A correspond un arbre de IANOV

libre équivalent.

PREUVE : - A est fini. A tout W-arbre de IANOV A et & tout ensemble de

tests consistants T, on associe l'arbre de IANOV libre défini par :

2i(A, T) = si A(e) = FIN alors FIN

sinon si A(e) = BOU alors BOU

1)

sinon si A(e) = f ¢ F alors A(e) (Qi(p+1, ?))

sinon si A(e) = p € P alors si ni p ni p n'appartiennent

pas @ T alors A(g) (21(A¢1, Tu {p}), 21(A+2, Tu {ph)

sinon si p € T alors 2i(A¢l, T)

sinon si p € T alors 21(at,, T)
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- A est infini.

Choisissons pour A une suite d'approximats Al”"’ A,,...

i

D'aprés le Lemme III.O, sup({li(Ai)}) est un arbre de programmes

libre équivalent a A.
I1 nous faut démontrer que A' = 2i(A) est reconnaissable.

A' est un arbre libre alors ¥m € Dom(A'), A'+m € Mw(P, {FIN, BOU}) =

A'+m est fini car P est un ensemble fini.

Par conséquent, A' est reconnaissable s'il posséde un nombre fini

de sous-arbres A'Y tel que A'(m) est une affectation.

L'algorithme qui fait passer de A & i(A) associe & tout m € Dom(2i(A))
tel que Ri(A)(m) € F un t(m) € Dom(A) tel que A(t(m)) € F et

A+m = Ri(AY ) = Ri(AY

t(m)? 9 t(m))'

Soit k le nombre de sous-arbres A@m de A tel que A(m) € F et sup-

posons qu'il existe k+ 1 sous-arbres distincts Qi(A)¢m seoos Ri(AM
1 +1
de 2i(A) tels que li(A)(ml),..., li(A)(mk+l) e F.

Soient t(ml),..., t(m, .) les éléments de Dom(A) associés a

k+1

Myseees M . Comme A ne contient que k sous-arbre A%m tel que A(m) € F

alors il existe u, j € [k+1] et i # j tel que AV = A(t%mj).

t(mi)

Mais alors 21(A+mi) = 21(A¢t ) = 21(A+t = 21(A¢mj).

(mi) (m3))

A
Par conséquent, 2i(A) ne posséde que k sous-arbres distincts

C'est-3 -dire qu'il est reconnaissable.
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NOTATION III.2. : Il convient de noter que si A est un arbre de programmes

reconnaissable, 2i(A) n'est pas reconnaissable, en général, autrement dit
’ P s 4

il est indécidable qu'un arbre de programmes donné soitlibre ou non.

REMARQUE : Il est facile & vérifier que si nous pouvons obtenir un arbre
de IANOV canonique Ca(A) & partir d'un arbre de IANOV libre et réduit

A ¢ M(P, {BOU, FIN}), nous pourrons obtenir un arbre de IANOV canonique
Ca(A) pour tout arbre de IANOV libre et réduit A € M(F u P, {BOU, FIN})
car d'une part la définition de bloc sélectif concerne uniquement les
tests et d'autre part, si A = f(Ai) avec A, libre et fini alors

Ca(A) = f(Ca(Ai)).

Théoneme T111.5. : Pour tout arbre de IANOV A il existe un arbre canonique

équivalent (noté Ca(A)).

PREUVE : La définition d'un arbre canonique comporte trois conditions que

nous pouvons satisfaire 1'une aprés l'autre :

1 - On a déja montré (Théoréme III.4.) qu'en utilisant les formules
A5 et A6 nous pouvons obtenir un arbre de IANOV libre 2i(A)

pour tout arbre de IANOV A.

2 - En utilisant les formules A8, A9 et R3, on peut obtenir un

arbre de IANOV réduit et libre pour tout arbre de IANOV libre.

3 - Cette condition est locale aux blocs sélectifs et que dans
un arbre de IANOV les blocs sélectifs sont finis et en uti-
lisant la formule A8, nous pouvons mettre tous ces blocs sé-

lectifs en formes canoniques.



- 9§ - ‘ I11-2

ALGORITHME : Pour obtenir un arbre de IANOV canonique d partir d'un arbre

de IANOV libre et émondé.
- A est fini

siAe {x;,..., x } v {FIN, BOU} alors Ca(A) = A
sinon soit p le plus petit prédicat couvrant A

si 0P(A) = p(A A,) alors ca(Aa)

si Aj et A, ¢ M(P, {Bou}

= p(BOU, Ca(A,))

si A, € M(P, {Boul)

= p(Ca(a,), BOU)

si A, € M(P, {Bou})

= BOU si A, et A, € M(P, {BOU})

ol pour chaque plus petit gradient p couvrant A, oP(A) = p(A', A") défini

comme
si A = BOU oP(a) = (BOU, BOU)
. - P -
siA = p(A;, &) 07(A) = p(Ay, Ay)
si A= p'(Al, A2) et p' # p, P couvre A1 et A2.

Soit OP(A;) = p(Al, A}) et OP(AQ) = p(a}, A})

oP(A) = p(p'(a], A3),p' (A}, AD)).
Donc, nous sommes & présent capables de construire un arbre IANOV
canonique fini pour tout arbre de IANOV libre et réduit fini, en allant
de la racine vers les feuilles, et en mettant tous les blocs sélectifs en

formescanoniques,
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- A est infini

Dans ce cas nous choisissons pour A un ensemble Ai d'approximats
tels que : ¥i, ¥m € Dom(Ai) A;(m) = BOU => ou bien A(m) = BOU ou bien il

existe un n' SP m tel que m = m',

Pour chaque Ai nous pouvons obtenir Ca(Ai), en utilisant 1'algo-
rithme ci-dessus. sup({Ca(Ai)}) est un arbre de IANOV canonique équiva-
lent a8 A en vertu du Lemme III.9. (sup(A) est canonique <=> WA € A est

canonique).

I1 nous faut démontrer que Ca(A) est reconnaissable.

- Premiérement : On sait déjd par le Théoréme III.4, que Ri(A) est

reconnaissable.

- Deuxiémement : L'opération de réduction qui remplace par BOU les

sous-arbres appartenant & M (P u F, {BoU}) con-

serve le caractére reconnaissable.

—— o ——————~ ——

local aux blocs sélectifs et deux blocs maximums
identiques Al et Aé sont transformés en deux blocs
canoniques identiques Ca(Ai) et Ca(Aé).

Par conséquent, deux sous-arbres A/m1 = A/m2 tels
que A(my, Afm,) € F Sont transformés en deux sous-

arbre canoniques identiques Ca(A+m ) et Ca(A%m ).
1 2
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EXEMPLE III.6.

Arbre de IANOV, libre et réduit A.

A n'est pas canonique car A(g) = Dy et A(2) = P, €t p,» Py € P < (a).

Le plus petit prédicat couvrant A est p, et nous avons :

l

B2
D

2.

D
2 - -
Posons 0 “(A) = p2(A1, A2), nous avons Ca(A) = p2(Ca(Al), Ca(AQ)).
A, n'est pas canonique car Al(e) = Py Al(l) =py et py, Py €PC (Al).

Le plus petit prédicat couvrant A1 est Pq et nous avons :
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0 (Al) Ca(Al)

A2 est canonique et nous avons donc finalement :

uutt

Theondme 111.6. : Deux arbres de IANOV canoniques équivalents sont égaux.

PREUVE : Soient A et A' deux arbres de IANOV canoniques équivalents. Sup-
posons qu'ils ne sont pas égaux et soit m un élément minimal dans 1'ordre

préfixiel tel que A(m) # A'(m), quatre cas sont 3 considérer :
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1-A(m) = BOU et A'(m) # BOU
I1 existe alors un m' tel que A'(mm') = FIN et comme A' est libre,
alors il existe une interprétation libre II pour laquelle les
calculs de A et A' pour II atteignent tous les deux le stade
(m, t) pour quelque t € TF(F, V) et le calcul de A' pour II at-
teint gnsuite 1'étape (mm', t') pour quelque t' e TF(F, V).
On a I(A) = t' et I(A) = w et les deux arbres A et A' ne sont

pas équivalents.

2-A(m) e Fet A'(m) =pe P
I1 existe un m' tel que A(mm') = FIN, alors il existe une inter-
prétation II = (DII’ I) telle que les calculs de A et A' pour II
atteignent tous les deux le stade (m, t) pour quelque t e TF(F, V) ;
p(t) = w et il existe un t' e TF(F, V) tel que le calcul de A pour
I] atteint ensuite le stade (mm', t').

On a I(A) = t' et I(A') = w, les deux arbres ne sont pas équivalents.
p

3-A(m) = FIN et A(m'") # FIN
11 existe une interprétation libre II pour laquelle les deux cal-

culs atteignent le stade (m, t) et I(A) = t et I(A') = w.

4-A(m) =pe Pet A'(m) =p' € Pavec p<p'
p ne couvre pas le bloc m dans A' car sinon ou bien A' n'est pas
canonique ou bien A n'est pas libre (posséde deux tests p sans
affectation intermédiaire).
Alors il existe une interprétation libre telle que les calculs de
A et A' pour II atteignent un stade (m, t) tel que I(p)(t) = w

et que le calcul de A' pour II atteint le stade (mm', t') avec
D
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A'(mm') = FIN.
On a alors I(A) = w et I(A') = t' i.e. A et A' ne sont pas équi-

valents.

La preuve de la complétude de TI se fait en passant par les étapes

suivantes :

Soit S un schéma de programmes et S l'arbre de programmes associé :

S(
# en utilisant les éléments de TC
N
S
par définition
N
sq(%)
Théoréme III.4. en utilisant A5 et A6
N
2i(sq(S))
Théoréme III.5. en utilisant A7, A8, A9 et Al0
U 7
ca(2i(sq(S)))

Si nous avons un autre schéma de programmes S', IANOV-&quivalent 3 $
en passant par les étapes ci-dessus, on peut obtenir Ca(2i(sq(S'))) qui est

identique 3 Ca(1i(sq(S))). (En vertu du Théoréme III.6.).
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EQUIVALENCE DE PATERSON
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I11.3. EQUIVALENCE DE PATERSON

I11.3.1. Introduction

Nous allons étudier 1'équivalence de PATERSON en deux parties, pre-
miérement nous montrerons que le probléme d'équivalence de PATERSON (que
nous appelerons simplement probléme d'équivalence) pour les schémas (arbres)
de programmes n'est pas décidable en présentant une classe de schémas de

programmes dont le probléme d'équivalence n'est pas décidable.

Ensuite, nous étudierons certaines classes de schémas et d'arbres
de programmes dans lesquelles le probléme d'équivalence est décidable pour

ces classes.

Théonéme TI1.7. : [32). Soit [ l'ensemble de toutes les classes de schémas

de programmes et l'ensemble de tous les schémas de programmes dont le

0

probléme d'équivalence est décidable.
/5 9 /

PREUVE : (=>). Il est évident que ¥C ¢ fD =>Ce f
(<=). I1 suffit de trouver une classe de schémas de programmes telle

que le probléme d'équivalence ne scit pas décidable pour cette classe.
Considérons la classe C, telle que :

¥S € Cl'
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- WS consiste d'une seule constante indécidable a,dun seul symbole de
fonction f etdun seul symbole de prédicat p,de deux variables de pro-
grammes y, , yQ;Yune seule variable de sortie z et d'aucune variable

d'entrée.

- Les instructions de S sont de la forme suivante :

(yl, y2) = (a, a)l

!

Montrons que le probléme d'équivalence pour C1 est indécidable.

PATERSON [31] a montré que le 'non acceptence probléme" pour les

automates finis a deux enregistrements sur W = {v, §} n'est pas décidable.

Aprés ce résultat nous complétons la preuve du théordme par quel-

ques lemmes.

Lemme I11.10. : Elle se fait en démontrant que le "non acceptence probléme"

pour les automates finis a deux enregistrements est traduisible en probléme

de divergence pour les schémas de Cl (pour toute interprétation).

En effet pour chaque automate fini a deux enregistrements A sur {v, 6}

nous pouvons construire un schéma SA de Cl de la fagon suivante :

’

e =2

est remplacé par

(yls y2) = (x, x) (yl, y2) = (a,:;\
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L l

v * tail(yi) y; * f(yi)

est remplacé par

est remplacé par z <+ a

REJET! est remplacé par @

ACCEPT (A) = @ si et seulement si (SA, II) diverge pour toute II car
pour toute interprétation libre (HERBRAND) 11° de S, chaque élément de
U(SA) peut &tre présenté comme un mot de {v, 6}* dont la iéme lettre de ce

mot indique la vraie ou fausse valeur de p(f(l)(a)).

Lemme I11.71. : Le probléme d'équivalence pour la classe C1 n'est pas semi-

décidable.

PREUVE : En effet, chaque schéma de programmes diverge s'il est PATERSON-

équivalent au schéma :
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@ dans C 1

), 7,) (2, 2) |

On voit que si le probléme d'équivalence est décidable pour ce sché-

ma de programmes alors le probléme de divergence doit &tre également déci-
dable et d'aprés le lemme III.12, le probléme d'équivalence pour C1 n'est

pas semi-décidable.

Alors le probléme d'équivalence pour la classe C1 n'est pas décida-

ble

- e . T D e - A R S e W e G on S e T e el R S R R D S W R B R TP WS b Un o em

Nous allons étudier trois classes de schémas de programmes (trois
€léments de fs), ainsi qu'une théorie consistante et compléte pour ces

classes.

Avant d'aborder cette étude nous définissons un ordre total sur les

éléments de F u P.

.»...} dénombrable et soit <

Etant donné un ensemble v = {xl,..., X3

un ordre total des éléments de v.

Nous montrerons {x:.L seees Xo } 1'ensemble de tous les éléments
1 t=a(p)
de P qui possédent exactement les variables Xy veees Xo et
1 t

.

ITI-3
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{25 {x, 5000y X%, }} 1'ensemble de tous les éléments de F qui possé-
1 i .
1 t'=a(f)
dent exactement les variables X,, X. ,..., X, .
i 7 i
1 t!
L'ORDRE <

Soient x, ,..., X, € v, et supposons x, <,..< x, .
i i k i, iy

Nous définissons l'ordre < sur F u P comme

Lemme 111,12, : wu = [x., %, ,..., X, J € Fet¥u' = [x., X. ..., x. 1 efF
i i J J

h t i Jer
u commute avec u' <> i # j et x, ¢ {X.,..., x. }
1% e
et xj 4 {xi,..., Xe }
t
Lemme T11.73, : wu = [x,, X, s..., X. 1 € F et ¥u' = [x.,..., x. 1 eP
i i, i, J Jgo

u commute avec u' <=> 1 # j et Xy ' {xj,..., x. 1}

I11.3.4. _Théorie consistante et compléte_pour les €léments de_ /,
La théorie que nous allons étudier pour 1'équivalence de PATERSON

est :
T =T {a11, A12} ol :

P I
A1l : Soient u et u' deux éléments de F, u et u' sont commutables

alors :

isv=veu (Lemme III.12).
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Al12 : Soient u € F et v € P, u et v sont commutables alors

Ei v alors u sinon u fsi = u * v (Lemme III.13).

I11.3.5. Les arbres des programmes finis M(Wo)

Considérons le magma M(WQ) des arbres de programmes finis (voir

page 8). Nous allons montrer que M(WQ) est un élément de ID'

PREUVE DE LA CONSISTANCE DE TP POUR M(WQ)

I1 faut montrer que ce magma est un modéle pour TP’ autrement dit

il faut montrer que tous les éléments de Tp sont valides dans M(WQ).

Les formules Al & Al0 sont valides dans MI(WQ) (elles prouvent 1'équi-
valence de IANOV (voir page 891) alors elles sont également valides dans
M(Hg) .

All : Lemme III.12.

Al2 : Lemme IIT.13.

Les régles R1 & R5 préservent 1l'équivalence de IANOV par conséquent

elles préservent 1l'égquivalence de PATERSON.

PREUVE DE LA COMPLETUDE DE Tp POUR M(WQ)

Lemme T11.14. : A tout arbre de programmes fini A correspond un arbre libre

équivalent,
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PREUVE : A tout W-arbre de programmes fini A et 3 toute donnée d e TF(F, V)X

et 3 tout ensemble de test comnsistant T, nous associons l'arbre libre 2i(A)

défini récursivement par :

2i(A, d, T) = si A(e) = FIN alors FIN

sinon si A(g)

sinon si A(e)

alors A(E)(Qi(A¢l, (dl""’ d;_1»
f(xl,..., Xs ), di+1’ R dk), T)
a(p)
sinon si A(e) = p(x, ,..., x. )
—_— = i i
1 a(p) _
alors si ni p(d., ,..., d, ) ni (p(4d, , , d
—_ = i i i
1 a(p) 1
n'appartient pas 3 T
alors A(e)(Ri(AY., d, Tu {p(d, ,..., d. .
—_— 1 i i
1 a(p)
Li(A¥,, d, Tu {5(di seees dg 1
1 a(p)
sinon si p(X., ,..., X, ) € T alors 2i(A¥,, d, T)
—_— i i 1
! a(p) _
sinon si p(x, ,..., X. ) € T alors Ri(AY,, d, T)
—_— 1 1 2
1 a(p)

= BOU alors BOU

= x, « F(X. 440005 X:
1 el Ta(f)

I1 est évident que 2i(A) est fini et naturellement reconnaissable.

Conollaine : A tout arbre de programmes fini correspond un arbre de pro-

grammes fini émondé équivalent.

En effet par les formules A8, A9 et la régle R3, on peut obtenir un

arbre fini et émondé & partir d'un arbre fini, en préservant les propriétés

de finitude et de reconnaissabilité.
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Déginition : Un arbre de programme A est dit P-CANONIQUE si :

1 - A est canonique
2 - ¥m € Dom(A) et ¥x € {1, 2}
A(m) = u et A(mr) = u’
ou bien u < u'
ou bien en appliquant All et Al2, u ne

commute pas avec u'.

Theonéme T111.8. : Deux arbres de programmes finis P-canoniques équivalents

sont égaux.

PREUVE : Soient A et A' deux arbres finis P-canoniques équivalents. Suppo-
sons qu'ils ne sont pas égaux et soit m un élément minimal dans 1l'ordre

préfixiel, tel que A(m) # A'(m). Cing cas sont d considérer :

1~A(m) = FIN et A'(m) # FIN
Il existe une interprétation libre " pour laquelle les deux
. * *
calculs atteignent le stade (m, t) tel que I (A) = tet I (A') = w

alors A et A' ne sont pas équivalents.

2-A(m) = BOU et A'(m) # BOU
Il existe alors un m' tel que A'(mm') = FIN et comme A est libre
alors il existe une interprétation libre I pour laquelle les
calculs de A et A' pour 1" atteignent tous deux le stade (m, t)
pour quelque t € TF(F, V) et le calcul de A' pour 11" atteint en-
suite 1'étape (mm', t') pour quelque t' e TF(F, V).
Ona I“(A) = t' et I'(A') = w et les deux arbres A et A' ne sont

pas équivalents.
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3-A(m) e F et A'(m) € P
Alors il existe un m' tel que A(mm') = FIN, par conséquent il
existe une interprétation libre 11" telle que les calculs de A
et A' pour " atteignent tous les deux le stade (m, t) pour
quelque t € TF(F, V). Il existe un t' € TE(F, V) tel que le
calcul de A pour 11" atteint ensuite le stade (mm', t') qui n'est

pas le cas pour A' i.e. on a 17(A) = t' et I*(A‘) = w car p(t) = w.

L-A(m) =pe Pet A'(m) =p' e Pavecp [ p'
p ne couvre pas le bloc m dans A' car sinon ou bien A' n'est pas
canonique ou bien A n'est pas libre (il posséde deux tests iden-
tiques p sans affectation intermédiaire).
Alors il existe une interprétation libre IT" telle que les calculs
de A et A' pour 11" atteignent un stade (m, t) tel que
I*(p)(t) = w et que le calcul de A' pour IT" atteint un stade

(mm', t') avec A'(mm') = FIN. On a alors I (A) = w et 1A' = ',

5-A(m) =ue F et A'(m) = u' € Favecu [ u'
u ne permute pas avec u' dans A' car sinon A' n'est pas P-canonique.
Il existe une interprétation libre IT" telle que les calculs de A
et A' pour " atteignent un stade (m, t) pour quelque t e TF(F, V)
et ensuite il existe un m' tel que le calcul de A' atteint le stade
(mm', t') tel que A'(mm') = FIN tandis que A(mm') = w.

i.e. les deux arbres A et A' ne peuvent pas étre équivalents.
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La preuve de la complétude de TP pour M(Wy) se fait en passant par

les étapes suivantes

Etant donné un arbre de programmes fini A

A
Lemme III.14, ! en utilisant A5 et A6
%
zigA)

Corollaire ITI.14. L en utilisant A8, A9, A10 et R3

\
em(231(A))
Théordme IITI.8. .  en utilisant A7, All et A12
%
plem(2i(A)))

Alors s'il existe un autre arbre de programmes fini A' PATERSON
équivalent 3 A en passant par les étapes, ci-dessus, et en utilisant uni-
quement les é€léments de Tp’ on obtient un arbre fini p(em(Ri(A'))) qui

d'aprés le Théoréme III.8. est identique d p(em(2i(A))).

A tout schéma de programmes S qui 4'awrete Loujowrs correspond un

arbre de programmes fini S COUSINEAU équivalent.

En effet, chaque schéma de programmes S qui s'arréte toujours pos-
séde un nombre fini de séquences d'ex&cutions complétes et a chaque séquen-

ce d'exécution compléte est associée une branche finie de S.
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Par exemple, si on prend le schéma de programmes suivant :

Y o
\Eff/ Yy * f(x2)1 o, ’

Qg
vy * f(yl) -~ -0, ¥ * f(yl) - - Og
3 r—

Les séquences d'exécutions possibles sont :

(DEB, Ups Oy Og, FIN)

(DEB, Ay &y, O FIN)

35 Oy Ocs

(DEB, Gps Oy Ogy Qs Opy Ogy Qg Oas FIN)

(DEB, 0, a,, 04, O, Ggy Ogy O, Oy Ogy Og, FIN) 1‘ %7
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Avant d'associer un arbre de programmes fini S nous pouvons passer

par un arbre d'exécution correspondant aux séquences d'ex&cutions suivantes :

DEB, Bysens

DEB, a,, &

DEB, Tys Aps g

v §
—
} DFB. ul, a?, aa, FIN DEB, ul, u?, °3' a,
DEB, ul, uz, 0'3’ a,s as
v {
; —
DEB, ul, m2, aa, o, as, 0"6 DEB, al, u,z, "‘3’ a,, us, FI
§ v
\ T8, al, °2’ aa, A, 05, ae, “8 DEB, ul, “2’ 03, au, as, ue, a7:|
—
R R T T T °‘3J DEB, 05 @p» O35 Oys &5, Ogs 095 Og |
DLCE. @y Op gy O, O, Qgs Ggs Oq, FIN DEB, @y, Oy 0‘13, Qs G, Gg, 07,.?—6, ag

LDEB, gy Oy, Qg, @y Ggy gy Gop Cgy Tp, O J

rDEB, Oy Ogs Gga Oy Oey By Qgy Tgy Ogy Oay FIN‘J
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et finalement l'arbre de programmes fini associé 3 S est :

Alors la preuve de la complétude et de la consistance de Tp pour fJ

est la méme que pour les arbres de programmes finis.
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111-3=7___SCHEMAS_BIRARTIS

Un schéma BIPARTI est un schéma de programme dans lequel 1l'ensemble des
variables est réduit & deux variables et tous les symboles de fonctions et tous lﬁ

symboles de prédicats sont monodiques. [

Cette classe de schémas de programmes a été proposée par JACOB [?2], et

nous allons étudier la décidabilité d'équivalence de PATERSON pour cette classe.

BIRD Eij, a présenté une classe de schémas de programmes et il a prouvé

la décidabilité d'équivalence de PATERSON pour cette classe. |

La classe étudiée par cet auteur ressemble a celle présentée par LUCKHAM
PARK et PATERSON [§2, page 2641 mais au lieu d'avoir une seule variable d'entrée a

on a deux variables d'entrée a et b i.e. en remplagant
(yl,yz)c—(a,a) par (yl,y2)o— (a,b)

On peut appliquer cette preuve pour les schémas BIPARTIS . Néanmoins, nou
allons étudier quelques résultats pour adapter cette preuve d notre méthode de tra

vail.

COROLLAIRE

I1 est décidable qu'un schéma biparti soit libre ou pas.

En effet, un schéma biparti n'est pas libre si et seulement s'il a deux
tests identiques d'une variable sans aucune action de cette variable entre les

deux.

LEMME T11.15

Pour tout arbre biparti S, il existe un arbre biparti libre PATERSON

équivalent.

PREUVE
0) S est fini

A tout arbre biparti S et & tout ensemble de tests non Consistant T et T
s
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est associé un arbre biparti libre comme suit :

li(S,Ts,Tt) = si s(e) = FIN alors FIN

sinon si S(e) = BOU alors BOU
f(s),fe F alors S(E)(li(S;l),¢,Tt)
f(t),fe F alors S(E)(li(311=Ts’¢)

P(s) et pe P alors si ni P(s) ni P(s)

sinon si s(e)

sinon si s(¢)

sinon si S(g)

n'appartient pas & T_ alors S(e)((li(8$1),TsU{¥¥s)},Tt),
(1i(s ,,),T_U{P(s)},T.))

sinon si P(s) ¢ T, alors li((S&Q),TS,Tt)
sinon si P(s) € T, alors ll((s*l)’Ts’Tt)

sinon si s(e) = P(t), Pe P alors si ni P(t) ni P(t) n'appartient pas
a T alors S(e)((1i(S§), T, Ty U{P(t) 1), (11(84,), T, T, u{P(t) 1))

P < Tt)

sinon si P(t) € T, alors ll((S;l), TS, Tt)

sinon si P(t) € T, alors li((S;2), T

B) S est infini

Choisissons pour S une suite d'approximants Sl""’ Si’
Sup({li(Si)}) est un arbre biparti libre équivalent & S (en vertu du lemme

I1I1-9).

THEOREME 111.9

PREUVE

Pour tout arbre BIPARTI S, si S est reconnaissable alors 1i(S) est aussi

reconnaissable.

o
¥Ym € Dom(1i(S)), le nombre de sous-arbres li(S)&mE:M (P,{FIN,BOU} est

fini car S est reconnaissable et le nombre de tests dans 1i(Sk{ au nombre de tests

dans S.

Par conséquence 1i(S) est reconnaissable s'il posséde un nombre fini de sous-arbres

1i(s)}  tel que 1i(S)(m)e F.
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L'algorithme qui fait passer de S & 1i(S) associe a tout me Dom(1i(S)) tel que
1i(S)(m)e F un r(m) € Dom(S) tel que S(r(m)) € F et li(S)lm = li(SLf(m))

Supposons que S posseéde k sous-arbres distincts S&m LA S¢mk de S

tel que S(mi) € F 1<igk et soit k+1 sous-arbres distincts l%(S)¢m sees li(S)lm

de 1i(S) tel que 1i(S)(mi) € F 1gigk+l. . k+]
Soient r(ml),..., r(mk+l) les éléments de Dom(S) associés a Myseens My qe Comme |
S ne contient que k sous-arbres distincts S¢m tel que S(m)e F alors il existe
i,j ¢ [k+l_] et i # j tel que S‘L’r(miﬁ = Sl.'rp(mj)

[] . . - . - .

D'autre part, nous avons ll(S)*mi ll(s¢r(mj)) ll(S)J,_mj

Par conséquent, 1i(S) ne posséde que k sous-arbres distincts.

Exemple III.7

-

U S l

* FIN ,
\ /
o A4

") F___ H

gchéma S Schéma S
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Schéma §!'
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On a : R(SR)* = (RS)*R.

G(pfe)* = (Gpf)¥c =gz g
. D

TIN

f
P v ;

B

FIN |

Schéma S.
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Schéma Sl

Schéma 82
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G FIN

Schéma §'

Al2 A7 A9
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III-4 . EQUIVALENCES INTERMEDIAIRES

III-4-1 EQUIVALENCE LIBRE

THEORIE CONSISTANTE ET COMPLETE POUR EQUIVALENCE LIBRE T

Déginition : Soient A et A' deux arbres de programmes ; 1i(A) et 1i(A')
les arbres de programmes libres associés.

Nous disons que A est librement équivalent 3 A' si et seulement si
1i(A)= 1i(a').

Notons : cette équivalence

=

Déginition :
Soit u = (ql,zl,q2)(q2,£2,q3)...(qk,Rk,qk+1) un chemin de q a QYeyq

tel que 21 = P(xil,... Xin) et lk = P(xj seees xjn). Nous disons que

=40 ...2% est un passage neutre si et seulement si

k-1
Uz, 5o X ) = (X. 5y ouu %o )
Jl ]n ll ln

(85,86, RY,R%} oi

si P alors Z; si P alors Sl sinon 82 fsi sinon 83 fsi

= si P alors Z; S1 sinon S3 fsi.

si P alors S, sinon Z; si P alors S, sinon S, fsi fa=

2

si P alors Sl sinon Z S3 fsi

PREUVE DE LA CONSISTANCE DE TL POUR L'EQUIVALENCE LIBRE

La méme preuve que pour l'axiome A5 (Page 91), en effet le passage
neutre d'une branche ne modifie pas la consistance de l'ensemble des

tests de cette branche.

- . 1
Le meme raisonnement que R™.
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PREUVE DE LA COMPLETUDE DE TL POUR EQUIVALENCE LIBRE

Considérons l'algorithme de la page 91 qui nous permet de passer d'un

arbre de programme non libre 3 l'arbre de programme libre associé.

Pour effectuer cet algorithme nous n'utilisons que les régles rR! ¢ R2

alors. Cette théorie est Compléte pour cette équivalence.

On peut schématiser la preuve de la Complétude de TL par :

Schéma de programme

A
llen utilisant les éléments de -
A

arbre de programme associé

jl en utilisant les éléments de
_ TNTe
1i(A)

IIT.4.2. EQUIVALENCE EMONDEE

Déginitions : Solent A et A' deux arbres de programmes, em(A) et em(A')
les arbres de programmes émondés associés.
Nous disons que A est équivalent 3 A' pour équivalence

em(A').

émondée si et seulement si em(A)

THEORIE CONSISTANTE ET COMPLETE POUR EQUIVALENCE EMONDEE TE

T, = ‘EUT{AB,Ag,Alo} (voir page 92).

La preuve de la Consistance et de la Complétude de cette théorie pour

1'équivalence émondée a été démontrée au cours de 1'étude d'éguivalence de IANOV.

On peut schématiser la preuve de la Complétude de TB par :
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Etant donné un schéma de programme A

lL en utilisant les &léments de ‘TC

arbre de programme associé A

ll en utilisant les élements de
77E "TC
em(A)

III-4-3  EQUIVALENCE SELECTIVE

Définition : Un arbre de programme est dit "a blocs sélectifs ordonnés"
si tous les blocs sélectifs apparaissant dans cet arbre sont

ordonnés vis 3 vis de l'ordre présenté en page 107.

Déginition : Soient A et A' deux arbres de programmes, se(A) et se(A')

les arbres "3 blocs sélectifs ordonnés" associés.

Nous disons que A est équivalent a A' vis 3 vis de 1l'équi-

valence sélective si et seulement si se(A) = se(A').

THEORIE CONSISTANTE ET COMPLETE POUR EQUIVALENCE SELECTIVE Té

Té = TE u{a7} (voir page 91)

La Consistance de cette théorie a été démontrée au cours de 1'étude d'équi-
valence de IANOV et la preuve de la Complétude est évidente, en effet, en appliquant
uniquement l'axieme A7 nous pouvons ordonner tous les blocs sélectifs d'un arbre de

programme.

Etant donné un schéma de programme

en utilisant les éléments de T-C

A
arbre de programme associé A
11 en utilisant A7

se(A)




On peut présenter les

comme suit :
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liens entre ses niveaux d'équivalences déjad étudiés

1]

e

B1an
wvm

14
P
e

=

t

2w 111
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CHAPITRE IV

PRESENTATION DE QUELQUES STRUCTURES

DE SCHEMAS DE PROGRAMMES

IV-1 D-SCHEMAS OU "GO TO-LESS PROGRAMS" OU "WHILE PROGRAMS"

La structure que l'on va présenter a été proposée par DIJKSTRA. Nous la
notons D, elle a été introduite comme un outil permettant une simplification dans

la construction de programmes.

En général, un schéma admet un point d'entrée et un point de sortie, on
voudrait, ici, que tout "morceau" de schéma vérifie cette propriété (unicité du point
d'entrée et du point de sortie) ; ceci correspond 3 une analyse "structurée" ; par

ailleurs, les preuves de programmes ainsi congues peuvent &tre plus systématiques.

La classe de D-schémas est la plus petite classe définie comme ci-dessous :

i chaque action est un D-schéma

ii si PD et F'D sont deux D-schémas et P est un test alors :

ii-1 séquence (FD,F'D)

ii-2 si p alors FD sinon F'D fsi.

ii-3 tant que P faire FD fait.

sont les D-schémas.

Autrement dit, les D-schémas construits sur :

FoPuPu {;, si, alors, sinon, fsi, tant que, faire, fait}.
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Le langage L de D-schémas est défini par :

Ly = Fu L L,Uu si(PU P) alors Ly sinon L fsi U

D? D

tant que P U P faire LD fait.

|
a FD \ P
F
F! FD F'D D
1 T
| v
i ii-1 ii-2 ii-3

FRAGMENTS D'ORGANIGRAMMES ASSOCIES AUX D-SCHEMAS

Iv-2 BJn SCHEMAS

BOHM & JACOPINI introduisent essentiellement & titre d'exemple contraire

de D-schémas la construction :




faire P—s I ; q—a F' fait.

Plus généralement pour chaque n > 1, la classe de BJn-schémas est la plus

petite classe définie ci-dessous

i chaque action est un BJn-schéma

ii  si PB et F'B sont deux BJn-schémas et p est un test.

ii-1 séquence (FB;F'B) est un BJn-schéma.

ii-2 si p alors Fp sinon F'B fsi est un BJn-schéma.

iii pour i < n, si FB . FB ,...,FB sont des BJn-schémas et PysPyse -+ sPs

1 2 i

. . . v R . s
sont les tests : faire p,—> FB 3 Po—fp 3.:03 P —» FB. fait

est un BJn—schéma. L 2 .

Autrement dit, les BJn-schémas sont construits sur :

FyuPuP oy {;, si, sinon, alors, fsi, faire, fait,-e}

Syntaxiquement, le langage BJ des BJn-schémas est solution de

BJ= FU BJ; BJ Usi (P U P) alors BJ sinon BJ fsi

U faire [T’- —_ BJ;]I-l P——e» BJ fait.
i
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Les fragments d'organigrammes associés aux BJnfschémas :

=

Kd

i "‘I'>
- F
§: B,
! I
ii-1

IV-3 GPn-SCHEMAS ("GP = GENERALYED PAGE").

Pour chaque n 2 1, la classe de GPn—schémas est la plus petite classe

définie comme ci-desscus

chaque action est un GPn—schéma

F P

siF , FGu, pour u > 1, sont GPn—schémas et Pl’ patees Pi’

. seee
Gl G2
i < n sont les tests

chaque schéma (avec une entrée et une sortie) composé de Pl’PQ""’Pi

(la multiple occurence des tests est autorisée) et FG . FG seees

F. est un GP -schéma. 1 2
Gu n

Alors chaque (1-1)-schéma composé de n'importe quel nombre d'action et de

pas plus que de n tests (multiples occurences sont autorisées et en conséquence, on

peut avoir plus que n unités de test) est un GPn-schéma ; en substituant un GPn-sché

ma par une action, on obtient toujours un GPn-schéma.




IvV-4 REn—SCHEMAS ("RE = REPEAT-EXIT")

Lorsque plusieurs itérations sont imbriquées, on voudrait pouvoir sortir
directement des i-itérations englobantes : on introduit un nouveau type d'instruction

exit (1) (1« 1 & n).

Supposons que exit(i) soit placé dans une itération qui admet k itérations
englobantes ; pour 1 < k exit(i) correspond & une rupture de séquence et passage
a la fin de la i-iéme itération englobante ; pour i > k exit(i) correspond & une

rupture de séquence a la fin de 1'itération englobante la plus externe.

Pour chaque n > 1, la classe de REn-schéma est la plus petite classe dé-

finie, ci-dessous

i chaque action est un RBn—schéma.
ii l'entrée et la sortie avec instruction exit(i)
1<i<n est un REn-schéma.

iii si F_ est un RE_-schéma, séquence (faire ; F_ ; fait) est un RE -
R n —_ —_— n

—_— R
schéma.

iv si P est un test et FR et F'R sont deux REn—schémas
- - ” . (]
iv-1 séquence (PR s F R) et

iv-2 §i P alors FR sinon F'_ fsi sont REn-schemas.

R

Syntaxiquement, le langage RE de REn-schémas est défini sur FU PU P U

si, alors, sinon, fsi, faire, fait ; ol F contient des actions et les instructions

exit(1),..., exit(n).

RE =FU RE ; RE Usi (PU P) alors RE sinon RE fsi U faire RE fait.

- ! 4

a exit(i) FR

l sortie de i "‘ér“
itérations R
1<i<n ‘L

i ii iv-1 iv-2 iii
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|

faire
faire
faire ! {

N
. \py ‘——fgre _ |
x —— faire — Q |

I exit(2)

' exit(3)| Exit(4)

exit(24 |

"——1——- — f?}t ' l————;————i

l b———— fait
fait
fait
fait
Exemple d'un REq—schéma
IV-5 DREn-schémas (DRE = Repeat-Exit with Do While).

La classe de DREn-schémas est la classe de REn—schémas en ajoutant 1l'ins-

truction "tant que P faire F'R fait"ol P est un test et F'R est un DREn-schéma.

>

ULk
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IV-6 GREn—schémas

Dans les REn-schémas, nous ne pouvons avoir l'instruction d'exit que pour

sortir de au plus n-itérations englobantes.

Pour enlever cette restriction, nous généralisons la classe de REn-schémas

de la fagon suivante :

Au lieu d'avoir justement exit(i) pour 1&1g&n, nous pouvons avoir exit (i
pour Vi 20, mais nous remplagons la restriction que aucune sous-itération ne peut

pas avoir plus que n valeurs terminales différentes.

Par exemple le REH-schéma situé page 134 est un GRLC, schéma.

3

Un exemple d'un GREn+ -schéma est la solution de systéme d'équations sui-

1
vante :

ai =T 1 (o,

(1) (i+1) (n) (0)
n n+l "n o -

(1)
,OUT,an seees O n a

n

a(i-l)
n

)

s s

pour ie {0,1, ...,n}

pour n = 2

(0) _ + (0), (0) (0) _(2)
a" " = T3 (u2 ,0UT, a,” ", o, )
(1) _ ¢+ (1, (D (2) (0)
a”’ = T3 (a2 ,0UT, a7, o, )
(2) _ _(2), (2) (0) (1)
a,”" = 0y ( 2 ,0UT, AT, Oy )

S = {Té(o)(exit(o),exit(l),{ Tgl)(exit(O),exit(Q),{T 22)(exit(0),exit(3),exit(2),

exit(l))},exit(l)},{Ta(Q)(exit(O) Lexit(2) ,exit(l),{Tgl)(exit(o)exit(s),exit(l)
exit(2))1}1} .

exemple d'un GRE, schéma

voir page suivante
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faire

faire |

e(0)e(2) e(1) e)|(e@)

e(O) |(3)] le@ ||« 1)

fait

B fait

! fait

fait

fait

Iv-7 DGREn-schémas

La classe de DGREn—schémas est la classe de GREn—schémas en ajoutant 1'in:

truction "tant que P faire FG fait" ou P est un test et FG est un DGREn-schéma.‘
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CHAPITRE V

LES RELATIONS ENTRE LES STRUCTURES

DE SCHEMAS DE PROGRAMME

V-1 THEOREME DE BOHM & JACOPINI

g

Preuve : Comme tout D-shéma est associé 3 un schéma de programme on a :

D S.

eV N

I1 suffit donc de prouver S g D, c'est-d-dire que pour tout schéma

F, on peut construire un D-schéma PATBﬁSON équivalent.

Nous allons raisonner par induction sur la structure de schéma de

programme.

On peut décomposer un schéma de programme non vide en isolant sa pre-
N [ . . . . Pd
miere action ou son premler test : trols cas sont possibles quil sont représen-

tés, ci-dessous :

Isa

R! R!

TYPE 1 TYPE 2 : TYPE 3
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R' & R" désignent le reste de schéma de programme, les liaisons notées 1 ou 2
qui ne sont pas toujours représentées. Néanmoins de chaque R, au moins, un arc

doit commencer.
|

Notons que les schémas du type 3 peuvent €tre ramenés & des schémas d

type 2 de la fagon suivante

9o

R'

ll [

ou Ri & Ré sont les sous-parties accessibles respectivement par les vraies

et fausses sorties de p.
(Notons que cette équivalence dans le cas infini n'est pas acceptable

Nous nous limiterons donc par la suite & des schémas du type 1 ou 2.

Intuitivement, pour construire un D-schéma PATERSON équivalent, il

faut "retenir' les chemins utilisés.

Pour cela, nous allons introduire une nouvelle donnée BOOLENNE b et
deux actions v et f qui seront interprétées respectivement comme les affecta-

tions b €¢—— vrai & be—Tfaux.

Enfin un nouveau test est adjoint 4 P et interprété par :

S = vrai &= b = vrai.

Pour chaque schéma de programme F du type 1 ou 2, supposons que

>
1]

{x : x e (FUPU{v,f,s}) & x est une unité initiale qui figure dans F}

Nous allons raisonner par récurrence sur # AF.

Pour H Ap = 0=pF = @ est évident.

Supposons que le théoréme est vrai pour chaque schéma F avec § bp <
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TYPE 1 |

transformons

en F, =
R! 1

Fl est de la forme

F'

ou F est un graphe orienté, alors on peut le considérer comme un schéma.

A, = n d'aprés 1l'hypothése de récurrence F' est transformable en un D-schéma
F' P yp

1
F D

Alors F
est équivalent a

devient

Ce qu'est un D-schéma PATERSON équivalent & F.

F'

F'
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TYPE 2

transformé

7 1 en Fl =

F du type 2. ' 1 i 1 3
____f<>.;____
. ‘I

Forme de F ‘ < >

D'aprés 1l'hypothése de récurrence

F' et F" sont transformables en

en deux D-schémas F'D et F"D.

nl | 1]
rD rD
] ]
Alors £
| F L . y
devient FI') FB =
| <o
f o ~11
| Gk 3
v

‘Ce qui est un D-schéma PATERSON équivalent & F.
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Hy

<L | o

L 4

o

b
o o

{

une étape de la

transformation.

D-schéma
PATERSON équivalent
arF
--7f“a
- /" )c'"\
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H A

Preuve : A tout D-schéma, on peut associer un schéma de programme,

d'ou D < S.
I

Pour montrer que S<D, il suffit de trouver un schéma F et une interpré-
. ” I Pl - .
tation de ce schéma telle qu'aucun D-schéma (comportant les mémes actions et

tests que F) ne calcule la méme fonction pour cette interprétation.

Choisissons F, représenté par le schéma ci-dessous :

v

Choisissons 1l'interprétation I = <N,I> suivante

I(p)v(x) = {(x,x) : I n eN, x= 2"}
@), (x) = {(x,x) : In eN,x=2"+ P71y
I(a)(x) = {(x,y): y=x+1}

Avec cette interprétation, on trouve immédiatement

1 1

2" ¢ oPT

| pour 2"<dg2™ + 2°7 I(F)(4)

n+1l

n--l< n+l 5

U S dg2 I(F)(d)

IANOV équivalent & F et F_ contient

Supposons qu'il existe un D-schéma F D

D
k occurence de a.
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Choisissons un entier m tel que k-l-l<2n.2 et une donnée d = 2m—(k+l),
m-1 + 2m-2<d$2m car la plus grande valeur de d est o™ (k+1=0)
MLl o™ 2 gy as2™ 4 ™72,

il est clair que 2

et la plus petite valeur de 4 = 2" -(2m-2~1) =2

I(F)(d) = 2™ & F = Fpalors I(F,)(d) = oM
I

Nécessairement, le calcul d'initialisation d pour FD contient K + 1 occu~-

rences de l'action a ; comme a admet k occurences dans FD’ alors on trouve dans FD

au moins une instruction du type

tant que p faire...a... fait.

Considérons la premiére occurence d'une instruction de ce type utilisée
dans le calcul de d ; avant cette instruction, dans le calcul de d, il ne peut y
avoir d'instruction itérative effectuée au moins une fois car une telle instruction
serait de la forme

tant que q faire...a...fait.

et son résultat intermédiaire serait I(FD)(d) = 2" 4 2" qui est supérieur &

m . . .
2, ce qui est impossible.

Pour la valeur initiale d' = 2™ + 2m—l - (k+1) tel que k + 1 < 2m_2,

on a :

Meqrgo™ + 2™
. _ m m-1
car la plus grande valeur de d' (k+1=0) est 2 + 2

m -
d' est 2™ + 2 m-2

» et la plus petite valeur de

S™2 12 My ™2 L g ol

I(F)(a') = 2™+ ™1 ¢ I(F,)(d")

D'aprés le méme raisonnement, on trouve :

I(FD)(d') = ol qui est supérieur & 2" + ML

ExemEle :

On considére les entiers

5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20
B f - . : 2
Pour avoir le résultat 23 = 8, d peut etre au meins 7 car si d = 6 = 2 + 2

il sortira par la vraie sortie de q.

Ainsi pour avoir le résultat 23 + 22 = 12, d' peut etre au moins 9 car si

4' = 8 = 23, il sortira par la vrale sortie de p.
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V-1-3 D BJ

Om

Les cycles de BJl-schémas sont exactement de la méme forme que ceux des

D-schémas.

V-2 THEOREME DE KOSARAJU

V-2-1 BJ., < BJ

Le schéma F dans le théoréme V-1-2 est un BJ2—schéma, il a déj3 été dit ¢

ce n'est pas un D-schéma. De plus, il est impossible de le réduire & un D-schéma.

NOTE : BOHM & JACOPINI [6], ont présenté ces schémas comme schémas de base :

F2 Fl
l | I |
'
n(Fl,Fz) Q(p,Fl) A(p,Fl,FQ)

(ou p est un test et F, et F, sont deux schémas).

Ils ont partagé les schémas de programmes en deux parties :

I - les schémas que l'on peut décomposer en T.Q et Ae

II - les schémas que l'on ne peut pas décomposer en T, § et A.
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EXEMPLE :

2pys Alpys UpgsFy), M(F,,F,)))

v

BOHM & JACOPINI [6] ont montré que

n, il existe un Qn+l-schéma qui n'est pas réductible en Qn-schéma.

Dans le théoréme V-2-2, nous allons voir que ¥ n, il existe un Qn+l-schéma

(BJn+l) qui n'est réductible en aucun GPn-schéma, ce qui est un résultat plus fort

que le précédent.
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-2= . < . i
V=-2-2 BJ:L BJ1+1 Vi>1

Pour chaque n > 1, il existe un BJn+ -schéma qui n'est pas réductible en

1
en aucun GPn—schéma vis a vis d'équivalence de IANOV.

Preuve : On va démontrer le résultat pour n = 2 et le cas général sera évident,

par la méme.

C'est un BJB-schéma et nous voulons

Soit G = 1D montrer qu'il ne peut pas &tre réductible

1
en aucun GP2—schéma (pour 1'équivalence d

Q TANOV) .
a
|

v

€onsidérons 1'interprétation I = N,I suivante :
1(P) (x) = {(xx) + Im N, x = 2"}
v m m-1
I(pz)v(x) = {(x,x) : Im N, x=2 +2 1}
| I(p,),(x) = {(x,x) : Im N, x = ™y ™1y M2
I(a)(x) = {(x,y) : vy =x+ 1}

Comme dans le théordme V-1-2 les nombres de la forme 2", 2™ 4 2m-l et

o™ 4 oML, oM™2 peuvent €tre considérés comme des "STOP", et pour chaque valeur
initiale a de x, I(G)(a) est le plus proche et le plus grand (p.p & p.g) "STOP"

de a.
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Nous allons établir quelques lemmes pour compléter la démonstration du

théoréme.

LEMME 1 :

Preuve

LEMME 2 :

Preuve :

Pour chaque contrdle de chemin composé de nombre fini de P;sP,sP5 €t a,

la valeur finale sera supérieure 3 la valeur initiale.

L'action a augmente toujours la valeur de x et les tests P1sP,sP3 D€
modifient pas x, alors la valeur finale sera supérieure 3 la valeur ini-

tiale.

Soit J un schéma composé de P;sP,sP5 et & qui contient k occurrences de

l'action a :

i - pour chaque valeur initiale a de x
si I(J)(a) est défini et plus grand que a + k, alors I(J)(a) est

supérieur ou égal au p.p. et p.g. "STOP" de a.

ii - soient a et a' deux nombres, tel que
a+ k < au p.p. et p.g. "STOP" de a et
a' + k < au p.p. et p.g. "STOP" de a'.

Dans chaque t étapes, si x avec la valeur initiale a
devient a +6, % < k avec un contrdle final en a,
alors dans la méme t-étapes, x avec la valeur initiale

a' deviendra a' + € avec un contrdle en .

i -~ D'une part, sia+k + 13> au p.p. et p.g. "STOP" de a,
le lemme est évident. D'autre part, puisque I(J)(a) > a + k + 1
et qu'il existe k occurrence de l'action a dans J, le contrdle du
chemin doit passer par le circuit P13P5sP5-
Aprés le premier tour de circuit, la valeur de x peut augmenter au
plus k, car dans ce tour chague occurrence de a opére au plus une
fois sur x.
Ainsi, les sorties fausses de P,sP,>P3 Peuvent €tre dans le circuit
et le contrdle du chemin ne peut quitter le circuit qu'avec les
vraies sorties de P;sP5sPy et d'aprés le lemme 1 I(J)(a) > au p.p.
et p.g. "STOP" de a.
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Preuve : ii - Dans les premiéres t-étapes, le contrdle du chemin pour x avec
la valeur initiale a ne contient pas les vraies sorties de Py»
P,sP3> puisque aucun a, a + 1,..., a + 6§ ne peut &tre un "STOP".
Alors pour les premiéres t-étapes, le contrdle du chemin pour x .
avec la valeur initiale a' est aussi identique (ni a', a' + 1,..
a' + 8§ ne peut &tre un "STOP").
Alors x avec la valeur initiale a' deviendra a' + § avec un con

trdole en o.

LEMME 3 : Supposons que J est un GP_-schéma composé de P1:PsPyg qui admet k occu-

2
. . . P m_3 .
rences de l'action a. Pour chaque entier m quil vérifie 2 > k + 1, si

(" -k - 1) =2
T2 + 2" k- 1) = o™y O™
I(J)(2m + 2m-1 = 2m—2 -k - 1) est défini

1

=+

- - m-~1 -
Alors I(N(2™ + 2" 14 ™2 ok -1y > M4 2" T4 P72
Preuve : On démontre par récurrence sur la classe de GP2—schémas.
m

Supposons : a; = 2 -k-1 s, = 2

a_=2"+2" k-1 s, = 2+ "1

2 m m-1 m-2 2 m-1 m-2
a, = 27+ 2 + 2 - k-1 Sy = 27+ 2 + 2

- Pour 1D et a le lemme est vrail.

- Supposons que le lemme soit vrai pour GPQ-schémas

Jl’J2""’ Ju avec kl’kQ""’ku occurences de l'action a.

- On prouve ce théoréme pour chaque GP2-schéma J composé de

1P9sP3}-

‘ Supposons que J a k occurences de a, ainsi k = k1 + k2 + ...+ ku'
Soit I(J)(al) = 5. I(J)(a2) = s, et I(J)(as) est défini.

Considérons x avec la valeur initiale a

Jisdnseees I €t chaque test q,.q, € {p

1° le contrdle du chemin passe
par une séquence (probablement nulle) des q, et q,, puis il entre dan
un Ji et aprés certaines transformations sort de Ji et continue cette

procédure.
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Nous disons que le contrdle du chemin a un circuit global s'il
existe un J; qui est entré au moins deux fois.
On suppose que la séquence des J. (entré) soit J, , J. 5, J. s...d.
i 1,7 71,7 Tig i
on trouve le minimum v tel que Ji augmente la valeur de x de plus
que ki s deux cas sont possibles 4
v

a~-1i =1,

v J

}.

B - i, € {11, fpseves iy g

i i - > = =
(un tel v doit exister car s, k1 k kl + k2 e + ku)

Soit a + § la valeur de x avec un contrdle a l'entrée de ji s

gk, +k. + ... % ki » ainsi d'aprés le lemme 2-ii - Bour X

i
1 2 v-1
avec la valeur initiale a, ou a, le contrdle du chemin arrivera
a l'entrée Ji avec les valeurs a, + 8 ou ag + § respectivement.
v
Si v vérifie a, d'aprés le lemme 2-ii, Ji augmente la valeur de
v |
x (avec la valeur initiale a, + § (début de Js )), de plus que
ki . D'aprés le lemme 2-1i, I(Ji )(a2 + 68) > s;.
v v
Ji est le dernier schéma qu'augmente la valeur de 359
|
v
alors I(Ji )(a2 +6) = S,-

v
D'aprés 1'hypothése de récurrence I(Ji )(a3 +6) > Sq
v ‘
alors I(J)(a3) > S5 \
Si v vérifie B, nous choisissons le premier circuit global damns le
contrdle du chemin pour x avec la valeur initiale a.

La seule fagon que x (avec la valeur initiale a, ou a2) ait de quit i

1
ter le circuit global est la vraie sortie de q; ou g,. D'aprés

lemme 1 et 3, {ql, q2} = {Pl’ P2}~

Puisque x, avec la valeur initiale ass rentre ainsi dans ce circuit
il ne peut sortir que par la vraie sortie de q, ou q, i.e. vraie

sortie de P, ou p,, donc le résultat sera supérieur 3 Sye
Alors d'aprés le lemme 3 aucun GP2—schéma ne peut pas avoir les valeurs

finales correctes pour trois valeurs a., a, & g, mais G peut les avoir.

1> 72
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V-2-3 Bl £ RE
C

Démonstration : le schéma de programme : faire p —p 0 ; q—eB fait,a le méme

calcul que le schéma : faire si p alors ; si q alors sinon

exit(1l) fsi sinon exit(1l) fsi fait.

De méme plus généralement :
faire Py—>03.. 3P —> O fait.

a le méme calcul que :

faire si 1 alors o.; si P, alors O.... sinon exit(l) fsi sinon

1 —_— 2
exit(1l) fsi fait.

V=3 THEOREME DE JACOB

V-3-1 RE

1 GRE

om

Preuve : Comme tout RE]-schema(formule) est une GRE]-formule on a : RE é GRE

1 1°

11 suffit de démontrer que GREl g RE. i.e. pour toute fourmule

1
{hle GREl, on peut construire une REl-formule COUSINEAU-équivalente

goit {g}e GRE , telque {g} est une sous-formule de {h} et supposons que

- s({g}) = {g} si {g} est une formule propre
- s({gh) = [{g}- i].wi si 1'unique valeure terminale de {g} est i > 1
- o({n}) = {n}{g}:{g} «—1{n} & 8({g},{hP= 1/s(a({gh)]

(6({h}) est la formule obtenue en subsistuant S(O({g}) 3 la sous-formule

{g}(de profondeur 1) de {h}). Alors 0({h}) € RE,

o{nh

I1 nous reste 3 démontrer que {h} =
c
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LEMME
1<ign {£.} = {f.-i}.u,
i i i
Preuve : On fait une recurrence sur la valeur terminale i
- i=1 (un simple résultat de Aw.

{fl} = {fl-l}.wl

Supposons que le résultat soit vrai pour tout i < n.

I1 faut démontrer que {f_} = {f - nlw .
n n D

{£ .} =1{f 1" n-1}.w , par hypothése de recurrence

n-1 n- n-

= {{fn}} = {{fn-l - n-1}.wn} par A2

= {{f }} = {{f - n}.w} par définition
n n n

= {f} = {f -n}l.w par A3
n n n

On a donc pour toute formule {g} € GRE, {g}
{n} = o({n}),

c

C

S({g}) et d'aprés Al & A2 :

Les principgaux résultats obtenus sont resumés dans le tableau ci-dessous, oi

< s < s = , sont mis pour f ’ i et i
V-1-3 V-2-1 V-2-2 V-2-3
D EBJ/ < BJZ<"°< BJNE RE1
erHI
v-3-1 < DRE,
Qm

V-1-1

G6RE,

N

DGRE,

n
M
~
n
N
iz
Py

< DRE, < -+ < DRE,
< GRE, < 6RE,,

n 7

< DGRE,

=
A
Py

il

THEOREME

Toutes les structures présentées, ci-dessus, sont PATERSON-équivalentes
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