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INTRODUCTION

Une étude du comportement dynamique d'une palette de machine
volumétrique a stator de section droite (courbe statorique) hypertrocholI-
dale, menée dans le cadre de notre diplOme d'études approfondies, nous a

conduit aux conclusions suilvantes :

Pour qu'une telle machine fonctionne correctement, il faut

satisfaire notamment 3 :
- la condition de non décollement de la palette et 2
~ la condition d'étanchéité entre rotor et stator.

La premiere condition dépend notamment de la composante normale
de 1'accélération du centre de gravité de la palette qui est elle-méme
fonction du rayon de coufbure de la trajectoire du point de contact
palette-stator. L'équilibre des forces en présence (particuliéerement et
notamment 1'influence dans cet équilibre des forces de pression en bout de
palette) conduise a rendre 1'accélération normale du point de contact
palette-stator maximale au voisinage de la zone a rayon polaire minimal
(les forces de pression y sont en effet maximales) ; et il conduit par
conséquent i rendre maximale la courbure au voisinage de cette =zone a

rayon polaire minimal,

La seconde condition conduit a choisir le rayon de courbure de la
courbe statorique égal au rayon polaire minimal 13 ol cette courbe est
tangente au cercle de rayon polaire minimal (rayon du rotor a la tolérance

prés).



Les courbes mathématiques usuelles telles que 1'ellipse ou
hyrertrochoide né permettent pas d'assurer ces deux condifions. I1 nous
a donc paru nécessaire de définir d'autres courbes qui satisfont a ces
conditions et nous nous sommes orientés, pour atteindre cet objectif, vers
les méthodes de définition et de lissage de courbes.

Le travail effectué par P. BEZIER i propos de ces méthodes a
été le point de départ de notre étude. v

Le chapitre I consiste en 1'étude de la précision de la méthode
U.N.I.S.U.R.F. et de la méthode de J. FERGUSSON. Ces méthodes définissent
une courbe par arcs successifs en utilisant des polynOmes i coefficients
vectoriels du paramétre r qui assurent la continuité d'ordre p. L'étude
de la précision nous a permis de mettre en évidence la difficulté de choi-
sir les valeurs du paramétre r lorsque la courbe n'est connue que par
la seule position de points.

Pour éviter cette difficulté, nous nous proposons deux définitions
de courbes par la connaissance de la position de points et de certaines
conditions en ces points, comme par exemple : la tangente, le vecteur nor—
mal, le rayon de courbure ... La courbe & obtenir ne pouvant présentef
aucune instabilité de forme, nous avons pensé que la projection stéréo-
graphique d'une courbe tracée sur une sphére éviterait ce probléme. Ceci
constitue la premidre définition. La seconde est plus générale puisqu'elle
jpeut étre appliquée en vue de la création de courbes gauches. Ces deux
définitions sont exposées au chapitre II.

Le chapitre III est l'application de ces deux définitions au
cas particulier de la recherche de courbes statoriques de machine volumé-
trique a palettes. | ‘

Le chapitre_IV est une bréve étude de la précision des méthodes
de S.A. COONS et P. BEZIER (systéme U.N.I.S.U.R.F.) relatives a la défini-
tion de surfaces,rNous proposons une définition inspirée de celle de

S.A. COéNS en vue de son application aux surfaces réglées.




CHAPITRE 1
COURBES DE L'ESPACE EUCLIDIEN e,

[.I, - DEFINITION PARAMETRIQUE D'UNE COURBE :

1.1.1. - POSITION DU PROBLEME

Beaucoup de courbes et surfaces utilisées en technique ne sont

pas définies analytiquement. Pour matérialiser ou traiter de telles cour-
bes | on peut utiliser une représentation définie par une fonction po-
lynomiale 3 coefficients vectoriels d'une variable ré&elle r ; les coef-
ficients de ces fonctions &tant déterminds pour satisfaire 3 :

- des conditiouns de passage en certains points

- des conditions de continuité jusqu'd l'ordre p (cf. Annexe I)

d'éventuelles conditions supplémentaires en des points de
passage. A

Bién que le recours 3 une fonction polynomiale ne scit pas im-
pératif, on préfére souvent utiliser ce type de fonction dans un souci
de simplicité et d'efficacité de traitement numérique, et c'est ce
point de vue que vous adopterons par la suite.

Le degré des fonctions polynomiales choisies doit &tre suffi-
sant pour assurer globalement la continuité d'ordre p souhaitée, et
localement les conditions de passage en certains points ainsi que les
éventuelles conditions supplémentaires.

Il est également évident que pour résoudre facilement les sys-
témes d'équations auxquels on est conduit et pour éviter entre les points
de passage des instabilités de forme, les fonctions polynomiales ne doi=-
vent pas comporter trop de paramétres.

On est dés lors amené & prendre une définition segmentée des
courbes en plusieurs arcs successifs.

Chaque arc est 3 définition paramétrée minimale : il ne peut
par couséquent satisfaire qu'un nombre restreint de conditions locales ;
en outre, il doit se raccorder avec les arcs adjacents avec une continuité
jusqu'allordre p pour assurer cette continuité globalement sur 1'ensem-

ble de la courbe.




*)

Sur chaque arc arbitrairement orienté, on dé&finit le vecteur

position d'un point M courant par :

q(r) = % a . £ (¥) (I.1) {(*)
o KK

i~ 8

oli :
|
\
m : entler positif
o pafamétre réel variant de O pour le point de départ,
i 1 pour le point d'arrivée de l'arc considéré
{fk (r) ,k =0, m} : ensemble de fonctions réelles du paramétre r a défi-

nition unique pour 1l'ensemble des arcs

9

coefficients vectoriels caractéristiques de chaque arc.

Pour que la représentation analytique q(r) assure la continuité
jusqu'a l'ordre p, il faut :
- retenir pour chaque arc au moins une fonction fk de classe CP,
- assurer aux extrémitd@s de chaque arc (en r = O et r = 1) la continuité

d'ordre p, ce qui impose 2(p + 1) conditions.

Les conditions précédentes s'expriment sous forme d'équations d'un
systdme linéaire & (m + 1) inconnues.

Pour obtenir une solution unique, il faut par conséquent satisfaire

d la condition

m=2p + 1° (1.2)

1.1.2. - APPROXIMATION DE COURBES DONT ON CONNAIT UN CERTAIN NOMBRE D'ELEMENTS
PAR DES FONCTIONS POLYNOMIALES,

1.12.1. - COURBES CONNUES PAR LA POSITION ET LES DERIVEES D'UN CERTAIN NOMBRE
DE SES POINTS.

1.12.11 - Méthode : On ordonne les points connus. A ces deux points successifs

: . i
on notera q(l) = é_g' 1a iéme dérivée de q par rapport a r
drl :



on associe un arc. Les conditions de continuité entre deux arcs successifs
se traduisent par un systéme de 2(p + 1) Equations linéaires dont les ter-
mes indépendants sont connus et dont les inconnues vectorielles en nombre
m=2 (p + 1) sont les coefficients . repris dans les formules du type
(1.1).

1.12.12. - Remarque : Le cas qui est ici envisagé est rencontré peu fré-
quemment lorsque les courbes que l'on veut représenter analytiquement sont
obtenues per un relevé expérimental de points ; en effet, dans ce cas, il

est trés difficile de mesurer les grandeurs physiques liées aux dérivées.

1.12.2. - COURBES CONNUES PAR LA SEULE POSITION D'UN CERTAIN NOMBRE DE SES
. POINTS.

1.12.21. - Méthode :
- On ordonne les points connus
- On fixe le nombre de poinﬁs appartenant 3 un méme arc
- On calcule les coefficients ai de chaque arc & partir des conditions
de passage par les points de l'arc
- On calcule les dérivées jusqu'a 1l'ordre p aux extrémités de chaque arc
- On calcule la moyenne des dérivées obtenues en chaque point commun &
deux arcs successifs
- On calcule de nouveaux coefficients a, 3 partir de ces valeurs moyennes

de dérivées et des points de passage communs a deux arcs

Remarque : Les trois premiéres étapes de cette méthode condutsent d une
définition parvamétrée de chaque arc selon la formule suivante analogue

- a celle numérotée I.1

*
m
% %
q° () =2 a £ (r) (1.3)
k=0 k k
I.1.2.2.2. - Détermination de_la valeur minimale de m*: m*

: min
* .
En vue d'assurer la continuité globale d'ordre p, gq  doit

vérifier la continuité d'ordre p sur chacun des arcs. La dérivée

me % s, oA < . 3
p de q doit &étre déterminée en r = 0 et r = |, et elle doit par

e Dy

r
é

conséquent s'exprimer par un polyndme de degré minimal égal a 1, des lors

le degré minimal de la fonction vectorielle q_* est égal a3 p + 1,




m, =p+1 (1.4)

1.12.23 - Remarques :

% . pes . .
T est différent de m sauf lorsque p est nul ; dans ce cas, peu
intéressant, qui correspond 3 une succession de segments de droite,

*

m=m. =1].
min

. % % . - . - P
=81 m'=m in’ le nombre de points nécessaires 3 la définition de chaque
m

arc est mintmal mais entraine pour la courbe un nombre maximal d'arcs,

de conditions de passage et de coefficients a -

. * * . - . 5 e e
-~ S8i m"”> m o le nombre de points nécessaires & la définition de cha-

que arc qugmente et entraine un nombre moins &levé d'arcs, de conditions
de passage, et de coefficients a, -

1.12.24 - Choix des valeurs du paramétre r :

La définition analytique de 1'arc selon (I.3) nécessite la
connaissance d'au moins mSkn + 1 pointsde passage par arc (d'aprés 1.4).
Dans le systéme d'&quations relatif aux conditions de passage par ces
points, et qui permet de trouver les coefficients a; , le paramétre r

en chacun des points, sauf aux extrémités de l'arc, est indéterminé.

{




Soient Po’
a définir et ros T
ramétre r.

Ces valeurs

les points de passage

O Pm* les points de passage de l'arc

13 i
eeey Toy «oey r * les valeurs correspondantes du pa-
i . m

peuvent &tre choisies arbitrairement comme suit si

sont de disposition quelconque les uns par rapport

aux autres

1 ———e
-ri—l:xl* pour 0<i<n¥*
2 ey Pyl
1=1 1-1 1
- T = Q (I'S)
o

Si les points sont sensiblement réguliérement espacés, on

peut choisir plus simplement :

(1.6)

1.1.3, - CHOIX DES FONCTIONS £,
De ce qui précéde, il reste & définir les fonctions fk in-
(I.1) et

finition de ces fonctions qui sont :

tervenant dans

- la méthode de FERGUSSON [!]
- et la méthode de BEZIER [2]

(I.3). I1 existe deux méthodes classiques de dé-




- - FRTREE B i =~ =~ any g v g v eI AL v S S " T

1.2.1, - DEFINITION DE FONCTIONS £, -8 -

FERGUSSON impose deux conditions de passage aux points extrémes

de l'arc et deux conditions sur les dérivées premidres en ces mémes points,

ce qui conduit 3 :

Les fonctions fk sont de la forme :

£ (r)= £ o<k<s. (1.7)

Les conditions s'écrivent, d'aprés (I.1) :

~ pour le vecteur position :
= +
q =a  +a +a,+a,,

- pour le vecteur dérivée premiére :

On en déduit :

On peut naturellement généraliser la méthode de FERGUSSON i un

ordre p quelconque, les fonctions fk s'écrivent dans ce cas :

fk(r) = rk . 0<k<m ' (I~9>




Examinons les cas correspondant & p =2 et a p =3 ‘qui

assurent respectivement la continuité de courbure et la continuité de torsion.

[.2.2. - CONTINUITE DE LA COURBURE :

p = 2 dans ce cas, et m = 5

Les conditions aux points extrémes de l'arc s'écrivent :

- pour le vecteur position :

qO=aO
5
q, = Z a, s
k=0 k

- pour le vecteur dérivée seconde :

q';= 2 a,
m N

q"; = ¥ k (k-1) a -
k=2

On obtient dés lors :

o] o]

a, = q'0

a, = q" /2 (1.10)
a; =10 (q; -~ q)- 4q"y, -6q"' +q"/2-3/24q"
a, ==15(q, ~q) +7q" +8q' -q" +3/2q"
ag =6 (q, - q) - 3q;1 -3q' +4q"/2-4q" /2.



[.2.3, - CONTINUITE DE LA TORSION

P:

Les conditions aux points extrémes de l'arc s'dcrivent :

3 dans ce cas, et m = 7.

- pour le vecteur position :

premiére :

it
H

a

7
z k a
k=1

k’

~ pour le vecteur dérivée seconde :

k (k-1) a

M~

- pour le vecteur dérivée troisiéme :

= 6 a,

7
Zk(k -1) (k = 2) a .
k=3

fur-

o]
9,

113 )
q O_/Z
q"' /6

partir de ces expressions :

(I.11)

_10..
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a, =35 (ql—qo)— 15q',~ 20q’0+5/2 q"l—foq'é)-'q"’l /6-2/3 q";
as =“84 (ql_qo) +39q11 + 45q!o__7q"1+ qulio_‘_qli)l/z 4 qll!

a, =+70 (q,- qo) -34q'- 36 q'o + 13/2 q" |- 15/2 q';—q“'l/2+ 2/3 q”'o

a; ==-20(q, —q,) +10 q' +10 q',=2 q"+2 q"b + q", /6 + q"'o/6

1.2.4, - PROPRIETE

En changeant le sens de parcours sur l'arc, c'est-3-dire en définis~-

sant qo (1- ro) = q (r), on ne modifie pas la courbe.
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.5, - METHODE DE BEZIER : (SYSTEME U.N,1.S.U.R.FD)

1.3.1, - DEFINITION DE FONCTIONS £,

P. BEZIER définit les fonctions £ selon une base de BERNSTEIN [2]

K

- fo(r) = ]
K k - 1
(- 1) d
- £ (1) = — % 1<k<n
k k- 1)! a< -1 ™
m

avee ¢ == ri il (1.12)

1,3.2, ~ DEGRE DES_FONCTIONS £

La fonction polynomiale ¢m est de degré m - 1, les fonctions
dérivées (k -~ 1) iéme de ¢m sont de degré m - k et les fonctlons fk
sont de degré m. |

En développant les fonctions fk et en ordonnant (I.1) selon les

puissances de ¥, on obtient une formulation identique & celle de FERGUSSON.

[.3.3, - CONTINUITE DE LA DERIVEE PREMIERE

p=1l, m=3 cf. (I.2)

La fonction ¢m s'écrit d'aprés (I.12) :

b, = a - r13 -1
ou encore :
¢, == r® + 3r - 3,
On en déduit les fonctions fk :
fl(r) =r® - 3r? + 3¢
fz(r) = - 2r® + 3¢

£,(r) =

f
(2]




Les dérivées premidres
f'l(r) = 3r% -~ 6r + 3
£' (r) = - 6x% + 6r
'f'a(r) = 3r?,

Les conditions aux points r = 0 et r = |

= a
qO (o}

sl
—
[

a +a, . f, (1) + a,.f£,(1) + a,.£,(1)
1 -

=a, .f' (0) + a,.f',(0) + az.1',(0)

= al.f'l(l) +a,.£',(1) + as.f'3(1),

£
—
1

ou encore :

) o
q, =a  +a, +a, +a
] —
q 0 = 3.a1
'
q 1 - 3.330
On en déduit les coefficients a

[}
]

-— - 1 - '
2"~ 9, - a' /3 g1(3)

[Y
]

3 =q',/3.

s'@noncent :

345
UL

-




[.3.4, - CONTINUITE DES DERIVEES D'ORDRE SUPERIEUR

On peut généraliser la méthode développée au paragraphe 1.3.3.

pour des conditions de continuité d'ordre supérieur a 1.
P . éme . .
Dans ce cas, les dérivées ] des fonctions fk(r) aux polnts

ry=0 et r =1 s'Ecrivent :

dj j=l,p

— f©@ 4 0

d]’.“] k=1ij

dj i=1l,p

—_— fk(O) =0

dr3 ‘ k=3 +1,n
(I.13)

dJ j=1,p

dr? k=3j+1, m

dJ j=1,p

— fk(l) #0

ar) k=3+1,mn

et les expressions des conditions imposées aux points extrémes de 1'arc
s'en déduisent aisément. '

Dans la suite de ce travail, on utilisera de préférence la
formulation de FERGUSSON, ceci sans nuire 3 la généralité puisque les

deux méthodes sont équivalentes.

[.3.5, - COMPARAISON ENTRE IES METHODES

Un avantage (systéme U.N.I.S.U.R.F.) est de permettre le calcul
aisé des coefficients as puisque ceux—-cl sont proportionnels aux vecteurs
dérivées sauf pour celui d'indice p + | (combinaison lin8aire des vecteurs
positions et des dérivées jusqu'a 1'ordre p).

Il importe de remarquer que les fonctions fk sont analytiquement
plus complexes dans la méthode UNISURF que dans la méthode de FERGUSSON,
‘par contre les coefficients a, sont plus faciles 3 déterminer et a inter-

k
préter.
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I.4, - VERIFICATION DE [A METHODE DE BEZIER-FERGUSSON

[.4,1, - METHODOLOGIE

Elle est bas&e sur celle exposée au § I.12.21

La méthode peutvétre vérifiée en comparant une courbe quelconque
définie analytiquement et la courbe obtenue numériquement par cette méthode
en imposant de passer par un certain nombre de points de la courbe analyti-
que. Ceci a été effectué en assurant la continuité de courbure (p = 2)
et la continuité de torsion (p = 3) dans les cag particuliers suivants:

a) Calcul des coefficients ak* en nombre 2p + 2 (n*= 2p + 1)
et calcul des coefficients a, en ncmbre 2p + 2 (m = 2p + 1)
b) Calcul des coefficients aﬁ en nombre p + 2 (m*= p+ 1)

et calcul des coefficients a, en nombre 2p + 2 (m = 2p + 1)
Dans le cas (b), on déterminera les coefficients af 3 l'aide

de la méthode des moindres carrés.

[.4,2. - DEFINITION PARAMETRIQUE DE LA COURRE ANALYTIQUE :

La courbe analytique choisie a priori est définie dans un repére

0 XY Z par les équations paramétriques suivantes :

x=e" cos t
t .

y=e sint . (1.14)
2t

z=e

en fonction du baramétre r réel.

La cou;be analytique est divisée en un certain nombre d'arcs sur
lesquels sont choisis comme suit les m + 1 points de passage (d'indice i
variant de 0 & m) de la courbe numérique :

- le point d'origine de 1'arc j est défini par la valeur

t=( -1 t%




- le point extrémité de l'arc j est défini par la valeur
L%
t=3¢t,
. éme . ' . e .
- le 1 point de l'arc j est défini par la valeur

t=(j—1)t*+%t* (1.15)

* . . . .
le pas t° étant choisi arbitrairement.

P

8]
-\St*\\\ p

C(im1)tH & R
t=(j-1t =t

to=(J

. . e . * 5
Dans les applications numériques, nous feroms varier t de 2°5 &

1295 pour 9 arcs successifs.

Remarques :

~ L'expression (I.1§) est valable pour tous les points de l'arec j

- deux points successifs quelconques de la courbe sont d distance variable.




bre des coefficients a

1.4,3, - ESTIMATIONS DU PARAMETRE T

- . - P - 1
Pour un arc donné, les points sont ordonnés et sont affectés d'un

indice variant de 0 & m.

- I1.4.3.1. ESTIMATION A PARTIR DES DISTANCES :

-r =0
o
. '-—"——"')'
; |
jzl IIP -1 PJH
- r, = (1.16)
i m - -
% lIP._1 P.||
j=1 J J

1.4.3.2, ESTIMATION PAR UNE PROGRESSION ARITHMETIQUE :

. . . &me .
On affecte arbitrairement au i point de l'arc la valeur :

r. =§ 0<i<nm : (1.17)

1.4.4, - cALCUL ET MOYENNE DES DERIVEES

I.4.4.1. Calcul des dérivées.
Les deux cas a) et b) &voqués au § I.4.1. différent par le nom-

kﬁ Dans les deux cas, on calcule ces coefficients par
la connaissance de 2p + 2 points par arcs.

I.4.4.1F. Calcul des coefficients a,* en nombre 2p + 2 (m* = 2p +1) et cal-

k

cul des coefficients a, en nombre 2p +2 (m=2 p+1)

k
L'estimation de r #&tant faite, les 2p + 2 conditions de passage °
par les points conduisent &.un systéme linéaire de 2p + 2 &quations indépen-

dantes 3 2p + 2 inconnues ak* qu'il est facile de résoudre.




I.4.4.12. Calcul des coefficients ak* en nombre p + 2 (m* = p + 1)

et calcul des coefficients a, en nombre 2p + 2 (m = 2p + 1)

L'estimation de r étant faite, les 2p + 2 conditions de passage
relatives aux différents’ q; (cf. I.4.2) conduisent a un systéme de
2p + 2 équations & p + 2 inconnues ak*. Le nombre d'équations étant supé-
rieur au nombre d'inconnues, on applique la méthode des moindres carrés pour,
réduire le nombre d'équations.

La définition préalable de l'arc est donnée par l'expression (I.3)
utilisant les fonctions de FERGUSSON :

m*

g* (r.) = % a % r.
1 k=0 k 1

k

Les coefficients a,* sont tels que 1'on doit minimiser la quanti-

k
té Qa par rapport & la «i®M® composante de ak*, notée aﬁa, et définie
comme suit
= a ; k=0 *
Qu Qu ( ko » m%)
m
= I -q* (r,)] ? .18
Q, z [ 4 q, (rl)] (1.18)
1-—
ol :
' iéme
. est la a composante de .
RET) P 93
iéme
et q*a (ri) la « composante de q*(ri)
Les conditions de passage aux points extrémes sont.:
= a
% o
. (1.19)
m* ‘




La minimisation de Qa par rapport i a*la’ 1 =1, m¥~1 conduit
a w*-1 conditions :
..__.3_(_2.9'_=O
%
%a la
qui s'écrivent encore :
m—1
] o 1
.2 L 95, M (ri)] T 0
i=1
m-1 m*
Eo[a - T ak rik] r11=0
i=1 k=0
m* m-1 m—1
k+1 : 1
* = -
) a% (.Z r, ) 'Z (qia qou) T (1.20)
=1 i=1 i=1

Le systéme d'équations (I.19) et (I.20) permet de calculer les
coefficients ai , k = 0, m*

I.4.4.2. — Moyenne des dérivées :

Trois variantes ont été exécutées pour le calcul des moyennes respec-
tives des dérivées premieres, secondes et troisiémes nécessaires pour assurer
les continuités respectives de courbure et de torsionm.

Pour deux arcs successifs d'indices J et j + 1, on désigne par :

i .
- —SL; q.(1), la dérivée i™¢ de ‘qj par rappert 2 r en r = 1
dr?!

pour l'arc j,

ai

- — dj+1 (0), la dérivée i ge qj+1 par rapport 3 r en 1t =0
del

pour l'arc j + 1,




y

i

1
dr
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On remplace . ~é7' q. (1) et ~gv q. (0) par la valeur :
dr?t J dr? I+
i i
d d
7 (5 a+ g o)) (1.21)
dr dart  J

On affecte a chacune des dérivées un coefficient qui n'est autre
que la longueur de la corde a l'arc sur lequel la dérivée est déterminée.

On remplace les dérivées au point commun de deux arcs successifs par

i i
d

&
. (1) - q. O)|. — q. (1) + .. (1) = q. . (O)||— q,
lla; a; (0] 19 JEO 951 O 75 454,
oy (D = a; @] + [lag, (1) - a;,, O]
(1.22)
I.4.4.2.3. - Moyennes_des vecteurs unitaires et des modules
Pour chacune des dérivées, on détermine le vecteur unitaire et le
module du vecteur représentatif de la dérivée ... La dérivée i*™®  du vec-
teur position par rapport &8 r en r =1 relative & 1'arc j s'écrit
i
d
. . - q. (1)
i i i3
d d d
=1 . () =[] = qo O []. = .
darm 3 ar- 9 | d |
- q. (1)
art J
module vecteur unitaire
di di
Par conséquent, on remplace — q. (1) et — q. (0) par :
o1 k| 1 3+
dr dr
i i
d d
S P
a; (1) o+ 1= ., (0)!q : , * = (1.23)
dart J .y d | d
1ir e, O 1S ay,, @I
ar- J dr




_21_

[LIL5, - CALCUL. DES COEFFICIENTS a
Les expressions (I.10) et (I.11) correspondant respectivement
aux conditions de continuité de courbure et de torsion permettent de calcu-
ler les coefficients a, de l'expression (I.1) relative a la définition

k
globale.

1.4.6. - CALCUL DES ERREURS :

De l'expression (I.1), on calcule le vecteur position, le rayon
de courbure et le rayon de torsion (au sens de SERRET - FRENET) pour les
valeurs du paramétre définies par (I.16) ou (I.17).

On peut alors obtenir
- l'erreur relative sur le vecteur position par le module de la différence

entre le vecteur position calculé selon (I.1) et le vecteur position dé-

terminé selon (I.14) rapporté au module de ce dernier vecteur ;

- 1'erreur relative sur le rayon de courbure (respectivement de torsion)
par la valeur absolue de la différence entre le rayon de courbure (res-
pectivement de torsion) calculé selon (I.1) et le rayon de courbure
(respectivement de torsion) déterminé selon (I.14) rapporté a ce dernier

rayon de courbure (respectivement de torsion).

[.4.7, - ALGORITHMES UTILISES POUR VERIFIER LA METHODOLOGIE INTRODUITE EN
4.1,

Ces algorithmes sont représentés au tableau I.1.

_en nombre 2p + 2 (m* = 2p + 1)

"I.4.7.1. - Calcul des coefficients _a%*

k

en_nombre 2p + 2 (m =

[
N
o
+
—
—?
~~
2]
™"
=
Fal
-
fo
Nt

et calcul des coefficiggg§__§k

On peut distinguer trois cas particuliers correspondaats a des

définitions différentes des paramétres r affectés & chaque point de passa-

ge.




I.4.7.1.1. - CAS I :

Pour la définition préalable (calcul des coefficients a*k), on
affecte aux points les valeurs du paramétre r, = i/fm (T.17).
Pour le calcul des points , avec la définition globale (de coef-

ficients ak), on conserve les mémes valeurs de r..

I.4.,7.1.2. - CAS 11 :

Pour la définition préalable, on affecte aux points les valeurs
‘du parameétre r, par (I1.16).
Pour le calcul des points, avec la définition globale, on conserve

les mémes valeurs de r..

I.4.7.1.3. — CAS IIT :

Pour la définition préalable, on conserve r. par (1.16) mais,

pour le calcul des points, on prend x, par (1.17).

1.4.7.2. - Calcul des coefficients a* en nombre p + 2 (m* =p * 1) et cal-
cul des coefficients a __en nombre 2p + 2 (m = 2p * 1) : (cf. I.4.1. D)

Les trois cas évoqués précédemment a propos de la définition du

paramétre r sont repris dans le calcul des coefficients a*k et a

K
I.4.7.2.1. - CAS I.
I.4.7.2.2. - CAS 1I.

114.7.2.3. - CAS III.
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[.4,8, - PESULTATS :

Les algorithmes ont été programmés en FORTRAN sur ordinateur MINI 6
en double précision. Ils figurent & 1'annexe III.

Analyse des résultats pour la courbe analytique définie en I.14.

1.4.8.1. - Calcul des coefficients a* __en nombre 2p # 2 (m* = 2p + 1)

et_calcul des coefficients a __en nmombre 2p * 2 (m = 2p + 1).
Les erreurs relatives maximales sur 9 arcs successifs sont récapi-
tulés dans les tableaux I.2 et 1I.3.
Le cas 1 donne de loin les meilleurs résultats. Ceci était prévi-
sible puisque le paramétre r défini par (L.16) est 1ié au paramétre t de

1'expression (I.15)

(T.15) > ;= (3 - 1) th+= ¢

i
(I.16) » ¢, ==
iy m
d'ol :
= T - * *
t, G -,1) t* + rot

(J : caractérise l'arc et t* 1le pas)

-~ Le mode de calcul des moyennes des dérivées (cf. I.4.4.2) au point commun de
deux arcs successifs n'a que peu d'importance. On peut dés lors dans un souci

de simplicité ne considérer que la moyenne arithmétique.

- Le choix du pas t#* semble avoir quelque influence sur la précision selon
que 1'on utilise des fonctions fk de degré 5 ou des fonctions fk de de-
gré 7.

Ainsi par un pas t* suffisamment faible (inférieur a 3° enviromn),
les fonctions de degré 5, bien que n'imposant le passage par 6 points contrai-

rement aux fonctions de degré 7 qui imposent le passage par S points, condui-

sent a de meilleurs résultats en ce qui concerne la trajectoire et sa courbure.
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- Un moyen d'obtenir des résultats plus satisfaisants que ceux cobtenus par
1'estimation selon (I.16) consiste 4 faire tendre les valeurs r.os i=1,m
relatives 2 cette estimation vers les valeurs r, = i/m selon (I.17). Les

erreurs ainsi obtenues sont récapitulées dans le tableau I.4 (lignes 2 & 6)

.

. ligne 2 : relative a l'estimation selon (I.16) ; le pafamétre r. varie

avec 1l'arc considéré :

r, varie de 06,1941 pour l'arc 1 a 0,1937 pour 1l'arc 9
r, varie de 0,3912 pour l'are 1 a4 0,3904 pour l'arc 9
r, varie de 0,5911 pour l'arc 1 & 0,5904 pour l'are 9
r, varie de 0,7941 pour l'arc 1 & 0,7936 pour 1l'arc 9

. ligne 3 : on fait appel a des valeurs r, communes 4 1l'ensemble des arcs,

voisines de celles calculées précédemment.
. ligne 4 : on ajoute 0,003 aux valeurs précédentes.

. ligne 5 : on ajoute 0,001 aux valeurs précédentes de r, et 1, et 0,002

a celles de r, et rj3 .
. ligne 6 : on ajoute 0,001 aux valeurs précédentes.

Les résultats des lignes 4 3 6 sont plus satisfaisants que ceux ob-
tenus lors de l'estimation selon (I.16) sauf éventuellement pour le rayon
de torsion. Les ré&sultats de la ligne 5 sont cependant meilleurs que ceux
obtenus 3 la ligne 6 alors que les valeurs r, sont plus voisines de i/m ;
ceci nous conduit 3 prendre des &carts constants avec les valeurs r, = i/m
ce qui correspond aux lignes 7 & 10.

On constate que les erreurs maximales diminuent avec l'écart. Il
est possible d'approcher la solution r, = i/m & condition que les différences
entre les valeurs arbitraires choisies selon (I.16) et r. = i/m soient

constantes.

- Les cas II et III conduisent 3 la méme définition globale, seules changent

les valeurs du paramétre r affectées aux points pour le calcul des erreurs.




Le cas III donne des erreurs sensiblement moindres. Le rayon de courbure
et le rayon de torsion, variant peu lorsque r, est estimé par (1.16)

et r. estimé par (I.17), les. erreurs sont pratiquement identiques.

- On remarque que, pour l'arc initial (j = 1) et pour 1'arc final (j = 9)
de la courbe numérique, que les lols de variation de la courbure et de la
torsion sont différentes alors que les valeurs de la courbure sont trés
bonnes pour les points de départ (r0 = 0) et pour le pecint d'arrivée

r =1).
(r, =1
- Un moyen de faire évoluer les valeurs r, du paramétre r vers la solution

est de rechercher les valeurs r ; pour lesquelles la distance de chacun

des points expérimentaux Pi d la courbe numérique est minimale.

(point expérimental)

La condition de distance minimale implique 1l'orthogonalité du vec-—

———

. > .
teur P¥ Pi et du vecteur tangent ti* a la courbe numérique :
-— .
P.. t", =0 : (1.24)

Cette équation est polynomiale en r, de degré 4p + 1. Il existe
une valeur ri* voisine de r, qui vérifie (I.24). La méthode de NEWTON
permet de trouver rapidement ri*.

En affectant respectivement ri* a r., on peut calculer de la
méme fagon que dans le cas II de nouveaux coefficiepts ak*. On obtient pour un

pas t* &gal 3 2°5, comparativement au cas II :

- une erreur maximale sur le module du vecteur position :

“0.14355x10™° au lieu de 0,85485x10 >
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- une erreur maximale sur le rayon de courbure :

0,34152x10" " au lieu de 0,34458x10" "

- une erreur maximale sur le rayon de torsiomn :

0,26783 identique.

I.4.8.2. - Calcul des coefgigients__gk* en nombre p + 2 (m*=p + 1)

et_calcul des coefficients _a, __en mombre 2p * 2 (m = 2p + 1)

_ Les erreurs relatives maximales sur 9 arcs successifs sont récapi-
tulés dans les tableaux I.5 et 1I.6.

D'une maniére générale, les erreurs obtenues dans ie cas I sont
trés supérieures a celles obtenues précé&demment pour le cas I du paragraphe
I.4.8.1.

Par exemple, pour t* = 2°5 et p = 2, on obtient :

- une erreur maximale sur le module du vecteur position de 0,10491x10—6 au
lieu de 0,474x10 11

- une erreur maximale sur le rayon de courbure de :
0,11585x10 2 au lieu de 0,60924x10 >

-~ une erreur maximale sur le rayon torsion de :

0,11577 au lieu de 0,28619x10"4

Pour les cas II et 1III, les erreurs maximales obtenues sont du
méme ordre que précédemment sauf pour le rayon de torsion pour lequel les er-

reurs sont plus importantes.
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En conclusion, le fait de diminuer le degré du polynome carac-
téristique de la définition analytique préalable pouvant laisser présa-
ger la réduction des instabilité@s de forme ne conduit pas nécessairement

a4 l'amélioration des ré&sultats obtenus au paragraphe I.4.8.1.




1.5, - CONCLUSION DU CHAPITRE I

La définition analytique de courbes par une fonction polyno-

miale 3 coefficients vectoriels a montré que

- les fonctions fk proposée par 'J. FERGUSSON et celles
proposées par P. BEZIER conduisent 3 deux formulations
identiques. Le éhoix des fonctions fk sera régi par
l'efficacité et la simplicité de 1‘'élaboration informa-

tique du probléme posé.

= le calcul des dérivées est influencé par le degré du
polyndme caractéristique de la représentation analytique
préalable. En effet, il est préférable de choisir, pour
lé représentation analytique préalable (de coefficients
ak*)°et pour la représentation analytique globale (de
coefficients ak), le nombre (m* + 1) de ccefficients

k
tion de l'ordre p de continuité@ globale & réaliser, de

ak* et le nombre (m + 1) de coefficients a en fonc-
sorte que :

m°=m=2p + 1

= il n'est pas aisé de trouver pour l'ensemble des points les
valeurs du paramétre r conduisant 3 une représentation
analytique optimale. Cependant, la définition analytique
globale résultant des cas II et III (cf. I.4.8.1.) permet de
chercher pour chéque point expéfimental (défini par 1l'ex-
preséion I.14) le point le plus proche de la courbe numéri-

que auquel correspond une valeur particuliére du paramétre r.




En affectant & l'ensemble des points expérimentaux les valeurs particu-

liéres respectives du paramétre r, on peut ainsi, en suivant une démar-

che analogue au cas II ou au cas III améliorer trés sensiblement les

-~

résultats 3 propos du vecteur position.




Tableau 1.1

DEFINITION ANALYTIQUE

Points calculds par la
définition analytique

a

. s, i
t G-t + ot

yd

am=n*= 2p+1

p=2oup=3

H m = 2 p+l

/

Calcul des
coefficients a

calcul des dérivées
jusque 1'ordre p
en r=0 et r=]

p=2 oup=3
cas 1 / \ CaS II et I1I CAS 1 CAS II et 3
i _ i -f—————¥'
N L | . z |P._l P
ry=i/m 7, = 2 | ._J_ ,.i T ry = At | .J i
N R RN
(1.17) (1.16) (1.17) (1.16)

\

moyenne des
ecteurs unitaires
et des modules

moyenne
barycentrique

moyenne
arithmétique

e

calcul des

coefficients a

CAS 1 </M

\ CAS IT1 CAS 1

calcul :

~du vecteur posi-

. tion

- du rayon de cour{
bure

= du rayon de tor-
sion

~des erreurs maxi-
males ’
l’i scelon (I.17)

Ty selon (I.16)

r.

Calcul des
coefficients

a

calcul des dérivées
jusque 1'ordre p

en r=0 et r=|
moyenne
arithmétique

calcul des

coefficieats a

CAS 11

Cas 1

selon (I.17)

r; sclon (1,17)

\(,j!‘i
N
r; selon (1.16)

r. sclon (1.1}
i




PAS PAR ARC POSITION COURBURE TORSION
m=5 m=7 m=5 m=7 m=5 m=7
- - - — - R =
Tl g,274ax10" " 0,138x10™ "9 0,609x1077 | 0,112x107C 0,286x10 " | 0,306x10 >
(o] - - - . - -
27,5 IT | 0,854x10°° | 0,958x10 > | 0,324x10" " | 0,411x10” " {0, 26783 0,528x10 "
-3 -3 -1 -1 -1
111 | 0,397x10 0,467x10 0,348%10 0,413x10 ' |0,26783 0,516x10
i -5 - -g - - -
I'l0,375x10 0,132x10"% | 0, 105x10 0,202x10 % lo,233x10™2 | 0,238x10 >
o -2 -2 -1 -1
5 11| 0,391x10 “ | 0,438x10 0,732x10 N,875x10  {0,68128 0 11501
-2 -2 -1 -1
111 | 0,184%x10 0,212x10 0,759x10 0,833x10 ' [0,6918 0, 11056
- - - - -7 -
Il 0,498x1078 | 0,473x10°% | 0,555%x10 | n,269x10 %0, 803x1072 | 0,182x10 >
7°,5 111 0,963%x107% | 0,107x10" " | 0,11384 0, 13624 ,0,145><1‘0“1 0,19536
-2 -2 -1
II1I| 0,456x%10 0,514%10 0, 12025 N, 14210 0,145x10 0,17394
I 0,310x10"7 0,110x10f8 0,1aox1o‘4 0.314x10°° 0.194x10"° 0,142x1o"5
10° II 0,181x1o"1 0,201><10’1 0,16060 0,18789 0,318x10—1 0, 30681
-2 -2 -1
111} 0,862x10 0,947x10 0,16854 0, 13861 0,318x10 0,24121
-5 Y -2 -B =2 -5
-1l 0,128x10 0,206x10 0,448%x10 0,339x10 ~|0,386%10 0. 455x10
- 1l -3
12°,5 11] 0,293x10™"| 0,324x107" 0,21177 0,246086 0,129x10 0, 44895
- - -3
117 | 0,140x10" | 0,150x10” ] 0, 22008 0,25868 0,129x10 ~ | 0,34285
| TN
H

Tableau I.2

(&1} .
)




ERREURS RELATIVES MAXIMALES

i |

10
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torsion II, III m=5

_pas t*

10 +

10~

torsion II, III m
courburell, III m
— CourburelII, IITI m

moni
U1 NN

position II
position II
position III
position II1I

i u

%:’13133
UIN U N

torsion I m=5

courbure I m=5

s torsion I m=7

courbure I m=7

position I m=5

_. . position I m=7
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PAS PAR ARC POSITION COURBURE TORSION
t
I 0,10491 x 1078 0,11585 x 1072 0,11577
2°5 11 0,85484 x 107> 0,34199 x 107} 0,3682
1T 0,39739 x 107> 0,34192 x 107! 0,3682
I 0,22159 x 107> 0,48389 x 1072 0,20966
50 11 0,39181 x 1072 0,74226 x 107! 1,4044
11 0,18401 x 1072 0,72288 x 10” ! 1,4044
I 0,13343 x 10 0,1139 x 10} 0,28875
7°,5 11 0,96385 x 1072 0,12037 11,377
111 0,45673 x 1072 0,11236 11,377
1 0,47245 x 1072 0,21227 x 107! 0,40525
10° II 0,18122 x 107" 0,1727 23,922
11T 0,86284 x 10 2 0,15359 23,922
I 0,12514 x 1072 0,34838 x 107! ' 0,60162
12°,5  II 0,29337 x 107! 0,23104 49,615
I1I 0,14023 x 107" 0,19599 49,615 {éggf

N
N,

- TABLEAU I.5




ERREURS RELATIVES MAXIMALES

102
Torsion
10 L
2°5 12 5 t,-t
1 — =,1
torsion I
courbure
107
courbure
position
position I
107
1073
10'4_ position I
107°)
10781
1077},
1 ’BL. -
0 - Tableau 1.8

IT et III

(o]

IT et

I
IT
IT

LIQE
-~ ./

III
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CHAPITRE 11
RACCORDEMENT DE DEUX ARCS DE COURBE

IT.1. - INTRODUCTION :

L'objet de ce chapitre est de définir numériquement un arc de
courbe servant au raccordement entre deux autres arcs de courbe dont on
connalt aurx extrémités les vecteurs position, les triédres de SERRET-FRERET,
les rayons de courbure et &ventuellement d'autres grandeurs;

Cette définition d'arcs de raccordement peut notamment &tre utili-
sé€e en vue de créer une courbe par arcs successifs.

Pour apprécier l'efficacité des défihitions proposées dans ce
chapitre, on s'attachera & 1'évolution du module du vecteur position et
d celle du rayon de courbure en tous- points des courbes créées.

En principe, il est possible d'obtenir de cette maniére des

courbes gauches ou planes. Nous traiterons ici deux cas :

- un cas plan olt 1'arc de raccordement obtenu est la projection

stéréographique d'un arc sphérique précisé numériquement ;

—~ un cas plus général oli 1la définition de 1l'arc de raccordement
est obtenue 3 partir de 1'abscisse curviligne d'une famille

d'arcs de courbe convergents vers la définition & obtenir.

Ces deux cas sont traités successivement aux paragraphes II.2

et II.3. ’



I1.2, DEFINITION D'UN ARC DE RACCORDEMENT PAR PROJECTION STEREOGRAPHIGUE
D'UNE COURBE TRACEE SUR UNE SPHERE,

La courbe tracée sur la sphire sera représentative du raccordement
de deux arcs de. sphére. Pour cela, il faudra se donner pour le point de dé-
part (relatif & l1l'arc de départ) et le point d'arrivée (relatif a 1'arc
d'arrivég) du raccordement les vecteurs dérivéeé premiéres et secondes
(définissant l'orientation, le vecteur tangent, le vecteur normal, le

rayon de courbure) et, éventucllement d'autres caractéristiques.
Le raccordement des deux arcs se fera de deux fagons :
- formulation en coordonndes cartésiennes ;

-~ formulation en coordonnées sphériques,




- figure II.Z? '
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I1.2.1: - FORMULATION EN COORDONNEES CARTESIENNES :

P, (r=1)

P (r=0
o

figure II.2

Considérons un repére orthonormé o xy z muni d'une base
js k, 1 (vecteurs unitaires).
Un point M de la sphé&re de centre 0 et de rayon R est

tel que son affixe q soit :

q-=Rex j+Reyk+Rezl

(I1.1)

avec ex?+ €y2+ €z°= 1

Soit Po P, un arc tel que Po et P, appartiennent 3 la sphére,
les dérivées premiZres et secondes de q soient caractéristiques d'un arc

de cercle de la sphére. .




On paramétre 1l'arc P0 P, par r tel que :

r =0 our P
P o

et r=1{ pour P

pour r = o, on a :

el
]
Kal
~
~
I
o
~—
i
=
~
™M
b
[0}
e
+
m
v
[0}
=
+ .
m
N
o]
[
~

2 2
avec €X “+ ¢ + € = 1,
o Yo y

de mé@me pour r =1 :

q, =q (r=1) =R (ex, j + ey, k + €z, 1)

avec : €x12+€y12 t ez ° o= I.

Pour un point de la sphére, on a :

v _dq_dR . dex ., . dey dez

q Ir dr(€XJ+€yk+€Z]')+R(er+drk+dr1)
dR _

or -d—r—-O

i}
[

R (ex'j + ey'k + €2'1)
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De méme pour les dérivées successives :

. i
q(l) =-§—% = R (ex

dr

@D 5w ey v ey (I1.2)

Pour raccorder 1es deux points ainsi que leurs dérivées jus-—

que l'ordre p, on définit ex, €y, €z par

2p +1 .
1
€xX = L exi r
i=0
2p+1 i
ey = L €y, T (11.3)
. i .
1=0
2p+1 3
€z = €z, T
. i
1:

Seulement, pour r # O et r # 1 ex?+ ey? +e2z” n'est pas forcé-
ment &gal & 1 ; par conséquent, R ne représente pas le rayon polaire et

1'arc ainsi généré n'appartient pas 3 la sphére.

Remarque : Il est néanmoins possible d'obtenir un are appartenant d la sphére

en rendant le vecteur de coordonnées (ex, ey, €2) unitaire.
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1[,2.2. FORMULATION EN COORDONNEES SPHERIQUES.

figure II.3

Considérons un repére orthonormé o x y z muni d'une base
(i, k, 1). Un point M de la sphére de centre O et de rayon R est tel

que son affixe p soit :
q =R (sin ¢ cos 6 j + sin ¢ sin O k + cos ¢ 1) (I1.4)

Exprimons la dérivée de q par rapport 3 r

q' = %%—= R { (cos ¢ cos 6O %% -~ sin ¢ sin © g%-) j

. d . do
+ (cos ¢ sin O i + sin ¢ cos O E;—) k |

- sin ¢ g%- 1]




De méme pour les dérivées successives :

i i i i
()_dq=R(§__._(S'1n¢cose)j+££.—(sin¢sin6)k+

q = —
drt drl dri

di

—— (cos ¢) 1) (1L.5)

drt

Pour raccorder les deux arcs de la sph8re ainsi que leurs dérivées

jusque l'ordre P, on définit 6 et ¢ par :

2p+1
8 =13 ei s
i=0
(11.6)
. 2p+1 .
et ¢ =X ¢i rl
i=0

le paramétre r variant de O pour le point de départ P0 a 1 pour le point

d'arrivée P, . Quel que soit r, le vecteur q reste de norme R contraire-

ment 3 ce que l'on a obtenu par la formulation en coordonnées cartésiennes.

Cette formulation en coordonnées sphériques est par conséquent pré-

férable et c'est celle que nous utiliserons par la suite.
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I11.2.3. - EXPRESSION DE |'EQUATION DE IA COURRBE PROJETEE DANS LE PIAN z = R

Soit

P un point de la courbe tracée sur la sphdre de centre O

et de rayon R représenté par un affixe (.

Soit

par son affixe

M 1le point projeté de P dans le plan 2z = R et repr@sentéd

q dans le repére (B, i, k)

repére (0, j, k, 1)

M est tel que

Soit

Posons

-> > >
OM = OP + PM

avec

B = (0, 0, R) dans le

A 1le point de coordonnées (0, O, -R)

> > > e .
PM, AP et AM sont colinéaires
- > ->
OM = OP + K.AP K réel.

=X j+vYk+zl.

qg =xj+yk+ zl.

X=((K+1)x
Y=(+1)y
Z=z (K+1)+KR
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On en déduit K.

R -2z
K= - TR avec z # - R (11.7)
d'od
* 2R . '
9 =TTR (xj+yk)+R1. (11.8)
Exprimons les vecteurs dérivées premiére et seconde de q* en
fonction de celles de gq.
2R 2z'R . .
'k = K Ry - =2 2 I.
q S TR X'Ity'R (Z+R)2(XJ+Yk)(1 9

de méme :

' : ] 12
R ey 2R B ey

(z + R)? (z + R)2 z + R

nk_ 2R
z + R

(an + y"k) -

(I1.10)

[1.2.4, - coNCLUSION

L'arc de raccordement obtenu par projection stéréographique d'un

arc sphérique doit &tre tel que :

= la formulation de 1l'arc sphérique soit faite en coordonnées sphériques

notées R, 0, ¢ ol :

R : le rayon de la sphére

6 et ¢ : polyndme de degré 2p + | en vue d'obtenir la continuité



- les fonctions
aux points projetés de PO
facon de déterminer ces conditions lorsque 1

égal a 2.

d'ordre p.

-~

0

et

¢ du paramdtre r répondent aux conditions imposées

-

'ordre

et P, . Nous verrons dans 1e_éhapitre II1 la

p de continuité est
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I1, 3, - RACCORDEMENT DE DEUX ARCS DE COURBES A L'AIDE DE L'ABSCISSE CUR-
VILIGNE

I1. 3. 1. - DESCRIPTION DE LA METHODE

Soit q 1l'affixe du vecteur position représentatif d'un point de

1'arc raccordant deux arcs orientés de l'espace.

arc i
\(io
' r=0 S~ 4 arc 2
et M
arc de raccordement r =1
. m i
Posons q=12 a; r (1I1.11)

ol les ai sont des coefficients vectoriels.

On se propose de raccorder les arcs | et 2 jusque l'ordre 2
non pas par les connaissances des dérivées successives par rapport & r en
r=0 et en r =1 mais par celle du vecteur tangent, du vecteur normal

et du rayon de courbure en r =0 et r = 1.
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Soit s 1'abscisse curviligne.
Exprimons les dérivées sucessives du vecteur position par rapport

a8 r en fonctions des dérivées successives de ce méme vecteur par rapport

jo

1'abscisse curviligne :

q=q (r) | (I1.12)
dq _dq ds (I1.13)
dr ds dt.

Par définition :

%% =t t  vecteur tangent unitaire (I1.14)
d'oll :

dq _ 7 ds

dr dr

2 2
d“q d“q (ds) 4 ?. s
dr?  ds? dt dr?
par définition
dzq' n > e s
—_— = — n vecteur normal unitaire
ds? R

c Rc rayon de courbure.




2 > 2 2
d°q _n_ (ggg +t d s (I1.15)
dr? R dr*
J
2
Calculons Q% A dq
dr dr?
dq d2q=zA; (gi)3
dr dr? R dr
- c
- - > > . - . .
or £t A n=D>» b : binormale (unitaire)
2
o da , 49,
d'Otl P__=dr dr__
RC (_(_153
dr
149y |
d'olr RC = " (I1.16)
199 & 29
dr r
Le rayon de courbure en r = 0 et ¥ = ] ne dépend pas de g%- et
2
de d’s
dt?

Ceci nous permet de fixer respectivement enr = 0O et r =1 : le

vecteur position, ?, n (c'est & dire le tri&dre de SERRET FRENET) et le

rayon de courbure. Un polynome de degré m = & au moins est nécessaire
. e . , | B ds a?s
4 la définition de l'arc de raccordement. Les valeurs de — et —

: dr dr

en r = 0 et r = | respectivement constituent un 4- uple qui caractérisent




les variations du vecteur tangent,

bure entre r = 0 et v = 1.

P é&tant 1l'ordre de

Les conditions & satisfaire sont

q (0) = q_
q (1) = q,
d _ 7 ds
T 1O = t, dr
-+ ds
drq(1)=t1'a’;
_)

2 n
Q_; q (0) = —
dr RCo

-

2 n,;

dr? Rél

m= 2p + 1

c'est 3 dire 5.

a

(0)

1

d ->
[ @17+t

dr

(48 (2 +

dr

1

d?s

dr?’

d?s

dr?

(0)

(N

continuité a assurer, ici égal 3 deux,
ndme utilisé doit satisfaire la relation :

A -—
. du vecteur normal et du rayon de cour

(11.17)

le degré du poly-

Les conditions précédentes permettent de calculer les coefficients

5 du polyndme utlllse pour exprimer le raccordement.




- 51 -

11.3.2, - APPLICATION A L'APPROXIMATION D'ARCS DE CERCLE ET D'ELLIPSE

Soit un repére plan O X Y.

L'équation paramétrique de 1'ellipse est :

X = acos t
q
y=b sin t
d'oti
g% = - asin t
dq
dt
%% = a cos t
2
% _ a cos t
ot d2q dt?
at? o
y _ b sin t
de?
d'oll g% = (a? sin®? t + b? cos? t)ll2

(11.18)

(11.19)
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On se propose de déterminer un arc de raccordement entre deux

points de l'ellipse et de comparer cet arc avec l'arc d'ellipse correspon-—

dant. Soit

ces deux points. On obtient :

a
9
O
0
-S>
t
o
1
ds _
e (0) =b
2
R =2
c a

Il reste 3 évaluer

ds _ds dt
dr dt dr
] dt _
On peut prendre I
' ds _b ds
d'old ar (0) 7 T ir

t=0 et t=T/2

les valeurs respectives du paramétre t de

0
q,

b

-1
-
t)

0
ds _
-&—E(l)—a

2
=&
Rc b

ds
i en r =20
A4t 1
Ar 2
(1) = a gw




. . - ‘_>. + . . rd
A partir des quantités q , 9, t , t , 11 est aisé de

o

calculer les coefficients a,, i=1,5.
. P ' 1 .
Pour 1'ellipse caractérisée par a =1 et b =5, 1'erreur maxi-

male de position est 3,195 x 10—4, 1'erreur maximale sur leé rayon de cour-

bure est 2,5748 x 10—3.

Dans le cas particulier du demi-cercle caractérisé par :
a=>b="1 et en choisissant arbitrairement :

ds
dr

on obtient :
- une erreur maximale de position de 1,87 ; et,
- une erreur maximale sur le rayon de courbure de 4,16%.

En choisissant :

ds ds ,
— (0) = == (1) = 3.2
e 0 =5 M
on obtient respectivement :
0,09%
0,7517
Les erreurs ainsi obtenues sont inférieures & celles obtenues
précédemment.
Le cas_particulier du cercle montre qu'il existe un certain ar-

bitraire dans le choix des dérivées de 1'abscisse curviligne par rapport

au paramétre r.
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11,4, - CONCLUSION DU CHAPITRE 11

Dans les deux cas de définition numérique d'un arc de courbe
décrits dans ce chapitre, il importe d'&tablir certaines orientations dans
le choix des dérivées successives de la ou des coordonnies par rapport
au paramé@tre r.

Nous verrons, dans le chapitre suivant, que certaines de ces
dérivées sont dépendantes des conditions aux extrémités (vecteur position,
triédre de SERRET FRENET et courbure) et que d'autres sont choisies arbi-~
trairement. Nous &tudierons 1'influence de ces dérivées arbitraires dans le
cas particulier de la définition de la courbe statorique d'une machine

-

volumétrique 3 palettes.




CHAPITRE II1

APPLICATIONS DU PROBLEME DE RACCORDEMENT DE DEUX COURBES A LA DEFINI-
TION DE LA COURBE STATORIGUE D'UNE MACHINE VOLUMETRIQUE A PALETTES.

L1, - DESCRIPTION D'UNE MACHINE VOLUMET RIQUE A PALETTES.,

Une machine volumétrique 2 palettes est constituée d'un rotor,
d'un stator et d'un eﬁsemble‘de palettes liées au rotor qui délimite entre
le rotor'et ie stator des chambres dont le volume &volue lors du mouvement
de l'ensemble rotor-palettes par rapport au stator.

De 1'évolution du volume de la chambre dépend celle de la pression
instantanée.du fluide contenu dané cette méme chambre. Pour assurer un bon
fonctioﬁnément de la machine, il est nécessaire d'établir i chaque instant
le contact entre chacune des palettes et le stator, la réaction & ce méme
contact doit &tre si possible minimale durant un cycle car de celle-ci dé-
. pend en partie le rendement mécanique. Cettg réaction au»contact'est natu-
rellement dépendante de 1'accé&lération du mouvemént.de la palette, elle~méme

tributaire du rayon de courbure.
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STATOR

PALETTE

APPEMENT e

ADMISSION —_— , _L"'ECHA&P ENT
. y Eﬁi;.-l

ADMISSION
e :

/////

figure III.1 : Machine volumétrique d palettes de symétrie 2

{?//5..
(/(([
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[11.,2, - CARACTERISTIQUES DE LA COURBE STATORIQUE

La courbe statorique est généralement plane. Considérons un re-—
pére plan dont 1'origine appartient & 1l'axe commun du rotor et du stator.
La courbe statorique doit &tre telle que, lorsque 1l'angle polaire

décrit un cycle :

-~ le rayon polaire soit minimum, &gal au rayon du rotor (circulaire), le
rayon de courbure &tant &gal au rayon polaire, ceci afin d'assurer 1'é-

tanchéité entre le rotor et le stator.

- le rayon polaire croit jusqu'd un maximum : il définit avec le rayon

polaire minimum la courbe de la palette.

- le rayon polaire décroit ensuite jusqu'au minimum et cela se reproduit
n. fois sur 1l'entidreté de la courbe ( n désignant 1l'ordre de symétrie

de cette courbe)




[11.3, - ACCELERATION DU POINT DE CONTACT PALETTE-STATOR

L'accélération du centre de gravité dépend de celle du point de
contact palette-stator et de la géométrie de la palette. Nous n'é@tudierons

donc que l'accélération de ce point de contact.

¢
q
Y
A
A 5 y
p —r
G 5
R (c)
p .
¢ X
0 =
Soient :
- (€) 1la courbe statorique
- M le point de contact de la palette et du stator dfaffixe q

-~

(q est une fonction 3 coefficients vectoriels a; d'un para-
métre 1)
- 0XYZ est un repére direct, 0 X Y dé&finit le plan contenant

la courbe plane (C)




Ll

>
et RP 1'argument et le module du vecteur position OM

> :
» I vecteur tangent et le vecteur normal au sens de

k4

SERRET-FRENET.
o 1'argument de la normale par rapport 3 la direction

. ->
radiale MO

qd 1'accélération absolue du point M parcourant la tra-
. . . s . d0 o .
jectolre () & vitesse angulaire T constant (t désigne
le temps)

(13 ' - - - ve +
q, la composante de 1'accélération q,  sur la normale n.

De celle-ci dépend, notamment, la réaction au contact palette

stator

B . 1'argument de 1'accélération absolue par rapport i la
. . . -)‘.

direction radiale MO

A " le symbole du produit vectoriel

| le symbole du produit scalaire

[[AI[ la norme du vecteur A

s 1'abscisse curviligne.
affixe q d'un point M de la coube s'écrit :

q=R_e ' (1II.1)

i étant le nombre imaginaire unité

ou encore

.
.
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Calculons la vitesse et 1'accélération du point M :

- 49 _dg ds
9549 T ds dt
> ds
9=t I
_d%q T  ds %+ d%s
d 2 dt 2
dt Rc dt

dans cette expression RC

Cette expression s'@crit aussi :

-> 2 . 2 . .
oD ods ¥t > d%s (o ds
q= R_ (gl 0+t gz O +q5 O

or O =0 vitesse angulaire 0 constante.

ds 2 | > d%s

N2
(—d—é—)"'ta—é-z—)e

49
wT:: ¥
(¢}

-= Calcul pratique de la vitesse et de 1'accélération

. Vitesse :

. _ dq dr
1= 3r 36

. Accélération :

q

(111.2)

(111.3)

est le rayon de courbure au sens de FRENET.

(I11.4)

paramétrée par r

(III.5)

(111.6)




dax

Posons X'= ir

tg 6 = y/x pour x

1
(1 +tpo?2 8)a0 =27

- 6] -

#0

-y x

d'ol dr
2
Hall?
dr _ e (II1.7)
(¢ A q')jz
2 2(qlq") (@' A qM|
t
® E. el ———1 & ame
d6*  (q A gz (q' A qM?  ae
Remarque : 1'accélération absolue est proportionnelle & %
- L'accélération normale ﬁn s'exprime selon :
§ o=gln=o- (% ) g2 (1II.9)
n R do
c
L'objectif a atteindre est d'obtenir une courbe :
-dont le rayon polaire Rp est compris entre le rayon R_ et Rp 3
o 1

R
.po

étant le rayon polaire minimal,

Ré le rayon polaire maximal.
1

—-ne présentant pas de point d'inflexion (changement de signe du rayon de

courbure géodésique)

- pour laquelle l'accélération normale n'est pas excessive le long d'un cy-

cle.
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Nous allons examiner les conditions qu'il faut imposer aux extré-

mités du ou des arcs définissant la courbe statorique.

I11.4, - DEFINITION DE LA COURBE STATORIGUE.

Le nombre de chambres dé&termine 1'amplitude angulaire &,

relative 3 un cycle €lémentaire,

On peut définir la courbe statorique relative 3 ce cycle par

un ou deux arcs.

IT1.4.1. - DEFINITION PAR UN ARC.
La courbe relative & un cycle est composée d'un seul arc qui,
3 ses extrémités, se raccorde avec un cercle de rayon Rr égal 3 celui

du rotor 3 un ordre de ccntinuité égal a 2

STATOR

0 -
fig. III.2 : Courbe statorique définie par un arc

-R =R =R
po p1 T
-~ la tangente en 0 et 1 est confondue & celle du cercle de centre B

et de rayon Rr

- les rayons de courbure Rco en 0 et R  en 1 sont égaux & R

ct r

L'arc sera paramétré par le paramétre r variant de O (pour

le point 0) & 1 (pour le point 1)
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IT11.4.2, - DEFINITION PAR DEUX ARCS

La courbe relative & un cycle est composée de deux arcs A1 et

. . .
Az que 1'on raccorde en leur position commune 1 jusque 1l'ordre 2 de

continuité a leur autre extrémité se raccordent avec un cercle de rayon

Rr €gal 3 celui du rotor 3 un ordre de continuité &gal i 2.

fig. III.3 : Courbe statorique définie par deux arcs

On impose aux points O et 2

- ire & : = = R
le rayon polaire &gal au rayon du rotor Rpo sz r

- les téngentes en O et en 2 sont confondues & celle du cercle de centre

B et de rayon Rr

- : é 3 = =R _=R_.
les rayons de courbure en O et 2 sont €gaux & Rr Roo o2 r




On impose au point 1
- angle polaire : 6
- rayon polaire : R >R
— rayon de courbure : Rci

- la tangente en 1 est perpendiculaire a& la direction radiale correspondante.

Les arcs A, et A, seront respectivement paramétrés par le para-

métre r tel que :
- pour l'arc A, varie de O (pour le point 0) 3 ! (pour le point i) ;

- pour l'arc A, , r varie de O (pour le point 1) 3 1 (pour le point 2).

Nous allens préciser dans le paragraphe sulvant les caractéristiques

dimensionnelles de la courbe statorique.

I11.4.3 - cas ETUDIES

e e i it e e e B e s e e 4 . e 0

Rayon polaire en O : Rpo = 1
Rayon polaire en 1 : Rpl = ]
Raybn de courbure en O : Rco = ]
Rayon de courbure en 1 : Rc1 =1
Variation angulaire : 6c==6 = 7

I1I1IT.4.3.2. Définitign‘gar deux arcs

Rayon polaire en 0 : RPo =1

Rayop polaire en 1 : Rpl =1.3

Rayon polaire en 2 : sz =]

Rayon de courbure en O : RCOF= 1

Rayon de courbure en 1 : RCl = 0,5 (resp. 0.6, 0.7, 0.8, 0,9)

Rayon de courbure en 2 : Rca'= 1

Variation angulaire . = _
g ‘ GC 61+ 62_ L
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Dans les deux cas, on calculera en 41 points de 1'arc le rayon
polaire, le rayon de courbure et l'accélération normale sachant que la
vitesse angulaire %% vaut 1.

Quelle que soit la définition du ou des arcs (arc de raccordement
défini par projection stéréographique au raccordement & 1'aide de 1'abscisse
curviligne) et quelle que soit le cas étudié (un ou deux arcs), le vecteur
position est d&fini par les polyndmes de degré 5 (p = 2), c'est & dire par

- les expressions II.6 pour la premiére définition,

- 1'expression 1I1.16 pour la seconde.

I11.4.4, - APPLICATION DE LA DEFINITION D'UN ARC DE RACCORDEMENT PAR PROJEC-
JON_STEREOGRAPHIQUE D'UNE COURBE TRACEE SUR UNE SPHERE A LA DE-
FINITION DE LA COURBE STATORIQUE :

On se place dans le cas de la formulation en coordonnées sphériques.
Nous allons &tablir les expressions caractérisant le rayon polaire et le

rayon de courbure de 1'arc de raccordement.

Rappelons les expressions du vecteur position ainsi que celles des
dérivées premiére et seconde ; R &tant le rayon de la sph&re sur laquelle

est traéée la courbe (cf. § II,2.2.)




— pour la courbe tracée sur la sphére :

. vecteur position :

qg=xj+tyk+zl

sin¢ sin 6
cos ¢

sin ¢ cos 9
q=R

. vecteur dérivée premiére :

Q' =x"'j +y'k +2'1
-sin O
q' = R sin == |cos 6 +R-di
dr 0 dr

. vecteur dérivée seconde :

" x"j + y"l( + Z”l

q =
2 2 + cos O
q" = R sin ¢ [ G +Gy] (gi“ 0 )
dz'd) cosd)cose\
+Ra}'2‘ (cosd)sine + 2 R cos ¢
- sin ¢ l
2 0
dr
-cas ¢

cos ¢ cos O
cos ¢ sin O

- s8in ¢

+Rsin¢§T€2—

46 do
dr dr

— pour la projection stéréographique (arc de raccordement)

+ vecteur position :

w_ 2R
R+ z

(xj + y.k) + R1 -
y

- 66 —

(I11.10.a)

1

) (II1I.10.b)

|

2

cos ©

-~ sin 6
(0

cos B

O -

-gin G)

(III.10.c¢)

(III.Il.a)

|
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. vecteur dérivée premié&re :

q' . R2+RZ (x'j + y'k) - %%;—%7 (x j +y k) (I1I.11.Db)
. vecteur dérivée seconde :
0" R O 0 - i ey
+ (Rii)z (ﬁ j': ~ 2" (x§ +yKk) (ITI.11.¢)
IIL.4.4.1.1. Rayon polaire de la courbe projetée relativement 2 B__(origine

Le vecteur position de la courbe projetée dans le repé&re (B, j, k)

s'éerit
* 2R
R+ =z

(R sin ¢ cos 8y + R sin ¢ sin 6 k)

et le rayon polaire correspondant :

2R

RP=R~—+——;R sin ¢ 0<¢ < - (II1.12)
& - ) |
Rp 2R tg - , , (III.12)

Le rayon polaire d'un point de 1'arc de raccordement ne dépend que

du rayon de la sphére et de ¢.

Que la définition de la courbe statorique soit faite par un ou

deux arcs, on impose, aux points extrémes du ou des arcs, a la tangente d'@tre




perpendiculaire a la direction radiale ; c'est a dire :

q*|q"* =0

puisque ¢ # O (rayon polaire nul), il vient :

d¢ _
dr Q

Calculons le rayon de courbure Rc de la courbe aux extreémités

' -y,
~de l'arc lorsque e 0 :

[lat#]1?
C - '
[la* & q"*[]
. ] L]
Remarque : q'* et q"* sont des vecteurs du plan B j k done q'% q''*

est porté par 1 ; un changement de signe de (q' A QM |1 implique un
point d'inflexion. Dans les calculs et pour l'orientation de la courbe
choisie, le rayon de courbure géodésique est du signe de (q'Aq")|1L
(voir figure III.2 et III.3).

_ Z R . 1
RC "% 2 R sin ¢ a2 ¢
_dr?

i

sin ¢ (%%)2

2R
R + 2z

or R sin ¢ n'est autre que le rayon polaire de la courbe projetée.
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R =R . =— ' (I11.13)
c p 42
dr?

sin ¢ (5

e . _. . - PN
une valeur de I infinie présentant peu d'int&rét, on peut conclure :
Pour que le rayon de courbure au point extréme soit &gal au
rayon polaire et que la tangente et la direction radiale en ce point soient

perpendiculaires, il faut que :

o _

dr

N
<
|

o

et (II1.14)

ouleu
i
N
!

Pour le point 1 de la définition par deux arcs (voir figure III.3),

on impose la tangente et la direction radiale perpendiculaires (g%—= 0) et le

2
rayon de courbure Rc ; on en déduit %;% par la relation :
2 R 2
d? . ds
-d?q} = (= 2Py sin g (D (111.15)
C .

La définition de la courbe statorique par un arc selon 1'expres-

sion II.6 doit satisfaire aux points extrémes de 1'arc aux conditions

R
- ¢(0) = ¢(1) = 2 Arc tg (5% d'aprés » (111.12)
- 49 - 99 -
dr (0) dr 1)y =0 ,
d'aprés (111.14)
2 2




La définition de ¢ selon II.6 conduit & :

. R
o(r) = 2 Arc tg E% - cte

L'arc de courbe ainsi défini est un arc de paralléle, sa projection
est un arc de cercle. La définition par un arc de raccordement défihi par
projection stéréographique n'est donc pas possible. La définition par deux
arcs s'avére nécessaire et elle seule sera utilésée par la suite dans le ca-
dre du paragraphe 111.4.4, |

Pour la dé&finition par deux arcs, il est possible de faire varier

de da?e . . e ‘
-— et J;Z aux points extrémes de 1'arc auxquels correspondent les valeurs

dr
et 1 du paramétre r. Nous n'étudierons que 1l'arc A, et choisissons
0
1 = 62‘-:(5 '—‘~":-Z‘ (Cf. III.4.3),
E(r:O):KS ﬁ(r:O):Lé
dr o’ dr? - o"
(I11.17)
de _ N d?e _
i (r = 1) = K,.$ a5z (r =1) = L1.5

IIT.4.4.2 - Résultats relatifs 3 1'arc A,

- e 2 it s ey e e T i e e e s S B S e v e o Sl e

o — et e 1 e Tt e e

De ce qui précade, nous avons &tabli qu'il est possible de faire
varier :
~ le rayon de la sphére R

-~ le rayon de courbure au point 1 = Rc1 (cf{ 111.4.3.2.)

a8
-L =0 et -g-g(r=1),
d2 2




par ailleurs, la rayon polaire Rpo au point O et le rayon polaire R
en 1 et le rayon de courbure RCo au point O sont constants dans la
suite du travail (cf. III.4.3.2.).

Dans un premier temps, nous poserons :

- le rayon de sphére R égal al,
2 2
- é—9~(0) et é—§~(l) nuls ;
dr? dr?

pour différentes valeurs de rayon de courbure RC au point 1, nous récapi-

~

tulerons les résultats dans les tableaux TIITI 1 3 III 5 en fonction de

a6 ds _
—(-1; (0) et a‘f (1) (KO el Kl)'

Dans un second temps, nous choisirons le rayon de courbure

Rc1 en 1 au vu des résultats précédents et conservons
2 2

- 40 (0) et 49 (1) nuls ;

“dr dr?

pour différentes valeurs de rayon de sphé&re, nous récapitulerons les résul-

do

tats dans les tableaux III.6 & III.8 en fonction de a;~(0) et %g-(l).

Dans un troisiéme temps, nous poserons :

- le rayon de sphére R,
- le rayon de courbure Rc1 en 1,

P -

-do a6
‘a;.(O) et I (1) égaux a ¢ ;




2

et obtenons les résultats du tableau IIL.9 en fonction de a8 (0) et
) : dr?

a0

— (D).

dr?

D'une manidre générale, les tableaux ci-dessus cités comportent
plusieurs zomnes :
- les traits continus définissent les zones relatives au rayon polaire de
1'arc :

. rayon polaire minimal, noté R , inférieur a Rpo H
min

. rayon polaire minimal &gal a Rpo'
—- les traits interrompus définissent les zones relatives au rayon de cour-
bure géodésique minimal de 1'arc :
. rayon de courbure minimal, noté RC , hégatif,

min

. rayon de courbure minimal égal 3 R _,

ct

. rayon de courbure minimal supérieur 3 Rcl'

-~

— & chaque couple de valeurs (KO, K,) (tableaux III 1 & III.8) ou & chaque
couple de valeurs (Lo, L,) (tableau III1.9) correspondent deux valeu;s :
. 1'accélération normale minimale,
. 1'accélération normale maximale
du point de contact palette~stator.'Ces deux valeurs ne seront indiquées

que dans les cas favorables & la définition de la courbe statorique.
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Dans un premier temps, nous posons donc :

~ le rayon de sphére R &gal a1,
2 2
- 48 (0) et g-g-(l) nuls,
dr? dr?

Les valeurs obtenues dans les tableaux III.l1 a III.5 permettent
d'établir les premidres constatations sur le rayon polaire, le rayon de cour-—
bure et 1l'accélération normale le long de l'arc 4.
IIT.4.4.2.2.1. Rayen polaire de 1l'arc :

le rayon

Quelles que solent les valeurs positives de Ko et K,

polaire maximal est toujours inférieur & Rp1 (0 est une fonction croissante
sur 1'intervalle [0,1], en particulier aux points O et l). Au dela d'une
certaine valeur de K;, le rayon polaire minimal est inférieur a Rpo'
111.4.4.2,2.2. Rayon de courbure de l'arc :

Le rayon de courbure (géodésique) permet de distinguer trois zones
en fonction de R et K i
- le rayon de courbure minimal est négatif pour Ko + K, assez petit.
— le rayon de courbure minimal est égal au rayon de courbure Rc1 au point 1

lorsque Ko et K, de l'ordre de 1.

On notelde plus que 1'accélération normale est maximale au point 1

et proportionnelle 2 (Rpl)z/Rc1

- le rayon de courbure minimal est positif mais inférieur 2 RCl_pour'des

valeurs de K, assez faibles,

Les remarques faites précédemment sont modulées par le rayon de

courbure R .
cl




I1IT1.4.4.2.2.3, Influence du rayon de courbure R, ¢
Au fur et a mesure que la rayon de courbure augmente :
— le nombre de couples (Ko’ K,) pour lesquels R = R . diminue et
min ¢
devient nul au deld d'une certaine valeur de Rc1 (= 1) ;
- la valeur maximale de K, pour laquelle le rayon polaire minimal est le
rayon polaire Rpo’ augmente avec le rayon de courbure en |

- 4 un couple (Ko’ K,) donn&, 1'accélération normale minimale et 1'accé-

lération normale maximale diminuent.

I11.4.4.2.2.4, Accélération normale le long de 1'arc :

Les lois de variation de 1'accélération normale le long d'un cycle
sont en nombre deux lorsque l'arc a son rayon polaire compris entre Rpo et
Rpl et ne présente pas de point d'inflekxion :

- le rayon de courbure minimal est RCl :

L'accélération normale est régie par la loi de variation suivante

en fonction de l'angle polaire.

paramétre r r=20 r'= 1
angle polaire 6 =0 l
8=61
. ' B
| | i
accélération 1 ‘ - - PR
normale \\\\\\\\5, —’ﬂgfﬁ_”’,,,,,«—f”””’ g, =
’ max
] - R
. €1
qn .
min




~ le rayon de courbure minimal est inférieur 2 Rc1 :

-

L'accélération normale est régie par la loi de variation :

paramétre r r=0 T

angle polaire 6=0 6=6,

accélération : X
; ! max R?
normaie \ T~ P1
qn= R
. C)
q
n_.
min

Calculens 1'accélération absolue aux points extrémes des arcs

A, et A4, :

Aux points 0,1 et 2 (v. fig. III.3), la condition de perpendicu-
larité de la tangente et de la direction radiale implique g%—= 0 ; si, de
plus, gi%— est nul en ces points, alors la dérivée seconde de q en ces

dr

points est radiale (cf. III.10.c et III.ll.c) ; ceci montre que 1'accéléra-

tion absolue en ces points est &gale 3 1l'accélération normale, elle est de

(R )2

module ——%—— (le rayon de courbure géodésique Rc est positif).
c .

L'accé8lération normale est de module :

- 1 : pour les points O et 2
® )*
- =P : pour 1le point 1.
c1
Le contact palette-stator dépend de 1'accélération normale et des
forces de pression appliquées 3 la palette., Si la machine volumétrique est

_motrice alors les forces de pressions maximales sont exercées au voisinage

du point 0, si la machine est réceptrice alors les forces de pression sont




maximales au voisinage du point 2. Dans les deux cas, la courbe statorique
relative & un cycle doit &tre définie de fagon & assurer une accélération
normale la plus élevée possible dans un des deux voisinages du rayon polaire
minimal ; or, dans ce voisinage, 1'accé€lération maximale varie de 1 2
ﬁn E A un.couple (Ko’ K,) donn&, pour augmenter 1e.minimum de 1'accélé~
min .
ration, il faut diminuer le rayon de courbure RCl mais ceci entraine un
accroissement de i'accélération normale maximale. Il convient alors de faire
le choix du rayon de courbure RCl arbitraire. Dans la suite, mous affecte-
rons & RC1 la valeur 0.7 qui conduit au point 1 2 une accélération normale
1
de 2.41 environ.
Compte tenu de ces valeurs, nous allons &étudier, dans le second

temps, 1'influence du rayon de ia sph@re R et, dans le troisiéme, 1'in-

fluence de la d&rivée seconde de 1'angle polaire aux points O et 1.

I11.4.4.2.3, Influence du rayon de sphére‘ R (tableaux III.3 et III.6 &
I111.8)

Rappelons les conditions aux extrémités de 1'arc Al

'—.amplitude angulaire 2 6, : g
- rayon- polaire : R =1,R = i.3
Py P,
~ rayon de courbure : R =1., R =0.7
c c
[o) 1
PP Ly . d%e d?e _
- dérivée seconde de l'angle polaire : — (0) = — (1) =0
: dr? dr

Pour l'eusemble des couples (Ko’ K,), une diminution du rayon
de sphére a pour effet d'accroitre les valeurs minimales et les valeurs

maximales de 1'accélération normale. Lorsque R, vaut RC1 on obtient,
min
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quelque soit le rayon de sphére, la valeur la plus élevée d'accélération

3 3 fa i@- = Q—Q 1 -_— ' 3 3 .
normale minimale pour P (o) dr (1) § c'lest 3 dire :

R qn . 9
min max
0.2 0.571
0.5 0.558
2.41
1. -0.546
5. 0.538

figure III.4

Le rayon de sphere R modifie peu le nombre de couples (Ko,

K,) donnant des résultats intéressants.

IIT.4.4.2.4. Influence des dérivées secondes de 1'angle polaire par rap-

port & r en r =0 et r =1 (Tableau 1II.9) :

Etudions, dans le troisi®me temps, 1'influence des dérivées se-—
H] 3

condes de 1'angle polaire dans le cas particulier :

— rayon de sphére : 1
~ amplitude angulaire : 61 =-§
- rayon polaire . ¢t R =1, R =1.3
. . po pi
- rayon de courbure R =1, R = 0.7
. co cl

- dérivée premi&re de 1'angle polaire : 92 (o) = 99 1y _
erivee premlere. e angle polaire P (o) I (1) 61




L . d’e d?e
On distingue, en fonction L et I, (— (o) et — (1)),
dr? dr?
trois zones :
-si L, <- L0 -7 ou Lo petit ou L, petit : apparition

d'un point d'inflexion dfi au sens de variation de 1'angle polaire (8

devient décroissante).

- si L, > o0 : le rayon de courbure minimal est positif mais inférieur

- si L, <o : le rayon de ccurbure minimal est &égal 3 R

ci
A L0 donné et pour L, croissant :
- 1'accélération normale minimale croit puis décroit ;
- 1'accélération normale maximale est constante (RC = Rcl) puis croft

min
(o < R <R ).
c . c1
min
A L, donné et pour Lo croissant :
- 1'accélération normale minimale croit puis décroit ;

~ 1'accélération normale maximale est :

. constante (R = R our L, <. o
consta ( .. Cl) P 1 ,
min
. croissante (o < RC < Rc1) pour L, Z o.
min :

Le résultat 1é plus intéressant est obtenu pour Lo compris
entre 1 et 2, et, L, =o (Ko = K1 = 1.), 1'accélération normale mini-
male vaut alors :

- 0.568 (Rayon de sphére R = 1)

- 0.584 avec un rayon de sphére R =.0.2,

K =K, =1, et L =1L, =1
o] 1 o
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Notons, de plus, que pour des valeurs de rayon de courbure mini-
mal légérement inférieures les résultats précédents peuvent &tre sensible-
ment amélioré&s pour 1'accélération normale minimale sans augmenter de fagon

considérable l'accélération normale maximale.

I1T1.4.4.3, CONCLUSION
Les conditions imposées d la courbe statorique ne permettent pas
de définir celle-ci par un seul arec.
La définition par deux arcs s'avére nécessaire. L'étude d'un des
deux arcs conduit aux conclusions suivantes :
- la dérivée premiére de L'angle polaire par rapport au paramétre
r en r =o0o et r =1 doit avoir une valeur voisine de l'amplitude
ongulaire de l'arc.
- le rayon de courbure de la courbure au point de rayon polaire maximal
. détermine le niveau d'accélération normale maximale.
- le rayon de sphére R doilt &tre suffisamment petit devant le rayon
polaire de l'arc projeté.
- la dérivée seconde de l'angle polaire par rapport au paramétre
r en r=o0 et r =1 doit quoir une valeur voisine de l'amplitude

angulaire de 1'arc.

I11.4,5, - APPLICATION DU RACCORDEMENT DE DEUX ARCS DE COURBE A L'AIDE
DE L’ABSCISSE CURVILIGNE

On définit la courbe statorique dans un plan.

Rappelons les conditions 3 satisfaire : (II1.17)

q(o)
q(1)

N
o]

]
ia
-




d d
5%'(0) - to'a%.(o)
d

Q= B

2 n 2 ,
L4 ) = 2 [ @12 + &, L2 (o)
dr? RCo dr dr?

a? T od d’s
L =g My, 2
dr? R dr?

Ccl

III.4.5.1. RAYON POLAIRE ET RAYON DE COURBURE DE LA COURBE STATORIQUE :

Le rayon polaire au point O et au point 1 est le module
de ¢ et q, respectivement. Les rayons de courbure respectifs en

r =0 eten r =1 sont R et R .
co cl

Les 6 coefficients a; ~selon (II.1l), compte tenu des con-

ds d?s

.. . ds d?s
—_— _ ———— ———— 1
ditions (II.17) dépendent de e (o), P (1), a5 (o) et 352 (1)

Posons :

.= pour la définition par un arc (cf III:4.3.1.) :

ds _ d’s B
dr (0) = Ko-é.Rpo ‘&'{_’f (0) = LO.(S.RPO
(111.19)
48 (1) = K,.6.% dzs()'L S.R
dr 1% P, dr2 100 P,

avec & = 7.
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~ pour la dé&finition par deux arcs (cf. III.4.3.2.) :

On n'étudiera que l'arc 1.

ds a2
== {(0) = K .8 R e = L .0.R
dr ° ) ) o dr? (0) Py
(111.20)
ds . a?
—a—f(l)“lxléoRp 'E‘-I:—Z“()—L.(SR
o Py
_ _ _ T
avec § = 61 = 62 =7

III.4.5.2. RESULTATS

I11.4.5.2.1. Définition par un_arc :

Les conditions aux extrémités (cf. III.4.3.1.) satisfaites, il
est possible de faire varier Ko’ K,, Lo et L.
Nous choisirons Lo =L, = 0.

Nous obtenons, en fonctions de Ko et K,

~ le tableau III;IO : a chaque couple (Ko, K,) sont associées ia valeur
minimale et la valeur maximale du rayon polaire.

= le tableau III.1ll : & chaque couple (Ko’ KI) sont assocides la valeur
minimale et la valeur maximale du rayon de courbure.‘

Le rayon polaire permet de distinguer trois zomnes :

- pour (Ko <1 et K1'< 1) ou (Ko = 0.4 et K <1.2) ou

(K0 = 1.2 et K, < 0.4), le rayon polaire maximal est &gal 2 Rp .
o




- pour K, = - KO + 2.2, le rayon polaire minimal est &gal a Rpo'

- pour les autres valeurs, le rayon polaire minimal est inférieur &

Rpo et le rayon polaire maximal est supérieur & Rpo"

Le rayon de courbure g8odésique change de signe lorsque K0 ou
K, est supérieur a 2.2.

La définition par un arc est peu commode car elle ne permet pas

At e 7

de contrdler simultanément le rayon polaire en--0 et le rayon polaire en

I1 est ici possible de faire varier le rayon de courbure au point

I (v. fig. II7.3).

111.4.5.2.2.1. Présentation :

Dans un premier temps, nous poserons :

d?s _d?%s

=42 (1) =0 ;

pour différentes valeurs de rayon de courbure RCl au point 1, les résul-
tats seront récapitulés dans les tableaux JII.12 3 III.16 en fonction

ds ds
de ar (0) et 'a—r- (1) (KO et Kl)'

Dans un second temps, nous choisirons le rayon de courbure
Rc1 et les dérivées premiéres de l'abscisse curviligne ; les tableaux

II1.17 et 1III.18 récapitulent les résultats en fonction des dérivées

seconde de 1'abscisse curviligne pour deux couples de valeurs (Ko, K.
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Les conventions concernant les tableaux sont identiques 3 celles

énoncées au § III.4.4.2.1.

III.4.5.2.2.2. Rayon polaire (Tableaux III.12 & 16).

On distingue en fonction de KO et K, trois zones caractéri-

sant le rayon polaire :

- R <R ¢ peur K et K

, @assez petits. Cette zone ne satisfait
Ppin po °

pas toutes les conditions exposes au § III.2.

- R >R : pour K assez grand. Cette zone n'est pas intéressante
p pi s
max
parce qu'elle ne satisfait pas la course que l'on impose (Rpl - Rpo)
- R <R <R_ . Cette zone est celle qui nous intéresse.

po p Pi

I11.4.5.2.2.3. Rayon de courbure (Tableaux III.12 3 16)

On distingue également trois zones en fonction de Ko et K,

- RC < 0 pour Ko ou K, assez grand.
min
- = ' = .
Rc . Rc1 pour Ko et K, de l'ordre de 1.4 (Rcl 0.5) pour
min
Ko = 0,6 et K, = 1.6 (Rcl = 0.9)
-0 < Rc < Rcl pour les valeurs non encore citées.




IT1.4.5.2.2.4, Influence du rayon de courbure en r = 1 (tableaux III.l?2
a II11.16) :
On peut faire les mémes remarques qu'au paragraphe IIT.4.4.2.2.3.

On choisira de méme Rc1 = 0.7.

I11.4.5.2.2.5. Influence des dérivées secondes de 1'abscisse curviligne

1

il

par rapport & r en r =0 et r

0.7 et :

[

On choisit R
cl

ds _ ds _ .
- a¥-(0) = E;-(l) = 1.2 ¢ :

On distingue (tableau III.17) :

- en fonction du rayon polaire

. une. zone oi R <R pour L, > 2 L +5
P_. po 5 "o
min
N 2 19
. une zone ou R >R pour L, <% L - —
p Dl 3 7o 3
max -
. une zone oi R <R <R pour
po p pl
2 19 9
=L - =< < = + 5,
3k T3 S <3 Lo

Cette dernigre répond 3 tous les crité&res imposés.

- en fonction du rayon de courbure :

+ une zone ol Rc < 0 pour L, > Lo + 9 ou pour Lo petit
: min
et L, grand.
7 _ 19 2 ,
. ¥ = — -——— < L, <= L +1i
une zone oil Rc ) Rci pour ¢ L0 g 1 T Ly
min
. une zone ot ‘0 < Rc < Rcl pour les autres valeurs.

min




ds _ ds _
—E(O)—l.f)s et ‘d—f(l)—O.SCS

On distingue de méme (III.18)

- en fonction du rayon polaire :

. une zone oii R <R__pour L, > 2 L + 22 ‘
P . po 4 o 4
min
. U > v J -
une zone oll Rpmax Rp1 pour L, 4 et pour L; < L0 5

. une zone oi R SR <R , Ppour Lo <4 et L, > Lo -5

ou pour L, < % L + 7

~ en fonction du rayon de courbure :

. une zone oli R <0 pour L, >L + 9
c . i o
min
5 5 3 3
. une zone oli R = R our = L - =< I, <=L + >
c . cp P 6 o 2 1 4 7o 4
min
avec L < 4,
o)
. une zone oiti~ 0 < Rc < Rc1 pour les autres valeurs.

min

Dans les deux cas, l'accélération normale minimale croit puis
décroit lorsque L0 et L, augmentent respectivement alors que 1'accé-

lération normale maximale décroit (jusque 2.41) puis croit.

R D,

Pour une accélération normale maximale de 2.41 (Rc o1

min
on obtient pour l'accélération normale minimale :

ds ds
0.583 avec i (0) = o (1) =1.2 6

et — (0) =0 , — (1) = 6
dr? dr?
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ds - ds -
- 0,595 avec i (0) = 1.6 8 oy e (1) = 0.8 86§

d?s _ a’s

et gz (O =gz (D) =

|
(@]

IIT.4.6, - conNcLUSION DU CHAPITRE 111

De 1l'examen des résultats, €1 résulte que la définition par le
raccordement de deuvx arcs de courbe d l'aide de 1l'abscisse curviligne donne
des valeurs extrémes de l'accélération normale les plus voisines de 1
(0.595 et 2.41), contrairement & la définition par projection stérdogra-
phique (0.584). D'autre part, la définition 4 l'aide de l'abscisse curvi-
ligne utilise des coefficients vectoriels d deux composantes clors que la
définition par projection stéréographique nécessite des coefficients vecto-
riels a4 trots composantes. De plus, les conditions de position, de tan-—
gente et de courbure sont plus faibles d introduire dans la définition
a l'aide de 1'abscisse curviligne.

~ Cect nous conduit d retenir comme méthode en vue de la création
d'une courbe statorique la méthode de l'abscisse curviligne.

Il importe de remarquer accessoirement que pour rendre les dé-
finitions précédentes indépendantes du repére choisi, tl convient de Llier
les variations de la coordonnée sphérique (définition par projection stéré-
ographique) et les variations de l'abscisse curviligne (définition A l'aide
de l'abscisse curviligne) d celles du triédre de SERRET FRENET.
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Valeurs extrémales de 1'accélération normale en fonction de K et K
(o] 1
avec L =L =0,0 =0,0,=6,R_ =1,R =1.3,R =1.,R =0.5 =
o 1 7o T P, P, ’ <, * e,y Rsphére .
001, 0.2 0.4, 06, 0.8 4 1 1.2, 1.4 : 1.6 , 1.8 . 2
} 0,138 | 0,491 |
0,4 '
| 3,38
B , !
]
0,267 0,254 0,287; 0,350| 0,478 ! 0,633 i
0,6
2 l '
140 6,44 3,84 l 3,38 i
i |
] I '
0,501| 0,488] 0,5 | 0,536| 0,603 ! 0,648 i
0,8 i
[} ]
168 6,74 | 3,87 {
]
i ; ‘--"-J
0,622| 0,605| 0,608, 0,625| 0,647 | 0,59 i
1 ' |
204 7,15 | 3,87 ¥« 3,38 i
- {
A ' I
4 o | 0,89 | 0,673 0,664| 0,88 ; 0,83 | 0,475 I
o v !
251 7,6 4,1 3,4 } 3,38 i
o e d
| I -|0
1.4 | 0.731] 0,71 | 0,889 0,651} 0,541! 0,291 |
’ l .
315 8,1 4,23 | 3,42 4 3,38 ]
1,6 | 0,753l 0,722| 0,674] 0,57 | 0,383:
402 8,65 | 4,46 | 3,45 ; 3,38 :
- ' \
4 g | 0.353 0,691 0,572 0,375 0,0513
’ I ]
525 9,63 | 4,82 | 3,6 3,38
1-=== [ S I
) 1 0,468 0,302
' i
b 11,1 5,51 )
- N B
2,2
2,4
2,8 o
,j//?“
2,8

Tableay III.1




Valeurs extrémales de l'accélération nornale en fonction de

_88_

Ko et K1
K, avec L =L =0,0 =0,0,=6,R_=1,R =1.3,R =l..R =0. =
) 1 c o 1 2 Tp "Y1 P, P, ' <, ’ ey 6 sphére °°
K 0.01 0.2 0.4 0.6 0.8. 1 1.2 1.4, 1.6 1.8 .2
o] -1 Y 2 - : ] < ; N -
‘ !
| ]
0.4 RC <o |13,'178 0,473 iR >O'
, min ) b Crg
) 2,82 .
U P PR UM I OO | R
g g 0-267 (0,248 | 0,261 | 0,292! 0,388. 0,475' 0,577 :
= R <G
140 |6,24 |3,52 | 2,92 ' R, R, b e s
' min ] min
g ¢ 0,507 | 0,482 | 0,483 0,496" 0,532! 0,577' 0,556 i
4 L
i
168 6,6 3,62 2,91 | 2,82 !
] , !
0,622 | 0,602 | 0,596 | 0,597} 0,502. 0,557' 0,468 :
1 o "
204 6,99 | 3,72 2,95 i 2,82 )
| ——
1 r !
0,68 10,67 | 0,855 | 0,644, 0,612| 0,524 0,317:
1,2
251 |7.42 |3,83 | 3 ! {
! I
| 0,557 0,508 0,074
0,731 {0,708 | 0,682 | 0,642} 0,5571 0,388| 0,074
1,4 | |
3,5 7.9 4,02 3,06 1 1
- { -— |l
[ |
0,753 | 0,721 | 0,672 | 0,5791 o,414| 0,319
!
1,6 i
402 |8,42 4,28 | 3,2 | 2,82 :
R R
0,359 | 0,691 | 0,581 | 0,408 G,1451
1,8 ' t
525 9,52 | 4,71 3,49 | 2,99 :
.-...__...i i .___._J
10,478 | 0,326 | 0,06 |
2 t i
110, 9 5,45 4,11 :
]
2,7
2,4
2,8
-y ){
2,8

- .t

- e




K,

0,4

1,2

1,4

1,6

2,2

Valeurs extrZmales de 1'accé&lération normale en fonction de Ko et K1
avec LO=L1=O,GO=O,61=6,RPO=I,Rpl=l. 3,Rc0=1.,RC1=0.7 sphére=
0.01, 0.2, 0.4 , 0.6 ., 0,8 , 1 1.2 1.4 1.6 , 1.8 : 2
, : . : , —
' 0,134' 0,37 | :
!
f i
Romin ’ 2,41 | !
I
- e e T
2 i e B ER T ; 1 !
0,267] 0,244 | 0,243 | 0,25 | 0,285! 0,345 0,425' 0,464 !
| | z
140 6,16 | 3,36 2,85 | 2,43 ! |
| ‘ } ! Cmin
0,501| 0,479 | 6,471 | 0,468 0,481: 0,4981 0,503 ' 0,423 :
168 6,5 3,45 2,69 | 2,44 2,41 |
; r r“‘“J
0,622 0,6 0,588 | ©,576] 0,5681 0,546| 0,477‘ 0,304;
!
204 | 6,88 |3,54 | 2,74 2,45 ! 2,41 !
! A ;
N e} |
0,69 | 0,669 0,848 | 0,626 0,591] 0,519\ o,371| 0,099:
|
251 7,3 | 3,7 2,81 | 2,46 | 2,41 :
n
- ] 1 i_u—w
0,731| 0,707 | 0,677 | 0,633) 0,554 0,412} 0,171
I i
315 2,76 | 3,91 2,91 | 2,51 2,41 |
——
- . -
0,753( 0,72 {0,889 | 0,582 0,434' 0,201]
[
402 8,31 | 4,19 3,12 | 2,66 ‘ 2,43 1
N
) ! .
0,36 | 0,692 {0,586 | 0,492 0,589,
|
525 9,44 14,63 3,47 | 3,02 |
4. R
|
| 0,484 {0,344 | 0,102
10,8 5,42 | 4,15 |
-t '———————_-—.——.———
R R
Pmin - Po
Cmin

2,4

ol V. R

T T T -y



K,

K
.0

1,2

1,4

1.6

1,8

2,2

2,4

Valeurs extrémales de l'accélération normale en fonction de KO et Kl
avec L =L =0,0 =0,0,=6,R =1,R =1. =], =0, =
071705 0,70, 0,78, R ,Rp1 1 3,RC0 1 ,RCl 0.8 Rsphére 1.
{ L] Q6 ‘8 2
0.01 0.2 0.4 = 0.6 0.8 1, 1.2 1.4 i 1. 1 ,
!0,159 0,137§
R <0 ]
' Cmin b2,
I i
uln qup <un -——--———nc‘——-—--»-‘-n- NS AU VR A A =]l ’
0,267 | 0,241 | 0,23 |0,218 | 0,224 : 0,248| 0,281 0,306' 0,274 0,083Q%
R, =R, J
140 6,09 |3,24 [2,5 2,22 1§ Coin  °1 !
|
b e wm - e ane
- T I T T
0,501 | 0,477 {0,461 | 0,447 | 0,443 | 0,436§ 0,419 0,385' g,2221!
i
168 6,43 |3,32 |2,55 |2,24 2,11 | 2,11 i
R =
0,622 {0,599 {0,581 |0,56 10,539 | 0,505 0,439] o,3o5| 0,058 i
J 2,11 |
204 6,8 3,45 |2,63 |2,28 2,12 1 I
} r — o od
0,68 |0,668 |0,644 {0,615 {0,573 | 0,5 | 0,37 l 0,149
! [
251 7.2 3,63 (2,71 |2,34 2,13 | 2,11 i
|
l "F”‘J
0,731 | 0,706 {0,673 {0,626 |0,548 | 0,416 0,204,
1
315 7,65 13,83 |2,86 |2,45 2,23 | 2,21 ¢.
'_....__l
0,753 {0,719 {0,667 |0,581 {0,444 | 0,23 | <
: ! RC 0 Po
402 8,27 (4,15 |3,08 |[2,67 | 2,49 | min
PRI |
0,36 |0,6%2 {0,589 {0,439 |0,22
525 9,37 |4,62 3,48 |3,08
j I ——d
i
! |
;0,48 10,357 10,127 i
' i
] (o:8 _15.43 _{4.2_ 4
gys
LiLLE
§ g

2,8

Tableau IIT 4




Valeurs extrémales de 1'accélération normale en fonction de K, et K - 91 -
m], = ey Jymg K a] R R =], ,R = 0.9 ™),
K, avec Lo L 0, Q¢=0,M S,Rpo l.?pl‘lﬁ R, Re Rsphére.
0.0l 0-2 0.4 0-6 008 . ] : 102 1:4 1.6 !n8 B 2
: 2 4 % 2 [ ! (1 i }
0,4 v P\Cmin <
e = o GEY I ea SR e —'-—V--‘-——~ YT GRER iy Gy Gm— -—‘r “-l-——r - GRS GG GRS  eam Wed
: l L
0.6 0,287 0,238} 0,219 0,194 0,177 0,173} 0,16 ¢ 0,142 1 0,086 |
’ | - Re. . =RC’“'
140 6,04 | 3,15 | 2,42 | 2,11 | 1,95 | 1,85 | min "C3
' !
0,50 0,475| 0,454 0,431| 0,411} 0,383} 0,3451 0,272 0,135
0,8 : { .
1,68 6,37 3,24 2,48 2,15 1,97 1,88 : 1,88 !
v TTTTT T
0,622 0,588| 0,576 0,548] 0,516 0,471} 0,384 | 0,263 | 0,033
! |
204 6,73 3,4 2,55 2,21 2,01 1,9 1,88 1,88
r--.--—l
0,68 0,667 0,64 0,606} 0,557| 0,478 0,352 0,141:
!
1.2 251 7,13 3,57 2,67 | 2,28 2,08 1,99 1,95 |
-
t
0,731 0,705 0,67 0,62 0,54 0,412 0,211i
1,4 '
315 7,56 3.77 2,83 2,44 2,26 2,2 :
O —
0,753 0,719| 0,666 0,581} 0,446 0,244:
1,6
’ §
402 8,23 4,11 3,08 2,68 2,56 1
L -—*J
. P
0,36 0,682 0,592} 0,446 0,234¢
{
T8 525 9,33 | 4,6 | 3,5 | 3,14 |
-d o o o - v
{ 0,493, 0,367| 0,16 i
'
2 :10,7 5,43 | 4,24 ;
o b e emd = = d
2,2
2,4
- ¥
2,6
ST
i ey
.
2,8

Tableau III.5




Valeurs exirémales de 1'accéliération normale en fonction de K, et K,

T L

- = = = =1, =U. - -0.2
(. avec Ly =1y =0,0 =0,0 =3, Rpo ey R 1.3, Rco 1., Rc1 0.7 R pare
K 0.01 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
o L N L 3 ; R | ] 4 " ]
< ! 0,017’ 0,1351 0,297' 0,415 '
0,4 Rg , l
Cmin 2,41 |
' E
e ewze  pams e mm e  mme e - e eoow -c-.‘— l
B o l l '
0,379 0,358| 0,352| 0,347 0,63, 0,394 10,437 1 0,471 | 0,407 '
0,6 - i
164 6,99 | 3,65 | 2,87 | 2,48 Re o = Rey ,
¢ H
0,575\ 0,556| 0,545| 0,535| 0,534] 0,535 | 0,523 ID,463 |0,302 X <o
0.8hg7 7,30 | 3,75 | 2,94 | 2,49 ! 2,41 | “Cmin
}
- i i
' !
0,679 0,675| 0,74 | 0,625 0,605, 0,571 | 0,5. [0,382 |D,118
L PV 7,83 | 3,85 | 2,9 2,52 , 2,41
l . S
! ) H
0,732| 0,712| 0,688 | 0,658 | 0,61 ! 0,527 | 0,38 0,171,
1,2 | ! ]
296« 8,31 | 4,07 | 3 | 2,56 1 |
1 o
: [ u
0,763| 0,736| 0,698 | 0,638 | 0,542 0.4 0,19 |
1,4 | i
371 8,85 | 4,31 | 3,14 | 2,84
—— e
i
0,568| 0,723| 0,645 | 0,537 | 0,384 | 0,168 |
1.8 14,35 9,51 | 4,84 |3,38 | 2,8 |2,5 |
- s See m -~-‘J
, 0,579 0,481 | 0,323 | 0,09 1
! ! R <R
1.8 10,8 | 5,14 |[3,74 |3,15 Pmin ©
o I ——t e
I 0,233 0,146 ¥
2
h2,4 5,01 :
- | I I |
2,2
2,4
2,6
2,8
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Valeurs extrémales de 1'accélération normale en fonction de K, et K;
avec L =1, =0,6_ =0, 0, =6, R_=1., R_ =1, =1, =0.
0.01 , 0.2 , 0.4 0.6 . 0.8 , 1 . 1.2 , 1.4 1.6 1.8 ,
| D,127l 0,33 l 0,411 o
R < ] ' '
“min ' 2,41 I
' |
J
0,324] 0,302 0,298 0,298| 0,323l 0,367 0,427} 0,4681 0,37 :
!
0,8 hs2 6,56 | 3,5 2,76 | 2,45 R. . =R i
_ | Cmin C1 _l
ol ool o
0,539 0,518] 0,508 0,501| 0,507V 0,515 0,512 0,446{ 0,251 |y
0.8 hs2 6,93 | 3,59 | 2,76 | 2,46 ' 2,41 bR, <o
l ] min
b . !
i !
, 0,649 0,629 0,614] 0,601| 0,586 0,558‘ a,489 0,339‘ 0,048 0t
l ] (RS (S
1 221 7,341 3,869 | 2,81 | 2,48 : 2,4 \ Ppin °
PR |
T H
0,711 0,891 0,669 0,643| 0,602 0,523 0,383 0,1411
1,2 i 2,41 !
273 7,79 | 3,88 2,9 2,51, !
- - —dd
0,747 0,722 0,685 0,6338| 0,55 | 0,408 10,184 :
[ERA VY. 8,28 | 4,1 3,03 | 2,57 1 i
- - = == .
0,725 0,726 0,664 0,564 0,414] 0,187
1.6 hag 8,89 | 4,41| 3,23 | 2,73 2,45:
/--—J
0,141 ©,651 0,541 0,38 0,144
1,8 569 10,1 4,88 3,6 3,08 |
j 0,368| 0,254 0,018}
2 '
{11.8 5,7 4,27 4
- | U PR U |
2,4
2,6
2,8
T (”Rx
} ﬁ#;%
\lictg [/
N

Tabhloar TTT 7




Valeurs extrémales de 1'accélération normale en fonction de K, et K, - 94 -

0.01 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1,2 1.4 1.6 1.8 2
n 2 1 1 [ : ; A i ) i . 1
; ) 0,152| 0,404 !
0,4 R < g t
. o !
min ' 2’41 l
B ]
0,223 0,2 0,201 0,214:'0,258|>0,332| o,429| 0,458 l
0,6 ' : I r <
1,21 | 5,88 | 3,26 : 2,41 | Cmin ©
L —— o :
- ]
0,472 0,449 0,442 0,444| 0,463, 0,488' 0,498 0,4 !
0,8 o '
158 6,2 3,35 | 2,64 | 2,42, 2,41 '
- § [ PR
0,601] 0,579 0,567 0,558] 0,5541 0,538 0,4681 0,27
l- i . ] _
192 6,56 | 3,44 | 2,69 2,43 i Re.o = Rg
0,675 0,652 0,633 0,613 0;582: 0,14 l 0,359I 0,057E
1,2 _ . , .
236 6,96 | 3,58 | 2,75 | 2,44, 2,41 y
' ' . . ==t
0,718 0,695 0,667 0,628 _o,554: 0,414 _0;158:
1,4 :
296 7,39 3,781 2,85 2,47t 2,41 i
» _ -——r -
| 0,743 0,713 0,669 0,59 | 0,448 0,90%
]"6 . N .
- |378 7,91 | 4,04 3,04 | 2,62 2,441
_ | oY
0,508 0,702 0,611 0,457 o,zld
1,8 ' : i R < og
> 1494 | 8,97 | 4,46 3,38 | 2,98 | _ Pmin
o - - ' o e wd ' : 4
|
1 0,558 0,404 0,156]
2 }
110,3 | 5,23 4,051
— .— ————— i e Gum -J
2,2
2,4
2,6
2,8 ‘ ‘ ‘ “!!E'|

 Fableau III.8




Evolution de 1'accé
fonction des dérivé

-
or
er
8

.
2
e

ation minimale et de 1'accélération maximale en

secondes de 8 par rapport a r

ey

sphére
8= = R =1 Re = 1 98
P ‘po CO = a—l:‘ {o) =68
’ dB
R, = 1. - a8 .
o, 3 Rg, = 0,7 = (1) =8
Ly
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
2 2 1 Il H 1
1
] :0,0867 0,161 410,233 | 0,296 | 0,252 0,391
- !
R, <O booo2,m 12,48 | 2,62 | 2,79 | 3,06
min __'
r- l i
4 10,0566 0,155 0,24 10,307 0,361 | 0,41 | 0,453 0,49
.-
= 17
N Romin = Req l2,49 2,64 | 2,83 | 3,12
- -“-L
6.1 L0200 ] [ o
_3 ! 0,1 lo,2041 0,281 0,353 0,411i0,46 0,498 | 0,532] 0,564
' ]
! 2,41 12,5 2,66 | 2,88 | 3,19
i ‘ _.._l o
. | 0,106 0,2191 O,SDB' o,aa] 0,442: 0,48 |0,531 | 0,568 | 0,596| 0,62
i 2,41 : 2,42 12,52 2,67 | 2,83 | 3,25
[ | 0,204 0.98 | 0.409 0,504
-4 {o0,089| 0,195 0,299 0,38 | 0,447 0,504 0,549/0,588 | 0,618 | D,646| 0,668
2,41 y 2,42 12,53 | 2,72 | 2,98 | 3,33
| | | B —
0,13 | 0,251 0,348 0,427 0,491 0,546; 0,58 |0,628 | 0,658 | 0,683 | 0,704
}
0
2,41 V2,43 |2,55 | 2,76 | 3,04 | 3,45
I
|
0,158 0,27;] 0,37 I 0,449! 0,514 0,568, 0,614|0,653 | 0,685 | 0,712 | 0,733
1 .
2,41 V' 2,43 12,58 | 2,81 |3,14 | 3,59
. | SO
0,457 - 0,273| 0,358l 0,416 0,514 a, 588: 0,616|0,656 | 0,692 10,721 0,7
2
‘ 2,41 ! 2,44 |2,862 | 2,89 |[3,25 | 3,73
. I
0,129 | 0,247| 0,343 0,423| 0,49 l 0,544} 0,591|0,628 | 0,653 | 0,653 0,598
| .
3
2,41 | 2 2,68 2,97 | 3,37 | 3,94
10,076 l 0,195l 0,2941 0,377 0,441 0,498' 0,537|0,566 | 0,576 | 0,55 | 0,46
4 |
2,41 | 2,5 2,76 | 3,1 3,56 | 4,24
b hadiadiadiy | T t
; 0,117I 0,21el 0,304 o,saﬂ 0,4211 0,457(0,475 | 0,465 | 0,413 0,283
5 ) 1 ‘ 4
RCmiﬁol . ! 2,61 [2,88 3,77 | 4,51
P 2,41 1

Tableau III.S




mayuils poiaires extremaux en fonction de I (o) et = (1) - 96 -
5 ir dr )
S - = = = = =
K4 avec 8;7-[0 et 1) = 0 et 80 = 0, 81 T ., RpO 1, RCO 1, ch 1
Kg 0,01 0,2 0,4 0,6 ; 0,8 1 1,2 1,4 1,6 1,8 2
[y [] 2 3
1 ]
0,203\ 0,295 {0,393 | 0,492 ‘0,594 0,695 10,805 ;0,908 |0,978 |0,999 :1
0,4 1 11,02 [1,1 1,22 11,3863
! |
, ‘ ol -
0,304‘ 0,396 {0,492 0,589 lo,sas 0,78 lo,893 |0,878 {0,999 1 1
0,6 I !
1 41,001 {1,05 ]1,159 11,286 |1,427
I r aas eww ow |l mm om om
0,410 io,499 !0,534 0,689 !0,785 0,885 |0,976 : 1
0,8 ‘ ' [] - | .
1 ~lﬂ,014 1,111 '1,229 )1,555 i1,492
-
| I | r
0,512 | 0,606 |0,698 '0,790 l0,885 10,982 | 1
b
1
1 11,084 {1,181 |1,306 {1,429 [1,581
0,629 10,715 |D,805 :0,893 0,976 1
!
1,2 1 :1,001 1,014 ;1,084 11,178 1,279 11,388 |1,505 |1,631
oupm — —— = - - -—uip o J
0,743 |0,825 |0,306 |0,875 | 1
!
1,4 1,004 {1,007 {1,018 }1,05 §1,111 }1,191 |1,279 1,374 11,476 ]1,588 11,705
4 | :
0,854 {0,923 {0,978 |0D,999 : 1
1,6
1,037 [1,06 [1,1 1,159 :1,229 1,306 |1,388 11,476 I1,571 r,572 |1,7a4
‘ \
0,948 |0,986 |0,999 , 1
1,8 i
1,122 11,168 |1,222 1,286 |1,355 11,429 11,505 1,586 1,672 h,767 |1,889
- vl S ;
0,995 4 1
2 !
1,248 ;1,301 ‘1,383 |1,427 1,492 |1,561 !w,831 1,705 |1,784 h,869 r,983
gy ean wm -—l - "
1 N
2,2 ' ' ,
1,398 11,455 lﬁ,515 l1,578 l1,839 l1,703 |1,768 1,834 l1,906 1,583 F.DBB
1
2,4 - ‘ A
1,564 11,521 ’1,88 ]1,74 I1,798 ,1,856 |1,91B |1,978 2,039 |2;1o7 l2,182
1,741 ]1,8 I1,858 11,914 |1,958 ‘2,021 ]2,075 |2,13 2,186 ]2,244 12,309
1 uur
2,8

1,937 J1,99 [2,047 l2,1'

l2,151 |2,199 I2,248 |2,295 ' 2,345 '2,398 l2,45

- -




1,6

1,8

2,2

2,4

Valeurs extrémales de 1'accélération normale en fonction de g% (o) et g%f(q)
d”s
— = = = = . = = - 97 -
) Ky avec o2 (o et 1) o et By 0, B1 =T , Rpy=1, RCo 1, ch s Rpl=l'
o 0,01, 0,2 , 0,4 , 0,6 ,0,8 , 1 12 1,4 ,1,6 .1,8 2
0,4 0,345
3,05
0,6 0,505} 0,201
2,59 3,73
0,503{ 0,628 0,429} 0,221
0,8
R, < Rg v
min . 1,54 2,24 3,27 4,75
- 0,557 0,714} 0,552| 0,283| 0,203
1,37 2 2,93 4,27 | 6,23
12 0,857 0,748} 0,827} 0,489] 0,353{ 0,197
1,37 | 1,92 | 2,74 | 3,86 | 5,76 | 8,42
1,4 O,BDE‘ 0,714 0,627 0,572| 0,468 0,352| 0,203

1,54 2| 2,74 | 3,88 | 5,52 | 7.99 |11,7

0,624 0,552 0,499| 0,468 0,452| 0,356 0,214
2,24 2,83 3,86 5,52 7,9 11,5 17,2

0,505 0,429 0,383} 0,358| 0,352{ 0,356 0,366 0,237
2,598 3,27 4,27 | 5,76 7,99 11,5 17,3 2,67

0,503 10,345 { 0,261 0,221 0,203] 0,187| 0,203 0,214| 0,237 0,271
2,6 3,05 3,73 4,74 6,23 8,42 |11,7 17,2 26,7 44,2

b = o wm e o oo e e e e .

oo —— O N - = -

) 0,008 0,006l

l .
6,8 g,02 |
L L
R < 0
cC .
min




Valeurs extrémales de 1'accélération normale en fonction de

.._98..

KO et Kj
0,=0 Rp,=! Rco=1
kil
avec LO Ly 0 9 5 RPl 1.3 Rcl > ‘
0,57 !
0,4 57
3,38 !
N l
0,6 0,651 0,449:
i R <o
c .
1 min
{
R <R 0,597 | 0,624 0,385 | 0,025
- 0,8 F’min Po ' : iy {
3,38 _ :
o, 566 | 0,638 | 0,536 0,35 , 0,088 !
1 | I
_ ' 3,38 ]
! |
- ) '
. 0,602 0,638 | 0,587 l 0,481 0,33 l 0,089 |
s i . l
3,45 : 3,38 |
i 1
‘4 0,581) 0,63410,647 ,D,BDQ lo,54 l 0,447 | 0,318 | 0,101:
6,14 | 3,92 ! 3,38 I 3,38 |
1 L !
. : I ‘ ,, ' |
1 |0-577 |0.638 | 0,67 | 0,66 :0,52 0,568 10,504 | 0,426 | 0,317 1 0, 109 |
R ] . ‘
521 11,6 | 5,05 | 3,43 | 3,38 13,62 ,
1 g |8-701 {0,699 | 0,67 1 0,629|0,585 |0,535 |0,481 I 0,415y 0,321 | 0,112 |
s ] -
| |
373 |8,22 | 3,85 | § 3.38 |4,87
- {_._ -od ! ......._...J ;
B
10.713 {0,676 | 0,535’ 0,59410,553 0,511 [0,466 | 0,411 0,332 | 0,11 ,
2 ]
]
154 |4,86 | 3,38 13,68 | 4,7 |s5,95 |
. — — — e e e . |
’ 1
: 0,602| 0,566| 0,531|0,485 0,457 | 0,414( 0,351 | 0,007 |
2,2 "
| 3,43 | 3,45 | 3,63 |3,95 |a,a8 | 5,37 | 7.1 i ,
-] e mm =y — : i
10,046 10,222 (0,313 | 0,37 | 0,374 [0,081 |
]
]
2,4 15.55 (6,11 (7,12 | 8,74 |12,4 P1.7
v~ L- G MR TEN. W GRn G GNG WD G GaN W G G2 @0 wum G _'--~-~—J
2,8 R > R ST
' Pax Pq {70
Y.
\\’ ser
- e
2,8
0.01 - 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1 1.6 1.8 2
L 1 1 1 1 M 1 H
K
o A Tableay IIT 12




Valeurs extrémales de 1l'accélération mormale en fonction de K, et K, -9 -
8=0 Rp,=T R, =1
" 1.3 ° 0.6
avec Lo =Ly =0 61~——2- Rpl— . Rcl— .
| i |
i 0,506
0,4 ! {
¢ 2,82 i
!
- ! "
0,6 40,608 | 0,392 :
|
$ 2,82 IR, <o
} { min
r- = |
t0,577 10,555 | 0,331 4
0,8 Re < RDO | J |
min
! 2,82 i
- i L__o..;
0,574 40,59 |0,483 |0,294 0,277
1
'
2,85 : 2,82 '
I . o
0,534 :0,608 lo,547 Io,433 10,273 i
1,2 ! ]
3,16 | 2,82 |
I !
l0.562 |0 503 0,261 !
1.4 0,581 | 0,628 | 0,629 10,582 10,503 10,4 [ 0,261 |
!
6,01 | 3,75 |2,84 ! 2,82 i
- d - —— e
[ P R it A1 €5,
1.6 | 0,577 | 0,633 | 0,666 | 0,65 10,605 | 0,545 |0,472 |0,381 10,253 {0,237 i
531 |11,4 |4,9 {2,166 | 2,82 12,94 3,93 |
, g | 0-701] 0,498 | 0,680 ;0,521 0,572 10,517 |0,452 20,372 0,254 !
, . ’ ' 1
373 | 8,14 | 3,72 : 2,82 . 3,12 [3,91
L e e '
| r~ . '
0,713 0,675 0,633 | 0,589 10,543 | 0,495 10,44 0,371 |0,255 |
2 { :
I : _
154 | 4,66 | 2,87 | 2,82 ;2,84 3,11 |[2,56 {4,28 |5,45 :
——__..-_-_..a' ———dd 1
. : i
10,6 | 0,561 |0,52 |0,46 0,434 |0,375 |0,265 |
2,2 .
13,56 | 3,66 ’3,98 4,43 |5,1 |6,27 |8,2 :
- L-— ————— ———— '..-,'-i ']
2 4 | 0,355 | 0,384 |0,282 :
! !
I 8,06 [10,2 |14 .
N PR [ SR
2,6
> R
Re.. <O "o 7 Fp,
min maxi
2,8
0.01 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
i [} 1 1 : i 1 3 L]




' - 100 -
Valeurs extrémales de l'accélération normale en fonction de Ko et K;

8,=0 Rp, =1 Rc°=1
0 0y== R =1.3 R =0.7
avecg LO = L1 = 1—‘2' Dl_ . C]—l . :
i - !
0,4 l 0,463 '
! 2;41
i 1
. : !
I
0,569 | 0,355
0,6 | IR <0
c .
‘ 2. 44 1 min
1 ’ |
- - ; l l
0,8 o <R 0,557 l0,512 0,297 ,
P b ,
min o 2,43 : 2,41 '
- — L,nj
1 0,583: 0,558 l0,446' 0,26 ’ o,noq
| (|
2,6 2,41
L l 1 T 1
: |
12 0,587 0,588: 0,519 ’0,399 0,237 g |
» ) ‘
3,05 2,43_J 2,41 l?,57 !
14 0,582 ] 0,623 | 0,617 ,o,sssi 0,479 | 0,369 | 0,224 |00005 §
i i
5,91 | 3,67 | 2,68 | R = R 12,54 13,27
J min oy -
5 B T A
1.8 15,577 0,638 | 0,664 | 0,644 10,595 0,529: 0,45 |0,352 | 0,212 ¢
. | U
521 11,2 | 4,81 | 3,08 | 2,41 V2,41 2,86 |3,28 |
B GNP SER R W ! .
0,701 | 0,697 | 0,664 | 0,616 | 0,563 | 0,502 | 0,431 | 0,342 | 0,205 :
1,8
373 8,09 |3,68 |2,57 2,41 {2,568 |2,81 |3,46 |a,35 !
|
]
0,713 | 0.875| 0,631 | 0,584 | 0,536 | 0,483 | 0,42 |0,34 |0,2 i
2
154 4,65 | 2,96 (2,84 [0,303 (3,39 (3,94 (4,75 |6.1 :
_ I
> 2 i 0,557 10,514 | 0,469 | 0,416 | 0,344 |0D,196 :
2 ' .
| 3,81 |4,2 4,77 |s5,85 |6,99 |g,26 !
e b e ] I
| |
2,4 | R > R (.
‘ Pmax DD :
| '
- l—- - G W G e e e wmw e weme e
2,6 7 5ES
min
2,8
'0.01 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

K 1 i 5 | ] eed 1 1 L ]
o O/ﬁ - ’ Tahtle=si TTT 14




- 101

0.8 1

1

Valeurs extrémales de l'accélération normale en fonction de K, et K;
0,=0 =1 R, =1
o Rpo CO
i = 0,8
= = = oo =103 R = ’
~avec L, =1L, =0 61 ) Rpl cy
H ¥
'0,436 |
0,4 | |
2,11
!
i |
0.6 0,54 :0,327 :
R - R 2,12 12,1 =
F’min Po - e !
- ' '
0,54 10,483 0,272 ‘
0,8 } _
2,31 i RCmin B RCq !
| i
] l i
1 0,554 (0,536 10,42 0,237 i
|
2,59 (2,14 V2,11 !
0,581 {0,574 ;0,498 10,378 10,212 !
1,2 i t i
3 2,36 | 2,11 2,219 |
y LL‘———_-J ..'
| !
1.4 0,582 }0,619 | 0,08 0,548 (0,481 0,347 (0,197 i
’ : ' ¢ R <0
5,54 3,63 2,66 2,16 2,11 2,31 2,74 min
|
'
1.6 0,577 0,639 {0,662 |0,639 | 0,587 {0,517 |0,434 0,330 |0,185 {
r l l
521 11,1 4,78 3,07 2,38 12,28 2,48 2,89 3,53 {
f
1.8 0,701 | 0,697 | 0,662 0,612 |0,556 (0,492 0,416 |0,312 (0,172 :
373 8,05 3,67 0,265 |2,54 2,75 3,15 3,77 4,72 |
i
0,713 {0,674 | 0,529 |0,581 {0,53 0,474 |0,406 |0,317 {0,158 |
2 1
154 4,67 3,03 2,94 3,18 3,61 4,23 5,15 6,63 I
i Ry R
l ! R < R
i I | -
2,2 1 Praxi P1
¢ R >0 |
b Cmin ‘ I
- Lo |
' I
2,4 : |
; . I
!
: Py
2,6 { 7ty
)
2,8
0.01 0.2 0.4 0.6 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Tabkh1Tms1s TTT ALC




Valeurs extrémales de 1'accélération normale en fomnction de Ko, et Kj
0,=0 Rp,=1 R, =1
ki
= = = e =1, R =0,9
avec LO L1 0 @1 5 Rpl 3 ey ’
|
0,412
0,4 i
1,8 i
- SR |
i
15 3
0.6 0,518 40 BDEJR i
| 1 c . Cq
2,07 311,88 i min
- R < R T
FJmin Fo |
g,8 . 0,527 { 0,461 | 0,254 |
2,3 1,94 [1,88 tR_  <g
: Cmin
1 0,546 { 0,52 0,401 10,22 :
2,59 2,13 |1,9 |1,98 !
- |
1.2 0,576 | 0,562 0,483 | 0,358 0,195 :
2,99 |2,37 |2,05 |o,208 2,3 °
]
1.4 0,581 10,617 | 0,601 | 0,538 | 0,448 | 0,331 |0,178 :
6,78 3,8 2,67 2,24 2,21 2,46 2,84 :
0,577 0,639 0,661 | 0,635 {0,581 {0,508 {0,422 0,313 [0,165 |
1,6 i
521 11,1 4,76 3,07 2,45 2,4 2,64 3,07 3,75 {
{
. |
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CHAPTTRE 1V

SURFACES DE L‘ESPACE EUCLIDIEN

IV.1. - DEFINITION PARAMETRIQUE D’UNE SURFACE.

IV.1.1. - POSITION DU PROBLEME

En technique, certaines surfaces ne sont pas définies analyti-
quement. On peut néanmoins, pour les matérialiser ou les traiter numéri=-
quement en donner une représentation définie par une fonction polynomiale

a4 coefficients vectoriels de deux variables réelles r et s. Les coef-

ficients vectoriels sont déterminés pour satisfaire :

- des conditions de passage en certains points,
~ des conditions de continuité jusque 1l'ordre p (&f. annexe IT)

- d'éventuelles conditions supplémentaires en les points de pas-

sage.

- Le degré de cette fonction doit étre choisi de fagon 3 assurer

globalement la continuité d'ordre p et Zocalement les conditions en cer-

‘tains points.

De méme que pour les courbes, la fonction polynomiale ne peut
comporter trop de paramétres pour faciliter le traitement numérique du
systéme d'équations régissant la surface et éviter les instabilités de
forme. Il est donc nécessaire de découper la surface en carreaux succes-
sifs délimités par deux familles de courbes tracées sur cette surface ap-
pelées génératrices et directrices.

Sur chaque carreau, on définit le vecteur position d'un point

M courant par :

n . ’
.E a,. fij(r,s) ' | (IV.;)




m, n : entiers positifs.

r, s : paramétres réels variant de O & 1.

0, n} : ensemble de fonctions

{fl'l (r’ s), i=0, m, J

définition unique pour l'ensem-

7

des paramétres r et s

ble des carreaux.

aij coefficients vectoriels caractéristiques de chaque

carreau.

Pour que la représentation analytique. q(r, s) assure la conti-

nuité jusqu'a l'ordre p, il faut :
. . . k
~ retenir au molns une fonction fij de classe C,

- assurer aux arcs délimitant le carreau, c'est & dire r =0, r = 1,
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s =0ets =1, la continuité d'ordre p ; ce qui impose [2 (p + 1)]?
conditions. '

Les conditions précédentes s'expriment sous la forme d'un sys-
téme linéaire &8 (m + 1) (n + 1) inconnues. Pour ne pas particulariser
une des coordonnées curvilignes r ou s, on convient de prendre m et
n égaux, et, pour obtenir une solution unique, il faut par éonséquent

satisfaire 3 la condition : -

m=n=2p+1 Iv.2

IV.1.2. APPROXIMATION DE SURFACE DONT OM_CONNAIT UN CERTAIN NOMBRE D'ELf-~
MENTS_PAR DES FONCTIONS POLYNOMIALES :

IV.1.2.1. SURFACES CONNUES PAR LA POSITION ET LES DERIVEES D'UN CERTAIN
-NOMBRE DE POINTS.

On ordonne les points de fagon & obtenir une famille de géné-
ratrices et une famille de directrices. En chacun des points, il ne doit
passer qu'une et une seule courbe de chaque famille (biunivocité entre
chacun des points et le couple de paramdtres (r, s)). Un carreau est
délimité par deux géndratrices successives et deux directrices successives.
Les conditions de continuité entre chaque carreau et les carreaux adjacents
se traduisent par un systéme de 4(p + 1) 2 équations linéaires dont les
termes indépendants sont connus et dont les inconnues vectorielles sont
les coefficients aij'

En fait, ce cas est peu fréquent car il est difficile de rele-

ver expérimentalement les grandeurs physiques liées aux dérivées.

IV.1.2.2., SURFACES CONNUES PAR LA SEULE POSITION DE CERTAINS POINTS

Iv.1.2.2.1. Méthode

- on ordonne les points connus selon deux directions

- on fixe le nombre de points appartenant a un méme carreau




- on calcule les coefficients afj de chaque carreau & partir

des conditions de passage par les points du carreau,

- on calcule la moyenne des dérivées obtenues en chaque "coin"
commun 3 deux ou plusieurs carreaux, '

~ on calcule de nouveaux coefficients aij a partir de ces
valeurs moyeunnes de dérivées et des points de passage aux

"coins" du carreau.

Remarque : Les troils premiéres étapes de cette méthode conduisent d une
définition paramétrée de chaque carreau selon la formile suivante ana-

logue a celle numérotée IV.1

n m
* = 5 *
q¥x, s) .Z Zz aij f.lj (r, s) (1V.3)
1=0 3=0
IV.1.2.2.2. Détermination de la valeur minimale de m™ : m=

En vue d'assurer la continuité globale d'ordre p, q* doit

vérifier la continuité d'ordre p sur chacun des carreaux.

m* =p+ 1 (1V.4)

IV.1.2.2.3. Choix_des valeurs_des_paramétres r_ et s :

v e 2 e v e A B

La définition analytique du carreau selon (IV.3) nécessite la

connaissance d'au moins (m;in

(d'aprés (IV.4)). Dans le systéme d'équations relatifs aux conditions de

+ 1)2 points de passage par carreau

passage par ces points, et qul permet de calculer les coefficients aij’
le couple des valeurs (r, s) en chacun des points est indéterminé sauf

aux quatre "coins" du carreau.




Soient Pij 3 1, ] =A0, m¥* les points de passage du carreau a définir
et (ri s Sj) les couples des valeurs correspondantes r et s (v. fig.
V.2). ' p

om*

fig. IV.2

Ces couples de valeurs peuvent &tre choisis arbitrairement comme

suit
i —_— 3 ——
2 Py 5 Byl - Py 4 Bs ol
"" (ri’ Sj) = % s m= _________'_ »
z P . P, z P. P.
k=1 ll k-1 j k_]ll 1=1 ll il1l-1 "1 1H

pour 0 <i, j<m* et (i, j) # (0, 0)
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- (r , sy) = (0, 0) . (1v.5)

Si les points sont régulidrement espacés, on peut choisir :

(rpo 50 = (%, 4, (1V.6)

IV.1.3, - DIFFERENTES METHODES !

Dans les expressions (IV.l) et (IV.3), il reste & définir
les fonctions fij' J. FERGUSSON et P. BEZIER [2] généralisent la dé~
finition des fonctions fk relatives aux expressions (I.1) et (I.3)
de la variable r aux fonctions fij des variables r et vs.

Comme nous 1l'avons vu pour les courbes, les fonctions f.lj
proposées par J. FERGUSSON et P. BEZIER conduisent & des définitions du
carreau équivalentes, les fonctions de J. FERCUSSON sont encore d'un

emploi plus aisé et ont pour forme :
= rl §J (1v.7)

Les définitions (I.l1) et (I.3) constituent le fondement du

" systeme U.N.I.S.U.R.F. qui sera étudié aprés le syst&me COONS, et

qui est une méthode de définition du carreau non plus par la connaissance
de points'du carreau mais par la seule définition des quatre arcs définis-

sant les limites du carreau.
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IV.2, - DEFINITION DE SURFACE PAR LE SYSTEME COONS :

La méthode permet de définir un carreau par la connaissance de
ses quatre limites et de réaliser avec les carreaux voisins le raccorde-

ment jusqu'@ 1l'ordre p.

IV.2.1. - DEFINITION ANALYTIQUE D'UN CARREAU :

Soit un carreau limité par les arcs de directrices L, et

L et les arcs de génératrices L3 et Lu (v. fig., 1IV.3).

2

L'arc de directrice L1 (resp. Lz) est définl par un point
courant M d'affixe q fonction du paramétre r variant de O pour
le poi . a i P
e point P__ (resp POI) a1 pour le point P10 (resp. P,,)
L'arc de génératrice L3 (resp. Lq) est défini par un point
courant M d'affixe q fonction du paramétre s variant de O pour

le point Poo (resp. Plo) a l pour le point P (resp. Pll)'

10
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En notant q(r, s) 1l'affixe d'un point M courant du carreau,
les limites I, L,, L, et L, ne dépendent que d'un des paramétres et

sont définies comme suit :

~L : q(r, s) =q(r, 0),
-L,: q(r,s)=q (1),
-L t: q (x, s) =q (0, s) ,

-L,: q(x, s) =q (I, s)

S.A. COONS dé&finit un point du carreau par 1l'expression :
q (r, s) = -q(xr, 0) F (s) +q (xr, )F (s)

+q (0, s) F_ (r) +q (1, s) F (r)

- q (0, 0) Fo (r) Fo (s) — q (0, 1) Fo (r) F, (s)

- q (1, 0) F (r) Fo (s) - q (1, D F, (r) F (s) (1Iv.8)
dans laquelle Fo et Fl sont deux fonctions réelles de r ou s.

Pour obtenir la limite Ll ona s =0, 1'expression précédente

devient :

q (r, 0) = q(r, 0) F (0) +q (xr, 1) F (0)
*q (0, ) F () [1~-F (0]
+q (1, 0) Fy (r) [1-F (0]
—q(, D)F (r) F (0)

-q (1, 1) F, (r) F, (0)
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Les fonctions FO et F, doivent donc é&tre telles que :

Fo 0 =1
F1 (0) =0
De méme pouf la limite L2 ona s =1, 1'expression (IV.8)
~devient :
q (r, D= q(r, ) F (I)+q(x, ) F (1)

+q 0, DF (@ [1-F ()]
+q (1, DF @ [1-F 1)
- q (0, 0 F (r) F (1)
=q (1, 0 F () F_ (1)

Les fonctions Fo et F1 doivent de plus vérifier :

F_ (1)

0

]
(@]

F, (D)

i

Exprimons le vecteur dérivée premiére de q (r, s) par rapport

& r. En dérivant l'expression IV.8 par rapport & r, on obtient :
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_&3; q (0, s)=—aa—rq(0, 0) Fo (s)+§IT q (0, 1) F (s)
5% B () [q (0, 8) = q (0, 0) F_ () = q (0, 1) F,(s)
+-§% F, (0) [q (1, 8) - q (1, O F (s) = q (1, 1) F (s)]

Pour satisfaire 1'égalité précédente, S.A. COONS imposé de plus :

3 _ 3 _
¥ Fo (0) -3—I_-F1 (0) 0

Sur 1l'arc de génératrice L., le vecteur tangent sulvant la
direction r ne dépend que des vecteurs tangents aux extrémités de cet

arc. Les mémes considérations sur les autres arcs conduisent 2 :

d B _
sz F (1) =5= F (1) =0

On peut généraliser la propriété précédente au vecteur dérivée

d'ordre p.

Les fonctions F et F, de la variable t sont choisies,

1
en vue d'assurer la continuité d'ordre p, telles que

- By () +F, (8) =1 t €[0,1]
i i i

- 2er @@= =2 5 ©=2F De0i=1,
ot ot ot ot

Les fonctions Fo et F, peuvent étre polynomiales en t.
Définissons ces fonctions pour p = 1 (continuité de la tangente, et

P = 2 (continuité de la courbure).
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IV.2,2, - DEFINITION DES FONCTIONS F_ et ¥, JusquE t’ORDRE 1 (CONTINUITE

DE_LA TANGENTE)

F0 doit &tre telle que les quatre conditions suivantes soient

vérifiées :

F_(0)

[}
—t

[}
(@}

F (1)

d -
& F, (0 =0

d el
3w F, (D =0

Si FO est une fonction polynomiale du 3e degré :

4 = 3 2 -
Fo(t) a, t ta, t N o

alors, sa dérivée s'éerit :

d -
'a?Fo (t) = 3a

2

t +_2a2 t + a

3

F (0) =1=a =1

~— F (0) =0=a, =0

Fo (1) =0= a, + a, =- 1
4 F ()=0=3a +2a =o0
dt o 3 2
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donc a = -3 a =2

Les expressions des fonctions Fo et F, assurant la continuité

de la tangente sont donc :

F () = 2t - 3t2 + 1

(o}

IV.2.3, - DEFINITION DES FONCTIONS F. et F, JUSQUE L'ORDRE 2 (CONTINUITE
[0}

DE LA COURBURE)

Fo (0) =1
F_(1) =0

%E F0 (0) =0
g? F(1) =0
& g (0) =0
dat? °

&£ g (1) =0
dac? °©

Si F_(t) est un polynome de degré 5 :
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il vient :

g . - 4 3 2
dtro(t)_sast +Aaqt +3a3t +2a2t+a1
az .

F () =20a_t3>+12a t2+6a t+2a
dt? ° ‘

F (0) =1 d'oll i1 résulte a =1
o o

d

EE-FO (0) = G ce qui conduit 3 a =0
42
— F (0) =0 d'oli il résulte a, =0
ae2  °
De plus :
F (1) =0 conduitada a. + a, + a = = ]
d P
pry Fo (1) = 0 conduit a '5 a, + 4 a, + 3.a3 =0
a2
—— F (1) = 0 conduit & 20 a, +12a, +6a; =0
ae? °
d'ol a =-63;a =15;a = -10
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Les expressions des fonctions FO et F, assurant la continuité
de courbure sont donc :

F (t) =-6¢t°+15¢" - 10 ¢3 + 1

(o]

b

F.(t) =6¢t>~15¢t" + 10 ¢t3

i

IV.2.4, - REMARQUE :

La structure des fonctions F et F, montre que la définition
de S.A. COONS (voir expression IV.8) conduit d une dérivée mixte

d . . N
P gs nulle pour les couples (r, s) respectivement égaux a (0, 0),

(0, 1), (1, 0) et (1, 1). Pour ces couples, la seconde forme quadratique

de la surface prend la forme (cf. annexe II)

2 2
o = L dr° + N ds IV.10

n E dr? + 2 F dr ds + G ds?

Y

IV.2.5, - RESULTATS OBTENUS SUR LA SPHERE :

On se propose d'appliquer la méthode de S.A. COONS & une portion
de sphére composée de 12 carreaux limités par 16 arcs de directrices et

15 arcs de génératrices (v. fig. IV.4).




5 génératrices

(paralléles) ____,—~”’////”/’

AB,
264
0 4 directrices
2 s s
____“—__——‘ﬂ”’,,,/f/’”' (méridiens)
b4 : 0y

fig. IV.4

Chaque carreau est défini par deux arcs de directrices et
deux arcs de génératrices. Les arcs sont respectivement déterminés par
des polyndmes de degré 5 (p = 2) et des polyndmes de degré 7 (p = 3)
dont les coefficients sont déterminés par ‘2 p + 2 conditions de passage
en des points de la sphére, deux arcs de directrices successifs ou deux

~arcs de génératrices &tant tels que la continuité d'ordre p soit as-
surée selon une méthode analogue & celle vue au § I.4.4.1.

Sur chaque directrice ou sur chaque génératrice, deux points de
passages successifs sont équidistants, de sorte que l'estimation du para-
métre r (relatif & un arc de directrice) ou du paramétre s (relatif
3 un arc de génératrice) selon des expressions (I.16) et (I.17) condui-

P

sent 3 des valeurs &gales du paramétre considéré.
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Pour chaque carreau, on calcule le vecteur position, le rayon
de courbure des directrices et le rayon de courbure des génératrices

par la définition du type IV.8 en (2p + 2)2 couples de valeurs (ri, sj)

tels que :
i .
T T 1 i 0, 2 p |
‘ (Iv.11)
s = ._._..._j........_ j = Q0 2p + 1
j 2-+1 >y
A chaque couple (ri, sj), on associe le point Pij (v. fig.
IV. 5) ; les points P , P , P , P sont les quatre coins du carreau
oo’ “om’ "mo’ “mm
considéré.
z
.
Prm
/\{.. Pom
P 1]
mo
A6
—= —~y
Poo
8]
ABq
01
X

fig. IV.S
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On calcule les erreurs relatives maximales en comparant le
vecteur position du point Pij’ le rayon de courbure de la directrice
et le rayon de courbure de la génératrice passant par Pi' et le vec-
teur position du point Pij de la sphére, le rayon de courbure de la
directrice 1 (méridien) et le rayon de courbure de la génératrice j
(paralléle) (v. fig. IV.6).

P . . L. te
La génératrice j est définie par O,

[
(@]

. . . P te
La directrice i est définie par 0.

[}
@]

Le point Pij car l'intersection de la génératrice j et de

la directrice 1 telies que

_ i
(Iv.12)
. _ j
et ej 6, + T AT AB,
z
[
P
mm

directrice i

génératrice j




Le calcul des erreurs a &t& programmé en FORTRAN IV simple
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précision sur ordinateur MINI 6. Le programme de calcul figure en annexe

IV, les fonctions et sous programmes nl figurant pas sont identiques aux

fonctions et sous-programmes portés en annexe III, seule la nature des

arguments change.

Exemple : En annexe III, la fonction DYMOD (Q, L) calcule le module du

vecteur Q de dimension L dont les coordonnées sont des réels double pré-

cision. La fonction YMOD (Q, L) utilisée est identique & la précédente

mais les coordonnées de Q

sont des réels simple précision.

Les erreurs relatives maximales obtenues en assurant la con-

tinuité d'ordre 2 (polynome de degré 5) ou la continuité d'ordre 3

(polynome de degré 7) des arcs de directrices et des arcs de génératrices

figurent dans le tableau suivant :

Erreurs relatives

degré du polynome

maximales
degré 5 degré 7
M
odylg du vecteur 0,16653 % ) 0,22248 %
position
Rayons de courbure
des directrices et 60,115 7z 73,43 %
des génératrices

Les erreurs obtenues sont assez &levEes notamment pour la

courbure. La continuité 4'

Tableau IV.1

ordre 3 ne diminue pas ces erreurs.
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.Ceci provient de la non-prise en compte de points & l'intérieur
du carreau et de la forme particuliére de la seconde forme quadratique.

La formulation de S.A. COONS ne tient compte que des arcs limi-
tant le carreau ; elle ne peut dans le cas général €tre appliquée de facon
satisfaiéante. Cependant, dans le cas particulier de surfaces réglées,
une formulation plus simple peut &tre donnée. Ceci fait 1l'objet du para-

graphe suivant.

IV.2.6. - APPLICATION DU SYSTEME COONS AUX SURFACES REGLEES,

Dans le cas de surfaces réglées, la connaissance de deux direc-
trices permet celle des directrices intermédiaires.
Considérons deux arcs de directrices tels que les points de

départ et d'arrivée respectifs appartiennent & la méme génératrice.

génératrices

directrice q(r, 1)
r=0Q

directrice q(r, 0)

fig. Iv.7 T=1

Ecrivons l'affixe q d'un point M du carreau sous la forme :

vioos q.(r, 'S) = q (r’o).Fo (s) + q (r, 1).F1(S)
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-~

On en d&duit la dérivée i°™® (ge q (r, s) par rapport a r :
i i i
d d d
—1 9 (r, 8) =—5q(r, 0). F (s) + — q (v, 1).F,(s)
o i
dr dr dr’

Les fonctions F0 et F, doivent répondre aux conditions :

Il
o

FO(O) 1 et Fo(l)

!
—

F,(0) =0 et F,(1) =
. On peut noter que la dérivée i°"° de q (r, s) par rapport & r
ne dépent pas des fonctions de.pondération par leurs dérivées.

. s+ - .Cme s
Ecrivons la dérivée j de q (r, s) par rapport & s :

/dj a3 g3 _
— q (r, s) = —= Fo(s)-q(r, 0) + —= F,(s).q(xr, 1)
ds? dsJ ' o dsJ )

Puisque les génératrices sont des droites :

La@ 9 =q@ D-q,0

3 | |
& g =0 VYi>i
dsJ ' :

]
{
—

4 v
.donc Py Fo(s)

d
E; FI(S) =

|
—




Posons Fo(s) = - s + s,
et F (s) = s + s,
or FO(O) = 1 donc s = l. (vérifie Fo(l) = 0)
FI(O) = 0 donc s, =0 (vérifie Fl(l) = 1)
Fo(§)=-5+1
F,(s) = s

Exprimons la dérivée mixte de q{(r,s) par rapport 3 r et s :

£ s =L a, 0. LF () + L q (r, 1.F ()
dr ds di%»s dar 4\*» “ds "o ar 4 ? Ttat

d? . d d
T as 98 = gpalr, ) -5z 9 (r, 0

Elle est indépendante de s.

Les résultats obtenus en appliquant cette méthode & un hyper-

boloide de révolution sont examinés au paragraphe IV.4
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IV.3. - DEFINITION DE SURFACE PAR LE SYSTEME U.N.L.S.U.R.F. ¢

IV.3,1, - DEFINITION ANALYTIQUE D’'UN_CARREAU :

La définition analytique du carreau est celle exposée au para-
graphe IV.l.l. La continuité d'ordre p de la représentation sera étudiée

dans les cas particuliers sulvants :

1 d'ol m :

2 d'oli 'm

u

ii
o]
i}

- continuité de la tangente : p

it

It
=]

1
w

- continuité de la courbure : p
d'aprés la formule IV.2.

Les fonctions fij des paramétres r et s sont celles de
J. FERGUSSON exprimées par 1IV.7. ‘

On se propose de définir la surface pour laquelle on ne connait
que la position de certains points (cf. IV.1.2.2.)

La définition analytique ¢q selon l'expression IV.3 avec
m =2 p+ 1 et le choix des paramdtres par l'estimation IV.5 est déter—
minée dés que l'on connait sur le carreau la position de (2 p + 2)2
points distincts. Cette définition sur chacun des carrezux de la surface
permet d'établir la définition q de la surface selon l'expression IV.1.
Les coefficients aij sont exprimés en fonction des dérivées aux quatre

coins et sont évaluds en :

-~ annexe V

et en ~ annexe VI,

respectivement lorsqu'on assure la continuité des tangentes et des cour-

bures.
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IV.3.2. - RESULTATS OBTENUS SUR.LA SPERE AVEC P =1 et p=2:

La portion de surface & définir est celle qui a &té précisée
au paragraphe IV.2.5. (v. fig. IV.4).

Chaque carreau est défini selon 1'expression IV.3 par la con-
naissance de la position de (2 p + 2)2 points P;J intersection de
2 p + 2 directrices i et de 2 p + 2 génératrices j définies par
1'expression IV.1.2. ol i et j wvarient de 0 3 2 p + 1.

‘ La définition selon 1IV.3 et les conditions de continuité con-

duisent a une définition selon 1'expression 1IV.1.

On calcule les erreurs relatives maximales en comparant le
vecteur position Pij’ le rayon de courbure de la directrice et le rayon

de courbure de la génératrice au point Pij et les mémes quantités au

point P?j . (v. fig. 1IV.6)

Le calcul des erreurs a &té programmé en FORTRAN IV simple
précision sur ordinateurs PHILIPS P380 et MINI 6. Les programmes figurent
en annexe VII.

Les résultats sont récapitulés dans le tableau IV.2, ceux rela-

tifs au MINI 6 sont &crits entre parenthéses.

3 3 . 5 5 . .
Erreurs relatives q(r,s)= % I a,..r'.s q(r,s)= % L ai..rl.sJ
. i=0 j=0 *J i=0 j=0
maximales
p=1 P+ 2
Module du vecteur 0,10187 7 0,0003716 %

position

(0,22693 7)

 (0,0043923 7)

Rayon de courbure

des directrices

7,1152 g

Rayon de courbure

des génératrices

0,8016 %

(9,6691 %)

0,064116 Z

(0,30347 2)

0,041762 %

Tablequ IV.2

L'argument maximal entre la normale 3 la surface et la normale &

la sphére est de 0,0086°.
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Les résultats obtenus par le systéme U.N.I.S.U.R.F. sont trés
satisfaisants méme lorsque seule la continuité& de la tangente est assurée.
Les résultats sont différents sur les deux ordinateurs, ceci

provient du nombre de mots exprimant un réel simple précision :
- sur MINI 6, il occupe 2 octets (6 chiffres significatifs)

- sur P 880, 1l occupe 3 octets (10 chiffres significatifs).




TABLEAU RECAPITULATIF DES ERREURS OBTENUES PAR DIFFERENTES METHODES DE DEFINITION DE SURFACE

(Vérification sur la sphére)

UNISURF (2) coons (1)
génératrices et directrices
définies 3 partir de polynome

de degré
3 3 $j ' 5 5 i
Erreurs relatives q(r,s)=2 L a,..r .83 q(r,s)=Z L a...r .53 5 7
: s ot 1] t=0 =0 1J '
) 1=0 j=0 i=0 j=0
maximnum
Module du 0.10187 7% : 0.0003716 7 0.16653 Z 0.22248 7
vecteur position (0,22693 7) (0,0043923 7) (0.16680 7) (0.22254 %)
Rayon de courbure _ 7.1152 7 0.064116 %
des directrices
’ 60.115 7 73.431 7%
| . 2,6691 7 (0,30347 7 (60.116 7) (73.44 7)
Rayon de courbure 0.8016 % 0.041762 %
des génératrices '
SSRN
(£)
N .
(1) v. définigion de surface Segon le systéme COONS (IV.2) PROGRAMMES DE CALCUL ETABLIS EN SIMPLE PRECISION
Ao, = 53 et A0, =15 SUR ORDINATEUR PHILIPS P 880. _
. : 1 v e, . .
(2) q(r,s)=1 1 aij r' s7 m =3 continuité de la tangente LES NOMBRES ENTRE PARENTHESES SONT OBTENUS SUR OR-
i=0 j=0 m = 5 continuité de la courbure DINATEUR MINI 6.

v. définition de surface par le systéme UNISURF (IV.3)

Tableau IV.3

_621"




TABLEAU RECAPITULATIF DES ERREURS OBTENUES PAR DIFFERENTES METHODES DE DEFINITION DE SURFACE

(VERIFICATION SUR LES SURFACES REGLEES

: HYPERBOLOIDE DE REVOLUTION)

unisurr (1) coons (2) coons (3)

Erreurs maximales m= 3 m=25 m=25 m=7 m=25 ms= 7
Module du vec=- 0.10187 7 0.0003712 2 0.000636 7 0.000034 7 0.39141 7 0.61155 7%
teur position (0.10195 %) 1(0.003647 %) (0.39157 %) (0.61549 )
Rayon de courbure 7.1143 7 0.064343 7 0.06378 Z 0.00118 % 24,895 7 47.713 %
des directrices (7.1153 7) 1i(0.22035 7) (24.897 %) (47.781 7)
Argument de la 0.25135.162] 0.10928.1073
normale en ° '

m i3
(1) q (r,8)= 32 a,;:.r s3 m = 3 continuité de la tangente

i=0 J m = 5 continuité de la courbure

v. définition de surface par le systé&me UNISURF (IV.3).

(2) directrices définies par des polynomes de degré

m

v. Surfaces réglées - Application du syst@me COONS (IV.2.6.)

(3) Génératrices et directrices définies par des polynomes de degré m

v. définition de surface par le syst@me COONS (IV.2).

20 = 50°

Al = 0.05

Les résultats entre parenthéses sont obtenus sur MINI 6

Tableau IV.4

- 0¢l -
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IV.4, - EIUDE COMPARATIVE DES DIFFERENTES METHODES DE DEFINITION DE SURFACE :

La méthode de S.A. COONS et le systéme U.N.I.S.U.R.F. appliqué

a4 une portion de sphére conduisent 3 une étude comparative.

IV.4,1, - ETUDE COMFARATIVE DES RESULTATS OBTENUS SUR UNE PORTION DE SPHERE !

Les résultats obtenus précédemment figurent dans le tableau IV.3.
Ils montrent que le systéme U.N.I.S.U.R.F. est la définition qui donne les

résultats les plus satisfaisants ; ceci provient des faits suivants

- la définition de S.A. COCNS donne en chaque coin du carreau une forme par-

ticuliére de la seconde forme quadratique,
- elle ne tient pas compte de points situés 3 1l'intérieur du carreau.

Il convient donc de préférer le systéme U.N.I.S.U.R.F. 3 la défi-

nition de S.A. COONS dans le cas oli les surfaces sont quelconques.



IV.4.2. - ETUDE COMPARATIVE DES RESULTATS OBTENUS SUR UNE PORTION D’HYPER-
BOLOIDE :

IV.4.2.1. - DEFINITION DE LA PORTICN D'HYPERBOLOIDE :

La portion d'hyperboloide est composée de 12 carreaux limités par

15 arcs de directrices et 16 arcs de génératrices (voir fig. IV 8)
z .
|

Al

AB

5 directrices

4 génératrices

figure IV.8

Un pojnt P de 1'hyperboloide (voir figure IV.9) est tel que :

b
i

(R~ ¢ sin B) cos 6 - ¢ cos B ‘cosa sin O

“«
il

(R~ ¢ sin B) sin 6 -~ ¢ cos B cosa cos O

¢ cos B sin o
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Un carreau est délimité par deux arcs de directrices et deux arcs

de génératrices et tel que 6 wvarie A8 et 1 varie de Al.

-

Y
<

figure IV.9

IV.4.2.2. - RESULTATS OBTENUS SUR L'HYPERBOLOIDE DE REVOLUTION :

Des démarches analogues & celles utilisées pour la sphére condui-
sent aux résultats du tableau 1IV.4. Nous ne calculerons pas le rayon de
courbure des génératrices (droites).

Les remarques &noncées pour la sphére sont encore valables pour

1'hyperboloide.

L'application du systéme COONS aux surfaces réglées donne des
résultats du méme ordre que ceux obtenus par U.N.I.S.U.R.F. lorsque les
directrices sont continues d'ordre 2 (m=5), les résultats sont améliorés

lorsque les directrices sont continues d'ordre 3 (m=7).




L'application du systéme COONS aux surfaces réglées est donc pré-
férable, . chaque carreau &tant défini par 2 (m+l) coefficients. Le systéme
U.N.I.S.U.R.F. définit un carreau par (m+1)®> coefficients, les coefficients
relatifs aux termes de degré supérieur ou égal @ 2 en s sont théorique-
ment nuls. Il est possible de plus avec le systéme COONS, dans le cas par-
ticulier de surfaces réglées, de définir la surface par la donnée de deux

directrices uniquement.
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IV.5, - CONCLUSION DU CHAPITRE IV

Le systéme U.N.I.S.U.R.F. applidué aux surfaces quelconques donne
une précision de position et de courbure satisfaisantes.

- L'application de la définition de $S.A. COONS aux surfaces réglées
est préférable au systéme U.N.I.S.U.R.F. parce qu'elle n'implique qu'ﬁn
nombre restreint de coefficients.

Une démarche de création de surface analogué 3 celle exposée au
chapitre II pour les courbes (II.3) pourrait étre abordée. Ii conviendrait
alors de définir la surface par le systéme U.N.I.S.U.R.F. non pas a parﬁir
de la seule position de points mais & partir de la connaissance de deux
familles de courbes connues par la position, le triédre de SERRET-FRENET,

la courbure ... d"un certain nombre de points.
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CONCLUSION

La définition de courbe statorique d'une machine volumétrique
a4 palette a nécessité au préalable 1'étude du systéme U.N.I.S.U.R.F. tel
qu'il a été développé au chapitre I.

' " Le systéme U.N.I.S.U.R.F. définit les courbes gauches de 1'espace
euclidien €3 & 1'aide de polynomes & coefficients vectoriels d'un para-
métre réel selon (I.1). Le choix des fonctions fk du parametre r est
déterminé par la facilité de traitement numérique que peut apporter cha-~
cune des définitions :

-~ les fonctions £ proposées par P. BEZIER d'expression assez

k

complexes rendent plus simple le calcul des coefficients ay 3

- les fonctions fk proposées par FERGUSSON sont celles plus
simples & exprimer mais conduisent & des coefficients ay plus
compliqués.
La définition de la courbe par la connaissance de la position
de certains de ses points conduit invariablement & des instabilités de for-
me dues d'une part, 4 la difficulté de relever de facon précise la position
de ses points, ce qui entraine des erreurs dans le calcul des dérivées suc-—
cessives, et d'autre part a la dlfflculte de choisir la valeur du parameétre
4 affecter a chacun de ces points. _

Dans le cadre de la définition de courbes statoriques, il nous
semble donc plus aisé de définir la courbe par la connaissance du vecteur
position, du vecteur tangent, du vecteur normal et du rayon de courbure

en un certain nombre de points.

Nous avons proposé dans le chapitre II, les deux définitions
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suivantes :

- une définition de courbe plane obtenue par projection stéréographique
d'une courbe tracée sur une sphere,

- une définition de courbe gauche & 1'aide de 1l'abscisse curviligne ipspi-
rée de la définition du systéme U.N.I.S.U.R.F.

L'étude de .courbes adaptées a la définition de la courbe statori-
que d'une machine volumétrique 2 palettes est développée au chapitre III.
Elle montre que la définiticn & l'aide de 1'abscisse curviligne nécessite
un nombre minimal de composantes des coefficients a . Cette étude est
basée sur trois critéres :

- un critére relatif au rayon polaire,

- un critére relatif au rayon de courbure,

- un critére relatif a 1l'accélération normale.

Elle conduit & rendre les variations de 1l'accélération normale
les plus faibles possibles.

Le chapitre IV consiste en une étude breve du systeme U.N.I.S.U.R.F.
et du systeme probosé par S.A. COONS appliqué aux surfaces de l'espace
suclidien e3. Il apparalt, dans le cas de surfaces quelconques, que le
choix du systéme U.N.I.S.U.R.F. pa