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Dans deux articles parus en 1975 et 1976 [l 11, J. KOML~S, 

. 
P. MAJOR et G. TUSNADY ont établi dans le cas d'une suite de v.a. i.i.d., 

une inégalité qui permet de formuler un principe d'invariance ; ce résultat 

essentiel permet notamment d'obtenir des résultats beaucoup plus précis 

que ceux découlant d'une technique classique de A.V. SKOROKHOD. 

On se propose dans ce travail de généraliser les résultats obtenus 

par ces trois auteurs dans leur premier article au cas de v.a. indépendantes 

non nécessairement de même loi. On suppose en outre, comme dans l'article 

cité, que les lois des sommes partielles sont à densité à partir d'un 

certain rang. 

Le début de la partie A sera consacré à rappeler les résultats 

obtenus par KOMLOS, IIAJOR et T U S N ~ Y  et la généralisation par V.V. PETROV 

des théorèmes locaux limites qu'ils ont utilisé dans le cas de v.a. i.i.d.. 

On établit ensuite la généralisation au cas de v.a. indépendantes, non 

identiquement distribuées, de leurs théorèmes des grandes déviations pour 

les densités et les fonctions de répartition conditionnelles. 

On développera dans la partie B quelques résultats quantiles 

et dyadiques nécessaires à la preuve du théorème généralisé. La méthode 

de construction quantile y figurera notamment ainsi que la résolution d'un 

problème d' indépendance essentiel pour établir 1' inégalité de KONLOS, 

MAJOR et TUSNADY généralisée. 

On conclut dans la partie C à la preuve du résultat généralisé 

obtenu. On étudie alors quelques cas particuliers de suites de v.a. 

indépendantes, proches du cas identiquement distribué mais sans être 

confondus avec lui, pour prouver que la généralisation obtenue est bien 

effective. 



PARTIE A 

P R É L I M I N A I R E S ,  

---_____--_----_--------- 



Un bref historique sur l'inégalité de KOMLOS, MAJOR et T U S N ~ Y  

et sur son origine, ainsi qu'un rappel de leurs résultats établis dans le 

e r cas de v.a.i.i.d., constitueront les deux premiers paragraphes du 1 chapitre. 

ème 
de cette première partie. Dans le 3 paragraphe, on exposera la générali- 

sation étudiée de ces résultats au cas de v.a. indépendantes, non 

nécessairement identiquement distribuées ; on donnera alors le résultat 

obtenu. Une brève introduction sur les travaux de A. SAHANENKO et E. BERGER 

e r 
constituera le dernier sous-paragraphe de ce 1 chapitre. 

Le second chapitre est consacré à la théorie des grandes 

déviations pour les fonctions de répartition et densités des sommes de 

v.a.i.. On y trouve notamment un rappel du théorème de CRAMER qui fut à 

l'origine des travaux relatifs aux grandes déviations, la généralisation 

par PETROV de ce théorème ainsi que les résultats qu'il obtint pour les 

densités. 

Dans le cas i .i.d. ; KOML~S, MAJOR et T U S N ~ Y  ont établi des 

théorèmes locaux limites pour les densités et les fonctions de répartition 

de lois conditionnelles, en vue de l'établissement de leur inégalité. La 

généralisation de ces théorèmes au cas de v.a. non identiquement distribuées 

ème 
fera l'objet du 3 chapitre. On en donnera une démonstration détaillée. 

Ces résultats nous serviront plus loin pour la preuve de l'inégalité de 

KOML~S, MAJOR et TUSNADY généralisée . 



CHAPITRE A7 

L I  INEGALITE DE J. KOMLOS - P. MAJOR ET G. TUSN~VY. 

LA GENERALISATTUN ENTREPRlSE. 
................................................. 

Soit S = XI + X + ... + X la somme d'une suite de v.a. 
n 2 n 

indépendantes, identiquement distribuées ayant F comme fonction de répar- 

2 
tition, centrées et de variance u finie et non nulle. 

Soit W(t) le processus de Wiener. 

A.V. SKOROKHOD [20] a considéré une suite de v.a. {T ; j = 1,2,. . . 1 
j 

2 
indépendantes, telles que E(T,) = u et de même loi définie sur le même 

espace de probabilité que W(t). Il a prouvé que cette suite . peut 
J 

être construite de telle manière que la suite W(T]), W(T, + T ~ )  ,... ait 

même loi de probabilité que SI Y s2 , 

On pose alors par définition, pour tout n : 

Tn = W(n) étant distribuée comme la somme de n variables aléatoires 

YI,. . . ,Y normales, indépendantes et réduites. Si l'on suppose en outre 
n 

2 
que E X: existe, on prouve alors que E h l )  existe et V. STRASSEN [22], 

utilisant cette construction, a démontré que : 



On s'est demandé si cette construction était la meilleure possible 

pour approximer une somme de v.a. indépendantes, identiquement distribuées 

par une somme de v.a. normales indépendantes et de même loi. 

Cette question a reçu une réponse négative ; M. CSORGO et 

P. RBVESZ [4] ont mis au point une nouvelle technique, utilisant la méthode 

des transformations quantiles, en imposant à la suite { X  ) des conditions n 

plus fortes. 

Ils se donnent alors une sous-suite {t} croissante et les 
fonctions de répartition Fk et F i  des sonmies respectives : 

où {Y 1 est une suite de v.a. normales réduites. 
n 

Ils utilisent la fonction inverse de Fk définie par 

et dé£ hissent S - Sn par : 
n k +  1 k 

En supposant que la loi commune de la suite {Xn} vérifie les hypothèses 

suivantes : 

et lim sup / ~ ( e x ~ { i t ~ ~  1) 1 < 1 , 
1 t l++m 

ils prouvent que : 



J. KOMLOS, P. MAJOR et G. TUSNADY [I 11 ont repris cette même 

technique dans le cas de la suite q = 2k et ont introduit une transformation 

quantile conditionnelle qui leur a permis de scinder les blocs - Sîk+l S2k 

et de faire apparaître ainsi individuellement les variables aléatoires X . n 

Ils supposent que la loi commune de la suite {Xn} à construire 

est telle que : 

~(exp{tX~j) = ~ ( t )  existe pour 1 t/ < to . 

Cette dernière hypothèse leur permet d'utiliser certaines formes 

du théorème central limite dûes à V.V. PETROV [12] et à W. RICHTER [17] 

et de démontrer que : 

Vx > O P{ sup / s k - T k I  > c ~ o g  n + X I  < K exp(-~x3 
1 sksn 

où C, X et K sont des constantes ne dépendant que de la loi de X 1  ' 

Ils en déduisent que : 

Isn - T 1 = ~ ( ~ o g  n) P.S. 
n 

ce qui est la meilleure borne possible de l'erreur compte tenu de certains 

résultats de P. BARTFAI (voir [1] et aussi M. CSORGO et P. R&V~SZ [5] 

(p. 95-10]), spécialement le théorème 2.3.2., où les auteurs prouvent que 

si S - T = o(Log n) P.S. alors la suite {X 1 est une suite de v.a. 
n n n 

normales indépendantes réduites). 



Théa~Cme A . 7 . 1 . -  Soit F une fonction de répartition d'une 

v.a. réelle X telle que : 

exp{tx) dF(x) = R(t) est définie pour 1 t 1 < to 
JR 

(A. 1.3.) pour un p 2 1 et pour tout t tel que / t 1 < to 

Alors, il existe une suite de fonctions fn(yI , . . . ,y2n) telle 

que, si {Yn} est une suite de v . a .  normales indépendantes réduites, 

posant pour tout entier n 2 1 : 

les v.a. X sont indépendantes, de même loi définie par la fonction 
n 

de répartition F. 

De plus, pour tout entier n et vx > O , il existe des 

constantes absolues positives C, K et A ne dépendant que de F telles 

que : 

(A. 1.4.)  su^ sk - T k /  > c L O ~  n + X I  < K expC-Ax) 
1 sksn 

Les auteurs en déduisent le résultat suivant qui montre que 

leur méthode précise les résultats antérieurs. 



Théatème A . 1 . 2 . -  Avec les notations et les hypothèses du théorème 

ci-dessus, on a : r 
l C étant étant la même constante que dans le théorème A . 1 . 1 . .  

1 D'où résulte que, pour tout n entier positif : 

(A. 1.6.) 

I 

Remarquons que si la condition (A.1.3.) est satisfaite pour p = 1, 

dF 
alors la densité f(x) = -(x) existe. D'autre part, si R(t) < pour 

dx 

1 t 1 < to et f (x) est bornée (ou de carré intégrable), alors la condition 

(A.1.3.) est vérifiée. 

La preuve du théorème A.1.1. utilise implicitement les deux 

résultats suivants (voir [ 6 ] )  : 

2 Lemme A . 7 . 7 . -  Soit Y une v.a. normale centrée, de variance o . 
@ la fonction de répartition d'une v.a. normale réduite, F la fonction 

de répartition d'une loi de probabilité sur IR et soit G sa fonction 

inverse définie par : 

Alors G[$($)J est une v.a. réelle de loi définie par la 

fonction de répartition F. L 
Nous généralisons ensuite une méthode quantile conditionnelle 

introduite par J. K O M L ~ S ,  P. MAJOR et G. TUSNADY, pour construire deux 

variables aléatoires X, et X2 indépendantes, de même loi, de variance 



égale à u2 > O à partir de deux variables aléatoires Y I  et Y2 normale 

2 
indépendantes, centrées, de variance a . 

Ces auteurs ont utilisé cette méthode conjointement au leumie A.1.1. 

pour construire leur suite {Xnl à partir d'une suite I n )  de v.a. normales 

indépendantes réduites ce qui leur a permis de prouver le théorème A.1.1. 

en utilisant certains résultats de V.V. PETROV et W. RICHTER que nous 

exposerons au chapitre A.2.. Nous nous proposons d'étendre leurs résultats 

au cas de v.a. indépendantes non identiquement distribuésen généralisant 

leur méthode de construction. 

Pour ceci, désignons par XI et X2 les deux variables aléatoires 

indépendantes à construire, centrées, de variances respectives 0' et u 
2 

1 2 

non nulles, par FI et F2 leurs fonctions de répartition et par F3 

la convolution de FI et F2 . Nous notons : 

Désignons alors par Z 1  et Z2 deux variables aléatoires normales 

indépendantes réduites ; par 



VI et V2 réalisent la construction effective de X1 et X2 à partir 

des variables aléatoires normales Z1 et Z2 car : 

Lemme A . 1 . 2 . -  Les variables aléatoires V1 et V2 sont indépen- 

dantes, de lois respectives définies par F1 et F2. 

Preuve : Il suffit de prouver que P = P 
(VI ,V2) (XI ,X2) ' 

ou équivalemment que P = P du fait que U2 = V1 + V 
(U2 ,U3) (Yl 'Y2) 2 

0 ? 0 1 

et u3 = 6 v l  - 2 v2 où P 
(X,Y> 

désigne la loi de probabilité du couple 

de variables aléatoires X et Y. Montrons tout d'abord que : 

en effet, u3 
= G(U I U  ) < x <=> U < F(x~u~) . 1 2  1 

On en déduit l'identité : 

U1 et U2 étant indépendantes et UI étant uniformément 

répartie sur ] 0,1[ : 

On conclut alors d'après le lemme d'égalité des mesures que : 



Dans ce qui suit, ce second lemme sera utilisé comme suit : 

Z I  et Z: désignant deux variables aléatoires normales indé- 
1 L 

pendantes, centrées, de variances respectives o2 1 et O non nulles, 

on posera : 

Z',' et Zy sont deux variables aléatoires normales indépendantes de même 

2 2  
variance a2 + a = o . 

1 2  

z ;' z; 
Posant Z = - - et Z 2  - - , on construit ainsi 

1 a o U1, U2 et U3 

puis V ,  et V2 . 

En particulier, lorsque o 1 = o 2 , cette construction se ramène 

à celle de J. KOML~S, P. MAJOR et G. TUSNADY . 



A.1.3. - G ~ N ~ R A L ~ S A T ~ U N  DU R~SULTAT DE KOML~S. MAJOR ET TUSNADY.- 

Comme indiqué ci-dessus, on se propose de généraliser le résultat 

de KOI~L~S, MAJOR et TUSNADY énoncé au théorème A. 1.1. au cas d'une suite 

{ X  ) de v.a. indépendantes, centrées, non nécessairement identiquement 
n 

distribuées. 

On se limite dans ce travail au cas où, à partir d'un certain 

rang, les lois des sommes partielles sont à densité. 

On sera conduit à faire des hypothèses voisines de celles des 

auteurs de manière à pouvoir utiliser les résultats établis par V.V. PETROV 

pour le cas de v.a. non identiquement distribuées. 

On se donne une suite { F . )  de fonctions de répartition et la 
3 

suite 3 des transformées de Laplace associées. 
J 

On notera désormais : 

F = F .x F * ...... * F k > O  j > O .  
j,k k2j+l k2j+2 (k+1)2j ' 

R la transformée de Laplace associée à F définie par : 
j ,k j ,k 



dloù,en particulier : 

On désignera également par (Y ; j = 2 . une suite de 
j 

v.a. réelles normales, centrées, indépendantes et de variances respectives 

2 
a où a prend les mêmes valeurs que ci-dessus et par T la somme : 
j j n 

et $ désigneront, dans tout ce qui suit, respectivement la fonction 

de répartition et la densité d'une loi normale réduite. 

Comme l'ont fait les auteurs, on commence par supposer, pour 

chaque j, l'existence de R.(z) pour l~ezl < A . Les conditions les 
J 

plus générales des résultats de V.V. PETROV qui sont énoncées au chapitre 

A.2. étant trop peu maniables, on est amené à utiliser l'hypothèse plus 

maniable suivante, introduite antérieurement par PETROV : 

(A. 1.7.) jg > 0 : IL.(z>I = ~LO~R.(Z)I s g ,  'dj 
J J 

où le symbole Log désigne la valeur principale du logarithme telle 

que L.(O) = O ; à laquelle on joint la condition : 
J 

(A. 1 .a.) 2 
] 6 ] > 0  : 0 2 6 ,  , j = 1,2, ... 

j 

On a en outre par application de l'inégalité de Cauchy à (A.1.7.) sur un 

cercle de rayon Al < A , arbitrairement voisin de A, que 



On a aussi clairement d'après (A.1.8.) : 

A 
n 

lim in£ - > O 
n* 

ce qui est aussi l'une des conditions supposées par V.V. PETROV. 

D'autre part, pour assurer l'existence des densités des sommes 

partielles à partir d'un certain rang, on doit introduire l'hypothèse 

d'approximation (A.1.15.) qui n'est autre que celle du théorème local 

limite de PETROV. 

Enfin, les conditions de répartition (A.1.13a) et (A.1.14a) 

rapprochent d'une certaine manière les blocs entre eux ; leurs expressions 

équivalentes (A.1.13b) et (A.1.14b) m'ont été signalées par J. DELPORTE. 

La preuve de ces équivalences sera donnée au 8 B.1.2c.. Ces conditions 

s'évanouissent complètement dans le cas i.i.d. 



A.  1.3d. - Enancé du hébue;tait obtenu. 

Théohème A . 1 . 3 . -  Soit F ; j = 2 . . .  une suite de 

fonctions de répartition telle que, pour chaque j et k : 

(A. 1.9.) x clPj(x) = O 

(A.] .IO.) 3~ > O : JI: exp{tx}dF.(x) < + "  pour i réel , 1t1 < A  
J 

z s c tel que l z l  < A  

ou équivalemment : 

1 
n 2 

(A.I. 13b.) 3 0 2  > O , > O : U T - 0  1 iny  
1 1 

Rj-l ,2k l ' 
(t) RJ-i , L ~ + I  

(A.1.14a.) > O : - K~ pour t réel , 
Rj-i ,2k (') Rj-l ,2k+l (t) 

ltl < A 

ou équivalemment . 
1 n R;(t) 

(A.1.14b.) 3L(t) , > O : I n  ~i ( t )  - L(t) 1 i y Y 

'i!n :: 1 , pour t réel, Itl i A' < A 

(A. 1.15.) 

pour j assez grand, avec l'approximation O(.) qui peut 

être indépendante de h. 



Soit {Y 1 une suite de variables aléatoires normales, indépendantes, n 
2 

centrées, Y ayant pour variance a . Alors, il existe une construction 
n n 

d'une suite { X  1 de v.a. indépendantes, X étant de loi définie par la 
n n 

fonction de répartition Fn 
, à partir de la suite de v.a. normales {Y n n n -- -- 

telle que, si l'on désigne par S et Tn les sommes 1 X j  et 1 Yj , n 
* 1 1 

pour tout n c N et vx > O , il existe des constantes absolues positives 

C, K et X ne dépendant que de la loi de la suite { X  1, telles que : n 

I 

A. 7 .3e. - QuQRyuu corn éy uencu imrné&a;tu d a  hypoithèaa 

du ;théot~ème A. 7 . 3 .  

Du théorème A.1.3., on déduit les deux conséquences suivantes 

que nous utiliserons ultérieurement : 

(A. 1 

(A. 1 

(A. 1 

PhopohMan A . l . l . -  Si la suite ( F . 1  vérifie les hypothèses 
J 

. 9 . ) ,  (~.1.10.), (A.l.ll.) et (A.1.12.) du théorème A.1.3. alors : 

2 
1") La suite { a . )  est uniformément bornée. 

J 

2O) 3C' > O telle que, pour tout j : 

Preuve : Prenant la détermination principale de log R.(z) 
J 

holomorphe pour 1 zl < A , on peut écrire : 

Co Y 
k j  k 

Log R.(z) = 1 z 
J 2 



où les ykj sont les cumulants de R.A. FISHER de la loi 
F j . 

Par application de l'inégalité de Cauchy, on déduit de (A.1.11.) 

que : 

d'où (A.1.17.) 9 

De plus : 

z 1 1 1 
Des inégalités l A l  6 , on déduit (A.1.18.) . 

u 
j 

Remcv~yue : Des hypothèses (A.I.12.) et (A.l.17.) résulte une 

double inégalité qui nous servira par la suite : 

Il existe deux constantes positives 61 et 6 2  telles que : 

O 
2 
.j ,k O < 61 s -- s 6* 
2' 

(A. 1.19.) 

A . 1 . 3 6 .  - T/tavaux de A. SAHANENKO et E. BERGER. 

. 
Monsieur G. TUSNADY m'a communiqué les références des travaux 

en cours de A. SAHANENKO [lq et E. BERGER ; lesquels, à partir de méthodes 

différentes, non basées sur la technique de KOMLOS, MAJOR et TUSN~Y, 

étudient le même problème de comparaison entre les sommes partielles d'une 

suite de v.a. réelles normales et d'une suite de v.a. réelles construite à 

partir de la première. 



Monsieur E .  BERGER m'a fait part brièvement des développements 

récents de ses travaux sur ce sujet, ainsi que de ceux de A. SAHANENKO. 

Ils espérent pouvoir notamment remplacer la condition ( A . 1 . 1 5 . )  par une 

autre plus maniable. 

Il ne nous a pas été possible dans le cadre de ce travail, de 

comparer les résultats à ceux que nous avons obtenus et de nous étendre 

davantage sur ces travaux au sujet desquels nous ne disposions que d'une 

documentation très réduite, à savoir l'article de SAHANENKO précité qui 

ne donne que les résultats essentiels sans preuve ; les autres articles 

de cet auteur ne sont, par ailleurs, pas encore publiés, à ce jour, à notre 

connaissance. 



CHAPITRE A2 

RAPPEL DE RESULTATS DE V . V .  PETRUV. 
.................................. 

A.  2 . 1 .  - 1NTRUDUCTlUN - RAPPEL DU THEUREME DE ff. CRAMER. - 

Considérons une suite {Xn) de v.a. indépendantes, centrées, de 

fonctions de répartition FI, F2 ,. . ., Fn , . .. de variances 2 2 
O1 ,..., O ,... , n 

telles que, dans un intervalle commun 1- A , + A [ ,  la transformée de 

Laplace E(exp(tX.1) existe pour chaque valeur de j .  
J 

S 
n On a étudié depuis longtemps le comportement de F (x) = P { ~  < x) n 

2 2 2 n 
(où S = X + ... + Xn 1 et s = o1 + ... + an) pour les grandes valeurs 

n n 

de x, problème dit "des grandes déviations". 

Ce problème fût introduit pour la première fois en 1929 par 

A. YA. KHINTCHINE [IO] et N.V. SMIRNOV [21] en étudiant le comportement de : 

1 - Fn(x) Fn ( -XI 
(A.2.1.) et lorsque x -t + m 

1 - +(XI 0 (-4 

dans le cas de variables aléatoires X = X' - p , identiquement distribuées, 
n n 

les variables X' suivant une même loi de Bernoulli de paramètre p. 
n 

Si les v.a. Xn sont i.i.d. et si x = O(1) lorsque n -+ + , 

on se ramène au théorème central limite classique étudié au début du siècle 

par LIAPOUNOFF et précisé sous sa forme moderne par LINDEBERG et Paul LEVY. 

Pour chaque valeur réelle fixe x, on a : 

X 
1 

2 
iim Fn(x) = @(XI = - exp{- 21 dy . 

n++m 



En 1937, H. CRAMER a généralisé l'étude de KHINTCHINE et SMIRNOV 

en supposant x variable avec n, tendant vers + si n -+ + - . 
Il a d'abord noté que la relation (A.2.2.) ne donne que le 

résultat évident : 

ont même limite à l'infini . 

Il s'est proposé ensuite d'étudier les rapports (A.2.1.) (qui tendent 

évidemment vers 1 si n -+ + - lorsque x est indépendant de n). 

H. CRAMER 131, se basant sur un résultat classique de LIAPOUNOFF, 

a donné une estimation de ces rapports dans le cas où les v.a. X sont n 

i.i.d., ayant R comme transformée de Laplace correspondante et de fonction 

de répartition V. 

>/n > , il a obtenu le résultat Sous la condition x = O(- 
Log n 

suivant : 

ThSox8me A . 2 . 7 . -  S'il existe une constante A > 0 telle que 

~ ( h )  < + pour [hl < A . 
Jn 

alors pour x > i et x = O(- ) quand n + + -, on a : 
Log n 

m 
v où A(=) = 1 c .z  est une série de puissances convergente pour toutes 

v 
v=O 

valeurs suffisamment petites de l z l  et dont les premiers coefficients 

s'écrivent : 



I où les 'v sont les cumulants ou semi-invariants de R.A. FISHER définis 

par : 

L 
L'intérêt du travail de H. CRAMER est d'avoir mis en relief le 

rôle joué par la fonction R(h) qui permet de construire de nouvelles 

- 
variables aléatoires X de même fonction de répartition : 

n 

L'application du théorème central limite à la nouvelle suite {z ) ~ermit, 
n 

Jn 
à CRAMER, sous l'hypothèse x = O (---- ) d'obtenir les évaluations ( A . 2 . 3 . ) .  

Log n 

Ce résultat futpartiellement généralisé par W. FELLER [8] au cas 

de v.a. indépendantes non identiquement distribuées. 

La démonstration en 1945 par C. ESS~EN d'un théorème que nous 

énoncerons ci-après, améliorant substantiellement l'inégalité de LIAPOUNOFF, 

a permis à V.V. PETROV de reprendre le problème posé par CRAMER dans le 

cas de variables aléatoires indépendantes, non nécessairement identiquement 

distribuées et d'obtenir des améliorations substantielles, valables 

évidemment dans le cas i.i.d., se traduisant dans les égalités (A.2.3a.) 
r-- 
in et (A.2.3b.) par la substitution de 6 au terme - là où cette 

Log n 

expression figure. 



L'intérêt de ces résultats pour notre étude découle du fait que 

J .  K O M L ~ S ,  P .  MAJOR et G .  TUSNADY ont utilisé les résultats de V.V. PETROV 

et certains résultats du même auteur et de W. RICHTER dans le cas à densité 

lorsque la suite de variables aléatoires indépendantes X I  est identiquement 

distribuée ; il était donc logique de penser à utiliser les résultats plus 

généraux obtenus par ces auteurs dans le cas non i.i.d. pour tenter d'obtenir 

des résultats analogues à ceux de K O M L ~ S ,  MAJOR et T U S N ~ Y .  Nous serons en 

particulier amenés à les utiliser aux chapitres A . 3 .  et B.3. pour donner 

des expressions asymptotiques. Nous présentons donc ci-après une étude 

détaillée des résultats essentiels obtenus par V.V. PETROV et W. RICHTER car 

leurs méthodes et notations seront systématiquement utilisées ensuite. 



V . V .  P E T R 0 V . -  

Enonçons d'abord le théorème de C. ESSÈEN [7] qui généralise 

un résultat antérieur de BERRY [2]. 

soit 

ThhonZme A.2.2. - [voir par exemple Cl21 p. 1111. 

Soient XI' X2,...'X des v.a. indépendantes telles que : n 

Alors pour tout entier n 2 1 : 

sup In<x> - ((x)] -. A . L n 
X 

où A est une constante absolue positive. 

Comme indiqué ci-dessus, cette inégalité a permis à V.V. PETROV 

dans une suite d'articles qui vont de 1953 à 1968 d'améliorer substantiellement 

les résultats de H. CRAMER en remplaçant l'hypothèse x = O(- & )  
Log n 

par x = O(&) ce qui est la meilleure borne possible compte tenu d'une 

remarque de H. CRAMER [3] . 

Le dernier article de PETROV date de 1968 [13] ; les résultats 

qu'il obtient sont basés sur les hypothèses les moins strictes ; nous 

allons donc énoncer son théorème accompagné de sa démonstration. 



On suppose dans ce qui suit qu'il existe un cercle centré à 

l'origine z = O de rayon A > O à l'intérieur duquel pour chaque j, 

la fonction L.(z) = Log R.(z) = Log E(exp{zX.)) est analytique, 
3 J J 

Le symbole Log désigne la valeur principale du logarithme telle que : 

A 1' intérieur de ce cercle, L. ( z )  peut s'exprimer alors en 
J 

une série de puissances convergente : 

où Y k j  
est le cumulant de FISHER d'ordre k de X 

j ' 

Vu les hypothèses, on a : 

On notera dans ce qui suit : 

s 
n F (x) = PI- < x) 

n s n 

Le théorème de V.V. PETROV s'énonce comme suit : 

ThéanErne A .  2 . 3 . -  Supposons qu' il existe des constantes positives 

H, C1 , C2 , - - a  telles que : 

(A.2.4.) IL,(z)~ s cn dans le cercle lzl < H , n =  1,2 ,... 

1 
n 

l 
(A.2.5.) lim sup - 1. c3I2 < + w 

n-t... j=I j 

L 
S 
n 

1 (A.2.6.) lim in£ - > O 
n- n 



Ceci étant, si x >, O , x = O (6) , alors : 

est une série de puissances dite série de CRAMER généralisée, qui, 

pour n assez grand, est majorée pour une série de puissances à coefficients 

indépendants de n, convergente dans un cercle de rayon assez petit. Ainsi 

les séries Xn(t) convergent uniformément en n pour toutes valeurs 

assez petites de 1 t 1 .  

Remanque : Les coefficients a de la série An(t) peuvent 
kn 

s'exprimer, pour tout k, en fonction des cumulants de XI, ..., X . En 
n 

1 
particulier, si on pose = -.c 'kn n 'k j 

, on obtient : 
j=l 

A remarquer aussi que ce théorème entraîne clairement le théorème A.2.1. 

de H. CRAMER. Dans le cas où les v.a. sont de même loi, les séries X (t) n 

coïncident toutes avec la série de CRAMER dont les coefficients sont alors 

indépendants de n. 



Notons d'autre part une conséquence immédiate de ce théorème : 

C o k a M u h e  A. 2 . 1 .  - supposons qu'il existe g, G, A et 6 y O 

tels que : 

g < IR~(z)I < G pour l z l  < A , Vn 3 1 

2 
s 3 n . 6 pour tout n 2 1 . 
n 

Alors les relations (A.2.7.) sont vérifiées pour x 2 O , 

Ces hypothèses étant clairement vérifiées dans le cas envisagé 

par CRAMER, l'amélioration obtenue est évidente. La définition et les 

propriétés de A (t) dans ces relations restent les mêmes que celles 
n 

du théorème A. 2.3. 

Dans une note antérieure [14], PETROV avait obtenu ce dernier 

résultat avec une hypothèse surabondante. 

En 1957, V.V. PETROV [15] a étudié les grandes déviations dans 

le cas de v.a. à densités et donné le théorème limite local suivant : 

ThéokEme A.2.4.-  Soit une suite de v.a. X , X2 ,..., Xn ,..., 
1 

centrées, indépendantes de fonctions de répartition Vl(x), V2(x) ,.... 
et de dispersions finies 

2 2 
C S ]  , a2 ,... nonnulles. 

Posant : 

S = X + ... + xn , 
n 1 

S 
n F (x) = P(- < 

n s 
n 

+a 

R. (h) = 1 exp {hy MV. (Y) 
3 -m J 

S'il existe des constantes A, K, k et 6 positives telles que : 



(n.2.11.) bh réeltelque I h / < A  : ~ s I R . ( ~ ) ~ < K  , y. 
J 

l'approximation O(.) pouvant être choisie indépendante de h. 

Alors, pour toutes les valeurs de n assez grandes, il existe 

Sn une densité pn(x) continue de la v.a. - . 
S n 

De plus, si x = O(&) pour n -+ + m , alors : 

où A est la série de CRAMER généralisée introduite par V.V. PETROV, 
n 

et @ la densité d'une loi normale réduite. 

La démonstration de ce théorème utilise un lemme de PETROV 

antérieur suivant Cl21 : 

LemmeA.Z.1.- Soit Y], Y2, ..., Y ,..., une suite de v.a. 
n 

indépendantes, centrées, pourvues de moments jusqu'à l'ordre 3. 

I S'il existe G et g > O tels que : 

et si de plus, f.(t) désignant la fonction caractéristique 
J 

I de Y , la suite ifj) vérifie : 
j 





n 
(A.2.18.) F (x) = exp{-zfi l .n R.(z) . 

n n exp{-zs tl dP,(t) . l J  n 

D'autre part, 

= exp{- L .  (z) .~(exp{ (h+z)Xj 1) i 
J 

- 
ainsi pour chaque j, la transformée de Laplace E. (h) associée à V 

J j 

existe pour tout h suffisamment petit et vérifie : 

- 
Désignant par 

'kj 
le cumulant de FISHER d'ordre k de X , on déduit 

j 

l'égalité : 

- - (k) (k) (z) 
Ykj = L j  (O) = Lj 

qui donne pour k = 1 et k = 2 : 

Ces séries convergent dans le cercle 1 z 1 < H ; en effet, d'après 

l'inégalité de Cauchy : 

k! c 
(A.2.21.) [ykj 1 1, j pour chaque j , 

H 

w lykj 1 C zk-1 . 
d'où Iij(z) / i 1 1zlk-' I l . 1  k.IEI Y 

k=2 (k-l)! k=2 

soit H, > O et Hl < H . 



On a alors pour 1 z 1 6 H I  : 

La constante G1 ne dépend seulement que de H et H I .  La condition 

(A.2.5.) et l'inégalité de Holder impliquent : 

où G2 est une constante positive. 

L'application de (A.2.21.) pour k = 2 donne l'inégalité : 

d'où l'on déduit la majoration suivante : 

On déduit alors de (A.2.22.) et (A.2.23.) que : 

Cet inégalité étant valable à l'intérieur du cercle 121 < H I  . 
Ces calculs préalables étant faits, on considère alors l'équation fondamentale : 

X 
qui s'écrit en posant t = - , 

Jn 
"(2) 

t = -  pour t fixé réel , 
s Jn 
n 



ou également : 

(A.2.29.) 
Mn(.> 

c t = - -  rkn zk-l 
- 1 (k-l)! n k=2 

En outre, la condition (A.2.6.) permet d'écrire : 

(A.2.30.) 3 0 0  : r2n 2 6 pour n assez grand . 
O3 

Dans un voisinage de O , la fonction z -+ 1 'kn .k-l 
k=2 (k-l)! 

nulle à l'origine, est continue et est croissante. Il existe donc, 

pour 1 t 1 assez petit, une solution z et une seule de l'équation (A.2.28.), 

de même signe que t et tendant vers O avec t . 

Utilisant le théorème d'inversion des fonctions analytiques, on 

déduit des relations (A.2.26.) et (A.2.30.) qu'il existe un cercle, le 

même pour n assez grand, de centre t = O , à l'intérieur duquel on peut 

écrire : 

n 

Les séries du membre de droite de (A.2.31.) étant convergentes, 

de somme majorée en valeur absolue par HI 
et constituant l'unique solution 

pour 121 i HI de l'équation (A.2.29.). 

Appliquant l'inégalité de Cauchy aux coefficients de ces séries, 

on trouve que, pour n assez grand, ces séries elles-mêmes sont majorées 

par des séries à coefficients indépendants de n et de rayons de convergence 

non nuls. 



L'égalité : 

donne alors : 

Choisissons maintenant pour z , la solution réelle unique 

de ( A . 2 . 2 9 . )  , on obtient un développement en série suivant les valeurs 

de t de la forme : 

ce que l'on peut aussi écrire : 

Les séries An(t) sont ainsi obtenues en substituant dans une 

série une autre série ayant les mêmes propriétés, soit la propriété d'être 

majorée par une série ayant ses coefficients indépendants de n et conver- 

gente dans un cercle de rayon non nul. 



Donc h (t) possède également cette propriété. Elle converge 
n 

donc uniformément en n pour tout 1 t 1 suffisamment petit. 

On montre ensuite que : 

C 
SUP 1 - $(XI 1 c - pour n assez grand , 
X Jn 

C étant une constante indépendante de n et z grâce à l'inégalité 

~ ' E S S ~ E N  formulée dans le théorème A.2.2.. Il suffit pour cela de vérifier 

seulement qu'il existe des constantes fi1 , B2 et Hz positives, indé- 

pendantes de n et z telles que, pour 1 zl < H2 : 

Reproduisons seulement la preuve de la relation ( A . 2 . 3 3 . )  que 

-2 
nous utiliserons ultérieurement. D'après la définition même de o 

j '  

on peut écrire : 

cette série est majorée par une série à coefficients indépendants de n 

et de rayon de convergence non nul, d'après ( A . 2 . 3 0 . )  on a : 

- 
Bn 6 n - 3 - 2 - pour 1 z 1 suffisamment petit et 

n 2n 2 

tout n suffisamment grand . 



On déduit alors de (A.2.18.) que : 

1 t 
2 

expt-zy 61 ~P,(Y) = - expt- T l  dt ( 1  + ~(z)) 
n J2n- 

et par suite, on aboutit à la relation suivante : 

n 
L n 

X 
i - F (x) = e ~ p { ~  - 

n 
..El + 1 L~(z)}.P - m(x>].Ll + o(z)] 

n j=l 

ce qui, en passant par (A.2.32.), et en choisissant pour z la solution 

unique de (A. 2.27 .) , donne l'égalité cherchée en remarquant que z = o(x/&) 

d'après (A.2.31.). 

Partant des relations établies ci-dessus de (A.2.18.) jusqu'à 

(A.2.34.) et remarquant que, si l'on désigne par v.(t) la fonction 
J - 

caractéristique de X , on obtient : 
j 

d'après le lemme A.2.1. dû à V.V. PETROV, on obtient l'existence de 

dFn(x) - 
= pn(x) comme dérivée continue telle que : 

dx 

où C est une constante indépendante de n, x et z . 
O 



On aboutit alors d'après (A.2.18.) à l'existence, pour n assez . - 

S 
n grand, de la densité pn(x) de - . De plus, on a : 
S n 

- n - s x.s - M  
n - ( A .  2.36.)  p (x) = expi-zM 1. Ii R. (z) .expi-z(xsn-Mn) 1.-.pn( n n 

j=i J n S 
n 

d'où résulte l'égalité : 

- 
p,(Mn/sn) - n -2 2 1 

= expi-zM + Log Ii R.(z) + Mn/2sn} [i + O(-)] , 
9(fin1sn) n l J  Jn 

car x = O(&) si n + '+  , donc t O . 
n- 

De la relation (A.2.32.), on déduit l'égalité cherchée. 



THEOREMES DES GRANDES DEVZATZONS POUR LES DENSZTES 

ET LES FONCTIONS DE REPARTZTION CONVZTZONNELLES. 
.................................................. 

KOML~S, MAJOR et TUSNADY ont établi deux théorèmes de grandes 

déviations comme suit : {X 1 désignant une suite de v.a. i.i.d., 
n n>l 

de moyenne O , de variance 1, de fonction génératrice R(z) = E{exp{zXn]} 

définie pour l~ez 1 < A , posant pour j et k = 0, 1, . . . : 

(k+l) 2j 
U = X de fonction de répartition F 
j ,k n 

= F 
j,k j y  

k2J+1 

de fonction de répartition conditionnelle, étant donné U = y :  
j ,k 

ils ont tout d'abord établi, en utilisant le théorème A.2.3. que, pour 

x 3 x+ 1 
(A.3. lb.) F .  (-2jI2x) =$(-XI e ~ p { - 2 j ( ~ )  ..h O [l +O(*] 

J 2J 2 

résultat qui, on va le voir de suite, se transpose sans difficulté au cas 

de v.a. i. non identiquement distribuées. 



Moyennant une hypothèse qui assure l'existence de la dérivée de 

la fonction de répartition conditionnelle pour j suffisamment grand, ils 

ont ensuite prouvé que pour : O s x 5 E , (y( 5 E : 

Ce chapitre est essentiellement consacré à la généralisation de 

ces deux derniers résultats. 

Au préalable, nous transposons comme suit les théorèmes A.2.3. 

et A . 2 . 4 .  du chapitre précédent. 

A.  3.1 6 .  - Thanbpohia%an den ;théohèmeh de PETROV RZCUTER. 

On considère désormais une suite {X n 1 n3l de v.a. i, centrées ; 

U a la même signification que ci-dessus et F désigne sa fonction 
j ,k  j ,k 

de répartition. 

Le théorème A.2.3. se transpose pour les suites iu j  ,kl "Ous 

la forme : 

ThZokème A.3.1. -  La suite {Xnln31 vérifiant les hypothèses : 

(A.3.3.) 3~ z O , g > O et G > O tels que 

'& 2 1 : R ( z )  = E{exp(zX,) 1 existe pour 1~e.I < A  et 
n 

vérifie : 

alors il existe E > O tel que, si O x < E . 2  j l 2  . 



est la série de CRAMER généralisée associée à U et a 
2 1 oii i 

j ,k j ,k j ,k 

1 désigne la variance de U 
j,k ' 

De même, le théorème de PETROV - RICHTER relatif aux densités se 

transpose sous la forme : 

ThQohQme A . 3 . 2 . -  Sous les hypothèses du théorème précédent, 

si de plus : 

où C est une constante indépendante de j,k et h ; alors pour 
u 

j :: JO (indépendant de k), la v.a. - j'k est à densité 'j ,k 
continue 

a 
j ,k 

et bornée ; de plus, il existe E > O tel que, si 1x1 5 c . 2  jl2 . 

[ O' 'j,k 
désigne la série de CRAMER généralisée associée à U 

j,k ' 



A . 3 . 1 ~ .  - La généralisation du premier résultat de KOML~S - 
MAJOR - TUSNADY étant clairement établie, on se propose d'étendre désormais 
le second comme suit. 

Dans le second paragraphe, nous prouvons quelques résultats 

auxiliaires relatifs à la fonction d'erreur et à la série de CRAMER généralisée. 

Dans le troisième paragraphe, nous rappelons succinctement la 

méthode de preuve utilisée par K O M L ~ S  - MAJOR et TUSNADY. 

La généralisation de leur résultat est l'objet des trois derniers 

paragraphes. 



A.3 .2 .  - RESULTATS AUXlLlA7RES.- 

d 'une v . a. n o m d e  h é d d e .  

D & ~ ~ ~ o n . -  4 et 4 désignant respectivement la densité et 

la fonction de répartition d'une v.a. normale réduite, les fonctions A 

("Mill's ~atio") et V sont dé£ inies sur W par : 

Le résultat suivant, relatif à V, sera utilisé à maintes reprises. 

l- Lemme A . 3 . 7 . -  V définit sur IR une fonction positive, de 

classe cm, croissante et convexe, telle que : 

Pour démontrer ce résultat, nous rappelons au préalable quelques 

propriétés élémentaires de la fonction A. 

(A.3.10b.) Vn n? O : A(")(,) h (n+2) (XI % [A ("*') (x)] (inégalité de Schwarz) . 
X 

2 
x +2 

(A.3.10c.) 'dx > 0 : - 2 <A(x)< 2 
x +1 x(x +3) 



Pheuve du Rmtne : V est évidemment positive, de classe cm 

comme A. De (A.3.10c.) découle que : 

et (A.3.10d.) montre que : 

On voit immédiatement que lim v(')(x) = 1 . 
x- 

1 
En outre V(2) (x) = - [2(h(11 (x))~ - h(x). h (2) (x)] 

h3 (XI 

1 [A(l)(X).h(3)(~) - [A(2)(X)]2~ = -  

h3 (XI 

d'après (A.3.10d.) et (A.3.10b.) 

donc V et convexe et V croissante, majorée strictement par 1. 

Il en résulte que pour x > O : 

ce qui achève la démonstration. 

A . 3 . 2 b .  - Une hcphéaelztdon ivctéghde de Ca d é h i e  de CRAMER 

g &nehak% &e . 
Nous utilisons les hypothèses et notations du théorème A.2.3., 

il vient pour tout t réel, tel que la série de CRAMER généralisée 

A (t) existe, la représentation intégrale suivante : n 



Lemme A . 3 . 2 . -  

3 t 
(A.3.11.) t .hn(t) = 1 (u - 5 2 (u)).du 

O 
2n n 

où 

1 2 
= - S I  E(Xj) y r2n n 1 

- d 
n 

M (z) = - 1 Log E(exp(z X .  1) , 
n dz 1 J 

1 et zn(t) est l'unique racine de l'équation : 

Preuve : Par définition (voir A.2.32b.) : 
- 

t 
2 

t3. A (t) = 2 - Z 1 + - Log R (z,) 
n n' n n n 

n 
L~~ R ( z )  = Log ~(exp{z. 1 1) n l J  

donc 

= n (~,(t)) . .,(t) - .Z (u). du 
n n 

d'où le résultat. 



notant 

A . 3 . 2 ~ .  - Une i n é g U E  découRa& d a  h y p o f i è h a  ( A . l . 1 3 . )  

et ( A . 1 . 7 4 . ) .  

z (t) la racine unique de l'équation : 
j ,k 

Lemme A.3.3.- On a pour tout t appartenant à l'intervalle 

de définition commun aux z 
j,k ' 

où C désigne une constante positive, indépendante du couple (j,k). 

Preuve : Soit a = supi ltl ; v( j  ,k) z j ,k (t) 
existe et est 

unique, majorée par A}. On a par calculs élémentaires : 

D'après (A. 1.14.), le second terme de droite est majoré par 2 ; 
2' 

quant au premier, il résulte de (A. 1 1 3 .  qu' il peut être majoré par : 

2 
compte tenu de l'hypothèse faite sur la suite des variances { a  n 1 .  

De plus le terme de gauche de l'égalité est, en valeur absolue, minoré 



sachant que : 

vérifie,uniformément en (j,k), l'inégalité : 

L'inégalité est donc bien établie pour a = O ; elle se prouve de la même 

manière pour a = 1 .  



A . 3 . 3 n .  - Ces auteurs utilisent, relativement à leur suite {X 1 
n 

de v.a. i.i.d., l'hypothèse suivante : 

jp 2 1 tel que vx vérifiant 1x1 < A : 

Cette hypothèse les assure que pour j 2 J 2 O , la suite 

U est à densité f = f continue et bornée. ûn montre également 
j ,k j,k j 

qu'elle entraîne la condition de PETROV (A.3.6.) du théorème A . 3 . 2 .  . 
'L 

Dès lors, la loi conditionnelle de U , étant donné U = y , 
j ,k j ,k 

est à densité : 

A.3 .3b .  - De plus, utilisant les résultats du théorème A . 3 . 2 .  

on peut écrire pour 1x1 < E , l y l  < E : 

Utilisant alors un développement de Taylor de X à l'ordre 

deux au voisinage de y,  les auteurs prouvent que : 

d'où résulte que pour 1x1 s E , lyl s E , 

posant 



A . 3 . 3 ~ .  - Considérant alors pour x 2 O la fonction de 

répartition conditionnelle : 

ils sont amenés à considérer les deux intégrales : 

Ils prouvent que I2 = o(I1) si j + et, par un encadrement de I l  

basé sur les inégalités du paragraphe précédent, prouvent que si 

d'ou résulte (A.3.2a.) ; (A.3.2b.) en découle immédiatement. 

A.3 .3d .  - Dans ce qui suit, nous allons reprendre point par 

point leur méthode en l'adaptant. 

Le paragraphe A.3.4. sera donc consacré à l'étude de la loi 

conditionnelle de $ étant donné U Nous y donnons l'expression de 
j ,k j ,k' 

la densité conditionnelle et grâce au théorème A.3.2. en donnons une première 

expression où intervient une quantité (x,y) analogue à celle vue au 
j ,k 

5 A.3.3b. , sous cette réserve qu'apparaîtront trois fonctions A différentes. 

Cette difficulté nous a amené à introduire les hypothèses (A.1.13.) et (A.1.14.) 

ce qui, grâce au lemme A.3.3., permet d'obtenir un double encadrement de 

la densité conditionnelle. 

On introduit ensuite les intégrales Il et I2 et on généralise 

les résultats obtenus dans le cas de v.a. i.i.d.. 



A.3.4. - ETUDE DE LA DENSITE CUNDlTl0NNELLE.- 

A.3.4~. - NaXn t i onb .  

étant définie corn en A.3.1., de variance u 
2 u j ,.k 9 nous 

j ,k 

définissons de plus : 

Il résulte du théorème A.3.2. que pour j 3 JO , \Ik : les lois 

des v.a.i. Uj-l ,2k et 'j-l,2k+l sont à densités continues notées 

fj-l ,2k et fj-1,2k+l 

Nous donnons d'abord 1 ' expression de la densité conditionnelle 
% 

de U , étant donné U = y . 
j ,k j ,k 

Posons : 

Lemme A.3.4.- Sous les hypothèses du théorème A.3.2., pour j 

suffisamment grand, la loi conditionnelle de , étant donné U = y , 
j ,k j ,k 

est à densité f (xly) telle que, pour tout x et y : 
j ,k 



Preuve : L'égalité désirée découle immédiatement du changement 

de variables suivant : 

'j-l,2k+l O j-1,2k 
soit h : (x,y) ( a x - Y ,  X + Y )  

j-1,Zk 'j-1,2k+l 

On a donc : 

'j-1,2k et 'j-1 ,2k+l étant stochastiquement indépendantes, on déduit 

'L 
de la loi du couple (*j-1 ,2k 'j-1,2k+l ) , celle de (uj,k i uj ,k) i 

d'où résulte la densité de la loi conditionnelle de 5 étant donné 
j ,k 

A . 3 . 4 ~ .  - Apptoche de l ' e x p ~ u a i o n  chmchée.  

i- Pt~upaaLiAon A . 3 . 7 . -  Sous les hypothèses du théorème A.3.2., 

on a pour j 2 JO : 



Preuve : Par application du théorème A.3.2., on a clairement, 

pour j suffisamment grand et pour tout k, les égalités suivantes : 

où O r lxo[ et lxl[ I E . F et O lx2] 5 E . 2 pour 

tout E strictement positif. 

Choisissons un réel E tel que . 1 

et posons : 



on a alors, pour 1x1 ( cl et l y l  - E l  : 

de même l z I i  l .' E. L T  

reprenant l;i relation (A.3.13.) en y remplaçant par lez: expressions 

(A.3.16.), on obtient alors l'égalité (A.3.14.) cherchée, en remarquant 

que : 

A. 3 .4d .  - Etude de L'otLdtLe de gtLandeut de pj ,k(~,y). 

I 
---- 

P h a p o h ~ o n  A . 3 . 2 . -  Sous les hypothèses allant de (A.1.3.) 

à (A.1.14.), et pour un réel arbitrairement choisi, on a pour 

1x1 < E et l y l  < E, : 1 

Preuve : Pour simplifier les calculs, adoptons les notations 

suivantes : 



Ceci permet de réécrire p (x ,y)  sous la forme : 
j ,k 

Il suffit alors de majorer chaque différence 2 L i  ; i = 1,2,3,4 et 5 

par des expressions comprenant les termes du membre de droite de la 

relation à prouver (A.3.17.) ; ceci achévera alors entièrement la 

preuve de la proposition A.3.2. . 

La quantité L I  peut s'écrire aussi : 

Sachant que 1 z j-l, 2k 1 < A pour tout couple (j,k) , et que 

d'après les hypothèses (A.1.13.) et (A.1.19.) : 

on obtient, compte tenu de l'inézalité (A.3.12.), la majoration de 1 

suivante : 

z 
O C AC' 

ILl/ i 1- 1 l . t K - + - )  s 7 . ( / X I  + J Y J )  . 
f l  23 2J 2 

Exactement de la même façon, on obtient aussi : 



2 O ) Majotation de 
L~ 

et L ~ .  - - 
M (2) 

La solution z (t) de l'équation t .o - j,k 
j ,k j,k - 2 j / 2  tend 

vers zéro, uniformément en (j,k), avec t ; d'où, pour E suffisamment 
1 

petit : 

D'où, compte tenu des inégalités (A.3.18.) : 

de même : 

De l'inégalité élémentaire : 

on déduit : 

ceci donne, pour i = 1,2,3 et 4 , les inégalités désirées : 

chaque C. est une constante absolue positive. 
1 



3" ) Majonation de L5. 

dn transposant la méthode utilisée par KOML~S, MAJOR et TUSNADY, 

on effectue un développement de Taylor à l'ordre 2 des fonctions 

0 u 
j k 

u 
j k jvk (y+x)) et (2 (y-x)) au point y , les séries x (- 

j.k j27 j,k ~ ; j -  6 
A (t) étant uniformément bornées par rapport à j et k pour tout t 
j ,k 

assez petit en valeur absolue, d'après V.V. PETROV (théorème A.3.1.), 

il existe des constantes 6 > O , y > O telles que, pour tout couple ( j , k )  : 

1hjr)(t)l i y pour Itl i 6 = 0,1,2 . 
J ,k 

On déduit alors facilement l'inégalité : 

ce qui achève la démonstration de la proposition A.3.2.. 

Des propositions A.3.1. et A.3.2., il résulte que : 

ThéohZrne A . 3 . 3 . -  Sous les hypothèses du théorème A.1.3., 

pour 1x1 < et lyl < r l  où c l  est une constante convenablement 

choisie, on a l'égalité suivante : 



A . 3 . 5 .  - ETUDE DE LA FONCTION DE REPARTITION CONDITI0NNELl.E.- 

A .  3 . 5 ~ .  - P ~ n c i p e  d e  l f E k u d e .  

Posons : 

et soient : 

Il s'agit de trouver un encadrement de Il  de façon que, pour O < x < E 
1  

et I y l  < E~ , on ait : 
- 

ceci sera conséquence du théorème A . 3 . 3 .  établi dans la première partie 

de ce chapitre. 

Le second paragraphe sera réservé à rendre I2 infiniment 

petit par rapport à I l  quand j -t a . 

En combinant ces 2 résultats, on donnera dans le dernier 

paragraphe un théorème de grandes déviations pour les fonctions de répar- 

tition conditionnelles. 

L m m e  A .3 .5 . -  Sous les hypothèses du théorème A.3.2. il existe 

une constante A > O et un nombre 
1 

> O convenablement choisi tels 

La preuve de ce lemme résulte des deux paragraphes ci-après. 



A . 3 . 5 . b l .  - Majona;tian de. 1 ,  . 

Utilisant l'approximation (A.3.20.), on a la majoration suivante 

de Il , il existe une constante absolue positive K telle que : 

où l'on a posé : 

2 1 - K1IYI 2 
u (t) = t (1 -KllYl -Kit) , U 2 O , t 6 t O = 

1 
Clioisissons A = -.t ; pour pouvoir appli.quer (A.3.20.) sur 3 O t 1 

- 
O [x,~] , il faut d'abord supposer que - 3 5 , ou équivalemment -L s 3 . ~  

K1 1 '  

&2 
ce qui sera réalisé si - 2 K ( 3 . ~  1 ; si tel n'est pas le cas, on accroît 

la valeur de K ce qui ne fait que renforcer les inégalités, puis on peut 

alors remplacer, s'il le faut, 
1 

1 par E; = inf(~~,=) de manière à 

garantir que to > O et plus préciserment to 2 ; tout ceci nous 

assure d'un changement de variable univoque, la fonction u -r t(u) étant 

continûment dérivable sur [o,A]. On en déduit les dérivées première et 

seconde de t -t t(u) et par calculs élémentaires : 



De plus, 

d'où par utilisation du théorème des accroissements finis : 

dt 16K 4 - 5 B(Y) + - B (y) .u ; 
du 

&1 

on obtient alors la majoration : 

Or, d'une part : 

d'autre part, grâce aux majorations élémentaires suivantes : 

- 2K 2K 4K 
x i x(l + - lyl + - x) car ~ ~ ( l y l  + x) s -.E, r 1 , 

1 1 1 

on obtient la majoration suivante de 
Il : 

où les a. i = 1,2,3,4 et 5 sont des constantes absolues positives . 
1 '  



Par ailleurs, V désignant la fonction introduite en A.3.2a., on a : 

de plus, pour x 2 O : 

Utilisant les majorations successives qui précèdent, on obtient finalement : 

j 3  j 2  1 
1 i 1 - $ 0  .x)}.exp{K'(2 .x + 2 . x  .\y1 + l y l  + -)} 

j ,k fi 
où K' est une constante convenablement choisie. 

Posons pour tout t 2 O : v(t) = t.h + K~ I Y I  + K I  .t ; il 

résulte de (A.3.20.) qu'il existe K > O tel que : 
'> 

Reprenant la méthode précédente, notons de nouveau : 



on obtient donc : 

- 

on vérifie de plus, comme ci-dessus, qu'avec le même choix de E qu'au 
1 

cours de la majoration de 
I l  : 

d'où : 

D'autre part : 

On en déduit : 

en remarquant que : 3 K  A b 1 - K . [ y [ .  
1 1 

On suppose désormais E et n tels que : 
1 

ce qui, compte tenu de l'inégalité élémentaire : 



1 exp{- 3x} < 1 - x pour O S x 5 - 9 

3 

donne : 

D'un autre côté : 

on obtient finalement la minoration désirée : 

où K t  est une constante convenablement choisie. 



A .  3.5~. - 1négukXéa a&aaXva aux demi-té~ de  u . 
j ,k 

De la démonstration de V.V. PETROV du théorème A.3.2.,on tire 

les inégalités suivantes qui nous serviront au cours du paragraphe A.3.5d.) 

consacré à la comparaison de 1 et 12. 1 

Lemme A . 3 . 6 . -  Sous les hypothèses du théorème A.3.2. on obtient : r - 
(A.3.22.) Pour tout y et tout x tel que h est solution de l'équation 

- 
a2 .x = M (h) , on a, pour j assez grand et tout entier k : 
j ,k j ,k 

2 2 
fj ,k("j ,k.~) s 3 f 

2 
j 

,k .x) . exp (- h .a j ,k (y-x) 

I (A.3.23.) Soit un entier a égal à O ou 1. 

I Pour tout y tel que /y] < cl , soit 
Y0 

un réel de même signe 

2 - 
que y vérifiant l'équation : - 'j-l,~k+a.~o - Mj-l ,2k+a (ho) ; 
il existe une constante K telle que pour tout j et k : 

I 
La preuve de ce lemme est donnée dans les deux sous-paragraphes suivants. 

En adaptant la relation (A.2.36.) à notre cas où interviennent 

les suites triangulaires d'indices k ; j, k = 0,1,2, ... , on obtient 
pour tout y : 

2 - 
0 2 - j yk R (h) .exp{- h.a (A.3.24.) p (a .y) = --- 

j ,k j ,k'y}'Pj ,k j,k j,k u 
j ,k 'j ,k 

' k, 



2 
Ecrivant la même relation pour x défini par l'équation a .x = M (h) 

j ,k j ,k 

et reportant dans l'égalité (A.3.24.), on obtient : 

où l'on a noté : 

d'autre part, de la relation (A.2.35.), il découle que : 

d'oh la majoration suivante de C 
2 

pour 2' Z 8rr.Kl : 
j,k - 

il en résulte alors la relation (A.3.22.) cherchée en passant aux densités 

des variables aléatoires U 
j,k ' 

Choisissons y0 
tel que O c cl I Y o /  : c2 et définissons 

2 - 
h par l'équation - - 'j-1 ,2k+aSYo Mj-l ,2k+a (ho) ; il existe alors deux O 

' h et y. constantes ci et ci telles que : O < ci i ]ho 1 < c2 , 
O 

étant de même signe. On suppose que : 



d 
a = in£ {- Log Rj (h) 1 > O ; 

j dh 

ceci assure que 1 ho 1 < A . 

Il s'agit de montrer que la quantité : 

est uniformément majorée par rapport à j,k et y. 

On choisira y, > O (respectivement 
"O 

< O )  si y 2 0  

En utilisant les développements de V.V. PETROV de 

2 
et 

2 
fj-l ,2k+a(uj-1,2k+a'yo) fj ,k(uj ,k.y) , on obtient : 

sachant que pour I y l  assez petit, il existe une constante C , telle 

que pour tout j et k : 



choisissons 
1 

1~01 ----in et suffisamment petit afin que les 
2C6, 

quantités : 

soient positives ; on obtient alors la majoration suivante : 

cl 
j ,k j- i  2 . 5 CC; ca (y) C' 

j ,k u 
j-1,2k+a 

d'où découle l'inégalité (A.3.23.) désirée. 

Lemme A . 3 . 7 . -  Sous les hypothèses du théorème A.3.2., il existe 

un réel A positif et un nombre E~ > O convenablement choisi tels que, 

pour O c x < E et I y l  < E~ , si j est suffisamment grand, la quantité : 
1 

I2 = 1 - F (Bj,k.A ( Bj .y) 
j ,k , k 

est infiniment petite par rapport à la quantité : 

uniformément en k . 
L 

PKeuve : Etablissons tout d'abord, pour la densité conditionnelle 

j f (B .x \ B. k.y), une majoration de la forme expi- K.2 .XI pour 
j , k  j,k J 3 

x > A et tout y tel que l y [  < c l  . 



Posons : 

z a = O  j-1,2k+am Y + (1-2a).bj-1,2k+a>'X 

D'après le lemme A.2.1., on peut écrire : 

ou équivalemment, il existe K > O tel que : 

S l pour j assez grand . 

Ceci, joint à la relation (A.3.13.) du lemme A.3.4., donne : 

D'autre part, soit 
Y0 

défini par le lemme A.3.6. tel que : 

y ,  < / i n  A )  et y. gardant le même signe que y . 
2 Y 

Des relations (A.3.22.) et (A.3.23.) découle, pour j suffisamment grand 

et pour tout k : 



on en déduit, en reprenant la dernière majoration de la densité conditionnelle, 

que : 

d'où : 

Reste à prouver maintenant que I2 = o(I1) lorsque j tend 

vers + m ; sachant que : 

on obtient, par application des relations (A.3.21.) et (A.3.25.) : 

pour x et l y l  suffisamment petits, la quantité K(x,y) peut être 
C F  

rendue strictement positive et même supérieureou égale à - ; ceci 
12 K 

revient en fait à remplacer 
E~ 

par une autre valeur plus petite convenable ; 

d'où s'en déduit le résultat cherché : 



ThénkZme A.3 .4 . -  Sous l e s  hypothèses du théorème A.1.3. il 

e x i s t e  F > O t e l  que pour / y /  < E ]  : 
1 

O( . )  e s t  uniforme pour 1x1 < c l  , [ Y I  < E ,  ~ 

Pneuve : Compte tenu des  r é s u l t a t s  précédents ,  l a  r e l a t i o n  

(A.3.26a.) s e  dédu i t  c la i rement  de l a  double i n é g a l i t é  : 

La r e l a t i o n  (A.3.26bJ en  r é s u l t e  en remarquant que : 

e t  'j ,k(-Bj ,k x / e j , k ~ )  = l - (B x I B ~ , ~ Y )  
j , k  j , k  

du f a i t  que l a  fonc t ion  t +- f  ( B  j  ,k ,kt  l B j  ,k 
y) e s t  p a i r e .  

Ceci achève l a  preuve du théorème A.3.4.. 



PARTIE B 

DEVELOPPEMENT EN VUE DE L A  D~MONSTRATION DU 

THÉORÈME DE KOMLOS, MAJOR E T  TUSNADY GÉNÉRALI S E ,  

............................................... 



Dans cette seconde partie, on va reprendre la méthode quantile 

et dyadique, utilisée par KOML~S, MAJOR et T U S N ~ Y  dans le cas i.i.d., 

pour la construction des variables aléatoires X en question dans le 
j 

cas où celle-ci ne sont pas nécessairement identiquement distribuées ; 

Tel est le sujet auquel sera consacré le chapitre B.1, dans lequel on 

établira aussi quelques inégalités relatives aux sommes partielles 

aléatoires et à leurs variances ainsi qu'une inégalité résultant des 

formules d'interpolation, qui nous serviront pour la suite au chapitre B.4. 

Le second chapitre de cette partie reprend successivement 

chacune des étapes de la méthode suivie par ces auteurs, en introduisant 

quatre sous-ensembles Ai , i = 1, 2, 3, 4, dont la réunion contient 

l'ensemble de départ,à majorer en probabilité dans l'inégalité équiva- 

lente à (A.1.16) à établir ; ceci afin que cette inégalité elle-même 

se déduise des quatre majorations de p(Ai), i = 1, 2, 3, 4, ayant 

chacune la même forme que la majoration dans l'inégalité équivalente 

à démontrer. Dans ce même chapitre seront établies immédiatement les 

majorations de P(A1) et P(A2). 

Les chapitres B.3 et B.4 traiteront respectivement des deux 

majorations restantes ; ils seront alors réservés à quelques résultats 

intermédiaires pour établir les majorations de P(A3) et P(A4) ; 

celles-ci seront établies au début de la troisième partie. 

Enfin, une technique de séparation en blocs de variables 
0 0 

aléatoires indépendants, inspirée de KOMLOS, MAJOR et TUSNADY, 

indispensable pour établir la majoration de P(A4), fera l'objet 

du dernier chapitre B.5. 



C H A P I T R E  8 7 

CONSTRUCTION D Y A D I Q U E  - METHODE @ f A N T l L E  

.......................................... 

On va tout d'abord donner quelques propriétés de la construction 

/ 

dyadique d'une suite, méthode utilisée implicitement par KOMLOS, MAJOR 

r. 

et TUSNADY et que nous utiliserons systématiquement. 

On exposera ensuite le principe de la méthode de construction 

quantile qui n'est qu'une simple généralisation au cas de v.a. non 

identiquement distribuées. 



8.1.2. - CONSTRUCTION DYADIQUE D'UNE SUITE.- 

On considère une suite {x 1 de nombres réels et les sommes 
n 

partielles : 

Introduisons les notations suivantes : 

et pour 2' 4 n < 2''' : 

8.7 .2b .  - Ptincipe de c o ~ ~ u c ; t i o n  - Lemme. 

% .. 
La donnée des quantités u , u et u permet de 

O j j ,k 

reconstruire {s,}~ d'où la suite {x,}. 

Ceci résulte du lemme suivant : 



L~mme 8.7.7.- Soit la fonction : 

Pour 2' < n 2 jf l oij n est un entier positif, 

posons : 

On a alors : 

j-1 
1 n 

(B. 1.1  .) S1 = 1 - û  . e {? - in(q)}. n q=o 2 j-q,iq(q) 1 2J q 

Pneuve : 
j+i 

Désignons, si 2' < t L 2 , par x(t) la ligne polygonale 

dont les 2 J + ~  sommets ont pour coordonnées respectives (n,sn), n 
% 

désignant un entier compris entre 2' et 2j+' , et par x(t) la 

droite d'équation : 

'L 
Alors xl(t) = x(t) - x(t) est la ligne polygonale dont les 

2j+l soumets ont pour coordonnées respectives (n,sA). 

Posons successivement : 

j t = 2 (l+s) , s € [O,]] 

'L 'L 
x(t) = y(s), x(t) = y(s) et x' (t) = ~'(s) , 



d ' où yl(0) = y'(]) = O et yl(s) est une ligne polygonale dont 

P P les 2j+ 1 sommets ont pour coordonnées (- , y (7) ) , p = 0,1,. . . ,2j . 
2 j  2J 

On a alors par utilisation du développement de Schauder [19] appliqué 

à la fonction continue y' : 

sinon 

et pour n = 2q+p où O & p < 2q q > O : 

la suite finie {qn} est définie par : 

or, on a clairement l'égalité suivante : 



d'où : 

On a donc : 

de plus, 

d'où finalement l'expression de s' annoncée : n 

n 
où l'on a posé : in(q) = = partie entière de - . 2J-q 

Rematrgue : 

La formule (B.1.1.) peut être précisée sous la forme : 

n 
où 

9 n 
= inflq ; - entier ; 

,j -9 

en effet, on a : 

j-1 
n = 2 j + a 1 2  +a22 j-2 + ... + a 

j 
j 

où les coefficients 
a l  y . . 3aj valent O ou 1 et 1 a. > O .  

1 
1 



S o i t  r l e  d e r n i e r  i n d i c e  t e l  que : 

a  = 1 ,  a .  = O pour i > r , 
r 1 

d  ' où, 

On en  d é d u i t  que : 

n  
n  

= r = in f{q  ; - e n t i e r } .  
, j  -9 

B.1.2.cl.- Transposant  l e s  n o t a t i o n s  p r é c é d e n t e s ,  on o b t i e n t  

l e  lemme s u i v a n t  que l ' o n  u t i l i s e r a  au paragraphe  B.1.5. 

Lemme 8.7.2.- S o i e n t  M e t  k  deux e n t i e r s  p o s i t i f s .  

si 2M+k < 2M < 2M+k+ l , posons : 

(B. 1 .3 . )  

(B. 1 .4 . )  
1 j 

C j )  i n  - -  j ( q ) + j ( q )  - ; 4  2  2k-q 2k-q 

a l o r s ,  on  a  l ' é g a l i t é  s u i v a n t e  : 

(B. 1 .5 . )  s '  = 



Pour 2k 4 j  4 2k+1, l a  s u i t e  s 1  joue l e  même r ô l e  que l a  
j zM 

j  j + i  s u i t e  s '  pour 2 4 n  4 2 n  

On a  a l o r s  d 'après  (B.1.2.) : 

où 
j 

j e n t i e r )  6 k  = i n f i  q  ; - 
2k-q 

En r a j o u t a n t  à l a  sormne (B.1.9.) l e s  termes a s s o c i é s  à l ' i n d i c e  

j qu 'on s ' e s t  donné e t  qu i  son t  éventuellement nu l s ,  on a  l a  r e l a t i o n  

cherchée : 

où C ( j )  e s t  d é f i n i  par  l a  r e l a t i o n  (B.1.4.) .  
9  

d '  un eclpace de Banach. 

S o i t  une s u i t e  {x > à va leu r s  dans un espace de  Banach X ; n  n>l 

adoptons l e s  mêmes no ta t ions  qu'au 5 B.1.2a. 

ThZa~èrne 8.7 .7 . -  La cond i t i on  : 

( B . 6 . )  3~ > O : sup Û j , k l  4 C 
j ,k  

équivaut  aux deux cond i t i ons  su ivantes  : 



S 
n  

(B.1.7a) 3 x c X  t e l q u e  l i r n - = x  , 
n- 

s 
n  K (B.1.7b) 3 K > O,  b n  1 : / l x  - 1 1  g n  . 

Remarquons t o u t  d ' abord  que l a  c o n d i t i o n  (B.1.6.)  impl ique que : 

3 x E X ,  3 c > O t e l  que : 

u  
j 

u .  C l i m i = x  e x i s t e e t  j :  I / x - - J / 1  5 -  ; 
j- 2J 21 2J 

e n  e f f e t ,  de  l ' é g a l i t é  : 

u  
on d é d u i t  que 1 e s t  somme p a r t i e l l e  d 'une s é r i e  normalement convergente  

2J u  
dans  X ,  donc l i m  - j e x i s t e  dans X ; d e  p l u s  : 

j- 2 j  

Supposons main tenan t  que : 2' < n  < 2"' ; 

d ' a p r è s  l a  r e l a t i o n  (B.1.1.) é t a b l i e  au  lennne B . I . I . ,  on a  : 

d'où, e n  é c r i v a n t  : 

j n  j nx = 2  x + (7- 1) .2  x , on o b t i e n t  : 
2J 



Ceci,  p a r  u t i l i s a t i o n  d e  l ' h y p o t h è s e  (B .1 .6 . ) ,  e n  remarquant 

que : 

donne : 

d ' o ù  f inalement  : 

Réciproquement, l e s  c o n d i t i o n s  (B.1.7.) impl iquen t  b i e n  (B.1.6.) ; 

e n  e f f e t ,  il su££ i t  de remarquer pour c e l a  que : 

On va main tenan t  é t a b l i r  un lemme q u i  nous s e r v i r a  au 5 C.2.2 

Lemme. 8.1.3.-  Chacune d e s  c o n d i t i o n s  : 

(B. 1 .8 . )  1 I l x j - x / /  < + r n  

j = l  

ou p l u s  généralsrnent : - 
(B. 1 .9 . )  1 j l l ~ ~ + ~ - x ~ I I  < + 

j = i  



e s t  s u f f i s a n t e  pour o b t e n i r  l e s  condi t ions  (B.1.7.) .  L 
 hypothèse (B.1.8,) implique c la i rement  que : 

d'où (B. 1.7b). 

S i  l ' hypo thèse  (B .  1.9.) e s t  r é a l i s é e ,  l a  s é r i e  1 1 1xj+]-xj 1 1 
i= 1 

converge d'où l a  s u i t e  : 

x  = x  + (x2-xI)  + ... + (xn-x ) converge for tement  
n  1 n- l 

v e r s  une l i m i t e  x  e t  : 

Dès l o r s  : 

il e n  r é s u l t e  que l a  cond i t i on  (B.1.8.) e s t  r é a l i s é e  chaque f o i s  que 

(B. 1.9.) l ' e s t .  

L'exemple de  l a  s u i t e  r é e l l e  
(Xn) n> i 

dé£ i n i e  par : 

prouve que (B.1.8.) peut  ê t r e  r é a l i s é e  sans  que (B.1.9.) l e  s o i t .  



B. 1.3. - TNEGALITES RELATIVES AUX SOMMES P A R T I E L L E S  ALEATOTRES E T  A 

LEURS VARIANCES. - 

S o i t  une s u i t e  X I , X 2 , . . . y X n , . . .  de v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  

r é e l l e s  indépendantes e t  c e n t r é e s .  Adoptons l e s  n o t a t i o n s  su ivan te s  

r .c 

r e p r i s e s  pour l ' e s s e n t i e l  de KOMLOS, MAJOR e t  TUSNADY, conformes à 

c e l l e s  que nous avons u t i l i s é e s  ci-dessus pour l e s  s u i t e s  numériques : 

c e c i  pour t ou t  j ,  k e t  n  de  IN. 

B. 1.3b. - Lemme duudioue. 

En in t rodu i san t  l a  s u i t e  de v.a .  {x. à l a  p l ace  d e  l a  
J 

s u i t e  r é e l l e  {x.), on a ,  d ' ap rè s  l e  lemme B .  1.2. ,  une i d e n t i t é  ana- 
J 

logue à c e l l e  obtenue pour l e s  sommes p a r t i e l l e s  de  {x.}. 
J 

2 ~ + k  6 j 2 M  < 2  M + ~ + I  - 
En notant ,  pour 

( B .  1.12.) 

l e  lemme B. 1 . 2 .  s e  t ranspose sous l a  forme : 



r- Lemme 8.1.4.- Soient M et k deux entiers positifs ; 

où j(q) et C (j) sont définis respectivement par (B.] . 3 . )  et (B.1.4.). 
4 

B .  7 . 3 ~ .  - 1négaLL.té~ t e t u a v u  aux vahianc~n dea aomrnQn p u a a .  

2 
Nous connaissons la suite {a des variances et la suite 

n 
2 2 

A = O, ..., A = a + ... + a des sommes partielles. 
O n 1 n 

Réintroduisons les notations précédemment définies : 

qui concordent avec celles que l'on vient d'introduire pour les suites. 

Si 2Mfk jzM < 2 M+k+ l , on peut également poser selon le 

même principe : 

Par simple application du lemme B.1.2. cette somme s'écrit : 

(B. 1.15.) 

où le coefficient C (j) est le même que précédemment. 
4 

Nous serons amené à considérer la somme partielle suivante, 



si O & r C k-l : 
w 
L 

A 

(B. 1.16.) A; = 1 (j)*~~+~-~,j(~) ; 
q=o 

- n'étant autre que A' 
jzM . 

Relativement à ces sommes partielles, le lemme suivant permet 

d'établir une majoration que nous utiliserons au § B.] .5. 

Lemme 8.1.5.- Les sommes partielles A'',...,A'',...,q-l r -  
1 vérifient les inégalités suivanfes : 

(B.1.17.) 

(B. 1.18.) 

Pheuve : 

DVaprès (B.1.14.), la quantité peut s'écrire sous la 

forme : 

On obtient une expression semblable pour A; en remplaçant 

simplement : 

par : 

- - 2k+~-r-l [2 j ] = j(r+1). 2 k+M-r - 1 
k-r- 1 9 



d'où l ' e x p r e s s i o n  su ivan te  de  A: : 

on a  a l o r s  : 

2 2 j - j ( r + l ) l . E ( s 2  2  
( B .  1.20.) A~-~-A: = E(S k+M-r - 1 1 - {- 2k 2r+1 -S >, 

j2"-Sj(r+1)2 2k+M+I 2k+M 

k+M-r-i 6 j2M < ( j ( r + I ) + I ) .  2  k+M-r - 1 
donc j  ( r +  1 ) 2 9 

c e  qui  permet l a  majora t ion  su ivante  du f a i t  que l e s  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  

X sont  cen t r ées ,  indépendantes : 
j  

On dédu i t  a l o r s  de (B.1.19.) e t  (B.1.20.) respect ivement ,  l e s  majora t ions  

cherchées su ivantes  : 



Nous a l l o n s  maintenant u t i l i s e r  l e s  r é s u l t a t s  des  lemmes A . 1 . 1 .  

e t  A.1.2. démontrés dans l a  p a r t i e  A .  Ces l e m e s  vont  nous permet t re  

de t ransposer  au c a s  d'une s u i t e  de v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  indépendantes 

non identiquement d i s t r i b u é e s  l a  méthode de  cons t ruc t ion  q u a n t i l e  i n t r o -  

/ r 

d u i t e  par  KOMLOS, MAJOR e t  TUSNADY lorsque  l e s  v a r i a b l e s  ont  même l o i .  

On se  donne donc une s u i t e  de v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  r é e l l e s  

normales indépendantes e t  c e n t r é e s  Y l , Y 2 ,  ..., Y,, ... de  var iances  

2 
02 = E ( Y ~ )  , j = 1,2 ,  ... e t  on se  propose de c o n s t r u i r e ,  à p a r t i r  de 

J 

c e l l e - c i ,  une s u i t e  de  v . a .  X I , X 2 ,  ..., Xn, ... indépendantes,  cen t r ées ,  

2 2 2 
ayant pour var iances o l , 0 2 , . . . , o n , . . .  

Comme en  (B .  1 .  IO.), on notera  : 

j e n t i e r  2 O 

( B .  1.21 .)) 

j e n t i e r  2. O 

j e n t i e r  2 1 . 

En remarquant, d ' a p r è s  l 'hypothèse  (A.1.12.),  que : 

?J % 
on d é f i n i t  de nouvel les  v . a .  U e t  V par  : 

j ,k  j ,k 



On notera aussi : 

F (x) = P{U < x) , 
j ,k j ,k 

G (t) = sup{x;F (x) < t) , t E: ]O,] [ ; 
j ,k j ,k 

% 
F (xly) = P{U < X ~ U  = y} 
j ,k j ,k j ,k 

G (tly) = sup{x ; F (xly) c t) pour t E: ]o,I[. 
j ,k j ,k 

Les v.a. U et V sont donc bien définies, et l'intérêt 
j ,k j ,k 

'L 
de leur introduction réside dans le fait que, les v.a. V et V 

j ,k j ,k 

sont normales, centrées, de même variance o 2 
= B et indépendantes 

j,k j,k ' 
du fait de leur orthogonalité. 

C C 

En effet, la méthode employée par KOMLOS, MAJOR et TUSNADY 

A 

utilise le fait que les v.a. V et V sont indépendantes, ce qui 
j ,k j ,k 

est réalisé dans le cas où les v.a. {Y.) sont identiquement distribuées. 
J 

Le même principe de construction nécessite l'introduction des nouvelles 

'L 
v.a. V et g dans le cas où les v.a. {yj) ne sont pas néces- 

j ,k j ,k 

sairement de même loi. 

La variable aléatoire ? est introduite de telle façon 
j ,k 

qu'elle soit indépendante de V de manière à pouvoir utiliser la 
j ,k 

construction définie au lemme A.l.2. 

Remarquons enfin que l'inégalité suivante est clairement 

vérifiée : 

(B. 1.23.) 



B. 1.4b. - C o n n ~ u c ~ o n  d a  W .  a. x pan La mézhode yuan;tiee. 
j 

On commence par la construction des v.a. U. = S , puis 
J ,j 

on procéde à celle des v.a. U , grâce à la transformation quantile 
j ,k 

r. / 

conditionnelle introduite par KOMLOS, MAJOR et TUSNADY ; d'où résultera 

celle des v.a. X du fait que : 
j 

La construction des v.a. U est réalisée si l'on pose : 
j 

(B.  1 . 2 4 )  

Il est clair alors, du fait de l'indépendance des variables 

'L 'L % 'L 
aléatoires normales Vo, Vo, ..., V ; que les v.a. Uo,UO, ..., U sont 

j j 

indépendantes. 

D'autre part, la loi de Uo 
est définie par la fonction de 

réparti t ion F ; en effet : 
0 9 0  

d'après le lemme A . 1 . 1 .  

De même la loi de est définie par la fonction de répartition F. 
j 351 

d'après ce même lemme. 

Ceci permet ainsi de construire la suite {u.) d'après les 
J 

égalités : 



(B.  1 .25 . )  < .  

I l  nous f a u t  main tenan t  i n d i v i d u a l i s e r  l e s  v . a .  Xn q u i  n e  

f i g u r e n t  j u s q u ' à  p r é s e n t  que p a r  l e u r s  sommes p a r t i e l l e s  U L'emploi 
j ' 

sys témat ique  du lemme A.1.2. v a  nous p e r m e t t r e  d e  f a i r e  é c l a t e r  c e s  sommes 

en deux sommes p a r t i e l l e s  d e  même t a i l l e ,  indépendan tes  e t  e n  r é i t é r a n t  

l e  procédé,  d e  f a i r e  a p p a r a î t r e  l e s  v a r i a b l e s  X . Ceci  e s t  r é a l i s é  en  
n  

c o n s t r u i s a n t  l e s  v . a .  U 
j , k '  

C e t t e  c o n s t r u c t i o n  s e  f a i t  par  une r é c u r r e n c e  d o n t  l e  p r i n c i p e  

e s t  d é f i n i  comme s u i t  : 

Nous conna i ssons  l e s  v . a .  5 = U .  pour chaque j ; nous a l l o n s  
j J J  
'L 

d 'abord c o n s t r u i r e  l e s  v . a .  U .  , c e  q u i  nous p e r m e t t r a  d e  d é f i n i r  
391 

l e s  v . a .  'j-i , 2  
e t  U de  même l a  c o n s t r u c t i o n  de  

j -1 ,3  j-1,2 

e t  % permet de  dé£  i n i r  U , C = 4 , 5 , 6  e t  7 ; e t  a i n s i  
j -1 ,3  j -2 ,e  

ème k  
d e  s u i t e ,  jusqu 'à  l a  k  - é t a p e  où, ayan t  c o n s t r u i t  l e s  2  v . a .  U 

j -k,R 
k  k+ 1 'L 

pour 1 = 2  ,..., 2 - 1 ,  l a  conna i ssance  d e s  v . a .  
' j - k , ~  

p e r m e t t r a  

d e  d é f i n i r  
k+ 1 

'j-k-1 ,e pour  L = 2  , . . . , zk+* - 1 g r â c e  aux é g a l i t é s  

s u i v a n t e s  : 

( B .  1 .26 . )  

On v é r i f i e  a l o r s  à chaque é t a p e  que l e s  v . a .  ' j-k,1 
son t  

indépendan tes .  



Supposons donc que pour O & k f i x é  < j-1, on a i t  c o n s t r u i t  

k 
l e s  2 v .a .  U indépendantes e t  de l o i  d é f i n i e  par  l e s  fonc t ions  

j-k,R 

(R v a r i a n t  de  2k à 
k+ 1 

r é p a r t i t i o n  F - 1 ,  connues a  p r i o r i .  j-k,C' 

La donnée des  v .a .  normales indépendantes V a l o r s  permet j -k ,R 
CL 

e  c o n s t r u i r e  l e s  v . a .  normales indépendantes V k 2k+t,l. j -k,R' 
R = 2 ,..., 

De p lus ,  'j-k,~ 
e t  ? s o n t  indépendantes e n t r e  e l l e s  c a r  e l l e s  

j -k ,C 

son t  normales cent rées  e t  or thogonales  ; e l l e s  on t  de p l u s  même var iance .  

C ' e s t  pour c e t t e  r a i s o n  qu'on a  é t é  amené à i n t r o d u i r e  l a  nouvel le  dé f i -  

n i t i o n  des ? , q u i  e s t  une simple g é n é r a l i s a t i o n  de c e l l e  i n t r o -  
j , k  

d u i  t e  par KOML~S, MAJOR e t  TUSNADY, par i n t roduc t ion  des  c o e f f i c i e n t s  

"j-1 ,2k+l 0 

e t  j-1'2k , égaux à 1 dans l e  cas  des  v . a . i .  i .d. . 
0 j-1,2k "j-l,2k+l 

Chacune des v . a .  ? é t a n t  indépendante des  v.a.  j-k,R 

U cons t r u i t e s  à p a r t i r  des  V seulement, on pose a l o r s  : 
j -k ,R j -k,C 

CL CL 
(B. 1.27.) U j-k,R = G j-k, aCm(vj-k,e / 0 j-k,r) luj-k,~ 1 

e t  on d é f i n i t  l e s  v . a .  Uj-k-l e t  'j-k- 1, 2C+ 1 par  l e s  é g a l i t é s  : 

D'après l e  lemme q u a n t i l e  condi t ionnel  A.1.2., l e s  v . a .  

'j-k-1,2~ e t  uj-k-1,21+1 
possèdent b i en  l e s  l o i s  r e q u i s e s  d é f i n i e s  

par  l e s  fonc t ions  de  r é p a r t i t i o n  r e spec t ives  Fj-k-1,2R e t  Fj-k-l ,W+I 



elles sont indépendantes du fait de l'indépendance de V et 
j-k,l 

CL CL 

'j-k,l 
donc de 

'j-k,l et 'j -k,la 

De plus, lorsque 1 varie, les couples v" 
(Uj-k,l' j -k,l"j-k,l ) sont 

indépendants, il en est de même des couples U 'Uj-k-l , 2 1 y  j-k-1,2l+l 1 
et donc les v.a. U sont bien toutes indépendantes pour différentes 

j ,k 

valeurs de j et k. 

Finalement, à l'aide des v.a. normales indépendantes 
'n y 

CL 
on a construit d'abord les v.a. U et progressivement on a abouti, 

j 

par fractionnements successifs en somes partielles indépendantes, 

à construire les v.a. X indépendantes, de lois définies a priori. 
n 



8.7 .5. - UNE 1 N E G A L l T E  R E S U L T A N T  DES FORMULES D' 1 N T E R P O L A T l O N .  - 

 objectif du t r a v a i l  e s t  de comparer l e s  sommes p a r t i e l l e s  

S e t  T . Comme on l e  v e r r a  plus  l o i n ,  c e c i  s e r a  r é a l i s é  de  l a  manière 
n n 

su ivan te .  

On i n t r o d u i r a  un e n t i e r  M, (O G M < N), que l ' o n  p r é c i s e r a  

u l té r ieurement ,  on é t u d i e r a  a l o r s  successivement l e s  d i f f é r ences  : 

Lorsque n e s t  é g a l  à j2M , on i n t r o d u i t  l e s  formules 

d ' i n t e r p o l a t i o n  d é j à  d é f i n i e s  au paragraphe B . 1 . 3 .  de  ce c h a p i t r e  : 

e t  l ' o n  posera : 

Dès l o r s ,  comparer S - T s ' opè re  comme s u i t  : 

j  zM j zM 
'L 'L 

t o u t  d'abord 1 s - T  1 e s t m a j o r é e p a r :  
j 2M j  zM 

il e n  découle logiquement q u ' i l  nous f a u t  donc t rouver  une majorat ion 



des quantités S' -T' ; à cet effet nous introduisons les diffé- 
j zM j zM 

rences : 

Arrivé à ce point,la méthode quantile conditionnelle nous fournit 

'L 
les quantités W et W ; d'autre part, les formules d'interpolation 

j ,k j ,k 
n 

du paragraphe B.1.3. utilisent les quantités W pour exprimer les 
j ,k 

sommes S' -T' 
j zM j2M ' 

Lorsque les v.a. X sont identiquement distribuées, les v.a. 
j ,. 'L 

W et W coïncident, la majoration est aisée. Ce n'est pas le cas 
j ,k j ,k 

ici et nous sommes confrontés à un problème supplémentaire. 

n 

Nous allons donc d'abord exprimer les quantités 'M+k,j en 

fonction des quantités ce sera l'objet du 

lemme B .  1.6. 

Nous utiliserons alors notre hypothèse relative aux variances : 

et le lemme B.1.6. pour en déduire une majoration de S' - T' qui 
'L j zM j 2M 

ne fait intervenir que les quantités 'M+k,j et 'M+k,j effectivement 

construites. 

Supposant : 

et q = O,l, ..., k-1 ; nous posons selon les notations du paragraphe B.1.2. : 



et posons, pour simplifier les notations dans le paragraphe qui suit : 

A 'L 
les symboles B B et B ayant été introduits au para- 

j , k y  j,k j ,k 

graphe A. 1.3b. 

Nous prouvons alors le lemme suivant : 

L ~ r n r n ~  8.1.6.-  Avec les notations ci-dessus, on obtient l'égalité 

suivante : 

A 
A 

(B. 1.29.) - - -  4 
2oq 'L 

'~+k-q,j (q) y. '~+k, 1 
+ -  

Y~ '~+k-q,j (q) 

où les a. valant chacun O ou 1 et 1 ai > O, sont définis par : 
1 ' i= 1 

Rappelons tout d'abord que : 

(B. 1.30.) (r 
- - *j-1,2k+l - j-1,2k 

j,k oj-l,~k 'j-l,2k O j-1 ,2k+l 'j-i,2k+l ' 

Utilisant la relation (B.1.23.), on obtient les égalités 

suivantes : 



(B. 1.31 .) 'L 

Bj- l  ,2k+l 
B  

- - j y k  
'j-1 ,2k+l B 

U - -  
j ,k  j , k  BjSk 

j , k  

d e  p l u s  : 

Remarquons que l e  sys tème (B.1.31.)  p e u t  s ' é c r i r e  sous  l a  

forme condensée s u i v a n t e ,  pour a  = O ou 1 : 

k- l 
en  o u t r e ,  s i  j = 2k + a 1 2  + . . . + ak , l e s  a .  v a l a n t  O ou 1 

1 

e t  a  + ... + a  > O ,  on a  : 
1 k 

d 'où l ' o n  d é d u i t  l a  r e l a t i o n  s u i v a n t e  : 

(B. 1 .34. )  j ( q )  = 2j (q -1)  + a  . 
9  

Les r e l a t i o n s  (B .1 .30 . ) ,  (B.1 .31. ) ,  (B.1.32.) e t  (B.1.33.) 

s ' é c r i v a n t  d e  l a  même façon  pour l e s  v . a .  normales V , on  a 
j , k  

a l o r s ,  pour t o u t  i compris e n t r e  O e t  q  : 

'q-i a O - - q-i-l 
(B. 1.35.)  a q-i- 1 

+ ( l - 2 a  ) 
q-i B q-i-1 ' 

q-i  'q-i-1 



d ' o ù ,  é c r i v a n t  l ' é g a l i t é  (B.1.35.)  pour i = 0 , 2 ,  . r ,  q  ; e t  

s u b s t i t u a n t  success ivement ,  on o b t i e n t  l e s  é g a l i t é s  : 

c e  q u i  donne en  posan t  r = q  : 

o r  l a  r e l a t i o n  (B.1.32.) nous donne : 

(B. 1.38.)  

d ' o ù  par  r e p o r t  de l ' é g a l i t é  (B.1 .37. ) ,  j o i n t e  à j ( 0 )  = 1 ,  

p o s a n t  q-l?-l = r q u i  v a r i e  d e  O à q-1 , on a b o u t i t  à l a  r e l a t i o n  

cherchée  (B. 1 . 2 9 .  ) . 

6.1.5b.-  L ' i n é g d L t Q  O ~ Z Q M U Q .  

On va main tenan t  e n  d é d u i r e  l e  théorème s u i v a n t  : 

Théutèrne. € 3 . 1 . 2 . -  S ' i l  e x i s t e  deux c o n s t a n t e s  p o s i t i v e s  6 1  e t  

g2 t e l l e s  que : 

2M+k M < 2M+k+ l . 
o n  o b t i e n t  l a  m a j o r a t i o n  s u i v a n t e ,  s i  G j 2  



Ptreuve : 

La méthode d'interpolation du paragraphe B.1.3. permet d'écrire 

l'égalité : 

k- 1 
#. 

(B. 1.40.) j (q) 

A 

Introduisant la valeur de 
'~+k-q,j(q) 

établie dans le lemme B.1.6., 

dans l'égalité (B.1.40.), on obtient à l'aide des résultats du para- 

graphe B.1.3. : 

%- 1 k- 1 20 
(B. 1.41 .) S' - T'  = 4 

w~+k, 1 + cq(j) - Bq + zk Y 

j 2 j2M B ~ + ~ y  I q=o Y q 

où l'on a posé : 

qui s'écrit aussi par interversion des signes sommes : 

k-2 0 
r 

k- l 
(B. 1.42.) Zk = 1 (1-2ar+1) . B~ . 1 cq(j).h . 

r =O 'rYr+ I q=r+ 1 4 

Remarquons maintenant qu'on a clairement les inégalités élémentaires 

suivantes : 



en  y a s s o c i a n t  l e s  i n é g a l i t é s  (B.1.17.) e t  (B.1 .18. ) ,  il v i e n t  : 

d 'où  l a  m a j o r a t i o n  s u i v a n t e  de  S' - T '  e n  v a l e u r  a b s o l u e ,  à 
j îM j zM 

p a r t i r  d e  (B.1 .41. ) ,  e n  remplaçant  pa r  (B.1.42.) : 

qu'on é c r i t  f i n a l e m e n t  sous l a  forme c h e r c h é e  : 



CHAPITRE B 2  

TRANSFORMATIONS DE L ' INEGALITE DE KOML~S, MAJOR E T  T U S N ~ Y .  

Le p r é s e n t  c h a p i t r e  reprend pas  à pas  l a  méthode s u i v i e  p a r  

c e s  a u t e u r s .  

C e l l e - c i  c o n s i s t e  d 'abord à mont re r  que l ' o n  p e u t  s e  ramener 

à é t u d i e r  2N d i f f é r e n c e s  d e  sommes a l é a t o i r e s  ; c ' e s t  l ' o b j e t  du 

premier  paragraphe.  

On décompose e n s u i t e  c e s  sommes e n  q u a t r e p a r t i e s  c e  

q u i  r e v i e n t  à i n c l u r e  l ' événement  d o n t  on  v e u t  majore r  l a  p r o b a b i l i t é  

dans  l ' u n i o n  de  q u a t r e  événements ; c e c i  s e r a  é t u d i é  au second para -  

graphe.  

La m a j o r a t i o n  d e s  p r o b a b i l i t é s  d e s  deux premiers  événements 

n ' o f f r e  pas  d e  d i f f i c u l t é  p a r t i c u l i è r e  ; e l l e  e s t  r e p r i s e  aux para-  

graphes  B .2 .3 .  e t  B . 2 . 4 .  

En revanche ,  l a  m a j o r a t i o n  d e s  p r o b a b i l i t é s  des  deux a u t r e s  

événements pose d e s  problèmes t e c h n i q u e s  p l u s  a r d u s  q u i  s e r o n t  é t u d i é s  

aux c h a p i t r e s  s u i v a n t s .  



B.2.7~. - Fofime équivdeM;te de C'inégaei;té à é;tab&. 

/ r 
Comme l'avaient déjà remarqué KOMLOS, MAJOR et TUSNADY, 

l'inégalité (A.1.16.) peut se mettre sous la forme plus commode 

suivante : 

(B. 2.1.) x > O P{ sup 1 Sk-Tk 1 > XI < y .exp{a~-Bx} 
1 <ka2 

où y, a et B sont des constantes absolues positives. 

N 
En effet, la relation (A.1.16.) s'écrit pour n = 2 sous 

la forme : 

\dx > O : P{ sup / s ~ - T ~ I  > X} 6 K exp{Nhc.~o~2 - hx} , 
l<kf 2 

ce qui n'est rien d'autre que (B.2.1.). 

N 
En sens inverse, supposons que 2 6 n < 2 N+l et écrivons 

la relation (B.2.1.) à l'ordre N+l : 

PI sup N+l / s ~ - T ~ \  > x) < y.exp{rr(N+l) - 6x1 
1 <k<2 

{sup I S  -T 1 > x)C { sup N + I ( ~ k - ~ k l  > X I  
1 <k<n 

k k  16kC2 

N 
donc P{ sup I S  -T / > X +  c.Lo~~) d PI sup N + l l ~  -T / > x +C.Log2 ) 

1 <k<n 
k k  1Sk6 2 k k  

en posant : 



8 .2 .76 .  - Néce~haé  de pocédm à pLvttin d'un cetr;ta,in & m g .  

Il  f a u t  donc é t a b l i r  (B.2.1.) pour chaque x  > O,  l e s  coef- 

f i c i e n t s  a ,  P e t  y é t a n t  indépendants de  x .  

Aux c h a p i t r e s  B.3. e t  B.4., nous in t rodu i sons  une q u a n t i t é  

E > O q u i  n ' e s t  a u t r e  que l a  quan t i t é  r é s u l t a n t  des  théorèmes de 

V.V. PETROV. 

x  > O é t a n t  f i x é ,  nous d é f i n i s s o n s  l ' e n t i e r  M(x) = M 3 1 

x M x  
t e l  que - < 2  <z 

8& 
; c e c i  nous amène donc à supposer x  3 8 ~ .  

'L 'L 
De p l u s ,  l e s  i n é g a l i t é s  r e l a t i v e s  aux q u a n t i t é s  U e t  U 

j , k  
qui 

j 

f e r o n t  l ' o b j e t  des  c h a p i t r e s  3.3.  e t  B.4.' ne son t  v a l i d e s  que pour 

j > J ; j  é t a n t  supposé > M ; c e c i  impose en  d é f i n i t i v e  que 

x > x  > o .  
1 

Ceci n ' e s t  pas gênant c a r  s i  O < x < x ,  , on peut  t ou jou r s ,  
1 

A x l  -Ax 
dans l ' i n é g a l i t é  (B.2.1.) ,  e f f e c t u e r  l a  majora t ion  par  1 ou e  . e  Y 

e t  en combinant avec l e  r é s u l t a t  obtenu pour x  > x  
1 '  

on en  dédu i t  

une i n é g a l i t é  v a l a b l e  pour t o u t  x  > 0 .  

Soi t  donc 1 < n  6 2N e t  x  2 x  > O f i x é .  1 

M é t a n t  déterminé comme indiqué ci-dessus,  s o i t  M = i n f { ~ , ~ ) .  
O 

N 
On découpe d'  abord 1' i n t e r v a l l e  Cl , 2  1 de IN* en sous - in t e rva l l e s  

M N-Mo 
de l a  forme [j2 0 + 1 , ( ~ + 1 ) 2 ~ ~ ]  , j  v a r i a n t  de O à 2 - 1 :  



n s'écrit alors de la manière unique suivante : 

d'où : 

Si Mn = N le dernier terme est nul ; sinon on découpe de nouveau 
u 

M + 1  
1' intervalle [l , 2*] en sous-intervalles de la forme [l ,2M0] , [2M~y 2 0 1 

d'où j L 1 3 k ,  O C k h N-MO-] tel que : 

CL 
On réalise alors l'interpolation linéaire S définie 

îM0 

par (B.l.Il.), en remplaçant M par Mo , soit : 

et de même : 



où S  ' 
Mo 

e t  T '  
j n ~ M ~  

é t a n t  dé£ i n i e ,  comme au 5 B .  1 .5. ,  pa r  : 
j n2 

On o b t i e n t  f inalement  : 

Posons a l o r s  : 

a = sup 
1 N-M \ S M  j2  ~ + k  - S  j ~ " ~  I y  

O<j&2 O-1 

A = sup I T 
2  N-M jZMo+k - T  j2 Mol  ; 

O<j<2 '-1 

A3 e t  A4 s o n t n u l l e s  s i  N = PZ O e t  d é f i n i e s  s inon par  : 



on a donc immédiatement avec ces notations : 

( B . 2 . 2 . )  A G A ,  + A , +  A , + A ,  . 



8.2.2. - LES INEGALITES P ( A ~ )  , i = 1,2,3,4 A ETABL1R.- 

In t roduisons  l e s  événements : 

De l ' i n é g a l i t é  év idente  : 

on d é d u i t  : 

doncpour  i = 3 ,  4 :  

1 
I n A') c (AI  A) u A . A I  = (A: n A) u ( A ~  

1 1 1 ' 

en o u t r e  d ' ap rè s  (B.2.2.) e t  l a  d é f i n i t i o n  d e  M y  on a  : 

posons : 

on o b t i e n t  donc : 



Pour prouver  (B.2.1.), il s u f f i t  donc d ' é t a b l i r  l e s  i n é g a l i t é s  

su ivan te s ,  pour i = 1,2,3,4 : 

où yiy a .  e t  Bi son t  des  cons t an t e s  abso lues  p o s i t i v e s .  
1 

Nous é t a b l i s s o n s  l e s  deux premières  dans l e s  paragraphes qu i  

su iven t ,  l a  démonstrat ion des  deux a u t r e s  é t a n t  renvoyée aux c h a p i t r e s  

su ivan t s .  



8 . 2 . 3 .  - MAJORATION DE P(A,).- 

/ 

Nous reprenons pour l'essentiel la méthode de KOMLOS, MAJOR 

C 

et TUSNADY. Toutefois, les variables aléatoires étant non i.i.d., il 

n'est pas possible d'utiliser simplement la fonction de CHERNOFF. 

Nous employons donc la majoration (A.1.18,) introduite au 

paragraphe A.1.3~. 

on déduit : 

Or de l'existence des transformées de Laplace pour It 1 < A, 

on déduit l'inégalité élémentaire pour O < t < A : 

en remarquant que EXi = O entraîne R. (t) 2 1 .  
1 

A Choisissant O < t < - , on peut alors écrire la majoration 
2 

suivante, d'après (~.1.18.) : 

P{X M + X M > E.2 1 6 min exptc'o 2 3 - tE2"} ; 

j2 O+] zMO+k t>O Pi ,k 2M0-M] 



au'on peut écrire aussi : 

M 
P{X M +. ..+x > c.2 ) & exp 

j2 0+1 TO+k 

d'après la relation (A.1.19.) et la définition de M. 

De même d'après la parité du second membre de l'inégalité (A.1.18.), 

on obtient : 

Remmqueb : 

1) D'une manière générale, le minimum de la fonction 

X 
t -+ exp{at2-bt}, t > O, (a,b) E R x R, est atteint pour la valeur 

b t = -  b2 
2 a au point exp { -  4àl . 

E.2 
M 

E 2) On a choisi t = G- 
2C ' o ] dans cette preuve, 

E A 
ceci $uppose - < - ce qui est toujours possible en réduisant 

2 c v 1  2 

éventuellement la valeur de E. 



On peut reprendre la méthode du paragraphe précédent, 

d'ailleurs plus aisée. 

on déduit : 

N 
P ( A 2 )  6 2 sup P{ / T M - T - 1 > E.2 1 

j ,k j zMo+k j zi10 

or, pour t > O : 

Exactement de la même manière que pour la majoration de P ( A I ) ,  

on obtient : 

d'où la majoration cherchée : 

E N+ 1 E 
P (A?) îN+ l . sup expl - -- 1 662 x1 = 2 

. exp{- -.XI l 6  2 = y 2 .exp{a 2 N - B2x1. 
j ,k 
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CHAPITRE 83 

Dans leur premier a r t i c l e ,  ces auteurs ont é t ab l i ,  dans l e  

'L 
cas de v .a . i . i .d . ,  une inégal i té  r e l a t i ve  aux sommes pa r t i e l l e s  U 

j 
'b 

construites à pa r t i r  des sommes pa r t i e l l e s  V Nous nous proposons 
j ' 

d'étendre ce t te  inéga l i té  dans l e  cas de v.a. non identiquement dis-  

tribuées sous l a  forme énoncée au théorème B.3.1. du paragraphe B.3.3.. 

Pour sa preuve, on a  besoin de 2 lemmes préliminaire's sur l e s  fonctions 

'b 

de répar t i t ion  des v.a. U e t  ce l les  des v.a.  normales. En u t i l i s a n t  
j 

l e  théorème A . 3 . 1 .  de V . V .  PETROV, on va énoncer, avec preuve, ces 

2 lemmes dans l e  paragraphe qui s u i t .  



8 . 3 . 2 .  - LEMMES PRELiMiNATRES - J'ROPOSiTiON. 

Lenime 8.3.1.-  Sous les hypothèses du théorème A.3.1., il 

E = - > O et des constantes a et 6 > 0 telles que, 
1 G 

pour toute valeur de j, on ait : 

(B.3. la.) CL ' ~ 2  1 - F.(o .x)  
3 - 

J J  1 
G ~ o g t  G a n ~ ~ x ~  2 + 6 t x a 2  + -1 

Jn 

( B . 3 .  l b . )  

où l'on a noté n = 2j. 

Toutes les hypothèses du théorème A.3.1. sont vérifiées ; 

on a donc, pour x > O, x = O(&) : 



'lJ 

Ces égalités s'écrivent aussi en remplaçant x par O.x, 
J 

pour x > O, b ' E  > O, E 
X < - = E  

K 1 .  

Se servant alors de l'hypothèse (A.1.19.) et du fait que : 

a 

d'après le théorème de V.V. PETROV A.3.1. cité ci-dessus, on retrouve 

les inégalités (B.3.1.) cherchées. 

Q3 2 Lemme B.3.2.- Posons u = - 2 
O.X +, , n = 2 .  j 

j ,j J O 

j 

pour tout nombre réel B > O, il existe 2 constantes positives Cl et 

C2 telles que, pour j suffisamment grand, on ait : 



où a ,  6 1  e t  62 sont  des  cons t an te s  absolues p o s i t i v e s .  

P ~ Q U V Q  : 

Constatons tou t  d 'abord que u j peut  ê t r e  encadré comme s u i t ,  

d ' ap rè s  ( A . 1 . 1 9 . )  : 

2 1  
e t  que,  d ' a u t r e  p a r t ,  puisque ~ ' ( 0 )  = 7 > 2 , on a clairement  l a  

minora t ion  suivante  de  l a  fonc t ion  V ( x )  d é f i n i e  dans l e  § A.3.2a.  

pour t o u t  x > O  : 

P t r ~ u v ~  de - ( B .  3. Zn. ) : 

En u t i l i s a n t  l e  théorème des  accroissements  f i n i s ,  en  se  

s e rvan t  du lemne A . 3 . 1 .  e t  des  i n é g a l i t é s  ( 8 . 3 . 4 . )  e t  ( B . 3 . 5 . ) ,  on 

o b t i e n t  : 



3 - 

dès que 
6: 

C l  >' 2a. -- 
6: ' 

On a, par les mêmes arguments que pour la preuve de l'inéga- 

lité (B.3.2a.) : 

Cherchons alors une minoration de la fonction : 

pour un choix convenable de E. 

Soit F',' = - 
1 

en se servant des propriétés de crois- 
' 

sance et de convexité de la fonction V, ainsi que de la croissance 

de sa fonction dérivée, on obtient, pour E E" 
1 '  



Js; 
L V(- J n x  - 

2 C 2  1 5.f; 

on a donc : 

o r  on  p e u t  c h o i s i r  un e n t i e r  p o s i t i f  N t e l  que ,  pour n 2 N ,  on a i t  : 

d ' o ù  f ina lement ,  pour E C E" e t  n 2 N : 1 

On c o n c l u t  donc aux  m i n o r a t  ions  s u i v a n t e s  : 



ce qui implique évidemment les conditions imposées pour la preuve de 

(B.3.2a.). Les inégalités (B.3.3.) se déduisent clairement des deux 

premières par changement de x en -x. 

r- P h o p o a a o n  8.3.1.-  Sous les hypothèses du théorème A.3.1., 

I il existe un entier J positif tel que, 

l pour un E > O convenablement choisi, on ait pour tout j 2 J, 
1 

Prouver les inégalités (B.3.6.) équivaut à prouver que : 

pour O < x < E 
1 '  

'L % %2 'L 'L2 'L 
1 - $(ojx+u.) 1 - F. (a. x+O) 1 - F.(o.x) 

LO~{ 1 G L O ~ {  'L ) < L o ~ {  2 I G L O ~ ~  l - m(Ojx-u.) 
'L > 

1 - m(2.X) 1 - $(o.x) 1 - o(ojx) 1 - O(ojx) 
J 3 

et pour -E < x < O : 
1 

Ce système d'inégalités est clairement vérifié d'après les 

lemmes B.3.1. et B.3.2. 



B.3.3.  - E N O N C E  ET PREUVE DU RESULTAT GENERALTSE. 

r 

ThEah2rie 8.3.1. - S o i t  {F ' j = 1 , 2 , . , . )  une s u i t e  de fonc t ions  
j 7  

de r é p a r t i t i o n  v é r i f i a n t  l e s  hypothèses du théorème A.3.1. 

Il e x i s t e  des  cons t an te s  p o s i t i v e s  C l ,  C 2  e t  E e t  un e n t i e r  

J p o s i t i f  t e l  que, pour j  2 J : 

CL 'L2 'L 
(B.3.7.)  s i  jujl  < E.2 j 

+ C2 

e t  

(B.3.8.)  
2  j 

s i  l u j \  < ~ . 2  . 

Phcuve : 
CL 

On a ,  par  cons t ruc t ion  même des v .a .  U , l a  double i n é g a l i t é  
j 

su ivante  : 

La preuve de l ' i n é g a l i t é  (B.3.7.) s e  r é d u i t  a l o r s  à c e l l e  des  i n é g a l i t é s  

'L j .  su ivan te s ,  pour I u .  1 < E . 2  . 
J 

'L %2 
Posons U = O. x 

j J 

E 
Ces i n é g a l i t é s  s f  é c r i v e n t  a l o r s ,  pour 1x1 < E '  = - : 

62 

Ceci achève l a  preuve de l ' i n é g a l i t é  (8.3.7.)  pour 1x1 < in f  ( E ]  ,&;) 

compte tenu de l a  r e l a t i o n  (B.3.6.) é t a b l i e  dans l a  p ropos i t i on  B.3.1. . 
La même démonstration vaut évidemment pour l e s  q u a n t i t é s  U s i  j  2 J 

j  

e t  donc a u s s i  pour l ' i n é g a l i t é  (B.3.8.) .  



CHAPITRE 84 

DEUXZEME GENERALISATZON D ' U N  LEMME DE KOML&, MAJOR ET TUSN~VY 

DEDUZTE D E S  RESULTATS DU C H A P I T R E  A.3 .  

8.4.1.  - INTRODUCTION - ENONCE D 'UN THEOREME, 

Le but de ce chapitre est de généraliser, au cas de v.a. 

indépendantes non identiquement distribuées, une inégalité fondamentale 

établie par KOMLOS, MAJOR et T U S N ~ Y  dans le cas i. i .d, 

Pour sa preuve, on utilise pratiquement les mêmes méthodes 

employées par ces auteurs, du fait des formes analogues des résultats 

généralisés au chapitre A.3. que nous utiliserons dans ce chapitre. 

Enonçons alors la généralisation qu'on établira au 5 B . 4 . 3 .  

T h Q o k E m e  B.4.1. - Soit F j = 2 . 1 une suite de 
j 

fonctions de répartition vérifiant les hypothèses du théorème A . 1 . 3 .  

Il existe des constantes positives C l ,  C 2  et E telles 

que, pour j assez grand : 

La démonstration de ce théorème nécessite, en plus des résultats 

des grandes déviations établis au chapitre A.3., quelques inégalités 

préliminaires auxquelles sera consacré le § suivant. 



8.4.2. - LEMMES Dt1NTRODUCT10N. 

Posons : 

où C est une constante positive. 

On a clairement l'encadrement suivant de 
u j : 

(B.4.2b) u G u  & 
1 j 2 

L ~ r n r n ~  R.4.7.- Pour tout nombre k > O, il existe des constantes 

C I  , C2 et E positives telles que, pour tout x et y ,  1x1 , 

< E, , on ait : 

si x > O  : 



P~LQUVC : 

La preuve de l'inégalité (B.4.3a.) se réduit à l'application 

du théorème des accroissements finis à la fonction x + ~ o g  Cl-@ (aj ,k~)] , 

aux propriétés de la fonction V du paragraphe A.3.2a. ainsi qu'à 

l'inégalité (B.3.5.) ; 

en effet, 

en choisissant : 

on aboutit à la relation cherchée (B.4.3a.). 

De la même manière, on a : 

De façon analogue à celle utilisée pour la preuve de l'inégalité 

(B.3.2b.), en utilisant les propriétés de croissance et de convexité de 

la fonction V(x), ainsi que de la croissance de sa fonction dérivée, 

on a, pour < et n a N  : 



où a et a2 sont 2  constantes positives. 1 

% 
On obtient alors, pour E 6 inf , -) et n à N , 

4c, 
L 

2  
en prenant pour a = -- - C2 et a 2 - -  , la majoration suivante : 

62 

il en résulte que : 

2  .rr 
dès que C l  hI< sup{-,  fi, 

G 



Les inégalités (B.4.4.) se déduisent de celles qui viennent 

d'être prouvées en substituant -x à x. 

PtropobiAion 8.4.1.-  Sous les hypothèses du théorème A.1.3., 

soit E un nombre positif convenablement choisi. Pour tout j suffi- 
1 

samentgrand, ona, si 1x1 < E  et l y l  < c l  , pour tout x et y :  
1 

Ceci revient à prouver que, pour l y l  < : 

En utilisant maintenant les résultats de grandes déviations, du théorème 

A.3.4. du 3ème chapitre de la partie A, établis à cet effet, en remplaçant 



dans ( 8 . 4 . 6 . )  par les égalités ( A . 3 . 2 6 . ) ,  on obtient, Pour I Y  / < E l  : 

telles sont les inégalités qui ont fait l'objet du lemme B . 4 . 1 .  



8.4.3.  - PREUVE DU THEOREME B . 4 . 7 .  

Comme l ' o n t  f a i t  K O M L ~ ,  MAJOR e t  T U S N ~ ,  on va démontrer 

l ' i n é g a l i t é  (B.4.7.) su ivante  q u i  e n t r a î n e  c la i rement  l ' i n é g a l i t é  (B.4.1.) 

cherchée, 

en u t i l i s a n t  l e s  deux r e l a t i o n s  év identes ,  pour t o u t  x  e t  y : 

CL 
Par d é f i n i t i o n  même des  U on a  l a  double i n é g a l i t é  su i -  

j , k  ' 
vante : 

Posons : 

La preuve de  (B.4.7.) r e v i e n t  donc à c e l l e  des i n é g a l i t é s  su ivantes ,  
I 

en no tan t  u  l a  q u a n t i t é  d é f i n i e  par (B.4.2a.) : 
j 

Compte tenu de l a  r e l a t i o n  (B.4.5.)  é t a b l i e  dans l a  p ropos i t i on  B.4.1., 

c e c i  achève l a  preuve du théorème B.4.1. .  
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C H A P I T R E  85 

M I S E  EN EV I D E N C E  DE B L O C S  DE V A R T A B L E S  A L E A T O l R E S  I N D E P E h i î l A N T S .  

l3.5.1. - I N T R O D U C T I O N  - ENONCE D ' U N  LEMME. 

Dans l e  5 B.2.2 . ,  nous avons i n t r o d u i t  l ' ensemble  A d é f i n i  4 

p a r  : 

A = { s u p  1s' '4 X . I U  I S c . 2 )  ; M 

0 < ~ < 2 ~ - ~  j z M  j 2  OGkS2 N-M M,k 

l a  m a j o r a t i o n  d e  l a  p r o b a b i l i t é  d e  c e t  ensemble s o u l è v e  un d é l i c a t  problème 

d ' indépendance que nous exposons c i - a p r è s ,  e t  que nous r e t r o u v e r o n s  au 

c h a p i t r e  C l .  

Le problème d ' indépendance posé  p l u s  précisément  e s t  l e  s u i v a n t  : 

compte t enu  d e s  r é s u l t a t s  ob tenus  au c h a p i t r e  B4, l a  c o n d i t i o n  

< E. zM f i g u r a n t  dans  l ' e n s e m b l e  A4 permet,  s i  
OSki2 

k  
2  6 j < z k + ' ,  d e  majore r  l a  q u a n t i t é  ( s '  - T' 1 par  l a  somme : 

j 2M j 2M 

à une c o n s t a n t e  a d d i t i v e  p r è s  dépendant d e  k ,  où j ( q )  = - ~ ~ 2 -  q] 

Malheureusement, dans  c e t t e  somme, l e s  t e rmes  s u c c e s s i f s  obtenus  en 
/ , 

f a i s a n t  v a r i e r  q ,  ne s o n t  pas  indépendan ts .  KOMLOS, MAJOR e t  TUSNADY 

o n t  r é s o l u  l e  même problème, d ' u n e  maniè re  t r è s  é l é g a n t e ,  dans  l e  c a s  

d e  v . a . i . i . d . .  Se lon  un p r i n c i p e  b a s é  s u r  c e l u i  u t i l i s é  i m p l i c i t e m e n t  

p a r  c e s  a u t e u r s ,  on v a  majore r  c e t t e  somme p a r  une a u t r e  somme composée 



de termes tous indépendants e n t r e  eux. L e  r é s u l t a t  obtenu se ra  énoncé de 

s u i t e  dans l e  l e m e  B.5 .1 .  ; l e  paragraphe su ivant  s e r a  consacré à s a  

preuve. 

k k+ 1 
Notons, pour tou t  j  B 1 ,  k B O t e l  que 2  C j  < 2  , 

par A e t  C l e s  sommes su ivan te s  : 
q  j 

(B.5. l a . )  A = U 
2  2 

q  ~+k-q -1 ,2 j  (q) + ' M + ~ - ~ - I  , 2 j  (q)+l  ; O < q < k - 1  

j où l ' o n  a  désigné p a r  j  (q) l a  p a r t i e  e n t i è r e  de - . 
2k-q 

 autre p a r t ,  pour t o u t  e n t i e r  j t e l  que : 

k 
2  < j < z k + l ,  k a O ,  on a  l ' é c r i t u r e  su ivan te  : 

où chaque a  vaut  O ou 1 e t  a  + ... + a > O  ; 
i 1 k 

on a a l o r s  une a u t r e  é c r i t u r e  de  j (q )  pa r  l a  formule de  récur rence  

su ivante  : 

j (O) = 1 

j ( q )  = 2j(q-1) + a  , q  2 1 .  
4  

On a  besoin,  pour l a  s u i t e ,  d 'une  nouvel le  s u i t e  j  ' (q)  dé£ i n i e  par  : 

Le r é s u l t a t  cherché s'énonce a l o r s  dans l e  l e m e  su ivan t  : 



Lmme 8.5.1. - Les variables aléatoires U 2 
-- M,j(k) y 

2 
'~+i ,j ' ( k - i )  

i = O . . . k - 1  sont stochastiquement indépendantes entre elles. 

De plus, on a la majoration suivante de la quantité C 
j 

pour chaque j : 



8.5.2. - PREUVE. 

Les termes Aq de  l a  somme C s o n t  composés d e  l a  somme de 
j 

deux c a r r é s  d e  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  indépendants  U2 e t  M+k-q- 1 , 2  j (q)  
L q u i  s o n t  f o n c t i o n s  seulement d e  v . a . i .  indexées  ( respec-  

' M + ~ - ~ - I  , 2 j  ( q ) + l  

t ivement )par  l e s  e n t i e r s  a p p a r t e n a n t  aux i n t e r v a l l e s  d e  N : 

k  k- 1 
où j ( q )  e s t  d é f i n i ,  s i  j  = 2  + a 1 2  + ... + a  k '  chaque a .  v a l a n t  

1 

O ou 1 ,  p a r  : 

Suivan t  l ' e n t i e r  j qu 'on s ' e s t  donné, 2q c a s  p o s s i b l e s  

s ' imposen t  a l o r s  pour o b t e n i r  l a  v a l e u r  d e  . Aq 

Regardons pour commencer l e  c a s  d e  A , A l  e t  A 2 -  

On a  : 

c e t t e  somme e s t  composée de  deux c a r r é s  d e  v . a .  indépendants ,  c a r  i l s  

ne f o n t  i n t e r v e n i r  que l e s  v . a .  indépendantes  indexées  p a r  l e s  e n t i e r s  

a p p a r t e n a n t  aux i n t e r v a l l e s  r e s p e c t i f s  [îMck+ 1,3.2  M+k-l] e t  

[3. 2"+k-1+1 , 2  M+k+ 11 
A s ' é c r i t  encore  u2 2  

M+k-1 , j  (1 )  + U ~ l + k - l , j ' ( l )  
t a n d i s  que 

O 

on v o i t  d e  s u i t e  que : 

2 
donc A e t  A l  ne  s o n t  pas  indépendan ts  mais 'M+k-1 , j '  (1)  

e s t  
O 

indépendante  de  A l .  



Procédant de même sur Al , on voit que : 

les carrés de ces deux termes figurent dans l'expression de 
A2 qui 

n'est donc pas indépendante de Al mais est indépendante de 
'M+k-2, j ' (2) 

et U~+k-l,j'(l)' 

Par récurrence, on obtient donc à l'ordre q : 

et les v.a. 'M+k-r , j (r ) (r = 1 q )  s'écrivent : 

- - 'M+k-r , j ( r )  'M+k-r- 1 , j ' (r+ 1 ) + ... + u 
M+k-q,j ' (q) + '~+k-~-l ,j' (q+l) 

Le terme final est : 

- - 2 
+ u 2 

*k-1 'M,j(k) M,jl(k) somme de 2 termes indépendants. 

D'où, en définitive, pour q = O,l, ..., k-2 : 

= u 
'~+k-~- 1, (q+ 1) M+k-q-2, j ' (q+2) + '~+k-~-3, j ' (q+3) + ' . ' + 'M+ 1 , j ' (k- 1 ) 

somme de termes, tous indépendants entre eux. 

C , 
Selon une méthode inspirée de KOMLOS, MAJOR et TUSNADY, 

1 
posons a = - 

J2 
et : 



Utilisant l'inégalité de Schwarz, il vient : 

d'où 
k- 1 1 2 est majorée par : 
1 M+k-qU~+k-q-i,j(q+~) 

q=O 2 

k-l 
)u2 + 

1 -a 

Le second terme peut être réécrit : 

d'où finalement, 

majoration qui donne clairement celle désirée. 



PARTIE C 

CONCLUSION - APPLICATIONS 

........................... 



On va conclure  dans c e t t e  p a r t i e  en é t a b l i s s a n t  l ' i n é g a l i t é  

, > 

de  KOMLOS, MAJOR e t  TUSNADY géné ra l i s ée  au cas  de v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  

indépendantes,  non nécessairement identiquement d i s t r i b u é e s .  Pour c e c i ,  

l e  premier c h a p i t r e  s e r a  consacré aux majora t ions  d e  P(A3)  e t  P(A4)  

r e s t a n t e s  en u t i l i s a n t  l e s  r é s u l t a t s  précédemment é t a b l i s .  Un lemme 

de  c a l c u l  s e r a  donné dans l e  premier paragraphe de  ce  c h a p i t r e .  

Quelques a p p l i c a t i o n s  à d i v e r s e s  formes de  l a  s u i t e  de  

v .  a .  {x.} achèveront dans un deuxième c h a p i t r e  c e t t e  de rn i è re  p a r t i e .  
J 



C H A P I T R E  C l  

PREUVE D E  L ' I N E G A L I T E  D E  KOMLOS,  MAJOR e t  TUSNADY G E N E R A L I S E E .  

C . 7 . 7 . -  ivLthoducfion - Lmme. 

On a besoin de quelques majorat ions des  transformées de Laplace 

de v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  qui  i n t e rv i endron t  au cours  des  majorat ions de  

P(A ) e t  P(A ) du paragraphe su ivan t .  Ce l l e s - c i  c o n s t i t u e r o n t  l e  
3 4 

contenu du lemme su ivan t  qu i  s ' i n s p i r e  d i rec tement  d'une méthode de 

KOMLOS-MAJOR-TUSN~DY . 

L e m m e  C . 7 . 7 .  - Soient  l e s  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  tronquées -- 

su ivantes  : 

sinon 

2-j %2 % % * . =  { j  
s i  U .  1 6 c.2' ; j = M ,..., N-1 

(C. 1.2.) 
3 

J 

O s inon 

2-j. u2 s i  < c .2  j / '  j,k (C. 1.3.) X - 
j ,k 

\ O sinon. 

' > O t e l l e  que, pour Il e x i s t e  une cons tan te  = - 
462C' 

o < t < a :  

(C. 1 .4.)  sup , ~ ( e x p i t > i  19 < . 
j  ,k  



Pheuve : 

En u t i l i s a n t  1' i n é g a l i t é  de  Markov e t  1' indépendance des 

v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  X on a  d ' ap rè s  l 'hypothèse  (A. 1.18.) l e s  
j  ' 

majorat ions suivantes  : 

n f- '-'u 'II 

'dt > O p{u. ) &2J} Q exp{-t y 2 J ~ ~ ( e x p { t ~ . } )  = expi - t  
J J  1 

j i=2  + 1  

d'où 

c e c i  en c h o i s i s s a n t  < 2 6 1 A ~ '  qu i  a s su re  que t = t = - 
J 

Compte tenu de l a  p a r i t é  du second membre de  l ' i n é g a l i t é  (A.1.18.), on a  

de même : 

J '  Y pi-U. L y2J} i exp {- 
J 

On a  a l o r s  : 

d'où r é s u l t e  l ' i n é g a l i t é  cherchée ; en e f f e t ,  



00 
'L I a+t 

d'où ~(expitx,}) i I + 2t[ exp{y(t - T)}dY i - pour t < a. 
J J O  a-t 

En procédant de la même façon, on obtient, pour O < t < a : 



C. 7 . 2 .  - MAJORATION DE P (A3) . 

On a : 

M 
A ? = {  sup S . - T . / > Z } n { s u p  I U  I G E . ~ } .  

MojgN 2' 2' ~ ~ k < ~ ~ - ~  

On suppose M = M < N, sinon P(A?) = 0. 
O 

De l'égalité : j-1 , ,,, 
S .  - T  = U M  - vM + 1 (Uk - Vk) 9 

2J 2j M 

on déduit immédiatement, pour M .i j i N : 

M 
En outre, la condition lUM, k 1 i ~ . 2  pour O 6  k <  2 N-M permet d'écrire 

les inégalités : 

il en résulte alors l'inclusion : 

On peut donc en déduire, par application du théorème B . 3 . 1 .  que pour 

M i j G N :  

d'où : 



On peut alors substituer les variables aléatoires indépendantes 'k 
'b 

et X ( j  = M N - 1 ,  introduites au lemme C . 1 . 1 ,  dans le sous-ensemble 
j 

de droite, d'où a fortiori l'inclusion : 

ou équivalemment, 

% > O  : 

ce qui donne par application de l'inégalité de Ffarkov : 

a , le lemme C.1.1. donne alors : Choisissons t = t = - 
O 2Ci 

D'où finalement : 



C. 1 . 3 .  - MAJORATION DE P (A4) 

On a : 

De même que pour Aj , on suppose M = M < N ,  sinon P ( A ~ )  = 0.  
O 

Soit l'entier j tel que : 

N-M 
O < j < 2  . 

On sait qu'il existe un k entier : O & k G N-M-1 tel que : 

2M+k < j. 2M < 2 M+k+ l  

En considérant la quantité 1s' - T' on a la majoration suivante 
j 2M 

d'après la relation (B.1 .39 . )  établie au théorème B.1.2. : 

6 2  k-1 ,,, r\i 
- 1 ' 1 uM+k-vM+k 

- v 
j 2  

~ o ; )  qLO ' ' ~+k-q ,  j (q )  ~ + k - q  , j (q)  1 

Dans la définition de l'ensemble A intervient ici encore la condition : 
4 

/ U  1 < E.2M ; 
N-M M, k 

06k<2 

elle implique les 3 inégalités suivantes : 

i 2 - 1  i M M+ i 
IUM+i,j ( k - i )  I = / ' ' ~ , 2 ~ . j ( k - i ) + q  

' 2 ( & . 2  ) = E.2 , 
q=o 



'L 

e t  
IUM+i , (k- i)  1 h /- 1 { M i -  1 ( k - )  + luM+i-I y 2 j  (k- i )+]  11 

r e v i e n t  à modif ier  légèrement l e s  c o e f f i c i e n t s  obtenus pour P(Av) ,  
'-b 

V = 1 , 2 , 3  ; on o b t i e n t  : 
M + i  

, j  (k-i)  
1) 6 ~ l . 2  

dès que 

On peut donc en dédui re  1' i n é g a l i t é  su ivante ,  pour chaque de  A4 , 
1 

k k+ l pour t ou t  j  t e l  que 2  6 j < 2 , k = O, 1 . . N - 1  , dlap/cès l a  

r e l a t i o n  (B.4.1.) é t a b l i e  dans l e  théorème B.4.1. : 1 

2 
, (q)  + ' ~ + k - ~ ,  j  (q) 

) + C 2 .  1 
En o u t r e ,  pour c a l c u l  é lémenta i re ,  on a  : 

La r e l a t i o n  (B.5 .3 . )  é t a b l i e  au lemme B . 5 . 1 .  nous permet a l o r s  l a  majorat ion 

su ivan te ,  en  ne f a i s a n t  i n t e r v e n i r  sous l e  s igne somme que des termes de  

v . a .  indépendants : 



où l ' o n  a  posé  : 

'L 

En i n t r o d u i s a n t  main tenan t  l e s  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  ' ~ + k  e t  'j,k 

d é f i n i e s  dans  l e  lemme C .  1 . 1  ., e t  en  posan t  : C" = 
J2 2 .  C ;  , on 

("5-1) 
o b t i e n t  l e s  i n c l u s i o n s  s u i v a n t e s  : 

k- 1 
u2 

+ iio ZM+i M+i , j  ' (k - i )  k  =O 

qu'on p e u t  é c r i r e  a l o r s  : 

d ' o ù ,  p a r  a p p l i c a t i o n  d e  l ' i n é g a l i t é  d e  Markov : 

vt > O ,  P(A4) 6 2N-M.sup exp{t[(k+l)c;  -31 
j i 



En utilisant l'inégalité de Schwarz et l'indépendance des variables 

aléatoires , j (k) ; %+i, j ' (k-i) ' i = O, ..., k-l ; on déduit la 
majoration suivante, pour tout t > O : 

Pour le nombre a défini dans le lemme C.I.I., choisissons 

(X t = - -  . 
4C;' ' la relation (C.1.4.), établie dans ce même lemme, donne 

alors : 

d'où finalement l'inégalité cherchée, du fait que k+l 6 N : 



C.7.4. - UNE CONSEQUENCE DU THEOREME A.  7 . 3 .  

On d é d u i t  du théorème A.1.3. l e  r é s u l t a t  s u i v a n t ,  g é n é r a l i s a n t ,  
0 

au c a s  d e  v . a .  non ident iquement  d i s t r i b u é e s ,  un c o r o l l a i r e  d e  KOMLOS, 

0 

MAJOR e t  TUSNADY. 

Cohol.l&e C . 7 . 7 .  - 

Les sommes p a r t i e l l e s  
sk 

e t  Tk d é f i n i e s  p a r  l e  théorème A.1.3., 

v é r i f i e n t  : 

(C. 1.5.)  
Isn - TRI 

~ { l i m  sup c c ' )  = 1 .  
Logn 

n- 

En conséquence : 

Pheuve : 

De l ' i n é g a l i t é  ( A . 1 . 1 6 . )  d é c o u l e  que, pour t o u t  n 1 1 ,  e t  

pour t o u t  x  p o s i t i f  : 

Ibn  - Tnl 
P { > c + x )  K exp{-Xx ~ o g  n) 

Logn 

1 
d 'où ,  pour x  > - ( c o n d i t i o n  qu 'on p e u t  t o u j o u r s  r é a l i s e r  e n  augmentant X 

éventuel lement  l a  v a l e u r  de C ) ,  l a  s é r i e  d e  terme g é n é r a l  

Isn - TnI 
P{ > C + x) e s t  convergen te ,  c e  q u i ,  d ' a p r è s  l e  lemme d e  C a n t e l l i ,  

Logn 

1 
e n t r a î n e  que, pour  t o u t  x  > - : X 

Ibn  - TnI 
~ { l i m ç u p { - - > C + x ) ) = O  ; 

n-- Logn 

p a r  s u i t e ,  x  é t a n t  a r b i t r a i r e ,  on  o b t i e n t  : 

Ibn - Tnl 1 
~ { l i m  s u p  4 C + -) = 1 , d 'où  l a  r e l a t i o n  (C. 1 . 5 . ) .  

n-+cc Logn X 

L'approxiination (C.1 .6 . )  en  decou le  de  s u i t e .  
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CHAPITRE C 2  

A P P L I C A T I O N S  

Les deux p r e m i e r s  pa ragraphes  d e  c e  c h a p i t r e  t r a i t e r o n t  d e s  

hypothèses  fondamentales  du théorème A.1.3. On donnera a i n s i  d e s  ex- 

p r e s s i o n s  é q u i v a l e n t e s  à l a  c o n d i t i o n  d e  V.V.  PETROV ( A . 1 . 1 5 . ) .  On 

f o u r n i r a  e n s u i t e  des  c o n d i t i o n s  s u f f i s a n t e s  pour v é r i f i e r  (A.1.13.) e t  

(A.1.14.). On i n t r o d u i r a  donc de  n o u v e l l e s  c o n d i t i o n s ,  c e r t e s  p l u s  

f o r t e s ,  mais  beaucoup p l u s  maniab les .  

Dans l e  d e r n i e r  paragraphe,  nous é t u d i e r o n s  quelques  t y p e s  

de  s u i t e s  de v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  v é r i f i a n t  l e  théorème fondamental  

A . 1 . 3 . .  



C. 2.7. - EXPRESSIONS EQUlVALENTES A LA CONDlTlUN D E  V. V. PETRUV DANS LE 

CAS DE V.A.1.1.V. 

Dans l e  c a s  d'une s u i t e  de v . a . i . i . d . ,  l a  condi t ion  de  PETROV 

s ' é c r i t  encore,  s u r  t o u t  i n t e r v a l l e  EA' ,A'] c ] -A,~+A[ : 

, C 

KOMLOS - MAJOR e t  TUSNADY présen ten t  c e t t e  condi t ion  sous une 

forme légèrement d i f f é r e n t e  : 

Le théorème ci-dessous prouvera,  notamment, l ' équ iva l ence  de 

ces deux condit  i ons .  

ThEoizème C.2.1.- S o i t  {X ; j 2 1 )  une s u i t e  de v . a . i . i . d . ,  
j 

cen t r ées ,  ayant F comme fonc t ion  de r é p a r t i t i o n  commune e t  R comme 

transformée de Laplace.  

On no te ra ,  pour z complexe : 

Les cond i t i ons  su ivantes  sont équiva len tes  : 

I ( C . 2 . )  3 no > 1  : X ,  + ... + Xn s o i t  à d e n s i t é  cont inue 
O 

pn (x) v é r i f i a n t  : 
O 

~ A > O  ; vh,  O < h < A :  



où l'approximation O(.) est indépendante de h sur 

tout intervalle [-A' ,A'] C ] -A,+A [. 

et 3 p  2 1, 3 K > O, p et k indépendants de h : 

f+" 

j 1 R(h+it) 1 'dt 4 K, 'dh : hl < A' < A. 
-03 

(C.2.3.) vh, Ihl < A : R(h) < + 

et 3 p >' 1, p indépendant de h : 

uniformément en h, % : /hl & A 1  < A .  

On a clairement d'après (C.2.1.), pour tout r, 

r 
1 4 r < + 00, h, Ih < A' < A : exp{hx}.pn(x) c L . 

O 

En effet, pour tout h' > O : A' < h' < A, on a : 

e~p{hx}.~ (x) < KAl.exp{hx - h' lx 1 )  ; vh, /hl < A' < A. 
n 
O 

On en déduit, en particulier, pour r = 1, l'existence de 

~(exp{h(~~+. . .+X ) ) )  pour tout h tel que h < A' ; d'où l'existence 
n 
O 

de R(h) d'après le théorème de Fubini. 



n  
D ' a u t r e  p a r t ,  d ' a p r è s  l ' é g a l i t é  d e  P l a n c h e r e l ,  R O ( h + i t )  é t a n t  l a  

t r ans formée  de  F o u r i e r  de exp{hxj.p ( x ) ,  on o b t i e n t  : 
no 

A' +A 
Chois i s sons  h '  = - ; il en  r é s u l t e  que,  pour t o u t  h ,  2  

Supposons donc que : gp à 1 t e l  que : 

P  h i )  1 d t  = KA' < + ; 

on peut  supposer p = n  e n t i e r ,  s i n o n  on prend n  = rp] + 1, 
O O 

c a r  I R ( h + i t )  1 < R(h)  $ sup R ( h ) ,  
/ h / & A 1  

d 'où  l a  somme p a r t i e l l e  X + ... 
1 + Xn 

e s t  à d e n s i t é  c o n t i n u e  e t  bornée 
O 

e n  p renan t  e n  p a r t i c u l i e r  (C.2 .2 . )  pour  h  = 0 .  
O 

no 
R ( h + i t )  é t a n t  l a  t rans formée  d e  F o u r i e r  d e  exp{hxj .pn(x) ,  on  d é d u i t  

O 

du théorème d ' i n v e r s i o n  que : 

' 
'Jh E [-A' ,A1] ,  d x  E IR : (x)  h - 

O 
2lT 

d 'où  (C.2.1.)  du f a i t  que pn(x) e s t  bornée .  
O 



On peut choisir ici encore p = n entier sinon on prend 
O 

n 
n O = [P] + 1 ; R '(it) étant intégrable, 'n existe, est continue 

O 

et bornée. 

n 
K O(h+it) étant la transformée de Fourier de exp{hx).~ (x) , on obtient, 

no 

si O & h Ç A 1 < A :  

d'où exp{hIxI }.pn(x) 6 sup{KA1 , K-Al }. 
O 

5") (C.2.4.) => (C.2.2.). 

Elle provient immédiatement du fait que : 

h ,  Ihl G A' < A : 

n n 
K ~ l  1 ~(h+it) 1 Odt i sup R O(h).{2~ + -) n . 

Ih16A1 O 

6") (C.2.2.) => (C.2.4.). 

On suppose p = n entier 2 1 .  
O 

On a donc : 

En appliquant un théorème de TITCHMARCH 1231 p. 125 ; on en déduit : 

sup I~(h+it) 1 -----f O. 

IhI<A' 14- 

Il en résulte la majoration : 

(C.2.5.) 3~ > O ; h ,  [hl h A' : sup R($$)l G e -a . 
ltlh~ 



en effet, on sait qu'il existe un to > O tel que : 

1 
pour Ir/ > to : sup I~(h+it) 1 G ; 

1 hl &A' 

donc si E b to , (C.2.5.) est clairement vérifié ; 

- 
or la v.a. XI définie par la fonction de répartition F telle que, 

pour tout h, 1 1 - 1  < A : 

a pour fon.ction caractéristique 
R(h+it) . 
K(h) 9 

- 
donc si 6 = 1, on aurait la loi de XI (donc celle de XI et de 

XI + ... + Xn ) qui serait latticielle, ce qui contredirait l'existence 
O 

de densité et par suite l'hypothèse (C.2.2.) ; 

d'où, nécessairement, B < 1 ,  et il vient alors la majoration cherchée : 

On en déduit finalement : 



C.  2 . 2 .  - C O N D I T I O N S  S U F F Z S A N T E S  POUR O B T E N I R  L E S  ff Y P O T f f E S E S  ( A .  7 . 7  3 .  ) 

Comme conséquence immédiate du lemme B.i.3., on obtient : 

C u h u U a i h e  C . 2 . 1 . -  Les conditions (A.1.13.) et (A.1.14.) 
-- - . - 

sont satisfaites (respectivement) dès que les deux suites : 

2 { ; j = 1,2, . . .} des variances et R ; j = , 2  des trans- 
j 
formées de Laplace, associées à la suite de v.a. {xj ; j = 1,2, ... 1, 

vérifient (respectivement) : 

ou plus généralement : 

ou plus généralement : 

(C.2.5b.) 31(h) définie sur] -A,+A[ : 

où 1 1 1 1 désigne la norme uniforme sur [-AI ,A1] C -A,+A[. 

On se servira de ce corollaire, dans le paragraphe suivant, 

pour étudier différentes formes de la suite {X ; j = 2 , .  . soumises 
j 

aux hypothèses du théorème fondamental A.1.3. 



C.2.3. - ETUDE DE CAS PARTlCULlERS. 

S o i t  { y j  ; j  > 1) une s u i t e  d e  v . a . i . i . d .  c e n t r é e s  t e l l e  que : 

(C.2.6.) 7 - A > O : R(h) = E(exp{ty.})  < pour Ihl < A ,  
J 

+ a  - 
(C.2 .7 . )  -1 - p > 1 t e l  que : I ~ ( h + i t )  IPdt < + pour 1 h l  < A .  

-CO 

On d é f i n i t  une nouvel le  s u i t e  de v . a .  { x j  ; j  2 1) par  : 

où : 0 ; j  > 1 )  est  une s u i t e  de nombres r é e l s  p o s i t i f s .  
j  

C o k o ~ u i h e  C.2.2.- La s u i t e  { x j  ; j  2 1) s a t i s f a i t  les hypo- 

thèses  du théorème fondamental A.1.3. dè s  que l a  s u i t e  
{ a  j 

; j  2 1)  

v é r i f i e ,  en  plus d e  : 

3 S 1 > 0 :  v j > l  
2  

(C.2.8.)  o j  6 1  3 

l ' une  des  deux cond i t i ons  su ivan te s  : 

+=' 
(C.2.9a.) 7, j  I o j t l  - 0 . 1  < 

1 
ou p lu s  généralement : +=' 

=Jo2>0 2 (C.2.9b.) : 1 1 o 2 - 0 / < + = '  . 
1 j  

Pheuve : 

Les cond i t i ons  posées s u r  l a  s u i t e  { o f )  impliqiient que : 
J 



d'autre part, on a évidemment pour tout j : 

et R.(t) = ~(ex~(tx.1) = ~(0.t) < + si / t /  < - A 
J 3 J % 

De même pour tout z tel que 1 Re (z) 1 < A' < A, 

2 2 
Log R(z) 1 = Log ~R(z) 1 + Arg R(z) 

2 
6 Log R(h) + 47r 

2 

Il résulte du th6orème C.2.1. que la condition (C.2.7.) implique que : 

uniformément en h si /hl 6 A' < A, A' arbitrairement voisin de A. 

Dès lors, on vérifie aisément la condition de PETROV (A.1.15.) en ap- 

pliquant l'inégalité de ~older : 

% > O, vj,k : 

- 
1 (k+1)ZJ 2j 

6 -  
K 'i' = - A' pour /hl 6 - . 

k2'+1 2 % 

La condit ion (C. 2.9a. ) ou (C. 2.9b. ) implique clairement (C. 2.4a. ) 

et (C.2.5a.) ou (C.2.4b.) et (C.2.5b.) ; en effet : 



où 5 e s t  compris e n t r e  Oj+lh  e t  0 . h  ; 
J 

l e  r é s u l t a t  cherché s ' e n  d é d u i t ,  compte t e n u  d e  l a  p r o p r i é t é  s u i v a n t e  

d e  Log R . (h )  s u r  ï-A',A']c 1-A,A[ : 
J 

( C .  2.5b .) s e  d é d u i t  d e  manière  analogue d e  (C .2.9b. ) e n  posan t  

l ( h )  = 0 
R' (ah)  
R(oh)  ' 

C . 2 . 3 b . -  C a  du mélange : L(x . )  = E.L(X) + (1 -E . )L(Y) .  
J J J 

S o i t  X e t  Y deux v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  i . i . d .  a y a n t  Fx 
e t  Fy pour  f o n c t i o n s  de  r é p a r t i t i o n  r e s p e c t i v e s  t e l l e s  que : 

t X  t Y  
e t  3~ > O  : pour Itl < A  : R X ( t )  = E ( e  ) < + "  e t  R y ( t )  = E ( e  ) < 

On suppose  d e  p l u s  q u e  : 

(C.2.10a.) gp 2 I : 1 l ~ ~ ( h + i c )  l P d t  < + .a pour I h /  < A 
R 

e t  

(C.2. lob . )  gp'  2 1 : j [ ~ ~ ( h + i t ) l ~ ' d t  < + pour h l  < A,  
R 

on peut  d ' a i l l e u r s  c h o i s i r  p = p '  pour s i m p l i f i e r .  

Considérons  l a  s u i t e  d e  v . a .  indépendan tes  { X  ; j  2 1 )  don t  
j 

l a  s u i t e  d e  f o n c t i o n s  de  r é p a r t i t i o n  a s s o c i é e s  e s t  d é f i n i e ,  pour  t o u t  j ,  



où ( E  ; j > 1) est une suite de nombres réels compris entre O et 1. 
j 

La suite {xj ; j 2 I vérifie les conditions du théorème fon- 

damental A.1.3. dès que la suite { E  ; j 3 1) remplit l'une des deux 
j 

conditions suivantes : 

+a 

1 ou plus généralement : 

On a clairement, pour tout j : 

< sup{~~(t) ,~~(t)l < + pour 1 t < A, 

en outre, 

Afin de vérifier la condition de PETROV, posons : 

D'après (C.2.10a.) et (C.2.10b.), les fonctions RX et Ry vérifiant 

la condition de Petrov sur tout intervalle \>A' ,+A'] C ] -A,+A [, 

on obtient donc : 



R. (h+it) e . R  (h+it) + (1-~.)Xy(h+it) 
X J 

Rj (hl = 1 E . R  (li) + (l-~.)%(h) I 
J x J 

d ' o ù  

(k+l)2j /~~(h+it) 

II 2 j  [ H (t) .dt 1 Re(h) 
&=k2j+ l J It(>& 

Les conditions (C.2.4a.) et (C.2.5a.) ou (C.2.4b.) et (C.2.5b.) découlent 

immédiatement des inégali-tés suivantes, pour tout j : 

4 K / E ~ + ]  - cj / pour hl 6 A' < A .  

Afin de vérifier les conditions (C.2.4b.) et (C.2.5b.), étant donné 

(C.2.11b.), il suffit de prendre : 

et de raisonner comme ci-dessus. 



S o i t  {X ; j a 1) une s u i t e  de  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  indé-  
j 

pendan tes ,  d o n t  l a  s u i t e  d e s  f o n c t i o n s  d e  r é p a r t i t i o n  e s t  n o t é e  

{Fj  ; j > I } ,  e t  c e l l e  d e s  f o n c t i o n s  c a r a c t é r i s t i q u e s  r é e l l e s  n o t é e  

R . ( t )  = e x p { t x ) d F . ( x ) ,  d é f i n i s s a n t  une p - s u i t e ,  i . e .  : l e  nombre 
J J 

d e  f o n c t i o n s  d e  r é p a r t i t i o n  d i f f é r e n t e s  parmi l e s  F e s t  é g a l  à p  
j 

( v o i r  V . V .  PETROV [16], p. 53 ) .  

No t o n s  {w, ; e = , p  c e s  p  f o n c t i o n s  d e  r é p a r t i t i o n  d i s t i n c t e s .  

Supposons, pour t o u t  1 = I y 2 , . . . , p  : 

3~ > O :  S (h)  = ( e ~ ~ { h ~ l d l j e ( ~ )  pour  / h l  < A .  e ' iR 

Supposons d e  p l u s  que : 

z  X 
où Se(z) = e  dW (x) e x i s t e  pour  R e  (z) / < A , 

R 
e 

e t  no tons  p a r  : 

pour t o u t  v a r i a n t  e n t r e  1 e t  p .  

L a  p - s u i t e  {X ; j > 1 a i n s i  d é f i n i e  répond aux e x i g e n c e s  
j 

du théorème A . 1 . 3 .  d e s  que l a  s u i t e  {ne ; 1 = 1 , .  . . p  v é r i f i e ,  



pour tou t  1 compris e n t r e  1 e t  p  : 

(C.2.13.) 4~ > O 3 a e  2 O indépendant de n  t e l  que : 

~ ' a ~ r è s  l e  r é s u l t a t  du lemme B . I . I . ,  l a  cond i t i on  (C.2.13.) 

e s t  équiva len te  à : 

Les condi t ions  (A.1.13.) e t  (A.1.14.) sont  donc s a t i s f a i t e s  

dès que (C.2.14.) l ' e s t  ; en e f f e t ,  c e c i  découle inmédiatement des  

é g a l i t é s  su ivantes  : 

Reste à v é r i f i e r  l a  condi t ion  d e  PETROV (A. 1.15 .) ; 

o r ,  on a  : 

S ( h + i t )  

- 

n 

S  ( h + i t )  

r 

( r)  

{ r  >O} 

- 

j ,k - 
= I  I 

r= 1 

rs (h) , 
v=k2 + 1  

r 
s (h) r 

J ,k 



d'où l'on déduit, d'après l'hypothèse (C.2.12.) et le théorème (C.2.1.), 

en appliquant l'inégalité de Holder, que, pour tout E > O et tout h 

tel que J h l  < A : 

ceci achève la preuve du corollaire C.2.4.. 



J. KOI~ILOS, P. MAJOR et G. T U S N ~ Y  dans un second article [llb] 

ont étendu leur inégalité au cas d'une suite quelconque de v.a. i.i.d., 

centrées, de variance 1 ,  telle que : 

E(etX) existe pour Itl < A .  

Le problème se pose ici aussi, mais il n'apparaît pas évident 

que les méthodes qu'ils ont employées dans ce second article puissent se 

transposer telles quelles. 

En particulier, ils ont d'abord prouvé le résultat dans le cas 

d'une suite i n }  de loi L(X) telle que P{ 1x1 6 K )  = 1 en utilisant 

* * ?k 
notamment le fait que, pour tout n, la statistique d'ordre XI,X2, ..., X n 
est indépendante de la permutation aléatoire T qui permet de l'obtenir 

à partir de XI,X2, ..., X . 
n 

Il est bien évident que cette méthode n'est pas transposable 

telle quelle et le problème demeure donc ouvert dans ce cas plus général. 
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