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INTRODUCTTION.
Dans deux articles parus en 1975 et 1976 []l], J. KOMLOS,
P. MAJOR et G. TUSNADY ont &tabli dans le cas d'une suite de v.a. i.i.d.,
une inégalité qui permet de formuler un principe d'invariance ; ce résultat
essentiel permet notamment d'obtenir des résultats beaucoup plus précis

que ceux découlant d'une technique classique de A.V. SKOROKHOD.

On se propose dans ce travail de généraliser les résultats obtenus
par ces trois auteurs dans leur premier article au cas de v.a. indépendantes
non nécessairement de méme loi. On suppose en outre, comme dans l'article
cité, que les lois des sommes partielles sont d densité & partir d'un

certain rang.

Le début de la partie A sera consacré & rappeler les résultats
obtenus par KOMLOS, MAJOR et TUSNADY et la généralisation par V.V. PETROV
des théorémes locaux limites qu'ils ont utilisé dans le cas de v.a. i.i.d..
On établit ensuite la généralisation au cas de v.a. indépendantes, non
identiquement distribuées, de leurs théorémes des grandes déviations pour

les densités et les fonctions de répartition conditionnelles,

On développera dans la partie B quelques résultats quantiles
et dyadiques nécessaires 3 la preuve du théoréme généralisé. La méthode
de construction quantile y figurera notamment ainsi que la résolution d'un
probléme d'indépendance essentiel pour établir 1'inégalité de KOMLOS,

MAJOR et TUSNADY généralisée.

On conclut dans la partie C & la preuve du résultat généralisé
obtenu. On étudie alors quelques cas particuliers de suites de v.a.
indépendantes, proches du cas identiquement distribué mais sans &tre
confondus avec lui, pour prouver que la généralisation obtenue est bien

effective.



PARTIE A

PRELIMINATIRES,



Un bref historique sur 1'inégalité de KOMLOS, MAJOR et TUSNADY

et sur son origine, ainsi qu'un rappel de leurs résultats établis dans le
cas de v.a.i.i.d., constitueront les deux premiers paragraphes du 167 chapitre.

. . éme . . .
de cette premiére partie. Dans le 3 paragraphe, on exposera la générali-
sation étudiée de ces résultats au cas de v.a. indépendantes, non
nécessairement identiquement distribuées ; on donnera alors le résultat
obtenu. Une bréve introduction sur les travaux de A. SAHANENKO et E, BERGER

. . er .
constituera le dernier sous-paragraphe de ce 1 chapitre.

Le second chapitre est consacré & la théorie des grandes
déviations pour les fonctions de répartition et densités des sommes de
v.a.i.. On y trouve notamment un rappel du théoréme de CRAMER qui fuﬁ a
1'origine des travaux relatifs aux grandes déviations, la généralisation
par PETROV de ce théoréme ainsi que les résultats qu'il obtint pour les

densités.

Dans le cas i.i.d.; KOMLOS, MAJOR et TUSNADY ont &tabli des
théorémes locaux limites pour les densités et les fonctions de répartition
de lois conditionnelles, en vue de 1'établissement de leur in&galité. La
généralisation de ces théorémes au cas de v.a. non identiquement distribuées

_— éme . X . e a1z
fera 1'objet du 3 chapitre. On en donnera une démonstration détaillée.
Ces résultats nous serviront plus loin pour la preuve de 1'inégalité de

KOMLOS, MAJOR et TUSNADY généralisée.



CHAPITRE Al

L' INEGALITE DE J. KOMLOS - P. MAJOR ET G. TUSNADY.
LA GENERALISATION ENTREPRISE.

A.1.1. - ORIGINE DE L'INEGALITE DE KOMLOS - MAJOR ET TUSNADY.-

Soit S, =X *X, + .4 X la somme d'une suite de v.a.
indépendantes, identiquement distribuées ayant F comme fonction de répar-

. - . 2 . .
tition, centrées et de variance O finie et non nulle.

Soit W(t) 1le processus de Wiener.

A.V. SKOROKHOD [2@] a considéré une suite de v.a. {Tj s3] =1,2,..

indépendantes, telles que E(Tl) = 02 et de méme loi définie sur le méme
espace de probabilité que W(t). Il a prouvé que cette suite {Tj} peut
8tre construite de telle maniére que la suite W(T]), W(Tl + Tz) s+.. ait

méme loi de probabilité que S] , S2 ,

On pose alors par définition, pour tout n :
= + oL # ;
Sn W(Tl Tn) ’

Tn = W(n) é&tant distribuée comme la somme de n variables aléatoires

Y .,Y_ normales, indépendantes et réduites. Si 1'on suppose en outre

1> n

que E X? existe, on prouve alors que E(T?) existe et V. STRASSEN [2%1,

utilisant cette construction, a démontré que :

s - Tn| = O(nl/4 (Log 1'1)]/2 (Log Log n)1/4) p.S.



On s'est demandé si cette construction était la meilleure possible
pour approximer une somme de v.a. indépendantes, identiquement distribuées

par une somme de v.a. normales indépendantes et de méme loi.

Cette question a regu une réponse négative ; M. CSORGO et
P. REVESZ [4] ont mis au point une nouvelle technique, utilisant la méthode
des transformations quantiles, en imposant d la suite {Xn} des conditions

plus fortes.

Ils se donnent alors une sous-suite {nk} croissante et les

fonctions de répartition Fk et Fi des sommes respectives

- = + ...
Sn Sn Xn +1 * Xn

k k k+1

et T - T =Y +1 + ... +Y
K+ S e+

ol {Yn} est une suite de v.a. normales rédultes.

Ils utilisent la fonction inverse de Fk définie par

Gk(t) = sup{x ; Fk(x) <t} , t € ](Ll E

et définissent § -8 par :
PR+ Kk

En supposant que la loi commune de la suite {Xn} vérifie les hypothéses

suivantes :

it
—

EX, =EX =0 , E X2 E X <o

—
-
—

et lim sup IE(exp{itX]})| <1,
t ,—)-+oo

ils prouvent que :



(1/6)+¢
S, - Tnl = o(n ) , >0 pP.s.
J. KOMLOS, P. MAJOR et G. TUSNADY [11] ont repris cette méme

. . k . . .
technique dans le cas de la sulte n = 2 et ont introduit une transformation

quantile conditionnelle qui leur a permis de scinder les bloes § K+l = S K
2 2

et de faire apparaftre ainsi individuellement les variables aléatoires Xn.

Ils supposent que la loi commune de la suite {Xn} d construire

est telle que :

et E(exp{tX]}) = R(t) existe pour |t| < to

Cette dernidre hypothése leur permet d'utiliser certaines formes
du théoréme central limite ddes & V.V. PETROV [12] et & W. RICHTER [17]
et de démontrer que :

Vs >0 : P{ sup |S
1<kgn

e " Tkl > C Log n + x} < K exp{-Ax}

oi C, X et K sont des constantes ne dépendant que de la loi de X] .

Ils en déduisent que :

s - Tn| = 0(Log n) p.s.

ce qui est la meilleure borne possible de l'erreur compte tenu de certains
résultats de P. BARTFAIL (voir [1] et aussi M. CSORGO et P. REVESZ [5]

(p. 95-101), spécialement le théoréme 2.3.2., ol les auteurs prouvent que
si S - Tn = o(Log n) p.s. alors la suite {Xn} est une suite de v.a.

n

normales indépendantes réduites).



A.1.2. - EXPOSES DES RESULTATS OBTENUS PAR LES TROIS AUTEURS.-

Theondme A.1.7.- Soit F une fonction de répartition d'une
v.a. réelle X telle que :
2

(A.1.1.) x dP(x) =0 , x dF(x) =1

R R
(A.1.2.) J exp{tx} dF(x) = R(t) est définie pour It( < t

R o
(A.1.3.) pour un p » | et pour tout t tel que ‘t| < to

J |R(t+iw) |P du < +
R

Alors, il existe une suite
que, si {Yn} est une suite de v.a.

posant pour tout entier n > 1

7]

X = £ (Y,¥y,...

les v.a. Xn sont indépendantes, de

de répartition F.

De plus, pour tout entier

constantes absolues positives C, K
que :
(A.1.4.) P{ sup |S - T
I<ksn k K
k k
od S = ) X. et T = ) Y,
k j=1 ] k j=1 ]

de fonctions fn(yl""’YZn) telle

normales indépendantes réduites,

Yon)

méme loi définie par la fonction

n et Vx >0, il existe des

et A ne dépendant que de F telles

| > C Log n + x} < K exp{-ix}

Les auteurs en déduisent le résultat suivant qui montre que

leur méthode précise les résultats antérieurs.



Theoneme A.1.2.- Avec les notations et les hypothé&ses du théoréme
ci-dessus, on a :

s - 1|

L/A
(@]
——

[}

(A.1.5.) P{1lim sup
-0 Log n

C étant étant la méme constante que dans le théoréme A.1.1..

D'oli résulte que, pour tout n entier positif

(A.1.6.) S - Tnl = 0(Log n) p.s. .

Remarquons que si la condition (A.1.3.) est satisfaite pour p =1,
. F . .
alors la densité f(x) = %;(x) existe. D'autre part, si R(t) < @ pour
le] < t, et f(x) est bornée (ou de carré int&grable), alors la condition

(A.1.3.) est vérifiée,.

La preuve du théoréme A.l.l. utilise implicitement les deux

résultats suivants (voir [6])

. ' < . 2
Lemme A.1.7.- Soit Y une v.a. normale centrée, de variance o~ .
¢ la fonction de répartition d'une v.a. normale réduite, F 1la fonction
de répartition d'une loi de probabilité sur R et soit G sa fonction

inverse définie par :
Ve e ]O,l[ : G(t) = supix ; F(x) < t}

Alors G[¢(§)] est une v.a. réelle de loi définie par la

fonction de répartition F.

TS

Nous généralisons ensuite une méthode quantile conditionnelle
introduite par J. KOMLéS, P. MAJOR et G. TUSN&DY, pour construire deux

variables aléatoires X, et X2 indépendantes, de méme loi, de variance



égale 3 o > 0 & partir de deux variables aléatoires Y, et Y, normale

indépendantes, centrées, de variance o

Ces auteurs ont utilisé cette méthode conjointement au lemme A.l.1,
pour construire leur suite {Xn} a partir d'une suite {Yn} de v.a. normales
indépendantes réduites ce qui leur a permis de prouver le thé&oréme A.l1.1.
en utilisant certains résultats de V.V. PETROV et W. RICHTER que nous
exposerons au chapitre A.2.. Nous nous proposons d'étendre leurs résultats
au cas de v.a. indépendantes non identiquement distribuéesen généralisant

leur méthode de construction.

Pour ceci, désignons par X, et X, les deux variables aléatoires

1 2
indépendantes 3 construire, centrées, de variances respectives 0? et og
non nulles, par Fl et F2 leurs fonctions de répartition et par F3
la convolution de Fl et F2 . Nous notons
%2 9
I, =5 + 3 et Y= %5 %
1 2
F(x|y) = P{Y2 < x| ¥ = vy} ; xeR y € R
G(t|y) = sup{x ; F(x|y) st} ; te ]O,l[ .
G3(t) = supi{x ; F3(x) < tk ¢ t e ]O,l[ .

Désignons alors par Zl et 22 deux variables aléatoires normales

indépendantes réduites ; par

U = ez) 5 U, = 6,00(2,))
U, = 6{u, |u,}
02 a (6]
1 i 9
(R Uy + 3 T2 0
%1 T % %3 * Y
0'2 (0] (6]
2 i 92
et V)= 3 e 7,2 Ug 5
9 7 9% 1 T “2



V] et V2 réalisent la construction effective de Xl et X2 a partir
des variables aléatoires normales Zl et 22 car

Lemme A.1.2.- Les variables aléatoires V] et V2 sont indépen-
dantes, de lois respectives définies par F1 et FZ'

Preuve : Il suffit de prouver que P(V V) = P(X X))

1’72 1272
ou équivalemment que P(U ) = P(Y Y du fait que U2 = V1 + V2
2°73 1772
%2 1

et U3 = E:-Vl - E;-Vz ot P(X,Y) désigne la loi de probabilité du couple
de variables aléatoires X et Y. Montrons tout d'abord que :

Vﬁx,y) eiRz : P{U2 <y, U3 < X} = LR %(xlz)-lj_w,y[(z) dF3(z)

U

en effet, 3 = G(U]|U2)

< X <==> [

| < F(x|U2)

On en déduit 1'identité :

{U2 <y, U3

oi E

répartie sur ]0,1[ :

P{(U,,U,) € E}

Loe]
bd

or PU](EV) = PUI{]-

< x}

{(u,v) , uc< ;(XIV)

étant indépendantes et U

{u, < F(x|U2), U, < v}
= {(UI’UZ) € E}
, V. <y}

| étant uniformément

= P. (E ) dP_ (v) 3
LR U v Uy

§<x|v>[hlj_m’y[<v> - §<x|v>-l]_w,y[gv>

On conclut alors d'aprés le lemme d'&galité des mesures que :

P =P
(U,,0) = F(Y),Y,)



Dans ce qui suit, ce second lemme sera utilisé comme suit :

Zi et Zé désignant deux variables aléatoires normales indé-

. . . 2 2
pendantes, centrées, de variances respectives o et 0, non nulles,

on posera :

92 ‘1
n o _ A nmo_ Lot g,
Z Zl 2 ZZ g Zl o Zy 3
1 2
ZY et Zg sont deux variables aléatoires normales indépendantes de méme
. 2 2 2
varlance 01 + 02 =0

" n
Z1 Z2

Z, = — e Z, = — i insi U
Posant 1 S t 9 - » on construit ainsi 1 U2 et U3
puls V] et V2

En particulier, lorsque 0 =0y cette construction se raméne

a celle de J. KOMLOS, P. MAJOR et G. TUSNADY
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A.1.3. - GENERALISATION DU RESULTAT DE KOMLOS, MAJOR ET TUSNADY.-

A.1.3a. - But du Travail.

Comme indiqué ci~dessus, on se propose de généraliser le résultat
de KOMLGS, MAJOR et TUSNADY énoncé au théoréme A.1.l. au cas d'une suite
{Xn} de v.a. indépendantes, centrées, non nécessairement identiquement

distribuées.

On se limite dans ce travail au cas oli, & partir d'un certain

rang, les lois des sommes partielles sont 3 densité.

On sera conduit a faire des hypothéses voisines de celles des
auteurs de maniére & pouvoir utiliser les résultats établis par V.V. PETROV
pour le cas de v.a. non identiquement distribuées.

A.1.3b. - Notations.

On se donne une suite {Fj} de fonctions de répartition et la

suite {Rj} des transformées de Laplace associées.

On notera désormais

F'k=F‘ * F . ¥ ..., * F ., k=0 j=z0.
Is k2d+1 k2142 (k+1)27
R, la transformée de Laplace associée & F. définie par :
ik ik
R. . (z) = exp{zx} dF. . (x)
5,k LR P sk
=F F.=F = R
B = Fok-1 0 By T F 0 o B TRy
2 2 3
a. = g. = J x~ dF.(x) s A. = z a,
j iR i jogh i
B 1
B, = AQJ , By =By, ~Bs . §=0,l,
B. Kk = A . — A . = o? K
1 k+n2d k231
v 12 1/2 ~ _
Bok T Bion,2k Bior,oker % By T Bioy ok T Byon,2ker o
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d'ol,en particulier :

On désignera également par {Yj 3 3 =1,2,...} une suite de

v.a. réelles normales, centrées, indépendantes et de variances respectives

2 . ~ .
o. ou Gj prend les mémes valeurs que ci-dessus et par Tn la somme :

—_13
=

¢ et 1 désigneront, dans tout ce qui suit, respectivement la fonction

de répartition et la densité d'une loi normale réduite.

A.1.3c. - Hypotheses et Leuns motivations.

Comme 1'ont fait les auteurs, on commence par Supposer, pour
chaque j, l'existence de Rj(z) pour |Rez| < A . Les conditions les
plus générales des résultats de V.V. PETROV qui sont énoncées au chapitre
A.2. Etant trop peu maniables, on est amené 3 utiliser 1'hypothése plus

maniable suivante, introduite antérieurement par PETROV :
(A.1.7.) ag >0 |Lj(z)| = |Log Rj(z)| <g, Vi

oli le symbole Log désigne la valeur principale du logarithme telle

que Lj(O) = 0 ; a laquelle on joint la condition :
(A.1.8.) 351>o oo 28, , 3o=1,2,..

On a en outre par application de 1'inégalité de Cauchy & (A.1.7.) sur un

cercle de rayon A1 < A , arbitrairement voisin de A, que
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On a aussi clairement d'aprés (A.1.8.) :

An
lim inf — > 0
n->e n

ce qui est aussi 1'une des conditions supposées par V.V. PETROV.

D'autre part, pour assurer l'existence des densités des sommes
partielles i partir d'un certain rang, on doit introduire 1'hypothése
d'approximation (A.1.15.) qui n'est autre que celle du théoréme local

limite de PETROV.

Enfin, les conditions de répartition (A.1.13a) et (A.1.14a)
rapprochent d'une certaine maniére les blocs entre eux ; leurs expressions
équivalentes (A.1.13b) et (A.1.14b) m'ont été signalées par J. DELPORTE.
La preuve de ces équivalences sera donnée au § B.1.2c.. Ces conditions

s'évanouissent complétement dans le cas i.i.d.



fonctions de répartition telle que, pour chaque

— 13

A.1.3d. - Enoncé du nésultat obtenu.

Théeoneme A.T1.3.-

Soit

{F.
J

j

.
b

1,200}

j et k:

une suite de

(A.1.9.) J x dF.(x) = 0
R J
40
(A.1.10.) 3A.> 0 J exp{tx}dFj(x) < + ©» pour t réel , itl < A
(a.1.11.)  Jg >0 : [Log Rj(Z)| £g8 z e C tel que [z| <A
(A.1.12.) J8, >0 o2 3 8
L1012, i PR
(2k+1)23 71 (k+1) 23 .
(A.1.13a.) JK >0 ‘ S o; - 13 oi| <K,
k2J+1 (2k+1)2j_l+l
ou équivalemment :
n K!
2 1 2 2 1
(A.1.13b.) 30 ¥ 0 . 3K} >0 IE’% Oi -0 | < e Va > 1
R._ (t) R!_ (t)
(A.1.14a)) HKQ >0 J=l, 2% o 3zl 2kt < K2 pour t réel ,
R, 2(®) Ryop, 2101 (8
lt] <A
ou équivalemment :
- Ri(t) Ké
A.1.14b. &) , IKk! >0 £ -] s =,
( ) Jat) 32> |n%Ri(t) (t) ] -
Va1, pour t réel, |t| < A" <A
(A.1.15.) Vh e E— % . %ﬂ s Ve > 0:
J (k+1)27 |R\)(h+it) ]
W—T e = 0(—)
. R (h) ]
e l>e v=k23+1 o 2
pour j assez grand, avec l'approximation O0(.) qui peut

€tre indépendante de

h.
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Soit {Yn} une suite de variables aléatoires normales, indépendantes,
~ . 2 . . .
centrées, Yn ayant pour varlance g - Alors, 11 existe une construction
d'une suite {Xn} de v.a. indépendantes, Xn étant de loi définie par la

fonction de répartition F_, & partir de la suite de v.a. normales {Yn}
n n
telle que, si 1'on désigne par Sn' et Tn les sommes Z Xj et X Yj ,
1 1
pour tout n e N et Vx>0 , 11 existe des constantes absolues positives

C, K et X ne dépendant que de la loi de la suite {Xn}, telles que :

(A.1.16.) P{ sup |Sk - T, ] > C.Logn + x} g K exp{-Ax}.

|
I<kgn k

A.1.3e. - Quelques consBquences {mmédiates des hypothlses

" du theoneme A.1.3.

Du thdoréme A.1.3., on déduit les deux conséquences suivantes

que nous utiliserons ultérieurement

Proposition A.T1.7.- Si la suite {Fj} vérifie les hypothéses

(A.1.9.), (A.1.10.), (A.1.11.) et (A.1.12.) du théoréme A.1.3. alors

1°) La suite {oi} est uniformément bornée.
. 2
(A.1.17.). J5, >0 el que Vi . I
2°) ‘3C' > 0 telle que, pour tout j

(A.1.18.) Ve , || < %

|Rj(t)f < exp{C'oiltlz}

Preuve : Prenant la détermination principale de log Rj(z)

holomorphe pour ]zl < A, on peut écrire

Y, .
ki k
———— Z

Log Rj(z) = T

N~ 8
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ol les ij sont les cumulants de R.A. FISHER de la loi Fj A

En particulier Y2j =g,

J
Par application de 1'inégalité de Cauchy, on déduit de (A.1.11.)
que
v |
Vhks2 : —9 < B dtoa  (A.1.17.) .
k! k
A
De plus :
2 2

ot |z|? b E
< —i—z——— {1+ 355 —}
o, A" (1 'IXI)
Des inégalités |7| s% et ;12- < 's]_ , on déduit (A.1.18.)
J

Remarque : Des hypothéses (A.1.12.) et (A.1.17.) résulte une

double inégalité qui nous servira par la suite :

I1 existe deux constantes positives 6] et 62 telles que :

2
(A.1.19.) 0«8, § 13 g6 Vi, k
1 2] 2

A.1.34. - Travaux de A. SAHANENKO et E. BERGER.

Monsieur G. TUSNADY m'a communiqué les références des travaux
en cours de A. SAHANENKO [l@ et E. BERGER ; lesquels, a partir de méthodes
différentes, non basées sur la technique de KOMLOS, MAJOR et TUSNADY,
étudient le méme probléme de comparaison entre les sommes partielles d'une

suite de v.a. réelles normales et d'une suite de v.a. réelles construite 3

partir de la premiére.



Monsieur E. BERGER m'a fait part briévement des développements
récents de ses travaux sur ce sujet, ainsi que de ceux de A. SAHANENKO.
Ils espérent pouvoir notamment remplacer la condition (A.1.15.) par une

autre plus maniable.

I1 ne nous a pas été possible dans le cadre de ce travail, de
comparer les résultats a ceux que nous avons obtenus et de nous &tendre
davantage sur ces travaux au sujet desquels nous ne disposions que d'une
documentation trés réduite, a savoir l'article de SAHANENKO précité qui
ne donne que les résultats essentiels sans preuve ; les autres articles
de cet auteur ne sont, par ailleurs, pas encore publiés, a& ce jour, & notre

connaissance.
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CHAPITRE AZ

RAPPEL DE RESULTATS DE V.V. PETROV.

A.2.1. - INTRODUCTION - RAPPEL DU THEOREME DE H. CRAMER.-

Considérons une suite {X } de v.a. ind&pendantes, centrées, de

fonctions de répartition F], F2 seeay Fn ,+.. de variances G  seevs oi sees
telles que, dans un intervalle commun:]— A, + A[:, la transformée de
Laplace E(exp{th}) existe pour chaque valeur de j.
Sn
On a étudié depuis longtemps le comportement de Fn(x) = P{E_ < x}
N 2 2 2 o
(od § =X + ...+ X et s =o¢g, + ... + o) pour les grandes valeurs
n 1 n n 1 n

de x, probléme dit '"des grandes déviations'.

Ce probléme f{it introduit pour la premi&re fois en 1929 par
A. YA. KHINTCHINE [10] et N.V. SMIRNOV [21] en &tudiant le comportement de :
1 - Fn(x) Fn(—x)
(A.2.1)) ——— et ———— lorsque X =+ + ®
1 - ¢(x) ¢ (—x)
dans le cas de variables aléatoires Xn = X; - p , identiquement distribuées,

les variables X; suivant une méme loi de Bernoulli de paramétre p.

Si les v.a. X~ sont i.i.d. et si x = 0(l) lorsque n » + « ,
on se raméne au théoréme central limite classique étudié au début du siécle

par LIAPOUNOFF et précisé sous sa forme moderne par LINDEBERG et Paul LEVY.

Pour chaque valeur réelle fixe x, on a :

X 2
(A.2.2) lim F (x) = ¢(x) = J 1 exp{- %?} dy
n —0 V21
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En 1937, H. CRAMER a généralisé 1'étude de KHINTCHINE et SMIRNOV

en supposant x variable avec n, tendant vers * © si n > + o |

I1 a d'abord noté que la relation (A.2.2.) ne donne que le

résultat évident :
Fn(x) et  ¢(x) ont méme limite & 1'infini .

I1 s'est proposé ensuite d'étudier les rapports (A.2.1.) (qui tendent

évidemment vers | si n > + o lorsque x est indépendant de n).

H. CRAMER [3], se basant sur un résultat classique de LIAPOUNOFF,
a donné une estimation de ces rapports dans le cas ou les v.a. Xn sont
i.i.d., ayant R comme transformée de Laplace correspondante et de fonction

de répartition V.

Sous la condition x = of /n ) , i1 a obtenu le résultat
Log n
suivant
Théoneme A.2.1.- S'il existe une constante A > 0 telle que
R(h) < + «» pour |h| < A,
alors pour x > 1 et x = of 4 ) quand n > + ®, on a :
Log n
I =7 (=) x3 X x Lo
(A.2.3a.) — B - exp{™— A(D)} [1+o0 (—=En )]
- ¢(x) Ve /e
F (—x) 3
(A.2.3b.) n = - X 2 [1 + 0% Logn)]
¢(-x) /a  /n /o
ot A(z) = Z cv.zv est une série de puissances convergente pour toutes

v=0

valeurs suffisamment petites de |z| et dont les premiers coefficients

s'écrivent



ol les Y, sont les cumulants ou semi-invariants de R.A. FISHER définis

par :

et

oy
Log R(h) = Z ;%—hv .
v=2 "

L'intérét du travail de H. CRAMER est d'avoir mis en relief le

role joué par la fonction R(h) qui permet de construire de nouvelles

variables aléatoires Xn de méme fonction de répartition :

1

V(X,h) = m

X
J MY qv(y)

L'application du théoréme central limite 3 la nouvelle suite {in} permit,

/n
Log n

4 CRAMER, sous 1'hypothése x = o ( ) d'obtenir les &valuations (A.2.3.).

Ce résultat futpartiellement généralisé par W. FELLER [8] au cas

de v.a. indépendantes non identiquement distribuées.

La démonstration en 1945 par C. ESSEEN d'un théoréme que nous
énoncerons ci—aprés, améliorant substantiellement 1'inégalité de LIAPOUNOFF,
a permis a V.V. PETROV de reprendre le probléme posé par CRAMER dans le
cas de variables aléatoires indépendantes, non nécessairement identiquement
distribuées et d'obtenir des améliorations substantielles, valables

évidemment dans le cas i.i.d., se traduisant dans les &égalités (A.2.3a.)

/n
Log n

et (A.2.3b.) par la substitution de vn au terme 13a ol cette

expression figure.
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L'intérét de ces résultats pour notre étude découle du fait que
J. KOMLéS, P. MAJOR et G. TUSNADY ont utilisé les résultats de V.V. PETROV
et certains résultats du méme auteur et de W. RICHTER dans le cas & densité
lorsque la suite de variables aléatoires indépendantes {Xn} est identiquement
distribuée ; 11 était donc logique de penser d utiliser les résultats plus
généraux obtenus par ces auteurs dans le cas non i.i.d. pour tenter d'obtenir
des résultats analogues a ceux de KOMLéS, MAJOR et TUSNADY. Nous serons en
particulier amenés 3 les utiliser aux chapitres A.3. et B.3. pour donner
des expressions asymptotiques. Nous présentons donc ci—aprés une &tude
détaillée des résultats essentiels obtenus par V.V. PETROV et W. RICHTER car

leurs méthodes et notations seront systématiquement utilisées ensuite.



- 21 -

A.2.7. - PRESENTATION DES ENONCES ET DEMONSTRATIONS DES RESULTATS DE

V.V. PETROV.-

Enongons d'abord le théoréme de C. ESSEEN [i] qui généralise

un résultat antérieur de BERRY [2].

Theondme A.2.2. - [Voir par exemple [12] ». 11]].

Soient Xl’ XZ""’Xn des v.a. indépendantes telles que :
3
E(X.)""' 0 N E Ix-l < ® (J =1, 9n) s
J J
n
. 2 2 2 2
solt o. = E(X,) >0 et s = )J.
i~ B n = 0%
n
3
X, + oo+ X %E,le
F (x) = P{ 2 cox}, L =
n s n 3
n s

Alors pour tout entier n > 1

sup [Fn(x) -o(x)| < A. L
X

oi A est une constante absolue positive,

—

Comme indiqué ci-dessus, cette inégalité a permis & V.V. PETROV

dans une suite d'articles qui vont de 1953 & 1968 d'améliorer substantiellement

/n

Log n)

les résultats de H. CRAMER en remplacant 1'hypoth&se x = of

par x = o(/n) ce qui est la meilleure borne possible compte tenu d'une

remarque de H. CRAMER [3}.

Le dernier article de PETROV date de 1968 [Kﬂ ; les résultats
qu'il obtient sont basés sur les hypothé&ses les moins strictes ; nous

allons donc énoncer son théoréme accompagné de sa démonstration.
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On suppose dans ce qui suit qu'il existe un cercle centré a

z =0 de rayon A > 0 i 1'intérieur duquel pour chaque j,

la fonction Lj(z) = Log Rj(z) = Log E(exp{sz}) est analytique,

Le symbole

Log désigne la valeur principale du logarithme telle que :

LJ,(O) =0, Vi .

A 1'intérieur de ce cercle, Lj(z) peut s'exprimer alors en

une série de puissances convergente

ol ij

Vu les hypothéses, on a :

et

H, ¢

(A.2.4.)

(A.2.5.)

(A.2.6.)

C

L.(z) =
J

Fn(X)

Le théoréme de

g v

Theoneme A.2.3.

L (2)] < ¢

. 1
lim sup —

]

\Y

n

Y.
Kk
1 k!

i o~18

k

est le cumulant de FISHER d'ordre k de Xj'

= E(X.)=0 , . =0 4
k| Y2j ] ]
n
X. , st=B =Y o
J n n j=1 J
S
P2 < x} .
S
n

.V. PETROV s'énonce comme suit

Supposons qu'il existe des constantes positives

telles que :

dans le cercle |z] <H , n=1,2,...
c?/z < + w
1 ]

lim inf = > 0
n

N>



est une série de puissances dite série de CRAMER généralisée,

Ceci étant, si
I - Fn(x)
(A.2.7a.) 'T——:m')— =
F(=%)
(A.2.7b.
) 5 (=0
od
(A.2.8.)
pour n assez grand,

indépendants de
les séries An(t)

assez petites de [t[.
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x>0, x=o0 (/E} , alors
exp{zc—i A GEH)}-[I O(E:loj
n /a
- 1
= exp{- =— .2 3. 1o+ O(Ei—b
V=Rt :
o k
An(t) = Z a -t

k=0

qui,

est majorée pour une série de puissances a coefficients
n, convergente dans un cercle de rayon assez petit. Ainsi

convergent uniformément en n pour toutes valeurs

Remarque : Les coefficients a de la série An(t) peuvent
s'exprimer, pour tout k, en fonction des cumulants de X, ,,...,X . En
n 1 n
. . . 1
partlculler, S1 on pose Fkn Z Yk , Oon obtient
J—l
2
0 = '3n Q= P4n I|2n -3 I‘3'n
on . .3/2 > In 3
6 Ton 24 an
2 3
0 = F5n F2n - 10 th I'3r1 an * 15 1-|3n
2n 120 12/2

A remarquer aussi que ce

de H. CRAMER. Dans le cas oid les v.a.

2n

théoréme entraine clairement le théoréme A.2.1.

sont de méme loi, les séries

An(t)

coincident toutes avec la série de CRAMER dont les coefficients sont alors

indépendants de n.
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Notons d'autre part une conséquence immédiate de ce théoréme

Conollaine A.2.1.- Supposons qu'il existe g, G, A et 8§ >0

tels que
(A.2.9.) g < |Rn(z)| < G pour |z| < A, Va > 1
2
(A.2.10:) s_ sn . § pour tout n > 1
Alors les relations (A.2.7.) sont vérifiées pour x > O ,
X = o(/%)

Ces hypothéses étant clairement vérifiées dans le cas envisagé
par CRAMER, 1'amélioration obtenue est évidente. La définition et les
propriétés de An(t) dans ces relations restent les mémes que celles

du théoréme A.2.3.

Dans une note antérieure [}4}, PETROV avait obtenu ce dernier

résultat avec une hypothése surabondante.

En 1957, V.V. PETROV [li] a étudié les grandes déviations dans
le cas de v.a. 3 densités et donné le théoréme limite local suivant

—

Theoneme A.2.4.- Soit une suite de v.a. X , X, ,..., X

l 2 SR
centrées, indépendantes de fonctions de répartition V](x), VZ(X) —
. . .. 2 2
et de dispersions finiles O » Oy 5o non nulles.
Posant
S =X + + X 5 52 = 02 + + 02
n 1 n 1
S +oo
Fn(x) = P{EE < x} et Rj(h) = J exp{hy}de(y) .
n —00

S'il existe des constantes A, K, k et & positives telles que
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(A.2.11.) Vh réel tel que |h| < A : k 5|Rj(h)|s K , VG

N

(A.2.12)) Vﬁ > 1 : s

o]
W
=]
o

(A.2.13.) Yh e ]_’——‘;‘— , f;-] , Ye>o

1 |Rj (h+it)[dt = 0 (a > =) ;

u'm =

n R (h) ld>e 3
j=1

1'approximation 0(.) pouvant &tre choisie indépendante de

Alors, pour toutes les valeurs de n assez grandes, il existe
Sn
une densité pn(x) continue de la v.a. Pt
n

De plus, si x = o(¥n) pour n - + o , alors :
p_(x)

!xl+l
(A.2.14.) O = {— A+ 0=
P(x) P /") [ vn A

ol An est la série de CRAMER généralisée introduite par V.V. PETROV,

et Y 1la densité d'une loi normale ré&duite.

La démonstration de ce théoréme utilise un lemme de PETROV

antérieur suivant [)2]

Lewmme A.2.71.- Soit Y., Y Y

g3 +ee> Y 5.e., une suite de v.a.

]’

indépendantes, centrées, pourvues de moments jusqu'id 1'ordre 3.

S'il existe G et g > 0O tels que

n
(A.2.15.) Va > 1 Bn = Z E(Y ) = ng et 2 EIXJ.!3
j=1 j

et si de plus, fj(t) désignant la fonction caractéristique

de Yj , la suite {fj} vérifie

h.
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n
(A.2.16.) J I |£.(t)] dt = 0(—:;) (n » )
|t]>e j=1 J

pour ¢ fixé tel que 0 < € < g :

24 G

alors, pour n assez grand, il existe une densité continue qn(x) de

Y, *® co0 Y
1 n
la v.a.
VB
n
De plus, Vx e R et pour tout n grand, on a :
Co
(A.2.17.) lg, ) - Jx) | s —
/n

ol CO est une constante positive indépendante de x et n .

Preuve du théonéme A.2.3.- De la méme maniére qu'avait procédé

H. CRAMER dans le cas i.i.d., V.V. PETROV, se fixant =z réel dans
1'intervalle ]— H, H[:, commence par introduire une suite de v.a.

{(X. , j=1,2,...} indépendantes, de fonctions de répartition définies

Vj(x) = Rj(z) J_m exp{zy} de(y)

I1 pose successivement

=
1]
=
2
i1
o
Q
Il
<
[oV)
=
¥ .}
i1
.
A —g
=2
1
I~ 8
81

I1 commence par établir une relation liant Fn et Fn pour appliquer

. - as . = o i o 1
ensuite 3 cette derniére fonction de répartition 1'inégalité d'ESSEEN

énoncée au théoréme A.2.2. Il utilise 1'indépendance des v.a. ij en

passant par leurs fonctions caractéristiques et il obtient 1'égalité



(A.2.18.) Fn(x)

D'autre part,

E(exp{hij})

ainsi pour chaque

existe pour tout

Désignant par ;kj

1'égalité :

qui donne pour k

(A.2.19.)
(A.2.20.)

Ces séries converg

1'inégalité de Cau
(A.2.21.)

d'ot |m.(2)| £ )
] o

soit H, > O et
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= exp{-zM }.I R
n

n (z).J(xsn—Mn)/En
;3

==00

+o
J exp{hx} dvj(X) =

-_00

exp{- Lj(Z)}-J

expl{- Lj(z)}.E(exp{(h+z)Xj}) ;

j, la transformée de Laplace ij(h)

h suffisamment petit et vérifie :

L.(h) = - L.(z) + L.(h+z) .
J ) J ) J )
le cumulant de FISHER d'ordre
- = (k) (k)
Y, . =L, 7(0) = L. z
ki ; ) 3 (z)
=1 et k=2
o Y, .
- d kj k-1
mj(z) 1z Lj(z) =Y z
k=1
2
I Tkj k2
g.(z) = z
dz k=2 (k=2)!
ent dans le cercle
chy :
k! c.
[ij[ $ —x J pour chaque j
H
v, . | 4 c® -
e T T g
5 (k=1)! H 2, H
H < H

400

=00

k de

exp{—zgnt} dfn(t) .

exp{(h+z)x} de(X)

assoclée a V.,
J

ij , on déduit

|z| <H ; en effet, d'aprés
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On a alors pour lzl ES H1
(A.2.22.) lr?lj(z)l € cp.Gy o

La constante GI ne dépend seulement que de H et Hl' La condition

(A.2.5.) et 1'inégalité de Holder impliquent :

n n
(A.2.23.) Vosit Z c. < nl/3.[% c?/2]2/3 s G,en

oii G, est une constante positive.

2
L'application de (A.2.21.) pour k = 2 donne 1'inégalité :
2 2.c.
(A.2.24.) S 21
I u

n
(A.2.25.) Yozt : B = ) o) s

On déduit alors de (A.2.22.) et (A.2.23.) que :

G

- 1
m.lS'—n—.
. j

Mn 1
(A.2.26.) || = =

e~
0
N
]
]
[p]
[p)

||.M =}

i RS TR B bt A

Cet inégalité étant valable a 1'intérieur du cercle |z]| g H .

Ces calculs préalables étant faits, on considére alors 1l'équation fondamentale :

M (z)

(A.2.27.) x = —=
n
qui s'é@crit en posant t = =
Vn

M_(z)
(A.2.28.) t = pour t fixé réel ,

s /n
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ou également

=1

(z) © T _
(A.2.29.) e= - ] kB 2!
2n n oy (k=T)1

Fn outre, la condition (A.2.6.) permet d'écrire :

(A.2.30.) 36 >0 Ty 2 § pour n assez grand .
P ot rkn k-1
Dans un voisinage de O , la fonction =z - Z —_—z ,
Kea (k=D

nulle 3 1'origine, est continue et est croissante. Il existe donc,
pour |t| assez petit, une solution z et une seule de 1'équation (A.2.28.),

de méme signe que t et tendant vers O avec ¢t

Utilisant le théoréme d'inversion des fonctions analytiques, on
déduit des relations (A.2.26.) et (A.2.30.) qu'il existe un cercle, le

méme pour n assez grand, de centre t =0 , & l'intérieur duquel on peut

écrire :
2
T r T -37
(A.2.31.) 2 = t 3n t2 _ 4n 2n 3n t3 - .
vT 2 Fz 6 P772
2n 2n 2n

Les séries du membre de droite de (A.2.31.) étant convergentes,
de somme majorée en valeur absolue par H] et constituant 1'unique solution
pour |z| < Hl de 1'équation (A.2.29.).

Appliquant 1'inégalité de Cauchy aux coefficients de ces séries,
on trouve que, pour n assez grand, ces séries elles-mémes sont majorées

par des séries & coefficients indépendants de n et de rayons de convergence

non nuls.
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L'égalité :

- v (k-1) Kk )
zm. - L.(z) = . 2 s = 12505
R A kZZ TR ]
donne alors
n =)
Led - Juen - [y Gk
j=1 4 k=2

Choisissons maintenant pour 2z , la solution réelle unique
de (A.2.29.) , on obtient un développement en série suivant les valeurs

de t de la forme :

n © T
1 = k-1
;l_ (Z MH = z L(Z)) = z —k—i— Pkn-( t - 3; t2 = ...)k
j=1 4 k=2 VT 2T
2n 2n
2 » r, .r. - 3712
_t 1 3n 3 4n’" 2n 3n t4 .
2 6 .3/2 3 s
an 24.F2n
ce que l'on peut aussi écrire
I ﬁi - v 3
(A.2.32a.) — (G5 - z.M + .Z Lj(z)) = t7. (1)
n j=1
ol
2
T P, T -3T
(4.2, 3000 A (€)= —=0 4 0 28 0 ¢ 4
n 6 12/2 24173
2n D
2 3
F5n.f2n - 10 F4n.F3n.F2n + 15 1"3n 2
+ 9/2 j N
120 T
2n

Les séries An(t) sont ainsi obtenues en substituant dans une
série une autre série ayant les mémes propriétés, soit la propriété d'étre
majorée par une série ayant ses coefficients indépendants de n et conver-—

gente dans un cercle de rayon non nul.
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Donc An(t) possé&de également cette propriété. Elle converge

donc uniformément en n pour tout |t| suffisamment petit.

On montre ensuite que

sup |fn(X) - 9(x)| <
X

pour n assez grand ,

le

C é&tant une constante indépendante de n et 2z grace & 1'inégalité
1 . - . .
d'ESSEEN formulée dans le théoréme A.2.2.. Il suffit pour cela de vérifier

seulement qu'il existe des constantes B 8 et H ositives, indé-
q » B, P

1 2

pendantes de n et 2z telles que, pour |z| < H2 :

(A.2.33.) B 2.8

et
k = -3

(A.2.34.) ) E|X. -m| <n.B, .
521 ] ] 2

Reproduisons seulement la preuve de la relation (A.2.33.) que
o _ . . P a -2
nous utiliserons ultérieurement. D'aprés la définition méme de Oj s

on peut écrire

B oo r
8% - z kn zk--2
n

] K23 (k=2)1

B
n .
n 5

I
n

— s

cette série est majorée par une série & coefficients indépendants de n

et de rayon de convergence non nul, d'aprés (A.2.30.) on a :

[==]

Pt 2 pour |z| suffisamment petit et

B
n.,_n
n 2n ~

Nofor

tout n suffisamment grand
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On déduit alors de (A.2.18.) que :

=2
w M © 2
J exp{-zy v En} an(y) = —l—'eXp{z g } J_ exp{- %?J dt (1 + 0(2))
0 vV2m n Mn
vB
n
et par suite, on aboutit & la relation suivante :
2 n
x -

1 - Fn(x) = exp{-—i— - z.Mn + z Lj(z)}.D - ¢(x)].|:1 + 0(z)]

=l
ce qui, en passant par (A.2.32.), et en choisissant pour 2z la solution

unique de (A.2.27.), donne 1'égalité cherchée en remarquant que 2z = 0(x/vn)

d'aprés (A.2.31.).

Esquisse de La démonstrhation du théondme A.Z7.4..

Partant des relations établies ci-dessus de (A.2.18.) jusqu'a
(A.2.34.) et remarquant que, si l'on désigne par ;j(t) la fonction

caractéristique de ij , on obtient :

R.(z+it)
v.(t) = 2
j R.(z)
3
d'aprés le lemme A.2.1. dG & V.V. PETROV, on obtient l'existence de
dﬁn(x) _
———— = p_(x) comme dérivée continue telle que :
dx n
_ C
(A.2.35.) YeeR |p(x) - 0(x)]| ¢« =
n Vn

ol Co est une constante indépendante de n, X et 2z .
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On aboutit alors d'aprés (A.2.18.) & 1'existence, pour n assez

S
grand, de la densité pn(x) de -2 . De plus, on a :
n
(A.2.36.) pn(x) = exp{—zMn}.jEl Rj(z).exp{-z(xsn—Mn)}.E;upn(

n
I
7
[
=

d'ol résulte 1'égalité :

P M /s ) - n _
L non . exp{-zM_ + Log Il Rj(z) + Mﬁ/zsi} [+ o(—l—)] ,

I /s ) 1 /n

car x = o(Vn) si no>+ o , donc t —— 0

n—-«

De la relation (A.2.32.), on déduit 1'égalité cherchée.
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CHAPITRE A3

THEOREMES DES GRANDES DEVIATIONS POUR LES DENSITES
ET LES FONCTIONS DE REPARTITION CONDITIONNELLES.

A.3.1. - INTRODUCTION.-

A.3.1a.

KOMLOS, MAJOR et TUSNADY ont &tabli deux théorémes de grandes

déviations comme suit : {Xn}n>1 désignant une suite de v.a. 1i.i.d

*

de moyenne O , de variance 1, de fonction génératrice R(z) = E{exp{zXn}}

définie pour |Rez| < A, posant pour j et k=0, 1,

(k+1)27
U. = : X de fonction de répartition F. =T,
i,k T n P i,k i’
k2-+
U "R k
U5, = Y5-1,26 7 Usor, ke O0 32 2 0

de fonction de répartition conditionnelle, &tant donné U. K =Y
F. , xly) ;
i,k 193

ils ont tout d'abord établi, en utilisant le théoréme A.2.3. que, pour

0 < xg E.ZJ/Z :

-~

x+1

il2_ _ i, x 3 X
A.3.1a) 1 -F, (227%) = [1 - ¢(x)] exp{2 (2572) .x(zj/z)} 1+ 0(537593

i’z _L.i. x \3 -x x+1
(A.3.1b.) Fi (=277 = ¢(=x) expl- 2 (27,7) .x(;j—ﬁ)} 1+ o(;-ﬁ):l

résultat qui, on va le voir de suite, se transpose sans difficulté au cas

de v.a. i. non identiquement distribuées.
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Moyennant une hypoth&se qui assure 1'existence de la dérivée de
la fonction de répartition conditionnelle pour j suffisamment grand, ils

ont ensuite prouvé que pour : O g X £ € , lyl e

. . : 19 . 3 -
(A.3.2a.) [} - Fj (2JX|2in] [l - ¢(2J/ xi] exp{O(ZJx + 23x |yi + |y| + ;3579}

(A.3.2b.) F (-ij|2jy) = ¢(—2j/2x) exp{O(-ij3 + 2jx2|y| + |y| + .2_517_2_)}.

Ce chapitre est essentiellement consacré 3 la généralisation de

ces deux derniers résultats.

Au préalable, nous transposons comme suit les théorémes A.2.3.

et A.2.4. du chapitre précédent.

A.3.1b. - Trnansposition des thZonemes de PETROV et RICHTER.

On consid@re désormais une suite {Xn}n>1 de v.a. i, centrées ;

3

U. a la méme signification que ci-dessus et F, désigne sa fonction

J’k _],k

de répartition.

Le théoréme A.2.3. se transpose pour les suites {U, ,} sous

i,k

la forme :

Theoneme A.3.1.- La suite {Xn} vérifiant les hypoth&ses :

n:1

(A.3.3.) JA>0,g>0 et G>0 tels que
Vo1 Rn(z) = E{exp(zXn)} existe pour |Rez| < A et
vérifie

g8 < |[R (2)] s6

2 2
(A.3.4.) VYn 3 1 E(Xn) =0, 2 61 >0

alors il existe € > O tel que, si 0 < X ¢
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- Fj k(cj i x> (X I x+1 ]
(A.3.5a.) 2 2 = exp{—= A ~=) 1 |1 + O(=rs)
I - ¢(x) 5372 "3,k7,372 ,372
F., (= 0. .%) 3
k j,k F= X -X x+1
(A.3.5b.) 1. 2% = exp{rys A, L (—r5)} [1 + 075
¢ (-x) 2J[2 j.k 2J72 23 2
ol X, est la série de CRAMER généralisée associée a U, et 0%
i,k ik sk

désigne la variance de U, .
isk

De méme, le théoréme de PETROV - RICHTER relatif aux densités se

transpose sous la forme :

Théoneme A.3.2.- Sous les hypoth&ses du théoréme précédent,

si de plus :

A A
(A.3.6.) Vhe 5,5 , Ve>o0
(k+2d R (htit) c
TT || dt <=
J|t|>e - R, (h) 2

v=k2J +1

oi C est une constante indépendante de j,k et h ; alors pour

U,
ji=zJ (indépendant de k), la v.a. J.k est 3 densité p. continue
o] o, ik
i,k ‘
et bornée ; de plus, il existe € > O tel que, si |x| < €.2J/2 :
p. , (%) 3
k X X |x|+1
A.3.7. 12X = exp{—ts . (——= 1 +0 —=)
( ) 9(x) S TERE RN TR . N ]
ol Aj K désigne la série de CRAMER généralisée associée a Uj K
2 b
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A.3.lc. - La généralisation du premier résultat de KOMLOS -
MAJOR - TUSNADY &tant clairement établie, on se propose d'étendre désormais

le second comme suit.

Dans le second paragraphe, nous prouvons quelques résultats

auxiliaires relatifs 3 la fonction d'erreur et & la série de CRAMER généralisée.

Dans le troisi@me paragraphe, nous rappelons succinctement la

méthode de preuve utilisée par KOMLOS - MAJOR et TUSNADY.

La généralisation de leur résultat est l'objet des trois derniers

paragraphes.
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A.3.2. - RESULTATS AUXTLIAIRES.-

A.3.2a. - Inégalitis nelatives @ La fonction de r2partition

d'une v.a. nommale réduite.

Définition.~ § et ¢ dEésignant respectivement la densité et
la fonction de répartition d'une v.a. normale ré&duite, les fonctions A

('"™Mill's Ratio") et V sont définies sur R par :

- - .4 _
(A.3.8a.) A(x) V(x) - = [Log(1-¢(x))]

Le résultat suivant, relatif a8 V, sera utilisé 3 maintes reprises.

Lemme A.3.7.- V définit sur R une fonction positive, de

© .
classe C , croissante et convexe, telle que :

(A.3.8b.) Vx 50 : x < V(X <x+ infgi , //%&

Pour démontrer ce résultat, nous rappelons au préalable quelques

propriétés €lémentaires de la fonction A.

Propnietés de X :

2 ©o 2 o) 2
(A.3.9.) VxeR : A(x) = exp{%Z}.J exp{~ %T} dt = J exp{— tx - %?} dt .
X 0

2

(A.3.10a.) Vn 0 : A(n)(x) = (—l)n.J tn.exp{— tx - %T} dt .
0

W

(a.3.106.) Vo 3 0 : 2@ 2P s RO 0]%  (insgalits de Schwarz) .

W

X ox) < 22

x +1 x(x"+3)

(A.3.10c.) Vx > 0 :

(A.3.10d.) Vx A(l)(x) = x. A (x) -1
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0 . co
Preuve du Lemme : V est évidemment positive, de classe C

comme A. De (A.3.10c.) découle que :
1
Vx >0 : x < V(x) <x + %

et (A.3.10d.) montre que :

(1)
V(])(x) = = A—E—LEZ = V(x).[V(x) - xj > 0
AT (x)
On voit immédiatement que %3& V(l)(x) =1

En outre V(z)(x) = ~§l—— [_Z(A(l)(x))2 - A(x).k(z)(x)]
AT (%)

- DN P @ - 0P @Y
2T (%)

d'aprés (A.3.10d.) et (A.3.10b.)

¢Y)

donc V et convexe et V croissante, majorée strictement par 1.

I1 en résulte que pour x > 0 :

Vx) -~ V(0) = V(x) —//% < x

ce qui ach&ve la démonstration.

A.3.2b. - Une neprésentation intégrale de La série de CRAMER

génénalisde.
Nous utilisons les hypoth&ses et notations du théoréme A.2.3.,

il vient pour tout t réel, tel que la série de CRAMER généralisée

An(t) existe, la représentation intégrale suivante :



- 40 -

Lemme A.3.2.-
3 t
(A.3.11.) t .An(t) = Jo (u - vrzn zn(u)).du
ol
15 2
I‘2n - H.g E(Xj)’
- a4 2
Mn(z) = E;-% Log E(exp{z Xj}) R

et z (t) est 1'unique racine de 1'équation :

ﬁn(Z)
t.VFZn = 5
Preuve : Par définition (voir A.2.32b.)
2 M (z)
3 t n' ' n 1
t .An(t) =5 -2z + ;-Log Rn(zn)
et
n z _
Log Rn(z) = Log E(exp{z.% Xj}) = Jo Mn(e).de
donc
Zn(t) - t dz_
Log Rn(zn(t)) = Jo Mn(e) de = Jo Mn(zn(u)).?ﬁrudu

_ t dif_(z_(u)

= Mn(zn(t)) . zn(t) - Jo ™ .zn(u).du
_ t

= Mn(zn(t)).zn(t) -n Van Jo zn(u).du s

d'olt le résultat.
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A.3.2¢c. - Une inggalité découlant des hypotheses (A.1.13.)

et (A.1.14.).

notant M. . (z
i,k )

I

d
— Log E{exp(z U. }
Az & e J ,k)

) 2
. . = E(U.
i,k J,k)

Q
)

et % k(t) la racine unique de 1'équation :
M. (z
i,k ‘

t.o. = : .
%3,k 372

Lemme A.3.3.- On a pour tout t appartenant a3 1l'intervalle

de définition commun aux zj K 2
>

I
o

C
(A.3.12.) [Zj,k(t) = Zj—1,2k+a(t)l S'—j s a ou |1

2

oi C désigne une constante positive, indépendante du couple (j,k).

Preuve : Soit o = sup{|t] ; V(j,k) %4 k(t) existe et est
)

unique, majorée par A}. On a par calculs élémentaires :

.

31 TR P I PP CIe)

- .M, (z. - M. (z.
‘/z‘jj /2—3 pd =-1,2k J,k) j-1,2k+l J,k)]

o, 0.
P L P S TN

D'aprés (A.1.14.), le second terme de droite est majoré par

quant au premier, il résulte de (A.1.13.), qu'il peut étre majoré par :

o2 = g | K
o 5-1,2k ~ %3-1,2ke1 ! 10
2l %51, %3,k /520!

LIt A

~ : : : 2
compte tenu de 1'hypothése faite sur la suite des variances {on}.

De plus le terme de gauche de 1'Egalité est, en valeur absolue, minoré

par :

K

2]
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By-lz5_p k(B = 75 ( (O]

sachant que :
B, (2) = = (H, ()}
i,k 2j dz j,k
vérifie,uniformément en (j,k), 1'inégalité :
1Bj,k(z)| 2 By -

L'inégalité est donc bien &tablie pour a = 0 ; elle se prouve de la méme

maniére pour a = 1.
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A.3.3. - SCHEMA DE LA METHODE DE PREUVE DE KOMLOS, MAJOR ET TUSNADY.-

A.3.3a. - Ces auteurs utilisent, relativement 3 leur suite {Xn}

de v.a. i.i.d., l'hypothé&se suivante :
:ﬂp 31 tel que Vx vérifiant |[x| < A :

400
[ IRGx+it) [P dt < + = .

Cette hypothése les assure que pour j 2 J > 0 , la suite

Uj x est 3 densité fj K - fj continue et bornée. On montre &galement
9 b

qu'elle entraine la condition de PETROV (A.3.6.) du théoréme A.3.2. .

v}
D&s lors, la loi conditionnelle de U. , étant donné U, , =y ,
i,k i,k
est 3 densité :
_ 1 x+y y—X
A.3.3b. -~ De plus, utilisant les résultats du théoréme A.3.2.

on peut &crire pour |x| <e , |y| <e

x| +]y[+1

2j/2.fj(2jx|2jy) &(xzj/z).exp{Zj.uj k(x,y) + 0 ( )}

Al

Hs L Y) = ux,y) %'{(X+Y)3-A(X+y) s (30 G - 2aWm) .

Utilisant alors un développement de Taylor de A & l'ordre

deux au voisinage de 1y, les auteurs prouvent que :
i j 3 2
2hi(x,y) = 0@ (Jx]” + < Iy]))

d'od résulte que pour |x| <e , |y|l s ,

posant Aj(x,y) = ZJ(IX|3 + Xz,Y’) + IYI + *lf

9]
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e : s < 'l ’2

¢(2j/2x) < eXP{K.Aj(XQY)}

A.3.3c. - Considérant alors pour x > O la fonction de

répartition conditionnelle :
1 - F, (2% 2)y) = J g(u,y).du
]
X
oll g(u,y) = ZJ.fj(ZJuIZJy) ,
ils sont amenés 3 considérer les deux intégrales :

A >
Il = J g(u:y)°du ’ IZ = J g(u,y).du .
X A

Ils prouvent que 12 = O(Il) si j »« et, par un encadrement de I
bas& sur les inégalités du paragraphe préc&dent, prouvent que si

Osx<e , ly| g ¢

I, = [1 - ¢(2j/2xX] exp{O(Zj(x3 + x2|y|) + |y| + _lfg}
2J

d'oli résulte (A.3.2a.) ; (A.3.2b.) en découle immédiatement.

A.3.3d. - Dans ce qui suit, nous allons reprendre point par

point leur méthode en 1'adaptant.

Le paragraphe A.3.4. sera donc consacré & 1'étude de la loi
conditionnelle de ﬁj,k étant donné Uj,k' Nous y donnons 1'expression de
la densité conditionnelle et grice au théoréme A.3.2. en donnons une premiére
expression ol intervient une quantité uj,k(x,y) analogue 3 celle vue au
§ A.3.3b. , sous cette réserve qu'apparaitront trois fonctions X différentes.
Cette difficultd nous a amené d introduire les hypothé&ses (A.1.13.) et (A.1.14.)

ce qui, grice au lemme A.3.3., permet d'obtenir un double encadrement de

la densité conditionnelle.

On introduit ensuite les intégrales I, et 12 et on généralise

les résultats obtenus dans le cas de v.a. 1.1i.d..
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A.3.4. - ETUDE DE LA DENSITE CONDITIONNELLE.-

A.3.4a. - Notations.

U, étant définie comme en A.3.1., de variance 0% , nous
i,k J"k

définissons de plus :

v 951, 2K+1 . G o Y
j,k Oj—l,Zk j=1,2k 0j-1,2k+1 j=1,2k+1
et Fj,k(X|Y) = P{ﬁj,k < x | Uj,k = y}

I1 résulte du théoréme A.3.2. que pour j zJ , Vk : 1les lois
des v.a.1. Uj—l,Zk et Uj—1,2k+l sont 3 densités continues notées

Fiol,20 ©% Tyo1,2k41

Nous donnons d'abord 1'expression de la densité conditionnelle

AV
de U. , étant donné U, = .
ik ik 7
Posons :
2 2
B. = E(U. = g,
jsk J,k) 3.k
Y
Bk T 95-1,2k7 -1, 2k+1
z_ = 0. y + 0. X
o ji-1,2k j-1,2k+li
et 21 T 9-1,2k417 T 951, 26"

A.3.4b. - Expression de La densité conditionnelle.

Lemme A.3.4.- Sous les hypoth@&ses du théoréme A.3.2., pour j

suffisamment grand, la loi conditionnelle de ﬁj K ? étant donné Uj K=Y
b b
est a densité fj k(xly) telle que, pour tout x et y :
b

"

By ok Fi-1,260%5-1, 26700 Fi-1, 2001 (951, 201 %1

(A.3.13.) £, (B, .x|B,  y)=
] k™' ,k B,
isk £5 KBy )

b
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Preuve : L'Egalité désirée découle immédiatement du changement

de variables suivant :

(Oj—1,2k+1 . - 95-1,2k

soit h : (x,¥y) = = y, X +1y)
j-1,2k j=1,2k+1
On a donc :
(ﬁ ; U, ) = h(U s U )
ik’ i,k j=1,2k * “j-1,2k+1”

Uj—1,2k et Uj—l,2k+l étant stochastiquement indépendantes, on déduit
N

de la loi du couple (Uj—l,Zk ; Uj-1,2k+l) , celle de (Uj,k ; Uj,k) :

d'oli r8sulte la densité de la loi conditionnelle de ﬁj K étant donné
b4

U. .

J,k

A.3.4c. - Approche de £'expression cherchie.

Proposition A.3.1.- Sous les hypoth&ses du théor@me A.3.2.,
on a pour J = JO :
£, (B, .x|B. .y)
(A.3.18) oy AL L LS explu, 1 (x,7) + o(|x] + |y| + —)
b 2
ACHL 27
oil
3
Z, %o i i
2 = e———— . T,
(82,150 wy  G5y) '—1'A5‘1’2k( ,_1) i— o1, 2k € '-1)
V23 /23 V2’ V27
03 3 . .y
LR (kD
— Mk =
/3 /a3
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Preuve : Par application du théoréme A.3.2., on a clairement,

pour j suffisamment grand et pour tout k, les égalités suivantes :

(A.3.16a.) oj—l,2k'fj—l,Zk(gj—l,ZkXo) =
x> x x| + 1
(x )-exp{——. . (———3 # Dt }
P(x ) exp Ve 5-1,2k fj—_l) = )
2 V2 34
(8.3.16b.) oy oper*F5o1 201 051, 20117 ™
x? xl gxl{ + 1
w(xl).exp{———~—--}j_1,2k+1(————-—) + 0(———) }

/237! /237! 21!

et

A.3.16c. o, ,.f. (0. . x.) =
( b5 Ty 5,
3
X, X, |x2| + 1
0(x,) expl—ih, | (—2) + O(—F))
i L : r
g V24 /o
‘/"———l_ ~
oi O < \xol et IXII <e . /2] et O g |x2[ g . 2] pour
tout € strictement positif.
Choisissons un réel € tel que
0 <eg s 6__
¥
et posons
X, =z . X, =z et X, = Oj,ky s



- 48 -

on a alors, pour lxl < € et |y[ < €

lz | <2 el.@.ﬂj"l < e/

de méme [zl! < €./§j_1
v e
et ,Oj,ky, S 61./§;L/§; < e.v23 ;

reprenant la relation (A.3.13.) en y remplagant par les expressions
(A.3.16.), on obtient alors 1l'égalité (A.3.14.) cherchée, en remarquant

que :

¢(ZO)-W(ZI) = ﬂ(oj,ky).w(oj,kx) .

A.3.4d. - Etude de L'ondnre de grandeun de U k(x,y).

Proposiidion A.3.2.- Sous les hypothéses allant de (A.1.9.)

a (A.1.14.), et pour un réel € arbitrairement choisi, on a pour

lxI < gy et Iyl < g

(A.3.17.) R 023 |x|? + 232 y) + |y| + =
, 3
9

Preuve : Pour simplifier les calculs, adoptons les notations

suivantes :

3 [t 95,k
Zj,k(t) =t lj,k(t) = I, (u - 2j/2 z.,k(u)) du
ZO z0
L G,y) = £, =2 - £, (—2)
1 J=1 ‘/2-__1 I /Zj_l
A zZ
, 1 1
L,(x,y) = £, (—) - &,  (—)
2 jo1,2k4l 0 ik 7
/pd-1 /p31
Z ag.
LyGey) = £y (=) = £ (2 (y)
Tt T/
z, o~i K
L (x,y) =&, , (——) - L. (=2 (y-x))
4 J9k ‘/Zj—l Jsk /zj
O. g. g.
et LGy = 4 (L oy vl (B gy - 22 Ay

/23 /o Vsl
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Ceci permet de réécrire uj k(x,y) sous la forme :
b

Uj’k(x,}’) ZO Z]. oj ’ky
3T T Kj-1 o oD Y Zj—l 21 T2 2 zj K )
) $ 3 * ’ x
2 /237! /237! sl
5
= Z Li(X9Y)
i=1

I1 suffit alors de majorer chaque différence 23 .L.l ; i=1,2,3,4 et 5
par des expressions comprenant les termes du membre de droite de la
relation a prouver (A.3.17.) ; ceci achévera alors entidrement la

preuve de la proposition A.3.2, .

1°) Majoration de L et L,.

La quantité L., peut s'écrire aussi

1
j-1
zo//é ag.

[k %5,k _ %3-1,2

— e eie.

(z. , (u) - z. (w)) + (
] k J—I,Zk v Vi
/3 Vo

J 1 ’
0 23

Sachant que !Zj—l 2k| < A pour tout couple (j,k) , et que
b

d'aprés les hypothéses (A.1.13.) et (A.1.19.)

JitL2kra ik LI

T — = /E—' ] ]
/2_] | /23 2 1 2 2

on obtient, compte tenu de 1'inégzalité (A.3.12.), la majoration de L1

(A.3.18.)

suivante :

z ' C
P e ORI S (M)
3~ 2 2 2

Exactement de la méme fagon, on obtient aussi

CZ
1yl < 3 dxl+ IvD
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2°) Majoration de L, et L,.
M, k(z)
La solution zj,k(t) de 1'équation t'oj,k = —4;775— tend

vers zéro, uniformément en (j,k), avec t ; d'oli, pour € suffisamment

petit :
0. g. o. 0. g.
k -1,2k k -1,2k+1 k
Lyl cosup Ju - e @] (E2 - LSy v (Tt - by,
: , — : — :
u /a3 N SRS /237 /23
O g z
le sup é&tant considéré pour les u compris entre —Jl—.(y+x) et o .

D'oli, compte tenu des in&galités (A.3.18.)

€3
1L, < ‘2‘J-—°([X| + 1y s

de méme :

C
L, | s-z;‘.'-uxt + lyD)

De 1'inégalité élémentaire :

Vb > 1 Vq > 1 tels que %—+ é-= 1
% q
(A.3.19.) | xy| gl_’5|_+ bi ,
q
on déduit :
FIRE S P EE
3 3 /a
ceci donne, pour i = 1,2,3 et 4 , les inégalités désirées :
C
i 1.5 .3 2 1.
L, | s;j—-(§2 x|+ Iyl +§ﬁ) ,
2

chaque C.1 est une constante absolue positive.
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3°) Majoration de L

5
En transposant la méthode utilisée par KOMLOS, MAJOR et TUSNADY,

on effectue un développement de Taylor & 1l'ordre 2 des fonctions

0. o. o.
r. L ( sk (y+x)) et A, k(—%i§ (y=x)) au point 1K

JK= s
A PE 3 /3

y , les séries

Aj k(t) étant uniformément bornées par rapport & j et k pour tout t
bl

assez petit en valeur absolue, d'aprés V.V. PETROV (théoréme A.3.1.),

il existe des constantes &§ > 0 , y > O telles que, pour tout couple (j,k)
(r) -
|Xj k(t)l < Y pour ltl <48 , r = 0,1,2 .
9.

On déduit alors facilement 1'inégalité :

A ] <o [T e Rl el e 2]

sl

ce qui achéve la démonstration de la proposition A.3.2..

A.3.4e. - Theoneme de grandes déviations pour La densité

conditionnelle.

Des propositions A.3.1. et A.3.2., il résulte que :

Théoneme A.3.3.- Sous les hypothéses du théoréme A.1.3.,

pour |x| < e, et ly| < € oi €, est une constante convenablement

1 1

choisie, on a 1'égalité suivante :

£. (B, . x|B. ,y)
k i,k '],k
(A.3.20.) o, .32 2 >
) J!k 10(0

= exp{O(ZJ.lxl3 + 2J.x2Iyl + |y] + —ljﬁ}.
]
2
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A.3.5. - ETUDE DE LA FONCTION DE REPARTITION CONDITIONNELLE.-

A.3.5a. - Principe de £'@tude.

Posons :
. . (u =B, ,..f,  (B. ,ulB,
By, (9D = By ey By qulBy W)

et soient

A oo
Il = jx gj’k(u,y) du et I2 = JA gj’k(u,y) du .

I1 s'agit de trouver un encadrement de I, 'de fagon que, pour O < X < ¢

1 1

et |y[ <€y, om ait :

i,3,91,2 ‘ !
exp{~ R(27x +2°x" |y[+]y]|+ D s 1—¢(0j 1)

< exp{K(ij3+2jx2]y|+|y]+ —1—9} H

2 h3
ceci sera conséquence du th&oréme A.3.3. &tabli dans la premidre partie
de ce chapitre.

Le second paragraphe sera réservé 3 rendre 12 infiniment
petit par rapport 3 L quand j > e« .

En combinant ces 2 résultats, on donnera dans le dernier
paragraphe un théoréme de grandes déviations pour les fonctions de répar-
tition conditionnelles.

A.3.5b. - Etude de I,.

Lemme A.3.5.- Sous les hypoth@ses du théordme A.3.2. il existe

une constante A > QO et un nombre € > 0 convenablement choisi tels

que, pour O < X < €4 et ly[ < gy

1
I 03

i3 032 1
(a.3.21) 1, = [1 —q)(cj’kx)].exp{O(ZJx + 23"y [+ly| + —D1.

La preuve de ce lemme résulte des deux paragraphes ci-aprés.



- 53 -

A.3.5.b1. - Majonation de I,

Utilisant 1'approximation (A.3.20.), on a la majoration suivante
PP

de I1 , 11 existe une constante absolue positive K telle que :

A .
j 2 1
I, < J o k.n{)(oj kt).exp{K(ZJt3 + 20e% |y + |y] + — )} dt
X ? ’ /]
K2j+l

Bl

..

qui peut s'@crire aussi, en notant K1 =

A
dt
o. . ¥(o. u).—.du
= J,k"o jsk du

I, < exp{K(|y| + —l—)}.f
j X

1 -
2]

oi l'on a posé :
uz(t) = t2(1 - Kl{yl - Klt) , ux0, tgt =
et A = u(p) , x = u(x)

1 . .
Choisissons A = §wto ; pour pouvoir appliquer (A.3.20.) sur
1
K—I'S 3-81 N

t
[x,AJ , il faut d'abord supposer que 7;-5 e, , ou Equivalemment

62
ce qui sera réalisé si 7R S 3.e

1

P 3 si tel n'est pas le cas, on accroit

la valeur de K ce qui ne fait que renforcer les inégalités, puis on peut
$

. 1 . e -
= lnf(el’Zf? de manidre 3

par ¢

alors remplacer, s'il le faut, ¢ 1

)

. . s 1 .
garantir que t0 > 0 et plus précisemment tO > Ko ; tout cec1i nous
1
assure d'un changement de variable univoque, la fonction u » t(u) é&tant

continliment dérivable sur BLAJ. On en déduit les dérivées premiére et

seconde de t - t(u) et par calculs &lémentaires :

dt 16K _4

- 2K -1/2
ot By) = (1 - 2. yp7HE
1
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De plus,

& w=0=0-gly

o 72 <y

d'oli par utilisation du théoréme des accroissements finis :

e < B(y) + 16K B4(y).u H
du 1Y

1

on obtient alors la majoration :

+co
i
I, s exp{R(|y| + -——j)}.[B(y).J_ 05 e Ploy W .du

27 X
16K _4 e
+ —— B (y) . [ . cu.f(o, (u).d .
051 y }_( o_],k 10( ik ) UJ
Or, d'une part :
+OO
o) u.y(o u) du = ag. X
J J’k ]ﬂ( sk) ag. lD( 1 )
X 1.k

- - 1 2
< [1 - 060y ®]x + . k/;} ;
s

d'autre part, grice aux majorations élémentaires suivantes :

$
2K 1
B(y) <1 +-§— |v| car !y[ < €] < 7K °
- ‘ 2
x < x(1 +‘-2-E y| + —E-x) car K (|yl + xX) s-ig.e <1,
84 61 1 61 1 ‘
et B (y) ¢ 4

on obtient la majoration suivante de I1

' o
I, < exp{K(]y]| + —l—)}-{l - ¢(0j k.x)}~exp{a14y| P Og.X + aa.x.lyl
: , -
27 27
+ as,xz}

oll les ay i=1,2,3,4 et 5 sont des constantes absolues positives .
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Par ailleurs, V dé&signant la fonction introduite en A.3.2a., on a :

I - ¢(cj’k.x)

Log{ 1< o, k(x—:_;).V(oj,k.x)

1 - d)(o‘j’k.X) 1>

A

2 2
Kl(|y| + X)'(Gj,k'x +‘1)

< 2j+l.K(x2.|y| + x3) + %Eu(x + Iyl)‘;
1
de plus, pour x 2 O
Xf e+
\3 3‘/1-T
2 2 3 1

xsg—nx+

3./
1 2
et x.|y| < E-(n.x vyl o+ lyh .

Utilisant les majorations successives qui précé&dent, on obtient finalement :

3 + ZJ.xz.

y| + |yl +—17)}

i
2]

I, < {1 - ¢(o. .x)}.exp{K'(ZJ.x
ik
ot K' est une constante convenablement choisie.

A.3.5.b7. - Minoration de 1

1

Posons pour tout t > O : v(t) = t./1 + K]’lyl + K-t il

résulte de (A.3.20.,) qu'il existe K > O tel que :

2
0.

1 A K2
I, >0,  .exp{- K{y| + —)1 . { exp{- —32= v (t)} dt .
1 Jak 2_] Jx 2

Reprenant la m&thode précédente, notons de nouveau :

v(x)

X
1]

>
1]

v(A) ,
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on obtient donc :

A
1 dt
I > oj’k.exp{ K(|y| + ~—3)} . J; ﬂ(cj’k.v).a;.dv R
2

on vérifie de plus, comme ci-dessus, qu'avec le méme choix de ¢ u'au
’ y q

1

cours de la majoration de I1 :

2
é—% > - 3.Kl R
dv
d'oll
g—\t’; ! —3K1V21—K1.ly|—3Kl.v
v 1 +K ]yl

D'autre part :

A
- - 1 2
. Ao, . 1 - . . =
L_{ ik ‘B(OJ,k v).dv g { ¢(03’k x)}.{x + 5 ‘/;}

- A{l - ¢(0j,k'A)}o
On en déduit :

1 -
I, > expl- K(]y] + =) HI - cb(oj,k.x)}{l - K1,|y| - 3K.% - L
24 ik

en remarquant que : 3KA>1 - K,

On suppose désormais e, et n tels que :

S K
1 1 2 288 1
€1$48K_EOSZ4K1 ’nzal.n et nyge—
/st
3K
d'ot KI'IYI + 3K, .x + L, 2L s
1 3Lk T 3

ce qui, compte tenu de 1'inégalité &lémentaire :
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exp{- 3x} ¢ I —x pour O g x¢

donne :

3K

1 - K..|y] - 3K X - //Z > exp{- 3[K .|y| + 3K /lé-x + ) //gj}
1 1 oj,k T~ 1 1 12 /g;.éj T

. 3.K :
> expl{- 3|:K1 -}% ZJ.x3 K1.|y| + ( ! /—ii * K, - /%3?).‘—/1—__]}
V8 i
1 2

-+

D'un autre cbté :

1 - ¢(cj K x) _ _
Lo 2 > -0, (xx).V(o, , X
g{'l - ¢(o. x)} isk ) (J,k )
3,k
> - 0, k(}—{—x).(o, K X + —*lﬁ—gp
Js s Oj,k'

W
i

K (lyl o (4 oJ?,k.x )

2K

§
1

WV
|

{ly] + =} {1 + 52.2j.x2} ;

on obtient finalement la minoration désirée :

ey vl =0,

]

I1 > {1 - ¢(oj’k.x)}.exp{— K'(Zj.x

ofi K' est une constante convenablement choisie.
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A.3.5¢c. - Inlgalitis nelatives aux densités de Uj -

De la démonstration de V.V. PETROV du théoré&me A.3.2.,0n tire
les inégalités suivantes qui nous serviront au cours du paragraphe A.3.5d.)

consacré d la comparaison de I] et I2'

Lemme A.3.6.- Sous les hypoth&ses du théoréme A.3.2. on obtient :

(A.3.22.) Pour tout y et tout x tel que h est solution de 1'équation

0? .x =M, (h) , on a, pour j assez grand et tout entier k :
.k .k

f, (o? v) <3 £, (o% .x) .exp{- h-o% (y—x)}
3,k 7,k J>k i,k ik

’

(A.3.23.) Soit un entier a &gal a8 0 ou l.

Pour tout y tel que |y| < € > soit y, un réel de méme signe

2
935-1,2k+a"Yo

(h)

PO ts 2 . ——
que y vérifiant 1'équation : Mj_1,2k+a o

il existe une constante K telle que pour tout j et k :

2 2 2

(051,000 To) EXPL= B0y ) grpn VY € Koy E (0 0 9)

95-1,2k+a" Ti-1,2k+a
La preuve de ce lemme est donnée dans les deux sous-paragraphes suivants.

A.3.5.cl1. - Preuve de (A.3.22.).

En adaptant la relation (A.2.36.) & notre cas ol interviennent
les suites triangulaires d'indices (j,k) ;3 j, k = 0,1,2,... , on obtient

pour tout vy :

2 -
U. . ..y - M,
k 2 - i,k k
A.3.240) p, (o,  .y) = =225 R,  (h).exp{- h.o% . .y}.D. X 1
( )Py T . 2ok ) -exp 75,67 Py 01k )
1 J»
U. K
ol pj k(y) désigne la densité de la v.a. VEL
’ a

.k
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. S = - 2 =
Ecrivant la méme relation pour x défini par 1'équation Oj X" Mj K
b b

et reportant dans 1'égalité (A.3.24.), on obtient :

2
pj,k(cj,k'y) = Cj,k(y)'pj,k(oj,k'x) exp{ - h'Oj,k(y - x)}
oli 1'on a noté : 9 _
(O . = .
A L B
1,k o
c. ,(y) = 1k
1.k p. ,(0) ’
sk

d'autre part, de la relation (A.2.35.), il découle que :

K
: = 1
Vi o, Yk, Vx: ij C N I(x)| < ,
s :
/o]
d'oll la majoration suivante de Cj . » pour 23 2 BN.Kf
2 -
- K

\B(Oj,k.y Mj,k) N 1 1 . Kl
gj k V2j /o /EE
b I S R
vor /23 Vo /3

(h)

il en résulte alors la relation (A.3.22.) cherchée en passant aux densités

des variables aléatoires Uj K
-

A.3.5.c2. - Preuve de (A.3.23.)

Choisissons tel que 0 < ¢, < |y <c et définissons
Yo 1 o 2

2
t= L4 = . . .
ho par l'équation Oj-l,2k+a‘yo Mj—l,2k+a(ho) ; 11 existe alors deux

constantes c! et <y

telles que : O <c! < |h | sec!), h et vy
1 o ‘o

étant de méme signe. On suppose que :
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d2
o = inf {—_f Log R.(h)} > 0
i dh J

J
Ih‘<A
cecli assure que ]hol < A .

I1 s'agit de montrer que la quantité :
g f (02 ) {-nh 02 }
j-1,2k+a Tj~1,2k+a "j-1,2k+a Yo’ €*P'T o051, 2k+a Y

2
o. ,.f. G. , .
j,k Jsk( i,k Y)

a
i =

est uniformément majorée par rapport & j,k et y.

On choisira Yo 2 0 (respectivement Yo < 0) si y=20

(respectivement vy < 0).

En utilisant les développements de V.V, PETRQV de
2 2

Fi-1,200a %51, 20007 Y0) ©F Fj (05 y) » on obtient :
G 03 Y y
a ik 1 2 2 1-1,2k+a 3 i-1,2k+a
Cj k(y) = ?.__-1’__ exp{— 5 Gj—],2k+a. yo + T ,skTe yo.)\j_l 2k+a( J ’ O)}
s [ 1 ’ =
j=1,2k+a é] 1 é] 1
03 o v
2 1 2 2 i,k 3 i,k
X exp{ h Oj—1,2k+a'y + 5 Oj ’k.y /J_ y .Aj’k(—ﬁ‘)}
2 2
foj=1
Lt O[(Gj—1,2k+a'|yoI A
’
a. |y| + 1
1+ 0 1,k )

=

sachant que pour |y| assez petit, il existe une constante C , telle

que pour tout j et k :

] s e,
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choisissons |y | < et e, suffisamment petit afin que les
0 2C6;72 1
quantités :
~ 1/2
q, (v ) =1 - 28, |y_|

5, 253/ %
et q2(y) =1 - —. y| - ——— |yl

€% €8

solent positives ; on obtient alors la majoration suivante :

a %3,k i-1 %1 2 5816
[ b -— B - . . .
Cj,k(y) < C .exp{- 2 -T-yo-ql(yo) 27— |v] qz(y)} ,

%5-1,2k+a

d'olt découle 1'inégalité (A.3.23.) désirée.

A.3.5d. - Comparaison des quantitis II et 12.

Lemme A.3.7.- Sous les hypoth&ses du théoréme A.3.2., il existe
un réel A positif et un nombre e, >0 convenablement choisi tels que,

pour 0O < x < € et lyl <€y si j est suffisamment grand, la quantité :

I, =1 - A | B

F. B. . .
2 i Byt 1By ey

est infiniment petite par rapport 3 la quantité :

I. =F (B

1T B A [ By ey T By By e By )

b

j>k’
uniformément en k .

Preuve : Etablissons tout d'abord, pour la densité& conditionnelle

f. , (B,
ik,
X > A et tout y tel que ly[ < gy

kX I Bj k.y), une majoration de la forme exp{- k.29 .x} pour
3
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Posons : a

aly) = l] "°°’OE<Y)

a' 1 - a

et zZ =

a 0j—1,2k+a'y + (1-2a).0

j-1,2k+a'"*

D'aprés le lemme A.2.l., on peut &écrire :
1

ik

(

- ¥z, = o

|0j-],2k+a"fj—l,2k+a' 0j~1,2k+a"za’)

ou équivalemment, il existe K > 0 tel que :

Oj-1,2k+a"fj—1,2k+a'(gj-1,2k+a"za') sﬁ(za,) * T
V2

€1 pour j assez grand .

Ceci, joint & la relation (A.3.13.) du lemme A.3.4., donne :

f (B X B ) < 0j-192k+a fj—l’2k+a(gj—l,2k+a‘za)
j’k jsk. j,k'y ~ 2 7

. f. . (o .
FR" 3,k kY

D'autre part, soit Yo défini par le lemme A.3.6. tel que :

§
1 1. ~ .
|yo| <z //;: inf A(y) et Y, gardant le méme signe que vy .
2y

Des relations (A.3.22.) et (A.3.23.) découle, pour j suffisamment grand

et pour tout k :

(

Oi-1,2k+a - F5-1, 2642 %51, 2k4a "%’

2
$3 Oj—],2k+a'fj—1,2k+a(0j—1,2k+a'yo) *
exp{— h 02 (y + (1—23) Oj_l’2k+a'x y )}
Ui-1,2k+a" - -
© J7i.coxTa 5-1,2k+a ©
< 3K.0 f (02 )
DR P T N
exp{- h_.o° [(1-2a) AbZkra’ oy
P o'Oj—1,2k+a' a5 X Y&] 2

i=1,2k+a
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on en déduit, en reprenant la derniére majoration de la densité conditionnelle,

que :

93-1,2k+a"

9 .
B, . .f. . (B. ,.x|B., .. < 3K.0, . .exp{- |h |o. X - }
ik i,k Lk | sk y) i,k P | 0| J1,2k+a’05 1 914, lyol)

< 3K.V5. /23 exp{~ ¢

9 61.23_2.x} s

' .
1
d'ou :

e (o
I, = B. ,.f. . (B. ,.x|B. .. dx <
2 JA i,k T3,k T,k | i)

(A.3.25.) exp{~ CT.ZJ.A} .

o]
Reste 3 prouver maintenant que I, = O(II) lorsque j tend

vers + « ; sachant que :

0o, 0 B0E,
1 - ¢(o, . .X) 3 1 > ,
ik SFRNIEES + 1 :
i Vol S

on obtient, par application des relations (A.3.21.) et (A.3.25.)

I .
—g-s C .V2m.(/5,.x + —l—) exp{K'(|y| + —l~9} exp{- ZJ.E(x, )}
I] 0 2 - o y
27 23
ol
c" s c" §
= 1 71 1 2 2 3 2
K(x,y) = x 3 ly| - 5 X - K'(x” +x° |y]) ;

pour X et |y| suffisamment petits, la quantité K(x,y) peut &tre
Cll 6
1 71
12K

rendue strictement positive et méme supérieureou &gale 3 ; ceci

revient en fait 3 remplacer €, Ppar une autre valeur plus petite convenable ;

d'ol s'en d&duit le résultat cherché :

. C'$

I
2 ' o] bl
I < CO . exp{—- 2-.

o
| 12K
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A.3.5e. - Théoneme de grandes déviations pour £es gonctions

de répartition conditionnelles.

Théondme A.3.4.- Sous les hypothéses du théoréme A.1.3. il

existe €, > 0 tel que pour |y| < €

(A.3.26a) si O ¢ x < €

F.  (B. .x|B. . y) . .
Lk J.k 3,k exp{O(ZJx3 + 2Jx2|y| + |y| + —1—0}
I =00, (%) :
Js 2]

(A.3.26b) si —€, <x <0 :

F. , (B. .x|B.
1,k 1,k | J,ky)

@(Oj,kx)

= exp{O(ZJ[xl3 + Zszlyl + |yl + —lfq}
2J

0(.) est uniforme pour |x| < € > ly| < e -

Preuve : Compte tenu des résultats précédents, la relation

(A.3.26a) se d&duit clairement de la double inégalité :

2
O.
i,k

I,€1-F. ( x|0§

>
| ik ,ky) < (1+€)I, Ve > o.

La relation (A.3.26b) en résulte en remarquant que @

¢(—Oj,kx) =1 - ¢(c. ,x%x)

3,k

et F. ., (-B. . x|B )y =1-F, (B, ,x|B.
i | | J’ky)

R .k i,k

du fait que la fonction ¢t - fj,k(Bj,ktlBj,kY) est palre.

Ceci achéve la preuve du théoréme A.3.4..



PARTIE B

DEVELOPPEMENT EN VUE DE LA DEMONSTRATION DU
THEOREME DE KOMLOS, MAJOR ET TUSNADY GENERALISE,
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Dans cette seconde partie, on va reprendre la méthode quantile
et dyadique, utilisée par KOML68, MAJOR et TUSNADY dans le cas i.i.d.,
pour la construction des variables aléatoires Xj en question dans le
cas oii celle-ci ne sont pas nécessairement identiquement distribuées ;
Tel est le sujet auquel sera consacré le chapitre B.1, dans lequel on
établira aussi quelques inégalités relatives aux sommes partielles
aléatoires et 3 leurs variances ainsi qu'une inégalité résultant des

formules d'interpolation, qui nous serviront pour la suite au chapitre B.4.

Le second chapitre de cette partie reprend successivement
chacune des étapes de la méthode suivie par ces auteurs, en introduisant
quatre sous—-ensembles Ai , 1=1, 2, 3, 4, dont la réunion contient
1'ensemble de départ, 3 majorer en probabilité dans 1'inégalité équiva-
lente 3 (A.1.16) 3 &tablir ; ceci afin que cette inégalité elle-méme
se déduise des quatre majorations de P(Ai)’ i=1, 2, 3, 4, ayant
chacune la méme forme que la majoration dans 1'inégalité équivalente
3 démontrer. Dans ce méme chapitre seront &établies immédiatement les

majorations de P(Al) et P(Az).

Les chapitres B,3 et B.4 traiteront respectivement des deux
majorations restantes ; 1ls seront alors réservés & quelques résultats
intermédiaires pour &tablir les majorations de P(A3) et P(Aé) H

celles—ci seront &tablies au début de la troisiéme partie.

Enfin, une technique de séparation en blocs de variables
. - P
aléatoires indépendants, inspirée de KOMLOS, MAJOR et TUSNADY,
indispensable pour établir la majoration de P(A4), fera 1'objet

du dernier chapitre B.5.
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CHAPITRE BI

CONSTRUCTION DYADIQUE - METHODE QUANTILE

B.1.1. - INTRODUCTION.-

On va tout d'abord donner quelques propriétés de la construction
dyadique d'une suite, méthode utilisée implicitement par KOMLés, MAJOR

»
et TUSNADY et que nous utiliserons systématiquement.

On exposera ensuite le principe de la méthode de construction
quantile qui n'est qu'une simple généralisation au cas de v.a. non

identiquement distribuées.
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B.1.2. - CONSTRUCTION DYADIQUE D'UNE SUITE.-

B.1.2a. - Notations.

On considére une suite {xn} de nombres réels et les sommes

partielles :
So =0 s] = X.1 gevey sn = x] + ...+ xn .
Introduisons les notations suivantes
~n 5 0
u. = s u. =u -u
i, SR R .0 B 1
u, = g . - 8 k30 z2 0
BE L Caen2d wkd ’

= - 2 i
Pk T Yy=1,2k T Yy-1,2ke1 0 K20 i3

et pour 2) ¢ n g 2J+1 :

n, ZJ+1—n n-ZJ

§ =T =135 . + — S . s
n 2l g1 gl It

s' =g - }

n n n

B.1.2b. - Principe de construction - Lemme.

La donnée des quantités u s &j et ﬁj x Ppermet de
H

reconstruire {sn}, d'ol la suite {Xn}.

Ceci résulte du lemme suivant :
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Lemme B.1.1.- Soit la fonction :

e, : R — [0,1]

s v e (s) = 2inf{s,1-s}.] (s).
! [0,1]

i j+ . _
Pour 27 € n € 2] l oi n est un entier positif,

. _ n
1n(q) = [Zj_q_J .

posons

On a alors

v 0y Ly _n_
(B.1.1.) s Zo 5 uj-q,in(q) . e]{zj_q 1n(q)}.

Preuve :
Désignons, si 2l ¢t ¢ 2J+1 , par x(t) la ligne polygonale

dont les 2J41 sommets ont pour coordonnées respectives (n,s_) n
p p ? n ]

P . . i j+1 N
désignant un entier comprils entre 2J et 23 et par x(t) la
g p ’ P

droite d'équation :

S+ 1 .
"\ 2d*i_ 9]
X(t) = ————r—E s ., + t-2 S

27 23 2l 2

i+l

Alors x'(t) = x(t) - ;(t) est la ligne polygonale dont les
2341 sommets ont pour coordonnées respectives (n,s;).

Posons successivement :

t = Zj(1+s) R s € BL]]

V] v
x(t) = y(s), x(t) =y(s) et x'(t) =y'(s),
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d'oti y'(0) = y'(1) =0 et y'(s) est une ligne polygonale dont

les 23+1 sommets ont pour coordonnées CJ% , y'GJ})), p = O,l,...,ZJ.
2 2

On a alors par utilisation du développement de Schauder []9] appliqué

a la fonction continue y'

(-1 21
Zo Ezq n,ren(s) si s € [0,1]
y'() = ¢ T n= '
L O sinon
ol e (s) = 2inf{s,l—s}.l[0’1] (s),

et pour n = 2q+p oi 0 p< 24 , q=0
e (s) = e (2qs - p) :
n 1 ’

la suite finie {nn} est définie par :

o gr2etly Lo Py oy oor 2L
n,o=vy (2q+1) > 1y (zq) y (Zq)}

N 3 3
- X.((2n+1)2 y - L@y . x,((n+1)z )}

2q+1 2 24 24
k] h| k|
2n+1)2 1 1
= x(_(__n_*_%_) -5 {X(_rlz_q_) + x(_(_ri_)_z_)}
2 2 24
1
= s -={s . +s .} ,

o127 23T ()23
or, on a clairement 1'égalité suivante :

V n,k a =2 o1 " {s Lt }o,
? (2k+1) 2 (k+1)2 k2



d'ol :
1 A
" "2 %gn
On a donc :
i1 29%1, |
y'(s) = Z z B 4.
=0 m=2¢ j=q,

de plus,
V(& - 1) =x"(n) =
2J

g n
et e (2. —-m) =0
@ 5 -

2

d'ol finalement 1'expression de

70 ~

m.e]{ 29(1+s)-m}. 1[0, ] (s) ,

S'

n

. n
si m# [Zj_qjl >

s; annoncée :

j-1
1 n
s'= ) =G, ., .e{——-i (Q},
D 2o 2 Jipe) yjme
oli 1'on a posé : i (q) = 2 = partie entiére de .
n 1-q 17q
2 2
Remarque :
La formule (B.1.1.) peut €tre précisée sous la forme :
q,"!
1 A n .
(B.1.2.) s' = ) =4, . ce f=— -1 (q)}
L A T B
ol q, = inf{q ; entier} ;

2
en effet, on a :
n =2+ aIZJ—1 +

ol les coefficients a],...,aj

i-2 .
a22 + ... a

J
valent O ou 1| et E a.
1



- 71 -

Soit r 1le dernier indice tel que :

a_ = 1, a, = 0 pour i >r |,
d'od,
L P L N T
pJ-T 1 r-1 T
n r—1 r-2 1
t ——— = -
e 23—r+1 2 + a]2 + L.+ a._; * > -

On en déduit que :

entier}.

a inf{q ; ;

fa
il
[}
Il

B.1.2c.

Applications.

B.1.2.cl1.- Transposant les notations précédentes, on obtient

le lemme suivant que 1'on utilisera au paragraphe B.1.5.

Lemme B.1.2.- Soient M et k deux entiers positifs.

Si 2M'+k £ jZM < 2M+k+1 , posons :
(B.1.3.) j(q) = E;g;ﬂ s 0<qggk,
et
B.1.4.) € (3) =+ inf {—d— _ j(@),14j(@Q) - -2} ;
q 2 ok=q oK=q

alors, on a 1'égalité suivante :

k=1
(B.1.5.) s' = ) c (j).
iz gq=0 1

-~

“Mrk-q,j(q)"
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Preuve :
k . k+1 . ' . - ~
Pour 2 €3 < 2 , 1la suite s M Joue le méme rOle que la
j2
suite s; pour 2 < n< 23+]
On a alors d'aprés (B.1.2.)
=1
' qJ} ‘ Ko }
(B.1.9.) s = ) =1 e - i(q)
M glo 2 Mrkeq, (@)
ou q. = inflq ; k] entier} < k
k-

i j
et jla) = LMﬂr{|= &k—]'

En rajoutant 4 la somme (B.1.9.) les termes associés 3 1'indice
j qu'on s'est donné et qui sont &ventuellement nuls, on a la relation

chercheée :

k-1
' = N
s' M Z Cq(J)u

i2 q=0 M+k-q, j(q)

ol Cq(j) est défini par la relation (B.1.4.).

B.1.2.c2.- Résultats sun Les sommes partielles d'une suite

d'un espace de Banach.

Soit une suite {xn} 3 valeurs dans un espace de Banach X 3

n>l

adoptons les mémes notations qu'au § B.l.2a.
Théondme B.1.1.- La condition :

(B.1.6.) —c >0 : sup |G, | < C
- _'],k J:k

équivaut aux deux conditions suivantes :



s
(B.1.7a) 53 x € X tel que 1lim 2= x ,
o I
°n K
®.1.70)  F k>0, Vo1 : [lx-T <5 .

Preuve :
Remarquons tout d'abord que la condition (B.1.6.) implique que :
Eﬂ x € X, E} C >0 tel que :
u,

u,
lim — = x existe et \/j s | x - —4|[ £
3500 23 53

£
53

en effet, de 1'égalité :

u. l a
Vi ccdew « 7 B0
2] k=1 2
u,
on déduit que —%- est somme partielle d'une série normalement convergente
2 u,
dans X, donc lim —J  existe dans X 3 de plus :
joo 2
*o
fx-Hlcc.] £=%
2 j+1 2 2
. ] j+1
Supposons maintenant que : 2° < n < 2 5

d'aprés la relation (B.l1.1.) &tablie au lemme B.1.1., on a :

n o1 n .
s =85 ,+ (—=-1(s . ,—-s .) + E 5 4., . .e {_T:—'_ i(},
no 5] 9] 73+ 5] q=0 2 I i (@ 13-4 n
d'oli, en écrivant :
nx = ZJX + CJ% - ]).ZJX , on obtient :

2
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- o] - =g ) = 23
lsgonxl € s 23xl]+ F =Dl s p = 25

Ceci, par utilisation de 1'hypothése (B.1.6.), en remarquant

que :

Il (s -3 .) - ijll < |ls -2j+]x[| + |1s .—ZJX[I < 2C,
29 23

23! ,i+1

donne :

1

||sn—nx|| < C+ o{% -2 +c{l+ — + ...+ b g 2c.2
2

1
2 2 23 27
d'od finalement :

12 - x]] < %

Réciproquement, les conditions (B.l1.7.) impliquent bien (B.1.6.) ;

en effet, il suffit de remarquer pour cela que :

| < 2]]s - (2k+1)2j"'xl|

a. | :
3,k (2k+1)237}

+ s . —x23x|] + |{s . - (k+l)2jx|| < 4C.
k27 (k+1)23

On va maintenant établir un lemme qui nous servira au § C.2.2.

Lemme B.1.3.- Chacune des conditions :

o]

(B.1.8.) Voo kx| o< o+
2 ]
J
ou plus générakgment :
(B.1.9.) ) j’lxj+l_xj!’ <t

i=l
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est suffisante pour obtenir les conditions (B.1.7.).

Preuve :

L'hypothése (B.1.8,) implique clairement que :

8

e L

d'ot (B.1.7b).

Si 1'hypothése (B.1.9.) est réalisée, la série

I o~1 8
"
[ SE
+
L
%

converge d'ol la suite

X =X

0 . ) converge fortement

+ (xz-x]) + ...+ (xn—xn_1

vers une limite x et

Hx., -x.]].

gl | < T @Iy,

B8

Dés lors

[ee]

P llx x| <
n=1 n

[e 9]

[e o]
R R LU

Il 0~ 8

il en résulte que la condition (B.1.8.) est réalisée chaque fois que

(B.1.9.) 1'est.

L'exemple de la suite réelle (xn)n définie par

x =0 si n # 27 R j=0,1,...

o
. 2
(3+1)

prouve que (B.1.8.) peut €tre réalisée sans que (B.1.9.) le soit.
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B.1.3. - INEGALITES RELATIVES AUX SOMMES PARTIELLES ALEATOIRES ET A

LEURS VARTANCES. -

B.1.3a. - Notations.

Soit une suite X.,,X.,,...,X ,... de variables aléatoires

1272 n
réelles indépendantes et centré&es. Adoptons les notations suivantes
reprises pour l'essentiel de KOMLOS, MAJOR et TUSNADY, conformes &

celles que nous avons utilisées ci-dessus pour les suites numériques :

p
S =X + ... +X , S =0
n 1 n o
V]
U. =5 U. =U -U
O i+l ]
(B.1.10.)4
U, =S . - S
s (k+1)27 k27
\?j,k = Uior, 2k 7 Y5-1, 2641 ;

ceci pour tout j, k et n de N,

B.1.3b. - Lemme dyadique.

En introduisant la suite de v.a. {Xj} a la place de 1la
suite réelle {xj}, on a, d'aprés le lemme B.l.2., une identité& ana-

logue a celle obtenue pour les sommes partielles de {xj}.

En notant, pour 2M+k £ jZM < 2M+k+] -1
k+1 . . ok
¥ 2 - j-2
(B.1.11.) § =2 _Tdg + 472 g
.M
;2 2k 2M+k 2k 2M+k+1
et
.
(B.1.12.) s' =S -8 ,

LA A

le lemme B.1.2. se transpose sous la forme :
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Lemme B.1.4.- Soient M et k deux entiers positifs ;

H

si oM ¢ gl M
alors
k-1 A
(B.1.13.) S;2M = qZO €9 Uk—q,5() *

ot j(gq) et Cq(j) sont définis respectivement par (B.1.3.) et (B.1.4.).

B.1.3c. - Indgalitis nelatives aux variancesd des sommes partiefles.

. . 2 . .
Nous connaissons la suilte {on} des variances et la suite

A =0,...,A =0+ ... + Oi des sommes partielles.

Réintroduisons les notations précédemment définies :

Y]
B, = A . B. =B, - B,
i, ’ i il j
B, = A . -A L =0 .
Js _(k+l)2J sz Js
Bk T Bor, ok T By, ok 0

qui concordent avec celles que l'on vient d'introduire pour les suites.

Si ZM}k < jZM < 2M+k+1 , on peut également poser selon le

<

méme principe :

(B.1.14.) A"\, = A - 2Dy PR
j2 j2 2 2 2 2

Par simple application du lemme B.1.2. cette somme s'écrit :
k-1

"u= 16.(3).B oy
2 20 @ M+k=q, ] (q)

(B.1.15.) A

ot le coefficient Cq(j) est le méme que précédemment.

Nous serons amené 3 considérer la somme partielle suivante,
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r
"
(B.1.16.) AY ;& C (J).BM+k_q,j(q) ;
A; n'étant autre que A' .
1 sz

Relativement & ces sommes partielles, le lemme suivant permet

d'établir une majoration que nous utiliserons au § B.1.5.

Lemme B.1.5.~ Les sommes partielles A;,...,A;,...,Aﬂ_]

vérifient les inégalités suivantes :

1 N
" AN
(B.1.17.) e A e g YO
(B.1.18.) A" | < B
.1.18. N g
Preuve :

eut s'écrire sous la
-1

D'aprés (B.1.14.), la quantité

forme

" —_ 2 -— 2 .l.— 2 - 2
(B.1.19.) ALy S E(sj2M SzM+k) + {zk 1} E(SZM+k SzM+k+‘) .

On obtient une expression semblable pour A; en remplacgant

simplement :

M _ kM k—1+M M
j2 =2 a]2 + .+ ak2
par :
2k+M a 2k—]+M + . 2k+M—r 2k+M—r-]
1 r r+1
_ 2k+M—r—1.’(a » + 24 + + 2ral . 2r+1)

|
[N
-
-+
=
!
=
]
[N
—
L
[
.
~~
H
-+
e
N
o
+
)
H
]
.-
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d'old 1'expression suivante de A; :

2 2 jlr+1) 2 2
A" = E(S - S ) - {____.___- ]} E(S ~ S ) :
j(r+1)2k+M r—1 2k+M 2r+l 2k+M+1 2k+M

on a alors

. 2 2 o dle+1) 2 2
(B.1.20.) A" -A" = E($° -8 oy = - R -s
k 1. T sz j(r+1)2k+M r-1 2k 2r+1 2k+M+1 2k+M
oo AGeeD 5 GG 4
2r+1 2k 2r+l
done  j(r+12MTT < oM < (Grenyen). L

ce qui permet la majoration suivante du fait que les variables aléatoires

Xj sont centrées, indépendantes :

2 2 2 2
E(S -S _._.) < E(S ey — S )
jZM j(r+1)2k+M -1 (j(r+1)+1)2k+M r-1 j(r+1)2k+M r-1

BM+k—r—1,j(r+1)

On déduit alors de (B.1.19.) et (B.1.20.) respectivement, les majorations

cherchées suivantes

y {1 - (—ik - D}

2 2
A" | < ECS S
k-1 5

Mk ] - Mk

_—j_ = .
< Byp, 112 [Zk]} Bvek,1 3

et :
1

" AN _ B
lAk—l Ar < BM+k—r—1,j(r+]) * 2r+1 M+k, |

)5
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B.1.4. - METHODES QUANTILE ET QUANTILE CONDITIONNELLE.-

Nous allons maintenant utiliser les résultats des lemmes A.1.1.
et A.1.2. démontrés dans la partie A. Ces lemmes vont nous permettre

de transposer au cas d'une suite de variables aléatoires indépendantes

non identiquement distribuées la méthode de construction quantile intro-

duite par KOMLés, MAJOR et TUSNADY lorsque les variables ont méme loi.

B.1.4a. - Introduction - Notations et nemarques.

On se donne donc une suite de variables aléatoires réelles

normales indépendantes et centrées YI’YZ""’Yn"" de variances
0? = E(Yj) , j=1,2,... et on se propose de construire, & partir de
celle~ci, une suite de v.a. XI’X2""’Xn"" indépendantes, centrées,
. 2 2
ayant pour variances O ,0,,...,0 ,.
1’72 n
Comme en (B.1.10.), on notera :
(7 =y + ... +% , T =0
n 1 n o
y . .
V. =T , V. =1V, - V. ] entier > O
(B.1.21.)4
- LA— . 3 * 2
Vj,k T(k+1)2J TkZJ j entiler 0
Lyj’k = Vj—l,Zk - Vj—1,2k+l j entier > |
En remarquant, d'aprés 1'hypothése (A.1.12.), que :
j >
Y ik 70
. " "
on définit de nouvelles v.a. U. et V., par
3,k 3,k
ag. a.
-1,2k+1 j-1,2k
(B.1.22a.) U,  =-3_22 U e L L
Jok T 0T g L2k T Oy gy 37,2k

et
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ag. o.
3 ~1,2k+1 j=1,2k
(B.1.22b.) Vv, , = -y - Al Zk g
Il Opy o T2k Oiy gpeq 371, 2k4

On notera aussi

p{U < x},

i ® ik

Gj,k(t) = sup{x;Fj,k(x) <t} , te ]O,][ 3

p{l, < lu }
. X . =
i,k ik Y

b

Fi (1)

et

Gj,k(t[y) sup{x ; Fj’k(x|y) € t} pour t e ]0,1[.

N

"
Les v.a. Uj . et Vj x sont donc bien définies, et 1'intérét
2 b

n
de leur introduction réside dans le fait que, les v.a. Vj ket Vj K
b ’

sont normales, centrées, de méme variance ¢, , = B et indépendantes

i,k i,k ’

du fait de leur orthogonalité.

En effet, la méthode employée par KOMLOS, MAJOR et TUSNADY

~

utilise le fait que les v.a. Vj K et Vj x sont indépendantes, ce qui
b b

est réalisé dans le cas ol les v.a. {Yj} sont identiquement distribuées.

Le méme principe de construction nécessite 1'introduction des nouvelles

N

n
v.a. V. et U, dans le cas oii les v.a. {Y.} ne sont pas néces-
1,k 3,k ]

sairement de méme loi.

v
La variable aléatoire Vj . est introduite de telle fagon
b .

qu'elle soit indépendante de Vj K de maniére 3 pouvoir utiliser 1la
b

construction définie au lemme A.l.2,
Remarquons enfin que 1'inégalité suivante est clairement

vérifiée

(B.1.23.) B = Bisl ot Biot, ke
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B.1.4b. - Construction des v.a. Xj par La méthode quantile.

On commence par la construction des v.a. Uj =S e puis
2

on procéde a celle des v.a. Uj Kk gridce 3 la transformation quantile
b
conditionnelle introduite par KOMLOS, MAJOR et TUSNADY ; d'od résultera

celle des v.a. Xj du fait que

Visi X =0

La construction des v.a. Uj est réalisée si 1'on pose :

a
]

Go,o[d)(vo/gl )]

ae
I

av]
N Go,l l--‘q>(vo/ol)-—-I
(B.1.24) <

[AVEREAV
= 65, By o],

/,,
ae
]

3

11 est clair alors, du fait de 1'indépendance des variables
. N N N, n
aléatoires normales V , V ,...,V. ; que les v.a. U ,U0,...,U. sont
o’ o ] o’ o ]

indépendantes.

D'autre part, la loi de U est définie par la fonction de

répartition F ; en effet :
0,0

P(Uo < x) = P{d)(VO/O]) < Fo’o(x)} =F, o(x)

b

d'aprés le lemme A.1.1.
"
De méme la loi de Uj est définie par la fonction de répartition Fj 1
. b
d'aprés ce méme lemme.

Ceci permet ainsi de construire la suite {Uj} d'aprés les

égalités :
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Y]
(U = U +U
1 o e}
ny y
U2 - Uo * Uo * Ul
(B.1.25.) i
av] v V] "]
U.=U +U_ + U, +U, + +U
. J 0 o 1 2 j-1

I1 nous faut maintenant individualiser les v.a. Xn qui ne
figurent jusqu'a présent que par leurs sommes partielles Uj. L'emploi
systématique du lemme A.1.2. va nous permettre de faire éclater ces sommes
en deux sommes partielles de méme taille, indépendantes et en ré8itérant
le procédé, de faire apparaltre les variables Xn' Ceci est réalisé en

construisant les v.a. U. .
3,k

Cette construction se fait par une récurrence dont le principe

est défini comme suit :

n ‘
Nous connaissons les v.a. Uj = Uj | pour chaque j ; nous allons
’

N
d'abord construire les v.a. U, [+ ce qui nous permettra de dé&finir
5
n
les v.a. Uj—l,Z et Uj—1,3 ; de méme la construction de Uj—l,2
n

et Uj—1,3 permet de définir Uj—Z,E , £ =4,5,6 et 7 ; et ainsi

. . N éme - . k
de suite, jusqu'd la k - &tape oli, ayant construit les 2~ v.a. Uj—k 2
b

n
pour £ = 2k,...,2k+l—1, la connaissance des v.a. Uj—k 2 permettra
b
de définir U, pour £ = 2k+l,...,2k+2 - | gridce aux égalités
j=k-1,L
sulvantes
,
= +
Uik, e = Useke1,20 * Ujok-1, 2041
(B.1.26.) {
a. .
v imkeloee _ Tike1,20 ,
i~k . j-k~1,2 . 1~k—~1,20+1
X L AR PV S0y ey g ST

On vérifie alors a chaque &tape que les v.a. Uj—k p sont
b4

indépendantes.
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Supposons donc que pour O < k fixé < j-1, on ait construit

les 2k v.a. Uj—k ¢ indépendantes et de loi définie par les fonctions
b

k o Sktl
a

répartition Fj-k X (£ wvariant de 2 27 "=1), connues a priori.
?

La donnée des v.a. normales indé&pendantes Vj—k 2 alors permet
2

k k1.

v
de construire les v.a. normales indépendantes Vj—k 27 £ =2",...,2 1.
>

f\" 13 -
De plus, Vj—k,ﬂ et Vj—k,[ sont indépendantes entre elles car elles

sont normales centrées et orthogonales ; elles ont de plus méme variance.
C'est pour cette raison qu'on a €té amené a introduire la nouvelle défi-

,\J I3 3 - - 3 . 3
nition des Vj x » qui est une simple généralisation de celle intro-
I

duite par KOMLGS, MAJOR et TUSN&DY, par introduction des coefficients

a. a.
g_l’2k+l et - i-1,2k , Bgaux 3 1 dans le cas des v.a.i.i.d..
j-1,2k j=1,2k+1

r\} - . -
Chacune des v.a. Vj—k 2 étant indépendante des v.a.
b

U. construites a4 partir des V. seulement, on pose alors
j=k,L P ik, 2 s P

Y _ v
(B.1.27.) Ui = Gj_k’£[¢(vj_k’£/oj_k’£)]Uj_k,zj

et on définit les v.a. Uj—k—I,ZZ et Uj—k—l,2£+l par les &galités :

( . _ Bj-—k—l,zz . N B Y 2"
j-k=-1,20 Bj_k ¢ i-k,L Bj_k P j-k, L
? b
(B.1.28.) j . x
U - _ck=1,2041 U _ ikt ¥
j=k=1,28+1 Bj_k ) j-k,2 Bj_k ¢ j=k,Z
3 b

D'aprés le lemme quantile conditionnel A.1.2., les v.a.

Uj—k—l,ZE et Uj—k—1,2£+1 possédent bien les lois requises définies

par les fonctions de répartition respectives Fj—k—l,zﬂ et Fj—k-1,2£+l s
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elles sont indépendantes du fait de 1'indépendance de Vj—k 2 et
V., done d j ’
j-k, 4 onc de Uj—k,l et -k, L

"
i . 3 V. .
De plus, lorsque £ varie, les couples (UJ—k,K’ J—k,ﬁ/OJ—k,ﬂ) sont
indépendants, il en est de méme des couples (Uj-k—l,ZZ;Uj—k—],2£+l)
et donc les v.a. Uj K sont bien toutes indépendantes pour différentes
’ .

valeurs de j et k.

Finalement, & l'aide des v.a. normales indépendantes Yn s
» r\l 3 3
on a construit d'abord les v.a. Uj et progressivement on a abouti,

par fractionnements successifs en sommes partielles indépendantes,

i construire les v.a. Xn indépendantes, de lois définies a priori.
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B.1.5. - UNE INEGALITE RESULTANT DES FORMULES D' INTERPOLATION.-

L'objectif du travail est de comparer les sommes partielles
Sn et Tn. Comme on le verra plus loin, ceci sera réalisé de la maniére
sulvante.

On introduira un entier M, (0 € M & N), que 1l'on précisera

ultérieurement, on étudiera alors successivement les différences
S -8 , T - T , M < n < e
S - T , O<kgN-M.

- N .M . .
Lorsque n est égal a j2° , on introduit les formules

d'interpolation déja définies au paragraphe B.1.3. de ce chapitre :

g ) 2k+]_J ; . i- 2k q
sz 2k 2M+k 2k 2M+k+]
N k+1 . k
2 -] j -2
et T = ——— T + T
sz 2k 2M+k 2k 2M+k+]
et 1'on posera :
s'. =5 _-§
[FAE P o
"
et T' =T -T

M

Dés lors, comparer S - T M s'opére comme suit :
i2 j2
u "
tout d'abord |S - T | est majorée par :
. M ..M
32 2
SUP(ISZM+k B T2M+k" 1S vt T Towerer D3

2 2

il en découle logiquement qu'il nous faut donc trouver une majoration
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des quantités S' M T' M 3 3 cet effet nous introduisons les diffé-
j2 j2
rences

W, =U.. -V, , W, =10.. -V
i,k i,k 1,k i,k Jsk 3,k

et W. . =0.. -V, .
1,k i,k i,k

Arrivé 3 ce point,la méthode quantile conditionnelle nous fournit

"\
les quantités Wj . et Wj K d'autre part, les formules d'interpolation
2 3
du paragraphe B.1.3. utilisent les quantités ﬁj x pour exprimer les
9’
sommes St - Ti E
32 32

Lorsque les v.a. Xj sont identiquement distribuées, les v.a.

N

Wj L et wj K coincident, la majoration est aisée. Ce n'est pas le cas
s ’

ici et nous sommes confront@s A un probléme supplémentaire.

-~

wM+k,j en

Nous allons donc d'abord exprimer les quantités

"\
. . . Vs
fonction des quantités WM+k',€ et wM+k'y€ ; ce sera l'objet du

lemme B.1.6.

Nous utiliserons alors notre hypothése relative aux variances

. 2
< £ 0,
\fj 3 1 0 6] OJ < 62
et le lemme B.1.6. pour en déduire une majoration de §' M T' M qui
- 3 * 3 (\J j2 jzt
ne fait intervenir que les quantités wM+k,j et wM+k,j effectivement
construites.
B.1.5a.- Lemme de calcul.
Supposant :
2M+k < sz < 2M+k+1
et q = 0,1,...,k=1 ; nous posons selon les notations du paragraphe B.1.2.

q

i@ = bﬁ;}



et posons, pour simplifier

=B )
q M+k-q, ] (q) > q

et A

les symboles Bj,k s, B

graphe A.1.3b.

=W )
q M+k-q,j(q)

ik
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les notations dans le paragraphe qui suit :

n
q = "Mrk—q,3(q)
_ Y]
" PMrk-q, 3 (a)

=3B ] .
q M+k-q,](q) ’

N
et B.

5Lk ayant &té introduits au para-
L]

Nous prouvons alors le lemme suivant :

—

suivante :

-~

(B.1.29.) W

ou les a; »

Preuve :

M+k—q’j (Q) -

valant chacun O

Lemme B.1.6.- Avec les notations ci-dessus, on obtient 1'égalité

A 20

Rappelons tout d'abord que :

U.
Jsk
(B.1.30.) N
ik

Utilisant 1la

suivantes

-9y R R )
Yo Mk, Y, M+k-q,j (q)
-1 A B 4
r
+ 2 (1-2a ) 4 | A
r=0 r+l Yeeq Yr M+k-r,j(r)
k
ou 1| et 2 a, > 0, sont définis par :
i=1
k k-1
+ a12 + + ak
= Usoi, ok ¥ Y5-1, 2k
_ 95,2k _95=1,2k ”
) i=1,2k . j=1,2k+1
Isor,0k 170 Oi 1, 2ke1 102K

relation (B.1.23.), on obtient les &galités
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A"
B
( j-1,2k i,k
i-1, is
Yi-1,2x B Uik * By 1 U3,k
b b
(B.1.31.) < n
B. B.
u B o '3 ik
\ j=1,2k+1 B L Jsk By ik
de plus
B 28
~ i,k j.k Vv
(B.1.32.) U, ==Xy, o+ -2y,
isk Bj’k 3,k Bj’k 3.k

Remarquons que le systéme (B.1.31.) peut s'écrire sous la

forme condensée suivante, pour a =0 ou 1 :

v

B. B.
-1,2k+a j,k Vv
(B.1.33.) U, = AT g 4 (1-22) 22U, ;
j-1,2k+a Bj,k 1,k Bj,k 1,k
. k k=1
en outre, si j =2 + a .2 + ...+ a les a. wvalant O ou
1 1
et a, + + ay, > 0, on a
-1 dqr1 %k
—E%— =29 4 312q + +a + L4 + o
2 q q 2 2 q
et j(q-1) = 2q—1 + a12q—2 + ...+ aq_]

d'od 1'on déduit la relation suivante :

(B.1.34.) i(q) = 2j(q-1) + aq

Les relations (B.1.30.), (B.1.31.), (B.1.32.) et (B.1.33.)
s'écrivant de la méme facon pour les v.a. normales Vj K> ona
b

alors, pour tout 1 compris entre 0O et q :

. e .
- 971 _ _gq-i-l
(B.1.35.) o . Omior * (1 Zaq_.) B
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d'oli, écrivant 1'égalité (B.1.35.) pour i = 0,1,2,...,r,...,q

substituant successivement, on obtient les &galités :

r-1 Y 6 Y
~£-1 q
(B.1.36.) o = J (1-2a__,) —Sd——— B ,  + a
1 g=0 a-£ Yo-£¥q-£-1 14 € Yg-r 97F
ce qui donne en posant r = ¢
q—l *[,—l Y
B.1.37. o = 1-2a  ,) —r 2T + o
( ) q KZO( L Yq—ﬂYq—ﬂ—l q-£-1 o °
or la relation (B.1.32.) nous donne :
. Xq zeq
B.1.38. W . =—=,0 + —* .8
( ) Mt+k-q,j(q) v q Y q’
q q
d'ol par report de 1'égalité (B.1.37.), jointe & j(O) =1,
A 20 q-1 AB
> _ 4 q q_gq-£-1
W, . =—a +— B3 + E (1-2a__ ) 2r—B _, =
Mrk-g,j(@) YT o Yy T Td o plg Y Vg 4T
posant q-f-1 = r qui varie de 0 a q-1, on aboutit 3 la relation

cherchée (B.1.29.).

B.1.5b.- L'inégalité obtenue.

On va maintenant en déduire le théoré&me sulvant :

Théonéme B.1.2.- S'il existe deux constantes positives

62 telles que :

0<¢, g3

. . . . . + . +k+1
on obtient la majoration suivante, si 2M k < JZM S ZM k

et
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< [, 25 |

(B.1.39.) st - T' < |W + (1 + 5. ) W, . .

sz j2M M+k 28, =0 M+k-q,3(q)
Preuve :

La méthode d'interpolation du paragraphe B.1.3. permet d'écrire
1'égalité :

k-1
(B.1.40.) s' ., =T = ) C (NN, .
sz sz q=0 q M+k q9,] (CI)

-~

Introduisant la valeur de W . , @établie dans le lemme B.1.6.,
M+k-q, j(q)

dans 1'égalité (B.1.40.), on obtient & 1'aide des résultats du para-

graphe B.1.3.

AL k-1 26,
(B.1.41.) s' =T =W + ) ¢ (G)y—=t.B +12z, o,
j2M jZM BM+k,] M+k, 1 q=0 q Yq 4 k

oi 1'on a posé :

kil qg] qur
Z, = c (i.) (1-2a_, ) ——.B_,
K q=0 4 =0 r+ Yre1Ye T

qui s'écrit aussi par interversion des signes sommes :

k-2 0 k-1

(B.1.42.) 7 = J (1=2a_ ) —E— .8 . T c()a .
=0 q

k r+l Yryr+l r q=r+1 q

Remarquons maintenant qu'on a clairement les inégalité@s &lémentaires

suivantes :
0<c () <=
qJ \2 s
2%
B .
Mtk-q,j(q) _ |
B . ’
M+k-q,j(q)
M+k
BM+k,l g 62.2 s
et Py 6].2M+k_q—] 3

PMrk-q-1,3(a+ 1)
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en y associant les inégalités (B.1.17.) et (B.1.18.), il vient :

I

By, 1

<1,

" —_ AN
‘Ak—] Ar| 62
Mtk-r-1,j(r+1) 1

d'ol la majoration suivante de s' M T' M en valeur absolue, 3
j2 j2 ‘
partir de (B.1.41.), en remplacant par (B.1.42.) :

A" | I kgl I 5|
N + ) lC (i) IJ B
jZM J.2M Wk, 1 Mk, | o

k-2
- e Y

12a, | ez (B g
r= r r+]
e o2 T 1+ LT e Dye
£ |W + = B | += (1+—)B ;
M+k, | 2 q=0 q r=0

qu'on écrit finalement sous la forme cherchée :

k-1 6

52 52 M+k,l1 * qyo(] ¥ 73 )le+k-q J(q)l
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CHAPITRE BZ

TRANSFORMATIONS DE L'INEGALITE DE KOMLéS, MAJOR ET TUSNADY.

Le présent chapitre reprend pas 3 pas la méthode suivie par

ces auteurs.

Celle-ci consiste d'abord d montrer que 1l'on peut se ramener
i étudier 2N différences de sommes aléatoires ; c'est l'objet du

premier paragraphe.

On décompose ensuite ces sommes en quatre parties ce
qui revient d inclure 1'événement dont on veut majorer la probabilité
dans 1'union de quatre événements ; ceci sera étudié au second para-

graphe.

La majoration des probabilités des deux premiers &événements
n'offre pas de difficulté particuliére ; elle est reprise aux para-

graphes B.2.3. et B.2.4.

En revanche, la majoration des probabilités des deux autres
événements pose des problémes techniques plus ardus qui seront &tudiés

aux chapitres suivants.
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B.2.1. - L'INEGALITE DE KOMLéS, MAJOR ET TUSNADY GENERALISEE A ETABLIR

ET SA TRANSFORMATION. -

B.2.1a. - Forme équivalente de L'inlgaliteé a etablin.

Comme 1'avaient déjd remarqué KOML68, MAJOR et TUSNADY,
1'inégalité (A.1.16.) peut se mettre sous la forme plus commode

suivante :

(B.2.1.) V’x >0 P{ sup N |S > x} € y.exp{aN-Bx}

_Tl
1<ke2 Kk

ol Y, O et B sont des constantes absolues positives.

En effet, la relation (A.1.16.) s'écrit pour n = 2N sous

la forme :

Vx>0 : P{ sup N |s | > x} < K exp{NAC.Log2 - Ax},

~-T
1gkg2 k ok

ce qui n'est rien d'autre que (B.2.1.).

. N N+1 .

En sens inverse, supposons que 2 £ n< 2 et écrivons
la relation (B.2.1.) a3 1'ordre N+l

P{ sup |s, -T | > x} < v.expla(y+1) - Bx}

1<k<2N+] k "k
or :
- > - >
{ sup [Sk Tk! x} C { sup N+][sk Tkl x}

1gk<n 1gkg?2

N
T, | > x+ C.Logn} < P{ sup |S, =T, | > x +C.Log2 '}
lsken & K leke VTR Ok

donc P{ sup |S, -

< yv.exp{atexp{oN-B(x+CN.Log2)}

< K.exp{-Ax}.

en posant :
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K =vye , A =8 et C=—2 |

B Log2

B.2.1b. - Nécessite de procédern a parntin d'un centain nrang.

I1 faut donc établir (B.2.1.) pour chaque x > 0, les coef-

ficients 0o, B et Yy &tant indépendants de x.

Aux chapitres B.3. et B.4., nous introduisons une quantité
€ >0 qui n'est autre que la quantité résultant des théorémes de
V.V. PETROV.

x > 0 &tant fixé, nous définissons l'entier M(x) =M 2 1

X M X . < =
tel que Be < 27K Ze 3 ceci nous améne donc a supposer x > 8¢.

N "
De plus, les inégalités relatives aux quantités Uj et Uj,k s, qui

feront 1'objet des chapitres B.3. et B.4., ne sont valides que pour
isJ ; ] @étant supposé 3 M ; ceci impose en définitive que

X 3 x1 > 0.

Ceci n'est pas génant car si 0 < x < x. , on peut toujours,

] kx] -Ax
dans 1'inégalité (B.2.1.), effectuer la majoration par ! ou e .e

et en combinant avec le résultat obtenu pour x 3 X, , onen déduit

une inégalité valable pour tout x > O.

B.2.1c. - Inlgalite elementalre.

Soit donc 1 € n < 2N et x > X, >0 fixé.

M étant déterminé comme indiqué ci-dessus, soit M= inf{M,N}.
. * .
On découpe d'abord 1'intervalle EJ,ZN] de IN en sous-intervalles

Mo MO N -MO
de la forme [52 +1,(3+1)2 ] , ] variant de 0 3a 2 -1

4
=
S x5

M M N
20 20 3.2 0 j 2 (jn+])2 o 2
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n s'écrit alors de la maniére unique suivante :

N-M,_,

M M
n=j,2°%+k o 0<£j <2 et1<kn<2°,

d'ol :

s -T | < |s - S | + |T - T + |s - T
I n nl l jn2M0+kn jnzMo I jn2MO+kn jnzMOl I 5 2M0 ; ZMOI’

Si M =N le dernier terme est nul ; sinon on découpe de nouveau
0

1'intervalle [l 2N] en sous-intervalles de la forme D,ZMO],[ZMO,ZMOHJ
[M +k 'VI +k+]-] s, EZN—I ,ZNJ

j2'o
— : m 5 ?
+2 M M +k+1

1 2Mo oMol oMo 2 o*k 20
dot Vi1 STk, 0<ksce N-M -1 tel que :

M _+k +

2° ¢ JZ Mo e ZMO k+]

. 3 » . - 3 r\l - » I3
On réalise alors l'interpolation linéaire S |y définie
j2 °

par (B.1.11.), en remplacant M par Mo , soit :

g = 2k+]— S + 2 ‘ S
5 2M0 k Motk Kk ToMotktl
et de méme :
k+1 .
T oy = R L322 g
j2o 2k 2Mo+k 2Mo+k+1
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T | < IS T |+ |s' T'

- M| < M~ M M, " M
. o . o} . 0 . o] . o]
J 2 J 2 an an an

S' M et T! M, étant définie, comme au § B.1.5., par :

an © Jn
S' oy = s
Mo %5 oM %y Mo
FI\J

On obtient finalement :

< [s y -s yl+]T y =Ty |
j 2 O+k j2° j 2 %+k j 20
n n n n n n

+ |s!
M

. O '

iy2 i 2

Posons alors :

A = sup |s_~T |
jeng2¥ B

A= sup |s -5
1 M M ’
 N-M P 1950
0cic2 oy J +k 32

M
1¢kg2 ©

0<j<2 9=l
M
1gkg2 ©

A, et A, sont nulles si N = MO et définies sinon par :

3 4

A, = sup |U. - v.l,
> MeieN J

-7 + sup{| S -T S -T 1.
M, P{I 2Mo+k 2Mo+k| ’ | 2Mo+k+1 2Mo+k+1 I



- 98 -~

[s' =T |

et A, = sup
4 N sz sz

o<y ™

on a donc immédiatement avec ces notations :

(B.2.2.) A g A] + A2 + A3 + A4
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B.2.2. - LES INEGALITES P(Ai)’ i=1,2,3,4 A ETABLIR.-

Introduisons les événements :

B =1{A>x}, A ={ sup N-M |UM k| £ E;ZM}
(o] ’
o}

0<k<2
A =1{A > e Al = {8, > 5
1 1 g > '3 374

= oM ! = -}-S
A, {a, > e.2 o, A {a, > 7

De 1'inégalité évidente :

suplU
k Mo’k

on déduit :

donc pour 1 = 3, 4 :

= (A! v c r N
Ai (Ai nNa v (Ai N A" CZ(Ai A) UA

en outre d'aprés (B.2.2.) et la définition de M, on a :

U
B C A > - CA U A HA' UA' »
’ ]{ 1 4} 1 2 3 4 ’

posons :
A, = A" DA

".
A, A Py

et A

on obtient donc :

4
sc U A.

i=1
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Pour prouver (B.2.1.), il suffit donc d'établir les inégalités

suivantes, pour 1 = 1,2,3,4 :

P(Ai) <y exp{aiN - Bix}

odi Y., 0. et Bi sont des constantes absolues positives.

Nous établissons les deux premié&res dans les paragraphes qui
suivent, la démonstration des deux autres étant renvoyée aux chapitres

suivants.



- 101 -

B.2.3. - MAJORATION DE P(A]).-
Nous reprenons pour l'essentiel la méthode de KOML68, MAJOR
et TUSNADY. Toutefois, les variables aléatoires étant non i.i.d., il

n'est pas possible d'utiliser simplement la fonction de CHERNOFF.

Nous employons donc la majoration (A.1.18.) introduite au

paragraphe A.l.3c.

N-M M
De A = {Sup|S y ~-§ | >e.2™ ; 0¢j<2 o, 1¢k<2 0}
1 X LMy M, ,
J’k .]2 +k _']2
on déduit :
P(Al) < 2N.sup P{|s M - S y | > Q.ZM}
ik j2 %+k j2 ©

< 2N.sup{P{X M, oot Xy > E.ZM}
i,k j2%+1 j2 O+k

+ P{-(X M oot Xy ) >,e.2M}}.
52704 52 04k

Or de 1'existence des transformées de Laplace pour |t| < A,

on déduit 1'inégalité élémentaire pour O < t < A :

M
P{X M +...+X M > €.2 } S exp{—tEZM}E(exp{t(X M +...+X M )})

32 94+ 32 O+k j2 %+1 j2 O+k
M
32 %4k
g exp{—teZM} _r_T’ R. (t) € exp{—t€2M}R (t)
i 1 Mb,j
j2M°+l

en remarquant que EXi = 0 entralne Ri(t) =1,

Choisissant O < t < % , on peut alors écrire la majoration

suivante, d'aprés (A.1.18.)

P{IX y +...+X M > E.ZM} < exp{C’Gﬁ

.t2 - tEZM}, d'oli :
j2 o4l j2 %+k 0’

P{x My teee v X oy > e.2"} < min exp{C'O2 M £ - ey ;
32 %+1 32 %+k £>0 M,j2 © ]
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qu'on peut écrire aussi :

2, M2
2
P{X M +...+X M > S-ZM} € exp {"' €2( ) - }
j2 O+1 j2 %+k 4¢'0” I M -M
M,Jj2 * |

£ M 2M €
< expl- —=7.(e.2) ——} < exp{- ———.x}
4C 2 - 32€'8
o .. Y 2
M,lj2
d'aprés la relation (A.1.19.) et la définition de M.
De méme d'aprés la parité du second membre de 1'inégalité (A.1.18.),

on obtient :

M €
P{-(X M+ ... +X y ) >e2} < expl- g5z x}
j2 %41 j2 %+k 32070,

d'od

N+1 € S TS _ _
P(Al) < 2 -sup expl 35C7% x} = 2 .exp{ 37675 X} Y].exp{u]N B]x} .
1,k 2 2
Remarques :

1) D'une maniére générale, le minimum de la fonction
2 * .
t > exp{at™-bt}, t >0, (a,b) e R X R, est atteint pour la valeur

b2
t = au point exp {- Z;} .

2a
M

£.2 <
2c'02 " - zc'cs1
bLBZ 0 ]

ce qui est toujours possible en réduisant

2) On a choisi ¢t = dans cette preuve,

<

ol

ceci suppose 2C'61

éventuellement la valeur de €.
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B.2.4. - MAJORATION DE P(Az).-

On peut reprendre la méthode du paragraphe précédent,

d'ailleurs plus aisée.

-M M
De A, = {sup|T M - T > g2 , 0g£3j<2 ©° 1<kg 2?9}

ik j2%k j2°o

on déduit :

P(A)) < 2N sup P{|T Mo’ =T | > e.2™}
ik j27%k  j2'°
N
€2 sup(P{Y , +..4Y > e 2Mpepl-(y M FeetY oy ) >€.2M})
i,k j2 o+1 j2 O+k j2 O+] j2 O+k

or, pour t > 0O :

" (j*1)2 Mo
P{Y g Tty > .M ¢ expl-teM} | E(exp{tY b
32 9+1 j2 7 9+k M,
32
(G+n2'o 1 2 2 M
< exp{-te2 My, expf~ oy 2¢2y o exp{E-OM 5t -te2 }.
o’

j2 o+l

Exactement de la méme maniére que pour la majoration de P(A]),

on obtient :

M €
ply + ...+ Y > e.2} < expl - x}
joMou j2Mo4x - 165,
et P{-(Y oY ) >e2) < expl- 55 x)
’ j270+1 j2 o+ 2

d'oli la majoration cherchée :

N+1 - __E _ _
P(Az) € 2 .iui exp{~ 1662 x} 2 exp{ nggwx}— Yz.exp{azN Bzx}.
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CHAPITRE B3

GENERALISATION D'UN LEMME DE KOMLés, MAJOR ET TUSN&DV.

B.3.1. - INTRODUCTION.

Dans leur premier article, ces auteurs ont établi, dans le

cas de v.a.i.i.d., une inégalité relative aux sommes partielles Uj

N
construites 3 partir des sommes partielles Vj. Nous nous proposons

d'étendre cette inégalité dans le cas de v.a. non identiquement dis-

tribuées sous la forme énoncée au théoréme B.3.1. du paragraphe B.3.3..

Pour sa preuve, on a besoin de 2 lemmes préliminaires sur les fonctions
- . 3 ,\’ » 3

de répartition des v.a. Uj et celles des v.a. normales. En utilisant

le théoréme A.3.1. de V.V. PETROV, on va énoncer, avec preuve, ces

2 lemmes dans le paragraphe qui suit.
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B.3.2. - LEMMES PRELIMINAIRES - PROPOUSITION.

Lemme B.3.1.- Sous les hypothéses du théoréme A.3,1., il
existe €. = —— > 0 et des constantes o et B > O telles que,
1 /52

pour toute valeur de j, on ait :

a) si 0 < x <e¢€

3 )
5 3 1 1 -~ F.(g°x+0)
-omcSzx - B{x/'a'z + —} <Log{ J ,“1 }
/0 1 - ¢(0jX)
(B.3.1a.) Y2 3
1 Fj(O.x) 5 3 ]
< Log{————-ﬁg-i—~} < andox” + B{x/gé + —}
1 "b(GjX) \/H
b) si —€, <x <90:
n
2 . (3 2%) F, (52x+0)
—d62n|x| B{le/ﬁh+ ——J < Log{——— ] 4 J } <rog{- -—
/n ¢(o X) d)(o x)
(8.3.1b.)
3
2 3 1
< ad + /S, + —=
ad, n|x| R{|x| 2t e
od 1'0on a noté n = 27,
|
Preuve :
Toutes les hypoth&ses du théoréme A.3,1. sont vérifiées ;
on a donc, pour x > 0, X = o (Vn)
a
] = F.(0.%) 3 +1
Log{——3L 3} = X3 () + o)
! ¢ (%) /a n o =
et
"
F.(-0.x%) 3
Logl-dpmd—} = - A (- D)+ oty
n /n Vo



- . s . v
Ces égalités s'écrivent aussi en remplagant x par ij,

pour x > O, \/8 > 0, x <

3
/5,
Vo2 N gy
1 - F.(0.x) 3 0.x o, |x|+1
Logl—d "} = 6% 2 ) () + o(—)
1 —¢(ij) Jvn o -y
et
F.(~0.x%) 3 3 g.x ‘ g.|x|+1
Logl——l—} = =07 =2 (- =)+ of )
¢(-ij) /n vn /n

Se servant alors de 1'hypothé&se (A.1.19.) et du fait que :

N

0.x
Ja>0 , Vi Ve, 0<xce, : A (9] <o,

1 n Jn

d'aprés le théoréme de V.V. PETROV A.3.1. cité ci-dessus, on retrouve

les inégalités (B.3.1.) cherchées.

C .
Lemme B.3.2.- Posons uj = — 0. + Eg , n= 23,
0]

pour tout nombre réel f > 0, 1l existe 2 constantes positives C] et

C2 telles que, pour j suffisamment grand, on ait :

a) si 0< x <€ ¢

e 3
(B.3.2a.) Log{1 . ¢(Oix+uj)} s—a.sz.nx3 - B(/géx + —L)
1 - ¢(ojx) /n
et
v 3
(B.3.2b.) Log{l — ¢(ij—uj)} P a.sg.nx3 + B(/géx + —L) ;

1 - ¢(gjx) /n
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b) si ~£ € x €0 :

(5. x-u,) 3 |
(B.3.3a.) Log{—3—3d-} ¢ -a.80.n[x|” - B(SF, (x| + 7_)
$p(0.x) n
et J
6 (5. x+u.) > 1
(B.3.3b.) Log{—3d—3-} 3 a.85.n[x|” + B(/F, x| + —)
¢(OjX) /n
ol q, 6] et 62 sont des constantes absoclues positives.
Preuve :

Constatons tout d'abord que uj peut étre encadré comme suit,

d'aprés (A.1.19.)

(B.3.4.) u, < uj < u,
oti 3 .
u, = CIS?Vﬁ>x2 + ——Z-.—l—
Z VR
3
= C
et u, = Cldg/ﬁ x2 + —Q&.-—L
5,
. . ' 2 1 .
et que, d'autre part, puisque V'(0) = ™ > 7 » ona clairement la

minoration suivante de la fonction V(x) définie dans le § A.3.2a.

pour tout x > O

2
(B.3.5:) V(x) ;325”/;.

Preuve de (B.3.2a.)
En utilisant le théoréme des accroissements finis, en se
servant du lemme A,3.1. et des indgalités (B.3.4.) et (B.3.5.), on

obtient :
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N
1 ~ ¢(0jx+uj) R " n
Log{ oy } = -u..V(E) o 0< 0.x < £ <€ 0.x + u.
1 - ¢(0.%) J J J ]
]
n /gl - 2
< —u].V(ij) IS —u]C—E— vn x +//;5
c.s2 C S c.,v2
171 3 2 1 2 1
STTpoRrx T 50X T =
2 VmSZ Vn
3
£ -0 62 n x3 - B(/S.x + —LJ
2 ‘ 2 e
n
3
i
dés que C, > 2a. — ,
1 2
61

et
- 62 T
C2 > 28 62.sup{ .(S_]—’\/_S:}

Preuve de (B.3.2b.)
On a, par les mémes arguments que pour la preuve de 1'inéga-
1ité (B.3.2a.)

o
1 - ¢(ij—uj)

" v
Log{ } = uj-V(E) ol ij—u. £ £ € 0.%x

| - ¢(%jx)

ZurWﬁ$ﬁx—u£.

Cherchons alors une minoration de la fonction :
x — v(/@,/ﬁk - uz(x))

pour un choix convenable de «.

§
. 1 e .
Soit ST =375  ense servant des propriétés de crois-
2C. ¢S
12
sance et de convexité de la fonction V, ainsi que de la croissance

de sa fonction dérivée, on obtient, pour € € EY :



-~ 109 -

C
V(/g&/ﬁ x - u2) = V(/§i/ﬁ X - C16;/2/E 2 _ __g._lq
’ /ST/H
3/2
C.§ C
2V /gl/ﬁ x(1 - 12 g?) - 2
/6']” /S]_/H
/6—1 c,
2V(—2——1/I-;X_ )
/6’]'/5
~C, Sy
3 V¢ )+2/Exv'(g)
fcs_]/ﬁ
C Vs, C
o - E g A,
/6—1/5 /5‘1‘/5
on a donc :
- C, /ES_] -C,
v(/s_]/ﬁx—uz)zV( ) + = /o x V'( y
VS, vn /8—1/5

or on peut choisir un entier positif N tel que, pour n > N, on ait :

~Cy I i
V{( ')2—2~V(O)=——
/E‘ST/E V2
~C
et V=) 32V =1,
S v 2

1

d'ot finalement, pour € &£ EY et n > N :

On conclut donc aux minorations suivantes :

I - 6(5,x~u.) L
Log{ J J 3y {— * g /o x}

|- cp(ij) VT
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2

€8y 3 Gy /o €y i
Yy 02 /Z_rr_\/gz/ﬁ

2 a 62/ n x3 + BVEEFX +-J§

/n

2063/ 2 218,
dés que C, >—5— et C2 3 B Supf s V2ﬂ52 }
8 VS

ce qui implique évidemment les conditions imposées pour la preuve de
(B.3.2a.). Les inégalités (B.3.3.) se déduisent clairement des deux

premiéres par changement de X en -X.

Proposition B.3.1.- Sous les hypoth&ses du théoréme A.3.1.,
il existe un entier J positif tel que,
pour un €, > 0 convenablement choisi, on ait pour tout j > J,

si lx| < €,

N N2 voon2 oo
B.3.6. c.x-u.) € F.(0. € F.(0.x+0) < o.x+u.).
( ) 9( ; uJ) J( Jx) J( ; ) < ¢( Jx ”J)

Preuve :

Prouver les inégalités (B.3.6.) équivaut a prouver que :

pour O g x < €,

1 - ¢(%.X+u.) 1 - F.(g%x+0) 1 - %.(ggx) 1 - ¢(g.x—u.)
Log{ L1} < togl——a-l—} < Logl—-==1—} < Logl 1
1 - ¢(0.%) 1 - ¢(0.x) 1 - ¢(0.%x) 1 - ¢(0.%x)
J J J J
et pour —81 <x <0
(5 .x-u.) ¥, (§%x) F. (¥2x+0) o (5. x+u.)
Log{—~—4%c—~l—} < Log{~$L7Cl—~} < LOg{‘J—jéL_—"_} < Log! — J
¢(ij) ¢(ij) ¢(OjX) ¢(ij)

Ce systéme d'inégalités est clairement vérifié d'aprés les

lemmes B.3.1. et B.3.2.
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B.3.3. - ENONCE ET PREUVE DU RESULTAT GENERALISE.

Théoneme B.3.1. - Soit {Fj;j=1,2,...} une suite de fonctions
de répartition vérifiant les hypothéses du th&oréme A.3.1.

C et € et un entier

I1 existe des constantes positives Cys G

J positif tel que, pour j 3 J

Y
B.3.7. U, - V.| £« —=10, +C
( ) vy - v, 3%

et

C .
(B.3.8.) lu. - v.| < Lv?sc si |u.| <e.27.
j 37,3 1 2
Preuve :
ny
On a, par construction méme des v.a. Uj , la double inégalité
suivante

AV LAY, Y nNnoo=1 v o
0.0 [FJ.(UJ.)] <V, <00 [FJ.(UJ.+0)].

La preuve de 1'inégalité (B.3.7.) se réduit alors & celle des inégalités

. v j
sulvantes, pour \Ujl < e.2

C C
| Y v v =l ey v o =1y 1 V2
-— U, -C, < U, - O, F.(U.+0)| € U, - O, F.(U.)| < — U, +C
5d ] 2] i [J(J ] ] i [J JJ 2] ] 2
v Y
Posons U. U, X
] ]
Cl N3 2 C2
u. — 0. X +-{L—.
] 2 J o
J
Ces inégalités s'Bcrivent alors, pour |x| < e; = é?
2
n -1y 2 S ) "y
0.x — u, £ ¢ F.(0.x S F.(0.x+0 £ 0.x + u.
] ] At J( J )] ¢ [ J( ] )] ] ]

Ceci achéve la preuve de 1'inégalité (B.3.7.) pour Ix| < inf(E],E;)

compte tenu de la relation (B.3.6.) établie dans la proposition B.3.1..

La méme démonstration vaut évidemment pour les quantités Uj si j 3 J

et donc aussi pour 1'inégalité (B.3.8.).
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CHAPITRE B4

DEUXTEME GENERALTSATION D'UN LEMME DE KOMLOS, MAJOR ET TUSNADY
DEDUITE DES RESULTATS DU CHAPITRE A.3.

B.4.1. - INTRODUCTION - ENONCE D'UN THEOREME,

Le but de ce chapitre est de généraliser, au cas de v.a.
indépendantes non identiquement distribuées, une inégalité fondamentale

établie par KOML65, MAJOR et TUSNADY dans le cas i.i.d.

Pour sa preuve, on utilise pratiquement les mémes méthodes
employées par ces auteurs, du fait des formes analogues des ré&sultats

généralisés au chapitre A.3. que nous utiliserons dans ce chapitre,

Enongons alors la généralisation qu'on établira au § B.4,3.

—

Théonéme B.4.1. - Soit {Fj;j =1,2,...} une suite de
fonctions de répartition vérifiant les hypothéses du théoréme A,1.3.

C et € telles

I1 existe des constantes positives CI’ 2

que, pour j assez grand :

(B.4.1.) I v. | i W’ 2 )
P I U. - V. < — . ., + U, + C
Lk 3.k o3 i,k Lk 2
N )
si supi |U. U. } < E.ZJ.
p | _],k"| _],k}

La démonstration de ce théoréme nécessite, en plus des résultats
des grandes déviations établis au chapitre A.3., quelques inégalités

préliminaires auxquelles sera consacré le § suivant.
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B.4.2. - LEMMES D'INTRODUCTION.

Posons :
03 3 O
k2 1
(B.4.2a.) u, = C(—3 TR LI —-7— Iyl + 5=
] 2] 2J ik

oli C est une constante positive.

On a clairement l'encadrement suivant de uj

(B.4.2b) u, € u. £ u

et Cc, = C¥§

Lemme B.4.1.- Pour tout nombre k > 0, il existe des constantes

ly| < €, » onait:

st x >0

1 - ¢(o X+us) .
(B.4.3a.)  Logl— =50, kx)J} < k(2> + 23 y] + |y| + =4
n
1 - ¢(0. ,x-u.) . .
(8.4.3b.)  Logl—— d>(§’k X)J s k2ix® + 232 y] + || + =)
isk n
et si x <0 :
¢(o kx+u.) . .
370 o i3, 532 A
(B.4.4a.)  Log{ d>(o - by k(=27x" + 2% [y + [y| + =)
(D(O X-U.) : .
k- 30y ¢ -3« 3Pyl s Iyl v 2

(B.4.4b.) Log{m =

c, , C, et ¢ positives telles que, pour tout x et Yy, |x| <e

1

]
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Preuve :

La preuve de 1'inégalité (B.4.3a.) se réduit & l'application
du théoréme des accroissements finis & la fonction x — Log[l—¢(oj,kx)],
aux propriétés de la fonction V du paragraphe A.3.2a. ainsi qu'a
1'inégalité (B.3.5.)
en effet,

1 - ¢(Oj,kX+uj)

T ¢(Oj kx) } = -uj.V(g) ol Oj,kx € £ < Oj,kx uj
b

Log{

en choisissant :
/2 T /53 T
C1 > k supf 5, 51///~>, 6]52///;} ,
on aboutit & la relation cherchée (B.4.3a.).

Preuve de (B.4.3b.)

De la méme maniére, on a :

1 - ¢(o. kx—u.)
Log{ 1 J} = uv(E) ot 0. .%xu.<E&<0. . X%
1 - ¢(oj 1 X) I,k 3 1.k

> ul.V(/CS_I 1/1‘-1— X - uz).

De facon analogue a celle utilisée pour la preuve de 1'inégalité

(B.3.2b.), en utilisant les propriétés de croissance et de convexité de

la fonction V(x), ainsi que de la croissance de sa fonction dérivée,

on a, pour Iyl < Eo et n 2N :

1 1
V(—allyl - a2 —1}-‘5) 2 'é'




et V'(—al|y| - a,

ol a et a
1 2

en prenant pour a, =
1 52

= 35 V'(0) =
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1
i

sont 2 constantes positives.

6l
On obtient alors, pour € < inf(eo ,Z——D et n>N ,
)
CZ
et a, = , la majoration suivante
vd%él

V(/g] Vo x - uz)

il en résulte que

1 - ¢(Oj’kx—uj)

Log{
1 - ¢(Oj’kx)

\

\Y%

\%

\'

\%

V{(/ET Vn x - C2/; x2 - CZ/E XIYI) - 311Y| - a,

V{X/H(/ET'- 2C2€1) - a]lyl - az-;g}

n
8y - |

VG—E— Vo x - allyl - a, ;5)

V(-a|y|- a —L) + —EL /o x V'(-a, ly| - a —lO
L8

oy Tl
b 2m

Cl(/a'x2 +Vn x|y| + b +

1
S /%?52 /o

)

V61C1 C C]

o—
I /Qﬂd?dz./ﬁ

> k(n x3 +n ley\ + 1y‘ + —10

2m

dés que C1 >k sup{/__ ,

51

n

8V, /éna?sz}.

1

n

}
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Les inégalités (B.4.4.) se déduisent de celles qui viennent

~

d'@tre prouvées en substituant -x & x.

Proposition B.4.1.- Sous les hypoth&ses du théoréme A.1.3.,

soit €, un nombre positif convenablement choisi. Pour tout j suffi-

samment grand, on a, si lx[ < € et |y! < 81 s pour tout x et y :

1

.02
i,k

x—uj) < F. (02

(B.4.5.) $ (o, IR

3,k )

x| ) < F,  (0° x+o[o§

ik g,k R4

< ¢(0. ,x + u.),
Js J

k

Preuve :

Ceci revient i prouver que, pour |y| < €, ¢

si 0 < x < El

2
1 -~ ¢(o., ,x+u.) 1 - F. ., (0.
L e L EL

)

2
x+0|0.
5%,

(B.4.6a.) Logi

1 - F (o v) I - ¢(o. kx-—u.)
} < Logf 1. J
1 - ¢(0j,kx) 1 - ¢(Gj’kx)

< Logl

et si -, < x <0 :

¢(Gj,kX+u')

6o, o 5o,

(B.4.6b.) Log{

En utilisant maintenant les résultats de grandes déviations, du théoréme

A.3.4. du 38me chapitre de la partie A, établis a cet effet, en remplagant
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dans (B.4.6.) par les égalités (A.3.26.), on obtient, pour lyl < €

1 - ¢o(o. ,x+u.) 1 - ¢(o, ,x-u.)
kT 3 2 1 Jsk ]
Logf ] } < k(nx” +nx |yl + |yl + =) < Logl :
I - ¢(Oj,kx) /e 1 - ¢(oj’kx)
et si €, < x < 0 :
d(o. . x+u.) o(o. ,x-u.)
Log{———llk~——l~} 2 k(-n x3 +n leyl + Iy) + —lD 2 Log{———lik———i—}
cb(oj’kx) /o ¢(oj kx)

telles sont les inégalités qui ont fait 1'objet du lemme B.4.1.
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B.4.3. - PREUVE DU THEOREME B.4.1.

Comme 1'ont fait KOMLdS, MAJOR et TUSN&DY, on va démontrer

1'inégalité (B.4.7.) suivante qui entraine clairement 1'inégalité& (B.4.1.)

cherchée,
’\/2 n,
V] V] 3 k IU' kHU k| ‘U' k.l
4T, U. . - V. < c(12 VEL. S NE) 1
(B.4.7.) | 3.k J,kl ¢ 93 ¥ 5) ¥ ,172 D

i (iﬁ Lju, ) <« 2]
1 . . .
st SUPRIT k1K ’

en utilisant les deux relations évidentes, pour tout x et y :
2
Xy < % (x2+y2) et y £ I+y7,

V]

Par définition méme des Uj 2 ona la double inégalité sui-
>

vante :

A

B.4.8 “Hg U v
(B.4.8.) 05 4% |Fik

-1 v
j,k‘”j,k’] ik < %, [Fj,k‘Uj,k*(”“j,k’]'

N

Posons

02 et &, = ¢ inf{—L-, ——L—} .

v 2
U. = 0. ,X 5 U. . .Y
i,k i,k 1 62 z/gé

1,k ik

La preuve de (B.4.7.) revient donc 3 celle des inégalités suivantes,

en notant uj la quantité définie par (B.4.2a.)

2 -1 :
—Co. . .u. <0 x -0, ¥. (U, .+0|U.
ik %t YLk ik? [JA(J,k I.qu

[
|

2 -1 Ny
£ 0. ,Xx - O. F. U. U. < C oO. u.,
3,k J,Qb [J,k(J,ﬂ J,kﬂ J.k ]

Compte tenu de la relation (B.4.5.) établie dans la proposition B.4.1.,

ceci achéve la preuve du théoréme B.4.1.,
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CHAPITRE B5

MISE EN EVIDENCE DE BLOCS DE VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTS.

B.5.1. - INTRODUCTION - ENONCE D'UN LEMME.

Dans le § B.2.2., nous avons introduit 1'ensemble A4 défini

par

M

A, = { sup N- st —-T" | > %- H < €2}

SUp ,_ iU |
0<j<2 sz jZM N=M' "M,k

O<k<2

la majoration de la probabilité de cet ensemble soul@ve un délicat probléme
d'indépendance que nous exposons ci-aprés, et que nous retrouverons au

chapitre Cl.

Le probléme d'indépendance posé plus précisément est le suivant :
compte tenu des résultats obtenus au chapitre B4, la condition

| < e. 2 figurant dans 1'ensemble A, permet, si

supy_y| Uy, k

0<kg2 4
k . k+1 . sz ' '
2753 <2 , de majorer la quantité [S - T | par la somme
., M .M
j2 j2
V2
U k-1
M+k . 1 2 2
C g T O L g Miegnn 2@ T Pekean, 25 (1)
a une constante additive prés dépendant de k, oid j(q) = Equﬂ .
2

Malheureusement, dans cette somme, les termes successifs obtenus en

faisant varier ¢, mne sont pas indépendants. KOML68, MAJOR et TUSN&DY
ont résolu le méme probléme, d'une manidre trés élégante, dans le cas
de v.a.i.i.d.. Selon un principe basé sur celui utilisé implicitement

par ces auteurs, on va majorer cette somme par une autre somme composée
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de termes tous indépendants entre eux. Le résultat obtenu sera énoncé de
suite dans le lemme B.5.1. ; le paragraphe suivant sera consacré 3 sa
preuve.

k : k+1

Notons, pour tout j > I, k > 0 tel que 2 < j < 2 s

par A et Cj les sommes suivantes :

q
(B.5.1a.) A = U2 + U2 5 0< € k-1
T % T TMrkmq-1,25(q) T Mrkeq-1,25(q)+1 a
et
k~1
(B.5.1b.) C. = ) 14 ,
1 q20 2MWkma g
ol 1'on a désigné par j(q) la partie entiére de ~E%E .
2
D'autre part, pour tout entier j tel que :
Zk < j < 2k+1, k > 0, on a 1l'écriture suivante :
k k-1 k-2
i=2"+ 312 + 322 + . + Zak_] *a s
oli chaque a; vaut 0 ou 1 et a; * ...+ a >0

on a alors une autre écriture de Jj(q) par la formule de récurrence

suivante

i) =1

(B.5.2a.)

W
—_—

i(q) = 2j(q-1) + a, > 4

On a besoin, pour la suite, d'une nouvelle suite j'(q) dé&finie par :

(B.5.2b.) 3'(q) = 2j(g-1) + 1 - aq s q31,

Le résultat cherché s'énonce alors dans le lemme suivant :
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. ~ . 2
Lemme B.5.1. - Les variables aléatoires UM,j(k) 3

2

UM+i,j'(k—i) , 1 =20,...,k-1 sont stochastiquement indépendantes entre elles.

De plus, on a la majoration suivante de la quantité Cj s

pour chaque j

/3 ) kel
B.5.3. C. § ———— {— ) + —_— U . 1.
( ) j (/5;1)2 2M M, j(k) iZO 2M+1 M+i,j" (k-1)
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B.5.2. - PREUVE.

Les termes Aq de la somme Cj sont composés de la somme de

deux carrés de variables aléatoires indépendants et

2
M+k-q-1,2j(q)+1

U2
M+k-q-1,2j(q)

U qui sont fonctions seulement de v.a.i. indexées (respec-

tivement) par les entiers appartenant aux intervalles de N :

G@2® <%, 25 @en2* ] ee [25@en2* K5, G+ 2#9]

oi j{(q) est défini, si j = 2k + a12k“1 oot a, chaque a; valant

0 ou 1, par

jlq) = 2%+ a]Zq—1 + ...+ 2a +a .

Suivant l'entier j qu'on s'est donné, 29 cas possibles

s'imposent alors pour obtenir la valeur de Aq.

Regardons pour commencer le cas de AO s Al et A2.

On a

2 2
Ao"UWk~h2'*ka-h3 ’

cette somme est composée de deux carrés de v.a. indépendants, car ils
ne font intervenir que les v.a. indépendantes indexées par les entiers

appartenant aux intervalles respectifs [éM+k+1,3,2M*k_1] et

L&ﬂﬂqﬂﬂqu.

2 2
‘e .
AO s'écrit encore UM+k—1,j(]) + UM+k—1,j'(l) tandis que

2 2 2 2

A1 % Uaie-2,25(1) + Yek-2, 25 ()41 T U

= Uk-2,5¢2) F Yek-2,37(2)

on voit de suite que

Uhe=1,3 (1) = Ymek-2,3(2) + Dwk-2,3' (2)

est

- . 2
donc AO et A, ne sont pas indépendants mais UM+k—],j'(l)

1

indépendante de Ay
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Procédant de méme sur A] , on voit que :

Uirk=2,3(2) ~ UMek-3,303) T UMek-3,30(3) 3

les carrés de ces deux termes figurent dans 1l'expression de A ul
g P )

n'est donc pas indépendante de A, mais est indépendante de U

1 M+k-2,3" (2)

¢ D13 ()

Par récurrence, on obtient donc & l'ordre q :

2 2

Bq = UM+k—q—1,j(q+1) * UM+k—q—l,j'(q+1)

et les v.a. (r = 1,2,...,q) s'écrivent :

Uk-r, i (r)

¥ UMik-q, 37 (@) © YMrk-q-1,3 (q+1)

UM+k-r,j(r) B UM+k—r—1,j'(r+1) T
" Urkmq-1,3 (q+ 1)

Le terme final est :

2 2 .
Ak—] = UM,j(k) + UM,j'(k) somme de 2 termes indépendants.
D'oli, en définitive, pour q = 0,1,...,k=2

+ U

UM+k—q—l’j(q+]) - UM+k‘Q‘2,j'(q+2) ¥ UM+k"q—3aj'(q+3) T M+]’j'(k'_])

+ U U

M3 (k) T M, i)

somme de termes, tous indépendants entre eux.

Selon une méthode ingpirée de KOMLOS, MAJOR et TUSNADY,

1
posons o = et :

z
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r—1 k—q 9
k-q 2 2
U2 = Z 2 v + 2 U
M+k-q~1,j(g+1) roo r-1 "M+k-q-r,j' (q+r) k-qg M,j(k)
a2 o 2
Utilisant 1'inégalité de Schwarz, il vient :
k~-q
2 r-1 2 2 2
, o 2 < .o,
UM+k—q—1,J(q+1) 1- { I ¢2) M+k-q-r N (q+r) MsJ(ki}
d'ol
k-1
1 U2 est majorée par
co oMK Mrkma-1,5(a+D) St majotee P

o ( kil 1 U2 kgl E (/3)574" 1 2
-0 \ k~q| M, j(k) q= M+k q M+k—s,j'(s) )
2

Le second terme peut €tre réécrit :

E Siz (/E)S—q_l .« % ] U2
§=2 Mtk-s,j' (s)’ 2M+k"q T o1-o = 2M+k—s M+k-s,j' (s)

d'oll finalement,

C. < 6———) y2 P+ (2% % 142
i ZM Yy, 5 (k) o2 q=1 2k M+k~-q,j'(q) ’

majoration qui donne clairement celle désirée.



PARTIE C

CONCLUSION - APPLICATIONS
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On va conclure dans cette partie en &tablissant 1'inégalité
de KOMLés, MAJOR et TUSNADY généralisée au cas de variables aléatoires
indépendantes, non nécessairement identiquement distribuées. Pour ceci,
le premier chapitre sera consacré aux majorations de P(A3) et P(Aa)
restantes en utilisant les résultats précédemment &tablis. Un lemme

de calcul sera donné dans le premier paragraphe de ce chapitre.

Quelques applications i diverses formes de la suite de

v.a. {Xj} achéveront dans un deuxiéme chapitre cette derniére partie.
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CHAPITRE CI

PREUVE DE L'INEGALITE DE KOMLOS, MAJOR et TUSNADY GENERALISEE.

C.1.1.- Introduction - Lemme.

On a besoin de quelques majorations des transformées de Laplace
de variables aléatoires qui interviendront au cours des majorations de
P(A3) et P(A4) du paragraphe suivant. Celles—-ci constitueront le
contenu du lemme suivant qui s'inspire directement d'une méthode de

KOMLOS-MAJOR-TUSNADY .

Lemme C.7.71. - Soient les variables aléatoires tronquées

suivantes
-M _2 . M
(C-].l.) XM = 2 'UM S1 \U]}Il £e.2
0 sinon
n -3 N2 . < ] . _ _
(C.1.2.) X, = 2 ., sifugl <2 5 g, N
0 sinon
2_J.U§ K si IU. k| < e.27
Cc.1.3. X = s N
( ) ik
0 sinon.
. 1
Il existe une constante o = AR >0 telle que, pour
2
O<t<ao:
- i . a+t
(C.1.4.) Sup{%(exp{tXM}LE(exp{th}),E(exp{txj’kj%.g =
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Preuve :
En utilisant 1'inégalité de Markov et 1'indépendance des
variables aléatoires Xj’ on a d'aprés 1'hypothése (A.1.18.) les

majorations suivantes :

— : PAAL
Ve > 0 P{gj s Vy2l} < exp{-tVyZJ}E(exp{tgj}) = exp{—tVyZJ} . Ri(t)
i=27+1

'S exp{C'%?tz - t/y2l}

d'od
= ; j
A /
p{U. > /;23} < min(exp{C'ggtz—t yZJ}) = exp{- y2 } ¢ exp{- —L=r}
3 ] N2 46,C
t 40.C 2
1
. . /g2
ceci en choisissant /€ < 28 AC' qui assure que t =t = —5— <A,
1 o N2y
ZOjC

Compte tenu de la parité du second membre de 1'inégalité (A.1.18.), on a
de méme :

N :
P{—Uj 3 /§2J} < exp{~ Zg?aT}.

On a alors
N . .
p{'ij >y} =P{{u§- 3 sz}m{lUjl < e.291)

N e ~ 1
< p{U; > /423} + P, Vy23}

< 2exp{- 4$ZC,}

d'oli résulte 1'inégalité cherchée ; en effet,

A e‘.zj n
E(exp{th}) = J exp{ty}dP(Xj <vy)

0]
2

ec.2d N
=1 + J t.exp{ty}P(Xj z y)dy ,
0
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N (o o]
d'ol E(exp{tX.}) <1 + Zt[ exply(t - ZELET)}dy
J Jo 2

En procédant de la méme fagon, on obtient, pour

ort
o~t

E(exp{tiM}) < et E(exp{th

o+t
o=t

pour

<

O0<t<aqu:

o+t
-t

k}) <

t

<

Q.
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C.1.2. - MAJORATION DE P(A3).

On a :
= N M
A3 = { sSup IS . [ > —} { Sup N- M‘ Mkl < €. 2 }-
Mg €N 2 2 0<k<2
On suppose M0 =M< N, sinon P(A3) = 0,
De 1'égalité : :
J'ilr\,
S .-T.=U_~-V, + (U, -v),
2] 9J M M M k k
on déduit immédiatement, pour M €3 <N
| T, -
s . -T.] < |u, -V, + U, -V |
9J 23 M M M k k

E.ZM pour 0 € k < ZN M permet d'écrire

En outre, la condition lUM,k‘
les inégalités :
M
£ €.2
ol < e
" i .
et )Uj’ £ €e.2 5 J = M,M+1,...,N-1 3

il en résulte alors 1l'inclusion :

N=1 o, e .
< {uvyl + I lv Xy n{ju,l < e.210 ﬁ{!Ulse.zJ}.
M

"
'
k 'k =M

On peut donc en déduire, par application du théoréme B.3,1. que pour

M < j<N:
C N-1 C
1 .2 T 1 V2
s . -T .| «—=< U, +C + ) (U +C,))
] 5 MM 27 Lok K 2
d'od
c N-1 C oy
A, C Z——U +(N—M+1)c>}ﬂ{lulgez}ﬂﬁ{lulsezJ}
3 r k 2
2 M 2 j=M
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On peut alors substituer les variables aléatoires indépendantes iM

"
et Xj (j = M,...,N-1), introduites au lemme C.1.1, dans le sous-ensemble
de droite, d'ol a fortiori 1'inclusion :

N-1

—{c.X ) cC X 1 > X
As 12y * L (X ¥ (EMDCy > 7

ou équivalemment,
\ft >0 :
- N-1 N x
Ay C{exp{t(CIXM + }24 C X + (-M1)Cy - P} > 1}
ce qui donne par application de 1'inégalité de Markov :

N-1
P(ay) ¢ exple[(muriyc, - Z]IBCexplec,Byh) T E(explec X, }) .

Choisissons t = tO =5 le lemme C.1.1. donne alors :
i
B " a+tOC]
sup{é(exp{toCIXM}),E(exp{toCle})} "&:E;E? =3,

D'oli finalement :

- O X N-M+1
P(A3) < exp{EET[(N—M+])CZ - ZJ}.3

Cza Cza
g 3exp{§67}.exp{ﬁsz + Log3)N - Yo x}.
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C.1.3. - MAJORATION DE P(AA)‘

On a :

X M
A:{ sup . )S' - T ] > - 3 sup,, IU l < 8.2}.
4 O<j<2N M sz sz 4 ng<2N M' "M,k

De méme que pour A3 , on suppose M6 =M < N, sinon P(A4) =0,

Soit 1'entier j tel que :
0<j< M

On sait qu'il existe un k entier : 0 < k € N-M-1 tel que :

Mtk . LM M+k+1

2 j.27 < 2

N

En considérant la quantité |[S' M T' Ml , on a la majoration suivante
i2 j2

d'aprés la relation (B.1.39.) établie au théoréme B.1.2.

62 k-1

USRI
I g=0

S -1 e (v V| E; ¥ |
jZM j2M S IUM+k Mk M+k-q,j(q) M+k-q,j(q) '’

Dans la définition de 1l'ensemble A intervient ici encore la condition :

4

M
sup . |u | < e.27 ;
0<k<2N M' M,k

elle implique les 3 inégalités suivantes :

2o i M M+1i
U o . . = B £ 2 8.2 = E.Z
, M+1,_](k"1)l ‘ qzo UM,Zl-j(k"i)+q ( ) ’
2k+1
1 _ kel ky oM _ Mk
V| = | Ek Uy q| € 2Ky oM = ¢ oMK,

q=2 +1
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y et |
et Uy saeiy! $V 5 lUM+i—1,2j(k-—i)’ * IUM+i—-l,2j(k—i)+]|

< /3—2 {e.MFiml g oMl /—6—2 e 2t

En substituant donc &4 € 1la nouvelle valeur ¢’

I
01 01
™
)
.o
0
[
}-I-

revient 3 modifier légérement les coefficients obtenus pour P(Av)’

v Ly oM

- . ; . ) .. . < e'.
v 1,2,3 ; on obtient : SuP{IUM+i,j(k—1)”]UM+1,J(k—1)|} £'.2
v M+k
1
et ’UM+kl £ e'.2
[
|
dés que sup |U | < E'.ZM .
N-M M,k i
Ogk<2 ;

On peut donc en déduire 1'inégalité suivante, pour chaque pointJde A

k . k+1

‘ 4’
|
pour tout j tel que 2 £ j < 2 , k=0,1,...,N-M-1, d'ap%és la

relation (B.4.1.) établie dans le théoréme B.4.1.

C .

Y \
— U + C
32 ; 2M 2M+k M+k 2

S, k-1 C
+ (1 + ——2—) ¥ L (ﬁz 2
261

. + U . + C
=0 SMrk-q " "M+k-q,](q) M+k—q,J(q))

AR

En outre, pour calcul &lémentaire, on a :

S

y
’ 2 1+ D @
]

2 2
U . + U . S
M+k—qu(q) M+k-q9J (Q)

Mrk-q-1,25(q) T UMtk-q-1,2j(q)+1°"

La relation (B.5.3.) établie au lemme B.5.1. nous permet alors la majoration
suivante, en ne faisant intervenir sous le signe somme que des termes de

v.a. indépendants :
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C
1 a2 V2 1.2
|s' - T ] < U + kC!' + C! ———=—= | = U .
M Mk Mk 2 D /i-1y2 [ZM M, j (k)
+k§1——l—U2
. - . ity s
iZo 2M+1 M+i,j'(k-1)

oli 1'on a posé :

$ S
2 2
1 Cl(] + 53 ) (1 +—6——)

1

@]
It

$

2
= 1 =
2 C (‘ + 25l)

(1]

t

@]
|

En introduisant maintenant les variables alé&atoires XM+k et X.

1,k
- . . " ‘/Z 1
définies dans le lemme C.1.1., et en posant : C1 = - C, , on
(/2-1)
obtient les inclusions suivantes
" C
1 V2 2
A, C{ sup — U + C +kC'+C"{
4 {O<J<2N -M 2M+k M+k 2 2 2M M,J(k)
N-M
k-1 2
1 2 X M
5 o] 30 (il <o)
<0 2M+1 M+1i,37' (k~1) 4- k=0 M,k
qu'on peut écrire alors :
{ i kg] <
A, C< sup cx . + (k+1)C) + CV ) vy >——}
4 0< <N M 1XM+k , 3 (k) 2 I XM+1,J (k-1) 4

d'oli, par application de 1'inégalité de Markov :

Ve > o, P(A4) < ZN—M.Sup eXp{t[(k+])Cé - %]}
N

k-1
"r\l 1" 1"
’ E{exp{tC'XM+k}eXp{tcl"r4,j(k)*tcl Lo XM+i,j'<k-i>}}
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En utilisant 1'inégalité de Schwarz et l'indépendance des variables
aléatoires . ; - . i=20,...,k~1 ; on dédui
© XM,J(k) ’ XM+1,J'(k—1) ’ i ; on deduit la
majoration suivante, pour tout t >0 :
N
"

P(A4) g ZN.sljlp{exp{t[(k+l)Cé— 32—]} X I:E(exp{ZtC1 1+k})]]/2

X

k—1 1/2
[E(exp{ZtC']' i (k)}):l 1/2 X l;EL E(exp{ZtC'l' 1,3 (k_i)}il } .

Pour le nombre o défini dans le lemme C.l.l1., choisissons

t = U la relation (C.1.4.), établie dans ce méme lemme, donne

éup E(exp{ZtC"m 1) ,E(exp{2tC" . 1) ,E(exp {2tC" . hH
IXM+k 1"M, i (k) 17"M*+i, 3" (k-1)
i=0,1,... k-1

Q
+

A
Q
y
v elle
]
[We)

d'oli finalement 1'inégalité cherchée, du fait que k+1 < N :

P(A4) S ZN. s}lp{exp{z%Tl;[NCé- -}Zf-]} X (@)N+1}= (2‘/§)N+I-EXP{Z‘%T].'[I\]Cé _ %]}.
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C.1.4. - UNE CONSEQUENCE DU THEOREME A.T1.3.

On déduit du théoréme A.1.3. le résultat suivant, généralisant,
au cas de v.a. non identiquement distribuées, un corollaire de KOMLOS,

MAJOR et TUSNADY.

Conollairne C.1.1. -

Les sommes partielles S, et T, définies par le théoréme A.1.3.,

k k
vérifient :
s - 1|
(C.1.5.) P{lim su — < C'} = 1.
oo P Logn

En conséquence :
(C.1.6.) Yo > 1, ISn ~ Tnl = 0(Logn) P-S.

Preuve :

De 1'inégalité (A.1.16.) découle que, pour tout n > 1, et

pour tout x positif :

5, - T,

n

p{ > C + x} € K exp{-Ax Log n}

Logn

- 1 .o . P
d'oli, pour x >-X (condition qu'on peut toujours réaliser en augmentant
éventuellement la valeur de C), la série de terme général

s, = Tyl

P{__%T_—_E_ > C + x} est convergente, ce qui, d'aprés le lemme de Cantelli,
ogn

-~ ]
entraine que, pour tout X >-X

|s - T,
2 >C+ x}} =0

P{lim s
n*«yp t Logn

par suite, x &tant arbitraire, on obtient

s, = Tl

. 1 .
P{lim sup 2 T cc+=) =1 , d'ol la relation (C.1.5.).
n->c0 Logn A

L'approximation (C.!1.6.) en découle de suite.
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CHAPITRE (2

APPLICATIONS

Les deux premiers paragraphes de ce chapitre traiteront des

hypothéses fondamentales du théoréme A.1.3. On donnera ainsi des ex-—

pressions équivalentes & la condition de V.V. PETROV (A.l1.15.). On
fournira ensuite des conditions suffisantes pour vérifier (A.1.13.) et
(A.1.14.). On introduira donc de nouvelles conditions, certes plus

fortes, mais beaucoup plus maniables.

Dans le dernier paragraphe, nous étudierons quelques types
de suites de variables aléatoires vérifiant le théoréme fondamental

A.1.3..
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C.2.7. - EXPRESSIONS EQUIVALENTES A LA CONDITION DE V.V. PETROV DANS LE

CAS DE V.A.1.1.D.

Dans le cas d'une suite de v.a.i.i.d., la condition de PETROV

s'écrit encore, sur tout intervalle [%A',Af]c: J-a,+a] :

. . n K,
Ve >0, Va1, J 'B—(—h%li)— dt ¢ -
BER "

KOMLOS ~ MAJOR et TUSNADY présentent cette condition sous une
forme légérement différente :

Tp > 1, Vhel-a+al : J |R(h+it) |Pde < + = .
R

Le théoréme ci~dessous prouvera, notamment, 1'équivalence de

ces deux conditions.

Théeoreme C.Z72.1.- Soit {Xj ; i 2 1} une suite de v.a.i.i.d.,
centrées, ayant F comme fonction de répartition commune et R comme
transformée de Laplace.

On notera, pour =z complexe :

R(z) = J exp{zx}dF(x).
R

Les conditions suivantes sont équivalentes

(c.2.1.) Eﬂ n > 1 Xl + ...+ Xn soit & densité continue

P, (x) wvérifiant
i)

Sa>0 ; Vh, O0<h<A:

p, (¥) = O{exp{-h|x|}}
¢}
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ol l'approximation O0(.) est indépendante de h sur

tout intervalle [—A',A']C 1-a,+Al.

(c.2.2.) ¥h, |h| <A : R(h) = J exp{hx}dF(x) < +
R

et Eﬂp > 1, E} K >0, p et k indépendants de h :

| |R(h+it) |Pdt < K, Vh ot |n| < A" < AL

(C.2.3.) V%, |h| < A : R(h) < +
et -E] p 21, p indépendant de h :

+00

J |IR(h+it) [Pdt < + © , Vh : |h| < A.

(c.2.4.) Yh, |n| <A :R(M) <+

et

R(h+it)

n 1
Ry | 4t T 0

VE:>O, Vn?-nozj
lt]>e
uniformément en h, Vh : Ih| < A" < A.

Preuve :

1°) (C.2.1.) => (C.2.2.).

On a clairement d'aprés (C.2.1.), pour tout r,

l<r<+o, YVh, |h <A <a: explhx}l.p (x) € L.
(o]

En effet, pour tout h' > 0 : A" < h' < A, on a:

exp{hx}.pn(x) g KA,.exp{hx -h'|x|} \ﬂh |nl < A" < A.
o

On en déduit, en particulier, pour r = 1, 1l'existence de

E(exp{h(Xl+...+Xn )}) pour tout h tel que |h| € A' ; d'ol 1l'existence
o

de R(h) d'aprés le théoréme de Fubini.
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n
D'autre part, d'aprés 1'égalité de Plancherel, R ®(h+it) &tant la

transformée de Fourier de exp{hx}.pn(x), on obtient
o

+00 2n_ +oo )
J |R(h+it) | dt ZW( Léxp{hx}.pnéxi] dx

—on J —o

‘+oo

< ZWKi,f exp(2{hx - h'|x|})dx.
-0
.. ., _ A'+A . .
Choisissons h' = 5 ; i1 en résulte que, pour tout h,
In| < A"
+oo 2 s ;g bk,
4( ‘R(h"’it)l dt < 2TTKA, ) < ZTTKA' < AA
oo h'“~h h'-|h]|
2°) (C.2.2.) => (C.2.1.).
Supposons donc que : E}p 21 tel que
+co
sup ( |R(h+it)‘pdt =Ky <+ @
|h|<A'<A /-
on peut supposer p = n entier, sinon on prend n_ = [ﬁ] + 1,
car |R(h+it)| < R(h) < sup R(h),
ihi<a’
d'ot la somme partielle Xl + ...+ Xn est 3 densité continue et bornée
o)
p, en prenant en particulier (C.2.2.) pour h = 0.
)
Do
R “(h+it) &tant la transformée de Fourier de exp{hx}.pn(x), on déduit
o

du théoréme d'inversion que :

- X K,y
Vh € [;A',A'J, Vx € R : exp{hx}.pn(x) < —§F
o

d'oid (C.2.1.) du fait que pn(x) est bornée.
o
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3°) (c.2.2.) => (C.2.3.) : évident.

4°) (C.2.3.) => (C.2.1.).

On peut choisir ici encore p = n entier sinon on prend

n
o,. - . . .
[R. + 1 3 R “(it) étant intégrable, P, existe, est continue
o
et bornée.

n
R (h+it) étant la transformée de Fourier de exp{hx}4%1(x), on obtient,
o

si 0 hgA" <A

Ty n . .
eh|xl.pn(x) < 3% P, (x) < 5o J 'R(aA'+1t) °4t =k, , a = sgn(x),
o R aA
d'ol exp{hlxl}.pn(x) ssup{KA,, K_A,}.
)
5°) (C.2.4.) => (C.2.2.).
Elle provient immédiatement du fait que :
Vh, |h| € A" <A :
no K v
J |R(h+it) | “dt € sup R °(h){2e + ———}
R |h|<A’ %o
6°) (C.2.2.) => (C.2.4.).
On suppose p = n_ entier > 1.
On a donc :
%o
J IR(h+it)| ~dt < K, si |h| < A" < A,
R A

En appliquant un théoréme de TITCHMARCH [?i] p. 125 ; on en déduit :

sup |R(h+it)| — 0.

|hl<a® &>
I1 en résulte la majoration :

(C.2.5.) —Ja >0 ;3 Vh, |h| A" : sup
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en effet, on sait qu'il existe un t, > 0 tel que :

pour el >t sup |R(h+it) | é-% 4

° |h]<a

donc si € 3 t, o (C.2.5.) est clairement vérifié ;

. R(h +1i1)
. R(h+it) o
si 0<e<t sup | = | =8 H
Eététo

or la v.a. il définie par la fonction de répartition F telle que,

pour tout h, lh] <A

X
= 1
FX) = gy J_m exp{hy}dF(y),
a pour fonction caractéristique B%%%§El H

donc si B = 1, on aurait la loi de il (donc celle de X1 et de

X] + ...t Xn ) qui serait latticielle, ce qui contredirait 1'existence
o)

de densité et par suite 1'hypothése (C.2.2.) ;

d'oli, nécessairement, B < 1, et il vient alors la majoration cherchée :

IR(h+it)

) | < e ¥ = sup{% ,B} < 1.

sup
|t]>e

On en déduit finalement

. R(h+it) 0 o . Mo
Vo > o J|t|>gl——§zﬁj—ﬂ dt ¢ exp{-a(n no)}LRIR(h+1t)| dt

KA,.exp{dno} CA'

g€ £
on n
e
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C.2.2. - CONDITIONS SUFFISANTES POUR OBTENIR LES HYPOTHESES (A.1.13.)
et (A.1.14.)

Comme conséquence immédiate du lemme B.1.3., on obtient

Conoflaire C.2.7.- Les conditions (A.1.13.) et (A.1.14.)

sont satisfaites (respectivement) dés que les deux suites :

{0? ; j=1,2,...} des variances et {R., ; j = 1,2,...} des trans-
formées de Laplace, associées i la suite de v.

vérifient (respectivement)

+00

.y 2 2
(C.2.4a.) % JIGj+1 - oj] < + o
ou plus généralement :
2 T2 2
(C.2.4b.) —Jo“>0: ) |Oj-0|<+°°
1

et

+00 R! . (h) R! (h)
(C.2.5a.) V3 ) AR <+ o

R ) R ()

ou plus généralement :

< + ®©

4+ R!(h)
(C.2.5b.) —J&(h) définie sur J-A,+A[ : ) Hﬁﬁ' - z(h)i
]

ot || || désigne la norme uniforme sur [—A' ATl ]-a,+AlL

On se servira de ce corollaire, dans le paragraphe suivant,

pour étudier différentes formes de la suite

{Xj ;s j =1,2,...} soumises

aux hypothéses du théoréme fondamental A.1.3.
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C.2.3. - ETUDE DE CAS PARTICULIERS.

C.2.3a.- Cas ol xj = Gij , {Yj s 3 =1,2,...} suwite de v.a.i.4.d.

Soit {Yj ; j » 1} une suite de v.a.i.i.d. centrées telle que :

Ry? = 1,
]
(C.2.6.) = A >0 :R(h) = E(exp{th}) < 4+ ® pour |h| <A,
et
J— +oo
(C.2.7.) —p > 1 tel que : J lR(h+it)|pdt <+ ® pour |h| <A.
0O

On définit une nouvelle suite de v.a. {Xj 3 jJ =1} par

X. = 0.Y.
J J 1]

od : {Gj ; j > 1} est une suite de nombres réels positifs.

Conoflaine C.2.2.- La suite {Xj ; jJ 3 1} satisfait les hypo-
théses du théoréme fondamental A.1.3. dés que la suite {oj 3 3 2 1}

vérifie, en plus de :
(C.2.8.) Ts,>0: Yy o?;é :

1'une des deux conditions suivantes :

400
C.2.9a. 110. - 0. € + ®
( ) Z,J! 541 7 95
ou plus généralement +oo
(c.2.9p.) o >0 ) 0? - 02| <+
|

Preuve :

.. - . 2 . .
Les conditions posées sur la suite {Oj} impliquent que :

2
5362 >0 : Oj £ 8 3
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d'autre part, on a évidemment pour tout j

EX. =0 , EX? = o
J J J
et R.(t) = E(exp{tX.}) = R(0.t) < + » si |t} < A
3] J J /gg

De méme pour tout z tel que |Re(z)|< A' < A,

]

'Log R(z)l2 Logle(z)[ + Arng(z)

Long(h) + 4ﬂ2

IN

[sup{Log R(A"),Log R(—A')ﬂz + 4W2.

N

I1 résulte du théoréme C.2.1. que la condition (C.2.7.) implique que :

dt = o(%)

‘ R(h+it)|™
VE >0 Vn Zn o *R(;l—)
le]>

uniformément en h si |h| < A' < A, A' arbitrairement voisin de A.
Dés lors, on vérifie aisément la condition de PETROV (A.1.15.) en ap-

pliquant 1'inégalité de Holder

Ve >0, Vi,
; 1
(k+l)2 (h+it) (k+1) 2 R(0,h+it) jo] 3
J l KR ) ’dt < 1.7 J R%G ) gﬁ}z
|e]>e kZJ+l kZJ+1 |t]>e0, ¢
; 1

(k+1)2 ] ,
< I Cj%)z - X ; pour |h| < A
ey i 2 /S?z /g;

La condition (C.2.9a.) ou (C.2.9b.) implique clairement (C.2.4a.)

et (C.2.5a.) ou (C.2.4b.) et (C.2.5b.) ; en effet :
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\J
(0., .h) '
+1 + 0. d R

R' (o.
1* _ga
j dh* R

h) R' (0.h)
- g ——d
3 R(ojh)

1

R
1RO, D) 1 - Ojl{l'

J
Y(E) ||}
R(oj+1h) ,!

I < lo,

o i

oi £ est compris entre oj+1h et th 3

le résultat cherché s'en déduit, compte tenu de la propriété suivante

de Log Rj(h) sur [—A',A']C :}—A,A[ :

vV
Tk >0, Wi Vi s yiig-Log Rj(h)l <K, ", |n| <A <a.
dh

(C.2.5b.) se déduit de maniére analogue de (C.2.9b.) en posant

_ . R'(oh)
L(h) =0 R(oh)

C.2.3b.- Cas du mélange : L(Xj) = ejL(X) + (l-ej)L(Y).

Soit X et Y deux variables aléatoires i.i.d. ayant FX

et FY pour fonctions de répartition respectives telles que :

et EHA_> 0 : pour ]t| < A : RX(t) = E(etx) < + © @t RY(t) = E(etY) < 4 oo,

On suppose de plus que :

(C.2.10a.) Hp>1 = J |Rx(h+ic){pdt < + o pour |h| <A
R
et
(€C.2.10b.) Hp' 31 J [RY(h+it)[p'dt < 4+« pour |h| <A,
' R

on peut d'ailleurs choisir p = p' pour simplifier.

Considérons la suite de v.a. indépendantes {Xj ; j > 1} dont
la suite de fonctions de répartition associées est définie, pour tout j,

par :
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F. =¢

..F_+ (l-e.).F
] ] X ]

Y

ol {Ej ; J » 1} est une suite de nombres réels compris entre O et I.

Conollaine C.2.3.-
La suite {Xj 3 jJ » 1} vérifie les conditions du théoréme fon-
damental A.1.3. dés que la suite {Ej 5 J 2 1} remplit 1'une des deux

conditions suilvantes

+00
(C.2.11a.) jle.,, —€.] <+
% JI J+l ]
ou plus généralement :
400
(C.2.11b.) e >0 : } |e. ~e] < + o,

—_— 1

Preuve :
On a clairement, pour tout j
EX. =0

3

et Rj(t) = E(exp{th}) = ejRX(t) + (l—ej)RY(t)

< sup{Rx(t),RY(t)} < + o pour |t| < A,
en outre,
2 2 2 2
o. =EX. =¢.0_ + (1-€.)o
] N iX 17y

. 2 2
> 1nf{OX,OY} > 0.

Afin de vérifier la condition de PETROV, posons

R, (h+it) .RY(h+it)
X
Heo = S“P{! R TR,™

).

D'aprés (C.2.10a.) et (C.2.10b.), les fonctions RX et RY vérifiant

la condition de Petrov sur tout intervalle [}A',+A'](: ]—A,+A[,

on obtient donc :
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X R. (h+1it) £.R_(h+it) + (1-£.)R_(h+it)
Vi, |+ o ! 5 R0y + (1-eJ)RY(h) < H(E)
j i"x PRy |
d'ou
(k+])2j R, (h+it) 3
J , -ﬁﬁ—fﬁj— at < | B (t) .dt
lt|>e }szzjﬂf £ Hel>e
R (h+it) |29 (h+it) |2
< [ ——)—(—R——(T{— dt + l’ -1&-———?1—— dt = 0(—1.“).
Hepsel By Helse! By 23

Les conditions (C.2.4a.) et (C.2.5a.) ou (C.2.4b.) et (C.2.5b.) découlent

immédiatement des inégalités suivantes, pour tout j

2 2 _ _ 2 2
Oj+1 - Oj = (s:j+1 EJ.)(OX OY) s
et
Ri, (1) Ri(h)| Ry (MR (h) - Ry (h)Ry(h) ]
Rypp () ) R; (h) < IEj+1 -yt R,y (MR, (h)
< K|€j+l - €j] pour |h| € A" < A,

Afin de vérifier les conditions (C.2.4b.) et (C.2.5b.), étant donné

(C.2.11b.), il suffit de prendre :

Q
[}

2 2
eoX + (1 E)OY s

ER%(h) +(1—€)Ré(h)
) = R 0+ OR,®

et de raisonner comme ci-dessus.
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C.2.3c.- Cas des p-sultes.

Soit {Xj 3 j > 1} une suite de variables aléatoires indé-
pendantes, dont la suite des fonctions de répartition est notée

{Fj ; j > 1}, et celle des fonctions caractéristiques réelles notée

+oo
Rj(t) = J exp{tx}dFj(x), définissant une p-suite, i.e. : le nombre

-0

de fonctions de répartition différentes parmi les F. est égal 4 p
]
(voir V.V. PETROV [16], p. 53).

Notons {WK ; £ =1,...,p} ces p fonctions de répartition distinctes.

Supposons, pour tout £ = 1,2,...,p

2 2
x dW,(x) = 0, { x dW,(x) =0, >0
JR £ IR £ £

et

EHA >0 : SZ(h) = J exp{hy}dwz(y) < + o pour |h| < A.
R

Supposons de plus que

(€.2.12.) =g =1 : Y =1,...,p J |s£(h+it)yth <+ gsi |h| <A
R

ol SK(Z) = ( ezxdwz(x) existe pour lRe @)|< A,
'R

et notons par
n, = card{j ; j < n : Fj = WK} ,
pour tout £ wvariant entre 1 et p.

Conollairne C.2.4.-
La p-suite {Xj 3 j » 1} ainsi définie répond aux exigences

du théoréme A.1.3. dés que la suite {nz ; £ =1,...,p} vérifie,
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.

pour tout £ compris entre 1 et p

(C.2.13.) E}K >0 E}uz 2 0 indépendant de n tel que

-

n
Vn 31 : Lj%-— aﬂl € %

Preuve :

D'aprés le résultat du lemme B.1.1., la condition (C.2.13.)

est équivalente 3 :
(C.2.14.) W =1,...,p ;3 —K>0 Vi, k

L) (2)
In 5-1,2k ~ -1, 2e1| €K

ngﬁ) = card{n ; k2j < n < (k+l)2j : F_=W,t.
i,k £

Les conditions (A.1.13.) et (A.l.14.) sont donc satisfaites
dés que (C.2.14.) 1l'est ; en effet, ceci découle immédiatement des

égalités suivantes

p
2 . R RO RN €))
Zimn2e T Ogen2ket T gzlgz(nj-l,Zk Rio1, 2k
et
TP T TN S A IR
RJ—I,Zk() RJ—1,2k+1“” g=1 Sph) ,2k - Ti=1,2k+1

Reste d vérifier la condition de PETROV (A.1.15.) ;

or, on a :

(23[R (h+it) s 5_(h+it) n§fi
[ \ R () s
v=k2J+1
(r)
) *r—_T n.’k

>
LN 0}
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d'oll 1'on déduit, d'aprés 1'hypothése (C.2.12.) et le théoréme (C.2.1.),
en appliquant 1'inégalité de Holder, que, pour tout € > O et tout h

tel que |h| < A :

(r)
N . n. k
(k+1)27 R, (h+it) s_(h+it) 23 e
{ R (hy |9t ¢ ~s @y a4t ¥
. J ]
‘t1>€ k2J+1 \% {r;ngr)>0}_ lt|>€ r
i (@)
ik
]
NGRS
{r;ngr)>0} 2 2
i,k

ceci achéve la preuve du corollaire C.2.4..
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CONCLUSTON.

J. KOMLOS, P. MAJOR et G. TUSNADY dans un second article [11b]
ont étendu leur inégalité au cas d'une suite quelconque de v.a. i.i.d.,

centrées, de variance 1, telle que

tX .
E(e ) existe pour |t] <A .

Le probléme se pose ici aussi, mais il n'apparaft pas évident
que les méthodes qu'ils ont employées dans ce second article puissent se

transposer telles quelles.

En particulier, ils ont d'abord prouvé le résultat dans le cas

d'une suite {Xn} de loi L(X) telle que P{IXI < K} =1 en utilisant
. .. , * K *
notamment le fait que, pour tout n, la statistique d'ordre X],X ,...,Xn

est indépendante de la permutation aléatoire 7 qui permet de 1'obtenir

a partir de XI’XZ""’Xn

Il est bien évident que cette méthode n'est pas transposable

telle quelle et le probléme demeure donc ouvert dans ce cas plus général.
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