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INTRODUCTION



MATHEWS [23];en 1897,a démontré qu'il est possible de transformer un systéme
d'équations diophantiennes 3 coefficients strictement positifs en une &quation
équivalente (possédant le méme ensemble de solutions réalisables). ELMAGHRABY
et WIG [12] ont appliqué ce procédé pour combiner un systéme de m équations

(m quelconque) en une seule ; ceci a permis de transformer un probléme d'opti-
misation 3 plusieurs contraintes en un probléme &quivalent avec une seule

contrainte.

L'élaboration des méthodes performantes de résolution du probléme du knapsack
semble pouvoir accroitre 1l'intérét des résultats récents,généralisant et
‘améliorant de fagon sensible ceux de Mathews ; ceci comprend les travaux de
ANTHONISSE J.M. (1], BRADLEY G.H. [3], GLOVER F. [18], GLOVER F —-WOOLSEY R.E
{19), XALISZEWSKI-LIBURA [[20], KENDALL-ZIONTS [22], MEYER R.R. [24], PADBERG M.W.

(253, ROSENBERG I.G. [28].

La premidre partie de cet exposé est consacré d une étude théorique du probléme

de contraction :

Etant donné un ensemble de m applications £, i=1, ..., m définies sur un ensemble
arbitraire X, et d valeurs entiéres, le probléme consiste 3 remplacer les m

équations diophantiennes :

f.(x) =0 i=1, ..., m
(1) *

X € X

par une seule équation :

m
izl Ai fi(x) = 0 avec Ai eX, i=1, ..., m

(2)

X € X

dont les solutions sont identiques 3 celles de (1).




Toutes les méthodes connues de recherche des coefficients entiers li i=1,...,m
peuvent &tre classifiées comme suit :

i) La premiére classe regroupe les méthodes dites de 2-contraction,dont
le principe est le suivant :
1'unique équation (2),équivalente au systéme (1),est construite par une cascade
de combinaisons linéaires des m équations de (1) prises deux 3 deux.
Une étude géométrique a permis de faire une comparaison globale de ces méthodes
(qui avaient été toutes tr;itées,jusqu'a présent,d'une maniére&algébriqﬁe) et

d'améliorer les meilleures d'entre elles (chapitre II).

ii) La deuxiéme classe regroupe les méthodes,dites de G-contraction,pour
lesquelles les entiers Ai (i =1, ..., m) sont déterminés globalement par la
construction d'une matrice C de Z (m, m-1) qui satisfait les deux tonditions
suivantes

* les colonnes de C forment une base de l'espace :
m, 0
{zeZ| | A, z, =0}
. i
i=1
** 1'ensemble :
{(x, x) e z‘f‘l x X | £.(x) = Cok 1=1, ..., m}
est vide.
De nouveaux types de matrices C sont proposés, permettant pour une certaine
classe d'applications fi i=1, ..., m d'aboutir 3 de meilleurs résultats que
ceux obtenus par les deux types de matrices proposés dans la littérature
(PADBERG M.W. [25] et KALISZEWSKI-LIBURA [20]). Une interprétation géométrique

de ces méthodes permet de faire une comparaison théorique entre les méthodes

de 2-contraction et G-contraction (chapitre III). ’

La seconde partie de cet exposé est consacrée aux études algorithmiques basées

surlles résultats théoriques développés dans les trois premiers chapitres.




Dans le chapitre IV est proposé un algorithme  &numératif de résolution du
probléme du knapsack 3 contrainte d'égalité ; cette méthode est une adaptation
de 1'algorithme proposé par FAYARD-PLATEAU [15],dans le cadre du knapsack a

contrainte d'inégalité.

Une nouvelle méthode,basée sur les résultats des chapitres II, III et IV,est
ensuite proposée pour la résolution des problémes mathématiques en nombres

entiers (chapitre V).

Enfinsde nombreuses expériences numériques développées sur l'ordinateur CII HB
IRIS 80 du centre de calcul de Lille I sont répertoriées dans le chapitre VI.
Elles concernent la résolution du probléme du knapsack 3 contrainte d'égalité

et la mise en oceuvre de certaines méthodes de contraction.




NOTATIONS



Les notations utilisées tout au long de 1l'exposé sont les suivantes :

Al - + partie entiére d'un réel A

étant donné un ensemble J :
(J] : enveloppe convexe de J

J\U : complémentaire d'un sous-ensemble U de J

étant donné A une matrice de Format (IXJ) ol I et J sont des ensembles finis :

aij : élément (i, j) € IXJ de A
Aj : colonne j € J de A

Ai : ligne i € I de A

¥5 : élément j € J de ¥y

étant donné un probléme d'optimisation (P) :

v(P) : valeur optimale de (P)
v(P) : (resp. v(P)) majorant (resp. minorant) de v(P)
F(P) : domaine de (P)

(P | x € X) : lorsque (P) est résolu avec les conditions supplémentaires x e X

lorsque (P) est un probléme d n variables bivalentes :

x : solution optimale de (P)

' = {x e R" | Xs = Ooul, j=1, ..., n}
(B) : probléme (P) dans lequel [V] remplace V
X : solution optimale de (P)

étant donné x ¢ [V] :

£x] : élément de V tel que Ex]j = ijj j =21, veey n




CHAPITRE |

LE PROBLEME DE CONTRACTION




INTRODUCTION

Dans ce chapitre sera formulé le probléme de contraction,puis nous
donnerons le principe des méthodes de résolution,ce qui permettra de distinguer
deux classes de méthodes. En fin de chapitre nous citerons quelque; domaines
d'applications de la contraction : une premiére application, introduite par
EL MAGHRABY et WIG [12], 3 la programmation mathématique, ﬁne seconde application

sera faite au niveau du calcul de la réduite d'Hermite.

1.1 - FORMULATION DU PROBLEME DE CONTRACTION

Etant donnés m un entier naturel (m 2 2) et fi i=1, ..., mdes appli-
cations de l'ensemble X dans X, ol X est un ensemble arbitraire deIRp,

considérons le systéme suivant formé de m équations diophantiennes :

fl(x) =0
f2(x) =0
fm(x) =0
x € X

Notons S l'ensemble des solutions réalisables de ce systéme :
S=1{xex| £,0) =0 =21, ..., m

m
et posons S={xe X | } A £.(x) = o}
i=1
ol Al, ...y A sont des entiers relatifs non nuls.
m ;

Le probléme de contraction consiste & déterminer une combinaison linéaire de

toutes les équations du systéme qui n'admet pour solutions réalisables que

celles du systéme dans 1'ensemble X. Il se formule donc de la maniére suivante :

déterminer (kl, cevsy A) evxm tel que :
(P) m *

S =8




Remarque :

I1 est évident que l'ensemble S est inclus dans l'ensemble S ; le probléme (P)
consiste donc 3 déterminer des entiers non nuls Al’ cees km tels que l'ensemble

§ soit inclus dans l'ensemble S.

Definition 1 :

Etant donnés xi, cees Am des entiens non nuls, on dira que A = (Al, cees Am) est
un multiplicateur admissible 4'il est solutiondu problime (P).

On notera A l'ensembie de ces multiplicateurs admissibles. Dans le cas général,
la détermination d'un multiplicateur admissible n'est pas immédiate ; cependant
nous pouvons citer deux propriétés pour lesquelles,sous certaines hypothéses,

l'existence d'un multiplicateur est évidente :

Propridtd 1 :
Supposons que £, (x) 20 ¥ xeX ¥ie {1, ..., m}

alons (A7, A0, «..y A0) = (1, 1, ...y 1) € A

Démonstration :

. o = o
Soit x € S, montrons que x € S

=> fi(xo) =0 vie{1,...,m

vief{1, ..., m} fi(x) 20

Remargue :

Etant données des applications g; i {1, ..., m},3 valeurs entiéres dans

l'ensemble X telles que f,(x) = (gi(x))2 ¥xeX ¥iedll, ..., m} alors les
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applications,fi ie {1, ..., m} vérifient les hypothéses de la propriété 1.

[ |
Proprilté 2 :
On suppose que m = 2 et que fa quantit? max |£,(x)} existe.
- xeX
Alons (1, A2) € A
ol |i2| 2 max |f1(x)| +1.
xeX
Démonstration :
Soit x° € §, montrons que x° € S.
x° € § <=> fl(xo) + i? f2(x°) =0
_ oy _ _ % )
<=> £,(x7) = - &, f2(x ). (%)
ou bien fé(xo) =0}
b => fl(xo) =0 =>x"¢8

(%) )

ou bien f2(x°) £0)
)
H=> 1, (x0) 1 2 1R, _

(%) )

ce qui est impossible d'aprés le choix de Az.
|

Remaggues :

1) Compte tenu de cette derniére propriété, l'ensemble A peut &tre infini,

*

est infini s'il est non vide ou il peut &tre vide, comme le montre l'exemple suivant :

Considérons le systéme

fl(x) = -1+ Xy
f2(x) = -1 + X,
f3(x) = * Xy =X,

y
(xl, Xys Xgs xu) eZ .

Supposons qu'il existe une solution (il, 12, ka) qui appartient 3 l'ensemble A.
), alors x° €S et x° n'appartient pas a S.

Soit x° = (1 + A

-

1, 0, A

Khe 1
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2) L'exemple suivant montre qu'en général,un systéme formé d'inéquatiors
ne peut &tre remplacé par une seule inéquation équivalente, c'est 3 dire qui
n'admet pour solutions réalisables que celles du sytéme :

-4x. + 8x, £ 5

1 2

-le + 7x2 2 -3

X, %, € {0, 1}
Les seules solutions réalisables du‘systéme sont les points (0, 0) et (1, 1),
or tout demi-espace qui contient ces deux points contiendra au moins un autre
point 3 coordonnées bivalentes.
Il est 3 noter que CHVATAL V. et HAMMER P.L. [9] [10] ont établi dans le cas
bivalent,une condition nécessaire et suffisante pour qu'unws&stéme d'inéquations
soit transformé en une seule inéquation équivalente.
Il est donc impossible, en général, de déterminer une inéquation équivalente,
méme aprés transformation du systéme en équations (en ajoutant.des variables
d'écarts), puis combinaison du nouveau systéme,car on obtient une équation
qui contient plus de points que toute inéquation,déterminée 3 partir d'une

combinaison linéaire des inéquations du systéme initial.

2 F

1.2 - PRINCIPES DES METHODES DE RESOLUTION DU PROBLEME DE CONTRACTION

I1 existe deux types de méthodes, pour résoudre le probléme (P)

a) Le prémier type de méthodes appelé 2-contraction, consiste d déterminer
une équation équivalenf; aux deux premidres et 3 réitérer le procédé jusqu'a
1l'obtention d'une seule équation équivalente 3 celles du systéme ; ce type de

méthodes, qui comporte (m-1) étapes se schématise donc comme suit :

f'l(x)=fi(x)=0\\$f'

V(x)=u Fa(x)+u! £1(x)=0
£,(0z07 2 2 ETT LU S om0 = 0

fa(x)=0

() =0

m
fé(X) = Z Aifi(x) = umfm(x) * u'm--l f'm-l
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~ [} - (3 - .
ou W .49 H'y (1 £ k £ m-1) sont solutions du probléme :
trouver (uk+1’ u'k) € Zf tel que :

e () = £1,00 =0} = {x e x| Meppfier (%) + W' £, (x) = 0}

{xex|f
qui consiste 3 déterminer une seule équation équivalente aux deux équations

fk+l(x) = f' (x) = 0.

k

b) Le second type de méthodes, appelé G-contraction, réalise une contrac-
tion globale :on part du principe inverse de la 2-contraction, en déterminant
m
directement les points Ai (1 =1, ..., m) pour lesquels 1l'équation X Aifi(x) =0

A i=1
n'admet queffi(x) = 0 comme solution,lorsque x parcourt l'ensemble X.

I.3 - APPLICATIONS

Avant de réaliser une étude approfondie de toutes ces méthodes,nous allons donner
deux domaines d'applications le premier introduit par ELMAGHRABY et WIG [12]
est relatif a la programmation mathématique, le second concerne 1l'optimisation

du calcul de la réduite d'Hermite d'une matrice donnée.

1.3.1 - Application & la programmation mathématique

MATHEWS [23], a démontré qu'il est possible de transformer un

systéme de deux équations diophantiennes 3 coefficients entiers tous strictement
positifs,en une équation équivalente ; ELMAGHRABY et WIG [12] ont étendu cette
idée,pour combiner un systéme de m(m 2 2) équations diophantiennes en une seule,

dans le but de résoudre le probléme du type suivant :

¢ " Opt. c(x)
(P)
o
s.Cc. X € S

ol ¢ est une application de l'ensemble X dans R.

-

Etant donné A = () ces Am) € A, le probléme (Po) d plusieurs contraintes est

l,

équivalent au probléme :
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qui ne posséde qu'une seule contrainte.

Un intérét de cette transformation est que pour le probléme (Pl), la construction
d'un algorithme de résolution est moins complexe que pour les problémes d plusieuns
contraintes (voir la résolution de (Pl) au chapitre IV). D'autre part, du point de
vue informatique, la résolution du probléme (Pl) permet de gagner de la place mé-
moire, puisqu'il est possible de ne stocker seulement que deux vecteurs d la fois,
en mémoire centrale de l'ordinateur, aussi bien pour déterminer un multiplicateur
admissible, que pour résoudre le probléme (Pl), au lieu de (m+l1l) vecteurs pour‘
résoudre le probléme (Po).

Tous les schémas de contraction présentent la méme caractérisation : la plupart
des coefficients de la contrainte résultante deviennent trop grands, pour que
chacun d'entre eux puisse &tre stocké dans un seul mot machine, du fait que les

Xi (i=1, ..., m) prennent des valeurs grandes. Il est possible de pallier a

cet inconvénient en construisant un ensemble de sous-programmes, qui exécutent

les opérations de base (addition, multiplication, etc ... ) en manipulant des
groupes de mots suffisamment grands pour contenir les coefficients de 1'é&quation
équivalente. Un tel programme serait particuliérement valable pour un utilisateur

qui n'est pas limité par le temps de calcul (exemple : avec un mini-ordinateur).

1.3.2 - Application au caleul de fa riduite d'Henmite

- - - - " - - A5 G - > YD My e > D B e W S e

Etant donnée une matrice A de Z(m, n) et de rang, r, il existe deux matrices
unimodulaires U et V (voir par exemple [16]) telles que :

L 0
UAV =

"
o=t

S 0
ol L € Z(r, r) est de rang r et triangulaire inférieure.
H est dite la réduite d'Hermite de A qui est utilisée entre autres, d'une part

dans la résolution des systémes d'équations linéaires en nombres entiers
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(voir [16] et [7]), d'autre part dans la transformation de problémes a
contraintes en égalités en des problémes équivalents et 3 contraintes en

inégalités, voir [6].

L'algorithme proposé dans [16] et [7] pour calculer la matrice H consiste

d'abord & déterminer deux matrices unimodulaires U, et V, telles que :

U, AV, = 0y 0..... 0

%
Ay
m

oﬁ'A1 € Z (m-1, n-1) et a, € Z i=1, ..., m

Q ovo

et d'itérer ce processus sur la matrice Al.
Il faut noter que la matrice A1 est obtenue 3 partir d'une combinaison linéaire
des colonnes de la matrice A et de ce fait, en général les coefficients des

matrices de type A, deviennent grands au cours des itérations.

En se plagant dans le contexte de la détermination de la réduite d'Hermite

d'une matrice A du systéme d'équations oll b € z" .

r-Ax =b
[_x e X c2”

ol X est tel que la réduction de nombres d'équations par une méthode de

(*)

contraction est possible (le systéme réduit équivalent n'étant pas nécessairement
composé d'une équation unique); il peut s'avérer intépessant de déterminer

la réduite d'Hermite de la matrice du systéme réduit plutdt que celle du

systéme d'origine, puisque les complexités spatiale et temporelle dépendent

du nombre d'équations ; ceci est confirmé par les expériences numériques

résumées dans le tableau 1 :

m : nombres d'équations
n : nombres de variables

A : (aij) aij e [0,10] ¥i=1, ..., m ¥3j=1, ..., n
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t; : temps de calcul (en secondes sur CII.HB IRIS 80) de la réduite d'Hermite
- du systéme initial, pour i = 1

- du systéme réduit de moitié, pour i = 2;

m 6 | 10 10 | 10 10 10 | 10 16 | 16 16 16 16

n 10 | 15 30 { 40 | 50 60 | 70 20 | 30 | 40 | 50 | 90

t, [<0,1(<0,1} 0,u] 0,9] 1,3| 1,8 2,4| O,4[*1u {*13 [*14 (12

t, |<0,1|<0,1| 0,2| 0,6} 0,8( 1,1} 1,5] 0,2| 0o,6] 1| 1,5{% 6

* La réduite d'Hermite n'ayant pu &tre calculée par dépassement de la limite
de représentation d'un entier sur ordinateur, le nombre indiqué est celui du
numéro de l'itération au cours de laquelle la limite est dépassée. Il est a
remarquer que pour m = 16 et n = 90, la réduction du systéme 3 six équations

au lieu de huit a permis de déterminer la réduite d'Hermite, en 2,9 secondes.
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CHAPITRE 1[I

METHODES DE 2-CONTRACTION
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INTRODUCTION

Etant données m applications fi i=1, ..., mdéfinies sur un ensemble arbitraire
X de R” et 3 valeurs entidres, une méthode de 2-contraction consiste 3 déterminer
une équation équivalente au systéme,par une cascade de combinaisons linéaires de

m équations prises deux 3 deux.

Dans une premiére partie,nous montrons que 1l'idée de base de ces méthodes est‘
la suivante :

A chaque étape, étant données deux applications g et h, la contraction de
{g(x) = h(x) = 0, x € X} est réalisée en déterminant deux entiers Al, A2 tels

que : {(k, x) € ZxX | h(x) = kAl, g(x) = —kl2} est vide, pour obtenir l'éqﬁation
équivalente Xlg(x)+ X2h(x) =0 x € X.

Toutes ces méthodes,ayant été traitées d'une maniére algébrique, une approche
originale est faite en réalisant une &tude géométrique sysfématique de toutes

les méthodes connues,qui a permis de distinguer deux classes de méthodes, la
premiére (appelée S XS,-contraction) regroupe les travaux de ANTHONISSE [11],

172

GLOVER-WOOLSEY [19] et KENDALL-ZIONTS [22], la deuxiéme (appelée S.,-contraction)

12
regroupe ceux de MATHEWS [23], GLOVER [18] MEYER [2u4], ANTHONISSE [1],
BRADLEY [3]. Elles seront é&tudiées, respectivement, dans la quatriéme et la

cinquiéme partie.
4

Aprés avoir montré que la méthode de BRADLEY est la plus performante des

méthodes existantes, nous proposons finalement une amélioration de cette méthode.

I1.1 - FORMULATION DU PROBLEME

Etant donnés :
f1 et f2 deux applications 3 valeurs entiéres dans un ensemble X
1l'ensemble :

S=1{xeXx| £,(x) = £,(x) = 0}

2
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et l'ensemble :

S =1{xex| llfl(x) + A2f2(x) = 0} ol Ai e, i=1,2

chaque étape d'une méthode de 2-contraction,consiste a déterminer deux entiers
non nuls,tels que tout élément x de X vérifiant l‘équation)lfl(x) + X2f2(x) = 0,
appartient 3 l'ensemble S.

A chaque fois,le probléme d résoudre est donc le suivant :

2
trouver (Xl, XQ) € Z, tel que :

S =8

[1.2 - RESULTATS THEORIQUES

Avant de présenter le résultat de base de toutes les méthodes (excepté celle

de Weinberg [321]),nous donnons deux résultats préliminaires.

Lemme 1 :

Etant donné :
fl(X)

_ _ 1
R={veQ| v-= ?;TET , Xx € X7}

o Xt = {x e X | £,(x) # 0}

ALons (A, A,) est un multiplicateun admissible &4 et seulement s4i Le napport

Ay/hy n'appartient pas a R.

Démonstration :

_ . 2
(<=) Soient (Al, Az) €Z, : A2/Al ¢ R.
et x° € S, montrons que x° € S

Il y a deux cas :

a)f203) = 0
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(o]
b) £,(x7) # 0 A, fl(xo)
R Vi
xo € § 1 f2(x )

ce qui contredit le fait que %2/11 n'appartient pas d R.

(=>) Le raisonnement se fait par contradiction :
Supposons que A./A. € R, ceci implique qu'il existe un x° e X1 tel que :
q Ay pliq
Ay £.(x°)
_ 1 ' s s o - . o 1. .
5 ¢ est d dire que x* € S 3 mais ¥ ¢ X* implique que
1 £ (x7)

2

x® ¢ 5 (£,(x°) # 0), ce qui permet de conclure que (A,, A\,) ne peut &tre
2 1 2

un multiplicateur admissible.

Dans une partie ultérieure,nous développerons quelques conditions suffisantes,
et nécessaires et suffisantes,pour caractériser les couples d'entiers (Xl, X2)s
tels que le rapport kz/kl n'appartient pas 3 l'ensemble R. Par contre,le

lemme suivant a pour but de caractériser les éléments de R.

Lemme 2 :

Etant donnes A A, deux entiens nelatifs non nuls premiens entre eux , alons

Ay/A; € R & et seulement &'iL existe (k, x°) € Z, X x! tel que :

o -
- fl(x ) = kA2
O - -
f2(x ) = kkl
Démonstration :
£.(x°) A
X2/Xl e R<=>13 x% ¢ X1 : - —l——g— = Ti ik eZ tel que :
f2(x ) 2 <=s
- © = o = -
pged (Xl, Az) =1 fl(x ) = kAQ et f2(x ) = -kA

Inversement, s'il existe (k, x°) e zZ, x Xl qui vérifie le systéme (*), ceci
fl(xo) AQ

implique que - — c'est 3 dire que X2/Al € R.
f2(x ) 1

1
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Les deux résultats précédents permettent d'énoncer le théoréme fondamental

suivant :

Théonéme 1 :

Etant donnés Al, AQ deux entiens premierns entre eux et £'ensemble
E={(k, x) ¢ B, x X' | £0) = kA, £,(x) = -kA,}.

alons :

E est vide <=> (A;, 1)) est un multiplicateun admissible.

Démonstration :

(A k2) e A <=> ) /X, ¢ R

3
1 (lemme 1) 1

<=> il n'existe pas (k, x°) € zZ, x Xl tel que
(lemme 2) .
oy _ Oy .
fl(x ) = kA, et f2(x ) = - kkl

<=> E est vide.

Une autre condition suffisantesinduite par le théoréme l,est énoncée dans

le résultat ci-dessous :

Cornollaine 1 :

Etant donnés As A, deux entiens premiens entre eux
et B = {(k, x, y) ¢ B, x(XHZ| £.(0 = KAy, £(y) = KA}
alons

E' esf vide => (A15X ) est un multiplicateur admissible.

Remargue :

La condition de vacuité de 1'ensemble E' est suffisante,puisqu'elle implique
que l'ensemble E est vide, mais elle n'est pas nécessaire, car il peut exister

un multiplicateur admissible, sans que 1l'ensemble E' soit vide.
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Les méthodes proposées (3 1'exception de celle de Weinberg [32]) consistent a
imposer des conditions suffisantes, mais non nécessaires, pour que l'un des

ensembles E ou E' soit vide.

[1.3 - FORMALISME GEOMETRIQUE DES METHODES DE 2-CONTRACTION

A l'exception de celle de Weinberg [32], toutes les méthodes ont été traitées

de maniére algébrique ; les auteurs donnent tous,leurs propres conditions sur

le couple (Xl, 12) telles que pour tout entier k, (|k| supérieur ou égal & un)

le systéme (*) n'admet pas de solution dans l'ensemble X. Une étude algébrique
comparative globale,de toutes les méthodes connues,est difficilement envisageable
(jusqu'a présent, chaque auteur a comparé ses propres résultats obtenus avec
ceux connus,uniquement sur quelques exemples numériques, toujours les mé€mes ...

(voir [2], [181)).

- a ) . 3 P4 Pl z 2
De la méme fagon que Weinberg [32],qui a interprété ses méthodes dans le plan Z
(partie II.3.1) nous ASommes parvenus 3 donner un formalisme géométrique général

/
de toutes les méthodes, ce qui a permis de les comparer.

Dans un premier paragraphe,nous rappelons les méthodes de Weinberg [32] ; aprés
avoir donné quelques définitions, dans la seconde partie nous établissons quelques
résultats permettant de distinguer deux classes de méthodes, qui feront l'objet

v

d'une étude comparative détaillée dans les parties II.4 et II.S.

I1.3.1 - Les méthodes de Weinberg [32] :

Dans ce paragraphe, nous supposons que l'ensemble X est fini. L'auteur appelle
spectre (relatif 3 X) d'une forme linéaire fi(i = 1, 2) ou de deux formes
linéaires (fl’ f2) 1l'ensemble des valeurs prises respectivgment par fi(x),
i=1, 2 et (fl(x), fz(x)) lorsque x parcourt l'ensemble X ; On les note respec-

tivement Si (i =1, 2), 812.
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Remarques :

1) X étant un ensemble fini, les spectres Si (i =1, 2), 812 le sont

également.

2) A 1l'évidence, le spectre S), est inclus dans l'ensemble S1 X S,-

Les deux résultats suivants,sont 3 la base des deux méthodes proposées par

Weinberg,

Théoneme 2 [32] :
Une condition sufgdsante,pour que (A5 A 804t un multiplicateur admissible
est que L'ensemble :

{(Zl, z,) € 8, XS | Az, + Ayz, = 0}

2 11 2

de nédudit a L'élément nul.

Démonstration :

L'inclusion S ¢ S se déduit du raisonnement suivant :
notons A = {(zl, z,) € 8; X 8, | Alzl t Az, = 0}
x> €8 =z = (£(x°), £5(x7)) € A

=> 2z =0=>x €8

A = {0}

Théoneme 3 [32] :
Une condition nécessaire et suffisante pour que (> ) s0it un multiplicateun
admissible est que £'ensemble :
{(Zl’ z,) € S, | A 2]+ A2, = 0}
se néduit a £'éLement nul.
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Démonstration :

* Pour la condition suffisante, la démonstration est analogue 3 celle du théoréme

précédent,puisque le spectre 812 est inclus dans l'ensemble Sl X S2.

* La condition est nécessaire :

Soit (Al, A2) un multiplicateur admissible, nous montrons que l'hypothése

171 * A222 = 0}) aboutit & une contradiction :

(;1’ z2) € S , tel que |;l| + |;2| soit

A' # {0} (A = {(zl, z,) €8S | A

12

A' # {0} implique qu'il existe z

strictement positif.

-

Soit alors x € X tel que (zl, 22)

(fl(x), fz(x)), or par hypothése
Alfl(x) + l2f2(x) = 0 donc x € S.
x n'appartient pas 3 l'ensemble S, car cela n'est vrai que si fi(;) =0

(i =1, 2), or x appartient & S ce qui est absurde puisque S c s.

Conollaine 2 :

L) Une condition sufgisante pour que (A5 A) 804t un multiplicateur
admissible est que :

5 ]zll + |z2| >0

Xlzl + X222 0 ¥ (zl, z2) €S, X8
AL) Une condition nécessaine et suffisante pour que (A;, A,) 804t un
multiplicateur admissible est que :

Az, + l222 £ 0 ¥ (Zl’ 22) €S

121 : Izll + |z2| > 0.

12

La premiére méthode de Weinberg [32], consiste & déterminer les spectres S1 et
S,» avant de construire (Al, Az) vérifiant la condition du théoréme 2. A partir
du spectre 812,1a deuxiéme méthode fournit des couples d'entiers (Xl, A2) qui
vérifient la condition du théoréme 3.

Des algorithmes de détermination de spectres Si (i =1, 2) et s o ainsi que

1

les algorithmes associés de détermination des multiplicateurs admissibles sont

proposés dans la partie annexe.
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Nous allons illustrer ces deux méthodes par les exemples suivants

Exemple
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Le cardinal de S, x S, est égal 3 210, celui de S

1 2 2 est nettement inférieur : 16.

1
Les points de S, sont représentés sur la figure 1 par : 0. La premiére méthode
nous permet de déterminer la droite fl + 3f2 = 0, la droite f1+f2 = 0 est déter-

miné par la 2&me méthode (nous remarquons que cette derniére droite ne pouvait

pas &tre déterminée par la premiére méthode).

II.3.2 - Nouvelle formulation du probléme (P) :

L'approche géométrique systématique réalisée dans ce paragraphe est inspirée

des travaux de Weinberg [32]. Aprés avoir énoncé quelques définitions et propriétés,
nous donnons une nouvelle formulation géométrique du probléme (P), et un résultat
fondamental, qui permet de distinguer les deux classes de méthodes et de dégager

la démarche générale utilisée pour résoudre le probléme (P).

Déginition 7 :

On dina qu'un point v de z° est fondamental 84 et seulement 84 ses

_composantes sont premieres entre elles.

Propriete 3 :

Etant donnés :

v un point de ZQ, v, Le point fondamental fel que v = pged (v, vy).v , et D(v)
La droite passant par 0 et Le point v '

alons D(v) n 72 - {weZ? w-= qv_, q € Z}.

Notons D™ (v) D(v) n ZQ \ {0}

2
wez | W= Qv o, Q€ Z*}

{ ..., =3V, =2v_, v, 2V_, 3V +e- }

Le probléme (P) est équivalent au probléme suivant :

trouver un point fondamental v tel que

* -
512 nD (vo) = ¢




Le probléme consiste donc & déterminer un point fondamental Yo tel que

*
l'ensemble D (vo) ne contient aucun point du spectre S

Exemple [18] :
fl(X)

1"

7x, + 9%, + 5x. - 84

26

12 °

1 2 3
f2(x) = 5x1 + 7x2 + 5x3 - 72
< < i
0 < xl < 12 xl entier
0 < x2 <. 9 x2 entier
0 < x3 < 14 x3 entier
I W
>
A\ ¥V
/ 7
7 4 N -
FFWMZ/.,¢_j_
A N’ <
- e—t-r |- ot
EANRSRANES <36, <0
._‘/Io[_}ak ) !__ e NLT
YT T T I

La figure représente le

Déginition 3 :

spectre S

de (fl’ £.).

12 2

Etant donne un ensemble A de ZQ, on dina que A est un ensemble borné dans une

direction, &'4L existe un point fondamental v_ n' appartenant pas a A, tel que

L' ensemble D*(vo) ne contient aucun point de A v, derna appele point gondamental

privilegie pour A (ou plus succintement "P.F.P. pour A").
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Propriete 4 :
Etant donnés :
2
wl, wze]R* s € e {-1, 1}
L'ensemble Be(wl, w,) = {(x, y) € 22 | e xy >0 => |x| < W, ou lyl =< w2}

est bonnd dans au moins une direction,

Démonstration :

Supposons que : € = +1 et W, = max (wy, w,), w, € N.
Le point fondamental vbde coordonnées Wys W,tl est un point fondamental privilégié

pour Be(wl, w,) puisque 3 l'évidence, ¥ k ¢ Z&_, k v £ Be(wl’ w2).

Remargues :

1) Compte tenu de la symétrie de Be(ml’-wz) par rapport d l'origine,

tout point fondamental n'appartenant pas a Be(wl, w2) est un P.F.P. pour Be(wl,w2).

2) Tout ensemble B borné est un ensemble borné dans une infinité de
directions, puisqu'il existe deux entiers naturels wl,>w2 tels que B soit inclus

dans B (wl, W,) avec € e {-1, 1}.

Théonéme 4 ;
Etant donnés :
un ensemble A borné dans une direction, et v, un P.F.P. pour A
tels que L'une des conditions sulvantes soit vérnigiée :

1) A > s, xS

2

2) A:>S12

3) A contient une partie de S, xS, etk v £8, %8, \ (A n S,;x8,), ¥ keZ
4) A contient une partie de S, etkv €8, \(AnS,), ¥keZ

ALons S;p D*(vo) = ¢
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Démonstration :

Nous démontrons ce théoréme dans les cas 1) et 3) (les autres cas s'en déduisent

facilement).

Raisonnons par l'absurde,en supposant que 812 n D*(vo) est non vide.
Ceci implique :

Ives nD*(vo) >1keZ, v=kyv

12 o

=>véA (1)
v P.F.P. pour A

v e 812 c S1 x S2 cA =>vedA (2)

Les conditions (1) et (2) sont incompatibles.

cas_3)
. . L
Comme ci-dessus nous supposons qu'il existe v € S;pNnD (vo) :
ie. 3k eZ :v=kv
* o
=> v ¢ A
v P.F.P. pour A > v ¢S, XS (3)
1 2
v = k vy ¢ 5, % S2 \ (An S1 X 82)
veS,<8 X8, (4)

(3) et (4) ne peuvent pas &tre réalisés simultanément.

Les figures ci-dessous représentent les cas 2) et 4).

Les éléments du spectre §,, sont représentés par : x
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Figure 2

Déginition 4 :

Les methodes,poun Lesquelles £'ensemble A vérnigie La condition 1) ou La condition
3) du théondme 4,sont appeles méthodes de s, x sz-conmac,téoh, celles poun
Lesquelles A virnifie La condition 2) ou La condition 4) du thiordme 4,sont
appelies méthodes de 812-coniwacixon.

I1 est 3 noter,que du point de vue taille des multiplicateurs, il est plus
judicieux, lorsque cela est possible, de déterminer des ensembles A vérifiant

la condition 3) (ou 4)) jcela nous améne 3 la question suivante :

Etant donné un ensemble A,vérifiant la condition 1) (ou 2))sexiste-t-il un
ensemble A' (déduit de l'ensemble A) tel que la condition 3) (ou 4)) soit

vérifiée ?
]

Le résultat suivant répond 3 la question lorsque 1'ensemble A est de la forme

d'un B_(w. , &,) défini dans la prepriété u.
e 1 2

Soient w,, ™, deux réels tels que Be(wl’ w2) vérifie la conditioa 1)

1> 2
du théoréme 4 (ou la condition 2)), alors le résultat suivant permet de déter-

miner deux réels WI, w;,tels que BE(WI, W;) soit inclus dans BS(W

vérifie la condition 3) (bu la condition 4)) du théoréme 4.

1 W2) et
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Théonéme 5 :

Etant donnés Wys W, deux 12els positifs non nuls, tels que B (W, w.,) vinigie
La condition ?) du théoneme 4 , q un entien naturel (q = 2)

W.
et wr = —= i=1,?2
i~ q

Une condition suffisante pour que Be(w;, w;) vinigie La condition 4) du thZonime 4
est que :

* *
() k v ¢ s, \ (B (w;, w)) nS ) Ikl =1, ..., q-1 ol v P.F.P. powtB_(W,, W,).

2

Démonstration :

* *
I1 faut montrer que k v ¢ S,, \(Be(wl’ w2) n 312) ¥ k € Z,; compte tenu de (%),
il reste a vérifier que :

* * |
. > -
kvés, \B,w,)ns,¥keZ: Ikl=>aq.

1

* *
v(vl, v2) ¢ Be(wl’ w2) <=> q lvll > Wy et q Iv2| >w,
€ vl v2 > 0
donc : si k 2 q => k v £ Be(wl’ w2) .
. _ _ * %
sik <=q => kv ¢B (W, w,) => kv £S, \(Be(wl’ wy) n 812)

* %*
Be(wl’ w2) < Be(wl’ w2)

Conollairne 3 :

Etant donnds w,, w,, deux neels positigs non nuls, tels que Be(wl’ w,) verifie La

condition 1) du théonime 4, q un entien (q 2 2)
et Wy =— i=1,2

Une condition sufgisante pour que Be(w;, w;) vinigie La condition 3) du théonime 4

1

est que :

* * - * *
k v ¢ Sl X 82 \ (Be(w s w2) ns, x S2), |kl =1, ..., g-1 oil v P.F.P. pour Be(wl’w2)

La démonstration est immédiate en notant que 8, © S, % S,
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Remargue :

Etant donnés #w.,, w, deux réels non nuls,tels que Be(wl’ W2) vérifie la

1 "2
condition 2) du théoréme u.

Soient g, q' deux entiers (q 2 2, q' 2 2)

w
W, = — w_. = 2
s 2 qj-

Alors Be(w;, W;) vérifie la condition 4) du théoréme 4 si :
X % .
k v ¢ S19 \(Be(wl’ W2) n 512) k| =1, 2, ..., inf (q, q') -1.
Dans la suite de ce chapitre,nous montrons que pour toute méthode connue, il
existe un ensemble A,tel'que 1'une des conditions du théoréme 4 soit vérifiée.

Plus précisément nous donnons la démarche suivie :

. Cadre général des méthodes de 2-contraction :

phase 2 Construction d'un ensemble de type B_(¥,, W,) contenant A (i1 vérifie

ainsi la condition 1) ou 2) du théoréme u).

phase 3 Utilisation des résultats du théoréme 4, corollaire 3,pour générer 3

P * * * * .
We.w
W2) deux reels Wl, v, tels que Be( 12 2) soit
L]

contenu dans Be(wl’ W2) en excluant des points de S,, (ou de §, X S2)

partir de (Wl,

(vérifie ainsi la condition 3) ou 4) du théoréme 4).

I1.4 - Les METHODES DE S; x S»~CONTRACTION

Dans cette partie,sont décrites les méthodes proposées par ANTHONISSE [11],
GLOVER-WOOLSEY [19] et KENDALL-ZIONTS [22].

Le tableau,ci-dessous,résume les hypothéses utilisées :

auteurs f. a,. X
i ij
[19] linéaires N, N
[1] et [22] " Z 0sx<d
entier
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La premiére méthode d'ANTHONISSE consiste a déterminer un pavé A,qui contient
1l'ensemble S1 X S2 3 la construction de l'ensemble de Be(wl’ w2) qui contient A
et qui satisfait 1a condition 1) du théoréme 4 est réalisé@ ad partir des coordon-

nées du pavé A.

La méthode de KENDALL-ZIONTS (qui est une généralisation de celle de GLOVER-WOOLSEY

?
en prenant en compte les a5 de signes quelconques) permet de déterminer par

. W,
une méthode plus complexe un ensemble du type Be(wI, w;) (ot w; = 7; i=1,2)

de la phase 3 du cadre général des méthodes de 2-contraction.

I1 est & notersque les démonstrations des résultats de cette derniére partie

sont détaillés dans le cadre plus général du troisiéme chapitre.

IT.4.1 - La méthode d'ANTHONISSE [1] (l&re version)

Etant donnés :

£, = min £.(x)
i i
xeX

u, = max f,(x) i=1,2
i
xeX

on considére le pavé A = Ell, ul] X [£2, u2] (qui contient 3 1'évidence

1'ensemble Sl x S2).

@Remargue :

S'il existe i € {1, 2} tel que £, soit strictement positif ou u,; soit strictement

négatif alors S est vide.

Théoneme 6 [1] :
Etant donnés )‘1’ A, deux entiens naturels, premiens entre eux,vérigiant Les
deux conditions sulvantes :
a) (A, -A;) £ A
b) (X, X)) £ A
Alons (A]» 1)) est un multiplicateur admissible.
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Démonstration :

. (o] - [o)
Soit X € S, montrons que X € S.

o = _ . .0 o, _ .
X € S8 <=> Al fi(x ) + X2 f2(x )y =0 J k € Z tel que :

=1 fl(xo)

pged (Xl, 12)

Si k=0 => fl(xo) = f(x®)=z=0=x°€s

2
Si kx # 0 ou bien k 2 1, d'aprés a) (fl(xo), f2(x°)) ¢

»

ou bien k <-1, d'aprés b) (fl(xo), f2(x°)) ¢ A
ce qui est contradictoire avec le fait que par définition (fl(xo), f2(x°))

appartient a S1 % 8,5 puisque A contient S X S,

Illustration géométrigue des différents ensembles B (w,, w,) déterminés par

ANTHONISSE (ol € = -1)

s _ ( _
i wl - ul l)_ wl = Kl
) .
\ w2 = u2 \ w2 = - £2
( - ( = -
cfw =1 d [ w, = max (ul, ll)
p 4
\ W, = max(u2r£2) | wy = 1

La figure suivante représente le cas a :

Les éléments de $; X S, sont représentés par : X

o = -
kk2, f2(x ) =

1
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La partie hachurée représente le complémentaire de Be(wl’ w2).

Tout point fondamental de la partie hachurée est solution du probléme (P).

Remargue :

L'auteur se place dans le cas linéaire, du fait que les quantités Ki’ u,

i = 1, 2 sont facilement calculables :

Etant données :

n
£.(x) =b, - ) a,, x, i=1,2
i i 521 ij 73
n . N n
X=1{xe | 0 < Xe < di i=1, ..., nlolideN

£., u, (i = 1, 2) sont donnés par :
i

1
u, = b1 - Z a,. d
a;.<o '3
1]
£, =b, - ] a.d
1 2% 113
1]

I1.4.2 - Les méthodes de GLOVER-WOOLSEY [19] et KENDALL-ZIONTS [22] :

Dans ce paragraphe, nous rappelons les méthodes de GLOVER-WOOLSEY [139] et de
KENDALL-ZIONTS [22], et définissons les ensembles de type Be(wl’ w2) corres-
pondants.

Nous montrons que la méthode de KENDALL-ZIONTS [22] (qui est une généralisation
de celle de GLOVER-WOOLSEY [19]) consiste 3 déterminer un ensemble du type

, w2) (w, = u; o, W, T u2)

* * - N R '
B-l(wl’ w2) (q = 2) 3 partir de 1l'ensemble B_l(w 1

1
proposé par ANTHONISSE [1] , qui vérifie la condition du théoréme 5.

Tous les résultats de ce paragraphe seront généralisés et démontrés dans le

cadre de la G-contraction (chapitre III).

On suppose que

f.(x) = b, - i =1, 2
i i .

]

et X = {x e N" | 0 < xj < dj’ 3

"n~13
)
X
[

, 1373

1, ..., nt od d e]Nil.
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aij (i =1, 2 et j=1, ..., n) sont supposés positifs ou nuls.

Théoneme 7 [19]:
Etant donnés Aps A, deux entiens naturels, premierns entre eux,vérigiant Les
conditions sulvantes :

i
|
i
\
En outre, pour les résultats de GLOVER-WOOLSEY [19], les coefficients |
|
4) A ne divise pas b, et A, ne divise pas b,

LL) Al > b2 - a, et A2 > b1 -a oia, = mlP aij i=1,2
aij)o

Alons (>\1, >\2) est un multiplicateur admissible.

En remarquant que b, = u, = max f.(x) i = 1, 2, le résultat suivant est analogue
xeX
au précédent,sauf que l'on considére les quantités li au lieu de uy i=1,2

Conollaine 4 :

Etant donnés, >\1, )\2 deux entiens naturels, premiens entre eux,tels que :

n n
. ., _ . _
4') A, ne divise pas (b, jzl a5 dj) et A, ne divise pas (b, jzl aljdj)
n n
i -, - - - -
ALT) A > jzl 3,3 dj b, - a, et A, > jgl 3 5 ds - by - ay

Alons ()‘1’ k2) est un multiplicateurn admissible.
Le résultat suivant permet de réduire la taille des multiplicateurs ki i=1, 2.

Théoneme 8 [19] :
Etant donnés :

k, 1=1,2 deux entiens na,tu/w,a tels que ky 2 min
S' Apec,vw_ de £'application : 5

= {y e ' |y < ki} is= l, 2

IIM

x. i=1, 2 3%1,...5m
815 %

et >‘1’ A, deux entiens naturels premierns entre eux,vérigiant Les conditions
swivantes :

4) A, ne divise pas b, et A, ne divise pas b,
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L) )\>b—k20/t)\lnedi.ui,62p¢ub2-y ¥yes"

1 2 2

Ay > by -k eth, ne divise pas by -y ¥yes"

2 1 1

Abons (A, A,) est un multiplicateur admissible.

Remarque :

Les ensembles S'i ainsi que S"i peuvent &tre déterminés,par l'algorithme
proposé dans la partie annexe.

|
Les deux résultats suivants,établis par KENDALL-ZIONTS [22], généralisent
ceux de GLOVER-WOOLSEY [19],puisque aucune restriction sur le signe des

coefficients aij n'est supposée.

Théoneme 9 [22] :

Sodent xl, AQ deux entiens natunels,premierns entrne eux,tels que :

n
4) A} ne divise pas b, - .g min (a2j,0) d
n
A, ne divise pas b, - jzl min (alj,O) dj
n
AL) Ay > b, - .Z min (a2j,0) d, - min |a2j|
j=1 ‘ a,.#o
n +J
Ay > b, - .Z min (alj’o) d, - min laljl
J=1 a,.fo
13
Alons (A1> X)) est un mubtiplicateur admissible.
Remarques :
n n
1) b2 - jzl min (azj,O) dj = u, et bl - jzl min (alj,O) dj = ug.

2) Dans le cas ol aij 2 0, on retrouve le résultat du théoréme 7 puisque

n
- s 0 _ : - _ - .
b, ‘Z min (aij’ ) d, min Iaij‘ b, -a; i=1,2
j=1 a,.#o
n +J
3) La quantité b, - } min (a,.,0) d, - min |a,.| est la valeur prise par
1 jél 1] ] 1]

fi(X) (x € X) immédiatement inférieure 3 uy i=1, 2.
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D'une manidre analogue 3 celle de GLOVER-WOOLSEY [19], la construction des
ensembles du type de S"i’ dans le cas ou les coefficients aij sont de signes
quelconques, permet de réduire les bornes inférieures imposées sur les Ai

(i =1, 2) ; ces ensembles seront notés K(fi’ ki) i =1, 2, et seront supposés
€tre constitués des ki (ki entier naturel i = 1, 2) plus grandes valeurs de

fi(x), xeX i=21,2

Théoneme 10 [22] :
Etant donnis ), A, deux entiers naturels,premiers enire eux, tels que :

L) A €K (f2, k,) et A, £ K (£, k)

1

A) X, >max ( miny , u,/2), A, >max ( miny , u,/2).
1 2 2 1
yeK(f2,k2) yeK(fl,kl)

Alons Ay, Ay) est un multiplicateur admissible.

Remargue :

On retrouve le résultat du théoréme 9 en prenant ki =2 i=1,2

Propriéte 5 :

Lonsque max ( miny , u,/2) = u./2 i=1,2
i i
yeK(fi,ki)

Le nesultat précédent rentne dans Le cadre des nésultats du cornollainre 3, en

prenant q = 2 et e' = -1.

Démonstration :
Soient :
w, Fu, = 2
W,
*
W, = — = u./2
i q i
et v = (-12, Al)

d'aprés le corrolaire 3, v est un multiplicateur admissible si :

PV éS XSy \(B_; (u/2,u;/2) ns; x8) ¥|[p|=1,?2

1

ce n'est autre que les conditions i) et ii) du théoréme 10.
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Exemple de BALAS [2] :

Nous illustrons ces résultats sur le probléme suivant :

[ max 5xl + 7x. + 10x,., + 3xu + X

2 3 5
S.c. X5 - 3x2 + 5x3 + X, - uxs - Xg -2=0
1 -2x1 + 6x2 - 3x3 - 2xu + 2x5 - Xq =0
—Xq + 2x3 - X, T X - Xg - 1=0
| X = {x e N® | X 20,1 §=1, ..., 5}

1) On remarque que :

'
~1

uyg =5, Uy T B, uy - min#o |alj| = 4 etu, - ami;lo |a2j| =
®13 2]

Sous les conditions suivantes :
pged (Al, AZ) =1
Az > U, Al > 7

5/Ag £ E, 8/\; €2

Le théorédme 9 permet la contraction des deux premiéres contraintes avec le

meilleur choix du multiplicateur admissible (9, 7).

Etant donné :

f'2(x) = 9f, (%) + 7£,(x)
Le théordme 9 permet la contraction de f',(x) = 0 et fa(x) = 0 par l'intermédiaire
du multiplicateur : (1'2. Ag) = (2, 17) pulsque :

(x) = 21, u, = 1

' -
u'y = max £! 3

xeX 2

! - 1 - - d -
u'y 2%n |a 2j| 16 et u, amin |aaj| 0
2] 3o
La contrainte résultante, équivalente au systéme initial est donec la suilvante !

(w) =10x, + 19%, + l4xg = 27x, = 61x5 - lexs = Ll4x, = 1788 - 5320

1

2) En notant que

{5, 4, 3, 2}
{e, 7, 6, 5}
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Le choix optimal du multiplicateur? qui satisfait les conditions du théoréme 10

(A, X))

12 X)) =09, 7)

est :
De la méme maniére, en remarquant que :

{21, 16, 14, 12, 11, 9}

-1}

K(Alf1 + A2f2, 6) =

K(f,, 3) {1, o,

39

Le théoréme 10 aboutit au multiplicateur réalisant la contraction de

f'2(X) = lel(x) + A2f2(x) = 0 et fs(x) =0: (A Ag) = (2, 13)

1
2,
La contrainte finale équivalente au systéme initial est donc :

-1Oxl + 17x2 + 7L+x3 - 23x‘+ - 57x5 - 18x6 - 1L+x7 - 13x8 -

Les coefficients de cette derniére équation sont plus petita en valeur

absolue, que ceux de 1l'équation (*) ; et 1l'on constate que la deuxiéme méthode

n'est intéressante que si les ensembles K(f‘i, ki) et K(fi+l’ki+1) (i-=

m-1) sont composés d'éléments non consécutifs.

I1.5 - LEs METHODES DE S;,-CONTRACTION

Dans cette partie,sont décrites les méthodes proposées par MATHEWS [23],
GLOVER [18], MEYER [24], ANTHONISSE [1] et BRADLEY [3].
Le tableau ci-dessous résume les hypothéses utilisées par les différents

auteurs

(23] (18] (1] fe4] [3]
£, linéaires quelconques
a,. N N Z Z
ij * *

b N Z Z Z
i * *

X n" borné

1,

IR I
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Le principe de toutes ces méthodes est le méme que celui des méthodes de

Sl X 82 - contraction, l'ensemble S1 X S, est remplacé par S12 qui en

général contient beaucoup moins de points que l'ensemble Sy % 82:

Aprés avoir construit un ensemble A contenant l'ensemble Sl2,un couple d'entiers

W,s W, est déterminé de sorte que 1l'ensemble du type Be(wl’ w2) contient cet

ensemble A, dans le but de sélectionner un point fondamental dans son complé-

mentaire. Les méthodes différent par la construction de cet ensemble A :

. La méthode de MEYER [24] (qui est une généralisation de celles de

MATHEWS [23] et GLOVER [18], en prenant en compte les applications £, (i =1, 2)
non linéaires) consiste a déterminer deux applications croissantes Yq (i =1, 2)
telles que :

(%) 812 c {(x, y) € z° | Yl(x) <y < Yz(x)}. (voir figure 3)

MEYER a présenté ses résultats avec w. = 1, nous montrons que w, peut etre

1
choisi de maniére quelconque (ce qui permet un meilleur choix de multiplicateurs),
et nous proposons d'autres applications Yi(i = 1, 2) vérifiant la condition (%)

(partie II.5.1)

.. Par une méthode plus complexe, ANTHONISSE [1] détermine deux applications
Yi(i = 1, 2) 1l'une convexe, l'autre concave, vérifiant la condition (%) (fig. u),
ce choix permet de mieux épouser la forme de l'ensemble 81? et par conséquent

doit aboutir 3 un meilleur choix de multiplicateurs (partie II.5.2).

... BRADLEY [3] propose une méthode permettant de déterminer deux orthans

opposés par rapport 3 l'origine, et contenus dans le complémentaire de 812 (fig 5).

Aprés avoir montré que cette derniére méthode reste la plus performante (du

point de vue taille de multiplicateurs), nous proposons une amélioration de

cette méthode, qui consiste d déterminer un enéemble du type Be(wI, w;) qui
vérifie les conditions du théoréme 5, excluant ainsi des éléments de 812,
(partie I1I.5.3).



Figure 3 Figure 4 Figure 5

II.5.1 - Méthodes de MATHEWS [23], GLOVER 18] et MEYER [24] :

T11.5.1.1 - Methode de MATHEWS :

Le résultat suivant a été établi par MATHEWS [23] (rappelons que c'est le

premier auteur 3 avoir posé le probléme de contraction).

Theoneme 11 [23] :
Etant donnés :

fi(x) = b, -

nes-13
e

avec aij e N j=1, ..., neti=1, 2

et X = N"

a) Si s est non vide alons il existe i, € {1, ..., n} tel que :

b) Etant donné A, un entier posdtif ek que :

A, > Db max (a,./a,..)
2 2 j=1,...,D 13 2)

Alons (1, A,) est un multiplicateur admissible.
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Démonstration :

1) Supposons que pour tout j appartenant a {1, ..., n}

b, alj/a2j < by (1)

. o 0
soit x € S =>x € X

(1) J

ce qui est absurde.

-~

2) Soit x° e S, montrons que x° €5

xo‘e S <=> fl(xo) + k2f2(io) =0

<=> T alj xj + X2 I a2j xﬁ = bl + Az b2 (2)

n n

ou bien z a,. x, = b, ce qui implique que z a.. x2 = b, et x° e S
L2373 2 2y 1303 1
j=1 j=1
n .

ou bien jzl 3,5 xj =b,tq qce Z, (3)

montrons que,d'aprés le choix de A, ceci est impossible :

n
o
=> = -
(2) et (3) jzl alj xj b, XQ q
=3 - >
« o n o g b1 >‘2 920
alje]N,x eX=2'Z aljijO N
j=1

deux cas se présentent : ‘

ler cas 1 q 21

by - k2 q 20

. =>b, > q b, => q < 0 absurde

1) => Xz > bl

28me cas : q < -1

i
) aq. X, = b, - X, q
j:l l:] J 1 2 . I}} s b+ A

-)j:-:lalj X. 2 1 2
q £-1
A, > b, max (alj/a2j) <=> A, 3y3 > b, a5 () ¥ i e {1, , n}
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multiplions (4) par xg (x? 2 0) et additionnons :

n n
o) o)
>
A2 .Z a2j xj b2_z alj xj n n
j=1 J=1 _ F o
>A, [ a,. x. >b X a,. x. = b.b
2j:l 2 2j=1 1] 172 n °
=> S
b, by 2 0 . ) A2jzla2ixi Ajb,
X Ay X, > b1 + 12
j=1 13
n
c'est & dire que Z a,. x2 > b
L 25 75 2
j=1
n o => contradiction
or .zl a2j xj = b2 + q n
] => z ay. X5 < b2
j=1 <3 13
q < -1
1
Remarques :
=1 et

1) On montre que,pour tout & entier (a > 0) tel que pged (a, A2)

k2 > b2 max alj/a2j’ (a, A2) est un multiplicateur admissible.

2) Le changement de variables suivart permet de se ramener au cas ol les aij
sont strictement positifs (voir [18]) puis

on considére la contraction des équations suivantes :

—

n

'Z (a1j+a2j) xj = bl+b2

j=1

n

_2 (2alj+a2j) Xs = 2b.+b,

j=1

exemEle :

x1 + 2x2 - x3 = 3 r xl + 2x2 + + x3 = 4
7x1 - 3x2 - 2x3 = 4 <=> 7x1 + + 3x2 + 2x3 =9
X, =0, 1 i=1,2,3 __;i, ®, 20,1 i=1,2,3

8xl + 2x2 + 3x2 + 3x3 = 13

<z=> 9x. + 4x2 + 3x2 + 4x3 = 17
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3) Dans le cas de la contraction de m inéquations,dont tous. les seconds membres
sont identiques (de valeur b),GLOVER [18] a montré que ce procédé génére
rapidement des coefficients énormes,puisque le second membre de 1l'équation
équivalente au systéme d'équations obtenu,en introduisant les variables

d'écarts est supérieur & 2% 5 ot o= 3(2™2) et g = 2™,

11.5.1.2 - Wethode_de GLOVER I18)

Comme il sera montré plus loin,le résultat suivant de GLOVER,généralise celui

de MATHEWS (théoréme 11).

Théondme 12 (18] :
Etant données :

a.. x i=1,2

f.(x) = b, - .o X,
i i , 1373

Hnes1g

J
X =N°

avec |bl| + |b2| >0

(Ay5 X)) est un multiplicateurn admissible 84 :

l’
£) pged (A;, A,) =1
) A a5 * Ay 3y 2 |b2 ajy - by a2j| ¥j=1, ..., n (1)
Ad) a) 33 €T A a5+ A, a5 > Ib2 a5 - b, anl’I sous ensemble {1,..,n}
b) ¥ x € s 3 jel: xj > 0,
Démonstration

. o a (o}
Soit X € S montrons que x € S.

n n
(o] hy - e} o-
x € 8 <=> Al-Z alj x.j + XZ.Z a2j xj = Al b1 + AQ b2 (%)
j=1 j=1
pged (Al, A2) =1 1k ¢ Z tel que
= n . n .
(%) jzlalj xj = bl + k Xz,j§1a2j xj = b2 - kkl (%%)

multiplions (1) par xg et additionnons :

n n
Xl b, + AQ b, > Ib2 Z a4 X; = by .Z a4 X, |
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(%) et (x%) => A b, + A b, > |k| (Ab, + A,b,)
=> k=0
0)=0

=> fl(xo) = £ (x

2

o
=>x €8S

Remargues :

1) Les coefficients de la nouvelle équation sont tous positifs.

2) si (Al, 12) existe,cela implique que les X; sont bornés ¥ j e {1, ..., n}

o

en effet :
n
L Ogag+hy 3330 ¥5 = APy + M50y A+ b
=1 > 0x,$ |t 22
j x1a1j+x2a2i
Al a1j + A2 a2j 2.0 et xj 20
3) Le résultat de GLOVER généralise celui de MATHEWS.
Supposons donc que les aij eN_ i=1,2,3j =1, ..., n
Soit AQ un entier naturel tel que : 12 > b, alj/a2j
b2 alj - b1 a2j < b2 alj
(bl a2j > 0) => b, a1j - b, a2j < A2 a2j s A, a2j + alj
A2 > b2 alj/a2j
A 7By Dy ayg - by ays > by ags - X, ay :
=> b, ajs - b1 ay: > - A2 a23 - a13
b2 a1j > -a13
c'est 3 dire que
a1j + AQ a2j 2 |b2 a1j - b, a2j| j=1, s N

4) Le systéme (1) admet toujours une solution si les 35 sont tous positifs,
dans le cas contraire, il peut &tre incompatible comme le prouve 1'exemple

suivant :
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x
+
el
"
]

+

x
1
[

la condition ii) est équivalente a :-12 > 2 et A2 > 1 ce qui est absurde.

11.5.1.3 - Mthode de MEYER [241 :

- - - - - - - ——

Les hypothéses suivantes dues 3 MEYER?permettent de généraliser les résultats

de GLOVER au cas des applications non linéaires.

Théondme 13 [24] :

Etant donnds :
\f) (i= 1, 2) deux applications croissantes de Z dans Z telles que :
Yl(fl(x)) < f2(x) < Y2(f1(X)) ¥ xeX

et X, un entier naturel non nul tel que :
Al > max (y,(-1), - Yl(l))

Alons ()\l, 1) est un multiplicateur admissible.

Ces hypothéses sont elles-mémes généralisées au cas ol A2 2 1 par le résultat

suivant :

Theonéme 14 :
Etant donnés :
y; 1=1,2) deux applications crolssantes telles que :
() v (F00) S 5,0 Sy (E(x)  VxeX
et A5 A, deux entiens naturels premiens entre eux tels que :
>\1 > max (Y2(- >\2), - Yl(>\2))
alons (A, A,) est un multiplicateurn admissible.
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Démonstration :
soit x° € § <=> )\1 fl(xo) + 12 f2(x°) =0 3 k € Z tel que
= (x%)
O
pged (ll, A2) =1 fl(xo) =k Ay, £,(x) = -k Al
raisonnons par l'absurde :
sikz21)
2> £.(x7) 2, )
(%) | => Yl(fl(x )) 2 Yl(k2)
Y, croissante
k21 (*) } A oS-y, ()
L o=> f2(xo) < —Xl .
(xx) ) . . => Yl(fl(x ) < '-Xl J
Y (£, (x D<f, (x7)

or Xl > -Y(Az), donc k ne peut €tre strictement positif.

si k < ~1

-, o
=> fl(x ) < -A2 . ‘

(%%) => Yy (£,(x7)) s v,(-25)

Ypcroissante
k < -1 () b= A <y,

_ o
= f2(x ) 2 kl .

(*%x) => )‘1 < Y2(fl(x )) )

Y (5, (x)) 2 £,(x%)

or Al > Y2(-k2).

donc k = 0 c'est 3 dire que x° € S.

Interprétation géométrique :

La condition (%) est équivalente 3 la suivante :

¥ (Zl’ z2) € 812, Yl(zl) <z, < 72(z1)
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Figure 6
La partie hachurée représente le complémentaire de B_l(wl, w2) avec w, = 12

et w, = max (Y2(—k2), —Yl(k2)).

Les seules applications Yy (i = 1, 2) vérifiant la condition (*) proposées

par MEYER sont Yl(y) = inf f2(x) et Y2(y) = max f2(x) ¥y eZ ; ce qui est un
xeX xeX

choix trés simple.

Dans la suite de ce paragraphe,nous montrons que la méthode de GLOVER (qui est

une généralisation de celle de MATHEWS) est un cas particulier de celle de

MEYER (les applications Y i = 1, 2 étant affines, voir ci-dessous);un deuxiéme

type d'applications est ensuite proposé.

ler type d'applications Y; ¢

Etant donnés :

n

fi(X) = b, - .Z a5 %y ol aij eN_  i=1,2.
j=1

X =N

Les deux applications croissantes de Z dans Z :

Y1) = by * Y,(y ~ by)
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_ ays _ a5

ol Y, = max £l et Y, = min =l
1 . a,. 2 . a,.
j=1l,...,n " 1j j=l,...,n 13

vérifie & 1'évidence : Yl(fl(x)) < f2(x) < Y2(f1(x)) ¥ x e X.

Pour ce choix d'applications Yyole théoréme 14 se traduit par le :

Corollaine 5 :
Etant donnés As A, deux entiers naturels,premierns entre eux,tels que :

A, > max (b, + ?1(-A2—b1), ~b,=Y,(A,-b,)).
Alons (Ays X)) est un mubtiplicatewr admissible.

Remarque :

Ce résultat a été établi par MEYER dans le cas particulier ol A, = 1.

Deuxiéme type d'applications Y. i=1,2:

Etant données les applications fi(x) i = 1, 2 supposées bornées dans X.

Les applications croissantes y,(i = 1, 2) de Z dans % :
1 ’

Yl(y) = — (z,y - s)
1
1
Y2(y) ol (zzy - 8)
1
< . +
ol z, i = 1, 2 eR, et s = 2:; |z2fl(x)-zlf2(x)|.

vérifient les hypothéses du théoréme 14 qui se traduit par le *:

Conollaine 6 :

Etant donnés Aps A2 deux entiens naturels,premiens entre eux,tels que :

Al > max (éi-(—k2zz-s), - ii-(zQXQ—s))

Alons (X , A,) est un mubtiplicateur admissible.

Remargue :

1) La condition du corollaire est équivalente 3 :

Az + Az, > 2:; |z1f2(x) - z2f1(x)|
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2) La quantité s est facile 3 déterminer lorsque le couple (zl; 22) est
donné, le probléme réside donc,dans le meilleur choix du couple (zl, z2),c'est-
d-dire résoudre le probléme suivant :

min
2

max |z.f.(x) —'zlf2(x)|
zl,ZQdR xeX

sl

Géométriquement ,cela revient 3 construire une bande symétriqued l'origine de support

- 3 = - i i !
Z,X + 2,y = s (s 2:; IZQfl(X) zlfz(x)l) qui contient 1'ensemble S, et
dont le sens est donné par le couple (zl, 22).

Le meilleur choix du point (wl, w2),pour déterminer Be(wl, w2) est donné par
la projection du point 0 sur la droite 2,¥ - 25X = s.

oS Z.S
2
+22)

Z
2
(zl

\ (] x ;! ///// ,/

//// Figure 7

La partie hachurée représente le complémentaire de B—l(wl’ w2).

I1.5.2 - La méthode d'ANTHONISSE [1] (deuxiéme version)

]
Le principe de la deuxiéme méthode d'ANTHONISSE est de déterminer un ensemble

convexe W contenant S, et.un point fondamental privilégié pour W vérifiant la

2

condition 2) du théoréme u.-
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Etant donnés :

a,. x i=1,2

f.(x) = b, - .
i i ; 1373

"ne-1s

3
X={xeN| x<al ot denN

et t un entier tel que : ll £t <u

On définit les applications :

£x1}
: [X1}.

w (t) = min {fg(x) I £,(x)

"
+t

-
b
m

i
+
»
m

w,(t) = max {f2(x) | £,(x)

pour considérer 1l'ensemble :

_ 2
W= {(a, a,) % | £ osa; < u et wila)<a, <wla)}

1 2 -
Remarques :
1) w, est convexe et puisque w, est concave l'ensemble W est convexe et contient
812' '

‘2) D'autre part w, et w, sont des applications linéaires par morceaux dont les

1
points critiques sont obtenus simplement, (complexité 6 (n log, n)) aprés
rangement par ordre croissant (respectivement décroissant) des rapports

a2j/a (aij € N_) pour l'application W, (respectivement wl) (voir [14]).

1j
'
Théongme 15 [11 : ‘
Etant donngs )|, A, deux entiens premiens entre oux tels que : ’
(Ays -A)) et (-),, A,) n'appartiennent pas & W (#)
Alons (A15 X)) est un mubtiplicateur admissible.

Remargue :

W étant un ensemble borné convexe, la condition du théoréme 15 est une

condition suffisante pour déterminer un P.F.P. pour W.
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Etant donné le systéme :

fl(x) Ry s A 3x, + st e 4x5 - Xg %0
f2(x) = --2x1 + 6x2 - 3%y - 2xq + 2x5 - X, = 0
- S-S0 [ M, | RPN e il e ¢ [l T -
J ]
Les applications w,
> X3

b T (-7, 6) vérifie la condition du théoréme 15

I1.5.3 - Méthode de BRADLEY et méthodes améliorées

La méthode de BRADLEY [3] permet de déterminer deux orthans opposés par

rapport d& l'origine qui ne contiennent aucun point de S les entiers Wiy W

127 2
sont déterminés de fagon que Be(wl’ W,) vérifie la condition 2) du théoréme 4.

*
2

qui satisfait la condition 4) du théoréme 4. La méthode initiale nécessite la

P P . ” & Y ” . * ~ . . .
La méthode améliorée consiste a déterminer Wis Wpd partir des entiers wi - I R
résolution de deux problémes,de type knapsack, le cAlcul ' 'des k. meil-

leures solutions pour chaque probléme précédent est d& la base de 1l'amélioration

de cette méthode.
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11.5.3.1 - Méthode de BRADLEY [3] :

Nous définissons les problémes suivants :

Définition 5

(SPl) [ max f2(x)

A

s.c. sgn (A2) fl(x) - |A2|

X € X

(sP,) [max f£,(x)
s.c. sgn (},) fl(x) 2 |X2|

Xx e X

(SP3) [ max fl(x)

\
s.c. sgn (Xl) £,(x) 2 |X1|
| xeX
(sp,) max f,(x)
s.c. sgn (Al) £,(x) < - ]A1|
| x € X
ou sgn (y) = 1siy=20
-1siy<o

Si 1'un des problémes (SPi) n'admet pas de solution réalisable,ou si sa valeur*
optimale est inférieure 3 zéro,alors on posera v(S Pi) = 0.

De méme,on définit les problémes de minimisation (I Fi) i=1, ..., 4 en
remplagant,tout simplement,dans le probléme (S Pi) correspondant le max par min,
si 1'un des problémes (I Fi) n'admet pas de solution réalisable, ou si sa

valeur optimale est positive,alors on posera v(I Fi) = 0.

Theordme 16 (31 :

Sodlent A, Ay deux entiens nelatifs,premiens entre eux.
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ul) A > v(SPl) Bl) -A; > v(sP,)
a,) A, < v(IF)) B,) -, < v(IF,)
as) -\, > v(SP,) 83) A, > v(SP,)
a,) -, < v(IF,) B, A, < v(IF,)

Alons 84 L'une au moins des conditions o, et L'une au moins des conditions
Bj sont satisfaites cela Aimplique que (A» A,) est un multiplicateun
admissible.

Démonstration :
. o a o (o}
Soit x~ € § <=> A, fl(x ) + )\2f2(x ) =0 3 k e Z tel que
<=
- o, _ oy _ _
pged (A, A)) = 1_ £,(x7) = k Ay, £(x7) = -k
montrons que la condition al implique que k 2 0,
raisonnons par l'absurde et supposons donc que k < -1

fl(xo) = kh, <=> sgn(XQ)fl(xo) =k |A2| .
=> sgn(A,)f (x) < - |A2|
k < -1

c'est 3 dire que x° est une solution réalisable de(SPl),ceci implique :

f2(xo)5v(SPl)\
b => f2(x°) <A (%)
v(SPl) < Al

f2(x) —kll

f2(xo) > A
-1

1 (%%)

(*#) et (*x) sont contradictoires.

De la méme fagonson montre que chaque condition o, implique que k 2 0, et que
chaque condition Bj implique que k < 0, c'est 3 dire que k = 0, et x° € S.
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Remargues :

1) Il n'est pas nécessaire,de résoudre exactement les problémes (SPi) et (IFi)’
les valeurs de toutes relaxations de tels problémes fournissent des majorants
pour les problémes (SPi) et des minorants pour les problémes (IFi),ce qui permet

de trouver rapidement des multiplicateurs admissibles.

2) De la méme maniére que pour MEYER, l'exemple suivant (voir [3]) illustre 1le
fait que les hypothéses de BRADLEY ne nécessitent pas 1l'intégralité des variables

Etant donné le probléme :

min X, + X, + X5
s.c. [xl] xg +3x3 + 2x§x§ = 15
[xi] + 3x§x2 = 9
| X; >0 i=1, 2, 3 Xy Xy entier

Le multiplicateur admissible (kl,,k

2) = (11, 16) (théoréme 16) aboutit au

probléme équivalent.

min Xl + X2 + X3

2 2
s.c. 11 [xl] X, + 33x x

2.2 4 -
+ 22x2x3 + 16[xl] + 48x3 5 = 309

3
> .
X5 2 0 Xys Xg entier

dont la solution optimale est : x, = 37 ', x, =2, x, =1

3) En pratique, ce sont les conditions a, et 82 qui sont retenues (ie pour AQ

1
donné, on cherchera A; tel que :

A, > max (v(SP,), - v(IF,))
puisque les codes de résolution du probléme de knapsack concernent généralement
les problémes mis sous la forme :

max cx

s.c.ax <b

x € X

)

4) Dans certains cas (suivant le choix de ll) 1'un des problémes (SPl) ou (IFQ)
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a un domaine vide, il suffit alors de ne calculer que la valeur d'un seul

probléme.

Interprétation géométrigue

Etant donné un entier naturel non nul 12, la résolution des deux problémes
(SPl), (IF2) permet de déterminer les deux orthans 0,5 0, (figure 8) qui ne

contiennent aucun point de 812

Figure 8

(6,) u (-8;) si v(SP;) > -v(IF,)
Le complémentaire de B_ (W, wy) =

(92) v (-62) si v(SPl) < -V(IF2)

W, = max (V(SPl), - v(IF2)).

- o o ey o - —————— - ——— - - - —— -

Dans la suite de ce paragraphe, nous allons faire une étude comparative des
méthodes de 812—contraction, qui permettra de conclure que la méthode de

BRADLEY [3] reste la plus performante (du point de vue taille des multiplicateurs)
ou plus précisément, est telle que tout multiplicateur, déterminé respectivement

par ANTHONISSE [1], MATHEWS [23], MEYER [2u4], vérifie 1'un des couples de

conditions du théoréme 16.
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a) Résultat relatif 3 ANTHONISSE :

Propnieté 6 :

Etant donnds :
£, = inf £,(x) i=1, 2 (L. <0 ; 84non S = @)
1 1
xeX

et Al, A2 deux entiens naturels tels que :

Al > —£2 12 > —ll

alons (Al, AQ) satisfait aux conditions alet 83

Démonstration :

Le domaine du probléme :
(sp) : [ max £ (x)
s.c. £,(x) < A,

X e X

est vide puisque A, > -ll, par définition v(SP,) = 0 et A, > -Zz implique que
la condition o, est satisfaite. De méme, on montre que v (SPq) = 0, d'ol la

conclusion.

b) Résultat relatif & MATHEWS

Propriéte 7 [3] :

Etant donnés
n
fi(X) = .Z aij xj - bi i=1,20l aij eN_
j=1
X = N

et A, A, deux entiens natunels tels que :

A, =1et A > Db, max (a,./a..)
1 2 2, a2

alons A, satisfait Les conditions a, et B, avec A, = 1.
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Démonstration :
v(IF,) = min {f (x) | £,(x) 21, x € X}
=> V(IFs) 2 -b
a,., >0 ¥je {1, ...,n}
1)
v(IFS) 2 —bl

=> v(IF,) > -b, max a,./a.. > - A
3 2 i1j° 1]
b2 max a,./a,. 2 b

ie —k2 < v(IFa) (condition au)
v(SPu) = max {fl(x) | £f,(x) < -1, x € X}
n .
= max {Z a,. x, a.x, <b.-1, x 20, x entier} - b
" 713 7 Ijél o[ R A ’
< max {I a,. x. a.x. <b.-1,x20}-b
1j aa.|j§1 373 2 7 1
< (b,-1) max S b
2 an. 1
2j
or -b1 + (h2-1) max alj/a2j < b2 max alj/an
ceci implique que v(SPu) < b2 max alj/a2j < AQ
ie Xz vérifie la condition 83.

Remargue :

b2 max alj/a2j > v(SPu) 2 v(SPu)

c) Résultat relatif 3 MEYER :

Propriéte § :

Etant données deux fonctions croissantes Yo Y, telles que :
Yl(fl(X)) < f2(X) < Y2(fl(x)) ¥VxeX

sodent >‘1’ >\2 deux entiens naturels tels que :
Al > max (Y2(-X2), -Yl(k2))

Alons v(SPl) < yz(-x2) et -v(IF2) < —yl()\z)

1
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Démonstration

Posons Y,(F(SP,)) = {xex | Y2(fl(x)) < 72(-X2)}
du fait que Y, est une fonction croissantesceci implique :
F(SP;) < y,(F(SP)))
=> v(SP,) < max {f,(x) | x € Y,(F(SP,))} = £,(x")
*
£,(x) S Y,(£,(x)), ¥ x € X => £(x) < ¥, (£, (x™)

*
. => f2(x ) < 72(-k2)
Yz(fl(x )) < Yz(—x2)

v(SPl) < f2(x*)
. v(SPl) < Y2(—12).
f2(x ) < YQ(—AQ)
de la méme maniére,on montre que - v(IF2) £ -Yl(kz).

C'est & dire que (Xl, AQ) vérifie 1les conditions o, et B2.

11.5.3.3 - Amélionations de La méthode de BRADLEY

Compte tenu des propriétés précédentes, il s'avére intéressant d'améliorer le

résultat de BRADLEY [3] :

a) le premier type d'amélioratien consiste 3 construire un ensemble de type

Bs(wi, w;), d partir du Be(wl’ w2) de BRADLEY qui vérifie les hypothéses du
du théoréme 5 (dans le cadre général des méthodes de 2-contraction (¥oir I1I.3.2),

la phase 3 est ici mise en oeuvre).

Etant donnés deux entiers naturels kl et k2.

> -4 _2 - . ., . ‘
Soient xl, Xy sy xkl les solutions associées aux k1 meilleures valeurs du

k
robléme (SP.) ; et xl, x2, ceey X 2 les solutions associées aux k, meilleures
P 1 X s X 2 2

valeurs du probléme (IF2).
kg Kyl -1
C'est & dire que 1'on suppose que f2(x ) <_f2(x ) <l < £i(x7) et
¥ x € F(SP,)
-y -1 X
£,(x) € {£,(x 7)), vy £,(x)) 2> £,(x) < £,(x7)

de méme pour (IF2).
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Théoneme 17 :

Sodient A A, deux entiens naturels,premiens entre eux tels que :
k R .
£ A > £y(x 1) et A, ne divise pas £,(x1) 1= 1, ..., K

k .
AL A > Ey(x %) et A ne divise pas f2(_>51) i=1, ...,k

1

2

Alons 0‘1’ >\2) est un multiplicateurn admissible.

Démonstration :

. o = o)
Soit x~ € S, montrons que x € S.

1 k € Z tel que :
x° € §, pged (A, A,)) = 1 <=> (%)
‘ oy _ oy _ _
fl(x ) = kkz, f2(x ) = kll
raisonnons par l'absurde et supposons que k est non nul.
premier cas : k £ -1
. oy . _
=> fl(x ) <€ 12
(%)
et x° € X impliquent que x° est une solution réalisable du probléme (SPl),
o . =i, . . R
or f2(x ) = -kkl, et Al ne divise pas f2(x yi=1, ..., k implique que

..kl
f2(x°) < f2(x‘ ) (*x)

_ o
=> f2(x ) 2 Al K

= £,(°) 2 £,(x L (xx%)
cdt i)

Les relations (#x) et (***) sont incompatibles.
second cas :t k 2 1

De la méme maniére, en utilisant (ii), on montre que k ne peut &tre

strictement positif.
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Remargues :

1) Ce résultat nous permet de réduire les bornes w, (i = 1, 2),3 condition
k k
que les ensembles {f2(>-( 1),..., f2(>-(1)}, {f2(§ 2), ceny f2(-§1)} ne contiennent

pas que des éléments consécutifs.

2) Voir le chapitre d'expériences numériques pour une étude comparative

pratique des méthodes.

b) Le second type d'amélioration se situe au niveau de la phase 2 du cadre .

général en considérant les problémes :
[ max £,(x)

! = -
(sp 1) s.c. f,(x) = -k\,

| x € X, k 2 1, k entier

[_min f2(x)

-kA

(IF‘Q) s.c. fl(x) 2

1t

| x € X, k £ -1, k entier

note :

A l'instar de BRADLEY :

on pose V(SP' 0 si v(SP',) < 0 ou F(SP'}) = ¢

1)
et v(IF'2)

i
=2

0 si V(IP'2) > 0 ou F(IF'Q)

Thdondme 1§ :
Etantdonnés Al, >\2 deux entiens natunels,premierns entre eux,tels que :

Ay > max (v(SP')), - V(IF',))

alons (A5 12) est un multiplicateur admissible.
Démonstration :
Soit x° ¢ § <=> Alfl(xo) + A2f2(x°) =0 1 k € Z tel que :
' =>
o o
pged (kl, XQ) =1 fl(x ) = -kk2, f2(x ) = kkl
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montrons que k = 0 (ie x° € S).

Raisonnons par l'absurde et supposons d'abord que k 2 1 :

£,(x%) = kA ]
F > £,(x%) 2 A (%)
Al eIN* )
1 £,(x%) = -kA,] . .
‘ ) b => X € F(SP' ) => £,(x7) < v(SP')) < Ay (*x)
E x € X )

(x) et (**) sont contradictoires.

De la méme fagon, on montre que k ne peut 8tre strictement négatif.

Remargues :

1) Contrairement aux hypothéses de BRADLEY, la valeur de k2 ne peut &tre modifiée

aprés résolution des problémes (SP'l) et (IF'2).

2) Géométriquement, cela revient d ne pas tenir compte des points (zl, z2) € Sy
dans 61 u 92 (fig. 8) tels que :

zq 7 —kkz ou z, # kk2, k eN_.

3) v(SP'l) < v(SPl) et Iv(IF'2| < Iv(IF2)I.
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CHapITRE Il1I

METHODES DE G-CONTRACTION




6U

INTRODUCTION

Etant données les applications £, i=1, ..., mdéfinies sur un ensemble
arbitraire X de R" et 3 valeurs entiéres, une méthode de G-contraction consiste
d déterminer, d'une maniére globale,des entiers non nuls Ai i=1, ..., m tels
que

0}.

m
{x e x| £.0x) =0 i=1,...,m}={xeX| igl AL (x)

Pour cela on cherche une matrice C de & (m, m-1),caractérisée par les deux

propriétés suivantes

a) C doit &tre, d'une part, une matrice dite A-fondamentale dans le sens
qu'il existe une application A de Z" dans Z telle que, son noyau colncide

avec l'image de l'application C de 2™ ! dans 2",

b) D'autre part, une matrice dite contractante c'est 3 dire que 1'ensemble
-1 s
{0, x) ez " xx | £,60 =¢.k i=1,...,m
doit €tre vide.
Cette derniére propriété est vérifiée en imposant des conditions suffisantes

sur la matrice C.

Des résultats théoriques sont établis pour caractériser les matrices vérifiant

la propriété a) (partie III.1)

Dans les parties III.2 et III.3, nous rappelons les deux types de matrices
proposés par PADBERG,[25] KALISZEWSKIHL.IBURA [20], puis nous donnons pour ce

dernier type d'autres conditions de contraction.

De nouveaux types de matrices sont proposés pour lesquelles nous établissons
des conditions suffisantes pour vérifier la propriété b) et celles qui permettent
d'améliorer les résultats connus,suivant la structure des applications

f, i=1, ..., m (partiesIII.4 et III.5).
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Nous terminons ce chapitre,par une &tude géométrique des méthodes de
G-contraction,qui nous permet de donner un formalisme générél de celles-ci
(partie II1.6) puis nous comparons ces derniéres d celles de la 2-contraction

(partie III.7).

ITT.1 - RESULTATS THEORIQUES PRELIMINAIRES

Avant d'exposer les différentes méthodes proposées, nous allons énoncer

quelques définitions et résultats théoriques fondamentaux.

Définition 6 :

Etant donné ) = (A5 A . )\m) oil >‘i €eZ, ,¥%¥i=1, ..., m une matrnice C

gy o
de Z(m, m-1) sera dite une matrnice A-fondamentale 8d elle vindifdie La propridté
sulvante : |

{zex™ | Az =0} ={zeZ™|z=ck, k ez,

Le résultat suivant, établi par SMITH H.J.S. [31], fournit une caractérisation

des matrices A-fondamentales de Z(m, m:1).

Théoreme 19 [31] :

Etant donnés )\l, A ces Am des entiens non nuls, toute matrnice C de Z(m, m-1)

2>

de nang (m-1),A-4ondamentale est caracténisée comme suit :
1L existe un vecteur q de Z™ tel que :

(F) L) (q, C) est une matrice unimodulaire

Al) A.q = pged (Ays eevs km) et A.C = 0
Avant de démontrer ce théoréme, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 3 :
Etant donné C une matrice de Z(m, m-1), de nang (m-1), Les deux conditions
suivantes sont équivalentes :

a) 12 existe q de Z" tel que (q, C) est unimodulaire.
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b} pged (D,) =1
. i
i=l,...,m
N o az .eme . .
o D, = dét (C\L Ligne) ¥i=1, ..., m.
Démonstration :
pged (Di) =1 ] (vl, Vys ...,vm) e Z" tels que :
i=1,...,m <=> ‘
. m
identité de Bezout z v, D, =1
i=1 * 1
z (_1)1+1 D. = 1
- i1
<=> 1
ol q; = (-1)1+l v =1, s, M

S <=> (q, C) est une matrice unimodulaire

Démonstration du théoréme 19 :

Soit A = (A, «eey A ), A, € Z

1° m i *,Vi:l, eseg M

a) Supposons que la condition (F) est vérifiée , il faut montrer que les

ensembles :
N ={zez" | Az = 0}
et I ={ze2™|zz=cCk, k eZ" '} sont identiques

+ A 1'évidence I est inclus dans N puisque :

A.C=0=>X2=2x.C.k =0,

+ Soit Z e N.

vk.é = Q

=> A(g,C)(q,C) Ltz = 0
(q,C) inversible => X.(q,C) (i) =0 (»)
- () = (,0)7" 2

. (q,C) unimodulaire => t € Z et k € A

R ty
A.q = d = pged s ooy lm) (d, 0) () =0

A.C

0 et (%) d#o0
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z = (q,C) (;) .
=> 2z =C.k =>2 ¢ I.

B) Soit C une matrice de Z(m, m-1) de rang m-1, A-fondamentale.
A l'évidence :

définition 1 => A.C.k = 0, ¥k ¢ Z~ ~=>A.C = 0 €2))

(**) est un systéme de (m-1) équations dont les solutions sont de la forme :

(x%xx) A, = m(-—l)J+1 D., j=1, ..., molt o eZ..
] J *

le choix @ = d = pged (A;, ..., Xm) :

A,
Png (T’ —d_’ AR
<=> pged (Di) =1

(+x%) i=1l,...,m

lemme 3
. <3>3 q € 2" tel que (q,C) soit unimodulaire.

4 ]

Remaré%e :
On suppose que m 2 3.
Etant donné A de Z" , l'ensemble : 0
FA = {C € Z(m, m-1) | C est une matrice A—foﬁdamentale}
est infini.
En effet, chaque élément de Fk génére une infinité d'autres &léments par post-

multiplication par une matrice unimodulaire d'ordre (m-1).

S

Deginition 7

Une matrice C de Z(m, m-1) sera dite contractante, s4 elle vérnigie La condition
suivante (appelée proprilté de contraction) :

3 (k, %) €T XX £(x) = Cok, §=1, iy ma>k= 0,
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Toutes les méthodes proposées,sont basées sur le résultat ci-dessous, qui montre
qu'il faut déterminer un couple (A, C) de " x Z(m, m-1) tel que la matrice €

soit 3 la fois une matrice A-fondamentale et contractante.

Théondme 20 :
Etant donnés
C une matrice A-fondamentale

et E = {(k, x) ez™ !

x X | £.(x) = Couk, =1, ..., mb.
Les conditions suivantes sont équivalentes.

IVE=¢

Z) C est une matrice contractante

3) x e A

Démonstration :

1) <=> 2) par définition , montrons que la condition 2) est &quivalente 3 la
condition 3)
C A-fondamentale <=> { ¥ x € X: A.f(x) = 0 <=> J k ¢ ) A I fi(x) = Ci k i=1,..,m}
Soit X e A <=> {¥ x e X, A\.f(x) = 0 <=> f(x) = 0} <=> k = 0

<=> C contractante

]

Remarques :
1) La condition, C est une matrice A-fondamentale, est indispensable pour
exprimer, en fonction de la matrice C, les fi(x) i=1, ..., m vérifiant

A£(x) = 0.

2) Si l'ensemble Cl = {C e FA | C est contractante}, est non vide

alors il est infini : Soit C € CA’ montrons que toute matrice C' de FA est

m-1 x

. . . o _o
une matrice contractante : supposons donc qu'il existe (k , x ) € Z X

tel que :
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£.(x°) =¢'..x° i=1, ey M
i i o
<=> A.f(x7) = 0
c’ €‘FA <=>
Ce Fk
1

: £.(x%) =¢C..k i=z1, ..., m
i i

C contractante

111.2 - METHODE DE PADBERG £251 : (TYPE DE MATRICE D

Etant donnés Ai(i =1, ..., m) des entiers non nuls, SMITH [31] a proposé une

matrice Cl A-fondamentale du type suivant :

di_l/di i=j+1 = {1, «ou, m=1}
1 _ . . . _
Cij_ I"ij 15]5“‘!1 1"{1, -o.‘,ml}
0 sinon

)
4
d
2
(rij)
Cl =
0
dm—l
* d
\ m
ol
di = pged (Al, kz, ees Xi) i=1, ..., m (%)
j-1
et rij = -0y kEi uk(xj+1/dj+1)

avec aj, Yy solutions de 1'équation :
a Aj+l + dj z dj+l j={1, ..., m1} (%%)

i-1
(par convention on pose : o = let I My = 0)
k=i
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Etant donnée la structure de la matrice Cl, il faut construire un multiplicateur A
adéquat pour générer une structure de matrice du type Cl, pour laquelle il ne
sera pas trop ardu de déterminer des conditions suffisantes pour vérifier la

propriété de contraction.

Dans cet esprit, PADBERG a proposé le vecteur A suivant :

m-i . ~
)\i=q i= 1, ..., m ol q e N

ce qui implique (d'aprés (%) et (#**)) le systéme :

aj + uj Q=1 3j=1, ..., m1
dont 1l'auteur choisira la solution la plus simple :
a, = 1l-qetyu, =1 i =1, o0, m-1
3 q 11] J ’ s
La matrice Cl ainsi construite s'écrit finalement :

(-1 Ci=1 ¥je {1, ..., m-1}
1 ] a i= 4+l ¥ie {2, ...,m}
S g-1 ¢ isisml Vie {2, ..., n1}
. 0 : ailleurs

Théondme 21 [25] :

' Etant donné q = max max (1£,(x)})+1 (1)
o , iF2,...,m xeX i
La matrnice :
-1 -1 -1
1
¢ = * . (g-1)
o
q

est contractante

Démonstration :

Soit (ko, x°) € %m-l x X tel que :
£,.(x°) = clx® i=1, ..., m.

o
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m-1
(- F x i=1
=1 3 o
: ) =l
<=> £,(x°) = { qk? .+ (q-1) | kT 122, ey m-1
i i-1 j=i 3
)
qui_l i=m
£,07 = a ¥y
= o - - oy . o
= kpay 70 fm-l(x ) =aky o °
(1) : = k ='0

(1)

0 i=m-3’ ss ey 10

o
De la méme maniére, on montre que ki

[I1.3 - MéTHODE DE KALISZEWSKI-LIBURA [20] (TYPE DE MATRICE €2)

KALISZEWSKI et LIBURA ont adopté une démarche inverse 3 celle de PADBERG, pour
construire une matrice de type noté 02, vérifiant les deux propriétés caracté-
ristiques du théoréme 20. La structure de ce type de matrice est telle que,

la propriété de contraction est satisfaite, sous des conditions relativement
simple;. |

Ces conditions étant supposées remplies, les auteurs déterminent alors, l'unique

multiplicateur A pour lequel la matrice C2 est A-fondamentale.

Les bases théoriques de cette démarche entrent dans le cadre du paragraphe suivant.

115.3.1 - Résultats préliminaires :

. Théondme 19 bis
Etant donndecC une matrice de Z(m, m-1)  de rang (m-1) , £'existence d'entiers

A Am: premiens entre eux pour Lesquels C 804t une matrice A-fondamentale,

13 s
est canactiniste pan Les conditions suivantes :

1L existe q de T tel que :




72

4) (g, C) est une matrice unimodulaire

L) X.(q, C) = (1,0, ..., O).

Démonstration :

La condition est nécessaire,d'aprés le théoréme de SMITH [31]; la condition
est suffisante :
de la condition ii) nous tirons :

| AC=0
qui est un systéme de (m-1) équations 3 m inconnues et qui admet comme
solutions :

A = (-1)It? D, j =1, veeym

Remarque :

Il est 3 rappeler que pour A donné, l'ensemble des matrices A-fondamentales
est infini ; par contre C étant donnée, il est clair que le multiplicateur A

défini ci-dessus est unique. -

Etant donnée une matrice C de Z(m, m-1), la condition ii) permet de déterminer
le A (s'il existe), mais le plus délicat est de vérifier la condition i).

Les deux résultats suivants ont été établis par Rosenberg (28] ;1le premier
permet de caractériser les matrices vérifiant la condition i) du théoréme 19 bis,
‘le deuxidme consiste 3 construire une matrice vérifiant cette condition i) i

partir d'une matrice quelconque de Z(m, m-1) et de rang (m-1).

Théondme 22 [28] :

Etant donnée une matrice C de Z(m, m-1) de rang (m-1).

Les conditions suivantes sont équivalentes :

4) 1 existe q € Z™ zel que (q, C) est unimodulaire

i) 12 exdste deux matrnices unimodulaires : P eZ(m, m), Q € Z(m-1, m-1)

Lelles que :
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C = P(gm-l) Q

ol I . estdla matrice unité d’'ondre (m-1).

Démonstration :

I1 est bien connu,que pour toute matrice C de Z(m, m~-1) de rang (m-1), il
existe deux matrices unimodulaires P, Q telles que :

C = P.S.Q ol S est appelé réduite de Smith de C (voir [(7])

La structure de § est la suivante :

,' .

51
52
0
S = 0
Sm-1
L 0 o
3t s, divi i=1 -2 N*
ol : s; divises, ., i=1, ..., m2, s, €

m-1

it s; est égal au plus grand diviseur commun de tous les déterminants
i=1

des sous-matrices d'ordre (m-1) de C noté dc'

La condition i) et 1e lemme 3 <=> dc =1

<z=> 5. = 1 i=1i, ..., m-1

<z> La éondition ii).

Pour toute matrice D de X(m, m-1), de rang (m-1), ne vérifiant pas la condition
1) du théoréme 19 bis, le résultat suivant permet de déterminer une autre matrice,

issue de D, vérifiant cette condition 1i).

Théon2me 23 [28] :
Etant donnfe une matrice D de Z(m, m-1), de rang (m-1), i existe une matrice

L de o (m-1, m-1) felle que :
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C =D.L ol C e X(m, m-1), et C virifie La condition {) du thZordme 19 bis.

Démonstration :

On rappelle (voir démonstration du théoréme 22) qu'il existe deux matrices
unimodulaires P, Q telles que

€ = P.S.Q
Soit B une matrice diagonale de Q(m-1, m-1) dont les éléments diagonaux de

rang i sont &gaux 3 1/si.

Q" l.B.p

D.L = P(zm-l) Q

posons : L

=> C

d'ol le résultat d'aprés le théoréme 22.

Remargue :

En général,lorsque la matrice D est contractante,la matrice C, déterminée par
le théoréme 23,ne l'est pas forcément.
]

*

La condition ii) du théoréme 23 est un type de caractérisation coutant relati-
vement cher 3 mettre en oeuvre (par exemple BRADLEY propose dans [7] un algo-
rithme de complexité polynomiale 8(n®) pour les matrices d'ordre n).

La caractérisation quivsqga utilisée, en fait, par la suite, sera celle du

résultat rappelé ci-dessous :

Lemme 3 :
Etant donnée une matrice C de E(m, m-1) et de rang (m-1), La condition 4{) du
théondme 19 bis est virnifite si et seulement 84 Les Dj (3 =1, ..., m) sont

premiens entre eux.

Ainsi la construction des matrices C, & la fois A-fondamentaleset contractantes,

sera faite suivant le schéma suivant :
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. Phase 1 :

a) Les quantitis (Dj) (j =1, ..., m) aont facilement caleulables.
b) La condition pgcd (Dj) = 1 est sdimple A virifien.

j=1l,...,m
Phase 2 :
Déteminen Les coefficients de La matrice de sonte qu'elle s04it contractante.

111.3.2 - Conditions de KALISZEWSKI-LIBURA [20] et généralisations

Dans la suife de ce paragraphe,nous allons rappeler la structure de la matrice'
proposée par KALISZEWSKI-LIBURA, ainsi que les conditions imposées pour qu'elle
soit 3 la fois A-fondamentale et contractante (§ IIT.3.2.1).

Nous donnerons ensuite des conditions suffisantes plus faibles pour que cette
structure de matrice vérifie-la propriété de contraction (§ III.2.2).

Les auteurs considérent la matrice de Z(m, m-1) de type suivant :

¢ o W

~

ou ai eN i=1, ..., m.

111.3.2.1 - Conditions de KALISZEWSKI-LIBURA

Theondme 24 (201 : ,
Une condition sugfisante pour que £a matrice c? soit A-fondamentale est que :
pged (ay, aj)=1 i# ] i, 5 € {1, ..., m}

(A est défini comme Ag»('l :

nooy
A = (-1)™? -‘S%-— 121, ..., m (I .0)
i
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Démonstration : m

D:.| = (-1) m

d'aprés le lemme 3 :

C2 A-fondamentale <=> pged (—
j=l,e..,m j

<=>  pged (ag, aj) =1 i#3j ¥, j)e{1,...,m}.

X donné g
: %
. (-t D, = (-1)™1 1‘—‘—;— 521, euey m.
J

Remargue :

La condition du théoréme 24 nécessite le calcul de (m-1) plus grands diviseurs

communs de deux entiers.

Lorsque les équations diophantiennes du systéme sont linéaires et 3 coefficients
positifs, les auteurs ont fourni une condition suffisante pour que les matrices

de type c? soient contractantes (théoréme 25).

Théongme 25 [20] :

Etant donnés :
n
f.(x) = ) a,, x, -b i=z1l,0.., m
1 521 ij 7j i
X=N" ol (b,, a,.) eN XN vi ¥j
i’ 713 *

Une conditian sufgisante pourn qu'une matrice de type c? soit contractante est :

a, > b i=1, ..., m
1 i

Démonstration :

Soit (ko, x°) € Zm—l X X tel que : £(x°) = C2 ko,

il faut montrer que‘ko est nul
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i=1, ..., m1 (»)

£,(x°) = a,k;
o 2 o 1 11
f(x') = C".k <=> -1
o]
£(x%) =~ (] k) (#%)
=1 3
(*)etai>bi=>k‘i’zo i=1, «.v, m-1
o1 = k;:O i=1, ...,ﬁ\-l
(o]
> =
(*##) et @ >Db => Y k; £ 0

i=1

111.3.2.2 - Gendralisations

Les deux nouvelles conditions suivantes,concernent une classe de fonctions plus
importante, celles des fonctions bornées supérieurement ou inférieurement dans
1l'ensemble X..

La premiére condition est une généralisation naturelle des résultats de
KALISZEWSKI~-LIBURA.

La deuxiéme de ces conditions (théoréme 27) est une généralisation de celle

de KENDALL-ZIONTS [22] dans le cadre de la G-contraction.

Théondme 26 :

S{ Les applications £, (i =1, ..., m) sont borndes supérieurement (respecti-
vement inférieurement) dans X,
Une condition suffisante pour qu'une matrice de type ¢? s0it contractante est :

(11) a; >max £.(x) i=1, ..., m (respectivement a, > -inf £(x)).
xeX xeX

Démonstration

Soit (k°, x°) € ® x X vérifiant les conditions (%) et (w+), il faut montrer que

ko est nul :

(*) et a, > max £,(x) => kz <0 i=1, ..., m-1
xeX = ko =0
m-1 o
(*x) et o > max £ (x) => 2 ki 20
xeX T i=1.
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Remargue :

Lorsque o, > -inf £,(x) (i =1, ..., m), on démontre, de la méme fagon que

xeX .
précédemment, que C° est une matrice contractante, on retrouve ainsi la condition
de KALISZEWSKI-LIBURA (théoréme 25) lorsque les applications fi sont linéaires

et 3 coefficients positifs.

Puisque la taille des multiplicateurs admissibles dépend de celle des nombres
a, (i =1, ..., m) (voir(I.0)), les résultats sont améliorés en diminuant
les bornes inférieures des a, imposées par la propriété de contraction. C'est

1l'objet du résultat suivant qui s'inspire de 1'idée de KENDALL-ZIONTS [22].

On rappelle que :
Etant donnés ki (i=1, ..., m) des entiers naturels

K(fi’ ki) est l'ensemble des ki plus grandes valeurs des applications fi

Théon2me 27 :
Etant donné ki eN, i=1,...,m

Une condition suffisante pour qu'une matrice de type c? 404t contractante esl :

4) a, > infy R
i

yeK(f.,ki)

* (I1I)

L) a, ne divise pas y, poun tout y de K(fi’ k)

Démonstration :

soit (k°, x°) e z" 1 x x vérifiant les conditions (%) et (#**);pour montrer que
x° est nul , on montre d'abord,que sous les hypothéses du théoréme 27 et la condi-
tion (III),les entiers k: i=1, ..., m sont négatifs ou nuls ; en effet,

" raisonnons par 1l'absurde et supposons que kz 2 1,la relation (*) entraine :
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£.(x°) 2 a, i=1, ..., m
1 1
=2 ..

(111)

. o . . s
-++ @, De divise pas fi(x ), ce qui est en contradiction avec ().

m-1
De la méme maniére que précédemment,on montre que Z kg est positif ou nul :
i=1
en effet
m-1
kg s -1
i=1 1 o
= f (x7) 20
m m o
(*%) = o de divise pas fm(x )

(IID

ce qui est incompatible avec (*x).

. . o]
Ce dernier résultat, associé au précédent, permet de conclure que k est nul.

II1.4 - NOUVEAUX TYPES DE MATRICES A-FONDAMENTALES ET CONTRACTANTES

Toujours en se situant dans le cadre général, énoncé en fin de paragraphe III.3.1,
deux nouveaux types de matrices sont proposés dans cette partie.

Le premier type de matrices (noté C3) permet d'englober la classe de matrices
proposée par KALISZEWSKI-LIBURA. Le deuxiéme type de matrices (noté Cu) résulte
de la prise en compte, en priorité, de l1l'aspect calculabilité des sous déter-
minants de ces matrices. De plus,ce dernier type permet,sous certaines hypothéses,
d'affaiblir les conditions générer par la structur; des matrices de type Ca.

II1.4.1 - Type de matrices C3

Dans cette partie,nous proposons un nouveau type de matrices, générant une classe
de matrices plus importante que celle proposée par KALISZEWSKI-LIBURA [20]. Nous
établissons pour ces matrices, des conditions suffisantes pour qu'elles soient

A-fondamentales et contractantes.
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Etant donnés :

aieN* i=1, ..., met BieN, i=2, ..., m-1

On considére les matrices de type C3 de la forme suivante :

r 3
%
B, a, 0
B, B, &
I B T B
Bno1 Bro1% me1
L "% O %

Toute matrice de type C2 est de type C3 puisqu'il suffit de poser Bi =0
i=2, ..., m1.

ES)
e

B

- - ————— e mmemtr c e m ol e e m e ---—

Théondme 28
Une condition suffisante pour qu'une matrice de type 3 soit A-fondamentale est :

>

pgcd (ai, am) =1 i=1, ..., m1

pged (ai, aj—Bj) =1 ¥i<j,3=2, oo, m1

A est donné pan :

= (-1y1 - - -
Al = (-1) (a2 82)((13 83) . (am—l Bm—l) a
- (_1yP-1 _ _ _
Ay = (-1) @ (o -By)(ay-8,) ... (o -8B .) o (1.1)
Ay = D" laa, ..o, (B ) . (@ -B )
2 172 "7 T§-177541 T3+l m-1 "m-1" "m
(1 m-1
Am = (-1) @, ... o
Démonstration
Pour déterminer les quantités Dj (j =1, ..., m) nous utilisons la relation

ci-dessous, qui peut &tre démontrée facilement par récurrence.
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(8 o |
Bj+1 Bj+1 j+1
dét . - SIS I I TCI I R U DR
m-1 ¢ ¢ N
U - -o o ]

les D. sont donnes par
i -1 m

-(—1)"‘3‘na M(a;-8,) od B =0,3=1, ...c.m (¥
i=1 1 3+1 m

D'aprés le lemme 3, la matrice C3 est A-fondamentale si et seulement si les
quantités Dj (3 =1, ..., m) sont premiéres entre elles :

pged (D) =1 (%x)
j=l,...,m ]

Nous développons la relation (#*) en utilisant (%)
pged (Dy, D,) = (ag=By) ... (a ,-B _,
or pged (al, a2—B2) divise Dy, ..., D (voir (*)), donc il doit &tre égal

) a pged (al, 02-82)

d un d'aprés ().

pged (D,, Dy, D pged (Dy, pged (D, D,))

3)

(a,-B,) ... (am_l—Bm_l) o pged (a1a2, aa-BS)

pour les mémés raisons que précédemment,on a  pgcd (ala2, u3—83) =1

ce qui est équivalent a =Pg¢d(al, 0,-B,) = pged (a,, a,-By) =1

ainsi de suite jusqu'd ce que l'on obtienne les conditions du théoréme 28.

Pour déterminer les kj j=1, ..., mil suffit d'utiliser la relation : Aj=(-1)3+1Dj.

Remarques :

1) Les conditions de ce dernier résultat sont équivalentes 3 celles du théoréme 24

lorsque les Bi sont nuls i =2, ..., m-1.

2) Les conditions du théoréme 28 nécessitent au maximum le calcul de (m-1) plus

grands diviseurs communs de deux entiers.
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Lorsque

a, = o i=1, ..., m-1 et Bj =1 =2, ...y m1

les conditions du théoréme 28 se réduisent au calcul d'un plus grand diviseur
commun :

pged (a, am) =1

- —— e mr w a  — —— - gt Siuguauiiy Eep A e e e R T S R D ot

a) Premiére condition

Théor2me 29

Une condition suffisante pourn qu'une matrice de type c® s0it contractante
est que :

(1v) a; - Bi > - inf fi(X) i=1, ..., m
xeX

(en posant 8, = 8= 0)

m

Démonstration :

soit (k°, x°) e z" 1 x x tel que £(x°) = 03 k°, montrons que x° =0

. o - o
fl(x ) = oy k1
0 _ o o
f2(x ) = 82 kl + a, k2
£(x°) = c2k° <=> { o (SE)
oy _ o o
fp-1(x7) = Bm—l(iz1 ki) * %y Knea
m-1
o _ o
\ fm(x ) = ( .y ki) am

151

Nous allons montrer,que si k;_l est non nul, compte tenu des conditions (IV),

nous arrivons 3 une absurdité, c'est d dire que k;_l doit &tre nul, et nous
recommengons le méme travail sur le systéme (SE) en ne tenant pas compte de
1'équation fm_l(xo) = 0 pour montrer que k;_2 est nul et ainsi de suite.

Supposons donc que ki_

m-2
1 €st non nul, montrons que z ki <-1:
i=1
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o_ > - inf £ (%)
m x M m-1 o
® => z k: <0 (x)
o m-1 o i=1 *
£(x)=(-] kJ)a
m Lo 71T T
i=1
m=-2 o
) k; ne peut étre nul, sinon du systéme (SE) on déduit :
i=1
(o] - o 3
fpa () = oy oy
o _ o
fm(x ) = m m-1 o
=> =
4 km_1 0
o > -inf f (x)
m m
xeX -
am-l = O‘m-l-Bm-l > -inf fm—l(x)‘
xeX

ce qui est absurde puisque k;-l est non nul

o m-2 o
kpop 70, () et ] kJ#0

i=1 > £ (x°) < (B_.-a. )mfzk°
o m-2 o 6 m-1 m-1 “m-1 iz1 il m=2 o
£_(x) = Bm-l(i§1 k) +a o ko : =>i§1ki s -1
Otm-l_Bm—l > —igilfm—l(x)

Soit 3_ e {1, ..., m-2} tel que kg £ 0 et k; =0, %3 >3 3ed{1, ..., m2}
(o}

Jo-1
alors g ki ne peut &tre nul :

i=1
Jezl o
sinon k; =0
i=1 * o
=> k., s -1
m-2 3
y kS < -1 ° o o o
121 i f. (x7) = a, k, => £, (x) < -inf £, (%)
Io 3o o lo xeX Jo
a. > -inf £, (x)
I xeX o]
ce qui est absurde.
j -1
S o
De la méme manidre que précédemment, on montre que ) ki est strictement
i=1

négatif, on continue ce procédé pour montrer qu'il existe au moins un indice

i tel que kz < -1 et k? = 0 pour tout i ¢ {1, ..., m-2} \ {io} ce qui est
o
impossible :
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en effet
X < -1
A
° o o) o )
f, (x7) = a, k] => £ (x) < -inf £, (%) ce qui est absurde.
i il i
o oo o) xeX Te)
a, > -inf f. (x)
o xeX (o)
[ |
Remargues :

1) Compte tenu de la forme des multiplicateurs admissibles,dans le but de mini-
miser la taille des Ai, il est intéressant de noter,que les équations diophan-
tiennes doivent &tre considérées dans l'ordre décroissant des quantités

-inf £, (x), i =1, ..., m.
xeX

2) L'utilisation de ce type de matrice est intéressante lorsque 1'écart

|-inf £.(x) + inf £y

(x)| n'est pas élevé.
i
xeX XeX

1

Exemple :

Le systéme de quatre équations

fi(x) = hi(x) -1=0 i=1,2, 3,4

x € X

‘ol hi(x) i=1, ..., 4 sont des applications de X dans N aboutit aux résultats

suivants

(-inf f.(x)
i
xeX

H
=

i=1, ..., u)

- Pour le deuxiéme type de matrices (théoréme 25, théoréme 26)

(2 0 o)
0 3 0
C2 =
0 0 5
-7 -7 -7
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d'ol 1l'équation équivalente :

105fl(x) + 70f2(x) + 42f3(x) + 30f4(x) =0

- Pour ce nouveau type de matrices (théoréme 28, théoréme 29)

(3 0o 0]
1 3 0
c® -
1 1 3
‘ -2 -2 -2

d'ol 1'équation équivalente :
8fl(x) + 12f2(x) + 18f3(x) + 27fu(x) =0
On remarque que les tailles des multiplicateurs admissibles,déterminés par ce

nouveau type de matrices,sont nettement inférieures 3 celles des multiplicateurs

issus de la matrice CZ proposée par KALISZEWSKI-LIBURA.

b) Seconde condition

Notons que jusqu'd présent,les conditions suffisantes,imposées pour qu'une
matrice soit contractante, ne tenaient compte que des valeurs prises séparément
par les fi(x) ¥i=1, ..., my ¥ x € X, sans se préoccuper de l'existence d'une
méme variable qui permet d'atteindre ces valeurs (voir théoréme 25, 26, 27 et 29).
Cela signifie que les matrices Cj(j = 1, 2, 3) construite par les méthodes
précédentes sont telles que :

f.(xl) =cd x
i i

=> k=20
x* € X, 1=1, «oeym
ce qui implique que :
£.(x) = CJ k
i i
== k =0

XeX,1 =21, e, m

c'est 3 dire que c? (j = 1, 2, 3) sont contractantes.
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Ce qui est proposé ici, est d'élaborer des conditions suffisantes de contraction,
en optimisant chacune des applications fi’ en tenant compte des informations
fournies par une autre contrainte (c'est 3 dire en résolvant des ppoblémes de
type knapsack).
Etant donnés :

g et h deux applications de X dans Z, et § un entier naturel,
on définit les deux problémes (type knapsack) suivants :
max g(x)

MAX(g, h, §) s.c. h{x) < §

x € X

Fmin g(x)

MIN(g, h, 6) | s.c. h(x) 2 -6

Remargue :
's . o ) oy .
S'il existe x € X tel que : g(x ) = h(x ) = 0

alors : v(MAX(g, h, §)) =2 0 et v(MIN(g, h, §)) < 0.

Théoneme 30 :
Etant donnés :
a, eN, i=l,...,m@t6je'N j=1, .., m Zels que :

B. > max (v(MAX(E.

i+1 s41° F3» @) - V(MINCE,

£s ai))) V)

%5417 *1°

i=1,..., m-1 (gn posant 8, = B, = 0)
Alons 3 est contractante.

Démonstration :

Soit (ko, xo) € Zm_l X X tel que la relation (SE) soit vérifiée.

Il faut montrer que k° est nul.
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m-1
La démonstration consiste 3 supposer que ) k? est non nul et de montrer que
i=1
ceci n'est pas possible (compte tenu des hypothéses faites sur les Qs Bi) H
m-1
c'est & dire que ) kg est nul.
i=1
3 - . o o 1] L3
Soit i = {ie {1, ..., m1} | kO #o0etki =0 ¥ij>1i}l
o i, b o
le systéme (SE) se raméne :
r Oy _ .0
fl(x ) = k1 oy
) o o
f.(x) =k; B, +k o
(x) | 2 "1 P27 T2 %
io
- _ )
\ fio(XS = - (o, - By) izl ks

et on refait le méme travail qui a été fait sur le systéme (SE) & nouveau

io '
sur le systéme (%) pour aboutir & ) kg = 0, ainsi de suite jusqu'a k° = 0.
i=1
m-1
Supposons donc que z kz # 0, montrons les trois relations suivantes :
i=1
m-2
1) § kS est non nul
i=1 *
m-1 m-2
2) 2.1 § k$<o0 = § ki <o
— i=1 i=1
m-1 m-2
2.2 J] k;>0 => ] k; >0
— ij=1 * i=1 *
m-2
3)3.1 ) kK2<0 =33 e {2, .o., m2} | £ (°) s~ (o, -8B;)
— i=1 ? © o Jo Io
ou
£,(x°) < -a,
m-2 '
3.2 J K2>0=>33 €12, oo, m2} | £ %) 2-(a, -8, )
Ti=1 ° o I Jo
ou :
£,(x°) 2 -0,
m-2
preuve de 1) : supposons que Z kY =0
iz *
o o
fm—l(x ) = %n-1 “m-1 (1)
dd systéme (S.E) on déduit :
£(x°) = -a_ k> (2)
m m m-1
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m-1 o o
izl kj #0 => k- _ #0 (3)
o
k>, S -1 o
=> fm-l(x ) < _am-l s am—l °
(1) = f (%) <a
: m m
) J
o
k>, S -1 .
:>f(x)20.
m m
(2)

donc k;_l ne peut &tre strictement négatif, de la m@me fagon en utilisant

une autre fois la condition (V),on montre que k;_ ne peut pas €tre strictement

1

positif ce qui contredit (3).

m-1
Preuve 2.1 : Supposons que X k? <0
o m-2 i=1
k4 = 0= ‘E k; <o0.
i=1
m-2
sinon k° . # 0 et 1) et (SE) } => (4) £ _(x°) < (8 -a_ ) z 3%
m-1 m--.‘Lm_2 m-1 m=1 =1 i
raisonnons par 1l'absurde et supposons que z kg > 1.
iz
m-2 o
Y XD 21
i=1 % =>f (X°)<a .-B .<a
v -1 m-1 m-1 m-1 o
: => <
) fm(x ) a
V)
o m-1 o
f(x) =-a () k)
m o,
i=1 o
m-2 => f (x') 2 a_ , ce qui est absurde.
o m m
) k; <0

de la méme maniére on montre 2.2.

m-2
Preuve 3.1 : Supposons donc que Z kg <0
i=1

Soit i ={i e {1, ..., m2} |k #0etkP =0 ¥3j<il} ou
e} i, 5 o
kK, s-1=>f, (x*)=za, kK2 <-0q, < - (a, -8, )
1 ) 1 1 1

i i i
o o o "o o o o)
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oubienk, 21, k% + x° <0
i, i 1o+l .
] . . => fi +1(x ) < ~(a, +l-Bi°+1
£ 01(x) =83 kg 49 k4
o] o "o o o
. O o o o] o .
si ki + ki +1 21 et ki + ki +1 + ki +2 < 0 on montrescomme ci-dessussque
o o o o o
o
£, p2(x) -0y o - By o)
o]
m-3 o
Supposons donc que z ki 21
i=i - o
m=-2 oo => fm--2(x ) s (qm—2 Bm'2)
or ) k; <0
Lo T
i=1

de la méme maniére on montre 3.2.
m-1 .
si ) kg est non nul,nous allons montrer que les conditions 2.1 et 3,1 ne
i=1 m-1
. . . o
peuvent avoir lieu ensemble ; 51 z ki < -1,
i=1

soit §_ € {1, ..., m—2}.: £, (x°) < -(a, -B,) <a,
° Jo I Jo o

v)

_ o
=> fm(x ) < o

o ml o
£(x)) =-a_ ) k;
m m i, i o . beurde’

m-1 ] => fm(x ) 2 a s ce qui est absurde
I kg s-1
i=1
m-1 °

de la méme manidre 2.2 et 3.2 ne peuvent pas se réaliser si )} ky 21
i=1

Remarque :

La détermination des multiplicateurs admissibles nécessite la résolution de
2(m-1) problémes de type knapsack ; d'ol la complexité en moyenne 6(mn) (voir

f14]).

11.4.2 - Type de matrices C4 :

Nous remarquons,que d'une maniére générale, les multiplicateurs admissibles,

générés par les c¢d (3 =1, 2, 3),sont de grandes tailles, du fait que chaque
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Ai (i =1, ..., m) est obtenu,3d partir d'un produit de (m-1) nombres (voir (I.0),
(I.1)) qui peuvent prendre de grandes valeurs. Le type de matrices noté Cu,
proposé ici est,tel que les quantités Dj j=1, ..., m -permettent

de générer des multiplicateurs de tailles plus faibles que précédemment

dans certains cas.

Etant donnés o, i =1, ..., m des entiers naturels non nuls , on considére

la matrice de la forme :

( a, !
-a, 1
X 0 —0ty 1 0
c =
0 . ’
—am_l 1
| 0 -o )

pour laquelle les conditions suffisantes pour qu'elle soit A-fondamentale et

contractante sont les suivantes.

- e - -——— e re e e s e cc e el - -—-—-

Theoreme 31 :
Une condition suffisante pour qu'une matrice de type ct soit A-g§ondamentale est :

pged (ai, ;) =1 1i=2,...,m

(A est donni par :

m
ENC LRI iz2,...,m
jei+l
-1 M
xl=(-1>“‘ 1
j=2
Démonstration :
. m
+1 -
A= -, =)™ Ya, M e, iz2, e..,m
. ' 1z 3

A= (-D" o ... o




91

d'aprés le lemme 3 :

c* A-fondamentale <=> pged (D) =1
j=1,. m
L A ]

<=> pged (al, aj) =1 3 =2, ..., m

Remarque :

Les conditions du théoréme 31 sont satisfaites en particulier lorsque a, = 1.

111.4.2.2 - Condition_suffisante pour_gue ¢t s0it_contractante

et e e e A - —— = — > " . =

Theéonéme 32

Une condition sufgisante pour qu'une matrice de type ¢t 804t contrctante :

@, > max (v(MAX(fi, £ 1 ai_l)), —v(MIN(fi, fi—l’ai—l))) i=2,...,m (VI)
Démonstration :
soit (k°, x%) 2" 1 x X tel que £(x°) = Cu.ko, montrons que x° =0
( o] - o
fl(x ) o k1
o _ o o
f2(x ) = -a, kl + k2
£(x°) = Cu.ko<=> 1
oy _ _ o) o
fm—l(x ) = %1 km—2 m-1
L fm(xo) = -0 k:—l

o . .
Pour montrer que k est nul, nous montrons d'abord les deux relations suivantes :

kY s -1 = k‘j’s—l =2y eeeyml (1)
(o] (o] .
et k1 2 1 = kj 2 1 j=2, ..., w1l (2).

Vérifions la relation (1) (la relation (2) est vérifiée de la méme fagon, en
utilisant les conditions (VI))

raisonnons par l'absurde et supposons que kg > 0, ceci implique que :

[o) o}
f2(x ) 2 -a, kl

=> f2(xo) 2 o, (3)

k: £-1leta, >0

o
1 2




92

fl(xo) =

o _ o B
o, kl => fl(x ) € -a

1<%
=> 0 (4)

(o]
g > £(x7)

(VI)

les relations (3) et (4) sont incompatibles, c'est & dire que kg S -1jde 1la

(o]

9 < -1

méme maniére, on montre que k

les conditions (VI), et

=> kg < -1 en utilisant encore une fois

ainsi de suite.

1 -3 . P4 . 3 .
D'aprés (VI) (am_l, am) vérifie :
o : o
=>
(f _,(x) <a . £(x7) <o) (5)
. o o
— = -
et (fm_l(x ) < o 4 fm(x ) < am) (6)
o _ o
supposons que k__, < -1 => fm(x ) 2 o
o ) (7
(VI) et k, < -1 => £ _1(x7) < o1

les relations (7) et (5) ne peuvent
kz ne peut &tre strictement négatif
peut &tre strictement positif, d'ol

utilisé pour vérifier que k; =0

8tre réalisées ensemble, c'est 3 dire que
+

- o
3 de la mé€me fagon, on montre que k1 ne

ki 0 ; le méme schéma peut E&tre

j 2, ..., m-1,

ﬁﬁl’
[I1.5 - EXEMPLE NUMERIQUE COMPARATIF [28]

Soit le systéme

Les types de matrices C2, C3

- Pour les matrices de type 02

fl(x) = %t 2x2 + 100x3 + 10x
f2(x) = 2x1 tox, t 100x3
f3(x) = 2x1 t X, + X4

- XxeV

a
£ 4

y 103

+ 5x‘+ - 103

+ X, - 4

Y .

5"

‘+ > s ' L 3 >
, C aboutissent aux multiplicateurs sulvants :

«

utilisation des résultats des théorémes 24 et 25. °
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11 0
02 = 0 7
2 -2

le multiplicateur associé : Al = (14, 22, 77)

utilisation des résultats du théoréme 27 (généralisation de
KALISZEWSKI-LIBURA) :

{10, 9, 8, 7, 0}

K(fl, 5) =
K(f2, 4) = {5, 4, 3, 0}
K(f3, 2) = {1, 0}

ce qui permet d'aboutir a la matrice suivante :

6 0
C2 = 0 7
_5 -5

et au multiplicateur associé : A2 = (35, 30, 42)

- Pour les matrices de types C3 et Cu :

il faut déterminer les quantités :

X i =
MAX (f,, £, ;, 0; ;) et MIN (£, £, ,, a;_,) i=2,3
ou al =1
On trouve :
MAX (f2’ fl’ 1) =0 }
+ d'ol o, = 3 !
MIN (f2, fl, 1) =-2 |
MAX (f,, £,, 3) = 0 ]
b d'od 0y = y
MIN (fs, f2, 3) =-3 |

. L'utilisation des résultats des théorémes 28, 30 aboutit d 1la

matrice :




9y

1 0
3 N
c™ = 0 3 (ol Bl = 0)
-4 -y

et au multiplicateur associé : A3 = (12, 4, 3)

. 1'utilisation des résultats des théorémes 31, 32 aboutit 3 la

matrice :

et au multiplicateur : Au = (12, 4, 1).

On note que :

3
§ a2< 7 al
j:l ] j:l ]
3
et At < << a2,

[11.6 - FORMALISME GEOMETRIQUE DES METHODES DE G-CONTRACTION

Cette partie est construite,dans le méme esprit que celui de la partie II.3 ;
les méthodes de Weinberg [32] sont généralisées, ainsi que le théoréme fonda-
mental (théoréme 4), ce qui permet de donner un formalisme général de toutes
les méthodes proposées,dans le cadre de la G-contraction.

.

I11.6.1 - Généralisations des méthodes de Weinberg [32]

Etant données :
fi(x) (i 21, ..., m) m formes linéaires , 1l'ensemble des valeurs
prises par le m-uplet (fl(x), cees fm(x)) lorsque X parcourt 1'ensemble X,

supposé fini, sera appelé spectre des m formes 1inéaires et noté 812 o
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Remarques :

1) X étant un ensemble fini, le spectre S l'est également

12...m

2) A 1'évidence, le spectre S est inclus dans le speetre S, X S, X...X S .

12...m 1 m

Les deux résultats suivants sont 3 la base des deux méthodes proposées.

Theonéme 33 :

Etant donnés Ao Ays vees )\m des entiens non nuls,

une condition suffisante pour que (Ay, Ay -.., AL 804t un multiplicateur
admissible est que £'ensemble :

m
{(zl, Zos vees zm) €8, X 5, X...x Sm | izl Ai z; = 0}
se nédudit a L'element nul.
Démonstrations :
m
Notons A = {(zl, Zys vees zm) € 8 X Sy X...x 8 | ‘21 li z; = 0}

(o]

Soit x € 5 => z = (fl(xo), cees fm(xo)) € A

A = {0}

Théonime 34 :

Etant donnés )‘1’ A Am des entiens non nuls,

OREET
une condition nécessaire et suggisante pour que (Ays Aps oees Am) 804t un multi-
plicateun admissible est que £'ensemble :
m
{(zl, Zgs eees zm) €S, m l z A, z; = 0}

se néduit a L'élLément nul.

Démonstration :

* Pour la condition suffisante, la démonstration est analogue 3 celle du théoréme

33 puisgue SlQ...m c S1 X 32 X, .. X Sm.
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* La condition est nécessaire :

Soit (Xl, A cos Xm) un multiplicateur admissible, nous montrons que

2’
m
' a 1 | - .
1'hypothése A' # {0} (A' = Kzl, cees Zm) €S, o | igl Ai z; O}Iaboutlt

3 une contradiction : A' # {0} => 3 z = (zl, cees zm) €S, i 121 |zi| > 0.
Soit x € X tel que : (zl, Zps eees zm) = (f1(§), f2(x), ceey fm(x))

et Ay fl(;) + 2, f2(§) LRTTIE fm(;) =0

X n'appartient pas 3 S,puisque cela n'est vrai que si fi(x) (i=1, ..., m)
sont nulles. Or x appartient d S ce qui contredit le fait que S est inclus

dans S.

Cornollaire 7 :
Etant donnis Ai(i =1, ..., m) des entiens non nuls,

4) Une condition suffisante pour que (A;, Ays ---s km)'boix un multiplicateur

2’
admissible est que :
m

m
. . 5
(%) izl ki z, #0 ¥ (zl, Zys s zm) € 8, X8, X...x S izl |zi| 0

AL) Une condition nécessaire et suffisante pour que Mys oees A0 404t un

multiplicateun admissible est que :
m

: X |zil>0

m
(*x) .Z Ai z; £0 ¥ (zl, cees zm) € 812. L
i=1 i=1

«oM

A 1l'instar des méthodes de Weinberg [32], il est possible d'envisager deux
types de méthodes,déterminant des entiers non nuls (Ai, i=1, ..., m) qui

vérifient respectivement les conditions (%) et (#*).

r

Rappelons que ces méthodes ne sont applicables que si le cardinal de 1l'ensemble

(ou celui de S, Xx...X Sm) n'est pas trop élevé. Des algorithmes,

S12...m 1

généralisant ceux de Weinberg,sont proposés dans la partie annexe, et

destinés 3 construire le spectre S .
12,...,m
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II11.6.2 - Nouvelle formulation du probléme (P)

La nouvelle formulation du probléme nécessite la donnée des définitions et des

résultats suivants.

Déginition 8 :

Etant donnés V3 eZm(j =1, «v., Mm-1)

en notant :
r 1 m—l\
Vl .......... Vl
v}_l ........ VT:i
D, = dét ] ] j=1, » M
J v: v
FYIREPRREPY Sl
v vl
m m

On dirna que v (3 =1, ..., m-1) sont des points fondamentaux de Z" 84 et

seulement 84 :° pged (D.) = 1.
j=l,...,m ]

Compte tenu des résultats précédents (théoréme 19, théoréme 19 bis), on déduit
m
les relations entre les points du plan H = {z € z" | z ki z, = 0} et les
: i=1

points fondamentaux de H.

¥

Théoneme 35 :

4{) 12 existe (m-1) points fondamentaux,notes v 3 =1, «.., m-1 Tels que :

1,2 m-1 m m1 '
H=aov, v, ...,V ={zez"|z= ] k. V), k. ¢z}
.2y 3 j
i
iL) Etant donné :WH*(Vl, cees v 1y - H(Vl, cees v\ {0}
m-1 m-1
ators yxyl oyl sz 2™ | z= § k, VI, ijl £0, k., ¢ Z}.
j:l j:

Le probléme (P) est alors équivalent a :

Trouver (m-1) points fondamentaux 2 j=1, ..., m-1 tels que :

*, 1 2 m-1
812...m AH((V,V, ..., V )y =¢
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Déginition 9 :

Etant donng un ensemble A de Z", on dina que A est un ensemble borné dans un
plan, &8'4iL existe (m-1) points fondamentaux vii = 1, ..., m-1) n'appartenant
pas a A tels que L£'ensemble H (Vl, V2, vees V™1 ne contient aucun point de A ,
fes vi (i =1, ..., m-1) seront appelés des points fondamentaux privilégiés

pour A (ou plus succinctement P.F.P. pour A).

Théoneme 36 :
Etant donngsun ensembfe A boané dans un plan et v j=1,..., m-1 P.F.P. pouwr A .
S4 £'une des conditions suivantes est vérigiée :

L) A>S, xS, x...x8

1 2 m
AL A8,
L) A contient une partie de 8) X 8, X...x 8 telque :
m-1 3
.Z kg VO£ S xS, xeux S\ (ANS) xS, x...x S ),
i=1
m-1
¥kieZ: .z |ki| 0
i=1

4v) A contient une partie de S12. . .m Zel que :

m 3 sm-1
.z ki Ve e S12...m \ (A Sl?...m) v ki €Z: .Z lki' 70
i=1 i=1
* -
Alors s, nH i, v2, ..., vy - g,
Démonstration :
Le théoréme sera démontré dans les cas i) et iii)
(Les autres cas s'en déduisent facilement) :
Cas_1)
Raisonnons par l'absurde et supposons qu'il existe
* 1 m-1
v e Sl2...m NH(V, ..., V. 7)
cela implique qu'il existe kl’ ceey km_1 des entiers tels que
m-1 m-1 3 '
) lk;| #0 et v= ] k; V (1)

i=1 i=1
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12...m
=> v € A. (2)
Sio...m 5y XX Sy cA

les relations (1) et ( 2) sont en contradiction avec le fait que A est un

ensemble borné dans un plan.

Cas_111
Soit v € 812 n H* (Vl, ooy Vm—l) => v € Sl X.eoX S (3)
(1) 1
=> v ¢ S1 X 82 X, .,.X sm \ (A € Sl b3 82 X...% Sm)
et iii) J 2> v S X..XS

A ensemble borné dans un plan

ce qui est absurde d'aprés (3).

I11.6.3 - Interprétation oéométrique des méthodes de G-contraction

Rappelons qu'une méthode de G-contraction est basée sur la recherche d'une
matrice C de Z(m, m-1),qui est 3 la fois A-fondamentale et contractante.

Etant donnés :

is N .
Vo= (ch? jeme colonne de C' i=1, ..., 3j=1, ..., m1

D'aprds la définition 8, théoréme 19 et lemme 3, il est clair que toute

. i
matrice CT(i = 1, ..., 4) est A-fondamentale si et seulement si V ] j = 1y...,m

.

et i =1, ..., 4 sont des points fondamentaux.

Le résultat suivant montre,que chacune des conditions vues précédemment imposées

sur les éléments de C- (i = 1, ..., 4) pour que ¢t soit

.

contractante entre dans cadre du théoréme 36 :

Etant donnés :

n
[
-

Zi = inf fi(x), u; = max fi(X) i
xeX xeX

ceey M
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Considérons les ensembles

A = (-5, sMou s = max (-2,, u,)
. i’ i
i=l,...,m
A2 = [Zl, ul] X, ..% [lm, um]
* *
Ay = [ll, ul] X, . .X [lm, um] od u: = inf y i=1, ..., m
yeK(fi,ki)

A, l'ensemble représenté dans la figure (x).

Remargue :

Ai (1 =1, ..., 4) sont des ensembles bornés, donc bornés dans un plan.

Théoneme 37 :

a) La condition (1) => (A, \1/'1, .,%m'l) virnifie La cqndi,téon L) du th. 36
b b.1 La condition (11) => (a,, ¥*,...,0"1) verigie La condition 4) du th. 36
b.7 La condition (IT1) => (A4, \211, ,\21"1'1) vernigie La condition Liil) du th. 36
¢) e.l La condition (IV) => (A2, 31,. ,3“"1) venifie Za‘ condition LL) du th. 36
¢.2 La condition (V) => (A, \311, .,8‘“"1) vinifie La condition ii) du th. 36
d) La condition (VI) => (A, 31, ,\L;m'l) virnifdie La condition 4L} du th. 36

Démonstration :

8
La démonstration ne sera faite que pour les cas a) et b.l, les preuves des
autres cas sont calquées sur les démonstrations présentées,dont la démarche

est étroitement liée 3 celles des propriétés de contraction.

Cas a) C r , , :
1 -1 1: -1 1__ 1 7
. 1 1 . m-1 _
Soient : V™ = s, V= g-1 1 i=2,...,m2 etV = q-1
0 . & (i-1) fois .
q-lJ q-1
\ OJ q S
0
L 0 J

ol q > s (1)
m-1 m-1 -
et k e Z tel que ) ke 0 (2)
i=1
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Remarque :

I1 est 3 noter,qu'il n'existe pas de type de matrices contractantes correspondant

d la génération d'un ensemble de type A : A n 1o m £ e.

[I1.7 - COMPARAISON DE LA G-CONTRACTION ET DE LA 2-CONTRACTION

Ce paragraphe est consacré 3 une comparaison purement théorique des méthodes de
2-contraction et celles de G-contraction,avant de donner un apergu des difficul-

tés pratiques d'élaboration des meilleures méthodes.

Rappelons d'abord briévement 1'idée de base de ces deux types de méthodes.

Une méthode de 2-contraction consiste 3 déterminer un multiplicateur

(Al, A2, vees Am) d'une maniére itérative (en m-1 étapes) caractérisé par :
Amfm(x)+(km_lfm_l(x)+...+A1fl(x))=0
. => f (x) =0
J m
X € X
=0
km_lfm_l(x)+...+klfl(x) -
x € X
(E)
. f3(x) =0
AE(X)+A, £ (x) = 0
272 171 = f2(x) -0
x € X (%) £,(x) = 0
X € X

Une méthode de G-contraction, permet de déterminer un multiplicateur admissible,
3 partir d'une matrice vérifiant deux propriétés fondamentales (A-fondamentale

et contractante).

Théoneme 38 :
Etant donné (xl,...,Am) un multiplicateun admissible, alons (Al, vees km)

virigie La condition (E) 84 :
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¢tant donndeune &tape k 2 1 , La combinaison de £'Equation £,(¥) =0 de
L'equation @Equivalente aux k premilres equations est néalisde surn £'ensemble
sudlvant :

{x e X | £.(x) = 0,¥1 > k+1}.

Démonstration :

Soit (Al, caesy Am) un multiplicateur admissible :

m
Z Ay £, =0 => £.(x) =0 f=1, . ..,m ]

i=1 (%%)

X € X X € X

La condition (*) ne sera vérifiée que si 1l'on considére 1'ensemble

0,¥i > 2} au lieu de X, d'aprés (*+), de méme la condition :

{x e X | fi(x)

+

Xafs(x) A2fé(x)+llfl(x)=0 f3(x) =0

=>

klfl(x) + k2f2(x) =0

X € X

ne sera vérifiée que si l'on considére {x ¢ X | fi(x) = 0 ¥i > 3} et ainsi
de suite, la condition (E) sera vérifiée sous les hypothéses du théoréme 38.

Ceci peut &tre illustré sur le schéma suivant : (avec m = 3)

les éléments de S sont représentés par :x
123 A

£

> £
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le multiplicateur (ul, u2) n'est pas admissible pour toute méthode de 2-contrac-
tion, si 1'on considére uniquement 812, et le sera pour 1l'ensemble

{(zy, z,) € S1o | £,(x) = 0, ¥ x € X1z = £}

Si 1'on admet l'existence d'une méthode de G-contraction,pour tout multipli-
cateur admissible, alors l'ensemble des méthodes de G-contraction, contient
celui de 2-contraction, la réciproque ne serait vraie que si tout multiplicateur

admissible par une méthode de 2-contraction vérifie les conditions du théoréme 38 ;

ce qui va 3 l'encontre du principe:de la 2-gontraction.

La supériorité,toute théorique,des méthodes de G-contraction sur celles de
2-contraction ne se vérifie pas en pratique ; en effet, comme il sera vu dans
la suite, il n'existe pas,en fait,de relation d'ordre total entre les
méthodes de G-contraction et celles de 2-contraction ; l'efficacité de toutes
les méthodes dépend des structures des équations d combiner.

Bien qu'aucune des méthodes de 2-contraction ne satisfait 1'hypothése du
théoréme 38, les expériences numériques permettent d'affirmer (en général),
que les meilleures d'entre elles,conduisent 3 des multiplicateurs de tailles

raisonnables.

D'autre part, on rappelle que l'utilisation d'une méthode de G-contraction

admet comme difficulté majeure,la détermination d'un type de matrices vérifiant
les deux propriétés fondamentales et telles que les quantités (Dj) j =1, «eoym
soient de tailles raisonnables. Mais la détermination des P.F.P. pour A (A un
ensemble donné) devient trés compliquée dés que m 2 3 (pour m = 2 il suffit de
déterminer un point fondamental dans le complémentaire de Be(wl’ w2) qui
contient A). La difficulté vient du fait qu'il n'est pas possible d'exhiber un
ensemble B "équivalent" au Be(wl’ w,), c'est d dire pour lequel la détermination
de points fondamentaux est équivalented celle de P.F.P. pour B ; c'est a dire,
lorsque m = 3, il faut montrer que toute combinaison dans Zm-l,de ces points
fondamentaux appartient, au complémentaire de l'ensemble A (cette vérification

est de complexité 6(3"’_l - 1)).
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CHAPITRE IV
ALGORITHME DE RESOLUTION

DU PROBLEME DE KNAPSACK EN EGALITE
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INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous proposons un algorithme pour résoudre le probléme du
knapsack en égalité, cet algorithme est une adaptation de celui décrit par

FAYARD-PLATEAU [15] correspondant au cas de 1l'inégalité.

Les quatre phases essentielles de cet algorithme sont les suivantes
phase 1 : Résolution de la relaxation
phase 2 : Détermination d'une solution réalisable
phase 3 : Réduction de la taille du probléme

phase 4 : Résolution du probléme réduit par énumération implicite.

L'algorithme proposé résout le probléme suivant :
max cX
(B){ scax=b

x eV
dont les données sont telles que :

c, ael‘lz, b eN*

max a, < b«

5 as JJdec{1, ..., n} : } a, =b
1<j<n j

1 jed

1~

Phase 1 : Résolution de (B)
La résolution de (B) permet de déterminer un majorant du probléme (B).

I1 est bien connu que x solution optimale du probléme :

max cX
s.c. ax € b

x e [V]

est telle que ax = b.
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(B) sera donc résolu (comme dans [15]) en déterminant un sous-ensemble U de

{1,..., n} tel que :

} a, <bc< ) a.
jeu J jeUu{i} J

¥jeU cj/a:.l > cp/ap ¥ p £Usc,/a; = max {cp/ap' p £ U}.

Note : Cette détermination se fait par un algorithme de complexité linéaire

en moyenne, x est définie comme suit

xj =1 ¥jeU
x=4{x, =0m- 7 a.)a,
* jeu 3%
xs =0 ¥jel=1{1, ..., n}\ {Uv {il}.

Lorsque ii = 0 la solution optimale de la relaxation de (B) colncide avec celle
de (B) ; dans 1l'autre cas, on applique

Phase 2 : détermination d'une solution réalisable

Il est aisé de déterminer une solution réalisable,dans le cas du knapsack

en inégalité (voir [15]), par contre dans le cas d'une contrainte en égalité,
cette solution doit &tre déterminée par une procédure dynamique ou &numérative,
c'est cette derniére option inspiréede [29] qui a été adoptée.

La recherche d'une solution réalisable commence par un classement,dans 1l'ordre

décroissant,des éléments aj j=1, ..., n, puis on fixe la premiére variable

3 un et on applique un ensemble de tests noté (T) 3 1'équation

n
(x) )} a. x, =b-a,, x, € {0, 1} j 2 2 qui aboutit au trois cas :
j22 3 1"
cas a) trouver une solution tiviale
cas b) montrer que £'Zquation () n'admet pas de solution

cas c) gixen des variables X, (2<jst,te {2, ..., m}) Q zéro.

Dans ce dernier cas, on fixe x 3 un et on applique 3 nouveau les tests (T)

t+l

d 1'équation (*) dans laquelle on fixe X, ad zéro =2, ..., t et X1 3 un.
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Lorsque les tests (T) aboutissent au cas b), on affecte 3 la derniére variable,
mise 3 un,la valeur zéro, on applique 3 nouveau l'ensemble des tests (T) a la

nouvelle équation obtenue.

Les tests (T),appliqués 3 chaque équation dont le second membre sera noté d,
et les variables X =1, ..., k-1 (k € {2, ..., n}) sont déj3 fixés :

n
X a, x, =d

j:k J j
1 Sid < 0 alons L'Equation n'admet pas de solution (cas b))
2 $4d=0akons x5 =0 =k, veoy n {casal)
3 S4d>0

3.1 8"k existe £ e {k, ..., n} tel que a, = d abors x, = 1

et x. =0 j 2z £+1 (cas a))

J
3.2 Soit t : a, = min {a.|a. > d}
- t 11
Si t = n alons L'équation n'admet pas de sofutions (cas b))
S{t=n-1eta #dalors £'%uation n'admet pas de solutions (cas b))
S{Lt <

n-2 alond X, =0 j=k, ..., t (cas ¢c))

Etant donnés £; k ¢ {1, ..., n}, nous définissons :

* p(1) =1
p(,e_) =k <=>x%x, =0 j = p(t"l) + l,
e
daL) = b - .
(£) j;l ap(])

Algorithme SR :

But : déterminer une solution x° réalisable pour (B) ou prouver la vacuité de

F(B).
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0 £+ 1, p(1) « 1, x] «+ 1 et d(1) + b-a,
1 appliquen Les tests (T) & :
n
a, x, = d(&)
j=p(£)+1 J
Sé a) est virifie alons aller en 6
S4 c) est vinifie alons aller en 3
. o _ o .
2 S4 xp(l) = 1 alons xp(l) « 0, d(& «dL) + aP(L),alten en ]
3 Sé £ =1 alons £'Equation n'admet pas de sofution ; 8op
4 S xgu,__l) alors p(L) « p(&) +t ; (t varniables §ixtes par (T))
o .
5 £ « £+41; p(L) « p(L-1)+t ;d(L) « d(L-1) - a,(2) ;
O -
é v (B) +c x°

Etant donné : Vv (B) = |v(B)]

si v (B) = v(B) alors V(B) = v(B) et x" = x°.

Remarque :

En pratique, pour sauvegarder le classement des rapports cj/aj, j € U, on

applique en premier lieu cette phase 2 3 l'équation : Z a, Xx. =b - z a..
jeL 33 jeU ]

Lorsque cette équation n'admet pas de solution, la remise en cause des valeurs
des variables d'indice appartenant 3 U,se fait en annulant en priorité les

variables du plus petit rapport cj/aj.

Phase 3 : Réduction de la taille de (B)
Cette phase consiste en 1'élimination définitive de variables aprés attribution

de valeurs bien définies ; elle permet de construire les ensembles suivants :
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. *
X ={je {1, ..., n} | x, £0} et X, = {j e {1, ..., n} |'x, + 1}
o 3 1 j

ol la notation xj £ €,€ € {0, 1} signifie que xj doit &tre fixé 3 la valeur €
dans le but d'améliorer V(B) le meilleur minorant de V(B)

Si X, = ¢ alors {od Xy = {1,..., n}\(XO v Xl))V(B) + V(B) Stop.

Phase 4 : Résolution du probléme réduit par énumération implicite

i) Hiérarchie des variables : les variables du probléme réduit sont réindéxées
de la maniére suivante :
* Si n < 1000 : utilisation de la méthode Quicksort ([15]) pour classer par
ordre croissant les valeurs absolues des cofits réduits 3 1l'optimum de (B)
c

(c'est 3 dire |c. - —= a
i e

* Si n 2 1000 : le classement est réalisé par la méthode de tri Quicksort avec
seuil,dans laquelle les sous listes obtenues en cours d'algorithme de dimensions

ne dépassant pas le seuil,sont laissées en état :

,

8 si n = 1000

10 si 2000

=]
]

par exemple, seuil=j
35 si n = 5000

| 60 si n = 7500
ii) Aprés renumérotation des variables de 1 d m = |X2| (des plus petites
c,
ch - Ei ajl aux plus grandes),l'énumération explicite de 1l'ensemble des
i .

. m .
vecteurs du cube unité de R est réalisée :

. sz -2
- En effectuant une exploration lexicographique du cube unité de R™

(associée au sous-ensemble d'indices I = {3, ..., m}) : 3 partir de x} définie

I
par x% = Lijj, ¥ jel, les 2m-2—l autres sommets du cube unité sont générés

dans l'ordre suivant :
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2 1 1 1 1

X1 = (1 - X35 Xy, s Xgs +ovs xm)

3 _ 1 1 1 1

X7 = ( X3» 1 X, Xes sovs xm)
m-2 .

xi'- = (1 - xg, l—xi, 1—x;, cees l-x;)

- En résolvant le probléme auxiliaire suivant pour chaque vecteur

k

X1 (k =1, ..., 2m-2) deIRm-2 considéré comme paramétre :

k
c c
1 Xp tmax ¢, x) t S, %,

- k
(P.A) a; X + a, x, b - a, X

xj =0oul j =1, 2.

iii) L'arborescence associée au schéma exploratoire des solutiohs est parcouru
implicitement comme suit :

Etant donné un noeud de cette arborescence, i.e. une partition (So’ Sl’ 82)

de X, ol S_ = {j l X, = 0} et s, = {3 | xs = 1},

les tests successifs suivants sont appliqués au sous-probléme :

(P) = {B | x5 = 0 ¥3jeX uS,, Xy = 1 ¥jeX v Si}
ie ( } c. + max ) cj X
jeXlPSl ]€S2 ]
23
1 s.c. ay Xy = b(P) = b - y ay
jes, jeXluSl
L xj =0oul ¥ ie S2

Le majorant de v{P) utilisé est la valeur de la relaxation lagrangienne de (B)
associée 3 c,/a,

i'7i
ie v(P) = s b/ai + max {(c—ci/ai a)x!xj =0¥jeX v So H

xj =1V 3je X1 U Sl’ xj = 0oul¥je 82}.

L'algorithme détaillé,relatif 3 cette phase 4sreprend aux quelques modifications

décrites ci-dessous, les étapes 13-0 3 13-13 de [15]
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les étapes 13.5 et 13.6 doivent &tre remplacées respectivement par :

13.5" si 82 = @ alors F(P) = ¢ aller en 13.13

13.6' 8i y ay < b(P) alors F(P) = @ aller en 13.13.
jes

2 .
Si ) a,=b(P)alors x, «+1 ¥ 3 eSS
i eg 3 — ) 2
J€s,
Sl=SlU32332-¢
Z2«v(P) = ] e
]eXleSl

aller en 13.10.

Remarque :
La technique utilisée,pour transformer un probléme de partitionnement en un
probléme équivalent de recouvrement [30], permet de transformer

rd

le probléme (B) en un probléme équivalent avec une contrainte en inégalité.

Théor2me 39

Ilemtexoem+td:v>\z>\,

o

(B) est équivalent &

max c¢x -A(b-ax)

(B")s.c. ax < b
X e X
Démonstration :
Soit €'k = ¢x - A(b - ax) A €R+

I1 est évident que

F(B') = F(B) UF ol F = {x € V| ax < b-1}
et é'x =S ¥xe€eTF (B)
Pour déterminer Ao, il suffit donc de vérifier :

c'x <cx° ¥xeF ot x° e F(B) (%)
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¢'x = cx - A(b - ax)
=> ¢'x €cx - A

x € F

(*x) est vérifié en particulier si :

>\>CX'CXO ¥xePF

Note :

1) En pratique, il suffit de choisir :

Ao = max {max {cx | ax < b-1 ; x € [V} - ¢x°, 0}

2) Des expériences numériques comparant ces deux techniques sont répertoriées

au chapitre VI.
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CHAPITRE V

UNE METHODE DE RELAXATION-CONTRACTION
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Dans ce chapitre, nous proposons de résoudre le probléme :

[ optimiser c(x)

(P) s.cC. fi(x) =0 i=1, ..., m
L x € X

ol X est supposé borné

en résolvant une suite finie de problémes de knapsack du type suivant :
Optimiser c(x)

m
(P(X)) I A f(x) =0
i=1 * 1

XxeX
ol les multiplicateurs A ¢ Z" envisagés, évoluent d'itération en itération (en
utilisant les résultats du chapitre II (méthodes de 2-contraction)) jusqu'a

l'obtention d'un multiplicateur 2" tel que :
*
v(P(A)) = v(P)

Il est 3 noter,que F(P(A)) > F(P) puisque (P(A*)) est une relaxation de (P)
mais que A n'appartient pas nécessairement 3 1l'ensemble :

A={xez2"| F(P) = F(POAN)}.

L'intérét de cette méthode,est d'arriver au résultat en un nombre d'itérations

qui peut &tre bien inférieur 3 m-1,et par conséquent,d'aboutir 3 un multipli-
* . .
cateur A dont les composantes peuvent &tre bien plus petites,que si ce multi-

~

plicateur avait été construit au préalable 3 toute optimisation,de sorte que :

F(P(A™)) = F(P).

Principe de l'algorithme :

but : déterminer un multiplicateur A" ¢ A = {A € Z" | v(P) = v(P(O))}
o Initialisation : k = 0, A° = (1, 1, ..., 1, 1)

1 Soit x° une solution optimale de (P(kk)).

Si X ¢ F(P) alors A" = AK stop.
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2 Soit i, {1, ..., m} tel que £, (xk) £0
L k+1 k
Déterminer A tel que :
Xk+1.f(x) =0, x € X
soit équivalente au systéme :
f. (x) =0
k
ALE(x) =0
x € X
3 k = k+1, aller en 1

Théoneme 40 :
Le multiplicateun A" ¢ A est obtenu en un nombre fini d'itérations au plus
égal a m-1.

Démonstration :

I1 suffit de remarquer qu'd 1'étape 2 de l'algorithme, la contrainte ik
(k =1, ..., m) sera vérifiée 3 toutes les itérations suivantes, et comme
o . . . . . .

AT =(1,1, ..., 1), il existe au moins une contrainte qui sera toujours

vérifiée, on peut conclure que ik ne peut prendre finalement que m-1 valeurs.

Remargues :

1) Il n'est pas nécessaire de choisir 2° =(, 1, ..., 1) , on peut prendre
par exemple A = (AI, Xi) I sous ensemble de {1, ..., m} tel que :
. = <= :I
AI fI(x) 0 <=> fI(x) 0
c'est a dire que AI est un multiplicateur admissible relatif aux contraintes

0 i€l

f£.(x)
i

2) L'exemple suivant montre que dans certains cas l'ensemble A contient

strictement 1l'ensemble A.
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Reprenons l'exemple de BALAS [2]

[~ -1
max 5xl + 7x2 + 10x3 + 3xu + Xg
s.c. xl - 3x2 + 5x3 + xu - uxs - x6 -2=0
-2x1 + 6x2 - 3x3 - 2xu + 2x5 - x7 =0
x2 + 2x3-- xu - x5 - x8 -1=20
i X={xeN | x, 20,1 3=1,...,5} A
En posant A° = (1, 1, 1) la solution optimale de :
max 5xl + 7x2 + 10x3 + 3xI+ + x5
o ——
(P(AT)) s.c. X, - 2x2 - 4x3 + 2xu + 3x5 + Xg t X, + Xg = 3
X € X

définie par x° = (1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0) (v(P(A®)) = 25) , ne vérifiant pas

e ’, - . L3
la troisieme équation, on considére le systéme suivant :

r-xl - 2x2 - uxa + 2x‘+ + 3x5 + Xg + X, + x8 = -3
x2 - 2x3 + xu + x5 + x8 = -1
X € X

pour lequel le multiplicateur admissible (6, 1) est déterminé en utilisant
les résultats du théoréme 16.
Le nouveau probléme envisagé est donc le suivant :

f-max le + 7x2 + le3 + 3xq t Xg

.C - - —
(P(2)) s 6x1 11x2 26x3 + 13x,+ + 19x, + 6xg + 6x, + 6x8 19

L_ x € X
dont la solution optimale :_xl = (1, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0) vérifie toutes les
équations du sytéme initial j;cette solution est donc optimale pour le probléme (P) :

v(P(A™)) = w(P) = 22

I1 est 3 noter,que A1‘= (6, 6, 7) n'est pas un multiplicateur admissible car
la solution (0, 0, 1, O, 0, O, O, 1) appartient & F(P(Xl)) et n'appartient pas

d F(P), puisqu'elle ne satisfait pas la premiére équation.
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On remarque,que la démarche suivie est 3 l'opposée de celle d'ELMAGHRABY-WIG

(Y

et encore de BRADLEY qui montre qu'a@ tout probléme,en nombres entiers bornés
et 3 plusieurs contraintes,est associé un probléme équivalent avec une seule
contrainte dont le gradient est paralléle d celui de la fonction économique

(qui est d'ailleurs un probléme difficile 3 résoudre et nécessite 1'utilisation

de la programmation dynamique).

" Théoneme 41 [3] : )
1€ exdiste une application h et deux entiens 6., 6, tels que Le probléme (P)
804t Equivalent au probleme

optimiser h(x)

s.C. 61 < h(x) < 62

i X € X
Démonstration :

X étant borné, il existe A € A tel que le probldme (P) soit équivalent au
probléme :
opt c(x)
s.c. g(x) = 0
Xx e X

oi g(x) = A. f(x)

Soient : 8., = min c¢(x) et 6, = max ¢ (x)
1 2
XeX xeX

Le probléme ci-dessus est équivalent 3 :

[ max  x
o
s.c. c(x) = X
g(x) =0
N xeX, 0 <x <8, x, entier.

o~ 72
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D'aprés le théoréme 16, il existe un multiplicateur admissible (1, A) tel que
ce dernier probléme soit équivalent :
‘max x
o
s.c. L+rg) (x) = X

< < i
X € X, 91 < x < 62, X entier

o

qui est identique a celui de 1'énoncé du théoréme en posant
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CHAPITRE VI

EXPERIENCES NUMERIQUES
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INTRODUCTION

Les différents algorithmes,présentés aux chapitres précédents,ont été mis en
oeuvre sur CII.HB IRIS 80. Tous les temps de calcul des expériences numériques

sont fournis en secondes.

VI.1 - PROBLEME DU KNAPSACK EN EGALITE

L'algorithme ,présenté dans le chapitre IV,a été mis en oeuvre, en considérant
quelques changements dans le code de l'algorithme construit par FAYARD-PLATEAU
[15] pour le cas de 1'inégalité.

Ce nouveau code a été testé sur un lot de problémes de 30, 90, 300, 400, 600,
900 variables,tirés au hasard suivant la loi uniforme :

avec cj e [0,999], aj e [0,99]

n
et bel max a,, ) a.l
j=1,...,n 3 =1 3
tel qu'il existe un sous ensemble J de {1, ..., n} : z aj = b,
jed

VI.1.1 - Résultats numériques

a)Il nous a semblé intéressant de faire une comparaison temporelle entre les codes
cités ci-dessous (chacun des problémes testésétant résolu respectivement avec
la contrainte en égalité et en inégalité),ces temps de calcul (en secondes) sont
répertoriés dans le tableau 2 :

Pour chaque série de problémes la signification des paramétres est la suivante :
n : taille des problémes
NP : nombre de problémes
t

1+ le temps moyen (code en égalité)

t, : le temps moyen (code en inégalité)

2
N NP t t,
300 50 0,186 0,084
400 50 0,238 0,096
600 10 0,300 0,133
900 50 0,372 0,267

Tableau 2
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On remarque d'aprés ce tableau que t. 3t,, ceci est due surtout 3 la phase

1

initiale de détermination d'une solution réalisable.

Exemples :

Nous proposons deux séries de problémes, de 30 et 90 variables :

i) les deux problémes de la premidre série sont déduits de l'exemple suivant
par le changement de second membre
nombre de variables : 30

Ac=

360 83 59 130 431 67 230 52 93 125
670 892 600 38 L8 147 78 256 63 17
120 164 432 35 92 110 22 42 50 326
az=
15 25 5 iy 53 48 27 99 6 17
69 43 5 57 7 21 78 10 37 26
86 66 31 65 5 79 20 65 52 13

*ler second membre : 253

Code en égalité :

la solution optimale :

1 0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 O 0 o

(@]
O
(SN
o
or

[

o

’_l

la valeur de l'heuristique : 4183

la valeur optimale : 4183

Code en inégalité :

la solution optimale :

la valeur de l'heuristique : 4010

la valeur optimale : 4183
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*28me second membre : 367

Code en égalité :

la solution optimale :

1 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 0 1
1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1
la valeur de l'heuristique : 4655

la valeur de l'heuristique : 4807

Code en inégalité :

la solution optimale

1 1 1 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 0 1
1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1

la valeur de l'heuristique : 4844

-la valeur optimale : 4844

ii) Comme précédemment,les deux problémes de la deuxiéme série se déduisent
de l'exemple suivant par le changement de second membre :
nombre de variables : 90

CcC =

360 83 59 130 431 67 230 52 93 125
670 892 600 38 u8 147 78 256 63 17
120 164 432 35 92 110 22 y2 50 326
14 25 37 58 23 49 35 62 19 82
14 25 36 17 28 39 u7 58 69 71
82 93 82 35 24 95 34 16 37 29
15 36 78 56 95 68 456 25 12 45
68 35 64 92 us 63 46 25 37 19
12 13 45 56 78 46 13 58 34 56
a =
7 5 30 22 80 9y 11 81 70 64
59 18 9 36 3 8 15 u2 9 7
42 47 52 32 26 48 55 6 29 84
12 13 15 16 25 34 19 24 15 34
86 66 31 65 5 79 20 65 52 13
48 14 5 72 14 39 46 27 11 91
15 25 5 9y 53 48 27 99 6 17
69 43 5 57 7 21 78 10 37 26
20 8 1 43 17 25 36 60 84 40
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756

*ler second membre :

Code en égalité :

11011010001110111212101110100101
000100010000001010010110000010
001000100100101100000010100000

la solution optimale :

la valeur de l'heuristique : 6516

la valeur optimale : 6516

1ité :

inéga

Code en

la solution optimale :

110110100011101111101110100101
000100010000001010010110000010
001000100100101100000010100000

: 649y

la valeur de l'heuristique

la valeur optimale

: 6516

: 480

*2éme second membre

Code en égalité :

la solution optimale :

110110100011 1011111000631010010
0000000G00Q0O000OO0O0O0COO0OO0C1011000001
0010001000001 0100000001010000

: 5537

la valeur de l'heuristique

la valeur optimale :

5603

1lité :

Pd
inéga

Code en

la solution optimale :

110110100011 10121211100010200100
c000000000000OD0O0O1000010110000000
0010001010001 01000000010100000

5502

la valeur de l'heuristique :

: 5606

la valeur optimale
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b)En fin de chapitre IV,nous avons établi un résultat qui permet de déterminer
une constante Ao (théoréme 39) tel que le probléme (B) soit équivalent 3 :
max (c+Aa)x-Ab
(B') s.c. ax < b

X eV

pour tout A 2 Ao ot Ao 2 LV(E)J - cx"+1 et x° € F(B).

Dans le tableau suivant,sont donnés les temps moyens de calcul fournis par
cette transformation en considérant les deux cas :

A, = |v(B)|+1 et A, = |[V(B) | -cx°+1 notés respectivement th, ty.

Remarque :

L'indice de base et les cofits réduits (3 une constante prés) étant les mémes
pour les problémes (B) et (B'),la phase 2 de l'algorithme du chapitre IV
appliqué au probléme (B') est en fait déj3 réalisée dans la phase de détermi-

nation de Ao.

1
L] 11 ad
N NP t 1 t 1 ‘!:1
300 9 0,9 0,14 0,19
400 9 0,1 0,2 0,24
600 ] 0,2 0,32 0,30
tableau 3

I1 est d noter,que pour les problémes de 600 variables, deux d'entre eux n'ont

pu &tre résolus avec XO = [y(ﬁ)J+l qui prenaient des valeurs trop grandes.

A l'examen du tableau 3, nous constatons que les temps de calculs t"l, tl
(de méme pour t'l, t2) sont proches 1'un de l'autre et le sont d'autant plus

lorsaue le nombre de variables augmente, ceci est dii certainement d la taille
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de Xo ; ceci permet de conclure qu'il est plus intéressant,pour des problémes
dont la taille de V(B) n'est pas grande (exemple : n < 400, aj, cj e [0,99]
j=1, ..., n),d'appliquer cette transformation plutdt que d'essayer de mini-

miser la quantité Ao en déterminant une solution réalisable.

VI.2 - METHODES DE CONTRACTION : ALGORITHMES ET EXPERIENCES

NUMERIQUES

VI.2.1 - Algorithmes :

Dans cette partie,sont exposés les différents algorithmes,issus des méthodes
proposées dans les chapitres II et III.

L'ensemble des tests est appliqué au systéme d'équations du type suivant :

n
X ass X, = bi iz1l, ..., m
j=n M
x eV
ol les coefficients aij’ bi i=1, ..., m j =1, ..., n sont tirés au hasard

comme dans la partie précédente.

Avant d'aborder ces méthodes, il est nécessaire de résoudre le probléme suivant :

Etant donnés Wis W deux entiers naturels, trouver les deux "plus petits'" entiers

2

A Xz premiers entre eux tels que :

1’

Xl - W, et XQ > Woe

Notation :
Etant donné w € N, on utilise les notations suivantes
w.P : si w est pair

w.I : si w est impair
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Algorithme A1 :
But : Etant donnés : (wl, w,) eINf
détermination de deux entiens naturels,premierns entre eux,
td&que:XIZwlexx,‘,Zw?
0 Wis W, donnés uy + Wi U, « w,
1 S1 W,.p et w,.p alors W « w1+1 3 aller en 8
2 si W,.p et wl.I alors aller en 7
3 si w2.I et w,.p alors aller en 8
4 si pged (wl, w2) = 1 alors aller en 9
sinon v, « w2+1
5 si pged (wl, w2) = 1 alors aller en 9
sinon wl +‘w1+l 3 Wy < w2+1
6 si pged (wl, w2) = 1 alors aller en 9
sinon wy v w,tl 5w, € wyt2;aller en B
7 si pged (wl, w,) = 1 alors aller en 9
sinon Wy * w2+l 3 aller en 4
8 si pged (wl, w2) = 1 alors aller en 9
sinon W, * wl+1;aller en 4
S AL+ w, et A, «w, ; stop.
Remarques :

1) Tous les couples de la forme (wl+r+l, w2+r) 3y * € N seront considérés,
par conséquent, si l'on suppose que Wy < Wos Wis W, impair, 1'algorithme
s'achevera nécessairement par la détermination d'un entier r tel que v,

est un nombre premier. °

2) Lorsque wl~est trés voisin de v, (w1 < w2), il suffit de prendre le couple

(w2—1, w2).
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Dans la suite de cette partie, sont donnés les quatre algorithmes,justifiés par
les théoréme 10 (KENDALL-ZIONTS),théoréme 17 (amélioration de la méthode de
BRADLEY) énoncés au chapitre II,théoréme 26 KALISZEWSKI-LIBURA et théoréme 30
énoncés dans le chapitre III.

Nous terminons cette partie par une analyse des résultats numériques.

a) L'algorithme A, justifié par le théoréme 10 (KENDALL-ZIONTS) nécessite

l'utilisation des algorithmes A2 et A3 suivants :

Algorithme A:2 :
But : p &tant donne
nechenche des p plus petits éléments de fa suite (a)) i =1,...,n
(complexité Lindaire en moyenne Lonsque 2P < n).
0 I6+1, ID+n |
1 h«“IG;k<-ID+1;1:~<-an
2 k « k-1 si h=k alors aller en 6
3 s_lak2r g}_g_s_alleren?
4  h <+ htl si h = k alors aller en 6
5 _s_z‘._ahSr alors aller en 4
sinon a * ah; aller en 2
6 a «r si h=p alors aller en 9
7 si h = pt+l alors aller en 9
8 sip>h alors IG « htl ; aller en 1
sinon ID «+ h-1 ; aller en 1
9 a; i=1, ..., p sont les plus petits &léments.
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Algorithme A3

But : p étant donné
détermination de toutes Les valeurns /)
par £(x), x € V dans L'intervalle (max £(x) - a'

n xeV
oi £(x) = | a. x,
et a' = max a, ((a,) i=1,..
ptl i=l,...,ptl * .

(£ = 1,...

,2P) prises -

, max f£(x)].
+1 XeV

.sp+1 Les (p+1) plus
petits éléments des (a;))

n
o] £« 1; Vp s = z a, 3y(3) =1 3 J =1, ..., P
) i
i=1
PR
2 j o« 3+1 si j > p alors stop
3 siy(j) =0 alors y(j) +1; aller en 2
4 s « s—aj H y(j) = 0
5 si j=1 alors aller en 7
j-1
6 s+s+ ) a,
k=1
7 £« 2+1 vp*s ; aller en 1
Remarques :
1) y(3) = 0 => toutes les solutions avec y(j) = 0 et v =1

k = j¥1, ., n ont déjd été explorées.

n

2) Cet algorithme permet aussi de construire les valeurs prises par Z aj xj

J=1
{ |

\\

_b.,

YA

o’
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Algorithme A, : KENDALL-ZIONTS (théoréme 10)
n
But : Etant donnés : £.(x) = 7 a.. X. -b,,1=1,2 xeV
—_— i 521 ij 73 i
et peN
determination de (A, A3) N2 venigiant Les conditions du
théonéme 10 tel que :
* * .
{x e V| £,(x) = £,(x) = 0} = {x e V | lel(x)+k2f2(x) = 0}.
Q0 Pour i =1, 2, appliquer les algorithmes A2 et A3 pour déterminer
toutes les valeurs V., L = 1,...,2p) prises par fi(x), x € V, dans
1'intervalle [max f.(x) - a'; , max f.(x)] (p = 1 dans le cas du
i i(p+1) i
xeX xeX »
théoréme 9).
1 Pour i =1, 2:
1 <& U | C —at .
si Lmax fi(x)/ZJ max fi(x) 'y (p+1) alors SP <max f(x)-a i(p+1),aller en 2
xeX xeV .
sinon SP.+|max f,.(x)/2]
xeV
2 T, +v, -Sp i=1,2 L =1, , 2P
£ £
3 si(T, <0) alors T, < max £, (x) i=1,2
£ 12 xev
4 soit IF, = inf T, 3 u,+4& i=1,2
L=1,...,2% ¢ .
S wlf-SP1 + IF1+1, W, « SP2 + IF2+1
appliquer 1'algorithme A, pour déterminer kl, 12
. Py . s .
6 sidLed, ...;2 } o A, divise v,, alors T, <+ max f2(x),aller en 2
1 xeX
7 si3Le {1, ..., 2P} : A divise v., alors T « max f,(x);aller en 2
— 2 1 —— 2u2 xeX 1
* *
8 Xl « Xl, kz + AQ ; stop

—

0
9

-—
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Algorithme A_
J

But : Rechenche des k (k entier) meilleures valeurs v

v s vt du probléme sulvant :

max cx
(B) s.c. ax £ b
Xx eV

Zels que v(B) - v < ECART (ECART entien donng).

Les seules modifications,apportées au code construit par FAYARD-PLATEAU
[15], concernent la gestion d'une liste de '"meilleurs' minorants de v(B)
au lieu de 1l'unique v(B) (meilleur minorant de v(B) connu au cours de
1'algorithme).
A une itération donné;de 1'algorithme, en notant cette liste

viB), v2(B), ..., V(B
o vim) < vi*®) i =1, ..., k-1 et ¥¥(B) = v(B)
La mise 3 jour de la liste est réalisée aprés chaque augmentation de
v(B) de sorte que

v(B) - vl(B) < ECART oli ECART est un entier donné.

La réduction de la taille du probléme (B) est faite en utilisant la borne

(v(B) - ECART).

-~

( \\\ 7"
ng’Li

)
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b) L'algorithme améliorant celui de BRADLEY est le suivant :

Algorithme A5 :

n
But : Etant donndes f.(x) = ) a.. x. -b, 1=1,2, xeV
— i 551 3373 i

determination de (X}, \3) e N, viriféant Les conditions

du théoneme 17 tel que

{x € V| £(x) = £,(x) =0} = {x eV | AL £100) + Aof,(x) = 0

Soient : vlj j=1, ...y k; les k, meilleures valeurs de (SPl)
Vo3 j=1, ..., k, les k, meilleures valeurs de (IF2)
déterminées par 1'algorithme A.
0o et
1 Z, €V y Z, €V
ot 1 1k1’ 2 2k2
2 siic< Kk oalors zp <« vy
38 sij< ky alorsz, « Vy
4 W) * max (z1, 25) + 13 W, * )2
appliquer 1l'algorithme Al pour déterminer ll, k2
5 si §*1 > k, alors aller en?7
6 sidice {3+1, ..., k2} : ll divise v,
alors J + j+1 ; aller en 1
7 si j+1 > k; alors aller en 9
8 sidie {i+1, ..., kl}' : Al divise V44
alors j + j+lj;aller en 1
* * )
9 Al + Al’ 12 « X2 y stop
Remarque :

On retrouve la méthode de BRADLEY (théoréme 16) en posant

. .
- K’\Q‘J 1
[ s
5\-\ & :
- e
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d) Les algorithmes,justifiés par les théorémes 26 et 30 &noncés dans le

chapitre III sont les suivants :

Algorithme A7 : KALISZEWSKI-LIBURA

>~

But : Etant donnies fi(X) = a,. x. -b, i=1, ...,m xeV

.o i3 75 i
J=1
determénation de A} e N* i =1, ..., m virifiant Les conditions
du théoneme 26 tel que : V

m
{x eV | f(x) =0 i=1, ...,m={xeV l Z A, £,(0) = 0}

i=1
0 al «13k+1
1 Ei k 2mn alors aller en 4
k
2 W, + max fk+l(x)+l;w2 - .F a,
xeV i=1

soit r € N tel que pged (w1 + r, w2) =1

3 k « k+1, % « w, +r; allerenl
« m
4 Ae ¢« I a,/a, 1i=1, ..., m ; stop
- 1 . 31
J=1
Remarque :

L'algorithme,justifié par le théoréme 27 (chapitre III) qui est une connexion
entre la méthode de KENDALL-ZIONTS et KALISZEWSKI-LIBURA,peut &tre déduit

facilement des algorithmes Au et A7.
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Algorithme A_ : (théoréme 30)

n
But : Etant donnies : fi(X) = Z a,. X. - bi i=1,2 xeV.
détermination de x; eN_ i=1,...,m vérigiant Les
conditions du théoreme 30 tel que :

m
xeVv | f(x)=01i=1,...,m=1{xevVv]| ) AY £.(x) = 0}
i joq 17

0 o ¢l k+1
1 sik 2m alors aller en 3
2 oy, «max(v(MAX(E, 1, £, o)), - v(MIN(E,  ,s £, o))+l
k « k+1 ;aller en 1
* m * m I3
g )\l" n a. )\i*‘(ll Il a, i=2, ..., m, stop
j=2 J jzi+1

VI.2.2 - Expériences numériques

Les problémes testés proviennent des problémes tirés au hasard,définis au début
de cette partie.

Afin d'établir une comparaison entre la méthode d'ANTHONISSE (théoréme 6) qui
permet de déterminer des multiplicateurs admissibles d'une maniére trés rapide ;

et celles de KENDALL-ZIONTS (théoréme 10) BRADLEY (théoréme 16) et l'algorithme Ag

avec kl =k, = 10 (théoréme 17), nous avons considéré des problémes de 10 3
90 variables d deux équations.

xl+A2
Dans le tableau 3 sont indiquées les diminutions en pourcentage de sur

2

les multiplicateurs classiques d'ANTHONISSE, pour chacune des méthodes citées

ci~dessous.

KENDALL-ZIONTS BRADLEY Algorithme Ag

=

10 % 30 % 35 %

tableau 3
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Une analyse plus fine des résu;tats numériques permet d'aboutir aux diverses
conclusions suivantes :

- D'aprés ce tableau on remarque que l'algorithme Ag diminue le plus,la taille
des multiplicateurs, donc il est naturel de considérer un grand pombre k

de meilleures valeurs des problémes (SPl) et (IF2) (nécessaire pour cette méthode).
Toutefois il est important de noter que :

- Les calculs supplémentaires nécessaires 3 l'obtention de ces k
meilleures valeurs augment la durée globale du temns de calcul

(environ 20 % par rapport 4 la méthode de BRADLEY pour n = 90, et k = 10).

- La méthode de KENDALL-ZIONTS reste la plus performante lorsque les quantités

inf( - min fi(X)’ max f.(x)) i = 1, 2 ne sont pas grandes (<10), et est moins
xeV xeV
coliteuse que les deux précédentes.

’

Ceci était prévisible théoriquement,puisque la recherche d'un ensemble,qui

contient SlQ,est plus difficile que celle d'un ensemble incluant S1 xS, et ’

l'est encore plus lorsque la méthode cherche 3 exclure des points de 812.
Cette derniére remarque reste vraie pour les méthodes de G-contraction, puisque
la méthode de KALISZEWSKI-LIBURA (et les méthodes améliorantes théroréme 27,

théoréme 29) est plus performante que l'algorithme A_ lorsque les quantités

8

inf(-min f,(x), max fi(x)) i=1, ..., m sont faibles.
xeV xeV

Comme nous l'avions indiqué, en fin du chapitre III, il est difficile de
réaliser une étude comparative systématique des méthodes proposées aux
chapitres II et III. Pour conclure cette étude numérique, nous nous sommes
limités 3 une comparaison numérique entre les algorithmes Ai i=u, 6,7, 8,

sur quelques exemples de 20 a 30 variables.
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L'algorithme A6 appliqué aux deux exemples ci-dessous,aboutit au résultats

suivants :

a) nombres de variables

A, =

29 24 6 24
24 35 25 3
A, =

24 31 13 18
40 1 20 2
A, =

41 19 47 26
27 37 8 23
A, =

2 23 14 39
19 39 25 37

les seconds membres :

b, = 254, b, = 190, b

: 20 (m = 4)
46 22
30 4o
43 19
30 19
4y 48
23 31
1 32
20 29
= 303 et I)‘+ =

L'algorithme A, permet de déterminer

- 1'ensemble des k meilleures valeurs du probléme £k = 10) :

max (A2x
(1) s.c. Alx

X €

E, = {89, 90, 91, 92, 94, 95}

- l'ensemble des k (k
r'—mln(Azx
(2) s.c. Alx

X €

-b

10

2)

)

>
bl+1

\Y

F, = {72, 73, 74, 75, 76, 78}

meilleures valeurs du probléme :

10
20

254

30
25

27
10

41
32

31
31

40
27

42
37

16
12

25
25

50
33
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Ceci permet de déterminer le multiplicateur admissible relatif aux deux

premiéres équations en appliquant l'algorithme A (ul, u2) = (93, 1).

6
Pour contracter le systéme :

(ul A1 + U, A2) x = Wy bl tu, b2

b

A3 X 3

X eV

On détermine les ensembles (notés E F2) des k meilleures valeurs des

2’
problémes (1) et (2) dans lesquels on remplace A2x-—b2 par Asx—b3 et Alx-bl
par (ulAl+u2A2)x—ulbl—u2b2.

On trouve :

E

2

P

{103, 104, 105, 107, 108, 109}

it

{124, 125, 128, 129}

d'ol le multiplicateur admissible : (126,1)

De méme, on détermine Ea, F, pour contracter la nouvelle équation et la

derniére du systéme :

"

E

Fs

{167, 171, 173}

{105, 109, 111}
le multiplicateur admissible : (168, 1)

d'ou finalement les coefficients de 1'équation

57605018 47906399 12094838 47632407 91474307 43720016 51291586
59630969 61076442 31671578 48098251 68929263 49640329 5952109
59697644 79152389 2265668 49435712 61688125 23987577

second membre : 504103574

b) nombre de variables : 30 (m = 4)

Al =
29 2y 6 24 46 22 26 30 31 16
2y 35 25 3 30 40 1 25 31 12

2y 31 13 18 43 19 5 27 2 8
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A =

2
40 1 10 2 30 19 14 10 31 17
41 19 47 26 4y 48 9 4 40 25
27 37 8 23 23 31 Y 50 27 25
A, =

2 23 14 39 1 32 10 41 42 50
19 39 25 37 20 29 20 32 37 33
37 22 38 27 29 26 20 26 31 14
A, =
40 5 47 23 48 3y 15 22 19 16
24 27 ug 7 49 31 14 4y 31 22
23 43 3 14 15 41 18 Ly 3 48

les seconds membres :

b, =371, b, = 361, by = 394 et b, = 425,

Le méme schéma,appliqué dans le cas a),permet de déterminer les ensembles

E., F, i=1, 2, 3 et les multiplicateurs admissibles associés :

m
1]

{229, 230, 234, 235}

e
"

{129, 130, 131, 132, 133, 134, 135, 136}

le multiplicateur admissible : (231, 1)

t73
1]

{2u6, 2u7, 2u8, 249, 250, 252}

o)
]

{145, 146, 147, 148, 149, 151}

le multiplicateur admissible : (251, 1)

1
1]

{197, 200, 201, 203, 204}

!
1]

{154, 155, 156, 157, 160, 161}
le multiplicateur admissible : (198, 1)

d'ol les coefficients de 1'équation équivalente :

334915258 275579969 69878207 75632853 529582134 253515868
299183955 344912260 357436351 184538590 277567116 402760341
289346755 35740195 346597861 461600794 119314394 287211122
357882655 139011862 276874907 357730603 149648205 207792698
4947339045 219670349 57603960 312456518 24308463 83087174

le second membre : 6116187703

les algorithmes Ai(i=4,7,8) appliqués aux deux exemples précédents aboutissent a

2 . . (3 s z . ~ 31
une équation dont les coefficients sont strictement supérieurs a 2 "-1.
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VI.3 - ALGORITHME DU CHAPITRE V ET EXPERIENCES NUMERIQUES

Le code Fortran de 1l'algorithme présenté dans le chapitre V a été testé sur un
ensemble de huit problémes de 15 variables et 15 contraintes issus de [33] de la
forme :
max cx
s.c Ax = b
Xx eV

ol A = (aij)’aij e {0, 1},(i, j) ¢ {1, ..., 15}.

Les huit exemples considérés différent par leur second membre b ; le vecteur
fonction économique est une ligne dont toutes les composantes sont égales 3 1.

Les coefficients de la matrice A sont 0 ou 1 3 raison de huit 1 par colonne :

Le tableau suivant fournit les coordonnées de ces éléments unités dans la
matrice A.
Colonnes - 1 2 3 u 5 6 7 8 g 10 11 12 13 14 15

lignes i 3 4 1 1 2 1 2 3 4 5 11 12 13 14 15

10 8 9 10 9 14 15 15 12 13 24 25 25 22 23
21 22 23 24 25 17 16 17 18 16 27 26 27 28 26
26 27 28 29 30 20 18 19 20 183 30 28 29 30 28
31 32 33 34 35 31 32 33 3% 35 31 32 33 34 35

36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 u48 49 50




. i,
les huit seconds membres notés b~ i =

b : 3
b2 : 1
B2 1
bt s 7
b2 i 7
B0 . 7
b i 5
B8 . 1

TR
102
2 2
7 7
7 6
6 6
TR
101

5

2

5

3

6

3
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v 3
3 3
2 2
6 6
5 5
6 6
4 5
2 2

5

2

3

u

1, ..., 8 sont les suivants :

y

u

Le tableau 4 donne pour chaque probléme, le nombre total de contraintes (noté NC1)

combinées par la méthode de BRADLEY (théoréme 16) en fin d'ex&cution de 1l'algo-

rithme proposé dans le chapitre V, et le nombre limite (noté NC2) au deld duquel

il n'est plus possible de réaliser une combinaison sans mettre en jeu une

procédure informatique spécifique ; ce nombre limite est dfi 3 la représentation

. . . sz P 3
des entiers sur 1l'ordinateur CII HB IRIS 80 1limités supérieurement par 2 l-l.

I1 est 3 noter que compte tenu des valeurs de la colonne NC2, aucune des méthodes

classiques n'aurait abouti en se donnant comme contrainte de représenter des

entiers sur un seul mot machine

Probléme | NC1 | NC2 . Solution Optimale
1 6 9 100101011101
2 2 10 111100000100
3 6 10 111100000000
4 4 g 000011111111
5 4 9 000011111011
6 7 9 000011111111 1
7 8 9 011010100010 1
8 0 10 111100000000

Tableau 4
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NB :

Pour information les coefficients obtenus en fin d'algorithme sont les suivants

pour les problémes :

PbS :
a-=
11 111 1322 14542 121 1332 14552 1432 14652 15863
1442 14662 15873 15973 15983
b = 96022
Pb6
a =

14374835 14215135 1421116 1594147 159943 15795950 15649359 15636250 15809281
175674 1581058 1434467 14230886 14390808 15994

b = 80488862

4303883 25343310 472465 29064885 29529258 3833057 25822245 25815774 3839692
29537349 29058432 479118 25351419 4312156 8292

b = 135585421,

it
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ANNEXE
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Cette annexe est divisée en deux parties :

. La premiére partie est consacrée 3 un rappel des méthodes proposées par
Weinberg,pour déterminer le spectre d'une et de deux formes linéaires, puis
nous généralisons les résultats obtenus pour déterminer le spectre de m formes

linéaires (m 2 3).

. Les dlgorithmes,justifiés par les théorémes 2, 3, 33, 34 sont proposés dans

la derniére partie.

RAPPEL
Etant donnés :

n

fi(X) = .Z aijxj i-= 1, ..oy m
j=1
1 3

x. € X, = {x3, .., x.,7} i =1, ..., n

j J ] * ] J 2 ]

ol n. e N (a.., xk) € Z2

J * 1] J

- Z ts
Le spectre du m-uplet (fl(x), f2(x), ceey fm(x)) noté 812...m est 1l'image
de l'ensemble X par l'application f = (fl, cees fm).

[ - CALcUL DU SPECTRE DE m FORMES LINEAIRES

Les méthodes,proposées par Weinberg pour déterminer le spectre d'une et de
deux formes linéaires,sont exposées dans les deux premiers paragraphes, une
nouvelle méthode,déduite des précédentes pour déterminer le spectre de m

formes linéaires (m 2 3),est décrite dans le dernier paragraphe.

I.1 - Calcul du spectre d'une forme linéaire

Dans ce paragraphe, nous Supposons que m = 1.
Le spectre de fl,noté Sl,est déterminé de la fagon suivante :

On considére le nombre ¢ composé de 1 et de 0 défini comme suit :

la k™€ place dans ¢ est égale a 1 <=> k € S,
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Le nombre ¢ est déterminé 3 partir des quantités Qj (j =1, ..., n) données :
no

a,.X; a .x? al.x.J

10133410 V34 41017 siay #0

1 sinon

et ¢ = ¢1 8 ¢2 9 ... 8 ¢n

ol l'dpération @ est définie par :

o r
si a=) B_10
-00 r
o r
B=1] c_10 B, C e {0, 1} ¥r
T r’ r
o K
alors o 8 B = J m 10
-~
+¢)
ot ﬂk =0 Bk C (0 : sommation booléenne)
o -r 1

Exemple [32]

fl(x) =%t 2x2

' x, = {3, 0, -1}, X, = {1, 0, -2}

1}

alors ¢, = 1001,1 et ¢, = 101,0001 et :

¢ = ¢, 8 ¢, = 1001,1 0 101,0001

10011
1001 1
10011

101111,10011

d'odl 5, = {5, 3, 2, 1, 0, -1, -4, -5},

1.2 - Calcul du spectre de deux formes linéaires

Connaissant le spectre de f1 et celui de f2, le résultat suivant permet de

déterminer le spectre de (f,, f2).
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Théondme 42 [32] :
Etant donné :

s(x) = fl(x) + A f2(X)

oll X 2 max fl(x) -min £, (x) + 1, A e N
1
xeX xeX
Une condition nécessairne et suffisante pour que (z4, z,) € 5, est que :
z; € Si (i =1, 2) et z) + XZQ € S ol S est Le spectre de s.

Le résultat suivant est meilleur que le précédent,puisqu'il suffit de connaitre
les extrémats de l'application f, et le spectre S de l'application définie

dans le théoréme 42,pour calculer le spectre $12

Théoneme 43 [37] :

Les deux conditions sulvantes sont equivalentes

L) z, €S, (1=1,2) etz + Az, € §

L) min £, (%) € z, < max f,(x)
1 1
xeX xeX

z; + Az, € 8, z3, z, entiens.

1

Exemple [32]

Etant donnés :

fl(x) = -xg + 2x2 - Xg

f2(x) = X - X% - %,

X, =X, = {0, 1}, Xy = {-1, 0, 1} et X, ={-1, o}
max f (x) = 3
xeX
min £ (x) = -2

1

xeX
d'ol : A = 6

s(x) = 5xl - 4x2 - Xy - 6x‘+

et s = {-5, -4, -3, -1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 11, 12}
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Soit z = 5 € S, déterminons un entier z, tel que :
(z - min £,(x))/A - 1<z, < (z - min fl(x)VX
xeX xeX

£7/6 =>z_=1

i.e. 7/6 -1 < 2z 2

2
1 - 2 -~ . = -

d'aprés le théoreme 43 : (zl, z2) (-1, 1) € 812

ou zl =z - 6z2.

1.3 - Calcul du spectre de m-formes linéaires (m > 3)

Dans ce paragraphe,nous donnons une généralisation des résultats é&tablis par

Weinberg (cas m quelconque) dans les deux paragraphes précédents.

ThéonZme 44 :
Etant donné :

s(x) = £,00) + AE,(x) + A2f3(x) + ... 41 £ (x)

ol A2 max (max f.(x) - min £.(x)+ 1, A e N
. i
i=l,...,m-1 xeX xeX
Une condition nécessaire et suffisante pour que (z,, z,, -..p 2,) €Sy, esl:
. m-1
z, € Si (i=1, ..., m) et z, * Xz2 + ...+ A z € S
ol S est Le spectre de s.
Démonstration :
. o
Soient (zl, Z,s - Zm) € S1 X 82 X ... X% Sm et x € X tels que :
o o m-1 o, _ m-1
(*) fl(x)+>\f2(x)+...+)\ fm(x)-z1+ z2+...+x z -

Soient yl e X (1i=1, ..., m) tels que :

i, _ s
fi(y ) = z: i=1, ..., m

. . i_ o
Pour prouver que (zl, Zps ees zm) € 812...m, il suffit de montrer que y = X

i=1, ..., m
D'aprés la relation (*)
|fl(x°)-fl(y1)|=AI(fz(yz)-fQ(xo))+A(f3(y3)nf3(x°))+...+Am_2(fm(ym)—fm(xo))f

Si le terme 3 droite est non nul cela implique que :

1
|fl(xo)—fl(y IR




ce qui est absurde d'aprés le choix de A ; c'est 3 dire que : fl(yl) = fl(xo),

48

on répéte ce procédé pour aboutir au résultat.

Exelee :

Etant donnés :

fl(x)
f2(x)

f3(X)

X, = {0, 1}, X

= --x1 + 2x2 - x3
= x1 - x2 - X,
= X, = x3 + xu

3

= {-1, 0, 1} et X, = {-1, o}

La méthode,proposée au premier paragraphe,permet de déterminer les spectres

Si (i =1,
Sl =
52 =
83 =

d'od : A = 6
s(x)

2, 3) an trouve :
{-2, -1, 0, 1, 2, 3}
{-1, o0, 1, 2}

{-2, -1, 0, 1, 2}

= Sx

1 + 32x2 - 37x

3 + 30xu.

s = {-67, -62, -37, -35, -32, -30, -25, -5, 0, 2, 5, 7,

12, 32, 37, 39, 42, 44, 69, 74}

alors (-2, -1, -2) n'appartient pas 3 S193 puisque -80 ¢ S par contre (-1, 0, -1}

€ 8123 puisq

ue -37 € S.

Ce résultat n'est applicable que lorsque Am_l est de taille raisonnable, le

résultat ci-dessous permet de remédier i ce probléme.

Théondme 45 :

Etant donnis

hl(x)

h2(x)

= fl(x) + KlfQ(x) + ve. t AL

o

fi +1(x) + 12f10+2(x) + ... + AQ

io—l
i fio(x)
m-i -1
o

fm(x)
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ol :
A, 2 max (max f.(x) - min £,(x)+ 1, A, €N
._ . i ‘ i 1
1-1,...,10-1 xeX xeX
k2 2 max (max fi(x) - min fi(x)) + 1, Az eN
i=io+1,...,m—1 xeX xeX
S', S" spectre de hys by, nespectivement ei
S Le spectre de s(x) = h (x) + A h (x), od A; 2 max h (x) - min h,(x) +1.
1 372 3 xeX 1 xeX 1

Une condition nBcessaire et sufgisante pour que (z,, z,, ---» z ) appartienne
a $12. . .m est que :

z. €S, (i =1, ..., m

i i
i-1
- L
tl =z, + Xlzz + + Xl zio €S
m-.—i -1
- 1"
t2 =2 41 + 12z +2 + A2 z €8S
et ty t As t, € S.

Démonstration :

La condition est nécessaire, montrons qu'elle est suffisante.
D'aprés le résultat précédent, on déduit que :

(245 255 205 23 ) €895 3
(o] (o]

et (zi +1°> " Zm) € S(i +1)...m
o o

Soit donc (yl, y2) € X tel que :

z fi(yl) i =21, ooy 1

i o)
2
z. = £.(y") i = (i 41), ..., m
3 j y ] °
3
t, A3t2 € S <=>3 y € X tel que :
i-1 m-i -1
1 1 o 1 2 2 o 2 -
fl(y )+Alf2(y )+...+7\1 fio(y )+ 3(fio+l(y )+X2fio+2(y )+...+)\2 fm(y )) =
i-1 m-i -1
3 3 o 3 3 3 o} 3
fl(y )+X1f2(y )+...+)\l fio(y )+13(fio(y )+12fi0+2(y )+...+)\2 fm(y )

D'aprés le choix de 13 cette derniére équation s'écrit :
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i-1
o

(£, -, O (£, (574 4A]

1 3.,
(fio(y )-fio(y )) = 0
(£, . (yD-£.  (ONR(E, L (yD-£. (3O Am-i°-l(f (yH-£ (y3))=0

i+l y i+l y 2°71_+2 y i+2 y ety mY iy MU=

D'aprés le choix de Xl, A, et comme précédemment, on déduit des deux équations

2
du systéme que :
1, _ 3 . .
fi(y ) = fi(y ) i=1, ..., i
f (y2) = f (y3) i=i+1 m
i i o T

C'est 3 dire que finalement (zl, ooy zm) € 812 m

Remargue :

Dans le dernier exemple, il fallait déterminer le spectre de f1+6f2+36f3 en

utilisant ce dernier résultat, on détermine le spectre de f1+6f2+24f3.

II - DETERMINATION DES MULTIPLICATEURS ADMISSIBLES

L'algorithme suivant,justifié par les théorémes 2, 3, 33, 34, permet de

. . . . . . * .
déterminer des multiplicateurs admissibles Ai i=1, ..., m

L'ensemble So ci-dessous peut &8tre S, X S, X,..X S, ou S

1 2 12...m"

Algorithme
0 Initialisation k « let A +« 1
1 Si k > m alors aller en 4

Soit Ak un entier non nul

Si 4 Aizi = 0 <=> z, = 0 1i=1,...,k, ¥ (zl,..,zk,zk+l,..,zm) € Sq

alors aller en 3
2 Si il existe i e {k+1,...,m} : z, # 0 alors aller en 3
© sinon changer Xk;aller en 1

3 k + k+1 aller en 1
Y AY <A, i= 1, ..., m
- i i
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RESUME :

Etant données m fonctions fi i=1,...,m, définies sur un ensemble arbitraire

X de R", et 3 valeurs entiéres, les méthodes qui consistent 3 remplacer les

m équation% diophantiennes fi(X) =0 i=1,...,my, x € X (1) par une seule
équation .Z Aifi(x) =05 Ai €Z , x € X (2) dont les solutions sont identiques

1=
d celles de (1) se divisent en deux classes (chapitre 1)

a) Les méthodes de 2-contraction : 1'équation (2) est construite par une cas-
cade de combinaisons linéaires des m équations prises deux 3 deux. Une &tude
géométrique a permis de faire une comparaison globale de ces méthodes et

d'améliorer les meilleures d'entres-elles (chapitre 2).

b) Les méthodes de G-contraction, pour lesquelles les entiers Ai’ o ot LA G
sont déterminés globalement par la construction d'une matrice C de Z(m,m-1)

qui satisfai* les deux conditions

0}

m
- les colonnes de C forment une base de l'espace {z ¢ z" l Z Aizi
i=1

- 1l'ensemble {(k,x) € ZT—l x X | fi(x) = Cik i=0, .., ) est vide.

De nouveaux types de matrices C sont proposés, permettant d'améliorer les
résultats obtenus dans la littérature (chapitre 3). Les chapitres 4, 5 et 6
sont consacrés aux études algorithmiques basées sur les résultats des
chapitres précédents et aux différentes expériences numériques réalisées sur

CII-HB IRIS 80.
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