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1 NTRODUCT ION 



MATHEWS C231 ,en 1897,a démontré qu'il est possible de transformer un systhne 

d'équations diophantiennes a coefficients strictement positifs en une équation 

équivalente (possédant le même ensemble de solutions r6alisables). ELMGHRABY 

et WIG Cl21 ont appliqué ce procédé pour combiner un système de m équations 

(m quelconque) en une seule ; ceci a permis de transformer un problème d1opti- 

misation a p1Qsieu-s contraintes en un problème équivalent avec une seule 

contrainte. 

L'élaboration des méthodes performantes de résolution du problème du knapsack 

semble pouvoir accroftre l'intérêt des résultats récents,généralisant et 

améliorant de façon sensible ceux de Mathews ; ceci comprend les travaux de 

ANTHONISSE J.M. Cl], BRADLEY G.H. [ J I ,  GLOVER F. C181, GLOVER F --WOOLSEY R.E 

C251, ROSENBERG I.G. C281. 

La première partie de cet exposé est consacrika une étude théorique du problème 

de contraction : 

Etarrtdonné un ensemble de m applications f i = 1, ..., m définies sur un ensemble 
i 

arbitraire X, et a valeurs entières, le problème consiste a remplacer les m 

équations diophantiennes : 

par une seule équation : 

m 
1 hi fi(x) = O avec A. sZ, i = 1, ..., m 

1 i=l 

x é x  

dont les solutions sont identiques à celles de (1). 



Toutes les méthodes connues de recherche des coefficients entiers Ai i = 1,. ..,m 

peuvent être classifiées comme suit : 

i) La première classe regroupe les &thodes dites de 2-contraction,dont 

le principe est le suivant : 

l'unique équation (2), équivalente au système (l), est construite par une cascade , 

de combinaisons linéaires des m équations de (1) prises deux a deux. 
Une étude géométrique a permis de faire une comparaison globale de ces méthodes 

(qui avaient été toutes traitées, jusqu'a présent,d'me manière algébrique) et 

d'améliorer les meilleures d'entre elles (chapitre II). 

ii ) La deuxième classe regroupe les méthodes, dites de G-contraction, pour 

lesquelles les entiers Ai (i = 1, ..., mf sont déterminés globalement par la 
construction d'une matrice C de Z (m, m-1) qui satisfait les deux conditions 

suivantes : 

* les colonnes de C forment une base de l'espace : 

** l'ensemble : 

{(k, x 1 . L  z:-' x x 1 fi(x) = ci.k i = 1, ..., ml 
est vide. 

De nouveaux types de matrices C sont proposés, permettant pour une certaine 

classe d'applications f i = 1, ..., m d'aboutir à de meilleurs résultats que i 

ceux obtenus par les deux types de matrices proposés dans ia littérature 

(PADBERG M. W. C 25 1 et KALISZEWSKI-LIBLIRA C203 ) . Une interprétation géométrique 
de ces méthodes permet de faire une comparaison théorique entre les méthodes 

de 2-contraction et G-contraction (chapitre III). 

La seconde partie de cet exposé est consacréeaux études algorithmiques basées 

suriles résultats théoriques développés dans les trois premiers chapitres. 



Dans le chapitre IV est proposé un algorithme énumératif de résolution du 

problème du knapsack à contrainte d'égalité ; cette méthode est une adaptation 

de l'algorithme proposé par FAYARD-PLATEAU ClS1,dans le cadre du knapsack a 

contrainte d'inégalité. 

Une nouvelle méthoderbasée sur les résultats des chapitres II, III et IV,est 

ensuite proposée pour la résolution des problèmes mathématiques en nombres 

entiers (chapitre V). 

Enfinsde nombreuses expériences numériques développées sur l'ordinateur CI1 HB 

IRIS 80 du centre de calcul de Lille 1 sont répertoriées dans le chapitre VI. ' 

Elles concernent la résolution du problème du knapsack a contrainte d'égalité 

et la mise en oeuvre de certaines méthodes de contraction. 



NOTATIONS 



L e s  no ta t ions  u t i l i s é e s  t o u t  a u  long de l 'exposé son t  les suivantes  : 

13 . f p a r t i e  e n t i è r e  'd'un r é e l  A 

é t a n t  donné un ensemble J : 

[JI  : enveloppe convexe de J 

J \ U  : complémentaire d'un sous-ensemble U de J 

é t a n t  donné A une matrice de Format (IxJ) où 1 et  J son t  des ensembles f i n i s  : 

a.. : élément (i, j )  E IxJ  de A 
1 3  

A j  : colonne j E J de A 

Ai : l i g n e  i e 1 de A 

'j 
: élément j c J de y 

é t a n t  donné un problème d 'optimisat ion (P) : 

v(P) : valeur  optimale de (P) . 

3 P ) : ( r e sp .  - v(P) )  majorant (resp.  minorant) de v(P) 

F( P ) : domaine de (P )  

(P 1 x E X) : lorsque (P l  e s t  r é so lu  avec l e s  condi t ions  supplémentaires x c X 

lorsque  (P)  e s t  un problème a n va r i ab les  b iva len tes  : 

* 
x : s o l u t i o n  optimale de (P) 

< i; > : problème (P) dans l eque l  CV3 remplace V 

: s o l u t i o n  optimale de (P) 

é t a n t  donné x E CV] : 

Cxl : élément de V t e l  que [XI = l-x+l j = 1, .. . , n 
j 



CHAPITRE 1 

LE PROBLEME DE CONTRACTION 



Dans ce chapitre Sera formulé le prablkae de contraction,puis nous 

donnerons le principe des méthodes de résolution,ce qui permettra de distinguer 

deux classes de méthodes. En fin de chapitre nous citerons quelques domaines 

d'applications de la contraction : une première application, introduite par 

EL MAGHRABY et WIG C121, a la programmation mathématique, une seconde application 

sera faite au niveau du calcul de la réduite d'Hermite. 

1.1 - FOMULATION DU PROBLÈME D E  CONTRACTION 

Etant donnés m un entier naturel (m 2 2) et f i = 1, ..., m des appli- 
i 

cations de l'ensemble X dans Z, où X est un ensemble arbitraire de R", 

considérons le système suivant formé de m équations diophantiennes : 

Notons S l'ensemble des solutions réalisables de ce système : 

S = {x r X 1 fi(x) = O i = 1, ..., ml 
I 

m 
et posons S =  {x r x 1 1 Ai fi(x) = 01 

i= 1 

où Al, ..., X sont des entiers relatifs non nuls. 
m 

Le problème de contraction consiste déterminer une combinaison linéaire de 

toutes les équations du système qui n'admet pour solutions réalisables que 
- 

celles' du système dans l'ensemble X. 11 se formule donc de la manière suivante : 

m déterminer (A1, . . . , Am) r Z* tel que : 
I 

S = S  



Remarque : 
Li 

Il est évident que l'ensemble S est inclus dans l'ensemble S ; le problème (Pl 

consiste donc 3 déterminer des entiers non nuis Al, ..., Am tels que l'ensemble 
S soit inclus dans l'ensemble S. 

I 

€tant donné6 Al, . . . , h d u  Wm non )UL(d, on dihll que A = (A1, . . . , Am) U t  
m 

un mu1 tipl icateur admissible 4 ' Z  est  do~u*tion& pnrobthe (P) . 

On notera A l'ensemble de ces multiplicateurs admissibles. Dans le cas général, 

la détermination d' un multiplicateur admissible n'est pas immédiate ; cependant 

nous pouvons citer deux propriétés pour lesquelles,sous certaines hypothèses, 

1' existence d'un multiplicateur est évidente : 

SupphoM que fi(x) 2 O v x E x v i c {1, . , ml 

Démonstration : 

o n  O 
Soit x E S, montrons que x E S 

Remarque : 

Etant données des applications g i E (1, . . . , m) ,a valeurs entières dans i 
2 

l'ensemble X telles que fi(x) = (gi(x)) V x c X Y i r {l, .. .. m} alors les 



Applications f i E (1, ..., m) vérifient les hypothèses de la propriété 1. i 

On suppose que n = 2 et que îa q W Z  niax 1 fi(%)} exhcidte. 
xéx 

A ( O u  (1, i2) é A 

Démonstration : - O Soit x0 E S, montrons que x E S. 

OU bien f;(xO) = O 
O O => f1(x ) = O =5 X e s 

(*) 

ou bien f2(x0) # 0 

= lfl(xO)l 1X21 

L. 

ce qui est impossible d'après le choix de A2. 

Remarques : 

1) Compte tenu de cette dernière propriété, l'ensemble A peut être infini, 

est infini s'il est non vide ou il peut être vide, comme le montre l'exemple suivant: 

Considérons le système 

fl(x) = -1 + X1 

f2(x) = -1 
+ X2 

f3(x) = + X  - X  3 4 
4 

(xl, X2, X3, X4) E X . 
n n *  

Supposons qu'il existe une solution (A A?, X3) qui appartient à l'ensemble A. 1' 
O L O Soit x = (1 + A3, 1, O, A ), alors x e S et x0 n'appartient pas à S. 1 



2 )  L'exemple suivant montre qu'en généra1,un système formé d'inéquatiom 

ne peut être remplacé par une seule inéquation équivalente, c'est a dire qui 

n'admet pour solutions réalisables que celles du sytème : 

Les seules solutions réalisables du système sont les points (0, 0) et (1, 1)s 

or tout demi-espace qui contient ces deux points contiendra au moins un autre 

point à coordonnées bivalentes. 

Il est à noter que CHVATAL V. et HAMMER P.L. Cg1 Cl03 ont établi dans le cas 

bivalentrune condition nécessaire et suffisante pour qutun*systèrne d'inéquations 

soit transformé en une seule inéquation équivalente. 

Il est donc impossible, en général, de déterminer une inéquation équivalente, 

même après transformation du système en équations (en ajoutant-des variables 

d ' écarts ) , puis combinaison du nouveau système, car on obtient une équation 

qui contient plus de points que toute inéquation,déterminée à partir d'une 

combinaison linéaire des inéquations du système initial. 

6 J 

I,2 - PRINCIPES D E S  METHODES D E  RESOLUTION D U  PROBLÈME DE CONTRACTION 

Il existe deux types de méthodes,pour résoudre le problème (P) 

a) Le prémier type de méthodes appelé 2-contraction, consiste à déterminer 

i une équation équivalente aux deux premihres et à réitérer le procéd6 jusqu'a 

l'obtention d'une seule équation équivalente 3 celles du système ; ce type de 

méthodes,qui comporte (m-1) étapes se schématise donc comme suit : 



où Y<+~, plk (1 S k 5 m-1) sont solutions du problème : 

2 
trouver ( u ~ + ~ ,  vfk) c Z* tel que : 

(X c X 1 fk+l(~) = ftk(x) = 03 = {X X ( ~ < + ~ f ~ + ~ ( x )  + v t  k k  f' (XI = 0 )  

qui consiste à déterminer une seule équation équivalente aux deux équations 

b) Le second type de méthodes, appelé G-contraction, réalise une contrac- 

tion globale :on part du principe inverse de la 2-contraction, en déterminant 
m 

directement les points h (i = 1, . . . , m) pour lesquels l'équation 1 X f (x) = O i i=l i i 
n'admet que fi(x) = O comme solution,lorsque x parcourt l'ensemble X. . 

Avant de réaliser une étude approfondie de toutes ces méthodes,nous allons donner 

deux domaines d'applications le premier introduit par ELMAGHRABY et WIG 1121 

est relatif à la programmation mathématique, le second concerne l'optimisation 

du calcul de la réduite d'Hermite d'une matrice donnée. 

1.3.1 - Application b la programmation mathematique 

MATHEWS [23], a démontré qu'il est possible de transformer un ' 

système de deux équations diophantiennes à coefficients entiers tous strictement 

positifs,en une équation équivalente ; ELMAGHRABY et WIG Cl23 ont étendu cette 

idée,~our combiner un système de m(m 2 2) équations diophantiennes en une seule, 

dans le but de résoudre le problème du type suivant : 

' Opt. c(x) 

S.C. x € S 

où c est une application de l'ensemble X dansR. 

- 
Etant donné A = (A1, ..., E A ,  le problème (Po) à plusieurs contraintes est 

équivalent au problème : 



- 
Opt c (x )  

X € S  

qui ne possède qu'une seule contrainte.  

Un i n t é r ê t  de c e t t e  transformation e s t  que pour l e  problème (Pl) ,  l a  construction 

d'un algorithme de résolution e s t  moins complexe que pour l e s  problèmes h plusieuris 

contra intes  (vo i r  l a  résolut ion de (Pl) au chapitre I V ) .  D'autre pa r t ,  du point  de 

vue informatique, l a  résolut ion du problème (Pl) permet de gagner de l a  place m6- 

moire, puisqu ' i l  e s t  possible de ne stocker seulement que deux vecteurs à l a  f o i s ,  

en mémoire centra le  de 1' ordinateur,  auss i  bien pour déterminer un mult ipl icateur  

admissible, que pour résoudre l e  problème (Pl), au l i e u  de (el) vecteurs pour 

résoudre l e  problème (Po). 

Tous l e s  schémas de contraction présentent l a  même chractér isa t ion : l a  plupart  

des coeff ic ients  de l a  contra inte  résu l tan te  deviennent t rop  grands, pour que 

chacun d'entre eux puisse ê t r e  stocké dans un seu l  mot machine, du f a i t  que l e s  

Ai ( i  = 1, . . . , m )  prennent des valeurs grandes. I l  e s t  possible de p a l l i e r  a 
c e t  inconvénient en construisant un ensemble de sous-programmes, qui exécutent 

l e s  opérations de base (addi t ion,  multiplication,  e t c  ... ) en manipulant des 

groupes de mots suffisamment grands pour contenir les coeff ic ients  de l 'équation 

équivalente. Un t e l  programme s e r a i t  particulièrement valable pour un u t i l i s a t e u r  

qui  n ' e s t  pas l imi té  par l e  temps de ca lcu l  (exemple : avec un mini-ordinateur). 

Etant donnée une matrice A de Z(m, n )  e t  de rang, r, il ex i s t e  deux matrices 

unimodulaires U e t  V ( vo i r  par exemple C161) t e l l e s  que : 

où L E %(r, r )  e s t  de rang r e t  t r i angula i re  infér ieure .  

H e s t  d i t e  l a  réduite d'Hermite de A qui e s t  u t i l i s é e  en t r e  autres ,  d'une par t  

dans l a  résolution des systèmes d'équations l i néa i r e s  en nombres e n t i e r s  



(voir C 161 et C 7 1 ) , d' autre part dans la transformation de probl2mes a 

contraintes en égalités en des p&blèmes équivalents et à contraintes en 

inégalités, voir C61. 

L'algorithme proposé dans Cl61 et C71 pour calculer la matrice H consiste 

d'abord il déterminer deux matrices unimodulaires U1 et V1 telles que : 

et d'itérer ce processus sur la matrice Al. 

Il faut noter que la matrice Al est obtenue à partir d'une combinaison linaaire 

des colonnes de la matrice A et de ce fait, en général les coefficients des 

matrices de type Al deviennent grands au cours des itérations. 

En se plaçant dans le contexte de la détermination de la réduite d'Hermite 

d'une matrice A du système d'équations 09 b X" : 

où X est tel que la réduction de nombres d'équations par une méthode de 

contraction est possible (le système réduit équivalent n'étant pas nécessairement 

composé d'une équation  unique)^ il peut s'avérer intéressant de déterminer 

la réduite d'Hermite de la matrice du système réduit plutôt que celle du 

système d'origine, puisque les complexités spatiale et temporelle dépendent 

du nombre dl équations ; ceci est confirmé par les expériences numériques 

résumées dans le tableau 1 : 

m : nombres d'équations 

n : nombres de variables 



ti : temps de calcul (en secondes sur CII.HB IRIS 80) de la réduite d'Hermite 

- du système initial, pour i = 1 

- du système réduit de moitié, pour i = 2; 

-- - -- - - - 

* La réduite d'Hermite n'ayant pu être calculée par dépassement de la limite 

de représentation d'un entier sur ordinateur, le nombre indiqué est celui du 

numéro de l'itération au cours de laquelle la limite est dépassée. Il est a 

remarquer que pour m = 16 et n = 90, la réduction du.système à six équations 

au lieu de huit a permis de déterminer la réduite d'Hermite, en 2,9 secondes. 



METHODES DE 2-CONTRACT 1 ON 



Etant données m applications f i = 1, ..., m,définies sur un ensemble arbitraire i 

X de IRn et 3 valeurs entières, une méthode de 2-~0ntrûCti0n consiste à déterminer 

une équation équivalente au système,par une cascade de combinaisons linéaires de 

m équations prises deux à deux. 

Dans une première partie,nous montrons que l'idée de base de ces méthodes est 

la suivante : 

A chaque étape, étant données deux applications g et h, la contraction de 

{g(x) = h(x) = O, x E XI est réalisée en déterminant deux entiers XI, X2 tels 

que : k ,  x) É z x x 1 h(x) = khl , g(x) = -kA2) est vide, pour obtenir l'équation 
équivalente hlg(x)+ A2h(x) = O x r X. 

Toutes ces méthodes,ayant été traitées d'une manière algébrique, une approche 

originale est faite en réalisant une étude géométrique systématique de toutes 

les méthodes connues,qui a permis de distinguer deux classes de méthodes, la 

première (appelée S xS -contraction) regroupe les travaux de ANTHONISSE Cl], 1 2  

GLOVER-WOOLSEY Cl91 et KENDALL-ZIONTS C221, la deuxième (appelée S12-contraction) 

regroupe ceux de MATHEWS C231, GLOVER Cl81 MEYER C241, ANTHONISSE Cl], 

BRADLEY C31. Elles seront étudiées, respectivement, dans la quatrième et la 

cinquiène partie. 

* 

Après avoir montré que la méthode de BRADLEY est la plus performante des 

méthodes existantes, nous proposons finalement une amélioration de cette méthode. 

Etant donnés : 

f et f2 deux applications à valeurs entières dans un ensemble X 1 

1 'ensemble : 



et l'ensemble : 

chaque 6tape d'une méthode de 2-contraction,consiste à déterminer deux entiers 

non nuls,tels que tout élément x de X vérifiant 11équation4fl(x) + A2f2(x) = O, 

appartient à l'ensemble S .  

A chaque fois,le problème à résoudre est donc le suivant : 

1 trouver (A 2 
1y X2) E Z* tel que : l 

Avant de présenter le résultat de base de toutes les méthodes (excepté celle 

de Weinberg C321),nous donnons deux résultats préliminaires. 

Lemme I : 

€&nt donné : 

Uoh6 (A1, h2) ut un m u A W p f i * c a t ~  a d m d ~ i b l e  d i  et d d e m e n t  d i  l e  hc~ppk-t  

4 A n ' a p p m k i e n t  pas à R .  

knstration : 

(<=)  Soient (A1, 
) 

O - O 
et x E S, montrons que x E S 

l Il y a deux cas : 



ce qui contredit le fait que X2/hl n'appartient pas à R. 

(=>)  Le raisonnement se fait par contradiction : 

O 
Supposons que A /A r Ry ceci implique qu' il existe un x r X' tel que : 2 1 

A2 - fl(xO) O - O - - -  ,c'est à dire que x E S ; mais x c x1 implique que 
A 1 f2(x0) 

O O x C S ( f2( x ) # O) , ce qui permet de conclure que (A 1 y A2) ne peut être 

un multiplicateur admissible. 

1 

Dans une partie ultérie~re~nous développerons quelques conditions suffisantes, 

et nécessaires et suffi~antes~pour caractériser les couples d'entiers (A1, A2)> 

tels que le rapport A2/A1 n'appartient pas à l'ensemble R. Par contre~le 

lemme suivant a pour but de caractériser les éléments de R. 

Lemme 2 : 

€tant donnes Al, A2 deux e n t i m  heeatid~ non nul2 pn&m entne e u x  , &OU 

A2/Ai E R si et seuRement 6 ' 2  e x d t e  (k, xO) r Z* x x' tek? que : 

Démonstration : 

O I - A2/A1 € R <=> 3 x € X' : - - < 1 <=, [ k E Z* tel que : 
f2(x0) 

Inversement, s'il existe (k, xO) s Z* x x1 qui vérifie le système ( t ) ,  ceci 

f1(x0) A* 
implique que - - 

O -7 , c'est à dire que X2/A1 E R. 
f,(x 



Les deux résultats précédents permettent d'énoncer le théorème fondamental 

suivant : 

E h t t  donnes Al, A2 deux e n t i m  p&m ent>re eux et l'enaenble 

E e6.t vicie <=> A ,  A2) e6.t un muLtXpficateuh &L6d*ble. 

Démonstration : 

(A1> A2) ' A <=> X2/A1 4 R 
(lemme 1) 

O <=> il n'existe pas (k, x ) E X* X x1 tel que 
(lemme 2) 

<=> E est vide. 

Une autre condition suffi~ante~induite par le théorème 1,est énoncée dans 

le résultat ci-dessous : 

€ahnt donnes hl, A2 deux entim piremLw entne eux 
1 2  et E' = {(k, X, y) Z* x ( X  1 fl(x) = kA2, f2(y) = -kA2} 

E' e6.t vicie => (A1,X 2) e6.t un muRtipficateun aM4ible. 

Remarque : 

La condition de vacuité de 1 'ensemble E' est suffisante ,puisqut elle implique 

que l'ensemble E est vide, mais elle n'est pas nécessaire, car il peut exister 

un multiplicateur admissible, sans que l'ensemble E' soit vide. 



Les méthodes proposées (à  l'exception de celle de Weinberg C321) consistent à 

imposer des conditions suffisantes, mais non nécessaires, pour que l'un des 

ensembles E ou E' soit vide. 

1 1,3 - FORMALISME GEOMETRI QUE DES MCTHODES DE 2-CONTRACT 1 ON 

A l'exception de celle de Weinberg C321, toutes les méthodes ont été traitées 

de manière algébrique ; les auteurs donnent tous,leurs propres conditions sur 

le couple (A1, A2) telles que pour tout entier k, (Ikl supérieur ou égal à un) 

le système (* )  n'admet pas de solution dans l'ensemble X. Une étude algébrique 

comparative globale,de toutes les méthodes connues,est difficilement envisageable 

(jusqu'à présent, chaque auteur a comparé ses propres résultats obtenus avec 

ceux connus,uniquement sur quelques exemples numériques, toujours les mêmes ... 
(voir C21, C181)). 

De la même façon que Weinberg C321,qui a interprété ses méthodes dans le plan % 
2 

(partie II. 3.1) nous ,Lemmes parvenus à donner un fomlisme géométrique général 
/' 

de toutes les méthodes, ce qui a permis de les comparer. 

Dans un premier paragraphe,nous rappelons les méthodes de Weinberg C321 ; après 

avoir donné quelques définitions, dans la seconde partie nous établissons quelques 

résultats permettant de distinguer deux classes de méthodes, qui feront l'objet 

d'une étude comparative détaillée dans les parties 11.4 et 11.5. 

I 

11.3.1 - Les méthodes de Weinberg C321 : 

Dans ce paragraphe, nous supposons que l'ensemble X est fini. L'auteur appelle 

Spectre (relatif à X )  d'une forme linéaire ft(i = 1, 2) ou de deux foynes 

linéaires (f f2) l'ensemble des valeurs prises respectivement par fi(x). 1 

I = 1, 2 et (fl(x), f2(x)) lorsque x parcourt l'ensemble X ; On les note respec- 

tivement Si (i = 1, 2), S12. 



Remarques : 

1 )  X étant un ensemble fini, les spectres Si (i = 1, 2 ,  S le sont 

également. 

2 )  A l'évidence, le spectre S est inclus dans l'ensemble S1  x S 2 .  
1 2  

1 

Les deux résultats suivants,sont à la base des deux méthodes proposées par 

Weinberg. 

Une conciiXon ~udd*dante,powr que ( A 1 ,  h2 ) A O L ~  un mt&Xp.eicctte~r adnidb*bee 

e 6 X  que l '  ensemble : 

{ ( z l ,  z 2 )  E S1 x S 2  1 hlzl  + h2z2 = 01  

Ae 4édu.i.t à l' élément vu&. 

Démonstration : 
a 

L'inclusion S c S se déduit du raisonnement suivant : 

notons A = { ( z l ,  z 2 )  E S 1  x S 2  ( Xlzl + h2z2  = 01 

Théokème 3 C321 : 

Une c o ~ o n  néceahaine et ~u66han te  peuh que ( A 1 ,  A 2 )  A O ~  un m a p & & e u ~  

a h h a i b l e  esX que 1' enbemble : 



Démonstration : 

* Pour la condition suffisante, la démonstration est analogue à celle du théorème 

précédent, puisque le spectre S12 est inclus dans l'ensemble S 1 S2' 

* La condition est nécessaire : 

Soit h l  A2) un multiplicateur admissible, nous montrons que l'hypothèse 

A' # {O) (A' = {(zl, z2) E SI2 1 hlzl + X2z2 = 01) aboutit à une contradiction : 
1 - a a 

A' # {O} implique qu'il existe z = (zl, z2) S12 tel que 1 zll + 1 z21 soit 
strictement positif. 

- 
Soit alors x E X tel que (zl, z2) = (fl(x), f2(x)), or par hypothèse 

~,f,<x) + h2f2(&) = O donc X É S. 
a A 

x n'appartient pas à l'ensemble S, car cela n'est vrai que si f.(x) = O 
1 

a 4 

(i = 1, 2), or x appartient à ce qui est absvrde puisque S c S. 

C o & o W e  2 : 

il Une con&on hudd*bante p o u  que (hl, h2) b o a  un muetipf icateu~ 

admib~ible est que : 

A1zl + A2z2 # 0 Y (zl, Z2) € S1 X S2 : lzll + 1z21 > 0 

2) Une c o ~ o n  nécebsaine et bud6Csante p o w  que h l  X2) b o a  un 

mUetipficcLtewr &bible est que : 

hlzl + 2 ~ 2  # 0 v h l ,  z2) E S12 : Izl( + (z21 > 0. 

La première méthode de Weinberg C321, consiste à déterminer les spectres S1 et 

S2¶avant de construire (hl, A2) vérifiant la condition du théorème 2. A partir 

du spectre S la deuxième méthode fournit des couples d'entiers (hl, A2) qui 
12' 

vérifient la condition du théorème 3. 

Des algorithmes de détermination de spectres Si (i = 1, 2) et S12, ainsi que 

les algorithmes associés de détermination des multiplicateurs admissibles sont 

proposés dans la partie annexe. 



Nous a l l o n s  i l l u s t r e r  ces deux méthodes p a r  l e s  exemples su ivants  : 

Exemple 

f ( x )  = 7x + 2x + 6x + 15x4 - 24 
1 1 2 3 

f 2 ( x )  = 5x + 8x2 + 2x + 7x4 - 20 
1 3 

x = O ou 1 i = 1, ..., 4 i 

. , . . ,  , , , , .  . , . . , , .  

Figure O 



Le c a r d i n a l  de S 
1 

x S2 e s t  é g a l  à 210, c e l u i  de S12 e s t  nettement i n f é r i e u r  : 16. 

Les p o i n t s  de S12 s o n t  r ep ré sen té s  s u r  l a  f i g u r e  l p a r  : . La première méthode 

nous permet de déterminer  l a  d r o i t e  f + 3f2  = O ,  l a  d r o i t e  f l+f2  = O e s t  d é t e r -  
1 

miné p a r  l a  2ème méthode (nous remarquons que c e t t e  d e r n i è r e  d r o i t e  ne pouvai t  

pas  ê t r e  déterminée pa r  l a  première méthode). 

I I  . 3 . 2  - Nouvel le formulation du problème (P )  : 

L'approche géométrique systématique r é a l i s é e  dans ce paragraphe est i n s p i r é e  

des t ravaux de Weinberg C321. Après a v o i r  énoncé quelques d é f i n i t i o n s  e t  p r o p r i é t é s ,  

nous donnons une nouvel le  formulat ion géométrique du problème (P), e t  un r é s u l t a t  

fondamental, q u i  permet de d i s t i n g u e r  l e s  deux c l a s s e s  de méthodes e t  de dégager 

l a  démarche géné ra l e  u t i l i s é e  pour résoudre  l e  problème (P). 

P é & L W o n  2 : 

On ckm qu'un pouzt v de z2 eb.t dondamentut h i  et ,denient  6 i  d e 6  

compobantes aont p t d è h a  entrre &tes. 

Phop~é.té 3 : 

€&nt donna : 
2 

v un point de a , v t e  point dondanientae .tee que v = pgcd ( vl y v2 ) .Y,, et D( V )  
O 

lu diroae w b a n t  pah O et Le po in t  v 

2 & M D ( V )  n z 2 =  I W ~ Z  w = q v o ,  q r ~ ) .  

* 2 
Notons D (v) = D(v) n % \ {O) 

2 
= I w r %  1 w = q v , q r % * l  O 

= I . . . y -3v -2v v 2v 3v 
O ' O' O'  O '  0 ' " '  

1 

Le problème ( P )  e s t  équiva len t  au  problème su ivan t  : 

t r ouve r  un p o i n t  fondamental v t e l  que 
O 

* 
S12 " h o )  = 0 



Le problème c o n s i s t e  donc à déterminer  un p o i n t  fondamenta lv  t e l  que 
O 

* 
l 'ensemble D ( v  ) ne c o n t i e n t  aucun po in t  du s p e c t r e  S 

O 12 ' 

Exemple Cl81 : 

O I x I 12 x e n t i e r  
1 1 

O < x I 9 x e n t i e r  
2 2 

O < x  I 14 x e n t i e r  
3 3 

La f i g u r e  r ep ré sen te  l e  s p e c t r e  S de ( f l ,  f 2 ) .  12 

PétjinULon 3 : 

€&nt donné un eruemble A de z2, on diRa pue A es$ un ensemble borné dans une 

direction, b ' i l  e x A t e  un point t jondamew v n1a?pahXenant ,pas à A ,  tel que 
O 

l' eruemble D*(V ) ne contient aucun p o i n t  de A ; v s m a  appelé point dondanreW 
O O 

p/uviLégié pom A (ou p l u  buccintement " P .  F .  P.  p o u  A" ) . 



PmprUété 4 : 

E & n t  donnés : 
2 Wl, W2 E R *  ; E € - 1 ,  11 ; 

iteribemMe B ~ ( w ~ ,  w2) = {(x, Y) E z2 1 E xy > O => 1x1 s w1 ou l y J  5 w2} 

es;t boirné dans au m o h  une cli/rection. 

Démonstration : 

Supposons que : E = +1 et w2 = max (wl, w2), w2 E N. 

Le point fondamental v de coordonnées w2, w,+1 est un point fondamental ~rivilégié 
O 2 

pour BE(*1, W2) puisque à l'évidence, V k e Z*, k vo# Bc(wl, w2). 

I 

Remarques : 

1) Compte tenu de la symétrie de BE(al,w2) par rapport à l'origine, 

tout point fondamental n'appartenant pas à BE(wl, w2) est un P.F.P. pour B~(w~,w~). 

2) Tout ensemble B borné est un ensemble borné dans une infinité de 

directions,puisqulil existe deux entiers naturels wl, w tels que B soit inclus 2 

dans B (wl, w2> avec E {-1, 1). 

I 

Théokème 4 : 

€.tunt donné4 : 

un endembLe A bohné dans une chheotian, et v un P. F.P. p o w  A 
O 

teeb que L'une des condctiond aluvantes b o a  v W a i E e  : 

1) A 3 S1 x S2 

21 A 3 SI2 

3 )  A cont ient  une m e  de sl x s2 et k vo 1 s1 x s2 \ (A n s1xs2), Y k a *  

41 A cont ient  une pahtie de s12 et k vo 1 s12 \ (A n s12), Y k E Z* 

&hA 
* 

S12 " (vol = 0 



Démonstration : 

Nous démontrons ce théorème dans les cas 1) et 3) (les autres cas s'en déduisent 

facilement ) . 

cas 1) ------ 
* 

Raisonnons par llabsurde,en supposant que S n D (v ) est non vide. 12 O 

Ceci implique : 

3 v 6 Sl2 flDtVo) => 3 k E Z* 

v = k v O ) = > v k A  (1) 

v P.F.P. pour A 
O 

Les conditions (1) et (2) sont incompatibles. 

cas 3 )  ------ 
d 

Comme ci-dessus nous supposons qu'il existe v s S n D (vo) : 12 

i.. 3 k z : v = k v 1 
= > v k A )  

v P.F.P. pour A ) 
O 

v E S12 C S1 X S2 

(3) et (4) ne peuvent pas être réalisés simultanément. 

Les figures ci-dessous représentent les cas 2) et 4). 

Les éléments du spectre S sont représentés par : x 12 



Figure 2 

D é ~ h ~ M o n  4 : 

Les méthodu,pouh tebquUu ttensembte A vhidie ta conclULon 1 )  ou lu condiALon 

3) du fitheonètne 4,dont appeléu mé.thodes de S, x s2-co~ction, cel(e.6 poun 

tesquelXe6 A vW{ie la c o n U n  2) ou ta c o n ~ o n  4) du fiéon8me 4,hon.t 

appelées methodu de s12-conh.adon. 

Il est à noter,que du point de vue taille des multiplicateurs, il est plus 

judicieux, lorsque cela est possible, de déterminer des ensembles A vérifiant 

la condition 3) (ou 4)) ;cela nous amène à la question suivante : 

Etant donné un ensemble Ayvérifiant la condition 1) (ou 2))s existe-t-il un 

ensemble A '  (déduit de l'ensemble A) tel que la condition 3) (ou 4) )  soit 

vérifiée ? 
1 

Le résultat suivant répond à la questionl~squel'ensemble A est de la forme 

d'un B (r u2) défini dans la propriété 4. 
E 1' 

Soient r u deux réels tels que BE(wl, w ) vérifie la condition 1) 
1' 2 2 

du théorème 4 (OU la condition 2)), alors le résultat suivant permet de déter- 

* * * * 
miner deux réels w w ,tels que BE(wl, w2) soit inclus dans B (wl, w2) et 1' 2 E 

vérifie la condition 3) (ou la condition 4)) du théorème 4. 



Théohhe 5 : 

Etant donnb w l, w 2  deux hé& ~ o A ~ & ( A  non nt.&, te8s que B,(W 1, w ) vé&&ie 

tu covuiU.on 2 )  du théokLme 4 , q un e A m  natwrat (q 1 2 )  

Une c o W o n  su6disante p o u  que sc (wl ,  w3) v W 6 i e  La condA%n 4 )  du .thZoilhe 4 

e s t  que : 
* * 

(* )  k v # S12 \ ( B € ( W ~ ,  w*) dl& Ikl = 1, ..., q-1 OÙ v P.F.P. P O U B ~ ( W ~ ,  W2). 

Démonstration : 

* * 
11 faut montrer que k v # SI:, \( BE(wl, w2) M 1 2 )  Y k c Z* ; compte tenu de (*), 

il reste à vérifier que : 

* * 
k v 1 s12 \ B € ( W ~ ,  w2) n S12 k E X : Ikl 2 q. - 

* * 
v(v l ,  v2 )  1 BL(wl, w2) c.5 ( q lvll > w1 et q 1v21 > w 2  

donc : si k 2 q k v L BE(wl, w2) t 

C o h o ~ e  3 : 

E t a n t  donnb wl,  w 2  deux POAW~A non nu&, que s t ( w , ,  w,) veil&ie 

Une concUion bu6&i.mnte poun que B€(W;, w;) vehidie La c o n u n  3 )  du .thi!ohi?rne 4 

e s t  que : 
* * * * 

k v 1 S1 x S2 \ (B,(wl, w2) n Sl X S 2 ) ,  Ikl  = 1, ..., q-1 OÙ v P.F.P. pOM BE(w1,w2) 

La démonstration est immédiate en notant que S c S1 x S2. 
12 



Remarque : 

Etant donnés wl, w2 deux réels non nuls, tels que BE(w , W 2) vérifie la 

condition 2) du théorème 4. 

Soient q, q' deux entiers (q 2 2, q' 2 2.) 

* * 
Alors BE(wl, w2) vérifie la condition 4) du théorème 4 si : 

* * 
k v l S12 \(BE(wl, W2) n S  1 )kl = 1, 2, ..., inf (q, q') -1. 12 I 

Dans la suite de ce chapitrernous montrons que pour toute méthode connue,il 

existe un ensemble A,tel que l'une des conditions du théorème 4 soit vérifiée. 

Plus précisément nous donnons la démarche suivie : 

. Cadre général des méthodes de 2-contraction : 

phase ------ 1 Détermination d'un ensemble A contenant l'ensemble S12 (ou S1 x S2). 

Construction d'un ensemble de type BE(wl, W2) contenant A (il vérifie 

ainsi la condition 1) ou 2) du théorème 4). 

 hase ------ 3 Utilisation des résultats du théorème 4, corollaire 3,pour générer 3 
* * * * 

partir de (wl, w2) deux réels W1, W2 tels que BE(W1, W2) soit 
* 

contenu dans BE(wl, W2) en excluant des points de SI2 (ou de S1 x S2) 3 
(vérifie ainsi la condition 3) ou 4) du théorème 4). 

Dans cette partie,sont décrites les méthodes proposées par ANTHONISSE Cl], 

GLOVER-WOOLSEY Cl91 et KENDALL-ZIONTS C221. 

Le tableau,ci-dessous,résume les hypothèses utilisées : 

auteurs 

Cl91 

[il et C221 

X 

mn 

O s x l d  
entier 

fi 

linéaires 

1 I 

a i j 

BJ* 

Z 



La première méthode dlANTHONISSE consiste à déterminer un pavé A,qui contient 

l'ensemble S1 x S2 ; la construction de l'ensemble de BE(wl, w2) qui contient A 

et qui satisfait la condition 1) du théorème 4 est réaliska partir des coordon- 

nées du pavé A. 

La méthode & KENDALL-ZIONTB (qui est une généralisation de celle de GLOVER-WOOLSEY, 

en prenant en compte les a:; de signes quelconques) permet de déteminer Par 
A J * * * W i une méthode plus complexe un ensemble du type BE(w w2) (où wi = 2- 1 ' i = 1, 2) 

de la phase - 3 du cadre général des méthodes de 2-contraction. 

Il est à noter,que les démonstrations des résultats de cette dernière partie 

sont détaillés dans le cadre plus général du troisième chapitre. 

11.4.1 - La methode d8ANTHONISSE Cl1 ( l e r e  version) 

Etant donnés : 

l! = min f.(x) i 1 xr X 

ui = max f.(x) i = l , 2  
x€X 1 

on considère le pavé A = CL1, ull x Cl2, u21 (qui contient à l'évidence 

J l'ensemble S1 x S2). 

S'il existe i E (1, i} tel que ti soit strictement positif ou u soit strictement i 

négatif alors S est vide. 

deux concLLtions ~LLivantes : 

a )  (A2, - I I )  1 A 

6)  (-A2, Al) 1 A 

Alou A ,  A )  est un m U p f i & w t  adrrid~ible. 



Démonstration : 

O - O Soit x E S, montrons que x E S. 

O - x E S <=> Al fI(xO) t A f (xO) = O 2 2 3 k E Z tel que : 

O 
pgcd (A1, A2) = 1 f1(xo) = kX2, fî(x ) = -kX1 

O O O Si k = O => fl(x ) = f2(x ) = O => x E S 

Si k # O ou bien k 2 1, d'après a) (fl(xo), f2(x0)) L A 

ou bien k 6-1, d'après b) (fl(xO), f2(x0)) # A 

O O ce qui est contradictoire avec le fait que par définition (fl(x ), f2(x ) )  

appartient à S1 x S2, puisque A contient S1 x S2. 

I 

Illustration géométrique des différents ensembles ~ ~ < w ~ ~ - w ~ l - $ e r e ~ i ~ e g ~ p g ~  ------------- ------- ............................. 
ANTHONISSE (où E = -1) : ...................... 

La figure suivante représente le cas a : - 
Les éléments de S1 x S2 sont représentés par : X 



La partie hachurée représente le complémentaire de B E (w l9 W2)* 

Tout point fondamental de la partie hachurée est solution du problème (P). 

Remaraue : 

L'auteur se place dans le cas linéaire, du fait que les quantités 1 u iy i 

i = 1, 2 sont facilement calculables : 

Etant données : 
n 

ei, ui (i = 1, 2) sont donnés par : 

11.4.2 - Les méthodes d e  GLOVER-WOOLSEY Cl91 e t  KENDALL-ZIONTS C221 : 

Dans ce paragraphe, nous rappelons les méthodes de GLOVER-WOOLSEY Cl91 et de 

KENDALL-ZIONTS C221, et définissons les ensembles de type BE(wl, w2) corres- 

pondants. 

Nous montrons que la méthode de KENDALL-ZIONTS C221 (qui est une généralisation 

de celle de GLOVER-WOOLSEY C191) consiste à déteminer un ensemble du type 

* * 
B-l(~l, w2) (q = 2) à partir de l'ensemble B ( w  w2) (wl 2 ul , w2 = u2) -1 1' 

proposé par ANTHONISSE Cl1 , qui vérifie la condition du théorème 5. 

Tous les résultats de ce paragraphe seront généralisés et démontrés dans le 

cadre de la G-contraction (chapitre III). 

On suppose que : 
n 

fi(x) = bi - 1 aij xj i = 1 , 2  
j =l 



En outre, pour les résultats de GLOVER-WOOLSEY C 1 9 1 ,  les coefficients 

a (i = 1, 2 et j = 1, ..., n) sont supposés positifs ou nuls. i j 

Théokème 7 C 19 1 : 

E * a n t  donna hl, A2 deux e n t i m  m-tw~eed, penûw m e  wx,ve>cid.iant LU 

conditionb au.Lvantes : 

i) A, ne divise p u  b2 et A2 ne divise pa6 bl 

A ~ O M  h l  , A est  un muRtipa-icatei~>~ admiÀsi6le. 

En remarquant que b = u = max f.(x) i = 1, 2, le résultat suivant est analogue 
i i 1 

x€X 
au précédent,sauf que l'on considère les quantités ei au lieu de u i = 1 ,  2 

i 

C o k o ~ e  4 : 

E & z n t  donna, hl, A2 deux e n t i m  vmtw~eed, p d w  entne eux,*& que : 
n n 

d.) et A, ne divise pad (b l  - 1 a d.) il) Al ne divise pas (b2 - 1 alj 
j =i j=i lj I 

MOU h l  h2 ) est  un m u t - t i p f i c a t m  adnridaible. 

Le résultat suivant permet de réduire la taille des multiplicateurs Ai i = 1 ,  2. 

k. i = 1, 2 deux e n t i m  natuneeb t& que ki z min a.. 
1 R 

j=l,. . . ,n 11 si apectte de L'appfiution : j E l  aij x j i=1,2 

S" = {y r sri I y 5 kil i = 1, 2 i 

et hl, A2 d w x  e d m  VUUWL& p e m i m  av&e eux,vehi6hnt lu c o ~ o n b  

suivantes : 



Remarque : 

Les ensembles SIi ainsi que S" peuvent être déterminés,par l'algorithme 
i 

1 
I proposé dans la partie annexe. 

Les deux résultats suivants,établis par KENDALL-ZIONTS C223,généralisent 

ceux de GLOVER-WOOLSEY C19lYpuisque aucune restriction sur le signe des 

coefficients a n'est supposée. 
i j 

Soient Al, A2 d m  e n t i m  naaW~e(d,pkmlm~ e&e eiu,.tela que : 
n 

il Al ne d i v h e  b:, - min (4 .,O) dj 
j =l 1 

A2 ne divide pu.6 bl - 1 min (alj,O) d 
j =i j 

-- 
Li) Al > b2 - 1 min (a2jyO) d - min la2j( 

j =i j a,,#o 
n J 

A 2 > b  1 - min (a 0) d - min lalj! 
j=1 ij' 

j a i j #O 

Remarques : 
n n 

1) b2 - 1 min (a 2jy0 ) dj - - u2 et bl - 1 min (yj.O dj = ui. 
j=l j=l 

2) Dans le cas où a r O, on retrouve le résultat du théorème 7 puisque 
i j 

n 

bi - 1 min (a .,O> dj - min laijI = bi - a. i = 1, 2. 
j =i i I a #O 1 

n i j 

3 ) La quantité b - min (a .,O ) d - min 1 a. . 1 est la valeur prise par i j=i il j 11 

fi(x) (X E X) immédiatement inférieure à u i = 1, 2. i 
I 



D'une manière analogue à celle de GLOVER-WOOLSEY C191, la construction des 

ensembles du type de Stti, dans le cas où les coefficients a.. sont de signes 
11 

quelconques, permet de réduire les bornes inférieures imposées sur les Ai 

(i = 1, 2) ; ces ensembles seront notés K(fi, ki) i = 1, 2, et seront supposés 

être constitués des k (ki entier naturel i = 1, 2) plus grandes valeurs de i 

fi(x), x E X i = 1, 2. 

€&nt donna hl, A;, deux e n ü m  naaW~&,ptenrim emke wx, t& que : 

u) hl ) max ( min y , u2/2), A2 > max ( min y , u1/2). 
y€K(f2,k2) yrK(fl,kl) 

Remarque : 

On retrouve le résultat du théorème 9 en prenant k = 2 i = 1, 2 i 

Louque max ( min y , ui/2) = ui/2 i = 1 , 2  
yeK(fi ,ki) 

Le t é h W  phécédent te&e dam Le cache d u  tébuRtat6 du c o t o U e  3, en 

Démonstration : 

Soient : 

d'après le corrolaire 3, v est un multiplicateur admissible si : 

p v k S1 x S2 \(B-~ (ui/2, u./2) n s1 x Sî) Ip (  = 1, 2 
1 

'I 

ce n'est autre que les conditions i) et ii) du théorème 10. 



Exemple de BALAS r21 : 

Nous illustrons ces résultats sur le problème suivant : 

max 5x + 7x + 10x3 + 3x4 + x 1 2 5 

S.C. x - 3x + 5x3 + x4 - 4x5 - x 1 2 6 
- 2 = o  

-2x + 6x2 - 3x3 - 2x4 + 2x5 
1 

- X 7 = O 

- X 1 + 2 x 3 -  X - X 4 5 
- x  - 1 = 0  8 

8 
t x = { X É N  1 xj = 0, 1 j = 1, ..., 51 

1) On remarque que : 

u1 = 5, u2 = 8, u1 - m i n  laljl : 4 et u2 - min laZjl 2 7 
aljfo a 2j $0 

Sous les conditions suivantes : 

l 
pgcd (A1, = 1 

A2 r 4, Al > 7 

5/A2 4 2 ,  / A  € 

Le th6orame 9 permet l a  contraction des deux premieres contraintes avec le 

meilleur choix du multiplicateur admissible ( 9 ,  7 ) .  

Etant donn6 : 

ff2(x) = 9fl(x) t 7f2(x)  

Le thgorame 9 permet la contraction de f 12(x) = O et f3(x) = O par 11inten6diaire 

du multiplicateur : A ,  X Î  1 = (2, 17) puisque : 
u f 2  = max fr2(x) = 21, u3 = 1 

xcx 

ul2 - m i n  (a'2jl = 16 et ug - min la 1 = O 
'1.1 3j 

a3j $0 

La contrainte ~(eultante, Qquivilente au iyitams initial rit éone 1% iuivanfo I 

( * )  -IOxI + 13x2 + 14xg = alx, = six, - isx, - i r x ,  = I l x ,  - 63  0 



Le choix optimal du multiplicateur?qui satisfait les conditions du théorème 10 

est : (A1, A2) = (9, 7) 

De la même manière, en remarquant que : 

Le théorème 10 aboutit au multiplicateur réalisant la contraction de 

f',(x) = Alfl(x) + A2f2(x) = O et f3(x) = O : (Al2, A3) = (2, 13) 

La contrainte finale équivalente au système initial est donc : 

Les coefficients de cette dernière équation sont plus petita en valeur 1 
absolue,que ceux de l'équation (* )  ; et l'on constate que la deuxième méthode ~ 
n'est intéressante que si les ensembles K ( f l  iy k.) i et K(fi+l,ki+l) (i = 1, ..., 
m-1) sont composés d'éléments non consécutifs. 

Dans cette partie,sont décrites les méthodes proposées par MATHEWS C231, 

GLOVER C181, MEYER r241, ANTHONISSE Cl1 et BRADLEY C31. 

Le tableau ci-dessous résume les hypothèses utilisées par les différents 

auteurs : I 

fi 

a 
i j 

i 

X 

C241 C31 

quelconques 

X 

X 

C231 C 181 

Nn 

Cil 

linéaires 

borné 

N* 

M* 

IN 

%* 2z 



Le principe de toutes ces méthodes est le même que celui des méthodes de 

S1 X S - contraction, l'ensemble S1 x 3 est remplacé par S qui en 2 1 ? 
général contient beaucoup moins de points que l'ensemble S1 x S2 : 

Après avoir construit un ensemble A contenant l'ensemble S  un couple d'entiers 1 

wl, w2 est déterminé de sorte que l'ensemble du type B (wl, w2) contient cet 
E 

ensemble &dans le but de sélectionner un point fondamental dans son complé- 

mentaire. Les méthodes diffèrent par la construction de cet ensemble A : 

. La méthode de MEYER C241 (qui est une généralisation de celles de 
MATHEWS C231 et GLOVER C181, en prenant en compte les applications fi (i = 1, 2) 

non linéaires) consiste à déterminer deux applications croissantes y. (i = 1, 2) 
1 

telles que : 

2 
(* )  S12 c U X ,  y )  E Z 1 yl(x) 5 y 5 y 2 (XII. (voir figure 3 

MEYER a présenté ses résultats avec w = 1, nous montrons que w peut être 
1 1 

choisi de manière quelconque (ce qui permet un meilleur choix de multiplicateurs), 

et nous proposons d'autres applications y.(i = 1, 2) vérifiant la condition (*) 
1 

(partie 11.5.1) 

.. Par une méthode plus complexe, ANTHONISSE Cl1 détermine deux applications 
Yi(i = 1, 2) l'une convexe, l'autre concave, vérifiant la condition (*) (fig. 4), 

ce choix permet de mieux épouser la forme de l'ensemble S et par conséquent 
12' 

doit aboutir à un meilleur choix de multiplicateurs (partie 11.5.2). 

. . . BRADLEY C31 propose une méthode permettant de déterminer deux orthans 
opposés par rapport à l'origine, et contenus dans le complémentaire de S12 (fig 5). 

Après avoir montré que cette dernière méthode reste la plus performante (du 

point de vue taille de multiplicateurs), nous proposons une amélioration de 

* * 
cette méthode, qui consiste à déterminer un ensemble du type B,(wl, w2) qui 

vérifie les conditions du théorème 5, excluant ainsi des éléments de S 12 

(partie 11.5.3). 



1 

Figure 3 

1 

Figure 4 Figure 5 

11.5.1 - Méthodes de MATHEWS C231, GLOVER Cl81 e t  MEYER C241 : 

Le r é s u l t a t  su ivant  a  é t é  é t a b l i  par  MATHEWS C231 (rappelons que c ' e s t  l e  

premier au teur  à a v o i r  posé l e  problème de cont rac t ion) .  

a )  Si s es* non v i d e  a l o u  ie exdcis*e j E { I ~  ..., n l  fa que : 
O 

6) €tint donné X2 un e n t h  pod t i6  .ta que : 



Démonstration : 

1 )  Supposons que pour t o u t  j appartenant à {l, . . . , n} 

O O 
s o i t  x s => x E X ]  m n 

O 
=:'b a l j  x j  < h l  1 a 2 j  x3 

j z l  j = l  
( 1 )  => b2 bl < bl b2 

O x E S  

1 ce qu i  e s t  absurde. 

.. 
O 

2 )  So i t  x0 E S, montrons que x E S : 

X0 â = q x o )  + A ~ F ~ ( X )  = O 

n n 
O O O 

ou bien a2 x j  = b ce  qui  implique que 1 a l j  x j  = b l e t x  E S  
j =l 

2 j =l 

montrons que,dtaprès l e  choix de A 2  cec i  e s t  impossible : 
n 

O 
( 2 )  e t  ( 3 )  = 

a l j  x j  
= bl - A 2  q 

j = l  
n * O O 

a  EN,^ E X = : '  1 a l j  X j  2 0 
l j  j = i  

deux cas  s e  présentent  : 

l e r  cas : q 2 1 

b 1 - A 2 q 2 0  

> q b l  => q s O absurde 

2ème cas  : q 5 -1 
n 

h2 :' b2 max ( a  / a  ) ci:' A 2  a 2 j  
:' b2 a l j  

( 4 )  v j E 11, 
l j  2 j  



multiplions (4) 

n 

O 
par x (xO 2 O) et additionnons : 

n 
j j 

n 
c'est à dire que 1 O 

j =i a2j Xj > b2 

n 
O => contradiction 

or 1 a2j xj = b2 + q n 
j=l O 

=> 1 a2j xj 
j=l 

q I -1 
< b2 

Remarques : 

1) On montre que,pour tout a entier (a > O) tel que. pgcd (a, A 2 )  = 1 et 

A2 > b2 max alj /a2 j, (a, A2) est un multiplicateur admissible. 

2) Le changement de variables suivam permet de se ramener au cas oa les a 
i j 

sont strictement positifs (voir C181) puis 

on considère la contraction des équations suivantes : 
r 

exemple : 

X1 + 2x2 - X = 3 - 
3 x + 2 x  + 

1 2 + X = 4  3 

7x - 3x 1 2 - 2x3 = 4 <=> 7x1 + + 3X + 2i3 = 9 
2 - 

x. = O, 1 i = 1, 2, 3 
1 x i' x i = 0 , 1  i = l , 2 , 3  



3) Dans le cas de la contraction de m inéquations,dont tous.les seconds membres 

sont identiques (de valeur é) ,GLOVER Cl81 a montré que ce procédé génère 

rapidement des coefficients énormes,puisque le second membre de l'équation 

équivalente au système d'équations obtenusen introduisant les variables 

B m- 1 dl écarts est supérieur à 2° 6 oii a = 3(2m-2) et 8 = 2 . 

11.5.7.2 - M W d e  de GLOVER Cl81 ----------------- 
Comme il sera montré plus loin,le résultat suivant de ~ ~ ~ ~ ~ ~ , g é n é r a l i s e  celui 

de MATHEWS (théorème 11). 

avec JblJ + Jb21 > O 

i l  pgcd A A2) = 1 

l Al alj + A2 a2j 2 Ib2 alj - b a . I  V j = 1, ..., n (1) 
1 21 

El al 3 j E I : A~ alj + h2 a2j > Jb2 alj - b a .1,1 & O U  e ~ ~ n t b l e  {l,..,n) 
1 21 

6 ) v x ~ S  3 j ~ I : x  > O .  
j 

Démonstration 

O - O 
Soit x E S montrons que x E S. 

n n 
O - O 

x E s <=> A 1 alj xj + h2 1 a2j x: = hl bl + h2 b2 (*  
lj j=i 

pgcd (Al, A2) = 1 1 = 1 4 k E Z tel que 

n n 
(*) 

O 1 alj xj = al + k h2, 1 a2j xg = b2 - khi (**) 
j=l j =l 

O 
multiplions (1) par x et additionnons : 

j 



Remarques : 

1) Les coefficients de la nouvelle équation sont tous positifs. 

2) Si (hl, X2) existe,cela implique que les x4 sont bornés V j (1, . . , n) 
.2 

en effet : 

3) Le résultat de GLOVER généralise celui de MATHEWS. 

Supposons donc que les a ij EN* i= 1, 2, j = 1, ..., n 
Soit h2 un entier naturel tel que : h2 > b2 alj/a2j 

c'est à dire que 

4) Le système (1) admet toujours une solution si les a sont tous positifs, i j 

dans le cas contraire, il peut être incompatible comme le prouve l'exemple 

suivant : 



la condition ii) est équivalente à : - X  7 2 et h > 1,ce qui est absurde. 2 2 

I 

ll.k.1.3 - Méthode ---------------- de MEYER C241 : 

Les hypothèses suivantes dues à MEYER?permettent de généraliser les résultats 

de GLOVER au cas des applications non linéaires. 

yi (i = 1, 2)  de.^ appfiCatiO~ w i 6 ~ a n t e d  de z dam z t&ed que : 

et hl un entieh natmet non niLL ttd que : 

Ces hypothèses sont elles-mêmes généralisées au cas où h2 2 1 par le résultat 

suivant : 

yi (i = 1, 2) d u  applXCatiOn6 c~ i . .uan t~d  t&ea que : 

(*) y1 (fl(x)) s f2(x) y2(f1(x)) v x é x  

et hl, h2 deux e d m  nahMeed penKeh6 ent>re e u x  teed que : 

hl > max (y2(- X2), - yl(h2)) 

&ou ( A ,  A2 ) e6.t un m u h X p f i C d t e w  ar6ni66ible. 



Démonstration : 

O - 
soit x E s <=> hl fl(xO) + h2 f2(x0) = O 3 k E Z  tel que 

(** 
O 0, 

pgcd (A1, A2) = 1 fl(x ) = k X2, f2(x) = -k Al 

raisonnons par l'absurde : 

or Al ' -1((h2), donc k ne peut être strictement positif. 

or hl > y,(-A,). 

O donc k = O c'est à dire que x E S. 

Interprétation géométrique : 

La condition (* )  est équivalente à la suivante : 



Figure 6 

La partie hachurée représente le complémentaire de B (w w2) avec wl = A2 -1 1' 

et w2 = max (y2(-X2), -y1(X2)). 

Les seules applications y. (i = 1, 2) vérifiant la condition (*) proposées 
1 

par MEYER sont yl(y) = inf f2(x) et y2(y) = max f2(x) Y y r Z ; ce qui est un 
xr X xéx 

choix très simple. 

Dans la suite de ce paragraphe,nous montrons que la méthode de GLOVER (qui est 

une généralisation de celle de MATHEWS) est un cas particulier de celle de 

MEYER (les applications yi i = 1, 2 étant affines, voir ci-dessous);un deuxième 

type d'applications est ensuite proposé. 

ler type d'applications yi : 

Etant donnés : 
n 

Les deux applications croissantes deZ dans Z : 



- 
où y1 = max min %i a 

j=l,.. . ,n 'lj l , , n  lj 

vérifie à l'évidence : yl(fl(x)) r f2(x) r y (f (x)) Y x E X. 
2 1 

Pour ce choix d'applications yi,le théorème 14 se traduit par le : 

Remarque : 

Ce résultat a été établi par MEYER dans le cas particulier où h2 = 1. 

~euxième tvpe d'applications Y i = 1. 2 : 
i 

Etant données les applications f.(x) i = 1, 2 supposées bornées dans X. 
1 

Les applications croissantes yi(i = 1, 2) de 2 dans Z : 
# 

où 2 i i = 1, 2 c < et s = max 1 z2fl(x)-zlf2(x) 1 . 
xcx 

vérifient les hypothèses du théorème 14 qui se traduit par le I: 

E M  d o n n a  hl, A2 deux d m  n a t u n t A  ,pmn.im o r n e  w,t& que : 

I .l hl > max (- (-h2z2-s)> - - ( z2h2-s 1 
2, z, 

Remarque : 

1) La condition du corollaire est équivalente à : 

A1zl + h2z2 > max Izlf2(x) - z f (XII 
xéx 2 1 
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antité s est ficile a déterminer ror'sq 

meilleur choix d 

n du point O sur la droite ztx - z 2 .  x = s a % -  
", § - + , < 

convexe W contenant S et. un point fendamenta1 privil4gi 8 pour W vbrkfiafit la 
12 

condition 2) du th&orhe 4, 



Etant donnés : 
n 

et t un entier tel que : & 5 t i ul. 1 

On définit les applications : 

wl(t) = min {f2(x) 1 fl(x) = t, x r Cx31 

w2(t) = max {f (x) 1 fl(x) = t, x r [XI}. 
2 

pour considérer l'ensemble : 

Remarques : 

1) w est convexe et puisque w est concave l'ensemble W est convexe et contient 1 2 

s12 iI 

l 
2) D'autre part wl et w2 sont des applications linéaires par morceaux dont les 

l 

! points critiques sont obtenus simplement, (complexité 8 (n log n)) après 2 

1 rangement par ordre croissant (respectivement décroissant) des rapports 

a.. a N*) pour l'application w2 (respectivement w ) (voir C141). a2j'a1j 13 1 

I 

Théo4ême 7 5  Cl1 : # 

Etrint donna Al, A2 deux W plreniiehb m e  e u x  teeb que : 

Remarque : 

W étant un ensemble borné convexe, la condition du théorème 15 est une 

condition suffisante pour déterminer un P.F.P. pour W. 



I l l u s t r a t i o n  ------------- géométrique ------- sur l'exemple suivant : ------------- ---------- 
Etant donné l e  systeme 

fl(x) = X - 3x + 5x3 + x,+ - 4x5 - X6 1 2 
. .  . f2(X) = -2x1 + 

Les application 

(-7, 6) vé r i f i e  l a  condition du théor&me 15 

I I .  5 .3  - Méthode de BRADLEY et méthodes amel iorees 

La méthode de BRADLEY C31 permet de déterminer deux orthans opposés par 
' . $s; 

rapport a lToz-ïgine qui ne contlennsnt aucun point de s les e n t i r n  Wl, W2 
12 ' 

sont d6temkn6s de fâG& pi;b b,(i;, di) 'dahîrd~ *'fi &6<&iti, 2) du' ,#iiicrlA&~ 4. 

La méthode a d l i o r 6 e  consis te  & d ~ e m i ~ h ? "  rr , wi ,  l p r r t i ~  des e n t i e n  wi i = 1, 2 
, a :  ', 

quf. qat$sfa i t  la  condition 4) &A"& - _ " . I I  
T,é" ihitiaiè bb&&eiiti' ia 

r6solut ian de deux p r o b l b s ,  de type knaipsack, 1~ caicui des k 99-ci 
.,- - 

1s-S solutrfons pour chaque problèars préc9dent e s t  à La,  base dg X'amb:liomti~n . r-* 9 ,, ' # 



1 1 . 5 . 3 . 1  - !.léthode de BRADLEY C31 : 

Nous définissons les problèmes suivants : 

Définition 5 

1 S.C. sgn ( A ~ )  fl(x) 5 - 1 ~ ~ 1  

S.C. sgn ( A 2 )  fl(x) 2 Il2) 

X € X  

S.C. sgn (Al) f2(x) 2 !A1! 

x e x  

S.C. sgn (A1) f2(x) - lhll 
X € X  

où sgn (y) = 

-1 si y < O 

Si l'un des problèmes (SP.) n'admet pas de solution réalisable,ou si sa valeur* 
1 

optimale est inférieure à zéro,alors on posera v(S P.) = 0. 
1 

De méme,on définit les problèmes de minimisation (1 F ~ )  i = 1, ..., 4 en 

remplaçant,tout simplement,dans le problème (S Pi) correspondant le max par min, 

si l'un des problèmes (1 F.) n'admet pas de solution réalisable, ou si sa 
1 

valeur optimale est positive,alors on posera v(I F.) = 0. 
1 

Théotlème 16 C 31 : 

Soient Al, A2 deux e n t i m  i r e û z t i d ~  ,ptlenÙm enthe w. 



Abu d i  L'une au moim d a  COVULUOU ai et l'une au m o h  deû co-~ 

Bj  
60nt d a t i d d a e b  ce& hptique que (Al, X2) ebi un m - f i c a - t e u ~  

Démonstration : 

O - 
Soit x E S <=> Al fl(xo) + f (xO) = O 2 2 3 k E Z  tel que ) <=> ( 

P R C ~  (A1, h2) = 1 O O 
fl(x = k h2, f2(x ) = -kh 1 

montrons que la condition a implique que k 2 0, 
1 

raisonnons par l'absurde et supposons donc que k I -1 

O 
c'est à dire que x est une solution réalisable de(~~~),ceci implique : 

(*)  et (**) sont contradictoires. 

De la même façonson montre que chaque condition a implique que k 2 O, et que 
i 

O chaque condition B implique que k 5 0, c'est à dire que k = O, et x E S .  
j 

I 



Remarques : 

1) Il n'est pas nécessaire,de résoudre exactement les problèmes (spi) et (IFi), 

les valeurs de toutes relaxations de tels problèmes fournissent des majorants 

pour les problèmes (SP. ) et des minorants pour les ~i.oblèmes ( IFi), ce qui permet 
1 

de trouver rapidement des multiplicateurs admissibles. 

2) De la même manière que pour MEYER, l'exemple suivant (voir C31) illustre le 

l fait que les hypothèses de BRADLEY ne nécessitent pas l'intégralité des variables 

1 Etant donné le problème : 

L x i 2 0  i = 1 , 2 , 3  x2, x3 entier 

Le multiplicateur admissible (Al, .A2) = (11, 16) (théorème 16) aboutit au 

problème équivalent. 

min x + x  + x  1 2  3 
2 2 2 4 2 

S.C. 11 Cx 1 x2 + 33x + 22x x + 16Cx 3 + 48x3x2 = 309 
1 3 2 3 1 

x 2 0  x2, x3 entier 
i 

1/4 dont la solution optimale est : xl = 3 , x2 = 2, x3 = 1 

3) En pratique, ce sont les conditions a et $ qui sont retenues (ie pour 1 2 2 

donné, on cherchera X1 tel que : 

A, > max (v(SP1), - v(IF2)) 
puisque les codes de résolution du problème de knapsack concernent généralement 

les problèmes mis sous la forne : 

4) Dans certains cas (suivant le choix de h ) l'un des problèmes (SPI) ou (IF2) 1 
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a un domaine vide,  il s u f f i t  a l o r s  de ne c a l c u l e r  que l a  va leur  d'un s e u l  

problème. 

I n t e r p r é t a t i o n  géométrique 

Etant  donné un e n t i e r  n a t u r e l  non nu l  h l a  réso lu t ion  des deux problèmes 2 ' 
(SP1), ( 1 ~ ~ )  permet de déterminer l e s  deux or thans  01, O2 ( f igure  8 )  q u i  ne 

contiennent aucun point  de S 
12 

Figure 8 

(e,) u (-6,) s i  v(SP1) ' -v(IF2) 

Le complémentaire de B 

( O 2 )  u (-O2) s i  v(SP1) - v ( I F ~ )  

i e w  = A 2  w2 = max (v(SP1), 
1 - v ( I F 2 ) ) .  

I l .  5 . 3 . 2  - E&de --------- c o m ~ v e  ......................... d a  me*fwded de S I  2 z ~ ~ Z o ~  

Dans l a  s u i t e  de ce  paragraphe, nous a l l o n s  f a i r e  une étude comparative des 

méthodes de S12-contraction, qui  permettra de conclure que l a  méthode de 

BRADLEY C31 r e s t e  l a  p lus  performante (du po in t  de vue t a i l l e  des mul t ip l i ca teur s )  

1 ou p lus  précisément, e s t  t e l l e  que tou t  mult ipl icateur,déterminé respectivement 

pa r  ANTHONISSE C l ] ,  MATHEWS C231, MEYER C241,vérifie l ' u n  des couples de 

condi t ions  du théorème 16. 



a) Résultat relatif à ANTHONISSE : 

L = inf fi(x) i = 1, 2 i (Li 6 O ; d i m n  s = 0) 
xEX 

et A,, A, deux entim MtUllet6 tee6 que : 

Démonstration : 

Le domaine du problème : 

L X E X  

est vide puisque A2 > -el, par définition V(SP~) = O et X1 > -L2 implique que 

la condition qest satisfaite. De même, on montre que v (SPq) = O, d'où la 

conclusion. 

b) Résultat relatif à MATHEWS 

fi(x) = a.. x - bi 
j=l  11 j  

et A,, A2 deux e n t i m  n a û ~ ~ &  Zeed que : 

&JU A2 haa%d& Les c o n ~ o m  a4 et B3 avec Al = 1. 



Démonstration : 

V ( I F ~ )  = min { f l (x )  1 f 2 ( x )  r 1, x X} 

=> V ( I F ~ )  2 -bl 

a . .  > O Y j {ly - - o y n I  
11 

v(IF3) 2 -bl 

=> v ( I F  ) > -b2 rnax a .  . / a . .  > - 3 11 1 3  l2 
b2 max a l j /a2j  2 bl 

i e  -A2 < v(IF3) (condit ion a,+) 

v(SP4) = rnax { f l (x )  1 f 2 ( x )  s - 1  x r XI - 
= max {z  a i j  X j  a j  X j  i b2-1, x 2 O ,  x e n t i e r }  

3 n 
- bl 

i m a x { E a  x 11 a j x j  s b2-1, x 2 O) - 
l j  a j  j.l bl 

i ( b  -1) max -li 2 a 
2 j  

- bl 

o r  -b t (b2-1) max a l a  i b max a l j /a2j  
1 l j  2 j  2 

c e c i  implique que v(SP i b rnax a* 4 2 1 ~ / ~ 2 ~  < '2 

i e  X2  v é ~ i f i e  l a  condit ion f3 3 

Remarque : 

b rnax a 
2 i j l a 2 j  2 ~ ( Z P , )  2 V(SP,) 

c )  Résul ta t  r e l a t i f  à MEYER : 

Pmp&iUé b : 

E * n n t  donnepd deux doncüond m*6rantpd yl,  Y:, t e e ( p d  pue : 

y l ( f l (x ) )  ' f 2 ( x )  ' y 2 (f 1 ( X I )  Y X E X  

r o i e n t  hl, A 2  deux  e n t i m  natweed .ta que : 

Al > max (y2(-A2) , -y1(h2)) 

MOU v(SP1) 5 y2(-A2) -v(IF2) i -yl(h2) 
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Démonstration 

Posons ï2(F(SP1)) = {x E X 1 y2(fl(x)) r y2(-A2)} 

du fait que Y est une fonction croissante,ceci implique : 2 

F(SP1) c y2(F(SP1)) 

=> v(SP1) s max {f2(x) 1 x E y2(~(sp1))} = f2(x*) 

de la même manière,on montre que - v(IF2) ?; -y (A 1. 
1 2  

C'est à dire que (A1, A2) vérifie les conditions al et B2. 

I 

1 1 . 5 . 3 . 3  - AmWoka-CLom ...................................... d e  la m W o d e  d e  BRADLEY 

Compte tenu des propriétés précédentes, il s'avère intéressant d'améliorer le 

résultat de BRADLEY r 3 1  : 

a) le premier type d'amélioration consiste à construire un ensemble de type 

* * 
BE(wl, w2), à partir du B ( w  w2) de BRADLEY qui vérifie les hypothèses du 

E 1' 

du théorème 5 (dans le cadre général des méthodes de 2-contraction (lioir 11.3.21, 

la phase 3 est ici mise en oeuvre). 

Etant donnés deux entiers naturels kl et k2. 

-1 -2 -k 
Soient x , x , . . . , x 1 les solutions associées aux k meilleures valebrs du 

k2 
1 

1 2  
problème (SPI) ; et x , 5 , ..., x les solutions associées aux k meilleures - - 2 

valeurs du problème (IF2). 

-kl 
kl-1 - 1 C'est à dire que l'on suppose que f (x ) < f (X ) c ... < f2(x ) et 2 2 

Y x E F(SP~) : 

-kl -kl f2(x) 1 {f2(x 1, ..., f2(")} => f2(x) ' f (x ) 
2 

de même pour (IF2). 



Soient A l ,  h2 deux entieh6 natwe(b,phdm M e  e u x  .th que : 

Démonstration : 

O - O S o i t  x  E S, montrons que x E S .  

4 k E % t e l  que : 
O - x  6 S ,  pgcd ( h l ,  X2) = 1 <=> (*> 

O O 
f l ( x  = kh2 ,  f 2 ( x  ) = -khi 

raisonnons par l ' absurde  e t  supposons que k  e s t  non nul .  

premier cas  : k 5 -1 ) 

O O 
e t  x E X impliquent que x e s t  une so lu t ion  r é a l i s a b l e  du problème ( S P I ) ,  

O -i o r  f 2 ( x  ) = -kAl, e t  A ne d i v i s e  pas f 2 ( x  ) i = 1, ..., 3 i m p l i q u e  que 
1 

f2 (X0)  ' f 2 ( k l )  (**) 

Les r e l a t i o n s  (**) e t  (***) sont  incompatibles. 

second cas  : k  2 1 

De l a  même manière, en u t i l i s a n t  (ii) on montre que k  ne peut  être 

s t r i c t ement  p o s i t i f .  



Remarques : 

1) Ce résultat nous permet de réduire les bornes W, (i = 1, 2),à condition 
1 

-kl 2 1 que les ensembles {f2(x ),..., f2(;')), {f2(5 1, . - a ,  f2(x )) ne contiennent - 
pas que des éléments consécutifs. 

2) Voir le chapitre d'expériences numériques pour une étude comparative 

pratique des méthodes. 

b) Le second type d'amélioration se situe au niveau de la phase 2 du cadre 

général en considérant les problèmes : 

r max f2(x) 

L x  c X, k z 1, k entier 

LX c X, k S - 1  k entier 

note : ---- 

A l'instar de BRADLEY : 

on pose v(SP'~) = O si v(SFfl) < O OU F(SP1i) = 0 

et v(IFt2) = O si v(IP'~) > O OU F(IPf2) = 0 

Etantdonna Al, A2 deux entieha natwr&,pnemLm entire errx,t& que : 

A 1 . max (v(SPfl), - v(IF<~)) 

Démonstration : 

soit x0 c Ç <=> ~ ~ f ~ ( x ~ )  + A f (xO) O 2 2 [ =, [ 3 k c z tel que : 



O montrons que k = O (ie x E SI. 

Raisonnons par l'absurde et supposons d'abord que k 2 1 : 

(*) et (**) sont contradictoires. 

De la même façon, on montre que k ne peut être strictement négatif. 

I 

Remarques : 

1) Contrairement aux hypothèses de BRADLEY, la valeur de A2 ne peut être modifiée 

après résolution des problèmes (SPtl) et (IFt2). 

2) Géométriquement, cela revient à ne pas tenir compte des points (zl, z2) E SI2 

dans el u (fig. 8) tels que : 

z # -kh2 ou z2 # kX2, k E N*. 1 



CHAPITRE I I I  

RETHODES D E  G-CONTRACTION 



Etant données les applications fi i = 1, . . . , m~définies sur un ensemble 
arbitraire X de IRn et à valeurs entières, une méthode de G-contraction consiste 

à déterminer, d'une manière globale,des entiers non nuls Ai i = 1, ..., m tels 
que : 

m 
{x x 1 fi(x) = 0 i = . m = x x 1 1 ~.f.(~) 11. . 01, 

i= 1 

Pour cela on cherche une matrice C de Z (m, m-l),caractérisée par les deux 

propriétés suivantes : 

a) C doit être, d'une part, une matrice dite A-fondamentale dans le sens 

qu'il existe une application h de zm dans Z telle que, son noyau colncide 
m- 1 avec l'image de l'application C de Z dans Zm. 

b) D'autre part, une matrice dite contractante,clest à dire que l'ensemble : 4 

{(k, X) E z:-' x x 1 fi(x) = ~ . . k  i = I,...., mI 
1 

doit être vide. 

Cette dernière ~ropriété est vérifiée en imposant des conditions suffisantes 1 
sur la matrice C. 

Des résultats théoriques sont établis pour caractériser les matrices vérifiant 

la propriété a) (partie 111.1) 

Dans les parties 111.2 et 111.3, nous rappelons les deux types de matrices 

proposés par PADBERG,~~~] KALISZEWSKHJBURA t201, puis nous donnons pour ce 

dernier type d'autres conditions de contraction. 

De nouveaux types de matrices sont proposés pour lesquelles nous établissons 

des conditions suffisantes pour vérifier la propriété b) et celles qu i  permettent 

d'améliorer les résultats connus,suivant la structure des applications 

fi i 1, ..., m (partiaIII.4 et 111.5). 



Nous terminons ce chapitre,par une étude géométrique des méthodes de 

G-contraction,qui nous permet de donner un formalisme de celles-ci 

(partie 111.6) puis nous comparons ces dernières à celles de la 2-contraction 

(partie 111.7). 

-- - - - 

Avant d'exposer les différentes méthodes proposées, nous allons énoncer 

quelques définitions et résultats théoriques fondamentaux. 

P Q ~ ~ n  6 : 

EXun-tdonnéA = (A1, A2, ..., Am) oÙAi E Z * ,  Y i  = 1, ..., m, unemaX&ceC 
de a(m, m-1) 4a.a &e une m M c e  A-fondamentale hi &e vWdie la prrowdté 

Le résultat suivant, établi par S M I T H  H . J . S .  C311, fournit une caractérisation 

des matrices A-fondamentales de Z(m, ~ ~ 1 ) .  

Théo/rème 14 C 31 1 : 

€.tant donne6 Al, A2, ... , A des entim non n&, toute mcu%ce c de Z(m, m-1) m 

de mng (m-i),X-bondam&e est cahactéhibée corne 4uL-t : 

Tl eiubte un vectwrr q dezm tet que : 

i) (q, C) est une matrUce unimodLLeaihe 

U) A . q  = pgcd (A1, ..., A ) G A . C  = O m 

Avant de démontrer ce théorème, nous avons besoin du lemme suivant. 

Lenune 3 : 

€.tant donné c une m e c e  dez(m, m-î), de mng (m-i), LU deux c o W n 6  

oiLi.vantes oont éqiLi.vdentes : 

a) Il U t e  q de zm t& que (q, C) ut unUnoduhhe. 



b )  pgcd (Di) = 1 
i=l,. . . ,m 

Démonstration : - 
pgcd (Di) = 1 3 (vl, v2, ..., v ) E Z m tels que : 

i=l,. . . ,m m 
m 

identité de Bezout [ Vi Di = 1 
i=l 

<=> (q, C) est une matrice unimodulaire 

Démonstration du théorème 19 : 

Soit X =  (A1, ..., X 1, A. EX*, Y i  = 1, ..., m 
m 1 

a) Supposons que la condition (FI est vérifiée , il faut montrer que les 

ensembles : 

N = {z E zm 1 X.Z = 0) 

et 1 = {z c X m  1 z =C.k, k c Z  m-1) sont identiques 

+ A l'évidence 1 est inclus dans N puisque : 

-+ Soit z c N. 

A(~,c)(~,c)-~ 

(q,~) inversible 
* .  

(* 

( )  = (q,c)-l 
B 

(q,C unimodulaire => t c Z et k c zm-' 

A .  = d = pgcd (hl, ..., h (d, O) = 0 
= 3 t = O  

x.C = et (*) 



lj) S o i t  C une matrice de Z(m, m-1) de rang m-1,  A-fondamentale. 

A l ' év idence  : 

déf in i t ion  1 => X.C.k = O ,  Y k E Z m-l => X.c = O (** 

(**) e s t  un système de (m-1) équations dont les so lu t ions  sont  de l a  forme ; 

(***) A = a(-1) j + l  D j = 1, ..., m ofi a c z*. 
j  j  ' 

l e  choix a = d = pgcd (A1, ..., X ) : m 

X hl m 
pgcd (7, 7, ..., -1 = 1 d 1 c=> pgcd (Di) = 1 

(*** i=l,.. . ,m <=> ... 
lemme 3 J 

. . . 3 q E ?Zm t e l  que (q,C) s o i t  unimodulaire. 

~ e m a r i u e  : 

On suppose que m 1 3 .  

Etant  donné X de zm , l 'ensemble : 

FA = {C E Z(m, m-1) 1 C e s t  une matrice A-fondamentale} 

e s t  i n f i n i .  

En e f f e t ,  chaque élément de F génère une i n f i n i t é  d ' a u t r e s  éléments p a r  post- h 

mul t ip l i ca t ion  pa r  une matrice unimodulaire d 'ordre (m-1): 

Une rnuaXce c de ~ ( m  , m-1) 4 m  U e  conthac;tanite h i  &te v&L{ ie  conà&ibn 



Toutes les méthodes proposées,sont basées sur le résultat ci-dessous, qui montre 

qu' il faut déterminer un couple (A, C) de IIm x Z(m , m-1) tel que la matrice C 

soit a la fois une matrice A-fondamentale et contractante. 

Thb@ne 20 : 

Uant donna  

C une W c e  A-$ondamentale 

et E = , XI 6 P-' x x 1 fi(x) = ci.k, i = 1, ..., m l .  

tes conciLaZorn ~u.Lvantes 40nt EqlUvutenteb. 

1 ) E = 0  

2 )  c est une m h L c e  wna%zctanXe 

3 )  A é A  

Démonstration : 

1) <=> 2 )  par définition , montrons que la condition 2)  est équivalente à la 

condition 3) : 

C A-fondamentale c=> { Y x r X : A. f(x) = O <=> 3 k r i-' 1 fi(x) = Ci k i=l,. . ,ml 
Soit A É A <=> {Y x E X, A.f(x) = O <=> f(x) = 0) <=> k = O 

<=> C contractante 

I 

Remarques : 

1) La condition, C est une matrice A-fondamentale, est indispensable pour 

exprimer, en fonction de la matrice C, les fi(x) i = 1, . . . , m vérifiant 
Af(x) = 0. 

2)  Si l'ensemble CA = {C r FA 1 C est contractante}, est non vfde 
alors il est infini : Soit C r CA, montrons que toute matrice C' de FA est 

une matrice contractante : supposons donc qu'il existe (kO, xO) r zm" X X 

tel que : 



O ... <=> 3 k gm" : fi(x ) = ~ . . k  i = 1, ..., m 
1 1 O = > k = O = > k  = O  

C contractante 

I 

Etant donnés Ai(i = 1, . . . , m) des entiers non nuls, SMITH r311 a proposé une 
matrice c1 A-fondamentale du type suivant : 

! di - l'di i = j+l j = {I., ..., m-11 
1 = r.. i < j ~ m - 1  i = 11, ..., m-11 j 1 3  

O sinon 

c'est à dire de la forme : 

di = pgcd (A1, A2, ..., Ai) i = 1, * O . ,  m 

j - 1 
et r = - a  

i j i- 1 k=i n ~ ~ ( ~ ~ + ~ / d ~ + ~ )  

avec a solutions de l'équation : j' k  

aj Xj+l + uj dj = dj+l j = {l, ..., m-1) 
i- 1 

(par convention on pose : a = 1 et Il Pk = 0 )  
O k=i 



Etant donnée la structure de la matrice CI, il faut construire un multiplicateur A 

adéquat pour générer une structure de matrice du type CI, pour laquelle il ne 

sera pas trop ardu de déterminer des conditions suffisantes pour vérifier la 

propriété de contraction. 

Dans cet esprit, PADBERG a proposé le vecteur A suivant : 

ce qui implique (d'après (*) et (**)) le système : 

dont l'auteur choisira la solution la plus simple : 

aj = 1-q et " = 1 j = 1, ..., m-1 
1 La matrice C ainsi construite s'écrit finalement : 

I O  ailleurs 

' E&nt  donné q = max max (Ifi(x)))+i (1) 
i=2, ..., m, xex 

Démonstration : 

Soit (kO, xO) z x x tel que : 



De la même manière, on montre que ky = O i = m-3, .. . , 1. 
m 

111.3 - METHODE DE KALISZEWSKI-LIBURA C201 (TYPE DE MhTRICE c*) 
- - - - - - - - - - 

KALISZEWSKI et LIBURA ont adopté une démarche inverse h celle de PADBERG pour 

construire une matrice de type noté c2, vérifiant les deux propri6t6s caract6- 

I ristiques du théorème 20. La structure de ce type de matrice est telle que, 

la propriété de contraction est satisfaite, sous des conditions relativement 

simples. 

Ces conditions étant supposées remplies, les auteurs déterminent alors, l'unique 

multiplicateur A pour lequel la matrice c2 est A-fondamentale. 

Les bases théoriques de cette démarche entrent dans le cadre du paragraphe suivant. 

I I I  .3.1 - RCsul tats prCl iminaires : 

, Théo&e 19 b;i6 

E & m t & n n ~ ~ u n e m a t / l i i c e d e ~ ( m ,  m-1) dehang (m-1) , PexAbtence d ' a m  

. . . , p d m  W e  eux p o u  lu pu^ c b o c t  une matrice A-fondamentale, 

ut ccvtaotUée parr Les concüAbnb bcuvante6 : 

14 exibte q de zm t& que : 



i )  (q, C) ut une m&he u&ocf&.a&e 

4 U q ,  cl  = (1, O,  ..., O ) .  

Démonstration : 

La condition est nécessaire,dlaprès le théorème de SMITH C31l;la condition 

est suffisante : 

de la condition ii) nous tirons : 

Â C = O  

qui est un système de (m-1) équations a m inconnues et qui admet comme 

solutions : 

Remarque : 

Il est h rappeler que pour Â donné, l'ensemble des matrices 1-fondamentales 

est infini ;par contre C étant donnée, il est clair que le multiplicateur X 

défini ci-dessus est unique. - 

Etant donnée une matrice C de Z(m, m-1), la condition ii) permet de déteminer 

le A (s'il existe), mais le plus délicat est de vérifier la condition il. 

Les deux résultats suivants ont été établis par Rosenberg C281 ;le premier 

permet de caractériser les matrices vérifiant la condition i) du théorème 19 bis, 

le deuxième consiste à construire une matrice vérifiant cette condition i) a 

partir d'une matrice quelconque de Z(m, m-1) et de rang (m-1). 

Théokéme 2 2  C281 : 

Etmtt donnée une mu-Oûce c de z(m, m-1) de hang (m-1). 

Les condMon6 auLuantes aonZ équLvdentes : 

il 2 1  &A& q E zm &t que (q, c) est u n i n o o r n e  

.Ü) 2 1  &A& deux mu-Oûceb unimodueaiheb : P E (m, m), Q E Z(m-1, m-1) 

t a e s  que : 



~émonstration : 

Il est bien connu,que pour toute matrice C de Z(m, m-1) de rang (m-1). il 

existe deux matrices unimodulaires P, Q telles que : 

C = P.S.Q oQ S est appelé réduite de Smith de C (voir C71) 

La structure de S est la suivante : 

où : s divise s i i+ 1 

m- 1 
ii si est égal au plus grand diviseur commun de tous les determinants 
i=l 

des sous-matrices d'ordre (m-1) de C noté dc. 

<=> ç = 1 i = 1, ..., m-1 
i 

<=> La condit ion ii) . 

Pour toute matrice D de Z(m, m-1) , de rang (m-1) , ne vérifiant pas la condition 
i) du théorème19 bis, le résultat suivant permet de déterminer une autre matrice, 

issue de D, vérifiant cette condition i). 

Théo/réme 2 3  C281 : 

EM donnée une maM.ce D de X(m, m-1) , de (m-il, exib& une m a c e  

L de Q (m-1, m-1) .t&e que : 



C = D.L où C IE Z(m, m-l), C vW&ifZ &z wndition i )  du Mo4bIe 19 u. 

Démonstration : 

On rappelle (voir démonstration du théorh22) qu'il existe deux matrices 

unimodulaires P, Q telles que 

Soit B une matrice diagonale de Q(m-1, m-1) dont les éléments diagonaux de 

rang i sont égaux à I/S.. 
1 

posons : L = Q-l.~.~ 

d'où le résultat d'après le théorème 22. 

Remarque : 

En général ,lorsque la matrice D est contractante, la matrice CS déterminée par 

le théorème 23,ne l'est pas forcément. 
I 

t 

La condition ii) du théorème 23 est un type de caractérisation coûtant relati- 

vement cher à mettre en oeuvre (par exemple BRADLEY propose dans C71 un algo- 

3 rithme de complexité polynomiale 8(n ) pour les matrices d'ordre n). 

La caractérisation qui s q a  utilisée, en fait, par la suite, sera celle du 

résultat rappelé ci-dessous : 

Lemne 3 : 

E M  donnée une tnataice c d e  Z(m, m-1) et d e  mng (m-i), la condi t ion  i )  du 

Zhéokéme 15 ai6 est  uétLibiée 4X d ~ d w e n t  4 i  t es  D. (j = 1, ..., m) sont 
1 

pda.6 entRe e u x .  

Ainsi la construc~ion des matrices C, à la fois A-fondamentales et contractantes , 
sera faite Suivant le schéma suivant : 



D ~ ~ e t r  tes  c o e 6 6 h i m  de -e de hode  qu'&te 404.2 wnOadun&. 

111.3.2 - Conditions de KALISZEWSKI-LIBURA C201 e t  genCralisations 

I Dans l a  s u i t e  de ce  paragraphe,nous a l lons  rappeler l a  s t ruc ture  de la  matrice 

! proposée par KALISZEWSKI-LIBURA, a i n s i  que l e s  conditions imposées pour qu 'e l le  

s o i t  à l a  fo i s  A-fondamentale e t  contractante ( 5  111.3.2.1). 

Nous donnerons ensu i te  des conditions suf f i san tes  plus f a ib l e s  pour que c e t t e  

s t ruc ture  de matrice v é r i f i e  l a  propr ié té  de contraction ( 5  111.2.2). 

Les auteurs considèrent l a  matrice de Z(m, m-1) de type suivant : 

Une c o W n  hu~&bante pom pue la tnaAki.ce c2 h o u  A - ~ o n d a n W e  ut que : 



Démonstration : 

D = (-1) 
b c  m-3 k=l 

j j = 1, ..., m 
J 

d'après le lemme 3 : 

2 (k=l k C Â-fondamentale <=> pgcd a ) = 1  
j=l,. . . ,m j 

<=> pgcd (ai, a.) = 1 i # j V (i, j) {l, ..., ml. 
3 

1. Remarque : 

I La condition du théorème 24 nécessite le calcul de (m-1) plus grands diviseurs 

1 communs de deux entiers. 

Lorsque les équations diophantiennes du système sont linéaires et à coefficients 

positifs, les auteurs ont fourni une condition auffisante pour que les matrices 

2 de type C soient contractantes (théorème 25). 

E d h n t  donnés : 

x = N" où (bis aij) E N* x N Y i  v j  

Une conci.&& su66Aante pow~ qu'une tnaahice de type c2 do& contnnct<utte ekt : 

a > b  i = 1, ..., m. i i 

Démonstration : 

2 O 
Soit (kO, xO) c ~ ~ - l x ~ t e ï q u e :  f(xO) 2 c k ,  

il faut montrer que ,kO est nul 



TT1.3.2.2 - Gén&aUa.t&nu --------------- 

Les deux nouvelles conditions suivantes,concernent une classe de fonctions p3us 

importante, celles des fonctions bornées supérieurement ou inférieurement dans 

l'ensemble X. 

La première condition est une généralisation naturelle des résultats de 

KALISZEWSKI-LIBURA . 
La deuxième de ces conditions (théorème 27) est une généralisation de celle 

de KENDALL-ZIONTS C221 dans le cadre de la G-contraction. 

S i  tee a p w w  fi ( i = 1, . . . , ni) &onC 604nEub bupMeiinm& ( k ~ p a -  

vment h6Wewre~nevLt) danb x, 

Une covuükbn su66i~ante  p o u  qu'une t n d c e  de ,type c2 doiA CO-- t?At : . 

(11) ai > max fi(x) i = 1, . m (respectivement a i > -inf +XI). 
xeX xéX 

Démonstration 

O 
Soit (kO, x ) E j& x X vérifiant les conditions (*) et (**), il faut montrer que 

k0 est nui : 

O 
(*) et ai > max fi(x) => k. S O i = 1, ..., m-1 

1 
xéx 1 O :>k = O  

m- 1 
(**) et am > max f,(x) => 1 ky i O 

XCX i=l. 
I 



Remarque : 

Lorsque a > -inf fi(x) (i = 1, ..., m), on démontre, de la G m e  façon que i x€X 
précédemment, que C est une matrice contractante, on retrouve ainsi la condition 

de KALISZEWSKI-LIBURA (théorème 25) lorsque les applications fi sont linaairea 

et a coefficients positifs. 

Puisque la taille des multiplicateurs admisslàles dépend de celle des nombres 

ai (i = 1, . . . , m (voir( 1. O) 1, les résultats sont améliorés en diminuant 

les bornes inférieures des a imposées par la propriété de contraction. C'est 
i ' 

l'objet du résultat suivant qui s'inspire de l'idée de KENDALL-ZIONTS C221. 

On rappelle que : 

Etant donnés k (i = 1, ..., m) des entiers naturels i 

K(fi, k.) est l'ensemble des k. plus grandes valeurs des applications fi 
1 1 

i = 1, ..., m 

I? 
Une c o W n  su66isante p o u  qu'une maOùce de 5pe c2 b o a  cocontctmde e d t  : 

i )  ai > inf y 
yrK(fi,ki) 

LLl ai ne divise pas y, p o u  tout y de K( fi, ki) 

i = 1, ..., m 1 
Démonstration : 

Soit (kO, xO) c ZErn-' x X vérifiant les conditions (*) et (**);pour montrer que 

k0 est nul , on montre dlabord,que sous les hypothèses du théorème 27 et la condi- 
O 

tien (III) ,les entiers k i = 1, . . . , m sont négatifs ou nuls ; en effet, 
i 

' raisonnons par 1 ',absurde et supposons que k0 2 1 ,la relation (*) entraine : 
i 



O ... a. ne divise pas f.(x ), ce qui est en contradiction avec (*). 
1 1 

m- 1 
De la même manière que précédemment,on montre que 1 ki est positif ou nul : 

i= 1 
en effet 

m- 1 

i=l 1 O => f ( x  ) 2am m 
(**) 

O 1 => % de divise pas fm(x ) 

ce qui est incompatible avec (**). 

O 
Ce dernier résultat, associé au précédent, permet de conclure que k est nul. 

Toujours en se situant dans le cadre généra1,énoncé en fin de paragraphe 111.3.1, 

deux nouveaux types de matrices sont proposés dans cette partie. 

3 
Le premier type de matrices (noté C ) permet d'englober la classe de matrices 

4 
proposée par KALISZEWSKI-LIBURA, Le deuxième type de matrices (noté C ) résulte 

de la prise en compte, en prioritê, de l'aspect calculabilité des sous déter- 

minants de ces matrices. De plus,ce dernier type permet,sous certaines hypothèses, 

3 
d'affaiblir les conditions générer par la structure des matrices de type C . 

111.4.1 - Type de matrices C 3 

Dans cette partie,nous proposons un nouveau type de matrices, générant une classe 

de matrices plus importante que celle proposée par KALISZEWSKI-LIBURA C201. Nous 

établissons pour ces matrices, des conditions suffisantes pour qu'elles soient 

A-fondamentales et contractantes. 



Etant donnés : 

a. E N *  i = 1 ,  ..., met B. EN, i = 2 ,  ..., m-1 
1 1 

On considère les matrices de type c3 de la forne suivante : 

2 3 Toute matrice de type C est de type C puisqu'il suffit de poser Bi = O 

i = 2 ¶  . . . y  m-1. 

h \ ,* 4 
r* 

I I I .  4 . 1 . 1  - C o W n  d u d w a n t e  pow pue c3 &oLt A-~ondanentnle ------------ ------- ---- - - - C C - - - - - - - -  ----------- 

Théo/rème 28  

Une cond.&on su6~*dante p o u  qu'une n W c e  de *ype c3 doLt h-dondon&e e d t  : 

pgcd (ai, am) = 1 i = 1, ..., m-1 

X es t  donné pcu : 

Démonstration 

Pour déterminer les quantités D (j = 1, ..., m) nous utilisons la relation 
j 

ci-dessous, qui peut être démontrée facilement par récurrence. 



les D, sont donnés par 

3 
D'après le lemme 3, la matrice C est A-fondamentale si et seulement si les 

j+l = - 1  (a.+. )(u~+~-$~+~). . . I I  (am- l-'m-l) am dét 

quantités D (j = 1, ..., m) sont premières entre elles : 
j 

m m *m 

a 
f B j  j 

1 

Bjti Bjti 'j+i 

t 

'rn-1 4 'm-1 am- i 

-a . . - -a 
\ 

pgcd (D.) = 1 (** 
j=l, ..., m 3 

Nous développons la relation (**) en utilisant (*) : 

pgcd (Dl, D2) = (a3-B3) . . . (am-l-Bm-l) am pgcd a ,  a2-B2) 

or pgcd (a1, a2-B2) divise Dg, . . . , Dm (voir (*) ) , donc il doit être égal 
à un d'après (**). 

pgcd (Dl, D2, D3) = pgcd (D3, pgcd (Dl, D2)) 

= (a4-B4) ... am pgcd (ala2, a 3 -6 3 

pour les mêm@s raisons que pré~édemment~on a pgcd (ala2, a3-e3) = 1 

ce qui est équivalent à : pgcd(al, a3-B3 = pgcd (a2 3 a3-fi3) = 1 

ainsi de suite jusqu'à ce que l'on obtienne les conditions du théorème 28. 

Pour déterminer les A. j = 1, . . . , m il suffit d'utiliser la relation : Aj=(-l) j + l ~ .  . 
3 3 

Remarques : 

1) Les conditions de ce dernier résultat sont équivalentes à celles du théorème 24 

lorsque les 8. sont nuls i = 2, ..., m-1. 
1 

2) Les conditions du théorème 28 nécessitent au maximum le calcul de (m-1) plus 

grands diviseurs communs de deux entiers. 



Lorsque 

a = a  i 1, . 1 e t  B = 1 j = 2 ,  ..., m-1  
i j 

les condit ions du théorème 28 s e  réduisent  au  c a l c u l  d'un plus  grand d iv i seur  

commun : 

pgcd (a, am) = 1 
1 

111.4.1.2 - ConddXona su~&i.mntes pom pue c3 r o a  con&umlw&e ------------- -------- ---- ....................... 
a )  Première condit ion 

Théoki2me 29 

Une c o ~ o a  su66bante pom qu'une nath*ce de type c3 dos CO-e 

e s t  que : 

(IV) ai - Bi > - i n f  f i ( x )  i = 1, ..., m 
xé X 

(en porant = = O )  

Démonstration : 

3 O S o i t  (kO, xO) zm'l x x t e l  que f (xO)  = C k , montrons que k0 = O 

O 
Nous a l l o n s  montrer ,que s i  k  e s t  non nul ,  compte tenu des condit ions ( I V ) ,  

m- 1 
O 

nous a r r ivons  à une absurdi té ,  c ' e s t  à d i r e  que km-l d o i t  ê t r e  nu l ,  e t  nous 

recommençons l e  même t r a v a i l  s u r  l e  système (SE) en ne tenant  pas compte de  

O 
l ' équa t ion  f (xO) = O pour montrer que k  e s t  nu l  e t  a i n s i  de s u i t e .  

m- 1 m-2 m-2 
O 

Supposons donc que k  e s t  non nul ,  montrons que 1 k.  I -1 : m- 1 1 i=l 



m- 2 
O 1 k. ne peut être nul, sinon du système (SE) on déduit : 1 i=l 

O ce qui est absurde puisque k est non nul 
m- 1 

m-2 
O 

fmFl(x 1 * (cl-am-l) 1 
O 

i=l a -6 > -inf fm l(x) m-1 m-1 - xex 

sinon jQE1 
i= 1 
m- 2 
1 kas-1 

1 i= 1 f. (xO) = a k0 => f. (xO) < -inf f. (x) 
30 jo jo IO x r ~  10 

a > -inf f. (x) 
jo XEX Io 

ce qui est absurde. 
jo-1 

O De la même manière que précédemment, on montre que 1 k. est strictement 
1 i=l 

négatif, on continue ce procédé pour montrer qu'il existe au moins un indice 

i tel que k0 i -1 et kp 
O i = O pour tout i l 1 ..., m-2) \ i ce qui est 

O 
impossible : 



en effet 

k p s -1 
O 

O 
fi (X = ai ki = > f .  (xO) <-inf f. (x) cequiestabsurde. 
O O O Io 1 xeX O 

a > -inf fi (x) i 
O xex O 

Remarques : 

1) Compte tenu de la forme des multiplicateurs admissibles,dans le but de mini- 

miser la taille des A il est intéressant de noter,que les équations diophan- 
i 

tiennes doivent être considérées dans l'ordre décroissant des quantités 

2) L'utilisation de ce type de matrice est intéressante lorsque l'écart 

1-inf f.(x) + inf f (XI 1 n'est pas élevé. 
xex 1 xe X i+ 1 

I 

Exemple : 

Le système de quatre équations 

où h.(x) i = 1, . . . , 4 sont des applications de X dans N aboutit aux résultats 
1 

suivants : 

- Pour le deuxième type de matrices (théorème 25, théorème 26) 



d' où 1' équation équivalente : 

105fl(x) + 70f2(x) + 42f3(x) + 30f4(x) = O 

- Pour ce nouveau type de matrices (théorème 28, théorème 29) 

d'où l'équation équivalente : 

8fl(x) + 12f2(x) + 18f3(x) + 27f4(x) = O 

On remarque que les tailles des multiplicateurs admissibles,déteminés par ce 

nouveau type de matrices,sont nettement inférieures à celles des multiplicateurs 

2 
issus de la matrice C proposée par KALISZEWSKI-LIBURA. 

I 

b)  Seconde condition 

Notons que jusqu'à présent,les conditions suffisantes,imposées pour qu'une 

matrice soit contractante, ne tenaient compte que des valeurs prises séparément 

par les fi(x) Y i = 1, ..., m, V x X, sans se préoccuper de l'existence d'une 

mzme variable qui permet d'atteindre ces valeurs (voir théorème 25, 26, 27 et 29). 

j Cela signifie que les matrices C (j = 1, 2, 3) construite par les méthodes 

précédentes sont telles que : 

ce qui implique que : 

c'est à dire que C' (j = 1, 2, 3) sont contractantes. 



Ce qu i  e s t  proposé i c i ,  e s t  d 'é laborer  des condi t ions  su fy i san tes  de cont rac t ion ,  

en optimisant  chacune des app l i ca t ions  f i ,  en t enan t  compte des informations 

I fournies  par  une a u t r e  con t ra in te  ( c ' e s t  à d i r e  en résolvant  des problèmes de 
! 

type knapsack). 

Etant  donnés : 

g e t  h  deux app l i ca t ions  de X dans Z,  e t  6 un e n t i e r  na ture l ,  

On d é f i n i t  l e s  deux problèmes ( type  knapsack) su ivan t s  : 

max g(x )  

MAX(g, h, 6 )  S .C.  h (x )  s 6 

X E X  

min g(x)  

MIN(g, h ,  6)  S . C .  h(x) 1 -6 

x c x  

Remarque : 

O O S ' i l  e x i s t e  x  E X t e l  que : g(xO) = h(x  ) = O 

a l o r s  : V ( M A X ( ~ ,  h ,  6 ) )  2 O e t  v(MIN(g, h,  6 ) )  0- 

Théohème 30 : 

Eant donnés : 

 EN* i = 1 ,  ..., m & B . e N  1 . m t e e d q u e :  
1 1 

ci -B , max ( V ( H A X ( ~ ~ + ~ ,  f i ,  a.), - V ( M I N ( ~ ~ + ~ ,  f i ,  a i ) ) )  (VI 
i+l i+l 1 

i = 1, ..., m - 1  <en podant B1 = $, = O )  

c3 ed*  CO^&^^^. 

Démonstration : 

S o i t  ( kO, xO) E zm-l x X t e l  que l a  r e l a t i o n  (SE) s o i t  v é r i f i é e .  

I l  f a u t  montrer que k0 e s t  nul.  



m- 1 
O 

La démonstration cons i s t e  à supposer que 1 k. e s t  non n u i  e t  de montrer que 
1 

i=l 
cec i  n ' e s t  pas poss ib le  (compte t e n u  des hypothèses f a i t e s  sur les ai, Bi) ; 

m- 1 
O 

c ' e s t  à d i r e  que 1 ki e s t  nul .  
i=l 

O 
Soi t  i = i c 1 ,  . m l  1 ki # O e t  k0 = O V j > i,) 

O 
O 3 

l e  système (SE) se ramène : 

et on r e f a i t  l e  même t r a v a i l  qui  a - é t é  f a i t  s u r  l e  système (SE) à nouveau 
lo-1 

s u r  l e  système (*) pour abou t i r  à 1 ky = 0, a i n s i  .de s u i t e  jusqu'à k0 = O. 
i=l 

m- 1 
O 

Supposons donc que 1 k. # O ,  montrons les t r o i s  r e l a t i o n s  su ivantes  : 
1 i= 1 

m- 2 
1) 1 ky est non nul .  

i= 1 

m- 2 
O 

preuve de 1) : supposons que 1 ki = O 
i= 1 

fm_,l(xO> = m - 1  k0 m-1 

dü système (S.E) on déduit  : 
O 

f,( xO> = -am kmF1 



donc k0 ne peut être strictement négatif, de la m%e fapcn en utilisant m- 1 
O 

une autre fois la condition (V),on montre que k ne peut pas être strictement m-1 

positif ce qui contredit (3). 

Preuve 2.1 : Supposons - 
m- 1 

que 1 k: < O 
i= 1 

ki < O. 

O O 
m-2 

sinon k # O et 1) et (SE) 1 => (4 )  f x - a 1 ki 
m- 1 i=l 

raisonnons par l'absurde et supposons que 1 ky i 1. 
i= 

m- 2 
O 1 k i 2 1  

i=l t . - O -> fm-l(x r am - - 
( 4  ) 

O 

de la même manière on montre 2.2. 

m- 2 
Preuve 3.1 : Supposons donc que 1 ki < O - 

i=l 
O Soit i = i c 1 ,  . 2 1 k il O et k0 = O Y j < io} ou 

O 
O Y 



O O o u b i e n k  2 1, ki + ki +1 s O 
i 

O O O => f ixO) s -(aiO+l-~io+l) 
io+l 

k0 fi  + l t X )  = Bi k; + ai +l i +l 
O O O O O 

O O O 
s i  ki + k; +1 2 1 e t  ky + ki +1 + ki +2 s O on montre, comme ci-dessus, que 

O O O O O 

de l a  même manière on montre 3.2. 
m- 1 

O Si k. e s t  non nu1,nous a l l o n s  montrer que l e s  condit ions 2.1 e t  3.1 ne 
1 i=l m- 1 

peuvent avoi r  l i e u  ensemble ; h i  1 kp S -1, 
i=l 

s o i t  j .E {l, .. . , m-21 : f, (xO) s - ( a jo  - f i j  
) < ajo] O 30 O => fm(x  O ) < am 

(V 

O 
fm(x  = -am J: kp 

i=l O => f ( x  2 am, ce  q u i  e s t  absurde m- 1 m 
O 

i=l 
m- 1 

de l a  même manière - 2.2 e t  - 3.2 ne peuvent pas  s e  r é a l i s e r  s i  1 ky 2 1 
i=l 

I 

Remarque : 

La détermination des  mul t ip l i ca teur s  admissibles nécess i t e  l a  r é s o l u t i o n  de 

2(m-1) problèmes de type knapsack ; d'oh l a  complexité en moyenne 8(mn) ( v o i r  

4 11.4.2 - Type de matrices C : 

Nous remarquons,que d'une manière générale,  les mul t ip l i ca teur s  admissibles, 

générés pa r  l e s  C' ( j = 1, 2, 3), son t  de grandes t a i l l e s ,  du f a i t  que chaque 



Ai (i = 1, ..., m) est obtenu,à partir d'un produit de (m-1) nombres (voir (1.0). 
4 

(1.1) qui peuvent prendre de grandes valeurs. Le type de matrices noté C , 
proposé ici est,telque les quantités D j = 1, . m permettent 

j 
de générer des multiplicateurs de tailles plus faibles que précédemment 

dans certains cas. 

Etant donnés ai i = 1, . . . , m des entiers naturels non nuls , on considère 
la matrice de la forme : 

pour laquelle les conditions suffisantes pour qu'elle soit 1-fondamentale et 

contractante sont les suivantes. 

III  . 4 . 2 . 1  - Con*n suddidante put pue c4 doct A-dondm&e ------------ ------- ---- ------------- ----------- 

Une concf.Uon sud6idante p o u  qu'une mathice de .type C' 60i.t A-{ondam-e e d t  : 

pgcd (ai, al) = 1 i = 2, ..., m 

Démonstration : 



d' après le lemme 3 : 

4 
C A-fondamentale <=> pgcd (D~) = 1 

j=l,. . . ,m 
<=> pgcd (al,a.)=l j = 2 ,  = * * , m  

3 
m 

Remarque : 

Les conditions du théorème 31 sont satisfaites en particulier lorsque a 1 = 1. 

1 

Théohème 32 

Une c o W n  dud6hante powr qu'une -ce de type c4 do*R W~&U&UB& : 

a .  1)) i = 2 , .  m (VI) a i > max (v(MAX(fi, fi-l9 ai-l))9 -v(M1N(fi, fi-l 1 

Démonstration : 

4 O 
Soit (kO, xO) zm-' x X tel que f(xO) = C .k , montrons que k0 = O 

O 
Pour montrer que k est nul, nous montrons d'abord les deux relations suivantes : 

Vérifions la relation (1) (la relation (2) est vérifiée de la même façon, en 

utilisant les conditions (VI)) : 

O 
raisonnons par l'absurde et supposons que k 2 > - O, ceci implique que : 



( V I  1 
les r e l a t i o n s  ( 3 )  e t  ( 4 )  son t  incompatibles, c'est à d i r e  que ki S -1;de l a  

O même manière, on montre que k0 6 -1 => k 5 1 en u t i l i s a n t  encore une fo i s  
2 3 

l e s  condi t ions  (VI) ,  e t  a i n s i  de s u i t e .  

D'après (VI) (am - 1, a ) v é r i f i e  : m 

( fm-l (~O)  6 am - => f m (xO) < am> ( 5 )  

O O supposons que k 6 -1 => fm(x 2 am 1 
m-1 

O 1 (7) 
O < - i = >  f ( x )  s a  ( V I )  e t  kl - m - 1  m-1  

l e s  r e l a t i o n s  ( 7 )  e t  ( 5 )  ne peuvent ê t r e  r é a l i s é e s  ensemble, c ' e s t  a d i r e  que * 
O O k ne peut ê t r e  s t r i c t ement  néga t i f  i d e  l a  même façon, on montre que kl ne 1 

peut ê t r e  s t r ic tement  p o s i t i f ,  d loQ k0 = O ; l e  même schéma pedt ê t r e  
1 

O u t i l i s é  pour v é r i f i e r  que k O j = 2, ..., m - 1 .  
j 

II I , 5  - EXEMPLE NUMERIQUE COMPARATIF c 281 
I 

a 

S o i t  l e  système 

4 
Les types  de matrices c2, c3, C about issent  aux mul t ip l i ca teur s  su ivants  : 

2 - Pour l e s  matr lces de type  C :" 

. u t i l i s a t i o n  des r é s u l t a t s  des théorèmes 24 e t  25. 



le multiplicateur associé : = 4 ,  22, 77) 

. utilisation des résultats du théorème 27 (généralisation de 

ce qui permet d'aboutir à la matrice suivante : 

et au multiplicateur associé : h2 = (35, 30, 42) 

- Pour les matrices de types c3 et c4 : 
il faut déterminer les quantités : 

MAX (fi, fi-l, et NIN (fi, fi-l, ai-l ) i = 2 , 3  

On trouve : 

. L'utilisation des résultats des théorèmes 28, 30 aboutit à la 

matrice : 



et au multiplicateur associé : h3 = (12, 4, 3) 

. l'utilisation des résultats des théorèmes 31, 32 aboutit à la 

matrice : 

et au multiplicateur : h4 = (12, 4, 1). 

On note que : 

Cette partie est construite,dans le même esprit que celui de la partie 11.3 ; 

les méthodes de Weinberg C321 sont généralisées, ainsi que le théorème fonda- 

mental (théorème 4), ce qui permet de donner un formalisme général de toutes 

les méthodes proposées,dans le cadre de la G-contraction. 

II 1.6.1 - Général i sations des méthodes de Weinberg C321 

Etant données : 

fi(x) (i 1, :. . , m) m formes linéaires , l'ensemble dés valeurs 
prises par le m-uplet (fl(x), ..., fm(x)) lorsque x parcourt l'ensemble X, 

supposé fini, sera appelé spectre des II P O ~ S  1 ineaires et noté S12 .m. 



Remarques : 

1) X étant un ensemble fini, le spectre S 12.. .m 1 'est également 

2) A l'évidence, le spectre S est inclus dans le spectre S1 X  S2 X . . . X  Sm. 
12.. .m 

1 

Les deux résultats suivants sont à la base des deux méhhodes proposées. 

€&nt donna A ,  A2, ..., Â de6 d m  non nueb, m 

une condLCbn s u 6 6 h d e  pow que ( A ,  X2, . . . , h ) 4 0 L t  un mr.&Apfi- m 

admids.ible est  que l'ensemble : 
m 

Démonstrations : 

Notons A = {(zl, z2, ..., z E S I S  S2 x . . . ~  sm 1 1 zi = O) 
m i= 1 

0 -  Soit x E s => z = (fl(xO), .. . , f,(x0)) A 1 O = > z = O = > x  E S  

A = (0) 

E*ant donna XI, A2, . . . , A des e n e i ~  non nu& 
m 

une concbXon nécess&e et su$,(Aante pom que (XI, h2, . . . , A d o i t  un mid-12- 
m 

p f i c a t e w t  admibsi6le e s t  que l '  ensemble : 
m 

Démonstration : 

* Pour la condition suffisante, la démonstration est analogue à celle du théorème 

33 puisque S c S1 x S2 X . .  . X Sm. 
12.. .m 



* La condition est nécessaire : 

Soit (hl, X2, ..., X ) un multiplicateur admissible, nous montrons que 
m m .-- 

l'hypothèse A' f {O) (A' = %zl, .. . , Zm) é S12 . . .m 1 i=l 1 Aizi=O}aboutit - LI L. 
m 

à une contradiction : A' f {O} => 3 z = (zl, ..., z é S12 m . . .m 
: 1 IZil > O .  - 

1 L. A 1 - i=l 
Soit x é X tel que : (zl, z2, ..., 

m ) = (fltX). f2(x). . . . , fm(x) 

1 L. 

x n'appartient pas à S,puisque cela n'est vrai que si f.(x) (i = 1, ..., m) 
1 

4 Li 

sont nulles. Or x appartient à S ce qui contredit le fait que est inclus 

dans S. 

Eant donne6 Xi(i = 1, ..., m) deû M ü ~ 4  non YU&, 

il Une concfLthn suffisante p o w  que A ,  X2 , ..., h )'40Lt un W p f i c a t e u h  
m 

a U 4 i b t e  eût que : 

Ci) Une c o n u n  necessaire et suffisante p o u  que (A1, . . . , Am) doit un 

m&tipficatm aAmid~ibte est que : 

A l'instar des méthodes de Weinberg C321, il est possible d'envisager deux 

types de méthodes.déterminant des entiers non nul6 (Xi, i = 1, ..., m) qui 
vérifient respect ivement les conditions ( *  $ et ( ** ) . 
Rappelons que ces méthodes ne sont applicables que si le cardinal de l'ensemble 

S12.. .m (ou celui de S x...x S ) n'est pas trop élevé. Des algorithmes, 1 m 

généralisant ceux de Weinberg,sonf proposés dans la partie annexe, et 

destinés à construire le spectre S 
12, ... ,mm 



111.6.2 - Nouvelle formulation du problème ( P )  
- 

La nouvelle  formulation du problème nécess i t e  l a  donnée des d é f i n i t i o n s  e t  des 

r é s u l t a t s  su ivants .  

.... . On dina que v j  (j 1, m-1) bont  d u  *OU d o n b e n t a u x  de i d i  e~ 
Ct 

D = dét  
j 

b d e m e n - t b i : "  pgcd ( ~ . ) = 1 .  
j= l , . .  . ,m 3 

\ 

Compte tenu des r é s u l t a t s  précédents  (théorème 19 ,  théorème 19 b i s ) ,  on dédui t  
m ... 

l e s  r e l a t i o n s  e n t r e  l e s  p o i n t s  du p lan  H = {z E P 1 1 hi zi = 01 e t  les 
@ i= 1 

p o i n t s  fondamentaux de H. 

.... . i) 11 e&Xe (m-1) p o M  dondanMtaux, n o t a  v j  j 1, m - 1  te16 que : 

Le problème (P) est a l o r s  équivalent  à : 

. Thouvm (m-1) p0Utt6 dondmnentaux v j  j = 1, ..., m - 1  teeb que : 



1 

D é ~ ~ n  9 : 

€&nt donni? un eneemble A de zm, on dihLZ que A e s t  un eu&e borné dans un . 

plan ,  b ' a  e h X e  (m-1) p o m  dondumentaux vi (i = 1, . . . , m-1) n ' a p w e n r u r t  

m- 1 pas à A t a  que lleneemble H tvl, v2, ..., v ) ne contient aucun poOit de A , 
h vi (i = 1, . . . , m-1) s a o n t  appded des po ints  fondamentaux p r i v i l e g l e s  

pour A ( O U  peub 4uccin~enter~t P .  F . P .  A )  . 

S i  l'une des c o u o n e  ~LUvantes es t  véhibii?e : 

Lü) A contient une pahtie de sl x s2 x . .  . x  s XdLque : 
m 

O )  A contient une p u t i e  de s12 . . .m t e l  que : 

Démonstration : 

Le théorème sera démontré dans les cas i) et iii) 

(Les autres cas s'en déduisent facilement) 

Cas i) : ------ 

Raisonnons par l'absurde et supposons qu'il existe 

cela implique qu'il existe kl, ..., km-1 des entiers tels que 



l e s  r e l a t i o n s  ( 1 )  e t  ( 2 )  sont  en cont radic t ion  avec l e  f a i t  que A e s t  un 

ensemble borné dans un p lan .  

Cas iii ------- 
* 1 m-1) 

S o i t  v E S12 n H ( V  , ..., V => v E SI X . . . X  Sm (3 )  . . .m 
(1) ) 

) . = > v ~ s  X S2 X . . . X  Sm \ (A E SI x S2 x. . .x Sm) 

e t  iii) => v L SIX ...x Sm 

A ensemble borné dans un p lan  ) 

ce  qui  e s t  absurde d ' a ~ r è s  (3). 

111.6.3 - Interprétation géométrique des méthodes de G-contraction 
Rappelons qu'une méthode de G-contraction e s t  basée s u r  l a  recherche d'une nus 
matrice C de Z(m, m-l),qui e s t  à l a  f o i s  A-fondamentale e t  cont rac tante .  O 
Etant  donnés : 

i i j ème i 
V = ( C )  j colonne de C i = 1, ..., 4 j = 1, ..., m-1  

D'après l a  dé f in i t ion  8 ,  théorème 1 9  e t  lemme 3, il e s t  c l a i r  que t o u t e  

i i 
matrice C ( i  = 1, ..., 4 )  e s t  A-fondamentale s i  e t  seulement s i  V j = 1, ..., m 

e t  i = 1, . . . , 4 sont des points  fondamentaux. 

Le r é s u l t a t  su ivant  montre,que chacune des condit ions vues précédemment imposées 

i 
s u r  l e s  éléments de C (i 1, . .'. , 4 )  pour que ci s o i t  

cont rac tante  e n t r e  dans cadre du théorème 36 : 

Etant  donnés : 



1 Considérons les ensembles 

A~ = c-S, slm où s = max (-ei, ui) 
i=l,. . . ,m 

A~ = ce,, u l ~  x...~ ce m. m l  
* * 

= ce,, u l ~  x...~ ce m. uml 
où ul = inf y i = 1, ..., m 

yeK( f2 ,k2 
I I 

A4 l'ensemble représenté dans la figure (*). 

Remarque : 

Ai (i = 1, ..., 4) sont des ensembles bornés, donc bornés dans un plan. 

l 3 
C )  - C .  1 La c o n U n  I I V )  => ( A ~ ,  vl,. . . ,Vm'l) uehiye La condition ü) du .thth. 36 1 

3 
c. 2 La condXon ( V I  => ( A ~ ,  :l, . . . ,vm-l) uenidie La c o n m n  f i )  du Xh. 36 1 - 

Démonstration : 1 
L) 

La démonstration ne sera faite que pour les cas a) et @, les preuves des 1 
autres cas sont calquées sur les démonstrations présentées,dont la démarche 

l 
! 

est étroitement liée à celles des propriétés de contraction. 1 
Cas a) 

Soient 

m- 1 
et k rzm-'tel que 1 ki # 0 (2) 

i=l 





Figure (*)  



Remarque : 

Il est à noter,qulil n'existe pas de type de matrices contractantes correspondant 

à la génération d'un ensemble de type A : A n S12 . . . .m # $ 0  

1 

11 1,7 - COMPARAISON DE L A  G-CONTRACTION ET DE LA 2-CONTRACTION 

Ce paragraphe est consacré à une comparaison purement théorique des méthodes de 

2-contraction et celles de G-contraction,avant de donner un aperçu des difficul- 

tés pratiques d'élaboration des meilleures méthodes. 

Rappelons d'abord brièvement l'idée de base de ces deux types de méthodes. 

Une méthode de 2-contraction consiste à déterminer un multiplicateur 

A ,  A2, ..., A 1 d'une manière itérative (en m-1 étapes) caractérisé par : m 

Une méthode de G-contraction, permet de déterminer un multiplicateur admissible, 

à partir d'une matrice vérifiant deux propriétés fondamentales (A-fondamentale 

et contractante). 



C'éqi iat ion Zq iuvdente  aux k pemLhe6 équatiOvu ut 4EaeCsZe s w  t'ensemble 

a iuvant  : 

Démonstration : 

Soit (A1, ..., X un multiplicateur admissible : 
m 

La condition (*)  ne sera vérifiée que si l'on considère l'ensemble 

{x É X 1 fi(x) = 0,Vi > 21 au lieu de X, d'après (**), de même la condition : 

A1fl(x) + A2f2(x) = O 
X É X  

X É X  

ne sera vérifiée que si l'on considère {x É X 1 f. (x) = O Yi > 3 )  et ainsi 
1 

de suite, la condition (E) sera vérifiée sous les hypothèses du théorème 38. 

Ceci peut être illustré sur le schéma suivant : (avec m = 3) 

les éléments de S123 sont représentés par :x 

t 



le multiplicateur (pl, p2) n'est pas admissible pour toute méthode de P-contrac- 

tion, si l'on considère uniquement S12, et le sera pour l'ensemble 

Uz1, z2) ' S12 1 f3(x) = O, V x E X : z 1 = fl(x)}. 

Si l'on admet l'existence d'une méthode de G-contraction,pour tout multipli- 

cateur admissible, alors l'ensemble des méthodes de G-contraction, contient 

celui de 2-contraction, la réciproque ne serait vraie que si tout multiplicateur 

admissible par une méthode de 2-contraction vérifie les conditions du théorème 38 ; 

ce qui va à l'encontre du principeide la 2-4ontraction. 

La supériorité,toute théorique,des méthodes de G-contraction sur celles de 

2-contraction ne se vérifie pas en pratique ; en effet, comme il sera vu dans 

la suite, il n'existe pas,en fait,de relation d'ordre total entre les 

méthodes de G-contraction et celles de 2-contraction ; l'efficacité de toutes 

les méthodes dépend des structures des équations à combiner. 

Bien qu'aucune des méthodes de 2-contraction ne satisfait l'hypothèse du 

théorème 38, les expériences numériques permettent d'affirmer (en général), 

que les meilleures d'entre elles,conduisent à des multiplicateurs de tailles 

raisonnables. 

D'autre part, on rappelle que l'utilisation d'une méthode de G-contraction 

admet comme difficulté majeuresla détermination d'un type de matrices vérifiant 

les deux propriétés fondamentales et telles que les (D.) j = 1, ..., m 
1 

soient de tailles raisonnables. Mais la détermination des P.F.P. pour A (A un 

ensemble donné) devient très compliquée dès que m r 3 (pour m = 2 il suffit de 

déterminer un point fondamental dans le complémentaire de B (w w2) qui 
€ 1' 

contient A). La difficulté vient du fait qu'il n'est pas possible d'exhiber un 

ensemble B "équivalent" au BE(wl, w2), c'est à dire pour lequel la détermination 

de points fondamentaux est équivalenteà celle de P.F.P. pour B ; c'est à dire, 

m- 1 
lorsque m 2 3, il faut montrer que toute combinaison dans % ,de ces points 

fondamentaux appartient, au complémentaire de l'ensemble A (cette vérification 

est de complexité 9(3m-1 - 1)). 



CHAPITRE I V  

ALGORITHME DE RESOLUT ION 

DU PROBLEME DE KNAPSACK EN EGALITE 



Dans ce chapitre, nous proposons un algorithme pour résoudre le probldme du 

knapsack en égalité, cet algorithme est une adaptation de celui décrit par 

FAYARD-PLATEAU Cl51 correspondant au cas de l'inégalité. 

Les quatre phases essentielles de cet algorithme sont les suivantes : 

phase 1 : Résolution de la relaxation 

phase 2 : Détermination d'une solution réalisable 

phase 3 : Réduction de la taille du pmoblème 

phase 4 : Résolution du problème réduit par énumération implicite. 

L'algorithme proposé résout le problème suivant : 

max cx 

s c a x = b  

X E V  

dont les données sont telles que : 

n [ max a r b  < 1 aj , 3 J c II, ..., n) : 1 a = b  
l<;j<n j j =l j e J  j 

Phase 1 : Résolution de (Ë)  

La résolution de (i) permet de déterminer un majorant du problème (BI. 

Il est bien connu que x solution optimale du problème : 
max cx 

S.C. ax 5 b 

x € CVl 

est telle que a# = b. 



(g)  sera donc résolu (comme dans C 15 1) en déterminant un sous-ensemble U de 

11, ..., n) tel que : 

Note : Cette détermination se fait par un algorithme de complexité linéaire - 
en moyenne, X est définie comme suit : 

Lorsque x = O la solution optimale de la relaxation de (B) corncide avec celle 
i 

de (B) ; dans l'autre cas, on applique 
Phase 2 : détermination d'une solution réalisable 
Il est aisé de déterminer une solution réalisable,dans le cas du knapsack 

en inégalité (voir C151), par contre dans le cas d'une contrainte en égalité, 

cette solution doit être déterminée par une procédure dynamique ou énumérative, 

c'est cette dernière option inspiréede C291 qui a été adoptée. 

La recherche d'une solution réalisable commence par un classement,dans l'ordre 

décroissant, des éléments a j = 1, . . . , n, puis on fixe la première variable 
j 

à un et on applique un ensemble de tests noté (T) à l'équation 

n 
(*) 1 aj xj = b-al, x r {O, l} j 2 2 qui aboutit au trois cas : 

j =2 j 

cas a)  .OLOUVUL une s o ~ o n  M v U e  

cas 6)  rnor&La que t12quat ian (* )  n'&et p a  de ~ o l u t i o n  

Dans ce dernier cas, on fixe x à un et on applique à nouveau les tests (T) 
t+l 

à l'équation (*) dans laquelle on fixe x à zéro j = 2, ..., t et x à un. 
j t+l 



1 Lorsque les t e s t s  (T) about issent  au  cas b ) ,  on a f f e c t e  à l a  dernière  va r i ab le ,  

l m i s e  à un,la  va leur  zéro,  on applique à nouveau l'ensemble des t e s t s  (Tl à l a  

nouvelle équation obtenue. 

Les t e s t s  (T),appliqués à chaque équation dont l e  second membre s e r a  noté d ,  

e t  l e s ' v a r i a b l e s  x j = 1, . . . , k-1 (k e ( 2 ,  . . . , n)) son t  dé jà  f i x é s  : 
n j 

j =k 

1 d < 0 &rtb L'équatian n'admet pa6 de so.tutlon (cas b ) )  - 

2 & d  = O a(ou xj = O j = k, ..., n (cadal) - 

3 & d ' , O  - 

3.1 S ' a  e d t e  L {k, ..., n} te( que al = d &rtb xL = 1 - 
et x = 0 j r L+i  CIL^ a) ) 

j 
3.2 SoL t  t : at = niin { a . l a  > d l  - 1 j 

2 t = n a l o u  &' équation n'admet p u  de AOU~IA (CU 6) ) 

& t = n- i  et an # d &a L'équation n'&et pas de s o U n a  (CU 6 ) )  

& t s n-2 x = O j = k,  ..., t c ) )  
j 

Etant  donnés 1; k E (1 ,  . . . , n) ,  nous déf in issons  : 

B p(1)  1 

Algorithme SR : 

O U : déterminer une s o l u t i o n  x r é a l i s a b l e  pour (B) ou prouver l a  vacui té  de 

F(B3. 



6 - v (B) + c x0 - 

Etant donné : i; (B) = Lv<~>] 
* O 

Si v (B) = ?(B) alors v(B) = v(B) et x = x . - -  - 

Remarque : 

En pratique, pour sauvegarder le classement des rapports c./a., j E U, on 
3 3 

applique en premier lieu cette phase 2 à l'équation : 1 = b -  1 a.. 
EL aj Xj jeu 3 

Lorsque cette équation n'admet pas de solution, la remise en cause des valeurs 

des variables d'indice appartenant à U,se fait en annulant en priorité les 

variables du plus petit rapport c . /a. . 
I I  

Phase 3 : Réduction de la taille de (B) 

Cette phase consiste en l'élimination définitive de variables après attribution 

de valeurs bien définies ; elle permet de construire les ensembles suivants : 



* 
où la notation x + E,E & {O, 1) signifie que x doit être fixé à la valeur e 

j j 

dans le but d'améliorer v(B) - le meilleur minorant de v(B) 

si x2 = 0 alors(où X2 = {l,.. . , n)\(x0 u X1))V(B) 4 V ( B )  Stop. - - 

Phase 4 : Résolution du problème réduit par énumération implicite 

i) Hiérarchie des variables : les variables du problème réduit sont réindéxées 

de la manière suivante : 

* Si n < 1000 : utilisation de la méthode Quicksort (ClSI) pour classer par 

ordre croissant les valeurs absolues des coûts réduits à l'optimum de (Ë) 

i (c'est à dire Ic - - a.1, V j E X2). 
j ai I 

* Si n 5 1000 : le classement est réalisé par la méthode de tri Quicksort avec 

seui1,dans laquelle les sous listes obtenues en cours d'algorithme de dimensions 

ne dépassant pas le seui1,sont laissées en état : 

l 10 si n = 2000 
par exemple, seuil= 

35 si n = 5000 

ii) Après renumérotation des variables de 1 à m = 1 X2 1 (des plus petites 
C i a. 1 aux plus grandes ) $1 ' énumération explicite de 1 ' ensemble des ICj-r 1 

m vecteurs du cube unité de R est réalisée : 

m- 2 - En effectuant une exploration lexicographique du cube unité deW 

(associée au sous-ensemble d'indices 1 = { 3 ,  . . . , ) : à partir de x i  définie 
- 1 - par xj  - l-xjj, Y j c 1, les 2m-2-1 autres sommets du cube unité sont générés 

dans 1 ' ordre suivant : 



m-2 : 
1 1 1 1 

X - = (1 - X3, l-x*, 1-x5, . . . , l-xm) 
1 

- En résolvant le problème auxiliaire suivant pour chaque vecteur 
k m-2 
x k = 1, . . . , 2 ) de R ~ - ~  considéré connne paramètre : 
1 

k 
CI xI + max cl xl + =2 X2 

- k 
(P.AI al x1 + a2 x2 - b - aI x1 

x = O o u 1  j =1,2. 
j 

iii) L'arborescence associée au schéma exploratoire des solutiohs est parcouru 

implicitement comme suit : 

Etant donné un noeud de cette arborescence, i.e. une partition (so, SI, s2) 

de X2 où So = {j 1 x = 01 et S I =  {j 1 xj = 11, 
j 

les tests successifs suivants sont appliqués au sous-problème : 

1 c +ma. 1 cj xj 
jcX US 

1 4 . 1  j j es2 

Le majorant de V(P) utilisé est la valeur de la relaxation lagrangienne de (8) 

associée à c./ai 
1 

ie ;(P) = ci b/a. 1 + max {(c-ci/ai a)xlxj = O j a Xo u So ; 

x = I V  j c x l u s l , x  = O o u l V j  es2)* 
j j 

L'algorithme détaillé,relatif à cette phase 4,reprend aux quelques modifications 

décrites ci-dessous, les étapes 13-0 à 13-13 de Cl51 : 



l e s  é t apes  13.5 e t  13.6 doivent ê t r e  remplacées respectivement p a r  : 

13.5' S i  S2 = 0 a l o r s  F(P) = 0 a l l e r  en 13.13 - 
13.6' S i  1 a < b(P) a l o r s  F(P) = 0 a l l e r  en 13.13 - 

j esQ j 

Si a b(P) a l o r s  x + 1 V j 6 s2 
jes, j j 

a l l e r  en 13.10. 

Remarque : 

La technique u t i l i s é e , p o u r  transformer un problème de partitionnement en un 

problème équivalent de recouvrement r301, permet de transformer 

l e  problème ( B I  en un problème équivalent  avec une con t ra in te  en i n é g a l i t é .  

1 

Démonstration : 

S o i t  C ' X  = cx - ~ ( b  - ax) x €IR+ 

I l  e s t  évident  que : 

F ( B ' )  = F(B) u F où F = {X E v 1 ax I b-11 
et c i x  = c x  V x l F (B) 

Pour déterminer Ao ,  il s u f f i t  donc de v é r i f i e r  : 

O c ' x  I cx V x E F où x0 E F(B) ( *  1 



(*) e s t  véri f ié  en particulier s i  : 

O X > cx  - c x  V x e F  

Note : - 
1) En pratique, il s u f f i t  de chois ir  : 

O X = max (max (cx 1 ax s b-1 ; x e CVI) - c x  , 01 
O 

2 )  Des expériences numériques comparant ces  deux techniques sont répertoriées 

au chapitre VI. 

I 



CHAPITRE V 

UNE METHODE DE RELAXATION-CONTRACTION 



Dans ce chapitre, nous proposons de résoudre le problème : 

1 r Optimiser C(X) -1 

où X est supposé borné 

en résolvant une suite finie de problèmes de knapsack du type suivant : 

Optimiser c(x) 
m 

(P(X)) 1 " fi(x) = O 
i= 1 

X E X  1 
où les multiplicateurs X E iZm envisagés,évoluent d'itération en itération (en 

utilisant les résultats du chapitre II (méthodes de 2-contraction)) jusqu'à 
* 

l'obtention d'un multiplicateur X tel que : 

Il est à noter,que F(P(x*)) r> F(P) puisque (P(x*)) est une relaxation de (P) 

* 
mais que X n'appartient pas nécessairement à l'ensemble : 

A = IÂ E zm 1 F(P) = F(P(x))). 

L'intérêt de cette méthode,est d'arriver au résultat en un nombre d'itérations 

qui peut 8tre bien inférieur à m-1,et par conséquent,dlaboutir à un multipli- 

* 
cateur X dont les composantes peuvent être bien plus petites,que si ce multi- 

plicateur avait été construit au préalable à toute optimisation,de sorte que : 

F(P(A*)) = F(P). 

Principe de l'algorithme : 

* 
but : déterminer un multiplicateur X E A = { A  E zrn 1 v(P) = v(P(X))) - 

O - Initialisation : k = O, Â0 = (1, 1, ..., 1, 1) 
1 k k 
- Soit x une solution optimale de (P(A ) ) .  

Si xk F(P) alors A* = Ak stop. - 



2 
k 

- Soit ik c 11, ..., m} tel que fi (x ) # O 
k 

Déterminer Aktl tel que : 

Ak+l.f(X) = O, x € X 

soit équivalente au système : 

3 - k = k+l, aller en 1 - 

- 

Le m u e t i p f i c d t u  A* r A ed.t ob.tenu en un nomke &Ln.L dtLtuLtionû au plu6 

é g d  A m-1. 

Démonstration : 

Il suffit de remarquer qu'à l'étape - 2 de l'algorithme, la contrainte i k 

(k = 1, ..., m) sera vérifiée à toutes les itérations suivantes, et comme 

A0 = (1, 1, . . . , l), il existe au moins une contrainte qui sera toujours 
vérifiée, on peut conclure que ik ne peut prendre finalement que m-1 valeurs. 

n 

Remarques : 

O 
1) Il n'est pas nécessaire de choisir A = (1, 1, ..., 1) , on peut prendre 

O 
par exemple A = (AI, Ai) I SOUS ensemble de {l, . . . , m} tel que : 

c'est à dire que A est un multiplicateur admissible relatif aux contraintes 
1 

2) L'exemple suivant montre que dans certains cas l'ensemble contient 

strictement 1 'ensemble A .  
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Reprenons l'exemple de BALAS C21 : 

max 5x + 7x + 10x3 + 3x + x5 
1 2 4 

S.C. x - 3x + 5x + x4 1 2 3 - X - 4x5 6 - 2 = o  

-2x1 + 6x2 - 3x3 - 2x4 + 2x5 - x 7 
X2 + 2x3 - X - X  4 5 - x  - 1 = o  

8 

x = { x ~ N *  1 x = O ,  i j = 1, ..., 51 
j 

En posant A0 = (1, 1, 1) la solution optimale de : 

max 5x + 7x + 10x + 3x4 + x5 
1 2 3 

S.. x  - 2x2 
1 - 4x + 2 x  + 3 x  + x  + x 7 + x g = - 3  

3 4 5 6 

X € X  

O définie par x = (1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, O) (v(P(x')) = 25) , ne vérifiant pas 
la troisième équation, on considère le système suivant : 

pour lequel le multiplicateur admissible (6, 1) est déterminé en utilisant 

les résultats du théorème 16. 

Le nouveau problème envisagé est donc le suivant : 

I dont la solution optimale : x = (1, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0) vérifie toutes les 

équations du sytème initial ;cette solution est donc optimale pour le problème (Pl : 

V(P(X*)) = v(P) = 22 

Il est à noter,que A1 = (6, 6, 7) n'est pas un multiplicateur admissible car 
1 la solution (O, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1) appartient à F(P(X ) )  et n'appartient pas 

à F(P), puisqu'elle ne satisfait pas la première équation. 



On remarque,que la démarche suivie est à l'opposée de celle dlELMAGHRABY-WIG 

et encore de BRADLEY qui montre qu'à tout problème,en nombres entiers bornés 

et à plusieurs contraintes,est associé un problème équivalent avec une seule 

contrainte dont le gradient est parallèle à celui de la fonction économique 

(qui est d'ailleurs un problème difficile à résoudre et nécessite l'utilisation 

de la programmation dynamique). 

Théokème 4 1 C31 : 

i l  e&Xe une applicaaXon h et d u  e n t i m  el, e2 Xe& pue Le pmbtgme (P) 

b o a  EqLLivCLeeYLt au pmblème 

Démonstration : 

X étant borné, il existe 1 E A tel que le problème ( P )  soit équivalent au 

problème : 

1 opt c(x) 

S.C. g(x) = O 

Soient : = minc(x) et e2 = maxc(x) 
xEX xéx 

Le problème ci-dessus est équivalent à : 

1 S.C. c(x) = X 
O 

1- x E X, el S x0 s û2, x0 entier. 



D'après l e  théorème 16, il e x i s t e  un mul t ip l i ca teur  admissible (1, A )  t e l  que 

ce  de rn ie r  problème s o i t  équivalent  : 

max x  
O 

S . C .  @+Ag) ( x )  = x 
O 

x E X ,  el I x < e2 ,  x e n t i e r  
O O 

qu i  e s t  ident ique  à c e l u i  de l 'énoncé du théorème en posant 



CHAPITRE V I  

EXPEKI ENCES NUMERIQUES 



Les d i f f é r e n t s  algorithmes ,présentés aux c h a p i t r e s  précédents,ont été m i s  en 

oeuvre s u r  C I I . H B  IRIS 80. Tous l e s  temps de c a l c u l  des expériences numériques 

sont  fourn i s  en secondes. 

V I  ,1 - PROBLÈME DU KNAPSACK EN ÉGALITÉ 

Lfalgori thme,présenté dans l e  chap i t r e  IV,a é t é  m i s  en oeuvre, en considérant  

quelques changements dans l e  code de l ' a lgor i thme c o n s t r u i t  par  FAYARD-PLATEAU 

Cl51 pour l e  cas  de l ' i n é g a l i t é .  

C e  nouveau code a été testé s u r  un l o t  de problèmes de 30, 90, 300, 400, 600, 

900 v a r i a b l e s , t i r é s  au  hasard suivant  l a  l o i  uniforme : 

- - 

e t  b e c  max a  1 a.[: 
j = l , .  . . ,n j '  j=l 1 

t e l  q u ' i l  e x i s t e  un sous ensemble J de i l ,  . . . , n} : 1 a j  = b.  
~ E J  

V I .  1.1 - Résultats numériaues 

a111 nous a  semblé i n t é r e s s a n t  de f a i r e  une comparaison temporelle e n t r e  les codes 

c i t é s  ci-dessous (chacun des problèmes t e s t k é t a n t  r é so lu  respectivement avec 

l a  c o n t r a i n t e  en é g a l i t é  .e t  en i n é g a l i t é ) , c e s  temps de c a l c u l  (en secondes) sont  

r é p e r t o r i é s  dans l e  t ab leau  2 : 

Pour chaque s é r i e  de problèmes l a  s i g n i f i c a t i o n  des paramètres e s t  l a  su ivante  : 

n  : t a i l l e  des problèmes 

NP : nombre de problèmes 

t l :  l e  temps moyen (code en é g a l i t é )  

t2 : l e  temps moyen (code en i n é g a l i t é )  

Tableau 2  



On remarque d'après ce tableau que t 'L 3t2, ceci est due surtout 3 la phase 
1 

initiale de détermination d'une solution réalisable. 

Nous proposons deux séries de problèmes, de 30 et 90 variables : 

i) les deux problèmes de la première série sont déduits de l'exemple suivant 

par le changement de second membre : 

nombre de variables : 30 

*ler second membre : 253 

Code en égalité : 

la solution optimale : 

la valeur de l'heuristique : 4183 

la valeur optimale : 4183 

Code en inégalité : 

la solution optimale : 

la valeur de l'heuristique : 4010 

la valeur optimale : 4183 



*2ème second membre : 367 

Code en égalité : 

la solution optimale : 

la valeur de l'heuristique : 4655 

la valeur de l'heuristique : 4807 

Code en inégalité : 

la solution optimale 

la valeur de l'heuristique : 4844 

la valeur optimale : 4844 

ii ) Comme précédemment, les deux problèmes de la deuxième série se déduisent 

de l'exemple suivant par le changement de second membre : 

nombre de variables : 90 



*ler second membre : 756 

Code en égalité : 

la solution optimale : 

1 1 0 1 1 0 1 0 0 0 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 0 1 0 0 1 0 1  
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0  
0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0  

la valeur de l'heuristique : 6516 

la valeur optimale : 6516 

Code en inégalité : 

la solution optimale : 

la valeur de l'heuristique : 6494 

la valeur optimale : 6516 

*2ème second membre : 480 

Code en égalité : 

la solution optimale : 

la valeur de l'heuristique : 5537 

la valeur optimale : 5603 

Code en inégalité : 

la solution optimale : 

la valeur de l'heuristique : 5502 

la valeur optimale : 5606 



b)En f i n  de chap i t r e  IV,nous avons é t a b l i  un r é s u l t a t  qu i  permet de déterminer 

une constante X (théorème 39) t e l  que l e  problème (B) s o i t  équivalent  à : 
O 

I 
max (c+Xa)x-Xb 

(BI) S.C.  ax 5 b 

x é v  

O O 
pour t o u t  X t A où X à Iv(Ë)] - cx +1 e t  x E F(B). 

O O - 

Dans l e  tableau suivant , sont  donnés l e s  temps moyens de c a l c u l  f o u r n i s  pa r  

c e t t e  t ransformation en considérant  l e s  deux cas  : 

O A O = I-V(Ë) l+l e t  Xo = I-V(Ë)]-cx +i notés  respectivement t t l ,  t ' I l .  

Remarque : 

L' indice  de base e t  l e s  coûts  r é d u i t s  (à une constante p r è s )  é t a n t  les mêmes  

pour les problèmes (B) e t  ( B 1 ) , l a  phase 2 de l ' a lgor i thme du chap i t r e  I V  

appliqué au  problème (BI) e s t  en f a i t  dé jà  r é a l i s é e  dans l a  phase de détermi- i 

na t ion  de X . 
O 

I 

tab leau 3 

Il  est à noter,que pour l e s  problèmes de 600 va r i ab les ,  deux d ' en t re  eux n 'on t  

pu ê t r e  r é so lus  avec X = I . v ( Ë ) J + ~  qu i  prenaient  des va leurs  t r o p  grandes. 
O 

A l'examen du t ab leau  3 ,  nous constatons que l e s  temm de ca lcu l s  t ' I l ,  t l  

(de même pour t '  t2) sont  proches l ' u n  de l ' a u t r e  e t  l e  sont d ' au tan t  p l u s  1 ' 
l o r saue  l e  nombre de va r i ab les  augmente, c e c i  e s t  dû certainement à l a  t a i l l e  



de A. ; c e c i  permet de conclure q u ' i l  e s t  p l u s  in téressant ,pour  des problemes 

dont l a  t a i l l e  de ~ ( g )  n ' e s t  pas grande (exemple : n S 400; a j  , c j  é C0,991 

j = 1, . . . , n), d 'appl iquer  c e t t e  t ransformation p l u t ô t  que d 'essayer de mini- 

miser l a  quan t i t é  h en déterminant une s o l u t i o n  r é a l i s a b l e .  
O 

V I  ,2 - MÉTHODES DE CONTRACTION : ALGORITHMES ET EXPÉRIENCES 

V I . 2 . 1  - Algorithmes : 

Dans c e t t e  pa r t i e , son t  exposés les d i f f é r e n t s  algori thrnes, issus des méthodes 

proposées dans l e s  chap i t r e s  II e t  III. 

L'ensemble des t e s t s  e s t  appliqué au  système d 'équations du type suivant  : 

où l e s  c o e f f i c i e n t s  a . . ,  bi i = 1, ..., m j = 1, ..., n sont  t i r é s  au hasard 
1 3  

comme dans l a  p a r t i e  précédente. 

Avant d'aborder ces  méthodes, il est nécessa i re  de résoudre l e  problème suivant  : 

Etant  donnés w 
1' W2 

deux e n t i e r s  n a t u r e l s ,  t rouver l e s  deux "plus p e t i t s "  e n t i e r s  

X I ,  X 2  premiers e n t r e  eux t e l s  que : 

Notation : 

Etant  donné w E N, on u t i l i s e  les no ta t ions  suivantes 

w.P : s i  w e s t  p a i r  

w . 1  : s i  w e s t  impair 
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Algorithme Al : 

- 2 : d o ~ e d  : (wl, w2) t Nt 

d é . t ~ ~ n  de deux'entieu na*Ln&,p&enim enak eux, 

.t& que : Al r wl et A2 2 w2 

O wl, w2 donnés ul + wl ; u2 + w - 2 

1 si w2.p et w .p - - 1 alors wl + w +1 ; 
1 aller en 8 

2 siw2.petw 1 - - 1' alors aller en 7 

3 siw2.1etw1.p - - alors aller en 8 

4 si pgcd (wl, w2) = 1 alors - - aller en 9 

sinon w2 4- w +1 2 

5 si pgcd (wl, w2 = 1 alors - - aller en 9 

sinon w 1 . 1  4- w +1 ; w2 + w2+1 

6 si pgcd (wl, w2) = 1 alors - - aller en 9 

sinon w 4- wl+l ; w2 f w2+2;aller en 4 
1 

7 si pgcd (wl, w2) = 1 alors - - aller en 9 

sinon 

8 si pgcd (wl. w2) 1 alors - - 

w2 + w2+1 ; aller en 4 

aller en 9 

sinon w1 + wl+l;aller en 4 

9 hl + w et h2 + w2 ; stop. - 1 

- 

Remarques : 

1) Tous les couples de la forme (wl+r+l, w2+r) ; r r IN seront considérés, 

par conséquent, si l'on suppose que wl < w wl, w2 impair, l'algorithme 
2 ' 

s'achevera nécessairement par la détermination d'un entier r tel que Wu2 

est un nombre premier. 
O 

2) Lorsque w est très voisin de w2 (wl < w2), 
1 il suffit de prendre le couple 



Dans la suite de cette partie, sont donnés les quatre algorithmes,justifiés par 

les théorème 10 (KENDALL-ZIONTS),%héorème 17 (amélioration de la méthode de 

BRADLEY) énoncés au chapitre 11,théorème 26 KALISZEWSKI-LIBURA et théorème 30 

énoncés dans le chapitre III. 

Nous terminons cette partie par une analyse des résultats numériques. 

a) L'algorithme A4 justifié par le théorème 10 (KENDALL-ZIONTS) nécessite 

I l'utilisation des algorithmes A2 et A suivants : 
l 3 

Algorithme A2 : 

(  compte^^ finéaine en moyenne touque 2P s n) . 

alors aller en 6 - 
3 - si 4< 2 r alors aller en 2 - _C_ 

sinon an = ak 

si h = k alors aller en 6 - 
5 - si ah r - alors aller en 4 

sinon a + a ; aller en 2 k h  

si h = p alors aller en 9 - 
7 - - si h = p+l alors aller en 9 

8 s i p > h  - - alors IG 4 h+l ; aller en 1 

sinon ID + h-1 ; aller en 1 

9 - a. 1 i = 1, ..., p sont les plus petits éléments. 



Algorithme Ag l 
I 8u.t : p é tan t  donné - I 

Pen f ( x ) ,  x  E V dand e'xntehvaUe Crnax f ( x )  - a t  p + l Y  max f ( x ) l .  
n xr  V XÉV 

où f ( x )  = 1 
j  =i a j  Xj  

et a '  - - max a  ( ( a i )  i=l,. . . , p+ l  ( p + l )  p& 
P+' i = ~ ,  .. . ,p+ 1 i 

p W  Uenients ded (ai)) 

n 
O l * l ;  - vl* s = 1 a  ; y = 1 ; j  = 1, ..., p 

i=1 

2 j  * j + l  ; s i  j > p a l o r s  s t o p  - I 
3 s i y ( j )  = O  a l o r s  y ( j ) * l ;  a l l e r e n 2  - - l 
4 s * s-a ; - j  

y ( j )  = 0 

5 s i  j = 1  - - a l o r s  a l l e r  en 7 

i -1 

Remarques : 

1 )  y ( j )  = O => t ou tes  l e s  so lu t ions  avec y ( j )  = O e t  y = 1 
k 

k = j f l ,  ..., n ont  dé jà  é t é  explorées.  

n 
2) Cet algorithme permet a u s s i  de cons t ru i re  les valeurs p r i s e s  pa r  a .  x  - b. 

j  =l 1 j 

I 



( Algorithme A4 : KENDALL-ZIONTS (théorème 10) 
I n -- 

B u t  : E&nt  donne6 : fi(~) = 1 a x - b ,  i = 1, 2 x E V - j=l 

a%C!ohème 10 .tee que : 
* 

{x E V 1 fl(x) = f2(x) = 01 = {X E V 1 A;fl(x)+h2f2(x) = O}. 

1 - O Pour i = 1, 2, appliquer les algorithmes A2 et A 3 pour déterminer 

l P 
toutes les valeurs v it (1 = 1, ..., 2 ) prises par fi(x), x E V y  dans 

l'intervalle Cmax fi(x) - a' max fi(x)l (p = 1 dans le cas du 
i(p+l)' x,X 

xEX 
théorème 9 ) .  

1 Pour i = 1, 2 : l -  
alors SP .+max f(x)-a' i(p+l );aller en si lmax fi(x)/2]<max fi(x)-a' i(p+l) - - 1 

xeX xeV 
sinon s~~+l-max fi(x)/2J 

xeV 

2 T + v - spi i = 1, 2 t = 1, ..., 2' - iL 

3 si fT < O) alors T +maxf.(x) i = 1 , 2  - - 
x,v 1 

4 soit IFi = inf ; u + t  i = l , 2  - 2P Tie i 
t=1,. . . y 

5 w +SPl + IFl+l, w2 + SP2 + IF2+l - 1 

appliquer l'algorithme Al pour déterminer Al, A2 

6 si 3 1 E { 1, . . . , 2'} : Al divise vît alors T + max f (x) ;aller en 2 - - lui xex 
2 

7 si 3 l e { 1, . . . , 2') : A2 divise vlL alors T + max f l(x) ;aller en 2 l -  - 2u2 x,x * * 
8 Al + Al, A2 + A2 ; stop l -  



Algorithme A : 

&Lt : Rechenche des k (k entien) tn&meb v a l m  vj - 
(vj s vj+') du pmblëme d i i i v a n t  : 

max cx 

(BI [ s.c. ax 5 b 
X € V  

X& que v(B) - v1 5 ECART (ECART en-?%Y~ donné). 

Les seules modifications,apportées au code construit par FAYARD-PLATEAU 

C151,concernent la gestion d'une liste de "meilleurs" minorants de v(B) 

au lieu de l'unique - v(B) (meilleur minorant de v(B) connu au cours de 

l'algorithme). 

A une itération donnkde l'algorithme, en notant cette liste 

2 k v'(B), v (B), . . . . v (BI 
k où vi(~) < vi+l(~) i = 1, ..., k- i  et v (BI = - V(B) 

La mise à jour de la liste est réalisée après chaque augmentation de 

v(B) de sorte que - 
1 v(B) - v (B) 5 ECART oÛ ECART est un entier donné. - 

La réduction de la taille du problème (B) est faite en utilisant la borne 

(v(B) - - ECART). 



b) L'algorithme améliorant celui de BRADLEY est le suivant : 

Algorithme Ag : 
n 

B u t  : E & n t  donnéea fi(x) = 1 a.. x - b. i = 1, 2 ,  x r V - 11 j 1 j =l 

du Xkéohème 17 .tee que : 
* 

{x E V 1 fl(x) = f2(x) = 01 = {X € V 1 hl fl(x) + ~;f~(x) = 0) 

Soient : V j = 1, ..., kl les kl meilleures valeurs de (SPI) 
lj 

v 
2 i j = 1, ..., k2 les k2 meilleures valeurs de (IF2) 

déterminées par l'algorithme Ag. 
O j + l  - 

2 s i j <  - - kl alors Z1 + V 
lj 

3 si j < k2 alors z2' + Y - - 2 j 

appliquer l'algorithme A 1 pour déterminer XI, A2 

5 si j* 1 > k2 alors aller en 7 - - 
6 si 4 i r {j+l, ..., k2} : h divise V2i - - 1 

alors j + j +l ; aller en 1 

7 si j+l > kl alors aller en 9 - - - 
8 si 3 i {j+l, ..., klj : hl divise vli - - 

alors j + j+l;aller en 1 

* * 
9 X1+X1, A 2 + h 2 ;  stop - 

Remarque : 

On retrouve la méthode de BRADLEY (théorème 16) en posant 



d) Les algorithmes,justifiés par les théorèmes 26 et 30 énoncés dans le 

chapitre III sont les suivants : 

1 Algorithme A7 : KALISZEVSKI-LIBURA l 
n 

But: E t a n t d o n n é ~  f.(x) = 1 a.. x - b i  i = 1, ..., m X E V  - 1 j=i 11 j l 
detevninat ion  d e  1; E N* i = 1, . . . , m vehi&iant LU cond&h~ 

du fiéo/rème 26 Zet que : 

1 si k 2 m alors aller en 4 - - - 
k 

soit r E I N  tel que pgcd (w + r, w2) = 1 
1 

3 k+k+l, - C$ + w1 + r ; aller en 1 

Remarque : 

L'algorithme, justifié par le théorème 27 (chapitre III) qui est une connexion 

entre la méthode de KENDALL-ZIONTS et KALISZEWSKI-LIBURA,peut être déduit 

facilement des algorithmes A4 et A?. 



Algorithme A : (théorème 30) 
n 

Bd : E * a n t  données : fi(x) = 1 aij xj - bi i = 1, 2 x r V. - 
j=l 

d é t ~ ~ o n  de  A I  r IN, i = 1, . . . , m 
c o n ~ o n s  du théo/rème 30 itd que : 

m 
{x E v 1 fi(x) = O i = 1, ..., ml Ix E v 1 2 )i; fi(x) = O} 

i=l 

O a l + l , k + l  - 
1 si k 1 m alors aller en 3 - 
2 a + ma~(v(MAX(f~+~, - k+ 1 fk> % ) ) y  - v ( ~ ~ ( ~ ~ + ~ >  fk> 4<)))+l. 

k + k+l ;aller en 1 
m * m 

3 Xl + n a ; Xi t a  n a i = 2, ..., - m, stop 
j =2 j j=i+ï j 

V I  .2.2 - Expéri ences numériques 

Les problèmes testés proviennent des problèmes tirés au hasard,définis au début 

de cette partie. 

Afin d'établir une comparaison entre la méthode dlANTHONISSE (théorème 6) qui 

permet de déterminer des multiplicateurs admissibles d'une manière très rapide ; 

et celles de KENDALL-ZIONTS (théorème 10) BRADLEY (théorème 16) et l'algorithme Ag 

avec k = k2 = 10 (théorème 17), nous avons considéré des problèmes de 10 à 
1 

90 variables à deux équations. 
X +A 

sur Dans le tableau 3 sont indiquées les diminutions en pourcentage de - 
2 

les multiplicateurs classiques dlANTHONISSE, pour chacune des méthodes citées 

ci-dessous. 

tableau 3 

- 
% 

KENDALL-ZIONTS 

10 % 

BRADLEY 

30 % 

Algorithme Ag 

35 % 
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Une analyse p lus  f i n e  des r é s u l t a t s  numériques permet d 'about i r  aux d ive r ses  

conclusions suivantes  : 

- D'après ce  tableau on remarque que l ' a lgor i thme Ag diminue l e  p l u s , l a  ta i l le  

des  mul t ip l i ca teur s ,  donc il e s t  n a t u r e l  de considérer  un grand pombre k 

de mei l leures  va leurs  des problèmes (SPI) e t  (IFî) (nécessa i re  pour c e t t e  méthode). . 

Toutefois  il e s t  important de no te r  que : 

- Les c a l c u l s  supplémentaires nécessa i res  à l ' ob ten t ion  de ces k 

mei l leures  va leurs  augment l a  durée globale du terrps de c a l c u l  

(environ 20 % par  rapport  ?i l a  méthode de BRADLEY pour n = 90, e t  k = 10).  

- L a  méthode de KENDALL-ZIONTS r e s t e  l a  p lus  performante lorsque l e s  q u a n t i t é s  

i n f (  - min fi(x), max f i ( x ) )  i = 1, 2 ne sont pas  grandes (<IO), e t  e s t  moins 
xeV xeV 

coûteuse que l e s  deux précédentes. 

Ceci é t a i t  p r é v i s i b l e  théoriquement,puisque l a  recherche d'un ensemble,qui 

con t i en t  S , e s t  plus d i f f i c i l e  que c e l l e  d'un ensemble inc luant  SI x S2 e t  ' 
12 

l ' e s t  encore p lus  lorsque l a  méthode cherche à exclure  des po in t s  de S12. 

Ce t t e  de rn iè re  remarque r e s t e  v r a i e  pour l e s  méthodes de G-contraction, puisque 

l a  méthode de KALIJZEWSKI-LIBURA ( e t  l e s  méthodes améliorantes thérorème 27, 

théorème 29)  e s t  p lus  performante que l ' a lgor i thme Ag lorsque les quan t i t é s  

i n f  (-min f . (x) , max f . ( x)  ) i = 1, . . . , m sont  f a i b l e s .  
xév 1 1 

xév 

Comme nous l ' av ions  indiqué,  en f i n  du chap i t r e  III, il est d i f f i c i l e  de 

r é a l i s e r  une étude comparative systèmatique des méthodes proposées aux 

c h a p i t r e s  II e t  III. Pour conclure c e t t e  étude numérique, nous nous sommes 

l i m i t é s  à une comparaison numérique e n t r e  l e s  algorithmes A i = 4 ,  6 ,  7, 8, i 

s u r  quelques exemples de 20 à 30 var iables .  



L'algorithme A6 appliqué aux deux exemples ci-dessous,aboutit au résultats 

suivants : 

a) nombres de variables : 20 (m = 4 )  

les seconds membres : 

L'algorithme A5 permet de déterminer 

- l'ensemble des k meilleures valeurs du problème gk - 10) : 
r max (A2x - b2) 

- l'ensemble des k (k = 10) meilleures valeurs du problème : 



Ceci permet de déterminer le multiplicateur admissible relatif aux deux 

premières équations en appliquant l'algorithme A6 : (u l ,  u 2 )  = ( 9 3 ,  1 ) .  

Pour contracter le système : 

On détermine les ensembles (notés E2, F2) des k meilleures valeurs des 

problèmes ( 1 )  et ( 2 )  dans lesquels on remplace A x-b par Aar-b3 et A X-bl 
2 2 1 

Par ( ~ i ~ A ~ + u ~ A ~ ) " u ~ b ~ - u ~ b ~ .  

On trouve : 

E2 = 1103, 104,  105, 107,  108, 109} 

F2 = {124, 125,  128, 129) 

d'où le multiplicateur admissible : ( 1 2 6 , l )  

De même, on détermine E F pour contracter la nouvelle équation et la 3' 3 

dernière du système : 

E3 = 1167, 171,  173) 

F3 = (105, 109,  111) 

le multiplicateur admissible : (168,  1 )  

d'où finalement les coefficients de i7équation 

second membre : 504103574 

b )  nombre de variables : 30 (m = 4 )  



les seconds membres : 

bl = 371, b2 = 361, b3 = 394 et b4 = 425. 

Le même schéma,appliqué dans le cas a),permet de déterminer les ensembles 

Ei, F. i = 1, 2, 3 et les multiplicateurs admissibles associés : 
1 

le multiplicateur admissible : (231, 1) 

I le multiplicateur admissible : (251, 1) 

le multiplicateur admissible : (198, 1) 

I d'où les coefficients de l'équafion équivalente : 

le second membre : 6116187703 

les algorithmes A 4 , 7 , 8  appliqués aux deux exemples précédents aboutissent à 

3 1 
une équation dont les coefficients sont strictement supérieurs à 2 -1. 
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V I  , 3  - ALGORITHME DU CHAPITRE V ET EXPÉRIENCES NUMÉRIQUES 

Le code Fortran de l ' a lgor i thme présenté dans l e  chap i t r e  V a  é t é  t e s t é  s u r  un 

ensemble de h u i t  problèmes de 15 var iab les  e t  15 con t ra in tes  i s s u s  de C331 de l a  

forme : 

r max cx 

Les h u i t  exemples considérés d i f f é r e n t  p a r  l e u r  second membre b ; l e  vecteur 

fonction économique e s t  une l i g n e  dont t o u t e s  l e s  composantes son t  égales à 1. 

Les coe f f i c i en t s  de l a  matr ice A sont  O ou 1 à ra ison de h u i t  1 p a r  colonne : 

Le t ab leau  suivant  f o u r n i t  l e s  coordonnées de ces éléments u n i t é s  dans l a  

matr ice A .  

Colonnes ' 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0  11 12 13 14 15 

l i g n e s i  3 4 1 1  2 1 2  3 4 5 1 1 1 2 1 3 1 4 1 5  

4 5 5 2 3 6 7 8 9 1 0 1 6 1 7 1 8 1 9 2 0  

7 6 7 8 6 13 1 4  11 11 12 23 24 2 1  2 1  22 

10 8 9 10 9 14 15  15 12 13 24 25 25 22 23 

2 1  22 23 24 25 17 16 17 18 16 27 26 27 28 26 

26 27 28 29 30 20 18 19 20 1 9  30 28 29 30 29 

3 1  32 33 34 35 3 1  32 33 34 35 3 1  32 33 34 35 

36 37 38 39 40 4 1  42 43 44 45 46 47 48 49 50 



i 
l e s  h u i t  seconds membres n o t é s  b  i = 1, ..., 8 son t  l e s  s u i v a n t s  : 

Le t a b l e a u  4 donne pour chaque problème, l e  nombre t o t a l  de c o n t r a i n t e s  (no té  N C I )  

combinées par  l a  méthode de BRADLEY (théorème 16) en  f i n  d 'exécut ion  de l ' a l g o -  

r i thme proposé dans l e  c h a p i t r e  V ,  e t  l e  nombre l i m i t e  (no té  NC2) au  d e l à  duquel 

il n ' e s t  p lus  p o s s i b l e  de r é a l i s e r  une combinaison s a n s  me t t r e  en j eu  une 

procédure informatique spéc i f ique  ; ce  nombre l i m i t e  e s t  dO à l a  r e p r é s e n t a t i o n  

des  e n t i e r s  s u r  l ' o r d i n a t e u r  C I 1  HB IRIS 80 l imités  supérieurement p a r  231-l. 

I l  e s t  à noter  que compte t enu  des  va l eu r s  de l a  colonne NC2, aucune des  méthodes 

c l a s s i q u e s  n ' a u r a i t  a b o u t i  en s e  donnant corne  c o n t r a i n t e  de r e p r é s e n t e r  des  

e n t i e r s  s u r  un s e u l  mot machine 

Tableau 4 

. Solu t ion  Optimale 

1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 0 1 0  

1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0  

1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0  

O 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  

0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1  

O 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1  

0 1 1 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 1  

1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  

P r o b l è m e  

1 

2  

3  

4 

5 

6  

7 

8  

N C 1  
-- 

6 

2 

6 

4 

4 

7 

8  

O 

NC2 

9 

10 

10 

9 

9 

9 

9 

10 



NB : - 
Pour information les coefficients obtenus en fin d'algorithme sont les suivants 

pour les problèmes : 

Pb5 : 





Cet t e  annexe e s t  d i v i s é e  en deux p a r t i e s  : 

. La première p a r t i e  e s t  consacrée à un r a p p e l  des  méthodes proposées p a r  

Weinberg,pour déterminer  l e  s p e c t r e  d'une e t  de deux formes l i n é a i r e s ,  p u i s  

nous généra l i sons  l e s  r é s u l t a t s  obtenus pour déterminer  l e  s p e c t r e  de m formes 

l i n é a i r e s  (m 2 3 ) .  

. Les d l g o r i t h m e s , j u s t i f i é s  p a r  l e s  théorèmes 2,  3, 33, 34 sont  proposés dans 

l a  d e r n i è r e  p a r t i e .  

E tan t  donnés : 
-" 

Le s p e c t r e  du m-uplet (f ( X I ,  f 2 ( x ) .  . . . , f m ( x ) )  noté  SI2., 
1 

e s t  1' image 

de l 'ensemble X pa r  l ' a p p l i c a t i o n  f = ( f l ,  ..., fm) 

Les méthodes,proposées p a r  Weinberg pour déterminer  l e  s p e c t r e  d 'une e t  de 

deux formes l i n é a i r e s , s o n t  exposées dans l e s  deux premiers  paragraphes, une 

nouvel le  méthode,déduite des  précédentes  pour déterminer  l e  s p e c t r e  de m 

formes l i n é a i r e s  (m 2 3 ) , e s t  d é c r i t e  dans l e  d e r n i e r  paragraphe. 

1.1 - Cal cul du spectre d' une forme 1 inéai re  

Dans c e  paragraphe,  nous supposons que m = 1. 

Le s p e c t r e  de f l , no t é  S e s t  déterminé de l a  façon su ivan te  : 
1' 

On cons idère  l e  nombre $ composé de 1 e t  de O d é f i n i  comme s u i t  : 

l a  kème p l ace  dans $ e s t  éga l e  à 1 <=> k E S1 



Le nombre O e s t  déterminé à p a r t i r  des quan t i t é s  O j = 1 ..., n)  données : 
2 j 

a x  
j + ... + IO s i a  + O  

l j  

" = \  1 sinon 

où l ' a p é r a t i o n  8 e s t  d é f i n i e  par  : 

+=' 
a l o r s  a 8 B = 1 vk lok  

-0D 

où n = (r Bk-, Cr (6 : sommation booléenne) 
k -w 

Exemple C321 

f l (x )  = X1 + 2x2 

* 1 
= {3, O ,  -11, X p  = (1,  O ,  -2) 

a l o r s  $1 = 1001,l e t  m 2  = 101,0001 e t  : 

1.2 - Calcul du spectre de deux formes lineaires 

Connaissant l e  spect re  de f l  e t  c e l u i  de f 2 ,  l e  r é s u l t a t  su ivant  permet de 

déterminer l e  spec t re  de ( f l, f 2 ) .  



- 

E 2 m . t  donné : 

où 2 max fl(x) - min fl(x) + 1, A E N  
xEX XE X 

Une c o W n  néceshah et h u 6 ~ d a n t e  p o u  que (el, z2) E SI2 ut Pue : 

Le résultat suivant est meilleur que le précédent,puisqulil suffit de connaître 

les extrémats de l'application fl et le spectre S de l'application définie 

dans le théorème 42,pour calculer le spectre S 
12 

&) min fl(x) 5 zl 5 max fl(x) 
xex XE X 

Exemple C321 : 

Etant donnés : 

max fl(x) = 3 
XE X 

min f (x) = -2 
XE X 1 

d'où : h = 6 



Soi t  z = 5 E S, déterminons un e n t i e r  z 2 t e l  que : 

( Z  - m i n  f l (x) ) /A - 1 < z2 < ( z  - min fl(x))/A 
xr X xa X 

i . e .  7/6 - 1 < z < 7/6 => z = 1 
2 2 

d 'après  l e  théorème 43 : (z l ,  z2)  = - 1  1 )  a S12 

1.3 - Calcul du spectre de m-formes 1 inéaires (m 2 3) 

Dans ce  paragraphe,nous donnons une généra l i sa t ion  des r é s u l t a t s  é t a b l i s  pa r  

Weinberg (cas  m quelconque) dans l e s  deux paragraphes précédents.  

1 €.tant donné : 

où 1 2  max (max f i (x )  - min f i(x))  + 1, h r N 
i l , .  . . - 1  XCX xr X 

1 Une wndh%n néceahai>re ef hua&idante pun. que (zl ,  z2,  .. . , zm) s12. est  u 

1 Démonstration : 
O 

Soient  (z l ,  z2,  ..., zm) E SI X S2 x ... x Sm e t  x r X t e l s  que : 

i 
Soient  y E X (i = 1, ..., m )  t e l s  que : 

i 
fi(y ) = zi i = 1, ..., m 

i O 
Pour prouver que (z l ,  z2. .... z m ) r S12...m, il s u f f i t  de montrer que y = x 

S i  l e  terme à d r o i t e  e s t  non nu l  ce la  implique que : 
O 



1 O ce qui est absurde d'après le choix de )i ; c'est à dire que : fl(y 1 = fl(x 1, 

on répéte ce procédé pour aboutir au résultat. 

Exemple : 

Etant donnés : 

La méthode,proposée au premier paragraphe,permet de déterminer les spectres 

Si (i 1, 2, 3) on trouve : 

s1 = {-2, -1, O, 1, 2, 3) 

alors - 2  -1, -2) n'appartient pas à S123 puisque -80 k S par contre - 1 ,  O, -1) 

E S123 puisque -37 E S. 

m-1 Ce résultat n'est applicable que lorsque h est de taille raisonnable, le 

résultat ci-dessous permet de remédier à ce problème. 

m-i -1 
O h2(x) = fi +l(x) + A2fi +2(~) + ... + h2 fJ.1 

O O 



max (max fi(x) - min fi(x)) + 1, Al E 
i=l,. . . ,i -1 XEX xcX 

O 

X2 
max (max fi(x) - min fi(x)) + 1, A2 r N 

i=io+l,. . . ,ml XE X xéX 

sl, stl specthe de hl, h2 * u p e E t ( v m M  et 

s Le speetle de s(x) = hl(x) + X3h2(x), 03 Ag r max hl(x) - min hl(x) +1. 
xeX xe X 

Uns c o W n  nGceb~&e et du6$i&artte powr que (zl, z2, . . . , z m ) a p w e n n e  

a '12.. .m 
ut que : 

m-i -1 
O 

t2 = 'io+l + A2Zio+2 + ... + A:! Z e S" 
m 

Démonstration : 

La condition est nécessaire, montrons qu'elle est suffisante. 

D'après le résultat précédent, on déduit que : 

et ( z io+ly . ' 'ml ' '(io+i). . .m 
1 

Soit donc (y , y2) E x2 tel que : 

D'après le choix de X3 cette dernière équation s'écrit : 



1 3 1 3 O 1 3 i -1 
(f1(y )-fl(y )+A1(f2(y )-f2(y ))+...+hl (fi (y )-fi (y ) )  = O 

O O 
m-i -1 

O 

O O O 

D'après le choix de A h et comme précédemment, on déduit des deux équations 1' 2 

du système que : 

C'est à dire que finalement (zl, ..., 
'12.. .me 

I 

Remarque : 

Dans le dennier exemple, il fallait déterminer le spectre' de f +6f2+36f3 en 
1 

utilisant ce dernier résultat, on détermine le spectre de f +6f2+24f3. 
1 

11 - DETERMI NATION DES MULTIPLICATEURS ADMISSIBLES 

L'algorithme suivant, justifié par les théorèmes 2, 3 ;  33, 34, permet de 

* 
déterminer des multiplicateurs admissibles hi i = 1, ..., m. 
L'ensemble So ci-dessous peut être S X S2 x...x Sm OU S 12.. .m. 

Algorithme 

O Initialisation k + 1 et Al + 1 - 
1 Si k > m alors aller en 4 - - 

Soit A un entier non nul 

Si - f kAizi = 0 <=> z. = O i = 1,. . . ,k, Y (zl,. . ,zk,zk+l, ..,z ) E SO 
i=1 1 m 

alors aller en 3 

2 Si il existe i E (k+l,. . . ,m) : z. # O alors aller en 3 - - O 1 
O sinon changer A .aller en 1 k ' 

3 k + k+l aller en 1 - - 
4 A: +- i = 1, ..., m - 
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m équations diophantiennes fi(x) = O i = 1,. ..,m, x E X (1) par une seule m 
équation 1 hifi(x) = O, Ai E Z*, x E X ( 2 )  dont les solutions sont identiques 

2 - 4  
A-A - - a celles de (1). se divisent en deux classes (chapitre 

a) Les méthodes de 2-contraction : l'équation ( 2 )  est 

cade de combinaisons linéaires des m équations prises deux à deux. Une étude 

géométrique a permis de faire une comparaison globale 'de c'es méthodes et i 
d'améliorer les meilleuresd'entres-elles (chapitre 

b) Les méthodes de G-contraction, pour lesquelles les entiara hi, i = l,...,m, 1 
- 4 

sont déterminés globalement par la construction d'une matrice C àe Z(m,w-,l): 

qui satisfai+. les deux conditions m - les colonnes de C forment une base de 'espace iz E zm 1 1 hixi = 
i= 1 

l'ensemble .{(k,x) 6 zZ-1 x X 1 f , Ç k = 1, .: . , - m ï i ë E  ;q+;,,, , " .: 8 2 .  $.$$ ;" , 
De nouveaux types de matrices C sont proposés, permettant dtarp61iorer 1 

résultats obtenus dans la 'li~térature (chapitre 3). Les chapitras 4, 5 rert 

sont consacrés aux études algorithmiques basées sur les résultat3 
>-J;&$ 

&dents et aux différentes expériences numériques réalisées sur#&:,. 
a &t , .dipi e r 

Knapsaek & contrainte d "gaZit& 


