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L'étude des  systèmes con t inus  non l i n é a i r e s e s t  souvent menée à p a r t i r  

d ' une  modél isat ion m a t r i c i e l l e  dans l ' e s p a c e  d ' é t a t .  De nombreux c r i t è r e s  

r e l a t i f s  à l a  s t a b i l i t é  on t  é t é  proposés,  en a s s o c i a t i o n  avec une représen-  

t a t i o n  s u r  une base p a r t i c u l i è r e .  Le choix du vec t eu r  é t a t  a p p a r a î t  en e f f e t  

comme fondamental quand à l a  q u a l i t é  des  r é s u l t a t s  ob tenus .  

Les résultats usue ls  s o n t  dans l a  p lupa r t  des  c a s  d ' a u t a n t  moins 

r e s t r i c t i f s  que la mat r ice  comporte p l u s  de zéros.  C e t t e  c o n s t a t a t i o n  j u s t i f i e  

l a  forme d i t e  en f l èche  mince [ 22, 241. Toutefo is ,  il n ' e s t  pas  t ou jou r s  

p o s s i b l e  de s ' y  ramener. C ' e s t  dans c e t  e s p r i t  qu 'a  é t é  envisagée une généra- 

l i s a t i o n  de c e t t e  r e p r é s e n t a t i o n  en i n t r o d u i s a n t  l a  no t ion  de f l è c h e  é p a i s s e  .. 
C 251, adaptée  aux systèmes de grande dimension. Nous proposons, dans ce  mémoire, 

de déterminer  e t  d ' u t i l i s e r  des  r ep ré sen ta t ions  de c e  type  pour c e r t a i n e s  

c l a s s e s  de systèmes. 

Les t ravaux que nous présentons  f o n t  appel  à l a  no t ion  de polynôme 

symbolique [ 11, i n v a r i a n t  de  r e p r é s e n t a t i o n  indépendant de l a  base c h o i s i e .  

Ses p r o p r i é t é s  sont  rappelées  e t  géné ra l i s ées  dans l a  première p a r t i e  de 
1 c e t t e  é tude.  

Le deuxième c h a p i t r e  e s t  a l o r s  consacré à l a  déterminat ion ana ly t ique  

des  formes proposées.  L ' app l i ca t ion  de c e s  r é s u l t a t s  à l ' é t u d e  de s t a b i l i t é  

des  systèmes monovariables de type Lure'  Postnikov e s t  menée dans un d e r n i e r  

v o l e t .  





I 

INTRODUCTION 
l 

Cette première partie définit la classe des systèmes ét-qd" \r res et 

propose différentes représentations admissibles dans l'espace d'état. 

Une première étude est menée en vue de la représentation d'une large 

classe de processus en régime autonome. Diverses formes matricielles canoniques 

sont alors rappelées. 

Dans un deuxième temps, les mêmes processus sont étudiés en régime 

forcé. Une méthode simple de mise en équation est proposée, basée sur le fait 

que la forme de ces systèmes induit leurs représentation en régime forcé. 

La notion de polynôme symbolique matriciel est alors introduite, 

elle permet d'envisager l'étude de systèmes complexes à l'aide de représenta- 

tions utilisant un vecteur état redondant. Dans le cas particulier de systèmes 

à une seule non-linéarité ce polynôme correspond à un invariant de représenta- 

tion, utilisé dans des travaux ai-zérieurs Cl]. 

CLASSE DES SYSTÈMES ÉTUDIÉS , 

1.1 - Généralités. ----------- 

L'étude proposée concerne la représentation dans l'espace d'état de 

processus dynamiques continus déterministes et non anticipatifs C21. Leur évo: 

lution dans l'intervalle de temps 7, 7 = Etoy i-4, est décrite à partir de deux 

types de variables : 

- un ensemble e(t) de grandeurs d'entrée 

- un ensemble s(t) de grandeurs de sortie 

Cependant, à partir du modèle mathématique du système, la détermination 

d'une sortie s(t) en réponse à une entrée e(t), dont 15 variation est connue sur 

7, nécessite la connaissance d'un nombre minimum q de variables à l'instant t 
O ' 



Ces va r i ab l e s  s o n t  regroupées sous l a  forme d'un vec t eu r  é t a t  x  dont  l a  dimen- 

s ion  (q )  détermine l ' o r d r e  d e  l a  r e p r é s e n t a t i o n  adoptée pour l e  processus.  

On i n t r o d u i t  a l o r s  une modél i sa t ion  du système à l ' a i d e  d 'une équa- 

t i o n  v e c t o r i e l l e  d ' é t a t  d o n t  l a  forme généra le  C31 e s t  : 

x ( t ) ,  vec teur  é t a t ,  x ( t )  E X cIRq 

e ( t )  E E, s ( t )  E S 

~ ( x ,  e ( t ) ,  t )  E  IR^^^, ~ ( x ,  e ( t ) ,  t) E J R ~ ~ ~  
nxm 

~ ( x ,  e ( t ) ,  t )  E nnXq, ~ ( x ,  e ( t ) ,  t )  E IR 

Dans t o u t  ce q u i  s u i t  l e s  ma t r i ce s  non cons tan tes  A ,  B ,  C e t  D s e ron t  appelges 

respectivement l e s  mat r ices  d ' évo lu t ion ,  de commande, d 'observa t ion  e t  de t r a n s -  

mission d i r e c t e  e t  l a  d é r i v é e  - dx( t )  s e r a  notée (t). 
d t  

Lorsque l e s  m a t r i c e s  ne dépendent expl ic i tement  que du temps, l e  

système e s t  l i n é a i r e .  Dans l e  cas où c e l l e s - c i  ne dépendent expl ic i tement  que 

de  l ' é t a t  x e t  d e  l ' e n t r é e  e ,  l e  système e s t  a l o r s  s t a t i o n n a i r e .  Lorsque c e s  

deux de rn i è re s  cond i t i ons  s o n t  v é r i f i é e s  l e s  ma t r i ce s  A ,  B ,  C ,  D son t  des  matri- 

c e s  cons tan tes  : l e  système e s t  l i n é a i r e  s t a t i o n n a i r e .  Dans l e  ca s  l e  p l u s  géné- 

r a l  l e  système est  d i t  non l i n é a i r e  C4I. 

Dans l 'hypothèse  où l ' e n t r é e  e ( t )  e s t  identiquement n u l l e ,  l e  modèle 

e s t  d i t  en régime l i b r e  e t ,  dans l e  cas c o n t r a i r e  en  régime f o r c é  ou dynamique. 

L'ensemble des  X des  p o i n t s  d ' é q u i l i b r e s  d e s  systèmes r e p r é s e n t é s  pa r  e  
(1 - l), sont d é f i n i s ,  en régime l i b r e ,  par  C51 : 



l 
l 
l 
l 

La représentation (1-1) d'un système donné n'est pas unique : en 
1 

effet, le choix d'un nouvel état y(t) défini à partir de x(t) peut conduire 

à une nouvelle représentation d 'état. L'étude du système à l'aide de cette 

nouvelle modélisation peut être notablement simplifiéeC6, 71. 

i 
Considérons, par exemple le changement de vecteur état (1-2) défini 

par une matrice P constante, régulière 

Il vient de (1-2), la nouvelle représentation d'état : 

Cette relation est encore du type (1-l), mais fait intervenir des matrices 

d'évolution, de commande et d'observation différentes. On a alors (1-4). 

Toute combinaison linéaire non identiquement nulle des composantes 

de x(t) est donc une variable d'état. 

L'étude des propriétés des équilibres des systèmes étant menée à partir 

des représentations en régime libre, la forme de la matrice df6volution condi- 

tionne les résultats @, 93. Le choix de la représentation en régime libre, A 

ou A' dans l'exemple p~écédent, est donc prépondérant suivcrnt le type de problème 

à traiter. 

C'est ce point de vue que nous développerons par la suite, sans nous préoccuper 

de l'équation déterminant la sortie du système. 



Un exemple de processus permettant de telles modélisations est fourni 

par les systèmes de type Lure1 Postnikov C101. Ceux-ci sont décrits par la re- 

lation (1-5) à l'intérieur d'un domaine ne comportant qu'un seul point d'équi- 

libre. 

avec Yt E T 

où 

C c Bn , voisinage du point d ' iquilibre en a , 

X c IR*, voisinage du point d' équilibre en x , 

* 
On suppose dans ce cas l'existence d'une matrice diagonale bornée y (t, x, a) 

définie par : 

LL, - i l  = IRnxn 

* yi(îY xi, ai) 
Y (t, x, 0) diag { 1 

(1-5) conduit alors à (1-6). 

Dans ce q u i  suit, nous rencontrerons de tels systèmes, pour lesquels nous suppo- 

serons de plus que les matrices A et C sont constantes : ce type de processus 

est non lingaire par rapport au vecteur (3 qui est alors un ensemble de composante5 



d'état. Nous dirons donc que 0 représente l'ensemble des variables d'état 

traitées non linéairement. 

1.2 - Structure des processus étudiés. ................................. 

1.2.1 - Modélisation. ---- -------- 

Nous considérerons dorénavant les processus dont la modélisation 

dans ltespace d'état peut se mettre sous la forme particulière (1-7) 

A matrice à coefficients constants d e E  i O 

sx 4 

ir(x, t) E  IR^ x T, V(x, t) E IR mxn 

H É EqXn, matrice à ccefficients constants 

K E EqXm, matrice à coefficients constants. 

Ces relations conduisent au schéma bloc représentatif de ce processus Cl11 

(figure 1). Dans ce schéma, comme dans tout ce qui suit,nous adoptons comme 

convention de représenter les vecteurs par (=>) et les scalaires par (+). 



n n A 

Figure 1. 

En posant ,  

il v i e n t  : 

O 
x(t) = A ( x , t )  x ( t )  t K T l ( s , t )  e ( t )  

A(x , t )  e s t  donc m e  mat r ice  d ' 6vo lu t ion  du système en  régime l i b r e .  

3ans l e  c a s  p a r t i c u l i e r ,  où l a  m a ~ r i c e  à termes non consicants V(x, t )  

e s t  d iagonale ,  l e s  systèmes g rgsen té s  appa r t i ennen t  à l a  c l a s s s  d e s  systèmes 

Lure' Postnikov. 

Avant de  po.msuivre n o t r e  é tude ,  il convient  de  d i s t i n g u e r  d i v e r s  

t ypes  dans l e s  r e p r g s e n t 3 ~ i o n s  propcsées,  génera l i sa t i t  a i n s i  d e s  t revaux 

a n ~ s r i e u r s  Cl, 121.  

1.2.2 - Déf in i t i on  de deax types de  r e p ~ é s a n r a r i o n .  .......................................... 

Considérons l e  système (1 -7 )  en rigiirie l i b r e ,  l a  mat r ice  d ' é v c l u t i o n  

X(x , t )  c ' é c ~ l t  sous l a  f o m e  (1-3) .  

Ce t t e  maTrice peut p r é s e n t e r  des  c o e f f i c i e n t s  no3 cons ran t s  sur 

t o u t e s  s e s  rangées.  



Vne terminologie, i n t r o d u i t e  dans C12A dis t ingue  cornine cas p a r t i c u l i e r  

l e s  matrices dont iss termes non constants  peuvent ê t r e  regroupés sur une 

seule  rangée. Les systèmes de ce  type sont  a l o r s  d i t s  "à con- l inéar i tésde  rang If', 

de tj-e 1 Si une seule  l i g n e  e s t  non c m s t a n t e .  de type II s i  une seule cl lonne 

e s t  non constante. 

Nous proposons d ' é l a r g i r  c e t t e  6tude au cas  de matrices présentant  p 

l ignes  ou p colonnes con consyantes. 

A c e t t e  f i n  il e s t  poss ib le  d ' é c r i r e  l a  sême e q r e s s i o n  (1-8) sous deux 

formes d i f f é r e n t e s  qu i  généra l isent  l e s  d é f i n i t i o n s  d o n é e s  dans C121. 

a) TYPE I. 

r 
S o i t  K = Ck l,..., k 7 ,  SV ( x , t )  = Cv, (x , t )  ,..., v ( x , t ) l  

in III 

avec Vi E (1 , . . . , m l  v , ( x , t )  CE'. 
* 

Il v ien t  : 

Cettg nodél isa t ion correspond au szhéma-bloc f i g u r e  2 où les ent-ées d e s  blocs 

non l i n é a i r e s  sorit des vecteurs e-t: l e s  s o r t i e s  des s c a l a i r e s .  Nous, d i rons  â i o ~ s  

que l a  représenta t ion e s t  de type 1. 

Figure 2 .  Systèmes 

de type 1. 



b) TYPT II. 

S o i t  H = Ch l.... .hnl,  KV(x,t) = Cvi (x , t ) ,  ..., v 1 ( x . t ) 1  avec 
4 

n 
Y i  E (1,. . . ,n) v l ( x , t )  E IR . 
11 vient  : 

Cet te  é c r i t u r e  conduit au  schéma-bloc f i g u r e  3 où l e s  s o r t i e s  des b locs  non 

l i n e a i r e s  son t  des vecteurs  e t  les en t rées  d s s  scslaLnes. Nous d i rons  z l o r s  

que l a  r e p r é s e n t a t i ~ i ?  e s t  de type  II, 

F igu re  3. Systèmes 
de type I I  

Péciproqu=ment, l e s  cons idéra t ions  précédentespermettant de regrouper 

l ' é t i ide  de deux c l a s s e s  de repr&sentat ioz:  c e l l e s  données sous l e s  formes (1 -9 )  

e? (1-10). 

En 2 f f e t ,  pour un système donné, il peut ê t r e  ? lus  p ra t ique  d ' z t i l i s e r  une des 

deux r e p r é s e n t a t i o n s ~ l u t ô t  que l ' a u t r e  C131. 

1.2.3 - D é f i n i ~ i o n  des  systèmes à non- l ines r i t é s  l e  rang Q. ............................................... - 

De p lus ,  nous montrerons par  l a  - c i t e  que l ' i n t r o i u c t i o n  de la  notion 

de rang de non- l inéa r i t é sc l l  permet d 'obteni r  une rep résen ta t ion  avec -in nombre ~ 
minimm ce l i g n e s  ou de colonnes non constsntes  pour l a  m a ~ r i c e  d 'évolut ion.  



De c e t t e  d é f i n i t i o n  il d é c o d e  qu'-an2 représen ta t ion  t eL le  que (1-7) 

peut S t r e  considérée simult-néinent 2 n o n - l i n é a r i t k d e  rang k de t-ype 1 e t  à 

non-l inéari tés  C e  rang h de t > ~ e  II, s i  l ' o n  a : 

1.2.4 - Exem~les  de sps tènes  à non- l inéar i tésde  rang p. ---- -------- ............................. O 

S o i t  l e  système monovariabla de type  Lure' Postnikov d é c r i t  par  

l ' équa t ion  d ' k a t  (1-12). 

où f x E X c IRq, vecteur 6 t a t  , :< voisinage l u  point  d ' é q u i l i b r e  en x 

A E xqXq, n a t r i c e  cons tante  

1 b e t  c ,  v9cteurs cons tants  de lR 9 

e ( t )  en t rée  s c â l a i r e  dil système 
l 1 

~ ( t )  E E c IR, s c a l a i r e  t l a i t é  non l inéairement,  E voisinage du 

( po in t  d. 'équil ibre en E. 

Supposons l ' e x i s t e n c e  d'une :on-tion bornée f* agpelée gain  équivalent ,  

d é f i n i e  pa r  : 



de (1-121, on t i r e  dans ces condit iocs 

b ez c é t an t  des vecteurs ,  l e  système cansidéné e s t  à non-l inéari tésde rang 1, 

2 l a  f o i s  de type 1 e t  II. 

De t e l s  systèmes s e  renconment si l ' c n  considère un bloc l i n é a i r e  
N( 1 de fonction de t r a n s f e r t  de type f r ac t i on  rzttionneile 2, degré de N(p) infé-  D(D) - * 

r i e u r  à degré de D(g), comnandi p a r  uEe non-linéarité s c a l a i r e  e t  a s s e r v i  par 

reTour u n i t a i r e  ( f i g u e  5 ) .  

Figure 5. 

considérons maintenant k systèmes Si Cu type (1-12) d é c r i t s  par  l e s  

éaua t ia t s  (1-13), inïerconnectés d ' après  l e s  r e l a t i ons  (1-14) ( f igure  6 ) .  

où x x 2 , vec tew é t a t  de Si 
i 

QiX Pi 9,. 
Ai E IR (bi, ci)  E IR IR 

'i 

f 

c i ( t )  Ei CE, ei!t) EIR 



où [ u, ( t F IF., Ième entrée scalaire du système global 

T 
I 

7 x . ( t )  ' i. d . x .  (t) 
J 1 13 J 

S .  ? D j  
J n 

d,:;x;(t) 

Figure 6 

* 
Supposons L'existence de k fonctions bornges 5. 1 d é f i n i e s  par 

il vient dlors 

Yi E Cî, ..., K I  



Po sons 

( 1 - 1 5 )  conduit à 1'6quetion d'état : 

avec A = diag { Ai 1 
i~ { l  ,...,kI 

Ce système fait partie àe la classe de ceux 6~üdiés dans ce nemoire (1-7:.  

Conridéron; cet enserable de systèmes Lure'Postnikov interconn?ctés licéâi- 

renent, en régime libre, conme ducun vecxsur b n'est nnl, le rang ae 3 i 
est k. On a airsi un système à non-linéa-itjs de rang k. Si de plas, 

ie système est alcrs de type II à non-linÊarit5s de rang 2. 



1 Nozs a l l o n s ,  dans l a  s u i t e ,  montrer que l a  notfon de rang  de non-linéaritéspe-rmet 

de minimiser l e   ombre Ge l i g n e  ou 0e :olonnes nrJn cons tan tes  dans l a  représenta-  

t i o n  en régime Libre.  

11 - REPR~SENTATION CANONIQUE* DES S Y S T ~ M E S  NON-LINÉARITÉS 

DE RANG P ,  

I I .  1 - Systemes a non-7 inéari tésde rang 1. ............................... -- 

11.1.1 - Représentat ion en régime autonome. ................................. 

Sous a l l o n s ,  dans c e t r e  p a r t i e  r appe le r  des  r é s n l t a t s  fondamentaux concer- 

nant l a  modélisation d e  ces  systèmes en régime l i b r e .  

Ces systèmes ccrresponden; au  cas  p a r t i c ~ l i e r  p=1 dans l a  à é f i n i t i o n  géné- 

~ â l e  proposée ( 5  1.2.3).  Ils ont  donc une m a t ~ l c e  d 'évolu t ion  de l a  f o m e  : 

T 
type I : A(x, t )  = A. + h v ( x , t )  

(1-17 
T type II : A(x, t )  = A + v ( x , t )  3 

G 

avec A E nQXq matr ice  constante  
l O 

h vecteur  cons tan t  d e  IUY 

V(x , t )  E X X T ,  X  cl^^, v ( x , t )  E IRq 

Les 2 r o p r i é t é s  su ivcntes  ont  é t é  démontrées dans Cl]. 

lère propriété. 

ün système 2 noc- l icéa~. i résae  rang 1 peut  ê t r e  r e p r i s e n t é  par une matr ice 

A(x , t )  d ' évolu t ion  dont  Les t e r n e s  non c m s t a n t s  sont  negroupgs dans ürie s eu le  

l i gne  (t;.pe 1) ou une seu le  colonne ( type I I) .  
T Dans ce -as l a  de rn i è re  composante de 1 1 6 t a t  e s t  a l o r s  7 = h x 



2ème wrowrié té. 

S o i t  l a  m a t r i c e  F ( x , t )  d é f i n i e  p a r  : 

avec 

- a 
In .  
1 



La maxrice F ( x , t )  e s t  m e  matrice t r i a n g u i a i r e  supérieure par  b locs  dont 

12s blocs aiagonailx sont  sous forme compagnon C14j e t  dont l e s  te rnes  COR 

constants sont  tous s i t u é s  dans l a  dernière  colonne. 

I p u a  &UR: a yatème de type 7 2  à rian-&é&é~de m g  7 ,  il u.t poaaible 

de cLL&h&z u n  v e d w  E t c t  y vMrjiant à ent'rée nuiXe, une it&aLLon du &jpe 

i'08tdtre de ta rnatItice F ( y , ~ )  intetrvevrant danb (1-18)  a.t é g d  à la 
nn 

duneriion du hou-upace  obn gavable pm hr a W v e m &  à & maA%lce A : 
O 

1 Pour i é ~  systÊmes de type 1, il e x i s t e  l e s  théorèmes duaux : 

P a u h  &LLt ayntëme de type 7 ,  à non-fiéc&.tébde trang 1 ,  il u t  panbible 

de déjiniA un v e o t u  etat Z v W & m t  a W S e  wze & W o n  du Qpe : 

L'omhe de t a  ntathice compaçnon non coutante  F ~ ~ ( z ,  t) ut E g d  à 

La dimeaian d u  . ~ o w - ~ p a c e  v e c x o ~ d  comiandab&e ,ncn 'n t r W v e m e n t  d A 
O 

k 
n = rq {h, A h ,  ... , A. h, ... i n O 

k ~d?i 



11.1.2 - Applicat ion au régime non autonome. ----------__-___------_----_------ 

Nous nous proposons, dans c e t t e  p a r t i e ,  de déterminer  l ' équa t ion  du 

système en régime f o r c é  à p a r t i r  de c e l l e  obtenue en régime l i b r e .  

1 O )  Type  II. 

S o i t  l e  système à n o n - l i n é a r i t k d e  r ang  1, de type II, d é f i n i  en régime 

dynamique p a r  

e ( t )  e s t  l ' e n t r é e  s c a l a i r e  du système 

V ( x , t )  E 6q x T ,  v ( x , t )  E IRq, vec teur  de commande, h  E IRq 

1 A mat r ice  2 c o e f f i c i e n t s  cons t an t s  de 6 qxq 

T 
Les r é s u l t a t s  rappe lés  aux paragraphes précédents  montrent que s i  h x e s t  

cho i s i e  comme d e r n i è r e  composante de l ' é t a t ,  t o u t e  l e s  non - l i néa r i t é s  de i a  

matrice d ' évo lu t ion  son t  regroupées dans l a  de rn i è r e  colonne ; on a  a i o r s  : 

O 
x = A x ( t )  t v ( x , t )  x  (t) + v ( x , t )  e ( t )  

O 
(1-20) 

q  

Soi t  Punema t r i ce  r é g u l i è r e ,  e t  y l e  vec teur  é t a t  t e l  que : 

e t  supposons de p l u s  que y = x . 
9 9 

L'équation d i f f é r e n t i e l l e  obtenue après  changement de base e s t  donc : 



C e r é s u l t a t  nous permet donc d'énoncer une méthode pour déterminer l e  

vecteur  de commande ap rès  changement de base en ne connaissant  que l a  forme 

de l a  matr ice d 'évolu t ion  obtenue, sans pour au t an t  connaî t re  l ' exp res s ion  

de cechangernent de  base.  

1-a) Méthode : 

I i) - l e  vecteur  de commande de l ' équa t ion  en régime dynamique i n i t i a l e  
f o u r n i t  l e s  termes non constants  à cons idérer  dans l a m a t r i c e  

d  'évolut ion.  

x ( t >  = + 

matrice constante  matrice n u l l e  L- termes - 
QX9 qxq-1 non cons tan ts  

, 
i 

1 ii) - On i s o l e  dans l a  matr ice d 'évolu t ion  obtenue après  changement 

de  base,  connu ou inconnu, l a  de rn i è re  colonne, où sont  rangés tous  l e s  termes 

I non cons tan ts .  

i 
O l----7 El' 

& + " ~ l  O 1. 

matrice constante  matr ice n u l l e  q  termes non 

qx (4-1 qx4-1 cons tan ts  

iii) - On é c r i t  chaque nouveau terme non constan1 comme combinaison 

l i n é a i r e  des  termes non cons tan ts  @ précédemment déterminés e t  d'une ccns tan te  

a 
j ' 



i v )  - La jième composante v du nouveau vecteur  de commande e s t  d é t e r -  

minée par l a  règ le  : 
j 

V) - On obtierit  a l o r s  l ' équa t ion  en régime dynamique dans l a  nouvelle 

base 

matr ice constante  

1 -b) Exemple d 'application. 

considérons, p a r  exemple, l e  système d é f i n i  par  l ' équa t ion  d i f f g r e n t i e l l e  

suivante  : 

Supposons que l ' o n  d é s i r e  met t re  l a  matr ice d ' évo lu t ion ,  après  changement 

d e  base, sous l a  forme (1-24) 

O r  on a l e s  r e l a t i o n s  



I l  v ien t  donc comme équat ion en régime dynamdque é c r i t e  dans l a  nouvelle 

base : 

Ainsi l a  simple l e c t u r e  des fonc t ions in t e rvenan t  dans l a  de rn i è re  

colonne de l a  matr ice d 'évolut ion obtenue permet l a  mise en équat ion immédiate 

l dans l a  nouvel le  base. 

Z O )  Type  I . 

considérons par  cont re  l e  système à non-linéaritéisde rang 1 de type  1 

d é c r i t  en régime dynamique par  : 

O' i e ( t )  e s t  l ' e n t r é e  du système V t  E T e ( t )  E IRn 

v ( x , ~ )   IR^ x  v ( x , ~ )   IR^, w ( x , ~ )  xn 
i 

k E IRq, A matr ice à c o e f f i c i e n t s  cons tan ts  de IR qx9 
O 

 après ce qui  précède ( l è r e  p r o p r i é t é ) ,  l e  vecteur  k peut  ê t r e  p r i s  
T 

éga l  à C O , .  . . , 0 ,  11 . Dans ces  condi t ions  : 

T Soi t  P un changement de base qui  garde l e s  non- l inéa r i t é s  de ( A ~  + kv ( x , t ) )  

dans l a  de rn i è re  l igne .  

avec P = 

[Hi i ]  



I l  v ien t  : 

Un t e l  changemect d e  base l a i s s e  donc i n v a r i a n t  l a  mat r ice  de  commande. 

Ains i ,  par  simple i d e n t i f i c a t i o n  des  termes non cons t an t s ,  on peut  dédui re  1 

pour l e s  deux types de r ep ré sen ta t ion  l a  nouvelle équat ion erî régime dynamique, 
1 

s i  c e l l e - c i  es t  obtenue par l e s  changements de  bases p r é c i s é s  en 1 )  ou 2 ) .  

Ce r é s u l t a t  e s t  à rapprocher de l a  méthode u t i l i s é e  dans l e  c a s  des  système: 

d i s c r e t s  pour déterminer l ' équa t ion  de récurrence r é g i s s a n t  l ' e r r e u r  en régime 

forcé C 6 1. 

11.2 - Systèmes à non-linéarités de rang p. 
----------------a--------------- - 

Nous proposons de g é n é r a l i s e r  l e s  p rop r i é t é s  énoncées pr~écédemment, au 

cas plus  généra l  des  systèmes à non- l inéa r i t é s  de rang p. 

11.2.1 - -- Ré~ime  l i b r e .  I 

La matr ice d 'évolu t ion  de ces  systèmes s e  met sous l a  forme (1-9) pour ceux 

de type 1 ou (1-10) pour ceux de type II. 

De même que pour l e s  systèmes à non- l inéa r i t é s  de rang  1, nous pouvons 

énoncer l e s  r é s u l t a t s  qu i  su ivent  concernant l a  r ep ré sen ta t ion  des systèmes à 1 

non- l inéar i tés  de rang  p. 

S u a  rg(hl , . . .  ,h  ) = p ( p  2 n ) .  Il e d t e  w changaiient de baae p X u Z  que 
n 



Cela signifie que pour un système à non-linéaritésde rang p de type II 

on peut obtenir une matrice d'évolution n'ayant que p colonnes non constantes. 

Démonstration. 

supposons rg(9,. . . ,h = P Y donc 
P 

Soit, de (1-IO), on tire 

avec 

Supposons A(x,t) écrite dans une base B Les vecteurs (hi,. . . ,h étant 1 ' P 
linéairement indépendants on peut donc compléter l'ensemble (hl, ..., h par q-p 

P 
vecteurs de B1 (el, ..., e ) pour que (e h . . . h ) forme une base de 

4-P l".eq-p 1 P 
l'espace d'état. Soit B cette base et P la matrice de passage de B à B 

2 1 2 ' 

Posons y = Pxy avec 

r P sup 1 

où P sup est une matrice à coefficients constants delR (q-p )xq 

Il vient : 



avec 

- 1 
B = P AoP 

De même pcur l e  systsme d e  type 1, on a : 

IL exis.te un ciangement de base R t e R  que 1 

Sn ?eut donc regrozper ,  pour un système de type 1 2 non- l inéar i tés  de 

nïng p, :out l e s  termes non cons tan ts  de l a  macrice d '6voiut ion dans l e s  p  

derc iè res  l i g z e s .  

Des p rop r i é t é s  2 e t  2 '  ii s u i t  que l a  c l t s s s  de processus repl>Ssentée 

e s t  i - ~ è s  l a r g e ,  en effet un système à non-l in&ari~&îde rang p e s t  représentab le  

en régime lier2 à l ' a i a e  d'une mat r i se  d ' évo lu t ion  ayant p  l i g n e s  (ou colonnes)  

non constantes .  



Ainsi  une mat r ice  A(x , t )  a  c o e f f i c i e n t s  tous  non cons tan ts  e s t  représen ta -  

t i v e  d'un système à non l i n é a r i t é  de  rang q. La s e u l e  r e s t r i c t i o n  pour qu'un 

système quelconque en régime l i b r e  appart ienne à l a  c l a s s e  de  processus consi- 

dé rée  est q u ' i l  s e  met te  sous l a  forme d'une équat ion m a t r i c i e l l e  d ' é t a t  de type  
1 

(1-1). 

11-2-2 Régime non autonome. -------- ----------- 

Nous étudions i c i  l ' i n f l u e n c e  d'un changement de  base s u r  l a  r ep ré sen t a t i on  

en régime dynamique. 

S o i t  l e  système de  type 1 d é f i n i t  pa r  : 

où l e s  w. ( x , t )  son t  d é f i n i s  par : 
1 

I l  e s t  pos s ib l e  de prendre : 

i e , , p  ki = CO- O ,  1, O - 01 T - 
q- i 

Dans c e s  condi t ions  

F 
1 

S o i t  l e  changement de base d é f i n i  par  P : 



, où 1 est la matrice identité d'ordre p . 
P 

Ce chacgement d e  base i a i s s e  l e s  non- l inéa r i t é s  dans  l e s  p de rn i è re s  l i g n e s  

d e  l a  matrice d l évo lu r ion ,  e t  l a i s s e  i nva r i an t  l e  vecteur  d e  commande. 

Considerons mainteriant l e  système de tllpe II 2 n o n - l i n é a r i t k d e  rang p d é f i n i t  

p a r  : 

e ( t )  = ( e , ( t ) , . . . , e  ( t ) )  e s t  l e  vecteur  d ' e n t r i e  du syst4me. 
L P 

T 
11 e s t  poss ib le  d e  prendre l e s  s c a l a i r e s  h x ,  i E (1,. . . ,p}, comme i 

de rn iè re s  composantes d e  l ' é t a t  : 

T 
V i  E C l , .  . . , p l  x = h .  x q - i t l  1 

Il v iec t  : 

O P 
x = Aax t 1 v! (x , t>  r t f v : ( x , t )  e,!t) 

i=l q - i t l  i=l A 



Soi t  l e  changement de base 

avec 

11 vient  

avec 

Ces cons idéra t ions  permettent de t i r e r  l e s  même conclusions que pour l e s  

systèmes à non- l inéa r i t é s  de  rang 1 : l a  matr ice d 'évolut ion,après  changement 

de  base conservant l e  nombre de l i g n e s  (ou de  colonnes) non constantes ,condit ionne 

l a  forme de l a  matr ice de  commande. Les non- l inéa r i t é s  é t a n t  à p r i o r i  f i x é e s  à 

l ' a i d e  de l a  forme de  l a  matrice de  commande dans l a  base i n i t i a l e .  La méthode 

dans l e  cas  mul t ivar iab le  pour déterminer  l a  j ième colonne du vecteur  de coinmande 

cons i s t e  à appl iquer  l a  méthode proposée dans l e  cas  des  systèmes à non- l inéar i tés  

de rang 1, comme s i  t o u t e s  l e s  a u t r e s  colonnes é t a i e n t  constanites. 

I I  . 3  - Re~résentations redondantes particul ières - Propriétés. -- ................................................... 

Dans c e t t e  p a r t i e  sont  proposées quelques r ep ré sen ta t ions  p a r t i c u l i è r e s  

redondantes Cl63 des systèmes à non- l inéar i tésde  rang p  en régime l i b r e .  

De ces  d ive r se s  représenta t ions  s e r o n t  dédui tes  des p rop r i é t é s  remarquables. 

11.3.1 - Notations.  --------- 

S o i t  l e  système à non- l inéar i tésde  rang p de type II, d é f i n i  par  

l ' équa t ion  (1-10) en régime l i b r e ,  avec t o u t e  l e s  non- l inéar i tés  rangées dans l e s  

p  de rn i è re s  colonnes. L ' é t a t  x ( t )  a s soc i é  à c e t t e  r ep ré sen ta t ion  e s t  d é f i n i  par  : 



1 xl(t) = (xl,.. . ,xq-') sont les q-p premières composantes de l'étati 
1 

1 x2(t) = (x2,. . . ,xP) sont les p dernières composantes de l'état - ' 
2 

Les composantes de x (t) seront dites "traitées non linéairement". (1-28) s'écrit, 
2 

donc sous la forme : 

il E IR (q-p)x(q-p) matrice constante 

L E ~ X ( ~ - ~ )  
2 

matrice constante 

Nl(xyt) E IR (P-P )Xp matrice à coefficients non constants 

Nî(x, t ) E IRpxP matrice à coefficients non constants 

avec Yi E 1 .  q -  ni(x,t) e IR P 

( N~(x,~) = Cn.. (x,t)l 
1 3  (i,j> E Cl, ...,p 1 2 

1 Soit A (x,t) ia matrice d'ordre p(q-ptl) définkpar : 
P 

P 11 
. 2  ~l(x,t) = CA. .(x7t)l (i,j) {l,.. , 



1 ième colonne 

I de Nl(x , t )  
I 1 

1 jème colonne I 

I 

La d i spos i t i on  générale  des termes non nuls  de A ( x , t )  e s t  donnée f i g u r e  7 .  
P  

Figure 7 .  

~ ' ( x , t )  s e r a  appelée l a  première forme d i l a t é e  à l ' o r d r e  p  de l a  matr ice 
P 

A(x , t ) .  Une a u t r e  forme d i l a t é e  remarquable e s t  c e l l e  i n t r o d u i t e  dans l e  cas  

des  systèmes d i s c r e t s  dans E171. Ce t t e  de rn i è re  s e ra  appelée deuxième forme 
2 d i l a t é e  à l ' o r d r e  p  e t  s e r a  notée A ( x , t ) .  E l l e  e s t  d é f i n i e  par  : 
P 



avec ,si 1 es  t la mat r i c e  i d e n t i  t é  d ' o rd re  p , 
P 

M = d i a g  {l,'jy...yL'.~ 
p j  P I 

p  f o i s  

2 La d i spos i t i on  généra le  des termes non nuls  d e  A (x,t) e s t  donnée f i g u r e  8 .  
P  

Figure 8. 



7 2 
Les deux formes d i l a t é e s  Ai e t  A s e  déduisent  l ' - m e  de l ' a u t r e  par  permutation 

P . P  
des  vec teurs  de base,  e l l e s  sont  donc semblables C181. 

L'équation d i f f é r 3 e n t i e l l e  

avec 

X = Rx, R ê  3 i q-p+i )pxq 

1-110 0 1 8 I 

I l -  1;  I 1 i r 9  i 0 1 " "  1 "" ' ,  1 0 1  I O ] j-P 
I I l  - , - - - - - - - -1 , -- - 1 1  - - - - - - -  - - - - - - -  - - - - - -  

P 0 

" - I l 1  O 
I I XI] 

e s t  une r ep résen ta t ion  redondante d 'o rdre  p (q -p t i )  du système i n i ~ i a l  d ' o rd re  q. 

Nous a l l o n s  montrer que l e s  systèmes 2 nori- l inéari tés  de rang p peuvent ê t r e  

~ e p r é s e n t é s ,  après  d i l a t a t i o n ,  par  une forme canonique t r i a n g u l a i r e  ?ar b locs .  

11.3.2 - Forme canonique ---------------- 

S o i t  F ( x , t )  d é f i n i e  par  : 
P 

d iag  { Ci) 

p coionces con-const an tes" 



La forme F ( x , t )  i n t r o d u i t e  géné ra l i s e  l a  r ep ré sen ta t ion  (1-18) : 
P 

F ( x , t )  e s t  une mat r ice  t r i a n g u l a i r e  supér ieure  par  b locs  dont tous  l e s  termes 
P 

non cons tan ts  sont  regroupés dans l e s  p de rn i è re s  colonnes. 

Poun &UA ayhtèrne à non-finé&& de mng p de Zgpe 11, .ie u;t paaaible 

de di2dini.t un  v e o t m  etat ttedondant Y v e n i ~ ~  à enfiée Mueee une tt&aaXan 

du S p e  

La démonstration de ce théorème e s t  donnée en Annexe (1-A) 

S o i t ,  en employant l e s  no ta t ions  de  l 'annexe 1- pour un système de type II 

représenté  pa r  (1-331, l e  sous espace v e c t o r i e l  S? engendré par  (A0 ITk hf 
1 . ème ii 

lorsque k d é c r i t  IN. Par analogie ,  S? s e r a  appelé Le i sous espace v e c t o r i e l  
1 

r édu i t  observable  de  A(x,t 1, l e  sous espace v e c t o r i e l  observable pa r  h '  rela- 
i 

tivement à A0 ii' 

L1ox&e s de la matrucc e n ( y ,  t ) intenvenant dais la dome canonique 

F ( y , t )  1 1 - 3 6 ]  a;t donné patr : 
P 

L a  démonstration de ce théorème e s t  i nc luse  dans l a  démonstration du 

théorème précédent.  

Considérant l e s  systèmes de types 1 on peut énoncer : 

P a u t  t a &  4 y6;térne à m o n - L l i z ~ ~ ~  de m g  p de ;type 1,  at paaaible 

de d é ~ i n i x  un veC;tw Ltat nedottdautt v ~ 9 u ~ h n t  ù evcfhée W e  une t W o n  

du Xype 



T 
S o i t  A(x , t )  l a  matr iced 'évolut iond 'un système de type 1, A ( x , t )  e s t  

T 
donc r ep résen ta t ive  d'un système de type  II. S o i t  A ( x , t )  l a  matr ice d i l a t é e  

T P AP( ème 
d ' o r d r e p d e A ( x , t ) ,  x , t ) a l a f o r m e ( I - 3 4 ) .  O n d é f i n i t s C  l e i  sous i ' 
espace v e c t o r i e l  r é d u i t  commandable de A ( x , t ) ,  l e  sous espace observable par  

C 
h! relat ivement  à A? S. e s t  engendré par  (A?. lTk h! lorsque  k d é c r i t  ïN. 
1 ii* 1 11 1 

L t u M e  s de la tnmatue e;(z,t)  intmvenant d w  La &orne canonique 
~ ' ( z , t )  e s t  donné pm : 
P 

" 
En conséquence deux matr ices  d i l a t é e s  de même type A ( x , t  ) e t  8 ( z  , t)  

P P 
ayant  même forme canonique F ( y , t )  son t  semblables. 

P 

Dans ce q u i  s u i t ,  nous , u t i l i s o n s  un o u t i l  géné ra l i s an t  l a  notion de 

polynôme symbolique Cl91 e t  qu i  permet de  déterminer s i  deux matr ices  d i l a t é e s  

son t  semblables. 

111.1 - D é f i n i t i o n  du eolpôme smbol igue m a t r i c i e l .  -------------- -- ------------ ------------ 

S o i t  A(x , t )  La mat r ice  d 'évolu t ion  d'un système à n o n - l i n é a r i t k d e  rang 

p de  type II, l e  polynôme symbolique généra l i sé  s e r a  d é f i n i  à p a r t i r  de l a  

forme canonique d i l a t é e  à l ' o r d r e  p ,  F ( y , t ) ,  de A(x , t ) .  
P 



avec 

et ,si 1 est la matrice identi tÉ d'ordre D , 1 

P 

O Cn(yyt) * = 
1 

1 1 
s-P - 

p colonnes non linéaires 

vb,t) t y x  T n(y,t> eIRSxS 

Chaque bloc constant linéaire de F (y,t) peut être défini à partir de son 
P 

polynôme caractéristique : 

Avec la convention de calculer le déterminant d'une matrice non linéaire comme 

si chacun de ses termes non linéaire était constant, ou définit le polynôme 

caractéristique instantané de F ( y ,  t) par : 
P 

= ( n pi(h) ) det  AI^ - cn(y,t) ; 
i-1 

p(hYy) est invariant par tout changement de base constant, donc 



p(A,y) = p(i,x) = det (XI - ~~(x,t)) 
P(Q-P+~) P 

Si p(h .x) = O n'a pas de racines indépendantes de l'état ou du temps, F (y,t) 
P 

prend la forme d'une matrice décomposables en blocs matriciels : 

Cette forme est entièrement déterminée à l'aide des (q-ptl) blocs non 

constants B.(y,t). Ces blocs permettent aussi de définir un polynôme matriciel 
1 

I C151, 

Pé~i~U;tio~. 

Dans le cas d'un système de type 1, la même définition peut être donnée 

avec comme condition d'existence : 



111-2 - Conventions de calcul  e t  notat ions.  ---------------------------------- 

S o i t  une mat r ice  A ,  A E IR PqXPq, pa r t i t i onnée  en q2 b locs  A d ' o rd re  p : 
i j 

Notons A! l a  matr ice obtenue à p a r t i r  de A en r e t i r a n t  l e s  b locs  matri-  
21% ième c i e l s  de  La i l i g n e  e t  de l a  q colonne e t  considérons l a  fonc t ion  de 

matrice d é f i n i e  de façon r écu r s ive  par  : 

Z 
i j  c l . . . q  M (A..)  

1 13 

i-1 (A! ) A  
4 i=l 

Cet t e  d é f i n i t i o n  coïncide avec l e  c a l c u l  d'un déterminant m a t r i c i e l  

généra l i sé  en f a i s a n t  l e  développement par  rappor t  aux premières colonnes. 

Dans l e  cas  où tous  l e s  b locs  A appart iennent  à un anneau des  matrices. i j  
commutatives d ' o rd re  p,  l a  no t ion  i n t r o d u i t e  r e j o i n t  c e l l e  de déterminant matr i -  

c i e l  i n t r o d u i t e  dans C171. Par abus de langage, M (A) s e r a  appelé un déterminani 
9 

m a t r i c i e l  à l ' o r d r e  p de  l a  mat r ice  A. 

On notera  dans t o u t e  l a  s u i t e  

M (A) = DET A 
9 

Lorsque p = l ,  M (A) représente  l e  déterminant de l a  matr ice A. Il s e r a  ca l cu lé  
4 

dans l e  c a s  où A e s t  une matr ice non l i n é a i r e  comme s i  chacun de ces  termes é t a i t  

constant .  

Dans ces  condi t ions  on peut  d é f i n i r  l e  polynôme c a r a c t é r i s t i q u e  ins tan tané  

généra l i sé  de l a  mat r ice  A pa r  (1-441, c e t t e  matr ice poLynomiale é t a n t  notée P(A,  



où 8 représente la multiplication extérieure à gauche C201 et 1 la matrice 
PQ 

identité d'ordre pq. 

Des définitions précédentes il vient : 

Dans toute la suite nous supposerons vérifiée pour toutes les formes matricielles 

qui interviennent la condition C d'existence du polynôme symbolique matriciel. O 
111.3 - Chansment _ _ _ _  _____--_____----- de base e t  golpôme -- ------ spboligue ----- -----------_ matriciel. 

2 Soit A_ (x,t) la deuxième forme dilatée à l'ordre p de la matrice 
2 A(x,t) (1-10). A (x,t) est sembLable à une forme canonique F (y,t)(~-40). 

P P 

Lemme 1 .  

où D ut L' membLe d u  mWcen c t U z g o d a  d' utrd/re p. La mavLice i n v m e  
P 

P-1 venidie w a i  cette pmphiété. 

1 Les matrices de changementde base sont donc constituées de blocs tous 
I commutatifs. 

1 La démonstration de ce lemme est proposée en Annexe (1-B) 
1 
1 Lemme 2 .  



2 
La matrice A a donc même polynôme symbolique matriciel que sa forme canonique 

P 
F . La démonstration de ce lemme est donnée en Annexe (I-c). 
P 

Soient A (x, t ) et B (y, t 1, d u x  matxices d ' ottdtre q à non - f i néWEb  de 
tuuzg p de ,type 27,  ayant t a u  leunil éléments non conaXan13 u n @  dan5 la 

d a n i a e h  cohnnea et q u i  vehi6im. t  chacwied lu c o n ~ o n @ .  

S o i e n t  A2 ( X, t et B2 ( X, t Lewu deuxièmes ,jomes W é a  d ' otdiie P 
P P 

k a p e d v e s .  

Une CNS pow que A2(x,t) et ~~(x,t), o o i e n t  bembLablea ai qu'&es 
P P 

&cnt mhe polynême 4 ymbofique rna&iuM. 

Démonstration. 

a) Condition nécessaire. 

L'ordre des composantes d 'état traitées non linéairement est fixé. A2 (x,t ) 
2 P et B (y,t) étant semblables, elles admettent même forme canonique F (z,t). 
P P 

D' après le lemme 2 il vient : 

b) Condition suffisante. 

Soit P(A2 h) = P(B~, A) d'après la conséquence du lemme 2, ces deux formes 
P 

déterminent la même forme canonique, elles sont donc semblables. 

Le résultat énoncé permet, pour la classe de systèmes considérées, de 

proposer a priori une forme matricielle redondante et d'identifier ses coef- 

ficients de façon à ce qu'elle soit sehlable à une forme redondante caracté- 

risant le système. Cette dernière forme est déduite directement de l'équation 

d'état non redondante en régime libre. L'identification se fait en égalant 

terme à terme deux matrices polynomiales. 

Cette mgthode de choix d'une représentation ne rend pas nécessaire la 

connaissance du changement de base entre les matrices dilatées, seule l'exis- 

tence en est prouvée. 



Ceci géné ra l i s e  aux systèmes à non- l inéa r i t é s  de rang p des travaux 

a n t é r i e u r s  Cl1 valab les  pour lessystèmes à non- l inéa r i t é s  de rang 1. 

Tous l e s  théorèmes énoncés dans c e t t e  p a r t i e  sont  t ransposables  

aux systèmes d e  type 1 en convenant de cons t ru i r e  l e u r s  formes d i l a t é e s  
T à p a r t i r  de A ( x , t )  s i  A(x , t )  e s t  l a  mat r ice  d 'évolut ion en régime l i b r e  du 

système considéré.  

Danslesparagraphes su ivan t s ,  nous a l l o n s  v o i r  dans que ls  cas  une 

s imi l i t ude  au  niveau des r ep ré sen ta t ions  redondantes en t r a ine  une s i m i l i -  

tude pour l e s  r ep ré sen ta t ions  non redondantes dont e l l e s  son t  dédui tes .  

111.4 - Remarque sur l 'équivalence eossible entre reerésentat ions d i l a t é e s  ----- ---------- ---------- ---------------- --------------------- 
e t  représentations non redondantes. ----- ............................ 

Soient deux r ep résen ta t ions  non Oedondantes, en régime l i b r e  d'un 

système d 'o rd re  q de type II à non- l inéar i tésde  rang p, tous  l e s  termes 

non cons tan ts  é t a n t  rangés dans l e s  p  de rn i è re s  colonnes. 

x = ~ ( x , t  )x avec x = (xl,. . ,x q-py Xq-P+l' ..., x 1 
9 

On en dédui t  l e s  deuxièmesformes d i l a t é e s  à l ' o r d r e  p : 

k A 8* aont  aunbhbeabees & o u  A A B s o n t  a e m b h b l u  p a i  un chan- 
P P 

gement de bacle à bluta &aqonnux q u i  U h e  i n v m  lu ~0mpobavLtu d' eta;t 

U Z e s  non f i i ~ é & ~ m e n t .  

Démonstration. 



2 ~ ' a ~ r è s  l e  lemme 1, P e s t  décom?osable en (q-p+l) b locs  diagonaux d 'ordre p. 

D'après l a  proprié-cé 3 ,  e t  parce que l 'ensemble des n i a t ~ i c e s  d iagonales  
2 

e s t  un anneau ccmmutatif, P e s t  décomposable en (q-pi11 Diocs diagonaux d 'o rd re  

P. 

d'où 

Cela impose donc l e s  r e l a t i o n s  : 

h 

Donc l e s  n â t r i c e s  e t  BL s o n t  semblables pa r  un chacgement de base diagonal  p a r  
P P 

blocs.  

S c i t  P dé f in i e  p a r  : 



On a alors 

OrP est régulière et : 

donc det P t O, d'où 

Le polynôme symbolique matriciel constitue donc un invariant de représentation 

entre deux représentations de même type d'un système dans le cas où le change- 

ment de base entre les deux est du type (1-52). 

111.5 - Aeel ication du eol~nôrne spbo l  igue matriciel. - ------------ -- ------ ----- ------------ 

Soit A(x,t) la matrice représentative en régime libre d'un système à 

non-1inéari.tésde rang p de type II (dans le cas d'un type 1 on prendrait 

~~(x,t>). 

- -- 
composantes d'état traitées 
non linéairement. 

Soit le changement de base défini par : 



avec d e t  P t O 
1 

Le polynôme symbolique m a t r i c i e l  permet de s e  donner a  p r i o r i  l a  forme de 

PA(X, t )P-' e t  d t  en déterminer  l e s  c o e f f i c i e n t s ,  s ans  t o u t e f o i s  n é c e s s i t e r  l e  

c a l c u l  de P. 

A(x , t )  é t a n t  p a r t i t i o n n é e  identiquemment à P 

I l  v i en t  : 

On s e  donne a  p r i o r i  B ( y , t )  de l a  forme 



2 2 De ~(x,t) et ~(y,t) on construit A (x,t) et B (y,t), puis l'égalité 
P P 

des polynômes symboliques de ces deux matrices garantit leur similitude. 
2 2 

L'identification termes à termes de P(A ) et P(B ) permet de déterminer les 
P P 

coefficients de la matrice B(y,t). 

111.6 - Cas des slstèmes à non-linéarités de rang 1. --------- .............................. -- 
2 Lolisque p=l, on a AD(x,t) = A(x,t). Le théorème (1-4)  exprimée dans le 

cas où p=l conduit au théosme sur le polynôme symbolique scalaire Cl]. 

Soient ~(x,t) ct ~(y,t), deux W c u  dratrdne q de ~y&tèma à non - 
f inéakt ih de /rang 7 de mEme type. 

n'ont aucun z h o  independant de L' éRat ctlou du itemph dottcl ~(x,t) ~ ( y  ,t) 

h a n t  ~emb&bLu b n i  L m  polynâmu bgmbalLquu b o n t  ideuttiyuu. 

Ce résultat permet d'identifier deux matrices semblables de même type, 

sans nécessiter la détermination du changement de base. 

111.7 - Remarque ----- sur l'aeelication du eolynôme -- ------ symboligue ----- --------- aux regrésentation ----------- 
redondantes - Notion de matrice contractable. ............................................ 

L'utilisation du polynôme symbolique matricieL nécessite le passage d'une 

représentation non redondante de l'état (matrice d'évolution A(x,t)) à une repré- 
2 

sentation redondante de l'état (matrice d'évolution A (x,t)). L'emploi de ce poly- 
P 

nôme pour l'identification de deux matrices semblables dans l'espace d'état non 

redondant conduit à ne considérer que les changements de base aiagonaux par 

blocs. Cependant nous allons montrer que ce polynôme matriciel peut servir à la 

mise en équation dans l'espace d'état reddndant considéré. 
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S o i t  B(y , t )  une matr ice d 'o rdre  p(q-p+l) décomposable su ivant  l a  forme : 

V ( i , j )  E {I ,... , q - p + ~ l  x { l , . . .  3q-p) D i j  D 
P 

~i c {i, ...,q-p+ 11 ~ ( y , t )  E Y 7 Bi ( y , t )  E nPXP 
3 q-p+1 

Nous d i rons  que B(y , t )  e s t  cont rac tab le  s ' i l  e x i s t e  une mat r ice  B(y , t )  de 

 IR^^^ dont l a  forme d i l a t é e  secondaire  à l ' o r d r e  p e s t  B ( y , t ) ,  e t  non contrac-  

t a b l e  dans l e  cas  c o n t r a i r e .  

S d e n t  A ~ ( x , ~ )    oh me contiractable et B ( y , t )  dome non cont.laofable, 
P 

& y d a n t  auppoa&a a v o h  la mmémen dmni2ten cumpoaanten ixcLtéu non 

A ~ ( x , ~ )  et B(y,t!  sont ambLabLea pm un changement de b u e  dont 
P 

la mathice ea* à bloca  tau diagonaux, a i  et a d m e n t  a i  ~ ~ ( x , t )  et B ( y , t )  
P 

o n t  leuna polynômu a g n b o f i q u ~  m W o i &  denCLqua. 

La dénons t ra t ion  de ce théorème e s t  proposée en annexe 1-D. 

Le théosme (1-6) donne donc une condi t ion  de s i m i l i t u d e  dans un espace d ' é t a t  

redondant pour deux mat r ices  de même type  e t  à non- l inéar i t ssde  même rang. 

Pour un système de tjrpe II représenté  en régime l i b r e  par  (1-33),  on en I 

2 
l 

déduit  l a  deuxième forme d i l a G e  à l ' o r d r e  p : A ( x , t ) .  S o i t  B ( y , t )  adxe t t an t  , 
P 

l a  forme (1-60) ; c e t t e  matr ice a (q-p+l)(q-p) p éléments cons tan ts  indéterminés I 

e t  ( q-p+l )p2 éléments non l i n é a i r e s  inconnus. 
l 
l 



L1 é g a l i t é  des  polynômes symboliques m a t r i c i e l s  f o u r n i t  ( q-p+l )p 2 

r e l a t i o n s .  La d i f f é r e n c e  e n t r e  l e  nombre d'inconnuesde B(y , t )  e t  l e  nombre d e  

r e l a t i o n s  obtenues donne l e  nombre d e  composantes de  B(y, t )  que l ' o n  peut  se 

f i x e r  a rb i t r a i r emen t ,  s o i t  n c e  nombre. 

il v i e n t  : 

On peut donc f i x e r  a rb i ta i rement  l a  forme de  l a  p a r t i e  l i n é a i r e  

d e  B(y , t ) .  L ' é g a l i t é  des polynômes symboliques m a t r i c i e l s  donnant l ' exp res s ion  

des  composantes non l i n é a i r e s  a e  c e t t e  matr ice.  

Ce r é s u l t a t  permet donc d ' u t i l i s e r  l e s  r ep ré sen ta t ions  redondantes 

t e l l e s  que B(y, t) en t a n t  q.Je t e l l e s .  Un t ab l eau  r é c a p i t u l a t i f  (p ,501 

r a ~ p e l l e  l e s  p r i n c i ~ a l e s  p r o p r i é t é s  du polynôme symbolique m a t r i c i e l .  

Après a v o i r  présenté  l e s  systèmes à non- l inéa r i t é s  de rangp,nous avons 

montré i ' i n f l u e n c e  d'un changement de vec teur  é t a t  sur l a  représenta t ion  cho i s i e .  

Le vecteur  de commande é t a i t  a l o r s  entièrement déterminé par  l a  matr ice d'évolu- 

t i o n  obtenue. 

Général isant  l e s  p r o p r i é t é s  du polynôme symbolique montrées pour l e s  

systèmes à non- l inéa r i t é s  de rang 1, nous avons e n s u i t e  i n t r o d u i t  l a  notion de 

polynôme symbolique ma t r i c i e l .  Cet o u t i l  permet d ' a s su re r  que deux r ep résen ta t ions  

redondantes p a r t i c u l i è r e s  du système sont  semblables, sans avo i r  à c a l c u l e r  l e  

changement de base. 

Dans l e s  chap i t r e s  q u i  su ivent  nous a l l o n s  e x p l o i t e r  ces  r é s u l t a t s  pour 

déterminer  d ive r se s  r ep ré sen ta t ions  p a r t i c u l i è r e s  des  systèmes à non- l inéa r i t é s  

de  rang 1. Ces modél isat ions son t  basées s u r  l ' u t i l i s a t i o n  de l a  r ep résen ta t ion  

d i t e  "forme en f lèche"  C211. 





Démocstratlcn &J Théorhe 1-3 

Suit le système à non-linéarités de rang p de type II défici en régime 

libre par la matrice d'évolution ~(x,t) (A-1 ) .Les termes non constants sant 

l tous situés &ans les p dernières colonnes. 
P 

(A-1) ~ ( x , t j = ~ ~ + ~ v ~ ( x , t ) h ~ ~  
i= 1 
" l x9  

avec A E R ,natrice constante 
O 

Soit Ai(x,t) la presière forme dilatée à l'ordre p de A(x,t) (1-34). 
P 

D'après le Thgorêne (1-1 ) 

i l . . p  ,3pi , det Pi=O 
- 1 Pi(~ii(x,t))?i =F. ( 2 , ~ )  

1 

ou ~ ~ ( z ~ t )  -st la forme can~niqie (1-18) 

Soit Pola matrice ae changement de base définie par : 

%= diag (pi) 
i~{l,..,p} 

La dispcsition générale des termes nan nuls de 6 (e,t) est donnée 
P 

flgure (A-1) .Avec d'après (1-18), pour faut i : 

B.. (z,t)= 
11 

O n. 
-1 

Les matrices C! sont des matrices corngagnons constantes pi 
J yua: est une 

L 

metrice à dernière colanne non constante .Pour tout i de { 1 , . . ,pl ,Aii jx,t) 

s'écrit sous la iorme : .,- 
O I 

A.. (x,t)=~. .+ W. (x, t) h! 
11 11 1 1 



O 
avec : R..matrice constante de IR (q-p+l b(q-p+l) 

11 

q-p+ 1 
h;T=[oy..,O,l] , h p  R 

Le Théorème (1-2) pemet diaffimer : 

figure A-1 

Il existe donc un changement de base (permutation des lignes et des 

colonnes ) qui amène à' la fome matricielle ( ~ 1 2  ) . 
diag (diag ' ~E{~,..,PI je{l,..,c.-~I 

- - - - - - - - - - - - - - , I - 
(A-2) C (v,tj= 

P 
O 

i I n P  
c= 

C (v,t) est représentative d'un système 2 non-linésitésde rang p, 
P 

il est possible de mettre tous ses élémeats non constants dans les p 

àernières co1onnes.C (v,t) est donc semblable à 0 (u,t) : 
P 

diag (diag 

O 

*Jit{l,. . ,p} Q.E  lRrix(ri-l) 
1 

L - 
Soit P'la matrice de changenent de base définie par : 



avec ( n=p(q-p+l)-s , s= r, 

P [ U  je(u,t)J P-' = 

1. est la matrice identité d'ordre i 
1 

i Le changement de base P' ne modifie pas la matrice diag(diag(c.)), 
J 

Dp(u,t) est donc semblable à F (y, t). 
P 



Déinonstration du Lemme 1 

Sc ien t  l e s  mat r ices  de  changement &e base : 

P, de l a  f o m e  ~ ' ( x , t )  à l a  forme C (y,t) (A&) 
L P P 

P de l a  forne  C (y,t) à l a  lor ine f (y,t) (1-36) 3 P P 

P2 
= Po(Poest d é f i n i e  à l ' annexe  1-A) 

o r  P = P P P  
3 2 1  

Ec e f f ec tuan t  l e s  p rodu i t s  n i a t ~ i c i e l s  per b l s c s , i l  v i e n t  : 

'3'2 = 2 '  i i , j ) ~ { l , .  . ,q-p+ljxi l  ,. . 
avec M.:, E R  P X  (I--P+~ 

" j - 
Posons P P.  = 

1 [ 1 ( k , l ) ~ {  1 ,.. ,q-p+l? 2 

Cela conduit  à l ' exp res s ion  de P , s o i t  : 

avec N, . E WPXo 
L J  

P e s t  donc formée de (q-p+l ) 2  b locs  t a u s  diagonaux;i ls  appart iennent  

donc à i fannea i :  des  matr ices  c o m t a t i v e s  à ' o rd re  p.11 e s t  à remarqcer 

que l e s  mat r ices  P .  in te rvenant  dans P2 s;nt t e l l e s  que : 
1 



Ainsi : l Y y q - p  I(q-p+, . = O  etN = 1 
Y J 9'~+1~9-~+1 P 

D'après ce -i précède, P se met sous la forme : 

Soit P-' l'imerse de P,cn a donc la relation : PP-' = I(q-p+l )p 

Partitionnons P-l de la fapn suivante : 

- 
avec 0 3 3 , ~  ,DIE IR (~-P)PX(P-P)P,,~(P-P)PXP~~PX(P-P)~,~PXP 

Ce partitiornement implique 12s relations : 

! c = O  , D = I  
P 

P' CYant fcrmée 6e blocs diagonaux , tous cammutatifs ,son inverse se 
caicule par la formule[l7 ] : 

A = P.-' = [DET pl]-' 8 [COM 

3 = 

L'ensemble des ma$rices commutatives diagonales étant un anneau,les 

matrices A et B sont formées de blocs matricieis, diagonaux. 



Démonstration du Lemme 2 

On a : 

2 
avec P = [ N ~ ~  ] , p-'= [NI. ] ,(i.jk{l , b -  yq-~+'j 

-J 

Posons l3 = P(A 81 -F ) P-' ,- soit : 
P P P(Q-P+~) P 

Pour calcder DZT B ,écrivons la fxme de 8 : 
P P 

avec (N.. . ,il' ,Ni )matrices de D ,enseable des 
AJ , q-p+l 'Ni ,q-p+l P 

ma$rices diagonales d'ordre p .Effectuons le prcduit ?natriciel ,il cent : 
q-?+ 1 , 
+ 1 NikBk-l ( ~ 9 ~ )  

k= 1 Ï 
1 (i,j)~{? .. . ,q-p+?l l ~E(I .. . ,q-pl I 

8 = i 1 y . .  .q-2l 
P _ - -  - -  - _ _ _ _ _ _ -  - - - -  l 

Les Mij apparaissent dm.s cette dicomposition sont des matrices 

pclynomiales en A de D .Les blacs non constants ~ ~ ( y , t )  ne sont m d -  
P 

tipliées qu'à gauche dans B ,cela permet &malcul de DET 6 oar sup- 
P 0 - 

DET B = 1 A~ B ~ ( ~ , Z )  + 
P i=o Aq-p+ 1 

Les A. sont détekcés en supposant dans 8 tous les B. (y ,t 1, 
1 P J 

sauf celui d'indice i.Soient les matrices de R <TP+~)X(~-P+~) &finies par: 



Vie{0,. . ,q-pl 
Ap 

O 

C 

Or 
V~E{O, . . ,q-p+i 1 = DET P L~ P-' 

P 

P, Li ,P-' étant ~artitionnées en blocs c3mmutatiis d'ordre p ,il vient 
P 

à'après [17] : 

hi = 3ET P 3ET Li DET P-' 
2 

Or,ces trois mztrices sont diagonales,et nn a les relations : 

DET P DST P-'= 1 
P 

Soit : 

Le polynôme caractéristique géoéralisé d'ordre p de la de-uième 

forme dilatée à-l'ordre p de ~(x,t) détemine donc les blccs ~ ~ ( y , t )  

de la forne canonique F (y,t). 
P 
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ANNEXE 1-D : 

Démonstration du ~héorème 1-6 

a)Condition nécessaire 
2 

Soit P ,matrice régulière telle que : 8 = P Ap P-' 

Soit 2 ,matrice régulière telle que : A ~ =  ? Fp Q- 1 
P 

2 est partitionnable en blocs tous diagonaux (lemme 1 ) ,  P est sup- 
l 

posée avoir la même propriété , (P?) la vérifie aussi . Par une démonstra- 
tion analogue à celle du lemme 2,on a : 

P(B,h) = p(Fp,A) 

donc (A-3) P(B,A) = P(A~,A) 

b)Condition suffisante 

Soit le système défini par l'équation : 

I = B(y,t) Y 9 YE R p(q-p+1) 

T 
y =(u v ..t u v 1 3 1 2 2-'t2"U q-pvq-p. . q-pxq-p+ 1 *xq) 

Soit F (z,t) la forme canonique associée à B(y,t) ;la même 
9 

démonstration que pour le lemme 1 montre que la matrice de passage p de 

B à Fp est une matrice partitionnable en (q-p+l )2 blocs diagonaux d'ordre p. 

On a donc : 

P(B,~) = P < F ~ , ~ )  l 

2 
Si l''identité (A-3) est vérifiée, B(Y,~.) et A (x,t) ont même forme 

P 

canonique . Elles sont donc semblables . 
Soit ? ,formée de blocs tous d?agonaux,t,elle que 

L'ensemble des matrices diagonales d'ordre p étant un anneau,la 

matrice de passage R de B à R = PQ , est formée de blocs diagonaux 
P @ 

d'ordre p . 



CHAPITRE I I  

REPR~SENTATION DES SYSTÈMES 
A 

NON-LINÉARITÉS DE RANG 1 





Des travaux antérieurs [22, 23, 241 ont montré l'importance d'une 
1 

modélisation faisant intervenir une forme en flèche. 

Ce deuxième chapitre envisage la représentation des systèmes à non- 

linéaritkde rang 1 par une forme en flèche épaisse. Dans cette forme appa- 

l rait notamment une diagonale principale constituée de blocs matriciels. 

L'utilisation du polynôme symbolique permet alors de déterminer les coeffi- 

cients en fonction des termes choisissur la diagonale. 

L'application de ces résultats est alors faite SUT les systèmes mono- 

variables de type Lure' Postnikov. Deux modélisation sont alors proposées : 

les termes non constants étant regroupés soit dans la dernière colonne soit 

dans la première colonne de la forme en flèche choisie. Cette dernière forme 

convient particulièrement à la représentation de certains systèmes plus complexes 

que les systèmes Lure' Postnikov monovariables. 

L'utilisation de ces formes matricielles en vue de l'analyse et la synthèse 

des systèmes Lure' Postnikov monovariables sera faite au chapitre 3. 

1 - REPRÉSENTATIONS DES SYSTÈMES A NON-LINÉARITÉSDE RANG 1, 

Comme nous l'avons rappelé dans le chapitre 1, les systèmes à non linéa- 

rit6sde rang 1 sont modélisables à l'aide de la forme canonique F(x,t) (1-18). 

Cette forme est triangulaire supérieure par blocs, avec une diagonale principa- 

le formée de matrices compagnons C 141 , dont une seule est non constante. 

1 Des travaux antérieurs fll ont cependant montré qu'il était souvent pos- 
1 

sible de se ramener au cas usuel où F(x,t) est réduite à une seule fo~me 

1 
i 

compagnon. 

C'est donc ce cas que nous étudierons. 

1.1 - Re~résentations usuel les.  -- ..................... 

1.1.1 - Forme compagnon. --------------- 

Les processus étudiés dans le chapitre sont donc modélisabbes à l'aide 



d'une équat ion  d ' é t a t  t e l l e  que (11-1). 

x ( t )  E IRq, vec teu r  é t a t  

e ( t )  € I R ,  e n t r é e  s c a l a i r e  du système 

* 
Y i  E {O,  . . . ,q-  1) * f . i . )  fonc t ion  r é e l l e  non cons tan te  dépendant 

1 

de l ' é t a t ,  du temps e t /ou  de paramètres 

ex t e rnes  

La r e p r é s e n t a t i o n  (11-1) proposée po-m c e  systGme est de type  II. Ce s o n t  

des  modél i sa t ions  de ce type que nous envisagerons pa r  l a  s u i t e .  Néanmoins 

t o u t e  une é tude  p a r a l l è l e  peut ê t r e  menée s u r  des  r e p r é s e n t a t i o n s  de  type  1, 

l e s  r é s u l t a t s  obtenus dans un t e l  ca s  s e  déduisent  immédiatement de ceux obtenus 

pour l e  t ype  II envisagé.  

S i  on cons idèm l a  mat r ice  H i . )  à chaque i n s t a n t ,  on peuT l u i  a s s o c i e r  

un polynôme c a r a c t é r i s t i q u e  c a l c c l é  comme s i  A(.) é t a i t  cons tan te .  Ce polynôme 

appelé  polynôme symboliqua Cl], no té  p (X , . ) ,  e s t  c a l c u l é  comme s u i t  : 
I 



O r  une décomposition poss ib le  de A(.) e s t  : 

Le système e s t  donc t e l  que l ' on  a i t  l a  r e l a t i o n  : 

Ainsi ,  su ivant  l e s  r é s u l t a t s  rappelés  au chap i t r e  précédent ( §  111-6) t o u t e  

matrice du régime l i b r e  de ce système semblable à (11-1) s e r a  déterminée pa r  

l ' i d e n t i t é  de son polynôme symbolique e t  de (11-2). Soi t  B(.) une représenta t ion  

de ce système en régime l i b r e .  B(.) s e r a  semblable à A(.) s i  e t  seulement çi est 

l 

i 
v é r i f i é e  l a  condit ion (11-5). 

Nous proposons, dans ce qui  s u i t ,  d iverses  représenta t ions  semblables 

à A ( . )  e t  de même type, basées s u r  l a  notion de forme Sn f l è c h e  C251. La 

représenta t ion  en régime dynamique e s t  a l o r s  d é d u i ~ e  p a r l a  méthode p réc i sée  

au chap i t r e  1 ( §  II:1.2). 



1.1.2 - Forme en f l è c h e  mince. -------- -------- ----- 

I l  a é t é  montré [l, 25 ] que c e s  processus peuvent ê t r e  r e p r é s e n t é s  en 

régime l i b r e  à l ' a i d e  d'une forme en f l è c h e  mince (11-6). 

9 avec x vec t eu r  é t a t  delR cons idéré  e t  

avec 

avec p ( A y .  ) d é f i n i  en (1-2). 

La forme du vec teur  de commande B(.) détermine l e s  termes non cons t an t s  à 

cons idérer  ( c h a p i t r e  1, § II. 1.2 ) . 
1 

Il v i e n t  l a  r e p r é s e n t a t i o n  en régime dynamique (11-7) d e  type II : I 

avec 



Le choix de l a  diagonale  p r i n c i p a l e  permet de c n o i s i r  l a  forme de l a  

colonne non cons t an te  d e  l a  ma t r i ce  d ' évo lu t ion  C22, 241. 

Afin de  g é n é r a l i s e r  ce  p o i n t  de  vue nous proposons d e  r e p r é s e n t e r  l e s  

systèmes à n o n - l i n é a r i t k d e  rang 1 à l ' a i d e  d'une forme en f l è c h e  é p a i s s e  C251. 

1.2 - Modélisation Far des formes en flèche épaisse . ------------- ......................... ----- 

1.2.1 - Déf in i t i on  e t  p r o p r i é t é s  des  formes en  f l èche  é p a i s s e  C251 ---_------------------------------------------------- 

La mat r ice  d ' évo lu t ion  FE(.) d 'un système r é g i  p a r  une équat ion  d ' é t a t  

en régime l i b r e ,  

e s t  d i t e  forme en f l è c h e  épa i s se  d ' o rd re  r (no tée  FE) s i  e l l e  possède l a  

s t r u c t u r e  su ivante  : 



L a  forme en f lèche de l a  matrice c a r a c t ç r i s t i g e  FE(.) pem.et de décsmposer 

l e  système en sous-systènes, S,, i é 1,. . . , dont l e s  matrisss carac t6 r i s -  
.A. 

tiqiies sont 12s blccs m a t ~ i c i e l s  s i t ugs  sur l a  diâgonale p r inc ipa le  Ce FE(.) 

( c f .  schéma f i w e  9 ) .  Cetta modélisation g r i v i l é g i e  l e  de rn i e r  scus-système 

S , qui a é t é  appelé sys tèse  de gointe  ou système coordonateur. 
r 

Figure Ci. 

11 e s t  à note r  qiie l e  rô le  prcvi légié  du systime cucrdonate,a ne v ien t  que de 

ia forme de La modélisation adcptée, ET non du système réel. Comme ncus l e  

verrons par ia su i t e ,  ii e s t  rou t  h f s i t  possible pour ILZI systkne donné de change 

de système ccordon- aIeur.  

Dans C251 a & t e  démontré un théorèae permettant de ra lc i i ler  l e  déterminant 

S'une forcie en f l i che  epaisse  : 



1 

I r- i r-1 
l (11-9) d e t  C A r r ( - )  - A A A i 2  R d e t A i i ( . )  

i =i r 1 
i=l 

C e  théorème sera u t i l i s é  ~~s témât iquernen t ,  pour démontrer l e s  proposi t ions  

énoncées a u  cours de c e  chap i t r e .  
1 

1.2.2 - l o d é l i s z r i o n  des  systèmes à - n o n - l i n é a r i t b s  de rang I. ................................................... 

Pour l e s  syïèmes à non- l inéar i tésde  rang 1 de type II (11-1) nous nous 

proposons de mertre en Svidence, à l ' a i d e  du po1yr:Ôme symbolique, des matrices 

a 'Évolutior,  du type (11-91 avec 12s g a r t i c u i a r i t é s  su ivantes  : 

b.' 1' 1 

a '  O 
A. - - .  

* a  
i 

T .eus l e s  termes noii cons tants  de FE(.) sont  regmupés dans l a  dernière  colcrrie. 

Le  système coordonateur e s t  i c i  un système d 'ordre  1. 
l 

1 
Les représenta t ions  FE(.) e t  A ( . )  se ron t  semblables s i  on a  : 



où p(A,.) e s t  l e  polv-ôme symbolique d é f i n i  en (11-2). 

O r  l a  matrice ( X I  - F E ( . ) )  e s t  agalement une matrice de forme en f l è c n e  ~ 
Q 

épaisse,  l e  poij&me c a r a c t é r i s t i q u e  ins tantané  de FE(.) peut  donc s a  c a l c u l e r  

à l ' a i d e  de (11-9). 11 vienïz a l o r s  : 

-1 p(A,.) =@et ((A Irs - A ( . ) )  - 1 A 1 - A . .  A i r ( . ) )  3 rr i=l 11 

r-1 
x G d e t  (A In - A . . ) .  

i 11 
i=l 

Cet te  r e l a t i o n  va permettre,  comme nous l e  montrons dans ce q u i  s u i t ,  de àé te r -  

miner l e s  termes non Zonstanrs de FE(.), lorsque  l e s  va leurs  des b locs  s i t u é s  

s u r  l a  diagonale p r inc ipa le  s o n t f i x d e s  ar-bitrairernent. 

Dans c e t 2 e  p a r t i e ,  nous énonçons des proposi t icnç  q u i  de d i t e r -  - 
miner explici tement les termes non constants  gJ( . )  in tervecant  dans l a  dernière  

1 

cclonne de FE( . )  (11-10). Mais, pa r  souci  de s i q l i f i e r  l ' u t i l i s a t i o n  des r è g l e s  

présentees,  nous i e s  proposons d'abord dans des  ccs  p a r t i c u l i e r s  avant  d'aborder 

1~ cas g fné ra l .  Les proposi t ion 1, 2,  3 qui  vont su iv re  ne s c n t  donc que des 

énoncés ce l a  proposi t ion  géngrale 4 ,  e t a b l i s  s u r  des cas  p lus  simples. Les 

démonstrations de ces t r o i s  premières t r o p o s i t l o n s  sont  é t a b l i e s  en annexes. 

11.0 - Notations. --------- 

Les b locs  m a t r i c i e l s  qui appara issent  dans l a  diagonale p r inc ipa le  d2 

La représen-cation propos& sont de deux formes : J e t  R . .  ( 5 .  1 .2 .2 ) .  i 1 

Ji, de dimensioc n sera  appelé un b loc  de Jordan KI83 e t  de Jordan simplq i ' 
s i  J i  e s t  uï s c a k i r e  i n  = 1) ; - i 

R. de dimension 2n sera  appelé b loc  de r o t a t i o n ,  de r o t a t i o n  simple dans 
I i 2x2 

l e  cas où 2 .  appar r i en t  à iR (n i  = 1). 
1 L 1 



Dans t o u t e  l a  s u i t e  ncus désignerons par C j  les c o e f f i c i e n t s  du bi2me 
K 

C3il. Ceux-ci son t  donnés par  l a  règ ie  su ivante  : 

J'ctutre p e r t ,  nous désignerons par  un ind ice  e n t r e  partenthèse l a  déniva- 

t i o n  d'un poiynôme, même à c o e f f i c i e n t s  non constants ,  par  rapporf à l a  var ia-  

b l e  muette. 

S o i t  p(X,.) un polynôme en A à c o e f f i c i e n t s  non constants ,  

(i 1 , i - 0 P(X,.) Y i  E N  p ( A , . )  - 
1 

33, 

Cet te  d é r i v a t i o n  é t a n t  e f fec tuée  comme s i  l e  polynôme é t a i t  à c o e f f i c i e n t s  

constants .  

11.1 - Blocs de Jordan. . --------------- 

Caris l e  cas  où tcus  l e s  b locs  A de LE(.)  ( I I - ~ )  sont  de  Cordan on ii 
modélise l e  système (11-1) à l 'a icie  d'üne forme t e l l e  que (11-12: : 

1 ' r-l 
g ,  ( - 1  

: 

(11-12) FI(. )=  

"' ' " - - 1 -  - - - - - - . ,  
r 

I 

a - -  - - - -  - , - . l a  

.-- - - - - - - - - -  
O : h  1 

P-1 \O 

\\i 
O 'X 

r-i 
I - - - - - - - - -  



Nous poserons de plus : 

Le polynôme symboliqüe de F ( .  ) sera noté p(À $ .  1. 1 

Nous dfimontrons (annexe II-A) la proposition suivante qiii donne l'expressii 
1 

des termes nor. constants g . .  fonction des Xi et des termes nîn constants ini~i; 
7 fl(.>. 

où F, ( . ) d é @ X e  en ( 7 7 -  1 2 j et y l e  vecteur, W d e   IR^ ccïniidohé. LU X m e j  1 
I 

non corn,- v ! ( .  ) o o n t  dé6Lnis de pnoche en ,wo&e p i n  le, z e e a t i o n a  : l 

"1 ~ 



Suivant l a  Ilature du système (ordre  du système é levé ,  o rd re  des blocs 

de Jordan élevé,  moyens informatiques, ..J il sera  p ré fé rab le  d'employer 

une formulation p l u t ô t  que l ' a u t r e  pour dsterminer l e s  sommes cherché-S. 

Le cas p a r t i c u l i e r  où t o u s  l e s  b locs  diagonaux son t  de Jordan simple 

( Y i  5 il,. . . , p l ) ,  ri; = l), permet ce ye-crouver l a  forme en f l è c h e  mince rappelée 

précédemment (11-6). 
I l  fau t  remarquer que p ( X , . )  e s t  un polynôme dont l e s  coe f f i c i en t s  

* 
sont Ues fonctioils a f f i n e s  des  termes non-constants fi. 

I l  en e s t  de même pour l e s  po i j jônes  d é r i v i s  de p(A,.). De p l u s ,  l a  déterinination 

des termes non constants  de F',(.) ne f a i t  i n t e r v e n i r  que des corrrbinaisons l i n é a i -  
.h 

r e s  de t e l s  polynômes en des po in t s  p a r t i c d i e r s .  Par  consiqilent l e s  t e r n e s  

non constants  de F ( . j  seront  des fonct ions  a f f i n e s  des  trrmes non conscants 
1 

fl(. ) de A ( .  ). Cet te  remarque se trouvera v é r i f i é s  pour tou tes  i e s  formes que 
i 

nous aborderons pa r  l a  s u i t s .  

l 
l 11.2 - Blocs ..................... Se rotation simgle. -- 
1 

Nous envisageons daris ce  paragrzphe l e  cas où t o u s  blocs A de FE(.) 
i i 

sont  de l a  forme : 

Cn modélise a l o r s  l e  systène p a r  l a  forme en f lèche  épa i s se  F (. ) (11-13). 2 



-b.a i a i ,  
a - - - _ - -  • - \  

i 

b 
"r-1 r-i 

- 2 ( r - l )  = q- î .  

On pose l e s  n o t a t i o n s  s u i v a n t e s  : 



L'expression des ternes non constants de F (.) est donn6e par la ?roposition 2 
suivzntc dont la démonstration est proposée Annexe II-B. 

Le ay~.tgine ( 11- 7 ) ped Z&e nepke6 W en ttéghe Gbne, apka change- 

MM de b u e  patr 

Tous les termes de F ( . )  sont donc réels et les termes non constants 
2 

sont des combinaisons linéaires des termes non constan% P'. ( .  ! de A(. ) 
1 

(cf. remarque précédente!. 

11.3 - Blocs de rotation. ----------------- 

Nous avoris étudié précédemment le cas de ~locs diagonaux à valeurs 

propres réelles simgles ou multiples puis à valeurs propres complexessimples 

Afin de compléter cêtte étude nous envisageons maintenant une représen- 

tation sous forme en flèche épaisse dont les blocs de 13 diagonale principale 

sont des blocs de rotaticn, correspondant à des valeurs propres complexes mui- 

tiples. La matrice d' évc,liltion est 3lors du type ( II- i 4 )  : 



I  I  - 
I  I  l  

4-. I  1 - 1 -  
I  I r i 1  

V I  I  I I -  
& I  .............. I 

ln t 
I  

1 m" I bd( 
I  f 

I I  I  
I  I  I  
I  I  I  

- - - - A  1-----4 
I I  

t 
t 

I 
I  ' r l  .ri 

O -1 ,JI II! 

1 t 

.rl . r i '  
.Q r d '  

1 



j j b )  Nous d é f i n i s s o n s  des  fonc t ions  S.  e t  D .  des  c o e f f i c i e n t s  de  l a  
1 1 

d e r n i è r e  colonne de F ( . )  comme s u i t  : 
3 

C )  Pour t o u t  n  de B, r?(A) e t  c l (  A) s o n t  des polynômes r é e l s  d é f i n i s  
1 1 

par  l e s  p a r t i e s  r é e l l e s  e t  imaginaires  des puissances n  ième de 

(A - pi). 

mini (p ,2 j  ) 
C s - j  s 22j -s  n  .-3. f ai = 

j j  
S I  C j  Cp ( i b i ) 2 j - s [ ( ~ i ( ~ )  r (A))(?-') 

s= j  i 

mini ip ,2 j  ) 
C 

ni- j  
S i  c s - j  c i  22j-s (i bi )2 j - s  [ ( R ~ ( x  1 c ( A ) )  (P-SI 

3 s= j  J A = ~ ~  

A l ' a i d e  de ces  n o t a t i o n s  on peut  énoncer l a  p ropos i t i on  3 dont une démons- 

t r a t i o n  e s t  donnée annexe 1 I . C .  



Le syaXème ( 11-1 1 p e d  i3xe trepnaenté, en tréghe abne ,  apha change- 
ment de 6 a e  p u t  

où F ~ ( ,  ) ut tu @une dé&hie en 1 1 - 1 4  et y l e  vecteun état de nq considehé. 
L e 6  tmu non COIL~N S! et D! hont dédUU6 de poche en ~ o c h e  d l ' a i d e  

1 1 

d u  n ~ o m  : 

Yi E {i,. . . ,r-lj 

Le tume de pointe ut donné p m  : 

j j Le fait d'obtenir de proche en proche les termes S. et D. à l'aide de 13 
1 1 

proposition précédente permet d'avoir immédiatement les termes non constants 

de F 2 ( . ) .  

En effet de la notation b) vient la relation (11-15) : 



Dans l e  cas p a r t i c u l i e r  où tous  l e s  b locs  A . .  son t  de dimension 2 
11 

(ni = i), on retrouve l a  proposi t ion 2.  

Les t r o i s  proposi t ions  que nous venons de v o i r  peuvent ê t r e  regroupLs 

en une seule .  

11.4 - Cas général. ---- -,.---- 

Nocs venons d ' é t u c l e r  des r ep résen ta t ions  Ges systèmes à non-l inéari tés  

de rang 1 par  des formes en f l ache  dont tous  l e s  blocs de l a  diagonale de 

p r inc ipa le  é t a i e n t  d'une seu le  s o r t e  : s o i t  de Jordan, s o i t  de r o t a t i o n .  

N o  ?résentons dzns c e t t e  p a r t i e  l e  c s s  généra l ,  c ' e s t  à d i r e  lorsque  l e s  

b locs  A (11-10) sonr quelconques. Cette  modélisat ion implique z13rs une ii 
matrice d 'évolut ion de ia forme (11-16 ) .  



n 
B.(.) E IF. j 
1 

Yk E El, ..., t} si k t j alors Xj t Xi 

P.. 
j j 

I 
T k c  { t+ly ..., r-l) si j' k alors a a ou 1 b.1 1 bd j k I 

La détermination des termes non constants fonction des paramètres arbitaires 

et (ai, b. est docnée par la proposition 4. Cette proposition, comme nous 
i 1 

i'avocs dé j2  dit, regroupe Les trois pr-opositions précédentes. C'est poulnquai 

son énoncé sera étabii à l'aide de celles-ci. 



Le qs.tème (11-1 1 peut ettLe treptrZ~&é en 4 é q i . m ~  fibtre, a p &  changement 
de bane pm 

où F~(. ) e6.t la ~ o m e  dédinie en ( 11- 161 et Y t e  vecteun éM de niq covaidbé. 

Le t m e  de pointe, non cojzrla2m-t 156.t donné p c ü ~  : 

L e 6  vecleum non cova&wu% in;tu~venavLt danb la dianifie colonne honit détehminé~ 

pm : 

I 

ptroposia5on 1 en convenant de tremptacen R~ (A 1 ~ C V L  : 

t n r-1 2 2 nj 
 ri(^) = n (A - A.) j n ((A - a.) + b.) 

j =i 3 j=t+l I 3 
j ri 

* ri e {t+i,. . . ,r-i} lu composantes de B~(. ) 6 0 n t  donné156 .la 

poposLCLan 3 en convenant de t r m p l a c ~  Ri(X) pm : 

t n r-1 2 
n 

2 j R~(A) = n (A - A.) j n < ( A  - a.) + b.) 
j = ~  7 j=t+i I 3 

La démonstration de cette proposition, comme celles des propositions précédentes, 

est basée sur le calcul du polynôme symbolique de F (.). Par multilinéarité du 
4 

déterminant, ce polynôme symboliques.edécompose en une somme de trois termes ; 

l'un de ces termes fournit à l'aide de la démonstration de la proposition 1 les 

termes non constants correspondants aux blocs de Jordan, un autre fournit à l'aide 

de la démonstration de la proposition 3 les termes non constants correspondants 

aux blocs de rotation. D'où l'énoncé de la proposition 4. 

Une fois déterminé la matrice d'évolution en régime libre, il suffrt 

d'appliquer la méthode précisée au chapitre 1 ( 5  11.1, 2 )  pour détermi~er 

l'équation d'état en régime dynamique. Le choix des paramètres intervenant dans 

la diagonale principale de la forme en flèche épaisse proposée permet alors de 

préciser la forme de la dernière colonne de la matrice d'évolution et du vecteur 
de commande, Ce point de vue généralise de précédents travaux C 2 2 ,  251.  



I I I  - APPLICATION A LA REPR~SENTATION DES SYST~MES LURE' POSTNIKOV 
MONOVARI ABLES, 

Les systèmes Lure' Fostnikov   no nova ri ables ( c h a p i t r e  1,. 1.2.4) cons- 

t i t u e n t  une c l a s s e  p a r t i c u l i è r e  de systèmes à non' i inéari tésde rang 1. 

III .l - Eguation d ' é t a t  en régime dynamique. . - --------------------- --mm- ---- -- 

Les syç-cèmes Studiés  c l a c ~  c e t t e  p a r t i e  s o n t  ceux présentés  figure 5 

du chapi t re  1, dont nous rappelocs l a  s t r u c t c r o  f i g ~ r e  10 . 

Figure 1C. 

avec 

f * ( ~ )  e s t  l e  gain équivalent  non constant  d é f i n i  pa r  : 

* 
Nous noterons par  l a  s u i t e  f (E) = f*. 

Dans t o u t  ce q u i  s u i t ,  l a  p a r t i e  l i n é a i r e  de fonct ion  de t r a n s f e r t  ~ ( p )  

e s t  supposée ê t r e  non dégénérés C271 , c ' e s t  à a i r e  que ~ ( p )  e t  D(p) n ' o n t  

auciln zéro commun. 



Il vient la représentation d'état en régime dynamique sous forme 

compagnon 

x vecteur état, x E  IR^ 

e(t), entrée scalaire du système 

* * 
Cette matrice est un cas particulier de (II-11, en posant f . ( . )  = f 

1 

, pour tout i. Le polynôme symbolique associé à cette représentation 

est directement calculé à partir de W(p) sous la forme (11-18). 

Ce polynôme symbolique constitue un invariant de représentation pour 

ces systèmes Cl].   ou te matrice d'évolution B ( E )  sera semblable à A(&) si 

et seulement si 

Une matrice d'évolution sous forme en flèche mince a été proposée pour 

l'étude de tels systèmes 241 . Soit F(€ cette forme, elle conduit dlaprès(ll-6) 

à l'équation d'état : 

I avec y vecteur état, y E et 



1 Ai..-..-.*.. ?!Ai. €1 - 
O q-1 C (Ai - A . )  

3 I j=l 
f(&) = 1 j * i  . I 

., pi où l e s  A .  sont des  constantes i s t i n c t e s  a r ~ i t r a i r e m e n t  chois ies .  
1 

" 

Lors ae l ' é t u d e  de ces systèmes des  r é s u l t a t s  e t  théorèmes ont  &tg n i s  

en évidence par l e  choix des  constantes A i E C l , .  . . ,q-l}, en t a n t  que roc ines  i ' 
du n.mirateilr GU da dénominateur 5e l a  p a r t i e  l i n é a i r e .  

On pect en  e f f e t  o b t e n i r  une matrice d ' évo lu t ion  avec d a m  l a  d e r n i è r e  

colonne un s e u l  terme non constact C241 ou des  ternies tous proport ionnels  e n t r e  

eux t223.  

Cependant ces r é s u l t a r s  ont  é t é  l i m i t é s  au c a s  où l e s  r ac ines  des polynô- 

nes considérés é t a i s n t  r é e l l e s  e t  d i s t i n c t e s .  L' app i i ca t ion  aux systèmes f i g  * 10 

des p r o p s i t i o n s  énoncées dans l a  p a r t i e  précédente va permettre de pou-roir 

i l a r g i r  ces p r o p r i é t é s  à des  fonct ions  de t r a c s f e r t  à pôles quelconques. 

111.2 - Modélisation par forme en flèche éeaisse C281. ------------- .................... ----- 

L'étude que ncus avons menée permet de généra l i se r  l a  forme précédente 

F(c) (11-19) en prcposaat de mod6l iser . les  systèmes Lure1 Postnikov ! f i g u e  101 

par m e  éq7ation d ' é t a t  oc la ,patrice d 'évolut ion FE!€) (11-20) e s t  sous f o m e  

en f l eche  épaisse : 



où 

- VE E IR, V(i,k) E (1,. . . ,SI 2 

. i t k<=> A. t X 
l k  

- Vc E IR, V(j ,k) E {l,.. . >t} 2 



- Y€ E IR, Y(&) E IR 

L'application de la proposition 4 ( §  11.4) au cas où l'on a : 

permet de montrer la proposition 5 qui détermine analytiquenent l'expression 

des termes non constants intervenant dans la dernière colonne de F E ( & ) .  

Pour en simplifier la présentation cette proposition sera, ici, établie 

dans le cas parriculier où les blocs diagonaux C j E Cl, ..., t), sont tous 
j ' 

d'ordre 2 ( 3  = 1). La généralisation au cas quelconque ne pose pas de problème 
j 

particuiier. 



où x e6t l e  v e o t w  etat conaid&é de nq e* FE(€)  débinie en (11-20) avec 

o € E n :  

B j l ( € )  = - - 1 '  [Réel (A)* + In  (A)*] 2b 
j 

1 = + - 1 [Réel (A)* - ~m (A)*] 
2b 

j 

avec 

Rtj 

avec : 



Dans ces  r e l a t i o n s  : l 

2 cP représente  l e s  c o e f f i c i e n t s  du binôme, i = -1. 
j-1 

p(A,€) représente  l e  polynôme symbolique d é f i n i  en (11-18 ) e t  q( '(1 , C I  l a  , 

dér ivat ion  d'un polynôme ~ ( X , E )  p a r  rapport  à X : 

Cet te  représenta t ion  en régime l i b r e  i n d u i t  une rep résen ta t ion  en régime forcé  

(11-21). 

D'après l a  méthode préc isée  au  chap i t r e  précédent (5 I I . 1 . 2 ) ,  l e  vecteur de 

commande B ( E )  e s t  déterminé par  l a  r è g l e  suivante : 
FE 

Soient ( a  ,b.l E 1Ftq x IRq, VE E IR 
1 

La forme de l a  dernière  colonne de l a  matr ice d 'évolut ion  i n d u i t  donc c e l l e  du 

vecteur  de commande. 

Les p ropr ié t é s  e t  proposi t ions  énoncies plus haut  sont i e l a t i v e s  à 

des  systèmes d e  type II, e l l e s  sont  t ransposables aux systèmes de type 1. 

Cependant dans c e t t e  étude l e s  non- l inéa r i t é s  é t a i e n t  toujours  regroupées dans 

l a  dernière  l i g n e  ou l a  d e r n i è r e  colonne : l e  système coordonateur ( c f .  f i g u r e  9)  
l 

e s t  a l o r s  non l i n é a i r e .  A l ' a i d e  du polynôme symbolique nous a l l o n s  mettre en 



8 7 

i 
l 
l 
1 

évidence une forme en flèche particulière où le système coordonateur traite 

1 linéairement une variable d'état. 

I 

I I V  - FORME EN FLÈCHE A COORDONATEUR LINÉAIRE, 

IV.l - Forme en flèche mince C291 ..................... 

Nous nous proposons, ici, de représenter le système précédemment 

défini (figure 10) par l'équation d'état (11-22). La fonctionlv'(p) est ici 

encore non dégénérée, 

O 

(11-22 ) ' x = B ( E )  x f ~ ( € 1  e(t) 

où x E IRq est le vecteur état et 

(a, 5, Y) E 3 

T * 
i (E) = [a, O ... O, -bl f 

En régime libre la dernière composante de l'état, variable coordonatrice, 

n'est plus c ,  variable traitée non linéairement. 

L'utilisation du polynôme symbolique p(A, E) (11-18) en tant qu'invariant 

de représentation a permis de montrer dans C291 les propositions suivantes. 



où D(p) e-t ~ ( p )  n ' o n t  aucun z é ~ o  cornmu. 

S ' l e  e x h t e  A, E IR t e l  que  Le poLyn6me P(A) déd- p m  

. L u  zénab d e  ~ ( p )  b o n t  tau6  d i n a n u 2  na.tib 

- pi , i E 2 . . . - 1  , -pl d ' a  e x i d t e  

& o u  Le dyd.tème p u t  Eake n e p h i b e n t é  p m  L' éyuaLian d' W ( 1 1  - 2 2 ) a v e c  



o ù  D(p) et N(p) n'ont a u u  z h o  commua . 

S &A q-2 zé/ruh d e  ~ ( p )  sant &i6$&zcts, a n / t b  Le ayhtème p u t  &e 
t~web en té ,  poun w h i d a m é ,  patt L' Squdion d t  W ( 11 - 221 , aam tuune noiz 

c~vt.).tautt ckw & ~ g o ~ e ,  avec : 

3ans l e  c a s  où l e  c o e f f i c i e n t  du terme de p l u s  haut  degré de  N(p) e s t  # 1) 

1 cn peut  s e  ramener alut hypothèses des  àeux propos i t i ons  p é c é d e n t e s  en prenant  

comme non- l inéa r i t é  F* = af*.  

IV.?. - Forme en f lèche égaisse. ----------------- a---- 

Dans l e s  p r o p r i é t é s  grécédentos ( §  IV.31, l ' hypothèse  s e l o n  l a q u e l l e  

l e s  P. doivenr  être d i s t i n c t s  ne permet qu'une r e p r é s e n t a t i o n  p a r  une forme 
1 

en f i è c h e  mince. Selon l e s  mé-chodes p ré sen tées  dons ;a deuxième p a r t i e  d e  ce  

c h a p i t r e  on peu t  modél iser  c e s  systèmes à l ' a i d e  de formes en  f l è c h e  é o a i s s e ,  

e t  c e c i  avec un coordonateur l i n é a i r e .  Les b i o c s  s i t u é s  sur l a  diagonale  son t  

a l o r s  de Jordan ou de r o t a t i o n ,  sauf l e  premier q u i  e s t  s c a l a i r e  e t  non cons tan t .  

S o i t  l r 6 q u a t i o n  d ' é t a t  (11-23) : 



(11-23) 

3ù x E IRq, vecteur i t a t  et 

l d .  L + bf* d2 ----------- dr -Y j 

A . .  = 
11 

A.. 
11 



1 1 1  
d; = (d, ,d: ,d, ,... 4:: .,d: 1, d, E I R  

1 

T 
C ( € 1  = Ca, O, ... O ,  -b~f* 

Le calcul du polynôme symbolique de BE(&)  et l'utilisation de la 

démonstration de la proposition 4 permet de montrer les deux propositions 

suivantes. Celles-ci permettent d'envisager les propositions 6 et 7 lorsque 

les zéros du polynômes P(h) sont multiples ou complexes. La proposition 8 

considère, pour un dénominateur de degré q, un numérateur de degré q-1, et 

la proposition 9 un numérateur de degré q-2. 

où D(p) et N(p) n'ont aucun z&o commun. 
Soient A,, hl 6 IR, et un polynôme. Q(h) de degirE O ou 1, qur l e  

poLynÛme P( h ) dédini pan : 

n m 
avec 1 ni + 2 1 n. = q-1-dOQ 

1 i=l i=n+l 



dotcn Le ayhZ8rne peuR: &e tepaésente pm L'éqmaXon dlé.ta;t 1 1 7 - 2 3 )  avec 



où N(p) & ~ ( p )  nlon;t a~~cun zetto commun. 

u l o ~  Le hyht2me p w t  étile hep&& enté., pow un 3 donna pm et équ&un d' état 

( 1 1 - 2 3 )  avec : 



i K Yj E il,. . . ,ni) g.. 1 + d 
'1 j 

Lz proposi t ion  8 ( resp .  9 )  Fermet donc de f â i r e  iln changement de coordo- 

na teurs  iorsque  l e s  r a c i n e s  a u  pol-mômes P ( A )  ( resp .  N ( X ) )  sont  quelconques. 

Dans ce qui s u i t  nous a l l o n s  é t u d i e r  une cGasse de systèmes à non- l inéar i tés  

de rang 1 gour l aque l l e  les fomes à coordcnateurs l i n é a i r e s  sont  p a r t i c u i i è r e -  

m e m  adaptées,  il s ' a g i t  Ce systèmes à deux n ~ n - l i n é a r i t é s  

Ii1.3 - SpSnies à deux non -1 i n é a r i  tés p a l  lèles.  - ............................. --------- 

S o i ~  l e  système moncvariable non l i n é a i r e  représenté  figura 11. 



Figure 11. 

avec 

Nous a l l o n s  montrer dans c e r t e  p a r t i e  qu'uri t e i  système peut ê t r e  simplement 

représenté  à l ' a i d e  d 'une forme à coordonate.ir l i d a i r e .  I l  e s t  cependant 

nécessa're d ' é t a b l i r  quelques p ropr ié t é s  pré l iminai res  sur des systèines p lus  

complexes. 



IV.3 .1  - Polynijme s-@olique des systiimes à n o n l i r i é a r i t é s  p a r a l l è l e s .  ............................................................. 

Soi t  l e  système d é f l n i  f i g u r e  12. 

Figure 12. 

Il vient  l a  p ropr ié t é  ccncernant l e  c a l c u l  GU polynême symbolique d 'un t e l  

système . 

Le d g ~ t & n e  1 2 p u t  &e de& pm une xep/r& evttcLtion d' 

don t  Le pulynüme /~ymboLique csrlX : 

j t i  



) Démonstration. 

l 
I 

Ce système est un système à non-linéarité de rang 1 (chapitre 1). 

Soit A(€) une forme matricielle le décrivant à l'aide de l'équation d'état : 

Le polynôme symbolique de A(€) est donc le polynône caractéristique instantané 
* 

de A(&), calculé comme si tous les termes f étaient constants Cl]. Nous 
i 

sommes donc dans le cas linéaire ; dans ces conditions en posant, pour tout i, 

- Ki, K. constant, les r chaines en parallèle de la figure 12 sont équiva- f; - 1 

lentes à un système de fonction de transfert donnée par [33] : 

j=l J 

Le polynôme caractéristique du système figure 12 linéarisé est 

Le polynôme symbolique du système figure 12 est donc (11-30). 

Le polynôme symbolique (11-30) a des racines indépendantes de l'état 

si et seulement si : 

Ainsi lorsque les r chaînes du système représenté figure 12 ne 

présentent aucune simplification d'un pôle par un zéro (toutes les chaînes 

sont alors non dégénérées), le polynôme symbolique ainsi défini peut être 

utilisé comme invariant de représentation. 



IV. 3 . 2  - Mcdé li sat icn des  svs t  imes à deux non-l inéari té  s 
,,,,-------i-i----L---------------------------- 

considérons maictenant l e  système à deux chaînes d ' ac t ion  à g a i n s  non 

ccnstanrs r e?~ésen tG Lig-me 11. 

On se propose de l e  modéliser à l ' a i d e  d'une équation d ' é t a t  f a i s a n t  

in te rven i r  l a  matrice d ' évo lu t ion  (11-35). 

où toutes les  nota t ions  employées son t  préc isées  en (11-23). 

Le polynôme symbolique, i n v a r i a m  de rep résen ta t ion  de ce système e s t ,  

d ' ap rès  l e s  considérarions précédentes : 

On d o i t  donc a v o i r  nécessairement l a  r e l a t i o n  suivante  : 

IR ? ( A ,  E )  = d e t  ( A I  - CE(cj) 
9 

De c e t t e  r e l a t i c n  v i e n t  l a  proposi t ion  suivante : 



- N ~ ( X )  et D (A) n'ont aucun zéno commun 
1 

- N ~ ( X )  et D2(X) n'ont aucun z a o  commun 

- YX a IR 

avec 

6 ' d  eerite (h l ,  d l ) .  hl E IR, X I  didfinot de tatoua Le,  - pi, i E { 2 , . . . , t l ,  

dl ' IR - Io). 

Yh a IR Dl(h) D2(A) - (A + hl )  D2(h) N1(h) = dl Dl(h) N2(h) 

& o u  ce A yhtème peLLt &e hephaenté j3ah L'éq&on d 1  etat : 

O 

x(t> = CE(€) x ( t )  t D(E) e ( t )  

où x e4.t Le v e o t w  éXa.t connid&é, CE(&) e n t  dédini en (71-35) avec 

5' ) Les d .  sont donnb pair Pn coiure,pondance EtabLie dam l e 4  
1 

pt~opt&&tb phécédente4 avec cependavtt 



Démonstration. 

Soient les polynômes : 

Il vient : 

* 
(11-38) det (I - C E ( E ) )  = (h + hl) R(X)  + dl S(h) + fl R(h) + f 2  s(h) 

9 

l'égalité des polynômes symboliques fournit : 

On en déduit les relations 1) à 5 ) . 
Ces résultats permettent la mise en équation, donc l'analyse et la synthèse 

des systèmes en parallèle lorsque les gains non constants ont leur entrée 

commune 



Les  r é s u l t a t s  p ré sen té s  dans ce c h a p i t r e  permettent  de déterminer  

l e s  c o e f f i c i e n t s  d'une forme en f l è c h e  é p a i s s e  pour modél iser  l e s  sys- 

tèmes à non- l inéa r i t é s  de rang  1 .  L a  mise en équat ion d ' é t a t  en régime 

dynanique e s t  a l o r s  immédiate . 
l Dans l e  ca s  p a r t i c u l i e r  des  s y s t  ;mes Lure 'Postnikov monovariables 

deux formes en f l è c h e  é p a i s s e  sont proposées.  Dans l a  première t o u t e s  

l e s  n o n - l i n é a r i t é s  sont regroupées dans l a  de rn i è re  colonne : l a  der-  

n i è r e  composante d ' é t a t  e s t  t r a i t é e  non-linéairement . Dans l a  deuxième, 
, 

il y a changement de coordonateur : l a  mat r ice  d 'évolu t ion  ne compor- 

t e  p l u s  que deux termes non-constant S .  Le choix a r b i t r a i r e  des  termes 

in te rvenant  dans l e s  b locs  diagonaux détermine l e s  te rmes  non-cons- 

* 
t a n t  s ' fonct ion du gain non- l inéa i re  f . 

Nous nous proposons dans l a  s u i t e  d ' e x p l o i t e r  c e s  r é s u l t a t s .  
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ANNEXE II-A : 

Démonstration de la proposition 1 

Pour tout i de { 1,. . ,r-1) ,on a les relations suivantes : 

alors det (11, -A. . )  = (A-A. lni 
i 11 1 

posons : 

il vient 

Ari =[1 Y . . ,  

la relation 

I ( A-A, 

1 n. 
1 j - 1 A 1  A..) A. = - 

11 lr ( Z (A-Ai) - z Pi<. 1 1 i (A-Ailni j=I k= 1 

Utilisons le Théorème,rappelé au chapitre II(§ 1-2-1) ,il vient alors : 
r- 1 r- 1 

det(h~~-~~(.)) = (A-gr(.)) ïi ( A - A ~ ) ~ ~  - 1 R~(A)Q~(A) 
i=1 i=l n. r- 1 1 j 

avec R~(A) = iï (h-hl)"i et Qi(A) = 1 (A-A. 1'-' zgi(.) 
1= 1 .i=1 '-, k=l 

On doit avoir identité des polynômes symboliq~es~soit : 

det(X1 -F ( . ) )  = p(X, . ) 
9 1 

où p(X, . ) est défini en (11-2) du chapitre II . 
De cette relation,on tire les égalités suiventes : 

1 
! ou (m) représente une dérivation par rapport à A d'ordre m et 

(P les coefficients du binôme . m 



Pcsons la notatioc : 

Les sommes ainsi introduites sont aiorr déterminées de oroch9 en 

proche à l'aide 6es égalités précédentss.0n â donc les relations sui- 

m . .  n -  1 + s; =- - 
a=x . 

1. 

u l ~ n  : Compte tenu de la rela*' 

les Ç? permettent 2e calculer l'un après l'autre les coef- 
1 

ficients non constants de la forne matricielle proposée FI ( . ) .  

La deuxi2me formulation o~tenue se démcn-tre alors inmédiatement par 

récurrence . 



Pour 5mt i de (1,. . ,r-1) ,on a l e s  re la t ions  suivantes : 

s o i t  - b.  2x2 
Aii -[-ti ai] 9 A i i  

a lo rs  det A i  = A - )  2 +b. 2 
1 

i i yosons : A . = [ i , : ]  e t  ~ ~ ~ = [ g ~ ( . ) , g , ( . ) ] ~  r l: 

il vient  l a  r e l a t i on  : 

Le pulynome sym~oliqiie d e - l a  forme yé(.) a donc pour e-xpressian : 
r- 1 2 2 

r- 1 
det  ( ~ I ~ - F ~ ( . ) )  = ( A - g r ( . ) i n  ("-a.) +b. - 1 R ~ ( A ) Q ~ ( A )  1 

i = l  
1 i=1 . 

A - 1  

I avec Ei(A) = iï 
1= 1 

Introduisons un complexe ?i: ,associé à Aii.et dé f in i  par  : ui = a.+ib 
J. i i '  

1 ' i d e n t i t é  des ooîJ-nÔmes symboliques fourn i t  l e s  re la t ions  : 

+ r - 1  , # 0 s o i t  : 

J. 

Tous l e s  coeff ic ients  de F ( A , . )  sont réels ,on a de plus  : 

- 
où indique l a  conjugaison dans l e  y l a n  omplexe.De c e t t e  

remarque , il vient  : 



Soient les relations de la proposition 2 . 



i!uII'JEXE II-C : 

1 - Lemme preliminaire 
Afin de démontrer la ~ropositFon 3,il est ngcessaire d'énoncer le 

lemme suivant : 

où (pl déaigne une d W v a t i o n  d'ot&e p pm irappo/~î à d e-t CC? 
1 

aovct Ca c o e d f i c i e m  du binôme . 
2 2 Démonstration : Soient u = (A-a) +b et Li = a+ib 

n 
a) pour tout entier n, u est un pol-môme de degré 2n;ainsi 

pour tout entier p !p>2n 1 , (1") (PI est le polynôme nui . 
b) soielit v = A-p et w = X+p , alors pour tout couole 

d'entiers (n,p)(p~2n) ,on a : - 
(,p)(~) = (vnvn1(3) 

or (vn)("' = n(n-l)..(n-kt,) v n-k 

et (vn)(~-') = n(n-~)..(n-~+k+l) w n-p+k 

Ainsi au point X=1-i seul le terme,dans la some précédente, 

correspondent à 1 ' indice k=n est non nul. Il vielt alors : 

Or on a les relations : + w = 2ib 
d=u 

+ Cn n! n(n-1) . . (21~.-~+1) = 
P 

c;-" p! 

ce qtli termine la démonstration . 



II - Démonstration de la 9ro-osition 3 

Les notations employées 2aas cette déncnstration sont celles 

précis6es au chapitre II ( $  11-3) .Pçsons ,de plus ,pour tout i de 

Il vient ,pour tout i de (1,. . ,r-1) ,les relations szivantes : 

avec Vj~{l,. . ,ni} 
1 

1 

( (A-ai)'+bi2)j 1 1 
De ces relations,on tire : 

. -1 1 

3.  
1 

1 ((A-a. )2+b:2)ni-j 
1 - ; = 1 

k-j+1 
k a 3 2n.-j i 2 i i 1 - - + b i  .. ) 1 

j=1 "? 
1 



Soit : 

En posant âi(X) ,le terme en r'rcteur dans cette eqression,il vient : 
r-- 1 r- 1 2 2,n 

det(A1 -P ( . ) )  = (h-gr(.))Ii ((A-ai) +bi ) i - Z R_(A)Q~(A) 
s 3 i= 1 i=l A 

A(. ) et F ~ (  . ) sont sernblaoles si on a identité des polynbrnes symboliques, 
de cette iiientité cn tj.re les relations suivmtes : 

P o u  simplifier la dénonstration,nous omettrons dorgnavsnt le terme 

j camportant D.;le facteur correspondant à ce terme sera obtenu à partir 
1 

des résultats dcnnant cehi de S? en remola~srit r?(i) par C!(X). 
1 1 

2 -  2 Posons u = ( A-ai ) coi ,pour tout i de { 1 , . . ,r-1). La relsticn b )  
i - 

s 'écrit dors ,pour tout q de {O,. . ,n,-1) : 

1 Soit a. le facteur,dans cotte eqrsssizn,ùe ~f+l;compte tenu du lemne 
1 1 

prélininaire Il s'&rit : 
9 min(k,21) 

i 
n. -1 

(q-k)(A)l Z a. 1 = Z C-[R~ (A)] (k-j) [(ui)ll (j) 
k=l * "i j=l ' i 'i 

Ainsi lorsque 1 est strictement supérieur à q le coefficient al est 
i 

nul.Au contraire lorsque 1 est inférieur à q,deux car; sont  à considérer, 



ce qui donne : 

A l'aide du lemme préliminaire et des relations obtenues en 1) et 2), 

il vient dans tous les cas : 

1 Le coefficient Bi , facteur de DI+' dans la même expression est 
1 

1 n -1 n. -1 obtenu à partir de ai en remplaçant r.i par c.1 .Il vient alors : 
1 1 

dans cette expression les termes en facteur de SP" et D?' s'écri- 
1 1 

vent de façon plus simpleYsoit : 

Ces relations,ainsi que tell-es qui pré~èdent~permettent de montrer 

la proposition 3 . 



CHAPITRE I I I  

APPLICATION A L'ANALYSE 
DES SYSTÈMES MONOVAR IABLES 

DE TYPE LURE'POSTNI KOV 





1 

1 L'analyse des sys~èmes  non l i n i a i r e s  dépend de l a  représenta t ion  zdoptée 

nous proposons, dans c s t t s  p â r t i e ,  d ' é t u d i e r  la  s t a b i l i 5  des systèmes L u r e '  

Postnikov nanovâriables à l ' a i d e  Ces ~ o d é l i ç a t i o n s  présentées a u  cours du 

l c h a p i t r e  précédent.  

Après a v o i r  rappelé quelques défi ;zi t ions de base concernant 12 s t a b i l i t é ,  

nous rappelons c e r t a i n s  c r i t è r e s  qui  pem.et tent  son étude. NOUS montrons e n s u i t e  

comment l e s  zeprgsentât ions d'étzit  proposées au  c h a p i t r e  II son t  p a r t i c u l i è r ~ m e n t  

adaptées à. l a  mise en oecivne de ces m&mes c r i t è r e s .  
Des travaux a n t é r i e u r s  peuvent a l o r s  ê t r e  i t endus  à de p l u s  l a r g e s  c l a s s e s  

de systèmes. 

Dans un d e r n i e r  temps nous montrons que la néthode de synthèse d'Evans 

r e l a t i v e  aux systèmes l i n é a i r e s ,  peut ê t r e  u t i l i s é e  dans  l ' a n a l y s a  des systèmes 

non l i n é a i r e s  [40 ] . 

1 - i y l É ~ ~ ~ ~ ~ ~  D r  ÉTUDE DE LA STABI LITÉ 

1.1 - Définitions. ----------- 

Les systèmes monovariables de type Lure' Postnikov ont  é t é  d é c r i t s  a u  

cours  du chap i t r e  II ( f i ~ r e  10). Ces processus, dont ncüs rappelons la s t r u c t u r e  

f i g u r e  1, sont  cons t i fués  d'une p a r t i e  l i n é a i r e  de fonct ion  de t r a n s f e r t  W(p) 
* 

bouclée par  un gain  non cons tan t  f ( €1  dépendznt du s i g n a l  d ' e r r e u r  €. 3ans t c u t e  

la s u i t e  f * ( ~ )  se ra  noté f * .  

F iqu re  1 



* 
avec V E  E IR - (0) f ( z )  = f .E, 

, non dégénérée C 27 1 W(p) = - 
D(p) 

Soi r  x ( t )  un vectetir é t a t  c h o i s i  pour modéliser l e  processus. L'étude qu i  n 

ê r r e  senée ana lyse  la s t s b i l l t é  de l ' o r i g i n e  x = O, pos i t ion  d ' équ i l ib re  de 
e 

ce système. La s t a b i l i t é  é t s n t  c a r z c t 6 r i s é e  par  l 'me des d é f i n i t i o n s  su ivantes  

S i  l ' o r i g i n e  e s t  s t a b l e ,  p a r t a n t  d'un v ~ i s i n a g e  suffisamment p e t i t  ce O,  

la t r a j e c t o i r e  r e s t e r â  dans un voisinage a r b i t r a i r e  de 3 .  

V t ,  2 0 3 6 ( t  > 0 / lxo/  1 < G(to) => i i m  x ( t y x o , t o )  = O 
O 

'L3+co 

L' o%he enX gLobdemevLt abymplto;tiquement aitable a i  & L e  at h.tabLe 

et h i  tulLten L u  ~ 5 a L ~ v l s  , twdent v a  O qumd t tend v m  +=. 

Quelque s o i t  l ' é t a t  i n i t i a l  d ' d  l ' o n  p a r t ,  on converge a u  bout d 'un 

temps i n f i n i  vers  0. 



1.2 - Rappel de quelques méthodes particulières d'étude de la stabilité. ................................................................. 

I Pour ana lyse r  l e s  systèmes p résen t i s ,  on u t i l i s e r 5  essent ie i lement  deux 

xéthodes : 

- l e  c r i t è r e  p ra t ique  de Borne e t  Gentina C341 qu i  permet 

d 'appl iquer  à c e r t a i n s  s ~ ~ s r è n e s  non l i n é a i r e s  la conjec ture  

du l i n é a i r e  

- l a  méthode d inecta  de Lyopuncv C351 en u t i l i s a n t  une fonction 

cândidate  de type quadratique p lus  i n t é g r a l  [3S, 371. 

Ces deux approches u t i l i s e a t  une représenta t ions  des  systèmes sous l a  

forme équation m t r i c i e l l e  d ' é t a t  e t  ont  m i s  en évidence 1 ' importance d'une 

modélisation de tme forae  en f l è c h e  C251. 

Comme nous l 'avons zxppelé, les systsmes f i g u r e  1 sont  des systèmes à 

non- l inéar i tés  de rang 1 donc modélisables par  une matrice c l f ivolut ion  à une 

seu le  l i g n e  ou colonne non constante .  S o i t  lâ repr6senta:ion du système 

f i g ~ r e  1 par  (111-1) : 

Dans (111-11, A ( & )  ou A ~ ( E )  e s t  semblable à l a  ?orme en f l èche  mince F ( E )  

i I I I - 2 )  : 



avec  
A 

K* = - V i  E il,. . . ,q-ll q-i 
i 

(Ai - j =I. 
j t i  

où - ( A ,  E )  = C(X j i F*N(x), polynôme symboiique a s s o c i é  au  systÊme f i g u r e  i. 

1.2.: - C r i t è r e  p r a t i q ~ e  de  aorne e t  Gentina - Conjecture l i n é a i r e .  ---------------------------------------------------------- 

Le concept  de norme v e c t o r i e l l e  C71 u t i l i s é  Far  Borne e t  Gentina e t  

la notion de systèmes p s e u d r m j o r a n t s  [5,g] les  a condu i t  à énoncer l e  c r i t è r e  

p m  t i q u e  s u i v s n t  : 

Critère. C81 

Si clau ( I l l -  1 ) , A (  E )  a b u  EXSrnettt6 non-covl~2amk tegtrcupén ciam 

une e d e  fi-gne ou ufle n e d e  colonne ; 2 ' 2 q ~ f i b h e  xe = 0 de !III-1) 
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Dans 1s c a s  p a r t i c u l i e r  GÙ l a  m t i i c e  A ( E )  e s t  à t e rnes  hc r s  dizgonaux 

1 tous p o s i t i f s  i e s  condi t ions  inposées par  l e  c r i t è r e  in terv iennent  directement 

I sur la matrice. 
l 

Il y a  a l o r s  v a l i d i t é  de l a  conjec ture  du l i n é a i r e ,  c ' e s t  à d i r e  que l ' a p p l i c a t i o n  

l du c r i t è r e  de Kotelianskg ' r e l a t i f  aux systèmes l i n é a i r e s )  peut  ê t r e  menée s u r  

c e  type de systèmes non l i n é a i r e s .  
l 

l h n s  c e  sens,  BenrejeD a  démontré l e  théorème suivant  qui préc i se  une 

première c l a s s e  C de systèmes v é r i f i a n t  la conjec ture  du l i n é a i r e .  

S i  Le ayhltème $.Qwr:! 1 a la pôX~~5 at Lee6 z f i a h  de iIip) aetemé4 at 
~R;Lictemen;t n é g d 6 n ,  une cana!iXan de n f t b U é  asympa'm2yue g l a b d e  de 0 ~ . t  : 

Dans is c a s  où l e s  po les  e t  l e s  zéros de W(p) ont  l a  conf igura t ion  

indiquée F r  l e  théorème III-:, l e s  kl in tervenant  dans l a  f o m e ( I I 1 - 3  son t  

tous cons tants  e t  p o s i t i f s .  

1.2.2 - Méthode d i r e c t e  de Lyapunov. ........................... 

La méthode d i r e c t e  (ou seconde méthode) de Lyapunov e s t  basée s u r  l e  
l 

choix d'une fonct ion  p a r t i c u l i è r e ,  candidate  à Lyapunov . 



Lorsque l e  théorème précédent,  concluant  2 l a  s t a b i l i t é  asymptotique 

e s t  v é r i f i é  sacs  r e s t r i c t i o n  sur t o u t  l ' e s p z c e  d ' é t a t  e t  s i  l a  fonct ion  v(x1 

s a t i s f a i t  à la propr ie t é  : 

( e l l e  es3  a l o r s  dite "non bornée en raycn") 

l a  s t a b i l i t é  e s t  asymptotique g lobale  C441. l 

Pour é t u d i e r  l e s  sys tènes  f i g u r e  1 des  fonct ions  candidates à Lyapunov 

de type quadrztique p lus  i n t é g r a l  ont  6 t é  proposées pa r  Lwe '  C361. Notamment, , 

l 'emploi  d'une forme en f l èche  mince a permis à Richard de non t re r  l e  thÊorème 

suivant  : 

cl L e s  z0.0~ Ai de D ' ( A )  = ~ ( 1 )  D(o) N ( A )  hont tau /rZ& -No 
dAAinct6 at fiégatida ( o u  &J . 

1 

La démonst~at lon  de c e  théorème e s t  basée sur l e  f a i t  q e l e s  propr i4 tés  'f 
imposées 3u système impliquent unenacrice d févo iu t ion  2e t ype  pseudo-antis~métriquel 

[38]. Cependant dans l e  c a s  où c e t t e  p ropr ié t é  n ' e s t  pas  v é r i f i é e ,  on peut encore 

u t i l i s e r  la même fonction candidaee à Lyapuncv. Une m j o r a t i o n  de la dérivée permet 



1 i 9  

a l o r s  de conclure C361. 

l Les théorèmes quenausvenoris de rappeler  ont  m i s  en évidence l ' i i iportarice 

du choix des t e m e s  de 1s diagonale p r inc ipa le  dans une forme en f l èche .  C ' e s t  

l c e  p o i n t  de vue que nous déveloopeluins dans l a  s u i t e ,  appl iqué  aux formes en 

f l eche  épaisse.  

I I  - STABILLTÉ DES SYSTIHES MONOVARIAaLES DE TYFE LURE' POSTNIKOV 
I 
l Cet te  p a r t i e  e s r  consacrée à l ' ü r i l i s a t i o n  des c r i t è r e s  précédents  de 

s t a b i l i t é ,  pour l e sque l s  l e s  formes en f l èche  épa i s se  pnopos4es au  c l h p i t r e  II 

sont  par t icul i s rement  adâptées.  Ces formes é t a n t  des modélisat ions poss ib les  des 

systèmes f i g u r e  1. 

11.1 - Choix des blocs de la diagonale principale. .......................................... 

Divers auteurs ,  en u t i l i s a n t  la  forme en f lèche  mince (111-2) onr  propos& 

de prendre des va leurs  p a r t i c u l i è r e s  pour l e s  A de façon à c e  que les q-1 pre- i 
miers t e rnes  de la de rn iè re  colonne de l a  matr ice d 'évolut ion  so ien t  cons tants  

c25, 591 ou tous  proport ioncels  à uz néme terme non constant  [22, 401. Dans de 

t e l s  cas  l e s  X i E (1, .  . . ,q-1) sont  a l c r s  l e s  q-1 rac ines  r é e l l e s ,  t o u t e s  i' 
d i s t i n c t e s ,  d 'un polynzme de Segré q ou q-1. 

Les proposi t ions  énoncées a u  c h a p i t r e  II concernent une forme en f lèche 

dont l a  diagonale e s t  cons t i tuée  de blozç diagonaux de Jordan (terme h, 1 e t  de 
* 

r o t a t i o n  (termes a e t  b.). E l l e s  permettent d ' a f f i rmer  que pour tol.it choix des 
j I 

d i s t i n c t s  e t  des cocples ( a i ,  bi ) d i s t i n c r s ,  l a  derniore  colonne de l a  fcrne i 
( 11-20) e s t  formée de termes y .  ; 6 .? , avec y .  e t  6 .  r ée l s .  

1 1 i 1 

Nous pouvons a l o r s  généra l i se r  l e  point  de m e  précédent s u r  i e  choix Ges 

A. dans une forme en f l èche  mince en énonçant 1s p ~ o p r i é t é  s u i ~ n t e  : 
1 

Yi E CI., . . . ,SI  Vk E { O , .  . . , n  -1) 
i 



= C => a.!&) = a vecteur  c o n s t a n t  
1 i 

* * = 0 => ai(&) = f a. où a e s t  un vecteur cons t an t  
1 i 

Yj E C i , .  . . , t )  Yk E {O,. . .,m -1) 
j 

* [ N ( ~ )  = O => B .  ( E )  = vec teu r  c o n s t a n t  
j '  j  I 'j 

* -* = 0 => B . ( € )  = i: où $ e s t  un vec t eu r  consta 
(A)ll=a .+ ib  

J j  
1 'j j  

I l  a p p a r a i t  a i n s i  que l e  c h o i x  des termes in t e rvenan t  dans l e s  b loc s  

àizqcna'lx àe  FE(E) (11-20) comme t a u s  r a c i s e s  a u  numérateur ou tous  r a c i a e s  

du d é ~ o m i n a t ~ u r  de W(p) permet d ' o b t e n i r  cne deynière  colonne dont l e s  q- l  

premiers termes son t  t o u s  p ropor t ionne l s  e n t r e  eux. Un t a b l e a u  r é c a p i t u l a t i f  de 

c e s  r é s u l t â t s  e s t  proposé en f i n  de  c h a p i t r e .  

11.2 - Etude de la stabil ité.  ..................... 

Nous a l l o n s  maintenant  e x p l o i t e r  c e s  p r o p r i é t é s  de r e p r é s e n t a t i o n  en 

é tud ian t  la s t ~ b i l i t é  Ge l ' é q u i l i b r e  x=o. C e t t e  ana lyse  s ' appu i r a  s o i t  sur le 

c r i t è ~ e  p r z t i q u e  de Borne e t  Genrina s o i t  s u r  l e  cho ix  d'une fonc t ion  candida te  

à Lyapunov de type quadra t ique  p l u s  i n t é g r a l .  

Dans l e  ca s  l e  p l u s  généra l ,  l ' u n e  ou l ' a u t r e  de c e s  méthodes permet 

de conclure  ; cependant il a p p s a i t  c e r t a i c s  c a s  p a r t i c u l i e r s  ou chacure  de 

c e s  ceux méthodes e s t  p l u s  pa r t i cu l i è r emen t  adap tée  2 l a  forme de la m t ~ i c e  

d 'évolu t ion  obtenue. 

11.2.1 - Numérateur à zéros  n u l t i p l e s  r é e l s .  .................................. 

Lorsque l e  numérateur rie p ré sen te  que des  zéros ~ g e l s ,  l a  p r o p r i é t é  

2récédente p e m r t  d ' c b t e n i r  une m t r i c e  d ' 6vo la t ion  soue forme en f i è c h e  épa i s se  

à termes ho r s  diagonaux tous  c o n s t a n t s  e t  clans l a s  q- i  p r e s i è r e s  colonnes tous  

p o s i t i f s .  

~ o n s i 2 é r o n s  N(p) é c r i t  s c~us  l a  forme : 



s n .  
N(p) = K ( p  + zi) 

1 a ï e c  ni = q-1, K E Iil e t  z z z ,  .fS i * j .  
i=l i=l i J 

11 v i e n t  d 'après  l a  p r o p o s i t i o r  1 ( c h a p i t r e  II), une r e p r & s e n t a t i o n  

en régime l i b r e  d'un t e l  système p a r  : 

où y = -a 1 
-Kf +y-bq-2 e t  

9- 1 
-- . 1 

n 
T - 1 où Ui c {l,. . . , s }  ai - Cai , . . . > a .  1 IR i, v e c t e u r  cons t an t  dont 12s composantes 

1 

s o n t  doncées de proche en proche p a r  l a  r e i a - ion  : 

S 
ave c R ~ ( A )  = n (hizC) n~ 

L= 1 
Ct i 



Les b locs  de Jordan, s i t u é s  s u r  l a  diagonale p r inc ipa le  sont  l e u r  propre 

pseudo-ma jorants.Une pseudo-majorante, 1 F ( & )  1 ,  C81 de F(E), sera  obtenue en 

prenant l a  valeur absolue de chacune des composantes des vecteurs a i c { l , .  . i' 
L'applicat ion du c r i t è r e  pra t ique  de Borne e t  Gentina conduit  a l o r s ,  s i  l e s  zéri 

du numérateurs sont  néga t i f s ,  a  une condit ion de s t a b i l i t é  exprimée en termes * 
de sec teurs  l i m i t a n t  l e s  évolut ions de l a  non- l inéar i té  f ( & ) .  

So i t ,  

(111-4) ( - l l q  d e t  IF(&) 1 > O 

c e  qui s'exprime p lus  précisément par  : 

i) Dans l e s  cas où toutes  l e s  composantes de tous les vecteurs a i c { l , .  
i' 

dcterminées par  l a  proposi t ion  1 du chap i t r e  II, sont  pos i t ives  il y a  v a l i d i t é  

de l a  conjec ture  du l i n é a i r e  (111-5) devient  a l o r s  : 

ii) Dans l e  cas  où tou tes  12s composantes de tous  l e s  vecteurs a i E (1, .... i' 
sont s t r ic tement  négatives,  on peut  u t i l i s e r  une fonct ion  candidate à Lyapunov 

de type quadratique. Une condi t ion  s u f f i s a n t e  de s t a b i l i t é  e s t  a l o r s  donnée par  

l e  théorème 111-3. 

Si Le a yaXèrne &igwte 1 XeR que : 



s 
( 1 ni = q-1, (zi t z <=> i . j ) )  
i=l j 

I i 
Max 

. CL 1 
( 9  1 + .ys) 

j ~ € 2 ,  . . ,ni-lJ 3 i 

où. tu ci? a o n t  d é & h d  uz (111-31. 
1 

Une comLLtian d e  s .&zbUE a s y m ~ o ~ q u e  g t o b d e  dg x=o u.t &OU : 

b 
ri& E IR - Co) a  - '1-2 

q-1 K t ~ f *  > O 

La démoristration de c e  théorème e s t  basée s u r  l e  choix de  la fonc t ion  

cand iàa t e  de Lyapmov su ivan te  [381 : 

O 
La m j o r a t i o n  des termes r e c t a n g i s s  a p p a r a i s s a n t  dans v ( x )  permet de 

conclure .  En e f f e t ,  il v i e n t  de (111-3) : 

O 

La forme quadra t ique  inajorante de v ( x )  d o i t  P t r e  d é f i n i e  néga t ive ,  c e  qui condu i t  

aux cond i t i ons  Cu théorème. 



II. 2.2 - Exemples. --------- 

Afin d ' i l l u s t r ~ r  not re  i t u d e  nous aroposons quelques exemples d 'appl ica-  

t ion .  

Io) Exemple 1. 

Soi t  l e  systsme d é f i n i  por 

La fonction l e  t r a n s f e r t  a \in zéro r é e l  doubie, nous propcsons donc ae  représen- 

ter l e  système à l ' a i d e  de l l & q u a t i o n  d ' é t a t  : 

S i  S'on pose dans (111-3 zl = 1, d 'ordre  2, RIQ ) = 1, ii vien t  l e s  r e l a t i o n s  

Les t e rnes  hors diagonaux sont  :ou= p o s i t i f s  ou nuls ,  il y a  donc 

v a l i d i t é  des i é s u l t e t s  de l a  conjec ture  du l i n é a i r e .  

La s t a b i l i t é  asymptotique g lobale  de (x, x2, €1 = O e s t  a s s u r é e s i  l ' o n  a 
L 



l 
Nous avons montr4 à l ' a i d e  de c e t  exemple que l ' o n  peut a v o i r  des 1 

1 systèmes qui  d r i f i e n t  la a l i d i t é  de l a  conjec ture  l i n é a i r e  sans que ceux-ci 

I appart iexnent  à l a  c l a s s e  C précédemment dé f in ie .  Noils g5néral iserons ce  p o i r t  
de vt?e dans l a  s u i t e .  

2") Exemple 2. 

S o i t  l e  système d é f i n i  par  

Le numéreteur e s t  i c i  identique 3 c e l u i  de l 'exemple précédent,  on peut d ~ m  

, suggérer  une représenta t ion  d ' é t a t  analogue sous l a  forme 

De même que précédemment, R1(X) = 1, il v i e n t  donc : 

a i  = - CD(p)] - 1 = - 1 - 
2 

Ci1 + a2 = - C3p i. Yp + 3]-1 ' -9 2- 
1 1  -, s o i t  (XI = - 1. 

L I  1 
O r  ;r - = - c e  système v é r i f i e  donc les condit ions d ' app l i ca t ion  CU théorème 111-3. 

L 2 2' a* 
L 

Une conai t ion  s u f f i s e n t e  de s t a b i l i t é  a ç p p t o t i q u e  de x=o e s t  a l o r s  : 



II. 2.3 - DGnominateur 2. zéros compldxes simplet . ....................................... 

Dans ua t e l  cas  ia i?ropriété du pcragrapne 11-1, permet d 'obteni r  une 

m t r i c e  d 'évolut ion en régime l i h r e  dont les zerms disposés s p i t r i q u e m e n t  

par  rapport 3 la  diagonale p r inc ipa le  son t  de s igne  opposes. Une t e l l e  fcrme 

sera étudiées a u  moyen d'une fonction candidate à Lyaplmov de type quadrat ique 

p lus  in régra l  C37, 381. 

Consiaérons l e  dénominateur D(-) é c r i t  Sotis la forme : 

avec 

I l  -7iext d ' ap rès  l a  proposi t ion  2 du c h a p i ~ r e  11: l a  repr4senta t ion  d ' é t a t  

(111-8 1 



'i2 
st fiiL é t a n t  des  reels d é f i n i s  p a r  : 

1 8 = - [Réer iS i (h) l i=  -pi+; r f In  [S. 1 i 
2 r i i i 

ave c 

Les q-1 premiers  tzrmes de iâ deAwière zolonne s o n t  p ropor t ionne l s  e t  

l e s  termes hors  diagonaux des b locs  f o r m n t  l a  diagonale  p r i n c i p a l e  s o n t  oppo- 

sés. Une fonc t ion  cendida te  à Lyapunov. de  type  qtiadratique p lus  i n t é g r a l  par- 

t i cu l i è r emen t  adaptée  à c e  =yFe de  r e p r é s e n t a t i o n  C411 peut  d t r e  proposée. 

E l l e  n é c e s s i t e ,  t o u t e f o i s ,  dans l e  ca s  l e  p l u s  généra l  l ' e n p l o i  d 'une 

1 
majorz t ion  des termes de sa dé r ivée .  

Cependant s i  pour t o u t  i dans E l  ,. . . ,t) on a  6 g a l i t 6  des termes 

1 Et i  e t  fi*,  l a  majora t ion  n ' e s t  pliis ~ é c e s s a i r e ,  ce  q u i  perne t  de  nec- 

t r e r  l e  théorème su ivan t  : 

Théo@me 7 1 I - 4 .  

Si Le oijhX2mcz d i g u e  1 t& que 5 > 0 d 
q-1 

avec 



avec 2ttt = q-1 et [ (pi r pk ou Iri\ r Ir 1 )  <=> i z k) k 

a) V i  r f i ,  ..., tl,  pi 2 O et 

Une c a n U o n  de i X a b W Z  de x=o u;t : 

q0 +ïr i~ - {O} f* > Max ( O ,  - g-- 
q-1 

La démonstration de  c e  théorème u t i l i s e ,  à p a r t i r  de l a  r ep ré sen ta t ion  

(III-8), la  fonc t ion  cand ida t e  su ivan te  : 

S i  l e s  hypothèses a )  e t  b) son t  v é r i f i é e s ,  on a  l e s  r e l a t i o n s  : 

i 
- v i  E il, . . . , t )  Pil = Bi2 - Bi> ei < O 

j c l . . .  a < O 
j 



l 
1 Il v i e n t  a l o r s  d ' a p r è s  (111-8) : 

W(x) e s t  donc une fonc t ion  de Lyapunov s i  l e  ga in  non c o n s t a n t  f* v é r i f i e  

l a  condi ton de s t a b i l i t é  énoncée dans l e  théorème. 

I l  e s t  à n o t e r  que l e  choix  d'une r e p r é s e n t a t i o n  t e l l e  que (111-8) 

i n t e r d i t  l ' a p p l i c a t i o n  des  r é s u l t a t s  de l a  con jec tu re  l i n é a i r e  : en e f f e t  

l a  mat r ice  d ' évo lu t ion  possédant des  b locs  de r o t a t i o n  s imple s u r  s a  diagonale  

p r inc ipa l e ,  e l l e  ne peut  ê t r e  i den t ique  a  s a  pseudomjorante .  

Remarque. 

Dans l e  ca s  où q = 0, une cond i t i on  s u f f i s a n t e  de s t a b i l i t é  de x=O, 
O 

lo rsque  l e  théorème 111-4 s ' appl ique ,  e s t  : 

11.2.4 - Exemple 3.  --------- 

Considérons l e  syst2me d é f i n i  p a r  : 

1 Le dénominateur D(p) p ré sen te  comme r a c i n e s  O e t  l e s  complexes - l + i  e t  -1-i. 
I 
f Posons q = 0, Pl = 1 e t  r = 1, il v i e n t  : 

O 1 

O r  on a  l e s  r e l a t i o n s  : 



Réel CN(h)l-l+i = O 

ImCN(X)l-l+i = 4 

Les cond i t i ons  du théorème 111-4 s o n t  donc v é r i f i é e s ,  une cond i t i on  s u f f i s a n t e  

de s t a b i l i t é  de x=o est : 

De façon p lus  généra le ,  il e s t  p o s s i b l e  de  montrer que t o u t  système 

d é f i n i  par  : 

2 1 ~ ( p )  = p + a p  + a, avec a >2 

admet l a  même cond i t i on  de s t a b i l i t j .  

11.3 - Modélisation avec changement de coordonateur. ............................................ 

Nous avons montré dans une p a r t i e  du c h a p i t r e  précédent  ( 5  I V  ) 

que l e s  systèmes f i g u r e  1 pouvaient Également ê t r e  modélisés pa r  des  formes 

en .flèche é p a i s s e  avec changement de coordonateur  (11-23). Les b locs  diagonaux 

sont  t ou jou r s  de Jordan  ou de r o t a t i o n ,  e t  l e s  précédentes  méthodes d ' é tude  

adaptées  aux  formes en  f l èche  é p a i s s e  à coordonateur  t r a i t é  non l i néa i r emen t  

sont  encore valables .  Les formes mises a i n s i  en évidence s o n t  rappelées  dans 

l e  tab leau  r é c a p i t u l a t i f .  

Nous ne développerons pas i c i  l ' é t u d e  de s t a b i l i t é  à l ' a i d e  de c e  type 

de modél isat ion,  dé j à  menée dans [29]  , mais nous en montrerons l ' i n t i r ê t  sür 

des  exemples. 

11.3.1 - Appl ica t ion  du c r i t è r e  p r a t i q u e  de Borce e t  Gentina. 
-___-__-_---_-__-_--------------------------------- 

Considérons i e  système f i g u r e  1 d é f i n i  p a r  : 



Ut i l i sons  l a  proposi t ion8,par t ie  I V  du chap i t r e  II, avec = O il v ien t  
l 2 1 

p(p>  = A(A+l) . 

L'applicat ion de c e t t e  proposi t ion  permet de modéliser l e  système par 

l ' équa t ion  d ' é t a t  en régime l i b r e  : 

L'emploi du c r i t è r e  pra t ique  de Borne e t  Gentina conduit  à l a  condit ion 

de s t a b i l i t é  asymptotique g lobale  de x = O : 

Remarquons que lorsque c e t t e  condit ion e s t  v é r i f i é e ,  l a  matr ice d 'évolut ion  

e s t  égale  à sa  pseudo-majorante ; il y  a  a l o r s  v a l i d i t é  de l a  conjecture l i n é c i r e .  

Cependant l e s  pôles  e t  l e s  zéros de W(p) n ' é t a n t  pas a l t e r n é s  ( f i g u r e  21, l e  

système ne f a i t  pas p a r t i e  de la c l a s s e  C .  



II. 3.2 - Applicat ion de l a  méthode d i r e c t e  2e Lva~unov. 

- 
Soi t  maintenant l e  système d é f i n i  par  : 

il vient  d ' ap rès  ;a proposi t ion  7 (5 I V ,  c h a p i t r e  II)  1 = 2 e t  b = 1. 2 

La t r a c e  de la x t r i c e  d f & o l u t i o n  e s t  donnée par  l e  c o e f f i c i e n t  en p 2 

du polynôme symbolique. E l l e  e s t  donc constante.  I l  en e s t  de mSme pour chaque 

tarme de 1s diagonale de l a  matr ice.  I 

Pour ;i = 1, on o b t i e n t  l a  r ep résen ta t ion  : 

S o i t  l a  fonct ion  candidate à Lyapunov : 



133 

I l  v i e n t  

Une cond i t i on  Ce s t a b i l i t é  asymptotique g loba le  de x=O e s t  donc : 

Il  e s t  a remarquer que s u r  une t e l l e  r e p r é s e n t a t i o n  l e  c r i t è r e  p r a t i q u e  de 

Borne e t  Gentina ne permet pas  de conclure  ; en e f f e t  une cond i t i on  de s t a b i l i t é  

s e r a i t  : 

- 
O 

ciet 1 0 - 2 
' i 

/ l+f* 1 l l ' O  

S o i t  

11 t f*l < O 

c e  q u i e s t  impossible .  

111 - APPLICATION DE LA MÉTHODE DU LIEU DES RACINES A LA SYNTHE~SE 

DE SYSTÈMES NON LINÉAIRES, 

Nous nous proposons de montrer, dans c e t t e  p a r t i e ,  que l ' a s s o c i a t i o n  du 

l i e u  des  r a c i n e s  C431 e t  d 'une modél isat ion en forme en f l è c h e  mince (111-2) 

peut  ê t r e  i n t é r e s s a n t e  dans l ' a n a l y s e  des systèmes Lure'  Postnikov monovariables. 

111.1 - Représentation utilisée. 
-------mm-------------- 

considérons l e  système f i g u r e  1, il v i e n t  l a  p ropos i t i on  su ivan te  : 

SaLt  a ,  a  c IR, que l e  paLynôme 

Q(A)  = D(X) t a N(X) 



1 
- N(ui) 

[ ~i 6 t ~ , . . . , q - 1 1  ki - q-i. 
n (pi  - p j )  

j =l 
jti 

ième 
l.iq = 4 tacine de Q(X). 

Démonstration. 

Supposoris le systdrne r e p ~ é s e n t é  pa r  (111-2) avec e ( t )  r O .  Soieri t  p;, 
& 

i E Cl,. . . ,q-11,  q-1 zéros  d i s t i n c t s  de D(h) + a X t X )  ; F ( p )  é t a n t  non dégénéiéd 

on a : 
* 

1 



Posons dams F ( E )  (111-2) 

l e  d e r n i e r  t g m e  de l a  diagonale  e s t  a l o r s  égal à : 

avec 

ième où uq e s t  l a  q r a c i n e  de Q(X) = D(X) + a N(h1. 

I l  v i e n t  a l o r s  A(&). 

Remarques. 

ième 
i) Dans l e  c a s  où l a  q r a c i n e  de Q(X) e s t  n u l l e  (p = O ) ,  l e s  t e r n e s  

9 
i n t e rvenan t  dans la  de rn i è re  colonne s o n t  a l o r s  tous propor t ionnels  a u  gain 

* 
non c o n s t a n t  g . 

C ' e s t  a l o r s  l e  c a s  où : 

ii) Le choix  du polynôme Q(A) i n t e r d i t  de modéliser l e  système à l ' a i d e  de 

termes tous  cons t an t s  dans l e s  (q-1) premières l i g n e s  de l a  de rn i è re  colonne. 

c e l a  co r r e spondra i t  a u  c a s  l i m i t e  a  i n f i n i .  Cet inconvénient  peut  ê t r e  l evé  

en i n t r o d u i s a n t  de la  même manière à p a r t i r  de la r e p r é s e n t a t i o n  (111-2) 

l e  polynôme : 

e t  en f a i s a n t  un raisonnement analogue. 



iii) La technique de modGlisation aaoptée ici, r e v i e n t  à f a i r e  un placement 

de polea de l a  p a r t h  i i n é a i r e .  11 e s t  en e f f e t  Squivalent,  en régime l i b r e ,  

de consiaérer  1s système sous sa forme i a i t i a i e  (1) ou sous la forme f i n a l e  

( 4  j (Figure 3 j. 

Figure 3 



111.2 - Etude de s t a b i l i t é .  ------------------ 

L'analyse du système f i g u r e  1, dans l e  c a s  généra l ,  à p a r t i r  de l a  r e -  
1 présen ta t ion  (111-10) peut ê t r e  menée, comme nous l ' avons  rappelé  a u  début de 

c e  c h a p i t r e ,  à p a r t i r  du c r i t è r e  p ra t ique  de Borne e t  Gentina ou à l ' a i d e  de l a  

méthode d i r e c t e  de Lyapunov. 

Cependant dans l e  c a s  où tous  l e s  c o e f f i c i e n t s  k i E I l ,  .. . ,q- l), s o n t  de même 
i ' 

I signe,  il a p p a r a î t  que (111-10) conduit  à des  c o n d i t i o n s  opt imales  d ' a p p l i c a t i o n  

de c e s  c r i t è r e s .  

Théattème 111.5. 

* 
k. p a b U b n ,  g 
1 

p u s u d .  L' é g W b t t e  X=O du ngbtème diglltte 1 ut aa%ble 

au h e m  de Lyapunav a i  : 

a)  N(X) &D(A) n 'ont  p u  de z&o commun 

b )  TL e h t e  a E R ;ta que D(A) + a.N(h)  pannède au moiru q- i  zéttan ké& 

disaXnu2 et négaüdn (ou n u h  1, ui, i E {Ir.. . ,q-11 

* D(i1 > 
f  > -a+ Max ( O ,  - 

N ( v q )  b 
q-1 



Démonstration. 

- de ( a )  e t  ( b ) ,  il v i e n t  l a  r e p r é s e n t a t i o n  (111-10). 

- S o i t  l a  fonc t ion  candida te  à Lyapunov 

n 

il v i e n t  

avec  

- Les c o n d i t i o n s  (b), ( c ) ,  ( d )  permettent  d ' a f f i rmer  que v ( y )  e s t  une 

f o n c t i o n  de Lyapunov pour l e  sys t èmedéc r i t  f i g u r e  1. 

Dans l e  ca s  p a r t i c u l i e r  où l~ e s t  nu l ,  il v i e n t  l e  c o r o l l a i r e  : 
4  

L'équASbhe X=O du aqatZme d é U  1 ut aaîzbte au a e a  de Lyapunov 

a i  : 

D(0) b )  ~ ( i )  - - N(X) p046ède ilne ~A&MC n d t e  QA 4-1 Z & U ~   fi^^ 
N ( 0 )  

négatida (ou n d l ,  , i a i l , . .  . ,q-11. 



Lorsque tous  l e s  termes ho r s  diagonaux de ( 1 1 1 - 1 0 )  s o n t  p o s i t i f s  l ' a p p l i c a t i o n  

du c r i t è r e  de Borne e t  Gentina permet ae monrrer l e  tnéorème s u i v a n t  : 

a )  ~ ( h )  et ~ ( h )  n'ont p a  de z h o  c o m w  , bo > O 

6 )  3a a IR, D ( h  )+a.N( h p066ede 4-1 zéhod iré- di6anctJ et nég&66, 
ihe Pi, i E i l , .  . . ,q-1) ; 11 La q qtia&e de D(h)  + a . N ( h ) .  

q 

E t  a i  L'une den cond~Zoizcs suAuanta ut iréaeinée : 

D(u  1 
1 Yrz É IR - (01 f* > Max ( -  3, - - 1 

N(liq) W(0 1 

De même, l e  c a s  où p q  = O condui t  a u  c o r o l l a i r e  s u i v a n t  : 

al ~ ( h )  et ~ ( h )  n'ont p u  de zéiro commun, bo >O 



Nous a l l o n s  montrer que c e  c o r o l l a i r e  é t e n d  à une p l u s  v a s t e  c l a s s e  de sys t è -  

mes la cond i t i on  de Benrejeb C253 concernant  l e s  systèmes dont l e  numérateur 

e t  l e  dénominateur forment une p i r e  p o s i t i v e  C181. 

111.3 - Interprétation structurelle des conditions. ......................................... 

III .3. .1 - C o e f f i c i e n t s  m u l t i p l i c a t e u r s  d e  même s igne  . ........................................... 

Avant de  poursu ivre  n o t r e  étude il e s t  néces sa i r e  de r a p p e l e r  la  

d é f i n i t i o n  d 'une p a i r e  p o s i t i v e  de polynômes. 

Un couple otrdonnZ (P(A.>, ~ ( 1 ) )  de poLynômes, que  OP = m, dOQ=m 

ou m-1,  dome une pahie positive h i  les mMnea pl, .  . . ,pm de ~ ( h )  et ql,. . . ,% 
( O U  q . . . de Q(X) aont .touLu disaXnctu, n é m u ,  negatives et &en- 

1' 
nent comme d . i ~ &  : 

L ' u t i l i s a t i o n  de c e t t e  d é f i n i t i o n  permet d ' i n t e r p é t e r  l e s  cond i t i ons  ( c )  1 
des théorèmes e t  c o r o l l a i r e s  en t a n t  que p o s i t i v i t é  d'un couple de polynômes. 

Supposons v é r i f i é e s ,  pour l e s  polynômes N(A) e t  D ( A ) ,  l e s  cond i t i ons  

su ivan te s  : 



l 
i a )  N(A) e t  D(A) n 'on t  pas  de zéro commun 
l 

c) s o i t  a  E IR, Q(A) = D(A) + a  N(X) possède q-1 zéros  r é e l s  d i s t i n c t s  

néga t i f s ,  uiy i E q - 1  t e l s  que : 

S o i t  R ( A )  l e  polynôme d é f i n i  p a r  : 

ième où uq e s t  l a  q r a c i n e  de Q(A). 

En conservant  l a  n o t a t i o n  

il v i e n t  l e s  p r o p r i é t é s  su ivan te s  : 

n i  E { ~ , . . . , q - ~ j  ki > O 

1 
Ph0p&b?ZZ 2 .  

I 

(N(X), R(A) ) dome une pahe poaLtive a i  at seLLemen;t ii : 



111.3.2 - U t i l i s a t i o n  du l i e u  d'Evans. ........................... 
L ' i n t e r p g t a t i o n  de l a  condi t ion  5 )  des théorémes proposés peut d i rec-  

tement ê t r e  f a i t e  s u r  l e  t r a c é  du l i e n  d'Evans C431 du système l i n é a r i s é ,  

f i g u r e  4, en remplaçant l e  gain non constcrnt f *  pa r  un gain cons tan t  k .  

Figure 4 

Le l i e n  C'Evans e s t  l ' évo lu t ion  dans l e  p lan  complexe des r ac ines  du 

polynome G(X) + k N ( X )  lo rsque  k décr i t lR .  

L'observation de c e  l i e u  permet de d i r e ,  pour N(p) e t  D(p) donnés, s i  

l ' o n  peut a v o i r  similtanément q  ou q-1 rac ines  r é e l l e s  d i s t i n c t e s  e t  négatives.  

I I I .  4 - Théorèmes. --------- 

Des paragraphes précédents on dédui t  l e s  t h k r è m e s  su ivan t s  dont l e s  

condit ions in te rv iennen t  simplement s u r  la p a r t i e  l i n é a i r e  du système f i g u r e  1. 

a) N ( X )  et D ( h )  n'ont p u  de zi5ta cananu 



D(1.i 1.i 
f* > - 3 i- Max (O. -3- 1 

h ~ b L e  6.i L ' o n  a : D(u,) 1 
VE E I R  - {O) f* > Max (--, - -) 

N(liq) W(O) 

Dans l e  c a s  où p = O, on peut  regrouper c e s  deux théorèmes. Le r é s u l t a t  
C - 

obtenu permet a l o r s  de généra l i se r  à une t r è s  l a r g e  c l a s s e  de Trocessus l a  

condi t ion  de aenrejeb C251 , sous l a  forme 011 théorème su ivan t  : 

C) Le fieu d r  Evaa du ay.j.t&ne Lintahiné p~énente 6hmWément 
q- i  mdnu &é&e$ dAltCMctu at négaLivu e;t une u c i ~ e  W e  



i) La même &rude menée à l ' a i d e  du polynôme Q t ( h )  = b D ( X )  + N(X!  permet 

de généra i i se r  des r é s u l t a t s  précédents C251 p a r  le câs  b = o. 

I l  s u f f i t  a l o r s  de remplacer dans l e  théorème l a  condi t ion  d )  par  : 

d ' )  ( D ( h ) ,  M ( X ) )  forme une p a i r e  p o s i t i v e  

ii) La condi t ion  " ( D ( X )  - .m N(X), B ( X )  forme ur.a p a i r e  posi t ive1'  permet 

de conclure à l a  s t a b i l i t é  l o c a l e  ie l ' é q u i l i b r e  x=O s i  e s t  v é r i f i é  : 

I I I  .5 - Exemple d'application. -------------------- 
Soi t  l e  système d é f i n i  par  : 

D'après l e  t r a c é  du l i e u  d'Evans du système l i n é a r i s é ,  f i g u r e  5 ,  il e x i s t e  une 1 

valeur négative de k t e l l e  que l ' o n  a i t  à e w r a c i n e s n é g a t i v e s  e t  d i s t i r i c t e s  e t  

une racine nu i l e .  Cet te  valeur e s t  : 



Figure 5. 

I l  e s t  a no te r  que c e t t e  valeur e s t  la valeur  l im i t e  qui assure ,  pour 1s 

système l i néa i r e ,  i a  s t a b i l i t é .  Pour K < -4 l e  système e s t  ins tab le .  

Soi t  R ( X )  = 
- l r i  = A* + 41 + 2 ,  l e s  racines de R(X) sont  

- 2 - 42 e t  - 2 + fi, l e  couple ift(h), N(X) forme bien une pa i r5  posi t ive .  

La condit ion de s t a b i l i t é  globale de x = O de ce  sys-csme e s t  donc : 

c e t t e  condit ion e s t  identique à c e l l e  obtenue en l i néa i r e .  

- EXTENSION DE LA CLASSE DE SYSTÈMES VÉRIFIANT LES RÉSULTATS 

DE LA CONJECTURE LINÉAIRE, 

üne première c l a s s e  de sy s t èmevé r i f i an t  l e s  r é s u l t a t s  de 12 conjecture 

i i n e a i r e  e s t  c e l l e  des systèmes C dont l e  numérateur e t  l e  dénominateur forment 

une pa i re  pos i t ive  C251. C r  nous venans de montrer dans divers  exeniples présentes 

a u  cours de c e  chapi t re ,  que l a  méthode de représentat ion âdoptée permettai t  

de mettre en é ~ i d e n c e  5es systèmes v é r i f i a n t  l e s  r é s d t a t s  de la conjecture 

l i n é a i r e  sans que ceux-ci soient  de l a  c l a s s e  p réc i t ée .  I l  appa ra i t  donc 

que l e s  modélisations présentées permetTent d ' é l a r g i r  notablement c e t t e  c l a s s e .  



Après avo i r  rappelé  l e s  c o n t r a i n t e s  r e l a t i v e s  à la v é r i f i c a t i o n  de la 

conjecture l i n &  i r e ,  nous axaminerons quelques c a s  p a r t i c u l i e r s  qu i  conduisent 

à sa v a l i d i t é .  

I V . 1  - Remarques preliminaires. ........................ 

Nous u t i l i s e r o n s ,  pour Stuc?ier, la v a l i d i t é  de la con jec tu re  l i n é a i r e  I 

l e s  r é s u l t a t s  des travaux de Borne e t  Gentina C341. Nous considérerons donc 
l 

des matr icrs  d 'évolut ions  dont l e s  termes hors diagonaux se ron t  p o s i t i f s  ou 

nuls .  Ce problème sera  i c i  âbordé à l ' a i d e  des représenta t ions  (11-20) où 

tous l e s  b locs  de l a  diagonale p r i n c i p a l e  son t  de Jordan. 

So i t  pour l e  systène f i g u r e  1 l a  r ep résen ta t ion  (11-20) où t = O ,  posons : 

l e  système v é r i f i e  l e s  ~ é s u l t a t s  de l a  conjec ture  l i n é a i r e  s i  l ' o n  a l e s  

con t ra in tes  (CL : 

!CL) VE É B  V i  E {L ,..., s} V j  E {l, ..., n.} y: f* > - 6 j  
1 i 

l e s  condit ions de s t a b i l i t é  de X =  O son t  donc : 

* 
(CS) VE E E-{o: bof > - a 

O 

j Dans l e s  modélisat ions proposésa yi e t  63 ne son t  pas in t r insèques  a u  
6 

système mis dêpendent des s payamètres de modélisation que c o n s t i t u e n t  l e s  A,. 
J. 

O r ,  pour op t imise r  l e s  r e s u l t a t s  donnés pa r  l a  v a l i d i t é  de l a  conjec ture  l i r é z i :  

il appara i t  i n t e r e s s a n t  de p o u v o i ~  o ~ t e n i r  l e s  même c o n t r a i n t e s  (CL) e t  (CS) 
* 

s u r  l e  gain ncn constant  f . 
Dans l e  c a s  i e  p lus  généra l  c e c i  peut  ê t r e  r é a l i s é  par  .deux méthodes : 

j  ième - en readant l e s  y, nrils, l e s  1. son t  a l o r s  r ac ines  n 
A. 1 i .  

du numérateur, il e s t  a l o r s  nécessa i re  d 'avoi r  l e s  6 :  toits 
I 

de même signe,  

j - en rendant l e s  6i nuls ,  il e s t  a l o r s  n-cessaire 

d ' avo i r  l e s  y' tous  de mêm? signe.  i 



IV.2 - Numérateur à zéro multiple réel. ................................ 

1 Nous a l l o n s  dans c e t t e  sec t ion  é tud ie r  un c a s  p a r t i c u l i e r  c o n s t i t u é  
I 

r a r  l e s  systèmes dont l e  numérateur N(p) possède une seu le  r ac ine  mul t ip le  

1 r é e l l e  d 'ordre q-1. Il v i e n t  : 

l Le système &Lgigwe 1 $el pue N(p) = (p+a Iq-l où a E IR, vehidie la conjec- 

.twLe &é&e a i  est scu%&&e la c a W a n  (cl : 

uvle concL&iun de a&b.ü5tXé aoyrnp*oaXtiyue g b b d e  de O e s t  a b h s  : 

Démonstration. 

D'après (11-20) l e  système admet l a  matr ice d 'évolut ion  : 

S o i t  

posons p = ?, + a ,  il v ien t  : 



j  -1 
~ ( p - a )  = -ci - (a l  + a ? )  p  ... - (ci1 + a2 + ... a . )  p  

1 3 

- (a1 + ". + aj+i) p j  . - a + S . .  + a 1 pq-2 
q- 1 

+ ( a  - q a ) p  q-1 + p9 
q-1 

S o i t  

a l o r s  

FE(£) e s t  ident ique  à sa pseudomjorante  s i  s e s  termes h o r s  diagonaux s o n t  

p o s i t i f s  ou nu l s ,  d 'où l a  c o n d i t i o n  ( C ) .  Il e s t  n é c e s s a i r e  d'imposer a t O 
1 

pour ne pas  a v o i r  de forme dégénérée. 

L ' app l i ca t ion  du c r i t è r e  p r a t i q u e  de Borne e t  Gentina f o u r n i t  a l o r s  l e s  

cond i t i ons  de s t a b i l i t é .  

Rmaraue. 

La démonstrâtion du théorème pr6cédent donne une méthode p l u s  r ap ide  

de déterminat ion des c o e f f i c i e n t s  a' dans un c a s  p a r t i c u l i e r  où s = 1 e t  t = O i' 
dans (II-20), que l ' a p p l i c a t i o n  de l a  p ropos i t i on  1 du c h a p i t r e  II. 

IV.3 - Dénominateur à zéro réel multiple et zéro nul simple. .................................................... 

Autre c a s  p a r t i c u l i e r  é t u a i é  : l e s  systèmes ne possédant  qu'un pôle  n u l  

e t  un pôle  mul t ip ie  r é e l  d ' o r d r e  q-1. On p o u r r a i t  de même é t u d i e r  l e  c a s  où 
* * 

D(p) 4 a N(p) poss2àe la  même p r o p r i é t é ,  f dev iendra i t  a l o r s  f - a .  



q-1 
t e  potynôme Q ( p )  = N(p-a) = dGpi eb* *& pue 

Une c o n ~ o n  de a & x b U é  aspptoZLque de O eb* &trn : 

Démonstration . 
l Le système admet s i  D(p) = p(p+a)q-l une modél isat ion de m t r i c e  

d ' évo lu t ion  

l ' é g a l i t é  des  polynômes symboliques f o u r n i t  l a , r e l a t i o n  : 

de même que précédemment en posant  h = p-a, il v i e n t  

I 
avec 

1 

donc a r O s i  e t  seulement s i  d i +  2 
- d. 1 0. i + l  1 

1 * 
Dans c e  c a s  FE(&) e s t  éga l e  à sa  pseudo-mjorante  pour f r O .  L 'appl ica-  

t i o n  d u c r i t è r e  p ra t fque  condui t  à l a  cond i t i on  de s t a b i l i t é  s i  a  > O : 



(CL)  e t  ( C S )  sont  i c i  confondues s i  N(0) > 0. 

IV.4 - Application. 

Considérons maintenant l e  système à déphasage minimal d é f i n i  p a r  : 

avec  O < a < b, ( a , b )  E n E IN, l ' a p p l i c a t i o n  d'un des  théorèmes précé-  

den t s  condui t  à : 

La démonstration de c e  théorème u t i l i s e  l e  r é s u l t a t  du théorème 111-10 ; 

en e f f e t ,  exprimons D(p-a), il v i e n t  : 

j où C i  r ep ré sen te  un c o e f f i c i e n t  du binôme. 



Les cond i t i ons  d ' a p p l i c a t i o n  du théorème 111-10, conduisent  aux rela- 

t i o n s  : 

Ce qu i ,  compte t enu  de O < a < b, s 'exprime sous l a  forme des cond i t i ons  du 

théorème 111-12. 

L 'étude menée i c i  e s t  i l l u s t r é e  p a r  l 'exemple 1 ( §  11.2.21, e t  peu t  ê t r e  

é l a r g i e  dans l e  c a s  où : 

* 
On s e  ramène a l o r s  a u  c a s  précédent en  f a i s a n t  l a  t ransformat ion  f  donne 

f* - a. 

Les r é s u l t a t s  exposés dans c e  c h a p i t r e  montrent comment l e s  r ep ré sen ta t ions  

proposées a u  c h a p i t r e  II permettent  d ' ana lyse r  de nombreuses c l a s s e s  de systèmes 

monovariables de type Lure ' Postnikov. 

En e f f e t  l ' a p p l i c a t i o n  de c r i t è r e s  c l a s s i q u e s  de s t a b i l i t é  r e l a t i f s  à 

c e s  systèmes s u r  des  formes en f l è c h e s  épa i s se s  peut  ê t r e  sys témat i sée .  On 

g é n é r a l i s e  a i n s i  l e  f a i t  de c h o i s i r  comme termes formant l e s  b l o c s  diagonaux 

l e s  zéros ou p ô l e s  de l a  fonc t ion  de t r a n s f e r t .  

Notamment, des t ravaux a n t é r i e u r s  ont  proposés des cond i t i ons  de v a l i d i t é  

de l a  con jec tu re  l i n é s i r e  dans l e  c a s  de s y s t è m g à  pôles  e t  zé ros  r é e l s  simples.  

I Les r é s u l t a t s  p ré sen té s  permettent ,  graphiquement ou analytiquement d ' é l a r g i r  

c e t t e  c l a s s e  de processus.  Des cond i t i ons ,  de v a l i d i t é  de c e t t e  con jec tu re  ont  

a i n s i  é t é  énoncées dans des  c a s  p a r t i c u l i e r s .  



choix 
quelconque 
des racines 

diagonale à "racines diagonale à "racines diagonale à "racines 
réelles simples" réelles multiples" complexes simples" 

racines = 

zéros de N(p)  

racines = 
zéros de 

racines = 
zéros de 
D (pl - (p+X 

racines = 

zéros de N(p) 

TABLEAU R :CAPITULATIF DES DIFFERENTES FOR'YIES EN FLECHE PROPOSEES 



Nous avons proposé, dans ce mémoire, de modéliser des  processus 

c o n t i ~ u s  non l i n é ~ l r e s  à l ' a i d e  de matr ices  d 'évolut ion en forme en f l èche  

épaisse .  L ' u t i l i s a t i o n  d'ua i n v a r i a n t  de r ep résen ta t ion ,  l e  polynôme sy;nbo- 

l ique ,  cous a permis de déterminer toiltes l e s  composantes in tervenant  dans l e s  

formes prooosées. C e s  formes ont  la  p a r t i c u l a r i t é  d ' ê t r e  creuses : les t e rnes  

non nuls  ne sont s i t u é s  que dans i a  dernière  l i g n e ,  la d e r n i s r e  colonne, e t  

Cans aes  b locs  m a t r i c i e l s  canoniques cen t rés  sur l a  diagonale p r inc ipa le .  

Les r é s u l t a t s  énoncés au c h a p i t r e  II donnent l ' express ion analy t ique  

de chacun des c ~ e f f i c i e n t s  en fonc t lon  d'un c e r t a i n  nombre de paramètres 

arb i t ra i res .  

A p a r t i r  de c e t t e  matrice, deux u t i l i s a t i o n s  sont  a l o r s  poss ib les  : d'une 

p a r t ,  une mise en équation du système en régime aynamique, conforménent à l a  

methode préc isée  au chap i t r e  Z ; d ' a u t r e  p a r t ,  une analyse de s t a b i l i t é  basée 

s u r  des c r i r è r e s  c l a s s iques  e t  conduisant aux théorèmes présentés  au chap i t r e  

III. 

11 e s t  à ncter  que c e t t e  é tude  permet une mise en o e u t t e  d i r e c t e  par  des 

moyens informatiques : en e f f e t ,  l e s  c o e f f i c i e n t s  correspondant à chaque 

forme en f l èche  épa i s se  ont S té  e q l i c i t é s  en fonction de paramètres de mo- 

d é l i s a t i o n  arbi t ra i rement  c h o i s i s .  La s a i s i e  de ces d e r n i e r s  conduit i m é -  

diatement à l a  matr ice d ' évolut ion cherchée. 

J e  p l u s ,  l e s  f o m e s  présentées nous ont permis, s u  des exemples e t  dans 

des cas p lus  généraux d ' é l a r g i r  l a  c l a s s e  des systèmes v é r i f i a n t  l a  conjec- 

t u r e  du l i n é a i r e .  C ' e s t  dans c e t t e  voie que nous pensons poursnivre nos re- 

cherches. 
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