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INTRODUCTION GENERALE,

L'étude des systémes continus non linéaires est souvent menée 3 partir
d'une modélisation matricielle dans l'espace d'état. De nombreux critéres
relatifs 4 la stabilité ont été proposés, en association avec une représen-
tation sur une base particuliére. Le choix du vecteur état apparalt en effet

comme fondamental quand & la qualité des résultats obtenus. -

Les résultats usuels sont dans la plupart des cas d'autant moins
restrictifs que la matrice comporte plus de zéros. Cette constatation justifie
la forme dite en fl3che mince [22, 24]. Toutefois, il n'est pas toujours
possible de s'y ramener. C'est dans cet esprit qu'a été envisagée une généra-
lisation de cette représentation en introduisant la notion de flé&che épaisse
[25], adaptée ad; systémes de grande dimension. Nous proposons, dans ce mémoire,
de déterminer et d'utiliser des représentations de ce type pour certaines

classes de systémes.

Les travaux que nous présentons font appel d la notion de polyndme
symbolique [ 1], invariant de représentation indépendant de la base choisie. .
Ses propriétés sont rappelées et généralisées dans la premiére partie de

cette étude.

Le deuxiéme chapitre est alors consacré & la détermination analytique
des formes proposées. L'application de ces résultats a 1l'étude de stabilité
des systémes monovariables de type Lure' Postnikov est menée dans un dernier

volet.




CHAPITRE I

METHODE DE MODELISATION DES SYSTEMES




INTRODUCTION

Cette premicére partie définit la classe des systémes étudids et

propose différentes représentations admissibles dans l'espace d'état.

Une premiére étude est menée en vue de la représentation d'une large

classe de processus en régime autonome. Diverses formes matricielles canoniques

sont alors rappelées.

Dans un deuxiéme temps, les mémes processus sont étudiés en régime
forcé. Une méthode simple de mise en équation est proposée, basée sur le fait

que la forme de ces systémes induit leurs représentation en régime forcé.

La notion de polyndme symbolique matriciel est alors introduite,
elle permet d'envisager 1'étude de systémes complexes 4 l'aide de représenta-
tions utilisant un vecteur état redondant. Dans le cas particulier de systémes
3 une seule non-linéarité ce polynlme correspond 3 un invariant de représenta-

tion, utilisé dans des travaux amtérieurs [1].

[ - CLASSE DES SYSTEMES ETUDIES.

I.1 - Généralités.

L'étude proposée concerne la représentation dans 1'espace d'état de
processus dynamiques continus déterministes et non anticipatifs [2]. Leur évo-
lution dans l'intervalle de temps T, T = [to, +o[ , est décrite d partir de deux

types de variables
- un ensemble e(t) de grandeurs d'entrée
e(t) : T>EcR"
- un ensemble s(t) de grandeurs de sortie
s(t) : T>S cR",
Cependant, d partir du modéle mathématique du systéme, la détermination

d'une sortie s(t) en réponse a une entrée e(t), dont la variation est connue sur

Ts nécessite la connaissance d'un nombre minimum q de variables 3 l'instant t.




£

Ces variables sont regroupées sous la forme d'un vecteur état x dont la dimen-

sion (q) détermine l'ordre de la représentation adoptée pour le processus.
On introduit alors une modélisation du systéme & l'aide d'une équa-

tion vectorielle d'état dont la forme générale [3] est

dx(t)
dt

= A(x, e(t), t) x(t) + B(x, e(t), t) e(t)
(I -1)
s(t) = C(x, e(t), t) x(t) + D(x, e(t), t) e(t)

ol ¥t ¢ T
x(t), vecteur état, x(t) ¢ X crY
e(t) ¢ E, s(t) ¢ 8
Alx, e(t), t) eimgxq, B(x, e(t), t) e R
Clx, e(t), t) e RMY, D(x, e(t), t) e R

gxm

Dans tout ce qui suit les matrices non constantes A, B, C et D seront appelées

respectivement les matrices d'évolution, de commande, d'observation et de trans-
dx(t)

- Q
rr sera notée x (t).

mission directe et la dérivée
Lorsque les matrices ne dépendent explicitement que du temps, le

systéme est linéaire. Dans le cas ol celles-ci ne dépendent explicitement que

de Ll'état x et de l'entrée e, le systéme est alors stationnaire. Lorsque ces

deux derniéres conditions sont vérifiées les matrices A, B, C, D sont des matri-

ces constantes : le systéme est lindaire stationnaire. Dans le cas le plus géné-

ral le systéme est dit non linéaire [4].

Dans l'hypothése ol l'entrée e(t) est identiquement nulle, le modéle

est dit en régime libre et, dans le cas contraire en régime forcé ou dynamique.
L'ensemble des Xy des points d'équilibres des systémes représentés par

(I - 1), sont définis, en régime libre, par [5]

¥ =1{x ¢RY, A(x, 0, t) x =0, ¥t ¢ T}
e e e (53




La représentation (I-1) d'un systéme donné n'est pas unique : en
effet, le choix d'un nouvel état y(t) défini 3 partir de x(%t) peut conduire
d une nouvelle représentation d'état. L'étude du systéme 3 l'aide de cette

nouvelle modélisation peut &tre notablement simplifide[6, 71].

Considérons, par exemple le changement de vecteur état (I-2) défini

par une matrice P constante, régulidre
(I-2) y(t) = P =x(%)

Il vient de (I-2), la nouvelle représentation d'état :

=P A(p'ly, e(t), t) P"%«t>1-9 B(P"ly, e(t), t) e(t)

«
1

(1-3)
c(P'ly, e(t), t) P—ly(t) + D(P'ly, e(t), t) e(t)

0]
1]

Cette relation est encore du type (I-1), mais fait intervenir des matrices

d'évolution, de commande et d'observation différentes. On a alors (I-4).

A'(y, e(t), t) y(t) + B'(y, e(t), t) e(t)

«o
1

(I-4)
= C'(y, e(t), t) y(t) + D' (y, e(t), t) e(t)

(2]
i

Toute combinaison linéaire non identiquement nulle des composantes

de x(t) est donc une variable d'état.

L'étude des propriétés des équilibres des systémes étant menée 3 partir
des représentations en régime libre, la forme de la matrice d'évolution condi-
tionne les résultats [B, 9]. Le choix de la représentation en régime libre, A
ou A' dans l'exemple précédent, est donc prépondérant suivant le type de probléme
d traiter.

C'est ce point de vue que nous développerons par la suite, sans nous préoccuper

de l'équation déterminant la sortie du systéme.




Un exemple de processus permettant de telles modélisations est fourni
par les systémes de type Lure' Postnikov [10]. Ceux-ci sont décrits par la re-
lation (I-5) a l'intérieur d'un domaine ne comportant qu'un seul point d'équi-

libre.

%(t) = ACt) x(t) + B(t) Y(t, x, 0)
(1-5)
0 = e(t) + C(t, x) x(t)

avec ¥t e T
x(t) € % e(t) e RY, o(t) ¢ T

X X X
A(t) e RYY B(t) e RY®, c(t, x) e RV S

£ < R", voisinage du point d'équilibre en 0,
X C]Rn, voisinage du point d'équilibre en x ,

T -
Yy (t, x, 0) = {..., Yi(t, X, oi), oot

. . 3 *
On suppose dans ce cas l'existence d'une matrice diagonale bornée vy (t, %, 0)

définie par :

Y(t, %, 0) ¢ LL, L] c®RV®

Y. (%, %., 0.)
v (t, x, 0) = diag { —= R
g.
1
(I-5) conduit alors a (I-6).
(I-6) 2(t) = [A(t) + B(t) Y¥(t, x, o) C(t, x)]1 x(t)

+ B(£) Y (t, x,0) e(t)

Dans ce qui suit, nous rencontrerons de tels systémes, pour lesquels nous suppo-
serons de plus que les matrices A et C sont constantes : ce type de processus

est non linéaire par rapport au vecteur O qui est alors un ensemble de composantes



d'état, Nous dirons donc que O représente l'ensemble des variables d'état

traitées non linéairement.

I.2 - Structure des processus étudiés.

- - - - = e S S S MR S e e

—— - o ——

Nous considérerons dorénavant les processus dont la modélisation

dans l'espace d'état peut se mettre sous la forme particulidre (I-7)

x(t) A_X(£) + KV(x,1) €(t)
(1-7)

e(t) + H' x(t)

e(t)

X
Ao matrice i coefficients constants de RY 3
¥t e T, x(t) e RY, e(t) e R, e(t) e R®
X
¥(x, t) eRYX T, V(x, t) e RT O
qxn . N . .
HeR , matrice & ccefficients constants

Xm . . . .
K ¢« RS , matrice 3 coefficients constants.

Ces relations conduisent au schéma bloc représentatif de ce processus [11]

| (figure 1). Dans ce schéma, comme dans tout ce qui suit,nous adoptons comme

convention de représenter les vecteurs par (=>) et les scalaires par ().
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Figure 1.

Ern posant,

(1-8) Ax,t) = A_ + KV(x,t)H'

il vient :
o]
x(t) = A(x,t) x(t) + KV(x,t) e(t)
A(x,t) est donc une matrice d'évolution du systdme en régime libre.

Dans le cas particulier, ou 1a matrice 3 termes non constants V(x,:t)
est diagonale, les systémes présentés appartiennent 3 la classe des systdmes
Lure' Postnikowv.

Avant de poursuivre notre étude, il convient de distinguer divers

types dans les représentations propcsées, généralisant ainsi des travaux

antérieurs [1, 12].
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Considérons le systéme (I-7) en régime libre, la matrice d'évelution

A(x,t) s'éecrit sous la forme (I-3),

Cette matrice peut présenter des coefficients non constants sur

toutes ses rangées.



ne terminologie, introduite dans [12] distingue comme cas particulier
les matrices dont les termes non constants peuvent &ire regroupés sur une
seule rangée, Les systémes de ce type sont alors dits "3 nen-linéaritésde rang 1",
de type I si une seule ligne est non constante, de type II si une seule colonne

est non constante.

Nous proposons d'élargir cette étude au cas de matrices présentant p

lignes ou p colonnes non constantes.

A cette fin il est possible d'écrire la méme expression (I-8) sous deux

formes différentes qui généralisent les définitions domnées dans [12].

&) TYPE I.
) T
Soit K = [kl,...,km], HV (x,t) = [V1(x,t),...,vm(x,t)]
avec ¥i ¢ {1,...,m} v.(x,t) ¢ R%,
Il vient :
o T
(I-¢) Alx,t) = A+ ) k. v, (x,t)
o 4z, 1d

Cette modélisation correspond au schéma-bloc figure 2 ou les entrées des blocs
non linéaires sont des vecteurs et les sorties des scalaires, Nous dirons alors

que la représentation est de type I.

x{t )

\ll/o
x(t)
0 N + \ N [ > Ao

— 13

~

Figure 2. Systémes

de type I.

S




b) TYPE II.

Soit H = [hl,...,hn], KV{x,t) = [vi(x,t),...,vé(x,t)] avec
¥i e {1,...,n} vi(x,t) « RY,

Il vient :

n
(I-10) A(x,t) = A+ Z

v'(x,t) h'
1 1
i=1

Cette écriture conduit au schéma-bloc figure 3 ol les sorties des blocs non
linéaires sont des vecteurs et les entrées des scalaires. Nous dirons alors

que la représentaticn est de type II.

x(t )
\lLO
x(t)
(0] + Jr— : [ > A/\
P ' T
= v1(x,t) <——— h1
+ § § ' Figure 3. Systémes
: : " de type II
e V'(x,t) < hg =

Remarque.

Réciproguement, les considérations précédentespermettent de regrouper
1'étude de deux classes de peprésentation: celles données sous les formes (I-9)
et (I-10).
En effet, pour un systéme donné, i1l peut &tre plus pratique d'utiliser une des

deux représentations plutdt que l'autre [13].

o - ————— " 2t T e T T A e o e T T T — — — — " - —_ " ——

De plus, nous montrerons par la sulite que l'introduction de la notion
de rang de non-linéarités(1] permet d'obtenir une représentation avec un nombre

minimum de lignes ou de colonnes non constantes powr la matrice d'évolution.



Déginition : Un systlme de type 1 (resp. I1} de matrnice d'évofution (I-9)
(nesp. I-10)) est a non~&ingaritisde rang p 44

h ) = p)

rg(kl,...,km) = p (resp. rg (hl""’ n

De cette définiticn il découle qu'une représentation telle que (I-7)
peut &*tre considérée simultanément & non-linéaritisde rang k de type I et &

non-lindar#és de rang h de type II, si l'on a :

rg K=k et rg B = h.

- v e T o e Y i s e e o S Y > B o e S i = At T 40 S i~ P - . —— — i 2

Soit le systéme monovariable de type Lure' Postnikov décrit par
l'équation d'état (I-12).

f x(t) = Ax(%) + bf(e)
(I-12)
elt) = e(t) - ¢ x(£)
o [ xex cRY, vecteur dtat, ¥ voisinage du point d'équilibre en x

q%q :
A eR , matrice constante
b et ¢, vecteurs constants de R
e(t) entrée scalaire du systéme

' [
e(t) ¢ E ¢ R, scalaire traité noan linéairement, E voisinage du

point d'équilibre en £.

Supposons l'existence d'une fonction bornée f* aprelée gain équivalent,

définie par :

*

f R+ R,

¥e ¢ £ f(g) = f*(e).s



de (I-12), on tire dans ces conditions

(I-13) 2(t) = [A - b £¢e) ¢'1 x(t) + b £7(e) e(t)

b et ¢ étant des vecteurs, le systéme considéré est d non-linéaritésde rang 1,

fus

la fois de type I et II.
De tels systémes se rencontrent si 1'cn considére un bloec linéaire
de fonetion de transfert de type fraction rationnelle g—é%;-, degré de N(p) infé-

rieur 3 degré de D(p), commandd par une non-linéarité scalaire et asservi par
retour unitaire (figure 5).

e [ £tey | 5l
e f » S
D(p)
Figure 5.

Considérons maintenant k svstémes Si du type (I-12) décrits par les

équations (I-13), interconnectés d'aprés les relations (I-14) (figure 6).

o

(1-13) wie {1,....k} | x5 (8) = A, x. (%) + b f.(e,)
e. = e.(¥) - &, x,(t)

b 1 i
44 .
ol X, € X <R 7, vecteur &tat de S,
979y 4 0 4y
A, e R , (b., c.) eR ™ XR
1 1 L

1

€.(t) c E, cR, e.(t) e R
i i i




k
(I-14) vie {1,...,k} e . (t) = u. (%) + )} 4d,. x.(t)
S B
ou u,(t) € R, ieme entrée scalaire du systéme global
i \ 2.
¥ e {1,...,k7 d,, eR
ij

Figure 6

4

*
Supposons l'existence de k fonctions bornées fi définies par

il vient alors

¥ie {1,...,k}

*

T =
. dij Xj(\.)+b'1..(€_)u_(t)

"ne-1x5

) X, . Tq 0 (. *
(1-15) x, =[A, - Db, £.le) c;d Xi(‘) v by Filey) 3 ii"id
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T LT T T
Posons X = \x1,x2,...,xk)
T
U = (2505, ,uk)

(I-15) conduit i 1'éguation d'état

*

) T *, :
(z-16) X =[A+BF () C]x(t) +BF (g) U(L)

avec A = diag - A{ A }
ief{1,...,k}
- T -
bT‘
. )
T -
B = b.
i
o .
LT
. bk.
T T T T T A
d11;81..d12 Q"li e e e iTk
d :
T 2 CeoTooT
c = - d..-c
ii 7L
- ks . T T
L dk1........... le dk'k-cki

Ce systdme fait partie de la classe de ceux 4tudiés dans ce mémoire (I-T;.
Considdrons cet ensemble de systémes Lure'Postnikov interconnectés linéai-
rement, en régime libre, comme aucun vecteur bi n'est nul, le rang de B

est k. On a ainsi un systéme 2 non-linéaritéz de rang k. Si de plus,
rg C =4 ( <k )

1 le systéme est alors de type II & non-lindarit?s de rang £.
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Nous allons, dans la suite, montrer que la notion de rang de non-linéaritéspermet
de minimiser le nombre de ligne ou de zolonnes non constantes dans la représenta-

tion en régime libre.

I[ - REPRESENTATION CANONIQUE' DES SYSTEMES A NON-LINEARITES
DE RANG P,

- - - . W M . - 0 N GR  — o --

s e e e . . S DAY e D M o S ST o e S 4 i e A o o

Nous allons, dans cette partie rappeler des résultats fondamentaux concer-

nant la modélisation de ces systémes en régime libre,

Ces systémes correspondent au cas particulier p=l dans la définition géné-

rale proposée (§ I.2.3). Ils ont donc une matrice d'évolution de la forme

type I : A(x,t) AO + h VT(X,t)
(I-17)

T

typé IT : A(x.t) AO + v {(%,t) a

avec AO eIquq matrice constante
h vecteur constant dequ

¥(x,t) e X xT, X c]Rq, v(x,t) e rRY
Les propriétés suivantes ont été démontrées dans [1].

léere propriéts.

Un systéme 3 non-linéarirtdsde rang 1 peut &tre représenté par une matrice
A(x,t) d'évolution dont les termes non constants sont regroupés dans une seule
ligne (type I) ou une seule colonne (type II).

- ” T
Dans ce cas la derniére composante de l'état est alors 7 = h x



LILLE

2eme propriété.
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Soit la matrice F(x,t) définie par :

F(x,t) =

avec

an(x,t) =

i1

ii

0]

et ¥i ¢ {1,...,n-1}

ii

F%n(x,t)

O

Pén(x’t)
Fn—ln-l Fn—l,n(x’t)

an(x,t)

- fln {z,t)

- fn n (2,t)
n

n

(I-18)
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La matrice F(x,t) est une matrice triangulaire supérieure par blocs dont
l2s blocs diagonaux sont sous forme compagnon [14] et dont les termes non

constants sont tous situés dans la derniére colonne.

Théeoneme I.1.

Pour tout systeme de type IT & non-LinZarnitisde rang 1, {L est possible
de definin un vecteur etat y vérigiant a entrle nulle, une telation du Zype

Q
3% :‘F(y, ) y
o F(y,t) est La matrice difinie en (I-18).

Théonime 1.2.

Lioadne de la matrice an(y,t) intervenant dans (1-18) est egal a La

dimersion du sous-espace 0bs envable par h' refativement @ La matrice A

_ T T -k
n = rg {h, AO Ry vo. (AO) h, ...}
kelN

Pour les systémes de type I, il existe les théorémes duaux :

’
Théoneme (I-1).

Pourn tout systeme de type I, @ non-LinZarnitésde rang 1, iL 25% possible
de déginin un vectewr état 7 viriflant a entrie nulle une relation du type :

fe)
Z=F(zZ, t) 2
ol F(Z,t) est dégindie pan (I-18).
— - ’
Theonéme (I1-2) .

L'ondre de La matrice compagnon non constante an(z, t) est égal a
La dimension du sous-espace vectorizd commandable par h relativement & Al

n = rg {n, th, ve. 5, AT h, ..}
kelN
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II.1.2 - Application au régime non autonome,

Nous nous proposons, dans cette partie, de déterminer l'équation du

systéme en régime forcé a partir de celle obtenue en régime libre.
1°) Type II.

Soit le systéme & non-linéarité&de rang 1, de type II, défini en régime

dynamique par
o T
X = (AO + v(x,t) h' ) x(t) + v(x,t) e(t) (I-19)

ou { e(t) est l'entrée scalaire du systéme
¥(x,t) e RY x T, v(x,t) e]Rq, vecteur de commande, h ¢ R%
. N . s axq
AO matrice a coefficients constants de R
Les résultats rappelés aux paragraphes précédents montrent que si h'x est

choisie comme derniére composante de 1'état, toute les non-linéarités de la

matrice d'évolution sont regroupées dans la derniére colonne ; on a alors
o]
x = A x(t) + v(x,t) xq(t) + v(x,t) e(t) (1-20)
Soit Pune matrice réguliére, et y le vecteur état tel que
y = Px (1-21)

et supposons de plus que Vg = Xy
L'équation différentielle obtenue aprés changement de base est donc

§ = Bo y(t) + V(y,t) yq(t) + W(y,t) e(t) ( (1-22)

B =PA P
o o

avec

V(y,t) = Pv (P-ly, t) = W(y,t)
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Cerésultat nous permet donc d'énoncer une méthode pour déterminer le
vecteur de commande aprés changement de base en ne connaissant que la forme
de la matrice d'évolution obtenue, sans pour autant connaitre 1'expression

de cechangement de base.
l-a) Méthode :
i) - le vecteur de commande de l'équation en régime dynamique initiale

fournit les termes non constants a considérer dans la matrice

d'évolution.

xTJ
matrice constante matrice nulle —— termes —

—

)
x(t) + @ e(t)

,
—
| _—

qXq gxg-1 non constantg
ii) - On isole dans la matrice d'évolution obtenue aprés changement
de base, connu ou inconnu, la derniére colonne, ol sont rangés tous les termes

non constants.

\\ T 1
O
+ .
| ; &)
N 4
matrice constante matrice nulle ¢ termes non
q*q-1 gXg-1 constants

iii) - On écrit chaque nouveau terme non constant comme combinaison
linéaire des termes non constants (:) précédemment déterminés et d'une constante

O..
]
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iv) - La jiéme composante v du nouveau vecteur de commande est déter-

minée par la régle : ]

v) - On obtient alors l'équation en régime dynamique dans la nouvelle

R By
7(t) = tE§§§§§§§SS;:: ‘I g(t) + fj e(t)
\|x\ O/ A

matrice constante

gxq-1

base

1-b) Exemple d'application.

Considérons, par exemple, le systéme défini par 1'équation différentielle

suivante :
[ 2 [ 0O 1+ fz(v) ] u {1+ fz(v)\
= + e(t) (I-23)
v 1 2 + £ (v) v £ (v)
v ’ ,(v J
ol ¥v ¢ R fI(v)v = fl(v), f;(v)v = £ (v).

Supposons que l'on désire mettre la matrice d'évolution, aprds changement

de base, sous la forme (I-24)

* * |
1 2 + fl(V) + fQ(V) }
(I-24) A(v) = | !
*
l 1 1+ f2(v) J
Or on a les relations

(2 + f;(v) + f;(v)) = (1 + fi(v)) + (f;(V)) + 1

(1 + f;(v)) = <f§<v)> + 1
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11 vient donc comme é&quation en régime dynamique écrite dans la nouvelle

base :

[1+ fZ(v) + f;(v)]

-Av)[}+ o(t
L) e )

Ainsi la simple lecture des fonctions intervenant dans la derniére
colonne de la matrice d'évolution obtenue permet la mise en &quation immédiate
dans la nouvelle base.

2°) Type I .

Considérons par contre le systéme d non-linéaritésde rang 1 de type I

décrit en régime dynamique par :

Q T T
X = (AO + k v (x,t)) x(t) + kw (x,t) e(t) (I-25)

ol [ e(t) est 1'entrée du systéme ¥t ¢ T e(t) ¢ R"

¥(x,t) € RrY x 1 v(x,t) eIRq, wix,t) € R

X
k e]Rq, AO matrice & coefficients constants de RY &

D'apreés ce qui précéde (lére propriété), le vecteur k peut &tre pris

égal 3 [0,..., O, l]T. Dans ces conditions :
T T
kw(x,t) = [0,—0, w (x,t)]

Soit P un changement de base qui garde les non-linéarités de (Ao + va(x,t))

dans la derniére ligne.

avec P = [_
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I1 vient

o T -1 T

y = (Bo + Pk v (x,t) P 7) x(t) + k w (x,t) e(t) (1-26)
Un tel changement de base laisse donc invariant la matrice de commande.

Ainsi, par simple identification des termes non constants, on peut déduire

pour les deux types de représentation la nouvelle équation en régime dynamique,
|
si celle-ci est obtenue par les changements de bases précisés en 1) ou 2). |

Ce résultat est 3 rapprocher de la méthode utilisée dans le cas des systédme
discrets pour déterminer 1'équation de récurrence régissant l'erreur en régime

forcé [5 1.

- o - e e = -

Nous proposons de généraliser les propriétés énoncées précédemment, au

cas plus général des systémes d non-linéarités de rang p.

La matrice d'évolution de ces systémes se met sous la forme (I-9) pour ceux
y i

de type I ou (I-10) pour ceux de type II. ‘
De méme que pour les systémes ad non-linéarités de rang 1, nous pouvons

énoncer les résultats qui suivent concernant la représentation des systémes a3

non-linéarités de rang p.

Propriéte 2.

Sodit rg(hl,... ;h ) = p (p < n). 1€ existe un changement de base P fel que

0 — ? \\\\ \\:d

N »

4
ER

0 .
P( ) vi(x,t) h.) P~ =
i=1 +

QO —-
[@ E
I._

g

q-p
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Cela signifie que pour un systéme a non-linéaritésde rang p de type II

on peut obtenir une matrice d'évolution n'ayant que p colonnes non constantes.

Démonstration.

Supposons rg(q?...,h ) = p, donc

P

¥i ¢ {p+ti,...,n} -}(ocil,...,oc. ) hi = E a.. h.

ip J 1 1] 73
Soit, de (I-10), on tire
(1-27) Alx,t) = A + § Vv, (x,t) hT
O i:l 1 1
avec
n
(1-28) Wi e {1,...,p} Vi(x,t) = v.(x,t) + )} v.(x,t) a.,
* j=ptl I

Supposons A(x,t) écrite dans une base B,. Les vecteurs (hi,...,hp) étant

1
linéairement indépendants on peut donc compléter l'ensemble (hl,...,hp) par g-p

vecteurs de Bl (el,...,e _p) pour que (el...e . hp) forme une base de

h
q qgp 1 R
l'espace d'état. Soit B2 cette base et P la matrice de passage de Bl a B2.

Posons y = Px, avec

.o C s C s N (q-p)*q
od P sup est une matrice a coefficients constants de R .

I1 vient :

§<t> = [B + C(y,t)] y(¥) (1-29)



avec
-1
B= PAP
(]
—O Q
/ T
!
-1 T, -1 ‘ ,
C(y,t) = P( E V.(P “y,t) h,) P~ = vi(y,t)| =-- v!{y,t)
Rt 1 1 L D
i=1 !
{
5 5 | L

1

od ¥i ¢ {1,...p} vi(y,t) = P71 vy (7 g,0)

De méme pour le systéme de type I, on a :
Proprnidis 7',
Soitrg(k

l,...,km) = p.

12 exisite un changement de base R tel que

C oo T

m
-1
ROT k. v.(x,t)) R7™ =
. 1 1
i=1

T, ||

On peut donc regrouper, pouwr un systéme de type I 2 non-linéarités de

r3n tout les termes non constants de la ma*trice d'évoilution dans les p
g P, I

L3 .
derniéres lignes,

Des propriétés 2 et 2' il suit que la classe de processus représentée
est trés large, en effet un systéme d non-linéaritfsde rang p est représentable
en régime libre d l'aide d'une matrice d'évolution ayant p lignes (ou colonnes)

non constantes.
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Ainsi une matrice A(x,t) a coefficients tous non constants est représenta-

tive d'un systéme a non linéarité de rang q. La seule restriction pour qu'un

systéme quelconque en régime libre appartienne 3 la classe de processus consi-
dérée est qu'il se mette sous la forme d'une équation matricielle d'état de type
(I-1).

II-2-2 Régime non autonome.

Nous étudions ici 1l'influence d'un changement de base sur la représentation

en régime dynamique.
Soit le systéme de type I définit par :

x = [A + E k. vi(x,0)] x(t) + ( § k. wl(x,t)) e(t) (1-30)
0] izl 1 1 i:l 1 1

ou les u&(x,t) sont définis par
T
Vi(x,t) = (wl(x,t),...,w (x,t))
b
Il est possible de prendre :

¥ie {1,...,0} k, =[0—0,1,0 —o1"

q-i

Dans ces conditions

E K. wT(x,t):= moT(x,t)
1 1 P

.

:
w, (x,t)
| _

Soit le changement de base dé&fini par P :
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\\ | T } 3-p

, ol Ip est la matrice identité d'ordre p

Ce changement de base laisse les non-linéarités dans les p derniéres lignes

de la matrice d‘'évolution, et laisse invariant le vecteur de commande.

T 7
p ]
PO Y k. w,(x,£)) = W (x,t)
PR St 1 D
i=1 :
.
w, (x,t)
_ N

Considérons maintenant. le systdme de type II & non-linéarités de ran définit
y P

par :

= (3 + § vi(x,t) h) x(t) + E vi(x,t) e.(t) (I-31)
o ;5 1 i ;21 1 i

e(t) = (eﬂ(t),...,ep(t)) est le vecteur d'entrée du systime.
e B

Il est possible de prendre les scalaires h; x, i ¢ {1,...,pl comme

derniéres composantes de l'état
¥ie {1,...,p}
Il vient :

o P
= A X+ T(x,t) ®_ .
X = AX Zl vl(x, ) R _i41 +

i &~

vi(x,t) e (1)
l e e

i i

2
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Soit le changement de base

y = Px

avec
¥i ¢ {l,...,p} yq_i+l = xq—i+l
I1 vient
; P oo P oug |
y=Bxt ) w!(x,t) Vgoisr T L w; (x,t) e, (t) (1-32)
i=1 i=1
avec

wi(x,t) =P vi(x,t)

Ces considérations permettent de tirer les méme conclusions que pour les
systémes 3 non-linéarités de rang 1 : la matrice d'évolution’aprés changement
de base conservant le nombre de lignes (ou de colonnes) non constantes, conditionne
la forme de la matrice de.commande. Les non-linéarités étant & priori fixées a
l'aide de la forme de la matrice de commande dans la base initiale. La méthode

. s

dans le cas multivariable pour déterminer la jleme colonne du vecteur de commande
consiste d appliquer la méthode proposée dans le cas des systémes 3 non-linéarités

de rang 1, comme si toutes les autres colonnes &taient constantes.

- - — " —— - — o - ey =t P W D T e o W GBI et - -

Dans cette partie sont proposées quelques représentations particuliéres
redondantes [16] des systémes 3 non-linéaritésde rang p en régime libre.

De ces diverses représentations seront déduites des propriétés remarquables.

I1.3.1 - Notations.
Soit le systéme 3 non-linéaritésde rang p de type II, défini par
1'équation (I-10) en régime libre, avec toute les non.linéarités rangées dans les

p derniéres colonnes. L'état x(t) associé 3 cette représentation est défini par :
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xT(t)

(x:TL(t), x;(t))

xl(t) = (xi,...,xi—p) sont les q-p premiéres composantes de 1l'état|

x (t) = (x1 ""Xg) sont les p derniéres composantes de l'état .

Les composantes de x2(t) seront dites "traitées non linéairement". (I-28) s'écrit|

donc sous la forme :

X
~
ct
~
1]

1 Ll xl(t) + Nl(x,t) x2(t) , (I-33)

%0
~~
+
S’
1]

) L, xl(t) + N2(x,t) x2(t)

od
L ézmﬂq—p)x(q—p) matrice constante
L2 €:Bpx(q-p) matrice constante

-p)x
Nl(x,t) eZR(q p)p matrice d coefficients non constants

x ~ . .
Nz(x,t) eIRp P matrice d coefficients non constants

=
1]

.. 2
1 [Zij] (i,3) ¢ {1,...,q-p}

L, = [Kij] ie {1,...,p}
je{1,...,9-p}
J z T
N, (x,t) (nl(x,t),...,nq_p(x,t))

avec ¥i ¢ {1,...,9-p} ni(x,t) ¢ RP

N_(x,t) = [n,.(x,t)] 5
2 13 (i,3) € [1,...,p]

Soit A;(x,t) ia matrice d'ordre p(g-ptl) définie par :

1 _
Ap(x,t) = [Aij(x,t)] (1,3) « {1,..‘,p}2 (1-34)
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ol ¥i ¢ {1,...,p!}

i L I idme colonne
1 |
I de Nl(x,t)
I
Aii(x,t) = | mmememeeee ;T
. . l
ieme ligne
de L | ng5(%1)
L 2 | _
¥vj e {1,...,p}, 3= 1
-
[ o o
| jéme colonne
AL = de Nl(x,t)
N (N S
o o mn..(x,t)
b— ot

1
La disposition générale des termes non nuls de Ap(x,t) est donnée figure 7.

7 / |71 / \
// / /
A/ / /
/1. / /
/ / /
/ -./ / /
/ / /
Al(x,t) = / /// /
P / " /\/ /
/ /1. /
f f "( ;
/
|/ / ///
/] va 4/ J
? Figure 7.

A;(x,t) sera appelée la premiére forme dilatée 3 l'ordre p de la matrice
| A(x,t). Une autre forme dilatée remarquable est celle introduite dans le cas
‘ des systémes discrets dans [17]. Cette dernidre sera appelée deuxiéme forme

dilatée 3 l'ordre p et sera notée Ai(x,t). Elle est définie par :
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2 - -
Ap(x,t) = [Mij](i,j)e {1,...p}2 (I-35)

avec ,s1 I estla matrice identité d'ordre p ,
1Y

( .. 2 _ Pxp
¥(i,3) ¢ {1,...,p-1} Mij = Kij.Ip, Mij e R
¥ {1,...,p-1} M . =diag {£' ,....,2".
J e sP b3 g 13 s P]}
M . EZRPXP
{ joly
. - T
¥ie {1,...,p-1} A Mip = {ni(x,t),...,ni(x,t)}
p fois
M = N _(x,t)
( PP 277

La disposition générale des termes non nuls de A;(x,t) est donnée figure 8.

- -

2
A (x,t) =
p

]

Figure 8.
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1
Les deux formes dilatées A; et A; se déduisent l'une de i'autre par permutation

des vecteurs de base, elles sont donc semblables [181].

L'équation différentielle

o 2,
X-'-AP\X,t)X
avec
( X = Rx, Re R'APTLIPXQ
r1—-—-1'0 Q1 1 1 ]
{ 1 —1, Lo o
] . -
R =] % 1 o | ! : v
SRR RS SR ) oy § IS

-

Lo
Le)
d
(@]
O

-
[

- O

est une représentation redondante d'ordre p(g-p+i) du systéme initial d'ordre q.
Nous allons montrer que les systémes 3 non-linéarités de rang p peuvent &tre

représentés, aprés dilatation, par une forme canonique triangulaire par blocs.

II.3.2 - Forme canonigue

- o e e i 0 it o S

Soit Fo(x,t) définie par :

1 Fl(x,t)
diag {C,} o
iefl,...,n~1} :
F (x,t) = ! 6
P : P‘_l(x,t) (1-36) .
i
R
o : F (x,t)
t
avec ¥i ¢ {i,...,n-11} , C

Q = 0

O —
) Fn(x,t) = °

N\
2N SR

t—-p colonres non-constantes——
n.xXn n_n
n on
H Fn(x,t) € R

L
%
“
\\\\\
NN
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La forme Fp(x,t) introduite généralise la représentation (I-18) :
Fp(x,t) est une matrice triangulaire supérieure par blocs dont tous les termes

non constants sont regroupés dans les p derniéres colonnes.
Théoneme 1.3.

Pour tout systeme a non-LinZariitis de rang p de type 11, L est possible
de définin un vecteur état redondant Yy vérifiant a entrée nulle une relation
du type

[o]
Y = Fp(y,t) Y, Y = Ry
La démonstration de ce théoréme est donnée en Annexe (I-A)

Soit, en employant les notations de 1l'annexe I-A pour un systéme de type II
représenté par (I-33), le sous espace vectoriel S§° engendré par (A;.’_i)Tk hi
lorsque k décrit N. Par analogie, Sg sera appelé 1le i*™ sous espace vectoriel
réduit observable de A(x,t ), le sous espace vectoriel observable par hi rela-

tivement a A9..
ii

Conollairne 1.3.

L'ondne s de La matrice F_(y,t) Antervenant dans La forme canonique
Fp(y,t) (1-36) est donné par :

s = § rg 89
i=1 *

La démonstration de ce théoréme est incluse dans la démonstration du

théoréme précédent.

Considérant les systémes de types I on peut énoncer :
Théoreme (1-3)"

Pour tout systeme a non-LinZarnitisde nang p de type 1, AL est possible
de déginin un vecteur &tat redondant vérniflant d entrnde nulle une relation

du type

Z = Fl(z,t) 2
D
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Soit A(x,t) la matriced'évolutiond'un systéme de type I, AT(x,t) est
donc représentative d'un systéme de type II. Soit AT(x,t) la matrice dilatée
d'ordre p de AT(x,t), A;(x,t) a la forme (I-34). On définit S;’ le iéme sous
espace vectoriel réduit commandable de A(x,t), le sous espace observable par

h! relativement 3 A%,, S$ est engendré par (A?.)Tk h! lorsque k décrit IN.
i ii* "1 ii i

Cornollaine (I-3)°.

L'orndne s de La matrnice F;(z,t) Antervenant dans La fornme canonique
F;(z,t) est donné pan :

s = E rg Sg
i=1

En conséquence deux matrices dilatées de mé@me type Ap(x,t) et Bp(z,t)

ayant méme forme canonique Fp(y,t) sont semblables.

Dans ce qui suit, nous wtilisons - un outil généralisant la notion de
polyndme symbolique [19] et qui permet de déterminer si deux matrices dilatées

sont semblables.

II] - PoLYNOBME SYMBOLIQUE MATRICIEL.

Soit A(x,t) la matrice d'évolution d'un systéme & non-linéarité de rang

p de type II, le polyndme symbolique généralisé sera défini & partir de 1la

~

forme canonique dilatée a 1'ordre p, Fp(y,t), de A(x,t).
C Pl(y,t) 7
Fp(y,t) = : (1-36)

Ch-1 Foo(vst)

Cn(y,t)




avec

¥ie {1,...,n-1} C
n.Xn.

C.
1

e R 1
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1

et ,si Ip est la matrice identi € 4'ordre v,

n,-1
i

O ——0

Cn(y,t.)‘ =

L

¥g.t) ey x T C (y,1) ¢« RS"S

7/

~——— |
p colonnes non linéaires

Chaque bloc constant linéaire de Fp(y,t) peut &tre défini 3 partir de son

polyndme caractéristique :

¥ie {1,...,n-1} pi(X ) = A

n, n,-1
i i i 4
+ ) ai A
j=o !

(I-37)

Avec la convention de calculer le déterminant d'une matrice non linéaire comme

si chacun de ses termes non linéaire était constant, ou définit le polyndme

caractéristique instantané de Fp(y,tj par :

= Ax
p(A,y) = det ( Ip(q-p+l)

n-1

= (.H pi(x)) dgf (xIS - Cn(y,t)

i-1

- F . I-38
p(y t)) ( )

p(A,y) est invariant par tout changement de base constant, donc
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p(A,y) = p(A,x) = det (AI A;(x,t)) (1-39)

p(q-p+1l) ~

Si p(A ,x) = o n'a pas de racines indépendantes de 1'état ou du temps, Fp(y,t)

prend la forme d'une matrice décomposables en blocs matriciels :

= =1
Q Q
—Bo(y,t)
o] (o]
.'.P 0 :
F (x,t) = : (I-40)
D .
0
I
-B _(y,t)
P q-p Vs

o ¥i ¢ {0,...,q9-p} Bi(y,t) ¢ RP™P

Cette forme est entiérement déterminée 3 1l'aide des (g-p+l) blocs non

constants Bi(y,t). Ces blocs permettent aussi de définir un polyndme matriciel
[157.

Déginition.

Lorsque ¥i ¢ {1,...,p}
o = -
rg Si q-ptl

Le polyndme symbolique matrniciel est digini & partin de (1-40) par

) q-p -
P(F , M) = AP L Y B (y,0) AT (I-41)
P P 5o 1 P

oll A = Alp ; Ip matrice Ldentitée d'ondre p.

Dans le cas d'un systéme de type I, la méme définition peut &tre donnée

avec comme condition d'existence :

¥ie {1,...,p} rg SE = g-ptl.
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III-2 - Conventions de calcul et notations.

Soit une matrice A, A eimpqqu, partitionnée en q2 blocs Aij d'ordre p :

A=l ] (I-42)

A3, 9)el, ... ,q)?

avec ¥(i,j) « {l,...,q}2 Aij ¢ RP7P,

Notons A! 1la matrice obtenue 3 partir de A en retirant les blocs matri-

. .eme _, iéme . o .
ciels de 1la i ligne et de la g colonne et considérons la fonction de

matrice définie de fagon récursive par :

1°) ¥(i,3) € {1,...,q}2 Ml(Aij) = Ay (I-43)

2° Mo(a) = T (-1t A! DA,
) NEY izl SEORI SN iq

Cette définition colncide avec le calcul d'un déterminant matriciel

généralisé en faisant le développement par rapport aux premiéres colonnes.

Dans le cas ol tous les blocs Aij appartiennent a un anneau des matrices
commutatives d'ordre p, la notion introduite rejoint celle de déterminant matri-
ciel introduite dans [17]. Par abus de langage, M (A) sera appelé wn déterminans
matriciel 4 1'ordre p de la matrice A. :

On notera dans toute la suite

M (A) = DET A

q
Lorsque p=1, Mq(A) représente le déterminant de la matrice A. Il sera calculé
dans le cas ou A est une matrice non linéaire comme si chacun de ces termes était

constant.

Dans ces conditions on peut définir le polyndme caractéristique instantané

généralisé de la matrice A par (I-44), cette matrice polynomiale étant notée P(A,

P(A,A) = Det(A. ® I - A) (I-u4)
P pq
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ol ® vreprésente la multiplication extérieure 3 gauche [20] et Ipq la matrice
identité d'ordre pq.

Des définitions précédentes il vient :

P(F, A =Det(h) ® I

- Fp(y,t)) (I-45)

Dans toute la suite nous supposerons vérifiée pour toutes les formes matricielles

qui interviennent la condition (:) d'existence du polyndme symbolique matriciel.

Soit A2 (x,t) la deuxicéme forme dilatée & l'ordre p de la matrice

A(x,t) (I-10). A;(x,t) est semblable d une forme canonique Fp(y,t)(I—hO).
Lemme 1.
Soit P a matrice négulizne de ® PCAPTL) X PLAPFL) 4opps oup
A2 ,t) = P F (y,t p~t
P(x ) p(y )

alons P est pantitiomnable en (q-p+1)2 blocs P, qui viriglent 2a proprists
Aulvante

. . 2
¥(i,3) ¢ {1,...,(g-p+t1)}", Pij e DP

ol D_ est £'ensemble des matrices diagonales d'ondre p. La matrice {nverse
pt virnifie aussi cette proprlldrte.

Les matrices de changement de base sont donc constituées de bloecs tous
commutatifs.

La démonstration de ce lemme est proposée en Annexe (I-B)

Lemme 2,

PIAZ ) = PIF, M)
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La matrice Ag a donc méme polyndme symbolique matriciel que sa forme canonique

Fp; La démonstration de ce lemme est donnée en Annexe (I-C).
Théoneme 1.4.

Soient A(x,t) et B(y,t), deux matrices d'ordre q & non-Linanites de
rnang p de type 11, ayant Tous Lewrs eLements non constants rangés dans Les

P deanitnes colonnes et qui vernidient chacunes £a cond,(;téon@.

Soient Ag(x,t) et B;(x,t) Louns deuxidmes fonmes dikaties d'ondre P
rhespectives.,

Une CNS pour que A;(x,t) et B;(x,t), sodent semblables est qu'elles
alent méme polynéme symbolique matriciel.

Démonstration.

a) Condition nécessaire.

L'ordre des composantes d'état traitées non linéairement est fixé.-A;(x,t)
et B;(y,t) étant semblables, elles admettent méme forme canonique Fp(z,t).

D'aprés le lemme 2 il vient :
P(A2, 0) = P(F_, h) = P(B%, M)
P’ P P
b) Condition suffisante.

Soit P(Ai, A = P(B;, M) d'aprés la conséquence du lemme 2, ces deux formes

déterminent la méme forme canonique, elles sont donc semblables,

Le résultat énoncé permet, pour la classe de systémes considérées, de
proposer a priori une forme matricielle redondante et d'identifier ses coef-
ficients de fagon & ce qu'elle soit semblable & une forme redondante caracté-
risant le systéme. Cette derniére forme est déduite directement de 1'équation
d'état non redondante en régime libre. L'identification se fait en égalant

terme 3 terme deux matrices polynomiales.

Cette méthode de choix d'une représentation ne rend pas nécessaire la
connaissance du changement de base entre les matrices dilatées, seule l'exis-

tence en est prouvée,
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Ceci généralise aux systémes 3 non-linéarités de rang p des travaux

antérieurs [1] vaiables pour lessystémes d non-linéarités de rang 1.

Tous les théorémes énoncés dans cette partie sont transposables
aux systémes de type I en convenant de construire leurs formes dilatées
d partir de AT(x,t) si A(x,t) est la matrice d'évolution en régime libre du

-~ . P rd
systeéme considéré.

Dans les paragraphes suivants, nous allons voir dans quels cas une
similitude au niveau des représentations redondantes entraine une simili-

tude pour les représentations non redondantes dont elles sont déduites.

- o s ol - e - - - o e - o o e .  m an = e an

- S - - = = D . -

Soient deux représentations non vedondantes, en régime libre d'un
systéme d'ordre q de type II d non_linéaritésde rang p, tous les termes

non constants étant rangés dans les p derniféres colonnes.

el
1]

(%f""xq—p’ xq-p+l"'

A(x,t)x avec x .,xq) (I-46)

“« o
"

B(y,t)y avec vy (xf-.-,y

s X se e
q-p° gq-pt+l

On en déduit les deuxilmes formes dilatées & 1l'ordre p :

\"‘—-‘\
O
"

A;(x,t) X (1-47)

———
< O
1]

2
B ,E) Y
p(y )

Propritte.

SL A; et 812) sont semblables alons A et B sont semblables parn un chan-
gement de base a blocs diagonaux quié Laisse Lnvariants Les composantes d'etat
tuaities non Linéairement.

Démonstration.

P 61Rp(q-p+l)xp(q-p+l)’ det P = o
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pt (I-48)
D'aprés le lemme 1, P est décomposable en (q-—p+l)2 blocs diagonaux d'ordre p.

D'aprés la propriété 3, et parce que l'ensembls des matrices diagonales

est un anneau ccmmutatif, P est décomposable en (q-p+l)2 bloes diagonaux d'ordre

p.
‘i
Or de (I-48) on a :
Y = PX (1-49)
d'od
— - - 1 . (.1 17 B
4] P11 o | 1P1ap41 o Xy
i : [JRELIERN i ﬁ e '
0 . ! 1 0 . |
P 1 P
ot i E ) - o Ti.gptl “1
1 ! 1ol X
3 P
12 p21.. 0 : 1 2,9-p+l 0 2
................... I T
0 P Lo D
D
2o | 721 . e P2agmprl | | 2
-30) =
_______________ '
Yq- pt B q-p
!q P q-p.l Y Jovne evamone vans
p | -
Yqp 0 P o, ap .
Xq-p+1 ------------ TrTTTTmTTTTT T Tttt -
: ; Fq-p+1
s ] :
L 0 0 I x
% ] P q

Cela impose donc les relations :

(wrs an 12 . 2 4 _ k.
b w(i,i) e {1,...,9-p}" ¥(k,&) = {1,...,p} pij pij pij
(1-51)4
. . r‘? 1 i =
1‘ ¥ € {l’---!p q} ¥ie l*s"'spfpj,q_p+l 0

Donc les matrices A; et B; sont semblables par un changement de base diagonal par |
blocs.

Scit P définie par :
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P, .
ij Vo
.. 21
(l,]) € {1,---:Q‘P} 1
1
e (1-52)
1
o v I
L i P
On a alors
Y = PX (I-53)
OrP est réguliére et :
Det P = (det P) IP (I-54)
donc det P =z 0, d'ou
_ -1
B(y,t) = PA(x,t) P

Le polyndme symbolique matriciel constitue donc un invariant de représentation
entre deux représentations de méme type d'un systéme dans le cas ol le change-

ment de base entre les deux est du type (I-52).

Soit A(x,t) la matrice représentative en régime libre d'un systdme &
non-linéaritésde rang p de type II (dans le cas d'un type I on prendrait
AT(x,t)).

{ ; = A(x,t) x
(1-55)

eee X )

= X,ieeeX x
R L e q

composantes d'état traitées
non linéairement.

Soit le changement de base défini par :
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avec det Pl z 0

Le polyndme symbolique matriciel permet de se donner a priori la forme de

(I-56)

PA(x,t)P-l et d'en déterminer les coefficients, sans toutefois nécessiter le

calcul de P.

A(x,t) étant partitionnée identiquemment 3 P

B !
Blq : Al2(x,t)
A(x,t) = --_---{ ____________
1
Ay 1 By(et)
L ! N
Il vient :
— 1, -
PALP Pphpp(xe®)
i
PA(x,t)P T = e
-1 |
L l _
On se domne a priori B(y,t) de la forme
B | =
By : Blz(x,t)
I
B(y,t) = e
B, | A (x,t)
01 1 Agyplxst
L I 1

(1-57)

(I-58)

(I-59)
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De A(x,t) et B(y,t) on construit Aﬁ(x,t) et B;(y,t), puis 1'égalité
des polyndmes symboliques de ces deux matrices garantit leur similitude.
L'identification termes 3 termes de P(A;) et P(Bé) permet de déterminer les

coefficients de la matrice B(y,t).

Lor'sque p=1l, on a Ai(x,t) = A(x,t). Le théoréme (I-4) exprimée dans le

cas ol p=l condult au théordme sur le polyndme symbolique scalaire [1].
Théoneme 1-5,

Solent A(x,t) et B(y,t), deux matrnices d'ondre q de systémes & non -
Lindarnites de nang 1 de méme type. '

Sodlent Les polynimes symboliques scalaines déginis pan
P(A(x,t)) = det(A Iq - A(x,t)) et P(B(y,t)) = det(A Iq—B(y,t))
SL P(A(x,t)) et P(B(y,t))

n'ont aucun zérho indépendant de £'état et/ou du temps alorns A(x,t) et B(y,t)
sont semblables 854 Leur polyndmes symboliques sont identiques.

Ce résultat permet d'identifier deux matrices semblables de méme type,

sans nécessiter la détermination du changement de base.

—— o . - —— - —— o - o n o oV o e o Vo e e e v ] o e o e e e - —————— -

e - - . - - U A Y e o > W e AN M T A e S - -

L*tutilisation du polyndme symbolique matriciel nécessite le passage d'une
représentation non redondante de l'état (matrice d'évolution A(x,t)) 3 une repré-
sentation redondante de 1'état (matrice d'évolution A;(x,t)). L'emploi de ce poly-
ndme pour l'identification de deux matrices semblables dans l'espace d'état non
redondant conduit 3 ne considérer que les changements de base daiagonaux par
blocs. Cependant nous allons montrer que ce polyndme matriciel peut servir 3 la

mise en équation dans l'espace d'état redéndant considéré.




48

Soit B(y,t) une matrice d'ordre p(q-p+l) décomposable suivant la forme :

D..
i3
B(y,t) = | (i,3)¢e {1,...,q-p+1}
L_ x11,...,q9-p}

I

t t -

| Bi,q_p_l_l(y,t) (1-60)
: ie {1,...,q-pt1!}

¥(i,j) ¢ {1,...,q-p+1} x {1,...,q-p} Dij € Dp

¥ie {1,...,q-p+1} ¥(y,t) e Y x T B! (y,t) e RP*P |

i,q9-p+l

Nous dirons que B(y,t) est contractable s'il existe une matrice B(y,t) de
X ~
RY'Y dont la forme dilatée secondaire 3 l'ordre p est B(y,t), et non contrac-

table dans le cas contraire.
Théoneme 1-6.

Sodent A;(x,t) forme contractable et B(y,t) forume non contractable,
x et y sont supposés avoirn Les memes dernderes composantes traities non
Lindairnement.

Af)(x,t) et B(y,t) sont semblables par un changement de base dont
La matnice est & blocs tous diagonaux, &4 et seulement 54 A;(x,t) et Bly,t)
ont Leurns polyndmes symboliques matrniciels identiques.

La démonstration de ce théoréme est proposée en annexe I-D.

Le théoréme (I-6) donne donc une condition de similitude dans un espace d'état

redondant pour deux matrices de méme type et d non-linéaritisde méme rang.

Pour un systéme de type II représenté en régime libre par (I-33), on en ;

- |

déduit la deuxilme forme dilatée & l'ordre p : Ag(x,t). Soit B(y,t) admettant |
la forme (I-80) ; cette matrice a (q-p+1)(q-p) p éléments constants indéterminés

et (q—p+l)p2 éléments non linéaires inconnus,
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L'égalité des polyndmes symboliques matriciels fournit (q—p+l)p2
‘relations. La différence entre le nombre d'inconnuesde B(y,t) et le nombre de
relations obtenues donne le nombre de composantes de B(y,t) que l'on peut se

fixer arbitrairement, soit n ce nombre.
n = (g-pt+l)qp -.(q-p+l)p2 (I-61)
il vient :
n = (q-p+1) p(q-p) ' (1-62)

On peut donc fixer arbitairement la forme de la partie linéaire
de B(y,t). L'égalité des polyndmes symboliques matriciels donnant l'expression

des composantes non linéaires de cette matrice.

Ce résultat permet donc d'utiliser les représentations redondantes
telles que B(y,t) en tant que telles, Un tableau récapituletif (p,50)

rappelle les principales propriétés du polyndme symbolique matriciel,
ConcLusION,

Aprés avoir présenté les systémes d non-linéarités de rangp nous avons
montré 1l'influence d'un changement de vecteur état sur la représentation choisie.
Le vecteur de commande était alors entiérement déterminé par la matrice d'évolu-

tion obtenue.

Généralisant les propriétés du polyndme symbolique montrées pour les
systémes d non-linéarités de rang 1, nous avons ensuite introduit la notion de
polyndme symbolique matriciel. Cet outil permet d'assurer que deux représentations
redondantes particuliéres du systéme sont semblables, sans avoir 3 calculer le

changement de base.

Dans les chapitres qui suivent nous allons exploiter ces résultats pour
déterminer diverses représentations particuliéres des systémes 3 non-linéarités
de rang 1. Ces modélisations sont basées sur Ll'utilisation de la représentation

dite "“forme en fléche" [21].
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APPLICATION DU POLYNOME SYMBOLIQUE MATRICIEL (PSM)

semblables si

identité des PSM
et si le change-
ment de variables

est de la forme:

.
.

s e & 8 a s o » 2
.

N

Modélisation

initiale A

dilatation

A 5 deuxiéme

forme dilatée

|espace d 'éat redondant

changemert de

variables (&

constan t

blocs diagonaux)

Bo deuxidme

#PSM:P(Az,A)

semblables si
identi ¥ des PSM
P(Ay,0) =P (B, ,A)

forme dilatée

- o we

»
¢

- PSM=P(82,A)

L4 ‘!-u.-

¢

Modélisation

finale B

l espace d'état non redondant
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ANNEXE I-A :

Démonstraticn du Théoréme I-3

Soit le systéme & non-linarités de rang p de itype IT défini en régime
libre par la matrice d'évolution A(x,t)(A-1).Les termes non constants sont

tous situés dans les p dernidéres colonnes.

D
(a-1)  Alx,t)=Ag+3 vi(x,t)h;T
i=1

X
avec A e[Rq q,matrice constante
o

Vie{1,...,0} 1yn.=[0,...,0,1,0,..,0] n, e B
B e

q=p+i~1
_ vi(x,t)eRY
Soit A;(x,t) la premiére forme dilatée 3 l'ordre p de A(x,t){I-3L).
D'aprés le Théoréme (I-1)
Vie{1,..,p} ,Epi » det P.=0
Pi(Aii(x,t))P;'=Fi(z,t)
ou Fi(z,t) zst la forme canonique (I-18)

Soit lea matrice de changement de base définie par :

P = diag {p.}
© ie{t,..,p} *
5i Sp(z,t) = E)A;(x,t)Po_l , ona :

Bp(Z,u) = [Bij(z,u)]
.. 2 N -1
avec V(i,j)e{1,..,p} Bij(z,t) = PiAij(x’t)Pj
La dispesiticn générale des termes non nuls de Bp(z,t) est donnée

figure (A-1).Avec d'aprds (I-18), pour out i :

B.. \= ‘\
11(Z’t‘

0

>

[
[ =

. i . i
Les matrices Cj sont des matrices compagnons ccmstan'tes,C,_l est une
, 1.
. i
matrice 4 dernildre colonne non constante.Pour téut i de {1,..,p},Aii(x,t)
s'éerit sous la {orme :

- o T 1
Aii(x,t)-Aii+ wi(x,t) b
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avec Aiimatrice constante de ﬁ(q—p+1)X(q—p+1)

] 1 -
hiT=[O,..,O,1] , hyeRY p+1

Le Théoréme (I-2) permet d'affirmer :

i _ ! oTk
Vie{1,..,p} r.,= orireC, = T& (hi""(Aii) hi,..)
i i kel
1 7R X N
s N ;
7/ S o . §
— < _ 5 P 3
¥ ' [
! ) '
t 1 ]
ﬁ 1T TR E— N
N 7N N
~. N =
N ~__ 7% X
N /R 3
§ 3 N
X —_—__} {
1 1
1l q :
I T e
, _ T~
—_—— S-- - — -
L 3 N E -
figure A-1

Il existe donc un changement de base (permutation des lignes et des

colonnes ) qui améne & la forme matricielle (A-2).

- 3 L &t =
diag (diag (ci)) Z W=
felt, oopb delt,oomg=td 2 =5 =3
(a-2) C_(v,t)= 'Cr111‘ 3
| te, N

0 -

§ % In

L *

- 1 = . -

Cp(v,t) est représentative d'un systéme 3 non-linésritésde rang p,

il est possible de mettre tous ses &léments non constants dans les p

~

dernidres colonnes.Cp(v,t) est donc semblable 3 Dp(

diag (diag (Cg))
ie{1,..,p} j€{1,..,ni-1}
D (u,t)=| - — - - - - - - - - = - - -
F 0
avec fU1 0
U=L o\
U
P~ O 0o ]
Vie{1,..,p} Uiethix(ri_1> . Ui= 1 \\\>
O\\o
. 1

"0 | F
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avec [ n=p{q-p+1)-s , s= r

o —— o S
P[U ‘e(u,t)) P = g“_,_ g:§\(\y\\t)

Ii est la matrice identité d'ordre i
Le changement de base P' ne modifie pas la matrice diag(diag(czf)),

DP(u,t) est donc semblable 3 Fp(y,t).



ANNEXE I-B :

Démonstration du Lezmme !

Scient les matrices de changement de base :
P, de la forme Ai(x,t)(I-BS) i ia forme A;(x,t) (I-34)
P, de la forme A;(x,t) i la forme Cﬁ(y,t) (a-2)

P, de la forme Cp(y,t) i la forme Fp(y,t) (T=-36)

3
on a
v 1. ; _pPx{g=p+1)
P3= [Pij] ,V(l,J}e{|,..,q-p+1}><{1-,..,pf Piju-‘R
9 —— 000 ol
[
IR
g ||
1d : :o] |
. !
L Q em 000 —— & J
——
i
-' - g \’ -
P2 = Po(Poest définie 4 1'annexe I-A)
T
=D
Pi="P3
Or P = P3P2P1

En effectuant les produits matriciels par btlces,il vient ;

P3P2 = [Mijl (i,d)e{1,..,q-p+11x{1,..,p}

avec Mij € iRPx ( a-p*1 )

? ]
0

‘ieligne de P.!
e

L ° 4

J

i
(e ) (,10e01,. . qmpe 132

Cela conduit & l'expression de P ,soit

Posons Pi =

Pelugsd (s )ets, n qpeny?
avec N, e gP*P
J
- A%a k
N..= diag [pij i

*J ke{1,..,p}
P est donc formée de (q—p+1)2 blocs tous diagonaux;ils appartiennent

-

~ - - -
donc & l'anneau des matrices commutatives d'ordre p.I1 est & remarquer

que les matrices P, intervenant dans P, sont telles que :
i 2

i i
.=0 et p

/3 - Al - =
Yie{l,..,q p+1},Viell,. .. ,q-p} Paept1,t q-p+i,qmp+T 1
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Ainsi : Vieft,..,a-p! Nq—p+1,j= et Nq-p+1,q-p+1= Ip
D'aprés ce aui précéde, P se met scus la forme

i PN
, o . 1_ |
L I <
avec r =
P' = I N.. e ey s

LN13J (1,J)ei1,--,q-p}2

-

B
f1,q—p+1 l

=1

L a-p,a-p+1 §
Seit P“1 l'inverse de P,cn a done la relation : PPl I
(q-p+1)p
Partitionnons p1 de la fagon suivante
| A
A ' B |
i
c . D J
avec (4,E,c,D)e rlaP)2x{ap)p p(a-p)pxp, cpx(a-p) -pxp

Ce partitionnement implique les relations :
PYANC = Ip(g-p)
P'B+NL = 0

¢c=0,D-= Ip
ftant fermée de blocs diagonaux , tous cqmmutatifs,son inyerse se

'P!

-

par la formule {17 ]

calcule
a=p

= [pEr P']7" e [com P']T

-1
B= PN
L'ensemble des matrices commytatives diagonales &tant un anneau,les

matrices A et B sont formées de hlocs matriciels diagonaux.
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ANNEYE I-C :

Démonstration du Lemme 2

On a :
A2 = FpT
P ~
(A2 ) —DET(A 8T (q o+ 1) A;)
avec P = [Nij] [V' ] sJ)e{T,..,Q‘P+1}

Posons B = P{A_8I ) P‘1,—soit :
P P

p(q—p+1)' P
2 .
P(AP,A) = DET Bp

Pour calculer DET Bp ,écrivens la forme de Bp :

T T A B {y,t) o “
! IP BO/ ’+) .I
- \ \y"" T
I D 1 !, N
Bp = N3y iF qep+t ' iy 1.9
i } A * . I
- - a e = o- i D . f e e e - -~
0 ' I -I_ B (y,t)+Allo | I
0L prae BT P
a.vec(N_..,N’ij,N1 q—p+1’N q_P+1)matrices de Dp,ensemble des

matrices dlagona.es d'ordre p .Effectuons le prcduit matriciel ,i1 vient :

q—-op+1
M: a- n+1+z N:yBimy (x58)

‘ \1,3)6{1 ,q-p*+1} ‘e{i,..,q-p}
«{1,..,a-p}

q-0,q3-p+? ‘P q-P

LN +A +B_ _(x,t)

Les M.j apparaissant dans cette décomposition sont des matrices
pclynomiales en A de D .Les blccs non constants B, (y,t) ne sont mul-
tipliées qu'd gauche dans Bp,cela permet uncalcul de DET BD par sup-

erposition.BSoit :
perp 3-p
DET B P = Z AiBi<y’t) + A
i=0
Les A. sont déterminés en supposant dans Bp tous les B. ( ,6),

p+1)x (Q“p+1)

q-p+1

sauf celui d'indice i.Soient les matrices de R‘q- définies



Vie{0,..,q-p} A 0] A ]
[—Ig o | ii+1 —Ig 0
| ‘ Li= ‘\ g b, amprig ‘\
B o P N
L ~150 ) L ‘pAE

Or

Vie{0,..,q-p+1} A. = DET P L; p!

i
P,LI];,P-1 étant partitionnées en blocs commutatifs d'ordre p,il vient
d'taprés [17] :
| 4; = DET P DET L} DET p~l
Or,ces trois metrices sont diagonales,et cn a les relations :
DET LX =(r_)*
P D
DET P DT P~ '= I
Soit :
q-p+1 1P i 2
P(F_,A) = DET B_ = A + B.(y,c) A~ = P(AT,A)
P P D - D P
1=0
Le polyndme caractéristique généralisé d'ordre p de la deuxiéme

forme dilatée & 1'ordre p de A(x,t) détermine donc les blccs Bi(y,t)

de la forme canonique Fp(y,t).
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ANNEXE I-D :

Démonstration du Théoréme I-6

a)Condition nécessaire
Soit P ,matrice réguliére telle que : B = P Ai p-1
Soit Q ,matrice réguliére telle que : A§= Q F# Qfl

Q est partitionnable en blocs tous diagonaux (lemme 1), P est sup-

posée avoir la méme propriété , (PQ) la vérifie aussi . Par une démonstra-
tion analogue i celle du lemme 2,on a :
P(B,A) P(FP,A)
done  (a-3) P(B,A) = P(AZ,A)

"

b}Condition suffisante
Soit le systéme défini par l'équation :
y = Bly,t) y , ye RR(4PHY)

T_
y —(u1v]..t]u2v2..t2.. )

Yapamp" Camptapr1 e
Soit Fn(z,t) la forme canonique associée 3 B(y,t);la méme
démonstration‘que pour le lemme ! montre que la matrice de passage p de
B 3 Fp est une matrice partitionnable en (q-p+1)2 blocs diagonaux d'ordre p.
On a donc :
P(B,A) = P(F,.A)
Si 1'identité (A-3) est vérifide, B(y,t) et Ai(x,t) ont méme forme
canonigue . Elles sont donc semblables
Soit Q@ ,formée de blocs tous diagonaux,telle que
F p(z,t) = QAi(x,t) QfT
L'ensemble des matrices diagonales d'ordre p &tant un anneau,la
matrice de passage R de B & Ai, R = PQ , est formée de blocs diagonaux

d'ordre p .



CHAPITRE II

REPRESENTATION DES SYSTEMES
A
NON-LINEARITES DE RANG 1
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INTRODUCTION,

Des travaux antérieurs [22, 23, 24] ont montré l'importance d'une

modélisation faisant intervenir une forme en fléche.

Ce deuxiéme chapitre envisage la représentation des systémes 3 non -
linéaritésde rang 1 par une forme en fléche épaisse. Dans cette forme appa-
rait notamment une diagonale principale constituée de blocs matriciels.
L'utilisation du polyndme symbolique permet alors de déterminer les coeffi-

cients en fonction des termes choisissur la diagonale.

L'application de ces résultats est alors faite sur les systémes mono-
variables de type Lure' Postnikov. Deux modélisation sont alors proposées
les termes non constants étant regroupés soit dans la dernidre colonne soit
dans la premiére colonne de la forme en fléche choisie. Cette derniére forme
convient particuliérement 4 la représentation de certains systémes plus complexes

ue les systémes Lure' Postnikov monovariables.
y

L'utilisation de ces formes matricielles en vue de l'analyse et la synthdse

des systémes Lure' Postnikov monovariables sera faite au chapitre 3.

[ - REPRESENTATIONS DES SYSTEMES A NON-LINEARITESDE RANG 1.

Comme nous l'avons rappelé dans le chapitre I, les systémes 3 non linéa-
ritésde rang 1 sont modélisables a l'aide de la forme canonique F(x,t) (I-18).
Cette forme est triangulaire supérieure par blocs, avec une diagonale principa-

le formée de matrices compagnons C14], dont une seule est non constante.
Des travaux antérieurs [ 1] ont cependant montré qu'il était souvent pos-
sible de se ramener au cas usuel ol F(x,t) est réduite & une seule forme

compagnon.

C'est donc ce cas que nous étudierons.

Les processus étudiés dans le chapitre sont donc modélisables 3 l'aide
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dtune équation d'état telle que (II-1).

%(£) = AC) x(1) + B(.) e(t)

ou ¥t « [to, + of

x(t) € RY, vecteur état !

e(t) € R, entrée scalaire du systéme

— o -
- - £
(11-1) 0 a b, ‘o(')
3 0 :
1
AC.) =
0] 0 - -- *
- - (.)
N aq—l q-17g-1 B
r
T - b £ b *
( B (.) = b £ (.),.. Ql_lfq_lm]

¥i ¢ {0,...,q-1} *f;(.) fonction réelle non constante dépendant
de 1l'état, du temps et/ou de paramétres
externes

= = 2
*(ai, bi) R

La représentation (II-1) proposée pour ce systéme est de type II. Ce sont
des modélisations de ce type que nous envisagerons par la suite. Néanmoins
toute une étude paralléle peut &tre menée sur des représentations de type I,
les résultats obtenus dans un tel cas se déduisent immédiatement de ceux obtenus

pour le type II envisagé.
Si on considére la matrice A(.) d chaque instant, on peut lui associer

un polyndme caractéristique calculé comme si A(.) était constante. Ce polyndme

appelé polyndme symbolique [11, noté p(A,.), est calculé comme suit : !

q-1 .
WoeRp(,) = AT+ T @+ BN} (1I-2)
i=o
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Or une décomposition possible de A(.) est :

-
A(.)=AO+V(.)h (11-3)

r_ -
0 T
“o
1 O
avec A = . , A < rY4
o : o
O -
-a
L Q-1
T _ _‘ * _A * q
v (.) =L bo fo(-),..., bq—l fq_l(.)], v(.) ¢ R

n' =[0,..., 0, 1], h e ’RY

Le systéme est donc tel que l'on ait la relation :

rg(h, A; h,...,(AZ)q—l h) = g (1I-4)

Ainsi, suivant les résultats rappelés au chapitre précédent (§ III-6) toute
matrice du régime libre de ce systéme semblable d (II-1) sera déterminée par
1'identité de son polyndme symbolique et de (II-2). Soit B(.) une représentation
de ce systéme en régime libre. B(.) sera semblable 3 A(.) si et seulement si est

vérifiée la condition (II-5).

¥A e R det(uq - B(.)) = p(X,.) (11-5)

Nous proposons, dans ce qul suit, diverses représentations semblables
d A(.) et de méme type, basées sur la notion de forme en fléche [25]. La
représentation en régime dynamique est alors déduite par la méthode précisée

au chapitre I (§ II,1.2).
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I.1.2 - Forme en fléche mince.

I1 a été montré [1, 25] que ces processus peuvent &tre représentés en

régime libre 3 l'aide d'une forme en fldche mince (1I-6).

o]
x = F(.) x (II-8)

avec x vecteur état de RY considéré et

_ . .
kl. gl(.)
.~~‘ o
F(.) = :
0 - :
> *
'>\ g_(-)
Ha-1 q-1
*
1 1 .)
avec
f * ¥(i,3) € {l,...,q—l}2, iz j= Ai " Kj
[P, ,0) ]
* ¥i e {1,...,q-1} gg(,):_ e
J I (A.-7)
U
j=1i
j=i
— q_l - .
*g (L) = -3 - A, -b £ ()
) -t izl T gq-1gsl

avec p(A,.) défini en (I-2).

La forme du vecteur de commande B(.) détermine les termes non constants a

considérer (chapitre I, § II.1.2).

I1 vient la représentation en régime dynamique (II-7) de type II :

%= F(.) x(t) + UC.) e(t) (11-7)

avec
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T _ * *
U (.) = [hl(.),...,hq(.)]

q-l ;A
r ) f;(.)Aib .
j=o J
q-1
T (A7)
j=1 *
! i

¥ie {1,...,q-1} hz(.) =

Le choix de la diagonale principale permet de choisir la forme de la

colonne non constante de la matrice d’évolution [22, 247,

Afin de généraliser ce point de vue nous proposons de représenter les

systémes d non-linéaritésde rang 1 & l'aide d'une forme en fléche épaisse [25].

I.2.1 - Définition et propriétés des formes en fléche épaisse [25]

La matrice d'évolution FE(.) d'un systéme régi par une équation d'état

en régime libre,
> q
X = FE(.) x , xe R

est dite forme en fléche épaisse d'ordre r (notée FE) si elle posséde la

structure suivante

T A .
(11-8) All(') l?( )
- O .
FE(.) = 0 el
Ap_l,r-l(') Ar—l,r( )
._Arl(.) _________________ Ar’r_l(-) APP(-) ]



n
=
H
!

-
[TRarr1s]
al
]
1o
=
"

a)

PN ¢ 2
¥(i,i) ¢ {1,....r} Aij

2N

La forme en fléche de la matrice caractéristique FE(.) permet de décomposer

le systéme en sous-systémes, S,, i ¢ {1,...,-}, dont les matrices caractéris-
i

tigues sont les blecs matriciels situés sur la diagonale principale de FE{.)

(cf. schéma figure 9). Cette modélisation privilégie le dernier scus-systéme

S , qui a été appelé systéme de pointe ou systéme coordonateur.
r

Figure §.

I1 est d noter que le c3le preovilégié du systéme coordonateur ne vient que de
ila forme de ia modélisation adcptée, et non du systéme réel. Comme ncus le
verrons par la suite, il est tout 3 fzit possible pour un systéme donné de change

de systéme ccordonateur.

Dans [25] a été démontré un théoréme permettant de zalculer le déterminant

d'une forme en fl3che épaisse :
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Théoneme.

Lonsque Les matrnizes A, ( ), ¥ie {1, 2,...,r1;, sont négulidres
e déteruminant de FE( deéf_m_e par {11-8) est Egal & La quantits

} : r-1 -1 ' r-1
| (II-9) det A (.) - izl A0 A5G A C)] igl det A, (.)

Ce théoréme sera utilisé systématiquement, pour démontrer les propositions

P

éroncées au cours de ce chapitre.

1.2.2 - Modélisation des systémes & -non-linéarités de rang 1.

—— e o o o T e . D o ot . e A i e e o e A D s e D B i o e . . o ® W S S S e a2 e

by

Pour les sytémes d non-linéaritésde rang 1 de type II (II-1) nous nous
proposons de mettre en 2vidence, a l'aide du polyndme svmbolique, des matrices

d'évolution du type (II-8) avec las particularités suivantes :

- ¥ie {1,...,0-1} A e R, g =01, 1,...,1]
By
- ¥ie {1,...,r=1} Air(.) e R .
-A (LYyeR
rr
n.xXn.
1 1

¥ie {1,...,r-1}, 4, R

"a. b, 1 0

i 71 : 0
; - -b; ai,' 0 1:
1_'>\.1_ O ...... le = = = = o .

l\\:::::: c bl:\\\\p ______
| (1I-10) A,., edJ, = 1 R, = b 7y
: ii i o Ai y 1 ST !

\ oot Yool
n.xn, \\\?;----
J, € R v o1 i
* Q =b., a,
VT lJ
n.*n,
R, eR*- 1
1

Tous les termes non constants de FE(.) sont regroupés dans la dernidre colonne.

Le systéme coordonateur est ici un systéme d'ordre 1.

Les représentations FE(.) et A(.) seront semblables si on a :
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det(AIq - FE(.)) = pfA,.)
ol p(A,.) est le polyndme symbolique défini en (II-2).
Or la matrice (,\Iq - FE(.)) est également une matrice de forme en fléche

épaisse, le polynime caractéristique instantané de FE(.) peut donc ss calculer

d l'aide de (II-9). Il vient alors :

-1
- . - - ( -
p(A,0) =Bet (A I -4 () <§1 AT Aii)‘ Air(.))]
r-1
x I det (AI =-A..). (I1-11)
.o N: 11
i=1 1

Cette relation va permettre, comme nous le montrons dans ce qui suit, de déter-
miner les termes non zonstants de FE(.), lorsque les valeurs des blocs situés

sur la diagonale principale sontfixées arbitrairement.

1] - DETERMINATION DES TERMES NON CONSTANTS.

Dans cette partie, nous énongons des propositions qui pefmettent de déter-
miner explicitement les termes non constants gi(.) interverant dans la dernisre
cclonne de FE(.) (II-10). Mais, par souci de simplifier l'utilisation des régles
présentées, nous les proposons d'abord dans des cas particuliers avant d'aborder
le cas général. Les proposition 1, 2, 3 qui vont suivre ne scnt donc que des
énoncés de la proposition générale 4, établis sur des cas plus simples. Les

démonstrations de ces trois premiéres propositions sont établies en annexes.

I1.0 - Notations.

Les blocs matriciels qui apparaissent dans la diagonale principale de

ia représentation proposés sont de deux formes : Ji et Ri.(§. 1.2.2).

Ji’ de dimension n,, sera appelé un bloc de Jordan [18] et de Jordan simple

si J, est un scalaire (ni = 1)

Ri de dimension 2n. sera appelé bloc de rotation, de rotation simple dans

~ X
le cas ol Ri appartient aIR2 2 (n, = 1).

-
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Dans toute la suite ncus désignerons par(:i les coefficients du birpme

[31]. Ceux-ci sont donnés par la régie suivante :

-__ k!

Yk e N ¥j ¢eN, j £k C: =
31 (k-3 )2

ol =Y

Dlautre part, nous désignerons par un indice entre parenthése la dériva-
tion d'un polyndme, mé€me & coefficients non constants, par rapport 3 la varia-
ble muette.

Soit p(A,.) un polyndme en A & coefficients non constants,
viewp P, = _____31;)(«;,.)
2

Cette dérivation &tant effectuée comme si le polyndme était i coefficients

constants.

Dans le cas ol tcus les blocs Aii de FE(.) (II-8) sont de Sordan on

modélise le systeéme (II-1) & l'aide d'une forme telle que (II-12)

(II-12) Fl(.)=

i 1 L 1 1 11 1 gr(.)
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2

¥(i,3) € {1,e..,0-1} 1 # J<mph, 2 Ay

—
!

n.Xn,

¥i e {1,...,0-1} {- Al 0 1 eR T 1
!
{
J

N\

L M

e
[

¥ie {1,...,m-1} ¥ ¢ {1,....0.} g;(.) eR

|
qQ
~~~
St
m
E

Nous poserons de plus :

r-1 n
§ie {1,...,0-, R,0) = I (A -1 ¢
i e
ezl
e,i

Le polyndme symbolique de Fl(.) sera necté p(i..).

Nous démontrons (annexe II-A) la proposition suivante qui donne l'expressi

des termes non constants g ( ; fonction des K et des termes non constants initii

f (.

Proposdition 1.

Le systéme (I11-1) peut itne reprisent? en négime &ibre, aprds changemani
de base par

[o]

y=50)y,

l

od F, () eskt deguua en (11-12) et y Le vecteur &tat de RY considéné. Les termes |

non comtam °J( ) sont définis de proche en proche par Les relations : |

- -~ * , ) - !
. gp(.) =-agy T bq-l fq_l\.) Z n, A,
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. p(A.,.)
) g;(.) z -
R, (A)

. ¥ e {2,...,ni}
i

r . -2 . . prl . _l
. {(3-1) . 57 P R(3-p-1) ' L

§ g () = - = | ® S T D B! oy g0
ST (513t |

k=1 R.(}) A=A,
1 1
_ o (i-1)
ou blen g 811<(.) - (A, )
k=1 (G-1! | R | A=

Suivant la nature du systéme (ordre du systéme élevé, ordre des blocs
de Jordan é&levé, moyens informatiques, ...) il sera préférable d'employer

une formulation plutdt que l'autre pour dé8terminer les sommes cherchéss,

Le cas particulier ol tous les blocs diagonaux sont de Jordan simple

(¥i ¢ {1,...,r-1}, n, = 1), permet de retrouver la forme en fléche mince rappelée
s P
précédemment (II-6}.
Il faut remarquer gue p(),.) est wn polyndme dont ies coefficients

. *
sont des fonctions affines des termes non-constants fi'

Il en est de méme pour les polyndmes dérivés de p(A,.). De plus, la détermination
des termes non constants de F,(.) ne fait intervenir que des combinaisons linéai-
res de tels polynamés en des points particuliers. Par conséquent les termes

non constants de Fl(.) seront des fonctions affines des termes non constants
f;(.) de A(.). Cette remarque se trouvera vérifiée pour toutes les formes que

nous aborderons par la suite.

Nous envisageons dans ce paragraphe le cas ol tous blccs Aii de FE(.)

sont de la forme

T
¥ie {1,...,2-1) AL =

L'bi 2 J

On modélise alors le systéme par la forme en fléche é&paisse FQ(.) (11-13).
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al bl :
1
b i
1%
C T4 B,
1
Pz(.)= : -bi a
@)
1 1 1 1

- -

- » % ® m e e =

. 2 ,
¥(i,3) e {1,001}y cmm>a, = a; ou |b.| = [bj[

¥ie {1,...,0-1} bi 2 0, bi e R, a; e R

vi e {1,...,0-1} ¥ ¢ {1, 2} gjl.(.) ¢ R

gr(.) e R
2(r-1) = g-i.

les notations suivantes :

¥i e {1,...

p, = a, + 4 bi’ avec'é2 = -1

2 2

R,(A) = T ((A - 3,)" + bj)

1 f,:]_ . ﬂ 2.
Lz1

3

RO |,

-
&. = Réel ]:Pﬂ_’_) .8, = Im{:p(?\,.)]
Ri(k) k:ui

1
,I"l]




L'expression des termes non constants de FQ(.) est donnée par la proposition

suivantes dont la démonstration est proposée Annexe II-B.

Proposition €.

Le systeme (11-1) peut Ztrne représenti en négime Libre, apris change-
ment de base par

ol £,(.) est deginie en (11-13] et y Lo vectewr Btat de K considens.
Les termes non constants sont déginis parn Les relations :

o r-1
= - - b * -
gr(.) aq-l bq—l £ -1 2 jZl a;

¥ie {1,...,0-1}

- _ 1 . . g2 S -
L(.) = : Eai + Bi] H gi(.) =+ zbi Eai Bi]

Tous les termes de Ez(.) sont donc réels et les termes non constants
sont des combinaisons linéaires des termes non constants f}(.) de A(.)

(cf. remarque précédente).

I1.3 - Blocs de rotation.
Nous avons étudié précédemment le cas de blocs diagonaux 3 valeurs

propres vréeliles simples ou multiples puis & valeurs propres complexessimples

Afin de compléter cette étude nous envisageons maintenant une représen-
tation sous forme en fléche épaisse dont les blocs de la diagonale principale
sont des blocs de rotaticn, correspondant 3 des valeurs propres complexes mul-

tiples. La matrice d'évclution est alors du type(II-ilh):




T 1 T
oea® ‘'q4 4+ "B = M (®

{T=a®*"*°T} suep T Inol anod

T
*suoTlelou senbeTnb gTUTISP Sp saTesssozu 3Ise TT (*)’€ 2IURISUOD

uou Jnaldsa np SOHPMGHE&WPWG BT JUBUABOUOCD ¢ GOHPﬁwO&Oh@ BT asOuoug,p IUBAY

T=T
T ’
Hl@ = ‘4 W Z
T-a
T TI 7T TT ZT TF 7T T )
¢ WPE L) ww nﬁ.vcwm,...ﬁﬁ.vauw.m ,A.Vuuﬂ.w .A.vﬂ 5 wﬁ.vm“wu = (7)¢8
Tug u u u u
“mn_ z _Hn_ no fe = Te saoTe [ = T Ts {T-u*"-"°°71} > [a
- . . .
e Tgo!
]
Hﬂ Hm 1 f
cTSsTTT. 0
T 01 .,
! : T
52 'q“ oo Ty o T =0
T T . IR .
‘uz x "ug "
0 R
T 0! e “g-
t
i U S €
L O T, 79 "B
ﬁHlNa...nHw > T 1O
()8 T T T T 1 1
inbaatindhbhainstnty Subenbus-itndeshah ———=
-3 ! R 0 P ¢ '
("% =TT !
_ “
e et e I o)
. .f. .. £
; . = ()3 (+T-ID)
m 0 .
S . T
L} !
1 _ ;
) 1 -
L (")'g . ! Tty ]

%L
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b) Nous définissons des fonctions Sg et Di des coefficients de la

derniére colonne de F3(.) comme suit :

i k k
kgl (g;,(-) + g, ()

. j
¥j e {l,...,ni} =H

j Y K
p] kil (85,(-) - g5, ()

c) Pour tout n de NN, P?(K) et C?(A) sont des polyndmes réels définis
J par les parties réelles et imaginaires des puissances n* " ge

(A - ui).

[A-a, ~4b.1% = p2(0) + 4Lc2(0)
i i i i

r-1 5 2 n4
a) R, = I ((A-a.) +pHH
1 21 ] 3
]
=1

e)¥p e {0,...,n. .}

i-1

P - 5P 1 \P
Y: 2 pt (Lbi)
P n;-p
n,-p
P _ . 1
By = [ci (ui)]

f) ¥p ¢ {O,...,ni-l} ¥j ¢ {0,...,p-1}

. mini(p,23) . . . n.-3 _
(Gl Ty st (3708 22378 b )y .0 D O]
J gt ] D i i i A=U,
{ s=7 i
. mini(p,273) . . . n,~J
i_ 8573 ps 22]-5 ‘b 2j-s RV e T o (p-9)
L Bj L s Cj Cp « i) [« i( )ci (N ])\=Ui

A l'aide de ces notations on peut énoncer la proposition 3 dont une démons-

tration est donnée annexe II.C.
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Proposition 3.

Le systeme (11-1) peut itre heprésenté, en hégime Libre, aphis change-
ment de base par

o

y =Ty (M) y
o F (.) est La foume diginie en (11-14) et y Le vectewr Ztat de RY considens.
Les teﬂmeb non constants s] et D3 sont définis de proche en proche a £'aide

des nelations :

¥i e {1,...,r-1}

Q o]
R AGEERE = A, si + B, Di
R.(A) A=y,
1 1
* ¥j e {2,...,0, .}
. j-2
rP(] l)(\ )t N ¢x SP"'l + BP Dp+l)
T o B o -1 .3
- | = Ay TSy +B Dy
L yg_l R, (A) ~
Le teume de pointe est donné pan :
- r-1 N
Cy - _ 5 -
gl a1 izl n; a; bq-l fq_l(.)

Le fait d'obtenir de proche en proche les termes Sg et Dg a l'aide de 1
proposition précédente permet d'avoir immédiatement les termes non constants
de FQ(.).

En effet de la notation b) vient la relation (II-15)

(II-15) ¥ie {1,...,0-1}, ¥j ¢ {2,...,ni_l}

(s - g3 + (@ -p3h
1 1 1 1

]
giQ(’)

2

R Lo RIS, SR, L A
(Si S: ) (Di Di

<

)

L

1]

o Lo
—~
~
H



77

Dans le cas particulier ol tous les blocs Aii sont de dimension 2

(ni = 1), on retrouve la proposition 2.

Les trois propositions que nous venons de voir peuvent Etre regroupéess

en une seule,

R e ]

Nous venons d'étudier des représentations des systémes 3 non-linéarités
de rang 1 par des formes eun fléche dont *ous les blocs de la diagonale de
principale étaient d'une seule sorte : soit de Jordan, scit de rotation.

Nous présentons dans ce*te partie le cas général, c'est 3 dire lorsque les
blocs Aii (II-10) sont quelconques. Cette modélisation implique alors une

matrice d'évolution de la forme (II-16).

™ | . -_
All : Bl(.)
—————— l‘--——-
o)
Fom———e ' pm=———=
]
: Att : , Bt<')
R S
[] t
(II-16) F (.) = VL ' .
L Pherlter s t Beer(e)
I -, e
Co T T
1
9] Cip=1,r-1 : Br-l(')
R e
Ll 1 gr(.)
od  ¥j e {1,...,t} A s xj l\o b AMeRr
o 1
L K]._
n.xn
c R I3
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1.y = [gd 3¢y
Bj\t) gnj(,o),o--,gl(-)
n.
B.(.) eR 3
3
¥k ¢ {1,...,t} si k = j alors A = Ak

- % e {t+1,...,r-1}

la_ b
3]
]
'-b, a
_ ) 2! ] 3
n:xX2ny
..ele’ J
3]
- 2y 1
Bj(.) = [gj2(')""’gjl(’)]
2n
B. e R J

¥ke {t+l,...,o-0 si §= k alors aj‘ a oulbjl # {bk{

k
t r-1
- E n, +2 z n, = g-1
i=1 izt+l

La détermination des termes non constants fonction des paramétres arbitaires
)\i et (ai, bi) est donnée par la proposition 4. Cette proposition, comme nous
Ll'avons déi3i dit, regroupe les trois propositions précédentes. C'est pourquoi

son énoncé sera établi 4 l'aide de celles-ci.
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Proposition 4.

Le systeme (I1-1) peut &trne neprisentZ en néqime Libre, apnes changement
de base par

o—
y = Fu(.) y

o £ (.) est La foume difinie en (II-16] et Y Le vecteur at de RY considerd.
Le terme de pointe, non constant est donne par :

- - * E \ r:l
g ()=-a  -b £ (.- n, X -2 §  a,n,
r g-1 g-1 "g-1 151 ii iSee1 i i

Les vectewrs non constants intervenant dans La derniérne colonne sont déterminés
par

* ¥i e {1,...,t} Zes composantes de Bi(.) sont données par La
proposition 1 en convenant de remplacer Ri(A) par :

t - oL r-1 5 5 n.
R.(A) = T (A-2X.) 3 I ((A - a.) +b5) 3
* j=1 L j=t+l L ]
Jzi

* ¥i e {t+l,...,r-1} Les composantes de B,(.) dont donnies par La
proposition 3 en convenant de remplacenr Ri(A) par :

n. r-1 5 5 n.
(A- x> 3 T ((h-a)) +bp5) 3
1 R ] !
i

R.(N) =
i

[Tl

3

La démonstration de cette proposition, comme celles des propositions précédentes,
est basée sur le calcul du polyndme symbolique de Fu(.). Par multilin@arité du
déterminant, ce polyndme symbolique se décompose en une somme de trois termes ;
l'un de ces termes fournit & l'aide de la démonstration de la proposition 1 les
termes non constants correspondants aux blocs de Jordan, un autre fournit d l'aide
de la démonstration de la proposition 3 les termes non constants correspondants

aux blocs de rotation. D'ol l'énoncé de la proposition 4.

Une fois déterminé la matrice d'évolution en régime libre, il suffi
d'appliquer la méthode précisée au chapitre I (§ II.1, 2) pour déterminer
1l'équation d'état en régime dynamique. Le choix des paramétres intervenant dans
la diagonale principale de la forme en fléche épaisse proposée permet alors de

préciser la forme de la dernidére colonne de la matrice d'évolution et du vecteur
de commande, Ce point de vue généralise de précédents travaux [22, 25].



30

[I] - APPLICATION A LA REPRESENTATION DES SYSTEMES LURE' POSTNIKOV
MONOVARIABLES,

Les systémes Lure' Postnikov monovariables (chapitre I, I.2.4) cons-

tituent une classe particuliére de systémes & non~linéaritésde rang 1.

D Rl R e el Db LRk R T PP Ry SR ey g paphed

Les systeémes 5tudiés dans cette partie sont ceux présentés figure §

~

du chapitre I, dont nous rappelons la structure figure 10 .

€ . f(€e)
e f e W (D) > S
Figure 10.
avec
w(p) = ¥p)
D(p)
ou q-1 .
( p(p) =p%+ } aip‘
izo :
&~y
N(p) = )} b,p” (m<q)
izo ~

* . P . Py .
£ (g) est le gain &quivalent non constant défini par :

¥e ¢ R f(g) = f*(e).e.

. * %
Nous noterons par la suite f (g) = £ .

Dans tout ce qui suit, la partie linéaire de fonction de transfert w(p)
est supposée &tre non dégénérée [27] , c'est & dire que N(p) et D(p) n'ont

aucun zéro commun,
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I1 vient la représentation d'état en régime dynamique sous forme
compagnon

% = ACE) x + B(e) e(t) (11-17)

ol x vecteur état, x ¢ RY

e(t), entrée scalaire du systéme

aGe) = | 1 \ - - *
0o -a _-b _f
Aa-2  q-2
L 1 - 3.1~ bq—l £ |
B'(e) = £.(b, b ,u..sb )

* *
Cette matrice est un cas particulier de (II-1), en posant fi(.) = f
, pour tout i. Le polyndme symbolique associé & cette représentation

est directement calculé 3 partir de W(p) sous la forme (II-18).

(II-18) p(A, €) = D(A) + £ N(}A) VA ¢ R

Ce polyndme symbolique constitue un invariant de représentation pour
ces systdmes [1]. Toute matrice d'évolution B(e) sera semblable & A(e) si

et seulement si
det(kqu - B(g)) = p(X, &)
Une matrice d'évolution sous forme en fléche mince a été proposée pour
1'étude de tels systémes [ 2ul . Soit F(e) cette forme, elle conduit d'aprds(I1I-6)
d l'équation d'état :

; = Fl(e) y + BP(e) e(t) (I1-19)

avec y vecteur état, y eRY et
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A, :
i plA; . €)
o -1
. I (A, - A))
. $=1 1 3
o - . 3=
T(e) = T2g
o) .
A
q-1
- q-l
! 1t -3, -b_ £ -] A
q 1 i=1 l_.
N(X,)
BR{e) = [hor, ——=—— ., B ] .£
3=1(A; = AL 4
no J
j=1

ou les Xi sont des constantes distinctes arbitrairement choisies.
-
Lors de l'étude de ces systémes des résultats et théorémes ont 4t3 mis
en évidence par le choix des constantes Xi’ ie {1,...,9-1}, en tant que racines
du numérateur cu du dénominateur de la partie linéaire,
On peut en effet obtenir une matrice d'évolution avec dans la dermiére
colonne un seul terme non constant [24] ou des termes tous proportionnels entre

eux [221].

Cependant ces résultats ont été limités au cas ol les racines des polynd-
mes considérés &taient réelles et distinctes. L'appiication aux systémes fig. 10
d¢s propositions énoncées dans la partie précédente va permettre de pouvoir

~

élargir ces propriétés i des fonctions de transfert & pSles quelconques.

- - v o o e nwn  an 00 e s > - -

L'étude que ncus avons menée permet de généraliser la forme précédente
F(e) (II-19) en proposant de modéliser. les systémes Lure' Postnikov (figure 10)
par une équation d'état ot la matrice d'évolution TE(e) {II-20) est sous forme

en fléche épaisse



(11-20)

- ¥ e R, ¥(i,k) ¢ {1,...

- ¥e e R, ¥(3,k) « {1,...,t}

FE(e) =

. I,

1

. M,

1

e N

e R

n.xXn,
i1

n
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M 0
S
cl.
C,
o1 1..... 1
2
,s}
A, 1
1
0

n,

(@

a;(e)

u's(e)

Bl(E)
Bt(E)

v(e)

. ai(e) e R i ; ai(e) = [ui l(e),...,ai(a)]

izka> A, 2 A
i

. M.

3

. C.
J

e N

eR

2m.X2m,

k

2




a. b.,1 0!
)
| '
-b, a.'oO 1! O
3 3! !
| m—————
o = y 1 0
j '
LG 1
]
o] TTTTTTT
: a b.
J ]
|-b. a
| J 3 ]
b, # 0
} 2m,
. B.(e) eR
J
T s ™ 1 1
Bj(e) = [sz(e), le(e),...,sz(e), le(e)]
j 2z k<> a; * a ou ijl z lbkl
s t
- .Z ni-+2 'Z HH =q-1
i=1 j=1

- ¥ ¢R, Y(g) e R

L'application de la proposition 4 (§ II.4) au cas ol l'on a :

*

vi e {0,...,q-1} fz(.) = £,

permet de montrer la proposition 5 qui détermine analytiquement l'expression

des termes non constants intervenant dans la derniére colonne de FE(g).

Pour en simplifier la présentation cette proposition sera, ici, établie
dans le cas particulier ol les blocs diagonaux Cj’ 3¢ {1,...,t}, sont tous
d'ordre 2 (nsz 1). La généralisation au cas quelconque ne pose pas de probléme

particulier,
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Proposition 5.

Le systeme present? gigure 10 peut, étre représenté par £'équation
d'etat en rnégime autonome :

(o]
x = FE(g) x

o x est Le vecteur Etat considéns de B et FE(e) définie en (11-20) avee
¥e ¢ IR :

( -V e {l,...,t}m. =1 b. 20

¥k € {1,...,t} j 2z k<= aj = a, ou [bjl # [bk]

5}1(8) = - 5%; [Réel (A)* + Im (A)*]
1 (e) =+ == [REel (A)* - Im(a)*
ng €) =+ —z—b—;[ el m 1
avec
t 5 5 S n,
R.(A) = T [\ - a,)" + 0,1 T (A-Ay) *
J 9=1 i=1
L]
J - ¥ie{1,...,8} Vke {1,...,s}

<=
k = 1 )\i:)\k

Vie {1,... ,ni}
Les a?(e) sont déginis de proche en proche pan :

3

*
ai(e) =1 B
k=1 (5-1)!  R.(A) A=\,
1 1
avee :
t 5 2 = n
R.(A\) = T [(r-a.)° +b5] I (A-2y) £
* 5=1 J I )
Lz1i
- - S E
- y(e) =-a . - f*bq_l - Z DA, -2 élaj
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r (A) = E()\,E)
Rj(e) Az=a_+4b,
o {
. j-2 . ptl
* - P Ly
3Y = p 3 P0e + JZ @ rUP Dy o T ote)
- J-1 1 L7
p=0 2=1
Dans ces relations |
C?_l représente les coefficients du bindme, 2 = -1.
” ; . ” - 3 ( )
p(A,e) représente le polyndme symbolique défini en (II-18) et g

(A,e) la

dérivation d'un pclyndme q(X,e) par rapport d A :

. i i
vien p P (ae) = Q——%ii) v £ é-ﬁéﬁl
ar dA

Cette représentation en régime libre induit une représentation en régime forcé
(II-21).

(II-21) ;(t) = FE(g) y(t) + Bpp(€) e(t)

D'aprés la méthode précisée au chapitre précédent (§ II.1.2), le vecteur de

commande BFE(E) est déterminé par la régle suivante
Soilent (a,b) « rY XIRq, ¥e ¢ R

T T T T - _T *_ T
[al(e),...,as(e), Bl(e),...,Bt(s), y(e) I =a + £b

*
| alors BFE(E) = -b f

|

| . . 2 . . . N

| La forme de la derniére colonne de la matrice d'évolution induit donc celle du
|

vecteur de commande.

Les propriétés et propositions énoncées plus haut sont relatives i
des systémes de type II, elles sont transposables aux systémes de type I.
Cependant dans cette étude les non-linéarités étaient toujours regroupées dans

la derniére ligne ou la derniére colonne : le systéme coordonateur (cf. figure 9)
|

est alors non linéaire. A l'aide du polyndme symbolique nous allons mettre en
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évidence une forme en fléche particuliére ol le systéme coordonateur traite

linéairement une variable d'état.

[V - FORME EN FLECHE A COORDONATEUR LINEAIRE.

IV.1 - Forme en fléche mince [29]

Nous nous proposons, icl, de représenter le systéme précédemment
défini (figure 10) par l'équation d'état (II-22). La fonction W(p) est ici
encore non dégénérée,

(1I-22) "% =B(e) x + cle) el(t)

ot x ¢ RY est le vecteur état et

_
*
[—- Al - af 1
- 0
A,
B(g) = o}
S 1
d. + bf d. -—- d -
1 2 TTTTTTTTTTT q-1 v

- 2
i - d
¥i e {1,...,q-1}, (ki, i) e R

(a, b, Y) eZRS

e'(e) = [a, 0 ... 0, -b] £

z En régime libre la derniére composante de 1l'état, variable coordonatrice,

n'est plus €, variable traitée non linéairement.

L'utilisation du polyndme symbolique p(A, £) (II-18) en tant qu'invariant

de représentation a permis de montrer dans [29] les propositions suivantes.
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Sodlt Le systime figure 10 definl par

-1 .
D(p) = p% « qz a;, p
izo

-2 .
N(p) = p4l 4 qf b, p-
i=o 1

oll D(p) et N(p) n'ont aucun z2eno commun.

S'il existe

vernigle :

A eR tel que Le polyndme P(\) degini pan

P(X) = D(A) - (A ¢ )\l) N(A)

. d°P(X) = g-1 ou g-2

alons Le systeme

Les zéros de P(p) sont tous distinets notes

TR {2,...,9-1}, “uy 840 existe

peut étre neprnisenté pan L'équation d'état (11-22) avec
a
Aj = ¥ie {2,...,9-1}

qil
Y=a ., - AL
L E

T_(p +xk) N(p)—1
¥k ¢ {2,...,q9-1} 4, = - '

qg-1
I (p+ A.) | _

- _ { A4A9P = A-
dp 2b gt A, -a , ad QP = g2

ja B
1

- [ 4o -
b(Kl ul,) A4 d°P = g-1
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Proposiiion 7.

Solt Le systeme figure 10 degini parn :

q"l i
D) =p*+ ] a;p
i=o
_ q-3 .
N(p) = pq 2, 2 bipl

1=0

ok D(p) et N(p) n'ont aucun zéro commun .

SC Les g-2 z2ros de N(p) sont distinets, alons Le systime peut itne
reprisents, pour un A1 donng, par L'équation d'état (I11-22), sans terume non
constant dans La diagonale, avec :

c A= Ve {2,0..,q71 , W(-up) =0

a-1

<
1t
[¢]
1
ne~—-
>

1

3
-

(A + A,) DAV
.o, = - = 2z ¢ {l,...,q}
A+ X)) N [y -z,

Dans le cas ol le coefficient du terme de plus haut degré de N(p) est ala = 1)
on peut se ramener aux hypothéses des deux propositions précédentes en prenant

. °, ’ *x K
comme non-linéarité F~ = gf .

Dans les propriétés précédentes (§ IV.3), l'hypothése selon laquelle
les ui doivent &tre distincts ne permet qu'une représentation par une forme
en fiéche mince. Selon les méthodes présentées dans la deuxidme partie de ce
chapitre on peut modéliser ces systémes 3 l'aide de formes en fléche épaisse,
et ceci avec un coordonateur linéaire. Les blocs situds sur la diagonale sont
alors de Jerdan ou de rotation, sauf le premier qui est scalaire et non constant.

Soit l'équation d'état (II-23)
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(II-23) % = BE(E) x + C(g) a(t)

ol x € R, vecteur &tat et

- Al - af* 1 —
A 0]
22 1
BE(g) = 0
" A 1
rr
*
_d]_ t bf d2 """""""" dr -Y _

M |
% 0 n, Xn,
A, = ,A.. eR ™ *
ii ii
0
1,
- 1]
i i By
d:L = (dn.’ ,dl), dl e R
1l
¥i e {s+1,...,r}
% By
t
]
I
= 0
g B 9% > A
1 o |-
0 1 :
il Sl b il
:1 O ;al ’6],-
O l 1
1 i
0 1 3 o
i .
i f 'L i

. X
1

2n.
i
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et
cT(e) = [a, 0,...0, -bI£"

Le calcul du polyndme symbolique de BE(€) et l'utilisation de la
démonstration de la proposition 4 permet de montrer les deux propositions
suivantes. Celles-ci permettent d'envisager les propositions 6 et 7 lorsque
les zéros du polyndmes P(MA) sont multiples ou complexes. La proposition 8
considére, pour un dénominateur de degré q, un numérateur de degré g-1, et

la proposition 9 un numérateur de degré q-2.

Proposition §.

Soit Le systeme gigure 10 défini par :
q-1

D(p) = p*+ | a;p
izo

-2 i
N(p) = p2 Ly Y b;p
i=o

ol D(p) et N(p) n'ont aucun zéro commun.
Sodent X;, A €R, et un polyndme Q(A) de deghe 0 ou 1, Leds que Le
polyndme P(A) degini par :

P(A) = D(A) - (A + Al) N())

A'éondive

n n, m 2 2.
P(A) = I (A - ) oI =y + 80 T )
i=1 i=n+1l

m
avee z n, + 2 z n, = g-1-d°Q
. ey
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Vi#j u:zuj

Y3 = Y5 ou |6i{ z [6j{

- alons Ze systime peut Ztrne nepnrésenti pan L'équation d'état (11-23) avee

*s = n,

"
=]

*¥ie {2 ,...8}, =u,

*x ¥i e {Dtl, ., m} a, = '
R, = ¢
i i
? m
*Yy=a , - A, + n, H. + 2 z n. a4,
g-1 i i3 101 j=n+1 T 1
* = - -
b aq_l bq—2 Al
* = - 3 =
dl bq_3 + Kl bq_2 aq_2 siQ=1
* dl = b(ll - ul) si Q= (A + ul)

* ¥i e {2,...,m} Les composantes du vecteun d, sont
des constantes et sont données dans La proposition 4
parn La correspondance :

P(A,.) = N(X)

o n. m N s
¥ie{2,....a} RO > I (A-p) ' I ((hvy)2+62) 1
i . i . i i
=2 j=n+l

j=1i
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. i i
¥j € {l,...,ni} gj(.) -> dj

n n m 2n.
¥ie {ntl,...,m} R,V > T (A -v)" T ((A-v.)2+851
i . 1 . i 1
3=2 Jj=mt+l
31

vk ¢ {1, 2}

Vie {1,....0.} g (L) +d3
1 lk lk

Proposition 9,

Sodlt Le systéme figure 10 deginl par

q-1

p(p) =pt+ | anp’
i=0

- q-3 .

_ N(p) = pt 2, ) bipl
. i=o

oll N(p) et D(p) "' ont aucun zéro commun.

SC N(A) 8'Eendt

T n. m 2 5 n,.
N = T(- ) Tono(( - YT+ 8D 1
i=2 i=n+1

alons Le systeme peut etrhe reprisents, pour un N_ donné, par L'equation d'état
(I1-23) avec :

a =o s = n, r = m
. Ai =y, ¥i e {2,...,n}
OLl = Yi }
¥i e {n+1,...,m}
p, = ¢
1 X
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D(A) l
NCA) 'x= -A

1

. ¥i ¢ {2,...,m} Les composantes de 4; sont donnZes dans La proposition
4 parn La correspondance :

p(A, .) = D(X)

(A + Al) N(X)

By
- 1 A\
(A Beds

¥i e {2,...,n} Ri(x) >

. i k
¥ € {l,...,ni} gj(.) - dj

A+ Al) N(A)

¥ie {n+tl,...,n} R.(A) = =
o (On - Yi)2 + 5?) 1

¥k e {1, 2} ¥j ¢ {l,...,ni}

3 3
gﬂ<(.) > dik

Lz proposition 8 (resp. 8) permet donc de faire un changement de coordo-
nateurs lorsque les racines du polyndmes P(A) (resp. N{A)) sont quelconques.
Dans ce gqui suit nous allons étudier une classe de systémes d non-linéarités
de rang 1 pour laquelle les formes & coordcnateurs linéaires sont particulidre-

ment adaptées, il s'agit de systémes & deux non-linéarités

Soit le systéme moncvariable non linéaire représenté figure 11.
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. f,l€) N.(p)
f P
i D,(P)
e > S
i {€) N_(p} i
- £ 2 2 J
—ll 2 D, (P)
2
Figure 11.
avec
n n-l 1 i
Dl(p) = + ] a; p
i=o
m m-1 2 i
D2(p) = + Z a; p (m+n = q)
i=o
R
N (p) = + }  byp (t < n)
izo *
v vol 2 1
{ NQ(P) = + oy bl p (v < m)
iz=o

complexes,

| Nous allons montrer dans cette partie qu'un tel systéme peut &tre simplement
représenté 3 l'aide d'une forme d cocrdonateur lindaire. Il est cependant

nécessaire d'établir gquelques propriétés préliminaires sur des systémes plus
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IV.3.1 - Polyndme symbolique des systémes 3 non iinéarités paralléles.

—— - — —— - — " = T —— - Y Y — . D . WS TP D T D S D g T N A - e p -

Soit le systéme défini figure 12.

f,(e) N,p)
D,ip)
*s
fle) Nr(p)
B,(P)
Figure 12.
avec a 0.1
. ; i i i ]
. ¥ie {1,...,r} Di(p) =p T+ lZ a p?
j=o
n,-1
i i3
N.(p) = ]} blp
i LTS
j=o
r
1 n, =g
iz1 *

I1 vient la propriété ccncernant le calcul du polyndme symbolique d'un tel

systéme.
Propridte.
Le systame figurne 17 peut etrhe decndit par une reprdsentation d'état

dent Le polyndme symbolique est :

r r " r
p(A,e) = T D.(A) + } £.N.(\) I D,(})
. 121 i1 5=1 3

j=i
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Démonstration,

Ce systéme est un systéme 3 non-linéarité de rang 1 (chapitre I).

Soit A(e) une forme matricielle le décrivant 3 l'aide de 1'équation d'état

(17-31) 2 - A

Le polyndme symbolique de A(e) est donc le polyndme caractéristique instantané
de A(e), calculé comme si tous les termes f; étaient constants [1]. Nous

sommes donc dans le cas linéaire ; dans ces conditions en posant, pour tout i,
fz = Ki’ Ki constant, les r chaines en paralléle de la figure 12 sont équiva-

lentes d un systéme de fonction de transfert donnée par [30] :

r r
ilei N, (p) jZl Dj(p)
N(p) . j#i

D(p)

(I11-32) ”
I Dj(p)

ji=1

Le polyndme caractéristique du systéme figure 12 linéarisé est

(1I-33) P(A) = D(A) + N(A)

Le polyndme symbolique du systéme figure 12 est donc (II-30).

Le polyndme symbolique (II-30) a des racines indépendantes de 1'état

Si et seulement si :
{TT-3L) - FAjeC, 3 {1,...,r} DA = N(A)

Ainsi lorsque les r chalnes du systéme représenté figure 12 ne
présentent aucune simplification d'un pdle par un zéro (toutes les chaines
sont alors non dégénérées), le polyndme symbolique ainsi défini peut &tre

utilisé comme invariant de représentation.
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IV.3.2 - Mcdélisaticn des systimes 3 deux non-linfarités

Considérons maintenant le systéme 4 deux chaines d'action dgains non

constantsreprésenté figure 11.

On se propose de le modéliser 3 l'aide d'une équation d'état faisant

intervenir la matrice d'évolution (II-35).

(I1-35) ™ -

- kl - afl 1

A2
CE( ) =
A 1
rr

£ @ e _

4 * 515 2 4 Y]

ol toutes les notations employées sont précisées en (II-23).
Le polyndme symbolique, invariant de représentation de ce systéme est,
d'aprés les considérations précédentes

- * . * A
(I1-36) p(A, €) = Dl(k) Dz(k) + fl Nl(A) Dz(k) + f2 N2(A) Dl(A)

On doit donc avoir nécessairement la relation suivante :
YA ¢ R p(A, €) = det (?\Iq - CE(e))
De cette relaticn vient la propositiocn suivante

Proposition 10.

Soit Le systime Lune'Postnikov a deux pon-€indanités défini gigure 11
et qui virnigdle
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- Nl(x) et Dl(k) ntont aucun zéro commun

- N2(X) ek Dz(k) n'ont aucun zéro commun

- ¥A e R

t m, v 5 o s

DAY N,(A) = I (A-p) b I ((-a)” +8) "
P . 1 1
1=2 i=r+l

avece
) 7
m, + 2 n, = gq-2,

jz1 * i=p+l b

AL existe (Al, d
dl e R - {o}.

), A, e R, A, distinct de tous Les - My ie {2,...,t},

1 1

¥A ¢ R Dl(k) D2(X) - (A + Al) DQ(X) Nl(k) = dl Dl(X) NQ(A)
alons ce systeme peut etne neprdsenté pan L'équation d'état :

%(t) = CE(e) x(t) + D(e) e(t)
ol x est Le vecteur éfat considéné, CE(e) est dégind en (I11-35) avec

1%) s=t,r=v,a=z1,b=-1.

3 r
a -A,+ ) m oM, +2 ) n,a,,
= T -

2°) v

3°) ¥ie {2,...,1} A, = u,, ¥, ¢ {s+l,...,2} a, + 4B, = a, +4b,
1 1 1 1 i 1 1
D (A):}
N
1 [QQ(X) N
B

5°)  Les d, sont donnés par La comrespondance Etablie dans Les
pProprietes précédentes avec cependant
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p()\,.) -> D2(>\) Nl(K)

et

Démonstration.

Soient les polyndmes :

( 3 m, r 2 21’1.
S(\) = M(L-A)Y T (A-2a.A+a>+b)?
. ‘1 . i 1 i
i=2 i=s+1
(1I-37) 1
r
R(A) = S(A) [(A + ) - .Z (NI -4 U]
. 1=2 i -
ol
T n.
U, = (1 ...11,U0; eR "
i
I1 vient :

(IT-38)  det (AI - CE(e)) = (A + A.) R(A) +d. S(A) + £ R(\) + £ S())
q 1 1 1 2

1'égalité des polyndmes symboliques fournit :

¥A e R D, (M) D,(A) = (A + X)) RO + d; S(A)
- ) -
(11-39) D2(A) N, R())
= S(\)

l Dl(A) Nz(k)

On en déduit les relations 1) & 5).
Ces résultats permettent la mise en équation, donc l'analyse et la synthése
des systémes en paralléle lorsque les gains non constants ont leur entrée

commune
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CoNCLUSION

Les résultats présentés dans ce chapitre permettent de déterminer
les coefficients d'une forme en fléche &paisse pour modéliser les sys-—
témes 2 non-linéarités de rang 1. La mise en équation d'état en régime
dynamique est alors immédiate.

Dans le cas particulier des systémes Lure'Postnikov monovariables
deux formes en fléche épaisse sont propos€es. Dans la premiére toutes
les non-linéarités sont regroupées dans la derniére colonne : la der-
niére composante d'état est traitfe non-linéairement. Dans la deuxiéme,
il y a changement de coordonateur : la matrice d'évolution ne compor-
te plus que deux termes non-constants. Le cholx arbitraire des termes
intervenant dans les blocs diagonaux détermine les termes non-cons-—

. *
tants fonction du gain non-linéaire f .

Nous nous proposons dans la suite dlexploiter ces résultats.
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ANNEXE II-A :

Démonstration de la proposition 1

Pour tout i de {1,..,r-1},on a les relations suivantes :

soit A1
. \O n.xn
Ass = \\\\\\\\\ » Aj; € R i
0 1
A.
i
alors det (AT -A..) = (A-x.)%%
n, Tii i
I n n.-2
(A-ki) i ,(A—Ai) seeees 1
\ ‘
et Al -ALL) = : n.-2
S OtV b B S ()
(=2 )
. L . T
posons AI‘i =[1s--91]a Air =[g;§')9°'3g?(-)] I"" )GR 1XR i
i
11 vient la relation :
AL (AT -A..) 'a =—1——- <z M)“% g (.))
rl n, 11 ir (A=A, ) i 3=1 k=1 k

Utilisons le Théoréme,rappelé au chapitre II(§ I 2-1),il vient alors

det(}\Iq—F1(.)) = (A-g,(.)) H (A=2; - Z R, (A)Q; (1)

i=1 1 1
r-1 -1
avec R.(\) = n‘(k—l 1M et Q }Z(A X J }Eg
1 1=1 , k
1#1

On doit avoir identité des polyn®mes symboliques,soit :

det(XIq—F1(.)) =p(A, . )
od p(A, . ) est défini en (II-2) du chapitre II ,

De cette relation,on tire les &galités suivantes :

* r""‘
gr(-) = —aQ*Y—bq—qu-1(’)—i§; noAs

- Vie{1,..,r-1}, Vme{0,.. ,nie-1}

m
™, .)] = -[—d— (. (M)Q <>\>>]
A= m it 1

M ax A=A
i

aP

dxm p " ax

1}

A=A
i
ou (m) représente une dérivation par rapport & A d'ordre m et

Cﬁ les coefficients du binlme .
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P ] p*l .
Cr Vpel0 n} [d Q “\)] = p! ZE]:-( )
& LILIE ] [} e\ Y= - . .
’ P i Y Ai K21
Pcsons la notation :

m%; i -
g {.) = S:
=1 k 1

Les sommes ainsi introduites sont alorz déterminées de proche en
proche & l'aide des &galités précédentes.On & donc les relations sui-

vantes
r{X,.)

Ri(k) A=A, :

Vie{1,..,r-1} + S?=g];-(.')=-l
1

Vnm{i,..,ni—i} + S? =- p=0

Ri\A) A

2™ (0,0 + "§1c§j R P)(3) pr sF
.1_ X [ l P l
m!l Ai

Compte tenu de la relation :

. i S £ B, =
vJe{zyv.-sni} g‘j(.) = sl Si »
les Si permettent de calculer l'un aprés l'autre les coef-

ficients non constants de la forme matricielle proposée F1(.).

La deuxidme formulation obtenue se démontre a2lors immédiatement par

récurrence .
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ANNEXE II-3B :

Démonstration de la propesition 2

Pour %out i de {1,..,r-1},on a les relations suivantes

soit
A ={_§i :i] , A eRP
it i %
2 2
T - . = (\-a. .
alors det (l_2 Ail) (A al) +bl
3 -1 1 (r-a;) * oy
<AL2-Aii) = ————_5-—.2
(A-a.)+b, -b. (A-a.)
i i i i

i i T
. - ] . = (‘) .\
posons : A . [1,1] et A, =g 0.a( )]
il vient la relation :

I - -1 = - \V¢ i i/ ?:. i t
A AT -A..) A, -—-——'—— [(X»&iugx(-)*-gz\-))+bi(g1(-)—g2(-))]

Tl 2 11 ir (A—a )2+b 2
Le polyndme symbolique de 1a Lorm? :,( ) 2 donc pour1etpre351on :
2 2
det (AI—Q—F2(.)) = (A-gr(-) a (i~ ai) +b, z R, (1) )a; (1)

r—1

avec{R. (X)) = T {(\-a ,)2 +b 2

i 1 1
1=1
1AL

9;(0) = (h-a,)(g}(.)+a5(.)) o, (g (.)-5(.))

Introduisons un complexe l.,associé 3 Aii,et défini par : M o= ai+z<'.bi 3
. ey
. . - A - - 4 ..
1'identité des poliynomes symboliques fournit 1es relations
*

(.} = =
M- aq_1 q-1 q-1 21213.

+ Vie{1,,.,r-1} , b.# 0 soit :

1
Lgs()mgn( . )+ilgh (. Jgh(.1) = __[pm,.)]
A

| v. R (V)
| ithy =.
‘ i, « 1 1 i 1 P()w-) *
| g](.;—gg(.)—L(gT(.)+g2(,)) = - _.[ ,

| bi Ri\X) =7
! .

i Tous les coefficients de r(X,.) sont réels,on a de plus

| p<x,.>] B p<k,~>]
Vie{1,..,r-1} [Rim ﬁ_— [Ri(’\) u

ol ~ indique la conjugaison dans le plan complexe.De cette

remarque , il vient
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Vie{?,.:,r-1}]

g1 )-g5(.)

S 'p(l,-)] |
b Réel X=Ui

i 1800
) ) 1 p(X,.)
gi(-)+g;(‘) = - — Imag ]
o; Ry (M) 1y

Soient les relations de la proposition 2 .
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ANNEXE II-C :

Démonstration de la proposition 3

I - Lemme préliminaire

Afin de démontrer la proposition 3,il est nécessaire d'énoncer le

lemme suivant :

Lemme : Vin,p)e® , Vla,b)e®> , u = atid , 4> = -1

£ (=aP0®M P 20 & peln,.. .20}
+ Vpe(n,..,20t (((-a)2w?)™) (P 2o (B2 (200)27P
ok {p) désigne une dérivation d'ondre p par apport & A et (3
sont Les coefficients du bindme .
Démonstration : Soient u = ()\—a)2+b2 et U = a+dld
a) pour tout entier n, u” est un polyndme de degré 2njainsi
pour tout entier p (p>2n), (un)(p) est le polyndme nul .
b) soient v = A~y et w = A+u , alors pour tout couple

d'entiers (n,p)(p<2n) ,on a :

(un)(p; = (vnwn)(p)

or

(™) < n(n—W).-(n“k”) v

et (Wn)(p—k) = n{n-1)..{n-p+k+1) WOTPHE
Ainsi au point A=l seul le terme,dans la somme précédente,

correspondant 4 l'indice k=n est non nul.Il vient alors :

(un)(z) Cg n! n{n-1)..(2n-p+1) (w2n—p)x=u si p>n

(u 7£D) 0 si p<n

Or on a les relations : + w>\=U = 24{b

oy - Do = (P
+ Cp n! n(n-1)..(2n-p+1) Cn

ce qui termine ls démonstration .
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II - Démonstration de la proposition 3

Les notations employdes dans cette démensiration sont celles

o

précisées au chapitre II (§ II-3),Pcsons,de plus,pour tout i de

{1500, r=1} ¢

A=l 1] , Ari R%%

+ a0 = el (el (0]

+ . .
al bl

A, =
1 -b. a.

I1 vient,pour tout i de {1,..,r-1},les relations suivantes :

+ aet(AI, - ((r-a,) )24 2.)‘11
+ (A1 -A, (AI -4, )2 ..(AIE—Ai)'ni'
(AL, \\\\\\\\\

2ng _(, -A )

(AIB-A y7! i
aveche{1,..,n.} . .
Yo 1 rd(}) —ed(A)
(rpa)™ = ——5—7; [ j i ]
(a0 2 Lty ri0)

De ces relations,on tire :

k . .
(AIpp 8330 B0 = | ¥ 012079 &9 | =
1 =

Jj=1 .
(A1,-4.) g, ()
3 S(0) - J(e, -<+§ 1
- 2. 2.n.~j B SR
;gi((A-a ) *o )21 7d o _J+1 ' a, 54
! |} Jes Lradoggs ()]
~ . k-j+1 k J+1 -
: k 2om. -3 rg(x)g. (. )—cJ(K)g » (.
3 ((A-a, )%+, %)™ :
= -+ . K-j+1
((-a)%00 2% | I=1 2d (e, (- )+r’(x) SN
(()\—a..\2+b.2)ni—1 i Vel )ey (e )
A8y i Lcl(x)giQ(.)+r:ﬁ_(A)gi1(.)
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Scit 1.
1 ’ (s 5-1, BT
A_.(AI,_ -A..) B.(.) = ————m— ({(A-a; )2 +b; 2y~ (e, (A)sg+e;
ri’ 2o, 11 ;S ((R-&i)dfbig)ﬂl =1 i
q; (\)
En posant Q (A),le terme en facteur dans cet*e expression,il vient :
r--1 -1
get{M -Fy(.)) = (g ()1 (s 1240, 5% U5 R, .(0e, ()
i=1 i=1

=j+1 .
%A)DJ)

Al.) et FS(') sont semblables si on a identité des polymBmes symboliques,

de cette identit® cn tire les relations suivantes :

r=1
a) g()=-2 -3 ona ()

£
i=1 1 q 1 aq-

*

b) 'Vie{i,..,r—?})dqe{o,..,ni—1}

, \

R _ (q) N o a oas

(p 2 (X,.)]= —[Ri(A)Qi(A)] ol 1y = & +db,
i . Hi

-
Pour simplifier la démonstration,nous omettrons doréZnavant le terme
comportant Dg;le facteur correspondant & ce terme sera obtenu 2 partir

des résultats donnant celuil de Si en remplagant ri(k) par cg(k).

Posons u; = (X-ai)2+b;2 ,pour tout i de {1,..,r-1}.La relaticn b)

s'éerit alors,pour tout q de {0,. nl-1}
0, -1
. l . ‘
( K k=j ) L1+t
-Vl = > CrTPm, 2 2 Ck (1) [, 1) 2
i k"O 1 1=0 i i

. 1 , . 1+1 -
So1t ai le facteur,dans cette expressica,de Si jcompte tenu du lemme

préliminaire il s'éerit :

min(k,21) . n.- . )
z C [R(q k) (}\)] > Ci[ril (l)]u_(k-'].)[(ui)l]é'))
Hi J=1 1 1

.. . . . . 1
Ainsi lorsque 1 est strictement supérieur i g le coefficient ai est
nul.Au contraire lorsgue 1 est inférieur 3 g,deux cas sont 3 considérer,
_ z . 1
pour déterminer ai.

1) qe{1,..,21}

d n.-1 .
= J 1,03) k=jrela=k) sy 1y (k=])
o ;chq[<“l> ] . ;éth_JlR et ) ]“i
T (q-3) ‘
[Rl(l)ri A .
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2) ¢q>21
., 2 k qQ 21
O!,i = z (n) + z Z(n)
k=1 j=1 k=21+1 j=1
21 21 21 g
= (u) + Z z (n)
i=1 %= j=1 k=21+1

ce qui donne :

o1 ) : .
1_ 1, (3) -1 (q-J)
a; = jzi Cé[(ui) ]“i [Ri(l)rgl (X)]uj J

A 1'aide du lemme préliminaire et des relations obtenues en 1) et 2),

il vient dans tous les cas :

+ 1>q a}=c
> min(q,21) . . . .
1 . P 21~ .—1 -
+lcq of = €3 5t (0 M2in )P m; (xR O0] (979
i=1 i

1

. . 1 ) 1+ ~ .
Le coefficient Bi , Tacteux de Di dans la méme expression , est

obtenu & partir de a% en remplagant rrili—l par cI.:i"l .I1 vient alors

q
. —[P(q)(xa')] Z Ulsl+1+BlDl+1 ,vqe{o’..,ni_1}

My 5 1R 171
. + + P
dans cette expression les termes en facteur de Sg 1 et Dg 1 s'écri-

vent de fagon plus simple,soit :

q = I- ( q n.-q
+a; q! (2&bi) Ri()\)ui r.i ()\)ui

q " n.=-q
+ Bi c;i (A)Ui

Ces relations,ainsi que celles qui précédent,permettent de montrer

la proposition 3 .



CHAPITRE III

APPLICATION A L’'ANALYSE
DES SYSTEMES MONOVARIABLES
DE TYPE LURE’POSTNIKOV
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INTRODUCTION

L'analyse des systémes non linéaires dépend de la représentation adoptée
nous proposons, dans cette partie, d'étudier la stabilité des systémes Lure'
Postnikov monovariables 3 l'aide des modélisations présentées au cours du

chapitre précédent.

Aprés avoirrappelf quelques définitions de base concermant la stabilité,
nous rappelons certains critéres qui permettent son étude. Nous montrons ensuite
comment les représentations d'état proposées au chapitre II sont particulidrement
adaptées 3 la mise en oeuvre de ces m@mes critéres.

Des travaux antérieurs peuvent alors &tre é&tendus & de plus larges classes

de systemes.

Dans un dernier temps nous montrons que la méthode de synthése d'Evans
relative aux systémes linéaires, peut &tre utilisée dans l'analyse des systdmes

non linéaires{io0] .

[ - HETHODES D'ETUDE DE LA STABILITE

[.1 - D&finitions.

Les systeémes monovariables de type Lure' Postnikov ont été déerits au
cours du chapitre II (figure 10). Ces processus, dont ncus rappelons la structure
figure 1, sont constitués d'une partie lindaire de fonction de transfert W(p)

” - * Id ” 3
bouclée par un gain non constant f {€) dépendant du signal d'erreur €. Dans tcute

la suite £ (g) sera noté £*,

(1]
Y

Wi(p) > S

Fiqure 1
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avec ¥ e R -{0} £(e) = £ .€,
Ww(p) = Np) , non dégénérée [ 27]
D(p)
q-1 .
N(p) = } b.p"
i=o * ]
. 2
¥i e {0,...,q9-1}, (a., bi) € R
q-1 .
D(p) = pq + Z a pl
i=o

Soit k(%) un vecteur état choisi pour modéliser le processus. L'étude qui va
q

8tre menée analyse la stabilité de l'origine x_ = o, position d'équilibre de
y . q

ce systéme. La stabilité étant caractérisée par l'une des définitions suivantes:
DZginition.1,Stabilite [32]
L'equilibre xe = o est siable 44
¥e >0, ¥t_ 20, 38(e, t ) >0 HXOH < 8(t, &) => ¥t 2t Hx(t,xo,tgll

Si l'origine est stable, partant d'un voisinage suffisamment petit de O,

la trajectoire restera dans un voisinage arbitraire de 0.

Déginition 2. Sitabilite asymptoiique [32]

L'orig.ine est asymptotiquement stable s4 elle est stable et 44

¥t 20 38(t) >0 lx_|| <8t ) => lim x(t,x_,t ) =0
[e) (o} Q . o o]

Déginition 3. Stabitité asymptotique globale [33]

L'ornigine est globalement asymptotiquement siable 44 elle est stable
ot 44 Toutes Les solutions tendent vens 0 quand t Lend verns +=,

Quelque soit 1l'état initial d'od l'on part  on converge au bout d'un
q P .

temps infini vers 0.
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[.2 - Rappel de quelques méthodes particuliéres d'étude de la stabilite.
Pour analyser les systémes présentés, on utilisera essentisllement deux

méthodes :

- le critére pratique de Borne et Gentina [34] qui permet
d'appliquer d certains systémes non linéaires la conjecture

du linéaire

- la méthode directe de Lyapunov [35] en utilisant une fonction

candidate de type quadratique plus intégral [35, 37].

Ces deux approches utilisent une représentations des systémes sous la
forme équation matricielle d'état et ont mis en évidence l'importance d'une

modélisation de type forme en fléche [25].

Comme nous l'avons rappelé, les systémes figure 1 sont des systémes 3
non-linéarités de rang 1 donc modélisables par une matrice d'évolution 4 une
seule ligne ou colonne non constante. Soit la représentation du systeme

figure 1 par (III-1)

)
x(t) = A(e) =x(¢t)

(III-1) J x(t) ¢ R

feeR, Ale) = [ag ], Ale) « RV

Dans (III-1), A(g) ou A'(g) est semblable 3 la forme en fldche mince F(g)
(III-2)
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(I11-2) _ .
A k
1. 1
0
F(e) =
o] T *
Aq-l kq-l
« qil
1 1 - a -b £ - A
i q-1 "q-1 ;2001
avec p(A,, €)
. * - =
¥ie {l,...,9-1} k; = q-i
I (A, - A.)
=1 v ]
j=i

. N x - - ., ~ . -
od p(A,e) = D(A) + £ N(X), polyndme symboligue associé au systéme figure 1.

Le concept de norme vectorielle [7] utilisé par Borme et Gentina et
la notion de systémes pseudo-majorants B,g]les a conduit & énoncer le critére

pratique suivant :

Critére. [8]

S dans (T11-1), Ale) a ses ELZments non-consiants reghroupds dans
une seule Ligne ou une seule colonne ; L'3quilibre x, =0 de (T111-7)
est asymprtotiquement sitable sL L'on a :

| STRRLPY !aqu
| {all_ lalzll . -
-2, >0, | | i >0y, (<000 ;azl; >0
lla211 a22 i :
Iaql§ . 2qq




117

Dans ls cas particulier cu la matrice A(E) est 3 termes hors diagonaux
tous positifs les conditions imposées par le critére interviennent directement
sur la matrice. )
I1 y a alors validité de la conjecture du lindaire, c'est 3 dire que l'application
du critére de Koteliansky (relatif aux systémes lindaires) peut &tre menée sur

ce type de systémes non linéaires.

Dans ce sens, Benrejeb a démontré le théoréme suivant qui précise une

premiére classe C de systémesvérifiant la conjecture du linéaire.

ThéonZme 111.10251

S Le systeme figurne 1 a Les pdles et Res z2nos de wW(p) alternds et
stiictement negatigs, une condition de stabitite asymptotique globale de O esz :

1
W(o)

¥ e R - {0} £ > -

Dans l2 cas ou les p3les et les zéros de W(p) ont la configura<ion
indiquée par le théoréme III-1, les k; intervenant dans la forme (III-2 sont

tous constants et positifs.

I.2,2 - Méthode directe de Lyapunov.

- o e "t o A > U i b > A W >

La méthode directe (ou seconde méthode) de Lyapunov est basée sur le

choix d'une fonction particuliére, candidate 3 Lyapunov .
TnéorZme [35]

S'iL existe une fonction scalaire v(x), définie dans un voisdinage de
L'onigine, telle que :

a) v(x) = o<=>x=o,

(o]
b) v(o) = o0

¢) 3 eR ¥x ¢ RY - {o} x|l <ch={v(x) >0

3(x) < 0 (resp < o)

alens L'equilibre x=o est stable (resp. asympitotiquement stable).
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Lorsque le théoréme précédent, concluant 4 la stabilité asymptotique
est vérifié sans restriction sur tout l'espace d'état et si la fonction v(x)

satisfait & la propriété :

c) tim v(x) = 4
| x| [++e

(elle est alors dite "non tornée en raycn")

la stabilité est asymptotique globale [4i4],

Pour étudier les systemes figure 1 des fonctions candidates 3 Lyapunov
de type quadratique plus intégral ont 4té proposées par Lure' [36]. Notamment,
l'emploi d'une forme en fléche mince a permis 3 Richard de montrer le théoréme

suivant :

Théon2me 111-7 [22]

. L'équilibre x=o du systeme gigurne 1 est stable &i :
al N()A) et D(\) nlont pas de zéro commun

b) N(o) non aul et b z o0
q-1

g D 1 - N D(O)
e}l  Les z8ros Ki de D'(A) = D(\) o) N(X) sont tous héels
distinets et négatigs (ou nul).

d) N(A) et D'()) virifient Les g-1 inZgalitis

A, (A=),)
NOLL) | = ! >0 ¥ie{1,...,q-L
D'(A,) A=A,
£ 2
2l ¥ e R- (o j £EyE > - D) e
.2
: [o] N(O)

La démonstration de ce théoréme est basée sur le fait que les propri2tés
imposées au systéme impliquent unematrice d'évolution de type pseudo-antisymétrique
[38]. Cependant dans le cas ol cette propriété n'est pas vérifiée, on peut encore

utiliser la méme fonction candidate 3 Lyapuncv. Une majoration de la dérivée permet



1i9

alors de conclure [381.

Les théoremes que nous venons de rappeler ont mis en évidence 1'importance
du choix des termes de ls diagonale principale dans une forme en £léche., C'es<®
ce peint de vue que nous développerons dans la suite, appliqué aux formes en

fléche épaisse.

I1 - STABILITE DES SYSTEMES MONOVARIABLES DE TYPE LURE’ POSTNIKOV

Cette partie est consacrée a l'utilisation des critéres précédents de
stabilité, pour lesquels les formes en fléche épaisse proposées au chapitre II
sont particulidrement adaptées., Ces formes étant des modélisations possibles des

systémes figure 1.

II1.1 - Choix des blocs de la diagonale principale.

Divers auteurs, en utilisant la forme en fléche mince (III-2) ont proposés
de prendre des valeurs particuliéres pour les Ai de fagon d ce que les q-1 pre-
miers termes de la derniére colonne de la matrice d'évolution soient constants
[25, 39] ou tous proportionnels 4 un méme terme non constant [22, 40]. Dans de
tels cas les Ki, ie {1,...,9-1} sont alecrs les qll racines réelles, toutes

distinctes, d'un polyndme de degré q ou g-1.

Les propositions énoncées au chapitre II concernent une forme en fléche
dont la diagomale est constituée de blozs diagonaux de Jordan (terme Ai) et de
rotation (termes aj et bj)' Elles permettent d'affirmer que pour tout choix des
Xi distincts et des couples (aj, b.) distincts, la derniSre colonne de la forme

(IT-20) est formée de termes Yt Sif*, avec v, et §, réels.

Nous pouvons alors généraliser le point de vue précédent sur le choix des

Ai dans une forme en fiéche mince en 2nongant la propriété suivante :

Proprieie.

Soit La neprésentation (11-20) proposée pour Le systeme 44g.1, on a :

¥e ¢ R

¥i e {1,...,8} ¥k ¢ {O,...,ni-l}



* EN(k)(l)] .y = C=>qa.{€) = a, vecteur constant
)\-}\i i i
(k) * .
* [D77(MN)]. ., =0=>a.(e) = £ a, ol a, est un vecteur constant
A=A, i i i

¥y 2 {1,...,t} ¥k ¢ {o,...;nj-1}

« [N(k)(k)]x=a.+ib. = 0 => 3j(g) = Bj vecteur constant
]
» %003 =0 =>B.(e) = £B, od B, est un vecteur const:
AI\za +ib, ARSI TS * ’

Il apparait ainsi que le choix des termes intervenant dans les blees
diagenaux de FE(g) (II-20) comme tous racines du numérateur ou tous racines
du dénominateur de W(p) permet d'obtenir une derniére colonne dont les g-1
premiers termes sont tous proportionnels entre eux. Un tableau récapitulatif de

ces résultats est proposé en fin de chapitre.

I1.2 - Etude de Ta stabilité.

Nous allons maintenant exploiter ces propriétés de représentation en
étudiant la stebilité de 1'équilibre x=o. Cette analyse s'appuira soit sur le
critére pratique de Borne et Gentina soit sur le choix d'une fonction candidate

a Lyapunov de type quadratique plus intégral.

Dans le cas le plus général, l'une ou l'autre de ces méthodes permet
de conclure ; cependant il apparait certains cas particuliers ou chacune de
>

ces ceux méthodes est plus particuliérement adaptée & la forme de la matrice

d'évolution obtenue.

11.2.1 - Numérateur & zéros multiples réels.

Lorsque le numérateur ne présente que des zéros réels, la propriété
précédente permet d'cbtenir une matrice d'édvolution sous forme en fléche épaisse
3 termes hors diagonaux tous constants et dans les g-1 premiéres colonnes tous

positifs.

Considérons N(p) écrit scus la forme



s n, s
N(p) =K I (p+2z,) “avec } n, =g-l, KeRetz, =2, < 1= 7.
i=1 * i=p * oo

Il vient d'aprés la propositior 1 (chapitre II), une représentation
en régime libre d'un tel systéme par :

Q
(I11-3) x = F(g) x
T T T qQ T By 1 By
avec X = (Xl”"’xq-l’ £) € R*, X, = (xi ""’Xi) e R
—r-- --4 .... -'
2 + 0 T
1 \\l‘ a
1 | ‘ 1
| 0 -z ! (@]
[} l' l
e e e e - - - 1
i Fle) =
‘r-: -------- -y
© I 7S : ot |
) ' Qg
| 1
. 0 1
t {
I -2 |
le e case e = a =g
1 1Y
\
N - _ 1
ou Y = aq_1 Kf +~E—bq_2 et
T i 1 B,
ol Vi e {1,...,s} a, = [ai ,...,ai] ¢ R *, vecteur constant dont las composantes

sont données de proche en proche par la relation :

¥ie {1,...,8}, % ¢ {l,...,ni}

j 1 I (]-l)
) “; .. _ 1 1 D(A) ]
k=1 G-1)1 -Ri(A)Jxrzi
S nﬂ
avec R.(A) = 1 (X+z£)
* £=1

L=i



Les blocs de Jordan, situés sur la diagonale principale sont leur propre

pseudo-majorants.Une pseudo-majorante, |F(e)|, [8] de F(g), sera obtenue en

prenant la valeur absolue de chacune des composantes des vecteurs ai, ie {1,..

L'application du critére pratique de Borne et Gentina conduit alors, si les zér

du numérateurs sont négatifs, a une condition de stabilité exprimée en termes

. rd - ” *
de secteurs limitant les évolutions de la non-linéarité f(g).

Soit,
(I1I-4) (-1)% det [F(e)| > 0

ce qui s'exprime plus précisément par :

(I11-5)
b s 0, S s mnyn, k
la__; - —9;—2+ KE*(e)] T zil > ) I zzzil z];—lv Y lalf'l
4 i=1 i=1 £=1 © k=1 g=1 *
Lz1
Remarques.
i) Dans les cas ou toutes les composantes de tous les vecteurs ai’ ie{1,.

déterminées par la proposition 1 du chapitre II, sont positives il y a validité

de la conjecture du linéaire (III-5) devient alors :

a +b f* >0
o) o

ii) Dans le cas ou toutes les composantes de tous les vecteurs ai, ied1,....

sont strictement négatives, on peut utiliser une fonction candidate & Lyapunov

de type quadratique. Une condition suffisante de stabilité est alors donnée par

le théoréme III-3.

TheorZme 111-3.

SL e systeme figure 1 tel que :

s n,
N(p) =K IT (p+ Zi) +
i=1
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S
(I g 2ad (222, <129
i=1
venigie Les proprniexis
¥j e {1,...,n,} al <0

¥i € {l,..'.,S}

L 3

1 5 %
T T

jet2,. ’n:.-l % a’y

ol Les ag sont définis en (111-3).
Une condition de stabilit? asymptoltique globale de x=o est alors :

b
; - I R
ve e R - {o} 341 T K TKE >0

La démonstration de ce théoréme est basée sur le choix de la fonction

candidate de Lyapunov suivante [38]

n,
. 1 .
(111-6) W) =2 0] ] -k

10~

.-l -=l ?
i=1 j oy

. Q
La majoration des termes rectangles apparaissant dans v(x) permet de

conclure. En effet, il vient de (III-3)

n,-1 -
o S z, 1 s
v s ] - =nGHi e T S -3 - —p &7
i1 af 20f 572 a 20i""
(III-7)

b
k" - 22 e’

. (o]
La forme quadratique majorante de v(x) doit Stre définie négative, ce qui conduit

aux conditions du théoréme.



II1.2.2 - Ex=mples.

Afin d'illustrer notre &tude nous proposons quelques exemples d'applica-'

tion.
1°) Exemple 1.

Soit le systi3me défini par

N(p) = (p+1)?
D(p) = p(p+2)2

La fonction de transfert a un zéro réel double, nous propcsons donc de représen-

ter le systéme & l'aide de 1l'équation d'état :

o 2

xl -1 1 ul xl

© 1

x2 = o -1 ql x2

° 1.1 2-£ ¢
I — - P S N e

Si l'on pose dans (III-3) z, = 1, d'ordre 2, RlO.) = 1, il vient les relations

ai = - [p (p+2)2]_l =1

1 2 " . 2
= - 2)1 = =
l a] + o) [(p+2)(3p+ )__l 1, soit al =0

Les termes hors diagonaux sont tous positifs ou nuls, il y a donc
validité des résultats de la conjecture du linéaire.

La stabilité asymptotique globale de (x,, x,, €) = O est assuréesi l'on a
) EN

2

¥e ¢ R -~ {o} £ > 0
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Nous avons montré 4 l'aide de cet exemple que l'on peut avoir des
systémes qui vérifient la validité de la conjecture lindaire sans que ceux-ci
appartiennent 4 la classe C précédemment définie. Nous généraliserons ce point
de vue dans la suite.
2°) Exemple 2.

Soit le systéme défini par

= mern2
N(p) = (p+1)

D(p) = p3 + 2p2 + 3p + 3

Le numérateur est ici identique 3 celui de l'exemple précédent, on peut dong

suggérer une représentation d'état analogue sous la forme

_© 2] - -
xl—} F -1 1 al xl
(o) -1
- - A4
x2 = C 1 al x2
Qo
£ 1 1 -f* &
e — - — e —

De m@me que précédemment, Rl(l) = 1, il vient donec :

ai = - [D(p)]_l = -1

1, 2 _ .2 N
ay +a) = (3p” + up + 3]_1 = -2, soit a3y = - 1,

[@]
Lp1
N
2 I 1Y)
= N
1
N

Une condition suffisante de stabilité asymptotique de x=o est alors

Ye ¢ R - {0} £ > 0.

, ce systéme vérifie donc les conditions d'application du théoréme III-3,



II.2.3 - Dénominateur 4 2zéros compluxes simples.

Dans un tel cas la propriété du paragraphe II-1, permet d'obtenir une
mtrice d'évolution en régime libre dont les termes disposés symétriquement
par rapport 3 la diagonale principale sont de signe opposés. Une telle fcrme
sera étudiées au moven d'une fonction candidate 3 Lyapunov de type quadratique

plus intégral [37, 381].

Considérons le dénominateur D(p) écrit sous la forme :

2 2, 7 .
((p+p.)" + ri) (p+qj)

1 j=o

D(p)

i A

i

avec
»Pi#Pkoulril # Irk| ) <=> i#k

2t+n = g-1 et

G F S>Ik

I1 vient d'aprés la proposition 2 du chapitre II, la représentation d'état

(III-8)
Q
[ x = F(g) x

X' = [xl2’ RiqoreesXigr Xigo Yysee ¥ ,E] € rY

! T

1 B (g)
|
]

o ' %L

r.—
i pl I’l

(11z-8) { | =-=--= 3.
I T

! Bt(e)
1

1

-ql. al(E)

F(e) =

;qn an(é)
1 1 y(g)
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~ . T *
ou ¥e e R ¥i ¢ {1,...,t} Bi(s) = f CBiz, Bill

B

., 2t B,, étant des réels définis par :
i2 il

{8, = -—— [Réel [S,(A)] . +Im[S.(A ]
il op. B! ‘k:-pi+1 r, Iml i( )]A=—pi+iriJ
| B, =+t [R&1[S.(VI,__ .. - ImlS,(VL,_ .. 1
i2 2r; i A--pi+1ri i K-—pi+1ri
avec 2 2
NOO + g )X+ p,)° + 1)
s, (1) = = = =

D(A)

. ¥ ¢ {1,...,n} aj(e) = f*aj, aj eR

NOO (L + g ) (A + 1)

] C(A) A=-q

.Y(e)z-qo-fb

Les q-1 premiers termes de la derniére colonne sont proportionnels et
les termes hors diagonaux des blocs formant la diagomale principale sont oppo-
sés., Une fonction candidate 3 Lyapunov - de type quadratique plus intégral par=
ticuliérement adaptée d ce type de représentation [41] peut 3tre proposée.
Elle nécessite, toutefois, dans le cas le plus général 1l'emploi 4'une
majoration des termes de sa dérivée.

Cependant si pour tout i dans {1,...,t} on a 8galit? des termes
., et Bi2’ la majoration n'est plus nécessaire, ce qui permet de mon-

trer le théoréme suivant :

Theorndme 111-4.

Si Le systZme fdigurne 1 tel que bq-l > 0 el

t

D(p) = 2 2)
p) = I ((ptp.,)” + r.) T (p+q.)
i=1 * T j=o ]

avec
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avec  2t+n = q-1 et | (p; = p, ou ]ril 2 lrk]) <> i zk)

. <> i
qj 2q <>1= k

vernigie Les conditions suivantes :

a) ¥ie {1,...,t}, p, 20 et

NOD O ) (Op )% + 1)
Réell = ] = 0
D(A) N=-p Hr,

NQA) (g ) (EAp )%+ x2)

p, Im[ ] >0
+ D(X) A=—pi+iri
b) ¥i e {1,...,n} , qy 2 0 et
N(K)(X+qo)(k+q.)
L 1 g >0
D(A) A=—qj

Une condition de stabilité de x=o est alons :

e e R - {o} £ > Max (0, -

g-1

La démonstration de ce théoréme utilise, d partir de la représentation

(III-8), la fonction candidate suivante :
2 2 2
t x.2 xil V. €
[ G=+7+ L A1+ j £(£)dE
a.
173 o

W(x) = - -
iz1 Bio By

" o~

N =

Si les hypothéses a) et b) sont vérifiées, on a les relations :

¥ie {1,...,t} Sil = Biz = Bi’ Bi <0

¥j e {1,...,n} aj <0
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I1 vient alors d'aprés (III-8)

2
o t n q.y.
Wix) = + z B (xi + Xil) + z ~%—&-— f*(qo + f*b
=1 i =1 j

2
q-l) €

W(x) est donc une fonction de Lyapunov si le gain non constant £f¥ vérifie

la conditon de stabilité énoncée dans le théoreéme.

I1 est & noter que le choix d'une représentation telle que (III-8)
interdit l'application des résultats de la conjecture lindaire : en effet
la matrice d'évolution possédant des blocs de rotation simple sur sa diagonale

principale, elle ne peut &tre identique a sa pseudomajorante.
Remarque.

Dans le cas ou q = 0, une condition suffisante de stabilité de x=0,
lorsque le théoréme III-4 s'applique, est
(€
ve e R - {o} ) £@®ag >0

@]

I1.2.4 - Exemple 3.

Considérons le systéme défini par :

p2 + 6p + ©

N(p)

2
p(p” + 2p + 2)

D(p)

Le dénominateur D(p) présente comme racines O et les complexes -1+i et -1-i,

Posons 4, =0, Py = letr =1, i1 vient :

1

NOD (h+ g )+ p)° + r?)

= N(XD)

D(A)

Or on a les relations
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Réel [N(X)]_l+i =0

ImfN(AT_ ., =8

Les conditions du théoréme III-4 sont donc vérifides, une condition suffisante
de stabilité de x=o est
€
¥¢ ¢ R - {o} J £(g)AE > O
o
De fagon plus générale, il est possible de montrer que tout systéme

défini par

p(p2 +2p + 2)

D(p)

N(p) p2 + ap + o, avec o >2

admet la mé8me condition de stabilité.

I1.3 - Modélisation avec changement de coordonateur.

Nous avons montré dans une partie du chapitre précédent (§ IV )
que les systémes figure 1 pouvaient également Stre modélisés par des formes
en fléche épaisse avec changement de coordonateur (I1-23). Les blocs diagonaux
sont toujours de Jordan ou de rotation, et les précédentes méthodes d'étude
adaptées aux formes en fléche épaisse 3 coordonateur traité non linéairement
sont encore valables.Les formes mises ainsi en évidence sont rappelées dans

le tableau récapitulatif.

Nous ne développerons pas ici 1'étude de stabilité 3 l'aide de ce type
de modélisation, déja menée dans [29], mais nous en montrerons l'intérét sur

des exemples.

II.3.1 - Application du critére pratique de Borne et Gentina.

e e it . s —— . e — - . - s - . . T . A - S B W —w  MA e S e

Considérons le svstéme figure 1 défini par
o



Utilisons la proposition8,partie IV du chapitre II, avec

p(p) = A(A+l)2.

L'application de cette proposition permet de modéliser le

(

!

| b(p)

N(p)

1
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p3 + 6p2 +7p + 1

p(p3 + 7p2 + 9p + 2)

1'équation d'état en régime libre :

®o Mo

(o]

e

% 0

—

L'emploi du critére pratique de Borne et Gentina conduit.d la condition

*

- f

0

0

L]

de stabilité asymptotique globale de x

Remarquons que lorsque cette condition est vérifiée, la matrice d'évolution
est égale d sa pseudo-majorante ; il y a alors validité de la conjecture lindaire.
Cependant les pGles et les zéros de W(p) n'étant pas alternés (figure 2), le

systéme ne fait pas partie de la classe C.

™

Ve ¢eR - {o} £ >0

€

= 0 11 vient

systéme par
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N )
h
l 1 | , W I
. 100 i 0.2 i ‘0.5
) X ' //
50 0.1 ..... ;
l AN / ]\ /
-6 -5 -4 o -1.33 ~1.38 X o . .3- -0|.4 -C.aN\0. ~0.1 (6] ‘
[]
50 L-0.1 ;
b. l
L . ]
100", £-0.2 I 0.5
* . [] '

Figure 2. "

I1.3.2 - Application de la méthode directe de Lyapunov.

-

Soit maintenant le systéme défini par :

! N(p) pt2

D(p) p3 + 4p2 +8p + 6
il vient d'aprés la proposition 7 (§ IV, chapitre II) X2 =2etb=1,

La trace de la matrice d'évolution est donnée par le coefficient en p2
du polyndme symbolique. Elle est donc constante. Il en est de méme pour chaque

terme de la diagonale de la matrice.

Pour Al = 1, on obtient la représentation :

| £ -1 0 1 7] Te ©
o =
| Xy 0 -2 1 %
| o *
-1-f - -1
X, 1-£ 2 1 %,

Soit la fonction candidate & Lyapunov :

€ * 2 xg
v(x) = J (1 + £ )EJE + ®] + —=
o
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I1 vient
o * €2 2 2
v(x) = - (1L + ) - 4xT - x
1 2
Une condition de stabilité asymptotique globale de x=0 est donc :
*
¥¢ e R - {o} £ > -1.

I1 est a remarquer que sur une telle représentation le critére pratique de

Borne et Gentina ne permet pas de conclure ; en effet une condition de stabilité

serait :
[ -1 0 1
det 0 -2 1 <0 .
L |1+ 2 -1
Soit

ce quiest impossible.

[II - APPLICATION DE LA METHODE DU LIEU DES RACINES A LA SYNTHESE
DE SYSTEMES NON LINEAIRES,

Nous nous proposons de montrer, dans cette partie, que l'association du
lieu des racines [43] et d'une modélisation en forme en fléche mince (III-2)

peut &tre intéressante dans l'analyse des systémes Lure' Postnikov monovariables.

ITI.1 - Représentation utilisée.

Considérons le systéme figure 1, il vient la proposition suivante :
Proposiition.
Soit a, a « R, Lel que Le polynime

Q(A) = D(A) + a N(AN)
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alons Le systeme décnit fLigure 1 peut Etre repnésenti en nZgdime autonome par &

(111-10) y = Ale) v |

avec

T o q

y - (yl"",yq_l, E) ER

et
—
ul . : B .
0 : .
-kig
ACe) = . :
0 uq-l
*
1 -

: Hq™Pg-1 &

oll
j g = £ - a
L N(Ui)
¥ie {1,...,0-1} k; = I
I (o, - u.)
j=u v
j=i
uq = qleme racine de Q(A).

Démonstration.

Supposons le systéme représenté par (I1I-2) avec e(t) = 0. Soient Us s
i< {1,...,9-1}, g-1 zéros distincts de D(A) + a N(A) ; F(p) étant non dégénérég

on a
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¥i e {1,...q-1} N(ui) z0
Posons dans F(eg) (III-2)
¥i ¢ {l,...,q-l}ki =y

le dernier terme de la diagonale est alors égal & :

q-1
— — * -
aq-l bq—l (atg™) ;Z Hy
avec
a+g* = £*

q-1

or, a + ab = - . -
> 31 -1 izl Mpo-

ol uq est la qleme racine de Q(X) = D(X) + a N(X).
Il vient alors A(e).
Remarques.
. N iéme .
i) Dans le cas ol la q racine de Q()) est nulle (uq = 0), les termes

intervenant dans la derniére colonne sont alors tous proportionnels au gain

*
non constant g .

C'est alors le cas ou :

ii) Le choix du polyndme Q(\) interdit de modéliser le systéme 3 l'aide de
termes tous constants dans les (g-1) premiéres lignes de la derniére colonne.
cela correspondrait au cas limite a infini. Cet inconvénient peut &tre levé
en introduisant de la méme maniére & partir de la représentation (III-2)

le polyndme :
Q'(A) =b D(A) + N(A) ol b eR

et en faisant un raisonnement analogue.
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iii) La technique de modélisation adoptée ici, revient 3 faire un placement
de plles de la partie linéaire. Il est en effet Squivalent, en régime libre,
de considérer le systdme sous sa forme initiale (1) ou sous la forme finale

(4) (Figure 3).

(1)

a (L)

WS
®
Figure 3
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II1.2 - Etude de stabilité.

L'analyse du systéme figure 1, dans le cas général, d partir de la re-
présentation (III-10) peut &tre menée, comme nous l'avons rappelé au début de
ce chapitre, 3 partir du critére pratique de Borme et Gentina ou 3 l'aide de 1la
méthode directe de Lyapunov.
Cependant dans le cas ou tous les coefficients ki’ ie {1,...,9-1}, sont de méme
signe, il apparait que (III-10) conduit & des conditions optimales d'application

de ces critéres.

Théongme 111.5.

k, POSLLigs, g positif. L'Cquilibre x=0 du syst¥me figure 1 est stable
au dens de Lyapunov 54 :

a) N(A) etD(A) ntont pas de zéro commun

b) IL existe a ¢ R £ed que D(A) + a.N(X) possede au moinsd q-1 z&ros réels
distinets et négatifs (ou nubs), My, 1€ {1,...,9-1}

N(ui)
ce) ¥i ¢ {1,...,q-1} k, = >0
1 .
q-1
Ty, - u.)
j-'-'l 1 1
j=i

d) Soity , La M pacine de DAY + a.N(V)

- AL Db >0, ¥¢ e R - {0}

qg-1
D(u ) u
£ > - 9+ Max (o, -2
N(u ) b
q q-1

- A ¥ -
AL bq—l <0, ¥ ¢ R - {0}

D(u ) \D(u ) U
_ 9 < f* < - q + 5 9 R Uq< 0
Ny ) N -1
Uq (uq) q
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- 44 b =0, ¥¢ ¢ R - {0}
q-1
D(u )
£ > - —9 ;1S 0
N(u ) =
q

Démonstration.

- de (a) et (b), il vient la représentation (III-10).

- Soit la fonction candidate & Lyapunov

2
Q‘l Yi E
V(]) Z -2—k—— + J g€d€
i=1 o}
il vient
qg-1 u y2
o . V.
wy) = § ——+tg (g = b, g €
i=1 i
avec
N L, D)
g =£f +
’ N(u )
Llq

- Les conditions (b), (c¢), (d) permettent d'affirmer que v(y) est une

fonction de Lyapunov pour le systémedécrit figure 1.

Dans le cas particulier ou pq est nul, il vient le corollaire :
Conocllaine.

L'équilibre x=0 du systime décrit igure 1 est stable au sens de Lyapunov
AL :

a) N()) etD(A) n'ont pas de zero commun

bip(x) - Do) N()A) posséde une nacine nulle et q-1 zéros riels distincts e

N(O)
négatifs (ow nuls), Wiy 1e {1,...,9-1}.
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>
cl By > O

d) ¥i ¢ {1,...,q-1} k, >0

£
e] ¥ « J £(g).dg > - D) e
o

R -{0} N(O) 2

Lorsque tous les termes hors diagonaux de (III-10) sont positifs l'application

du critére de Borme et Gentina permet de montrer le théoréme suivant :

Théoneme (I11-6).

kg g négatifs. L'Equilibre x=0 du systlme figure 1 est stable &i on a

Les proprietes sudlvantes :

a) N(A) et D(A) n'ont pas de zérho commun , b > O
(o]

b) 3a € R, D(A)+a.N(X) posséde q-1 zE8ros nBels distincts et négatifs,
Mo ie{1,...,q9-1} ; ”q est La q4eme racine de D(A) + a.N()\).

EX 84 L'une des conditions suivantes est néalisée :

Cl - ¥i e {1,...,q-1} ki <0

. D(u ) 1
¥ve ¢ R - {0} £ > Max (- —% -
N(u ) W(0o)
q
CZ - vie {1,...9-1} k; <0
D(u )
ve e R - {0} - —3 > £ > L
N(uq) W{(Q)

o conduit au corollaire suivant :

De méme, le cas ou U

Corollaine,

L'equilibre =0 du systeme figure 1 est stable s4i on a fes propriitis

Awlvantes

a) N(A) et D(X) n'ont pas de zéro commun, b,

>0
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b) D(A) - g%%%-N(A) possdde q z8nos distinets nlels nigatifs ou nuls,
M ie {1,...,9-1}, uq =0
N(A,)
c) ¥ie {1,...,9-1} = <0
q-1
I (u, - u.)
e
jei
dl ve e R - {0} £ > - 21—
W(0)

Nous allons montrer que ce corollaire étend 3 une plus vaste classe de systé-
mes la condition de Benrejeb [25] concernant les systémes dont le numérateur

et le dénominateur forment une paire positive [18].

II1.3 - Interprétation structurelle des conditions.

. . " T T " ——— — — ———— o — —— -

II1.3.1 - Coefficients multiplicateurs de méme signe .

Avant de poursuivre notre étude il est nécessaire de rappeler la

définition d'une paire positive de polyndmes.

Dé4inition 10 [181.

Un couple ordonng (P(X), Q(X)) de polynimes, tels que d°P = m, 4°Q=m
ou m-1, 4oxume une paire posditive s4 Les racines PypoereaPy de P(A) et SPERREPL-I
(ou ql,...,qm_l) de Q(A) sont toutes distinctes, nZelles, négatives et alter-
nent comme L€ sult :

< < < < < < <
Ap SPp Sy SPy S eee S q <P, <0
< < < < <
low py<a)y <py<qy<.e. <qy <p, <0
et 54 Leuns coefgicients Les plus ZlLevis sont de méme signe.

L'utilisation de cette définition permet 4d'interpéter les conditions (c)

des théorémes et corollaires en tant que positivité d'un couple de polyndmes.

Supposons vérifiées, pour les polyndmes N()\) et D()A), les conditions

suivantes :
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a) N(A) et D(X) n'ont pas de zéro commun

Cl'l i
b) D(A) =A%+ 7 a.A
T i=o
q-1 .
i .
= > > =
N(A) igo bik avec bq-l o ou bq-2 o si bq-l 0

c) soit a € R, Q(A) = D(A) + a N(X) posséde q-1 zéros réels distincts
négatifs, U, i« {1,...,9-1} tels que :

Soit R(A) le polyndme défini par :

R = —AA)
(X - )
“q
ol uq est la qleme racine de Q(A).
En conservant la notation
. - N(ui)
i g-1 ?
I (u, - u.)
j=1
=i

il vient les propriétés suivantes

Propniste 1.

(R(A), N(X)) goume une paire positive sL et seulement 54 :

Vi e {1,...,q9-1} ki >0

Proprigite 2.

(NCA), R(X)) gorme une paire positive s4 et seulement 34 :

¥ie {1,...,q-1} k, < 0.



——————— - —— Y " - - - = S -

v

L'interprétation de la condition b) des théorémes proposés peut direc-
tement &tre faite sur le tracé du lien d'Evans [43] du systéme  linéarisé,

figure 4, en remplagant le gain non constant £* par un gain constant k.

wWi(p) > S

N(p)

W(p)=D(p)

Figure 4

Le lien d'Evans est l'évolution dans le plan complexe des racines du

polyndme D(A) + k N(A) lorsque k décrit R.

L'observation de ce lieu permet de dire, pour N(p) et D(p) donnés, si

l'on peut avoir simultanément q ou g-1 racines réelles distinctes et négatives.

[II.4 - Théorémes.

- o -

Des paragraphes précédents on déduit les théerémes suivants dont les

conditions interviennent simplement sur la partie linéaire du systéme figure 1.

Thion2me I11-7.

Si Le systeme déenit fdgurne 1 possdde 2es propriétés suivantes :
a) N(A) et D{N) n'ont pas de zéro commun

b) b

>0 oub >0 44 b = 0,
q-1 Q-

2 g-1

™

c) 3k ¢ R, Lo Lieu d'Evans du sysiZme Linfarnise (figure 4) posséde
q-1 z8ros nlels distinets et négatigs, Hys Le {1,...,q-1}
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d) QOHCNA) gy forme une paire positive o u_ est La
(A-u ) 9
" q
q&ema racine de D(A) + k.N(A)
alons L'3quilibre x=o est globalement asymptotiquement stable 8L L'on a :

. AL Db 20 ¥eeR - {0}

q.- l

D(u )
£ > - + Max (0, —3—)
N(u ) b
“q q-1
.4ib . =0 ¥ eR - {0} J 4
q-1 ' D(u )
lf* > - —94

N .
. (uq)

Théondme 111-8.

SL Le systeme décnit figwie 1 posside Les proprilitis a), b) et ¢} du
théonzme priécédent et s4i de plus :

Zme

( , . - ( .
Q;AliE;ﬂiil) sorme une paite posditive, avec Mo 7" racine

(A - u )
q
de D(A) + k.N(A), alons £'équilibre x=0 28% globalement asymptotiquement

b, >0 et (N(XY,

stable 5L &'on a : D(u )
¥e¢ ¢ R - {0} £ > Max (- g y = L )
N(uq) W(0)

Dans le cas ol uq = 0, on peut regrouper ces deux théorémes. Le résultat

~

obtenu permet alors de généraliser 3 une trés large classe de processus la

condition de Benrejeb [25] , sous la forme du théoréme suivant :

Thiondme 111-9.

S4 Le systime dicndlt gdgure 1 posséde Les proprltis suivantes :
a) N{A) et (X)) n'ont pas de zéro commun, b, > 0

b} b >0 oub _

g2 > 034b 4 =0

q-1 q-1

¢) Le Lieuw d'Evans du systime Linfarnise prisente simultanZment
q-1 hacines réelles distinctes et négatives et une racine nulle
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D(C) D(C)
D(A) - N(A) p(d) - 20 weny
d YO o) ow (NQV), NO) 1y 4onme
A

wie paire posditive

alors L'iquilibre x=co est globalement asympitotiquement stable 8L L'on a :

* 1
¥e ¢ R - {0} £ >-V—J-(-67

Remarques.
i) La mé@me étude menée 3 l'aide du polyndme Q'(A) = b D(A) + N()) permet
de généraiiser des résultats précédents [25] par le cas b = o.

I1 suffit alors de remplacer dans le théoréme la condition 4) par :

d') (D(A), N(X)) forme une paire positive

[w)

ii) La condition "(D(A) - N(A), N(A)) forme une paire positive' permet

Cd

Q)
0

=1

de conclure & la stabilité locale cde l'équilibre x=0 si est véprifié :

€ 2

¥e ¢ R ~ {0} f f(e).de > - w?o) [38]
: o .

III.5 - Exemple d'application.
Soit le systéme défini par :

N(p)
D(p)

ptl
(p+2) (22 + 2p + 2)

D'aprés le tracé du lieu d'Evans du systéme linéarisé, figure 5, il existe une
valeur négative de k telle que l'on ait deux racinesnégatives et distinctes et

une racine nulle, Cette valeur est :

k= - 8591 = -4,
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,

[ ¥ k>0

.,’

h

i

Figure 8.

Il est a noter que cette valeur est la valewr limite qui assure, pour 1=
systéme linéaire, la stabilité. Pour k < -4 le systéme est instable.

Soit R(A) = D(A) -Xq NCA) = A2 + 4A + 2, les racines de R{A) sont
-2 -2 et - 2 + V2, le couple (R(A), N())) forme bien une paire positive.

La condition de stabilité globale de x = O de ce systdme est donc :
<
¥%¢ e R - {o} £ > -4,
cette condition est identique 3 celle obtenue en linéaire.

IV - EXTENSION DE LA CLASSE DE SYSTEMES VERIFIANT LES RESULTATS
DE LA CONJECTURE LINEAIRE,

Une premiére classe de systémes vérifiant les résultats de la conjecture
linaire est celle des systémes C dont le numérateur et le dénominateur forment
une paire positive [25]. Or nous venons de montrer dans divers exemples présentés
au cours de ce chapitre, que la méthode de représentation adoptée permettait
ce mettre en évidence des systémes vérifiant les résultats de la conjecture
linéaire sans que ceux-ci soient de la classe précitée., 1l apparait donc

que les modélisations présentées permettent d'élargir notablement cette classe.
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Aprés avoir rappelé les contraintes relatives d la vérification de la
conjecture linfaire, nous examinerons quelques cas particuliers qui conduisent

d sa validité.

IV.1 - Remarques préliminaires.
Nous utiliserons, pour dtudier, la validité de la conjecture linéaire

les résultats des travaux de Borne et Gentina [34]. Nous considérerons donc

des matrices d'évolutions dont les termes hors diagonaux seront positifs ou

nuls. Ce probléme sera ici abordé & i1'aide des représentations (II-20) ol

tous les blocs de la diagonale principale sont de Jordan. j
Soit pour le systéme figure 1 la représentation (II-20) od t=0, posons :

. 1 . - i - i i *

W€ {1,...,8} ¥j ¢ {L,...,ni} ag(s) = 6% + Yi f

le systéme vérifie les résultats de la conjecture linéaire si l'on a les

contraintes (CL) :
(CL) ¥e ¢ R ¥ie {1,...,8} ¥ ¢ {l,...,ni} i £ > Si
les conditions de stabilité de x= 0 sont donc
vie {1,...,s} xi <9
(C3) ¥e eR-{o!b £ > - a
o o

Dans les mcdélisations proposées Yi et 63 ne sent pas intrinséques au
systéme mais dépendent des s paramétres de modélisation que constituent les li.
Or, pour optimiser les résultats donnés par la validité de la conjecture linéai
il apparait intéressant de pouvoir obtenir les méme contraintes (CL) et (CS)

. *
sur le gain non constant £ .

Dans le cas le plus général ceci peut &tre réalisé par deux méthodes

- en rendant les Y?

e

. N
. ieme
nals, les Ai sont alors racines n;

du numérateur, il est alors nécessaire d'avoir les Si tous

de méme signe,

- en rendant les di nuls, il est alors nécessaire
d'avoir les Yi tous de méme signe.
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IV.2 - Numérateur 3 zéro multiple réel.

Nous allons dans cette section étudier un cas particulier constitué
par les systémes dont le numérateur N(p) posséde une seule racine multiple

réelle d'ordre q-1. Il vient :

Théondme 1I1I1-10.

Le sysitéme gigure 1 tel que N(p) = (p-(-a.)q'l 0l a € R, vinigie La conjec~
fure Lindaine s4 est satisfairne La condition (¢} :

% c.pi est tel que
izo *

}— Le polyndme R(p) = D(p-a) =
L- e, <0 et ¥i ¢ {0,..,9-3} ¢, ., - c, 0.

v (el
i+l i

une condition de stabilite asymptotique globale de 0 est alors :

* 1
a>o0 Q/t VEéR-{O}f >-WO—$.

Démenstration.

D'aprés (II-20) le systéme admet la matrice d'évolution :

-3 l [0}
0 -1
FE(e) = ! %
0 -a a
1
RO —— 1 -a_ _ + (g-1)a - £
i q-1 7 4TS _
Or
det(AI - FE(g)) = D()) + £N()
Soit

DA = (L + )Y (o + aqer = (a71) 2)

q-1 K
-7 vt
k=1

.
1 1

ne—y x°

.
3
L

posons p = A t+ a, il vient :



&) = -a. - - i-t
D(p-a) = -, (al toy) p ... - o ta,t oL aj) p
G T pj . - (a, + o ) p¥?
1 j¥1 - 17 T gt
+ (a ~ qa) pq_l + p
g-1
Soit
i+l
¥i ¢ {0,...,q-2} ey 7 - pz o,
1
alors
Y -7 jod - C = -
¥i ¢ {0,...,9-3} i+1 i ai+2

FE(e) est identique & sa pseudomajorante si ses termes hors diagonaux sont
positifs ou nuls, d'ol la condition (). Il est nécessaire d'imposer a, = 0

pour ne pas avoir de forme dégénérée.

L'application du critére pratique de Borne et Gentina fournit alors les

conditions de stabilité.
Remarque.

La démonstration du théoréme précédent donne une méthode plus rapide

%, dans un cas particulier oi S = L et t =0
dans (II-20), que l'application de la proposition 1 du chapitre II.

de détermination des coefficients @

IV.3 - Dénominateur & zéro réel multiple et zéro nul simple.
Autre cas particulier étudié : les systémes ne possédant gqu'un pdle nul
et un pSle multipie réel d'ordre g-~l1. On pourrait de m@me étudier le cas ol

D(p) + @ N(p) possede la méme propriété, £° deviendrait alors £ - a.

? Théoneme I1I-11.

Le systime déenit 4igure 1 et défini tek que D(p) = p(p+a)¥ ™t 0@ a ¢ R,
et N(0) > 0,venigie La conjectune Linéaire 54 est satisfaite La condition
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q-1 .
Le polyndme Q(p) = N(p-a) = ) dipl est tel que
i=o
: -3) -
d, <0 et ¥i ¢ {0,...,9-3} dipg ~ 4; S 0O.

Une condition de stabilité asympiotique de O est alons :
a>0 et ¥ eR -{o} £ >0

Démonstration.

Le systéme admet si D(p) = p(p—l-a.)q-l une modélisation de matrice

d'évolution

_ * I
-a 1 o £
X 3
*
o 1 a2
*
FE(e) = -a o,
*
L 1 1 - bq-l £ i

1'égalité des polyndmes symboliques fournit la‘relation :

1 &t -2
NGO = b O+ )% - (F adOr @) - (e ta)G s a) -

i=1 1

de méme que précédemment en posant A = p-a, il vient

q-1 q-2 3
N(p-a) = bq_l D + .2 dip
i=o
avec
i+l
¥ie {0,...,9-2} d; = - .Z oy
j=1
or
Vl € {Os--o,q_g} di+l - di = - 0‘.i+2
donc ai+2 2 0 si et seulement si di+l - di < 0.

Dans ce cas FE(€) est égale 4 sa pseudo-majorante pour £ > 0. L'applica-

tion ducritére pratique conduit & la condition de stabilité si a > O :



Ve ¢ R - {0} N(O) £ >0
(CL) et (CS) sont ici confondues si N(O) > O.

IV.4 - Application.

Considérons maintenant le systéme 4 déphasage minimal défini par :

N(p) _ _(pta)"”
(I1I-11) D(p) 5(p+b)?

2

+ . » Pl ~ Pd ”
avec 0 < a <b, (a,b) eR * , n € N, l'application d'un des théoremes précé-

dents conduit 3 :

Théoneme 111-12.

Le systeme figure 1 dégind par (111.11) vérnifie Les conditions de La
confecture Lindaine 5'4L satisfait Les conditions :

(1+a)d -a)<n
. ¥i e {1,...,n-2}

(a+1)(b-a) _ a _ (b-a)° <0
i(n-1) i(i+1) (n-1)(n-i+1) ~

La condition de stabilité asymptotique globale de x=0 est alorns :

¥e e R - {0} £ > 0

La démonstration de ce théoréme utilise le résultat du théoréme III-10 ;

en effet, exprimons D(p-a), il vient :
ntl | o n-i _pi-1 ip i
D(p-a) = p + )y (b-a) [Cn (b-a) - a Cn] P
i=1

- a(b-a)”

ol (7 représente coefficient du bindme.
3 un
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Les conditions d'application du th&oréme III-10, conduisent aux rela-

tions :
n
% a(b-a) > 0 (co < 0)

* (b-a)n-l [(1+a)(b-a)-n] < O (cl—co) <0

* ¥i ¢ {1,...,n-2}

(b-a)? 171 cCi<b-a><a+1) -a Ci*l - (b-a)? Ci'1]s<a

Ce qui, compte tenu de O < a < b, s'exprime sous la forme des conditions du
théoréme III-12.

L'étude menée ici est illustrée par l'exemple 1 (§ II.2.2), et peut &tre

élargie dans le cas ol
n n n
N(p) = (pta)” et da e R D(p) = p(p+b)" + a(pta)

~ P . . *
On se raméne alors au cas précédent en faisant la transformation f donne

£ - a.

CONCLUSION,

Les résultats exposés dans ce chapitre montrent comment les représentations
proposées au chapitre II permettent d'analyser de nombreuses classes de systémes

monovariables de type Lure' Postnikov.

En effet l'application de critéres classiques de stabilité relatifs 3
ces systeémes sur des formes en fléches épaisses peut 8tre systématisée. On
généralise ainsi le fait de choisir comme termes formant les blocs diagonaux

les zéros oy pdles de la fonction de transfert.

Notamment, des travaux antérieurs ont proposés des conditions de validité

de la conjecture linéaire dans le cas de systémesd pdles et zéros réels simples.

Les résultats présentés permettent, graphiquement ou analytiquement d'élargir
cette classe de processus. Des conditions, de validité de cette conjecture ont

ainsi été énoncées dans des cas particuliers.




. SIS
@ £ QD(p)r

diagonale 3 "racines
réelles simples”

diagonale & "racines
réelles multiples"

-~

diagonale 3 '"racines
conplexes simples"

Al . Al albl
b3
choix
quelconque -
des racines 1 ab
rr
A A -b a
q-1 r'r
| ——————1 1 1 1 )
p. 64 , 82 p. 70 , 85 p. 73, 85
Al Al alb] |
- |
: b3 |
racines = \\\\\
zéros de N(p) 1 arbr
A " A _brar
| — | ——— 1 4 1 I |
p. 117 p. 121 , 147
kl A ] a]bl
. . —b a I
rfc]_nes = ‘g* \ .g* 171 g*
zéros de \\\\\
D(p) + a N(p) 1 ab
‘ rr
* * . -
(g =£f -a) >‘q—l' A brar"
] ——— ] 1 A 1 1 1
|
i
p. 118 , 133 p. 149 p. 126
1 1 1
d°N = d°p - 1 Ay A a, b,
. ! by 3
racines =
zéros de \\\
D(p)~(p+A,)N(p) 37
- Agy! 1A b_al
0 4
p. 88 p. 91, 131 p. 91 |
i i . 1 . I
d°N = d°D - 2 A2 A a -b, |
I b] al
racines = \\\
zéros de N(p) ‘ ar—br
Aq-l] I A1 br arl ‘
f |
G H . Y
p. 89, 132 p. 93 p. 93 uuies |

TABLEAU RECAPITULATIF DES DIFFERENTES FORMES EN FLECHE PROPOSEES
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CONCLUSION GENERALE.

Nous avons proposé, dans ce mémoire, de modéliser des processus
continus non linéazires & l'aide de matrices d'évolution en forme en fléche
épaisse. L'utilisation d'un invariant de représentation, le polyndme symbo-
lique, nous a permis de déterminer toutes les composantes intervenant dans les
formes proposées. Ces formes ont la particularité d'8tre creuses : les termes
non nuls ne sont situés que dans la derniére ligne, la dernidre colonne, et

dans des blocs matriciels canonigues centrés sur la diagonale principale.

Les résultats énoncés au chapitre II donnent l'expression analytique

de chacun des coefficients en fonction d'un certain nombre de paramétres

arbitraires.

A partir de cette matrice, deux utilisations sont alors possibles : d'une
part, une mise en équation du systéme en régime dynamique, conformément & la

. 2

méthode précisée au chapitre I ; d'autre part, une analyse de stabilité basée
sur des critéres classiques et conduisant aux théorémes présentés au chapitre
IIT. |

I1 est & noter que cette dtude permet une mise en oeuvre directe par des
moyens informatiques : en effet, les coefficients correspondant 3 chague
forme en fléche épaisse ont 2t& explicités en fonction de paramdtres de mo-
délisation arbitrairement choisis. La saisie de ces derniers conduit immé-

diatement & la matrice d'évolution cherchée.

De plus, les formes présent@es nous ont permis, sur des exemples et dans
des cas plus généraux d'élargir la classe des systdmes vérifiant la conjec-
ture du linaire. C'est dans cette voie que nous pensons poursuivre nos re-

cherches.



[1]

31

(4+1

(5]

{63

L7

£el
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