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- INTRODUCTION GENERALE -

Un systéme complexe est le plus souvent constitué d'un nombre
élevé d'éléments qui interagissent de fagon non simple (SIM, 62). il pose des
problémes importants et nouveaux d'analyse et de commande diis essentiellement
au nombre €levé de variables nécessaires pour sa description. On peut réduire
la dimension du probléme en définissant des variables explicatives, soit parmi
l'ensemble deés variables du systéme, soit par une procédure d'agrégation de
certaines d'entre elles. Cettre approche peut faire appel aux méthodes
descriptives de 1l'analyse des données, bien connues actuellement : Analyse en

composantes principales, analyse canonique, etc....

La plupart de ces méthodes utilisent explicitement des hypothéses
de linéarité des relations liant les variables bu'des fonctions de ces

variables.

Pour notre part, nous nous intéressons 3 une autre approche de
l'analyse des données utilisant les concepts de la théorie de 1'information.
Cette approche présente certains avantages bar rapport aux méthodes classiques.
Elle permet de mesurer des couplages diis & des mécanismes non linéesires et de
mettre en évidence des relations globales dans un groupe de variables ; alors
que par les autres méthodes, la relation entre groupes de variables est estimée

& partir d'une moyenne de relations entre les variables de ces groupes.

Le but de l'analyse est de trouver pour chaque variable, un groupe
de variables qui l'explique le mieux possible ; la relation de dépendance étant

la principale raison qui fait qu'une variable explique une autre.

Une autre méthode consiste & décomposer le systéme global en sous-
systémes faiblement couplés pour mettre en oeuvre des méthodes de modélisation
par modéles partiels, de commande décentralisée, d'o ptimisation hiérarchisée,
dont la convergence est d'autant plus rapide que les sous-systdmes
sont indépendantes (RICH 75). Elle débouche sur les méthodes de classification

automatique.



Présentation des chapitres suivants

Dans le premier chapitre, nous allons décrire succintement quelques
méthodes de visualisation (analyse factorielle), d'explication (analyse
canonique, regression linéaire) et de structuration (décomposition). On montre
aussi leur apport au domalne qu1 nous intéresse. On donne ensuite les défini-
tions de base et quelques proprlebes de la théorie de l'information, outil

essentiel de notre travail.

Le deuxiéme chapitre développe les méthodes d'explication d'une

-

variable a partir d'un groupe de variables, ce qui débouche sur la construction
d'un graphe d'interconnexiohs prenant en compte l'aspect multidimensionnel des
relations. Des algorithmes sont développés pour réduire le nombre de modalités
du vecteur explicatif. L'influence du bruit sur les relations fonctionnelles

sera étudiée.

Dans le troisiéme chapitre, on examine quelques méthodes de
décomposition des systémes. On utilise la théorie des graphes, connaissant les
couplages entre toutes les paires de variables ou groupes de variables. Aprés
avolir défini quelques indices permettant la mesure de ces couplages, on
présente certaines méthodes de décomposition hiérarchique. Le chapitre se

-

termine par 1'introduction des méthodes a centres variables.
Le quatriéme chapitre est consacré & la méthode des nuées
dynamiques. Plusieurs variantes sont étudiées et comparées. Les résultats sont

interprétés pour‘chacune d'elles.



CHAPITRE I

LANALYSE STRUCTURALE, LA DECOMPOSITION DES SYSTEMES COMPLEXES ET

LA THEORIE DE L'INFORMATION




'IT.1. INTRODUCTION

L'analyse d'un systéme conduit généralement & 1l'élaboration
d'un modéle dont les paramétres sont identifiés & partir d'un certain nombre
d'observations. Les difficultés de modélisation croissent directdment avec le
nombre de variables du systéme et le nombre de leurs interconnexions. La
complexité doit &tre réduite par structuration de 1'information par laquelle

le systéme est appréhendé,

Si 1'on connait le modéle du systéme (relations fonctionnelles
entre les variables du systéme;‘relation binaire liant les variables....), on
utilise un graphe d'interconnexions gui permettra de mettre en évidence les

différents sous-systémes,

Mais le modéle d'un systéme complexe est en général difficile
4 obtenir. En fait, la présence des couplages est toujours décelable dans les
données produites par le systéme et se concrétise par des évolutions non
indépendantes de certains groupeskdé variables. Dans ce sens, l'analyste dispose

généralement de trois types de méthodes

- Les méthodes_de visualisation telles que l'analyse en
composante principale et 1'analyse factorielle des correspondances.
= Les méthodes d'explication telles que l'analyse canonique et
ia régréssiéﬁ linéaire.
Ces deux méthodes permettent de traiter des grands tableaux de
données sans trop les appauvrir. Elles aboutissent & la mise en évidence des
liaisons 1inéaiyes entre les variables du systéme ; le plus souvent, -. .

elles en offfent une représentation graphique.

— Les méthodes de structuration qui consistent & définir la

structure du systéme en terme de sous-systémes.

Le principal inconvénient de ces méthodes tient au fait que
les résultats de l'analyse sont fondés sur les hypothéses assez restrictives
et souvent difficilement vérifiables. Or la confrontation avec la complexité
des systémes étudiés, montre que les variables sont quelcongues (quantitatives,

gualitatives...) et les relations entre elles sont souvent non linéaires.




-~

La théorie de 1'information se préte bien A l'analyse des
systémes car elle est sensible & toutes les relations, qu'elles soient
linéaires, non linéaires, logiques...Nous précisons les avantages et les incon-
vénients de l'approche "informationnelle" et le chapitre se termine par

quelques définitions et propriétés essentielles de la théorie de 1l'information.

I.2. NATURE DE LA DONNEE

£S5 = X, . ;
Soit2_ {Xl, Xy en Xy "XN} , 1'ensemble des N variables
nécessaires pour la description du systéme étudié. SoitSfL= @11,(n2,..¢uj,..w13,
un ensemble d'échantillonnage. L'ensemble des modalités prises par une variable
X sera désigné par Mi' L'ensemble des variables se présente sous la forme des

différentes composantes de l'application suivante :

a) Cas des systémes statiques (s)
(s)

1

i .
m.} i=1,2,...N
1

s s i i
:—fL = = PR,
X __—9Mi Mi {al, a2, a
Wiy X3 (w,) =X, (0,)
J 1 J 1)

b) Cas des systémes dynamiques (D)

D D D _ P .
Xi 1S L...___g.Mi = Mi = Mi X Mi X oes Mi (p fois)
Do X2 () = (X, ()0 X, (0. ), X, (0, )
N i iy i Tj-1 i " j-(p-1)

Chaque vecteur X? est composé des p derniéres valeurs prises
par la variable xi a des instants donnés, La période d'échantillonnage est

fixée par le théoréme de Shannon {LARM 75 ; ASH 65).

En fait, dans la pratique, on conserve le méme tableau initial
de données (Fig. I.1.) et la prise en compte de ces p valeurs se fait au

niveau des algorithmes.




Figure I.1

Ce tableau initial de données constitue la seule connaissance
de départ pour toute notre analyse. Il s'agit aussi bien des cas statiques

que dynamiques.

, Chaque variable Xi (respectivement un sous ensemble de
variables S) définit par elle—méme une partition PX, (resp PS) de l'ensembleiﬂ_
ou chaqgue classe est formée des widentiques du poin% de vue Xi (resp S). En
notant IP ¢*), 1'ensemble des partitions den, et P (5), 1'ensemble de toutes
les parties non vides de3™, on peut dire queﬁ;(resp PCD))C P,

Soitsg : "&tre plus fine que", la relation d'ordre définie

par :

VvR ={Rys Ryrees RAEP (M), ¥ Q ={Q, Qpe-- Q } € PED)

ROV R ER, ij‘E_ Q tel que R, C Q,

P ¢V muni de la relationsétconstitue un treillis.




|

-

Cette possibilité d'associer & chaque variable une partition
nous permet d'établir un ordre et une équivalence entre variables.

Considérons deux variables quelconques X et Y définies sur.n,
on dit que :

— X est équivalent a Y<_——>PX = PY

- X est plus fine que Y¢===;PX<<'PY

Nous verrons au paragraphe 1.5. que la théorie de l'information

ne distingue pas entre variables équivalentes.

I.3. ESTIMATION DES PROBABILITES

Le caractére aléatoire des variables observées est di soit a
la nature du systéme a analyser, soit & la facon dont il a été excité
Soit S€ pP(y), JS 1'ensemble des indices des variables Xi

—
appartenant &2 S et S le vecteur aléatoire constitué par ces variables. On note

T M,

p(—ST = o) la probabilité pour que ce vecteur prenne une valeur ¢ & MS = 'i'eJ 1
S
Sous certaines hypothéses concernant le systéme (ergodicité,
stationnarité), le nombre d'échantillons et la période d'échantillonnage, ces
probabilités peuvent étre estimées au moyen des fréquences relatives. Du
tableau initial de données (Figl.l), on peut extraire le tableau des probabilités
dont 1'élément (i, j) est la probailité d'occurence Pg de la jiéme valeur B

de la ieme variable Xi

y: )::nombre de w pour lesquels Xifﬁz Lif_fﬁ;fiElL

J_
PY = Pr(Xi T l \

1

I.4. L'APPORT DE L'ANALYSE DES DONNEES

I1 existe plusieurs méthodes de traitement des données
actuellement disponibles pour l'analyse structurale des systémes. Ces méthodes
se distinguent les unes des autres par le type de variables qu'elles traitent
et par le choix de la métrique qui sert & calculer les couplages et les
inerties. Dans chaque cas,ces choix se justifient par les buts que 1l'on se

donne et par les données dont on part.



On présente dans ce paragraphe quelgues méthodes pouvant &tre
appliquées au domaine qui nous intéresse. L'analyse en composantes principales,
1'analyse des chrespondances, qui sont les principales méthodes d'analyse
factorielle, la regression linéaire, l'analyse canonigue et quelques fechniques
de décomposition.

Ces méthodes ont fait 1l'objet d'un grand nombre d'études

dans les domaines les plus divers (BENZ 80) (VOL 82)( CAIL 76) (BERT 75).

I.4.1. Analyse en composantes principales

Cette méthode peut &tre appliquée a tout tableau fournissant
sur chacun des individus d'une population quelconque, les mesures d'une
série de variables quantitatives. On peut 1'utiliser pour étudier une matrice
de cofrélations.

Le tableau initial de données (Fig. I.l.) peut-8tre représenté
par un nuage de L points dans 1l'espace RN des variables dont le grand nombre
de dimensions interdit la visualisation du nuage. Il s'agit de trouver les axes
d'inertie du nuage et d'obtenir des visualisations dans un espace de faible
dimension.

— On cherche une droite telle que l'inertie du nuage par
rapport & cette droitesoit minimum. C'est le premier axe principal, le nuage
sera alors représenté par la projection des points sur cet axe.

sz -1 .
~L'opération est répétée dans RL , on obtient alors un

L s . . L-2
deuxiéme axe et un nouveau nuage projetée dans R .

Facteurs principaux

Ce sont des nouvelles variables obtenues a partir des variables

initiales de la maniére suivante

N

telle gue la variance de A soit maximum

N
>
Vo= I vy X
1=1
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Yy orthonormale et non corrélée a A et telle que la variance
de Yo soit maximum et ainsi de suite. '

On peut vérifier facilement que les facteurs principaux sont
des vecteurs propres de la matrice V de variance - covariance des variables de X..

Facteurs principaux et axes principaux sont 1iés., Les fécteurs
principaux sont les variables suivant lesquelles la dispersion de l'ensemble

d'échantillonnage est maximale.

I.4.2. Analyse factorielle des correspondances

Cette méthode est essentiellement une analyse métrique qui
s'applique a des données de contingence croisant deux ensembles de modalités.
Elle permet de décrire la dépendance entre deux variables qualitatives.

Soit P. 4 (i=1 a N, k=1 & q) la probabilité d'occurence

conjointe des modalités i et k.

q N q N
On note P, = ¥ P. P =z P. P=z P =7z P.
N T T k=1 k =1 *

Le tableau des données (Fig. I.1) est remplacé par un

tableau d'éléments Pk (i=212aN,k=13agqg).

La distance entre deux éléments i et i’ :

2,. . k 1 [Pik_Pi'k
d"(i,i') = I P P. B,
k=1 k 1 1
est la distance du x? associée a la loi de probabilité Pk entre deux distribu-
B, Py
tions — et =
P P.,
| i i

L'étude des relations entre variablesrevient & 1l'étude des
proximités entre les lignes de ce tableau.

Le choix de la distance dejx? est 1ié essentiellement au
principe d'équivalence distributionnelle. C'est-a-dire qu'on ne change pas
les résultats de l'analyse en remplacant les modalités ai et a? de profils

2 . L 1
égaux par une seule,« 1 représentant la réunion de a; et a,.

2
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Une analyse en composante principale peut &tre faite en utilisant

e . 2 . . ;1. .
comme métrique la distance de X au lieu de la distance euclidienne dans 1'étude

précédente.

T.4.3. Régression linéaire

Du tableau initial de données on extrait des variables a
expliquer notées Yi’i = 1,... N et des variables explicatives Zi,i =1,...N
j=1,...p. On suppose que ces variables sont quantitatives et qu'il existe

des liaisons linéaires entre elles.
On recherche N+1 scalaires b_ 1 = 0...N tels que
s
1 2

P . .. . -
Yi—ibo + bl Zi + b2 Zi + ...bN Zi‘}501t minimum v i = 1 & N.

Si 1'on pose

. 1 P S

%o { P ‘4 ' wa Y |

. | . . l @

b= !! 7 =i 4 . Y =
: ‘ 1 P
| 1 A Z Y
K | N N N
Le probléme se pose d'une maniére plus précise : 2

trouver b€ R N+l tel que HY -z bH solit minimum. |

La qualité de la représentation de Y par Zb peut &tre mesurée
| Zbl
hyll
l'ensemble des variables explicatives,

& l'aide de l'indice , coefficient de corrélation multiple entre Y et

Avec cette méthode, on peut mesurer 1l'intensité de liaison

entre une variable et un groupe de variables (par exemple : relation entrée-sortie).

I.4.4. Analyse canonique

Il s'agit dans cette méthode de trouver des relations entre
deux groupes de variables quantitatives extraits du tableau initial de données,

on note Y et Z les vecteurs représentant ces groupes de variables.

T

Y= (Y, YY) 2= (2 Zyeenns z,) .

on cherche une forme linéaire des Yj’ ai = §=1 ai € RP
espace des formes linéaires de dimension p et une forme linéaire des Zk’
bi = § . b? Zkeg rY espace des formes linéaires de dimengion q, tels que

a; et bi ont une corrélation maximum.
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Le probléme de la recherche de a, et bi peut-&tre formulé
ainsi

- chercher alé IRP et bl & R4 telles que

La corrélation entre alvet bl soit maximum avec la contrainte ‘
1
1

]

var(al)'

i

var(bl)

- chercher a2€£ RP et b2<£ quérifiant les mémes conditions que a, et b1

et les conditions de non corrélation.

0

cor (al, a2)

cor (bl’ b2) =0

Cette procédure peut-8tre répétée au plus p fois (psg’q)
les a, et bi sont appelées variables canoniques associées aux variables
Yj (resp. aux variables Z ). En comparant les couples (ai, bi)’ on peut

k
chercher & mettre en évidence des groupes de variables 1iés entre eux.

I.4.5. La décomposition des sytémes complexes

I1 est naturel de dire q'un systéme complexe doit &tre décomposé
en sous-systémes dans le but de réduire sa complexité apparente. Il s'agit
de décomposer le systéme en sous-systémesfaiblement couplés et le probléme
global est ainsi décomposé en sous-problémes ayant peu de relations entre eux.
Ceci accélére trés notablement la vitesse de résolution probable.

Dans leur ensemble, les méthodes de décomposition sont trés
variées. On peut les regrouper en trois catégories, les méthodes dites
"ascendantes" qui sont les plus utilisées, les méthodes "descendantes" et

enfin des méthodes de recherche d'une partition.

I.4.5.a) Les méthodes ascendantes

On définit tout d'abord un indice de distance d(X,Y) pour
chaque couple de variables et un indice de distance D entre sous-ensembles deZ_,
compatible avec d. On commence par chercher le couple de variables (X,Y) tel que
d(X,Y) soit minimum. On agrége alors ces deux variables. On calcule & 1l'aide de
D, 1l'intensité de la liaison entre 1l'agrégat ainsi formé et les autres variébles,
puis on considére cet agrégat comme un élément parmi les autres variables. On
recherche ensuite les deux éléments les plus proches au sens de D et ainsi de

suite.
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I.4.5.b) Les méthodes descendantes

Elles parcourent le treillis des partitions dans le sens opposé
on part du systéme 3y et on le décompose en deux parties, puis chacune d'elles

est décomposée a son tour en deux etc...

I.4.5.c) Les méthodes de recherche d'une partition

I1 s'agit non plus de donner une hiérarchie de toutes les
parties de2l, mais simplement une partition. On peut citer l'algorithme des
transferts et l'algorithme des nuées dynamiques. Ce dernier sera étudié au

chapitre 1IV.

Algorithme des transferts

L'algorithme des transferts est proposé par REGNIER (REGN 65).
I1 consiste & améliorer une partition estimée & priori en déplagant chaque élément
d'une classe a une autre. La nouvelle partition doit €tre meilleure au sens
d'un critére d'optimisation que la partition obtenue a 1'étape précédente. Le

y
processus s'arréte lorsqu'aucun transfert n'améliore plus la partition.

1.4.6. Conclusion

La plupart des méthodes précédemment décrites utilisent des
hypothéses de linéarité des relations liant les variables du systéme. Chacune
d'elles convient particuliérement bien & un certain type de variables (quanti-
tatives, qualitatives ...).

Chaque méthode ayant sa propre spécificité, nous sommes amenés
a pratiquer différentes analyses du méme tableau, car dans chaque cas, on peut

obtenir des résultats qui s'enrichissent mutuellement.

I.5 — LA THEORIE DE L'INFORMATION

I.5.1 Introduction

La théorie de l'information est née vers 1920 avec les travaux
de NYQUIST et HARTLEY sur l'aptitude des divers systémes a transmettre l'intel-
ligence d'un message (NYQ.24, HART.28).

En fait, la théorie de 1l'information a été réellement fondée
en 1948 par Claude E.SHANNON pour étudier la transmission des messages par une
ligne téléphonique ou un canal hertzien brouillé (SHAN.48,49). A peu prés en

méme temps que SHANNON, WIENER a publié deux ouvrages trés connus (WIEN 48,49).
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Ce sont les travaux de WIENER qui ont donné naissance aux études, dans le domaine
militaire, sur la prévision automatique de trajectoire et sur la commande auto-

matique de tir.

Congus & l'origine pour la résolution des problémes pratiques des
télécommunications, la théorie de 1'information devient actuellement 1l'outil ma-
thématique indispensable pour 1'étude des processus de commande les plus divers.
Mc.GILL, W.R. ASHBY, R.C. CONANT, M.RICHETIN, J.DUFOUR parmi d'autres utilisent
1'information pour mesurer la connexion et 1l'interdépendance entre les sous-
systémes d'un systéme donné ( GIL.54, ASHB.65, CON.68, RICH.75, DUF.79). Aprés
les travaux de B.FORTE et J.KAMPE de FERIET sur 1l'information généralisée
(KAMP.67), C.LANGRAND, J.LOSFELD, A.DUSSAUCHOY, J.P BARTHELEMY obtiennent des

résultats importants pour d'autres types d'information que celle de SHANNON

(LANG.23, LOSF.74, DUSS.80, BART.79). R.LOPEZ DE MANTARA, S.GUIASU et C. REISCHER
définissent une distance entropique. (LOP.77, GUIA.79).

W.R. ASHBY, R.C CONANT, HEIDEMANN, B.PORTER, W.J.H.KICKERT et
al étudient les relations entre la transmission de 1l'information et la capacité

de régulation d'un systéme (ASH.58, CONA.69, WEID.69, PORT.76, KICK.78).

On utilise la théorie de l'information pour 1‘'analyse structurale

des systémes complexes pour plusieurs raisons:

— Elle permet de mesurer l'intensité de liaison pour des relations quelconques
(linéaires, non linéaires ...) entre variables ou groupes de variables quelcon-

ques (quantitatives, qualitatives...).

- Elle met en évidence des relations globales dans un groupe de variables, alors
que par les autres méthodes, la relation entre groupes de variables est estimée

a partir d'une moyenne des relations entre les variables de ces groupes.

- Elle permet aussi la construction d'indices de similarité présentant des pro-

priétés intéressantes (cf §.III.3).

I1.5.2 - Eléments de la théorie de 1'information

1.5.2.a) Définition de l'entropie

" Convenons que l'information transmise concerne une variable X

pouvant prendre les modalités a a_ avec les probabilités respectives

1 %2
PysPsy-- Py c'est-a-dire une variable caractérisée par un certain degré d'incer-

titude. Il est évident que les renseignements que l'on peut obtenir sur X seront
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~

d'autant plus importants que son incertitude & priori est grande. Que signifie
alors un degré d'incertitude plus ou moins grand et comment peut-il &tre mesuré ?
Comparons tout d'abord entre-elles deux variables X et Y, telles

que : X prend ses valeurs dans 1'ensemble {al,az} avec la mé&me probabilité

Y prend ses valeurs dans 1'ensemble {bl,b2,b3,b4} avec la méme probabilité.

I1 est évident que)/zaune incertitude plus grande que X, car le

nombre de ses modalités est plus important.

Soit maintenant une variable Z qui prend ses valeurs dans
1 —_ — — — A 3 3
l'ensemble {cl,cz} avec Pr(Z—cl)_ 0,99 et PF(Z—CZ) = 0,01. Le degré d'incertitude
de z est trés faible. On peut dire d'une maniére presque certaine que Z prend
la valeur Cy- Lorsque l'on considére la variable X, il y a également deux moda-
lités; mais le degré d'incertitude est bien plus important.
On voit ainsi que le degré d'incertitude d'une variable est

déterminé par le nombre de ses modalités et leurs probabilités, peu importent

leurs valeurs.

L'incertitude & priori d'une variable est appelée entropie.

Pour une variable discreéte, elle est définie par
n
H(X) = - :;%_pi log Py [I.l]
1=

Comme nous allons le voir,l'entropie vérifie certaines propriétés

intéressantes, justifiant son utilisation en qualité de degré d'incertitude.

H(X) prend ses valeurs dans 1'intervalle [@,log hl . Tout d'abord
elle s'annule dans le cas d'un événement s{ir. Puis pour un nombre donné de
modalités, elle est maximale et égale & log n si la probabilité de chaque évé-
nement est la méme. Enfin, 1l'entropie est additive, c'est-a-dire que lorsque
plusieurs variables indépendantes forment un groupe de variables, leurs entropies

s'ajoutent.

L'unité de l'entropie dépend de la base choisie pour le loga-
rithme. 3i l'on choisit pour base, le nombre 10, 1'unité est le Hartley (dit),
si c'est le nombre 2 1'unité est le bit. Pour le logarithme néperien l'unité
est le nat (natural unit). Ultérieurement, sauf mention spéciale, par le symbole
log on entrendra des logarithmes de base 2 ; il est facile de voir que dans
ce cas l'unité de mesure estl'entropie d'une variable ayant deux modalités,

chacune avec la probabilité % .
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. I1.5.2.b) Entropie conjointe et entropie conditionnelle

Pour deux variables{ X, Y}-de probabilités définies par
Pijkz Pr(Xzai ) Y=bj) , 1w< ignn 1< jgm, 1'entropie (conjointe) est
définie par

» n m
-1 T b 1sE, [1.2.]

H(X, Y) L ) PlJ og PlJ 1.2

i=1]

Supposons maintenant que X = a; - Désignons par P(bj|ai) la
probabilité conditionnelle pour la variable Y d'avoir la modalité bj
lorsque la variable X @ la modalité a. L'entropie conditionnelle de Y
sachant que X a la modalité a; est par définition:

m
H(Y|a,) =-I P(bj/ai) log P(bj/ai) [13}

J=1

L'entropie moyenne de Y lorsque X peut prendre des modalités

différentes, appelée entropie conditionnelle totale est

n
H(Y|X) = ¢ P, H(Y/ai)
i=1

ou compte tenu de {I.S ]

n m
H(Y/X) = - Z* P, z_ P (bj/ai) log Pr (bj/ai)
i=1 J=1
n n
= - ;_ ;_ P Pr(bj/ai) log Pr (bj/ai)
1i=1 j=1
or P. P (b./a.) = P.. (théordme des probabilités composées)
ir 71 ij
n m P.. r k
H(Y/X) =-3% £ P., log =% I.Mi
~ .. e 1 P. L
1=1 =1 1




>

La généralisation a une partie S de y (ensemble des variables
étudiées) est immédiate, g ¢ P(1) , ensemble des partie de X . Etant donné
que chague élément de P( ) donne lieu 3 une partition de 0, l'entropie

peut &tre définie de deux maniéres équivalentes.

I.5.2.c. Entropie d'une partie 8 de T :

C'est la quantité d'information que fournit la connaissance

de la valeur prise par le vecteur §

H:() > R

S={%x, 1€ }~H(8) =-1 P(3=a) log P(3=a)
* s o.eM
S

1.5.2.d. Entropie d'une partition de fL :

L'entropie d'une variable dépend des probabilités avec lesquelles
elle prend une certaine modalité g, c'est-Z-dire du nombre de y g O
pour lesquels X{w) = o pour chaque o €'MX’ c'est justement la partition
PX de f. On peut donc considérer muni d'une mesure de probabilité P et
définir alors

H: PQ) >R

S
R = {R,Rys--- RJ > H(R) = —:;L P(Ri) log P(Ri)

- Relation entre les deux définitions

Soit X :{t._3M une variable quelconque et sa partition

X
po= { {w:xlo)= o) a e M, INAB} alors
H(Py) = - L ({w:Xl)= a}).log P{w:X(w)ed:-z  P(x=a) log P(X=a) = H(X).
' ucMX o.eMy

L'entropie d'une variable est égale & l'entropie de sa partition

associée. Deux variables équivalentes ont donc la méme entropie.
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I.5.2.e. Entropie conditionnelle de S, par rapport a 5, ¢
lorsqu'ton

C'est la quantité d'information que fournit encore sl

aurait rendu constante la partie du systéme concernée par 52 (ASHB, 65).

8, = { X351 € Jq ) 5, = { X:s i JS e P ()

} S1 et S
1 2

5 2

P(S1=a,82=8)

| P(S1 = qa) )

H(s./S.) =~ ¢ D) P(81=a, S, = B) log (

2

I.5.2.f. Entropie conditionnelle d'une partition R par rapport

a une partition Q

R = {R,,R ...R.,...Rr} Q = {Q1,Q ,...Qj,Qq } Ret Q € P(Q)

P(R, N QJ.)
P(Ri n Qj> log ( ———ETﬁzy—“ )

Bien slir, si R et Q sont des partitions associées respectivement
a S, et S, alors
1 Y2

H(S,[8,) = H(R[Q).

I.5.2.g. Distance entre partitions

Dans sa thése, Lopez de Mantaras propose une distance entre

partitions basée sur la théorie de 1'information (Lop. 77) :

D(R, Q) = H(R|Q) + H(Q|R)

I1 est évident que cette notion de distance peut-&tre utilisée

pour deux variables quelconques X et Y définies sur {2

D(X,Y) = H(x|Y) + H(Y[|X)
La propriété D(X,Y) = O=X = Y indique alors que X et Y sont

équivalentes.
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1.5.2.h. Définition de la transinformation

L'entropie étant la mesure d'incertitude d'une varaible définie
sur Q. 11 est évident que si l'on obtient certaines informations sur la
variable, cette incertitude diminue. Il sembie donc tout naturel de mesurer
la quantité d'information obtenue sur une variable par ladiminution de
son entropie.

Soit une variable X définie sur  ; estimons 1l'information
accumulée au fur et a mesure que X devient connu. Avant que l'on ait ces
données, l'entropie (& priori) de X était H(X) ; aprés l'obtention des

données, la variable X est entiérement déterminée, c'est-~a-dire que 1l'entro-

pie est devenue égale a zéro. L'information obtenue avec la détermimantion

de X notée par convention T (X : X) est évidemment égale & la diminution
de l'entropie. '

<>

I (X: X) = H(X) - 0 = H(X)

Considérons maintenant deux variables X et Y définies sur 2. ;
la quantité H{X) - H(X|Y) correspond & une diminution de l'entropie de X
avec l'obtention des renseignements concernant Y. Cette quantité d'information
contenue dans Y au sujet de X est appelée transinformation externe entre
X et Y, notééf’(x : Y)*ou transinformation interne de l'ensemble {X,Y} noté

T ( X:Y ) = H(X) - H(x|Y)

I(X,Y), sachant que H(X|Y) = H(X,Y) - H(Y) on a

(X ; Y) = H(X) + H(Y) - H(X,Y)

La généralisation est immédiate pour plusieurs variables ou

groupes de variables.

I.5.2.i. Transinformation interne

C'est la quantité d'information. échangée a l'intérieur d'un

groupe de variables

* Remarque:on convient de poser I({X, X}) = I{X) =0
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I.5.2.j. Transinformation externe

C'est la quantité d'information. échangée entre groupes de

variables :
T.PP1I) >R |
Q <—-> K. . k
R-{ R,, R} ->T(R) = H(R.) - H(U R.)
n . 1 .
1=1 i=1

I.5.2.k. Propriétés

L'entropie et la transinformation vérifient certaines propriétés

intéressantes ( SHAN 49, ASH 65, MILL 63, TORO 82)
¥5,.8,,5; P () ¥R, Qe P (&)
(1) H(s,) >0  I(s,) >0, H(S,/8,) > 0, T(R) >0

(2) H(s1ﬂ sg) + H(s1 U Sg) < H(S1) + H(Sg), 1'égalité est vérifiéde si et
seulement si S1r\ 82 = @
(3) 8, ¢ S,=H(S,) < H(8,) I(5,) < I(5, , H(SB/S1) > H(8,/8,)

(4) R < @=>T(R) > T(q)

(5) ¥R={Rs... R } e P (1)

<TKR) = O¢=$R1,R2,...Rr sont des sous-ensembles de variables indépendants

entre eux

r .
(6) “T(R) + £ I(Ri) = constante =6f({Xi}, i=1,...N)

..R....R_}leP (x)
J r

.
(7) soit R {R1’R2"" R, U Rj’ .o R } alors

“T(R') ="T(R) —‘?(Ri,Rj>

(8) soit R'= {R1,R2,...Ri\S,S...Rr} avec Sc R;, S # R, 5 # ¢ /R/ »2

on a“T(R') ="T(R) +?(Ri\ s,S)
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(9) Principe de conditionnement uniforme (GARN 56)

"Si 1l'on conditionne avec le méme ensemble de variables, tous les termes
d'une identité valable pour H = Entropie, qui contient H(-), H(/),‘f: ?Z,
i, %%, on obtient & nouveau une identité valaple péur l'entropie (le double
conditionnement étant équivalent au conditionnement avec l'union)".

Exemple 'y 4,k P(2) : H(AUB) = H(A) + H(B) -“T(a:B)

On a d'aprés ce principe :
>
- I

c(A:B)

¥ Ce P(r) H(AUB/C) = H(A/C) + H(B/C)

Ces propriétés seront utilisées tout au long des chapitres ultérieurs.

I.5,2.b. Cas des variables continues

Dans le cas continu, une varigble prend ses valeurs dans un

intervalle [a, b] et qui a une densité de probabilité P telle que

p(X) >0
S op(X) ax =1

a pour entropie

H, (X) = - fo(X) log p(X) ax

L'entropie continue n'a pas les mé&mes propriétés que dans le
cas discret et elle peut prencoe des valeurs négatives. Le calcul de
1'entropie d'une variable continue par discrétisation n'est pas sans incon-
vénient et impose des choix judicieux pour que cette discrétisation
n'affecte pas les résultats de l'analyse (DUF. 75).

Notre étude sera consacrée par la suite aux variables discrétes.
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I.5.2.m Analogie entre les théorie de l'information et la

théorie de la mesure

Miller a établi une analdgie entre la théprie de 1'information
et la théorie de la mesure en“comparaht leurs propriétés respectives
(MILL. 63).lCette analogie permet de représenter chaque variable par un
cercle de sgrféce pfdportionnélle a son entropie. La surface de 1l'inter-
‘section éntre aeﬁx cércies reppésente la transinformation entre, les deux
variables corréspondantes. v | |

Cette analogieest illustrée par un exemple (Fig. I.4.)

(Fig. I1.4.) : Représentation plane du systéme.
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Prenons par exemple les variables X4 X5 7Xg*

X4

le chiffre 7 compte deux fois car la surface correspondante
est & l'intersection de 3 cercles. De fagon générale, lorsqu'on a l'inter-
section de n variables, on multiplie le chiffre correspondant & cette

intersection par n-l, d'ou la transinforamtion entre ces variables,

Cette représentation graphique n'est pas réciproque, en effet,
TORO a montré qu'a toute représentation graphique correspond un
systéme '"réel'",mais tout systéme réel n'a pas forcément de représentation

graphique (TORO 82).

1,6, CONCLUSION
Ce chapitre introductif avait pour but de faire une présentation
générale des données et d'exposer un ensemble de méthodes d'analyse et de

décomposition des systémes complexes.

Chaque méthode posséde son domaine privilégié d'application
qui est fonction de la nature particuliére du systéme considéré et des
buts précis d‘analyse. Ainsi, l'analyse en composantes principales présente
un grand intérét lorsque les données sont quantitatives. L'analyse canoni-
que et la régression linéaire permettent de mesurer l'intensité de

liaison entre variables ou groupes de variables, les relatins étant linéaires.
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Nous avons décrit une. autre approche qui repose sur la théorie de
1'information. La transinformation permet de mesurer des couplages quelconques
dans des systémes discrets, mais nécessite pour les systémes continus une
discrétisation des intervalles des valeurs des variables qui peut entrainer
une perte d'information sur ces couplages. Nous utilisons cet outil pour
l1t'analyse des systémes complexes. Nous aborderons dans un premier temps Iés\

méthodes d'explication.
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CHAPITRE Il

METHODES DEXPLICATION
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IT.1 = INTRODUCTION

Dans le tableau initial des données (fig,1,1), on considére chaque
varisble X, comme une variable aléatoire, dont les donnes constituent des
réalisations(au sens des probabilités). Cependant, la nature du systéme, dé-
terministe ou stochastique, n'intervient pas dans 1'analyse puisqu’il n'est

pas nécegsaire de spécifier comment les donnéfes ont &tf obtenues.

Le but de 1l'analyse est de déterminer les intensités de couplage
entre les variables. C'est en ce sens que les congepts probabilistes sont les

outils de l'analyse des relations causales dans un gyst&me complexe.’

Nous exposons dans ce chapitre quelques méthodes d'explications d'une
variable par un groupe de variables. La déterminatiqn des couplages entre les
variables du systéme prises deux par deux, permet de eonstruire une matrice de
couplage, La structure du systéme peut alors 8tre extraite de cette matrice.

On montre que l'analyse par paires de variables est inguffisante, et on fait
une analyse multidimensionnelle des relations qui. débouche sur la construction

d'un graphe d'interconnexion.
L'influence du bruit sur les relations fopotionnelles est &tudiée.

Un algowithme permettant de réduire le nombre de modalit8s du vecteur explicatif

est exposE.

I1.2 ~ QRAPHES D'INTERCONNEXION

L'analyse des couplages entre variables ou groupes de variables permettra
de construire le graphe d'interconnexion & partir duguel on dégagera la structure

du systdme &tudié.

La théorie de 1l'information permet de oalculer des indices de couplages.
Ces indices nous donnent une valuation des arétes d'un graphe, les variables

étant représentées par les sommets.

On montre qu'une analyse par paires de varlables est parfois trés appro-
ximatiye, On &tudie alors une approche permettant le prise en compte des relations

globales par groupes de variables.



II.2.1. - Analyse par paires de variables

Le but de ce paragraphe est de déterminer les intensités de couplage
entre les variables prises deux par deux, au moyen des indices de similarité.
Ces indices permettent de construire une matrice de couplage ou un graphe d'in-

terconnexion.

Nous &tudierons ces indices dans le cas statique et dans le cas dynamique

et nous soulignons leurs limites respectives.

La transinformation I(Xi’Xj) est une mesure du couplage statique entre

q et X.. Dans le but d'éliminer 1'influence du nombre de valeurs possibles pour
chaque variable, RICHETIN propose le coefficient de couplage rij

T R
Y15 T VE(X. JA(X. (RICH.T5)
175
T, ,X.)
CONANT utilise un coefficient plus général C.. = —2 - J (CONA.T2)
. H(X.)

Une fois calculées les intensités de couplages entre les variables, les -auteurs
donnent la structure du syst@me en reconnaissant les sous-systémes faiblement
couplés. Le grand risque des indices cités ci-dessus est qu'ils détectent des
dépendances apparentes. La dépendance statistique n'impligue pas nécessairement

l'effet causal direct entre Xi et Xj'

Une autre approche consiste & déterminer les variables explicatives de

variables dépendantes. On utilise 1'indice ‘T, )(X

r - (Xi’Xj XJ) qul est une

i

mesure du couplage direct entre X, et Xj'
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Nous donnons ici le tableau de cet indice, calculé sur 1'exemple

de la figure I.k

x‘ X2 X3 Xh X5 X6 x,( X8 X9 x, 0 X, D S

bbbt Rakadd . Sud ol - L e o e T e S e % T T Y VY Y 9P T WP TR PP T Y T 7 o ey s e e
X, Lo 9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 7
x2 Lo 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0
x3 4o 6 0 0 0 0 0 0 0 1
X, Lo 5 6 0 0 0 0 3 5
X5 Lo 8 0 0 0 0 0 0
X6 Lo 3 0 0 0 3 0
X,( Lo 6 0 0 3 0
Xg Lo 5 0 3 2.

' Lo p) 0
x9 9
X10 LQ 1 0
X4 ko b
X, ZJ 4o
T T O A e P T T e o e e e e e e T o M o o o o i - o . e W e ey ey Y0 TP YT IR TP TOR AW O T T e g e o m e

Figure II.1

Cette matrice de couplage est schématisée par la figure II.2,

sur laquelle les intensités de liaison sont proportionnelles a 1'8paisseur de

la fl8che,




Figure II.2

En examinant ce graphe, on peut avoir le modéle suivant :

X, = £ (X,,X,) X, = £, (Xg.Xg,X, )
X, = £, (x1,x3) Xg = fg (XT,X9,X”)
x3 = f3 (Xz’xh) x9 = f9 (XB,Xm,XH)
= ) =

X, =5 (X3’X5’X6>,<12 %10 = Tyo (X9’X11)
x5 = f5 (xh,x6) X, =1, (Xh,X6,XT,X8,X9,X1O,X12)
Xg = f5 (XXX 5% ) Xip = T1p (XXX )

_ éf(Xi:X.)

Le coefficient de couplage de CONANT Cij = —2 il est plus réaliste
ot H(X.)

?Xizx.) Jd

que celui de RICHETIN r, . = —2—d_ | en effet : 0 < Coy< 1 C.o=1ssi
J VH(X,E(X.) J J
i J

il existe une application de Mi dans Mj' Mi (respectivement Mj) est 1'ensemble |
des valeurs de Xi (respectivement Xj) 0 < rij < 1 rij = 1 ssi il existe

une application biunivoque de Mi dans Mﬁ. |
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Le coefficient de couplage direct [ (X.,X.) est certes
I = (xilxav) R

le plus efficace pour la recherche des variables explicatives de variables
dépendantes. Cependant, certains couplages entre Xi et X, ne sont pas mesurés

N = . . -
dans le eas par exemple ol I (Xi : (Xj’xk) #0 et*f; _ (Xﬁ’xj)(xi : Xj) 0
(cf propesition II.2 ,32)

La recherche d'un modéle dans un systdme dynamique concerne pour
chaque variable, sa valeur 4 un instant quelconque et certaines de ses valeurs
prises 8 des instants antérieurs. On note X'j la valeur de Xj & un instant
décalé d'une période d'échantillonnage T par rapport & l'instant de la mesure

de X,.
1

Comme précédemment, la matrice de couplage dynamique peut &tre obtenue
a partir des coefficients
STX, ;X))
1 d

rt.,. =

YA E)

1

il

0 < r'ij < 1 r 1 ssi 11 existe une application biunivoque de N& dans

iJ
M'. (M', = ensemble des valeurs de X'. = M.).
J J J J
Tx, ox)
ouC., = —=——d_
lJ H<X'J‘)

0 < C'ij € 1 C‘ij = 1 ssi il existe une application de Mi dans M'j. Ce coeffi-

cient est donc plus général que le précédent.

RINK a proposé le coefficient suivant ;
T (X, : x'.)
- Xi 17 J

H. _ ,
I- X (x j)

qui est une mesure du couplage dynamique direct entre Xi et Xj.




Ce coefficient €limine la mesure des couplages dynamiques apparents dis
d des couplages statiques (RINK.73). Cependant, il nécessite beaucoup d'échantil-

lons pour que les résultats soient significatifs.

Si la somme des intéractions est importante, les couplages par
paires de variables sont faibles et ne permettent pas une analyse correcte
du systéme. Les propositions ci-dessous montrent 1'insuffisance de 1l'analyse

par paires.

Proposition II.1 : Décomposition de 1l'information interne dans un systéme

_______________ Soiel’lt X1 H X

PUREE XN des variables définies sur @ , alors

T(X, : X, ¢ X,ov. @ XN) =§ _‘f(xizxj) +I g Q(Xi,Xj,Xk)
>d i,d,
i#] i#j#k

*I Q(Xi,Xj,Xk,Xl) + ... Q(X1, cees XN).
l,J Skﬂl
i#j#k#1
Q étant une mesure de 1'intéraction 3 1l'intérieur de groupes de

variables.

1)
<
[¢]
0
=g
>4
[
>
[}

T, (ijxk) —‘f(xj P X)

i
Cette formule a été démontrée par Mc-GILL (GILL.54), elle montre bien

1
] gque l'information interne d'un systéme ne dépend pas seulement des informations
] entre variables prises deux par deux.
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Proposition II.2 : Explication d'une variable par d'autres variables du

T TR P e e e e

systéme.

Soient X1, X

5o ...,XN, un ensemble de variables définies

sur {1, alors

N-1
> € L ]
I(X1 P Xy, X3, ...,X.N) =3I I (X1 : xk) + I(X1 : XN)
k=2 X-.k+1’qthﬂ
Démonsgtration
_____ ——————

On démontre tout d'abord la relation dens le cas de trois variables

X1,X » 2 définies sur Q

2

) + H(X,,2) - B(X,,X,,2) - H(X,/Z)- H(X,/Z) +

1 22

?7x1 t X,,2) —'T;(x1:x§) = H(X

H(xi,xg/z)

H(X,) + H(¥572) - H(XNY,,2) - H(X,,2) + H(Z) ~ H(¥5,2) + B&ZT + H(XNX,,2) - gL
R 072) e ¢ G

= H(X,) * H(z) - H(X,,2) =‘f’(x1 :7)
<> <>
‘T’(x1 X,,2) =T, (X, : X,) +I(X, : Z)

On remplace Z par le vecteur (X3’Xh"" XN)

- —@ 3 H .
‘TYX1.X2,X3,...XN) =T (X,:%,) +T (X1.x3,xh,...xN)

Xyoe Xy

En développant de la méme facon le deuxifme terme du deuxilme membre,

il vient :

<>, <> <« <>
(X, :X %, ,...X ) =1 (X,:X ) + 1 (X, 1X.,) + IT(X.:% ,X ,...%)
1772183 XN x3,...xN 1°%2 Xpy 5o e Xy 1 3 17427 Xy

De proche en proche, on aboutit au résultat

‘T7x1:x2,x3,...xN) =*f% (X, :X,) +‘fk (%,:%5) + T (X, :%y_4) +‘T7X1:XN)
3,...XN h""XN XN ;

N <>

=3I "I (X1:Xk) + I(X1:XN)
k=2 Xk+1,...XN :
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Pour illustrer ces résultats, nous considérons un exemple de

trois variables binaires

& X1 X2 X3

w1 0 0 1

wo 0 1 0

w3 1 0 0

Wy 1 1 1

R 4
Figure II.3

Le calcul des probabilités conjointes et de 1'entropie pour tous

les sous~ensembles de I = { X1,X2,X3 } est présenté sous forme de tableaux.

0 1
1 1
X 2 5
1 1
%5 2 >
1 1
X3 2 >
L 000__ 001
1
X1X2X3 0 T

H 00 01 11 10 H

1 Wl T %% T |2

I A I

I R I IR R
__ 011 010 __ 110 111 101 __ 100 | H

0 ; 0 i 0 Tl

e e e e o e s e o e e e e e —————— ——————— —————

D'aprés ces entropies, on obtient :

s

. . -_—, =
¥i#] I(Xi : Xj) 0

Une analyse utilisant cet indice de couplage va conclure qu'il n'y a

aucun lien entre les variables, alors gqu'on a en réalité
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Vi#j#k‘f’x(xi:x.)=1 etI(X.:X.:XK)=1
K

Cela implique qu'il y a bien un lien entre les variables. Une &tude
multidimensionnelle est donc nécessaire, ainsi dans cet exemple, on vérifie
que H(Xi / Xj’Xk) =0¥1#J#k, c'est~-d-dire qu'une variable est compl@tement

déterminde lorsqu'on connait les deux autres.

En conclusion, si les intéractions sont relativement élevées, 1'analyse
i partir des couplages entre paires de variables est imprécise. Des dépendances
apparentes peuvent €tre mesurées. Pour pallier cette lacune, on peut utiliser

la transinformation conditionnelleéfz (XizX.) qui correspond au couplage

- {X.,X.} J
direct entre Xi et Xj; mals certains couplégeé entre Xi et Xj ne sont pas mesurés

S H . ‘_» . -
dans le cas par exemple ou I(Xi : (Xj,Xk» # 0 et I (Xi’Xj)(Xi : Xj) 0.

L'étude globale des relations qui existent entre toutes les variables

d'un systéme nécessite une analyse multidimensionnelle.

IT1.2.2, = Analyse multidimensionnelle

I1 s'agit de déterminer la structure de liaisons entre les variables
du systéme. Ceci aboutit 4 la construction d'un graphe de dépendance. Notre
objectif est alors de déterminer pour chaque variable de I, le groupe de varisbles

minimum qui 1l'explique le mieux.

IT.2.2,8 - Indices de liaison

Pour mesurer 1'intensité des relations entre sous-systémes, on se
propose d'expliquer chaque variable X, de I 4 partir d'autres. On convient
d'appeler les premifres, variables & expliquer { X }i=1,... N, et les

secondes, variables explicatives @i cz - Xi 1.

Soit S, un ensemble de variables, telles que Xi ¢ S. L’intensité de
liaison entre X; et S peut &tre mesur€e par 1'entropie conditionnelle H(X,/S).

En fait, on a :
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. Entropie de X, expliquée par S :
1(x;:8) = H(X,) - H(X;/8)

. Entropie de Xi non expliquée par S
B(x;/8) = 1(X;,8) - H(S)

Notre but est de chercher le meilleur ensemble explicatif gi, tel que :

(P) H(X./t.) < H(X./S) ¥ se Ro.)
1 1 1 1
Soit_Pk(Oi), 1'ensemble des parties de 0, dont le cardinal est K.
Soit g? le meilleur ensemble explicatif de la variableX., g? € Pk(ei).

On a d'aprés la relation (3.§.I1.5.2.k)

K—1)

K
H(Xi/ai)-s H(Xi/Ei

de sorte que le probléme (P) conduit 3 la solution triviale gi = Oi. Nous allons
alors chercher des optimums locaux. Le probléme P devient, pour K donné trouver

S? tel que

K
H(Xi/ai)~s H(Xi/s) ¥5eP, (ei)-

Algorithmes de détermination de E?

W o e = i e e i o St B i o it e e S o e e . e 42 e

Algorithme agrégatif AA

Cet algorithme construit une chaline de sous-ensembles explicatifs

81, 82, cee S/ei/ avec SK+1 = SK U{ Xa } la variable Xa €tant choisie de

facon & minimiser H(Xli/SK U { X& }) pour chaque variable Xi e I. Les sous

. . . 2 . . 2
ensembles explicatifs optimaux g;, Ei, NN Eégl/ ne constituent pas forcément

une chaine ordonnée par la relation C. En conséquence, tout algorithme dont le

résultat est une chalne peut ne pas trouver tous les optimums locaux.




_36_'

Algorithme désagrégatif AD

2,81 avec

Bp_q = SK'\'{Xa}, la variable X, &tant choisie de fagon & minimiser H(Xi/S

. Cet qlgorlthme construit une chaine S/Oi/,S/Gi/_1,... S

K—1)

pour chaqdé variable Xi € I. Pas plus que l'algorithme AA, il n'est pas siir

que 1'algorithme AD trouve tous les optimums locaux.

Algorithme d'approximation successives AAS

Cet algorithme consiste a appliquer successivement les deux précédents
Jjusqu'd stabilisation. Il cherche pour chaque variable Xi‘e I et pour chague K
1<K« /Oi/ - 1, un sous—ensemble de 0, vérifiant une condition nécessaire

d'optimalité (TORO.82).

IT.2.3. - Graphe d'interconnexion

On peut construire les graphes d'interconnexion ainsi

G = (z,uk) K=1,2,... N

avec I = {X,,X %Xy} 1'ensemble de sommets,

PERE

U = {(Xi’xj) P x, e 5? } 1'ensemble d'arcs

Un arc (Xi’Xj) peut etre interprété comme : "la variable X5 contribue
avec d'autres a4 déterminer ou a4 expliquer la variable xj". La caractéristique
la plus importante du graphe GK est son caractére multidimensionnel, qui prend
en compte des aspects &chappant aux graphes classiques construits sur des

eritéres binaires.

Les différents résultats concernant 1'exemple de la figure I.L
sont représentés dans le tableau ci-dessous. Ceux-ci ont &té obtenus i partir

de 1'algorithme d'approximation successives.




K ) 7 3 4 5 5 T
K
£ X2 X2X12 ”n 4 2 ’7 v}
X
1 X
H(X,/E7) | 24 14 ” “ P P v
X
£ X 1% % " ” o o VY
X, -
H(XZ/E ) | 24 19 u ” y n o
Ek X X, X X.X, X n n " &
< 121 %4212 1222 %12
3
H(x,/e) |27 | 21 16 v n p "
k XX X X
< 2 Ko 1%3%6  [%3%eX12 | 737576712 XXX 1 %12 " "
4
H(X4/gk) 25 16 10 5 2 ” "
K
£ X, [x,% P " n " "
X
5
H(xs/gk) 25 | 20 " . " " "
i
3 X X. X X X_X " j ]
I R SR PO A DR B .55 o o
Xe K
H(X6/£ )1 26 16 10 7 " " "
Ek X X X X X X /4 Vi " ”
< 8 |%6%s |%6%8%11
7 3
H(X7/g )1 30 23 20 ) " " ]
K
. £ X7 X7X9 X7X9X11 ” ” /] "
8
H(Xg/ £yls0 | 22 19 " " " "
k x, | x.x, | x.x. x
X 2 10} %8%10] *s%10%11 ” " " "
9
H(Xg/Ek) 28 20 18 ” " " v
K
£ X9 X9X11 L4 y Y n y
X0 19
k /]
X, £ Ko X%y [XX Xy XX XKy, XXX XXy X XX XX Xy
H(x“/gk) 29 | 21 15 1 5 4 "
AL
uut/ k X, 1x.x, |x.x X X X.X, X p " "
e 2 B RS RN ARV S B SRS LRS! !
12 9
H(X,,/E%) 25 16 12 9 \ , y

On constate qu'a partir d'un certain k, les résultats ne peuvent plus &tre

P . ”
amélioreés.
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IT.3 - INFLUENCE DU BRUIT

Quelle que soit la variable Y ¢ I, la quantité H(Y/A) indique la possi-

bilité d'obtenir une relation de la forme

Y= () avec A CI -Y

H(Y/X) a une valeur proche de zéro 1orsque la relation de causalité entre Y et
A est forte. Par contre, ﬁne valeur élevée (proche de H(Y))de H(Y/A) indique
qu'il n'est pas possible de construire un modéle déterministe, le bruit &tant
prépondérant ou la relation causale n'existant pas. Nous allons &tudier dans
ce paragraphe, la perte d'information sur Y en fonction du bruit, dans une

relation fonctionnelle {(ROMBAUT.82).

IT1.3.1. - Relations fonctionnelles bruitées
Soient Y une variable & expliquer, de modalités { Cysvee C } et
un vecteur explicatif défini sur 9 de modalités { 198,58y } . Considérons
deux partitions de l'ensemble @, P, et P, associées respectivement & Y et X.
Py = { <, ‘6’2,..., C )
P, = { Gis Gos «-- Gy }

Formons la matrice de contingence notée M(Y/A) de la facon suivante

card (Gr.(W €.)
1 J

P.. =

1J

card (Q)

P.. est une estimation de la probabilité P(Gi N }33.)

1J

Y ‘ ; =

)\ €1 %2 . . . \ej . . * K’n
]

G, ! P,
5

G !

é....r._..--_——————————“‘—“"_""P’.- P'

GN PN

:J”,W,_,,,Fiigur_e‘éil"] _



On peut &tudier l'existence du couplage entre Y et A, se traduisant
par une relation analytique Y = f(A,e) . ¢ est une perturbation dfle aux effets
d'autres variables du systéme &tudié ou du bruit. Pour estimer la part qui peut
8tre accordée a4 l'ensemble des diverses perturbations, on va &tudier la perte d‘'in-

formation en fonction du bruit, dans une relation fonctionnelle.

S'il existe une relation univoque entre Y et X, la matrice de

contingence prend la forme suivante

Y
>\§ %?1 f?2 %% %in

G1 P1 0 0 P1
G2 P2 0 0 P2
G 0 0 P 0

1 i

GN 0 0 PN PN

Figure II.2

Dans ce cas, la matrice de contingence a un seul &lément différent de

zéro par ligne et l'entropie conditionnelle de Y par rapport 4 A est nulle.

Réciproguement, si H(Y/X) = 0, alors dans la matrice de contingence,
une seule probabilité par ligne est non nulle, et a chaque g correspond un Cj

et un seul.

Si les variables Y et A sont indépendantes, les probabilités sur chaque

ligne sont égales et 1'entropie conditionnelle de Y par rapport & A est maximale.

H(Y/x) = H(Y)

La matrice de contingence deviendra alors
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N C1 02 Cj Cn
P P P
1 1 1
G1 n n n P1
o |l P2 2l .
2 n n n 2
P P, P
G 1 1 - P
1 n n n 1
sl h 1
N n n n J N

Figure III.3

Réciproquement, si H(Y/X) = H(Y) alors, dans la matrice de contingence

les probabilités sur chaque ligne sont égales.

IT.3.1.c - Relation fonctionnelle bruitée

Lorsque la connaissance de A ne permet plus de déterminer avec cer-

titude la valeur de Y, on aura une relation fonctionnelle bruitée :

0 < H (Y/x) < H(Y)

IT.3.2. - Détermination de 1'entropie conditionnelle en fonction du bruit

Supposons que A a le méme nombre de modalités que Y, N=n, et que

toutes les modalités de ) sont équiprobables, P, = %-i=1,...N. S'il y a une

relation fonctionnelle entre A et Y, la matrice de contingence est carrée diagonale

dont les éléments sont égaux & %. Si cette relation fonctionnelle est bruitée,

alors les éléments hors diagonaux ne sont plus nuls. Plus le bruit sera important,

plus les éléments Pij vont s'uniformiser et plus l'incertitude de Y connaissant
A va augmenter. Afin d'étudier 1'évolution de H(Y/A) en fonction du bruit.

Nous avons choisi trois densités de bruits différentes.
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IT.3.2.a - Bruit 4 densité uniforme

Le profil des lignes correspondant au bruit & densité de probabilité
uniforme est représenté par la figure II.lL et la matrice de probabilités corres-

pondante par la figure I1.5.

Profil
1-a
o
n-1
7 jay »
N }?AL n's ‘_)Q
n colonnes 3 rure Tl
Y
C . C
NN R n
o
G, n(n-1)
o 1-a
Gi nin-1) n
G

Figure II.5

On vérifie bien que la somme des probabilités sur chaque ligne est égale 2

% . Pour a = 0, la relation fonctionnelle entre Y et A n'est pas bruitée. Pour

—_

o = 2= , le bruit est maximum, 1'entropie conditionnelle H(Y/A)aussi.

|

On définit un indice de bruit P permettant de normaliser la représentation

graphique

0 - bruit nul

oy
il

1 > bruilt maximum

s
]
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Calcul de l'entropie conditionnelle : on remplace Pi’Pj’ Pij par leur

valeur, il vient

H(Y/A) = -~ logn - (1-a) log (];0‘) -« log;;_a?‘;

H(Y/2)

Des courbes donnant l'entropie conditionnelle normalisée H(Y)

en
fonction de B ont &té tracées pour différentes valeurs de n.

Lorsque n tend vers 1'infini, ces courbes tendent vers une courbe

limite d'équation L = a.

En effet, en développant 1'expression de H(Y/)) ci-dessus, il vient
H(Y/A) = -a log a - (1-a) log (1-a) + a log (n-1)

L'entropie conditionnelle normalisée est &gale 3

H(Y/2) _ _-a loga - (1-0) log (1-a) + a log (n-1)
H(Y) log n
L = 1im H(Y/)) - 1im T o log (n-1) _ + g
H(Y) log n
n-vee n->o

or lim o = 1im R done L = + &

Le profil des lignes correspondant au bruit 8 densité de pfobabilité

exponentielle est représenté par la figure ci-dessous

Figure TI1I1.6

avec £ : distance entre le point et l'axe en nombre de modalités.




- W3 _

Le tableau de probabilités dans ce cas posséde une relation d'ordre
sur les colonnes. Les probabilités sur chaque colonne sont calculées en fonction
d'une distance en nombre de modalités par rapport & 1'élément principal,
c'est-d~dire par rapport i la case de probabilité maximale. Dans ce cas, 1l'élément

principal se trouve sur la diagonale.

o représente l'importance du bruit 0 € a < =«

o =0 = H(Y/\) = H(Y)

0

a =B = H(Y/)\)

k peut €tre calculé en utilisant le fait que la somme des probabilités

sur chaque ligne est égale & l—.

n
n .
P. = 1 T k(i) e_ocll_‘ﬂ-1 k(i) = !
1 n n ..
J=1 5 e—all—Jf
J=1
~ali-j]
et Pij = = n ..
n z e_all—Jl
j=1

On souhaiterait que le bruit varie de 0 & 1. Pour cela, on fait un

. _ 1 _1-8
changement de variable B = T+ o ¢ 8

On calcule l'entropie conditionnelle normalisée en fonction de B8

n N n

b} p. log p. — L z p.. log p..
H(Y/l) - j=1 J J i=1 j=1 1J 1]
H(Y) log n

Les courbes correspondantes & cette fonction sont tracées pour

différentes valeurs de N. (cf. figure III.9)




Le profil des lignes correspondant au bruit & densité de probabilité

normale est représenté par la figure suivante

_52
Ple)=k e 752

» €

Figure III.T
avec € : distance entre le point et 1l'axe en nombre de modalités

Comme dans le cas du bruit exponentiel, le tableau de probabilités
dans ce cas posséde une relation d'ordre sur les coloanes. Les probabilités
sur chaque colonne sont calculfes en fonction d'une distance en nombre de

modalités par rapport a 1'élément principal.

o est 1'écart type qui correspond & 1'importance du bruit 0 € 0 & =

o =0= H(Y/)A) O

o= H(Y/X) = H(Y)

o)

k peut &tre calculbe en utilisant le fait que la somme des probabilités

) P ~ 1
sur chaque ligne est égale a —

n
N _(1-3)2
1. 552 1 . 1
i Pi == k(i) ¢ e == k(i) = - L
L =1 S
J=1
(i-3)°
T
Lo o1
®t i3 T m G-J2

Cae B 300D
0]
|
N
Q
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Pour la normalisation de o, on fait le changement de variable suivant

On calcule 1l'entropie conditionnelle normalisée en fonction de B

n N n

z p. log p. - 2 I p.. log p..
B(Y/A) _ g=1 9 I =1 =1 1J *
H(Y) log n

Les courbes correspondantes & cette fonction sont tracées pour

différentes valeurs de N.(cf.Fig,TTT.10)
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H(Y/))
» :169)

Bruit

-~

4 densité exponentielle

Figure III.9




H(Y/2) 22
d D T2
1] —_—
| 10
1 Bruit 3 densité normale
I
@D
!
0,11
+ + 4 S B
0,1

Figure III.10



IT.4 - INFLUENCE DU NGMBRE DE MODALITES DU VECTEUR EXPLICATIF

Le vecteur explicatif X peut posséder un grand nombre de modalités,
souvent beaucoup plus grand que le nombre de modalités de la variable 4 expliquer.
On peut alors réduire le nombre de modalités de A en les regroupant, c'est-i-dire,
en créant une partition de 1'ensemble des modalitds de Y. Pour cela, nous appli-
quons 1l'algorithme hiérarchique ascendant et nous &tudions 1'évolution de 1'in-

formation lors de son application. (ROMB.82).

IT.4.1. = Algorithme hidrarchique ascendant

On regroupe & chaque itération les deux modalités de A dont le regrou-

pement occasionnera le moins de perte d'information sur Y.

Soit la matrice de contingence M(Y/A) telle que N >> n avec N= card A

et n =card Y

R VL R
l
!
|
I
l
!
|
l
!
i)
|
!
!
[
.
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Le regroupement de deux lignes i et k correspond 3 additionner,

pour tout J =1 4dn Pij et ij.

L'entropie conditionnelle avant le regroupement est

N
HO(Y/A) = - i P, log P,

n
z P.. log P.. +
J 1=

= ™=

N n n
B (Y/A) =~-2% ¥ P..logP,.-2% (P..+P .) log (P.. + P .)
1 1=1 =1 1] 1 =1 1] kJ 1J kJ
1#1,k
N
+ §=1 P, log P, + (Pi + Pk) log (Pi + Pk)
1#1,k

Le critére & minimiser est la différence entre 1'entropie conditionnelle
aprés et avant le regroupement c'est-i-dire la perte d'information diie:au

regroupement.

AH = HT(Y/A) - Ho(y/k) = — Pi log Pi - Pk log Pk + (Pi + Pk) log (Pi‘+ Pk)

n
- 2 - .. .. . . + R . .. R
§=1 [ P, s log Pss Py; log PkJ (PlJ PkJ) log (PlJ +UPkJ)]

4

k) ij (Pi + Pk)
: ) TRl o TE ) )
iJ kJ ki kJ

-~

I1 s'agit de minimiser AH par rapport aux indices i et k, c'est-8-dire
par rapport aux lois Pij et P.o .. On démontre que AH est minimale et égale & z&ro
lorsque Pi'

J
principe d'équivalence distributionnelle.

et ij sont proportionnelles, quelque soit J = 1 & n. Clest le




Démonstration

—— e e e S P D S 9o

En utilisant la méthode des multiplicateurs indéterminés de Lagrange,

cherchons 1l'extrémum de la fonction

L=-P, logP, ~P logP + (Pi + Pk) log (Pi + Pk)

k

n
- -P,, log P.. - P,_. D)o+ (P, + P . .. + P .
g ( og P, log PkJ) (PlJ PkJ) lof (P P .)

=1 1 J kJ 1] kJ
n n
+x(z P..-P)+uf(z P.-P)
5=1 1] 1 j=1 k3 k

En décrivant L par rapport a Pi’ Pk’ P.., P.. et en annulant les

i3 "kJ
dérivées; on obtient le systeéme d'équations suivant :

P
L .. log P. = 1+ log (P. +P )+ 1-1=0
aP. 1 1 k
L, log P. = 1+ log (P. +P )+ 1 =-u=0
‘% BPk k 1 k
L . log P.. + 1 -1log (P.. +P .) =1 +x=0 J=1,...n
9P. . iJ ij kJ ?
1J
4L . log P, . + 1~ log (P,. +P .) =1+ u=0 j=1 n
ap. . kJ i kJ ?
kJ
\
(
Pl + Pk Pi. + Pk.
A = log = log ——J——P-—"“l j=1,...n
J i ij
Pl + Pk Pi. + Pk.
¥ = log D = log ——JLE;——Jl J=1, n
\ k kJ
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[ 5. 4 P+
Pl Pk = _1J PkJ =1
P. P.. J=ts...n
1 1]
<
+ ..
P:L Pk B PlJ + PkJ _
P - P . J=1,...n
L k kJ
P'+Pk =i =P_k. ':‘] n
+P . P.. P I=0s- .

P. P..
donc _ i = _1J
Pk ij

Ce qui montre que l'extrémum (ici le minimum) correspond & des lignes

de probabilités proportionnelles entre elles

En remplacant Pi et Pij par leurs valeurs, on obtient :

. + .

AH = g a P log aPkJ(aPk Pk) + P log PkJ (de i Pk)
. j P .+ . j .+ .
=1 kJ a k(aPkJ PkJ) kJ Pk (OLPkJ PkJ)
n P..P. (a+1)a P, . (a+1)P

=3I aP . log—k + P s log =S — K _g
5=t kj oP, (u+1)ij kJ P (a+1)Pkj

De méme, le regroupement de deux colonnes peut &tre fait sans perte
d'information si leurs profils sont proportionnels. La démonstration est semblable

a4 la précédente.

Des courbes AH = f(N) sont tracées pour des relations fonctionnelles

avec ou sans bruit, n €tant égal i 10. (Figure ITT.11)
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B faible 0,2 < g < 0,3

=

=
)

AN

nombre de modalités du
vecteur explicatif

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
Figure III.1

' XS
20
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IT.4.2. - Cas d'une relation fonctionnelle bruitée, lorsgue les lignes r'ont

Pour chaque ligne, 1'élément principal est la case jm, telle que

Pij est maximal sur la ligne de la matrice M(Y/XA).

On &tudie la perte d'information associée au regroupement des lignes

i et k dont 1'élément principal ne se trouve pas sur la méme colonne.

Proposition

A poids égal, la perte d'information AH, obtenue en regroupant deux
lignes i et k bruitées est plus petite que celle AH' obtenue en regroupant deux
mémes lignes non bruitées. En plus pour que AH soit inférieure & un certain

seuil vy, 1l suffit que Pi et P soient inférieurs & e tel que

k

Démonstration

Considérons la matrice M(Y/\) de la figure II.1 . Il s'agit par

exemple de regrouper les lignes i et k.

Pips Pips o0 Pig
Pk1’ Pk2’ to Pkn
avec
+ . + . + =
P11 P12 Pln Pl
+ + ...+ =
Pk1 Pk2 : Pkn Pk

supposons par exemple que Py > P.s j=2 ... n
. i=1 ... j 2
Pro > By Y noJfe2
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En regroupant ces deux lignes, il vient :

n P.. (P. + P, ) P,. (P. + P )
k kJ 1 k
si=t [P, logshl=2 + P . log
. ..o+ P .. .
ju1 ij P, (PlJ kJ) kj P (PlJ + PkJ)]
n Pi+P n Pi + Pk n Pi.
= + (¢ P . : + .. —d
(g Pij) log P. (._ kJ) log P Z_ PlJ tog P + P .
= toooE Foooge ij K
Pi + Pk Pi + Pk n P..
= Pi log B + Pk log —5 ¢ z Pi. log —P;J:_JTP_—
i X j=1 137 k)
Pi >0 et ij >0 ¥ j=t,...,n on a
i P.
o =>P.. log 2 <0
+ P . P..+P
1) kJ 1) k
Pk'
de méme P, . log =——— <0
kj P.. + P_.
1 k]
I1 en résulte
P. + P P.+p
1 k 1 k
AH < Pi log ——-Ezf——- + Pk log Pk

Considérons maintenant deux lignes ol le bruit est nul :

En regroupant ces deux lignes, on & :

Pi + Pk Pi + Pk
t = _ > & o ———
AH Pi log Pi Pk log Pk

I] vient

AH < AH'
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C'est-d-dire, la perte d'information dlie au regroupement de deux
lignes bmwitées, peut etre majorée par celle dlie au regroupement des deux

mémes lignes non bruitées.

Si Pi et Pk sont inférieures 4 un certain seuil e, alors

AH < AH' < ¢ log %5 + ¢ log %E =2 ¢ log2 =y

plus précisément, pour que le regroupement des lignes i et k occasionne une
perte d'information inférieure & y, il suffit que P. et Pk'soient inférieures
Y

a e, tel que ¢ =—§'~fo—g'—2

Pour m regroupements, on peut se fixer une perte d'information maximale
y' = m vy, sachant que les probabilités des lignes & regrouper ne doivent pas
dépasser €. Il faut bien sfir qu'il y ait au moins m valeurs de probabilités

inférieures a ¢.

Dans les exemples précédents, & chaque colonne j correspondaient deux

lignes dont 1'€lément principal &tait situd sur la colonne j.

Dans cet exemple, le nombre de lignes correspondant & chaque colonne
est tiré au sort entre 1 et 5. Aussi, les probabilités de chaque ligne sont tirées
au sort, et 1l'intensité du bruit B est tirée au sort entre deux valeurs fixées.
De la méme fagon que dans les cas précédents, le bruit est choisi. L'algorithme
est appliqué de la méme maniére que précédemment. La courbe que nous avons tracée
(figure III. 12) correspond & un bruit gaussien. Le bruit @ prend des valeurs aléa-

toires entre 0,25 et 0,35. Le nombre total de modalités de X est de 30.

On peut observer, comme sur les autres courbes, que la cassure se situe
vers 10 et que l'information perdue au cours des premiers regroupements est trés
faible.
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i

cas général 0,25 < B < 0,35 N=30

v

Nombre de modalités du vecteur explicatif
Z3)

rd

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
r

25 26 27
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CONCLUSION

Les résultats présentés dans la premiére partie de ce chapitre
permettent de construire un graphe d'interconnexion. Afin de reconnaitre des
sous-systémes faiblement couplés, nous devrons dans le chapitre suivant, étudier

des algorithmes de décomposition de ces graphes.

Dans la deuxiéme partie, les différents résultats nous permettent de
simplifier le vecteur explicatif en regroupant certaines de ses modalités. Dans
la plupart des cas, les premiers regroupements correspondent & ceux des lignes
ayant méme €lément principal. Des exceptions peuvent se produire quand le bruit

est trés important sur deux lignes n'ayant par méme &lément principal.
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CHAPITREIITI
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IIT - I INTRODUCTION

St A A t— S QA PP et A

La décomposition d'un systéme complexe en sous-systémes faiblement
couplés permet de réduire sa complexité apparente,Pour cela, on peut utiliser
la théorie des gravhes quand on connatt le moddle du systéme (systeme d'équa-
tions, matrices ...,..).Mais celuitest en général difficile a obtenir.En fait,
la présence de couplages est toujours décelable dans Ies données produites par
le systéme et se concrétise par degévolutions. non indépendantes de certains
groupes de variables.Cette dépendance se présente gous la forme de relations
auetconaues (1lindaires, non linéaires,,.) entre des variables aussi bien quan-
titatives que nualitatives.On'propose alors quelques indices de similarité,issus
de 1a théorie de 1'information pour mesurer 1 'intensité de ces relations,
Plusieurs méthodes de décomposition sont présentées dans ce chapitre.

La premidre partie concerne l'utilisation des graphes.

Dans la deuxiéme partie sont exposées différentes méthodes de
décomposition hiérarchique et 2 centres variables,
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ITI - 2 DECOMPOSITION A PARTIR DES GRAPHES

La théorie des graphes est souvent utilisée dans 1la modélisation
structurale;dans le graphe obtenu,chaadue variable est alors présentée par
un noeud et chaque liaison par un arc, -

Les méthodes de décomp031t10n desgraphes or1entés ou non orlentés
Sontbasﬁes sur les définitions de simple et forte connexité.

L'utilisation des graphes valués est complémentaire d'une é&tude
purement qualitative des graphes décrivant un systéme donné, '

Nous rappelons quelques définitions utilisées pour la mise en oeuvre

des algorithmes de décomposition a partir des graphes.

- Graphe orienté graphe non orienté

Un graphe est un couple (E,Ulconstitué par
I1°'Un ensemble E = (% . X5 ..., ,Xn ) d'élé&ments appelés sommets du graphe,

2°) Un sous-ensemble U du produit cartésien E x E .les éléments de U sont
appelés arcs s'ils sont orientéds et ar@tes s'ils ne le sont pas,

- Graphe valué

Un graphe valué G est un quadruplet (E.U,f,g) formé d'un ensemble E
(1'ensemble des sommets de G . d'un ensemble USE xE (1'ensemble des arcs de

G; d'une application f : E_—s R (pondération des sommets)et d'une application
g+ E—35 R (pondération des arcs),

-~ Chemin

Un chemin est une suite d'aresu = (uyp , w g ,.... ui,.... up) telle
aque 1'extrémité& terminale de 1l'arc u; confncide avec 1l'extrémité initiale de
L'arc W§ 4, 1 pour i = 4,2 ,..., P-1,

- Circuit

C'est un chemin u,tel que 1'extrémité initiale du premier arc cofncide
avec 1'extr&mité terminale du dernier arc.

Une chaine est une suite d'arcs u' = (uj,up,... ,uj.....,uq dtelle

aue chaque arc ui de la suite est attaché a u § - 1 Bar une de ses extrémités

et 3 u y , 1 par l'altre de ses extrémités.

C’eét une chatne j' telle que
I) tous les arcs de la suite u' sont différents

2) le sommet initial et le sommet terminal de la chafne COincident.
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Sous graphe de G = ( E,U) engendré par un ensemble A (CE : c'est le

-

o =T e e T e - - e o o = = o e = e = - = A A = — = ————

graphe G, = ( A, U, Y, od
Uy = Cifug = Gryy), x €A,y €4

Graphe fortement connexe

C'est un graphe G = (E,U) tel que, pour tout x,y € E avec x # y,il
existe un chemin de x 2 y et un chemin de y 2 x,

Composante fortement connexe

- . -

C'est un sous- graphe GA de G qui est fortement connexe,et tel que'
pour tout x € E - A , G AU X n'est pas fortement connexe,

Proposition III - 1

Si G = (E,U) est un graphe,la relation binaire sur E défini par
"X =y ou il existe un chemin de x 2 y et un chemin de vy & x " est une relation
d'équivalence.De ce fait, les différentes composantes fortement connexes défini-
ssent une partition de E.(La démonstration est é&vidente),

" S o e > o o e - = 5D = o= o v - o " ——

C'est un graphe G = (E.U) tel que pour tout x, v € E, avec x # y, il
existe une chatne dont les deux extrémités sont x et y.

o o = > = o B o e o = o et = = " vy T» - " _— = e o o = e o =

C'est un sous-graphe G, de G qui est connexe, et tel que pour tout x
grap A

€% - A, le sous-graphe GA U x n'est pas connexe,

Proposition III - 2

Si 6 = (E,U) est un graphe, la relation binaire sur E définie par
X =y ou il existe unechaine dont les deux extrémités sont x et y ", est une
relation d'équivalence, et , de ce fait,les différentes composantes connexes
définissent uyne partition de E.

"

( La démonstration est immadiate.)

o e e . " =~ —— —— —— = ——_——

[
—~
@]

C'est un graphe Gr , Ur\ tel que :

= gnsemble des composantes fortement connexes de G (partition de E)

Ce

PENY )' . t C t].

{(cfl. cfj CUr\Cfi,ij €rf}ssiaxk€cfie Xe € ¢y tels que
)

(xk,x£ fu.

Le graphe Gr est un graphe sans circuit,Il est s-connexe si G 1'est,

- S o = = et o= i = S e - —-——— - —_———

Dans un graphe sans circuit,un sommet x est de rang r si le nombre
maximal d'arcs de tout chemin admettant x comme extrémité& terminale est préci-
sément r - e — - R I
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Soit le graphe G { Fig ITI -1) et sa matrice d'adjacence

FIG 111 - I Graphe G

1 3 5 6 7 8 9 40 41 42 43 44

11 o 0 0 O 0 0O 0O 0 0 o0 o

2p 1 0O 0 O o© 0o o 0 0 O 0 0 o0

3; 0 0 0 O © O 0 0 0 o0 0 0 o©

41 0 1 o 1 o0 0 | 0o o0 vo 0O 0 0 O

5/ O 0 0 0 © 1 o o o o o o0 o0

6| O 1 0 1 0 O 0 O 0 0 0 0 O

71 0 0 0 0 O O 1 0 0 o0 O 0 O

8] O 1 0 0 1 d 0O 0 'o 0O 0 0 ©

9| © 0O 0 0 1 o 0o o0 0 0 0 0 ©

0] & 0O 0 0 © 1 0 1 O 1 O 0 ©
11 0 0O 0 0 © o .0 1 1 O 0 0 O
12| O 0 0 0 o° o 0 0 0 0 0 1 1
13 0 0 0 0 © O 0 0 0O O o0 0 O
4| 0 0O 0 0 © 0O o0 0 0O O 0 1 ©

de

G.

FIG III - 2 Matrice M

aus
\.\\—“‘ : L
Les sous-graphes Gl et G2 sont aussi les composantes s -connexes

Les composantes f - connexes

¢ {123} {5 6.7.8}, {9.},{10,11},{a} )

de G sont

13

12
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IIT - 2 - 2 Décomposition des_graphes orientés

La décomposition d'un graphe orienté peut 2tre obtenue en faisant
des permutations des lignes et colonnes de sa matrice associée, en vue d'obtenir
une matrice bloc triangulaire.Nous allons citer quelques méthodes de décomposi-
tion de ce type de graphes en s'appuyant sur les différentes composantes f-connexes,

Algorithme de STEWARD (STEW 65 )

On effectue des permutationsdes lignes et des colonnes de la matrice
assocife au graphe G, de maniére 3 la rendre bloc - triangulaire, en s'appuyant
sur les différentes composantes fortement connexes,

Algorithme du graphe réduit

Cet algorithme comporte trois étapes
1) L1s recherche des composantes f~- connexes
( ROY 70 Y ( RAM 65 ) ( TARJ 75 )

2) la construction du graphe réduit et la détermination des rangs

(ROY 70 )

3) Lla construction du graphe structuré par rang et d'une matrice
bloc - diagonale.

- Algorithme de WARFIELD

—_— e e, e e e —————

Il permet de déterminer simultanément les composantes f -~ connexes et
leur rang.

Une composante f - connexe est telle que :
¥x € efi 5()()(\?()()-_- CPL
avec S (x) = ensemble des suivants de x
P (x) = ensemble des précédents de x

Le rang au niveau de chaque composante est déterminé ainsi :

R - =
ang 0 X € cfy {P(x) cfo} ?
R ' - =
ang 1 X € cfl , . (P(x) cfl} cfo
: n-1
Rang n x ecf , {P(x) -cf} =U cf
n n j=1 J
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Pour le sous-graphe G1 de la figure IIIl , on a :

Sommet s (x) ' P (x) s (xX)Np (X)
1 123 1234567891011 123
2 123 1234567891011 123
3 123 1234567891011 123
4 1234567 4 4
5 1235678 4567891911 5678
6 1235678 4567 89 10 11 5678
7 1235678 4567 891011 5678
8 1235678 4567891011 567 8
9 123567809 9 10 11 9
10 123567809 , '
10 11 10 11 10 11
11 123567809
10 11 10 11 10 11

______________________________ 1

Rang 3 ' 1,2,3
Rang 2 5,6,7,8
Rang 1 9

Rang 0 4 10,11

Poug trouver une matrice bloc - triangulaire inférieure (resp.supérieure)

il suffit d'écrire les composantes f - connexes par ordre décroissant (resp
croissant),

La matrice bloc triangualire inférieure du sous-graphe G; est donnée par

la figure IIT -3
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10] 1

11 1

Fig ITI - 3

Les algoritmes que nous venons de citer donnent des structures
hierarchisées induites par la connexité forte d'un graphe orienté. NOus

aborderons dans le paragraphe suivant la décomposition des graphes symétriques ou
non orientés.

e S S e e e e e

Si un graphe n'est pas s-connexe, on effectue des permutatiors symétriques
sur les lignes et colonnes de la matrice associée,pour aboutir 2 une matrice
bloc - diagonale.chaque bloc correspond alors A la notion de sous-systéme,

Lorsque le graphe est s-connexe,on utilise le concept d'ensembles minimaux
d'articulation, a partir desquels on obtient des sous-composantes connexes,On
détermine aussi pour celles-ci des sous-ensembles d'articulations et on continue
la décomposition.On définit ainsi des partitions de plus en plus fines de E,

i

Ensemble d'articulation

Dans un graphe s-connexe G = (E,U), tout sous-ensemble de sommets
(respectivement sommet ) C dont la suppression engendre un sous-graphe G

E-C, U) qui est non connexe est appelé engemble (respectivement point§
d'artculation,
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Ensemble minimal d'articulation

Soit un graphe s-connexe G = (E,rﬁ) et soient k sous-ensembles disjoints

Ai’ ..... . Ay de E, tels que :
PAi”Aj= o+ 3 . 1,5=1, ...k
Soit une k + 1 partition de E : ( El,..... Ek’ C ) telle que
C 1 =
I) Aic— Ei 1 13 ...... k

2) rEiﬂEj=¢ i#j i,j =1,.... k
3) C de cardinal minimum.

C est alors un ensemble minimal d'articulation , il n'est pas unique en
général,

Un ensemble d'articulation C d'un graphe s-connexe définit une partition

de E = {E, ., - = (E U -
{ e E], C} telle que les sous-graphes GE' (E,, U,) sont s
connexes.

De m@me un ensemble d'articulation Cs d'un sous-graphe définit une

partition de Ei ={ Eil""' Eij S e e Eil’ Ci}-telle que les sous-graphes

G Ei ] = ( Eij , Uij ) sont s-connexes.

Pour chaque ensemble d'articulation C d'un graphe s-connexe,il existe
une matrice de permutation P telle que M* = P-' MP est une matrice de la forme

uivante ! 3?%?Z>/
.

NN

Y
P
Y

Fig.III.4.

RN
™~

Les matrices carrées Mi représentent les sous-systémes,Mc étant la matrice
associée 3 1'ensemble d'articulation.

Nous allons citer quelques algorithmes de détermination des ensembles
minimaux d articulation

Algorithme de MALGRANGE (KAUF 68 )

Soit k = 2, alors, la partition cherchée est E = { E

‘ c
11E2’ C) avec Al = E

1.
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Soit M. la matrice du graphe complémentaire de G, La sous .3“matrice de
M_ définie pgr les lignes corresnondant 4 E. et par les colonnes correspondant
a%g a tous ses gléments &gaux 2 1 ,0n démontre que cette sous-matrice
compleéte est premiére et que toutes les sous-matrices premidres de M, définissent
des ensembles d'articulation minimaux C, A partir d'une couverture de sous-
matrices complétes de M, on détermine par des transformations logiques
successives, toutes les®sous-matrices premiéres de Mc‘ k

Cet algorithme donne toutes les solutions, cependant lorsque n est grand,
le nombre de solutions devient important et le programme de calcul nécessite
beaucoup de temps d'exécution et de place mémoire.

Méthode du flot maximal (RICH 73)

A partir d'une transformation du graphe initial en un réseau de transport,
on recherche le flot maximal dans le réseau .la coupe minimale obtenue permet
de définir un ensemble d'articulation minimal.

Exemple III - 2: Soit un graphe G' déduit obtenu en supprimant les orientations
du graphe G ( Fig IIT -1)

La permutation p = { 10,11.8.6,5,4,9,7.1.2 3} permet de faire
apparaitre les deux structures liées a la connexité& simple

Fig III -5
10 11 8 6 5 4 9 7 1 2 3 12 13 14
10/ 0 1 11 0
11{ 1 0 10 0
8 0 10 0 0 1 1
6 10 1 0 10 1
5 0 1 0 1 0 1 i
& 0 01 0 0 0 1
9 0 1 00 0 O 0
7 10 1 0 0 0 0
o 1.1
2 1 0 1
370 0 1.1 110 0 1 1:70
12 0 1 1
i3 ‘ 1 0 1
14 1 1 0

Fig. III.5.
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La représgntation sous forme d'un graphe non valué d'un systéme permet
une analyse qualitative de sa structure en vue de sa décomposition .Lorsque

le systéme peut 2tre représenté par un graphe valué ,son analyse sera plus
fine et sa décomposition plus compliquée,.

s s e s R e e e s s RN R TR e

Le paragraphe précédent étudie les graphes, traduisant 1'existence ou
non d'une liaison entre &l1éments.Pour tenir compte de 1'intensité de cette
liaison qui est nécessaire par exemple pour la coordination de sous-systimes.
on utilise les graphes valués.la valuation porte sur les sommets et / ou
les arcs du graphe.Il existe plusieurs méthodes de décomposition des graphes
valués Nous en citerons une parmi les mé&thodes proposées par MILLGRAM (MIL 75)

Méthodes des nuées dynamiaues

La technique fondamentale des nuées dynamiques est rappeléde au chapitre

Iv

Soit G (E,U,f,g) un graphe valué.

Soit a : E x E —4>R+' une fonction de similarité définie sur E
On pose a (x,y' = 1 {(x,y YEU

g (x,y)
a (x,y) =0 {X,y),é U

On construit pour chaque noyau Ai une suite

s, =, € el e = Ein(i) E,

+ 1
avec E,F =g U {23}
i i
ol le sommet xP est celui qui rend maximum une fonction d'attraction,
i

D, ( x.E° ) = :E::» a ( x,y) W, (y)
i i P i
y €'Ei

Les Wi (y) sont_d%s pondérations qui font jouer des rdles plus importants
aux é1léments y'EZEip avec r assez grand.

Pour déterminer les noyaux 3 partir de la partition, on dé&finit pour
chaque classe Ei une frontiére, c'est a dire 1'ensemble des sommets de Ei’

voisins des sommets de E - Ei’ et on retire cette frontiére,Cette procédure est
répétée, les derniers ﬁi sommets constituent le noyau numéro i.
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Conclusion

Nous avons exposé dans ce paragraphe plusieurs méthodes de décomposition
des graphes , Le choix de 1'une d'elles dépend du but de 1'analyse et de la nature
du systeéme étudié.®es méthodes supposent en général, la connaissance du modéle
du systéme ( systéme d'équation, matrices.....) .L'absence des modéles des
systémes justifie la recherche d'autres méthodes basées uniquement sur 1'analyse
des données.C'est ce que nous allons étudier dans les paragraphes suivants ,




En général, un algorithme de décomposition hiérarchique utilise un
tableau de similarités ( ou de dissimilarité); celui-ci est calculé 2a partir
d'un tableau de decription du systéme &tudié.Dans un premier temps, nous allons
considérer un tableau de données logiques. C'est un tableau contenant uniquement
des zéros et des uns matérialisant ainsi en général la présence d'une modalité
(1) ou son absence (0).Nous rappelerons plusieurs indices de similarités ou de
dissimilarité entre individus (observations),Une &tude semblable peut &tre faite
pour les indices de similarité (ou dissimilarité) entre variables. Nous retrouvons
par analogie plusieurs indices de similarité ou distances (certains sont nouveaux)
issus de tableaux plus généraux que le tableau de données logiques,

Soient @1 etu12 deux individus de £ L qui peuvent 8tre représentés par

deux points a(wi\ et a Quzﬁ de {O,l}T.

= i Ty
a ( wl\ (wl ......... wy
= 1 Ty
a ( wz\ ( Woooveenn Wy
1 1 T . . .
O e w. (resp Wy rees w, ) représente une suite de 0 ou de 1 qui

figurent dans un tableau, pour décrire 1'individu “1 (respectivement wz)

On associe au couple ( W w25 les cardinaux suivants

u = (1 -wll ) w;
_ i i
v = I w (1 - mz)

s (respectivement t) = nombre de variables pour lesquelles w; et Wy ont
simultanément la modalité 1 ( resp la modalité 0)
u (resp v )= nombre de variables pour lesquelles . (resp wz) prend la

6 0 ( Fig IIT -1)

modalité 1 et w, (resp w, )} la modalj

1

Fig. III.1.
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Dualement,sur les colonnes du tableau.on peut définir les quatre
nombres ( s', u',v', t'), ol s' est le nombre d'éléments de L. qui possédent
a la fois 1a modalité j et 1la modalité j', etc

DS

Dans la pratique, on dispose d'un tableau de données plus général
(par exemple le tableau initial des données Fig I - 1).0n utilise alors la
notion de semi- valuation et plus particuliérement celle de 1l'entropie.

En fait, 1'application '"card" n'est qu'un exemple de semi-valuation
(ABID 79 ).

Soient deux variables x,y_€::g:: , on peut avoir la représentation
plane analogue a celle de 1a figure TIIT - 1

rig. [Tz

Par analogie avec la figure III - 4, la figure IIT -2 fait apparaitre
la représentation de T par son entropie.Si on considére les surfaces représentant
deux variables x et y proportionnelles a leurs entropies respectives. l'analogie
peut étre faite de 1la facon suivante :

-
S — I /x : v)
U e m H (x/y)
vV . H(y/x}

T _. s H(Z)

Cette analogie nous permettra de définir quelques indices de similarités
ou de dissimilarité qui peuvent 2tre utilisés pour mettre en oeuvre des
algorithmes de décomposition.
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Les définitions ci-dessous sont tirées de la référence (CAILL 76 )

:.[.r_l.q];c_e_(.i_?_glln_li];az];t_:.é.s}{r:_ Eq-ensemb‘.l_?.,g : C est une applleation S de

E % E dans 1'ensemble R* des nombres positifs ou nuls,
Ex E ————1> R
1,3) —s s@G, P
telle que S (i,j) = S(j,1i) pour tout (i.j) € E x E

s (i,i) = 8(j.,3) =5 > s (i,j) pour tout (i,j) € E x E
max .
avec i # j

Indice de dissimilarité sur un ensemble E : C'est une application d de

ExE____(.i._>lR

(1,3) —>5 d (i,3)

telle que d (i,j) = d(j,i) pour tout (i,3j) € E xE

d (i,1) = 0 pour tout i€ E

Les définitions ci-dessus sont peu contraignantes, mais elles ont
1'inconvénient de permettre des incohérences (CAIL 76 )
On peut avoir par exemple simultanément :
i+

d(i,j) =

L i1 existe k tel que d(i,k) # d(j,k)

Cette incohérence disparait si 1'indice de dissimilarité posszde 1'une
au moins des deux propriétés suivantes :

(Y di,j) =0 = i = j
\ . <: . . Y (i s € 3
(20 d(1,j) &4,k + d(j.k) (i,j,k ) E
Les indices de dissimilarité vérifiant la propriété (1) sont appelés des
indices de distance . Ceux qui vérifient la propriété (2) sont appelés des écarts;

ceux, enfin, qui vérifient ces deux propriétés sont appelés des distances.

En décomposition hiérarchique,on utilisera aussi des distances ultramé-
triques, qui vérifient la propriété.

di. ) K sup {d(i‘k), s} V¥ 1,50 € 8
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Aprés un rappel de quelques indices de similarité,nous allons déduire par
analogie leurs équivalents utilisant le concept de 1'entropie.Cette procé&dure
nous a permls d'obtenir quelques indices utilisés en analyse structurale,ainsi

-~

que d'autres (1111 sont a notre connaissance nouveaux,

(1) Indice de JACCARD ( 1908\

Il = S
S +u+v
1 <> <
I, = T (x:y) - I (x:y)
T(x:y) + H (x(y) + H (y(x) H(x) + H(y) -H(x,y)4+H(x,y)-H(y)+H(x,y)
- H(x)
> '
= I (x:y) 0 5;:11 Ll
H (x,y)

DUCHAUSSOY démontre que ce coéfficient de couplage est une relation de
similarité floue transitive. ( puss 80 , 82 )

(2 Indice de CZEKANOWSKI ( I9I13)

DICE (I945)
SORENSEN ( I1948)

12 = S
S +1 (u+v)
2
I' =, T x:y) T (x ¥

2 “T(x:y) + 1 [H(x/y) +H (y/x\] H(x\+H(y -H(x, y){L[ZH(x,y)—H(x\—H(y)]
H A

= 2T (x: v)
H(x) + H(y)

L'indice Ié est un indice de distance ,en effet:

Soient x,y.z E: E : on a

&> <>
> T I (x:2) + 2 T (y:2) ::> 2 I (x:vy)
H(x) H(z) H(y)+H(2) = H(x) + h(y)
démonstration
- 4
T (x:y) T (x: v) = Tix: Y‘ - 1

H(x) + H(y) = HG FH(P T (x:y) oI x:y)  H(x,y) il(x:y) T1TF H (x,v)
T (x:y)




on pose d' (x,y) = ﬁ?(x:z\

H (x.y)
il vient
d (x,y) = 2 =2 d'(x,vy)
1+ 1 1 +d'(x,y)
d'(x,y)
d'(x,y) + d' (y,z) d'(x 2) + d'(y,z) =
1+d'(x,2) 1+d'(y,2) Z 1+d' (x,z)+d"(y,2z) 1 + d'(y,z) + d'(x,z)

d'(x,z) + d'(y,2z)

= 1 1
1 +d'(x,2)+d"(y,2) 1+ 1 Z 14 a
d'(x,y)+d"'(y,2) d'(x,y)

car d'x,y) € d'(x,2z) + d‘fy ,z) (indice de DUSSAUCHOY. (DUSS.80)

(x3y) —
1 d'(x,y) H(X,Y) _ T(x:y)
1 T TEATGLY) | Ty) H(x,y) + L(x:y)
b+ d'(x,y) Y H(x, y)
_ ?(xw)
~ H(&x) + H(y) c.f.d

3 - Indice de RUSSEL et RAO (1940)

=S
1377
I, = _T (x:y)
H ()
On démontre que 4 - Ié est une distance,en effet :
Soit g%, b S )%IEZEE »la reflexivité et la symétrie sont évidentes,
1'inégalité triangulaire est vérifide :
( : ) Yy - T ex ) J(x :x.) H Y T, :
. T X, ot ox, _ H(Z T (xl %, <H () I(x1 Xy N 3 I(x2 x3)
H(Z) H () X " (D) H(2.)

H(Z) —I(x]:xz) < 2 (X)) —I(xl:'x3 ) —; (XZ:XB)

Démonstration ;

H({E:—x »X }/xl,x ) :> 0 (cf propriété (1) § 1.52.k )
H({Z—x xz} xl,x ) -H (x X, ) > 0

H(izrxl,xz} +H (xl)+H(x2\-H(§l-xl,xz}—H(xl\—H(x2\+H({§;—xi,xz};xi,xz)—H(xixz) ;? 0

) ) R .
H(X X%, +I(x X, Tz x 1%y X, .x23 > 0

En ajoutant les nombres positifs & cette expression; 1'inégalité reste valable.
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<> ‘—
H(Z —xl,x2\+1(xi:x2)—1(2f—xl.x2:xl:x2)+H(xl/x3)+H(x2/x3):>,o

- Y X(x :x VT -
H(Z X% +I(xl.x2 v X %

2

. 4 \ ‘:" . \—v‘ M \
51X X, +—H(xl I(x_1 x35+H(x2 I(x2 X, :; 0

- L J -
e Yo ex ) .
H( X )+I(xl.x2 I(xl.x3 I(xz.x3) > 0

-

-~ . >
- ex Yo ex Y Y- . )
20 (7)) I(xl.x3 I(xz.x3 ;;; H(ZD I(xl.x2

(4YIndice de KULEZYNSKI (I1927)

I, =1 S S
4 2[S+u +S+V
I =1 ﬁix:y\ + Tiy:x)
2 H(x) H(y)
Ii permet de rendre symétrique 1'indice de CONANT ‘TYX:X)
H(x)
(CoN 72)

(5) Indice de OCHIAT (1957)

(s+u) (S+v)

-
I(x:y)

QH(X\ H(y®

Ié est 1'indice de Richetin (RICH 75

dl = u+v est une distance (CAILL 76 )

Soient trois éléments de 1'ensemble des parties de £ A,B et C, en

normalisant la distance dl CATLLEZ et PAGES ont proposé deux autres distances,
d, et d,.

2 3
=0 siA=B =g
d2 (A.B)
= u -+ v si non,
S+u+v
0si A=B= L
d3 (A,B) =
u + v si non

| 1| s
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L'utilisation des distnaces d, et d
de LOPEZ DEMANTARA (LOP 75)

2 permettent de retrouver la distance

Soient xyy deux variables appartenant 3 un ensemble P

d) (x,y) = H(x/y) +H(y/x)

ou d, (x.y) = H(x/y) #H(y/x) qui n'est que d] normalisé,
H(x;y)

A partir de la distance d3, on aboutit 3

dé (x.y) = H(x/y) +H#H( y/x)
H(Z ) -I(x:y)

dé(x,y\ est une distance,en effet
V xy €3

' Y = ! )
d3 (x,y 2 di (x.y

1 Yod? ) i )
Y (x,y +d1(x, P +d.1(y,Z

est forcément une distaace puisque di(”x,y) 1'est aussi (CAILL 76)

Les indices précédents peuvent @tre calculés de la méme facon pourdes
sous-ensembles de variables.1] suffit de remplacer les variables x et y par
des parties de3_

Remargue

Nous remarquons que 1'indice I! est fonction de T(x:y) alors que les
indices Ii , Ié,IL et dé font appara%tre la quantité ‘%TX:y) ‘
H(x/y)+H(y/x).

Le dénominateur H(x/y)+H(y/x)sert 2 normaliser I(x:y) et renforcer la mesure
de liaison entre x et vy,

Le choix de 1'un de ces indices dépend du but de 1‘'analyse et de la
méthode de décomposition utilisée.Nous examinons dans le paragraphe suivant
quelques méthodes hiérarchiques,
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Aprés avoir rappelé les définitions fondamentales utilisées dans la
décomposition hiérarchique, on présentera des méthodes diverses sous trois
titres: Algorithmes ascendants (ou aglomératifs);algorithmes descendants
(ou divisifs) et algorithmes basés sur 1'optimisation d'un criteére.

.........
..........

Soit 2 un ensemble fini de variables et H une famille de parties de
H est une hiérarchie de parties si

DY¥hh'€H : AL € fhh' ]
D¥n€r  vln€m;n therhien] € yh,P}

Une hiérarchie departies surE: est dite totale si

DY hh' € H ; hnh' € {h.n',
2 Yen ; Vx€e32 , ix}é H

Une hiérarchie est dite indicée s'il existe une application y de H dans
R telle que

v oo EtHh # EEh 3"”\’(}0 <v(h') }et {v(h) # v(n")}

Pour permettre les comparaisons des hiérarchies indicées.on ajoute les
conditions suivantes

vix} =0 ¥xe€ 32

vz} ¢« 1

I1 y a équivalence entre ultramétrique et hiérarchie indicée (BERT 75).
Chercher une partition de 3~ revient donc a définir une ultramétrique sur 3 x 5
On distingue deux fagons de construire une décomposition hiérarchique,soit par

dichotomies successives 2 partir de 1'ensemble 3_ soit par agrégations successives

a4 partir des &léments de S

IIT - 4 - 2 Algorithmes ascendants

SoitZ_ un ensemble de N &léments muni d'un indice de dissimilarité S
(cf § IV -2) .Pour construire une hiérarchie indicée,il suffit de “transformer"
1'indice § en distance ultramétrique.Comme il existe plusieurs distances
ultramétriques sur = .il convient de rechercher la plus proche de 6 parmi

1'ensemble des ultramétriques inférieures 2 8 .I1 est facile de montrer qu'il en
existe une, supérieure a toutes les autres, appelée "ultramétrique sous-domimmte

de 8" (CAIL 76) .I1 existe plusieurs algorithmes permettant d‘obtenir 1'ultramétrique

sous-dominante, on décrit succintement quelques unes dans ce paragraphe,
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a/ L'algorithme de Johnson

L'algorithme de Johnson procéde par '"regroupements successifs" de deux
classes les plus "proches" (JOHN 67)

Partant d'un indice de dissimilarité de départ 8ij entre deux variables
Xi et Xj , on choisit comme distance entre classes

df A,B) = inf{&ij /X, €8 | X, € B}

exemple
X, X, X, X, Xl_“jfz X _Xa___ )

X; |0 0,2 0,4 0,5 I I”””“I”“

~~~~~~ 0,2
X, 0o 0,2 0,6

———4 0,3
X, o 0,3 }
A\

X, 0

b/ Algorithme de Reux

L'Algorithme de ROUX examine successivement tous les triangles de 2.
(X., X.,X, ) pour rendre isocéle chacun d'eux en réduisant le plas grand

k

coté ad cBtés immédiatement inférieur. (ROU 68)

¢/ Algorithme de LERMAN (LER 70)

L' Algorithme de LERMAN consiste & ranger les dissimilarités par ordre
croissant (ordonnance) puis les examiner a partir de la plus petite.Dés qu'un
segment a une extrémité commune avec 1l'un de ceux examinés, on rend isoctle
le triangle que forment ces deux segments en diminuant le plus grand cbdté.
L'ordonnance est par conséquent modifide et 1'on poursuit 1'examen des
dissimilarités réordonnées.Chague modification nouvelle apportée n'influe pas
sur les segments déja exeaminés.Les modificationss'effectuent donc en un seul
passage.C'est 13 un avantage de cet algorithme .L'inconvénient est que 1'on
doit établir 1'ordonnance.

Nous signalong 1'existenee d'autres algorithmes ascendants.lL'algorithme de
Prim (PRIM 57), 1'algorithme de Sibson (SIB 72), 1'algorithme de SOKAL et
MICHENER (SOK 58)

IIT - 4 - 3 Algorithmes descendants

Au contraire des algorithmes ascendants,il existe des algorithmes
descendants dans lesquels on part de l'ensemble¥— (partition en une classe)
sur laquelle on opére des partitions de plus en plus fines.
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IIT - 4 - 4 Algorithme de transfert généralisé

Le principal inconvénient des algorithmes présentés jusqu'ici tient
au fait que rien n'est dit sur leur optimalité&.Nous en décrivons quelques

uns basés sur la théorie de l'information et nous renvoyons a la référence
(TORO 8T) pour plus de détail.

A partir_du tableau initial des données ( Fig I-1), on cherche une
partition R =-{R1, sz..‘ Rk } EJP(E:) telle que 1l'interaction dans chaque

sous-systéme soit aussi grande que possible et que 1'interaction entre sous-
systémes soit minimum.

La premiére approche dans ce sens est due a CONANT (CONA 72) qui a
Proposé un critére basé sur la théorie de 1'information.Plusieurs recherches
sont développées sur la méme voie, (RICH 75) (DUF 79) (TORO 82) .Il convient
alors de minimiser T (R).Mais le probleme posé de cette fagon conduit a la
solution triviale en un seul sous-systéme R = z .Pour celd,R doit appartenir
éfpr (X)), ensemble des partitions de 5 & r classes, r étant fixé.

Les propriétés (7)Y et (8)ciyi.5.2j)permettent de calculer la transformation
externe lorsqu'on se déplace sur le treillis des partitions, d'un niveau a
l'autre,par regroupement ou éclatement de classes,Ces deux opérations seront
utilisées pour définir deux algorithmes heuristiques explorant le treillis P(T)
en sens inverse,l'algorithme ascendant noté (AH)et 1'algorithme descendant (AD)

a/ Algorithme ascendant ( A A )

Cet algorithme peut se résumer 3 1'application répétée de 1'opérateur (A A)

AA P (Z) 5 IPr_1 (2 2<r<n

= B ) \ = . .
R={R ;o R} —san ® ={r ... Ry UR ... R}
tel que
- \ = ) . = .
i (R, : Rj max {‘I"' (Rk. R) 5 K1 =12, r}

en utilisant la formule (7 § I52 k) on a

s RV =T ® -T (R; R,

b/ Algorithme descendant (AD)

I1 peut se résumer & l'application répétée de l'opérateur (AD):

. \ -
AD.lPr(Z\____>1Pr+1(Z l<r<n 1
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sC o B+ sto]

En utilisant la formule (8,8 I52 k ) on a :

T (Ap(@ O =T (Q + T\ 8% s%)

¢/ Transfert généralisé (TG)

L'algorithme TG utilise deux opérateurs qui sont obtenus par la composi-
tion de AA et AD et notés AAoAD et AD o AA , TORO a démontré dans sa theése
( TOR 82) les propri&té&s suivantes

Soit Q& [E’r (Z,‘ , 2<r<n-l on a:
T

T AD o A () LT Q) et

(1o
“=> <>
I(AAoAD\< T (Q

A partir d'une partition initiale donné&e, 1'algorithme TG applique les
opérateurs AA o AD et AD o AA autant de fois que cela est possible, jusqu'a 1la
stabilisation qui est assurde par (i0).La partition finale satisfait la condition
nécessaire d'optimalité,

T@noas (@ ) =Fsoa @) =FTw@

La convergence est généralement obtenue en quelques itérations: plusieurs
partitions initiales peuvent alors &tre essayées.

Considéronsl'exemple de la figure I.1 pour lequel on se propose de
chercher unepartition en 3 classes,

Soit la parttion initiale
P = ({Xl Ky 5 Xy xa,x5 » Xgs Xpps X, » X, 5 Xg o, Xg ’xllO} )
dont latransinformation externe?(Po Y =53
L'algorithme T G fournit deux solutions,
&y
P = ( { X, %y Xy ’xlz} {x[“ X5, Xg, Xy, Xg ,%g ’Xll} {x 10} y T (P) =32
&>
t = ') =
P (4{){1 Ky Ky X, Xo X X, Xg »X'llyxlz} {xg} {x 10}) 1°(p 29
A Partir de ces solutions, il est possible d'avoir les relations suivantes

f(x.  x

1 Xo 1¥q ,x12eé) =0

POur la premiére solution
g ( X, Xg XKg Xy ,Xg 2Xg xll’{g)= o

h (x) Ko 2 Xq Ry X LK LK, Xg X R, M) = o pour la deuxidme solution




¢,§ ,\’ représentgnt les effets du bruit ou d'autres variables.

IIT - 5 Méthodes 3 centres variables

Les méthodes de décomposition hiérarchique fournissent une description
minutieuse de 1'ensemble 3 .En fajt. dans la pratique,il est parfois inutile
d’avoir une hiérarchie des parties de & , de plus ces méthodes nécessitent
beaucoup de place mémoire et deviennent prohibitives dés que les données
dépassent 350 variables & classer.Nous allons déerire quelques algorithmes de
partitionnement assez simples, qui ont 1l'avantage de permettre la décomposition
d'un grand nombre de variables qui serait difficile selon d'autres méthodes,

a/ Algorithme de FORGY (FOR 65)

L'ensemble 2 est muni d'une distance euclidienne , on se donne une partition
de départ.le Ier pas de 1'algorithme consiste & déterminer les centres de
gravité des classes de cette partition.Le 2&me pas de 1'algorithme permet de
construire une nouvelle partition en agglomérant les é&léments autour de ces,

centres de gravité. la classekf} contient les é1léments plus proches du j

centre de gravité que des autres.les éléments qui sont 2 une meme distance de

plusieurs centres de gravité sont affectés arbitrairement.La qualité d'une

partition est mesurée par la somme des inerties des classes par rapport a leurs centres
de gravitsg,

b/ Algorithme de Mac Queen (MAC 67 )

Soit k le nombre de classes souhaité ,on choisit arbitrairement k éléments
de & comme centres d'agrégation et on constitue une classe avec chacun d'eux,
On prend parmi les N -k autres &léments le Ter gui se présente et on le réunit
au centre le plus proche.On remplace ce dernier par le centre de gravité des deux
points réunis.On prend parmi les n - k - 1 autres éléments le Ier qui se présente
et on l'affecte au centre le plus proche.On remplace ce dernier par le centre
de gravité dela classe formée..... et ainsi de suite jusqu'a ce que tous les
éléments soient affectés.On obtient ainsi une partition P et on agglomdre les
points autour des centres de gravité des classes de P, ce qui fournit directement
la partition finale P'.

¢ / Algorithme de DIDAY ( DID 72)

Sous le nom de méthode des nuées dynamiques,E.DIDAY a mis au point un
algorithme de partition qui peut @tre considéré comme une généralisation des
algorithmes de FORGY et de MAC QUEEN . En effet, 1'agglomération dans cette
méthode se fait autour d'ensembles d'éléments appartenant a2 3 , appelés noyaux,
Une classe d'une partition est alors représentée par plusieurs de ses éléments.
Les noyaux forment un résumé des classes plus riches que ne peut 1'@tre un centre
de gravité,

Les algorithmes de transfert ainsi que ceux 3 '"centres variables" semblent
les mieux adaptés pour la recherche d'une partition.Ils sont d'autant plus rapides
que la partition de départ est judicieusement choisie.Ils posszdent aussi
1'avantage d'avoir un critére d'optimisation permettant de comparer la qualité des
partitions obtenues.




CONCLUSTION

e e e e T e

Plusieurs mé&thodes dé décomposition sont exposées dans ce chapitre.Le
principal inconvénient des méthodes de dé&composition par les graphes non
valués réside dans le fait cue 1'intensité de liaison entre variables n'est
pas prise en compte, ce qui pose probléme par exemple pour la coordination des
sous-systémes,On utilise alors les graphes valués qui donnent une décompositfon

-~

plus fine, mais ils sont difficiles a mettre en oeuvre,

L'analogie entre deux semi-valuations,l'entropie et 1'application 'card!
nous a permis de retrouver les principaux indices utilisés en analyse structurale
et d'en proposer auelques uns qui sont 2 notre-connaissance nouveaux.

Deux méthodes de décomposition directe sont ensuite présentées.La premiére
est basée sur la classification hiérarchique.Plusieurs algorithmes sont rappelés.
Ces méthodes nécessitent beaucoup deplace mémoire.Les méthodes d'agrégation
autour des centres variables ne nécessitent pas la mémorisation des N (N-1)

2
"distances " entre &léments de 2. , car il suffit de connaitre les distances des
variables au centre d'agrégation.En plus, 1'exp&fience montre que la partition
finale est obtenue rapidement .Le principal inconvénient de ces méthodes tient
au fait que la partition finale dépend de la partitiontinitiale.La méthode des
nuédes dynamiques s'adapte bien a 1'analyse structurale des systimes complexes,
Elle sera étudiéde en détail au chapitre suivant
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CHAPITRE 1V

METHODE DES NUEES DYNAMIQUES

(M.N.D,)




IV 1 - Introduction

Les algorithmes AA et AD explorent tous les niveaux du treillis
des partitions, alors que les algorithmes de transfert par groupe n'explorent,
pour un niveau r, que les niveaux adjacents r_ 1 et r + 1, L'algorithme des
nuées dynamiques travaille sur un seul niveau et permet de plus, une description
des classes au moyen de représentants caractéristiques, les noyaux. 5'il est
bien choisi, le noyau formera un résumé de sa classe, plus riche que ne peut

l'atre un. centre de gravité, dans l'algorithme de FORGY par exemple.

t
Aprés avoir défini wune fonction d'affectation f, une fonction de
représentation g, et un critére d'optimisation w, l'algorithme des nuées
dynamiques nous permet de construire par itération, a partir d'une famille

quelconque de noyaux ou d'une partition initiale, une partition en k classes.

Plusieurs variantes sont étudiées et comparées en faisant simplement
varier le choix du triplet £, g, w : celles basées sur une étude par paires
de variables, et celles permettant la prise en compte des relations globales
par groupes de variables, Les résultats sont interprétés et permettent d'établir

un modeéle possible du systéme étudié,




- 86 -

IV 2 - Principe de l'algorithme

En suivant les principales étapes de cette méthode telles qu'elles

ont étédécrites par DIDAY (DID 72) , on définit :

Ek est une partie de l'ensemble { L/L = (Aylz,..Aj..lk)ljsﬁJAj]=nj fixé}.
ou selon les cas, A-pourra représenter P(Z) ou P(Q) . Un élément de L.
est appelé un systéme de noyaux et les parties Aj , des noyaux.

Pk(Z) désigne 1l'ensemble des partitions de I en k classes.
Pk(Q) désigne 1l'ensemble des partitions de € en k classes.

Soit L (A 2,... Aﬁ) la suite initiale de noyaux estimée ou prise au

hasard dans JM-Apres ce choix, le premier pas de l'algorithme consiste a associer
chacune des variables du systéme au noyau le plus proche (au sens de

D défini ci-dessous) partageant ainsi I en k classes {b(l) f(lz ---Eél)}=P

A chaque classel on a?so%ie le noyeu le plus représentatif, formant de ce fait

une nouvelle suite :(Al,Xz,--Kj---Xk)et ainsi de suite.

A chaque itération, on mesure la qualité du couple, (Li s Pi)
par un critére adéquat w que nous définissons ci-dessous, DIDAY étudie la
convergence- de ce type d'algorithme (DID 72) . -8on formalisme fait appel
a deux applications fetg., £ (L) = P, f est 1l'application qui 2 un ensemble de
k neyaux associe une partition & au plus k classes. g (P) = L, g est 1'application
qui, & une partition P & k.classes associe un ensemble L de k noyaux . On passe
d'une partition P; 1 une autre Pi+l? par

P,y = (fop)(P) = (fop) "' (p,)

Nous utilisons les concepts d'entropie pour le choix de f et g ainsi
que w, On peut aussi partir de P0={ %((1)) ,f(g), \e(g)}, on en déduit
L1 = g(PO) et P1=f(L1) etc ...

1V 3 - @hoix du triplet (f, g, w)

- l'application £ : On choisit un indice D permettant de mesurer

le degré de liaison entre une variable et un element de /A . La
jéme classe 8? de la partition P associée au noyau AJ est alors
définie par :

<. —{XeZ|D(X i) <€ D(X,A, ), vV j#i}

en cas d égalité, on affecteX a la partie du plus petit indice.
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- l'application g : pour juger dans quelle mesure un &lément de A

peut-étre considéré comme représentatif de la classe@j de la partition
P, on choisit un indice R (Ej,kj ) faisant apparaftre la nature du

couplage entre &j et Aj . Le jéme noyau est celui qui minimise R (@S,Aj)

- critére w :

La qualité du couple V = (L, P) est mesurée par le critére suivant :

k
w(v) =1  R(&.,1.)
5=1 37
Vo= (Lg » Bg)
Yi= (Ll s Pi)
Vn= (Ln ’ Pn)
a la suite Vg, V4, ...V;... V on associe la suite Ups Uqe..Uj...uy

avec u;= W (Vi)

IV 4 = Variantes

Le choix des fonctions f et g et de l'ensemble des noyaux A dépend
du but de 1'analyse qu'on se fixe, Ce choix permet de définir différentes

variantes que nous allons examiner.

= P(x R(€.,1.) =1 D(X,A.
v 4.1 A =2(E) ; J) e ( J)
J

Dans ce cas, les noyaux sont choisis parmi 1l'ensemble des variables

du systéme étudié, L'indice D mesure l'intensité de couplage entre

une variable et une partie de Z . C'est le choix de D qui définit les
propriétés des partitions obtenues. On va alors faire plusieurs choix.
Si 1'on cherche 2 construire desclasses bien compactes, on choisira
1'indice D(X, A ) '!}(r;[}ax H (X/X‘J ) noté A ; si 1l'on cherche & bien
reconstituer 1es classe% f111formes, on prendra 8(X, lJ )= mln H @/Xi )
noté 8§, Xie}h

Ces deux indices sont illustrés sur la figure suivante
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3

Ag

A2 |

FI1G. 1v.1

Ces deux indices conduisent & construire des partitions trés différentes
comme on peut le concevoir en regardant le schéma ci-dessus.
Avec 1'indice 8, X est dans la classe de noyau )\, , et avec l'indice a,
X est dans la ciasse de noyau Xj. D'autres distances peuvent &tre imaginées, .
dont la plus simple est la moyenne de l'entropie de X non expliquée par
les X
i 1 .
D(X,).,) = — & H(X/X]
AP T Ry E HGA
Xl e,
1]
On examinera aussi des indices tenant compte de l'aspect multidimensionnel
des variables tel que par exemple D(X,Kj)= H(X/Xj ). Dans tous les cas,
1'entropie conditionnelle minimum suppose 1'existence d'une relation
fonctionnelle, éventuellement bruitée, (cf §II.3.1). Un seuil de l'entropie
conditionnelie peut &tre fixé a partir duquel 1'hypothése de 1'existence

de ces relations sera rejetée,

1V 4.1.a D(X,Xx.) = min H(X/Xg)
' sdelg

L'appartenance d'une variable X a une classe de noyau)\j implique la possi-~

bilité de construire un modéle de la forme suivante
] J
axi € Aj telle que X f(Xi)

>
]

c'est-a~dire aussi

£'(X.)
J
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j
1V 4.1.b D(X,xj) = max H(X/X;)

X' €eX,
1]

Dans cette variante, le modéle sera de la forme suivante

¥ Xi e Aj on a X= F( Xi ) et par consequent X=F’(Aj )

X étant une variable appartenant a la classe de noyaulj .

IV 4.1.c D(X,AJ.) = 15, H(x/x?l)

nj XleX,
1l ]

Cette variantese situe en quelque sorte entre les deux précédentes et le

modéle qu'on peut en déduire est : X=h ( Aj ), si X est une variable

de la classe de noyau Aj

IV 4.1.4 D(X,Aj) = H(x/xj)

L'avantage de cette variante sur les précédentes est son caractére
multidimensionnel, dans le sens oi elle tient compte de l'information

que toutes les variables de Aj prises dans leur ensemble fournissent sur X.
Ce qui peut &tre trés différent d'une addition de 1'information que chacune
des variables delfournit séparé ment sur X.

Dans les variantes IV 4.l.c et IV.4.1.d, 0« D(X, Aj )< H(X)

D(X, Xj) = 0 si et saulement s'il existe une application g entre X et Aj
telle que X =g( Aj )

- variantes utilisant une distance :

1
nj .
XJen,
T ]

|

IV 4.le DOX) /e + uEl/o ]

0T DX < B + —& 3 H(x)
j nj i

X?ex.

i

IV 4.1.f D(X,)h.) = HX/A,) + HOL/X)

0 < D(X,AJ.) < H(X) + H(Aj)

Dans les variantes IV 4.1l.e et IV 4.1,f , D (X,Xj ) =0 si et seulement
s'il existe une bijection F telle que X# F(Xj ). Cet indice est donc moins

général que celui dans les variantes IV 4.1,c et IV 4.1.d

IV 4.2, A =P(Q) R(e.,x,) =T D(P,,P, ) !
1’73 Xe?i X Aj |

Les noyaux peuvent &tre constitués par un vecteur Aj.défini sur P(Q) .,

Ce vecteur D'appartient donc pas forcément a I.
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Ceci nous permet de raisonner sur les part itions defksachant que

l'entropie d'une variable et celle de sa partition associée sont

égales
IV 4.2,a D (X ). ) =H (Py /P, ) ,
J /\J
D (X,Aj ) = o>X = g' ( Aj) g' est une application entre X et )\j

IV 4.2.b D (X,x. ) =H (P,/P, ) + H (P, /P.)
J £4Y [AY I\T )
D(X,Xj ) = 0o &)X =G' ()\j '} G' est une bijection,

On a pour toutes ces variantes le résultat suivant

Si les mj variables X1, Xz,....,,xmj se trouvent dans la méme classe E’J.
de noyaux X., cela implique la possibilité d'établir mj équations
dépendant deJ la valeur de D ( ?(i,)\j )

Une valeur élevée de D ( Xi’)\j ) nous indiquerait que A, n'est pas
suffisamment représentatif de X; » ou qu'il n'est pas possible

de construire un poddle déterministe et qu'il faut introduire un nombre

plus ou moins important de paramétresbj; tel que

—
I

£ ( )\j ,b2)

T e
N
]

i = fm3 (X, 5bmy)

Lorsque D (x4 ). ) tend vers O, le modéle devient

X =f (Aj)

Xz = fo ( Aj)

-ij = fmJ (}\J )

Si .Xl prendn, modalités

% 1

2 11} nX (3] "
2

1" 1" 11"

m]j nX
m.
]

On pose m = max (n_xl, nxa’, ...ngsmj). On a vu au paragraphe (I1.4) qu'on
n'a pas besoin de découper )\j en plus de m modalités. On preqd alors
comme noyau de la classe ‘ej , le vecteur >\j obtenu en regroupant

les modalités de Aj de fagon 3 en avoir m sans perdre beaucoup

d'informations.,
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IV.4,.3, Convergence de ces algorithmes

définition 1 : R est semi-carré si

¥Le L, W(gof (L), fog (L) swW(gof (L), £ (L))

définition 2 :wm élément v = (L,P)elli x P, est dit sans biais pour les

fonctions f et gsi P=f o g (P) et L =go £ (L).

(n)

définition 3 : une suite (L , P (n))de Ly, P, est dite convergente si

elle est stationnaire, c'est-3-dire s ‘il existe un entier M tel que

vaoszu @™, p™y o X%

On trouve dans (DIDAY.1972) la preuve des théorémes et propriétés suivantes:

Théoréme 1l: Si R est semi-carré, alors le triplet (f,g,w) définit
une suite Vy telle que la suite de réels W(Vp) soit décroissante.
Propriété 1: ¥ ;e l ¥P el P={¥, ¢),...0, ¥}

R( fj,k.) = I D(X,Aj)

Xey.
J

alors R est semi~-carré,

Théoréme 2: Si R a les deux propriétés suivantes
1) semi-carré
2)¥ P ef(uk),Vj= l,...k, R (¥j, j)est minimum pour un unique A

Alors, (Vn) est convergente et sa limite .est sans biais.

Les variantes précédemment décrites vérifient la condition 1 du théoréme 2.
Lorsque le noyau n'est pas unique, c'est-a-dire lorsque plusieurs noyaux
minimisent la fonction R, le noyau retenu sera par exemple : celui qui
contient une variable ayant l'indice i minimum. La condition 2 étant alors
a4 son tour wrifiée, il s'ensuit la convergence des algori thmes

précédents.

IV.4.4. Déterminatioun des noyaux

Pour certaines variantes, le probléme de recherche du noyau lj d'une classe
E?j conduit & la solution triviale Aj==Ej. Nous allons examiner deux
exemples

variante IV,4.1.d

Le noyau Ajest formé de ny éléments de I
qui minimisent R (Ej, Aj), c'est-a-dire
R(‘(’_j,)\j)\< R(\?j, SY¥Se® (1)
avec R L, A.) = 2 X/X.
c (E’J, J) H ( i)

Xe e.
BJ
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Le probleme posé de cette fagon conduit, dans le cas ol le cardinal de A].
n'est pas fixé a la solution trivialeAj =¥j , j =1, 2...k

Or,cette solution triviale ne présente pas d'intérét pour la M N D,en effet
1'algorithme converge en une itération puisque les noyaux forment une
partition del , et la partition cherchée sera la méme.

Nous allons donc chercher des optimums locaux, et poser le probléme suivant :

Vt}j €l etpour 1 =1, 2, ... f‘é’j( trouver)\} Q,‘PI(Z)
1
avec Mjl = 1 tel que ¥ S e P, (Z), Jst =1
1
R (¥3,05 ) < R (¥), )

La formulation de ce probléme résulte des problémes d'explication.

On va pouvoir utiliser le méme type d'algorithmes.

ALGORITHME AGREGATIF ( AA )

Pour chaque classe Ej’ € P(L) cet algorithme construit une chafne de noyaux
Sis S9, ... Sl,C,jl_1 avec § ;. 4, =85 U {xa} , la variable X,

étant choisie de fagon 2a rendre R (zgj s S1+1 ) minimum -

ALGORITHME DESAGREGATIF ( AD )

Pour chaque classe ¥j € P(I) , cet algorithme construit une chafne de noyaux
slt’jl‘l 5... 82, S1. awe §_; = Sl\{‘xa}

la variable X étant choisie de fagon a rendre R (E]. R Sl__1 Jminimum,

ALGORITHME D 'APPROXIMATION SUCCESSIVE. ( AAS )

-

Cet algorithme consiste a appliquer successivement les deux précédents
jusqu'a stabilisation. Il cherche pour chaque Ej e P()
et pour chaque 1 1 < 1 < [\?J.] -1 un noyau vérifiant la condition

nécessaire d'optimalité.

Les algorithmes AA et AD se résument & une application répétée pour
chaque ‘e.j eP (%) des opérateurs suivants

(ajouter) A : 2;(D) > 2, ,(T) , 0 < 1% |*€j| -1
S v N5 A(8) =S U {Xoc}

ot x e I\S, et ¥ x € I\S : R( ej, S U {xa})\< R(PJ., S U {x})
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(retirer) R : &y (%) ~>3>IZ_1(Z), 1<k g [‘63|
S —_>R (3) = S\{xa}

oix € SetVxe s,R(ej,S\{xa}).s R(ej, s\ {x})

A l'aide des opérateurs A et R nous pouvons définir les deux opérateurs

suivants, .pour g - 1, 2,... “é’jl— 1

ACR : P@ ) ~>J(’ ()

St——3> AOR (5) = A (R (5))
ROA )5' (x) —>J’Q ()
S pm——> ROA (S) =R (A (8))

Proposition IV,1

Quel que soit ‘éj e P(X) , et quel que soit £, 1< ¢ < |€J| -1
¥ S e%(z)
R (‘ej , AOR (S)) € R ('ej ,S)

R (‘6}. , ROA (8)) & R (E} ,S)

Démonstration
soit%’j € P(I) et S E?E(Z) , pour {1 s £« ]?J.l -1
R (@J., R (S)) =min{ R (?J., S\ix} ) :x e S}t =R (EJ,,S\{XB}

pour un certain X, € S. D'autre part, nous avons :

8
R (%’j JAOR (8)) =D (€ ,a (R(S)) = R (t"j ,A (s\{xB} ))

= min R (é’j,s\ {XB} ) U{x}t ) :xe Z\(S\{XB} ) )
or xB e T\ (S\{XB}) donc

RO, AR (8)) ¢ R (€. » S\ ix DUl = R(€,,S)
La démonstration pour R O A (S) est analogue a celle-ci.

(c.f.d.)

Proposition IV.2

Tous les noyaux optimaux }\j sont des points fixes des opérateurs

AOR et ROA, c'est-a-dire,
V%’jez,v@‘ : 1512s['€j| -1

SN _ ¢ 4
R (€5 Aj ) = R (g ,AOR(K]- ))—R(\‘,’j ,ROA ( Aj)).
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Démonstration

Etant donné que AQR ( A?) et ROA ( A}) appartiennent 2 yl( T ) ‘

par définition de A§ on a :

R (f., 20R (1)) > R (., A} )< R (w.,R0A (2} ).
J J J J J J

On a aussi d'aprés la proposition IV.1

1 1 1
R(vsj,AOR(Aj )) < R(?fj,Aj) > R(ij,ROA(Aj)).

Condition d'optimalité

On dira qu'une partie de £ ,5C P (I ) est stablessi c'est un point
fixe aussi bien de AOR que de ROA. On vient de voir par ailleurs

que tout noyau optimal K} est stable. Cependant, il ne s'agit que d'une
condition nécessaire d'optimalité, car il peut y avoir des parties del

stables qui ne soient pas optimales.

L'algorithme d'approximations successives que nous proposons cherche

pour chaque classet?iet pour 1fixé 1 g 1¢g lbjl -1

une partie de ¥ vérifiant la condition nécessaire d'optimalité. Pour cela
et pour 1 fixé, on se donne un sous ensemble 3 1'éléments de I , et on lui
applique les opérateurs AQR et ROA autant de fois que cela est possible
jusqu'a stabilisation, La convergence est assurée par le caractére

contractant des opérateurs.
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Les noyaux ne vérifient pas une condition d'optimalité globale,
c'est-d-dire que l'algorithme trouve le meilleur noyau parmi ceux qui lui sont
accessibles. Pour que 1'inégalité suivante

w (P ) L wlP, .,L.)

i+1’Li+1 i+1°71

nécessaire 4 la convergence de l'algorithme principal soit vérifiée, et pour

calculer Li+1’ on part de Li et on applique l'algorithme AOR ou ROA. Puisque

R( ifjﬂ, AOR(AJ.)) < R(E'J.H,}\j) 1'inégalité ci-dessus est vérifide.

Variante IV.4.2.a

Le noyau Aj est constitué par un vecteur défini sur P(Q). Ce vecteur
n'appartient donc pas forcément & I. Ceci nous permet de raisonner sur les parti-
tions de Q sachant que 1'entropie d'une variable et celle de sa partition associée

sont égales.

On cherche donc une partition de Q, PAJ telle que
z D(P,,P..) I p(P,,P) ¥ P e P(Q)
XEY% X7 Xéfg X

Comme pour la variante 4, nous allons chercher des optimums locaux

de la fagon suivante.

¥ ‘f% € Z et pour 1 =1,2,... lt%] trouver Pi € Pl(Q), tel que
J

¥P e Pl(Q)

T p(P_,PT ) <2 D(P,,P)
~
X2, xe'e X
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Algorithme ascendant AH

Pour chaque classe%f. € P(£) 8 laquelle est associée la partition PE
et 4 partir d'une partition du niveau 1, on recherche parmi toutes celles du
niveau 1-1 moins fines celle qui minimise le critére d'optimalité. On passe d'une
partition R = {R1,... RR} du niveau 1 & une partition du niveau 1-1 par regroupe-
ment en une seule de deux de ses classes, Ri’ Rj' Cet algorithme part de la

partition triviale { w3y wop, ...u)L}.

Cet algorithme est en quelque sorte 1'inverse du précédent. On passe
d'une partition R = {R cen R } du niveau 1 4 une partition de nlveau 1+1 par
1'éclatement d'une de ses cldsses en deux. Pour chagque classe %3 J (g) , On

part de la partition triviale Rt?, et on traverse les dlfferents niveaux du

treillis en minimisant & chaque étape le critére d'optimalité.

Les algorithmes (AH) et (DR) peuvent se résumer & une application répétée

des deux opérateurs suivants

Opérateur AH

AH : P (0) - Py (0) 2s1lcg i‘eJl
R={R ,...R }—> MH(R) = {R,...R U Ry > » Ryl
avec Ra’ RB € R tel que
¥ Ri,RJ. € R )Z(e D(PX, AH(R)) ¢ ;ee-D(PX,{RT, R, U RJ, Rl})
G i
Opérateur DR
DR : P, (R) ——— s P, (0) 1s1g|l‘j|—1
= ) = { R * s* R, }
R={R;>..+,R;} —5 DR(R) = {R,... SN\ 8585, or Ry

* *
avee Ru e R, 8 C Ra’ ¢ #£ 3 # Ra’ et tel que




¢ D(P_,DR(R) ¢ D(P

XEE% X XeY%

X {R1,...Ri\S,S, ... R}

¥R eR, ¥5C R%, p#5#R,.

La composition des deux opérateurs AH et DR permet alors de définir

les deux nouveaux que nous utilisons dans la M.N.D.

R—> A ODR (R) = AH (DR(R))
DROAH : P, () —> P, (%)

R——3 DROAH(R) = DR (AH(®R)

Proposition IV.3

Soit Q une partition quelconque du niveau 1, 2 £1 € [€Jl— 1
alors

1)z D(P, AHODR(R)) € ©»  D(P_,R)

X’
Xep. Xef
% 8
2) ¢ D(PX, DROAH(R) £ D(PX,R)
X xe€
J J
Démonstration

Soit R = { R1,R2,...R } . Moyennant une rénumérotation &ventuelle,

. 1
on peut écrire AH(R) = { R, U Rg’Rg""Rl }

R, } )

avec £ D(P_,AH(R)) €2 D(PX,{R goeees By

e X
Xe 5 Xéf;

1 U RE’R
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Pour le calcul de D(Pf%, DR(AH(R))), deux cas peuvent se présenter

1°) L'application de DR divise la classe R, UR,

L D(P,,AHODRO(R)) § I D(P,,{R, U R\ 5,5, ... R}) ¥ S CR, UR,
Xefg Xef%

P # s # R1 8] R2

en particulier, on a, pour 8 = R2

z D(PX,
Xele Xe to.
CES etE

AHODRO(R)) £ I D(PX,R).

2°) L'application de DR divise une autre classe, R, par exemple

3

%* *
) D(PX,AHODRO(R)) =3 D(PX,{R1 UR,,RN S, 8, ... R })

Xe(ﬁ Xe%ﬁ 1
¥ S CIR3 d #8 # R3

en particulier, on a :

Xi‘eD(PX,AHODRO(R)) \<X§: D(PX,{R1 UR,,R, U Rg\RZ, Rys -o Rl} )
J %

&£ D(Py, {RB,R1,R2,... Rl} )

Xef%

<z D(P_,R)

Xef.
¢,
La démonstration est semblable pour le calcul de DU?QJ,AH(DR(R))

(e.f.d)
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Proposition IV.L4

Toute partition optimale Ml* du niveau 1, est un point fixe des appli-

cations DROAH et AHODR, c'est-2-dire, qu'on a :

r D(P., AHODR(Ml*)) =1 D(P,,DR OAH(Ml*)) =31 p(p, M9

Xe‘ej X Xe.

J d

Démonstration

*
AHODR (M;‘) et DROAH(Ml) sont deux partitions appartenant & (Pl(Q)

cela implique les inégalités suivantes : D(PEB,AHODR(MI));; D(Pfs, Mi )

¥ *

et ¥ D(P,,DROAH(M.)) > r D(P,,M )

. X 1/ 7 1
Xe€j Xe-ej

X . Par ailleurs, l'utilisation du théoréme

récédent fournit 1'inégalité dans 1'autre sens, ce qui prouve 1'égalité annoncée.
b g a P

Condition d'optimalité BUS )
""""""" LRy

On dira qu'une partition Nﬁ € Pl (2) est une partition stable ssi

c'est un point fixe 4 la fois pour les opérateurs DROAH et AHODR. On vient de

. .. . * .
voir que toute partition optimale M, (€1 K l%g{ - 1) est stable. Il s'agit

d'une condition nécessaire d'optimalité, car il se peut qu'il y ait des décompo-

sitions stables qui ne soient pas des optimums locaux.

L'algorithme d'approximations successives que nous proposons cherche
pour chaque classe f% et pour 1 fixé 1 & 1 & ,f3| - 2, une partition de Q vérifiant
la condition nécessaire d'optimalité. Pour cela, et pour 1 fixé, on se donne une
partition de © & 1 classes, et on lui applique les opérateurs AHODR et DROAH autant
de fois que cela est possible, jusqu'ad stabilisation. La convergence est assurée

par le caractére contractant des opfrateurs.
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Les noyaux P, . ne vérifient pas une condition d'optimalité globale,

c'est-d-dire que l'algéiithme trouve le meilleur noyau parmi ceux qui lui sont

accessibles. De la méme fagon que pour la variante d on part 84 chaque itération
de PAj et on lul applique 1'algorithme AHODR ou DROAH pour &tre sur que l'algorithme}
converge. ‘

Nous reprenons le systéme représenté par la figure I.1 . Cet exemple
permet de comparer les résultats d'une variante, en faisant varier le choix des

noyaux initiaux.
A =2(r) DA = HX/AL) R A =2 D(X:25)

On choisit trois vecteurs 4 deux variables chacun, comme noyaux initiaux.

- . , . .
Ly ({X1X2},{X5X6},{X9X1O}). On applique 1'algorithme pour la variante d.

11 vient PO=({X1X2X3X12},{XMX5X6X7},{X8X9X1OX11}) W= 167

Ly = ({X2X12},{xhx7},{x8x1o}) W= 128

P1=({X1x2x3x12},{xhxsx6x7},{x8xgx1ox11} ) = P, W= 128

Cette solution indique la possibilité d'avoir les relations suivantes

Xp = (XX 508,

) X5 = £ (X .e5) Xy = £o(XgX g089)

Xy = 13X 00,

3 ) Xg = T Xoneg)  Xpy= £, (XX, 0he )

€3 11

€15 €4 »€55 Egs Ey, €1, représentent les effets du bruit ou d'autres variables.

On choisit maintenant trois vecteurs 4 trois variables chacun comme

noyaux initiaux.
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L, = ({X1X3X12},{XAX5X7},{X8X1OX11})

il vient P, =({X1X2X3X12},{XhX5X6X7},{X8X9X1OX11} ) W = 65

L, = ({X2X3X12},{XMX5X7},{XAX1OX11}) W =60
P, = ({X,X,X.X, },{th5x6x7},{x }) W = 60

1 1283450 8%%10%11

d'ol les relations possibles

Xi=e (XK 001)  Xgmeg (X XXo00)  Xg=gg (XgX, )Xy 500)

a1,0get og représentent les effets du bruit ou d'autres variables ( cf.§.II.3)

VII - CONCLUSION

Si les différentes variantes ne sont pas fondamentalement différentes,
il faut cependant souligner qu'elles ne traduisent pas de la méme maniére les
résultats des décompositions qu'elles opérent. Le choix d'une variante dépend
de la nature des données a traiter et des buts précis de 1l'analyse. Ainsi
lorsqu'on ne dispose que d'un tableau de "distances" entre chaque couple de
variables, les stratégies "min" et "max" sont souvent utilisées suivant qu'on cher-

che & construire des agrégats filiformes ou compacts.

Pour tenir compte de 1l'aspect multidimensionnel des noyaux, nous avons
proposé plusieurs variantes, en fonction du modéle souhaité. Les résultats obtenus
sont meilleurs que dans l'approche "par paires', ce qui constitue la part la

plus importante et la plus originale dans ce chapitre.

La M.N.D. a l'inconvénient de fixer & priori le cardinal des noyaux
initiaux. Ce qui signifie, imposer un modéle dont le praticien n'est pas en mesure
de vérifier la validité. Par ailleurs, cette méthode rapide et efficace présente
vis-3-vis des techniques existantes, des facilités au niveau de 1'interprétation

des résultats.
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CONCLUSION GENERALE

La modélisation et la commande des systémes compiexes peuvent en général
étre largement facilitées par une analyse structurale. Celle-ci conduit souvent
a une décomposition (si elle existe) en sous-systémes "faiblement couplés" du
systéme global.

Dans la premi¢ére partie, nous avons présenté un ensemble de méthodes
d'analyse et de décomposition des systémes ccmplexes. Chaque méthode posséde son
domaine privilégié d'anpiication qui est fonction de la nature des données &
traiter et des buts précis de 1'analyse. Ainsi, une analyse en composantes prin-
cipales présente un grand intérét Torsque les variables sont quantitatives, le
modéle &tant lineaire. En revanche, 1'approche informationnelle présente 1'avantage
d'étre indépendante de la nature des variables et de n'exiger aucune hypothése
rastiictive.

Dans la deuxiéme partie, nous avons présenté quelques algorithmes permet-
tant d'expliquer " une variabie 3 pertir d’autres ". On aboutit alors a la défini-
tion d'un graphe d'interconnexion qui permet d'exhiber la structure des Tiaisons
entre variables. Ce granhe présente un caractére "multidimensionnel" qui prend en
compte des aspects &chappant aux graphes classiques construits sur des critéres
linéaires.

L'influence du bruit sur les relations fonctionnelles est étudiée. Un
aigoritnme permettant de réduire le nombre de modalités du vecteur explicatif
est exposé.

La troisiéme partie contient un ensemble de méthodes de décomposition.
La théorie des graphes en est un ocutil privilégié. Lorsque Te modéle du systéme
est connu, deux méthodes de décomposition directe sont ensuite présentées. La
premiére, basée sur Ta classification hiérarchique, définit plusieurs algorithmes.
Nous avons proposé queiques indices de similarité permettant leur réalisation. La
deuxiéme, dite a centres variables, permet de traiter rapidement de grands ta-
bleaux de données, mais elle suppose une connaissance minimale sur la structure

du systéme, puisqu'ii faut fixer d priori le nombre de centres initiaux.



La quatriéme partie est consacrée a la méthode des nuées dynamiques
dont les principaux avantages résident dans la facilité au niveau de 1'interpré-
tation des résultats, et la possibilité de choisir des noyaux parmi des &léments
particuliers du systéme étudié.

Lors de la décomposition d'un systéme en sous-systémes faiblement couplés,
certains sous-systémes peuvent étre largement plus complexes que d'autres. I
convient d'exiger en plus gqu'ils soient d'une complexité uniforme. Dans 1'annexe,
nous avons proposé plusieurs critéres dans ce sens.

Outre la nécessité de 1'expérimentation de ces méthodes, on peut discerner
dés & présent quelques directions de recherche intéressantes

Etudier des possibilités de création d'indices de similarité nouveaux
et préciser les conditions de leur utilisation.

Les méthodes d'expiication et de décomposition permettent de mettre en
évidence les relations fonctionnelles entre les variables du systéme étudié.
Celles-ci peuvent étre redondantes; une méthode permettant 1'identification de
ces relations racilitera aisément la phase de la modélisation.

Enfin, 1'approche multicritére que nous avons abordée en annexe devrait
faire 1'objet d'une étude plius approfondie : Recherche d'autres critéres ainsi
que des algorithmes permettant leur mise en oceuvre.
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ANNEXE
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ANNEXE

On a constaté que le critére de couplage minimal conduit quelquefois
2 des partitions dont les classes sont de complexités trés différentes.Pour
pallier cet inconvénient,on peut envisager une approche multicritére faisant
intervenir les critéres suivants :

I1° YT ( R) minimum, ou ce qui revient au méme (cf § I.52.j)

r .

p2 T (R,) maximum
Py i

i=1

2° ) les I (Ri) équivalents
On note Ii au lieu de I (Ri3
Portons les valeurs des transinformations internes Ii sous la forme de

coordonnées cartésiennes dans un espace que nous appelerons espace despartitions.
Considérons le cas des partitions en deux classes A la partition Pi correspond

le point x, de coordonnées I1 et 12 dans le plan des partitions. (Fig 1)

La droite I, + 12 = p = constante est une droite de pente -% dans le plan

1
des partitions.Admettons que c'est la droite AB pour la partition P, sur la figure
1.0n voit sans peine que la valeur de P pour les points de cette drdite est
proportionnelle 3 la longueur de la perpendiculaire OE abaissée de l'origine des
coordonnées sur la droite AB, et que OE est en me&me temps bissectrice de 1'angle
compris entre les axes de coordonnées,

La figured montre qu'on peut obtenir une partition meilleure au sens du
critére 4 que P4 pour laquelle P sera plus grand..A cette fin il faut déplacer

la droite AB parallélement 2 elle-m@me en s'éloignant de 1'origine des coordonnées.

A la position extr@me A'B' de cette droite correspond la plus grande valeur
de P qu'on note }D
o

Au sens du critere 2, une partition est d'autant meilleure qu'une autre
%
qu‘elle est plUS proche de la bissectr_ice OE.

A,
Al

I, &)
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Comme il n'existe en général,aucun point ¥ qui vérifie a la fois les
deux critéres,nous sommes obligés d'adopter 1'un des points de vue ci-dessous :

‘ PP s . *
I1 est souventcgommode de minimiser la distance des points x.x notée d(x,x™ )

Cette distance associee 3 une norme p sur 1'espace des partitions est définie par
dlx,x™ )Y =p (x - x*)

K
k ,7 1

d Ge,x™) =] 5 (1, - ) 2

i=1 ok :
d'(x,x" ) = sup P, -A@

i=I...K . k

k
d" (x,x™) =75 lI. - f_g |

i=1 k

ey e e e e e Y R T e T

~ Norme euclidienne

Pour chaque partition a laquelle on fait correspondre un point X, (i=t,....n)
on trace la boule qui est dans ce cas un cercle de centre x et de rayon Ri (FIG 2)
La meilleure partition est donc celle qui minimise R,. On voit immé&diatement

que tous les points xik igi i qui se trouvent sur uil méme cercle de centre x

sont &aquivalents au sens de cette norme,c'est & dire que toutes les partitions
correspondantes a X sont aussi bonnes les unes que les autres.

- Norme somme des valeurs absolues

I1 en est de m@me pour cette norme, la boule étant le carré I (Fig 2) de
centre x\

- Norme du max
Cette norme ne peut pas &tre utilisée.On va le montrer sur un exemple;
La boule étant le carré II (Fig 2) prenons deux partitions dont les points

correspondants se trouvent sur le méme carré : X, de coordonnées Ii et I2

= = . ' ! ' ' ' ' = = .
I, =1, et 11 + 1, ﬁi ; x, de coordonndes I et I : 12> LI 4L [—’2 P

tel que

done x1 correspond & la meilleure partition, puisque pour la m2me somme que x

les transinformations sont égales.
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I1

> 1
Figure 2 1

e L T L -

S'approcher le plus de la bigsectrice OE (critére 2) peut se traduire par :
trouver un coefficient d'atténuation multiplicatif d(Ii) dont la valeur est
maximum sur la bissectrice et s'atténue de part et d'autre de celle-ci (Fig 3b)

Considérons par exemple le critére

k
c = o((Ii\ I, I,

qu'il faut maximiser pour obtenir la meilleure partition.

- Calcul d'un coefficient d'atténuation

12 + I2 +21I. 1

. L +1 cos? & 170 1 2
0s € = — = 2 2
V2 \7171+172 2 (I1 + 15 )
I.1I
1 72
2 cos2 e=1+2 5
L+ I
I, I
172 2
a (I:) =2 cos2 e -1 »cos 2 ¢ =2 5 2 =T I
1l 17 +1 1 2
1 2 I + I
2 1

Dans 1'espace des partitions en K classes , on a

I] + 12 + ... Ik

Cos & =
o Z Z 2
thIl"’Iz ....+I'K‘
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k
k 5 T
r Il + 2 i=1 I. I
2 i=1 iy
cos € = =
K
K I I?
. i
1=1
K K
z I. T z I. I
i=1 Y J j=1 Y 1
i#] i#]
1 * 2 2 4 17
= — + 2 B O - = — - —
X % ; = 2 cos ¢ 1 < 1 + g < ;
K Z Ii z I.
i=1 j=1 1t
Le criteére 2 maximiser dans ce cas eslti donc
b I, I.
i=1 b J
_ it]
0 (1.) = 2K+ 2
1 K K K 9
)X I.
i=1 !
2
%a(e)
1
~=» >
I ~ 45° 0 45° £

Figure 3.4

Figure 3.b

Remarque : la solution n'est pas unique et dépend du choix du coefficient o (1)
Né‘anmoinskcette méthode a 1'avantage sur la précédente de ne pas avoir 2 calculér

f’ = max % T,, et d'avoir x unique pour o donné.
. i
i=%
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