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- 2 -  

- INTRODUCTION GENERALE - 
--------------------* 

Un système complexe est le plus souvent constitué d'un nombre 

élevé d'éléments qui interagissent de façon non simple (SIM, 62). Il pose des 

problèmes importants et nouveaux d'analyse et de commande dûs essentiellement 

au nombre élevé de variables nécessaires pour sa description. On peut réduire 

la dimension du problème en définissant des variables expJicatives, soit parmi 

1 ,  l'ensemble des variables du système, soit par une procédure d'agrégation de 
i 

certaines d'entre elles. Cettre approche peut faire appel aux méthodes 

descriptives de l'analyse des données, bien connues actuellement : Analyse en 

composantes principales, analyse canonique, etc.... 

La plupart de ces méthodes utilisent explicitement des hypothèses 

de linéarité des relations liant les variab2es ou des fonctions de ces 

variables. 
I 

Pour notre part, nous nous int4ressons à une autre approche de 

l'analyse des données utilisant les concepts de la théorie de l'information. 

Cette approche présente certains avantages par rapport aux méthodes classiques. 

Elle permet de mesurer des couplages dûs B des mécanismes non l inérSves  e t  de 

mettre en évidence des relations globales dans un groupe de vgriables ; alors 

que par les autres méthodes, la relation entre groupes de variables est estimée 

à partir d'une moyenne de relations entre les variables de ces groupes. 

Le but de l'analyse est de trouver pour chaque variable, un groupe 

de variables qui l'explique le mieux possible ; la relation de dépendance étant 

la principale raison qui fait qu'une variable explique une autre. 

Une autre méthode consiste à d4eomposer le système global en sous- 

systèmes faiblement couplés pour mettre en oeuvre des méthodes de modélisation 

par modèles partiels, de commande décentralisee, d'o ptimisation hiérarchisée, 

dont la convergence est d'autant plus rapide que les ~ o ~ ~ - s ~ s t è m e s  I 
1 
1 sont indépendantes (RICH 75). Elle débouche sur les mgthodes de classification 

automatique. 
<, 



Présentation des chapitres suivants 

Dans le premier chapitre, nous allons dkcrire succintement quelques 

méthodes de visualisation (analyse factorielle), d'explication (analyse 

canonique, regression linéaire) et de structuration (décomposition). On montre 

aussi leur apport au domaine qui nous intéresse. On donne ensuite les défini- 

tions de base et quelques propriétés de la théorie de l'information, outil 

essentiel de notre travail. 

Le deuxième chapitre développe les méthodes d'explication d'une 

variable à partir d'un groupe de variables, ce qui débouche sur la construction * 

d'un graphe d'interconnexions prenant en compte l'aspect multidimensionnel des 

relations. Des algorithmes sont développés pour réduire le nombre de modalités 

du vecteur explicatif. L'influence du bruit sur les relations fonctionnelles 

sera étudiée. 

Dans le troisième chapitre, on examine quelques méthodes de 

décomposition des systèmes. On utilise la théorie des graphes, connaissant les 

couplages entre toutes les paires de variables ou groupes de variables. Après 

avoir défini quelques indices permettant la mesure de ces couplages, on 

présente certaines méthodes de décomposition hiérarchique. Le chapitre se 

termine par l'introduction des méthodes à centres variables. 

Le quatrième chapitre est consacré à la méthode des nuées 

dynamiques. Plusieurs variantes sont étudiées et comparées. Les résultats sont 

interprétés pour chacune d'elles. 



C H A P I T R E  1 
------------------- 

L'ANALYSE STRUCTURALE, LA DÉCOMPOS I TI ON DES SYSTEMES COMPLEXES ET 

LA THÉORIE DE L'INFORMATION 



1.1. INTRODUCTION ------------ ------------ 

L'analyse d'un système conduit généralement à l'élaboration 

d'un modèle dont les paramètres sont identifiés à partir d'un certain nombre 

d'observations. Les difficultés de modélisation croissent directement avec le 

nombre de variables du système et le nombre de leurs interconnexions. La 

complexité doit être réduite par structuration de l'information par laquelle 

le système est appréhendé. 

Si l'on connaît le modèle du système (relations fonctionnelles 

entre les variables du système, relation binaire liant les variables....), on 

utilise un graphe d'interconnexions qui permettra de mettre en évidence les 

différents sous-systèmes. 

Mais le modèle d'un système complexe est en général difficile 

à obtenir. En fait, la présence des couplages est toujours décelable dans les 

données produites par le système et se concrétise par des évolutions non 

indépendantes de certains groupes 'de variables. Dans ce sens, l'analyste dispose 

genéralement de trois types de méthodes : 

- Les méthodes de visualisation telles que l'analyse en 

composante principale et l'analyse factorielle des correspondances. 

- Les méthodes d'explication telles que l'analyse canonique et 
la régression linéaire. 

Ces deux méthodes permettent de traiter des grands tableaux de 

données sans trop les appauvrir. Elles aboutissent à la mise en évidence des 

liaisons linéaires entre les variables du système ; le plus souvent, 

elles en offrent une représentation graphique. 

1 - Les méthodes de structuration qui consistent à définir la 

structure du système en terme de sous-systèmes. 

I Le principal inconvénient de ces méthodes tient au fait que , 
les résultats de l'analyse sont fondés sur les hypothèses assez restrictives 

I et souvent difficilement vérifiables. Or la confrontation avec la complexité 

des systèmes étudiés, montre que les variables sont quelconques (quantitatives, 

qualitatives ... ) et les relations entre elles sont souvent non linéaires. 



La théorie de l'information se prête bien à l'analyse des 

systemes car elle est sensible à toutes les relations, qu'elles soient 

linéaires, non linéaires, logiques. ..Nous précisons les avantages et les incon- 

vénients de l'approche ''inf~rrnationnelle~~ et le chapitre se termine par 

quelques dQfinitions et propriétés essentielles de la théorie de l'information. 

1.2. NATURF, DE LA DONNEE 
PDPPIPE=======E==== 

soitr = { xl, X2, . . .Xi., .XN) , 1 'ensemble des N variables 
nécessaires pour la description du système 6tudié. Soitn= 1, w p ,  ...a ,..c~}, 

j 
un ensemble d'échantillonnage. L'ensemble des modalités prises par une variable 

X sera désigné par Mi. L,'ensemble des variables se présente sous la forme des 

différentes composantes de l'application suivante : 

a) Cas des systèmes statiques (s) 

b) Cas des systèmes dynamiques (D) 

D 
'i :A ->MY = M' i = M~ x M~ x ... M~ ( p  fois) 

Chaque vecteur xD est composé des p dernieres valeurs prises 
i 

par la variable Xi à des instants donnés, La période d'échantillonnage est 

fixée par le théorème de Shannon (LARM 75 8 ASH 65). 

En fait, dans la pratique, on conserve le même tableau initial 

de donnees (Fig. 1.1.) et la prise en compte de ces p valeurs se fait au 

niveau des algorithmes. k 



Figure 1.1 

, Ce tableau initial de données constitue la seule connaissance 

de départ pour toute notre analyse. Il s'agit aussi bien des cas statiques 

que dynamiques. 

Chaque variable X (respectivement un sous ensemble de 
i 

variables S) définit par elle-même une partition PX (resp PS) de l'ensemblen 

où chaque classe est formée des widentiques du de vue X (resp S). En 
i 

notant lP Pl, l'ensemble des partitions den, et P ( X I ,  l'ensemble de toutes 

les parties non vides dez, on peut dire quex-(resp P ( x ) ) C  ûJ(f l ) .  

Soit \< : "être plus fine que", la relation d 'ordre définie 
i par : 

IP muni de la relation 4 constitue un treillis. 



Cette possibilité d'associer à chaque variable une partition 

nous permet d'établir un ordre et une équivalence entre variables. 

Considérons deux variables quelconques X et Y définies sur-, 

on dit que : 

- X est équivalent à Y++P 
X = P~ 

- X est plus fine que Y<-P x< 'Y 
l 

Nous verrons au paragraphe 1.5. que la théorie de l'information 

ne distingue pas entre variables équivalentes. 

1.3. ESTIMATION DES PROBABILITES 
........................... 

Le caractère aléatoire des variables observées est dû soit à 

la nature du système à analyser, soit à la façon dont il a été excité . 
Soit SE. S ) ( C ) ,  J l'ensemble des indices des variables X 
+ S i 

appartenant à S et S le vecteur aléatoire constitué par ces variables. On note 
-+ 

p(S = a ) la probabilité pour que ce vecteur prenne une valeur n q  MS = I E , ~  .TT Mi 
.. 

Sous certaines hypothèses concernant le système (ergodicité, 

stationnarité), le nombre d'échantillons et la période d'échantillonnage, ces 

probabilités peuvent être estimées au moyen des fréquences relatives. Du 

tableau initial de données (~igJ.l), on peut extraire le tableau des probabilités 

dont l'élément (i, j) est la probailité d'occurence P' de la j 
ième 

i 
valeur 

de la ième variable X 
i 

nombre de w pour lesquels X. =! 1 { W  z X i  = 1 PJ = Pr(Xi =/? )=  
L 

1- = 
i 1-1 

1.4. L'APPORT DE L'ANALYSE DES DONNEES 
................................. 

Il existe plusieurs méthodes de traitement des données 

actuellement disponibles pour l'analyse structurale des systèmes. Ces méthodes 

se distinguent les unes des autres par le type de variables qu'elles traitent 

et par le choix de la métrique qui sert à calculer les couplages et les 

inerties. Dans chaque cas,ces choix se justifient par les buts que l'on se 

donne et par les données dont on part. 



On présente dans ce paragraphe quelques méthodes pouvant être 

appliquées au domaine qui nous intéresse. L'analyse en composantes principales, 

l'analyse des correspondances, qui sont les principales méthodes d'analyse 

factorielle, la regression linéaire, l'analyse canonique et quelques techniques 

de décomposition. 

Ces méthodes ont fait l'objet d'un grand nombre d'études 

dans les domaines les plus divers (BENz 80) (VOL 8 2 ) (  CAIL 76) (BERT 75). 

1.4.1. Analyse en composantes principales .................................. 

Cette méthode peut être appliquée à tout tableau fournissant 

sur chacun des individus d'une population quelconque, les mesures d'une 

série de variaGles.quantitatives. On peut l'utiliser pour étudier une matrice 

de corrélations. 

Le tableau initial de données (Fig. 1.1.) peut-être représenté 

par un nuage de L points dans l'espace R~ des variables dont le grand nombre 

de dimensions interdit la visualisation du nuage. Il s'agit de trouver les axes 

d'inertie du nuage et d'obtenir des visualisations dans un espace de faible 

l 
dimension. 

- On cherche une droite telle que l'inertie du nuage par 

rapport à cette droitesoit minimum. C'est le premier axe principal, le nuage 

sera alors représenté par la projection des points sur cet axe. 

iRL-l 
-L'opération est répétée dans , on obtient alors un 

L-2 
deuxième axe et un nouveau nuage projetée dans iR . 

Facteurs principaux 
1 

Ce sont des nouvelles variables obtenues à partir des variables 

initiales de la manière suivante : 

telle que la variance de y soit maximum 
1 



y orthonormale et non corrélée à y et telle que la variance 
2 1 

de y soit maximum et ainsi de suite. 
2 

On peut vérifier facilement que les facteurs principaux sont 

des vecteurs propres de la matrice V de variance - covariance des variables det. 
Facteurs principaux et axes principaux sont liés. Les facteurs 

principaux sont les variables suivant lesquelles la dispersion de l'ensemble 

d'échantillonnage est maximale. 

1.4.2. Analyse factorielle des correspondances ....................................... 
Cette méthode est essentiellement une analyse métrique qui 

s'applique à des données de contingence croisant deux ensembles de modalités. 

Elle permet de décrire la dépendance entre deux variables qualitatives. 

Soit P (i=l à N, k=l à q) la probabilité d'occurence i k 
conjointe des modalités i et k. 

a N q N .. 
On note P = C 'ik 

P=C P = C  P. 
i k=1 k i = l  1 

k= 1 

Le tableau des données (Fig. 1.1) est remplacé par un 

tableau d'éléments Pik (i = 1 à N, k = 1 à q). 

La distance entre deux éléments i et i': 

est la distance du associée à la loi de probabilité P entre deux distribu- 
k 

tions - 

L'étude des relations entre variablesrevient à l'étude des 

proximités entre les lignes de ce tableau. 
2 

Le choix de la distance d e X  est lié essentiellement au 

principe d'équivalence distributionnelle. C'est-à-dire qu'on ne change pas 

les résultats de l'analyse en rempla~ant les modalités al et a2 de profils i 2 i 
égaux par une seule,4 

1,2 
représentant la réunion de al et a i i ' 



Une analyse en composante principale peut être faite en utilisant 

1 comme métrique la distance de x2 au lieu de la distance euclidienne dans l'étude 
1 précédente. 

1.4.3. Régression linéaire ------------------- 

Du tableau initial de données on extrait des variables à 

I expliquer notées Y., 1 i = 1,. . . N et des variables explicatives zj,i = 1,. . .N 
i 

j = 1, ...p. On suppose que ces variables sont quantitatives et qu'il existe 

des liaisons linéaires entre elles. 

On recherche N+1 scalaires b, 1 = O...N tels que 
A 

I Si l'on pose 

Le problème se pose d'une manière plus précise : 
N+l 

trouver b C IR tel que \\Y - 7 b/\ soit minimum. 

La qualité de la représen-cation de Y par Zb peut être mesurée 
11 Zbll à l'aide de l'indice -, coefficient de corrélation multiple entre Y et 
IlY /I 

l'ensemble des variables explicatives. 

Avec cette méthode, on peut mesurer L'intensité de liaison 

entre une variable et un groupe de variables (par exemple : relation entrée-sortie). 

1.4.4. Analyse canonique ----------------- 
Il s'agit dans cette méthode de trouver des relations entre 

deux groupes de variables quantitatives extraits du tableau initial de données, 

on note Y et Z les vecteurs représentant ces groupes de variables. 

on cherche une forme linéaire des Y a = C a? E IRr 
j ' i j-= 1. 1 

espace des formes linéaires de dimension p et une forme lineaire des Z 
. 1: 

k ' 
b. = O. Z k  IRq espace des formes linéaires de dimension q. tels que 
1 1 

k=l 
a et bi ont une corrélation maximum. 
i 



Le problème de la recherche de a et bi peut-être formulé i 
ainsi : 

- chercher a E IR' et bl €  IR^ telles que 
1 

La corrélation entre a et bl soit maximum avec la contrainte 1 
var(a ) = 1 

1 
var(b ) = 1 

1 

2 2 
9 - chercher a E IRP et b E R vérifiant les mêmes conditions que a et bl 

1 
et les conditions de non corrélation. 

cor (bl, b2) = O 

Cette procédure peut-être répétée au plus p fois ( p <  q )  

les a et b. sont appelées variables canoniques associées aux variables 
i 1 

y. (resp. aux variables Z 1 .  En comparant les couples (a bi). On peut 
J k i ' 
chercher à mettre en évidence des groupes de variables liés entre eux. 

1.4.5. La décomposition des sytèmes complexes ...................................... 

Il est naturel de dire q'un système complexe doit être décomposé 

en sous-systèmes dans le but de réduire sa complexité apparente. Il s'agit 

de décomposer le système en sous-systèmesfaiblement couplés et le problème 

global est ainsi décomposé en sous-problèmes ayant peu de relations entre eux. 

Ceci accélère très notablement la vitesse de résolution probable. 

Dans leur ensemble, les méthodes de décomposition sont très 

variées. On peut les regrouper en trois catégories, les méthodes dites 

"ascendantes'' qui sont les plus utilisées, les méthodes "descendantes" et 

enfin des méthodes de recherche d'une partition. 

I.4.5.a) Les méthodes ascendantes 

On définit tout d'abord un indice de distance ~(x,Y) pour 

chaque couple de variables et un indice de distance D entre sous-ensembles deZ, 

compatible avec d. On commence par chercher le couple de variables (X,Y) tel que 

d(X,Y) soit minimum. On agrège alors ces deux variables. On calcule à l'aide de 

D, l'intensité de la liaison entre l'agrégat ainsi formé et les autres variables, 

puis on considère cet agrégat comme un élément parmi les autres variables. On 

recherche ensuite les deux éléments les plus proches au se& de D et ainsi de 

sui te. 



I.4.5.b) Les méthodes descendantes 

Elles parcourent le treillis des partitions dans le sens opposé : 

on part du système z et on le décompose en deux parties, puis chacune d'elles 
est décomposée à son tour en deux etc... 

I.4.5.c) Les méthodes de recherche d'une partition 

Il s'agit non plus de donner une hiérarchie de toutes les 

parties der, mais simplement une partition. On peut citer l'algorithme des 

transferts et l'algorithme des nuées dynamiques. Ce dernier sera étudié au 

chapitre IV. 

. Algorithme des transferts 
L'algorithme des transferts est proposé par REGNIER (REGN 65). 

Il consiste à améliorer une partition estimée i priori en déplaçant chaque élément 

d'une classe à une autre. La nouvelle partition doit être meilleure au sens 

d'un critère d'optimisation que la partition obtenue à l'étape précédente. Le 
7 

processus s'arrête lorsqu'aucun transfert n'améliore plus la partition. 

1.4.6. Conclusion ----------- 

La plupart des méthodes précédemment décrites utilisent des 

hypoth6ses de linéarité des relations liant les variables du système. Chacune 

d'elles convient particulièrement bien à un certain type de variables (quanti- 

tatives, qualitatives . . . ) .  

Chaque méthode ayant sa propre spécificité, nous sommes amenés 

à pratiquer différentes analyses du même tableau, car dans chaque cas, on peut 

obtenir des résultats qui s'enrichissent mutuellement. 

LA THEORIE DE L'INFORMATION I.5 - ........................... ........................... 
1 

1.5.1 Introduction ------------ 

La théorie de l'information est née vers 1920 avec les travaux 

de NYQUIST et HARTLEY sur l'aptitude des divers systèmes à transmettre l'intel- 

ligence d'un message (NYQ.24, HART.28). l 
l 

En fait, la théorie de l'information a été réellement fondée 

en 1948 par Claude E.SHANNON pour étudier la transmission des messages par une 

ligne téléphonique ou un canal hertzien brouillé (SHAN.48,49). A peu près en 

même temps que SHANNON, WIENER a publié deux ouvrages très connus (WIEN 48,491. 



Ce sont les travaux de WIENER qui ont donné naissance aux études, dans le domaine 

militaire, sur la prévision automatique de trajectoire et sur la commande auto- 

matique de tir. 

Conçus à l'origine pour la résolution des problèmes pratiques des 

télécommunications, la théorie de l'information devient actuellement l'outil ma- 
"i; thématique indispensable pour l'étude des processus de commande les plus divers. 6 
1% l 

Mc .GILL, W.R. ASHBY, R.C. CONANT, M.RICHETIN, J. DUFOUR parmi d'autres utilisent g, ,  
1'! l'information pour mesurer la connexion et l'interdépendance entre les sous- k 
(4 

systèmes d'un système donné ( GIL.54, ASHB.65, CON.68, RICH.75, DUF.79). Après 9 5 1  
n 

les travaux de B.FORTE et J.KAMPE de FERIET sur l'information généralisée t 
d 

(KAMP.671, C.LANGRAPJD, J.LOSFELD, A.DUSSAUCHOY, J.P BARTHELEMY obtiennent des ei 

1 l 

résultats importants pour d'autres types d'information que celle de SHANNON :as 
@ 
2. 

  LANG.^^, LOSF.74, DUSS.80, ~ARy.79). R.LOPEZ DE MANTARA, S.GUIASU et C. REISCHER , 

définissent une distance entropique. (LOP.77, GUIA.79). -, 

e ,  

W.R. ASHBY, R.C CONANT, HEIDEMANN, B.PORTER, W.J.H.KICKERT et + 

al étudient les relations entre la transmission de l'information et la capacité P 
de régulation d'un système (ASH.58, CONA.69, WEID.69, PORT.76, KICK.78). 13: 8: 

d 
On utilise la théorie de l'information pour l'analyse structurale ;$ 

des systèmes complexes pour plusieurs raisons: ?& 
'ia 
.4 
$, - Elle permet de mesurer l'intensité de liaison pour des relations quelconques 
Î: 
,* 

(linéaires, non linéaires ... ) entre variables ou groupes de variables quelcon- - 
ques (quantitatives, qualitatives...). ,r- 

- Elle met en évidence des relations globales dans un groupe de variables, alors 
que par les autres méthodes, la relation entre groupes de variables est estimée 

à partir d'une moyenne des relations entre les variables de ces groupes. 

- Elle permet aussi la construction d'indices de similarité présentant des pro- 
priétés intéressantes (cf g.III.3). 

1.5.2 - Eléments de la théorie de l'information ....................................... 

1.5.2.a) Définition de l'entropie 

Convenons que l'information transmise concerne une variable X 

pouvant prendre les modalités a 19 a*, . . .  a avec les probabilités respectives n 
,p ,...pn c'est-à-dire une variable caractérisée par un certain'degré d'incer- 

2 
titude. Il est évident que les renseignements que l'on peut obtenir sur X seront 



d'autant plus importants que son incertitude à priori est grande. Que signifie 

alors un degré d'incertitude plus ou moins grand et comment peut-il être mesuré ? 

Comparons tout d'abord entre-elles deux variables X et Y, telles 

que : X prend ses valeurs dans l'ensemble 
{al pa21 avec la même probabilité 

Y prend ses valeurs dans l'ensemble {bl,b2,bg,b4) avec la même probabilité. 

il est évident que a une incertitude plus grande que X, car le Y 
nombre de ses modalités est plus important. 

Soit maintenant une variable Z qui prend ses valeurs dans 

l'ensemble {c1,c2} avec P (Z=c )=  0,99 et P (Z=c ) = 0,Ol. Le degré d'incertitude r 1 r 2 
de z est très faible. On peut dire d'une manière presque certaine que Z prend 

la valeur c Lorsque l'on considère la variable X, il y a également deux moda- 
1 ' 

lités; mais le degré d'incertitude est bien plus important. 

On voit ainsi que le degré d'incertitude d'une variable est 

déterminé par le nombre de ses modalités et leurs probabilités, peu importent 

leurs valeurs. 

L'incertitude à priori d'une variable est appelée entropie. 

Pour une variable discrète, elle est définie par : 

H(X) = - pi log pi 
. . LI-11 

Comme nous allons le voir,llentropie vérifie certaines propriétés 

intéressantes, justifiant son utilisation en qualité de degré d'incertitude. 

H(X) prend ses valeurs dans l'intervalle [o.log n] . Tout d'abord 
elle s'annule dans le cas d'un évènement sûr. Puis pour un nombre donné de 

modalités, elle est maximale et égale à log n si la probabilité de chaque évè- 

nement est la même. Enfin, l'entropie est additive, c'est-à-dire que lorsque 

plusieurs variables indépendantes forment un groupe de variables, leurs entropies 
! s'ajoutent. 

1 L'unité de l'entropie dépend de la base choisie pour le loga- 
1 

1 rithme. Si l'on choisit pour base, le nombre 10, l'unité est le Hartley (dit), 

si c'est le nombre 2 l'unité est le bit. Pour le logarithme néperien l'unité 

est le nat (natural unit). Ultérieurement, sauf mention spéciale, par le symbole 

log on entrendra des logarithmes de base 2 ; il est facile de voir que dans 

I ce cas l'unité de mesure estl'entropie d'une variable ayant deux modalités, 
1 

chacune avec la probabilité - 
2 -  



1.5.2.b) Entropie conjointe et entropie conditionnelle 

Pour deux variables de probabilités définies par 

= P  (X=a , Y=b.) , 1\( i< n 
Pij r i J l<j,<m, 

l'entropie (conjointe) est 

définie par : n m 
H(X, Y) = - I L pij log pij 11.2.1 

i=1 j = 1  

Supposons maintenant que X = a. . Désignons par P( b . 1 ai) la 
1 J 

probabilité conditionnelle pour la variable Y d'avoir la modalité b. 
J 

lorsque la variable Xala modalité a L'entropie conditionnelle de Y 
i ' 

sachant que X a la modalité a est par définition: i 
m 

H ( Y ( ~ ~ )  =-L p(bj/ai) log p(b./ai) 
j = 1 J 

L'entropie moyenne de Y lorsque X peut prendre des modalités 

différentes, appelée entropie conditionnelle totale est : 
n 

H(Y~x) = L Pi H ( Y / ~ ~ )  
i= 1 

ou compte tenu de [IV3 1 
n m 

H(Y/X) = - 1 Pi 1 Pr (bj/ai) log Pr (b./ai) 
i = 1  j=I J 

-- 

= - I L P. P (b./a.) log Pr (b./ai) 
i=1 j=1  i r j 1  J 

or P. Pr (b./ai) - - 'ij (théorème des probabilités composées) 
1 J 



La généralisation à une partie S de 1 (ensemble des variables 
étudiées) est  immédiate,^ . p ( ~ )  , ensemble des partie dex . Etant donné 
que chaque élément de P( z) donne lieu â une partition de 2 , l'entropie 
peut être définie de deux manières équivalentes. 

1.5.2.c. Entropie d'une partie S de C : 

C'est la quantité d'information que fournit la connaissance 

de la valeur prise par le vecteur 3 

1.5.2.d. Entropie d'une partition defi : 

L'entropie d'une variable dépend des probabilités avec lesquelles 

elle prend une certaine modalité a, c'est-à-dire du nombre de w~ 0 

pour lesquels X( IIJ) = a pour chaque a € M c'est justement la partition 
Y' 

PX de R. On peut donc considérern muni d'une mesure de probabilité P et 

définir alors : 

H : ~ ( 9 )  -t [R 

- Relation entre les deux définitions : 

Soit X :i2,i'Jx une variable quelconque et sa partition 

\ = { lw:xi,u )= al a E ?.: l a lo r s  X 

H(P%) = - ({u:x(LI) ) =  al).log P({~:x(~)=N~)=-c P(x=~) log P(x=~) = H(x). 
ac M @€Mx 

X 
L'entropie d'une variable est égale à l'entropie de sa partition 

associée. Deux variables équivalentes ont donc la même entropie. 



1.5.2.e. Entropie conditionnelle de s par rapport à s 
1 2 .  

C'est la quantité d'information que fournit encore s lorsqu'on 
1 

aurait rendu constante la partie du système concernée par s (ASHB, 65). 
2 

P(s,=~,s~=B) 
H(s~/s~) = - L c P(S~=U, s 2 = 6) log ( p(sl = u) 1 

CXEM BeMS 
1 2 

1.5.2.f. Entropie conditionnelle d'une partition R par rapport 

à une ~artition O 

Eien sûr, si R et Q sont des partitions associées respectivement 

à S et S alors 
1 2 

I.5.2.g. Distance entre partitions 

Dans sa thèse, Lopez de Mantaras propose une distance entre 

partitions basée sur la théorie de l'inforrxation (LO~. 77) : 

Il est évident que cette notion de distance peut-être utilisée 

pour deux variables quelconques X et Y définies s u r R  

D(X,Y~ = H(X!Y) + H(YIX) 

La propriété D(x,Y) = û++X = Y indique alors que x et Y sont 
équivalentes. 



I .5 .2 .h .  Définition de la transinformation 

L'entropie étant la mesure d'incertitude d'une varaible définie 

surR. il est évident que si l'on obtient certaines informations sur la 

variable, cette incertitude diminue. 11 semble donc tout naturel de mesurer 

la quantité d'information obtenue sur une variable par la diminution de 

son entropie. 

Soit une variable X définie surR ; estimons l'information 

accumulée au fur et à mesure que X devient connu. Avant que l'on ait ces 

données, l'entropie ( à  priori) de X était H(x) ; après l'obtention des 

donnees, la variable X est entièrement déterminée, c'est-à-dire que l'entro- 

pie est devenue égale à zéro. L'information obtenue avec la détermimantion 
.G+ 

de X notée par convention 1 ( X  : X) est évidemment égale à la diminution 

de l'entropie. 

Considérons maintenant deux variables X et Y définies SU~R..~ 

la quantité H(X) - H(X/Y) correspond à une diminution de l'entropie de X 

avec l'obtention des renseignements concernant Y. Cette quantité d'information 

contenue dans Y au sujet de X est appelée transinformation externe entre 

X et Y, noté r> (X : Y j *ou transinformation interne de l'ensemble {X ,Y ] noté 
9?'( X:Y ) = H(X) - H(X!Y) 

 sachant que H(XII) = H(X,Y) - H(Y) on a 

La gén4ra?isation est immédiate pour plusieurs variables ou 

groupes de variables. 

1.5.2.i. TrançinTormation interne 

C'est la quantité 6'inÎormation &changée à l'intérieur d'un 

groupe de variabl~s : 

* iiemarque : on c ~ ~ n . ~ i e r i t  de poser 1 ( j X, X ) ) = I ( X )  = O 



I.5.2.j. Transinformation externe 

C'est la quantité d'information échangée entre groupes de 

variables : I 

1.5.2.k. Propriétés 

L'entropie et la t~ansinformation vérifient certaines propriétés 

interessantes ( SHAN 49, ASH 65, MILL 63, TOR0 82) 

( 2 )  H(s1nS2) + H(Sl U S2) < H(s,) + H(S ifégalité est vérifiée si et 2 

seulement si sl n s2 = 6 

?(R) = O<=>R R . . .R sont des sous-ensembles de variables indépendants 
1' 2' r 

entre eux 

r .  
4-3 

( 6 )  '?(RI + L l(Ri) = constante = I( {xi}. i=Iy. . .IV) 
i= 1 

( 7 )  s o i t  R' =  IR^ , R ~ ,  . . . Ri U R . . . R 1 alors 
j y r 

( 8 )  s o i t  R'= {R1.Rp ,... R.\s,s ... Rrl avec Sc R ~ ,  s # R~ s # 0 / R ~ /  > 2 
1 



(9) Principe de conditionnement uniforme (GARN 56) 

"Si l'on conditionne avec le m&me ensemble de variables, tous les termes - CS d'une identité valable pour H = Entropie, qui contient H(. ) ,  H(/,), 1, a, 
i, iR , on obtient à nouveau une identiti3 valable pour l'entropie (le double 

conditionnement étant équivalent au conditionnement avec l'union)". 
Exemple : w 

V A,E c P(C) : H(AUB) = H(A) + H(B) - I(A:B) 

On a d'après ce principe : 

cj 

C r  HL) H(AUB/C) = H(A/C) + H(B/C) - I&A:B) 

Ces propriétés seront utilisées tout au long des chapitres ultérieurs. 

1.5.2.b. Cas des variables continues 

Dans le cas continu, une variable prend ses valeurs dans un 

intervalle [a, b] et qui a une densité de probabilité P telle que 

a pour entropie 

H c (x) = - / D ( x )  log p ( ~ )  dX 

L'entropie continue n'a pas les mêmes propriétés que dans le 

cas discret et elle peut pi-uini~-.e des valeurs négatives. Le calcul de 

l'entropie d'une variable continue par discrétisation n'est pas sans incon- 

vénient et impose des choix judicieux pour pue cette discrétisation 

n'affecte pas les résultats de 1 'analyse ( DUF. 75) . 
Notre étude sera consacrée par la suite aux variables discrètes. 



1.5.2.111 Analogie entre les théorie de l'information et la 

théorie de la mesure 

Miller a établi une analogie entre la théorie de l'information 

et la théorie de la mesure en comparant leurs propriétés respectives 

(MILL. 63). Cette analogie permet de représenter chaque variable par un 

cercle de surface proportionnelle à son entropie, La surface de l'inter- 

section entre deux cercles représente la transinformation entre Les deux 

variables correspondantes. 

Cette analogieest illustrée par un exemple ( ~ i ~ .  1.4. ) 

(Fig. 1.4.) : Représentation plane du système. 



Prenons par exemple les variables x ~ , x ~ , x ~ .  

X4 

le chiffre 7 compte deux fois car la surface correspondante 

est à l'intersection de 3 cercles. De façon générale, lorsqu'on a l'inter- 

section de n variables, on multiplie le chiffre corresponàant à cette 

intersection par n-1, d'où la transinforamtion entre ces variables. 

Cette représentation graphique n'est pas réciproque, en effet, 

TOR0 a montré qu'à toute représentation graphique correspond un 

système "réel",rnais tout système réel n'a pas forcément de représentation 

graphique (TORO 82). 

1.6, CONCLUSION 

Ce chapitre introductif avait pour but de faire une présentation 

générale des données et d'exposer un ensemble de méthodes d'analyse et de 

décomposition des systèmes complexes. 

Chaque méthode possède son domaine privilégié d'application 

qui est fonction de la nature particulière du système considéré et des 

buts précis d'analyse. Ainsi, l'analyse en composantes principales présente 

un grand intérêt lorsque les données sont quantitatives. L'analyse canoni- 

que e t  la régression linéaire permettent de mesurer l'intensité de 

liaison entre variables ou groupes de variables, les relatins étant linéaires 



Nous avons décrit une autre approche qui repose sur la théorie de 

l'information. La transinformation permet de mesurer des couplages quelconques 

dans des systèmes discrets, mais nécessite pour les systèmes continus une 

discrétisation des intervalles des valeurs des variables qui peut entrainer 
l 

une perte d'information sur ces couplages. Nous utilisons cet outil pour 
\ l'analyse des systèmes complexes. Nous aborderons dans un premier temps le$ l 

méthodes d'explication. l 



C H A P I T R E  II 
------------------- 

M É T H O D E S  D ' E X P L I C A T I O N  



Dans l e  t a b l e a u  i n i t i a l  des  donnees ( î X $ , 5 , 1 )  , on cons idère  chaque 

va r f ab le  X. comme une v a r i a b l e  a l é a t o i r e ,  dont  les donn6ea a o n s t i t u e n t  des  
1 

r éa l i s a t ions !au  sens des p r o b a b i l i t é s ) .  Cependant, La n a t u r e  du système, dê- 

t e r m i p i s t e  ou s tochas t ique ,  n ' i n t e r v i e n t  pas  dans l ' a n a l y s e  p u i s q u ' i l  n ' e s t  

Gas neaegsa i re  de s p é c i f i e r  comment l e s  données ont 8t6 obDenyeç. 

Le bu t  de l ' a n a l y s e  e s t  de déterminer  169 i n t e n s i t 6 s  de couplage 

e n t r e  les v a r i a b l e s .  C ' e s t  en ce s e n s  que l e s  connopts probaabi .~is tes  s o n t  l e s  

o u t i l s  de l ' a n a l y s e  des r e l a t i o n s  causa les  dans  un ~ ~ s t k r n e  complexe. 

1 
Nous exposons dans ce c h a p i t r e  quelques mSthades d ' e x p l i c a t i o n s  d'une 

v a r i a l e  pa r  un groupe de va r i ab l e s .  La d 6 t e r m i n q t i ~ n  dep cpupl.ages e n t r e  l e s  

v a r i a b l e s  du systsme p r i s e s  deux p a r  deux, permet de o o q s t r u i ~ e  une ma t r i ce  de 

couplage, La s t r u c t u r e  du système peu t  a l o r s  GCre e x t r a i t e  de c e t t e  mat r ice .  

I On montre que l ' a n a l y s e  pa r  p a i r e s  de v a r i a b l e s  ast I n g u î f i s a n t e ,  e t  on f a i t  

une analyse mult idimensionnel le  des  r e l a t i o n s  qui d&bouphe syr l a  cons t ruc t ion  

d 'un  graphe d ' in te rconnexion .  

L ' in f luence  du b r u i t  su r  l e s  r e l a t i o n s  fonç t ionne l l e s  e s t  é tud iée .  

Un algonithme permettant de r é d u i r e  l e  nombre de  modalites du vec teur  e x p l i c a t i f  

e s t  e ~ p o a  E . 

II. 2 7 ORqPHES D'INTERCONNEXION 

L'analyse des couplages e n t r e  v a r i a b l e s  au groqpes de v a r i a b l e s  permet t ra  

de c o n s t r u i r e  l e  graphe d ' interconnexion p a r t i r  duquel on dégagera l a  s t r u c t u r e  

du systatqe é t u d i é .  ~ 
l 
1 

L a  t h é o r i e  d e  l ' i n fo rma t ion  permet de  oalouler  des  i n d i c e s  de couplages. 
l 
l 

Ces Indices nous donnent une va lua t ion  des arêtes d 'un  $raphe, l e s  v a r i a b l e s  1 

é t a n t  neprésentées  pa r  l e s  sorrunets. 
l 

On montre qu'une analyse p a r  p a i r e s  de vazllables e s t  p:irfois t r è s  appro- 

ximatlye. On é t u d i e  a l o r s  une approche permettant  l a  p r i a e  en coripte des  r e l a t i o n s  

g lobqles  p a r  groupes de va r i ab l e s .  



11.2.1. - Analyse par paires de variables ............................... ............................... 

Le but de ce paragraphe est de déterminer les intensités de couplage 

entre les variables prises deux par deux, au moyen des indices de similarité. 

Ces indices permettent de construire une matrice de couplage ou un graphe d'in- 

terconnexion. 

Nous étudierons ces indices dans le cas statique et dans le cas dynamique 
l 

et nous soulignons leurs limites respectives. 

11.2.1.8 - Cas des szstèmes statiques --------- ---------------- 

c-) 
La transinformation I(x.,x.) est une mesure du couplage statique entre 

1 J  
Xi et X.. Dans le but d'éliminer l'influence du nombre de valeurs possibles pour 

J 
chaque variable, RICHETIN propose le coefficient de couplage r - 

ij ' 

Une fois calculées les intensités de couplages entre les variables, les -au-Leurs 

donnent la structure du système en reconnaissant les sous-systèmes faiblement 

couplés. Le grand risque des indices cités ci--dessus est qu'ils détectent des 

dépendances apparentes. La dépendance statistique n'implique pas nécessairement 

l'effet causal direct entre X. et X.. 
1 J 

Une autre approche consiste à déterminer les variables explicatives de 
tj 

variables dépendantes. On utilise l'indice 1 (xi : x.) qui est iuie 
1 - <xi Jj) J 

mesure du couplage direct entre Xi et X 
js 



Figure 11.1 

Cette matrice de couplage est schém$tis& p w  la figure 11.2, 

sur laquelle les intensités de liaison sont proportionnelles à 1 ' épaisseur de 



Figure 11.2 

En examinant ce graphe,  on peut a v o i r  l e  modèle su ivant  : 

4+-3 
I ( X .  : x . )  

I Le c o e f f i c i e n t  de couplage de CONANT C = i J 
i j e s t  p l u s  r é a l i s t e  

-++ I ( x ~ : x . )  H(x') 
que c e l u i  de  RICHETIN r = J i j en e f f e t  : O 4 C 4 1 i j C i j  = 1 ssi 

JH(x. ) H ( x . )  
1 J 

il e x i s t e  une app l i ca t ion  de M. dans M M. ( respect ivement  M . )  e s t  l 'ensemble 
1 j e  I. J 

des  v a l e u r s  de X. ( respect ivement  X . )  O G r < 1 r = 1 s s i  il e x i s t e  
1 J i j i j  

1 
l une app l i ca t ion  biunivoque de M. dans M. .  

1 J 



Le c o e f f i c i e n t  de couplage d i r e c t  fa (x i ,x j )  e s t  c e r t e s  m - cxi,xj) 
l e  plus e f f i c a c e  pour l a  recherche des varitables e x p l i c a t i v e s  de v a r i a b l e s  

dépendantes. Cependant, c e r t a i n s  couplages e n t r e  X et X ne s o n t  pas  mesurés . w I. j 
dans l e  qss pa r  exemple ou 1 (xi  : ( x j  ,%) # O et?$ - (x: ,X; ) (xi : x j )  = O  

J . J  

( c f  p ropos i t i on  11.2 p . 3 2 )  

II.2.l.b - ------------------L-_,, Cas des  systèmes dvnamigues --, 

La recherche d 'un modèle dans un système dynamique concerne pour 

chaque v ~ r i a b l e ,  s a  va leur  à un i n s t a n t  quelconque e t  c e r t a i n e s  de s e s  va l eu r s  

p r i s e s  & des i n s t a n t s  a n t é r i e u r s .  On note  X '  l a  valeur de X .  à un i n s t a n t  
j J 

décal& d'une ~ é r i o d e  d 'échant i l lonnage  T par rapport à l ' i n s t a n t  de l a  mesure 

Comme précédeinment, l a  mat r ice  de couplage dynamique peu t  ê t r e  obtenue 

à p a r t i r  des  c o e f f i c i e n t s  : 

û < r '  4 1  P 3  r '  = 1 s s i  il e x i s t e  une applieatjon biunivoque de M. dans 
i j 1 

hi<' ( w e J  m ensemble des va leurs  de X '  = Mj). 
j j 

CI l ( x i  : X ' . )  
J 

Ou 'ij = H(X' . )  
J 

[)\CC' $ 1 
i J ' ' i j  1 j ' 

= 1 s s i  il e x i s t e  une application de M. dans M' Ce c o e f f i -  

c i e n t  e s t  donc p lus  généra l  que l e  préc6dent.  

RINK a proposé l e  c o e f f i c i e n t  su ivan t  : 

qui  e s t  une mesure du couplage dynamique d i r e c t  entre  Xi e t  X 
j ' 



Ce c o e f f i c i e n t  é l imine  l a  mesure des couplages dynamiques apparents  dûs 

à des couplages s t a t i q u e s  (RINK. 7 3 ) .  Cependant, il n é c e s s i t e  beaucoup d ' échan t i l -  

l ons  pour que l e s  r é s u l t a t s  s o i e n t  s i g n i f i c a t i f s .  

II.2.l.c - In su f f i s ance  de l 'apl2roche b i n a i r e  -------------------- ------------- 

S i  l a  somme des i n t é r a c t i o n s  e s t  importante ,  l e s  couplages par  

pa i r e s  de  v a r i a b l e s  s o n t  f a i b l e s  e t  ne permet ten t  pas  une analyse co r r ec t e  

du système. Les p ropos i t i ons  ci-dessous montrent 1 ' in su f f i s ance  de l ' a n a l y s e  

par  p a i r e s .  

Propos i t ion  1 1 . 1  : ~écompos i t i on  de l ' i n fo rma t ion  i n t e r n e  dans un système 
---------------- 

Soient  X I ,  Xs . . . des va r i ab l e s  d é f i n i e s  s u r  il , a l o r s  : 

va r i ab le s .  

Q é t an t  une mesure de l ' i n t é r a c t i o n  à l ' i n t é r i e u r  de groupes de 

- 
avec Q ( x ~ , x ~ ,  5) ( x . : ~ )  -Ï(xj : 3) 

i J 

Cet te  formule a  é t é  démontrée p a r  Mc-GILL (GILL.~~), e l l e  montre b i en  

que l ' in format ion  i n t e r n e  d 'un système ne dépend pas seulement des  informations 

e n t r e  va r i ab l e s  p r i s e s  deux p a r  deux. 



Propos i t ion  11.2 : Expl ica t ion  d'une v a r i a b l e  par d ' a u t r e s  v a r i a b l e s  du 
---- 

nF7r-7------- système. 

Soien t  X1 , X2, . . . . $, un ensemble de v a r i a b l e s  d é f i n i e s  

s u r  n, a l o r s  

On démontre t o u t  d 'abord l a  r e l a t i o n  dans l e  cas de t r o i s  v a r i a b l e s  

XI  ,X 2 ,  Z d é f i n i e s  s u r  fi 

On remplace Z par l e  vec teur  ( x 3 , x b Y . .  . X N )  

En développant de l a  même façon l e  deuxikme terme du deuxième membre, 

il v i e n t  r 

De proche en proche, on a b o u t i t  au  r é s u l t a t  I 



Pour i l l u s t r e r  c e s  r é s u l t a t s ,  nous considérons un exemple de 

t r o i s  v m i a b l e s  b i n a i r e s  : 

Figure 11.3 

D'après ces  e n t r o p i e s ,  on o b t i e n t  : 

~ e ' e a l c u l  des p r o b a b i l i t é s  con jo in t e s  e t  de  l ' e n t r o p i e  pour tous  

l e s  sous-ensembles de C = C X ,X ,X 1 e s t  p résenté  sous forme de  tableaux.  
1 2 3  

Une ana lyse  u t i l i s a n t  c e t  i n d i c e  de couplage va  conclure q u ' i l  n ' y  a 

-- --.-- 

X1 

X2 

X3 

aucun l i e n  en t r e  l e s  v a r i a b l e s ,  a l o r s  qu'on a  en r é a l i t é  : 

O 1 
--"*---------- 

1 - 1 - 
2 2 

1 - 1 - 
2 2 

1 - 1 - 
2 2 

H 
- 

1 

1 

1 

---- 

XiX2 

x 2 X 3  

'3'1 

O0 O1 1 1  1 O 

1 1 1 
4 t 4 4 
1 - 1 1 1 
4 4 4 4 
1 - 1 1 1 
4 4 4 4 

- 

.................................... 

H 

2 

2 

2 
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~i + j T (xi : = 1 etT(xi : x : \ )  = I 
X 
k 

j 

Cela implique qu'il y a bien un lien entre les variables. Une étude 

multidimensionnelle est donc nécessaire, ainsi dans cet exemple, on vérifie 

que H ( X I  / Xj,%) = O V i # j # k, c'est-à-dire qu'une variable est complètement 
détermin6e lorsqu'on connait les deux autres. 

En conclusion, si les interactions sont relativement élevées, l'analyse 

3 partir des couplages entre paires de variables est imprécise. Des dépendances 

apparentes peuvent être mesurées. Pour pallier cette lacune, on peut utiliser 

la transinformation conditionnelle ( X. t X. ) qui correspond au couplage 
C - {X, ,X,) 1 J 

direct entre X: et X:; mais certains couplkged entre X2 et X2 ne sont pas mesurés 
I J. J .- - 

*-i 
dans le cas par exemple ou I(X : (xj,]k)) # O et IC (xi : x.) = O .  i - (xi7x.) 

J 
J 

L'étude globale des relations qui existent entre toutes les variables 

d'un système nécessite une analyse multidimensionnelle. 

11.2.2, - Analyse multidimensionnelle 
eV------------------------- ........................... 

Il s'agit de déterminer la structure de liaisons entre les variables 

du systêrne. Ceci aboutit à la const,ruction d'un graphe de dépendanc~. Notre 

objectif est alors de déterminer pour chaque variable de C, le groupe de varizbles 

minimum qui l'explique le mieux. 
1 

11.2.2,~ - Indices de liaison ------------------ 

Pour mesurer l'intensité des relations entre sous-systèmes, on se 

propose d'expliquer chaque variable X. de C à partir d'autres. On convient 
1 

d'appeler les premières, variables à expliquer ( X. ) i = 1 ,  ... N, et les 
1 

secondes, variables explicatives O. C C - { Xi 1 
1 - 

Soit S, un ensemble de variables, telles que Xi E! S.  intensité de 

liaison entre X; et S peut être mesurée par l'entropie conditionnelle H(x~/s). 



. Entropie  de X .  expliquée pa r  S : 
1 

. Entropie  de X.  non expl iquée par  S : 
1 

Notre bu t  e s t  d e  chercher. l e  me i l l eu r  ensemble e x p l i c a t i f  Si ,  t e l  que : 

( P )  H ( x ~ / E ~ )  5 H ( x ~ / s )  u s E p(0.1 1 
l 

S o i t  P ( O  ) , l 'ensemble des p a r t i e s  de  O dont l e  c a r d i n a l  e s t  K. 
k i i 

k 
$ o i t  5. l e  me i l l eu r  ensemble e x p l i c a t i f  de l a  

1 

On a d'apras l a  r e l a t i o n  (3.s.I.5.2.k) 

d e  s o r t e  que l e  problème (P) conduit  à l a  s o l u t i o n  t r i v i a l e  Ci = Bi. Nous a l l o n s  

a l o r s  chercher d e s  optimums locaux. Le problème P dev ien t ,  pour K donné t rouve r  
K 

5.  t e l  que 
1 

K 
Algorithmes de déterminat ion de 5. 

1 ................................... 

Algorithme ag réga t i f  AA 

Cet algorithme c o n s t r u i t  une chaîne de sous-ensembles e x p l i c a t i f s  

S I '  S2' 0 . .  K+ 1 
= SK U { \ } l a  v a r i a b l e  X é t a n t  cho i s i e  de 

a 

façon à minimiser H( X. /S U { X 1 )  pour chaque v a r i a b l e  Xi E 1. Les sous 
1 K C1 

1 2  
ensembles e x p l i c a t i f s  optimaux C i ,  C i ,  . . . /Oi /  Ci ne cons t i t uen t  pas  forcément 

une chaîne ordonnée par  l a  r e l a t i o n  - C.  En conséquence, t o u t  a lgori thme dont  l e  

r é s u l t a t  est une chaîne peu t  ne pas t rouve r  t ous  l e s  optimums locaux. 



---- - -- - 
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Algorithme désagrégatif AD 

, Cet algorithme construit une chaîne S S 
/o./-1 y . . .  

S S avec 
1 

2 ,  1 

S ~ -  1 
= S \ { X  1 ,  la variable x étant choisie de façon à minimiser H(x./S ) K a a 1 K-1 

1 
I pour chaque variable X. tz C. Pas plus que 1 'algorithme AA, il n'est pas sûr 

1 

que l'algorithme AD trouve tous les optimums locaux. 

l 

Algorithme d'approximation successives AAS 

1 Cet algorithme consiste à appliquer successivement les deux précédents 
I jusqufà stabilisation. Il cherche pour chaque variable X. E. C et pour chaque K 

1 
, 1 4 K G / O . /  - 1 ,  un sous-ensemble de 0 .  vérifiant une condition nécessaire 

1 1 

d'optimalité (~0~0.82). 

11.2.3. - Graphe d'interconnexion ....................... ....................... 

On peut construire les graphes d'int,erconnexion ainsi : 

avec E = ~x~,x~,...x l'ensemble de sOmmets, ?i 

Uk={(xi7x.) : X. E tK l'ensemble d'arcs 
1 

J 1 j 

Un arc (x. ,X. ) peut être interprété comme : "la variable x contribue 
1 J  i 

1 

avec d'autres à déterminer ou à expliquer la variable X ". La caractéristique 
j 

1 la plus importante du graphe G est son caractère multidimensionnel, qui prend K 
I en compte des aspects échappant aux graphes classiques construits sur des 

I critères binaires. 

Les différents résultats concernant l'exemple de la figure 1.4 

sont représentés dans le tableau ci-dessous. Ceux-ci ont été obtenus à partir 

de l'algorithme d'approximation successives. 



On cons ta te  q u ' 2  p a r t i r  d ' un  c e r t a i n  k ,  l e s  r é s u l t a t s  ne peuvent p lus  ê t r e  

améliorés. 



11.3 - INFLUENCE DU BRUIT 

l Q u e l l e  que s o i t  l a  v a r i a b l e  Y E 1, l a  q u a n t i t é  H ( Y / X )  indique l a  possi-  

b i l i t é  d ' o b t e n i r  une r e l a t i o n  de l a  forme 

Y = f (X)  avec X C C - Y  
I 

H ( Y / X )  a  une va l eu r  proche de zéro lo r sque  l a  r e l a t i o n  de c a u s a l i t é  e n t r e  Y e t  

X e s t  f o r t e .  Par  con t r e ,  une va leur  é levée  (proche de H ( ~ ) ) d e  H(Y/X)  ind ique  

q u ' i l  n ' e s t  p a s  poss ib l e  de c o n s t r u i r e  un modèle dé t e rmin i s t e ,  l e  b r u i t  é t a n t  

ou l a  r e l a t i o n  causa le  n ' e x i s t a n t  pas .  Nous a l l o n s  é t u d i e r  dans 

ce paragraphe, l a  p e r t e  d ' in format ion  s u r  Y en fonc t ion  du b r u i t ,  dans une 

r e l a t i o n  fonc t ionne l l e  (ROMBAUT. 82) . 

11.3.1. - Rela t ions  fonc t ionne l l e s  b r u i t é e s  ................................. ................................. 

So ien t  Y une v a r i a b l e  à exp l ique r ,  de modal i tés  I C l ,  ... Cn e t  h 

un vec t eu r  e x p l i c a t i f  d é f i n i  s u r  R de modal i tés  { gl  ,g2,. . .gN 1 .  ons sidérons 

deux ~ a r t i t i o n s  de l 'ensemble R ,  P e t  P a s soc i ées  respect ivement  à Y e t  A .  Y X 

P, = { G 1 '  G p ,  ... 
G~ ' 

Formons l a  mat r ice  de contingence notée M ( Y / X )  de l a  façon su ivante  : 

- I 

' i j  - 
J 

card (fi) 

'ij 
e s t  une e s t ima t ion  de l a  p r o b a b i l i t é  p(Gi n .)  

J 

L Figure 1 1 . 1  - 
- 

- -  - -  -- - - 



On peut étudier l'existence du couplage entre Y et X, se traduisant 

par une relation analytique Y = ~(X,E) . E est une perturbation dûe aux effets 
d'autres variables du système étudié ou du bruit. Pour estimer la part qui peut 

être accordée à l'ensemble des diverses perturbations, on va étudier la perte d'in- 

formation en fonction du bruit, dans une relation fonctionnelle. 

II.3.1.a - Entropie conditionnelle nulle ............................. 

S'il existe une relation univoque entre Y et A, la matrice de 

contingence prend la forme suivante : 

O O . . .  P... 
1 

Figure 11.2 

Dans ce cas, la matrice de contingence a un seul élément différent de 

zéro par ligne et l'entropie conditionnelle de Y par rapport à X est nulle. 

~éci~roquement, si H(Y/X) = O, alors dans la matrice de contingence, 

une seule ~robabilité par ligne est non nulle, et à chaque g. correspond un t 
1 j 

et un seul. 

II.3.1.b - Entropie conditionnelle maximale ................................ 

Si les variables Y et X sont indépendantes, les probabilités sur chaque 

ligne sont égales et l'entropie conditionnelle de Y par rapport à X est maximale. 

La matrice de contingence deviendra alors : 



Figure 111.3 

I Réciproquement, si H(Y/A) = H(Y) alors, dans la matrice de contingence 
les probabilités sur chaque ligne sont égales. I 

II.3.l.c - Relation fonctionnelle bruitée .............................. 

Lorsque la connaissance de X ne permet plus de déterminer avec cer- 
l titude la valeur de Y, on aura une relation fonctionnelle bruitée : 

11.3.2. - Détermination de l'entropie conditionnelle en fonction du bruit ............................................................... 
l 

............................................................... 

Supposons que X a le même nombre de modalités que Y, N=n, et que 
1 toutes les modalités de X sont équiprobables, P. = - i=1, ... N. S'il y a une 

1 n 
relation fonctionnelle entre X et Y, la matrice de contingence est carrée diagonale 

1 dont les éléments sont égaux à -. Si cette relation fonctionnelle est bruitée, 
n 

alors les éléments hors diagonaux ne sont plus nuls. Plus le bruit sera important, 

plus les éléments P vont s'uniformiser et plus l'incertitude de Y connaissant 
i j 

X va augmenter. Afin d'étudier l'évolution de H(Y/X) en fonction du bruit. 

Nous avons choisi trois densités de bruits différentes. 



II. 3.2.a - Bru i t  à d e n s i t é  uniforme ........................ 

Le p r o f i l  des l i g n e s  correspondant au b r u i t  à d e n s i t é  de p r o b a b i l i t é  

uniforme e s t  représent,é p a r  l a  f i g u r e  II.4 e t  l a  matr ice de p r o b a b i l i t é s  corres-  

pondante par  l a  f i g u r e  11 .5 .  

P r o f i l  t 

On v é r i f i e  b ien  que l a  somme des p r o b a b i l i t é s  s u r  chaque l i gne  es t  égale à 

I - . Pour a = O ,  l a  r e l a t i o n  fonc t ionne l l e  e-ntre Y e t  X n ' e s t  pas  b r u i t é e .  Pour 
n  

n- 1 a = p  , l e  b r u i t  e s t  maximum, l ' e n t r o p i e  cond i t i onne l l e  H(Y/X) a u s s i .  
n  

On d é f i n i t  un i n d i c e  de b r u i t  /3 permettant  de normaliser  l a  r ep ré sen ta t ion  

graphique an  $ = -  o < p \ "  
n- 1 

p = O -f b r u i t  nu l  

p = 1 + b r u i t  maximum 



Calcul de l'entropie conditionnelle : on remplace P. ,P j, Pi par leur 
1 

valeur, il vient : 

(1-1 H(Y/X) = - log n - (1-a) log- - a log a. 
n n(n-1) 

Des courbes donnant l'entropie conditionnelle normalisée H(Y/A) en 
H(Y) 

fonction de ont été tracées pour différentes valeurs de n. 

Lorsque n tend vers l'infini, ces courbes tendent vers une courbe l 

limite d'équation L = a. 

1 

En effet, en développant l'expression de H(Y/X) ci-dessus, il vient : 

! H(Y/X) = -a log a - (1-3) log (1-a) + a log (n-1) 
1 

t 
1 L'entropie conditionnelle normalisée est égale à 

H(Y/A) - - -a  log a - (1-a) log (1-a) + a log (n-1) 
H(Y) log n 

L = lim H(Y/A) = l i m  + a log (n-1) 
H(Y) n- 

= + a  
n* log n 

or lim a = lim B donc L = + 
n- n- 

II. 3.2.b - Bruit à densité de probabilité exponentielle --_--------_------- ---------_-----___------ 

Le profil des lignes correspondant au bruit à densité de probabilité 

exponentielle est représenté par la figure ci-dessous : 

avec E : distance entre le point et l'axe en nombre de modalités. 
- - -- -- --- - - - -  - -- 



Le tableau de probabilités dans ce cas possède une relation d'ordre 

sur les colonnes. Les probabilités sur chaque colonne sont calculées en fonction 

d'une distance en nombre de modalités par rapport à l'élément principal, 

c'est-à-dire par rapport à la case de probabilité maximale. Dans ce cas, l'élément 

principal se trouve sur la diagonale. 

a représente 1' importance du bruit O ,< a 4 m 

a = O * H(Y/X) = H(Y) 

a = B + H(Y/X) = O 

k peut être calculé en utilisant le fait que la somme des probabilités 
1 

sur chaque ligne est égale à - . n 

-ciIf-j 1 e 
et Pij = n 

-al i-j  1 
n C  e 
j = 1 

On souhaiterait que le bruit varie de O à 1. Pour cela, on fait un 
1 

changement de variable B = 
+ a 

1 - 6  ouci.=- 
B 

On calcule l'entropie conditionnelle normalisée en fonction de B 

C Pij log Pij 
i=1 j=1 - - ' log - ' H ( Y / X )  - j=l 

H ( Y )  Log n 

&es courbes correspondantes à cette fonction sont tracées pour 

différentes valeurs de N. (cf. figure 111.9) 



I I . 3 .2 . c  - Bru i t  à d e n s i t é  de p r o b a b i l i t é  normale ---------------_--- ------_-----_---__ 

Le p r o f i l  des  l i g n e s  correspondant au  b r u i t  à d e n s i t é  de p r o b a b i l i t é  

normale e s t  r ep ré sen té  par  l a  f i g u r e  su ivante  : 

Figure 111.7 
avec E : d i s t ance  e n t r e  l e  p o i n t  e t  l ' a x e  en nombre de modal i tés  

Comme dans l e  cas  du b r u i t  exponent ie l ,  l e  t a b l e a u  de p r o b a b i l i t é s  

dans ce  cas  une r e l a t i o n  d ' o r d r e  sur l e s  c o l o ~ r i e s .  Les p r o b a b i l i t é s  
l 

s u r  chaque colonne son t  ca l cu lées  en fonc t ion  d'une d i s t a n c e  en nombre de 

modal i tés  pa r  rappor t  à l ' é l émen t  p r i n c i p a l .  

a e s t  l ' é c a r t  type qui correspond à l ' importance du b r u i t  O 4 a 4 m 

u = O* H ( Y / X )  O 

u = ".P H ( Y / ? J  = H ( Y )  

k peut  ê t r e  ca lcu lée  en u t i l i s a ~ t  l e  f a i t  que l a  somme des  p r o b a b i l i t é s  
1 1 s u r  chaque l i g n e  e s t  éga le  à - n 
1 



Pour la normalisation de a, on fait le changement de variable suivant 

On calcule l'entropie conditionnelle normalisée en fonction de B 

L pj 10gpj - 1 . .  1 Pij log Pij 
H(Y/X) = j = l  i = 1  j=1  
H(Y) log n 

Les courbes correspondantes à cette fonction sont tracées pour 

différentes valeurs de 11. ( cf. Fig. III. 10) 



u-, 
O 
rl 

k' 







II. 4 - INFLUENCE DU NCiY&RE DY FIIODALITES DU VECTEUR EXPLICATIF 

Le vecteur explicatif X peut posséder un grand nombre de modalités, 

souvent beaucoup plus grand que le nombre de modalités de la variable à expliquer. 

On peut alors réduire le nombre de modalités de X en les regroupant, c'est-à-dire, 

en créant une partition de l'ensemble des modalités de Y. Pour cela, nous appli- 

quons l'algorithme hiérarchique ascendant et nous étudions l'évolution de l'in- 

formation lors de son application. (ROMB.~~). 

11.4.1. - Algorithme hiérarchique ascendant 
................................. 

On regroupe à chaque itération les deux modalités de A dont le regrou- 

pement occasionnera le moins de perte d'information sur Y. 

Soit la matrice de contingence M ( Y / X )  telle que N >> n avec N= card h 

et n = card Y 



Le regroupement de deux lignes i et k correspond à additionner, 

pour tout j = 1 à n Pij et P 
kj ' 

L'entropie conditionnelle avant le regroupement est : 

N n N 
H~(Y/A) = - ' ' 'ij 

log P + C P. log P. 
1=1 j=1 i j 1 1= 1 1 

L'entropie conditionnelle après le regroupement est : 

H, (Y/A) = - C C pij logp. - 1  (pij + P  ) log (pij + P  ) 
i=1 j=1 .j j=l k j k j 

+ x  P logP1+ (pi+Pk) log (P. + P )  
1= 1 1 l k  

l 

, Le critère à minimiser est la différence entre l'entropie conditionnelle 
après et avant le regroupement c'est-à-dire la perte d'information aûe, au 

regroupement. 

AH = H~(Y/A) - H~(Y/A) - - - P. log pi - P log pk + (pi + pk) log (pi + pk) 
1 k 

n Pi.(p. + P ) 
I J i  k 

P,. (pi + ph) 
= C    log Pi (pij + P ) + P log 
j=1 1 J  k j k j 'k('ij + p  kj 

1 

1 Il s'agit de minimiser AH par rapport aux indices i et k, c'est-à-dire 

I par rapport aux lois P et Pik. On démontre que AH est minimale et égale à zéro 
I i j 
1 lorsque P et P sont proportionnelles, quelque soit j = 1 à n. C'est le 

i j kj 
principe d'équivalence distributionnelle. 



En u t i l i s a n t  l a  méthode des m u l t i p l i c a t e u r s  indéterminés de Lagrange, 

cherchons l'extremum de  l a  fonc t ion  

L = - Pi l o g  Pi - P k l o g  Pk + (pi  + pk) l o g  (Pi + pk) 

n 
- L P .  l o g P  - P  l o g P k j )  + (p i j  + P  ) l o f  ( p i j  + P  ) 

lj i j  k j  k j k j j=1 

En décr ivant  L par  r appor t  à P i ,  Pk, Pi j ,  P e t  en annulant  l e s  
k j 

dér ivées ;  on o b t i e n t  l e  système d 'équat ions  su ivan t  : 

a L - = i o g P  + 1 - l o g  ( p i j  + P  ) - 1 + A = O  j= l  ,.. .n spi i j k j 

a L - = l o g  P + i - l o g ( ~ ~ ~ + P ~ ~ ) - I + p = O  j = 1  ,... n 
aPk j k j 

. P. + Pk P . .  + Pk. 
1 1 J a = l og  = l o g  P .  

1 j 

P .  + Pk P . .  + Pk. 
1 1 J = log  = l o g  

Pk 
P 

k j 



Pi + P P.. + Pk. 
k - - 1 J 

P. 
1 j 

P. P 
donc i - ij - 

pk 'kj 

Ce qui montre que l'extrémum (ici le minimum) correspond à des lignes 

de probabilités proportionnelles entre elles : 

En remplaçant P. et P par leurs valeurs, on obtient : 
1 i j 

De même, le regroupement de deux colonnes peut être fait sans perte 

d'information si leurs profils sont proportionnels. La démonstration est semblable 

à la 

Des courbes AH = f(~) sont tracées pour des relations fonctionnelles 

avec ou sans bruit, n étant égal à 10. (Figure 111.11) 





11.4.2. - Cas d'une r e l a t i o n  fonc t ionne l l e  b r u i t é e  lorsque  l e s  l i gnes  ~ ' o n t  ........................................ ------------------, 

pas même p r o b a b i l i t é  --------- ---------- 

Pour chaque l i g n e ,  l ' é lément  p r i n c i p a l  e s t  l a  case j t e i l e  que m ' 
'ij 

e s t  maximal s u r  l a  l i g n e  de l a  ma t r i ce  M(Y/x). 

1 

On é t u d i e  l a  p e r t e  d ' in format ion  a s soc i ée  au  regroupement des l i g n e s  

i e t  k dont l ' é l émen t  p r i n c i p a l  ne s e  t rouve pas s u r  l a  même colonne. 

Propos i t ion  
----------- 

A poids é g a l ,  l a  p e r t e  d ' in format ion  AH,  obtenue en regroupant deux 

l i g n e s  i e t  k b r u i t é e s  e s t  p l u s  p e t i t e  que c e l l e  AH' obtenue en regroupant deux 

mêmes l i g n e s  non b r u i t é e s .  En p lus  pour que AH s o i t  i n f é r i e u r e  à un c e r t a i n  

s e u i l  y ,  il s u f f i t  que Pi e t  P  s o i e n t  i n f é r i e u r s  à E t e l  que k 

Démonstration 
----- -------- 

Considérons l a  mat r ice  M ( Y / X )  de l a  f i g u r e  1 1 . 1  . I l  s ' a g i t  p a r  

exemple de regrouper l e s  l i g n e s  i e t  k .  

avec 

supposons pa r  exemple que P  i l  ' 'ij j=2 ... n 



En regroupant ces deux l i g n e s ,  il v i e n t  : 

n P. .  (pi  + pk) 
1 ( P  + P I  

A H = r  j-1 LPij  l o g p i J ( P i j  + P  k j 1 + 'kj 1 0 g ~ , ~ ~  k j  

n Pi+P n P. + P 
1 k n P . .  

= ( c  T ) l o g -  1 
i j P. + mij l o g  p J+ p 

j=1 1 j = 1 j = 1 i j  k j  

Pi * Pk P . + P  n 
1 Pi. = Pi log , , ' + Pk l o g  k + ~  

'i Pk j = 1  'ij l o g  p.J+p 1~ k j  

P . .  
1 J 

P 
< 1 = + P i j  l o g L  < O 

'ij + pi j  + pkj 

Pk - 
de même P l o g  + 

k j 
< O 

i j  k j  

11 en r é s u l t e  

P. + P 
1 pi + Pk AH < Pi l o g  

P .  + Pk l o g  - 
1 Pk 

Consid6rons maintenant deux l i g n e s  03 l e  bru i t  e s t  nu l  : 

En regroupant ces deux l i g n e s ,  on a : 

P. + P P. + Pk 
A H '  = P. l o g  1 + Pk l o g  1 

1 P.  
1 pk 

Tl v i e n t  

AH < A H '  



c 'es t -2-d i re ,  l a  p e r t e  d ' information dÛe au  regroupement de deux 

l i g n e s  br*ritées, peut  ê t r e  majorée p a r  c e l l e  dûe au  regroupement des deux 

mêmes l i g n e s  non b r u i t é e s .  

S i  P.  e t  P sont  i n f é r i e u r e s  à un c e r t a i n  s e u i l  E ,  a l o r s  
1 k 

2E 2 E 
AH < AH' < E l o g  - + l o g  - = 2 log 2 = y 

E E 

p l u s  précisément,  pour que l e  regroupement des l i g n e s  i e t  k occasionne une 

p e r t e  d ' information i n f é r i e u r e  à y,  il s u f f i t  que P .  e t  P s o i e n t  i n f é r i e u r e s  
1 

Y 
k 

à E ,  t e l  que E = log . 

c . f .  d 

I Pour m regroupements, on peu t  s e  f i x e r  une p e r t e  d ' in format ion  maximale 

y '  = m y ,  sachant  que l e s  p r o b a b i l i t é s  des  l i g n e s  à regrouper  ne doivent pas  

dépasser  E .  Il  f a u t  b ien  s û r  q u ' i l  y a i t  au  moins m va l eu r s  de  p r o b a b i l i t é s  

i n f é r i e u r e s  à E .  I 
l 
l 

Exem~le  de courbe dans l e  cas  généra l  ---- ......................... ------ 

1 

Dans l e s  exemples précédents ,  & chaque colonne j correspondaient  deux 
1 

l i g n e s  dont l ' é l émen t  p r i n c i p a l  é t a i t  s i t u é  s u r  l a  colonne j. , 

Dans c e t  exemple, l e  nombre de l i g n e s  correspondant à chaque colonne 

e s t  t i r é  au s o r t  e n t r e  1 e t  5 .  Aussi ,  l e s  p r o b a b i l i t é s  de chaque l i g n e  s o n t  t i r é e s  
1 

au s o r t ,  e t  l ' i n t e n s i t é  du b r u i t  f3 e s t  t i r é e  au s o r t  e n t r e  deux va leurs  f i x é e s .  
1 

1 De l a  même façon que dans l e s  cas ~ r é c é d e n t s ,  l e  b r u i t  e s t  c h o i s i .  L'algorithme 

e s t  appl iqué de l a  même manière que précédemment. L a  courbe que nous avons t r a c é e  

( f i g u r e  III. 12) correspond à un b r u i t  gaussien.  Le b r u i t  (3 prend des va l eu r s  a léa-  

t o i r e s  e n t r e  0,25 e t  0 , 3 5 .  Le nombre t o t a l  de modal i tés  de X e s t  de 30. 

On peut  observer ,  comme sur l e s  a u t r e s  courbes,  que l a  cassure s e  s i t u e  

vers  10 e t  que l ' i n fo rma t ion  perdue au cours  des premiers  regroupements e s t  t r è s  

f a i b l e .  





CONCLUSION 
---------- 

Les r é s u l t a t s  p ré sen té s  dans l a  première p a r t i e  de ce c h a p i t r e  

permettent  de c o n s t r u i r e  un graphe d ' in te rconnexion .  Afin de r econna i t r e  des 

sous-systèmes faiblement  couplés ,  nous devrons dans l e  chap i t r e  s u i v a n t ,  é t u d i e r  

des  algori thmes de décomposition de ces graphes. 

Dans l a  deuxième p a r t i e ,  l e s  d i f f é r e n t s  r é s u l t a t s  nous permet ten t  de 

s i m p l i f i e r  l e  vec t eu r  e x p l i c a t i f  en regroupant  c e r t a i n e s  de ses  modal i tés .  Dans 

l a  p l u p a r t  des c a s ,  l e s  premiers  regroupements correspondent à ceux des l i g n e s  

ayant même élément p r i n c i p a l .  Des except ions peuvent s e  produire  quand l e  b r u i t  

1 e s t  t r è s  important s u r  deux l i g n e s  n 'ayant  p a r  même élément p r i n c i p a l .  



METHODES DE DECOMPOSITION 
Pi=i~s===rr=ntr=====-iiS=I=p 



III - 1 INTRODUCTION -------- 

La d~çom~osition d'un système complexe en sous-systèmes faiblement 
couplbs permet de rdduire sa complexitb apparante,Pour cela, on peut utiliser 
la theorie des graohes quand on connaft le modele du système (système d'4qua- 
tions, matrices .....). Mais celui-&st en gCndral difficile 21 obtenir.En fait, 
la prbsence de couplages est toujours dbcelabla dans les donnbes produites par 
le système e t  se concr4tise par de~dvolutiona von indhpendantes de certains 
groupes de vrriables.Cette &pendance se presente sous la forme de relations 
auezconaues (linbaires, non linbaires,,.) entre des variables aussi bien quan- 
titatives que ~ualitatives.On propose alors quelques indices de similarit4,issus 
de la thborie de l'information pour mesurer l'intensit6 de ces relations. 
Plusieurs methodes de d6composition sont prdsentees dans ce chapitre. 

La premiere partie concerne l'utilisation des graphes 

Dans la deuxième partie sont exposkes diffgrentes methodes de 
d~composition hibrarchique et Zi centres variables. 



III - 2 DECOMPOSITION A PARTIR DES GRAPHES 

La thborie des graphes est souvent utilisbe dans la modélisation 
structura1e;dans le graphe obtenu,chaaue variable est alors prbsentée par 
un noeud et chaque liaison par un arc.. 

Les methodes de dbcomposition desgraphes orientés ou non orientbs 
~ ~ n t b a s b e s  sur les dbfinitions de simple et forte connexitd. 

L'utilisation des graphes valuds est complkmentaire d'une étude 
purement aualitative des graphes dbcrivant un système donng. 

Nous rappelons quelques définitions utilis6es pour la mise en oeuvre 
des algorithmes de d6composition à partir des graphes. 

- Graphe orient6 graphe non orienté - -  --  ------  ------ L ------------- ---  - - -  

Un gxaphe est un couple (~,~'constitu4 par : 

10'un ensemble E = (xl . X2 , . . . . ,  Xn d141éments appelés sommets du graphe. 

2") Un sous-ensemble U du produit cartésien E x E .Les Bléments de U sont 
appeles arcs s'ils sont orientbs et arêtes s'ils ne le sont pas. 

- Graphe valu6 ------------ 

Un graphe valu6 G est un quadruplet (~.~,f,g' forme d'un ensemble E 
(l'ensemble des sommets de G' . d'un ensemble IJS E XE (l'ensemble des arcs de + 
G; d'une application f : E +IR  ondera ration des rsommets)et d'une application 
g ! E - IR (pondération des arcs). 

- Chemin - ----- - 

Un chemin est une suite d'arcsu = ( ul , u 2 , . . . .  tri,.... up'i telle 
oue l'extrbmith terminale de l'arc u, con'fncide avec l'extrémité initiale de 
L'arc u i  I. 1 pour i = 1,2 , . . .  , P - 1 .  

- Circuit -----  -- 

C'est un cheminp,tel que l'extrbmité initiale du premier arc coPncide 
avec l'extrbmitê terminale du dernier arc. 

- Chaîne ------- 

Une charne est une suite d'arcs JI' = ( U ~ , U ? ,  . . . .ui,. . . . ,ua )telle 
aue chaque arc ui de la suite est attache à u i - par une de ses extr6mités 
et à u + 1 par l'autre de ses extrémités. 

- Cycle ----- 
C'est une chaine p i  telle que 

1) tous les arcs de la suitep' sont differents 

2 )  le sommet initial et le sommet terminal de la chaPne corncident. 

-- -- 
-- - - - -- 



Sous graphe de G = C E,U' engendri- par un ensemble A C E  : c'est le ................................................................... 
graphe GA = ( A . UA ', où 

Graphe fortement connexe ........................ 

C'est un graphe G = (E,u' tel que, pour tout x,y E E avec x f ~ , i l  
existe un chemin de x Zi y et un chemin de y à x. 

Composante fortement connexe ---.------------------------ 

c'est un sous- graphe G de G qui est fortement connexe,et tel que 
pour tout x € E - A , G A A n'est pas fortement connexe. 

Proposition III - 1 

Si G = (E,u) est un graphe,la relation binaire sur E défini par 
"x = y ou il existe un chemin de x à y et un chemin de y à x " est une relation 
d'6quivalence.De ce fait, les differentes composantes fortement connexes defini- 
ssent une partition de E.(La dbmonstration est évidente). 

Graphe simplement connexe (ou graehe connexe) .............................. -- ----"------ 

C'est un graphe G = (E,IT) tel que pour tout x, y ( E. avec x f y, il 
existe une chafne dont les deux extrdmitds sont x et y. 

Composante simplement connexe ( ou composante connexe) ...................................................... 

C'est un sous-graphe G de G qui est connexe, et tel que pour tout x A 

6 7 - A. le sous-graphe GA n'est pas connexe. 

Proposition III - 2 

Si G = (E,U) est un graphe, la relation binaire sur E définie par 
" x = y ou il existe unechaîne dont les deux extrBmit6s sont x et y ", est une 
relation d'équivalence, et , de ce fait,les differentes composantes connexes 

l 
dbfinissent une partition de E. 

1 ( La d6monstration est immadiate. ' 
Graphe r4duit de G = (E,u) --- ...................... 

C'est un graphe G = ( Cf , U tel que : r r 

Cf = Rnsemble des composantes fortement connexes de G (partition de E) 

{ (  cf,. c 1 E u  \ cfi , c Cc}ssi3 xk Ccfi 
f j fj f 

et XE E Cfj tels que 
r 

tx, , x, E u . 

Le graphe Gr est un graphe sans circuit.11 est s-connexe si G l'est, 

Rang d'un sommet dans un graphe sans circuit 
- - - - - - - - -C_ -L - - - - - -  ........................ 

Dans un graphe sans circuit.un sommet x est de rang r si le nombre 
maximal d'arcs de tout chemin admettant x comme extremitb terminale est pr6ci- 

- shment r. - --- - - - - - - - - - 



1 Excmle~'LL-z- t-: 
Soit le graphe G ( Fig III -1) et sa matrice d'adjacence 

associke M  if III - 2 )  

FIG III - 1 Graphe G 

1 FIG III - 2 Matrice M 
1 1 @ L \ L ~  

I Les sous-graphes G l  et G sont aussi les composantes s -connexes 
de G. 

2 

Les composantes f - connexes de G sont : 
1 



- 64 - 

III - 2 - 2 D4composition des graphes orientés- ------------------------======-==-==========--- -----------------. ------ 

La décomposi.tion d'un graphe orient6 peut être obtenue en faisant 
des permutations des lignes et colonnes de sa matrice associée, en vue d'obtenir 
une matrice bloc triangulaire.Nous allons citer quelques methodes de décomposi- 
tion de ce type de graphes en s'appuyant sur les differentes composantes f-connexes. 

Algorithme de STEWARD (STEW 65 ) ................................ 

On effectue des permutationsdes lignes et des colonnes de la matrice 
associ6e au graphe G, de manière à la rendre bloc - triangulaire, en s'appuyant 
sur les diffbrentes composantes fortement connexes. 

Algorithme du graphe rbduit --------------------------- 

I Cet algorithme comporte trois btapes : 

l 1) La recherche des composantes f- connexes 

(ROY 70 ) ( R A M 6 5  ' ( TARJ 75 

2' La construction du graphe r6duit et la détermination des rangs 

(ROY 70 ? 

31 La construction du graphe structuré par rang et d'une matrice 
bloc - diagonale. 

- Algorithme de W A R F I E L D  ......................... 

Il permet de déterminer simultanément les composantes f - connexes et 
leur rang. 

Une composante f - connexe est telle que : 
1 

V Y c cfrt S ( X )  n ?(x) = c fi 

avec S ( x )  = ensemble des suivants de x 

1 P (x) = ensemble des precbdents de x 

1 Le rang au niveau de chaque composante est determin4 ainsi : 

Rang O x c cf 
O '  { P ( x )  - cf 1 = $3 

O 

Rang 1 x E cf 
1 '  

I P ( x )  - cf1} = cf 
O 

n-1 
Rang n x E cf 

n '  t P ( x )  - cf,} = U cf 
j =1 j 



Sommet 

Pour l e  sous-graphe G1 de l a  f i g u r e  IIIl , on a : 

Graphe r é d u i t  du sous-graphe G .............................. 1 
Rang 3 

Rang 2 

Rang 1 

Rang O 

Pou- t r o u v e r  une  m a t r i c e  b l o c  - t r i a n g u l a i r e  i n f 4 r i e u r e  ( resp , sup6r ieure )  
il s u i f i k  d ' é c r i r e  l e s  composantes f  - connexes p a r  o r d r e  d b c r o i s s a n t  ( r e s p  
c r o i s s a n t ) .  

l La m a t r i c e  b l o c  t r i a n g u a l i r e  i n f d r i e u r e  du sous-graphe G 2  e s t  donn4e pa r  
4 

l a  f i g u r e  III - 3  



Fig III - 3 

Les algoritmes que nous venons de citer donnent des structures 
hierarchisées induites par la connexite forte d'un graphe oriente. NOUS 
aborderons dans le paragraphe suivant la décomposition des graphes symetriques ou 
non orient&. 

Si un graphe n'est pas s-connexe, on effectue des permutatiors symétriques 
sur les lignes et colonnes de la matrice associ4e,pour aboutir à une matrice 
bloc - diagonale.chaque bloc correspond alors à la notion de sous-système. 

Lorsque le graphe est s-connexe,on utilise le concept d'ensembles minimaux 
d'articulation, à partir desquels on obtient des sous-composantes connexeS.on 
determine aussi pour celles-ci des sous-ensembles d'articulations et on continue 
la d6composition.0n definit ainsi des partitions de plus en plus fines de E. 

W 

Ensemble d'articulation ----- -. ----. ----------- 

Dans un graphe s-connexe G = (E,u), tout sous-ensemble de sommets 
(respectivement sommet ) C dont la suppression engendre un sous-graphe G = ( 
E -C  , u*) qui est non connexe est appel6 ensemble (respectivement 
d'artculation. 



Ensemble minimal d'articulation ............................... 

Soit un graphe s-connexe G = (E, r ) et soient k sous-ensembles dis joints 
Al, . . , . . , Ak de E, tels que : 

Soit une k + 1 partition de E : ( El...... Ek, C ) telle que 

3) C de cardinal minimum. 

C est alors un ensemble minimal d'articulation , il n'est pas unique en 
g4ne?ral. 

Un ensemble d'articulation C d'un graphe s-connexe ddfinit une partition 
de E = {ET-;, . . . . . . Ek, C> telle que les sous-graphes G = (E~. Ui) sont s- 
connexes. Ei 

De même un ensemble d'articulation Ci d'un sous-graphe définit une 
Partition de Ei = { Eil,. . . . Eij , . . . . Eil, ci> telle que les sous-graphes 
G ei = ( Eij , Uij ) sont s-connexes . 

Pour chaque ensemble d'articulation C d'un graphe s-connexe,il existe 
une matricei de permutation P telle que fl = P-' MF est une matrice de la forme 
suivante :' 

Les matrices carrées M repr6sentent les sous-systèmes.Mc etant la matrice i 
associee à l'ensemble d'articulation. 

1 

1 Nous allons citer quelques algorithmes de détermination des ensembles 
minimaux d 'articulation 

Algorithme de MALGRANGE (KAUF 68 ) - 
Soit k = 2. alors, la partition chcrchee est E = ( El,E2, Cl avec A C 1 



soit M, la matrice du graphe complbmentaire de G. La sous ;-matrice de 
bfinie par les lignes corresnondant à E- et par les colonnes correspondant 

1 a tous ses 6ldments 4gaux à 1 .On dkmontre que cette sous-matrice 
complète est première et aue toutes les sous-matrices premières de Mc définissent 
des ensembles d'articulation minimaux C. A partir d'une couverture de sous- 
matrices complètes de Mc > on determine par des transformations logiques 
Successives, toutes les sous-matrices premières de Mc, 

Cet algorithme donne toutes les solutions, cependant lorsaue n est grand, 
le nombre de solutions devient important et le programme de calcul necessite 
beaucoup de temps dtex6cution et de place mémoire. 

Mbthode du flot maximal (RICH 75) --- -- 
A partir d'une transformation du graphe initial en un réseau de transport, 

on recherche le flot maximal dans le r6seau .La coupe minimale obtenue permet 
de définir un ensemble d'articulation minimal. 

Exemple III - - 2: Soit un graphe G' deduit obtenu en supprimant les orientations 
du graphe G ( Fig III -1) 

La permutation p = ( 10,11,8 6,5,4,9,7,1 , 2  3 3  permet de faire 
apparaître les deux structures liées à la connexité simple 
Fig III -5 

Fig. III. 5 .  



La représgntation sous forme d'un graphe non valu6 d'un système permet 
une analyse qualitative de sa structure en vue de sa decomposition .Lorsque 
le système peut être repr4senth par un graphe valu4 ,son analyse sera plus 
fine et sa d&composition plus compliqu4e. 

L e  paragraphe preckdent etudie les graphes, traduisant l'existence ou 
non d'une liaison entre &lGments.Pour tenir compte de l'intensitt? de cette 
liaison qui est nbcessaire par exemple pour la coordination de sous-systèmes. 
on utilise les graphes valubs.La valuation porte sur les sommets et / ou 
les arcs du graphe.11 existe plusieurs mt?thodes de d6composition des graphes 
valubs.~ous en citerons une parmi les mdthodes proposees par MILLGRAM (MIL 75) 

Methodes des nudes dynamioues ------- -------- - ------- -- 

La technique fondamentale des nubes dynamiques est rappel4e au chapitre 
IV . 

soit G (E,u,£,~) un graphe value. 

Soit a : E x E +R+ une fonction de similarite définie sur E 

On pose a (x,y' = 1 b , y )  E U 
XY ' 

On construit pour chaque noyau A une suite 
i 

avec E + l = P 
i i U < X ; >  

oh le sommet xP est celui qui rend maximum une fonction d'attraction. 
i 

Les W (y) sont dfs ponderations q u i  font jouer des rSles plus importants 
i aux blhments y E Ei P - avec r assez grand. 

Pour d4terminer les noyaux à partir de la partition, on dhfinit pour 

i chaque classe E une frontière, c'est à dire l'ensemble des sommets de E 
i i ' 

voisins des sommets de E - E et on retire cette £rontière.Cette procedure est 
i ' rc!p&tte, les derniers ri sommets constituent le noyau numkro i. 

i 



Conclusion 
- 

Nous avons expose dans ce paragraphe plusieurs méthodes de d4composition 
des graphes . Le choix de l'une d'elles depend du but de l'analyse et de la nature 
du système 4tudi6.xes mêthodes supposent en gêneral, la connaissance du modèle 
du système ( système d'gquation, matrices . . . . . \  .L'absence des modèles des 
systèmes justifie la recherche d'autres méthodes basées uniquement sur l'analyse 
des donn6es.C'est ce que nous allons 4tudier dans les paragraphes suivants . 



III - 3 mesures de similarit4 
--- - -- 

En gbnéral, un algorithme de dBcomposition hidrarchique utilise un 
tableau de similaritds ( ou de dissimilaritd); celui-ci est calculé à partir 
d'un tableau de decription du système 6tudié.Dans un premier temps, nous allons 
considkrer un tableeu de donnees logiques. C'est un tableau contenant uniquement 
des zeros et des uns matérialisant ainsi en gkndral la présence d'une modalité 
(1) ou son absence (O).Nous rappelerons plusieurs indices de similarites ou de 
dissimilarite entre individus (observations).~ne 4tude semblable peut être faite 
pour les indices de similarite (ou dissimilarité) entre variables. Nous retrouvons 
par analogie plusieurs indices de similarité ou distances (certains sont nouveaux) 
issus de tableaux plus gdneraux que le tableau de donnees logiques. 

Soient w et w deux individus de qui peuvent être represent6s par 
1 2 

T deux points a (w ' et a (w de (0,1> . 
1 2 

1 1 w . . . . . . wT (resp w 
1 1 2 ' " "  

wT ) représente une suite de O ou de L qui 
2 

figurent dans un tableau, pour decrire l'individu w (respectivement ) 
1 ("2 

On associe au couple ( w w ) les cardinaux suivants : 
1' 2 

s (respectivement t) = nombre de variables pour lesquelles wl et u ont 2 

simultankment la modalite 1 ( resp la modalite O) 

u (resp v '= nombre de variables pour lesquelles ul (resp w2) prend la 



Dualement,sur les colonnes du tableau.on peut definir les quatre 
nombres ( s', u',vl, t'), 03 s' est le nombre d'éléments de f i q u i  possèdent 
2 la fois la modalitb j et la modalité j', etc . . . . .  

Dans la pratique, on dispose d'un tableau de données plus gPnéral 
(par exemple le tableau initial des donn6es Fig 1 - 1).0n utilise alors la 
notion de semi- valuation et plus particulièrement celle de l'entropie. 

! En fait, 1 'application "card" n 'est qu'un exemple de semi-valuation 
1 (ABID 79 ) .  
I 

Soient deux variables x. y E > , on peut avoir la représentation 
plane analogue à celle de la figure III - 1 

1 

Par analogie avec la figure III - 1 ,  la figure III -2 fait apparaftre 
l a  représentation de Z par son entropie.Si on considère les surfaces représentant 
deux variables x et y proportionnelles à leurs entropies respectives. l'analogie 
peut être faite de la façon suivante : - 
s -  1 'x: Y' 

1 Cette analogie nous permettra de définir quelques indices de similarites 
1 ou de dissimilarite qui peuvent etre utilisés pour mettre en oeuvre des 
1 algorithmes de d4compoçition. 
1 



Les ddfinitions ci-dessous sont tirées de la référence (cAILL 76 ) 

Indice de similarite sur un ensemble E : ----- ---. -------------- ---  -. -- - - . -  
C 

C'est une applioation S de 
E x E dans l'ensemble IR des nombres positifs ou nuls. 

S 4- 
E x E  --IR 

(i,j) + s(i,j) 

telle que S (i,j) = ~(j,i) pour tout (i.j) E E x E 

S (i,i\ = ~(j,j) = S > S (i,j) pour tout (i,j) E x E 
max 

avec i # j 

Indice de dissimilaritb sur un ensemble E : C'est une application d de ---_-- --------------- -- ---- ---------- 
E x E dans IRf 

(i,jl --> d ( i,j 

telle que d (i,j) = d(j,i) pour tout (i,j) E E XE 

d (i,i) = O pour tout iE E 

Les définitions ci-dessus sont peu contraignantes, mais elles ont 
l'inconv6nient de permettre des incoherences (CAIL 76 

On peut avoir par exemple sirnultanement : 

d(i,j) = O 

il existe k tel que d(i,k) # d(j,k) 

Cette incoh6rence disparaTt si l'indice de dissimilarit6 possède l'une 
au moins des deux proprietés suivantes : 

i 
(1) d(i,j) = O i = j 

I 

1 
Les indices de dissimilarité vérifiant la propriété (1) sont appelés des 

indices de distance . Ceux qui vérifient la propridté (2 )  sont appelés des écarts; 
ceux, enfin, qui vérifient ces deux proprietés sont appeles des distances. 

En dbcomposition hiérarchique,on utilisera aussi des distances ultramé- 
1 

l triques, qui vérifient la propri4té. 



Après un rappel de quelques indices de similarité,nous allons deduire par 
analogie leurs équivalents utilisant le concept de ltentropie.Cette procedure 
nous a permis d'obtenir quelques indices utilises en analyse structurale,ainsi 

que d'autres qui sont à notre connaissance nouveaux. 

(4) Indice de JACCARD ( 1908)  -- ---- - ..................... 

DUCHAUSSOY d6montre que ce codfficient de couplage est une relation de 
similarité floue transitive. ( DUSS 80 , 82 ) 

(2 )  Indice de CZEKANOWSKI ( 1913) - - - - - - - - - - - - - . . . - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 

DICE (1945) 

SORENSEN ( 1 9 4 8 )  

l L'indice 1; est un indice de distance ,en effet: 1 
i 

Soient x, y , z  E E : on a 



- 
on pose dl (x,y\ = I (x:y) 

H (x,y) 

il vient 

car dlx,y) \< d' (x,z) + d l (  ,z) (indice de DUSSAUCHOY. (DUSS.80) 
TY(x:v) - - - .  

& 

1 - - d' (x,y) - - H(x,y) - - 1 (x: y) 

1 + 1 1 + d' (x,y) + y  H(X,Y) +T(x:Y) 
d' (x,y) H(x,y) 

3 - Indice de RUSSEL et RA0 (1940) 

- S 
= 3  - T  

On ddmontre quel- 1' est une distance,en effet : 
3 

. . . . . x ET ,la reflexivitg et la symgtrie sont dvidentes. 
n 
est v4rifi6e : 

D6monstration ; 

H({~-X~,X~)/X~,X~) ) O (cf propriete (1) 1 1.5.2k ) 

En ajoutant les nombres positifs à cette expression; l1in6galité reste valable. 
___ - - - 



(4)1ndice de KULEZYNSKI (1927) .............................. 

- 
1' permet de rendre symétrique l'indice de CONANT 1(x:y) 4 

H(X) 

(5) Indice de OCHIAI (1957) ............................ 

1' est l'indice de Richetin (RICH 75) 
5 

(6) Distance du cardinal de la diffdrcnce symdtrique ................................................... 

dl = u + v est une distance (CAILL 76 ) 

Soient trois él6ments de l'ensemble des parties de Z L , A , B  et C, en 
normalisant la distance d CAILLEZ et PAGES ont proposé deux autres distances, 
d et d 1 
2 3 ' 

[ = o s i A = B = @  

a2 (A,B) 1- u + v  si non. 
S+u+v 

[ ;-s 
si non 



L'utilisation des distnaces dl et d permettent de retrouver la distance 
de LOPEZ DEMANTARA (LOP 75)  2 

Soient x:y deux variables appartenant à un ensemble 

ou d' (x y) = H(X/~) +H(y/x) qui n'est que di normalisé. 
2 

H(x;y\ 

A partir de la distance d on aboutit à 
3 ' 

d1(x,y\ est une distance,en effet : 
3 

d x.y C E  

est forc4ment une distatice puisque dl(x,y) l'est aussi (CAILL 76) 
1 

l Les indices précédents peuvent être calculés de la même façon pourdes 
sous-ensembles de variables.11 suffit de remplacer les variables x et y par 
des parties d e z  . 

Nous remarquons que l'indice 1' est fonction de?(~: ) alors que les 
indices 1' I1,I' et dl font apparaatre la quantité 

1 '  2 4 2 ~(x/y)+~(y/x). Kx:y) 
Le d4nominateur H(x/y)+H(y/x)sert à normaliser Ï(x: y) et renforcer la mesure 
de liaison entre x et y. 

Le choix de l'un de ces indices dépend du but de l'analyse et de la 
méthode de d~composition utilisée.Nous examinons dans le paragraphe suivant 
quelques mbthodes hibrarchiques. 



Après avoir rappel6 les definitions fondamentales utilisées dans la 
décomposition hièrarchique, on présentera des méthodes diverses sous trois 
titres: Algorithmes ascendants (ou aglomératifs!;algorithmes descendants 
(ou divisifs) et algorithmes basés sur l'optimisation d'un critère, 

III - 4 - 1 Hiérarchie de parties ............................ ------- 

Soit Z un ensemble fini de variables et H une famille de parties de 
H est une hibrarchie de parties si : 

c Une hierarchie departies  sur^ est dite totale si 

i 
i i V  h,h' E H ; h n h '  E \h,ht,@J 

2'  X ~ H  ; V x C x  I \ x \ ~  H 

C 
Une hibrarchie est dite indicée s'il existe une applicationv de H dans 

IR telle que : 

Pour permettre les comparaisons des hiérarchies indic6es on ajoute les 
conditions suivantes : 

Il y a bquivalence entre ultramétrique et hierarchie indicée (BERT 7 5 ) .  
Chercher une partition de xrevient donc à definir une ultramétrique s u r z ~ . Z  
On distingue deux façons de construire+une d6composition hiérarchique,soit par 
dichotomies successives ?i partir de l'ensemble soit par agrégations successives 
3 partir des Blements de= . 

III - 4 - 2 Algorithmes ascendants ................................... 

~ o i t r  un ensemble de N bléments muni d'un indice de dissimilarite S 
(cf IV -2 )  .Pour construire une hierarchie indicée,il suffit de "transformer" 
l'indice 8 en distance u1tramétrique.Comme il existe plusieurs distances 
ultramétriques s u r X  ,il convient de rechercher la plus proche de 6 parmi 
l'ensemble des ultram6triques inférieures à 6 .Il est facile de montrer qu'il en 
existe une, supgrieure 3 toutes les autres, appelGe "ultramOtrique sous-domimte 
de 6" (CAIL 7 6 )  .Il existe plusieurs algorithmes permettant d'obtenir 1 'ultramétrique 
sous-dominante, on d6crit succintement quelques unes dans ce paragraphe. 
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a/ L'algorithme de Johnson 

L 'algorithme de Johnson procède par "regroupements successifs" de deux 
classes les plus "proches" (JOHN 67)  

Partant d'un indice de dissimilarit6 de d6part Bij entre deux variables 
Xi et X , on choisit comme distance entre classes : 

j 

~ ( A , B )  =inf 6ij / X ~ E A  . X . E B ]  
3 

exemple : 

b/ Algorithme de Roux 

LfAlgorithme de ROUX examine successivement tous les triangles de Z 
(x., X.,X ) pour rendre isocèle chacun d'eux en r6duisant le plhs grand 

k c a t é  ad cotP imédiatement inf6rieur. (ROU 68) 

c/ Algorithme de LERMAN (LER 70) 

L' Algorithme de LERMAN consiste à ranger les dissimilaritQs par ordre 
croissant (ordonnance) puis les examiner à partir de la plus petite.Dès qu'un 
segment a une extr6mitP commune avec l'un de ceux examines, on rend isocèle 
le triangle que forment ces deux segments en diminuant le plus grand c6tê. 
L'ordonnance est par consLauent modifi6e et l'on poursuit l'examen des 
dissimilarit4s rêordonnêes.Chaque modification nouvelle apport6e n'influe pas 
sur les segments d6jà exemin6s.Les m o d i f i c a t i o n s s ' e f f e c t u e n t  donc en un seul 
passage.Ctest là un avantage de cet algorithme .L'inconvénient est que l'on 
doit êtablir l'ordonnance. 

Nous signalons l'existenee d'autres algorithmes ascendants.L1algorithme de 
Prim (PRIM 571,  l'algorithme de Sibson (SIB 721, l'algorithme de SOKAL et 
MICHENER (SOK 58) 

III - 4 - 3 Algorithmes descendants ................................... 

Au contraire des algorithmes ascendants, il existe des algorithmes 
descendants dans lesquels on part de l'ensemble> (partition en une classe) 
sur laquelle on opère des partitions de plus en plus fines. 



III - 4 -. 4 Algorithme de transfert généralisé .............................................. 

Le principal inconvénient des algorithmes présentés jusqu'ici tient 
au fait que rien n'est dit sur leur optimalité.Mous en décrivons quelques 
uns bases sur la th6orie de l'information et nous renvoyons à la référznec 
(TORO 81) pour plus de d6tail. 

A partir du tableau initial des donnkes ( Fig 1-11, on cherche une 
partition R = { R ~ .  R2, ... Rk ) E iP ( x i  telle que 1 'interaction dans chaque 
sous-système soit aussi grande que possible et que l'interaction entre sous- 
systèmes soit minimum. 

La première approche dans ce sens est due à CONANT (CONA 72) qui a 
propos6 un critère basé sur la thPorie de l'information.Plusieurs recherches 
sont dbvelopp6es su);la même voie. (RICH 75) (DUF 791 (TORO 82) .Il convient 
alors de minimiser 1 (R).~ais le problème posé de cette façon conduit à la 
solution triviale en un seul sous-système R = Z .Pour celé ,R doit appartenir 
àlPr t r1. ensable des partitions de x à  r classes, r étant fixé. 

Les propriétés ( 7 )  et (8)(c~;i.~.2j) permettent de calculer la transformation 
externe lorsqu'on se d6place sur le treillis des partitions, d'un niveau à 
llautre,par regroupement ou kclatement de classes.Ces deux op6rations seront 
utilisées pour definir deux algorithmes heuristiques explorant le treillis p(Z) 
en sens inverse, 1 'algorithme ascendant noté (AH) et 1 'algorithme descendant (AD) 

a/ Algorithme ascendant ( A A ) 
-- 1 

Cet algorithme peut se resumer à l'application répétge de l'opérateur (A A )  

tel que 

T(R~ : R.' = max {CI' ( R ~ ,  R ~ )  ; K,I = 1,2, . .  .r ) 
I J 

en utilisant la formule (7 1 152 k) on a o 

b/ Algorithme descendant (AD) 
- - 

Il peut se résumer à l'application répetCe de l'opérateur (AD): 

1 teique 



En utilisant la formule ( 8 , s  152 k ) on a : 

c=3 
1 ( A D  (Q)  ) = Ï ( Q ~  +ÏfQi\sf; S* ) 

c/ Transfert gbnbralisb (TG)  
-- 

L'algorithme TG utilise deux opbrateurs Q U ~  sont obtenus par la composi- 
tion de AA et AD et notks AAoAD et AD O AA . TOR0 a demontré dans sa thèse 
( TOR 82 )  les propri6t6.s suivantes : 

Soit Q €  Pr ( r )  , 2<r < n-1 on a: 

A partir d'une partition initiale donnke, l'algorithme TG applique les 
opbrateurs AA a AD et AD O AA autant de fois que cela est possible,jusqu'CI la 
stabilisation qui est assurbe par (10'.~a partition finale satisfait la conditi0.n 
nbcessaire d'opt:j.mlit6. 

I La convergence est gbnPralement obtenue en quelques itérations: plusieurs 
partitions initiales peuvent alors être essaykes. 

~onsidbronsl'exemple de la figure 1.1 pour lequel on se propose de 
chercher unepartition en 3 classes. 

l Soit la parttion initiale 

1 
X Po = ( { x ~  3 X 2  > X, < >X 9 x6i 3 X7 Y X8 3 X9 ,x10 ) ) 

4 5 
H 

dont latransinformation externe 1 (P ) = 53 
1 O 

I L 'algorithme T G fournit deux solutions. 
1 

1 A .Partir de ces solutions, il est possible d'avoirles relations suivantes : 

o c )  = O  

Pour la première solution 
g ( X4 9 X5 PX6 YX7 pX8 yX9 9 Xlli ) =  

I 

1 ( ,x3 ,x4 ,x5 ,X6 ,x7 ,x8 7 ~ 1 1 9 ~ 1 2  ,Y) = 0 pour la deuxième solution 



III - 5 MPthodes à centres variables 

-- - - - - -- 

Les mbthodes de décomposition hiPrarchique fournissent une description 
minutieuse de l'ensemble L .En fajt. dans la pratique,il est parfois inutile 
d'avoir une hierarchie des parties de K ,  de plus ces mêthodes nécessitent 
beaucoup de place memoire et deviennent prohibitives dès que les donnges 
dépassent 350 variables à classer.Nous allons dBcrire quelques algorithmes de 
partitionnement assez simples, qui ont l'avantage de permettre la d6composition 
d'un grand nombre de variables qui serait difficile selon d'autres méthodes. 

a/ Algorithme de FORGY (FOR 65) 

 ensemble 2 est muni d'une distânce euclidienne , on se donne une partition 1 
de départ.Le Ier pas de l'algorithme consiste à dêterminer les centres de l 

gravit6 des classes de cette partition.Le 2ème pas de l'algorithme permet de 
construire une nouvelle partition en agglomhrant les 6léments autour de c s 
centres de gravitd. La classe y. contient les él6ments plus proches du j 

$me 
J 

i centre de gravit6 aue des autres.les 6lêments qui sont à une même distance de 
plusieurs centres de gravit6 sont affectAs arbitrairement.La qualit6 d'une 
partition est mesurBe par la somme des inerties des classes par rapport à leurs centres ~ 
de gravitd. 

b/ Algorithme de Mac Queen (PlAc 67 
-- 

Soit k le nombre de classes souhait6 .on choisit arbitrairement k élêments 
de Z comme centres d'agrbgation et on constitue une classe avec chacun d'eux. 
On prend parmi les N -k autres BlPments le Ier qui se prêsente et on le réunit 
au centre le plus proche.0n remplace ce dernier par le centre de gravit4 des deux 
points reunis.0n prend parmi les n - k - L autres PlBments le Ier qui se présente 
et on l'affecte au centre le plus proche.0n remplace ce dernier par le centre 
de gravité dela classe formie. . . . .  et ainsi de suite jusqu'à ce que tous les 
Blbments soient affect6s.On obtient ainsi une partition P et on agglomère les 
points autour des centres de gravité des classes de P, ce qui fournit directement 
la partition finale P t .  

c / Algorithme de DIDAY ( DID 72) 

i 
Sous le nom de mdthode des nuées d~namiques,E.DIDAY a mis au point un 

algorithme de partition qui peut htre consid6rh comme une généralisation des 
algorithmes de FORGY et de MAC QUEEN . En effet, l'agglomération dans cette 
mbthode se fait autour d'ensembles d161éments appartenant à , appelês noyaux. 
Une classe d'une partition est alors représentge par plusieurs de ses él6ments. 
Les noyaux forment un résumcl desclasses plus riches que ne peut l'être un centre 
de gravité. 

Les algorithmes de transfert ainsi que ceux à "centres variables" semblent 
les mieux adaptbs pour la recherche d'une partition.11~ sont d'autant plus rapides 
que la partition de d6part est judicieusement choisie.11~ possedent aussi 
l'avantage d'avoir un critère d'optimisation permettant de comparer la qualité des 
partitions obtenues. 



C O N C L U S I O N  

Plusieurs mbthodes dé dBcomposition sont expos4es dans ce chapitre.Le 
principal inconvbnient des m6thodes de dbcomposition par les graphes non 
valubs rbside dans le fait nue lfintensit6 de liaison entre variables n'est 
pas prise en compte, ce qui pose problème par exemple pour la coordination des 
Sous-systèmes.On utilise alors les graphes valuds qui donnent une ddcomposition 
plus fine, mais ils sont difficiles à mettre en oeuvre. 

L'analogie entre deux semi-valuations,l'entropie et l'application 'card' 
nous a permis de retrouver les principaux indices utilises en analyse structurale 
et d'en proposer auelques uns qui sont à notre,connaissance nouveaux. 

Deux mhthodes de d6composition directe sont ensuite pr6sentges.La première 
est basee sur la classification hi6rarchique.Plusieurs algorithmes sont rappelés. 
Ces mbthodes nbcessitent beaucoup deplace m4moire.Les-méthodes d'agrégation 
autour des centres variables ne nêcessitent pas la mémorisation des N ( N - 1 )  

2 
"distances " entre é1Cments de , car il suffit de connaître les distances des 
variables au centre dfagrdgation.En plus, 11exp9kience montre que la partition 
finale est obtenue rapid~metbt .Le principal inconvenient de ces methodes tient 
au fait que la partition finale ddpend de la partition'initia1e.La méthode des 
nubes dynamiques s'adapte bien à l'analyse structurale des systèmes com@lexes. 
Elle sera etudiee en ddtail au chapitre suivant . 



C H A P I T R E  I V  

METHODE DES NUEES DYNAMIQUES (M.N . D. ) 
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IV 1 - Introduction 

Les algorithmes AA et AD explorent tous les niveaux du treillis 

des partitions, alors que les algorithmes de transfert par groupe n'explorent, 

Gour un niveau r, que les niveaux adjacents r- 1 et r + 1. L'algorithme des 
nuées dynamiques travaille sur un seul riiveau et permet de plus, une description 

des classes au moyen de représentants caractbristiques, les noyaux. s'il est 

bien choisi, le noyau formera un résumé de sa classe, plus riche que ne peut 

l'être un centre de gravité, dans l'algorithnre de FORGY par exemple. 

l 

Après avoir défini une fonction d'affectation f ,  une fonction de 

représentation g, et un critère dbpptimisation w, l'algorithme des nuées 

dynamiques nous permet de construire par itération, à partir d'une famille 

quelconque de noyaux ou d'une partition initiale, une partition en k classes. 

Plusieurs variantes sonL etudiées et comparées en faisant simplement 

varier le choix du triplet f, g, w : celles basées sur une étude par paires 

de variables, et celles permettant la prise en compte des relations globales 

par groupa; de variables. Les resultats sont interprétés et permettent d'établir 

un modèle possible du système érudié. 



IV 2 - Principe de l'algorithme 

En suivant les principales étapes de cette méthode telles qu'elles 

ont étédécrites par DIDAY (DID 72) , on définit : 

ILk est une partie de l'ensemble L/L = (AYA2,..h .A )A.~+Ih.l=n fixé}. , 
j ' k ~  J j 

ou selon les cas,Apourra représenter P ( C )  ou P(R) . Un élément de 
Lk 

est appelé un système de noyaux et les parties A , des noyaux. 
j I 

iP (1) désigne l'ensemble des partitions de C en k classes. k 
P (fi) désigne l'ensemble des partitions de R en k classes. k 

Soit ~~=(hf,Ai, ... 1') la suite initiale de noyaux estimée ou prise au 

hasard dans h.~près ce choix, le premier pas de l'algorithme consiste à associer 

chacune des variables du système au noyau le plus proche (au sens de 
(1) (1) D dé£ ini ci-dessous) partageant ainsi 1 en k classes {kl ,k2 , . . .e( }=P 

k 1 
A chaque classe, on associe le noyau le plus représentatif, formant de ce fait 

1 1  1 1 

une nouvelle suite : ( h l  ,A2 3 1 Ak)et ainsi de suite. 
j 

A chaque itération, on mesure la qualit6 du couple, (Li , Pi) 
par un critère adéquat w que nous définissons ci-dessous. DIDAY étudie la 

convergence- de ce type d'algorithme (DID 72) . .Son formalisme fait appel 
à deux applications f etg. f (LI = P, f est l'application qui à un ensemble de 

k noyaux associe une partition à au plus k classes. g (P) = L, g est l'application 

qui,.à une partition P à k-classes associe un ensemble L de k noyaux . On passe 
d'une partition Pi 5 une autre Pi+l Par 

'i+ 1 = (f0g)(pi) = (fog)'+l(p0) 
Nous utilisons les concepts d'entropie pour le choix de f et g ainsi 

que w, On peut aussi partir de P ={ \e (0) ~ ( 0 )  (0) 
O 1 '  2 '  ... ek 1 ,  on en déduit 

L1 = g(P ) et Pl=f(Ll) etc . . . O 

IV 3 - Bhoix du triplet (f, g, w) 

- l'application f : On choisit un indice D permettant de mesurer 

le degré de liaison entre une variable et un élgment de A . La 
jeme classe k' de la partition P associée au noyau A. est alors 

j 1 - 
dé£ inie par : 

.={XEZ~D(X,~~) ( D(X,Ai), V j # i} 
3 

en cas d'égalité, on affectex à la partie du plus petit indice. 



- l'application g : pour juger dans quelle mesure un élément de A 

peut-être considéré corne représentatif de la c:.asse(e. de la partition 
J 

P, on choisit un indice R (k ., A .  faisant apparaftre la nature du 
J .l - - 

couplage entre k .  et X . Le jème noyau est celui qui minimise R (ê., X . )  1 
3 j J J  

- critère w : 
La qualité du couple V = (L, Pl est mesurée par le critère suivant : 

k 
W ( V )  = c R(&.,x.) 

j = 1 J J  

Vo= (Lo , p0) 

à la suite Vo, VI, . ..Vi.. . V, on associe la suite uo, u,. . .u;. .. un 
avec ui= W (V;) 

IV 4 - Variantes 

Le choix des fonctions f et g et de l'ensemble des noyaux A dépend 

du but de l'analyse qu'on se fixe. Ce choix permet de d6finir différentes 

variantes que nous allons examiner. 

Dans ce cas, les noyaux sont choisis parmi l'ensemble des variables 

du système étudié. L'indice D mesure l'intensité de couplage entre 

une variable et une partie de 1 . C'est le choix de D qui définit les 
l 1 

propriétés des partitions obtenues. On va alors faire plusieurs choix. 

Si l'on cherche à construire desclasses bien compactes, on choisira 

l'indice D(x,X.) x H (x/$ ) noté A ; si l'on cherche à bien 
J 'x?,),. 

reconstituer les classe4 filiformes, on prendra s(X, )= min H ) 

noté 6. X ? ~ X  i h  
1 

Ces deux indices sont illustrés sur la figure suivante : 



FIG, IV.1 

Ces deux indices conduisert à construire des partitions très différentes 

comme on peut le concevoir en regardant le schéma ci-dessus. 

Avec l'indice 6, Yi eçc dans la classe de noyauX2, et avec l'indice A ,  

X est dans la ciasse de noyau X I  . D'autres distances peuvent être imaginées, 
dont la plus simple est la moyenne de l'entropie de X non expliquée par 

I ' 
C U(X,X .) = -- H(x/x?) 

J "i 1 

X. E X  
1 j 

On examinera aussi des indices tenant compte de l'aspect multidimensionnel 

des variables tel que par exemple D(X ,A. )= H(X/X ). Dans tous les cas, 
J j 

l'entropie conditionnelle minimum suppose l'existence d'une relation 

fonctionnelle, évexltuelleinent bruitée. (cf $11.3.1). Un seuil de l'entropie 

conditionnelie peuc Etre fixé à partir duquel l'hypothèse de l'existence 

de ces re1a;ions sera rejetée. 

L'appartenance d'une variable X à une classe de noyau1 j implique la possi- 

bilité. de construire ur, modèle de la forme suivante : 
lx! E A. t e l l c  qu-. i 

1 J x= f (X.) 1 

c 'est-à. dire aussi x= ff(xj) 



Dans c e t t e  v a r i a n t e ,  l e  modèle s e r a  de l a  forme su ivan te  
j 

X? E A on a  X= F (  X i )  e t  par conséquent x = F ' ( ~ ~  ) 
1 j 

X é t a n t  une v a r i a b l e  appar tenant  à l a  c l a s s e  de noyauA 
j 

Ce t t e  va r i an t e se  s i t u e  en quelque s o r t e  e n t r e  l e s  deux précédentes  e t  l e  

modèle qu'on peut  en .dédu i r e  e s t  : X=h ( A .  ), s i  X e s t  une v a r i a b l e  
J 

de l a  c l a s s e  de noyau X 
j ' 

L'avantage de c e t t e  v a r i a n t e  su r  l e s  précédentes  e s t  son c a r a c t è r e  

multidimensionnel,  dans l e  sens où e l l e  t i e n t  compte de l ' i n fo rma t ion  

que tou tes  l e s  v a r i a b l e s  de p r i s e s  dans l e u r  ensemble fou rn i s sen t  su r  X. 
j 

Ce qui  peut ê t r e  t r è s  d i f f é ~ e n t  d'une a d d i t i o n  de l ' i n f o r m a t i o n  que chacune 

des v a r i a b l e s  deXfourni t  s épa ré  s e n t  s u r  X. 
J 

Dans l e s  v a r i a n t e s  I V  4 . l . c  e t  IV.4.l .d,  0 6  D(X, A. )< H(X)  
J 

D(X, 1.) = O s i  e t  seulement s ' i l  e x i s t e  une a p p l i c a t i o n  g e n t r e  X e t  X 
J j 

t e l l e  que X =g(  1 1 
j 

- va r i an te s  u t i l i s a n t  une d i s t ance  : 

Dans l e s  v a r i a n t e s  I V  4.1.e e t  I V  4 . l . f  , D (X,Aj ) =O s i  e t  seulement 

s  'il e x i s t e  ime b i j e c t i o n  F t e l l e  que X I  F(A. ). Cet ind ice  e s t  donc moins 
1 

généra l  que c e l u i  dans l e s  va r i an t e s  I V  4 . l . c  e t  I V  4.1.d 

Les noyaux peuvent ê t r e  cons t i t ués  par  un vecteur  1.. d é f i n i  s u r  IP(Q) . 
J 

ce vecteur n ' a p p a r t i e n t  donc pas forcément à C. 



Ceci nous permet de ra i sonner  s u r  l e s  p a r t  i t i o n s  defisachant que 

l ' e n t r o p i e  d'une v a r i a b l e  e t  c e l l e  de s a  p a r t i t i o n  a s s o c i é e  sont  

égales 

IV4 .2 . a  D (X X .  ) = H  (P  /P  ) -------X--XIT- 
D (x,X. ) = O < ~ X  = g '  ( A.) g '  e s t  une a p p l i c a t i o n  e n t r e  X e t  X 

J J j 

IV 4.2.b D (x,A, ) = H ( P , / R , )  + H ( P , . / P ~ )  
J 

o(x,Aj ) = O &>X = G '  ? h . " j  G '  ëst une b i j e c t i o n .  
J 

On a  pour toutes  ces  va r i an t e s  l e  r é s u l t a t  su ivant  : 

Si  l e s  m j  va r i ab l e s  X I ,  ~ 2 , .  . . . ,.x s e  t rouvent  dans l a  méme c l a s s e  P. 
j J 

de noyaux A . ,  c e l à  implique l a  p o s s i b i l i t é  d ' é t a b l i r  m j  équat ions 
3 

dépendant d; l a  va l eu r  de D ( y. , X ) : 
1 j  

Une va l eu r  élev6e de D ( X . , X .  nous i n d i q u e r a i t  que X n ' e s t  pas 
1 J j 

suffisamment r e p r é s e n t a t i f  de X. ou q u ' i l  n ' e s t  pas poss ib l e  
1 ' 

de c o n s t r u i r e  un modèle dé te rmin i s t e  e t  q u ' i l  f a u t  i f i t rodui re  un nombre 

plus ou moins important de paramètres bi t e l  que 

&j  = f m j  ( A j  , bmj)  

Lorsque D ( x i  X ) tend vers  O ,  l e  modèle devient  
j 

= £1 ( A .  1 
X J 
2  = £2 ( A ; )  

S i  .Al prend n X  modal i tés  

X2 
1 

' 1  n I I  1 I 

xo 

On pose m = max (n. 5 "5' ... n~ ) .  On a  vu au paragraphe (11.4) qu'on 
a 

n ' a  pas besoin de découper A.en p lus  de m modal i tés .  On prend a l o r s  
.1 

comme noyau de l a  c l a s s e  \e l e  vecteur  X obtenu en regroupant 
j '  j 

l e s  modal i tés  de X i  de façon à e n  avoi r  m sans perdre beaucoup 
J 

d ' in£  orma t ions.  



IV.4.3. Convergence de ces algorithmes 

définition 1 : R est semi-carré si 

VL€ Lk w (g 0 f (LI, f 0 g (LI) d W (g 0 f (LI, f (LI) 

définition 2 : m  élément v = (L,~)elLk x Pk est dit sans biais pour les 

fonctions f et g si P = f O g ( P )  et L = g O f (L). 

(n) p ("))de kk, jpt est dite convergente si définition 3 : une suite (L , 
elle est stationnaire, c'est-à-dire s )il existe un entler M tel que 

p)) , (L*,P*) V n a M  (L , 
On trouve dans (DIDAY. 1972) la preuve des théorèmes et propriétés suivan= : 

Théorème 1: Si R est semi-carré, alors le triplet (f,g,w) définit 

une suite Vn telle que la suite de réels W(Vn) soit décroissante. 

R (  Y.,A.) = C D ( X , X . )  ' Xcpj J 

alors R est semi-carré. 

Théorème 2: Si R a les deux propribtés suivantes 

1) semi-carré 

2)V P Ef(k),tij= 1,. . k ,  R (Pj,hj)est minimum pour un unique A 

Alors, (~n) est convergente et sa 1imite.eçt sans biais. 

Les variantes précédemment dCcrites vérifieL1t la condition 1 du thhorème 2. 

Lorsque le noyau n'est pas unique, c'est-à-dire lorsque plusieurs noyaux 

minimisent la fonction R, le noyau retenu sera par exemple : celui qui 

contient une variable ayant l'indice i minimum. La condition 2 étant alors 

à son tour vérifiée, il s'ensuit la convergence des algorithmes 

précCdents 

IV.4.4 Déterminatioii des noyaux -. 

Pour certaines variantes, le problème de recherche du noyau A d'une classe 
j 

P j  conduit à la solution triviale A =e . Nous allons examiner deux 
j j 

exemples : 

variante IV.4.1.d 

Le noyau A. est formé de nj éléments de C 
J 

qui minimisent R ( e  1.1, c'est-à-dire 
j' J 

R(pj,Aj)4 R ( y j ,  S)VSE' ( 1 )  

avec R (Pj, Aj) = 1 H (XIA.) 
XE Vj J 



Le problème posé de c e t t e  façon condui t ,  dans l e  cas où l e  ca rd ina l  d e l .  
-1 

n ' e s t  pas f i x é  à l a  s o l u t i o n  t r i v i a l e 1  j =?j , j = 1, 2...k 

Or,ce t te  s o l u t i o n  t r i v i a l e  ne p ré sen t e  pas d ' i n t é r ~ t  pour l a  M N D,en e f f e t  

l ' a l go r i t hme  converge en une i t é r a t i o n  puisque l e s  noyaux forment une 

p a r t i t i o n  d e 1  , e t  l a  p a r t i t i o n  cherchée s e r a  l a  meme. 

Nous a l l o n s  donc chercher  des optimums locaux, e t  poser l e  problème su ivan t  : I 

fl E x e t  pour 1 = 1, 2, . . . IV j (  t rouver  C $'l(Z) 
1 j - 

avec 11.1 = 1 t e l  que ff S  € 9  (ç) ,  )SI = 1 
J 1 

~ ( e j , ~ f  ) < R ( ) P ~ ,  S I  

La formulat ion de ce  problème r é s u l t e  des problèmes d ' e x p l i c a t i o n .  

On va pouvoir u t i l i s e r  l e  même type  d 'a lgor i thmes .  

ALGORITHME AGREGATIF ( AA ) 

Pour chaque c l a s se  c P(X) c e t  a lgori thme c o n s t r u i t  une chatne de noyaux 
j 

SI, s2, S . .  I -1 avec  S  1+ 1 = S1 U i x  1 , l a  v a r i a b l e  x 
a a 

6 t a n t  c h o i s i e  de façon à rendre R ( él , S 1+ ) minimum . 

ALGORITHME DESAGREGATIF ( AD ) 

Pour chaque c l a s s e  cj E P ( C )  , c e t  a lgori thme c o n s t r u i t  une chatne de noyaux 

J 

l a  v a r i a b l e  Xa é t a n t  c h o i s i e  de façon à rendre R ( y .  , , 1 
)minimum. 

ALGORITHME D 'APPROXIMATION - SUCCESSIVE -.-- ( AAS ) 

Cet algori thme c o n s i s t e  à appl iquer  successivement l e s  deux précCdents 

jusqu 'à  s t a b i l i s a t i o n .  I l  cherche pour chaque y e P(C) 
j 

e t p o u r  chaque 1 1 4  1 6  1p.I - 1 u n n o y a u v 6 r i f i a n t  l a  condi t ion  
J 

néces sa i r e  d ' o p t i m a l i t é .  

Les a lgor i thmes  AA e t  AD s e  résument à une a p p l i c a t i o n  r6pétCe pour 

chaque <ej C 2 (L) des opé ra t eu r s  su ivan t s  : 

( a jou t e r )  A : TI(E) -+ (1) , O 4 1 < ]Y.\ - 1 
J 

o ù x  E L \ S ,  e t  f x E 1 \S : R ( P j ,  S U {X })< R(F S  U (XI )  
~1 ~1 j '  



A  l ' a i d e  des opéra teurs  A  e t  R  nous pouvons d é f i n i r  l e s  deux opé ra t eu r s  

su ivan t s ,  pour P = 1, 2,  . . . lej 1 - 1 

AOR : re <Y) -+q c e )  

S  ,-> AOR ( s )  = A  (R ( s ) )  

ROA P. (1) -3 (C) e 
S  1- ROA ( s )  = R  (A ( s ) )  

P r o ~ o s i t i o n  I V .  1 

Quel que s o i t  p. e P ( C )  , e t  quel  que s o i t  9 , 1Q d 16 1 - 1 
J J 

V S € P ( C )  : 
Q 

R  ( r i j  , AOR ( S I )  4 R  ( q  , S )  
J 

R  (%. , ROA ( S I )  6 R  ( c  , s )  
J J 

Démonstration 

~ o i t v .  E P ( C )  e t  S E î ' ( ' Z )  
J 

, pour P :  i < P ç  lej/ - i 

R ( e j , R ( s ) ) = m i n {  R ( t ?  A i x }  : X E  S I = R ( t ? . , S \ { x I  1 
j' 1 B 

pour un c e r t a i n  x e S .  D'autre  p a r t ,  nous avons : 8 
R  ( e .  ,AOR ( S I )  = D (Y? A ( R ( s ) )  = R  (Fj yA ( S  \ {Xe} 1) 

J j '  
= m i n  R  ( e j S \  {xR} ) U { X }  ) : X E  E \ ( S \ { X ~ } )  } 

or  x E 1 \ ( s \ l x g i )  
B 

donc 

La démonstration pour R  O  A  ( s )  e s t  analogue à c e l l e - c i .  

P ropos i t i on  I V .  2 e 
Tous l e s  noyaux optimaux 1 s o n t  des po in t s  f i x e s  des opé ra t eu r s  

j 
AOR e t  ROA, c ' e s t - à - d i r e ,  



Démonstration - 
E t an t  donné que AOR ( A! ) e t  ROA ( h l  ) appar t iennent  à p ( ç ) 

1 J 1 
par  d é f i n i t i o n  de A;  on a  : 

On a  a u s s i  d ' ap rè s  l a  p ropos i t i on  I V .  1 
1 1 1 

R (e.,AOR ( A .  1) 6 R ( Y j l  h i )  > R ( y j l  ROA ( 1 . ) ) .  
3 J J 

Condition d ' o p i m a l i t é  - - 

On d i r a  qu'une p a r t i e  de X , S (5 9 ( C ) e s t  s t a b l e s s i  c ' e s t  un p o i n t  

f i x e  a u s s i  b ien  de AOR que de ROA. On v i e n t  de v o i r  par a i l l e u r s  
I 

que tou t  noyau optimal A e s t  s t a b l e .  Cependant, il ne s ' a g i t  que d'une 
j 

condi t ion néces sa i r e  d ' o p t i m a l i t é ,  c a r  il peut  y avo i r  des p a r t i e s  deC 

s t a b l e s  q u i  ne s o i e n t  pas opt imales .  

L 'a lgori thme d 'approximat ion~success ives  que nous proposons cherche 

pour chaque c l a s s e ? .  e t  pour l f i x é  1 < 1 4 Ik. 1 - 1 
1 J 

une p a r t i e  de 1 v é r i f i a n t  l a  condition n é c e s s a i r e  d 'op t imal i tC .  Pour c e l à  

e t  pour 1 f i x é ,  on s e  donne un sous ensemble à l ' é léments  de 1 , e t  on l u i  

applique l e s  opéra teurs  AOR e t  ROA a u t a n t  de f o i s  que c e l a  e s t  pos s ib l e  

jusqu 'à  s t a b i l i s a t i o n .  La convergence e s t  a s su r6e  par l e  c a r a c t è r e  

con t r ac t an t  des opé ra t eu r s .  



Coïivergence de l ' a lgo r i thme  p i n c i p a l  ............................ ----- -- 

Les noyaux ne v é r i f i e n t  pas une condi t ion  d '  op t imal i t6  g loba le ,  

c ' es t -à -d i re  que l ' a lgo r i thme  trouve l e  me i l l eu r  noyau parmi ceux q u i  l u i  s o n t  
I 

acces s ib l e s .  Pour que l ' i n é g a l i t é  su ivante  

néces sa i r e  à l a  convergence de l ' a lgo r i thme  p r i n c i p a l  s o i t  v é r i f i é e ,  e t  pour  

c a l c u l e r  L i + l  ' on p a r t  de L .  e t  on appl ique l ' a lgo r i thme  AOR ou ROA. Puisque 
1 

R( fi+, , A O R ( X  . ) )  6 R( >C) j+l  , A j  ) l ' i n é g a l i t é  ci-dessus e s t  v é r i f i é e .  
J 

Variante  IV. 4.2. a 

Le noyau X e s t  c o n s t i t u é  pa r  un vec teur  d é f i n i  sur P ( R ) .  Ce vec t eu r  
j 

n ' a p p a r t i e n t  donc p a s  forcément à C .  Ceci nous permet de ra i sonner  s u r  l e s  p a r t i -  

t i o n s  de R sachant  que l ' e n t r o p i e  d'une v a r i a b l e  e t  c e l l e  de s a  p a r t i t i o n  assoc iée  

son t  éga les .  

On cherche donc une p a r t i t i o n  de  R, P 
I 

Comme pour l a  v a r i a n t e  A, nous a l l o n s  chercher  des optimums locaux 

de l a  façon su ivante .  

<ej E E e t  pour 1 = 1 , 2 , .  . . 1 1  t r ouve r  P' E P ~ ( R ) ,  t e l  que 
X 
j 



Algorithme ascendant AH .................... 

Pour chaque c l a s se  E P(S) à l a q u e l l e  e s t  a s soc i ée  l a  p a r t i t i o n  PQ. 
j J 

e t  à p a r t i r  d'une p a r t i t i o n  du niveau 1, on recherche parmi t o u t e s  c e l l e s  du 

niveau 1-1  moins f i n e s  c e l l e  qui  minimise l e  c r i t è r e  d ' o p t i m a l i t é .  On passe d'une 

p a r t i t i o n  R =  ER^ ). . . R 3 au  niveau 1 B une p a r t i t i o n  du niveau 1 - 1  p a r  regroupe- 
R 

ment en une seu le  de  deux de se s  c l a s s e s ,  R .  R Cet a lgori thme p a r t  de l a  
1' j' 

p a r t i t i o n  t r i v i a l e  { w 1 +J 2 ,  . . . , 2 ~ ~ 3 .  

Algorithme descendant DR -- ------------------ 

Cet algori thme e s t  en quelque s o r t e  l ' i n v e r s e  du précédent .  On passe 

d'une p a r t i t i o n  R = {R R ) du niveau 1 à une p a r t i t i o n  de n iveau  1+1 pa r  
1 " " '  1 O l ' é c l a t emen t  d'une de se s  c l a s s e s  en deux. Pour chaque c l a s s e  y. r J (r) , on 

J 
p a r t  de l a  p a r t i t i o n  t r i v i a l e  Pt., e t  on t r a v e r s e  l e s  d i f f é r e n t s  niveaux du 

J 
t r e i l l i s  en minimisant 2 chaque é t ape  l e  c r i t è r e  d ' o p t i m a l i t é .  

Les algori thmes ( A H )  et  ( D R )  peuvent s e  résumer à une a p p l i c a t i o n  r épé t ée  

des deux opéra teurs  su ivant  s . 

Opérateur AH 

Opérateur DR 



-- -- 

- 9 7  - 

D ( P  , D R ( R )  4 1 D ( P ~ ,  { R ~ ,  . . . R ~ \  S,S,  . . . 
.cej X Xev. J R1 } 

V R i ~ R , V S C R .  - 1' @ # S # R i .  

l 

La composition des deux opéra teurs  AH e t  DR permet a l o r s  de d é f i n i r  
1 

l e s  deux nouveaux que nous u t i l i s o n s  dans l a  M.N.D. 

1 

0 ~ 6 r a t e u r s  con t r ac t an t s  , - -------------------__ 

1 

AH ODR : P l  (n)  + p l  ( a )  2 4  l <  IV]- 1 
J 

1 

R-AH ODR ( R )  = AH ( D R ( R ) )  

P ropos i t ion  I V . 3  

S o i t  Q une p a r t i t i o n  quelconque du  niveau 1, 2 4 1 4  le./- 1 
J 

a l o r s  : 

l 
Démonstration 

, , . . R1 1 . Moyennant une rénumérotation éven tue l l e ,  S o i t R =  { R R 

on peu t  é c r i r e  A H ( R )  = I R1  U R 2 3  R 3 ~ -  - R I  1 



- 98 - 

Pour le c a l c u l  de D ( T j  9 D R ( ~ ( R ) ) ) ,  deux cas  peuvent s e   rése enter 

1') L'appl ica t ion  de DR d i v i s e  l a  c l a s se  R U R2, 1 

en ~ a r t i c u l i e r ,  on a ,  pour S = 
R2 

2') L 'appl ica t ion  de  DR d i v i s e  une a u t r e  c l a s s e ,  R pa r  exemple 
3 

en p a r t i c u l i e r ,  on a : 

La démonstration e s t  semblable pour l e  c a l c u l  de D(P*  , A H ( D R ( R ) )  
j 



Propos i t ion  I V .  4 

1 Toute p a r t i t i o n  optimale M 1 du niveau 1, e s t  un po in t  f i x e  des app l i -  
1 c a t i o n s  DROAH e t  AHODR, c ' e s t - à -d j r e ,  qu'on a : 

Démonstration 

# * 
AHODR (hl1) e t  D R O A H ( M ~ )  sont  deux p a r t i t i o n s  appartenant  à iP (il) 

1 
f 

c e l a  implique l e s  i n é g a l i t é s  su ivantes  : D ( P ~ ~  ,AHODR(%) ) D(PQ., MY ) 
J 

k X 
e t  L D ( P ~ , D R O M ( M ~ ) )  >/ E D ( P  M ) . Par  a i l l e u r s ,  l ' u t i l i s a t i o n  du théorème 

xc.4. Xc@. 
x y  1 

J J 

précédent f o u r n i t  l ' i n é g a l i t é  dans l ' a u t r e  s ens ,  ce qu i  prouve l ' é g a l i t é  annoncée. 

Condition d ' o ~ t i m a l i t é  ------------- -------- 

On d i r a  qu'une p a r t i t i o n  M t Pl ( R )  e s t  une p a r t i t i o n  s t a b l e  s i  

c ' e s t  un po in t  f i x e  à l a  f o i s  pour l e s  opéra teurs  DROAH e t  AHODR. On v i e n t  de 
* 

v o i r  que tou te  p a r t i t i o n  optimale M ( 2  4 1 ,< If?/ - 1 )  e s t  s t a b l e .  Il s ' a g i t  1 J 

d 'une condit ion n é c e s s a i r e  d t o P t i m a l i t 6 ,  c a r  il se peu t  q u ' i l  y a i t  des décompo- 

s i t i o n s  s t a b l e s  qu i  ne so i en t  pas des  optimums locaux. 

I L'algorithme d'approximations success ives  que nous proposons cherche 

pour chaque c l a s s e  q. e t  pour 1 f i x é  1 4 1 6 19 1 - 2 ,  une p a r t i t i o n  de Cl v é r i f i a n t  
J 

l a  condi t ion  néces sa i r e  d ' op t ima l i t é .  Pour c e l a ,  e t  pour 1 f i x é ,  on s e  donne une 

p a r t i t i o n  de R à 1 c l a s s e s ,  e t  on l u i  appl ique  l e s  opéra teurs  AHODR e t  DROAH a u t a n t  
l de f o i s  que c e l a  e s t  poss ib l e ,  jusqu 'à  s t a b i l i s a t i o n .  La convergence e s t  assurée  

par  l e  ca rac t è re  con t r ac t an t  des opéra teurs .  



Convergence de l'algorithme principal ------ ........................... -- 

Les noyaux P ne vérifient pas une condition d10ptimalit6 globale, 
lj 

c'est-à-dire que l'algorithme trouve le meilleur noyau parmi ceux qui lui sont 

accessibles. De la même façon que pour la variante d on part à chaque itération 

de P et on lui applique l'algorithme AHODR ou DROAH pour être sur que l'algorithme 

converge. I 

1 

Exemple d'a~plication ---- ------ -------- 

Nous reprenons le système représenté par la figure 1.1 . Cet exemple 
permet de comparer les résultats d'une variante, en faisant varier le choix des 

noyaux initiaux. 

A=S(c) D(x,x.) =H(x/x.) R ( ~ . , x . )  = C  D(x,x.) 
J J  XE^. J 

J 

On choisit trois vecteurs à deux variables chacun, comme noyaux initiaux. 

Lo = ( { x ~ x ~ ~ , { x  X ,{x X 1). On applique l'algorithme pour la variante d. 5 6  9 1 0  

il vient Po=({X1X2X3Xl2}.{X X X X I,{x X X X 1) w = 167 4 5 6 7  8 9 1 0 1 1  

1 Pl=({x1x2x3~12} y { ~ 4 ~ 5 ~ 6 ~ 7 } , { ~ 8 ~ 9 ~ 1 0 ~ 1  ) = Po w = 128 

Cette solution indique la possibilité d'avoir les relations suivantes : 

€ 1 ,  E~ ,ES, € 6 ,  €1 représentent les effets du bruit ou d'autres variables. 

On choisit maintenant trois vecteurs à trois variables chacun comme 

noyaux initiaux. 
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Lo = ({xlX3X12) y { X 4 ~ 5 ~ 7 }  > { x ~ x ~ ~ x ~  1 1 )  

ii v i e n t  p0 ) 

L I  = ( { x 2 x 3 x l p ~  ,{xqx5x7) ,~x4x10x1 1 )  

= ( {X1X2X3X12} Y {X4x5x6x7} 3 { X8XgXIOX1 1 1 )  

d'où l e s  r e l a t i o n s  p o s s i b l e s  

al , age t  a9 r ep ré sen ten t  l e s  e f f e t s  du b r u i t  ou d ' a u t r e s  va r i ab l e s  ( c f .  5.11.3) 

CONCLUS I O N  

S i  l e s  d i f f é r e n t e s  v a r i a n t e s  ne s o n t  pas fondamentalement d i f f é r e n t e s ,  

il f a u t  cependant soul igner  q u ' e l l e s  ne t r a d u i s e n t  pas  de l a  même manière l e s  

r é s u l t a t s  des décompositions q u ' e l l e s  opèrent .  Le choix d 'une v a r i a n t e  dépend 

de l a  na tu re  des données à t r a i t e r  e t  des b u t s  p r é c i s  de  l ' a n a l y s e .  Ainsi 

lo rsqu 'on  ne d ispose  que d'un t a b l e a u  de "dis tances" e n t r e  chaque couple de 

v a r i a b l e s ,  l e s  s t r a t é g i e s  "min" e t  "max" s o n t  souvent u t i l i s é e s  su ivan t  qu'on cher- 

che à cons t ru i r e  des  agréga ts  f i l i f o r m e s  ou compacts. 

Pour t e n i r  compte de l ' a s p e c t  multidimensionnel des noyaux, nous avons 

proposé p lus i eu r s  v a r i a n t e s ,  en fonc t ion  du modèle souha i t é .  Les r é s u l t a t s  obtenus 

sont  me i l l eu r s  que dans l ' approche  "par p a i r e s " ,  ce q u i  c o n s t i t u e  l a  p a r t  l a  

p lus  importante e t  l a  p lus  o r i g i n a l e  dans ce chap i t r e .  

La M.N.D. a l ' i nconvén ien t  de f i x e r  à p r i o r i  l e  c a r d i n a l  des noyaux 

i n i t i a u x .  Ce qu i  s i g n i f i e ,  imposer un modèle dont l e  p r a t i c i e n  n ' e s t  pas en mesure 

de v é r i f i e r  l a  v a l i d i t é .  Par  a i l l e u r s ,  c e t t e  méthode r ap ide  e t  e f f i c a c e  p ré sen te  

vis-à-vis  des techniques e x i s t a n t e s ,  des f a c i l i t é s  au  niveau de l ' i n t e r p r é t a t i o n  

des r é s u l t a t s .  



CONCLES ION GÉNÉRALE 
-.-------.- ----------- 

La modél i s a t i o n  e t  !a commande des systèmes complexes peuvent en généra l  

ê t r e  largement f a c i l i t é e s  p a r  une analyse s t r u c t u r a l e .  Ce1 l e - c i  c o n d u i t  souvent 

à une décomposi t ion ( s i  e l  ! e  e x i s t e )  en sous-systèmes " f a i b l emen t  couplés"  du 

système g l  oba 1 .  

Dans l a  p rcmie re  p a r t i e ,  nous avons prësenté un ensemble de méthodes 

d ' ana l yse  e t  de 3écompos~tSon des syrtèmes ccmplexes. Cnaque méthode possède son 

domaine p r i v i l é g i é  d iapp i l c ; t i on  a u i  e s t  f onc t i on  de l a  na tu re  des données à 

t r a i t e r  e t  des b u t s  p;+ci: 4~ 1 'ana lyse .  A i n s i ,  une analyse en composantes p r i n -  

1 c i  pa les  présente un gi-;ni i n t é r ê t  l o rsque  l e z  v a r i a b l e s  son t  q u a n t i t a t i v e s ,  l e  

modele é t a n t  1 i n e a i  r e .  En rev3nçhc, I 'approche in fo rmat ionne1  l e  p résen te  l ' avantage 

d iê t r%e indépendante :1e l a  nature des v a r i a b l e s  e t  de n ' e x i g e r  aucune hypothèse 

ras  t r . i  c t i  ve. 

Dans 18 cie~ixiémc p a r t ~ r ,  nous avons p rssen té  quelques a lgor i thmes  permet- 

t a n t  d 'exp l iquer .  '' une uai..iat,:c. 3 p c p t i r  dbuut res ". On a b o u t i t  a l o r s  à l a  d é f i n i -  

t i o n  d l  un graphê d '  Y riti-?i.-coririt'xion qu i  permet d ' e x h i b e r  l a  s t r u c t u r e  des 1 i a i s o n s  

en t re  va r i ab l es .  Ce g r a y l x  prescn-ê ut-, ca rac tè re  "mu l t id imens ionne l "  q u i  p rend  en 

covpte des asp5cts g r h a p p a n t  aux graphes c l ass i ques  c o n s t r u i t s  s u r  des c r i t è r e s  

l i n é a i  r e s .  

L ' in f l inenc i :  du  J r u i  t sliir l e s  r e l a t i o n s  f onc t i o r i ne l  l e s  e s t  é tud iée .  Un 
1 

a I sor i tiirne permet tdn t  de r é d u i  r-e l e  nombre de moda l i tés  du vecteur  e x p l i c a t i f  
l e s t  erpcs i l .  

La t r o i s i è m e  p a r t s e  c o n t i e n t  un ensemble de méthodes de décomposi t ion.  

La t h é o r i e  des grayhc:> en e s t  u!i c u t i l  p r i v i l é g i é .  Lorsque l e  modèle du système 

e s t  CO nnu, deux inétricdes ae iiécompoç i +ion  d i r e c t e  son t  ens iri t e  présen tées. La 

p ren iè re ,  basée s l r  l a  i l a s s f f i r 3 t i o n  h i é ra r ch ique ,  d é f i n i t  p l u s i e u r s  a lgor i thmes .  

"loiis avons pi*oposè qiielques iriclil.za de s i in i  1 a r i  t é  permet tan t  l e u r  r é a l  i s a t i o n .  La 

i f ,>~xièrne,  d i  t e  à centra,s v a r i a b l s s ,  permet de t r a i t e r  rapidement de grands t a -  I 

l 

5 l e î ~ x  -2 donnees, $ m i s  e l l e  s u p ~ o s e  une connaissance minimale s u r  l a  s t r u c t u r e  I 

b i j  système, ~ u i s q u ' i  i f 2 v t  fi.ew à p r i o r i  l e  nombre de cen t res  i n i t i a u x .  1 



La quatrième part ie  e s t  consacrée à la méthode des nuées dynamiques 

dont les  principaux avantages résident dans l a  f a c i l i t é  au niveau de 1 ' in terpré-  

tation des résul t a t s ,  e t  l a  poshibil i t é  de choisir  des noyaux parmi des éléments I 

particuliers du système étudié. 

Lors de la  décomposition d ' u n  système en sous-systèmes faiblement couplés, 

certains sous-systèmes peuvent ê t r e  largement plus complexes que d 'autres .  I l  
l 

convient d'exiger en pl us qu' i 1 s soient d '  une complexité uniforme. Dans 1 ' annsxe, 

nous avons propose pluîieurs cr i teres  dans ce sens. 

Outre la  nécessite de 1 'expérimentation de ces m6thodes, on peut discerner 

dès à présent que iques d i  t-ections de recherche intéressantes : 

Etudie- des possibil i tés de creation d' indices de s imilar i té  nouveaux 

e t  préciser le5 conditions de leur u t i l i sa t ion .  

Les méthodes d'expl i caiion e t  de décomposition permettent de mettre en 

évidence les relations ionctionnelles entre les variables d u  système étudié. 

Ce1 les-ci peuvent ê t r e  redûndanres; une méthode permettant 1 ' identification de 

ces relatioris Faci'l i tera aisément ia phase de la  modélisation. 

Enfin , 1 'approche niul t,i cri  tère  que nous avons abordée en annexe devrait 

f a i r e  1 'objet  d '  une étude p i  us approfaridie : Recherche d'autres cr i tères  ainsi  

que des algori thrnes permettant leur mise en oeuvre. 
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A N N E X E  

On a constat6 que le critère de couplage minimal conduit quelquefois 
à des partitions dont les classes sont de complexites trEs diffkrentes.Pour 
pallier cet inconv6nient,on peut envisager une approche multicritère faisant 
intervenir les critères suivants : 

Io ' y( R) minimum, ou ce qui revient au meme (cf § 1.52. j) 

r 
I 1 (R~) maximum 
i=l 

2" Les 1 (Ri) 6quivalents 

On note 1. au lieu de 1 (R ) 
1 i 

Portons les valeurs des transinformations internes 1 sous la forme de 
i 

l 
coordonnees cartesiennes dans un espace que nous appelerons espace dmpartitions. 
Consid4rons le cas des partitions en deux classes .A la partition P correspond 

1 

le point x de coordonnfies 1 et 1 dans le plan des partitions. ( ~ i g  1) 
'L 1 2 l 

La droite 1 4 I2 = p = constante est une droite de pente -3 dans le plan 
l 

des partitions.Admettons que c'est la droite AB pour la partition P sur la figure 
1 1.0n voit sans peine que la valeur de p pour les points de cette droite est 

proportionnelle à la longueur de la perpendiculaire OE abaissee de l'origine des 
coordonn6es sur la droite AB, et que OE est en meme temps bissectrice de l'angle 1 
compris entre les axes de coordonnées. 

La figurel montre qu'on peut obtenir une partition meilleure au sens du 
critère 3 que Pi pour laquelle P sera plus grand..A cette fin il faut dtlplacer 
la droite AB parallèlement à elle-même en s'eloignant de l'origine des coordonnees. 

A la position extreme A'B' de cette drofte correspond la plus grande valeur 
de P qu'on note f 0 .  

Au sens du critère 2, une partition est d'autant meilleure qu'une autre 
qu'elle est plus proche de la bissectrice OE. 



Comme il n'existe en gt?nc!r~l,aucun point x* qui vérifie à la fois les 
deux critères,nous sommes obliges d'adopter l'un des points de vue ci-dessous : 

19 Remplacer les deux critères par un seul en utilisant les normes ( ~ i g  2) --- ---- . . - -------------- - - - - - - - - - - - - . - - - - - - - -  ---------------- -- 

k 
Il est souventco~ode de minimiser la distance des points x.x notee d(x,x" ) I 

Cette distance assaciee 3 une norme p sur l'espace des partitions est definie par 
d(x,x" = p ( x - x" ) 

Désignons par 1 les coordonn4es d'une partition x de X et f i  celles de x" i - 
P- K 

d'(x,xr 1 = sup 
i=I.. . K  k 

- Norme euclidienne 

Pour chaque partition à laquelle on fait correspondre un point x (iq,....n) i on trace la boule qui est dans ce cas un cercle de centre x*et de rayon R (FIG 2)  i 
La meilleure partition est donc celle qui minimise R.. On voit irmn4diatement 

1 
que tous les points x i c i  qui se trouvent sur un même cercle de centre xT 

ik k 
sont Aauivalents au sens de cette norme,clest a dire que toutes les partitions 
correspondantes à x sont aussi bonnes les unes que les autres. 

ik 

- Norme somme des valeurs absolues 

Il en est de même pour cette norme, la boule 6tant le carre 1 ( ~ i g  2)  de 
4 

centre x. 

- Norme du max -- 
Cette norme ne peut pas etre ukilisée.0n va le montrer sur un exemple. 

La boule &tant le carré II ( ~ i g  2 )  prenons deux partitions dont les points 
correspondants se trouvent sur le m@me carre : x de coordonnées 1 et 1 tel que 

1 1 2 

donc x correspond à la meilleure partition, puisque pour la même somme que x 
1 2 

les transinformations sont égales. I 



\ 
F i g u r e  2  

S ' a p p r o c h e r  l e  p l u s  de  l a  b i s s e c t r i c e  OE ( c r i t è r e  2 )  peu t  s e  t r a d u i r e  p a r  : 
t r o u v e r  un c o e f f i c i e n t  d f a t t & n u a t i o n  m u l t i p l i c a t i f d ( 1 . )  dont l a  v a l e u r  e s t  

1 maximum s u r  l a  b i s s e c t r i c e  e t  s ' a t t e n u e  de p a r t  e t  d ' a u t r e  de c e l l e - c i  ( F i g  3b) 

ConsidBrons p a r  exemple l e  c r i t è r e  
k 

q u ' i l  f a u t  maximiser pour o b t e n i r  l a  m e i l l e u r e  p a r t i t i o n .  

- C a l c u l  d ' u n  c o e f f i c i e n t  d 1 a t t 6 n u a t i o n  
--------- 

I l  + 1 
2  2  

2  
1 + I  + 2 1 1 1 2  

Cos E = Cos E = 
1 2  

2  2  
2  + 1 2 )  

2  
1 1  

a (Ii) = 2  cos  E -1  + C O S  2  E = 2  1 2  - - 2  
2  2 I l  

I l + I 2  7 + -  I 2  T 

Dans l ' e s p a c e  des  p a r t i t i o n s  e n  K c l a s s e s  , on a  

I l  + I2 + ... 
Cos E = -- + Ik 

2 KG;  + 1; .... + 1, 



L 1 f . 2  i=l I i I  
2 i =  1 i# j j 

1 
C O S  E = - - 

Le c r i t è r e  à maximiser dans ce c a s  e s t  donc : 
k 
C Ii 1 
i= 1 j  

2 - K  4 i # j  
a (1.) = -- + - 

1 K K R ,  

F igure  3.b 

i Remarque : l a  s o l u t i o n  n ' e s t  p a s  unique e t  dépend du c h o i x  du c o e f f i c i e n t  d- (1,) 
N4anmoinshcette méthode a l ' a v a n t a g e  s u r  l a  p réceden te  d e n e  pas  a v o i r  3 c a l c u l & r  l 

$ = max c Ti, e t  d ' a v o i r  x un ique  pour oc donne 
i =2 
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