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1 NTRODUCT 1 ON 



Ce t r a v a i l  e s t  une c o n t r i b u t i o n  au  problème de l a  minimisation d 'une 

fonc t ion  sans  c o n t r a i n t e  : 

Min f ( x )  
xdRn 

où f  e s t  une fonc t ion  r é e l l e  d i f f é r e n t i a b l e ,  dont  l e  g r a d i e n t  g  peut  ê t r e  c a l c u l é  

n  numériquement en t o u t  p o i n t  de IR . 

P l u s i e u r s  méthodes i t é r a t i v e s  de r é s o l u t i o n  ont  é t é  proposées,  p a r  exemple, 

l a  méthode de l a  p l u s  profonde descente  de Cauchy, l a  méthode de Newton, l e s  

méthodes du g rad ien t  conjugué e t  l e s  méthodes de métrique va r i ab l e .  D'un p o i n t  de 

vue p r a t i q u e  l e s  deux de rn i è re s  s ' a v è r e n t  l e s  p l u s  i n t é r e s s a n t e s  e t  l e s  p l u s  

performantes .  E l l e s  c o n s i s t e n t  à déterminer  : 

( 1 )  une d i r e c t i o n  de descente  4( de l a  forme 4( = -%gk où gk e s t  l e  

g rad ien t  au  po in t  courant  xk e t  02 Hk e s t  une mat r ice  c a r r é e  d ' o rd re  n. 

( 2 )  un pas A pour d é f i n i r  l e  p o i n t  successeur  
k  \ + l  

= xk + Xkdk, c e t t e  

opé ra t ion  é t a n t  appelée  recherche l i n é a i r e .  

Dans l e s  méthodes de métrique v a r i a b l e  il e s t  demandé que l a  ma t r i ce  H k  

s o i t  symétr ique,  d é f i n i e  p o s i t i v e ,  e t ,  pour des  commodités de c a l c u l ,  q u ' e l l e  

s o i t  une mise à jour  de H p a r  une c o r r e c t i o n  de rang un ou de rang deux. 
k-1 

Ce t t e  s u i t e  de ma t r i ce s  t e n t e  "dlapprocher",  dans un c e r t a i n  sens ,  l ' i n v e r s e  

de l a  ma t r i ce  des dé r ivées  secondes au  po in t  x.. Dans l a  p ra t ique  c e t t e  mise 

"("+') p l aces  en  à jour  ex ige  l e  s tockage d'une mat r ice  symétrique donc de  

mémoire. 

Parmi l e s  formules de métr ique v a r i a b l e ,  une des p l u s  généra les ,  e s t  

c e l l e  donnée pa r  Oren e t  Luenberger C301 où : 

avec 

s s 
t 

( % Y ~ ) ( H ~ Y ~ ) ~  
= 'Hk - t + e v v ) y k +  k k  Hk+l  (Hkyk> yk)  k k k  ( s k '  yk) y 



où : 

B k ,  yk son t  des paramètres r é e l s ,  

Yk = Vf(xktl) - vf(xk)  gktl - gk, 

Sk = \+1- Xk' 

l e  produit  s c a l a i r e  de deux vecteurs  u e t  w e s t  noté  (u ,  w) e t  t e s t  l e  symbole 

de l a  t ransposi t ion .  

Cette  formule de mise à jour  cont ient  quelques f ami l l e s  de métrique 

va r i ab le  connues. Pour y = 1 nous avons l a  f a m i l l e  de Broyden C31, e t  comme 
k 

cas  p a r t i c u l i e r s  l a  BFGS C4, 18, 22, 391 ( B k  = 1 )  e t  l a  DFP C8, 203 ( B k  = 0). 

Dans c e t t e  ca tégor ie  on peut  a j o u t e r  l e s  formules de métrique va r i ab le  

paramétrée données par  Fiorot  e t  E l  Hallabi  Cl11 e t  F io ro t  e t  Jeannin C13, 141. 

Dans l e s  méthodes du gradient  conjugué l a  d i r e c t i o n  de recherche % e s t  

ca lculée  sous une forme p lus  simple : 

d k = - g k t B  k d k-1' 
( y k l  gk) 

où Bk e s t  un s c a l a i r e ,  p a r  exemple il est égal  à pour l a  méthode 
2 

11g,11 
de Hestenes-Stiefel C231, à pour l a  méthode de Fletcher-Reeves Cl91 

1 1 gk-l 
( Y ~ - ~ '  gk)  

l l 2  
e t  à pour l a  méthode de ~ o l a k - ~ i b i è r e  C351. 

I I $-, 1 l 2  

Perry C341 a remarqué que dans l e s  méthodes du gradient  conjugué l a  d i rec-  

t i o n  d pouvait également s ' é c r i r e  sous l a  forme % = -Hkgk. La matrice % e s t  k & 

par  exemple égale à 1 - dk-l ~ k - 1 ~  pour l a  méthode de Hestenes-Stiefel .  Bien 
( Y -  dk-13 

entendu, pratiquement,la d i r e c t i o n  de descente e s t  ca lcu lée  de manière c l a s s ique  

avec t r o i s  vecteurs.  I l  donne également une a u t r e  formule pour une d i r e c t i o n  de 

descente : 
t t 

dk = - (1 - 41-1 Yk-1 + %-1 sk-l 

( Y ~ - ~ '  ( y k - y  dk-l 1) gk* 



Complétant c e  t r a v a i l ,  Shanno t401 propose une méthode de métrique 

v a r i a b l e  d i t e l ' s ans  stockagd'. Dans l a  formule de l a  BFGS, q u i  s ' o b t i e n t  à p a r t i r  

de (1 .1)  en posant  8 = 1 et  yk = 1, il remplace l a  mat r ice  i$ p a r  l a  ma t r i ce  
k 

i d e n t i t é  1, pour o b t e n i r  a p r è s  t ransformat ions :  
L + 

l a  d i r e c t i o n  de recherche  e s t  a l o r s  c a l c u l é e  sans  manipulation de ma t r i ce s  

mais en f a i s a n t  un nombre t r è s  r é d u i t  de p r o d u i t s  s c a l a i r e s .  

Rappelons que lo r sque  Ak e s t  c h o i s i  su ivan t  une recherche  l i n é a i r e  exac te  

i - e .  ( s k Y  gk+l ) = O ,  l a  d i r e c t i o n  de descente  de l a  méthode de Pe r ry  ou d e  

Shanno e s t  précisément c e l l e  de l a  méthode du g rad ien t  conjugué de  Hestenes- 

S t i e f e l .  

Dans un même o rd re  d ' i d é e s  avec l e  souc i  de l i m i t e r  l a  p l a c e  en mémoire, 

Nazareth C271, Buckley C5, 61, Nocedal C291, Nazareth e t  Nocedal C281 o n t  

proposé des a lgor i thmes  d i t s  à stockage l i m i t é  ou v a r i a b l e .  Ces a lgor i thmes  

s o n t  a u s s i  d é d u i t s  des  méthodes de g rad ien t  conjugué e t  de métr ique v a r i a b l e .  

Ils déterminent  en géné ra l  des  d i r e c t i o n s  du g rad ien t  conjugué g é n é r a l i s é ,  par  

exemple sous l a  forme : 

où Hk e s t  remise à jour  périodiquement en u t i l i s a n t  un nombre r é d u i t  de  vec t eu r s .  

Dans l e  t r a v a i l  p ré sen té  i c i  l e  bu t  e s s e n t i e l  e s t  de f o u r n i r  des  méthodes 

de  métrique v a r i a b l e  à encombrement r é d u i t  conduisant  à l a  convergence pour  l a  

minimisat ion de fonc t ionsde  c l a s s e  ( c h a p i t r e  I I )  e t  de fonc t ionsde  c l a s s e  C 
2 

( c h a p i t r e  III) .  



Plus précisément dans l e  c h a p i t r e  II nous reprenons l a  cons t ruc t ion  des  

mat r ices  de métr ique v a r i a b l e  paramétrée sous l a  forme donnée dans F io ro t  e t  

Jeannin C131, forme p l u s  géné ra l e  e t  p l u s  simple que c e l l e  donnée or iginalement  

dans F io ro t  e t  E l  Ha l l ab i  [ I l ,  121. Pour nos b e s o i n s , e l l e s  sont  présentées  

sous l a  forme de  H-matrices. Les d i r e c t i o n s  de descente  dk sont  en e f f e t  c a l c u l é e s  

sous l a  forme d = -Hkgk I l  e s t  donné brièvement en s e c t i o n  11.1 s i x  f a m i l l e s  
k 

de t e l l e s  ma t r i ce s  paramétrées a i n s i  que l e s  majorat ions de l e u r  conditionnement. 

Rappelons simplement que l a  ma t r i ce  H e s t  obtenue à p a r t i r  de 5 p a r  une 
k+ 1 

c o r r e c t i o n  de r ang  1 ou s u r t o u t  de rang  2 dépendant elle-même de H k y  Yk' sk 

e t  de paramètres .  

En vue de  r é d u i r e  for tement  l e  nombre de c a l c u l s  e t  l a  p l ace  mémoire, 

il e s t  d é f i n i  dans l a  s ec t ion  11.2 s i x  f ami l l e s  de ma t r i ce s  dédu i t e s  de c e l l e s  

données en s e c t i o n  11.1. Dans l a  cons t ruc t ion  évoquée p l u s  hau t ,  5 e s t  a l o r s  

p r i s e  éga le  à l a  mat r ice  un i t é .  Cet te  cons t ruc t ion  au ra  pour avantage s u r  

c e r t a i n e s  méthodes s igna lées  p l u s  haut  de  l i m i t e r  d 'une p a r t  l a  p l ace  mémoire 

à c inq  vec teurs  au  p l u s  e t  d ' a u t r e  p a r t  de r é d u i r e  l e  c a l c u l  de l a  d i r e c t i o n  4, 

à c e l u i  de c i n q  p r o d u i t s  s c a l a i r e s .  C e t t e  d i r e c t i o n  e s t  une combinaison l i n é a i r e  

t r o i s  vec t eu r s  e t  peut  ê t r e  cons idérée  corne une ex tens ion  d'une d i r e c t i o n  de 

g rad ien t  conjugué. 

En s e c t i o n  11.3 un algori thme e s t  f o u r n i  pour l a  minimisat ion d'une 

fonc t ion  numérique à p l u s i e u r s  v a r i a b l e s .  A chaque i t é r a t i o n  un choix  de d i r e c t i o n  

peut  ê t r e  f a i t  a rb i t r a i r emen t  parmi s i x  p o s s i b i l i t é s .  L a  convergence e s t  a s su rée  

pour des  cond i t i ons  du premier o rd re  : l a  fonc t ion  à minimiser e s t  continuement 

d i f f é r e n t i a b l e .  Les procédés de r é i n i t i a l i s a t i o n  c l a s s i q u e  sont  admis sans  
8 

a j o u t e r  d 'hypothèses.  

Dans l e  c h a p i t r e  III nous nous p laçons  dans l e  cad re  de l a  formule (1.1)  

avec comme précédemment H = 1. Cet te  f o i s  l a  convergence e s t  obtenue pour des  
k 

fonc t ions  deux f o i s  continuement d i f f é r e n t i a b l e s  e t  s t r i c t e m e n t  convexes. Les 



hypothèses sont légèrement plus faibles que celles données par Shanno Cg11 pour 

son étude de la formule (1.5) qui est un cas particulier de notre travail. 

La détermination de la direction n'exige finalement qu'un encombrement 

mémoire réduit à quatre vecteurs et que le calcul de quatre produits scalaires. 

Pour chacune des deux familles de méthodes,données respectivement dans 

le chapitre II et le chapitre II1,des essais numériques sont donnés en compa- 

raison avec la BFGS. 

Cette comparaison porte sur le nombre d'itérations et d'appels de fonction 

et non sur la place en mémoire ou la quantité de calculs exigés, celles-ci étant 

assez importantes pour la BFGS. 

Ce travail a fait l'objet de deux notes : Fiorot et Vaca C15, 161, à 

l'université de Lille 1. 



METHODES DE METRIQUE VARIABLE 
PARAMETREE A ENCOMBREMENT REDU 1 T , 

CONVERGENCE DANS 



Dans la première partie de ce chapitre nous reprenons la construction des 

familles de métrique variable paramétré données par Fiorot et Jeannin C131, 

formules plus générales et plus simples que celles données par Fiorot - El Hallabi 

[Il, 121 ou El Hallabi CIO]. Elles seront présentées sous la forme de H-formules 

c'est à dire que les directions de déplacement sont calculées à chaque itération 

par d -Hkgk A partir des H-formules de Fiorot et Jeannin Cl31 nous déduisons k 

six formules de métrique variable à encombrement réduit. Comme dans le cas des 

I H-formules paramétrées la convergence est montrée pour une fonction de classe C 

avec une recherche linéaire qui peut être inexacte. Rappelons que pour les 

méthodes de gradient conjugué auxquelles nous pouvons comparer nos méthodes du 

fait de leur faible encombrement (quelques vecteurs) et de leur simplicité, la 

2 
convergence est montrée pour des fonctions de classe C avec une recherche 

linéaire exacte. 

D'autre part l'algorithme fourni est $el que,; chaque itération,la 

direction de descente peut être choisie arbitrairement parmi six possibilités 

ou plutôt six familles. 

Des essais numériques,menés sur des fonctions tests classiques, sont 

présentés à la fin de ce chapitre. 

- - - - - -- 

M A J O R A T I O N  DU C O N D I T I O N N E M E N T  

Nous allons utiliser le procédé de construction de matrices de correction 

proposé dans Fiorot et Jeannin K131. Définissons d'abord les hypothèses et les 

notations suivantes : 

H est une matrice symétrique, définie positive, quelconque, 

n s et y sont deux vecteurs delR tels que (s, y) O ; par la suite ils seront, 

comme nous l'avons indiqué dans l'introduction, respectivement la différence 

de deux points successifs et la différence des gradients de ces points successifs, 



w ,  W '  deux s c a l a i r e s  de (-1, t a ) ,  

a, 6 deux s c a l a i r e s  de ( O ,  +m). 

Notons B l ' i n v e r s e  de H e t  T = H " ~  l a  r a c i n e  ca r rée  symétrique d é f i n i e  p o s i t i v e  

de H. 

Définissont également : 

(s,  Y )  e t  l e  vecteur 
= (Hy, y)+(syy)  

l = s - r H y .  

Remarquons que l ' i n é g a l i t é  (s, y )  O e t  l e  f a i t  que H e s t  d é f i n i e  p o s i t i v e ,  

impliquent l ' i n é g a l i t é  (1, y )  > O ,  c a r  (e, y )  = r s  y). 

Notons K ( A )  1 1 A 1 1 1 ( A-' ( 1 l e  nombre de condit  ionnement d'une matri Ce inver-  

s i b l e  A.  

Rappellons que pour u IRn on a : 

t 1 1 1  + uu I I  = 1 + llu112 

1 1 1  - u u t ( l  = 1 s i  llu112 5 2 

Formule de Sherman-Morrison C421 : 

n 
S i  A e s t  une matrice i n v e r s i b l e ,  v e t  w deux vecteurs  d e R  a l o r s  : 

- 1 
La matrice A + v J  e s t  i n v e r s i b l e  si e t  seulement s i  1 + (w, A v)  e s t  non nu l ,  

En reprenant  l e s  no ta t ions  de C131, considérons deux formules de correc-  

t i o n  de rang un pour l a  matr ice H ,  à s a v o i r  : 



Nous savons que sous l e s  hypothèses f a i t e s  s u r  H ,  y ,  s ,  a e t  w l e s  

matr ices 8 e t  fi sont  a u s s i  symétriques e t  d é f i n i e s  pos i t ives .  

Nous avons l e  r é s u l t a t  su ivant  : 

Proposi t ion 11.1.1 C 1 1 ,  12, 131 : Sous l e s  hypothèses f a i t e s  s u r  H ,  y ,  s ,  a e t  

w,  nous avons l e s  majorations su ivantes  pour l e s  normes de 8 e t  fi .  

S i  w 2 O ,  

I I ~ ( H ,  Y ,  a, w ) l I  =(l+w) I I H I I ,  
1 I $ ( H ,  Y ,  s ,  a,  w > l  1 a < l + w >  I I H I  1 .  

S i  -1 < w < O ,  

I I ? ( H ,  Y ,  a ,  w ) l l  s a 1 1 ~ 1 1 ,  
l l $ ( ~ ,  Y ¶  s ,  a, dll s a  I l H l l *  

Preuve : 

Donnons l a  preuve pour ?f : 

d'où : 

avec : 

S i  w 2 0 ,  nous pouvons é c r i r e  : 

t Q = 1 + uu avec u  = 

e t  d 'après  ( I I . l ) ,  

1191 1 1 + 1 lu1 l 2  1 + w, d'où l e  r é s u l t a t .  

S i  -1 < w C O ,  nous pouvons é c r i r e  : 

t (-w) 1/2 Q = 1 - vv avec v  = 
I lTyl I TY ; 



et de ( II. 2) nous déduisons le résultat recherché car 1 1 v1 ( = -w < 1. 0 

D'après la formule de Sherman-Morrison (11.3) nous obtenons en désignant 

'L 
par B l'inverse de % et par & l'inverse de fi : 

et le résultat suivant nous donne des majorations sur les normes de 3 et de Ë. 

Proposition 11.1.2 [Il, 12, 131 : Sous les hypothèses faites sur H, s, y, a et 

u nous avons : 

Preuve : 

Donnons la preuve pour & : 
+ 

d'où : 

- 1 1 1 (Q(H, y, s, a, u) ( 1  6 a I I B I  I I I Q I  I Y  : 

Si u 2 0, nous pouvons écrire : 
1/2 

u 
Q 1 - uut avec u = 1 1 T Y 

(I+w) I ( T ~ (  l 2  t (si Y) 



et, du fait que (s, y) > 0, 

d'où 1 1 ~ 1 1  = 1 d'après (II.2), ce qui donne le résultat. 

Si -1 < w < O nous pouvons écrire : 

t -W 
1/ 2 

Q = I + v v  a v e c v = C  1 Ty, d'où : 
( 1 ~ )  1 I~y1 l 2  + (s, Y) 

d'où la conclusion. O 

Nous allons continuer le procédé de construction en définissant des 
'h 

corrections du type $ et $ mais cette fois appliquées aux matrices B et Ë. 

Nous obtenons trois transformées de 3 et trois transformées de Ë, à savoir : 

81 = T(8, S, 6, w'). 

2, 
B2 = $(%, S ,  y, 6, w'), 

?i3 = 6(8, 1, y, 6, w'), 
- 
B,, = $(Ë, s, 6, w'). 
- 

5 = $(Ë, s, y, 6 ,  w'), 
- 
E6 = $ ( G y  l, y, 6, w'). 

* 
Notons Hi, i = 1 à 6,les matrices inverses de, respectivement, ' " 3  B1y 2' 

2, - - - 
B3, BQ, B5, B6 ; elles sont obtenues par des formules identiques à (11.6) ou 

(11.7). Leur forme explicite est la suivante C13, section 41 : 



'L 
Dans chaque formule, la matrice B ou B est l'inverse de la matrice entre 

crochets préalablement multipliée par a. 

Proposition 11.1.3 Cl31 : Si (s, y) O, a > 0, 6 > O, w > -1, w' > -1 et si H 

* 
est une matrice symétrique définie positive, alors les matrices H i ' i = 1 à 6, 

sont symétriques définies positives et nous avons les majorations suivantes de 

leur nombre de conditionnement : 

* 
si w 2 O et w' 2 0, K(H.) < (l+w)(l+wl) K(H) pour i = 1 à 6, 

1 

* l+w . K(H) pour i 1 à 6, si w 2 O et -1 < o' 5 O, K(Hi) 5 l+w' 
* 

K(H) pour i = 1 à 6, si -1 < w < O et w' > O, K(Hi) S - l+w 
* 

si -1 < w 5 O et -1 < w' 5 0, 
1 

K(Hi) ' ( î+w)(i+wl ) 
K(H), pour i = 1 à 6. 

Preuve : 

Donnons le résultat pour w 1 O et w' r O. D'après la proposition 11.1.2, 
* 1 1 I H ~ ~  1 5 3 1 I E I  1 où E est soit ?I ou i. En appliquant la proposition 11.1.1. à 

E,nous avons : 

* 
)lHil 1 i % C%(l+w) 1 I H I  1 - 

* 'L 
D'autre part en notant Bi, i = 1 8 6, respectivement les matrices B 1, '329 

83y Ëii, Ë5, Ë6, nous avons dfaprès la proposition II. 1.1. : 

ll~ill s d<i+wf) 1 1 ~ 1 1  où F est soit 8 ,  soit E .  

En appliquant de nouveau la proposition 11.1.2. a F nous avons, 



D'où finalement, l e  r é s u l t a t  : 

* 
K(H;) = 1 IH ; I  1 1 J B ~ (  1 i (I+W)(I+W~) K(H) .  O 

11,2 -  ATRI RI CES D E  MCTRIQUE VARIABLE A ENCOMBREMENT RCDUIT 

Comme H e s t  une matrice symétrique d é f i n i e  p o s i t i v e  e t  que notre but  

e s t  de d é f i n i r  un algorithme de métrique va r i ab le  à encombrement r é d u i t ,  nous 

prendrons dans ce qui  s u i t  H toujours  égale à l a  matr ice i d e n t i t é .  Les 

* 
matr ices  H i = 1 à 6 ,  dé f in i s sen t  donc l e s  matr ices i ' Hk+l recherchées avec 

l e  choix H = 1. Explicitement l e s  formules s ' é c r i v e n t  : 

2, 2, - $ = sk - rkyk avec r - 
k  2 1 1 ' ( ~ ~ 9  yk)  



Remarque II. 2.1 : Formellement, avec l e  choix de y k e t  sk d é f i n i s  p a r  (1.3) 

k k 
donne l a  formule e t  (1.4) respectivement, % = w t  = -1 e t  a = 6k = 1, Hk+l 

(1.5)  d é c r i t e  p a r  Shanno C401. 

Remarque 11.2.2 : De même avec 
2 % = u t k  = -1, ak = 6k = 1, l a  formule Hk+l, 

c e t t e  fois,permet de t rouver  formellement une matrice de métrique va r i ab le  à 

stockage r é d u i t ,  déduitede l a  DFP : 
* + 

quand on pose Hk = 1. 

Nous reviendrons s u r  ces  deux cas  p a r t i c u l i e r s  ci-dessus dans l e  1 
chap i t r e  III. 

Coro l l a i r e  II .2.1 : S i  ( s  ) e t  (y  ) son t  deux s u i t e s  de vecteurs de l'Rn t e l l e s  k k 

que ( sk, Yk ) > O pour t o u t  k E N, (%) e t  (wfk)  deux s u i t e s  de r é e l s  appartenant 

l à l l i n t e r v a l l e  ( - 1 , ~ )  e t  (%), (6  k ) deux s u i t e s  de nombres s t r i c t ement  p o s i t i f s ,  

d é f i n i e s  par  (11 .8 ) ,  (11.9) ,  ( I I . lO) ,  ( 1 1 . 1 1 ) ~  (11.12), a l o r s  l e s  matr ices  \+l 

(11.13) sont symétriques d é f i n i e s  p o s i t i v e s  e t  l e u r  nombre de conditionnement 

e s t  majoré pa r  l e s  q u a n t i t é s  suivantes : 

i 
si  w k t O e t  w1 k z O ,  K(H,+l)  < ( l + ~ , ) ( l + w ' ~ )  pour i = 1 à 6, 

l+wk i s i  w a O e t  -1 < w t  s O ,  K(HI<+l) " pour i = 1 à 6, 
k k 

i 1 s i  -1 < yn S O e t  -1 < CA$ S O ,  K(Hk+l) (l+wk)(l+wlk) pour i = 1 à 6. 

Preuve : 

La preuve se dédui t  directement de l a  proposi t ion  11.1.3 en posant 



1 6  

Donnons une manière de cons t ru i re  l e s  s u i t e s  (%) e t  ( u t k )  t e l l e s  que 

l e s  nombres de conditionnement des matrices soitint bornés pour t o u t  k E PJ. 4 
Proposi t ion 1 1 . 2 . 1  : Etant  donnée une constante M supérieure ou égale à 1, 

on c o n s t r u i t  une s u i t e  (%) t e l l e  que pour t o u t  k : M 1 ' 1+\ - < M e t  une s u i t e  

( u t k )  t e l l e  que pour t o u t  k : 

a l o r s  pour t o u t  i = 1 à 6 e t  pour t o u t  k E N  nous avons : 

i 
K(Hk+l) ' M. 

Preuve : 

I l  e s t  c l a i r  que % e t  w f k  appart iennent  à l ' i n t e r v a l l e  - 1  co). 

S i  wk 2 O ,  
l+w 

Max [q , l 1 = - 
( l+% )M M 

e t  

M 
d'où : 

Alors pour l e  choix w'  > O nous avons bien : 
k - 

l+Y, ( l + \ ) ( l + ~ ' ~ )  6 M e t  pour l e  choix : -1 < o f k  6 O ,  nous avons : - I M. 
l+ul 

l + w t k  
De même s i  -1 < % 5 O nous voyons aisément que : - I M s i  nous 

l+% 

prenons w' 2 O e t  I 

k (l+wk)(l+u,k) 5 M s i  nous prenons -1 S w'  I O .  En conclu- 
k 

i s ion  d 'après  l e  c o r o l l a i r e  1 1 . 2 . 1  nous avons bien K(H ) S M. O k+ 1 

II. 3 - ALGORITHME ET CONVERGENCE 

I I  .3.1 - Construction d'une suite de matrices Hk 

A p a r t i r  des s i x  f ami l l e s  de matrices d é f i n i e s  dans l a  sec t ion  précédente 

nous a l l o n s  cons t ru i re  une s u i t e  de matrices ( H  ) .  E l l e s  se ron t  p r i s e s  de 
k 



manière arbitraire parmi les six formules (11.8) à (11.13). 

Plus rigoureusement notons Y,(s 
i k9 Yk* ek, 4<' tjk, \,u'~), pour i = 1 à 6, 

.respectivement les seconds membres des formules (II. 8) à (II. 13). Le vecteur 5 
n'intervient que pour i = 3 et 6, le vecteur s k intervient implicitement pour 

i = 3. Rappelons que les suites (ak), (6k), (%), (ut k ) vérifient les conditions 

données dans le corollaire II. 2.1. Notons i une application de N dans { 1, 2, 3, 

4, 5, 61, la suite H est définie en posant : 
k 

(II. 14) 

11.3.2 - Algorithme A 

n 
O. Soit x un point initial de JR . Posons H = 1 et k = 0. 

O O 

1. Si Vf(xk) = O stop, 

sinon définissons une direction de descente % = -Hkgk. 

2. Déterminons un pas Ak > O satisfaisant les conditions de Wolfe C431 

ou de Goldstein-Price C211 : 

wl) f(5+Akdk) S f(\) + Ak c1(gkY dk), 

w2) (g(xktAk4)Y dk) ' c2(f3k, 4<)' 
où les constantes c et c satisfont : O C c < C2 < 1. 1 2 

- 3. De s = xktl - xk = Ak4, et yk - gk+l - gk, définissons Hktl comme 
k 

en sous-section 11.3.1 et retournons en 1 avec k = k+l. O 

Cet algorithme de métrique variable paramétrée présente quelques avantages 

Il est à encombrement réduit, la place mémoire se limite au plus à cinq vecteurs 

à savoir v pour d'abord gk en ensuite pour y vî pour gk+l, v3 pour d'abord 5 
1 k' 

puis s vq pour k ' \rl et v pour $ d'abord et dk+l ensuite. La détermination 5 

de la direction dktl exige au plus le calcul de cinq produits scalaires à 

2 2 
savoir (yk, gk+1)> 1 Iykl 1 9 ( ~ ~ 3  yk), (sk* gk+1)> 1 l s k l  1 



Enfin cet algorithme est de type chaotique quant au choix arbitraire ?i 

chaque itération de la matrice H k+l i.e. de la direction d k+l' De plus les 

conditions portant sur les paramètres pour assurer la convergence (théorème 11.3.1) 

sont extrêment réduites. 1 

Remarque 11.3.1 : La condition w2) ci dessus entraîne que pour tout k r N ,  

(sk> Yk ) est strictement positive et donc (9<,  yk) également. 

II. 3.3 - Converaence 

Théorème 11.3.1 : Sous les hypothèses suivantes : 

hl) f continuement différentiable, 

h2) pour x c g ,  E = {x r IRn 1 f(x) < f(x 11 est borné., 
O O O 

* 
tout point d'accumulation x de la suite (xk) donnée par l'algorithme 11.3.2, où, 

pour tout k E N, q< et 6 sont strictement positifs, 
k et w '  sont dans un compact k 

* 
de (-1, CO) ,  est tel que Vf(x ) = 0. 

Preuve : 

Il suffit de montrer qu'il existe un p de (O, 1) tel que pour tout k E N  : 

'-gk9 4<) ' p 1 IgkI 1 1 ldkl 1 '  

k k Soient Al, . . . , A les valeurs propres de H classées dans l'ordre 
n k y 

l , il vient : ' croissant. Comme 1 1 H~ 1 1 = A et 1 1 q1 1 1 = - 
A: 

- 1 1 Puisque 1 1 Hk dk 1 1 2 1 1 dk 1 1 nous déduisons : 
h n .k 

Comme (s 
k9 Yk ) > O, le corollaire 11.2.1 entraîne K(Hk) S M d'où : 



I I  .3 .4  - Algorithme avec reinitialisation 
Nous pouvons, pour des raisons pratiques, prendre de temps à autre 

une direction dk+l qui ne soit pas donnée par - Hk+l gk+l et faire une réiniti- 

alisation de la direction de descente de la forme %+l = -%+1 gk+l OU 
- 

%+1 - -kt1 pour kt1 appartenant à un sous-ensemble de N, comme celui des 

multiples entiers de la dimension n de l'espace. 

Pour plus de clarté, introduisons deux sous-ensembles disjoints r 1 et r2 

de N. Alors pour déterminer la direction de descente 4<+1 nous pouvons définir 
une suite de matrices (ff ) de la manière suivante : 

k 

Hkti = Stl donnée par (11.3.1) pour kt1 r N  - rl u r2, , 

+'kt 1 
= 1 pour k+l r Tl, 

- 
Hk+l - *kt1 pour k+l r r2. 

Nous demandons à la suite (A ), k+l r r2, d'être définie positive et 
k+ 1 

à conditionnement borné par une constante C, la matrice unité satisfaisant 

évidemment ces conditions. 

L'algorithme proposé est le même qis 11.3.2 avec cette fois % = -ffkgk. 

La convergence de cet algorithme avec réinitialisation est assurée sous les 

mêmes conditions que ci-dessus (théorème 11.3.1) avec une suite de matrices 

Ak+l, k+l r T2, définies positives, à conditionnement borné. En effet la suite 

de matrices (ffk) a alors un conditionnement borné par 1 pour k+l r Tl, par C 

l+Y, l+wfk ou - OU 1 
pour kt1 r r2 et par (l+q,)(l+wtk) ou - l+wfk ltwk (l+\)(l+~'~) 

selon le signe de % ou w' pour kt1 E N  - Tl u r2. 
k 

Un exemple de réinitialisation est donné par Powell r361. La direction 

est prise égale à l'opposé du gradient lorsque l'inégalité 1 (%, gktl) 1 2 0.2 

1 lgktll 1' a lieu, i.e. lorsque deux gradients consécutifs ne deviennent pas 

assez orthogonaux. 



Remarque 11.3.2 : Considérons l e s  hypothèses su ivan te s  : 

h ' l )  f deux f o i x  continuement d i f f é r e n t i a b l e ,  

h 1 2 )  il e x i s t e  deux cons tan tes  p o s i t i v e s  m e t  m '  t e l l e s  que pour t o u t  

y c n i " e t x  E E ~  : 
O 

2 2 
m l l y l l  5 (V f ( x >  y. y )  < m l  l ly112. 

Sous h ' l )  e t  h 1 2 ) ,  Shanno C411 a démontré l a  convergence de l ' a lgo r i thme  

11.3.2 avec l a  formule de mise à jour  obtenue à p a r t i r  de l a  BFGS quand on 

pose H = 1 (formule ( 1 . 5 ) ) .  

Remarque 11.3.3 : Dans l e  c h a p i t r e  su ivant  nous étendons l e  r é s u l t a t  de Shanno 

C411 aux c l a s s e s  de Huang r251 e t  Oren-Luenberger sous  l e s  hypothèses h ' l )  e t  

h"2) où h"2) n ' e s t  a u t r e  que h ' 2 )  c i-dessus p r i v é e  de i l i n é g a l i t é  de d r o l t e .  

Remarque 11.3.4 : Sous l e s  hypothèses h ' l )  e t  h ' 2 )  c i-dessus,  nous montrons 

comme en [ I O ,  111 en nous i n s p i r a n t  de Allwright  C l ]  que l a  v i t e s s e  de conver- 

gence de l a  s u i t e  des  i t é r é s  donnée par  l ' a l g o r i t h m e  e s t  au moins R- l inéa i r e  

i . e .  il e x i s t e  une cons tan te  C e t  un nombre h appar tenant  à IO, 1 C  t e l s  que : 

* k * 1 1 %  - x I I  < C h où x e s t  l e  po in t  l i m i t e  de l a  s u i t e .  

Des e s s a i s  numériques on t  é t é  f a i t s  avec l e s  ,formules 
6 

+ (11.13) e t  

2 %+1 (11.9) en prenant  ak = 6k = 1. 

Avec ce  choix  l a  formule 
6 

Hk+l dev ien t  : 

i . e .  que l a  d i r e c t i o n  de descente  générée p a r  c e t t e  mat r ice  s ' éc r i t  : 



( sk 'yk 1 
a v e c $ = s k - r y  k k  > r  k = 2 , ((l, y) = r(s, y)), 

I Iykl l +(sk,yk) 

D'autre part la formule H~ qui s'écrit (avec q = 6k + 1) de la 
k+l 

manière suivante : 
t t 

2 = I + %  YkYk - W' SkSk 
Hk+l 2 Y 

1 lykl 1 (l+w'k)($Sk>Sk)f(Sk¶Yk 1 

fournit la direction de descente correspondante : 

Dans les tableaux suivants sont indiquées les valeurs de (Y,) et (utk) 
-25 

prises ici égales à des constantes. Les règles d'arrêt sont 1 1 gk ( 1 1 10 

-16 
ou f (xk + hkdk) > f (xk) pour hk 1 1 dk 1 1, 5 10 . Les comparaisons ont été effec- 
tuées avec la méthode de Shanno (c.f. formule 1.5) et la BFGS. Ces comparaisons 

portent uniquement sur le nombre d'itérations (noté Nit) et le nombre (noté NF) 

d'appels simultanés de la fonction et du gradient (ces deux nombres sont parfois 

séparés par un trait) car le temps du calcul et la place mémoire comme il a été 

déjà indiqué sont beaucoup plus importants pour la BFGS. L'astérisque signifie 

que le calcul a été arrêté au numéro de l'itération indiqué. 

Les calculs ont été faitssur IRIS 80 à l'université de Lille 1 ; en double 

précision avec 14 chiffres hexadécimaux, i.e. à peu près 16.8 chiffres décimaux. 

Pour la BFGS nous avons utilisé le code MlQNl de la bibliothèque MODULOPT de 

C. Lemaréchal (INRIA) ; il est équivalent au code de M. J.D. Powell (Harwell) . 



Fonction de Dennis Cg1 

point  de départ  : xo( i) = 10 i = 1 . . . , n ; 

- 
s o l u t i o n  optimale : x = O, f ( x )  = 0. 

Formule 
Hkt 1 

Formule H:+~ 

Les valeurs  f i n a l e s  de f n 'ont  pas é t é  reprodui tes ,  e l l e s  sont t o u t e s  

-27 t rès  vois ines ,  de l ' o r d r e  de 10 , 

100 

_ _ _ _ _ _ _ _ _  
202/277 

178/249 

217/292 

225/377 

219/613 

60 

_ _ _ _ _ _ _ _ _  
165/242 

157/225 

161/234 

184/320 

177/432 

5 0 

_ _ _ _ _ _ _ _ _  
136/197 

130/202 

156/231 

175/301 

195/418 

20 

_____-___ 
85/141 

79/137 

95/156 

113/223 

89/186 

30 

_ _ _ _ _ _ _ _ _  
91/146 

101/160 

128/202 

136/247 

109/253 

10 4 0 

_ _ _ _ _ _ _ _ _  
111/172 

118/176 

134/193 

138/258 

164/352 

- 0.9 
I 

- 0.99 

- 0.9999 

Shanno 

BFGS 
(P 

--------_ 
48/97 

63/116 

59/115 

85/162 

59/94 



Fonc t ion  Var C 7 ,  24 1 

100 100 100 
2 + ( E  

4 
f ( x ) =  I: xi 6 x J 2  1 + ( 1 J T x i l  9 

i=l i=l i=l 

x o ( i )  = 6 i = 1, .. . , 100, f ( x 0 )  = 0.25 1 0  1 5  ; 
p o i n t  de  d é p a r t  : 

- 
s o l u t i o n  o p t i m a l e  : x = O ,  f ( x )  = 0. 

6 
Formule Hk+l 

2 
Formule Hk+l 

0 .9  l ~ - ~ ~  

0.5 l ~ - ~ ~  

0.1 10-24 

0 . 1  IO-'' 

0.2 10 -~  

0.3 10-25 

Dans ces e s s a i s  numériques nous n 'avons  p a s  e x p l o i t é  l e  c a r a c t è r e  c h a o t i q u e  

de  l ' a l g o r i t h m e .  A t i t r e  i n d i c a t i f  nous  proposons  de  l ' u t i l i s e r  dans  l e  cas 

c y c l i q u e ,  a v e c  deux fo rmules ,  à s a v o i r  : e t  H~ , p o u r  deux c o u p l e s  d e  
Hk+ 1 k+ 1 

paramèt res  w k e t  u V k .  

f 

0 . 1  1 0 - ~ ~  

0.8 1 0 - ~ ~  

0.2 l ~ - ~ ~  

O .  6 10-~' 

' 0.7  IO-^ 
0.7 1 0 ' ~ ~  

NF 

256 

150 

84 - 
408 

712 

66 

w = 1.0' 

- 0.99 

- 0.995 

- 0.9999 

- 0.999999 

Shanno 

BFGS 

0.85 l ~ - ~ ~  

0.67 1 0 ~ ~ ~  

0.96 1 0 - ~ ~  

N i t  

18 5 

7 1 

2 5 

200* 

400* 

5 O 

f 

0.47 10-27 

0.20 1 0 - ~ ~  

0.10 1 0 - ~ ~  

NF 

352 

217 - 
63 

w = W '  

- 0.99 

- 0.999 

- 0.9999 

N i t  

256 

106 

2 1  



Premier  exemple : Pour  e t  H6 nous prenons les v a l e u r s  communes 
k+ 1 

w  = w '  = - 0.9999. 
k k 

Deuxième exemple : pour  etl nous prenons \ = 0' = - 0.9999 e t  pou r  
k 

6 
Hk+l nous prenons w  e t  w '  = - 0.99. 

k k ; 

Fonc t ion  de Powel l  s i n g u l i è r e  C26, 371 avec  n = 64 v a r i a b l e s  

p o i n t  de  d é p a r t  : xo(4i-3)  = 6 ,  xo(4i-2) = -2, xo(4i-1) = O ,  x o ( 4 i )  = 2 ,  

5 i = 1, 2, ..., n/4 ,  f ( x o )  = 0.45 10  , 
- - 

s o l u t i o n  op t ima l e  : x = O ,  f ( x )  = 0. 

6 
Formule Hk+l 

w = O' 

- 0.99 

- 0.9999 

Shanno 

BFGS 

N i t  

400* 

400* 

244 

6 1 

NF 

722 

763 

438 

64 

f 

0 .4   IO-^ 
O .  5 IO-'' 

0 .3  10- l~  

O .  2 10-~' 

1 1 ~ 1  l 2  
0.5 1 0 - ~  

0.1  10"' 

0.5 l ~ - ~ ~  

0.3 1 0 ' ~ ~  



2 
Formule Hk+l 

1181 l 2  

0.47 1 0 - ~  

0.31  IO-^ 

f 

O. 13  IO-^ 
0.10 10'~ 

NF 

440 

746 

w = 0' 

- 0.9 
- 0.9999 

Nit 

400* 

400* 



CHAPITRE III 

PIETHODES DE METRIQUE VARIABLE A ENCOMBRDIENT REDUIT. 
CONVERGENCE DANS C* . 



Nous considérons, dans ce chapitre, la famille suivante de formules de 

mise à jour à trois paramètres : 

O 
- où : H est donnée, par exemple égale à la matrice identité ; sk - 

\+l - Xk ; 
- yk - gk+l - gk ; Bk, yk, pk sont trois paramètres réels tels que Bk 2 0, , 0, Yk 

pk > O et 

(III. 2) 

La formule (111.1) contient la plupart des fdrmules de mise à jour 

connues. Pour p - 1, nous obtenons les formules données et étudiées par Oren- k - 
Luenberger C301, Oren C311 et Oren-Spedicato C321. Pour y - 1, nous avons la k - 
classe des matrices symétriques de Huang C251 sous la forme donnée par Osborne 

C331. Pour p - - yk = 1, nous avons la famille de Broyden r31 et,comme cas 

particuliers,la BFGS C4, 18, 22, 391 (Bk = 1) et la DFP C8, 201 (Bk = 0) .  

Remarquons que les conditions : (sk, yk) O, pk > O, yk O, Bk 2 O et 

H définie positive entraînent que k Hk+l est définie positive. 

? 

De même que dans le chapitre précédent nous définissons, à partir de la 

formule 1 1 1 1 ,  une formule plus simple en posant % = 1 ce qui donne : 

Evidemment avec les conditions ci-dessus la matrice Hktl est symétrique 

et définie positive. Elle permet donc de définir une direction de descente 

- 
dk+l - - Hk+l gk+l , plus explicitement : 



direct ion de descente ( I I I .  5 )  , 1 

l e s  r&gles de Goldstein et Pri 

Nous prouvons la  convergence avec des conditions de deuxiame ordre, f 

u s  par t icu l ie rs  de notre 6tude. Ces deux car correspondent respectivemnt au 

rect ion ( III. 5 ) devien 

minimiser e s t  quadratique dgfinie posit ive.  I l  converge donc vers la  solution 

en un nombre d ' i t é r a t i ons  infér ieur  ou aga1 3i n. Noua powons considérer l a  

direct ion ( I I I .  5) came ime direct ion de gradient conjugué g6n6raiis6e. 

8 
b 

Contrainment aux d i p c t i o n s  de &trique yarMle. qui a x i p n t  le 

stockage dtune matrice symétrique e t  d'un nombre non n6gligeable de produits 



2 9 

s c a l a i r e s ,  l a  déterminat ion de l a  d i r e c t i o n  (111.5) demande un encombrement 

n 
r é d u i t ,  à s a v o i r  qua t r e  vec t eu r s  d e n  e t  l e s  c a l c u l s  s e  r é d u i s e n t  à q u a t r e  

p r o d u i t s  s c a l a i r e s .  

Hypothèses : 

h l )  f : IRn + IR e s t  une fonc t ion  deux f o i s  continuement d i f f é r e n t i a b l e ,  l e  

2 Hessien de f en x e s t  no té  G(x) = V f ( x ) .  

n h2)  il e x i s t e  une cons tan te  m > O t e l l e  que pour t o u t  y e t  x danslR : 

2 
m 1 [ Y I  1 2 ( y ,  G ( X )  y ) .  

h3 ) l e s  paramètres  yk e t  pk appa r t i ennen t  à un compact de ( O ,  m) , l e  paramètre 

8 a p p a r t i e n t  à un compact de C O ,  a). 
k 

Les hypothèses h l )  e t  h2)  impliquent  (Powell C381). 

Cl )  f  e s t  for tement  convexe, 

C2) pour  t o u t  x dans IRn, l 'ensemble des vec t eu r s  x q u i  s a t i s f o n t  l a  condi t ion  
O 

f ( x )  2 f ( x o ) , e s t  borné 1 2 1 1 1 I s k I  1 1 I s k I  1 
C3) l e s  q u o t i e n t s  : sont  respect ivement  bornés p a r  : 

(sk,y,)  ( s ~ , Y ~ )  ' 1 1 
K 1  1 M = -  , - e t  - , où K e s t  l a  borne supé r i eu re  de 1 IG(x)  1 1 pour les x t e l s  que 
m m m 

1 ( s ~ Y Y ~ )  
f ( x )  < f ( x o ) .  En plus ,on a également : - < 2 - .  

- l l y l l  
m 

Plus  précisément l e  deuxième quo t i en t  e s t  obtenu sous la  forme 

2 .  ( s k ,  y k )  2 m 1 1 sk 1 1 ,i. e .  , que l e  p rodu i t  scalaire ( s k  ,yk)  e s t  s t r i c t e m e n t  p o s i t i f .  
l 

I 
Alors  comme nous l ' avons  mentionné p l u s  haut  avec Bk 2 O ,  yk , O ,  pk > O 

e t  5 d é f i n i e  p o s i t i v e ,  l a  mat r ice  H donnée p a r  (111.1) ou (111.3) e s t  k t  1 

d é f i n i e  p o s i t i v e  e t  a i n s i  l a  d i r e c t i o n  ( I I I .  5 )  e s t  b ien  une d i r e c t i o n  de 

descente .  

En u t i l i s a n t  un procédé s i m i l a i r e  au  procédé u t i l i s é  par  F i o r o t  e t  

E l  Ha l l ab i  Cl11 ou F io ro t  e t  Jeannin  Cl31 nous donnons, dans l a  première 



partie de cette section, trois lemmes préliminaires pour obtenir une borne 

sur le nombre de conditionnement des matrices H k+ 1 définiaspar (111.3) et (111.4). 

Pour pk > O et yk > O nous définissons la matrice % suivante et son 
, 

inverse B k .  
s s 

t 
- k k  

Ak - Y k  I + Pk(s 
(111.6) 

k 'Yk 

Lemme 111.2.1 : Sous les hypothèses hl),h2) et h3), les matrices % et Bk 
sont symétriques définies positives et leur norme euclidienne satisfait : 

Preuve : 
t 

L'inégalité (111.8) est obtenue directement de l'égalité 1 (I+uu 1 1 = 

1 + 1 lu1 12, de l'inégalité (s k' Yk ) > O et de la deuxième inégalité de C3). 

2 
L1égalité 1 II-uu 1 1 = 1 si ( lu( 1 s 2, où ici on prend u = (pk/Cyk(sk ,yk) + 

0 1'2 implique bien l'égalité (III. 9). O Pk l l s k l l  ] )  s k ~  

Maintenant nous allons considérer, la matrice B. k construite à partir 

de la matrice Bk (III .7) < 

- 
et son inverse Hk : 

* 

Comme précédemment nous allons donner des bornes sur le nombre de 

conditionnement des matrices (III. 10) et (III. 11fi 



Lemme III .2.2 : Sous les hypothèses du lemme III. 2.1, les matrices Ë et fi 
k k 

sont symétriques définies positives et : 

Preuve : 

( III. 12) 

La matrice Ë est bien définie, un calcul simple donne en effet : 
k 

et alors, il est évident que È est symétrique définie positive et par conséquent k 

également. 

2 
Posons D = y (s k k'Yk + pk 1 1 sk 1 1 et notons par B " ~  la matrice racine 

k 

carrée positive de B nous obtenons : 
k ' 

Il vient alors : 
t n 

Des égalités : 
2 2 2 1 lykl 1 - P ~ ( ~ ~ ~  yk) 

nous 
D 

6 
déduisons : * 

D 2 ~  lykl l 2  - P ~ ( ~ ~ > Y ~ ) ~  D 2 ~  1 2 
1 l Ë k l  1 ' 1 l B k l  ( (1 2 

q pk(sk 'yk) 

2 
Or, en remplaçant D par sa valeur et en utilisant C3) nous obtenons : 



En notant ~ i / ~  l a  matrice r ac ine  c a r r é e  pos i t ive  de \ e t  e n  écr ivant  : 

2 
c ' e s t  à d i r e  fi sous l a  forme : k 

Ak 1 ' 2 ~ ~ - v v t ~ $ ' 2 , a v e c  I l v l (  < y k  l I ~ ~ ( 1  ' 1  

nous obtenons 1 lqll r 1 l A k l  1 , donc l ' i n é g a l i t é  ( 1 1 1 . 1 3  O 1 
Notons Bk+l l a  matrice inver se  de %+l 

déf in ie  par  (111.3). 

Lemme 111.2.3 : Sous l e s  hypothèses h l ) ,  h2) e t  h3),  l a  matr ice H dé f in ie  
k+ 1 

p a r  (111.3) e t  son inverse  Bk+l 
sont  symétriques dé f in ies  p o s i t i v e s  e t  : 

( I I I .  14) 

Preuve : 

D'après l e s  dé f in i t ions  de % (111.11) e t  Ak 1 1 1 . 6 )  l a  formule (111.3) 

peut ê t r e  é c r i t e  de l a  façon suivante  : 

(111.16) 

( I I I .  17) 

En u t i l i s a n t  l a  d é f i n i t i o n  de \ (111.4) nous avons, après  un c a l c u l  d i r e c t  : 

Les i n é g a l i t é s  1 1 1  1 3  , ( I I I .  17) e t  ( I I I .  18) donnent l e  r é s u l t a t  ( I I I .  14) .  

D'après (111.16) e t  l a  formule de Sherman-Morrison (11.3) nous obtenons : 

En notant  par  g1j2 k  l a  r a c i n e  c a r r é e  pos i t ive  de 6 k nous pouvons é c r i r e  : 



-1/2 -1/2 
-1/2 (Bk \)(Bk Uk)t 

Bk+l = Bk C I  - 1 Ë e t  puisque 

I l ~ ; / ~ \ l  l 2  
I 1 nous déduisons : 

- 1 1 Bk+1 1 1 5 1 1 Bk 1 1 e t  a l o r s  1' i n é g a l i t é  ( I I I .  12)  donne l e  r é s u l t a t .  O 

En u t i l i s a n t  complètement l 'hypothèse  h3) ,  l e  lemme 11.2.3 nous condui t  

au  r é s u l t a t  su ivan t  : 

Théorème III .2 .1  : Sous l e s  hypothèses h l ) ,  h2) e t  h3)  l a  mat r ice  ilktl d é f i n i e  

p a r  ( I I I .  3 )  e t  ( I I I  .4)  a  son nombre de  conditionnement borné. 

Nous a l l o n s  maintenant d é f i n i r  un algori thme de métrique v a r i a b l e  à 

encombrement r é d u i t  l e q u e l  peut  ê t r e  considéré comme un algori thme de g r a d i e n t  

conjugué g é n é r a l i s é .  Le théorème 111.2.1 nous permet d ' u t i l i s e r  l e  théorème 

c l a s s i q u e  2.4.1 dans F le t che r  C171, pour o b t e n i r  l a  convergence pour d i f f é r e n t e s  

recherches  l i n é a i r e s  u sue l l e s .  

Algorithme B 

O .  Nous dé f in i s sons  l e s  va l eu r s  de dépa r t  : k = O ,  x un p o i n t  a r b i t r a i r e  de 
O 

IRn, H une mat r ice  symétrique d é f i n i e  p o s i t i v e .  
O 

1. S i  gk = O s top,  

s inon  nous dé f in i s sons  une d i r e c t i o n  de descente  dk = -Hkgk. 

2. Nous cherchons un X > O s a t i s f a i s a n t  des  cond i t i ons  c l a s s i q u e s  (RI ci-dessous.  
k  

3. A p a r t i r d e  sk \+ l -  x = A d  e t y k  - 
k k k  

- g nous dé f in i s sons  d - g k + l  k k+ 1 

p a r  (111.5) avec p , k 9  Ok' Yk s a t i s f a i s a n t  h3) e t  nous re tournons  à 1 e n  

posant  k  = k + l .  El 

Les cond i t i ons  ( R )  s o n t  : 

S o i t  une recherche l i n é a i r e  exac t e  : nous déterminons A t e l  que 
k 

f ( \  + Xkdk) = Min { f ( \  + Adk) 1 X Z 01 ; 



Soi t  l e s  r è g l e s  de Goldstein e t  P r i c e  C211 : Etant  donné a E ( O ,  $1 

nous choisissons X > O t e l  que : k 

Ak(l-a)(gk, $1 S f(\+Xk$) - f ( x k )  < Aka (gk,  dk).  

S o i t  l a  r è g l e  de Armijo C21 : Etant donnés a e t  B dans (O, l ) ,  e t  p > 0,  

déterminer l e  p lus  p e t i t  e n t i e r  p o s i t i f  ou n u l  t e l  que : 

Soi t  l e s  r è g l e s  de Wolfe C431 : Etant  données deux constantes c l  e t  c2 

t e l l e s  que O < c < c < 1, nous déterminons X > O t e l  que : 
1 2  k 

Cet algorithme a besoin de stocker seulement quat re  vecteurs de longueur n 

à s a v o i r  : vl pour xk e t  e n s u i t e  pour sk, v2 pour x , + ~ ,  v3 pour g e t  ensu i t e  
k 

pour yk, v4 pour gktl. Et avec l a  recherche l i n é a i r e ,  seulement qua t re  produi ts  

: (yk ,  gktl) , (yk,  s ~ ) ,  ( ~ ~ 3  gk+l , (yk,  yk) sont  nécessa i res  à c h a q ~ e  

étape.  

Théorème 111.2.2 : Sous l e s  hypothèses h l ) ,  h2) e t  h3) ,  l ' a lgor i thme B e s t  t e l  

que ou bien on ob t i en t  l e  minimum de f en un nombre f i n i  de pas ou l a  s u i t e  (5)  
converge vers  l e  minimum. 

La preuve de ce théorème se déduit directement de l a  p ropr ié t é  Cl) ,du 

théorème 111.2.1 e t  du théorème 2.4.1 dans Fle tcher  Cl71 ou de s e s  extensions.  

11 1 ,3  - QUELQUES C H O I X  DE PARAMÈTRES 

Nous a l l o n s  donner quelques exemples de choix pour l e s  paramètres Bk e t  Yk 

pour l a  formule (111.5)  a s su ran t  à l ' a lgor i thme B l a  convergence sous l e s  hypo- 

thèses  h l )  e t  h2).  Dans ce  qu i  s u i t  nous prendrons pk = 1 pour t o u t  k EN. 



Revenons à l a  formule ( I I I .  1 )  donnée en t ê t e  de c e  c h a p i t r e  avec pk = 1, 

é c r i t e  sous l a  forme su ivan te  : 

Nous nous i n t é r e s s o n s  tou jou r s  a u  c a s  où Hk e s t  p r i s e  é g a l e  à l a  ma t r i ce  

i d e n t i t é .  Nous donnons i c i  c inq  exemples de c r i t è r e s  de  choix des  paramètres  

q u i  a s su ren t  l a  convergence de l ' a lgo r i thme  B. 

Critère 1 

Ce t t e  formule (111.19) a é t é  é tud iée  p a r  Oren e t  Spedicato C321 q u i  on t  

déterminé une borne supé r i eu re  du quo t i en t  K(H )/K(Hk). Cet te  borne e s t  no tée  k + l  

@(yk,  9 1. Les a u t e u r s  proposent  un choix des  paramètres  0 e t  yk de façon à k k 

minimiser c e t t e  borne @(yk,  0  ). Ces  aram mètres ont  pour  va leurs  : 
k 

Ok E C O ,  11 e t  

L a  t r a n s c r i p t i o n ,  dans l e  cas  de n o t r e  é tude  oÛ H = 1, de ces  v a l e u r s  
k 

2 
p a r t i c u l i è r e s  de c e s  paramètres  devien t  en posant ,  a  = 1 I Y k  1 1 , bk = ( sk, yk)  , k 

Bk E C O ,  11 e t  (111.20) 

bkCk 
Yk 2 2 '  ( I I I .  2 1 )  

Bk( ckak-bk )+bk 



Proposition 111.3.1 : Sous les hypothèses hl) et h2), l'algorithme B avec 

le choix des paramètres (III.20), (111.21) est convergent. 

Preuve : 

Puisque Bk appartient à CO, 13, il suffit de montrer que yk appartient 

à un compact de (O, +O). 

2 
D'après l'inégalité de Schwarz a c -b > O et puisque b > O on a : 

k k  k k 

C 
k 1 bk 1 1 1 

mais comme - i - et - a 'M on conclut que Y k cN, - r y  i - Bk 6 [O, 11, pk = 1 
bk 

M k m' 
k 

d'où la convergence de l'algorithme B. 0 

critère 2 

Dans ce même article,Oren et Spedicato proposent le choix suivant 

(appelé "Switch 1") : 

2 
C 
k 1 l s k l  1 i) Si - i 1 alors yk = et Bk = 0, 
bk 

bk 
1 

ii) Si a 2 1 alors yk = 2 et Bk = 1, 
k 1 lykl 1 

bk 
c b (c -b ) 
k k k k  iii) Si - < 1 < - alors y = 1 et Bk= 

a bk k 
2 '  

k akCk - bk 

Proposition 111.3.2 : Sous les hypothèses hl) et h2), l'algorithme B avec le 

choix de paramètres donnés ci-dessus est convergent. 

Preuve : 

On a bien, d'après la proposition 111.3.1, pour i) et ii) 

1 1 donc pour tous les cas : Min {1, 
5 Yk Max {la $1 



I l  s u f f i t  de montrer pour i i i )  que 8 a p p a r t i e n t  à un compact de C O ,  F). 
k 

bk C 
k  O r ,  supposons que - < 1 < -, a l o r s  

a 
k  bk 

e t  puisque > b e t  ak > bk on a  b ien  O I 8 < 1 ; d'os l a  convergence. O : C k  k  k  

C r i t è r e  3 

Ce c r i t è r e  (appeléf 'switch 23 c o n s i s t e  à prendre : 

Propos i t ion  111.3.3 : Sous l e s  hypothèses h l )  e t  h2 ) ,  l ' a lgo r i thme  B e s t  

convergent pour l e  choix de paramètres (111.22).  

Preuve : 

( I I I .  22) 

On a  b ien  Ok E C O ,  11. D'après C3) on a  : 

i . e .  
1 1 M I yk I ; pour t o u t  k. 

Donc l ' a lgo r i thme  B e s t  convergent.  fl 

C r i t è r e  4 

Ce c r i t è r e  (appel6"Switch 33 e s t  pratiquement i den t ique  au deuxième 

c r i t è r e  : 

C 
2  

k  1 l s k l  1 
il* S i  - I 1 a l o r s  on prend y  = 

bk 
e t  Bk = 0,  

bk (s,¶Y,) 
i i )  S i  - 1 1 a l o r s  on prend y  = 

a  k  e t  Bk 1, 
k  1 I Y ~  l 2  

bk C 
k  - k k k  b  ( a  -b ) 

i i i )  S i  - < 1 < - o n  prend y = 1 e t  Bk - a  
k  bk k  a  c  -b 

2 
k k  k  



Proposi t ion 111.3.4 : Sous l e s  hypothèses h l )  e t  h2 ) ,  e t  pour l e  choix de 

paramètres donnés pa r  le  c r i t è r e  4,  l ' a lgor i thme B est convergent. 

Preuve : Simi la i re  à l a  preuve de l a  proposi t ion 111.3.2. 

C r i t è r e  5 

C e  c r i t è r e  (appelé 'Switch 4") cons i s t e  à prendre l e s  paramètres de l a  

façon suivante : 

C - e t  ek = L p o u r  t o u t  k c ~ .  Yk - q 2 

Proposi t ion 11.3.5 : Sous l e s  hypothèses h l )  e t  h2) e t  pour l e  choix des para- 

mètres 0 e t  yk donnés p a r  ( I I I .  23), l 'a lgori thme B e s t  convergent. k 

Preuve : 

La preuve v ien t  des i n é g a l i t é s  su ivantes  : . 

111.4.1 - Dans C411, Shanno é tud ie  l a  convergence de l ' a lgor i thme B pour deux 

c a s  p a r t i c u l i e r s  avec l 'hypothèse h '2 )  : il e x i s t e  deux constantes  m > O e t  

m' > O t e l l e s  que pour t o u t  x e t  y r IRn : 

m 1 lyl l 2  6 (y, ~ ( x )  y)  m 1  1 l y J  1 2 .  

La recherche l i n é a i r e  dans l e  pas  2 de l ' a lgor i thme s a t i s f a i t  l e s  r è g l e s  

de Wolfe. C e s  deux cas  p a r t i c u l i e r s  correspondent au choix de l a  d i r e c t i o n  

dktl dans l e  pas 3 avec respectivement pk = Bk = yk = 1 e t  pk = Clk'= 1, 

- (sk 'yk) 

Yk - l l Y l 1 2  
, i . e . , l e s  cas  dédui ts  respectivement de la  BFGS e t  de l a  BFGS 

"self-scaling". L'hypothèse h3) e s t  évidemment s a t i s f a i t e  dans l e s  deux cas  (c.5. 

C3) pour l e  deuxième c a s ) .  



111.4.2 - Pour p = yk = 1 e t  Bk = O nous obtenons une rnéthode.de métrique 
k 

va r i ab le .  à encombrement r é d u i t  déduite  de l a  DFP. La d i r e c t  ion à,+l e s t  donnée 

pa r  : 

11 1.4.3 - S i  dans l ' a lgor i thme B nous u t i l i s o n s  dans l e  pas 2 une recherche 

l i n é a i r e  exacte,  l a  d i r e c t i o n  (111.24) s e  r é d u i t  à : 

La d i r e c t i o n  (111.25) n ' e s t  pas une d i rec t ion  de gradient  conjugué 

c lass ique .  S i  nous considérons une fonction quadratique dé f in ie  p o s i t i v e  

I 7 (Qx, X) + ( b ,  X) + C ,  nous constatons que deux d i r e c t i o n s  consécutives son t  

conjuguées c a r ,  
1 1 

(dk+l, Q4<) ' (dpt1, Qsk) = - (4<+1, yk ) = O. Mais comme 
k Ik  

l e  montre l 'exemple suivant  dans IR3 l e s  d i r e c t i o n s  4< ne sont  pas en généra l  

mutuellement conjuguées. So i t  l a  fonction quadratique dé f in ie  p o s i t i v e  : 

2 1 2 1 2 x + (T xl + x2)  + ( I .  x1 - x3) , prenons x = (1, O ,  1 l t  - 
1 , do - -go = - ( 2 ,  1, lit. 

O 

1 Nous obtenons l e s  po in t s  success i f s  : xl = 8 (2 ,  -3, 5 )  t t - (6, -9, 1 )  , * X 2 - 3 8  
1 x = -  t t 

3 3401 (138, 21, 61) e t  des d i rec t ions  successives : dl = (-2, 3, -13) , 

d2 = - 4  29, - 1  avec (Qd2, 
do) = -32. Bien que nous n'obtenions pas l a  p r o p r i é t é  

de convergence f i n i e ,  d 'après l e  théorème 111.2.2 nous avons l a  convergence, 

l a q u e l l e  e s t  donnée pour des fonct ions  non l i n é a i r e s  p lus  générales s a t i s f a i s a n t  
? 

l e s  hypothèses h l )  e t  h2). 
$ 

111.4.4 - Considérons dans l a  formule (111.5) l e  cas 0 = 1, pk > O ,  yk > O .  k 

S i  dans l e  pas 2 de l ' a lgor i thme B nous u t i l i s o n s  une recherche l i n é a i r e  exac te ,  

nous obtenons comme nous l 'avons indiqué dans l a  sec t ion  111.1, l a  formule de 

l a  d i r e c t i o n  de gradient  conjugué de Hestenes-Stiefel.  Ainsi l e  théorème 111.2.2 

e s t  une a u t r e  preuve de l a  convergence de c e t t e  méthode bien connue, convergence 

qu i  en généra l  é t a i t  prouvée dans l e  cas non quadratique avec l 'hypothèse h 2 ' )  



(voir 111.4.1 ci-dessus). 

III,5 - ESSAIS NUMÉRIQUES 

Rappelons la matrice de métrique variable (111.3) dite à encombrement 

réduit, ainsi que la direction de descente (111.5) correspondante : 

Les essais ont été faits dans les mhes conditions que celles indiquées 

en 11.4 et pour divers choix des paramètres mentionnés en 111.3. Dans les 

tableaux ci-dessous lorsque, par manque de place, la valeur du paramètre Y k 

n'est pas reproduite il faut lui attribuer la valeur fournie par la formule 
2 

- 1 l s k l  1 (sk'~k) (111.21) à savoir : 
Yk - 2 2 2 

, pour la valeur 4 
Ok(l l s k l  1 IIykl 1 )+(sk9~k 

correspondante de Bk. Le symbole ( S )  signifie le choix de Shanno 1401. 

Fonction de Dennis avec n = 50 variables (c.f. section 11.4) 

point de départ : xo(i) = 10 i = 1, ..., 50; 

- 
solution optimale : x = O, f(x) = O 



Pour l a  même fonction dans l e  tableau suivant  nous avons donné à p 
k 

d i f f é r e n t e s  va leurs  pour l e  choix 8 2 
k = 0 e t  yk = 1 Iskl ( /(sk, yk). 

0 

0.25 

0.50 

0.80 

0.85 

0.90 

0.95 

(SI 1 

O 

(SI 

Yk 

2 
IIskI( /(sktyk) 

- 
- 

- 

- 

- 

- 

(sk,yk)/l 1yk1 1 
1 

1 

f'k - 
1 

0.50 t 

0.25 

O. 125 

Switch 1 

Switch 2 

Switch 4 

BFGS 

Nit/NF 

266/321 

184/208 

152/161 

136/143 

137/149 

144/152 

152/162 

136/144 

400*/483 

175/301 

N i t  /NF 

266/321 

225/291 

264/358 

234/322 

266/321 

178/194 

289/800* 

195/418 

f 

0 . 1 7 1 0 - ~ ~  

0.12 l ~ - ~ ~  

0.55 1 0 - ~ ~  

0.13 10-~' 

0.52 10-27 

0.40 1 0 ~ ~ ~  

0.21 1 0 - ~ ~  

0.94 10-26 

O. 16 '10-l~ 

0.89 l ~ - ~ ~  

f 

O. 17 10'~~ 

0.60 1 0 - ~ ~  

0.10 

0.64 1 0 - ~ ~  

1 Id l 2  

O. 86 10'~~ 

0.68  IO-^' 
0.48 l ~ - ~ ~  

O. 63 l ~ - ~ ~  

0.17  IO-^' 
0.61 l ~ - ~ ~  

0.55  IO-^' 
0.73  IO-^' 
0.27 l0'l3 

0.88 l ~ - ~ ~  

0.17 l ~ - ~ ~  

0.77 10'~~ 

0.33 l ~ - ~ ~  

0.84 10 -27 , 

l lsl l 2  
0.86 l ~ - - ~ ~  

0.34 l ~ - ~ ~  

0.93 l ~ - ~ ~  

0.92 l ~ - ~ ~  

0.86 10'~' 

0.71 l ~ - ~ ~  

0.54 l ~ - ~ ~  

0.77 1 0 ~ ~ ~  



Fonction Var ( c . f .  s ec t ion  11.4)  

Pk = 1 

Switch 1 1 154/190 
-- - 

Switch 2 150/186 

Switch 4 358/446 
-- 

BFGS 1 52/64 

Fonction de Brown e t  Dennis C261 : n = 4 

m 2 2 2 
f ( x )  = C(xl + t ix2 - e x p ( t i ) )  + (x3 + x4 s i n ( t i )  - cos ( t i ) )  1 

i=l 

7 
p o i n t  de dépar t  : x = ( 2 5 ,  5, -5, -1) ,  i ( x o )  = 0.79 10 ; 

O 

pour  m = 20, s o l u t i o n  opt imal  : f ( x )  = 0.858222 105 ; 

Dans l e s  programmes u t i l i s é s  il f a u t  donner une e s t ima t ion  x du p o i n t  
S 

s o l u t i o n .  Dans l e  premier t a b l e a u  nous donnons les r é s u l t a t s  lo rsque  

x = (-11, 13, -0.40, 0 .23)  e t  dans l e  second lo r sque  x = (0,0,0,0) .  
s S 

C e t t e  e s t ima t ion  e s t  u t i l i s é e  e n t r e  a u t r e s  pour d é f i n i r  l a  mat r ice  de dépa r t  

dans l a  méthode de l a  BFGS. On prend dans l e s  deux c a s  pk = 1. 



8k 

0.0 

0.5 

(s)l*o 

Fonction de Pénalité II. C261 avec n = 10 variables 

Ok 

0.0 

0.5 

(s)l-~ 

- 5 
où : a = 10 et yi = exp(i/lO) + exp(i-1/10) ; 

* 3 point de départ : x = ( 1/2, . . . , 1/2), f ( xo) = 0.16 10 ; O 

Yk 

2 
Ilskll /(sk,y,) 

- 

(s~,Y,)/I 1Ykl l 2  

solution optimale : f ( X )  = 0.29366 10'~. 

BFGS 

Yk 

2 
llskll /<sk,yk> 

- 

(sk,yk)/l (ykl l 2  

Nit/NF 

32/77 

48/65 

60/86 

BFGS 

30/93 

Nit/NF 

40/51 

48/81 

53/84 

f 

0.85 10 

0.85 lo5 

0.85 lo5 

64/556 

1 lgl l 2  
0.14 10-~ 

0.75 10-~ 

0.29 1 0 - ~  

0.85 10 

f 

0.85 10 

0.85 10 

0.85 105 

0.64 10-l~ 

I I ~ I  l 2  
0.16 1 0 - ~  

0.36  IO-^ 
0.22 1 0 -~ 

0.85 ld 0.;7 IO-' 



Pour ces essais le test d'arrêt est 1 1 81 1 5 10-Io. 

Pk = 1 

Fonction de Powell singulière (c.f. section 11.4) 

Pk = 

Ok 

0.0 

0.50 

0.75 

(ç)l.O 

0.0 

(sl1.O 

Yk 

2 
IIsklI /(sk,yk) 

- 

- 

(sk,yk)/1 lY k l  1 
1. O 

1.0 

Ok 

Oo0 

O. 8 

0.9 

(S)lo 0 

Switch 1 

Switch 2 

Switch 3 

Switch 4 

BFGS 

Nit/NF 

382/800* 

124/229 

118/212 

125/225 

400*/656 

157/293 

Yk 
2 l l s k l l  /(sk>~k ) 

- 

- 

(sk,yk)/ 1 l Y k /  1 

148/270 

205/409 

69/139 

145/282 

215/279 

BFGS 

f 

0.29 10'~ 

0.29 10-~ 

0.29 10-~ 

0.29 10-~ 

0.29 1 0 ~ ~  

0.29 10-~ 

Nit /NF 

392/800* 

400*/648 

400*/638 

400*/607 

1181 l 2  
0.2510-9 

0.37 10-Io 

0.87 10-Io 

0.85 10"~ 

0.13  IO-^ 
0.55 10"O 

0.29 10-~ 

0.29 10-~ 

0.29 10-~ 

0.29 10-~ 

0.29 1oV2 

61/64 

0.51 10"O 

0.37 

0.78 10-Io 

0.78 10-l0 

0.40 10-Io 

f 

0.20  IO-^ 
0.87 10-l~ 

0.34 10-14 

0.40 10-'O 

II81 l 2  
0.84 10-~ 

O. 19 10"~ 

O. 11 10'14 

0.36 10'13 

0.20 10-~' 0.30 10-26 





I l  e s t  r e p o r t é  pas à pas  quelques expériences numériques.précédentes où 

e s t  m i s  en  évidence l e  numéro des  i t é r a t i o n s ,  l e  nombre d 'appels  de  l a  fonc t ion  

( e t  du g rad ien t )  a i n s i  que l a  progress ion  de l a  fonc t ion  économique, pour, 

dans l ' o r d r e  : 

. fonc t ion  de Dennis, n = 40 : 

6 
avec l a  formule H (11.13) (% = 6k = 1, yx = w '  = -0.99) 

k 

e t  l a  BFGS, 

avec l e s  deux formules précédentes  e t  l a  formule de Shanno. 

. fonc t ion  Var, n = 100 : 

2 
avec l a  formule H (11.9) (q = 6k = 1, % = w f  = -0.9999) 

k .  

e t  l a  BFGS. 

. fonc t ion  de Dennis, n = 50 : 
2 

( s k > ~ k )  1 l s k l  1 
avec l a  formule (111.5) ( p  =1, 8 =0.75 e t  y = 

k k k 2 o * 7 5 1  I s k l  1 1 I ~ + ~ ' ~ ~ ( ~ ~ , Y K ,  

l a  BFGS e t  l a  formule de Shanno. 

. fonc t ion  Var, n = 100 : 

avec l a  formule (111.5) (pk = 1, Bk = O ,  yk = 1 )  e t  l a  BFGS. 

. fonc t ion  de Brown e t  Dennis, n = 4 : 
2 

2 ( s k ¶ ~ k )  1 1 sk 1 1 
avec l a  formule (111.5) ( p  =1, 9 =O.5 e t  yk = 

k k 2 1 
I I S ~ I  I I l Y k l  I 2 + ( s k 3 ~ k  

e t  l a  BFGS. 

. fonc t ion  de P é n a l i t é  I I ,  n = 10 : 
2 I IskI I 

avec l a  f o m u l e  (111.5) ( p k = l ,  ek:0.5 e t  yk = 
2 2 1 1 1 1 lykl 1 + ( s k ' ~ k )  

l a  BFGS e t  l e s  deux formules de Shanno (avec e t  s a n s  "sca l ing") .  
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