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CHAPITRE |

INTRODUCTION




Ce travail est une contribution au probléme de la minimisation d'une
fonction sans contrainte

Min_  f(x) ,
xeR"

ol f est une fonction réelle différentiable, dont le gradient g peut &tre calculé

- . n
numériquement en tout point de R .

Plusieurs méthodes itératives de résolution ont été proposées, par exemple,
la méthode de la plus profonde descente de Cauchy, la méthode de Newton, les
méthodes du gradient conjugué et les méthodes de métrique variable. D'un point de
vue pratique les deux derniéres s'avérent les plus intéressantes et les plus

performantes. Elles consistent 3 déterminer :

(1) une direction de descente dk de la forme dk = —Hkgk ol g, est le

gradient au point courant X, et ol Hk est une matrice carrée d'ordre n.
s . . . - +
(2) un pas kk pour définir le point successeur X1 X Xkdk, cette

opération étant appelée recherche linéaire.

Dans les méthodes de métrique variable il est demandé que la matrice H
soit symétrique, définie positive, et, pour des commodités de calcul, qu'elle

soit une mise & jour de H par une correction de rang un ou de rang deux.

k-1
Cette suite de matrices tente "d'approcher'", dans un certain sens, l'inverse
de la matrice des dérivées secondes au point X . Dans la pratique cette mise
N . ' . P . n(n+l)

a jour exige le stockage d'une matrice symétrique donc de —5 places en

mémoire.

Parmi les formules de métrique variable, une des plus générales, est

celle donnée par Oren et Luenberger [30] ol

t
(Hkyk)(Hkyk)t t Sk
H = (H, - +0,v,v.)Yy, + —m—, (1.1)
k+1 k (Hkyk’ yk) k'k'k’ Tk (Sk’ yk)
avec
1/2 . Sk By
v = (By ,y) ' 0 - 1, (1.2)
k = CHYes vy G5y By s v




ou
ek, Y, sont des paramétres réels,
Vi = Vf(xk+l) - Vf(xk) S - - O (1.3)
Sk T Fka1 T % (I.4)

le produit scalaire de deux vecteurs u et w est noté (u, w) et t est le symbole

de la transposition.

Cette formule de mise 4 jour contient quelques familles de métrique
variable connues. Pour Yk = 1 nous avons la famille de Broyden [3], et comme

cas particuliers la BFGS (4, 18, 22, 39] (Gk = 1) et la DFP [8, 20] (ek = 0).

Dans cette catégorie on peut ajouter les formules de métrique variable

paramétrée données par Fiorot et El Hallabi [11] et Fiorot et Jeannin [13, 14].

Dans les méthodes du gradient conjugué la direction de recherche dk est

calculée sous une forme plus simple :

4 g + By 1o
) Yy-10 & .
ol B, est un scalaire, par exemple il est égal a pour la méthode
k CNTCY.

2
g1

de Hestenes-Stiefel [231, & 5 pour la méthode de Fletcher-Reeves [19]

~

g .l
(yk_l, g,) k-1
et 3 —mm——

>— pour la méthode de Polak-Ribidre [35].
ey ;11

Perry [34] a remarqué que dans les méthodes du gradient conjugué la direc-

> » 4 [ ] 7z . = - . ) * .
tion dk pouvait également s ecrlretsous la forme dk Hkgk La matrice Hk est
de-1 V-1

y-12 -1

entendu, pratiquement,la direction de descente est calculée de maniére classique

par exemple égale 3 I - pour la méthode de Hestenes-Stiefel. Bien

)

avec trois vecteurs. Il donne également une autre formule pour une direction de

descente : t N
a = - (1- de-1 Yx-1 . de-1 Sk-1 ) g
Ypops Geog) - Gpoge 47 7k




Complétant ce travail, Shanno [40] propose une méthode de métrique
variable dite'sans stockagéd. Dans la formule de la BFGS, qui s'obtient d partir
de (I.1) en posant Gk =1 et Yy = 1, il remplace la matrice Hk par la matrice
identité I, pour obtenir aprés transformations:

S (s ) (s )t
k' k + k "k’k’ "k "k'k

(1.5)
2 S] -I'] y] Py y] )

r, = 5 (I.6)
s v + LI

la direction de recherche est alors calculée sans manipulation de matrices

mais en faisant un nombre trés réduit de produits scalaires.

Rappelons que lorsque Xk est choisi suivant une recherche linéaire exacte

i.e. (s ) = 0, la direction de descente de la méthode de Perry ou de

k> Bk+1
Shanno est précisément celle de la méthode du gradient conjugué de Hestenes-

Stiefel.

Dans un méme ordre d'idées avec le souci de limiter la place en mémoire,
Nazareth [27], Buckley [5, 61, Nocedal [29], Nazareth et Nocedal [28] ont
proposé des algorithmes dits 3 stockage limité ou variable. Ces algorithmes
sont aussi déduits des méthodes de gradient conjugué et de métrique variable.
Ils déterminent en général des directions du gradient conjugué généralisé, par

exemple sous la forme :

d = - Hg + By 841
+1 1Bk @ vy)

)
d

k,

ol H_est remise 3 jour périodiquement en utilisant un nombre réduit de vecteurs.

Dans le travail présenté ici le but essentiel est de fournir des méthodes
de métrique variable 3 encombrement réduit conduisant & la convergence pour la
s e s . . . . 2
minimisation de fonctionsde classe Cl (chapitre II) et de fonctionsde classe C

(chapitre III).




Plus précisément dans le chapitre II nous reprenons la construction des
matrices de métrique variable paramétrée sous la forme donnée dans Fiorot et
Jeannin [13], forme plus générale et plus simple que celle donnée originalement
dans Fiorot et El Hallabi [11, 12]. Pour nos besoins,elles sont présentées
sous la forme de H-matrices. Les directions de descente dk sont en effet calculées

sous la forme dk = -H I1 est donné briévement en section II.1 six familles

1By
de telles matrices paramétrées ainsi que les majorations de leur conditionnement.

Rappelons simplement que la matrice H est obtenue & partir de Hk par une

k+1

correction de rang 1 ou surtout de rang 2 dépendant elle-méme de Hk, Yie» Sk

et de paramétres.

En vue de réduire fortement le nombre de calculs et la place mémoire,
il est défini dans la section II.2 six familles de matrices déduites de celles
données en section II.1. Dans la construction évoquée plus haut, Hk est alors
prise égale a la matrice unité. Cette construction aura pour avantage sur
certaines méthodes signalées plus haut de limiter d'une part la place mémoire
d cinq vecteurs au plus et d'autre part de réduire le calcul de la direction dk
3 celui de cing produits scalaires. Cette direction est une combinaison linéaire d

trois vecteurs et peut &tre considérée comme une extension d'une direction de

gradient conjugué.

En section II.3 un algorithme est fourni pour la minimisation d'une
fonction numérique & plusieurs variables. A chaque itération un choix de direction
peut &tre fait arbitrairement parmi six possibilités. La convergence est assurée
pour des conditions du premier ordre : la fonction 4 minimiser est continuement
différentiable. Les procédés de réinitialisation classique sont admis sans

ajouter d'hypothéses.

Dans le chapitre III nous nous plagons dans le cadre de la formule (I.1)

avec comme précédemment Hk = I. Cette fois la convergence est obtenue pour des

fonctions deux fois continuement différentiables et strictement convexes. Les




hypothéses sont légérement plus faibles que celles données par Shanno [41] pour

son étude de la formule (I.5) qui est un cas particulier de notre travail.

La détermination de la direction n'exige finalement qu'un encombrement

mémoire réduit 3 quatre vecteurs et que le calcul de quatre produits scalaires.

Pour chacune des deux familles de méthodes,données respectivement dans
le chapitre II et le chapitre III,des essais numériques sont donnés en compa-

raison avec la BFGS.

Cette comparaison porte sur le nombre d'itérations et d'appels de fonction
et non sur la place en mémoire ou la quantité de calculs exigés, celles-ci étant

assez importantes pour la BFGS.

Ce travail a fait 1'objet de deux notes : Fiorot et Vaca [15, 161, a

1'Université de Lille I.




CHAPITRE I

METHODES DE METRIQUE VARIABLE
PARAMETREE A ENCOMBREMENT REDUIT,

CONVERGENCE DANS ¢l




INTRODUCTION

Dans la premiére partie de ce chapitre nous reprenons la constpuction des
familles de métrique variable paramétré données par Fiorot et Jeannin [13],
formules plus générales et plus simples que celles données par Fiorot - El Hallabi
[11, 12] ou E1 Hallabi [[10]. Elles seront présentées sous la forme de H-formules
c'est d dire que les diréctions de déplacement sont calculées 3 chaque itération

par d, = -H A partir des H-formules de Fiorot et Jeannin [13] nous déduisons

K KBk *
six formules de métrique variable 3 encombrement réduit. Comme dans le cas des
H-formules paramétrées la convergence est montrée pour une fonction de classe Cl
avec une recherche linéaire qui peut &tre inexacte. Rappelons que pour les
méthodes de gradient conjugué auxquelles nous pouvons comparer nos méthodes du
fait de leur faible encombrement (quelques vecteurs) et de leur siﬁplicité, la

. 2 :
convergence est montrée pour des fonctions de classe C° avec une recherche

linéaire exacte.

D'autre part l'algorithme fourni est tel que,d chaque itération,la
direction de descente peut &tre choisie arbitrairement parmi six possibilités

ou plutdt six familles.

Des essais numériques,menés sur des fonctions tests classiques, sont

présentés 3 la fin de ce chapitre.

[I.1 - CONSTRUCTION DES MATRICES DE METRIQUE VARIABLE PARAMETREE -

MAJORATION DU CONDITIONNEMENT

Nous allons utiliser le procédé de construction de matrices de correction
proposé dans Fiorot et Jeannin [13]. Définissons d'abord les hypothéses et les
notations suivantes
H est une matrice symétrique, définie positive, quelconque,

s et y sont deux vecteurs de R" tels que (s, y) > 0 ; par la suite ils seront,

comme nous l'avons indiqué dans 1l'introduction, respectivement la différence

de deux points successifs et la différence des gradients de ces points successifs,




w, W' deux scalaires de (-1, +x),
a, 8 deux scalaires de (0, +).

Notons B l'inverse de Het T = Hl/2

la racine carrée symétrique définie positive
de H.

Définissont également :

Pz (s, ¥)
(Hy, y)+(s,y)

et le vecteur

£L=s-rHy.
Remarquons que 1'inégalité (s, y) > 0 et le fait que H est définie positive,
impliquent 1'inégalité (£, y) > 0, car (£, y) = r.(s, y).
Notons K(A) = ||A]] llA—lll le nombre de conditionnement d'une matrice inver-
sible A.
Rappellons que pour u € R" on a :

T+ wb|] =1+ ||u]l? (II.1)

t
111 - wurf]

1 si ||ul]? <2 (II.2)

Formule de Sherman-Morrison [42]

. . . . n
Si A est une matrice inversible, v et w deux vecteurs de R alors :
. . . . . -1
La matrice A + vt est inversible si et seulement si 1 + (w, A "v) est non nul,

et
T T

fa + va]-l = A -3
1+(wW,A "v)

. (11.3)
En reprenant les notations de [13], considérons deux formules de correc-

tion de rang un pour la matrice H, d savoir :

N

t
x(H, y, 0, w) = alH + w (?H;(Hy; 1, (II.4)

]

(Hy) (Hy) * ]
(Hy, y)+(s, y)

fasd
i

(II1.5)

¢(H, y, s, @, w) = alH + w
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Nous savons que sous les hypothéses faites sur H, y, s, o et w les

matrices N et f sont aussi symétriques et définies positives.
Nous avons le résultat suivant :

Proposition II.1.1 [11, 12, 13] : Sous les hypoth&ses faites sur H, y, s, a et

W, nous avons les majorations suivantes pour les normes de N et A.
Siw=20,
18k, v, @, w]] < at1sw) [|H]],
[oH, v, s, a, w|] < a(1+w) |]H]].
Si -1 <w< O,
[1§H, v, a, )] <o ||8]],

[oCH, v, s5 o, 0)]] s [|H]].

Preuve :

Donnons la preuve pour ﬁ :

t
$(H, ¥, Oy W) = a TII + w (TI)(T]; iT,
Ty

16, v, @, ] <a |u]] |]all,
avec :

Q=14 INEN"
>
[Tyl

Si w 2 0, nous pouvons écrire :
1/2
wl’/

Q=I+uutavecu=-l—|m—|-Ty,

et d'aprés (II.1),

el

Si -1 < w < 0, nous pouvons écrire :

1+ ]ul]? = 1+ w, d'old le résultat.

1/2
Q=1I- vvt avec v = %f%%TT— Ty 3
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et de (II.2) nous déduisons le résultat recherché car ||v||2 = -w <

1. 0

D'aprés la formule de Sherman-Morrison (II.3) nous obtenons en désignant

par B 1'inverse de ¥ et par B 1'inverse de H :

v
B

-1 _1 _ yy
S, y, a, w) T = g B-w (1+w) (Hy, Y)] ’

B

1,

- -1 _ 1 _ ‘ Jy
¢(H, y, s, Q, w) ) (B w (1+w) (Hy, y)+(s, y)

et le résultat suivant nous donne des majorations sur les normes de

(11.6)

(I1.7)

% et de B.

Proposition II.1.2 [11, 12, 13] : Sous les hypothéses faites sur H, s, y, & et
W nous avons :
siw=20,
¥, v, o 07| < 2 11811,
- - 1
118, v, s, @ 0 1] <2 |18l1,
si -1 < w< 0,
-1 1
‘|$(H’ ¥s Oy W) li < a(1tw) llBlls
- -1 1
|l¢(Ha Y2 S5 Gy w) |I < ETE:GT llBll‘
Preuve :
Donnons la preuve pour B :
t
d(H, y, s, a, w)—l = é T_1EI -w (Ty)(Tg) ] T_l,
(1+w) ||Ty]]“ + (s, ¥)
d'ol :
1301, v, s, 0 @71 < 211l [lall, avee :
(Ty) (1y) "

(1+0) ||Ty]12 + (s, )

Si w = 0, nous pouvons écrire :
1/2

Q=1- wut avec u = [ © ] Ty

(ww) [Tyl + sy )
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et, du fait que (s, y) > 0,

, 2
2 T
[ull? = @ |17y <<,
(1+w) llTy|| + (s, y)
d'od |]Q|| = 1 d'aprés (II.2), ce qui donne le résultat.
Si -1 < w < 0 nous pouvons écrire :
. _ 1/2
Q=1I+vv avec v = [ w2 ] Ty, d'ol :
(1+w) ||Ty||“ + (s, )
2 wl|T ||2 W 1
ol = 1+ [v1% = 1 ; c1- ek

(1) |]1y]]% + (55 ¥

d'ou la conclusion. O '

Nous allons continuer le procédé de construction en définissant des

z - v o
corrections du type $ et ¢ mais cette fois appliquées aux matrices B et B.

Nous obtenons trois transformées de B et trois transformées de B, d savoir :

we
"

3B, s, 8, w),

1

%2 = 5(%, S, ¥, 8, w'),
%3 = 38, £, v, 6, w),
B, = §(B, s, §, w,
ES = §(B, s, y, 8§, w'),
‘6 = ¢(B, £, y, 8, w').

* . . . v
Notons Hi’ i =143 6,les matrices inverses de, respectivement, Bl’ %2,

N = =
B3, Bu, B5, B6 ; elles sont obtenues par des formules identiques 3 (II.6) ou

(II.7). Leur forme explicite est la suivante [13, section 4]

H* = ¥ (H S 'y = o TH (Hz)(Hz)t] _ QL sst

1 14> ¥s S5, Q5 05 W, W g htuw (Hy, y) § - (1+w')(%s, s) |
HY = ¥, (H 5 =%y [ECN )y =

5 = ¥ (H, y, 5,0, 8, w, w R ) &7 () Bs, $)+(s,y)

=}
1]

"{’3(}{, Ys 8, Oy 8, w, w') = l}'2(1'19 Y [—, A, §, W, w'),
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t t
x _ o (Hy) (Hy) w' ss
H =Y (H, y, s, 0, §, w, w') = [H+w ] - 5 - )
y L) 8. (Hy,}’)+(SaY) (1+w')(Bs,s)
t t
* _ o (Hy) (Hy) w' ss
H. = Y_(H, y, s,a, 8 w,w)=x[H+tw - = — s
5 5 8 (Hy,y)+(s,y) 5 (1+0' ) (Bs,s)+(s,y)
t t
* _ by o O (Hy) (Hy) w' J 44
H =Y (Hs Ys S» O, 6’ w, w ) - T [H tw 1 - -

. ’\J - . i
Dans chaque formule, la matrice B ou B est l'inverse de la matrice entre

crochets préalablement multipliée par a.

Proposition II1.1.3 [13] : Si (s, y) >0, 0> 0, § >0, w > -1, w' > -1 et si H

» . L) . L3 - i3 * .
est une matrice symétrique définie positive, alors les matrices H., 1 =1 ae,
sont symétriques définies positives et nous avons les majorations suivantes de

leur nombre de conditionnement

siw20etw 20, K(H’i") < (14w)(1+w') K(H) pour i = 1 & 6,
. * 1+w . s

siw=20et -1<uw <0, K(Hi) < Twom - K(H) pour i = 1 & 6,
. ' * 1+w' s - o4

si -1 <w<0etw 20, K(Hi < T K(H) pour i = 1 & 6,

* 1

s 1 < _ ' —_ s = \.
si ~-1<w<0et-1<uw <0, K(Hi) < EETDIEET) K(H), pour i = 1a 6

Preuve :
Donnons le résultat pour w 2 0 et w' = 0. D'aprés la proposition II.1.2,
* 1 N . rﬁ 1T . AL ~
IIHi|| < 3 ||E|| ou E est soilt ou H. En appliquant la proposition II.1l.1. &
E,nous avons :

IR XCEORILIE

) n
D'autre part en notant Bf, i 1 & 6, respectivement les matrices B., % s
P
i 1 2
%3, Eq, §5, §6’ nous avons d'aprés la proposition II.1.1.

IIB;II < §(1+w') ||F|| ol F est soit g, soit B.

En appliquant de nouveau la proposition II.1.2. d F nous avons,

18711 s 8Cirwt) 2 [ 8]].
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D'ol finalement, le résultat :

* * * '
KD = [[E]]] |B}]] < (Ltw)(1rw’) K(H). O

[1.2 - MATRICES DE METRIQUE VARIABLE A ENCOMBREMENT REDUIT

Comme H est une matrice symétrique définie positive et que notre but
est de définir un algorithme de métrique variable 3 encombrement réduit, nous
prendrons dans ce qui suit H toujours égale d& la matrice identité. Les
matrices Hz, i =136, définissent donc les matrices Hk+1 recherchées avec

le choix H = I. Explicitement les formules s'écrivent :

t . t
Y,y w s, s
Hepr © ;E S 5k : s , (1I.8)
k [y, ! ko (' )Es,, s
t . t
Q .y w s, S
H12<+1 :EE[I'H”k X 7 - 5k . kk , (II.9)
||Yk|| k (l+w'k)(%ksk, sk)+(sk,yk)
t - t
VY W'
H13+1 = ;E [T+ w ——1 - < Ezkzk , (II.10)
k [y [ ko (14w, ) (B .8 )48, ,y)) ,
t t
. Y.y w! s, s
H}L<++1 ) ;E [T+ w k2k 1 - 5k . k k , (II.11)
k Hyy 1+ (sya3,) ko (' )(Bs, ,s,)
t t
o ¥,y w' s, S
H13+1 ) SE [T+ zk . 1- 5k : kK , (II.12)
k s (s 030) ko (1 (B, 804 (s,,y,)
t t
& ¥ Y w'
H}f+1 : EE [T+ w zk : - Gk . - A , (II.13)
k 1+ (spa3,) ko (' )B4 L )+(8 y)
ol :
.
'g = L [I - k "t]
k ) 2 ykyk s
B ) Iy,
w.
- 1 K t
By o I~ Vi ¥l
k o 2 k'k
k (o) | [y | [ 45,3,
(s,5y,)
Zk =5 - gkyk avec 1, = k 7k .

IIYkI|2 + (Sks yk)
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Remarque II.2.1 : Formellement, avec le choix de Y et s, définis par (I.3)

et (I.4) respectivement, W = w', =-leta =§ =1, H6

X X X he+1 donne la formule

(I.5) décrite par Shanno [40].

_ _ _ 2
= -1, a = Gk = 1, la formule Hk+1’

cette fois,permet de trouver formellement une matrice de métrique variable a

Remarque II1.2.2 : De méme avec W = m'k

stockage réduit, déduitede la DFP :
t t
W s h - BB Sk
177 (Hy s ¥) (815 ¥y

)

quand on pose Hk = I.

Nous reviendrons sur ces deux cas particuliers ci-dessus dans le

chapitre III.

Corollajre II.2.1 : 5i (sk) et (yk) sont deux suites de vecteurs de R" telles

que (sk, yk) > 0 pour tout k € N, (wk) et (w'k) deux suites de réels appartenant
3 l'intervalle (-1,+») et (ak), (Gk) deux suites de nombres strictement positifs,
alors les matrices Hi+l définies par (II.8), (II.9), (II.10), (II.11), (IL.12),
(II.13) sont symétriques définies positives et leur nombre de conditionnement

est majoré par les quantités suivantes :

. , i . s 4 s
siw 2 0etw 20, K(Hk+1) < (1+wk)(1+w k) pour i = 1 3 6,
i 1+wk
i > - ) —_— ! - a
si wk 20et -1 <w K <0, K(Hk+l) < 1+w,k pour i 136,
: 1+w'k
O < < N —_— $ = ~
si -1 W Detw K > 0, K(Hk+1) < 1+wk pour i =136,
L i l s ~
-1 < -1 < w! < = .
si -1 <w <0et 1 w, < 0, K(Hk+1) (1+wk)?1+w'k) pour i = 13 6

Preuve :
La preuve se déduit directement de la proposition II1.1.3 en posant

H=1I.0
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Donnons une maniére de construire les suites (wk) et (w'k) telles que

les nombres de conditionnement des matrices H; soient bornés pour tout k e N.

Proposition II.2.1 : Etant donnée une constante M supérieure ou égale 3 1,

on construit une suite (wk) telle que pour tout k : %-s 1+wk < M et une suite

(w'k) telle que pour tout k :

0 (Tew N < 1+w‘k < Min E%%; s (1+wk) M}
k

alors pour tout i = 1 3 6 et pour tout k ¢ N nous avons :

i
K(H ) <M.
Preuve :
I1 est clair que W, et w'k appartiennent 3 l'intervalle (-1, +x).
Si w o = 0,
vax {110 1 _ by ot
M2 (Qra M M
Min . (l+wk)M = M d'ot :

1+wk ?

1+

< 1+w', < M

M k 1+wk

Alors pour le choix w'k 2 0 nous avons bien :

(l+wk)(l+w'k) < M et pour le choix : -1 < w'k < 0, nous avons

l+wk

——
1+w "

S M.

1+w'

1+wk

) < M si nous prenons -1 < w'k < 0. En conclu-
k

De méme si -1 < w, < 0 nous voyons aisément que : < M si nous

k

1
L
prenons w', 2 0 et CETRIErTY
i

k+l) <M. O

sion d'aprés le corollaire II.2.1 nous avons bien K(H

[I.3 - ALGORITHME ET CONVERGENCE

I1.3.1 - Construction d'une suite de matrices Hk

A partir des six familles de matrices définies dans la section précédente

nous allons construire une suite de matrices (Hk). Elles seront prises de
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maniére arbitraire parmi les six formules (II.8) & (II.13).

Plus rigoureusement notons Wi(sk, Vi Zk, O s ék’ wk,w'k), pour i = 1 & 6,
.respectivement les seconds membres des formules (11.8) & (I1.13). Le vecteur Zk
n'intervient que pour i = 3 et 6, le vecteur Sy intervient implicitement pour
i = 3. Rappelons que les suites (ak), (Sk), (wk), (w'k) vérifient les conditions
données dans le corollaire II.2.1. Notons i une application de N dans {1, 2, 3,

4, 5, 6}, la suite H est définie en posant :

k

- !
H,q = Wi(k)(sk’ Yo Zk, o Gk’ W, W k). (II.1%)

11.3.2 - Algorithme A

0. Soit X, un point initial de R". Posons HO =Ietk=0.

1. si Vf(xk) = 0 stop,

sinon définissons une direction de descente dk = —Hkgk.

2. Déterminons un pas Ak > 0 satisfaisant les conditions de Wolfe [43]
ou de Goldstein-Price [21] :

wl) f(x +hd ) < £(x ) + A e, (g, 4,

w2) (gx A d), d) 2 c (g, 40,
ol les constantes ¢y et c, satisfont : 0 < ¢, <e, < 1.

3. De s =X, .4 "X = Akdk et ¥, T Bp1 T & définissons H,__, comme

en sous-section 1I.3.1 et retournons en 1 avec k = k+l. ad

Cet algorithme de métrique variable paramétrée présente quelques avantages.
Il est 3 encombrement réduit, la place mémoire se limite au plus & cinq vecteurs :
N . Y . t
d savoir v, pour d'abord g en ensuite pour y , V, Pour g .4, v, pour d'abord X
s (] . r4 ] ]
puis s, , v, pour X ., et Ve pour lk d'abord et dk+l ensuite., La détermination

de la direction dk+l exige au plus le calcul de cinq produits scalaires a

. 2 2
SaVOl-I‘ (yk, gk+1)s Ilykll ’ (Sk, Yk), (Ska gk'i‘l)’ HSkH .




18

Enfin cet algorithme est de type chaotique quant au choix arbitraire 3

chaque itération de la matrice H +1° i.e. de la direction dk+ De plus les

k 1°

conditions portant sur les paramétres pour assurer la convergence (théoréme I1I.3.1)

sont extrément réduites.

Remarque I1I.3.1 : La condition w2) ci dessus entraine que pour tout k ¢ N,

(s

K yk) est strictement positive et donc (Zk, yk) également.

I1.3.3 - Convergence

Théoréme II1.3.1 : Sous les hypothdses suivantes :

hl) f continuement différentiable,
h2) pour X € Ifl, Eo = {x e R" | f(x) < f(xo)} est borné,
tout point d'accumulation x" de la suite (xk) donnée par l'algorithme II.3.2, ou,

pour tout k e N, ak et Gk sont strictement positifs, w et w', sont dans un compact

k
de (-1, »), est tel que Vf(x*) = 0.

Preuve :
I1 suffit de montrer qu'il existe un p de (0, 1) tel que pour tout k e N :
(g a) > [lgll [1al].
Soient At, ceey Ai les valeurs propres de Hk’ classées dans l'ordre
. k -1 1 . .
croissant. Comme ||Hk[| = An et ||Hk || = ;F , 11 vient :
1
k 2 k -1
Puisque IIH;l dkll 2 J; Ildkll nous déduisons :
kxn
Al 1
o 0 2 5 | 1181 = iy - g Il gl
n
Comme (sk, yk) > 0, le corollaire II.2.1 entraine K(Hk) < Mdol @

1
(g a0 2 2 1g Il g ]. 0
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I1.3.4 - Algorithme avec réinitialisation

Nous pouvons, pour des raisons pratiques, prendre de temps d autre
une direction dk+1 qui ne soit pas donnée par -Hk+l =) et faire une réiniti-
alisation de la direction de descente de la forme dk+l = _Ak+1 841 OU
dk+1 = -g,q bour k+1 appartenant 3 un sous-ensemble de N, comme celui des

multiples entiers de la dimension n de l'espace.

Pour plus de clarté, introduisons deux sous-ensembles disjoints Pl et F2
de N. Alors pour déterminer la direction de descente dk+l nous pouvons définir

une suite de matrices (Hk) de la maniére suivante

Hepqp = Hyyq donnée par (II.3.1) pour k+l e N - Iyu Ty
Hk+1 = I pour k+1 € Tl’
Pipr = Apq pour kel e Ty

Nous demandons 3 la suite (A, .), k+l ¢ F2, d'@tre définie positive et

k+1

3 conditionnement borné par une constante C, la matrice unité satisfaisant

évidemment ces conditions.

L'algorithme proposé est le méme que II.3.2 avec cette fois dk = —Hkgk.
La convergence de cet algorithme avec réinitialisation est assurée sous les
mémes conditions que ci-dessus (théoréme II.3.1) avec une suite de matrices

A ktl1 € T

+1? définies positives, 3 conditionnement borné. En effet la suite

2,
de matrices (Hk) a alors un conditionnement borné par 1 pour k+l € T,, par C
1+wk 1+w!

7— ou
1+w K

1
t
pour k+l e T, et par (1l+w )(1+w' ) ou Tra, ou (Trw ) (1+0" )

selon le signe de w ou w'k pour k+1 e N - Fl u F2.

Un exemple de réinitialisation est donné par Powell [361. La direction
est prise égale & 1'opposé du gradient lorsque 1l'inégalité l(gk, gk+l)| > 0.2
2 . . . L os .
llgk+lll a lieu, i.e. lorsque deux gradients consécutifs ne deviennent pas

assez orthogonaux.
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Remarque II.3.2 : Considérons les hypothéses suivantes

h'l) f deux foix continuement différentiable,
h'2) il existe deux constantes positives m et m' telles que pour tout
y eIRn et x € E
o o

m|lyl]? < (V280 y, ) < m' |yl |2

Sous h'l) et h'2), Shanno [41] a démontré la convergence de 1l'algorithme
1I.3.2 avec la formule de mise 3 jour obtenue a partir de la BFGS quand on

pose H = I (formule (I.5)).

Remarque II.3.3 : Dans le chapitre suivant nous étendons le résultat de Shanno

[41] aux classes de Huang [[25] et Oren-Luenberger sous les hypothéses h'l) et

h"2) ol h"2)n'est autre que h'2) ci-dessus privée de 1'inégalité de droite.

Remarque II.3.4 : Sous les hypothéses h'l) et h'2) ci-dessus, nous montrons

comme en [10, 11] en nous inspirant de Allwright [1] que la vitesse de conver-

gence de la suite des itérés donnée par l'algorithme est au moins R-linéaire
i.e. il existe une constante C et un nombre h appartenant a 10, 1[ tels que :

]lxk - x*ll <cC hk ol x est le point limite de la suite.

II.4 - ESSAIS NUMERIQUES

Des essais numériques ont été faits avec les formules H2+1 (II.13) et

2
Hoq (II.9) en prenant o = Gk = 1.

Avec ce choix la formule H§+1 devient :

t
6 Yk

By 71

. 4

+ W 5 K —
Hye 17+ G ) (140" V(B £ 28 )+(4 )

i.e. que la direction de descente générée par cette matrice s'écrit :

S-S, (b ogyer)
k*8k+1 ktl 14
4 = -g - y, + w' — °
S S B My P4 ay) 76 K (ot (B2 ,8)+(8, )
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(sk,yk)

avec Zk =8 " T Y T T 5 , ((£, ¥) = r(s, y)),_
[Tyl 1oy

2
(ik,yk)
2
(l+wk)l|yk|| +(s,5y) )

Bty 40 = 114117 -

.

2 P
1 $ 1 > - -
D'autre part la formule Hk+l qui s'écrit (avec o = Gk = 1) de la

maniére suivante :

y yt 5 St

2 _ k’k k™k

Hk+l = I + w ____._._2_. - w'
Hy, 11

E]

k
(1+w'k)(%ksk,sk)+(sk,yk)

fournit la direction de descente correspondante :

dpyq = "By " EZE:EE:&l + W (s> Byyr) .
+1 ~  Sk+1 k 2 k k k®
||Yk|| (1+w'k)(%ksk’sk)+(sk?yk)
ol :
2
(y,.» 8.)

2 k k

(gksk’ s = s 117 - w

k 2 "
(14w ) |y, ]|

Dans les tableaux suivants sont indiquées les valeurs de (wk) et (w'k)

. « s - N ~ - 2 -25
prises ici égales 3 des constantes. Les régles d'arrét sont |‘gk|‘ <10

6 - P4 P'd
! . Les comparaisons ont été effec-

ou f(x, + A d) > f(x) pour Aklldkll°° < 10
tuées avec la méthode de Shanno (c.f. formule I.5) et la BFGS. Ces comparaisons
portent uniquement sur le nombre d'itérations (noté Nit) et le nombre (noté NF)
d'appels simultanés de la fonction et du gradient (ces deux nombres sont parfois
séparés par un trait) car le temps du calcul et la place mémoire comme il a été

dé43 indiqué sont beaucoup plus importants pour la BFGS. L'astérisque signifie

que le calcul a été arrété au numéro de 1l'it&ration indiqué.

Les calculs ont été faits sur IRIS 80 3 1'Université de Lille I ; en double
précision avec 14 chiffres hexadécimaux, i.e. i peu prés 16.8 chiffres décimaux.
Pour la BFGS nous avons utilisé le code MIQN1 de la bibliothéque MODULOPT de

C. Lemaréchal (INRIA) ; il est équivalent au code de M.J.D. Powell (Harwell).
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Fonction de Dennis [ 9]

n n
f(x) = z i x? + ( Z x.)u,
iz * 4= 7

e

point de départ : xo(i) = 10 =1, «.., N 3

9

0.10 10 3 n = 20 : f(xo) 10

0.16 107

1
"

n= 10 : f(x )
o

n= 30: f(Xo) = 0.81 1010; n = 40 : f(xo) = 0.25 lOll H
n= 50: f(xo) = 0.82 1011; n = 60 : f(xo) = 0.12 1012 3
n =100 : £(x) = 0.10 107 ;
solution optimale : x = 0, £(x) = O.
3 1 6
ormule Hk+1
10 20 30 40 50 60 100
u8/97 85/1u41 91/1u46 111/172 136/197 165/242 202/277
[}
- 0.99 63/116 79/137 101/160 118/176 130/202 157/225 178/249

- 0.9999 59/115 95/156 128/202 134/183 156/231 161/234 | 217/292

Shanno 85/162 | 113/223 | 136/2u7 | 138/258 | 175/301 | 184/320 | 225/377
BFGS 59/94 89/186 | 109/253 | 164/352 | 195/418 | 177/432 | 219/613
¢
Formule H2
K+l
n L]
i 10 30 50

w=Ww

- 0.99 72/117 | 1807256 | 3u1/uw01

- 0.9999 96/151 | 1807240 | 400™/uu6

Les valeurs finales de f n'ont pas &té reproduites, elles sont toutes

trés voisines, de l'ordre de 10—27.
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Fonction Var [7, 24]

100 o 100 2 100 y
f(x) = ) x;+ () VIx)+ () MAx),
L i . i L i
i=1 i=1 i=1
point de départ : xo(i) =6 i=1, ..., 100, f(xo) = 0.25 1015 H

solution optimale : x = 0, f(x) = 0.

6
Formule Hk+l
: 7
w = w' Nit NF £ Hell
- 0.99 185 256 | 0.1 10728 | 0.9 10725
- 0.995 71 | 150 | 0.8 10726 | 0.5 107%°
- 0.9999 25 st | 0.2 1072° | 0.1 1072
_ 0.999999 | 200* | wos | 0.6 10721 | 0.1 10719
Shanno 400* | 712 | 0.7 1077 | 0.2 107
BEGS 50 66 | 0.7 10728 | 0.3 10725
F ul H2
ormule Hi+1
) 3
W= Nit | NF £ gl
- 0.99 256 352 | 0.47 10727] 0.85 1072°
- 0.999 106 | 217 | 0.20 10728] 0.67 1072°
- 0.9999 21 | 63 | 0.10 10728| 0.96 1072°

Dans ces essais numériques nous n'avons pas exploité le caractére chaotique

" de 1'algorithme. A titre indicatif nous proposons de l'utiliser dans le cas

2 6

cyclique, avec deux formules, & savoir : Hk+1 et Hk+1’ pour deux couples de

é .
parametres wk et w "
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. 2 6
Premier exemple : Pour Hk+1 et Hk+1
= ! = -
wk W K 0.9999,
Nit | NF £ ell?
20 | 62 | 0.10 1073 | 0.41 1073

. 2
Deuxiéme exemple : Pour Hk+l nous prenon

- 1
S W = why

6 1] -
Hk+l nous prenons W et w Ko 0.99.
. 3
Nit | NF £ gl |
32 | 87 | 0.26 10727 | 0.14 1072°

Fonction de Powell singuliére [26, 37] avec n

64 variables

nous prenons les valeurs communes

- 0.9999 et pour

n

n/ 5
B(x) = ] ey g+ 10%,; )+ 5(x,. ;- %)
i=1
n
+ lO(Xui_a - Xui) ],

point de départ :
5

2 + (x, .

4i-2

xo(41—3) = 6, xo(41-2) = -2, xo(ul—l) =0, xo(ul)

- 2%

4i-1

2,

i=1,2, ..., n/4, f(xo) = 0.45 107,
solution optimale : x = 0, f(x) = 0.
Formule H6
K+1
w = w Nit NF f ||g||2
- 0.99 4oo* | 722 | 0.4 1077 | 0.5 1078
- 0.9999 | 400* | 763 | 0.5 10711 | 0.1 1071
Shanno | 2u4 | 438 | 0.3 10717 | 0.5 107%°
BFGS 61 64 | 0.2 10721 | 0.3 10728
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Formule Hi

+1
w=ow | Nt | NF £ gl

- 0.9 40o* | uwso | 0.13 1073 | 0.47 107"
- 0.9999 400* 46 | 0.10 107° | 0.31 1077
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CHAaPITRE I

METHODES DE METRIQUE VARIABLE A ENCOMBREMENT REDUIT.
CONVERGENCE DANS €2,
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II1.1 - INTRODUCTION, DEFINITIONS. HYPOTHESES

Nous considérons, dans ce chapitre, la famille suivante de formules de

mise 3 jour 3 trois paramétres :

6 )= (Hkyk)(ﬂkyk)t 5 £ 5k ( :
Y., 0) = - +0 vyl y +p —NK_ III.1
Ber1$O0 Yo Py e (L yv) kK et P TLy)

~

ou : Ho est donnee, par exemple égale 4 la matrice identité ; Sk = xk+1 - xk H
Yie T Breq T g 3 ek, Yieo Py sont trois parameétres réels tels que Bk > 0, Yk >0,

p, > 0 et
k s Hy
"7k Kk Yk :

Y = e vy

La formule (III.1) contient la plupart des formules de mise 3 jour
connues. Pour Py = 1, nous obtenons les formules données et étudiées par Oren-
Luenberger [30], Oren [31] et Oren-Spedicato [32]. Pour Yy © 1, nous avons la
classe des matrices symétriques de Huang [25] sous la forme donnée par Osborne
[33]. Pour P = Yy = 1, nous avons la famille de Broyden 3] et,comme cas

particuliers,la BFGS [4, 18, 22, 39] (ek = 1) et la DFP (8, 20] (ek = 0).

s . N S N >
Remarquons que les conditions : (Sk’ yk) >0, o) 0, Yy ” 0, ek 0 et

Hk définie positive entraTnent que Hk+l est définie positive.
L]

De méme que dans le chapitre précédent nous définissons, 3 partir de la

formule (III.1), une formule plus simple en posant Hk = I ce qui donne :

t t
yV.y S, 8
Kk K5k t
H .=y I-vy —KK ., Kk (III1.3)
k+1 - Yk k Ilyk|l2 k (515 vy YUk ?
1/2 s y
5 . _ k%
o+ w = (8 v,) [y, |1 ((Sk’ 70 " II2). (III.4)
k

Evidemment avec les conditions ci-dessus la matrice H est symétrique

k+1

et définie positive. Elle permet donc de définir une direction de descente

d =

K1 —Hk+l Biy1? plus explicitement :




) fhe o

g k> Bk+1 K> Bkl

derr T MeBrer T Yk T S S C " (W B qdue | (IIL.S)
k

Dans ce chapitre nous étudions la convergence des méthodes basées sur la
direction de descente (III.5), le pas étant calculé par une recherche linéaire

exacte ou selon les régles de Goldstein et Price ou encore selon celles de Wolfe.

Nous prouvons la convergence avec des conditions de deuxiéme ordre, f
de classe c? et convexe. Ces conditions étant légérement moins fortes que celles
utilisées par Shanno en [41] ol il étudie trois algorithmes, dont deux sont des
cas particuliers de notre étude. Ces deux cas correspondent respectivement au

choix ek, Y, et o égaux 3 l,i.e.,le cas déduit de la BFGS et au choix Gk et py

(sk,yk)
égaux a .l et = TT——TIg,i.e.’le cas dérivée de la BFGS "self-scaling".
I

Nous remarquons que lorsque la recherche linéaire est exacte la
direction (III.5) devient :

(Y12 81) (Yy28p41)

A1 T NeBiyr St N (178 TIE ¥ o0 W) (5,5, ) Sk?
K

car (Sk’ %k+l) = 0. Si de plus nous posons ek = 1, nous retrouvons la direction

de gradient conjugué de Hestenes-Stiefel [23] & savoir :

yoByr)

el T Nt Ber (s v)

4.

Donc avec Bk = 1, posant au départ do ahe . et en utilisant la formule
(III.5) ¢ avec une recherche linéaire exacte, l'algorithme ainsi défini est
identiqué 3 la méthode classique du gradient conjugué, lorsque la fonétion a
minimiser est quadratique définie positive. Il converge donc vers la solution
en un nombre d'itéraéions inférieur ou égal 3 n. Nous pouvons considérer la

direction (III.5) comme une direction de gradient conjugué généralisée. .

.

Contrairement aux directions de métrique variable, qui exigent le

stockage d'une matrice symétrique et d'un nombre non négligeable de produits
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scalaires, la détermination de la direction (III.5) demande un encombrement
réduit, 3 savoir quatre vecteurs de R" et les calculs se réduisent quatre

produits scalaires.

Hypothéses : .
hl) £ : R” > R est une fonction deux fois continuement différentiable, le
Hessien de f en x est nofé G(x) = sz(x).
h2) il existe une constante m > 0 telle que pour tout y et x dans R" :
n |1yl1? < (v, 6(x) y).
h3) les paramétres Y et o appartiennent 4 un compact de (0, ), le paramétre

ek appartient d un compact de [0, «).

Les hypothéses hl) et h2) impliquent (Powell [38]).

Cl) f est fortement convexe,
C2) pour tout x dansIRn, 1l'ensemble des vecteurs x qui satisfont la condition
o .

f(x) < f(xo),est bornéé )
[y, ! s, |1 |Is, |1
(559,07 (51630 7 ||y |

C3) les quotients sont respectivement bornés par :

M= % R % et % , ol K est la borne supérieure de ||G(x)|| pour les x tels que
1. Bend g
f(x) < f(x ). En plus,on a également : = € ———— < = ,
o M llyH2 m

Plus précisément le deuxiéme quotient est obtenu sous la forme

(sk, yk) zm I|sk||2,i.e., que le produit scalaire (Sk,yk) est strictement positif.

Alors comme nous l'avons mentionné plus haut avec ek >0, Yk > 0, pk > 0

et Hk définie positive, la matrice H donnée par (III.1) ou (III.3) est

k+1
définie positive et ainsi la direction (III.5) est bien une direction de

v

descente.

[I1.2 - ALGORITHME ET CONVERGENCE °

En utilisant un procédé similaire au procédé utilisé par Fiorot et

El Hallabi [11] ou Fiorot et Jeannin [13] nous donnons, dans la premidre

1
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partie de cette section, trois lemmes préliminaires pour obtenir une borne

sur le nombre de conditionnement des matrices Hk+1 définiespar (III.3) et (III.4).

Pour Py > 0 et Y > 0 nous définissons la matrice Ak suivante et son
inverse B, :
k t
_ 1k
Ak-'YkI'i'pk———,}Ty (11I.6)
¢
B, = — [I - k s scl . (I111.7)
O R I E IS
k "k*>¥k” "k Tk

Lemme III.2.1 : Sous les hypoth&ses hl),h2) et h3), les matrices A et Bk

sont symétriques définies positives et leur norme euclidienne satisfait :

Px
Hall sy +— (I111.8)
-1
B Il = Y (II1.9)
Preuve :

L'inégalité (III.8) est obtenue directement de 1'égalité ||I+uutII

1+ ||u||2, de 1'inégalité (s ) > 0 et de la deuxiéme inégalité de C3).

k* Tk
L'égalité llI—uutll = 1 si l|u||2 < 2, ol ici on prend u = (Dk/[Yk(Sk,yk) +

||2 1/2 ¢

Py llsk Sy 2 implique bien 1'égalité (III.9). []

Maintenant nous allons considérer, la matrice Bk construite d partir

de la matrice Bk (III.7) ¢

- Y.

B =B + — (By, ) (By,) s (II1.10)
et son inverse ﬁk :

- y y

io= L. SR . (I1I.11)

—'Y ———-——-—
kT Ak T Y
oy ||

Comme précédemment nous allons donner des bornmes sur le nombre de

conditionnement des matrices (III.10) et (III.11).




31

Lemme III.2.2 : Sous les hypothéses du lemme III.2.1, les matrices Bk et Hk

sont symétriques définies positives et :

1B, || < M(5;-+ 5;;), (I1I.12)
- Py
HE ] < v+ — - (111.13)

Preuve :

La matrice ﬁk est bien définie, un calcul simple donne en effet :

2
pk(sk’yk)

2
Hy 11 - v, By, y) = > 0,
k' k'k k 2

et alors, il est évident que B, est symétrique définie positive et par conséquent

k
ﬁk également.

1/2

2 2 . .
Posons D" = Yk(sk,yk) + pk||sk|| et notons par B *° la matrice racine

carrée positive de Bk’ nous obtenons

2
D
- _1/2 Yk 1/2 5172 1/2.
B, = B 1+ 5 (Bk yk)( X ) ] B,
k k’yk)
I1 vient alors :
' 2
- Yy D 1/2 2
1 < 11]] G+ —*——ry 1182y, 115,
pk Sk’yk
Des égalités :
2 2
1/2 2 D [y 1 - oy Csys vy)
Yk ||B Ykl| = Yk(Bkyk’ yk) = D2 nous
' [
déduisons : '
2 2 b2 2
1B, 11 < [1s] 1+ —k -IIBUI——(—;g-
' PS>k kY

Or, en remplagant D2 par sa valeur et en utilisant C3) nous obtenons :

1B || < = M(=—=+ a) i.e. 1'inégalité (III.12).

% Y Px
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En notant Ai/Q la matrice racine carrée positive de Ak et en écrivant :
1/2 1/2 t
SR VZ I e S U R
k k ) Yk H ”2 k
Yk
s ae & 1/2 t, ,1/2 2 .
c'est 3 dire H_sous la forme : Al (1 - vl A", avec [1v]]“ < Yy ||Bk|| =1

nous obtenons ||ﬁk|| < ||Ak||, donc 1'inégalité (III.13). O

Notons Bk+l la matrice inverse de Hk+l définie par (III.3).

Lemme III.2.3 : Sous les hypothéses hl), h2) et h3), la matrice H définie

k+1

par (III.3) et son inverse B

sont symétriques définies positives et :

k+1
Py M
1.1
1B, || <u (5; ) (I11.15)

D'aprés les définitions de ﬁk (III.11) et Ak (111.6), la formule (III.3)

peut &tre écrite de la fagon suivante :

_ t |
Ho,q = Ho o+ wu, (11I1.16)

- 2
alors ||H || < [[H]] + Hu 117 . (I11.17)

En utilisant la définition de (III.4) nous avons, aprés un calcul direct :
e P

2 2
2 sy | y
Hu 1 = 8y, ( — -1 sy ©- 1. (111.18)

Les inégalités (III.13), (III.17) et (III.18) donnent le résultat (III.14).

D'aprés (III.16) et la formule de Sherman-Morrison (II1.3) nous obtenons

- 't_
= B wuBy
ktl K l+(§kuk,uk)

1/2 =

En notant par B '" la racine carrée positive de B, nous pouvons écrire :

k
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1/2uk)(Bl/2uk)t

] Bi/2 et puisque

_=1/2 _
Bk+1 ) Bk . 1+(B u )
Kk k Yk

||B1/2

u | |?
1+(Byu 5w

< 1 nous déduisons :

B < ||B et alors 1'inégalité (III.12) donne le résultat. [
k+1 k

En utilisant complétement l'hypothése h3), le lemme II.2.3 nous conduit

au résultat suivant

Théoréme III.2.1 : Sous les hypothéses hl), h2) et h3) la matrice Ho, définie

par (III.3) et (III.4) a son nombre de conditionnement borné.

Nous allons maintenant définir un algorithme de métrique variable 3
encombrement réduit lequel peut &tre considéré comme un algorithme de gradient
conjugué généralisé. Le théoréme III.2.1 nous permet d'utiliser le théoréme
classique 2.4.1 dans Fletcher [17], pour obtenir la convergence pour différentes

recherches linéaires usuelles.

Algorithme B

0. Nous définissons les valeurs de départ : k = 0, X_ un point arbitraire de
I#], Ho une matrice symétrique définie positive.
1. sig = 0 stop,

sinon nous définissons une direction de descente dk = —Hkgk.

2. Nous cherchons un Ak > 0 satisfaisant des conditions classiques (R) ci-dessous.

3. A partir de SR Y A d et Y = Byqq ~ 8 nOUS définissons dk+1

par (III.5) avec Py 6 satisfaisant h3) et nous retournons 3 1 en

K Tk
posant k = k+1. [

Les conditions (R) sont :

Soit une recherche linéaire exacte : nous déterminons Ak tel que

f(x + A ) = Min {£(x_+ Ad) | x>0} ;
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Soit les régles de Goldstein et Price [21] : Etant donné a e (0, l)

nous choisissons Ak > 0 tel que :

kk(l—a)(gk, dk) < f(xk+lkdk) - f(xk) < kka (gk, dk).

Soit la régle de Armijo [2] : Etant donnés o et B dans (0, 1), et p > O,

déterminer le plus petit entier positif ou nul tel que :
3 3
f(xk + B p d‘k) < f(xk) + B pa(gk, dk)'

Soit les régles de Wolfe [43] : Etant données deux constantes c, et c,

telles que 0 < ¢, <c, < 1, nous déterminons Xk > 0 tel que :

f(xk + kkdk) < f(xk) + kkcl(gk,dk) et

(g(xk + Akdk), dk) > °2(gk’ dk).

P

Cet algorithme a besoin de stocker seulement quatre vecteurs de longueur n
a savolr @ Vl pour xk et ensuite pour Sk’ v2 pour xk+1, v3 pour',gk et ensuite
pour y, , V, pour g ... Et avec la recherche linéaire, seulement quatre produits
scalaires : (yk, gk+l)’ (yk, sk), (Sk’ gk+1), (yk, yk) sont nécessaires a chaque

étape.

Théoréme III.2.2 : Sous les hypothéses hl), h2) et h3), l'algorithme B est tel

que ou bien on obtient le minimum de f en un nombre fini de pas ou la suite (Xk)

converge vers le minimum.

La preuve de ce théoréme se déduit directement de la propriété Cl),du

théoréme III.2.1 et du théoréme 2.4.1 dans Fletcher [17] ou de ses extensions.

II11.3 - QUELQUES CHOIX DE PARAMETRES

Nous allons donner quelques exemples de choix pour les paramétres Gk et Y
pour la formule (III.5) assurant 3 l'algorithme B la convergence sous les hypo-

théses hl) et h2). Dans ce qui suit nous prendrons Py = 1 pour tout k e N.
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Revenons & la formule (III.1) donnée en t&te de ce chapitre avec o = 1,

écrite sous la forme suivante :

0,.+Y, 6. 1 v, (6, -1)
B K 'k'k'k t k' "k t
Bpr ® Mt t 2 S8t T Ay
o k
k
Y, 0
k' k t t
- —c—k— (Skkak + H.kyksk), (I11.19)

_ - - -1
o, = (Sk’ yk), T T (Hkyk,yk) et € = (Hk sk,sk).

Nous nous intéressons toujours au cas ol Hk est prise égale 3 la matrice
identité. Nous donnons ici cinq exemples de critéres de choix des paramétres

qui assurent la convergence de 1l'algorithme B.

Critére 1

Cette formule (III.19) a été étudiée par Oren et Spedicato [32] qui ont
déterminé une borne supérieure du quotient K(Hk+l)/K(Hk)° Cette borne est notée
Q(Yk, Gk). Les auteurs proposent un choix des paramétres ek et v, de fagon &

minimiser cette borne @(Yk, 8, ). Ces paramétres ont pour valeurs

k

Gk e [0, 1] et

g, €
) K€k
Yy

- 2 2
ek(ekrk—ok)+ok

La transcription, dans le cas de notre étude ol H = I, de ces valeurs

k
particuliéres de ces paramétres devient en posant, a = Ilyk||2, b, = (sk, yk),
2
e = s 117 :
Gk e [0, 1] et (III1.20)
b, c
- k 'k
A 5 - (III.21)

2
ek(ckak-bk)+bk
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Proposition III.3.1 : Sous les hypothéses hl) et h2), l'algorithme B avec

le choix des paramétres (III.20), (III.21) est convergent.

Preuve :
Puisque Gk appartient d [0, 1], il suffit de montrer que Yy appartient

3 un compact de (0, +=).

D'aprés 1'inégalité de Schwarz ac —bi 2 0 et puisque b, > 0 on a :

k
b c
SN S
k k
° 1 P 1 1 1
3 — —_ — —_— _— < - =
mais comme bk < —et y 2 5 on conclut que ¥ k ¢ N, 7SS o Sk e [0, 1], Py 1

d'ol la convergence de l'algorithme B. [l

Critére 2
Dans ce méme article,Oren et Spedicato proposent le choix suivant

(appelé "Switch 1'")

2
) e 1 ‘lskll 6, =0
i) Si — <1 alors vy, = —— et =0,
b, k7 (s5y) k
b (s aY)
ii) si —E-z 1 alors v, = Kk k et 8 =1,
a k ll l|2 k
%
b c b, (¢, -b, )
iiip S8i X < 1< X alors y = 1let 6= k k k .
A bk k k ac b2
k 'k k

Proposition III.3.2 : Sous les hypothéses hl) et h2), l'algorithme B avec le

choix de paramétres donnés ci-dessus est convergent.

Preuve :
On a bien, d'aprés la proposition III.3.1, pour i) et ii)

lsyks

=
gl

.];}SY

donc pour tous les cas : Min {1, v

1
< Max {1, a} .
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I1 suffit de montrer pour iii) que ek appartient & un compact de [0, +»),.

bk c
Or, supposons que — < 1 < —, alors
a b
k k
. _bkwkbk)_ bﬁcfbﬁ
k 2 = b, (c,_-b, )tc, (a -b. )
%y bk k' k "k Tk Tk Tk

et puisque : ¢ bk et a, > bk on a bien 0 < Gk <1 ; d'ol la convergence. []

Critére 3

Ce critére (appelé 'Switch 2) consiste 3 prendre :

1/2
°y 1
'Yk = ('é—) et ek 1 (I11.22)
k a, c
k 'k
1+
b2
k

Proposition III.3.3 : Sous les hypothéses hl) et h2), l'algorithme B est

convergent pour le choix de paramétres (IXI.22).

Preuve :

On a bien Gk e [0, 1]. D'aprés C3) on a :

s, |1

l< Sl
MUT T m2
1 1
—_ < &
i.e. M S Y 7 pour tout k.

Donc 1l'algorithme B est convergent. []

Critére 4

Ce critére (appelé"Switch 3) est pratiquement identique au deuxidme

critére
2
Y s, I
—_— < = ———— =
i»rsi T < 1 alors on prend Yi Gy et Gk 0,
k k’7k
bk (Sksyk)
ii) S — > 1 alors on prend ¥, = ———=— et 6, = 1,
a k 2 k
bk ll+]] b (a -b, )
C a -
iii) si X 1< L3 on prend v, = 1 et 6 = Kk kT .
a b k k 2
k k a, c -b

k'k "k




Proposition III.3.4 : Sous les hypothéses hl) et h2), et pour le choix de

paramétres donnés par le critére 4, l'algorithme B est ¢onvergent.
Preuve : Similaire 3 la preuve de la proposition III.3.2.

Critére 5
Ce critére (appelé 'Switch 4') consiste 3 prendre les paramétres de la

fagon suivante :

Y 5 et 6, = %’- pour tout k € N, (I11.23)

Proposition II.3.5 : Sous les hypothéses hl) et h2) et pour le choix des para-

métres Gk et v donnés par (III.23), 1'algorithme B est convergent.

Preuve :

La preuve vient des inégalités suivantes :

I11.4 - RESULTATS ADDITIONNELS ET COMMENTAIRES

II1.4.1 - Dans [41], Shanno étudie la convergence de l'algorithme B pour deux
cas particuliers avec l'hypothése h'2) : il existe deux constantes m > 0 et

m' > 0 telles que pour tout x et y € R" :
2 2
m | y]]® s (v, 6(x) y) < ' |ly]]°.
La recherche linéaire dans le pas 2 de l'algorithme satisfait les régles

de Wolfe. Ces deux cas particuliers correspondent au choix de la direction

d 1 dans le pas 3 avec respectivement pk =9 = Yk = 1 et pk =0 =1,

k+ k k
(Sk ’yk)
Yk = ]]—]]?T_ s,i.e.,les cas déduits respectivement de la BFGS et de la BFGS
y

"self-scaling". L'hypothése h3) est évidemment satisfaite dans les deux cas (c.f.

C3) pour le deuxiéme cas).
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I11.4.2 - Pour P S Y = let Bk = 0 nous obtenons une méthode de métrique

variable.d encombrement réduit déduite de la DFP. La direction dk+1 est donnée

par :
(y, 28 ,,) (5,5 & 1)
o k*8k+1 Y5k By
Ger1 T B t 2 YT s,y 'S (II1.24)
Hy, ! k* Tk

IIT.4.3 - Si dans 1'algorithme B nous utilisons dans le pas 2 une recherche

linéaire exacte, la direction (III.2u4) se réduit 3 :

(y, +8 .4)
_ k*8k+1
dGet1 T Ber t 7 Yy
[y, |1

(II1.25)
La direction (III.25) n'est pas une direction de gradient conjugué
classique. Si nous considérons une fonction quadratique définie positive

1 . . .
5 (Qx, x) + (b, X) + c, nous constatons que deux directions consécutives sont

o _ 1 1 N :
conjuguées car, (dk+1’ Qdk) = Ak (dk+1’ st) = Ak (dk+1’ yk) = 0. Mais comme

3 3 3 3 P4 P4
le montre l'exemple suivant dans R~ les directions dk ne sont pas en général

mutuellement conjuguées. Soit la fonction quadratique définie positive :

2 1 2 1 2 - t = g = - t
X, (5 X, t x,)" + (a-xl - x3) » prenons Xx_ = (1, 0, 1), d = -g = (2, 1, 1),
Nous obtenons les points successifs : X, = % (2, -3, S)t, X, = g% (6, -9, 1)t,

_ 1 t . . X e ozt
X3 = 3501 (138, 21, 61) et des directions successives : dl = (-2, 3, -13) ",
d2 = (-14, 29, —1)t avec(Qd2, do) = -32., Bien que nous n'obtenions pas la propriété

de convergence finie, d'aprés le théoréme III.2.2 nous avons la convergence,
laquelle est donnée pour des fonctions non linéaires plus générales satisfaisant

les hypothéses hl) et h2).

II1.4.4 - Considérons dans la formule (III.5) le cas ek =1, p > P 0.

Si dans le pas 2 de l'algorithme B nous utilisons une recherche linéaire exacte,

nous obtenons comme nous l'avons indiqué dans la section III.1, la formule de

la direction de gradient conjugué de Hestenes-Stiefel. Ainsi le théoréme III.2.2
est une autre preuve de la convergence de cette méthode bien connue, convergence

qui en général était prouvée dans le cas non quadratique avec 1l'hypothése h2')
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(voir III.4.1 cifdessus).

[1I.5 - EssAals NUMERIQUES

~

Rappelons la matrice de métrique variable (III.3) dite a encombrement

réduit, ainsi que la direction de descente (III.5) correspondante :

t t
_ Yk Sk5k t
Heer e 7Y 7 VP Gy T e
1y, || R
ou
1/2 Sk Yy
=6,y )" |y |] ¢ - )
Uk k'k k (sk,yk) ”yk”2 ?
SOT-ep) (5158, 41)

et T 7 VB T Vi vl 12 Tk T Pk sy kT (uysgyyq) W
X

Les essais ont été faits dans les m8mes conditions que celles indiquées
en II.4 et pour divers choix des paramétres mentionnés en III.3. Dans les
tableaux ci-dessous lorsque, par manque de place, la valeur du paramétre Yk

n'est pas reproduite il faut lui attribuer la valeur fournie par la formule

2
IlSkI l (Skgyk)

(II1.21) § savoir : , pour la valeur g

Y =
k 2 2 2
0. 15| 12113, |13~ (5m3) D503,

correspondante de ek. Le symbole (S) signifie le choix de Shanno [40].

Fonction de Dennis avec n = 50 variables (c.f. section II.u)

point de départ : xo(i) =10 1i=1, ..., 50;

£(x ) = 0.62 10tt

solution optimale : x =0, flx) = 0.
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P, = 1
6, Y, Nit/NF £ g |?

0 (lsk||2/(;k,yk) 266/321 | 0.17 1072° | 0.86 107%°
0.25 - 1847208 | 0.12 1072° | o0.68 1072°
0.50 - 152/161 | 0.55 1072° | o.48 1072°
0.80 - 136/143 | 0.13 1072° | 0.63 1072°
0.85 - 137/149 | 0.52 107%7 | 0.17 1072°
0.90 - 144/152 | 0.40 10728 | 0.61 1072°
0.95 - 152/162 | 0.21 1072 | 0.55 107%°

(s) (sk,yk)/llykl|2 136/144 | 0.94 1072 | 0.73 1072°

0 1 400%/483 | 0.16 1071* | 0.27 10733

(s) 1 1 175/301 | 0.88 10727 | o0.88 1072°
Switch 1 266/321 | 0.17 1072° | 0.86 1072°
Switch 2 1787194 | 0.77 1072° | 0.71 10723
Switch 4 289/800*| 0.33 107> | o.54 1072%
BFGS 195/u18 | 0.8t 10727 +| 0.77 10723
Pour la méme fonction dans le tableau suivant nous avons donné a P
différentes valeurs pour le choix Gk =0ety = | 'skl |2/(sk, yk).
o | Nt/ : |lell®
1 266/321 0.17 1072° 0.86 102>
0.50 225/291 0.60 10728 0.34 1072°
0.25 2614/358 0.10 1072° 0.93 1072°
0.125 234/322 0.64 10728 0.92 1072°
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Fonction Var (c.f. section II.W)

P ~ 1
0 y Nit/NF £ gl |2
k k .

0.0 ||sk||2/(sk,yk) 154/190 | 0.19 1073° | 0.76 107°
0.5 - 175/231 | 0.29 1072® | 0.11 107"
0.75 - 151/194 | 0.68 10728 | 0.27 1072°
2 -26 ~25

()10 (sk,yk)/llykll 197/311 | 0.92 10 0.47 10
0.0 1.0 30/u47 0.84 10 2% | 0.49 107%°
: * =7 -6

(5y1-0 1.0 400 /712 | 0.70 10 0.20 10
Switch 1 154/190 | 0.19 10°3% | 0.76 107%°
Switch 2 150/186 | 0.u46 10726 | 0,18 107%°
Switch 4 358/446 | 0.21 10727 | 0.10 1072°
BFGS 52/64 0.60 10°2% | 0.20 107%°

Fonction de Brown et Dennis [26] : n = u

+

- exp(ti))2 (x3 + X sin(ti) - cos (ti))2]2

2 L

m N
f(x) = .2 C(x; + t.x
i=1
ol ti = 1i/5 ;
point de départ : X, = (25, 5, -5, -1), f(xo) = 0.79 107 3
pour m = 20, solution optimal : £(x) = 0.858222 105 H

x = (-11.59, 13.20, -0.403, 0.236).

Dans les programmes utilisés il faut donner une estimation X du point
solution. Dans le premier tableau nous donnons les résultats lorsque
XS = (-11, 13, -0.40, 0.23) et dans le second lorsque X = (0,0,0,0).
Cette estimation est utilisée entre autres pour définir la matrice qe départ

dans la méthode de la BFGS. On prend dans les deux cas O = 1.
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: 2
8, Yy Nit/NF £ gl
0.0 ||sk||2/(sk,yk) 32/717 0.85 10° | 0.14 107°
0.5 - 48/65 0.85 10° 0.75 107°
1.0 [(s_,y.)/|ly.|1%| s0s86 0.85 10° | 0.29 107°
(S) x>k K :
BFGS 30/93 0.85 10° | 0.64 10723
0 y Nit/NF £ gl |2
K K
0.0 |[Is,1%/Cs sy, )| woss1 | o.85 10° | 0.16 107°
0.5 - 48/81 | 0.85 10° | 0.36 1077
1.0 (s ,yv.)/|ly [|2 53/84 0.85 10° | 0.22 107°
(s) k>7k k
BFGS 64/556 | 0.85 10° 0.77 1072

Fonction de Pénalité II. [26] avec n = 10 variables

n
f(x) = (xl - 0.2)2 + .2 a(exp(xi/IO) + exp(xi_l/lo) - yi)2

1=2
2n 2 n 2. .2
+ ) alexp(x,__ ./10) - exp(-1/10))" + (( } (n-j+1)x5)-1)
i=n+l N j=1 ]

ol :a=10" ety, = exp(i/10) + exp(i-1/10) ;

i
point de départ : X, = /2, ..., 1/2), f(xo) = 0.16 103

2

solution optimale : £(x) = 0.29366 10—2.
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Pour ces essais le test d'arrét est ||g||2 < 10710,
o =1
0 y Nit/NF £ Hell?
K K
0.0 ||sk||2/(sk,yk) 382/800%| 0.29 1072 | 0.25 107°
0.50 - 1247229 | 0.29 1072 | 0.37 10710
0.75 - 118/212 | 0.29 1072 | 0.87 10710
2 2 ~10
(510 (sk,yk)/llykll 125/225 | 0.29 10 0.85 10
0.0 1.0 400*/656 | 0.29 1072 | 0.13 10/
(5y1+0 1.0 157/293 | 0.29 1072 | 0.55 10710
Switch 1 1487270 | a.2a 1072 | 0.51 10710
. 3 -10
Switch 2 205/409 | 0.29 10 0.37 10
. 2 ~10
Switch 3 69/139 | 0.29 10 0.78 10
) =2 ~10
Switch Y4 145/282 | 0.29 10 0.78 10
2 =10
BFGS 215/279 | 0.29 10 0.40 10
Fonction de Powell singuliére (c.f. section II.4)
Py = 1
s . 2
ek Y Nit/NF .f [ gl ]
0.0 ||Is,[1%/(s,,y,)| 392/800%| 0.20 10™° | 0.84 107°
0.8 - 400*/6u8 | 0.87 10723 | 0.19 10718
0.9 - 400*/638 | 0.3u 107 % | 0.11 107"
2 * -10 -13
(5)1+0 (sk,yk)/llykll 4007 /607 | 0.40 10 0.36 10
BFGS 61/64 | 0.20 10721 | 0.30 107%®
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I1 est reporté pas a pas quelques expériences numériques précédentes ol
est mis en évidence le numéro des itérations, le nombre d'appels de la fonction
(et du gradient) ainsi que la progression de la fonction économique, pour,

dans l'ordre :

. fonction de Dennis, n = u0 :
6 _ _ S = e
avec la formule H (I1I.13) (ak = dk =1, W =W = 0.99)
et la BFGS,
n = 100 :
avec les deux formules précédentes et la formule de Shanno.
. fonction Var, n = 100 :
2 _ _ ool =
avec la formule H (II.S) (ak = Gk =1, W = w' = 9.9999)
et la BFGS.

. fonction de Dennis, n = 50 : 9
(5,090 sl

avec la formule (IIL.5) (p,=1, 6, =0.75 et Yy, =
ko? Tk 0735, 17| 1y, | 1%40.25(s, by

la BFGS et la formule de Shanno.
. fonction Var, n = 100 :

1) et la BFGS.

avec la formule (III.5) (pk =1, ek =0, v

. fonction de Brown et Dennis, n = 4 : 5
265,30 115, ]

avec la formule (III.S) (Ok=1, 9k=0~5 et Yy l!s |l2|ty [|2+(s y )2
]
et la BFGS. . " o

. fonction de Pénalité II, n = 10 : 2
25,030 s, ]

n

avec la formule (III.5) (pkzl, ek=o.5 et v, 5) s

2 2
s Ly T+ (03,0

la BFGS et les deux formules de Shanno (avec et sans '"scaling").
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TITRE DE LA THESE :

METHODES DE MINIMISATION A ENCOMBREMENT REDUIT

RESU

Pour le probléme de minimisation d'une fonction de n variables sans contraintes,
les méthodes de métrique variable sont les plus performantes. La direction de
descente est & chaque itération la transformée de 1'opposé du gradient par une

=

matrice de remise a jour. Ces méthodes requiérent au moins
ﬂigill mémoires et le calcul de nombreux produits scalaires, de 1'ordre de O(n)
entre 2n et 3n. :

Dans le travail présenté ici la direction de descente peut étre considérée comme
une direction de gradient conjugué généralisé, elle contient la méthode d'Hestenes
et Stiefel. Deux études indépendantes sont exposées. Lorsque les méthodes sont
déduites de travaux récents sur les méthodes de métrique variable paramétrée, la
convergence est assurée pour des fonctions de classe C' indépendamment de 1a\
convexité. L'algorithme présente de plus un caractére chaotique en ce sens que

la direction peut é&tre choisie parmi six familles de direction. Dans le cas ol

les méthodes sont déduites des méthodes de métrique variable habituelles, la
convergence est obtenue pour des fonctions de classe C? et convexes. Cette partie
englobe toutes les formules connues et surtout un travail récent de Shanno.

L'intérét de ces nouvelles méthodes réside dans 1'encombrement réduit d 4 ou 5 '
vecteurs et dans le volume des calculs réduit & celui de 4 ou 5 produits scalaires.
L'étude est complétée par des résultats numériques encourageants portant sur des
problémes allant jusqu'd 100 variables. Le nombre d'itérations pour les nouvelles
méthodes est comparable & celui de 1a BFGS avec les avantages évoqués plus haut.

MOTS CLEFS :

Minimisation — Métrique variable - Gradient conjugué généralisé -
Encombrement réduit - Convergence — Algorithme chaotique,




