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I N T R O D U C T I O N  



La concep t ion  e t  l a  f a b r i c a t i o n  au tomat i sée  

d ' o b j e t s  mécaniques a c r é é  l e  beso in  d ' a l g o r i t h m e s  de  d é f i n i t i o n ,  de 

formes géométriques en  deux ou t r o i s  dimensions.  

Indépendamment d e s  p r i m i t i v e s  s i m p l e s  t e l l e s  

que d r o i t e s ,  p l a n s  e t  c e r c l e s ,  l a  concept ion de  formes p l u s  complexes 

t e l l e s  que c a r o s s e r i e  de  v o i t u r e  ou a u t r e s  f u s e l a g e s  d ' a v i o n s ,  met 

e n  évidence l a  n é c e s s i t é  de  concevoir  de manière automat ique des  courbes  

e t  s u r f a c e s  gauches issues de  c o n s i d é r a t i o n s  e s t h é t i q u e s  &/ou 

aérodynamiques.  

Dans c e t t e  o p t i q u e ,  l e s  a l g o r i t h m e s  d ' i n t e r p o l a t i o n  

de  données p o n c t u e l l e s  f o u r n i s s e n t  un o u t i l  p u i s s a n t  pe rmet tan t  de 

p a s s e r  d 'une  "esquisse"  ( d é f i n i e  p a r  exemple pa r  que lques  p o i n t s  a i n s i  

que quelques  c o n d i t i o n s  de  t angsnce  ou de courbure )  à l a  m a t é r i a l i s a t i o n  

de  l a  forme con t inue  engendrée  pa r  l e s  données d i s c r è t e s  de  c e t t e  

e s q u i s s e .  

Par a i l l e u r s ,  l ' e rgonomie d ' u n  p o s t e  de t r a v a i l  

de  C.A.  O.  ("Conception A s s i s t é e  par  Ordinateur"  ) r e q u i e r t  9n 

i n t e r v a l l e  de temps l e  p l u s  b r e f  p o s s i b l e  e n t r e  l a  p r o p o s i t i o n  d 'une  

e s q u i s s e  e t  l a  m a t é r i a l i s a t i o n  s u r  éc ran  graphique de  l a  s u r f a c e  

engendrée .  

Ce p o i n t  met en  évidence l e  c a r a c t è r e  r a p i d e  e x i g é  

pour l e s  a lgor i thmes  de d é f i n i t i o n  de formes géométr iques  auxquels  

nous nous i n t  é r e s s o ~ s  . 



Avant d e  p r é c i s e r  1 ' o b j e t  du t r a v a i l  p r o p o s é ,  

nous a l l o n s  s i t u e r  t o u t  d ' a b o r d  l e  c o n t e x t e  de  n o t r e  é t u d e  à 

l ' i n t é r i e u r  du p r o c e s s u s  de  p r o d u c t i o n  d a n s  l ' i n d u s t r i e  mécanique .  

Le problème de  l ' u s i n a g e  d ' u n e  p i è c e  mécanique 

c o n s i s t e  d ' a b o r d  à c h o i s i r  l e  t y p e  d e  f r a i s e  n é c e s s a i r e  pou r  

r é a l i s e r  une e n t a i l l e  de s e c t i o n  donnée d a n s  un m a t é r i a u  donné ,  p u i s  

à d é t e r m i n e r  l a  v i t e s s e  de  coupe  a i n s i  que  l a  v i t e s s e  maximale 

d ' a v a n c e  n é c e s s a i r e  à l ' o b t e n t i o n  d ' u n  é t a t  de  s u r f a c e  de q u a l i t é  

r e q u i s e .  Ces données  s o n t  f o u r n i e s  p a r  l e  Bureau d ' E t u d e s  d e  

F a b r i c a t i o n s  Mécaniques.  

P l u s  p r è s  de  l a  p r o d u c t i o n ,  un a u t r e  a s p e c t  de 

l ' u s i n a g e  c o n s i s t e  à commander l e  déplacement  de  l ' o u t i l  p a r  r a p p o r t  

à l a  p i è c e ,  l e  l o n g  d ' une  c o u r b e  e h  deux ou t r o i s  d imens ions ,  de  
, 

manière  à g é n é r e r  d e s  s u r f a c e s  p a r  p a s s e s  s u c c e s s i v e s .  

C ' e s t  c e t t e  d e n i è r e  phase  que nous nous  p roposons  

d  ' a b o r d e r .  

Nous pouvons m a i n t e n a n t  p r é c i s e r  l ' o b j e t  d e  ce 

t r a v a i l  à l ' i n t é r i e u r  du c a d r e  g é n é r a i  énoncé  précédemment. 

11 s ' a g i t  de  f o u r n i r  à l a  f r a i s e u s e  l e s  

c o n s i g n e s  de  dép lacemen t s  e n  vue d ' é x é c u t e r  une cou rbe  ou une  s u r f a c e  

donnée. Ces c o n s i g n e s  s o n t  g é n é r é e s  à p a r t i r  d ' a l g o r i t h m e s  mathéniat iques 

de d é f i n i t i o n  d e  formes complexes .  



Q u e l l e  est m a i n t e n a n t  l a  p l a c e  de  ces a l g o r i t h m e s  

d a n s  l a  c o n c e p t i o n  d ' u n  o b j e t  ? 

CONCEPTION / INTERPOLATION / AGREGATION DES DONNEES 

Env i sageons  dans  un p r e m i e r  temps,  l e  problème 

de  c o n c e p t i o n  d ' u n e  p i è c e  de c a r o s s e r i e  d e  v o i t u r e  p a r  exemple.  

La forme de cette p i è c e  es t  c o n t r a i n t e  p a r  l e  

raccordement  s a n s  angles  v i f s  à1 ' ensemble  d e s  p i è c e s  déjà conçues .  

En dehor s  de ces p o i n t s  f r o n t i è r e s  imposés ,  l a  forme e s t  l a i s s é e  l i b r e  

e t  s e r a  c h o i s i e  a r b i t r a i r e m e n t  à p a r t i r  de données  fournies p a r  l e  

s e r v i c e  M a r k e t t i n g ,  c ' e s t - à - d i r e  i s s u e s  d e s  c o n s i d é r a t i o n s  e s t h é t i q u e s .  

Dans c e s  s e n s ,  t o u t  a l g o r i t h m e  p e r m e t t a n t  de d é f i n i r  

d e s  cou rbes  à p a r t i r  de  données  r e s t r e i n t e s  ( p o i n t s  de  raccordement  

à l ' e n s e m b l e ) ,  p e u t  ê t re  un 'ALGORITHME DE CONCEPTION" géomé t r ique .  

On s o u h a i t e  néanmoins,  e n  g é n é r a l ,  p o u v o i r  maîtriser de  manière  a i s é e  

l e s  m o d i f i c a t i o n s  de  l a  forme l i b r z  ape cet a l g o r i t h m e  g é n è r e .  

Le sys t ème  "UNISURF"*présenté dans  l e  C h a p i t r e  1 

est  un r e p r é s e n t a n t  t y p i q u e  de  cette c l a s s e  S e  proc6dés .  

Une a u t r e  app roche  d a n s  l a  c o n c e p t i o n  de  d e s s i n s  

l i b r e s  e s t  c e l l e  de  l ' e s q u i s s e .  

* UNISURF : U n i f i c a t i o n  d e s  S u r f a c e s  



Dans ce  cas, on se f i x e ,  en  dehors  d e s  c o n d i t i o n s  

de raccordement,  d e s  p o i n t s  p a r  l e s q u e l s  on s o u h a i t e r a i t  que l a  

courbe p a s s e  ( l a  forme e s t  a l o r s  imag inée) .  Un "ALGORITHME 

D ' INTERPOLATION" permet de r e l i e r  t o u s  les p o i n t s  de 1 ' e s q u i s s e  e t  

donc de  m a t é r i a l i s e r  13 forme imaqinée.  

C e t t e  forme, s i  e l l e  n ' e s t  pas  v a l i d é e  p a r  l e  

concepteur  (pour s o n  a s p e c t  e s t h é t i q u e )  p e u t  ê t r e  déformée simplement 

par  déplacement d ' u n  ou p l u s i e u r s  p o i n t s  de  passage .  Une i l l u s t r a t i o n  

de ce p rocédé  e s t  r e p r é s e n t é e  s u r  l e s  f i g u r e s  s u i v a n t e s  ( F i g  - 1). 

Proposition de points 

-'>( 

Déplacement de quelqaes 

points àe passage 

Courbe non 

validée 

Nouveaux points de C ourb e 

pri.saage validée 

Fiq - 1 : V A L I D A T I O N  D'UNE COURBE PAR DEPLACEMENTS DE POINTS 



En d e h o r s  du c a d r e  de  l a  c o n c e p t i o n ,  l e s  

a l g o r i t h m e s  d e  d é f i n i t i o n  de  c o u r b e s  p e r m e t t e n t ,  e n  o u t r e ,  de 

r e s t r e i n d r e  l e  nombre d e  données n é c e s s a i r e s  pou r  m o d é l i s e r  une 

image ,  c ' e s t - à - d i r e  un ensemble  d e  p o i n t s  d a n s  1 ' e s p a c e  à 

t r o i s  d imens ions .  

Cons idé rons  l a  c o u r b e  s u i v a n t e  q u ' o n  s o u h a i t e  

f a i r e  réaliser à une machine o u t i l  (F ig  - 2 ) .  

A p r i o r i ,  il s u f f i r a i t  de  mémoriser  t o u s  les  

p o i n t s  de  c o n s i g n e  e n  séquence  e t  d e  les  f o u r n i r  e n s u i t e  à i a  

machine.  C e t t e  s o l u t i o n  e s t  à p r e s c r i r e  dans  l a  mesure où une 

r e p r é s e n t a t i o n  g r a p h i q u e  comprend énormément de  données ,  ce q u i  

e n t r a i n e r a i t  a l o r s  i ' u t i l i s a t i o n  d ' u n e  c a p a c i t 6  phénoménale de  

mémoire. 

11 es t  p l u s  i n t é r e s s a n t  p r a t i q u e m e n t  d e  r e c o n s t r u i r e  

c e t t e  c c u r b e  à p a r t i r  de  q u e l q u e s  p o i n t s  q u i  constitueront les 

données devan t  ê tre  t r a n s f é r é e s ,  e t  "app rendre"  à l a  machine o u t i l  l a  

man iè re  de  rel ier  c e s  p o i n t s  ; ( a l g o r i t h m e  de  r e c o n s t i t u t i o n )  

( c f  F i g  - 3 ) .  



courbe courbe 

reconstituée - i n i t i a l e  

F iq  - 3 : RECONSITUTION D'UNE COURBE A PARTIR DE 

QUELQUES POINTS 

Si l ' é c a r t  e n t r e  l a  courbe  réelle e t  l a  

courbe r e c o n s t r u i t e  e s t  t r o p  i m p o r t a n t ,  on peu t  t o u j o u r s  r a j o u t e r  des  

données ou b i e n  d é p l a c e r  un c e r t a i n  nombre de p o i n t s  i n i t i a l e m e n t  

c h o i s i s  ( c f  F i g  - 4).  

courbe 

courbe 
i n i t i a l e  

F i q  - 4 : RECONSTITUTION DE LA COURBE PAR ADJONCTION DE 

3 POINTS SUPPLEMENTAIRES a ET DEPLACEMENT DU DERNIER 

POINT 



La démarche g é n é r a l e  de ce  "PROCEDE D'AGREGATION 

DE DONNEES" e s t  d é c r i t e  s u r  l e  synop t ique  s u i v a n t  ( c f  F i g  - 5 ) .  

R e p r é s e n t a t i o n  g r sph ique  

Séquence de  cons ignes  d ' u s i n a g e  à I ---- ----- -.--- -- 1 
1 t r a n s m e t t r e  à l ' a l g o r i t h m e  de . 

r e s t i t u t i o n  . implan té  s u r  l a  

l 
Machine-Outil 

La p r é c i s i o n  1 
e s t  s u f f i -  I 

s a n t e  1 I 
l 
I 1 D i g i t a l i s a t i o n  1 

Courbe d é f i n i e  p a r  
Mémoire du Mémorisation 
c a l c u l a t e u r  ' t o u s  l e s  p o i n t s  l 

Calcu l  

I 
donnés 1 

Corngaraison 1 

l D é f i n i t i o n  d 'un 
a lgor i thme  d'ap- Courbe c a l c u l é e  p a r  
p rox imat ion  de  C a l c u l  
la  courbe à par- ' 1 'a lgor i thme  d 'approximat ion 
t i r  d e  données 

, p a r t i e l l e s  
I 

à p a r t i r  de  données p a r z i e l l e s  
A 

La p r é c i s i o n  n ' e s t  pa s  s u f f i s a n t e  



I l  e s t  à n o t e r  que c e t t e  phase d ' a g r é g a t i o n  de  

données n ' e s t  u t i l e  que l o r s q u e  l e  p l a n  à r é a l i s e r  n ' a  pas  é t é  conçu 

s u r  un c a l c u l a t e u r  numérique. Dans l e  c a s  c o n t r a i r e ,  on a de manière 

q u a s i - d i r e c t e  d e s  données agrégées .  

A l ' i n t é r i e u r  du c a d r e  g é n é r a l  énoncé précédemment, 

l e  p r é s e n t  t r a v a i l  propose d ' a p p o r t e r  une c o n t r i b u t i o n  au  problème de 

l a  m o d é l i s a t i o n  &/ou de  l a  conecep t ion  d e s  courbes  et s u r f a c e s  gauches 

d é f i n i e s  ponctuel lement ,  e n  vue de l e u r  us inage.  

Dans c e t  e s p r i t ,  une s u r f a c e  e s t  d é f i n i e  p a r  une 

f a m i l l e  de  courbes gauches r e p r o s e n t a n t  l e s  t r a j e c t o i r e s  s u i v i e s  par  

un p o i n t e u r  de conso le  g raph ique  ou p a r  un o u t i l .  Nous proposons une 

méthode o r i g i n a l e  de  d é t e r m i n a t i o n  de c e s  t r a j e c t o i r e s  e n  l e s  

i n t e r p é t a n t  comme l e s  s o r t i e s  générées  p a r  un sys tème dynamique 

l i n é a i r e  s t a t i o n n a i r e ,  m a t é r i a l i s é  pa r  un schéma ou un programme de 

simulation. 

Ces t r a j e c t o i r e s  s o n t  d é c r i t e s  p a r  d e s  f o n c t i o n s  

" s p l i n e s "  qu i  c o n s t i t u e n t  un o u t i l  p u i s s a n t  d ' i n t e r p o l a t i o n  e t  s o n t  

générées ,  dans l ' i n t e r p r é t a t i o n  proposée de l a  t h é o r i e  de  l a  commande 

op t imale  d e s  p rocessus  l i n é a i r e s  c o n t i n u s  &/ou de  l a  t h é o r i e  du c a l c u l  

des v a r i a t i o n s .  

Nous nous i n t é r e s s o n s  p a r t i c u l i è r e m e n t  à l a  mise en  

oeuvre d ' u n  a lgor i thme  r a p i d e  de g é n é r a t i o n  de courbes  e t  s u r f a c e s  s p l i n e s  

qui  minimisent  un c r i t è r e  de  forme quadra t ique .  Ces s u r f a c e s  s o n t  



conçues  pour  ê tre  e x é c u t é e s  p a r  p a s s e s  s u c c e s s i v e s  p a r  une f r a i s e u s e  

à commande numérique,  p e r m e t t a n t  de  ' k é a l i s e P l e s  a l g o r i t h m e s  d é v e l o p p é s .  

Dans ce c o n t e x t e ,  l a  r e p r é s e n t a t i o n  dans  l ' e s p a c e  d ' é t a t  du problème 

d ' i n t e r p o l a t i o n  d ' u n  r é s e a u  de p o i n t s  p a r  une  f o n c t i o n  " s p l i n e "  

d ' o r d r e  q a b o u t i t  à l a  d é f i n i t i o n  n o u v e l l e  d ' u n  sys t ème  dynamique 

n o t é  " P r o c e s s u s  i n t e r p o l a t e u r " .  

Dans un p remie r  c h a p i t r e ,  nous  i n t r o d u i s o n s  

l ' é t u d e  de  l a  g é n é r a t i o n  d e s  c o u r b e s  gauches  "non mathématiquest1 

( c ' e s t - à - d i r e  don t  l ' e x p r e s s i o n  a n a l y t i q u e  n ' e s t  p a s  connue de 

man iè re  n o t o i r e ) .  

Nous p r é s e n t o n s  q u e l q u e s  r a p p e l s  c o n c e r n a n t  l a  

d é f i n i t i o n  de ces f o n c t i o n s  complexes p a r  l a  méthode "UNISURF" due  à 

P. BEZ I E R  a i n s i  que  p a r  l ' u t i l i s a t i o n  dû f o n c t i o n s  " s p l i n e s t t .  Ces 

deux p rocédés  s o n t  à l ' h e u r e  a c t u e l l e ,  très l a r g e m e n t  u t i l i s é s  

d a n s  la-  p r a t i que ,  e t  nous  e n  a n a l y s o n s  les p r o p r i é t é s .  

Dans un second  v o l e t ,  a p r è s  a v o i r  i d e n t i f i é  

/- 
l e  problème d e s  f o n c t i o n s  s p l i n e s ;  à un problème de  commande 

r 
o p t i m a l e  de p r o c e s s u s  l i n é a i r e s ,  nous  d é f i n i s s o n s  a u  c h a p i t r e  II  les 

fondements  d e  l ' a l g o r i t h m e  p r o p o s é  e n  i n t r o d u i s a n t  l a  n o t i o n  de  

" p r o c e s s u s  i n t e r p o l a t e i ~ r "  a u  c a s  d e s  f o n c t i o n s  s p l i n e s  cub iques .  La 

même démarche est  a l o r s  e f f e c t u é e  pour é t u d i e r  d ' a u t r e s  t y p e s  d e  



f o n c t i o n s  s p l i n e s  ( e x p o n e n t i e l l e ,  t r i g o n o m é t r i q u e ,  sous - t ens ion ,  

d ' a j u s t e m e n t ) ,  e t  permet de  r é é t a b l i r  de maniè re  s imple  l e s  p r o p r i é t é s  

c l a s s i q u e s  i n t r o d u i t e s  p a r  l ' é t u d e  de  c e s  f o n c t i o n s  p a r  l ' a n a l y s e  

numérique. 

Le problème de l ' i n s t a b i l i t é  numérique p o s s i b l e  l o r s q u e  l e  nombre de  

p o i n t s  à i n t e r p o l e r  es t  é l e v é ,  est a l o r s  e n v i s a g é  e t  une s o l u t i o n  

'prooosée.  

, Le c h a p i t r e  III d é f i n i t  l a  m o d é l i s a t ï o n  d e s  courbes  

gauches unimodales e t  non unimodales dans l e  p l a n  e t  dans  1 ' e space  de  

l a  géométrie à p a r t i r  d 'une  décomposit ion de  l a  courbe e n  morceaux 

e t /ou  du choix  d  ' un paramétrage j u d i c i e u x .  
- -- 

Le c h a p i t r e  IV i n t r o d u i t  l e  problème de l a  

génération des  s u r f a c e s  d é f i n i e s  ponctuel lement  s u r  d e s  r éseaux  

r e c t a n g u l a i r e s .  C e l l e s - c i  s o n t  env i sagées  comme un p r o d u i t  t e n s o r i e l  

de  f o n c t i o n s  " s p l i n e s  sous- tens ion"  un id imens ionne l l e s  d é f i n i e s  s u r  des  

sous-réseaux p lans .  

REMARQUE : 

Dans un but de c l a r t é  e t  e n  r a i s o n  de l ' a b o n d a n t e  

b i b l i o g r a p h i e ,  l e s  r é s u l t a t s  fandamentaux de  l a  t h é o r i e  de l a  commande 

optirnale u t i l i s é s  dans  c e  t r a v a i l  ne f o n t  l ' o b j e t  d ' w w n e  démons t ra t ion  

r igoureuse .  

Néanmoins, nous p r é s e n t o n s  sous  forme condensée,  

en  annexe, l e  p r i n c i p e  du maximum de PONTRYAGUINE a i n s i  que que lques  

r é s u l t a t s  i s s u s  du c a l c u l  des  v a r i a t i o n s .  



C H A P I T R E  1 



CWITRE 1 : RAPPELS SUR QUELQUES ALGORITH'ES 

CONNUS DE CONCEmION ET D' 1 MERPUTION 

1 - 1 : INTRODUCTION : 

Le problème fondamental  dans  l a  r e c h e r c h e  

de  l a  s o l u t i o n  a u  problème d e  concep t ion  e t / o u  de r e c o n s t i t u t i o n  de  

formes géométr iques  complexes, ,-Ls;de dans  l e  cho ix  d ' u n  modèle 

mathématique q u i  réponde à l a  f o i s  aux s p é c i f i c a t i o n s  r e l a t i v e s  à 

l a  géométr ie  d e s  formes à g é n é r e r  e t  à des  c r i t è r e s  de performance 

( t r a i t e m e n t  en temps r é e l ) .  

En g é n é r a l ,  l es  c o n d i t i o n s  p r é s e n t é e s  dans l e  

c a h i e r  des  cha rges  e t  imposées à une courbe s o n t  d e s  c o n d i t i o n s  de 

c o n t i n u i t é ,  des  p o i n t s  de  passage ,  e t  éven tue l l emen t  d e s  

tangentes e n  c e s  p o i n t s .  

Compte-tenu de c e s  hypothèses ,  l e  problème admet une 

i n f i n i t é  de  s o l u t i o n s ,  conformément à l a  f i g u r e  s u i v a n t e  ( c f  F i g  - 6 ) .  



Fiq - 6 : QUELQUES SOLUTIONS DU PROBLEME D'INTERPOLATION 
DE DONNEES PONCTUELLES 

De maniére à obtenir l e s  formes désirées, on u t i l i s e  en géné- 

ral des algorithmes d'interyolation polynomiale, polgnomiale p a r  

morceaux, où faisant intervenir des bases de fonctions, dont nous 

proposons de présenter quelques résultats. Les premiers conduisent 

à des polynornes d'approximation de "LAGRANGE", alors que 

l'interpolation polynomiale par morceaux aboutit aux méthodes 

"d'intégration" et de "transport" (MARCHOUK , 1981 - LAURENT , 1972) 
pour des fonctions splins d'interpolation. Deux algorithmes 

définissent l'interpolation à partir de bases de fonctions : ce sont 

respectivement les algorithmes de BEZIER qui conduit aü système 

U.N.1.Ç.U.R.F (défini à partir d'une base de Bernstein) (BEZIER , 1968), 

et de Schoenberg qui aboutit aux fonctions B-splines (utiljsant une 

base de GREEN), (de BOOR, ? 93 8) 



1 - 2 : INTERPOLATION DE DONNEES PONCTUELLES PAR DES POLYNOMES 

D'APPROXIMATION DE LAGRANGE : 

Le problème de rechercher une i n t e r p o l a t i o n  

polynorniale d'une f o n c t i o n  peut  s'énoncer en dimension un de l a  

façon su ivan te  : 

Soient  n abscisses d i s t i n c t e s  xi 6 LR appartenant 

a un i n t e r v a l l e  [ xl, xn] c h o i s i  a rb i t ra i te rnen t  e t  t e l l e s  que : 

Soient  n-nombres r é e l s  y ( i d ,  ..., n )  i 

représen tan t  en généra l  l e s  va leu rs  en xi d'une c e r t a i n e  f o n c t i o n  

f r é e l l e ,  cont inue su r  [ xl, xn ] . L ' i n t e r p o l a t i o n  polynomiale 

cons is te  à t rouver  un polynome P de degré ,( n t e l  que s o i t  
n 

v é r i f i é e  l a  r e l a t i o n  (1 - 2 - 2 ) .  

S i  on pose P ( x )  = t a  .xJ ; W j , , n  ; l e s  
n 

1- 4. 
j 

a s a t i s f o n t  au système l i n é a i r e  su ivan t  : 
j 



Les polynomes d'interpolation de LAGRANGE permettent 

d'apporter une solution au problgme posé prdcédemment ; si L: (x) 

d6signe la suite des polynomes de LAGRANGE d'expression (1 - 2 - 4) 

n avec Li (xk) = O si if k 

alors le polynome Pn(x) qui interpole le réseau (:ci, f(xi)) ; 

i = 1, ..., n s'écrit sous la forme (1 - 2 - 5 )  : 



En g é n é r a l ,  dans l a  concep t ion  a s s i s t é e  p a r  

o r d i n a t e u r  de  courbes  d é f i n i e s  p a r  i n t e r p o l a t i o n ,  l e  nombre de p o i n t s  

à i n t e r p o l e r  peut  ê t r e  é l e v é  . On s a i t  dans c e  cas, que l ' u t i l i s a t i o n  

d e s  polynomes d ' approx imat ion  de  LAGRANGE c o n d u i t  à une i n s t a b i l i t é  

numérique (P.J. LAURENT , 1972); - 

Par & l e u r s ,  s i  Li(x) dés igne  l a  s u i t e  d e s  

polynomes de LAGRANGE u t i l i s é s  dans l ' a p p r o x i m a t i o n  de f ( x )  d é f i n i e  

s u r  un i n t e r v a l l e  fermé borné ,  on montre (P.J. LAURENT , 1972)  qu'on 

ne peu t  a s s u r e r  l a  convergence uniforme de P ( x )  (cf 1 - 2  - 2) v e r s  n  

l a  f o n c t i o n  f .  

Nous proposons d ' e x p l i c i t e r  c e s  deux p o i n t s  : 

- PROBLEME DE CONVERGENCE POUR DES POLYNOMEÇ DE 

LAGRANGE . 
Consid6rons une s u i t e  L d ' o p é r a t e u r s  l i n é a i r e s  c o n t i n u s  n 

d 'un  espace  de BANACH El dans  un espace  v e c t o r i e l  nommé E 2  e t  L un 

o p é r a t e u r  l i n é a i r e  con t inu  de  El dans E On s a i t  , d ' a p r è s  l e  théoreme 2 ' 

de BANACH-STEINHAVS (P.J. LAURENT , 1972) qu'une c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  

e t  s u f f i s a n t e  pour que L n  converge uniformément v e r s  L ( f )  pour t o u t  

f  El e s t  que s o i e n t  v é r i f i é e s  l e s  deux c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  

(1 - 2 - 6 ) :  



- i i m  L n ( f )  = L ( f )  

n -9 o0 

- 11 L,\I s o i t  borné en n 

Appelons Co, l ' e space  des f onc t i ons  f cont inues su r  

une i n t e r v a l l e  [ a , b  ] =Lx1, xn] muni de l a  norme : 

S o i t  Pn l 'ensemble des polynomes de degré n e t  Pn 

l e  polynome de degré n q u i  co lnc ide  avec f en n absc isses xi de [ a, b ] 

On s a i t  que l ' o n  peut é c r i r e  l a  r e l a t i o n  su ivan te  : 



L" ( x )  s o n t  l e s  p o l y n m e s  d ' approx imat ion  de  
1 

LAGRANGE de d e g r é  n .  

L ' o p é r a t e u r  L n  q u i  à t o u t e  f o n c t i o n  f  E C, 

a s s o c i e  l e  polynome d ' i n t e r p o l a t i o n  Pn est un o p é r a t e u r  l i n d a i r e  e t  c o n t i n u  

dont  l a  norme e s t  d é f i n i e  par (1 - 2  - 8 )  : 

On sa i t  d ' a p r è s  l e  théorème d e  BERNSTEIN-FABER 

( P . J .  LAURENT , 1972) que : 

- 
où b  e s t  une f o n c t i o n  bornée.  

Par  conséquent ,  q u e l l e s  que s o i e n t  l e s  a b s c i s s e s  

xi , i = 1, . . . , n  e t  n = 3 , 1 , 2 ,  . . . , il e x i s t e  au  moins une 

f o n c t i o n  f  t C, t e l l e  que L n ( f )  ne converge pas v e r s  f  e t  ne s o i t  



pas  b o r n é e ,  de s o r t e  qu 'on  ne  p e u t  a f f i r m e r  l a  convergence  

uni forme de Pn v e r s  f .  

- PROBLEME D'INSTAEILITE 

En g é n é r a l  l e s  v a l e u r s  f ( x i )  a u x  noeuds xi d e  

1 ' i n t e r v a l l e  [ a ,  b ] s o n t  d e s  u a l e u r s  connues  a v e c  i n c e r t i t u d e .  

Supposons f ( x )  donnée a u x  noeuds  x du r é s e a u  p a r  i 

l a  r e l a t i o n  : 

w 
f ( x i )  = y .  + 

1 L i  a v e c  \\ti\ld (1 - 2 - 1 0 )  

où d é s i g n e  1 ' e r r e u r  d ' i n c e r t i t u d e .  

S i  pour un x donné, a p p a r t e n a n t  à [x l ,  xn ]  , 

(pa r  exemple  : x =w q u i  ne possède  p a s  d ' e x p r e s s i o n  déc ima le  ou 

b i n a i r e  e x a c t e ) ,  on  s o u h a i t e  c a l c u l e r  l a  q u a n t i t é  : 

où l e s  L! ( x ) ,  i r 1,. . . , n  s o n t  l e s  polynomes d ' a p p r o x i m a t i o n  

de LAGRANGE, a l o r s  on montre (Encyc lopéd ia  u n i v e r s a l i s )  que l a  s e u l e  

m a j o r a t i o n  u t i l i s a b l e  e s t  : 



A/ 

où x es t  l a  r ep résen ta t i on  de x dans l a  mémoire du ca l cu la teu r .  

Compte-tenu des r e l a t i o n s  su ivantes (1 - 2 - 12)  : 

n 
- II L~ II - Max 

x 6 [ a & ]  
i=l 



Le dern ie r  terme du deuxième membre de ( 1  - 2 - 11) 
peut s ' é c r i r e  : 

De so r te  que s i  \( Ln \\ n ' e s t  pas majorée (ce q u i  

es t  l a  cas pour l e s  polynomes de LAGRANGE), l ' i n s t a b i l i t é  de l ' i n t e r p o l a -  

- t i o n  r é s u l t e  de l a  propagation des er reurs  d ' i n c e r t i t u d e  

i (I - 2 - 12). 11 r é s u l t e  a l o r s  du théorème de BERNSTEIN-FABER 

que l a  s u i t e  d'opérateurs de LAGRANGE Ln es t  i n s t a b l e  lorsque l e  

nombre n de po in t s  d ' i n t e r p o l a t i o n  augmente. 

Tous ces éléments nous amènent à chq~cher  d 'autres 

modèles mathématiques permettant de d é f i n i r  des forme complexes à 

p a r t i r  d'un nombre important de données. 
$: 

Deux algori thmes répondent aux spéc i f i ca t i ons  exigées 

orécédemment, e t  sont déjà u t i l i s é s  dans l a  p ra t ique.  



Ce s o n t  l e s  t echn iques  q u i  u t i l i s e n t  l e s  f o n c t i o n s  

" sp l ines"  e t  l e s  fonctionsd~'BEZIER" d ' a l l u r e  polynomiale. 

Ces f o n c t i o n s  s o n t  e n  p a r t i c u l i e r ,  i n c o r p o r é e s  

dans  des  l o g i c i e l s  de C.A.O. t e l s  qulEUCLID ( S o c i é t é  Matra D a t a v i s i o n )  

UNISURF (R.N.U RENAULT) pour l e s  f o n c t i o n s  de BEZIER e t  CADAM 

( S o c i é t é  LOOKEED) pour les f o n c t i o n s  s p l i n e s  . 

De manière à montrer l ' a n a l o g i e  e n t r e  l a  méthode 

proposée e t  l e s  a l g o r i t h m e s  p récéden t s  d é j à  c o n s t i t u é s  e t  u t i l i s é s ,  nous 

proposons de r a p p e l e r  l e u r s  p r i n c i p e s  de b a s e ,  a i n s i  que l e s  

pr incipaux r é s u l t a t s  auxque l s  i ls a b o u t i s s e n t .  C e t t e  revue nous 

pe rmet t ra  de  s i t u e r  l a  méthode que nous proposons par  r a p p o r t  aux 

procédés e x i s t a n t s .  

1 - 3 : ALGORITHME DES FONCTIONS DE "BEZ1ER":SYSTEME "UNISURF" : 

(BEZIER , 1968 - R I A U X  , 1980) 

I l  s ' a g i t  de concevoir  d e s  formes géométriques 

complexes i s s u e s  de  c o n s i d é r a t i o n s  e s t h é t i q u e s ,  à p a r t i r  de données t e l l e s  

que des  p o i n t s  de passage e t  de forme à r é a l i s e r ,  a i n s i  que de c o n a i t i o n s  

de tangence e n  c e r t a i n s  de c e s  p o i n t s .  



Ces  c o n d i t i o n s  g é o m é t r i q u e s  s o n t  p a r  exemple 

c e l l e s  q u i  p e r m e t t e n t  à l a  p i è c e  à c o n c e v o i r  ( a i l e  de  v o i t u r e  p a r  exemple)  

de s ' i n s é r e r  s a n s  d i s c o n t i n u i t é  n i  r u p t u r e  de  p r o f i l  à l ' i n t é r i e u r  

d ' u n  ensemble .  P a r  a i l l e u r s ,  l e  c o n c e p t e u r  u t i l i s a n t  l e  sys t ème  

'UNISURF" est l i b r e  d e  donner  l a  forme q u i  l u i  p l a i t  e n t r e  l e s  

c o n d i t i o n s  aux  l imites précédemment imposées  à l a  cou rbe .  

C e t t e  méthode est é l a b o r é e  à p a r t i r  de  l a  

d é f i n i t i o n  d ' u n e  r e l a t i o n  bi-univoque e n t r e  une c o u r b e  d i t e  

" é t a l o n "  e t  son  "polygone"  c o r r e s p o n d a n t .  L e s  c o u r b e s  g é n é r é e s  s o n t  

engendrées  p a r  un p o i n t  P ( u )  d e  l ' e s p a c e  géomé t r ique  à deux ou t r o i s  

d imens ions  d é c r i v a n t  l a  t r a j e c t o i r e  d é f i n i e  p a r  l a  r e l a t i o n  

s u i v a n t e  ( 1  - 3 - 1 )  : 

où a: s o n t  l e s  c ô t é s  du polygone  a s s o c i é  à l ' a r c  de  cou rbe  ( d a f i n i  

dans  l ' e s p a c e  géomé t r ique  à 2 ou 3 d i m e n s i o n s ) ,  u es t  un p a r a m è t r e  q u i  

d é f i n i t  l a  p o s i t i o n  d ' u n  p o i n t  de  l ' a r c  d e  cou rbe .  



f i  ( u )  s o n t  des  f o n c t i o n s  paramétrées  p a r  u, 

e t  c o n s t r u i t e s  à p a r t i r  des  c o n d i t i o n s  géométr iques  s u i v a n t e s  , 
imposées à l a  courbe  é t a l o n  ( c f  1 - 3 - 2,  1 - 3 - 3 ,  1 - 3 - 4). 

1 - La courbe é t a l o n  e s t  i n s c r i t e  à l ! i n t é r i e u r  

d 'une  f i g u r e  géométrique b a t i e  s u r  l e s  a x e s  d 'un  système o r thogona l  

de  r é f é r e n c e .  E l l e  e s t  d é f i n i e  par  son  polygone correspondant  à 

n  c ô t é s ,  e t  réciproquement ( c f  Fig  - 7) : 

POLYGONE A 2 COTES 

DANS IR2 - 

POLYGONE A 3 COTES 

POLYGONE A 3 COTES 

DANS IR3 

Fiu-7  : Exemple de  courbes  

é t a l o n s  e t  de  

polygones a s s o c i é s  

à 2 e t  3 c ô t é s  dans 

l e  p lan  e t  l ' e s p a c e .  



2 - Le point i n i t i a l  e t  l e  point f ina l  de 

l ' a r c  de courbe , correspondent respectivement à l a  valeur O e t  1 du 

paramètre u ,  c 'est-à-dire : 

---P 4 i 
P ( O )  i a - f n  (O) = O ; \i i=l,. . . , n  

O 

3 - Les tangentes aux points i n i t i a l  e t  f i na l  

sont respectivement pa ra l l è les  aux vecteurs 5 e t  x. 

I l  vient  : 



4  - Les p l a n s  o s c u l a t e u r s  aux p o i n t s  i n i t i a l  e t  f i n a l  

sont r e s p e c t i v e m e n t  p a r a l l è l e s  aux  p l a n s  engendrés  par les  v e c t e u r s  

4 , a 2 )  e t  (an_', 3-J. I l  s 'en  s u i t  que : 

I l  e s t  a l o r s  a i s é  d ' e x t r a i r e  du sy t ème  

d ' é q u a t i o n s  p r é c é d e n t  une f a m i l l e  d e  polynomes s a t i s f a i s a n t  l es  

c o n d i t i o n s  (1 - 3 - 2  , 1 - 3 - 3 , I - 3 - 4 ) .  

Une s u i t e  de  polynomes p e u t  ê t r e  p a r  exemple : 

a v e c  u c [ O ,  11 e t  0 = 1 - (1-U)" 

AL 



Ces f o n c t i o n s  s o n t  d i t e s  f o n c t i o n s  d e  " 0 E 2 1 E R". 

Elles c o n s t i t u e n t  une b a s e  pour  1 ' e s p a c e  d e s  f o n c t i o n s  f  d é f i n i e s  

s u r  l ' i n t e r v a l l e  [O ,  11 (cl LAURENT , 1972)  e t  p a r  e x t e n s i o n  s u r  

t o u t  i n t e r v a l l e  fermé bo rné .  

EXEMPLE DE FONCTIONS DE DURAND : 

Exemple de  po lygones  e t  d ' a r c s  de  c o u r b e s  

' 
a s s o c i é s  ( c f  F i g  - 8 ) .  

- 
b 

*= LC - 
F i q  - 8 



Ces f o n c t i o n s  p e r m e t t e n t  l a  c o n s t r u c t i o n  de 

formes géométr iques  complexes, de  l a  maniére  s u i v a n t e  . 

n puisque 3 t o u t e  s u i t e  de  v e c t e u r s  [ai  ) i=l, 

il correspond un a r c  de courbe d é f i n i  p a r  l a  r e l a t i o n  : 

e t  réc iproquement ,  s i  on déforme l e  polygone c o n s t i t u é  pa r  l e s  

v e c t e u r s  5 ( p a r  déplacement d 'un ou p l u s i e u r s  sommets), il 

r é s u l t e  a l o r s  une déformat ion l i n é a i r e  de  l ' a r c  de courbe corÂes- 

F i q  - 9 : DEFORMATION D ' U N  POLYGONE PAR DEPLACEMENT DES SOMMETS 



La concep t ion  de formes géométr iques  p l u s  ou 

moins complexes e s t  a l o r s  r é a l i s é e  à p a r t i r  d 'un  cho ix  i n i t i a l  de  

sommets d ' u n  polygone p u i s  p a r  déplacement d 'un c e r t a i n  nombre 

d ' e n t r e  eux,  j u s q u ' à  l ' o b t e n t i o n  de l a  forme d é s i r é e .  

C e t t e  procédure  se g é n é r a l i s e  a i sément  a u  c a s  d e s  

forme géométr iques  d é f i n i e s  à p a r t i r  de  p l u s i e u r s  a r c s  de courbes .  

Dans c e  c a s ,  chaque a r c  e s t  d é f i n i  p a r  l a  donnée d e s  sommets du 

polygone g é n é r a t e u r  a s s o c i é ,  v é r i f i a n t  l e s  c o n d i t i o n s  de  raccordement 

aux e x t r é m i t é s .  Par  exemple, s i  l a  forme à concevoir  e s t  con t inue ,  

il s u f f i t  de  mémoriser success ivement  les  d i f f é r e n t s  a r c s  de courbe 

( c f  Fig  - 10), p u i s  de  c h o i s i r  judic ieusement  l e s  e x t r é m i t é s  du 

polygone s u i v a n t  ( c o n t r a i n t e s  de t angence) .  

Fiq  - 10 



La c o n t i n u i t é  j u s q u ' à  l ' o r d r e  1 de  l a  courbe e s t  

a s s u r é e  si l e  premier polygone i n t e r m é d i a i r e  e s t  C O - l i n é a i r e  au  

d e r n i e r  c 8 t é  du polygone p récéden t .  Ceci  e s t  é q u i v a l e n t  à c h o i s i r  

des  t a n g e n t e s  c o n t i n u e s  aux p o i n t s  de raccordement ( c f  Fig  - 1 0  : 

P o s i t i o n  du p o i n t  B p a r  r a p p o r t  à Bl) .  

APPLICATION DE LA METHODE DE B E Z I E R  A LA 

G E N E R A T I O N  DES COURBES : 

Avant d ' e x p l i c i t e r  analyt iquement  les  é q u a t i o n s  

de  g é n é r a t i o n  de courbes  e t  s u r f a c e s  p a r  c e t t e  méthode, nous pouvons 

c o n s t a t e r  q u ' a u  niveau de l a  f a b r i c a t i o n ,  e t  de manière  à rendre  

l ' a l g o r i t h m e  de BEZIER rapidement e x é c u t a b l e ,  on s u b s t i t u e  aux 
4 4 

v e c t e u r s  a d ' a u t r e s  v e c t e u r s  b Ces d e r n i e r s  pe rmet ten t  de i i ' 

minimiser l e  volume de  c a l c u l  à e f f e c t u e r  pa r  l e  p rocesseur  engendrant  

l a  courbe  g ràce  à l ' u t i l i s a t i o n  de  t echn iques  r a p i d e s  de  programmation. 
4 

Ces v e c t e u r s  b .  s ' expr iment  en f o n c t i o n  des  v e c t e u r s  

-4 
J 

a p a r  l a  r e l a t i o n  ( 1  - 3 - 6 ) .  
j 

-9 4 

e t  CA = n !  a v e c  b = O 
j ! (n - j )  ! 



C e t t e  e x p r e s s i o n  (1 - 3 - 6 )  p e u t  s 'écrire s o u s  

l a  fo rme condensée  s u i v a n t e  (1 - 3 - 7 )  : 

En i d e n t i f i a n t  ces deux r e l a t i o n s  (1 - 3 - 6 , 1 - 3 - 
4 4 

on o b t i e n t  les  v e c t e u r s  b .  e n  f o n c t i o n  d e s  v e c t e u r s  a i  . 
J 

Le p o i n t  c o u r a n t  s ' e x p r i m e  a l o r s  d e  m a n i è r e  

imméd ia t e ,  e n  f o n c t i o n  d e  ces v e c t e u r s ,  p a r  l a  r e l a t i o n  s u i v a n t e  

don t  l e  c a l c u l  se ramène à un schéma d e  HORNER. 



De même l a  d é r i v é e  du p o i n t  courant  s ' expr ime  

pa r  (1 - 3 - 1 0 )  : 

Ces deux d e r n i è r e s  r e l a t i o n s  (1 - 3 - 9 , 1 - 3 - 1 0 )  

vont pe rmet t re  de résoudre  l e  problème i n i t i a l e m e n t  posé.  

En e f f e t ,  l a  concep t ion  d 'une  courbe gauche p e u t  

a b o u t i r  p a r t i e l l e m e n t  à t r a i t e r  un problème d ' i n t e r p o l a t i o n  e t  

il e s t  f r é q u e n t  d ' a s s u j e t t i r  un a r c  de courbe à p a s s e r  p a r  un 

c e r t a i n  nombre de  p o i n t s ,  avec ,  éven tue l l ement ,  d e s  c o n d i t i o n s  

de tangences .  

Dans c e  c a s ,  il s ' a g i t  de déterminer  une courbe 

UNISURF, s a t i s f a i s a n t  les c o n t r a i n t e s  p r é c é d e n t s  ou, c e  q u i  e s t  

é q u i v a l e n t ,  à r e c h e r c h e r  l e s  v e c t e u r s  du polygone correspondant .  

Les p o i n t s  de passage é t a n t  d é f i n i s  dans un r e p è r e  

c a r t é s i e n  p a r  l a  r e l a t i o n  (1 - 3 - 1 1 )  : 



on c o n v i e n t ,  pou r  s i m p l i f i e r  l e  problème,  d e  l e u r s  a t t r i b u e r  les 

v a l e u r s  u du p a r a m è t r e  u d e  l a  man iè re  s u i v a n t e  (1 - 3 - 
k 1 2 )  

où u = O e t  un 1 c o r r e s p o n d a n t  aux  e x t r é m i t é s  du r é s e a u  O 

xi, yi j d é f i n i  précédemment. 
1 

De man iè re  à é t u d i e r  c o n j o i n t e m e n t  l e s  problèmes  

de c o n c e p t i o n  e t  d ' i n t e r p o l a t i o n ,  nous  convenons  de  r e s t r e i n d r e  

l ' e x p o s é  a u  cas où les c o n t r a i n t e s  d e  t a n g e n t e s  ne  c o n c e r n e n t  que  

l e s  e x t r é m i t é s  du r é s e a u .  

4 

Les v e c t e u r s  b .  s o n t  a l o r s  s o l u t i o n  d ' u n  sys t ème  
J 

d ' é q u a t i o n s  l i n é a i r e s  don t  l ' o r d r e  dépend du nombre de  c o n t r a i n t e s  du  

t y p e  précédemment évoqué,  e t  que nous  nous  p roposons  d e  d é t e r m i n e r .  

S o i t  ( n  + 1 )  p o i n t s  de  p a s s a g e  i n c l u a n t  l es  

e x t r é m i t é s  du r é s e a u  t e l  que  à t o u t  p o i n t  d e  p a s s a g e  de  coordonnée  

n k \ xi yi) i.1 on a s s o c i e  l e  p a r a m è t r e  uk = - ; W k=O, ..., n .  

n 

Supposons e n  o u t r e ,  que  l e s  e x t r é m i t é s  (xo,  yo) e t  

(x,, y n )  s o i e n t  a s s u j e t t i e s  à d e s  c o n t r a i n t e s  d e  t a n g e n c e ,  

s i  (m+l) est l e  nombre de  sommets du polygone  à m c ô t é s  a s s o c i é  à l a  



c o u r b e  à g é n é r e r ,  a l o r s  m p e u t  être d é t e r m i n é  de  l a  man iè re  

s u i v a n t e ,  Compte-tenu d e s  données  , l e  sys t ème  (1-3-9,I-3-10) 

s 'écr i t  : 

11 s ' e n  s u i t  les  r e l a t i o n s  s u i v a n t e s  : 

* (n-1) r e l a t i k s  du t y p e  

--O -CI -d 

e n t r e  les  (m + 1 )  i nconnues  bo, bl, . . . , b,. Ces r e l a t i o n s  s o n t  

i s s u e s  de ( 1  - 3 - 13) e t  s o n t  a s s o c i é e s  aux  c o n t r a i n t e s  de  p o i n t s  de  

pas sage  i n t e r m é d i a i r e s .  



* 2 r e l a t i o n s  du t y p e  

4 -4 4 

P  ( O )  = Po = bo 

i s s u e s  de  (1 - 3 - 1 3 )  e t  s o n t  a s s o c i é e s  aux  c o n t r a i n t e s  de p o i n t s  

de  pas sage  i n i t i a l  e t  f i n a l .  

* 2  r e l a t i o n s  du t y p e  

De ces (n-1 + 2 + 2 )  = ( n  + 3 )  é q u a t i o n s ,  on 
4 4 -* 

p e u t  e x t r a i r e  (n + 1 )  é q u a t i o n s  e n t r e  l e s  (m-l) i n c o n n u e s  b2 ,  b3, . . . , bm. 

Pour  que  ce sys thme a d m e t t e  une s o l u t i o n  un ique ,  

il f a u t  que l e  nombre d e  c ô t é s  du polygone  g é n é r a t e u r  s a t i s f a s s e  l a  

r e l a t i o n  (1 - 3  - 1 8 )  s u i v a n t e  : 



EXEMPLE D'APPLICATION 

n + 1 = 6 ~==l) m = 7 e t  l e  système linéaire 
-9 + 4 

es t  à 6 équations à 6 inconnues b2, b3, ...., b7 : (1 - 3 - 19) 



4 -9 .-* ---D 

avec : bo = Po e t  bl - 7 U3 - 9 
1 - PI ; U l  - 2 - -  

9 u2  - 3 - -  
5 5 5 

REMARQUE 

I l  e s t  p o s s i b l e  d ' i n f l u e r  s u r  l a  forme de l a  

courbe e n  a t t r i b u a n t  à c e r t a i n s  p o i n t s  de  passage i n t e r m é d i a i r e s  d e s  

v a l e u r s  de  paramètre  d i f f é r e n t e s  de c e l l e s  q u i  c o n s t i t u e n t  l a  

s u i t e  uk ; I< = l ,  ..., n-1. 

i n  1 
L I E N  AVEC LA NOTION D'OBSERVABILITE 

Inversement ,  pour n  donné, il e s t  p o s s i b l e  de  

déterminer  l e  nombre de c o n t r a i n t e s  de  p o i n t s  de  passage e t / o u  

de t angence  n é c e s s a i r e  pour que l e  sys tème précédent  ( 1  - 3 - 9 , 

1 - 3  - 1 0 )  admet te  une s o l u t i o n  unique.  

Ce c a s  p a r t i c u l i e r  permet une l i a i s o n  d i r e c t e  

avec l a  n o t i o n  d ' o b s e r v a b i l i t é  i n t r o d u i t e  dans  l ' é t u d e  des  sys tèmes 

dynamiques (GILLES , 1975).  



Nous proposons d ' e x p l i c i t e r  l a  s o l u t i o n  de ce 

problème s u r  un exemple s imple  (n = 3 )  e n  l u i  s u b s t i t u a n t  l a  

r eche rche  de c o n d i t i o n s  d ' o b s e r v a b i l i t é  du système dynamique 

co r respondan t  a u  sys tème d ' é q u a t i o n s  ( 1  - 3 - 20) : 

i 
En développant  l e s  e x p r e s s i o n s  de f n ( u )  pour 

n = 3 ) ( I  - 3 - 20) s 'écr i t  ( 1  - 3 - 21) : 

d 

avec  P (u )  = 

En ordonnant s u i v a n t  les p u i s s a n c e s  d é c r o i s s a n t e s  

de u ,  il v i e n t  l e s  e x p r e s s i o n s  s u i v a n t e s  ( 1  - 3 - 22) : 



k L e s  i n c o n n u e s  6 t a n t  l es  v e c t e u r s  ai ; 

V i=O, ..., 3 ; )J k = l , 2  ; s i  on p o s e  ( 1 - 3 - 23) 

x ( u )  p o u r  k = I 
e t  z ( u )  

y ( u )  p o u r  k = 2 

a l o r s  l e  s y s t è m e  (1 - 3 - 23) p e u t  

se mettre s o u s  l a  forme du s y s t è m e  dynamique s u i v a n t  : 



Ce système e s t  complètement obse rvab le  (GILLES , 1975) 

p a r  s a  s o r t i e  z ( u ) .  

En d ' a u t r e s  t e rmes  l a  donnée de  q u a t r e  p o i n t s  de  

l a  t r a j e c t o i r e  z ( u ) ,  u a p p a r t e n a n t  & 1 ' i n t e r v a l l e  [0,11 , permet 

de  c a l c u l e r  les c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s  ( 1  - 3 - 24) : 

p a r  l a  r é s o l u t i o n  d ' u n  système d ' é q u a t i o n s  l i n é a i r e s .  

C e t t e  remarque concernant  l ' a n a l o g i e  e n t r e  l e s  

f o n c t i o n s  d ' i n t e r p o l a t i o n  de BEZIER (système UNISURF) e t  sa r e p r é s e n t a t i o n  

p a r  un système dynamique complètement o b s e r v a b l e ,  a  d é j à  é t é  u t i l i s é e  

p o a r l ' é l a b o r a t i o n  d ' u n  système ana log ique  g é n é r a t e u r  de t r a j e c t o i r e s  

polynomiales (T. BENNANI , 1975) .  C e t t e  i n t e r p r é t a t i o n  d 'une courbe 

d ' i n t e r p o l a t i o n  comme t r a j e c t o i r e  générée  p a r  un système dynamique 

est mise à p r o f i t  au  Chap i t re  II ,  p a r  l ' i n t r o d u c t i o n  de l a  n o t i o n  

de  p rocessus  i n t e r p o l a t e u r  pour g é n é r e r  les f o n c t i o n s  s p l i n e s  

d ' i n t e r p o l a t i o n  d ' o r d r e  q. 

GENERALISATION AUX SURFACES : 

Les courbes  gauches é t a n t  d é f i n i e s  pa r  l e u r  

polygone c a r a c t é r i s t i q u e ,  on g é n é r a l i s e  l a  procédure  précédente  



aux s u r f a c e s  en  concevant  c e l l e s - c i  à p a r t i r  de  p a s s e s  s u c c e s s i v e s .  

Chaque passe  e s t  une courbe UNISURF n o t é e  

" g é n é r a t r i c e "  d é f i n i e  p a r  un polygone. Pour chaque v a l e u r  du 

paramétre u ,  l e  p o i n t  co r respondan t  des  g é n é r a t r i c e s  se dép lace  

s u i v a n t  une a u t r e  courbe  UNISURF d i t e  " d i r e c t r i c e " ,  e l l e  même 

d é f i n i e  p a r  un polygone c a r a c t é r i s t i q u e .  (RIAUX , 1981) (Fig  - 12) .  

Généra- 

t r ice 

p r i n c i p a l e  

Courbes  directrice^'^ 

ob tenues  p a r  dép lace -  

ment d e s  p o i n t s  P 1 ' 

g é n é r a t r i c e  p r i n c i  - 
p a l e .  

On c o n ç o i t  a l o r s  l a  n é c e s s i t é  de  deux paramètres  

u et v pour d é c r i r e  ur;e s u r f a c e .  Ces paramètres  s o n t  a s s i g n é s  respect ivement  

aüx d i r e c t r i c e s  e t  g é n é r a t r i c e s ,  de s o r t e  qu 'une s u r f a c e  e s t  conçue comme é t a n t  
--D 

engendrée p a r  l e  p o i n t  P (u,  v )  d é f i n i  p a r  l a  r e l a t i o n  (1 - 3 - 25) : 



où f i (u)  e t  f;(v) s o n t  l e s  f u n c t i o n s  de Durand, r e l a t i v e s  aux n 

paramètres u e t  v.  

4 - 
Les v e c t e u r s  a i  e t  b .  J cor responden t  r e spec t ivement  

aux polygones d i r e c t e u r s  e t  g é n é r a t e u r s  ( c f  F i g  - 13) 

D i r e c t r i c e s  

G é n é r a t r i c e s  



Le c a l c u l  du p o i n t  c o u r a n t  s ' e f f e c t u e  a l o r s  e n  

deux temps.  

1 - On d é t e r m i n e  un p c i n t  d e  p a r a m è t r e  u  s u r  chaque  

d i r e c t r i c e ,  

2  - A p a r t i r  du polygone  d e  l a  g é n é r a t r i c e  u  = cste 

a i n s i  c o n s t i t u é e ,  on  d é t e r m i n e  l a  g é n é r a t r i c e  d e  pa ramè t r e  v.  

Comme pour les  c o u r b e s  u n i d i m e n s i o n n e l l e s ,  on 
4 4 

i n t r o d u i t  d e s  v e c t e u r s  bdir e t  bgéné . 
4 

Pour  une s u r f a c e  l e  p o i n t  c o u r a n t  P  ( u , v )  p e u t  

ê tre  d é f i n i  p a r  l a  r e l a t i o n  s u i v a n t e  ( 1  - 3 - 26)  o b t e n c e à  p a r t i r  

de  ( 1  - 3 - 25) d a n s  l a q u e l l é  on a  déve loppé  l e s  f o n c t i o n s  f:(u), 

f i ( v )  e t  g roupé  l e s  termes ui vJ : 

Cette d e r n i e r e  r e l a t i o n  p e u t  s 'écrire  s o u s  une 

forme p l u s  s i m p l e ,  p e r m e t t a n t  de  r e s t r e i n d r e  l e  volume de c a l c u l  
4 4 

n é c e s s a i r e  pour c a l c u l e r  l es  v e c t e u r s  bdir e t  byéné (1 - 3 - 27)  : 



Pour  une g é n é r a t r i c e  ( u = c s t e )  il y a l i e u  

d ' e f f e c t u e r  p r é a l a b l e m e n t  l e  c a l c u l  s u i v a n t  : [I - 3 - 28) a v a n t  

de  c a l c u l e r  l e  p o i n t  c o u r a n t .  

Ce d e r n i e r  s ' o b t i e n t  à p a r t i r  de  l a  r e l a t i o n  

v v a r i a n t  de O à 1 

+ 
La d é t e r m i n a t i o n  d e  l a  matrice [ C .  . ] u t i l i s e  

I J  

(n + m) f o i s  l ' a l g o r i t h m e  u t i l i s é  pour  l e s  c o u r b e s  e n  c a l c u l a n t  

chaque  f o i s  les  p o i n t s  i n t e r m é d i a i r e s  q u i  c o n s t i t u e n t  l e s  po lygones  

d e s  g é n é r a t r i c e s  u = c s t e  e t  d e s  d i r e c t r i c e s  v = c s t e .  



CONCLUSION : 

La méthode de  BEZIER s e  j u s t i f i e  b ien  comme 

méthode de concep t ion  de formes géométr iques  e t  permet l e  passage 

a i s é  de  l ' e s q u i s s e  a u  d e s s i n .  Le c a r a c t è r e  p r a t i q u e  de c e t  a l g o r i t h m e  

e s t  l i é  à l a  r a p i d i t é  du t r a i t e m e n t  e t  l a  s i m p l i c i t é  de l a  manipu la t ion  

des  formes engendrées .  Cet a s p e c t  e s t  m i s  e n  r e l i e f  p a r  les remarques 

s u i v a n t e s  ( a )  - ( b )  - ( c )  : 

a )  Les r e l a t i o n s  e n t r e  l a  m o d i f i c a t i o n  d e s  p o i n t s  

du polygone e t  l a  m o d i f i c a t i o n  i n d u i t e  de l a  courbe s o n t  r e l a t i v e -  

-ment f a c i l e s  à a p p r é c i e r  avec  un peu d ' e x p é r i e n c e .  

b)  La courbe e s t  indépendante  du système de  coordonnée: 

u t i l i sé  pour d é c r i r e  l e  polynôme. 

c )  La r a p i d i t é  de  c a l c u l  r é s u l t e  de l ' u t i l i s a t i o n  

d 'une base  de f o n c t i o n s  polynomiales.  

Alors  que c e t t e  méthode, typiquement a d a p t é e  âux 

problèmes de concep t ion  peut  ê t r e  é tendue pour t r a i t e r  l e s  problèmes 

d ' i n t e r p o l a t i o n ,  il a p p a r a i t  d i f f i c i l e  de l ' u t i l i s e r  dans l e  

problème d ' a g r é g a t i o n  de données ( c f .  I n t r o d u c t i o n  Générale) .  La 

recherche  des sommets du/des polygone ( s  ) a s s o c i é ( s  ) à l a  forme 

géométrique à r e c o n s t i t u e r ,  n é c e s s i t e r a i t  l a  r é s o l u t i o n  d ' u n  système 

d ' é q u a t i o n s  l i n é a i r e s  d ' o r d r e  é l e v é .  



1 - 4 : ALGORITHME DES FONCTIONS SPLINES : 

L ' i n t e r p o l a t i o n  p a r  des  f o n c t i o n s  s p l i n e s  est 

une méthode g é n é r a l i s a n t  un procédé graphique u t i l i s é  p a r  l e s  

d e s s i n a t e u r s .  

E t a n t  donné un r é s e a u  de  p o i n t s  ( x i , y i , i = l , n )  

dans l e  p l a n ,  on u t i l i se  une t i g e  f l e x i b l e  q u i  passe  pa r  c e s  p o i n t s .  

La courbe obtenue e s t  con t inue  j u s q u ' à  un o r d r e  é l e v é  e t  s a  forme 

e s t  nécessai rement  r é g u l i è r e  (non o s c i l l a n t e  e n t r e  l e s  p o i n t s  

d ' i n t e r p o l a t i o n )  é t a n t  donné l a  p l a s t i c i t é  de  c e t t e  " r è g l e  molle".  

L ' u t i l i s a t i o n  de c e  t y p e  de  r è g l e  mol le  é t a n t  

d é l i c a t e  dans l e s  u n i t é s  c e n t r a l e s  d e s  o r d i n a t e u r s ,  on a cherché  à 

r e c o n s t r u i r e  c e  type  de  courbe mathématiquement e t  on a a b o u t i t  a i n s i  

aux f o n c t i o n s  s p l i n e s  q u i  minimisent des  f o n c t i o n n e l l e s  de  t y p e  

quadra t ique  d e s  d é r i v é e s  s u c c e s s i v e s  de  l a  courbe.  Nous proposons 

d ' a b o r d  de d é f i n i r  de manière axiomat ique l e s  f o n c t i o n s  s p l i n e s  

a v a n t  d ' e x p l i c i t e r  t r o i s  méthodes u s u e l l e s  permet tant  l e u r  c a l c u l .  

1 - 4 - 1 : PROPRIETES DES FONCTIONS SPLINES 

D'INTERPOLATION D ' O R D R E  q : 

S o i t  un réseau  de  p o i n t s  (xi ,yi,  i=l, . . . ,n) de @ . 
Les a b s c i s s e s  d e s  p o i n t s  s u c c e s s i f s  s o n t  ordonnées pa r  l a  r e l a t i o n  

s u i v a n t e  : 



Une f o n c t i o n  s p l i n e  d ' o r d r e  q  est  une f o n c t i o n  

f ( x )  ; x  [x17 xn ] s a t i s f a i s a n t  les p r o p r i é t é s  enoncées  ci- 

dessous .  

P-1) f ( x )  es t  de c l a s s e  C 
2q-2 C x l > x n ]  

P-2) Dans chaque i n t e r v a l l e  X ~ , X ~ + ~ ]  f (x )  

e s t  un polynome de  d e g r é  (2q-1) d ' e x p r e s s i o n  : 

P-3) En t o u t  p s i n t  xi ; id, . . . , n  ; on a  l a  

p r o p r i é t é  d ' i n t e r p o l a t i o n  : 

P-4) f ( x )  v é r i f i e  l e s  c o n d i t i o n s  aux limites 



P-5) f ( x )  minimise l a  f o n c t i o n n e l l e  q u a d r a t i q u e  : 

L ' e x i s t e n c e  e t  1 ' u n i c i t é  de  l a  s o l u t i o n  s o n t  

a s s u r é e s  de manière  c o n s t r u c t i v e  pour l e s  mithodes  connues de 

c a l c u l  de f  a o n t  nous proposons que lques  b r e f s  r a p p e l s .  

1 - 4 - 2 : METHODE D'INTEGRATION POUR LES 

FONCTIONS SPLINES D'ORDRE 2 : 

(MARCHOUX , 1980 - ATTEIA , 1966) 

Compte-tenu de ( P Z ) ,  dans  chaque i n t e r v a l l e  

(xi,  x ) ,  l e  polyname d ' i n t e r p o l a t i o n  s ' é c r i t  : i + l  

En d é r i v a n t  deux f o i s  l es  deux membres de  c e t t e  

r e l a t i o n  e t  e n  posant  : 



I l  v i e n t  l es  r e l a t i o n s  s u i v a n t e s  ( 1  - 4 - 3 )  : 

m - r n  
i i + l  

6 a i  = 

'i+i-' X-X i f Y ( x )  = m + m 
i i + l  

b i + l  h i + l  

En i n t é g r a n t  deux f o i s  l es  deux nombres d e  l a  

d e r n i è r e  e x p r e s s i o n  de (1 - 4 - 3 )  e t  e n  c a l c u l a n t  l es  c o n s t a n t e s  

d ' i n t é g r a t i o n  à p r t i r  de  (P3) , il v i e n t  l a  r e l a t i o n  de  f ( x )  

pour t o u t  x  6 [xi ,  

La p r o p r i é t é  de  c o n t i n u i t é  ( P l )  nous  f o u r n i t  une 

r e l a t i o n  de r é c u r r e n c e  à p a r t i r  de l a q u e l l e  s o n t  i s s u e s  les i n c o n n u e s  

rn i e t  rn du problème ; il v i e n t  : 
i +  l 



Cette dernière relation peut se mettre 'sous l a  

forme matricielle suivante : 



A est  une matrice s y m é t r i q u e  d é f i n i e  p o s i t i v e  e t  

non s i n g u l i è r e ,  d e  s o r t e  que l e  sys tème (1 - Lt - 6 )  admet une 

s o l u t i o n  unique .  

C e t t e  méthode donne de  t r è s  bons r é s u l t a t s  e t  

n é c e s s i t e  l a  r é s o l u t i o n  d ' u n  s y s t è m e  d ' o r d r e  (17-21, q u i  pou r  

des  v a l e u r s  é l e v é e s  de  n p e u t  c o n d u i r e  à une  i n s t a b i l i t é  numér ique ,  

P a r  a i l l e u r s ,  cette méthode s ' a v è r e  l o u r d e  pour  l a  

g é n é r a t i o n  d e s  s u r f a c e s  d é f i n i e s  s u r  d e s  r é s e a u x  r e c t a n g u l a i r e s .  Dans 

c e  c o n t e x t e  une s u r f a c e  e s t  d é c r i t e  p a r  une  f a n c t i o n  s p l i n e  

b i c u b i q u e  f ( x , y )  s a t i s f a i s a n t  notamment l a  p r o p r i 6 t é  d ' i n t e r p o l a t i o n  

s u i v a n t e  : 



Cette f o n c t i o n  est c o n s t r u i t e  à p a r t i r  de s  

f o n c t i o n s  s p l i n e s  c u b i q u e s  u n i d i m e n s i o n n e l l e s  f (x  =cste ,y  ) e t  i 

f ( x , y j = c s t e )  r e s p e c t i v e m e n t  d é f i n i e s  s u r  l e s  sous - r é seaux  de  r a n g  

i s u i v a n t s  : { ( y .  , Z .  .), jil, . . . , m  e t  i f i x é  
J 1J I e t  les  

sous - r é seaux  d e  r a n g  j s u i v a n t s  : i=l, . . . , n  e t  j f i x é  . 1- 

On montre  [ MARCHOUK, 1 9 8 1  1 , que les  i n c o n n u e s  

- n é c e s s a i r e s  pou r  d é t e r m i n e r  l a  v a l e u r  d e  l a  f o n c t i o n  f  e n  un p o i n t  

( x , y )  du domaine où e l l e  est  d é f i n i e ,  e x i g e n t  qu 'on  r é s o l v e  c i n q  f o i s  

un sys tème matriciel é q u i v a l e n t  à c e l u i  u t i l i s é  en  d imens ion  un. 

D'où l a  n e c e s s i t é  d ' u t i l i s e r  une c a p a c i t é  mémoire 

é l e v é e  (4.13.171 é l é m e n t s  d e  l a  mémoire i n t e r n e  d ' u n  c a l c u l a t e u r ) .  

I - 4 - 3 : METHODE DE TRANSPORT DES RELATIONS : 

( M .  PETIT , 1971)  

C a t t e  mé'thoae permet  d e  c a l c u l e r  1 ' e x p r e s s i o n  



a n a l y t i q u e  de l a  f o n c t i o n  s p l i n e  d ' i n t e r p o l a t i o n  f ( x )  d ' o r d r e  q  

s u r  un réseau\xi ,  'd i=l, . . . . . , n  e t  s a t i s f a i s a n t  l e s  p r o p r i é t e s  

(cf J 1 - 4  - l j ,  à p a r t i r  du v e c t e u r  Z(x) d é f i n i  de l a  manière 

s u i v a n t e  (1 - 4 - 7 )  : 

f ( x )  e s t  complètement déterminée s u r  [xl, x n ]  , si 

T on c o n n a i t  Z (x )  e n  t o u t  p o i n t  XI ; Y i-1, .. .., n. 

La méthode de  c a l c u l  r epose  s u r  l ' é t a b l i s s e m e n t  

en t o u t  po in t  xf de  Zq é q u a t i o n s  l i n é a i r e s  s a t i s f a i t e s  pa r  l e s  2q 

-1- 
composantes de Z(xi) .  Ces r e l a t i o n s  s o n t  i s s u e s  du v a n s p o r t  en  x i  ; 

- des  q  r e l a t i o n s  d e s  p r o p r i é t é s  P j  e t  P4 v é r i f i é e s  

+ 
par l e s  composantes de  Z(xl) ,  

- des  q  r e l a t i o n s  i d e n t i q u e s  s a t i s f a i t e s  pa r  Z(x-) .  n  

a )  Première é t a p e  : Passage de ~ ( x ; )  à Z(xT i + 1  ) 

Les p r o p r i é t é s  (P3) e t  (P4) ( c f  4 1 - 4 - 1 )  



a p p l i q u é e s  au p o i n t  x+ peuvent se mettre s o u s  l a  forme matricielle 1 

T + avec  z (x l )  = [ f(x;), f  (x;), . . . . , ~ ~ q - ~ ( x ; ) ,  r2q-l(x;) ] 

M est  une matrice de  dimension (q ,  2q) 

b est  un v e c t e u r  de  dimension ( q ) 

EXEMPLE : 



L ' e x p r e s s i a n  de  ~ ( x ; )  s ' o b t i e n t  à p a r t i r  de 

l ' e x p r e s s i o n  s u i v a n t e  pe rmet tan t  l e  passage de ~ ( x ; )  à ~ ( x ; )  : 

où T(hl) e s t  obtenue en e c r i s a n t  l e  développement de  Tay lo r  de  f ( x )  en x- 2' 

a v e c  hl = X 2  - X1 : 

En i n j e c t a n t  (1 - 4 - 9) dans  ( 1  - 4 - a . ) ,  on 

o b t i e n t  l a  r e l a t i o n  s u i v a n t e  ( 1  - 4 -10) : 

s o i t  

+ avec  b(x;) = b(xl) - 



Pour q=i ,  on obtient  en x i  l a  r e la t ion  suivante : 

Cette première étape peut s e  généraliser  en 

énonçant l e  lemme suivant : 

Lemme 1 : A p a r t i r  de l a  connaissance, en x l ,  de 

q  re la t ions  l i néa i r e s  s a t i s f a i t e s  par Z(X;) : 

on peut déterminer en xL1, q  re la t ions  l i néa i r e s  analogues. 



+ 
b )  Deuxième étape : Passage de Z(xIcl) à Z(xici) : 

Compte-tenu de (Pl), l a  r e l a t i o n  (1 - 4 - 12) 
+ 

n ' e s t  v a l i d e  en x, que pour l e s  (Zq-1) premières composantes de 

2 (x,) . En é l im inan t  donccet te  composante fZq-l(x;) en t re  l e s  

q  équat ions de c e t t e  r e l a t i o n ,  on o b t i e n t  q-1 nouve l les  r e l a t i o n s  

+ 
i q u i  son t  v é r i f i é e s  en x2 (pl). On prend comnie q  ième composante 

L 'exemple précédent donne, en é l im inan t  f" ' ( x i )  

e n t r e  l e s  deux r e l a t i o n s  de (1  - 4 - 12) : 

s o i t  : 



Cette deuxième é t a p e  se g é n é r a l i s e  a i s émen t  

p a r  l e  lemme s u i v a n t  : 

Lemme 2 : A p a r t i r  d e  l a  c o n n a i s s a n c e  de  

q  r e l a t i o n s  l i n é a i r e s  i n d é p e n d a n t e s  de  l a  

r e l a t i o n  f ( x i )  = yi, v é r i f i é e s  p a r  Z ( X ; + ~ )  : 

On p e u t  d é t e r m i n e r  q r e l a t i o n s  l i n é a i r e s  du même 

+ 
t y p e  v é r i f i é e s  p a r  Z ( X ~ + ~ )  : 

En applicant ,al ternat ivement les  lemmes i e t  2  s u r  

1 ' i n t e r v a l l e  [xl, xn ] pa rcouru  d e  gauche  à d r o i t e  on o b t i e n t  e n  t o u t  

p o i n t  : 

q r e l a t i o n s  l i n é a i r e s  e n t r e  l e  2q inconnues .  Les  q  r e l a t i o n s  manquantes 

s o n t  o b t e n u e s  e n  a p p l i q u a n t  une s t a t é g i e  i d e n t i q u e  s u r  l ' i n t e r v a l l e  

[ ' 1 7  xn]  p a r c o u r u  d e  d r o i t e  à gâuche  e n  i n i t i a l i s a n t  l a  r e l a t i o n  

(1  - 4 - 8) a u  p o i n t  xn .  



En t o u t  p o i n t  xi, on dispose a l o r s  de 2 q 

équations permettant de déterminer l e s  2 q composantes de ~ ( x r ) .  Il 

convient de remarquer qu'en t o u t  p o i n t  i n te rméd ia i re  (x2, . . . . . , 
'n-1 1 

l a  premibre composante de Z(X:) e s t  immédiatement donnée (zl(x;) = yi). 

Aux p o i n t s  extrèmes (x x ), q-1 composantes de 
1' n 

Z(x) sont immédiatement issues de l a  p r o p r i é t é  Ph. 

On dédui t  l ' exp ress ion  du polyname d ' i n t e r p o l a t i o n  

à p a r t i r  de l a  connaissance des q premières composantes du vecteur ~ ( x .  ) 
1 

(W i = 1, . . ..,n) en u t i l i s a n t  l a  méthode de LAGRANGE-HERMITE à 

arguments répétés xi et 'i+l (schéma de AITKEWWILLI) . [TODD, 19621 

1 - 4 - 4 : METHODE UTILISANT LA BASE DES FONCTIONS 

B-SPLINES : 

(DEBOOR , 1977 - SCHUMAKER , 1981) 

Cet te méthode consis te à c h o i s i r  une base de 

fonct ions sp l i nes  pour l 'espace v e c t o r i e l  des fonct ions sp l ines  

polynomiales par morceaux de degré k-1, d é f i n i e s  sur  un réseau 

IR de p o i n t s  d'abscisses XI, x2, . . . . , x t e l  que : n 



Ces f o n c t i o n s  s o n t  n o t é e s  B-spl ines  e t  s o n t  

d é f i n i e s  à p a r t i r  du r é s e a u  R e t  d e  Vi< k  c o n d i t i o n s  de  c o n t i n u i t é  

v é r i f i é e s  p a r  l a  f o n c t i o n  s p l i n e  polynomiale p a r  morceaux e n  t o u t  

p o i n t  xi de  Ip. 

De manière à c o n s t r u i r e  les f o n c t i o n s  B-spl ines  

précédemment d é f i n i e s ,  on i n t r o d u i t  d e s  a b s c i s s e s  s u p p l é m e n t a i r e s  à 

celles du r é s e a u  13 e n  " t r ans fo rmant"  les conci i t ions  d e  c o n t i f i u i t é  

aux noeuds de  IR en p o i n t s  d ' u n  nouveau r é s e a u .  

t 
s o i t  : ~ = k  + k i  9 e=\ti] 

i =l 

est l e  nouveau réseau  s u r  l e q u e l  s o n t  d é f i n i e s  les  B-sp l ines ,  on 

montre (Théorème de SCHOENBERG & CURRY) q u ' i l  e s t  c o n s t r u i t  à 

p a r t i r  du r é s e a u  p a r  les' r è g l e s  s u i v a n t e s  (1 - 4 - 10) : 

3 )  i.2, . . . . . , n-1 ; a l o r s  (k-Vi) a b s c i s s e s  de  s o n t  

é g a l e s  à xi 



Compte-tenu de  ces r e l a t i o n s ,  on d é f i n i t  une base  

de f o n c t i o n s  d e f i n i e s  s u r  l e  r g s e a u  5. , de l a  maniere  s u i v a n t e  : 

où - 
' i , k , t  

s o n t  l e s  8 - s p l i n e s  d ' o r d r e  k, d é f i n i e s  s u r  $ . 

k-l es t  l a  f o n c t i o n  de GREEN d é f i n i e  p a r  - ( t -x)+ 

k-1 
( t - x ) +  = rnax { O ,  ( t -x)k-l)  ( 1 - 4 - 1 8 )  

- [ti, . . . . . ,  ti+k ] . ( t - ~ ) ~ - '  e s t  l a  d i f f é r e n c e  + 
d i v i s é e  d ' o r d r e  k  de  l a  f o n c t i o n  de  GREEN p r i s e  e n  f i x a n t  x 

e t  e n  c o n s i d é r a n t  (t -x ) '-' comme une f o n c t i o n  de  t . + .  

s i  ti # tic' , c e t t e  e x p r e s s i o n  s ' éc r i t  : 



Les f o n c t i o n s  Bi ,  ( x )  v é r i f i e n t  l es  

p r o p r i é t é s  s y i v a n t e s  : (1 - 4 - 20)  

Nous proposons d ' i l l u s t r e r  l a  base de f o n c t i o n s  

d é f i n i e s  précédemment pa r  l ' exemple  d e s  0 - sp l ines  d ' o r d r e  4 

s u i v a n t  : 

~ ~ ' ~ l ~  ( x )  = - -  1 3 - - 2 - x  2 + (3-x) 3 - - (&XI 2 3 

6 3 + 3 
+ 



fis - 14 : EXEMPLE DE B-SPLINES 



Dans l a  p r a t i q u e  l e  c a l c u l  d e s  8 - s p l i n e s  d ' o r d r e  k 

u t i l i -  de  manière r é p é t i t i v e  l ' é q u a t i o n  de  r é c u r r e n c e  s u i v a n t e  

(1 - 4 - 21) : 

que 1 ' on i n i t i a l i s e  pour : 

a i l l e u r s  



Les 8 - s p l i n e s  é t a n t  d é f i n i e s  (1 , 4 , 17) e t  

c a l c l i l é e s  comme précédemment (1 - 4 - 21,I - 4 - 22) t o u t e  

combinaison de  l a  forme (1 - 4 , 23 ) : 

P+k 
e s t  n o t é e  f o n c t i o n  s p l i n e  d ' o r d r e  k pour  l a  séquence  f = { ti 1 

i=l 

Cette d e r n i è r e  r e l a t i o n  permet d e  c a l c u l e r  l a  

r e p r é s e n t a t o n  polynorniale p a r  morceaux d 'une  f o n c t i o n  f à p a r t i r  

de sa r e p r é s e n t a t i o n  8 - s p l i n e .  a i n s i  que les  c o e f f i c i e n t s  

8 - s p l i n e s  s o n t  a l o r s  donnés. 

Un t e l  passage  se réalise a i sément  dans l a  mesure 

ah on peu t  c a l c u l e r  e t  d i f f é r e n c i e r  l a  r e l a t i o n  (1 - 4 - 2 3 )  

La a é t e r m i n a t i o n  d e s  d é r i v é e s  f (j-1) (xi)  ; U 1 ,  ...., k 

d é f i n i s s a n t  complètement l a  r e p r é s e n t a t i o n  polynorniale p a r  

morceaux de f ,  s ' e f f e c t u e  d e  l a  manière  s u i v a n t e .  
n 

On c o n s t u u i t  l e  ré seau  à p a r t i r  d e s  données 

du problème : 



( r%l = { ti) l+k ) e n  r e s p e c t a n t  l e s  d i f f é r e n t e s  
i=l 

r è g l e s  (1 - 4 ' -  10) d é f i n i e s  préc6demment, p u i s  on c a l c u l e  l es  

v a l e u r s  d e s  d é r i v é e s  d ' o r d r e  k-1 de l a  f o n c t i o n  s p l i n e  

e n  t o u t  p o i n t  x+ i ' 

Cette d e r n i è r e  é t a p e  n é c e s s i t e  l a  conna i s sance  

d e s  8- c o e f f i c i e n t s  d e s  d é r i v é e s  d ' o r d r e  k-1 e n  t o u t  xi. 

On montre  (DEBOOR , 1978)  que  c e s  d e r n i e r s  

peuvent  ê t re  o b t e n u s  e n  d i f f é r e n c i a n t  r é p é t ï t i v e m e n t  l a  

f o n c t i o n  s p l i n e  f  (x)  , (1 - 4 - 1 7 ) ,  o b t e n a n t  p a r  l a  même 

o c c a s i o n  d e s  f o n c t i o n s  s p l i n e s  d ' o r d r e  i n f é r i e u r .  

S u r  1 ' i n t e r v a l l e  [ t r ,  ts [ il v i e n t  l e s  

r e l a t i o n s  s u i v a n t e s  (1 - 4 - 2 4 , I  - 4 - 2 5 )  : 



a v e c  : 

C e t t e  d e r n i è r e  f o r m u l a t i o n  c o n j o i n t e m e n t  à 

l ' é q u a t i o n  ( 1  - 4 -21  ) donnant  l e s  v a l e u r s  d e s  B-sp l ines  e n  

t o u t  p o i n t  xi ; 'd . =l, . . . . , n  , permet de calculer les 
1 

f ( ~ - l )  + (x i )  ; j=l, ....., k ; p u i s  de  d é d u i r e  l a  f o n c t i o n  

s p l i n e  f  ( x )  . 

Par  a i l l e u r s ,  si s o n t  r e s p e c t i v e m e n t  données  une 
Q+k 

s u i t e  e = [tiJi-l , une séquence  de  p o i n t s  d ' a b s c i s s e s  
- 

e t  une f o n c t i o n  g  p r e n a n t  les  v a l e u r s  : g ( y i )  e n  Yi, 

a l o r s  g p e u t  ê t r e  approximée p a r  une f o n c t i o n  s p l i n e  f  ( x )  

d ' o r d r e  k a d m e t t a n t  l e s  p o i n t s  pi, g (  T i )  ; i=l, . . . . , $1 
_I 

comme noeuds .  

C!es t  l e  problème " d ' a g r é g a t i o n  de  données".  
- - 

I l  s u f f i t  pour cela d e  r e c h e r c h e r  l a  s u i t e  
Q 

LT i) i =l 
q u i  v é r i f i e  l a  sys tème d ' é q u a t i o n s  l i n é a i r e s  d ' o r d r e  1 

s u i v a n t  ( I  - 4 - 26) : 



Ce système admet une s o l u t i o n  si e t  seulement si 

l a  m a t r i c e  (1 - 4 - 27) : 

e s t  i n v e r s i b l r .  

C e t t e  d e r n i è r e  c o n d i t i o n  se t r a d u i t  pa r  l e  choix  

s u i v a n t  d e s  p o i n t s  y.  (1 - 4 - 22). (ThéorBrne de SCHOENBERG-WHITNEY) 
1 

( c f  DEBOOR , 1978) 

Un cho ix  de p o i n t s  Ti recommandé ( l o r s q u  'il n ' e s t  

pas imposé) e s t  l e  s u i v a n t  : 



Dans l a  p r a t i q u e ,  l e  problème de  l ' i n t e r p o l a t i o n  
4 

d 'un r é s e a u  p a r  une f o n c t i o n  s p l i n e  f ( x )  p renan t  l e s  

v a l e u r s  g(  T i  e n  c e s  p o i n t s  c o n s i s t e  dé te rminer  l a  séquence 

s u r  l a q u e l l e  s o n t  d e f i n i e s  l e s  B-spl ines ,  de t e l l e  s o r t e  

que s o i t  v é r i f i é e  l a  r e l a t i o n  (1 - 4 - 26). 

En g é n é r a l ,  il e s t  i m p o s s i b l e  de  r é a l i s e r  un t e l  

choix  e t  on s u b s t i t u e  l e  problème en recherchan t  l a  f o n c t i o n  

s p l i n e  d ' i n t e r p o l a t i o n  f ( x )  t e l l e  que,  s i  l ' e s t i m a t i o n  de l ' e r r e u r  

d ' i n t e r p o l a t i o n  e s t  d é f i n i e  pa r  l a  r e l a t i o n  s u i v a n t e  (1 - 4 - 30) :  

0; ( f f  = c o n s t a n t e  dépendant de  $ a l o r s  lp e s t  1s p l u s  

f a i b l e  p o s s i b l e .  

Sous c e s  hypothèses ,  une t e l l e  f o n c t i o n  r e q u i e r t  l e  

choix du r é s e a u  s u i v a n t  (1 - 4 - 31) : 



La méthode des B-spl ines déc r i t e  précédemment 

donne de t r è s  bons r é s u l t a t s  (min imisat ion de volume de c a l c u l ,  

ob ten t ion  de formes douces, déplacements de po in t s  sans a l t é r e r  

l e  r e s t e  de l a  courbe) e t  résoud aisément l e  problème 

d'agrégat ion de données lorque e s t  donné. 

Néanmoins, l e  problème classique de l ' i n t e r p o l a t i o n  

(recherche de l a  séquence ?? à p a r t i r  des po in t s  de passage) 

demeure en général impossible à résoudre de maniére optimale. 

D'autres s i t u a t i o n s  nécessi tent  l e  passage 

à une représentat ion polynomiale par  morceaux. C'est  l a  cas 

où l e  nombre de po in ts  à i n t e r p o l e r  e s t  élevé, e t  où l e s  

abscisses sont équid is tantes (SHUMAKER , 1981) 

1 - 4 - 5 : CONCLUSION : 

Indépendamment des p ro~ lèmes  soulevés aux 

paragraphes précédents e t  qu i ,  dans cer ta ins  cas, ne permettent 

pas d 'é laborer  des formes géométriques complexes, l a  méthode de 

BEZIER const i tue  néanmoins une exce l len te  méthode de conception. 

E l l e  permet une représentat ion d i r e c t e  de courbes gauches 

dans tR5 e t  i n t r o d u i t  de par son paramètrage, l a  no t ion  de 

système dynamique ; une courbe es t  considérée comme l a  t r a j e c t o i r e  

d 'un po in t .  



A l o r s  que l a  méthode d e s  8 - s p l i n e s  semble ê t r e  un 

c a s  typ ique  pour  r ésoudre  l e  problème d ' a g r é g a t i o n  de données ,(6 connue 

l a  méthode du t r a n s p o r t  d e s  r e l a t i o n s  ( r e p r é s e n t a t i o n  polynomiale 

p a r  morceaux - LAURENT , 1971-1 semble ê t r e  l a  p l u s  r a p i d e ,  

notamment l o r s q u e  l e  nombre de p o i n t s  à i n t e r p o l e r  e s t  é l e v é  

( r e p r é s e n t a t i o n  graphique ). (SCHUMAKER , 1981) 

.Dans l a  méthode que nous proposons comme dans  

celle de BEZIER, l a  courbe  à génére r  e s t  env i sagée  comme l a  

t r a j e c t o i r e  d ' u n  p o i n t .  Ce p o i n t  e s t  c o n s i d é r é  comme l a  s o r t i e  

d ' u n  p rocessus  (au s e n s  de  l a  t h é o r i e  de l 'Automat ique)  don t  l e  

v e c t e u r  d ' é t a t  ( P .  NASLIN , 1968) e s t  l e  v e c t e u r  Z(x) u t i l i s é  

dans  l a  méthode de t r a n s p o r t  ( c f  $ 1 - 4 - 3 ) .  

La s t r u c t u r e  de  ce  p rocessus  e s t  d é f i n i e  p a r  s a  

r e p r é s e n t a t i o n  dans 1 ' e space  d ' é t a t  à p a r t i r  d e s  p r o p r i é t é s  de  

base  des  f o n c t i o n s  s p l i n e s  d ' o r d r e  q ,  e t  pa r  l ' a p p l i c a t i o n  des  

r é s u l t a t s  fondamentaux de  l a  t h é o r i e  de  l a  commande op t imale  

(PONTRYAGUINE , 1968) .  



C H A P I T R E  I I  



- Fi- 

CWITRE II : ALGOR1TI-E DU PROCESSUS INTERPCXATEUR 

U - 1. INTRODUCTION : 

Dans c e  c h a p i t r e ,  nous cons idé rons  une f o n c t i o n  .. 
S p l i n e  d ' i n t e r p o l a t i o n  comme l a  t r a j e c t o i r e  i s s u e  d 'un système dynamique 

l i n é a i r e  s t a t i o n n a i r e  complètement obse rvab le  (GILLES , 1978) ,  soumis 

à une l o i  de commande. 

Ce système dynamique muni de  s a  commande e s t  

n o t é  "PROCESSUS INTERPOLATEURu. I l  est c o n s t r u i t  à p a r t i r  des  p r o p r i é t é s  

d e s  f o n c t i o n s  S p l i n e s  d ' i n t e r p o l a t i o n  d ' o r d r e  q  d é f i n i e s  au  

c h a p i t r e  p récéden t ,  

L ' a p p l i c a t i o n  d e s  r i s u l t a t s  de l a  t h é o r i e  de l a  

commande op t imale  (BOUDAREL 1968 - PONTRYAGUINE , 1974)  d e s  p rocessus  

permet d ' e x p l i c i t e r  l a  commande cherchée ,  a p a r t i r  d 'une  r e p r é s e n t a t i o n  

du système dynamique dans  1 ' e space  d ' é t a t  (NASLIN , 1968) .  

L ' i n t e r p r é t a t i o n  du problème comme l a  dé te rmina t ion  

d 'une  commande opt imale  permet, e n t r e  a u t r e ,  de  r e s t r e i n d r e  l e  nombre 

d e s  p r o p r i é t é s  d é f i n i s s a n t  l e s  f o n c t i o n s  S p l i n e s  d ' i n t e r p o l a t i o n  e t  d ' en  

r e n d r e  l ' u t i l i s a t i o n  p l u s  s o u p l e ,  e n  p a r t i c u l i e r  l o r s q u f o n  s o u h a i t e  

r é a l i s e r  une courbe à p a r t i r  de l a  concaténati .on de p l u s i e u r s  a r c s .  

C e t t e  procédure ,  e s t  au  s e n s  propre  du terme, 

analogue au sys tème dynamique de g é n é r a t i o n  d e s  f o n c t i o n s  de  Bézier  

(T. BENNANI , 1975) ,  e t  s ' é t e n d  a isément  aux f o n c t i o n s  S p l i n e s  



g é n é r a l i s é e s  (M. ATTEIA , 1968) d ' o r d r e  q ( i n t e r p o l a t i o n ,  sous - t ens ion ,  

a jus tement  ) . 

Dans un s o u c i  pédagogique, nous proposons 

d ' i n t r o d u i r e  n o t r e  méthodologie à p a r t i r  de  l a  c o n s t r u c t i o n  de 

f o n c t i o n s  S p l i n e s  d ' i n t e r p o l a t i o n  cubique ( q = 2 ), e n  i n t r o d u i s a n t  

les  p r o p r i é t é s  de base  q u i  pe rmet ten t  de d é f i n i r  l e  "p rocessus  

i n t e r p o l a t e u r " ,  dont l a  s o r t i e  d é c r i t  l a  courbe  s o u h a i t é e .  

Après a v o i r  d é f i n i  l a  s t r u c t u r e  du p rocessus  

i n t e r p o l a t e u r ,  nous e x p l i c i t o n s  l e  c a l c u l  de  ses paramèt res  à p a r t i r  

a e  l a  r e p r é s e n t a t i o n  dans  l ' e s p a c e  d ' é t a t .  

C e t t e  démarche est a l o r s  g é n é r a l i s é e  pour les  a u t r e s  

t y p e s  de  f o n c t i o n s  S p l i n e s .  

II- 2. DETERMINATION DES FONCTIONS SPLINES CUBIQUES D'INTERPOLATION 

D'ORDRE q = 2 

II - 2 - 1 : POSITION DU PROBLEME ET PROPRIETES : 

Pour l ' e s s e n t i e l ,  il s ' a g i t  de r é s o u d r e  de 

manière p l u s  a i s é e  un problème pour  l e q u e l  nous avons e x p l i c i t e  une 

s o l u t i o n  a u  c h a p i t r e  précédent .  Nous comparerons en  conc lus ion  l a  

complex i t é  d e s  d i f f é r e n t s  a lgor i thmes .  

S o i t  un r é s e a u  de p o i n t s  \ x i  , yi CR ; i = 
ordonné p a r  l a  r e l a t i o n  s u i v a n t e  : 

Le problème de  l ' i n t e r p o l a t i o n  de  c e  réseau  p a r  

une f o n c t i o n  Sp l ine  d ' o r d r e  2 c o n s i s t e  à r e c h e r c h e r  l a  f o n c t i o n  f ( x )  



s a t i s f a i s a n t  l es  p r o p r i é t é s  i d e n t i q u e s  à c e l l e s  exposées a u  

p récéden t  c h a p i t r e  e t  que nous proposons de r a p p e l e r  : 

2  P 1 )  f ( x )  e s t  de  c l a s s e  $? [xl , xn 1 
(En d ' a u t r e s  t e rmes ,  f ,  f  ' e t  f "  s o n t  c o n t i n u e s  

P  2) f ( x )  i n t e r p o l e  l e  réseau \ x i  , yi ) : 

P 3 )  f  (x )  minimise dans  l ' e s p a c e  d e s  f o n c t i o n s  \g (x )  s a t i s f a i s a n t  

l e s  p r o p r i é t ë s  ( P l )  e t  (PZ), l a  f o n c t i o n n e l l e  de forme : 

P 4) C e t t e  p r o p r i é t é  c o n s t i t u e ,  comme nous l e  montrons p a r  l a  s u i t e ,  

un c o r o l l a i r e  des  p r o p r i é t é s  ( P l ) ,  (PZ), (P3).  

Dans t o u t  i n t e r v a l l e  pi , ; i = 1, . . ,n - 1 ; 

f  (x )  e s t  un polynome de  degré  3 q u i  s ' é c r i t  : 
3  

-7- i k f i ( x )  -&al< (xi+; X )  ; V i = 1, ..., n  - 1 ; 
k=O 

Géométriquement, l a  p r o p r i é t é  (P3) s p é c i f i e  l a  

minimisat ion d e s  v a r i a t i o n s  de p e n t e s ,  c e  q u i  équ ivau t  à r e c h e r c h e r  

d e s  courbes  q u i  n ' o s c i l l e n t  pas e n t r e  deux p o i n t s  d s é c h a n t i l l a n a g e .  

S i  nous d é f i n i s s o n s  l e  schéma s u i v a n t  : ( f i 9  - 1 5 )  

comme 1 ' i n t é g r a l e  : 



La f o n c t i o n  f ( x )  r echerchée  a p p a r a i t  comme l a  

s o r t i e  du système dynamique en boucle  o u v e r t e  s u i v a n t  : (Fig  - 1 6 )  

F i q  - 1 6  

Les éléments  r e p r é s e n t  6 s  dans  c e t t e  f i g u r e  i n t è g r e n t  

pa r  r a p p o r t  3 l a  v a r i a b l e  x ( [xl , xn]  . 

Mis s o u s  cette forme, l e  problème p récéden t  p e u t - ê t r e  

e x p l i c i t é  e n  terme de  commande opt imale  d e s  p r o c e s s u s  de  l a  manière  

s u i v a n t e  : 

I l  s ' a g i t  de  dé te rminer  l a  commande u ( x )  q u i  engendre 

l a  t r a j e c t o i r e  f ( x )  ; x [xl , xn ] p a s s a n t  p a r  t o u s  l e s  p o i n t s  

d ' é c h a n t i l l o n a g e  (xi , yi) e t  q u i  minimise l a  f o n c t i o n n e l l e  

I l  e s t  m a n i f e s t e  q u ' i l  e x i s t e  d e s  commandes t e l l e s  

que l a  t r a j e c t o i r e  f ( x )  s a t i s f a s s e  l a  p r o p r i é t é  d ' i n t e r p o l a t i o n  e t  que 

parmi c e l l e s - c i ,  on cherche l a / l e s  commandes ( s  ) q u i  minimise ( n t ) ,  (11-2-1 ) 



Une représentat ion du système ( F i g  - 16) sous 

forme d'équat ion d ' é t a t  e s t  l a  suivante : 

Nous proposons de noter  l 'ensemble formé du 

système dynamique (F ig  - 16) e t  de sa commande u(x ) ,  "PROCESSUS 

INTERPOLATEUR" . 

Cette dern ière formulat ion permet de résoudre l e  

problème posé, par a p p l i c a t i o n  de l a  t h é o r i e  de l a  commande optimale 

dont nous proposons de rappeler  l e s  quelques r é s u l t a t s  fondamentaux 

que nous u t i l i s o n s  immédiatement. Des rappels p l u s  d é t a i l l é s  sont 

e x p l i c i t é s  en annexe No l .  

II - 2 - 2 : COMMANDE OPTIMALE DES PROCESSUS : RAPPELS : 

La t h é o r i e  de l a  commande opt imale appliquée au 

problème p a r t i c u l i e r  des fonct ions Spl ines d 'o rdre  2 consis te à 

déterminer l a  commande u(x) ; x Lxl , x n l  q u ' i l  convient 

d 'appl iquer  au système dynamique (F ig  - 16) générant l a  t r a j e c t o i r e  

Z(x) pour que c e l l e - c i  sa t is fasse aux cond i t ions  de passage 



e t  de c o n t i n u i t é  P l ) ,  PZ) ( c f .  § II - 2 - 1 )  t o u t  en minimisant 

l a  fonc t ionne l le  quadratique suivante : 

( I I  - 2 - 3 )  

J étant une fonc t i onne l l e  add i t i ve ,  sa min imisa t ion  impl ique c e l l e  de 

toutes l e s  fonct ionnel les.  

Dans t o u t  i n t e r v a l l e  ]xi , , pour l e q u e l  il n ' e x i s t e  pas de 

contra inte,  l a  commande ui(x) q u i  t r ans fè re  l e  système d'un é t a t  

(z(xi) , Z '  (xi)) à un é t a t  ( Z ( X ~ + ~ )  , Z '  (xi+l )) e s t  obtenue par 

app l i ca t i on  du p r i n c i p e  du maximum de PONTRYAGUINE ( c f .  PONTRYAGWINE 197k). 

On montre ( c f .  Annexe 1) que c e t t e  dern iére 

formulat ion ramène l e  problème d 'op t im isa t i on  d'une fonc t i onne l l e  

( I I  - 2  - 3 par exemple) à c e l u i  de l a  maximisation en t o u t  p o i n t  

x  k]xl, xn[ , d'une fonc t i on  s c a l a i r e  notée HAMILTONIEN e t  d e f i n i e  par 

l a  r e l a t i o n  : 

\f x  6 ]xi 9 xi+1 [ ; w i=l, ..., n-1 

7 ( I I  - 2  - 4 
2 H (?(x), u ,  x )  = - u  x  + \y (~ .? (x )  + b.u(x) ) 

2 

Pour des v a r i a t i o n s  i n f i n i m e n t  p e t i t e s  E ( x )  ; 
x € ] x l  , xn [  e t  b u ( x ) , i i s l e n s u i t q u e :  

g~ ( . ) = jXn$H. dx 2 O ( I I  - 2 - 5) 

1 



Sans  c o n t r a i n t e s  s u r  l a  commande, il v i e n t  : 

I X i  ' i+l[  ; w i = 1, ..., n - 1  

( I I  - 2 - 6 )  

U ( X )  = bT . y ( x )  

L ' é v o l u t i o n  du v e c t e u r  \i/ ( x )  en  t o u t  p o i n t  

x  6 ] X i  9 Xicl [ est r 6 g i e  p a r  l e  sys thme d ' é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  

s u i v a n t  : 

. - 
( I I  - 2 - 7) 

De même) pour des variat ions i n f i n i  tésimales admissibies 
67 (x l )  e t  b~ (xn)  du vecteur d i 5 t a t  aux extrémités du réseau [xl, 5 1  , - 
l a  variat ion d J de l a  fonctionnelle (11-2-5) conduit aux conditions 
aux l imites suivantes q u i  sont  notées conditions de transversâli  t é .  

( I I  - 2 - 8 )  

Dans c e s  e x p r e s s i o n s ,  b F ( x  ) note  un acc ro i s sement  - 
i n f i n i t é s i m a l  du v e c t e u r  Z(x) compat ib le  avec  les données du probl&mme. - 

En p a r t i c u l i e r  Z1(xl) = Z(xl) é t a n t  f i x é ,  s o n  

accroissement  a d m i s s i b l e  6 T ( x  ) e s t  ident iquement  nu l  e t  on 
1 1  

n ' o b t i e n t  a l o r s  aucune r e l a t i o n  c a r a c t é r i s a n t  (xi) d ' a p r è s  l'a 
c o n d i t i o n s  de  t r a n s v e r s a l i t é .  ( I I  - 2 - 8 )  



Ces r e l a t i o n s  d é f i n i s s e n t  complètement l a  

commande op t imale  u ( x )  cherchée dans  t o u t  i n t e r v a l l e  [ X i 9 ~ i + ; ]  ; 

V i = 1 , .. ., n-i; à p a r t i r  de  schémas d i f f é r e n t i e l s  que l ' o n  peut  

i n t é g r e r  à p a r t i r  de  c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s  i s s u e s  des c o n d i t i o n s  de  

t u a n s v e r s a l i t é  ( I I  - 2 - 8 )  e t  d e s  données imposées ( c f .  S 11-2-1) 

a u  p rocessus .  

Nous proposons d ' e x p l i c i t e r  l a  s t r u c t u r e  du p rocessus  

i n t e r p o l a t e u r ,  p u i s  de  l e  c a l c u l e r  à p a r t i r  d e s  données du problème. 

II - 2 - 3 : STRUCTURE DU PROCESSUS INTERPOLATEUR : 

Les r é s u l t a t s  r a p p e l é s  a u  paragraphe p récéden t  dans  

l e  cadre  d e  l a  fo rmula t ion  dans  l ' e s p a c e  d ' é t a t  ( I I  - 2 - 2)  du 

problème d ' i n t e r p o l a t i o n  posé in i t ia lement ,about i ssent  à d é f i n i r  l a  

s t r u c t u r e  s u i v a n t e  du p rocessus  i n t e r p o l a t e u r  générant  l a  

t r a j e c t o i r e  Z(x) : ( I I  - 2 - 1 7 )  

9 ( I I  - 2 - 1 7 )  

4x4 T En posant  W(x)€lR : W ( x j  = ( ~ ~ ( x ) ,  y T ( x ) )  , l a  

r e l a t i o n  p récéden te  ( I I  - 2 - 1 7 )  s ' é c r i t  s o u s  forme a b r é g é e  

d 
- (W(X)) = J.W(x) a v e c  J = 

dx 

Y i=l, . . . ,n-1, Y xt[xi,xi+l[ 

; ( I I  - 2 - 1 8 )  



E f f e c t u o n s  l a  t r a n s f o r m a t i o n  s u i v a n t e  s u r  l e s  composantes du v e c t e u r  

d ' é t a t  W(x) : 

En n o t a n t  : 

- v ( x )  l e  v e c t e u r  d é f i n i  pa r  : 

- 

Z - A l a  m a t r i c e  de  Jo rdan  d é f i n i e  par ( I I  - 2 - 201, l e  

système (II  - 2 - 1 8 )  s 'écri t  a p r è s  l a  t r a n s f o r m a t i o n  

( I I  - 2 - 1 9 )  s o u s  l a  forme s u i v a n t e  : 

C e t t e  d e r n i è r e  r e l a t i o n  correspond a l o r s  a u  schéma 

de  s i m u l a t i o n  s u i v a n t  : ( F i g  - 1 7 ) ,  v a l a b l e  pour t o u t  x € [xi? . I 

F i g  - 1 7  



L'équa t ion  de p r o g r e s s i o n  d é f i n i s s a n t  numériquement l a  

t r a j e c t o i r e  Z(x)  s u r  t o u t  i n t e r v a l l e  [xi , [ , e s t  obtenue p a r  

i n t é g r a t i o n  de  l ' é q u a t i o n  d ' é t a t  p récéden te  ( I I  - 2  - 20) à p a r t i r  d e s  

c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s  v(xi ) .  

I l  v i e n t  : 

1 = l,..., 1 ; Y h t  [O; Xi+l 

( I I  - 2  - 21) 

v(xi  + h )  = M(h) . v(xi)  - 

avec  : M(h) = exp(xh)  

La f o n c t i o n  Z(x) générée  pa r  l e  système dynamique 

( c f .  Fig - 1 7 )  est a i n s i  complètement d é f i n i e  à p a r t i r  de  (n-1) 
4 

c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s  s u r  l e  v e c t e u r  v  (xi) C IR . (Wi=l, . . . ,n-1) . 

I l  conv ien t  donc maintenant  de  complèter  l e  p rocessus  

i n t e r p o l a t e u r  en  a d j o i g n a n t  au  sys tème dynamique un b l o c  de c a l c u l  

f o u r n i s s a n t  les  c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s  v(xi )  à p a r t i r  d e s  données du 

problème d ' i n t e r p o l a t i o n .  

De manière  à e x p l i c i t e r  c e t t e  s t r u c t u r e ,  nous 

proposons d e  r e p r é s e n t e r  l e  p rocessus  i n t e r p o l a t e u r  s o u s  l a  forme du 



schéma suivant ,  correspondant à une r é a l i s a t i o n  hybr ide de type II 

(F ig  - 18) ; l e  b loc  de c a l c u l  f o u r n i t  successivement l e s  composantes 

des vecteurs v (xi) lo rsque l a  va r iab le  d l i n t  égra t ion  x devient égale 

xi ( i = l ,  ..., n-1). 

-- --- -- -- -- - - - - -- - - - - _  
-TEUR 

1 
I 
I 

ANALOGI- I 

-QUE 
I I 

CALCULATEUR 

NUMERI QUE BLOC DE CALCUL 

Réseau 1 X ~ , ~ J ,  Wi.1,. . . ,n 

Données VF : 

1 / + tangentes en xl e t  x n 

F i q  - 18 

Nous proposons maintenant d ' e x p l i c i t e r  l e  b loc  de c a l c u l  

du processus i n t e r p o l a t e u r .  

II - 2 - 4 : DETERMINATION DU BLOC DE CALCUL : 

La  technique ut i l isée est  basée sur l ' é q u a t i o n  de 

progression (11 - 2 - 21) q u i  permet l ' o b t e n t i o n  du vecteur V ( X ~ + ~ )  à 



+ 
p a r t i r  du v e c t e u r  v(xi ) .  

En t e n a n t  compte de l a  p r o p r i é t é  de  c o n t i n u i t é ( ~ l ) ,  

nous proposons de  montrer  q u ' i l  e x i s t e  une r e l a t i o n  a f f i n e  e n t r e  les  
+ 

v e c t e u r s  e t  v(x;). I l  ne r e s t e r a  p l u s  qu '& dé te rminer  les  
+ 

composantes du v e c t e u r  i n i t i a l  v (xl ) . 
4- C 

II - 2 - 4 - 1 ) R e l a t i m  e n t r e  v (xiçl) e t  v  (xi)  : ................................................ 

d ' é c r i r e  : 

La f o n c t i o n  de  p r o g r e s s i o n  ( I I  - 2 - 21) permet 

( I I  - 2 - 22) 

Z(x) é t a n t  de  c l a s s e  c2 s u r  [xl , xn] , les t r o i s  
+ - 

premières  composantes de v ( x ~ + ~ )  s o n t  é g a l e s  à c e l l e s  de  V ( X ~ + ~ ) ,  c e  

q u i  se t r a d u i t  p a r  l a  r e l a t i o n  m a t r i c i e l l e  ( I I  - 2 - 23): 

rt 

+ 
*v(xi+,) = 1 ( I I  - 2 - 23) 

La d e r n i è r e  composante est obtenue à p a r t i r  de  l a  

donnée de Z(xic2) = yi+2 - - Zi+?, p a r  l a  première  l i g n e  de l ' é q u a t i o n  - 
de p rogress ion  (II - 2 - 21) s u r  l ' i n t e r v a l l e  , . 



L 'ensemble des  r e l a t i o n s  p r é c é d e n t e s  ( I I  - 2  - 23, 
II - 2  - 24) s 'écr i t  s o u s  l a  forme a f f i n e  s u i v a n t e  ( I I  - 2 - 25) : 

( I I  - 2  - 25) 

avec  : hi+l = x - x 

i -  i + l  i 

- X h i+2  - ' i+2 i + l  



so i t  sous forme abrégée : 

La matrice N(hi+%) e s t  invers ible  e t  son inverse e s t  

facilement calculable de manière formelle. I l  vient donc 1 ' équation de 

récurrence suivante : ( I I  - 2 - 27) 

) = A(i+2) .v(xT) + B(i+2) 

( I I  - 2 - 27) 
ki i = 1, ..., n - 2 

avec : 

( I I  - 2 - 28) 



I l  ne reste p l u s  qu'A i n i t i a l i s e r  1 ' é q u a t i o n  

r é c u r r e n t e  p r é c é d e n t e  p a r  l e  c a l c u l  du v e c t e u r  v(x;). 

II - 2 - 4-2 ) C a l c u l  du v e c t e u r  v(x+)  .................................... 1- ' 

Les données i n i t i a l e s  du problème s o n t  : 

Z(xl) = y1 

Z(xn) = Y, 

r e spec t ivement  p remiè res  composantes d e s  v e c t e u r s  v (x  ) e t  v ( x  ) .  
1 n 



Par  a i l l e u r s ,  l e s  v a l e u r s  d e s  d é r i v é e s  Z1(x l )  

ou Z '  (x,) peuvent independamment f a i r e  p a r t i e  d e s  données du problème. 

Dans l e  c a s  où l ' u n e  de  c e s  d é r i v é e s  n ' e s t  p a s  f i x é e ,  

on peut  d é d u i r e  une a u t r e  r e l a t i o n  s u r  les  composantes du v e c t e u r  

v ( x )  à l ' e x t r é m i t é  c o n s i d é r é e  à p a r t i r  d e s  c o n d i t i o n s  de  t r a n s v e r s a l i t é  

( I I  - 2 - 8). 

Considérons  en  e f f e t  l a  v a r i a t i o n  du c r i t è r e  (11-2-3) 

sous  l ' e f f e t  des  s e u l e s  v a r i a t i o n s  a d m i s s i b l e s  de  l a  v a l e u r  z x l )  de  Z(x) 

à l a  borne  i n f é r i e u r e  xl. Elle e s t  exprimée p a r  l a  r e l a t i o n  s u i v a n t e  

( I I  - 2 - 3 1 )  : 

63 = [ y T ( x )  . J - 7 t X ) ]  x=X =O ( I I  - 2 - 3 1 )  

Z (xl)  6 t a n t  f i x é e ,  l a  v a r i a t i o n  a d m i s s i b l e  

d T ( x )  est n u l l e .  

Z'  (xl)  n ' é t a n t  p a s  f i x é e  a  p r i o r i ,  l a  r e l a t i o n  

précédente  s ' é c r i t  : 

Les v a r i a t i o n s  Jz' (xl)  n ' é t a n t  pas  nul le:, il v i e n t  

a l o r s  : 

\Y2(x1) = 0 ( I I  - 2 - 32). 



A ce s t a d e  d ' a n a l y s e  d e s  données aux e x t r é m i t é s  

x1 et x n ' 

- on c o n n a i t  l a  v a l e u r  d e  z ( x l )  ( r e s p  z(x,))  

- on c o n n a i t  l a  v a l e u r  de  Z '  (xl)  ( r e s p  Z '  (x,)) s i n o n  

( X  ) ( r e s p  Y 2 ( x n ) )  est n u l .  
Y 2  l 

En d ' a u t r e s  termes, l e s  c o n d i t i o n s  limites du v e c t e u r  

v ( x )  s o n t  les  s u i v a n t e s  : 

v (X  ) connu 
l 1  

\et  v2(x1) f i x é  s i n o n  v3(xl) = O 

e t  

i vl(xn) connu 

( e t  v2(xn)  f i x e  s i n o n  v (x ) = O 
3 n 

l 
1 (II - 2 - 33) 

1 

Deux composantes de v (x  ) s o n t  a i n s i  d i r e c t e m e n t  1 
connues. 

Les deux a u t r e s  composantes peuvent  ê t re  ob tenues  à 

p a r t i r ,  

1 )  de l ' é q u a t i o n  de  p r o g r e s s i o n  ( I I  - 2 - 21)  q u i  n ' a  

pas  é té  u t i l i s é e  a u  p a s  p récéden t  pour x = x 2  : 



2)  de l a  v a l e u r  de  v2(xn) ou à d é f a u t  de  l a  n u l l i t é  

de v3 ( x i ) .  

C e t t e  composante e s t  l i é e  à v(x;) en  i t é r a n t  l a  

r e l a t i o n  de  r é c u r r e n c e  é t a b l i e  précédemment ( c f  II - 2  - 27) .  I l  v i e n t  : 

( I I  - 2  -34) 

L ' e x p r e s s i o n  de  M(hn) = M(xn - x ~ - ~ )  e s t  e x p l i c i t é e  p a r  

(II - 2  - 24, 

L ' e x p r e s s i o n  de  A(k) e s t  e x p l i c i t & p a r ( ~ ~  - 2  - 30). 

L ' express ion  de  B(k) e s t  e x p l i c i t é e p a r ( l l  - 2  - 29). 

Les composantes de v (x l )  s o n t  donc l i é e s  p a r  une 

deuxième r e l a t i o n  l i n é a i r e  obtenue à p a r t i r  de  l ' i d e n t i t é  précédente  

en  é c r i v a n t  que v 2 ( x i )  e s t  connu où b i e n  que v3 ( x i )  e s t  n u l .  

EXEMPLE 

Les données l i m i t e s  d ' u n  problème d ' i n t e r p o l a t i o n  

s o n t  d é f i n i e s  p a r  l e s  v a l e u r s  de  : 

Les c o n d i t i o n s  l i m i t e s  s u r  v(xl )  s o n t  a l o r s  : 

( I I  - 2  - 3 5 )  



Les re la t ions  précédentes é tant  é c r i t e s  sous 

forme abrégée par : 

( I I  - 2 - 36) 

Les composantes v2(x;) e t  v4(x:) sont a l o r s  solut ions  

du système suivant : 

( I I  - 2 - 3 7 )  

S i  l e s  conditions l imi tes  en xn é ta ient  r e s t r e i n t e s  

à l a  connaissance de Z(x  ), on aura i t  à résoudre l e  système suivant : n 

( I I  - 2 - 38) 
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+ Les vecteurs v (xi) ; Y i =2 ,  . . . , n-1 se déduisent 

directement de v(xT)  à p a r t i r  de l ' é q u a t i o n  ( I I  - 2 - 22). 
I 

L 'organigramme de c a l c u l  du vecteur  v ( x i )  e s t  i l l u s t r é  

sur l a  F i g  - 20. 

II - 2 - 5 : REALISATION DU PROCESSUS INTERPOLATEUR : 

Nous proposons d ' e x p l i c i t e r  l a  méthodologie de c a l c u l  

de l a  l o i  de commande opt imale du processus i n t e r p o l a t e u r  en 

u t i l i s a n y u n  c a l c u l a t e u r  hybr ide  (analogique e t  numérique) 

conformément au schéma de l a  f i g u r e  su ivan te  ( F i g  - 21). 

I 1 J 1 
l _ _  _ _ _  _ _  _ _ _  _ _  _ _ _ _ _ _  I F i q  - 21 

l - z l  (xi), Z" l ' z îx )  
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Le c a l c u l a t e u r  ana log ique  e f f e c t u e ,  p a r  i n t é g r a t i o n ,  

l e  c a l c u l  de  l a  t r a j e c t o i r e  s u r  t o u t  i n t e r v a l l e  i ~ i + l [  

Le c a l c u l a t e u r  ana log ique  é t a n t  e n  mode i n i t i a l i s a t i o n ,  

ce c a l c u l  est i n i t i a l i s é  a u  p o i n t  x = xl p a r  l a  d é f i n i t i o n ,  p a r  l e  

c a l c u l a t e u r  numérique, d e s  composantes i n i t i a l e s  d e s  i n t é g r a t e u r s ,  

l ' e n t r é e  -Z '  ' ' ( x l )  de  l ' i n t é g r a t e u r  N o l  e t  1 ' e n t r é e  x2 du 

comparateur (borne 01  ) . 

Le c a l c u l a t e u r  ana log ique  est a l o r s  m i s  e n  mode 

o p é r a t i o n .  

Lorsque l a  s o r t i e  du comparateur commute, c e l a  s i g n i f i e  

que x e s t  s o r t i  de l ' i n t e r v a l l e  Lxl , x2[ , l e  c a l c u l a t e u r  numérique 

f o u r n i t  a l o r s  une n o u v e l l e  e n t r é e  - Z ' ' ' (x,) s u r  l a  borne BO e t  l a  
& 

nouve l l e  borne s u p é r i e u r e  x j  d e  x s u r  l a  borne 81. 

Ce p rocessus  e s t  a i n s i  r é p é t é  s u i v a n t  l e  graphe 

( F i g  - 2 2 )  j u s q u ' à  c e  que x devienne é g a l  à x c e  q u i  déclenche n' 
un a r r ê t  de  l a  p a r t i e  ana log ique .  



1 * Mise en c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s  du 1 
c a l c u l a t e u r  ana log ique  . 

i * Calcu l  de v (x l )  à p a r t i r  d e s  

données du problème. 

I * s o r t i e  d e s  v a l e u r s  i n i t i a l e s  
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I 1 i := I+I 1 
s u r  81 
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II - 3. DETERMINATION DES FONCTIONS SPLINES SOUS TENSION D'ORDRE 2 : 

Au paragraphe précédent  (§ II - 21, n o t r e  i n t é r ê t  

s ' e s t  p o r t é  s u r  l a  r echerche  e t  l ' o b t e n t i o n  de  f o n c t i o n s  s p l i n e s  

d ' i n t e r p o l a t i o n  l e s  p l u s  "douces" p o s s i b l e s  c ' e s t - à - d i r e  q u i  

minimisent e n  t o u t  x  6 [x l  ' 'n ] l a  f o n c t i o n n e l l e  J q u a d r a t i q u e  

de l a  d é r i v é e  seconde de  l a  f o n c t i o n  ( c f  § I I  - 2 - 2 ; P4).  

De manière à suppr imer  les p o i n t s  d ' i n f l e x i o n  

supp lémenta i res  c r é é s  s u r  l a  courbe d ' i n t e r p o l a t i o n  cubique 

précédemment é t u d i é e ,  on s ' i n t é r e s s e  aux f o n c t i o n s  s p l i n e s  q u i  

minimisent une f o n c t i o n n e l l e  q u a d r a t i q u e  d e s  d é r i v é e s  seconde e t  

première.  

Dans ce c a s ,  on r é a l i s e  un compromis e n t r e  l a  

"douceur" e t  l a  "longueur" de l a  courbe,  e n  i n t r o d u i s a n t  dans l a  

f o n c t i o n n e l l e  J , un terme supp lémenta i re  r e p r é s e n t a t i f  de l a  

longueur .  

s p l i n e  

sous - t ens ion  

F i g  - 23 : Réduction de l a  longueur  d 'une  courbe p a r  t r a c t i o n  s u r  les 

e x t r é m i t é s .  



Les fonc t ions  caractér isées par c e t t e  p r o p r i é t é  

sont notées fonc t ions  sp l i nes  sous-tension d 'ordre 2. 

(D. PILCHER , 1973). 

Nous proposons, dans un premier vo le t ,  de 

déterminer ces fonc t ions  à p a r t i r  de l ' a l g o r i t h m e  du processus 

i n te rpo la teu r  développé au paragraphe précédent. 

Dans un deuxième vo le t ,  nous généralisons c e t t e  

procédure aux fonc t ions  sp l i nes  sous-tension d 'o rd re  q notées 

Lg sp l i nes  (où L e s t  un opérateur d i f f é r e n t i e l  l i n é a i r e  

i n v a r i a n t ) .  (CORREC , 1980). 

II - 3 - 1 : PROPRIETES DES FONCTIONS SPLINES 

SOUS-TENSION D'ORDRE 2 : 

Une fonc t i on  Z ( x )  d é f i n i e  sur  un réseau 

. ixi ' Yi ' 'i = 1, . . . , n i  ordonné par  l a  r e l a t i o n  : 

est d i t e  f onc t i on  s p l i n e  sous-tension d 'o rdre  2 s i  e l l e  

s a t i s f a i t  l e s  p rop r ié tés  suivantes : 

Q l  ) Z(x) a i n s i  que ses dérivées à l ' o r d r e  1 e t  2 

sont continues sur 
[ x l , x n ]  



02 ) Z(x) i n t e r p o l e  l e  r é s e a u  {xi , : 

De p l u s ,  les d é r i v é e s  p remiè res  aux e x t r é m i t é s  du 

r é s e a u  peuvent ê t r e  imposées.  

Q3 ) Z(x) minimise dans  l ' e s p a c e  d e s  f o n c t i o n s  

d é f i n i e s  s u r  [xl , xn] , s a t i s f a i s a n t  l e s  

p r o p r i é t é s  Q l ) ,  Q 2 ) ,  l a  f o n c t i o n n e l l e  de  forme 

s u i v a n t e  : 

E e s t  n o t é  c o e f f i c i e n t  de t e n s i o n  . 

REMARQUES : 

= O correspond a u  c a s  p a r t i c u l i e r  d e s  

f o n c t i o n s  s p l i n e s  polynomiales pa r  morceaux d ' o r d r e  2 pour 

l e s q u e l l e s  l a  méthode proposée a é t é  développée au  paragraphe 

précédent  ( c f  9 II - 2) .  

Le terme i n t r o d u i t  avec  O-f O r B a l i s e  un compromis 

e n t r e  l e s  p r o p r i é t é s  de  longueur  minimale e t  de douceur maximale 

de  l ' i n t e r p o l a t i o n .  Pour de f a i b l e s  v a l e u r s  de  r, les courbes  

cor respondan tes  t e n d e n t  v e r s  l a  courbe d ' i n t e r p o l a t i o n  cubiqus.  



Lorsque ü- t e n d  v e r s  l ' i n f i n i ,  l a  f o n c t i o n  cherchée  

tend de  manière m a n i f e s t e  v e r s  1 ' i n t e r p o l a t i o n  l i n é a i r e  p a r  morceaux, 

qui  minimise l a  longueur  des  courbes  d ' i n t e r p o l a t i o n  

X 2 
( d x ) .  

En i n t e r p r é t a n t  f ( x )  comme l a  t r a j e c t o i r e  du système 

dynamique s u i v a n t  : ( c f  F i g  - 24) 

F i q  - 24 

dont l e  po in t  r e p r é s e n t a t i f  évolue  s u i v a n t  l a  v a r i a b l e  x ,  nous 

proposons de dé te rminer  son e x p r e s s i o n  a n a l y t i q u e  dans t o u t  

i n t e r v a l l e  pi , ] où e l l e  e s t  d e f i n i e ,  à p a r t i r  d e s  é q u a t i o n s  

i s s u e s  de  l a  t h é o r i e  de l a  commande o p t i m a l e  d e s  sys tèmes l i n é a i r e s  

s t a t i o n n a i r e s .  



II - 3 - 2 : EQUATIONS DE LA COMMANDE OPTIMALE : 

S i  ~ ~ ( x )  = [ ~ ( x )  , ~ ' ( x ) ]  e s t  l e  v e c t e u r  é t a t  du 

système ( c f  F i g  - 24) ,  a l o r s  une r e p r é s e n t a t i o n  dans l ' e s p a c e  d ' é t a t  

e s t  l a  s u i v a n t e  : ( I I  - 3 - 1 )  

( I I  - 3 - l j  

Z(x) , Z ' ( x )  r e p r é s e n t e n t  respect ivement  l a  f o n c t i o n  

f ( x )  e t  sa d é r i v é e  première  f ' ( x ) .  

A t  C R z X 2 ;  b €  m Z X 1 ,  c e [ R  lx2 s o n t  d é f i n i s  p a r  : 

On c a r a c t é r i s e  une t r a j e c t o i r e  p a r t i c u l i è r e  d i t e  

" t r a j e c t o i r e  optimale" p a r  l e  f a i t  q u ' e l l e  minimise l a  f o n c t i o n n e l l e  

de l ' é t a t  e t  de  l a  commande : 

( I I  - 3 - 3)  



En t o u t  p o i n t  x  pour l e q u e l  n ' e x i s t e  pas  de 

c o n t r a i n t e  s u r  l a  f o n c t i o n  ( x p  xl, x2, x3, . . , x 1, l a  v a r i a t i o n  n  
b J de  l a  f o n c t i o n n e l l e  J ( c f  II - 3 - 3 )  c o n s é c u t i v e  à unr 

v a r i a t i o n  a d m i s s i b l e  cfu(x) de  l a  commande u ( x )  e s t  é q u i v a l e n t e  à 

l a  v a r i a t i o n  5l4 de l ' h a m i l t o n i e n  H p a r  r a p p o r t  à u ( x ) ,  e n  t o u t  

p o i n t  x (x  # xi ; U i=l, ..., n) de l a  t r a j e c t o i r e  opt imale  : 

( L ~ I N A T  & TfiOMAS, 1977 ) - 

( I I  - 3 - 4 )  

où H est l a  f o n c t i o n  s c a l a i r e  d é f i n i e  p a r  : 

( I I  - 3  - 5 )  

La commande u ( x )  n ' é t a n t  soumise à aucune c o n t r a i n t e ,  

il s ' e n  s u i t  : 

( I I  - 3 - 6) 

L ' é v o l u t i o n  du v e c t e u r  ( x )  t iR2*', c a r a c t é r i s t i q u e  

de  l a  commande,est r é g i e  p a r  l e  système d ' é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l  



d'HAMILTON - PONTRYAGUINE s u i v a n t  : 

On e n  d é d u i t  ? a  r e l a t i o n  ( I I  - 3 - 8 )  : 

( I I  - 3 - 8 )  

Ces r e l a t i o n s  ( I I  - 3 - 6 ; II - 3 - 8 )  d é f i n i s s e n t  

u (x )  à p a r t i r  d 'un  système d i f f é r e n t i e l  qu 'on  peut  i n t é g r e r  à 

p a r t i r  d e s  c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s  i s s u e s  d e s  c o n d i t i o n s  de  

t r a n s v e r s a l i t é  s u r  ( x ) ,  aux e x t r é m i t é s  du r é s e a u .  

Ces d e r n i è r e s  s ' é c r i v e n t  : 

( I I  - 3 - 9) 

En p a r t i c u l i e r ,  comme dans l e  c a s  d e s  f o n c t i o n s  

s p l i n e s  cubiques ,  si une composante de Z(xl) ( r e s p  z (xn)  ) n ' e s t  pas  

f i x é e ,  l a  composante cor respondan te  de y (xl) ( r e s p  y (x,)) e s t  

n u l l e .  



Pour dé te rminer  l a  f o n c t i o n  Z(x) ,  on conv ien t  de  l a  

r e p r é s e n t e r  p a r  s o n  p rocessus  i n t e r p o l a t e u r  d é f i n i  à p a r t i r  d e s  

r e l a t i o n s  p récéden tes  e t  don t  nous proposons d ' e x p l i c i t e r  l a  

s t r u c t u r e ]  p u i s  l e  c a l c u l .  

II - 3 - 3 : STRUCTURE DU PROCESSUS INTERPOLATEUR : 

Les r e l a t i o n s  d é f i n i s s a n t  l a  commande u ( x )  e t  l e  

v e c t e u r  yl ( x ) ,  a i n s i  que l a  fo rmula t ion  du problème i n i t i a l  dans 
f m e  

l ' e s p a c e  d ' é t a t ,  peuvent s e  m e t t r e  s o u s  l a -a t r i c i e l l e  s u i v a n t e  

( I I  - 3 - 1 0 )  : 

( I I  - 3 - 1 0 )  

4x1 Notons J l a  m a t r i c e  de c e  sys tème e t  z ( x )  W l e  

v e c t e u r  d ' é t a t  co r respondan t ,  d é f i n i s  r e spec t ivement  pa r  : 



Effectuons l a  transformation suivante s u r  l e s  

composantes du vecteur \y (XI  : 

( I I  - 3 - 1 2 )  

Le système ( I I  - 3 - 10) e s t  a l o r s  représenté sous l a  

forme plus simple suivante : 

( I I  - 3 - 13) 

avec : 

( I I  - 3 - 14)  



C e t t e  d e r n i è r e  r e l a t i o n  correspond a u  schéma de  

s t i m u l a t i o n  dont  l a  s t r u c t u r e  e s t  l a  s u i v a n t e  ( c f  F i g  - 25) 

Fiq - 25  : S t r u c t u r e  du p rocessus  i n t e r p o l a t e u r  d 'une  f o n c t i o n  s p l i n e  

sous - t ens ion  Z (x ) 

L ' é q u a t i o n  de  p r o g r e s s i o n  d é f i n i s s a n t  numériquement 

Z(x) (CU f ( x ) )  s u r  t o u t  i n t e r v a l l e  ]xi , [ e s t  obtenue pa r  

i n t é g r a t i o n  de l ' é q u a t i o n  d - t a t  (II  - 3 - 1 3 )  à p a r t i r  de  
+ c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s  v  (x i ) .  

I l  v i e n t  : 

( I I  - 3 - 1 5 )  



CALCU- 

LATEUR 

ANALO- 

GIQUE 

O chuh - shrh ch&-1 
Cr 6 2  

O a- shrh  chuh - shuh 
O 

(II  - 3 - 16)  

La t r a j e c t o i r e  Z(x) générée par l e  schéma précédent 

é tan t  d é f i n i e  par morceaux (x C [xi , , i=l, ..., n-1) 

on e s t  amené à cornplèter l e  système précédent ( c f  F i g  - 26) en l u i  

adjoignant un b loc  de c a l c u l  fourn issant  l e s  cond i t ions  i n i t i a l e s  

v(x+) à p a r t i r  des données conformément à l a  F i g  - 26 : 
1 

CALCULATEUR ( 1 B L O C  D E  C A L C U L  

NUMERIQUE (Réseau : (xi, Y i=l, . n 

11 tangentes aux extrémi tés xl e t  x,, 

F i q  - 26 : Simulat ion de la t r a j e c t o i r e  s p l i n e  sous-tension Z(x) sur ca lcu la teur  

hybride. 



Le c a l c u l  d e s  c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s  v (x1)  f a i t  

l ' o b j e t  de l a  p r é s e n t e  é tude .  

II - 3 - 4 : CALCUL EXPLICITE DU PROCESSUS INTERPOLATEUR : 

La procédure de c a l c u l  est e n  t o u t  p o i n t  p a r a l l è l e  

à c e l l e  développée précédemment ( § II  - 2 - 4 ) .  

La dé te rmina t ion  des  v e c t e u r s  v (x f )  e n  t o u t  p o i n t  

xi du r é s e a u  e s t  basée  s u r  l ' e x i s t e n c e  d 'une  équa t ion  de r é c u r r e n c e  
+ 

l i n é a i r e  e n t r e  l e s  v e c t e u r s  V ( X ~ + ~ )  e t  v(x:). 

C e t t e  équa t ion  est é t a b l i e  de  l a  manière s u i v a n t e ,  

à p a r t i r  d e s  p r o p r i é t é s  41  e t  42 ( c f  II - 3 - 1 )  d e s  f o n c t i o n s  

s p l i n e s  sous - t ens ion  d ' o r d r e  2 e t  de  l ' é q u a t i o n  de p r o g r e s s i o n  

d é f i n i e  au paragraphe p récéden t  ( c f  II - 3 - 1 5 ) .  

+ II  - 3 - 4 - 1 ) R e l a t i o n  e n t r e  V ( X ~ + ~ )  e t  v(x+)  : 
-------------------------a-------- ------ 1 - 

2 Z(x )  é t a n t  de c l a s s e  C s u r  l ' i n t e r v a l l e  [ X I ,  ~ n l  y 

l ' é q u a t i o n  de  p r o g r e s s i o n  : 

( I I  - 3 - 1 7 )  

+ 
e s t  v é r i f i é e  e n  x  uniquement pour les  t r o i s  premières  i + l  
composantes, c e  q u i  s e  t r a d u i t  pa r  : ( I I  - 3 - 1 8 )  



( I I  - 3 - 18) 

La d e r n i è r e  composante e s t  i s s u e  de  l a  donnée de  

Z(x)  a u  p o i n t  , p a r  l a  première  l i g n e  de  1 ' 6 q u a t i o n  de 

p r o g r e s s i o n ,  s u r  1 ' i n t e r v a l l e  , xi+Z] . 

( I I  - 3 - 1 9 )  

Ces r e l a t i o n s  ( I I  - 3 - 1 8  et II - 3 - 1 9 )  peuvent 

ê t r e  groupées s o u s  l a  forme m a t r i c i e l l e  s u i v a n t e  : ( I I  - 3 - 20) 



(II - 3 - 20) 



s o i t  sous forme abrégée :' 

( I I  - 3 - 21) 

La matrice N(hi+2) e s t  i n v e r s i b l e  e t  son inve r se  

e s t  ca l cu lée  de manière formelle.  I l  v i en t  l a  r e l a t i o n  : 

avec 

( I I  - 3 - 22) 

( I I  - 3 - 23) 

( I I  - 3 -24) 

où ~ - ' ( h ~ + ~ )  est  donne par : 

( I I  - 3 - 25) 



- 3hirir e2 
U e t  N = =- 

3 
0 

; " 7 0  

En n o t a n t  uj = shG.hicj - (Thicj ; tf j = 1 , 2 ,  A e t  6 

s ' é c r i v e n t  a l o r s  : ( I I  - 3 - 26) 

(II - 3 - 26) 

L ' é q u a t i o n  de r é c u r r e n c e  ( I I  - 3 - 22) i térée 

j u s q u '  à l ' e x t r é m i t é  f i n a l e  permet d ' expr imer  une r e l a t i o n  e n t r e  
4- v(x,) e t  v ( x n )  : ( I I  - 3 - 27) 



( I I  - 3 - 27) 

C e t t e  d e r n i è r e  r e l a t i o n  nous permet,  comme a u  

paragraphe p récéden t ,  d ' e x p l i c i t e r  l e  c a l c u l  d e s  composantes du 
+ 

v e c t e u r  i n i t i a l  v (x l ) .  

II - 3 - 4 - 2  Calcul  de  v(x;> : .............................. 

Les données i n i t i a l e s  é t a n t  z ( x l )  e t  Z(xn) ,  on 

d é f i n i t  deux a u t r e s  données en  c a l c u l a n t  l a  v a r i a t i o n  de  l a  

f o n c t i o n n e l l e  ( I I  - 3 - 3 )  consécu t ive  à d e s  v a r i a t i o n s  bZ(x l )  

e t  d Z(x ).  I l  v i e n t  l e s  c c n d i t i o n s  aux l i m i t e s  s u i v a n t e s  n 
( c f  II - 3 - 9 )  

&J = x . 6 z(x;) = O ( I I  - 3 - 2 8 j  

S J = yT(x;)  . ~ ( x ; )  = O ( I I  - 3 - 29) 

S i  Z '  (x f )  ( r e s p  Z '  ( x i ) )  n ' e s t  pas  f i x é  , ( I I  - 3 - 28) ( i e s p .  

II - 3 - 29) é t a b l i t  l a  n u l l i t é  de  l a  t r o i s i è m e  composante de  v(x;) 

( r e s p  V(X& 

Y2<x;) = O ; ( r e s p  y 2 ; ~ ; )  = O ) . (II  - 3 - 30) 



v (x )  é tan t  l e  vecteur  de composantes ; 

T 
v ( X I  = [ z ( x ) ,  Z ' ( x ) ,  y lz (x) ,  - Y1(x)] 

il v i e n t  l e s  cond i t i ons  l i m i t e s  su ivan tes  : 

Les deux composantes manquantes sont  obtenues 

à p a r t i r  : 

V1 (xl) connu 

et: v2 (xl) f i x é  s i non  v3 (xl) = O 

e t  v (X ) connu 1 n 

e t  v (x,) f i x é  s i non  v3 (x,) = O 
2 

* De l ' é q u a t i o n  de p rogress ion  ( I I  - 3 - 17) non 

u t i l i s é e  au pas précédent : 

( I I  - 3 - 31) 

+ 
Z(xZ) = Il, O, 0, O ]  . M(xZ-xl) . v(xl) ( I I  - 3 - ; 

* De l a  deuxième l i g n e  ou à défaut  de l a  3ème l i g n e  

de 1 'équa t ion  i t é r é e  ( I I  - 3 - 27) q u i  peut s ' é c r i r e  sous ?a forme 

compacte : 

( I I  - 3 - 33)  

avec p E 13 4x4 
9 q t  p4 



+ 
Les composantes inconnues  de v(xl )  s o n t  a l o r s  

s o l u t i o n s  du système : 

* S i  v  (x+) f i x é  e t  v,(x;) = 0: -- 2 1 

( I I  - 3  - 34)  

* S i  v  (x+) e t  v  (x-) f i x é s  : -- 2 1--2- 1 1  

* S i  v  (x+) e t  v  (x-) s o n t  f i x é s  à 0: 
-3-1 3- 



* S i  v&xx') f i x é  e t  v3 (x:) = O ; 

( I I  - 3 - 3 7 )  

Après  r é s o l u t i o n  d e  ce sys t ème ,  on d é d u i t  l es  

v e c t e u r s  v  ( x r )  ; i.2, . . , n à p a r t i r  d e  1 ' é q u a t i o n  de  p r o g r e s s i o n  

( II - 3 - 1 7 ) .  

L ' e x p r e s s i o n  a n a l y t i q u e  d e  l a  f o n c t i o n  s p l i n e  s o u s - t e n s i o n  

d ' o r d r e  2  dans  t o u t  i n t e r v a l l e  [x i ,  es t  : 

(II - 3  - 34 



II - 3 - 5 : REALISATION DU PROCESSUS INTERPOLATEUR : 

La r é a l i s a t i o n  e s t  a s s u r é e  de manière  i d e n t i q u e  

à c e l l e  exposée pour l e s  f o n c t i o n s  s p l i n e s  d ' i n t e r p o l a t i o n  d ' o r d r e  2 

( c f  § II - 2 ) .  

Nous p résen tons  c i - j o i n t  1 ' organigramme correspondant  

à l a  procédure  de  c a l c u l  du v e c t e u r  v(x;) (F ig  - 27).  







La méthode d é c r i t e  dans l es  deux p r é c é d e n t s  

paragraphes  s e  g é n é r a l i s e  a i sément  à un o r d r e  q s u p é r i e u r  à deux. 

Dans c e  c o n t e x t e ,  on peut  é t u d i e r  l e  c a s  d e s  f o n c t i o n s  s p l i n e s  

d ' o r d r e  q q u i  minimisent une f o n c t i o n n e l l e  dont 1 ' o p é r a t e u r  d é r i v é e  

seconde p e u t  s e  g é n é r a l i s e r  à un o p é r a t e u r  d i f f é r e n t i e l  l i n é a i r e .  

Ce cas g é n é r a l  f a i t  l ' o b j e t  de l a  p r é s e n t e  é t u d e .  

II - 4. DETERMINATION DES FONCTIONS SPLINES SOUS TENSION D ' O R D R E  q 

GENERAL 1 SEES : 

Le p r i n c i p e  de  l a  méthode ne d i f f é r a n t  pas  de  c e l l e  

exposée aux paragraphes  ( I I  - 2 e t  II - 3 )  précéden t s ,  nous 

convenons de r e s t r e i n d r e  l a  p r é s e n t e  é t u d e  à l ' é n o n c é  d e s  f o n c t i o n s  

s p l i n e s  sous - t ens ion  d ' o r d r e  q e t  à l a  d é t e r m i n a t i o n  de  l a  

s t r u c t u r e  du p rocessus  i n t e r p o l a t e u r  a s s o c i é .  

II - 4 - 1 : PROPRIETES DES FONCTIONS SPLINES SOUS- 

TENSION D'ORDRE q : 

S o i t  l e  réseau  de  p o i n t s  { xi, ; W i = 1, . . , n 

ordonné p a r  l a  r e l a t i o n  : 

'1 < '2 <. . . . < x ~ - ~ < x ~  

Une fonc t ion  f ( x )  d é f i n i e  s u r  1 ' i n t e r v a l l e  [xl,xn] 
e s t  d i t e  f o n c t i o n  s p l i n e  sous - t ens ion  d ' o r d r e  q si e l l e  s a t i s f a i t  

4L 

l e s  p r o p r i é t é s  s u i v a n t e s .  généraiisée 



R1) f ( x )  a i n s i  que ses d é r i v é e s  j u s q u ' à  l ' o r d r e  2q-2 s o n t  

c o n t i n u e s  s u r  pl 'n] 

R2) f ( x )  i n t e r p o l e  l e  r é s e a u :  

D e  p l u s  les  (q-1) p remiè res  d é r i v é e s  de  f ( x )  aux 

e x t r é m i t é s  du r é s e a u  peuvent être imposées indépendamment : 

f(" (x,) e t  P ( ~ )  (xn)  f i x é e s  : V k  = 1, . . , q-1 

R3) f  ( x )  minimise dans  1 'espace  d e s  f o n c t i o n s  de  c a r r é  sommable 

s a t i s f a i s a n t  les  p r o p r i é t é s  p r é c é d e n t e s ,  l a  f o n c t i o n n e l l e  de 

forme : 

où L est l ' o p é r a t e u r  d i f f é r e n t i e l  l i n é a i r e  à c o e f f i c i e n t s  c o n s t a n t s  

d é f i n i  p a r  : 



Compte tenu de ces p rop r i é tés ,  on i n t e r p r è t e  

f ( x )  (notée auss i  Z(x) ) comme l a  t r a j e c t o i r e  d 'un  système 

dynamique dont l e  schéma de s i m u l a t i o n  e s t  l e  su i van t  : 

(cf '  Fig - 28) 

Fiq - 28 

Une rep résen ta t i on  de ce système dans l ' espace  - 
d ' é t a t  se dédui t  d i rectement .  En notant  Z(x)  l e  vec teur  : 

( I I  - 4 - 1 )  

Il v i e n t  : 



En a p p l i q u a n t  l e s  r é s u l t a t s  d e  l a  t h é o r i e  de l a  

commande op t ima le  ( c f  § II - 3 - 2 )  au  p r o c e s s u s  ( c f  F i g  - 29) 

d é f i n i  à p a r t i r  des  p r o p r i é t é s  R 1 ,  R2 e t  R3 ( c f  § II - 4 - 1) , on 

détermine  l a  s t r u c t u r e  du p rocessus  i n t e r p o l a t e u r  a s s o c i é  aux 

f o n c t i o n s  s p l i n e s  sous - t ens ion  d ' o r d r e  q de l a  manière s u i v a n t e .  

II - 4 - 2 : STRUCTURE DU PROCESSUS INTERPOLATEUR : 

Les é q u a t i o n s  t h é o r i q u e s  d ' o p t i m a l i t é  s ' é c r i v e n t  : 

* u(x)  maximise l e  Hamil tonien  

( I I  - 4 - 3 )  

* y ( x )  est  s o l u t i o n  de 1 ' é q u a t i o n  d'HAMILTON-PONTRYAGUINE : 

( I I  - 4 - 4) 



Ces relations (cq II - 4 - 3 ,  II - 4 - 2) ainsi que la  

formultation du problème aans l'espace d'état (c f  II - 4 - 1, II - 4 - 2) 

s 'écrivent sous la  forme matricielle compacte suivante : (II - 4 - 5) 

Notons J cette matrice et  z(x) l e  vecteur d ' é t a t  à 

2q composantes, définies respectivement par : 

o . . .  



T z ( x )  = [ ~ ( x ) ,  z t  (x) ,  ..., z(q-')(x), yl(x), 0 .  ., Yq(X,]  

( I I  - 4 - 6 )  

En d é f i n i s s a n t  un vec teur  v (x )  E mZq adéquat 

à p a r t i r  de y ( x )  e t  \Y(,) , l e  système ( I I  - 4 - 5 )  dev ien t  : 

( I I  - 4 - 7) 

T 
avec v ( x )  = [ ~ ( x ) ,  z t ( x ) ,  . - . , ~ ( q - l ) ( x ) , ~ ~ ( x ) ,  - Y ) ~ - ~ ( X ) ,  .. 

..., (-ilq* Y z ( x ) ,  (-l)q+lYl(X)] 



e t  co r r e spond  a u  schéma d e  s t i m u l a t i o n  s u i v a n t  : ( c f  F i g  - 29) 

- 
F i q  - 29 : S t r u c t u r e  du p r o c e s s u s  i n t e r p o l a t e u r  d ' u n e  f o n c t i o n  

s p l i n e  s o u s - t e n s i o n  d ' o r d r e  q avec o p é r a t e u r  d i f f é r e n t i e l  

l i n é a i r e .  

L ' é q u a t i o n  de  ? r o g r e s s i o n  d é f i n i s s a n t  numériquement 

Z(x)  es t  obtenue  p a r  i n t é g r a t i o n  de  l ' é q u a t i o n  d ' é t a t  (II - 4 - 7 )  

à p a r t i r  de s  c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s  v ( x + ) ,  
1 



I l  v i e n t  : 

w h~ [O, x ~ + ~ - x ~ [  ; v i = l ,  ..., n-1 

v(xi+h) = M(h). v(x:) ( I I  - 4 - 9 )  

a v e c  M(h) = exp  (Ah) 

Le c a l c u l  d e  M(h) p e u t  s ' e f f e c t u e r  p a r  l a  méthode 

c l a s s i q u e  d e s  matrices c o n s t i t u a n t e s ,  (GANTMACHER - 1 9 7 5 ) ,  basée  

s u r  l e  théorème s u i v a n t  : 

THEOREME : S o i t  M une m a t r i c e  carrée d ' o r d r e  n 

e t  f (%)  une f o n c t i o n  scalaire d e  % a d m e t t a n t  d e s  

d é r i v é e s  s u c c e s s i v e s .  

s i  5, 3 ,  - o . ,  3 ,  s o n t  les v a l e u r s  p r o p r e s  de  

M d ' o r d r e  d e  m u l t i p l i c i t é  nl, n2 ,  . . . , n k ,  a l o r s  une 

f o n c t i o n  d e  M ; f(M) s ' éc r i t  : 

k 

f(M) = 2 zij. f ( A i )  (II  - 4 -10) 

i=l j=l 

Zi j  s o n t  l e s  matrices c o n s t i t u a n t e s ,  i n d é p e n d a n t e s  

d e  f .  A t i t r e  d 'exemple ,  nous donnons l a  forme d e  M(h) a s s o c i é e  

à une f o n c t i o n  s p l i n e  hyperbolique (11-4-11 ) e t  une f o n c t i o n  spline 

t r i g o n o m é t r i q u e  d ' o r d r e  2 (II - 4 - 14) 

EXEMPLES : 

1' S p l i n e ç  h y p e r b o l i q u e s  : G = l  ; al=O ; a2 = 3 : 



I l  vient  : 

avec 

Les valeurs propres sont : 

e t  l e s  matrices consti tuantes s l écrivent : 



S o i t  : 

2O Fonc t ions  s p l i n e s  t r iqonomét r iques  d ' o r d r e  2  

On e s s a i e  d 'approcher  l a  s o l u t i o n  ( f  ( x )  = s i n x )  de  

l ' é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e  f"  + f  = O ,  e n  posant  

, L =(!LJ + (A-) O , s o i t  T = O  ; a l = l  e t  a 2 =  O 

De manière analogue les é q u a t i o n s  t h é o r i q u e s  d ' o p t i m a l i t é  

( p r i n c i p e  du maximum) condu i sen t  a u  sys tème m a t r i c i e l  s u i v a n t  : 
1 II - 4 - 1 2 )  



,-\Y ,(xj ( I I  - 4 - 12) 

don t  l e  p r o c e s s u s  i n t e r p o l a t e u r  est r e p r é s e n t é  c i - d e s s o u s  

( F i g  - 30) : 

F i q  - 30 

L ' i n t é g r a t i o n  du sys t ème  p a r  la méthode d e s  matrices 

c o n s t i t u a n t e s  a b o u t i t  a u x  é q u a t i o n s  s u i v a n t e s .  



4 

oh M(h) = exp(Ah) e s t  l a  matrice suivante  : 

( (h/2-1)sinh + hcosh) 

l 
((1-h)sinh - hcosh) l 

i 
(II - 4 - 14) 



I l  ne  reste p l u s  a l o r s  q u ' à  e x p l i c i t e r  l e  c a l c u l  

des  c o n d i t o n s  i n i t i a l e s  v (x') e n  i n i t i a l i s a n t  l e  v e c t e u r  v ( x t ) .  
1 1 

II - 4 - 3 : DETERMINATION DES CONDITIONS INITIALES 
+ 

v ( x i l  : - 

II - 4 - 3 - 1 : R e l a t i o n  e n t r e  v(x+) e t  v(x+ ) : -----------------------------------l--------i+l- 

La d é t e r m i n a t i o n  d e s  c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s  
C v (xi) s ' é t u d i e  p a r  l a  r é c u r r e n c e  désormais  c l a s s i q u e  p r é s e n t é e  aux 

pa rag raphes  ( I I  - 2 )  e t  ( I I - 3 ) ,  à p a r t i r  d ' une  é q u a t i o n  d s  r é c u r r e n c e  

l i a n t  les v e c t e u r s  v ( X I )  e t  v (x:+~). I l  v i e n t  : 

( I I  - 4 - 1 5 )  

avec 

\ 

0 - - 1 0 ~  
o . . .  . -  . O ,  

' q l 9 m l 2 ~  m12q = l è r e  l i g n e  de l a  m a t r i c e  M ( x ~ + ~ x ~ + ~  1 



+ II - 4 - 3 - 2 : Calcu l  de v(x12 : .............................. 

-T S o i t  Z ( x )  l e  v e c t e u r  de composantes 

Z(x) , Z ' ( x )  , . . . , z ( ~ - ' ) ,  z ( ~ )  ( x )  , dont  l a  première composante aux 

e x t r é m i t é s  du r é t e a u  e s t  imposée. 

La v a r i a t i o n  de  l a  f o n c t i o n n e l l e  @ ( y ( x ) )  ; 

( c f  9 II - 4 - 1 ; (R3)) c o n s é c u t i v e  à d e s  v a r i a t i o n s  i n f i n i m e n t  p e t i t e s  - - - s Y(X1) e t  6 z ( x n )  d e s  v e c t e u r s  z ( x l )  e t  ~ ( x , )  aux e x t r é m i t é s  
, 

du réseau  sbxprime pa r  les c o n d i t i o n s  de t r a n s v e r s a l i t  é 

( I I  - 4 - 1 6 )  

S i  l e s  d é r i v é e s  s u c c e s s i v e s  Z '  (xl) ,  . . . . , z ( ~ ) ( x ~ )  

( r e s p  Z ' ( x n )  , . . , z q ( x n ) )  ne s o n t  pas  f i x é e s ,  c e t t e  d e r n i è r e  

r e l a t i o n  é t a b l i t  l a  n u l l i t é  d e s  composantes de même rang  du v e c t e u r  

y (x,) ( r e s p  (xn) 1. 

w = 2,  ..., q .  
j 

( I I  ' -  4 - 1 7 )  

En d ' a u t r e s  termes, l e s  c o n d i t i o n s  l i m i t e s  du v e c t e u r  

v ( x )  aux e x t r é m i t é s  s o n t  l e s  s u i v a n t e s  : ( I I  - 4 - 1 8 )  



ivl(x:) :onnu 

e t  v  . (x ) f i x é  s i n o n  u  ( x )  = O  q + j - l  1 

q composantes du v e c t e u r  u(x;) ( r e s p  v(x,) é t a n t  f i x é e s  l e s  q  a u t r e s  

composantes s o n t  obtenues  à p a r t i r  : 

W j = 2, ..., 9 

e t  

\V~(X:) ;onnu 

( X  ) = O e t  v .  (X  ) f i x é  s i n o n  vq+j-l 

1 )  de 1 ' é q u a t i o n  de  p r o g r e s s i o n  ( I I  - 4 - 9 )  où 

( I I  - 4 - 1 8 )  

h est  t e l  que : h = X 2  - xl 

Z(x2) [1 O . . . . O  1 . M(x2 - xl) .v(xl)  

2) de  (q-1) é q u a t i o n s  l i n é a i r e s  e x t r a i t e s  de  l a  . 

z e l a t i o n  ( I I  - 4 - 1 5 )  i térée j u s q u ' a u  p o i n t  x i  e t  q u i  a b o u t i t  à 

( I I  - 4 - 1 9 )  : 

( I I  - 4 - 1 9 )  



Pour de f a i b l e s  v a l e u r s  de  q ( 2 , 3 ) ,  c e  système 

s e  résoud de manière fo rmel le .  

Les v e c t e u r s  v(x;) ; i 2, . ., n-1 se dédu i sen t  

de  v(x+) à p a r t i r  de  l ' é q u a t i o n  de  p r o g r e s s i o n  : 1 

pour t o u t  x E [ xi , ] , l a  f o n c t i o n  s p l i n e  

s o u s  t e n s i o n  d ' o r d r e  q s ' é c r i t  : 

+ + 
f ( x )  = mllvl(xi) + rn12 v2(xi) + . . . + m1Zqv24x:) 

où l e s  rn s o n t  d e s  f o n c t i o n s  de (x-xi) d é f i n i s s a n t  les é léments  
l j  

de  l a  première l i g n e  de  l a  m a t r i c e  M .  

II - 4 - 4 : REALISATION DU PROCESSUS INTERPOLATEUR : 

Le p r i n c i p e  e s t  en  t o u t  p o i n t  i d e n t i q u e  à c e l u i  

exposé  pour les  f o n c t i o n s  s p l i n e s  polynomiales e t  sous- tens ion 

d ' o r d r e  2 ( c f  9 II - 2 - 5 & 9 II - 3 - 5 ) .  

Par  a i l l e u r s ,  il conv ien t  de  r a j o u t e r  dans  
+ 

l 'organigramme de c a l c u l  de v(x  ), d e s  bouc les  de programme q u i  1 
t i e n n e n t  compte de  l ' i n v e r s i o n  de  l a  m a t r i c e  N e t  du c a l c u l  d e s  

m a t r i c e s  c o n s t i t u a n t e s .  



Nous p résen tons  c i -dessous  l e  schéma de r é a l i s a t i o n  

hybr ide  d e s  f o n c t i o n s  s p l i n e s  s o u s  t e n s i o n  d ' o r d r e  q  g é n é r a l i s é e s ,  

dont l e  fonctionnement est i d e n t i q u e  e n  t o u t  p o i n t  à c e l l e  exposée 

pour les  f o n c t i o n s  s p l i n e s  d ' i n t e r p o l a t i o n  d ' o r d r e  2 ( c f  9 II - 2 - 5 ) .  







II - 5 : APPLICATION AU CALCUL DES FONCTIONS PLINES D'AJUSTEMENT 

D'ORDRE cl: 

If - 5 - 1  Introduction : 

Jusqu'à présent, nous avons é tud ié  l e  cas des 

fonct ions dont l e s  valeurs aux neouds du réseau é ta ien t  connues avec 

préc is ion .  

En général, ces va leurs  sont souvent entachées d 'e r reurs  

(e r reurs  de mesures dues à l 'expér imenta t ion) .  

Dans ce cas, l a  f onc t i on  f ( x )  n ' es t  p l u s  cont ra in te  

à passer par ces po in t s  e t  on recherche un compromis en t re  

l 'approx imat ion  de f e t  l 'a justement  des valeurs yi ( c f  F i g  - 32) 

Fonct ion 

sp l i ne  d'ajustement 

Fonct ion sp l i ne  

d ' i n t e r p o l a t i o n  Y 

F i q  32 : Ajustement d'un réseau { xi, Yi) par  une 

fonc t i on  sp l ine .  



La f o n c t i o n  recherchée  d o i t  donc s a t i s f a i r e  deux 

o b j e c t i f s  : 

a )  La courbe cor respondan te  d o i t  ê t r e  l a  p l u s  

douce p o s s i b l e ,  

b) s o u s  r é s e r v e  de  ( a )  ', f  ( x )  d o i t  a j u s t e r  l e s  v a l e u r s  

yi de t e l l e  s o r t e  que 1 ' é c a r t  ( f ( x i )  - yi) s o i t  l e  

p l u s  p e t i t  p o s s i b l e .  

Les f o n c t i o n s  q u i  r é a l i s e n t  c e  compromis s o n t  n o t é e s  

f o n c t i o n s  s p l i n e s  d ' a jus tement  ou de l i s s a g e  (P.J. LAURENT, 1972) .  

En u t i l i s a n t  l ' a l g o r i t h m e  du p rocessus  i n t e r p o l a t e u r ,  

nous proposûns de dé te rminer  l e u r  e x p r e s s i o n  a n a l y t i q u e  dans  t o u t  

i n t e r v a l l e  où e l l e s  s o n t  d é f i n i e s ,  simplement à p a r t i r  de que lques  

p r o p r i é t é s  de base.  

Par a i l l e u r s ,  l ' u t i l i s a t i o n  de  l a  t h é o r i e  de l a  

commande opt imâle  d e s  systèmes dynamiques permet de  d é d u i r e  d e s  

théorèmes fondamentaux r e l a t i f s  aux f o n c t i o n s  s p l i n e s  d ' a j u s t e m e n t ,  

fréquemment u t i l i s é s  e n  a n a l y s e  numérique (LAURENT - 1971) ,  montrant  

a i n s i  l e  l i e n  é t r o i t  e x i s t a n t  e n t r e  l a  t h é o r i e  de  l ' i n t e r p o l a t i o n  

e t  c e l l e  de  l a  commande op t imale .  

II - 5 - 2 : QUELQUES PROPRIETES DES FONCTIONS SPLINES 

D 'AJUSTEMENT D 'ORDRE Q_: 

Les f o n c t i o n s  s p l i n e s  d ' a jus tement  d ' o r d r e  q d é f i n i e s  

s u r  l e  r é s e a u  [ xi,  zi 6 ; W i-1, . . . , n ) ordonné p a r  l a  r e l a t i o n  



s o n t  c a r a c t é r i s é e s  p a r  l e s  p r o p r i é t é s  s u i v a n t e s  : 

S1)  f  ( x )  a i n s i  que ses d é r i v é e s  j u s q u ' à  1 ' o r d r e  

Zq-2 s o n t  c o n t i n u e s  s u r  l ' i n t e r v a l l e  [xl,xn] C R 

5 2 )  f ( x )  minimise dans  l ' e s p a c e  d e s  f o n c t i o n s  f ( x )  

du carré sommable e t  s a t i s f a i s a n t  ( S l ) ,  l a  

f o n c t i o n n e l l e  de  forme 

5 3 )  Sur  t o u t  i n t e r v a l l e  pi , xi+l] ; k/i=l, ..., n-1 

f ( x )  est une f o n c t i o n  polynomiale d e  d e g r é  2q-1. 

En f a i t ,  ( ~ 3 )  c o n s t i t u e  un c o r o l l a i r e  de  (51)  e t  (52) .  

REMARQUE : 

L ' i n t r o d u c t i o n  du terme de p é n a l i s a t i o n  dans  l e  

deuxième membre de l a  f o n c t i o n n e l l e  ga rde  l a  s t r u c t u r e  du p rocessus  

i n t e r p o l a t e u r  i n i t i a l e m e n t  d é f i n i  dans  L ' e space  d ' é t a t ,  mais modif ie  

l e s  c o n d i t i o n s  de t r a n s v e r s a l i t é .  



I l  s ' e n  s u i t  que d a n s  t o u t  i n t e r v a l l e  [ x i  , [ , 
l a  f o n c t i o n  Z(x)  a p p a r a i t  comme l a  s o r t i e  du sys t ème  dynamique 

s u i v a n t ,  n o t é  p r o c e s s u s  d ' a j u s t e m e n t  ( F i g  - 33)  

' z ( q )  z ( q - l )  ( x )  

u (X  1 .-FIT-[.. ! . . . . . - p f ~ l ~ r T ~ ~ ~ T ~ ~ x  I LA 1 ) 

- - -  - - - -A - - -  - - -  -- - -  - - --- 

z ( q - l )  (Xi) Z1I (xi ) Z1(x i )  z (x i )  

F i q  - 33 

- 
En d é f i n i s s a n t  l e  v e c t e u r  Z ( x )  p a r  : 

ce s y s t è m e  p e u t  se r e p r é s e n t e r  d a n s  l ' e s p a c e  d ' é t a t  

de l a  man iè re  s u i v a n t e  : 

T où : b = 0 0  . 0  ; c= [1,0 ,...., O ]  (II - 5 - 1 )  
-I 



C e t t e  d e r n i è r e  fo rmula t ion  permet de r é s o u d r e  l e  

problème par  a p p l i c a t i o n  d e s  é q u a t i o n s  t h é o r i q u e s  d ' o p t i m a l i t é  e t  

des  c o n d i t i o n s  de  t r a i s v e r s a l i t é  que nous proposons de  dé te rminer .  

II - 5 - 3 : COMMANDE OPTIMALE DES PROCESSUS : 

II - 5 - 3 - 1 : Equat ions  t h é o r i q u e s  d ' o p t i m a l i t é  : .................................................. 

S i  H e s t  l a  f o n c t i o n  Harniltonien du problème 

d é f i n i  pa r  l es  p r o p r i é t é s  ( S l )  e t  (SZ), e t  pa r  1 ' é q u a t i o n  ( I I  - 5 - l ) ,  

a l o r s  dans t o u t  i n t e r v a l l e  xi , [ , l a  commande u ( x )  cherchée 

e s t  c e l l e  q u i  maximise H .  

2 
H = - - 1 u (XI  + i y T . ( ~ . Z ( x )  + ~ . u ( x ) )  ( I I  - 5 - 2) 

2  

I l  v i e n t :  

ti i = l? ...? n-1 (If - 5 - 3: 



L ' é v o l u t i o n  du v e c t e u r  -( ( x )  dans  t o u t  i n t e r v a l l e  

1 x i  9 x i + l [  ; W i = 1,. . . . - 1  es t  r é g i e  p a r  : 

a )  Le système d  ' é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  ( é q u a t i o n  

de  HAMILTON-PONTRYAGUINE) : 

qu i  s ' éc r i t  : 

( I I  - 5 - 4) 

b )  Les c o n d i t i o n s  de t r a n s v e r s a l i t é  s u r  l e  v e c t e u r  y ( x )  

aux e x t r é m i t é s  xl e t  x du r é s e a u .  n  
Du f a i t  de l ' i n t r o d u c t i o n  du terme de p é n a l i s a t i o n ,  c e s  

c o n d i t i o n s  s o n t  modi f i ées  de l a  manière s u i v a n t e .  

II - 5 - 3 - 2 : Condi t ions  de t r a n s v e r s a l i t é  : ............................................. 

Pour d é t e r m i n e r  ces c o n d i t i o n s ,  on é t u d i e  l a  

v a r i a t i o n  de l a  f o n c t i o n n e l l e  s u i v a n t e  : 



c o n s é c u t i v e  à une v a r i a t i o n  6 Z ( x )  de y ( x ) ,  

1 où f est  une  f o n c t i o n  d e  dasse C s u r  [xl , xn]  , a u t r e m e n t  d i t  : 

f e t  df s o n t  c o n t i n u e s  

d?(x)  

r 
en p o s a n t  : cT = ~ 1 ~ 0 , .  . .,O] e t  f-' ~ ( ~ 1  = !?!(XI 

La v a r i a t i o n  J d e  l a  f o n c t i o n n e l l e  3 s u r  Lx1, x,,] s 'écrit  : 

( I I  - 5 - 6 )  

/ Or l a  p r o p r i é t é  (51 )  q f- non c o n t i n u e  s u r  [xl , xn ]  
Z(x> 



( I I  - 5 - 8)  

I l  s ' e n  s u i t  que  : 

( I I  - 5 - 9 )  

En développant l e  deuxième membre e t  e n  groupant l e s  

t e r m e s ,  on o b t i e n t  f ina lement  : 



6 3  = O ==A> Les c o n d i t i o n s  de t r a n s v e r s a l i t é  s o n t  a l o r s  : 

yi,<x;1 = fl(Z(xl) - zl) ( I I  - 5 - 11) 

yj(x;) = O ; W j=2,  ..., q 

( I I  - 5 - 12 )  

; W j =2 ,  . . , q  ( I I  - 5 - 13) 

( I I  - 5 - 14) 



f 
e t  f- - d  f~ = O n ' e s t  a u t r e  que l ' é q u a t i o n  d'EULER. 

Z(x> - 
dx 

Compte t e n u  de  ( I I  - 5 -14),  l a  première  équa t ion  

de ( I I  - 5  '- 1.3) s 'écrit  : 

( - 1 )  ( ~ ( ~ q - l ) ( x ? )  1 - Z (2q-1) x  = i . z i - Z x i  ( I I  - 5 - 1 5 )  

Les r e l a t i o n s  ( I I  - 5 - 11 +> II - 5 - 15)  

c o n s t i t u e n t  l e s  c o n d i t i o n s  aux l i m i t e s  du problème i n i t i a l e m e n t  posé, 

e t  pe rmet ten t  de c a l c u l e r  l e  p rocessus  d ' a j u s t e m e n t  a s s o c i é  à l a  

f o n c t i o n  Z (x ) . 

II - 5 - 4 : STRUCTURE DU PROCESSUS D'AJUSTEMENT : 

Les é q u a t i o n s  t h é o r i q u e s  d ' o p t i m a l i t é  ( I I  - 5 - 3 e t  

II - 5 - 4 )  a i n s i  que l a  fo rmula t ion  du problème dans  l ' e s p a c e  

d ' é t a t  ( I I  - 5 -1) a b o u t i s s e n t  au  système m a t r i c i e l  s u i v a n t  : ( I I  - 5 - 1 6 :  



Notons J l a  ma t r i ce  de ce système e t  z (x )  l e  vecteur  

d ' é t a t  à 2q composantes, respect ivement d é f i n i e s  par  : 

6 

o . . . , .  

e t  $ ( x )  = [ ~ ( x ) ,  z'(x),...z 

( I I  - 5 - 17) 

Si on e f f e c t u e  l a  t r ans fo rma t i on  su ivan te  su r  l e s  

composantes de 7 T(x )  

( I I  - 5 - 18) 



a v e c  - 

l e  s y s t è m e  ( I I  - 5 - 1 6 )  d e v i e n t  : 

(II - 5 - 1 9 )  

Ce q u i  c o r r e s p o n d  a u  schéma de s i m u l a t i o n  s u i v a n t  : 



Fiq - 34 

L 'équa t ion  de  p rogress ion  d é f i n i s s a n t  complètement 

] e s t  obtenue par  i n t é g r a t i o n  Z(x) dans  chaque i n t e r v a l l e  [xi, 

de l ' é q u a t i o n  d ' é t a t  précédente  : ( I I  - . 5  - 19) à p a r t i r  de 

c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s  v  ( X I )  . 

11 v i e n t  : 

W h  € [O, X ~ + ~ - X ~ [  ; W id, . . . , n.-1 

( I I  - 5 - 20) 
v(xi + h)  = M(h) . v ( x r )  ; 



Cmme pour l e s  f o n c t i o n s  s p l i n e s  polynomiales 

sous- tens ion,  l e  c a l c u l  du p rocessus  d ' a jus tement  e s t  basé  s u r  l ' e x i s t e n c e  
+ 

d 'une équa t ion  de  r é c u r r e n c e  e n t r e  l e s  v e c t e u r s  v(xi)  e t  V(X:+~) 

que nous 'proposons  d ' e x p l i c i t e r .  

Nous i n i t i a l i s o n s  e n s u i t e  c e t t e . r e l a t i o n  e n  

c a l c u l a n t  l e  v e c t e u r  v ( X I ) .  

II - 5 - 5 : CALCUL EXPLICITE DU PROCESSUS D'AJUSTEMENT : 

+ + II - 5 - 5 -1 : R e l a t i o n  e n t r e  v  (x .  ) e t  v (xi+l) : ----------------------------------l-------- 

Ecr ivons  l ' é q u a t i o n  de  p rogress ion  

( I I  - 5 - 20) e t  e x p l i c i t o n s  l a  p r o p r i é t é  de  c o n t i n u i t é  ( S I )  de  Z(x) 

sous  forme m a t r i c i e l l e  : il v i e n t  ; W i = 1, .., n-1 

- 
v (xi+,) = M ( X ~ + ~ - X ~ )  v (x:) ( I I  - 5 - 21) 

[ o . .  . . . . O ]  
- L o . . . . .  

( I I  - 5 - 22) 



+ 
La d e r n i è r e  composante v2q(xi+l) est  i s s u e  de  l a  

c o n d i t i o n  de  t r a n s v e r s a l i t é  ( I I  - 5 - 1 3 )  que l ' o n  peu t  écrire s o u s  

l a  forme : 

(Z(xiCl) - Zi+l 
( I I  - 5 - 23) 

En i n j e c t a n t  c e t t e  r e l a t i o n  dans  ( I I  - 5 - 22) e t  e n  

remplaçant  v ( x L l )  p a r  ( I I  - 5 - 21) on o b t i e n t  : 

( I I  - 5 - 24) 



S o i t  s o u s  forme abrégée  : 

En n o t a n t  : 

( I I  - 5 - 25) s 'écrit  : 

( I I  - 5 - 25) 

( I I  - 5 - 26)  

( I I  - 5 - 27) 

En a p p l i q u a n t  une s t r a t é g i e  analogue à c e l l e  du 

paragraphe ( I I  - 4 - 3 - 21, on c a l c u l e  les  conditions l i m i t e s  

v(x+) à p a r t i r  de  1 ' i n i t i a l i s a t i o n  de  v(x;). 
1 

II - 5 - 5 - 2 : Calcu l  du v e c t e u r  v(x;i : ...................................... 

L ' é q u a t i o n  ( I I  - 5 - 25) i t é r é e  l e  long  du réseau  

jusqu 'au  p o i n t  x -  a b o u t i t  à 1 ' équa t ion  m a t r i c i e l l e  désormais  c l a s s i q u e ,  n 

( I I  - 5 - 28) 



q u i  c o n s t i t u e  un système de 2q équat ions l i n é a i r e s .  

Compte t enu  des cond i t i ons  aux l i m i t e s  ( I I  - 5 - 11) , 
+ 

(resp) , (II - 5 - 12)  .pour l e s q u e l l e s  l e s  inconnues sont  v, (x, ) , . . . . . 
I I 

v (x+) e t  v (x+) ( resp vl(x-'): v2(x;), . . . , v (x-1 e t  v -x-) OU 
q 1 2q 1 2q n 

b i e n  de l a  f i x a t i o n  des (q-1) premières dér i vées  en x; (resp (q-1) première: 
+ 

dér ivées en xn) pour l e s q u e l l e s  l e s  inconnues sont  vl(xl) e t  vWi(x;), 

. . .., vZq(xf) ( resp v1(xi) e t  v (x-)  .. . . .v (x-1, on peut  e x t r a i r e  
q+l  ,n 2q n 

du système ( I I  - 5 - 28) un système de q équat ions à q+l inconnues. 

En expr imant (x;) e t  Vil ( x i )  respect ivement en f o n c t i o n  

de Z(xl) e t  Z ( X ~ )  : ( I I  - 5 - 11 e t  II - 5 - 12), on o b t i e n t  un 

système de q équat ions à q inconnues. 

La (q+l)ième inconnue du vec teur  v ( x l )  e s t  a l o r s  

i s sue  à p a r t i r  de l a  c o n d i t i o n  l i m i t e  : 

EXEMPLE : q = 2 : 

+ ( I I  - 5 - 29) 
v ( x ~ )  = P.v(xl) + q , 

l0 - S i  -------1----------- Z1(x+) f i x é  e t  y! 2--n----- (x-) = O : 

( I I  - 5 - 30)  



20-s i  z f  (x+) e t  Z f  ( x - j  f i x é s  : ----------1---------n------- 

3O - Si ----------2--1--=-,----------------- (x+) - O e t  Z 1  (x-) f i x é  : 

- (II - 5 - 31) 

(II - 5 - 32) 

- 
z ( x i )  

- - 

1'44 
L 



40 - si Y (x+) = Y (x;) = O : ----------2--1------2-------- 

(II - 5 - 3 3 )  

+ La d é t e r m i n a t i o n  d e s  v e c t e u r s  v(xi )  ; i - 2 ,  . , n-1 

u t i l i s e  l a  p r o p r i é t é  de  c o n t i n u i t é  de Z(x) ,  pour les (2q-1) p remiè res  

composantes : 

I l  v i e n t  : 



La d e r n i è r e  composante e s t  obtenue à p a r t i r  de  l a  

d e r n i è r e  l i g n e  de l ' é q u a t i o n  de p rogress ion  e t  de  l a  c o n d i t i o n  

l i m i t e  ( I I  - 5 - 1 5 )  : 

s o i t  

II - 5 - 6 : REALISATION DU PROCESSUS D'AJUSTEMENT : 

Le schéma hybr ide  développé a u  paragraphe p récéden t  

( 5 II - 4)  e s t  a p p l i c a b l e  au  p rocessus  d ' a jus tement  s o u s  r é s e r v e  de  

n u l l i t é  d e s  c o e f f i c i e n t s  a i  ( c f  F ig  - 31) .  

Nous p résen tons  c i - j o i n t  l 'organigramme cor respondan t  à 

l a  séquence d ' o p é r a t i o n s  e x p l i c i t é e s  précédemment. 









11 - 6 : I N S T A B I L I T E  N U M E R I Q U E  : 

Lorsque l e  nombre n de  p o i n t s  à 

interpeller, d 'un  r é s e a u  {xi ,  yi ; id, . . . ,n  1 est  élevé,  

l e  r é s u l t a t  obtenu 21 p a r t i r  de 1 'appl i  c a t i o n  de  1 ' a l g o r i t h e  

p récéden t  peut  ê t r e  l e  s u i v a n t  ( c f  Fig  - 11-6-1) 

Fiq - 11-6-1 

Le comportement de l a  courbe d é c r i t e  s u r  c e  



graphique ne peu t  en  aucun c a s  s ' e x p l i q u e r  à p a r t i r  d e s  s e u l e s  

données d ' i n t e r p o l a t i o n .  

Pour s 'en conva inc re ,  il s u f f i t  de résoudre  l e  

même problème a v e c  un programme dans  l e q u e l  l e s  v a r i a b l e s  s o n t  

r e p r é s e n t é e s  en  s imple  p r é c i s i o n  p u i s  a v e c  l e  même programme où 

les  v a r i a b l e s  s o n t  d é f i n i e s  en  double  p r é c i s i o n .  

il e x i s t e  d e s  données pour l e s q u e l l e s  l e s  

r é s u l t a t s  du premier  programne d i v e r g e n t  ( c f  Fig  -114-2) a l o r s  

que l ' i n t e r p o l a t i o n  i s s u e  du deuxième programme e s t  encore  

a d m i s s i b l e  ( c f  F ig  - 11-6-3) 

Fia - 11-6-2 



Fiq  -11-6-3 

Le comportement i n s t a b l e  d e  l a  courbe  

d ' i n t e r p o l a t i o n  est  donc e x p l i c a b l e  à cause  d e s  e r r e u r s  

i n t r o d u i t e s  p a r  l a  t r o n c a t u r e  des nombres r e p r é s e n t é s  e n  mémoire 

du c a l c u l a t e u r .  

On a a i n s i  a f f a i r e  à un problème d ' i n s t a b i l i t é  

numérique. 

Considérons  maintenant  l e  mécanisme de c e t t e  

i n s t a b i l i t é .  



L ' a l g o r i t h m e  du "p rocessus  i n t e r p o l a t e u r "  dgtermine  , 
+ 

à p a r t i r  d 'un  r é s e a u  de p o i n t s ,  un v e c t e u r  v ( x  ) obtenu comme i a  1 

s o l u t i o n  d 'un  sys tème  l i n é a i r e  ( CHfiP II. ; II- 2-3?) 

Ce v e c t e u r  v  (x+) i n d u i t  1 ' i n t e r p o l a t i o n  s u r  1 

1 ' i n t e r v a l l e  Exl , x2 [ . 

De même, l ' i n t e r p o l a t i o n  s u r  un i n t e r v a l l e  

Lxi ' i+ l [  est c a r a c t é r i s é e  p a r  un v e c t e u r  de paramètre  

C e  d e r n i e r  es t  co rne  on l ' a  vu,  re l ié  au 

p récéden t  p a r  une r e l a t i o n  a f f i n e  : 

Cette d e r n i è r e  r e l a t i o n  nous permet de  c a l c u l e r  

l a  s u i t e  { + v  x i  ; 2  . . . , n -  à p a r t i r  du c a l c u l  i n i t i a l  3 

Considérons  maintenant  une e r r e u r  5 v (x;) 

i n t r o d u i t e  l o r s  du c a l c u l  de  v ( x i ) .  

On n o t e  $ ( X I )  l ' e s t i m a t i o n  (contenue dans l a  

mémoire du c a l c u l a t e u r )  de v  (x;), il v i e n t  a l o r s  : 



L ' e r r e u r  i n d u i t e  v (x+) s u r  1 ' e s t i m a t i o n  2 
rJ 
v ( x i )  est a l o r s ,  dans  l e  c a s  l e  p l u s  f a v o r a b l e  où A ( 3 )  e t  b ( 3 )  

s o n t  r e p r é s e n t é s  s a n s  e r r e u r ,  d é t e r m i n é e  p a r  l a  d i f f é r e n c e  d e s  

deux é q u a t i o n s  d ' é t a t  s u i v a n t e s  : 

v(x;) = ~ ( 3 )  .v(x;) + b ( 3 )  e n  t h é o r i e  

r~ ~ ( x ; )  = A(3) .v (x l )  + + b ( 3 )  p a r  c a l c u l .  

11 v i e n t  donc  : 6v(x;)  = A(3) . 6 v(x;) 

i + l  

i v x  = [ j . cv(x ; )  
(II- 6 - 4  

e t  e n  i t é r a n t  

   erreur i n i t i a l e  6 v(x;) est  a i n s i  r é p e r c u t é e  

s u r  l e s  p a r a m è t r e s  d ' i n t e r p o l a t i o n  d e s  segments  [ Xi, ' i+ l  [ du 

r é s e a u .  

Dans l e  cas où l e  r ayon  s p e c t r a l  d e  A ( i )  e s t  

é g a l  à 1, 1 ' e r r e u r  commise d a n s  l e  c a l c u l  de  u(x;) se r é p e r c u t e  

+ 
s u r  v (x i )  en  se cumulant  a v e c  les e r r e u r s  de  t r o n c a t u r e  commises 

e n  c a l c u l a n t  : 



Dans l e  cas où l e  rayon s p e c t r a l  d e  A ( i )  es t  

s u p é r i e u r  à 1, a l o r s  d v ( x 1 )  t e n d  v e r s  l ' i n f i n i  l o r s q u e  i 

t e n d  v e r s  l ' i n f i n i .  

On p e u t  mon t re r  p a r  a i l l e u r s  que  l e  rayon s p e c t r a l  

d e  A ( i )  es t  t o u j o u r s  s u p é r i e u r  ou é g a l  à 1. 

Une manière  d e  p a r e r  à ces e r r e u r s  c o n s i t e  a l o r s  

à r e n d r e  indépendan te  1 ' e r r e u r  & v ) e t  l e s  e r r e u r s  p r é c é d e n t e s .  

II - 6 - 1 : STRATEGIE E N  "BOUCLE FERMEE" : 

La méthode proposée  e s t  i s s u e  d e  c o n s i d é r a t i o n s  

e x p é r i m e n t a l e s  s u r  l e s  courbes  ob tenues  e n  cas d 1 i n s t a b i l i t 6  

numérique. 

Le d é b u t  du tracé de  l a  courbe  est  a d m i s s i b l e  

p u i s  d i v e r g e  e t  ceci, que lque  s o i e n t  l es  données  qu 'on  a pu r e n t r e r .  

Le remède à l ' i n s t a b i l i t é  e s t  a l o r s  s imp le .  



Chaque t r a c é  d o i t  ê t r e  c e l u i  d 'un  début  de 

courbe.  

Pour c e l a ,  on c o n s i d è r e  l e  réseau  : 

On c a l c u l e  v ( x  ) en f a i s a n t  une e r r e u r ,  on 1 

t r a c e  l a  f o n c t i o n  obtenue s u r  Lx1, x 2 ]  e t  c e  f a i s a n t ,  on 

o b t i e n t  v ( x 2 ) ,  v ' (x2) , V I '  (x2) b 

On c o n s i d è r e  a l o r s  l e  nouveau r é s e a u  

r a c c o r d é  a u  p récéden t  à l ' o r d r e  1 e t  on c a l c u l e  a l o r s  v(x;), a p r è s  

+ 
a v o i r  f a i t  d e s  e r r e u r s ,  comme s i  on ne c o n n a i s s a i t  p a s  v (x l ) ,  etc.. 

Du f a i t  de 1 ' u n i c i t é  de l a  s o l u t i o n ,  c e t t e  v a l e u r  

de v(x;) e s t  é g a l e  à c e l l e  dé te rminée  p a r  l e  pas p récéden t  dans  

l e  c a s  où il n ' y  a pas  d ' e r r e u r  de c a l c u l .  

Dans l e  c a s  c o n t r a i r e ,  il y a d i s c o n t i n u i t é  de  l a  

d é r i v é e  seconde aux noeuds. 



En d ' a u t r e s  termes, on r e c a l e  l a  d é r i v é e  

seconde de manière à l i m i t e r  l ' a m p l i t u d e  de  l a  courbe obtenue.  

L ' a r b r e  programmatique cor respondan t  à c e t t e  

s o l u t i o n  est l e  s u i v a n t  : 

Tracer  l a  courbe  + 1r-l 
/ C a l c u l e r  y '  (x? )  1 LGk-q-1 

à p a r t i r  du 

r é s e a u  i n i t i a l  

x i , y i ; = ,  [y'(X1)1 , [ y ' ( x n j 1  

S E P  

Trace r  l a  c o u r b e '  
L 

s u r  ; xi, xi+l[ 

C a l c u l e r  v ( x i )  à p a r t i r  C a l c u l e r  y ' (xi+l) 
I 

du réseau  I 

La procédure ÇPR e s t  c e l l e  exposee dans  l e  précé- 

-sent  paragraphe.  



C e t t e  u t i l i s a t i o n  de  l ' a l g o r i t h m e  du 

p rocessus  i n t e r p o l a t e u r  e s t  n a t u r e l l e m e n t  très l o u r d e  en temps de  

c a l c u l  inais l a  f i a b i l i t é  d e s  r é s u l t a t s  est  a l o r s  b i e n  s u p é r i e u r e .  

A t i t r e  d'exemple, l e s  courbes  s u i v a n t e s  

r e p r é s e n t e n t ,  s u r  l e  même diagramme, l e s  s o l u t i o n s  i s s u e s  d 'une  

a p p l i c a t i o n  d i r e c t e  de  l ' a l g o r i t h m e  du p rocessus  i n t e r p o l a t e u r  

e t  de  l ' a p p l i c a t i o n  "en boucle  fermée" du même a l g o r i t h m e  . 

II - 6 - 2 : STRUCTURE DU PROCESSUS INTERPOLATEUR 

EN BOUCLE FERMEE : 

De manière  à mettre e n  évidence l e  bouclage 

i n t r o d u i t  dans l ' a l g o r i t h m e ,  au  niveau du b l o c  de  c a l c u l ,  nous 

d é f i n i s s o n s  l a  s t r u c t u r e  du p rocessus  i n t e r p o l a t e u r  e n  boucle  

fermée s u i v a n t e  ( Fig 11 4 - 5 )  



F i g  11-5-5 : STRUCTURE DU PROCESSUS INTERPOLATEUR EN BOUCLE FERMEE 

1- 

Ce t te  s t r u c t u r e  met en évidence l ' e x i s t e n c e  d'une 

boucle de r e t o u r  e n t r e  l e s  ca l cu la teu rs  analogique e t  numérique e t  

correspond b i e n  à une s t r u c t u r e  en boucle fermée. 

En p a r t i c u l i e r ,  l a  c o n d i t i o n  i n i t i a l e  v3(xi) 

: 1 
1 
I 
l 
l 

l 

I 
l 

v,(xi) 

( qu i  n ' e s t  au t re  que l a  commande u) e s t  déterminée à p a r t i r  du 

vecteur  d ' é t a t  zT(xi) = [vl(x;) , v Z ( x i )  ] à c e t t e  abcisse, e t  

v, ( X I  l ! 

v,(xI) 

des composantes v (x- ) e t  v 2 ( x i )  ( resp v3(xn) fu tu res ,  conformément 
1 i+l 

arbre programmatique ( ~ i g  11-6-4) 

Ca lcu l  de v4(xz) e t  v3(x;) à p a r t i r  de 

X 9 X i + l 9  
" ' 9  x n e t  

Z(x=), Z(xi++ * * * y  z(xn) v,(x~) vl(xy+l)l , - 
m 

v3 (xi v2(xi) v, (x, 



II - 6 - 2 - 1 : R é a l i s a t i o n  du p rocessus  ........................ 
i n t e r p o l a t e u r  e n  boucle  fermée : .............................. 

2hP 

Le schéma correspondYa une r é a l i s a t i o n  hybr ide  es t  

i l l u s t r é  ( ~ i ~  II -6 -6) 

Le c a l c u l a t e u r  ana log ique  e f f e c t u e  pa r  i n t é g r a t i o n  

l e  c a l c u l  de  l a  t r a j e c t o i r e  s u r  t o u t  i n t e r v a l l e  C X i '  "i+l[ .  

Ce c a l c u l  e s t  i n i t i a l i s é  au  p o i n t  x=xl à p a r t i r  du 

t r a n s f e r t  p a r  l e  c a l c u l a t e u r  numérique d e s  composantes i n i t i a l e s  : 

- Z ' x s u r  l ' e n t r é e  BO de l ' i n t é g r a t e u r  N o l ,  

- Z1'(xl) s u r  l ' e n t r é e  B 1  de l ' i n t é g r a t e u r  NO2 e t  x2  

s u r  l ' e n t r é e  8 2  du comparateur.  

Le c s l c u l a t e u r  ana log ique  e s t  a l o r s  en  mode o p é r a t i o n .  

Lorsque i a  s o r t i e  du comparateur commute, ce q u i  

s i g n i f i e  que x est s o r t i  de  l ' i n t e r v a l l e  [ xl, x2  [ , l e  c a l c u l a t e u r  

ana log ique  t r a n s f e r t  l e s  v a l e u r s  ~ ( x ; )  e t  Z'(x;) a u  c a l c u l a t e u r  

numérique q u i  f o u r n i t  à son  t o u r  les n o u v e l l e s  e n t r é e s  - Z '  ' ' (x ) s u r  2 

l a  borne BO, -Zf'(x2) s u r  l a  borne B 1  e t  l ' e n t r é e  x3 s u r  l a  borne  82. 

Ce p rocessus  e s t  a i n s i  r é p é t é  s u i v a n t  l e  schéma 

( ~ i g  11-6-7)jusqu1à ce  que x devienne é g a l  à xn,  c e  q u i  déclenche 

l ' a r r ê t  du c a l c u l a t e u r  analogique.  



Fig II -6 -6 REALISATION HYBRIDE DU PROCESSUS INTERPOLATEUR EN BF : 
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X1 

iB1 
BO 
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4 t L 

Z ( x I )  
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1 * Mise e n  c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s  du 

c a l c u l a t e u r  ana log ique  

* Calcu l  de v (x l )  à p a r t i r  d e s  

données du problème 

* S o r t i e  d e s  v a l e u r s  i n i t i a l e s  

i 
l 

+X 1 

i * S o r t i e  d e s  cons ignes  

-Zw(xl)  s u r  BO 

- Z" (xl)  s u r  B1 

'2 s u r  8 2  

* Mise en o p é r a t i o n  du CA 

Fig 11-6-7 

1 C a l c u l a t e u r  numérique 

--1 

en a t t e n t e  1 
l 

,.J 

i n -  

i 

v d7 

C a l c u l a t e u r  ana log ique  
1 
l 
1 e n  o p é r a t i o n  
1 

1 Mise en mode mémoire 

/ du c a l c u l -  ana log ique  / 
F I N  l 

l A c q u i s i t i o n  de  

d7 

S o r t i e  de x ~ + ~  s u r  82 



II - 6 - 3 : METHODE DE DECOMPOSITION EN SOUS RESEAUX : 

Une deuxième méthode de r é s o l u t i o n  du problème 

d ' i n s t a b i l i t é  numérique c o n s i s t e  à décomposer l a  courbe à génére r  

e n  une s u c c e s s i o n  de morceaux de  courbes  numériquement s t a b l e s ,  

d e f i n i e s  s u r  d e s  sous-réseaux,  p u i s  à l es  r a c c o r d e r  e n t r e  eux.  

Chaque morceau de  courbe e s t  r e p r é s e n t é  p a r  une 

f o n c t i o n  s p l i n e  d ' o r d r e  q ,  s a t i s f a i s a n t  l e s  p r o p r i é t é s  

( P l  _..p P4 : c f  § II - 2 - l), e t  c o n s i d é r é  comme l a  t r a j e c t o i r e  

i s s u e  d 'un  p rocessus  i n t e r p o l a t e u r .  

La s t r u c t u r e  e t  l e  c a l c u l  de chacun d e s  p rocessus  

i n t e r p o l a t e u r  s o n t  é t a b l i s  p a r  l ' a l g o r i t h m e  p r é s e n t é  aux paragraphes  

p récéden t s .  

Le raccordement de ces t r a j e c t o i r e s  est  r é a l i s é  

de  manière à a s s u r e r  l a  c o n t i n u i t é  de l a  f o n c t i o n  a i n s i  que  de  ses 

d é r i v é e s  jusqu ' à 1 ' o r d r e  (q-1) . 

S i  nous f a i s o n s  choix  d 'une  s u b d i v i s i o n  R .  du 
J 

r é s e a u  R = [ x l ,  xn ] , t e l  que ( I I  - 6 - 7 ) 

( I I  - 6 - T )  

s o n t  deux sous-réseaux c o n s é c u t i f s  v é r i f i a n t  l e s  c o n d i t i o n s  



s u i v a n t e s  ( I I  - 6 - 8.1 : 

x i  < xi+l w i=i, 1-1 ( I I  - 6 - 8) 

e t  si  on d e s i g n e  p a r  v ~ + ~ ( x )  l e  v e c t e u r  a s s o c i é  à l a  t r a j e c t o i r e  

d é f i n i e  s u r  Rj+i, ( I I  - 6 - 9 )  

( I I  - 6 - 3 ) )  

a l o r s  l a  c ~ n t i n u i t 6  e n t r e  l e s  deux t r a j e c t o i r e s  Z . (x )  e t  Zjil ( x )  
J 

impose les c o n d i t i o n s  aux l imites  s u i v a n t e s  (II - 6 - I O )  : 

' e t  ( I I  - 6 - 10) 1 , 
l 
i 

- ( * zj:(xl-) f i x é s  en  x  ; V id, ..., q 
i 
1 

1 i 

1 
I l 

s i n o n  Y i  ( x i )  = 0 'd i = 2 ,  .. . ,q 
~ + 1  



Par  r a p p o r t  à l a  méthode du p rocessus  i n t e r p o l a t e u r  

e n  boucle  fermée, c e t t e  t echn ique  p r é s e n t e  l ' a v a n t a g e  d ' ê t r e  p l u s  

r a p i d e  pu i squ ' en  g é n é r a l ,  une s u b d i v i s i o n  de R e n  t r o i s  ou q u a t r e  

sous-réseaux s u f f i t .  

Néanmoins, l a  courbe  obtenue n ' e s t  pas  e n  g6néra l  

opt imale  au  s e n s  du c r i t è r e  dans  l a  mesure où on a l a  r e l a t i o n  

(II - 6 - 11) : 

min J f min [ J1 + J 2 +  ... + J n ]  (II  - 6 - 11) 

Par a i l l e u r s ,  il n ' e x i s t e  à p r i o r i  aucun 

renseignement pe rmet tan t  de  r é a l i s e r  de  manière optimum 

(temps minimum de t r a i t e m e n t )  l a  s u b d i v i s i o n  du réseau  i n i t i a l ,  de 

s o r t e  q u ' à  chaque choix  correspond une s o l u t i o n .  





11-7 : COMPARAISON DES ALGORITHMES 

Dans ce paragraphe, nous effectuons une comparaison en 
nombre d'opérations nécessités par différents algorithmes présentés 
au chapitre 1 avec celui de la méthode du processus i nterpolateur. 

Etant donné la nature d u  problème d'interpolation de données ponctuelles, 
nous restreignons la  comparaison respectivement aux méthodes d'intégra- 
tion e t  de transport, en esquissant la méthode des fonctions de BEZIER 
(cf .  chap I ) a  e t  des fonctions B-splines. 

Dans ce contexte, nous proposons de comptabiliser l e  nombre 
d'opérations exigé par 1 'a l  gori tme en boucle ouverte, au cas des fonctions 
splines d'interpolation d'ordre 2 (chap I I ,  § 11-2) en tenant compte 
de la spécif ic i té  des matrices e t  vecteurs intervenant dans 1 'algorithme. 

Dans ce cas la  matrice A (cf  11-2-30) e s t  de dimension 
(4,4) e t  l e  vecteur B (cf 11-2-29) de dimension (4 , l ) .  

+ 
La détermination du vecteur v(xl) requiert, dans u n  premier 

temps, l e  cal cul à chaque pas de la rnatri ce A pour 1 aquel le, 

5 divisions 

1 11 mu1 t iplications 

sont exigées, s o i t  au total : 

5 (N-2) divisions 
11 (N-2) mu1 t ip l  ications 
5 (N-2- additions 

4- 
D'autre part, v ( x l )  nécessi t e  le  calcul de produits matriciels, 

d o n t  l e  nombre d'opérations e s t ,  compte-tenu de la forme de A e t  B. 



81 (N-2 ) -  51 mu1 t iplications 
2 (N-2) + soustractions 

A ce niveau, i l  y a l ieu d'effectuer la résolution d'un 
système d'ordre 2 pour lequel 13 opérations sont nécessaires. 

t Le calcul des vecteurs v ( x i )  en tout point xi d u  réseau; 
V i=2,  .... n-1 nécessite : 

3 (N-3) divisions 
3 (N-3) additions 
3 (N-3) soustractions 

Au to ta l ,  1 ' al gori tme requiert : 

- 

/ 99 (N-2)-41 mu1 tiplications 1 
/ 72 (N-2)-37 additions ! 
/ 8 (N-2)+6 divisions i 1 5 (N-2) soustractions 1 

1 

Avant de comparer la complexité des opérations, i l  e s t  
judicieux de spécifier les remarques suivantes. 

REMARQUES : 

1)  Le nombre d'opérations établi précédemmnent peut ê t re  diminué 
dans des proportions non négl i geables , s j  les abscisses xi sont équidistantes. 
E n  particulier,  1 'algoritme ne requiert, dans ce cas, qu'une seule fois 
le  calcul de la matrice A .  



2 )  Par a i l leurs ,  l e  dénombrement des opérations ne t ien t  pas 

compte de la  propriété suivante de la matrice A .  

2 i  La première ligne de A ( e t  par conséquent de A pour 

tout i=3, .... N-2) e s t  nulle. 

3) Cette méthode é t ab l i t ,  de façon directe,  les composantes 

de v ( x i ) ,  sans opérer de transformations sur les relations. 

4 )  De manière à minimiser le  calcul de la  fonction spline 

d'interpolation en un point x c Ixi  3, 1 'a1 gori thme ne requiert pas 

de schéma supplémentaire d u  type AITKEN-NEVILLE à arguments répétés 

( c f .§  11-11 

5 )  S i  l 'on  ne t i en t  pas compte de la  forme, des matrices 

N ,  M y  A e t  B, l e  nombre total d'opérations requis par une fonction spline 

d'ordre q e s t  : 

2 2 8 4 q (4q+l).(N-2) + q +q-1 multiplications 

2 2 X 2 q (8q -4q-l).(q -1) addi tions 

X Inversion d'une matrice d'ordre q pour l'établissement 
t 

d u  vecteur v ( x l ) ,  e t  : 

( 2 q - j )  multiplications 
X (2q-1). (N-1) . (2q-1) additions V j = 2 ,  ...., 2q-1 

(2q- j-1) divisions 

/ % (N-2) . 4q-3 mu1 t ip l  ications 

1 2q-1 addi t i  ons 

1 2q-2 divisions 



11-7-1 COMPARAISON AVEC LA METHODE D'INTEGRATION 

Au chapi t r e  1, nous avons étudié. 1 a méthode d' intégration 
sur les fonctions splines d'ordre 2 .  Dans ce cas, la  méthode consiste à 

déterminer les dérivées secondes de la  fonction spline en tout point x i ,  
en résolvant le  système d'équations d'ordre n-2.  (MARCHOUK, 1980) 

A matrice de dimension ( n - 2 ,  n-2) 
M vecteur colonne de dimension ( n - 2 )  

H matrice de dimension ( n - 2 , n )  

f vecteur colonne de dimension (n)  

La détermination du vecteur M (lorsque les aérivées secondes 
aux extrémités sont nulles) requiert les opérations suivantes : 

- Inversion d'une matrice carrée d'ordre ( n - 2 )  

( Z n - 2 ) % ( n - 2 )  mu1 t iplications 

Ce nombre e s t  supérieur à celui requis par 1 'al gori thme du 

processus interpolateur pour un nombre de points suffisamment grand. Par 
a i l  leurs, lorsque n e s t  élevé, 1 'iriversion de la matrice A augmente 
d'une part la complexi t é  en nombre d'opérations, ainsi que les risques 
d ' ins tab i l i té .  

On recourt à des algoritmes de résolution qui sont plus stables.  

Par a i l leurs ,  pour des valeurs de q > 2 ,  la méthode d' inté- 

gration nécessite qu'on résolve (q-1) systèmes d'équations du type. 

En e f f e t  considérons à t i t r e  d'exemple l e  cas des splines 
d'interpolation d'ordre 3. 

Dans chaque i ntervall e [xi ,xi,l 1,  f (x )  s ' écri t 



avec 

A i c l ,  Bi+l ,  Ci+l e t  D .  étant les constantes d'intégration 
l*l - 

1 

Pour les calculer, i 1 y a lieu de disposer de quatre relations,  

dont deux sont établies à part i r  de l a  propriété d1interpr5tation. 

I l  vient : 

Les deux autres relations sont fournies par exemple par les 

dérivées secondes en xi  e t  

4 4 Pour déterminer f "  ( x i ) ,  fl1 ( x i t l )  e t  f ( x i ) ,  f i l  

y a 1 ieu de résoudre deux systèmes du type A .  M = H .  f . Ces systèmes 

sont obtenus en écrivant respectivement la relation de continuité pour 
f '  ( x )  e t  d 3 ) ( x )  en x i .  ( cf chap. 1, i 1-4-2) 



11-7-2 - : COMPARAISON AVEC LA METHODE DE TRANSPORT 

La détermination de la fonction spline d'ordre 2 (res ordre q )  

par l a  méthode de transport des relations consiste à résoudre en t o u t  point 

xi un système d '  équations 1 i néai res d'ordre 2 ( resp 2q-2) entre les  compo- 
+ + santes v2 ( x t ) e t  v3(xi) ( resp v .  (x i )  ; Y - j  = Z , . . . .  . , 2q-1) du vecteur 

J - 
v(xf). 

Dans chaque intervalle [xi ,xi+l], l a  fonction f ( A )  est  
dêfinie à part i r  des donnêes v l (x i ) ,  V ~ ( X ~ + ~ )  e t  des valeurs des q-1 

premi ères dérivées en ces poi nts sui vant l e  schéma de AITKEN-NEVILLE; 
(M.  PETIT, 1971) 

Pour q=2, i l  vient : 

avec h i + l  = 'i+l - xi, les coefficients A ,  6, C et D scnt 
donnés par : 



f ( x )  s ' é c r i t  alors : 

Dans ce cas, l e  nombre d'opérations requis par 1 'al gori thme 

( M .  PETIT, 1971)est  ; 

13 ( N - 1 )  soustractions 
38 (N-1) .mu1 t i p l  ications 
1 ( - 1 )  additions 
4 (N-1) divisions 

- 

Ce nombre e s t  manifestement inférieur à celui nécessi t é  par 
+ 1 ' al gori thme proposé pour cal cul e r  1 es vecteurs v ( xi  ) . 

Néanmoins, l e  calcul de la  fonctionspline en u n  point X 

quelconque de 1 ' intervalle ]xi , x ~ + ~ E ,  requiert, par rapport à 1 'al go- 

ri thme d u  processus interpol ateur, deux fois pl us d'opérations(l7 au 1 ieu 

de 9). 

Pour une valeur N donnée, l e  calcul de f ( x )  en 20 points 
(par exemple) de chaque intervalle l x i ,  nécessi t e  : 

i 
3 180 (N-1) opérations pour l ' a l  gori thme du processus 

i  nterpol ateur 

! X 330 (N-1) opérations pour la méthode de transport 

Le tableau ci-dessous i l  1 ustre la comparaison entre les 
deux algorithmes, pour 20 points intermédiaires e t  différentes valeurs 
de N .  



- 
Cette methode semble bien ê t r e  moins ceûteuse e t  envisageable 

10 

100 

1000 

dans une uti 1 isation graphique-. 

11-7-3 COMPARAISON AVEC LA METHODE DES B-SPLINES 

Compte-tenu du f a i t  qu ' i l  e s t  pratiquement impossible de 

trouver la séquence é: = [ ti}n+k définissant les B-spl ines, pour un 
i =l 

réseau de points xi donné, i 1 e s t  neanmoi ns possible de comparer les 

deux méthodes en supposant la séquence donnée par Ccf.chap 1 7 (11-7-7) 

"(xi ) 

594 

Le calcul de la fonction spline qui interpole l e  réseau 

nécessi t e  [ D E  BOOR,  19781. 

'(xi ) 

I 

' 1  1400 

- Le calcul des B- splines qui u t i l i s e  une équation de 

récurrence 

- Le calcul de la valeur en t o u t  point xi  des B-splines 

différentes de zéro 

- La résolution d'un système d'équations l inéaires d'ordre 

n par application de l a  méthode d 'é l iminat ion  de I ; A I I S ~  

(par exemple) 

6534 

65934 

f (4 

3060 

TO ta 1 

3654 

f ( x )  

1620 

33660 

339660 

Total 

30 20 
j / 

40 194 1 ' 17960 
1 l 

405394 183560 

17820 

179820 

35780 

363380 

i 



Sans entrer dans les détai 1 s de cal cul, i 1 semble que l e  

nombre d'opérations requis s o i t  aussi important que dans la méthode d u  

processus i nterpol ateur. 

REM : - 

Lorsqu'on veut dessiner une forme géométrique qui requiert 

une grande représentation de données x i ,  i l  e s t  pl us intéressant de 

connaître les coefficients d u  polynome d'approximation. On ut i l  i se  alors 

une représentation polynomial e pour morceaux qui, lorsque les points xi , 
sont équidistants, dimi nue considérablement le  nombre a'opérations . 

Compte-tenu de ce t te  remarque, e t  de la  d i f f icu l té  de cal- 

culer l a  séquence 6 , la méthode des B-spl ines demeure, problèmatique. , 
pour ce type de problème. 

111-7-4 - COMPARAISON AVEC LA NETHODE DE BEZIER : 

Mise à part sa justification f a i t e  au chapitre 1 comme 

étant une exellente méthode de conception, i 'algoritme de B E Z I E R  e s t  

néanmoins uti 1 isée pour la reconstitution de formes géométriques. 

Dans ce contexte, la  courbe de BEZIER e s t  assujet t ie  à passer 

par les points xi du réseau e t  son calcul e s t  effectué à part i r  de la . 

détermination des vecteürs ai qui constituent l e  polygone. ( cf Chap 1) 

Ces vecteurs sont sol ution d ' u n  système d'équation dont 

l 'ordre dépend du nombre de contraintes de points de passage. [BEZIER,1968] 

Lorsque ce nombre e s t  élevé, l e  calcul des vecteurs 5 se ramène à la 

résol ution d ' u n  système d'ordre élevé. 

Une fo is  ces vecteurs calculés, i l  y a l ieu d'effectuer 
4 

le calcul des vecteurs b 
j ' 

Dans ce sens, le  nombre d'opérations requis e s t  l e  suivant : 



F" 1 (n-1)-i sous tractions 
i =O 

1 
où n e s t  l e  nombre de sommets du polygone 

{(n-1 )-i addi tions 
i =O 

X ?oint courant P. ( u )  ----------------- 

L'ut i l isat ion d u  schéma de HORNER requiert : 

m mu1 t i  pl i cations 

e t  

n addi ti ons 

où m e s t  l e  nombre de côtés (m=n-1) du polygone. I l  y a lieu 
de compléter ce bilan en rajoutant m multiplications e t  n additions pour 
l e  calcul de l a  dérivée du point courant. (cas de contraintes de tangence 

aux points éventuels de raccordement. ) 

Si 1 'on s'en t ien t  au décompte du nombre d'opérations néces- 

sai res pour cal cul e r  1 es vecteurs 3, 1 ' al gori tme du processus i nterpol a- 
teur semble ê t re  plus rapide dans la mesure où i l  requiert uniquement la  
résolution d ' u n  seul système d'ordre q .  

D'autres critères vont dans ce sens e t  en particulier 1 'aug- 
mentation du degré de la courbe en fonction du nombre de points d ' inter-  
pol a t i  on, e t  1 ' assignation arbi t raire  des valeurs du paramètre u, aux 
différentes contraintes de passage. 



II- 8 CONCLUSION - 

L'algoritme présenté dans ce chapitre permet de résoudre de 

manière aisée, l e  problème de cal cul des fonctions splines d'interpola- 

tion initialement posé. 

La formulai t o n  du problème dans 1 'espace d ' é t a t  e t  1 'applica- 

tion de l a  théorie de la  commande optimale permettent une modélisation 

standard d '  un  système dynamique capable 

X De générer les différentes classes de fonctions splines à 

part i r  de quelques transformations simples du logiciel ,  1 i ée! 

à la fonctionnelle à Minimiser. 

# De tenir  compte des différentes conditions aux limites 

exigées, suivant la  nature du problème. 

X De parer, à par t i r  d'une transformation simple, aux problème? 

d ' ins tab i l i té  numérique qu'on pourrait détecter lorsque l e  

nombre de données à interpoler devient élevé. 

X D'être réal isé  simplement sur u n  système hybride de visua- 

l isat ion.  

Ce dernier point permettrait, pour les consoles graphiques 

issues du proncipe des oscilloscopes à mémoire (TEKTRONIX), de doter ces 

apparei 1 s d' opérateurs analogiques capables de réal iser  les interpola- 

t i  ons spl i nes circulai res classiques. Un gai n de temps appréci ab1 e pour- 

r a i t  ainsi ê t re  obtenu lors de la  visualisation des 1 ignes courbes. Par 

a i l leurs ,  u n  tel  système peut-être envisagé comme u n  outil  pour la géné- 

ration des surfaces dans l e  plan e t  dans l'espace. Ce point met en évi- 

dence 1 a nécessi t é  d' étudier les modifications introduites par 1 ' algori tme 

pour la synthèse des courbes gauches. 

Dans ce contexte, nous proposons d' introduire,  de mani ère es- 

'quissée, l 'étude des fonctions splines paramétrées. Celles-ci permettent 

aussi 1 ' interpolation de données par des fonctions autres que celles 

( d u  type y=f (x ) )  t ra i tées  jusqu'à présent-(cas des données engendrant 
une courbe fermée par exempl e )  . 



C H A P I T R E  I I I  



C W I T R E  1 II : MODELISATION DES COURBES NON UNIMODALES. 

AFPLICATION A LA SYNTHESE DES COURBES GAUCHES, 

Ce c h a p i t r e  va nous p e r m e t t r e  d ' i n t r o d u i r e  

l a  n o t i o n  de " f o n c t i o n s  s p l i n e s  paramètrées",  n é c e s s a i r e s  pour 

l a  r é s o l u t i o n  de  problèmes i n i t i a l e m e n t  d é f i n i s  s u r  d e s  réseaux 
n  

l. X i ) i z l  
non monotones. 

Dans un premier  v o l e t ,  nous é t u d i o n s  l a  c a s  

d e s  courbes  p l a n e s  d é f i n i e s  pour 1 'équa t ion  de  l a  forme y=f ( x ) ,  

à p a r t i r  de  l ' a p p l i c a t i o n  de l ' a l g o r i t h m e  du p rocessus  

i n t e r p o l a t e u r  au  c a s  d e s  f o n c t i o n s  s p l i n e s  d ' o r d r e  2. 

Dans un deuxième v o l e t ,  nous envisageons  

l ' a p p l i c a t i o n  à l a  s y n t h è s e  d e s  courbes  gauches s u s c e p t i b l e s  

d ' ê t r e  générées  p a r  d e s  f r a i s e u s e s  t r a v a i l l a n t  e n  t r o i s  

dimensions.  

Le problème de  1 ' i n s t a b i l i t é  numérique p o s s i b l e  

de  l ' a l g o r i t h m e  e s t  r é s o l u  s u i v a n t  l a  t e c h n i q u e  de  sys tèmes 

bouc lés  p r é s e n t é e  a u  c h a p i t r e  précédent .  



III - 1. COURBES PLANES y=f ( x )  

III - 1 - 1 : FONCTIONS SPLINES PARAMETREES 

D'ORDRE 2 : 

Nous nous i n t é r e s s o n s  dans  c e  

paragraphe à l a  d é t e r m i n a t i o n  d e s  courbes  d é f i n i e s  s u r  d e s  

r éseaux  { x i  , y ; i l , .  . n quelconques pour l e s q u e l s  les  

s u i t e s  \ xi \ e t  ( yi 3 ne s o n t  p l u s  nécessai rement  c r î i s s a n t e s .  

Ce type  de  courbes  e s t  fréquemment r e n c o n t r é  

e n  c o n s t r u c t i o n  mécanique, e t  c o n s t i t u e  e n  g é n é r a l  une ou 

p l u s i e u r s  p a r t i e s  d 'un  o b j e t  mécanique. 

Ces p a r t i e s  se r a c c o r d e n t  e n  g é n é r a l  à d e s  

p o r t i o n s  l i n é a i r e s  e t /ou  c i r c u l a i r e s ,  e t  s o n t  t e l l e s  qu 'on ne 

peu t  p l u s  les  r e p r é s e n t e r  globalement p a r  d e s  r e l a t i o n s  

En conséquence, l ' a l g o r i t h m e  du p rocessus  

i n t e r p o l a t e u r  ne  peut  ê t r e  e n v i s a g é  d i rec tement  pour c e s  t y p e s  

de  courbes .  

La f i g u r e  c i -dessous  i l l u s t r e  un exemple de  ce  

c a s  : 

Fig 111-1-1 



Les p a r t i e s  AB, DE et  EA é t a n t  l i n é a i r e s ,  

l e u r  i n t e r p o l a t i o n  ( c a l c u l  d 'un  grand nombre de  p o i n t s  in termé-  

- d i a i r e s  s i t u é s  e n t r e  les e x t r é m i t é s )  r e q u i e r t  uniquement l a  

donnée d e s  e x t r é m i t é s .  

Par c o n t r e ,  l a  p a r t i e  BD est une courbe q u i  

ne correspond p l u s  2 un graphe de  f o n c t i o n ,  de  s o r t e  que l ' o n  

ne  peut a p p l i q u e r  l ' a l g o r i t h m e  du p rocessus  i n t e r p o l a t e u r ,  e t  c e  

indépendamment du cho ix  de  l ' é c h a n t i l l o n n a g e .  

Les courbes  e n t r a n t  dans c e t t e  c a t é g o r i e  s o n t  

n o t é e s  courbes  "non unimodales". 

Pour r ésoudre  ce t y p e  de problèmes,  on peut  

s o i t  u t i l i s e r  une base  de  f o n c t i o n s  (B - s p l i n e s ) ,  s o i t  d é f i n i r  

d e s  f o n c t i o n s  s p l i n e s  paramétrées  dont  nous proposons l ' é t u d e .  

III - 1 - 2 : PROPRIETES : 

Considérons l e  problème de  l ' i n t e r p o l a t i o n  pa r  

une courbe d 'un r é s e a u  de  p o i n t s  



Un paramétrage monotone de l a  courbe @ 

permet l'ordonnancement de ces po in t s  ; on l e  d é f i n i t  de l a  

façon suivante : 

REMARQUE : 

Dans l e  cas où l ' u n e  des s u i t e s  ( x i \  OU { y i j  

es t  monotone, c e t t e  s u i t e  e s t  un paramétrage. C'est  en p a r t i c u l i e r  

l e  cas des fonc t ions  t r a i t é e s  dans l e  chap i t re  précédent. 

L ' i n t e r p o l a t i o n  de l 'ensemble donné:de p o i n t s  

e s t  d é f i n i e  par l e s  propr ié tés  suivantes : 

T l )  L ' a r c  de courbe es t  de classe C 

T2) 'd iil, ..., n ; P(ti) = Pi 

T3) L ' a r c  de courbe minimise une fonc t i onne l l e  de forme : 



Cette f o n c t i o n n e l l e  é t a n t  a d d i t i v e ,  s a  

min imisa t ion  s ' o p è r e  e n  minimisant indépendamment l es  q u a n t i t é s  

s u i v a n t e s  : 

On e s t  a i n s i  amené à d é f i n i r  l ' i n t e r p o l a t i o n  

s a t i s f a i s a n t  les  p r o p r i é t é s  enoncées p a r  ses deux composantes 

x ( t >  e t . y ( t ) .  

Chacune de  ses composantes e s t  c a r a c t é r i s é e  

p a r  l e s  p r o p r i é t é s  s u i a n t e s  : 

2 T11) x ( t )  ( r e s p  y ( t ) )  est de c l a s s e  C [tl,tn] 

x ( t i )  = xi ( r e s p  y ( t i )  = yi) 

T31) x ( t )  ( r e s p  y ( t ) )  minimise l a  f o n c t i o n n e l l e  

de  forme J1 ( r e s p  J 2 )  ; t E [ tl , tn] 

e t  peut  ê t r e  cons idé rée  comme l a  t r a j e c t o i r e  i s s u e  du systéme 

dynamique de  s o r t i e  x  (t) (resp y ( t ) )  s u i v a n t  : 



-l. 3 L i -  

La d é t e r m i n a t i o n  de l a  courbe d ' i n t e r p o l a t i o n  

s e  ramène à c e l l e  des  commandes u ( t )  de deux p rocessus  i n t e r p o l a t e u r s  

g é n é r a n t  un p o i n t  mobile ( x ( t ) ,  y ( t ) )  q u i  p a r c o u r t  . 

Chaque commande minimise l a  f o n c t i o n n e l l e  

q u a d r i a t i q u e  : 

e t  p e u t  ê t r e  déterminée p a r  l a  problèmatique du c h a p i t r e  II. 

I l  nous reste à prononcer s u r  l e  choix  du 

paramétrage.  On s a i t  que l a  f o n c t i o n  longueur  d 'une  courbe 

c o n s t i t u e  un paramètrage i n t r i n s è q u e .  

S i  on c o n s i d è r e  l e  paramètrage (fréquemment 

u t i l i s é  dans l a  p r a t i q u e )  comme é t a n t  c e l u i  q u i  approxime l a  



longueur  de  l ' a r c  de courbe d é f i n i e  p a r  l ' i n t é g r a l e  : 

a l o r s  l e  r é s e a u  i J est d é f i n i  p a r  l a  r é c u r r e n c e  

s u i v a n t e  : i=l 

où x e t  yi , i=l, . . . ,n  s o n t  l e s  v a l e u r s  en  ti d e s  f o n c t i o n s  i 

s p l i n e s  x ( t )  e t  y ( t )  d ' o r d r e  2. 

La p a r a m é t r i s a t i o n  e s t  impor tan te  e t  résoud e n  

p a r t i c u l i e r  l e  problème d é f i n i  e n  i n t r o d u c t i o n .  S i  t e s t  a s s i m i l é  

à un temps,  les c o n d i t i o n s  de  t r a n s v e r s a l i t é  f i x e n t  l es  composantes 

de l a  v i t e s s e  aux e x t r é m i t é s  du réseau ,  e t  pas seulement  l e s  

t a n g e n t e s  ( c f  THILLIEZ , 1967).  

Nous proposons maintenant  de  g é n é r a l i s e r  

l ' a l g o r i t h m e  à l a  syn thèse  d e s  courbes  dans  l ' e s p a c e ,  



III - 2 . APPLICATION A LA SYNTHESE DES COURBES GAUCHES : 

La problèmatique es t  analogue à c e l l e  d é f i n i e  

précédemment. E l l e  permet de représenter dans l 'espace une courbe 

q u i  i n t e r p o l e  des données de po in t s  à p a r t i r  d'une représentat ion 

paramètrique. 

Dans ce contexte, une courbe gauche es t  envisagée 

comme l a  t r a j e c t o i r e  s u i v i e  par  un po in t  mobile, e t  issue d'un 

système dynamique. - 

Etant  donné un réseau ordonné de points ,  

l e  choix d'un paramètrage monotone d é f i n i  de l a  façon suivante : 

permet de d é f i n i r  l ' i n t e r p o l a t i o n  de l 'ensemble donné des po in ts ,  

par 1 'ensemble des p rop r ié tés  suivantes : 



T ' )  L ' a r c  de courbe est de c l a s s e  C 
2q-2 

1 

)  1 ,  ..., n  ; P ( t i )  = 

T j )  L ' a r c  de courbe  minimise une f o n c t i o n n e l l e  de  forme : 

o ù ' L ( . )  es t  un o p é r a t e u r  d i f f é r e n t i e l  l i n é a i r e  d ' o r d r e  q : 

Cette d é f i n i t i o n  comprend , e n  p a r t i c u l i e r  , 
celle d e s  f o n c t i o n s  s p l i n e s  polynomiales d ' o r d r e  2 dans  l ' e s p a c e  

pour l e s q u e l l e s  l ' o p é r a t e u r  L est l ' o p é r a t e u r  d é r i v é  seconde.  

J é t a n t  a d d i t i v e ,  on minimise indépendamment 

l a  f o n c t i o n n e l l e  s u i v a n t e  : 

2 - J ( L ( f ( t ) ) )  d i  pour f ( t )  = x ( t ) .  y ( t l  ou z ( t )  J1 - 



On es t  a i n s i  amené à d é f i n i r  1 ' i n t e r p o l a t i o n  

s a t i s f a i s a n t  aux  p r o p r i é t é s  enoncées  T '  1 '  T i  , T '  3 p a r  ses t r o i s  

composantes x ( t ) ,  y ( t )  e t  z ( t ) .  

La deuxième composante p a r  exemple est 

c a r a c t é r i s é e  p a r  l e s  t r o i s  p r o p r i é t é s  s u i v a n t e s  : 

2q-2 
Ti l )  y ( t )  est d e  c l a s s e  C s u r  [ tl, tn]  

Tj l )  y ( t )  ; t < [tl , tn] minimise l a  f o n c t i o n n e l l e  

Le schéma b l o c  co r respondan t  e s t  l e  s u i v a n t  : 
I.1-i) I 

y( tii Y (tii ~Cti). 



La d é t e r m i n a t i o n  de l a  courbe % s e  ramène à c e l l e  

d e s  commandes u ( t )  d e s  t r o i s  p rocessus  i n t e r p o l a t e u r s  générant  l e  

p o i n t  mobile ( x ( t ) ,  y ( t ) ,  z ( t ) )  q u i  p a r c o u r t  (e . 

q u a d r a t i q u e  : 

Chaque commande minimise l a  f o n c t i o n n e l l e  

e t  s a  dé te rmina t ion  u t i l i s e  l ' a l g o r i t h m e  du p rocessus  i n t e r p o l a t e u r  

( c f  Chap i t r e  I I ) .  

Le r é s e a u  {ti\ e s t  d é f i n i  à p a r t i r  de  l a  
- n  

donnée de  : C , par  l a  r e l a t i o n  : 
i=l 



III - 3 . CONCLUSION : 

La d é f i n i t i o n  de  courbes  i n t e r p o l a n t  un 

r é s e a u  de p o i n t s ,  à p a r t i r  d 'une  l o i  paramètr ique, t rouve t o u t e  

son importance  dans  p l u s i e u r s  c a s .  

E l l e  permet t o u t  d ' abord  d ' a p p o r t e r  une s o l u t i o n  

a i s é e  au  problème de g é n é r a t i o n  d e s  courbes  qu'on ne peut  d é c r i r e  

p a r  d e s  a p p l i c a t i o n s  de  t y p e  y = f  ( x ) .  

Par a i l l e u r s ,  une t e l l e  r e p r é s e n t a t i o n  permet à 

l a  machine de f o n c t i o n n e r  avec  p l u s i e u r s  a x e s  (en p a r t i c u l i e r  

pour l a  man ipu la t ion  de  courbes  e t  s u r f a c e s  gauches) s u i v a n t  ses 

p o s s i b i l i t é s  . 

La méthode exposée dans  c e  c h a p i t r e  r e q u i e r t  

deux f o i s  l ' a l g o r i t h m e  du p rocessus  i n t e r p o l a t e u r  e n  boucle  

o u v e r t e  pour l es  courbes  p l a n e s  paramètrées  e t  t r o i s  f o i s  cet 

a l g o r i t h m e  pour l e s  courbes  gauches.  

Elle e s t  mise à p r o f i t  pour l a  g é n é r a t i o n  d e s  

s u r f a c e s  gauches d é f i n i e s  s u r  d e s  réseaux r e c t a n g u l a i r e s ,  a u  

c h a p i t r e  IV. 









C H A P I T R E  IV 



Chapitre 1'1 : !-!ODELISATION DES SURFACES 

IV-1 INTRODUCTION : 

Les fonctions spl ines bidimensionnel les ont pl us particulière- 
ment é té  étudiées par ATTEIA L19681, THOMANN 119701, e t  OEBOOR 119781, pour 
la représentation de surfaces définies sur des réseaux rectangulaires et/ou 
circulaires. 

tes  premiers ont introduit  l a  notion de splines de type pla- 

que mince CPAIHUA,1978], e t  DE BOOR Cl978 1 défini t une surface comme l e  
produit tensoriel de fonctions spi ines uni dimensionnel les. 

Dans ce contexte, l e  problème de détermination d'une fonction 
spl i ne. bidimensionnel l e  défi nie sur un réseau rectangulaire peut s '  énoncer 
de la manière suivante : 

Parmi les fonctions f (x,y) qui prennent les valeurs Z aux 
noeuds d'un réseau rectangulaire bidimensionnelle Lxi, yj; Y i = l .  . . . ,n; 

' j=l, . . . . m 1 déterminer cel le  q u i  s a t i s f a i t  les propriétés anoncées 
au chapitre 1, e t  qui minimise la fonctionnelle suivante 

J ( f )  = 

D'autres types de fonctionnel les peuvent ê t re  u t i  1 isées. C ' e s t  
ainsi que pour des splines de type plaque mince en dimension deux, on 
cherche à minimiser : 

L'util isation de l 'une ou l ' au t r e  des méthodes conduit à l a  

résolution algébrique d ' u n  système d'équations 1 inéaire. 



A cet te  f in ,  différentes techniques ont pu ê t r e  proposées pour m i n i m i -  

s e r  l e  coût des opérations ainsi que la  capacité mémoire uti l isée.  
[PAIHUA, 19781. 

En u t i l i san t  la  notion de produit tensionel de fonctions 
spl ines sous-tension d'ordre 2 ,  conjointement avec les résultats é tabl is  
au chapitre précédent, on montre, dans ce chapitre, que k problème in i t ia -  

lement posé, se ramène à 1 'étude respective de chacune des courbes consti- 

tuant la surface. 

Dans ce sens, l a  surface qui interpole l e  réseau Pectangu- 
la i  re es t  définie à par t i r  de courbes génératrices e t  directrices,  inter- 
prétees comme les trajectoires issues de systèmes dynamiques (CE. CHUP. 71) 

Cette technique permet entre autre, de restreindre l e  volume 
de calcul initialement prévu, e t  ne nécessite qu'une faible  capacité 

mémo i re . 

IV- 2 ETUDE DES SURFACES DEFINIES SUR DES RESEAUX RECTANGULAIRES: 

Soi t  D l e  réseau défini par : 

D = {(xi ,  y j ) ;  Y i =  1 ,....., n ; V j = l , . .  ...., m ; te1 que : 

e t  soient 2 ( x i ,  y j )  = 2 .  :la valeur prise par la fonction spline 
13 

sous-tension bidimensionnel l e  aux différents noeuds (xi , y j )  de 

Le problème consiste à déterminer la  surface de classe C 2 9 2  

Lx1, x,lxbl,  y,] qui interpole l e  réseau D : 

Nous proposons de définir sa forme à par t i r  de celles des courbes 
généra tri ces 



- (x , ,  y. = este E bIy ymI) 

e t  des courbes directrices définies par 

- (x. = cste e t x l ,  xn1, y )  

Cette approche se ju s t i f i e  en particul i-er par la proprieté de douceur 
de la  surface ainsi obtenue. 

- Chaque courbe e s t  ainsi spécifiée comme une interpolation définie 
sur u n  réseau unidimensionnel. Elle peut ainsi ê t re  élaborée par u n  pro- 
cessus interpol ateur suivant - 1 a méthode exposée au chapitre BI. 

A ce niveau, on considère qu'on a construit, suivant la  méthodologie 

proposée, un sous programme permettant d' él aborer 1 ' i nterpol ation à part i r  
des données d'un réseau. 

PAR EXEMPLE 

SUBROUTINE SPLST 2 (N,X , Y ,  TI, YPI, TF,YPE, 6, V) 

N : Nombre de points à interpoler 

; défini t  l e  réseau x i ,  y j ,  x i=  X ( i ) ,  yj=y(j) 

TI : argument logique vrai s i  la tangente i n i t i a l e  y '  (xl) es t  donnée. 

(dans ce cas e l l e  e s t  donnéee par YPI) 

TF : Le couple TF,  YPF fonctionne comme ( TI,  YPI) dans l e  cas de 

l a  tangente au point final. 
cr : paramètre de tension 

ARGUMENTS DE SORTIE: 
-----Sm------------ 

V(4, N-1):les paramètres V(J,I) ; J =1,2,3 ,4 ,  définissent l ' i n to r -  
polstion sur T x ( I ) ,  x (I+!) L 1 



La génération d'une -face se déroule a lo rs  
en deux é tapes  qui sant : 

1) Interpolat ion des n courbes d i rec t r i ces  définies par l e s  
réseaux unidimensionnels 

2)  A p a r t i r  de l a  connaissance des n d i rec t r i ces  Z (x.,yo = este) 
A+ 

0" Peut déterminer toute génératrice Z(X, ~ , = c s t e )  - 

Le problème e s t  a ins i  résolu conformément au schéma suivant (Fig 

étape 2 

étape 1 

Nous proposons de montrer q u ' i l  e s t  possible de res t re indre  l e  
nombre d'opérations nécessi té par l ' é t ape  2 ,  en l e  rendant indépendant du 

nombre de cjéneratrices que l ' on  souhaite ca lculer / t racer .  

IV-2-1 : ANALYSE DE L ' E T A P E  1 : 

Si y e s t  une valeur appartenant à 1 ' i n t e rva l l e  [yly y ,  à la  
s u i t e  de l ' é t ape  1 on connaît la  valeur 2 ( x i  y ) ,  pour tout  i =.l, ..... n 
On e s t  ainsi amené à résoudre n fo is  une interpolat ion de m points par 
1 ' al gori tme exposé, au chapitre I I .  



IV-2-2 ANALYSE DE L'ETAPE 2 : 

L'interpolation du réseau \ x i  y ; 2 ( x i ,  y )  ; Y i  '1,. . . . .n  
y  E (yl , yml)est effectuéepar un  processus interpolateur dont l e  bloc de 
calcul déf ini t  les composantes du vecteur v ( x i  , y=cs te) ,  pour toute valeur 
y=cste fixée ; y 6 bl, ym 1. 

En définissant les composantes du vecteur v ( x l ,  y )  comme s u i t  : 

T 2 3 v (x,,  Y )  = ~ ( x , , Y ) ,  >v(xIy Y ) ,  ~ v ( x ~ , Y )  3 r < x l Y  Y )  

3 x as -1 a ~3 

pz: 2-&) 
avec v ( x l . y )  = Z ( x l  = c s t e , ~ )  

a l o r s  deux des composantes sont données initialement. 

2 

Ce sont v(xl, y )  e t  av(xl y)  = O s i  on suppose la dérivée 

3% " 
première non fixé au point i n i t i a l  , les deux autres camposantes sont issues 

de 1 ' équation de récurrence 11 1-3-3, chap II  1 
+ 

V (x; , y= cste) = P. v (xl ,  y=cste) + 7 

avec P R 4x4 e t  q 6 B 4 

Le réseau étant rectangulaire, la matrice P e s t  indépendante de Y ,  
de so r te  que seul q en dépend, par 1 'interrnédiai re du vecteur yl ( i+2J 
III-3-20, chap II) 

Pour déterminer le  vecteur i n i t i a l  v ( x i ,  y )  i l  e s t  nécessaire 
de définir  une deuxième relation. Celle-ci e s t  fournie par la première 

ligne de 1 'équation de progression au premier .pas ( i = l )  : 

+ v ( x i ,  y= cste) = M(x2-xl) V(x,. y=cste) (n- 1-?) 

s o i t  y=(y=cste),  i 1 vient : 

où M(l,l ) = 1 e t  Pl (1 ,2) ,  M(1,4) ne dépendent que des xi 



Cette relation conjointement à cel le  issue de la 3 ème ligne de 

1 ' equati on ,  

aboutit au système matriciel suivant, quelque s o i t  y E [yl y,]. 

valable quel que s o i t  y = cste E bl,ym] 

La matrice C d'éléments cc. .] e s t  indépendante de y ,  de 
1J 

sorte que son ca lcul .n les t  effectué qu'une seule fois.  Il en e s t  de même 
pour les coefficients dl e t  d2 intervenant dans l e  deuxième membre. Cette 

remarquable simplicité e s t  inhérente au caractère rectangulaire du réseau 

de points à interpoler. 

La détermi nation des trajectoires défi nies sur les réseaux 

2 . ;  e s t  en t o u t  point analogue à cel le  exposée au chapitre deux pour Iyjs id] 
les fonctions splines sous-tension d'ordre, de sorte que nous convenons 

d'exposer uniquement 1 'organigramme re la t i f  au cal cul des t ra jectoires  
génératri ces. 

De même, l a  réalisation hybride d' un  processeur capable de générer 

les surfaces décri tes précédemment à parti r d' u n  processeur numérique 

chargé des opérations algébriques e t  d'un processeur spécialisé dans les 
opérations d '  i  n t  gration (en technologi e analogique par exemple) e s t  une 
extension naturelle de la  méthode proposée au chapitre I I .  



REMARQUE : 

Cette méthode se généralise aisément au cas des surfaces fermées, 
e t  f a i t  appel aux résultats exposés au précédent chapitre. Dans l e  cas des 
surfaces non unimodales, i 1 convient d '  u t i  1 i ser  une représentation para- 
métrique Tc f .  chap I I I ] ,  e t  d'appliquer la présente méthode. 
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C O N C L U S I O N  



Au cours de cette étude, nous avons montré le lien étroit existant 

entre les théories de l'interpolation et de la commande optimale des sys- 

tèmes dynamiques linéaires. 

Dans ce sens, les résultats théoriques obtenus sont analogues à ceux 

définis à l'origine, par l'interpolation. 

D'un point de vue pratique, l'algorithme résultant de cette étude 

permet le maniement aisé et rapide des différentes catégories des fonc- 

tions Splines existant, par une simple transformation du logiciel corres- 

pondant. 

La possibilité de raccordement de courbes induite par l'algorithme, 

permet de l'incorporer à un logiciel de C.A.O., de manière à décrire, plus 

particulièrement, les contours de pièces mécaniques. 

L'utilisation de la technique de processus interpolateur en boucle 

fermée, apporte une solution efficace au problème d'instabilité numeri- 

que pouvant résulter de la manipulation d'un grand nombre de données. 



A N N E X E  1 

POSITION DU PROBLEME DE LA COMMANDE D ' U N  SYSTEME LINEAIRE 

DYNAMIQUE 

Soit  [xl ,  xn] u n  interval l e  fermé C IR, e t  notons pour toute 

valeur x E [x, ,x,J: 

u l e  vecteur de commande à m composante, u E IRm 

Z l e  vecteur de sort ie  à 1 composante, 2 e 1R 1 

l e  vecteur d' é t a t  à q composantes, t E 'Jlq 

Le modèle d u  processus sera définie par une équation vec- 

tor iel  l e  d'évolution. 

!- ( Z . ( X )  = f [ t  ( x ) ,  u ( x ) ,  x]; 
dx x E [xi . x n l  (1-1 

e t  par une équation vectorielle ajgébrique de sor t ie  

z (x )  = c . [ t  ( x j ,  X ]  ( 1-2) 

De manière à assurer l ' un ic i t é  de la solution, de l'équation 

vectorielle ( 1 - 1 )  pour des conditions in i t ia les  déterminés f ( x l )  e t  une 

loi de commande u ( x )  donnée, nous supposons que les composantes de f 

sont continues en f ,  u e t  continument dérivables en Z.  E n  d'autres termes 



sont définies e t  continues sur lRqx U ( U  désigne le  domaine de commandes 

u ( x )  E u ) . 
Le processus évolue entre les abscisses xl e t  xn  auxquelles 

sont affectées des valeurs 2 ! x l )  e t  2 ( x n )  du vecteur d 'é tat .  Si on défi- 

n i t  une loi de commande ( i , e  e s t  f a i t  le  choix ld'une connnande admissible - 
u = u ( x ) ,  alors (quelles que soient les conditions in i t ia les  'Z ( x l ) ,  la loi 

régissant l 'évolution du système décrit par 1 'équation (1-1) e s t  définie 

de mani ère univoque. 

On associe au problème précédent constitué d ' u n  système (1- 1) 
e t  de conditions ini t ia les  e t  terminales spécifiant t ( x l )  e t  i ( x n ) / l a  

fonctionnelle J suivante(1-5) 

où r (. , . ) es t  une fonction scalaire continue par rapport à ses arguments 

e t  continument dérivable par rapport à 2 e t  x. Alors l e  problème de la com- 

mande optimale du processus décrit par (1-1) consiste à trouver parmi les 

commandes admissibles u = u ( x )  transférant l e  point représentatif du 

système de ( x l )  à 2 (xn)celle qui minimise la fonctionnelle (1-5) (Fig-1) 

1 P) 

Fig-1 : Transfert de l ' é t a t  t ( x l )  à l ' é t a t  t ( x n )  
en minimisant J 



FORMULATICN DE LA CLASSE DE PROBLEMES ETUDIES 

Le système dynamique étudie e s t  caractérisé par les équations 

(1-1) e t  (1-2) avec m=l=l. 

Le vecteur d 'é ta t  z ( x )  es t  continue e t  continument dérivable 

jusqu'à 1 'ordre (q-1) par rapport à x. 

$ Z ( x )  d ( ~ ~ ~ ~ y ~  continues pou r  x s [xl , xnl , j-1.. . . ,q-1 

dx 

xl, xn ,  Z ( x l ) ,  Z ( x n )  sont des valeurs fixées à priori. z(xl).. 

e t  q x n )  obéissent à des conditions aux limites te l les  qu'à 1 'abscisse 

xl(resp x n ) ,  l ' é t a t  z(xl) resp t ( x n )  e s t  astreint à se déplacer sur une * ' 

variété VI (resp V n )  de l'espace d 'é ta t  Dlq ,  de sorte que le probleme es t  à - 
états extrêmes partie? lement contraints (Fi g-2) 

Fi g-2 Probl ème à extrémités 1 i bres 

Par ailleurs s i  ? ( x l )  ,. . . . . .. ?(xk)  sont des points de l'espace 

de phase e t  s ' i l  existe une commande u i ( x )  transférant le  point représen- 

t a t i f  de t ( x i )  en Z ( X ~ + ~ )  e t  f a i t  prendre à l a  fonctionnelle (1-5) la 

valeur J ,  Y i= l . .  . . . .k-1, i lexis t r  alors une commande u(x)qui transfère 

le point représentatif de f ( x l )  en t ( x k )  e t  f a i t  prendre à la fonctionnelle 

(1-5) la valeur Jl+J2+ .....+ J k. 



La résolution de ce problème u t i l i s e  le  principe du maximum ( o u  
minimum) de PONTRYAGUINE, qui e s t  une extension des résultats du calcul 

des variations, e t  s'appuie sur la notion dlHAMILTONIEN. 

PRINCIPE DU MAXIMUM DE PONTRYAGUINE 

Soit  le processus dynamique d'équation d ' é t a t  

e t  u ( x )  une loi de commande admissible transférant l e  système d'un 

état  i n i t i a l ( f ( x l ) ,  xl) à un é t a t  final ( 2 ( x n , ) , x n )  

Pour que u ( x )  so i t  l a  loi  de commande relative au cr i tère .  

e t  2 ( x )  l a  trajectoire optimale correspondante, .!il e s t  nécessaire 

qu'existe une fonction vectoriel l e  +(XI 

continue e t  non nulle correspondant aux Tonctions u ( x )  e t  Z ( x )  tel  que : 

a/q(x) e t  f ( x )  soient solution du système d'équation différen- 

cielles suivant : 



e s t  une f o n c t i o n  scq l  a i  r e  notée HAMILTONIEN 

b/ La fonc t ion  H a t t e i g n e  son maximum (ou minimum) pour l a  commande 

u=u ( x )  . 

max H( ( X I ,  $ ( X I ,  u,x) = H(f(x) ,$ ( x )  ,u,x) 

ou de manière équ iva len te  : 

~ ( f  ( x )  YS ( x )  Y u(x),x) 4 H (Z(x3, $ ( x )  Y u, x )  

pour t o u t  u  E U 

c/ ( x )  s a t i s f a i t  l e s  cond i t i ons  de t r a n s v e r s a l i t é  su ivantes : 

i 
q~ (x,) or thogonal  à V, 

qJ (xn)  orthogonal  à Vn  

Ces r e l a t i o n s  (a ) , (b )  e t  ( c )  peuvent ê t r e  obtenues à p a r t i r  de 

l a  v a r i a t i o n  de l a  f onc t i onne l l e  

en supposant connues l e s  f onc t i ons  u  ( x )  e t  f ( x )  minimisantes e t  en 

e f f e c t u a n t  des v a r i a t i o n s  i n f i n i m e n t  p e t i t e s  ,$u(x) e t  S z ( x )  , 

En assoc ian t  aux con t ra i n tes  (1-7)  des mu1 t i p i  i c a t e u r s  de 

LAGRANGE qu i  sont  des f onc t i ons  de x, i 1 v i e n t  

En posant : 



11 vient  : 

Xn 

La variat ion de ce t t e  fonctionnelle dûe à des variat ions 

infiniment pe t i t e s  Su e t  6 Z  , s 4 é c r i t  : 

T 
s o i t  6 ~ 1  ( U  )=  dT(x1) .6 t (x1) -  $ (xn) .  b t ( x n )  

La condition de minimum de J1, quelles que soient  s u  e t  62 e s t  

donnée par : 

J1 ( u X  ( u )  = O 

Soit : 



L' application de ces résultats au problème spécifique des 

fonctions spl ines d'interpolation, dans t o u t  intervalle ]x i ,  ne 

contenant pas de contraintes se jus t i f ie  dans l a  mesure où la fonctionnelle 

à minimiser e s t  additive. 
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Le travail présenté propose une approche originale dans la (ab.~rr:- 

mination des fonctions SPLINE d'interpolation. zpl -. P , 
7,>.$$i.. -1 T<&ci$,n,FE,$? .:I: 
$*,Q$!;;!; -.,;; ?;,&-$ $%, .yyty- , .. . A"$ 

es modèles ci 'approximation exhtants , 
nous envisageons une 'interpolationcomme une trajectoire d'un 

4 
point passant par routes les données à interpoler. Une 

surface d ' i ? ~ e r ~ ; $ , @ p ~ ; $ ~ l o ~ ~ ~ , , % ' ~ ~ ~ d ~ @ ~ e  - par sa famille de géc4- 
c; . ~ 4 %  -- 3- -3 - 

ratrices. - . - - . .. - - - 
-,y:-, * %'pz ". 

Chaque courbe est définie à partir de la problhtique des foi - 
rions Splines (simples ou généralisées). 

Le problème étant formalisé comme un problèmedeconmiandeoptimale 

des processus, nousenproposonsune soiutionsous forne d'un algorithme 

séquentiel ou parallèle noté "processus interpolateur". 

Cette formulation permet en particulier d'apporter des solittions 

naturelles aux problèmes d'instabilité numérique. 
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