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INTRODUCTION



La conception et la fabrication automatisée
d'objets mécaniques a créé le besoin d'algorithmes de définition, de

formes géométriques en deux ou trois dimensions.

Indépendamment des primitives simples telles
gue droites, plans et cercles, la conception de formes plus complexes
telles que carosserie de voiture ou autres fuselages d'avions, met
en évidence la nécessité de concevoir de maniére automatique des courbes
et surfaces gauches issues de considérations esthétiques et/ou

aérodynamiques.

Dans cette optique, les aigorithmes d'interpolation
de données ponctuelles fournissent un outil puissant permettant de
passer d'une "esquisse" (définie par exemple par quelques points ainsi
que quelques conditions de tangence ou de courbure) & la matérialisation
de la forme continue engendrée par les données discrétes de cette

esquisse.

Par ailleurs, l'ergonomie d'un poste de travail
de C.A.0. ("Conception Assistée par Ordinateur") requiert un
intervalle de temps le plus bref possible entre la proposition d'une
esquisse et la matérialisation sur écran graphique de la surface

engendrée.

‘Ce point met en évidence le caractére rapide exigé
pour les algorithmes de définition de formes géométriques auxquels

nous nous intéressons.



Avant de préciser 1'objet du travail proposé,
nous allons situer tout d'abeord le contexte de notre étude 3

1'intérieur du processus de production dans l'industrie mécanique.

Le probleme de 1l'usinage d'une piece mécanique
consiste d'abord & choisir le type de fraise nécessaire pour
réaliser une entaille de section donnée dans un matériau donné, puis
3 déterminer la vitesse de coupe ainsi que la vitesse maximale
d'avance nécessaire a 1'obtention d'un état de surface de qualité
requise. Ces données sont fournies par le Bureau d'Etudes de

Fabrications Mécaniques.

Plus prés de la production, un autre aspect de
1l'usinage consiste & commander le déplacement de 1'outil par rapport
a4 la pikce, le long d'une courbe en deux ou trois dimensions, de

2z

manidre a générer des surfaces par passes successives.
C'est cette deniére phase que nous nous proposons

d'aborder.

Nous pouvons maintenant préciser l'objet de ce

travail al'intérieur du cadre général énoncé précédemment.

I1 s'agit de fournir a la fraiseuse les
consignes de déplacements en vue d'éxécuter une courbe ou une surface

donnée. Ces consignes sont générées a partir d'algorithmes mathématiques

de définition de formes complexes.



Quelle est maintenant la place de ces algorithmes

dans la conception d'un objet ?

CONCEPTION / INTERPOLATION / AGREGATION DES DONNEES

Envisageons dans un premier temps, le probléme

de conception d'une piéce de carosserie de voiture par exemple.

La forme de cette piéce est contrainte par le
raccordement sans angles vifs al'ensemble des piéces déja concgues.
En dehors de ces points frontidres imposés, la forme est laissée libre
et sera choisie arbitrairement 2 partir de données fournies par le

service Marketting, c'est-a-dire issues des considérations esthétiques.

Dans ces sens, tout algerithme permettant de définir
des courbes a partir de données restreintes (points de raccordement
a 1'ensemble), peut &tre un 'ALGORITHME DE CONCEPTION" géométrique.
On souhaite néanmoins, en général, pouvoir maitriser de maniére aisée

les modifications de la forme libre qie cet algorithme génére.

Le systeme "UNISURF"*présenté dans le Chapitre I

est un représentant typique de cette classe de procédés.

Une autre approche dans la conception de dessins

libres est celle de 1l'esquisse.

* UNISURF : Unification des Surfaces



Dans ce cas, on se fixe, en dehors des conditions
de raccordement, des points par lesquels on souhaiterait que la
courbe passe (la forme est alors imaginée). Un "ALGORITHME
D'INTERPOLATION" permet de relier tous les points de 1l'esquisse et

donc de matérialiser la forme imaginéde.

Cette forme, si elle n'est pas validée par le
concepteur (pour son aspect esthétique) peut &tre déformée simplement
par déplacement d'un ou plusieurs points de passage. Une illustration

de ce procédé est représentée sur les figures suivantes (Fig - 1).
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Fig - 1 : VALIDATION D'UNE COURBE PAR DEPLACEMENTS DE POINTS

(INTERPOLATION)




En dehors du cadre de la conception, les
algorithmes de définition de courbes permettent, en outre, de
restreindre le nombre de données nécessaires pour modéliser une
image, c'est-a-dire un ensemble de points dans l'espace &

trois dimensions.

Considérons la courbe suivante qu'on souhaite

faire réaliser 3 une machine outil (Fig - 2).

Fig - 2

A priori, il suffirait de mémoriser tous les
points de consigne en séquence et de les fournir ensuite a 1
machiné. Cette solution est a prescrire dans la mesure ol une
représentation graphique comprend énormément de données, ce qui
entrainerait alors 1'utilisation d'une capacité phéncménale de

mémoire.

11 est plus intéressant pratiquement de reconstruire

~

cette cocurbe a partir de quelgues points qui comstitueront les

-

dennées devant étre transférées, et "apprendre" a la machine ocutil la

manieére de relier ces points ; (algorithme de reconstitution)
(cf Fig - 3). o



courbe courbe

reconstituée initiale

Fig - 3 : RECONSITUTION D'UNE COURBE A PARTIR DE

QUELQUES POINTS

Si 1'écart & entre la courbe réelle et la
courbe reconstruite est trop important, on peut toujours rajouter des
données ou bi@n déplacer un certain nombre de points initialement

choisis (cf Fig - 4).

courbe ' -
reconstituée

]

courbe
initiale

N\

Fig - 4 : RECONSTITUTION DE LA COURBE PAR ADJONCTION DE

3 POINTS SUPPLEMENTAIRES (x] ET DEPLACEMENT DU DERNIER
POINT '




La démarche générale de ce "PROCEDE D'AGREGATION

DE DONNEES" est décrite sur le synoptique suivant (cf Fig - 5).

Fig-5

Représentation graphique
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I1 est a noter que cette phase d'agrégation de
données n'est utile que lorsque le plan a réaliser n'a pas été congu
sur un calculateur numérique. Dans le cas contraire, on a de maniére

quasi-directe des données agrégées.

A 1'intérieur du cadre général énoncé précédemment,
le présent travail propose d'apporter une contribution Qu probléme de
la modélisation et/ou de la coneception des courbes et surfaces gauches

définies ponctuellement, en vue de leur usinage.

Dans cet esprit, une surface est définie par une
famille de courbes gauches représentant les trajectoires suivies par
un pointeur de console graphique ou par un outil. Nous proposons une
méthode originale de détermination de ces trajectoires en les

interpétant comme les sorties générées par un systéme dynamigue

lindaire stationnaire, matérialisé par un schéma ou un programme de

simulation.

Ces trajectoires sont décrites par des fonctions
"splines" qui constituent un outil puissant d'interpolation et sont
générées, dans 1l'interprétation proposée de la théorie de la commande

optimale des processus linéaires continus et/ou de la théorie du calcul

des variations.

Nous nous intéressons particuliérement a la mise en

oeuvre d'un algorithme rapide de génération de courbes et surfaces splines

qui minimisent un critére de forme quadratique. Ces surfaces sont



congues pour &tre exécutées par passes successives par une fraiseuse

a4 commande numérique, permettant de 'réaliser” les algorithmes développés.
Dans ce contexte, la représentation dans l'espace d'état du probléme
d'interpolation d'un réseau de points par une fonction '"spline"

d'ordre 9 aboutit & la définition nouvelle d'un systéme dynamique

noté "Processus interpolateur”.

Dans un premier chapitre, nous introduisons
1'étude de la génération des courbes gauches "non mathématiques"
(c'est-a-dire dont 1'expression analytique n'est pas connue de

manigre notoire).

Nous présentons quelques rappels concernant la
définition de ces fonctions complexes par la méthode "UNISURF'" due 2
P. BEZ IER ainsi que par l'utilisation de fonctions "splines". Ces

deux procédés sont & 1'heure actuelle, tres largement utilisés

dans la~pratique/et nous en analysons les propriétés.

Dans un second volet, apres avoir identifié
le probleme des fonctions splines; & un proaléme de commande
optimale de proceséus linéaires, nous définissons au chapitre II les
fondements de 1l'algorithme proposé en introduisant la notion de
"processus interpolateur" au cas des fonctions splines cubiques. La

méme démarche est alors effectuée pour étudier d'autres types de
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fonctions splines (exponentielle, trigonométrique, sous-tension,
d'ajustement), et permet de réétablir de maniére simple les propriétés

classiques introduites par 1'étude de ces fonctions par 1'analyse

numérique.

Le probldme de 1'instabilité numérique possible lorsque le nombre de
points & interpoler est élevé, est alors envisagé et une solution

‘proposée.

, Le chapitre III définit la modélisation des courbes
gauches unimodales et non unimodales dans le plan et dans 1'espace de
la géométrie a partir d'une décomposition de la courbe en morceaux

et/ou du choix d'un paramétrage judicieux.

Le chapitre IV introduit le probléme de la
génération des surfaces définies ponctuellement sur des réseaux
rectangulaires. Celles-ci sont envisagées comme un produit tensoriel

de fonctions "splines sous-tension” unidimensionnelles définies sur des

sous-réseaux plans.

REMARQUE :

Dans un but de clarté et en raison de 1l'abondante
bibliographie, les résultats fondamentaux de la théorie de la commande
optimale utilisés dans ce travail ne font 1'objet d'againe démonstration

rigoureuse.

Néanmoins, nous présentons sous forme condensée,
en annexe, le principe du maximum de PONTRYAGUINE ainsi que quelques

résultats issus du calcul des variations.



CHAPITRE 1
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CHAPITRE I : RAPPELS SUR QUELQUES ALGORITHYES

CONNUS DE CONCEPTION ET D’ INTERPOLATION

I - 1 : INTRODUCTION :

Le probleme fondamental dans la recherche
de la solution au probléme de conception et/ou de reconstitution de
formes géométriques complexes, réside dans le choix d'un modéle
mathématique qui réponde a la fois aux spécifications relatives &
la géométrie des formes a générer et a des critéres de performance

(traitement en temps réel).

En général, les conditions présentées dans le
cahier des charges et imposées a une courbe sont des conditions de
continuité, des points de passage, et éventuellement des

tangentes en ces points.

Compte-tenu de ces hypotheéses, le prcbléme admet une

infinité de solutions, conformément & la figure suivante (cf Fig - 6).
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Fig - 6 : QUELQUES SOLUTIONS DU PROBLEME D'INTERPOLATION

DE _DONNEES PONCTUELLES

De maniére & obtenir les formes désirées,on utilise en géné-—
ral des algorithmes d'interpolation polynomiale, polynomiale par
morceaux, ol faisant intervenir des bases de fonctions, dont nous
proposans de présenter quelques résultats. Les premiers conduisent
a des polynomes d'approximation de "LAGRANGE“,.alors que
l'interpolation polynomiale par morceaux aboutit aux méthodes
"d'intégration" et de '"transport" (MARCHOUK , 1981 - LAURENT , 1972)
pour des fonctions splins d'interpolation. Deux algorithmes
définissent 1'interpoclation & partir de bases de fonctions : ce sont
respectivement les algorithmes de BEZIER qui conduit au systéme
U.N.I.S.U.R.F (défini 2 partir d'une base de Bernstein) (BEZIER , 1968),
et de Schoenberg qui aboutit aux fonctions B-splines (utilisant une

base de GREEN), (de BOOR,49318%)
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I - 2 : INTERPOLATION DE DONNEES PONCTUELLES PAR DES POLYNOMES

D'APPROXIMATION DE LAGRANGE :

Le probléme de rechercher une interpolation
polynomiale d'une fonction peut s'énoncer en dimension un de la

fagon suivante :

Soient n abscisses distinctes xi‘G R appartenant

a un intervalle [ X1 Xn] choisi arbitraitement et telles que :

Soient n-nombres réels Y; (i=1,...,n)
représentant en général les valeurs en X5 d'une certaine fonction
f réelle, continue sur [ Xqs X ] . L'interpolation polynomiale
consiste & trouver un polynome Pn de degré s; n tel que soit

vérifiée la relation (I - 2 - 2).

P(x) = Fx,) , Vi

i
ot
-
3
~~
-
|
N
I
S
~

n

Si on pose Pn(x) = ZZ:a..xJ s ¥ j=1,...,n ; les

J=1
a‘j satisfont au systéme lindaire suivant :



—4h -

n .

J = . i / _
iz:aj.xi = F(xi) ; Y 1Y (PR (I -2-3)
J=1

Les polynomes d'interpolation de LAGRANGE permettent
d'apporter une solution au probléme posé précédemment ; si L? (x)

désighe la suite des polynomes de LAGRANGE d'expression (I - 2 - 4)

i

n
j -

(x-xj)
1

i3]

avec LY (x.) =0 si i# k 2 LD () =1y PL(x) = FOO

(I -2-4)

alors le polynome Pn(x) qui interpole le réseau (xi, f(xi)) 3

Vi- 1, ..., n s'écrit sous la forme (I - 2 - 5) :



n
Po(x) = ZE: fx;). Lg (x) (1 -2-5)
i=1 .

En général, dans la conception assistée par
ordinateur de courbes définies par interpclafion, le nombre de points
3 interpoler peut étre élevé . On sait dans ce cas, que l'utilisation
des bolynomes d'approximation de LAGRANGE conduit & une instabilité
numérique (P.J. LAURENT , 1972). i

Par alleurs, si Li(x) désigne la suite des
polynomes de LAGRANGE utilisés dans 1'approximation de f(x) définie
sur un intervalle fermé borné, on montre (P.J. LAURENT , 1972) qu'on
ne peut assurer la convergence uniforme de Pn(x) (cf 1 -2 - 2) vers

la fonction f.

Nous proposons d'expliciter ces deux pointé :

- PROBLEME DE CONVERGENCE POUR DES POLYNOMES DE

LAGRANGE .

Considérons une suite Ln d'opérateurs linéaires continus
d'un espace de BANACH El dans un espace vectoriel nommé E2 et L un
opérateur linéaire continu de El dans EZ' On sait , d'apres le théoréme
de BANACH-STEINHAVS (P.J. LAURENT , 1972) qu'une condition nécessaire
et suffisante pour que Ln converge uniformément vers L(f) pour tout

f € El est que soient vérifiédes les deux conditions suivantes

{I1 -2-6):



Ae6.

- lim L_(f) = L(f) ¥f e F

A —— 00

(I -2-26)
- I Ln“ soit borné en n
Appelons Cao 1'espace des fonctions f continues sur
une intervalle [a,b ] = ).Xl’ xn] muni de la norme :

nf‘ “oo = Max ‘f(x)\
xﬁ[a,b] 4

Soit Pn l'ensemble des polynomes de degré n et F’n
le polynome de degré n qui coincide avec f en n abscisses x; de [ a,bj
P (x;) = flx;) 5¥i=1,..,n

On sait que 1l'on peut écrire la relation suivante :

n
v xg[a,b] ;P (x) = L Flx; ). LT(x)

i=

ot

(I-2<7)



AR

Lg (x) sont les polynomes d'approximation de

LAGRANGE de degré n.

L. 'opérateur Ln qui a toute fonction f € Cg
associe le polynome d'interpolation Pn est un opérateur linéaire et continu

dont la norme est définie par (I - 2 - 8) :

N

HLnH - Max Z |2 6o

x € [a,b] i=1

(1 -2-8)

On sait d'aprés le théoréme de BERNSTEIN-FABER
(P.J. LAURENT , 1972) que :

H L | ) ;2 . Log(n) + b(n) (I-2-9)

ol b est une fonction bornée.

Par conséquent, quelles gue soient les abscisses

X s ¥Yi=1l, ...,netn-=291,2,..., il existe au moins une

fonction f € C, telle que Ln(f) ne converge pas vers f et ne soit
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pas bornée, de sorte qu'on ne peut affirmer la convergence

uniforme de Pn vers f.

- PROBLEME D'INSTABILITE

En général les valeurs f(x ) aux noeuds X3 de

1'intervalle [a,b ] sont des valeurs connues avec incertitude.

Supposons f(x) donnée aux noeuds X3 du réseau par

la relation :
~/
flx;) =y, + &; avec el e (T -2-10)
ol é désigne l'erreur d'incertitude.
Si pour un x donné, appartenant a [xl, an ,

(par exemple : x =Q7, qui ne posséde pas d'expression décimale ou

binaire exacte), on souhaite calculer la quantité :

L [floo = Zf(x) (x)

ol les Lz (x), Vi=1,...,n sont les polynomes d'approximation
de LAGRANGE, alors on montre (Encyclopédia Universalis) que la seule

majoration utilisable est :



A9

. n
\f<x> - Z EAMCIRIRS \f(x>-f<§>\

i=1

n

R R E AN LN

i=1

n
+ \f(?) - Z Flx) LTG0
i=1

(I -2 -11)

~
ou x est la représentation de x dans la mémoire du calculateur.

Compte-tenu des relations suivantes (I - 2 - 12) :

n

H L “ = Max Z \L: (x)

xE[a,b} i=1

"r‘(xi) A BRI Py

(I -2-12)
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Le dernier terme du deuxiéme membre de (I - 2 - 11)

peut s'écrire :

n

Sl -wl la @l - el ] g

=il i=1

e

De sorte que si \\ Ln\\ n'est pas majorée (ce qui
est la cas pour les polynomes de LAGRANGE), 1'instabilité de 1'interpola-
-tion résulte de la propagation des erreurs d'incertitude
6' i (I - 2-12). 11 résulte alors du théoreme de BERNSTEIN-FABER
que la suite d'opérateurs de LAGRANGE Ln est instable lorsque le

nombre n de points d'interpolation augmente.

Tous ces éléments nous amenent & chercher d'autres
modeéles mathématiques permettant de définir des formes complexes a
”4

partir d'un nombre important de données.

Deux algorithmes répondent aux spécifications exigées

-

précédemment, et sont déja utilisés dans la pratique.
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Ce sont les techniques qui utilisent les.fonctions

"splines" et les fonctions,'BEZIER" d'allure polynomiale.

Ces fonctions sont en particulier, incorporées
dans des logiciels de C.A.0. tels qu'EUCLID (Société Matra Datavision)
UNISURF (R.N.U RENAULT) pour les fonctions de BEZIER et CADAM

(Société LOOKEED) pour les fonctions splines.

De maniére a montrer l'analogie entre la méthode
proposée et les algorithmes précédents déja constitués et utilisés, nous
proposons de rappeler leurs principes de base, ainsi que les
principaux résultats auxquels ils aboutissent. Cette revue nous
permettra de situer la méthode que nous proposons par rapport aux

procédés existants.

I -3 : ALGORITHME DES FONCTIONS DE "BEZIER":SYSTEME "UNISURF" :

(BEZIER , 1968 - RIAUX , 1980)

11 s'agit de concevoir des formes gécmétriques
complexes issues de considérations esthétiques, a partir de données telles
que des points de passage et de forme & réaliser, ainsi que de conditiocns

de tangence en certains de ces points.
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Ces conditions géométriques sont par exemple
celles qui permettent & la pigce & concevoir (aile de voiture par exemple)
de s'insérer sans discontinuité ni rupture de profil a l'intérieur
d'un ensemble. Par ailleurs, le concepteur utilisant le systéme

'"UNISURF" est libre de donner la forme qui lui plait entre les

conditions aux limites précédemment imposées a la courbe.

Cette méthode est élaborée & partir de la
définition d'une relation bi-univoque entre une courbe dite
"étalon" et son "polygone" correspondant. Les courbes générées sont
engendrées par un point P(u) de l'espace géométrique & deux ou trois
dimensions décrivant la trajectoire définie par la relation

suyivante (I -3 - 1) :

(I-3-1)

ol 5; sont les cdtés du polygone associé a l'arc de courbe (défini

dans 1'espace géométrique & 2 ou 3 dimensions), u est un paramétre qui

définit la position d'un point de l'arc de courbe.
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i . .
fn (u) sont des fonctions paramétrées par u,
et construites & partir des conditions géométriques suivantes ,

imposées 4 la courbe étalon (ef [ -3 -2, 1 -3 -3, 1 -3 - 4),

1 - La courbe étalon est inscrite & l'intérieur
d'une figure géométrique b&tie sur les axes d'un systéme orthogonal
de référence. Elle est définie par son polygone correspondant 2

n cdtés, et réciproquement (cf Fig - 7) :

Y ’ e
b —o — 3;
." P ,,v:’ (
— gt ' V</ l
3| P(“‘) ] 7: /// \\\ i
4 i | A - ~e i
- ~
] Phd "
________ - -
Qo 3,
@] ;' 0 >2C
POLYGONE A 2 COTES POLYGONE A 3 COTES
DANS RZ - DANS R>
’Y 5 ﬂA}
— 3,5 '
A, / <!
)’ i
fe e !
ST T
- / |
all s ! /
7 1,/
————
5 - Fig-7 : Exemple de courbes
o
o} —HC étalons et de

polygones associés

POLYGONE A 3 COTES
a 2 et 3 cdbtés dans

le plan et 1l'espace.
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2 - Le point initial et le point final de
l'arc de courbe ; correspondent respectivement a la valeur 0 et 1 du

parametre u, c'est-a-dire :

P (0 = a,—> £ (0)=0;V¥izl,...,n
—_ n

P (1) = Ta’l“’ F(1) ;¥ isl,...yn
i=0

(1-3-2)

3 - Les tangentes aux points initial et final

sont respectivement paralléles aux vecteurs'EI et?%?.
I1 vient :

FIO) A0 5 FR0) =0 5 ¥ is2,..n

f':(l) Z 0 ; f';(l) =0 3 ¥i= ,...,n

(I -3 -3)
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4 - Les plans osculateurs aux points initial et final

sont respectivement paralléles aux plans engendrés par les vecteurs

(51, 5;) et (&8°7,,73). Il s'en suit que :

1
o

nl . n2 . ui - . } =
f n(U) £ 0 s f n(U) £ 0 ; f n(O) ¥i=3,..,n

f"rr:(l)ﬁ o 3 MW £ 0 3 Q)
’ n ! n

1
[on]
.o

Yi= ,..,n-2

(I -3 -4)

I1 est alors aisé d'extraire du syteéme
d'équations précédent une famille de polynomes satisfaisant les
conditions (I -3 -2, 1 -3 -3, 1 -3 -4).

Une suite de polynomes peut étre par exemple :

d(i—l)

. 1
) = =

(i- ) du(i-l)

avec u € [0, 11 et ¢>n - l.:.il:glz
AL

($ )

(I -3-05)
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Ces fonctions sont dites fonctions de * REZ1 E R’
Elles constituent une base pour l'espace des fonctions f définies
sur 1l'intervalle [0, l] (el LAURENT , 1972) et par extension sur

tout intervalle fermé borné.

EXEMPLE DE FONCTIONS DE DURAND :

no=?2 n=23
fé(u) = Zu--u2 f;(u) - 3u—3u2+u3
fg(u) = u2 f’%(u) = 3u2-2u3
3, 3
fB(U) = u

Exemple de polygones et d'arcs de courbes
associés (cf Fig - 8).

EY =X v

—>
s — a a, x E)
/ Ay & a,
N

=3 9 AT _
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Ces fonctions permettent la construction de

formes géométriques complexes, de la manigre suivante .

n

~ ! {a,l
puisque 3 toute suite de vecteurs Lai §i=1?

il correspond un arc de courbe défini par la relation :

—_— —_ i —
P (u) = a_ + fn(u) . a;

M

[
H
P

s]

et réciproquement, si on déforme le polvgone constitué par les
vecteurs 5; (par déplacement d'un ou plusieurs sommets), il
résulte alors une déformation linéaire de l'arc de courbe corres-

-pondant (Fig - 9).

AL .
24 - A
ai -2,
a
4
—0
'&. ‘?‘3
— 3,
A, 0
—p
s A
2
35

Fig - 9 : DEFORMATION D'UN POLYGONE PAR DEPLACEMENT DES SOMMETS




23

La conception de formes géométriques plus ou
moins complexes est alors réalisée & partir d'un choix initial de
sommets d'un polygone puis par déplacement d'un certain nombre

d'entre eux, jusqu'a l'obtention de la forme désirée.

Cette procédure se généralise aisément au cas des
forme géométriques définies a partir de plusieurs arcs de courbes.
Dans ce cas, chaque arc est défini par la donnée des sommets du
polygone générateur associé, vérifiant les conditions de raccordement
aux extrémités. Par exemple, si la forme & concevoir est continue,

il suffit de mémoriser successivement les différents arcs de courbe
(ef Fig - 10), puis de choisir judicieusement les extrémités du

polygone suivant (contraintes de tangence).

Fig - 10
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La continuité jusqu'a l'ordre 1 de la courbe est
assurée si le premier polygone intermédiaire est co-linéaire au
dernier cdté du polygone précédent. Ceci est équivalent a choisir
des tangentes continues aux points de raccordement (cf Fig - 10 :

Position du point B par rapport a Bl).

APPLICATION DE LA METHODE DE BEZIER A LA

GENERATION DES COURBES :

Avant d'expliciter analytiquement les équations
de génération de courbes et surfaces par cette méthode, nous pouvons
constater qu'au niveau de la fabrication, et de manigre & rendre
l'algorithme de BEZIER rapidement exécutable, on substitue aux
vecteurs'gz d'autres vecteursngz. Ces derniers permettent de
minimiser le volume de calcul & effectuer par le processeur engendrant
la courbe grace a 1'utilisation de techniques rapides de programmation.
Ces vecteurs‘Eg s'expriment en fonction des vecteurs

—r)
a, par la relation (I -3 - 6).

_ J =1 = -z 7 0 [\
bj = Cn .[ Cj—l . aj Cj-i . aj-l + oaeenn +Cj—l( 1)v. a;
Yj=1, s N
(I -3 -6)
_ Jo_ n !
avec bD = eo et Cn =

j ! (n=j) 1
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Cette expression (I - 3 - 6) peut s'écrire sous

la forme condensée suivante (I - 3 - 7) :

- j —
j = Cn ﬁ] 3 VJ=U, sy N
— —
bp = 7g (I1-3-7)

En identifiant ces deux relations (I -3 -6 , I -3 -

—ty —_
on obtient les vecteurs bj en fonction des vecteurs a; -

'61 =9

S SR
-—_ — ——t> —r

Ps = az - 2Za;+a,

— _ n-2 — 0 n+l —

ﬁ n S o8, - Cn-l a _p + s +Cn_l(—l) ay

Le point courant s'exprime alors de manieére
immédiate, en fonction de ces vecteurs, par la relation suivante

dont le calcul se raméne & un schéma de HORNER.

—p —

—C j
P (u) = by + ZE: u - bj

j=1 (1-3-9)
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De méme la dérivée du point courant s'exprime

par (I - 3 - 10) :

P’ () = z jod Tl .F; (I -3 -10)

Ces deux dernigres relations (I -3 -9, I - 3 - 10)

vont permettre de résoudre le probléme initialement posé.

En effet, la conception d'une courbe gauche peut
aboutir partiellement & traiter un probleme d'interpolation et
il est fréquent d'assujettir un arc de courbe a passer par un

certain nombre de points, avec, éventuellement, des conditions

de tangences.
Dans ce cas, il s'agit de déterminer une courbe
UNISURF, satisfaisant les contraintes précédents ou, ce qui est

éguivalent, & rechercher les vecteurs du polygone correspondant.

Les points de passage étant définis dans un repére

cartésien par la relation (I -3 - 11) :

Pi = Sl(xi’ yi) ; Ui=l, ..., n+lk (I -3 -11)
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on convient, pour simplifier le probléme, de leurs attribuer les

valeurs Uy du paramétre u de la maniére suivante (I -3 - 12)

Y k=0, ..., n - u = {‘ k % (I1-3-12)

ol ug = 0 et u, = 1 correspondant aux extrémités du réseau

! défini précédemment.

X409 yi)

{
L

De maniére 2 étudier conjointement les problemes
de conception et d'interpolation, nous convenons de restreindre
1'exposé au cas ou les contraintes de tangentes ne concernent que
les extrémités du réseau.

—
Les vecteurs bj sont alors solution d'un systeme

d'équations linéaires dont 1'ordre dépend du nombre de contraintes du

type précédemment évoqué, et que nous nous proposons de déterminer.

Soit (n + 1) points de passage incluant les
extrémités du réseau tel que a tout point de passage de coordonnée
n . N -k _
% Xi o yij j=] On associe le parametre U, = — 3 ¥ k=0,...,n.
n
Supposons en outre, que les extrémités(xo,yg)et

(xn, yn)soient assujetties 3 des contraintes de tangence,

si (m+l) est le nombre de sommets du polygone & m cdtés associé 3 la
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courbe a générer, alors m peut é&tre déterminé de la maniére

suivante, Compte-tenu des données ,. le systeéme (1-3-9,1-3-10)

s'éerit
— ~
P o(u) = by + 2 qu.bJ 5 ¥ k=0, ..., n
i= (I -3-13)
P . m
7’ T '_/1 —_—
P (ul) = A ui bj H ¥ 1=1,...,n
J:l
(I -3 -14)
I1 s'en suit les relations suivantes :
* (n-1) relations du type
——( w—t
P (uk) = Pu s ¥ k=1,...,n1
k
o :ill ; (1-3-15)
.
. — —v —
entre les (m + 1) inconnues bO’ bl""’ bm. Ces relations sont

issues de (I - 3 - 13) et sont assocides aux contraintes de points de

passage intermédiaires.
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* 2 relations du type

— —_— —_—

P (0) = PO = bU

—D — — p— ——
/ : /

P 1) = Pi = b0 + b1 + oaeeee + bm

issues de (I - 3 - 13) et sont associées aux contraintes de points

de passage initial et final.

* 2 relations du type

—_ — _—

P' (0) = Pé = b1

— —» —_—> —_— —

Pt (1) = P} = b1 + 2b2 + + m.bm
(I -3-17)

De ces (n-1 + 2 + 2) = (n + 3) équaticns, on
— —— D
peut extraire (n + 1) équations entre les (m-1) inconnues b2’ b3""’bm'

Pour que ce systéme admette une solution unique,
il faut que le nombre de cdtés du polygone générateur satisfasse la

relation (I - 3 - 18) suivante :
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ms=n+ 2\ (I -3 -18)

EXEMPLE D'APPLICATION

m =7 et le systeme linédaire
— —
b3, ceees b7 : (I -3-19)

N+1=z=6 =—p
-—

est 3 6 équations & 6 inconnues b2,

g e —_
1 1 1 1 1 1 b,,
—
2 3 4 5 6 7 bs
2 3 S .5 46 7 ;"
U Y1 1 1 1 1 4
2 3 4 5 6 7 ‘b*’
Us Uy U Uy 2 Yo 5
2 3 4 5 6 7 "b'*’
Uz Uz Uz U3 Uz Us 6
U2 U3 4 U5 U6 U7 ?
4 4 Uy 4 4 4 7
——p —_—p ——'D -
Py - Py - P
P - Py
1 "0
— —_— JE—4
P, - Py - oy - P
—-—91 — -
- - ]
P u, Po u, - Pg
—> — s
- - ]
By cBc st
u, - g - Yy - Pg
I _
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. —_ —_ —_— 1 2 3
avec : b0 = PO et b1 = Pi 5 U = y Up ==, Uz = —
5 5 5
S
4 =
5
REMARQUE

I1 est possible d'influer sur la forme de la
courbe en attribuant & certains points de passage intermédiaires des
valeurs de parametre différentes de celles qui constituent la

suite U =t—k;'z ;s k=4, ..., n-1.

n

LIEN AVEC LA NOTION D'OBSERVABILITE

Inversement, pour n donné, il est possible de
déterminer le nombre de contraintes de points de passage et/ou
de tangence nécessaire pour que le systéme précédent (I - 3 -~ 9 ,

I -3 - 10) admette une solution unique.

Ce cas particulier permet une liaison directe
avec la notion d'observabilité introduite dans 1'étude des systémes

dynamiques {(GILLES , 1975).
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Nous proposons d'expliciter la solution de ce
probléme sur un exeﬁple simple (n = 3) en lui substituant la
recherche de conditions d'observabilité du systéme dynamique

correspondant au systéme d'équations (I - 3 - 20) :

n .
+ \: f:(u) ?: (I -3 - 20)
. '=l

En développant les expressions de f:(u) pour

n = 3,(1 -3 - 20) s'éerit (I -3 - 21) :

x(u) = a% + a] (u3 - 3u2 + 3u) + a%(—Zu3 + 3u2) + a% u3
2
y(u) = aé + af (u3 =30l 4 3u) + ag(—le+ 3u)s a§ u
(I -3 -21)
1
S x(u) . a;
avec P (u) = ; ay
2
1 y(u) aj

En ordonnant suivant les puissances décroissantes

de u, il vient les expressions suivantes (I - 3 - 22) :
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x{(u) = (a% -2 a% + a%) u3 + (-Ba% + 3a%)u2+33%u + ag
2 (1-3-22)

2, 2 2
y(u) = (aﬁz_ - Za2 + a§) u3 + (-332+3a‘&)u +3a,U+d,

- : k
Les inconnues étant les vecteurs a; 3

Vi=0, ..., 3 ; Yk=1,2 ; sionpose ( I -3 - 23)

k _ .k k _ . k
bo =ay ; bl =3 a; H
(1-2-23)

k K K kK k
b2 = - Bal + 3 a, H b3 =a; - 2 a, + a5

x(u) pour k =1

et z(u) alors le systéme (I - 3 - 23) peut
y(u) pour k = 2

se mettre sous la forme du systéme dynamique suivant :

Fig-II
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Ce systéme est complétement observable (GILLES , 1975)
par sa sortie z(u).

En d'autres termes la donnée de quatre points de
la trajectoire z(u), u appartenant & 1'intervalle [0,1] , permet

de calculer les conditions initiales (I - 3 -~ 24) :

2@, 2@, 7@, 2@ ] ' =[b‘5 , bE L b, b‘;JT

(I -3 - 24)
par la résolution d'un systéme d'équations linéaires.

Cette remarque concernant l'analogie entre les
fonctions d'interpolation de BEZIER (syst&me UNISURF) et sa représentation
par un systéme dynamique complétement observable, a déja été utilisée

pour 1'élaboration d'un systéme analogique générateur de trajectoires
polynomiales (T. BENNANI , 1975). Cette interprétation d'une courbe
d'interpolation comme trajectoire générée par un systéme dynamique
est mise & profit au Chapitre II, par l'introduction de la notion

de processus interpolateur pour générer les fonctions splines

d'interpolation d'crdre q.

GENERALISATION AUX SURFACES :

Les courbes gauches étant définies par leur

polygone caractéristique, on généralise la procédure précédente
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aux surfaces en concevant celles-ci & partir de passes successives.

Chaque passe est une courbe UNISURF notée

"génératrice" définie par un polygone. Pour chaque valeur du
parametre u, le point correspondant des génératrices se déplace
suivant une autre courbe UNISURF dite "directrice", elle méme

définie par un polygone caractéristique. (RIAUX , 198l) (Fig - 12).

Pig=-I2

Courbes "directrices"
————

obtenues par déplace-

i
I
!
[
v
/ ¥ ment des points Pl,
! N /A
Généra- i <> _ 7y
! =7 , PZ”""Pn de la
trice Y / . . o
A . / génératrice princi-
. . 3 " >~ ) - /
incipale © Y A e e
pT pale g’ ﬁ\»b J pale.
Génératrices

On congoit alors la nécessité de deux paramétres
u et v pour décrire une surface. Ces parameétres sont assignés respectivement
aux directrices et génératrices, de sorte qu'une surface sst congue comme étant

—_
engendrée par le point P (u, v) défini par la relation (I - 3 - 25) :
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n m
—
—— = ——p :
—

P (u,v) =a_+ a. f(u) + b. . ()

o) i, 'n i m

- 1 : 1
_ i=1 j=1

n,m
—Y
+ E ( 2, -

i J
3;) . fn(u)- fm(V) (I -3 - 25)
i, =4 St J

ol fi(u) et f%(v) sont les fonctions de Durand, relatives aux
paramétres u et v.

P

Les vecteurs a, et'b‘j corresbondent respectivement
aux polygones directeurs et générateurs ( cf Fig - 13)

“‘F‘“:: Directrices

Génératrices
—_—— | ——b 3
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Le calcul du point courant s'effectue alors en

deux temps.

1 - On détermine un point de paramétre u sur chaque

directrice,

2 - A partir du polygone de la génératrice u = cste

ainsi constituée, on détermine la génératrice de paramétre v.

Comme pour les courbes unidimensionnelles, on
1 —_
introduit des vecteurs b . et b_, .
dir géné.
—

Pour une surface le point courant P(u,v) peut
gtre défini par la relation suivante (I - 3 - 26) obtenwe d partir
de (I - 3 - 25) dans laquelle on a développé les fonctions Fi(u),

f%(v) et groupé les termes TRV

—> n,m —_ . '
P (u,v) = Z C.. . ul-l . VJ_l (I -3 - 26)
1]
i,j=1

Cette derniere relation peut s'écrire sous une

forme plus simple, permettant de restreindre le volume de calcul
— —>

nécessaire pour calculer les vecteurs bdir et bg (I -3 -27):

éné.
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(I -3 -27)

Pour une génératrice (u=cste) il y a lieu
d'effectuer préalablement le calcul suivant : [I -3 - 28) avant

de calculer le point courant.

—_— 2 n _— -
boéns § [1, u, uZ,..o,u ] . [ C; 5 } (I -3 - 28)
Ce dernier s'cbtient & partir de la relation
(1 -3-29

_ - 2 m ] T
P (u=zcste, v) = [ bgéné j] . [l,v s VT eea,v

¥ v variant de 0 a1
—
La détermination de la matrice [ Cij] utilise
(n % m) fois 1'algorithme utilisé pour les courbes en calculant

chaque fois les points intermédiaires qui constituent les polygones

des génératrices u=cste et des directrices v=cste.
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CONCLUSION :

La méthode de BEZIER se justifie bien comme
méthode de conception de formes géométriques et permet le passage
aisé de l'esquisse au dessin. Le caractére pratique de cet algorithme
est 1ié a la rapidité du traitement et la simplicité de la manipulation

des formes engendrées. Cet aspect est mis en relief par les remarques

suivantes (a) - (b) - (e) :

a) Les relations entre la modification des points
du polygone et la modification induite de la courbe sont relative-

-ment faciles & apprécier avec un peu d'expérience.

b) La courbe est indépendante du systéme de coordonnée:

utilisé pour décrire le polynodme.

c) La rapidité de calcul résulte de l'utilisation

d'une base de fonctions polynomiales.

Alors que cette méthode, typiquement adaptée aux
problémes de conception peut &tre étendue pour traiter les problémes
d'interpolation, il apparait difficile de 1l'utiliser dans le
probléme d'agrégation de données (cf. Introduction Générale). La
recherche des sommets du/des polygone(s) associé(s) a la forme
géométrique a reconstituer, nécessiterait la résolution d'un systeme

d'équations linéaires d'ordre élevé.
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I - 4 : ALGORITHME DES FONCTIONS SPLINES :

L'interpolation par des fonctions splines est
une méthode généralisant un procédé graphique utilisé par les

dessinateurs.

Etant donné un réseau de points (xi,yi,izl,n)
dans le plan, on utilise une tige flexible qui passe par ces points.
La courbe obtenue est continue jusqu'a un ordre élevé et sa forme
est nécessairement réguliére (non oscillante entre les points

d'interpolation) étant donné la plasticité de cette "régle molle".

L'utilisation de ce type de régle molle étant
délicate dans les unités centrales des ordinateurs, on a cherché a
reconstruire ce type de courbe mathématiquement et on a aboutit ainsi
aux fonctions splines qui minimisent des fonctiocnnelles de type
quadratique des dérivées successives de la courbe. Nous proposons
d'abord de définir de maniére axiomatique les fonctions splines

avant d'expliciter trois méthodes usuelles permettant leur calcul.

I -4 -1 : PROPRIETES DES FONCTIONS SPLINES

D'INTERPOLATION D'ORDRE g :

Soit un réseau de points (xi,yi, i=l,...,n) de R .
Les abscisses des points successifs sont ordonnées par la relation

suivante :
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Une fonction spline d'ordre g est une fonction
f(x) ; x E. [xl, X ] satisfaisant les propriétés enoncées ci-

dessous.
\ 29-2
P-1) f(x) est de classe C L Xl’xn]

P;Z) Dans chaque intervalle | x.,x. , f(x)
1°7i+1

est un polynome de degré (2g-1) d'expression :

2g-1 :
- < 1
¥ x € {xi, xi+l] ; Efx) =N 81'(Xi+1_x)
1 =0

P-3) En tout point x;; i=l,...,n ; on a la
propriété d'interpolation :
Flx,) = y; 3 Vizl, .ooon

1

P-4) f(x) vérifie les conditions aux limites

. - N
%f(J)(XZ) - f(J)(x;) =0 ;Vj=qg+1,..., 2g-1 }
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P-5) f(x) minimise la fonctionnelle quadratique :

X
n
(F(x)) = 5 P00 3 R ¥ xefx ]
X
1

L 'existence et 1'unicité de la solution sont

assurédes de maniére constructive pour les mé&thodes connues de

calcul de f dont nous proposons quelques brefs rappels.

I -4 -2 : METHODE D'INTEGRATION POUR LES

FONCTIONS SPLINES D'ORDRE 2 :

(MARCHOUX , 1980 - ATTEIA , 1966)

Compte-tenu de (Pz), dans chaque intervalle

(x, xi+l)’ le polyndme d'interpolation s'écrit :
) i i 2 i 3
f.(x) = ag + aj. (xi+1—x) + ay. (xi+l-x) + ay. (Xi+l—x) (I -4-1)

En dérivant deux fois les deux membres de cette

relation et en posant :

iel T Miel TN
m, = f" -

i i (xi) (I -4-2)
Miy1 = f? ( )
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11 vient les relations suivantes (I - 4 - 3) :

i
Zay = m1
] m.- m.
653 - i i+l
b
X, =X
f;(x) = mi——iil——— + m,
b.
i+l

En intégrant deux fois les deux nombres de la

(I -4-73)

derniére expression de (I - 4 - 3) et en calculant les constantes

N

d'intégration a prtir de (P3) , 11 vient

pour tout x € [Xi’ xi+1]

la relation de f(x)

3 3 2

£0x) x5 g =%) o (x=x; ) . {; mi’hi+l] (% ,17%)
= i+l ° i~ )
6'h1+l 6'hi+l 6 —1 hi+l
r .
. C M1t ] . (x = x;)
yi+l
i+l (I -4-4)

La propriété de continuité (P4)nous fournit une

relation de récurrence a partir de laquelle sont issues les inconnues

M ot m. du probleme ; il vient :
i+l



L9

v i=1, , n=2
153 By * Bys w52 Yiaz = Vi1 Yie1Yi
m. + m. - = -
i i+l
6 - 3 g b B
i+2 1+l
(I - & - 5)

Cette derniére relation peut se mettre sous la

forme matricielle suivante :

AL.M=H.Y (I-4-6)
ou 1

h2+ h3 hj—— 0 0.!00.00..000lc'o.'oo-oococo

3 6
h h_+h h
—l— —I.-L- -——Ah-c oo.Oo.co.-aococooooaoo-O
6 3
0 h h,+b_

.-J_—- —i—-z—- i Pebtgenve Q
6 3 6

6;‘.‘00 LR Qc;cco ooooo o;:.a-a.;no hn_’{' hn+ n-i
L 6 3

(I -4 -7)
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T4 A4 4 0 o] (¢ ]
h _h—-; h— I N EE NN BEX N NRENERN NN N RN RNBE X X NN NI yi
2 2 23 ’ 3 yg
3\
0 _hl. (_i..._']’-\ -1-'— O..........».......O 13
3 hy By/ hy .
0 0 4 (_i.-.é-_) 4 o| Y-
B by By ; :
M ynci
: 14 1
0 0 0 0 0...(-—-_) = ¥a
n- 2n B, L
e —
(1 -4 -8)

A est une matrice symétrique définie positive et
non singuligre, de sorte que le systéme (I - 4 - 6) admet une
soclution unique.

Cette méthode donne de tres tons résultats et
nécessite la résoclution d'un systéme d'ordre (n-2), qui pour

des valeurs élevées de n peut conduire & une instabilité numérique,

Par ailleurs, cette méthode s'avére lourde pour la
génération des surfaces définies sur des réseaux rectangulaires. Danse
ce contexte une surface est décrite par unme fonction spline
bicubique f(x,y) satisfaisant notamment la proprisgtée d'interpolation

suivante :
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Flxayy) = 24

Cette fonction est construite & partir des
fonections splines cubiques unidimensionnelles f(xizcste,y) et
f(x,yjzcste) respectivement définies sur les sous-réseaux de rang
i suivants : {(yj,zij), j=l,...,m et i fixé } et les

sous-réseaux de rang j suivants : {(yj,zij), i=l,...,n et j fixé}.

On montre [:MARCHUUK, 1981 ] » que les inconnues
-nécessaires pour déterminer la valeur de la fonction f en un point
(x,y) du domaine ol elle est définie, exigent qu'on résolve cing fois

un systeme matriciel équivalent a celui utilisé en dimension un.
A .M=H.Y (I -4 -6)
D'ol la nécessité d'utiliser une capacité mémoire
élevée (4.n.m éléments de la mémoire interne d'un calculateur).

1 -4 -3 : METHODE DE TRANSPORT DES RELATIONS :

( M. PETIT , 1971)

Gette méthode permet de calculer 1'expression
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analytique de la fonction spline d'interpclation f(x) d'ordre q
sur un réseau%;i,yi} v i=l, ..... ,n et satisfaisant les propriétés
(cf § I -4 - 1), a partir du vecteur Z(x) défini de la maniére

suivante (I - 4 -T) :
727 (x) = [f(x), FrX), ann., 297205, fzq—l(x)]
2(x)€ R (1-4-17)

f(x) est completement déterminée sur [Xl’ xn] , si

on connait ZT(x) en tout point X; s ¥oi=l, ...., n.

La méthode de calcul repose sur 1l'établissement
en tout point x; de 2q équations linéaires satisfaites par les 2q
composantes de Z(x;). Ces relations sont issues du transport en x; 3

- des q relations des propriétés P3 et P4 vérifiées

par les composantes de Z(xI),

- des q relations identiques satisfaites par Z(x;).

. . . +. . -
a) Premiére étape : Passage de Z(xi) a Z(xi+l)

Les propriétés (P3) et (Pa) (cf8I-4-1)
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appliquées au point xI peuvent se mettre sous la forme matricielle

(1-4

M(x’l’)=

-8 :
+ +y + A
M(xl) . Z(xl) = b(xl) (1-4-8)
T 2q-2 2q~1
avec Z (x;) = [ f(x{), f'(xI), cene, £ (x;), F4a (XI)}
M est une matrice de dimension (q, 29)
b est un vecgeur de dimension ( g )
0 0 10. . 0 I
<1 . .
. . 0
. 1 BEICWE N
0 1.
1. .. .. .0 0 . . 0 y,=f
L . L
EXEMPLE : q=2
SR
f(xl)
| e
0 0 1 0 f'(xl) l Sf"(xl):ﬂ a— (P
160 0 () [P 2y a——(py)
Y
Fro(xd) 1J
-
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L 'expression de Z(xg) s'obtient & partir de

1'expression suivante permettant le passage de Z(xI) a Z(xg) :
- + -
Z(xz) = T(hl).Z(xl) (i -4-9)

ou T(hl) est obtenue en écrisant le développement de Taylor de f(x) en xé,

avec hl = x2 - xl H

h n? 2q-1

~_ 1 st b,
(h) - : S ul
T J = , : T

) : \1\ ~_ (2‘1-2)'
’ 1) ] \

+ 1 \
' : : > b,

] @) o) o ~ 4

En injectant (I - 4 - 9) dans (I - 4 -g"), on

obtient la relation suivante (I - 4 -I0) :
+ - - - + ( - -
M(x;).T( hl).Z(xz) = b{xy) (I -4 -10)
soit M(x5).Z(x;) = bix;) (I -4 -II)

avec b(xé) = b(xI) ek M(xg) = M(XI)
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Pour g=2, on obtient en X la relation suivante :

— —- —
_ - fix,) _
2_ 0 ]
- 1
0 0 1 hy f (xz). i
£ (x3)
2 3 "1
1 -hy El -hy f"'(xz) L .
2! 31 B _
(I-4-I2)

Cette premiere étape peut se généraliser en

énongant le lemme suivant :

. . +
Lemme 1 : A partir de la connaissance, en X3 de

g relations linéaires satisfaites par Z(x{) :
+ + + ;
M(Xi) . Z(Xi) = b(xi) (I - 4 -13)

on peut déterminer en X;+l’ q relations linéaires analogues.

M(x, ) . Z(x.

inl) T b(x: ) (I -4 -I4)

i+l
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X +
)a Z(Xi+1):

b) Deuxieéme étape : Passage de Z(X;+1
Compte-tenu de (P,),la relation (I -4 -12)
n'est valide en x; que pour les (2g-1) premigres composantes de
(x,). En éliminant donccette composante fzq—l(x-) entre les
2 2

q équations de cette relation, on obtient g-1 nouvelles relations

qui sont vérifiées en X; (Pl). On prend comme q-ome composante

flxy) = vy

L 'exemple précédent donne, en éliminant f"'(xg)

entre les deux relations de (I - &4 -12);

2
F(x3) = hy F1O0) + 1 f1(x5) =
2 1 2 5 X2/ = Y1
+
soit
_ ) - _ -
1 —hl El. 0 ¥y
3 +
Z(xz) =
1 0 0 0 Y,
- . L -
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Cette deuxiéme étape se généralise aisément

par le lemme suivant :

Lemme 2 : A partir de la connaissance de

q relations linéaires indépendantes de la

relation f(xi) = y;, vérifiées par Z(x;+l) :
M(x. ;) . Z(x

) = b( ) Y i=1l, ..., n-1

i+l Xi+1

On peut déterminer q relations linéaires du méme

oo +
type vérifides par Z(xi+l) :

+ + +
MOxian)s Z0xgp) = By )
En applicant, alternativement les lemmes 1 et 2 sur

1l'intervalle [x n ] parcouru de gauche a droite on obtient en tout

1’ X

point :

- + .
X (xi et/ou Xi) Y i=1l, ..., n
q relations linéaires entre le 2q inconnues. Les q relations manquantes
sont obtenues en appliquant une statégie identique sur 1l'intervalle

[ X1 an parcouru de droite & gauche en initialisant la relation

(I - 4 - 8) au point x;.
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En tout point ;s on dispose alors de 2 g
équations permettant de déterminer les 2 g composantes de Z(xI). I1
convient de remarquer qu'en tout point intermédiaire (xz, ..... , xn-l)
la premiére composante de Z(x;) est immédiatement donéée (Zl(xZ) = yi)'
Aux points extrémes (xl,xn), g-l composantes de

Z(x) sont immédiatement issues de la propriété Pa.

i

On déduit 1'expression du polynéme d'interpolation
a partir de la connaissance des g premiéres composantes du vecteur Z(xi)
(y i=1, ....,n) en utilisant la méthode de LAGRANGE-HERMITE a

arguments répétés x; et x; , (schéma de AITKENNEVILLE). [ roop, 1962 ]

I -4-4 :METHODE UTILISANT LA BASE DES FONCTIONS

B-SPLINES :

(DEBOOR , 1977 - SCHUMAKER , 1981)

Cette méthode consiste a choisir une base de
fonctions splines pour 1l'espace vectoriel des fonctions splines
polynomiales par morceaux de degré k-1, définies sur un réseau

R de points d'abscisses Xgs Xps eeeey X tel que :
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Ces foanctions sont notées B-splines et sont
définies & partir du réseau R et de Viék conditions de continuité
vérifiées par la fonction spline polynomiale par morceaux en tout

point Xi de [R.

De maniére a construire les fonctions B-splines
précédemment définies, on introduit des abscisses supplémentaires a
celles du réseau [R en "transformant” les conditions de continuité

aux noeuds de [R en points d'un nouveau réseau.

n-1 L
Soit : f£=k + Z (k'Vi) ' €=iti} i=1
= )

est le nouveau réseau sur lequel sont définies les B-splines, on
montre (Théoréme de SCHOENBERG & CURRY) qu'il est construit a

partir du réseau par'les'régles suivantes (I - 4 - 10) :

Dty {ty £ oeens <t €4 (I -4-16)
2) §£+k:7 ....... :;'E£+l :7 X,
3) i=2, ..... , n-1 ; alors (k—Vi) abscisses de 1£> sont

égales a X3
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4ty £ by L oreeeer Lty Kt Kt

Compte-tenu de ces relations, on définit une base

de fonctions définies sur le réseau %:‘, de la manigre suivante :
Binere (x) = (& -ty). [ti’ """ ik ] <t‘_")+'1 5 (I-%-1T7)
Vi=1, ...., x4
ol —Bi’k;esont les B-splines d'ordre k, définies sur g .
~(t=x)%1  est 1a fonction de GREEN définie par
(t‘-x):(__1 = max‘{U, (t-x)k_i} (I -4-1 é )

k-1 T e
- [ti’ ..... vty ] o (tx)) est la différence
divisée d'ordre k de la fonction de GREEN prise en fixant x

et en considérant (t-—x)‘_:"1 comme une fonction de t.

i t. . te ex si 'écrit
sit £ t.,.q » cette expression s'écri

i+k k-1
(t.-x)+

‘:ti,...., ti+k:J . (t-x)_t_i = Z

j=i if" (t,-tg)

=1

£#;

(I -4 -19)
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Les fonctions Bi'k‘!? (x) vérifient les

propriétés suivantes : (I - 4 - 20)

- B (x) =0 six £ [ti, ti+k]; Voizl, ...,

- Bl g (x) 0 ;¥ x é-]ti, ti+k[; v oi=t, ..., €

£
- Biiog ()21 3V x€ ]tj, tj+1\_ C Lt,l,tf_'_kj
i=]1
(I-4-20)
Nous proposons d'illustrer la base de fonctions

définies précédemment par l'exemple des B-splines d'ordre 4

suivant :

€ - {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7j - \tl, t9] et k=t

3
. (0 - x) 2 2
By, 1o (x) = (1) + (2x) - —(3x)
1'4 %’ 6 3 + + 3 +
1 3
+ - (4~x)+ ; Y x E{O,Lf']

82'4"€ (x) = _l_(l-X)f_ - —Z—(Z—X)f_ + (3—x)3- L(LI—X)_?_
6 3 3

1 3
+E (5—x)+ ) ¥ x€ [1,5]



By, 00 =3 (2)] -f x> + (42 - -i;(é-x)i
v x € [2,6)
Buge 00 =1 G2 -3 ()2 v 3 (507 - 11 (6x)]
6 4 2 12
+ 3 2
S 6 ¥ ox € [3,6]
Boyyr (x) =1 33 33 3.9 2
5'4 3 (4-x)7 -5 (5-x)_ = 3 (6-x), - 5 (6-x)
+ 1 3
7 (T vye [47]
Fig - 14 : EXEMPLE DE B-SPLINES
A
B, (x)
A 5 [ 3
B, (x)
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L 4

Dans la pratique le calcul des B-splines d'ordre k

utilise de maniére répétitive 1l'équation de récurrence suivante

(1-4- 21)

x—ti ti+k-x
Bineig () =——"— = B, iyg (X)
t. | -t. t.  -t.
i+k i itk "isd

Bl k-1, ()

v x e[ti, ti+1[ : ¥iza, ..., £k

(I - 4 - 21I)

que 1l'on initialise pour :

1 tj <x 4 tj+1
Bj'i"€<x) =
0 ailleurs

(1-4-22)
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Les B-splines étant définies (I - 4 - 17) et
calculées comme précédemment (I - 4 - 2I,I - 4 - 22) toute

combinaison de la forme(I - 4 - 23) ¢

£
flx) = Z % By e (1 - 4 - 23)

i=4
f@k

est notée fonction spline d'ordre k pour la séguence ??: %t. S
iz

1

Cette derniere relation permet de calculer la
représentaton polynomiale par morceaux d'une fonction f & partir
de sa représentation B-gpline. qf ainsi que les coefficients

B-splines sont alors donnés.

Un tel passage se réalise aisément dans la mesure
ol on peut calculer et différencier la relation (I - 4 - 23)
La détermination des dérivées f(J-l)(xi) s ¥ =1, ..., k
définissant complétement la représentation poclynomiale par
merceaux de f, s'effectue de la maniére suivante.
n

On construit le réseau {xi} a partir des données
i=1

du probleme :
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| 1+k
( %f = {,t. en respectant lec différentes
lj i=4
reégles (I - 4°- 10) définies précédemment, puis on calcule les
valeurs des dérivées d'ordre k-1 de la fonction spline

en tout point XI'

Cette derniere étape nécessite la connaissance

des B~ coefficients des dérivées d'ordre k-1 en tout X;

On montre (DEBOOR , 1978) que ces derniers
peuvent étre obtenus en différenciant répétitivement 1la
fonction spline f(x), (I - 4 - 17), obtenant par la méme
occasion des fonctions splines d'ordre inférieur.

Sur 1'intervalle [tr, tg [ i1 vient les

relations suivantes (I - 4 - 24,1 - 4 - 25)

.8 o S ]
D) X B e (0 3 {Z“i'ai,k,f(xﬁ
i=r i=r
S+
= Z__diﬁ 8 e 00
i=T

(I -4 - 24)
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avec

(j+1) 3 sij=0

Q.
.
]

i
(3 - )
s ;sij>o

Ut yty) / (i)

(1 -4 ~25)

Cette derniere formulation conjointement a
1'équation (I - 4 -21. ) donnant les valeurs des B-splines en
tout point Xi 3 V'i:l, «+e.yn , permet de calculer les
f‘(‘j_l)(x;) s J=1, ..., , k 3 puis de déduire la fonction

spline f(x).

Par ailleurs, si sont respectivement données une
£+k
suite ;6 = {ti} , une séquence de points d'abscisses
i=1
{,T'/ij et une fonction g prenant les valeurs : g (’L’i) en o,
i=1

alors g peut &tre approximée par une fonction spline f(x)
d'ordre k admettant les points i/”Ci, g( ’E’i) 5 iz, c..., -f)l
comme noeuds.

C'est le probléme "d'agrégation de données".

I1 suffit pour cela de rechercher la suite t’\?i}
qui vérifie la systeme d'équations linéaires d'ordre 1 i=1

suivant (I - 4 - 20) :
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£
> d By e (T) =0T svist, o, £
(I -4 -20)

Ce systéme admet une solution si et seulement si

la matrice (I - 4 = 27) :

By ( "Ci) B, (T - - B, (T,)

A= | 5507 (I -4-27)

Bi(’fl)........Bi(’tl)

—

est inversible.
Cette derniére condition se traduit par le choix

suivant des points 151 (I - 4 - 22). (Théoreme de SCHOENBERG-WHITNEY)
(cf DEBOOR , 1978)

t, < Ty < b vi=t, ....,€ (I -4 - 28)

Un choix de points in recommandé (lorsqu'il niest

pas imposé) est le suivant :

1% Ciagtygr oot By /D

Voizd, ..... £ (1 - 4 = 29)
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Dans la pratique, le probleme de 1l'interpoclation
d'un réseau {’Ki} - par une fonction spline f(x) prenant les
valeurs g( 'Ui) enl;es points consiste & déterminer la séquence

€ sur lagquelle sont définies les B-splines, de telle sorte

que soit vérifiée la relation (I - 4 - 2%).

En général, il est impossible de réaliser un tel
choix et on substitue le probleme en recherchant la fonction
spline d'interpolation f(x) telle que, si l'estimation de l'erreur

d'interpolation est définie par la relation suivante (I = 4 = 30):

la-rl & ¢on ) %0 (1 -4 - 30)

-

oV (éf' = constante dépendant de f), alors E,f. est la plus

faible possible.

Sous ces hypothéses, une telle fonction requiert le

choix du réseau © suivant (I -4 -31I):

s A

= T J.’t ¢ 3=
pee * (Tt Tt oo T/ 7 D

Bp =ty s veeeen 2ty = 1y (I -4 - 31)

) ~n
t‘f-i-l = t£+2 S = t{_{_k = \/2
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La méthode des B-splines décrite'précédemment
donne de tr2s bons résultats (minimisation de volume de calcul,
obtention de formes douces, déplacements de points sans altérer
le reste de la courbe) et résoud aisément le probléme

d'agrégation de données lorque € est donné.

Néanmoins, le probléme classique de 1l'interpolation
(recherche de la séquence € a partir des points de passage)

demeure en général impossible a résoudre de maniére optimale.

D'autres situations nécessitent le passage
a4 une représentation polynomiale par morceaux. C'est la cas
ol le nombre de points & interpoler est élevé, et ol les

abscisses sont équidistantes (SHUMAKER , 1981)

I -4 -5 : CONCLUSION :

Indépendamment des problémes soulevés aux
paragraphes précédents et qui, dans certains cas, ne permettent
pas d'élaborer des formes géométriques complexes, la méthode de

BEZIER constitue néanmoins une excellente méthode de conception.

Elle permet une représentation directe de courbes gauches

dans [R3 et introduit de par son paramétrage, la notion de

systeme dynamique ; une courbe est considérée comme la trajectoire

d'un point.
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Alors que la méthode des B-splines semble étre un
cas typique pour résoudre le probléme d'agrégation de données,(e(mnnw
la méthode du transport des relations (représentation polynomiale
par morceaux - LAURENT , 1971-) semble étre la plus rapide,

notamment lorsque le nombre de points & interpoler est élevé

(représentation graphique ). (SCHUMAKER , 1981)

Dans la méthode gque nous proposcns comme dans
celle de BEZIER, la courbe a générer est envisagée comme la
trajectoire d'un point. Ce point est considéré comme la sortie
d'un processus (au sens de la théorie de 1'Automatique) dont le
vecteur d'état (P. NASLIN , 1968) est le vecteur Z(x) utilisé

dans la méthode de transport (cf § I - 4 - 3).

La structure de ce processus est définie par sa
représentation dans l'espace d'état & partir des propriétés de
base des fonctions splines d'ordre q, et par 1l'application des
résultats fondamentaux de la théorie de la commande optimale

(PONTRYAGUINE , 1968).
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CHAPITRE IT : ALGORITHE DU PROCESSUS INTERPOLATEUR

II - 1. INTRODUCTION :

Dans ce chapitre, nous considérons une fonction
Spline d'interpolation comme la trajectoire issue d'un syst2me dynamique
linéaire stationnaire compleétement observable (GILLES , 1978), soumis

a une loi de commande.

Ce systéme dynamique muni de sa commande est
noté "PROCESSUS INTERPGLATEUR". Il est construit & partir des propriétés
des fonctions Splines d'interpolation d'ordre q définies au

chapitre précédent.

L 'application des rdsultats de la théorie de la
commande optimale (BOUDAREL , 1968 - PONTRYAGUINE , 1974) des processus
permet d'expliciter la commande cherchée, a partir d'une représentation
du systéme dynamique dans 1l'espace d'état (NASLIN , 1968).

L'interprétation du probléme comme la détermination
d'une commande optimale permet, entre autre, de restreindre le nombre
des propriétés définissant les fonctions Splines d'interpolation et d'en
rendre l'utilisation plus souple, en particulier leorsqu’on souhaite
réaliser une courbe & partir de la concaténation de plusieurs arcs.

Cette procédure, est au sens propre du terme,
analogue au systeme dynamique de génération des fonctions de Bézier

(T. BENNANI , 1975), et s'étend aisément aux fonctions Splines
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généralisées (M. ATTEIA , 1968) d'ordre q (interpolation, sous-tension,
ajustement).

Dans un souci pédagogique, nous proposons
d'introduire notre méthodologie & partir de la construction de
fonctions Splines d'interpolation cubique ( q = 2 ), en introduisant
les propriétés de base qui permettent de définir le '"processus

interpolateur", dont la sortie décrit la courbe souhaitée.

Aprés avoir défini la structure du processus
interpolateur, nous explicitons le calcul de ses paramétres a partir
de la représentation dans 1l'espace d'état.

Cette démarche est alors généralisée pour les autres
types de fonctions Splines.

II- 2. DETERMINATION DES FONCTIONS SPLINES CUBIQUES D'INTERPOLATION
D'ORDRE g = 2

II - 2 -1 : POSITION DU PROBLEME ET PROPRIETES :

Pour 1l'essentiel, il s'agit de résoudre de
maniére plus aisée un probléme pour lequel nous avons explicité une
solution au chapitre précédent. Nous comparerons en conclusion la’

complexité des différents algorithmes.

Soit un réseau de points {xi , Y. €ER 31 =1,.., n}

ordonné par la relation suivante :

X1<X2 <','t1.-¢ '<xn-l <Xn

Le probleéme de 1l'interpolation de ce réseau par

S,

une fonction Spline d'ordre 2 consiste & rechercher la fonction f(x)
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satisfaisant les propriétés identiques a celles exposées au

précédent chapitre et que nous proposons de rappeler :
P 1) f(x) est de classe %2 [x X ]
1’ "n

(En d'autres termes, f,f'et f" sont continues

sur {xl ’ X ] ).

Yy }
s seey N

P 2) f(x) interpole le réseau gxi ,
3 ¥, =1

Flxg) = vy

P 3) f(x) minimise dans 1l'espace des fonctions P (x) satisfaisant

les propriétés (P1l) et (P2), la fonctionnelle de forme :

?(‘f(X)) = /xn(\?"(x))z dx

Xy

P 4) Cette propriété constitue, comme nous le montrons par la suite,
un ccrollaire des propriétés (Pl), (P2), (P3).

Dans tout intervalle [xi , Xi+13 3 i=1, .oon -1

f(x) est un polynome de degré 3 qui s'écrit :
< i
fi(x) —iEE a - (xi+f X

Géométriquement, la propriété (P3) spécifie la
minimisation des variations de pentes, ce qui équivaut a rechercher

des courbes gui n'oscillent pas entre deux points dféchantillonage.

Si nous définissons le schéma suivant : (Fig - 15)

._z_?\ __--,(%?-—-——» Z(x) Fig - 15
uix

(%)

comme 1'intégrale :
X
2(x) = E(x) + u(x).dx
JX(O)
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La fonction f(x) recherchée apparait comme la

sorfie du systeéme dynamique en boucle ouverte suivant : (Fig - 16)

| |
|
) 1) WAL SRR (CY
| |
L_ o F—’ o I P
f'(xi) F(xi)
Fig - 16

Les éléments représentés dans cette figure intégrent

par rapport a la variable x & [Xl , xn]

Mis sous cette forme, le probléeme précédent peut-étre
explicité en terme de commande optimale des processus de la maniére

suivante :

I1 s'agit de déterminer la commande u(x) qui engendre
la trajectoire f(x) ; x €,[xl , xn] passant par tous les points

d'échantillonage (xi , yi) et qui minimise la fonctionnelle

éﬁ(u(x» = %fxn uZ(x) . dx ; (I11-2-1)

1

I1 est manifeste qu'il existe des commandes telles
que la trajectoire f(x) satisfasse la propriété d'interpolation et que

parmi celles-ci, on cherche la/les commandes(s) qui minimise(nt).(II-2-1)



35

Une représentation du systéme (Fig - 16) sous

forme d'égquation d'état est la suivante :

d (7)) = A. Z{x) +b.u(x)

dx A
be mZ*; 2

’ Aé:(RZ X 2

CER™ (11.2.2)

Z{x) = C. E?x)

Ix4

ot 1 Z(x) T. [Z(x) , Z'(x)) [f(x), f'(Xﬂ £ R

o
—
1]
~—
o
[
—t
o
[

Nous proposons de noter 1'ensemble formé du
systéme dynamique (Fig - 16) et de sa commande u(x), "PROCESSUS
INTERPOLATEUR".

Cette derniere formulation permet de résoudre .le
probleme posé, par application de la théorie de la commande optimale
dont nous proposons de rappeler les quelques résultats fondamentaux
gue nous utilisons immédiatement. Des rappels plus détaillés sont

explicités en annexe N°1,

I1 - 2 - 2 : COMMANDE OPTIMALE DES PROCESSUS : RAPPELS :

La théorie de la commande optimale appliquée au
probléme particulier des fonctions Splines d'ordre 2 consiste a
déterminer la commande u(x) ; x € [xl , xn] gqu'il convient
d'appliquer au systéme dynamique (Fig - 16) générant la trajectoire

Z(x) pour que celle-ci satisfasse aux conditions de passage
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et de continuité Pl1), P2) (ef. § II - 2 - 1) tout en minimisant

la fonctionnelle quadratique suivante :

X ) :
J (u(.)) = J{ u (x).dx (II - 2 - 3)

J étant une fonctionnelle additive, sa minimisation implique celle de

toutes les fonctionnelles.

i+l 2
J (i, u(.)) = u“(x). dx ;3 V. =1,..., n-1.
X3

Dans tout intervalle ]xi ’ xi+l[ , pour lequel il n'existe pas de
contrainte, la commande u.(x) qui transfére le systéme d'un état
(Z(xi) , Z'(xi)) 3 un état (Z(xi+l) , Z'(xi+l)) est obtenue par

application du principe du maximum de PONTRYAGUINE (cf. PONTRYAGUINE 1974).

On montre (cf. Annexe 1) que cette dernigre
formulation raméne le probléme d'optimisation d'une fonctionnelle
(11 - 2 - 3 par exemple) & celui de la maximisation en tout point
x €]x), x [, d'une fonction scalaire notée HAMILTONIEN et définie par
la relation :

v ox¢€ ]Xi ’ Xi+1[ s Yi=l,..., n-1
T (I1 - 2 - 4
H (Z(x), ulx), ¥ (x)) = -1 u?(x) +¥.(A.Z(x) + b.u(x) )
2

Pour des variations infiniment petites JE?X) H
x € ]xl R Xn[ et §u(x), il s'en suit que :

{J(.):jxngH.dxyo (II -2 -5)
X
1
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Sans contraintes sur la commande, il vient :

Vvox€ Ix; x50 5 vi=1l,..,n-1
(11 - 2 - 6)

u(x) = bl . Y (x)

L 'évolution du vecteur ¥ (x) en tout point
x & ]xi y xi+l[ est régie par le systéme d'équations différentielles

suivant :

&(\Y (X,)) = -AT Y x) ;¥ x€,]x;.L , Xi+l[ ; ¥ oi=l ,..., n=1
dx

(II -2-17)

De méme, pour des variations infinitésima]es admissiblies
§2 (x;) et g—?:'_(xn) du vecteur d'&tat aux extrémités du réseau [ xy, /xn] ,
la variation §J de la fonctionnelle (1I-2-5) conduit aux conditions
aux limites suivantes qui sont notées conditions de transversalité.

i
Q

g Tx). 8702 =

(I -2 -38)

1]
o

Ly ) 620

Dans ces expressions, g?(x) note un accroissement
infinitésimal du vecteur —Z-Zx) compatible avec les données du problime.

En particuEer E;.(Xl) = Z(xl) étant fixé, son
accroissement admissible SZI(xl) est identiquement nul et on

n'obtient alors aucune relation caractérisant \yl(xl) d'aprés les
conditions de transversalité. (11 -2 -8)



Ces relations définissent complétement la

commande optimale u(x) cherchée dans tout intervalle [xi , xi+i] .
b

¥i=1, ..., nd; a partir de schémas différentiels que 1l'on peut
intégrer a partir de conditions initiales issues des conditions de
transversalité (II - 2 - 8) et des données imposées (cf. § II-2-1)
au processus.

Nous proposons d'expliciter la structure du processus

interpolateur, puis de le calculer a partir des données du probleme.

II - 2 -3 : STRUCTURE DU PROCESSUS INTERPOLATEUR :

Les résultats rappelés au paragraphe précédent dans
le cadre de la formulation dans 1'espace d'état (II - 2 - 2) du
probléeme d'interpolation posé initialement, aboutissent a définir la
structure suivante du processus interpolateur générant la
trajectoire Z(x) : (II - 2 - 17)

Vi=1,...,n-1 ; ¥ x¢€ [xi , xi+l[

d [Zx) jA b.b' .-Z_(x)—l

dx [ Y| o AT Y (x)

H (I1 - 2 - 17)

1 —
En posant W(x)E[Rax: WT(x) = ( ZT(x), %J(x)) , la

relation précédente (II - 2 - 17) s'écrit sous forme abrégée

d
— (W(x)) = J.W(x) avec J =
dx

¥ izl,...,n-1, ¥ xe[xi,xi+l[ 0

s (II -2 -18)

o Y e B e
O O O
o OO
O O —=O0
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Effectuons la transformation suivante sur les composantes du vecteur
d'état W(x) :

Y ) —— Y, ()
(IT - 2 -19)
Yy (x) —— ¥, (x)

En notant :
- v(x) le vecteur défini par :

0 = [200, 2000, Y00, - Yy 0]

- A la matrice de Jordan définie par (II - 2 - 20), le
systeme (II - 2 - 18) s'écrit aprés la transformation

(IT - 2 - 19) sous la forme suivante :

d ~ Y
T (v(x)) = Aww(x) ; oli A = ; (II - 2 - 20)
X

[ % v Y o Y o
OO O
oo~ O
O~0OO

Cette dernitre relation correspond alors au schéma

de simulation suivant : (Fig - 17), valable pour tout x € [%i, Xi+ll .

i

{
l
1
(
[ j
!
[
{
|

f
(
-¥; (x) Y, (x 2" (x ‘(

+__,,5____@___°j_@__f__v Z(x)

YA
\../—_\\

Fig - 17
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L'éguation de progression définissant numériquement la
trajectoire Z{(x) sur tout intervalle [xi , xi+l[ , est obtenue par
intégration de l'équation d'état précédente (IT - 2 - 20) 3 partir des

conditions initiales v(xi).
I1 vient :

Vi=1,..., n-1 ; V¥ h¢t EJ; Xip1 " xi[
(I1 - 2 - 21)
M(h) . v(xi) -

v(xi + h)

avec : M(h) = exp(ﬁh)
1 h oo
20 3}
01 h b
M(h) = 2!
0 0 1 h
6 0 0 1

La fonction Z(x) générée par le systéme dynamique

(cf. Fig - 17) est ainsi complétement définie a partir de (n-1)

conditions initiales sur le vecteur v(xi)é D?a.(Vizl,...,n-l).

I1 convient donc maintenant de compléter le processus
interpolateur en adjoignant au systeéme dynamique un bloc de calcul
fournissant les conditions initiales v(xi) a partir des données du

probleme d'interpolation.

De maniere a expliciter cette structure, nous

proposons de représenter le processus interpolateur sous la forme du
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schéma suivant, correspondant a une réalisation hybride de type II
(Fig - 18) ; le bloc de calcul fournit successivement les composantes
des vecteurs v(xi) lorsque la variable d'intégration x devient égale

é Xi (i=l,...,n—l).

CALCULA-
-TEUR

ANALOGI-
-QUE

CALCULATEUR

NUMERIQUE BLOC DE CALCUL

Réseau {xi,yg, ¥Yi=1l,...,n
Données :

I_+ tangentes en xlet X

Nous proposons maintenant d'expliciter le bloc de calcul

du processus interpolateur.

II - 2 - 4 : DETERMINATIGON DU BLOC DE CALCUL :

La technique utilisée est basée sur 1'équation de

progression (Il - 2 - 21) qui permet 1'obtention du vecteur V(X;;l) 3
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partir du vecteur v(x;).

En tenant compte de la propriété de continuité(Pl),
nous proposons de montrer qu'il existe une relation affine entre les
vecteurs V(XI+1) et v(x;). I1 ne restera plus qu'a déterminer les

composantes du vecteur initial v(x}).

. + +
II1 -2 -4 -1 ) Relatimentre V(Xi+l) et v(xi) :

La fonction de progression (II - 2 - 21) permet
d'écrire :
+
- x5). vixg) (11 - 2 - 22)

vixg ) = MGy

Z(x) étant de classe c2 sur [xl , xnl , les trois
. + , -
premigres composantes de v(xi+l) sont égales a celles de V(xi+l)’ ce

qui se traduit par la relation matricielle (II - 2 - 23):

¥iz=l,..., n-l:

.v(x;+l) = LLovxg,) | (11 - 2 - 23)

O O 'y

La derniére composante est obtenue a partir de la
donnée de Z(xi+2) =¥ Zi+2’ par la premﬁ?re ligne de 1'équation
de progression (II - 2 - 21) sur l'intervalle | %41 7 Xi+2] .

)

Z(x3,9

_ - _ +
Yie2 = Z (x,p) = [1000]. Mhy ). vixiy) (II - 2 - 24)

[ 13 mp(e2)5 myg(ae2)s mp(ie2) | wixt, )
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L 'ensemble des relations précédentes (II - 2 - 23,
II - 2 - 24) s'écrit sous la forme affine suivante (II - 2 - 25) :

1 0 g o ]
0 1 o0 ©
+
0 0o 1 o vixjg) =
2 .3
I hyo hio Nl
]
~ B 271 731 |
~ - ~ 7
2 3
1 o 0 0 I hjy by Pia
21 31
0 10 0 0 1 z
i+l Niel A .
. 2 1 . v(xi)
0 0 1 0 0 o i .
i+l
0 0 0 OJ 0 0 0 1
o -
[ o
0
+ (I1 - 2 - 25)
0
yi+2__
avec hi+l = Xi+1 - xi
iv2 5 Xie2 T X



~3h_

soit sous forme abrégée :

N(hy o)+ VO, ) = QuMlhy g )wv(xD) + Y, (i+2) (11-2-26)

La matrice N(hi 7) est inversible et son inverse est
facilement calculable de maniére formelle. I1 vient donc 1'équation de

récurrence suivante : (II - 2 - 27)

vixt ) = A(i+z).v(x‘i“) + B(i+2)

i+l
(IT - 2 - 27)
Yi=1, ..., n -2
. S|
avec : A (i+2) = N (hi+2) . Q.M(hi+l)
(I1 - 2 - 28)
B (i+2) = N'l(hi+2) . Yl (i+2)
1 o 1} 0 0 ]
f 0 1 0 0 0
4 . s B(i+2) = (11-2-29)
N ( i“):! 0 0 1 o | 0
| # /
|
{ |
.6 _6 _3 6 | 6. y(i+2
W he T h % | H3
L i+2  Mie2 Mis2 Mie2 J! i+2



1 h.'1+l

0 1

0 0

6 . _ 6 (M1 |
-2 2
hiv2 i+2 D2

35

il

i+l

i+2 i+2

(II - 2 - 30)

. i+1< hi+l h
+

hi+1/3 1

hit1/2)

i+l

N

2
3h. h. h:

+2) _ i+l 1+ i+l . i+l
h h2

isv2 i+2 i+2

11 ne reste plus qu'a initialiser 1'équation

récurrente précédente par le calcul du vecteur v(xz).

11 -2 - 4-2 ) Calecul du vecteur v(le :

Les données initiales du probléme sont :

Z(xl)

Z(xn)

51

respectivement premidres composantes des vecteurs v(xl) et v(xn).
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Par ailleurs, les valeurs des dérivées Z'(xl)

ou Z'(xn) peuvent indépendamment faire partie des données du probleme.

Dans le cas ol l'une de ces dérivées n'est pas fixée,
on peut déduire une autre relation sur les composantes du vecteur
v(x) a 1'extrémité considérée & partir des conditions de transversalité
(11 - 2 - 8).

Considérons en effet la variation du critere (1I1-2-3)
sous l'effet des seules variations admissibles de la valeur.EZXl) de Z(x)

a4 la borne inférieure X, . Elle est exprimée par la relation suivante
(I -2 -31) : ‘

Sa= (9T . 570 ] ey, 0 (II - 2 - 31)
1
7)) = [0, 7' ()]

Ve = (200, 2700, Yy00,-F 0]

Z(xl) étant fixée, la variation admissible
S—Zl(x) est nulle.

Z'(xl) n'étant pas fixée a priori, la relation
précédente s'écrit :

Y,(x). 821 (xp) = 0

Les variations érZ'(xl) n'étant pas nulles, il vient
alors :

Y, (x) =0 (II - 2 - 32)
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A ce stade d'analyse des données aux extrémités

X1 et X, 3

- on connait la valeur de Z(xl) (resp Z(xn))

- on connait la valeur de Z'(xl) (resp Z'(xn)) sinon
Yz("l) (resp \yz(xn)) est nul.

En d'autres termes, les conditions limites du vecteur
v(x) sont les suivantes :

vl(xl) connu

et VZ(Xl) fixé sinon VB(XI) =0
et (IT - 2 - 33)
vl(xn) connu
et vz(xn) fixé sinon v3(xn) =0

Deux composantes de v(xl) sont ainsi directement

connues.

Les deux autres composantes peuvent étre obtenues 3
partir,

1) de 1'équation de progression (II - 2 - 21) qui n'a

pas été utilisée au pas précédent pour x = Xy ¢

Z(xy) = [1, 0, 0, 0], M(xy=xq) =+ vx;)



de v3(xn).
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2) de la valeur de vz(x;) ou i défaut de la nullité

Cette composante est liée a V(Xi) en itérant la

relation de récurrence établie précédemment (cf II - 2 - 27). Il vient :

(II - 2 - 21,

n
V) = M(hn).{;}:‘; A(k)} L vixg)
(11 - 2 -34)

n n
enn)d (T ) s
e=k+l

L 'expression de M(hn) = M(xn - Xn—l) est explicitéepar

L 'expression de A(k) est explicitéepar(II -2 - 302

L 'expression de B(k) est explicitéepar(II -2 - 22}

Les composantes de v(xl) sont donc liées par une

deuxieme relation linéaire obtenue a partir de l'identité précédente

en écrivant que vz(x;) est connu ol bien que vj(x;) est nul.

EXEMPLE

Les données limites d'un probleme d'interpolation

sont définies par les valeurs de :

Z(xl) , Z(xn) , Z'(Xn)
Les conditions limites sur v(xl) sont alors :

Z(x

vl(xl) l)
(I1 - 2 - 35)

Vv \
3(xl) 0
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Les relations précédentes étant écrites sous

forme abrégée par :

Z(XZ) =1,0,0,0) .M.v(xl)
v(x7) = P.ou(x) + g (I - 2 - 36)
Méml&xa , P ERlelt s q € ERQ

Les composantes VZ(XI) et va(xp sont alors solutions

du systeéme suivant :

- i ] — .
~ +
M, M4 VZ(xl) + Z(xz) - Z(xl)
+ -
P22 Pay va(xq) 2'(x) = Py .Z(x1) - gy
L d - - L J
(IT - 2 - 37)

Si les conditions limites en xn étaient restreintes

a8 la connaissance de Z(xn), on aurait a résoudre le systeéme suivant :

M

12 MM-} ’—vz(xp . Fz(xz) - Z(xl)

32 34 ACSY - Py s 2(x)) - a5

L - L -

(IT - 2 - 38)
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Les vecteurs v(xZ) s ¥ i=2, ..., n-1 se déduisent
directement de v(xI) 4 partir de 1'équation (II - 2 - 22).

L 'organigramme de calcul du vecteur v(xI) est illustré

sur la Fig - 20.

II - 2 - 5 : REALISATION DU PROCESSUS INTERPOLATEUR :

Nous proposons d'expliciter la méthodologie de calcul
de la loi de commande optimale du processus interpolateur en

utilisant”un calculateur hybride (analogique et numérique)

conformément au schéma de la figure suivante (Fig - 21).

CALCULATEUR

ANALOGIQUE
BO B1
~ @
i+l
iy A B e 7
CALCULATEUR ! | |
| l BLOC |
‘ | DE ;
NUMERIQUE |
| CALCUL
' |
| !
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Le calculateur analogique effectue, par intégration,
le calcul de la trajectoire sur tout intervalle {ki, Xi+l[ .

Le calculateur analogique étant en mode initialisation,
ce calcul est initialisé au point x = X, par la définition, par le
calculateur numérique, des composantes initiales des intégrateurs,
1'entrée —Z“‘(xl) de 1'intégrateur N°1 et l'entrée x., du

2
comparateur (borne Bl).

Le calculateur analogique est alors mis en mode

opération.

Lorsque la sortie du comparateur commute, cela signifie
que x est sorti de 1'intervalle [xl , xz[ , le calculateur numérique
fournit alors une nouvelle entrée - Z'''(x,) sur la borne BO et la

nouvelle borne supérieure X3 de x sur la borne Bl.

Ce processus est ainsi répété suivant le graphe
(Fig - 22) jusqu'a ce que x devienne égal 2 Xy €8 qui déclenche

un arrét de la partie analogique.
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* Calcul

* Sortie

* Sortie

+

i
i

#* Mise en conditions initiales

calculateur analogique .

de v(xl) 3 partir des

données du probléme.

des valeurs initiales
Z(xl) sur intégrateur
Z'(Xl) " "
Z"(Xl) 1" ] "

xl »" "
des consignes

Z”'(xl) sur la borne

1] "n "

X2

* Mise en opération du calculateur

analogique

du

No3
No2
Nl
Ne4a

BO
B1

LT

Calculateur analogique

en opération

Calculateur numérique

en attente

T A (d=n-1) 1 T

Mise en mode

mémoire du calculateur

analogique
FIN

Fig - 22

T_L A L ¢n-1)

iz I+l

1 1
1.
% Sortie de xi+l sur Bl _l

Sortie de -~ Z"'(xi) sur BO

,\
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II - 3. DETERMINATION DES FONCTIONS SPLINES SOUS TENSION D'ORDRE 2 :

Au paragraphe précédent (§ II - 2), notre intérét
s'est porté sur la recherche et 1'obtention de fonctions splines
d'interpolation les plus "douces" possibles c'est-a-dire qUi
minimisent en tout x € [xl , xn] la fonctionnelle J quadratique
de la dérivée seconde de la fonction (cf § II - 2 - 2 ; P4),.

De maniére a supprimer les points d'inflexion
supplémentaires créés sur la courbe d'interpolation cubique
précédemment étudiée, on s'intéresse aux fonctions splines qui
minimisent une fonctionnelle quadratique des dérivées seconde et
premigre.

Dans ce cas, on réalise un compromis entre la
"douceur" et la "longueur" de la courbe, en introduisant dans la
fonctionnelle J, un terme supplémentaire représentatif de la

longueur.

ispline

d'interpolation

spline

sous-tension

Fig - 23 : Réduction de la longueur d'une courbe par traction sur les

extrémités.
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Les fonctions caractérisées par cette propriété
sont notées fonctions splines sous-tension d'ordre 2.
(D. PILCHER , 1973).

Nous proposons, dans un premier volet, de
déterminer ces fonctions & partir de 1'algorithme du processus

interpolateur développé au paragraphe précédent.

Dans un deuxiéme volet, nous généralisons cette
procédure aux fonctions splines sous-tension d'ordre q notées
Lg splines (ou L est un opérateur différentiel linéaire
invariant). (CORREC , 1980).

IT - 3 -1 : PROPRIETES DES FONCTIONS SPLINES
SOUS-TENSION D'ORDRE 2 :

Une fonction Z (x) définie sur un réseau

{Xi > Yy 3 Vi =1, ..., nj ordonné par la relation :

xl<x2<.. .., ‘<xn-l <xn

est dite fonction spline sous-tension d'ordre 2 si elle

satisfait les propriétés suivantes :

Q1 ) Z(x) ainsi que ses dérivées a l'ordre 1 et 2

sont continues sur [xl , Xn]
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Q2 ) Z(x) interpole le réseau {xi ) yi}
Z(xi) =y, 3 v i=1,...,n.

De plus, les dérivées premiéres aux extrémités du

réseau peuvent étre imposées.

Q3 ) Z(x) minimise dans l'espace des fonctions
définies sur [xl s Xn] , satisfaisant les
propriétés Ql), Q2), la fonctionnelle de forme

suivante :

X
v x € [xl , xn] ; (i}(f(x)) = j : (f'"(x)z-i-oZ f'(x)z) dx.
X
1

0 est noté coefficient de tension

REMARQUES :

9" = 0 correspond au cas particulier des
fonctions splines polynomiales par morceaux d'ordre 2 pour
lesquelles la méihode proposée a été développée au paragraphe
précédent (cf § II - 2).

Le terme introduit avec O # O réalise un compromis
entre les propriétés de longueur minimale et de douceur maximale
de l'interpolation. Pour de faibles valeurs de O, les courbes

correspondantes tendent vers la courbe d'interpolation cubique.



u(x)
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Lorsque O tend vers l1'infini, la fonction cherchée
tend de maniére manifeste vers 1'interpolation linéaire par morceaux,

qui minimise la longueur des courbes d'interpolation

( an (£ (x)%dx) .
Xy

En interprétant f(x) comme la trajectoire du systéme

dynamique suivant : (cf Fig - 24)
1

F T T T — T T T T

Z"(x) 2 (x)

o )— > Z(x)

[}

l
|
i
|
i
|
I
I
!

___________ -

2'(x;) z(xi)
Fig - 24

dont le point représentatif évolue suivant la variable x, nous
proposons de déterminer son expression analytique dans tout
intervalle [ki ) xi+l] ou elle est définie, & partir des équations
issues de la théorie de la commande optimale des systéemes linéaires

stationnaires.
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II - 3 - 2 : EQUATIONS DE LA COMMANDE OPTIMALE :

Si ET(X) = [Z(x) , Z'(x)] est le vecteur état du
systéme (cf Fig - 28), alors une représentation dans 1'espace d'état
est la suivante : (II - 3 - 1)

94 (7(x)) = A.Z(x) + b.u(x)

dx (11 -3 -1)
Z(x) = C. Z(x)
ol : Z(x) , Z'(x) représentent respectivement la fonction

f(x) et sa dérivée premieére f'(x).

A€ {szz ; b€ {RZXl , CE [Rlx2 sont définis par :
0 1 0

A = s b= s o= [ 1, 0 ] (11 -3 - 2)
0 O 1

On caractérise une trajectoire particuliere dite
"trajectoire optimale" par le fait qu'elle minimise la fonctionnelle

de 1'état et de la commande :

X —
3 @,ut)) =4l [T @0 L T00 + uP)) o
2 %
1

(II -3 - 3)
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2x2

P = € R ; T>0;P >0

En tout point x pour lequel n'existe pas de
conﬁrainte sur la fonction (x3# X1s Xos Xg3 «e) xn), la variation
S.J de la fonctionnelle J (cf II - 3 - 3) consécutive a une
variation admissible du(x) de la commande u(x) est équivalente a
la variation §H de 1'hamiltonien H par rapport a u(x), en tout
point x(x # x; ; ¥ i=l, ...,n) de la trajectoire optimale :

(LARMINAT & THOMAS,I977) -

X
SJ=5" SH. dx (I1 - 3 - 4)
X1

ou H est la fonction scalaire définie par :
Vs ~ 2 =T - T =
H (u(x), Z(x), ¥ (x)) = = 1 (u™(x) + Z (x). P.Z(x))+ Y (x)(A.Z(x)+b.u(x))
2
(ITI -3 -5)
La commande u(x) n'étant soumise & aucune contrainte,
il s'’en suit :

dH

T
= 0= u(x) =b . (x) ;5 ¢ Ly X
du(x) uix %/ X x € ]xl X1+1[

(IT -3 - 6)

L'évolution du vecteur qg(x)i ﬂ?2*¥,caractéristique

de la commande,est régie par le syst2me d'équations différentiel
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d'HAMILTON - PONTRYAGUINE suivant :

dW(x) ___dh
dx dZ(x)

¥ x€ ]x; , xi+l[ s V¥izl,...,n-1  (II -3 -7)

On en déduit la relation (II - 3 - 8) :

d ¥ (x)
dx

= - Al VY (x) + P.Z(x) ; V¥ x¢ ]Xi’xi+l[ s ¥ i=1,..,n-1
(I1 -3 -8)

Ces relations (II - 3 - 6 ; II - 3 - 8) définissent ‘2@T
u{x) a partir d'un systeéme différentiel qu'on peut intégrer a )
partir des conditions initiales issues des conditions de

transversalité sur W (x), aux extrémités du réseau.

Ces derniéres s'écrivent :

§3=(¥Tx).8Z(x) = 0 (II -3 -9)
X =z Xq
X = X
n

En particulier, comme dans le cas des fonctions
splines cubiques, si une composante de Z(xl) (resp Z(Xn)) n'est pas
fixée, la composante correspondante de \P(xl) (resp \y(xn)) est
nulle.
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Pour déterminer la fonction Z(x), on convient de la
représenter par son processus interpolateur défini a partir des
relations précédentes et dont nous proposons d'expliciter la

structure)puis le calcul.

IT - 3 -3 : STRUCTURE DU PROCESSUS INTERPOLATEUR :

Les relations définissant la commande u(x) et le
vecteur Y (x), ainsi que la formulation du probleme initial dans

forme
1'espace d'état, peuvent se mettre sous lavVmatricielle suivante

(IT -3 -10) :

(II - 3 - 10)

- i
Notons J la matrice de ce systeme et Z(x) & ERa"le

vecteur d'état correspondant, définis respectivement par :

et EI(X) = [Z(x),Z'(X),\Yl(X),‘¥2(Xi

©O o o o
9 0o o =
oo ~ O

(IT -3 - 11)
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Effectuons la transformation suivante sur les

composantes du vecteur \y (x)

Y1 60—, 00

B Y ,0—— -, 0

(I1 - 3 - 12)

Le systéme (II - 3 - 10) est alors représenté sous la

forme plus simple suivante :

4w = Aovx) (II - 3 - 13)

avec

(I1 - 3 - 14)

=
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Cette derniére relation correspond au schéma de

stimulation dont la structure est la suivante (cf Fig - 25)

]
ﬂg
]

Y2 () /5 S P

Fig -~ 25 : Structure du processus interpoiateur d'une fonction spline

sous-tension Z(x)

L'équation de progression définissant numériquement
Z(x) (ou f(x)) sur tout intervalle jxi ) xi+l[ est obtenue par
intégration de 1'équation d'état (II - 3 - 13) & partir de

conditions initiales v(xz).
11 vient :

Vizl, ..., n-l
¥he [0, x,, -x[ (I1I - 3 - 15)

v(xi + h) = M(h). v(xz)

ot M(h) = exp(zlh)
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1 sha h chgh-1 shoh - Oh R

a g2 g3

0 choh shoh choh-1
a a?

£ 0= M(h) = (I1 - 3 - 16)

0 a sheh cheh sheh
T

0 -0 0 1

La trajectoire Z(x) générée par le schéma précédent
étant définie par morceaux (x € [xi , Xi+lE , 1i=z1, ..., n-1)
on est amené & compléter le systeéme précédent (cf Fig - 26) en lui
adjoignant un bloc de calcul fournissant les conditions initiales

v(x;) a partir des données conformément & la Fig - 26 :

——— — — e e e e e w——— ————— . o — ——— e —— T ey

' 2\
: A\
{
|
| , .
CALCU- : f ). J W i J o J
LATEUR { 1 2 3 4
I R R
ANALO- . + +
4 (x7) Z'(x3)
CALCULATEUR BLOC DE CALCUL
NUMERIQUE Réseau : {xi, yi}; ¥V izl, .., n
Données

f tangentes aux extremiteés x, et X

Fig - 26 : Simulation de la trajectoire spline sous-tension Z(x) sur calculateur

hybride.
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Le calcul des conditions initiales v(xI) fait

l'objet de la présente étude.

II -3 - 4 : CALCUL EXPLICITE DU PROCESSUS INTERPOLATEUR -«

La procédure de calcul est en tout point paralléle
4 celle développée précédemment ( § II - 2 - 4).

La détermination des vecteurs v(x;) en tout point
X; du réseau est basée sur 1l'existence d'une équation de récurrence
3 z . + +
linéaire entre les vecteurs v(xi+l) et v(xi).
Cette équation est établie de la maniére suivante,
3 partir des propriétés Ql et Q2 (cf II - 3 - 1) des fonctions
splines sous-tension d'ordre 2 et de 1'équation de progression

définie au paragraphe précédent (cf II - 3 - 15).

Z(x) étant de classe C2 sur 1l'intervalle [xl, xnl ,
1'équation de progression :

. _ ) ) + L

V(Xi+1) z M(xi+l X;) - v(xi) (IT - 3 -17)

o o2 + . . P
est vérifiéde en X541 uniquement pour les trols premiéres

composantes, ce qui se traduit par : (II - 3 - 18)
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1 o0 o o] 1 o0 o 07
o 1 0 O 0 1 0 O
+ -
. v(xi+l) = . V(xi+l)
0 0 1 O 0 0 1 0O
ERCCE (0 0 0 0 |
(II - 3 - 18)

La derniére composante est issue de la donnée de
Z(x) au point X;i,p » PAT la premigre ligne de 1'équation de

progression, sur l'intervalle [Xi+l-’ xi+2] .

z(xi+2) = [l 0 0O ] . M(xi+2 -

+
i+l>' V<*i+l),

(II -3 - 19)

Ces relations (II - 3 - 18 et II - 3 - 19) peuvent

étre groupées sous la forme matricielle suivante : (II - 3 - 20)
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1 6 0 o ] 1 0 06 o 7
|
6 1 0 o O 1 0 o /f
+
.V(xi+l)- !*
0 0 1 g 0 0 1 o
M1 M2 M3 My o o0 0o o |

1 sh<r.h1 Chcr.hl—l shah4;ch4 0
T o2 o3
0 ChG‘.hl sho‘.h1 ch(r.hl—l 0
T
* v(x;) +
0 shcr'.hl cho'hl shq‘.hl 0
o
0 ] 0 1 —J Z(xi+2{

(II -3 -~ 20)
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m o1 m - shoh che.h,-1 shohg- Oha
11 M) = 13° o2 1= 3
hy =hig = %4 — %
Ay =Py 0 T X500 = %54

soit sous forme abrégée :

NCh, ) . v<x‘i’+l) = Q.M(h, ;). V() + ¥q(i+2) (I1 - 3 - 21)

i+2

La matrice N(hi+2) est inversible et son inverse
est calculée de maniére formelle. I1 vient la relation :

+ . + .
V(xi+l) = A(i+2) .v(xi) + B(i+2) (I1 -3 - 22)
R |
avec A (i+2) = N (hi+2).Q.M(hi+l) | (II - 3 - 23)
Y& - -l s \
B {i+2) = N (hi+2).Yl(l+2) (I1 - 3 -24)
ou N'l(h ) est donné par :
142 par :
1 0 ) ) R
0 1 0 0
n (11 - 3 - 25)
N (“i«-i-): 0 g 1 ¢!
_q shoh, . -choh -+ ]
CetN o.DetN cz.DetN Det N
] ]
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et :
DetN=5hchi+2-dh +2=32_
P 3 G0
o - - LYoo=
En notant j = shG‘.hi_’_‘j Ghi+j s ¥ 3i=1,2, Aet B

s'derivent alors : (II - 3 - 26)

— 1 shf:ﬂ"o1 Chch‘l -1 21
(o 02 03
choh, ~1
0 choh shoh, L
1 2
. A o G
A(i+2)= , shch1
0 o‘s.ho’h1 chcxh1 5
3 2 8, +sho(h +h_ ) - (shoh, +shah,)
. O ag g 1 1 2 1 2
=~ 5 =2 shath,+h) == (1-chath +h))} -
62 62 1 2 62 1 2 { 92
T 3
BGas2)=|0 o 0 L—Z("uz)-] (I - 3 - 26)
. 52 ]

L'équation de récurrence (II - 3 - 22) itérée
jusqu' & l'extrémité finale permet d'exprimer une relation entre
v(x]) et v(x ) & (I1 -3 - 27)

~
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n n
n
vy =My {17 A(k)} W)+ M(hn).éz (T ace) B(k)]‘l
n k=3 k=3 e=k+1 J
(11 - 3 - 27)

Cette derniere relation nous permet, comme au
paragraphe précédent, d'expliciter le calcul des composantes du

vecteur initial v(xZ).

11 -3 -4 -2__ Calcul de v(x]) :

Les données initiales étant Z(xl) et Z(xn), on
définit deux autres données en calculant la variation de la
fonctionnelle (II - 3 - 3) consécutive & des variations <fZ(xl)
et S-Z(xn). 11 vient les conditions aux limites suivantes

(ef II -3 - 9)

§3

n
[on]

Yie . §ze] (II - 3 - 28)

§3= Y. §2(x)

"
o

(IT -3 - 29)

"

Si z'(x’l’) (resp Z'(x_))n'est pas fixé , (II - 3 - 28) (resp.
II - 3 - 29) établit la nullité de la troisieme composante de v(x;)
(resp v(xi».

\PZ(XI) =0 ; (resp \yz(x;) =0) (11 - 3 - 30)
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v(x) étant le vecteur de composantes ;

T

Vi) = (200, 7760, Y00, =Y 60]

il vient les conditions limites suivantes :

vy (xl) connu
et v, (xl) fixé sinon Vs (xl) = 0
(I1 - 3 - 31)
et ‘ vy (xn) connu
et v2 (xn) fixé sinon v, (x) =0

Les deux composantes manquantes sont obtenues

a partir

* De 1'équation de progression (II - 3 - 17) non

utilisée au pas précédent :

Z(x,) = {1, 0, 0, 6] . MOx,-x;) « v(x]) (II - 3 -

* De la deuxieme ligne ou & défaut de la 3eme ligne
de 1'équation itérée (II - 3 - 27) qui peut s'écrire sous la forme

compacte :

V(X;) = p.V(XI) + q
(II - 3 - 33)
avec p& R fx4 , q€ [R4
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. +
Les composantes inconnues de v(xl) sont alors

solutions du systéme :

* 51 v, (x]) fixé et vi(x) = O

13 14

33 34

* S Vzﬁézl_?t vzix;) fixés :

+
Mz Mg v D)

) +
Pz Py v, (xq)

-

—

* G vgigz) et vgix;) sont fixés 3 0:

12 14

P P
32 34
4

[ vy(x3)

-v3(x1)—

v4<XI>

i

vl(xz) _Vl(xl)_MiZ'VZ(XI)

- +
| V2P oy vy (xg)=Pppevy(xy)

r&l(xz) - vy (xp)

’vl(xz)_vl(xl)_mlz.%(x’l')

+ +
'P31'V1(X1)'P32'V(2(x1)“q}J

(IT - 3 - 34)

(IT - 3 - 35)

(I1 - 3 - 36)

P v ) - % |
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* Si vzﬁx;) fixé et v3£53) =0

(M My ] v, () [Vl(xz) = v (%)
. )
| Paa Poy ] vy (xp) Vo) = Pyyevy(xp) - gy
(II - 3 - 37)

Apreés résolution de ce systéme, on déduit les
vecteurs v(xz) ; 1=2, .., n & partir de 1l'équation de progression
(II -3 -17).

L 'expression analytique de la fonction épline sous-tension

d'ordre 2 dans tout intervalle [x., X. ] est
i i+l
v x € [ X; 5 xi+l] ;s ¥Yi=1, .., n-l (11 -3 - 34

f(x) = vl(x;) + vz(x;) . shc:(x—xi) + v3(x;)

. lch@.o(x=x,) -1
= 0_2 (C XXl )

(shwix«i)—TJXﬂiD
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II - 3 - 5 : REALISATION DU PROCESSUS INTERPOLATEUR :

La réalisation est assurée de maniére identique
3 celle exposée pour les fonctions splines d'interpolation d'ordre 2
(cf § II - 2). '

Nous présentons ci-joint 1'organigramme correspondant

4 la procédure de calcul du vecteur V(XI) (Fig - 27).
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La méthode décrite dans les deux précédents
paragraphes se généralise aisément & un ordre q supérieur a deux.
Dans ce contexte, on peut étudier le cas des fonctions splines
d'ordre q qui minimisent une fonctionnelle dont 1'opérateur dérivée

seconde peut se généraliser a un opérateur différentiel linéaire.

Ce cas général fait 1l'objet de la présente é&tude.

II - 4. DETERMINATION DES FONCTIONS SPLINES SOUS TENSION D'ORDRE g
GENERALISEES:

Le principe de la méthode ne différant pas de celle
exposée aux paragraphes (II - 2 et II - 3) précédents, nous
convenons de restreindre la présente étude 3 1'énoncé des fonctions
splines sous-tension d'ordre q et & la détermination de la

structure du processus interpolateur associé.

II - 4 -1 : PROPRIETES DES FONCTIONS SPLINES SOUS-
TENSION D'ORDRE q :

Soit le réseau de points {xi, yi}; vi=1, .., n

ordonné par la relation :

xl<x2<. . '<Xn-l<xn

Une fonction f(x) définie sur 1'intervalle [xl,xn]
est dite fonction spline sous-tension d'ordre SAEi elle satisfait

les propriétés suivantes. généralisée
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R1) f(x) ainsi que ses dérivées jusdu'é 1l'ordre 2g-2 sont

continues sur [31 , Xn]

fWo =W vi=1, .0
v j=20, , 2q-2
R2) f(x) interpole le réseau: .
f(Xi) =y vi=1, .., n

De plus les (g-1) premigres dérivées de f(x) aux

extrémités du réseau peuvent étre imposées indépendamment :
F(k)(xl) et f(k)(xn) fixées : Yk=1, .., g-1

R3) f(x) minimise dans 1l'espace des fonctions de carré sommable
satisfaisant les propriétés précédentes, la fonctionnelle de

forme :

X
v s [ (P e e >0
X
1

ot L est 1'opérateur différentiel linéaire a coefficients constants

défini- par :



u(x)

{6

Compte tenu de ces propriétés, on interpréte

f(x) (notée aussi Z(x) ) comme la trajectoire d'un systéme

dynamique dont le schéma de simulation est le suivant :

(cf Fig - 28)
I . S
-
(q-1)
Z(x)

|
I
|
I
|

Une représentation de ce systeme dans 1'espace

d'état se déduit directement. En netant E}x) le vecteur :

ET(x) = [f(x), F(X)y vuuey f(q-l)(x)] = [Z(x), Z'(X)y e, Z(q_l)(x:

(II -4 -1)
I1 vient :
Q_(.Ekx)) = A-E}x) + b.u(x) Z(x)€ rI
dx . A e [quq
Z(x) = c.Z(x) b & ERle L ce Rxa

(I1 - 4 - 2)
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A=l O 1 LSS I TN 0,1] 5 e=[1,0,....,0)

En appliquant les résultats de la théorie de la
commande optimale (cf § II - 3 - 2) au processus (cf Fig - 29)
défini a partir des propriétés R1, R2 et R3 (cf § II - 4 - 1), on
détermine la structure du processus interpolateur associé aux

fonctions splines sous-tension d'ordre q de la maniére suivante.

II - 4 - 2 : STRUCTURE DU PROCESSUS INTERPOLATEUR :

Les équations théoriques d'optimalité s'écrivent :

* u(x) maximise le Hamiltonien

1+lL

u(x) = bT.%J(x{ Y x 6:]xi, X.
(IT1 - 4 - 3)

* Y (x) est solution de 1'équation d'HAMILTON-PONTRYAGUINE :

d = _ AT 5 . Py ois
dx(*/(x)) = A .‘f(x) + P.Z{x) ; ¥ x¢€ ]xi, xi+l[ s Voi=1,..,n-1

(II - 4 - &)
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pe ®R¥I ;  p>oO

0 . ; >0

Ces relations (cf II - 4 -3, II - 4 - 2) ainsi que la
formultation du probléme dans l'espace d'état (cf II - 4 -1, II - 4 - 2)

s'écrivent sous la forme matricielle compacte suivante : (II - 4 - 5)

— T —
E’—{Z(")}[A b } * [Z“‘)} (I - & - 5)
ax Y| P oA Y (x)

Notons J cette matrice et z(x) le vecteur d'état a

2q composantes, définies respectivement par :

0 1 0....p0 : 0 . ]
\\\\ . :
0 g 1 ! .
) |
\\\\\. ‘
0 1 0 0
[
I
- - -a_ |
J - al —az B e e s aq ’ 0 1
Tttt “"‘r"""“""" H
0 8} | 0 0 +a
2 !
8] a ' 1 g +a
N 2
: ! 0\1
4 ]
0 0 0 0 1 +aq
— o
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00 = (260, 2760, ens 289700, Y 00, ---,‘Yq(xﬂ

(I1 - 4 - 6)

En définissant un vecteur v(x)€& Rr%9 adéquat
3 partir de Z(x) et Y(x) , le systéme (II - 4 - 5) devient :

L vix) ) =R wix) (I1 - 4 - 7)
dx

avec  v'(x) = [Z(x), Z'(x)y . - - --vZ(q'l)(x),\{/q(X), ‘Yq-l(x),

ceer (DALY, 00, (DY (0]

é [RZQ*ZC]

(IT - 4 - 8)
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et correspond au schéma de stimulation suivant : (cf Fig - 29)
(g1 ,
29 7(x)  2(xy)
(1-4) -

Zx) . 71
;,ZKR Yt
PN T.j D2
2 |
Z_ qi

|
|
|

a1
2 r
g+l -a,
—(-)%;
L (')qaz
q+l VIS .
(-)"a
1
Fig - 29 : Structure du processus interpolateur d'une fonction
spline sous-tension d'ordre g avec opérateur différentiel

linéaire.

L "équation de progression définissant numériquement
Z(x) est obtenue par intégration de 1l'équation d'état (II - 4 - 7)

N . s +
a partir des conditions initiales v(xi),



1241

I1 vient :
vhe fo, x, ;-x[ 5 ¥i=l, ..., nl
v(xi+h) = M(h). v(xz) (11 - 4 - 9)

avec M(h) = exp (Ah)

Le calcul de M(h) peut s'effectuer par la méthode
classique des matrices constituantes, (GANTMACHER - 1975), basée

sur le théoreme suivant :

THEQOREME : Soit M .- une matrice carrée d'ordre n
et f(n) une fonction scalaire de N admettant des
dérivées successives.

Si %l’ %2, ceey A i sont les valeurs propres de

M d'ordre de multiplicité Nis Noy wees Nps alors une
fonction de M ; f(M) s'écrit :

k n.
F(M) = Z i 2, - gld-1) (A;) (II - 4 -10)
i=1 Jj=1

Zij sont les matrices constituantes, indépendantes
de f. A titre d'exemple, nous donnons la forme de M(h) associée

4 une fonction spline hyperbolique (II-4-II)et une fonction spline
trigonométrique d'ordre 2 (II - 4 - 12)

EXEMPLES :

19 Splines hyperboliques : =13 alzﬂ jay = 3
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I1 vient :
o 1 o 0]
ey = | 0B 0 6,
dx 0 1 ‘\j—j‘ 1
0 0o 0 0
Czx) )
1
avec vix) = Z'(x)
N 2(x)
L_Lf l(x)‘
Les valeurs propres sont :
7\1 = QZ = 0
Ay = 2
%a = - 2
et les matrices constituantes s'écrivent :
41 - A2 AL (41-A2) A% (A+2.1)
41 < i Lyp ® 3o Ly T
4 4 16

. AR.1 o)
31 °
16
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Soit : (IT - 4 - 11)
1 —l-Kﬁ(l—chZh) + shZh) L chzn - 1) 1 | sh2n
7 \73\- 4 1 |y
i
0 (ehan - \‘:nghz.h) shzh 7 (ehzn-1)
2
Mh) =
0 sh2h (ch2h+\r3-‘ shZh) i(ﬁ(chzh-l)+ Shz“)
9 2 2\77
0 0 0 1
L |

2° Fonctions splines trigonométriques d'ordre 2

On essaie d'approcher la solution (f(x) = sinx) de

1'équation différentielle f" + f = 0, en posant

s}
L =(g_>2 +(d_) , soit T =0 ; a;=l et a,z O
dx dx

De maniére analogue les équations théoriques d'optimalité
(principe du maximum) conduisent au systéme matriciel suivant :
(1II - 4 - 12)
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T20 7 (o 1 o 0] [zeo ] |
Z'(x) -1 0 1 0 Z'(x) »
g - . 5 L (u(x)) = Aw(x)
dx Y , 00 00 0 1] |y,m o
B S1C I I 0 _-\{)l(xz (I - 4 - 12)
dont le processus interpolateur est représenté ci-dessous
(Fig - 30) :
- ¥y ) P, (x,) 2'(x;) Z(x,)
~h ¢ =¥, 60 Y, () Z'(x)
g + > + b 4 —d Z(x)
/ L

Fig - 30

L'intégration du systéme par la méthode des matrices

constituantes aboutit aux équations suivantes.
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I A% I-(A-iD1)%(Avil) ) A 1442
Zl:'-—— ; 23 = H ZZ = 23 -—3 ZQ ==
2 4i 2 4
¥Yi=1, ..., n=-1
¥ h E [b, Xii1 ~ xi[
vix;+h) = M(h) v(x]) ‘ (I1 - 4 - 13)
ou M(h) = exp(Kh) est la matrice suivante :
rk(l-h)sinh—hcosh) ((h=-1)cosh-(h+l)sinh)  ((h/2-1)sinh+hccsh)
((1-h)cosh+(1+h)sinh)  ((1-h)sinh-hcosh) (=-(1+3h/2)sinh+(h=3/2)cash)
M{h)=
0 0 ((1-h)sinh~hcosh)
0 ] . ((1-h)cosh+(1+h)sinh)

i(cosh - hsinh)
2

{({h/2-1)sinh + hcosh)

((h=1)cosh - (h+1)sinh)

((1-h)sinh - hcosh)

(I1 - 4 - 14)
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I1 ne reste plus alors qu'a expliciter le calcul

. c g . -+ e g s . +
des conditons initiales v(xi) en initialisant le vecteur v(xi).

IT -4 -3

I1 -4 -3 -1

: DETERMINATION DES CONDITIONS INITIALES

gix;l :

: Relation entre v(x;) et v(x

oy

La détermination des conditions initiales

i+l-

v(x;) s'étudie par la récurrence désormais classique présentée aux

paragraphes (II - 2) et (II-3), & partir d'une équation de récurrence

. + + .
liant les vecteurs v(xi) et v(xi+l). I1 vient :

EN

V(Xl+l) =

avec | 1 0 0]
4
N = O(:j 1 9
0
m
_mll ml2 e e lzq
mll,mlz, ceney mlzq

(S

Y(i+2)

-

(II - 4 - 15)

= l2re ligne de la matrice M(x,

1

541

(NHe2) L0 M g x)] e« [N L) Y e2)]
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Il - 4-3 -2 : Caleul de v(x]) :

Soit ET(X) le vecteur de composantes
Z(x)y Z2'(X)yeus, Z(q—l), z(q)(x), dont la premiére composante aux

extrémités du réreau est imposée.

La variation de la fonctionnelle 4)(ka)) ;
(cf § II - 4 -1 3 (R3)) consécutive 2 des variations infiniment petites
§ Ekkl) et S.Z(xn) des vecteurs Z(xl) et Z(xn) aux extrémités

du réseau skxprime par les conditions de transversalité

0
X=Xy (II - 4 - 16)
X:Xn

53:{%%0.57&%

Si les dérivées successives Z'(xl),....,Z(q)(xl)
(resp Z’(xn), ey Zq(xn)) ne sont pas fixdes, cette dernieére
relation établit la nullité des composantes de méme rang du vecteur

LY (xl) (resp (xn)).
11 vient : \PJ(XI) =0 ; (resp kyj(x;) = 0)

V. =2, ..., q. (I1 - 4 - 17)

En d'autres termes, les conditions limites du vecteur

v(x) aux extrémités sont les suivantes : (II - 4 - 18)
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vl(xl) connu
et Vj(xl) fixé sinon Vq+j-l(xl) =0
¥j=2, sy G
et (I1 - 4 - 18)
vl(xn) connu
et Vj(xn) fixé sinon Vq+j-l(xn) =0

q composantes du vecteur v(xI) (resp v(x;) étant fixées les q autres
composantes sont obtenues a partir :

1) de 1'équation de progression (II - 4 - 9) oU

hest tel que ¢+ h = x, -

Z(xp) = [1 0....0] . M(xp = x)v(x))

2) de (g-1) équations linéaires extraites de la .
relation (II - 4 - 15) itérée jusqu'au point x; et qui aboutit a
(I1 - 4 -19) :

n

N i n >
v(x] = M(h ). {'ﬂ' A(k)} . v(xI)+M(hn).S > (T A(e)).B(k)}
k=3

k=3 l e=k+l

(IT - 4 - 19)
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Pour de faibles valeurs de q(2,3), ce systéme

se résoud de maniére formelle.

Les vecteurs v(x ) 3i=2, .., n-1 se déduisent

de v(x ) & partir de l'équatlon de progression :

vix: ,) = M(x

i+l

x:) .+ v(x})

1+l 1

Pour tout x € [ X; s Xi+l] , la fonction spline
sous tension d'ordre q s'édcrit :

+ +
fix) = mllvl(xi) +m, 2(x Y b oee. + leqVZéxi)

ou les mlj sont des fonctions de (x-xi) définissant les éléments

de la premigre ligne de la matrice M.

II - 4 - 4 : REALISATION DU PROCESSUS INTERPOLATEUR :

Le principe est en tout point identique a celui
exposé pour les fonctions splines polynomiales et sous-tension
d'ordre 2 (¢f § II - 2 -5& 8§ II -3 - 5).

Par ailleurs, il convient de rajouter dans
1'organigramme de calcul de v(xz), des boucles de programme qui
tiennent compte de 1'inversion de la matrice ‘N et du calcul des

matrices constituantes.
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Nous présentons ci-dessous le schéma de réalisation
hybride des fonctions splines sous tension d'ordre q généralisées,
dont le fonctionnement est identique en tout point & celle exposée

pour les fonctions splines d'interpolation d'ordre 2 (cf § II - 2 - 5).
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II - 5 : APPLICATION AU CALCUL DES FONCTIONS FLINES D'AJUSTEMENT
D'ORDRE g :

I1-5-1: Introduction

Jusqu'a présent, nous avons étudié le cas des
fonctions dont les valeurs aux neouds du réseau gtaient connues avec

précision.

En général, ces valeurs sont souvent entachées d'erreurs

-(erreurs de mesures dues a 1'expérimentation).

Dans ce cas, la fonction f(x) n'est plus contrainte
a passer par ces points et on recherche un compromis entre

1'approximation de f et l'ajustement des valeurs Y; (ef Fig - 32)

Fonction
spline d'ajustement

Fonction spline

d'interpolation

Fig 32 : Ajustement d'un réseau ‘{xi,yi}par une

fonction spline.
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La fonction recherchée doit donc satisfaire deux

objectifs :

a) La courbe correspondante doit &tre la plus

douce possible,

b) sous réserve de (a) 5, f(x) doit ajuster les valeurs
y; de telle sorte que 1'écart (f(xi) - yi) soit le
plus petit possible.

Les fonctions qui réalisent ce compromis sont notées
fonctions splines d'ajustement ou de lissage (P.J. LAURENT, 1972).

En utilisant 1'algorithme du processus interpolateur,
nous proposons de déterminer leur expression analytique dans tout
intervalle ol elles sont définies, simplement & partir de quelques

propriétés de base.

Par ailleurs, l'utilisation de la théorie de la
commande optimale des systemes dynamiques permet de déduire des
théoremes fondamentaux relatifs aux fonctions splines d'ajustement,
fréquemment utilisés en analyse numérique (LAURENT - 1971), montrant
ainsi le lien étroit existant entre la théorie de 1'interpolation

et celle de la commande optimale.

II - 5 - 2 : QUELQUES PROPRIETES DES FONCTIONS SPLINES
D'AJUSTEMENT D'ORDRE g _:

Les fonctions splines d'ajustement d'crdre q définies

sur le réseau {xi, z; € R; Vv i:l,...,n} ordonné par la relation
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sont caractérisées par les propriétés suivantes :

S1) f(x) ainsi que ses dérivées jusqu'ad 1l'ordre

2g-2 sont continues sur l'intervalle [xl,xn] C R

Z(j)(x;) = Z(j)(x;)

S2) f(x) minimise dans 1'espace des fonctions f(x)
du carré sommable et satisfaisant (S1), la

fonctionnelle de forme

bt = jxn(f(q)(x))zdx . zn: PO (x) - z)?
X1 | i=1

Viz1l, ...N, p. >0

S3) Sur tout intervalle [x, , Xisr] 5 Visl, ..., n-l
f(x) est une fonction polynomiale de degré 2q-1.

En fait,{S3) constitue un corollaire de (S1) et (52).

REMARQUE :

L'introduction du terme de pénalisation dans le
deuxiéme membre de la fonctionnelle garde la structure du processus
interpolateur initialement défini dans l'espace d'état, mais modifie

les conditions de transversalitsé.
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I1 s'en suit que dans tout intervalle [><. » X 1L
i i+l
la fonction Z(x) apparait comme la sortie du systéme dynamique

suivant, noté processus d'ajustement ( Fig - 33)

H

En définissant le vecteur Z(x) par :

700 = [260, 260seeens, 97000 € @

ce systeéme peut se représenter dans 1'espace d'état
de la maniére suivante :

9 (Z(x)) = AZ(x) + b.u(x)
dx

— s be R ce R ;A€ g3
Z(x) = C.Z(x)

ol s bl= [0.0,....,0,1] 5 c= [1,0,....,0] (11 -5 - 1)

—d
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= —
0 1 o0 0
\\\\
A= 0 0 l\\\\\\\ 0
. O 1
o 0o - - 0

Cette dernigére formulation permet de résoudre le
probléme par application des équations théoriques d'optimalité et

des conditions de transversalité que nous proposons de déterminer.

II - 5 -3 : COMMANDE OPTIMALE DES PROCESSUS :

e el D T L Ty

Si H est la fonction Hamiltonien du probléme
défini par les propriétés (S1) et (52), et par 1'équation (II - 5 - 1),
alors dans tout intervalle j]xi » X541 [ , la commande u(x) cherchée

est celle qui maximise H.

H = - ;_uz(x) + %HT.(A-EKX) + b.u(x)) (I -5 - 2)
2
I1 vient:
u(x) = b, \f (x) ¥ x€ ]xi’xi+l[_ ;

¥i=1, ..., n-1 (II -5 - 3
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L'évolution du vecteur K%I(X) dans tout intervalle

]xi y Xi+l[ ; vi=1,....,n-1 est régie par :

a) Le systeme d'équations différentielles (équation
de HAMILTON-PONTRYAGUINE) :

dY(X) - _ di ; ¥ x € ']Xi’ Xi+l[ 3 ¥V i=1l,..,n-1
dx dZ(x)
qui s'écrit :
4 (\y (x)) = —ATKY(X)) L Xé]xisxi+l[ j ¥i=l,..,n-1
dx
(II -5 -4)

b) Les conditions de transversalité sur le vecteur Y (x)
aux extrémités X3 et X du réseau.
Du fait de l'introduction du terme de pénalisation, ces

conditions sont modifiédes de la maniére suivante.

II -5 -3 - 2 : Conditions de transversalité :

it o i S o o 7 S T > - — —— . 7 S o s o e R S S e e e i

Pour déterminer ces conditions, on étudie la

variaticn de la fonctionnelle suivante :

SR : :
JERIGIONEICIEES SDIS FLICRED
Xl 2 izl

J =

II1 -5 -5)
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consécutive 3 une variation §Z(x) de Z(x),

260 =2 7)) 57700 = [260, 27x)enn, 297H00)]
dx

ot f est une fonction de classe Cl sur [Xl , Xn] , autrement dit :

f et df sont continues
dZ (x)

en posant : el = {1,0,...,0] et F-Z-Zx) = Y(x).

La variation & J de la fonctionnelle J sur [xl, xn_\ s'écrit

-

X
N _ —
{ f—TZ—(X)(x). §7(x) + F%/(x)(x)'ij. (5Z(x)} Sdx +
dx

§3

X+
1

{gi.(Z(xi)-zi).C } T, Sf(xi)

(I1 -5 - 6)

: 2 / .
Or la propriété (S1) D fZ(x) non continue sur [xl,xn]

JX r{_l xi-+l
T/ —_ j
f= . d _ Ts —_
XI 0N § Z(x).dx = Lo 7)) +2 (§7(x) ax
i dx

(I1 - 5 - 7)
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j Tl d s
+ Z(x)" = (8§Z(x)).dx =
X . dx
%éi T, (7 Xi-+l /gxn
f= o S$Z(x) - d ,.T, -
Z(x) } = (f55_ ). §Z(x).dx
i=1 { X xz xI dx Z(x)
(II -5 - 8)
I1 s'en suit que :
Xr_1 _ '_1____,1 _ X;+l
§3 = (F7)~ @ f-z—('x))T. §Z(x)dx+ Z{f-}zx). :CZ(X)_} +
dx
x:.t i=1 x‘i‘
n
Z{fi' (Z(xi)-zi).C}T. §2(x))
i=1
(I1 -5 -9)

En développant le deuxiéme membre et en groupant les

termes, on obtient finalement :
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2
i
-

xn / T —_—
§3 = (F7ey =4 Fz()) § Z(x)dx +

xI dx

M

ot
1
N

/ 7 T —
[fi(x;) il F?(x{ﬁ] * [fi(Z(Xi) - Zi)cl} - 820xy)
(ff’(xp _ j’i(Z(xl)—zl).C)T. §7(x)) + (Fpx+ § (2(x )=z ).0)" § T(x )
(11 - 5 - 10)

§1=0 —=> Les conditions de transversalité sont alors :

. |
W163) = §,20) - 2y (I1 - 5 - 11)
Wj(xz) =0 ;Y j=2, ..., q

) ==8 .(Z(x) - 2)
\Pl n n n n (II - 5 - 12)
kyj(x;) =0 5 ¥ j=2, ..,q
(Y, 60- Y60 + $.(2(x)-2) =0 5 ¥ i=2, ..,n-d
ky.(xf) - ky.(xi) 3 Y j=2, .., q (IT - 5 - 13)
i J ‘

¥ i=2, .., n-1

(-1 Y, (x)) z(zq'l)(xi) (II - 5 - 14)
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— _ — ' 14 3 '
et fZ(x) g_fz = 0 n'est autre que 1'équation d'EULER.

Compte tenu de (II - 5 -14), la premiére équation
de (II - 5 - 13) s'écrit :

1

-9, @2V - 22 D6n) 2 ¢l z-z(x)) A -5 - 15)

Les relations (II - 5 - 11 —D II - 5 - 15)
constituent les conditions aux limites du probléme initialement posé,

et permettent de calculer le processus d'ajustement associé 2 la
fonction Z(x).

II - 5 - 4 : STRUCTURE DU PROCESSUS D'AJUSTEMENT :

Les équations théoriques d'optimalité (II - 5 - 3 et
II - 5 - 4) ainsi que la formulation du probléme dans 1'espace

d'état (II - 5 -1) aboutissent au systéme matriciel suivant : (II - 5 - 16;

v xg]xi,xi+l[ ; d l-i(x)) At e, k?m) s (II -.5 - 16)

ax \We) | o el | o
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Notons J la matrice de ce systzme et z(x) le vecteur

d'état a 2q composantes, respectivement définies par :

— -
0 1 0. 0 10 e ¢ + 0
|
) )
b ’
L .
P .
I, .
0 1 : 0 . .0
|
I
) 0 ‘ e« glg e e a]
_— |
J = — e e
[0 -t -0
|
|
N *
O N
i
R ‘
f .
|
|
"0 1 0

et .iT(X) = [ Z(X), Z'(X)’-O-Z(q-l)(x)’ \}'Jl(X)’...’ \yq(x)]

(IT - 5 - 17)

Si on effectue la transformation suivante sur les

composantes de Z T(x)

2q-i+l s Y sl

cmmemmep (1)

Zi+q : Z2q--i+l e

(II - 5 - 18)
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le systeéme (II - 5 - 16) devient :

9 (w(x)) = Awv(x) (II - 5 - 19)
dx
avec vT(x) = [Z(x), Z'(x), .eu, Z(q-l)(x), \Yq(x),-\fq_l(x) y .o

cr (DIY00, DY 0]

K: \O
0 -1
0 -0

Ce qui correspond au schéma de simulation suivant :
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L'équation de progression définissant complétement

Z(x) dans chaque intervalle [xi, xi+i] est obtenue par intégration
de 1'équation d'état précédente : (II -5 - 19) 3 partir de
conditions initiales v(xz).

I1 vient :

v h € (0, xi+l—xi[ s ¥i=l, ..., n-1

(II - 5 - 20)

v(xi + h) = M(h) . V(XI) H

N 1

2 29-1

1 h\\\\f Jy oo h(2d )/(Zq_l)!
0 1 h .
M) =] - '
' h
0 - 1

— —
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Comme pour les fonctions splines polynomiales
sous-tension, le calcul du processus d'ajustement est basé sur 1'existence

. . + +
d'une équation de récurrence entre les vecteurs v(xi) et v(xi+l)

que nous’ proposons d'expliciter.

Nous initialisons ensuite cette. relation en

calculant le vecteur v(xI).

II - 5 -5 : CALCUL EXPLICITE DU PROCESSUS D'AJUSTEMENT :

+ +
i) et V(xi+12 :

Ecrivons 1l'équation de progression

(II - 5 - 20) et explicitons la propriété de continuité (S1) de Z(x)

sous forme matricielle : il vient ; ¥ 1 =1, .., n-1

MCHRDIERICHRE IR 3 (II - 5 - 21)
1 o B Tl . -
. . ' )
Yoo Vi) = VX1
. O O ™
g . 0 0 0
- = _

(II -5 - 22)
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La dernigre composante v (xf ) est issue de la
2q "i+l
condition de transversalité (II - 5 - 13) que l'on peut écrire sous

la forme :
1 + - g+l + g+l
DI G, = GDTNY G e DTS

(Z(x, ) (I1 - 5 - 23)

1+l) T %l

En injectant cette relation dans (II - 5 - 22) et en

remplagant v(x;+l) par (II - 5 - 21) on obtient :

B T T 2q-1
1.« . ... ) 1 h, h<d
Q i+l i+ (23-1)',
0 0 1 .
. i+l
V(X:+l) = ) l\ .
0 I : 1 iy
*r_ q+l S
L( 1) 9 ial 0 0 1 0o . )
-, _
v(x:) + (I1 - 5 - 24)
0
_1yd
D75 541 %41

V= [260, 2760, ey 25700, Y00, 00, (DI,

(—l)Q+{yl(x5]
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Soit sous forme abrégée :

v(x;+l) = (N(i+1)M(xg 1 %,)). v(x;) + Y1(i+l) (I1 - 5 - 25)

En notant :

A(i+l) = N(@i+l) . M(xi+l-xi)
(IT - 5 - 26)
B(i+l) = Y1 (i+l)
(IT - 5 - 25) s'écrit :
v(x;+l) = AGi+l) . v(x;) + B(i+l) (11 - 5 - 27)

s

En appliquant une stratégie analogue 3 celle du
paragraphe (II - 4 - 3 - 2), on calcule les conditions limites

v(xI) a partir de 1'initialisation de v(xI).

L'équation (II - 5 - 25) itérée le long du réseau

Jjusqu'au point x; aboutit & 1'équation matricielle désormais classique,

k=3  ezk+l

n n
v(x>) = M(hp) é | A(k)} v (x]) +M(hh).% zz: (”r( A(ea.B(k)g

(I1 -5 - 28)
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qui constitue un systéme de 2q équations linéaires.

Compte tenu des conditions aux limites (II - 5 - 11) ,
(resp), (II - 5 - 12) ,pour lesquelles les inconnues sont vl(xz), .....
Yq (x ) et Vo (x ) (resp vy (x ). v (x Yseoes V (x ) et v2 -x-) ou
blen de la flxatlon des (q—l) premleres dérlvees en xl (resp (g-1) premiéres
dérivées en Xn) pour lesquelles les inconnues sont vl(xl) et Var (xl),

vesey V q(x;:) (resp vy (x—) et v_ . (x ) ..... (x ), on peut eXtralre

g+l
du systeme (II - 5 - 28) un systéme de q equatlons a g+l inconnues.

En exprimant \y (x+) et\yl(x-) respectivement en fonction
de Z(x ) et Z(x )+ (II -5 - 11 et II - 5 - 12), on obtient un

systéme de q equatlons a q inconnues.

La (g+l)iéme inconnue du vecteur v(x;) est alors

.

issue a partir de la condition limite :

Y6 = §,E) - 7).

EXEMPLE : q = 2 :

4 5 ge¢ R (IT - 5 - 29)

v(x;) = P.v(xi) +q Pe R

“e

10 - Si Z'(x ) fixé et ¥ (x ) =0 :

(II - 5 - 30)

L[Jpn“)u‘Pla' DPar+ F1Pag (5 PisPys) Yo 0)
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. V —\
“a5- §1 P52 P5, 2" () ~

-+
$ (2070~ $1:21 P1y P 2 O]) + Py 20 (P2 ray
L —

29-5i Z'(x ) et Z'(x ) fixés :

—_..__————— ———— s i o i [ s i s e e e

_ (11 -5 - 31)
+
(Py1=Pog- 1) Pa3 | Z(xy)

SnP11-31P1Part 1Pas Snfis

—

+
Py3 Y 2<X1)d

B - + 7
2' (%) = PypeZ'(xq) =ap=Poy- §12)
e (z -q;- ¢;.2,.P,,-P 22+ P2 () - P, .24
n'Zn7917 8121107 Pyp-2 X+ Fppe 270Xy 44°%1%%
-2_:31__:1’_29: ).z 0et 2'(x7) fixé :
(II - 5 - 32)
—ZP P P, | C2(xt)
217 P24 §1) 22 1
' +
L(9n(P11' §1-P14)-Pa* 81-Pua) S’n'Plz‘Paz_J 2'(xy)
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2 (xy) = Page §1-217%

Pn(Zna1 91-P1gezy) - Pyyezy*ay
— -

40 _ Si ‘Yz(x’;) - ‘Ez(xﬁ) =0 :

- . . e e e [ e | e e e e [ e it s s e

(II - 5 - 33)
Py, - P Py | 2 *)_1
317 P340 81 32 X1
(Pyi=Q..P, )-P,.+ ¢ .P Z'(x+){
8nP11-1-P1a)Pur* $1-Pus 3n.P12~Paa 1

-93- P34 917y ‘]

$n{Zam9= 81-P14e2)) - Pugezy v 9y

La détermination des vecteurs v(xz) s ¥ i=2, .., n-1
utilise la propriété de continuité de Z(x), pour les (2g-1) premidres

composantes :

I1 vient :

- + .
Vj(xi+l) = Vj'(xi+l) ¥ i=1l, ..., n-1

v j=1, ..., 2g-1
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La derniére composante est obtenue a partir de la

derniére ligne de 1'équation de progression et de la condition
limite (II - 5 - 15) :

soit

- +
VoqXis1) = Voq(xy)

+ _ + _
Voq*is1) = Voq(xi) *+ 9141 (210 V1 (x500))

II - 5 - 6 : REALISATION DU PROCESSUS D'AJUSTEMENT :

Le schéma hybride développé au paragraphe précédent

( § II -~ 4) est applicable au processus d'ajustement sous réserve de

nullité des coefficients a, (cf Fig - 31).

Nous présentons ci-joint 1'organigramme correspondant a

la séquence d'opérations explicitées précédemment.
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ORGANIGRAMME DE CALCUL DU VECTEUR

INITIAL ixU _

] Lo —

Déclaration et Initia-

~-lisation
ML=N=M=[1)
Nl = B8 = [ZER]
Entrée des données
X(1),z(1), $(I),NN

I N _

Calcul de

SEQUENCE

H1 = X(I+1)-X(1)

e

S 2

Calculer :

H1 = X(NN)-X(NN-1)
Ml ——-M(H1)xM1
N1l &————M(H1)xN1

(I1 -5 - 28)

Calcul de :

B'=[o,...0, (-1)9.Q (1+1)z (141

(II - 5 - 25)

Constituer M=M(I+1) |
et N(I+1) :
N(2q,1)=(-1)M10(141)
N(2q,2q) =1

Calculer :

(NsM) ———p A

9

Calculer
M1 AxM1
N1 AxN1+B

H

(II - 5 - 26)

(I1 - 5 - 27)

Fig - 3%

A

V.

Calculer la
conposante

inconnue man-

~quante de <Axwv

L

Constituer et Hmmmcawm N

le systéme de q
équations déterminant

q composantes inconnues
+

de <Axwv : (IT -5 - 29)

(I1 -5 - 11)
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II - 6 : INSTABILITE NUMERIQUE :

lorsque le nombre n de points a

interpollerj d'un réseau {xi, y; 3 i=l, ...yn } est élevé,

le résultat obtenu & partir de 1'appli cation de 1'algorithme

précédent peut &tre le suivant (cf Fig - II-6-I)

e A e b
N I H

TrerTTE

i

Fig - II-6-I

Le comportement de la courbe décrite sur ce
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graphique ne peut en aucun cas s'expliquer a partir des seules

données d'interpolation.

Pour s'en convaincre, il suffit de résoudre le
méme probléme avec un programme dans lequel les variables sont
représentées en simple précision puis avec le méme programme ou

les variables sont définies en double précision.

I1 existe des données pour lesquelles les
résultats du premier programme divergent (cf Fig -II=€-2) alors
que l'interpolation issue du deuxiéme programme est encore

admissible (cf Fig - II-6-3)

E-\—‘" T e e T "—T("'r“ [“" _""—'-—'z
| |

o

-
B T N
i S RS

e e e

Fig - II-6-2
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e et it T - . PO, N e e e —n——

4}
3t
2t
3
N
1
Y
a',L — — N I ———d N I
Q - & ™ <

Fig - 1I-6-3

Le comportement instable de la courbe
d'interpolation est donc explicable 4 cause des erreurs
introduites par la troncature des nombres représentés en mémoire

du calculateur.

On a ainsi affaire a un probléme d'instabilité

numérique.

Considérons maintenant le mécanisme de cette

instabilitsé.
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L'algorithme du "processus interpolateur" détermine,
4 partir d'un réseau de points, un vecteur v(x;) obtenu comme la

solution d'un systeme lindaire { CHAPIT; I1-2-3%)

Ce vecteur v(xz) induit 1'interpolation sur

1'intervalle [xl y Xy [ .

De méme, 1'interpolation sur un intervalle
[xi ’ Xi+l[_ est caractérisée par un vecteur de paraméetre

V(X;).

Ce dernier est comme on 1l'a vu, relié au

précédent par une relation affine :
+ - . + . { _ _
vix; q) = A (i+2). v(x;) + b( 1+?). (-6 1)
Cette derniére relation nous permet de calculer
la suite { v(x;) ; 122, v.., n-1 } 3 partir du calcul initial

de v(x{).

Considérons maintenant une erreur (f v(xz)

introduite lers du calcul de v(xz).

On note‘V(xI) l'estimation (contenue dans la

mémoire du calculateur) de v(xz), il vient alors :
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v(x';) =V(x'{) + & v(xz). (I- 6-2)

L'erreur induite g'v(x;) sur l'estimation
V(XI) est alors, dans le cas le plus favorable ou A(3) et b(3)
sont représentés sans erreur, déterminée par la différence des

deux équations d'état suivantes :

v(x;) = A(3).v(x;) + b(3) en théorie
(T-6-3)

’\\/I(x;) = A(B).v(x{) + b(3) par calcul.
11 vient donc : S'V(X;) = A(3) . g v(x{)

i+l

T-6-4%
et en itérant g v(x;) = WWJ A(§) . g-v(xz) (
Jj=3

L'erreur initiale § v(x{) est ainsi répercutée
sur les paramétres d'interpolation des segments [ Xi0 %54 [ du

réseau.

Dans le cas ou le rayon spectral de A(i) est
. N . + <
égal a 1, 1l'erreur commise dans le calcul de v(xl) se répercute
+ .
sur V(Xi) en se cumulant avec les erreurs de troncature commises

en calculant :
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——

= A(i+2) . v(x;) + b(i+2)

Dans le cas ol le rayon spectral de A(i) est
supérieur a 1, alors g v(x;) tend vers 1'infini lorsque i

tend vers l'infini.

On peut montrer par ailleurs que le rayon spectral

de A(i) est toujours supérieur ou égal a 1.

Une maniére de parer a ces erreurs consite alors

3 rendre indépendante 1'erreur v(x. ,) et les erreurs précédentes.
P i+l

II - 6 -1 ¢ STRATEGIE EN "BOUCLE FERMEE" :

lL.a méthode proposée est issue de considérations
expérimentales sur les courbes obtenues en cas d'instabilité
numérique.

Le début du tracé de la courbe est admissible

puis diverge et ceci, quelque soient les données gu'eon a pu rentrer.

Le remeéde a 1'instabilité est alors simple.
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Chaque tracé doit &tre celui d'un début de

courbe.

Pour cela, on considére le réseau :

{Xi’ y; 3 4=, wooy 0 r&'(xlf‘ fy'(xny1} @1-6‘5)

On calcule v(xl) en faisant une erreur, on
trace la fonction obtenue sur [xl, Xy ] et ce faisant, on

obtient v(xz),v'(xz), v"(xz);
On considere alors le nouveau réseau

{(Xi) yi) 5 1=2, ...,n 3 Y'(Xz) ’ \-Y'(Xn).l} (IL' 6-6

raccordé au précédent a l'ordre 1 et on calcule alors v(x;), apreés

. . s . . . +
avoir fait des erreurs, comme si on ne connaissait pas v(xl), etc..

Du fait de 1l'unicité de la solution, cette valeur
de v(x;) est égale & celle déterminée par le pas précédent dans

le cas ol il n'y a pas d'erreur de calcul.

Dans le cas contraire, il y a discontinuité de la

dérivée seconde aux noeuds.
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En d'autres termes, on recale la dérivée

seconde de maniére a limiter l'amplitude de la courbe obtenue.

L 'arbre programmatique correspondant a cette

solution est le suivant :

SEQ Fig II -6 -4
l [
Tracer la courbe

sur [xl,xz]

Calculer y’(xz)

Calculer v(xI)

a partir du SPR Po;;\

réseau initial

{@i,yi);izl,..,n, (Y'(xl)] ’ yy'(xnf\

SEQ

S

Tracer la courbe

SUT | X..X: 1
i a4

+ N .
Calculer v(xi) 3 partir SPR Calculer y'(xi+l)

du réseau

{(X‘jaYJ);J=Is-'9n 3 Y'(Xi); {y'(xnﬂ

La procédure SPR est celle exposée dans le précé-

-sent paragraphe.
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Cette utilisation de l'algorithme du
processus interpolateur est naturellement trés lourde en temps de

calcul mais la fiabilité des résultats est alors bien supérieure.

A titre d'exemple, les courbes suivantes
représentent, sur le méme diagramme, les solutions issues d'une
application directe de l'algorithme du processus interpolateur

et de 1l'application "en boucle fermée" du méme algorithme .

I1 - 6 - 2 : STRUCTURE DU PROCESSUS INTERPOLATEUR

EN BOUCLE FERMEE :

.

De manigre 3 mettre en évidence le bouclage
introduit dans 1'algorithme, au niveau du blec de calcul, nous
définisscons la structure du processus interpolateur en boucle

fermée suivante ( Fig IT -6 -5)
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——@——s | L4 —ﬁ? » V1)

va(xi) v3(xi) vz(xi) vy(xq)

+ +y . .
Calcul de va(xi) et VB(Xi) 4 partir de

{xi, Xig1? *t0r X . vl(x;+l)}
Z(x;), Z(x;, 105 eees 20(x) vz(x;)
vl(x;)
vz(x;)

Fig II-6-5 : STRUCTURE DU PROCESSUS INTERPOLATEUR EN BOUCLE FERMEE

Cette structure met en évidence 1'existence d‘'une
boucle de retour entre les calculateurs analogique et numérique et

correspond bien a une structure en boucle fermée.

En particulier, la condition initiale v3(xi)
(qui n'est autre que la commande u) est déterminée & partir du
oo T T - . ,
vecteur d'état Z (xi) z [:vl(xi) , vz(xi) ] a cette abcisse, et
des composantes Vl(xi+l) et v2(xn) (resp v3(xn) futures, conformément

arbre programmatioue (Rig II-6-4)
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II -6 -2 -1 : Réalisation du processus

o
Le schéma correspon&ré une réalisation hybride est

~illustré (Fig II -6 -6)

Le calculateur analogique effectue par intégration

le calcul de la trajectoire sur tout intervalle {:Xi’ xi+l[_ .

Ce calcul est initialisé au point X=Xq a partir du
transfert par le calculateur numérique des composantes initiales :

- Z"'(xl) sur 1l'entrée BO de 1'intégrateur N°1,

- Z"(xl) sur l'entrée Bl de 1l'intégrateur N®2 et x

2
sur 1l'entrée B2 du comparateur.

Le calculateur analogique est alors en mode opération.

Lorsque la sortie du comparateur commute, ce qui
signifie que x est sorti de 1l'intervalle [ X1 X9 [ , le calculateur
analogique transfert les valeurs Z(xg) et Z'(xE) au calculateur
numérique qui fournit & son tour les nouvelles entrées -Z"'(xz) sur

la borne BO, -Z"(xz) sur la borne Bl et 1l'entrée X3 SUT la borne B2.

Ce processus est ainsi répété suivant le schéma

(Fig II-6-7)jusquia ce que x devienne égal & x, ce qui déclenche

1'arrét du calculateur analocgique.



Ny AR (xl) "=y

CALCULATEUR T

ANALOGIQUE =2"(x;) Z' (xy) -Z(x,)

| B2
4$B1

Xi+l
CALCULATEUR BLOC
NUMERIQUE

B0 DE
CALCUL
Z(xi)
2 (%) )

Fig II1 fé =6 REALISATION HYBRIDE DU PROCESSUS INTERPOLATEUR EN BF :

FONCTIONS SPLINES D'INTERPOLATION D'ORDRE 2




*

*

*

*

*1i=1

*

Mise en conditions initiales du

calculateur analogique

Calcul de v(xl)'é partir des

données du probléme

Sortie des valeurs initiales

—Z(xl)
Z'(xl)

+Xl

Sortie des consignes

-Z"'(xl) sur BO

- Z"(xl) sur 81

x2 sur B2

Mise en opération du CA

Pig I1-6~7

|1

Calculateur analogique

Calculateur numérique

en opération

en attente

U AGan-1) |

Mise en mode mémoire
du calcul-analogique

FIN

LA 1]

i=zi+1

Acquisition de

Z(x;) et Z'(x;)

1

n

"

Sortie de x. , sur B2
i+l

" -Z"(x;) sur Bl

mo_z2vv(xt) sur BO

[
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II - 6 - 3 : METHODE DE DECOMPOSITION EN SOUS RESEAUX :

Une deuxiéme méthode de résolution du probléme
d'instabilité numérique consiste a décomposer la courbe & générer
en une succession de morceaux de courbes numériquement stables,

définies sur des sous-réseaux, puis a les raccorder entre eux.

Chaque morceau de courbe est représenté par une
fonction spline d'ordre q, satisfaisant les propriétés
(PL —> P4 : cf § II - 2 - 1), et considéré comme la trajectoire

issue d'un processus interpolateur.

La structure et le calcul de chacun des processus
interpolateur sont établis par 1l'algorithme présenté aux paragraphes
précédents.

Le raccordement de ces trajectoires est réalisé

de maniére a assurer la continuité de la fonction ainsi que de ses

dérivées jusqu'a 1l'ordre (gq-1).
Si nous faisons choix d'une subdivision Rj du

réseau R = [:xl, Xn] , tel que (II - 6 - ¥)

(11 -6- 7)

si R, = [xl,...,xk] ot Ry = ka,...,xlj i k<{14{n

sont deux sous-réseaux consécutifs vérifiant les conditions
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suivantes (II - 6 - 8.) :

X < X1 Y i=1, 1-1 (II -6 - 8)

S

et si on désigne par vj+1(x) le vecteur associé a la trajectoire

définie sur RJ+1’ (I1 -6 - 3)

T f
a0 = | 2400 2060, e 200, Pa, S0

i+

J+1(x)] (11 - 6 - )

(x)

alors la continuité entre les deux trajectoires Z (x) et ZJ+1

impose les conditions aux limites suivantes (II - 6 - 10) :

i4
J+1

(x ) i‘i(x;) fixées en x; s YVisA,.., g
et (II1 - 6 - 10)

74 1

(x -) fixés en x

| il ]
-




~L16F-

Par rapport a la méthode du processus interpolateur
en boucle fermée, cette technique présente 1'avantage d'étre plus
rapide puisqu'en général, une subdivision de R en trois ou quatre

sous-réseaux suffit.

Néanmoins, la courbe obtenue n'est pas en général
optimale au sens du critére dans la mesure ol on a la relation
(II -6 - 11) ¢

min mein{31+32+...+an} (II - 6 - 11)

Py

Par ailleurs, il n'existe & priori aucun
renseignement permettant de réaliser de maniére optimum
(temps minimum de traitement) la subdivision du réseau initial, de

sorte qu'a chaque choix correspond une solution.
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I1-7 : COMPARAISON DES ALGORITHMES

Dans ce paragraphe, nous effectuons une comparaison en
nombre d'opérations nécessités par différents algorithmes présentés
au chapitre I avec celui de Ta méthode du processus interpolateur.
Etant donné la nature du probléme d'interpolation de données ponctuelles,
nous restreignons la comparaison respectivement aux mé&thodes d'intégra-
tion et de transport, en esquissant la mé&thode des fonctions de BEZIER
(cf. chap I), et des fonctions B-splines.

Dans ce contexte, nous proposons de comptabiliser le nombre
d'opérations exigé par 1'algoritme en boucle ouverte, au cas des fonctions
splines d'interpolation d'ordre 2 (chap II, § II-2) en tenant compte

de la spécificité des matrices et vecteurs intervenant dans 1'algorithme.

Dans ce cas la matrice A (cf 1I-2-30) est de dimension
(4,4) et le vecteur B (cf II-2-29) de dimension (4,1).

_ . ot . .
La détermination du vecteur V(Xl) requiert, dans un premier

temps, le calcul & chaque pas de la matrice A pour laquelle,

5 divisions

11 multiplications

5 additions

sont exigées, soit au total

5 (N-2) divisions
11 (N-2) multiplications
5 (N-2- additions

D'autre part, v(x;) nécessite le calcul de produits matriciels,
dont le nombre d'opérations est, compte-tenu de la forme de A et B.



-463.

64 (N-2)- 41 additions
81 (N-2)- 51 multiplications
2 (N-2) + soustractions

A ce niveau, il y a lieu d'effectuer la résolution d'un
systéme d'ordre 2 pour lequel 13 opérations sont nécessaires.

+ . <
Le calcul des vecteurs v (Xi) en tout point X; du réseau;
¥ i=2,.... n-1 nécessite :

7 (N-3) multiplications
3 (N-3) divisions

3 (N-3) additions

3 (N-3) soustractions

Au total, 1'algoritme requiert :

9 (N-2)-41 multiplications
2 (N-2)-37 additions

8 (N-2)+6 divisions
5 (N 2) soustractions

Avant de comparer la complexité des opérations, i1 est
judicieux de spécifier les remarques suivantes.

REMARQUES :

1) Le nombre d'opérations établi précédemmnent peut &tre diminué
dans des proportions non négligeables, si les abscisses X; sont équidistantes.
En particulier, 1'algoritme ne requiert, dans ce cas, qu'ure seule fois
le calcul de la matrice A.



-470-

2) Par ailleurs, le dénombrement des opérations ne tient pas
compte de la propriété suivante de la matrice A.

La premiére ligne de A2 (et par conséquent de Al pour
tout i=3,.... N-2) est nulle.

3) Cette méthode établit, de facon directe, les composantes
de v(x:), sans opérer de transformations sur les relations.

4) De maniére 3 minimiser le calcul de 1a fonction spline
d'interpolation en un point x € Exi,xi+1 1, 1'algorithme ne requiert pas
de schéma supplémentaire du type AITKEN-NEVILLE 3 arguments répétés.
(cf.s II-1)

5) Si 1'on ne tient pas compte de la forme, des matrices
N, M, A et B, le nombre total d'opérations requis par une fonction spline
d'ordre q est :

2 2

¥ 4 g° (4g+1).(N-2) + q“+gq-1 multiplications

X 2 q (8¢°-4g-1).(q°-1) additions
¥ Inversion d'une matrice d'ordre q pour 1'établissement
+
du vecteur v(xl), et :

(2g-3j) multiplications
* (29-1). (N-1) . (2g-1) additions ¥ §=2,....,20-1
(2g-j-1) divisions

¥ (N-2) . [ 4q-3 muitiplications
1 2q-1 additions
. 2gq-2 divisions




11-7-1 COMPARAISON AVEC LA METHODE D'INTEGRATION

Au chapitre I, nous avons étudié-la méthode d'intégration
sur les fonctions splines d'ordré 2. Dans ce cas, la méthode consiste 3
déterminer les dérivées secondes de la fonction spline en tout point X
en résolvant le systéme d'équations d'ordre n-2. (MARCHOUK, 1980)

A. M= H.f (11-7-1)

avec : ( A matrice de dimension (n-2, n-2)
M vecteur colonne de dimension (n-2)

o

matrice de dimension (n-2,n)

~h

vecteur colonne de dimension (n)

La détermination du vecteur M (lorsque les dérivées secondes
aux extrémités sont nulles) requiert les opérations suivantes :

- Inversion d'une matrice carrée d'ordre (n-2)

-~ (2n-2)%(n-2) multiplications
-2 (n-2)2 additions

Ce nombre est supérieur 3 celui réquis par 1'algorithme du
processus interpolateur pour un nombre de points suffisamment grand. Par
ailleurs, lorsque n est &levé, 1'inversion de la matrice A augmente
d'une part la complexité en nombre d'opérations, ainsi que les risques
d'instabilité. ’ | '

434

On recourt § des algoritmes de résolution qui sont plus stables.

Par ailleurs, pour des valeurs de q>2, la méthode d'inté-
gration nécessite qu'on résolve (g-1) systémes d'équations du type.

A. M =H.f

En effet considérons 3 titre d'exemple le cas des splines
d'interpolation d'ordre 3.

Dans chaque intervalle [xi,x1+1], f(x) s'écrit
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5 3
(X591~ X) (x=Xs) (X5, 1=X)
f(x)= f(4)(xi 1+1 + (4 Xip1) = : + Ay 1+1
120 h. . 120h. 6h.
i+l i+l i+l
\ (I1-7-2)
(x-xi)“ Xip1™ X X= X,
N i
Pl ol B Bre—
i+l i+l i+l
(11-7-2)
avec
A.

i+1, B'Hl’ci+l et Ditlyétéyt les constantes d'intégration

)
PGur les calculer, i1 y a lieu de disposer de quatre relations,

dont deux sont &tablies 3 partir de la propriété d'interprétation.

I1 vient :

4 2
4, h3 he
f(x,) = f(x;) i+l i+l +C..
i i + A1+1,_ i+l
120 6 (11-7-3)
F(xi,q) = F4) ¥ 2
i+l

R R S s S
120 1o

Les deux autres relations sont fournies par exemple par les

dérivées secondes en X; et xi+1

" I C PN PR
f(xy) = B(xg) A+ 1 L oa
6 i+l
L b hé (11-7-4)
1) = T (X341 .éil-f Bi+1

' (x

A . 1" " 4 4 -
Pour déterminer f (xi), f (x1+1) et f <Xi)’ f (xi+1) il
y a lieu de résoudre deux systémes du type A. M =H. f . Ces systémes

sont ob*enus en &crivant respectivement la relation de continuité pour

£t

f' (x) et f(B)(x) en X;. ( cf chap. I, § I-4-2)
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11-7-2 : COMPARAISON AVEC LA METHODE DE TRANSPORT

La détermination de la fonction spline d'ordre 2 (res ordre q)
par la méthode de transport des relations consiste & résoudre en tout point
X; un systéme d'équations linéaires d'ordre 2 (resp 2g-2) entre les compo-
santes v, (x?)et v3(x:) ( resp vj (x:) 3 ¥ = 25000005 29-1) du vecteur

v(x§).

Dans chaque intervalle [Xi’xi+ll’ la fonction f (x) est
définie d partir des données Vl(xi)’ vl(x1+1) et des valeurs des g-1
premiéres dérivées en ces points suivant le schéma de AITKEN-NEVILLE;
(M. PETIT, 1971)

Pour g=2, i1 vient :

X
[ vy (%)
VZ(X1)
X; vy (x5) ——§>
A D
X5 [I-7-5
i+1 v (X4pp) o x C ( )
2 1'4-1)
X
1+l V1 (X41)

) avec hi+1 = X
donnés par :

ie1T %50 les coefficients A, B, C et D sont

pe 1) () A= vy (%4)
= B=
Mie1 hie1
(11-7-6)
-8
oo oK) A D=
- -
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f (x) s'écrit alors :

YR IR b Y e (X< X2 1 . ’ , :
TOO = M) = X=X (Vo kg ) s (- xg) (B s D (x = %4.q)))

Dans ce cas, le nombre d'opérations requis par 1'algorithme
(M. PETIT, 1971) est :

13 (N-1) soustractions
38 (N-1) multiplications
11 (N-1) additions

4 (N-1) divisions

.Ce nombre est manifestement inférieur
1'algorithme proposé pour calculer les vecteurs v (

d celui nécessité par
+
Xi)‘

Néanmoins, le calcul de Ta fonctionspline en un point X
quelconque de 1'intervalle ]Xi’xi+1€’ requiert, par rapport & 1'algo-

rithme du processus interpolateur, deux fois plus d'opérations(17 au lieu
de 9),

Pour une valeur N donnée, le calcul de f(x) en 20 points
(par exemple) de chaque intervalle }Xi’ xi+1[ nécessite :

{ # 180 (N-1) opérations pour 1'algorithme du processus
interpolateur

% 340 (N-1) opérations pour la méthode de transport

Le tableau ci-dessous illustre la comparaison entre les
deux algorithmes, pour 20 points intermédiaires et différentes valeurs
de N.
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" ALGORITHME DE TRANSPORT ALGORITME PROCESSUS INTERPOLATEUR
v(x;) f(x) Total v(x;) f(x) Total
10 594 3060 3654 1400 1620 3020
100 6534 33660 40194 17960 - 17820 35780
1000 65934 339660 405594 183560 179820 363380

Cette méthode semble bien étre moins cecliteuse et envisageable
dans une utilisation graphique.

I1-7-3 COMPARAISON AVEC LA METHODE DES B-SPLINES

Compte-tenu du fait qu'il est pratiquement impossible de
trouver la séquence @’: {ti}n+k définissant les B-splines, pour un
i=1
réseau de points X; donné, i1 est néanmoins possible de comparer les

deux méthodes en supposant la séquence donnée par ({cf.chap I 1 (II-7-7)/

(X441 Fo o 0 o+ X5 ).
t’i+k = - 1+1 = V . 1*K 1 ? vi:l" . . . ’n-k

(k-1)

(11-7-71

Le calcul de la fonction spline qui interpole le réseau
nécessite [ DE BOOR, 1978].

- Le calcul des B- splines qui utilise une équation de
récurrence

- Le calcul de Ta valeur en tout point X; des B-splines
différentes de zéro

- La résolution d'un systéme d'équations linéaires d'ordre
n par application de la méthode d's1imination dé\GAUSS
(par exemple)
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Sans entrer dans les détails de calcul, i1 semble que le
nombre d'opérations requis soit aussi important que dans Ta méthode du
processus interpolateur. '

REM :

Lorsqu'on veut dessiner une forme géométrique qui requiert
une grande représentation de données Xis i1 est plus intéressant de
connaitre les coefficients du polynome d'approximation. On utilise alors
une représentation polynomiale pour morceaux qui, lorsque les points X5
sont dquidistants, diminue considérablement le nombre d'opérations.

Compte-tenu de cette remarque, et de la difficulté de cal-
culer la séquence € , la méthode des B-splines demeure, problématique .-
pour ce type de probléme.

ITI-7-4 COMPARAISON AVEC LA METHODE DE BEZIER :

Mise 3 part sa justification faite au chapitre I comme
étant une exellente méthode de conception, 1'algoritme de BEZIER est
néanmoins utilisée pour la reconstitution de formes géométriques.

Dans ce contexte, la courbe de BEZIER est assujettie & passer

i du réseau et son calcul est effectué & partir de la-

détermination des vecteurs‘ﬁ} qui constituent le polygone.( cf Chap I)

par les points x

Ces vecteurs sont solution d'un systéme d'équation dont
1'ordre dépend du nombre de contraintes de points de passage. [BEZIER,1968]
Lorsque ce nombre est &levé, le calcul des vecteurs'E; se raméne 3 la
résolution d'un systéme d'ordre élevé.

Une fois ces vecteurs calculés, il y a lieu d'effectuer
—p

Te calcul des vecteurs bj'

Dans ce sens, le nombre d'opérations requis est le suivant :
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¥ Calcul des vecteurs-f;. :

- ——— - " - - -

{ (n-1)-1‘j soustractions (11-7-8)

< .
P g(n-l)-ig additions (11-7-9)
i=0

—p

¥ Point_courant_ P. (u)

L'utilisation du schéma de HORNER requiert :

m multiplications
et (11-7-10)
n  additions

ol mest le nombre de c6tés (m=n-1) du polygone. I1 y a Tlieu
de compléter ce bilan en rajoutant m multiplications et n additions pour
le calcul de la dérivée du point courant. (cas de contraintes de tangence
aux points éventuels de raccordement.)

Si 1'on s'en tient au décompte du nombre d'opérations néces-
saires pour calculer les vecteurs'aﬁ, 1'algoritme du processus interpela-
teur semble &tre plus rapide dans la mesure ol il requiert uniquement la
résolution d'un seul systéme d'ordre q.

D'autres critéres vont dans ce sens et en particulier 1'aug-
mentation du degré de la courbe en fonction du nombre de points d'inter-
polation, et 1'assignation arbitrairedes valeurs du paramétre u, aux
différentes contraintes de passage.
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IT- 8 CONCLUSION

L'algoritme présenté dans ce chapitre permet de résoudre de
maniére aisée, le probléme de calcul des fonctions splines d'interpola-
tion initialement posé.

La formulaiton du probléme dans 1'espace d'état et 1'applica-
tion de la théorie de la commande optimale permettent une modélisation
standard d'un systéme dynamique capable

* De générer les différentes classes de fonctions splines &
partir de quelques transformations simples du logiciel, Tiée:
d la fonctionnelle 3@ ninimiser.

*¥ De tenir compte des différentes conditions aux limites
exigées, suivant la nature du probléme.

% De parer, & partir d'une transformation simple, aux problémes
d'instabilité numérique qu'on pourrait détecter lorsque le
nombre de données & interpoler devient élevé.

¥ D'étre réalisé simplement sur un systéme hybride de visua-
lisation.

Ce dernier point permettrait, pour les consoles graphiques
issues du proncipe des oscilloscopes a mémoire (TEKTRONIX), de doter ces
appareils d'opérateurs analogiques capables de réaliser les interpola-
tions splines circulaires classiques. Un gain de temps appréciable pour-
rait ainsi é&tre obtenu lors de la visualisation des lignes courbes. Par
ailleurs, un tel systéme peut-étre envisagé comme un outil pour la géné-
ration des surfaces dans le plan et dans 1'espace. Ce point met en évi-
dence la nécessité d'étudier les modifications introduites par 1'algoritme
pour la synthése des courbes gauches.

Dans ce contexte, nous proposons d'introduire, de maniére es- -
‘quissée, 1'étude des fonctions spiines paramétrées. Celles-ci permettent
aussi 1'interpolation de données par des fonctions autres que celles
(du type y=f(x)) traitées jusqu'd présent.(cas des données engendrant
une courbe fermée par exemple).



CHAPITRE III
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CHAPTTRE II1 : MODELISATION DES COURBES NON UNIMODALES.

APPLICATION A LA SYNTHESE DES COURBES GAUCHES.

Ce chapitre va nous permettre d'introduire
la notion de "fonctions splines paramétrées", nécessaires pour
la résolution de problémes initialement définis sur des réseaux

n
{ x%k non monotones.
i=1

Dans un premier volet, nous étudions la cas
des courbes planes définies pour 1'équation de la forme y=f(x),
& partir de 1l'application de l'algorithme du processus

interpolateur au cas des fonctions splines d'ordre 2.

Dans un deuxiéme volet, nous envisageons
l'application & la synthése des courbes gauches susceptibles
d'étre généréés par des fraiseuses travaillant en trois

dimensions.

Le probléme de 1'instabilité numérique possible
de l'algorithme est résolu suivant la technique de systémes

bouclés présentée au chapitre précédent.
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IiI - 1. COURBES PLANES y=f(x)

III -1 - 1 : FONCTIONS SPLINES PARAMETREES

D'ORDRE 2 :

Nous nous intéressons dans ce
paragraphe & la détermination des courbes définies sur des
réseaux { (xi ’ yi) s i=1,..,n B quelconques pour lesquels les

suites {’xi B et {.yi‘} ne sont plus nécessairement croissantes.

Ce type de courbes est fréquemment rencontré
en construction mécanique, et constitue en général une ou
plusieurs parties d'un objet mécanique.

Ces parties se raccordent en général a des
portions lindaires et/ou circulaires, et sont telles qu'on ne
peut plus les représenter globalement par des relations
y = f(x) ou x = f(y).

En conséquence, l'algorithme du processus
interpolateur ne peut étre énvisagé directement pour ces types
de courbes.

La figure ci-dessous illustre un exemple de ce

cas :

14 A

$ X
Fig III-1-1
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Les parties AB, DE et EA étant linéaires,
leur interpolation (calecul d'un grand nombre de points intermé-
-diaires situés entre les extrémités) requiert uniquement la

donnée des extrémités.

Par contre, la partie BD est une courbe qui
ne correspond plus a un graphe de fonction, de sorte que 1l'on
ne peut appliquer l'algorithme du processus interpolateur, et ce
indépendamment du choix de 1'échantillonnage.

Les courbes entrant dans cette catégorie sont

notées courbes "non unimodales”.

Pour résoudre ce type de problémes, on peut
soit utiliser une base de fonctions (B - splines), soit définir
des fonctions splines paramétrées dont nous proposons 1'étude.

IIT -1 - 2 : PROPRIETES :

Considérons le probléme de 1'interpolation par

une courbe ¥  d'un réseau de points

{Pi 3 i=1l,...,n Pi = (Xi s Yi)} (III-i-i)
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Un paramétrage monotone de la courbe g
permet 1'ordonnancement de ces points ; on le définit de la

fagon suivante :
[tl’ tn ] c R
<@ = { P(t) € R%, tE€ (tot,] 5 PO = (x(t),y(t))}

Vizl, cooyn-l 5 b0 >ty (;11-4-2)’

Yi=l, ..., n P(t,) = P,

REMARQUE :

Dans le cas ol l'une des suites {x.s ou 4 y.g
i 171
est monotone, cette suite est un paramétrage. C'est en particulier

le cas des fonctions traitées dans le chapitre précédent.

L'interpolation de 1'ensemble donné.de points

est définie par les propriétés suivantes :

T1) L'arc de courbe est de classe c? sur rtl,tn]

12) V¥ i=1, ...,n ; P(t,) = P;

T3) L'arc de courbe minimise une fonctionnelle de forme :
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t
3 " 2 i 2 (
3= J( [oran?+ gren?]at (11-1-3)

5

Cette fonctionnelle étant additive, sa
minimisation s'opére en minimisant indépendamment les quantités

suivantes :

tn ) tn )
3 j (x"(£))% dt et 3, J (y"(£))2 dt [11-4-4)

13} Y

On est ainsi amené a définir 1'interpolation
satisfaisant les propriétés enoncées par ses deux composantes
x(t) et y(t).

Chacune de ses composantes est caractérisée

par les propriétés suiantes :

T11) x(t) (resp y(t)) est de classe C2 {tl,tn]
121) Yi=1, ..., n

x(ti) = xg (resp y(ti) = yi)

T31) x(t) (resp y(t)) minimise la fonctionnelle
de forme J, (resp J,) ; VYt e [tl vt
et peut &tre considérée comme la trajectoire issue du systéme

dynamique de sortie x(t) (resp y(t)) suivant :
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x(t) |
NV o AN ® L x(£)
|
| l
L““““T‘““““‘ ]
X'(ti) x(ti)

Fig ITTeI-2

La détermination de la courbe © d'interpolation
se raméne a celle des commandes u(t) de deux prccessus interpolateurs

générant un point mobile (x(t), y(t)) qui parcourt ¥

Chaque commande minimise la fonctionnelle

quadriatique :

t
n -
I (u(t)) = f w2 (t) dt (r1e-4-2)

3

et peut étre déterminée par la problematique du chapitre II.

I1 nous reste a prononcer sur le choix du
paramétrage. On sait que la fonction longueur d'une courbe

constitue un parameétrage intrinséque.

Si on considére le paramétrage (fréquemment

utilisé dans la pratique) comme étant celui qui approxime la
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longueur de l'arc de courbe définie par 1'intégrale :

i+l > o
J = JS (x(E))™ + (y(t))" . dt QII-&-G)
t.
1
n
alors le réseau {ti } est défini par la récurrence
suivante : i=1
) 2 2’ 1
by =05t =t + \l (xi+1-xi) +(yi+1‘yi) ft11-4 1)

Vi=1, ..., nl

ol X3 et Y; o v i=1l, ...,n sont les valeurs en ti des fonctions

splines x(t) et y(t) d'ordre 2.

La paramétrisation est importante et résoud en
particulier le probléme défini en introduction. Si t est assimilé
a un temps, les conditions de transversalité fixent les composantes
de la vitesse aux extrémités du réseau, et pas seulement les

tangentes (cf THILLIEZ , 1967).

Nous proposons maintenant de généraliser

l'algorithme & la synthése des courbes dans 1'espace.
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II1 - 2 . APPLICATION A LA SYNTHESE DES COURBES GAUCHES :

La problématique est analogue a celle définie
précédemment. Elle permet de représenter dans 1l'espace une courbe
qui interpole des données de points & partir d'une représentation

paramétrique.
Dans ce contexte, une courbe gauche est envisagée
comme la trajectoire suivie par un point mobile, et issue d'un
systéme dynamique.
Etant donné un réseau ordonné de points,
{Pi 3 1 =1, .50 Pi = {Xi 1Yi s Zisg Ull‘l‘i)

le choix d'un paramétrage monotone défini de la fagon suivante :

]tl,tn R

€ - {P(t)é R, te [t > tn] s P(e) = { x(t), y(t), z(t)}}

| t11-2-2)
¥ i=1, ..., n-1 ; ti+lj7 ti

Vi=1, ..., n P(t;) = P,

permet de définir 1l'interpolation de 1'ensemble donné des points,

par 1'ensemble des propriétés suivantes :
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Ti) L'arc de courbe est de classe C.Zq-2 sur {tl , tn]

T3) ¥ iz, ..., n 5 P(t) = P,

Té) L'arc de courbe minimise une fonctionnelle de forme :

t
3= j n{[L(x(t))] Ze [Lyan]? + [L(z(t))]z} dt
t
1

ot L(.) est un opérateur différentiel linéaire d'ordre q :

Cette définition comprend , en particulier ,
celle des fonctions splines polynomiales d'ordre 2 dans 1'espace

pour lesquelles l'opérateur L est 1'opérateur dérivé seconde.

J étant additive, on minimise indépendamment
la fonctionnelle suivante :

t

n
,f (L(f(t)))zdt pour f(t) = x(t), y(t) ou z(t)
t

! (t11-2-3)
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On est ainsi amené & définir 1l'interpolation
satisfaisant aux propriétés enoncées Ti s Té s T% par ses trois

composantes x(t), y(t) et z(t).

La deuxitme composante par exemple est

caractérisée par les trois propriétés suivantes :
T!.) y(t) est de classe CZq—Z sur [t t
11 1 tn]

Tél) Vi=1, ..., n; y(ti) =y

T%l y(t) 5 t € [tl , tn] minimise la fonctionnelle

tn )
J (y(t)) = (L{y®))* dt

Y

Le schéma bloc correspondant est le suivant :

-1 )
Y &) () y (&)
) . —
" ¥ (L) y(t) </
e = D Y(t)
J
@)
AV

Fig III-2-T
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ol u(t) = L(y(t)).

La détermination de la courbe € se rameéne 2 celle
des commandes u(t) des trois processus interpolateurs générant le

point mobile (x(t), y(t), z(t)) qui parcourt €& .

Chaque commande minimise la fonctionnelle

quadratique :

t ,
J(u(t)) =,f u“(t).dt
t

(r1-2- %)

1

et sa détermination utilise l'algorithme du processus interpolateur

(cf Chapitre II).

S

Le réseau {tig est défini a partir de la
n

donnée de : {,X" Yis z.‘} , par la relation :
S N P |

. f {
o - 2 2 2
ty=05t .=t +‘\‘ (ip1)7 + g yy)™ + (272) - 2-5)

Vis-= 1, ..., n-1
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IIT - 3 . CONCLUSION :

La définition de courbes interpolant un
réseau de points, a partir d'une loi paramétrique)trouve toute

son importance dans plusieurs cas.

Elle permet tout d'abord d'apporter une solution
aisée au probleme de génération des courbes qu'on ne peut décrire

par des applications de type y = f(x).

Par ailleurs, une telle représentation permet a
la machine de fonctionner avec plusieurs axes (en particulier
pour la manipulation de courbes et surfaces gauches) suivant ses

possibilités.

La méthode exposée dans ce chapitre requiert
deux fois l‘algorithme du processus interpolateur en boucle
ouverte pour les courbes'planes parametrées et trois fois cet

algorithme pour les courbes gauches.

Elle est mise & profit pour la génération des
surfaces gauches définies sur des réseaux rectangulaires, au

chapitre 1IV.
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Chapitre IV : MODELISATION DES SURFACES

IV-{ INTRODUCTION :

Les fonctions splines bidimensionnelles ont plus particuliére-~
ment &té étudiées par ATTEIA [1968], THOMANN {19701, et DEBOOR [1978], pour
la représentation de surfaces définies sur des réseaux rectanguiaires et/ou
circulaires,

Les premiers ont introduit 1a notion de splines de type' pla-
que mince [PAIHUA,1978], et DE BOOR [1978 1 définit une surface comme le
produit tensoriel de fonctions spiines unidimensionnelles.

Dans ce contexte, le probléme de détermination d'une fonction
spline. bidimensionnelle définie sur un réseau rectangulaire peut s'énoncer

de la maniére suijvante :

Parmi les fonctions f (x,y) qui prennent les valeurs Z.. aux

noeuds d'un réseau rectangulaire bidimensionnelle {X1’ yjs ¥ —1 . jJ.,n;
¥J=1’. R | } déterminer celle qui satisfait les propr1etes anoncées
au chapitre I, et qui minimise l1a fonctionnelle suivante
Xn Im Z 2
o Ki(bzf) e )i(%f\gdx i
() 3 /yl X2 vy \3 2/

D'autres types de fonctionnelles peuvent étre utilisées. C'est
ainsi que pour des splines de type plaque mince en dimension deux, on

cherche @ minimiser :

.Vm 2 2 .
2 2
Q O Lot Lo %ax . ay

+
v XY D yzl

X
s |
/
X

1

Liutilisation de 1'une ou 1'autre des méthodes conduit 3 la
résolution algébrique d'un systéme d'équations linéaire.
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A cette fin, différentes techniques ont pu é&tre groposées pour minimi-
ser le colt des opérations ainsi que la capacité@ mémoire utilisée.
[PAIHUA, 1978].

En utilisant la notion de produit tensionel de fonctions
spTines sous-tension d'ordre 2, conjointement avec les résultats établis
au chapitre précédent, on montre, dans ce chapitre, que leprobléme initia-
lement posé, se raméne 3 1'étude respective de chacune des courbes consti-
tuant la surface.

Dans ce sens, la surface qui interpole le réseau rectangu-

laire est définie 3§ partir de courbes génératrices et directrices, inter-
pretees comme les trajectoires issues de systémes dynamiques (cf.CHﬂP_II)

Cette technidue permet entre autre, de restreindre le volume
de calcul initiaiement prévu, et ne nécessite qu'une faible capacité
mémoire,

IV- 2 ETUDE DES SURFACES DEFINIES SUR DES RESEAUX RECTANGULAIRES:

Soit D le réseau défini par :

J

X341 et Yj<yj+lj (IV-2-1)

D = {<Xi’ yi)s ¥1= lyeevoosn 3 ¥e=l,000000, m ;5 tel que :

et soient 2 (Xi’ yj) = Zij‘1a valeur prise par la fonction spline

sous-tension bidimensionnelle aux différents noeuds (Xi’yj) de D

Le probléme consiste & déterminer la surface de classe CZ’2

[Xl’ xnlx{yl, ym] qui interpole Te réseau D :

Nous proposons de définir sa forme 3 partir de celles des courbes

génératrices
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- Z (X, ¥0 = cste € Ly, ypl) (1V-2-2)
et des courbes directrices définies par

- 2 (xo = cste € [x, x,1, Y) (Iv-2-3)

Cette approche se jusfifie en particulier par la propriédté de douceur
de la surface ainsi obtenue.

-Chaque courbe est ainsi spécifiée comme une interpolation définie
sur un réseau unidimensionnel. Elle peut ainsi étre &laborée par un pro-
cessus interpolateur suivant la méthode exposée au chapitre II.

A ce niveau, on considére qu'on a construit, suivant la méthodologie
proposée, un sous programme permettant d'é&laborer 1'interpolation & partir
des données d'un réseau.

PAR EXEMPLE
SUBROUTINE SPLST 2 (N,X,Y, TI, YPI, TF,YPE,07, V)

ARGUMENTS_D'ENTREE :

N : Nombre de points & interpoler

N)
{Y(M) ; définit le réseau Xis Y50 %32 X(1), yj=y(J)
TI : argument logique vrai si la tangente initiale y' (X1> est donnée.
(dans ce cas elle est donnéee par VYPI)

TF . Le couple TF, YPF fonctionne comme ( TI, YPI) dans le cas de

la tangente au point final,
o : paramétre de tension

ARGUMENTS DE_SORTIE:

- - — 0 - - o - -

V(4, N-1):7es paramétres V(J,I) ; J =1,2,3,4, définissent 1'inter-
polation sur [x(l), X (I+l)]
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La génération d'une surface se déroule alors

en deux étapes qui sont :

1) Interpolation des n courbes directrices définies par les

réseaux unidimensionnels

= ; ¥J=1 s ¥ i = 1,oiaian
R-" = {yj! ZijSVJ -,-.-....,m,V'l }

2) A partir de la connaissance des n directrices 2 (ﬁfyo = cste)

on peut déterminer toute génératrice Z(;,y°=08ﬁe)

Le probléme est ainsi résoiu conformément au schéma suivant (Fig

X=cste

Nous proposons de montrer qu'il est possible de restreindre le
nombre d'opérations nécessité par 1'étape 2, en le rendant indépendant du
nombre de génératrices que 1'on souhaite calculer/tracer.

[V-2-1 : ANALYSE DE L'ETAPE 1

Si y est une valeur appartenant & 1'intervalle [11, yn} la
suite de 1'étape 1 on connait la valeur Z (x X5 ¥), pour tout i =1,....,n
On est ainsi amené 3 résoudre n fois une interpolation de m points par
1'algoritme exposé, au chapitre II.
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IV-2-2 ANALYSE DE L'ETAPE 2 :

L'interpolation du réseau {x y 3 2 (X Xis ¥) 5 ¥5 =l n
yely » ymljest effectuéepar un processus 1nterpolateur dont le bloc de
calcul définit les composantes du vecteur v (x1 s y= cste), pour toute valeur
y=cste fixée ; y ¢ [yy, v, 1

En définissant les composantes du vecteur v (xl, y) comme suit :

2 3
kg ) = s WG ) B D ) ]
d X ? X% X3
avec Vv (xl, y) = 2 (x1 = cste, y) @1‘2‘9

alors deux des composantes sont données initialement.

Ce sont v(xl, y) et bv(x1 y) = 0 si on suppose la dérivée

it
premiére non fixé au point initial, les deux autres camposantes sont issues
de 1'&quation de récurrence [11-3-3, chap II]

-

\ ,
Vo(xs = cste) = P. v (xl, y=cste) + §

avec P ¢ (R4X4 et qe (R4 ‘ @Z-i‘5>

Le réseau étant rectangulaire, la matrice P est indépendante de Y,

de sarte que seul q en dépend, par 1'intermédiaire du vecteur Y1 (i+2)
{11-3-20, chap II]

~ : R + . ~ .

Pour déterminer le vecteur initial v (Xl’ y) i1 est nécessaire
de définir une deuxiéme relation. Celle-ci est fournie par la premiére
ligne de 1'équation de progression au premier ‘pas (i=1) :

) (xé, y= cste) = M(xz-xl) V(x{, y=cste) (BI-L-¥)

soit y=(y=cste), il vient :

(1:2) ¢ 3“ O (X}, y) + M (1,4) _uﬁliz. V(x5, ¥)M(L, 1N (X))

ot M(1,1) =1 et ™M (1,2), M(1,4) ne dépendent que des X;
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Cette relation conjointement & celle issue de 1a 3 &me ligne de

1'aquation,
+
V(xs, y=cste) =P v(x;, ¥) + 4

aboutit au systéme matriciel suivant, quelque soit y € [yl ym].

M(1,2) = Cyq 5 M(1,4) = Cqp 5 My(3,2) = Cpps My(3,4) =Cpp
dy= M(1,1) et dy = My(3,1)

B 7 + ] B + + N

Cyq Cq, % v V)| g ¥)=dp vixg, y) (E—Z-g)
Coy Corl 193 V(s ) l=dy v(x#Y = Ny (3.1)

| 21 |4 V112 Y 2 Vi 14>

|- . LPX 4 L B

valable quel que soit y = cste ¢ [yl,ym]

La matrice C d'éléments [Cij] est indépendante de y, de
sorte que son calcul . n'est effectué qu'une seule fois. I1 en est de méme
pour les coefficients d1 et d2 intervenant dans le deuxiéme membre., Cette
remarquable simplicité est inhérente au caractére rectangulaire du réseau

de points @ interpoler.

La détermination des trajectoires définies sur les réseaux
{yj, Zij}est en tout point analogue & celle exposée au chapitre deux pour
les fonctions splines sous-tension d'ordre, de sorte que nous convenons
d'exposer uniquement 1'organigramme relatif au calcul des trajectoires

génératrices.

De méme, la réalisation hybride d'un processeur capable de générer
les surfaces décrites précédemment & partir d'un processeur numérique
chargé des opératicns algébriques et d'un processeur spécialisé dans les
opérations d'int gration(@n technologie analogique par exemp]e) est une
extension naturelle de la méthode proposée au chapitre II.
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REMARQUE : _
Cette méthode se généralise ajsément au cas des surfaces fermées,
et fait appel aux résultats exposés au précédent chapitre. Dans le cas des
surfaces ndn unimodales, il convient d'utiliser une représentation para-
métrique [c f. chap III], et d'appliquer Tla présente méthode.



ORGANIGRAMME DE CALCUL D'UNE SURFACE DEFINIE SUR LE RESEAU REGTANGULAIRE
X(1),Y(9),2(1,J) ¢ I= yeeeeee, 8N § J= ,evuua., MM

Entrer les données
xénn) ,Y(MM) ,
7 (NN, MM) ,Valy(RR)

7

Caloul des trajectoires
GENRATRICES définies sur

réseaux i
RJ ={x(1),P(L,1); 1I=1,.

....,NN—-2
L=1y 4000 RRY

=~ Sortie des composantes :

@(L,J‘,K) ; [F'i,ooo.o’RR
J=4,000¢,4
K=1’.-6..,NN"'

,

R g POUR
> i
} 4
- Calcul des valeurs des
sommets des génératrices
pour toute valeur de 1
Y=oste ou bien Valy(I);
K" 1 I“i’-cooo,RR
a
NN ~Jortie des waleurs dans 7
le tiableau 3 I=4
! F' (RR,NN) R;
- Galcul des trajectoires
DIRECTRICES sur les ré-—
seaux § :
RK = {Y(I)yZ(KrI)’
I =1,..-’MM—23
~Sortie des composantes
V(KJ,1)5 J=lyee.y4
I=1,ocoojMM-
I4
SS~PROGRAMME = SPLST' 2
/
V
(.
ETAPE I v
ETAPE 2

Fiq-IZ- 2- 2
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Au cours de cette étude, nous avons montré le lien étroit existant
entre les théories de l'interpolation et de la commande optimale des sys-

témes dynamiques linéaires.

Dans ce sens, les résultats théoriques obtenus sont analogues a ceux

définis a 1'origine, par 1l'interpolation.

D'un point de vue pratique, l'algorithme résultant de cette étude
permet lg maniement aisé et rapide des différentes catégories des fonc-
tions Splines existant, par une simple transformation du logiciel corres-

pondant.

La possibilité de raccordement de courbes induite par 1'algorithme,
permet de 1'incorporer a un logiciel de C.A.0., de maniére i décrire, plus

particuliérement, les contours de piéces mécaniques.

L'utilisation de la technique de processus interpolateur en boucle
fermée, apporte une solution efficace au probléme d'instabilité numéri-

que pouvant résulter de la manipulation d'un grand nombre de données.
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ANNEXE I

POSITION DU PROBLEME DE LA COMMANDE D'UN SYSTEME LINEAIRE
DYNAMIQUE

Soit [xl, xn] un intervalle fermé C{R, et notons pour toute
valeur x e [x1,xn]:

u le vecteur de commande 3 m composante, u eR"
# le vecteur de sortie & 1 composante, Z eIR]

Z le vecteur d'état 3 q composantes, Z e RY

Le modéle du processus sera définie par une équation vec-
torielle d'évolution.

d - -
=- (2 = f 2 s . 5 . I-1
- (2 (x) [ (x), u(x) x] x € [xp, x1 (1-1)

et par une équation vectorielle algébrique de sortie

z (x) = C.[2 (x), x] (1-2)

De maniére 3 assurer 1'unicité de la solution, de 1'équation
vectorielle (I-1), pour des conditions initiales déterminés Z (Xl) et une
Toi de commande u (x) donnée, nous supposons que les composantes de f
sont continues en Z, u et continument dérivables en Z. En d'autres termes

(Z (x)s u(x), 9, OF 7 (x), u(x) et Bfigzgx),ugx)
| 22 ? x

(I-3)



sont définies et continues sur R9x U (U désigne le domaine de commandes
u(x) eu).

Le processus évolue entre les abscisses Xy et xn auxquelles

sont affectées des valeurs Z (X1) et Z (xn) du vecteur d'état. Si on défi-

nit une loi de commande (i,e est fait le choix d'une commande admissible

u=u(x), alors (quelles que soient les conditions initiales 2 (Xl)’ 1a loi

=2 (x) (1-4)

régissant 1'évolution du systéme décrit par 1'équation (I-1) est définie
de maniére univoque.

On associe au probiéme précédent constitué d'un systéme (I-1)
et de conditions initiales et terminales spécifiant Z(xl) et Z(xn)}1a
fonctionnelle J suivante(I-5)

od r (. ,.) est une fonction scdlaire continue par rapport 3 ses arguments
et continument dérivable par rapport & Z et x. ATors le probléme de la com-
mande optimale du processus décrit par (I-1) consiste 3 trouver parmi les
commandes admissibles u = u (x) transférant 1e’point représentatif du
systéme de 2 (xl) 3 2 (x,)celle qui minimise la fonctionnelle (I-5) (Fig-1)

@)

Z{x)

Z(x,)

— Z(x
Z(X4) ‘

Fig-1 : Transfert de 1'état i(xl) 3 1'état Z(xn)
en minimisant J '



FORMULATICN DE LA CLASSE DE PROBLEMES ETUDIES

Le systéme dynamique &tudié est caractérisé par les équations’
(I-1) et (I-2) avec m=1=1,

Le vecteur d'état Z{x) est continue et continument dérivable
jusqu'd 1'ordre (g-1) par rapport 3 x.

d 2(x) d(J)ngz continues pour x g [Xl’ x,1s j=l,..;,q-l
/
dx\J

dx

=

X1s Xp» 2(x7)s E(x,) sont des valeurs fixées 3 priori. Z(x;)

et i(xn) obéissent 3 des conditions aux limites telles qu'd 1'abscisse
xl(resp xn), 1'état Z(xl) resp Z(xn) est astreint 3 se déplacer sur une - *-
variété V1 (resp Vn) de 1'espace d‘état(Rq, de sorte que le probléme est &
états extrémes partiellement contraints (Fig-2)

Fig-2 Probléme 3 extrémités libres

Par ailleurs si 2(x1), ...... . Z(xk) sont des points de 1'espace
de phase et s'il existe une commande ui(x) transférant le point représen-
tatif de Z(xi) en Z(xi+1) et fait prendre 3 la fonctionnelle (I-5) la
valeur J, ¥ i=l....., k-1, ilexiste alors une commande u(x)qui transfére
le point représentatif de Z(xl) en Z(Xk) et fait prendre 3 la fonctionnelle

(I-5) la valeur J1+J2+ "“’+Jk.
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La résolution de ce probléme utilise le principe du maximum (ou
minimum) de PONTRYAGUINE, qui est une extension des résultats du calcul
des variations, et s'appuie sur la notion d'HAMILTONIEN,

PRINCIPE DU MAXIMUM DE PONTRYAGUINE

Soit Te processus dynamique d'équation d'état .

I Lt (30, u(x)s 1)
dx

et u (x) une Toi de commande admissible transférant le systéme d'un
état 1nitia1(2(xl), X)) & un &tat final (Z(xn,),xn)

Pour que u(x) soit la Toi de commande relative au critére,

J =5X" r(Z(x), v(x),x) dx
X1

et Z (x) la trajectoire optimale correspondante, il est nécessaire

qu'existe une fonction vectorielle Y(x)

0T 0=[ (0 eeeenns v, (0]

continue et non nulle correspondant aux fonctions u (x) et Z(x) tel qde :
%/w(x) et Z(x) soient solution du systéme d'aquation différen-

cielles suivant :

dZ - 2H(Z (x),0(x)s u(x),x)

v

o/

d y_ _ D H(E(X),h(x)s u(x),x)

H
dx Y3

ol H (Z, ¥, U,x) = -r (2, u, x)+ wT. f (2, U,X)



est une fonction scalaire notée HAMILTONIEN

b/ La fonction H atteigne son maximum (ou minimum) pour la commande

u=u{x).

max H( Z (X)s ¥ (X)s Usx) = H(Z(X) ¥ (X),U,x)
ueld
ou de maniére équivalente :

H(z (x)s0 (X)) U(X),X) <H (Z(X), Y(x)s u, x)
pour tout u e 1J

¢/ ¢ (x) satisfait les conditions de transversalité suivantes :
v (Xl) orthogonal 34 vy

v (xn) orthogonal a Vn

Ces relations (a),(b) et (c) peuvent &tre obtenues & partir de
la variation de la fonctionnelle

J (u(x) = S " e (x), u(x))dx (1-13)
) ,

en supposant connues les fonctions u (x) et Z (x) minimisantes et en
effectuant des variations infiniment petites §u(x) et SZ(x).

En associant aux contraintes (I-7) des multiplicateurs de
LAGRANGE qui sont des fonctions de x, il vient
X
n . T o _
Jl(u)=j {r(Z(xL Mx»+1p(m.[fﬂ(m,wx}21?x
X1 (I-149

En posant :



(1-15)
I1 vient
Xn
Jp (W) = S (H - o', Z) dx (1-16)
*1

La variation de cette fonctionnelle diie 3 des variations

infiniment petites Su et §Z , s'écrit :

soit §3; (u)= v (x).§2(x)- v (x,)- § 2(xp)

X

n .
+§x1(H%(x)~+ v Ix)).g.i (x) +

(%) - Su(x)) . dx

H
M

La condition de minimum de Jl’ quelles que soient Su et £2
donnée par :

Soit :

est



AT

L'application de ces résultats au probléme spécifique des
fonctions splines d'interpolation, dans tout intervalle ]Xi’ Xi4q] ne
contenant pas de contraintes se justifie dans la mesure oG la fonctionnelle
3 minimiser est additive.
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RESUME

Le travail présenté propose une approche originale dans la déter-

mination des fonctions SPLINE d'interpolation.

A 1'inverse de la plupart des modéles d'approximation existants,
nous envisageons une courbe:d'interpolation comme une trajectoire d'un
point passant successivemént par toutes les données 3 interpoler. Une
surface d'interpolation peut alors &tre définie par sa famille de géné-

ratrices.

Chaque courbe est définie a partir de la problématique des fonc-

tions Splines (simples ou généralisées).

Le probleéme étant formalisé comme un probléme de commande optimale
des processus, nous en proposons une solution sous forme d'un algorithme

séquentiel ou paralléle noté "processus interpolateur".

Cette formulation permet en particulier d'apporter des solutions

naturelles aux problémes d'instabilité numérique.
P q

MOTS-CLES : - STABILITE NUMERIQUE (DYNAMIQUE)
- CONCEPTION ASSISTEE PAR ORDINATEUR
- COMMANDE OPTIMALE
- (PROCESSUS)
- FONCTION MATHEMATIQUE
- SPLINE CUBIQUE
- SPLINE GENERALISEE
- FONCTION SPLINE
- INTERPOLATION {EUR)
- ANALYSE NUMERIQUE






