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L'introduction de la notion de schéma de programme CIAI a permis de 

dissocier les deux éléments sous-jacents à la notion de programme : 

- au niveau de la structure, le schéma de programme, représente 
intuitivement la structure de contrôle du programme qui demeure lorsqu'on 

considère les fonctions de base, les prédicats et les variables comme des 

symboles purement formels. 

- au niveau de la sémantique, l'interprétation, restitue l'infor- 
mation nécessaire sur la nature des symboles formels pour que le schéma 

devienne un programme susceptible de faire un calcul. 

Ainsi un programme est un couple (S, 1) formé d'un schéma de programme 

et d'une interprétation. 

La recherche d'une forme plus "simple" des programmes (optimation, 

lisibilité, prouvabilité, élimination de la récursivité ... ) conduit à 

l'étude des transformations de programmes. Ces transformations doivent au 

moins préserver la fonction calculée par le progrme. D'où l'intérêt de 

l'étude de l'équivalence des schémas de programme (i.e. deux schémas de 

programme sont équivalents si et seulement si pour toute interprétation les 

programmes associés calculent la même fonction). 

Suivant le niveau d'abstraction auquel on se place, à un programme 

on peut associer plusieurs schémas de programme 

- Les schémas de Ianov se composent : 
. d'une mémoire considérée comme un bloc ou les diverses variables ne sont 
pas différenciées 

. d'une structure de contrôle fonctionnant comme un automate fini. 



A tout schéma de Ianov on peut associer une forme canonique et l'équivalence 

de tels schémas est décidable. CIA, MA, RUT]. 

- Les schémas de Ianov étant très élémentaires, un modèle permettant 
d'incorporer des propriétés plus générales des programmes (exemple : dépen- 

dance ou indépendance des instructions) est proposé dans CLPPI : schemas de 

Paterson. 

L'introduction des "variables libres" permet d'exprimer les instructions 

comme fonctions de variables. Leschéma représente intuitivement en plus de 

la structure de contrôle, le "flux" de l'information dans le programme. 

En considérant la famille des interprétations libres, on montre (théorème 

de Herbraud CLPP, MAI) que la résolution de nombre de problèmes (équiva- 

lence, arrêt, ... ) sur les schémas se réduit à leur résolution relativement 

à cette famille d'interprétations. Mais ces problèmes, en particulier celui 

de l'équivalence, sont en général indécidables pour les schémas de Paterson 

CLPP, MAI. La notion de "liberté" d'un schéma de programme (i.e. : un schéma 

S est libre si toute "séquence" a travers S peut être considérée comme une 

séquence d'exécution) permet de définir une sous-famille de schémas de 

Paterson, où le problème d'arrêt est décidable, celui de l'équivalence 

restant ouvert [MAI. 

Notons une autre extension des schémas de Ianov : les schémas monadiques 

récursifs, introduits pour exprimer les problèmes de récursivité CAMP, BS, CRI 

La suite des opérations à effectuer par un programme n'est en général 

pas bornée. Elles doivent donc être définies de manière récursive (s'appelant 

les unes les autres). Dans un "petit'' programme on peut avoir une vision 

assez claire de la structure de ces appels. Il n'en est plus de même dès que 

le programme est assez important. D'où les possibilités d'erreurs, la dif- 

ficulté de la correction et par conséquent le coût élevé du logiciel. 



La programmation structurée, en insistant sur la nécessité de contraindre 

la structure des programmes CDJI est avancée comme un remède à ces incon- 

vénients. 

L'idée de base est de remplacer la définition récursive des actions du 

programme par une définition itérative où les boucles apparaissent expli- 

citement et possèdent une structure parenthésée. 

La structure de boucle "TANT QUE" considérée dans [AM, KPT, KI?] s'est avérée 

trop restrictive. D'où l'introduction de la structure de boucle "REPEAT" 

à plusieurs niveaux de sortie par CAR, RUGI. (cf. CNEl pour une biblio- 

graphie annotée à ce propos). 

L'ensemble de ces études s'est développé sans introduire de formalisme 

adéquat. 

La définition d'un schéma de programme comme un système de réécriture schéma- 

tique calculant dans une algèbre (magma) libre CNII a fourni un cadre algé- 

brique pour l'étude des schémas de programme et de leur transformation [GUI, 

GU2, COUl, COU2, K021. 

Un schéma de programme est considéré comme une grammaire d'arbres. 

La fonction calculée par ce schéma est alors caractérisée par des objets 

syntaxiques qui sont le langage d'arbres engendré par cette grammaire. Ce 

qui justifie l'intérêt accordé à l'étude des arbres et des familles d'arbres 

dont la théorie s'est, d'abord, développée comme une extension de la théorie 

des langages de mots [NI, CO, GUI, GU2, EL, AD, JAI. 

Considérons le programme P suivant, qui, à deux entiers associe 

2 
l'entier correspondant dans la numérotation de Cantse d e W  : 



FIN 

Au programme P on peut associer  l e  schéma de Paterson S suivant : 1 



Nous remarquons que le passage du programme P au schéma de Paterson SI : 

- nécessite une "transaction préalable" du programme avec l'introduction d'une 
variable supplémentaire. En effet, on a décomposé la condition (x+y) > O en 

une affectation u + x+y et une condition u > 0. 

- ne rend pas compte de la possibilité de "l'élaboration simultanée" des 

affectations (A, B, C). 

De même les affectations D et E peuvent être groupées en un bloc "synchrone" 

où D et E peuvent être élaborées simultanément en ne considérant, pour une 

variable figurant en partie droite d'une affectation que la "valeur" qu'elle 

avait à l'entrée du bloc englobant cette affectation.  ordre dans lequel 

se présentent les affectations à l'intérieur du bloc devient alors indifférent. 

Les schémas de Manna [MAI en introduisant les "affectations multiples" 

et les prédicats qui peuvent avoir des "termes" pour arguments, permettent de 

rendre compte de ces aspects. 

Ainsi au programme P, on peut associer le schéma de Manna S suivant : 2 

(x,y,z)+(a,b,c) 1 

FIN 



Le schéma S décrit une structure d'arbre infinie TS obtenue en 2 2 

"déroulant" la boucle, et telle que la sémantique de S soit complétement 2 

définie par celle de TS2. (i.e. soient cal (S ) et cal (TS2) les fonctions 
f 2 1 

calculées par S et TS2 sous une interprétation 1, alors cal (S ) = calI(TS2)). 2 1 2  

De plus la sémantique opérationnelle attachée aux schémas [LPP, MAI 

rend très difficilement manipulable la définition de la fonction calculée 

et interdit toute preuve raisonnable de la préservation de l'équivalence 

par une certaine transformation, tandis que la fonction sémantique définie 

sur les arbres possède de "bonnes" propriétés (croissance, continuité). 

D'où l'utilité de définir la sémantique des schémas de programme par l'inter- 

médiaire des arbres qu'ils décrivent [NI, KO, GUEI, COI. 

Notre propos est une modélisation des arbres de programme associés 

aux schémas de Manna. Nous nous interessons en particulier à ceux qui sont 

reconnaissables (i.e. : ayant un nombre fini de sous-arbres distincts). 

Etant donnés un alphabet gradué F (ensemble de symboles de fonction 

de base) et un ensemble V de symboles de variables. 

L1"ensembZe des coZZatéraZesi7 (i.e. : affectations multiples) sur F, 

est 

Col@) = {A = J i ) 1 JA E Pu(V), iA : JA + M(F)} 
A 

où : P (V) est l'ensemble des parties finies de V 
W 

et M(F) est un F-magma. 

Etant donné un alphabet gradué P (ensemble de symboles de "tests"). 



LW'ensembZe des prédicats" (i.e. : formules atomiques) sur F est : 

PF = {p(tl, ..., tn) 1 p E P, t (i = 1, ..., n) E M(F)} 

où n est l'arité de p. 

Les actions dans un programme sont enchaînés par la "concaténation" 

et la "sélection". 

La concaténation induit sur les collatérales une opération de composition 

qui munit Col(F) d'une structure de monoide. La sélection nous amène à 

définir les "alternatives" (i.e : expressions conditionnelles) englobant 

les collatérales et qui modèlisent les schémas sans boucle. 

L "'ensembZe des alternatives" sur FUP est : 

A~(FUP) = COI(F) u r ,  r,ia 1 r l ,  r2 E A~(Fw), a E PF} 

où : les symboles C,I sont spécifiés par : 

étant donné un domaine de calcul Dy 

x, y E D CX, y1 (vrai) = x 

Cx, y1 (faux) = y 

Lx, y1 (indéfini) = indéfini. 

La composition, étendue aux alternatives, 

. vue comme une opération, munit Al(FUP) d'une structure de monoide 

. vue comme une transformation (réduction), possède la propriété de 

Church-Rosser (confluente), et permet d'associer à une alternative une 

forme canonique telle que l'équivalence de deux alternatives soit carac- 

térisée par l'égalité de leurs formes canoniques. 

Le passage, par complétion par idéaux, aux alternatives infinies 

qui modèlisent les arbres de Manna, pose le problème d'une description finie 

(autre que graphique) de ces alternatives. 



Une première description est donnée sous forme de systèmes d'équations 

(réguliers dans le cas reconnaissable) qui s'apparente à la programmation 

par actions récursives. 

Une deuxième description est donnée sous forme "d'expressions rationnelles", 

dans le cas reconnaissable, et qui s'apparente à une programmation structurée. 

L'égalité des ensembles des alternatives rationnelles et reconnaissables 

permet de transformer un schéma non structurée en un schéma structuré équiva- 

lent. 

L'équivalence syntaxique des schémas de Manna (i.e. : identité des 

alternatives (infinies) associées) est plus fine que l'équivalence séman- 

tique (i. e. : égalité des fonctions calculées sous toute interprétation). 

Mais certaines alternatives ne diffèrent que par l'ordre dans lequel y 

apparaissent des collatérales ou des prédicats. 

La détermination des conditions de la préservation de l'équivalence 

sémantique par une commutation des prédicats ou des collatérales dans une 

alternative, nous amène à définir des relations de commutation sur 

Col(F) u PF, et par conséquent une congruence sur Al(FUP) (finiment engendrée 

dans le cas reconnaissable) qui caractérise l'Z'équivaZence par commutationrr 

des schémas de Manna. 



P R É L I M I N A I  R E S  

1 - ENSEMBLES ORDONNES 

On rappelle quelques notions relatives aux ensembles ordonnés 

devenues d'usage courant en sémantique depuis les travaux de D. Scott. 

(cf. [BO, COMI). 

PédiniZion 1.7 

Soit (Dy - c) un ensemble (partiellement) ordonné 
n . l'ordre sur D s'étend à D (pour n E N) par : 

(dl, ..., dn) 5 (dll, ..., dln) <=> Y i = 1, ..., n d. c dli. 
1 - 

. un ensemble ordonné (Dy - c) ayant un plus petit élément 1 
(i.e. : Y d E Dy 1 - c d) est dit ensemble ordonné pointé, 

et est noté (D, - c, 1). 
. une partie X de D est dite "dirigée" si 

Y d' E X, Y dl' E X, 3 d E X tel que d' c d et dl' c d. - - 

Vé~LniLLan 1.2 

Soient (Dy - c) et (D', - c') deux ensembles partiellement ordonnés 

. une application f : D -t D' est dite croissante 

ssi d, dl E D d c dl => f(d) c' f (dl) - - - 
. une application f : D + D' est dite continue 

ssi pour toute partie dirigée X de D admettant une borne supérieure : - 
sup (X), la partie f (X) = {f(x) ] x E X) de D' admet une borne supérieure 

qui est f (sup (X) ) . 

DédiniZion 1.3 

. Un ordre par t i e l  complet (c.p.0) est une structure P = <D 

qui est un ensemble ordonné pointé tel que toute partie dirigée de D 
P 



admet une borne supérieure. 

. un morphisme de cpo @ de P dans P' est une application continue de D 
P 

dans D telle que : @ (lp) = lp . 
P ' 

2 - ARBRES ET MAGMAS 

On rappelle l'essentiel du cadre algébrique proposé par M. Nivat 

pour la sémantique (cf. [Ni, GU2, COI). 

D é S u n  2.7 

Un alphabet gradué est un couple (F, a) où : 

. F est un ensemble (non nécessairement fini) 

. a : F + N  est une application qui, à chaque symbole f de F associe son 

rang a (f) . 
On note F. = {f E F 1 a(f) = il. 

1 

Lorsque F est un ensemble de symboles de fonction le rang est dit "arité", 

et les symboles d'arité nulle sont dits symboles de constantes. 

Vé&i.Won 2.2 

Soit F un ensemble de symboles de fonction. 

Un F-magma, resp. F-magma ordonné, F-magma ordonné compZet est : 

. une structure M = <DE(, {fM 1 f E FI> où : 

D est un ensemble 
M 

et pour chaque f E F f est une application de D~ dans D 
k' M M M 

resp. 
. une structure M = <DEI, &, L, {fM 1 f E FI> où 

<DM, &, > est un ensemble ordonné pointé, -LI 
<DM, {fn, f E FI> est un F-magma 

et pour f E F, f est croissante M 

. une structure M = <DM, h, h, IfM 1 f c FI> 

qui est un F-magma ordonné tel que <D M, 51, soit un CPO et pour f E F, 

f est continue. 
M 



P é & L W o n  2 . 3  
* 

On note N+ l'ensemble des mots finis sur l'alphabet IN+ = N - {O). 
* . On appelle "domaine d'arbre" un sous-ensemble D d e N  qui satisfait + 

les conditions 

* 
i) a, B EN+, aB E D => a E D 

* 
ii) a  EN+,^, j EN+, 1 < i < j et aj E D = >  ai E D 

. soit (F, a) un alphabet gradué 
* 

On appelle arbre sur F une application partielle t : W+ + F dont le domaine, 

noté dom(t), est un domaine d'arbre et tel que : 

si a E dom(t) et t(a) = f - - 
alors ff i a i E dom(t) <=> 1 < i I a(f). 

. les éléments de dom(t) sont dits : noeuds de t. 
* 

Les éléments maximaux, pour l'ordre préfixiel surN+, de dom(t) sont dits : 

feuiZZes de t. 

Si m E dom(t) - et t(m) = f alors f est dit é t i que t t e  du noeud m. 

Le noeud E est dit racine de t. 

CO . L'ensemble des arbres (resp. arbres finis) sur F est noté M (F) (resp. 

M(F)). 
CO . Pour t E M (F), on note : 

- 1 occ (f, t) = {a E dom(t) 1 t (a) = f) = t (f) , l'ensemble des occurrences 

d'un symbole f E F dans t. 
m . Pour t E M (F) et a E dom(t), - 

le sous-arbre de t de racine a, noté t 1 a est défini par : 

. dom (t/ci) = {E) u {B E IN: 1 aB E dom(t)) 

. (t 1 a) (ml = t (am) (pour am E dom (t)). 



Pé&inidXon 2.4 

S o i t  R un symbole d i s t i n g u é  de  F d ' a r i t é  n u l l e .  

00 

On d é f i n i t  s u r  M (F) un o r d r e  r, d i t  ordre préfixiez, p a r  : 

t,  t '  E M ~ ( F ) ,  t 5 t '  <=> . dom(t) - c dom ( t ' )  

. a ~ d o r n ( t ) ,  t ( a )  # R => t ' ( ~ 1 )  = t ( a ) .  

V é & i . n U o n  2.5 

A un symbole f E Fk, on a s s o c i e  une o p é r a t i o n  s tandard  donnée par  l ' a p p l i -  

c a t i o n  f : M ~ ( F )  + M ~ ( F )  t e l  que : 
- 

s i  f ( t l ,  ..., t k )  = t '  a l o r s  : 
k 

. dom ( t ' )  = {E)  u ( u i dom ( t i ) )  
i= 1 

t ( i a )  = t i ( a )  pour : 1 6 i r k 

PtropoaLtion 2.7 

Les s t r u c t u r e s  : 

sont  respectivement F-magma ordonné 

e t  F-magma ordonné complet. 

Remarque : 

03 

Une p a r t i e  d i r i g é e  A  d e  M (F) admet une borne supé r i eu re  a = sup(A) dans 

M~(F) donnée p a r  : 

. dom(a) = u {dom(t) 1 t E A ) .  

. a E dom(a) => a ( a )  = ( . f É F - s i  il e x i s t e  t E A t e l  que t ( a )  = f 

I . R s i  pour t o u t  t E A  t e l  que - 
a E dom(t), t ( a )  = R 



Notation 

Soit V un ensemble de symboles de variable (V n F = +). 

m . On note : M(F, V) (resp. M~(F, V)) pour M(FUV) (resp. M (FUV)). 

00 . Pour t E M (F, V) on note : 

var(t) = {v E V 1 OCC(v, t) # $ 1 .  

M(F, V) est le F-magma libre engendré par V. 

M~(F, V) est le F-magma libre complet engendré par V. 

(complété par idéaux de M(F, V)) . 

3 - SUBSTITUTIONS 
La substitution est définie sur M(F, V) (et peut être étendue à 

M~(F, V) par continuité). CCOUl 1. 

Vé&Lni;tion 3.1 

Soient t, t' E M(F, V) - et m E dom(t) 

On désigne par tCm -+ t'J = t" le résultat de la substitution de t' au 

sous-arbre de racine m dans t. 

( . tl(m") si m' = m m" avec m" E dom(tl) - - 

Soient t, tl, ..., tn E M(F, V) - et M = Ml u ... u M une partie préfixe n 

de dom(t) telle que Y i # j Mi n M = 0. 
j 

tCMl -+ t ..., M + tnl = t' est défini par : 
1 ' n n . dom(tl) = (dom(t) - MN:) u ( u Mi dom (ti)) 

i= 1 



(. t. (mu) si m' = m m" avec m r M. et mu E dom(ti) 
1 i i 1 -  - 

Débintbn 3.3 

Soient t , t', t" E M(F, V) 

tCt'lt"] est le résultat de la substitution de t" aux occurrences de t' 

dans t. 

i.e. : t[tl l't1'1 = t[M + t'Il 03 : 

M = E dom(t) 1 (tlm) = tll. 

et M est préfixe puisque les différentes occurrences de t' dans t sont 

disjointes deux à deux. 

4 - REDUCTIONS SUR UN ENSEMBLE 

Dé~ink t ion  4.1 

Soit E un ensemble 

On appelle "réduction" une relation binaire + sur E. 

Notations : 

. "id" est la relation identité sur E i.e. : id = {(x,x) 1 x E E). 
11 11 . . désigne la composition des relations : 

i.e. + . +,, = {(x, y) 1 3 z x +a z et z +b y] a 
- 1 . + est la relation inverse de + : 

Dé&i.niaXan 4.2 

i) . 9 = id 

. 4 = -+ u id est la fermeture réflexive de + 

is 1 . $ = + .  V i > o  



+ . 3 = Ui,O i est la fermeture transitive de + 

* + . + = + u id est la fermeture réflexive dt transitive de +. 

ii) si il n'existe pas y tel que x + y, on dit que x est en 

"+-forme normale ". 

Une réduction + sur E est dite 

i) noethérienne si il n'existe pas de chaîne infinie x + x -+ ... -+ x + ... - 1 2 n 

ii) ZocaZement conf Zuente - si 

* * 
=> 3 u E E tel que y + u - et z -tu. 

iii) confZuente si 

* * 
ffx,y, ~ E E  x + y e t x + z  

Pmpoh&ff n 4.1 [HUI 

. si la réduction + est confluente alors la +-forme normale d'un élément, 

si elle existe, elle est unique 

. une réduction noethérienne est confluente - ssi elle est localement 

confluente. 

5 - INTERPRETATIONS 
Soient F et V comme en (2). 

QE6LMXRnon 5.1 

i) On appelle interprétation de F, une structure 

1 = <DI, gl, LI, {fI, f E FI> 

qui est un F-magma ordonné complet. 



ii) On appelle interprétation vaZuée, une interprétation de FUV. 

i.e. : c'est un couple (1, v) où : 

. 1 est une interprétation de F 

. v une application de V dans D dite vaZuation 
1 y 

(ou : environnement) 

Phoposxon  5 .2  [GUEZ] 

Pour chaque interprétation valuée (1, v), il existe un unique morphisme 

de F-magmas ordonnés complets. 

m m 
v : M (F, V) -+ DI telle que : 

PtroposiLion 5 . 3  
m 
M (F, V) avec la valuation identité id définie par id(v) = v, Y v, est 

l'interprétation valuée libre (i.e. : universelle, de Herbraud). Elle est 

notée H. 

On a : pour T E M~(F, V) idm(~) = T. 

Dédinition 5 . 2  

Soit 1 une interprétation de F 

v une valuation à valeurs dans D 1 

et soit t E M(F, V) 

03 

v (t), sera notée t * v, est dite l'action de t sur Za valuation V, et est 

donc inductivement définie par : 

t *  

.I 

r l I - t = n  
v(v) si t = v E V - 
t s i t e F  
1- O 

fI(tl*v, ..., tn*v) - si t = f(tl, ..., tn) 
avec f E Fn et t.(i = 1, ..., n) E M(F, V) 

1 



ELEMENTS DE BASE 



Soit F un alphabet gradué (ensemble de symboles de fonction) 

V un ensemble de symboles de variables (dénombrables). 

Une affectation dans CLPPl est un objet de la forme : 

où les v. sont des symboles de "location" (variables). 
1 

F. un symbole de fonction d'arité n 
3 

et 11. -11 . est le symbole de l'affectation 

telle que l'exécution sous une interprétation valuée consiste à assigner 

à v  lavaleur, sous cette interprétation, d e F  (v ..., v ) .  
i ' j k l 9  k n 

Une extension est considérée dans [MAI où l'affectation est de 

la forme v. := 1 où 1 est un "terme" sur FUV (i.e. : un élément de M(FUV)). 
1 

Ainsi la syntaxe d'une affectation exprimée, dans les notations de 

Bacchus [ALGI peut être donnée par les règles : 

<a££> :: <pg> := <pd> 

<pg> :: symbole de variable (élément de V) 

<pd> :: terme sur FUV (élément de M(F,V)) 

Notons qu'une affectation peut être exprimée par l'intermédiaire d'un 

symbole de fonction inconnue auquel est associée une équation dan un 

système de réécriture schématique CKOll. 

Considérons le programme F de l'introduction : 

Les affectations A, B, C sont indépendantes entre elles (i.e. : l'élabo- 

ration de l'une ne nécessite pas l'élaboration préalable d'une autre, elles 

peuvent être élaborées simultanément). 



Il n'en est pas de même des affectations D et E. Mais on peut définir 

un "bloc" (D, E) en convenant qu'à une variable ayant une occurrence dans 

la partie droite d'une affectation du bloc (D, E) est assignée, lors 

de l'exécution, la valeur qu'elle avait à l'entrée du bloc. 

Les affectations D et E ainsi "groupées" peuvent être élaborées simulta- 

nément. Des blocs d'affectations tels que (A, B, C) et (D, E) seront 

appelés : coZZatbraZes (i.e. : affectations multiples). 

On se restreint au cas déterministe et une variable ne peut être partie 

gauche de deux affectations distinctes d'une même collatérale. 

En reportant au niveau de la sémantique la signification du symbole 

d'affectation, une affectation est au niveau syntaxique un élément de 

V x M(F, V). 

Une collatérale est définie par une application d'une partie finie de V 

dans M(F, V). 
t 

1 - SYNTAXE ET SEMANTIQUE 
On note Pw(V) l'ensemble des parties finies de V. 

V E 6 i W o n  1.7 

Une coZZatéraZe A sur F est la donnée : 

. d'une partie finie J de Pw(V) 
A 

dite support de A. 

. d'une application i de JA dans M(F, V). 
A 

A = (JA, i ) est dite collatérale de support J 
A A' 



Notations 1.1 

Soit J E Pu(V) 

J On note Col@) l'ensemble des collatérales sur F de support J. 

On pose : Col(F) = 
J u Col(F) (u : union disjointe), 

JePw(V) 

qui est l'ensemble des collatérales sur F. 

Soit F = {f, g) avec a(£ )  = 2 et a(g) = 1 

v = hl' V2' V3> V4> v51. 

Le couple (J iA) où : A y 

JA = {vl, vZ, v5} 

. i ' JA + M(F, V) donnée par : 
A .  

i (V ) = f (vI , v3) , iA(v2) = g (v3)> iA(v5) = v4 
A 1 

est une collatérale sur F. 

A sera notée "en extension" par : 

Remarque 1.1 

L'ensemble des arbres sur F peut être muni d'une structure de magmoîde 

[AD, JAl . 
Une collatérale A telle que : 

card (JA) = p, et card ( u var (iA(a))) = 9 - 
aeJ. 

A 
P peut être considérée comme un élément du magmoïde (IC x T(F)) où : 
q 

IC est le magmoïde des torsions injectives croissantes 

et T(F) est le magmoide (projetable) des arbres sur F, indexé par V. 

Sauf dans le cas où V est borné, et en procédant à des transformations 

syntaxiques sur les collatérales de manière à les plonger dans une fibre 

carrée, la manipulation de cette définition s'avère lourde. 



D é ~ i W n  7.2 

Soit (1, v) une interprétation valuée (de FW). 

L'action d'une collatérale A(E Col(F)) sur la valuation v est la valuation 

(A*v) à valeurs dans D donnée par : 1 

(A v)(a) = - si a E J alors i (a)*v sinon v(a) A --- A 

Remarque 1.2 

L'action d'une collatérale sur une valuation v ne "modifie" la valeur de v 

que pour les variables apparaissant dans le support de la collatérale. 

Exemple 1.2 

Soit A la collatérale de l'exemple 1.1. 

. 1 une interprétation de F de domaine N u {l) ordonné par l'ordre discret, 
telle que : 

fI(m, n) = min - si m, n # 1, 1 sinon 
gI(m) = m2 - si m # sinon. 

. v : V + DI une valuation telle que : 

v(vi) = i 

alors 

A*v : V + DI est la valuation donnée par : 

(A*v)(vl) = fl(v(v1), v(v3)) = 4 

(A*v) (vZ) = gI (v(v3) = 9 

(A*v) (v3) = v (v3) = 3 

2 - COMPOSITION DES COLLATERALES 

Une collatérale correspond à un ensemble d'affectations pouvant 

être exécutées simultanément. Dans un programme il n'est pas possible de 



réduire l'ensemble des affectations y apparaissant en une seule collatérale. 

Il faut donc définir sur les collatérales une opération qui permet de 

rendre compte d'une élaboration "sérielle" des affectations dans un 

programme. 

Cette opération doit au moins vérifier une condition de comptabilité avec 

l'action des collatérales sur les valuations. 

Exemple 2.1 

Soient A et B les collatérales suivantes : 

A = <vl + f(v19 v3), v2 + g(v3), v5 + v4> 

B = <vl -+ h(v4, v2), v3 + k(v2, v3), v4 + v >. 5 

Soit (1, ) une interprétation valuée (de FW). v 
La composition de A et B (notée : A ; B) doit vérifier la condition 

(A ; B) * v = A * (B * v). 

B*v est la valuation donnée par : 

D'où : A*(B*v) est la valuation donnée par : 

= fI(hI(v(v4), v(v~)), kI(~(v2), v(v3))) 

(A* (B*V) ) (v2)= gI (K~(V(V~) , ~ ( ~ 3 1 )  

(A* (B*v)) (v3) = kI (v(v2) , v(v3)) 

(A* (B*v)) (v4)= v(v5) 

(A* (B*v) ) (v5)= v (v5) 

Afin de pouvoir donner une définition lisible de la composition des 

collatérales, on définit d'abord la "greffe sélective" qui à un arbre t 

et à une collatérale A associe le résultat de la substitution dans t aux 

variables ayant une occurrence dans t, leurs images par i A* 



Cette opération doit vérifier une condition de compatibilité avec l'action 

des arbres et des collatérales sur les valuations. 

Pour B E Col (F) , on définit 

oB : V+H(F, V) par : 

i (v) si v E JB B - 

v sinon 

l'extension de a à M(F, V) est appelée "greffe séZectiue". 
B 

Pour t E M(F, V) oB(t) est noté t 8 B. 

i.e. : t O B est inductivement définie par : 

si t = R alors R - 
si t E F alors t 
7 0- 

si t E V alors si t E J alors iB(t) - -- B- 

si t 1 J alors t - B- 

sit=f(tl, ..., t ) alorsf(t]OB, ..., t - a(£> - a(f) @ 

ainsi : 

t @ B = tCvlig(v) ; v E var(t) n JB1. 

Exemple 2.2 

Soit B la collatérale de l'exemple 2.1 

alors : 

Soit (1, V) une interprétation de FUV 

t E M(F, V) et B E Col@) 



on a  : 

( t  O B) * V = t * (B * V). 

Preuve : Recurrence s u r  l a  complexité de t .  

. t = n  ( ~ o B ) = R = > ( ~ o B ) * v = ~  

e t  t * (B * V) = (B*v)  (v) = iB(v)  * v. - 

- t #  J B = > t O B = v e t  ( t B B )  * v = v ( v )  

e t  t * (B * v) = (B * v) (v) = v(v).  - 
. t r f ( t l ,  . . . y  t 

a ( f ) )  

( t O B )  * v =  £ ( t l  O B, . . . Y  t 
a ( f )  * 

= f I ( ( t l  O 8)  * V ,  . . ., ( t a ( £ )  Q B) * V) 

d'où d 'après l 'hypothèse de récurrence : 

= f I ( t l  * (B * v ) ,  ..., t 
a  ( f )  * (B * v))  

= ( f ( t l .  .... t a ( £ ) )  * (B * V) 

= t * (B * v) .  

V é ~ i n M a n  2 . 2  

Soient  A e t  B E Col(F). 

La composée des coZZatéraZes A e t  B,  notée A ; B ,  e s t  une c o l l a t é r a l e  sur  

F de support JA u J t e l l e  que : 
B 

V V L J  u J B  
A 

i (v) = [ iA(v) O B s i  v E J A; 3 - A 

( iB(v) s inon 



PtropohiXon 2 . 2  

S o i t  (1 ,  v) une i n t e r p r é t a t i o n  de  FUV. 

A ,  B E Col@) 

Preuve 

. S o i t  v  E V 

- s i v ~ J  U J  - A B 

(A * (B * v) ) (v )  = s i  v  E J a l o r s  i (v) * (B * V) sinon (B * v)(v)  - A- A 

= s i v ~  J a l o r s  ( iA(v)  O B )  * v  - A- 

s inon  CO v  E J CO i (v) * V.  -- B - B 

= (g v E J a l o r s  i (v) O B s inon  i (v))  * V .  
A --- A B 

Remarque 2.1  

Il e x i s t e  une s e u l e  c o l l a t é r a l e  de support  v ide  

on l a  no te  E . 
O 

On a ,  pour t o u t e  i n t e r p r é t a t i o n  (1, V) de FUV. 

Eo * v = V. 

~ ' a s s o c i a t i v i t é  de l a  composition des c o l l a t é r a l e s  s e  dédu i t  de l ' a s soc i a -  

t i v i t é  d e  l a  s u b s t i t u t i o n  du premier o rd re  CC01 pa r  une " forme"d 'assoc ia t iv i té  

de l a  g r e f f e  s é l e c t i v e  que l ' o n  démontre d'abord. 



Lemme 2 .1  

S o i t  t E M(F, V) ; B y  C E Col@) 

O n a :  t O ( B ; C ) = ( t O B ) O c .  

Preuve : Par induct ion  su r  t .  

. t = Q u F o  t O ( B ; C ) = ( t O B ) O C = t  

. t € V ,  t = v .  

v O ( R ;  C) = s i v ~  J a l o r s  i (v) s i n o n v  - B ; C  - B;C - 
= s i  v r J u J a l o r s  s i  v E J a l o r s  iB(v )  O C - B C-- B- 

s inon i (v) sinon v 
C - 

= s i  v  E J a l o r s  i (v) O C - B- B 

s inon s i  v E J a l o r s  i (v) s inon v -- C- C - 
= s i  v c J a l o r s  iB(v )  O C - B- 

s inon v O C 

= ( s i  v  r J a l o r s  i (v) s inon v) O C - B- B - 
= (v O B) O C. 

. t = £ ( t l ,  ..., t n )  n = a ( £ ) .  

t Q (B ; C) = f ( t l  Cl (R ; C), ..., t 0 (B ; C)) n 

d'où d 'après  l 'hypothèse de récurrence  : 

= f ( ( t l  O B) O C ,  ..., ( t n  @ B) O C) 

= f ( t l  o B, ..., t O B) O C 
n  

= ( f ( t ] ,  ..., t ) o B) O C 
n  

= ( t O B )  O C  

(Col(F), ;, E ) e s t  un monoide. 
O 



Preuve : 

. E e s t  l 'é lément  neut re  
O 

. Soi t  A E Col@).  

. s o i t  v  E ( JAIE  = JA> 
O 

i (v) = iA(v)  0 Eo = iA (v) A;Eo 

i (v) = iA(v ) .  
E ;A 

O 

. E e s t  l 'un ique  élément neu t r e  
O 

En e f f e t  : supposons 

On aura en p a r t i c u l i e r  J  A u JC = JA, pour tou t  A. 

d'où J = @ 
C 

donc C = E qui  e s t  l 'un ique  c o l l a t é r a l e  de support v i d e  
O 

. La composition e s t  une opéra t ion  a s s o c i a t i v e  : 

Soi t  A, B,  C E Col(F) 

J 
A;  (B; C) 

= J  = J  u J B u J c ,  
(A;B);C A 

. s o i t  v  E J u JB u J 
A C o  

i 
(A; B) ; C 

(v) = ç i v  E J  a l o r s  i (v) O C sinon i (v) 
A;B - A ; B  C 

= s i v ~ J  - A u JB a l o r s  

( s i  v  É J a l o r s  i (v) O B s inon i B ( v ) )  O C - A- A 

s inon i (v) 
C 

= s i v  E J a l o r s  ( iA(v )  O B) 8 C - A- 

s inon s i  v  E J a l o r s  iB(v)  O C -- B- 

s inon iC(v )  

d'où d 'après  l e  lemme 2 .1  : 

= s i  v  E J a l o r s  iA(v)  O (B ; C) - A- 

s inon i (v) 
B ; C  

= i 
A; (B;C) 

(VI . 



Remarque 2.2 

Pour J E P (V), l'ensemble des collatérales de support J. 
W 

CO~(F)~, est fermé par la composition, mais ne constitue pas un sous-monoide 

de Col(l?) puisque Eo 4 Co1 (F)~ si J # $. - 

Exemple 2.3 

Considérons les collatérales de l'exemple 2.1 

Remarque 2.3 

On remarque l'obtention d'une affectation v + v 
5 5' 

Une telle affectation est dite "singuZière". 

Une collatérale A telle que +J v c J iA(v) = v est aussi dite "singulière". 
A 

Une collatérale où toutes les affectations sont non singulières est dite 

II propre ". 
(i.e. :'A c Col (F) est propre ssi Y v c J iA(v) # v). A 

Une collatérale singulière A est sans "effet sémantique", en effet pour toute 

interprétation (1, v), A * v = V, l'existence de collatérales ou affectations 

singulières paraît superflue. 

Mais l'ensemble des collatérales propres n'est pas fermé par composition 

comme le montre l'exemple 2.3. Donc à moins d'"anticiper" sur le calcul de 

la composition en testant à chaque étape si on obtient une affectation 

sigulière - ce qui n'est pas de nature à simplifier la manipulation des 

collatérales - on "tolère" l'existence de collatérales non propres. 



Toutefois on peut toujours se ramener à une collatérale propre si nécessaire. 

Z i é d i ~ o n  2.3 

. soit @ : P (v) x Col@) -+ Col@) une application telle que pour 
W 

J E Pu( V) - et A E Col(F). 

+(J, A) est une collatérale de support J avec 

I v sinon 

. soit A E Col (F) 

on pose J = IV E JA 1 iA(v) # VI. 

Alors on appelle noyau de A, et on note N(A), la collatérale de support J, 

N(A) = @(J, A). 

Exemple 2.4 

Considérons la collatérale (A ; B) = C de l'exemple 2 . 3 .  

PhopaaMon 2.4 

Une collatérale A est propre - ssi N(A) = A. 

Preuve : immédiat d'après la définition de N(A). 

P h o p o s ~ o n  2 .5  

Soit A, B E Col@) 

on a : N(A ; B) = N(N(B) ; N(B)). 



Preuve : 

Remarquons d'abord l e s  f a i t s  su ivan t s  : 

i )  t r  M(Fo, N) A r  Col(F) 

t O N ( A ) = t O A  

i i )  A E Col(F) 

v r J  
N (A) 

=> i (v) = i A ( v ) .  
N (A) 

i i i )  v  E J 
;NB) 

i 
N(A) ;N(B) 

(v) = & V  E J a l o r s  i (v) 8 N(B) sinon i N ( B )  (v) 
N(A) - N (A) 

d ' ap rès  ( i )  e t  ( i i )  : 

i 
N(A) 

(v) = ç i v  E J a l o r s  i (v) O B sinon i (v) 
N(A) - A B 

donc : pour v r  J i i 
N(A);N(B)' N(A);N(B)' N(A);N(B) (v) = i A; B (v) . 

i v )  v  E J 
N(N(A) ;N(B)) 

Il s u f f i t  donc de montrer que : 

J = 
N(N(A;N(B))  J ~ ( ~ ; ~ ) .  

. s o i t  v  E J 
N(N(A) ;N(B)) 

a l o r s  i 
NU) ;N(B)) 

(v) = i (v) # v donc v  E J 
A ; B  N(A;B) ' 

. s o i t  v  E J 
N(A;B) 

a l o r s  i (v) # v 
A;B 

s i v 1 J  - a l o r s  i N(N(A) ;N(B)) - N(A) ;N(B) (v) = v = i A; B (v) 

(cont radic t ion)  

Remarque 2 . 4  

J D'après l a  remarque 2 . 2 ,  Col(F) pour J r  Pw(V) n ' e s t  pas un sous-monofde 

de Col (F) . 
Mais s i  pour J E P (V), on note  I~ l a  c o l l a t é r a l e  s i n g u l i è r e  de support J ,  

W 
J J (Col (F) , ; , 1 ) e s t  un monoide. 



3 - EQUIVALENCE DES COLLATERALES 
DéXiniXion 3 . 7  

Soient A, B E Col(F) 

A et B sont dites "sémantiquement équiuaZentes" 

et on note A - B - ssi - 
S em 

pour toute interprétation valuée (1,v) on a : 

Lemme 3.7 

Soit A E Co1 (F) , J E Pu(V) 

(la réciproque est fausse). 

Preuve 

Soit (1, v) une interprétation valuée 

(@(J, A) * v)(v) = si v E J alors i - @(J,A) 
(v) * v sinon v (v) . 

= si v E J alors si v E J alors i (v) * v sinon v(v) sinon v(v) - -- A- A 

puisque J c J : A - 
= - si v E J alors iA(v) * v sinon v(v) A- 

La réciproque est fausse, en effet : 

Lemme 3.2 

Soit A E Col(F) 

N(A) A. 
Sem 



Preuve 

A = $(JAS N(A)) I N(A). 
Sem 

puisque J c J (Lemme 3.1).  
N(A) - A 

D'où : 

Pt ropo~iZion  3.7 

A t o u t e  c o l l a t é r a l e  A on peut  a s s o c i e r  une c o l l a t é r a l e  propre q u i  l u i  e s t  

sémantiquement équ iva l en t e .  C e t t e  c o l l a t é r a l e  propre  est donnée p a r  N(A). 

P r r o p o a ~ o n  3 . 2  

So ien t  A, B E Col(F) 

Preuve 

d'où A E B 
Sem 

i i )  Supposons que A E B e t  N(A) # N(B) 
Sem 

N(A) # N(B) <=> ou b i en  a )  3 v  E J - J  
N(A) N(B) 

ou b ien  b) 3 v  E J - J  
N(B) NU) 

ou b i en  c )  3 v  E J n J  
N(A) N(B) 

t e l  que i (v) # iB (v) . 
A 

o r  pour t o u t e  (1, v ) ,  i n t e r p r é t a t i o n  v a l u é e  

a )  (A*v) (v) = iA (v) *V 

(B*v) (v)  = v (v) = v*v 

d'où iA(v )  = v puisque A Z B 
S em 

c e  q u i  est  c o n t r a d i c t o i r e  avec v E J 
N (A) ' 



b) cas symétrique au cas (a) 

C) (A*v) (v) = A(v ) *V 

(B*v) (v) = B (v) *V 

d'où i (v) = i (v) (contradiction). 
A B 

Deux collatérales propres sont équivalentes ssi elles sont égales. 

On cherche 3 définir sur Col(F) une congruence associative la plus fine 

qui soit compatible avec l'équivalence sémantique (i.e. sémantique initiale). 

P é ~ i W o n  3.2 

. On appelle congruence sur Col(F) une relation d'équivalence sur Col(F) 

compatible avec la structure du monoide. 

. Soient R et P deux relations sur Col(F) 
R est dite plus fine que P (i.e. : R - c P) si 

(A, B) E R => (A, B) p. 

. Une relation R sur Col(F) est dite compatible avec l'équivalence 

sémantique - si (A,B) E R => A B. 
Sem 

Lemme 3.3 

Soit P la relation sur Col(F) définie par : 

P est une congruence sur Col(F). 

Preuve 

.P est évidemment une relation d'équivalence 



A, B, C, E Col@) 

P(A, B) <=> N(A) = N(B) 

P(C, D) <=> N(C) = N(D) 

d'où N(A) ; N(C) = N(B) ; N(D) 

et N (N (A) ;N (C) = N (N (BI ;N (D) ) 

d'où d'après la proposition 2.5 : 

N(A;C) = N(B;D) <=> P(A;C,B;D). 

Lemme 3.4 

P contient strictement l'égalité (i.e. : (=) 4 P). 

Preuve 

Soient A, B E Col@). 

on a : A = B => N(A) = N(B) <=> P(Ay B) 

. 3 A, B E col@) tel que A # B et P(A, B) 

en effet pour : 

PtropoaLtion 3 . 3  

P est la congruence associative (non triviale) la plus fine qui est 

compatible avec l'équivalence sémantique. 

Preuve 

Supposons qu'il existe une congruence R strictement plus fine que P, et 

contenant strictement l'égalité et compatible avec l'équivalence sémantique. 



Deux collatérales vérifiant R sont à noyaux égaux, de plus R doit "contenir" 

une condition supplémentaire, pour pouvoir réaliser une "séparation" plus 

fine W e P  des collatérales. (A,B) E R => N(A) = N(B), cette condition doit 

nécessairement porter sur J 1 J A N(A) JB~JN(B). 

La seule condition qui ne fait pas de R une relation triviale (égalité) 

et J I J  
A N(A) J ~ l  JN(B) donc : 

R(A,B) <=> P(A,B) J ~ I J ~ ( ~ )  # J ~ / J ~ ( ~ ) .  
or R ainsi définie n'est pas une congruence (relation non réflexive). 

O 

P é d i W o n  3.3 

On appelle sémantique i n i t i a l e  la congruence non triviale la plus fine 

compatible avec l'équivalence sémantique. La fonction sémantique est donnée 

par le représentant de la classe d'équivalence. 

P est une sémantique initiale sur Col(F). 

La fonction sémantique, notée a est donnée par : in ' 

A E Col(F) a. (A) = N(A). in 



Les tests (choix entre différents calculs d'après une condition) sont 

privilégiés dans pratiquement tous les langages de programmation sous forme 

de conditionnelles : 

si T alors T sinon T fsi ; - - 1 --- 2 -  

où T est une condition permettant le choix entre l'éléboration des deux 

calculs (suites d'instructions) possibles n et n2. 
1 

Nous nous intéressons dans ce chapitre à l'expression de cette 

condition. 

Elle est simple (i.e. : formule atomique) ou composée (i.e. : combinaison 

logique de formules atomiques) CPAI. 

Soit P un alphabet gradué (ensemble de symboles de prédicat) 

F et V comme précédemment 

un prédicat est dans CLPPI un objet de la forme : 

p(v) où p symbole de "transfert" (de prédicat) 

et v une variable 

ayant sous une interprétation valuée une valeur logique (vrai ou faux) 

permettant le choix. 

Une extension est considérée dans [MAI où un prédicat est un objet : 

p(tly ...¶ t ) où p E Pn et t. c M(Fy V) pour (i = 1, ..., n) 
n - 1 

On peut transformer un prédicat de Manna en un couple formé d'une collatérale 

et d'un prédicat de Paterson (cf. l'exemple dans l'introduction). 

Mais ceci - puisque un prédicat ne doit pas changer la valeur des variables - 
n6cessite l'introduction de nouvelles variables (n'apparaissant pas dans 

le programme). D'autre part les connecteurs logiques peuvent être exprimés 

à partir de seul connecteur conditionnel CMAI, qui peut s'exprimer à partir 

de formules atomiques simples. 



La condition sera donc exprimée par une formule atomique simple 

à l'instar de [MAI. Ce qui a pour avantage la possibilité de considérer 

les interprétations de symboles de fonction et de prédicat dans un même 

domaine. 

1 - SYNTAXE ET INTERPRETATION 
Soit P un alphabet gradué, ensemble de symboles de prédicat. 

On note P. = {p E P 1 a(p) = i) pour i 2 0. 
1 

F un ensemble de symboles de fonction (F n P = @) 

V un ensemble de symboles de variables. 

D é ~ i G t L o n  7 . 7  

L'ensembZe des prédicats sur FUP, noté P est le plus petit sous ensemble F 

du magma M(FUP, V) contenant : 

i) Po 

ii) pour p r Pn et tl, . . . , tn r M(F, V), p(tl, . . . , tn). 

DédinLt2on 7.2 

Soit 1B = {vrai, faux, 1) le domaine booléen. 
On le suppose ordonné par l'ordre discret (c'est un cpo). 

On appelle interprétation de P une structure 

-1, LI> est un cpo , où : . <DI, < 

n 
et . pour p E Pn, pI : D + B est une application continue. 

Dé,jhnLt20n 1 . 3  

On appelle interprétation valuée (de FUP), une interprétation de FUPUV. 

i.e. : c'est un triplet : (1, 1', v) où : 



1 est une interprétation de F 

1' est une interprétation de P 

tel que DI = DI, 

et v une valuation à valeurs dans D (v : V + DI). 
1 ' 

Soit (1, 1', v) une interprétation de FUPUV, 

L'action du prédicat a sur Za valuation v est inductivement définie par : 

a * v =  I .pIt & a = p E Po 

.PI' (tl * V, " ' 9  t 
a(p> 

* v)  si a = p (tl, ..., t ) - a (PI 
avec p E P et t 

i(i=l,. . . ,a(p)) E M(F, V) 
00 

(et où t * v = v (t) où vco est le morphisme associé à l'inter- i 

prétation valuée (1, v) 

2 - EQUIVALENCE DES PREDICATS 
DéXiniLion 2.7 

Soient a, B c P F 
a et B sont sémantiquement équivalents et on note a E f3, 

S em 
ssi pour toute interprétation valuée (1, If, V) - 

Deux prédicats a et @ sont sémantiquement équivalents ssi ils sont égaux 

(i.e. : a B <=> a = B). 
Sem 

La greffe sélective peut être étendue aux prédicats de la manière suivante : 



S o i t  a É PF, A E Col(F) 

a O A est inductivement d é f i n i e  par  : 

i )  s i  a = p E Po a l o r s  p  - 
i i )  - s i  a = p ( t l ,  ..., t ) où p E Pn, n t i ( i = l  ,.. . ,n) E M(F, V) 

a l o r s  p  ( t l  O A, ..., t O A) n 

- où t .  O A est  l a  g r e f f e  s e l e c t i v e  dans M(F, V) 
1 

Pout t o u t e  i n t e r p r é t a t i o n  va luée  (1, 1', V) 

Preuve 

. a = p c P o i  ( a O A )  * V  = p * v = p I i  = p *  ( A * v )  = a *  ( A * v ) .  

. a = p ( t l ,  ..., t a ( p ) )  => 

(ci Q A) * v = ( p ( t l  O A,  ..., t a(p)  (3 A)) * v 

= p I l ( ( t l  O A) * v, ..., 
('a (pl 

@ A )  * V )  

= p I l ( t l  * (A * v ) ,  ..., t 
a (pl 

* (A * v)) 

= ( p ( t l ,  ..., t ) * (A * v) = a * (A * v) .  
a (PI 

O 

P/rapo4iLian 2 . 3  

Pour a E PF - e t  A,  B E Col@) 

o n a :  a O ( A ;  B ) = ( a O A )  O B .  



P r e u v e  

~ E P  a O ( A ; B ) = a = ( a Q A ) O B .  
O 

. a = p ( t l ,  ..., n) a v e c p ~ P  e t t  ( i =  1 ,  ..., n) E M ( F , V )  
n i 

P ( ~ ] Y  tn) @ (A ; 8 )  = p ( t l  Q (A ; B ) ,  ..., tn O (A ; B ) )  
d e f  

Lemme 2 .1  
- - p ( t l  @ '3 * * O ,  t @ A) 0 B  = ( p ( t l Y  ..., t ) Q A) Q B = ( a  A) O B .  

d e f  n n 



~ È M E  PARTIE : 

ALTERNATIVES 



L'instruction conditionnelle : si T alors TT sinon T fsi - - 1- 2 -  

où T est la condition (i.e. : prédicat) permettant le choix entre l'éla- 

boration des calculs IT et n qui peuvent être des instructions calcu- l 2 ' 
latoires (i.e. : collatérales) ou des instructions conditionnelles, 

peut être exprimée : - à partir des instructions de branchement de CLPPl 

- ou considérant un ensemble'tiniforme" de symboles 
de fonction (englobant symboles de fonction de base et de prédicats), par 

l'intermédiaire d'un symbole de fonction ternaire c, par C(T, TTl, T ~ ) ,  

où pour une interprétation de domaine  DU{^), il existe une partition 

D = VUFUN telle que : 

c'est la démarche de la sémantique algébrique [NI, GU3, GUI]. 

Cherchant un modèle pour les schémas de Manna, dans une "option" de struc- 

turation de ces schémas, nous définissons un objet syntaxique : al ternat ive ,  

comme une extension des collatérales. La composition des collatérales 

s'étend aux alternatives et permet de les munir d'une structure de monolde. 

La composition vue comme une transformation des alternatives est une réduc- 

tion confluente et permet, en définissant d'autres transformations (mise 

sous forme libre et ordonnée) d'associer à chaque alternative une forme 

canonique caractérisant l'équivalence sémantique des alternatives. 

Nous considérons dans un premier temps des alternatives où les prédicats 

sont avec effet de bord. A la fin du chapitre les alternatives avec prédi- 

cats sans effet de bord sont étudiées. 



1 - SYNTAXE ET SEMANTIQUE 
Soient F, P et V comme précédemment. 

Dé&inLtLan 1.1 

L'ensemble des alternatives sur FUP, noté Al(FUP), est le plus petit 

ensemble contenant : 

i) Col (F) 

ii) pour a E PF, A, B E Al(FUP), [A, Bla. 

Exemple 1.1 

Soit F = ( b ,  c, d, e, s) avec a(e) = a(b) = O, a(c) = 1, a(d) = a(s) = 2. 

P = avec a(p) = 2 

v = {VI 

I' = C<v +- d(v, b)>, <v +- s(v, b)>l (p(s(s(v, b), c(v)), e)) 

est une alternative sur FUP. 

DZ6inLiian 7.2 représentation graphique 

soit W = Col(F) u PF. 

et g : W + N  la graduation donnée par : 

Soit l'application rep : Al(FUP) + M ( W )  définie par 

soit I' E Al(FUP) rep(T) = t E M(W) est tel que : 

i) - si T E Col(F) alors dom(t) = ( €1  - et t(&) = T. 

ii) - si I' = CA, Bla avec ~ E P  et A, B E Al(FUp) F -  

alors dom(t) = IE} U 1 dom (rep (A)) u 2 dom (rep (B)). 

et t(~) = a - 
t(1m) = rep (A) (m), (où lm E dom(t)) 

t(2m) = rep (B)(m), (où 2m E dom(t)). 



Donc une alternative peut être représentée par un w-arbre respectant la 

graduation g, donné par l'application "rep". 

Exemple 1.2 

. l'alternative r de l'exemple 1.1 peut être représentée par l'abre 

rep(r) : 

. les éléments de P et Col(F) peuvent aussi être représentés à partir des 
F 

On adopte alors la représentation suivante : 

Pé~inCCion 1.3 

Soit (1, I f ,  v) une interprétation de (FUPUV) 

i) Les symboles C ,  1 sont spécifiés par : 

pour x, y E D 
1 

Cx, y1 vrai = x, Cx, y1 faux = y, Cx, y1 1 = II. 
ii) l'action d'une alternative r sur la valuation v est la vaiuation, 

notée r * v,donnée par : 

pour v E V, (r * v) (v) = . - si r E Col (F) alors (r * v) (v) 

ce qui est l'action de la collatérale r 
sur la valuation v(cf. lère partie-Ch I-dé£ 1.2) 



. - si r = CA, Bla avec a E PF . A, B E Al(FUP) 
alors [(A * v)(v), (B * v)(v)l (a * v). 

iii) deux alternatives ï et I" sont "sémantiquement équivalentes", et on 

note ï E I", ççi pour toute interprétation (1, 1', V)  on a : 
S em 

Considérons F, P, V de l'exemple 1.1. 

et l'interprétation (1, 1', V )  donnée par : 

. DI = IN U {LI* 
Z 

e~ 
= 100, bI = 1, cI(n) = n - si n # 1. 

dI(m, n) = m-n - si m 2 n - et m, n # 1. 
sI(m, n) = m+n - si m, n + 1. 

vrai si ri > y et x, y # 1 - - 
faux si x r y et x, y # 1 - - 

1 1 sinon 

. V(v) = 5. 

alors pour r de l'exemple 1.1, on a : 

(I' * v)(v) = C(<v -+ d(v, b)> * v)(v), (<v + s(v, b)> * v)(v)l 

2 - COMPOSITION DES ALTERNATIVES 
La composition sur les collatérales s'étend aux alternatives, 

(Col (F) - c A1 (FUP) ) . 
On étend d'abord la greffe sélective aux alternatives. 



V é d i W o n  2.7 

Soit p : Al(FUP) + N  l'application donnée par : 

p(r) = O si r E Col(F) i - 1 + max {P(I']), p(r2)1 - si C r ,  T lu avec 2 

a E PF et Tl, r2 E A~(FuP) - 
p définit la hauteur en "prédicats" d'une alternative. 

Convent ion 

On confond par la suite une alternative et sa représentation graphique. 

La "sous-alternative" de I'(E Al(FUP)) de racine m ( ~  dom(r)), r/m, sera 

notée T' . m 

Ainsi - si p(r) > O i" = Crl, r21 T(E) 

avec T(E) E PF - et Tl, T2 E Al(FUP) 

où rnax{~(r~), p(T2)} < P(T)- 

Soit r E Al(FUP), A E Col(F) 

La greffe sélective étendue aux alternatives, notée 0, est donnée par : 

si r E Col@) alors r ; A - 

sinon Crl O A, r2 Q Al U(E) Q A) 

Ptropo~LtLon 2. 7 

Soit r E Al(FUP), A E Col(F), B E Col@) 

i) pour toute interprétation (1, 1', v) de FUPW on a : 

( ~ Q A )  * ~ = r *  (AU) 

ii) r o (A ; B) = (r O A) O B. 



Preuve 

i )  récur rence  s u r e  

. p(r )  = O => r E C O ~ ( F )  => ( r  O A) * v = ( r  ; A ) * v = ~ * ( A * v )  

, p( r )  > O , s o i t  v E V. 

( ( r  Q A) * v)(v)  = (Crl O A, r2 e AI ( r ( ~ )  O A) * VI (VI 

= C U ,  Q A) * v (VI, ( r 2  O A) * V(V) I ( ( r  (E) 8 A) * V) 

d 'où d 'après  l 'hypothèse  d e  récur rence  (p(T1),  p ( r 2 )  < p ( r ) )  

e t  ( P a r t i e  1 ,  Ch II, prop. 2.2) 

= [ ( r l  * (A * v ) ) ( v ) ,  ( r 2  * (A * v) ) (v ) ] (T (~ )* (A*v) )  

= ( (Cr l ,  r2i r ( ~ ) )  * (A * v ) ) ( v )  

= ( r  * (A * v ) ) ( v ) .  

i i )  récurrence s u r  p(T). 
13 

. p( r )  = O => r E Col (F) => 1 O (A ; B) = r ; (A ; B) = (T ; A) ; B =(~OA)OB,  

~ ( r )  > 0 

r a (A ; B) = Crl Q (A ; B) ,  r2 UA ; B)] ( r ( ~ )  a (A ; 8 ) )  

d 'où  d 'après  l 'hypothèse  d e  récur rence  ( p ( r l ) ,  p ( r2 )  < 1) 

e t  ( P a r t i e  II, ch II, Prop 2.3) 

= c ( r l  O A) a B, ( r 2  Q A) O BI ( ( r ( ~ )  Q A) O B) 

= (Crl a A ,  r2 O AI  ( r ( ~ )  Q A)) a B 

= r 1  r21 ~ ( E ) ) B  A) 0 B = ( r  a A) a B. 

Dé~inLtian 2 . 3  

S o i t  ï ,  r '  E Al(FUP) 

La composée des alternatives r e t  r ' ,  no t é  ( r  ; r ' ) ,  est donné par  : 

I' ; r' = - s i  r '  E C O ~ ( F )  a l o r s  r O i" 
s inon  C i '  ; r '  l ,  ï' ; T t 2 ]  I" (€1. 



P ~ o p o ~ ~ o n  2 . 2  

S o i t  r ,  I" E Al(FUP) 

pour t o u t e  i n t e r p r é t a t i o n  (1 ,  1', v )  de  FUPUV on a  : 

( r  ; r l )  + v = r * ( r l  + V I .  

Preuve 

Recurrence s u r  p ( r  ' )  . 
i )  PU'') = O => r i  E C O ~ ( E )  => ( r  ; r )  * v = ( r  O r l )  * v = r * ( r l  * V ) .  

i i )  p ( r i )  > O ,  s o i t  v E V. 

( ( r  ; r i )  * V) (VI = ( (Cr  ; r i l y  r ; 17'21  ri(^)) * Y) (VI 

= [ ( r  ; r t l )  * v(v ) ,  ( r  ; r i 2 )  * V(V)I  ( r i ( & )  * VI. 

et  d ' a p r è s  l ' hypothèse  de  r écu r r ence  ( p i  ) , p(Ti2W.p(I"))  

= [r * ( r i  * v ) ( v ) ,  r * ( T t 2  * V)(V) I  ( r i ( € )  * Y) 

= r * (Crt  1 * v(v ) ,  r t 2  * V(V)I  ( r i ( € )  * VI) 

= r * ( r l  * V I .  

Lemme 2.1  

Pour r ,  r i  E Al(FUP), on a : 

~ ( r  ; r l )  = p ( r )  + p ( r l ) .  

Preuve 

r écu r r ence  s u r  p ( r l ) .  

i )  p ( r i )  = O => r '  E C O ~ ( F )  => p ( r  ; r l )  = p ( r  O r l )  = p ( r )  

i i )  p ( r l )  > O 

p c r ;  r i )  = p ( c r ;  r t l Y  r ;  r i 2 ]  T t ( € ) )  

= 1 + max Ip(T ; ' p(T ; 1'12)} 

d ' a p r è s  l ' hypothèse  d e  r écu r r ence  p i  p (Ti2)  < p(T1) )  



= i  + max {(Tl  + ~ ( r ' ~ ) ,  P U )  +  PU"'^)^ 

= (1 + max p i  1 ,  p ( r i 2 ) 1 )  + P(T).  

= p u 1 )  + pu- ) .  

Exemple 2.1 

S o i t  r l a  c o l l a t é r a l e  de l 'exemple 1.1 

a l o r s  

?.rlapab&an 2 . 3  

(Al(FUP), ; , E ) e s t  un monoide. 
O 

Preuve 

i) Eo e s t  élément neut re .  

S o i t  r E A 1  (FUP) 

r ecu r r ence  sur  p ( r )  

- - p ( r )  = O => r ; E~ - E~ ; r = r. 



ii) E est l'unique élément neutre 
O 

si  r est élément neutre on a : r ; E = r = E . - 
O O 

iii) Associativité : 

s o i t r ,  Y ,  ru ( A ~ ( F U P )  

montrons que (I' ; r ' )  ; Tlt = r; ( T I  ; y) 

récurrence sur p(T"). 

. p ( r t l )  = O 

récurrence sur p ( r l ) .  

. p ( r f )  = O 

(r ; r ' )  ; ru = (r O r l )  O rtt = r Q ( r l  ; rH) = r ; ( r r  ; rfl) 
. p ( r 1 )  > o. 

(r ; r t )  ; rn = (Cr ; r t l Y  r ; r t 2 i  r l ( ~ ) )  O r". 

= c (r ; , rw, ( r  ; r t 2 )  O r1>l ( r l  (€1 O rw) 

; ( r v l  ; , r ; ( r f 2  ; ru) ]  ( r t ( ~ )  0 r1!) 
= r ; C l  ; ru ,  r f 2  ; rl'l ( T t ( & )  B ru , )  
= r .  , ( r v  ; rll) 

. p u H )  > o. 

r ; ( r l  ; r f f )  = r ; (crt ; r1lly r1  ; rtt2i r t f (&))  

= c ; ( r l  ; r u l ) ,  r ; ( rv  ; ru2)]  r y ~ )  

KR c(r ; r t )  ; r (r  ; r l )  ; rtt21 r1yE) 

= ( r  ; r l )  ; r1I. 





On peut ,  comme dans l e  c a s  de Al(FUP), a s s o c i e r  à une a l t e r n a t i v e  avec 

composition, un W-arbre r e spec t an t  l a  g r adua t ion  g ,  pa r  : 

rep .  : A l  (FUP) -+ M ( W ) ,  t e l  que 
C 

s i  r e p ( r )  = t a l o r s  : - 
s i  ï E Col(F) ,  dom(t) = {E)  e t  t ( ~ )  = T. - - 
s i  I' = Crly r21 a avec o E PF, - - T l ,  T2 E AlC(FUP), 

dom(t) = { E )  u 1 dom ( r ep (T l ) )  u 2  dom ( r ep  ( r 2 ) ) .  

t ( ~ )  = a, t(1m) = r e p ( r l )  (m), t(2m) = r e p ( r 2 )  (m). 

s i  r = I' .r  avec I' r2 E AIC(FUP) - 1 2 -  1  y 

dom(t) = {E} u 1 dom(rep(i ' ,)) u 2.dom(rep(r2)) 

t (E) = ' . ' , t (lm) = r e p ( ï l )  (ml, t (2m) = r ep  ( r2 )  (m) . 

Exemple 3.1 

S o i t  A, B, C, D E Col(F) a E PF. 

r = [A.B, C l  a.D E A l c  (FUP) 

P é & i n W a n  

i) Etant  donnée une i n t e r p r é t a t i o n  (1, 1', V) (de FUPUV) 

l ' , a c t i o n  d'une a l t e r n a t i v e  avec composition r s u r  l a  v a l u a t i o n  v e s t  donnée 

p a r  : 

. - s i  I' E Col(F) a l o r s  ï * v ( a c t i o n  d 'une  c o l l a t é r a l e  su r  une v a l u a t i o n )  

. - s i  r = Crly r21a - avec a E P T l ,  r2 E Alc(FUP) F  ' 
a l o r s  pour v E V. 

( r  * v) (v )  = Crl * v(v) ,  r2 * V(V)I  (a * V I .  

. - s i  ï = I' .r avec  T l ,  r2 E Alc(FUP) 1 2  

a l o r s  T * v = * ( r 2  * v ) .  



ii) Deux alternatives avec composition r et I" sont "sémantiquement équiva- 

lentes", et on note r E r', ççi pour toute interprétation (1, 1', v) 
Sem 

on a : 

Lemme 3.7 

La relation 2 est une congruence sur Alc(FUP). 
S em 

Pr euv e 

i) E est évidemment une relation d'équivalence 
Sem 

- - 
ii) . Tl = r2, r3 = r4 =>[r r31a Cr2, T4!a 

Sem 
1 

Sem Sem 

D E d i W o n  3.3 

Soit l'application h : Alc(FUP) +IN donnée par : 

h(r) = . O - si I' E Col(F) 

. max{h(rl), h(r2)} - si I' = [ r l, r21a - avec 

a E PF et , r2 E Alc(FUP) 

. l+h(rl)+h(r2) - si r = rl.T2 avec Tl, r2 Alc(FUP) 

h(r) est dite la "hauteur de l'alternative" r. 

Convention 

On confond par la suite une alternative avec composition et sa représentation 

graphique. 

Pour r r AlC(FUP) - et m E dom(r), la sous-alternative de r de racine m, 

r/m, sera notée I' . m 



P é t j i W o n  3.4 

S o i t  G : AlC(FUP) + A 1  (FUP) l ' a p p l i c a t i o n  donnée pour : 

i )  s i  r E Col(F) a l o r s  G(r) = r - 
i i )  - s i  r = [A,  B l a  avec a E PF et  A,  B E AlC(FUP) - - 

a l o r s  G(r)  = [G(A), G(B)la 

i i i )  - s i  I' = A. B avec A E A l c  (FUP) , B E A l c  (FUP) 

a l o r s  G(r) = G(A) ; G(B) . 

P / r o p o b X a n  3.1 

Pour r E Alc(FUP) 

Preuve 

Remarquons que : 

i i )  pour m E dom(i') 

récur rence  s u r  h ( r ) .  

. h(T) = O => G(r) = r => G(r) E r. 
Sem 

. h ( r )  > O => 3 m E dom(r) t e l  que r(m) = '.'. 

donc - 
G(r) = G(i'Cm + G(i' m)]) 

o r  r(m) = '.' donc h( rm)  > O ,  

d 'où : h(G(T ) )  < h(Tm). 
m 

donc par  hypothèse de  récur rence  

o r  E e s t  une congruence sur  A l  (FUP) 
Sem 

C 



donc : I'Cm -+ G(Tm) 1 Z TCm -+ ïml = r. 
Sem 

donc : G(rCm + G(r 11) E TCm +- G(T )l rn Sem m 

(d'après l'hypothèse de récurrence). 

Dé~iniLion 3.5 

Soit + la réduction (cf. préliminaires) sur Al (FUP) définie par : 
C 

r, r1 E AI (FUP) 
C 

r -t r' <=> 3 m E dom(I') 1 r(m) = ' . '  

et r' = ï"[m -+ GUm)]. 

* 
on note : + la fermeture réflexive et transitive de + . 

m 
i pour indiquer que la réduction "concerne" la sous-alternative 

de racine m. 

Exemple 3.2 

Soit r l'alternative de l'exemple 3.1 : 

11 r t [(A ; B), Cla . D % ([(A ; B), CICL) ; D = ~ ( r )  E A~(FUP). 

d'autre part : 

r S G(~A.B, CICX . D) = G(CA.B, CI~) ; G(D) 

= C A ;  B, Cla; D. 

Lemme 3.2 

La réduction i est noetherienne. 

Preuve 



h ( r )  é t a n t  f i n i e  il n e  peut  e x i s t e r  de cha îne  i n f i n i e  

r t r l  * S . .  t rn * ... . 

Preuve 

h ( r )  > O => r '  = r [ m  t ~ ( r  ) 1. m (m E dom(r)) 

récur rence  s u r  h(T ' ) .  

i )  h ( r l )  = O => G(r ' )  = r '  . donc r '  $ G ( T ' )  - 
o r  : G(T') = G(TCmcG(rm)l)  = G(T). 

i i )  h ( r ' )  > O => 3 n  E dom(r1) .  t e l  que : 
n - r '  t r ' C n  + G(r '  )1 - ri'. 

n  

o r  h(r")  < h(I") - 
donc d ' ap rè s  l 'hypothèse  de  récur rence  

r" 3 G(I")  

o r  G ( r l )  = G(r)  

donc : r1  -, ï'" $ G(r) . - 

Lemtne 3.4 

r E AlC(FUP), r e s t  en  "t -forme normale" s s i  h ( r )  = 0. 

Lemme 3 . 5  

S o i t  r E Alc(FUP) 

a l o r s  il e x i s t e  m < n t e l  que : 

2 r + r1 4 r 4 ... 4 rm avec rm = G U ) .  - 



Preuve 

ii) Si n > 0. 

r1 = rra + G(ra)l où a E Dom(T). 

1 h(r ) = p r n-1. 

donc d'après l'hypothèse de récurrence : 

3 p' 5 p tel que r 1 lp' = G(T ). 

or 
1 

- G(r ) = G(r). 

donc 

3 p' r p < n tel que : 

1 r t r1 + r t ... t rlp' = G(r). 

PtropoaLtiun 3 . 2  

i) La réduction t sur AlC(FUP), est confluente 

(modulo l'équivalence sémantique E ) 
Sem 

ii) A toute alternative r de Al (FUP) on peut associer une t forme normale 
C 

(unique) (effectivement atteinte) donnée par G(T). 

Preuve 

+ est noethérienne (lemme 3.2) et localement confluente (lemme 3.3) donc 

confluente. 

De PIUS r E r1 r $ r1I, r1  3 rv1! 
Sem 

et G(rl) 5 G(r) (proposition 3.1) 
Sem 

donc t est confluente modulo Z . 
Sem 



D ' a u t r e  p a r t  : pour r r A l C ( F U P )  r ; G ( T )  

G ( r )  es t  en t f o r m e  n o r m a l e  e t  est  a t t e i n t  après un n o m b r e  f i n i  de  réduct ion  

(dérivation) (Lemme 3.5, 3.3). 

O 

S o i t  A,  B ,  C ,  D ,  E ,  H  E C o l ( F )  ; a ,  B r PF. 

s o i t  r = t D ,  H  . E l 8  . ( C B ,  C l a  . A) E A ~ ~ ( F U P ) .  

a lors  

i) h ( r )  = 3. 

ii) G ( r )  = G(CD,  H . E I B )  ; G(CB,  C 1 a . A )  

= CG(D) ,  G ( H . E ) I B  ; (G( [B ,  C l a )  ; G ( A ) )  

= CD, G(H)  ; G ( E ) I B  ; ( C G ( B ) ,  G ( C ) l a  ; A) 

= ( C D ,  (H ; E ) I B  ; (CB, C l a  ; A ) )  

= CD, (H ; E ) l B  ; C ( B  ; A ) ,  (C ; A ) ]  (a@ A) 

= [ C D ,  (H ; E ) I B  ; ( B  ; A ) ,  [D, (H ; E ) 1 8  ; (C  ; A ) ]  (a O  A) 

= [ [ ( I l ;  ( B ;  A ) ) ,  ( ( H ;  E) ; ( B ;  A ) ) ]  ( B Q  ( B ;  A ) ) ,  

C ( D ;  ( C ;  A ) ) ,  ( ( H ;  E) ; ( c ;  A ) ) ]  B 8 ( c ;  A ) ]  ~ O A  

qu'on peut  représenter g r a p h i q u e m e n t  par  : 



Toute a l t e r n a t i v e  se ra  cons idérée ,  par  l a  s u i t e ,  en forme normale 

(élément de A 1  (FUP) ) . 
On cherche à d é f i n i r ,  à l ' i n s t a r  des  c o l l a t é r a l e s ,  une sémantique i n i t i a l e  

des  a l t e r n a t i v e s .  

On a s s i m i l e  une a l t e r n a t i v e  e t  s a  r e p r é s e n t a t i o n  graphique. 

T E Al(FUP) dorn(r) - c { l ,  2)* . - CH: 
* 

N+ e s t  ordonné pa r  l ' o r d r e  p r é f i x i e l .  

* 
( i . e .  : a, $ É N+ a 2 $ <=> 3 y  E H+ / f3 = ay.)  

P  

4 - FORME L I B R E  D'UNE ALTERNATIVE 

Pour r E Al(FUP), on note  

o ( r )  = {U É dom(I') / T(U) É PF). 

D é ~ b W o n  4.7  

Une a l t e r n a t i v e  r e s t  d i t e  "libre" - s s i  

l e s  deux noeuds de  r dont l ' u n  e s t  descendant d e  l ' a u t r e  ne peuvent ê t r e  

é t i q u e t é s  par l e  même p r é d i c a t .  



La mise sous forme libre d'une alternative r consiste en la suppression 
des branches de l" contenant des prédicats contradictoires (i.e. : u < v 

+P 
et r(u) = r (v )  pour u, v E O(i')), qui ne peuvent donc pas représenter - 
des calculs effectifs. 

DéOirLtXon 4.2 

i) Soit r E Al(FUP) 

On définit sur O(r) une relation 1 par : 
* 

L(u, V) <=> i E ( 1 ,  2 )  etv' e ( 1 ,  2 ) .  - 

ii) Soit 2 la réduction sur Al(FUP) définie par : 

r, r1 AI(FUP) 

r; I" <=> 1 3  u, v E O(r) tel que : 

Exemple 4.1 

Soit a E P a, b, c E Col(F) 
F y 

et soit r = [Ca, bla, cla 

alors on a L(E, O) avec i = O 

donc T 2 r' = TC0 + r 1 = Ca, cla. 
00 

Lemme 4.7 

Soit T, r '  E Al(FUP) 



Preuve 

Récurrence sur la longueur, d, de la réduction 

ii) d > O 

* r 2 r" <=> 3 u, v r O(r) tel que v = uiv' avec i r { 1 , 2 } ,  V' e {1,2} , 

La réduction ne modifie que la sous-alternative de racine v : (rvi). 

 équivalence sémantique E étant une congruence sur Al(FUP), il suffit 
Sem 

de montrer que r E (r" = rvi). 
v v 
Sem 

Soit (1, Il, v) une interprétation (de FUPW). 

- i =  O, si T(u) * v = vrai alors T(v) * v = vrai 

d'où : rv * v = [rvo, rvii r(v) * v = rvo * v 

donc rv E TvO. 
Sem 

si r(v) * v = faux alors : - 
ru * v = crue, ruil r(~) * v = rui * V. 

et TV ne peut être atteinte dans ce cas. - 
si r(u) * v = 1 alors Tu * v = 1 - 

et r n'est pas atteinte. - v 
- i = 1 cas similaire à (i = 0) : 

avec T(u) * v = faux => TV E Tv1. - 
Sem 

dans les autres cas r n'est pas atteinte. v 

donc rv rl'vi => r E TT' 
Sem 

et d'après l'hypothèse de récurrence r" 5 r' 
Sem 

dioù : r E rl. 
S em 



+ e s t  nothérienne.  
L 

Preuve 

Remarquons que : 

r ; I" => c a r d ( O ( r l ) )  5 card(O(I'))-1. 

( i . e .  : une L-réduction supprime au moins une occurrence d 'un élément 

d e  PF dans r ) .  

Donc il ne peut  e x i s t e r  de cha îne  i n f i n i e  

1 2 r i r + . . . 2 rn ; . . . , puisque card(O(r ) )  e s t  f i n i .  
L 

Lemme 4.3 

+ e s t  localement conf luente .  
L 

Notat ion : 

r ,  r u AI (FUP) 

r- ( U y V ) >  T '  indique que l e  couple (u, v) É O(T) 2 détermine l a  réduct ion  
L 

d e  i' en r '  par  +. 
L 

Preuve 

avec v = u i  v 1 

v '  = u ' j  v '  
1 



Cas 1 : u et v1 incomparables par < . 
P 

Exemple : a, B r PF, a, b, c, d, e, f r Col(F) 

/ \ \ v l  

a c d a  
/ \ 

e f 

a c d f  L a c d f  

Les réductions (u4v) (u' vl) sont indépendantes 
et t 

L 

et donc : 

Cas 2 : u et u1 comparables par 5 
P 

On suppose u 5 u1,(l'autre cas étant symétrique) 
P 

Cas 2.1 : u = u1 

Cas 2.1.1 : i # j (v et v' incomparables) 

Exemple a É Pp, a, b, c, d É Col(F) 



Les réductions ( U ~ V )  et (U:V') étant indépendantes 
L L 

et donc 

Cas 2.1.2 i = j 

. si v = V' alors r '  = Tt' = Tt". - 
sinon supposons v < P  v' avec v' = vk v" + 

(l'autre eas étant symétrique). 

Cas 2.1.2.1 : i # k 

Exemple : a E PF, a, b, c, d E Col(F) 



Montrons que r" (u4v) r I (= r l ~ ~  ) 
L 

En ef £et : 

puisque i = j # k et v < v' 
+P 

rvi n'est pas modifiée par la réduction (u,v'> t 
Tvk est "supprimée" par la réduction (u,v 1 

L 

donc : 

(rCv' + I'v'il) CV + rvi] = + rvi] = 

Cas 2.1.2.2 : i = k 

Exemple : a E PF, a, b, c, d E COI@) 

soit r" (u;v) rttr 

(4 Montrons que r"' = r . 
En effet : 

la sous-alternative de r "concernée" par les réductions est TV. 

Il suffit donc de montrer que T"'v = I'(4)v. 



Considérons les transformations de r à travers les différents réductions : v 

Cas 2 . 2  u < u' avec u' = uku" 
+ P 

(l'autre cas étant symétrique) 

Cas 2 . 2 . 1  : i # k 
Exemple a, B É PF, a, b, c, d, e É Col@) 

U 
ci a 

/ \ v  (u,v) 
a + 

/ \ 
B B e 

/ \ / \ L 
a c d e  

/ \ 
a c 

(u v) Les réduction 4. et (U':v') étant indépendantes (v et v' incomparables) 
L L 

Cas 2 . 2 . 2  i = k 

Cas 2 . 2 . 2 . 1  v et v' incomparables par 5 
P 

Exemple : a, B E PF, a, b, c, d, e É Col(F) 



Les réductions (~$7) et (U'lv') étant indépendantes d'où 
L L 

Cas 2 . 2 . 2 . 2  v et v' comparables. 

Si v = v' alors si i = j alors I" = r" - -- 
(~ru') rit, sinon r ' 

Sinon supposons v < v' (1 'autre cas étant symétrique) avec v' = vlv" { 1 , 2 1 .  
P 

Cas 2 . 2 . 2 . 2 . 1  i f 1 

(u v) La réduction $ supprime l'inconsistance au niveau de v'. 
L 



Exemple = a, B E PF, a, b, c, d, e E Col(F). 

Cas 2 . 2 . 2 . 2 . 2 .  : i = 1 

(u,v) r i 1 1  Soitr" + 
L 

alors I" vutl, vv" r(4) 

L 
> 

sinon (u' < v) + 

Exemple : a, 8 E PF, a, b, c, d, e r Col(F) 



ii) 

Lemme 4.4 

A toute alternative on peut associer un + -forme normale. L 

Preuve 

Récurrence sur Card (O (r)  ) r E A1 (FU?) . 



. Card(O(r)) = O => I' est en -forme normale. 
L 

si î n'est pas en + -forme normale - L 
2 alors il existe (u, v) E O(I') tel que L(u, v) 

et soit l? (u~v) r '  
L 

or Card (O(7')) < Card(O(T)) - 1 - 
d'après l'hypothèse de récurrence, à I" on peut associer une + -forme normale 

L 

donc r" est une L-forme normale de r. 

Remarquons que puisque card(O(r)) est fini, une + -forme normale de r est 
L 

obtenue en un nombre fini de réductions. 

i) La réduction +- sur Al(FUP) est confluente (module l'équivalence séman- 
L 

tique : E ) .  
Sem 

ii) A toute alternative on peut associer une alternative libre (unique) 

(effectivement atteinte) et qui lui est équivalente. 

Preuve 

La réduction + est nothérienne (lemme 4.2) et localement confluente L 

(lemme 4.3), donc elle est confluente. Elle est valide dans l'équivalence 

sémantique (lemme 4.1). Chaque alternative admet une + -forme normale 
L 

(lemme 4.4), elle est unique puisque la réduction est confluente, et est 

équivalente à l'alternative (lemme 4.1). 



5 - FORME ORDONNEE D 'UNE ALTERNATIVE 

Nous allons définir une forme canonique des alternatives. 

Etant donné un ordre total < sur les prédicats, il s'agit de donner une 

forme de l'alternative respectant cet ordre. 

Considérons l'alternative non ordonnée : 

Si pour toute interprétation (1, Il, v), al * v # I  

r~ a = I" qui est ordonnée 
Sem / l\ 

a 

a 
/ u2\ , 2\ 

c b  c 

Mais cette équivalence n'est pas vérifiée si on considère des prédicats 

avec ef £et de bord. 

En effet si pour une interprétation (1, 1', v) 

on a : al * v =LI o a2 * v = faux 

alors T * v = c - et r' * v =LI. 
Se plaçant dans ce cas, il nous faut associer à une altertive une forme 

ordonnée qui lui soit équivalente : il faut limiter la possibilité d'inter- 

version de prédicats de manière à conserver l'équivalence sémantique. 

D é ~ i W a n  5.1 - 
Supposons que les ensembles F, P et V soient munis d'ordres totaux 

qu'on notera indistinctement <. 

i) Soit 6 : M(F, V) -+ (FUV)* l'application donnée par : 

. si t E FOUV alors 6(F) = t - 

. - si t = f(tly ..., t ) avec f F et t.(i = 1 ,..., n) 6 M(F,V) n n - 1 
alors 6(t) = f6(tl) . . . 6(tn). 



ii) Soit 6 : PF + P(FUV)* 1 'application donnée par : 

. - si a s Po alors z(a) = a 

. - si a = p(tl, ..., t ) avec p E Pl, t .  = 1, . n s M(F, V) 
n - I 

alors $(a)  = p6(tl) ... 6(tn). 
* 

Les ordres totaux sur P, F, V générent sur P(FUV) un ordre lexicographique 

qu'on note <<. 

Ce qui permet de définir sur P un ordre total, noté < F tex ' 
par : a, B E PF a B <=> 6(a) << b(~). 

ex 

V Z ~ i n X o n  5.2 

Soit r E Al(FUP), on note M(r) l'ensemble des feuilles de I'. 

Soit a E P F ' 
On dit que a "couvre" r si, 

Y m E M(F), 3 m' s dom (I') 1 m' < m et r(M1) = a. rp - 
l'ensemble des prédicats couvrant I' est noté Pc(r). 

VZ~CniLLon 5.3 

Une alternative libre r est dite ordonnée ssi 

Y u ,  v E OC) lu v et T(v) E Pc(T ) l  => T(u) clex i'(v). 
+P - 

Notations 

Pour r s Al(FUP), on note ar, l'élément minimum pour l'ordre lexicographique 

< 
lex' de Pc(r). 

L'ensemble des occurrences de a dans l" est noté r 
1 

C C  ) = O . . . , O . . . tel que : 

i < j = O << 0' où <<lex est l'ordre lexicographique lex r 
* 

sur N généré par l'odre naturel sur N. 



Soit a, B, y E PF tel que a  clex B <lex Y* 

i) l'alternative : 

r = B est ordonnée 
/ \ 
a c 

/ \ 
a b  

ii) l'alternative : 

r' = 6 n'est pas ordonnée 

/ \ 
a a 

/ \ / \ 
a y d c  

/ \ 
b c 

car : PC(~')= { B ,  a)  arl = a  

1 2 or, = 1 ,  Or, = 2 

Une alternative libre r est ordonnée - ssi 

Preuve 

i) Supposons r ordonnée 

Soit urO(ï) V V  E Pc(Tu) u 5 v 
P 

donc T(u) clex T(v) 

ii) Supposons que r vérifie la propriété 
Soit LI, v E O(r) tel que u a v et r(v) E Pc(ru). 

P - 
or ï(u) = arU = inflex { a  E PFy a  couvre ru}. - 

donc : r(u) clex I'(v). 



D é ~ i W a n  5 . 4  

i) Soit r E Al(FUP), r libre, m E O(r) 

r est dite "ordonnée en m u  si T(m) = orrrn. - 

ii) Soit -+ la réduction définie sur les alternatives libres par : 
O 

r ,  r' E Al(FUP), r libre, 

r ;: r' <=> 3 m E O(r), I' non ordonnée en m. 

Remarque 

Le fait que r soit libre assure que les substitutions 
i i 

rmCO, + rmOrmj ; i = 1 ,  ..., NI, où j = 1 ,  2 ,  

i 
soient définies. En effet : r libre => les O sont incomparables par 5 . 

rm P 

Exemple 5.2 

Soit a, 6, y E P avec a < F iex ' <iex " 
et a, b, c, d, e E Col@) 

i) ï' = B 
(5) 

ct = Tl 
/ \ 

O 
/ \ 

ci ci B B 
/ \ / \ / \ / \ 

a b c d  a c b d  



i i )  

r e s t  ordonnée en (E)  

r n ' e s t  pas ordonnée en (1)  

Y = r1 
/ \ 

a e 
/ \ 

B B 
/ \ / \ 
a c b d  

r '  e s t  ordonné 

Remarque 

La réduct ion  + conserve l a  l i b e r t é  : 
O 

( i . e .  : r l i b r e ,  r Y , r '  e s t  l i b r e )  
O 

en e f f e t  : l a  non l i b e r t é  ne peut proveni r  que du placement de  a r m  à l a  

r a c i n e  d e  l a  sous -a l t e rna t ive  Tl rn .  

o r  : occ (arm, T m )  = E - - 

Lemme 5.7 

Soi t  r E A 1  (FUP) , l i b r e .  

* + = r r l .  
O Sem 

Preuve 

Par récurrence s u r  l a  longueur,  l, de l a  réduct ion .  

s i  r E Tl' a l o r s  d 'après  l 'hypothèse d e  récur rence  rl' E r '  
Sem Sem 

d'où r r r l .  
Sem 



Démontrons donc que I' E rl' 
Sem 

Supposons que : r ($1 ,II 
O 

L'équivalence E é t a n t  une congruence, il s u f f i t  d e  montrer que 
Sem 

r r rgtm. m 
Sem 

S o i t  X I ,  ..., X ... des  symboles d ' a l t e r n a t i v e s .  
P y 

e t  card (OCC ( a  r ) )  = N - Tm' m 
i Posons u = rmlO, +- Xi i = 1, . .., NI. 

a l o r s  : 

S o i t  (1,  1', V )  une i n t e r p r é t a t i o n  

S i  u * v = II  a l o r s  Tm * v = p * v  = - m 

- s i  u * v  # 1 supposons u * v  = X. * v .  1 ' 1 

a l o r s  s i  a * v = 1 a l o r s  -- Tm 

r * v = r i '  * v = l I  
m m 

s inon s i  a * v  = v r a i  -- r m  
a l o r s  r * v = X. * v = i 

m 1 (Tm Or 1 )  * v 
m 

e t r " m * v = ~ * ~ = ~ .  * v =  i - 1 (Tm O 1) * v 
m 

l e  raisonnement e s t  s i m i l a i r e  pour a * v = faux.  r m  



Lemme 5.2 

La réduction + est nothérienne. 
O 

Preuve 

Posons : pour r E Al(FUP), libre 

Nr = card ({Tb) 1 m r OU)}) 

- 
,le nombre de réductions possibles, à partir de I', est majoré par N r 

N étant fini, il ne peut exister de chaîne infinie telle que r 

Lemme. 5.3 

La réduction + est localement confluente. 
O 

Preuve 

Supposons 

Cas 1 : m et n incomparables par 5 
P 

alors : r' (2) I l  et r.. (5) Tt,, , - 

Cas 2 : m et n comparables par 2 
P 

Cas 2.1 : m = %  

alors : r '  = r" 

Cas 2.2 : m < n 
+P 

On ne peut avoir a = r(m) sinon l" serait ordonnée en n. I' m 

donc : a # r(n) Tm 

Soit N = card(occ(a r ) )  rm' m 



Cas 2.2.1 

3 j t e l  que m < m 0' < n.  
+p Tm +p 

j e s t  nécessairement unique. 

S o i t n = m ~ j  k u  o ù k c  { l ,  2). r m 

Posons R = m k O' u 
Tm 

a l o r s  : 

En e f f e t  l a  réduct ion  l? (?) I" ne "modif i e t t  pas  T 
O n 

e t  T l n  = Tn. 

De même l a  réduct ion  r (4) Tt'  n '" inf lue" pas s u r  l a  r éduc t ion  (y) puisque 
O O 

a # r ( n >  r m 

e t  m 0' < n. - Tm +p 

Exemple : 

S o i t  a ,  B ,  y ,  6 E P avec a < 
F i e x  ' 'îex Y 'iex 6. 

e t  a ,  b, c ,  d ,  e ,  f ,  g E Col(F) - 

S o i t  : l" = B avec : m = E e t  n = 1 1  - 
/ \ 

CL a d l o ù =  Pc(Tm) = {a ,  B }  a = a  
/ \ / \ Tm 

G e f g  1 - 2 o r m -  1 ,  OTm = 2 .  
/ \ 



C1 
= rlll 

/ \ 
B B 

/ \ / \ 
y f e g  

/ \ 
6 6 

/ \ / \ 
a c b d  

B 
/ \ 

a C1 

/ \ / \ 
Y e f g  

/ \ 
6 6 

/ \ / \ 
a c b d  

Cas 2 .2 .2  3 i l ,  ..., i 1 1 i  < i  < . . . < i  S N  
j 1 2 j 

i 
k 

avec : m :p n ;p m Orm k = 1 ,  . . . ,  j 

a l o r s a  = a  ï m  rn 

e t  rïï ($1 r *  - 
i 

avec : s i  i c i  O r m  - 1 

n - s i  i l s i s i  n 
i .+k ' s i  i = (N-j) + k 

O r m  - 

Exemple 

So i t  a, B, y E P avec a <lex B <lex y F 

e t  a ,  b, c ,  d ,  e ,  f E Col(F) - 



a Y d'où : . Pc(I'm) = {a, BI, arm = a 
/ \ / \ 

a b a a  1 - 2 3 Orm - 1, Cirrn = 21, Ob = 22 
/ \ / \ 
c d e f  . Pc(Tn) = {y, a}, am = ci 

a C1 

/ \ / \ 
a b Y Y  

/ \ / \  
c e d f  

a = r' 
/ \ 

B B 
/ \ / \ 
a Y b Y  

/ \ / \ 
c d d f  

Dé{ini;tion 5 . 5  

i) La réduction + est dite "standard" si 
O - 

r (5) => m = in£ {n E O(r) 1 r non ordonnée en n}. 
O 1 ex 

Elle est notée : -t 0s 

ii) Soit {ml, . . . , m 1 l'ensemble des éléments minimaux pour l'ordre 
N 

préfixiel (< ) des éléments de O(T) tel que r soit non ordonnée en 
P 

ces éléments, on le note md(r). 

Posons : bo(r) = r C m l  + Eo, ..., m + Eol. 
N 

Remarque 

Si r est ordonnée on a = md(ï') = fl et bo(r) = r. - 



Lemme 5.4 

Soit r E Al(FUP), libre - et I' non ordonnée 

N 
alors il existe N(fini) tel que r -t r' et r' en + -forme normale. 

0s - O 

Preuve 

T non ordonnée 1 => card(O(bo(r ) ) )  1 card(O(bo(r)))+l 
r r1 

or : I' 2 T" => card(O(rl)) = card(O(r)) - 
et card O(bo(rl)) a card(0(T1)) 

donc puisque card(O(r)) fini, 

N 
il existe  fini) tel que r + r' os 
et bo(rl) = r '  . 

PtrapoaLCion 5 . 2  

i) la réduction -t sur les alternatives libres est confluente (modulo 
O 

l'équivalence sémantique E ) .  
S em 

ii) A toute alternative libre on peut associer une alternative libre en + O 

forme normale (i.e. : ordonnée) unique effectivement atteinte et qui 

lui est équivalente. 

Preuve 

Conséquence immédiate des lemmes (5.1 ) , (5.2), (5.3) et (5.4). 



6 - FORME CANONIQUE D'UNE ALTERNATIVE 

Considérant des prédicats avec effet de bord, on cherche a définir 

une sémantique initiale des alternatives. 

Dé & i W a  n 6.7 

i) Soit N : Al(FUP) -+ Al(FUP) l'application définie par : 

. si r E CO~(F), N(r) = N(r) (cf. Ière partie ch I ~ é f  2.3) - 

. - si r = Crly T2ia où a E PFy Tl, r2 E Al(FUP) 

ii) Soit r E Alc(FUP), 

r est dite en forme canonique si elle est en 

-+ . t . 2 forme normale et N(r) = II. - 

Pk.opaa&on 6.7 - 

A toute alternative r de Al (FUP), on peut associer une forme canonique 
C 

(unique), notée c(T), qui lui est sémantiquement équivalente. 

Preuve 

Conséquence immédiate des propositions : 3.2, 4.1 et 5.2. et du fait 

que v r E AI(FUP) N(r) r. 
Sem 

Soit r, r' E AlC(FUP) 

r r1 <=> ~ ( r )  = c(rl) 
Sem 

Preuve 

i C )  = C )  = C )  c(rl) => r E rt 
Sem S em 



ii) Il suffit de considérer des alternatives en forme canonique 

et de montrer que r 5 r' => r = r'. 

Supposons r - r' g r # rt. 

Cas 1 : dom(T) # dom(rl) 

supposons 3! u E dom(r) - et u d dom(rt ) 

Soit w = supip {v E dom(T1) 1 3 u E i l ,  2}*, u = vu'}. 

alors w E M(rl ) donc r1 (w) E coi (F) 

et on ne peut donc avoir pour toute interprétation 

donc r 2 r'. 
S em 

Cas 2 : dom(I') = dom(rl) - et 3 u E dom(T) tel que T(u) f T1(u). 

si u E O(r) alors r(u) # T'(u) => r I r'. - 
S em 

Toutes les collatérales apparaissant dans I' ou T' étant propres donc 

r(u) # ri(u) => r 3 ri. 
Sem 

Vé~inLCiun 6.2 

Soit R une relation sur AlC(FUP) définie par : 

r, r1 A~~(FuP), R(Ty ri) <=> ~ ( r )  = c(ri). 

R est évidemment une congruence sur Al (FUP) et on pose a (T) = c(r). 
c in 

7 - CAS DES PREDICATS SANS EFFET DE BORD 
Le fait que les prédicats soient sans effet de bord n'influt pas 

sur les + et + réductions. 
L 

Par contre pour l'ordonnancement (+), l'interversion de deux prédicats 
O 



est toujours possible : la condition de couverture d'une même alternative 

devient sans objet. 

Ainsi : 

. une alternative libre l" est dite ordonnée si 

. Ennotanta =in£ {r(w) lw~O(r)), r 1 ex 

La réduction -t se définit de la même facon que dans le cas des prédicats 
O 

avec effet de bord et a les mêmes propriétés. 

De plus o. de la définition 6.2 n'est plus une caractérisation de 
in 

l'équivalence sémantique. 

En effet : 

Soit a E PF, a E Col(F), a sans effet de bord 

nous introduisons une nouvelle réduction -+ (les prédicats étant sans R y 

effet de bord). 

V é d i W o n  7.1 

La réduction -t sur les alternatives de Al(FUP) (libres et ordonnées) est R 

donnée par : 

r, r' E A1 (FUP) , (r libre ordonnée) 

Lemme 7.7 

Soit r, r' E Al(FUP). 



Preuve 

Se fait par récurrence sur la longueur de la réduction. 

Il suffit de démontrer que : 

- r ($1 r1 => rm = Ttm. 
,Y Sem 

- 
m - ï' (ml avec r 

/ \ ml = m 2  

soit (1, 1', v) une interprétation. 

si T(m) x v = vrai alors Tm * v = rml * v - 
sinon r * v = rm2 * v = 

rm I * V 
m 

Lemme 7.2 

La réduction + est noethérienne. 
R 

Preuve 

On a : ' r' => card(O(rl)) < card(O(r)) 
R 

O donc il ne peut exister de chaînes infinie r + R lT1 + R . . . 3 rn $ . . . . 
O 

Lemme 7.3 

La réduction -+ est localement confluente. 
R 

Preuve 



. - si m et n incomparables par < 
P 

alors : ri @)riii et ru (9) r i t i ,  
R - R 

. si m et n comparables - 
alors 81 m = n alors ri = rit = rtii 

si m < n (l'autre cas était symétrique) - +P 

alors 

Exemple 

Soit a, B E P a E Col(F). 
F ' 

/ \ / \ 
a a a a  

PhopodiLion 7.1 

A toute alternative de Al(FUP) (libre et ordonnée) on peut associer une ; 
forme normale unique qui lui est équivalente. 



Preuve 

La réduction + est confluente (lemme 7.2 et 7.3) modulo l'équivalence 
R 

sémantique (lemme 7.1). L'existence de la forme normale (unique 
Sem 

puisque -+ est confluente) est assurée par le fait que card(O(r)) est fini R 

pour toute alternative r. 

Une alternative de Al (FUP) est dite canonique si elle est en 
C 

-+ . -+ . -+ . -+ - forme normale et N(T) = i'. . L o R  

A toute alternative I' de Al (FUP) on peut associer une forme canonique 
C 

unique qui lui est équivalente, notée c(r) 

et on a : r, r' E Alc(FUP) ï' E <=> c(r) = c(T1). 
Sem 

et on pose a. (I') = CU). in 

Preuve : 

 a après les propositions 3.2, 4.1 et 5.2 adaptées aux prédicats sans effet 

de bord et 7.1, on peut affirmer l'existence pour r E Alc(FuP) de c(T) et - 
r E c(r). La démonstration de la proposition 6.2 reste valable dans ce 
Sem 

cas puisque r étant en -+ - forme normale on ne peut avoir rw E TVw. R 
S em 

Remarque 

Si parmi les variables V on isole un sous-ensemble V dit de variables 
S 

de sortie, 



alors deux alternatives r et I" de Al (FUP) sont sémantiquement équivalentes 
C 

relativement à VS, - ssi pour I'l et T' les + formes normales de i' et I" , 
1 mvs (r 1) = c($, (rf 5). 

Soit GVS : Al(FUP) + Al(FUP) l'application définie par : 

Exemple général : 

Considérons les deux schémas de programmes suivants P l  et P2 empruntés 

à [MAI et dont il montre l'équivalence. 

$s(r) = 

. 
' $(vs, r) - si r E COI(F) 

(cf.lère partie Ch. 1 Déf 2.3) 

C$S(T1), $S(I'2)1a & r = CrI, r23a 

\. avec a E PF, Tl , r2 E A1 (FUP) 



i) à P on peut associer l'alternative 
1 

e t o n a  + i z l  (rl1)= 

on se place dans le cas des prédicats sans effet de bord et supposant 

f < g, Tl2 étant libre, 



ii) à P2 on peut associer l'alternative 



d'où : 

on a donc 



2 
les deux alternatives r1 et I' étant sémantiquement équivalentes relati- 

vement à V = {z), dans le cas où les prédicats sont sans effet de bord. 
S 

1 2 I' et I' n'étant pas sémantiquement équivalentes si les prédicats sont 

avec effet de bord. 



CHAPITRE 1 1 : SYSTÈMES D'ÉQUATIONS, !,LTERNATIVES RECONNAISSABLES 
- -- 

L'équivalence des schémas de Paterson et donc de Manna est indécidable 

[LPP, MAI. La recherche d'une forme canonique pour les arbres associés 

serait donc sans objet. Néanmoins la mise "locale" sous forme canonique 

d'alternatives finies, en utilisant le chapitre précédent, faciliterait 

la comparaison de deux schémas. 

Dans ce chapitre, nous proposons un modèle pour les arbres de Manna 

(infinis) : alternatives indicées, définies et étudiées en adoptant un 

point de vue algébrique. 

L'ensemble des alternatives est plongé dans une structure de magma 

ordonné complet. Une description finie y est donnée sous forme de système 

d'équations. Nous nous intéressons en particulier à celles qui sont recon- 

naissalbes et montrons qu'elles peuvent être considérées comme solutions 

des systèmes d'équations réguliers. 

CO 

1 - LE MAGMA A I S  - 

Soit F, P, V comme précédemment. 

et S un ensemble de symboles d'alternatives particulières contenant un 

symbole distingué R. 

Les éléments de S seront notés wl, ..., w n' "' 

V é h i W o n  J . J 
L'ensemble des alternatives indicées par S, noté AIS(FUP) ou AlS 

lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité sur F et P, est le plus petit ensemble 

contenant : 

i) S 

ii) pour A E Col(F) - et B E AlS, B.A 

iii) pour a r PF et A, B a AlS, [A, Blo. 



'ûé&iniLion 7 . 2  : Représentation graphique 

. On pose W = PF u Col(F) u S 

et g : W -+ N l'application dé£ inie par : 

. soit rep : AlS + M(W) l'application définie par : 

pour r E Als, rep (r) = t E M(w) est tel que : 

i) - si I' E S alors dom(t) = ( € 1  et t(~) = I' 

ii) si r = B.A avec A E Col(F), B r AlS - 
alors dom(t) = {E )  u 1. dom(rep(B)) 

et t(~) = A - 
t (lm) = rep(B) (m) pour lm E dom(t) 

iii) - si r = [A, Bla avec ci E PF, A, B E AlS 

alors dom(t) = ( € 1  u 1 dom(rep (A)) u 2 dom(rep(B1) 

t (lm) = rep (A) (m) pour lm r dom(t) 

t (2m) = rep (B) (m) pour 2m r dom (t) 

Ainsi : 

à une alternative de AlS, on peut associer un w-arbre respectant la gradu- 

ation g. 

Par la suite on confond une alternative r et sa représentation graphique 

Exemple 1.1 

Soit A1{~,w donnée par : 
O 

T = (rn.(yh(x)), wo.(x+h(y))l p(g(x))).(x+f(y)) 



D é d i u a n  1.3 

On définit sur AlS une relation d'ordre (ordre préfixiel) 2 par : 

A ,  B E AlS : A I B <=> dom(A) c dom(B) - 
et 

V m E dom(A), A(m) # R => B(m) = A(m) 

(AlS, r ,  R) est un ensemble ordonné pointé. 

Preuve : Immédiate. 

Remarque : 

. (AlS, 5, R) étant un ensemble ordonné pointé, on peut CCOM, BO1 le plonger 

dans un ensemble ordonné complet (cpo) : sa complétion par parties dirigées 

w 
(ou idéaux), qu'on note Als . 

03 

avec : pour if3 partie dirigée de AL 
S 

sup(ü3) = I' est tel que : 

. dom(T) = U  dom(^) 1 B E IB) 

. m E dom(r) r(m) = a si il existe B E IB tel que B(m) = a i - 
pour tout B r ., B(m) = n. 

. si on suppose W muni d'un ordre discret -c donné par : - 
w T W' <=> w = fi ou w' = w - 



CO 
alors, pour B3 partie dirigée de AlS , m E dom(supOB)) 

on a : (sup @))(rn) = sup {~(m) 1 B E IB) .  
I T - 

en effet : w' = {~(m) 1 B E B3) est une partie dirigée de W. 

donc sup (w') est défini et on a l'égalité ci-dessus. 
-r - 

i) pour A E ~ol(F), on définit l'application 

ii) pour a E PF, on définit l'application : 
- CO2 CO 

a : AlS -t AlS 

Lemme 1.2 

Pour A E Col@), 'A est une application croissante et continue. 

Preuve 

CO 

i) Soit B, C E AlS tel que B 5 C. 

. dom(B.A) = {E) u l.dom(B) - c ( € 1  u 1 dom(C) = dom(C.A) 

. soit m E dom(B.A) tel que (B.A) (m) # R 

- si m = E alors (B.A) (m) = A = - (C . A) (ml 
- si m = 1 u alors u E dom(B) (c dom (C)) , C(u) = B (u) . - - 

et (C.A)(m) = C(u) = B(u) = (B.A)(m). - 
m 

ii) Soit I3 une partie dirigée de Als 

'A 
@) = {.A(~) 1 B E 1 ~ )  : {B.A 1 B c ni} (= I3.A) 

. d'après (i) lEi étant dirigée, B3.A l'est aussi. 

. soit m E dom (supm . A)) 



= sup {(B.A)(~) 1 B E IB). 
T - 

d'où : . s i m  = E alors - 

. si m = lu alors - 

Lemme 1.3 : 

Pour a E P est une application croissante et continue en chacun de ses F 

arguments. 

Preuve 

03 00 

i) Soit B, C r AlS tel que B s C et A É AlS - 
. dom([B,Ala) = (€1 u l.dom(B) u 2 dom(A) 

c {E )  u l.dom(C) u 2 dom(A) = dom(CC,Ala) - 
. soit m E dom([B,Ala) - et (IB,Ala) (m) # R 

. - si m = E alors ([C,A]a) (m) = a = CB,Ala (m) 

. - si m = lu alors u E dom(B) et B(u) # R - 
donc [C,Ala(m) = C(u) = B(u) = CB,Ala(n). 

si m = 2u alors u E dom(A) - 
et C~,~la(m) = A(u) = CB,Ala(n) - 

la démonstration est analogue pour le second argument. 

00 m 
ii) Soit B Une partie dirigée de Al , A E AlS . S 

[fB, Ala = ICB, Ala 1 B E BI. 

. d'après (i) ClB,Ala est une partie dirigée - silB l'est 

. soit m E dom(sup(üI3,Ala)) 



d'où: .  . s i  - m = E a lo r s  (suprB,Ala) (m) = a = Csup lB,Ala(m) 

. s i  m = 2u a l o r s  - 

. s i  m = l u  a l o r s  - 
(sup [clB,Ala) (m) = sup {B(u) 1 B E IB). 

T - 
= sup 0B) (u) = C sup  @) , Ala (ml 

La démonstration e s t  analogue pour l e  second argument. 

En considérant  l e s  éléments de  S comme des a p p l i c a t i o n s  cons tan tes  on 

a  d ' ap rè s  l e s  lemmes 1 . 2  e t  3 . 3  : 

P/rapaai,tion 1 . 7  
m w 03 

(AlS , 5 ,  G) a une s t r u c t u r e  de w-magma ordonné complet e t  A l S  = M (W) . 

w 
Soient  A,  A , ,  . . . , An E A l s  

M = Ml u M2 u ... u Mn - c dom(A) t e l  que : 

M pré f ixe  e t  V i # j Mi n M = @ - j 

a l o r s  l a  s u b s t i t u t i o n  qu i ,  à A,  A l ,  ..., A f a i t  correspondre n 

ACMi +- A i l  e s t  c r o i s s a n t e  e t  cont inue.  

( c f .  chap i t r e  p r é l i m i n a i r e s  pour l e s  n o t a t i o n s ) .  

Preuve 

w 
i )  Soient  A ' ,  A ,  A l ,  . . . , An, A t 1 ,  ..., A t n  E A l s  t e l  que : 

A 5 A '  e t  V i = 1 ,  ..., n A.  S A '  - 1 i 

c dom(AITMi -+ Ati]) . dom (ACMi + Ail) 

puisque dom(A) - c  dom(^') 

. s o i t  m dom(ACMi + A. 1)  t e l  que (ACMi + Ail) (m) # 
1 



. s i  m E dom(A) \ M  ( 1 ,  2 } *  - 
a l o r s  ( A ' I M ~  + A '  i l )  (m) = A1(m) = A(m) = ALYi + A i l  (m). 

. s i  m = m.m" avec m. r  M.  e t  m" E dom(Ai) - 1 1 1 

a l o r s  (A'CM~ + Ail) (m) = A'i(m'l) = Ai (ml') 

= AlMi + Ail(m). 

i i )  So ien t  A,  A l ,  . . . , A p a r t i e s  d i r i g é e s  de A ~ S ~  n  

. ALMi + A i l  = { A ~ M ~  + A i l  1 A E A ,  Ai E Ai} 

w 
est  a u s s i  une p a r t i e  d i r i g é e  de A l S  d ' ap rè s  ( i ) )  

. s o i t  m r  dom (sup A I M ~  + Ail) 

(sup A C M ~  + A .  1) (m) = S U ~ { A [ M ~  + A i l  1 A r  A ,  Ai E Ai} (m) 
1 

= sup {ACM~ + A i l  (m) / A r  A ,  Ai E A i l .  
T - 

d'où . s i  m E u dom(A) \ ~ { 1 , 2 } *  - 
AEA 

a l o r s  (sup A [ M ~  + AiIl (m) = sup { ~ ( m )  1 A e A} 
T 

= (SUP A) (ml = (sup A) C M ~  + sup ( A ~ )  1 (m) 

. s i  m = m.ml' avec m. E M. e t  m" E u dom(Ai) - 1 1 1 -  A ~ E A ~  

a l o r s  (sup A [ M ~  + Ail) (ml = sup {Ai (mu) / Ai e Ai} 
T 

= (sup Ai) (ml1) = (sup A) E M ~  + sup (Ai)  I (m) 

PtropadLt ian  7 . 3  
03 

So ien t  A, A l ,  ..., A n ,  B 1 ,  ..., B r  A l S  
n  

La s u b s t i t u t i o n  qu i  f a i t  correspondre A C B . I A . 1  à A, A l ,  ..., An, BI, ..., B 
1 1  n 

est c r o i s s a n t e  e t  cont inue  en l e s  v a r i a b l e s  A . .  
1 

Preuve 

LILLE @ 

Conséquence immédiate de  l a  p r o p o s i t i o n  1 .2 .  



w 
i) Soit A E Col(F), B E AlS , 

(B.A) CBilAil = A. si B = B.A 
1 -  i 

(BCB~/A~I).A sinon 

w 
ii) soit a E P A, B E AlS . F ' 

([A,Bla) [ B ~ ~ A ~ I  = A. 1 - si B i = [~,Bla 

I A C B ~ I A ~ I ,  ~ [ ~ ~ l A ~ l l a  sinon 

Preuve 

Immédiate d'après les définitions de la substitution (cf. préliminaires). 

O 

00 

2 - SYSTEbIES D '  EQUATIONS SUR Als 

Soit X = X ,  . . . , Xn, ... une partie de S, formée de symboles 

d'alternatives "inconnues1'. 

On note S = S I X .  

VE~inLtion 2.3 
w 

Un système d'équaitons aux inconnues XI, ..., X n sur AlS consiste en 

la donnée de n équations de la forme X i = -ri où T. 1 E ~ 1 ~ -  1 X. 

00 

Une solution d'un tel système est un n-uplet d'éléments de Al5 vérifiant : 

Y i = 1, ..., n A. 1 = T ~ ~ x ~ I A ~ ,  ..., x,/A~I 
Un tel système est dit régulier si les T. 1 sont finis (i,e. : T i E Als) 

Lemme 2.1 [LI] 

Toute fonction unaire continue f sur un ensemble ordonné complet muni d'un 



plus petit élément 1 admet un plus petit point fixe, qui est : 
sup 1 n E NI. 

P t r o p a ~ ~ a n  2 .  7 
m 

Tout système d'équations sur Al: a une solution unique. 

Preuve 

. A chaque membre droit T. de l'équation X. = T on peut faire correspondre 
1 1 i ' 

l'application : 

(A,. . . . y  An) + TiCXi/~i y . . . y  X [A  1 
n n 

la substitution étant croissante et continue (cf. proposition 1.3), il en 

est de même de 7. 
1 

. A un système d'équations E : X. = T. (i = 1 ,  ..., n) on associe l'applica- 
1 1 

tion : 

- 
(Ai> . . . y  An) + ('l(~ly * * . y  An). Tn(A1, * . * Y  An)) 

- 
V i = 1 ,  . n T. est continue 

1 

il en est de même de Ë 

D'après le lemme 2.1, Ë admet un plus petit  oint fixe : 
'P n 

SUP {E (R ) 1 p E N I  (02 an = (fi, . S . ,  fi)) 

et puisque T 1 X, ce point fixe est unique. i 

Remarque 

On peut dé£ inir la solution unique A = (Al , . . . , An) du système E de la 
façon suivante (plus manipulable pour les preuves par induction) par : 

Pour chaque alternative T. soit M. son domaine. 
1 1 



On pose M. = Mti u M'Ii avec 
1 

M ' ~  = tm € Mi 1 ~ ~ ( r n )  E X I .  

Mni = Mi 1 Mti. 
n 

et M t i  = u M. avec 
lj MTij = tm E M~~ 1 T~(TI) = x.). 

j-1 J 

le n-uplet (Dl, ..., D ) des domaines des composantes de la solution est 
n 

engendré par la grammaire linéaire à droite : 
n 

et on pose : 

n 
m+ 1 m m 
Di = M ' ~ ~  D. + D.. 

J 1 j = 1 

Nous énonçons deux propositions classiques sur les systèmes d'équations, 

les preuves données dans [COU 11 s'adaptent ici sans changement. 

P t ~ o p o d ~ o n  2 . 2  

Soit E le système d'équations X. = T (i = 1, ..., n), 
1 i 

E' le système obtenu à partir de E en substituant dans un membre 

droit T à une occurrence de la variable X. 
i j ij ' 

alors E et Et ont la même solution. 

Phopoaaon  2.3 (Théorème de substitution) 

Soit E un système d'équations aux inconnues X1, ..., Xn, Xn+], ..., Xn+m 
E' le sous système de E aux inconnues Xn+y " - 9  'n+m 



(XI. .... X étant considérées comme des constantes). 
n 

soit (A'n+l . . . . . A' ) et (AI . . . . . An. An+, . . . . . A n+m n+m 

les solutions respectives de E' et E. 

Alors le système 

a pour solution 

VéginLtLon 2.2 
00 

Une alternative de Alç est dite reconnaissable si le nombre de ses 

sous-alternatives distinctes est fini. 

PtopohiLion 2.4 

Les alternatives reconnaissables sont celles qui sont solutions des 

systèmes d'équations réguliers. 

i.e. en notant Rec : l'ensemble des alternatives reconnaissables 

Reg : l'ensemble des alternatives solutions des systèmes 

d'équations réguliers. 

on a : Rec = Reg. 

Preuve 

i) Rec - c Reg. 

Soit A une alternative reconnaissable. 

On définit sur dom(A) la relation d'équivalence : 

Cette équivalence a un nombre fin i de classes. 



On choisit comme représentant a dans chaque classe l'élément minimum 

pour l'ordre lexicographique. 

Soit m l ,  . . . , m l'ensemble des éléments minimaux. 
P 

On leur associe un système d'équations de la façon suivante : 

. - si A(mi) É 5 on lui associe l'équaiton X = A(mi) m. 
1 . - si A(m.) E Col(F) on lui associe l'équation : 

1 

. - si A(m.) E P on lui associe l'équation : 
1 F 

ce système est régulier et a pour solution 

(Alml, . .. ,  AI^^). 
or E L m l  ..., m , donc A est un élément de la solution d'un système 

P 

régulier. 

ii) Reg c Rec. - 
Soit E le système X = ~.(i = 1, ..., n) régulier. 

i 1 n 
Montrons que tout élément de la solution de E a au plus 1 card(M1'.) 

j=l J 
sous-alternatives distinctes. 

Notons Sb(A) l'ensemble des sous-alternatives d'une alternative A. 

Montrons que : Soit (A1, ..., A ) la solution en E n 

Sb(Ai)  lm tel que m L Ml' j = 1, ..., n} = H. 
J j ' 

par récurrence sur dom(A.), on a : 
1 

. m E D! => A. lm est un élément de H par définition 
1 1 

. m E DY' avec m = m' ml1 où m' L M ' ~ ~ ,  ml1 E D 
k 
j 

=> Ailm = A.lm E H par hypothèse de récurrence. 
3 



Exemple : 

Soit l'alternative reconnaissable de ~1~ 
{uo 1 

(où : a, b, c r Col(F), a, B E PF) 

on peut lui associer le système d'équations régulier : 



Dans ce chapitre à l'instar de CCOU1, COI nous associons à la 

notion de reconnaissabilité une notion de rationnalité, en définissant 

une opération "étoile" sur les alternatives. Ce qui permet de donner des 

alternatives reconnaissables une description finie sous forme d'expressions 

rationnelles, qui, intuitivement, correspond à une démarche de programmation 

structurée. En effet à une expression rationnelle on peut associer un schéma 

structuré en traduisant l'opération étoile par la boucle REPEAT à plusieurs 

niveaux de sorties ~'EXEL.[AR]. 

1 - L'OPERATION ETOILE 
On considère que l'ensemble des indices S contient un ensemble dénombrable 

que l'on identifie à N  l'ensemble des entiers naturels. 

D C ~ i f i , o n  1 . 1  
m 00 

Soit s : AlS + Al l'application définie récursivement par : 
S 

. s ( 0 )  = S1 

m . pour A t AlS - {O}, s(A) = AI0 Is(A), i : i>O 1 i-11 

l'application s est dite "étoile" 

Soit l'alternative A = a 
/ \ 

a b  



alors s(A) 

Afin de pouvoir donner de l'étoile une définition plus explicite on 

définit sur Alg un ensemble d'opérations qui s'étendent par continuité 

D & d i W o n  7.2 

Pour k E N ,  soit I. : AlS + AlS l'application définie par : 
k 

i)r si I ' ~ S + i N o u r = n ~ N e t n < k  
7 

ii) n+l si I' = n E IN et n 2 k. - - 
iii) I. (B).A si r = B.A avec A E Col(F) k - - 

et B E Als 

iv) Clk(A), lk(B)3a - si r = [A,Bla avec 

a E PF, A, B E AlS 

I. est noté I.. 
O 

Lemme 7 . 7  

est croissante et continue. k 



Preuve 

i) + est évidemment croissante 
k 

ii) Soit A une partie dirigée de Als. 

sup (tk(A)) = sup {tk(~) 1 A c Al 

= sup  AC^ : i r k 1 i + 11, A E A )  

la substitution étant continue 

= sup (A) Ci : i r k 1 i +  11 

= '~(SUP (A)) 

Vé~iniLion 7.3 

Soit J. : AlS -t AlS l'application définie par : 

ii) +(B).A si r = B.A avec A E COl(F), B E AlS - - 

Lemme 1.2 

+ est une application croissante et continue. 

Preuve 

J. est évidemment croissante, la continuité découle de la continuité de 

la substitution. 



V é ~ i n W a n  7.4 

Pour k f 1, soit C : ~1~~ -r Alç l'application définie par k 

i) Ck(Qy A) = fi, Ck(k, A) = A. Ck(n, A) = n - si n # k 

ii) Ck(B.A, D) = Ck(B, D) .A où A E Col@) 

iii) Ck([A, Bla, D) = CCk(Ay D), Ck(By D)lo où ci c P 
F 

i.e. : Ck(A, B) = ACkIBI. 

C = C est dite "concaténation" et C(A, B) est noté A ' B. 
O - 

Lemme 7.3 

C est une application croissante et continue. 
k 

Preuve 

Conséquence de la croissance et de la continuité de la substitution. 

Lemme . 7 . 4  

C est une opération associative. 

Preuve 

Notation 

Le lemme 1.4 nous permet d'adopter une notation exponantielle en posant 

CQ n+ 1 
pour A c ~1~ : A' = O, A' = A, A = A" - A = c(A", A) 

Nous démontrons ci-dessous quelques propriétés techniques de ces opérateurs. 

Lemme 1.5 
m 

i) Y A c Alç : +(+(A)) = A 

cm 
ii) Y k c N ,  Y A c A l S  : fk(+(A)) = +(lk+](A)) 



110 
w 

iii) V A ,  B E AlS : 4-(A)<S(AL) 

iv) V ic, k' E N, k # k' 
w 

Y Al, B1, A2 E AlS , A2 ne contenant pas d'occurrence de k' 

iv') k # O k' = 0, A ne contenant pas d'occurrence de O : 
2 

w 
V) Y n E IN Y k E IN (k # O), V Al, A2 E AlS, A ne contenant pas 2 

d'occurrence de O : 

Preuve : 

+(A) ne contient pas d'occurrence de O 

= (A[iIi+ll)Cili-11 = A 

ii) tk(+(A)) = (ACOIR, i>0/i-11) Ci>k/i+ll (=r) 

. - si k = O alors T' = A I O I R I  = +(fl(A)) 

. - si k > O alors I' = A ~ o ~ Q ,  O 1 1 = + <tk+, (A)). 

Remarquons que les opérations f et + ne commutent pas, puisque 
+(+(A)) = +(tl(A))* 

pour A = O : +(+(A)) = Q et +(+(O)) = O - 

iii) . dom (+(A)) = dom(A) 

donc : dom (+(A)) c dom(+ (ALB)) puisque - 
dom (A'B) = (dom(A) - Mo) u Mo .dom(B) 

où M = {m E dom(A) 1 A(m) = 0). 
O 

. soit m E dom(A) tel que (A) (m) # R donc A(m) 1 {O, R I .  

d'où (+(A ' B))(m) = +((A ' B)(m)) = +(A)(m). 



iv) Ck(Ckl(Al, BI). A2) = ( A ~ C ~ '  1 ~ ~ 1 )  [klA21 

k # k1 et occ(k' , A2) = - 
= (A1[k ~~1)Ck' lBICk A211 = Ckl (Ck(A1 A2) 7 Ck(B1 A2)) 

iv') immédiat d'après (iv) 

V) par induction sur n 

. n = O ~ ~ ( 0 ,  A2) = O puisque k # O 
O 

Ck(Al, A2) = O par définition 

P 
vi) se déduit de (v) sachant que t (A2) ne contient pas d'occurrence 

de O puisque (p > 0). 

O 

PhOpOh&i~n 7 . 1  
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Pour A E AlS 

on a : S(A) = sup {c(A~) 1 n E N }  

Preuve 

i) si A = O alors s(A) = R - 
et sup IJ.(A~) 1 n E N I  = sup {+(O)} = R .  - 

ii) Supposons A # O 

et soit U l'équation 

X = ACOIX, i > O 1 i -  11 

et posons T(X) = ACOIX, i > O 1 i - 11. 
alors : U a une solution unique et 

sol (U)= SLIP (rn (R) ) 



Or v n T"(R) = 4 (A") . - 
en effet : par induction sur n. 

. n = ~  T'(R)=R 

et +(AO) = +(O) = R 

1-1 . n > O  T"(R) =T(T (R)) 

= A C O  irn-' ( a ) ,  i>0 1 i-1 I 

~ A C O I + ( A ~ - ~ ) ,  i>OIi-il 

= +(ATOIA~-~I) 

= + (A") . 
Par définition de s, s(A) est solution de l'équation U, d'où l'égalité. 

Remarquons que sup 11 (An) 1 n c N} est bien défini puisque (+(An)) 
n 

est une chaîne croissante en vertu du lemme (1.5, iii). 

cl 

P t r o p o h ~ o n  1 . 2  

00 

Soit A E AlS 

On pose dom(A) = D u D u D2 avec : 
O 1 

m E DO si A(m) = O - 
m r DI A(m) e N+ 

m E D2 sinon 

* 
et soit A l'alternative donnée par : 

* * 
dom (A ) = Do (DI u D2) 

**") = i 
* 

A(ml') si m = m' m" avec m' é D m" E Dî - - O' 

A(m") - 1 si m = m' ml' avec m' E D m" E Dl - - 0 ' 
alors : 

s (A) = A*. 



Preuve 

On utilise la forme de s(A) de la proposition 1.1. 

. V n E IN dom (+An) =  dom(^^). 

montrons par récurrence que : 

n- 1 
dom (A~) = (E u Do u . . . Do ) (Do u D l  U D2) 

En effet : 

. dom(A) = D u Dl u D2 
O 

n+l) n . dom(A = Dl u D2 u Do dom (A ) 

n- 1 Hz Dl u D2 u Do (E u Do u ... u Do ) (Do u Dl u D2) 

puisque E E D u Dl u D2 on a : 
O 

donc 

dom s ~ p  (+(An)) = u dom (i (A")) 
n a  

puisque E E Dl E D2 

d'autre part : 

$(An) (m) = A(ml') - si m = m'ml' avec : m' E E u Do u . . . 
m" E D2 

n- 1 
A(mW)-1 y si m = m'm" avec m ' ~  E u D u ... u Do 

O 

mu E Dl 

n- 1 
si m = m'm" avec m' E E u D u . .. u Do - O 

m" E DO 

d'où : 

SEP (t (A") (ml = snp (i (ml ) 

= ( A(ml') - si il existe n, m = rn'm", 

1 A(mW)-1 - si il existe, m - m'm" 



Nous démontrons ci-dessus quelques propriétés techniques sur l'opération 

étoile. Par la suite on utilisera l'une ou l'autre des trois définitions 

équivalentes de "s". 

PtropoaLtion 7 . 3  
w * 

i) Y A E AlS : fk(A ) = (tk+l(~))*. 
00 

ii) Y A ~ . A ~  E ~1~ : c (A* y A2) = (Al Y +(A2)))*. 

Preuve 

* 
i) tk(A = fk(s;p (+(A")) 

f étant continue : 
k 

= SEP (+,(+(An) 1) 

par le lemme (1.5, II) 

* n 
ii) Ck(AI, A2) = Ck(s;p (+Al), A2) 

C étant continue 
k 

n 
= SUP Ck(+ Al, A2) n 
- - sgp (+ Ckll(AfY +A2)) 

d'après le lemme (1.5, vi) : 

- - SEP (+(Ck+l (A1, fA2)In) 

* 
= (Ck+l(AI, '(A2))) . 

2 - ALTERNATIVES RATIONNELLES 

L'ensemble des alternatives rationnelles, noté Rat, est le plus petit 

w w 
sous-ensemble de Al clos par les opérations du magma M (W) et par l'étoile. S 



i.e. : Rat est tel que : 

i) S 5 Rat 

ii) A E Col(F), B E Rat => B.A E Rat 

iii) a E Pp, A, B E Rat => [A, Bla E Rat 

* 
iv) A E Rat => A E Rat. 

i.e. : une alternative A est dite rationnelle si il existe une suite finie 

AI, ..., A d'alternatives telles que An = A et Y i = 1, ..., n, 
n - 

A. E S OU A. est obtenu à partir des A (j < i) par l'une des 
1 1 j 

opérations ii, iii, iv ci-dessus. Al, ..., A est dite la "suite 
n 

rationnelle définissant" A. 

PtropobLtion 2.1 

Rat est fermé par les + -opérations. 
k 

Preuve 

Soit A E Rat, 

et p(A) la plus petite longueur d'une suite rationnelle définissant A. 

récurrence sur p(A) : 

. p(A) = 1 = > A  E S => fk(A) E S - c Rat. 

. A = B.A1 avec A' E Col(F), B E Rat 

p(B) < p(A), donc, d'après l'hypothèse de récurrence : 

fk(B) E Rat 

donc tk(A) = tk(B .A' ) = fk(B) .A' E Rat. 

. A = [A1, A21a avec a E P Al, A2 E Rat. F 

p(A1) < v(A) %p(A2) < 

donc d'après l'hypothèse de récurrence 

fk(A1), +k(A2) E Rat. 

d'où : fk(A) = [fk(An), fk(A2)la L Rat. 



* . A = A' avec A' É Rat 

v(A') < p(A) : donc d'après l'hypothèse de récurrence : 

fk(A1) É Rat 

d'où 4 (A') c Rat 
k+ 1 

or : tk(~) = tk(~+) = 

d'où d'après la proposition (1.3 - i) : 

- - (tk+l(~'))* É Rat. 

Ptro pas &an 2.2 

Rat est fermée par les opérations C 
k ' 

Preuve 

Soient Al et A2 r Rat. 

récurrence sur p (A1 ) , 

. p(A1) = 1 => C (A 
k 1, A2) = A ou A2 c Rat 

1 

. Al = B.A1 avec At2 r Col(F), B c Rat. 2 

Ck(B.AV1 , A2) = Ck(B. A2).AlI 

p(B) < p(A ), d'où d'après l'hypothèse de récurrence : 1 

Ck(B. A2) É Rat 

donc C (8, A2) .A' = Ck (Al , A2) c Rat. k 

. Al = [A' , A1'llo avec o r P A'] , A''] E Rat. F ' 
Ck(A,. A2) = CCk(A'Iy A2Iy Ck(A'lly A2)la 

or IJ(A'~) ,P(A"~) < p(Al) 

d'où d'après l'hypothèse de récurrence : 

C~(A'~, A2) - et Ck(A1ll, A2) É Rat. 

d'où : Ck(Aly A2) É Rat 

P . Al = A  avec A g 1  E Rat. 1 
* 

Ck(A'l> = (Ck+l (A'~, +(A~)))* d'après la proposition (1.3 - ii) 
or : A2 É Rat => +(A2) É Rat. - 



u(A']) < u(AI) d'où d'après l'hypothèse de récurrence : 

Ck+ 1 (At2. +(A2)) E Rat 

donc : Ck(AI, A*) E Rat. 

Ptropo~&on 2.3 

Toute alternative rationnelle est reconnaissable. 

i.e. Rat c (Reg = Rec). - 

Preuve 

. S c Rec - 
00 . Rec est évidemment fermé par les opérations du magma M (W). 

Montrons que Rec est fermé par l'opération étoile. 

* 
En effet : le nombre des sous-alternatives distinctes de A est au plus 

égal à celui de A, pour A E Rec. 

i. e. : card ( ~ b  (A*)) card (Sb(A)) : 

* * 
Soit : m, m E dom(A ) avec m = m'm" avec m' E D o  m" E Dl u D2 

- - -  - - 
m = m'm" avec m' E Do, ml' E Dl u D2 

- * * - 
montrons que : Alm" = Alm" => A lm = A Im : 

* - 
(A (m) (u) = . - si m " ~ ,  ml'u E D2 

alors A (m"u) = A(;"u) = (A* 1;) (u) 

. - si m'lu, il'u E D 
1 - 

alors A(mWu) - 1 = A(m1'u) - 1 = (A* 1;) (u) 

* 
. s i u = v w a v e c v ~ D  - W E D  u D 2  

0 y 1 

alors . si w E D2 - - 
* * - 

alors A (mvw) = A(w) = A (mu) = (A* 1;) (u) . 



3 - EXPRESSIONS RATIONNELLES 

On pose = SIX où X est un ensemble de symboles d'alternatives "inconnues" 

On considère un symbole distingué de graduation 1, *. - 

R é d i W o n  3 . 1  

On appelle "expression rationnelle" un élément de ~ ( i  u (2 ) ) .  

L'ensemble des expressions rationnelles est noté E- (FUP), ou E- lorsqu'il 
S S 

n'y a pas d'ambiguité sur FUP. 

i.e. : E- est le plus petit ensemble vérifiant : 
S 

i) 5 - c ES 
ii) A É Col(F), B É Eç =7 B.A c ES 

iii) a t PF, A, B s E- => CA, Bla t EJ S 

iv) A E E- => * (A) E ES S - 
* 

*(A) sera noté aussi A- - 

Exemp 1 e 

Soit a, b c Col(F), a É P F 
alors a 

/ \ 

Ré $ i W o n  3 . 2  

i) Soit e E E-, m E dom(e) 
S 



On appelle r'pprofondeur de m dans err  l'entier 

6(m, e) = card {m' 5 m 1 e(ml) = *) 
+ P - 

ii) soit e E E-, m E dom(e) tel que e(m) E N  (n 5 )  
S 

m est dit "signe terminal de e r r  - si 

e(m) est alors dite "ua2eur ZocaZe de m dans err 

et ~ ( m ,  e) est dite "vaZeur t em inaze  de m dans elr. 

On note ST(e) l'ensemble des signes terminaux de e. 

Exemple 

Soit e l'expression rationnelle de l'exemple précédent. 

o n a :  6(~, e) = 6(1, e) = 0, 6(21, e) = 1 

~ ( 1 ,  e) = 0, ~(211111, e) = -2, ~(21121, e) = 0. 

S (e) = (1, 21121). 

On a Ali c E- les opérations .F et Ck (k E IN) peuvent être étendus . - S' k 

à E- de la manière suivante : S 

V é & i W o n  3.3 

Pour k E IN 

i) Soit + : E- -t E- l'application définie par : 
-k S S 

(B) .A si e = B.A avec A E Col(F), B E Ei - 
1 .C4+(A),ik(B)loi - si e = [A,Blu avec a E PFi A,B E E- S 

* * ( . (Lk+l(el))- si e = el- avec e' E E- - S 

2 
ii) soit C ' E- + ES l'application définie par : 

- k a  S 



' . e  Ckle21 s i  e  E 5 1 - 1 

C (B, eZ).A s i  e l  = B.A avec A E ~ o l ( F ) ,  
-k - 

B E E- 
S 

. [&(A, e2 ) ,  gk(B. e2) l a  e = CA,Bla 

avec a E PF, A ,  B E ES 

* * 
. -k+l ( e V , ,  E(e2))) -  & el  = ( e V l ) -  avec e t  E E- 1  S 

Lemme 3.1 

- Pour e  E E-, va l (e )  E Rat. 
S 

- pour A E Rat, il ex i s t e  e  E E- t e l  que A = va l ( e ) .  
S 

Dé$inition 3 . 4  
w 

Soi t  va l  : E- -t A l ?  
S  l ' app l ica t ion  déf in ie  par : 

Preuve 

Immédiate. 

va l ( e )  = 

., 

Lemme 3.2 

i )  f O va l  = va l  O 
k  r, (Y k  E N) 

i i )  v a l  (&(el , e2) )  = Ck(val(e l ) ,  va l (e2) )  

+J k E N ,  Y e l ,  e2 E E- 
S  

- 
' . e  s i  e  E S - 
. val(B) .A - s i  e = B.A avec A E Col(F), B E ES 

. [val  (A), v a l  (B) l a  - s i  e  = CA,Blaavec 

a  E PFy A,  B E ES 

* . ( v a l ( e l ) ) *  = s ( v a l ( e l ) )  s i  e  = e l -  avec e '  E E- - 

Preuve 

i )  Par induction sur l a  complexité de e. E E- 
S 

. - s i  e  E S a l o r s  ( 4  O va l )  (e) = t k ( e )  = &(e) = (val  O Lk) (e) 
k  

S  



. s i  e = B.A avec B E E- A E Col@) - S y 

a l o r s  ( l k  O v a l )  (B.A) = +pl (B) .A) = fk (va l  (B)) .A 

d'où d'après l 'hypothèse de  récurrence : 

= (val O a) (B) .A = (va l  O $) (e) 

. s i  e = [A ,  Bla avec a E PF, A,  B E E- - s 
a l o r s  : ( t k  O va l )  (CA, Bla) = tk(Tvol(A), va l (B)a l  

= [ ( t k  O va l )  (A). (rk O v a l )  (B) lct 

d'où d'après l 'hypothèse de récurrence : 

= [ v a l  O L ~ ( A ) ,  v a l  O L ~ < B )  l a  = (va l  O a) (e) . 
* . s i  e  = el -  avec e'  E E- 

h S 
* 

a l o r s  ( rk  O va l ) (e l* )  = t k ( ( v o l ( e l ) )  = ( t k + l ( v a l ( e ' ) ) ) *  

d'où d'après l 'hypothèse de récurrence 

= (va l  O -k+ t 1 ( e V ) ) *  = ~ a l ( ( & + ~ ( e ' ) ) ~ )  = (val o L k ) ( e )  

i i )  par  induction sur  l a  complexité de e l  

. - s i  e l  E S a l o r s  v a l  (C ( e l ,  e2 ) )  = val(elCkle21) -k 

= - s i  e = k a l o r s  v a l  (e2) = Ck (val (e l )  , v a l  (e2))  1 

s inon v a l  ( e l )  = Ck(val ( e l ) ,  v a l  (e2)) .  

. - s i  e l  = B.A avec A E Col(F), B E ES 

a lo r s  v a l  (&(B.A, e 2 ) ) )  = v a l  (&(B, e2) .A) 

= v a l  &(B, e 2 ) )  .A 

d'où d 'après  l 'hypothèse de récurrence 

= Ck(val(B), v a l ( e 2 ) )  .A 

= Ck(val(B).A, va l (e2 ) )  = Ck(val (e l ) ,  v a l ( e 2 ) ) .  

. s i  e  = CA, Bla avec a E P A,  B E ES - 1 F ' 
a lo r s  : val(C+([A,Bla, e2))  = V B ~ ( C ~ ~ ( A ,  e 2 ) ,  &(By eZ)  la) 

= [ v a l  (ck(Ay e2)  , va1 (ck(B, e2 ) )  l a  

d'où d'après l 'hypothèse de  récurrence : 



= CCk(val (A), va l  ( e2) ) ,  Ck(val (B) , va l  (e2))  l a  

= Ck ( e l )  (e2) ) 

* . s i  e  = e '  avec e '  E E- - 1 1 1 S 
* a lo r s  val(&(e1;, e2) )  = ~ a l ( ( C ~ + ~ ( e ' ~ ,  t ( e2) ) ) - ) .  

= ( v a l ( ~ + + , ( e ' ~ ,  '(e2)))* 

d'où d 'après l 'hypothèse de récurrence : 

= (Ck+l (val (e '  1 ) ,  v a l ( i ( e 2 ) ) ) *  

d'où d 'après  ( i )  

- - * 
(Ck+] (val (e '  , 4 (val (e2) 1) 

* 
= ck((va1(e1, ) )  , va l (e2) )  

* 
= ck(val  ( e t ï ) ,  va l (e2) )  = Ck(val ( e l ) ,  val  (e2)) .  

i i )  V e l ,  e2 r E- V k E R .  s ' 
C ( e  e 2 ) = e l ~ m r S T ( e 1 ) , ~ ( m , e 1 ) = k : m + +  -k 1 '  -k 6 ( m , e ~ )  (e2) 1 

C (e e2) s e r a n o t é  e  rk l le21.  -k 1 '  1 

Preuve 

On d é f i n i t  une appl ica t ion h  : E- + N  
S 

d i t e  "hauteur d ' é to i l e"  par : 

h(e) = ( O s i  e  E 5 - 

h(B) s i  e  = B.A avec B r E- e t  A E Col(F) - S - 
max{h(~) ,  h ( ~ ) )  s i  e  = CA, Bla avec a E P A, B E E- - F ' S 

* 
\ 1 + h(e1) s i  e  = e '-  avec e '  E E- - S 



i) par induction sur h(e) 

. h(e) = O => e E ~ 1 ;  

d'où &(e) = tk(e) = eTi 2 k ; i 1 i+ll 

- 1 or e E Al: => V m  E e (i), m E ST(e) - 
6(m, e) = O - et ~ ( m ,  e) = i 

d'où + (e) = erm E ST(e), ~ ( m ,  e) 2  k, m +  e(m)+ll 
' -k 

. h(e) > O 

soit {ml, . . ., m l'ensemble des éléments minimaux, pour l'ordre n 

prefixiel c de dom(e) tel que : e(mi) = *. 
P y 

- 

soient : e', el, ..., e les expressions rationnelles 
n 

données par : e' = eCm. + R ,  i = 1, . . . , nl i 1 

e = elCml + el, ..., m + e 1. 
n n 

* 
et pour i = 1, ..., n e. = eV- 

1 i 

alors : 

t (e) = fk(et) Cml + t (e ), ..., m + t (e )1 -k -k 1 n -k n 

or - 
* 

&cei> = (&+] (eli)) 

d'où d'après l'hypothèse d'induction (h(eVi) < h(e) pour i=l,..,n) : 

Ac+ 1 (eti) = el.Cm E ST(eVi), ~ ( n ,  e' ) 2  k+l ; n + e' (m) + 11 
1 i i 

d ' où 

t (e.) = e.Cm E ST(e.), ~ ( m ,  ei) 2 k  : mcei(m) + 11 
-k 1 1 1 

donc : 

&(e) = tk(el) [mi -+ e Im E ST(ei). ~ ( m ,  e.) 2 k : n -+ ei(m) + 11, i 1 

i = 1, ..., nl 
or : m E ST(e) => 3 i = 1, ..., n tel que m = UV, - 

{ v E ST(ei) 

et ~ ( m ,  e) = ~ ( v ,  ei), 

sinon ~ ( m ,  e) = e(m) 



donc : 

.E (e) = e[m E ST(e), ~ ( m ,  e) 2 k : m + e(m) + 11. 
-k 

ii) par induction sur h(el) 

le raisonnement est similaire au cas précédent. 

* 
Considérons toutefois le cas, central, el = e V l -  

* * 
C (e1iy 9) = (C++l(e'17 +(e2)))- -k 

d'où par hypothèse d'induction (h(el) < h(el)) : 

d'où le résultat. 

Lemme 3.4 

Preuve 



Exemp 1 e 

Soit el = 

alors elLOl le2]. 

Pour pouvoir donner de la sulution d'un systsme régulier une expression 
A 

rationnelle, on étend l'ensemble des expressions rationnelle à S = S u X 

en introduisant un nouveau symbole de graduation 1 : f. Cet ensemble sera 

noté Es, et sera dit ensemble des T-expressions rationnelles, (T pour terme) 

i) On appelle "T-expression rationnelle" un élément de M(W u {*, f}) de 

la forme : 



eCkl 1 lXl. ..., knI lxn] où 

e c E -  S 

kl, ..., k C R  (n S) tel queV i f  j 
ki # kj n 

et eCkl 1x1 = eCm c ST(e), ~(m,e) = k : n + .f 6 (n. e) (X) ] 

ii) A une T-expression rationnelle e = e1lklI lx1, ..., knllXnl 
=Tl w 

on associe une application ê : Alg + Al5 donnée par : 

ê(Al. . ... An) = val(elCkl l [A1, ..., knl \An) 
= val (et) Ckl I A ~ ,  . . . , knlAnl 

et on pose : val(e) = val(el) [k IX .... knlXnl. 1 1, 

d 'où : 

Soit e E ES, ê c E- S 

alors : val(eCk1 lèl) = val(e) ~klval(e) 1. 

Notation 

- 
Pour e c Ez, el E ES et e = elkl 1 lxI, . .., knl lxn] 
on pose e[X.Ile1l = e[kll /XI, ..., kiI le', .... knl lxn] 

1 

Lemme 3.6 

Pour e E E S 
* 

A = (eCX1l+(X1), ..., X n l+(Xn)l)- E ES 

Preuve 

Soit e = e1CklllXlY ..., knllXnl avec e' E ES 

* 
alors A = (:(et))- Ckl( lxl, . . . . knl lxn). 



4 - RESOLUTION DES SYSTEMES D 'EQUATIONS REGULIERS 

Nous montrons dans ce paragraphe qu'à tout système d'équations 

régulier on peut associer une expression rationnelle qui représente sa 

solution. 

i.e. : Rec c Rat. - 

On appelle système d'équations rationnel un ensemble dféquations de la 

forme : 

X .  = T. (i = 1 ,  ..., n) avec T. E E- 
1 1 l suix,, . . . ,x l' n 

Remarque 

Un système régulier est rationnel. 

PhopaaLCiun 4 . 1  
w 

Soit A E AlS - (0) 
L'unique solution de l'équation : 

* 
U : X = ACOJX, i > O ( i-11 est A .  

Preuve : 

Voir la preuve de la proposition (1.1) 

P ~ L o ~ o . ? ~ ~ . & ~ o M  4 .2  

w 
Soit T E Al: 

l'unique solution de l'équation 

* 
U : X = T est : (TCX(O, il i+ll) 



Preuve 

Conséquence immédiate de la proposition précédente. 

Soit e E E- 
S d X l  y . .  . ,xJ s 

la solution de l'équation X = ê sur 
n 

~ 1 -  est val(E) où 
su{xl,. . . ,x i 

n 

Preuve 

00 

Soit Al, ..., A E Al5 
n 

* 
= val(eiX1 I (A,), . . . , Xn-l IAn-lllXnlO, ili+ll) 

qui, d'après la proposition 4.2, est solution de l'équaiton 

Xn = val(eCX1lA1, ..., 1A 1) 'n-1 n-i 

d'où le résultat. 

PtropanXian 4.4 

Rec c Rat. - 

Preuve 

Montrons qu'une composante de la solution d'un système rationnel (donc 

en particulier régulier) 

Xi = . (i = 1, ..., n) est de la forme val(e) où e c E-. 
1 S 

La preuve se fait par récurrence sur n. 



. s i n 5 1  - 
X =  val(^) où T E EhiXl 

a pour solution : val(r) [XI O, i 1 i+l l* = A 

00 

d'après la proposition 4.2 puisque  val(^) E Al; "lx). 

et A E Rat, d'où le résultat. 

ème 
On résoud la n équation suivant la proposition 4.3.011 substitue le 

résultat dans les (n-1) équations restantes. 

On obtient un système rationnel à (n-1) équations, d'où le résultat 

par l'hypothèse de récurrence. 

Soit le système d'équations réguliers : 

on résoud la première équation, ce qui donne : 

(pour simplifier on identifie une expression rationnelle e et val(e)). 

Par substitution on obtient le système : 



On résoud l'équation ( l ' ) ,  on obtient : 

En substituant dans (2') on obtient : 

d'où : 

Z = * - h  
/k\; * - - O /* - g \ l  

\O 



~ È M E  PARTIE : 

EQU IVALENCE PAR COMEUTATION 



Nous abordons dans ce chapitre les alternatives d'un point de vue 

00 
sémantique et définissons une fonction sémantique sur Alç . Cette fonction 
étant continue, nous pouvons donc définir l'équivalence sémantique des 

alternatives par l'intermédiaire de leurs approximants finis. Nous montrons 

aussi que l'équivalence syntaxique (identité des alternatives) est plus 

fine que l'équivalence sémantique. 

D é d i W o n  eA noXua2on 7 

. une interprétation (1, 1') de FUP sera notée 1 lorsqu'il n'y a pas 
d'ambiguité. 

. On note v l'ensemble des valuations à valeurs dans D (domaine de 1). 
1 1 

. On définit sur v un ordre c par : 
1 - 

et soit IV la valuation donnée par : 
v f v ', (VI = LI 

Alors : lv est le plus petit élément de v pour l'ordre c. 1 - 

et (vI, c, Lv) est un cpo avec : 

v partie dirigée de v v E V - 1 ' 
sup (1) (v) = sup {v(v) 1 v E yJ. 
C < - - 

D&@it ion  2 

m 
On appelle "alternative propre" un élément de AlS avec S = (R, O}. 

Vé$LnLtion 3 

Soit 1 une interprétation de FUP et v E v 
7 1 ' 

. l ' a c t i on  d'une a l t erna t ive  propre A sur la  valuation v est donnée par : 



03 

i i )  B * (A' * V) - s i  A = B.A1 avec B c  A l  e t  A '  c  Col(F) s 
w 

i i i )  [A1*v,A2*vl(a*v) - s i  A = CA1,A21a - avec UEP > A  y A  cA1 
F 1 2  s 

03 . l ' a p p l i c a t i o n  c a l  : A l S  X v + v donnée par  : I I  

calI(A, v) = A * v e s t  d i t e  1a"fonct ion c a l c u l é e  par  A sous 

l ' i n t e r p r é t a t i o n  1 pour l a  v a l u a t i o n  v". 

Remaraue : 

Une forme équiva len te  de c a l  peut ê t r e  donnée [COU11  de l a  manière su ivan te  : 
1 

03 . a A c  A l S  - e t  v c  v on a s soc i e  une s u i t e  
1 ' 

C = {ci = (ui,  vi) } d'éléments de  dom(A) x vI t e l l e  que : 

i i )  s o i t  C. 1 = (ui ,  vi) 

. - s i  A(ui) = O a l o r s  Ci+]  = C .  
1 

. - s i  A(ui) = R a l o r s  Ci+l  e s t  non d é f i n i  

. - s i  A(ui) E COl(F) a l o r s  

s i  A(ui) * vi # lv a l o r s  u = u - i+ 1 v 
i l '  i + l  

= A(ui) * v i 

s i n o n C  e s t  n o n d é f i n i  i+ l 

. s i  A(u.) c  PF a l o r s  - 1 

s i  A(u.) * V. = v r a i  a l o r s  u  = u v = v. - 1 1 -- i+ l i l '  i + l  1 

s i A ( u . )  * v i E  f a u x a l o r s  u  = u  -- v 
i 2 '  i + l  

= v. 
1 i+ 1 1 

s i  A(ui) * vi = 1 a l o r s  C i i l  - - - e s t  non d é f i n i .  

. s i  il e x i s t e  un e n t i e r  n  t e l  que C d é f i n i  - n 

e t  Cn+l  non d é f i n i  avec A(u ) = O n  

a l o r s  calI(A, v )  - - 'n 

s inon  calI(A, v) = lv. 

Ca1 e s t  une a p p l i c a t i o n  c r o i s s a n t e .  
1 



Preuve 

i) CalI est croissante par rapport à son premier argument. 

w 
Soient A, B E AlS tel que A 5 B 

e t v ~ v  I ' 

la preuve se fait par récurrence sur la complexité de A. 

. si A = R alors A * v = c B * v. - I V  - 

m . si A = C.Af avec C E Alg et A' E Col(F) - - 
alors B = D.A' avec C 5 D (cf. 2ème partie, ch II, lemme 1.2) 

or par hypothèse de récurrence, on a : 

c * (A' * v) c D * (A' * V) - 
d'où : A * v c B * v. - 

w - si A =  CA^,  C la avec ci r PF, Al, A2 r Alg 

alors B = CBl,B21a - avec Al 5 B1 - et A2 < B2 

(cf. 2ème partie, Ch II, lemme 1.3) 

or par hypothèse de récurrence : 

A. * v c B. * vpour i = 1, 2 
1 - 1 

d'où A * v c B * v. - 

ii) Cal est croissante par rapport à son second argument. 1 
00 

Soient A E AlS 

et v, V' E v avec v c v'. 
1 - 

la preuve se fait par récurrence sur la complexité de A. 

. si A = R alors A * v = 1 = A * v'. - -v 
si A = O alors A * v = v c A * v' = v'. - - 

00 . - si A = C.A' avec C r Al et A' E Cal(F) 
S - 

En montrant que A' * v c A' * v', on aura, par hypothèse de récurrence - 



soit v E V 

(A' * V) (v) = si v E J alors i (v) * v sinon v. A' - A ' 
or i (v) = t E M(F, V) - A' 
montrons par induction sur t que : t * v a t * vl. 

1 

. si t = n alors t * V = II t * v' - 
si t = v E V alors t * v = v(v) I vt(v) puisque v 5 v'. - 1 

alors t * v = f (t * V, ..., t * v) I l  n 

par induction on a : 

t. * v II ti * v' pour i = 1, ..., n 
1 

or f vroissante, 
1 

d'où : 

(A' * V) (v) c si v E J alors iA, (v) * v' sinon v = (A' * v') (v). A' - 
03 . - si A = CA A21a avec a E P A], A2 E Al 1 ' F ' S 

par une démarche similaire au cas précédent (P croissante) 
1 

on montre : a * v c a * v' (où c : l'ordre discret sur {vrai, faut, 1)). 
-P -P 

d'où : 

si cx * v = 1 alors A * v = - l v c ~  * v' 
si cx * v = vrai alors a * V' = vrai et - -- - 

A * v = Al * V - c Al * V' = A * V' (par hypothèse de récurrence) 

si a * v = faux alors a * v' = faux et - 
A * v = A x v c A2 * v' = A * v' (par hypothèse de récurrence). 

2 - 

Ca1 est continue. 
1 



Preuve 4 

i) Cal est continue par rapport à son second argument : 1 

soit - v une partie dirigée de v 
1 

pour v E V posons : 

Y (v) = syp iv(v) 1 v r 21 = sup (2) (v) . 
-1 

Montrons par induction sur t E M(F, V) que : 

- . - si t = R alors t * v = 1 = sup (t * 2). 

. si t = v E V alors - 

. - si t = f(tl, ..., t ) avec ti(i - 1, ..., n) r H(F, N) et f E Fn. 
n - - 

= sup ifI(tl * V, t * VI, v c 21 
n 

f étant continue 
1 

= fl(sup(tl * v), ..., sup(tn * v)) 

d'où par induction : 

d'où on en déduit : 
- . pour A E Col (F) sp(A * v) = A * v - . pour a E PF SIJ~ (a - v) = a * v 

- 
w 

Montrons par récurrynce sur la complexité de A E Al que Cal est continue s 1 

en son second argument. 

. si A = R alors A * R = lv = sup(~ * 2) - 

. - si A = O alors A * 3 = Y = sup(9 = sup(A * v). - 

. si A = B.A1 avec B E Alç et A' E Col(F) - - - 
alors sup ( (B.A1) * 9 = sup(B * (A' * 2) )  

d'après l'hypothèse de récurrence et (v - dirigée => A' * v dirigée) - 



= B * sup (A' * 2) 

d 'après  l a  première  p a r t i e  de  c e t t e  preuve : 

Co . s i  A = CA1, A21a avec a E P F ' A l ,  A2 E A l S  

a l o r s  Sup(lA1, A21a * v)=sup([Al * - v,  A2 * VI (a * 2) )  

= Csup(Al * 21, sup(A2 * - v ) l  ( sup (a  * 2 ) )  

d ' ap rè s  l 'hypothèse  de récur rence  e t  l a  première p a r t i e  de l a  preuve : 

i i )  CalI e s t  con t inue  par  r appor t  à son  premier argument. 

00 

S o i t  A une p a r t i e  d i r i g é e  d e  A l S  

e t v r v  
1' 

Remarquons que : 

pour A l ,  A2 r A ,  m r d o r n ( ~ ~ )  n dom(A ) 
2 \ 

=> Al (m) = A2 (m) . 
Al(m) # R - e t  A2(m) # fi 

- Montrons que : 

sup(A * v ) = ;  # 1 = 3 A. A 1 A. * v = ; #IV 
1 1 1  

s o i e n t  C = { (ui, vil 

2 2 2 
C = 1 hi, v ~ ) } ~ ~ ~ ~ ~  l e s  s u i t e s  a s soc i ée s  

à (A, V) e t  (B, v) t e l  que : 

A ,  ~ r A e t ~ * v # l ~ e t  - B * v # l V .  

2 
a l o r s  A *  v = B * v ( i e  : c1 = C ). 

En e f f e t  : 

montrons par r écu r r ence  s u r  i que C 
1 2 

= Ci. 

1 2 1 1 2 
Supposons que Ci = Ci 1 i e  : u = u: e t  v. = vi) i 1 



o r  d ' ap rè s  l a  remarque ci-dessus : 

1 2 1 2 1 2 
A(ui) # R e t  B(ui) # R => A(ui) = B(ui) ( ca r  : u .  = ui) 

1 

d'où : 

1 1 2 s i  A(ui) = O a l o r s  A * v = v .  = v.  = B * v - 1 1 

1 1 2 s i  A(ui) # O a l o r s  uiil = u - i +  1 

e t  v 1 1 2 2 
i+ 1 

= v = v. = v s i  A(ui) E PF i 1 i + l -  
1 1 1 A(ui) * vi = B(ui) * v? - 

1 
s i  A ( u ~ )  E C O ~ ( F )  - 'i+l - 

donc : 

- Montrons que : 

- 
sup(A) * v = v  #IV <=> 3 A. E A 1 A * v =  ;#l. 

O v 

En e f f e t  : 

. sup(A) * v # lv => 3 m E dom (sup((A)) 1 sup(A) (m) = O 
- 

e t  sup(A) * V = V = v t e l  que u = m - n n 

=> 3 A E A 1 Ao(m) = O 
O 

e t  V m '  < m sup(A) (m') = A0(mf) - +P 

d'où : A. * v = v = ; # IV n 

. 3 A. E A 1 A. * v # IV => 3 m E dom(Ao) 1 A o b )  = O 
- 

e t  A. * v = v = v t e l  que u = m - n n 

=> sup (A) (m) = O 

e t  Y m '  i m sup(A) (m) = A0(mf) - P 

donc sup(A) * V = V, = " flv. 

D é ~ i W o n  4 

So ien t  A e t  B deux a l t e r n a t i v e s  propres .  



. A est dite sémantiquement inférieure" à B, et on note 

A Csem B, - si 

pour toute interprétation (1,v) de FUPW 

on a : val (A, v) c v a l  (B, v) 
1 1 

. A et B sont dites "sémantiquement équivalentes", et on note 
A E B s i A <  B e t B <  A. - Sem - Sem S em 

P t r a p o n ~ o n  3 

Soient A et 8 deux parties dirigées d'alternatives propres tel que : 

Y A E A ,  3 B E B  I A < B  

alorssup(A) < sup(B). 
Sem 

Preuve 

sup (A) * v = ; # 1 
v 

<=> ]A0 E A  1 A * v = ; # l v  
or A. A donc 3 Bo E 8 tel que A < Bo - O 

doncA O * v = ; # l  c B  * v = ; ' # l v  
v -  O 

(par la proposition 1) 

- - 
donc 3 Bo B 1 Bo * v = $' # 1 - et v - c v' 

- 
<=> sup(B) * v = v' * l u  - et; - c 7 ' .  

PhOpOb&i0n 4 

Soient A et 8 deux parties dirigées d'alternatives propres tel que : 

V A E A ,  ~ B E B  I A<sem B 

alors sup(A) Csem sup (B) . 

Preuve 



- 
< = > 3 A  O . A / A ~ * V = V # ~ ~  

3 B o E B  1 A o * V = ; # ~ v ~ B o * V = ; '  #lv 
<=> sup (8) * v = t' # v et 3 c 3'. - -  - 

Remarque : 

w 
Soit A, B E AlS 

A =  sup {a 1 a 5 A) 
B = sup {b 1 b 5 B) 
o n a :  A s B < = > V a I A ,  3 b  I B t e l q u e a I b  

d'où d'après la proposition 3 : 

A I B = > A <  B 
Sem 

d'où on en déduit que l'équivalence syntaxique (ie : identité) est plus 

fine que l'équivalence sémantique. 



 équivalence syntaxique est plus fine que l'équivalence sémantique. 

Mais certaines alternatives ne diffèrent que par l'ordre dans lequel s'y 

présentent des collatérales ou des prédicats. 

Dans ce chapitre nous déterminons les conditions sous lesquelles une 

interversion des prédicats ou de collatérales préserve l'équivalence 

sémantique. Pour cela nous définissons l'équivalence par commutation qui 

est moins fine que l'équivalence syntaxique et plus fine que l'équivalence 

sémantique. 

1 - CONGRUENCES SUR LES  ALTERNATIVES 

Notation 

w 
Pour A c AI*, on note A = ACS (s-{QI) 1 01 

et pour (1, v) une interprétation, on pose 

CO 

et donc, étant données A, B E Alç , 

On appelle congruence sur AlS, une relation d'équivalence sur AlS compatible 

avec la structure de magma associée à Alç. 

i.e. - si R est une relation d'équivalence sur AlS vérifiant : 

pour A, A', B, B' E AlS , C E Col(P), a E PF 

. ARB => A.C R B.C 

. (ARA' - et BRB') => CA, Bla RCA', B'la 

alors R est une congruence sur Al,. 



D é ~ i W o n  1 . 2  

La congruence CG sur Alç engendrée par le système d'axiomes G, où 

2 G - c AlS , est la plus petite congruence sur AlS, telle que : 
. G + C G  
. ((A, B) r CG, C E Als, k E S n IN) 

=> (~Cklcl, B ~ ~ C I )  r cG 

Soit C la congruence sur AlS engendré par un système d'axiomes G, 
G 

et soit 1 une interprétation de FUP, 

alors les propriétés suivantes sont équivalentes : 

ii) V (A, B) E CG, Y v E vI, A * v = B * v 

On dit alors que 1 est compatible avec G (resp. 

Preuve 

Remarquons que si (A, B) r C G 

alors A = A1[kilAiCkij 1 Cij, j = 1 ,  ..., nl, i = 1, ..., ml 
et B = AICkilBiCkij 1 Cij, j = 1 ,  . . . , nl, i = 1 ,  . . . , ml 
avec A' r AlS, (Ai, Bi) r G, Cij, Clij E Als 

où Cij = C' ou (Cij, clij) E CG ij - 

. on en déduit alors (i) .=> (ii) 

- (A, B) r CG => (A, B) E G donc (ii) =>(i). 

D é ~ i n i R ; i a n  7.4 

Une congruence R sur Als est dite "finiment engendrée'' si il existe un 

système d'axiomes G fini tel que R = CG. 



2 - EOUIVALENCE PAR COMMUTATION 

2 
i) Une relation R c Col@) u (PF x Col@)) est dite "relation de 

commutation" sur Alç - si : 

. (A, B) E R n c~I(F)~, m E s => A B 
I E I  
B Sem A 

. (a, A) E R n (PFX Col@)), m, n E S => A a 

I 2 / \  
a Sem A A 

/ \ I I 
m n m n 

ii) R définit sur AlS un système d'axiomes, qui engendre une 

congruence sur AlS, qu'on note C R 

(A, B) E CR => A ' B 
Sem 

iii) Soit CR le préordre sur AlS engendré par la clôture transitive de 

A CR A' <=> 3 n E N, 3 Ao, ..., An Als tel que A. = A, A = A' n 

V é ~ i W o n  2 . 2  
Ca 

Soient A, B E AlS . 
. A est dite "commutativement inféseure" â B, si il existe une relation 

de commutation R telle que : 



- 
Y a i A, 3 b i B tel que : a CR b. 

et on note A ? B. 
R 

. A et B sont dites "comutativement équivaZentes" si il existe une 
relation de commutation R telle que : A CR B - et B C A. . 

R 

Lorsque la relation R est donnée, A et B sont dites "R-comrm~tativement 

équivaZentesU et on note A - B. 
R 

L'équivalence par commutation est plus fine que l'équivalence sémantique. 

Preuve 

03 

Soit A, B E AlS 

A C  B < = > P a a A ,  3 b a B  1 a ?  b 
R R 

= > ? J a r A ,  3 b a B  1 a <  b Sem 
- -' A '~em 

B (Cf. Chapitre 1, prop. 4) 

Exemple 2.1 

Soit a, b E Col(F), u E PF 

et soit R une relation de commutation contenant (a, b) - et (a, a). 

Alors les deux alternatives représentées par les expressions rationnelles 

sont sémantiquement équivalentes. 



En e f f e t  : 

. Remarquons que V a E ColV)  a E R. 
1 Sem 
R 

. Notons, pour A É A l S  e t  a É PF, l e  cardinal  de l 'ensemble des  occurrences 

de a dans A, ",(A). 

Montrons que 

pour A 5 va l (E1) ,  il e x i s t e  B 5 val(E ) 
2 

t e l l e  que : 
A '~em B y  

par  récurrence sur  n (A). a 

e n p r e n a n t  A'  = R  5 v a l ( E 2 )  o n a A <  A ' .  
Sem 

o r  : (a,  a )  E R e t  (a ,  b) E R - 

donc : 

. s i  A l  = R  a l o r s A  E - a 
Sem / \ 

sinon : (A, CI C m l ~ ~ l )  É CR 
/ \ 



or a < val (El) avec n (a ) = n-1 - 
I 1 
A2 A 1 

donc par hypothèse de récurrence : 

il existe At1 < val(E2) telle que : a < A' 1. 
1 Sem 

d'où A <Sem ~1 < val(E2) 
/ \ 

Par un raisonnement analogue on montre que : 

val(E2) < val(E1), d'où la propriété. 
Sem 

Nous donnons ci-dessous des exemples de relations de commutation et 

caractérisons l'équivalence par commutation des alternatives. 

Pour celà on se donne quelques notations : 

Notations : 

. Soit a E Col(F), on note 

VAR(a) = var (a) u Ja 

. soit cl E P F 

u var (t.) si a = p(tl ,..., t ) avec a E P et t. E M(F. V) 
1 - n n 1 i= 1 

Exemple 2.2 

La relation R1 - c CO~(F)~ u (Pp x Col(F)) définie par : 

RI (A. B) <=> VAR(A) n VAR(B) = @ 

est une relation de commutation sur AlS. 





Exemple 2.3 

2 
La relation R2 - c Col(F) u (PF x Col(??)) définie par : 

R2 /Col(F) 2 = R1 

. (a, A) E R2 n PF x Col(F) <=> VAR(&) n JA = 0 

est une relation de commutation. 

En effet : (a, A) E R2 => a O A = a. 

Lemme. 2.2 

Toute relation de commutation R sur Al est telle que : 
S 

(a, A) E R n PF x Col(F) => (a, A) E R2 

Preuve 

(a, A) E R => A - - - a 
1 .  s em / \ 
a A A 

/ \ I l 
m n m n 

A 
- - - a@ A 

1 Sem / \ 
a A A 

/ \ 1 l 
m n m n 

d'où : a O A = a 

. si u E P VAR(a) = 0 et donc (a, A) E R2 - O 

. si a = p(tl, .... tn) avec p E Pn, ti c M(F, V) - 

donc VAR(t.) n JA = 0 
1 

d'o3 (a, A) E R ~ .  

Exemple 2.4 

2 Les relations R3,  R4 c Col(F) u P x ~ol(F) données par : - F 



- - 
R31~F X Col (F) R4 'pF X Col (F) = R2 

2 . (A, B) E R3 n Col(F) <=> JA n VAR(B) = $ g JB n VAR(A) = $ 

2 . (A, B) E R4 n Col(F) <=> n var(B) = $ - et JBnvar(A) = $ 

et Y v E JA n JB, iA(v) = iB(v) 

sont des relations de commutation sur AlS 

et on a : $ R2 9 R3 2 R4 

Remarque 

Si la condition relative aux collatérales donnée par R est suffisante 4 

pour permettre la permutation de deux collatérales, elle n'est pas 

nécessaire. 

En effet 

soient les collatérales 

A : <vl f f(v4)> 

B : <vI -+ f (g(v3)), v3 + h(vj), v4 + g(v3)> 

on a : 

B Sem A 
I I 
m m 

Afin de pouvoir donner une caractérisation de l'équivalence par commutation, 

précisons quelques notations. 

Notations 

i) Soit ar : M(F, V) -+IN l'application donnée par : 

ar (t) = 1 si t E V u I Q )  J - 
ar(t) est l'étendue de l'arbre t. 



ii) Soit t E M(F, V), on note M(t) l'ensemble des feuilles de t, qui est 

donc de cardinal ar(t). On le suppose ordonné par l'ordre lexicogra- 

phique et on a : i(t) = {ml, ..., m 
ar (t) 

1. 

iii) Soit PR : M(F, v ) ~  + M(F, V) l'application donnée par : 

PR(t, t') = i. . n si t(~) # t'(~) ou t = t' v u in1 - - 

t (€1 sinon. 
/ :  \ 

~ ~ ( t l  lyt' II)...~~(tlar(t(E))yt' Iar(t(E))) 

iv) Soit PR(t, t') = t E M(F, {RI) 
- - 

on pose  PR(^, t') = tCmi El(;), 1 5 i 5 ar(t) : m. -+ V.I. 
1 1 

- 
PR(t, t') est l'arbre initial de profondeur maximale commun à t et t' 

- 
et on a : t = PR(t, t') O A  où A  É Col(F) avec : 

Si ar(PR(t, t')) = n est donnée, on convient de représenter la 

collatérale A  par le n-uplet (t lm i ,  . . . y  tlmn). 

Pour A É  Col@) onnote A  (v) si vj É JA 
A j -  

Soit t = f 
/ \ 

g k 
/ \ l 

v v v 
m n P 

- 
alors . PR(t, t') = f 

/ \ 

v3 / \ 

v 1  v2 



- . t = PR(t, t') O (vm, v k) 
I 

Z La relation R c Col@) u (PF x Col@)) est définie par : 5 - 

(A, B) E R5 n Col(F) 2 

<=> Pour v E JA u JB tel que : 
j - 

A = PR (A B.) O (ul. ..., u ) 
j jy J n j 
- 

B = PR (A B.) O (ut1, ..., ut ) 
j j' J n j 
où n = ar(PR(A B.)) 

j jy J 
on a : . u. E V et iB(u.) = v1 

1 1 i O A 

Lemme 2 . 3  

R est une relation de commutation sur Al 
5 S 

et R4 s R5- 

Preuve 

2 Soit (A. B) n Col@) n R5, et soit (1, v) une interprétation. 

v E J n J => i (v.) O B = i (v.) 8 A 
j A B  A J B J  (1 )  

v E J \ JB => iA(v.) Q B = iA(v.) 
j A J J (2 

v E JB \ JA => i (v.) O A = iB(v.) 
j B J  J (3 )  



or - 
- 

(1) <=> =(A B.) Q (ul, ..., u ) O B = PR(A B.) O (U'~.~..,U' ) O A 
j' J n j jy J n j 

<=> V i = 1, ..., n u Q B = u l  Q A  
j i i 

or (A, 8) E R5 => u. ou u' E v 
1 -  i 

et - si u E V alors i (u.) = u' O A 
i B i i 

si uli E V alors iA(uti) = U. O B - 1 

d'où l'égalité. 

= i ( v ) e t V  = v  (2) vj E JAIJB => Aj A - 
j j 

d'où puisque (A, B) E R on a : i (v.) O B = i (v ) .  
5 A J  A j 

(3) vj E JBIJA => B = iB(v;) et A = v 
j - 

-I j j 

d'où puisque (A, 8) E R5 on a : i (v.) = i (v.) O A. 
B J  B J  

Lemme 2.4 

Toute relation de commutation R sur Al est telle que : S 
2 

(A, B) E R n Col(F) => (A, B) E R5. 

Preuve 

Soit (1, v) une interprétation 

D'où en utilisant les mêmes notations que celles de la preuve du (lemme 2.3) 

or . 6 U. et u' 1 V, - 1 - i 

d'après la dé£ inition de PR on a : 

donc on ne peut avoir l'égalité. 



donc : V i = 1, ..., n 
j 

u ouu' E V  
i i 

et si -- u. E V alors i (u.) = u' 
1 B 1 i O A 

si - u' i É V alors i A (uti) = U. 1 0 B 

on en déduit que (A, B) É R 
5 ' 

P k o p o s U o n  2 . 2  - 

Soit A, A' c ~i~~ 

A et A' sont "commutativement équivalentes" si elles sont R -cornuta- - 5 

tivement équivalentes. 

Preuve : 

Immédiate d'après les lemmes 2.2 et 2.4. 

Remarque : 

2 L'extension des relations de commutation à P ne peut se faire sans F 

référence à une alternative particulière, puisque la condition de la 

commutation des prédicats n'est pas fonction de leur syntaxe mais de 

leurs occurrences dans cette alternative. 

D E ~ i W a n  2.4 
CO 

Soit A E AlS 

i) On appelle "bloc sélectif" de A un couple (mo, M) où m r dom(A), 
O 

M C  - ( 1 ,  21*, tel que : 

. Y m c M  Ym' ~ ( 1 ,  2)*m1 I m = > m T  C M  
P 

. V m E M, A(mO m) c P 
F 

. V m  e M y  Y u  É (1, 21 m u 4  M = >  A(mornu) I! PF. 



ii) Soient {X 
0 y 

XI, ..., Xn, . . . des symboles de collatérales. 

A un bloc séiectif, on peut associer une alternative (finie) 

(cf. 2ème partie. Chapitre 1) i' donnée par : 
(mo ,Ml 

. dom (i' ) = M u M. {1,2) où M est l'ensemble des éléments (mo Ml 
* 

maximaux de M pour 1 'ordre préf ixiel sur { 1,2) . On suppose M 
* 

ordonné par l'ordre lexicographique sur 11, 2) et on pose : 
- 
M = {ml, ..., m ... 1 

P y 

. r (m) = A(m m) pour m E M 
(mo y M) O 

iii) On dit qu'un prédicat a "couvre" le bloc sélectif m M) 

si m feuille de r - (ml # Xo 

ml E dorn(r ) tel que : 
(mo 9 M) 

D'après la proposition (6.1, 2ème partie, Chapitre 1) 

ou la proposition (7.2, 2ème partie, Chapitre 1) 

suivant que l'on considère des prédicats avec ou sans effet de bord, 

on peut associer à I' une forme canonique unique. 
(mo Y M) 

Le bloc sélectif associé à cette forme canonique est alors dit "canonique". 

02 

Une alternative A E AlS est dite canonique si tous les blocs sélectifs 

y apparaissant sont canoniques. 

Et on a évidemment : 

où C(A) est la forme canonique de l'alternative A, puisque les réductions 

transformant les alternatives finies en leur forme canonique conservent 

CV 
l'équivalence sémantique, qui est une congruence sur AlS . 



- - - - 

00 

On appelle schéma de Manna un système d'équations sur Alç . 
Ca 

La continuité de la fonction sémantique définie sur Alç permet de 

caractériser de façon algébrique l'équivalence sémantique des schémas 

de Manna. 

Lorsque le schéma (systèmes d'équations) est régulier (ou plus 

généralement rationnel) l'alternative (infinie) associée peut être 

représentée par une expression rationnelle, qui, en traduisant l'opération 

étoile par la boucle REPEAT, à plusieurs niveaux de sorties, permet 

d'associer à un schéma de Manna, un schéma structuré équivalent. 

Les réductions sur les alternatives finies permettent de mettre 

sous forme canonique les schémas sans boucle (donc en particulier les 

corps de boucle qui ne contiennent pas d'autres boucles). 

L'équivalence par commutation, plus fine que l'équivalence séman- 

tique et moins fine que l'identité, caractérisée par une congruence sur 

A$-finiment engendrée dans le cas d'alternatives reconnaissables - permet 
d'exprimer l'équivalence de certains schémas et d'aboutir â des formes 

plus simples de ces schémas. 



Exemple : 

Considérons le schéma S suivant [MAI ;(représenté par un graphe fini 

orienté) : 



i) A S on peut associer le système d'équations S 
1 '  

(où les alternatives sont représentées sous forme arborescente de 

gauche à droite) 

ii) On résoud le système S par la méthode de substitution (cf. 2ème partie 1 

Chapitre II, proposition 2 . 3 )  

Par la proposition 4.3 - 2ème partie - Chapitre III, on a : 

D'où en substituant dans X 
3 .  

Et en substituant X1 et X2 dans X on a : 
3 

D'où par la proposition 4.3 - 2ème partie, Chapitre III. 



D'où : 

/ C  - O 
X l = b - c - *  d - a  

\e - B / O  / f  - O 

8 - 2  

i i i )  Puisque : ( a ,  d)  E R5 (B, e  ; d )  E R5 

d - C - O  
X1 . 

Sem / f  - O 
' d - e - * -  y b - C - 1  

'6' 
ig - 2 

i v )  En posant : 

- 
Montrons q u e  : A - * - t = a '  où a '  = a  0 A .  

Sem ' A - O  

En e f f e t  : 

D'où, p u i s q u e  B O A = a' 



i 
A - B - + ( t )  - / = a' 

Sem \ A - O  

t 
. En supposant que f3 O A / l  = - t où t l ,  t2 E AlS. 

't2 Sem 
1 

montrons par  r écu r r ence  s u r  i que : 

i 
A - D - + ( t  ) R ,  où D e s t  de l a  forme 

S em 
k .e 

R B  C ,  B ~ =  B ; B ; ... ; B (k f o i s )  
k , L  

Remarque que B O D = f3 pour t o u t  D de l a  forme donnée. 

- pour i = O l a  p r o p r i é t é  est év idente  

/ 
A - D - B - +( f i - l )  - a @  ( D ; A )  i- 1 

Sem \ A - D - C - + ( t  1 

k L o r D - B  e t D - C  son t  de l a f o r m e  B C - 
k,L 

donc : p a r  hypothèse de récur rence  : 

i- 1 n - ~ - B - + ( t ~ - * )  A - D - C - + ( t  ) fi 
Sem Sem 

D'où : 

i 
A - D - + ( t )  Z a @  ( D ; A )  / 5 1  fi 

Sem 'fi ~ e m  



et par conséquent : 

Sem \ A - O  

D'où d'après la définition de l'opération étoile : 

/B - O 
A - * - a  C - O  

\B( a' /rd = - * - a' ln 

1 Sem \A - O ~ e m  'A - 1 

Donc : 

- XI ; * - a' / f  - O 
Sem i b - c - d - e - * - y  \(" - 

- l 

8 - 2  

v) En posant 

on a : puisque y @ A = 6 O A = y' : 

A - f - Uti) 
Z y'/ A - b - c - O  
Sem 'y" 

\ A - g - 1  

A -  f - t(ti) 
Z y 1 / 
Sem \A - g - 1 

t 
/ l  , or, en supposant que 6 O A - tl où t t2 E AlS 
\t2 ~ e m  1 y 



i / A - f - f - +( t i - l )  
o n a :  A - f  - + ( t )  y O  ( f ;  A) 

Sem \ A - ~ - ~ - c - o  

5 A - f - + ( p i )  
Sem 

i- 1 
i / f  - t 

où t ' O  = O e t  pour i 2 1 t '  = y, - 

Donc : 

- / / f  - O X1 = * - a' 
/ 

f - * - y  
Sem ' b - c - d - e -  

Y \ ' b - c - 1  
g - 1  

/ f  - O 
f - *  - - - * - f - y  / O  

Y\b - c - 1 Sem \ b - C - 1  

Donc : 

v i )  En remarquant que : 

i . pour t o u t  i e t  f = ( f i  . . . ; f )  ( i  f o i s )  

i 
o n a : A ; f  = A o ù A = e ; d ; c ;  b. 

. s i f f i y e f  i/' E R a l o r s  a '  /52 E 52 

\'1 \ t  ' 

On montre par  une démarche analogue à c e l l e  des  paragraphes précédents  

que : 

- X1 = * - a' 
S em ' b - c - d - e -  / O  

Y \ 
g - 1  



vii) Z étant considérée comme variable de sortie, les variables y 3 et Y 4  

deviennent inutiles, on peut donc supprimer les affectations les 

concernant. 

En posant : 

et en remarquant que : 

on a : 

- X 1  = * - a ' - a  /c' - O 
Sem \bl - y, 

g - 1  

D'où : 

viii) En l'écrivant sous forme graphique, le schéma S est donc 

sémantiquement équivalent au schéma S', structuré et manifestement 

plus simple : 



y peut être remplacée par y et on a finalement le schéma suivant : 
2 1 ' 

(Fm) 
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