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INTRODUCTION

L'introduction de la notion de schéma de programme [IA] a permis de
dissocier les deux €léments sous-—jacents 3 la notion de programme :

- au niveau de la structure, le schéma de programme, représente
intuitivement la structure de contrdle du programme qui demeure lorsqu'on
considére les fonctions de base, les prédicats et les variables comme des
symboles purement formels.

- au niveau de la sémantique, l'interprétation, restitue 1'infor-
mation nécessaire sur la nature des symboles formels pour que le schéma

devienne un programme susceptible de faire un calcul.

Ainsi un programme est un couple (S, I) formé d'un schéma de programme

et d'une interprétation.

La recherche d'une forme plus "simple" des programmes (optimation,
lisibilité&, prouvabilité, &limination de la récursivité ... ) conduit 2
1'étude des transformations de programmes. Ces transformations doivent au
moins préserver la fonction calculée par le programme. D'oli 1l'intérét de
1'étude de 1'équivalence des schémas de programme (i.e. deux schémas de
programme sont équivalents si et seulement si pour toute interprétation les

programmes associés calculent la méme fonction).

Suivant le niveau d'abstraction auquel on se place, 3 un programme
on peut associer plusieurs schémas de programme

- Les schémas de Ianov se composent :
. d'une mémoire considérée comme un bloc oii les diverses variables ne sont
pas différenciées

. d'une structure de contrble fonctionnant comme un automate fini.



A tout schéma de Ianov on peut associer une forme canonique et 1'@quivalence
de tels schémas est décidable. [IA, MA, RUT].

- Les schémas de Ianov étant trés élémentaires, un modéle permettant
d'incorporer des propriétés plus générales des programmes (exemple : dépen-
dance ou indépendance des instructions) est proposé dans [LPP] : schémas de
Paterson.

L'introduction des "variables libres" permet d'exprimer les instructions
comme fonctions de variables. Le schéma représente intuitivement en plus de
la structure de contrdle, le "flux" de 1l'information dans le programme.

En considérant la famille des interprétations libres, on montre (théoréme
de Herbraud [LPP, MA]) que la résolution de nombre de problémes (Equiva-
lence, arrét, ... ) sur les schémas se réduit a leur résolution relativement
3 cette famille d'interprétations. Mais ces problémes, en particulier celui
de 1'équivalence, sont en général indécidables pour les schémas de Paterson
[LPP, MA]. La notion de "liberté" d'un schéma de programme (i.e. : un schéma
S est libre si toute "séquence'" 3 travers S peut étre considérée comme une
séquence d'exécution) permet de définir une sous—-famille de schémas de
Paterson, oli le probléme d'arrét est décidable, celui de 1'équivalence
restant ouvert [MA].

Notons une autre extension des schémas de Ianov : les schémas monadiques

récursifs, introduits pour exprimer les problémes de récursivité [AMP, BS, CR]

La suite des opérations a effectuer par un programme n'est en général
pas bornée. Elles doivent donc étre définies de maniére récursive (s'appelant
les unes les autres). Dans un "petit' programme on peut avoir une vision
assez claire de la structure de ces appels. Il n'en est plus de méme dés que
le programme est assez important. D'oll les possibilités d'erreurs, la dif-

ficulté de la correction et par conséquent le colt élevé du logiciel.



La programmation structurée, en insistant sur la nécessité de contraindre

la structure des programmes [DJ] est avancée comme un reméde & ces incon-
vénients.

L'idée de base est de remplacer la définition récursive des actions du
programme par une définition itérative oli les boucles apparaissent expli-
citement et possé&dent une structure parenthésée.

La structure de boucle "TANT QUE" considérée dans [AM, KPT, KF] s'est avérée
trop restrictive. D'oll 1'introduction de la structure de boucle "REPEAT"

& plusieurs niveaux de sortie par [AR, RUGI]. (cf.l[NE] pour une biblio-

-

graphie annotée 3 ce propos).

L'ensemble de ces études s'est développé sans introduire de formalisme
adéquat.
La définition d'un schéma de programme comme un systéme de réécriture schéma-
tique calculant dans une algébre (magma) libre [NI] a fourni un cadre algé-
brique pour 1'étude des schémas de programme et de leur transformation [GUI,

Gu2, coul, cou2, Ko21].

Un schéma de programme est considéré comme une grammaire d'arbres.
La fonction calcul@e par ce schéma est alors caractérisée par des objets
syntaxiques qui sont le langage d'arbres engendré par cette grammaire. Ce
qui justifie 1'inté&r&t accordé & 1'étude des arbres et des familles d'arbres
dont la théorie s'est, d'abord, développée comme une extension de la théorie

des langages de mots [NI, CO, GUl, GU2, EL, AD, JAl.

Considérons le programme P suivant, qui, & deux entiers associe

. . . 2
1'entier correspondant dans la numérotation de Cantse de N* :



X<m A
y<n B
z<0 | C

Au programme P on peut associer le schéma de Paterson S1 suivant :

. ]
z<g(z) | res<k(Z) |
!
) FIN
1
5
tN.L[ ( x<c ] [ y<h(y) ]




Nous remarquons que le passage du programme P au schéma de Paterson S1 :
- nécessite une '"transaction préalable" du programme avec 1l'introduction d'une
variable supplémentaire. En effet, on a décomposé la condition (x+y) > 0 en
une affectation u « x+y et une condition u > 0.

- ne rend pas compte de la possibilité de '"'1'&laboration simultanée'" des
affectations (A, B, C).

De méme les affectations D et E peuvent &tre groupées en un bloc "synchrone"
ol D et E peuvent étre Elaborées simultanément en ne considérant, pour une
variable figurant en partie droite d'une affectation que la '"valeur" qu'elle

avait 2 1'entrée du bloc englobant cette affectation. L'ordre dans lequel

se présentent les affectations & 1l'intérieur du bloc devient alors indifférent.

Les schémas de Manna [MA] en introduisant les "affectations multiples"
et les prédicats qui peuvent avoir des '"termes" pour arguments, permettent de

rendre compte de ces aspects.

Ainsi au programme P, on peut associer le schéma de Manna 52 suivant :

[ (xy,2)<(a,b,c) |
1

| [z2(@ | res<k(z)
e -
!

|

[(x,y)<(c,h(x)) [+ (g(x), h(y))]




Le schéma 82 décrit une structure d'arbre infinie TS2 obtenue en

"déroulant" la boucle, et telle que la sémantique de S, soit complétement

2

définie par celle de TS (i.e. soient calI(Sz) et calI(TSZ) les fonctions

2°

calculées par 82 et T82 sous une interprétation I, alors calI(Sz) = calI(Tsz)).

De plus la sémantique opératiomnelle attach&e aux schémas [LPP, MA]
rend trés difficilement manipulable la définition de la fonction calculée
et interdit toute preuve raisonnable de la préservation de 1'équivalence
par une certaine transformation, tandis que la fonction sémantique définie
sur les arbres posséde de "bonnes'" propriétés (croissance, continuité).
D'olt 1'utilité de définir la sémantique des schémas de programme par l'inter-

médiaire des arbres qu'ils décrivent [NI, KO, GUEl, cO].

Notre propos est une modélisation des arbres de programme associés
aux schémas de Manna. Nous nous interessons en particulier 3 ceux qui sont

reconnaissables (i.e. : ayant un nombre fini de sous-arbres distincts).

Etant donnés un alphabet gradué F (ensemble de symboles de fonction

de base) et un ensemble V de symboles de variables.

L'""ensemble des collatérales” (i.e. : affectations multiples) sur F,
est

Col(F) = {A=(J,, i,) | J, e BV, i, :J, > ME)]}

A
oli : Pw(V) est 1'ensemble des parties finies de V
et M(F) est un F-magma.

Etant donné un alphabet gradué P (ensemble de symboles de "tests'").



L'"ensemble des prédicats" (i.e. : formules atomiques) sur F est :
Pp = {p(tl, ey t) | p e P, t, G=1, ..., n) e M(F)}

ol n est 1'arité de p.

Les actions dans un programme sont enchainés par la "concaténation"
et la "sélection".
La concaténation induit sur les collat&rales une opération de composition
qui munit Col(F) d'une structure de monoide. La sélection nous améne i
définir les "alternatives" (i.e : expressions conditionnelles) englobant

les collatérales et qui modélisent les schémas sans boucle.

L'"ensemble des alternatives"” sur FUP est :

AL(FUP) = Col(F) u {[T}, T,la | T I, € AL(FUP), o ¢ PF}

1’
ol : les symboles [,] sont spécifiés par :

étant donné un domaine de calcul D,

x, vy e D [x, y] (vrai) = x

fl

[x, v] (faux) y

[x, v] (ind&fini) = indéfini.

La composition, Etendue aux alternatives,
. vue comme une opération, munit Al (FUP) d'une structure de monoide
. vue comme une transformation (ré&duction), posséde la propriété de
Church-Rosser (confluente), et permet d'associer 3 une alternative une
forme canonique telle que 1'équivalence de deux alternatives soit carac-

térisée par 1'égalité de leurs formes canoniques.

Le passage, par complétion par idé&aux, aux alternatives infinies
qui modélisent les arbres de Manna, pose le probléme d'une description finie

(autre que graphique) de ces alternatives.



Une premiére description est donnée sous forme de systémes d'équations
(réguliers dans le cas reconnaissable) qui s'apparente @ la programmation
par actions récursives.

Une deuxiéme description est donnée sous forme 'd'expressions rationnelles",

dans le cas reconnaissable, et qui s'apparente & une programmation structurée.

L'égalité des ensembles des alternatives rationnelles et reconnaissables
permet de transformer un schéma non structurée en un schéma structuré équiva-

lent.

L'équivalence syntaxique des schémas de Manna (i.e. : identité des
alternatives (infinies) associées) est plus fine que 1'équivalence séman-
tique (i.e. : égalité des fonctions calculées sous toute interprétation).
Mais certaines alternatives ne différent que par l'ordre dans lequel y

apparaissent des collatérales ou des prédicats.

La détermination des conditions de la préservation de 1'équivalence
sémantique par une commutation des prédicats ou des collatérales dans une
alternative, nous améne 3 définir des relations de commutation sur
Col(F)LJPF, et par conséquent une congruence sur Al(FUP) (finiment engendrée
dans le cas reconnaissable) qui caractérise "1'équivalence par commutation'

des schémas de Manna.



PRELIMINAIRES

1 - ENSEMBLES ORDONNES

On rappelle quelques notions relatives aux ensembles ordonnés
devenues d'usage courant en sémantique depuis les travaux de D. Scott.

(cf. [BO, COMI).

Dédinition 1.1

Soit (D, <) un ensemble (partiellement) ordonné

. 1'ordre sur D s'étend 2 D" (pour n € N) par :

(dl’ cees dn) < (d'l, ooy d'n) <=>¥i=1, ..., n disd'i.
. un ensemble ordonné (D, c) ayant un plus petit élément‘l
(i.e. : ¥d e D, | c d) est dit ensemble ordonné pointé.

et est noté (D, ¢, l).

. une partie X de D est dite "dirigée” si

¥d' € X, ¥d" € X, 3de X tel que d' cd et d" c d.

Déginition 1.2

Soient (D, c) et (D', c') deux ensembles partiellement ordonnés

. une application £ : D -~ D' est dite croissante

ssid, d' €D dcd' =>£(d) ' £(d")

. une application f : D » D' est dite continue

ssi pour toute partie dirigée X de D admettant une borne supérieure :

sup (X), la partie f(X) = {f(x) ] X € X} de D' admet une borne supérieure

qui est f(sup(X)).

Dédinition 1.3

. Un ordre partiel complet (c.p.o) est une structure P = <Dp, S i?>

qui est un ensemble ordonné pointé tel que toute partie dirigée de Dp
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admet une borne supérieure.
. un morphisme de cpo ¢ de P dans P' est une application continue de Dp

dans Dp, telle que : ¢(Lp) = lp,.

2 - ARBRES ET MAGMAS

On rappelle l'essentiel du cadre algébrique proposé par M. Nivat

pour la sémantique (cf. [Ni, GU2, CO0J).

Deginition 2.1

Un alphabet gradué est un couple (F, a) ol :

. F est un ensemble (non nécessairement fini)

. a: F->N est une application qui, & chaque symbole f de F associe son
rang a(f).

On note Fi = {f e F | a(f) = i}.

Lorsque F est un ensemble de symboles de fonction le rang est dit "arité",

et les symboles d'arité nulle sont dits symboles de constantes.

Definition 2.7

Soit F un ensemble de symboles de fonction.
Un F-magma, resp. F-magma ordonné, F-magma ordonné complet est :

. une structure M = <D

w Uy | £ e F}> ot :

DM est un ensemble

f . est une application de D; dans D

et pour chaque f ¢ Fk’ M M

resp.
- une structure M = <Dy, <, lM’ {fM | £ e F}> ol

<DM’ w 1M> est un ensemble ordonné pointé,

<Dy {fn’ f ¢ F}> est un F-magma

et pour f ¢ F, fM est croissante

. une structure M = <D, S, lM’ {fM | £ e F}>

qui est un F-magma ordonné tel que <D, SM’ lM> soit un cpo et pour £ ¢ F,

fM est continue.
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Définition 2.3

On noteZN: 1'ensemble des mots finis sur 1'a1phabet]N+ =N - {0}.

. On appelle "domaine d'arbre'" un sous—ensemble D deiN: qui satisfait
les conditions

i) a, B eiN:, B e D=>0¢eD

ii)aeNI,i,jeI\I+,lsisjetajeD=>aieD

. soit (F, a) un alphabet gradué
On appelle arbre sur F une application partielle t :]N: -+ F dont le domaine,
noté dom(t), est un domaine d'arbre et tel que :

si o e dom(t) et t(a) = f

alors ¥ i eN,, a i e dom(t) <=>1 <1 < a(f).

. les éléments de dom(t) sont dits : noeuds de t.

Les éléments maximaux, pour l'ordre préfixiel surIN:, de dom(t) sont dits :
feutlles de t.

Sime dom(t) et t(m) = f alors f est dit étiquette du noeud m.

Le noeud € est dit racine de t.

e o]

. L'ensemble des arbres (resp. arbres finis) sur F est noté M (F) (resp.
M(F)).

(e}
. Pour t ¢ M (F), on note :
oce(f, t) = {a edom(t) | t(@) = f} = t_l(f), 1'ensemble des occurrences
d'un symbole f ¢ F dans t.

[e o]
. Pour t € M (F) et o ¢ dom(t),

le sous-arbre de t de racine o, noté t | o est défini par :

. dom (t]a) = {e} u {B e]N: | aB € dom(t)}

. (t|a) (m) t(om) (pour om e dom (t)).
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Définition 2.4

Soit { un symbole distingué de F d'arité nulle.

00
On définit sur M (F) un ordre <, dit ordre préfixiel, par :
t, t' ¢ MW(F), t <t' <=>, dom(t) c dom (t')

. 0edom(t), t(a) # Q => t'(a) = t(a).

Definition 2.5

A un symbole f € Fk’ on associe une opération standard donnée par 1'appli-

. - 00 k 3]
cation f : M (F) + M (F) tel que :

si f(tl, cees tk) = t' alors :
k
.dom (t') ={e} u (u i dom (ti))
i=1
. t'(e) = f
t(ia) = ti(a) pour : 1 <1i <k

Proposition 2.1

Les structures :

<M(F), <, Q, {f, £ ¢ FI>
et M (F), <, 9, {f, £ e F}>
sont respectivement F-magma ordonné

et F-magma ordonné complet,

Remarque :

Une partie dirigée A de Mw(F) admet une borne supérieure a = sup(A) dans
Mm(F) donnée par :

. dom(a) = u {dom(t) | t ¢ A}.

. a€dom(a) =>a(a) = | . f e F siil existe t ¢ A tel que t(a) = £

. © si pour tout t ¢ A tel que

o € dom(t), t(o) f2
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Notation

Soit V un ensemble de symboles de variable (V n F = ¢).

. On note : M(F, V) (resp. Mw(F, V)) pour M(FUV) (resp. ﬁm(FUV)).
[e o

. Pour t ¢ M (F, V) on note :

var(t) = {v e V | oce(v, t) # ¢}.

Proposition 2.2

M(F, V) est le F-magma libre engendré& par V.
M (F, V) est le F-magma libre complet engendré par V.

(complété par idéaux de M(F, V)).

3 - SUBSTITUTIONS

La substitution est dé&finie sur M(F, V) (et peut &tre &€tendue 2

Mm(F, V) par continuité). [COUl].

Definition 3.1

Soient t, t' ¢ M(F, V) et m ¢ dom(t)
On désigne par tim « t'] = t" le résultat de la substitution de t' au
sous—arbre de racine m dans t.
i.e. : . dom(t") = (dom(t) - mN,)) u (m dom(t'))
L t"@') = (. t@') sim' e dom(t) - mN,

. t'(m") si m' =mn" avec m" ¢ dom(t')

Definition 3.2

Soient t, tis «ees tn € M(F, V) et M=M U ... U Mn une partie préfixe

1

de dom(t) telle que ¥ i # j M, 0 Mj = @.

oot P .

t[Ml “t s M« tn] t esg défini par :

. dom(t') = (dom(t) - MN,) u (u M, dom (t,))
i=1
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. t'@") = [.t@') sin' € dom(t) - MN,

t.(m) sim' =m. m'" avec m. € M. et " ¢ dom(t.)
5 i —_— 1 i — i

Défintion 3.3

Soient t , t', t" e M(F, V)
tlt']t"] est le résultat de la substitution de t" aux occurrences de t'

dans t.

i.e. ¢ tlt'|t"] t[M <« t"] ol :

M {m ¢ dom(t) l (tlm) = t'}.

et M est préfixe puisque les différentes occurrences de t' dans t sont

disjointes deux 3 deux.

4 - REDUCTIONS SUR UN ENSEMBLE

Definition 4.1

Soit E un ensemble

On appelle "réduction'” une relation binaire - sur E.

Notations :
. "id" est la relation identité sur E i.e. : id = {(x,x) | x ¢ E}.
. "." désigne la composition des relatioms :

i.e. ty e Ty = {(x, y) | 3zx >,z etz > v}

1 . y
. > est la relation inverse de - :

ice. : {(x, ¥v) | v~ x}.

Deginition 4.2

i) . % =1id

1

. + y id est la fermeture réflexive de -

FaoBlgis0
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+ i P
. > = Ui>o est la fermeture transitive de ~>

* + . - . R
+ = 3>y 1d est la fermeture réflexive dt transitive de -.

ii) si il n'existe pas y tel que x > y, on dit que X est en

"s>-forme normale'.

Definition 4.3

Une réduction - sur E est dite
i) noethérienne si il n'existe pas de chaine infinie X Ky e 7 X
ii) localement confluente si
¥x, vy, 2 € E X >yet x>z
* *
=>3J uekE tel quey >uetz>u.
iii) confluente si

* *
¥X,¥9,2€¢E x>yetzx->z

* *
=>JueE tel quey > uetz~>u.

Proposition 4.1 [HU]

. 8i la réduction -+ est confluente alors la +—forme normale d'un élément,
si elle existe, elle est unique
. une réduction noethérienne est confluente ssi elle est localement

confluente.

5 - INTERPRETATIONS

Soient F et V comme en (2).

Définition 5.1

i) On appelle interprétation de F, une structure
I =<Dy, <, Jy0 £, £ e FP>

qui est un F-magma ordonné complet.
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ii) On appelle interprétation valuée, une interprétation de FUV.
i.e. : c'est un couple (I, V) ol :
. I est une interprétation de F

. V une application de V dans D_, dite valuation

I,

(ou : environnement)

Proposition 5.2 [GUE2]

Pour chaque interprétation valuée (I, V), il existe un unique morphisme

de F-magmas ordonnés complets.

©o

v i M (F, V) -~ D_ telle que :

I
Vw(v) =v(v) ¥velV.

Proposition 5.3

Mm(F, V) avec la valuation identité& id définie par id(v) = v, ¥ v, est
1'interprétation valuée libre (i.e. : universelle, de Herbraud). Elle est
notée H.

oo , .o
Ona : pour T e M (F, V) 1id (T) = T.

Definition 5.7

Soit I une interprétation de F

Vv une valuation 3 valeurs dans DI

et soit t ¢ M(F, V)

[+ 0] . . .
Vv (t), sera notée t * Vv, est dite 1l'action de t sur la valuation v, et est

donc inductivement définie par :

txv=[] sit=0

o)
"
<

v(v) si eV

t. sit F
I — € 0

| fI(tl*v, ceas tn*v) sit-= f(tl, cees tn)

avec f ¢ Fn et ti(i =1,...,n) € M(F, V)
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1&rRE PARTIE :

ELEMENTS DE BASE
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CHAPITRE I : COLLATERALES

Soit F un alphabet gradué (ensemble de symboles de fonction)

V un ensemble de symboles de variables (dénombrables).

Une affectation dans [LPP] est un objet de la forme :

)

v, := F,(v

i PRSI Vi

1 n

ol les ] sont des symboles de "location'" (variables).
Fj un symbole de fonction d'arité n
et ":=" est le symbole de 1'affectation
telle que 1'exécution sous une interprétation valuée consiste 3 assigner

).

a Voo la valeur, sous cette interprétation, de Fj(vk s eees VY
1 n

Une extension est considéréde dans [MA] ol 1'affectation est de

la forme v, = I ofi I est un "terme'" sur FUV (i.e. : un &lément de M(FUV)).

Ainsi la syntaxe d'une affectation exprimée, dans les notations de
Bacchus [ALG] peut &tre donnée par les régles :

<aff> :: <pg> := <pd>

<pg> :: symbole de variable (€lément de V)

<pd> :: terme sur FUV (élément de M(F,V))

Notons qu'une affectation peut &tre exprimée par 1'intermédiaire d'un
symbole de fonction inconnue auquel est associ@e une &quation dan un

systéme de réécriture schématique [KOl1.

Considérons le programme P de 1'introduction :
Les affectations A, B, C. sont indépendantes entre elles (i.e. : 1'é&labo-
ration de 1'une ne nécessite pas 1'élaboration préalable d'une autre, elles

peuvent &tre &laborées simultanément).
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I1 n'en est pas de méme des affectations D et E. Mais on peut définir

un "bloc" (D, E) en convenant qu'id une variable ayant une occurrence dans
la partie droite d'une affectation du bloc (D, E) est assignée, lors

de 1'exécution, la valeur qu'elle avait 3 l'entrée du bloc.

Les affectations D et E ainsi '"groupées'" peuvent &tre E€laborées simulta-
nément. Des blocs d'affectations tels que (A, B, C) et (D, E) seront
appelés : collatérales (i.e. : affectations multiples).

On se restreint au cas déterministe et une variable ne peut &tre partie

gauche de deux affectations distinctes d'une méme collatérale.

En reportant au niveau de la sémantique la signification du symbole
d'affectation, une affectation est au niveau syntaxique un é&lément de
V x M(F, V).
Une collatérale est définie par une application d'une partie finie de V

L]

dans M(F, V).

1 - SYNTAXE ET SEMANTIQUE

On note Pw(V) 1l'ensemble des parties finies de V.

Déginition 1.1

Une collatérale A sur F est la donnée :
. d'une partie finie J, de Pw(V)
dite support de A.
. d'une application iA de JA dans M(F, V).

A= (JA’ iA) est dite collatérale de support JA.
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Notations 1.1

Soit J ¢ Pw(V)
On note Col(F)J 1'ensemble des collatérales sur F de support J.

On pose : Col(F) = U Col(F)J (u : union disjointe),
JePw(V)

qui est l'ensemble des collatérales sur F.

Exemple 1.1
Soit F = {f, g} avec a(f) = 2 et a(g) =1
V= {vl, Vos Vas Vi vs}.
Le couple (JA, 1A) ol :
. JA = {vl, Vo v5}

A JA + M(F, V) donnée par :

i
1A(V1) = f(v,, v3), 1A(v2) = g(v3), 1A(v5) =v,
est une collatérale sur F.

A sera notée "en extension" par :

A= vy f(vl, v3), v, © g(vs3), L v4>.

Remarque 1.1

L'ensemble des arbres sur F peut &tre muni d'une structure de magmoide
[AD, JAJ.
Une collatérale A telle que :

card (JA) =p, et card ( U var (iA(a))) =q

aeJA

peut &tre considérée comme un élément du magmoide (IC X T(F))Z ol :

IC est le magmoide des torsions injectives croissantes
et T(F) est le magmoide (projetable) des arbres sur F, indexé par V.
Sauf dans le cas oli V est borné, et en procé&dant 3 des transformations
syntaxiques sur les collatérales de mani&re & les plonger dans une fibre

carrée, la manipulation de cette définition s'avére lourde.
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Deginition 1.2

Soit (I, V) une interprétation valuée (de FUV).
L'action d'une collatérale A(e Col(F)) sur la valuation v est la valuation
(A*xv) 3 valeurs dans DI donnée par :

(A V(@) = siace J alors iA(a)*v sinon v(a)

A

Remarque 1.2

L'action d'une collatérale sur une valuation Vv ne "modifie" la valeur de Vv

que pour les variables apparaissant dans le support de la collatérale.

Exemple 1.2

Soit A la collatérale de 1'exemple 1.1.

. I une interprétation de F de domaine N uy {i} ordonné par 1'ordre discret,
telle que :

fI(m, n) = mtn si m, n # l) l sinon

2 . .
gI(m) = m si m # l} l_ sinon.,
.V : Vo> DI une valuation telle que :
V(vi) =1

alors

Axv : V > D, est la valuation donnée par :

£V, V(vy)) = 4

(AxV) (v,)

(Axv) (v,) = gI(v(v3)) =9

(A*V)(V3) = V(V3) =3
(Aaxv) (v,) = V(v,) = 4
(A*v)(vs) = v(v4) = 4,

2 - COMPOSITION DES COLLATERALES

Une collatérale correspond 2 un ensemble d'affectations pouvant

8tre exécutées simultanément. Dans un programme il n'est pas possible de
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réduire 1'ensemble des affectations y apparaissant en une seule collatérale.
I1 faut donc définir sur les collatérales une opération qui permet de
rendre compte d'une &laboration "sérielle" des affectations dans un
programme.

Cette opération doit au moins vérifier une condition de comptabilité avec

1'action des collatérales sur les valuations.

Exemple 2.1
Soient A et B les collatérales suivantes :

A

1

<vl « f(vl, v3), v, g(v3), Vg « v4>

B

<vl « h(v4, v2), Va3 “ k(v2, v3), v, <~ v5>.
Soit (I,V) une interprétation valuée {de FUV).
La composition de A et B (notée : A ; B) doit vérifier la condition

(A; B *v=Ax (B *x V),

BxV est la valuation donnée par :

(B*V)(VI) = hI(V(V4),V(V2)) H (B*V)(VZ) V(Vz)
(B*V)(V3) = kI(V(Vz),V(V3)) H (B*v)(va) = V(VS) H (B*v)(vs) = V(VS)
D'oli : A*x(B*V) est la valuation donnée par :

(A% (B0)) (v )= £ ((B*v) (v)), (B*v) (v3))

£ (h (V(v,) 5 V(D)5 E OV, 5 V(¥y)))
(A% (Bx0)) (v,)= g1 (& (V(v,), V(¥,))

(A% (BxV)) (v3)= K (W(v,) 5 V(¥y))

(A% (B+)) (v,)= V(v)

(A*(B*v))(v5)= v(vs)

Afin de pouvoir donner une définition lisible de la composition des
collatérales, on définit d'abord la "greffe sélective' qui & un arbre t
et 3 une collatérale A associe le résultat de la substitution dans t aux

variables ayant une occurrence dans t, leurs images par i

.

A
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Cette opération doit vérifier une condition de compatibilité avec 1'action

des arbres et des collatérales sur les valuatiomns.

Deginition 2.1

Pour B ¢ Col(F), on définit

Op * V -+~ M(F, V) par :

OB(V) = 1B(v) sive JB

v sinon

l'extension de op 3 M(F, V) est appelée "greffe sélective”.

Pour t € M(F, V) oB(t) est noté t @ B.

i.e. : t @ B est inductivement définie par :

(]
[ N
-t
[}

0 alors Q
siteF alorst
si t eV alors si t ¢ JB alors iB(t)
sit ¢ J; alors ¢t
B)

sit= f(tl, ceey t alors f(t1 OB, ...

a(f)’ » oy ©

ainsi :

t @B = t[vliB(v) ;s v e var(t) n JB].

Exemple 2.2
Soit B la collatérale de 1'exemple 2.1
et t = f(g(vl), h(v4, vs)) e M(F, V)

t @B = f(g(h(v4, Vz))’ h(vs, v5))

Proposition 2.1

Soit (I, v) une interprétation de FUV

t ¢ M(F, V) et B ¢ Col(F)
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on a :

(t ©B) »v=1txx (B *xV),

Preuve : Recurrence sur la complexité de t.
. t= 0 (tO®B)=0=>(tO®B) V= l

et t x (B xV) = |

t e Fo (t®B) =t =>(t ®B) Vv = tI
EEt*(B*V)=tI
. t=v eV, -t ¢ JB =>t ©B = iB(v) => (t @B) * v = iB(v) * \

|

et tx (BxvVv) = (Bxv) (v) = iB(v) *x V.

-t ¢ Jy =>t @B =vet (t ©B) * v =v(v)
et t *x (B* V) = (B*x Vv)() =vw).
. t = f(tl, s ey ta(f))
(t ®B) » v = f(tl B, ..., ta(f) @ B) » v
= fI((t1 ®@ B) * v, ..., (ta(f) 0 B) x v)
d'oll d'aprés 1l'hypoth&se de récurrence :
= fI(tl * (B x V), . ta(f) x (B * V)

(E(E)s wony € (D) % (B % V)

tx (B * V).

Déginition 2.2

Soient A et B € Col(F).
La composée des collatérales A et B, notée A ; B, est une collatérale sur

F de support J, U JB telle que :

A

¥veld uvuld lA;B(V) = 1A(v) ®Bsiveld

A B A

L iB(v) sinon
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Proposdition 2.2

Soit (I, V) une interprétation de FUV.
A, B € Col(F)
on a :

(A;B)xv=Ax (B*x V).

Preuve
. Soit v ¢ V

-sivé JA U JB
(Ax (B* V)W) = (B x v)(v) = v(v)

et ((A 5 B) *x v)(v)=v(v).

- 81V e JA U JB

(A * (B * v))(V)

sive JA alors iA(v) * (B » V) sinon (B * V) (v)

=sive JA alors (iA(v) @ B) » Vv

sinon co v ¢ JB co iB(v) * V.

(51 v e J, alors iA(v) ® B sinon iB(v)) * V.

A
(A ; B) » V.

n

Remarque 2.1

I1 existe une seule collatérale de support vide
on la note EO.
On a, pour toute interprétation (I, v) de FUV.
E *x Vv =1V,
o
L'associativité de la composition des collatérales se déduit de 1'associa-

tivité de la substitution du premier ordre [COJ par une "forme'd'associativité

de la greffe sélective que 1'on démontre d'abord.
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Lemme 2.1
Soit t ¢ M(F, V) 3 B, C ¢ Col(F)

Ona:t® (B;C)=(toB)ec.

Preuve : Par induction sur t.
.t =0 u Fo t® (B;C)=(tO©B)OC=t
. teV, t =v,

ve(B ; C)

(]
2.
<

€ JB;C alors lB;C(V) sinon v

=5s1vVe JB U JC alors si v ¢ JB alors 1B(v) e C
sinon iC(v) sinon v
=8l v eJ_ alors iB(v) ecC
sinon si v ¢ J alors iC(v) sinon v

=81 v e J_ alors iB(v) ©C

sinon v © C

(sive JB alors iB(v) sinon v) @ C

it

(voB) 0C.

.t = f(tl’ v tn) n = a(f).

t@ (B;C)=1£(t, ©(B;0C, +.., £ @ (B; C))

1

d'oli d'aprés 1'hypoth&se de récurrence :

f((t1 ®©B)OC, ..., (tn ©® B) 0 C)

£(t, B, ..., t_ 0 B) 0C

1
(f(tl’ vaes tn) ® B) @ C

(t®B)OC

Proposition 2.3

(Col(F), 3, Eo) est un monoide.
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Preuve :
. Eo est 1'élément neutre

. Soit A € Col(F).

ey TEsa Tl V0

. soit v € (JA;Eo = JA)
iA;Eo (v) = iA(v) ®E = iA(v)
iEo;A(V) = iA(v).

- E_ est 1'unique élément neutre
En effet : supposons
3 CeCol(F) ¥AeCol(F) C: A=A ;C=2C¢C

On aura en particulier JA U JC = JA, pour tout A.

donc C = Eo qui est 1l'unique collatérale de support vide

. La composition est une opération associative :
Soit A, B, C ¢ Col(F)

“Ias ;0 T Jasmy;c T Ja v I Y I

. 801t v € JA u JB U JC.

l(A;B);C(v) =sive JA;B alors lA;B(V) ® C sinon 1C(v)

=81V ¢ JA U JB alors

(si v e J, alors iA(v) ®@ B sinon iB(v)) 0C

A
sinon 1C(v)
=sive JA alors (1A(v) ® B) ® C
sinon si v e JB alors iB(v) 6 C
sinon 1C(v)
d'ol d'aprés le lemme 2.1 :
=sive JA alors 1A(v) e (B ; 0
sinon lB;C(V)

ta; (3500 )
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Remarque 2.2

Pour J € Pw(V), 1'ensemble des collatérales de support J.
Col(F)J, est fermé par la composition, mais ne constitue pas un sous-monoide

de Col(F) puisque E_ ¢ Col(F)” si J # 0.

Exemple 2.3

Considérons les collatérales de 1'exemple 2.1

on a 3

+

A; B=<yvw f(h(V49 V2)’ k(vzs V3))9
2 < g(k(vz, V3))’

vyt k(v2, v3),

Remarque 2.3

< V..

5 5

Une telle affectation est dite "singuliére'.

On remarque 1l'obtention d'une affectation v

Une collatérale A telle que ¥ v ¢ J iA(v) = v est aussi dite "singuligre'.

A
Une collatérale oll toutes les affectations sont non singuliéres est dite
"propre”.

(i.e. :'A € Col (F) est propre ssi ¥ v ¢ JA iA(v) #v).

Une collatérale singulidre A est sans "effet sémantique', en effet pour toute
interprétation (I, V), A * v = v, l'existence de collatérales ou affectations
singuliéres parait superflue.

Mais 1'ensemble des collatérales propres n'est pas fermé par composition
comme le montre 1l'exemple 2.3. Donc & moins d'"anticiper" sur le calcul de

-

la composition en testant & chaque &tape si on obtient une affectation

siguliére - ce qui n'est pas de nature & simplifier la manipulation des

collatérales ~ on "tolére'" 1'existence de collatérales non propres.
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-

Toutefois on peut toujours se ramener 3 une collatérale propre si nécessaire.

Definition 2.3

. soit ¢ : Pw(v) X Col(F) » Col(F) une application telle que pour
J e Pu(V) et Ac Col(F).
$(J, A) est une collatérale de support J avec

¥veld i¢(J,A)(V) = iA(v) si ve JA

v sinon
. soit A ¢ Col(F)
on pose J = {v ¢ JA | iA(v) # v}.

Alors on appelle noyau de A, et on note N(A), la collatérale de support J,

N(a) = 93, A).

Exemple 2.4

Considérons la collatérale (A ; B) = C de 1'exemple 2.3.
J = {vl, Vos Vi, V4}'

et N(C) = ¢(J, C) = vy * f(h(VA, VZ)’ k(VZ’ V3)),

v, “« g(k(vz, v3)), Va « k(vz, v3), A « v5}.

Proposition 2.4

Une collatérale A est propre ssi N(A) = A.

Preuve : immédiat d'aprés la définition de N(A).

Proposition 2.5

Soit A, B ¢ Col(F)

on a : N(A ; B) = N(N(B) ; N(B)).
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Preuve :
Remarquons d'abord les faits suivants :
i) t € M(Fo, N) A e Col(F)

t ®©NQA) =t 0 A

ii) A € Col(F)

vV e JN(A) => iN(A)(V) = iA(v).

iii) v € JN(A);N(B)

lyay;ny W) = 8L v e Jy,y alors ip ) (v) © N(B) sinon iy 4 (v)
d'aprés (i) et (ii)
iN(A);N(B)(V) = sivoeJyq,y alors i,(v) ® B sinon i,(v)

donc : pour v € JN(A);N(B)’ iN(A);N(B)’ iN(A);N(B)(V) = iA;B(V)'

) v e Jninia) ;N e))

tyaveay;neey) fyay;ney ™ 13-

(ii)

(iii)
I1 suffit donc de montrer que :

Inveasne)) T Ineass)

. Soit v ¢ JN(N(A);N(B))

alors iycay;n(ey) (V) = ip;p(V) # vodome voe Iy, gy

. 801t Vv ¢ JN(A;B)

alors 1A;B(V) $ v

sivé¢ld alors i

N(N(A) 5N(B)) NaY NGBy () TV = iy ™)

(contradiction)

Remarque 2.4

D'aprés la remarque 2.2, Col(F)J pour J € Pw(V) n'est pas un sous-monoide
de Col(F).
Mais si pour J ¢ Pw(V), on note IJ la collatérale singulidre de support J,

(Col(F)J, 1 IJ) est un monoide.
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3 - EQUIVALENCE DES COLLATERALES

Définition 3.1

Soient A, B ¢ Col(F)
A et B sont dites "sémantiquement équivalentes"

et on note A = B - ssi
Sem

pour toute interprétation valuge (I,v) on a :

AxVv=2E8xv,.

Lemme 3.1

Soit A € Col(F), J ¢ Pw(V)

< J = ¢(J, A) A.

J
A Sem

(la réciproque est fausse).

Preuve
Soit (I, v) une interprétation valuée

(¢(J, A) * V)(v) = sivedalorsi (v) * v sinon v(v).

$(J3,4)
=siv e Jalors Ei vV € JA alors iA(v) * V sinon v(v) sinon v(v)
puisque JA cJ:
=sive JA alors iA(v) * V sinon V(v)
= (A * V) (v).

La réciproque est fausse, en effet :

Lemme 3.2
Soit A € Col(F)

N(A) = A.
Sem



32

freuve
A= ¢(JA, N(A)) = N(Aa).
Sem

puisque J JA (Lemme 3.1).

N(A) =

Proposition 3.1

A toute collatérale A on peut associer une collatérale propre qui lui est

sémantiquement équivalente. Cette collatérale propre est donnée par N(A).

Proposition 3.2

Soient A, B ¢ Col(F)

A = B <=> N(A) = N(B).
Sem

Preuve

i) N(A) = N(B) => N(A) = N(B)

et N(A) = A et N(B) = B

ii) Supposons que A = B et N(A) # N(B)
Sem

N(A) # N(B) <=> | ou bien a) 3 v ¢ JN(A) - JN(B)
ou bien b) 3 v ¢ JN(B) - JN(A)

ou bien ¢) J v ¢ JN(A) n JN(B) tel que iA(v) # iB(v).

or pour toute (I, v), interprétation valuée

a) (Axv)(v) = iA(V)*V
(Bxv) (v) = v(v) = v*V
d'ol iA(v) = v puisque A = B
Sem

ce qui est contradictoire avec v ¢ JN(A)'
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b) cas symétrique au cas (a)

c) (A*V) (v) AW)*v

(Bxv) (v) B(v)*v

d'oi iA(v) = iB(v) (contradiction).

Conollaine 3.1

Deux collatérales propres sont équivalentes ssi elles sont é&gales.

On cherche & définir sur Col(F) une congruence associative la plus fine

qui soit compatible avec 1'équivalence sémantique (i.e. sémantique initiale).

Deginition 3.2

. On appelle congruence sur Col(F) une relation d'équivalence sur Col(F)
compatible avec la structure du monoide.
. Soient R et P deux relations sur Col (F)
R est dite plus fine que P (i.e. : R ¢ P) si

(A, B) ¢ R=> (A, B) ¢ P.
. Une relation R sur Col(F) est dite compatible avec 1l'équivalence
sémantique si (A,B) ¢ R => A = B.

Sem

Lemme 3.3
Soit P la relation sur Col(F) définie par :

A, B € Col(F) P(A, B) <=> N(A) = N(B).

P est une congruence sur Col(F).

Preuve

.P est évidemment une relation d'équivalence
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. A, B, C, € Col(F)

P(A, B) <=> N(A)

N(B)

P(C, D) <=> N(C)

N(D)

d'oll N(A) ; N(C) N(B) ; N(D)

et  N(N(A);N(C) = N(N(B);N(D))

d'ol d'aprés la proposition 2.5 :

N(A;C) = N(B;D) <=> P(A;C,B;D).

0
Lemme 3.4
P contient strictement 1'égalité (i.e. : (=) g P).
Preuve
Soient A, B ¢ Col(F).
ona: A=B=>N(A) = N(B) <=> P(A, B)
. 3 A, Be Col(F) tel que A # B et P(A, B)
en effet pour :
A= <xl « x2, X, < x2>
B = <xl < Xy x3 < x3>
on a N(A) = N(B) = <x1 « x2> donc P(A,B)
et A # B.
0

Proposition 3.3

P est la congruence associative (non triviale) la plus fine qui est

compatible avec 1'équivalence sémantique.

Preuve
Supposons qu'il existe une congruence R strictement plus fine que P, et

contenant strictement 1'&galité et compatible avec 1'équivalence sémantique.
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-

Deux collatérales vérifiant R sont 3 noyaux égaux, de plus R doit "contenir"
une condition supplémentaire, pour pouvoir réaliser une '"séparation" plus
fine que P des collatérales. (A,B) ¢ R => N(A) = N(B), cette condition doit

nécessairement porter sur JA‘JN(A) EE-JBIJN(B)'

La seule condition qui ne fait pas de R une relation triviale (égalité)

et JA|JN(A) # JBIJN(B) donc :

R(A,B) <=> P(A,B) et J #3107

N(A) B "N(B)®

or R ainsi définie n'est pas une congruence (relation non réflexive).

AlJ

.

O

Déginition 3.3

On appelle sémantique initiale la congruence non triviale la plus fine
compatible avec 1'équivalence sémantique. La fonction sémantique est donnée
par le représentant de la classe d'équivalence.

P est une sémantique initiale sur Col(F).

La fonction sémantique, notée oin’ est donnée par :

A e Col(F) oin(A) = N(4).
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CHaPITRE II : PREDICATS

Les tests (choix entre différents calculs d'aprés une condition) sont
privilégiés dans pratiquement tous les langages de programmation sous forme
de conditionnelles :

si T alors 7

sinon T, fsi ;
1 2 ’

oll T est une condition permettant le choix entre 1'élé&boration des deux

calculs (suites d'instructions) possibles m, et Tye

1
Nous nous intéressons dans ce chapitre 3 1'expression de cette

condition.

Elle est simple (i.e. : formule atomique) ou composée (i.e. : combinaison

logique de formules atomiques) [PA].

Soit P un alphabet gradué (ensemble de symboles de prédicat)
F et V comme précédemment
un prédicat est dans [LPP] un objet de la forme :
p(v) ol p symbole de "transfert" (de prédicat)
et v une variable
ayant sous une interprétation valuée une valeur logique (vrai ou faux)
permettant le choix.
Une extension est considérée dans [MA] oll un prédicat est un objet :
p(tl, cens tn) ol p € P oett, e M(F, V) pour (i =1, ..., n)
On peut transformer un prédicat de Manna en un couple formé d'une collatérale
et d'un prédicat de Paterson (cf. 1'exemple dans 1'introduction).
Mais ceci - puisque un prédicat ne doit pas changer la valeur des variables -
nécessite 1l'introduction de nouvelles variables (n'apparaissant pas dans
le programme). D'autre part les connecteurs logiques peuvent &tre exprimés
d partir de seul connecteur conditionnel [MAJ], qui peut s'exprimer 3 partir

de formules atomiques simples.
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La condition sera donc exprimée par une formule atomique simple
3 1'instar de [MA]. Ce qui a pour avantage la possibilité de considérer
les interprétations de symboles de fonction et de prédicat dans un méme

domaine.

1 - SYNTAXE ET INTERPRETATION

Soit P un alphabet gradué, ensemble de symboles de prédicat.
On note P, = {p eP | a(p) =i} pour i = 0.
F un ensemble de symboles de fonction (F n P = @)

V un ensemble de symboles de variables.

Definition 1.1

L'ensemble des prédicats sur FUP, noté PF est le plus petit sous ensemble
du magma M(FUP, V) contenant :
1) P0

ii) pour p ¢ Pn et tl’ e tn e M(F, V), p(tl, veey ).

Définition 1.2

Soit B = {vrai, faux, l} le domaine booléen.
On le suppose ordonné par 1'ordre discret (c'est un cpo).
On appelle interprétation de P une structure

I=<Dy, <, _LI, {pps p e P}>

-

od : . <DI’ SI’ l{> est un cpo |

n . . .
¢ D + B est une application continue.

et . pour p € Pn’ p; ¢ I

Deginition 1.3

On appelle interprétation valuée (de FUP), une interprétation de FUPUV.

j.e. : c'est un triplet : (I, I', V) ot :
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I est une interprétation de F
I' est une interprétation de P
tel =

que DI DI'

et V une valuation 3 valeurs dans DI.(v t V> DI)'

Dédinition 1.4

Soit (I, I', V) une interprétation de FUPUV,

et o ¢ PF'

L'action du prédicat o sur la valuation v est inductivement définie par :

o *x v = Py 81 0 =7pc¢ Po

v v i =
-Pr+ (t1 * V, .., ta(p) * V) sia=p (tl’ ceey t

avec p ¢ P et ti e M(F, V)

(i=1,---,a(P))

s 0] [e o}
(et ol t, * V=V (t) o V est le morphisme associé 3 1'inter-

prétation valuée (I, V)

2 - EQUIVALENCE DES PREDICATS

Dédinition 2.1

Soient a, B € PF
a et B sont sémantiquement équivalents et on note o = B,

Sem
ssi pour toute interprétation valuée (I, I', V)

Proposition 2.1

Deux prédicats o et B sont sémantiquement Equivalents ssi ils sont &gaux

(i.e. : 0 = B <=>oq =R).
Sem

La greffe sélective peut &étre &tendue aux prédicats de la manidre suivante
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Definition 2.2

Soit o € PF’ A e Col(F)

0 @ A est inductivement définie par :

i) sioc=pePoalorsp

i1) _§_i_OL= p(tl, ey tn) ol p ¢ Pn, t. e M(F, V)

1(i=l,...,n)

alors p (tl A, ..., tn 0 A)

- ol ts ©® A est la greffe selective dans M(F, V)

et on a :

Proposition 2.2

Pout toute interprétation valuée (I, I', V)
o € PF_eEA e Col(F)

ona: (@B A *v=o0* (A *V).

Preuve
-a=pekbP = (@ @A) *V =7p *V=p, =px (A * V)
. o= p(tl, ey ta(p)) =>

(ad @ A) » V (p(tl A, ..., ta(p) @ A)) x» Vv

a* (A *x V).

= pl'((tl O A) * V, ...y (ta(p) @ A) *V)

]

Proposition 2.3

Pour o ¢ PF et A, B ¢ Col(F)

ona:a0(A; B)=(u6 A) ©@B.

pro(t; * (A *Vv), ..., tap) * (A = V)

(p(tl, e ta(p)) * (A*x V) =0 * (A*x V).
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Preuve
.aePo 0 0® (A;B)=0a=(x© A) 6 B.

. Qo= p(tl, ...y M) avec p ¢ Pn et ti A=1, ..., n) e M(F, V)

p(t,, «e., t) 0 (A; B) =p(t, ®(A;B), ..., t_ 0 (A; B))
1 n def 1 n

= p((t; © 4) ©B, ..., (t_ ©A) @ B)
Lemme 2.1

= p(tlc-)A, ...,tnGA)0B=(p(tl, ceey £ ) O A) OB = (a0 ® A) O B.
def n

0
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2EME PARTIE :

ALTERNATIVES
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CHAPITRE I : ALTERNATIVES FINIES

L'instruction conditionnelle : si T alors 7

| sinon T, fsi
ol T est la condition (i.e. : prédicat) permettant le choix entre 1'éla-

boration des calculs T oet T qui peuvent &tre des instructions calcu-

2’

latoires (i.e. : collatérales) ou des instructions conditionnelles,

peut &tre exprimée : - 3 partir des instructions de branchement de [LPP]
- ou considérant un ensemble 'iniforme" de symboles

de fonction (englobant symboles de fonction de base et de prédicats), par

1'intermédiaire d'un symbole de fonction ternaire ¢, par c(T, T ﬂz),

ot pour une interprétation de domaine DU{|}, il existe ume partition

D = VUFUN telle que :

c(x, ¥, 2) = | ys8ixeV

c'est la démarche de la sémantique algébrique [NI, GU3, GU1].

Cherchant un mod&le pour les schémas de Manna, dans une "option" de struc-—
turation de ces schémas, nous définissons un objet syntaxique : aglternative,
comme une extension des collatérales. La composition des collatérales
s'étend aux alternatives et permet de les munir d'une structure de monolde.
La composition vue comme une transformation des alternatives est une réduc-
tion confluente et permet, en définissant d'autres transformations (mise
sous forme libre et ordonnée) d'associer & chaque alternative une forme
canonique caractérisant 1'équivalence sémantique des alternatives.

Nous considérons dans un premier temps des alternatives oli les prédicats
sont avec effet de bord. A la fin du chapitre les alternatives avec prédi-

cats sans effet de bord sont étudiées.
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1 - SYNTAXE ET SEMANTIQUE

Soient F, P et V comme précédemment.

Deginition 1.1

L'ensemble des alternatives sur FUP, noté Al(FUP), est le plus petit
ensemble contenant :
i) Col(F)

ii) pour a € PF’ A, B ¢ AL(FUP), [A, Bla.

Exemple 1.1

Soit F = {b, ¢, d, e, s} avec a(e) = a(b) = 0, a(c) =1, a(d) = a(s)
P = {p} avec a(p) = 2
v = {v}

I'=[<v « d(v, b)>, <v « s(v, b)>] (p(s(s(v, b), c(v)), e))

est une alternative sur FUP.

Déginition 1.7 représentation graphique

soit W = Col(F) u PF.
et g : W->N la graduation donnée par :

gw) = [ 2 siwe PF

0 Ei w € Col(F)

Soit 1'application rep : AL(FUP) - M(W) définie par
soit T ¢ A1(FUP) rep(l) = t ¢ M(W) est tel que :
i) si T e Col(F) alors dom(t) = {e} et t(e) =T.
ii) si T = [A, Bla avec aePF et A, B ¢ AL(FUP)
alors dom(t) = {€e} u 1l dom (rep (A)) u 2 dom (rep (B)).

et t(e) = a
t(lm)
t(2m)

rep (A)(m), (ot Im e dom(t))
rep (B)(m), (ol 2m ¢ dom(t)).
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Donc une alternative peut &tre représent@e par un w-arbre respectant la

graduation g, donné par 1'application "rep'".

Exemple 1.2

. 1'alternative I de 1'exemple 1.l peut &tre représentée par 1'abre

rep(T) :

l p(s(s(v, b), c(v)), ¢) I
/ \
, v « d(v, b) l v < s(v, b) !

. les &léments de PF et Col(F) peuvent aussi &tre représentés 3 partir des

(FUP)-arbres.

On adopte alors la représentation suivante :

/ v
s
;S < ‘b
P c-v
\ e
v v
v<d / v <« s <

Déginition 1.3

Soit (I, I', V) une interprétation de (FUPUV)
i) Les symboles [, ] sont spécifiés par :

pour X, y € DI

[x, y] vrai = x, [x, y] faux = y, [x, y] l_= i{.

i1) 1'action d'une alternative T sur la valuation v est la valuation,

notée ' * v,donnée par :

pour v € V, (T * v)(v) . 5i T e Col(F) alors (T * v)(v)

ce qui est l'action de la collatérale T
q

sur la valuation v(cf. l&re partie-Ch I-dé&f 1.2)
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. si I' = [A, Bla avec a ¢ PF . A, B ¢ AL(FUP)

alors [(A * V)(V), (B *x V)W) (o * V).

iii) deux alternatives T et I'' sont "sémantiquement équivalentes”, et on

note ' = T', ssi pour toute interprétation (I, I', V) on a :
Sem

T*v=T" % v,

Exemple 1.3

Considérons F, P, V de 1l'exemple 1.1,

et 1'interprétation (I, I', V) donnée par :
. Dy =N u {[}.

- ey = 100, bI =1, cI(n) = n2 sin# l.

#

dI(m, n) =n-nsim2netm, n# l.

sI(m, n) = m+n si m, n # l.

1

ct

Xay#_l_
X,y#l

pI(m, n) = | vrai six>yet

(al

faux six <y et
i_ sinon
. v(v) = 5.

alors pour T de 1'exemple 1.1, on a :

(T * VW) =[(kv <« d(v, b)> * V)(v), (kv « s(v, b)> x V) (v)]

(p(s(x(v, B), c(v)), e)) * Vv

(4, 6] P> (31, 100) = 6.

2 - COMPOSITION DES ALTERNATIVES

La composition sur les collatérales s'étend aux alternatives,
(Col(F) c AL(FUP)).

On étend d'abord la greffe sélective aux alternatives.
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Déginition 2.1

Soit p : AL(FUP) + N 1'application donnée par :
p(T) = [ 0 si T € Col(F)
1 + max {O(Tl), p(Fz)} siT=1r, F2]u avec
o e Ppet T\, T, e AL(FUP)

p définit la hauteur en "pré&dicats" d'une alternative.
P

Convention
On confond par la suite une alternative et sa représentation graphique.
La "sous-alternative' de I'(e¢ A1(FUP)) de racine m(e dom(l)), I'/m, sera
notée T .
m
Ainsi si p(I) > 0 [ =1[T), I')JT()
1° FZ e A1(FUP)
oil max{O(Fl), p(Tz)} < pM.

avec I'(e) ¢ PF et T

Définition 2.2

Soit T ¢ AL(FUP), A ¢ Col(F)
La greffe s8lective &tendue aux alternatives, notée ©, est donnée par :
' eA=| si T' ¢ Col(F) alors T ; A

sinon [Tl 0 A, FZ 0 Al (T(e) @ 4

Proposition 2.1

Soit T ¢ AL(FUP), A ¢ Col(F), B ¢ Col(F)
i) pour toute interprétation (I, I', v) de FUPUV on a :
(ToA)y xv="T"x (A*x V)

ii) T © (A ; B) = (I' © A) @ B.
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i) récurrence sure p(l').
.p(T) =0=>T¢€ Col(F) => (T @A) »Vv=(T3;A *Vv=Tx(AxV)
. p(T) >0, soit v e V.

(T o A) xVv)(v)

([r1 O A, r2 ® Al (T(e) @ A) * V) (v)

[(T; 04) Vv (v), (T, @4 *vv)] ((T(E) 6 A) * V)
d'ot d'aprés 1'hypothese de récurrence (p(T), p(T,) < p(T))

et (Partie 1, Ch II, prop. 2.2)

[ * (Ax )W), (T, * (A V) () I(T(e)x(Axv))

(T, T, T() * (A * V) ()

(T * (A xVv))W).

0

ii) récurrence sur p(l).
. p(I) =0=>Te€cCol(F) =>T© (A;B)=T3; (A; B) = (' ; A) ; B=(T0A)@B.
. p(M >0
re(a; B =I[T;0(;3B),T,0(; B)] (T'(e) © (A ; B))
d'oli d'aprés 1'hypothése de récurrence (p(Tl), p(Tz) < o(T))

et (Partie II, ch II, Prop 2.3)

[(1"l ® A) O B, (T2 © A) ® B] ((T(e) © A) 0 B)

([I‘l ©A, T, 0A] (T(e) ©A)) ©B

2
(([Fl, sz T(e))® A) © B= (I @ A) 0 B.

Dédinition 2.3

Soit T, T' e Al(FUP)
La composée des alternatives I et T'', noté (I' ; T'), est donné par :
I 5 7' =siT' e Col(F) alors I' r'

sinon [T ; F'l, T F'ZJ ' (e)s
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Proposition 2.2

Soit T, T' ¢ A1(FUP)
pour toute interprétation (I, I', V) de FUPUV on a:

T3 T"Yy*v="Tx (T" x v).

Preuve
Recurrence sur p(I'').
1) p(T') =0 =>T'" € COl(E) => (T s ) *»v=(CT OT"Y) »v="T=x (" % V).
ii) p(r'') > 0, soit v ¢ V.
(T3 T *»V) (V) = (AT 5T, T3 T2IT'(e)) * V) (V)
= [T ;T »vw), (T P'z) * V(v)] (T'(e) » V).
et d'aprés 1'hypothése de récurrence (' )5 p(T' X p(T"))
=T * T * V@, T* @', * MW (') * v)
=T * ([T * v(v), T'y * v(v)] (T'(e) * V)

=T = (T = V).

Lemme 2.1
Pour I', T'' ¢ A1(FUP), on a :

p(T 5 T") = p(T) + p(T").

Preuve
récurrence sur p(T').
i) p(I'") =0 =>T" € Col(F) => p(T 3 T') = p(TOT") = p(I)

ii) p(T") >0

p(T 5 T') = p(fT 3 T',, T 5 I'y1T'(e))

1’
1 + max {p(F ; T")), o(T ; T'p)}

d'aprés 1'hypothé&se de récurrence (p(F'l), p(T'z) < p(T")
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]

1 + max {(T) + p(T'Z), p(I) + Q(F'z)}
(l + max {D(F'l), p(r'z)}) + p(r)'

p(T") + o(D).

Exemple 2.1
Soit T la collatérale de 1'exemple 1.1

et ' = [<v« e, v«c(v)] (p(s(v, b), e))

alors :
o
T;T' = /s< T'(e)
P\ b
]
, AN
S/Lgl S/Ig:zl
T(e)oI" s/ \ s/ \b
Yol Neel p |
e \e T
T;T'l ) /////, \\\ -—Zii:-———
rr. d/El’ e A A
;T |ve v<s ;T v sT) |ves
L 1 11 \ b ’ \ b | 2 l| \ b 1°°2 \ b

Proposition 2.3

alr(rup), ; Eo) est un monoide.

Preuve

i) Eo est €lément neutre.
Soit T e Al(FUP)
recurrence sur p(T)

-p(I)=0=>T;E =E ;T=T.

F(E)@T'Z

=

r

95

1
1-‘2

T
L TsT )
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.p(v) >0 T E0 =T @ E0 = [Fl 5] Eo, Fz (9] Eo] (T'(e) © Eo)
HR ' -
= [Pl, T2] I'(e) = T.

Eo 3 T = [Eo 3 Fl, Eo ; FZJ T(e)

Trr, r,] T(e) = T.

ii) E0 est 1'unique &lé&ment neutre
si T est Elément neutre on a : I ; Eo =T = Eo'

iii) Associativité :

soit T, T', T" (Al1(FUP)

montrons que (I' 5 I'') ;3 I = T; (I' ; ™).

récurrence sur p(T").

. p(T =0

récurrence sur p(T').

. p(T"Yy =0

(r;ry;nm™

(Teryerm=ro (' ; ™My =T, (" ;.
. p(T") > 0.

(T 5Ty 3 I"=(T; T'l, T T'ZJ I'(e)) @ I,

(T ; F']) er, (T; F'z) eT"] (') @ T)

By @y s, T @, ™I e e

Ts (I 3 T, T', 5 M1 (T'(e) © T",)

T (T 5T
. (T > 0,

Py (' 51

s (IT' 51, T' 5 I,7 I"(e))
= [T ; (T ; F"l), T (T T"z)] I"(e)
Trosmsrm, s mare

= (T ;") ;M.
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3 - ALTERNATIVES AVEC COMPOSITION : A]c(FUP)

La composition considérée comme un opérateur sur les alternatives
conduit 3 la définition :
I';T' = siT' e COL(F) alors I' © T
sinon [T 5 T', T 5 T',] I'(e)

'=' ne traduit pas une &galité au niveau syntaxique, mais

oll le signe
1'égalité des valeurs calculées pour toute interprétation (i.e. : &quivalence
sémantique).

De plus l'associativité ne permet pas de rendre compte des différents

ordres possibles dans 1'élaboration des alternatives.

En effet, dans 1'alternative ([A ; B), CJ a) 3 D, 1'équivalence
1 2

d'une élaboration de 1l'intérieur vers 1'extérieur (1 puis 2) et

d'une élaboration d' l'extérieur vers 1'intérieur (2 Puis 1)

n'est pas exprimée par 1'associativité.

I1 serait donc plus naturel d'"intégrer" la composition dans 1'expression
syntaxique des alternatives, et de considérer 1'é&laboration de la compo-

sition comme une transformation (réduction) des alternatives.

Déginition 3.1

a) l'ensemble des alternatives avec composgition sur FUP, noté AlC (FUP),
est le plus petit ensemble contenant :

i) Col(F)

ii) Pour a ¢ P_, A, B ¢ A1C (fUP), [A, Bl o

iii) Pour A, B ¢ AlC(FUP), A.B.

b) En posant W = PF u Col(F) u {.}

avec la graduation g : W > NN donnée par :

g(w) = 2_s_i_w='.',ouwePF

0 si we Col(F)
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On peut, comme dans le cas de Al(FUP), associer 3 une alternative avec
composition, un W-arbre respectant la graduation g, par :
rep. AlC(FUP) > MW), tel que
si rep(T) = t alors :

si I ¢ Col(F), dom(t) = {e} et t(e) = T.

si T [Tl, Tz] a avec o € PF’ r.. T, ¢ AlC(FUP),

1’ °2
dom(t) = {e} u 1 dom (rep(T{)) u 2 dom (rep (T,)).
t(e) = o, t(lm) = rep(Fl)(m), t(2m) = rep(Fz)(m).
si T = TI.TZ avec Fl’ T2 € Alc(FUP)
dom(t) = {e} u 1 dom(rep(T'})) v 2.dom(rep(T,))

t(e) = '.', t(lm) = rep(Tl)(m), t(2m) = rep(Tz)(m).

Exemple 3.1
Soit A, B, C, D € Col(F) «a ¢ PF'
T =[A.B, C] a.D ¢ AlC (FUP)

et repl =

Déginition
i) Etant donnée une interprétation (I, I', V) (de FUPUV)

1'action d'une alternative avec composition I' sur la valuation v est donnée
par :

. 81T ¢ Col(F) alors T * v (action d'une collatérale sur une valuation)

.s8il = [Fl, Tz]a avec o € PF’ Fl’ Tz € AlC(FUP)

alors pour v € V.
(T * V) = [Pl * V(v), P2 * v(v)] (o * V).
. 81T = rl.r2 avec Tl, Tz € Alc(FUP)

alors T » v = Tl * (F2 * V).
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ii) Deux alternatives avec composition T et I'' sont "sémantiquement &quiva-
lentes'", et on note I = T', ssi pour toute interprétation (I, I', V)
Sem

on a :

Txv=T" % v,

Lemme 3.1
La relation = est une congruence sur Al (FUP).
Sem ¢
Preuve
i) = est évidemment une relation d'équivalence
Sem
L = = - = 1
ii) . T] = T2, T3 = F4 >[T1, P3]a = [Tz, T4da
Sem Sem Sem
et Fl F3 = FZ'PQ’
Sem

Déginition 3.3

Soit 1'application h : AlC(FUP) + N donnée par :
h(I') = ([ . 0si T e Col(F)
. max{h(T,), h(T)} si T = [T}, T,Ja avec

o e PF et Tl, T2 € AlC(FUP)

L - 1+h(F1)+h(T2) siTl = TI'FZ avec Tl, T2 € AlC(FUP)

h(l) est dite la "hauteur de 1l'alternative" T.

Convention

On confond par la suite une alternative avec composition et sa représentation
graphique.

Pour T € Alc(FUP) et m ¢ dom(T'), la sous-alternative de T de racine m,

I'/m, sera notée Tm.
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Déginition 3.4

Soit G : AlC(FUP) + Al1(FUP) 1'application donnée pour :
i) si T e Col(F) alors G(T) =T
ii) si ' = [A, Bla avec o ¢ PF et A, B ¢ Alc(FUP)
alors G(I) = [G(A), G(B)Ia
iii) si T = A.B avec A ¢ Al_(FUP), B ¢ Al_(FUP)

alors G(T') = G(A) ; G(B).

Proposition 3.1

Pour T ¢ Alc(FUP)

ona:I = G().
Sem

Preuve
Remarquons que :
i) h(G(I)) < h(I) si h() > 0
ii) pour m ¢ dom(T)
G(Tm « G(T)]) = &(I)
iii) h(T) = 0 => G(T) =T.

récurrence sur h(T).

.h(Ty =0=>6(T) =T = G(I') = T.
Sem
. h(T) >0 =>3m e dom(T') tel que I'(m) = ',".
donc
G(I) = GTIm<«G(T m)D)

or '(m) = '.' donc h(Tm) > 0,
Tad -

d'ot : h(G(Fm)) < h(Fm).

donc par hypothése de récurrence

G(Fm) = rm.
Sem

or = est une congruence sur Alc(FUP)
Sem
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donc : Tlm« G(' )] = Tm<«T 1=T.
m m
Sem

or h(I'lm « G(Tm)]) < h(I)

donc : G(TM[m « G(r )1) = Tlm=< G(T )]
m Sem m

(d'aprés 1'hypothése de récurrence).

d'oti : G(T) =G(T[m=<« G(T )] = T.
m Sem

D2 finition 3.5

Soit + la réduction (cf. préliminaires) sur Alc(FUP) définie par :
', T'" € Alc(FUP)
T+T"<=>3medomT) | T(m) = '."'

et T' = Tlm <« G(Tm)].

* - L3 3 .
on note : > la fermeture réflexive et transitive de + .
m . as - . .
7 pour indiquer que la réduction '"concerne" la sous-alternative
de racine m.
Exemple 3.2

Soit T 1'alternative de l'exemple 3.1 :

TIL [(A; B, Clao . D § (LA ;3 B), €cla) 3 D = G(I) e AL(FUP).
d'autre part :

I ¥ G({A.B, Cla . D) = G([A.B, Cla) ; G(D)

=[A ; B, Cla ; D.

Lemme 3.2

La réduction + est noetherienne.

Preuve

P 2T = (") < (D).
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h(T') étant finie il ne peut exister de chaine infinie

l“-tl“l-r...-:l“ =
n

Lemme 3.3

I'* I' =T 3c).

Prewve
h(T) > 0 =>T' = I'lm « G(Tm)]. (m ¢ dom(T))
récurrence sur h(T'),

i) h(I') = 0 => G(I'') = T' ., donc I' ¥ G(I'')

or : G(I'') = 6(I'lm + G(Tm)]) = G(I).

ii) h(I'') > 0 => 3 n € dom(I"'). tel que :
I 3T o« 6(I' )7 = I
or h(I'") < h(T'")
donc d'aprés 1'hypothé&se de récurrence
r 3 e(r')
or G(T'') = G(I)

donc : T' + I ¥ (D).

Lemme 3.4

T e AIC(FUP), I' est en "¢+ -forme normale”" ssi h(T) = O.

Lemme 3.5

Soit T ¢ Alc(FUP)

si h(I') = n e N,

alors il existe m < n tel que :

r+T! 3123 ... 3 1™ avee T = (D).
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Preuve

i) 8in=0 T =6G6(T) etm=mn = 0.

ii) Si n > 0.
r! = o < G(T )] o & ¢ Dom(D).

h(rly = p < n-1.
donc d'aprés 1l'hypoth&se de récurrence :

1
] p' <p tel que T'P = g(rly.

or G(r'y = 6(n.
donc
i p' <p <n tel que:
P LI LR D A e
0
D'oli

Proposition 3.2

i) La réduction =+ sur Alc(FUP), est confluente

(modulo 1'équivalence sémantique = )
Sem

ii) A toute alternative [ de Alc(FUP) on peut associer une + forme normale

(unique) (effectivement atteinte) donnée par G(T).

Preuve
+ est noethérienne (lemme 3.2) et localement confluente (lemme 3.3) donc
confluente.

DeplusT = ' r3¥r,r 3
Sem
alors " 3 G(I) et I 3 G(I'")
et G(T') = G(T) (proposition 3.1)
Sem

donc + est confluente modulo =
Sem
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D'autre part : pour T ¢ Alc(FUP) r3 c()
G(T') est en + forme normale et est atteint apré&s un nombre fini de réduction

(dérivation) (Lemme 3.5, 3.3).

Exemple 3.3
Soit A, B, C, D, E, He Col(F) ; a, B ¢ PF'

soit T = [D, H. EIR . ([B, Cloo . A) € AlC(FUP).

alors
i) n(r) = 3.
ii) 6(I) = G([D, H.EIB) ; G([B, Clo.A)

[6(D), G(H.E)IB ; (G([B, Cla) ; G(A))

(D, G(H) ; G(E)IB ;5 (LG(B), G(C)la ; A)

]

([D, (1 ; E)IB 3 ([B, Cla ;3 A))

(D, (#; E)IB 5 [(B; A), (C; A)] (00 A)

(b, (B ; E)IB ; (B3 A, [D, (H; E)IB; (C; A (a0 A

(E; B A)), (H;E); (Bs A (Be (B; A),
[(D; (C; A)), ((H;E); (C;A)18B6(C; AlaoaA

qu'on peut représenter graphiquement par :

o @ A
N
o B3 &)l |B 6 (C; A ¢ Al(FUP)

|D;B;4A| |H;E;B;A| |D;CHA| |H;E;C3A]
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12 2
iii) ' + . =
- \ 8// \@A
. Ql
N\ AN N
D/ H,E/OL\/\A D/ H;E B,< C;A
B C

€
< OA = G(T)
/Ot \

BO(B;A) BO(C;A)
/

D;B;A H;E;B;A D;C;A H;E;CsA

Toute alternative sera considérée, par la suite, en + forme normale
(81ément de A1(FUP)).
On cherche 3 définir, 3 1'instar des collatérales, une sémantique initiale
des alternatives.
On assimile une alternative et sa représentation graphique.
* *
T ¢ AL(FUP) dom() < {1, 2} . cN,
* . e
N _est ordonné par l'ordre préfixiel.

(i.e. : 0, BeN, o B<> 3N, | B = ay.)

4 - FORME LIBRE D'UNE ALTERNATIVE

Pour T ¢ Al(FUP), on note

o) = {u e dom(I) / T'(u) ¢ PF}'

Déginition 4.1

Une alternative T est dite "libre' ssi

u, v ¢ 0(T)
=> I'(u) # T'(v)

+p
les deux noeuds de T dont 1'un est descendant de 1'autre ne peuvent &tre

étiquetés par le méme prédicat.
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La mise sous forme libre d'une alternative I' consiste en la suppression
des branches de T' contenant des prédicats contradictoires (i.e. : u ip v

et T(u) = I'(v) pour u, v ¢ 0(T')), qui ne peuvent donc pas représenter

des calculs effectifs.

Définition 4.7

i) Soit T e A1(FUP)
On définit sur O(T) une relation £ par :

L(u, v) <=> [ v = uiv' ot i ¢ {1, 2} et v' ¢ {1, 2}
et
T@) = TW).

i.e. £(u, v) <=>u ip v et I'(u) = I'(v).

ii) Soit f la réduction sur A1(FUP) définie par :
I, T' ¢ AL(FUP)

r i ' <=> | 3 u, v e O(T) tel que :

C&(u, v) et T'" = Tlv « Tvil.

Exemple 4.1

Soit o € PF ;3 a, b, ¢ € Col(F)

et soit T = [[a, bla, clo

alors on a £(g, 0) avec i =0

donc T 4 T'' = T[0 <« roo] = [a, cla.
Lemme 4.1

Soit I'y T' ¢ Al1(FUP)

r'.

X oo
T f T > T
Sem
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Preuve

Récurrence sur 1la longueur, d, de la réduction

i)d=0=>T=T"=T = T'.
Sem
ii) d >0
rem 9
T 4 I'" <=> J u, v e O(T) tel que v = uiv' avec i e {1,2}, v' e {1,2}%,

- " =
F'(u) =T() et T I'Tv « Fvi]'
La réduction ne modifie que la sous-alternative de racine v : (I .).

vi
L'équivalence sémantique = &tant une congruence sur Al(FUP), il suffit
Sem
de montrer que I''’ = (" =T .).
v v vi
Sem
Soit (I, I', V) une interprétation (de FUPUV).
-1i=0, si T(u) * v = vrai alors I'(v) * v = vrai

d'ol : Fv * V= [Tv0, Tvl] T(v) * v=Iv0 x v

donc Fv = Twv0.
Sem

si I'(v) » v = faux alors :

Tu v =[Tud, Tull T(u) * v = Tul * v,
EE.TV ne peut &tre atteinte dans ce cas.
siT(u) v = l_alors Tu * V =.l

et Fv n'est pas atteinte.

- 1=1 cas similaire da (i = 0) :
avec T(u) * v = faux => T = [wvl.
Sem
dans les autres cas Tv n'est pas atteinte.

donc T = T'vis=s>Tz=T"
v
Sem
et d'aprés 1'hypothése de récurrence I'" = T'
Sem
d'od : T = T°'.
Sem
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Lemme 4.2
i est nothérienne.
Preuve
Remarquons que :
T f T' => card(0(T")) < card(0(I))-1.
(i.e. : une L-réduction supprime au moins une occurrence d'un &lément
de P dans T).
Donc il ne peut exister de chaine infinie
1 2

T“>...>T%> ...y puisque card(0(T)) est fini.

™z L' T

Lemme 4.3
f est localement confluente.
Notation :

T, T' u AlL(FUP)

r (U£V)> T'' indique que le couple (u, V) ¢ O(T)2 détermine la réduction

de I' en T' par T
Preuve
r
(u,v) -~ (u',v") avec v = ui v,
'L L
/, v' = u'j V'l
A
I"' 1""
L L
? * o ,
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Cas 1 : u et v' incomparables par sp.

Exemple : O, B ¢ PF’ a, b, ¢, d, e, f € Col(F)

B
u / \ U' (U,V)
o o -
v /N / \ V! L
o c d o a
/ N\ /\
a b e f
(u',v') ¥y L
B
/A (u,v)
a o o
/7 \ / \
o c d f L a
/\
a b

) 1] . -
Les réductions (uiy) ot (u 3V ) sont indépendantes

L
et donc :
T' (u'_&V') "
L et " = F(A)
™ (U:_>V) 1-1(4)

L

IA

Cas 2 : u et u' comparables par .

On suppose u Sp u',(l'autre cas &tant symétrique)

Cas 2.1 : u =u'

I'"

T{v « T'v.]
i

1“"

Tlv' < Tv'] .

Cas 2.1.1 : i # j (v et v' incomparables)

Exemple o ¢ P, a, b, ¢, d € Col(F)
Lxemple F
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o
v / \ V' (u_.V)
a o g
/\ / A\ L

(u,v') v L
u
o
/ 0\ (u,v)
Vu d >
/ \ L
a b

- . u,v u,v') . s
Les réductions ( 3 ) et ( 3 ) étant indépendantes
L L

et domnc
l'l! (U_&V‘) I‘ll”
L et "' =T
R
L

(4)

Cas 2.1.2 1 = j

.siv=v'alors T'"=T"=71"",

sinon supposons Vv :P'v' avec v' = vk v"

(1'autre eas &tant symétrique).
ym q

Cas 2.1.2.1 : i # k

Exemple : o € PF’ a, b, c, d € Col(F)

u
o o
/ \ (u,v) / \
v
o d f a a
/N
a o
/ N\
b Cc 4\
o
(u,v') + L
u v
o
/N
va d
/ \
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Montrons que I (u$y) I'' (=T1T"")
L

En effet :

puisque i = j # k et v ip v'

T'vi n'est pas modifiée par la réduction
I'vk est "supprimée" par la réduction

donc :

(P[v' <« Tv'i]) [v <« Tvi]l =Tlv « Tvil =T"'.

Cas 2.1.2.2 : 1 =k

Exemple : a ¢ PF’ a, b, ¢, d € CO1L(F)

a
/ N\ (u,v)
va d >
v /N L
v
a ¢
/ \
a b.
(u,v') + L
u
o
VCX. / \ d (U;V)
/ \ L
a c

soit I (u$v) m

L
T (U,XV") r(4)
L
Montrons que I'"' = T(A).
En effet :

(u,v)

la sous—alternative de T "concernée" par les réductions est Iv.

11 suffit donc de montrer que I''v =T

CON
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Considérons les transformations de Fv 3 travers les différents réductions :
"
@y @) (reiy @YD Dty vt « Twtid)

v L L

or M'vw'"i = Iv'i
(upV') s n ve (U,V) . " ve

. (T) Y3 (T ) [iv" « Tv'i]) 377 ((Tvi) [v" <« Tv'iD).

v L v 1L
Cas 2.2 u < u' avec u' = uku"
_— +p
(1'autre cas étant symétrique)

Cas 2.2.1 : i 4k
Exemple o, B € PF’ a, b, ¢, d, e € Col(F)

u
a . o
W AR
g () o (u,v) B e
/N > I\ o
a B ,d e L a B
/ \ 7/ \
b c b c
(u',v') + L L+ (',v")
o a
N (u,v) /N
g o > B e
/ \ / \ L /\
a c d e a c

)
(u;v) et (u L )
L L

1ot
T’ u_’)V Lo (u_,)v) 1—1(4) et T = 1“(4).
L L —_

Les réduction étant indépendantes (v et v' incomparables)

Cas 2.2.2 1=k
Cas 2.2.2.1 v et v' incomparables par Sp

Exemple : o, B ¢ PF’ a, b, ¢, d, e ¢ Col(F)
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o o
v /N (u,v) v /N
v -> u
/8\ : L /B\ )
v'8 o v'B .
/ N/ N\ / \
abcd a b
(u',v') + L L4 (u',v")
u
o a
/ \ / \
U'B e (uiv) R e
/ \ v L /\
a a ¢
/ A\
c d

1 ]
< . u,v u',v') | s i <
Les réductions ( 3 ) et ( 3 ) étant indépendantes d'ol

L L
' '
T (u :)V ) I ()
L S_E rnv = T‘
™ (U_;V) I—-(l‘)
L

Cas 2.2.2.,2 v et v' comparables.

Si v =v'alors si i=j alors ' =T"

(u_,;U') '
L
™ (V_I,rV') I-(z*) _e_t ™ = I‘(A).

sinon T'

Sinon supposons v Sp v' (1'autre cas étant symétrique) avec v' = v&v'" Le{l,2}.

Cas 2.2.2.2.1 1 # £
(u,v)

La réduction " 3’ supprime 1l'inconsistance au niveau de v'.

Et on a : I (ui’,’V) T o= ()
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Exemple = a, B ¢ PF’ a, b, ¢, d, e € Col(F).

u
1, * @
o' N (u,v) / N\
B e Z R e
/ A\ v /\
a /a{z) a b
b B
/ \
c d (u, v)
(',v') v L L
u
o
/ \
g e
/ \
a o
/\
b d
Cas 2.2.2.2.2. : i=2%
Soit T" (u—,>V) ™
L
et : siu' =vm u'l . (v ip u')
alors T vu'y, wv" P(A)

>

L

sinon (u' < v)
L 11}
pr Uy r(4)
L

ona: " = T(a)

Exemple : o, B ¢ PF’ a, b, ¢, d, e ¢ Col(F)
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i) Ya Ya
/N (u,v) ' / 0\
Va e . Vuig e
u' /7 \ " / N\
B d B ¢
v /N / N\
v B c a b
/ \
a b
(u',v') v L LY (vu'l, w'')
u
o a
/ \ /N
Va o (u;y) 8 e
/\ L / N\
g d a c
/\
a ¢
i1) Ya o
v /N / \
u8 o @gﬂ 8 e
v / \ L /\
o d R d
V' /N /\
R c a b
/ N\
a b
(w',v'") ¥+ L L+ (u',vw")
o o
/ \ (u,v) / \
R e Z B e
/\ / \
a d a d
/ \
a ¢
Lemme 4.4

A toute alternative on peut associer un f -forme normale.

Preuve

Récurrence sur Card (0(T')) T e AL(FUP).
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. Card(0(T)) = 0 => T est en z -forme normale.

. Card(0(T)) > 0.

si T n'est pas en s -forme normale

alors il existe (u, v) ¢ O(I‘)2 tel que L(u, v)
(U:}V) T’

L
or Card (0(T')) < Card(0(T)) -1

et soit T

d'aprés 1'hypoth&se de récurrence, a2 T'' on peut associer une s -forme normale
" ] * ”"

r . (P f r )v

donc T" est une L-forme normale de T.

Remarquons que puisque card(0(T)) est fini, une I —forme normale de T est

obtenue en un nombre fini de réductions.

Proposition 4.1

i) La réduction 7 sur Al (FUP) est confluente (module 1'équivalence séman-

tique : = ).
Sem

ii) A toute alternative on peut associer une alternative libre (unique)

(effectivement atteinte) et qui lui est &quivalente.

Preuve

La réduction f est nothérienne (lemme 4.2) et localement confluente
(lemme 4.3), donc elle est confluente. Elle est valide dans 1'équivalence
sémantique (lemme 4.1). Chaque alternative admet une f —-forme normale

(lemme 4.4), elle est unique puisque la réduction est confluente, et est

équivalente 3 1l'alternative (lemme 4.1).
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5 - FORME ORDONNEE D'UNE ALTERNATIVE

Nous allons définir une forme canonique des alternatives.
Etant donné un ordre total < sur les prédicats, il s'agit de donner une
forme de 1'alternative respectant cet ordre.
Considérons 1'alternative non ordonnée :

2 (a; < ay)

Si pour toute interprétation (I, I', V), al * v # i_

I = a = I'' qui est ordonnée

Mais cette équivalence n'est pas vérifiée si on considére des prédicats
avec effet de bord.
En effet si pour une interprétation (I, I', V)

ona:a *v=| eto,*V = faux

1 =
alors T » v=cet " v = i{.
Se placant dans ce cas, il nous faut associer & une altertive une forme

ordonnée qui lui soit équivalente : il faut limiter la possibilité d'inter-

version de prédicats de maniére 3 conserver 1'équivalence sémantique.

Déginition 5.1

Supposons que les ensembles F, P et V soient munis d'ordres totaux

qu'on notera indistinctement <,

i) Soit & : M(F, V) ~» (FUV)* 1'application donnée par :
.site FOUV alors 8(F) = t
. sit= f(tl’ eees tn) avec f ¢ Fn et ti(i =1l,...,n) € M(F,V)

alors §(t) = fé(tl) . G(tn).
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i1) Soit S : PF -> P(FUV)* 1'application donnée par :

"Ei o € P0 alors S(G) =q

ia=rp(t, ..., tn) avec p € P, ti(i =1, ...,n) € M(F, V)

alors §(a) = p&(t;) ... 6(t).
Les ordres totaux sur P, F, V générent sur P(FUV)* un ordre lexicographique
qu'on note <<,
Ce qui permet de définir sur PF un ordre total, noté <£ex’

par : o, B e P, a<, B<=>3(a) << &(B).
ex

Dé4inition 5.7

Soit T ¢ A1(FUP), on note M(I') 1'ensemble des feuilles de T.
Soit a ¢ PF'
On dit que o "couwvre" T si,

¥meMEF), Im' € dom (I) | m" gp met T(M') = a.

1'ensemble des prédicats couvrant T est noté Pc(l).

Deginition 5.3

Une alternative libre I est dite ordonnée ssi

¥Vu, v ¢ 0(F) [u ip v et I'(v) € Pc(T )] => T'(u) <£ex T(v).

Notations

Pour ' ¢ A1(FUP), on note Cps 1'élément minimum pour 1'ordre lexicographique

“Lex’ de Pc(T).

L'ensemble des occurrences de ar dans T est noté
OCC(GP, I = {O%, ves O?, ...} tel que :

. A { j ' . .
i<js= OT <<1ex OF ol <<1ex est l'ordre lexicographique

* - - -
sur N généré par 1'odre naturel sur N.
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Exemple 5.1
Soit a, B, Y € PF tel que o <1ex B <1ex Y.
et a, b, c, d, e ¢ Col(F)
i) 1'alternative :
I = R est ordonnée
/\
a ¢
/ \
a b
ii) 1'alternative :
' = R n'est pas ordonnée
/o \
o a
/N /N
a y d c
/N
b c
car : Pc(I'")= {B, a} Upe = O
1 2
OT' =1, OT' = 2
et €<, let T(e) =84, T =o.

Proposition 5.1

Une alternative libre T est ordonnée ssi

¥me 0() T@)=am.

Preuve
i) Supposons T ordonnée
Soit ue 0(T) ¥ v ¢ Pc(Pu) u Sp v
donc TI'(u) <1ex T(v)
ii) Supposons que I' vérifie la propriété
Soit u, v € 0(T) tel que u sp v et T(v) e Pc(Tu).
or T() =a, =inf, _ {a € PF’ o couvre Fu}.

Tu le

donc : T(u) < . T(v).

le
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Déginition 5.4

i) Soit T € Al1(FUP), T libre, m ¢ 0(T)
I' est dite "ordonnée en m" si T(m) = O+
ii) Soit z la réduction définie sur les alternatives libres par :
T, T' ¢ A1(FUP), T 1libre,

T pe I'' <=> 3 me 0(), I non ordonnée en m.

et T' = I'[m — op
\\\~\
i i L. i T L.
Tm[Orm-+TmOrm 1 3i=1,...N] 1"m[01.,m « Fm 0rm 2 ;1i=1,...

ot N = card(occ(a,, , T )).
m’ ‘m

Remarque
Le fait que T soit libre assure que les substitutions

rfo, «TOnjsi=1,...,N],o0j=1,2,

soient définies. En effet : T libre => les O, sont incomparables par

i
I'm

Exemple 5.2
Soit o, B, Y € PF avec o <lex g Yex T
et a, b, ¢, d, e ¢ Col(F)
i) T = R o =T
/A © /A
o a B B
/N / \ /N /N
a b c d a c b d
ou ar = a O% =1, 0? = 2

<
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ii) Y
/ b
T = B E I' est ordonnée en (g€)
/ \
a a I' n'est pas ordonnée en (1)
£\ /\
a bc d
W
g ) Y = I
/ X
a e I'' est ordonné
LN
B B
/ N/ N\
acbd
Remarque

La réduction g conserve la liberté :

(g)

(o}

(i.es« & I' libre, T T', T' est libre)
en effet : la non liberté ne peut provenir que du placement de O a la
racine de la sous-alternative F'm

or : occ (o

') ={e} ..
m

I'm’

Lemme 5.1

Soit T e A1(FUP), libre.

Tr3r =r r'.
(o]

Sem

Preuve

Par récurrence sur la longueur, £, de la réduction.

. £=0=>T=T"=>T = T".
Sem
£>0
r > &5l
o o
si T = T" alors d'aprés 1'hypoth&se de récurrence I" = T'
Sem Sem

d'ou T = T
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Démontrons donc que I' = I
Sem

Supposons que : T (E)F"
o
L'équivalence = &tant une congruence, il suffit de montrer que
Sem

r = 1m.
mon 0
Soit Xl’

et card (oce(a, , I )) = N
_ I'm> "m

cees Xp, ..+ des symboles d'alternatives.

Posons u =T [0X « X, i = I, ..., N].
m I'm i

alors :
Pm = u[Xi | ,aFm H i=1, ..., N]
Vs \
i i
TmOr 1 TmOT 2
m m
et
" -
T m OLl"rn

ulX, |TmO7 15 i=1,...,N] ulX,|Tmo*. 2; i=1,...,N]
i Tm i Tm

Soit (I, I', V) une interprétation

wm
r-
c
*
<
n

lyalors T s v =T wv=]

.siuxwv #-ll’ supposons u * v = X, * V.

e i
alors si aTm * V= l alors
- Tt -
Tp*v=T" »v=]

sinon si o * ) = vyrai
—— — “Tm

alors T » v = (Im o;ml) * v

X, * v = (T ot

]
>
*
<
t

e_tI“"m*\)=u*\) 1.,1)*\)

m

le raisonnement est similaire pour Op * V = faux.
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Lemme 5.2

La

réduction 3 est nothérienne.

Preuve

Posons : pour I' ¢ Al1(FUP), libre

Ny

et

le

I..O

"

card ({F(m) | m e 0(T)})

N.=1.2° (N -2)

T

nombre de réductions possibles, & partir de I', est majoré par N

+ 2.2l + ...+ (NF—I).Z

T

re < Np-

étant fini, il ne peut exister de chaine infinie telle que

I L
(o] (o] o] [o] (o]

b=

' >T' =>
(o]

Lemme 5.3

La

réduction 3 est localement confluente.

Preuve

Supposons

r @ e @ o,
(o] — o]

Cas | : m et n incomparables par Sp

alors : T' (E) Ik et ™ (g) T .

Cas 2 : m et n comparables par Sp

Cas 2.1 : m =n,

alors : T' =71"

Cas 2.2 : m ip n

On

ne peut avoir o, = I'(m) sinon ' serait ordonnée en n.

Tm

donc : op # T'(n)

Soit N = card(occ(arm, Fm))
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Cas 2.2.1
1<

Tm 5p n.

3 j tel que m ip m 0

j est nécessairement unique.

Soit n = m O%m ku ol k e {1, 2}.
Posons n =m k 03 u
Tm
alors :
Si Pl (é) l-ﬂll
o © TR O)
o
En effet la réduction T (g) T' ne "modifie" pas Tn
et 7' =T,
n n
- =« . (M) e s " P . (m) :
De méme la réduction T P4 " n'"influe"” pas sur la réduction o Pbuisque
Op # T'(n)
]
etm OTm ip n.
Exemple :

Soit a, B, Y, 6 ¢ PF avec a < B <

lex lex Y <1ex

et a, b, c,d, e, £f, ge Col(F)

Soit : T = B avec : m=¢ etn =11
/ \
LIS . - -
o o d'oll = Pc(Fm) = {a, B} Op = 0O
/\ / N\ 1 2
§ e f g Op, =1, 05 = 2.
/ \
Y o - -
a be d I _ 2 _
OTn =1 OFn = 2

= 11

81



T p o
/ \
B B
/ \ /\
8 f e
/ \
Y Y
/ A\ / \
a b c d
et
/\
o o
/ N\ /7 \
Y e f
/ \
8 8
/ A\ / N\

Cas 2.2.2 ] il, R |

avec : m< n< mO
+p +p I'm

alors afm = aFn

et ™ (E) T'.

i
avec : OF"m = OPm

Exemple

Soit a, B, Y € PF avec o <

lex

79

11
-

(8) pm

B <lex Y

et a, b,c, d, e, f € Col(F)

Soit

=T
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I = B etm=¢cetn-=2
/ \
a Y d'oli : . Pc(I'm) = {a, B}, ap = a
m
/ \ /N ! 2 3
a b o o OTm =1, OTm = 21, 01..m = 22
/N /A
cdef
. Pc(Tn) = {v, o}, a =@
1 2
OTn =1, 0rn = 2,
T (55) . -
/ \
B B
7/ \ / N\
a Yy b ¥y
/ \ /N
c e d f
et
r @ ; © ., -
/ \ / \
a a B B
/7 \ /\ / A\ /\
a b vy vy a vy b vy
/ N/ A\ / \ / N\
ced f c d d f

Dé4inition 5.5

i) La réduction pe est dite "standard" si
r @ oo opos ns {n € O(I') | T non ordonnée en n}.
o lex
Elle est notée : >
os
ii) Soit {ml, cees mN} 1'ensemble des €léments minimaux pour 1'ordre
préfixiel (<p) des éléments de O0(T') tel que T soit non ordonnée en

ces éléments, on le note md(I).

Posons : bo(l) = T[ml “ EOy 4oy my <« Eol].

Remarque

Si T est ordonnée on a = md(T) = @ et bo(T) = T.
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Lemme 5.4
Soit T e AL(FUP), libre et T non ordonnée

alors il existe N(fini) tel que T é% I'' et T' en 2 -forme normale.

Preuve

T non ordonnée 1

=> card(0(bo(T"))) = card(0(bo(T)))+1
—-)

0s

or : T % ' => card(0(T')) = card(0(I))
et card 0(bo(T')) < card(0(T"))

donc puisque card(0(T)) fini,
N
>

'
0 T

il existe N(fini) tel que T

w

et bo(T') = T'.

Proposition 5.2

i) la réduction g sur les alternatives libres est confluente (modulo

1'équivalence sémantique = ).
Sem

ii) A toute alternative libre on peut associer une alternative libre en P4
forme normale (i.e. : ordonnée) unique effectivement atteinte et qui

lui est équivalente.

Preuve

Conséquence immé&diate des lemmes (5.1), (5.2), (5.3) et (5.4).
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6 - FORME CANONIQUE D'UNE ALTERNATIVE

Considérant des prédicats avec effet de bord, on cherche # définir

une sémantique initiale des alternatives.

Deginition 6.1

i) Soit N : A1(FUP) - Al(FUP) 1'application définie par :
. si T € Col(F), N(I') = N(I') (cf. lare partie Ch I D&f 2.3)
.siT = [Fl, lea ol 0 € PF’ Tl, F2 e Al1(FUP)
N(T) =0 N(T}), N(T) o
ii) soit T e Al (FUP),
I' est dite en forme canonique si elle est en

>.1 -3 forme normale et E(F) = T,

Proposition 6.1

A toute alternative T de AIC(FUP), on peut associer une forme canonique

(unique), notée c(T), qui lui est sémantiquement Equivalente,

Preuve
Conséquence immédiate des propositions : 3.2, 4,1 et 5.2. et du fait

que ¥ T ¢ AL(FUP) N(T) = T.
Sem

Proposition 6.2

Soit T, T' ¢ Alc(FUP)
T =2 T'<=>c()=cT
Sem
Preuve

1) e(@ =c(T')Y =>c(P) = (') =T = T'
Sem Sem
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ii) I1 suffit de considérer des alternatives en forme canonique
et de montrer que T = T' =>T =T"',

Supposons T = T' et T # I,

Cas 1 : dom(T) # dom(T')
supposons 3! u ¢ dom(T) et u ¢ dom(T')
Soit w = supSP {v e dom(T") | 3ue {1, 2}, u = vu'}.
alors w ¢ M(T') donc I'(w) e Col(F)
et T(w) ¢ PF
et on ne peut donc avoir pour toute interprétation
(I, 1', Vv) Fw *Vv=T" %V,

w

donc I # T'.
Sem
Cas 2 : dom(T) = dom(T') et 3 u ¢ dom(T) tel que I'(u) # T'(u).

siu e O(T) alors T(u) # T'"(u) =>T # T'.
Sem

siue M(I) alors T(u), T''(u) e Col(F)
Toutes les collatérales apparaissant dans I ou T'' étant propres donc

T(u) # T"(u) =>T # T'.

Sem

Deginition 6.2

Soit R une relation sur AIC(FUP) définie par :
I, T' ¢ AlC(FUP), R(T, T") <=> c(I) = c(T'").

R est évidemment une congruence sur Alc(FUP) et on pose oin(F) = c(I).

7 - CAS DES PREDICATS SANS EFFET DE BORD

Le fait que les prédicats soient sans effet de bord n'influt pas
sur les »> et T réductions.

Par contre pour l'ordonnancement (g), 1'interversion de deux prédicats
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est toujours possible : la condition de couverture d'une méme alternative
devient sans objet.

Ainsi :

. une alternative libre I est dite ordonnée si

u, veoOM,u ip v = F(u),<1ex T().

. En notant O inf x {Tw) | v eo(?,

le
La réduction 7 se définit de la méme fagon que dans le cas des prédicats
avec effet de bord et a les mémes propriétés.
De plus O de la définition 6.2 n'est plus une caractérisation de
1'8quivalence sémantique.
En effet :
Soit o € PF’ a ¢ Col(F), a sans effet de bord
(T'= a ) = (a=T7T") etT #T'.
/ A\ Sem
a a
nous introduisons une nouvelle réduction 2 , (les prédicats &tant sans

R
effet de bord).

Deginition 7.1

La réduction ﬁ sur les alternatives de A1(FUP) (libres et ordonnées) est

donnée par :

', T' € AL(FUP), (I libre ordonnée)
' <= =
T2 T <=>3me 0D [rml T 5
et 7' =T[m<«T 7.
_ ml

Lemme 7.1
Soit T, T' ¢ Al1(FUP).

2r'=>r1 = T'.

T 2>
R Sem
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Preuve

Se fait par récurrence sur la longueur de la réduction.

I1 suffit de démontrer que :

(m) _ -
T 3 T' => Pm = P'm.
Sem
on a
Pm = T'(m) avec le = sz
/ \
1-‘ml rm2
et 7' =T
m ml

soit (I, I', v) une interprétation.

si T(m) X v=vrai alors T * v =T * v
- — m ml

sinon I ~ v=T * v =T *
—_— m m2 ml

et T'm* v="7_"_ x v,
_— ml

Lemme 7.2

La réduction E est noethérienne.

Preuve

Ona:T '1; T' => card(0(T')) < card(0(T))

donc il ne peut exister de chalnes infinie r° 2 Fl r i

Lemme 7.3
La réduction ﬁ est localement confluente.
Preuve
T
/,,/ \\
(m)L R R, (n)
I" IWI

Pl 4

Y
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. si m et n incomparables par <p
alors : I'' (B)I‘"' et T (g) ™
: 3 et 1 .
. si m et n comparables

alors 82 m = n alors ' = T" = '

sim ip n (1l'autre cas était symétrique)

alors

soit : n = min etn=n']j i, j e {1, 2}.
et on a :

re@ g 3B

R R
ot j={1sij=2
2sij =1,
O

Exemple

Soit o, B € PF’ a e Col(F).

a (g) B (g) a
/ \ R / \
8 B a a
/ \ / \
a a a a RM(e)
MW
()
a 64
/N R /A
a B a a
/\
a a

Proposition 7.1

A toute alternative de AL(FUP) (libre et ordonnée) on peut associer une E

forme normale unique qui lui est équivalente.
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Preuve

La réduction E est confluente (lemme 7.2 et 7.3) modulo 1'équivalence

sémantique = (lemme 7.1). L'existence de la forme normale (unique
Sem
puisque § est confluente) est assurée par le fait que card(0(T)) est fini

pour toute alternative T.

De ginition 7.2

Une alternmative de Alc(FUP) est dite canonique si elle est en

> .

X f . 3—. ﬁ - forme normale et N(T) = T.

Proposition 7.2

A toute alternative I de Alc(FUP) on peut associer une forme canonique
unique qui lui est équivalente, notée c(I')

etona : I, I'' ¢ AlC(FUP) ' = T'"<=>cT =cT").
Sem

et on pose oin(P) = ¢c(T).

Preuve :
D'aprés les propositions 3.2, 4.1 et 5.2 adapt@es aux pré&dicats sans effet

de bord et 7.1, on peut affirmer 1l'existence pour T ¢ Alc(FUP) de c(T) et

I' = ¢(I'). La démonstration de la proposition 6.2 reste valable dans ce
Sem
cas puisque T étant en K - forme normale on ne peut avoir Fw = T'w.
Sem
a
Remarque

Si parmi les variables V on isole un sous-ensemble VS dit de variables

de sortie,
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Soit ¢VS : A1(FUP) » A1(FUP) 1l'application dé&finie par :
dys (M = { ¢(Vg, T) si T € Col(F)
(cf.lére partie Ch. I Déf 2.3)

Loys(T))s by (T la si T = [T}, T,Ja

avec 0 ¢ P Tl, F2 e Al1(FUP)

F’
alors deux alternatives [ et I'' de AlC(FUP) sont sémantiquement &quivalentes

relativement & Vo ssi pour Tl et F'l les + formes normales de T et T',

by (T = 9y ' ).

Exemple général :

Considérons les deux schémas de programmes suivants P] et P2 empruntés

3 [MA] et dont il montre l'équivalence.

P, |(yl,y2)+(f(x],x2),g(xz)ﬂ a

T
<o
[y EG Ly | b 2=B] d

AN %

Z<al ¢ [ZB] 4
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9 ° (yl,yz,y3)+(xl,x2,f(xl,x2))‘ e

. @3 |
13?@« : e
o

f(f(XI,XZ) yzyj'yl f(yl,yz)l ,To-cEI h ,y1<—f(ylsg(}'2))' 4

|Z<a| ¢ d lz+bl 5 [

z+b\ d |Zz<b]| a

i) & P, on peut associer l'alternmative

Pl = . 3 a, ©a =T
/ \ ‘ / \
o a 0, 0 (b ; a) d; a
/ \ / \
. d csbsa d;bsa
/ \
o b
;A
c d
et ona {2z} (T} = p(g(x.)) = 12
/ 2 \
pUE(E(x,,%x,),8(x))) Z«b
(%) <2)

Z <« a Z < b

on se place dans le cas des prédicats sans effet de bord et supposant

f<g, Flz étant libre,
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on a .
a'? 5 P(E(xp,x),8(x)) = T
/ \
p(g(xz)) p(g(xz))
/ \ / \
Z +a Z <D Z+«b 2+«bD
et ri3 (£(xy5%.),8(x))) = o. (T}
R p 1’ 2 ’g 2 in
/ \
p(g(x,)) Z <b
/ \
Z+~a Z+«b
ii) a P, on peut associer l'alternative
r2 )
/ \
o] e
/3
;N
o h o b
AR RN
a4 k
/ \ / \ / \E
c d o m o
/2 /2
d d . d
/ N\
o h
/N
c d;h
et
r2 % /p(f(xl,xz)) S A
p(3(x%)) ‘ p(f(xl,x?_))
/ \ / \
p(f(f(xl,xz),g(xz)) p(f((xl,xz),g(xz))) k;bse p(f(f(xl,xz),g(xz)))
/ \ / \ / \
cshse dsh;e d;m;hje d;m;hse p(g(xz)) d;£;bse
/ \

c;h;f;bse d:hjh;£;bse
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22

¢{z} (?h) /p(f(xl,xz))\— r

p(g(x,))) p(f(x5%,))
/ \ / \
p(E(£(x,%,),8(x,))) PUE(£(x),%,),8(x,))) k;bse p(f(f(xl,xz),g(xz)))
/ \ / \ / \
c d d d p(g(x,)) d
/ N\
c d
r22 (%) p (£ (x »xy) I
p(g(x,)) p(f(f(xl,xz),g(xz)))
/ \ / \
P(EG;,x,),8(5,)))  DUE(EGr% () Ple(xy) ‘
/ \ / \ / N\
c d d d c d
r23 (%) p(f(x],xz)) - r24
/ \
p(£(£(x,%,),8(x,))) p(E(£(x5%,),8(x,)))
/ \ / \
p(g(x,))) p(g(x,))  pla(x,)) d
/ \ / \ / \
c d d d c d
RGO PUECEGRx,))E(x,))) = oy (%)
/ \
p(g(x,)) d
/ \
c d

on a donc

1 _
Oin(r ) = Oin(r )
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. 1 2 . . o s .
les deux alternatives I' et I'” &tant sémantiquement é&quivalentes relati-

vement & V., = {z}, dans le cas oli les prédicats sont sans effet de bord.

S
Fl et F2 n'étant pas sémantiquement équivalentes si les prédicats sont

avec effet de bord.
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CHAPITRE Il : SYSTEMES D'EQUATIONS. ALTERNATIVES RECONNAISSABLES

L'équivalence des schémas de Paterson et donc de Manna est indécidable
[LPP, MA]. La recherche d'une forme canonique pour les arbres associés
seralt donc sans objet. Néanmoins la mise "locale" sous forme canonique
d'alternatives finies, en utilisant le chapitre précédent, faciliterait

la comparaison de deux schémas.

Dans ce chapitre, nous proposons un modé&le pour les arbres de Manna
(infinis) : alternatives indicées, définies et &tudiées en adoptant un

point de vue algébrique.

L'ensemble des alternatives est plongé dans une structure de magma
ordonné complet. Une description finie y est donnée sous forme de systéme
d'équations. Nous nous intéressons en particulier & celles qui sont recon-

naissalbes et montrons qu'elles peuvent &tre considérées comme solutions

des systémes d'équations réguliers.

1 - LE MAGMA Alg”

Soit F, P, V comme précédemment.
et S un ensemble de symboles d'alternatives particuli@res contenant un
symbole distingué Q.

Les éléments de S seront notés Wys wnes wn, e

Deginition 1.1

L'ensemble des alternatives indicées par S, noté AIS(FUP) ou AlS
lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité sur F et P, est le plus petit ensemble
contenant :
i) s
ii) pour A € Col(F) et B ¢ Als, B.A

iii) pour o € PF et A, B ¢ Als, [A, Bla.
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. On pose W = PF
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: Représentation graphique

U Col(F) u S

et g : W~ N 1l'application définie par :

g(w) = | 0siwes

1 si w e Col(F)

2 s1 we PF

. soit rep : AlS + M(W) 1'application définie par :

pour [ ¢ Als, rep (D)

1) Ei T ¢ S alors dom(t)

t e M(W) est tel que :

{e} et t(e) =T

ii) si I' = B.A avec A ¢ Col(F), B ¢ A]S

alors dom(t) = {e} u 1. dom(rep(B))

et t(e) =

t(1lm)

A

= rep(B) (m) pour lm ¢ dom(t)

iii) si T' = [A, Bla avec a ¢ PF’ A, B¢ A1S

alors dom(t) = {e} u 1 dom(rep(A)) u 2 dom(rep(B))

et t(g) =

t(1lm)
t (2m)
Ainsi :
i une alternative

ation g.

a

rep(A) (m) pour Im ¢ dom(t)

rep(B) (m) pour 2m ¢ dom(t)

de AlS, on peut associer un w—arbre respectant la gradu-

Par la suite on confond une alternative I' et sa représentation graphique

rep(T).
Exemple 1.1
Soit Alm,wo}

donnée par :

T = ([Q. (y+h(x)), wo.(x+h(y))] plg(x))) . (x<£(y))

et on a @
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rep(T) = |x<£(y) |
(g(x)

|y*h (x) | BN
ol

Q w
[o]

Deginition 1.3

On définit sur Alg une relation d'ordre (ordre préfixiel) < par :
A, B € A1S : A<B <=> [ dom(A) c dom(B)
et

¥me dom(A), A(m) # Q => B(m) = A(m)

Lemme 1.1
(Als, <, ) est un ensemble ordonné pointé.

Preuve : Immédiate.

Remarque :
(AlS, <, ) étant un ensemble ordonné pointé, on peut [COM, BOJ] le plonger
dans un ensemble ordonné complet (cpo) : sa complétion par parties dirigdes

(ou idéaux), qu'on note Alsm.

[e o}

avec : pour B partie dirigée de ALS

sup@B) = T est tel que :
. dom(T) = U {dom(B) | B ¢ B}

. me dom(I') TI'(m) = |a si il existe B ¢ BB tel que B(m) = a

{2 si pour tout B ¢ B, B(m) = Q.

. si on suppose W muni d'un ordre discret T donné par :
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alors, pour B partie dirigée de Alsw, m ¢ dom(sup(@B))

ona: (sup B))(m) = sup {B(m) | B € B}.
< T

en effet : w' = {B(m) | B ¢ B} est une partie dirigée de W.

donc sup (w') est dé&fini et on a 1'égalité ci-dessus.
T

Definition 1.4

i) pour A € Col(F), on définit 1'application
[« o] [+ 0]

A Als > AlS

B -+ B.A

ii) pour a € PF’ on définit 1'application :
.
o : Alg > Alg

(A,B) » [A,Bla.

Lemme 1.2

Pour A € Col(F), "A est une application croissante et continue.

Preuve
i) Soit B, C ¢ Alg°° tel que B < C.
. dom(B.A) = {e} u 1.dom(B) c {e} u 1 dom(C) = dom(C.A)

. soit m ¢ dom(B.A) tel que (B.A) (m) # Q

!
4]
e
B

n

€ alors (B.A) (m) = A = (C.A) (m)
- sim= lu alors u ¢ dom(B) (c dom (C)), C(u) = B(u).

et (C.A)(m) = C(u) = B(u) = (B.A)(m).

ii) Soit BB une partie dirigée de AlSOc
,® = {.,(® | B eB} : {B.A | B e B} (=B.4)
. d'aprés (i) B étant dirigée, B.A l'est aussi.

. soit m ¢ dom (sup@ . A))



97

(sup(@B.A)) (m) = (sup {B.A | B ¢ B})(m)

= sup {(B.A)(m) | B e B}.
T

d'ol : . sim=¢ alors
(sup@.A))(m) = A = (sup(B).A) (m)

. 81 m = lu alors

(sup(@B.A)) (m) = sup@) (u) = (sup@B).A) (m).

Lemme 1.3 :
Pour o ¢ PF 0. est une application croissante et continue en chacun de ses

arguments.

Preuve
i) Soit B, C ¢ AL,  tel que B < C et A ¢ AL
. dom([B,Ala) = {e} u l;dom(B) U 2 dom(A)
< {e} u 1.dom(C) u 2 dom(A) = dom([C,AJa)

. soit m ¢ dom([B,AJa) et ([B,AJa)(m) # Q

sim=¢ alors ([C,AJa)(m) = a = [B,AJa (m)
sim = lu alors u ¢ dom(B) et B(u) # Q

donc [C,AJa(m) = C(u) = B(u) = [B,AJa(n).
sim= 2u alors u ¢ dom(A)

et [C,AlJa(m) = A(u) = [B,Ala(n)

la démonstration est analogue pour le second argument.

ii) Soit BB Une partie dirigée de Alsw, A e Alsw.

B, Ala = {[B, Ala | B ¢ B}.
. d'aprés (i) [B,AJa est une partie dirigée si B 1'est
. soit m ¢ dom(sup([B,Ala))

(sup[B,Ala) (m) : sup{[B,Ala(m) | B ¢ B}.
T
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(=1
Q
cr
")
-
=]
[}

£ alors (sup[B,AlJa)(m) = o = [sup B,Ala(m)

wm
P
=]

]

2u alors

(sup [B,Ala) (m)

A(u) = [sup@®),Ala (m)
sim = lualors

(sup [B,Ala) (m)

sup {B(u) | B ¢ B}.
T

= sup(B) (u) = [sup@®),Ala (m)

La démonstration est analogue pour le second argument.

En considérant les &léments de S comme des applications constantes on

a d'aprés les lemmes 1.2 et 1.3 :

Proposition 1.1

(Alsm, <, §) a une structure de w-magma ordonné complet et Alsoo = Mw(w).

Proposition 1.2

Soient A, A], .y An € AlsoO
M=M U M2 Us.ew UM < dom(A) tel que :
M préfixe et ¥ i # j Mi n Mj =0

alors la substitution qui, 8 A, A,, ..., A_ fait correspondre
—_— 1 n
A[Mi - Ai] est croissante et continue.

(cf. chapitre préliminaires pour les notationms).

Preuve

\
12 cres An’ A 1°

A<A'"et¥i=1, ..., n A, A",
-_ 1 1

i) Soient A', A, A o A'n € Als°° tel que :
. . . 'IM, ',

dom (A[M1 « Al]).g dom (A \Ml < A 1])

puisque dom(A) < dom(A')

soit m € dom(A[Mi « Ai]) tel que (A[Mi + Ai])(m) £ 0
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. sime dom(a)\M {1, 2}*

alors (A'[Mi “« A'i])(m) = A'(m) = A(m) = A[Mi « Ai] (m).
.8ims= mim" avec m, ¢ M.1 et m" ¢ dom(Ai)

alors (A'[Mi « Ai]) (m) = A'i(m") = Ai(m")

= A[Mi « Ai](m).

ii) Soient A, Al’ cees An parties dirigées de AlSOC
CAIM, < AT = {AM, « AT | A e A, A e A
est aussi une partie dirigée de Als°° d'aprés (i))
. soit m € dom (sup A[Mi < Ai])
(sup A[Mi « Ai])(m) = sup{A[Mi « Ai] | A e A, Ai € Ai}(m)

= ggp {alM, « A7 (m) | A €A, A, e AL

d'od . sime u dom(a) \ M{1,2}"

AcA
alors (sup A[M. <+ A.1)(m) = sup {A(m) | A ¢ A}
1 1 T { 84S
= (sup A)(m) = (sup A) fﬁi < sup (Ai)] (m) LILLE 4
. 81m=mmn" avec m. ¢ M. et n" ¢ U dom(A.)
- i i i— i
AieAi

alors (sup A[Mi < Ai])(m) = ggp {Ai(m") | A, € Ai}

= (sup Ai)(m") = (sup A) TMi <« sup(Ai)](m)

Proposition 1.3

Soient A, A , A, B

>3
1> e N 1 . Bn € Als

La substitution qui fait correspondre A[BiIAi] a A, Aps oees a® Bys eees B

est croissante et continue en les variables Ai'

Preuve

Conséquence immédiate de la proposition 1.2,
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Proposition 1.4

i) Soit A e Col(F), B ¢ Alg ,
on a @

(B.4) [By[A,J = (A, siB =B.A

(B[BilAi]).A sinon

ii) soit a e P, A, B ¢ Alg .

F’
(CA,Ble) [B,14,1 = [ A, si B, = [4,Bla

[A[B,.|A.], B[B,!|A.]]a sinon
i’ i'71

Preuve
Immédiate d'aprés les définitions de la substitution (cf. préliminaires).

O

2 - SYSTEMES D'EQUATIONS SUR A]soo

vves X, ... } une partie de S, formée de symboles

Soit X = {xl, 0

d'alternatives '"inconnues".

On note S = S|X.

Definition 2.1

. o .
Un systéme d'équaitons aux inconnues X., ..., Xn sur AlS consiste en

l’
oo
la donnée de n équations de la forme Xi =T oli T; € Alg | X.
o
Une solution d'un tel systéme est un n-uplet d'éléments de Alg vérifiant :

¥i=1, ..., n A = Ti[XlIAI, cees anAn]

Un tel systéme est dit régulier si les T, sont finis (i.e. : T, € AlS)

Lemme 2.1 [LI]

Toute fonction unaire continue f sur un ensemble ordonné complet muni d'un
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plus petit E&lément l_ admet un plus petit point fixe, qui est :

sup {£7(]) | n e N},

Proposition 2.1

. oo . .
Tout systéme d'équations sur Alg a une solution unique.

Preuve

. A chaque membre droit Ty de 1'équation Xi = T,, on peut faire correspondre

1'application :

- wn [+]
Ti : AlS -> AlS

Ay ~ees A) = Ti[Xi|Ai s eens xnlAnil
la substitution &tant croissante et continue (cf. proposition 1.3}, il en

est de méme de Ti

. A un systéme d'équations E : Xi =T (i=1, ..., n) on associe 1l'applica-
tion :
n n
- [o0] [s <]
E : Als - Als

(Aps wevs AD 7 (T (A1, vvey A, T (A, ey AD))
¥i=1, ..., n %i est continue
il en est de méme de E
D'aprés le lemme 2.1, E admet un plus petit point fixe :
sup {EP(@™) | p e N} (ot ©% = (@, +..h D))

et puisque T ¢ X, ce point fixe est unique.

Remarque

On peut définir la solution unique A = (Al’ cens An) du systéme E de la
fagon suivante (plus manipulable pour les preuves par induction) par :

Pour chaque alternative Ty soit Mi son domaine.
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On pose M, = M', u M", avec
i i
' =
Moo= {me M I T, (m) € X}.
M'. =M, | M'.,.
i i i
n
] = M'., = ', = .
et M i j:l Mij avec i3 {meM 5 | Ti(m) Xj}

le n-uplet (Dl’ evs Dn) des domaines des composantes de la solution est
engendré par la grammaire lin€aire 2 droite :
n
. > M, 4+ ', ..D,
D, + M, J-ZIMIJDJ

et on pose :
1

D, = M"
i i
m+ 1 S ' m m
D, = ] M'.. D, +D.
j=1 J 3
et on a :
.VmD?_ED?+l,Di= u DY
melN
. 1
. ¥me D.1 Ai(m) = Ti(m) sime Di

T.(@") sim=m'm" avec m'e M..
i - ij

Nous énongons deux propositions classiques sur les systémes d'équations,

les preuves données dans [COU 1] s'adaptent ici sans changement.

Proposition 2.2

Soit E le systéme d'équations Xi =T i=1, ..., n),
E' le systéme obtenu & partir de E en substituant dans un membre

droit Tij a8 une occurrence de la variable Xij'

alors E et E' ont la méme solution.

Proposition 2.3 (Théoréme de substitution)

. - 'f L3 -
n é tions inconnues X eeey X eeesy X
Soit E un systéme d'équa aux 1° » X s Xn+l’ » X im

cesy X

E' le sous systéme de E aux inconnues X .,
n+1 n+m
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(Xl, ceey Xn étant considérées comme des constantes).
soit (A'n+1, N A'n+m) et (Al’ N An, An+l’ cees An+m)
les solutions respectives de E' et E.
Alors le systéme
Xl = Tl[xn+l | A'n+1’ ooy Xn+m 1 A'n+m]
§<n =T [X ., | A ITERPRFIS S | A

a pour solution

(Al’ ey An).

Dé4inition 2.7

w 3 3 3
Une alternative de AIS est dite reconnaissable si le nombre de ses

sous~alternatives distinctes est fini.

Pn@ooamon 2.4

Les alternatives reconnaissables sont celles qui sont solutions des
systémes d'équations réguliers.

i.e. en notant Rec : 1l'ensemble des alternatives reconnaissables

o

Reg : l'ensemble des alternatives solutions des systémes
d'équations réguliers.

on a : Rec = Reg.

Preuve
i) Rec c Reg.
Soit A une alternative reconnaissable,
On définit sur dom(A) la relation d'équivalence :
m=m' <=> A/m = A/m’

Cette équivalence a un nombre fin i de classes.
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On choisit comme représentant 0 dans chaque classe 1'élément minimum

pour 1l'ordre lexicographique.
Soit {ml, G mp} 1'ensemble des éléments minimaux.
On leur associe un systéme d'équations de la fagon suivante :
. 8i A(mi) ¢ S on lui associe 1'équaiton Xm. = A(mi)
si A(mi) € Col(F) on lui associe l'équatio; :

X = X

m, o(mil)'A(mi)

si A(mi) € PF on lui associe 1'équation :

X =

m [Xc(mil)’ Xo(miZ)] Am, )

ce systéme est régulier et a pour solution
(Almp, oens A\mp).
or € € {ml, 0 O] mp}, donc A est un élément de la solution d'un

régulier.

ii) Reg c Rec.

Soit E le systéme X.l = Ti(i =1, ..., n) régulier.
n

systéme

Montrons que tout élément de la solution de E a au plus 2 card(M”j)

j=1
sous—alternatives distinctes.

Notons Sb(A) 1'ensemble des sous-alternatives d'une alternative
Montrons que : Soit (Al’ 5o O3 An) la solution en E

Sb(Ai).E {Aj|m tel que m ¢ M”j, j=1, ..., n} = H.

par récurrence sur dom(Ai), on a :

. me€ D; => Ailm est un élément de H par définition

oum' e M'.., m" € Dk
1] J

=> Ailm = Ajlm € H par hypothése de récurrence.

k+1
. m e Di avec m = m' m"

A.
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Exemple :

Soit 1'alternative reconnaissable de Al?w }

(ot : a, b, ¢ € Col(F), a, B ¢ PF)

QL—T —n

111 b g 112

I / N\

1111 Wor121€ 1122

w—

11221

e —0 ~

X€ = Xl.a

% = Xy-P

X1 = Xy Xyple
i = Xeh

X = %

X2 = By Xpp078

X121 T ¥
X122 = %11221°2

X11221 = [¥p1200 X IR
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CHAPITRE II1 : ALTERNATIVES RATIONNELLES

Dans ce chapitre & l'instar de [COUl, COJ] nous associons 3 la
notion de reconnaissabilité une notion de rationnalité&, en définissant
une opération "&toile" sur les alternatives. Ce qui permet de donner des
alternatives reconnaissables une description finie sous forme d'expressions
rationnelles, qui, intuitivement, correspond & une démarche de programmation
structurée. En effet 3 une expression rationnelle on peut associer un schéma

structuré en traduisant 1'opération étoile par la boucle REPEAT i plusieurs

niveaux de sorties d'EXEL.[AR].

1 - L'OPERATION ETOILE

On considére que l'ensemble des indices S contient un ensemble dénombrable

que l'on identifie 3NN 1'ensemble des entiers naturels.

Dédinition 1.1

Soit s : AlsoQ > Alsw 1'application définie récursivement par :
. s(0) =Q
. pour A ¢ AlS°o - {0}, s(A) = A[O|s(Aa), i:i>0| i-1]

1'application s est dite "étoile"

Exemgle :

Soit 1l'alternative A = o
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alors s(4) o

Afin de pouvoir donner de 1'étoile une définition plus explicite on

définit sur Alg un ensemble d'opérations qui s'étendent par continuité

[oo}

a AlS .

Définition 1.2

Pour k ¢ N, soit 4 : Alg ~ Alg 1'application définie par :

k

T ¢ A1S +k(T) = i) T ' si TesSWNoul=neNetn<k

ii) nt1 siT =neNet n=zk.

iii) +k(B).A si T = B.A avec A ¢ Col(F)
et B ¢ AlS

iv) [¢k(A), ¢k(B)]a si T' = [A,Bla avec

L (XePF,A,B€AIS

¥k eN, ¥T e Alg #,(1) =T0i: 12k | is1],

+o est noté +.

Lemme 1.1

&k est croissante et continue.
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Preuve

i) +k est évidemment croissante

ii) Soit A une partie dirigée de Alg.
sup (*k(A)) = sup {+k(A) | A € A}
=sup {A[i : 1 2k | i+ 1], A ¢ A}

la substitution &tant continue

ik ] i+1]

sup (A) [i :

= ¢k(sup (A)).

Definition 1.3

Soit ¥ : AlS > Alg 1'application d

I'e Alg +(I) = i) T si

% r

n-1 si T

éfinie par :
' e §$-N

0

nelNetnz2 1

ii) +(B).A si T = B.A avec A ¢ COL(F), B € Alg

iii) [v(a),

ie. : ¥(I) =T[0 | Q, i:1>0 |

Lemme 1.2

¥(B)Jo si T = [A,Blo avec a « PF’
A, B ¢ Als

i-11.

¥ est une application croissante et continue.

Preuve

¥ est évidemment croissante, la continuité découle de la continuité de

la substitution.
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Deginition 1.4

2

Pour k € N, soit C, : Alg” - Alg l'application définie par

k
i) Ck(Q, A) = Q, Ck(k’ A) = A, Ck(n, A) =nsin#tk
ii) Ck(B.A, D) = Ck(B, D).A ol A € Col(F)

iii) Ck([A, Bla, D) = [Ck(A, D), Ck(B, D)]a ol a ¢ PF

i.e. : Ck(A’ B) = Alk|BI].

C= Co est dite "concaténation” et C(A, B) est noté A = B.

Lemme 1.3
Ck est une application croissante et continue.
Preuve

Conséquence de la croissance et de la continuité de la substitution.

Lemme 1.4

C est une opération associative.

Preuve

(ATO|B1) [0lDp] = A[0}B[O|D]]

Notation
Le lemme 1.4 nous permet d'adopter une notation exponantielle en posant

pour A ¢ AL" : A% = 0, Al = a, A™1 o g% 2 4 = ca®, )

Nous démontrons ci-dessous quelques propriétés techniques de ces opérateurs.

Lemme 1.5
1) ¥ A ¢ Als°°: Y(A(A)) = A

i) VKeN, ¥ A ¢ A13°° P ) = (A, (A))

k+1
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1ii) ¥ A, B € Als°° s v (A) <t (A)
iv) ¥k, k" ¢ N, k # k'

¥ A, B, Ay € Alsw, A, ne contenant pas d'occurrence de k'

1 71
Ck(ck'(Al’ Bl)’ Az) = Ck'(ck(Al’ A2), Ck(Bl’ Az))
iv') k#0 k' =0, A, me contenant pas d'occurrence de 0 :

C 8y = Byy A)) = C (A, 4)) = C, (B, A))

V) ¥nelN ¥kelN(Kk#+#O0), ¥A A2 € Algf A2 ne contenant pas

l’
d'occurrence de 0 :
n n
Ck(Al, A2) = (Ck(Al’ AZ)) .
vi) ¥ A, Ay e Al" ¥K ¢ N (k#0), ¥p, n el : (p > 0)
n P _ 1% n
ck(Al, 1 (4y)) = Ck(Al, 4,
Preuve :
i) v(+(a)) = (ali]i+1]) [0]Q, i>0]i-1]
4(A) ne contient pas d'occurrence de 0

= (Al1li+1DIi]i-1] = A

ii) 4, (+(&)) = (aL0[@, i>0]i-11) [izk[i+1] (=T)

[]

. s1 k=20 alors T

ATO|QD = ¥ (t,(A))

. si k >0 alors T = A[0|Q, O<i<k|i-11 = +(+ _ (A)).

k+1
Remarquons que les opérations 4 et ¢ ne commutent pas, puisque
FEA)) = +(h ().

pour A = 0 : +(+(A)) = Q et ¥+(#(0)) = O

iii) . dom (¥(A)) = dom(A)
donc : dom (¥(A)) c dom(+(A*B)) puisque
dom (A*B) = (dom(A) - M) v M_.dom(B)
ot M = {m ¢ dom() | A(m) = 0}.
. soit m ¢ dom(A) tel que (A)(m) # Q donc A(m) ¢ {0, Q}.

d'ol (¥(A = B))(m) = +((A = B)Y(m)) = +(&)(m).
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4 - \J
iv) € (C. (A}, B)), A)) = (a,[x" 13, D) (klA,]
k # k' et occ(k’, Az) =0
= ' =
(A [k A, DIK'[B [k 4,11 = €\ (C (A}, Aj), C (B, A)))
iv') immédiat d'aprés (iv)
v) par induction sur n
. n=0 Ck(O, A2) = 0 puisque k # O
C (A, 4,)° = 0 par définition
. ¢, @

k1
(iv)

n
s Az) = ck(A1 =4, A2)
c. (A%, A) 2 C (A, A
A ) k1 22

HR

;e n . = n+l

vi) se d&duit de (v) sachant que TP(AZ) ne contient pas d'occurrence

de 0 puisque (p > 0).

Proposition 1.1

(o o]
Pour A ¢ Alg

on a : s(A) = sup {+(An) | n e N}

Preuve
i) si A = 0 alors s(aA) =¢

et sup 14" | n e N} = sup {¥(0)} = Q.

ii) Supposons A # O
et soit U 1'équation
X =A[0|X, i>0]1i-1]
et posons T(X) = A[O|X, i >0 | i-117.
alors : U a une solution unique et

sol(D)=syp (1" (D)
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or ¥n T() = +(a") .

en effet : par induction sur n.

.n=0 1) =9
et +(A%) =4(0) =0
>0 @ =1 @)

Aol Yy, i>01i-13

]

HRato+a™ Yy, 1501i-17

+(Ar0 APy

v (a™y.

Par définition de s, s(A) est solution de 1'équation U, d'od 1'égalité.
Remarquons que sup {+(A") | n ¢ N} est bien défini puisque (+(An))n

est une chalne croissante en vertu du lemme (1.5, iii).

Proposition 1.2

. oo
Solit A € AlS

On pose dom(A) = DO u D, uD, avec :

1 2
0

meD siA(m)
. +
me D siA(m) e¢N
m ¢ D, sinon
et soit A" 1'alternative donnée par :
* *
dom(A') = Do (Dl u D2)

A*(m) = A@") sim=m' n" avec m' ¢ D:, m"' € D2

CA(@") -1 sim=mn'n" avec m' ¢ Do’ m" € D1
alors :

s(A) = A,
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Preuve
On utilise la forme de s(A) de la proposition 1.1.
. ¥nelN dom (+An) = dom(An).

montrons par récurrence que :

n n-1
dom (A") = (e U Do U ees Do ) (Do uD;u D2)
En effet :
. dom(a) = Do U Dl U D2
n+l n
. dom(A" ) = Dl U D2 U Do dom (A")

%B D. uD

n-1
i g U Do (e v Do U «os U Do ) (DO U D] U Dz)

pulsque € € Do U D1 U D2 on a :

_ 2 n
= (Do U D1 u D2) U (DO U Do U oo U Do)(DO U D] U D2)
n
= (e v D0 U eoe U Do)(D0 U D1 U D2)
donc
dom sup (+(An)) = y dom (¢(An))
n
nelN
=D (O uD,uD,) =D (D, uD,)
=Dy Dy v Dy uby) =20, %
puisque € € D, e D2
d'autre part :
(AN (@) = A(@™) sim=mn'n" avec : m' € £ v D U .-- Dz—l
m' € D2

. n-1
A(m")-1 sim= m'm" avec m'e £ U Do U eos U Do

"

m €D
1
: I ) ' n-1
sim=mm avec m € € U D0 U eos U D0

m" € D
)

syp (+(A") (@) = sgp (+(AM) (m))

' 3 . .
= [ A(@") si il existen, m = m'm",

' n "
m € Do’ m € D2
A(m")-1 si il existe, m = m'm"

' n "
L m € Do’ m € Dl'
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Nous démontrons ci-dessus quelques propriétés techniques sur 1'opération
étoile. Par la suite on utilisera l'une ou 1'autre des trois définitions

équivalentes de "s".

Proposition 1.3

(o]

S k+1

¢ oo * *
ii) ¥ Aj-A, € Alg : ck(Al, Az) = (Ck+l(Al’ +(A2))) .

1) ¥ A e AL +k(A*) = (4 (A",

1) 4 (87 = 4, (sup (+(a™)
4, étant continue :
= sup (4, (+(&™M))

par le lemme (1.5, II)

[

sgp (V(h (A1) = sgp (H(t, (AN™)

(o BN

.. * _ n
i) Ck(AI’ A2) = Ck(sgp (+A1), AZ)

Ck étant continue

n

n

SRP S Ck+l

d'aprés le lemme (1.5, vi)

sup (+(Ck+l (Al’ *Az))n)

= (., (A BN

2 - ALTERNATIVES RATIONNELLES

Definition 2.1

L'ensemble des alternatives rationnelles, noté Rat, est le plus petit

sous-ensemble de Als°° clos par les opérations du magma Mw(w) et par l'étoile.
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i.e. : Rat est tel que :
i) S c Rat
ii) A € Col(F), B € Rat => B.A ¢ Rat
iii) a € PF’ A, B € Rat => [A, Bla € Rat

. *
iv) A € Rat => A ¢ Rat.

i.e. : une alternative A est dite ratZonnelle si il existe une suite finie

A A An d'alternatives telles que An =Aet¥i=1, ...,

1!
Ai € S ou Ai est obtenu & partir des Aj (j < i) par l'une des

opérations ii, iii, iv ci-dessus. A

rationnelle dé&finissant" A.

Proposition 2.1

Rat est fermé par les 4 —opératioms.

k

Preuve

Soit A ¢ Rat,

EIRERE An est dite la "suite

et u(A) la plus petite longueur d'une suite rationnelle définissant A.

récurrence sur u(A)
. H(A) =1 => A e S = Tk(A) € S c Rat.
. A =B.A'" avec A' € Col(F), B € Rat
u(B) < p(A), donc, d'aprés l'hypothése de récurrence :
+k(B) € Rat
donc +k(A) = ¢k(B.A') = +k(B).A' € Rat.
1’ A2 € Rat.
(A < u(a) et u(Ay)) < u(a)

. A= [A], A2]a avec a € PF’ A

donc d'aprés 1'hypothése de récurrence

d'ol : +k(A) = [fk(An), +k(A2)]a € Rat.
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. A=A"" avec A' € Rat
u(A') < p(A) : donc d'aprés l'hypothése de récurrence :

)
+k(A ) € Rat

Rat

m

d'oll +k+l(A')

. - '*
or : ¢k(A) ¢k(A )
d'ol d'aprés la proposition (1.3 - i)

= (+k+l(A'))* ¢ Rat.

Proposition 2.2

Rat est fermée par les opérations Ck'

Preuve

Scient Al et A2 € Rat.

récurrence sur u(AI),

. u(Al) =] => Ck(AI’ Az) = Al ou A2 € Rat

- A= B.A'2 avec A'2 e Col(F), B ¢ Rat.

| — ]
Ck(B.A 1 AZ) = Ck(B, A2).A 1

u(B) < u(Al), d'ol d'aprds 1'hypothése de récurrence :
Ck(B’ A2) € Rat

L -
donc Ck(B, Az).A 1 = Ck(Al’ A2) ¢ Rat.

. A1 = [A'l, A"l]a avec o € PF’ A' A"1 e Rat.

]’

c, (A A2), Ck(A"l, A2)]a

k7l 1’
or M(A"),u(a")) < u(a)

s A2) = [Ck(A'

d'oli d'aprés l'hypoth&se de récurrence :

] "
C (A"}5 A)) et C (A"}, A)) e Rat.

1° 1’
1o~
d'ol : Ck(AI’ A2) € Rat

. Al = A? avec A'l € Rat.

‘* -—
C(a'ps A = (C

or : A2 € Rat => &(Az) € Rat.

(A'l, f(Az)))* d'aprés la proposition (1.3 - ii)
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u(A'l) < u(Al) d'oll d'aprés 1'hypothése de récurrence :

(a' ¢(A2)) € Rat

Ck+l 2°

donc : Ck(Al’ AZ) € Rat.

Proposition 2.3

Toute alternative rationnelle est reconnaissable.

i.e. Rat < (Reg = Rec).

Preuve

. § ¢ Rec

. Rec est évidemment fermé par les opérations du magma Mm(w).

Montrons que Rec est fermé& par l'opération &toile.

En effet : le nombre des sous-alternatives distinctes de A" est au plus
égal & celui de A, pour A ¢ Rec.

card (Sb(A*)) < card (Sb(a)) :

i.e.
Soit : m, m € dom(A*) avec m = m'm" avec m' ¢ DZ, m" € D] U D2
- Tin g} ~n
m=mm avec m ¢ Do’ m' € Dl U D2
montrons que : Alm" = Alm" => A lm = A |m :
(A*(m)(u) = . sim"u, o'y e D2

alors A(m"u) = A(@™u) = (A" |m) (u)
. é}_m"u, n'"u e Dl
alors A(m"u) - 1 = A@"u) - 1 = (A7 |m) (u)

. *
. S1 U = VwWw avecCc Vv ¢ Do’ weD U D2

—_ 1

alors . si w ¢ D2

alors A¥(mvw) = A(w) = A" (mu) = A% |m) (u).

. Ei W e Dl

Aw) -1 = A%(mu) = (A |m) (u).

]

alors A*(mvw)
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3 - EXPRESSIONS RATIONNELLES

On pose S = S|X ol X est un ensemble de symboles d'alternatives "inconnues"
et W= Col(F) u PF u S.

On considére un symbole distingué de graduation 1, =*.

Déginition 3.1

On appelle "expression rationnelle" un élément de M(W u {«}).

L'ensemble des expressions rationnelles est noté E§ (FUP), ou Eg lorsgqu'il

n'y a pas d'ambiguité sur FUP.

i.e. : E§ est le plus petit ensemble vérifiant :

i) § < Eg

ii) A € Col(F), B ¢ E§ => B.A ¢ E§

iii) o ¢ PF’ A, B € Eg => [A, Bla ¢ Eg

iv) A € Eg => *x (A) € E§

- : *
*(A) sera noté aussi A-

Exemple
Soit a, b ¢ Col(F), a € PF

alors o

*
T
a € E{0,1}
|
a

0 — o —| %
d

Définition 3.2

i) Soit e € E§, me dom(e)
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On appelle "profondeur de m dans e" 1'entier

8(m, e) = card {m’ m | em') = x}

fp
ii) soit e ¢ Eg, m ¢ dom(e) tel que e(m) e N (n S)
m est dit "signe terminal de e" si
7(m, e) = e(m) - 6{(m, ) = 0
e(m) est alors dite "valeur locale de m dans e"

et T(m, e) est dite "valeur terminale de m dans e,

On note ST(e) 1'ensemble des signes terminaux de e.

Exemple
Soit e l'expression rationnelle de l'exemple précédent.
ona : 68(g, e) = 8(1, e) = 0, 6(21, ) =1
(1, e) = 0, T(211111, e) = -2, T(21121, e) = O.
S (e) = {1, 21121},
On a Alg < Ez, les opérations ¢k et Ck (k € N) peuvent étre étendus

a E§ de la maniére suivante :

Definition 3.3

Pour k ¢ N

i) soit 4 Eg ~ Eg 1'application définie par :

ey = [ .4 (e) siec

wmi

B.A avec A ¢ Col(F), B ¢ Eg

.[ik(A),ik(B)]a si e = [A,BJa avec a € PF’ A,B ¢ Eg

4, (B).A si e

(4

* ., *
_k+1(e'))—-§3 e =e'- avec e' ¢ Ez

S

.. . . w2 o . . et s .
ii) soit Ek : ES - Es 1'application définie par :
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r -

Ek(e], ez) = . el[k|e2] si e € S

. Ek(B, e2).A si e, = B.A avec A € Col(F),

‘ B e Eg
(€, (A e5)5 C (B, ey)]a si e = [A,B]a
avec o € PF’ A, B e E§
' Y = (e'.)2 ' -
(- Cpppetys 2(ep)))- si e = (e'))- avec e ) € Eg

Dédinition 3.4

Soit val : E§ -> Alaoo 1'application définie par :

val(e) = [ . e siecesS

. val(B).A si e = B.A avec A ¢ Col(F), B ¢ Eg

1 . [val(a), val(B)Jo si e = [A,Blaavec

o € PF’ A, B € Eg

(val(e'))* = s(val(e')) si e = e'X avec e’ € E§

.
\

Lemme 3.1
- Pour e ¢ E§, val(e) e Rat.

- pour A e Rat, il existe e ¢ E§ tel que A = val(e).
Preuve

Immédiate.

Lemme 3.2
i) *k o val = val o ik (¥ k e N)
ii) val (Ek(el, e2)) = Ck(val(el), val(ez))

Vke]N,Vel,ezeE'S-

Preuve
i) Par induction sur la complexité de e. ¢ E§
. si e e S alors (+k o val) (e) = +k(e) = ik(e) = (val o ik)(e)
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. si e=B.A avec B ¢ E§’ A e Col(F)

alors (Tk o val)(B.A) = *éﬁal(B).A) = *k(val(B)).A
d'olli d'aprés 1'hypothése de récurrence :
= (val o.ik)(B).A = (val o ik)(e)

. si e =[A, Bla avec o ¢ PF’ A, B ¢ E§

alors : (4, o val)([A, Bla) = +k([vol(A), val(B)ol]

k
= [(+k o val) (4a), (+k o val) (B) Ja

d'oli d'aprés 1'hypoth&se de récurrence :

= [val o ik(A>’ val o ik(B)]a = (val o ik)(e).

. v * '
. S1 e = e - avec e ¢ E§

el = 1yy* = t *
alors (+k o val)(e'=) ¢k((vol(e ) (¢k+1(va1(e )
d'oli d'aprés 1'hypothése de récurrence

= (val o 4

B (@7 = val((h, (e = (val o 1) (e)

ii) par induction sur la complexité de e

. s1e

sie ¢ S alors val (Ek (el, e2)) = val(el[k]ezj)

= si e, = k alors val(ez) = Ck(val(el), val(ez))

sinon val(el) Ck(val(el), val(ez)).

. si e, = B.A avec A ¢ Col(F), B ¢ Eg
alors val(gk(B.A, ez))) = val (gk(B, ez).A)
= val Ek(B, ez)).A
d'oll d'aprés 1'hypothé&se de récurrence
= Ck(val(B), val(ez)).A
= Ck(val(B).A, val(ez)) = Ck(val(el), val(ez)).
. si e, = [A, Blo avec a ¢ PF’ A, B ¢ Eg
alors : val(gk([A,B]a, e2)) = val([gk(A, e2), Ek(B, e2)]a)

= [val(gk(A, ez))9 Val(_qk(B’ ez))]a

d'oli d'aprés 1'hypothé&se de récurrence :
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[Ck(val(A), val(ez)), Ck(val(B), val(ez))]a

Ck(val(el), val(ez))

'* ]
avec e e Ex

.51e=e1 1 S

— "1
v* - ' x
alors val(gk(e 1° e2)) val((Ck+1(e 1’ i(ez))) ).
= ' *
= (va1(£k+l(e 10 2(ey)))
d'ol d'apré&s 1'hypoth&se de récurrence :
= ' *
= (Ck"‘l(val(e 1)9 Val(i(ez)))
d'oll d'aprés (i)

= (€, (val(e'), 4(val(e,N”

]

c, ((val(e' N7, val(e,))

ck(val(e'§), val(ey)) = C, (val(e)), val(e,)).

0
Lemme 3.3
i)VeeEg,Vke]N
ik(e) = e[n € ST(e), T(n, €) 2k : n <« e(n) + 1]
ii) ¥ eys €y € Eg, ¥ k ¢ N.
Ek(el’ e2) = el[m € ST(el), 7(m, e]) =k : m<« ii(m’el)(ez)]

gk(el, e2) sera noté el[kllezj.

Preuve
On définit une application h : E§ >N
dite "hauteur d'étoile" par :
h(e) = (0 siec S
h(B) si e = B.A avec B ¢ Eg et A ¢ Col(F)
max{h(A), h(B)} si e = [A, Bla avec a ¢ Pg, A, B ¢ Eg

| 1 + hE') sie-= e'Z avec o' Eg
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i) par induction sur h(e)

. h(e) =0 =>¢e ¢ Alg

d'ol (e) = Tk(e) =eli>k ;i | i+1]

M
or e ¢ Alg => ¥ m ¢ e-l(i), m ¢ ST(e)
6(m, ) = 0 et T(m, e) =i
d'ot : ik(e) = efm ¢ ST(e), T(m, ) =k, m <« e(m)+1]
. h(e) >0
soit {ml, cees mn} 1'ensemble des éléments minimaux, pour l'ordre

prefixiel <p’ de dom(e) tel que : e(mi) = *,

soient : e', €15 +oes en les expressions rationnelles

données par : e' = e[mi <0, 1i=1, ..., nJ
e =¢e'[m, «e,, «o., m <« e 1.
1 1 n n
et pour i 1 n e's
u = ces e. = e's
P ’ ’ i i

alors :
Ao =4 ) [m <t (e .oy m <4 (e)]
or

I C LIS

&

d'oli d'aprés 1'hypothése d'induction (h(e'i) < h(e) pour i=l,..,n)

] - \ L \J . |
ik+l(e i) = e iEm € ST(e i)’ T(n, e i) >k+l jn<e i(m) + 1]
d'oli
ik(ei) = ei[m € ST(ei), T (m, ei) >k :m~< ei(m) + 1]
donc :
ik(e) = *k(e') [mi « e, [m e ST(ei), T(m, ei) >k : n-< ei(m) + 11,

i=1, ..., n]

or :me ST(e) => 3 i=1, ..., ntel que { m

uv,

v

m

ST(ei)
et T(m, e) = 1(v, ei),

sinon T(m, e) = e(m)
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donc :

1k(e) = e[m ¢ ST(e), T(m, é) >k :m<« e(m) + 1].

ii) par induction sur h(el)
. h(el) =0 => e, ¢ Alg

Ek(el’ e2) = el[kle2]

e][m € ST(el), T (m, el) =k ; m<« E2]
. h(el) >0

le raisonnement est similaire au cas précédent.

e . *
Considérons toutefols le cas, central, ey = e'l—

G ('] &) = (G, (e, H(edN”

d'ol par hypothése d'induction (h(el) < h(el))

= (e'l[m € ST(e'l), T(m, e'l) =k+l :m < _é(m’e'l)(i(ez))])t
*
= e'% m ¢ ST(e'?), T(m, e'% =k :m=< ié(m’eT)(ez)]

d'oti le résultat.

Lemme 3.4
¥ e e2 € E§
On a : val(el[kllez]) = val(el)[klval(ez)].

Preuve

Val(el[kllezj) = val(gk(el, ez))

Ck(val(el), val(ez)) = val(el) [k]val(ez)].
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Exemple
. £
Soit e, = o et e, = a
o = a
I / \
aZl . 0
| T
a211 b
2111 /A l
* a 1
T | -
21111b 0
I
2111]1g

alors e1[011e2].

e1[l “ e,, 211111 <« i?(ez)].

—— g —| %

Q—p—o—x
]

/\

wW—o —|*

Pour pouvoir donner de la solution d'un systéme régulier une expression
rationnelle, on étend 1'ensemble des expressions rationnelle 3 S =S u X

en introduisant un nouveau symbole de graduation 1 : 4. Cet ensemble sera

noté ES’ et sera dit ensemble des T-expressions rationnelles, (T pour terme)

Definition 3.5

i) On appelle "T-expression rationnelle" un &lément de M(W v {*, 4}) de

la forme :
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e[kl|!X1, . knllxn] ol
.eeE§
. kl’ .y kn eN (nS) tel que ¥ i # j ki # kj

et elk]|X] = e[m € ST(e), T(m,e) =k : n <« +6(n,e)(x)]

ii) A une T-expression rationnelle e = e'[klllxl, ooy kn]IXn]
. . “n o
on associe une application & : Alg > A1§ donnée par :

~ 1
e(Al, ey An) val(e [kllIAl, e knllAn)

val(e')[kllAl, ceey k1A ]
. = '
et on pose : val(e) = val(e') [kl]Xl, cens anXn].

d'oi :

Lemme 3.5

Soit e € ES, e ¢ E§

alors : val(e[k]lE]) = val(e) [klval(e)].

Notation

- J -— . -
Pour e ¢ Eg, e' ¢ ES et e e[klllxl, cees knl]Xn]

L — 1 k
on pose e[Xi}]e ] = e[klIIXl, e kille s eees kn]]Xn]

Lemme 3.6

Pour e ¢ ES

*
A= (e[xll¢(xl), cees xn|+(xn)])— € Eg

Preuve
. - [} ] -
Soit e = e [klllxl, cees anIXn] avec e' ¢ E

S
alors A = (+(e")= [kj(JX}, -..y k_[1X).
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4 - RESOLUTION DES SYSTEMES D'EQUATIONS REGULIERS

Nous montrons dans ce paragraphe qu'ad tout systéme d'équations
régulier on peut associer une expression rationnelle qui représente sa
solution.

i.e. : Rec c Rat.

Deginition 4.1

On appelle syst&me d'équations rationnel un ensemble d'équations de la
forme :
X.=1. (1i=1, ..., n) avec Ti € E§u{x XY
1 n
Remarque

Un systéme régulier est rationnel.

Proposition 4.1

Soit A e Alg - {0}
L'unique solution de 1'équation :

U: X=Al0IX, i >0 | i-1] est A",

Preuve :

Voir la preuve de la proposition (l.1)

Proposition 4.2

. _00
1'unique solution de 1'équation

U: X =1 est : (10X|O, i|i+l])*
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Preuve

Conséquence immédiate de la proposition précédente.

Proposition 4.3

Soit e ¢ Ex .
sU{xl,...,xn)

la solution de 1'équation Xn = & sur

[> ¢}

A1§U{Xl,...

’Xn} est val(E) oii

E = (e[X, 40X, ovs X__ 14X, X 110, il1i+1D)%,

Preuve

_oo

S
. *

val(e[Xll+(A1), e Xn_1!+(An_l),Xn1|0, ili+11-).

Soit Al’ ceas An € Al

E(Aj, oo A)

(val(elX 14(A)), .oy X _ 10(a ), X 110, i]1i+1)"

val(elX;] (A)), +.., X 1A _ X [0, ilis1D)"

qui, d'aprés la proposition 4.2, est solution de 1'équaiton

Xn = val(e[Xl]Al, vees X A .1

n-1"'"n-1

d'oli le résultat.

Proposition 4.4

Rec E.Rat.

Preuve

Montrons qu'une composante de la solution d'un systé&me rationnel (donc
en particulier régulier)

X.l =T (i=1, ..., n) est de la forme val(e) ol e ¢ E§'

La preuve se fait par récurrence sur n.
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. s1n=1

val(t) o T € E

i
fi

Su{x}

a pour solution : val(t) [X]|O, i'i+1]* = A
d'aprés la proposition 4.2 puisque val(T) ¢ Algwu{x}.
et A € Rat, d'oli le résultat.
. 8in>1
< éme . . s .
On résoud la n équation suivant la proposition 4.3.Qn substitue le
résultat dans les (n-1) &quations restantes.
On obtient un systéme rationnel & (n-1) &quations, d'oll le résultat

par 1'hypoth&se de récurrence.

Exemple

Soit le systéme d'équations réguliers :

(X = f—X (1)
k/X
/N
S 1Y=g\ZY (2)
Y
/
Lz=k\z (3)

on résoud la premidre &quation, ce qui donne :

X=x—£f—-0
(pour simplifier on identifie une expression rationnelle e et val(e)).

Par substitution on obtient le systéme :

ke—*— £ — 0 ("
[y = g< Yy

z

Y
z = 1n/ 2"
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On résoud 1'équation (1'), on obtient :
Y=x—g
M-z

En substituant dans (2') on obtient :

kk—*—£f—0

/\
*— g
Z=h< Py
Z
d'ol
kk—*—£f—0
*—g/ \0
Z=*—h/ \I
\O
et
/k\—*-f—o
Y=x—g 0 *x—g—-—k—*x—£f—-0
\*—-h< Vo

0
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3EME PARTIE :

EQUIVALENCE PAR COMMUTATION
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CHAPITRE | : SEMANTIQUE DES ALTERNATIVES

Nous abordons dans ce chapitre les alternatives d'un point de vue
- . — . . - . © .
sémantique et définissons une fonction sémantique sur A1S . Cette fonction
étant continue, nous pouvons donc définir 1'é&quivalence sémantique des
alternatives par 1l'intermédiaire de leurs approximants finis. Nous montrons
aussi que 1'Eéquivalence syntaxique (identité des alternatives) est plus

fine que 1'&quivalence sémantique.

Deginition et notation 1

. une interprétation (I, I') de FUP sera notée I lorsqu'il n'y a pas
d'ambiguité.

. On note VI 1l'ensemble des valuations & valeurs dans DI (domaine de I).

. On définit sur vy un ordre c par :

v, V' e Vis Ve Vv <=> ¥ v e Vuly) £ viv).

I

et soit lv la valuation donnée par :

¥velV lv (v) = lI
Alors : lv est le plus petit Elément de vI pour 1l'ordre c.
et (vI, < lv) est un cpo avec

V partie dirigée de Vis Vo€ \Y

sup (V) (v) = sup {v(v) | v e v}.
c <

Definition 2

On appelle "alternative propre'" un élément de Alsoo avec S = {Q, 0}.

De4inition 3

Soit I une interprétation de FUP et V ¢ V-

. L'action d'une alternative propre A sur la valuation Vv est donnée par :

It

A*x v =1) lw si A
v siA

[
o
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i) B+ (A' # V) si A = B.A" avec B ¢ AL et A' € Col(F)

PRy . oo
iii) [A *V,A xvI(oxVv) si A = [A},A,]a avec aePF,AI,AzeAIS

' 3 . . R = .
. 1'application calI : A1S X vI > vI donnée par :
caII(A, V) = A * V est dite la'"'fonction calculée par A sous

1'interprétation I pour la valuation V".

Remargue :

Une forme équivalente de calI peut étre donnée [COUl] de la maniére suivante :

00
. aAe¢ AlS et v e vI, on associe une suite

C = {Ci = (ui, vi)} d'éléments de dom(A) X vI telle que :
i) v, = € \)o =\
i1) soit Ci = (ui, vi)
. si A(ui) = 0 alors Ci+l = Ci
. si A(u.) =  alors C, est non défini
- 1 — 71+l
. si A(ui) € COL(F) alors
si A(ui) x vy # lw alors Uil T Uiy Vi T A(ui) * Vo
sinon C. est non défini
i+]
. si A(ui) € PF alors
si A(ug) * v, = yrai alors u, . = ugp, Vi =V
si A(ui) * Vi = faux alors ui+l = uiZ’ v.1+1 = Vi

si A(u.) * V. alors C. est non dé&fini.
si A( 1) i i- —_— i+ on d

1

. si il existe un entier n tel que c défini

et Cn+1 non défini avec A(un) =0

alors calI(A, V)

\Y
n

Ly

sinon calI(A, V)

Proposition |

CalI est une application croissante.
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Preuve
i) C&lI est croissante par rapport 3 son premier argument.
Soient A, B ¢ Als°° tel que A < B
et Ve v.

I

la preuve se fait par récurrence sur la complexité de A.

. si A= alors A *v = l_ € B* v,

si A =0 alors B

0] et Ax v =28nx*x V.

. 81 A = C.A" avec C ¢ ALS" et A' ¢ Col(F)

alors B = D.A' avec C £ D (cf. 28me partie, ch II, lemme 1.2)
or par hypothése de récurrence, on a :
C*x (A" * V) cDx (A" x V)
d'oli : A *x v cB* V.
csia=T[A, Al avec a ¢ Per Aps Ay € AL
| B et A <B,
(cf. 28me partie, Ch II, lemme 1.3)

alors B = [Bl’sza avec A

or par hypothése de récurrence :
A, x VvcB, xvpour i =1, 2
i - i

d'ol A x v c B *x v,

ii) CalI est croissante par rapport 3 son second argument.
. [=o]
Soient A e Al

et v, V' € v_ avec v ¢ V'.

I
la preuve se fait par récurrence sur la complexité& de A.

. siA=Qalors Axv=] =A%V,

si A=0alors A*xv=vcAx*xV =V,

. siA=C.A" avec C e AL et A" € Gal(F)
En montrant que A' * v c A' * V', on aura, par hypothése de récurrence

A*xVvecAx*xvV,
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solit v ¢ V
(A" *» V)(v) =sive JA' alors iA,(v) * V sinon v.
EE.iA'(V) =t e M(F, V)

montrons par induction sur t que : t * V S v'.

.81 t=0alorst *v = <t *x V'
si alors 1y =
sit=veValorst*v=yv() < Vv(v) puisque v c V'.

== = I

. 81t f(tl, ey tn)

alors t » v = fI(tl * VU, se.y L *x V)
par induction on a :

t, *V SI £, * v'pouri=1, ..., n
or fI vroissante,

donc t » Vv SI t x v',

d'ol :

(A" *x V)(v) csive JA' alors iA.(v) * V' sinon v = (A' » V') (v).
. o0
. si A= [Al, A2]a avec a ¢ PF’ Al’ A2 € Als

par une démarche similaire au cas précédent (PI croissante)

on montre : o * Vv ¢, a * V' (ol E? : 1'ordre discret sur {vrai, faut, l}).

P

d'ol :
si o+ vs=| alors A x v = c A *x V!
si | alors L=
sia* v =yvrai alors o * V' = vrai et

Ax v = A1 * OV C AR v' = A x V' (par hypothése de récurrence)
sia* v = faux alors a * V' = faux et

A*Vv=A *xVcA v' = A x V' (par hypoth&se de récurrence).

O

Proposition 2

CalI est continue.
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Preuve

i) CalI est continue par rapport 3 son second argument :
soit V une partie dirigée de V1

pour v ¢ V posons :

V(v) = syp {Vv(¥) | v e v} = sup(W) (v).
1

Montrons par induction sur t e M(F, V) que :

t x V= sgp (t x v)
1
Q alors t * v = l{ = sup (t x V).

.
/]
e
(nd
n

.
1]
[
(a4
[}

v € V alors

syp (t * V) = syp v | v e V) = V(v) = t % V.

.sit= f(tl, ceey tn) avec ti(i =1, ..., n) e M(F, N) et f ¢ Fn'

alors sup (t *x v) = sup(f(tl, e tn) * V)

L]

sup {f(tl, cees tn) * v, Ve v}

sup {fI(tl * Vv, £ * V), Vv e v}

fI étant continue

= fI(sup(tl * V), eu., sup(tn * V))

d'ol par induction :

fI(tl * Vo aee, tn* V)

t * V.

d'oli on en déduit :

. pour A € Col(F) smcm(A *x V) = A%V
- pour a e Py sup (o V) =axv

- . - oo 3
Montrons par récurreace sur la complexité de A ¢ Alq que CalI est continue

en son second argument.

.81 A=0 alors A x Q= lv = sup(A * V)
.81 A=0alors A* Vv =y=sup(V) = sup(A * V).
. 51 A=B.A" avec B ¢ Al, et A' ¢ Col(F)

22 had A2 S
alors sup ((B.A') * v) = sup(B * (A" * V))

d'aprés 1'hypothése de récurrence et (v dirigée => A' % v dirigée)
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= B * sup(A' * V)
d'aprés la premiére partie de cette preuve :
=B x (A' * V) = (B.A') » V=A% V.

e A1."

Ay s

.si A= [Al, A2]a avec o € PF’ Al’

alors Sup([Al, A2]a * \))=sup([A1 * V, A, * V] (o * V))

2
= [sup(Al * V), sup(A2 * V)] (sup(a * Vv))

d'aprés 1'hypothése de récurrence et la premiére partie de la preuve :

= [A1 * Vv, A2 * V] (@ * V) = A % V.

ii) CalI est continue par rapport & son premier argument.
. - - . - o
Soit A une partie dirigée de Alg

et Ve V..
1

Remarquons que :

pour Al’ A, e A, me dom(Al) n dom(Az) }

J => Al(m) = A2(m).

2
Al(m) #F 0 gE_Az(m) # Q

- Montrons que :

sup(A * V) =V # L,<=> 34 eA/ A »v= v # lw
1

. PR
soient C = {(ui, Vi)}oSiSp
C2 = {(u2 v?)} . les suites associées
i’ "1’ "o<ixq

a (A, V) et (B, V) tel que :
A, BeAetAxvi | etBxv# |,
alors A * Vv =B x Vv (ie : C1 = Cz).
En effet :

Ax v ¢# lw’ B x V # lv

=> ¥ i A() #Q et Bup) # 9

P . 1 2
montrons par récurrence sur 1 que Ci = Ci'
1 1 2
.U =€ = u2 et V. =V =V,
o o— O o

Supposons que C; =C



138

or d'aprés la remarque ci~dessus :

A(u;) 40 et B(u§> # 0= A = B(ui) (car : u! = u?)
d'ol :
. 1, _ 12
si A(u.) = 0 alors A *x v="vV. =V, =B % v
-_— 1 — 1 1
. 1 12 .
si A(ui) # 0 alors Uil T Y5
1122 .
et v, , = Vi = vy Vi st A(ui) € PF
Ay * vl = Buly xvZ = V2 siA@) € Col(F)
i i i i i+l — i
donc :
Sup(A * V) = sup{A * v, A ¢ A}

= supﬂLV,Ao* v)} ol

A e A, A x V¢ lv et ¥Ae A Axv ¢ iv = A %V

- Montrons que :
sup(A) * v =y # lw <=> ] Ao e A | AO *xv=uV¢ lv'

En effet :

. sup(A) * v # lw => I m ¢ dom (sup((A)) | sup(A) (m) = 0

et sup(A) * v =V = v, tel que u =m

=>3 A €A | A (m) =0

et ¥ m' o sup(A) (m') = A (m")

o n \)#"‘\)

. 3 Al € A A * Vv # iv => 3me dom(Ao) | Ao(m) =0

(=N
o
[t
o
»*
<
n
<
]

et A x v=v=1y tel que u_ =m
=— %o n n

=> sup(A)(m) = 0

et ¥ m' sp m sup(A) (m) = Ao(m')

donc sup(A) x v = Vn =\ # lw.

Deginition 4

Soient A et B deux alternatives propres.
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. A est dite sémantiquement inférieure" 3 B, et on note
A< B, si
sem —
pour toute interprétation (I,V) de FUPUV
on a : valI a, v) E_valI (B, v)

. A et B sont dites "sémantiquement équivalentes', et on note

A

B si A< B et B < A.
— Sem —_— Sem
Sem

Proposition 3

Soient A et B deux parties dirigées d'alternatives propres tel que :
¥AcA, I BeB | A<B

alors sup(A) “Sem sup(B).

Preuve

sup (A) » v = v # lv

=> O
<=>3 A €A | A xVv=V¢ lv
or A ¢ Adonc 3 B ¢ B tel que A < B
— %o o o
= 9 = —'
donc A * V=V ¢ lw.f B oxv=v # lv

(par la proposition 1)

]
<1
4

',__

donc 3B e B| B v
o o

<=> gup(B) x v = v'ox lv et v 5.3'.

Proposition 4

Soient A et B deux parties dirigées d'alternatives propres tel que :
¥AcA, 3Be B | A< B
Sem

alors sup(A) <Sem sup(B).

Preuve

sup(A) * v = v # lv
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<=>3 A eA A xVv=VE]
=>3B eB|A *v=V#]| cB xv=V# |

<=> gup (B) » v = V' o# Vet Ve,

Remarque

. ©
Soit A, B ¢ A1S

A= sup {a | a <A}

B= sup {b | b < B}

IA

ona:A<B<=>%ag<A, 3b<Btel queac<hb
d'ol d'aprés la proposition 3 :
A <B=>Ac< B
Sem

d'oll on en déduit que 1'équivalence syntaxique (ie : identité) est plus

fine que 1'équivalence sémantique.
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CHAPITRE Il : EQUIVALENCE PAR COMMUTATION DES ALTERNATIVES

L'équivalence syntaxique est plus fine que 1'é@quivalence sémantique.
Mais certaines alternatives ne différent que par l'ordre dans lequel s'y
présentent des collatérales ou des prédicats.
Dans ce chapitre nous déterminons les conditions sous lesquelles une
interversion des prédicats ou de collatérales préserve 1'équivalence
sémantique. Pour cela nous définissons 1'équivalence par commutation qui
est moins fine que 1'équivalence syntaxique et plus fine que 1'équivalence

sémantique.

1 - CONGRUENCES SUR LES ALTERNATIVES

Notation

Pour A ¢ Alg? on note A = Als ¢ (S-{Q}) | 0]

et pour (I, V) une interprétation, on pose
A*v=Axv

et donc, étant données A, B € Alsw,

B <=> A
Sem Sem

A B

1]
th

Deginition 1.1

On appelle congruence sur Alg, une relation d'équivalence sur Alg compatible
avec la structure de magma associée 3 Alg.
i.e. si R est une relation d'équivalence sur Alg vérifiant :

pour A, A', B, B' ¢ Alg, C ¢ Col(F), a ¢ PF

. ARB => A.C R B.C

. (ARA' et BRB') => [A, Bla R[A', B'la

alors R est une congruence sur Alg.
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Dé finition 1.2

La congruence CG sur Al engendrée par le systéme d'axiomes G, ol
G ¢ Alsz, est la plus petite congruence sur Als, telle que :
. Gc CG

((A, B) € CG’ C e Al k e S nN)

S’
=> (A[k|c], B[kIC]) € CG

Propriete et déginition 1.3

Soit CG la congruence sur Alg engendré par un systéme d'axiomes G,
et soit I une interprétation de FUP,
alors les propriétés suivantes sont équivalentes

i) ¥ (A, B) ¢ G, ¥V e V A*xv=DE8xV

I’

ii) ¥ (A, B) € CG, ¥Vve v, A*xv=DE8BxV

I’

On dit alors que I est compatible avec G (resp. C.)

Preuve
Remarquons que si (A, B) € CG

alors A = A'[k.|A.[k.. | C.., j=1, ..., n], 1i=1, ..., m]
i el

1]
et B =A"[k.|B.[k.. | C.., j =1, s mls 1 = 1y ., m]
i'71i7j i3
avec A' ¢ Al_., (A., B.) ¢ G, C.., C'.. ¢ Alg
S i? T4 ij 1
~ = ' '
ol Cij C 5 ou (Cij’ ¢ ij) € CG

. on en déduilt alors (i) => (ii)

. (A, B) € CG => (A, B) € G donc (ii) =>(i).

Deginition 1.4

Une congruence R sur Alg est dite "finiment engendrée" si il existe un

systéme d'axiomes G fin? tel que R = C..
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2 - EQUIVALENCE PAR COMMUTATION

Deginition 2.1

i) Une relation R ¢ Col(F)2 U (PF x Col(F)) est dite "relation de
commutation” sur AlS si:

(A, B) e R n Col(F)Z, me S =>

]
B Sem
|
m

q4—p»—w

(a0, A) € R n (PF X Col(F)), my n e S => A o

ii) R définit sur Alg un systéme d'axiomes, qul engendre une
congruence sur Alg, qu'on note CR

et on a :

(As B) € CR => A B

Sem

iii) Soit ER le préordre sur Alg engendré par la cléture transitive de

(

A
C
[}

(@}
i
n
C
~
IA
o
~
3
]
C
—~
(@]
IA
~

ie :

AC. A" <=>3neN, 3A, ..., A cAl, tel que A=A, A =A'
R o] n o) n

S
et ¥i=1,...,n A A etA . CoA.
on A; Cphjyy S AL <4,

on a : A CR B =>A <Sem B

Déginition 2.2

[o o]
Solent A, B € AlS .
. A est dite "commutativement inférieure” a B, si il existe une relation

de commutation R telle que :
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¥as<A, b <B tel que : a CR b.

et on note A CR B.

. A et B sont dites "commutativement équivalentes” si il existe une

relation de commutation R telle que : A CR B et B ER A.

Lorsque la relation R est donnée, A et B sont dites "R-commutativement

équivalentes” et on note A = B.

R

Proposition 2.1

L'équivalence par commutation est plus fine que 1'équivalence sémantique.

Preuve

Soit A, B e Alg

AERB<=>VasA,3bSBIaC b
=>¥%¥ac<A 3Ib<B|ac<, b

=> A “Sem B (Cf. Chapitre I, prop. 4)

Exemple 2.1
Soit a, b € Col(F), a € PF
et soit R une relation de commutation contenant (a, b) et (o, a).

Alors les deux alternatives représentées par les expressions rationnelles

et E2 = *

R— * — W
Q

/\ I
b A 0 1

!
0

sont sémantiquement équivalentes.
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En effet :

. Remarquons que ¥ a € Col(F)

N O—m
%IH
=}

. Notons, pour A ¢ AlS et a € le cardinal de 1l'ensemble des occurrences

F’
de o dans A, na(A).
Montrons que
pour A < val(El), il existe B < val(Ez)
: B
telle que : A <Sem s
par récurrence sur na(A).
. = => =
nu(A) 0 A=

en prenant A' = § < val(Ez) on a A <Sem A'.

. na(A) =n => A= T [mIAIJ oll Ay € AlS et na(Al) = n-1

a

/\

l /\ R
o b a
/\ ! |
b 0 a 0
| l
m m
donc :
. si A1 = alors A = o < val(Ez)
Sem /7 \
b a
] |
9] 0
sinon : (A, a [mIAIJ) e C
/\ R



or a < val(El) avecn (a ) = n-l
- *
) A

donc par hypothé&se de récurrence :

. . t . '
il existe A 1 < val(Ez) telle que : T <Sem A 1

d'oli A < a < val(Ez)

Par un raisonnement analogue on montre que :

-

- . 2
val(Ez) <Sem val(El), d'oli la propriété.

Nous donnons ci-dessous des exemples de relations de commutation et
caractérisons 1'équivalence par commutation des alternatives.

Pour celd on se donne quelques notations :

Notations :

. Soit a ¢ Col(F), on note

var(a) = u var(i (j))
jed
a
VAR(a) = var(a) u Ja
. soit a ¢ PF
VAR(a) = | @ si1 o € P0
n
121 var (ti) sia-= p(t],...,tn) avec 0O € Pn et ti e M(F, V)
Exemple 2.2

La relation R| © Col(F)2 U (PF X Col(F)) définie par :
RI(A’ B) <=> VAR(A) n VAR(B) = @

est une relation de commutation sur AlS.
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En effet :
Soit (I, V) une interprétation

. soit (A, B) ¢ Ry n Col(F)2
A
L * V=B* (Ax V)= (B; A v
:

Or pour v e JA U JB

lB;A (v) = sive JB alors 1B(v) ® A sinon 1A(v)

puisque VAR(A) n VAR(B) = @, donc iA(v) © B = iA(v)
et 1B(v) 0 A= 1B(v)

i (v) = si v e J, alors iB(v) sinon iA(v)

BsA B
=sive JA alors 1A(v) sinon 1B(v)
=sive JA alors 1A(v) ® B sinon 1B(v)
= 1A;B(v).

d'oll :

A B

| |

Bxv=(BjA) » V= (A;B) * v=AaxwV

| |

m m

. soit (o, A) € Rl n (PF X Col(F))

Q
*
<

L}

[(m.A) * v, (n.A) * V] (¢ @ A) * V

(lm.A, n.A] 0 ® A) * v

=i
=
]

or (o, A) € R

d'oll A o
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La relation RZ-S Col(F)2 U (PF X Col(F)) définie par :

* Balcor®? = R

(a, A) ¢ R2 n PF X Col(F) <=> VAR(a) n JA =@

est une relation de commutation.

En effet : (a, A) ¢ R

Lemme 2.2

2 => g 0 A = qa.

Toute relation de commutation R sur Alg est telle que :

(a, AY € R n PF x Col(F) => (a, A) ¢ R

Preuve

(ay A) € R => A

| Sem
a
/7 \
m n
or A =
- | Sem
a
/N
m n

. 81 aeP
o

. sia= p(tl,
0COA=q=>¥%¥1=1,

donc VAR(ti) nJ, =@

A

d'oll (o, A) € R,

Exemple 2.4

. 2
Les relations R3, R4.5 Col(F)

VAR(a) = @ et donc (a, A) € R

ey N t. ©A=t,
i

2

2

cey tn) avec p € Pn’ ti e M(F, V)

1

U PF x Col(F) données par :
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' R3|PF x Col(F) ~ R4|PF x Col(F) - Ry

(A, B) € Ry n Col(F)” <=> J, n VAR(B) = @ et J. n VAR(A) = ¢
. (A, B) ¢ R4 n Col(F)2 <=> JA n var(B) = @ EE_Janar(A) =0

et ¥ velJ, nJg, 1A(v) = lB(V)

sont des relations de commutation sur AlS

et on a : R1 i RZ-i R3 i R4

Remarque

Si la condition relative aux collatérales donnée par R& est suffisante
pour permettre la permutation de deux collatérales, elle n'est pas
nécessaire.

En effet

soient les collatérales

A <v1 <« f(v4)>

B : <v1 « f(g(v3)), vy« h(v3), v, “ g(v3)>

on a :

et (A, B) £ R,.

A B
l l
B Sem A
l |
m m
Afin de pouvoir donner une caractérisation de 1'équivalence par commutation,

précisons quelques notations.

Notations
i) Soit ar : M(F, V) » N l'application donnée par :
ar (t) = [ 1 siteVu{Q}
n
} ar(ry) sit=f(t;, ..., t) ol feF ,t, eMF,V)

i=]
ar(t) est 1'étendue de 1l'arbre t.
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ii) Soit t ¢ M(F, V), on note M(t) 1l'ensemble des feuilles de t, qui est
donc de cardinal ar(t). On le suppose ordonné par l'ordre lexicogra-

}.

phique et on a : m(t) = {ml, ooy mar(t)

iii) Soit PR : M(F, V) » M(F, V) 1'application donnée par :
PR(t, t') = { . Qsit(e) #t'(e) out=t"'eVu {0
t(e) sinon.

/v N

PR(tll,t'll)...PR(t| (t(E)),t'|ar(t(€)))

ar
iv) Soit PR(t, t') = t e M(F, {8}

on pose PR(t, t') = -t-[m.1 e M(t), 1 <1< ar(t) : m, « vi].

PR(t, t') est l'arbre initial de profondeur maximale commun i t et t'

etona:t=PR(t, t') ® A oli A ¢ Col(F) avec :

J, = {vl, ey var(E)}

Si ar(PR(t, t')) = n est donnée, on convient de représenter la
collatérale A par le n-uplet (tlml, ey t|mn).

Pour A € Col(F) on note A. = i (v.) siv, €3
(F) ; A J) 8 vy A

vj sinon

Exemple 2.5

Soit t = f t' = f
/ 0\ / 0\
g k g £
/\ l /\ |
v v v v v v
m n P m n P
alors . PR(t, t') = f
/ \
g v
A
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.t =PR(t, t') O (vm, v 1'<)

v
P

. t'= PR(t, t') © (vm, A f)

v
p

De{inition 2.3

La relation R5

In

Col(F)2 U (PF X Col(F)) est définie par :

= R

* Bs|poxcol(r) T 2

(A, B) ¢ R, n Col(F)2

5

<=> Pour v, € J, U JB tel que :

A, = PR (Aj’ Bj) 9] (ul, ooy unj)

B. = PR (A., B.) @ (u',y «.., u' .
(5> B 0 (@' weey u'

[e]
cr
=]

. = ar(PR(A., B.)

J ( J J )

ona: .u. €Vet i (u.) =v', A
i B i i

. ' _
ou v, € V et 1A(u i) u, © B.

Lemme 2.3

R5 est une relation de commutation sur A1S

et R4-i RS'

Preuve

Soit (A, B) n Col(F)2 n RS’ et soit (I, V) une interprétation.

A B
l I
Bxv= A=xVy<=> (BjA) * v = (A;B) » Vv
l [
m m

<=> Vj € JA n JB => 1A(vj) @B = 1B(vj) QA ¢))
vj € JA \ JB => 1A(vj) @ B = 1A(vj) 2)
vj € JB \ JA => 1B(vj) Q@ A= 1B(vj) 3)
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or

=>— = ! !
(1 < PR(Aj, Bj) (S (ul, ceay unj) ©B R(Aj’ Bj) e (ull,...,u nj) 0 A

<=> ¥ i

1, ..., nj ug OB = u'i © A

or (A, B) ¢ R5 =>u, ouu', €V
i— i

et si u; € V alors 1B(ui) =u', @A

s ot : ' =
siu', e V alors 1A(u i)’_ ug ©B

d'ol 1'égalité.

(2) v. € J, |3, => A, =1i,(v,) et V, = v,
) vy € Iyl 5 = ialvy) et Vs = vy
LIPS 4 [ = ]
d'ol puisque (A, B) € R5 on a : 1A(vj) ® B 1A(vj).
3) v. € J_.1J, => B, =1_(v,) et A, = v,
3 ] B[ A J B¢ J) — ] ]

' o . s I
d'ol puisque (A, B) € R5 on a : 1B(vj) 1B(vj) 0 A.

Lemme 7.4

Toute relation de commutation R sur A1S est telle que :
(A, B) € R n Col(H)” => (4, B) ¢ R,.

Preuve

Soit (I, V) une interprétation

* v <=> (B;A) » v = (A;B) * v

(A, B) ¢ Rn Col(F)2 => A % V=

g —» —w

A
|
B
1
M
D'oii en utilisant les mémes notations que celles de la preuve du (lemme 2.3)

(A, B) e R=>¥%1i=1, ..., nj u, OB = u':.L QA

or . si u, et u', ¢V,
— T ="1i1="1

d'aprés la définition de PR on a :

ui(e) # U'i(E)

donc on ne peut avoir 1'égalité.
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donc : ¥i=1, ..., n, u, ouu', ¢ V
j i i
et si u, € Valors i_(u.) = u', 0 A
—_— 1 — B 1 i
; ', V alo i ') = u,
s1 u', e TS 1A(u 1) u, ©B

on en déduit que (A, B) ¢ RS'

Proposition 2.2

3 ' «©
Soit A, A' ¢ Alg
A et A' sont "commutativement Equivalentes" si elles sont Rs—commuta—

tivement &quivalentes.

Preuve :

Immédiate d'aprés les lemmes 2.2 et 2.4.

Remargue :

. . . s p2 .
L'extension des relations de commutation 3 PF ne peut se faire sans
référence 3 une alternative particuliére, puisque la condition de la
commutation des pré&dicats n'est pas fonction de leur syntaxe mais de

leurs occurrences dans cette alternative.

Definition 2.4

. oo
Soit A € Alg
i) On appelle "bloc sélectif'" de A un couple (mo, M) ol m, € dom(A),

Mc {1, 2}*, tel que :

.¥meM ¥nm' e {1, 2}* m' Sp m=>m'"eM

. ¥me M, A(mo m) € PF

.VmeM,Vue{l,2}mu£M=>A(momu)éPF.
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ii) Soient {Xo, X], N Xn’ ... } des symboles de collatérales.
A un bloc sélectif, on peut associer une alternative (finie)

(cf. 28me partie. Chapitre I) T donnée par :

(mo,M)

. dom (F(m ,M)) =M u M.{1,2} ot M est 1'ensemble des &léments
maximauxode M pour 1'ordre préfixiel sur {1,2}*. On suppose M
ordonné par l'ordre lexicographique sur {1, 2}” et on pose :

M= {ml, cees mp, cee }
. r(mo,M) (m) = A(mo m) pour m ¢ M

r(mo,M) (mj i) = Xj si mj e Met A(mo mj i) # Q

{ X sim, ¢ M et Am m. i) = Q
o — ] - ° ]
(L=1, 2)

iii) On dit qu'un prédicat o '"couvre" le bloc sélectif (mo, M)

si ¥ m feuille de T

(@ 1 T, m™ * X
m' e dom(T(mo’ M)) tel que :
m' ip m et T(mo, M) (m') = qa.

D'aprés la proposition (6.1, 28me partie, Chapitre I)
ou la proposition (7.2, 2&me partie, Chapitre I)
suivant que 1'on considére des prédicats avec ou sans effet de bord,

on peut associer & T( y ume forme canonique unique.

mo, M

Le bloc sélectif associé a cette forme canonique est alors dit "canonique".
Une alternative A ¢ Alsco est dite canonique si tous les blocs sélectifs

y apparaissant sont canoniques.

Et on a évidemment :

A= A" <=>C(a) = C(A")
C

oli C(A) est la forme canonique de 1'alternative A, puisque les réductions
transformant les alternatives finies en leur forme canonique conservent

oo
1'équivalence sémantique, qui est une congruence sur Als .
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CONCLUSION ET EXEMPLE D'APPLICATION

[o2]
On appelle schéma de Manna un syst&me d'équations sur A¥; .
I3 . - 3 - L3 - . . ©
La continuité de la fonction sémantique définie sur AJS permet de
caractériser de fagon algébrique l'équivalence sémantique des schémas

de Manna.

Lorsque le schéma (systémes d'équations) est régulier (ou plus
généralement rationnel) l'alternative (infinie) associée peut étre
représentée par une expression rationnelle, qui, en traduisant 1'opération
étoile par la boucle REPEAT, 3 plusieurs niveaux de sorties, permet

d'associer 3 un schéma de Manna, un schéma structuré &quivalent.

Les réductions sur les alternatives finies permettent de mettre
sous forme canonique les schémas sans boucle (donc en particulier les

corps de boucle qui ne contiennent pas d'autres boucles).

L'équivalence par commutation, plus fine que 1'équivalence séman-
tique et moins fine que l'identit&, caractérisée par ume congruence sur
Alg-finiment engendrée dans le cas d'alternatives reconnaissables - permet
d'exprimer 1'équivalence de certains schémas et d'aboutir & des formes

plus simples de ces schémas.



156

Exemple :
suivant [MA] ; (représent& par un graphe fini

Considérons le schéma S

orienté) :
X
o

v, %] a

)| X,
Y, ¢ f(yl))

v, < 1))

N X3
(yZaY3) +@(yl’Y4)sg(y1’y1)) d

o

p(yl)

v, < E0y)

QV

ik _@___

Y

Fa NI
5 ’L!i,(‘:_'. .



i) A 5 on peut associer le systéme d'é&quations S

ii)

157

1

(ol les alternatives sont représentées sous forme arborescente de

gauche & droite)

{

X =a-X
o 1
Xl =b - X2
X2 =c - X3
Sp %) o
X3 =d - a\ /X3
e— B
\X
4
£,
X, = Y\é/xl
\g —0

On résoud le syst@me Sl

Chapitre II, proposition 2.3)

Par la proposition 4.3 - 28me partie - Chapitre III, on a :

/f -0
)
g — 1
D'oli en substituant dans X3 :
X
/72
X, =d—-—aq X
3 \e-— 6< 3 /f -0
ERAWARE
\
g — 1
Et en substituant Xl et X2 dans X3 on a :
¢~ X
X, =d —-a/ 3 X
3 /73
e — B\ /f -0
* —-Y\G/b —c -4+ - X3
\g-— 1

D'oll par la proposition 4.3 - 28me partie, Chapitre III.

par la méthode de substitution (cf.

28me partie



iii)

iv)

/c -0
X, =*x—d—a 0
3 Ve — B< /f -0
* —-Y\ /b —c -1
%
g — 2
D'oli
/c -0
Xl =b—c¢c— * d — a\ /0
e —-B\ /f -0
*—y,  b—c~—1
\5/
\
g— 2
Puisque : (a, d) € R5 et (B, e ; d) ¢ R5
On a :
/d —c—0
X1 = b—c—*— a\ /d —e—20
Sem B\ /f -0
d—e— % Y. ,b—c—1
\6/
\
g— 2
En posant :
/B -0
A=c;b,B=cj;d, C=e ;detts= a\ /C -0
\l
/Q
Montrons que : A— *x — t = a'\ ot a' = a®
Sem A—0

En effet :

D'oli, puisque R @ A = o'

158
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A—B—+(ti) .

A- vty = o/ A= —+(th
Sem \a‘
\
A—0
A—B— +(th)
= a'/
Sem \A<— 0
/51
. En supposant que B @ A = t, ol t,, t, € Al,.
\ 1 1 2 S
t2 Sem

montrons par récurrence sur i que :

A-D- ¢(t1) = {l, oi D est de la forme
Sem

¥
I Bk c, Bk =B ;B ... 3 B (k fois)

k,2
Remarque que B & D = 8 pour tout D de la forme donnée.

- pour i = 0 la propriété est évidente

i B e
-A-D-43(t7)=A-D - a\ /C - ¥(t )
B\
0
i-1
/A -D-B-i(t ill
= a0 (D; A)\ /A -D=4(tT)
Sem B O A\
A-D-20
A-D-B- et h
= a0 (D; A) i1
Sem A-D-C-¥(t )
k £
or D~ BetD=-C sont de la forme I B C
k,Z
donc : par hypothése de récurrence :
A-D-B-+h z a-p-c-varh = g
Sem Sem
D'oll :
i /A
A-D=-3{t") = a6 (D; A = Q

Sem \Q Sem
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et par conséquent :

A -ty = o

A-0

D'olli d'aprés la définition de 1'opération E&toile :

/B -0
A- %~ oy /C -0 ) '/Q i} '/Q
B\ - a\ —*-a\
1 Sem A - 0 Sem A-1
Donc :
Q
X, = o*- a'< /f -0
Sem b-c-d-e=~-x*x- Y\ /b -c-1
$
\g - 2
En posant
/f -0
A= e;d;c ;b ett= Y\ /b -c -1
S
\g -9

on a : puisque Y@ A =80 A =¥'

. f - +(ti)
A-shy ca-y p-cto
\6/
\g -1

/A - f - ¢(ti)
= y'\ A-b-c-0
Sem y'\

A-g-1

A-f - 4(th)

/

\J

S Y - g -
em A-~-g 1

t
or, en supposant que § @ A< I

t2 Sem

t1 oll tl’ t2 € AlS
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A= - s(er7h

ona:A-f-+(th) = yeo (f; 4)

Sem A-f-b-¢-~0

= A~ f - ('
Sem

-

o t'% =0 et pour i > 1 et = Y\

Donc :
2 f-0
XIE*—OL'< /f—*—y<
Sem b-¢c-d-e-~- Y\ b-c-1
g -1
or :
f-0 0
f - = 'y< E*-f—y<
b-c-1 Sem b~-c-1
Donc
Q 0
X, = ox- o e
Sem b-c-d-e- y\ b-c-1
g -1

vi) En remarquant que :

. pour tout i et £t = (fi oo 3 £) (1 fois)

on a : A £ = Aot A=e 3d;c ; b.

et
/% /A
.si¥ivyoef = Q alors u'\
]

\
¢ t

EY)

-~

On montre par une démarche analogue 3 celle des paragraphes précé&dents

que :

/Q
X, = x- a'\ /0
Sem b-c-d-e- Y\
g - 1
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vii) Z &tant considérée comme variable de sortie, les variables Yj et Y,
deviennent inutiles, on peut donc supprimer les affectations les

concernant.

En posant

a'

<y, < £(y)>, b' =<y, + gy, y1)>»
¢ = <yl « f(y2)>

et en remarquant que :

(', Y) € Rg, c' 5 geta' =a6a’
on a :
/Q
XIE*—a'—a\ /C"'O
Sem b' - y\
g -1
D'ol :
/Q

X = a-=x-a'- oy /c' -0
° Sem b' - v

\

g —- 1

viii) En 1'écrivant sous forme graphique, le schéma S est donc
sémantiquement équivalent au schéma S', structuré et manifestement

plus simple :
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@ébuﬁ

O

G| [T

fin

y, peut étre remplacée par Yy et on a finalement le schéma suivant :

début)

AL

Lig

Fin



AD

ALG

AM

AMP

AR

BO

co

CoM
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