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INTRODUCTION



L'étude de l'erreur de calcul revét une importance majeure en calcul
numérique. Dans cette question deux points de vue se complétent :

- une analyse permet d'avoir des informations sur les erreurs

- on en dé&duit des techniques qul permettent d'exploitér ces infor-

mations pour diminuer les erreurs.

En réalité, la collecte d'informations peut &tre automatique (soit
par 1'utilisation de types arithmétiques adéquats tels que les arithmétiques
d'intervalles, les arithmétiques non normalisées [16], ou l'usage d'un index
de signification, ce qui permet d'avoir une majoration de l'erreur numérique,
soit par l'introduction de méthodes de simulation telle que, mode bruité
(Sterbenz [30]), méthode de permutation - perturbation (Laporte et Vignes [19]),
ou une technique de perturbation des données, ce qui permet d'avoir des

informations réalistes sur l'ordre de grandeur de l'erreur.

L'étude de 1'erreur de calcul peut aussi reposer sur une analyse
formelle du schéma de calcul, analyse qui peut revétir des formes diverses

en fonction de son but ou de sa méthode.

Comme méthode d'analyse on distingue :

- 1'analyse direcge qui lie 1'imprécision du résultat a la précision
avec laquelle les calculs sont effectuds (Korganoff [20], Esko Ukkonen [17],
Henrici [121, Larson [18], [21], Linnainmaa [13])

- 1'analyse rétrograde de la progression des erreurs dans un algorithme
de calcul est une méthode qui lie la stabilité numérique d'un schéma de calcul
au nombre de conditionnement du probléme qu'il doit résoudre (Civens [73,

Wilkinson [10], Miller [8], Larson [18], Bauer [15]).



Le but de 1l'analyse peut &tre d'obtenir une majoration effective
de 1l'erreur. Mais une telle majoration reste généralement trés grossiére,
aussi est-il préférable d'avoir une valeur moyenne de cette erreur, en

utilisant une approche probabiliste.

A la suite de Korganoff [20], Henrici [12], 1'approche probabiliste
a 8té souvent abordée de fagon superficielle (Linnaimmaa [13], [14],
Esko Ukkonen [17]). Ces auteurs se sont uniquement intéressés au cas des
algorithmes fondamentalement linfaires sans pour autant donnerune véritable
justification a2 1'introduction de 1'approche probabiliste qu'ils font.
C'est avec Laporte et Vignes [19], dans leur méthode de perturbation, que

1'on commence & voir une justification de l'approche probabiliste.

Le travail que nous proposons dans ce mémoire est une contribution
a4 1'approche probabiliste des erreurs numériques. En justifiant 1'introduction
de cette approche, nous définissons un nombre de stabilité en moyenne qui
mesure la précision avec laquelle un résultat sera connu lorsqu'on conduit
les calculs d'une certaine fagon. Ce nombre donne a 1'approche probabiliste
un outil de mesure, et sa connaissance vient compléter celle qui &tait
fournie par le nombre de stabilité en borne [11] qui se révélait un peu

trop pessimiste.

Aprés avoir donné un résultat général sur le conditionnement en
moyenne dans le chapitre I, nous introduisons la définition d'un type arithmé-
tique qui donne des résultats aléatoires. Dans ce contexte, 1l'erreur relative
sur le résultat est considérée comme une variable aléatoire fonction de

diverses variables aléatoires de moyenne nulle et d'écart type donné qui

représentent 1'erreur relative de représentation de chaque résultat
P P q



-

intermédiaire. Nous définissons & partir des &carts type de l'erreur relative
sur le résultat et de 1l'erreur relative de représentation, un nombre non
attaché & une arithmétique particuliére, le nombre de stabilité en moyenne.

C'est ce qui fait 1'objet des chapitres II et III. .

La détermination de 1l'écart type de l'erreur relative de représentation
dans les arithmétiques flottantes de longueur de mantisse déterminée dans
une base quelconque est faite dans le chapitre IV en respectant strictement
1'hypothése de Hamming [26] sur la répartition statistique des mantisses des
nombres. Le résultat obtenu est identique & celui qu'avait établi R. Alt [28]

avec une hypothése simplifiée.

I1 est clair que ces résultats ne sont valables que dans le contexte
précis que nous avons défini 3 savoir une arithm&tique fictive donnant des
résultats aléatoires selon une loi de probabilité donnée. L'objet du dernier
chapitre est d'utiliser une technique de simulation pour vérifier la validité

des informations apportées par la connaissance du nombre de stabilité en

moyenne.



CHAPITRE |

SUR LE CONDITIONNEMENT EN MOYENNE



INTRODUCTION

Le probléme du conditionnement, abordé par plusieurs auteurs [8], [9],

peut étre présenté de la manidre suivante : -

Si on considére un probléme dépendant des données (Xl’ X2, cens Xn)
et ayant une solution caractérisée par les résultats Rj’ j=1, ..., m les
nombres Rj sont des fonctions des données Xi’ i=1, ..., n que nous noterons
Rj = fj(xl’ cees Xn), j=1, ..., m.

Dans le cas ol les fonctions fj sont différentiables, si on note

R'j = fj(X'l, cens X'n), on peut é&crire

of,

] _ ' !

=
!
=
]
flr~9

i=1

e [0, 1]
ol X' = (X'l, cees X'n) est voisin de X = (Xl’ cees Xn)°

of ,
La valeur des dérivées partielles =1 au voisinage de (Xl’ vees Xn) nous

9X.
i
donne alors des informations sur le conditionnement du probléme. L'analyse
retrograde introduite par Givens [7] et utilisée par la suite par Wilkinson
[10] dans le cas des problémes d'algébre linéaire consiste 3 se servir du
conditionnement pour analyser l'erreur de calcul. C'est dans ce cadre que

nous donnons dans ce chapitre le résultat suivant sur le conditionnement en

moyenne.

Soit un probléme dépendant des données (Xl’ cees Xn) qui sont des
variables aléatoires indépendantes. Si la solution du probléme est caractérisée
par la fonction f(Xl, cens Xn)’ qui est une variable aléatoire, f € C2(U) ol
U cR" est un fermé. Si on suppose que

- > . =0, i-=

P(lxi E(Xi)I T \E(xl)l) 0, i=1, , n

oti P = Probabilité.



Alors on a le résultat suivant sur le conditionnement en moyenne.

2 n
OF (£, «ovs X)) = )
i=1

of 2 2 N 3
[5')?; (E(Xl)’ cens E(Xn))] o] (Xi) = 0(1°)

La valeur des dérivées partielles nous informe sur le conditionnement du

probléme.



I.1 - NOTATIONS

X = (Xl’ eens Xn) est un vecteur aléatoire de dimension n, dé&fini
sur un espace probabilisé (2, A, P). On note, pour tout i = 1, ..., n, ui
la loi de probabilité de Xi’ c'est 3 dire :

¥ B, borelien de R, ui(B) = P{Xi € B}

On suppose que les Xi, i=1, ..., n, sont des variables alédatoires indé-
pendantes, dans ce cas, la loi de X est la mesure produit p = M 8 ... 8 M

¥ Bl’ ey Bn boreliens de R"

u(Bl X By X ... X Bn) = ul(B]) X oo. X un(Bn)
faisons 1'hypothése suivante :

X = (X . Xn) variable aldatoire de loi

l,
M= 8 ... 8 Mo X., indépendants i = 1, ..., n
(H.) t

T>0

P{|x, —E®)| > 1 [EG)[}=0,i=1, ..., n

On posera E(Xi) = a, i=1, ..., n
E(X) = (E(Xl), ey E(Xn)) = (al, ceey @) = a

n <
UcR , un fermé.

Enongons maintenant le résultat principal de ce chapitre sous la forme de

la proposition suivante :

I.2 - PROPOSITION

Soit f ¢ CZ(U) une fonction fixée, T > 0, X vérifie 1'hypothése HT,

alors on a :

E(f(X)) - £(EX)) 2
1 - FEE) < Ml T




e | |3 2
avec M, = M 1 oli M_ = max .é—jﬁél
1 £ |E(EX)]| £ el Bxiaxj

i,je{l,...,n}

n 2 -
a2 _ E(EX))° 2 3
2 - 10%(E@) = ] [ 5m5] ot s By T
i=1 i
avec
2 4 ' 3 2 4
By, = M 7 HE(X)||2 + M. M ||E(x)||1 + ML T ||E(X)||1
oll
: of t
M' = max af)  E®@I = T [EE)]
seU i =1

i=l,...,n 1

n 2 2
e ], = (] e (D
i=1

Avant de passer & la démonstration de la proposition, &tablissons d'abord

les lemmes suivants :

Lemme 1
X vérifiant 1'hypothése Ho» alors on a :

1 - Gz(x.l) = LR (Xi—ai)z dui(xi) < TZIE(Xi)Iz

4 4 4
2 - LRn (xi—ai) du(x], eens xn) < T |E(Xi)[

Démonstration

D'aprés 1'hypothése H :ona
2 2 2
(xi ai) < T a;, W, presque partout

d'oli le résultat en intégrant
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2 2
LR (xi ai) d“i(xi) <1°a

4 .
LR (xi—ai) dui(xi) < 1T a, i=1, ..., n

Lemme 2

Soient X qui vérifie HT, U cIRn, fermé, f ¢ CZ(U) une fonction fixée, soit
T:R" xU->R
(xl, sy X3 Bps eees Sn) - T(xl, sees X3 81y eees sn)

avec

2
(xi—si)(xjfaj) 8 f(sl,...,sn)

) x.-2,) 8%, 0%, > siag f x;
i, j=1 i1 i)
T(xl,...,xn H sl""’sn) =
0 sinon ,1i=1, ..., n
avec X, = a, + hi s = (Sl’ ey sn)

s. = a, + thi’ t e [0, 1] «x

i i (xl, ey xn)

Alors la fonction T est mesurable et 1'intégrale

2
n X, (x.-s.)(x.-a.) 37 f(s;5e0.55)
J J 1 - i J l L ds.du(x,, ..., X )
:Rn 1 1 n

b
i=]

i=1 (xi-ai) Sxisxj

a.
i
existe et on a

(xy=s) (x;-a,) 32 (s)

(xi—ai) Bxiaxj

2 2
ds;du(x) <M, 1 IIE(X)III

n

1

i=]
0

Démonstration

pour x. # a;, i=1, ..., n

(x;-s,) (x;ma)  6%£(s)
J_J est mesurable
6xi6xj

(x, s) ~» (x;may)

=> la fonction T est mesurable, d'autre part

2

n X, (X._S.)(x..—a') 3 f(S)

1 1 1 J J

Ii §=1 LRn Ja (x;-a;) 8xiaxj dsidu(x)|
’ i
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n

n
<M -a,||x,-a,| d =M -a_|dp, (x, —a, |dy, (x,
£ i,§=1 LR“ I alllx] aJl R i,§=l LR|X1 2l 6y) [leJ aJ! b3 Oy

d'aprés le théoréme de Fubini

donc on a
n

|T(x, s)| < Mf .z

Ta..Ta, = M TZIIE(X)I‘Z
TR S !
i=1 ]

f

ne~13

1

Aprés 1'introduction des lemmes 1 et 2 qui vont nous servir par la suite
pour faire la preuve de la proposition &noncée auparavant, passons maintenant

3 la démonstration de la proposition.
1 - La formule de Taylor avec reste intégral est pour une fonction f donnée :
n
f(a,+h,, ..., a +h ) =f(a,, ..., a ) + ) h, £ @, ..., a)
171 > “n n 1’ > "n 5] i Bai 1° > Tn

n 1 _ 82f
+ ) 1 I (l—t)hihj 3_5‘:—333_ (ay+th), ..., a +th) dt

t ¢ [0, 1]
Si hi =0,1i=1, ..., n, il n'y a pas de développement de Taylor. Par la
suite, on supposera toujours hi #0, pouri=1, ..., n.

Si on fait le changement de variable suivant :

x., = a. + h,
i i i
s; = a; + t?i . i=1, ..., n . hi #0 avec
X = (Xl’ caes xn), s = (Sl’ ceus sn) , a= (al, cees an)
h= (hy, .oy h) s ¢ UcR"” fermé.

on a alors la formule

n

* af -
(1) E(xpseeenx ) = £(a),..05a) + _g (x;-a,) 5= (a;...,a)
i=1 i
2
n nooxy (xi—si)(x.—a.) 9° f
J ]
* .Z .z [ (x.-a.) 9%, 0xX, CIERERY Sn) ds;
i=1 j3=1 a; i1 i77]
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en intégrant les deux membres de cette égalité (l), on a :

n
LR“ f(x) du(x) = [an f(a) du(x) + ) (x -a, ) (a) du(x)
i=]

1

n n X, (x.—s.)(x -a.) -
A Y gt S gxfgs> s, du(o) .
i=] j=1 ‘R~ “‘a,.

comme LRn (xi-ai) du(x) =0 car ai = E(Xi)’ i ='1, ceey, N

on a :

n n . (x.-s.)(x.-a.) .2
(2)* E(f(X)) = f(E(X)) + 5 5 ( o J 1 1 1 j 737 37f(s) dsidu(x)
R a j

iS1 j=1 . (xi-ai) 8x.18xJ
donc
. (x.-s.) (x,-a,) 42
E(f(X))-f(E(X)) 1 ? s [ Jxl i 0173 %7 378 (s) | ds. d
- Ldp(x)
f(EX)) Tf(E(X)’T is1 j=1 R a, (xi a;) Bxiaxj| i

et d'aprés les lemmes 2 et 1, on a alors le résultat cherché :

2
|E(£(X))-£ (E(X)) HE®I] 2

|~ EEX) *YeTrean] T "M T

2 - Dans la premiére partie de cette démonstration, on a établi les formules

(1)*et (2)? Maintenant si on fait la différence (1)*— (Z)t on obtient :

n n x, (x,-s.)(x.-a,) .2
_ - _ 3f (a) i 71 717y 97 37f(s)
£(x) E(£(X)) 'Zl (xi ai) Bxi * i Z_ J {x.=-a.) 9x.98X. dsi
= »j=1 /a i1 1)
x, (X.-s.)(x.-a.,) .2
_ i 71 7Ly Y37 97f(s)
5 n J (x.-a.) 9X.0X. dsidu(x)
sJ 1 a 1 1 1)

et si on éléve chaque membre de cette &€galité au carré, on obtient :

n 2
£ - BN =[] (x;ma) 22y
i=1 i (1)
n x. (Xx.-s.)(x.-a.) .2 2
) J B oy B gxféi) ds; ]
i,3=1 ’a i 9 i3 (2)
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e n . ~ . .
Lorsque l'on inté&gre sur R, comme les variables al&atoires Xi’ i=1, ..., n

sont indépendantes, cela donne :

2§ 2 2
2) d =M .-a, .—a.
LR“ (2) du(x) < Mg i,§=l n (Kgma)" (xma ) dulx)

et en appliquant 1'inégalité de Schwarz au second terme de 1'inégalité

précédente, on a:

1
4 2
1 (LRn(xj-aj) du(x))

1
n =

Lkn (2) du(x) < Mg z] (LRn (xi—ai)4 du(x))2 X

i=

o~

j

et d'aprés le lemme 1, on a alors

2 4 4
LR“ (2) qux) <M T ||E(X)|]2

L'intégrale sur R du terme (4) est nulle. Pour le terme (5) on a d'aprés

le lemme 2 :

Z 1

i=1 j=1

n n x, (x.-s.)(x.-a.) .2
N J i3 7) §° 3 £(s) ds; du(x) <M, 2 \iE(X)!‘?

a.
1

(Xi—ai) Bxiaxj
| 2 4 4
et LR“ (5) du(x) =M T IIE(X)lll

et de méme, on a

Jmnw)@u)s2@r4HmmH?

d'autre part 1l'intégrale de (3) existe et est majorée de la fagon suivante :

n n
(3) du(x) <2 MM 7} { |x.-a, | |x.-a.||x,~a | du(x)
LRn f i,5=1 kzl ]Rn 1 1 J ] *k ak

et 1'inégalité de Schwarz donne par une double application de suite :

2 2, . 2 2 2
LRnlxi—ail[xj_aj||xk_ak|d“(X)S(LRn(Xi_ai) (x5-a,) “du () (LRn(xk—ak) du(x))

et d'aprés le lemme 1, on a finalement

LR“ (3) du(x) <2 M M 1 ||E(x)||?
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d'oli le résultat final

2
o (X)) < M2

4 4
3%, i e T IE®I],

n
If LE@-EE@N - ] T
R i=

i=1

2 4 4
+3mc T [E® ||

+2MfM'T3||E(X)||?

2 (E(X))
5.

2
%, o (xi)l < B

2 n
(£ (X)) - ]
i=1
avec

2 4 3 2 4
By, = Mg THE® [, + 2" [[ER)[]] + 3McT [[E®) [}
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CHAPITRE 11

RAPPELS SUR LA MESURE DE LA STABILITE
EN BORNE D’UN SCHEMA DE CALCUL SANS TEST
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INTRODUCTION

Dans 1'analyse directe de la progression des erreurs, diverses
définitions en termes de majoration de l'erreur ont été proposées :
Miller[22], Larson[18], Cordellier [11] etc ... Ce chapitre est essentiellement
consacré aux rappels des définitions et propositions qui aboutissent 2 la
définition en terme de majoration de 1l'erreur proposée dans [11]. Nous
fournissons aux propositions 1 et 3 de [11] des démonstrations détaillées
qui viennent compléter les démonstrations abrégées qui figurent dans [11].

Les majorations en borne &tant trop pessimistes (Wilkinson [10]), une approche
probabiliste (Larson et Sameh [21], [181, Esko Ukkonen [17]) permet de
compléter cette analyse de majoration syst&matique. Nous introduisons dans

ce chapitre la définition d'un type arithmétique donnant des résultats
aléatoires, ceci pour mieux justifier 1'approche probabiliste que nous

allons faire.
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IT.1 - NOTATIONS ET DEFINITIONS [11]

V : Ensemble fini dont les €léments sont appelés variables

R u D 3 avec

<
]

R : Ensemble des résultats

Ensemble des données

o

<<

Ensemble fini dont les €léments sont appelés opérateurs

(o)

I, = {uil) li=1, ..., nx} est 1'ensemble des opérandes de 1'opérateur oy

{b eV | u~= A} 1'ensemble des antécédents stricts de )

o
]

>
"

Ay v {1}

Définition 1

Soit S une application qui, & tout A ¢ R ¢ V, associe :
( aio) e 0, opérateur agissant sur n, opérandes
(1) (o)
o) A

eV, i=1, ..., n, les opérandes sur lesquels agit a

Une telle application est appelée schéma de calcul sans test si elle
induit sur V une relation d'ordre strict notée - générée par :

U o= uil) =>u>A ¥i=1,...,m, ¥ieR

Définition 2

On appellera type arithmétique le couple constitué par :

- un ensemble T dont les &léments sont appelés valeurs

- un ensemble fini d'opérations internes de T noté QE’ ces opérations
pouvant &étre unaires, binaires, ...

Ce couple sera noté = (T, QI)°

T
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Définition 3

Soit S un schéma de calcul défini sur 1'ensemble des variables V= R u D,

et soit TT un type arithmétique. On appelle mise en oeuvre de S sur le

type Ir toute application ¢ de V dans T qui satisfait

6, = a§°) (¢a§1) | i=1, ..., ), ¥AeR

La restriction de cette application & D sera appelée initialisation

du schéma de calcul. On notera

¢, = {¢u | u e D}

Le type arithmétique %R constitué par :
- R 1l'ensemble des réels
SRR CREREA)
caractérise le type qui donne des résultats dans R, dans la mise en oeuvre

du schéma de calcul S.

Exemple 1
Mais pour éviter les ennuis créés par la présence des résultats indéterminés
ou impossibles (division par zéro dans R ou produit 0 X ~ dans R par exemple),

nous nous en tiendrons au type arithmétique suivant :

Le type Tk sera défini par :
= k = @R \ {0}) v {B}, oli B est un élément particulier appelé indéfini.
-0, = {4, = %, /)
avec les deux conventions suivantes :

— tout résultat nul est représenté par B

- toute opération dont B est opérande a B pour résultat.
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Remarque |
La limitation de Ok aux quatre opérations arithmétiques confine les schémas
de calcul a l'évaluation des fractions rationnelles. On peut sans dommage

y adjoindre des opérations unaires comme 1'inversion, la racine carrée,

la valeur absolue ou 1'exponentielle.

ITI.2 - MCDELE ARITHMETIQUE

Dans la définition des modéles arithmétiques, nous allons envisager deux

cas.

I - Cas_discnet [11]
n
Soit Ty = (F, 0%) un type arithmétique avec ¥F=Fyu {8} od
.. n
F cR \ {0}, et soit Py une projection de Fsur Coa € =0u {B} avec G < F.

Définissons alors l'ensemble d'opérations 08 par :

08 = {® [ * € 0% ; a® b = PB (a *b), ¥a, be E}

prenons par exemple pour type Tg'le type TE défini dans l'exemple 1 et
supposons que G c R \ {0} vérifie la propriété suivante :
31>0:¥%¥xeR\ {0}, 3 ge6G tel que [xg| <71 [g].
Cette propriété implique alors qu'il existe une projection P& de X dans ¢
vérifiant
x e R\ {0} => |x - P’(\;J(x)l <1 |P'c\;1(x)l

et cette procédure permet de définir un type arithmétique unique dés

qu'une telle projection est choisie.

Remarque 2

Comme type de projection classique, il y a l'arrondi, la troncature, etc ...
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Définition 4

L'ensemble des types arithmétiques ainsi définis pour T fixé sera noté LT

et appelé ensemble des arithmétiques de précision relative T.

2 - Cas continu

On se donne
v
1-r=@®\ {0}) v {B}
2 - une loi de probabilité (L)
et on fait 1'hypoth&se suivante :
v ; variable aléatoire de loi (L), indépendante par rapport aux
autres variables aléatoires, et qui vérifie
waw) . E(v) =0

L Fw = o

toute réalisation € de v est telle que P(|€[ >T1) =0

A cette loi de Probabilité (L) on associe 1l'ensemble d'opérations
définies par :
@ | * ¢ Oﬁ ;a® b=(a*b) x (1l +¢€), ¥a, b ¢ ﬁ, oll € est
= ¢« une réalisation d'une variable aléatoire v qui vérifie

1'hypothése W(QL)

Soit alors Tgl) = (%, 0§L)) le type arithmétique ainsi défini. Il est clair
que la mise en oeuvre de chaque opération dans ce type arithmétique
correspond 3 une réalisation d'une variable aléatoire. Autrement dit, dans
1'algorithme chaque résultat d'une opération &lémentaire est tiré au hasard

en respectant la loi ().

C'est de ce type précis qu'il s'agira par la suite. Si la réalisation

@

pratique de Tk peut paraitre utopique, son intérét est de proposer un cadre
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dans lequel on saura &tablir des résultats. Il revient 2 1'expérimentation

d'infirmer ou de confirmer la validité du modéle ainsi défini.

@)

On dira alors que dans TV

e les opérations se font de fagon

aléatoire selon la loi ().

Remarque 3

La définition de 08 implique

OE = {8 | » ¢ 0% ;a®b=(ax*xb)x A+¢€), ¥a, b ¢ 8}
@)

et contrairement 3 0% » 1l'erreur relative de représentation de module
majoré par T, est une valeur qui ne dépend que du mode de projection

utilisé.

Définition 5

L'ensemble des types arithmétiques pour lesquels la mise en oeuvre de
toute opération conduit & une erreur relative de représentation dont le
module est majoré par T, sera noté FT.

II.3 - ERREUR DE CALCUL

Définition 6

Considérons un schéma de calcul S sur 1l'ensemble des variables V=R u D
et mettons le en oeuvre sur :

1 - Le type TV, en notant ¢A les valeurs obtenues

R
2 - Le type T% € LT, T% € FT, en notant 6% les valeurs obtenues
@)

3 - Le type T , en notant ¢i les valeurs obtenues, ol ¢i, A e V est

Y
R

une valeur tirée au hasard selon la loi (@).

— A tout XA € V, associons le nombre 5¢A défini par 6¢A = EA - ¢A' Par

définition, ce nombre est l'erreur numérique sur ¢X induite par le schéma

AV

de calcul S mis en oeuvre sur le type TF

avec le jeu des données ¢D pourvu

que 1l'initialisation satisfasse :
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¢U=P’%‘J(¢U), ¥uUuebd

@,

- Pour chaque mise en oeuvre de S sur le type TR , & tout A € V on associe

61¢A défini par 61¢A = ¢i - ¢A' Ce nombre est par définition 1l'erreur

numérique sur ¢A lors d'une mise en oeuvre de S sur ce type, avec le jeu

de données ¢D pourvu que 1l'initialisation satisfasse :
1
= 1 + ¢ ¥ €D
¢, ¢u( u)’ u

o ] . .
ol ¢U est une valeur tirée au hasard autour de ¢u selon la loi de
probabilité (L), et EU 1'erreur relative de représentation est une réali-

sation d'une variable aléatoire VU’ vuvérifiant 1'hypothése WQL).

Donnons une autre notation de la fonction ¢A.Considérons un schéma

de calcul S mis en oeuvre sur le type Tk et soient A et ueV tels que :
A <« U. Dans les arguments de a{O) (¢a(l), ¢a(2))’ (en supposant que
A

désormais toutes les opérations qui interviennent dans ces schémas de

. s s . *
calcul comportent deux arguments et soient différentiables sur R 2),

(o)
N (¢a§1)’ ¢a52)), pour tout

Vo€ (AX n R) \ {u}. On obtient ainsi une application du p-uple que l'on

remplagons récursivement ¢V par a

notera f .

A, H
n fx n
Rp._’p.>R
(¢U;¢\)|\)eA>\nD)"(f>\ (¢ ;¢\)|V€A}\0D))
ol p = card (AA n D) +1
on écrira donc

¢>\=f>\’u(¢u;¢\)l\)€A>\ﬂD)

Définition 7

Soit S un schéma de calcul défini sur V =RUD que 1'on met en oeuvre sur

le type T). Une initialisation ¢ = {¢U | u e D} sera dite valide pour le

résultat ¢A si on a :
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of
LUy

Uoe A = ¢u # B8 et a¢u

I1.4 - RESULTATS

Proposition 1 [11]

Soit S un schéma de calcul sur V mis en oeuvre sur le type Tk avec une
3

initialisation ¢D garantissant ¢A # B, ¥ A € V. Il existe T, > 0 tel que

la mise en oeuvre de S sur tout type T% € FT, T ST conduise, pour tout

A € R 3 une erreur 6¢k vérifiant :

(o)

y 30" (81,9, (2) |
80, = 938y * U#e)) [izl ED 6¢a§1) *
A
2 (0) ' ]
2 3%y (05 (12,¢7, ()
- - - §é (1).8d_ ()]
2 i=1 j=1 8¢a§1)8¢a§3) %) %)

avec ¢' a(i) € [¢a(i), $a(i)] qui est un intervalle
A A A
i=1, 2.

L'erreur relative de représentation €y vérifie : lepl s 1

0
Démonstration
Par définition, on a 6¢, = ¢, = 0,
56, = 3," By ()2 ) - o® 912 0, @)
- 5 By B, - ol B, (1.5, + u§°’(6a§1>,5a§2>>—a§°)(¢a§1>,¢a§2>>

comme a§°)($u§1),$a§2)> - “§°)<5u§1>’5a§2>) - a§°)<5a§1),$a§2)) N

on a alors
_ (o) = - _ (o) (o)
80y = o7 @108, X 5 = T (@D, X gy + 1% (4 1),8,2) X ¢y 4
(o) 7 = _ (o)
) (0,8, = 0 (8, 1),6,2))
ce qui donne

- (o) = - _ (o)
66y = ¢, €, + (I+e,) Loy (¢u§1),¢u§2)) N (¢u§l)’¢a§2))]
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Le fait que les opérations qui interviennent dans le schéma de calcul
sont différentiables, et le fait que 1'on puisse choisir T arbitrairement

soient continues permettent de développer

petit, et que les fonctions aso)

en série de Taylor de second ordre la différence a§0)($u(])’$a(2)) -

o\ (6 (13,6,(2)). b
% A
e o R RCRORNC)
ol @ (1,5 2))-0' 6 (1),0_(2)) = i B () %
A oy N A oy oy izl 8¢a§1) Oy

2 (o) ' '
EOONBIRANE)

2 2 )

)

i=1 j=I

. - 8¢ (1).8¢ (j).
8¢a§1)3¢a§3) ay N

avec ¢'a§i) € [¢a§i)’ ¢a§i)]’ i=1, 2

d'oli le résultat de la proposition 1.

Exemples sur la proposition !

1 -¢ = X, X X,
onabD={x, x, }
o 1

¢

(xo+6xo)(x1+6xl)(l+s)

= x X, + x 6x
o

ol 1

Sp= ¢ - ¢ = oxe + (]+E:)(x0<5x1 + xléxo + leéxo)

+ xldxo + 6x06x1 + (¢ + xoéx1 + xldxo + 6x06x1) X €

2 - Calcul de ¢ = X + x

1
_ _ _ ) (1) (2
onalDs= {xo, xl}, 0= {+}, S, = {ak NN }

A ¢

aio) +
(1)

QX xo

aiz) X
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¢ = [xo + Gxo + x ), d'oll

o

1 + lel (1 + e¢

¢€¢ + (l+€¢)(6xo + 6x1), sur ces deux exemples, on suppose les données

non exactes.

Enongons ensuite la proposition suivante dont le résultat traduit tout
simplement le théoréme de dérivation des fonctions composées, appliqué au

mode de calcul de la fonction fk u(d)u H Ve A, nD).
« 9’

Vv l A

Proposition 2, [11]

fo "
—%:(¢u;¢vl\)€A>\nD)=
C 30 ) 2, |
— (0 (1),0 (2)) x == (¢, ; ¢ VeA nD), sipy-+2
nell, 3¢n Gy oy 3¢u B v n
H >N
{
1, s1)X=y
0, sinon
O

Proposition 3 [11]

Soit S un schéma de calcul mis en oeuvre sur TV avec une initialisation

R

valide ¢D pour le résultat ¢X 3 3 T > 0, tel que ¥ T% € FT, T < T
on a :

BfA y )

= 2 .
6¢A b 3 (¢>u ; ¢v | v e Ay N D) X ¢u eu + ﬂx T
UeAx u

ol

* eu, 1l'erreur relative de représentation du résultat ¢U a son module
majoré par T
* ZA est une fonction des eu pour UEZA majorée par LA uniformément par

rapport 8 T ¢ ]0, T0]
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Démonstration

Elle se fait par récurrence sur A. Nous allons d'abord montrer que c'est
vral pour tout A tel que AX c D, puis en supposant que ce résultat est
vrai pour u € AA’ B> X ol A est un élément quelconque de R, nous montrerons

alors que le résultat est vrai pour X € R.

D'aprés la proposition 1, nous avons :

(o)
8¢, = &, £y + (I+gy) [vZH a¢ (84114, 22) 80,
A
l 82a§0) 0" (1),0" (2)) 60._.60. ]
L) e (0" (1),0" (2)) 86 .86,
2 Vell, V'ell, 99,00, "7 oy ay VoY

o' (1) e [¢ (1), (1)], i =1, 2
% %\ %\

Supposons tout d'abord que HA c D (d'ol AA c D). Alors

3a(0) (0)
8¢, = ¢,e,+ (¢ (1) ¢ (2))¢ _ (¢ (1),¢ (?»¢ €Sy ¥
A ATA vZH 8¢ v vZH 8¢ A
A A

, ZQ(O)
Ny . EYSL Y (¢' (l)s¢‘ (2)) ] ' +
2 véHA V' elly 99,90 1 )\ %\ O,%0," EJXE,
EA azaio)
- ) w7 (1), (2)) ¢ x¢_,*e €,

veHA v'enk a¢va¢v' ak ak VoV vy

ce qui nous donne :

2
E- As (. 390 | vea nD) xde + £
Heh, ¢u H v A Bu A
ol
(0)
€ £
4 =3 Z a$ CHORNONN =+
vell >\ }\
2 (o)

e e, €
1 A o'
2 Lo L mae @aMeety @) gy 3 x -
2 \)EHA \)'GHA 8¢\)3¢\)v OL>\ T

Dans ce cas particulier nous avons :
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(0) 224, (o)
1k 56 GalDty oelez 10 g a¢ oy ORI

VeT Vv vem, V' TT
A €>\ €

le,| =L

Le résultat est donc vral pour tout A tel que AA C D.
Supposons maintenant que ce résultat ait &té établi ¥ y > A, ol A est un

€lément quelconque de R. Nous avons alors :

Boc(o) gf\) y )
= r v,y .
8¢, ¢A€A+vznl a¢ —535— (%, (1) 9 (2))x UZA 59, 55 (836, [nea nD)¢ € +£ T
A 3f
"€ ) 3¢ 50 (% (1)’¢ (2))x[ 1 z u(¢ ,¢ |neA nD)¢ € +£ %]
\)E'n'}\ UEA u
(1+€,) 3%, (o) ot
* ) 59, a¢ 355679 (‘>’¢' <2))xr I 3¢ 320,34, Inea nD)¢ e +L, T 2
Ve, v'enx LeA
v
; BE v )
XU o ==z, ;b _«[n"eA (nD)O yE (L (T7]
U'EAV' a¢u' M n v o ’

d'aprés la proposition 2, nous avons :

; aa(°) T I

) (¢ (1) ¢ (2)) b = (b 30 _[neA nD) X ¢ € =

veﬂx 3¢ weh, o% W Im Tt
) (¢, 36 |VeA,nD) X ¢ ¢

ueh, ¢u VARV A TRaY!

nous avons alors 1l'expression suivante

aa§°)
2_ —2oB (4 50 [veA, D) G e+ ) (4, (1) 9 <z>)><£ 12
“EAA ¢u WV A HH veﬂl a¢v
of €
A A, 2
+ = Y 50 H (¢p;¢v'v€AA°D) x ¢U 1%-1 +
HeA X U
3% (°) ot

1 1 L L 35, 3¢ 5535 (¢ (50", (g a¢ ~55-- (8,30, [neA D) x ¢ _B x
Ve, V'eﬂk UeAv U eA '
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of ¢ 4€
aCb (4’ v:d) v!n €A +nD) XU—TU* T
nous avons alors le résultat cherché
2
8¢, = 5_ ’“ (% 3¢ lveA nD) X ¢ e+ £, T
A ueA U urv A U A
ol
gl T ne Pk g g | |
< ] L x SHORS <2>>l + | 228 (¢ 56 |veA,nD)o | +
A ver, Y 3¢ UeAx a¢u w v A u
N N A T Tvaige o |
5 ) _ _ (o' (1),3"' (2)) 2=(9, 3¢_|neA nD) X
2 Ve, V! €Ty ueA u eA . 8¢ 3¢ aA Y ak a¢u L v
va,
a¢ \ (¢ v,¢ |n €AV|nD)¢u¢uv]

Exemples sur la proposition 3

(1 _

1 - Calcul de ¢ (x +x )(x -X )

on pose a (xo+x1) ; b = (xo—xl)

on a D= {Xo, Xl}, K = {XO’ x]9 a, b, ¢}

¢
Schéma de calcul
xo /Xl\
} /
\ + _
\‘,aé/ b.(
\\ % '
1)
NS Neh)
si on suppose les données exactes, on a :
a= (x +x)) (1+€)) leal <1
_ avec
b = (xo—xl)(l+€b) |€b| < T

3 = Tt Grmxp) (ee) (14e) T (e (1), e (1)

¢

2
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d'ot

80D = 5 = o 2 oD (e ey ve, 104011 (e v ey (D vee, (1)

¢

ce qui est de la forme
56(1 = oW (e repre, 1)) + £,(1) 77

avec [£,(1)] 36 ‘

2 = Calcul de ¢(2) = (xi - x?)
2
on pose a = X s b=x

On suppose que les données sont exactes.

[
A

2
x_(l+e)) 5 [e, | s 1

a

IA

= 2
b=x{(+e) , Iebl T

5D . [(xi)(1+ea)-xf(1+eb)1 (1+e,(2)), le, )] <1
d'ol

5 @) _ 4@

- ¢ e¢(2) + xisa - x?eb + xgea €¢(2) - x% €b€¢(2)

ce qui est de la forme

30 =6 e @) + ke, - xl g v £,

(2)| < xi + x2

avec ll 1

¢

Définition 8 Nombre de stabilité en borne [11]

Si une initialisation ¢D est valide pour le résultat ¢A du schéma de calcul S,

on introduit le nombre de stabilité en borne comme &tant le nombre

6¢k
TA(S’ ¢D) = 1im sup (lTE—’ / T
>0 T%ﬁLT A
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CHaPITRE I1I

MESURE DE LA STABILITE NUMERIQUE EN
MOYENNE D‘UN SCHEMA DE CALCUL SANS TEST
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INTRODUCTION

Telle qu'elle est définie au chapitre II, la définition du nombre
de stabilité en borne précise sur quelle classe de types arithmétiques
ce nombre de stabilité est optimal : les types de LT’ T tendaét vers zéro.
Mais il arrive parfois que cette optimalité ne soit plus vérifiée par
certains sous-ensembles de LT. La majoration donne parfois des bormnes
trop grossidres. C'est pour cela qu'il est nécessaire de compléter cette
analyse de majoration par une approche probabiliste qui rendra compte de
fagon rigoureuse de 1'ordre de grandeur effectif de 1'erreur. L'étude d'un
nombre de stabilité en moyenne fait 1l'objet de ce chapitre. Partant des
notations, et du type arithmétique donnant des résultats aléatoires, du

chapitre II, nous allons énoncer des propositions qui vont nous aider pour

la définition d'un nombre de stabilité en moyenne.
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III.1 - Proposition I

Soit S un schéma de calcul sur V mis en oeuvre sur le type Tk avec une

initialisation ¢D garantissant ¢A # B, ¥ A € V. 11 existe T, > 0 tel que

GL)

toute réalisation de S sur le type T ¥ T < Ty conduise pour A ¢ R 2

une erreur 51¢A vérifiant :

2 Ba(o)
619y = 638y + (I+g)) 151 a¢k(1) (¢a(1)» ¢a§2)) 61¢a§i) +
“\
2 151 le ENOLAE (07 (13,874(2)) 6,0,(1)6,0,(3)]

avec

. 1 ..
¢' (1) e [d (1), ¢ ()], i=1, 2
b\ ) %

L'erreur relative de représentation €y A € V est une réalisation d'une

variable aléatoire vy qui vérifie 1‘'hypothése (WQ@).

Démonstration

La démonstration est identique & celle de la proposition 1 du chapitre II,

@) @ _;
T

il suffit de considérer le cas d'une réalisation de S sur T% , car T%

IIT.2 - Proposition 2

Soit S un schéma de calcul mis en oeuvre sur Tk avec une initialisation

valide ¢ pour le résultat ¢A' I1 existe T, > 0 tel que toute réalisation

(L)

de S sur T conduise, ¥ T < TO, d une erreur sur le résultat vérifiant

2

= I

oo 30 |veA,nD) x ¢ e + £,T
uek, u urv A U

A

ol
- eu, l'erreur relative de représentation du résultat ¢U est 'une réalisation

d'une variable aléatoire VU qui vérifie 1'hypothése W)
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- ﬁk est une fonction des eu pour U ¢ A, majorée par LA uniformément par

A

-

rapport 3 T ¢ 10, To].

Remarque !
La démonstration de cette proposition se fait de la méme maniére que celle

de la proposition 3 du chapitre II, il suffit de considérer le cas d'une

&

réalisation de S sur TR

IITI.3 - NOMBRE DE STABILITE EN MOYENNE

Soit S un schéma de calcul mis en oeuvre sur Tk avec une initialisation

valide ¢D pour le résultat ¢A' I1 existe To > 0, tel que toute réalisation

de S sur le type Tég), conduise ¥ T < To’ d une erreur relative sur le
8,9
résultat é A qui est une réalisation d'une variable aléatoire dont la
A
variance est donnée par la formule suivante :
8¢ of 2 ¢ 2
2,717) A 2 3
0N = L gt 00 lvemymD)) @G B (€) 4 myT
A UeAA U A
avec
£
2, _ 2 - 1 _ A
ol

my est une fonction des E (Zieu), U e KA’ majorée par Mk uniformément par

rapport 3 T ¢ 10, To]

oli
fo y ¢U 1 1 _2
MA = 2 2_ |—§6—— (¢p;¢VIV€Aan) $—l + T IEEKA - E(KA)J I
ueAx u A
0
Démonstration

D'aprés la proposition 2, si on considére une réalisation de S, nous avons

61¢X ) E SfA
¢X u'zx a¢u

¢
U oo Y A
(¢u’¢V|V€AAnD) X N € + 5 T
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£\ 419
on pose — = Z » et on calcule la moyenne de la variable aléatoire
o A 2
61¢A Bf
E(5—) = 5 8d>’u (6,30, | veA, D) ¢ ECe) + TZE(!,)
A ueAA A
of d'aprés la définition du type T§L) au chapitre II, on a E(Eu) =90 ‘
6,9
¥ u e AA donc E(—EXA = 2E(£i)
8 ¢A
pour calculer la variance de o’ calculons d'abord 1'expression
A
S0 6,9 5 8,0 6,9 5,0, 2
( é Al E ( 5 x))z’ car o ( 3 A) = E[ (—— 3 A) - E(— 3 A)] , On a
A A A A A
§. ¢ 6,9
2 - B - L - P @0 v a0y g2 2 ) - EU))
A A u AX u A
et
8.9 8.0, 2 ¢ 2
17X 17X u
( - E( )) (Z_ A, (¢;¢[\)eAnD)X——Xe\+
N ® ueh, (bu v A N
2
2,1 _ 1
[t (EA E(Kl))J +
of ¢
2.,1 1 Ay
21°(L°-E(L)) )_ 2H (6 50 |veA, D) x -E x €,
A neh, 8¢U u v A ¢X
comme
Y ) m I o e G e
) ’(¢;¢\)€AHD)><—-€)=_( ’(d>,¢ \)eAnD))( xe ) +
uea, ¢u uTVI A ¢, = M uek, 9% ¢y M
of | of ) ¢ X
I 1 e 50, veay nn)) (522 a¢’°<¢ 30, [vea, )L e x e
MeAy peAy U by
u#p

ce qui nous donne en tenant compte du fait que € , UEAX est une réalisation
H 8,9 8,9y 2
A _ A
A A

comme les VU’ ueKA sont des variables aléatoires indépendantes, on a

d'une variable aléatoire vu qui vérifie WQ@) si on cherche E(



Na <<w: NQ
w e 4 (—2 ) zea
olo
19
X
yari X
el ev ((@otv2a|“0¢"0) b e T = (e
2 ¢ 3 VR
2 U0 .&M 31 A .wa Anmvum> 2WWOD
¥
yar X
S () zm () (vl o g.em e 1o e
2% ‘e Y

90UBTIBA = IBA JUBIOU U2 SuoA®R snou ‘¢ uotritsodoad ey sxade,q

Y
yart
w + Amwvm T “ ((avtvan | o ") Ty e v

Y i,
7 ¢ 3@ Yplo

X
ct Aulmr¢No

*9yo19Yyd 3BI[NS2I 9] duuop snou tnb 8o

X _ X
= L((E - fa e
X
X yart
s wvm 2 (@ RN T e {
"

: onb 211103 siore 3Inad uo ‘(1)Q = A:uMNvm B uo

‘I1 @131deyd np ¢ uotritsodoad el 9p uorieijsuowap B 33 7 uorzrsodoad el saade,q

X X
C AA_Nvm - vaumqp

z
Y
yari
- + A:uwwvm mw (qu <u>_ ot ev T2 em K 7+¢
Y
v Y X
+ (Ca G ev (@ ¥y |t ) e T s T - o
20 ¢ 3e olo e

9¢
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Définition du nombre de stabilité en moyenne

Soit S un schéma de calcul mis en oeuvre sur le type Tﬁ et sur le type T§L),
nous définissons le nombre de stabilité en moyenne du schéma de calcul §

comme étant la limite quand T tend vers zéro de

Corollaire

D'aprés la proposition 3, nous avons
/ var(él%‘)
- ) ' 9t 76 2
y=7 lin —t -/ L (—&%—‘i«b 0y1v A0 G
T>0 Py ueAA u H A

1'expression du nombre de stabilité en moyenne.
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CHAPITRE IV

CALCUL D'UNE VALEUR MOYENNE ET D'UN ECART
TYPE DE L'ERREUR RELATIVE DE REPRESENTATION
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INTRODUCTION

Afin de pouvoir contrdler le modé&le arithmétique que nous avons
défini, modéle donnant des résultats aléatoires pour la définition d'un
nombre de stabilité en moyenne (chapitre III), il nous faut calculer 1'écart '
type de l'erreur relative de représentation. Nous nous plagons dans le
contexte précis de la représentation des nombres en virgule flottante
normalisée, et nous envisageons le cas de l'arrondi d'un nombre avec défaut
sur %u Nous nous intéressons & 1'hypothése de Hamming [26], Knuth [27] sur
la répartition statistique des mantisses des nombres. L'objet de ce travail
n'est pas neuf et Alt [28] a déja présenté une réponse. Toutefois en vue
d'une simplification des calculs, il a introduit une modification dans
1'hypothése de Hamming [26], & savoir :

[Un nombre machine X représente de fagon &quiprobable tout nombre réel X

qui écrit en base b sous forme normalisée et apré&s troncature (ou arrondi)

de sa mantisse & n digits nous donne le nombre X.J]

Cette hypothése revient & choisir une répartition dont la loi est une
fonction en escalier. Chacune des marches de cet escalier est de méme
longueur et centrée sur un nombre machine qui, lui respecte la loi de Hamming.
Pour illustrer la différence entre les deux hypoth&ses prenons 1'exemple
suivant :

pour la base b = 2

Considérons le cas oli la mantisse M d'un nombre machine X est représentée

sur 4 bits. La loi de distribution des mantisses (de Hamming) &tant

! l <M<

q(M) = Mlogb * b

Les différentes valeurs que peut prendre M sont :

9 5 11 3 13 7 15

16 8 16 4 16 8 16

”~~
N s

La différence entre les deux hypoth&ses est illustrée par le graphe de la densité

. <. . . 1
de répartition des mantisses sur 1'intervalle [531[ dans chacun des 2 cas.
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IV.1 - RAPPELS ET NOTATIONS

Toute valeur algébrique réelle X # 0 peut toujours s'@crire sous la
forme virgule flottante normalisée dans une base quelconque b 1 X= 1_beE
M est une mantisse illimitée qui vérifie M| ¢ [%-, I[, et le nombre E, |
appelé exposant est un entier relatif.
Pratiquement, on se restreint aux nombres dont 1'écriture en base b
nécessite m chiffres au plus :
m est la longueur de la mantisse. Cela revient & dire que + M = :_M'/bm,
ol l'entier relatif M' vérifie :

IM'] e [B™ 1, BUr.

Notons par :

VFN(b, m, £) = Ensemble des nombres représentables en virgule Flottante de

base b et de longueur de mantisse m, et dont 1l'ensemble des exposants est £ ¢ Z.
04 £ est un intervalle de Z contenant l'origine.

Cette valeur algébrique réelle X ne peut @tre représentée en machine que

de fagon approchée. Nous nous intéressons au cas oll la représentation de X

est faite par arrondi.

On notera par (L), la loi de probabilité

1 ] ¥ oam | 1
Pr(M e [S-, x[) = Togb Jl v ¥xe J— I[
/b

b

On appellera décomposition A d'une intégrale définie I f(x)dx ; 1la décom-
a

position suivante :

b
f(x)dx + { 1 f(x)dx ; a et b e Z

3

a+% b-1 k+
[ f(x)dx + z I
k-

b
I f(x)dx =
a a k=a+l

ESTECST B

N} -

IV.2 - DEFINITION DE L'ARRONDI D'UN NOMBRE AVEC DEFAUT SUR

Notons X la valeur de X > O telle qu'elle est représentée en machine

E-m =

aprds arrondi : X =M b M est la mantisse arrondi & m chiffres dans la

base b et est définie de la fagon suivante :
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M' =max {t eZ, t <M +-%}

Montrons comment se présente X.

N

a) Détermination de £'exposant E dans X = M xpE "

X = M'XbE_m, le logarithme de X dans la base b, donne
Logz = Log, M'+E~-m ; bm'-1 <M <"

L0g§+1= Log, M'+E-m+tl 5 m-1 < Log, M <m

on a alors E < Logb X+1 < E+l

d'oll E = Entiler (Logb X+1)

oli Entier (B) = partie entiére de B.

b) Détermination de M'

-—

m .
On calcule d'abord le nombre ¢ = b » et ensuite on a

M' = XXC dans X = M'xb> ™ , X >0

et M' = Entier (M'+%) = Entier (Mbm+%)
est 1'expression de la mantisse M arrondi 3 m chiffres par défaut sur 5

telle qu'elle est représentée en machine.

La représentation de X en machine est alors X tel que

X = ﬁ'XbE_m = Entier (Mbm+%) X bE-m

IV.3 - ERREUR RELATIVE DE REPRESENTATION

On considére le cas oili la répartition statistique des mantisses des
nombres ob&it & la loi de probabilité (L), et le cas que nous venons de voir,
cas oli la mantisse d'un nombre positif X est représentée par M' = Entier(Mbm+%
1'erreur relative de représentation commise est donnée par : -
MbE-Entier(t'ibm+-‘.l§-)bE—m Entier (Mbm+%)

= =l_

MbE Mbm

$(X) _ XX
X X




43

Nous considérons 1'erreur relative de représentation comme une quantité
aléatoire. Nous pouvons alors calculer sa valeur moyenne et son &cart type.

Démonstrons d'abord le lemme suivant :

Lemme ]
On a :
b1 2m . 2
2 (b“-1) . 7 . ~4m,. 4
Ly-1 ToeT = Losd 24 *ge0 P (B-D
k=b
7 7
e P P
2688x%e " xn
O
Démonstration bm_1
Pour calculer la série ) —:E—-, nous allons utiliser la formule
k=bm-l 2k+1
d'Euler Mac-Laurin pour le calcul des intégrales.
Rappelons cette formule [29].
b (a) ()
J f(x)dx = h[fT + f(ath) + ... + f(a+(n-1)h) + f»—2-]
a
2k 2n+]
n-1 h B h B
_ (2k-1) (2k—l) _ n _(2n)
ot Lt () - @1 -—myr 7 ©
k=1
£ e [a, b]
posons
-2 (n) _2x(=1) !
fl(x) = X ° on a alors f] (X) = '—'?l:-l—
! (n) _ (-1)"n!
Fg0) =y, ona &) =T
X
La formule de Euler Mac-Laurin appliquée & la fonction f (x) = %-sur
1'intervalle [bm—l, bm], avec un pas h = %-donne :
m
o Ib -1 £, (x4 -lf-f—l—iﬂ+ + f‘(bm)J - —— B, [£', ®H-£', " )]
poTe b Rex =5 2 2 52 2 -0 1
x21
7 B,
1 6
SON “[f" BN 6" H1 - @ o £
€ ¢ [bm—l, bm]



(2)

(a)

(b)
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en se limitant 3 la dérivée d'ordre 6.

La méme formule appliquée & la fonction fz(x) = % sur [bm—l, b"] avec un

pas h = 1 donne :

m m-1 m 5

b £, (b ) f. (b)) B
- 2 2 2 . m . m-1
me_l £ )dn = (2 4 ..+ 21 = Lrer M), 6™ )]
N O R e S 0
4 " 2 ) 2 ) (n)

e TEE T, 5™

on rappelle les valeurs des nombres de Bernoulli ;

1 1 1 .
B2 = E-; B4 = - 36-; B6 = %7’ on peut alors calculer les expressions
(1) et (2)

L'expression (1) devient :

bm
I -1 2 4x = %-[ {1 + fl £ e #—— 4 1]
po X b" 2B +1 o=l B
- Z1—8-Ef'](b“’) - f'l(bm—l)] ¥ —Z—L——-[ff3)(bm)-ff3)(bm—1)]
2%%720
2/x720%x42

L'expression (2) devient :

m

b
dx 1 2 1 1 m m-1
R — o = + oo+ —1 - —=TEf'(®) -£',( )]
me 1 x me 1 me l+] me 12 2 2
1 3) ,,my _ (3, m=1 - 1 (6)
* g (£, (0 = £, (b0 D)1= w5 £, ()
En faisant la différence (a) - (b), on a :
m m
Jb dx _ bE'l 2 1,2 __2.,1. 1 ___1,
bm—l X k=b'm—l 2k+1 48 b2(m-l) b2m 12 b2(m—1) me
1 12 12 1 6 6
+ L = ] - i = ]
24x720 b4(m 1) b4m 720 b4(m 1) b4m
NS S 1
7

4saxn’  28xa2xe

ce qui donne finalement :
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m m

Jb ax _ b;‘l 2, -y g bém 4
bm—l x k=b'm—l 2k+1 24 960
(64e7—n7)
* 77
2688%e " xn
et comme

m

b
J o1 %? = Log b, nous pouvons alors déduire 1'expression de la série.
b

o
b -1 2 -Zm(

_ _b w21 . 7 -hm, 4
k=gm-l 2l - Log b 2% ‘oo P @D
7.7
- Séﬁé_:%_l? R £etne [bY 1, b™
2688xe ' xn

ce qui achéve la démonstration.

Enongons maintenant la proposition suivante pour le calcul de la moyenne

de 1'erreur relative de représentation.

IV.4 - Proposition 1

Soit X un nombre positif dont la mantisse est représentée par

8§ (X)
X

M' = Entier(Mbm+%), et dont l'erreur relative de représentation est
La répartition statistique des mantisses des nombres ob&issant 3 la loi
de probabilité (L), si on considére l'erreur relative de représentation
comme une quantité aléatoire, alors la moyenne de 1'erreur relative de

représentation est donnée par la formule suivante :

p Xy (b P0Rn | et (sse’n)
X 24xLog b 960xLog b 2688XLogbxs7xn7
1 .m

N et € ¢ o™ , b1

Démonstration

Rappelons que 1l'erreur relative de représentation est donnée'par :

. m ]
5 (X) o Entier (Mb +§)

X Mbm
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La moyenne de cette erreur selon la loi de probabilité (L) sera :

. m 1
E((S(X)) ) 1 Jl §(X) aM o 1 Il Entier (Mb +-2—) dM
X Logb 1 X M Logb 1 Mp™ M
. b b
1 Entier(Mb +§)
Dans f dM, faisons le changement de variable suivant :
2. m
1 M
b
\ ]
Mp" = M', dM = Qﬁ_’ cela donne
m
b
1 Entier(Mbm+l) b Entier(M'+lJ
2 2 '
2, m du = m-1 2 dM”,
1 M b M
b

la décomposition A appliquée a 1'intégrale

m L

(b Entier(M'+2)
=1 5 dM' donne :
b M’
m . v, 1 m-1 1 . vy
b Entier (M'+5) b “+= Entier(M'+<)
2 1 2 2 )
aM' = dM

2

b -1 Jk#l- Entier(M“+%)
+]

+ dMm!'
2
b”  Entier(u'+5)
* [ m 1 7 4
- \
b 5 M
D'une part on observe que M' ¢ [kr% , k1 => Entier (M'+%) = k,
d'oll 1
. !
k Entier(M +2) ' k aM" 1
I ) dM' =k =5 T R
— ' 2 oM
k?z M k?z M
d'autre part, M' € [k, k+%{ => Entier (M'+%) =k, d'oti
e Entier('+d) kb
2 2 ' 2 kdM' )| .
5 dM’ = TS donne
'k M’ k M
1 . vl
rk+7 Entler(M-+§) 1 1
dM' = + =—— , d'oll 1'expression de 1l'intégrale
Sl T 2 2k+1 © 2k-1
2 1 m
(bm Entier(M‘+§D 1 b -1 1 1 1
-1 7 M= —— L GET e T Ta
Jp" M' 26" T+1  k=b" +1 2b"-1
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1
b1 . GoT * TS

_ ' = ] (4)
Lo "y epmm1 2k

me Entier(M“+%)

puisque

e(x> _ 1
ExD) =1 Logb

b Entier(M'+%)
[} 3
J 1 , on a alors l'expression de

M'2

la moyenne en remplagant l'intégrale dans (4)

b1
E(G(X) =] - 1 ( ; 2 ——), et d'aprés le lemme 1 cela donne finalement
Logb '\ _fm-1 2k+1"’
2m 2 ~4m . 4 7 .7
E(S(X)) = b -1) _ 7> (b -1) | (64" -n")

24XLog b 960xLog b 2688X€7Xn7XLogb

netee [bm—l, b"]

ce qui nous donne bien le résultat cherché.

Cherchons & évaluer maintenant 1'é&cart type de 1l'erreur de représentation.

IV.5 - Proposition 2

. A . - - = . m 1
Soit X un nombre positif dont la mantisse est représentée par M' = Entier(Mb +§)

8 (X)
X

et dont l'erreur relative de représentation est et la moyenne de cette

G(X)

erreur E(—>>). Sous les mémes hypoth&ses que dans la proposition I, on a
1'écart type de l'erreur relative de représentation qui est donné sous forme

d'un développement en série par 1'expression suivante :

Jes /el byl TS VI s VI

oex) = 24xLogb Loghb 960 (24)2XLogb




48

Démonstration
La variance de l'erreur relative Gg?) est :
2800, 1 (1 sm E(a(x))fg
Logb ‘l X M
b
on remplace 6§§) par sa valeur, cela donne
1 Entier(Mbm+l)
o2 &Ky - ] J ' - 2 (G(X))] an
Logb 1 Mb™ M
b
. m i, 2
L Jl (- Entier (Mb +§)) M _ rE(6()()):I
Logb 1 Mb™ M
b

pour calculer la valeur de cette expression, on cherche d'abord la valeur

de 1l'intégrale

2
(1 Entier(Mbm+%) aM
(1 - - ) 3( ;3 on a
1 Mb
° m 1 2 m 1
rl Entier (Mb +§J M _ 1 aM 1 Entier(Mb +§D
(- = W), w7 7 a
‘1 Mb 17 1 M°D
b b b
. ml, 2
1 Entier(Mb +7)
S 2 &
1 Mbm M
b
En faisant le changement de variable suivant : M' = Mbm, on a
. m, ] m
1 Entier(Mb + ) sz b ) L 1.2 au
( - )Y — = m=1 (Entier(M +7)) '——§
1 Mb b M'
b
1 Entier(Mbm+l) ™ Entier(M'+10
2 2 '
T m M = J m-1 2 am
‘1 Mb b M
b
d'oil
1 Entier(Mbm+%) M b Entier(M"+%) bT 1 2d'M
J (1- ~ ) y-Logb- ZJ m=1 5 dM'+J _l(Entier(M“+§)) —3
1 Mb b" M' b M'
b
"  Entier(M'+)

La décomposition A appliquée & 1l'intégrale [ -1 5 dM', donne
b M’
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m m
b dM' b -1 2
me-l Entier (M' +—) M'Z = - gm—l ke ° et d'aprés le lemme 1, et la

proposition 1, on a :

. 1
b Entier (M'+=)
J 2 dM' = Log b (1- E(G(X)))
bm-l M'2

2
m . w1l
b Ent1er(M-+2)) aM’

_ ( T T s
b 1 M M

Pour calculer la seconde intégrale J

on applique la décomposition A & cette intégrale. On pourra alors avoir
la valeur de 1l'expression de 1'écart type de 1l'erreur relative de
représentation. On applique donc la décomposition A & cette intégrale,

ce qui donne

m 1 2 m-1 1 1, 2
s gyl 1 . 1
b (Entler(M-Fz)) am' b T+ (Entler(M +2)) M
bm—l M’ M’ bm—l M' M'
b -1 —l- Enti (M'+-l—) 2
. (k7 eriiTy , a
j 1 M M
2 2
m . e, 1
[b Entier(M'+3) ,
me—i M' M 1
2
d'une part, M' ¢ [k?%u k] => Entier (M'+%J = k
d'ol
k 2 A k 2 [ 2
J (Entler(M-h—)) E§§ - J | k dg -2k 5 - %
k'? M ke M (2k-1)

d'autre part, M' e [k, k&%{ => Entier (M'+%D =k, d'olt

J 2 (Entier(M'+%)) ——dM3 = % -2k 5

k M' (2k+1)

donc
1
“~ 2 [] 2 2

J ? (Entier(M'+%)) dM3 - 2k 5 = Zk 5
3 M' (2k-1) (2k+1)



m 2 m
b 2 . m 2 m-1 b -1 2
' — -— —
b M 2b"-1 26" 41 w2k (2k+1)
m m
b -1 - 2
R BT S S R T
5 2k-1 o2k
k=b +1 k=b
m
) by—l 9
il 2k+1
k=b
et d'aprés le lemme | et la proposition 1, on a
B
J (Entier ('+5))° L= Log b (1 - EEE)
bm-l 2 M,3
d'ol finalement 9
. 1
1 Entler(Mbnh—O
[ ¢ - 2y B o b x B
1 Mb
b
ce qui donne pour oz(éizl) la valeur suivante :
2
? &8 - g8, - [E(é(X))]
§(X) :
on remplace alors E(—if_) par la valeur de son expression de
la proposition 1, et en se limitant aux termes en TA, avec T = on

]

a 1'expression finale de © (G(X)) On note 02(6(X)) = p2
28®, ek p ek 1ehn ok
24 x Log b Log b 960 (24)2>< 168 b

ce qui termine la démonstration en prenant la racine carrée de l'expression.

)

Si on limite le développement aux termes en Tz, on a finalement 1'expression

-2m,. 2
2,8 (X) (b°-1)
() O(X)_24XLogb

On observera que 1'expression (B) est la méme que celle obtenue par Alt [28]

avec 1'hypothése de Hamming modifiée. Le calcul est alors beaucoup plus

simple, ce qui justifie a posteriori cette hypothése simplificatrice.

L'intérét de ce travail est donc d'établir la validité de 1'hypothése

simplificatrice de Alt.
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CHAPITRE V

APPLICATIONS ET RESULTATS NUMERIQUES
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INTRODUCTION

Aprés le calcul de Py 1'8cart type de l'erreur relative de représentation
dans une arithmétique flottante (chapitre IV), pour contrdler le modéle défini

au chapitre II, deux possibilité@s nous sont offertes 3 savoir : ¢

- Application directe du mod&le donnant des résultats aléatoires, enm utilisant
une technique dans le genre de la méthode de perturbation de Vignes [19]
(méthode qui peut 8tre considérée comme une digitalisation de notre modéle
arithmétique).

- Utilisation d'une simulation d'arithmétique.

Nous avons choisi cette derniére possibilité. Pour une base b et une
longueur m de mantisse données, notons ARR(b, m ; Z, ar) 1'arithmétique
définie & partir de la virgule flottante normalisée VFN (b, m, £), dans
laquelle toutes les opérations sont faites avec des nombres appartenant 3
VFN (b, m, &), arrondis. ARR (b, m ; Z, ar) est une arithmétique flottante
avec m chiffres en base b, avec arrondi. Pour un schéma de calcul S, avec un
jeu de données fixé, notre simulation d'arithmétique consiste 3 faire varier
b et m dans ARR (b, m ; Z, ar), 3 chercher 1'erreur relative faite sur un
résultat donné entre l'arithmétique exacte et l'arithmétique approchée
ARR(b, m ; Z, ar), et a calculer le rapport : |(erreur relative sur le
résultat)l/pz, Py étant 1'écart type de l'erreur relative de représentation.
A une valeur de b donnée, et & une valeur de m donnée, correspond une valeur
du rapport |(erreur relative sur le résultat)[/pz, et lorsque b et m varient,

nous obtenons alors plusieurs valeurs de ce rapport.

Notre contrdle consistera & vérifier que, en prenant un échantillon

de valeurs de b, les valeurs des rapports I(erreur relative sur le résultat)|/p2
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obtenues se distribuent assez bien autour du nombre de stabilité en moyenne
Gamma, défini au chapitre III. Pour une base b donnée, on pourra calculer
une moyenne des rapports | (erreur relative sur le résultat)l/p2 obtenus
lorsque m, la longueur de la mantisse varie. Dans les résultats que nous

présentons, c'est cette procédure qui est suivie.

La premiére partie de ce chapitre est consacrée au calcul algébrique
des nombres de stabilité en borne et en moyenne dans les exemples que nous

avons pris comme application pour contrdler le modéle défini au chapitre II.

Les exemples choisis sont les suivants :
1 - somme de n nombres par :
i) La méthode de cumul simple

ii) La méthode de Linz

2 - Calcul de 1'expression du Az d'Aitken

2
. (XOXZ-XI)
DXt
o 2 1
(x,-x )2
i) e x -2
11 ) X +X,-2X%
o 72 1

3 - Calcul de la valeur d'un polyndme par :
i) L'algorithme de Horner

ii) Le schéma classique

La deuxi®me partie de ce chapitre est consacrée au contrdle de la simulation
et 3 1'analyse de tous les résultats. Nous donnons en annexe, tous les

programmes de calcul.
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V.l - APPLICATIONS

Rappelons les définitions du nombre de stabilité en borne et du

nombre de stabilité en moyenne d'un schéma de calcul S.

Le nombre de stabilité en borne est défini 3 partir de 1l'erreur
relative sur le résultat ¢A’ de la maniére suivante (proposition 3 du

chapitre II) ; on a

80, 3%, | )
jﬁr = 2_ 6 (¢u H ¢v / Ve Ay n D) x ¢U EU + £x T
ueAA

et le nombre de stabilité en borne est le plus petit nombre CA(S’ ¢D)

tel que
Iffil < (Cy (S, ¢)) X T
o T A o ’
donc
afk,u ou
C, (s, ¢p) = ) | 5%, (6,30, /VeaynD) x 2|

ueAA

D'autre part, le nombre de stabilité en moyenne d'un schéma de calcul S

est donné par :

of

: A, ? gy
y=0 L (g (@30,/vea D)) ()
ueAk

2

u

donc il suffit seulement d'avoir 1'expression de la propagation des erreurs
pour calculer les deux nombres de stabilité. C'est ce que nous ferons

dorénavant dans les exemples que nous allons examiner,

a;, on utilise souvent 1l'algorithme
1

[t ¥ =1

Pour calculer la somme Sn =
i
suivant :



55

8, = 8. + a, 3 i=2, ..., n

L'erreur se propage de la fagon suivante : -

GSl = 631
8S. = &8 + 8a. + S. €
1i-] 1 1
avec |Ei| £T pour 1 = 2, .e55 N
ol
&s -1 + 6a1 = Erreur Transmise

Si e, = Erreur générée

on montre facilement par récurrence que

i i
8s, jZl Sa; + jzz 5, €
et
EE_ ) g 6aj . ? SjEJ
sn j=1 Sn j=2 Sn

Si on suppose que les a, sont tous de méme signe, alors

C = a, = —L-[ § (n+1-i) a, — a, ]
B8 N . i B "« i 1
n j=2 i=l n 1i=1

Hr~—g

Les a, interviennent avec un coefficient d'autant plus fort que leur indice
est faible. D'un autre c6té, si on suppose en plus que les a; sont tous de

méme ordre de grandeur alors ;

n(n+l1)-2 _

= I
2n 2

1 n
Cn = -y (.z ia -~ a) =
i=1

oli a est un nombre # 0 tel que ](ai-a)/a] << 1 donc dans ce cas particulier,
C, est de 1'ordre de =. On a alors lim C,==; ce qui veut dire que 1l'erreur

n->°

de calcul peut devenir trés importante dans une somme par cumul.
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Le nombre de stabilité en moyenne est :

n Si 2
y=v ] (&

i=2 Sn

Pour faire une comparaison avec le nombre de stabilité en borme, on se
place dans le méme contexte particulier que précédemment : on suppose que

les a; sont tous de méme signe, et de méme ordre de grandeur : 3 a # 0

tq |(ai—a)/a| << 1.

n
2
RER)
Alors 1=§“'"—“— a pour ordre de grandeur la quantité
2
(] ap
1=]
n i 9 n,
) () a) y i n(n+1) (2n+1) :
i=2 j=1 - 1i=2 - [ _n
e 2 n? 2 °3
() a)
i=1

La méthode précédente est donc trés sensible aux erreurs de calcul
puisque l'erreur relative augmente indéfiniment avec le nombre de termes de
la somme. On peut atténuer cet effet de cumul en utilisant la méthode

suivante proposée par LINZ [23].

Algorithme

Pour calculer la somme de n nombres, on regroupe ces nombres en
[(n+1) * 2] paires de nombres et on effectue les n + 2 additions. On est
alors ramené & une somme de [(n+l1) * 2] nombres. Il suffit d'itérer le

procédé. ([ul] représente ici la partie entiere de u et + la division entiére).
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Par rapport au cumul simple, le cofit opératoire n'est pas changé,
mais la programmation est plus compliquée et de plus, on doit disposer
ici d'une place mémoire plus importante. (De 1l'ordre de Logzn au lieu de 1
avec le cumul simple). Nous allons utiliser la notion du nombre de stabilité
pour montrer que cet algorithme est plus stable. Toutefois pour simplifier
1'exposé, nous nous contenterons de 1'établir dans le cas ol n le nombre
de terme de la somme, est une puissance entiére de 2. L'algorithme de

calcul est le suivant :

_ s k
vo,j = aj HE | 1, ..y 2
. = . . + V. . H = caey
vi,J vl—l,ZJ-l v1--1,2_] ’ 1, kk—i
=1, ..y 2
n
Vk,l = .X ai, avec n = 2
i=1
L'erreur dontv.l . est entaché est :
*
dvi,j = 6vi—1,2j-1 + 6vi—1,2j + Ei,j Vi,j @avec |€i,j‘ <T

T étant 1l'erreur relative maximale de représentation.

k-1

=1, 0.y 2 , Nous avons

Vi1 T Vicrn T %ier,2 Y 81 Vi
i, " Vi3 T i, Y B2 Vi
Ovi,3 = io1,s * io6 t f1,3 Vi3

6vi’2k-i = Gvi_l,zk—i+l + 6vi—l,2k-i+l + ei’zk-i Vi,zk—i
et en faisant la somme membre & membre, cela donne alors
2k-i 2k-—i+l 2k—i

jZ] 6Vi,j = jZ] 6vi-1,j + jZ] Ei,j Vi,j

i=1, ..., k, nous avons

2k—1 2k 2k—l

jZ] le,j = jZ] GVO,J + jzl El,j VI,J
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22 23 22
2 Gvk-zsj Z Gvk_3’j Z Ek’Z’J vk_zsj
3=l =l =
) i )
Sv . - Ov .+ € .V .
=1 k-1,j jél k-2,) <1 k-1,3 'k-1,j
2
i1 = Z Ve-1,5 * Sk,1 Vil

1 F
Sv = ) Sv_ .+ ) €. . V.
k,1 j=l 0,3 i=1 j=1 1,3 1,]

Le nombre de stabilité en borne est :

K 257 |y, L]
1,

C = 2 z __J_r
L A N AR

Dans le cas particulier ol les aj sont tous positifs, on a

2k—i 2k
) |v. .| = ) a., et le nombre de stabilité en borne C_, devient ;
j=1 1,) j=1 ] \ n
ko of 2k
T T R A Y
c 5 2 i,j° _ i=l j=1 -k j=1 -k
Rge el Vil 2k 2%
7 . 7 a.
j:] J j=1 J
C_ =k
n

Dans le cas particulier ofl les aj sont tous positifs et de méme ordre de

grandeur, on a

o1

= L. = i
Vi Ezl ap,,i-1 = a.2
v = a.2k

k,1
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donc
k-i 2 k-i . 2 k-i .
§ 2 (vi,.) ) k 2 (a2} ) k 2z 221
. b 2 e L k . . 2k
i=1 j=1 (v, ,) i=1 j=1 (a27) i=1 =1 2
k,1
Kokl K4
.z 2 Z 2 k+1
_ =l _i=1 2% o
22k 2k 2k
ce qui donne
K 257 oy, L 2 |
¥ ¥ Q;l_l) =~ 2
i=1 j=1 k,1
donc y = V2

Le nombre de stabilité en moyenne est indé&pendant du nombre des termes de
la somme. Ce qui montre que l'algorithme de LINZ est plus stable, et donc

préférable au cumul simple dans la somme de n nombres.

e = ——— ———————————————

Le calcul de l'expression se fait avec les nombres X s X5 X
qui sont de méme signe, ordonnés, et le plus petit est supérieur a la

moitié du plus grand. (Exemple, X = 0,510, X, = 0,500, X, = 0,491).

2
_ (xz-xl)

2 xo+x2-2xl

Y=x

Pour calculer cette expression, on utilise 1'algorithme suivant :

d =x, - X
o 1 o)
dl = x2 - X
* d = d1 - do
c = d%
= £
4 73
LY =%, - ¢q
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L'erreur se propage de la mani&re suivante :
Si on suppose les données X » X|s X, exactes, il existe des nombres

€4 > Edl, €q> Eo» Eq, €y de module majoré par T tels que

8c = 24,48d,+Ce

1771 c
8q _38C _ &4
q c a "’ €q
8Y = - 8q + YEY
d'oli

d,eq,~-d €4
8Y _ _q _ 1% 0%
(d.-2d ) d
Y __ 4 - 1 0o o
Y v Ec v &g &t T3 € * 3 &) *+ &
d'oll on a
d.-2d |+|d |
8 14
I < U G r ——5— + 11
et
q |d,-2d_|+]d_|

c, = lyl @+ I

et le nombre de stabilité en moyenne est :

¢// q 2 (d1—2do)2 di
v=/ 1+ @ B+ ——p—+ ]

d d

b) Version instable

Pour le calcul de la valeur de cette expression, on utilise 1'algorithme

suivant :
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P = x°x2
c = x2
1
n = p-c
J d =x,-x i
(o) 1 7o
d1 = X)X,
d = dl—d
o
n
{ X=a‘

Si on suppose les données X s X, X, exactes, ] ep, €os Eps Edo, edl, €0 €x
de module majoré par T tels que :

dd =d x¢
(o}

o] d
o
Gal = d1 X edl
Sp =p X ep
¢ =c X¢
c
d = 6d1 - ddo + d x €4
dn =06p - 8c +nXx¢g
n
6X_(Sn_6_d [
X “h T t ey dot
d e, -d ¢
- 17d o d
8X ng c€e 1 0
X "o teEte d * ey
|d;[+]d_|
18X cplerel 5 Loy,
X |n d
d, [+]d_|
+|c] | 1 0
et ¢c_ =3+ lp| +
n EY ld]

et le nombre de stabilité en moyenne est ;

2 .2
Y = V//B + p2+c2 + dl+d°

n2 d2
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Pour calculer la valeur du polyndme

n n-1]
P (x) = a x +a.x + ... + a X+a
n o n

1 n-1

1'algorithme de Horner consiste & utiliser la forme

Pn(x) (...((aox+al)x+az)x + ...+ an—l)X+an

c'est 3 dire 3 former la suite

[
|

bi = bi_1x+ai 3 i=1, ..., n

nab =P (x

° n n( )

on suppose les données exactes ; pour 1'étude de la propagation des erreurs,
on pose

P. =D

. .x 3 1i=1, ..., n
i 1_1 3 s 9

on a alors

b. = P,+a.
i i1

§P. = x8b. .+P.c.
i i i

b, = 6P, + b,n. = x8b, . +P.e.+b.n.
1 1 i1 i-1 171 11

ol les ei, ng sont des nombres de module majoré par 1, i =1, ..., n

donc pour 1l'erreur relative, on a :

&b, P, &b,
5. - M te Gt ey
i 1 i-1
§b
on a 7;9 =0
o
b b x
R - Mg
i I b1 1
2
b b.x b x b,x
7SS SO SPS G
b2 2 b2 1 b2 1 b2 2
6b3 blx2 b2x box3 blx2 bzx
b, B3t Te, Mty Mt St St
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L T U L T TR e S|

c = 3 T e ] i
i=1 n i=1 n

c. =1 5= Ixi+ 1 I5=I x|
j=o0 n i=1 n

posons

%(x) = |b ‘xn+|bllxn—l + ... |b |

n
1>(x)—bz“bz’“‘+...+bf1

on a alors pour le nombre de stabilité& en borne

1
c_ T @ F(xD) - lax"]) -1

et pour le nombre de stabilité en moyenne

. 2 . 2
9 n—1 bn__J x? n bn— x?

o= ] ) ¢ ] )

. b b

j=o n j=1 n
Yz = 2 (2 P(x ) - aZXZn) -1

b
y =Y ‘(z P(xD) - alx™) - 1

n

Pour pouvoir faire une comparaison avec le schéma classique, calculons les

deux nombres de stabilité sur un exemple simple.

Pn(x) =]+ x4+ ...+ xn, donc a, = 1 31=0, ..., n
on calcule les deux nombres de stabilité pour x = 1

on a :

_ 1 v _ n _
-m(zp(lxp |aox P -1

Pour le calcul de %(lx]), on a
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o
bl = 2
b =3
b = n+l
n
" n+l
et P(|x]) =1+ 2+ ... +n+¢l = § i
i=]
v (n+1) (n+2)
Comme Z is= __—_TTB_—_" on a alors
i=1
F(1) = ﬁEIl%;E:Zl + n+l
d'ol

c = E%T [ (n+1) (n+2)+2(n+1)~1] =1

- 1 .
Cn—n+3—m—n+3

d'autre part

2

2P(l) =1 + 22 + 37+ ...+ (n+l)2 i7 0+ (n+1)2

L]
e~
™~

i

or Z 12 - n(n+li§2n+l)
i=1
n(n+l) (2n+1)

g + (n+1)2

donc 2P(l) =

et

y=o/ 12Dl 2y
(n+1)

- n(2n+1) _ 1 . /2
Y I =Y

PPN SRR Mg AR PR Mt 2 PR MO G S gy G Dl

Pour calculer la valeur du polyndme

P (x) = a "+ a xn_l + ... + a
n o 1 n

Le schéma classique consiste & former la suite :
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X, = X
1
S = a
o) n
l‘
S. = 8. +a ., X. our i=1, ..., n
i i-1 n-1 "1 P ’ ?
X, = X,.X
- 1+l i

on a Pn(x) = Sn
Comme dans le cas précédent, on suppose les données exactes. La propagation

des erreurs de calcul s'effectue da la fagon suivante ;

Sxi01 8%y sk 5x
=——+-—4+4+¢, ., comme — = 0, on a alors
X, X. X i+l X
i+l i
dx, 8x.
itl 1 + € ce qul nous donne pour i = ] n
X. X. i+1’ q P o
i+1 i
'6x2
—_— = €2
%2
.(SX_B= € + £
Xq 2 3
Gxn
_;-—- = €2 -+ €3 + . + En
n

Posons di =a .X., on a

n-i"1i
tSdi Gan_i Gxi 6ai
I =2 + - + Ny d'oli comme el 0% i
i n-i i i
Gdi %
—= =7, + ) &,
di i 522 hi
par ailleurs, on a Si = Si_1 + di’ i=1, ..., ndonc

8S. = §s, + &84, + S. v,
i i-1 i 11

et on a alors
88 =20
o

] 8d, + S, v

1 1 171
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(o
wn
]

Gdl + 6d2 + Sl v, + 32 V,

i
8s, = éd, + S, v,
i -Zl (6ds * 85 vy
J
n
8S_ = ) (8d, + S, v.)
'='1JJ
J
NS SN N P
— =1 d. n, + % d. e+ S. v.]
Sn Snog=1 33 gZppE 3R 50 T
— =1 d, n, + g, ) d, + S. v.]
Sn Sn j=1 3 k=2 k j=k J j=1 33

s k=2, ..., n sont des nombres

ol les nj, vj s =1, ..., n et les ek H

de module majoré par T.

On calcule alors le nombre de stabilité en borne qui est :

1 n n n
omrtr o ige DT e

lidl)
n k=2 j=k i k

1 k=0

nr~g

et pour le nombre de stabilité en moyenne, on a

n n 2 n ] 2
y=./l2r2(d.>2+§ (Zd.)+2(%dk)]
5. j=I J k=2 j=k J j=1 k=o

Pour avoir un ordre de grandeur de ces nombres de stabilit&, reprenons

le méme exemple simple.

Pn(x) =1 +x4+ ... + xn, pour la valeur de x = 1
n
on a Sn = 2 dk = n+l, et
k=0
1 n n
Cn = ey [n + ; (n-k+1) + z (G+D1]
k=2 j=1

(n+1) (n+2) 1+ (n+1)(n+2)]

E%T [n+(n-1) (n+1) - ; :

C = n+l
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pour le nombre de stabilité en moyenne Yy, on a

n n
Y=o+ ] @en®s § Gen?
(n+1) k=2 i=1
n n n T n
Y2 = ———L_f [+ (n-1) (n+1) 2 + Y K2 - 2(n+l) Yk + ) jz +2 ) j+n]
(n+1) k=2 k=2 j=1 j=1
Y2 2-% n, donc y = V % n

V.2 - MODELISATION DE LA SIMULATION

Les expériences numériques ont &té faites sur l'ordinateur IRIS 80
de CII HB. Tous les calculs sont faits en double précision., Comme sur cet
ordinateur 1l'arithmétique 3 virgule flottante normalisée est disponible en
double précision avec une longueur de mantisse limitée 3 m = 14, la machine
travaillant en base b = 16. Nous nous sommes limité& au cas oll la mantisse
correspond 3 une précision comprise entre 3 et 15 chiffres décimaux. La
limitation supérieure nous est imposée par le fait que nous avons profité
de 1'arithmétique double précision pour bitir notre simulation d'arithmétique

flottante.

Nous allons définir dans cette partie, les opérations de base
utilisées dans notre simulation d'arithmétique flottante d'arrondi. Tout
nombre réel positif X représenté en virgule flottante normalisée s'écrit
dans une base quelconque b :

X=Mxb"

Dans la pratique, on se restreint aux nombres dont 1l'écriture-en base b
nécessite m chiffres au plus : on a alors

X =M x b5 ™, M e (b2, b7C
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Cette valeur est représentée en machine par :
= = E-m
X=M xb

Dans notre simulation d'arithmétique, M' est la mantisse limitée 3 m chiffres,

. P 1 - .
arrondie avec défaut sur 7-dans la base b. Nous noterons désormais tout nombre

3
X arrondi par :

E
X=M xb X, ol
X

. . P 1 .
MX est la mantisse arrondie avec défaut sur 3-5 m chiffres.
Ey 1'exposant entier

b 1la base.

Pour la somme de deux nombres X et Y arrondis, deux cas se
présentent

1 - Cas oli les deux nombres arrondis ont des exposants différents

X=m b %, M o« R St

Y = M, bEY . My

€ [bm—l, b™[

a) Si EX < EY

On cherche la mantisse non normalisée dans la b de S = X + Y

a +]1, on a affaire 3 une addition

1

a; = -1, on a affaire 3 une soustraction

Calculons la mantisse non normalisée dans la base b de la somme de X et de Y

MN = mantisse non normalisée
(EX-EY)
MN = Mx.b + Signe de (al) X MY

on normalise ensuite la mantisse MN pour 1'écrire sous la forme

E
_ M m-1 .m
MN = MA b, MA e [b , bl.

La somme de X et Y est alors donnée dans ce cas par :

b S, avec
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b) Si EY < EX
On cherche la mantisse non normalisée dans la base b
(EY-EX)
Moo= My + Signe de (a,) . M, X b
i _ E
. . t - . = M
On normalise la mantisse MN pour l'écrire sous la forme MN MA b,

et la somme est telle que
ES m-1 m
S = Ms.b , avec MA efb ", bT

MS = MA et ES = EX + EM

2 - Cas oll les deux nombres arrondis X et Y ont les mémes exposants
On cherche la mantisse non normalisée

= + Si X
MN MX Signe de (al) MY

on normalise ensuite la mantisse dans la base b, pour 1l'écrire sous la

EM
forme MN = MA b .
La somme de X et Y est donnée par
ES m-1 m
§ = Mg X b avec Mg € (b ", bl
MS =M, et ES = EX + EM
Pour 1'addition on posera a, = +]1 et pour la soustraction on posera a, = -1

1 1

2.1.2 - La multiplication

- - em ww G em e o e

Le produit P de deux nombres arrondis avec défaut X et Y est

défini par :
E E
.= X = _ Y
S1 X MX b s Y = MY b

on cherche la mantisse non normalisée du produit,

= x
My =My <
On normalise la mantisse dans la base b pour 1'écrire sous la forme

E E
MN =M b M, et le produit P = Mp.b P est tel que

A
My =M, . M, e S s

el
]

P EX + EY + EM
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On fait appel 2 la phase de normalisation chaque fois qu'une mantisse M

est telle que M ¢ [bm-l, bl

2.1.3 -~ La division

E

E
Soient X = MX b X et Y = MY'b Y, deux nombres arrondis avec défaut
sur %3 le quotient de X par Y est défini par :
E
q
=M xb
Q q
tel que Mq = MA
E =E,-E_ +E

q X Y M

ol M, est la mantisse normalisée dans la base b de MN = ,» et E_ 1'exposant

A M

oA

dans la forme

M -1 m
My =M, Xb . M« [pm , bl

e ey Ml udui g i apuiy Sihghg i il

*%% CREATION **x*

Appel : CALL CREATION (Z, AM, L)

Paramétre en entrée : Z

Paramétres de sortie : AM, L

Description : ce sous-programme calcule la mantisse normalisée AM et

1'exposant L du nombre Z sous la forme Z = AM x B *x L

*%% SORTIE #*x

Appel : CALL SORTIE (Z, AM, L, X)

Paramétres en entrée : Z, AM, L

Paramétre de sortie : X

Description : ce sous-programme donne 1l'arrondi avec défaut sur %-du

nombre Z.
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2.2.2 - Les sous-programmes utilisateurs

Nous présentons ici 1'ensemble des sous-programmes concernant les

quatre opérations arithmétiques.

*%x* SOMME *xx%

Appel : CALL SOMME (IT, AM1, LX1, AM2, LX2, AM, LS)
Paramétres en entrée : IT, AMI1, LX1, AM2, LX2
Paramétres de sortie : AM, LS

Sous-programme utilisé : CREATION

Description : Ce sous-programme fait 1'addition ou la soustraction des
mantisses AM] et AM2 de deux nombres X et Y, tout en pondérant

les mantisses suivant que les exposants de X et Y sont ou ne

sont pas égaux.

IT +1, on fait une addition

IT = -1, on fait une soustraction.

*kx MULTIP **x
Appel : CALL MULTIP (AMI1, LX, AM2, LY, MA, LP)

Paramétres en Entrée : AMl, LX, AM2, LY

Paramétres de sortie : AM, LP

Sous—programme utilisé : CREATION

Description : Ce sous-programme effectue la multiplication des mantisses

AM] et AM2 de X et Y, et fait la somme des exposants.

*%% DIVISION xx%*
Appel : CALL DIVISION (AMI1, LX1, AM2, LX2, AM, LQ)

Sous-programme utilisé : CREATION

Description : Ce sous-programme fait la division de la mantisse AM] par la

mantisse AM2 des nombres Xl et X2 et effectue la différence des

exposants.
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Notations

PREC(M, B) = |(erreur relative sur le résultat)l/p2
B = base

M = nombre de chiffres de la mantissse

PMOY(B) = moyenne des PREC(M, B).

V.3 - ANALYSE DES RESULTATS

3.1 - Caleuwl d'une somme

Présentation des résultats

Nous avons calculé la somme .gl a;, avec a, = 0,333, i=1, ..., N

pour différentes valeurs de ;: ceci par les deux méthodes suivantes :

- La méthode de LINZ

- La méthode du cumul simple

Le tableau I donne pour chaque méthode, le nombre de termes N de la somme,
le nombre de stabilité en moyenne Gamma, et le nombre de stabilité en

borne Cn' Les tableaux II et III représentent pour chacune des deux méthodes
les rapports PREC(M, B). L'échantillon de bases choisies va de la base 2 &
la base 16. Ces tableaux nous montrent pour chaque base et pour une longueur
de mantisse donnée, les rapports PREC (M, B) qui constituent les différentes
colonnes. Au bas de chaque tableau, on note les valeurs de PMOY(B). Les

tableaux IIa et III. présentent les valeurs de PMOY(B) pour les deux

b

méthodes, avec le nombre de termes N correspondant, et la base B

correspondante.
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Méthode de LINZ Cumul simple

N Gamma Cn Gamma Cn
16 | 1,4142 4 2,417 8 |

32 1,4142 5 3,2660 16

64 1,4142 6 4,618 32

128 1,4142 7 6,570 64

512 1,4142 9 13,06 128

Tableau I

Calcul du nombre de stabilité en moyenne Gamma pour la méthode de LINZ,
et pour la méthode du cumul simple.

Calcul du nombre de stabilité en borne pour les deux méthodes.
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SN

bas;\\\\\ 16 32 64 128 512
PMOY PMOY PMOY PMOY PMOY

2 0 0 0 0 0
3 0,95 1,13 1,13 1,22 1,92

4 0 0 0 0 0
5 0,95 0,95 0,95 0,87 0,98
6 1,22 1,64 1,64 2,12 2,12
7 1,25 1,64 1,64 1,64 1,62
8 1,56 1,56 1,56 1,56 1,56
9 1,44 2,48 2,48 2,48 2,41
10 0 0,26 0,26 0,26 0,58
11 1,51 1,51 1,59 1,59 2,02
12 1,55 1,55 1,70 1,70 1,58
13 1,73 1,73 2,03 2,03 3,29
14 1,37 1,37 2,04 2,04 2,04
15 2,20 2,70 4,55 4,55 4,55
16 1,36 1,36 1,36 1,36 1,36

Tableau Ila

Méthode de LINZ
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\:;;;;\\ji 16 32 64 128 512

PMOY PMOY PMOY PMOY PMOY
2 1,51 1,51 1,51 1,51 1,51
3 1,93 3,56 3,56 3,56 3,56
4 3,04 3,54 9,04 9,04 9,04
5 1,25 2,32 5,62 5,75 5,75
6 1,25 2,23 6,75 14,21 14,21
7 2,11 2,81 7,39 19,39 19,68
8 1,39 3,12 5,12 13,14 26,15
9 2,15 2,88 9,19 18,83 30,74
10 0 0,39 0,20 0,40 6,76
11 1,82 4,21 3,24 10,78 54,52
12 1,98 Y 4,93 10,22 46,95
13 1,26 5,66 6,69 12,16 78,35
14 1,11 5,41 4,32 8,15 86,53
15 1,71 2,38 10,03 24,25 34,91
16 1,82 3,99 7,22 12,39 62,63

Tableau IIIb

Cumul simple
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Analyse des résultats

Pour la méthode de LINZ, le nombre de stabilité en moyenne GAMMA
est indépendant du nombre de termes de la somme. Nous obtenons de trés
bon résultats pour cette méthode, car les valeurs de PREC (M, ‘B) et de
PMOY(B) se distribuent bien autour de Gamma. Cette méthode est plus stable
que la méthode du cumul simple comme le montrent les tableaux IIa et IIIb.
Le nombre de stabilité en moyenne Gamma pour la méthode de cumul dépend
du nombre de termes N de la somme, et plus ce nombre N est grand, plus
la valeur de Gamma augmente. L'erreur de calcul peut devenir trés
importante dans une somme par cumul. Car on est amené& au bout d'un certain
temps a faire la somme de deux nombres dont 1'un, cumul des termes précé-
dents est beaucoup plus grand que le terme ajouté. L'erreur relative
augmente régulidrement avec N. Les essals numériques nous ont montré que
selon la valeur de la base B et de la longueur de la mantisse rencontrées,
il existe un nombre No tel que pour N 2 No’ le résultat de la somme reste
stationnaire.
Exemples :
Pour la base 10, pour N 2 331, le résultat de la somme reste toujours
égal 3 100, pour la valeur de M = 3. Pour la base 2, pour N = 22, le
résultat est stationnaire 3 8, pour la valeur de M = 4. En base 6, avec

N > 648, le résultat reste toujours égal 3 216, pour m = 4.

Présentation des résultats
N .
~ n-i .
Le calcul de la valeur du polyndme Z a; x est fait pour les
i=o
valeurs suivantes :

a;, = 0,999, pour i =1, ..., N
x = 0,999

N = 30
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»

Les méthodes de calcul utilisées sont : le schéma classique et la méthode
de Horner. Le tableau VI regroupe pour les deux méthodes, les nombres de
stabilité en moyenne et en borne. Les tableaux VII et VIII rassemblent

pour chacune des deux méthodes, les rapports PREC(M, B). Le Tableau VIIa

reprend les valeurs de PMOY(B) pour les deux mdthodes de calcul.

Méthode de Horner{ Schéma classique

Gamma C Gamma o
n n

4,5295 33 4,4466 31
Tableau VI

Calcul des nombres de stabilité en moyenne et en borne pour le
N n-i

polyndme .E a; x
i=o
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bases | Méthode de Horner | Schéma Classique

PMOY PMOY
2 9,79 3,31
3 8,76 2,52
4 5,99 4,55
5 6,62 3,74
6 4,38 1,12
7 4,39 1,38
8 2,69 1,50
9 4,51 1,38
10 0,74 3,30
11 2,55 2,78
12 2,34 4,92
13 2,55 4,42
14 2,04 4,40
15 1,80 4,20
16 4,42 6,50

Tableau VIIa
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o

[ICRI S

sesmaess e = 5 PMOY

Méthode de LINZ
N =16

Méthode de Horner

cmenns ey PMOY

Schéma classique
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Analyse des résultats

Les deux schémas de calcul : schéma classique et schéma de Horner
sont stables dans les deux cas. Les nombres de stabilité en moyenne obtenus
pour les deux méthodes sont presque du méme ordre de grandeur. Pour cet
exemple, le nombre de stabilité en moyenne pour le schéma de calcul de la
méthode classique est 1l8gérement plus faible que celui du schéma de Horner.
La méthode de Horner donne ici des résultats moins bons par rapport au

schéma classique. C'est ce que nous montrent les figures b, et b,.

1

P(x) = 12192x° - 32257x> - 85344x + 225799

pour x = 2,645752.

Pour cet exemple, la méthode de Horner paralt meilleure que le
schéma classique tant du point de vue du nombre de stabilité& que celui des
résultats effectifs. Toutefols, on observe que le nombre de stabilité en
moyenne est particuliérement pessimiste. Ce phénoméne qu'on peut attribuer

3 la présence de la cancellation sera expliqué dans 1l'exemple suivant.

Le tableau VIIIb donne le nombre de stabilité en moyenne pour les

deux méthodes. Le tableau VIIIa rassemble les valeurs de PMOY(B) pour

chacune des deux méthodes.

Méthode de Horner | Schéma Classique

Gamma Gamma

0,1281 D+14 0,1653 D+l14

Tableau VIIIb

Calcul du nombre de stabilité en moyenne pour le polyndme P(x).
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bases | Méthode de Horner Schéma Classique
PMOY PMOY
2 0,127 D+13 0,250 D+13
3 0,159 D+13 0,290 D+13
4 0,761 D+12 0,628 D+12
5 0,135 D+13 0,167 D+13
6 0,411 D+12 0,132 D+13
7 0,897 D+12 0,541 D+12
8 0,421 D+12 04,312 D+13
9 0,617 D+12 0,827 D+12
10 0,882 D+12 0,260 D+13
11 0,169 D+13 0,236 D+13
12 0,101 D+12 0,634 D+11
13 0,180 D+12 0,349 D+12
14 0,471 D+12 0,426 D+11
15 0,555 D+12 0,883 D+13
16 0,170 D+13 0,420 D+13

Tableau VIIIa

ST

\

[ERE S

7 N\
)
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(x,-x,)°
a) X =x —_u__
2 xo+x2-2x1 -

Présentation des résultats

Le calcul de cette expression a été fait avec des données X,s X)»

X, qui forment une suite géométrique de la forme

2
~ n ~
x =X + A (xo-x) ,n=20,1, 2

oli ¥ est la valeur exacte de X, et 1 > A > %u

Trois jeux de données distinctes ont &té retenus, 3 savoir

x = 0,510 x = 0,310 x = 0,210

o o o
1) X, = 0,500 2) X, = 0,300 3) X, = 0,200
X, = 0,491 X, = 0,291 X, = 0,191

et suivant les valeurs des données, le nombre de stabilité en moyenne
Gamma est donné dans le tableau IV. Dans le tableau Va on a repris les
3 jeux de données et on a tabulé en fonction des bases, la moyenne des

rapports PREC (M, B) obtenus pour les diverses longueurs de mantisse.
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Expression a | Expression b

données Gamma Gamma
X, = 0,510

X, = 0,500 3,12 863,14
X, = 0,491
X, = 0,310
X, = 0,300 5,85 606,81
X, = 0,291

X, = 0,210

X = 0,200 11,06 514,97
X, = 0,191

Tableau IV

Calcul du nombre de stabilité en moyenne pour les expression a et b du

A2 d'aitken.

- ( BYS
ULLE
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données
xo = 0,510 X, = 0,310 X, = 0,210
X, = 0,500 X = 0,300 x| = 0,200
bases X, = 0,491 X, = 0,291 X, = 0,191 |
PMOY PMOY PMOY

2 0,1421 0,1965 0,1458

3 0,6459 0,9881 2,4098

4 0,1355 0,1059 0,1203

5 1,7168 0,7016 2,9135

6 0,4343 1,4928 1,3498

7 0,7164 0,8564 2,0119

8 0,0687 0,2154 0,4598
9 0,4994 0,3283 1,5854
10 0 0 0

11 0,9649 1,6424 - 0,7027
12 1,4305 0,81790 5,3667
13 0,4793 0,5283 - 4,2402
14 0,8329 2,5054 1,6621
15 0,4603 0,6426 0,3592
16 0,0814 0,1594 0,2447

fableau Va

v et

LIl
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Analyse des résultats

On observe que les valeurs moyennes sont toujours inférieures au
nombre de stabilité Gamma. Notre modéle consiste 3 pénaliser chaque résultat
d'une erreur aléatoire systématique y compris dans le cas de 1; soustraction
de nombres voisins alors qu'on sait que la soustraction de deux nombres
voisins n'introduit que trés exceptionnellement des erreurs en arithmétique

flottante.

Cet exemple illustre donc le caractére pessimiste de notre modéle
dans le cas des soustractions de nombres voisins. On peut toutefois y

remédier en introduisant un nombre de stabilité simplifié [24].

Présentation des résultats et analyse
L'étude des différents résultats numériques sur cet exemple montre
que selon le type de données que 1l'on utilise, PMOY(B) semble &tre une

fonction décroissante par morceaux.

Le tableau IX regroupe pour différentes bases, et les différentes
valeurs de M, les rapports PREC(M,B), ceci pour les données X, = 0,210 ;

x, = 0,200 ; x

1 = 0,191. Le tableau IXa quant 3 lui, regroupe les valeurs

2

de PMOY(B), pour les bases considérées.
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données
= 0,510 X, = 0,310 = 0,210
= 0,500 X, = 0,300 = 0,200
= 0,491 x, = 0,291 = 0,191
bases
PMOY PMOY PMOY
2 627,1 486,6 505,0
3 518,4 355,0 731,3
4 1035,9 665,0 271,5
5 1122,8 370,0 591,6
6 656,8 293,2 448,8
7 820,9 259,2 355,9
8 725,3 201,2 367,0
9 750,9 158,5 349,3
10 16,7 0,2 0
11 758,7 79,1 254,8
12 392,8 624,6 305,6
13 563,9 776,9 130,1
14 477,8 751,2 134,5
15 422,5 804,5 84,9
16 357,9 492,7 72,2

Tableau IX
a

D
L LILLE
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Prenons par exemple les données

0,210

%
[]

0,200

bl
]

0,191 -
La fonction PMOY(B) obtenue est une fonction décroissante par morceaux, les

discontinuités étant situées

1) entre les bases 2 et 3
2) entre les bases 4 et 5

3) entre les bases 24 et 25.

Ce résultat mérite une explication.
On vérifie aisément que dans l'algorithme de calcul de cette expression,

les opérations qui engendrent la plus grande erreur sont : le carré c et le

produit p.
p = *o*2
c = x2
1
n = p-c
d0 it ST
dl =X, - %
d =d, -d
1 o
n
Y=E
oY, _ oy _ 1
on a en effet |551 = Iacl = ldl

or cette erreur relative engendrée par le carré ou le produit est d'autant
plus grande que la mantisse de c ou de p est voisine de 1 par valeur supérieure,
selon la base considér&e. Il est alors aisé de voir que les discontinuités
correspondent précisément aux cas oli la mantisse de c¢c ou de p est voisine

de 1 par valeur supérieure.

Dans l'exemple précédent, onac = p = et il a changement
P y g

L
25

d'exposant dans l1'écriture de c pour les bases 25, 5, 3, 2, car
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0.1 en base 25

0.0] en base 5

[\

0.001001 en base 3

n

0.0001 en base 2

Ce phénoméne se rencontre dans le calcul de cette expression, avec ce type

de données. C'est ainsi que pour les données

X, = 0,310
X, = 0,300
X, = 0,291

onap=c¢= T%“ et les discontinuités de la fonction PMOY(B) se situent
ici entre les bases 3 et 4, entre les bases 11 et 12, etc ...
Pour les données X, = 0,510, X, = 0,500, X, = 0,491 on peut reprendre le

méme raisonnement. Les figures c, d, e montrent les courbes des fonctions

PMOY(B) suivant les données.
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CONCLUSION
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L'approche probabiliste que nous venons de faire dans ce travail,
reste une contribution 3 1'étude des erreurs de calcul dans la mise en
oeuvre des algorithmes numériques. Cette &tude probabiliste permet de
compléter la politique de majoration systématique dans la recherche de
1l'erreur de calcul, et permet aussi de rendre compte de fagon effective
1'ordre de grandeur effectif de l'erreur, grice & la définition d'un nombre

de stabilité en moyenne.

La définition du nombre de stabilité en moyenne précise sur quel
type arithmétique elle s'applique : le type arithmétique donnant des
résultats aldatoires. L'étude théorique faite, il revenait 3 1'expérimentation
d'infirmer ou de confirmer la validité& de notre mod&le arithmétique.
Méme s'ils ont permis d'apprécier les limites du modéle, comme dans le cas
dv procédé A2 d'Aitken, les tests numériques confirment dans 1'ensemble

le bien fondé de ce modé&le pour mesurer la stabilit& des schémas de calcul.
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ANNEXE
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Nous donnons dans cette partie tous les programmes et sous=—programmes
utilisés pour la mise en oceuvre de notre simulation d'arithmétique d'arrondi,
pour tous les exemples test&s. Notre but en présentant l'ensemble de ces
programmes n'est pas de vouloir fournir une bibliothéque de programmes,

mais tout simplement une référence pour ceux qui voudront contrdler les

résultats numériques donnés dans ce travail.




100

ci't'i***t**itt*i****ﬁt'****ti*ti*it**it*'t*t*tiﬁ"***t*tt*tti*tt

CALCUL DE LA SOMME DE N NOMBRES 3 METHODE DE LIN2
S16= VARIANCE DE L ERREUR RELATIVE D AFFECTATION
DELTX= ERREJR RELATIVE DU RESULTAT FINAL
LL=NOMBRE DE SIG CALCULES
PREC= RAPPORT DE L ERREUR RELATIVE SUR LE RESULTAT
FINAL SUR L ECART TYPE DE L ERREUR RELATIVE D AFPFECTATIUN
PMOY= MOYENNE DE PREC
LA AR R R R R X R R N N R AR 2 X 22 R
COMMON B/.RLBeM,IS
DIMENSION VARC60,€0),PREC(60+20)¢53G(60,20).PMOY(20)
DIMENSION V(10.,650),R(€(10,650),A¢10,650),TC10+650),L¢70,650)
¢ LECTURE DES DONNEES
READ(105,22) IS
22 FORMAT(13)
DO 11 Kk=1,1°
B=FLOAT(KK+1)
RLB=ALOG(8)
18=INT(R)
LL=)
pMOY(IB)Y=U,
K=?
N=128
DO 33 M=35,60
SR=B*wy
PT216,%413
IF(SR.GT.PT) GOTO 53
WW=2 %M
DO 1 J=1,N
v(0,Jd)=0,333
CALL CREATIAON (V(U,J),TCO0,J) LCD,J))
CALL SORTIE (V(O0,d),T(0,J),LC0,J),RCOsJID)
1 CONTINUE
20 3 I=1.K
L1=K=1
L2=(2)*wL1
00 &4 J=1.L¢
V(I,J)=Rr{l=Tesny=T1)4R(I=1,2%J)
1T=+1
CALL SOMME (1T,T(d=1,2*J=1),L(I=1,2*J=1),TCI=1,2%J),L(1=1,2"
S'T(I'J)OL‘IIJ))
CALL SORTIE (V(I,¥),TCI,J)+LC1,d),R(1,J))
4 CONTINUE
3 CONTINUE
AR E AL ETEE R R R PR ASEL AL 22 AR R ERREE TR TER R FERR LT F L TR FER R R G R GG R gy
€ CALCUL DE LA VALEUR EXACTE DE LA SOMME S(N)
A2 R R RS R AR R R AR EE R TR FEEPeTR e TS TSR R L PR N R R R AL
D3 5 J=1,N
ACO,Jd)=R(0,J)
5 CONTINUE
DI 6 I=1.K

I OITTPI IO



72,

83,

89,
9C.
91,
92,
93,
94,
95,
96,
97.
%8,

100,
101,
102,

103,
104,
105,
106,

101

L1sK=1
L2=(2)*=L1
D2 7 J=1.L2
ACI,J)=A(l=1ed*J=T)+A(I=1,2%J)
7 CONTINUE
6 CONTINUE
YsA(K,1)
R XA RS R R RR AR RA R X2 A R R RS R R RS R R A RS2 AR SR AR R Y RN
€ CALCUL DE L ECART TYPE DE L ERREUR RELATIVE DE REPRESFNTATION
SI6
gtt:tt**tittt&ﬁ**t*ittt'*t*tttt**ttt*t*t*ttt*t*ﬁttt*ttt**t*t**t*i
D624, %2
DS=(Brw2=1,)
D72B** («WW) %05/ (24,*RLB)
D2=B**(=2"WW)*DS/RLB
D3=7,.,+(B**2+1,)/960,
D4=D5/(D6*RLB)
VAR(M,IB)=D7=D2%(L3+D4)
SIG(M,IB)=SQRT(VAR(M,18))
D0=10,%w(=14)
IFCSIG(M,IB)LE,DV) GOTO S3
SR R R R R R 2 R XX a2 XSRS E 2R AR R A AR AR AR R ARl ds
c CALCUL DE L ERREUR RELATIVE DU RESULTAT FINAL : DELTX
A A XS R S RS A RS R AR NS R R XX R SRS RS AA R ER RS R R R A
DELTX=ABS(R(K,1)=Y)/Y
C CALCUL DU RAPPORT DELTX/SIG
P1=10,*CALOG(2,)/RLB)
MP1=INT(P1)
IF(MP1,LT.M) GOTO 12
53 PREC(M,IBI=10*=§
60To 33
12 p2=50,«(ALOGL2,)/RLB)
MP2=INT(P2)
IF(M, LT MP2) GOTO 34
PREC(M,1B)=10*=6
6070 33
34 PREC(M,1B)=DELTX/SIG(M.IB)
LL=tL+1
PMOY(IBYSPMOY(IB)*FREC(M,IB)
33 CONTINUE

Ctt***t**t**t&ii**i***ti'tti***it****tit*i*i*****it'*i*itit**ﬁ*t

¢ CALCUL DE LA MOYENNE DES VALEURS DE PREC(M)
M AR R AL AR AR RS RS R R AR RS RS RRRAS AR 2R RS R A RRR AR A
PMOYC(IBY=PMOY(IB)/FLOAT(LL)
11 CONTINUE
WRITEC108.13) (18.1B=2,16)
18 FQRMAT(?XI'M.O1Xo15(1x.14))
DO 26 M=3,517
WRITEC108425) M,(PREC(M,IB).IB=2,16)
25 FORMAT(2Xs12+2X,15¢1XsF4,.2))
26 CONTINUE

WRITE(108+42) (PMUY(IB),I1B=2,16)

42 FORMATCAXe (/) s6X,15C1X,Fb,2)) S
sToP \foj
END el
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30.

32.
32,
24,
15,
36.
37l
38,
39,
L0,
41,
62,
43,
AR
45,
46,
L7,
L8,
L9,
50.
51.
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ct*i'tt**tii*****f*i*iti*'**t*tt**tt**t**i***ttttt"'t*itt***it****

(2 Na Bbs Bie Bhe 3 s Sa W

¢
22

4

METHODE DE CuUMUL SIMPLE UTILISANT LES SUBROUTIMES D ARFOrDI
SIG= VARIANCE DE | ERREUR RELATIVE D AFFECTATION
DELTX= ERREUR RELATIVE DU RESULTAT FINAL
LL=NOMBRE DE SIG CALCULES
PReC= RAPPORT DE L ERREUR REZLATIVE SUR LE RESULTAT
FINAL SUR L ECART TYPE DE L ERREUR RELATIVE D AFFECTATION
PMOY= MOYEWNE DE PREC

LALSEEZZEEEE R R RSN AR AR X PR TR TR RRRR TR ERLETFEETTE L T LR PR RIE R T

COMMON BoRLBeM, IS

DIMENSION UCTI500)V(1500),5¢15007,T1¢1500),L1C¢1500),R1(¢15CC
DIMENSIAN T4(153M),L4C1500),R4(€1500Y,T2C1500),L2(¢15nC),R2¢15C
DIMENSION VAR(E0,20),S16(60,20),PRFPr(60,20),PH0Y(29),D01500)

LECTURE nES DONNEFS

READ(105,22) IS
FORMAT (I3
DI 11 K=1,15
BSFLOAT(K*+1)
RLB=ALOG(B)
18=tNT(3)
LL=?
pMOyY(IB)=0,
N=128
DO 33 M=z3,6)
SR=Bwxw
PT=46,%+13
IF(SR,GT.PT) GOTQ 53
WAZO %M
DN & 1=1.N
u(ly=n, 333
CALL CREATION (UCL2.T1(1),L1(1))
caLL SNeTIr C(UCTYeT1fI),L1CT),R1C2))
CONTINUE

(A X2 AL FEERRSEFEAEEALEREEEEERE IR R EEEEFR TR SR EEEEERE L FEER EIRIWINE XN

¢ CALCJUL DE LA VALEUR EXACTE DFE A SOMmrz  S(N)

r

AVEC DES DOCNNEES ARRQONDIZES

c*********t******ti*'&****tﬁt******t*****it*it*****i*ttitt***ﬁ*i*

2

s(1)=R1(1)

R2{1)=R1(1)

T2¢1)=T1(%)

L2¢1)=L1(1)

DY 2 1=?P.N

s(Iy=s(1=-1)+RI1(1)

V(1y=2r2(I=1)+R1(1!

1T=+1

CALL SOMME (IT,T2¢I=10,L2(I=1),T1C1),L1C1),T2C2),L2(1))
CALL SORTIZ (V(I),T2CI),L2C1)Y,R2(TY)
IF(RZ(!)IEG.RZ(I-1)) GOTO 3

CONTINUE

YESS(N)

AR A N R R A A AR A AR R AR e R X R e R A e R R X A SRR RS AR AR



7C.

76.
?7.
783,
9,
80,
’1,
82.
83,
84,
85.
86,
87,
88'
B9,
90.
91,
02,
93,
94,
95.
96,
57.
98,
99.
100.
1091.
102,

103,
104,
105,
106,
107,
108,

103

¢ CALCUL DE L ERREUR RELATIVE DU RESULTAT FINAL : DELTX
c*'***ti***ﬁi***ttt**ii**i*ttti***'**tit**t***t*ti*‘t*i**t*****i*
DELYX=ABS(R2(N)=Y)/Y
GOTO 7?7
3 CONTINUE
N=1-1
R2(N)=R2(1I=1)
Y=S(N)
DELTX=ABSC(R2{(N)=YJ)/Y
7 CONTINUE
AL A TR TR R A RS RS R AR AR SRR SRR AR ARl ARl s RE RS
¢ CALCUL DE L ECART TYPE DE L ERREUR RELATIVE DE REPRFSENT2TION
S16
giﬁ:*t*ﬁ**ti************‘*t*tttﬁ*t**i*i**i*i*i****‘*ti*i***t'itiw
D=4 *w?
D5=(B*w2=1,)
D7=g*xw(=WW)*VD/(24,*RLB)
D2=g** (=2*WyW)*DS/RLS
D3=7,*(B**2>+1,)/96C,
D4=DS5/(Dé6*RLB)
VAR(M,18)=D7=0D2*(93+D4)
SIG(M,IR)=SORT(VAR(M,18))
DO=1) . *w(=14)
c LALCUL DU RAPPORT DELTX/SIG
1F(sIG(™,IB)LLELDV) GOTO S3
P1=10,%(ALOG(2,)/RLBY
MP1=InNT(PT)
TF(~P1,LT.M) GOTC 12
53 PREC(M,78)=10w*x4
6G2Tn 33
12 p2=5Jd,*C(ALOS(2,)/KLB)
MP2=INT(P2)
TE(mM LT . MP?) GCTD 34
PREC(M,TBI=1J*%b
60710 33
34 pREC(M,IBISDELTX/SIGIM,IRB)
ONSFLOAT(N)Y /3,
TF(PREC(™,18),LT ,UN) GCTO S5
PREZ(M,1B)=nN/B
55 LiL=plL+1
PACY(IB)SPMOY(1IB)*PREC({M,1B)
33  CONTINUF

C'****tit*t*t*'*t****ti*'*t**tt*tf**i*itti*itt**t****tt'*****t**

f CALCUL DE LA MOYENNE DES VALEURS DE PREC
AL R R R A PR A R A F A A R R R AR AR RS AR A AL LA REE R
PMOY(1BY=PMOY(IB)/FLAAT(LL)
11 CCNTINUE
WRITE(10B.,18) (18.18=22,16)
18  FORYAT(2X,*'%*e1X,15¢1%X,16))
DO 26 ¥=3,59
WRITE(1n8,252 M,(PREC(M,IB),IB=2,16)

25 FORMAT(2Xs12+2%,15C1XsF6,.2))
26 CONTINUE
WRITE(198,42) (pPvOY(IB),IB=2.16)
42 FORMATC(1Xe(/)e6X%X,15C1X.F6.2)Y)
sTor

END S
03
SRRITE:

N
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‘3.
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46,

48,
49,
50,
51.
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ct*i*ittﬁ*t*i*i**t*.t*t**tttﬁt***it**tﬁ****tt*ti*tiii*ttti****ﬁt*

c
o
o
¢
o
¢
o
,
r
o

¢

22

CALCUL DE LA VALEUR D UN POLYNOME EN UTILISANT LE SCHEMA
CLASSIQUE AVEC LES VUONNEES ARRONDIES

AVEC LES DONNEES ACI) 3 X o 1=0¢oserN

SIG= VARIANCE DE L ERREUR RELATIVE D AFFECTATION

DELTX= ERREUR RELATIVE DU RESULTAT FINAL

= NOMBRE DE SI1LG CALCULES

PREC= RAPPORT DE L ERREUR RELATIVE SUR LE RESULTAT

FINAL SUR LA VARIANCE pE L ERREUR RFLATIVE D AFFECTATION
PMOY= MOYENNE DE PREC

(A A A R R R R R R SR AR R A AR RS RRERARARERR R 2 R AR AR R RN RS S

COMMON B,RLB,M, TS

DIMENSINN VAR(60,20),516(60,20)

DIMENSIAN PREC(572:20),PMOY(20),AC(50),B1(50),T1(502.L1(507,58
DIMENSION R1(50),D(50),X1¢5n),T4(5n).LL(S0Y,RL(50)
DIMENSION T2(50),L2(50),R2(50).T3(5n),L3(50),R3I(SD)
LECTURE DES DOMNEES

READ(105,22) IS

FORMAT(13)

D0 11 K=1.,15

B=FLOAT(K+1)

RLB=ALOG(B)

I8=INT(B)

L=0

pmMoy(lB)y=U,

X=0,999

N23)

DO 33 M=58,6)

SRSg**M

PT=16,%*1S

1F(SR,GT,PT) GLOTO 353

W=2«M

CALL CREATION (X,P.LP)

CALL SORTIE (X,P,LP,R)

DI 2 1=19,N

AC1)=0,999

CALL CREATION CACLII,TACI),L1(1))

CALL SORTIE CACI)oT1¢I),L9C1Y,R1C2))

CONTINUE

T4(1)=P

L4C1)=LP

R4(1)=R

T3(0)I=T1(N)

L3€0)=L1(N)

RI(CO)I=R1(N)

DO 3 I=1.N

DCIY=SRI(N=I)*RL(]IY

CALL MULTIP CTI(N=L1) s LIIN=T) T4CI) L4C1)aT2C1),L2(1))
SCIYSRI(I=-1)+R2(]?

1T=+1



52,
53,
54,
$5.
56,
s7.
58,
59,
60,
61,
62,
63,
64.
65.
66.

68,
69,
70,
71,
72'
73,
74,
75,
76,
77,
78,
79,
80,
81,
82.
83,
84,
85.
86.
87.
88,
89,
90,
91,
92,
93,
94,
95,
96,
97,
98,
99.
100,
101,
102,

105

CALL SOMME (iT,T341=1),L3(1=1),72(2),L2C3),TS5C1),L3(Y))
CALL SORTIE (SCI)eT3(I),L3(C1)Y,R3(1))
X1(1+1)=R46 (1) *R
CALL MULTIP (T4CI12,L4CI),PsLP,T4(I+1),L4(I4+1))
CALL SORTIE (X1(I*1),T4(I+1),L6CI+1),R4(1%1))
3 CONTINUE
A A S Y R AR AR AR R R R RRRTTR R IR RE R R L R B R R X Ry e
¢ CALCuL DE LA VALEUR DU POLYNOME AVEC DES DONNEES
o ARRONDIES
AL I IR R R ALA ARl A R S R R R R R R 2222 R AR XN ERE Y LR R
BT1(0I=SRI(N)
DO &4 I=1.N
4 B1(1)=B1(I=12+0(1)
RS L TR 2222822222232 R 222222222222 X R R R R RS X E R

€ CALCUL DE L ECART TYPE DE L ERREUR RELATIVE DE REPRESENTATION

t 3516
cttti****tt*itt*tt*'*it**it**tt*t**tit*ttt*it****t*it*t*tt**ti*ﬁ**
D6=24  *x?

DS=(Bw*2=1,)
D7=p**(=W)wD>/ (24 4*RLB)
D2=g**(=2*W)*D5/RLB
D3z7,+(B**2+1,)/960.,
D4=D5/(Dé*RLB)
VAR(M,18)=D7~D2*(V3+04)
SIG(M,IR)=SQRT(VAR(™M,I8B))
DD=10,%v(=16)

IF(sIG(M,IB) LE,DD) GOTO 53

c****t*'*tﬁﬁt*It*g*t*ﬁ*'**gtt***t*t*ﬁtt***t**ttttﬁi*i*****f*t*i*iﬁ

o CALCUL DE L ERREUR RELATIVE SUR LE RFSULTAT ¢ DELTX
Al AEZE AR X2 AR 2L R SRR PREE RS YRR ERA LSS AR R R AR S FE S S L2
DELTX=ABSCRI(N)=BT(N))/B1CN)
c CALCUL DU RAPPORT DELTX/SIG
P1=10,*(ALOG(2,) /RLB)
MP1=INT(P1)
TF(MP1,LT.M) GOTO 12
55 PREC(M,1B)=1Uxwg
6070 33
12 p2=50,*(ALOGC2,)/RLB)
MP2=INT(P2)
IF(M, LT, MP2) GOTO 3¢
PREC(M,1B)=1Uwxg
60To 33
34 PREC(M,IBI=DELTX/S1IG(M,1B)
L=L+1
pMOY(IB)=SPMOY(IB)+*PREC(M,IB)
33 CONTINUE

c'*"'**ttﬁt**t*tt*tttt'*tt*t******iit**ﬁit*ti'itﬁ****i'ittt*ttttt

c CaLCuL DE LA VALEUR MOYENNE DE PREC
cw*tt***tt**t*tttt*tttt*t*tt*ﬁt*t**ﬁt¢*¢t*t**tgt*tt*ttt*tttt**tt**
PMOY(IBY=PMOY(IBY/FLOAT(L)
11 CONTINUE

BUS
LILLE



103,
104,
105,
106,
107,
108,
109.
110.
11%4
112,

18

25
2h

42

106

WRITEC1058¢13) (IBe1B=2,16)
FORMAT(2Xs*M*¢1X,15(¢1X,15))

DO 26 M=5.,59)

WRITE(1n8,25) M,(PREC(M,IB),IB=2,16)
FORMAT(?Xe12¢2X,15(1X+F5.2))
CONTINUF

WRITEC108+42) (PMOY(IB),IB=2,16)
FORMATC(AXs (/) e6X,15C1X.F5.2))

sToP

END



33,

40,

43,
L,
L5,
46,

L8,
L9,
S0,
s1.
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Ct*ttt*tttt*ttt***ﬁit**t*tttttt*t*t*t&ittttttttw**tttf'tt*t*tt*t

[a X Jie Mo o Jhe Nin e By Me )

c
2

o

?

2

2

CALCUL DE LA VALEUR D UM POLYNOME PAR LA _METHODE DE HORNER
AVEC LES SQUS PROGRAMMES D ARRONDI

AVEC LES DONNEES ACI) 3 X o 1=0s.04eN

SIG= VARIANCE DE L ERREUR RELATIVE D AFFECTATION

DELTX= ERREUR RELATIVE DIl RESULTAT FINAL

L= NOMBRE DE SIG CALCULES

PREC= RAPPORT DE L ERREUR RELATIVE SUR LE RESULTAT

FINAL SUR LA VARIANCE DE L ERREUR RELATIVE D AFFECTATION
PMOY= MOYENNE DE PREC

tt*titii*ii*tiﬁ***t**ﬁ***i*t**t*t*t*t**i*i**ii**'ﬁ*ttit*****t**

COMMON B,RLB,M,1S
DIMENSION VAR(60,20),516(60,20),PREC(60,20).,PMOY(20)
DIMENSION ACI5C),T1(¢157),L1€¢150),R1€150),T4C159),L4¢150)
DIMENSION R4C150)+,0(45n),T2¢150),L2¢€150),R2(150),5¢15C)
DIMENSTAN B1C150)+B2¢150).7T3¢150),13¢150),Rr3(15n0)
LECTURE DES DONNEES
READ(105,22) IS
FORMAT(13)
00 11 K=1,415
B=FLOAT(K*1)
RLB=ALOG(B)
I8=INT(R)
L=0
pMOY(IBY=C,
X=0.999
N=3)D
DO 33 M=3,6)
SR=3wey
PT=16,%+13
IF(SR,GT.PT) LOTO 53
W=2#M
80 2 I=3,4
A(I1Y=0,999
CALL CREATION (ALE),TICI),.L1(1 )
CALL SORTIF (A(I)eT1(I), . L1CTY,R1CT))
CONTINUE
CALCUL DEs B2(1) ; I=0re0eeN
B2(nl=A¢0)
D0 7 1=1.N
D(IY=B2(I=1)*X
B2(1)=D(1)+A (1)
CALL CREATION (DCL),T2C1).,L2(C1))
CALL SORTIE (D(CI)eT2¢I),L2CtY,Rr2(1))
SCIYSR2(IDRI(I)
1T=+1 .
CALL SOMME (IT,T2¢1),L2CI),T1CIYL1CY), T4CI)oL (1))
CALL SORTIE (SCIdeT4CIY,LLCTY,RLCTY)
CONTINUE

R AR e R R N Y R R I I T I I T I

CALL CREATION (X,P.,LP)



52,
53.
54,
55.
56.
57,
58,
59.
60,
61,
62.
63,
64,
65,
66.
67.
48,
69.
?70.
71.
72,
73,
74,
7?5,
76,
77,
78,
?79.
8C.
81,
82.
83.
84,
85.
86,
87,
88,
89,
°0,
91.
92,
93,
94,
95.
96,
97,
98,
99%.
100,
1¢01.
_1“2.

1nS,
106,

108

CALL SORTIE (X,P,LP,R)
c CALCUL DE LA VALEUR DU POLYNOME AVEC DES DONNEES
¢ ARRONDIES
ctitti*.t*t*itt****t**ﬁt*tttttﬁt*ttt*ttttttttttt*tttatwtt*t**t*t
81(0)=r1(0)
DO 4 I=4.N
4 g1(1)=B1(I=1)*R+R1(I)

Ci*t*t-tt*ttt*****t****'t*.itttt*t*ﬁ*.tt*t**t*t*tnttﬁtt**t-**tt*

¢ CALCUL OE L ECART TYPE DE L ERREUP RELATIVE DE REPRESENTATIO

¢ 3S16
c'ittt'ﬁ*****t*'*t**t't.'ﬁ******i‘tt***t**t‘*ﬁ*tt***t**iitwttﬁ*ﬁ
Db=24 , % %2

DS=(B8w*2~1,)
D7=p**«(=W)wD2/(24.*RLB)
D2sRwx(=2*W)*DS/RLR
D3=7,*(B**2+1,)/060,
p4=n5/(D6*RLE)
VAR(M,IB)=p7=D2*(L3+D4)
SIG(M,IB)=SQRT(VAR(Y,18))
DD=10.we(=14)
1F(s1G(M,IB)LE,DV) GOTO 52

(A R L TN R R AR R R R 22 A RS A PSS AR AR AR AR R AR SRR D)

¢ CALCUL DE L ERREUR RELATIVE SUR LF RFSULTAT ¢ DELTX
AEZAZTYEI R RE AR AR AR S AT B EETETR R ST ERLILEEALE S SS AR S X0 B
DELTX=ABS(R4CN)=BT(N))/BTEN)Y
¢ LALCUL DU RAPPORT DELTX/SIG
P1=10,.+(ALOS5(2,)/RLB)Y
MP1=INT(PY)
TF(MPI,LT,M) GCTO 12
55 pREC(M,1R)=1Uwnxg
GO0Tn 33
12 p2=50,«(ALOG(2,)/RiB)
MP2=INT(P2)
1F(M,LT . MP?) GCTO 34
PREC(M,1B)=1U*x6
GOTn 33
34 PpREN(M,I18)=DELTX/SIG(M,IB)
L=L+1
PMOY(IB)SPMOY(IB)+PREC(M,1B)
33 CONTINUE

R R R A A e R R R R A A e E RS R A R AR

¢ CALCUL DE LA VALEUR MOYENNE DE PREC
A AAE RS PR R R R R A A R R AR R R RS AA AR AL LSRR AR LR E R
pMOY(1BY=PMAY(IBY/FLOAT(L)
11 CONTINUE
WRITE(105.18) (IB8.18=2,16)
18 FPORMAT(2Xe*M*4s1X,15¢9X%X,15))
DO 26 M=3,S50n
WRITE(1n08,25) M,(PREC(M,1B),IB=2.16)
25 FORMAT(2X012.2X,15(1%.F5,2))
26 CONTINUEF

WRITE(108,42) (PMUY(IB),IB=2,16)
42  FORMAT(1Xo(/)e6X,15¢1X,F5,2))

sTOP

END



33.

39,

50,
S1.

109

c‘*i"*i*tt****'!i***ﬁtt*iit*it***ttt*ittﬁi*****tt'*tﬁt'i***tt***

o CALCUL DU PROCEDE DELTA 2 D AITKEN AVEC LES SOUS
c PROGRAMME 0 ARRONDIJEXPRESSION Y=SX2=(X2=X1)#**2/(X0+X2=2%Xx1)
o AVEC LES DONNEES X ,X7 .X1 .X2
¢ X= VALEUR EXACTE DY RESULTAT
¢ SIG= VARIANCE DE L ERREUR RELATIVE D AFFECTATION
o DELTX= ERREUR RELATIVE DU RESULTAT FINAL
¢ L= NOMBRE DE SIG CALCULEs
¢ PREC= RAPPORT DE L ERREUR RELATIVE SUR LE RESULTAT
r FINAL SUR LA VARIANCE DE L ERREUR RELATIVE D AFFECTATION
¢ PMOY= MOYENNE DE PRECL
cttt*t******tt**ttﬁt*t*ii**t*t**ttt**tt**fti**i**&**ttt**t***i*i*
COMMON BsRLBWM,IS
DIMENSION PREC(60+20)sVAR(60,20),51G(60,20).,PMOY(2C)
c LECTURE DES DCNNEES
READ(105.,22) IS
22 FORMAT(13)
DO 41 K=1.,15
B=FLOAT(K+1)
RLB=ALOG(B)
IB=INT(8)
L=0
pMOoY(IB)Y=0Q,
X0=0,510
X1=20,500
X2=0,491
DO 3 M=3.0)
SR=Bwwym
PT=16_ *»15
IF(SR.GT«PT) GUTO 53
W=2wM
CALL CREATION (X0e¢T0.L0)
CALL SORTIF (X0,T0,L0,YD)
CALL CREATION (X19T1,L1)
CALL SCRTIE (X1,71,L1,Y1)
CALL CREATION (X2,72,1L2)
CALL SORTIE (X2,T2.L2.Y2)

c*ﬁ*"ﬁ****ti*t'*t********titit***itﬁ***t*it**t***t********tt***i

¢ CALCuL DE LA VALEUR EXACTE DE X AVEC DES DONNEES ARRONDTES
cttt***tt**it***ttt*i*t*tt****tut**t*‘****t********t*ttttt**qttti

DN=YQ+Y2=2wY1

DT=(Y2=Y1)wx2

Y11=Y2=DT/DN

pl=yY1=YQ

1T==1

CALL SOMME (IT,T1¢LT1+T0,L0.,T3,L3)

CALL SORTIE (DO,T3,L3,R1)

Di=yY2=Y4

IT=z=1

CALL SOMME (1T,T2¢eL2:T1¢L1,Té&,L4)

CALL SORTIE (D1,T4.,L4,R2)

SUS
'\\LILLE



78.

82.
83,
84,
85.
86,
87,
88,
89,
90.
91,
92,

95,

110

D=R2=R1
1T=-1
CALL SOMME (lT,T4eil&,T3,L3,75,L5)
CALL SORTIE (D,TSsL5,R3)
RD=ABS(RI)
DD=10,*w(~=16)
1F(RD,LE.OD) LOTO 53
C=R2#R2
CALL MULTIP (T4,L4sT4sbsTE,L6)
CALL SORTIE (C,T6sL6,RL)
Q=R4/R3
CALL DIVISION (T6elL6,T5,L5,T7,L7)
CALL SORTIE (QIT7‘L7'RS)
YSY2=R5
I1T==1
CALL SOMME (ITUTZ‘L20770L71T81L8)
CALL SORTIE (Y, T8¢L8&,R6)
(R EE AR T RER FR TR IEE R R R I g Y A R Rl A 22 R R X R 22 2R

C CALCUL DE L ECAKRT TYPe DE L ERREUR RELATIVE DE REPRESENTATION

¢ 3;SIG
A AXEEEEEREE A XA AR R A A X R R R R I R Y . Y R R e R LR
D624, *w2

DS=(Bwrx2~1,)

D7=Bwx (=) D2/ (24+*RLB)

D2=B*w(=2*W)*D5/RLE

D3=7,.,+(B**2+1,) /960,

D4=D5/(D6*RLE)

VAR(M,I8)=D7=D2*(V3+04)

SIG(M,IB)=SQRT(VAR(M,IB))

IF(SIG(M,IBY,LE,DD) cOTO S3
cﬁt*'*t**t*t***'ttt***gt**w*****ttti*ti****ttﬁt*iti‘****t*tttttti*
€ CapCuL DE L ERREUR RELATTIVE U RESULTAT FINAL & DELTX
ct**tttii**t*ttﬁ*t*'i*iti******t*i***itttt*t***t*t**gi*ﬁt'tt*ittt*

DELTX=ABSC(R4=YT11)/Y11
C CALCUL DU RAPPORT DELTX/SIG

P1=10,*(ALOG(2,)/KRLB)Y

MPI=INT(P1)

IF(MP1,LT M) GOTO 92

53 PREC(M,18)=10wwg
60TO 3
12 p2=50.*(ALOGL2,)/RLB)

MP2=INT(P2)

IF(M,LT ,MP2) GOTO 34

PREC(M,1B)=10w=g

GOTO 3

34 PRECCM,IBI=DELTX/S5IG(M,IB)
L=L+1
PMOY(IB)SPMOY(IB)*PREC(M,1B)

3 CONTINUE

AR AR EE SRR 2R AR A R R R R R R R R R R R R R R A RS R R R R AR K

¢ CALCUL DE LA MOYENNE DES VALEURS DE PREC(M)



103,
104.
105,
106,
107,
“n8,
109,
110,
111.
112,
113,
114,
145,

111

LS AR SRS SRR AR RERR RSl il dX

11
18
25
26
42

pMoY(1B)Y=PMOY(IB)/FLOAT(L)
CONTINUE

WRITE(108,18) (IB,1iB=2,16)
FORMAT(2Xs’M e 1X,15(1X.16))

D0 26 M=3,5)

WRITEC108,25) M,(PREC(M.IB),IB=2,16)
FORMAT(2Xs3242X,13C1XeF6.1))
CONTINUE ‘
WRITE(108+42) (PMUY(1B),IB=2,16)
FORMAT(1Xs (/) s6X,15¢1X,F6,1))
sTop

END

©
LILLE
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c*ttt*tttt**titﬁ*t*'titt*titii*t*ttt*tiﬁ**ttittttti'iittttttt!*l

CALCUL DU PROCEDE DELTA 2 D AITKEN AVEC LES SOUS
PROGRAMMES D ARRONDI EXPRESSION XS(X0#X2=X1*#%#2)/(X0+X2=2%X1
AVEC LES DONNEES X +X0 ,X1 ,X2 -
X= VALEUR EXACTE DY RESULTAT
SIG=S VARIANCE DE L ERREUR RELATIVE D AFFECTATION
DELTX= ERREUR RELATIVE DU RESULTAT FINAL
L= NOMBRE DE SIG CALCULES
PREC= RAPPORT DE L ERREUR RELATIVE SUR LE RESULTAT
FINAL SUR L ECART TYPE DE L ERREUR RELATIVE D AFFECTATION
PMOY= MOYENNE DE PREC
ittttﬁtttittttﬁtttttti.t*tttttttiit*t*ttittt**ﬁqtttt*tt**it*tit
COMMON B,RLBsM,1S
DIMENSION PREC(60¢20)+VAR(60+,20)+SIG(60,20)PMOY(20)
c LECTURE DES DONNEES
READ(105,22) IS
22 FORMAT(13)
DO 11 K=1,15
B=FLOAT(K+1)
RLB=ALOG(B)
I8=INT(B)
L=9
PMOY(IB)=U,
X0=0.21O
X1=0,200
X2=0,191
DO 3 M=3,60
SR=Bwwm
PT=16,.%%15
IFCSR,GT.PT) GOTO 53
WS2w«M
CALL CREATION (XCeTO4LO)
CALL SORTIE (X0,T0,L0,Y0)
CALL CREATION (X1:T1,L1)
CALL SORTIE (X1,T1,L1.,Y1)
CALL CREATION (X2:,T2,L2)
CALL SORTIE (X2,7T2,L2,Y2)
PIYO*Y2
CALL MULTIP CTO,LVU.T2,L2,T3,L3)
CALL SORTIE (P,T3.,L3,R1)
Ci=v1»yy
CALL MULTIP (T1,L7+T14L1¢T4,L4)
CALL SORTIE (C1,T4,L4,R2)

R T R R R R R R R R R R 2 2 2 A R A R R I

c CALCUL DE LA VALEUR EXACTE DE X AVEC DES DONNEES ARRONDIES
A A A R R A AR R Rl R e N N R R R AR 2 R R R R AR
DN=YQ+Y2=2+Y1
DT=p=~C1
R=DT/DN
p0=vY1=Y0
17=~1

(2 Xe NeNe e Ne Ne Ne Ne le Ne )
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CALL SOMME (iT,T1+¢L1.TQ,L0+T5,L5)
CALL SORTIE (DO,TS5,)L5,R3)
Di=Y2=Y1

1T==1

CALL SOMME (1T,T2,L2,T9,L1,T6,L6)
CALL SORTIE (D1,T6,L6,R4)

D=R4=R3

IT==1

CALL SOMME (l1T,T6+sLO6,TS5,L5.T7,L7)
CALL SORTIE (D,T7+L7?,RS)
DD=10,*w(=16)

RO=2ABS(RS)

IF(RD,LE,DD) GOTO 3

C'ti*'**i***tt**tt‘ittﬁ**ﬁti***tttﬁ****tt*ﬁ#ttttt*'**t*******i*t*

¢ CALCUL DE L ECART TYPE DE L ERREUR RELATIVE DE
¢ :S1l6 "

REPRESFNTATION

A AR LR AR RR AR R N B e R R Y S R R R RS )

DA=24, %22
DS=(Bw**2=17,)
D7spww{«W)«D>/(244*RLB)
D2=8¥w(=2*)*D5/R0LB
D3=7,*(g**2+1,)/%6¢0,
D4=D5/(Dé*RLB)
VAR(M,1r)=2D7=D2*(V3+D4)
SIG(M,IR)=SART(VAR(M,IB))
IF(SIG(M,IBYLE,DD) G6OTO 53
S=R1=R2
1T=-1
CALL SOMME (ITeT3003,T4sL4sT8,.L8)
CALL SORTIE (S.TB8¢L8,R8&)
Y=R4/RS
CALL DIVISION (T8sL8,T7?7,L7,T%,L9)
CALL SORTIE (Y,T9,L%,R?)
DELTX=ABS(R7=R)}/R
c CALCUL DU RAPPORT DELTX/SIG

P1=210,+«(ALOG(2,) /RLB)Y
MP1=INT(P1)
IF(MP1,LTeM) GOTO 12

53 PREC(M,1B)=10#*x¢
GOTH 3

12 p2=50,*(ALOG(2,)/RLB)
MP2=INT(P2)
TF(M. LT MP2) GOTO 34
PREC(M,1B)=1Ux»g
60710 3

34 PRECC(M,IBI=SDELTX/SIG(M,IB)
L=L+1
PMOY(CIBISPMOY(IB)*PREC(M.IB)

3 CONTINUE

S E R AR IR R A R A R R s R R R R R R T A

c CALCuUL DE LA VALEUR MOYENNE DE PREC



103,
104,
1050
106,
107,
108,
109,
110,
111,
113,
114,
115,

114

c*tt'ﬁt*it*iiﬁiﬁii*tttt‘itit*t**i**t*titt'**tttﬁtt*tg***qt

11

18

25
26

42

PMOYC(IBYSPMOY(IB)/FLOAT(L)
CONTINUE

WRITE(108+18) (lBeIB=22,16)
FORMAT(2X¢*M s 1%X,15¢14X,16))

00 26 M=3,50

WRITE(108,25) M,(PREC(M,IB),IB=2,18)
FORMAT(2Xs12+¢2X,15¢1X.F6.1))
CONTINUE

WRITE(108¢42) (PMUY(IB),I1B=2,16)
FORMATCAXs (/) ebX,15¢1X,F6.1))
sToP

END
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SUBROUTIHE CREATION (Z,A%,L)
R A A AR S N R R R A R Al i R PR R I T
r Z; PARAMETRE EN ENTREF
e AM, L 3 PARAMETRES D= SORTIF -
r CE SOUS PRNGRAMME FALCHLF LA HMANTISSE AM ET L EXPOSANT
¢ L DJ NOWBRT 2 DANS LA 8aASE B
A A S R N R S S R A A R I I T T T I I T
CIMMON B,RIR,M
JNTCX)SIAT(X+10),2=100
21=AB8S5(7)
1F(21.67.17,E=40) GOTO 10
L=n
Auv=0,
RETI!IRH
10 CONTINUE
c CApLcuL DE L EXPOSANT L2 DE Z DANS LA FORMULE ZaM{#paw(LZ=M)
22=AL0OG(?1)Y/RLER
LZ=ONT (22 +1)
C=8xw(May 7))
c CALCuUL DE LA MANTISSE DE 2 DANS LA BASE B
Y11=22+0+cIGN(D,.5,20
AM=AINT(VI1)Y
r CALMHL D |« EXPOSANT DE 2 DANS LA BASE B
YR
RETURN
END

SJUSRCUTI.E DIVISION (AMT,Lx1,AN2,Lx2,AM,L)
C*t***wttttttw.***ttwtq*i*.tt**********t*w-ttt*n*****t*-it**
r AMA,LX1,AMD,L¢2, DPAPA“ETRES EN EuTREE
r AM, L PAPAMETRES nE SrRYICT
r CE SOUS PRAGRaAMNME "FFFETOL LA DIVISINN DES MANTISSEg
r i ARM1/AA2, DPUIS Lf SOUSTRAFTINN NES EXPASANTS 35 X1=) Y2
f*i*****i**tt*********t****t*ttt***i****i***tt-*t***i*******

COMMON R, RLR, M

Diiz=AMY/p: 2

LO=LX1={ 2
t NORMALISATTON DE LA MANTISSE ORTEWUF

CALL CREATION (PvaaM, L FX)

AM=RM

L=LD+LEX

RETURN

END
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SUBROUTINE SORTIF (A,AM,L,X)
WS R TR TR SR AL R R B Py T AL R SRR R R R T
CE SOUS PROGRAMME SONNF 1 ARRANDI DIl NOMRRE A&, OF
MANTISSE A+, ET D EXPOSANT L DANS LA RASE B
AgAs, L PARAVMETRES EN EVTREE
¥ , PARAMETRE DE SOQRTIE
1S =14 ,0ON FAIT DES IMPRESSICNS INTERMEDIAIRES
I5 =0 L & YA PAS D IMPRESSINANS TNTERMEARIAIPES
AAAL SO AAAREER AR LSRR FEEETERRE LR FRREREEE FEREEEEY

COMMON R,RIQ,M,I8

IF(1S.E2,0) 6C0TO 2

WRITE(CINELS) A

WRITE(INR,A) AWM

WRIITE(1A8,7) L

FIRMAT(1x,*a3',022,15)

FORMAT(9Y,*amM="',n27.15)

FARMAT(1y,*'L=",T4)

CANTINUE

Y3=AM:B**(L)

IFCAM E2.D Y GCTO 12

U1=vY/4

UsarS(U1-1)

IF(ULLT. 96, E=12) GCTC 13

X=Y3

IFCIS.En,D) GOTO 3

WRYTEZL1n2,8) ¥

FIamAT(1-,'vS*,022,15)

CoNTInUE

PETURN

CONTINUE

Y=V

1F(IS.EGC,D) GOTO 4

WRTTE(1n2,8) X

CANTINUF

RETURN

CONTINUE

X=92,

1F(YS,EQ,3) GOTO ¢

WRITECIN?,P) X

CONTINUFE

RETURN

END
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SUBROUTINE MULTLIP (AM11LX11AM2|LX2:AM:L)
R AR T I L A I S A R I IR I T AT I YT 22 2 2 AR A
r AMY,LX1,AM?,LX2, PAPAMETRFQ EN FNTREF
r AM, L PARAMFTRES pE SORTIE
c‘tit****tt***t‘*t*ii*t"ttit******t*t*itttttt****
coumON B8,RLR,M
PraAMiI®pAL2
LPsL X1+ VY2
o NORMALISATTON DE LA MANTISSE OBTENUE
CaLL CREATTION (PMoRM,LFX)
Av=pgM
L=LP+LEX
RETHURN
ENO

SJUBROUTIE SOMNE (ITaAV1.LX1.AMZ.LX?.AM.L)
C’****t*t*tt**i‘*t****t*i*'t*t*****t*i**t**ti****;**
r IT, AMY, 1X1. AM2, XD, PARAMETRES EN ENTPREE
¢ IT==1 ON 8 AFFAIR” A IINE DIFFERENCE
r IT=+1 ON A AFFAIRE A UNE SOwME
r AM,L, PADPAMETRES DE §ARTYE
P*i*i*tt***i**i**i**t*i****t*******iﬁ****t***i******

COMuCy m,RLR,M

TFOLXT,8E,LX2) GOTO &

SHSAMI+SIGN(1,ITYI*AMS

LS=LX*

60T 3

4 CONTINUE

TF(LYY1,LT.LX2) GOTC 7

C=aex(LxP=L Y1)

AT =AM«

SHZAMI+SYON(1,ITI*AM3

LS=LX"1

63TNn 3

7 CONTINUE

C=gen(LY1=LX2)

At3=Auter

SHZAMT+aTON(T,IT)*AM?

LS=LX?2

3 CANTINUE
o NORMALISATION DE LA MANTISSE OBTENUE

CALL CREATION (Smenm,LFX)

AMzpM

LSLS+LEX

RETURN

ENn

G
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