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INTRODUCTION



L'objet de ce travail est de faire une analyse des recherches de Padé
qui se rapportent aux fractions continues, dans le but de dégager des sujets
d'études qui peuvent Etre importantes et de contribuer d la connaissance de
résultats déjad acquis dans ce domaine et qui sont ignorés. L'analyse des mé~
moires de Padé nous a conduit d faire une étude des recherches de quelques
contemporains de Padé qui ont travaillé sur les fractions continues.

Quelques extensions ont été faites ainsi que des liens entre les différents
mémoires de quelques auteurs. Les points qui nous ont semblé &tre intéressants
sont mentionnés sous forme de remarques soit d la fin des paragraphes, soit au
cours.

A la fin de ce travail, on donne une bibliographie des auteurs dont quelques

mémoires ont été analysés.

Buler est le premier qui ait développé une fonction & une variable en
fraction continue [69] ; avant lui, les fractions continues étaient restées
dans le domaine de la théorie des nombres. Le probléme posé par Euler était
de développer une fonction ordonnée suivant les puissances croissantes de la
variable en une fraction continue telle que ses réduites successives donnent

les sommes partielles de la série.

Si on pose

f(x) =

ne~-1 8
0
w
}.J

la fraction obtenue par Euler est qui résoud son probléme est :

x

(¢}
o’
1
(e]
OI [¢]
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|
N oo
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Euler a également obtenu des développements en fractions continues en

utilisant un algorithme analogue 4 celui d'Euclide.

Aprés Euler, Lambert a donné des développements en fractions continues
de certaines fonctions. Mais, ni Euler, ni Lambert n'ont remarqué la propriété
fondamentale des réduites, et c'est Lagrange qui, aprés avoir donné quelques
développements en fractions continues de certaines fonctions dans [61], a
remarqué que le développement en série entiére de chacune des réduites coin-
eide avec celui de la fonction jusqu'au terme de degré égal 4 la somme des
degrés du numérateur et du dénominateur inclus.

Les développements obtenus par Lagrange sont de l'une ou l'autre des deux

formes suivantes :

% % 0L2|
o—
1°) ao'l”—i—"i"—]?—l +l—— t ieeees

ou les o, pour i 2 1, sont des mondmes du premier degré.
o est soilt un mondme, soit une constante égale a 1.

a, est égal a zéro ou 4 1.

o o o
29) - a + Eéj + r2J + r§J
1 13 133

ou les o, pour i 2 2 sont des mondmes du second degré et les a; des bindmes
du premier degré pour i 2 1.
a, et a; sont des polyndmes et a, un mondme

Un autre développement en fraction continue a été considéré, il permet
de développer une série ordonnée suivant les puissances décroissantes de la
variable en une fraction continue telle que tous les numérateurs partiels,
sotent égaux d L'unité et les dénominateurs partiels des polyndmes de degré
supérieuwr ou égal 4 1. La propriété fondamentale des réduites, dans ce cas,
est que le développement en puissances décroissantes de la série cofncide
avee celui de la réduite jusqu'au terme de degré égal Q4 deux foix le degré
du dénominateur de la réduite inclu. Ce développement a fait l'objet de
plusteurs recherches sur les fractions continues, notamment celles de Laguerre,
Halphen, Jacobi, Tchebycheff, etc...



Tous les développements qui étaient donnés faisaient partie de l'un
des développement qu'on a cité ci-dessus. Dans [60]1, on peut trouver des

résultats de quelques auteurs se rapportant 4 la question.

Pour une série, ordonnée suivant les puissances croissantes de la variable,
qu'on développait en fraction continue, on se trouvait devant l'une des deux
formes de Lagrange ou devant la forme d'Euler et, pour certaines fonctions, on
est arrivé a obtenir plusieurs développements, par exemple, pour la fonction
exponentielle, on conmnait cing développements en fractions continues ; c'est

d'atlleurs la fonction pour laquelle on en comnait le plus grand nombre.

Les recherches de Padé de 1892 [16] ont montré 1l'origine de cette multi-
plicité de développements en fractions continues pour une méme fonction, et la
notion de fractions continues holotdes associées d une fonction a permit de
montrer que les développements données antérieurement ne sont que des cas parti-
cultiers du nombre infini de fractions continues holofdes que peut admettre

une fonction. Des exemples de ce fait, sont données dans [13], [22], [23]1, [27].

Dans le premier chapitre de ce travail, on va étudier les recherches de
Padé dont on vient de parler en commengant par la notion d'approximation d'une
fonction par des fractions ratiomnelles. Le lien entre cette théorie et celle
des fractions continues est fait en se basant sur la notion de la table des
fractions rationnelles approchées d'une fonction,comnue aujourd'hui sous le
nom de "La table de Padé". En utilisant quelques résultats de Padé qui figurent
dans ce méme chapitre, on a pu obtenir des algorithmes pour calculer les appro-
ximants de Padé d'une fonction, dans le cas normal, et donner ses développements

en fractions continues réguliéres.

Lambert avait constaté par le calcul d'un certain nombre de réduites
qu'une fraction continue était convergente, alors que la gérie dont il 1l'avait
déduite était divergente et c'est Laguerre qui a effectivement montré qu'une
série entiére divergente peut admettre un développement en fraction continue
convergent, Halphen a montré qu'inversement une série entiére convergente peut
admettre un développement en fraction continue divergent., La notion de la table
des fractions rationnelles approchées a permis d'expliquer les deux faits de
Laguerre et de Halphen qu'on vient de mentionner. C'est ce qu'on se propose de

discuter dans le deuxiéme chapitre, avec la notion de la définition d'une fraction



a partir d'une série divergente, dont un cas particulier nous est donné par

les recherches de Stieltjes de 1895, On a commencé ce chapitre par l'analogie
que Padé avait fait entre la théorie des eéries et celle des fractions conti-
nues ; quelques remarques sur cette analogie nous ont permie de se poser un
probléme qui nous semble avoir des liens avec les points du chapitre qu'on

a mentionné. Des remarques sur ce point et des résultats sont domnés.

On termine le chapitre par un résumé des résultats de Stieltjes dont on vient

de parler.

La convergence des fractions continues holotdes d'une fonction est un
point qu'on discute dans le troisiéme chapitre. Il faut remarquer que, sur ce
point, on ne dispose pas de résultats suffisants. Le probléme de la convergence
des fractions continues n'a pas été abordé ni par Euler, ni par Lagrange, ni
par Gauss, ni par Cauchy. Les premiéres recherches les plus intéressantes
concernant ce point sont celles de Riemann et de Thomé [621, [631 qui se sont
prolongés par les recherches de Laguerre, Halphen, ete... . Dans ce troisiéme
chapitre, on a exposé quelques résultats de convergence des fractions continues
holotdes de certaines fonctions, dont l'étude a été faite par Padé. On a égale-
ment signalé au début du chapitre la notion de disque de convergence d'une
fraction continue. Le chapitre se termine par l'analyse des recherches de
Laguerre, de Montessus de Ballore, et de Padé sur le développement et la conver-
gence des fractions continues d'une fonction qui satisfait & une équation diffé—

rentielle linéaire du premier ordre.

Dans le quatriéme chapitre, on s'est intéressé aux fractions continues
d'interpolation. A ce sujet, on a fait une étude des recherches de Norliind
et celles de Padé. On a insisté sur des expressions des différences réciproques
sous formes de rapports de déterminants qui nous paraissent trés intéressantes

et peuwvent étre appliquées dans d'autres cas analogues.

Les résultats de Padé sur l'extension des propriétés des réduites aux
fractions d'interprétation de Cauchy nous ont permis de déduire des algorithmes
pour le caleul des fractions rationnelles d'interpolation dans le cas normal

et de donner des développements en fractions eontinues d'interpolation.

Le dernier chapitre est consacré A4 quelques applications des fractions
continues algébriques. Ceg applications, dues d Tchebycheff et d Markoff,

utilisent le développement en fraction continue d'une fonetion qu'on suppose



ordonnée suivant les puissances décroissantes.

Dans le deuxiéme chapitre, on a exposé les liens que Padé avait fait entre
ce développement et les développements en fractions continues holotdes
d'une fonction., L'étude de ces applications, quand on se place au point de
vue de la théorie des fractions continues holotdes, peut ouvrir d'autres
champs d'applications pour les fractions continues. Les applications qu'on
a étudié traitent de l'interpolation polyndmiale, du développement en série

d'une fonction et des quadratures numériques.



CHAPITRE 1

APPROXIMATION D'UNE FONCTION PAR DES FRACTIONS RATIONNELLES.

LIEN AVEC LES FRACTIONS CONTINUES.



0 - INTRODUCTION

Dans ce chapitre, on fait une étude des mémoires de Padé [15], [21] et
[29], dans lesquels il discute, en se plagant dans le cas le plus général,
la notion d'approximation d'une fonction par des fractions rationnelles. Un
résumé des résultats les plus essentiels figure dans les mémoires [12], [13],

[2u4].

Dans un premier paragraphe on a essayé de présenter ces résultats sous
une forme qui laisse bien voir et la profondeur et la simplicité de la méthode
utilisée par Padé pour arriver a la définition du tableau de fractions ration-
nelles approchées d'une fonction donnée. Cette méthode différe de celle que
Padé a utilisé dans son mémoire de Thése [15] et présente l'avantage de se
préter 3 une généralisation qui a donné lieu aux approximants de Padé-Hermite
dont 1l'étude a été faite par Padé dans [18] et [19]. On a insisté sur les
techniques de démonstrations qui nous ont semblé intéressantes et peuvent étre

utilisées dans des &tudes analogues, comme on va voir dans le chapitre IV.

Dans le deuxiéme paragraphe, on s'intéresse aux rapports entre les
fractions continues et les fractions rationnelles approchées telles qu'elles
sont définies au premier paragraphe. Ceci expliquera le fait qu'une fonction
donnée admet une infinité de développements en fractions continues dont les
réduites sont des fractions rationnelles approchées de cette fonction. Ces
fractions ont été appelé par Padé : les fractions continues holoides associées
d la fonction donnée. Parmi ces fractions continues Padé avait disitngué un

ensemble particulier qu'il avait appelé : les fractions continues réguliéres.

Dans le troisiéme paragraphe, on a utilisé des résultats de Padé qu'on
a exposé au deuxiéme paragraphe pour la construction d'aigorithmes pour le
calcul des approximants de Padé dans le cas normal. Ces algorithmes nous donnent
aussi les développements en fractions continues réguliéres.

Le chapitre se termine par des essais numériques.

Tous les chapitres suivants utilisent les résultats et les considérations

de ce chapitre et sont donc essentiels pour la suite de ce travail.



I - FRACTIONS RATIONNELLES APPROCHEES D'UNE FONCTION, EXISTENCE
ET DISTRIBUTION,

I.1 - FORMALISME DU PROBLEME.

0
Soit u(x) = } cixl une série entiére telle que c, * 0, le probléme
i=o
de la recherche d'une fraction rationnelle L4 telle que le numérateur soit

Q

au plus de degré M et le dénominateur au plus de degré v et qui vérifie la

relation suivante :

P(x) + 0 (Xu+v+1)
Q(x)

u(x) = ol H et Vel

peut &tre formuler de la fagon suivante :

@0 L w -
) _ i ) - i
soient Sl(x) = .Z a;x" et SQ(X) .Z bix deux
i=o : i=o
séries entiéres telles que a ®oetb =o.

Le probléme est de trouver deux polyndmes Xl et X2 de degrés au plus égaux
respectivement a H, et W, tels que :
ul+u2+1

(1) 8;X, + 8%, = u .S ol u et U, €N

ol S est une série entiére quelconque.

En égalant 3 zéro tous les coefficients des différents mondmes de degrés
inférieurs ou égals & y, + M, dans le premier membre de (1), on obtient un sys-
téme de By tu, t 1 équations linéaires et homogénes par rapport aux
My o+ Myt 2 coefficients de X, et X,. Un tel systéme n'admet pas toujours
une solution non nulle, et ceci se présente dans le cas ol les coefficients des
séries Si et 82 vérifient certaines relations de récurrences. Dans la suite,

on admettra que ce cas ne se présente pas et donc le systéme admet toujours une

solution non nulle.

De la relation (1), on déduit que X, et X, sont tous les deux non identi-

quement nuls.



0, on aura donc

En effet, supposons que X2
M T+
- .12
Sle = x .S
pl+u2+l

donc Xl est divisible par x , ce qui est impossible du fait que Xl est

de degré inférieur ou égal & M-

De méme si l'on suppose que Xl Z 0, on arrive a la méme contradiction.
Remarque.

Si on divise la relation (1) par $,, on obtient :

N N A 1

5,71 " %2 s,
ou encore

—S—l— = - 5.2_ + xul+u2+l __S

52 1 %1%

Dans le formalisme proposéxpar Gilewiz [6], repris par Cordellier [5],

la fraction rationnelle - Yg est appelée forme de Padé de degré (u2, ul) de
S 1
la série gl-.
2
X2
Si le P.G.C.D (Xl, XQ) = 1, alors - —— est appelée forme réduite de
1
degré (u2, ul), si de plus, le coefficient du terme de plus haut degré de X
X /
est égal 3 1'unité, alors - iz-est appelée forme réduite normalisée de degré
1 . S
(uz, ul) ou un approximant de Padé de la série gl.
2

1



1.2 - DEFINITION DES FRACTIONS RATIONNELLES APPROCHEES D'UNE FONCTION,

CORRESPONDANCE AVEC LES POINTS DU PLAN DE COORDONNEES ENTIERES
POSITIVES.

-l e -

SL X1 et X} sont deux polynomes de degrés au plus Zgaux respectivement

a Wy et M, et tels que :

Ul+u2+l
' v = 1
Sle + 82X2 X .5

ot S' est une senie entiere quelconque, alons on a :

X _ %
XX
Démonstration.
SlXi + 82X2 = ul+U2+l.S
SlXi + ngé = xul+u2+l.8'

multiplions la premiére équation par Xé, la deuxiéme par X, et retranchons

2
membre & membre :

ul+u2+l
t - ' = v '
sl(xlx2 x2xl) x (sx2 S x2)

Or, l'ordre (degré du premier terme non nul) de l'expression du premier

membre est au plus égal a Uyt oHo, celui du second membre est au moins égal

a u1+u2+1, donc

XXy = X,X] =0 c.q.f.d.

X
Si 1l'on réduit toutes les fractions rationnelles —-ig satisfaisant a

(1), ou bien stoutes des formes de Padé de degré (uQ, ul) 1 Une seule fraction
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<
<

Y
rationnelle - —g-telle que Y: et Y, solent premiers entre eux et 2 —2,
Yl 1 2 Yl 1

on obtient le résultat suivant :

Proposition.
A chaque couple de points du plan de coondonnées entilres positives,

cornespond une fraction rationnelle unique dont Le numérateur et Le dénomi-
nateurn sont détermings a une constante multiplicative pres.

Remarque.

En ajoutant une condition de normalisation qui peut porter soit sur le
Y

numérateur Y2 soit sur le dénominateur Yl, la fraction - ?2 sera déterminée
de fagoniunique. En termes de formes de padé, toutes les f%rmes de Padé de

S
degré (u2, ul) de la série gg- se réduisent 3 une seule fraction rationnelle

réduite et normalisée. En gé%éral, cette fraction rationnelle n'est pas une
forme de Padé de degré (u2, ul) et par suite elle ne vérifie pas nécessairement
la relation (1), mais une relation analogue.

C'est ce qu'on va voir dans la suite.

1.2.2 - L'ordre de 1'approximation au point (ul, “2)'

Considérons la relation :

(1) S,X, t S,X, = X .S

Soit A = P.G.C.D. (xl, xz).

Xl X
Posons Yl = 7; et Y2 = 3

Si 1'on suppose que le degré de A est Q2 et que son ordre est w, alors on aura

v, s ul-fQ et v, < My - 19

ou v, est le degré de Yl et v2 celui de Y2.
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Divisons les deux membres de la relation (1) par A, dans le deuxiéme membre
de cette relation, l'exposant ul+u2+l de x est diminué de w et S se trouve

remplacé par une nouvelle série I, on obtient :

ul+u2+l—w
SlYl + 82Y2 = x z
Soit n l'ordre de Z, on aura donc
L= xn.R

ol R est une série entiére telle que R(o) = O.

Posons A = (pl+u2+l—w) - (vl+v2+l) + N, A ¢ N et on aura

v l+\) 2+>\+l
(2) 5., *8,¥, = x .R

Cette relation montre que V +v2+k+l est 1l'ordre de l'expression du premier

1
membre, c'est ce que nous appellerons l'ordre de l'approximation au point
(ul, u2) ou l'ordre de l'approximation correspondante d la fraction

Y

__2
Y1
¥,
1.2.3 - Propriétés de_la fraction - <~ .
1
Pnapmiétéb.

Sodlent Z,» 2, deux polyndmes premiers entre eux, de degnés au plus égaux

nespectivement a My et Hye S4 L'ondrne de L'approxdimation correspondant a La

A
graction - Z—2 est supdriewr ou égal a vty

+ +1, alons :
1 2

2

ol K est une constante.
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Démonstration.

le+v2+k+1.R,

SlZl + 8222

vl+v2+k+1
X .R

SlYl + 82Y2

Si on multiplie la premiére équation par Y,, la deuxiéme par Z_ et on fait

2’ 2

la différence, on obtient :

V
- YQZl) = x

1PV AL
- 1
sl(ylz2 (Rz2 R Y2)

le degré de le2 - Yzzl est au plus égal au plus grand des deux nombres

Vit gy Vo

Or
[}
< , : <
. vl+u2 vl+v2+k+1 et v2+ul v1+v2+A+1
donc
Y122 - YQZl =0 c.q.f.d.
Remarque.
De la relation
vl+v2+k+1
SlYl + S2Y2 = x ..R

on peut montrer que Y. et Y2 ont chacun un terme constant différent de zéro

1
en utilisant le fait que Yl et Y2 sont premiers entre eux.
En divisant les deux membres de la relation précédente par S2Yl

on obtient :

Sl ) Y2 vl+v2+k+1 '
=7 + x .z
2 1

ou Z' est une série telle que L'(0) # o du fait que Yl et S, ont chacun un

terme constant différent de zéro.
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De la propriété précédente, il résulte qu'il n'existe aucune autre fraction
rationnelle irréductible, dont le numérateur soit au plus de degré M, et

le dénominateur au plus de degré My qui donne une approximation aussi grande
S
de la fraction —— au voisinage de zéro.

5y

Definition,

o

Y

est appels La fraction rationnelle approchie au point (u, )
1

Propriete.

Y
La fraction - ?g' corespond a tous Les points du cane formé par Les

panalleles aux axes menies par Les deux points (v, V) et (v itk v, +A) et ne
peut correspondre @ aucun duthe point du plan.

Démonstration.
On a :
vl+v2+k+l
SlYl + 82Y2 = x .R
Y2
si R = 0, alors la fraction =- ?—-correspond d tous les points du plan dont
1

les coordonnées sont supérieures ou égales respectivement aux nombres vl, v2,
et on aura :

S.Y +S.Y =0=> 1. D
11 272 52 1
Sl
donc la fonction g se réduit & une fraction rationnelle.
2

Si R Z 0 : soient h et k deux entiers tels que :

0<h<k< A



En multipliant la relation (2) par < on aura :

] th . s th _ x(\)l+h)+(\)2+k)+()\—k)+1 .
1" 71 2° 72 :
Posons
- .h _ h
Xl = X Yl et X2 = x Y2
By =V +h My = v2+k
On aura donc
Vv, +v_+1
_ 1Y .
Sle + S2X2 = x .R
ou
R' = xk_k.R
Y2
Donc la fraction - Y—-correspond au couple (ul, u2) = (vl+h, v2+k), or les
1

points (vl+h, v2+k) pour 0 £ h £ k < A correspondent au carré dont les cdtés

ont pour égquations :

X =V Y = v,
= = A
X vl+k Y vyt c.q.f.d
Y2
Pour montrer que la fraction - ¥~ pe peut correspondre d aucun autre point
1

on peut raisonner par 1l'absurde, voir [29].

Remarque.

Y
La fraction - ?gvcorrespond d un seul point du plan si et seulement si

A = 0, dans ce cas, llordre de l'approximation correspondante & la fraction
2 Pl ~
- —— est égal a v
Yl
contraire elle est dite anormale.

l+v2+l, et cette fraction est dite normale, dans le cas

Padé avait placé les différentes fractions rationnelles approchées d'une fonction
dans un tableau (T), d double entrée illimité 3 droite et vers le bas. C'est ce

qu'il avait appelé la table des fractions rationnelles approchées.
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Les fractions d'une méme file horizontale correspondent a des fractions ayant
des dénominateurs de méme degré, celles d'une méme ligne verticale, corres-
pondent & des fractions ayant des numérateurs de méme degré. C'est ce tableau
que l'on appelle table de Padé suivant une dénomination qui semble due a

Van Vleck [58].

Dans la suite de ce travail, les raisonnements vont porter sur ce tableau
de fractions rationnelles approchées ou sur les points du plan de coordonnées

entiéres positives, ce sont deux maniéreséquivalentespour bien voir les choses.
Dé ginition.

Deux gractions rationnelles approchies seront dites contigies s4 Les
cases qu'elles nemplissent dans Le tableau (T) ont un cOLZ ou un sommet en
commun.,

DE ginition.

Une fraction de (T) est dite plus avancie qu'une autrne 84 L£'approximation
qu' elle donne est supérieure & celle de cette dernitre.,

Deux gractions de (T) sont dites Egalement avancies s4 Les approximations
qu'elles donnent sont égales.

Y
Soit - Yg la fraction rationnelle approchée au point (ul, u2). Dans ce cas
1 ‘ Y
on dit que (ui, u2) est un point représentatif de - Yg . Si cette fraction est

21
normale alors elle admet un seul point représentatif, sinon elle en admet

plusieurs,

Considérons.les droites d'équations y+x = k, k € N. Si on les numérote avec k,
alors en tout point (ul, u2) situé sur la droite k, auquel correspond une

fraction rationnelle approchée normale, on a :
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car (ul, u2) € a la droite (k).

Or l'ordre de l'approximation est ul+u2+1, donc il est égal a k+l.
Considérons un point (ul, u2) de la meme droite k auquel correspond une fraction

anormale, l'ordre de l'approximation correspondante est égal 3 Vv +v2+A+l.

I

Dans ce c¢as on aura vl+v2+k+l = k+1 si la droite (k) est la diagonale
du carré ol se trouvent tous les points reprééentatifs de la fraction anormale

considérée. C'est le cas des points A, B, C, D de la figure précédente.
Dé ginition,

On appelle points représentatifs principaux d'une fraction rationnelle
approchie, ceux des points neprisentatifs qui sont sur La diagonale, parallele
a fLa droite xty=o, du cani oi se trouvent tous Les points neprnésentatifs de
La graction considénie.

C'est Le cas des points A, B, C, D, E, F, I, J, K, L, M, N de La gigure pré-
cédente.

Propriéte.
Tous Les points nreprisentatifs princdipaux des difgérentes gractions
nationnelles approchies qui se trouvent surn La droite xty=k, correspondent a

une méme approximation égale a k+1

Démonstration.

Elle résulte de ce qui précéde.
Remarque.

Cette notion de points représentatifs et de points représentatifs prin-
cipaux facilite la compréhension de la structure des blocs de la table de Padé

et peut donc étre utilisée dans des études de ce genre.

Dans le paragraphe suivant, on va étudier les liens que Padé avait fait
entre cette théorie de l'approximation par des fractions rationnelles qu'on

vient d'exposer et la théorie des fractions continues.
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IT - LES RELATIONS ENTRE LES FRACTIONS RATIONNELLES APPROCHEES
ET LES FRACTIONS CONTINUES,

II.1 - RELATIONS DE RECURRENCES ENTRE LES NUMERATEURS ET LES DENOMINATEURS
DE TROIS FRACTIONS RATIONNELLES APPROCHEES D'UNE MEME FONCTION.

Y Y!
Soient - §—-et - §T-deux fractions rationnelles approchées d'un tableau
1 1
A 2 1 A 1 1
(T) telles que Y2 est de degré V2, Yl de degré vl, Y2 de degré V2 et Yl de
degré vi.

Désignons par V_+v,_+A+l l'ordre de l'approximation correspondant a la

1 2
remidre fraction, v!+v!+A'+1 celui correspondant d la deuxiéme.
Proposition.
Y! Y

, , > . , 2

Supposons que La graction - 7T 504t plus avancée dans (T) que - 7

1 1
alons Le degné du pokynime Y ¥} - Y;Yi est au plus Egak & max(v +Vvl, Vitv,)

Si de plus ces deux gractions sont contigiies alons :

v +v2+x+1

1
[} t -
Y Y2 -~ Y2Yl = h x

ol h est une constante = o.

Démonstration.

v ' = y! - 1 '
S (Y.,Y Y2Y2) Y'(S.Y. + SQYQ) Y2(S Y! + 82Y2)

1 7172 2711 11
Or vl+v2+K+l
SlYl + 82Y2 = X .S
et
\)iﬂ)é”"ﬂ
1 1 = 1
SlYl + S2Y2 X .S



donc

vl+v2+k+l vi+vé+k'+1
T ] = t t
Sl(YlY2 YZYl) X .S.Y2 X .S .Y2
B Y; y
et puisque - ?T-est plus avancée que 7 on aura donc :
1 1
|+ 1 1 >
vl v2+k +1 vl+v2+k+1,
donc :
V_+v_+A+1 (VIHVIFAT+1)-(V_ +Vv_+A+1)
1 72 1 2 1 2
t ' - | B [
Sl(YlY2 Y2Yl) X [SY2 X .S Y2]

Or Sl’ Y2, Yé et S ont chacun un terme constant différent de zéro, donc

l'ordre de Y.Y! - Y Y! est égal & v

15 oY +v2+x+l.

1

Il est clair que le degré de Y - YQYi est au plus égal & max(vl+v' V. +vl).

'
lYQ 22 271

Si 1'on suppose les deux fractions contiglies, alors on aura

soit v!

1
1 vl+A+1 et v2 < v2+k+l

soit V! £ v A+l et v}

1 1 5 v2+x+1.

Dans le premier cas on a

V1+v§ < vl+v2+k+1 et v2+vi = vl+v2+x+1
dans le second :
vl+vé = vl+v2+k+1 et v2+vi < vl+v2+k+1
et on coneclut que dans tous les cas :
Vot tA+1

YlYé—YQYi=hxl 2 oi h ¢ R,
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Proposition.

Y Yl YH
Soient --§3, - ?g-et - §%- thois gractions nationnelles approchies du
1 1 1

Zableau (T). SL L'on suppose que chaque fraction est contigiie a La précédente
et plus avancée qu'elle, alors Les numératewrs et Les dénominateuwrs de ces
gractions sont Lies pan Les nelations suivantes :

.&__...\
!
H
Q
<
-+
fel)
[

,_.

=<
"

Q

)

+

o

<

VIHVIEAT+1) = (v +v +A+1)
& =h X 12 12 h eR

et ol a est un polynome a Lerme constant different de zéro.

Démonstration.

Le systéme

J v =ayY +tay
{ YS =Y, +ay)
nous donne :
.. YY) - viys ' . YY) - Y vy
YlY'2 - YQYEL : YlYé - Y2YJ'_

et en utilisant les résultats de la proposition précédente, on déduit que :

viI+vl+AT+1 Lty _
h' x 172 (vl+v2+x +1) (vl+v2+k+1)

o = Vv +v2+k+l =h.x

k' x 1
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Le numérateur de a est de degré au plus égal a max(vl+v", v2+v1) et d'ordre égal

+A+1, donc a est un

a vl+v2+k+l, son dénominateur est un mondme de degré vl+v

polyndme dont le terme constant est différent de zéro.

2

c.q.f.d.

I1.2 - LE LIEN AVEC LES FRACTIONS CONTINUES.

Padé avait utilisé deux formes de fractions continues :
o o o
(I) ao+rat_l|+E£]+T£J+"'
1 2 3

(11)

on verra dans la suite l'origine de cette distinction.
Depinition.

Soit (C) une graction continue de La forme (1) ou (II). (c) est dite
praction continue holoide s4 toutes Les néduites de (C) sont des fractions
hationnelles approchies d'une méme fonction et a4 tous Les numérateuwrs partiels
de (C) sont des mondmes i coeggicient et exposant difgerent de z8ro (c'est &
dire de La forme o = h, x i o h, = o et n, = o) et Les dnominateuns partiels
des polyndmes a@ teame constant différent de zéro, excepiion gaite pour a_ 84
(C) est de La gomme (I) et pour a, 44 (C) est de La forme (II).

TheonZme.,

Considenons une suite infinie de gractions rationnelles approchies du
tableaw (T) telle que chaque graction s0it contigle & La précidente et plus
avancée qu'elle et Zelle que La premitre graction de cette swite appartient &
un bord du tableau (T), alons ces gractions nationnelles sont Les néduites
d'une graction continue holoide, de La forme (I) 84 La premiire graction de La
sucte apparntient au bornd Latéral de (T), de La deuxiime forme s4 elle appartient
au bornd supérieuwnr.
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Démonstration.

D'aprés la proposition précédente, trois fractions consécutives de la

suite vérifient les relations :

Yl = ar, +a ¥

1

1] 1]
Y2 uY2 + a Y2

qui ne sont autres que les relations de récurrences qui lient les réduites
d'une fraction continue ol les numérateurs partiels sont les quantités a et les
dénominateurs partiels les quantités a, et en utilisant les résultats de la pro-
position précédente et la définition d'une fraction continue holoide on aura
le résultat.

Y

Soit - §g la premiére fraction de la suite considéréee.
1
Y2
*) Si - = appartient au bord latéral de (T), on aura

B

d°(Y2) = 0 et cette premiére réduite se réduit a un
polyndme, donc le développement en fraction continue

holoide est de la forme (I)

fa1}
+
-2
'__\
+
Pl
NN
+
o1}
<
o
O
]
=<
1]
QO

o Ial 2 o
- Yl = 1.
Y2
x) Si - 7 appartient au bord supérieur du tableau (T), on aura
1

d°(Y2) = 0 et le développement correspondant est

de la forme (II) :

%y %
T__J + T__J + . avec - Y o, = constante
al a2 2 1

Yl = al

Ce qui termine la démonstration.
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Remarque.

Rien ne prouve que les suites de fractions rationnelles approchées qu'on
a considéré soient les seules qui vérifient des relations de récurrence ol o

est un mondme et a un polyndme dont le terme constant est différent de zéro.

Ceci est di au fait que le polyndme YlYé - YQYi peut se réduire 3 un mondme
YI
en dehors du cas ou les fractions - ?g-et - Y%-sont contigilies et 1'une plus
1 1
avancée que l'autre. Cette réduction du polyndme YlYé - Y2Yi d un mondme peut

arriver méme dans le cas ol toutes les fractions considérées sont normales,
c'est le cas pour la table de la fonction exponentielle.

Pour plus de détails sur ce point, voir [15].

11.3 - LES DEGRES DES COEFFICIENTS DES RELATIONS DE RECURRENCES LIANT TROIS
REDUITES D'UNE FRACTION CONTINUE HOLOIDE.
DISPOSITIONS DANS LE PLAN DES POINTS REPRESENTATIFS AUXQUELLES
CORRESPONDENT CES REDUITES.

On suppose dans ce sous paragraphe que le tableau de fractions rationnelles

approchées est normal.

| 1"
L % o L 2
v o T v T
Yl Yl Yl
telles que chacune est contigue & la précédente et plus avancée qu'elle.

Considérons trois fractions rationnelles approchées -

Soient (ul, u2), (ui, ué) et (uz, ug) les points représentatifs auxquels elles
correspondent. Du fait que le tableau est normal, les points représentatifs
(ul, u2), (ui, ué) et (u{, ug) sont principaux et l'ordre de l'approximation en
ces points est égal respectivement a ul+uz+l, ui+ué+l et u;+u;+l.

Theoreme.
Les coefficients o et a des relations :

{ n o= 1
l Yl o Yl + a Yl

"o = '
t Y2 Q Y2 a Y2

dans Le cas ot £e tablLeau des gractions rationnelles approchies est nonmal,
sont tels que :
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o est un mondme de deghl égal @ un ou & deux.

a est un bindme du premier degré ou une constante non nulle.

Démonstration.

Y2 Yé y"
s — T et - v
oo b4}

Les fractions -~ —= sont telles que chacune est contigilie
d la précédentecet plus avancée qu'elle, donc (ui, ué) est 1'un des couples :

(*) (utl, w) 0 Gy wpvl) (el L)

de méme (u;, u;) est 1l'un des couples :

(W+1, ué) , (ui, ué+1) , (ui+1, u§+1)

Or 1 ' _
i (ul+u2+l) (ul+u2+l)
o = h.x

et (pi+pé+l) - (ul+u2+l) est égal soit a4 1 soit a 2 suivant que (u!, “é) est

1
1'un des deux premiers couples de (*) ou en est le troisiéme. a est un polyndme

de degré égal soit a uS—uQ—l soit a uI—u -1 suivant que le max(ul+ug, u$+u2)

1

est égal a u +ug ou a u"+u2.

1 1
Or dans tous les cas u;- 2—1 ou uz-ul-l se réduit 3 0 ou & 1, d'ol le résultat.

Comme corollaire du théoréme précédent, on va préciser les degrés de a
et de a qui correspondent a toutes les dispositions possibles des points repré-
sentatifs de trois fractions telles que chacune soit contiglie & la précédente

et plus avancée qu'elle.
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Cornollaire.
) (ul+1, u2+l)
4
ler cas : (ul, u2) o >~ @ (ul+1, u2)
degné de o = 1
degné de a = o, (M wprl) @ > @ (uyl, yrd)
1.
(“1’ “2) o
2e cas : o (uy+1, 1y+2)
b
degnt de o = 2 (hps 1)) @
degné de a = 1.

(ul‘fl, U2+l) e > @ (Ul+2, u2+1)
bl

® (ul+la U2+l)

[ J (Hl, UQ)
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o (u,» u,t2)
3e cas : 4 vl
‘r
degné de a = 1
g ° (ul, u2)
degné de a = 1.
e > o > @
(Hps 1) Quptl, wy) (42, )
o (U1, Hy*2)
b
(ul, u2+l) °
(Ul, 112) [ 4
° (ul+2, u2+l)
A
(g5 W) @ > @
(ul+l, u2)
Remarque.

Si 1l'on considére une suite de fractions rationnelles approchées telle
que, chacune de ces fractions soit contigle d la précédente et plus avancée
qu'elle, alors, trois points représentatifs successifs occupent toujours dans
le plan l'une des dispositions figurées dans les tableaux précédents, et donc,
l'une quelconque des fractions de cette suite peut &tre calculée en fonction
des deux précédentes en uitlisant les relations qui lient les nuémrateurs et
les dénominateurs de trois fractions consécutives et les résultats du corollaire

précédent.
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Ceci nous permettra d'obtenir tous les algorithmes possibles pour calculer
les approximants de Padé. Ces algorithmes ont été appelé par Padé, les algo-

irthmes généraux.

Parmis ces algorithmes généraux, il existe des algorithmes que Padé avait
appelé les algorithmes réguliers, et qui correspondent au calcul d'une suite de
fractions rationnelles approchées ou tous les coefficients o et a ont toujours

le méme degré.
Déginition.,

On appelle graction continue réguliere, une graction continue holoide
felle que tous ses numerateurns partiels ont Le meme deghl ainsi que Lous ses
denominateuns partiels, exception faite pour Les deux premiens numénateuns et
Les deux premiens dénominateunrs.

Dans le cas général, il existe trois algorithmes réguliers correspondants
d des degrés des coefficients o et a égaux respectivements 3 1 pour o et zéro

pour a, 1 pour ¢ et pour a, 2 pour o et 1 pour a.

Dans le paragraphe suivant, on va exposer un algorithme pour le calcul
des approximants de Padé, cet algorithme est dU a Hermite [9], c'est ce qu'on
appelle la méthode des polyndmes associés.

On va donner ensulte, quatre algorithmes qui permettent le calcul des approxi-
mants de Padé et donnent en méme temps les coefficients des numérateurs et des
dénominateurs des développements en fractions continues réguliéres, Le premier
utilise un chemin en escalier, le deuxiéme un chemin suivant une paralléle a
la diagonale de la table de Padé, le troisiéme suivant une ligne horizontale

et le dernier suivant une ligne verticale.
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IT] - ALGORITHMES POUR LE CALCUL DES APPROXIMANTS DE PADE DANS
LE CAS NORMAL ET DES FRACTIONS CONTINUES REGULIERES,

IIT.1 - METHODE DES POLYNOMES ASSOCIES.

1 - PRINCIPE DE LA METHODE.

Telle qu'elle a été exposer par Padé dans [18], la méthode des
polyndmes associés d'Hermite [9], consiste d calculer de proche en proche des
couples de polyndmes par un algorithme analogue & celui par lequel le numéra-
teur et de dénominateur d'une réduite d'une fraction continue se déduisent des

numérateurs et dénominateurs des réduites précédentes.

La méthode consiste d calculer les fractions rationnelles approchées qui
sont placées dans des cases, comme il est indiqué dans le schéma suivant et

ceci dans le but d'arriver & la fraction rationnelle placée dans la case C.

Hl-l Ul -
> X
A
B A
u2—l B Al
U2 Bl C
h.
y
Fig. 1.
X X' XH
Soient - 22" - i% et - 3 les fractions rationnelles placées respecti=
1 1 1

vement dans les cases C, Al et Bl'
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Entre les numérateurs et les dénominateurs de ces fonctions on a

les relations suivantes :

j o X; + B X] =X
(1)

1 "o
L o X2 + B X2 X

ou 0. et B désignent deux constantes.

X, X X5
v — T et - b
XI Xl Xl

Si les fractions - sont placées respectivement dans

les cases Al’ A, B ou Bl’
mais dansle premier cas, o est un bindme du premier degré 3 terme constant

A, B, des relations de méme forme que (1) ont lieu,

non nul et B une constante, tandis que, dans le second cas, O est une constante
et B un bindme du premier degré 3 terme constant non nul. Ainsi, si on connalt

les fractions des cases A. et B la détermination des constantes o et B des

1 1’
relations (1), nous donnera celle de la case C. De méme, si on connailt les

fractions des cases A et B, les relations (1) nous donnent celles des cases Al

et Bl’ et ainsi de suite jusqu'a ce que:l'une des cases sont contiglie au bord
du tableau. Le probléme de la détermination des deux premiéres fractions de

départ sera réglé apres.

2 - INDICATIONS POUR LE CALCUL DES COEFFICIENTS o ET B.

Soit 3 passer des cases (ul, uz-l), (ul—l, u2) d la case (ul, u2).

Les fractions rationnelles qui correspondent d ces cases sont respectivement
X! X\ X
2 2 . .
X Ty et - =— . On a donc les relations suivantes :

1 1 X

Mo T
r 172
1 v - qt
5%} + 8.X) =8 x
M, +H
1Mo
1" " o= an
(2) { s,XY + 8% = 8" x
YL PG i
S.X. +SX =8 x' 2
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S', S" et S désignent des séries & termes constants différents de zéro du fait

qu'on suppose que toutes les fractions sont normales.

Dans ce cas, o et B sont des constantes. En multipliant la premiére équa-

tion de (1) par S la seconde par S. et en ajouttant membre d membre on

1’ 2

obtient :

! t " ny =
a(Sle + 82X2) + B(Slxl + 82X2) Slxl + 82x2

et en utilisant (2) on obtient :
o S' + B S" = xS (3)

et le rapport des constantes o et B se trouve déterminé par la condition que

le terme en x fasse défaut dans le premier membre.

La méme technique est applicable aux autres cas ol o est un bindme et B

une constante, ou l'inverse.

3 - DETERMINATION DES FRACTIONS INITIALES QUI SERVENT A
DEMARRER LA METHODE DES POLYNOMES ASSOCIES.

Dans la figure 1, supposons que H, > Mo la case B est contiglie

au c¢dté y du tableau. Posons H, —u]Q = V., en sorte que les fractions a calculer,
P| 1

que nous désignerons par - =— et - —£3 soient telles que d°(P.)= 1, d°(P!) = v
Pl Ql I 1 1

et d°(Ql) = 0, d°(Qi) = v tl.

Diminuons ces degrés d'une unité, on obtient les nombres :

0, v,-1, - 1l et v, .

1 1

Ceci montre que, si l'on savait déterminer, d'une part, une constante P et un

polyndme P' de degré v,-1 satisfaisant & la condition .

1 = gt
SlP + SQP Sl X .
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D'autre part, un polyndme Q' de degré vl tel que :

Alors, les deux couples de polynlmes (Pl’ Pi) et (Ql’ Qi) pourraient se
déduire des deux couples (P, P') et (Q, Q') par la méthode des polyndmes
associés, Or la détermination de P, P' et Q' est immédiate, on aura P et P'

en prenant arbitrairement la constante P, puis pour - P' les v, premiers
S.P
termes du développement en série de < - Quant da Q', ce sera un mondme quel-
2

conque de degré vV,

Remarque.

En suivant les indications ci-dessus, je vais expliciter les expressions
des coefficients a et B qui figurent dans la méthode des polyndmes associés
dans les différents cas. Ce travail nous permettra de faire un programme de
cette méthode et de la comparer aux autres algorithmes que je vais proposer

dans la suite.
4 - CALCUL EXPLICITE DES COEFFICIENTSa ET B.

Remarquons que ce qui nous intéresse est d'arriver au calcul de l'appro-

X S
ximant de Padé - ig-de la série entiére §23 et donc on peut supposer, sans
1 2
restreindre la généralité que 82 = 1.

a) Cas ol o et B sont des constantes.

On a la disposition suivante :
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X X! Xy
Soient - §23 - i% et - T les fractions placées respectivement dans
1 1 1
les cases C, A et B,

La relation (3) nous donne :

o S' +BS" = xS

(o] (2]

Posons S'(x) = ) ci x" et S"(x) = Y cg x pour avoir le rapport de
i=o i=o

o et B, 1l faut donc déterminer cé et cg.

Or on a

W+
172
1 + 1 = 1
Sle S2X2 X st

donc cé est le coefficient du terme de degré My + My dans l'expression

S. X! + S2Xé. Or on a supposé que S

- 1 é -
%1 = 1, de plus X est de degre o 1.

2 2

On a donc :

De méme, cg est le coefficient du terme de degré ul + u2 dans l'expression

S. X" + S2X3. On trouve :

11
ul_l‘
e = c . 1"
o iz u2+1+l ul-l-l
ol on a posé :
M1
X! za' +alx+ ... +a' x
1 u
1
Ul‘l
no= o " 1"
X} Zagtajxt ... + aul_l X

et on aura donc en utilisant (3)
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0

lo

o

t 1" - — -
cla + ¢ = 0= = -
O OB B

[¢]

1
Q

Pour déterminer o et B, on ajoute la condition de normalisation qui s'exprime

par :
Xi(o) =1
xj(o) =1
Xl(o) = 1.

La premiére relation de (1) qui est :
1 { LA
o X+ B Xl X

nous donne

a+ B =1
d'ol le systéme
g+ B =1
C"
o _ o
B c!
o)
on aura finalement
CH
o = o
c! - "
o) o)
CI
O
B =
cé - c"
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Remarquons que c¢' - c" # 0, en effet ; on a :
o o >

W, U
172
t | - 1
Sle + 82X2 S'x
Mo
172
" " - an
Sle + 82X2 S'x
Si on suppose que cé = cg alors on aura :
ul+u2+1
1_yn v oywny =
S, (X]-X) + 8, (X} - XJ) = 0(x )
o(yx'! - xX") = o(yx!t — ") =
Or d (Xl Xl) ul et d (X2 X2) uz.
De plus dans les polyndmes Xi - XI et Xé - X; les termes constants sont

nuls, donc en les divisants par x la relation ci-dessus prend la forme :

u

SlYl + 82Y2 = 0(x

+1
172
)

o = - o = -
avec d (Yl) My 1 etd Y2 M, 1.

Il y a donc surapproximation ce qui contredit 1'hypothése que la table

de Padé est normale.

b) Cas ol & est un bindme et B une constante.

Dans ce cas on a la disposition suivante :

Ul-l Ul
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¥ 1"

I S
L ] "
Xl Xl Xl
vement dans les cases C, A et B.

Désignons par - les fractions rationnelles placées respecti-

Posons a = alx + o, ol ay et a, sont des constantes.

On a les relations suivantes

(YO VIR
S.X. + 8 X_. =x 12

11 22 S

Uty -1
S X' 48X =x <t 2

t
11 22 S

.ty -1
S.X' + S X! =x T 2

1"
1% T S0, -5

et

>
i

1 + 1"
L axX] BXl

>
1"

1 n
2 ax2 + BX2

Multiplions la premiére équation par Sl’ la seconde par S_ et ajoutons membre

2
d membre, on obtient :

}{“14’”2"l MytHpmt

= ' "
S Xl + 82X o 8" + Bx .5

1 2

Or

ul+u2+l
+ = .
Sle S2X2 X S

donc

2
as' + BS" = x S

o et B se déterminent par le fait que le coefficient de x et le terme constant

dans le premier membre sont nuls.
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Si on pose comme précédemment

(o]
i
s'(x) = ) ci X
i=o
o]
i
s"(x) = ) cg X
i=o
alors on aura les deux équations
t 1" =
cla, + B =0
o2 B o

1 1 1M -
coa1;+ cla2 + Bcl =0

I1 faut donc déterminer c', c!, c" et c"
o> 71’ To

1
U1+U2—l
Si on revient 3 1l'expression : SlXi + 82Xé = x .S8', alors
U1+U2-l
cé est le coefficient de x dans le premier membre
L
ci est le coefficient de x dans le premier membre.
Si on pose :
=T I
X! = ) alx,x'= ) a'x
1 . i
i=o izo
on aura
Ulil
c': c a'
+ ——
°© 4z, Mt wmitt
Ul'l

D - L
1 o u2+1+l ul-l—l
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U1+U2‘l
De méme, de la relation SlXI + s2x5 = x .S", on déduit que :

cg est le coefficient du terme de degré ul+u2—1 dans le premier membre

ci est le coefficient du terme de degré ul+u2 dans le premier membre.

Et on aura

Uy =2
"o o= 1"
Co iz p2+i+l au -i-2
" - "
°1 izo “u rite y -i-2

La détermination des coefficientsq et R se fait par le systlme
"o, + Bc" =
S0 %2 B o °

1 t "no—
{ cO al + cl a2 + Bcl o)

( oc2 + B =1
et on obtient
CI
B = c!' - ¢
o) o
CH
% T - cé -c"
cle" - o'
_ 1 10 1
¢1 7 or -
© cé - c"
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Dans ce cas on a la disposition suivante :

-1
!
A
W,-1 B
Ha C
X Xl XH
Si on désigne par - ig’ - i% et - iﬁ-les fractions placées respectivement dans
1 1 1

les cases C, A et B, on aura les relations

) ul+u2+l
Sle + 82X2 = X .S
H.tu,. -1
172
1 t = 1
1 8;X] + 85X, = x .S
M.t -1
172
1" o= "
\ Sle + S2X2 X .5
et
{ - 1 + 1"t
Xl qu BXl BB
1 2
- 1 " 0 une constante
t X2 aX2 + BX2
On obtient comme précédemment
aS' + BS" = xS
o et B se déterminent par le systéme :
c'a + B.c" = o
o 20
' " " -
{ ciot Blco + 6201 o
o+ B8, =1

. 2
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Dans ce cas on a :

My )
X! = ) a! xt
i=o
S .
XE = 2 alxt
1=0

et la détermination de c', c¢", c! " i Ecé
e Co’ co, cl et cl se fait comme précédemment, on trouve :

3
c! = . a' .,
o} i%o u2+1-l ul—l
My
c! = z !
1 . i -3
1=0 u2+1 ul *
uy -1
c" = Z . an"
o = u2+1 u,-i-1
Ulil
o' = c a"
! . . s
izo p2+1 1 ul 1-1
Pour o, Bl et 82 on trouve :
C"
o = - °
c! - "
o o)
C!
_ o)
82 - 11 1"
c" - ¢
o) o
LR { | A P §
A =_l_(clco clc )
l Cll c' —- c"
o o o)
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ce qui termine le calcul des coefficients,

Dans les sous-paragraphes suivants, je propose quatre algorithmes

pour le calcul des approximants de Padé dans le cas normal.

Le premier algorithme sert a calculer ces approximants suivant un chemin
en escalier de direction descendante, le deuxiféme suivant une paralléle d la
diagonale de la table de Padé, le troisiéme suivant une ligne et le quatriéme

suivant une colonne,

ITI.2 - ALGORITHME POUR LE CALCUL DES APPROXIMANTS DE PADE SUIVANT UN CHEMIN
EN ESCALIER DE DIRECTION DESCENDANTE.

Entre trois approximants successifs, on a deux dispositions possibles :

Mmooy HmloHy
| . . . .
Ho=l b e e ] u2-l -------------- ® °
N Y +
iy b ———————— ®e > & @ e ®
2 M,
.
Forme 1. Forme 2.

a) Cas de la forme 1.

X
Désignons par - ig la fraction qui correspond 3 la case (ul, u2),
X! 1 X"
- —2-celle qui correspond d la case (u,-1, U,) et - 55 celle qui correspond a
XI 1 2 X P
1 1

la case (ul-l, u2—l).



Or, les numérateurs et les

par les relations suivantes :

ol 0 est une constante et f' un

40 -

dénominateurs de ces fractions,

t
aXl

| val}
+ B Xl

aX!

Tyt
5 + B X2.

bindme du premier degré.

sont liés

On se propose de calculer les coefficients o et B', la méthode utilisée

est semblable & celle qu'on a utilisé pour calculer les coefficients de la

méthode des polyndmes associés.

Posons B' = Bx dans le systéme précédent, on obtient :

1 1"
aXl + Bx Xl

1 "
ax2 + Bx X2

De plus, on a les relations suivantes

ot +1

fslxl+32x2=xl 2 s
U, +tu

(2){slxi+szx5=xl 2 s

Mt -1

[ sXy+sxn=x’ 7 s

Multiplions la premiére équation de (1) par 8,, la deuxiéme par §, et ajoutons

membre d membre, on obtient en utilisant (2)

pl+u2+l
X

d'od

S ooax

ot
.S+ Bx 1 2.

S"

as' + BS" = xS.
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si on pose :

S'(x) =

1He~1 8

0

%

A

=

w

.

]
ne-1 8

on obtient la relation qui détermine le rapport de o et B :

oc' + R" = o.
o o

I1 nous faut donc déterminer cé et c'".

o
Or

S X! + 8. X! =

_ x“1+“2
171 7 "% .

S!

donc cé est le coefficient du terme de degré pl+p2 dans le premier membre de
cette relation.

Si on pose :

u, -1 .
. - i _ i
X! = ‘Z alx Sl(x) = .Z c.xX
izo i=o
on aura
ul~l

o . a'
i%o u2+1+l ul i-1
De méme, de la relation :

Hytho -l
S|X] ¥ 8%y = x 8"

on déduit, en posant :
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que

calcul de o et B :

la condition de normalisation nous nous donne :

Or ac' + Be" = o
o o

donc

nlo
o zor-

b) Cas de la forme 2.

On a les mémes relations que dans le cas précédent, ce qui change

c'est le calcul du coefficient cé.

Si on pose

| - 1 " o= "
X X- ax Xl z aix
i=o i=zo
on obtient
My
e! = Z . aro,
°© 5z, Mot Hy1

o]
il
o~
(@]
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et comme précédemment

Remarque 1.

L'algorithme précédent présente l'avantage de donner, en plus des
approximants de Padé, le développement en fraction continue de la forme C,
c'est a dire la forme ol tous les numérateurs partiels sont des mondmes du
premier degré et les dénominateurs partiels des constantes. Or il existe
une infinité de développement en fractions continues de la forme C d'une
série entiére donnée, et suivant le choix des deux permiers approximants,

on peut trouver par l'algorithme précédent tous ces développements.

Le travail qu'on vient de faire est schématisé par la figure suivante
q

> 1

Fig. 2.
Remarque 2.

Dans l'algorithme précédent, il y avait deux '"types" de calcul, suivant
que c'est la premieére disposition qui se présente, ou la deuxiéme. Si on ne
veut utiliser qu'un seul type de calcul, on est obligé de calculer des appro-

ximants autres que ceux qui figurent sur deux droites paralléles d la diagonale
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principale.
Dans le cas de la forme 1, les approximants qui doivent &tre calculés sont

indiqués sur la figure 3

X
e
N X
e -e>e
XX Y
o >e>r>e>e

VY ¥ ¥ ¥ o ¥

Fig. 3.

On obtient ainsi, un algorithme qui n'utilise que les calculs du cas de
la forme 1.
Dans le cas de la forme 2, les approximants qui doivent &tre calculés sont

indiqués sur la figure 4 :

J
I

X

g
® <«
®
®

x
o <« @ <
)’ X
® -0 <« 0 <
x ¥

X
0 <0 <0 <0 <

Fig. 4.

et on obtient un autre algorithme n'utilisant que les calculs de la forme 2.
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IIT.3 - ALGORITHME POUR LE CALCUL DES FRACTIONS QUI SE TROUVENT SUR

UNE PARALLELE A LA DIAGONALE DE LA TABLE DE PADE.

Ul‘Q Ul“l ul
—e f t —
AN oo
« |1
N
I R e N ¢
2 I ]
N | I
e e ¢ |
|
u2>— ——————————————————
N
°
%)
Comme précédemment, on cherche a avoir la fraction - —= de la case (u,, u.)
X! yi Xl 1 2
en fonctions des fractions - iz-et iz—des cases (ul—l, u2-l) et (ul—2, u2—2).

X, = aXi + B'XI
X2 = aXé + B'Xg
En utilisant les relations :
S X + S.X = xul+u2+l.s
11 22
5,X] + 5.X} = xul+u2-l.s'
S,X) + 8,X) = xul+u2-3.s"
on obtient :
81X, T 8%, = u(slxi t 8 X3) + 6'(51Xf +
s o xul+u2-l's' . @ xpl+u2—3

Wit +1
P-4 172 .S

Entre les numérateurs et les dénominateurs de ces fractions on a :

~ 2
L =
ou B Bx" et a alx + u2.

"
S2X2)

.S
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ce qui donne

as' + gS" = x°s.

Cette relation ajoutée a la condition de normalisation nous donne le systéme

suivant :
( 1 "o o=
+ =
azco Bco o
' ' "o o=
{ acl + Byel + Bel =0
o, =1
L 2
oo . © .
avec S'(x) = ) clxt et 8"(x) = ) cx™,
izo 1t izo T
Et on obtient
°5
B = - F
o
Clc'l
_ 1 o 1
% = ET'(Ci T )
o o
uz =1
Si on pose
M-t . SR
X, = 1 ax xp= 1 oape
i=o izo

alors, en considérant la relation
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MytH -l
1 1 = 1
SX3 + S X = x .S

cé est le coefficient du terme de degré pl+u2~l dans le premier membre de

cette relation, donc :

de méme si on considére la relation :

ul+u2—3
1 " o= "
Sle + 82X2 X .S
on obtient :
P1£2
c" = c . a" .
o} 126 u2+1—l U, -1i-2

1]

1"t

. a . .
u2+1 ul—1-2

0—
T
~1

C

II1.4 - ALGORITHME POUR LE CALCUL DES FRACTIONS QUI SE TROUVENT SUR
UNE PARALLELE A L'UN DES AXES DE LA TABLE DE PADE.

My Hym2 HmloHy
.
|
®
|
u2_2 {1 T
- § e e e e e o ‘ - haat - — - ceo e
u2 1 T uz e—eoe— e— 0o — @
TR N——
|
®
.. 4 .
\ Fig. a. Fig. b.
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' "
X X X2

Les fractions - ig-, - ig-et TR
% 1 1
(s 105 Gy 133, (g 1y=2) ou (s W), (-1, wy), (Wy=2, W) . Entre

correspondent respectivement aux cases :

les dénominateurs et les numérateurs de ces fractions on a :

- ' 1yt
Xl aXl + B Xl
= ] tyotr N = 1=
X2 QX2 + B X2 ol O alx+a2 et B'=Bx.
et
Hotuatl
( - 172 7.8
slxl + S2X2 X
U, tu
172
1 1 = t
4 S\X] * S,XL = x .S
u,tu.-1
(s syt =t g
On aura donc :
= 1 + 1] + 1 1" + "
slxl t 8%, a(slxl 82X2) B (Slxl szx2)
S0 ¥ M, U [V VP
= ox 1 2.8' + Bx 1 2.8" = x 172 .S

ce qui donne :
S' + 8" = xS,
Posons
o0} . [+0]
i
as' = ) clx ps" = J o
2 .2 1 - 1
i=zo =
on obtient ainsi la relation :

a.c' + Be" = o.
o o) v
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La condition de normalisation nous donne :

u2 =1
D'ol
a2 =1
5
Bz'ﬁ
[o]

Ce calcul est valable pour les deux figures précédentes.

Remarquons que les équations précédentes ne nous ont pas permis d'avoir

le coefficient o, , pour cela on va procéder comme il suit pour la détermination

l,
de ce coefficient.

Dans ce cas on a :

d°(x,) = a°(x]) = d°(XI) = H

M1 . My :
Si on pose Xi = 2 aJ!_xl XE = z agxl alors en exprimant que le coef-
i=o i=o
u,tl
ficient de x est nul dans la relation :

- 1 1"
X, = oX] BXl

on obtient 1'égalité :

=

e
’...J
g =
|—l
b o
’._I
'_.\
o
=
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b) Cas de la forme b).

Dans ce cas on a :

d°(x,) = d°(x}) = @°(xy) =y,

U2 1‘12
Si on pose Xé = Z bixl Xg = z b'x" en exprimant que le coefficient
i=o izo *
u2+l
de x est nul dans la relation suilvante :

- 14 1yt
x2 ocX2 + 6X2

on obtient :

La détermination des coefficients cé et cg se fait comme précédemment,

on obtient dans le cas de la figure a)

My
¢''= ) e ..a' .
© i=o Ll2+l Lll *
M
c" = )y ¢ .., a" .
o %o u2+1 1 ul 1
et dans le cas de la figure b)
u%._l
¢! = .o.oal o,
o iZo p2+1+1 H,o-1-1
Ul-Q

(¢]
o=
n
o~
-
N
-+
He
-+
'_\
ol
T -
1
e
t
N
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IV - ESSAIS NUMERIQUES,

1°) - NOMBRE D'OPERATIONS DANS LES ALGORITHMES PRECEDENTS.

Pour avoir le dénominateur de l'approximant [n/m] et les coefficients

du développement en fraction continue, il faut :

multiplication : 2m2 +m+ 1
- 2

addition : 2m

division : 2m.

Pour avoir le numérateur en posant n = m+f, il faut :

multiplication : n2 + 2ml - 2m

addition : m2 +2ml - m

Pour avoir le dénominateur de l'approximant [n/m] il faut :

multiplication : 4m2 + 3m - 3
es 2

addition : 3m™ +m -1

division : 3m

2°) EXEMPLES NUMERIQUES.

£(x) = e .

. . . X
Le développement en fraction continue réguliére de e, dont les numérateurs
partiels sont des mondmes du premier degré et les dénominateurs partiels des

constantes, est de la forme :
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n+l 1 (n+2)
R + S @i WD F| | @) | | e
| 1 I 2 ! 1 ! 1
2x (n+3) %
+ @) (@t5) { (n+5)(nt6) |
- + e
| 1 | 1
ol
R(x) =1 +2+ ﬁ + X
xX) = 1 21 eee T E—

Dans le tableau suivant, les chiffres de la premiére colonne sont les coef-
ficientsde ce développement donnés par l'algorithme en escalier ; les chif-
fres de la deuxiéme colonne sont les coefficients obtenus en se servant de

1l'expression précédente :
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Q *xXL0=0p5eTe2912G0tilo = [ TexxN[=uho26050862hy289° =
L ¥xX50="2%01Lh19508h8R" OT¥¥K20=(QCe2L595uaeiTInd® -
2 ¥¥xXR0=0pOSL9NiSobulndY " - 6 ¥¥AL0=U209206%1AL00TS9" -
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2°) PAR LA METHODE DES POLYNOMES ASSOCIES.

Numérateur Dénominateur

=.1000000000000G0D+01X%x 1

=.56521738h4P7793L+GNKxx

=, 1541801948045 35L4p0K%x 3

= PONRIIZIOGTINGTO=G1 X x 4 LINONUNYDONUNINUNEN  xx
=.23643BOIPGIUALIL=0UP K *x & - d3uT8P013572206D+NpYas D
=~ 3IRTIICGUYERAIND=(IXRx ¢ LHBRYZ2RGRGIGTARIP=0 (X xx 7
=L 256007 TUL4ALT =y X %x T -.1129305519p151N=01Y¥x%x 4
= 13PBRAUROSI83IGRL=ySX*x & CIRG1A4P23N393803TN=NoY x* 8
= 6510040415510 500pTXxx O -, 0PUNB99117¢30GLN=0 Y xe 6
= PU11126005R859T =P Xxx1 () e 2P03935052uN3051 yM =05 xs T
=.hbREAZILP 60T NL=10KAx1 - 971980 05PGT YN NN X a+ 2
= 1445230337050 1u=11 X%k 2276230 U39(2969D=0 Y xx T
=.2007268320A59500=12X*x13 -, 33722051876 P0REN=T JY X110
= 140568133433 1hL=]SAxxty LCNURTIENSTTRTHAS =1 Y x% ] ]

Remarque.
Ces résultats donnent les coefficients de - [13/10].

3°) En utilisant les relations qui donnent les numérateurs et les dénominateurs

des approximants de Padé de eX et qui sont :

2 \Y

U (k) =1 — 2+ — vv-1) o x® . v(v-1)...2.1 M

" U+ (u+v) (utv-1) 1.2 (utv)(u+v-1) ... (u+l) 7°
2 u
V(x)=1-H X, w@d x gy B ... 2000 0 x
’ v T () (uv-l) 1.2 (uv) (ptv-1) ... (V41) !

On obtient :



- 55 -

Numérateur Dénominateur
1 1
0.5652174 - 0.4347826
0.1541502 0.0889328
0.0269151 - 0.0112931
0.003364L4 0.988142 1073
0.318731 1073 - 0.62409 107"
0.236097 107" 0.288931 107°
0.138881 107 - 0.971195 1077
0.651004 1077 0.227624 1078
0.241112 1078 - 0.33722 10710
0.68889 10710 0.24087 10712
0. 14452 10
0.20073 10783
0.14037 1078

£(x) = _l_.Log.l;tiég
V% 1-/%
1°) L'ALGORITHME EN ESCALIER
Numérateur Dénominateur
=, 100NN uNVO0NPNENINIY R
eHUURIITALSLOSP6P+ N[ X xn P R i
- 120344103 7RZO9D 40V A% 3 = 10000VRVRIT0RLAL DT ARx

=~ BT70217127T8°%280 1540 Axx

e 1AOTTT4ANIFLIG24N+ 02X %% 0 ; / A8 ;
"-1-‘06571R4q51‘9'§£ﬁ+n:’.\(** r, LNATLRUT Ol 0B8ITUH0PAxx 3
71653735190 T7222N+0, X %x* o - 2005090410604 RDFUPX*x 4
* J 4 A o ) _ U )
--8“1897ln7qo10?90f01Y** 7 .?6?8?5939o7qnoou+0px** 3
503648931203256N+0 )X x* P = 10708882 29TTITU40PA*% ©

- : Dy 3 1 b ¥
e 33097790871 CR3G3NP=0.Xxx]1N LH002N386P4R589R+0 Axx §

- H090T708S017016TD=04Y x+] 1 <1478P093NU1A410400X*x Y
=.510151670510622D=00Xx%172 = 1164652475280 0Pu=01XA*x1y
« 1D1T70912361574N=0/Y 213 L360911079572250 =03 a%x11

= 1707521026610 D=09Y %%}/



- 56 -

2°) METHODE DES POLYNOMES ASSOCIES.

Numérateur Dénominateur

= 1C00NGOONGOGNUNL+FGT X *x

54250961260 04N3%0401K*x P L10000NGOLOLGN0NUNF [ Yax 1
= 1271RB11965083PU+(PX*%x 3 =, 5759294593773 72N+01Yx» 2

L10T203P27C0005uRL,+uPX%xx 4L L LHLAIBETABP2YATOALNINZY A% 2
= 1323095 1A3NGRPE 4P K%xx & = 2NUSENL2APRLTOTTINH0ZY %% ¢

«5GRTT TN GARTL L+ 01 X%x o «1RSAGOIAZITPHPINEN2Y %% €
= 91898 3INEREESTINL+(OX%%x 7 ~ 1093046 7840064N06N4+N YR F
= RGPHTUGHESTHRTILSUNXRx LA193414675141600+05Yxx 7

«NBP066RBSIPTARLU0NX %% Y = 103204 T70307R210N+0 Y%+ P
= V326543910824 TT7hL+00Kxex1 1 18327 GALSGAOS T+ NGY X% 3

sP1871564P6TCYS L=yl Xxnrt - 1217002600375 5N=D 1 Xx%1 "
= 1859219507193 ;8= uPXxx1) «3PUEINTRLNZTES 4N =N Y %% |

JAURTRITIRSA b=yt Xx %t
= 1695163005237 1850=00X+%x14

3°) si on clacul les coefficients du dénominateur de 1'approximant [13/10]

de f en utilisant 1'expression :

V(x) = 1 - %”_Jﬂﬁﬂ;_x + 9(a=2) (2p+1)(2p+l) 2
2pt2qtl 1.2 (2p+2q+1)(2p+2q-1)

+ (-1)9 q(gq-1)...2 1 (2p+1)(2p-1)...(2p+3-2q) <3
1.2.3...q (2p+2q+1)(2p+2q-1)...(2p+3)

On obtient :

1
- 5.7446809
14.361702
20.484908
18.361473
10.734338%
4,1100178
- 2.Q06535
0.1486827
- 0.,0003639
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V - ALGORITHME POUR LE CALCUL DES APPROXIMANTS DE PADE
D'UNE TABLE NON NORMALE,

Dans ce qui suit, on se propose de faire une extension au cas non
normal d'un algorithme qu'on a proposé pour le calcul des approximants de

Padé suivant un chemin en escalier dans le cas normal.

T_.A___.__.u
D
v, % —
1
4
\)".1.}\" e e ———— [P S W S—
< . L] L] 4
* L] [ 2 C
\)é.f-)\‘ fomm e e - . > LI T T
V" e e o " — ——— —— o ——— . . [ L) —— — — r'
2 | ]
L] L] L] L] l l
s s
B . . . . E i
L ] L] L] [ ] : :
1 1
\)‘ — e —— e —— P S Py 1 \
: NN s
R ——— . Lo ;
i 1 1
. . . ] | |
| 1 !
1 | 1
A L] . 3 | i 1
I 1 :
Y . . O : t [}
i 1 1
Vo A " . . Lo {
2 ] i 1 I 1 |
1 1 i 1 1 I
1 I l 1 1 |
i 1 t 1 1 |
l i 1 i t 1
1 1 1 1 1 1
1 | 1 1 1 1
t — —+ t + —+ > \)2
v \)l Vv .',)\ \)'-f-)\' AV . 1 v
1 1 1 1 \)l‘l')\ ‘
X2 Xé Xn
Soient - T T xr et - i;—les fractions rationnelles approchées de la série
1 1 1
S

g—-correspondants respectivement aux points des carrés A, B et C de la figure
2

ci-dessus.
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2

On cherche a calculer les polyndmes XI et X! en fonction des polyndmes X!, X!,

1

Xl et X2.

Désignons par v, le degré de Xl’ v, celui de X2, vi, Vi, v! et V! les

2 2 1 2
degrés de X!, X!, X! et X", Soient v. + v_ + A+ 1, V! + V' + A' + 1 et
& 2° M1 2 17 V2 17 V2
VE + vg + A" + 1 les ordres d'approximation donnés respectivement par les
X X! Xn
fractions -~ ig’ - ig-et - On a donc
1 1 1
Vo +V, tA+1
( - 172
S;X, + 8%, = x .S
vi+vé+x'+1
(1) { 8%} + 8% =x .S!
1" " "
. . v1+v2+k +1 .
Sle + S2X2 = x .S
\

ol S, S' et S" désignent des séries entiéres dont les termes constants sont

différents de zéro.

Le point (Xi+k'+l, vé+k') appartient 4 la moitié inférieure du

carré C, on a donc :

\J L \i < " " 11"
vl+v2+2A +2 _.vl+v2+x +1.

d'ol :

vi+vé+2x'+2
(2) sX] +8,X) =x .R

ol R est une série entiére telle que
R(x) = x".5"(x).

On, on sait que :

]
aXl + aXl

_,
>
Mz
"

=<
N =
n

[o) 1
X2 + aX2
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avec

- 1 ' t -
n (vl+v2+x +1) (vl+v2+x+1)

et a, un polyndme dont le terme constant est différent de zéro.

On aura donc :

" " - 1 '
lel + 52x2 Sl(aXl + axl) + 82(aX2 + aX2)

ce qui donne :

S, X" + g X! = a(SlX

1 1
R XD + 82X2) + a(s. X!} + 52X2)

1 11

En utilisant les deux premicéres relations de (1) et la relation (2) on
déduit :
VIHVI+2A 142 V.tV tA+L VI4VI+AT+1

X 12 R =z a.x 12 .S + ax 12 .St

En remplagant o par sa valeur et en divisant les deux ~membres de cette rela-
VIV +A T+
. 172 .
tion par x , on obtient :

LR = h.s + a.s! (3)

Remarquons que le polyndme XE est exactement de degré vi+k‘+l, alors que XS

est de degré inférieur ou égal a vé+x'.

Or, le polyndme a de la relation (3) est donné par :

"o_ "
_ XlX2 , X2Xl

t o oyt
X1X2 X1X2

a



- 61 -

° '- X! = +At+
d (X1X2 XlX2) vy, Atl

[o) 1" = " o< 1 1 = 1
d (Xlxz) vl+v2 < vl+v2+k vl+v2+k+x +1

d°(X2X") =V VN = Vv FVIHATHL <V

i
1 ) otV +v2+x+x +1

1

On déduit que le degré du polyndme a est inférieur ou égal 3 A'. Pour déter-

miner les coefficients de a, il nous faut A'+l équations. La relation (3)

nous donne ces A'+l équations du fait que S et S' admettent chacune un terme

constant différent de zéro. La constante h peut €tre prise égale a 1l'unité.
o0

[e,24
Posons S(x) = ) cixl et S'(x) = } cix:L
i=o i=o

\

atTa +ax+ ... +a,,x
o 1 Al

. . . 2 ! .
En exprimant que les coefficients des termes en x°, X, X ,...,x sont égale

a zéro, on obtient le systéme suivant :

ac'+c =o
o o o)
1 1 + -
a_cy + alcO cl o
1 1 + ] -
a_c, + alcl a,c + <, o
) 4
)
1 1 + —_— =
| a.Cy + ajCyi_g + ayeC, + Cyr o)

(4) est un systéme triangulaire qui donne facilement les a;- Les polyndmes XI

et Xg sont alors calculés par les relations :



n
Q
<
+
sl
>

X"

1"
2
<
+
o))
<

1
X2

ce qui reste d déterminer c'est l'ordre de l'approximation dennée par
XII
2

.—T :
Xl

la fraction -

Vit Voo AT+ L

Pour déterminer A" on peut procéder de la maniére suivante :
on calcule les coefficients de la série R d 1l'aide de l'une des relations

(2) ou (3). Soit c) le premier coefficient non nul, on aura donc

[o 0]
= r ; 1" i = T oan
R(x) = x .% cl; X X 8"(x)
i=o
et
VIHVIHAT+L V Vo +2A 424
= "= "
Sle + 82X2 x .S X .S
on obtient finalement en utilisant le fait que vx = vi+%'+l
}\n - '+ LIS - n.
(\)2 A r) vy
Remarque.

Pour calculer les polyndmes de la case D en fonction de ceux de Bet de C
on peut utiliser la méme méthode, la seule différence et que dans ce cas

on a :



CHAPITRE I1I

SUR L'ANALOGIE
ENTRE
LES FRACTIONS CONTINUES SIMPLES ET LES SERIES ENTIERES.
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0 - INTRODUCTION

Dans ce chapitre on discute quelques preblémes qui ent été étudiés par
plusieurs auteurs et qui nous paraissent avoir des rapports entre eux.
La définition d'une fonction & partir d'un tableau de fractions rationnelles
approchées d'une série entidére convergente ou divergente, dont les idées de
bases sont données par Padé dans [16] et [17] ; la définition d'une fonction
analytique a partir d'une série entiére divergente en prenant pour point de
départ une fraction continue qui, par un changement de variable, se raméne
d une fraction continue simple, qui a fait l'objet des recherches de
Stieltjes [47] ; l'analogie faite par Padé entre les fractions continues
simples et les séries entiéres, sont des problémes qui traitent le méme sujet
et donnent des indications indispensables pour constituer une théorie qui

généralise celle de Stieltjes.

Dans un premier paragraphe on a discuté l'analogie que Padé avait faite
entre la théorie des séries et celles des fractions continues algébriques.

De 13, je me suis posé le probléme suivant

"Chercher des conditions pour qu'une fraction continue
simple définisse un tableau de fractions rationnelles
approchées”.

Les conditions que j'ai trouvé sont des conditions suffisantes et non
nécessaire, et portent sur les degrés des numérateurs partiels et les déno-
minateurs partiels de la fraction continue simple de départ. Le paragraphe
se termine par une série de remarques dans lesquelles on propose des sujets

d'études avec des indications préliminaires.

Le deuxiéme paragraphe est consacré aux rapports que Padé avait établis
entre le développement en fraction continue canonique et les développements
en fractions continues hololdes d'une fonction donnée. J'ai fait les liens
avec ce que De Montessus de Ballore avait appelé les fractions continues
complémentaires dans [38]. Plusieurs recherches ont été effectuées a l'aide
de ce développement canonique, parmi celles-ci, on cite les applications de

Tchebycheff qu'on analysera au chapitre V.
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La fraction continue de Stieltjes

ol les a; sont des réels positifs, constitue un autre exemple de ce dévelop-

pement.

Dans le troisiéme paragraphe, on a résumé les résultats essentiels du
mémoire de Stieltjes [47], aprés avoir discuté le probléme de la définition
d'une fraction 3 l'aide d'une série entiére convergente ou divergente due

a Padé [17].
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I - PosSIBILITES DE DEFINIR UN TABLEAU DE FRACTIONS RATIONNELLES
APPROCHEES A PARTIR D'UNE FRACTION CONTINUE SIMPLE,

I.1 - ANALOGIE ENTRE LA THEORIE DES SERIES ET CELLE DES FRACTIONS CONTINUES
ALGEBRIQUES.

Dans son mémoire de thése [15], Padé a essayé de faire une analogie
entre la théorie des séries, qui renferment les séries entifres, les séries
trigonométriques, les séries de fractions simples etc..., et, la théorie
des fractions continues algébriques. Il a remarqué que les fractions con-
tinues, comme les séries, se divisent en deux groupes, le premier est celui
ol tous les numérateurs et les dénominateurs partiels‘de la fraction continue
sont des coefficients numériques et ne dépendent pas de variables, le deuxiéme
groupe est celui ol les numérateurs et les dénominateurs partiels sont des
fonctions de une ou de plusieurs variables et ce sont les fractions de ce
dernier groupe qu'on appelle les fractions continues algébriques. Donc, si
1'on veut se baser sur la théorie des séries pour étudier les fractions conti-
nues algébriques, il faut diviser ces derniéres en classes, et chaque classe
aura son analogue parmi les classes de séries que l'on connalt. Il faudra
ensuite, pour chauge classe de fractions continues algébriques, donner des

résultats analytiques ou autres, comme c'est le cas pour les séries.

Dans cette voie, Padé se propose d'introduire la forme de fractions
continues algébriques qui lui semble devoir jouer un rdle analogue a celui
que jouent les séries entiéres dans la théorie des séries, autrement dit
l'analogue de la classe des séries entiéres dans l'ensemble des fractions
continues algébriques. A cet effet, Padé a définit les fractions continues

simples.
Dé finition.

Une graction continue est dite simple 84 tous ses numérhateurns partiels
sont des mondmes dont Le coefficient et Le degné sont différents de zérno
(c'est a dine de La forme oci’= hixni ol h, = o et n, = o), exception faite
pour Le premiern qui peut etrne un polynime quelconque, et Les dénominateuwrs
partiels des polynimes dont Le tewme constant est difgerent de zéno.
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Remarque.

Une fraction continue holoide est une fraction continue simple telle
que toutes ses réduites appartiennent a un méme tableau de fractions ra-

tionnelles approchées.

Dans [17], Padé a fait les remarques suivantes concernant l'analogie

entre la théorie des séries entiéres et les fractions continues simples.

Remarque 1.
0 -
Posons S = z cixl, désignons par Sn les sommes partielles de la
i=o n .
ST i
série S, on a donc Sn = Z cix .
i=o

Le caractére fondamental d'une série entiére consiste en ce que chaque
nouveau terme ajouté est un mondme de degré supérieur 3 tous les précédents
en sorte que l'on obtient des polyndmes qui représentent avec une approxi-
mation de plus en plus grande l'un quelconque de ceux qui viennent apres.
c'est a dire : si 1l'on considére Sy» S,v et S des sommes partielles de S

tel que n" > n' > n alors

on peut approcher Sn" par Sn' et Sn’ de plus l'ordre de
1l'approximation donnée par Sn' est supérieur 3 celui

donnée par Sn.

Remarque 2.
a o o
Soit C = a_+ —EJ + rjd + 1—£d + ... une fraction continue simple.
o Ja a a
1 2 3
Y
(V—J la suite des réduites de C. Si 1l'on considére trois réduites de C,
i izo
U U U Ur
—23 -4 et X telles que r > > p. Alors on peut approcher —— par les deux
Vv v q 4 v_P
q r U r
autres, de plus l'ordre de l'approximation donnée par Vg est supérieur &
D q

celui donnée par 7

P
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Donc le caractére d'approximation qu'on a vu dans la remarque 1 pour les
séries se retrouve dans les fractions continues simples. De plus, si 1l'on
modifie la définition des fractions continues simples, ce carctére disparalt,
par exemple si l'on permet aux ui d'avoir un exposant nul, ou aux a, d'avoir

un terme constant nul, (voir [15]).
Remarque 3.

Les sommes partielles Sn sont les réduites de la fraction continue
holoide, qui occupent la premiére ligne horizontale dans le tableau des
fractions rationnelles approchées de la série S, qui n'est autre que la
fraction continue d'Euler. De plus, si l'on con§idére le tableau des fraction
rationnelles approchées de la fonction Sn' = c-xi alors ¥n < n', §

. = n
. i=o
figure dans ce tableau.

Remarque 4.

Pour une fraction continue simple ce caractére ne se retrouve pas

forcément, c'est & dire

U U
soit =+ une réduite de C, alors £ pour p < q ne figure pas néces-

\Y \Y
q p

U
sairement dans le tableau des fractions rationnelles approchées de Vi .
q

Des remarques précédentes, Padé avait déduit que la définition des
fractions continues simples n'est pas assez restrictive, et que si l'on veut
trouver dans les fractions continues, l'analogue de la série entiére, c'est

parmi les fractions continues simples qu'il faut le chercher.

I.2 - POSSIBILITES DE DEFINIR UN TABLEAU DE FRACTIONS RATIONNELLES APPROCHEES
A PARTIR D'UNE FRACTION CONTINUE SIMPLE.

Des remarques précédentes on déduit qu'une série entiére peut toujours
définir un tableau de fractions rationnelles approchées alors que si l'on
se donne une fraction continue simple ses réduites ne sont pas nécessairement
des fractions rationnelles approchées d'un méme tableau ; elle ne définit pas

en général un tel tableau, d'ol le probléme suivant
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"Chercher les conditions pour qu'une fraction continue
simple définisse un tableau de fractions rationnelles
approchées"”.

Autrement dit, je me propose de chercher les conditions pour gqu'une fraction

continue simple soit holoide.

o ¢} o
lal|+ 2| , 3]

Soit C = a + 3 5
1 2 3

+ ..., une fraction continue simple,
U

(Vid la suite des réduites de C, alors on a le résultat suivant :
i i2o

Proposition.
¢
S{ ¥k 2 1 Le développement en séirnie entiire de V_}t coincdlde avec celud
de 5]“1 jusqu'au tenme de degné Sgal au degré de U .V, dnclus, akors C
déﬁi}?}i un tableau de gractions rationnelles approchies, ou encore, toutes
Les néduites de C appartiennent a un m@me tableau de fractions rationnelles

approchies.

Démonstration.

Si la condition de la proposition est vérifiée alors on définit une

o0
série entidre ) c.x' de la fagon suivante :
izo *
Yk
Soit v—-la réduite d'ordre k de C, p le degré de Ups
k
q celui de Vk’ telle que ptq > i, i fixé.
U
Si 1'on développe T suivant les puissances croissantes on aura :
k
U
k ptq
o = + coe cee
7 a a;x t + ap+q X +

o
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Si 1l'on choisit le coefficlent cy tel que c; = a., alors le tableau des frac-

. . . i .
tions rationnelles approchées de la série z C.X renferme toutes les rédui-
i=o
tes de la fraction continue C. En effet, si 1l'on considére une réduite de C,

son développement suivant les puissances croissantes colncide avec celui de
o]
. l - =
la série ) c.x jusqu'au terme de degré égal 3 la somme des degrés du numé-
i=o
rateur et du dénominateur de la réduite qu'on a considéré, ce qui prouve que

cette réduite appartient au tableau de fractions rationnelles approchées de

o«
. i
la série ) c.x .
i=o

Remarque.

Il est clair que la condition que j'ai imposé aux réduites de la fraction
contirue C dans la proposition précédente est aussi nécessaire. Si je considére

la relation suivante

u U &0, ... G
V}i k=l . (_qyk | L2

k Vk—l vk : Vk-l

on peut voir que la condition de la proposition est vérifiée si :

d°(ala . ak) > d°(u V. ) +1 (%)

2 k-1 k-1

C'est ce qu'on appellera dans la suite 1'inégalité (x) ol je désigne par d°(P)
le degré du polyndme P. On est donc amené d chercher des conditions sur les
é€léments de C pour que (*) soit vérifiée. Les conditions que j'ai trouvé sont

énoncées dans la proposition suivante

Pn0204ition.

S{ fLes deux conditions sulvantes sont satisgaites :

v
[

A ®©(a,) + d°(a,) < d°(a,,,) - d°(a, ;) i

d°(ao) < d°(ul) -1

L) 2d°(a,) < d°(a, .)
i it

1
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alons L'inégalite (x) est verniflée pour fout k = 1.

Démonstration.

On a :

i i 7i-2 i-1
V. = o. V, + a. V. Pour tout i = 2.
i i i-2 i 1i-1
UO = ao Ul = aoal + al
Vo =1 Vl = al

.2 2
UgVi=og Us o Vipvag Up g Vig 7330 [0 5 Vi g * 0 Vo)

Si donc les quatres inégalités suivantes sont vérifiées alors {x) l'est

aussi :

1°) @f U, )V, ) < d°ae, .a ) -1
2°) do(al U,_ v, ) £ d®aga, aen o) - 1
3°) d°(aa; U, , V. ) < d°(eqe, oo.o0p0) -1
4°) d°(ayo, U, V. ,) s d%(a0, ...a..) - 1.

On va montrer que si les conditions i) et ii) de la proposition sont vérifiées
alors les quatres inégalités précédentes sont vérifiées, et ceci par récurrence

sur l'indice i :

Pour 1 = O on a :
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-

Or d°(ao) < do(uly - 1 d'aprés 1) donc :

[o] < [o] -
d (UOVO) <d (al) 1
donc (%) est vérifiée pour i = O.
Pour i = 1 :

_ 2
UlVl = aoal + alal

2
(o] (o] [o}
d (Ulvl) < max(d (aoal), d (alul))

- ~ 2
Si le max correspond a aa;, on aura :

l’
[e} ¢} (o] o - o
d (Ulvl) < d (ao) + 2d (al) < d (ul) 1+ 24 (al)
ceci d'aprés i), et en utilisant ii) on aura :
) o -
d (Ulvl) <4d (aluz) 1

Si le max correspond 3 a , on aura :

1%
o] (¢} o] [0} -
d (Ulvl) <d (al) +d (cxl) < d (uloe2) 1
donc (*) est vérifiée pour i = 1.

Supposons que (%) soit vérifiée jusqu'd l'ordre i-1, d l'ordre i on a :

N

_ 2
UiV 03 Us p Vg pvay Uy g Vg tago B0 o Ve 0+ 0 Vs

Montrons que do(ai Ui V. ) < d°(ala ) - 1.

2 Y39 2 v %541

L'hypothése de récurrence nous donne :
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On a donc

2
o - o o
ooy U, _, V, ,) = 2d°% +d°(U;_, V. ,)

A

(o] o
2d°(a,) + d°(o 0, oo O 4

IA

[¢] [o] _
d (ai) + d (al vee ui) 1

(o] -
< d (ala2 ves ai+l) 1.

car i) entraine que d°(ai) < d°(0Li ).

+1

Montrons ensuite que :

2
o] (o] -
d (ai U, Vi—l) < d (alu2 ce ai+l) 1

On a

2
(o] = o o
de(a; U, _, V. ;) = 2d%(ay) + do(U, Vi)

donc

2
[e] < [e] o¢ -
d (ai U, ; Vi—l) <24 (ai) t do{aja, ... ai) 1
o -
< d°(ag0, ...0p0) - 1
I1 reste @ montrer que :
o o -
d (aicﬁ U: Vi_l) < d (ala2 . ai+l) 1

et
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o o -
d°(aa, U, Vip) s d (o, ... a4 - 1.

Pour i = 2 on a :

3,050V = a a3,

(0} =
a, 2U1Vo aoalazoc2 + ula2.

Or :

d°(aoala2u2) = d°(ao) + d°(al) + d°(a2) + d°(a2)

(o} - (o] o] -
< d (al) 1+d (us) < d (ala2a3) 1

et

(o o] -
d (ala2) < d (alazas) 1.

Supposons que :

[o] o -
O R Ve p) s (oo, ... a;) -1
et
[o] o ) -
doo; 3 330 Usp Vig) £ 4000y cen o) - 1
et montrons que
(o] o -
d (ociai Ui—2 Vi—l) < d (ala2 ces ai%l) 1.
On a :
08; Uso Vig 338 Uy o0y (Vi gva, Vo,
= a.o.o U \ + a.d.a

$%1% -1 Y50 Vig Y %E 0 Ui o Vi,
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ceci en utilisant 1l'hypothése de récurrence et la condition i) de méme on a :

(B) = d°(a, ;) +d%(a,) + a%(a,) + do(U,_, V. ,)

[e] (o] o] -
d°(B) <d (ai+l) + d (ala .o ui) 1

2

o ) -1

(o] [o]
d°(B) < d (ala2 R

donc

o [o]
d (Otiai Ui—2 Vi-l) < d (ala2 pee Og

de méme on montre que :

o, ) -1

o < [e]
d (OLiai Ui— v, ) =d (uluQ cer Ol

1 'i-2

en partant de :

aja, Uy Vi 5 =asau(ay o Uy g ta; ) U o)V

3;050 1 Uiz V3o *33%%5 1 Ui Vi

en utilisant la méme technique que précédemment, on arrive au résultat, ce

qui achéve la démonstration.
Théoneme.

Etant donnée une graction continue simple

alons, une cndition sugfisante pour que celle-ci définisse un tableau de
gractions rationnelles approchies est que Les deux conditions sulvantes
solent virnifiies :



. [o] o Q - (o] >
L) d (ai) + d (oci) <d (oci+l) d (ai_l) i1
[o] (] -
d (ao) < d (ul) 1
 { (o] Q >
L) 2d (ai) <d (ai+l) izl
Démonstration.

Elle est évidente en utilisant les deux propositions précédentes.
Remarques.

1°) Si 1'on considére une fraction continue de la premidre forme de

Lagrange, c'est & dire dont les numérateurs partiels sont des mondmes du
premier degré et les dénominateurs partiels sont des constantes, alors

les conditions i) et ii) du théoréme précédent sont vérifiées. De méme pour
une fraction continue de la deuxiéme forme de Lagrange, c'est a dire dont

les numérateurs partiels sont des mondmes du second degré et les dénominateurs

partiels sont des bindmes du premier degré.

2°) La fraction continue d'Euler, ne vérifie pas les conditions du théoréme
et pourtant elle définit toujours un tableau de fractions rationnelles appro-
chées puisque la donnée d'une telle fraction est équivalente i la donnée
d'une série entiére. De 13 on déduit que les conditions du théoréme ne sont
pas nécessaires et il serait intéressant de réduire ces conditions afin
d'obtenir des conditions nécessaires et suffisantes. Ceci nous permettrait

de fixer exactement la classe de fractions continues analogue d la classe des
séries entidres, et c'est a cette classe qu'on peut espérer étendre les
résultats de Stieltjes [47] sur la définition d'une fonction & partir d'une

série divergente et que l'on va discuter dans ce chapitre.

3°) L'analogie que Padé a essayé de faire entre la théorie des séries et
celle des fractions continues, peut faire 1l'objet de sujets d'études inté-
ressants. Plus ou moins guidé par cette analogie, on peut chercher 1l'analogie
des autres classes de séries (trigonométriques, fractions simples, etc...)
dans les fractions continues, ceci donnera des résultats concernant 1'appro-

ximation par des suites de fonctions autres que les fractions rationnelles.



4°)  Extension aux séries doubles : il serait intéressant d'étendre la

théorie de Padé aux séries doubles en se basant sur cette analogie et en

s'inspirant des recherches de Padé dans le cas des séries entiéres.

Avant de passer au sujet qu'on a évoqué dans la remarque 2 précédente,
on va exposer le travail de Padé sur ce qu'il a appelé le développement en

fraction continue canonique et les rapports de celui-ci avec les développe-

ments en fractions continues holoides.
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[I - RAPPORTS ENTRE LE DEVELOPPEMENT EN FRACTION CONTINUE
CANONIQUE ET LES DEVELOPPEMENTS EN FRACTIONS CONTINUES
HOLOYDES.,

IT.1 - LE DEVELOPPEMENT EN FRACTION CONTINUE CANONIQUE.

- .- —— . - . - = e -

Soit x un nombre réel, on désigne par a_ la partie entiére de x, puis

successivement par a les parties entiéres de x (supposés

13 Bpse e 12 Xgs cee

non entiers) définis par :

si x e R\ @, alors la suite (xn)n> est infinie ainsi que la suite (an)n

1 20

et on peut écrire x sous la forme :

C'est ce qu'on appelle le développement en fraction continue du réel x.
Remarque.

si x € @, la suite (xn)n est finie et il existe un indice N

tel que :
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., 1
+a—.
N

Pour x ¢ R \ Q, on peut montrer par récurrence sur n que x peut s'écrire

sous la forme :

VT e———————— Yn =2 1.

ol An et Bn sont des nombres entiers donnés par les relations :

An+l anAn * An—

1
Bn+l - aan + Bn-l ¥n 2 1.
avec
AO =1 Al = a
Bo =0 Bl = 1.

¥n 2 O, on a entre An et Bn la relation :

= ¢_gall
Aan+1 - An+an = (-1)

et il résulte de 1l'identité de Bezout que pour tout n, An et Bn sont premiers

entre eux, ainsi que An et An+l’ Bn et Bn+l'
A

La suite (3-) est appelée suite des réduites du développement du réel x en
n no

fraction continue et on a :

lim [x - -lll
ne Bn

=0



- 7§ -

- s - - - - - - - o - - o - S Em e e A we e ] e T G R e o A -

- o o . T o oy o e e e v v G W G o T

Le procédé qui nous a permis de développer un nombre réel en fraction
continue peut se généraliser pour une série ordonnée suivant les puissances
décroissantes de la variable, le développement qu'on obtient est unique et
parfaitement déterminé. C'est ce qu'on appelle le développement en fraction

continue canonique. On l'obtient ainsi :

soit Z une série ordonnée suivant les puissances décroissantes,
on appellera ordre d'une telle série, le degré de son premier terme.

Soit fn un polyndme de degré n, ¢n la partie polynOmiale de an. On peut
¢

choisir les n+l coefficients de fn de tel sorte que l'expression Z -~ ?E
n

admette un développement en puissances décroissantes d'ordre inférieur ou

égal & -2n+1), on aura donc

¢
n _ 1 N
Z—?— O(2n+p+l) ou P ¢ N
n X
¢n ” P
F Se nomme la réduite d'ordre n de la série Z.
n
Si p = o, alors ?E est dite normale, sinon elle est dite anormale.
n
a a.
Posons Z = b _x" + b xm_l + ... +bx+a + —£-+ eg cee
m m-1 1 o) X X,2
Dans ce cas on a :
{ - m m-1 .
¢o(x) bmx + bm_lx + ...t blx + a
f (x) = 1.
o
¢l(x) = dg(x).x ta;
fl(x) = x.

et les autres réduites peuvent &tre calculées par les relations de récurrences
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d)n+l - pn+l¢n * ¢n-l
= 2 .
fn+l pn+1fn + fn-l Pour tout n 2 1

ol les p; sont des polyndmes de degrés supérieurs ou égaux a un pour tout
i 2 2. On obtient ainsi ce qu'on appelle le développement en fraction continue

canonique de la série Z :

_ 1 | 1 1
Zz=p + ¢+— + = + =~ ¢ ..... .
p, t TPl + TE;J + TE;J + (1)

N _ N - (X _-
ol p_ = ¢O(x) et ol p; a sia =0
un polyndme de degré >1 si a, = o.
. ¢n
Dans le cas ol toutes les reduites‘?- sont normales les polyndmes p; pour
n

i 2 1 sont de degrés égaux a 1.
Dans la suite, on appellera fraction continue canonique toute fraction

continue de la forme (1).

Propriete.

Soit Z une sérnie orndonnée sudvant Les puissances décrolssantes :

Z=c + —£-+ —% +
o} 2 2
% une fraction rnationnelle ivéductible dont Le degrhe du dénominateur est

gal & p. Si % vinigie La nelation

1

) - U(z)
z2u+1

V(z)

Z(z

=0( )

alons % est La néduite d'ondre u du développement en graction continue canoni-
que de La senie Z.



- &0 -

Propridte.

Soit %-une néduite du développement en graction continue canonique
de La sénie Z oi V est de deghé u. S& L'ordre de L'approxdmation donnée pan
cette ndduite est €gal & 2u+p+l ol p e NN, c'est a dine 84 3 verifie La

\'
nefation

_ U(Z) - A' + A"
V(z) z2u+p+l Z2u+p+2

2(z)

L ol A #2 o

alons Le deghé du deénominateur de La réduite qui Auii-% est egal a utp+l,
et Le quotient incomplet correspondant a cette réduite serna de degné égal
a p+l. C'est a dire :

44 L'on designe par : P, * Tl—J + T%—J + oot TL—J -rELJ + ...
Py 2 Pi Pi+1

Le deéveloppement en fraction continue de La série Z et L'on pose :
U 1 | 1 | 1
= =P +r—J+I—J+...+rJ
Voo ipgy Py b3
v 1 1 1 1
'_Po+ + + ... 1
Py 1P Pi  IPin

qui est £a nBduite qui suit 3 ;

C

<

alons Le deght de V' est égal @ ut+p+l et Le degnl de Pii1 est égal @ p+l.

Pour plus de détails sur la question voir [56] et [57].

Ces résultats nous serons utiles dans le sous paragraphe suivant ol on expose

les résultats que Padé avait &tabli concernant les relations entre le dévelop-

pement en fraction continue canonique et les développements en fractions

continues holoides. Le cas normal et le cas anormal sont traités séparément.
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I1.2 - RAPPORTS ENTRE LE DEVELOPPEMENT EN FRACTION CONTINUE CANONIQUE ET
LES DEVELOPPEMENTS EN FRACTIONS CONTINUES HOLOIDES.

Soit Z(z) = ¢ +c,z + ¢ z2 + c 23 + ... avec ¢c_ % o,
o 1 2 3 o}

Une série ordonnée suivant les puissances croissantes. Posons y =

b4

N[+

on aura

C C Cc

1, _ 1 2 3
Z(—)-Co+ +—2+——3-+...

y y y

Considérons le tableau de fractions rationnelles approchées de la série Z,

on suppose que ce tableau est normal. D'aprés les résultats du chapitre I,

il existe deux fractions continues hololdes dont les réduites sont les fractions
rationnelles approchées placées sur la bissectrice de ce tableau.

L'une est de la forme :

r. 2z r.Z r z
2" | 3” | 4* |
1 ry ¢ t + t ...
(1) 1 [i4s,2 |1+s,2 [1+s,2
l'autre est de la forme :

r v,z r. z

1] | 3° |
2 + + o
(2) |1 ]l+s2z ]1+ssz

ou les ri sont des constantes différentes de zéro et les si des constantes

qui peuvent €tre nulles.

Considérons la premiére de ces fractions continues et faisons le change-

ment de variable z = i-, on obtient la fraction continue canonique :

2 | 3 | Ty |

+ + + ...
|y+s2 |y+s3 |y+s4

I‘l'l'
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Proposition.

Le développement en graction continue canonique précédent est celud
de La série z(%).

Démonstration.

Soit 9-la fraction qui se trouve dans la case (i,u) de la table

v
de Padé de la série Z.
% est une réduite de la fraction continue (1), on a donc :
Z(z) = u(z) + A' 22u+1 + A" 22u+2 + .. ou A' #z o
V(z)
d'ou
u 1
y LU(=) ' "
2(L) = m { + g Tt 2 St e
y y V(=) y H y H
y
1
yH U=
Cette égalité exprime que la fraction TR est la réduite d'ordre Y du
y V(=)

développement en fraction continue canonique de Z(%).

cqfd.

Considérons maintenant, l'une des fractions continues holoides dont
les réduites sont sur la droite y-x = o ol o > o. La fraction dont il s'agit
est de la forme :

o+l 2
r.z l r, 2z I r z

|
(3) Rl(z) * ] lts z ¥ fl+ssz * |l+sqz T

ol Rl est un polyndme de degré o. Si on fait le changement de variable y= %

dans (3), on obtient :

2|+ T8

+ ...
[yts,  lyts,

-0 o, 1
R(=
y Ly (y) +
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Proposition.

La fraction continue canonique

r

r
ya R(i) + 2 | + 3 |

+ ...
y' o lyts, 7 lytsg

est Le développement en fraction continue canonique de £a sérnie e Z(i).

Ses néduites se déduisent de celles de La graction continue holoide pan

Le changmenet de variable y =% swivi de La mubtiplication par y=.

Démonstration.

Soit % la fraction qui se trouve dans la case (u,v) de la table de

Padé de la série Z. Cette fraction est une réduite de la fraction continue
holoide (3) et on a Vv - U = o, Yy étant le degré de V et v celui de U :
U(z)

Z2u+a+1 + Z2u+a+2

Z(z) = — + A A" + ... ol A' # o.
V(z)
En faisant le changement de variable z = 1 et en multipliant par yu,
y
on obtient :
+Qo 1
o 1 yu U(—) Ar AY
vy Z(=) = I+ + + ...

1 2u+l 2ut2
y yu V(;) y M y H

yuw U(—:E)

donc _—?f_—j%L_ est la réduite d'ordre u du développement en fraction continue

y V(§)

canonique de la série e Z(%).

cqfd.
Remarques.
1°) En supposant o < o, on a le méme résultat et la démonstration est la méme,

il faut seulement observer que la fraction continue holoide qui se présente

est de la forme :
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" Z-a+1 » Z2
|Rl(z% * ]32z+l I ¥ f§3z+l
1 2 3

ol R, est un polyndme de degré -g.
2°) Les quotients incomplets des fractions continues canoniques qu'on a
obtenu sont tous du premier degré. Nous allons voir que cette circonstance

ne se présente plus dans le cas ol le tableau de fractions rationnelles
approchées n'est plus normal. Avant de passer d l'étude de ce cas, on va faire
le lien avec les résultats de De MOntessus de Ballore et avec les fractions

qu'il avait appelé : fractions continues complémentaires.

11.2.2 - Lien avec les résultats de De Montessus.

Soit Z(z) = ¢ + c.z + ¢ 22 + ...0lc % o.
U 0 1 2 e}

On désigne par-v2 la réduite (u, v) de la fraction continue holoide placée sur
u

la droite y-x =03 on a donc :

Uv(Z)

v - = o et =c +c,z+c 22 + + c ZU+v + AZU+V+1 +
HEREET G T % T AT T 0T T e T Gy

en faisant le ghangement de variable y = %—on obtient :

1
Uv(EJ _ €1 Cu+v A
1 —CO+?+7+...+ U+V+ 1‘1_'_\)_*.11'...
vV (=) z z 4
Uz
ZVUVC%)
— 1 est une fraction rationnelle dont le degré du numérateur est égal a v
z“VV(-Z-)

et celui du dénominateur égal a M.

Posons :

vV 1 1 u
z Uvéz) ) Uv,l(z) _ Uv(EJ _z Uv’l(z)

Uy Ly Vo(@) 1, v
Z Vp(z) .1 VU(E) z Vu,l(z)



et on aura :
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H
z Uv,l(z) - 1, % cu+v A
—CO+—Z—+—2+ eee T v ]J+\)+l+ e
2’V (z) z zH z
H,1
c c
1, _ 1 2
OI‘Z(E)—CO+?+-—2+... .
z
z¥ Uv l(z)
bDonc les fractions Y 2 sont des fractions rationnelles approchées
z VU 1(2)
2

de la fonction Z(%).

Ces fractions ont été appelées par De Montessus

fractions complémentaires.

De Montessus a remarqué que l'on peut donc construire un tableau analogue 3

celui de Padé et que ce tableau renfermera toutes les fractions complémen-

taires ; il 1'avait

appelé le tableau complémentaire [38].

Remarque.
Uy,1(®)
La fraction 2 est une réduite de la fraction continue canonique
V.o (=)
u,1 U
de la série z* Z(%J si 1'on suppose que 37— se trouve sur la droite y-x=a.
u

On voit donc d'apreés

ce qui précéde le lien entre le travail de Padé qu'on

a exposé dans le sous paragraphe précédent et celui de De Montessus. La dif-

U U
férence est que Padé a 1ié les fractions Yol iransformées des fractions 77—
\)
u,1 H
qui se trouvent sur la droite y-x=0, d la série 2% Z(%) alors que De Montessus
2 Uy 1
a 1lié toutes les fractions ~ d la méme série Z(E)'
z vV
M1

Dans [38], De Montes

sus a établi des résultats concernant les fractions complé-

mentaires ; c'est ce qu'on va voir dans les points a), b) et ¢) suivants
b ] b

9p+n Up+n—l

U
t ptntl

Vn+1

Soien s

v trois réduites consécutives placdes sur
n n-1

une méme paralléle d la diagonale de la table de Padé. On sait qu'entre ces

réduites on a les relations
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2
Ay Up+n+l t By Up+n t (n)z A Up+n-l -

1
(¢]

(o)

!
(e]

n n+l

2
AV + Bn Vn + (n) z An Vn-l

ol An et B sont des polyndmes en z fonctions de n, et par raison d'homogéneité,
si A est de degré h, B sera de degré h+l. Dans le cas qui nous intéresse A est
de degré zéro et B de degré 1.

Des relations (&) on déduit :

A (z)

0,188 Upiner,1 Y Bo1 Upan,a T A U g O
(a')
A ,(z)V +B .V _+m(n)A .V = o
n,l ptnt+l,1 n,1 n,l n,1 n-1,1
_ h, 1
ou An,l(z) =2 An(EJ

_ _h+l 1
Bn,l(Z) =z Bn(EJ

(z) = zk

1
Uk’l Uk(z)
Réciproquement, si 1l'on a obtenu les relations (a'), alors les relations

(o) définiront les fractions approchées de Z(z).

-~ ——————— - —————— . —— " = ——— o T T ——— ————

Dans le cas qul nous occupe, An 1 et Bn 1 sont de degré O et 1 en 2z
9 b

et la fraction continue qui correspond aux relations (a') sera de la

forme :
ap, 2, Y|,
By 7 Jop +B, 7 Jogzthy
Remarque.

On devait s'attendre 3 ce résultat, car, comme on l'a remarqué précé-
) b ]

U
demment, les fractions (—%1—-11'-)n
n,l
loppement en fraction continue canonique de la série zP Z(%) et la forme de

>, D€ sont autres que les réduites du déve-

cette fraction continue nous est connue.
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U
Considérons la suite (VE-)nZo des fractions de la table de Padé qui se
o i
trouvent sur la diagonale principale. Soit (Vn, )n> la suite des fractions
n,l

complémentaires qui se trouvent sur la diagonale du tableau complémentaire.
Si on pose :

Un+l,1 _ Un,l) . (Un,l _ Un—l,l)

R, (z) = (
2 Vn+1,l Vn,l vn,l n-1,1
8] U U U
R (2) = ({25 - B 1 (R - 2D
n+l n n n-1

De Montessus a montré dans [38] que :

4

R (z) = R, ().
6]
I1 s'ensuit que si la suite (VE)n>o converge dans un domaine A(x,y), c'est
B U
d dire en tous les points z = x+iy de ce domaine, la suite (VE;l) ... converge
n,1 0%°
2 X -y ' s . 1
dans le domaine A( 775> D 2), c'est a dire en tous les points %ty °
X tyT Xty
§)
De plus si la suite de fraction (VP-)n>o représentant la fonction Z(z) converge
U n
en z_alors la suite ( n,l) représentant la fonction Z(é) converge en 1/z
o Vn,l nzo z o

et réciproquement.

I11.2.3 - Cas ou la table de Padé est anormale.

Théoneme.

Si L'on  considene La graction continue holoide relative a La sérnie
Z(z), dont Les points nepnésentatifs des réduites sont placés sur La droite
y-x=a, ol o e Z, alons ces réduites seront neproduites par La sudite des
néduites du dévelLoppement en graction comnue canonique de £a Ae/u.e yo‘z( ),
quand apres avoir multiplit celle-cd pan y , on nemplace y pa/L =.
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Démonstration.

Soit % une fraction rationnelle approchée normale ou non de la série Z(z),

i le degré du dénominateur, V celui du numérateur, u+v+i+l l'ordre de 1l'appro-

ximation qui lui correspond, on a donc :

U(z) zu+v+x+1 +

Z(z) = T ¥ A' " zm\’”‘+2 +

A . ol A' # o,

On sait que %-correspond & tous les points du carré dont les cdtés paralléles

aux axes, passent par les points (u,v), (utd, v+A). Soit h e N tq o < h < ),
en sorte que (pth, V) soit 1'un des points placés sur le cdté y=v du carré.

En remplagant z par %-et en multipliant par yv-(u+h) .

\Y 1
yv—(u+h) Z(&D = Y U(§J + Al +
T — cen
y yu+h vid) y2(u+h)+>\ h+1
Yy
v 1
- u+h 1 ~ y U(.Y_)
le polyndme y V(=) est de degré ut+h, de plus A-h > 0, donc
y

est 1l'une des réduites du développement en fraction continue canonique de

la fonction yv_(U+h)

1
Z(;).
L'entier h est chosi tq (pth, v) appartient 3@ la droite y-x=0, on a donc

v-(u+h) = .
cqfd.
Théoneme.,

S{ un quotient incomplet du développement en graction continue canonique
de fa sénie y °‘z<§> n'est plus du premien degni, c'est que da adduite de La
graction continue holoide, qui précéde celle & Laquelle correspond ce quotient,
dont Les points représentatifs sont sur La droite y-x = a est anormale, De plus,
Le degné du quotient incomplet est Egal au nombre de points du carné oll figure
cette graction anormale qui se trhouvent sur La drnoite y-x = a. |
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On avait, d'aprés ce qui précéde

v 1
v=(uth) 1, _ ¥ U At
Y 2@ F ot thytA-hel T ocee
y V(;) y H t

avec & = v - (u+h)

\Y 1
donc la réduite zﬁ;gfxzf— admet un ordre d'approximation égal 3 2(urh)+Xi-h+l
v(;)
et, d'aprés les propriétés du développement canonique, le degré du dénominateur
de la réduite suivante sera égal 3 (u+h)+A-h+l et le degré du quotient incomplet
correspondant d cette réduite sera égal & -h+l. Or ce nombre A-h+l est égal au

nombre de points du carré ol figure %-qui se trouve sur la droite y-x=a.

<l

étant la réduite de la fraction continue holoide correspondant au point (u, V)
cqfd.
Remarques.

1°) Le résultat précédent nous donne des indications sur la table de Padé
dans le cas non normal et peut &tre utile pour la construction d'algorithme

dans le cas non normal.

2°) Le rapprochement que Padé avait fait entre la théorie des fractions
continues canoniques et celles des fractions continues holoides a un double

but :

a) Donner des indications pour aborder 1'étude de la généralisation
des fractions continues algébriques dans le cas de séries ordonnées suivant

les puissances décroissantes.

b) Etendre les applications qui sont basées sur le développement cano-
nique et les résultats obtenus sur ce méme développement aux fractions conti-
nues holoides. Dans le chapitre V on va étudier quelques applications de ce
développement. Un exemple des résultats établis en utilisant ce développement
est la fraction continue de Stieltjes que 1l'on va étudier dans le paragraphe

suivant.
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II1 - LA THEORIE DE STIELTJES ET LA TABLE DE PADE.

ITI.1 - DEFINITION D'UNE FONCTION A L'AIDE D'UNE SERIE ENTIERE CONVERGENTE
OU DIVERGENTE.

Dans son mémoire "Sur Les séries entiernes convergentes ou divergentes
et Les gractions continues" [17], Padé discute la possibilité de définir une
fonction a partir d'une série entiére convergente ou divergente. En se basant
sur les résultats de Laguerre [10] et ceux de Halphen [8], Padé énnonce le

résultat suivant :

Proposition.

Parumi Les fractions continues sdimples, en nombre LLLIMILE, qui peuvent
the déduites d'un tableau de fractions ratlonnelles approchies, Les wnes
peuvent &tne convergentes, Les autres divergentes.

En effet, Laguerre considére la série ordonnée suivant les puissances

décroissantes :

31 gt
-—LI'I'——S'— cose
Z Z

qui est une série divergente quelque soit z.

Le développement enfraction continue canonique de la série J est le suivant :

F_1_1_4]_9]_
T Jz+1 z+3 [2+5 [z+7 i

Or cette fraction continue converge. Donc, & partir de la série divergente J,

on arrive d la définition d'une fraction continue convergente.

Réciproquement, Halphen a montré qu'une fraction continue simple pouvait
8tre divergente alors que la série correspondante était divergente. Ces deux

résultats remarquables, avec la multiplicité des fractions continues simples,



permettent 4 Padé d'énoncer le résultat précédent. En considérant la table
de fractions rationnelles approchées d'une série entiére donnée, il se peut
qu'une suite infinie de ce tableau converge dans un domaine et définisse

une fonctién, et cela indépendemment de la convergence ou de la divergente

de 1la série.
Remarque.

Cette correspondance entre série entiére divergente et définition d'une
fonction ne peut constituer une théorie satisfaisante que si 1'on arrive a

répondre 3 quelques questions importantes.

Borel dans [4] remarque que les deux questions essentielles quil doivent

8tre résolues sont les suivantes

1°)  Si du tableau de fractions rationnelles approchées d'une série on
arrive a extraire deux suites convergentes, peut-on affirmer que ces deux limi-

tes sont égales, ou tout au moins préciser dans quels cas elles le sont ?

2°) La question précédente étant résolue, au moins pour une calsse de série
divergentes, peut-on affirmer que la série somme (ou produit) de deux séries
de cette classe donne naissance a un tableau dans lequel une infinité de
fractions converge lorsqu'il en est ainsi pour les deux séries considérées ?
De plus, la fonction qu'on est amené a faire correspondredla série somme (ou
produit) est-elle la somme (ou le produit) des fractions qui correspondent aux

géries données ?

Ces questions fondamentales une fois résolues, on pourra s'en poser
d'analogues relatives au quotient de deux séries, a4 la dérivée ou a 1'intégrale

d'une série.

La deuxiéme question trouve sa réponse dans le résultat suivant dd a

Padé [17].

Proposition.

S{ deus sénies entienes, convergentes ou divergentes, déginissent chacune
une fonction, La sénie convergente ou divergente obtenue en Les ajoutant . teume
a terme (ou en Les multipliant | définit elle-méme une fonction qui est La
somme (ou Le produit) des deux premieres.
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Démonstration.

Soit T, un tableau qui définit une fonction vy

T, un tableau qui définit une fonction Yoe

2

ﬁi la fraction de Tl correspondant au couple (p,q)

—Z-léifbaction de T2 correspondant au couple (p,q)

On a donc :

9
- 1 ptqtl
Y T ¥ + hl X + ...
1
U
_ _g pta+l
Yy = V2 + h2 X + ...

on construit un tableau (T) de la maniére suivante :

la fraction % correspondant au couple (p,q) est celle qui correspond

au couple (p,q) dans le tableau de fractions rationnelles approchées de la
U U,
fonction +— + 7o

vl 2

On a donc :

c
(=}

-1 "2 ptat+l
2 Yy, + + k x + ...

=
N

Or

donc :
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Si 1'on considére la premiére ligne horizontale de (T), elle renferme les

polyndmes qu'on obtient en ajoutant les polyndmes correspondants dans Tl et

T, 5 donc le tableau (T) est celui de la série somme des deux premiéres, et

d'aprés la relation

R
\Y

v, Y,

la fonction que cette série somme définit est la somme des fonctions que

définit chacune des deux premiéres séries.
La méme démonstration peut &tre appliquée a la série produit.
cqfd.

Un cas particulier important de cette théorie nous est donné par les recherches

de Stieltjes [47] que l'on va exposer dans ce qui suit..

IIT.2 - LA FRACTION CONTINUE DE STIELTJES.

Stieltjes considére la fraction continue suivante :

lalzl + ri J + [ lzl + ré—J + ...
1 2 a3 i

ol les a, sont des réels positifs et z ¢ C.

P
=)

>
Qn n21

En désignant par ( la suite des réduites de cette fraction continue,

on a la relation :

Pn+l(z) ) Pn(z) _ (_l)n
Qn+l(Z) Qn(z) Qn(Z)'Qn+1(Z)

ol Q,-Q 4 est un polyndme de degré n+l. Cette relation montre qu'en dévelop-

P
n n+l
ant — et
pant o °t g

n n+l
termes de ces développements sont les mémes, et l'on aura :

suivant les puissances décroissantes de z, les n premiers
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P (2) c c c c ol
n o o 2 n-1l n-1 n n
S - —= -~ . - -
5;?57 z T2 3 + (-1) ; + (-1) 1 + ...

On définit ainsi une suite de réels c,s cl, Chseves les cs sont des fonctions des

a.. Stieltjes a donné dans [64], un algorithme pour le calcul des c, en fonction

des a; qui est le suivant :

En posant b = JL3 b = ———3;——-pour n 2 1 on calcule des quantités o, . et
o) a n a _.a i,k

1 n n+l
Bi,k par :

o =1 o =0 i>0

0,0 i,o
= +
Bok T %,k TPy Hx

™
"
R
+
=2
QR

OLo,k+l - bl Bo,k
Bak T %kt bg %k O x+1 - Pg By T Bk
————————————————————— | %2 T bs By i * By x
Bk ™% P P2t %1 | T
141 - Poie1 Bk T Bk
{
I1 résulte qu'on a % K = Bi,k = o pour i > k.

Et on calcule les c, par 1'une des formules :

= +bb L B
Civk T Do 1%k t PoPiPo% 1%k T PPiPoPau% 1% x

Ciaks1 = PoPr% 1%k T PoPiPoPabr 1Py k



Les seconds membres des deux égalités sont finies du fait que 0s 4 = o
3

Bsx ©
pour i > k. Les coefficients ¢, étant ainsi définis, nous dirons que la série

c c c
o _ 1 + 2
Z 2 3 Tt
z z
est le développement suivant les puissances décroissantes de la fraction
continue.
Réciproquement, les coefficients de la fraction continue se calculent en

fonctions des c_ de maniére simple.

Stieltjes pose :

0 1 n-1
¢, ¢, —mmmm=-- e,
A = A =1
n o
®p-1 Cp-2 TTTT7T €on-2
¢y c, mmmmmmms c
Cp TTTTTTTTTTTTTT n+tl
B = B =1
n o
°n Cne1 T ©on-1
et il obtient les relations
A2 B2
a, =-— a - =B
2n on+l ~ A LA
Bn'Bn_l n- n+l



D'ol il résulte que les a, sont positifs si tous les An sont de mé€me signe
ainsi que tous les Bn’ or on a AO = Bo = 1, donc, les a, sont positifs si tous
les An et les Bn sont positifs,

La condition An > o et Bn > o entraine que Vp,n, le déterminant

c c ., —m—————
n nt+l ntp
e mmmmemee
n+l n+2 n+p+l
——————————————— c
n+p nt2p
est positif, donc :
Cn Cn+l c c
> o => n+2 > n+l
c c Ca+l n
ntl n+2
deux cas peuvent se présenter :
1 % <4
ou bien tend vers 1'infini et alors la série - —-751-... est
n c

’ c
. . . +
toujours divergente, ou bien ntl

tend vers une limite finie A, et alors la
n
Pd LN
série converge pour |z| > A.

Stieltjes commence par étudier le cas ol z = 1.

I1 pose Pn = Pn(l) et Qn = Qn(l), on aura donc

..\
av)
i
[
d
+
el
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Ces relations montrent que :

1 1 1 (-1)2°1

Pn
— = - + ST S A
Qn Qn—l'Qn

Les termes du second membre vont en décroissants, et on aura donc :

lim P2n+l -1
e Q2n+l 1
lim P2n -
roo 5__ = I avec L
2n
Deux cas peuvent se présenter :
ou bien %&g Qn—l'Qn = ® et on aura Ll = L
. . _ _ 1
ou bien %;g Qn-l'Qn = A et on aura Ll =L + X
(e o]
Supposons que la série ) a_ soit divergente :
1
> .
en remarquant que Q2n+l al + a3 + + a2rh+l
>
et an a; (a2 ta, t ..t a2n).



~ 0% -

On a donc l'une au moins des quantités Q2n’ Q tend vers 1'infini et on

2n+l
aura, d'aprés ce qui précéde, Ll = L.

o0

Supposons que la série z a, soit convergente :
1
[o2]
le produit 1 (l+ai) est aussi convergent, et en remarquant

i=1
que :

Qn t Qn—l < (l+al)(l+a2) .es (l+an)

on déduit que Q2n et Q tendront vers une limite finie et on aura Ll > L.

2n+l

Pl + » P
L'étude du cas ol z = X ¢ R se fait comme précédemment et on aura :

lim -Q——Tg = Fl(X)

n->o 2n+l

P, (%)
lim ﬂ(— = F(X)
nw Q2n %)
avec Fl = F si la série Zan est divergente.

F,#F si la série Zan est convergente.
Pour étendre ces résultats au cas des valeurs imaginaires de z, Stieltjes

considére les relations :

PQn(Z) a2 a4 a2n

= - + + ...
QQn(Z) QO(Z) Q2(Z) Q2(z) Qq(Z) Q2n_2(z) Q2n(2)

Pont1l?) 1 a3z agz 2on+1?

Qne12) ~ 2z Q(2) Q(2) T () () T Q, (@) Q

on+1(2)

I1 s'agit donc de 1'étude de la convergence des séries :
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§ 22k

(1)

1 Qro(2) Qe (2)
1w 2ok+1%

(2) -1
32 7 Q1 (2) Qe (2)

Posons z = xtiy, x étant positif et considérons un domaine (S) dans lequel
x admet une limite inférieure positive. Stieltjes montre que la série (1)
est uniformément convergente dans (S), et comme les termes de cette série

sont holomorphesdans (S), il s'ensuit que :

F(z) = lim P2n(z)
>0 Q2niz)
est aussi holomorphe dans (S).
De méme pour la série (2), on a :
F (2) = lim P2n+l(z)
1 % Qoney (2)

Ainsi, dans toute la partie du plan ol Re(z) > o, on a :

1im T2n'%) F(z) ot Lim Pont1(?) r (2)
n>e Q2n:z) n Q2n+ljz) L

F et Fl sont holomorphes, et comme précédemment :
F(z) = Fl(z) si Zan est divergente

F(z) = Fl(z) si Zan est convergente.

Pour étendre ces résultats au cas ol la partie réelle de z est négative,

Stieltjes a montré le résultat suivant
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Théondme.

Soit (£ ) 5, une suite de gonctions holomonphes dans un domaine
quelconque s dont nous désignerons Le contour pan s.

Nous supposerons que La sénie ) f, (z) est uniformiment convergente a &'in-
1
ternieur et sur Le contour du disque Dl(zo, Rl) qu'on suppose inclu dans S

et n'ayant pas de points commun avec s. Nous supposerons que :

L tel que ¥n lfl(z) tE(2)+ ...+ £(2)] <L ¥zeS'cs

S'ns=¢

alons La sénie F(z) = ) fk(z) est unigormément convergente dans S' et repné-
sente une fonction hoﬁ&monphe dans s.

De plus, 84 fk(z) = ) Ak 21
1~0 *
alons F(z) = ) c.z avec c. = ) Ak
1 1
i=o k=1
En considénant La nelation :
L 2k
Q2] " Qe ,(2) Qp (@)
Stieltjes pose
a
2k
£ (z) =
k sz_z(z) Q,, (2)
d'oil
P2n(z) n

——T-T=Zf(z).
Q2n z 1 K

De méme pour Les néduites d'ordre Ampain.

En appliquant le théoréme précédent 3 la suite (fn)n>l ainsi définit,

Stieltjes arrive au résultat suivant :

G
\Luu
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Theoneme.

n"°°62—nYZ_)=F(Z) ¥z ¢ R

- _T_Q - Z) = Fl(z) ¥z (]R

ol T et Fléon/t des fonctions holomonphes, et comme précédemment, F = F

84 La senie ) a_ est divengente, F = F, sdnon.
1

1

Le résultat fondamental de Stieltjes consiste & exprimer les fonctions

F et F, sous forme d'intégrale définie et se résume dans le théoréme suivant :

Théoneme.

¥z ¢ R

rey = | 4
o
c () - o0 é@l(u)
142~ o Ztu

ol ¢ et <I>l sont des fonctions néelles, positives et croissantes.

o
Dans fe cas ol La sérnie ) a_ est divergente on a :
1

F(z) = Fl(z) - j dd(u)

ztu
¢]

avee (o) = o et O(®) = = .
a4

Remarque.

Une extension des résultats de Stieltjes a été faite par Van Vleck

[58].



CHAPITRE III

SUR LA CONVERGENCE DES FRACTIONS CONTINUES
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0 - INTRODUCTION,

L'étude de la convergence des fractions continues holoides est 1l'un
des problémes les plus difficiles, et 1l'on ne dispose pas de résultats assez

suffisantes sur ce domaine.

Le fait que deux fractions continues hololdes issues d'un méme tableau
de fractions rationnelles approchées peuvent avoir des domaines de convergence
distincts et le fait qu'une fraction continue holoide converge alors que la
série associée diverge, montrent que le probléme de la convergence des fractions

continues hololdes est 1'un des plus délicat.

Padé a définit, par une analogie avec les séries entiéres dans [14] et [15]
le disque de convergence d'une fraction continue, mais ceci n'avance pas beaucoup
les choses, du fait qu'il rencontre de sérieux problémes.

C'est ce qu'obn a exposé au premier paragraphe de ce chapitre.
Dans le deuxiéme paragraphe, on étudie la convergence des fractions continues
holoides de la fonction exponentielle ; c'est d'ailleurs la seule fonction

pour laquelle 1l'étude de la convergence de la table ait été faite.

Le cas d'une fraction rationmnelle est exposé au troisiéme paragraphe,
1'étude de la convergence est établie pour une fraction n'ayant que des zéros
et des plOles simples et tel q'uil n'existe pas de pdles ni de zéros ayant le
méme Mmodule [31] et [37]. Pour terminer ce paragraphe on a fait des remarques qui
nous ont conduit a un algorithme pour le calcul des dénominateurs de la table
de Padé d'une série entiére. On a également signalé quelques résultats de
convergence di a De Montessus de Ballore et qu'on peut trouver dans [38] et
[40].

Le quatriéme paragraphe est consacré 3 l'étude faite par Padé dans [30],
[32], [33], [34] et [36] sur le développement et la convergence des fractions
continues de la fonction génératrice d'une quantité qui satisfait & une
équation aux différences finies, linéaire et du premier ordre, d coefficients
linéaires relativement d l'indice. On s'est intéressé au début de ce paragra-
phe aux résultats relatifs au développement en fraction continue canonique
d'une fonction qui satisfait & une équation différentielle linéaire du premier
ordre et & la convergence de celle-ci. Ces résultats ont fait l'objet des

mémoires [11], [38] [39], [41] et [42] de Laguerre et de De Montessus de Ballore.
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On verra le lien avec le travail de Padé. On a essayé de faire des remarques
sur la méthode utilisée par Padé pour arriver aux résultats sur le dévelop-
pement et la convergence de la classe de fonctions qu'il a considéré dans le

but d'élargir le champs d'application de cette méthode.
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[ - LA NOTION DU DISQUE DE CONVERGENCE;

21, % |
ja + la
2 3

Soit C = a; + + ... une fraction continue simple.

Déginition.

On appelle disque de convergence de La fraction continue C, noté (D),
Le disque de convergence de La sérdie entilhe :

[v.e)
} it
S = izl (-1) 00yl ven O

Soient n, N et M trois nombres positifs fixes, posons :

H={x/¥W>Monan < |V£| < N}

ou V désigne le dénominateur de la réduite de rang & de la fraction continue
C.

Théonéme.

La fraction continue C converge dans H n (D).

Démonstration.
U U
Soient VB et Vg deux réduites de C, on suppose que q > p
p q
U U O 0, ooo O Onlly oes O
R - G LA A B A
qa 'p V.V VoLV
p prl qQ-1"'q

Pour x € H, on a n < ]V£] < M, et donc les séries S et S' convergent et diver-
gent en méme temps. Si x € (D) c'est que S converge, donc pour x € (D) n H,

la fraction continue (C) converge.

cqfd.
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Remarque.

De ce qui précéde il résulte qu'une fraction continue (C) ne converge
pas nécessairement en un point de son disque de convergence. Ceci ne peut

P4 L]
se présenter que dans le seul cas suivant :

Pro Eou/téon .

Soit x € (D). S{ L'on peut extraine de La suife (IVi ue suite

(x)‘)izl
imitee, ayant zéno pour Limite, alorns La graction continue (C) peut etre
diverngente au point x.

De méme, une fraction continue (C) ne diverge pas nécessairement a
l' éri d 1 > Z
extérieur de son disuqe de convergence. Cecl ne peut se présenter que dans

le seul cas suivant :

Pro Eo».si,téon.

Soit x ¢ (D). S& £'on peut extraire de La suite (lvi(x)l)i>l une suite
ALLimitee, ayant L'ingind pour Limite, alors La graction continue (C) peut etre
convergente en x.

Remarque.

Le théoréme précédent ne peut &tre intéressant que si 1'on peut déter-
miner l'ensemble (H). Si par exemple la suite (Vn)n>l tend uniformément vers
une fonction comnue dans une partie P du plan, alors, dans ce cas l'ensemble

(H) est la partie P privée des zéros de la fonction limite.

ExemEle.

£(x) = 1 Log 1+/%
2Vx 1-vx

Si on considdre la fraction continue réguliére de f dont les réduites sont
placées sur la ligne horizontale de rang g+l. Pour p 2 g-1, la suite (Vi)i>l

est donnée par :
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v =1-9, 21 . q(q-1) (2pt+1)(2p-1) 2
P ! 2p+2qt+l 1.2 (2p+2q+1)(2p+2q-1)

+ o+ (-1, q(g-1)...1  {2p+1)(2p-1)(2p-3)...(2p+3-2q) 3
1.2...q (2p+2q+1)(2p+2q-1)...(2p+3)

et ¥x ¢ C on a :

lim V (x) = (l--x)q
pro P

La seule racine de (1-x)% est le point 1, donc (H) est tout le plan privé

du point 1.
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Il - CONVERGENCE DES FRACTIONS CONTINUES HOLOTDES DE LA FONCTION
EXPONENTIELLE.,

Théoneme.,

Soit Vuv Le dénominateur de La reduite (u,v) de La gonction exponen-

tielle. X

Supposons que lim %-: w., Alons, ¥x, Vuv(X) tend vers e wtl quand on gait
Vgasd
VYoo

tendre y et vvers £'ingind.

S{ oon fait tendre u vers L'ingind, v restant constant, Le nésuliat subsiste
avec w = o.

S{ on fait tendre v vers L'ingind, u restant constant, Le risulitat subsiste
toufourns avec w = o,

Démonstration.
h
- ? ()P p(u-1)...(p-h+1) X
W hso _ (u+v)(u+v-1)...(y+v-h+1l) h!
Or si lim % = w, alors en utilisant 1l'identité :
u—)OO
Voo
w-i _ ¢ iv
ptv-1 p+v o (Uv) (pv-1i)
On déduit que lim Lt G%I et donc le (h+1)*®™ terme de V v tend vers :
K2 utv-1i H
Vo0
h
h
I
h!(w+l)

et par un raisonnement classique on montre que :

) tend vers :
uv
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Remarque.

Si on désigne par qu le numérateur de la réduite (u,v) de la fonction

exponentielle, alors, avec les mémes conditionaxque celles du théoréme pré-

. wt . .
cedent, on peut montrer gue qu(x) tend vers e 1 et ceci quelque soit x,

d'ol le résultat
Theoneme..

Toutes Les gractions continues holLoldes de La fonction e* convergent
vers cette fonction. La convergence a Lieu dans tout Le plan.
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[I1 - CAsS D'UNE FRACTION RATIONNELLE,

IIT.1 - EXPRESSION DU DENOMINATEUR DE LA REDUITE (u,v) D'UNE FRACTION
RATIONNELLE.

Soit f(x) = <, +c.x+c x2 + ..

1 2
Upy
Pour une réduite normale v——-de £, qu de degré v et Vuv de degré v, on a
iy
la relation suivante :
_ _ UVl
(1) Vuvf(x) Up = % . Ruv(x)

ou R est une série entiére telle que R (o) 2 o.
e e

Considérons deux suites (T_) et (Z) définies par :
P p=0 p p=20

(2) TP = Cp + % Tp+l avec T = f(x)
3 Z = ¢ -xc
(3) P p ptl
on a donc :
_ 2
TP = Cp + cP+l X + cP+2 X +

si 1'on pose V. (x) = 1#x+L X2+ ...t 4 xu, on aura :
HV 1072 H

va(x) =T (x) + KﬁTu+v(x) + ...+ 4 (x).

NP} ulutl

Or les coefficients £., £,,...,£ sont déterminés par les équations :
1 2 >

c. +c.l, + ... ¢t 0
i1

i+l ity =

12 V,ee.,vtu-1

avec cj = o pour j < o.
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cv cv—l ________ cv-p+l
C\)+l CV ___________ Cv-p+2
AU,V(C) e i o
vtu-1 cv
on aura la relation :
vl Sy TS Cv-ptl
w2 Gy T V-2
R D L
Au,v(C)'Ruvf_ (-1)
viu Surprl 7T v
------- T
wVvtl Ty v+l
Or ona : T = cP + x Tp+l’ donc
T\)+l Ty Tv—u+l
vl T |~
. = (- 2 1 V-
Ap,v(c) Ruv (-1) Vt Vit w2
\»wlTwu ----- Tor1
qu'on peut encore &crire sous la forme :
= (_13H
Au,v(c) RMV(X) = (-1)".A (T(x))

U1, v+l

(4)
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de m&me on obtient :

By @)V, = A (2) (5)
en remarquant que :
Cv+1 S T Cv-utl
o2 Su+1 TTTTTT Co-p+2
A (e).v = (-1)¥
u,\)() [y e
VL VEu-1 Sy
1 X == M
et en se servant de :
Z =c¢c -X¢ .
p p ptl

Remarquons que les relations (4) et (5) sont valables pour une fonction quel-
conque, la seule hypothése est que la réduite (p,v) soit normale.

Si maintenant on suppose que f est une fraction rationnelle dont les degrés
du numérateur et du dénominateur sont respectivement n et m, alors, en sup-
posant que le dénominateur de f n'admet que des racines simples que 1l'on

désigne par 1/a l/0L2,...,l/ocm ; on aura :

19

n-m Ml M2 Mm
f(x) = a taxt...ta o x + 10, + To,x © To %

qui n'est autre que la décomposition de f en éléments simples.

Theoneme. SL on désigne par Vuv Le dénominatewr de La néduite (u,v) de La
graction rationnelle f, Ruv étant Le neste dégini par La nelation (1),
alons :
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V-p+l L2 - _
o = ) Mle"'Mu(ala2"‘“u) A (al,...,au)Cl qlx)...(l aﬁx) (6)
0\, v-u+l ,2
) M1M2"'Mu(al"'au) A (al,...,au)

ol Ra somme ) porte swr Les Andices 1, 2,...,u, en prenant toutes Les combi-
naisons u a u des Lndices 1, 2,...,m.

Ao, a ,...,au) désigne  Le produdlt :

1?72

(az—al)(a3—ul)...(au-al)(u3-a2)...(au—a )

u-1
et Le neste Ruv est donnd pan L'expression :

. V-u+l
X ol ) Ml...MU+l u+1)

.
HY a(x) ) MMM (0

(alaz...a x)...(l—amx)

2
A (al,...,au+l)(l—au+2

V-HU+1

(7)

2
2...uu) A (al?...,au)

oll ¢ désdgne Le dénominateur de f.
La somme ) du numdrateur pornte sur Les indices 1, 2,...,u+l, en

prenant toutes Les ecombinaisons . p+l 4 u+l des Andices 1, 2,...,m.
La somme ) du dénominateur est déginie eomme précédemment.

Démonstration.
f(x) =¢c + ¢ x + e, X +
n-m Ml Mm
fi(x) = a gt a;xt ..ota X + l-alx + +
L'identité :
h
M. M.a,
T2 M (L4 0K F ... + a?—lxh_l) ii h
1-0,x i i i l-0.x
i i
donne :
c za +M oF+ + M P
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1 P m P
T = a + ,,.., + (05
P 1-u1x 1 l-amx m
= - = - p - P
ZP cP X cP+l Ml(l alx)al + ... F Mm(l amx)am

ceci en supposant que p 2 n-m.
Les trois égalités précédentes permettent de calculer les déterminants

Au,v(c), Au,V(T) et Au v(Z) en supposant gue V-U 2 n-m.

2

En remplagant dans AU V(c) les coefficients ¢, par les expressions qu'on
3

vient de trouver, on peut voir que :

\)-Ll+l ______ V-ut+l v-1 o}
Mo Mol % oy
A C) = | e ] e
U,V( )
1 o
Mlal - Mmam OLm OLm

~

on arrive ainsi & exprimer AU v(c) sous la forme d'un produit de deux déter-

2
minants faciles a calculer, et en désignant par A(ai,...,au) le produit

) v.. (0 -0 L)

(@) - ay)loy -a 2 TR T

2 ) ... (ocu - al)(us-a

1

on aura :

p(u-1)
2 v-u+l 2
Y MM, ... M A (al,92,...,au)

Au,v(c) = (-1) "

(alu2,...,uu)

ol la somme ) porte sur les indices {1, 2,...,u} comme il est indiqué dans
1'énoncé du théoreme.

Les dét inants A T) et A 7Z) se déduisent de A
es déterminants U,V( ) U,V( )M "

. i .
respectivement par Mi(l aix) et 1_aix, on obtient :

,v(c) en remplagant Mi
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A (2)=(-1) 2 VMM ..M (aa ...uu)v-U+l

2
1M L (o0 A (al,...,au)(l—alx)...(1-aux)

v-u+l ,2 1
ML A (al,...,a )

A (1) = (1) 2 L MM (oo

1M, y 2...au)

(l—alx)...(l—uux)

En remplagant ces expressions dans les relations (4) et (5) on aura le résul-
tat.

Remarque.

Dans le chapitre V, on va utiliser les relations (6) et (7) pour domner

une application, due a Padé, aux polyndmes de la suite de Sturm.

I1.2 - CONVERGENCE DE LA TABLE DES REDUITES D'UNE FRACTION RATIONNELLE.

Pour tout point (i,V) tel que W 2 m et Vv 2 n, la réduite correspondant
au point (u,v) est égal a f. Donc toutes les fractions continues réguliéres de
f donnent, 3 partir d'un certain rang la méme réduite qui est f, & l'exception
de mtn d'entre elles qui correspondent a des points représentatifs placés sur

les droites :
H=0,1, 2,...,m-1
v=0,1, 2,...,n-1.
(voir schéma).

Ces fractions continues ont leurs réduites correspondant & des points repré-

sentatifs placés sur la partie hachurée du schéma suivant :
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u

Les fractions continues réguliéres qui donnent 3 partir d'un certain rang
la m@me réduite sont donc finies et convergent vers f.

Il reste d étudier les mtn fractions réguliéres qui sont illimitées.

On suppose que f admet m pdles 1/al, 1/a
1/82,...,1/8n tels que :

2,...,l/am et n zéro l/Bl,

ol = logl 1% 3
Bl = 851 123
Désignons par :
D, = {x/ |x| < l/|ui+l|} iz 0,00.,m-1
D} = {x/ |x| < 1/]Bi+l|} i=o0,...,n-1.

On suppose de plus que toutes les réduites de f

de celles qui sont égales & f.

Dans ces coiditions on a le théoréme suivant :

sont normales d l'exception
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Theonéme.,

Désignons pan (ci) (respectivement (ci)) La fraction continue holoide
re2guliene dont Les points reprisentatifs sont sur £a droite w = i {resp. v = i),

Pourn tout 1 = 0, 1,...,n-1 ; La ghaction continue (Ci) converge vers f
dans Le dééquerﬁ_pnivé de tous Les piles de f qui y sont contenus, et divernge
en dehons de ce disque.

Poun tout i = 0,1,...,n-1 ; La graction continue (Ci) convenrge vers £
dans Le disque Di prive de tous Les zénos de £ qui y sont contenus, ef diverge

en dehons de ce disque.

Démonstration.

Considérons la fraction continue réguliére (ci), on a donc Y = i et dés
que v dépasse une certaine valuer, la condition V - U 2= n-m est vérifide et

les formules (6) et (7) sont applicables.

Supposons qu'on ait :

\'%

CHE

la, | > Joy | > oon > laul > locp | > ... .

Si 1'on divise les deux membres de (6) par le produit (ula2 cee au)v_U+l

et si 1'on fait tendre v vers 1l'infini, le numérateur de (6) tend vers :

2
M1M2 . MU A (al,...,uu) (1 - alx) eeo (1 - aux)

et le dénominateur vers :

2
M1M2 .o MU A (al, o,

porees uu).

On aura donc :

iiz Vuv(x> = (1 - alx)(l - uzx) oo (1 - aux).
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M+V+1

Si 1'on considére le produit x 'Ruv’ en utilisant la méme technique, on en

conclut que ce produit ne différe que par un facteur de 1'expression :

V-utl
u+l) x2

= (a
V-u+l ¢(X)

xu+v+l (ala2 cee O

d(x) (alu2 .es au)

on aura donc pour les valeurs de x telles que ¢(x) # o et |a_ x| <1 :

utl

1im Xu+v+l

Vo0

Ruv =0

or l'ensemble {x / ¢(x) # o et Iau+lx[ < 1} est égal & DU privé de tous les pdles
1 1 1

I A I

1 2 U

Pour ces mémes points on a :

U+v+l
U (x) x R
£(x) - uv - X uv
Vuv(x) Vuv
donc
U (x)
lin f(x) - ML AN o
Voo Vuv(x)

ce qui montre que la fraction continue (CU) converge vers f dans DU’ privé des

1 1

poles éL, 6—3...,&—-et diverge en dehors de ce disque.

1 2 M
L'étude de la fraction (ci) se rattache & 1'étude précédente, en effet,
U .
en remarquant que si VEX est la réduite qui, pour une fonction y quelconque

uv \' v
correspond au point (u,v ), Uu
UV

pour la fonction iu Et les résultats précédents subsistent, il suffit donc de

sera la réduite qui correspond au couple (v,u)

remplacer les pdles par les zéros.

cqfd.
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Remarques.

Les autres fractions continues hololdes auxquelles donne naissance
la table des réduites de f étant, ou bien finies et égales 3 f, ou bien
illimitées mais donnant alors, d partir d'un certain rang, les mémes réduites
que les fractions réguliéres illimitées, la convergence de ces fractions

continues est donc prouvée par le théoréme précédent.

iII.3 - RESULTATS DE DE MONTESSUS SUR LA CONVERGENCE.

Les résultats qu'on vient d'énoncer, relatifs & la convergence des
fractions continues holoides d'une fraction rationnelle dont les réduites
sont placées sous une ligne ou sur une colonne de la table de Padé, sont des

cas particuliers des résultats de De Montessus de Ballore [38] et [40].

U
En effet, si on désigne par : (VEY) la suite desfractions qui sont
UV V2o
placées sur la ligne de rang u de la table de Padé, on a le résultat suivant

-

dd ad De Montessus :
Théoneme.

Sodlent o, o )

g2 a0y G Les poles de La fonction Z représentée

par £a sernie ) s z"
' n=o '

Supposons que £'on alt :

< |a2] N R RS

ll 5 |ap+ll < |ap+2! e

alons Le disque de converngence de La sénie :

U U U

O U
HO 4 (Vul - VUO) + (VHZ" in) * o
Vo L do 2wl

a pour rayon |o,

M+l
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Pour la démonstration de ce théoréme et de ceux qui vont suivre, De Montessus
a utilisé les résultats d'Hadamard [7] sur les séries entiéres. Hadamard avait
. - . . n .
montré que si les pSles de la fonction représentée par la série ) c z véri-
o

fient les inégalités du théoréme précédent, alors :

V = 1imV = (1 -2)1 -2 ... (-2,
M e MV o, a, o

Théoneme.

U
Si pour une vafeun diterminde z_ de fa variable, Les suites (),
WV

U
W dtant §4xé et (V“"’)Wo W' Btant §ixg, tendent £'une et £'autre vers des
u'v T

Limites déterminies, alons ces Limites sont Lidentiques.

Dans le cas ol les réduites sont constituées par la suite des fractions

qu
N
Padé de rang v, on a le théoréme suivant :

rationnelles ( )U>o Vv étant fixé, de la colonne verticale de la table de

Théoneme.

La suite des néduites constituant La colonne de hang v de La table de
Padé d'une sénie entiine, se comporte comme La suite des néduites formant
La Ligne hornizontale de nang v, @ cette différence pres qu'icd Les cercles
de convenrgences sont Les cerncles passants par Les zeéros de La gonction re-
priésentie par La sérnie et qu'en dehons de ces cercles, La sulite des néduites

tend verns zéno, au Lieu de tendre verns L'ingind.
Remarques.

Les relations (4) et (5) sont intéressantes et peuvent donner lieu a
d'autres relations remarquables. Un exemple simple nous est fourni par la
relation (10) du sous-paragraphe suivant ol en se servant d'une relation entre
les déterminants de Hankel, on pu obtenir un algorithme pour le calcul des
dénominateurs des approximants de Padé. Ce calcul peut &tre intéressant pour

obtenir des quantités qui s'expriment par des déterminants de ce genre.
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II1.4 - ALGORITHME POUR LE CALCUL DES DENOMINATEURS DES REDUITES DE LA TABLE
DE PADE.

Remarquons que :

5 Sv-1 777 Syt p(u-1) | Sv-prt Sveprz TSy
- = (_ Y
Auv(s) = | mmmmmmm e = (-1)
Svdper TTTTTTTT 5 S Sver 77T VUL
U (H-1)
2

donclﬁn)(s) = (-1) Hgy_u+l)(8) en utilisant la relation suivante entre

les déterminants de Hankel :

(n) y(nt2)

(n+2) .. (n) (n+1),2 _
i B = () = ey By

k k

on trouve une relation analogue entre les Au Y
b
On aura :

(8)

A (z2) A

Ht+2,V+1 (2)

2
(@) 8,y (2) = (8, (2)) -2 ,v-1

u+1 v

et

2 _
(s) A (s) - (Au’v(S)) =4 (8) A (s).

(9) u+l,v -1,v H+2,v+1 U=-2,v-1

Si on place les Au y dans un tableau a double entrée :
b
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v+l

o LV
1 1 | -
| 1 !
1 1 }
] 1 |
] I |
1 1 |
] | |
i 1 1
] 1 i
I ! |
1 | |
| ] 1
2 o |
'u_ __________________________
L N E
U-i - mesem oo oo oo T |
N .
]
|
M+l f-————— e mm e i !
L (V+1,u+2)
u

On remarque que A se calcule en fonction de quatre éléments de la

(R+2,v+2)
table placés dans la figure précédente.

La relation (10) donne :

2
(2) 8, (@ - & (@)]

u-1,

_ u+l \Y
Au+2,v+1(z) -

By yoy(®)

Remarquons que Au (S) est une suite de réels et ses éléments peuvent &tre
calculés par la relation (9).

Posons :

on obtient alors :

2
(X ) Ku+l,v Ku—l,v LA e v(Z) A -1, &) - [Au’v(Z)] ]

1
g
<

C

W =
U,V Ht2,v+l
' Kuo2 v-1 Au+2,v+l
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2
K K K
C = ( 1—1\’) U‘fl,\) U‘l 2V
LA % %
H=-2,Vv-1 " u+2,v+1
on aura donc :
K )2 K K v )2

_ UH,Y Vu+1;v Vu—l,v T OTuHl,V p-l,v o v

(10) c

uv Vu+2,v+l v
H-2,v-1

Remarquons que si on place les V v dans une table & double entrée, on aura la
méme disposition que pour les A
dans (11).

Par ce procédé on arrivé a remplir la moitié supérieure de 1la table ; il

, . 3 - .
,,y Ston s'intéresse aux éléments qui Ffigurent
L

reste a calculer les quatres premiéres lignes de la table.

Pour la premiére ligne on a :

\Y =1 pour v z o

CALCUL DES ELEMENTS DE LA DEUXIEME LIGNE.

>
~~
wn
S’
1
(%)

Pour v 2 1
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CALCUL DES ELEMENTS DE LA TROISIEME LIGNE.

5 Sv—l é
A2,v(s) = =8, 7 Suc1 Suet
v+l S
ZV ZV—l
! e _ _ 2 _ 2
A2,v(A) - I - (Sv+1 S\)S\)+2)X ¥ (Sv-lsv+2 Svsv+l)x * Sy Sv-18v+
v+l v
d'ol
_ Sor1 T S50 2 Su-1Sus2 T SuSui
V2 V(x) == X"+ > x + 1
] - -
5y 7 Sv-1® 41 8y 7 Sy-15u+1
Pour v 2 2.
CALCUL DES ELEMENTS DE LA QUATRIEME LIGNE.
SV Sv-l Sv~2
- — 2 - p—
As,v(s) = 1 .Sus1 Sy Sv-1 = 8,5, Sv-1Sv+1) Sv-l(svsv+1 Sv-15v+2
4(’ 2
5u+2 Sl Sy t Sv—2(sv+l Svsv+2)
Z
v Zy-1 Zyoo
_ - 2 o
As,v(z) - Zu+1 Z, Zy-1 - Zv(Zv - Zv—lzv+l) Zv—l(zvzv+1 25-15v+2
2
Zue2 Syr1 2y * Zv-Q(Z v+l Zva+2)
et Y (x) = A
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IV - CoNVERGENCE DES DEVELOPPEMENTS EN FRACTIONS CONTINUES D'UNE
CERTAINE CATEGORIE DE FONCTIONS,

IV.1 - RESULTATS DE LAGUERRE SUR LE DEVELOPPEMENT EN FRACTION CONTINUE CANO-
NIQUE D'UNE FONCTION QUI SATISFAIT A UNE EQUATION DIFFERENTIELLE
LINEAIRE DU PREMIER ORDRE,

Laguerre, dans son mémoire "Sur £a réduction en fraction continue d'une
gonction qui satispait a une equation difgerentielle Lintaire du premien
ondne dont Les coeggicients sont rnationnels" [11], s'est intéressé au dévelop-
pement en fraction continue d'une série Z, ordonnée suivant les puissances

décroissantes de la variable, et qui vérifie 1l'équation :
WZ' = 2VZ + U (1)
ol U, V et W sont des polyndmes.

La méthode indiquée par Laguerre pour arriver au développement en frac-
tion continue de la série Z reste incompléte car elle fait intervenir des po-
lyndmes en et Kn dont la détermination n'a pas été complétement faite. Cependant,
Laguerre donne des relations de récurrences entre ces polyndmes et indique
comment on peut déterminer complétement 1'équation différentielle 3 laquelle
satisfait le dénominateur de la réduite d'ordre n. Les applications qu'il a

donné vérifient toutes l'éguation particuliére :
q

(aztb)(cz+d) 2'(z) = (pzt+q) Z(z) + w(z) (2)

ol a, b, ¢, d, p et q sont des constantes, et T(z) un polyndme quelconque.

De Montessus de Ballore, dans [38] et [42], a étudié les problémes

de développement et de convergence d'une fonction qui satisfait & 1'équation

(2) et, ceci, en suivant les indications données par Laguerre dans [11].

Dans ce sous-paragraphe, on va exposer les résultats auxquels Laguerre
est arrivé a propos du développement en fraction continue d'une fonction

satisfaisant & une équation de la forme (1).



- 125 -

Dans ce qui suit, on appellera degré d'un polyndme ou d'une série ordonnée
suivant les puissances décroissantes, le degré de son premier terme. Si

. 1
une telle série commence par un terme de degré -n, elle sera notée (—H),

abstraction faite de ses coefficients. X

Soit §5 la réduite d'ordre n du développement canonique de la série

n
Z, on aura donc :

¢n 1
Z’?"=(2n+p+l) oup el

n X

d'ou
t - t
AR ¢nfn fn¢n + ( 1 )
f2 x2n+p+2
n

En remplacant Z et Z' par les expressions ci-dessus dans (1),

on obtient :

2 S WO'E - £'¢ ) = £ |yt _ _t
Ui, t 2V¢nfh W(d)nfn fn¢n) = V(x2n+p+l) W (x2n+p+2)

Le premier membre de cette égalité est un polyndme, il en est de méme du

second. Si donc, on désigne par | le degré de V.(%) + W.(E%O, le second
X
membre sera de degré H-p et 1l'on peut écrire l'équation précédente sous

la forme :
2 - t - 1 -
UE_ 4 Ve £ W(¢nfn fncbn) = Anen (3)

ol A est une constante qui dépend de n et en un polyndme de degré u-p.

Récirpoquement, si l'on peut déterminer deux polyndmes ¢n et fn tels

que le premier membre de (3) se réduise 3 un polyndme de degré u ol d'un

¢

. . n .
degré inférieur, alors F est une réduite de Z.
n

Ainsi, le probléme duy développement en fraction continue de Z satisfaisant
d 1'équation (1}, se réduit 3 la solution par des polyndmes de 1l'équation

(3).
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Laguerre se propose de former l'équation différentielle du second ordre

d laquelle satisfait le polyndme fn et qui admet pour solution :

vy, = e (0, -2 £)

Soit My" - Ny' + Py = O cette équation.

Il pose w = yiy2 - yéyl et en utilisant la relation :
N _d
¥~ ax Log w

il obtient, d'aprés (3)

I1 en résulte que 1l'équation cherchée est de la forme :
" [ _ t A =
Wwe_ y" + [(2V + W 6 - Wo' ly'+ Ky =0 (4)

ol Kn est un polyndme dont le degré est indépendant de n.

Pour déterminer complétement l'équation différentielle (4), il est néces-
saire de connaltre les polyndmes Gn et Kn qui y figurent. A cet effet, Laguerre
a obtenu des relations de récurrences faisant intervenir des polyndmes inconnus

et n'arrive donc pas d déterminer 6 et K .
IV.2 - LES RESULTATS DE DE MONTESSUS DE BALLORE.

En suivant les indications données par Laguerre, De Montessus a montré

le résultat suivant :
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Théoneéme,

U
Les numerateuns et Les dénominateurs des néduites VE de La graction

n
continue canonique provenant du développement de La sénie 7 ordonnée sulvant
Les puissances décroissantes et vernifiant L'équation differnentielle :

(az+b)(cz+d) Z2'(z) = (pzt+q) Z(z2) + m(=z)

veinigient Les nelations de récurtrence :

U

n+l Q - ?®

n-1n n—lUn—l

LV Q .V -P

n+l n-1n n-an-l

oll P et Q, sont donnés parn Les relations sulvantes :
n(nactp)ln(ad-bec)a - bpt+ag] [n(ad-bec)c - cqtpd]

P =
n

(2nac + p)2

Q = {(2nac+p) [2ac(n+l)+plz + (ad+be) [2nac + 2(act+p)nt+pl + pql

N (2n+l)ac + p

(2nac+p)L2(n+l)ac + pl

Le développement est valablfe dans tout Le plan de La variable z, sauf pour
Les points s4ituls sun La coupure foignant Les points d'aggixe - -2 et —d%
qui sont points singulierns pour La fonction Z.

Démonstration.

L'équation différentielle (4) & laquelle satisfait le dénominateur V

de la réduite d'ordre n prend la forme :
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(az+b)(cz+d)y" + L(p+2ac)z + ad + bec + qJy' + Ay = O (5)

ol A est indépendant de z.

n

Posons V=0 +0o,z+ ... +0 2 .
o} n

1

En exprimant que le terme de plus haut degré est nul dans (5), on obtient :

n(n-1l)ac + n(p+2ac) + A = 0O
ce qui donne :
A = -n[(ntl)ac + p]
et ceci détermine complétement 1'équation différentielle (5).

Pour établir les relations de récurrence qui lient les numdrateurs

et les dénominateurs des réduites, on peut remarquer que la relation :

Un--an - Unvn—l = -An—l

ou A _, est indépendant de z

donne lieu d la relation :

(Un+lvn - UnVn+l)An—l B (Unvn—l - Un—an)An'
A
En posant 2 -p on aura :
A n-1
n-1
An
(Vn+l+Vn_an_l)Un = (Un+l+Un-1Pn-l)Vn avec i = Pn~l

Si 1'on détermine le polyndme Qn—l par la condition :

il s'en suivra que :

Un+l - Ln—lUn T Pn—lUn—l -
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Les polyndmes U et V vérifient donc les relations :

1
O

(6)

|
(@]

le probléme se raméne donc a4 la détermination de P qui est indépendant de

z et de Qn qui est du premier degré en z.

La relation (2) nous donne dans ce cas :
v 1y _ V. - 2 _
(7) (az+b)(cz+d)(VnUn UnVn) (pz+q)UnVy TT(Z).Vn constante

Et en utilisant la remarque de Laguerre que la constante de 1'équation (7)

est égale a —An.

L'équation (7) peut s'écrire sous la forme suivante :

[(az+b)(cz+d)}V' - QV + V Ju =
n nn n+l n

[ - - -
[(aztb)(eztd)U] - QU - (pz+q)U - n + U IV

et se décompose en deux équations :
(8) (az+b)(cz+d)V! = QV_ -V
n nn

1 = - -
(9) (az+b)(cz+d)U! = m V- (pztqtQ IV - U .

ol Qn est un polyndme inconnu du premier degré en z.

En dérivant 1'équation (8) et en remplagant Vé et V; par leurs expressions

obtenues dans (5), on obtient une équation qui donne par comparaison avec

(6)
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(10) Qn =pztgqt Qn t Qn+1
(11) P = (pz+q+$2n)§2n + (az+b)(cz+d) {Qﬁ - [ac(1l+n)+pIn}
[
7 —dz
si 1l'on pose Qn =yz+ Setu=e {az+b)(cz+d) on obtient :

Q = (az+b)(cz+d). L
L az+ cz+ ).7;

Q
Posons o = & + bB

(az+b)(cz+d) az+b cz+d

on aura donc :

u = (az+b)u (cz+d)6

En utilisant 1'équation (11), on peut montrer que u vérifie une équation
différentielle du second ordre. Cette &quation détermine o et 8, et par

suite Qn. On obtient finalement :

_ - (actp) + (ac+p+2den)
Y= 2

s = (ad+be)(acn+p) - qac

2acn + p

et ceci détermine Pn et Qn'
cqfd.

Dans ce qui suit nous allons voir que le probléme du développement en
fraction continue canonique et le probléme de la convergence abordés par
Laguerre et De Montessus se transforment et se généralisent quand on passe a
la théorie des fractions continues holoIdes.

En effet, supposons que le développement de Z suivant les puissances décrois-
santes de la variable commence par un terme en xm, si 1'on fait dans 1'équa-

tion (2) les changements de variable et de fonction définies par :



ZY

N
1]

elle prend la forme :

\J 1 dZ' \i 1
(A+Bx')x' — + (M+Nx')Z
dx!'

T (x")

ol A, B, M, N sont des constantes et ol T' est un polyndme de degré m+l, comme
celui de .

Considérons le développement canonique Z qui est de la forme

1 1
a, la J t la I
1 2

Si dans ce développement on fait le changement de varaible précédent et que

1'on multiplie par x'm, il prend la forme

o! a} ol
. 1 2 3
ao + al 2l ! T oo
1 2 3
ou aé est un polyndme de degré m en x', ai un mondme de degré m+l ; a!, aé,...

des bindmes du premier degré et aé, aé,... des mondmes du second degré.
On obtient donc la fraction continue réguliére de Z' dont les points représen-

tatifs des réduites sont sur la droite y-x = m.

Padé, dans [36], se propose d'étudier non seulement cette fraction conti-
nue régulidre, mais toutes celles qui appartiennent 4 la méme catégorie et éga-
lement celles des deux autres catégories régulilres, c'est a dire celles ol les
numérateurs partiels sont des mondmes du premier degré et les dénominateurs
partiels des bindmes du premier degré, et celles ol les numérateurs partiels
sont des mondmes du premier degré et les déninateurs partiels des constantes,
et enfin toutes les fractions continues hololdes attachées & la fonction.

La méthode utilisée par Padé pour résoudre le probléme repose sur le thé&oréme
de Laplace. Dans le sous-paragraphe suivant, on donne la démonstration de ce

théoréme qui est 3 la base de cette méthode.
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IV.3 - THEOREME DE LAPLACE.

Enoncé du théornéme.

Etant donne une quantite qui satisgait a une Zquation aux digférences
gindes LinZaine et homogene, ayant pour coefpicients des polyndmes de L'indice,
on peut formen une Zquation differentielle Linlaire ayant pour intéghale La
gonction géntratrice de La quantité donnée, L'ondne de cette équation dif4é-
nentielle est egal au degrhe Le plus élLevé des coéﬁéie&enté de £'équation aux
diggenences rnelativement a L'indice, et ses coefficlents sont des polyndmes
de La variable.

Reciproquement, 84 £'on substitue a La gonction dans une telle Zquation
digfernentielle une sérnie orndonmnée sulvant Les puissances crodssantes, on
trouvera en 2galant a zérno Les coefpliclents des diverses puissances de La
vartiable, que Le coefgicdient du terme générnal de La sénie satisfait a une
Gquation aux differences ginies ordinainres, Lintaire et homogéne et dont Les
coegpicients sont des polynomes de £'indice de degri Egal a L'ondre de L'équa-
ton differentielle.

Démonstration.

0 = '/ . . Pd
Soit Pan + Qan+l + Ran+2 + ... + Tan+p o l'équation aux différences

données, P, Q,...,T désignent des polyndmes en n de degré w.

On peut les écrire sous la forme :
P = Pwn(n—l),... (n-wtl) + Pw_ln(n—l) veo (n-w+2) + ..

R P2n(n—l) + P.n + Po.

1

Q = Q (ntl)n(n-1) ... (n-wt2) + Q _,(ntl)n ... (n-wt3) + ..

.. + Q2(n+l)n + Ql(n+1) + Qo.
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T = Tw(n+p)(n+p—l) vo. (ntp-wtl) + ...

.t T2(n+p)(n+p—l) + Tl(n+p) + To.

Si 1'on remplace dans l'équation aux différences, on obtient :

Poa(m-1) ... (n-wtl)a + Q (ptl)n ... (n-wt2)a ., + ..

eereeeeess t Tw(n+p)(n+p—l) een (n+p-w+1)an+p T oveeee

Pwn(n_l) v (n-w+2)an b heesececncasenereeevensasnns

B I i S PP

+ Pln a t Ql(n+l)an+l S Tl(n+p)an+P +

Poan + Qoan+l e 5 To an+p =0

. 2 . .
Si 1'on pose f(x) = a taxtax +...on voit que dans l'expression :

(PuxP + QuxP™t 4 ...+ T,) et ()

A?xw—lf(w—l9(x)

p-1
b4 + ...t Tw—l

D
+ (Pw—lx + Qw—l
i teesecereceencesecanssesaeanaeeenrannenns e

1% p-1 '

+ (Plx t Q¥ + ... t Tl)x £1(x)
D p-1

+ (Pox + Q¥ + ...t TO) f(x)

le coefficient de xn+P

est le premier membre de 1l'équation aux différences,
il est donc nul. On obtient ainsi 1'équation différentielle 3 laquelle satis-
fait la fonction f, équation différentielle linéaire d'ordre w, dont le second

membre est un polyndme de degré p-1.
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IV.4 - APPLICATION DU THEOREME DE LAPLACE A L'ETUDE DES REDUITES.

a2 a3 Ui
Soit a, + + + ... une fraction continue quelconque, (5=).
1 a, a, Vi iz1

la suite de ses réduites, on a donc :

Q
[en}
-+
ol
(el

1
c

Q
<
=+
a1l
<
|
<

Supposons que o et a s'expriment par des polyndmes en n ; alors on pourra
former, en appliquant le théoréme de Laplace, une équation différentielle
linéaire d'ordre égal au plus haut degré de ces polyndmes, qui aura pour
solution la fonction génératrice de Un ou de Vn' L'étude de cette équation
différentielle, pourra faire connaitre le comportement pour n infini, des

polyndmes Un et Vn'

Bxemgle.

Laguerre a montré que les réduites de la fraction continue canonique

de la fonction (;}%)w, ol w est une constante satisfont 3 la relation :
V- (2ntl)x V_ + (n2-0?)v_ . = 0
nt+l n n-1

de méme pour les numérateurs.

On se trouve donc dans le cas de la premiére application du théoréme
de Laplace, les coefficients a et a sont des polyndmes de 1l'indice n.
Padé a montré dans [36], en suivant les indications de cette premiére appli-

cation que la fraction continue converge en tous les points du plan sauf
ceux situés sur le segment [-1, +1] et représente la fonction (E;% “w,

I1 a remarqué que la démonstration reste valable pour une fonction Z satis-
faisant 4 1'équation (2), que le résultat précédent subsiste et que le segment
[-1, +1] est remplacé par le segment [- g, --%]. On retrouve ainsi les résul-

tats de Laguerre et de De Montessus.
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Soit f(x) = a taxt a2x2 + ... la fonction génératrice des a .

- u - 7z
Vuv(x) = KO + Elx + ...+ Zux un polyndme de degré .

— 2 -
vaf(x) = k0 + klx + k2x + ... avec km = anm + Elam_l+... + Kuam_u
avec aj = osij<o.

Supposons que la fonction a_ de 1'indice n satisfasse d& 1l'équation aux diffé-

rences suivante

(12) (qo+60n)an + (ocl+61n)an+l + ...t (ocp+BPn)an+P =0

Si on choisit arbitrairement p éléments parmi les a; alors, quelque soit i,
on peut exprimer a, en fonction de ces éléments au moyen de la relation (1).

' ,
Supposons que l'on fixe a s am+l""’am+p—l’

km+l""’km+p en fonction de ces éléments sous la forme de fonctions linéaires

dont les coefficients sont des fractions rationnelles en m. L'élimination

alors on pourra exprimer km,

de a_, a:

veond
m? “m+l? ®

donnera une relation de la forme
m+p-1

(13) Ak + Bk + ... + Lk =0
m mt+l mtp

ol A, B,...,L sont des polyndmes en m.

Des simplifications de l'équation (13) pourront résulter du choix des

coefficients Eo’ £ Zu qui entrent dans ces polyndmes. Suppsoons les

120
déterminés de telle sorte que :

k =o m = Vv+l,...,V+U

et soit

X+ ... tk xv.
AV

[
"

v ko * kl

on aura donc :

_ UV +1 UV 42
Vuvf(x) - qu = ku+v+lx + ku+v+2X + ...
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qu

Vuv

est donc la réduite (u, v) de f.

La fonction Vyyf - Uy, satisfera donc d 1'équation différentielle
linéaire de la fonction génératrice de k . Or d'apres (12), £ est solution
d'une équation différentielle linéaire du premier ordre car les coefficients
de (12) sont du premier degré en n ; donc les dérivées de f s'exprimeront
linéairement en fonction de cette fonction elle-méme. Vuvf - qu et ses déri-
vées seront par conséquent des fonctions linéaires de f & coefficients ra-
tionnels en x. En les substituant dans l'équation différentielle & laquelle

satisfait la fonction Vuvf - qu, on obtiendra une équation de la forme
PE(x) + Q=0

ol P est une fonction linéaire de V et de ses dérivées, et Q une fonction

linéaire de U et de V et de leurs dérivées., Ce qui donne

on obtient ainsi deux équations différentiebles auxquelles satisferont les
termes de la réduite (u,v). L'étude de cette réduite se trouve ainsi ramenée

d 1'étude de ces équations.

Telles sont les deux applications du théoréme de Laplace que Padé

avait donné pour 1'étude des réduites des fractions continues.
IV.5 - ETUDE DU CAS OU L'EQUATION AUX DIFFERENCES EST DU PREMIER ORDRE.

Revenons a l'étude du cas général que Padé s'est proposé de faire et
d la série Z' satisfaisant & une équation linéaire du premier ordre.
Z' est donc la fonction génératrice d'une quantité qui satisfait 3 une équation
aux différences finies, linéaires et dont les coefficients ne sont que du
premier degré par rapport a l'indice, cette €quation est d'ailleurs aussi du
premier ordre,

Considérons 1l'équation :

(14) (a_+tBn)a + (a,+Bm)a ., =0
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On va suivre les indications données dans la deuxiéme application du théoréme
de Laplace pour faire 1'étude du développement en fractions continues et de
la convergence de la série Z'.

L'équation (14) peut s'écrire sous la forme :

(15) Bo na t Bl(n+l)an+l toa t (ul - Bl) a ., =0

n+

Le premier membre de cette équation est le coefficient de x 1 dans l'expres-

sion :
(Bl+BOX)X £r(x) + (al-Bl+an) f(x)

et ceci d'aprés la démonstration du théoréme de Laplace ; donc 1l'équation

différentielle & laquelle satisfait f est :
! -8 ) - -
(16) (B, +B x)x £ (x) + (a_xto, =B M(x) (al B) a

En déterminant les coefficients Ko, £ .,Zthels que :

100

k = o, k = O4e005K o

V42 VL

et en remplagant ces coefficients dans km’ on obtient :

fv+¢1 By TTTTTT av—p+1

v+2 3+l 3y-u2
S

VL Sv+u-1 ay

o %m-1 77T nu

ol ¢ est une constante.
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Le déterminant précédent peut &tre transformé en faisant des combinaisons

de colonnes et on obtient :

c[ao+60(m—l)3 ces [uO+Bo(m—u)] ko=

(17)
(-DHM(m-v-1) (m-v-2) ... (m-v-p)Axa .

Boa\)+81a\)+l ____ 8oa\)—u+l+81a\)—u+2

Boa\)+1+81a\>+2 _______________________
S

Boav+u—1+61av+u-—— BoaytBia, g

A ne dépend pas de m.

Dans le déterminant km nous supposons que U <V et m 2 Y. On obtient
1'équation différentielle a laquelle satisfait la fonction génératrice de km
par la méthode indiquée dans la deuxiéme application du théoréme de Laplace
et qui consiste dans ce cas d &liminer a_ entre 1'équation (15) et (17).

On trouve :

(18) Lo +(m-1)B IHm-v)k  + (o +mb, J(m-v-wik . = 0

Les coefficients étant du second degré relativement 3 l'indice, la fonction
génératrice de km satisfera 3 une équation différentielle linéaire du second

ordre.
Remarque.
Supposons que l'équation aux différences soit :

a - (nt+1) a .4 =0o
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alors on se trouve dans le cas de la fonction exponentielle ; 1l'équation aux

différences pour k est :
(m-\))km - (m+l)(m—\)—u)km+l = o

et les deux équations différentielles relatives aux termes de la réduite

sont :

1]
(o]

IxV" - (p+v-x)V' - v

xU" - (u+vix)U' + VU

1]
(o]

Ces deux équations ont permis d Padé de faire 1'étude de la convergence des
fractions continues holoides de la fonction exponentielle, voir [36].

La relation (18) peut s'écrire :
{Bom(m-l) + [uo - (u+v-l)Bo]m - (ao—uBO)v}km +
Bl(m+l)m + [ul - (u+v+1)Bl](m+l) + (u+v+1)(Bl—al)}km+l=o.

Soit ¢ la fonction génératrice de km ; l'équation précédente exprime que le

coefficient de xm+l est nul dans l'expression suivante :
B x° "+ [o_~(utv-1)B_Tx 6" - (a_-uB Juxd +
o ) o oo

2 1" - |l —_
le " + [al (u+v+1)Bl]x o' + (utv+l) (Bl al)¢
et on en conclut que :

Ax20" + Bxd' + cd = O

avec
A= Bl + Box

B = - (u+\)+1)6l + [ao - (u+v-1)BO]x

%1
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C = (uv+1)(B -a)) - (o -uB Jvx

En remplagant ¢ par Vuvf - qu, on obtient, en exprimant f' et f" en fonction

de f & 1'aide de 1'équation (16), une équation de la forme
PEF+Q=o0

1'équation P = o nous donne l'équation différentielle a laquelle satisfait

le dénominateur de la réduite (u,v) :
no_ _ - '
(B +8 x)x y {al + (uv-1)8) + Lo + (u+v 1)8_Ixly

(19)
+ u(uo + Bovy) =0

Supposons BO et Bl non nuls et faisons le changement de variable :

X = -otu
B
o
1'éguation (19) prend la forme :
d2 ! % a %
w(l-u) &L + [« o= -p-v+1-(- 2= -p-vi)ul 3L - u(2 + vy = 0
du’ B) B du B,

Par le changemgnt de variable précédent, les réduites de f(x) deviennent

celles de f(- Ei u) et en supposant que ao =1, on a :
o

B o o

1 _ e} 1
£~ -B— u) = F(-B_s 1, “B_a u)

o) e} 1

ol F est la série hypergéométrique de Gauss.
Déginition.
On appelle série hyperngéométrique de Gauss, La sérnie déginie par :

F(a,B,v,2) = 1 + oB _ , alorl) B(B+1) 2 a(o+l){a+2)B(B+1)(B+2) 3

1y 1.2, .(y+1) 1.2.3.v.(y+1).(v+2)
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Alnsi, R'étude des fractions continues hololdes de £(x) se raméne a L'étude
de celles de F(h, 1, h', u).

IV.6 - LES FRACTIONS CONTINUES HOLOIDES DE F(h, 1, h',u).

a a
Posons h = Eg-et h' = Ei ; 1'équation (19) prend la forme :
o 1
d2 d
(20) u(l-u) —-%-+ [-h'-p-v+1l-(-h-p-v+i-ul E% - u(h+v)y = 0
du :

qui admet les deux solutions :

F(aﬁ Ba Y, u) = F("Ll, "h"\), —h'-].l—\)+l, u)

w7y F(a-y+l, B-y+l, 2-Y, u) =

T
uh U F(h'+v, h'-h+y, h'+u+v+l, uw)

La premiére de ces solutions, polyndme de degré u, est le dénominateur de

la réduite (u,v) de
solution montre que
entre les termes de

calcul de relations

F(h, 1, h', u). La maniére dont U et V entrent dans cette
la recherche des relations de récurrences qui existent
trois réduites consécutives et progressantes revient au

entre trois fonctions F(§, n, 6, u), ol les trois premidres

variables ne différent que par des nombres entiers. Ces relations sont au

nombre de neuf, correspondant aux neufs dispositions des points représentatifs

de trois réduites consécutives d'une fraction continue holoide, données par

la figure suivante ; les cing premiére d'entre elles sont celles qui donnent

naissance aux fractions continues réguliéres,
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ot

® (u, v+2) (H,v+l) @ — @ (ut+l, v+l)
l _ | o (u+2,v+2)
K (1, v+1) (1,v) o
| o (u+l, v+l)
e (u, v) /
®  (u,v)
(u+1, vtl) e
(u,v)  (u1,v) (U+2,v) ' |
' o —o
e — o — @
(u,v) (u+1,v)
u
vt ® (u+l, v+2)
(U, v+1) ® @ (u+l, v+2)
| | (u+l, v+i)
(U,v) o ® (u+l, v+l) ) ® (u+2, v+l)
® (u+2, v+1) ® (u,v) o (1,v)
° °
(u,v) (u+l,v)
g

De la définition méme de la série hypergéométrique, on déduit les neufs
formules correspondants aux neufsdispositions de la figure précédente (voir [36]).
Ces neufs relations donnent le moyen d'écrire une fraction continue holoide
quelconque de la fonction F(h,1,h',u) connaissant la disposition de ses réduites

et les deux premiéres d'entre elles, et ne sortant pas de la région ol M < V+l.
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Quant & la seconde solution de 1l'équation (20), on peut montrer qu'elle
est dans un rapport étroit avec les termes de la réduite (u,V) et on trouve

la formule :

t _t+—
= p MV’

F-U 1 F(h'+v, h'-h+u, h'+u+v+l, u)

\Y
ne )

I'(h') I'(h+V+1) I'(h'+V) T'(h'-htp)
T'(h) T(h'-h) T'(h'+u+v) T(h'+u+v+l)

P = u!

Ce résultat permet 1l'étude de la convergence des fractions continues régulidres

de F(h, 1, h', u).

Dans [36], on trouve deux autres relations qui donnent une expression de

la différence Vuv F - U et qui se prétent aussi d 1'étude de la convergence ;

ny
on arrive au résultat suivant :

Théoneme.

Les gractions continues dont Les néduites comrespondent & des points
s4Euls sun une meme parallele a L'axe des v sont convergentes dans Le disque
wilte vers F(h, 1, h', u) et divergentes en dehorns de ce disque. (Fig. 1).

Théondme.

Les fractions continues dont Les néduites correspondent a des points
situes sun £'une queleonque des paralleles a La bissectrice des axes u,v
dont Les équations sont y-x = p (p2-1), et celles dont Les points neprisen-
tatigs forment un chemin en escalier, ne sontant pas de La région ol u < v+l,
sont convergentes dans Le plan coupé suivant La demi droite J+1, +o[, et ont
pour Limite F(h, 1, h', u). (Fig. 2).
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Figure 1.

Figure 2.

Remarque.

Les fractions continues dont les réduites ont des points représentatifs
placés sur une droite paralléle a l'axe des U ne nous sont connues qu'en
nombre fini puisque les calculs précédents supposaient que u < V+1, et on ne

peut rien dire sur la convergence.
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IV.7 - REMARQUES.

1°)  Remarquons que Padé s'est intéressé au cas particulier le plus simple

correspond a l'équation

(ao+Bon)an + (ul+Bln)an;l + ... 4 (ocp+6pn)an+p = o0

C'est le cas ol cette équation est du premier ordre. Si elle est du second
ordre la fonction génératrice f des a vérifie toujours une équation diffé-
rentielle du premier ordre puisque les coefficients sont des polyndmes du
premier degré de 1l'indices et que ses dérivées s'expriment en fonction de f.
La méthode exposée dans le cas ol l'équation aux différences est du premier
ordre peut donc &tre appliquée. Le seul probléme est que 1l'équation différen-
tielle de la fonction génératrice de km n'est plus du second ordre ; cependant
elle peut, dans certains cas, ne pas présenter de difficultés, et par suite,
donner des résultats concernant le développement en fractions continues et

leur convergence pour une classe de fonction.

2°) La deuxiéme remarque est que la méthode utilisée par Padé s'applique

d des fonctions qui vérifient 1l'équation aux différences ci-dessus.

On peut donc penser d& l'appliquer d d'autres fonctions :

posons S(n) = (oco+E§on)an + (al+51n)an + (al+sln) a g et (ocp+8pn)an+P

f(x) = a.x..
i

ne-18
}_0

a) Supposons qu'il existe une constante S telle que

S(n) = 8 pour tout n.
Dans ce cas la méthode précédente subsiste. En effet, on a :
S(n+l) - S(n) = 0O ¥n

donc les a. vérifient une équation aux différences mais d'ordre p+l.
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b) S'il existe S tel que S(n) = Sp ¥n, alors la méthode précédente
peut &tre appliquée.

En effet on aura :
S(n+l) - S(n) = 8 ¥n

et en utilisant les résultats de a), on déduit que les a; vérifient une

équation aux différences d'ordre p+2.
c) S'il existe S et S' tel gue :

S(n) =S + s¢ ¥n
n

alors,
S(n+l) - S(n) = S ¥n

et on déduit comme en b) que les a; vérifient une équation aux différences
d'ordre p+2.

Pour ce dernier cas, on a pu trouver les deux exemples suivants,

correspondants au cas ol p=l.
Exemple 1.

f(x) = ) 2™
n=o

On a :
S(n) = (a +B nin2 + (o, +B n)(n+1)2
o o 11

S(n) = (Bo+81)n3 + (ao+al+281)n2 + (2al+Bl)n + 0y

Si les deux équations suivantes sont satisfaites :

Bo + Bl =0

‘ao + al + 281 =0
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alors on a :
= + s'
S(n) Sn S

Le systéme d'équations précédent admet une infinité de solutions, le choix
de a s aqs B et By doit &tre fait de sorte que 1'équation différentielle
d laquelle satisfait la fonction génératrice de ko soit d'ordre le moins
élevé possible.

Remarquons que la fonction f ne vérifie pas une relation du premier ordre

telle que
S(n) = 0.
Exemple 2.
T3
£(x) = ) n X"
n=o

Dans ce cas, S(n) = Sn + S' si a s @ Bo et Bl vérifient le systéme

19
suivant

( =
B+ Bl o
{ ao + al + 381 = o0
{ al + Bl =0

Ce systéme admet une infinité de solutions, et on peut faire les mémes remarques

que pour l'exemple précédent.
Remarque 3.

Etant donnée la série ) anxn qui vérifie une équation aux différences
telle que (12), est-il possible de définir une série ) tnxn qui vérifie 1'équa-
tion aux différences (12) mais d'ordre inférieur et tel qu'il y ait des rapports

entre les réduites de ) anxn et ) tnxn ?
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Par exemple, supposons que l'équation (12) est d'ordre deux :

(ao+80n)an * (al+eln)an+l + (u2+82n)an+2 =0

(%).

Posons t = ¢ca + Ba
n n B n+l

Si 1l'on veut que (tn) vérifie une équation de la forme

' 1 LRt =
(oco+f;%on)tn + (ocl+Bln)‘cn+1 0

alors, il faut et il suffit que les deux équations

"
(@)

2
G,u - 0,u + %,

]
o

2
a,u - Blu + BO

ol u est l'inconnue, admettent une solution commune.

On a :

P
n+l

n n
X = X+
) t o) a B) a
. . ~ 3 Pd . n
Si 1'on arrive a avoir des rapports entre les réduites de z anxn et Z tnx ,

Pl Pd . . n . 4
1'étude du développement en fraction continue de Z a x serait résolue.

I1 est possible gqu'une transformation autre que tn = aan + Ban+l donne

des meilleurs résultats.
Remarque 4.

En général, étant donnée une série ) aﬁxn, est-il possible de la trans-
former en une série ) tnxn telle que les coefficients de cette derniére véri-
fient l'équation aux différences (12) ? Si oui, dans quels cas les développe-
ments en fraction continue relatifs a la série ) tnxn donnent-ils des résul-

. ] n
tats concernant les développements en fraction continue de 2 a x ?
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Pour terminer cette série de remarques on se pose le probléme suivant

si les coefficients de 1l'équation aux différences ne sont plus
des polyndmes de 1l'indice n, mais des fonctions quelconques de cet indice,
existe-t-il1 un théoréme analogue 3 celuil de Laplace qui raméne le probléme

du développement et celui de la convergence a 1'étude d'une équation diffé-

rentielle ou autre.

Un cas particulier de cette derniére remarque nous est fourni par
les recherches d'Auric [1], qui s'est servi d'un résultat de Pincherle pour

fixer les conditions de convergence des fractions continues asymptotiquement

périodiques.



CHAPITRE IV

LES FRACTIONS CONTINUES D'INTERPOLATION
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I - INTRODUCTION.,

Pour Padé, le lien essentiel qui caractérise un développement en
fraction continue d'une fonction est constitué par la propriété, commune 3
toutes les réduites des différentes fractions, que chacune de ces réduites,
développée en série de McLaurin, reproduit la série qui définit la fonction
jusqu'd un terme de degré au moins égal 4 la somme des degrés des termes
de la réduite. Mais il existe un autre développement en fraction continue
qui n'a pas ce méme lien avec la fonction qui lui donne naissance, c'est le
développement en fraction continue de Thiele. Ceci a été introduit dans le but
d'avoir une fraction continue qui interpdle la fonction donnée en certains
points, et conduit 3 une formule analogue & la formule d'interpolation de

Newton dans le cas de 1l'interpolation polyndmiale.

Dans le deuxiéme paragraphe on va étudier le travail de Norliind et de
Thiele sur les fractions continues d'interpolation et les différences réci-

proques [46] et [48] et on verra le lien avec les résultats de quelques auteurs.

Dans le troisiéme paragraphe, on essayera d'établir des liens entre
les résultats de Norliind et les réflexions faites par Padé dans [25] sur les
fractions continues d'interpolation.
Un calcul simplenous conduit a des algorithmes qui permettent la construction
de la table des fractions rationnelles d'interpolation dans le cas normal et &

des développements en fractions continues d'interpolation d'une fonction donnée.



- 151 -

II - PRACTIONS CONTINUES D' INTERPOLATION ET DIFFERENCES RECIPRO-
QUES,

I1.1 - INTERPOLATION PAR DES FRACTIONS CONTINUES.

Pour la démonstration de l'existence des fractions continues d'interpo-

lation, Thiele a introduit les différences réciproques :

soient X > X des abscices données distinctes et ¢O, ¢l,... les

120"
valeurs en ces points par une certaine fonction

On pose :
p(o)(xo) = cpo
X, - X
p(l)(x %) = 71 o
0’1
¢l - ¢o

et on définit la différence réciproque d'ordre n+l par la relation :

) = .

o X

(n+1)
(1) P (xo’ X n+l

1o

Si 1l'on considére le développement suivant en fraction continue de ¢ :

X=X X = Xl l

+ : +
0P, %, x,) - o' x)

- (o) )
(2) 06> = 0% tx ) +
S

X"X2

+ .
[p(s)(xo,...,xs) - p(l)(xo, xl)

+ ...
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T
et si 1'on désigne par - 1a réduite d'ordre n de la fraction continue (2),

N
n

alors ces réduites vérifient les conditions d'interpolation :

T, (x,)
(= = ¢, i=o0,...,20-1
N, (x.) =
2n
Tonsr (%) ) .
\ - = ¢i 1 2 0,...452n
None1 (%)
ou T2n’ T2n+l et N2n+l sont des polynOmes de degré n et N2n un polyndme de

degré n-1.

La fraction continue (2) est la fraction continue d'interpolation de Thiele.

Si 1'on place ces réduites dans un tableau d double entrée, comme on
a l'habitude de le faire pour les approximants de Padé, elles vont remplir

deux diagonales de ce tableau :

*—eo— ——— e . . — numérateurs
] e
: ‘e
; —
I l———d
‘e
—
l——-. (n, n-1)
(n,n) e—e

dénominateurs

Figure 1.
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De 1l'expression (2), on déduit que les numérateurs et les dénominateurs

des réduites de la fraction continue (2) sont 1liés par les relations

N,
1l
T,
1
ou
_ (D
Bl =p (XO’ xl:'
avec @
T GO = o (x)

No(x) =1

=N o T BN
= i 2
uiTi—Q + BiTi-l pour i 2= 2.
O TX TR
(i-2) .
..,xi) -p (xo,...,xi_2) ¥i = 2
(1)

Tl(x) = p(O)(xo) p (xo,xl) + (x—xo)

- (D)
Nl(x) =p (xo, Xl)

Donc les différences réciproques permettent de calculer les réduites de la

fraction continue d'interpolation de Thiele.

En explicitant les relations (3), on arrive d un systéme d'équations

qui permet de représenter les réduites par des déterminants. Les expressions

données par Norliind dans [46] sont les suivantes
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1 0 bl 0 x2 —————— xn—l 0
2 2 n-1 n
% % ho¢o *o ko¢o ————— “o % *s
T T
n-1 n
Cppe1  Fop-l TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT ¥on-1%20-1 ¥2n-1
n-1
1 ¢)o *o xo¢o —————— *o ¢o
n-1,
14y %y L X 9
n-1
N T S *on-1%2n-1
o * 0 X2 0 &
2 n
?o *a yoég %o "o
Jima 'n
¢ ¥y %9y 1 ¢] *
ol n-1 n-1
d"ZH"l x’zlk-l 21|—l¢2:1‘l “on-1"2u-1 “20-1
n-1,
é P S — P
1 ‘o %o }o¢o s Yo
1 ¢ %) o mmmTTmmToomssoossmoomTes
n-1
: boner Xon-1  TTTTTTTTTTTTTT *on-1%25n-1




- 155 -

N
0 1 G x -=- 0 x
m 11
1 S 28 P R % 6
¢ © [<IKe] o O ©
) K. meme———
\rl 1
n n
d X meee—— <~ n
¢2n 2n “on '2n¢2“
K, %) = -
‘2n+l( )
n
1 @ X X e «
o ° o0 o
n
1 X X6 —e—ee %
¢y 1 XN .
n
. ' X, Y, &, me——ee X,
¢2n 2n ZI;¢2I1 2n
: N
1 G x O - o 0
n n
T e S S
© c . C Q - o ‘O“@
3 \‘,’l %
T )
] ¢ ; N %
1 Y 2u >21 2[¢23 on )/.‘I’AC“’I}
T %) =
7n+l( )
n
¢ ¥ D T —— "
© o o’o "o
¢ x N oy
1 1 17 1
n
X X, Go "TTTmmom b
¢2r‘ 2n 2790 I
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I1.2 - EXPRESSIONS DES DIFFERENCES RECIPROQUES PAR DES DETERMINANTES.
Si 1'on pose :

N2n(x) =n_tnx+ ot n__,x

_ n
Ny g (%) = Vo t Vg stV X
(6) | ]
T2n(x) Sttt tx .+ tx
T (X) =T + 7T, + .00 + TX"
2n+l o) 1 ' n
alors de la relation (2) on déduit que :
_ (2n-1) -
Pp-1 TP (Xgoeees%pnog) Vo 71
- _ (2n)
t, s 1 T, %P (xo, xl,...,x2n)

En utilisant les relations (4) et (5), on déduit 1'expression suivante

des différences réciproques :

n-1 n
O(zn)(¢(x)) - 1 ¢l Xl 1¢1 T 1 ¢1 qu)ll
-1
T T
(7) .
n n+
p(2n+l)(¢(x)) - L ¢l Xy X1¢i T i |

~ P
ol on a posé :

X )

™00 = 0™ x, %,

et



|l.¢i X,

X.0.
l¢l

--- X,

n
1
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¢o xo
99 X
¢2n x2n

- ———— —— —

On va voir comment on peut exprimer les différences réciproques comme

rapport de déterminants de Hankel, et arriver ainsi 3 abaisser la dimension

des déterminants de (7) respectivement de n et de n+l unités.

Posons wn(x) = (x-xo)(x-xl) e (x—xn).

Considérons la premiére expression de (7), et ajoutons dans les déterminants
-~

. er
numérateurs et dénominateurs la 1

o N
e ieme
, la 2

jusqu'a la 2n™®

me . N
ligne a

la derniére aprés les avoir divisées par wén(xo), wén(xl)""’wén(x2n) respec-

tivement. Ajoutons ensuite la 2n ™€ ligne a la 1°re

_ iéme . N . cno 2 ' '
(2n-1) ligne apres les avoir divisées par wZn_l(xo), wzn_l(xl)

* N
ieme
, la 2

jusqu'd la

1
seee¥ona (Fongy

~
. N . . €re ., . .
respectivement, et ainsi de suite jusqu'd la 1 ligne qui reste inchangée.

En désigant par 6n(¢) la différence divisée du n

les relations :

§T(p(x)) =

n

i=o Wé(xi)

n

izo wé(xi)

(o]

x2

1

n

n
X,
1

1

+

WA(XO)

+

wé(xl)

ees T

* N
ieéme
ordre et

¢

n

Wé(xn)

en utilisant

)
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on arrive d l'expression suivante :

§%(¢) §%(x6)  —emmm- 5%

6n+l(¢) 6n+l(x¢) ______ 6n+l(xn¢)

62709y 620(xp) —-mom- 250
p(2n)(¢(x)):(_l)n (8)

RO T R € ) e — sotl -1y

5n+2(¢) ________________ 5n+2( n 1¢)

62n(¢) ________________ 621'1( n ld))

Rappelons la définition des différences divisées :
soit (¢i)i>o la suite des images par une fonction ¢ de la suite (xi)i>
¢ = ¢(xi) pour i = o

On définit la différence divisée du premier ordre par :

¢ - ¢,
Sl(xi, Xj) =42 pour i = j.

X. — X.
J 1

la différence divisée d'ordre n est définie par :

n-1 -
) (Xi’ Xy ) -6

o °

Gn(x. Ko, qgenesXs
i? Ti+l >*i4n

X. - X.
i+n-1 i+n

eeesX, XygeoeaX, X
) = +1° **i+n-1 i’ *“i+n-2?
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Dans les déterminants précédentside la relation (8), §"(¢) désigne la diffé-
rence divisée d'ordre n :
n
8 (xo, X5 xz’...,xn).
Considérons la deuxiéme expression de (7), et utilisons les mémes

transformations qu'on a appliqué pour avoir (8), on trouve 1'expression

suivante des différences réciproques d'ordre impair :

5n+2(¢) 5n+2(x¢) e 6n+2(xn—l¢)

6n+3(¢) 6n+3(x¢) o 5n+3(xn—1¢)

62n+l(¢) 62n+l(x¢) o 62n+l< n l¢)
ot ) (4(x)) = (-1)" (9)

6n+l(¢) 6n+l(x¢) o 5n+l(xn¢)

6n+2(¢) 6n+2( $) —-m- 5n+2(xn¢)

62n+l(¢) 62n+l( 0) ——mm 62n+l( n¢)

P Pe . z . . iéme
Considérons le déterminant numérateur de (8) ; on multiplie la (n+l)
. . iéme . . iéme
ligne par X0 en y ajoutant la n ; on multiplie ensuite la n par x, 4
idme
en y ajoutant la (n-1) , et ainsi de suite jusqu'd ce qu'on arrive a la
~
ere . L - P ~ - e 0
1 ligne qui reste inchangée. On répéte la méme opération en recommengant par
iéme iéme
la (n+l)
iéme _, P - ‘s p . P
n ligne. En opérant de la méme maniére sur le déterminant dénominateur et en

ligne, on s'arréte a la 2 , et on continue ainsi jusqu'a la

se servant de l'identité :



on trouve :

o (o) = K
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8%(x¢) = x_8%(9) + &*7H(O)

87 () 8% (x0) e 8T

6n+l(x¢) 5n+l(x2¢) . 6n+l(xn+l¢)

62n(xn¢) 62n(xn+l¢) . 62n(x2n¢)
6n+l(¢) _____ 5n+l(xn l¢)
6n+2( ) R 5n+2(xn¢)
62n(xn—l¢) _____ 62n(x2n 2¢)

X X -
n+l n+2

Pour les différences di

x2n

visées d'ordre impair, on trouve :

(10)
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§n+2(¢) 6n+2(x¢) o 6n+2( n 1¢)
6n+3(x¢) 6n+3(x2¢) L 6n+3( n¢)
62n+l( n l¢) _______________ 62n+l(x2n—2¢)
o (4(x)) = k! (11)
6n+l(¢) 6n+l(x¢) e 6n+l(xn¢)
an+2( ¢) 6n+2( 2¢) L 6n+2(xn+l¢)
62n+1( n¢) ________________ 62n+l( 2n¢)

~ ] = _ n
ol K! (-1) Xoip Xopg vre Rooge
Considérons le numérateur de (10), retranchons de chaque ligne celle qui

suit, en commengant par la premiére et appliquons l'identité :

§7(x9) = x 67(0) + 677H(9)

~

. ~ .€me .. . -
Nous aurons un déterminant ol la i ligne contient le facteur i Divisons
chaque ligne par ce facteur et appliquons la méme opération au déterminant obtenu,
en nous arrétant cette fois 4 l'avant derniére ligne.

En continuant ainsi on trouve :



p(

2n)
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R S Sy P B S SCE) 52%(¢) 620 (x) —--- §7 (L)
520y €R(x%)  —--- $PE) 820 (x$) mmmmmmmmmmmmee 27 (x"¢)
| : :
( (%)) = | e g g
------------------------------------ : |
; ;
§RGRE) 6P (PT) —men 8275 ) 8§27 (2772
Pour les différences réciproques d'ordre impair :
2n+1 + ~
61 (9) (x¢) --—- 627" 1)
2n+1 2n+
Rl €9 N —— §°2* Py
+ 1 2 2
2n l( n $) —mmmmmmmmmemeeme s n+l( n 2¢)
+
o2 (4(x)) = (13)
+
s20 Ly §20tL
1
g2t (%) —ommmmmm §20+1 n+l¢)
62n+%xn¢) ________ 62n+l( 2n¢)
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I1.3 - COEFFICIENT DIFFERENTIEL RECIPROQUE.

Si 1'on fait tendre tous les arguments qui figurent dans la différence

(n)

réciproque d'ordre n vers la méme limite x, alors p (xo, xl,...,xn) tendra

vers ce que Thiele avait appelé le coefficient différentiel réciproque noté

rn(¢(x)) ou simplement r,

La relation de récurrence (1) prend la forme :
(14) 1 0(x)) = (1) el T + 78 [o(x)]

et la fraction continue (3) nous donne le développement suivant :

_ z l 4 l 4 l
$x+2) = 0(x) * oyt EeGGoN T EEEGED to (15)

Pour calculer les coefficients différentiels qui figurent dans cette fraction
continue on peut utiliser la relation (14), mais si la fonction ¢(x) n'est pas
extrémement simple, le calcul de ses coefficients se complique. On va exposer
deux méthodes pour le calcul de ces coefficients, la premiére est due 3 Thiele
[48], la deuxiéme a Norliind [u46].

Si 1'on revient aux deux relations (8) et (9) on peut en dériver une
forme nouvelle de déterminant pour les différences réciproques qui se distingue
surtout parce qu'il ne contient que des différences divisées de la fonction

¢ elle méme. Ces expressions sont les suivantes :



o2 6(x)7 =
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o) n
8 (xn) 8(x l’xn) 8 (xo,...,xn)
2 n+l

8(x ’Xn+l) 87 (x K "’Xn+l) -—- ¢ (xo,...,xn+l)

n
(S (Xn,'003x2n) _______________________ G%XO"."XZH)

2 3 n+l
8 (Xn—l""’xn+l) 6 (xn—2""’xn+l) - 0 (Xo""’xn+l)
3 n+2
6 (Xn_la -sxn+2) ------------------------ (S (Xo;°°-,xn+2)
n+l 2n
6 (xn_l,--03x2n) _______________________ 6 ( 9 ~,x2n)

Cette expression est obtenue en retranchant dans les déterminants de (8) chaque

colonne de la précédente multipliée par X en commengant par la derniére.

Dans le déterminant ainsi obtenu, on retranche de chaque colonne la précédente

multipliée par x

- (5] . . . .
en nous arrétant a4 la 3~ colonne et ainsi de suite jusqu'd ce

que tous les éléments des déterminants soient des différences divisées de ¢.

Pour les différences divisées d'ordre impair, on obtient

(

16,

,



(17)

p(2n+l)[¢(x)] :
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3 4 n+2
é (Xn_ls . ,xn+2) § (Xn_2, ,Xn+2) - ¢ (X , ’xn+2)
4 5 n+3
6 (xn_la osxn+3) 6 (Xn_2, ,Xn+3) - 6 (X . ’xn+3)
nt2 n+3 2n+1
) (Xn—l""’X2n+l) (x__o» o¥y q) == 8 (x seeesXy 1)
2 n+l
S(Xn, X +l) 6 (xn—l’.. an+l) ------- 6 (x 900.,Xn+l)
2 n+2
8=(xy- ’xn+2) ------------------------ M (x , ’xn+2)
6n+l( ___________________________ 621‘11‘1( )
s . 2n+l) ,--.,X2n+l
n
lim  §%(x_,...,x ) = ;%_d $(x)
n né dxn
X, X
i
l:OS ’n

les relations (16) et (17) nous donnent :




~ Pd
ol on a posé

2n
r

2n+1
r

[op(x)] =

(p(x)) =
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o 1 n
4 & T 23nt1
an n+l - a2n
4 43 77T 4441
%3 T
n+l n+2 T a2n
i

a, = ;L.Elikéil

i! dx
43 qy  TTT 40
& % 77T %43
n+2 n+3 2n+l
a4 8  TTT 44
a4 a3  TTT fh40
n+1 an+2 a2n+l

Dans [46], Norliind a montré le résultat suivant :
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Théoneme.,
En posant :
% an+l T an+k
a
n+l n+2 n+k+1
H(k+l) -
I D
an+k an+2k
i
ol a :-3% d ¢§X), alors
1 1. 1
dx
*n 7 %ntk
Spe1 TS
(Hék+l))' = (n+2k+1)
Fntk-1 77 %neok-1
Sntk+l --- qn42k+1
< oK)y, g5, 5p i (k) >
ol (Hn )' designe La dérnivie de H ™" par rapport & x.

On rappelle le théoréme de Sylvester :

Théonéme.

SL on pose :
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411 #2 777 %
41 2 777 @y
A =
anl an2 T ann
alons on a :
A 8% sh o sasa_eh
6aij6ak£ Gaij 6ak£ Gaiﬁ éakj

Des deux théorémes précédents, Norliind déduit les relations :

NN EEE SR S (20)
mr ) B0 = el el - ) wl @
B A D =) e - anet (22)
B nl) i = i) v - @)y lon) (23)

La relation (20) n'est autre que la relation connueentre les déterminants
de Hankel, alors que les autres sont des relations ol intervient (Hﬁ)‘ qui

désigne la dérivée de Hi par rapport a x.

Dans [48], Thiele a utilisé la relation (20) pour le calcul des coefficients
de la fraction continue (16), qui présente l'avantage de ne pas contenir des

dérivées des déterminants de Hankel.
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Cependant Norliind [46] utilise les autres relations. Il dérive de celles-ci

la relation suivante :

(k) fk+1)_ 1 ) +1), 1 k1) (k)
g g 10 Copin N Iy S RC i (24)

n n+l ok+ntl n+l

De (18) et (19) on déduit :

r,2k(¢(x)) - Hgk+l)/H£k)
27 (p(x)) = 1 k)

et en utilisant (20), on déduit :

(H(k))z
(2k+1) v(02X(9(x))) = —2 (25)
(k) . (k+1)
' H
(k+1).2
(H )
(2k+2) (@ (o(x))) = - —= (26)
(k) (k+1)
Hy " H,
Si on pose :
[ - _ -
h =1,h =a,h, =a
(k)
| et Box = )
_ L (k+1)
n Boper T B

La fraction continue (15) prend la forme :
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d(x+z) = ¢(x) + 2} _ = 1 - | -
h? n2 n?
_o 1 2
hl hoh2 hlh3

La méthode utilisée par Norliind consiste d poser dans (21) et (24) n=1 ,

celles-ci s'éerivent :

_ 1 ' 1 '
h2k-2 h2k+l T 2k¥1 2k 1 hzk 2k 2k h2k 1

. 1 ' o1 '
h2k—1 h2k+2 T 2k+2 hzk h2k+1 2k+1 h2k+l h2k

On en déduit les coefficients h,, avech =1, h, = a, et h, = a,.
i o 1 1 2 2

Ceci achdve le calcul des coefficients de la fraction continue (15).
Remarques.

1°)  La premiére forme confluente du p-algorithme n'est autre que le coef-
ficient différentielle réciproque.

En effet :

1

(k)).
n+2k-1

si je multiplie la relation (20) par (H

(k)

par H +1° j'obtient aprés avoir retranché l'une de l'autre :

et la relation (21)

(k+1) (k-1) . (k),, 1 (k1) (k+1) (k) _
Hn Hn+2 (Hn ) nt+2k-1 Hn+l Hn Hn+l -

1 (k) () ((y, _ 1 (k) (), 00
n+2k- 1 Hn+2 n (H ) n+2k n (Hn+l) n+l

et en utilisant la relation (24), on déduit :

1 (k-1) (k)
n+2k-1 Hn+2 (H

) _—

(k-1) (k) 1 (k-1),, (k)
Hn+l n+l " n+2k-1 (Hn+2 ) Hn
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et j'obtient la relation :

H(k—l) H(k) - 1 [H(k;l) (H:lk)),

n+l n+l n+2k-1 n+ +2 n

- (H
n

En remplacant dans cette relation k par k+l et n par zéro, on obtient :

H(k) (k+1) _ 1

(k) , (k+1)., kyy (k+1)
1 Hl = ST [H2 (Ho )t o- (H2) H0 ]
Or
(k+1)
H
r'2k(¢) = ,O(
k)
)
donc
(k+1) (k) (x) (k+1)
(H )' H - (H")* H
(r2k(¢))' - _o 2 2 o)
()2
(k) . (k+1)
H H
= (2k+1) __'1'____1.___
(k).\2
LHQ ™)
or
(1l})y?2
r(x2X(¢)) = 2( —
k k+1
(2k+1) Hy Hl
donc
r(x?X(¢)) = —2

2% (6))

(27)
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ou (rzk(¢))' désigne la dérivée de rzk(¢).

De méme, en utilisant la méme technique on obtient :

2k+l 1
(9)) = — 77—
2k+l(¢))'
On a donc en général :
r(z(9)) = —2—
(r ($))'

et la relation :

gy = 2576) + (k1) r(25(4))

prend la forme :

k+1

+l(¢) - rk—l(¢) + s
(r ($))?

qui n'est autre que la relation de la premiére forme confluente du p-algorithme
Ce résultat peut aussi &tre affirmer de la définition m@me du coefficient diffé-

rentiel réciproque et celle de la premiére forme confluente du p-algorithme.

2°) C. Brezinski dans [2] propose deux algorithmes pour le calcul des polynlmes
orthogonaux. Le deuxiéme algorithme consiste a calculer les coefficients de la

fraction continue correspondante d la série f(t) = z c. t
i=o

c(t) = c_ + TE—J + o= | + rE—J + ...
S 1B, By
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Sk = pk(o) - pk_2(o) k=1, 2,...

Le calcul des quantités pk(o) est fait en utilisant la relation (20).

C'est donc la méme méthode que celle de Thiele.

3°) Il serait intéressant de trouver des formules analogues a (21), (22),

(23), (24) et (27) dans le cas ou les éléments des déterminants Hhk) ont une

forme plus générale.
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[I1 - GENERALISATION DE LA FRACTION CONTINUE DE THIELE.

La fraction continue de Thiele nous permet d'obtenir des fractions
rationnelles d'interpolation de degré n pour le numérateur et n pour le déno-
minateur et des fractions de degré n pour le numérateur et n-1 pour le dénomi-
nateur de telle sorte que si l'on place ces fractions dans un tableau, comme
on l'a fait dans la figure 1, on remplit des cases:de deux diagonales de ce
tableau. On se propose maintenant de voir comment on peut compléter la table
de la figure (1). Le probléme semble des plus difficilescar on ne peut méme
pas affirmer l'existence des fractions d'interpolation dans le cas général.
Pour cela on va se limiter 3 étudier le cas normal, lorsque ces fractions

existent, c'est & dire :

Etant donnée X , X, 4..+4X 5, ... Une suite d'abscices vee vee
o, l’ b n’ ¢O3 ¢l, H] ¢n’

leurs images par une fonction ¢. Pour(u,v) e N XN, il existe une fraction

U
Y telle que le degré de U soit v et celui de V. soit Y et
\ VU v

v

U (x.)
LA izo,u+v
vo(x,) T
uv i
U\)
et telle que VE_ ne correspond a aucun point autre que (u,V).
Ny

Pour cela on va s'appuyer sur l'analogie développer par Padé dans [25]
entre les réduites d'une fonction et les fractions d'interpolation de Cauchy.

Dans le sous-paragraphe suivanton va s'intéresser & 1'étude de Padé sur les

fractions rationnelles d'interpolation.

IIT.1 - EXTENTION DES PROPRIETES DES REDUITES D'UNE FONCTION AUX FRACTIONS
D'INTERPOLATION DE CAUCHY.

Sous l'hypothése ci-dessus, étant donné (u,v) € N xIN, la formule d'inter-

polation de Cauchy permet d'obtenir une fraction rationnelle qu'on note

U
VEX telle que le degré de qu soit v et celui de Vvu soit Y et que pour

Y
X» xl""’xu+v H ¢°, ¢l""’¢u+v donnés on ait :
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Si le nombre de valeurs ¢i données est égal d k, alors il existe k fractions
dont la somme des degrés des termes est égale d k-1 et qui interpolent ¢ aux
k abscisses X, Si 1'on fait varier k de zéro & 1'infini, on obtient une suite
infinie de fractions ratiomnelles d'interpolation qui vont remplir toutes les

cases du tableau de la figure (1).

Dans [25], Padé essaye de montrer que ces fractions d'‘'interpolation
possédent des propirétés analogues a celles des réduites d'une fonction.

Il considére deux suites de quantités correspondantes :

X X X s
09 l’ 29

b s B> Byoiees

U U 1] ? U 11y 11
. \Y
Soient VUV . By et L

trois fractions correspondants respectivement
u-\) Vu 1 Vv ] UH\)II

aux points (u,v), (u',v') et (u",v'").
Posons

A= Vuqu,v, - quVu,V,

Padé a montré le résultat suivant
Théoneme.,

A est divisible par Le produit (x—xo)(x-xl) ces (x—xm), ol m est Le
plus petit des deux nombres (p+v, u' +v').

De ce théoréme, il résulte que dans le cas ol (MU', V') est 1l'un des

points
(u+l,v) 3 (U, v+l) 3 (u+l, v+l)
alors

A= h(x—xo)(x—xl) cen (x—xu+v)
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ol h est une constante et de ce résultat, Padé énonce le théoréme suivant :

Theoneme.

SO o(u", V") est L'un des podnts (u'+l, v'), (u', v'+1) 5 (u'+1l, v'+1),

U U ? ] U 1t
akons Les numbrateuns et Les dénominateurs des gractions V”v , V“ Vet V” kM
u\) u'\)' u”\)”

satisfont aux nelations :

j Vg = &V %@ Vi,
(%)

l Uu“v" =aU + aU

ol o est, a un gactewr constant pres, egal a XX o+l 84 (u', v') est L'un

des points (u+l,v), (@, v#l), ou 4 (x-x )(x ) 44 (u', v') est Le

v+l RATENTY,
point (u+l, v+l) ; tandis que a est, s0it une constante, s0it un bindme du
premien deghé.

Padé a remarqué que les relations de récurrence (*), sont analogues a cel-
les des péduites des fractions continues hololdes associées & une fonction
(voir chapitre I). Elles conduisent donc & des fractions continues analogues
3 celles-ci, ayant les quantités o pour numérateurs partiels et les quantités
a pour dénominateurs partiels. Chacune de ces fractions continues, qui sont
en nombre illimité, donnera par ses réduites, une succession déterminée de
fractions d'interpolation appartenant au tableau de la figure (1).

Padé a remarqué également que le calcul des coefficients o et a qui entrent
dans les relations de récurrence est difficile du fait de la complication de

la fraction de Cauchy ; il s'est contenté de donner 1l'expression de la fraction
continue dont les réduites remplissent la premiére ligne horizontale de la table
de la figure (1) et qui ne sont autre que les polyndmes d'interpolation de
Newton.

Mais si on essaye de faire le lien avec ce qu'on a exposé dans le deuxiéme
paragrphe de ce chapitre, on peut voir facilement que les o et les a, dans le

cas de deux diagonales sont donnés par :
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o('i X" ¥i-1
i=z2
_ (o) (o)
Bl P3 Pi-2
avec uo = ¢o al = x - X
_ _ (o)
3, =1 )

On voit que le p-algorithme entre dans le calcul de ces coefficients.
Dans le cas ol l'on considére des réduites suivant un chemin en escalier autre
ga celui de la figure (1), on doit s'attendre 3 ce que ces coefficients soient

calculés par un algorithme qui généralise le p-algorithme.
Dans le sous-paragraphe suivant je vais donner des algorithmes pour

le calcul des coefficients O et a ne faisant intervenir que les valeurs des

fractions d'interpolation aux points d'interpolation.

ITI1.2 - ALGORITHME DE CALCUL DES FRACTIONS RATIONNELLES D®INTERPOLATION,

1°) cCas ol les fractions d'interpolation forment un chemin en escalier.

B Ul
A V)
Considérons trois fractions
consécutives correspondants N S ®—-e
aux points (M,v) (W, v+l) et |
(u+1, v+l). Désignons ces VHL oo ¢ - T
ot Pi By B o—o
ractions par -—, == et — .
CP RN [
J ® —
u y
Py
5; interpole ¢ aux points X s Xl""’xu+v
;
6; interpole ¢ aux points xo, xl,...,xu+v, Xu+V+l
Px

— interplle ints X , X_ ...
terp ¢ aux points o> ¥1° ,xu_w+2
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D'aprés le théoréme précédent, on a :

( = - -
Pk uPi + an o = h(x Xu+v+l)
(1) ol
Qk = aQi + an a = constante
Posons :
A= Pk(xu+v+2)
W= QX o)
A et U sont inconnues mais leurs rapports A-: ¢ est connu.
u u+V+2
Posons dans le systéme (1), x = X v+ il prend la forme :
uq>u+\)+2 - h(xu+\)+2 - xp+\)+l) Pi(xu+v+2) * Pj(xu+\)+2)
L h(xu+\)+2 - xu+\)+l) Qi(xu+v+2) ¥ Qj(xu+v+2)
En multipliant la deuxiéme équation par ¢U+V+2 et en la retranchant de la
premiére, on obtient :
h(xuﬁ)+2 - xuw+l)(Pi(xuw+2) - Qi(xu-w+2)) = (Pj(xu-l-\)+2) - Qj(xu-w+2))
d'ol :
b o= 1 Pj(xu+\)+2) - Qj(xu+\)+2) ¢u+v+2
vl © Sptve2 Pi(xu+\)+2) - Qi(xu+\)+2) O pve2

Dans les calculs, on a supposé la constante a égale & 1, ce qui ne

restreint pas la généralité.
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Les coefficients a et a étant calculés, on déduit, a l'aide de (1),

les polyndmes P, et Qk.

k

Remarque.

On a considéré des fractions consécutives correspondants aux poirts
(p,v), (u, v+l) et (u+l, v+l). Le calcul précédent reste valable dans le cas

de trois fractions correspondants aux points (u,v), (p+l, v) et (u+l, v+l).

2°) Cas ol les fractions d'interpolation sont placées dans des cases paral-

1léles a la diagonale du tableau.

— V
®
N (1Y)
o (u+1, v+l)
\ 2
O\\‘(u+2, V+2)
®
AN
[
Wy
Pi P P
Considérons les fractions 6—,-6;-et N correspondants aux points (u,v),
i 33 k

(u+1, v+l) et (u+2, v+2),

P,

i, - .
- r nts x X, 000X
Qi interpdle ¢ aux points o® X1° X 4y

P.
6l-interp61e ¢ aux points x_,

3 X1 o hve2

P
—E-interpale ¢ aux points X

Qk Xl”"’xu+v14
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Entre ces fractions on a les relations :

)

) (x-x

(x - H+V+2

1

P, = aP, + aP. o
k 1 |

xu+\)+1

| Q= o g a = bindme

Les coefficients o et a peuvent &tre calculés en utilisant la méme technique

que précédemment.

3°) Cas ol les fractions d'interpolation sont placées dans les cases paralléles

3 1l'axe des Y ou @ l'axe des V :

Si 1'on considére trois fractions consécutives correspondants aux points

(u,v), (u+l, v) et (u+2, v) ou aux points (H,v), (u, v+1) et (M, Vv+2), dési-

P. P. P
gnons ces fractions par —33 L et —E-.
Q.” Q. Q
i 73 k
Fi
6; interpdle ¢ aux points Xos Xpseees¥ e
P.
3

interpole ¢ aux points x , RiseeooXiug1e

o]

J
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P
.S interpdle ¢ aux points X s X

Qk 1""’Xu+v+2

d'aprés le théoréme précédent, on a :

h(x-xu+v+l)

g
n

oP. + aP. o
1 3

m +n

1]
1]

Qk @Qi + an a

les quantités a et a peuvent se déterminer en utilisant une méme technique

que précédemment.
Remarque.

On vient en quelque sorte de généraliser la fraction continue de

Thiele. Cette généralisation a un double intérét

1)  Avoir une infinité de développements en fraction continue d'interpola-

tion.

Avoir une méthode pour le calcul des différentes fractions rationnelles
d'interpolations grice aux relations de récurrences entre les réduites d'une

fraction continue.

I1 serait intéressant de faire une étude du probléme de 1l'existence des
fractions d'interpolation et d'étudier le cas anormal. Pour cela remarquons
que Padé a utilisé la méme méthode pour 1'étude des fractions rationnelles
approchées et les fractions rationnelles d'interpolation. Dans les deux cas
il s'est intéressé aux polyndmes A = quvu,v, - Uu,v,V , dont la forme lui
permet d'arriver & des résultats concernant le cas anormal pour les fractions
rationnelles approchées. Donc pour étudier le cas anormal pour les fractionms
rationnnelles d'interpolation, il serait intéressant de s'appuyer sur les

résultats de Padé exposés au chapitre I.



CHAPITRE V

APPLICATIONS DES FRACTIONS CONTINUES ALGEBRIQUES
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0 - INTRODUCTION

L'objet de ce chapitre est de donner quelques applications des
fractions continues algébriques, ce qui va nous permettre de voir comment
on trouve la solution de certains problémes en utilisant les fractions
continues. Ces applications utilisent 1l'unique développement en fraction
continue canonique d'une certaine fonction admettant un développement suivant

les puissances décroissantes de la variable.

I1 serait intéressant de voir ce que ceci peut donmer quand on se
place au point de vue de la théorie des fractions continues holoides

. 7 -~ . . . » Z L3
associfes d une fonction ; dans ce cas on aura une infinité de fractions
continues qui représentent la fonction et 1'on peut donc espérer améliorer

ces applications et augmenter leur nombre.

Dans le premier paragraphe, on va étudier une méthode d'interpolation
polyndmiale due a Tchebycheff [51]. L'analyse de quelques résultats des
mémoires [52] et [53] nous ont permis de construire un procédé régulier de

sommation.

Le deuxiéme paragraphe est consacré d l'étude des mémoires [54] et [55]
de Tchebycheff. On y expose une méthode de développement d'une fonction donnée
en série de fonctions ; les résultats obtenus ont permis a Tchebycheff de ré-

pondre 3 la question suivante

"Trouver deux polynémes X et Y telle que 1'expression UX-Y
ol u est une fraction continue canonigque donnée, représente
le mieux possible une fonction v donnée, quand le degré de

X est fixé".

Dans le troisiéme paragraphe on étudie quelques propriétés des réduites
de la fraction continue canonique provenant du développement de la fonction

F définie par

F(z) = jb £y)dy

a =y
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Ces propriétés nous servirons dans le quatriéme paragraphe pour le calcul
Pl . 0 Pd . o N
numérique des intégrales et, dans le cinquieme paragraphe, pour exposer les

recherches de Markoff a propos du probléme suivant posé par Tchebycheff :
x étant un nombre donné appartenant a [a,b],
f une fonction positive dans [a,b] qui reste inconnue,
2 une fonction quelconque donnée dérivable jusqu'd 1l'ordre u+l, et telle

que ) et ses dérivées jusqu'd cet ordre soient positives dans [a,b].

Alors, d'aprés les valeurs données des intégrales

b b b
o = J £(y)dy, a, = J y £f(y)dy, ..., o = J yu f(y)dy
a a

il s'agit de trouver un majorant et un minorant de l'intégrale

b
J Qy) £(y)dy.
a

Le chapitre se termine par un résultat de Padé sur la généralisation
des formules données par Sylvester pour le représentation des polyndmes qui

se présentent dans le théoréme de Sturm.
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I - INTERPOLATION POLYNOMIALE,

I.1 - L'ENONCE DU PROBLEME ET LA SOLUTION : (TCHEBYCHEFF [511).

Soit F une fonction dont on connait la valeur en n+l points X s Xyoe

On suppose que I puisse &tre représentée par un polyndme de degré n :

2 m
a+bx+cex + ...+ hx .,

On suppose que m < n. Le probléme est de déterminer les coefficients a, b,

C,.«.,h tels que les erreurs des valeurs F(XO), F(xl),...,F(xn) aient la

plus petite influence sur une valeur quelconque F(x).
On a donc le systéme d'équations :

2 m

F(x.) = a + bx. + ¢cx. + ... + hx,

i i i i

12 0,...4n

Si 1l'onmutipXechaque équation par un facteur indéterminé Ai et si 1'on fait

la somme, on obtient :

AO P(xo) + Al F(xl) + ...+ AnF(Xn) =
a(ko + Al + ...+ An) +
b(xoxO + Alxl + ...+ Anxn) +

2 2 2
vee T A
c(AOxO + lel + + nxn) +

m

m m
h()\oxo + Alxl + ... Knxn).

cesX .

n
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Si on compare cette expression a :

F(X) = a+bX+cX2+ ... + hX"

on aura .

F(X) = XOF(XO) + AlF(xl) ¥ ...t XnF(xn)

et on obtient donc le systéme d'équations :

i i i _
ono + Alxl cee *t ann = X

(1)

iz20,¢0.,m

Dans le cas o m = n, le systéme (1) admet une solution unique. Dans ce qui
suit on va écarter cette hypothése et on va supposer que m < n. Dans ce cas
le systéme (1) admet une infinité de solutions et, parmi ces solutions, il

faut déterminer celle qui remplit la condition du probléme.

e + e? + e+ ...t ei
Posons ki = o, ot e, désigne 1l'erreur corres-

o (n+l)

pondant a F(xi) et o, une constante.
Tchebycheff, déduit de la théorie des probabilités, que les coefficients Xo,

A An qui répondent & la question sont ceux qui minimise la somme :

12000
2,2 2.2 2,2 2,2
koko + klkl + k2X2 + ... F knxn
Soit 6(x) un polyndme de degré n tel que :
- 3 -
G(Xi) = ?; i=o, n.

La somme précédente s'écrira :

2
xo >\1 n

07(x,)  6°(x,) 02 (x,)
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En égalant la différentielle de cette somme d la somme des différentielles
des équations (1) multipliées chacune par des constantes arbitraires s

Hyseeeslt 5 oD obtient le systéme

2).
A stk f R 4 X
3 Ho T HpRy TR+ e X
9 (xi)
(2)
i = o, n.

Le systéme (1) réuni au systéme (2), détermine les n+m+2 inconnues

>\O’ )\13-0-,)\1,13 Uo, Nl,---,um

Le probléme se raméne donc a la résolution d'un systéme d'équation.

Nous allons voir que la solution est donnée par le développement en

fraction continue d'une certaine fonction.

Posons ¢(x) =-% (uo TRt Lt pmxm) le systéme (2) est donc équi-

valent a :

Al
i

—_ = $(x,)
62(x.) 1
1

(3)

1 2 Oyeseyll

et pour déterminer Ai’ il faut déterminer ¢.

Si 1'on remplace les expressions des A, tirées de (3) dans (1), on

obtient le systéme d'équations
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62(xo)¢(xo)xi + 62(xl)¢(xl)xi b 92(xn)¢(xn)xi = xt
(4)

i=0,1,...,m

Les premiers membres de (4) sont les coefficients de-%,-ga,...,

X
développement suivant les puissances décroissantes de la fonction :

—mﬁ dans le
X

2 2 2
0 (xo)¢(xo) 6 (xl)¢(xl) S (Xn)¢(xn)
+ ot ———T
X=X XX, X-X

Les seconds membres sont de méme les coefficients du développement suivant

les puissances décroissantes de la fonction :

Si 1l'on pose :

2 2 2
87 (x b 0°(x X 6" (x X
( o)d)( o) ( l)d)( l) ( n)¢( n) M
+ ... * - = =
X-X X-X X-X x-X N
o 1 n

alors, le systéme (4) peut &tre remplacé par la condition suivante :

le développement suivant les puissances décroissantes de la fonction

1
u ne renferme pas de termes en-%,-+ L

N 2,...,—m,c'estédire:
X X

1
mt2
X

)

M_

i (
et on a donc d°(N) = d°(M) + m + 2.
Si 1'on pose f(x) = (x—xo)(x—xl) . (x-xn), alors, en désignant par U la

82 (x)(x)E" (%)
f(x) i

partie polyndmiale de on aura :
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2 . 2 2 2
¢] (xl)¢(x)f (x) . 0 (xo)¢(xo) . 0 (xl)¢(xl) R ¢ (gn)¢(xn)
f(x) X=X X=X, x-xn
d'ol
2
O (x)o(x)E'(x) _ ;o1 _ M
£05) xX N

ou encore

(x-X)£'(x)0°(x) _ U(x-X)+1 _ (x-X)M (5)
f(x) d(x) d(x) N

Or d°(N) = d°(M) + m + 2 donc :

(x-X) M _ 1

d(x) N (X2m+l)
et la relation (5) nous donne :
(x-X)£' (3)6°(x) _ U(x=X041 1,
£(x) $(x) %2

U(x-X)+1
o(x)

canonique de la fonction :

ce quil montre que est une réduite du développement en fraction continue

(x=X)£' (%)0%(x)
f(x)

U(x~X)+1
(%)

De plus, la réduite qui suit aura un dénominateur de degré supérieur

d m, donc :
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U(x-X)+1
o(x)

est la derniére réduite dont le degré du dénominateur n'excéde

pas m.

U(x-X)+1 - $°(x)
o (x) ¢O(X)

on aura donc :

Posons

P (x)p(x)
U(x-X) + 1 = —————
¢o(x)

Or ¢°(x) et ¢o(x) sont premiers entre eux, donc ¢O(x) divise ¢(x) :
¢(x) = q ¢ (x)
ce qui entraine
U(x-X) + 1 = q ¢°(x)

Si ¢O(x) est de degré m, en faisant x = X dans la relation précédente on

obtient :
- 1
$° (X)
d'ou
¢ (%)
Blx) = =
$°(X)

si ¢8(x) est de degré inférieur @ m, g peut &tre un polyndme quelconque pourvu
que le degré de q ¢O(x) ne surpasse pas M.

Si l'on convient de prendre parmi ces valeurs celle dont le degré est le moins
élevé, q est une constante dont la valeur est déterminée comme précédemment,

et 1l'on obtient

¢O(X)
$°(X)

dx) =
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ce qui détermine la fonction ¢.
Revenons d la formule :

F(X) = lo F(xo) + Al F(xl) + ...+ An F(xn).

On a :
2
07 (x,)9 (x,)
A = 000k d(x,) = —2i 0 1
$° (%)
d'ol le résultat :
(6)
2 2 2
07 (x ) (x ) 7 (x. )9 (x.) 0°(x ) (%)
F(X) = © 0 O p(x )+ 1o 1 F(x,) + ..ot D00 M opex )
$° (X) © $° (X) $° (X) n

1.2 - REMARQUES A PROPOS DE LA FORMULE PRECEDENTE.

Remarque 1.

La formule précédente représente un polyndme en X, et la présence de ¢°(x)
au dénominateur montre bien qu'il y aura des simplifications. Pour arriver a
une forme qui en laisse voir la composition Tchebycheff a utilisé le résultat
suivant que l'on verra dans ce chapitre dans un cas plus général.

no(x) ﬂl(x)
Si 1'on désigne par RN L les réduites du développement cano-
1

2
1 - '
nique de la fonction f_iﬁ%%§%§l3 alors on obtient celles de (x X);(;§)6 (x)

par la formule :

wm(x) ﬂm+l(x) N wm+l(x)ﬂm(x)

1
®x-X [wm(x) q}m+l(x)-wm(xwmﬂ.(X):l
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$°(x)
¢O(X)

Si l'on remplace dans la formule (6), les expressions

par l'expression

ci-dessus, celle-ci prendra la forme :

F(x) = (-1)" E U V1 =) = ¥y (0 ¥y (%)
i=o X, - X

62(x.) F(x.)
1 1

Si 1l'on désigne par Ym cette fonction, et par Yﬁ- la fonction F(X) dans

1
1'hypothése ol elle est donnée par un polyndme de degré m-1, alors on aura :

y = (-1)™1 E Voo G (x) - 9 GOV (%)

2
m-1 0 (xi) F(xi)

i=o
x, - X
i

En prenant la différence de Y et Y .,on obtient :

v -y - (" E wm(X) [¢m+l(xi) - wm_l<xi)1 wm<§i> Ewm+l(§)4— wm_l(x)JOQ(x .
m m-1 " .= 3
1=0 X, - X

Cette expression peut se simplifier du fait des propriétés des fonctions

Yog1e ¥ et ¥ - En effet :

£1(x)0° (%)
Fx)

gru
q + + + ...
°© 9 9

supposons que le développement de en fraction continue

canonique est :

v
[y

. = A.x + B, i
ql 1 1
on aura donc :

lPm+l(x) - IJ)m—l(x) = (Am+lx * Bm+l) lpm(x)
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et en remplagant dans l'expression de Ym - Y

n-1? OB obtient :

_ m q 2
Yo-¥ = (VALY (X) igo U (%) 87(x,) Fx,)

et de 1a, on déduit une autre expression de Yo

>

_ S 2 S 2
Y o= Ay (X) izo Vo (%087 () Flx) = Ay (X) igo Yo (%) 87(x) F(x) + ...
(7)
m 2 2
t e DT A LY 00 igo Y (%) 8%0x,) F(x,).
Remarque 2.

Si dans la formule (7) on fait Yo wm(x), alors on est conduit au

systéme suivant :

([ (-1)™ A E v2x,) 8%(x,) - 1= 0
mtl L TmTi i B

n

2 - .
\ Aj izo wj_l(xi)wm(xi)e (xi) =0 j =1, m.
Or A, 2z Opour j =1, 2,...,m.
On aura donc :
& 2
izo wj(xi) wm(xi) 6 (xi) =0 j =0, m1

et donc pour m' # m :

T 2
izo wm'(xi) 1I—’m(xi) 5] (xi) =0
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Le systéme (8) nous donne les valeurs des A,

(-l)i_l

Ai =3 i=1,...,m

2 2
I vt 6%(x)

i=o

et 1l'expression de F(X) donnée par (7) prend la forme :

n 2 n 2
.Z b (k) 07(x,) Flx,) .Z Yy (x,) 8°(x)) Flx,)
F(X) = == v (0 + =2 V(0 + L

n 2 2 n

DRACRINCR DEICRERCR

1=0 1=-0

(9)
v 2
izo Yo(x,) 8°(x,) Flx;)
F oeinneens + wm(X)
52 2
izo Yo (x,) 0°(x;)
Remarque 3.

Si 1'on compare l'expression (9) pour m = n avec la formule d'interpola-

tion de Lagrange, on obtient les relations suivantes :

\Po(xi) G(xi) IPo(xn) G(Xn) N wm(xi) 6(xi) q)m(xn) e(xn)
n 9 o n ) )
izo Vo(x,) 8°(x,) L) 0%
(10) ¢
=0 sin=i
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Tchebycheff a montré dans [51] que ces expressions, réunies aux relations
du systéme (8), expriment une relation remarquable des fonctions ¢ (x) définies

par :

Y (x) 6(x)

o (x) =
m

1

e 2
Z wm(xi) 8 (xi)

(e}

En effet, les équations (10) nous donnent :

H
(@]

n
2 @m(xi) Qm(xn) sin=zi

m=o

=1 sin=1

et en utilisant les relations (8), on peut facilement montrer que :

sim' 2z m

n
.Z Ou(xs) 0 (xy)

1=0

1
(@)

=1 sim'" = m

A partir de ces relations, Tchebycheff a montré le résultat suivant qui va

nous servir dans la suite pour faire le lien avec les procédés de sommation.
Théoneme.

SL de toutes Les valewrs de La gonction @m(x), obtenues en faisant

m=0, 1l,...,n &t XTK Xy 5eeesX 5 ON COMPOSE Le caone de La gigune 1, alorns :

1
L) Ra somme des cannés des tewmes d'une rangle quelconque, horizontale ou

vernticale, sera égale a L'unite,

AL)  Ra somme des produits des teames correspondants de deux rangées horndizon-
Zales ou verticales serna égale a zéno.



- 196 -

®o(xo) @O(Xl) —— Qo(xn)

@l(xo) @l(xl) - @l(xn)

@n(xo) @n(xl) - Qn(xn)
Fig. 1.

Remarque 4 : Relation avec la méthode classique des moindres carrés.

Si on utilise la relation (9) pour représenter une fonction quelconque
F(X), on obtiendra un polyndme de degré m, tel que, la somme des carrés des
différences entre les valeurs de ce polyndme et les valeurs correspondantes
e qsz 2 2 2
de F(X) pour X = X s KyseeesXos multipliés chacun par 6 (Xo)’ ¢ (xl),...,e (xn)

respectivement, soit minimum.

Démonstration.

Soit P le polyndme cherché.
Posons P(X) = Aowo(X) + Alwl(X) + ... 7t Amwm(X). Ao’ Al""’Am doivent &tre
déterminés de sorte que la somme :

u 2 2
izo (F(x,) - P(x,))° 87(x,)

soit minimum. Nous aurons donc le systéme d'équations :

n
2 -
2 iZo[}“(xi) =AY (%) - A (%) e ALY (X)) wj(xi) 6%(x,) = 0

=0, 1,...,m.
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d'ol

g 2

izo bytx) 87(x) Flxy)

A. = j=0,1,...,m.
) oo 2

Io50ep) 0°(x,)

i=o

En reportant ces valeurs dans l'expression de P(X) cherchée, on trouvera
la formule (9).

I.3 - LIEN AVEC LES PROCEDES DE SOMMATION.

Au lieu de considérer le tableau de la figure 1, on considére un
tableau infini & droite et en bas, dont les éléments sont les @i(xj) pour i1 £ j

et des zéros si i > j. (Fig. 2).

@2(x ) 0 0 0 0 ----
oo
2 2
(- ——_———
@l(xo) ?lﬁxl) 0 0 0
2 2 2
@2(x0) @, (x,) @2(x23 0 -
1 ] ] \\\ \\
{ { i S ~a
] ] | ~. S~
| ] i ~ ~
{ 1 |} \\\ \\\
2 2 2 N2 >
®n(xo) ®n(xl) ®n(x2) ———————————— ®n(xn) 0 -
| | | I o >~
| ] I i S
[ i | i
Figure 2.

Pour ce tableau, les conditions du théoréme de Toeplitz sont vérifiées.

En effet :

Posons a

2 .
n,k @n(xk) si k € n.

a =0 sinon.
n,k
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[o0]
1°) Y Ja. | <M quelque soit n.
- n,k
k=o
En effet
oo (o]
Y ola ] = Y oTix)) .
keo B k K=o k ceci Vn.
Or on a
P
) @ (xk) =1 ¥n d'aprés le théoréme précéden
k=o
donc 1°) est vérifiée.
2°) lim a = o k=1,2,3, ...
n-)m n,k 3 L] 3
On a ¥k :
2] 2]
Z a < ) @2( ) =1
& n,k 7 & n %k
n=o n=o
donc la série z a converge quelque soit k, d'ou lim a = 0.
& n,k n,k
n=o T1-»00
3°) lim )} a = 1.
2o Dk
n»o k=0
Pour tout n on a :
T2
@n(xk) =1
k=o
et
(o] (o] 2
lim Z ) x = lim Z @n(xk) = 1.
n+e k=o n+© k=o

Les conditions du théoréme de Toeplitz sont vérifiées, le tableau construit

définit donc un procédé régulier de sommation.
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Remarque.

Le probléme d'interpolation qu'on a étudié a été ramené a la résolution
d'un systéme d'équations linéaires de Vandermonde. Cette résolution a été faite
d l'aide des fractions continues.

I1 serait intéressant de voir si 1l'on peut appliquer la méthode 3 la résolution

d'un systéme d'équations linéaires plus général.
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II - DEVELOPPEMENT D'UNE FONCTION EN SERIES DE FONCTIONS,

II.1 - LE THEOREME FONDAMENTAL.

Enoncé du théonéme : (Tchebychedd [551)

Soit v une fonction développable en sernie sulvant Les puissances
décroissantes :

u=g +T1—J+‘l—l+...
© 9 4

une graction continue canonique.
Posons :

R, = uQ, - P, pouwr i 21

P,
ol (G%Ji>l désigne La suite des néduites de £a graction continue u. Alons,
FIEE

La fonction v peut étrhe neprésentie panr :

v=Ev)+wR +w R2 + W

1® 5 R3+...

3

w = (-ZL)n.l [E(annv) - an(an)]

n

et ol E(f) désdigne La partie polynimiale de £,

Démonstration.
R =UQ - P n>1
n n n
Or
v - P - (-1t
n n Qn+l 4 E:nQn
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e I

1
oo la,

1 1
TTa,

G2 L3
e représente une fonction de degré négatif, c'est a dire que dans le

développement suivant les puissances décroissantes de €, il n'existe pas de

terme de degré positif ou nul.

Les polyndmes (Qi)i>l qui sont les dénominateurs des réduites de la
fraction continue u représentent une suite de fonctions de degrés croissants,

donc, dans la suite (Ri)i toutes les fonctions seront de degrés négatifs,

21’
et ces degrés vont en décroissant.

Donc la fonction v qui est développable en série suivant les puissances décrois-
santes, pourra &tre représentée par une série dont les termes seront des produits

de polyndmes par les facteurs Ri'
En effet, on a :

v - E(v) = wlRl + rl

ot Wy est le quotient de la division de v - E(v) par Rl’ et r le reste.

De méme on a :

B
n
£
N
el
-+
=

3
n
€
)
-+
3

______________ ol d°(r.) < d°(R,)
i i

Lo

i
SE
:”FU
+
s

En faisant la somme de ces équations, on obtient :

v ='E(v) + w.R

1Ry PRy st R+ r (1)

2
En faisant tendre n vers 1'infini, on obtient la représentation de v cherchée

v = E(v) + wR W Ry 4 . (2)
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Il reste d& trouver les expressions des wi.

Si on multiplie les deux membres de (1) par Qn et si on identifie les

parties polyndmiales, on obtient :
E(Qv) = QE(V) + E(wRQ ) + E(w,RQ ) + ... + E(wR Q)

car E(rnQn) = 0, donc en faisant la différence entre cette équation et 1'équa-

tion (1) multipliée par Q » on obtient :
Qv - E(an) = wRQ - E(wlRlQn) t R Q- E(szZQn) + ...
.+ wanQn - E(wanQn) + rnQn
d'ol, il résulte :

E[qn(an ) E(QnV))J = E[qn(wlRlQn - E(wlRlQn))] + ...

... + E R -
[q (wRQ - E(wRQ))]
Cette derniére expression se réduit a :

E[qn(an - E(an))] = E[qn(wanQn - E(wanQn)]

car
E[qn(mean - E(mean)] =0 pour m = O, 1,...,n-1.
de plus :
Blq (W R Q- E@R )1 = (-1)" 7w
d'ou

w = (-1 Elq_(Q v - E(Q_v))]

n
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ou encore :

w, = (-1"7H [B(qQv) - @ B(Qv)]
ce qui achéve la démonstration du théoréme.
Remarque.

Tchebycheff a montré dans [55] que 1l'expression précédente des w, se
simplifie dans le cas ol les réduites de la fraction continue u sont toutes
normales. Les dénominateurs partiels Q12 Qs dgoe-s sont tous du premier degré
et les facteurs w, se réduisent a des constantes dont les valeurs se déterminent
ainsi :

Posons g. = A.x + B, ix1

: i i

1

donc :

_ n-1
w, = (-1) E[(Anx + bn)(an ~E(Q V)]

En remarquant que l'expression du développement en puissances décroissantes
q P

de an - Ean ne contient pas de termes de degré positif ou nul, on aura :

Ln Mn
QV - E(QDV) ==ttt ...
X
et
AnMn + Lan
(Ax+B)(QV-EQV) =AL +———0—— + ...
d'ou
E[(Anx + Bn)(an —E~(QHV)] = AL
et

w_ = (-1)" T AL pour n = 1,
n n n
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Le développement de v en série de fonctions prend la forme :

v = E(v) + AlLlRl - A2L2R2 + A3L3R3 - ...
Remarque.
Les fonctions Ri sont calculées par :
R, =0Q, - P, i1,

1 1 1

et donc les R, ne sont pas en général des polyndmes.
I1 faut remarquer aussi que le choix de la fraction continue u est arbitraire,
et donc nous avons une infinité de développements de v en séries de fonctions.

Donnons un exemple simple

Posons v(x) = 1
x-1

u la fraction continue canonique définie par :

S A I S I A I
4t Tz |2z |2z |2z tt

Les dénominateurs des réduites de u qui ne sont autres que les polyndmes

de Tchebycheff sont définis par :
Q(z) =z
Qz(z) = 22° -1
Q;(z) =2z Q;_,(2) - Q,_,(2) i>2

Les numérateurs Pi sont définis par :

Pl(z) =1
P2(z) = 2z
P;(z) = 2zPi_l(z) - Pi—Q(Z) i> 2.
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Les fonctions Ri sont liées par la méme relation de récurrence que les (Q.).
i

En effet, on a :

Rivn 9 Qg Py
Ry ZuQ-Fy
Risg T80 Q g = Py

Si on multiplie la deuixéme de ces équations par -2z et si on fait la somme,

on obtient :

Ri+l - 22Ri + Ri—l = u(Qi+l - QZQi + Qi—l) - (Pi+l - 2zPi + Pi—l) =0

donc
R, = 2zR, + R,
i+l i i-
avec
Rl(z) = zu + 1

R2(z) = (2z2 - 1)u - 2z

Considérons la relation :

v = BE(v) + AlLlRl - A2L2R2 + A3L3R3 - e
on a
Al =1 et Ai =2 pour i 2 2
et
Li = Qi(l) =1 pour tout i = 1.
v = —E;-=> E(v) = 0
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d'ol l'expression de v cherchée :

© .
v=R +2 J (-0¥1R

1 129 i

ol les Ri sont définis ci-dessus.
II1.2 - APPLICATION DU THEOREME PRECEDENT.

Dans [55], Tchebycheff, aprés avoir remarqué que les fractions continues

donnent la solution du probléme :

"Déterminer deux polynémes X et Y tels que 1l'expression UX - Y

tende vers zéro”,
se pose le probléme suivant :

Déterminer les polyndmes X et Y pour lesquels la différence UX - Y repré-
sente une fonction donnée v avec le plus grand degré d'exactitude qu'on puisse
atteindre, lorsque le degré du polyndme X ne surpasse pas une limite donnée,

c'est d dire tel que :
(X -Y)-v=0 CES) p le plus élevé possible.
t
Dans [55], Tchebycheff a montré le résultat suivant :

Théoneme.,

Les polyndmes X et Y qui répondent a La condition du probleme précédent
sont donnes pan :

X = FlQl + F2Q2 + .00t FnQn

Y = ~E(v) + FlPl + F2P2 + ... 4 FnPn
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avec
Fi = Wy pour i =1, 2,...,n-1
- : 40 <
Fn w, si d (ann) < m
0 sinon

ol Le polynime X dodit etne tel que son deghl 404t < & m, m $ixe. Les P, ot Les
Q sont Les numérateurns et Les dénominateurns des néduites de La fraction conti-
nue u. Les w, sont Les facteuns qui gigurent dans La relation (2) du sous para-
ghaphe précédent.

Démonstration.

d°(X) < m.

Soit Qn le dernier dénominateur de la suite (Qi)i>l dont le degré ne

dépasse pas m. On a donc :
o] o]
do(X) < d (Qn+l).
Si on divise X par Qn’ on aura :
X = FnQn T Pn

ol Fn est le quotient, e, le reste. Divisons p, par Qn—l et ainsi de suite,

on obtient :

pn = Fn—lQn—l + pn—l

—————————————————————— ol d°(p.) < d°(Qi)

et d°(Ql) = 1.
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En faisant la somme de ces équations, on obtient :

X = FQ +FQ + ... +FQ (3)

ol les Fi sont des polyndmes inconnus dont les degrés sont respectivement
inférieurs 3 ceux des dénominateurs partiels de la fraction continue canonique
u. C'est d dire qu'on a :

[0 o] ] =
d (Fi)< d (qi) i=1, 3.

En effet les degrés de Fis FQ""’Fn sont égaux respectivement aux degrés de :

P2 s n X
] 2c ey H
Q1 Q2 Qn—l Qn
Or
(o] (o) 3 -
d (pi) <d (Qi) i=2,n
et
[o] o]
d°(x) < a°(q ;)
donc
Q.
do(F,) < a° (=t1y
1 Q.
i
Or
U, %1
Ql i Qi
donc
d° (£ < ao(qy)
i
donc

d°(Fi) < d°(qi).
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Le probléme est donc de déterminer Fi pour i =1, 2,...,n.
D'aprés la condition du probléme l'expression UX - Y - v doit s'approcher le
plus de zéro, donc le polyndme Y doit représenter le plus prés possible la

fonction UX - v, d'ol :
Y = E(UX - v)

ce qui donne :

UX - Y-v=UX-v-E(UX - v)
et cette expression montre que le degré d'approximation avec laquelle l'expres-
sion UX - Y représente la fonction v est égal au degré de la partie non polynd-
miale de UX - v et donc, pour satisfaire aux conditions du probléme, ce dernier
degré doit &tre rendu le plus petit possible.

Revenons a la relation (2)

v = E(v) = wlRl + w2R2 + w3R3 N

et retranchons la de 1l'équation (3) multipliée par u, on obtient :

UX - v = PlQlu + F2Q2u + ...t FnQnu - E(v) - wlRl

- w2R2 - . - wan - wn+an+l - ..

Or

o)
n

.- P
qu
donc

. =R, + P,
qu i i

En remplagant u Qi par Ri + Pi dans 1l'expression ci-dessus, on obtient :

UX - v = - E(v) + F,P, + P2P

1F1 + o0 F FnPn +

2

R

(Fl - wl)Rl + (F2 - w2)R2 + .. + (Pn - wn)Rn - wn+l SRR
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Dans l'expression ci-dessus, la somme

-E(v) + FlP + F2P2 + ... + FP

1 nn

est un polyndme et les autres termes sont des fonctions de degrés négatifs
et ces degrés vont en décroissant quand on passe d'un terme au suivant.

Par conséquent le degré de la partie non polyndmiale de UX - v sera d'autant
plus petit que sera plus grand le nombre des termes qui s'annulent 3 partir
du premier dans 1l'expression :

(4) (Fl - wl)Rl + (P2 - w2)R2 + oo t (Fn - wn)Rn W R

Or on a :

= o]
X FlQl + F2Q2 + ...+ FnQn avec d°(X) < m.

Si 1'on pose Fi = w, pour i=1, 2,...,n-1, alors les (n-1) premiers termes

de (4) s'annulent, et ce choix de Fi est possible car :
d°(wiQi) <m pour i = 1, 2,...,n-1,

Si d°(ann) < n alors on peut choisir Fn tel que :

Si do(ann) > m, alors Pn doit &tre choisi tel que d°(Fn) < d°(wo).
Parmi toutes les valeurs de Fn satisfaisant & cette condition on peut choisir

la valeur zéro pour simplifier les expressions de X et Y.

On a donc :
X = FlQl + F2Q2 + ... T FnQn
Y = - BE(v) + Fle + F2Q2 + oe.. + FnQn
avec
F, =w, i=1, 2,...,n-1
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F = W si d°(wQ ) <n
n n'n

4L 0 sinon

et ol les Pi et les Qi sont les numérateurs et les dénominateurs des réduites

de la fraction continue canonique u.
Remarque.

Le probléme posé par Tchebycheff nous semble &tre intéressant et peut
donner lieu d des généralisations importantes du fait que 1l'on peut choisir

la fraction continue u.

La méthode utilisée par Tchebycheff semble &tre compliquée et le choix
des quantités P n'est pas trds justifié. Le probléme appelle de nouvelles

recherches.



- 212 -

IIl - QUELQUES PROPRIETES DES REDUITES DE LA FRACTION CONTI%UE
CANONIQUE PROVENANT DU DEVELOPPEMENT DE L'INTEGRALE J -JQQQX.

a 27
b f(y)d
Posons F(z) = J EAR 25N A
a X-y

En développant F(z) suivant les puissances décroissantes de z, on a :

o a Q

- _9 n
F(z) = Z + + Zn+l

+ ...

ol
=+

V4

b .
a, = J £(y) y* dy
a

F(z) peut &tre développée en fraction continue de la forme :

S I
°“To, " Tg, " Tw. °
1 2 3

qui n'est autre que le développement canonique de F, ol les c. sont des constantes

et les s des polyndmes.
Si l'on suppose que f reste positive dans [a,b], alors on a le théoréme :
Theoneme 1. [44]

Tous Les qQ; sontdes polynimes du premier degré, ce qui est quivalent
a dirne que toutes Les néduites de La graction continue c sont noumales.,

Démonstration.

En désignant par z le quotient complet d'ordre n+l, on aura :

nt+l

Y C,C,p ess C
1 +1
F(z) - g& = 2 n (1)
n (¢nzn+l h ¢n-lcn+l)¢n
< ¥Yn ., . iéme ., . v
ou N désigne la n réduite de c. En multipliant les deux membres de (1)
n.

2
par ¢.(z), on aura :
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c,C eee C

172 n+l

b
62 (2) j DD =y (2) ¢, () +
@ cn+l¢n—l

N o

n

ol on a remplacé Zo.q PP Q. - F .

Fn +1 désigne une fonction qui s'annule pour z =, Qu encore :

(2)

n+l

2 2 2
b ¢ (z) - ¢ (y) (b £(y)o(y) C,Ch en. C
J n D £(y)dy + J —2 " dy =9 _(2)9_(2) + 12

a zZ-y a z-y

cﬁ+l¢n-l

Qo1 ~ Fn-l - ¢
n

Si 1'on suppose que le degré de q.,q ©st strictement supérieur 3 1, alors

le coefficient de %-dans le deuxiéme membre de cette égalité est nul, alors

b
que dans le premier membre il est égal a j ¢§(y) f(y)dy qui est différent de
a

zéro du fait que f est positive dans [a,b].
cqfd.

Du théoréme précédent, on déduit que est un polyndOme de degré n et si 1l'on
P que ¢_ poly g

pose q ., T a .2 + bn+l alors on a :

b C,C, +es C
j $2(y)E(y)dy = 22t (3)

a
a n+l

De (3), on déduit que si Cis CpseessC .y sONt positifs, alors 315 @pseeesd g

le sont aussi.

En posant R = ¢n(z) F(z) - wn(z) la relation (1) nous donne apres

multiplication par ¢n :
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c.C ese C
¢n(z) F(z) - wn(Z) = 12 ntl

¢

nzn+l - cn+l¢n—l

ou encore

b ¢ (y)

J b ¢ (z) - ¢ (y)

=y f(y)dy + J f(yldy = wn(z) + Rn(z)

a a

En comparant entre elles les parties polyndmiales et non polyndmiales des

deux membres, on obtient :

b ¢n(z) - ¢n(y)
z-y

b = | £(y)dy (4)

a

R (2) = £(y)dy (5)

Si on développe le deuxiéme membre de (5) suivant les puissances décroissantes
de z, en remarquant que Rn est de degré - (n+l), alors on obtient le systéme

suivant :

b .
J £(y) ¢n(y) ytdy = 0 i=1,2,...,n-1
a

qui peut &tre remplacé par 1'égalité :

b
J f(y)”¢n(y) en;l(y) dy = 0 (6)
o .

ou en—l est un polyndme quelconque de degré inférieur ou égal a n-1 et

1'équation (6) entraine :
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b
j £(y) ¢m(y) ¢n(y) dy = 0 ¥m,n m=zn (7)
a
Proposition.
b
L'equation J f(y) ¢n(y) en_l(y) dy = 0 déginit La fonction ¢
a

Démonstration.

Soit ¢ un polyndme de degré n qui vérifie (6), on a :

b
J £(3) o(y) 6__ (y) dy = 0
a

On peut écrire ¢ sous la forme :
o(y) = Alq)l(y) + A2¢2(y) + ...+ And)n(y)

ol les Ai sont des constantes

b n b
J . o(y) f(y) en_l(y) dy = i};l Ja Ay ¢ (y) £(y) 6 _1(y) dy =0

En prenant successivement pour eh—l les polynOmes ¢l’ ¢2""’¢n—l’ on aura :

A, =0 pour i =1, 2,...,n-1,
Donc :
®(y) = A ¢>n(y).

Si on suppose que le coefficient de plus haut degré de ¢n est égal & 1, alors

¢ est déterminé de fagon unique.
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Remarque.

1°)  On voit que de 13 découle la théorie classique des polyndmes orthogonaux
En effet, la relation (7) est celle qui définit la famille des polyndmes ortho-

gonaux (d)n)n par rapport a la fonction poids f.

La famille de polyndmes (cbn)n a été obtenue a& partir des coefficients a.

définis par :

v
o

( .
o, = J y* £(y) dy i

b .
Si 1l'on suppose, pour simplifier, que f(y) = 1, alors o, = J yl dy, ou
a
a, = c(yl), en supposant que c est la fonctionnelle linéaire définie sur 1l'en-

semble des polyndmes par :
(b

c(yh) = } vyt dy izo0.
a

[\

Une généralisation tout & fait naturelle qui consiste a considérer une fonction-
nelle linéaire ¢ définie sur l'ensemble des polyndmes, non nécessairement définie
par une intégrale, nous conduit d la théorie des polyndmes orthogonaux formels

exposée par Brezinski dans [3], ol il suppose que la fonctionnelle c est définie,

(o)
k

c'est 3 dire que les déterminants de Hankel H définis par :

Oy % Qo TTT O g
R T T T
H(o) -
k
O-1 TTTTTTTTTTT %ok-2

sont différents de zéro ¥Wk. Le cas ol c n'est pas définie a été étudié par

Draux dans[43].
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2°) La deuxiéme remarque est relative aux familles de polyndmes orthogonaux

adjacents. Le développement de ny) suivant les puissances décroissantes de
z est :
2
fly) - £ + yE(y) LY f(y) +
zZ-y Z 2 3 ot
z z
(y-a) £(y) | (y=a) £(y) . (y=a) y £(y) . (y-a) y° £(y) .
zZ -y Z 2 2 Tt
z z

et

b b b

I (y-a) f(y) dy = J y f(y) dy - a j f(y) dy
a a a
b i
o -aa ou a, = J y~ f(y) dy.
a

b i

Posons B, = j (y-a) y~ £(y) dy.
* a
On a :
Bi =0, a0, pour i 2 0
Pour a = 0 on a :
B1 = %41 120

On définit ainsi une autre famille de polyndms orthogonaux qui n'est autre que
la premiére famille adjacente 3 la famille (¢n)n.
De la, on voit découler la notion de familles de polyndmes orthogonaux adja-

cents (voir {31]).
Théorsme 2.

Toutes Les racines de L'équation ¢n(z) = o sont rnéelles, distinctes et
comprises entrhe a et b.
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Démonstration.
*) Soit z, une racine complexe de ¢n(z) =0, 2, la racine conjuguée.
Posons z) =a+ iB, z, =0 - iB. On aura donc :

b (2) = ((z - w® + 8%) o(z)
oi &(z) est un polyndme de degré n-2.
Posons &(y) = 6__,, alors (6) entraine :

b
J f(y) [(y - a)2 + 62] @2(y) dy = 0
a

ce qui est impossible.
*) Soit o une racine double, on a donc :

6_(2) = (z - ) o)

ol ®(z) est un polyndme de degré n-2.

Posons &(y) = en_l(y) dans (6), alors on aura :

(b
J f(y) (y - a)2 @2(y) dy = 0
a

ce qui est impossible.

*) Supposons enfin que Y soit une racine > b ou < a, alors :
¢n(2) = (z - v) o(z)

ou $(z) est de degré n-1.
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Posons ¥(y) = en_l(y), on aura donc :

(b 5
J f(y) (y -v) 9o°(y)dy =0
a

ce qui est absurde.

Remarquons que pour la démonstration de 1l'impossibilité d'une racine

complexe ou d'une racine double, il suffit que ¢n satisfasse & :

b
J £(y) ¢n(y) en_z(y) dy = 0O
a

ou Gn_2 est de degré < n-2.

La méme condition suffirait si 1'on voulait démontrer 1'impossiblité
de deux ou d'un plus grand nombres de racines réelles en dehors de [a,b].

Ces remarques nous conduisent au théoréme suivant :

Théoneme 2 bis.

Si ¢ est un polyndme de degré n satisfaisant a La condition

b
J f(y) ¢(y) en_Q(y) dy = 0 pour tout polynime en_2 de degh? Anférnieur ou
a

egal @ n-2, alons £'équation ¢(z) = 0 aura Loutes ses racines réelles, dis-
tinctes et ne powra avoin qu'une seule racine en dehons de [a,b]. L'expression
de ¢ est :
o(z) = A¢n(z) + B¢n_l(z)
olt A et B sont des constantes.
De méme, pour les racines de wn’ on a le théoréme suivant :

Theoneme 3.

Toutes Les nracines de b sont néelles, distinctes et séparnies par
celles de ¢n.
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Y (z.)
Pour la démonstration, on montre d'abord que les nombres —E——&—-, ol
t
z,
¢n( 1)
les z, sont les racines de ¢n sont tous positifs, et en appliquant le théoréme

de Rolle, on aura le résultat.
Ce théordme peut &tre généralisé comme le précédent :

Théoneme 3 bis.

Soit ¢ un polynime de degnl n, satisgaisant & La condition :

b
J £f(y) ¢(y) Gn_z(y) dy = 0

a
et
b o(y) - $(z)
¥(z) =f fy) =222 gy
a z-y
Y(z,)
alons, tous Les nombies —I— sont positifs, et Les racines de y sont rielles,
¢'(z,)

distinctes et siparnies par celles de ¢. Les z, sont Les nacines de ¢.
Theoneme 4.

Soit & un polynime de deghé < 2n-1, Z)s 2 a2 Les nacines de ¢ >

oo
alons on a :

b n wn(zi)
J f(y) o(y) dy = z E— @(zi) (8)
a i=1 ¢'(z,)
n o i
Démonstration.
Soit en_l le quotient de la division de ¢ par ¢n et r le reste,

on a donc :

o(y) = ¢n(y) en_l(y) + r(y)
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r est de degré n-1, de plus, @(zi) = r(zi) i=1,...,n, donc :

n ¢_(y)
r(y) = ) ——— (z,)
il (y-2)¢!(z.) 7

En remplagant r(y) par la valeur ci-dessus dans l'expression de ®(y), on aura

en multipliant par f(y) dy et en intégrant entre a et b :

b n wn(z.)
J o(y)E(y) dy = ) A; (z;) ol A, = =
a i=1 ¢é(zi)4

c.q.f.d.

Dans ce qui suit on va donner quelques propriétés des réduites des fractions

continues provenant des développements des intégrales :

b b
J ® (y-a) () j (b=y) £(y) 4 ot J (y-a)(b-y) £() 4
a

a zZ-y a z-y z-y

Désignons respectivement par U s Vn, W les dénominateurs des réduites de ces
fractions continues. Comme les fonctions (y-a) £(y), (b-y) f(y) et (y-a)(b-y)f(y)
ne changent pas de signe entre les limites d'intégration, on peut appliquer

les théordmes 1 et 2 et donc les racines de S v et W sont réelles, distinctes
et comprises entre a et b.

Les équations qui peuvent servir 3 la définition de ces fonctions sont :

b

J (y-a) £(y) Un(y) en_l(y) dy =0
a
b

J (b-y) £(y) Vn(y) Gn_l(y) dy = 0
a

(b
J ] (?-y)(y—a) £(y) Wn(y) Gn_l(y) dy = 0
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Les résultats suivants concernent les fonctions Un, Vn et Wn, les démonstra-
tions uitlisent les m@mes techniques que celles qu'on a vu dans les théorémes

précédents (voir [44]).
Théoname 5.

Les intégrales

b U (y) b Vn(y) b W (y)
J £(y) dy J £(y) dy , J f(y) (b-y) a dy
a Un(a) a Vn(a) a Wn(a)

b W (y)
et J £(y) (y-a) -2 dy ont toutes des valeuns positives.
a W _(a)
n

Théonzme 6.

1°)  Les nacines de u_ sont sepanies par celles de &(z) = (z-b) v (2)

et néciproquement, Les racines de v sont sépanies pan celles de ¢(z) = (z—a)Un(z

2°)  Lles nacines de ¢n sont sépantes par celles de La fonction
@l(z) = (z-a)(z-b) wn_l(z), et nécdproquement, Les racines de Wo_
hies par celles de ¢n.

1 sont sepa-

Le théoréme suivant donne les expressions de Un’ Vn’ Wn , en fonction

de ¢n et de ¢n—l'

Théonime 7.

¢n—l(a)

(z-a) U_(z) = A {¢n(z) (a,,(z-a) + ——) - ¢n_l(z)}
¢ (a)
¢_,..(b)

(2-b) V_(2) = A {6_(2) (a_, (z-D) + 20) - ¢ ()}

¢n(b)
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,
¢ _,(b) ¢ _;(a)
¢.(2) { (z-a){—$;?57—-— (z-b) —E;Taj—}}‘ (b-a) ¢__,(2)
Wn_l(z) =C
$ (b)) ¢_ . (a)
(z-a)(z-b) {2t — - 2L

6. ¢ (a)

ol A, Al et C sont des constantes.
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IV - CALCUL APPROXIMATIF DES INTEGRALES,

On va donner quelques résultats sur les quadratures numériques dus
a Markoff [45]. Ces résultats vont nous fournir des inégalités qui nous

serviront dans le paragraphe suivant.
Théonreme §.
Soit Q une gonction développable en sérnie entilre dans un intervalle

[a,bl, £ une gonction positive dans [a,b].
Alons, AL existe £ e [a,b] tel que :

b n Y (z,) (2n) (b
J Uz) £(z) dz = § 2 i gz )+ 51———$§Q-J 42(2) £(z) az.
a

a i=1 ¢£(zi) (2n)!

<

oil EE-QAI 2a %" paduite du développement en graction continue de £a
n
(b

gonction F(z) =J £y) dy, et Les z, sont Les racines de ¢n.

a 27y

Démonstration.

_ 2n 2n+l
Ux) = a, + a ;X + ...t ay,, Xt a5 41 +

dans [a,b].

On a :

b b (b 5
j f(x) Q(x) dx = J f(x) o(x) dx + a, J T f(x) dx + ...
a a 1) a

En appliquant le théoréme 4 on obtient :

(b n Yy (z,) (b
| fo0 860 ax = ) DL a(z,) +a, J x2® £(x) dx + ...
a izl ¢! (z,) + a
2n 2n+l _

oz,) = Uz) -ay z7 -a, g%
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Donc :

Jb n ll)n(Z.)

_ i
. f(x) UAx) dx = izl ;Tz;—; Q(zi) + a,.€ + a4l €1 + ...
n i

ol €, Els Epsenn sont des quantités indépendantes de la forme de §! et qui

peuvent &8tre calculées a priori.

Posons ®(z) = @O(z) + én(z) en_l(z) ol :
QO(Z) ) izl (z—z¢?(zi(z ) Q(zi)
i” "n7d
et en—l un polyndme de degré n-1.
¢ est telle que :
@(zi) = Q(zi) i=1, 2,...,n
On peut déterminer en-l de telle sorte que les quantités Zys ZhseeesZy
deviennent racines doubles de 1l'équation :
o(z) = Q=)
c'est 3 dire qu'on ait :
@'(zi) = Q'(zi) i=1, 2,...,n
Remarquons dans ce but que :
@'(zi) = @é(zi) + en—l(zi) ¢é(zi) i=1, 2,...,n

On aura donc pour déterminer 6 les n équations :

n-1?
Q'(z.) - ¢'(z,)
6 _,(z,) = = ° = iz=1,...,n

¢é(zi)
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et la formule d'interpolation de Lagrange donnera :

n ¢_(z)

o (z)= ] - 0 _(z,)
n izl (z-z,) ¢'(z,)
1 n 1

Appliquons la formule d'interpolation d'Hermite d& la fonction 2, on aura :

62(z) o)
Q(z) - 9¥(z) = ol &£ € [a,b]

(2n)!

Or d'aprés la définition de ¢n on a :

b b n ¢ (z,)
J ®(z) f(z) dz = J ¢ (z) f(z) dz = z Rl
o .
a a i=1 ¢'(z,)
n i
et on obtient finalement :
(b n Yy (z,) (2n) b
(M ] £ = ) g 801 ¢2(2) £(2) az
a i=l ¢é(zi) (2n) 1 a
ce qui achéve la démonstration.
Si on pose M = sup Q(2n)(z) m = inf Q(Qn)(z).
zela,b] zela,b]

Alors la relation (I) montre que l'erreur qu'on commet en remplagant

(b n ll)n(Z.)
J Q(z) £(z) dz par ) > Q(z,) est comprise entre :
a i21 ¢! (z,) *
(b b
M J ¢2(z) f(z) dz et il J ¢2(z) f(z) dz
(2n)!J a % (o)t /a2 "
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Remarque.

Les considérations précédentes montrent qu'on arrive d la formule de
quadrature (I) en remplagant la courbe donnée y = Q(x) par y = &(x) ayant

un contact du premier ordre en n points dont les abscisses z 4

Zpgena
1’ 72° n
sont racines de ¢n.

Markoff, dans [45], a obtenu trois autres formules de quadrature de la

maniére suivante :

1°)  En remplagant { par un polyndme @l de degré 2n-1 tel que :

fia) = ¢ (a) (b) = 2, (b)
Q(zi) = ,(z,) i=1,2,...,n-1
Q’(zi) = ¢i(zi) i=1,2,...,n-1

et on obtient la formule :

(11)

D ¥(z,) (20) 7y (b
L oz, + (&) | £2) (z-a)(z-b) W (2) dz
i a

b
J f(z) Q(z) dz = 1
a izo ¢'(zi) (2n)!

od ¢(z) = (z-a)(z-b) Wn- (z), z,=aetz = b.

1

2°) En remplacgant  par un polyndme 2, de degré 2n tel que :

Qa) = @2(8)
Q(zi) = @2(21) i=1, 2,....n
Q'(Zi) = Qé(zi) i=1, 2,...,n

et on obtient :
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W(zi) Q(2n+l)(€)

(z.) +
1

b n
‘ J f(z) Q(z) dz = 2
a =

b
J £(z) (z-a) U(z) dz
izo '(zi) a n

(2n+1)!

ol ¢(z) = (z-a) U (2z) et z_ = a.
n o

3°)  En remplacant § par un polyndme ¢, de degré 2n tel que :

Q(b) = ®3(b)
Q(zi) = @a(zi) i=1,2,...,n
Q'(zi) = @é(zi) i=1, 2,...,n
et on obtient :
b n+l Y(z,) - o(2n+1) (b
J f(z) Q(z) dz = ) = Q(z,) + Q——————Sél-J £(z)(z-b) V(z) dz
a i=1 ., * (2n+1)! a n
¢ (zi)
ou ¢(z) = (z-b) Vn(z) etz .4 ° b.

Les formules I, II, IIl et IV permettent & Markoff de donner les quatres

inégalités suivantes :

( b n ll)(Z.)
(I) J f(z) Q(z) dz > .Z 2 Q(zi) si Q(zn)(z) > 0 dans [a,b]
a i=l ¢ (zi)
b n Y(z,)
(I1) J £(z) Q(z) dz < .z = 2(z,) si Q(zn)(z) > 0 dans [a,b]
a izo ¢ (zi)

b n Y(z,)
(I11) J f(z) Q(z) dz > z 1 Q(zi) si Q(2n+1)(z) > 0 dans [a,bl]
a izo ¢ (Zi)
(b ntl Y(z,)
(Iv) J f(z) Qz) dz < z = Q(zi) si Q(2n+l)(z) > 0 dans [a,b]
a

i=1 ¢'(zi)
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V - SUR LES VALEURS LIMITES DES INTEGRALES.,

V.1 - PROBLEME POSE PAR TCHEBYCHEFF.

Dans [49], Tchebycheff a posé le probléme suivant :

Etant données les u+l valeurs :

b b b
o = J f(y) ay, o, = J y £f(y) dy, ..., au z J £(y) yu dy
0

ou f est une fonction positive dans [a,b] et inconnue, il s'agit de trouver

pour X ¢ [a,b] donné, un minorant et un majoratn de 1l'intégrale :

X
J f(y) dy

a

En généralisant encore la question :

x
trouver un minorant et un majorant de j Qy) £f(y) dy, ol Q2 est une

a
fonction quelconque, continue dans [a,b] et telle que ses dérivées jusqu'a

1l'ordre p+l satisfassent d quelques conditions concernant le signe.

Le probléme a été résolu pour la premiére fois par Markoff dans [45].
Dans ce qui suit on va énoncer le résultat, dans leddeuxiéme sous-paragraphe
on va donner la marche 3 suivre dans la démonstration, et dans le troisiéme
sous-paragraphe on donne la démonstration.

Théoneme 9.

On se donne Les p+1 valeurns :

b b
o = j £(y) dy, o, = J Y £ Ays een s 0 = J M £(y) dy

ol £ est une fonction inconnue, positive dans [a,bl, on se donne x appartenant
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a [a,bl, Q une gonction continue et positive dans [a,b] et telle que ses
dénivées jusqu'a L£'ondrne u+l sodent positives ou nulles dans [a,b].
On a Les inEgalites sulvantes :

x ko y(x,)
J Q(z) £(z) dz < L atx,) + ¥ o)
b 151 4" (x,) Poe(x)
X k p(x,)
J Q(z) £(z) dz 2 ) = Q(x;)
a il ¢'(x;)

b
¥(z) j £(y) v) -¢(2) 4,

a y-z

et ol Kps KyseonaXy désignent celles des racines de qud ne surpassent pas x.

La fonction ¢ se détermine de différentes maniéres suivant le cas ol

1l'on se trouve :

ler cas.
Le nombre des donndes étant impair (u+l = 2n+l) La gonction ¢ est donnie

par La formule :

(z-a) Un(z) (z-b) Vn(z)
o(z) =
(x-a) U (x) (2-b) V (%)
n n

qui heprisente un polyndme de degné n+l, vérifdiant Les Equations :

b
o(x) = o R J . £(z) ¢(2) 6 _,(2) dz = 0
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ou par La formule :

I U (z) Vv (2) ]
¢(z) = (z-a)(z-b)

i UGV _(x)

qui représente un polyndome de deghé n+2, vérniflant Les Equations :

( b
¢(a) = o, (b)) = o, P(x) = o et J £(z) ¢(2) en_2(z) dz = 0
a

Selon que Les nombres U (x) et v (x) sont de méme sdigne ou de signes dif-
gerents.

2eme cas.

Le nombre de donnies étant pair (u+l = 2n) La fonction ¢ est donnie
pan La formule :

¢,(2) (z-b) W _, (2)

$(z) = (z-a)

¢, (x) (x-D) W__, (x)

qui neprésente un polynome de degrhl n+l, véirniflant Les Equantions :

b
o@) =0, (x)=o, Ja £(z) ¢(z) §__,(2) dz = 0

ou par La formule :

¢,(2) (z-a) W__, (2)

1
¢(z) = (z-b)

o, (x) (x-a) W__, (x)

1

qui neprisente wun polyndme de deghé n+l, vérniflant Les quations :
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b
$(b) = o, ¢(x) = o, J £f(z) o(z) Gn_2(z) dz = 0

a

Suivant que Les nombres 9 (x) et W _.(x) sont de mme signe ou de signe dif-
fenents.

V.2 - MARCHE A SUIVRE POUR LA DEMONSTRATION.

Soit A, B et X les points d'abscisses respectives a, b et x qu'on suppose

b
placés dans une méme droite. Nous supposerons que j f(y) dy est la masse d'une
a

certaine quantité située sur le segment [A, B]. Nous appellerons donc oy la masse
de cette guantité. Les autres a, sont les différents moments d'ordre i de cette

masse.

On peut supposer que la masse du segment [A, B] est concentrée dans un

certain nombre de points isolés X_, X X, parmi lesquels se trouve aussi

2,".0, k
le point X.

15 KoaeeeoX
et donc il existe une infinité de concentration.

Cette concentration dépend du choix des points X appartenant a [A, B],

k

,X, @& un certain

Soient X1s KpseeesXy les distances des points X 1

15 Xpreen
point O_;ml, Myseoe sl les masses concentrées dans ces points.
On va déterminer les inconnues Xis KpseeesXy et My MyseeoMy de fagon que les

données du probléme conservent leurs valeurs, c'est 3 dire :
a. = m, X 3 =0, 1,...,u.

Parmi le nombre infini des concentrations de la masse 0 > NOus ne considérons
que celles, ol le nombre des quantités m;, X, est égal au nombre des équations
de condition. Nous étudierons ensuite les conditions de possibilités de ces
concentrations et nous donnerons les valeurs de l'intégrale
X
J Q(y) f(y) dy qui leur correspondent. Nous montrerons enfin que ces valeurs
a

sont précisément les minorants et majorants que l'on cherche.

Nous allons distinguer deux cas, suivant que le nombre de données est pair

ou impair.
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V.3 - DEMONSTRATION DU THEOREME.

“\

ler Cas. _
== 7> U= 2n

donc les données sont en nombre impair ub, 01,..., a?n'
Dans ce cas, deux concentrations sont possibles

1°) La concentration dans le point x et dans n autres points, ol les inconnues
sont la masse m du point x et les 2n quantités m., Xi qui déterminent les
distances et les masses des n autres points. On aura donc en tout, 2n+l incon-

nues que l'on trouve en résolvant le systéme de 2nt+l équations :

i=1

m xk + § m xk = Qo
I X . i7i k
(1) [

k =0,...,2n

2°)  La concentration dans les trois points A, X, B et dans n-1 autres points,
ol les inconnues sont les masses m_, m_, mb et les 2n-2 quantités m,, X,.
a’> 'x i i
On aura donc le systéme
K k k ncl N
b motam +x m, + Z m, X, = Q.
a X i3 i
(2)

2eme Cas. B = 2n-1

les données sont en nombre pair.

Les seules concentrations possibles sont

1°) La concentration dans les points A, X et dans n-1 autres points.
On aura, comme précédemment, le systéme de 2n équations suivants pour avoir

les inconnues :
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K K nol oy
a m +x m + ) X, m, = o
a X 1 1 1

k = 0, 2n-1

2°) La concentration dans les points X, B et dans n-1 autres points, et on

a le systéme de 2n équations

-1
kK .k Y ko
X mX + b mk + iZl xi mi = ak

(4)

k =0, 2n-1

Pour que ces concentrations soient possibles, il faut et il suffit que
toutes les quantités X vérifiant les systémes d'équations, soient comprises

entre a et b et que tous les nombres mo, My, M o, M soient positifs.

RESOLUTION DU SYSTEME (1).
Conditions de possibilité de la premiére concentration du ler cas

soit ¢ un polyndme de degré nt+l tel que :

b
Hx) = O et j f(y) ¢(y) Gn_l(y) dy = 0 (o)
a

Les conditions (o) déterminent ¢ & un facteur constant prés au moyen de

o ces [0} .
o? %12 * Y2n

D'aprés le théoréme 2 bis du paragraphe III, toutes les racines de ¢
sont réelles, distinctes et dans toutes ces racines, il n'y a qu'une seule

qui puisse &tre en dehors de [a,b].

Soient x, Xis KpseeesX les racines de ¢, soit Q un polyndme de degré

inférieur ou égal & 2n. On a d'aprés la formule d'interpolation de Lagrange :
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n
ay) = —2) gy 4 ) 0D a(x,) + o(y) 8(x)
(y-x) ¢'(x) i=1l (y-x) ¢‘(xi)

ol 6 est un polyndme de degré inférieur ou égal 3 n-1.

En multipliant l'expression précédente par f(y) et en intégrant entre

a et b, on obtient en utilisant (g) :

b n (x.)
J y) fly) dy = MX)—M51+ y Q&u)ﬁ—i—
a o'(x) is1 " (%)

b
o2) = J £(y) (y) - ¢(2) dy

a y-z

Remplagons successivement (y) par 1, y, y2,...,y2n, on aura le systéme :

b n P(x,)
j £(y) Yk dy = xk _Wx) + .2 x? =
a P (x) i=1 ¢' (x;)
k =0,...,2n
Ce systéme, comparé avec (1) nous donne :
Pp(x,)
m_ = bx) et m, = = i=1,...,n
e (x) toet(x)

. z
ou les Xy sont les racines 9(2) .

D'aprés le théoréme 2 bis, on a :
P(z) = A(z-a) Un(z) + B(z-b) Vn(z)

ol A et B sont des constantes. La condition $(x) = O nous donne le rapport

de ces constantes, on aura donc :
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A B

(x-b) Vn(x) i (x-a) Un(x)

On pose :

‘ (z-a) U (z) (z-b) V_(z) |
n n
¢(z) =
’ (x-a) U (x) (x-b) V_(x)
n n

Passons a la recherche des conditions de possiblités de la premiére concentra-

tion :
1) tous les nombres X, sont compris entre a et b
i) toutes les masses sont positives.

On suppose dans la suite que le coefficient du terme de plus haut degré est

égal d 1 dans les dénominateurs des réduites que l'on considére.

Toutes les racines de ¢n, Un’ Vn et Wn appartiennent a [a,b] et les
valeurs de ces fonctions au point b sont positives et sont du signe de (-1)"

au point a.

La condition i) est satisfaite si et seulement si (-l)n+l

d(a) et ¢(b)

sont de méme signe. Or on a :

n+l n+l

(-1) o(a)

(-1) (x-a)(b-a) V_(a) U_(x)
n n

¢(b) = (x-b) (b-a) Un(b) Vn(x)

donc, 1) est satisfaite si et seulement si Un(x) et Vn(x) sont de méme signe,

quant 3 la condition ii), elle est satisfaite d'aprés le théoréme.

< < ... < < x < < t.. < aura c :
Supposcns X, <%, Xy X1 X » on aur don
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X k ¥(x,)
J £(y) Qy) dy = ) 1ok + 22 g (A)
a i=1 ¢'(x,) T9(x)
ou
X k P(x.)
J £(y) Uy) dy = ] —— ax,) (B)
a =1 ¢'(x,) +

selon'qu'on rapporte le point x au segment [A, X] ou au segment [X, BJ].

Ceci termine la résolution du systéme (1). Les autres cas se traitent
de la méme maniére et on obtient des formules analogues aux formules (A) et
(B). ( Voir [ux]),

I1 nous reste d montrer que (A) et (B) sont le majorant et le minorant

qu'on cherche. Pour cela on va utiliser un résultat donné par Markoff qui

est le suivant.

Pro Eozsi,téon .

Soit Q une fonction continue dans [a,b] telle que :
o Bzy 2 6 i=1, ml ¥z e [a,b]

Soit © un polynome de degné m, c un réel appartenant a Ja,bl.

Soit N, Le nombre de racines de L'équation o(z)={z)appartenant d Ja,bl.

Qr

Soit N, Le nombre de nracines de £'équation @(z) =o appartenant a Jc,bl.

Alons on a :

<
Nl + N2 < mtl.

Pour la démonstration de ce théoréme voir [44].



- 238 -

Le deuxiéme membre de (A) peut &tre mis sous la forme :

¢ b
J £(z) ¢o(z) dz
a

k
6 (z) = ) —l2)
e}

izl (z-x;) ¢'(xi)

¢(z)
(z-xi) ¢ (x)

Ux,) +
1

(x)

ou encore, en vertu de (g) :

b
J f(z) @l(z) dz
a

¢,(2) = ¢ _(2) + ¢(2) 6__,(2).

® est un polyndme de degré 2n. On voit que x

) X 5 X sont racines

1> Xgseee

'/ I3 = . .
de l'équation @l(z) Qz) et Xep1® XKoot o¥y sont racines de @l.
On peut choisir les coefficients de en—l tels que :
| = | ] =
@l(xi) Q (xi) i=1,k
et
@i(xi) =0 i = k+1,n.
En appliquant la proposition précédente, on peut montrer que :
@l(z) > Q(z) a<z«<x
@l(z) 20 x<z<b
Donc
[ X X (b
J Q(z) £(z) dz < J @l(z) f(z) dz < J @l(z) f(z) dz
a a a
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et ceci entralne :

Qz) £(z) dz < §] ——=— Qx,) + 422 Q(x)
a i=1 ¢'(xi) + ¢'(x)

x k X,
Donc 1l'expression du second membre de (A) est un majorant de notre intégrale.
On montre de méme, que l'expression du second membre de (B) est un minorant,

en considérant l'intégrale :

b
J £(z) @2(2) dz
a

¢, (z) = & (2) + ¢(2) 6 _ (z)

1

et ol

k
@ (z) = ) —2)
i=1 (z—xi) ¢'(xi)

Q(xi

ce qui achéve la démonstration.
Remarque.

Dans le cas ol x annule l'une des fonctions ¢n’ Un’ Vn ou Wn, les formules
précédentes se simplifient et la différence entre les deux concentrations dans

les deux cas du probléme cesse d'exister.

Cas ol ¢n(x) =0 :

Dans le cas ol U = 2n on obtient :

o(z)

(z-a) ¢n(z) pour la lére concentration

¢(z)

(z-b) ¢n(z) pour la 2eme concentration.
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Les racines de ¢ seront :

a<z <2z2,<.,..<z pour la lére concentration

z, <z,<...<2z <b pour la 2eme concentration.

Pour la premiére concentration, on aura si x = z

k .
r %k k 9(z,)
J f(z) Q(z) dz < @) Qa) + ) — Q(z.)
a ¢'(a) 1 ¢Tzi) *

avec

wa) _ . o w(zi) ) wn(zi)

¢'(a) i

¢'(zi) ¢£(Zi)
et on obtient :
k-1 ¢ (z.) " kK ¥ (z,)
2z < j f(z) Qz) dz < z L1 z)
izl ¢!(z,) + a i=1 ¢é(zi) *

De méme pour la deuxiéme concentration.

La méthode qu'on a exposé est due a Markoff ; dans [50] on trouve les

résultats de Tchebycheff sur la méme question.

EXPRESSION DES POLYNOMES DE LA SUITE DE STURM.

U
uv
Vuv
(4,V). Reprenons la relation (7) du chapitre III, ol RU v st définie par :
bl

Soit f une fraction rationnelle, la réduite correspondant au point

Vo f(x) -u =™ r ()
" n ne
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V-ptl 2
) My e M (aga, e o) Ay ,.

V-t
VTl

..,au+l)(1—au+lx)...(1—amx)

-1

u )
o(x)
) MM, M (0 Lo

2
A (al,...,uu)

On va voir que cette formule donne la suite des polyndmes de Sturm quand on

prend pour f une fraction rationnelle particuliére.

Théoreme de Stuum,

Posons V(x) = (x»(ﬁ)(x—dy)...(x—am).

Parn déginition La suite de Stuwm V)i o 1 donnée pan :

9v e gy

Vl(x) = V'(x)

VEve -V,
Ve F VL0, - Yy
Vm-2 = m-1 Qm—l - Vm

oll Les polynomes Q  sont tous du premier deghé et ol Les degnés des polynomes
A diminue d'une unité quand on passe d'un polyndme au suivant,

Les polynomes v, sont donngs parn L'expression :

v (%) = 11: L B@ b0 ) =, )k = 0y n) e (%= Q)
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ol La sommation porte sur Les indices {i+l, i+2,...,m} en prenant Loutes Les
combinaisons m-i a m-i £'ensemble {1, 2,...,m} et ol

_ A
Ai = W ) A (al,...,ai)

et
b = L L 250,00y )
oY%
) Az(al, ,a.)

avec w, = %.
La sommation etant déginie comme précédemment.
Démonstration.

Posons

m. 1

X V(;J = ¢p(x) = (1 - ax) ... (1 - o X)

m-p 1, _
b4 Vp(;) = d)p(x)

1, _
e Qp(E) = ¢p(x)
on obtient les égalités :
$(x) = 6, (0)q, = ¥ 6,(x)
¢l(x) = <b2(x)q2 e ¢3(x)
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On en conclut en posant ¢m—l = ¢m Q, *

P P
si 1'on désigne par }i-, ﬁg-’ ... les réduites successives de cette fraction
1 2

continue on aura, d'aprés les formules de la théorie des fractions continues :

2i-2

Mig 9 7 Fyq® %7 0 ¢

P, )
171 gtant la réduite (i-1, i-2) de la fraction rationnelle —i, on a :
i-1

¢, - R
wi_l¢ i-1, i-2
ol
w, 4 = m,_,(0).

En appliquant la formule (7) a Ri—l,i—2’ on a ici y-ut+l = 0 et

0, 1

o(x) 1l-a,x 1-o, %

d'ol

On a donc :

v A2
L 8% 550 )( = ag gx) ool (1= 0 %)

P; T Wiy

2, .
) A (050 es0s )
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I1 ne reste plus qu'd déterminer la valeur de W _q°
Or on a :

En divisant les deux membres par ws le coefficient de x21_2 dans le second

-1

membre sera _ qui est égal 3 R, (0). D'ol :

i-1,i-2
i-1%3%

2
L A%Cagses04)

W,

W, 2
i Ti-1 z A (al,...,ai_ )

1

et

x) ... (1 - amx)

_ 1 2
9,(x) = X;-X A Cay s 0 )@ = ag

avec

_ 2
Ay T g ) A (CHRRR

Les quantités w, sont calculées par la relation précédente avec :

1]
8l

On obtient donc 1l'expression de Vi :

) o.. (x - am)

_om-i o1y _ 1 ¢ 2
Vi(x) = X ¢(§) = X;-Z A (al,...,ui)(x -G

ce qui achéve la démonstration.
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