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INTRODUCTION 



L'objet de ce travai l  e s t  de faire une analyse des recherches de Padé 

qui se rapportent aux fractions continues, dans l e  but de dégager des sujets 

d'études qui peuvent ê t re  importantes e t  de contribuer à la connaissance de 

résul tats  déjà acquis dans ce domaine e t  qui sont ignorés. L'analyse des mé- 

moires de Padé nous a conduit à faire une étude des recherches de quelques 

contemporains de Padd qui ont travaiZZé sur l e s  fractions continues. 

Quelques extensions ont é té  fai tes  a ins i  que des l iens entre Zes d i f férents  

mémoires de quelques auteurs. Les points qui nous ont semblé ê t re  intéressants 

sont mentionnés sous forme de remarques s o i t  à la  f in  des paragraphes, so i t  au 

cours. 

A la  f in  de ce travai l ,  on donne une bibliographie des auteurs dont quelques 

mémoires ont é té  anazysés. 

Euler e s t  Ze premier qui a i t  développé une fonction à une variable en 

fraction continue CS91 ; avant l u i ,  les  fractions continues étaient  restées 

dans le  domaine de la théorie des nombres. Le probZème posé par Euler é t a i t  

de développer une fonction ordonnée suivant Zes puissances croissantes de Za 

variable en une fraction continue t e l l e  que ses réduites successives donnent 

Zes sormnes part ie l les  de Za série. 

S i  on pose 

Za fraction obtenue par Euler e s t  qui résoud son problème es t  : 



Euler a également obtenu des développements en fractions continues en 

u t i l i sant  un algorithme analogue à celui  d'Euclide. 

Après Euler, Lambert a donné des développements en fractions continues 

de certaines fonctions. Mais, n i  Euler, n i  Lambert n'ont renmarqué la propriété 

fondamentale des réduites, e t  c 'es t  Lagrange qui, après avoir donné quelques 

développements en fractions continues de certaines fonctions dans 1613, a 

remarqué que l e  développement en série entière de chacune des réduites cozn- 

cide avec celui de Za fonction jusqu'au terme de degré égal à la  some des 

degrés du nwnérateur e t  du dénominateur inclus. 

Les développements obtenus par Lagrange sont de l'une ou l 'autre des deux 

formes suivantes : 

où les  a .  pour i 2 1, sont des monômes du premier degré. 
1 

a es t  s o i t  un monôme, so i t  une constante égale à 1. 
O 

a es t  égal à zéro ou à 1. 
O 

où l e s  a .  pour i r 2 sont des monômes du second degré e t  l e s  a des binômes 
1 i 

du premier degré pour i >: 1. 

a e t  a sont des polynômes e t  a un monôme 
O 1 1 

Un autre développement en fraction continue a été  considéré, i l  permet 

de développer une série ordonnée suivant les  puissances décroissantes de la 

variable en une fraction continue t e l l e  que tous les  numérateurs partiels, 

soient égaux à l 'uni té  e t  l e s  dénominateurs partiels des polynômes de degré 

supérieur ou égal à 1.  La propriété fondamentale des réduites, dans ce cas, 

es t  que Le développement en puissances décroissantes de la série cozncide 

avec celui  de l a  réduite jusqu'au terne de degré égal à deux foix l e  degré 

du dénominateur de la réduite inclu. Ce développement a fa i t  l 'objet  de 

plusieurs recherches sur l e s  fractions continues, n o t m e n t  ce l les  de Laguerre, 

Halphen, Jacobi, Tchebycheff, etc.. . 



Tous Zes dévezoppements qui étaient &nés faisaient partie de l 'un 

des développement qu'on a c i t é  ci-dessus. Dans C601, on peut trouver des 

résuZtats de quelques auteurs se rapportant à la question. 

Pour une série,  ordonnée suivant les  puissances croissantes de la variable, 

qu'on développait en fraction continue, on se trouvait devant l 'une des deux 

formes de Lagrange ou devant la forme d'Euler e t ,  pour certaines fonctions, on 

e s t  arrivé a obtenir pzusieurs développements, par exemple, pour Za fonction 

exponentielle, on connait cinq développements en fractions continues ; c ' e s t  

dfailZeurs la  fonction pour ZaquelZe on en connaft l e  plus grand nombre. 

Les recherches de Padé de 1892 Cl51 ont montré l 'origine de ce t te  muZti- 

p l i c i t é  de développements en fractions continues pour une même fonction, e t  l a  

notion de fractions continues hoZoZdes associées à une fonction a permit de 

montrer que Zes développements données antdrieurement ne sont que des cas parti- 

cul iers  du nombre i n f i n i  de fractions continues hoZoGies que peut admettre 

une fonction. Des exemples de ce fai t ,  sont données dans C131, C221, C231, C271. 

Dans l e  premier chapitre de ce travai l ,  on va étudier les  recherches de 

Padé dont on vient de parler en commençant par la  notion d'approximation d'une 

fonction par des fractions rationneZZes. Le l i en  entre cet te  théorie e t  c e l l e  

des fractions continues e s t  f a i t  en se basant sur la  notion de la  table des 

fractions rationnelles approchées d'une fonction, connue aujourd'hui sous l e  

nom de "La table de Padé". En u t i l i san t  quelques résul tats  de Padé qui figurent 

dans ce même chapitre, on a pu obtenir des aZgorithmes pour caZcuZer les  appro- 

ximants de Padé d'une fonction, dans Ze cas normal, e t  donner ses développements 

en fractions continues régulières. 

Lambert avait constaté par Ze caZcuZ d'un certain nombre de réduites 

qu'une fraction continue é t a i t  convergente, alors que la  série dont i l  Z'avait 

déduite é t a i t  divergente e t  c ' e s t  Laguerre qui a effectivement montré qu'une 

série entière divergente peut admettre un développement en fraction continue 

convergent. Halphen a montré qu'inversement une série entière convergente peut 

admettre un développement en fraction continue divergent. La notion de Za table  

des fractions rationneZZes approchées a permis d'expliquer Zes deux fai ts  de 

Laguerre e t  de HaZphen qu'on vient  de mentionner. C'est ce qu'on se propose de 

discuter dans l e  deurième chupitre, avec Za notion de Za déf ini t ion d'une fraction 



à partir d'me série divergente, dont un cas particulier nous est donné par 

Zes recherches de Stieltjes de 1895. ûn a comencé ce chapitre par l'analogie 

que Padé avait fait entre Za théorie des séries et celle des fiactions conti- 

nues ; queZques remarques sw? cette anazogie nous ont permis de se poser un 

problème qui nous semble avoir des liens avec les points du chapitre qu'on 

a mentionné. Des remarques sur ce point et des résultats sont donnés. 

ûn termine le chapitre par un résumé des résultats de StieZtjes dont on vient 

de parler. 

La convergence des fractions continues hoZoZdes d'une fonction est un 

point qu'on discute dans Ze troisième chapitre. Il faut remarquer que, sur ce 

point, on ne dispose pas de résultats suffisants. Le problème de la convergence 

des fractions continues n'a pas été abordé ni par Euler, ni par Lagrange, ni 

par Gauss, ni par Cauchy. Les premières recherches les plus intéressantes 

concernant ce point sont celles de Riemann et de Thomé C6.21, C631 qui se sont 

prolongés par Zes recherches de Laguerre, Halphen, etc... . Dans ce troisième 
chapitre, on a exposé quelques résultats de convergence des fractions continues 

holoZdes de certaines fonctions, dont l'étude a été faite par Padé. On a égale- 

ment signalé au début du chapitre Za notion de disque de convergence d'une 

fraction continue. Le chapitre se termine par Ztanalyse des recherches de 

Laguerre, de Montessus de BaZZore, et de Pa& sur Ze développement et la conver- 

gence des fractions continues d'une fonction qui satisfait à une équation diffé- 

rentie Z Ze linéaire du premier ordre. 

Dans Ze quatrième chapitre, on s'est intéressé aux fractions continues 

d'interpolation. A ce sujet, on a fait une étude des recherches de Norlünd 

et celles de Padé. ûn a insisté sur des expressions des différences réciproques 

sous formes de rapports de déterminants qui nous paraissent très intéressantes 

et peuvent &tre appliquées dmrs d'autres cas analogues. 

Les résultats de Padé sur Z'extension des propriétés des réduites aux 

fractions d'interprétation de Cauchy nous ont permis de déduire des algorithmes 

pour le caZcul des fractions rationnelles d'interpolation dans le cas normal 

et de donner des ddveloppements en fractions continues dtinterpoZation. 

Le dernier chapitre est consacré à quelques applications des fractions 

continues algébriques. Ces applications, dues à Tchebycheff et d Markoff, 

utilisent Ze dévetoppement en fraction continue d'une fonction qu'on suppose 



ordonnée suivant Les puissances décroissantes. 

Dans Ze deuxième chapitre, on a exposé Zes Ziens que Padé avait fa i t  entre 

ce dévezoppement e t  Zes dévezoppements en fractions continues hoZo$des 

d'une fonction. L'étude de ces applications, qwmd on se place au point de 

vue de Za théorie des fractions continues hoZo$des, peut ouvrir d'autres 

champs dfappZications pour Zes fractions continues. Les appzications qu'on 

a étudié trai tent  de Z ' interpo Zation po ZynômiaZe, du dévetoppement en série 

d'une fonction e t  des quadratures nwnériques . 



CHAPITRE 1 

APPROXIMATION D'UNE FONCTION PAR DES FRACTIONS RATIONNELLES. 

LIEN AVEC LES FRACTIONS CONTINUES. 



Dans c e  chapi t re ,  on f a i t  une étude des mémoires de Padé C151, C213 e t  

C291, dans l e sque l s  il d i scu te ,  en s e  p laçant  dans l e  c a s  l e  p lus  général, 

l a  notion d'approximation d'une fonct ion  par  des f r a c t i o n s  r a t ionne l l e s .  Un 

résumé des r é s u l t a t s  l e s  p lus  e s s e n t i e l s  f i g u r e  dans l e s  mémoires C121, C131, 

C241. 

Dans un premier paragraphe on a  essayé de p résen te r  c e s  r é s u l t a t s  sous 

une forme qu i  l a i s s e  bien v o i r  e t  l a  profondeur e t  l a  s i m p l i c i t é  de l a  méthode 

u t i l i s é e  par Padé pour a r r i v e r  à l a  d é f i n i t i o n  du t ab leau  de f r a c t i o n s  r a t i o n -  

n e l l e s  approchées d'une fonction donnée. Cette  méthode d i f f è r e  de c e l l e  que 

Padé a  u t i l i s é  dans son mémoire de Thèse Cl51 e t  présente  l ' avantage  de se  

p r ê t e r  à une généra l i sa t ion  qui  a  donné l i e u  aux approximants de Padé-Hermite 

dont l ' é t u d e  a  é t é  f a i t e  par  Padé dans Cl81 e t  C191. On a  i n s i s t é  s u r  l e s  

techniques de démonstrations qu i  nous ont  semblé in té ressan tes  e t  peuvent ê t r e  

u t i l i s é e s  dans des  études analogues, comme on va v o i r  dans l e  chap i t r e  I V .  

Dans l e  deuxigme paragraphe, on s ' i n t é r e s s e  aux rappor ts  e n t r e  l e s  

f r a c t i o n s  continues e t  l e s  f r a c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  approchées t e l l e s  q u ' e l l e s  

son t  d é f i n i e s  a u  premier paragraphe. Ceci expliquera l e  f a i t  qu' une fonction 

donnée admet une i n f i n i t é  de développements en f r a c t i o n s  continues dont l e s  

r é d u i t e s  sont  des f r a c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  approchées de c e t t e  fonction.  Ces 

f r a c t i o n s  ont  é t é  appelé par  Padé : l e s  f r a c t i o n s  continues holoides associées  

à l a  fonction donnée. Parmi c e s  f r a c t i o n s  continues Padé a v a i t  d is i tngué un 

ensemble p a r t i c u l i e r  q u ' i l  a v a i t  appelé : l e s  f r a c t i o n s  continues r égu l i è res .  

Dans l e  t roisième paragraphe, on a  u t i l i s é  des r é s u l t a t s  de Padé qu'on 

a  exposé au  deuxième paragraphe pour l a  cons t ruct ion  d'algorithmes pour l e  

c a l c u l  des approximants de Padé dans l e  cas  normal. Ces algori thmes nous donnent 

a u s s i  l e s  développements en f r a c t i o n s  continues r égu l i è res .  

Le c h a p i t r e  s e  termine par  des e s s a i s  numériques. 

Tous l e s  chap i t r e s  su ivants  u t i l i s e n t  l e s  r é s u l t a t s  e t  l e s  cons idéra t ions  

de c e  chap i t r e  e t  sont  donc e s s e n t i e l s  pour l a  s u i t e  de c e  t r a v a i l .  



ET DISTRIBUTION, 

1.1 - FORMALISME DU PROBLEME. 

i Soi t  U(X) = 1 cix une s é r i e  e n t i è r e  t e l l e  que c + O, l e  problème 
O i = o  n 

r de l a  recherche d'une f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  - t e l l e  que l e  numérateur s o i t  Q 
a u  p l u s  de degré p e t  l e  dénominateur a u  p lus  de degré v e t  qu i  v é r i f i e  l a  

r e l a t i o n  suivante : 

peut  ê t r e  formuler de l a  façon suivante : 

i i 
s o i e n t  S (x )  = 1 aix e t  S i ( x )  bix deux 

1 i = o  i = o  
séries e n t i è r e s  t e l l e s  que a t O e t  bo t o. 

O 

Le problème e s t  de trouver deux polynômes X e t  X de degrés a u  p lus  égaux 
1 2 

respectivement à p e t  I l 2 ,  t e l s  que : 1 

où S est une s é r i e  e n t i è r e  quelconque. 

En égalant à zéro t o u s  l e s  c o e f f i c i e n t s  des  d i f f é r e n t s  monômes de degrés 

i n f é r i e u r s  ou é g a l s  à 1 + "2 
dans l e  premier menibre de ( l ) ,  on o b t i e n t  un sys- 

tème d e  p t p + 1 équations l i n é a i r e s  e t  homogènes pa r  rappor t  aux 1 2  
+ + 2 c o e f f i c i e n t s  d e  X1 e t  X2. Un t e l  système ntadmet pas toujours 1 2 

une solu t ion  non nul le ,  e t  c e c i  s e  présente  dans l e  c a s  où les c o e f f i c i e n t s  des 

&pies e t  s2 v é r i f i e n t  c e r t a i n e s  r e l a t i o n s  de récurrences. Dans la s u i t e ,  

on admettra que ce cas  ne se présente pas e t  donc l e  système admet tou jours  une 

s o l u t i o n  non n u l l e .  

De la r e l a t i o n  (l), on déduit que X e t  X sont  tous  l e s  deux non i d e n t i -  
1 2 

quement nuls. 



En e f f e t ,  supposons que X E O, on aura donc : 
2 

P1+Fi2+1 
donc X e s t  d i v i s i b l e  p a r  x 

1 
, c e  qu i  e s t  impossible du f a i t  que X e s t  1 

de degré i n f é r i e u r  ou éga l  à ~i 
1 ' 

De même s i  l ' o n  suppose que X E O ,  on a r r i v e  à l a  même contradic t ion .  1 

Remarque . 

Si on d iv i se  l a  r e l a t i o n  (1) par S on ob t i en t  : 2 ' 

OU encore 

Dans l e  formalisme proposé par  Gilewiz C61, r e p r i s  p a r  Cordel l ie r  153, 
X - 
2 l a  f r ac t ion  r a t i o n n e l l e  - - e s t  appelée forme de Padé de degré ( p 2 ,  ) de 

S1 X1 l a  s é r i e  - . s 0 

X2 S i  l e  P.G.C.D (X X ) 1, a l o r s  - - 
1' 2 

e s t  appelée x, forme r é d u i t e  de 
I 

degré (p2 ,  Fi1), s i  de p lus ,  l e  c o e f f i c i e n t  du terme de p lus  haut degré de X 

X2 1 

1 

e s t  éga l  à l ' u n i t é ,  a l o r s  - - e s t  appelée forme r é d u i t e  normalisée de degré 
X1 

S1 (Il2. v 1  OU un approximant de Padé de l a  s é r i e  -. 
S2 



1.2 - DEFINITION DES FRACTIONS RATIONNELLES APPROCHEES D'UNE FONCTION. 

CORRESPONDANCE AVEC LES POINTS DU PLAN DE COORDONNEES ENTIERES 

POSITIVES. 

S i  x t  et x' aont deux p a l g n â m ~  de degrra au p h  égaux nupeuXvmen t  
1 2 

d pl et p2 et Z& pue : 

v u  s1  u.t une a h L e  enCLene qudconque, a l v u  an a : 

Démonstration. 

mult ipl ions l a  première équation par  X '  l a  deuxième par X e t  retranchons 
2 ' 2 

membre à membre : 

O r ,  l ' o r d r e  (degré du premier~terme non nu l )  de l ' express ion  du premier 

membre e s t  au p l u s  égal à pl + v2, c e l u i  du second membre est  a u  moins é g a l  

à p +v +1, donc : 1 2  

K 

S i  l ' o n  r é d u i t  toutes  les f r a c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  - - s a t i s f a i s a n t  à 
xl (1)' ou bien a t o u t e s  des formes de Padé de degré (v2. pl) a  une seule  f r ac t ion  



Y2 r a t i o n n e l l e  - - t e l l e  que Yi e t  Y s o i e n t  premiers  e n t r e  eux e t  - Y2 = -, X2 
y, 2 Y" X, 
I 

on o b t i e n t  l e  r é s u l t a t  su ivant  : 

A chaque couple de poCvu2 du plan de coohdonnEu entièiru p a s X v u ,  

comapond une ~ t r a d o n  mLionn&e unique d o n t  Le numerra/teun ct Le d&nomi- 

M a t u  bun t  detmîa ù une com;tante mWp&ca;tive ph2s. 

Remarque. 

En a j o u t a n t  une condi t ion  de normal i sa t ion  qu i  peut  p o r t e r  s o i t  sur l e  

2 
Y2 

numérateur Y  s o i t  s u r  l e  dénominateur Y l a  f r a c t i o n  - - 
1 ' s e r a  déterminée 

Y- 
de façon11.unique. En termes de formes de padé, t o u t e s  l e s  f b m e s  de  Padé de 

S, 
Z 

degré (p2' pl) de l a  s é r i e  - s e  r é d u i s e n t  à une s e u l e  f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  
51 r é d u i t e  e t  normalisée.  En genéra l ,  c e t t e  f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  n ' e s t  pas  une 

forme de Padé de degré (p p ) e t  p a r  s u i t e  e l l e  ne v é r i f i e  pas  nécessairement 
2' 1 

l a  r e l a t i o n  (l), mais une r e l a t i o n  analogue. 

C ' e s t  c e  qu'on va v o i r  dans l a  s u i t e .  

1.2.2 - L ' o r d r e  de 1 'approximation au p o i n t  (pl. 5). ............................................ 

Considérons l a  r e l a t i o n  : 

S o i t  A = P.G.C.D. ( X  l y  x 2 ) -  

Posons Y - X1 - X2 
1-n e t  Y2 - - A .  

S i  l ' o n  suppose que l e  degré de A e s t  fi e t  que son ordre  e s t  w, a l o r s  on aura  : 

où v e s t  l e  degré de Y e t  v c e l u i  de Y2. 
1 1 2 



Divisons l e s  deux membres de l a  r e l a t i o n  (1) par  A ,  dans l e  deuxième membre 

de c e t t e  r e l a t i o n ,  l 'exposant  p +p +1 de x e s t  diminué de w e t  S s e  trouve 
1 2  

remplacé par une nouvelle s é r i e  C, on o b t i e n t  : 

Soi t  q l ' o rd re  de C, on aura donc : 

où R est une s é r i e  e n t i è r e  t e l l e  que R(o) * 0. 

Cet te  r e l a t i o n  montre que V +v + X + l  e s t  l ' o r d r e  de l ' express ion du premier 1 2  
membre, c ' e s t  c e  que nous appellerons l ' o r d r e  de l 'approximation a u  point  

(pl, p2) ou l ' o r d r e  de l 'approximation correspondante à l a  f r a c t i o n  

Y2 - -  
Y ~ '  

L 1 . 2 . 3  - P r o p i é t é s  de l a  f r a c t i o n  - - . --- ..................... 
Y 1 

Soient z l ,  z deux polynômes p i r e m L w  e&e eux, de degirib au p h  égaux 
2 

irespeotivement à pl et p2. S i  l lo i rhe  de l l a p p o x U n ~ o n  coiulespondant à kk 
O 

où K es;t une comltanite. 



S i  on m u l t i p l i e  l a  première équat ion p a r  Y l a  deuxième p a r  Z e t  on f a i t  
2 2 

l a  d i f f é r ence ,  on o b t i e n t  : 

l e  degré de Y Z - Y Z e s t  a u  p l u s  é g a l  a u  p l u s  grand des  deux nombres 
1 2  2 1  

v1 + U2, v2 + U1' 

donc 

Remaraue. 

De l a  r e l a t i o n  

on peut  montrer que Y e t  Y o n t  chacun un terme cons t an t  d i f f é r e n t  de zé ro  
1 2 

en u t i l i s a n t  l e  f a i t  que Y e t  Y s o n t  premiers  e n t r e  eux. 
1 2 

En d i v i s a n t  l e s  deux membres de l a  r e l a t i o n  précédente par  S  Y 
2 1 

on o b t i e n t  : 

où L '  e s t  une s é r i e  t e l l e  que Z 1 ( o )  * O du f a i t  que Y1 e t  S  o n t  chacun un 
2 

terme cons t an t  d i f f é r e n t  de zéro.  



De l a  propr ié té  précédente, il r é s u l t e  q u ' i l  n ' e x i s t e  aucune a u t r e  f r a c t i o n  

r a t i o n n e l l e  i r r éduc t ib le ,  dont l e  numérateur s o i t  a u  p lus  de degré LI e t  2 
l e  dénominateur a u  p lus  de degré y qui  donne une approximation a u s s i  grande 

1 y 

s1 de l a  f r a c t i o n  - au  voisinage de zéro. 
S2 

Y2 cornenpond à Xoua Lea poin.12 du cairné doiuné ph l e6  La dmotion - y 
paiuLeeèeen aux aven mineu  CUL le) deux poULt6 (vl, v2)  et (vl+h> v2+X) et ne 

p u t  corne6ponche a aucun &.&e point du plun. 

Démonstration. 

Y2 s i  R Z O, a l o r s  l a  f r a c t i o n  - - correspond à tous l e s  po in t s  du plan dont 
Y 1 

l e s  coordonnées son t  supérieures ou égales respectivement aux nombres v 1' v23 
e t  on aura : 

1 donc l a  fonction - s e  r é d u i t  à une f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e .  
S2 

S i  R ? O : so ien t  h e t  k deux e n t i e r s  t e l s  que : 



h En m u l t i p l i a n t  l a  r e l a t i o n  (2 )  par  x  on aura  : 

h  h  
( ~ ~ + h ) + ( ~ , + k ) + ( h - k ) + l  

S X Y  + S 2 x Y  = x  
1 1  2 . R 

Posons 

On aura  donc : 

2  Donc l a  f r a c t i o n  - -correspond a u  couple , 1 = (vl+h, v2+k),  o r  l e s  
Y1 

p o i n t s  (V t h ,  v +k)  pour O 6 h  6 k  6 A correspondent a u  c a r r é  dont l e s  c ô t é s  
1 2 

o n t  pour équat ions  : 

Pour montrer que l a  f r a c t i o n  - 2 ne peut  correspondre à aucun a u t r e  po in t  
y, 

J. 

on peut  r a i sonne r  p a r  l ' absurde ,  v o i r  C291. 

Remarque. 

Z 
La f r a c t i o n  - - Y correspond à un s e u l  p o i n t  du p l an  s i  e t  seulement s i  

J A = O, dans c e  ca s ,  1 ord re  de l ' approximat ion  correspondante à l a  f r a c t i o n  
XI 

- -  l 2  e s t  é g a l  à v +v +1, e t  c e t t e  f r a c t i o n  e s t  d i t e  normale, dans l e  c a s  
Y1 

1 2  

c o n t r a i r e  e l l e  e s t  d i t e  anormale. 

Padé a v a i t  p l a c é  l e s  d i f f é r e n t e s  f r a c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  approchées d'une fonc t ion  

dans un t a b l e a u  (Tl ,  à double e n t r é e  i l l i m i t é  à d r o i t e  e t  v e r s  l e  bas .  C ' e s t  c e  

q u ' i l  a v a i t  appelé  l a  t a b l e  des f r a c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  approchées.  



Les f rac t ions  d'une même f i l e  hor izonta le  correspondent à des f r a c t i o n s  ayant 

des  dénominateurs de même degré, c e l l e s  d'une même l igne  v e r t i c a l e ,  co r res -  

pondent à des f r a c t i o n s  ayant  des numérateurs de m ê m e  degré. C 'es t  c e  tableau 

que l 'on  appel le  t a b l e  de Padé suivant  une dénomination qui  semble due à 

Van Vleck C581. 

Dans l a  s u i t e  de c e  t r a v a i l ,  l e s  raisonnements vont p o r t e r  sur c e  tableau 

de f rac t ions  r a t i o n n e l l e s  approchées ou s u r  l e s  po in t s  du plan de coordonnées 

e n t i è r e s  pos i t ives ,  c e  son t  deux manièreséquivalentespour bien v o i r  l e s  choses. 

Deux @LCL&~O~LLS maXonn&e6 apptrochifu h ~ n t  &u cantigüe6 a i  t e6  

case6 qu1&e6 manpLhaevtt dana Le &zbLu (T) o n t  un côté ou un homeit cn 

COmun. 

Une &uaXon de ( T )  ut &e p& avancée qu'une ILU.fhe h i  L1apptroximclltian 

qul&e donne ut aupihieme à c&e de cette dmnL&e. 

Deux &.U&O~LLS de (T) homt &es ég&Werzt avancée6 64 Le6 apprroxima.tioyLLS 

qul &CU donnent a o n t  égde6. 

1.2.4 - Raeports entre les différentes fractions rationnelles approchées -- . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ------- 
d'une même fonction. ------------------- 

Y2 S o i t  - - l a  f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  approchée a u  point  (p u2). Dans ce  cas 
Y1 

1 y 

Y2 
on d i t  que ( p i ,  p ) e s t  un point  r e p r é s e n t a t i f  de - - 2 

. S i  c e t t e  f r a c t i o n  e s t  
y 1 

normale a l o r s  e l l e  admet un s e u l  point  r e p r é s e n t a t i f ,  s inon e l l e  en admet 

p lus ieurs .  

Considérons-les d r o i t e s  d 'équations y+x = k, k EN. S i  on l e s  numérote avec k, 

a l o r s  en tou t  po in t  (pl, p ) s i t u é  s u r  l a  d r o i t e  k, auquel correspond une 
2 

f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  approchée normale, on a : 



c a r  (lil, Y 2 )  r à l a  d r o i t e  (k ) .  

O r  l ' o r d r e  de l 'approximation e s t  p  +p +1, donc il e s t  éga l  à k + l .  
1 2  

Considérons un point  (pl, p  ) de l a  même d r o i t e  k auquel correspond une f r a c t i o n  
2  

anormale, l ' o r d r e  de l ' approx imt ion  correspondante e s t  é g a l  à v +v +A+1. 
1 2  

Dans ce c a s  on aura  v +v +A+1 = k+l si l a  d r o i t e  (k)  e s t  l a  diagonale 
1 2  

du c a r r é  où s e  t rouvent  tous  l e s  po in t s  r e p r é s e n t a t i f s  de l a  f r a c t i o n  anormale 

considérée. C 'es t  l e  c a s  des po in t s  A ,  B, C,  D de l a  f i g u r e  précédente. 

On a p p d e  p o a  h e p h & e W @  p&cipaux d'une QuzcaXon kmXann&e 
apptrachée, ceux d u  p o M  heptréo W d o  q u i  aant  outr la diugon.de, pahaeeEle 
à & dtto.i,te X+Y=O, du camé où oe akauvent &UA lu p o i n t s  treptci%eWdo de 
la @ . u U n  conb,idé/rée. 

C'es2 Le c a  des p o m  A ,  B ,  C, D, E, F, 1, J, K, L, M, N d e  & digutre pké- 

cédevtte. 

T o u  le6  poi& / r ep t rébWdo  p&cipaux d a  d L d O é / r W a  @.atdionb 

h a t i o n n a a  aypmchées q u i  ae houvent autr .La &rLoLte x+y=k, cornupandent à 

une mhe apptrauinaZion égde  à k + l  

Sémonstrat ion. 

E l l e  r é s u l t e  de c e  qu i  précède. 

Remarque. 

Cet te  notion de po in t s  r e p r é s e n t a t i f s  e t  de po in t s  r e p r é s e n t a t i f s  prin-  

cipaux f a c i l i t e  l a  compréhension de l a  s t r u c t u r e  des b locs  de l a  t a b l e  de Padé 

e t  peut  donc ê t r e  u t i l i s é e  dans des études de c e  genre. 

Dans l e  paragraphe suivant ,  on va é t u d i e r  les l i e n s  que Padé a v a i t  f a i t  

e n t r e  c e t t e  th6or ie  de l 'approximation par  des f r a c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  qu'on 

v i e n t  d'exposer e t  l a  t h é o r i e  des  f r ac t ions  continues. 



11 - LES R E L A T I O N S  E N T R E  L E S  F R A C T I O N S  R A T I O N N E L L E S  APPROCHÉES 

E T  L E S  F R A C T I O N S  C O N T I N U E S  

11.1 - RELATIONS DE RECURRENCES ENTRE LES NUMERATEURS ET LES DENOMINATEURS 

DE TROIS FRACTIONS RATIONNELLES APPROCHEES D '  UNE MEME FONCTION. 

2 Soient - - e t  - - l 2  deux f r a c t i o n s  r a t ionne l l e s  approchées d'un tableau 
Y, y: 

(T) t e l l e s  que Y2 e s t  de degré v Y de degré v Y '  de degré V; e t  Y; de 
2" 1" 

degré v '  
1' 

Désignons par  V +V + X + 1  l ' o r d r e  de l 'approximation correspondant à l a  
1 2  

première f r a c t i o n ,  v l+v '+X'+l  c e l u i  correspondant à l a  deuxième. 
1 2  

Ptro pua LCLun. 

Y; Y2 Suppo~am que @umCLan - a o L t  p h  avancée dam ( T )  que - - 
Y1 Y 1 

& o u  ,tee degtré du polynôme Y ~ Y ;  - Y ~ Y ;  ai au peu6 égal à max(vl+vi, vi+v2 

o ù  h ai une conAltanXe t o. 

Démonstration. 



. .: Y 

donc 

vl+v2+h+l v l + v l + h i + l  
s (Y Y '  - Y Y')  = x .S.Y1 - x 1 2  

1 1 2  2 1  2  .S1 .Y2 

Y; Y2 e t  puisque - , e s t  p l u s  avancée que - on a u r a  donc : 
Y1 Y1 

v;+v;+A'+1 > V +v +X+1, 1 2  

donc : 

v1+v2+h+l ( v '+v l+h '+ l ) - (V  +v +A+1) 
S (Y Y '  - Y Y')  = x csy; - x 1 2  1 2  

1 1 2  2 1  . S1Y21 

O r  S1, Y2, Y '  e t  S  ont  chacun un terme cons t an t  d i f f é r e n t  de zéro,  donc 
2  

l ' o r d r e  de Y Y '  - Y Y '  e s t  éga l  à v +v + A + 1 .  
1 2  2 1  1 2  

Il e s t  c l a i r  que l e  degré de Y Y '  - Y Y '  e s t  a u  p lus  éga l  à m x ( v  +v l  v + v l ) .  1 2  2 1  1 2 ) 2 1  

S i  l ' o n  suppose l e s  deux f r a c t i o n s  cont igües ,  a l o r s  on au ra  : 

s o i t  v i  = vl+A+l e t  V '  < v +h+1 
2 -  2 

s o i t  v '  c v +X+1 
1 -  1 e t  v; = v +X+1. 

2  

Dans l e  premier c a s  on a  : 

dans l e  second : 

e t  on c ~ n c l u t  que dans t o u s  l e s  cas  : 



Y; Y; Soi& - - - - YIf Y; et - - @ïa&ovin W o n n e t l u  apptochéu du Y;' 

XabLeuu ( T  ) . S i  L' on auppos e que chaque &acCion ut conQÜe à lu ptrécédente 

et p h  avancee yu' e t l e ,  & o u  L u  numélra;f;ecln?l et L u  dénominatm de c u  
& ~ ~ d o n . b  bont  fiés l3ah L u  / t W o n . b  alLivantu : 

et où a M X  un polyn6me à X m e  cornitant- d i ~ ~ é k e n t  de zém.  

Démonstration. 

Le système 

nous donne : 

e t  en u t i l i s a n t  les r é s u l t a t s  de l a  p ropos i t i on  précédente,  on dédu i t  que : 



Le numérateur de a e s t  de degré a u  p l u s  éga l  à mx(v +v", v +v") e t  d 'ordre égal 
1 2  2 1  

à v +V +A+l, son dénominateur e s t  un monôme de degré V +v +X+1, donc a e s t  un 
1 2  1 2  

polynôme dont l e  terme cons t an t  e s t  d i f f é r e n t  de  zéro.  

c .q . f . d .  

11.2 - LE LIEN AVEC LES FRACTIONS CONTINUES. 

Padé a v a i t  u t i l i s é  deux formes de f r a c t i o n s  con t inues  : 

on ve r r a  dans la s u i t e  l ' o r i g i n e  de c e t t e  d i s t i n c t i o n .  

SoL t  (c) une @u~ction continue de La ~ o m e  (1) ou (II). ( c )  u k  d a e  
~tra&n continue holokde o i  .toLLte~ L u  tréduitu de (c) aont d u  @ac;tia~n 
trationne.Ue6 apphochéu d'une mhe dondan  EX o i  t oc in  .tu mWm pat,xX& 

de (c) oont  d a  monômu a coebdi&evLt eA expabavLt &,(&Zhen2 de zého ( c ' u i t  à - 
11 

&e de La dome a = hi x i où hi r O et ni t 01 et l e f ,  dénominateuhd pcm%& 
i 

d a  polynôma h ;tmme covlcl&nt fiddétrerzt de z h o ,  excepfion dade pou4 a h i  
O 

(c) u.t de La Qohiae (1) et p o u  al a i  (c) e6.t de la dome (II). 

Comidétrom une ouite &dinie de @r.ac/tiovlcl trationn&a apphachéef, du 

XabReau (T) ;te.Ue que chaque @u~otiofl 6aL-t cal.i/tigÜe à la phéct2den;te et p h  

avancée qu'&Le e.t t&e que la pem.ietre b trac Lion de c m e  au&e a p p d e n t  à 

un bufui du tabledu (T), d o t ~ b  ceb Qhadom haLLonn&u a u n t  la k é U e c l  

d'une dtradon continue haLoXde, de la dame (1) o i  la pr&ètte @umtion de la 

o&e app&ent au b o a  &.té& de (T), de la duxZme dome o i  &te appatctient 
au bohd ~ u p W e u n .  



Démonstration. 

 après l a  p ropos i t i on  précédente,  t r o i s  f r a c t i o n s  consécut ives  de l a  

s u i t e  v é r i f i e n t  les r e l a t i o n s  : 

q u i  ne  sont  a u t r e s  que l e s  r e l a t i o n s  de r écu r rences  q u i  l i e n t  l e s  r é d u i t e s  

d'une f r a c t i o n  cont inue  où l e s  numérateurs p a r t i e l s  son t  l e s  q u a n t i t é s  a e t  l e s  

dénominateurs p a r t i e l s  l e s  q u a n t i t é s  a ,  e t  en u t i l i s a n t  l e s  r é s u l t a t s  de l a  pro- 

p o s i t i o n  précédente e t  l a  d é f i n i t i o n  d'une f r a c t i o n  cont inue  holo ide  on au ra  

l e  r é s u l t a t .  

Y 2  S o i t  - - la  première f r a c t i o n  de l a  s u i t e  considéréee.  
Y 1 

* 1 
Y2 S i  - a p p a r t i e n t  a u  bord l a t é r a l  de (T), on aura  : 

d0(Y2) = O e t  c e t t e  première r é d u i t e  s e  r é d u i t  à un 

polynôme, donc l e  développement en f r a c t i o n  cont inue  

holo ide  e s t  de l a  forme (1) : 

avec - Y2 = a  
O 

Y2 
* )  S i  - a p p a r t i e n t  a u  bord supé r i eu r  du t a b l e a u  (T), on aura  : 

d0(Y2) = O e t  l e  développement correspondant  e s t  

de l a  forme ( I I )  : 

- + + . . . avec - y2 - al = cons t an te  

C e  q u i  termine la  démonstration. 



Remarque. 

Rien ne prouve que l e s  s u i t e s  de f r a c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  approchées qu'on 

a cons idéré  s o i e n t  l e s  s eu le s  q u i  v é r i f i e n t  des  r e l a t i o n s  de récur rence  où a 

e s t  un monôme e t  a un polynôme dont l e  terme cons t an t  e s t  d i f f é r e n t  de zéro. 

Ceci  e s t  dû a u  f a i t  que l e  polynôme YIY; - Y Y '  peu t  s e  r é d u i r e  à un monôme 
2 1 

Y 2 
en dehors du c a s  où l e s  f r a c t i o n s  - - e t  - Y; son t  cont igües  e t  l ' u n e  p lus  

y, y, 
I J. 

avancée que l ' a u t r e .  C e t t e  réduct ion  du polynôme Y Y '  - Y Y '  à un monôme peut  
1 2  2 1  

a r r i v e r  même dans l e  c a s  où t o u t e s  l e s  f r a c t i o n s  cons idérées  s o n t  normales, 

c '  e s t  l e  c a s  pour l a  t a b l e  de l a  fonc t ion  exponen t i e l l e .  

Pour p lus  de d é t a i l s  s u r  c e  po in t ,  v o i r  [151. 

11.3 - LES DEGRES DES COEFFICIENTS DES RELATIONS DE RECURRENCES L I A N T  TROIS 

REDUITES D'UNE FRACTION CONTINUE HOLOTDE. 

DISPOSITIONS DAilS LE PLAN DES POINTS REPRESENTATIFS AUXQUELLES 

CORRESPONDENT CES REDUITES. 

On suppose dans c e  sous paragraphe que l e  t ab l eau  de f r a c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  

approchées e s t  normal. 

Y2 Y; Y; Considérons t r o i s  f r a c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  approchées - - - - e t  - - 
YiY Y; Y; 

t e l l e s  que chacune e s t  cont igue  à l a  précédente  e t  p l u s  avancée q u ' e l l e .  

Soien t  (ul, u2 ) ,  , 5 )  e t  ( p l ,  1 l e s  p o i n t s  r e p r é s e n t a t i f s  auxquels  e l l e s  

correspondent .  Du f a i t  que l e  t ab l eau  e s t  normal, l e s  p o i n t s  r e p r é s e n t a t i f s  

( p 2 ) ,  ( ,  ) e t  ( v l ,  u") s o n t  pr inc ipaux e t  l ' o r d r e  de l 'approximation en 
2 2 

c e s  p o i n t s  e s t  é g a l  respect ivement  à p +p +1, + e t  pytllzi-1. 
1 2  1 2  

Théottème. 



a u;t un monôme de degtïé é g a l  à un ou à deux. 

a UR: un binôme du p t ï&a  d egtïE au une cam;tan;te non MuRRe. 

Démonstration. 

Y2 Y; Y; Les f r ac t ions  - - - - e t  - - son t  t e l l e s  que chacune e s t  contigüe 
YiY Y; Y; 

à l a  précédente ,e t  p lus  avancée qu ' e l l e ,  donc p i ,  p l  e s t  l ' u n  des  couples : 

de même ( p l ,  p;) e s t  l ' u n  des couples : 

e t  ( p t + p ' + l )  - ( p  +p +l) e s t  é g a l  s o i t  à 1 s o i t  à 2 su ivant  que ( p i ,  p;) e s t  
1 2  1 2  

l ' u n  des deux premiers couples de (* )  ou en e s t  l e  t roisième.  a e s t  un ~olynôme 

de degré égal  s o i t  à pl1-p -1 s o i t  à pl1-p -1 suivant  que l e  x 1 +  p!i+p2) 
2 2 1 1  

e s t  égal  à p +p" ou à p"+p 
1 2  1 2' 

O r  dans tous  l e s  cas pl'-p -1 ou pu-p -1 s e  r é d u i t  à O ou à 1, d'où l e  r é s u l t a t .  
2 2 1 1  

Comme c o r o l l a i r e  du théorème précédent,  on va p r é c i s e r  l e s  degrés de a 

e t  de a q u i  correspondent à t o u t e s  l e s  d i spos i t ions  poss ib les  des  po in t s  repré- 

s e n t a t i f s  de t r o i s  f r a c t i o n s  t e l l e s  que chacune s o i t  contigüe à l a  précédente 

e t  p lus  avancée q u ' e l l e .  



ler cas : 

d e g n é  d e  a = 1 

degtré  de a = O .  

2e cas : 



3e cas : 

Remarque. 

S i  l ' on  cons idère  une s u i t e  de f r a c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  approchées t e l l e  

que, chacune de c e s  f r a c t i o n s  s o i t  cont igüe  à l a  précédente e t  p l u s  avancée 

q u ' e l l e ,  a lo r s ,  t r o i s  p o i n t s  r e p r é s e n t a t i f s  s u c c e s s i f s  occupent t o u j o u r s  dans 

l e  p l a n  l ' une  des  d i s p o s i t i o n s  f i g u r é e s  dans l e s  tab leaux  précédents ,  e t  donc, 

l ' u n e  quelconque des  f r a c t i o n s  de c e t t e  s u i t e  peut  ê t r e  c a l c u l é e  en fonc t ion  

des  deux précédentes en u i t l i s a n t  l e s  r e l a t i o n s  q u i  l i e n t  l e s  nuémrateurs e t  

l e s  dénominateurs d e  t r o i s  f r a c t i o n s  consécut ives  e t  l e s  r é s u l t a t s  du c o r o l l a i r e  

précédent .  



Ceci nous permettra d 'obteni r  tous  l e s  algorithmes poss ib les  pour ca lcu le r  

l e s  approximants de Padé. Ces algori thmes ont  é t é  appelé pa r  Padé, l e s  algo- 

irthmes généraux. 

Parmis c e s  algorithmes généraux, il e x i s t e  des algori thmes que Padé a v a i t  

appelé l e s  algorithmes r é g u l i e r s ,  e t  qui  correspondent a u  c a l c u l  d'une s u i t e  de 

f r a c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  approchées où tous l e s  c o e f f i c i e n t s  a e t  a ont  toujours 

l e  même degré. 

On app&e atrac&iun can;tinue trég&&e, une @.a&on cantinw hoCoZde 

;t&e que .tUu 4 a  n u m W e w  p&& an;t l e  même dcgtré a i n h i  que ;tuun h a  

dénamuzatm p u & ,  excepLian d&e paun L u  deux n u m W m  & 

la deux pkemiw d & n u ~ n a ; t w .  

Dans l e  c a s  général ,  il e x i s t e  t r o i s  algorithmes r é g u l i e r s  correspondants 

à des degrés des c o e f f i c i e n t s  a e t  a égaux respectivements à 1 pour a e t  zéro 

pour a ,  1 pour a e t  pour a ,  2 pour a e t  1 pour a .  

Dans l e  paragraphe suivant ,  on va exposer un algorithme pour l e  ca lcu l  

des approximants de Padé, c e t  algori thme e s t  dû a Hermite Cg], c ' e s t  c e  qu'on 

appe l l e  l a  méthode des polynômes assoc iés .  

On va donner ensui te ,  quatre algori thmes qu i  permettent l e  c a l c u l  des  approxi- 

mants de Padé e t  donnent en même temps l e s  c o e f f i c i e n t s  des numérateurs e t  des 

dénominateurs des développements en f r a c t i o n s  continues r égu l i è res .  Le premier 

u t i l i s e  un chemin en e s c a l i e r ,  l e  deuxième un chemin suivant  une p a r a l l è l e  à 

la diagonale de l a  t a b l e  de Padé, l e  t roisième suivant  une l i g n e  hor izonta le  

e t  l e  d e r n i e r  suivant  une l igne  v e r t i c a l e .  



111 - ALGORITHMES POUR L E  CALCUL DES APPROXIMANTS D E  PADÉ DANS 

LE CAS NORMAL E T  DES FRACTIONS CONTINUES RÉGULIÈRES, 

111.1 - METHODE DES POLYNOMES ASSOCIES. 

1 - P R I N C I P E  DE LA  METHODE. 

Tel le  q u ' e l l e  a é t é  exposer par  Padé dans C181,  l a  méthode des 

polynômes assoc iés  d'Hermite C91, cons i s t e  à c a l c u l e r  de proche en proche des 

couples de polynômes par un algorithme analogue à c e l u i  par  l eque l  l e  numéra- 

t e u r  e t  de dénominateur d'une rédui te  d'une f r a c t i o n  continue s e  déduisent des 

numérateurs e t  dénominateurs des r édu i t e s  précédentes. 

La méthode cons i s t e  à ca lcu le r  l e s  f r a c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  approchées qui  

sont  placées dans des cases ,  comme il est indiqué dans l e  schéma suivant  e t  

c e c i  dans l e  but d ' a r r i v e r  à l a  f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  placée dans l a  case  C. 

F ig .  1. 

X2 X; X5 Soient - - - - e t  - - l e s  f r a c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  placées r e s p e c t i -  
X1 x; X;' 

vement dans l e s  c a s e s  C, A e t  B 
1 1 ' 



Entre  l e s  numérateurs e t  l e s  dénominateurs de c e s  fonc t ions  on a  

l e s  r e l a t i o n s  su ivan te s  : 

où a e t  B désignent  deux cons t an te s .  

2 X; X 2 
S i  l e s  f r a c t i o n s  - - - - e t  - - x, y x: x !,l s o n t  p l acées  respect ivement  dans 

l e s  c a s e s  A A ,  B ou B A ,  B,  des  r e l a t i o n s  de même forme que (1) o n t  l i e u ,  
1 y 1 ' 

mais dans le  premier c a s ,  a e s t  un binôme du premier  degré à terme cons t an t  

non n u l  e t  6 une cons t an te ,  t a n d i s  que, dans l e  second c a s ,  a e s t  une cons t an te  

e t  f3 un binôme du premier  degré à terme cons t an t  non nul .  Ains i ,  s i  on conna î t  

l e s  f r a c t i o n s  des  c a s e s  A e t  BI, l a  déterminat ion des cons tan tes  a e t  B des 
1 

r e l a t i o n s  (1 ) , nous donnera c e l l e  de l a  case  C.  De même, s i  on conna î t  l e s  

f r a c t i o n s  des  ca ses  A e t  B ,  l e s  r e l a t i o n s  (1) nous donnent c e l l e s  des  c a s e s  A 
1 

e t  BI, e t  a i n s i  de s u i t e  jusqu 'à  c e  qua?l1une des  c a s e s  s o n t  cont igüe a u  bord 

du t ab l eau .  Le problème de l a  déterminat ion des  deux premières  f r a c t i o n s  de 

dépa r t  s e r a  r é g l é  ap rè s .  

2 - INDICATIONS POUR LE CALCUL DES COEFFICIENTS a ET P .  

S o i t  à passe r  des  c a s e s  (pl, v 2 - l ) ,  F i - 1  u 2 )  à l a  ca se  p l ,  U2). 

Les f r a c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  q u i  correspondent à c e s  c a s e s  sont  respect ivement  
x; 

- -  - -  X2 
e t  - - x; ' . On a  donc l e s  r e l a t i o n s  s u i v a n t e s  : X y 

X1 



S ' ,  S" e t  S  dés ignent  des  s é r i e s  à termes cons t an t s  d i f f é r e n t s  de zéro du f a i t  

qu'on suppose que t o u t e s  l e s  f r a c t i o n s  sont  normales. 

Dans c e  c a s ,  a e t  B s o n t  des cons t an te s .  En m u l t i p l i a n t  l a  première équa- 

t i o n  de  (1) pa r  S  l a  seconde pa r  S  e t  en a j o u t t a n t  membre à membre on 
1 "  2  

o b t i e n t  : 

a ( S  X I  + S X') + B(S X" + S2X2) = SIXl + S2X2 
1 1  2 2  1 1  

e t  en  u t i l i s a n t  ( 2 )  on o b t i e n t  : 

e t  l e  rappor t  des  cons tan tes  a e t  8 s e  t rouve déterminé p a r  l a  condi t ion  que 

l e  terme en x f a s s e  défaut  dans l e  premier  membre. 

La même technique e s t  a p p l i c a b l e  aux a u t r e s  c a s  où a e s t  un binôme e t  B 

une cons tan te ,  ou l ' i n v e r s e .  

3 - DETERMINATION DES FRACTIONS I N I T I A L E S  Q U I  SERVENT A 

DEMARRER LA  METHODE DES POLYNOMES ASSOCIES.  

Dans l a  f i g u r e  1, supposons que p  > pl, l a  c a s e  B e s t  cont igüe  

au  c ô t é  y  du t ab l eau .  Posons p  - = V en s o r t e  que l e s  f r a c t i o n s  à c a l c u l e r ,  
p; t; 1' 

que nous désignerons par  - - e t  - -, s o i e n t  t e l l e s  que do (Pl) 1, do (P ' ) = V 
1 Ql 

1 1 

e t  dO(Q1) = O ,  dO(Q;) = V l + l .  

Diminuons c e s  degrés d 'une u n i t é ,  on o b t i e n t  l e s  nombres : 

Ceci  montre que, s i  l ' o n  s a v a i t  déterminer ,  d'une p a r t ,  une cons t an te  P  e t  un 

polynôme P' de degré v -1 s a t i s f a i s a n t  à l a  cond i t i on  : 
1 



D'aut re  p a r t ,  un polynôme Q '  de degré v t e l  que : 
1 

S2Qf  = S'x  v1 
2 

Alors ,  l e s  deux couples  de polynômes (P P i )  e t  (QI,  Q ' )  pour ra i en t  s e  
1 y 1 

dédui re  des  deux couples  (P, P ' )  e t  (Q,  Q ' )  par  l a  méthode des polynômes 

a s s o c i é s .  O r  l a  déterminat ion de  P, P t  e t  Q' e s t  immédiate, on au ra  P e t  P' 

en p renan t  a r b i t r a i r e m e n t  l a  cons t an te  P, pu i s  pour - P '  l e s  v premiers 
1 

SIP termes du développement en s é r i e  de - . Quant à Q ' ,  c e  s e r a  un monôme quel-  
s 2 

conque de degré v 
2 ' 

Remarque. 

En su ivan t  l e s  i n d i c a t i o n s  c i -des sus , j e  v a i s  e x p l i c i t e r  l e s  express ions  

des c o e f f i c i e n t s  ci e t  B q u i  f i g u r e n t  dans l a  méthode des polynômes a s s o c i é s  

dans l e s  d i f f é r e n t s  ca s .  Ce t r a v a i l  nous permettra  de f a i r e  un programme de 

c e t t e  méthode e t  de l a  comparer aux a u t r e s  a lgor i thmes  que j e  v a i s  proposer 

dans l a  s u i t e .  

4 - CALCUL E X P L I C I T E  DES C O E F F I C I E N T S a  E T  P .  

Remarquons que c e  q u i  nous i n t é r e s s e  e s t  d ' a r r i v e r  a u  c a l c u l  de l 'appro-  

2 ximant de Padé - - 1 de l a  s é r i e  e n t i è r e  -, e t  donc on peut  supposer,  sans  
X1 2 

r e s t r e i n d r e  l a  g é n é r a l i t é  que S = 1. 
2 

a )  C a s  où a e t  f3 son t  des  cons t an te s .  ................................. 

On a l a  d i s p o s i t i o n  su ivan te  : 



X2 X; 
X '; 

Soient - -, - - e t  - - l e s  f r a c t i o n s  p l acées  respectivement dans 
X1 X ï  

l e s  c a s e s  C,  A e t  B. 

La r e l a t i o n  ( 3 )  nous donne : 

a3 00 

i i 
Posons S 1 ( x )  = 1 c f  x e t  S t l (x)  = 1 c" x pour a v o i r  l e  r appor t  de 

i i = o  i =O 

a e t  6, il f a u t  donc déterminer  c '  e t  c:. 
O 

donc C A  e s t  l e  c o e f f i c i e n t  du terme de degré + p2 dans l ' exp res s ion  

S  X '  + S2X;. O r  on a  supposé que S  -- 1, de p l u s  X; e s t  de degré p - 1. 
1 1  2 2  

On a donc : 

De même, c" e s t  l e  c o e f f i c i e n t  du terme de degré ul + u2 dans l ' exp res s ion  
O 

S  X" + S2X5. On t rouve  : 
1 1  

où on a  posé : 

e t  on aura  donc e n  u t i l i s a n t  ( 3 )  : 



c" 
c'a + COB = 0 => O 

O c ' 
O 

Pour dé te rminer  a e t  8 ,  on a j o u t e  l a  c o n d i t i o n  de normal i sa t ion  q u i  s 'exprime 

p a r  : 

La première r e l a t i o n  de (1) q u i  est  : 

nous donne : 

d'où l e  système 

on au ra  f ina lement  : 



Remarquons que cl - c" # O ,  en e f f e t  ; on a : 
O O 

S i  on suppose que c f  = c f '  a l o r s  on aura : 
O O 

P1+Fi2+1 
s (X'-Xr1) + S  (X' - x;> = o < x  
1 1 1  2 2  1 

De p lus  dans l e s  polynômes X 1  - X" e t  X; - XI1 l e s  termes c o n s t a n t s  s o n t  
1 1  2 

nu l s ,  donc en les d i v i s a n t s  p a r  x  l a  r e l a t i o n  c i -dessus  prend l a  forme : 

- avec dO(Y Fi -1 e t  d0Y2 - y2-1. 
1 1 

Il  y  a  donc surapproximation c e  q u i  c o n t r e d i t  l ' hypothèse  que l a  t a b l e  

de Padé est normale. 

b )  Cas où a est  un binôme e t  6 une cons t an t e .  ......................................... 

Dans ce c a s  on a  l a  d i s p o s i t i o n  su ivan te  : 

F i -  Fi, 



2 ~ é s i g n o n s  p a r  - -, - - l e s  f r a c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  p lacées  r e s p e c t i -  
X1 - 

vement dans l e s  ca ses  C,  A e t  B. 

Posons a = a x + a où a e t  a sont  des  cons t an te s .  
1 2 1 2 

On a  l e s  r e l a t i o n s  su ivan te s  : 

Mult ip l ions  l a  première équat ion  p a r  S l a  seconde pa r  S e t  a joutons  membre 
1 ' 2 

à membre, on o b t i e n t  : 

donc : 

u e t  6 s e  déterminent pa r  l e  f a i t  que l e  c o e f f i c i e n t  de x e t  l e  terme cons t an t  

dans l e  premier membre s o n t  nu ls .  



S i  on pose comme précédemment 

a l o r s  on aura  l e s  deux équat ions  : 

c ' a  + P c f l = 0  
O 

c ' a  + c ' a  + @ c l  = O O 2  0 1 1  1 2  

I l  f a u t  donc déterminer  c '  c '  c" e t  c l .  
O' 1' O 

P1+P2-1 
S i  on r e v i e n t  à l ' exp res s ion  : S X '  + S2X; = x  

1 1  
. S I ,  a l o r s  : 

P1+P2-1 
c '  e s t  l e  c o e f f i c i e n t  de x  dans l e  premier membre 

O 

c '  e s t  l e  c o e f f i c i e n t  de x  
%+Fi2 

1 
dans l e  premier membre. 

S i  on pose : 

on aura  : 

c '  = a  ' Cp +i+i -:-la 
f s o  2  1 



P1+Fi2-1 
De même, de l a  r e l a t i o n  S Xi'  t S X u  = x 

1 1  2 2  .S", on dédu i t  que : 

c" e s t  l e  c o e f f i c i e n t  du terme de degré p +p -1 dans l e  premier membre 
O 1 2  

ci' e s t  l e  c o e f f i c i e n t  du terme de degré ~i +p dans l e  premier membre. 
1 2  

E t  on aura  : 

Fi, -2 

La dé termina t ion  des c o e f f i c i e n t s  a e t  6 s e  f a i t  par  l e  système : 

e t  on o b t i e n t  : 



c )  Cas où a e s t  une cons t an te  e t  8 un binôme du premier degré. .......................................................... 

Dans c e  c a s  on a l a  d i s p o s i t i o n  su ivan te  : 

X2 X; x; S i  on désigne par  - - - - e t  - - l e s  f r a c t i o n s  p l acées  respectivement dans 
Xi' Xi X " 

1 
l e s  c a s e s  C ,  A e t  B ,  on aura  l e s  r e l a t i o n s  : 

On o b t i e n t  comme précédemment : 

a e t  8 s e  déterminent par  l e  système : 

où 8 = Blx + 8 
2 

a une cons t an te  



Dans c e  c a s  on a : 

Fi, -1 

e t  l a  dé te rmina t ion  de c '  c" c '  e t  c f '  s e  f a i t  comme précédemment, on t rouve : 
o Y  o y  1 1 

Pour a, 6 e t  B2 on t rouve  : 
1 



c e  qu i  termine l e  c a l c u l  des  c o e f f i c i e n t s .  

Dans l e s  sous-paragraphes su ivan t s ,  j e  propose qua t r e  a lgor i thmes  

pour l e  c a l c u l  des  approximants de  Padé dans l e  ca s  normal. 

Le premier a lgor i thme s e r t  à c a l c u l e r  c e s  approximants su ivan t  un chemin 

en e s c a l i e r  de d i r e c t i o n  descendante,  l e  deuxième su ivant  une p a r a l l è l e  à l a  

diagonale  de l a  t a b l e  de Padé, l e  t ro i s i ème  su ivant  une l i g n e  e t  l e  quatrième 

su ivant  une colonne. 

1 1 1 . 2  - ALGORITHME POUR L E  CALCUL DES APPROXIMANTS DE PADE SUIVANT UN CHEMIN 

EN ESCALIER DE DIRECTION DESCENDANTE. 

Entre  t r o i s  approximants s u c c e s s i f s ,  on a deux d i s p o s i t i o n s  p o s s i b l e s  : 

Forme 1. Forme 2. 

a )  Cas de la  forme 1. ----------------- 

l a  f r a c t i o n  q u i  correspond à l a  c a s e  ( y  Désignons par  - - 1 y  1i2)> 

X; *1 x; - -  c e l l e  qu i  correspond à l a  ca se  ( p  -1, p2)  e t  - 7 c e l l e  q u i  correspond à 
Xi 1 X1 

l a  case  (p -1, p2-1). 
1 



O r ,  l e s  numérateurs e t  l e s  dénominateurs de ces  f r a c t i o n s ,  son t  l i é s  

pa r  l e s  r e l a t i o n s  suivantes : 

où a e s t  une constante  e t  6' un binôme du premier degré. 

On s e  propose de c a l c u l e r  l e s  c o e f f i c i e n t s  a e t  B I ,  l a  méthode u t i l i s é e  

e s t  semblable à c e l l e  qu'on a  u t i l i s é  pour c a l c u l e r  l e s  c o e f f i c i e n t s  de l a  

méthode des polynômes associés .  

Posons 6' = Bx dans l e  système précédent,  on ob t i en t  : 

De plus,  on a  l e s  r e l a t i o n s  suivantes : 

Multiplions l a  première équation de (1) par  S l a  deuxième par  S e t  ajoutons 
1 ' 2 

membre à membre, on o b t i e n t  en u t i l i s a n t  ( 2 )  : 



s i  on pose : 

on o b t i e n t  l a  r e l a t i o n  qu i  détermine l e  r appor t  de a e t  f3 : 

Il  nous f a u t  donc déterminer  c '  e t  c". 
O O 

donc c '  e s t  l e  c o e f f i c i e n t  du terme de degré p +p dans l e  premier membre de 
O 1 2  

c e t t e  r e l a t i o n .  

S i  on pose : 

on aura  : 

De même, de l a  r e l a t i o n  : 

on dédu i t ,  en posant  : 



calcul de a et B : 

la condition de normalisation nous nous donne : 

Or acC, + Bct' = O 
O 

donc : 

b) Cas de la forme 2. ----------------- 

On a les mêmes relations que dans le cas précédent, ce qui change 

c'est le calcul du coefficient c'. 
O 

Si on pose : 

on obtient : 



e t  comme précédemment : 

Remarque 1. 

L'algorithme précédent  présente  l ' avan tage  de donner, en p lus  des  

approximants d e  Padé, l e  développement en f r a c t i o n  cont inue de l a  forme C ,  

c ' e s t  à d i r e  l a  forme où tous  l e s  numérateurs p a r t i e l s  s o n t  des  monômes du 

premier  degré e t  l e s  dénominateurs p a r t i e l s  d e s  cons tan tes .  O r  il e x i s t e  

une i n f i n i t é  d e  développement en f r a c t i o n s  con t inues  de l a  forme C d 'une 

s é r i e  e n t i è r e  donnée, e t  su ivant  l e  choix  des deux permiers approximants, 

on peut  t rouver  pa r  l ' a lgo r i thme  précédent  t o u s  c e s  développements. 

Le t r a v a i l  qu'on v i e n t  de f a i r e  e s t  schématisé  par  l a  f i g u r e  su ivan te  : 

Fig.  2 .  

Remarque 2 .  

Dans l ' a lgor i thme précédent ,  il y a v a i t  deux "types" de c a l c u l ,  su ivan t  

que c ' e s t  l a  première d i s p o s i t i o n  q u i  s e  p ré sen te ,  ou l a  deuxième. S i  on ne 

veu t  u t i l i s e r  qu'un s e u l  t ype  de c a l c u l ,  on e s t  ob l igé  de c a l c u l e r  des  appro- 

ximants au t r e s  que ceux q u i  f i g u r e n t  sur deux d r o i t e s  p a r a l l è l e s  à la  diagonale  



p r i n c i p a l e  . 
Dans l e  c a s  de  l a  forme 1, l e s  approximants q u i  do ivent  ê t r e  c a l c u l é s  son t  

ind iqués  s u r  l a  f i g u r e  3 : 

F i g .  3 .  

On o b t i e n t  a i n s i ,  un algori thme q u i  n ' u t i l i s e  que l e s  c a l c u l s  du c a s  de 

l a  forme 1. 

Dans l e  ca s  de l a  forme 2 ,  l e s  approximants q u i  do ivent  ê t r e  c a l c u l é s  son t  

ind iqués  s u r  l a  f i g u r e  4 : 

Fig. 4. 

e t  on o b t i e n t  un a u t r e  algori thme n ' u t i l i s a n t  que l e s  c a l c u l s  de l a  forme 2.  



111.3 - ALGORITHME POUR L E  CALCUL DES FRACTIONS QUI  SE TROUVENT SUR 

UNE PARALLELE A LA DIAGONALE DE LA TABLE DE PADÉ. 

2 
Comme précédemment, on cherche à a v o i r  l a  f r a c t i o n  - - de la c a s e  p l ,  p2 

x: X" 1 
L L 

en fonc t ions  des  f r a c t i o n s  - - e t -  des  ca ses  (p  -1, p2-1) e t  (pl-2, p2-2). x: x !,l 1 

Entre  l e s  numérateurs e t  l e s  dénominateurs de c e s  f r a c t i o n s  on a : 

En u t i l i s a n t  l e s  r e l a t i o n s  : 

on o b t i e n t  : 



c e  q u i  donne : 

C e t t e  r e l a t i o n  a jou tée  à la  cond i t i on  de normal i sa t ion  nous donne l e  système 

su ivan t  : 

i avec  S'(x) = 1 c f x  e t  S''(XI = c'!x i . 
i = o  1 i = o  

E t  on o b t i e n t  : 

S i  on pose 

a l o r s ,  en cons idérant  la  r e l a t i o n  : 



c '  e s t  l e  c o e f f i c i e n t  du terme de degré p t u  -1 dans l e  premier membre de 
O 1 2  

c e t t e  r e l a t i o n ,  donc : 

de même s i  on cons idère  l a  r e l a t i o n  : 

on o b t i e n t  : 

en u t i l i s a n t  l a  même technique,  on o b t i e n t  : 

111.4 - ALGORITHME POUR LE CALCUL DES FRACTIONS Q U I  SE TROUVENT SUR 

UNE PARALLELE A L 'UN DES AXES DE LA TABLE DE PADE. 

Y1-2 Fi1-1 Fi1 

7 7 
4 ' -  .- a -  .- a - .  .... 

u2-2 

Fi2-1 

Y2 ' 

Fig'. a .  Y Fig .  b.  
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correspondent  respect ivement  aux cases  : 

l e s  dénominateurs e t  l e s  numérateurs de  c e s  f r a c t i o n s  on a : 

On aura  donc : 

c e  q u i  donne : 

Posons : 

on o b t i e n t  a i n s i  l a  r e l a t i o n  : 



La condition de normalisat ion nous donne : 

a = 1. 
2 

Ce ca lcu l  e s t  va lable  pour l e s  deux f igures  précédentes. 

Remarquons que l e s  équations précédentes ne nous ont pas permis d ' a v o i r  

l e  coef f i c i en t  a , pour c e l a  on va procéder comme il s u i t  pour l a  détermination 
1 

de ce  coe f f i c i en t .  

a )  Cas de l a  f i g u r e  a ) .  ------------ ------ 

Dans c e  cas  on a : 

i i 
Si on pose X' = a!x 

1 
X" = f a1!x a l o r s  en exprimant que l e  coef- 

1 1 1 - i = o  i = o  
' I f i c i e n t  de x e s t  nu l  dans l a  r e l a t i o n  : 

on obt ient  l ' é g a l i t é  : 



b )  Cas de l a  forme b ) .  ------------------ 

Dans c e  cas  on a  : 

de x e s t  nu l  dans l a  r e l a t i o n  suivante  : 

ob t i en t  : 

La détermination des c o e f f i c i e n t s  c '  e t  cl' s e  f a i t  comme précédemment, 
O O 

on ob t i en t  dans l e  cas  de l a  f i g u r e  a )  : 

e t  dans l e  c a s  de l a  f igure  b )  : 



1 O )  - NOMBRE D ' OPERATIONS DANS LES ALGORITHMES PRECEDENTS. 

a )  Cas de l ' a lgor i thme u t i l i s a n t  un chemin en e s c a l i e r .  ................................................... 

Pour avo i r  l e  dénominateur de l 'approximant [ d m ]  e t  l e s  c o e f f i c i e n t s  

du  développement en f r a c t i o n  continue, il f a u t  : 

mul t ip l i ca t ion  : 
2 

2m + m + l  

add i t ion  : 

d iv i s ion  : 2m. 

Pour a v o i r  l e  numérateur en posant n  = m + l ,  il f a u t  : 

mul t ip l i ca t ion  : m2 + 2 d  - 2m 

add i t ion  : m2 + 2 d  - m 

b) Cas de l a  méthode des  polynômes associés .  _-__________-______------ -------------- 

Pour a v o i r  l e  dénominateur de l 'approximant [n/m] il f a u t  : 

mul t ip l i ca t ion  : 
2 4m + 3m - 3 

addi t ion  : 
2 3m + m - 1  

d i v i s i o n  : 3m 

2') EXEMPLES NUMERIQUES. 

X 
Le développement en f r a c t i o n  continue r é g u l i è r e  de e  , dont l e s  numérateurs 

p a r t i e l s  sont  des monômes du premier degré e t  l e s  dénominateurs p a r t i e l s  des 

constantes, e s t  de l a  forme : 



Dans l e  tableau suivant ,  l e s  c h i f f r e s  de l a  première colonne sont  l e s  coef- 

f icients:de ce  développement donnés par l 'a lgori thme en e s c a l i e r  ; l e s  chi f -  

f r e s  de l a  deuxième colonne sont l e s  coef f i c ien t s  obtenus en s e  servant  de 

l 'expression précédente : 
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2") PAR LA METHODE DES POLYNOMES ASSOCIES. 

Numérateur Dénominateur 

Remarque. 

Ces r é s u l t a t s  donnent l e s  c o e f f i c i e n t s  de - [13/10]. 

3') En u t i l i s a n t  l e s  r e l a t i o n s  qui  donnent l e s  numérateurs e t  les  dénominateurs 
X 

des  approximants de ~ a d é  de e  e t  qui  son t  : 

On o b t i e n t  : 



Numérateur Dénominateur 

1") L 'ALGORITHME EN ESCALIER 

Numérateur Dénominateur 



2') METHODE DES POLYNOMES ASSOCIES. 

Dénominateur 

3') S i  on c lacu l  l e s  c o e f f i c i e n t s  du dénominateur de l'approximant C13/10] 

de f en u t i l i s a n t  l ' express ion : 

On o b t i e n t  : 
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V - ALGORITHME POUR L E  CALCUL DES APPROXIMANTS DE PADÉ 

D'UNE TABLE NON NORMALE, 

Dans c e  qu i  s u i t ,  on s e  propose de f a i r e  une extension a u  cas  non 

normal d'un algorithme qu'on a proposé pour l e  c a l c u l  des approximants de 

~ a d é  suivant  un chemin en e s c a l i e r  dans l e  cas  normal. 
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X2 X; x; Soient  - - - - e t  - q l e s  f r a c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  approchées de l a  s é r i e  
C 

- correspondants respectivement aux points  des c a r r é s  A ,  B e t  C de l a  f i g u r e  
S2 
ci-dessus. 



On cherche à c a l c u l e r  l e s  polynômes X" e t  X" en fonct ion  des polynômes X i ,  X i ,  
1 2 

Désignons par  V l e  degré de X v2 c e l u i  de X 1 1 ' 2 ' v i ,  v;, v i  e t  v î  l e s  

degrés de X i ,  X;, X'' e t  XH. Soient  v t v:, + A + 1, v; + v; + A' + 1 e t  
1 1 

V" + V" + A" + 1 l e s  ordres d'approximation donnés respectivement par  l e s  
1 2  

X2 X; X ;' f r a c t i o n s  - - - - x , ,  x,t e t  - . On a  donc : 

où S, S'  e t  S" désignent des s é r i e s  e n t i è r e s  dont les termes constants  sont  

d i f f é r e n t s  de zéro. 

Le point  (xi+A1+l,  v;+A1) appar t i en t  à l a  moi t ié  i n f é r i e u r e  du 

ca r ré  C ,  on a  donc : 

d'où : 

où R e s t  une s é r i e  e n t i è r e  t e l l e  que : 

r 
R(x) = x .St t(x) .  

Or,  on s a i t  que : 



avec 

e t  a ,  un polynôme dont l e  terme constant  e s t  d i f f é r e n t  de zéro. 

On aura donc : 

ce  qui  donne : 

En u t i l i s a n t  l e s  deux premières r e l a t i o n s  de (1) e t  l a  r e l a t i o n  ( 2 )  on 

déduit  : 

En remplaçant a pa r  sa  valeur e t  en d i v i s a n t  l e s  deux :membres de c e t t e  r e l a -  
v;+v;+A1+l 

t i o n  par  x  , on o b t i e n t  : 

Remarquons que l e  polynôme X" e s t  exactement de degré v'+X1+l, a l o r s  que X" 
1 1 2 

e s t  de degré i n f é r i e u r  ou égal  à v'+X1. 
2 

O r ,  l e  polynôme a  de l a  r e l a t i o n  ( 3 )  e s t  donné par  : 



dO(xlX; - X ' X  ) = V +V +A+I 
1 2  1 2  

On déduit que l e  degré du polynôme a e s t  i n f é r i e u r  ou é g a l  à 1'. Pour dé ter -  

miner l e s  c o e f f i c i e n t s  de a ,  il nous f a u t  A 1 + l  équations. La r e l a t i o n  ( 3 )  
nous donne c e s  A 1 + l  équations du f a i t  que S e t  S1 admettent chacune un terme 

constant  d i f f é r e n t  de zéro. La constante  h peut ê t r e  p r i s e  égale  à l ' u n i t é .  

03 03 

i i posons ~ ( x )  = 2 C . X  e t  S ' ( X I  = 1 C!X 
1 1 i = o  i = O 

2 A ' 
En exprimant que l e s  c o e f f i c i e n t s  des termes en xO, x, x ,..., x sont  égale  

à zéro,  on o b t i e n t  l e  système suivant  : 

a c '  + a ~ '  + 
O A '  1 A l - 1  

+ a , c  + c h '  = O A O 

(4) e s t  un système t r i a n g u l a i r e  qu i  donne facilement l e s  a . .  Les polynômes XI' 
1 1 

e t  Xi sont a l o r s  ca lculés  par  l e s  r e l a t i o n s  : 



c e  q u i  r e s t e  à déterminer  c ' e s t  l ' o r d r e  de l 'approximation dennée pa r  
x: 

l a  f r a c t i o n  - L x:' . 

Pour déterminer  A" on peut  procéder  de l a  manière su ivante  : 

on c a l c u l e  l e s  c o e f f i c i e n t s  de l a  s é r i e  R à l ' a i d e  de l ' u n e  des  r e l a t i o n s  

( 2 )  ou ( 3 ) .  S o i t  c r  l e  premier c o e f f i c i e n t  non nu l ,  on aura  donc : 

on o b t i e n t  f inalement  en u t i l i s a n t  l e  f a i t  que V" = v;+f ' + l  : 
1 

Al1 = (v; + A '  + r )  - V" 
2 ' 

Remarque. 

Pour c a l c u l e r  l e s  polynômes de l a  c a s e  D en fonc t ion  de ceux de B e t  de C 

on peut  u t i l i s e r  l a  même méthode, l a  s e u l e  d i f f é r e n c e  e t  que dans c e  c a s  

on a  : 



CHAPITRE II 

SUR L'ANALOGIE 

ENTRE 

LES FRACTIONS CONTINUES SIMPLES ET LES SERIES ENTIERES. 



Dans c e  c h a p i t r e  on d i s c u t e  quelques problèmes q u i  on t  é t é  é t u d i é s  pa r  

p l u s i e u r s  a u t e u r s  e t  qu i  nous p a r a i s s e n t  a v o i r  des r a p p o r t s  e n t r e  eux. 

La d é f i n i t i o n  d'une fonc t ion  à p a r t i r  d 'un t ab l eau  de f r a c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  

approchées d'une s é r i e  e n t i è r e  convergente ou d ivergente ,  dont l e s  idées  de 

bases  s o n t  données p a r  Padé dans Cl61 e t  Cl71 ; l a  d é f i n i t i o n  d'une fonc t ion  

ana ly t ique  à p a r t i r  d'une s é r i e  e n t i è r e  d ivergente  en  prenant  pour poin t  de 

dépa r t  une f r a c t i o n  cont inue q u i ,  pa r  un changement de  v a r i a b l e ,  s e  ramène 

à une f r a c t i o n  cont inue  simple, q u i  a  f a i t  l ' o b j e t  des  recherches  de 

S t i e l t j e s  1471 ; l ' a n a l o g i e  f a i t e  pa r  Padé e n t r e  l e s  f r a c t i o n s  cont inues  

s imples  e t  l e s  s é r i e s  e n t i è r e s ,  s o n t  des  problèmes q u i  t r a i t e n t  l e  même s u j e t  

e t  donnent des  i n d i c a t i o n s  ind ispensables  pour c o n s t i t u e r  une t h é o r i e  qui  

g é n é r a l i s e  c e l l e  de S t i e l t j e s .  

Dans un premier paragraphe on a  d i s c u t é  l ' a n a l o g i e  que Padé a v a i t  f a i t e  

e n t r e  l a  t h é o r i e  des  s é r i e s  e t  c e l l e s  des  f r a c t i o n s  con t inues  a lgébr iques .  

De l à ,  j e  me s u i s  posé l e  problème su ivan t  : 

"Chercher d e s  c o n d i t i o n s  pour qu 'une  f r a c t i o n  c o n t i n u e  
s i m p l e  d é f i n i s s e  un t a b l e a u  d e  f r a c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  
approchées  " . 

Les cond i t i ons  que j ' a i  t rouvé  sont  des  condi t ions  s u f f i s a n t e s  e t  non 

néces sa i r e ,  e t  p o r t e n t  s u r  l e s  degrés  des  numérateurs p a r t i e l s  e t  l e s  déno- 

minateurs  p a r t i e l s  de l a  f r a c t i o n  cont inue simple de d é p a r t .  Le paragraphe 

s e  termine p a r  une s é r i e  de remarques dans l e s q u e l l e s  on propose des  s u j e t s  

d 'é tudes  avec des  i n d i c a t i o n s  p ré l imina i r e s .  

Le deuxième paragraphe e s t  consacré aux rappor ts  que Padé a v a i t  é t a b l i s  

e n t r e  l e  développement en f r a c t i o n  cont inue canonique e t  les développements 

en f r a c t i o n s  cont inues  holo ides  d'une fonc t ion  donnée. J ' a i  f a i t  l e s  l i e n s  

avec c e  que De Montessus de B a l l o r e  a v a i t  appelé  l e s  f r a c t i o n s  cont inues  

complémentaires dans [38]. P l u s i e u r s  recherches ont  é t é  e f f e c t u é e s  à l ' a i d e  

de c e  développement canonique, parmi c e l l e s - c i ,  on c i t e  l e s  a p p l i c a t i o n s  de 

Tchebycheff qu'on ana lysera  au  c h a p i t r e  V. 



La  f r a c t i o n  cont inue  de S t i e l t j e s  : 

où l e s  a  sont d e s  r é e l s  p o s i t i f s ,  c o n s t i t u e  un a u t r e  exemple d e  ce  dévelop- 
i 

pement . 

Dans l e  t ro i s i ème  paragraphe,  on a  résumé l e s  r é s u l t a t s  e s s e n t i e l s  du 

mémoire de S t i e l t j e s  C471, a p r è s  a v o i r  d i s c u t é  l e  problème de  l a  d é f i n i t i o n  

d ' une  f r ac t ion  à l ' a i d e  d ' une  s é r i e  e n t i è r e  convergerite ou d ivergente  due 

à Padé C171. 



1 - POSSIBILITÉS D E  D E F I N I R  UN TABLEAU D E  FRACTIONS RATIONNELLES 
APPROCHÉES A PARTIR D'UNE FRACTION CONTINUE SIMPLE, 

1.1 - ANALOGIE ENTRE LA THEORIE DES SERIES ET CELLE DES FRACTIONS CONTINUES 
ALGEBRIQUES. 

Dans son mémoire de  thèse  [15], Padé a  essayé  de  f a i r e  une ana log ie  

e n t r e  la t h é o r i e  des  s é r i e s ,  q u i  renferment l e s  s é r i e s  e n t i è r e s ,  l e s  s é r i e s  

t r igonométr iques,  l e s  s é r i e s  de  f r a c t i o n s  s imples  e t c .  .., e t ,  l a  t h é o r i e  

d e s  f r a c t i o n s  cont inues  a lgébr iques .  I l  a  remarqué que l e s  f r a c t i o n s  con- 

t i n u e s ,  comme l e s  s é r i e s ,  s e  d i v i s e n t  en deux groupes, l e  premier e s t  c e l u i  

où tous  l e s  numérateurs e t  l e s  dénominateurs p a r t i e l s  de l a  f r a c t i o n  cont inue  

son t  des  c o e f f i c i e n t s  numériques e t  ne dépendent pas  de va r i ab l e s ,  l e  deuxième 

groupe e s t  c e l u i  où l e s  numérateurs e t  l e s  dénominateurs p a r t i e l s  s o n t  des  

fonc t ions  de une ou d e  p l u s i e u r s  vargables  e t  c e  sont  l e s  f r a c t i o n s  de c e  

d e r n i e r  groupe qu'on a p p e l l e l e s  f r a c t i o n s  con t inues  a lgébr iques .  Donc, s i  

l ' o n  veut  s e  baser  s u r  l a  t h é o r i e  des  s é r i e s  pour  é t u d i e r  l e s  f r a c t i o n s  c o n t i -  

nues a lgébr iques ,  il f a u t  d i v i s e r  c e s  d e r n i è r e s  en c l a s s e s ,  e t  chaque c l a s s e  

au ra  son analogue parmi l e s  c l a s s e s  de s é r i e s  que l ' o n  connaî t .  I l  faudra 

e n s u i t e ,  pour chauqe c l a s s e  de f r a c t i o n s  con t inues  a lgéb r iques ,  donner des  

r é s u l t a t s  ana ly t iques  ou a u t r e s ,  comme c ' e s t  l e  c a s  pour l e s  s é r i e s .  

Dans c e t t e  vo ie ,  Padé s e  propose d ' i n t r o d u i r e  l a  forme de f r a c t i o n s  

cont inues  a lgébr iques  q u i  l u i  semble devoi r  jouer  un r ô l e  analogue à c e l u i  

que jouent l e s  s é r i e s  e n t i è r e s  dans  l a  t h é o r i e  des  s é r i e s ,  autrement d i t  

l ' ana logue  de l a  c l a s s e  des  s é r i e s  e n t i è r e s  dans l 'ensemble des  f r a c t i o n s  

cont inues  a lgébr iques .  A c e t  e f f e t ,  Padé a  d é f i n i t  l e s  f r a c t i o n s  cont inues  

simples.  

Une @acCion com%vuce en;C d i t e  bimple 6 i  ;taun 6 ~ t l  numWm p a n ; t i d h  

a a n t  den monâmen dont l e  coe6~icieYLt eX l e  degt~é 6 o n t  ciid~érLevu2 de z&o 
n 

(c1u;C à &e de la dome a.-= h .x i où h.  t O et ni t O ) ,  excepaon d d e  
1 1 1 

poux Le pfiemieh q u i  p u t  e;Dre un polynôme qu~conque,  cd la dénomLnateun?l 

p&& decl palynâmu dont l e  i t m e  covwÀxuz;t a i t  diddét~ent de z h o .  



Remarque. 

Une f r a c t i o n  cont inue holo ide  e s t  une f r a c t i o n  cont inue  simple t e l l e  

que t o u t e s  s e s  r é d u i t e s  appa r t i ennen t  à un même t a b l e a u  de f r a c t i o n s  ra- 

t i o n n e l l e s  approchées. 

Dans C171, Padé a  f a i t  l e s  remarques su ivan te s  concernant  l ' ana log ie  

e n t r e  l a  t h é o r i e  des  s é r i e s  e n t i è r e s  e t  l e s  f r a c t i o n s  con t inues  simples.  

Remarque 1. 

CO 
i 

Posons S = 1 c .x  , désignons p a r  S l e s  sommes p a r t i e l l e s  de l a  
1 n i =O n  

1 S e r i e  S, on a  donc S = 1 cix . 
n i =O 

Le c a r a c t è r e  fondamental d 'une s é r i e  e n t i è r e  c o n s i s t e  en  c e  que chaque 

nouveau terme a j o u t é  e s t  un monôme de degré supé r i eu r  à t o u s  l e s  précédents  

en s o r t e  que l ' o n  o b t i e n t  des  polynômes qu i  r ep ré sen ten t  avec une approxi-  

mation de p l u s  en p lus  grande l ' u n  quelconque de  ceux q u i  viennent ap rè s .  

c ' e s t  à d i r e  : si  l ' o n  cons idère  S n y  
e t  Sn,, des  sommes p a r t i e l l e s  de  S 

t e l  que n" > n t  > n a l o r s  : 

on peut  approcher S ,, p a r  Sn, e t  Sn, de  p l u s  l ' o r d r e  de n 
l 'approximation donnée p a r  S e s t  supé r i eu r  à c e l u i  

n  ' 
donnée par  S . n 

Remarque 2. 

S o i t  c = a + 3 + 2 + 3 + . . . une f r a c t i o n  cont inue s imple.  
0 [al 

'i 
(vy) l a  s u i t e  des  r é d u i t e s  de C .  S i  l ' o n  cons idère  t r o i s  r é d u i t e s  de C ,  
1 i20  

u u u u 
- 9 r r P ,  - e t  - t e l l e s  que r > q > p. Alors  on peut  approcher  - par  l e s  deux v v 

P 9 'r u 'r 
B a u t r e s ,  de p l u s  l ' o r d r e  de l 'approximation donnée par  - e s t  supé r i eu r  à 

U v 
P 

9 
c e l u i  donnée pa r  - v 

P 



Donc l e  c a r a c t è r e  d'approximation qu'on a vu dans la remarque 1 pour l e s  

s é r i e s  s e  r e t rouve  dans l e s  f r a c t i o n s  cont inues  s imples .  De p l u s ,  s i  l ' o n  

modif ie  l a  d é f i n i t i o n  des f r a c t i o n s  cont inues  s imples ,  c e  c a r c t è r e  d i s p a r a î t ,  

p a r  exemple s i  l ' o n  permet aux a d ' avo i r  un exposant n u l ,  ou aux a  d ' avo i r  
i i 

un terme cons t an t  n u l ,  ( v o i r  C151). 

Les sommes p a r t i e l l e s  S s o n t  l e s  r é d u i t e s  de la  f r a c t i o n  cont inue  n  
holo ide ,  q u i  occupent l a  première l i g n e  ho r i zon ta l e  dans l e  t a b l e a u  des 

f r a c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  approchées de l a  s é r i e  S, q u i  n ' e s t  a u t r e  que l a  

f r a c t i o n  cont inue  d 'Euler .  De p l u s ,  s i  l ' o n  c o q i d è r e  l e  t ab l eau  des  f r a c t i o n  
i r a t i o n n e l l e s  approchées de la fonc t ion  Ç = cix , a l o r s  Vn c n ' ,  n  ' 

i = o  f i g u r e  dans c e  tab leau .  

Remarque 4. 

Pour une f r a c t i o n  cont inue s imple c e  c a r a c t è r e  ne s e  r e t rouve  pas 

forcément, c ' e s t  à d i r e  : 

U 
s o i t  3 une r é d u i t e  de C ,  a l o r s  $ pour p  < q ne f i g u r e  pas néces- v 

9 P U 

sairement  dans l e  t ab l eau  des  f r a c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  approchées de  3 . v 
9 

Des remarques précédentes ,  Padé a v a i t  dédu i t  que l a  d é f i n i t i o n  des 

f r a c t i o n s  cont inues  s imples  n ' e s t  pas  a s sez  r e s t r i c t i v e ,  e t  que s i  l ' o n  veut 

t rouve r  dans l e s  f r a c t i o n s  cont inues ,  l ' ana logue  de la  s é r i e  e n t i è r e ,  c ' e s t  

parmi l e s  f r a c t i o n s  cont inues  s imples  q u ' i l  f a u t  l e  chercher .  

1.2 - POSSIBILITES DE DEFINIR UN TABLEAU DE FRACTIONS RATIONNELLES APPROCHEES 
A PARTIR D'UNE FRACTION CONTINUE SIMPLE. 

Des remarques précédentes  on dédu i t  qu'une s é r i e  e n t i è r e  peu t  tou jours  

d é f i n i r  un t a b l e a u  de f r a c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  approchées a l o r s  que s i  l ' o n  

s e  donne une f r a c t i o n  cont inue s imple s e s  r é d u i t e s  ne s o n t  pas nécessairement 

des  f r a c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  approchées d'un m ê m e  t a b l e a u  ; e l l e  ne  d é f i n i t  pas  

en géné ra l  un t e l  t ab l eau ,  d 'où l e  problème su ivant  : 



"Chercher l e s  conditions pour qu'une fraction continue 
simple dé f in isse  un tableau de fractions rationnelles 
approchées". 

Autrement d i t ,  je me propose de chercher  l e s  cond i t i ons  pour qu'une f r a c t i o n  

con t inue  simple s o i t  ho lo ide .  

s 0 i t C . a  O +?+% t 5  a3 l + . . . une f r a c t i o n  cont inue  s imple,  

u 
i (-1 l a  s u i t e  des  r é d u i t e s  de C ,  a l o r s  on a  l e  r é s u l t a t  su ivan t  : 

'i i r o  

U 

Si vk r 1 Le dév&oppenient cn déhie entièhe de k couloide avec cee<M 
'k 

Uk-i jupu'au t m e  de degxé P g a l  au degké de Uk l . ~ k  i n c h ,  a l o u  c de - - - 
dé:& un aktabLeau de  action^ hetionn&es appaochées, ou encoke, -tcx.de, 

Démonstration. 

S i  l a  cond i t i on  de la  propos i t ion  e s t  v é r i f i é e  a l o r s  on d é f i n i t  une 

03 

i 
s é r i e  en t i è r e  c  .x de  l a  f a ~ o n  su ivan te  : 

1 i = o  

Uk 
S o i t  - l a  r é d u i t e  d 'o rdre  k  de C ,  p l e  degré de U k ,  

'k 

q c e l u i  de V t e l l e  que p+q 2 i, i f i x é .  
k  y 

"k 
S i  l ' o n  développe - su ivan t  l e s  puissances c r o i s s a n t e s  on au ra  : 

'k 



Si l'on choisit le coefficient c tel que c = a alors le tableau des frac- i & i' 
i tions rationnelles approchées de la série 1 c.x renferme toutes les rédui- 

1 i=o 
tes de la fraction continue C. En effet, si l'on considère une réduite de C, 

son développement suivant les puissances croissantes coïncide avec celui de 
03 

i 
la série 1 c.x jusqu'au terme de degré égal à la somme des degrés du numé- 

1 i=o 
rateur et du dénominateur de la réduite qu'on a considéré, ce qui prouve que 

cette réduite appartient au tableau de fractions rationnelles approchées de 
03 

i la série 1 c .x . 
1 i=o 

Remarque. 

Il est clair que la condition que jfai imposé aux réduites de la fraction 

continue C dans la proposition précédente est aussi nécessaire. Si je considère 

la relation suivante : 

on peut voir que la condition de la proposition est vérifiée si : 

C'est ce qu'on appellera dans la suite l'inégalité (*) où je désigne par dO(P) 

le degré du polynôme P. On est donc amené à chercher des conditions sur les 

éléments de C pour que (*) soit vérifiée. Les conditions que j'ai trouvé sont 

énoncées dans la proposition suivante : 

2 la deux condi;tiau mAmnta h o n t  4d.tin@Lta : 

i r l  



d a h n  L'.&Z~LL&LXE (* )  u;t véni&LZe pawL &UA k 2 1. 

Démonstration. 

On a : 

Pour t o u t  i 2 2. 

S i  donc l e s  qua t res  in6galité.s su ivantes  sont  v é r i f i é e s  a l o r s  :*) l ' e s t  

a u s s i  : 

On va montrer que s i  l e s  condit ions i )  e t  ii) de l a  proposi t ion son t  v é r i f i é e s  

a l o r s  l e s  quat res  i n é g a l i t é s  précédentes sont  v é r i f i é e s ,  e t  c e c i  pa r  récurrence 

s u r  l ' i n d i c e  i : 

Pour i = O on a : 



, 
Or do(a ) i do(al) - 1 d'après i) donc : 

O 

donc ( x )  est vérifiée pour i = 0. 

Pour i = 1 : 

2 
Si le max correspond à a a on aura : 

O 1' 

ceci d'après il, et en utilisant ii) on aura : 

Si le max correspond à a a on aura : 
1 1' 

donc (*) est vérifiée pour i = 1. 

Supposons que (*) soit vérifiée jusqu'à l'ordre i-1, à l'ordre i on a : 

2 2 
U.V. = ai Ui-2 Vi-2 + ai Ui-l Vi-l + a.a. 

Vi-l + Ui_l Vi-2 1 1  1 1  
1 

Z 
Montrons que d"(ai Ui-? V s d"(a1a2 ... ai+l) - 1. i-2 

L'hypothèse de récurrence nous donne : 



On a donc 

2 
d"(ai Ui-2 Vi-2 ) = 2d0a. 1 + d"(Ui-2 Vi-2) 

2 2d0(ai) + do(ala2 ... a ) - 1 i-1 

c do(a i )  + dO(al ... a . )  - 1 
1 

2 do(ala2 ... a ) - 1. 
i+l 

c a r  i )  en t r a îne  que d o ( a . )  < do(a  1. 
1 i+l 

Montrons ensu i t e  que : 

On a 

donc 

Il r e s t e  à montrer  que : 



do(a.a. U 
1 1 i-1 Vi-2 5 do (a1a2 . . . a ) - 1. i+l 

Pour i = 2 on a : 

Supposons que : 

d"(ai-l ai-l Ui-3 Vi-2) 5 d"(ala2 . . . ai) - 1 

d"(ai-l ai-l 'i-2 Vi-3) d"(ala2 ... ai) - 1 

e t  montrons que 



ceci en utilisant l'hypothèse de récurrence et la condition i) de même on a : 

donc 

de même on montre que : 

en partant de : 

en utilisant la même technique que précédemment, on arrive au résultat, ce 

qui achève la démonstration. 

i3un-t donnée une ~ m c t i a n  coMltinue &mple 

& o u ,  une c W o n  au66hante pauh que c a e - c i  dédivcinoe un ;tabLu de 
~tcactiom ha;tionn&a appochéa a i t  que L a  deux c o ~ o m  suivanta  

sac& vE&idLéu : 



E l l e  e s t  évidente en u t i l i s a n t  l e s  deux proposi t ions  précédentes. 

Remarques. 

1') S i  l ' o n  considère une f r a c t i o n  continue de l a  première forme de 

Lagrange, c ' e s t  à d i r e  dont l e s  numérateurs p a r t i e l s  sont  des monômes du 

premier degré e t  l e s  dénominateurs p a r t i e l s  son t  des constantes,  a l o r s  

l e s  condit ions i) e t  ii) du théorème précédent sont  v é r i f i é e s .  De m ê m e  pour 

une f r a c t i o n  continue de l a  deuxième forme de Lagrange, c ' e s t  à d i r e  dont 

l e s  numérateurs p a r t i e l s  sont  des monômes du second degré e t  l e s  dénominateurs 

p a r t i e l s  sont  des binômes du premier degré. 

2') La f r a c t i o n  continue d 'Euler ,  ne v é r i f i e  pas l e s  condit ions du théo&me 

e t  pourtant  e l l e  d é f i n i t  toujours  un tableau de f r a c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  appro- 

chées puisque l a  donnée d'une t e l l e  f r ac t ion  e s t  équivalente à l a  donnée 

d'une s é r i e  e n t i è r e .  De l à  on déduit  que l e s  condi t ions  du théorème n e  sont  

pas nécessa i res  e t  il s e r a i t  i n t é ressan t  de r é d u i r e  ces  condit ions a f i n  

d 'ob ten i r  des condi t ions  nécessa i res  e t  su f f i san tes .  Ceci nous pe rmet t r a i t  

de f i x e r  exactement l a  c l a s s e  de f r a c t i o n s  continues analogue à l a  c l a s s e  des 

s é r i e s  e n t i è r e s ,  e t  c ' e s t  à c e t t e  c l a s s e  qu'on peut espérer  étendre les 

r é s u l t a t s  de S t i e l t j e s  1471 s u r  l a  dé f in i t ion  d'une fonction à p a r t i r  d'une 

s é r i e  divergente e t  que l ' o n  va d i scu te r  dans ce chapi t re .  

3') L'analogie que Padé a essayé de f a i r e  e n t r e  l a  t h é o r i e  des s é r i e s  e t  

c e l l e  des f r a c t i o n s  continues,  peut f a i r e  l ' o b j e t  de s u j e t s  d 'études i n t é -  

r e s san t s .  Plus ou moins guidé par  cette analogie,  on peut chercher l ' ana log ie  

des a u t r e s  c l a s s e s  de s é r i e s  (trigonométriques, f r a c t i o n s  simples, e t c  ... ) 
dans les f r a c t i o n s  continues,  c e c i  donnera des r é s u l t a t s  concernant l 'appro- 

ximation par  des s u i t e s  de fonct ions  a u t r e s  que l e s  f r a c t i o n s  r a t ionne l l e s .  



4') Extension aux s é r i e s  doubles : il s e r a i t  i n t é r e s s a n t  d ' é t e n d r e - l a  

t h é o r i e  de ~ a d é  aux s é r i e s  doubles en s e  basant s u r  c e t t e  analogie e t  en 

s ' i n s p i r a n t  des  recherches de Padé dans l e  cas des s é r i e s  e n t i è r e s .  

Avant de passer  au s u j e t  qu'on a évoqué dans l a  remarque 2 précédente, 

on va exposer l e  t r a v a i l  de Padé s u r  ce  q u ' i l  a  appelé l e  développement en 

f r a c t i o n  continue canonique e t  l e s  rappor ts  de c e l u i - c i  avec l e s  développe- 

ments en f r a c t i o n s  continues holoides. 



11 - RAPPORTS ENTRE LE DÉVELOPPEMENT EN FRACTION CONTINUE 

CANONIQUE ET LES DÉVELOPPEMENTS EN FRACTIONS CONTINUES 

HOLOIDES, 

II. 1 - LE DEVELOPPEMENT EN FRACTION CONTINUE CANONIQUE. 

11.1.1 - Déveloeeement ------ d ' u n  r é e l  en f r a c t i o n  cont inue. 

S o i t  x  un nombre r é e l ,  on désigne pa r  a  l a  p a r t i e  e n t i è r e  de x,  pu i s  
O 

successivement pa r  a  l >  a 2 , - - *  l e s  p a r t i e s  e n t i è r e s  de x  > x2 , . . . ( supposés 

non e n t i e r s )  d é f i n i s  par  : 

X = 1 
, x =  

1 >. . . . . . ,  x =  
1 

1 2 ) ...... n x - a  x - a  
1 1 

x - a 
O n-1 n-1 

s i  x  E IR \ Q,  a l o r s  l a  s u i t e  (x ) e s t  i n f i n i e  a i n s i  que l a  s u i t e  ( a  ) n n2 l  n  nso 

e t  on peut é c r i r e  x  sous l a  forme : 

C'es t  ce qu'on appel le  l e  développement en f r a c t i o n  continue du r é e l  x. 

Rema rqu e . 

s i  x  E Q ,  l a  s u i t e  (x ) e s t  f i n i e  e t  il e x i s t e  un indice  N 
n  n  

t e l  que : 



Pour x E IR \ Q,  on peut montrer par récurrence s u r  n que x peut s ' é c r i r e  

sous l a  forme : 

où A e t  B sont des  nombres en t ie r s  donnés par l e s  re la t ions  : 
n n 

avec 

A = 1  
O 

B = O  
O 

Vn r O, on a en t r e  An e t  Bn l a  re la t ion  : 

e t  il résul te  de  l ' i d e n t i t é  de Bezout que pour t o u t  n, A e t  B sont premiers n n 
en t r e  eux, a i n s i  que A 

n et  A n + p  Bn e t  Bn+l- 

*n La s u i t e  (-) est appelée s u i t e  des rédui tes  du développement du r é e l  x en 
Bn nro 

f r ac t i on  continue e t  on a : 



11.1.2 - Le déveloeeernent en f r a c t i o n  cont inue canonigue d'une s é r i e  --------- ................................. -------------- 
ordonnée su i van t  1 es puissances décro issantes ..................... -----------------------. 

Le procédé qu i  nous a permis de développer un nombre r é e l  en f r a c t i o n  

continue peut s e  g é n é r a l i s e r  pour une s é r i e  ordonnée suivant  l e s  puissances 

décroissantes  de l a  va r i ab le ,  l e  développement qu'on o b t i e n t e s t u n i q u e  e t  

parfaitement déterminé. C'est  ce qu'on appel le  l e  développement en f r a c t i o n  

continue canonique. On l ' o b t i e n t  a i n s i  : 

s o i t  Z une s é r i e  ordonnée suivant  l e s  puissances décroissantes ,  

on appe l l e ra  ordre d'une t e l l e  s é r i e ,  l e  degré de son premier terme. 

S o i t  f un polynôme de degré n ,  l a  p a r t i e  polynômiale de Zf-. On peut n n I l  

n 
'n c h o i s i r  l e s  n t 1  c o e f f i c i e n t s  de f de t e l  s o r t e  que l ' express ion Z - F 
I 

n 
admette un développement en puissances décroissantes  d 'ordre i n f é r i e u r  ou 

é g a l  à -@n+l), on aura donc : 

o ù p  € S N  

'n - s e  nomme l a  r é d u i t e  d 'ordre  n de l a  s é r i e  Z.  
f 
n 

'n S i  p = O ,  a l o r s  - e s t  d i t e  normale, sinon e l l e  e s t  d i t e  anormale. 
f 
n 

m m-1 a Posons Z = b x + b x + ... + b x + a  + - + -  1 a 
m m- 1 1 O X 

; + ... . 
X 

Dans ce  cas on a : 

i 
m 

$,(XI = b x + bm ,x m- 1 m - + ... + b ' x  + a i O 

@l(x) = O (x) .x  + a 
O 1 

f l (x)  = x. 

e t  l e s  a u t r e s  r édu i t e s  peuvent ê t r e  ca lculées  pa r  l e s  r e l a t i o n s  de récurrences : 



Pour t o u t  n  2 1. 

où l e s  p  sont  des  polynômes de degrés supér ieurs  ou égaux à un pour t o u t  
i 

i 2 2. On ob t i en t  a i n s i  ce  qu'on appel le  l e  développement en f r a c t i o n  continue 

canonique de l a  s é r i e  Z : 

où po = $ 0 ( ~ )  e t  où p  s i a  t o  1 

( un polynôme de degré >1 s i  a  1 = o. 

'n Dans l e  cas où tou tes  l e s  r é d u i t e s  - sont  normales l e s  polynômes p. pour 
f 1 
n  

i r 1 sont  de degrés égaux à 1. 

Dans l a  s u i t e ,  on appel lera  f r a c t i o n  continue canonique tou te  f r a c t i o n  

continue de l a  forme (1 ) . 

11.1.3 - Quelques p r o p i é t é s  du développement en f r a c t i o n  cont inue canonigue. ------------ ---------------- ................................. -- 

SoLt z une s&e ohdonnée bLUvant l e s  p L U a 4 a . n ~ ~  déchahbantes  : 

C 
1 

C 

z = c  + -  2 + -  + m . .  

O z 
Z 

une &r.u<raction maXonn&e h é d u o t i b l e  dont l e  degké du dénotnina.teutl es t  v 
égat  à y. si véh id i e  ea & u n  : 

& o u  $ est ta nédui te  dlo&e y du dév&ppement en 6-n continue canoni- 

que de  Lu séhie Z .  



SoLt { une i l é W e  du dévctoppement en @&ion continue canonique 

de lu aéhie z où v est  de deghé p. Si &'o&e de L'appoxonation donnée pm 
c e t t e  * E u e  es t  égal à 2p+p+1. où p N, c l u t  à h e  a i  { v W G e  .ta 

a m o n  : 

&u l e  degké du dénom,ina. t~ de iléduLte qui a d  $ est  égal à p+p+i, 

et Le quoZLeient uicompLet cornespondant à ce t t e  h é u e  auta de degilé égal 

à p + l .  C ' e s t  à C h e  : 

a i  &'on désigne pm : 

Le dévcLoppem~ en &r.uuXon colttuwe de .& a U e  z et L'on poae : 

qui es t  4 é ~ e  qui a& $ ; 

& o u  Le deghé de v1 es t  égal à p+p+l et Le d q p é  de pi+l égal à p+l .  

Pour p lus  de d é t a i l s  sur l a  quest ion v o i r  C561 e t  C571. 

Ces r é s u l t a t s  nous serons u t i l e s  dans l e  sous paragraphe suivant  où on expose 

les r é s u l t a t s  que Padé a v a i t  é t a b l i  concernant l e s  r e l a t i o n s  e n t r e  l e  dévelop- 

pement en f r a c t i o n  continue canonique e t  l e s  développements en f r a c t i o n s  

continues holoides. Le cas  normal e t  l e  cas anormal sont  t r a i t é s  séparément. 



11.2 - RAPPORTS ENTRE LE DEVELOPPEMENT EN FRACTION CONTINUE CANONIQUE ET 

LES DEVELOPPEMENTS EN FRACTIOIiS CONTINUES HOLOTDES. 

11.2.1 - Cas où tou tes  l e s  f r a c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  ae rochées  sont  normales. ---------------------------------------- ..................... 

2 3 S o i t Z ( z )  = co + clz + c z + cjz  + ... avec c r o. 2 O 
1 ? Une s é r i e  ordonnée suivant  l e s  puissances cro issantes .  Posons y = - 
z' ' 

on aura : 

1 C C 
1 2  

C 

+ -+ + ... z(y) = Co + - + - Y Y Y  

Considérons l e  tableau de f r a c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  approchées de l a  s é r i e  Z ,  

on suppose que ce  tableau e s t  normal. D'après l e s  r é s u l t a t s  du chap i t r e  1, 

il e x i s t e  deux f r a c t i o n s  continues holoides dont l e s  r é d u i t e s  sont  l e s  f r a c t i o n s  

r a t i o n n e l l e s  approchées placées s u r  l a  b i s s e c t r i c e  de ce  tableau.  

L'une e s t  de l a  forme : 

l ' a u t r e  e s t  de l a  forme : 

où l e s  r sont  des constantes d i f f é r e n t e s  de zéro e t  l e s  s des constantes 
i i 

qu i  peuvent ê t r e  nul les .  

Considérons l a  première de ces  f r a c t i o n s  continues e t  fa isons  l e  change- 

ment de va r i ab le  z  = A , on o b t i e n t  l a  f r a c t i o n  continue canonique : 
Y 



Le dév&oppemevct en dhaction continue canonique phécédent ut c& 

de 6 ZtLie z (I) . 
Y 

u 
, Soi t  - V l a  f r a c t i o n  qui  s e  trouve dans l a  case ( ~ i ~ 1 - i )  de l a  t a b l e  

de Padé de l a  s é r i e  Z. 

u - e s t  une rédu i t e  de l a  f r a c t i o n  continue (1) , on a  donc : v 

1-i 1 y .u(-1 
Cet te  é g a l i t é  exprime que l a  f r a c t i o n  

1-i 1 
Y est l a  r é d u i t e  d 'ordre  1-i du 

Y.v(y)  
développement en f r a c t i o n  continue canonique de Z(-). 

Y 

cqfd. 

Considérons maintenant, l ' u n e  des f r a c t i o n s  continues hololdes dont 

l e s  r édu i t e s  sont  s u r  l a  d r o i t e  y-x a où a > o. La f r a c t i o n  dont il s ' a g i t  

e s t  de l a  forme : 

1 où R e s t  un polynôme de degré ci. S i  on f a i t  l e  changement de va r i ab le  y= - 1 z 
dans ( 3 ) ,  on ob t i en t  : 



La & a d o n  coul;tinue canonique 

1 
ed.t Le développement en ~ h ~ o t i o n  continue canonique de la sehie z(-). 

Y 
Seil t r Z d d u  4e de cetLeil de la btradon cavLtinue hoLaLie pah 
Le changrnenet de vahiabLe y =' 4Ldvi de la rnulXpfication pah  y?'. 

z 

Démonstration. 

u Soit  - l a  f r ac t ion  q u i  s e  t rouve dans l a  case (p,v) de l a  t a b l e  de v 
Padé de l a  s é r i e  Z. Cette f r a c t i o n  e s t  une r é d u i t e  de l a  f r a c t i o n  continue 

holoide ( 3 )  e t  on a  v - p  = a ,  p  é t a n t  l e  degré de V e t  v c e l u i  de U : 

1 a 
En fa i san t  l e  changement de va r i ab le  z = - e t  en mul t ip l i an t  par  y , 

Y 
on ob t i en t  : 

yv+a u ( 3  
donc 1 

Y est l a  r é d u i t e  d 'ordre  p du développement en f r a c t i o n  continue 
ya v(-1 

Y 
a 1 canonique de l a  s é r i e  y Z(-1. 

Y 

cqfd . 

Remarques. 

1°) En supposant a < O ,  on a  l e  même r é s u l t a t  e t  l a  démonstration e s t  l a  même, 

i l ' . f a u t  seulement observer que l a  f r a c t i o n  continue holofde q u i  s e  présente ' 

e s t  de l a  forme : 



où R e s t  un polynôme de degré -a. 1 

Z O )  Les quot ients  incomplets des f r a c t i o n s  continues canoniques qu'on a  

obtenu sont  tous  du premier degré. Nous a l l o n s  v o i r  que c e t t e  c i rcons tance  

ne s e  présente p lus  dans l e  cas où l e  tableau de f r a c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  

approchées n ' e s t  p lus  normal. Avant de passer  à l ' é t u d e  de ce c a s ,  on va f a i r e  

l e  l i e n  avec l e s  r é s u l t a t s  de De Montessus de Ballore e t  avec les f r a c t i o n s  

q u ' i l  a v a i t  appelé : f r a c t i o n s  continues complémentaires. 

11.2.2 - L ien avec les résultats de De Montessus. ....................................... 

L 
Soi t  Z ( z )  = c  + c  z + c  z + ... où c  z o. 

u O 1 2 O 

v On désigne pa r  - l a  r é d u i t e  (p, v )  de l a  f r a c t i o n  continue holoide placée sur v 
Fi 

l a  d r o i t e  y-x = a ;  on a  donc : 

1 en f a i s a n t  l e  &angement de va r i ab le  y = - on o b t i e n t  : 
Z 

1 
zvuv(z> 

e s t  une f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  dont l e  degré du numérateur est égal  à v 
zuv ('1 

v z 
e t ,  c e l u i  du dénominateur éga l  à p. 

Posons : 



e t  on aura : 

z'l u ( z )  
Donc l e s  f r a c t i o n s  v sont  des f r a c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  approchées 

z  vFi,,(z) 
1 

de l a  fonction Z(-1. z  

Ces f r ac t ions  ont  é t é  appelées par  De Montessus : f r a c t i o n s  complémentaires. 

De Montessus a  remarqué que l ' on  peut donc cons t ru i re  un tableau analogue à 

c e l u i  de Padé e t  que ce tableau renfermera tou tes  l e s  f r a c t i o n s  complémen- 

t a i r e s  ; il l ' a v a i t  appelé l e  tableau complémentaire C381. 

Remarque. 

u (2 )  
La f r a c t i o n  V ,l e s t  une r é d u i t e  de l a  f r a c t i o n  continue canonique 

v (2)  
' l Y 1  

a 1 de l a  s é r i e  z  Z(-) s i  l ' o n  suppose que - s e  trouve s u r  l a  d r o i t e  y-x=a. z  v 
Fi 

On v o i t  donc d ' ap rès  ce qu i  précède l e  l i e n  e n t r e  l e  t r a v a i l  de Padé qu'on 

a  exposé dans l e  sous paragraphe précédent e t  c e l u i  de De Montessus. La d i f -  

férence e s t  que Padé a  l i é  l e s  f r a c t i o n s  u v , l  
transformées des f r a c t i o n s  

v 
~i,1 

Fi 

1 qui  s e  trouvent s u r  l a  d r o i t e  y-x=a, à l a  s é r i e  za Z(-) a l o r s  que De Montessus . , z  

à l i é  toutes  l e s  f r a c t i o n s  "' " V , l  1 
v à l a  même s é r i e  Z(-). 

z z v .  

Dans C381, De Montessus a  é t a b l i  des r é s u l t a t s  concernant l e s  f r a c t i o n s  complé- 

mentaires ; c ' e s t  ce  qu'on va v o i r  dans l e s  po in t s  a ) ,  b) e t  c )  su ivants  : 

a )  Relations de récurrence e n t r e  les  f r a c t i o n s  complémentaires. .......................................................... 

U U 
LI +n+i  p+n p+n-1 Soient L, , t r o i s  r é d u i t e s  consécutives placées sur 
vn+l  n  n -  1 

une même p a r a l l è l e  à l a  diagonale de l a  t a b l e  de ~ a d é .  On s a i t  qu 'ent re  ces 

r é d u i t e s  on a  les r e l a t i o n s  : 



où A e t  B son t  des  polynômes en z fonct ions  de  n ,  e t  p a r  r a i son  d'homogéneité, 
n  n  

s i  A e s t  de  degré h ,  B s e r a  de degré h+l .  Dans l e  cas q u i  nous i n t é r e s s e  A e s t  n  n  n  
de degré zéro  e t  B de degré 1. n 

Des r e l a t i o n s  ( a )  on dédui t  : 

Réciproquement, s i  l ' o n  a  obtenu l e s  r e l a t i o n s  a ) ,  a l o r s  l e s  r e l a t i o n s  

( a )  d é f i n i r o n t  l e s  f r a c t i o n s  approchées de Z(z) .  

b )  Forme des f r a c t i o n s  continues complémentaires. ................................. ----------- 

Dans l e  cas qu i  nous occupe, A e t  B sont  de degré O e t  1 en z 
n , l  n  3 1  

e t  l a  f r a c t i o n  continue qu i  correspond aux r e l a t i o n s  (a') s e r a  de l a  

forme : 

Remarque. 

On deva i t  s ' a t t e n d r e  à ce r é s u l t a t ,  c a r ,  comme on l ' a  remarqué précé- 
r 1 
V 

demment, l e s  f r a c t i o n s  (-1 ne sont  a u t r e s  que l e s  r é d u i t e s  du déve- nLo 
n  .l 1 loppement en f r a c t i o n  continue canonique de l a  s é r i e  zP Z(=) e t  l a  forme de 

& 

c e t t e  f r a c t i o n  continue nous e s t  connue. 



c )  Relation e n t r e  l e s  domaines de convergence des f r a c t i o n s  amrochées ..................................... .................... ------- 
e t  des f r a c t i o n s  com~lémentaires. .................... ----------- 

U 
n considérons l a  s u i t e  (Y)n2o des f r a c t i o n s  de l a  t a b l e  de Padé q u i  s e  
n . . 

U 
n 1 t rouvent  sur  l a  diagonale pr incipale .  S o i t  ( e ) n , O  l a  s u i t e  des f r a c t i o n s  
n , l  - 

complémentaires qu i  s e  trouvent  sur l a  diagonale du tableau complémentaire. 

S i  on pose : 

De Montessus a montré dans C381 que : 

- 

Il s 'ensui t  que s i  l a  s u i t e  (2) converge dans un domaine A(x,y), c'est 
V n20 n 1 

à d i r e  en tous l e s  points  z = x+iy de ce domaine, l a  s u i t e  ( e l n z o  converge 
n,  1 

X 1 
dans l e  domaine A(=, A) , c ' e s t  à d i r e  en tous les points  - . x+1y 

x t y  x + y  
u - 
n 

D e  p lus  s i  l a  s u i t e  de f r a c t i o n  (V)n20 représentant  l a  fonction Z(z) converge 
n 

'n 1 1 en z a lo r s  l a  s u i t e  (+)n,o représentant  l a  fonction Z(-) converge en l / z  
O - z C 

n 9 1  

e t  réciproquement. 

11.2.3 - Cas où la table de Padé est  anormale. .................................... 

S i  l ' o n  conbidette .ta @action con;tinue fwbkfe  t r W v e  it .ta &?!de 

Z(Z),  dont Lu p o u  & e p t r é s W d &  deb &éduiXeb &ont p.5xcE.6 hun .ta h i t e  

y-x=a, où a E Z ,  ceb & é W e b  &mont t e p ) ~ a U e b   pl^ .ta &IU;te d u  

h O U  du dEv&oppement en & tc t ion  con&bue eanorUque de Pi1 hihie y%('), 
Y 

q d  apira a v o ~  i n . a p f i é  c m - c *  pm on ~emp.tace y pan 5. 



u 
So i t  y une f rac t ion  r a t i o n n e l l e  approchée normale ou non de l a  s é r i e  Z(z) ,  

p l e  degré du dénominateur, V c e l u i  du numérateur, u+v+A+l l ' o r d r e  de l ' appro-  

ximation q u i  l u i  correspond, on a  donc : 

u 
ûn s a i t  que - correspond à tous  l e s  points  du ca r ré  dont l e s  cô tés  p a r a l l è l e s  v 
aux axes, passent  par  l e s  po in t s  ( p , ~ ) ,  (p+A, v+A). S o i t  h  E ïN t q  O < h 5 A ,  

en s o r t e  que (p+h, v )  s o i t  l ' un  des points  p lacés  sur l e  côté  y=V du carré .  

1 
En remplaçant z par  - e t  en mul t ip l i an t  par  y  v - ( u + ~ )  . 

Y 

V I  
1 y u (y) l e  polynôme yPth V(-1 e s t  de degré p+h, de p lus  A-h z O ,  donc 
Y 

J 

e s t  l ' une  des r édu i t e s  du développement en f r a c t i o n  continue canonique de 

l a  fonction y 

L ' en t i e r  h e s t  chosi  t q  (p+h, v )  appar t i en t  à l a  d r o i t e  y-x=a, on a  donc 

cqfd . 

Si un quofie.& incomplet du dévetoppernent en &xcition c o m u e  canonique 

de .ta s&e yCLz(') n fed t  p h  du pemia degké, c ' es t  que Pn &EdWite de & 
Y 

@uctian conx%ue holoXdc?, q u i  ptrécgde c&e à laqu&e cohtrespond ce yuofien;t, 
dont les  p a i n 1 2  heptrésent&L& d o n t  4utr la &aite y-x = a est  anohmde. De p u ,  

Le degké du quofient &complet es$ é g d  au nombhe de p o n d  du catrtré où SQuhe 

c m e  ~tLacltion anomnde quX. he ahouvent a u h  & &oLte y-x = a. 



On ava i t ,  d 'après  ce q u i  précède : 

avec a = v - ( y t h )  

e t ,  d ' ap rès  l e s  p ropr ié t é s  du développement canonique, l e  degré du dénominateur 

de l a  r édu i t e  su ivante  se ra  é g a l  à (p+h)tX-h+l e t  l e  degré du quot ient  incomplet 

correspondant à c e t t e  r é d u i t e  s e r a  é g a l  à -h+l. Or ce nombre A-h+l est é g a l  au 
U 

nombre de  points  du carré  où f i g u r e  - q u i  s e  t rouve s u r  l a  d r o i t e  y-x=a. v 
u - é t a n t  l a  r édu i t e  de l a  f r a c t i o n  continue holoide correspondant au point  (p ,  V)  v 

cqfd . 

Remarques. 

1') Le r é s u l t a t  précédent nous donne des ind ica t ions  sur l a  t a b l e  de  Padé 

dans l e  cas non normal e t  peut  ê t r e  u t i l e  pour l a  cons t ruct ion  d'algorithme 

dans l e  cas non normal. 

2') Le rapprochement que Padé ava i t  f a i t  e n t r e  l a  t h é o r i e  des  f r a c t i o n s  

continues canoniques e t  c e l l e s  des f r a c t i o n s  continues holoïdes a un double 

but : 

a )  Donner des  ind ica t ions  pour aborder l ' é t u d e  de l a  généra l i sa t ion  

des  f r a c t i o n s  continues algébriques dans l e  cas de s é r i e s  ordonnées su ivant  

l e s  puissances décroissantes .  

b) Etendre les  app l i ca t ions  qui  sont  basées sur l e  développement cano- 

nique e t  l e s  r é s u l t a t s  obtenus s u r  ce même développement aux f r a c t i o n s  cont i -  

nues holoides. Dans l e  c h a p i t r e  V on va é tud ie r  quelques appl ica t ions  de  ce 

développement. Un exemple des  r é s u l t a t s  é t a b l i s  en u t i l i s a n t  ce développement 

e s t  l a  f rac t ion  continue de S t i e l t j e s  que l ' on  va é t u d i e r  dans l e  paragraphe 

suivant .  



111.1 - DEFINITION D'UNE FONCTION A L'AIDE D'UNE SERIE ENTIERE CONVERGENTE 

OU DIVERGENTE. 

Dans son mémoire "SUA béhiU e d è t r u  convmgenteA au ciivmgen;ta 

& CU 6tractLom c ~ ~ n u ~ "  C171, ~ a d é  d i scu te  l a  p o s s i b i l i t é  de d é f i n i r  une 

fonct ion  à p a r t i r  d'une s é r i e  e n t i è r e  convergente ou divergente.  En s e  basant  

s u r  l e s  r é s u l t a t s  de Laguerre Cl01 e t  ceux de Halphen C81, Padé énnonce l e  

r é s u l t a t  suivant  : 

P M  L u  @ ~ d o a  con.&inuu csimpLu, en nombtre i&%nLté, q u i  peuveat 

&e d é d u l a  d'un Xab&uu de @ ~ ~ d o v ~ c l  a o n n & e 6  apptrochéa, R a  una 

peuved etfLe convmgen;ta, RU au;trLu divmgevLteA. 

En e f f e t ,  Laguerre considère l a  s é r i e  ordonnée suivant  l e s  puissances 

décroissantes  : 

qu i  e s t  une s é r i e  divergente quelque s o i t  z. 

Le développement en f rac t ion  continue canonique de  l a  s é r i e  J e s t  l e  suivant  : 

O r  c e t t e  f r a c t i o n  continue converge. Donc, à p a r t i r  de l a  s é r i e  d ivergente  J ,  

on a r r i v e  à l a  d é f i n i t i o n  d'une f r a c t i o n  continue convergente. 

Réciproquement, Halphen a  montré qu'une f r a c t i o n  continue simple pouvait 

ê t r e  divergente a l o r s  que l a  s é r i e  correspondante é t a i t  divergente. Ces deux 

r é s u l t a t s  remarquables, avec l a  m u l t i p l i c i t é  des f r a c t i o n s  continues simples, 



permettent à Padé d'énoncer l e  r é s u l t a t  précédent. En considérant  l a  t a b l e  

de f r a c t i o n s  r a t ionne l l e s  approchées d'une s é r i e  e n t i è r e  donnée, il s e  peut 

qu'une s u i t e  i n f i n i e  de ce tableau converge dans un domaine e t  dé f in i s se  

une fonction,  e t  ce la  indépendemrnent de l a  convergence ou de l a  divergente 

de l a  s é r i e .  

Remarque . 

Cette correspondance e n t r e  s é r i e  e n t i è r e  divergente e t  d é f i n i t i o n  d'une 

fonction ne peut cons t i tue r  une t h é o r i e  s a t i s f a i s a n t e  que s i  l ' o n  a r r i v e  à 

répondre à quelques questions importantes. 

Borel dans [4 ]  remarque que l e s  deux quest ions e s s e n t i e l l e s  qui  doivent 

ê t r e  résolues  sont  l e s  su ivantes  : 

1 O )  S i  du t ab leau  de f r a c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  approchées d'une s é r i e  on 

a r r i v e  a e x t r a i r e  deux s u i t e s  convergentes, peut-on a f f i rmer  que ces deux l i m i -  

t e s  sont  égales ,  ou tout  au  moins p r é c i s e r  dans quels  cas e l l e s  l e  sont  ? 

2') La quest ion précédente é t a n t  r é so lue ,  au moins pour une ca l s se  de s é r i e  

divergentes,  peut-on af f i rmer  que l a  s é r i e  somme (ou p rodu i t )  de deux s é r i e s  

de c e t t e  c l a s s e  donne naissance à un tableau dans l eque l  une i n f i n i t é  de 

f r a c t i o n s  converge l o r s q u ' i l  en e s t  a i n s i  pour l e s  deux s é r i e s  considérées ? 

De plus ,  l a  fonct ion  qu'on e s t  amené à f a i r e  correspondreàla s é r i e  somme (ou 

p rodu i t )  e s t - e l l e  l a  somme (ou l e  p rodu i t )  des f r a c t i o n s  q u i  correspondent aux 

d é r i e s  données ? 

Ces quest ions fondamentales une f o i s  résolues ,  on pourra s ' en  poser 

d'analogues r e l a t i v e s  au quot ient  de deux s é r i e s ,  à l a  dé r ivée  ou à l ' i n t é g r a l e  

d'une s é r i e .  

La deuxième question trouve s a  réponse dans l e  r é s u l t a t  suivant dû à 

Padé C 17 1. 

Si d u  hérues e n C i a u ,  conumgedu ou diueirgw~Au, dé&ininaent chacune 

une ~onC;tiOn, la s&ie convettgevLte ou divmgente obitenue en Les ajoua3xn.t. $etune 
à i t m e  (ou en L u  rnuUipfiavtt ) dédiri t  me-même une ~on&ion y& a i t  

homme (ou Le pkoduX) des deux ptenkèt~e-6. 



Soi t  Tl un tableau q u i  d é f i n i t  une fonct ion  y 
1' 

T un tableau q u i  d é f i n i t  une fonct ion  y 2 2' 

I - l a  f r a c t i o n  de T correspondant au couple (p ,q)  " 2 1 

u 2 - - l a  f r a c t i o n  de T correspondant au couple (p ,q )  
v2 2 

On a  donc : 

on c o n s t r u i t  un tableau (T) de l a  manière su ivante  : 

u l a  f r a c t i o n  - correspondant au couple (p ,q)  e s t  c e l l e  qui  correspond v 
au couple (p ,q )  dans l e  tableau de f r a c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  approchées de l a  

u1 U2 fonct ion  - + - . 
y1 v2 

On a  donc : 

donc : 



S i  l ' o n  considère l a  première l igne  hor izonta le  de (T), e l l e  renferme l e s  

polynômes qu'on ob t i en t  en a joutant  l e s  polynômes correspondants dans T e t  
1 

T2 ; donc l e  t ab leau  (T) est  c e l u i  d e  l a  s é r i e  somme des  deux ~ r e m i è r e s ,  e t  

d 'après  l a  r e l a t i o n  : 

l a  fonction que c e t t e  s é r i e  somme d é f i n i t  e s t  l a  somme des  fonctions que 

d é f i n i t  chacune des  deux premières s é r i e s .  

La même démonstration peut ê t r e  appliquée à l a  s é r i e  produit .  

cqfd . 

Un cas  p a r t i c u l i e r  important de c e t t e  théor ie  nous e s t  donné par  l e s  recherches 

de S t i e l t j e s  C471 que l ' o n  va exposer dans ce qu i  s u i t . .  

111.2 - LA FRACTION CONTINUE DE STIELTJES. 

a) Le déveloe~ement en sér ie  de la fraction continue de Stiel t jes .  --------- ................................................... 

S t i e l t j e s  considère l a  f r a c t i o n  continue suivante  : 

où l e s  a  sont des  r é e l s  p o s i t i f s  e t  z E C. 
i D 

L n En désignant p a r  l a  s u i t e  des  r édu i t e s  de c e t t e  f r a c t i o n  continue,  
Qn 

on a l a  r e l a t i o n  : 

où Qn.Qntl e s t  un polynôme de degré n t l .  Cette  r e l a t i o n  montre qu'en dévelop- 

'n 'n+i 
pant - e t  - suivant les  puissances décroissantes  de z ,  l e s  n premiers 

Qn Qnt 1 
termes de ces développements sont l e s  mêmes, e t  l ' o n  aura  : 



On d é f i n i t  a i n s i  une s u i t e  de r é e l s  c0, cl, c2 ,  ..., l e s  c. sont  des  fonctions des 
1 

a.. S t i e l t j e s  a donné dans C641, un algorithme pour l e  c a l c u l  des c .  en fonction 
1 1 

des  a .  qu i  est l e  su ivant  : 
1 

- 1 En posant b - - , b = pour n 2 1 on c a l c u l e  des  quan t i t é s  a e t  
O a  1 

n a .a  n n + l  
i ,k 

par  : 

Il r é s u l t e  qu'on a a = 
i , k  'i,k 

= O pour i > k. 

Et on ca lcu le  l e s  c  par  l ' u n e  des formules : n 



Les seconds membres des deux é g a l i t é s  son t  f i n i e s  du fa i t  que a = 
i , k  ' i ,k  O 

pour i > k. Les c o e f f i c i e n t s  c  é t a n t  a i n s i  d é f i n i s ,  nous d i rons  que l a  s é r i e  : 
n 

e s t  l e  développement su ivan t  l e s  puissances déc ro i s san te s  de l a  f r a c t i o n  

cont inue.  

~ é c i ~ r o q u e m e n t ,  l e s  c o e f f i c i e n t s  de l a  f r a c t i o n  cont inue s e  c a l c u l e n t  en 

fonc t ions  des cn d e  manière simple. 

S t i e l t j e s  pose : 

e t  il ob t i en t  les r e l a t i o n s  : 



D'où il r é s u l t e  que l e s  a  sont  p o s i t i f s  s i  tous  l e s  A sont de même signe 
n  n  

a i n s i  que tous  l e s  B o r  on a  A = B = 1, donc, l e s  a  sont  p o s i t i f s  s i  tous n'  O O n  
l e s  A e t  l e s  B sont  p o s i t i f s .  

n  n  
La condit ion A > O e t  B > O en t ra îne  que Vp,n, l e  déterminant : n n  

e s t  p o s i t i f ,  donc : 

deux cas peuvent s e  présenter  : 

C; 
n t 1  c c ou bien - tend vers  l ' i n f i n i  e t  a l o r s  l a  s é r i e  - O - - 
C 

l t ... e s t  
n  z C 

2 
C 
n t 1  toujours  divergente,  ou bien - tend vers  une l i m i t e  f i n i e  A ,  e t  a l o r s  l a  

I I  

s é r i e  converge pour 1 z 1 > A. 

b) Cas où la eartie réelle de z est eositive. ---------- ------ ---- ------- ----- - ------ 

S t i e l t j e s  commence pa r  é t u d i e r  l e  cas où z = 1. 

11 pose Pn = P n ( l )  e t  Q = Qn(l), on aura donc : n 



Ces r e l a t i o n s  montrent que : 

P < P 3 < P  
1 

< B . .  

P < P4 
2 

< Q6 < ... 

Q1 < Q3 < Q5 < * * *  

Q2 < Q4 < Q6 < * * *  

e t  s i  l ' o n  considère l a  r e l a t i o n  : 

Les termes du second membre vont en déc ro i s san t s ,  e t  on aura donc : 

P 
l i m  2n+l - - -  
n-f03 Q2n+i L1 

P 
l i m  2 n - L  - - 
n-tco Q2n 

Deux cas  peuvent s e  : 

ou bien il Qn-l. Qn = CO e t  on aura L = L 
1 

ou bien ;& Qn-l .Qn = X 
1 e t  on aura L = L + 7; 

1 

03 

Supposons que l a  s é r i e  1 an s o i t  divergente : 
1 

en remarquant que > a  + a  + . . . + a  Q2n+i 1 3 2h+1 

avec L1 2 L 



On a donc l 'une  au moins des  quan t i t é s  Q 
2ny Q2n+î 

tend vers  l ' i n f i n i  e t  on 

aura ,  d 'après  ce qu i  précède, L = L. 
1 

Supposons que l a  s é r i e  1 a s o i t  convergente : 
1 

n 

03 

que : 

l e  produit  ( l + a . )  e s t  a u s s i  convergent, e t  en remarquant 
i=l 1 

on dédui t  que Q 2n et Q2n+l tendront  vers  une l i m i t e  f i n i e  e t  on au ra  L > L. 
1 

+  étude du cas où z = x E IR s e  f a i t  comme précédemment e t  on aura : 

l i m  
n- 

avec F = F s i  l a  s é r i e  Ca e s t  divergente.  
1 n 

F t F s i  l a  s é r i e  Ca e s t  convergente. 
1 n 

Pour étendre ces  r é s u l t a t s  au cas des va leurs  imaginaires de z ,  S t i e l t j e s  

considère l e s  r e l a t i o n s  : 

Il  s ' a g i t  donc de l ' é t u d e  de l a  convergence des s é r i e s  : 



Posons z  = x+iy ,  x  é t an t  p o s i t i f  e t  considérons un domaine ( S )  dans l e q u e l  

x admet une l i m i t e  i n f é r i e u r e  p o s i t i v e .  S t i e l t j e s  montre que l a  s é r i e  (1 ) 

e s t  uniformément convergente dans ( S ) ,  e t  comme l e s  termes d e  c e t t e  s é r i e  

sont  holomorphesdans ( S )  , il s ' e n s u i t  que : 

p  ( z )  
F (z )  = l i m  2n 

n* Q2nTZj- 

e s t  a u s s i  holomorphe dans (S ) .  

De même pour l a  s é r i e  (2),  on a  : 

p ( z )  l i m  2 n t l  
FL(z)  = 

n* QZn+lo 

Ains i ,  dans t o u t e  l a  p a r t i e  du p lan  où Re(z)  > O ,  on a  : 

p ( z )  l i m  2n P ( z )  = F ( z )  e t  l i m  2n+l 
n* Q2,o n* Q '1") 2 n t l  

F  e t  F sont holomorphes, e t  comme précédemment : 
1 

F(z )  = F1(z) s i  Ia e s t  d ivergente  n  

F (z )  z F ~ ( z )  s i  Za e s t  convergente. 
n  

Pour étendre ces r é s u l t a t s  au  cas  où l a  p a r t i e  r é e l l e  de z  est négat ive ,  

S t i e l t j e s  a  montré l e  r é s u l t a t  su ivan t  : 



Théotrhme. 

SoLt  (f ) une swlte de donc/tiovu h o b m o t p h ~  dam un domaine n  n2l  
quctconque s donit nous dé6ignmoru Le coniuun pah S. 

w 

Now supposeha116 que .ta s&e 1 f k ( z )  " X  uni6o~mément convengente à l 'Ln- 
1 

.téhicm et s m  l e  contaun du disque ol(zo, R ~ )  qu'on suppose &du da>ts s 
d n'ayant pas de pain& commun avec S .  Nola supposehavtcl que : 

3L que Vn If l (z)  + f 2 ( z )  + .. . + f n < z )  1 < L vz E s f  c s 

dos la héhie F(Z)  = 1 f k ( z )  es* uni6omément convagente dam s1 et kepilé- 

sente une donction holhwiotrphe daa  S. 

d o h A  F(z)  = 1 ciz i avec 
i = o  k= 1 

S f i & j e s  pose 

De mhe pom Les tréduLtes d ' o d e  h p & .  

En appl iquant  l e  théorème précédent  à l a  s u i t e  ( f  ) a i n s i  d é f i n i t ,  n n 2 l  
S t i e l t j e s  a r r i v e  au  r é s u l t a t  s u i v a n t  : 



P ( z )  l i m  2n 
n*.92n(Z) = F(z )  

P ( z )  l i m  2n+l  
n* ~2n+lo = F1(Z) 

où F et  h ho nt des donctiom hoLornoirphes, et comme phécédment,  F = F~ 
m 

h i  La héwe  1 a  e s t  divengente, F * F1 huion. 
1 n  

Le r é s u l t a t  fondamental de S t i e l t j e s  c o n s i s t e  à exprimer l e s  fonc t ions  

F  e t  F  sous forme d ' i n t é g r a l e  d é f i n i e  e t  s e  résume dans l e  théorème su ivan t  : 
1 

où m et ml d o n t  des ~on&om hé&es, pobitives et oho*bhantes. 
m 

t,m 2e ca6 où l~ héhie 1 an es$ divctggente on a : . 

I avec @ ( O )  = O et @(a) = - . 
a ,  

Remarque. 

Une extension des  r é s u l t a t s  de  S t i e l t j e s  a été  f a i t e  par Van Vleck 

C581. 



C H A P I T R E  I I I  

S U R  LA CONVERGENCE D E S  F R A C T I O N S  C O N T I N U E S  



L'étude de l a  convergence des f r a c t i o n s  continues holoides e s t  l ' u n  

des  problèmes l e s  p lus  d i f f i c i l e s ,  e t  l ' o n  ne dispose pas de r é s u l t a t s  assez  

s u f f i s a n t e s  s u r  ce  domaine. 

Le f a i t  que deux f r a c t i o n s  continues holoides i s sues  d'un même tableau 

de f r a c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  approchées peuvent a v o i r  des domaines de convergence 

d i s t i n c t s  e t  l e  f a i t  qu'une f r a c t i o n  continue holoide converge a l o r s  que l a  

s é r i e  associée d iverge ,  montrent que l e  problème de  l a  convergence des  f r a c t i o n s  

continues holoides e s t  l ' un  des p lus  d é l i c a t .  

Padé a d é f i n i t ,  par  une analogie avec l e s  s é r i e s  e n t i è r e s  dans Cl41 e t  [15] 

l e  disque de convergence d'une f r a c t i o n  continue,  mais c e c i  n'avance pas beaucoup 

l e s  choses, du f a i t  q u ' i l  rencontre de sé r i eux  problèmes. 

C ' e s t  ce  qu16n a exposé au premier paragraphe de ce chap i t r e .  

Dans l e  deuxième paragraphe,:on é tudie  l a  convergence des f r a c t i o n s  continues 

holoides de l a  fonct ion  exponentiel le  ; c ' e s t  d ' a i l l e u r s  l a  seu le  fonction 

pour l a q u e l l e  l ' é t u d e  de l a  convergence de l a  t a b l e  a i t  é t é  f a i t e .  

Le cas d'une f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  e s t  exposé au t ro is ième paragraphe, 

l ' é t u d e  de l a  convergence e s t  é t a b l i e  pour une f r a c t i o n  n'ayant que des zéros 

e t  des pôles simples e t  t e l  q ' u i l  n ' e x i s t e  pas de pôles n i  de zéros ayant l e  

module [31] e t  C371. Pour terminer ce paragraphe on a f a i t  des  remarques qui  

nous ont  conduit a  un algorithme pour l e  c a l c u l  des  dénominateurs de l a  t a b l e  

de Padé d'une s é r i e  e n t i è r e .  On a également s igna lé  quelques r é s u l t a t s  de 

convergence dû à De Montessus de Ballore e t  qu'on peut t rouver  dans 1381 e t  

C401. 

Le quatrième paragraphe e s t  consacré à l ' é t u d e  f a i t e  par  Padé dans [30], 

1321, E331, [34] e t  C361 s u r  l e  développement e t  l a  convergence des f r a c t i o n s  

continues de l a  fonct ion  généra t r ice  d'une quan t i t é  qui  s a t i s f a i t  à une 

équation aux d i f fé rences  f i n i e s ,  l i n é a i r e  e t  du premier ordre ,  à c o e f f i c i e n t s  

l i n é a i r e s  relat ivement à l ' i n d i c e .  On s ' e s t  i n t é r e s s é  au début de c e  paragra- 

phe aux r é s u l t a t s  r e l a t i f s  au développement en f r a c t i o n  continue canonique 

d'une fonction qui  s a t i s f a i t  à une équation d i f f é r e n t i e l l e  l i n é a i r e  du premier 

ordre e t  à l a  convergence de ce l l e -c i .  Ces r é s u l t a t s  ont  f a i t  l ' o b j e t  des 

mémoires [Il], [38& C391, [41] e t  [42] de Laguerre e t  de D e  Montessus de Ballore.  



On verra le lien avec le travail de Padé. On a essayé de faire des remarques 

sur la méthode utilisée par Padé pour arriver aux résultats sur le dévelop- 

pement et la convergence de la classe de fonctions qu'il a considéré dans le 

but d'élargir le champs d'application de cette méthode. 



S o i t  c = a + 3 + $ + . . . une f r a c t i o n  continue simple. 1 

Soient  n ,  N e t  M t r o i s  nombres p o s i t i f s  f i x e s ,  posons : 

où V désigne l e  dénominateur de  l a  r édu i t e  de rang Z- de l a  f r a c t i o n  continue 

C. 

La ~rta&ion continue c convmge  da^ H n (D). 

Démonstration. 

U U 
Soient 2 e t  4 deux r é d u i t e s  de  C ,  on suppose que q z p v v 

P Q 

Pour x E H ,  on a n < Ive/ < M ,  e t  donc l e s  s é r i e s  S e t  S' convergent e t  d iver-  

gent  en même temps. S i  x E (D) c ' e s t  que S converge, donc pour x E (D) n H, 

la  f r a c t i o n  continue ( C )  converge. 

cqfd . 



Remarque. 

De ce q u i  précède il r é s u l t e  qu'une f r a c t i o n  continue (C) ne converge 

pas nécessairement en un point  de  son disque de convergence. Ceci ne peut 

s e  présenter  que dans l e  s e u l  cas  su ivant  : 

S O ~ X  x E (D). Si L'on p u t  ertiuune de la s&e ( I vi(,) 1 )i21 une sui-te 

.iL&mLtée, ayant z&o pom .&bruXe, &&A ka @ . a d o n  cobdnue ( c )  p u  &e 
divehgevLte au p o M  X. 

De même, une f r a c t i o n  continue (C) ne diverge pas nécessairement à 

l ' e x t é r i e u r  de son disuqe de convergence. Ceci ne peut s e  présenter  que dans 

l e  s e u l  cas su ivant  : 

Sa+* x / (D). Si L'on p w t  ex.tmhe de la s d e  ( Iv.(x)  1 )i,l une sui te  
1 

m é e ,  ayant L'inbivLi pauh LhLte, u t o u  lu d u d o n  c o d n u e  ( c )  p u t  52.e 

Remarque. 

Le théorème précédent ne peut ê t r e  i n t é r e s s a n t  que s i  l ' o n  peut dé te r -  

miner l 'ensemble (H). S i  par exemple l a  s u i t e  (Vn)n21 tend uniformément ve r s  

une fonctioncomnuedans une p a r t i e  P du plan,  a l o r s ,  dans ce cas  l'ensemble 

(Hl e s t  l a  p a r t i e  P privée des  zéros de  l a  fonct ion  l i m i t e .  

Exemple. 

1 
f ( x )  = - l+Jx 

Log - 
2& 1-Jx 

S i  on considère l a  f r a c t i o n  continue r é g u l i è r e  de f dont les rédu i t e s  son t  

placées s u r  l a  l igne  hor izonta le  de rang q+l .  Pour p 2 q-1, l a  s u i t e  (Vilikl 

ds t  donnée pa r  : 



l i m  Y (x) = (1-x)q 
P- P 

9 La seu le  r ac ine  de (1-x) e s t  l e  point  1, donc (Hl e s t  t o u t  l e  plan privé 

du point  1. 



11 - CONVERGENCE DES FRACTIONS CONTINUES HOLOÏDES D E  L A  FONCTION 

EXPONENTIELLE t 

Soî* vFiv Le d é n o ~ & U  de la trédru*e (p , v )  de la ~oncdion exponen- 

Zi&e. - -  x 
v Supp~h~nA que lim - = w. MOU, Vx, V (x) Zend V m  e 

Fiv 
@+' quand on 

Fi- Fi 
Vtco 

t e n h e  p & v v m  L'indLni. 

Si on daLt Zmdtte y v m  L11n6ini, v traitant cornitant, Le rtikd3a.t hubbiAZe 

avec w = O. 
Si on d o i t  Z w h e  v v m  L ' h d I n i ,  traitant com;tant, Le t r h L t a A  hubaiAZe 

Zvujoum avec w = 

Démonstration. 

Fi Or si lim - = w ,  alors en utilisant l'identité : 
Fi- 

9 

w 

F i -  - 1 et donc le ( h t l )  
ième 

On déduit que lim - terme de V tend vers : w + l  
p- U+V-i Fiv 

et par un raisonnement classique on montre que : 

V tend vers : 
Fiv 



Rmar que. 

S i  on désigne par  U l e  numérateur de l a  r é d u i t e  (u ,v)  de l a  fonction 
PV 

exponent ie l le ,  a l o r s ,  avec l e s  mêmes condit ions que c e l l e s  du théorème pré- 
WX - 

cedent ,  on peut montrer que U (x) tend vers  eut' e t  c e c i  quelque s o i t  x, 
PV 

d'où l e  r é s u l t a t  : 

Touta  la dhactiam c o W n u a  haRaZdu de la c onction ex canvetrgevtt 

v m  cefte donction. La convagazce à Lieu dam Z a u i  l e  plan. 



111 - CAS D'UNE FRACTION RATIONNELLE, 

II 1.1 - EXPRESSION DU DENOMINATEUR DE LA REDUITE (p ,v)  D'UNE FRACTION 
RATIONNELLE. 

Z Soi t  f ( x )  = c + c x + c x + ... 
O 1 2 

Pour une r é d u i t e  normale - de  f ,  U de  degré V e t  Y de degré v ,  on a v 
1-iv PV Fiv 

l a  r e l a t i o n  su ivan te  : 

où R e s t  une s é r i e  e n t i è r e  t e l l e  que R ( O )  o. 1-iv UV 

Considérons deux s u i t e s  (T ) e t  ( Z  ) d é f i n i e s  pa r  : 
P P20 P PZ0 

avec T = f ( x )  
O 

on a donc : 

2 
s i  l 1 o n  pose V (x) l+Lx+e2x + . . . + L x', on au ra  : 

UV 1 1-i 

O r  l e s  c o e f f i c i e n t s  el, '2,...,k? son t  déterminés p a r  l e s  équat ions  : 
1-i ici" + c.' 1.1 + . . .  + c i-l.i+l 1-i = O  

i = v,. . . ,v+y-1 

avec c = O pour j < o. 
j 



En posant : 

on aura  l a  r e l a t i o n  : 

0 r o n a : T  = c  
P P + ',+1~ 

donc : 

qu'on peut encore é c r i r e  sous l a  forme : 



de  même on ob t i en t  : 

en remarquant que : 

e t  en s e  servant  de : 

Remarquons que l e s  r e l a t i o n s  ( 4 )  e t  (5 )  sont  va lables  pour une fonction quel- 

conque, l a  seule  hypothèse e s t  que l a  r édu i t e  (p,v)  s o i t  normale. 

S i  maintenant on suppose que f e s t  une f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  dont l e s  degrés 

du numérateur e t  du dénominateur sont  respectivement n e t  m, a l o r s ,  en sup- 

posant que l e  dénominateur de f n'admet que des r ac ines  simples que l ' on  

désigne par  l/al, 1/a2,. . . ,l/am ; on aura : 

n-m M2 
M 

m 
f ( x )  = a + a x + ... + a x + -  + -+ -  

O 1 n-m 1 - a x  1 - a x  1 - a x  1 2 m 

qu i  n ' e s t  a u t r e  que l a  décomposition de f en éléments simples. 

Théoaëme. Si on d a i g n e  patt v Le denomiMateuh de la h & W e  (riSv) de la 
UV 

d t r a d o n  rrat ionnf le  f, R é t a n t  Le a u t e  dédknL puk la hetdt ion (1) , 
'V 



où La homme 1 pohte awt L a  h & c a  1, 2,. . . ,p, en phenant Ito&a L u  combi- 

&OM à p d u  in&ca 1, 2 ,...,m. 

A(al, a2,. . . ,a ) désigne Le phocfu i t  : 
Fi 

La dOmme 1 du ncunétra;teuh pohte la i n d i c u  1, 2,. . . ,IJ+~, en 

phenan;t doIL ; t~  lu cambkrzain ana p+1 à p+l des incLkes 1, 2, . . . ,m. 
La homme 1 du dénominatm a d  déIjinLe eamme phécédemment. 

Démonstration. 

n-m 
M 

X 
m 

f(x) = a + alx + ... + a + -  1-a x + ... + - 
O n-m 1 

1-a x m 

L'identité : 

donne : 



c e c i  en supposant que p 2 n-m. 

L e s  t r o i s  é g a l i t é s  précédentes permettent de c a l c u l e r  l e s  déterminants 

A ( c ) ,  AFiyv(T) e t  A ( Z )  en supposant que v-Fi 2 n-m. 
Fi ,v Fi ,v 

En remplaçant dans A ( c )  l e s  c o e f f i c i e n t s  c .  pa r  les expressions qu'on 
Fi ,v 1 

v i e n t  de trouver, on peut v o i r  que : 

on a r r i v e  a i n s i  à exprimer A ( c )  sous l a  forme d'un produit  de deux déter -  
Fi 9') 

minants f a c i l e s  à ca lcu le r ,  e t  en désignant par  A(a ..., a ) l e  produit  : 
1 y Fi 

on aura  : 

où l a  somme 1 p o r t e  su r  l e s  indices  (1,  2, .  .. ,v) comme il e s t  indiqué dans 

1' énoncé du théorème. 

Les déterminants A (T) e t  A ( Z )  s e  déduisent de A ( c )  en remplaçant M .  
Fi YV p,V M .  Fi ,v 1 

1 
respectivement p a r  M.(1 - a . x )  e t  - on o b t i e n t  : 

1 1 1-a. x 
1 



En remplaçant ces expressions dans l e s  r e l a t i o n s  (4) e t  (5)  on aura  l e  résul -  

t a t .  

Remarque. 

Dans l e  chap i t r e  V, on va u t i l i s e r  les r e l a t i o n s  (6 )  e t  ( 7 )  pour donner 

une app l i ca t ion ,  due à Padé, aux polynômes de l a  s u i t e  de Sturm. 

11.2 - CONVERGENCE DE LA TABLE DES REDUITES D'UNE FRACTION RATIONNELLE. 

Pour t o u t  point  ( p , ~ )  t e l  que p r m e t  v 2 n,  l a  r é d u i t e  correspondant 

au point  (u,v)  e s t  égal à f .  Donc t o u t e s  l e s  f r a c t i o n s  continues r égu l i è res  de 

f donnent, à p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang l a  même rédu i t e  qu i  est f ,  à l ' except ion  

de m+n d ' en t re  e l l e s  qui correspondent à des po in t s  r e p r é s e n t a t i f s   lacés s u r  

l e s  d r o i t e s  : 

( v o i r  schéma). 

Ces f r a c t i o n s  continues ont  l e u r s  r é d u i t e s  correspondant à des po in t s  repré- 

s e n t a t i f s  p lacés  s u r  l a  p a r t i e  hachurée du schéma suivant  : 



Les f rac t ions  continues r é g u l i è r e s  qui  donnent à p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang 

l a  même réduite  s o n t  donc f i n i e s  e t  convergent v e r s  f .  

Il  r e s t e  à é t u d i e r  l e s  m+n f r a c t i o n s  r égu l i è res  q u i  sont  i l l i m i t é e s .  

On suppose que f admet m pôles l/aly l / c ~ ~ ~ . . . ~ l / a  m e t  n zéro l/B1, 
1 / B 2  .. . . ,1/8 te ls  que : 

n 

l a i l * l a . l  3 i t j  

Désignons par : 

On suppose de p l u s  que t o u t e s  l e s  r é d u i t e s  de f son t  normales à l ' except ion  

de c e l l e s  qui s o n t  égales à f .  

Dans ces coilditions on a l e  théorème suivant  : 



Pé6ignons pm ( c . ) (t~apeclfiuement ( c ! ) ) la @.ac/tion conitinue hotohde 
1 1 

aégdièhe dont Res pain&, a e p a & e W 6 a  hont am lu dtroi.te ~i = i ( k a p .  v = i) . 

Pouh .toLl;t i = O ,  1,. . . ,n-1 ; Lu @a&ion c o d n u e  (c.)  convenge u e h ~  f 
1 

dans Le dinque D .  pfiué de &un R u  p6tu  de f q u i  y aont contuun, et cüumge 
1 

Peuh XouA i = O ,  y . . . , n - l  ; la dirac/tion conCkue ( c f )  convenge u U A  f 

Démonstration. 

Considérons l a  f r a c t i o n  continue r é g u l i è r e  ( c . ) ,  on a donc v = i e t  dès 
1 

que v dépasse une ce r t a ine  valuer ,  l a  condition v - y 2 n-m e s t  v é r i f i é e  e t  

l e s  formules (6 )  e t  ( 7 )  sont  appl icables .  

Supposons qu'on a i t  : 

S i  l ' on  d i v i s e  les deux membres de (6)  par  le produi t  ( a  a ... a ) V-v+l 
1 2  v 

e t  s i  l ' o n  f a i t  tendre  v vers  l ' i n f i n i ,  l e  numérateur de (6 ) t end  vers  : 

e t  l e  dénominateur vers  : 

On aura donc : 

i i m  V (x) = (1 - Y X ) ( ~  - a2x) ... (1 - aux). 
w vv 



S i  l ' o n  considère l e  produit x "'+l.R en u t i l i s a n t  l a  même technique, on en 
Fiv 

conclut que ce produit  ne d i f f è r e  que par  un f a c t e u r  de l ' express ion : 

on aura donc pour l e s  valeurs de x t e l l e s  que $(x)  r O e t  ~ C X ~ + ~ X (  < 1 : 

i i m  x'+'+' R 
I.iv 

= O 

v+" 

o r  l 'ensemble {x / $(XI # O e t  (a  x (  < 1 )  e s t  éga l  à D pr ivé  de tous  l e s  pôles  
Fi+1 I.i 

Pour ces  mêmes po in t s  on a : 

donc 

Uvv(x) 
l i n  f ( x )  - = O 

ce qui  montre que l a  f r a c t i o n  continue ( c  ) converge ve r s  f dans D , pr ivé  des 
51 U 

I I I 
pôles - - , . . . ,- e t  diverge en dehors de ce disque. a ' a  

1 2  
a 

Fi 

L'étude de l a  f r a c t i o n  ( c i )  s e  r a t t ache  à l ' é t u d e  précédente, en e f f e t ,  
11 - 

en remarquant que s i  $ e s t  l a  r é d u i t e  qu i ,  pour une fonct ion  y quelconque 
'pv V 

correspond au point  ( P,  v ) , - s e r a  l a  r é d u i t e  qui  correspond au couple ( v , ~ )  

1 "Fiv pour l a  fonction -. Et l e s  r é s u l t a t s  précédents s u b s i s t e n t ,  il s u f f i t  donc de 
Y 

remplacer l e s  pôles par  l e s  zéros.  

cqfd . 



Remaraues . 

Les a u t r e s  f r a c t i o n s  continues holoïdes auxquelles donne naissance 

l a  t a b l e  des  r édu i t e s  de f é t a n t ,  ou bien f i n i e s  e t  égales  à f ,  ou bien 

i l l i m i t é e s  mais donnant a l o r s ,  à p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang,  l e s  mêmes rédu i t e s  

que l e s  f r a c t i o n s  r é g u l i è r e s  i l l i m i t é e s ,  l a  convergence de ces f r a c t i o n s  

continues e s t  donc prouvée par  l e  théorème précédent.  

III . 3  - RESULTATS DE DE MONTESSUS SUR LA CONVERGENCE. 

Les r é s u l t a t s  qu'on v ien t  d'énoncer, r e l a t i f s  à l a  convergence des 

f r a c t i o n s  continues holoïdes d'une f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  dont l e s  r édu i t e s  

son t   lacées sous une l i g n e  ou sur une colonne de l a  t a b l e  de Padé, sont  des  

cas  p a r t i c u l i e r s  des r é s u l t a t s  de De Montessus de Ballore C381 e t  [40]. 

U 
l-'v En e f f e t ,  s i  on désigne par  : l a  s u i t e  d e s f r a c t i o n s  qui  sont  
yv v20 

placées  sur l a  l igne  de rang y  de l a  t a b l e  de Padé, on a l e  r é s u l t a t  suivant  

dû à De Nontessus : 

Soient al, a2,... ,ay, 4+1,... L a  pÔ&u de Ra 6anc;tian Z t repaentée  
03 

p a n h e a d é n i e  s z n  
n=o 

S u p p a a a a  que L'an aLt : 



Pour l a  démonstration de ce  théorème e t  de ceux qu i  vont su iv re ,  De Montessus 

a  u t i l i s é  l e s  r é s u l t a t s  d'Hadamard C71 s u r  l e s  s é r i e s  e n t i è r e s .  Hadamard a v a i t  
n  

montré que s i  l e s  pôles  de l a  fonction représentée  par  l a  s é r i e  1 c n  v é r i -  

f i e n t  les i n é g a l i t é s  du théorème précédent,  a l o r s  : O 

Z Z Z 
V = l i m  V = ( 1  - - ) ( l  - -) . . . ( 1  - 

FiV a 1 a2 Fi 

u 
Si pow une v d u  d8Amninée z de Pa v&bLe, L a  s d a  ( F I v l o  

u O Fiv 
p  étant 6 i x E  et (*) p1 étant @ X E ,  tendent l'une et L ' d e  v m  d a  V u t v  v20 

Dans l e  cas où l e s  r é d u i t e s  sont  cons t i tuées  par  l a  s u i t e  des  f r a c t i o n s  
U 
Fiv r a t i o n n e l l e s  (-) V é t a n t  f i x é ,  de l a  colonne v e r t i c a l e  de l a  t a b l e  de v p l0  
Fiv 

Padé de rang v, on a  l e  théorème suivant  : 

La sLLi/te d a  t ~ Z d u i i t a  consaXikant lu colonne de  mng v de Pa h b l e  de 

PadE d'une b&Le emXe/re, se compotLte comme Pa s&e d a  t r é d u l a  io/una,n.t 
Pa ligne ho&oWe de mng V, à cette ck66aence ph& q u l i L  l e s  c m d a  
de convuqenca sont L a  c m d a  pabb- pah Les zaos d e  lu 6onction he- 
prraentge pm Pa s f i e  et qu'en dehottb de c a  c m d a ,  Pa s d e  d a  & E d d a  

$end v m  z é ~ o ,  au fieu de tendtre v m  L1i..n&ini. 

Remarques. 

Les r e l a t i o n s  (4)  e t  (5)  sont  in té ressan tes  e t  peuvent donner l i e u  à 

d ' a u t r e s  r e l a t i o n s  remarquables. Un exemple simple nous e s t  f o u r n i  par  l a  

r e l a t i o n  (10) du sous-paragraphe suivant  où en s e  servant  d'une r e l a t i o n  e n t r e  

les déterminants de Hankel, on pu ob ten i r  un algorithme pour l e  ca lcu l  des 

dénominateurs des  approximants de Padé. Ce c a l c u l  peut ê t r e  in té ressan t  pour 

obteni r  des  quan t i t é s  qui  s'expriment par  des déterminants de ce  genre. 



III .4 - ALGORITHME POUR LE CALCUL DES DENOMINATEURS DES REDUITES DE LA TABLE 
DE PADE. 

Remarquons que : 

Fi cl.'-1) 

doncA,,(S) = (-1) 2 s en u t i l i s a n t  l a  r e l a t i o n  suivante  e n t r e  H v  
l e s  déterminants de Hankel : 

(n+2) ( n )  
Hk H~ - ( H ~  (n+1))2 - - Hk+l ( n )  H(n+2) k-1 

on trouve une r e l a t i o n  analogue e n t r e  l e s  A 
V Y V *  

On aura : 

S i  on p lace  l e s  A dans un tableau à double e n t r é e  : 
lJ YV 



On remarque que A s e  c a l c u l e  en fonc t ion  de  qua t r e  éléments d e  l a  
(p+2,w2 

t a b l e  p lacés  dans  l a  f i g u r e  précédente.  

L a  r e l a t i o n  (10) donne : 

Remarquons que A (S) e s t  une s u i t e  de  r é e l s  e t  s e s  éléments peuvent ê t r e  
Fi YV 

c a l c u l é s  par  l a  r e l a t i o n  (9 ) .  

Posons : 

on o b t i e n t  a l o r s  : 

2 K (Kiiv) Kv+lyv  p-I,V c A p + ~ y v  ( z )  (Z) - CA,, v ( ~ ) 1 2 1  
v - - 

Cp,v 1J.+2 yvt1 
> 



on aura donc : 

Remarquons que s i  on place l e s  V dans une t ab l e  à double entrée ,  on aura l a  
Fi ,v 

même disposit ion que pour l e s  A s i  on s ' i n t é r e s se  aux éléments qui  f igurent  
Fi ¶ V  

dans (11 ) . 
Par ce procédé on a r r i vé  à remplir l a  moitié supérieure de l a  t a b l e  ; il 

r e s t e  à .calculer l e s  quatres premières l ignes  de l a  t ab le .  

Pour l a  première l igne  on a : 

v = 1  pour v 2 O 
0 3') 

CALCUL DES ELEMENTS DE L A  DEUXIEME L I G N E .  

Pour v 1 1 



CALCUL DES ELEMENTS DE LA TROISIEME LIGNE. - 

d'où 

Pour v 2 2 .  

CALCUL DES ELEMENTS D E  LA QUATRIEME LIGNE. 



I V  - CONVERGENCE DES D~VELOPPEMENTS EN FRACTIONS CONTI NUES D'UNE 

C E R T A I N E  CATÉGORIE D E  F O N C T I O N S ,  

I V . 1  - RESULTATS DE LAGUERRE SUR LE DEVELOPPEMENT EN FRACTION CONTINUE CANO- 

NIQUE D'UNE FONCTION Q U I  SATISFAIT  A UNE EQUATION DIFFERENTIELLE 

LINEAIRE DU PREMIER ORDRE. 

Laguerre, dans son mémoire " S a  lu héduc/tion en ,Jt~acZion covuZnue d'une 
donotion q u i  saX&,JaLt à une équat ian di,J,Jetreuiiti&e m é a h e  du p t ~ d a  
o&e dont  Lu coe66ic ien t6  b o d  tLationnee6'' Clil, s ' e s t  i n t é r e s s é  au dévelop- 

pement en f r a c t i o n  continue d'une s é r i e  Z ,  ordonnée suivant  l e s  puissances 

décroissantes  de l a  va r i ab le ,  e t  q u i  v é r i f i e  l 'équation : 

où U ,  V e t  W sont  des  polynômes. 

La méthode indiquée par  Laguerre pour a r r i v e r  au développement en f rac-  

t i o n  continue de l a  s é r i e  Z r e s t e  incomplète c a r  e l l e  f a i t  i n t e r v e n i r  des po- 

lynômes 0 e t  K dont l a  détermination n'a pas é t é  complètement f a i t e .  Cependant, 
n n 

Laguerre donne des r e l a t i o n s  de récurrences e n t r e  ces polynômes e t  indique 

comment on peut  déterminer complètement l ' équat ion  d i f f é r e n t i e l l e  à l aque l l e  

s a t i s f a i t  l e  dénominateur de l a  r é d u i t e  d 'ordre n. Les app l i ca t ions  q u ' i l  a 

donné v é r i f i e n t  tou tes  1' équation p a r t i c u l i è r e  : 

où a,  b ,  c ,  d ,  p e t  q sont  des cons tantes ,  e t  ~ ( z )  un polynôme quelconque. 

De Montessus de Ballore,  dans C381 e t  C421, a é tud ié  les problèmes 

de  développement e t  de convergence d'une fonct ion  qui  s a t i s f a i t  à l ' équat ion  

(2) e t ,  c e c i ,  en suivant  l e s  ind ica t ions  données par Laguerre dans Cl11. 

Dans ce  sous-paragraphe, on va exposer les r é s u l t a t s  auxquels Laguerre 

e s t  a r r i v é  à propos du développement en f r a c t i o n  continue d'une fonct ion  

s a t i s f a i s a n t  à une équation de l a  forme (1). 



Dans ce  qui s u i t ,  on appel lera  degré d'un polynôme ou d'une s é r i e  ordonnée 

suivant  l e s  puissances décroissantes ,  l e  degré de son premier terme. S i  
1 une t e l l e  s é r i e  commence pa r  un terme de degré -n, e l l e  s e r a  notée 

X abs t rac t ion  f a i t e  de s e s  coe f f i c i en t s .  

@* Soi t  - l a  r édu i t e  d 'ordre n du développement canonique de l a  s é r i e  f 
n Z ,  on aura donc : 

d'où 

En remplaçant Z e t  Z '  par  l e s  expressions ci-dessus dans ( l ) ,  

on obt ient  : 

Le premier membre de c e t t e  é g a l i t é  e s t  un polynôme, il en e s t  de même du 
1 1 second. S i  donc, on désigne par  y l e  degré de Y. (x) i- W. (2) , l e  second 

X 

membre sera  de degré p-p e t  l ' o n  peut é c r i r e  l ' équat ion  précédente sous 

l a  forme : 

où A e s t  une constante qu i  dépend de n e t  8 un polynôme de degré y-p. n n 

R é ~ i r p o ~ u e m e n t ,  s i  l ' o n  peut déterminer deux polynômes + e t  fn t e l s  
n 

que l e  premier membre de (3) se  r édu i se  à un polynôme de degré p où d'un 

@n degré i n f é r i e u r ,  a l o r s  - f e s t  une r é d u i t e  de Z.  
n 

Ainsi ,  l e  problèmedu développement en f r a c t i o n  continue de Z s a t i s f a i s a n t  

à l ' équat ion  (13, s e  r é d u i t  à l a  so lu t ion  p a r  des polynômes de l ' équat ion  

(3) 



Laguerre se propose de former l'équation différentielle du second ordre 

à laquelle satisfait le polynôme f et qui admet pour solution : 
n 

Soit My" - Ny' + Py = O cette équation. 

11 pose w = y;y2 - y'y et en utilisant la relation : 
2 1 

- - -  - Log w 
M dx 

il obtient, d'après (3) : 

Il en résulte que l'équation cherchée est de la forme : 

WO y" + C ( 2 V  + W')e - WO'~]~'+ K y  = O n n n ( 4 )  

où K est un polynôme dont 3e degré est indépendant de n. 
n 

Pour déterminer complètement l'équation différentielle (4) , il est néces- 
saire de connaître les polynômes 8 et K qui y figurent. A cet effet, Laguerre n n 
a obtenu des relations de récurrences faisant intervenir des polynômes inconnus 

et n'arrive donc pas à déterminer O et Kn. n 

IV.2 - LES RESULTATS DE DE MONTESSUS DE BALLORE. 

En suivant les indications données par Laguerre, De Montessus a montré 

le résultat suivant : 



u 
L e s  n u m W e w n  et L a  d E n o W w  d e s  héduLta 5 de la dnaotion 

n 
continue canonique. phovenant du dév&ppment de h sérUe z ohdonnée huivant 

Ces  puAsanca déchohscuz;tes et v ~ & i a n t  L'EquaLLon di6~&evcti&e : 

vKdievLt l e s  n W o n n  de nécmence : 

Le dév&oppement esX vdeabLe dans .tou.t l e  plun de la v&bLe z,  h a ~ a  p o u  
b . d Les p o h X b  hktuéh h W  coupme joignant Les p o i n t s  d'addixe - 2 et - : -  

C 

q u i  aonA p o i m  h&gURim p o ~ h  La ~onCtion Z .  

Démonstration. 

L'équation différentielle (4) à laquelle satisfait le dénominateur V 

de la réduite d'ordre n prend la forme : 



(az+b)(cz+d)yU + C(p+2ac)z + ad + bc + q l y '  + Xy = O 

où X e s t  indépendant de z. 
n 

Posons V = a  + a  z + ... + a  z . 
O 1 n 

En exprimant que l e  terme de p lus  haut degré e s t  nu l  dans ( 5 ) ,  on ob t i en t  : 

ce q u i  donne : 

e t  c e c i  détermine complètement l ' équa t ion  d i f f é r e n t i e l l e  ( 5 ) .  

Pour é t a b l i r  l e s  r e l a t i o n s  de récurrence qu i  l i e n t  l e s  numérateurs 

e t  les dénominateurs des r é d u i t e s ,  on peut remarquer que l a  r e l a t i o n  : 

v - U V  = -  
'n-i n n n-1 n - 1  

où A e s t  indépendant de z n-1 

donne l i e u  à l a  r e l a t i o n  : 

A 
n - En posant - - Pn-l on aura  : 

An-l 

+V P ) U = ( U  +u P )v *n - 
('n+i n- i  n-1 n avec - - 

n i 1  n-1 n-1 n An-i 'n-i 

S i  l ' o n  détermine l e  polynôme Q pa r  l a  condit ion : 
n-1 

il s 'en  su iv ra  que : 



Les polynômes U e t  V v é r i f i e n t  donc l e s  r e l a t i o n s  : 

l e  problème s e  ramène donc à l a  déterminat ion de P q u i  e s t  indépendant de n 
z e t  de Q q u i  e s t  du premier degré en z. 

n 

La r e l a t i o n  (2 )  nous donne dans ce ca s  : 

(7 1 (az+b)(cz+d)(v n U '  n - U n V f )  n - (pz+q)%v,-n(z) .~2 n = cons tan te  

Et  en u t i l i s a n t  l a  remarque de Laguerre que l a  cons t an te  de l ' é q u a t i o n  ( 7 )  

e s t  éga l e  à -A . n 

L'équation ( 7 )  peut  s ' é c r i r e  sous l a  forme su ivan te  : 

e t  s e  décompose en deux équat ions  : 

où R e s t  un polynôme inconnu du premier degré en z.  
n 

En dé r ivan t  l ' é q u a t i o n  ( 8 )  e t  en remplaçant V '  e t  V" p a r  l e u r s  expressions n n 
obtenues dans (5 ) ,  on o b t i e n t  une équat ion q u i  donne pa r  comparaison avec 

(6) : 



(10) Qn = p z + q + ~  n + f i  n+ l  

(11) P n (pz+q+Rn)fin + (az+b)(cz+d) {fi' n - Cac(l+n)+p]n] 

S1 
n 1 ?az+b) ( c ~ + d ) ~ ~  s i l ' o n  pose i2 = y a  + 6 e t u  e n on o b t i e n t  : 

Posons f i  n - au - -  + -  bB on aura donc : 
(az+b (cz+d ) a z t b  cz+d 

En u t i l i s a n t  l ' équat ion  ( I l ) ,  on peut montrer que u v é r i f i e  une équation 

d i f f é r e n t i e l l e  du second ordre .  Cet te  équation détermine a e t  B ,  e t  par  

s u i t e  R . On ob t i en t  finalement : 
n 

8 = (ad+bc)(acn+p) - qac 

2acn + p 

e t  c e c i  détermine P e t  Qn. n 

cqfd . 

Dans ce  qu i  s u i t  nous a l l o n s  v o i r  que l e  problème du développement en 

f r a c t i o n  continue canonique e t  l e  problème de l a  convergence abordés par  

Laguerre e t  De Montessus s e  transforment e t  se généra l i sen t  quand on passe à 

l a  t h é o r i e  des f r a c t i o n s  continues holoides. 

En e f f e t ,  supposons que l e  développement de Z suivant  l e s  puissances décrois- 
m s a n t e s  de l a  va r i ab le  commence par  un terme en x , s i  l r o n  f a i t  dans l r équa-  

t i o n  ( 2 )  l e s  changements de va r i ab le  e t  de fonction d é f i n i e s  par  : 



e l l e  prend l a  forme : 

dZ ' (A+Bx' )xt - + (M+Nxl )z '  = r t  ( x '  ) 

dx' 

où A ,  B ,  M ,  N sont  des constantes e t  où r t  e s t  un polynôme de degré m + l ,  comme 

c e l u i  de n. 

considérons l e  développement canonique Z qui  e s t  de l a  forme : 

S i  dans ce développement on f a i t  l e  changement de va ra ib le  précédent e t  que 

l ' o n  mul t ip l ie  p a r  x f m ,  il prend l a  forme : 

où a '  e s t  un polynôme de degré m en x t ,  a '  un monôme de degré m + l  ; a;, a;, ... 
O 1 

des binômes du premier degré e t  a;, a . . .  des monômes du second degré. 

On o b t i e n t  donc l a  f r ac t ion  continue régu l i è re  de Z '  dont l e s  points  représen- 

t a t i f s  des r édu i t e s  sont s u r  l a  d r o i t e  y-x = m. 

Padé, dans [ 3 6 ] ,  se  propose d ' é tud ie r  non seulement c e t t e  f r a c t i o n  cont i -  

nue régu l i è re ,  mais toutes  c e l l e s  qui  appart iennent  à l a  même catégor ie  e t  éga- 

lement ce l l e s  des deux a u t r e s  ca tégor ies  r é g u l i è r e s ,  c ' e s t  à d i r e  c e l l e s  où l e s  

numérateurs p a r t i e l s  sont des  monômes du premier degré e t  l e s  dénominateurs 

p a r t i e l s  des binômes du premier degré, e t  c e l l e s  où l e s  numérateurs p a r t i e l s  

sont  des  monômes du premier degré e t  l e s  déninateurs p a r t i e l s  des cons tantes ,  

e t  en f in  toutes les f r a c t i o n s  continues holoides a t tachées  à l a  fonction.  

La méthode u t i l i s é e  par Padé pour résoudre l e  problème repose s u r  l e  théorème 

de Laplace. Dans l e  sous-paragraphe suivant ,  on donne l a  démonstration de ce 

théorème qui e s t  l a  base de  c e t t e  méthode. 



IV.3 - THEOREME DE LAPLACE. 

Enoncé du ;théohème. 

€&nt donné une qumLLté qL hLsa;tib@iA à une équation aux did6&henca 

dir t iu  h & a V r e  ct homogène, ayant pouh c o e & j i & w  d a  polynômu de l ' indice ,  

on peux domm une équation diddétlenti&e finCaihe ayant pouh in t éghde  lu 

6onc;tion génhz-ttice de kk q u W é  donnée, L'orrdtre de c&e équa-iion diddé- 

t~emX&le u;t égat au deghé l e  p.&s élevé decl coed&i&eru% de L'éyuaRhon aux 

didd&hencu n W v m e n t  à l ' i nd ice ,  et b u  coeddicieru% dont d u  polynôma 

de .ta vaiLiable. 

Rédphoyuemen;t, h i  L'on hubh;ti/tLLe à la donc;tion dam une Z&e équation 

did~éhem%&e une hérue d o n n é e  h~Lvan t  lu puAaarzcu crrobbantu, on 

& o u v m  en égdan t  à zého c o e d d i d e d  d u  d i v m u  pdbancecl de la 

v&bLe, que Le coeddicievtt du l t m e  genéhd de .ta b&e hait2.bdaL-t ü une 
é q d o n  aux aXd6éhucecl ~iniu ahdinaihu, &néai/re et homogène et d o n t  lu 
caedhiden& dont d u  polynôma de L'indice de deghé é g a l  à L'ohdtre de l'équa- 

~ X U M  clL66éhenti&e. 

Démonstration. 

Soit Pa + Qntl + Ra + ... + Ta O l'équation aux différences 
n n+2 n+P 

données, P, Q,. . . ,T désignent des polynômes en n de degré w. 

On peut les écrire sous la forme : 



S i  l ' o n  remplace dans l ' équat ion  aux d i f fé rences ,  on ob t i en t  : 

2 
S i  l ' on  pose f ( x )  = a + a x + a x + ... on v o i t  que dans l ' express ion  : 

O 1 2 

(puxP t Quxp-l + ... + Tu) ~ ~ f ( ~ ) ( x )  

P W-1 (W-13 ... 
+ (pu-lx + Q W - p  P-l + + Tu-i)x f ( X  1 

+ ...........................................a. 

+ ( P  xP + Qlxp-l + ... 
1 

+ T1)x f l ( x )  

+ (poxP + Q,xp'l t ... t To)  f (x )  

l e  coeff ic ient  de x ~ + ~  e s t  l e  premier membre de l ' équat ion  aux dif férences ,  

il e s t  donc nul .  On o b t i e n t  a i n s i  l ' équa t ion  d i f f é r e n t i e l l e  à l a q u e l l e  s a t i s -  

f a i t  l a  fonction f ,  équation d i f f é r e n t i e l l e  l i n é a i r e  d 'ordre w, dont l e  second 

membre e s t  un polynôme de degré p-1. 



IV.4 - APPLICATION DU THEOREME DE LAPLACE A L'ETUDE DES REDUITES. 

lère Aeelication. ------ ---*---- 

"i Soi t  a + + + . . . une f r a c t i o n  continue queicconque, (-1 
1 V .  iil 

1 

l a  s u i t e  de s e s  r é d u i t e s ,  on a donc : 

Supposons que an e t  an s'expriment par  des polynômes en n ; a l o r s  on pourra 

former, en appliquant  l e  théorème de Laplace, une équation d i f f é r e n t i e l l e  

l i n é a i r e  d 'ordre é g a l  au p lus  haut degré de ces  polynômes, qui  aura pour 

so lu t ion  l a  fonct ion  généra t r ice  de U ou de V . L'étude de c e t t e  équation 
n n 

d i f f é r e n t i e l l e ,  pourra f a i r e  connaître  . l e  comportement pour n i n f i n i ,  des 

polynômes U e t  Vn. 
n 

Exemple . 

Laguerre a montré que l e s  r édu i t e s  de l a  f r a c t i o n  continue canonique 

de l a  fonction , où w e s t  une constante s a t i s f o n t  à l a  r e l a t i o n  : 
x-1 

de même pour l e s  numérateurs. 

On s e  t rouve donc dans l e  cas de l a  première appl ica t ion  du théorème 

de Laplace, l e s  c o e f f i c i e n t s  a e t  a son t  des polynômes de l ' i n d i c e  n. n n 
Padé a montré dans [ 3 6 ] ,  en suivant  l e s  ind ica t ions  de c e t t e  première appl i -  

ca t ion  que l a  f r a c t i o n  continue converge en tous  l e s  points  du plan sauf 
x+l  w ceux s i t u é s  s u r  l e  segment [-1, +11 e t  représente  l a  fonction (-) . 
x-1 

Il  a remarqué que l a  démonstration r e s t e  va lab le  pour une fonction Z s a t i s -  

f a i s a n t  à l f é q u a t i o n ( 2 ) ,  que l e  r é s u l t a t  précédent subs i s t e  e t  que l e  segment 
b d 

[-1, +1] e s t  remplacé par  l e  segment [- -, - -1. On retrouve a i n s i  l e s  r é su l -  a c 
t a t s  de Laguerre e t  de De Montessus. 



2ème a ~ e l  i ca t  i on. ------ -------- 

s o i t  f ( x )  = a. + alx + a x2 + . . . l a  fonction généra t r ice  des a  . 2 n 

Fi V ( x )  1 + Llx + ... + 1 x un polynôme de degré v. 
Fiv O Fi 

2  
V f ( x )  = k + k x + k2x + ... avec k = 1 a + elam,+ ... 

O 1 m O m 
+ L a 

Fiv Fi "'-Fi 
avec a O s i  j < o. 

j 1 

Supposons q- la  fonction a de l ' i n d i c e  n s a t i s f a s s e  à l ' équa t ion  aux d i f fé -  
n 

rences suivante : 

S i  on cho i s i t  a rb i t ra i rement  p éléments parmi l e s  a  a l o r s ,  quelque s o i t  i, 
j 

on peut exprimer a .  en fonction de ces  éléments au moyen de l a  r e l a t i o n  (1). 
1 

Supposons que l ' o n  f i x e  a a  m'  m + l Y  . . . ,a  a l o r s  on pourra exprimer k m+p-1 m 
km+19...,k en fonction de ces éléments sous l a  forme de fonct ions  l i n é a i r e s  

m+p 
dont l e s  coe f f i c i en t s  son t  des f r a c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  en m. L'élimination 

de a a-- ..., a donnera une r e l a t i o n  de l a  forme : m' m + l Y  m+p-1 

où A ,  B ,  ..., L sont  des polynômes en m. 

Des s impl i f i ca t ions  de l ' équa t ion  (13) pourront r é s u l t e r  du choix des 

coe f f i c i en t s  .el,. . . ,L qui  e n t r e n t  dans ces polynômes. Suppsoons l e s  
0 Fi 

déterminés de t e l l e  s o r t e  que : 

e t  s o i t  

on aura  donc : 



U - e s t  donc l a  r é d u i t e  (u ,  V )  de f .  
VPV 

La fonct ion  V u v f  - Uvv s a t i s f e r a  donc à l ' équa t ion  d i f f é r e n t i e l l e  

l i n é a i r e  de l a  fonction généra t r ice  de k . O r  d 'après (12) ,  f  e s t  so lu t ion  
m 

d'une équation d i f f é r e n t i e l l e  l i n é a i r e  du premier ordre c a r  l e s  c o e f f i c i e n t s  

de (12) sont  du premier degré en n  ; donc l e s  dér ivées  de f s'exprimeront 

l inéairement en fonct ion  de c e t t e  fonction elle-même. V f - U e t  s e s  d é r i  
I.iv uv 

v6es seront  pa r  conséquent des fonct ions  l i n é a i r e s  de f à c o e f f i c i e n t s  ra-  

t ionne l s  en x. En l e s  subs t i tuan t  dans l ' équa t ion  d i f f é r e n t i e l l e  à l a q u e l l e  

s a t i s f a i t  l a  fonct ion  V f  - U on obtiendra une équation de l a  forme : 
Fi.V ~ i v  ' 

où P e s t  une fonction l i n é a i r e  de V e t  de ses dér ivées ,  e t  Q une fonct ion  

l i n é a i r e  de  U e t  de V e t  de l e u r s  dérivées.  Ce qui  donne : 

on ob t i en t  a i n s i  deux équations d i f f é r e n t i e b l e s  auxquelles s a t i s f e r o n t  l e s  

termes de l a  r é d u i t e  ( p , ~ ) .  L'étude de c e t t e  r é d u i t e  s e  t rouve a i n s i  ramenée 

à l ' é t u d e  de ces  équations.  

Tel les  sont  l e s  deux appl ica t ions  du théorème de Laplace que Padé 

a v a i t  donné pour l ' é t u d e  des r é d u i t e s  des f r a c t i o n s  continues. 

IV.5 - ETUDE DU CAS OU L'EQUATION AUX DIFFERENCES EST DU PREMIER ORDRE. 

Revenons à l ' é t u d e  du cas généra l  que Padé s ' e s t  proposé de f a i r e  e t  

à l a  s é r i e  Z '  s a t i s f a i s a n t  à une équation l i n é a i r e  du premier ordre.  

Z '  e s t  donc l a  fonction généra t r i ce  d'une q u a n t i t é  qu i  s a t i s f a i t  à une équation 

aux d i f férences  f i n i e s ,  l i n é a i r e s  et dont l e s  c o e f f i c i e n t s  ne sont  que du 

premier degré pa r  rappor t  à l ' i n d i c e ,  c e t t e  équation e s t  d ' a i l l e u r s  a u s s i  du 

premier ordre. 

Considérons l ' équat ion  : 



On va suivre l e s  indica t ions  données dans l a  deuxième app l i ca t ion  du théorème 

de Laplace pour f a i r e  l ' é tude  du développement en f r a c t i o n s  continues e t  de 

l a  convergence de  l a  s é r i e  Z ' .  

L'équation (14) peut s ' é c r i r e  sous l a  forme : 

n+l  
Le premier membre de c e t t e  équation e s t  l e  c o e f f i c i e n t  de x dans l ' expres-  

s i o n  : 

e t  c e c i  d 'après l a  démonstration du théorème de Laplace ; donc l ' équat ion  

d i f f é r e n t i e l l e  à l aque l l e  s a t i s f a i t  f est : 

En déterminant l e s  coe f f i c i en t s  eo, el,. . . ,e t e l s  que : 
1-1 

e t  en remplaçant ces c o e f f i c i e n t s  dans k on o b t i e n t  : m ' 

où c  est une constante. 



Le déterminant  précédent  peut  ê t r e  transformé en f a i s a n t  des  combinaisons 

d e  colonnes e t  on o b t i e n t  : 

A ne  dépend pas de m. 

Dans l e  déterminant  k nous supposons que p 5 V e t  m 2 p. On o b t i e n t  
m 

l ' é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e  à l a q u e l l e  s a t i s f a i t  l a  fonc t ion  g é n é r a t r i c e  de k 
m 

p a r  l a  méthode indiquée dans l a  deuxième a p p l i c a t i o n  du théorème d e  Laplace 

e t  q u i  c o n s i s t e  dans c e  ca s  à é l i m i n e r  a  e n t r e  l ' é q u a t i o n  (15) e t  (17) .  m 

On t rouve  : 

Les c o e f f i c i e n t s  é t a n t  du second degré re la t ivement  à l ' i n d i c e ,  l a  fonc t ion  

g é n é r a t r i c e  d e  k s a t i s f e r a  à une équat ion d i f f é r e n t i e l l e  l i n é a i r e  du second 
m 

o rd re .  

Remarque . 

Supposons que l ' é q u a t i o n  aux d i f f é rences  s o i t  : 



a l o r s  on s e  t rouve dans l e  cas  de l a  fonction exponent ie l le  ; l ' équat ion  aux 

d i f fé rences  pour k e s t  : 
m 

e t  l e s  deux équations d i f f é r e n t i e l l e s  r e l a t i v e s  aux termes de l a  r édu i t e  

sont  : 

Ces deux équations ont  permis à Padé de f a i r e  l ' é t u d e  de l a  convergence des  

f r a c t i o n s  continues hololdes de l a  fonction exponentiel le ,  v o i r  C361. 

La r e l a t i o n  (18) peut s ' é c r i r e  : 

Soi t  4 l a  fonction généra t r ice  de km ; l ' équat ion  précédente exprime que l e  

coe f f i c i en t  de xmfl e s t  nu l  dans l ' express ion suivante  : 

e t  on en conclut que : 

avec 



En remplaçant par  V f - U on ob t i en t ,  en exprimant f '  e t  f" en fonction 
Ftv y 

de f à l ' a i d e  de 1' équation (16), une équation de l a  forme 

l ' équat ion  P = O nous donne l ' équat ion  d i f f é r e n t i e l l e  à l aque l l e  s a t i s f a i t  

l e  dénominateur de l a  r é d u i t e  (p ,v)  : 

Supposons 6 e t  6 non nu l s  e t  f a i sons  l e  changement de va r i ab le  : 
O 1 

l ' équa t ion  (19) prend l a  forme : 

Par l e  changem n t  de va r i ab le  précédent,  l e s  r é d u i t e s  de f ( x )  deviennent 
E l  c e l l e s  de f ( -  - u)  e t  en supposant que a. = 1, on a  : 
60 

où F e s t  l a  s é r i e  hypergéométrique de Gauss. 



IV.6 - LES FRACTIONS CONTINUES HOLOIDES DE F(h,  1, h ' , u ) .  

a a 
O Posons h  - e t  h '  = - B ; l ' équa t ion  (19) prend l a  forme : 
O @1 

q u i  admet l e s  deux s o l u t i o n s  : 

La première de ces  s o l u t i o n s ,  polynôme de degré y ,  e s t  l e  dénominateur de 

l a  r é d u i t e  (p ,v)  d e  F(h, 1, h ' ,  u ) .  La manière dont  y  e t  v e n t r e n t  dans c e t t e  

s o l u t i o n  montre que l a  recherche des r e l a t i o n s  de r écu r rences  qu i  e x i s t e n t  

e n t r e  l e s  termes de t r o i s  r é d u i t e s  consécut ives  e t  p rogressantes  r e v i e n t  au 

c a l c u l  de  r e l a t i o n s  e n t r e  t r o i s  fonc t ions  F(5,  0, 0, u ) ,  où l e s  t r o i s  premières  

v a r i a b l e s  ne d i f f è r e n t  que p a r  des  nombres e n t i e r s .  Ces r e l a t i o n s  s o n t  au 

nombre d e  neuf ,  correspondant aux neufs  d i s p o s i t i o n s  des  p o i n t s  r e p r é s e n t a t i f s  

de  t r o i s  r é d u i t e s  consécut ives  d 'une f r a c t i o n  cont inue  ho lo ide ,  données par  

l a  f i g u r e  su ivante  ; l e s  c inq  première d ' e n t r e  e l l e s  s o n t  c e l l e s  qu i  donnent 

na issance  aux f r a c t i o n s  cont inues  r é g u l i è r e s .  



De l a  d é f i n i t i o n  même de l a  s é r i e  hypergéométrique, on dédui t  l e s  neufs 

formules correspondants aux neufsdispos i t ions  de l a  f i g u r e  précédente ( v o i r  C361). 

Ces neufs r e l a t i o n s  donnent l e  moyen d ' é c r i r e  une f r a c t i o n  continue holoide 

quelconque de l a  fonction F ( h , l , h f , u )  connaissant l a  d i spos i t ion  de s e s  r é d u i t e s  

e t  les  deux premières d ' en t re  e l l e s ,  e t  ne s o r t a n t  pas de l a  région où 1-i 2 V + l .  



Quant à l a  seconde s o l u t i o n  de l ' é q u a t i o n  (?O), on peut  montrer q u ' e l l e  

e s t  dans un r appor t  é t r o i t  avec l e s  termes de l a  r é d u i t e  (p ,v)  e t  on t rouve  

l a  formule : 

V F - U  = P u  ~ i + ~ ~ ~ ( ~ - ~ )  h  ' -h-1 F (h f+v ,  h l -h tp ,  h ' t p t v t l ,  u )  
VV PV 

Ce r é s u l t a t  permet l ' é t u d e  d e  l a  convergence des  f r a c t i o n s  cont inues r é g u l i è r e s  

de F(h, 1, h ' ,  u ) .  

Dans C361, on t rouve deux a u t r e s  r e l a t i o n s  q u i  donnent une expression de 

l a  d i f f é r ence  V F  - U e t  q u i  s e  p r ê t e n t  a u s s i  à l ' é t u d e  de l a  convergence ; Fiv UV 
on a r r i v e  au r é s u l t a t  su ivant  : 

La &ux%ovu c o ~ u a  dont la hédlMRa comapondent à d a  p o i d  

aiAu& buh une mêrne p W U e  à l ' axe  d a  v  sont convagenta  danb Le dinque 

w i t é  vw ~ ( h ,  1, h t ,  U) &t d i v a g & a  w dehou de ce dinyue. ( ~ i g .  1 ) .  

La ~tra&om continua dont l ec l  &&&a comapondent à decl p o i d  

a h é a  am l 'une yu&conyue d a  p&Ua à .ta bdaec;ttuce d a  a x a  p,v 

d o n t  L a  &quuZLon~ 4 o n t  y-x = p  (p2- l )  , &t c&a d o n t  la p o i d  hepha en- 

U 6 . l  dorunent u n  chemin en a c a l X a ,  ne s o m  p u  de kk trégion où p  r v+i ,  

aun t  convagenta dam l e  plan coupé auhmn..t .ta d d  dttoite I t i ,  +WC, et o n t  
pouh A%ti,te F(h, 1, h ' ,  u ) .  (F ig .  2 ) .  



Figure  1. 

1-i 

F igu re  2 .  

Remarque. 

Les f r a c t i o n s  cont inues  dont  l e s  r é d u i t e s  ont des  po in t s  r e p r é s e n t a t i f s  

p l acés  sur une d r o i t e  p a r a l l è l e  à l ' a x e  des  1-i ne nous s o n t  connues qu'en 

nombre f i n i  puisque l e s  c a l c u l s  ~ r é c é d e n t s  supposaient  que 1-i i V+l. e t  on ne 

peut  r i e n  d i r e  s u r  l a  convergence. 



IV.7 - REMARQUES. 

1') Remarquons que Padé s'est i n t é r e s s é  au cas  p a r t i c u l i e r  l e  p lus  simple 

correspond à 1 ' équat ion  

C 'es t  l e  cas où c e t t e  équat ion  e s t  du premier  ordre .  S i  e l l e  e s t  du second 

o rd re  l a  fonct ion g é n é r a t r i c e  f des  a  v é r i f i e  t o u j o u r s  une équat ion  d i f f é -  n  
r e n t i e 3 l e  du premier  ordre puisque l e s  c o e f f i c i e n t s  son t  des  polynômes d u  

premier degré de l ' i n d i c e s  e t  que s e s  dé r ivées  s 'expriment en fonc t ion  d e  f .  

La méthode exposée dans l e  c a s  où l ' é q u a t i o n  aux d i f f é r e n c e s  e s t  du  premier  

o rd re  peut  donc ê t r e  appl iquée.  Le s e u l  problème e s t  que l ' é q u a t i o n  d i f f é r e n -  

t i e l l e  de  l a  f o n c t i o n  g é n é r a t r i c e  de k n ' e s t  p l u s  du second o rd re  ; cependant m 
e l l e  p e u t ,  dans c e r t a i n s  c a s ,  ne pas p r é s e n t e r  de d i f f i c u l t é s ,  e t  par  s u i t e ,  

donner des r é s u l t a t s  concernant l e  développement en f r a c t i o n s  cont inues e t  

l e u r  convergence pour  une c l a s s e  de fonc t ion .  

2') La deuxième remarque est que l a  méthode u t i l i s é e  par  Padé s ' app l ique  

à des  fonct ions q u i  v é r i f i e n t  l ' équa t ion  aux d i f f é r e n c e s  ci-dessus.  

On peut donc penser à l ' a p p l i q u e r  à d ' a u t r e s  fonc t ions  : 

Posons s ( n )  = (ao+$on)an + (al+Bln)an + ( a  1 1  +$ n )  antl + . . . + (a +$ n ) a  
P  P n+p 

a )  Supposons q u ' i l  e x i s t e  une cons tan te  S  t e l l e  que : 

Dans ce  cas  l a  méthode précédente s u b s i s t e .  En e f f e t ,  on a  : 

pour t o u t  n  . 

donc l e s  a .  v é r i f i e n t  une équat ion  aux d i f f é r e n c e s  m a i s  d 'o rdre  p+l .  
1 



b )  S ' i l  e x i s t e  S t e l  que S(n) = Sn Vn, a l o r s  l a  méthode précédente 

peut  ê t r e  appliquée. 

En e f f e t  on aura : 

e t  en u t i l i s a n t  l e s  r é s u l t a t s  de a ) ,  on dédui t  que l e s  ai v é r i f i e n t  une 

équation aux d i f férences  d 'ordre  p+2. 

c )  S ' i l  e x i s t e  S e t  S t  t e l  que : 

a l o r s ,  

e t  on dédui t  comme en b )  que l e s  a .  v é r i f i e n t  une équation aux d i f férences  
1 

d'ordre p+2. 

Pour ce  de rn ie r  cas ,  on a pu trouver l e s  deux exemples su ivan t s ,  

correspondants au cas 02 p=l .  

Exemple 1. 

S i  l e s  deux équations su ivantes  son t  s a t i s f a i t e s  : 



a l o r s  on a  : 

Le système d 'équations précédent admet une i n f i n i t é  de so lu t ions ,  l e  choix 

de ao, al, Bo e t  B1 d o i t  ê t r e  f a i t  de s o r t e  que l ' équa t ion  d i f f é r e n t i e l l e  

à l a q u e l l e  s a t i s f a i t  l a  fonct ion  généra t r ice  de k s o i t  d 'ordre l e  moins 
m 

élevé possible.  

Remarquons que l a  fonction f ne v é r i f i e  pas une r e l a t i o n  du premier ordre  

t e l l e  que 

Exemple 2 .  

Dans ce  cas ,  S(n)  = Sn + S' s i  a a B e t  6 v é r i f i e n t  l e  système 
O' 1) O 1 

suivant  : 

Ce système admet une i n f i n i t é  de solutions, e t  on peut f a i r e  l e s  mêmes remarques 

que pour l'exemple précédent. 

Remarque 3 .  

n 
Etant  donnée l a  s é r i e  1 a  x qui  v é r i f i e  une équation aux dif férences  n  

t e l l e  que ( 1 2 ) ,  e s t - i l  poss ib le  de d é f i n i r  une s é r i e  1 t xn qu i  v é r i f i e  l 'équa- n  
t i o n  aux d i f férences  (12) mais d 'ordre  i n f é r i e u r  e t  t e l  q u ' i l  y a i t  des rappor ts  

n  
e n t r e  l e s  r édu i t e s  de 1 a  x e t  1 tnxn ? n 



Par exemple, supposons que l ' équa t ion  (12)  e s t  d 'ordre deux : 

(ao+Bon)an + ( a  1. + B  1 n ) a  n t 1  + (a2+B2n)an+, = 0 

Posons t = aan t n  (*>. 

S i  l ' o n  veut que ( t  v é r i f i e  une équation de l a  forme : n 

(aAtBD)tn + (ai+B;n)tn+l = O 

a l o r s ,  il f a u t  e t  il s u f f i t  que l e s  deux équations : 

2 
a u  - a u + a  = O  2  1 O 

2 
a  u  - P l u +  Bo = O 2' 

où u  e s t  l ' inconnue, admettent une solu t ion  commune. 

On a  : 

n n  S i  l ' o n  a r r i v e  à avo i r  des rappor ts  en t re  l e s  r édu i t e s  de 1 a  x  e t  1 tnx  , n 
l ' é t u d e  du développement en f r a c t i o n  continue de 1 a  xn s e r a i t  r é so lue .  

n  

I l  e s t  poss ib le  qu'une transformation a u t r e  que t = a a  + donne n  n  
des  mei l leurs  r é s u l t a t s .  

Remarque 4. 

n En général ,  é t a n t  donnée une s é r i e  1 a-x , e s t - i l  poss ib le  de l a  t rans-  
n n  former en une s é r i e  1 t x t e l l e  que l e s  c o e f f i c i e n t s  de c e t t e  de rn iè re  vé r i -  

n  
f i e n t  l ' équat ion  aux d i f fé rences  (12)  ? S i  o u i ,  dans quels  cas l e s  développe- 

ments en f r a c t i o n  continue r e l a t i f s  à l a  s é r i e  1 t 2 donnent-ils des  r é su l -  
n  

t a t s  concernant l e s  développements en f r a c t i o n  continue de 1 a  xn ? 
n 



Pour terminer  c e t t e  s é r i e  d e  remarques on s e  pose l e  problème suivant  : 

s i  l e s  c o e f f i c i e n t s  d e  l ' é q u a t i o n  aux d i f f é rences  ne s o n t  p lus  

des  polynômes d e  l ' i n d i c e  n ,  mais d e s  fonc t ions  quelconques d e  c e t  i n d i c e ,  

e x i s t e - t - i l  un théorème analogue à c e l u i  de Laplace qu i  ramène l e  problème 

du développement e t  c e l u i  de  l a  convergence à l ' é t u d e  d 'une équat ion d i f f é -  

r e n t i e l l e  ou a u t r e .  

Un cas p a r t i c u l i e r  de  c e t t e  d e r n i è r e  remarque nous e s t  fou rn i  p a r  

l e s  recherches d'Auric [Il, q u i  s ' e s t  s e r v i  d'un r é s u l t a t  de  P incher le  pour 

f i x e r  l e s  cond i t i ons  de convergence des  f r a c t i o n s  cont inues asymptotiquement 

pér iodiques.  



CHAPITRE IV 

LES FRACTIONS CONTINUES D'INTERPOLATION 



Pour Padé, l e  l i e n  e s s e n t i e l  qui  c a r a c t é r i s e  un développement en 

f r a c t i o n  continue d'une fonction e s t  cons t i tué  pa r  l a  p ropr ié t é ,  commune à 

t o u t e s  l e s  r édu i t e s  des d i f f é r e n t e s  f r a c t i o n s ,  que chacune de ces r édu i t e s ,  

développée en s é r i e  de McLaurin, reprodui t  l a  s é r i e  qu i  d é f i n i t  l a  fonction 

jusqu'à un terme de degré au moins é g a l  à l a  somme des degrés des termes 

de l a  r édu i t e .  Mais il e x i s t e  un a u t r e  développement en f r a c t i o n  continue 

q u i  n ' a  pas ce même l i e n  avec l a  fonction qui  l u i  donne naissance, c ' e s t  l e  

développement en f r a c t i o n  continue de Thiele. Ceci a  é t é  i n t r o d u i t  dans l e  but  

d ' avo i r  une f r a c t i o n  continue qui  in te rpô le  l a  fonct ion  donnée en c e r t a i n s  

p o i n t s ,  e t  conduit à une formule analogue à l a  formule d ' in te rpo la t ion  de 

Newton dans l e  cas de l ' i n t e r p o l a t i o n  polynômiale. 

Dans l e  deuxième paragraphe on va é t u d i e r  l e  t r a v a i l  de Norlünd e t  de 

Thiele s u r  l e s  f r a c t i o n s  continues d ' in te rpo la t ion  e t  l e s  d i f férences  r é c i -  

proques C461 e t  C481 e t  on verra l e  l i e n  avec les r é s u l t a t s  de quelques auteurs .  

Dans l e  t ro is ième paragraphe, on essayera d ' é t a b l i r  des l i e n s  e n t r e  

l e s  r é s u l t a t s  de Norlünd e t  l e s  r é f l ex ions  f a i t e s  par  Padé dans C251 sur l e s  

f r a c t i o n s  continues d ' in te rpo la t ion .  

Un c a l c u l  simple-mus conduit à des algorithmes q u i  permettent l a  cons t ruct ion  

de l a  t a b l e  des f r a c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  d ' in t e rpo la t ion  dans l e  cas normal e t  à 

des développements en f r a c t i o n s  continues d ' in te rpo la t ion  d'une fonct ion  donnée. 



11 - BRACTIONS CONTINUES D' INTERPOLATION ET DI FFÉRENCES RÉCI PRO- 
QUES, 

II. 1 - INTERPOLATION PAR DES FRACTIONS CONTINUES. 

Pour l a  démonstration de l ' e x i s t e n c e  des f r a c t i o n s  continues d ' interpo- 

l a t i o n ,  Thiele a  i n t r o d u i t  l e s  d i f férences  réciproques : 

s o i e n t  x x 
0 ,  l '**.  

des absc ices  données d i s t i n c t e s  e t  $ $ 1 ~ * -  l e s  
valeurs en ces po in t s  par  une c e r t a i n e  fonction . 

On pose : 

e t  on d é f i n i t  l a  d i f férence  réciproque d 'ordre  n + l  pa r  l a  r e l a t i o n  : 

S i  l ' o n  considère l e  développement suivant  en f r a c t i o n  continue de $ : 

( 2 )  O(x) = P ( O ) ( X ~ )  + +I + ( 2 )  
X - X  1 

+ 
Xo. (x0. XI. X 2 )  - P(o)(;) 



1 
n 

e t  s i  l ' o n  désigne par  - l a  r é d u i t e  d ' o rd re  n de l a  f r a c t i o n  cont inue ( 2 ) ,  
N 
n 

a l o r s  ces  r é d u i t e s  v é r i f i e n t  l e s  condi t ions  d ' i n t e r p o l a t i o n  : 

où T 2n3 T2n+i et *2n+ï 
s o n t  des polynômes de degré n e t  N un polynôme de 2n 

degré  n-1. 

La f r a c t i o n  cont inue ( 2 )  e s t  l a  f r a c t i o n  cont inue d ' i n t e r p o l a t i o n  de Thie le .  

S i  l ' o n  p l ace  ces  r é d u i t e s  dans un t a b l e a u  à double e n t r é e ,  comme on 

a  l 'hab i tude  de l e  f a i r e  pour l e s  approximants d e  Padé, e l l e s  vont r empl i r  

deux diagonales de ce t a b l e a u  : 

O 1 2 3 4 5  
w ; numérateurs 

I 

J- 
dénominateurs 

Figure 1.. 



De l'expression ( 2 ) '  on déduit que les numérateurs et les dénominateurs 

des réduites de la fraction continue (2) sont liés par les relations : 

pour i 2 2. 

Sri 2 2 

avec : 

Donc les différences réciproques permettent de calculer les réduites de la 

fraction continue d'interpolation de Thiele. 

En explicitant les relations ( 3 ) ,  on arrive à un système d'équations 

qui permet de représenter les réduites par des déterminants. Les expressions 

données par Norlünd dans C461 sont les suivantes : 







II. 2 - EXPRESSIONS DES DIFFERENCES RECIPROQUES PAR DES DETERMINANTES. 

S i  l 'on  pose : 

a l o r s  de l a  r e l a t i o n  ( 2 )  on dédui t  que : 

En u t i l i s a n t  l e s  r e l a t i o n s  ( 4 )  e t  ( 5 ) ,  on dédu i t  l ' e x p r e s s i o n  su ivante  

des  d i f f é r ences  réc iproques  : 

où on a posé : 



On va v o i r  corrment on peut exprimer l e s  d i f férences  réciproques comme 

rappor t  de déterminants de Hankel, e t  a r r i v e r  a i n s i  à aba i s se r  l a  dimension 

des  déterminants de (7)  respectivement de n e t  de n t 1  un i t é s .  

Posons $n(x) = (x-xo)(x-xl) ... (x-xn). 

Considérons l a  première expression de (7) ,  e t  ajoutons dans l e s  ddterminants 
è r e  numérateurs e t  dénominateurs l a  1 , l a  2 

ième jusqu'à l a  2n ième 
l i g n e  à 

l a  dernière  après  l e s  avo i r  d iv i sées  par  I ) ; ~ ( X ~ ) ,  $ J ; ~ ( X ~ ) , . . . , $ '  (X ) respec- 2n 2n 

tivement. Ajoutons ensu i t e  l a  2n ième l i g n e  à l a  lère, l a  2 ième jusqu'à l a  

( 2n-l )ième l i g n e  après l e s  avo i r  d i v i s é e s  pa r  $;n-l(xo 1, $;n-l(~l),  . . . ,$2n-i 1 ( x ~ ~ - ~  
è r e  respectivement, e t  a i n s i  de s u i t e  jusqu'à l a  1 l i g n e  qu i  r e s t e  inchangée. 

En désigant  pa r  6"($ ) l a  d i f férence  d i v i s é e  du n ième ordre e t  en u t i l i s a n t  

l e s  r e l a t i o n s  : 



on a r r i v e  à l ' express ion suivante : 

Rappelons l a  dé f in i t ion  des d i f férences  d iv i sées  : 

s o i t  (O.). l a  s u i t e  des images par  une fonction de l a  s u i t e  (x ) : 
1 120 i i20 

Pi = @(xi) pour i 2 O 

On d é f i n i t  l a  d i f férence  d ivisée  du premier ordre par : 

pour i * j .  

l a  différence d iv i sée  d 'ordre n e s t  dé f in ie  par  : 



Dans l e s  déterminants précédentsiide l a  r e l a t i o n  (8), 6"(9) désigne l a  d i f fé-  

rence d i v i s é e  d 'ordre n : 

considérons l a  deuxième expression de (7), e t  u t i l i s o n s  l e s  mêmes 

transformations qu'on a appliqué pour avo i r  (8) ,  on trouve l ' express ion 

suivante  des d i f fé rences  réciproques d 'ordre impair : 

ième 
Considérons l e  déterminant numérateur de (8) ; on mul t ip l i e  l a  ( n + l )  

ième ième 
l i g n e  par  x en y a jou tan t  l a  n ; on m u l t i p l i e  ensu i t e  l a  n 2n Par X2n-l 

ième 
en y a jou tan t  l a  (n-1) , e t  a i n s i  de s u i t e  jusqu'à ce qu'on a r r i v e  à l a  
lè re l i g n e  qu i  r e s t e  inchangée. On répète  l a  même opérat ion en recommençant par  

l a  ( n + l )  ième ième l i g n e ,  on s ' a r r ê t e  à l a  2 , e t  on continue a i n s i  jukqu'à l a  
ième n l igne .  En opérant de l a  même manière sur l e  déterminant dénominateur e t  en 

s e  servant  de l ' i d e n t i t é  : 



on trouve : 

Pour l e s  d i f f é rences  d iv i sées  d 'ordre  impair, on trouve : 



Considérons l e  numérateur de ( Io) ,  retranchons de chaque l igne  c e l l e  qui  

s u i t ,  en commençant par  l a  première e t  appliquons l ' i d e n t i t é  : 

ème 
Nous aurons un déterminant où l a  i l igne  cont ient  l e  f ac teur  x Divisons 

n+ i  
chaque l igne  par ce fac teur  e t  appliquons l a  même opérat ion au déterminant obtenu, 

en nous a r r ê t a n t  c e t t e  f o i s  à l ' avant  dernière  l igne .  

En continuant a i n s i  on trouve : 



Pour les différences réciproques d'ordre impair : 



11.3 - COEFFICIENT DIFFERENTIEL RECIPROQUE. 

S i  l ' o n  f a i t  tendre  tous l e s  arguments qu i  f iguren t  dans l a  di f férence  

réciproque d 'ordre n ve r s  l a  même l i m i t e  x, a l o r s  p(")(x o y  x 1' . . . ,x ) tendra 
n 

vers  ce que Thiele a v a i t  appelé l e  c o e f f i c i e n t  d i f f é r e n t i e l  réciproque noté 

rn ($ (x ) )  ou simplement rn. 

La r e l a t i o n  de récurrence (1) prend l a  forme : 

e t  l a  f r a c t i o n  continue ( 3 )  nous donne l e  développement suivant  : 

Pour c a l c u l e r  l e s  c o e f f i c i e n t s  d i f f é r e n t i e l s  qu i  f iguren t  dans c e t t e  f r a c t i o n  

continue on peut u t i l i s e r  l a  r e l a t i o n  (14) ,  m a i s  s i  l a  fonction $(x) n ' e s t  pas 

extrêmement simple, l e  c a l c u l  de s e s  c o e f f i c i e n t s  s e  complique. On va exposer 

deux méthodes pour l e  c a l c u l  de ces  c o e f f i c i e n t s ,  l a  première e s t  due à Thiele 

C481, l a  deuxième à Norlünd C461. 

S i  l ' o n  rev ien t  aux deux r e l a t i o n s  (8) e t  (9 )  on peut en dé r ive r  une 

forme nouvelle de déterminant pour l e s  d i f f é rences  réciproques qu i  s e  d is t ingue 

s u r t o u t  parce q u ' i l  ne con t i en t  que des d i f fé rences  d iv i sées  de l a  fonct ion  

$ e l l e  même. Ces expressions sont  l e s  su ivantes  : 



Cet t e  expression e s t  obtenue en r e t r anchan t  dans l e s  déterminants  de (8) chaque 

colonne de l a  précédente m u l t i p l i é e  p a r  x en commençant p a r  l a  dern ière .  
O 

Dans l e  déterminant a i n s i  obtenu, on r e t r anche  de chaque colonne l a  précédente 

m u l t i p l i é e  par  x en nous a r r ê t a n t  à l a  3e colonne e t  a i n s i  de s u i t e  jusqu 'à  ce 
1 

que tous  l e s  éléments des dé te rminants  s o i e n t  des  d i f f é r e n c e s  d i v i s é e s  de 4. 

Pour l e s  d i f f é r ences  d i v i s é e s  d ' o rd re  impair,  on o b t i e n t  : 



En u t i l i s a n t  l a  r e l a t i o n  : 

les r e l a t i o n s  (16) e t  (17) nous donnent : 



où on a posé 

Dans C461, Norlünd a montré l e  r é s u l t a t  su ivant  : 



Théotrème. 

En posant : 

où (H:~)) l d b i g n e  lu déhivée de H(" )pan ttappoht à X. 
n 

On rappel le  l e  théorème de Sylvester  : 

Théotrème . 

S i  on pose : 



Des deux théorèmes précédents,  Norlünd dédu i t  l e s  r e l a t i o n s  : 

La r e l a t i o n  (20) n ' e s t  a u t r e  que l a  r e l a t i o n  connueentre l e s  déterminants 
k d e  Hankel, a l o r s  que l e s  a u t r e s  sont  des  r e l a t i o n s  où i n t e r v i e n t  (H 1' q u i  

k n 
désigne l a  dér ivée  de H n  p a r  rapport à x. 

Dans C481, Thiele a u t i l i s é  l a  r e l a t i o n  (20) pour l e  c a l c u l  des c o e f f i c i e n t s  

d e  l a  f rac t ion  continue (16), qui présente l 'avantage de ne pas conteni r  des 

dér ivées  des déterminants de  Hankel. 



Cependant Norlünd C461 u t i l i s e  l e s  a u t r e s  r e l a t i o n s .  I l  d é r i v e  d e  c e l l e s - c i  

l a  r e l a t i o n  su ivan te  : 

De (18) e t  (19)  on d é d u i t  : 

e t  en u t i l i s a n t  ( 2 0 ) ,  on dédui t  : 

S i  on pose : 

La f r a c t i o n  cont inue  (15) prerid l a  forme : 



La méthode u t i l i s é e  par Norlünd cons i s t e  à poser dans (21)  e t  (24) n = l  , 
ce l l e s -c i  s ' é c r i v e n t  : 

On en dédui t  l e s  c o e f f i c i e n t s  h  avec h  = 1, hl = a  e t  h2 = a  
i ' O 1 2  ' 

Ceci achève l e  c a l c u l  des c o e f f i c i e n t s  de  l a  f r a c t i o n  continue (15).  

Rmarqu es. 

1') La première forme confluente du p-algorithme n ' e s t  a u t r e  que l e  coef- 

f i c i e n t  d i f f é r e n t i e l l e  réciproque. 

En e f f e t  : 

1 
(k))' e t  l a  r e l a t i o n  ( 2 1 )  s i  je  m u l t i p l i e  l a  r e l a t i o n  (20) pa r  n+2k-l (Hn 

par H ( k )  "ob t i en t  après avo i r  re t ranché  l ' une  de l ' a u t r e  : n + i y  ' 

e t  en u t i l i s a n t  l a  r e l a t i o n  (24) ,  on dédui t  : 



et j'obtient la relation : 

En remplaçant dans cette relation k  par k + l  et n par zéro, on obtient : 

donc 

donc 



2k où ( ~ ~ ~ ( 4 ) ) ~  désigne l a  dérivée de r (O). 

De même, en u t i l i s a n t  l a  même technique on obt ient  : 

On a donc en généra l  : 

e t  l a  r e l a t i o n  : 

k+l k-1 
r ($1 = r (4)  + (kt11 r ( r k ( + ) )  

prend l a  forme : 

qui  n ' e s t  au t re  que l a  r e l a t i o n  de l a  première forme confluente du p-algorithme 

Ce r é s u l t a t  peut a u s s i  ê t r e  a f f i rmer  de l a  d é f i n i t i o n  même du coef f i c i en t  d i f f é -  

r e n t i e l  réciproque e t  c e l l e  de l a  première forme confluente du p-algorithme. 

Z O )  C. Brezinski dans C21 propose deux algorithmes pour l e  c a l c u l  des polynômes 

orthogonaux. Le deuxième algorithme cons i s t e  à c a l c u l e r  l e s  c o e f f i c i e n t s  de l a  
CO 

f r a c t i o n  continue correspondante à l a  s é r i e  f ( t )  = 1 c . t l  : 
1 i = o  



Le ca l cu l  des quant i tés  p ( O )  e s t  f a i t  en u t i l i s a n t  l a  r e l a t i on  (20). 
k 

C'est  donc l a  même méthode que c e l l e  de Thiele. 

3 O )  Il  s e r a i t  in té ressan t  de trouver des formules analogues à ( 2 1 ) ,  (22),  

( 2 3 ) ,  (24) e t  (27) dans l e  cas où l e s  éléments des déterminants I - I  ont une 

forme plus générale. 



111 - GÉNÉRALISATION DE L A  F R A C T I O N  C O N T I N U E  DE THIELE, 

La f rac t ion  continue de Thiele nous permet d 'ob ten i r  des  f r a c t i o n s  

r a t ionne l l e s  d ' i n t e r p o l a t i o n  de degré n  pour l e  numérateur e t  n  pour l e  déno- 

minateur e t  des f r a c t i o n s  de  degré n  pour l e  numérateur e t  n-1 pour l e  dénomi- 

na teur  de t e l l e  s o r t e  que s i  l ' on  place ces f r a c t i o n s  dans un tableau,  comme 

on l ' a  f a i t  dans l a  f igure  1, on rempli t  Ses cases ,de  deux diagonales de ce 

tableau.  On s e  propose maintenant de v o i r  comment on peut complèter l a  t a b l e  

de l a  f igure (1) .  Le problème semble des  p lus  d i f f i c i l e s c a r  on ne peut même 

pas aff irmer l ' ex i s t ence  d e s  f r a c t i o n s  d ' in te rpo la t ion  dans l e  cas général .  

Pour c e l a  on va s e  l i m i t e r  à é tud ie r  l e  cas normal, lorsque ces  f r a c t i o n s  

e x i s t e n t ,  c ' e s t  à d i r e  : 

Etant donnée x  xl, ... ,X ... une s u i t e  d 'absc ices  r$ 
O ' n 'y 9 on, 

l e u r s  images par  une fonct ion  4. Pour(p,v) E N x IN, il e x i s t e  une f r a c t i o n  
u 
- t e l l e  que l e  degré de U s o i t  v e t  c e l u i  de V s o i t  p  e t  

VFi Fiv 

u 
Fiv e t  t e l l e  que - ne correspond à aucun point  a u t r e  que ( F ~ , v ) .  

k v  

Pour ce la  on va s 'appuyer s u r  l ' ana log ie  développer par  Padé dans C251 

e n t r e  l e s  r édu i t e s  d'une fonct ion  e t  les f r a c t i o n s  d ' in te rpo la t ion  de Cauchy. 

Dans l e  sous-paragraphe suivant  on va s ' i n t é r e s s e r  à l ' é t u d e  de Padé SUI? l e s  

f r a c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  d ' in t e rpo la t ion .  

111.1 - EXTENTION DES PROPRIETES DES REDUITES D'UNE FONCTION AUX FRACTIONS 

D'INTERPOLATION DE CAUCHY. 

Sous l 'hypothèse ci-dessus,  é t a n t  donné (p ,v)  E N x N, l a  formule d  ' i n t e r -  

po la t ion  de Cauchy permet d 'ob ten i r  une f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  qu'on note 

U 
Fiv - t e l l e  que l e  degré de U s o i t  v e t  c e l u i  de V s o i t  p  e t  que pour 

vuv Fiv vu 

Xo' X 1 ~ o . w y X  ; , . . . , donnés on a i t  : Fi+v P+V 



S i  l e  nombre de valeurs  0. données e s t  é g a l  à k, a l o r s  il e x i s t e  k  f r ac t ions  
1 

dont l a  somme des degrés des termes e s t  égale  à k-1 e t  qu i  in te rpo len t  rn aux 
T 

k absc i s ses  x  S i  l ' o n  f a i t  v a r i e r  k  de zéro  à l ' i n f i n i ,  on ob t i en t  une s u i t e  
i ' 

i n f i n i e  de  f r a c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  d ' in t e rpo la t ion  qui  vont remplir  toutes  l e s  

cases du tableau de l a  f igure  ( 1 ) .  

Dans 1251, Padé essaye de montrer que ces f r a c t i o n s  d ' in te rpo la t ion  

possèdent des  p rop i ré tés  analogues à c e l l e s  des r édu i t e s  d'une fonction.  

Il considère deux s u i t e s  de q u a n t i t é s  correspondantes : 

u pv up'v' u 
Soient - e t  - v v 

u"v" t r o i s  f r a c t i o n s  correspondants r e spec t  ivement 
I.iv F L " ~ "  

aux po in t s  ( p , ~ ) ,  (p '  , V I  ) e t  (v",v"). 

Posons 

~ a d é  a  montré l e  r é s u l t a t  suivant  : 

ThEoh&me. 

A e s t  divCsL6Le prvr Le pl0chi-t ( X-x (x-x1 ) . . . ( X-x , où m ut l e  
O m 

p h  p u  des deux nombta (p+v, p 1  +vl ) . 

De ce théorème, il r é s u l t e  que dans l e  cas où , v ' )  e s t  l ' u n  des 

po in t s  

a l o r s  



où h  e s t  une constante e t  de  ce r é s u l t a t ,  Padé énonce l e  théorème suivant  : 

u up'v' u 
u t o u  l a  n u n i é i i a t w  et les déno tn iwtum den dt rac i iou  2 , - u"v" &- 

v u ~  v,.,'v' v 
U1lV1l 

a a L b d o n t  aux treeatiann : 

où a ut, à un aaotewi coridXunt p h h ,  é g a l  à X - X ~ + ~ + ~  h i  (pl  , v l )  u t  l'un 

den p o h A  (p+i ,v ) ,  (p,  v + l ) ,  Ou à (x-x p+vt l  ) (x  - x p+v+2 
) a i  ( p l ,  v l )  le 

poL& (pt1,  V+I) ; Itandin que a  ut, b o d  une comItante, 4 0 d  un binôme du 

pk&m degaé. 

~ a d é  a  remarqué que l e s  r e l a t i o n s  de récurrence (*), sont  analogues à cel-  

l e s  des r édu i t e s  des f r a c t i o n s  continues hololdes associées à une fonct ion  

( v o i r  chapitre  1). El les  conduisent donc à des f r a c t i o n s  continues analogues 

à c e l l e s - c i ,  ayant  l e s  quan t i t é s  a pour numérateurs p a r t i e l s  e t  l e s  quan t i t é s  

a  pour dénominateurs p a r t i e l s .  Chacune de  ces f r a c t i o n s  continues,  qu i  son t  

en nombre i l l i m i t é ,  donnera par  s e s  r é d u i t e s ,  une succession déterminée de 

f r a c t i o n s  d ' in te rpo la t ion  appartenant au  tableau de l a  f igure  (1) .  

~ a d é  a  remarqué également que l e  c a l c u l  des  coe f f i c i en t s  a e t  a  qui  e n t r e n t  

dans l e s  r e l a t i o n s  de récurrence e s t  d i f f i c i l e  du f a i t  de l a  complication de 

l a  f r ac t ion  de Cauchy ; il s ' e s t  contenté de donner l ' express ion de l a  f r a c t i o n  

continue dont les rédu i t e s  remplissent l a  première l igne  hor izonta le  de l a  t a b l e  

de l a  f igure  ( 1 )  e t  qui  ne sont  au t re  que l e s  polynômes d ' in te rpo la t ion  de 

Newton. 

Mais s i  on essaye de f a i r e  l e  l i e n  avec ce qu'on a exposé dans l e  deuxième 

paragrphe de ce  chap i t r e ,  on peut v o i r  faci lement que l e s  a e t  les a, dans l e  

cas  de deux diagonales son t  donnés par  : 



1 avec a = O. a = x -  1 X 
O O 

On voit que le p-algorithme entre dans le calcul de ces coefficients. 

Dans le cas où l'on considère des réduites suivant un chemin en escalier autre 

qa celui de la figure (11, on doit s'attendre à ce que ces coefficients soient 

calculés par un algorithme qui généralise le p-algorithme. 

Dans le sous-paragraphe suivant je vais donner des algorithmes pour 

le calcul des coefficients a et a ne faisant intervenir que les valeurs des 

fractions d'interpolation aux points d'interpolation. 

111.2 - ALGORITHME DE CALCUL DES FRACTIONS RATIONNELLES D'INTERPOLATION. 

1') Cas où les fractions d'interpolation forment un chemin en escalier. 

Considérons trois fractions l 
consécutives correspondants v ---------- C O -- 
aux points (u,v) (1-1, v+l) et 1 

O - .  (~+1, v+l). ~ésignons ces l 
P. P 
1 j fractions par - Pk -et-. 
Qi' Qj Qk 

I - interpôle 4 aux points x X1v..~X 

Qi V+V 

- ' interpôle 4 aux points x O, Xl,*.- YX x .  
j 

u+vy I.itV+l 

Pk - interpôle 4 aux points x 
Qk 

O' xl,...,x p+v+2 



~ ' a ~ r è s  l e  théorème précédent,  on a : 

a = constante 

Posons : 

X 
h e t  5.i sont inconnues mais l e u r s  rappor ts  - = p 4p+v+2 

e s t  connu. 

Posons dans l e  système ( l ) ,  x = x il prend l a  forme : 
5.i+v+2 " 

En mul t ip l i an t  l a  deuxième équation pa r  4 e t  en l a  re t ranchant  de l a  
p+v+2 

première, on ob t i en t  : 

- X h(xvw t2 Iiw +i) (Pi (xptu  +2 ) - Qi'x5.iw+2 1) = ( P . ( X ~ + , ) + ~  1 - Q.(X I ~ i w + 2  1) 
1 

d'où : 

Dans les ca lcu l s ,  on a supposé l a  constante a  égale  à 1, ce qui  ne 

r e s t r e i n t  pas l a  généra l i t é .  



Les c o e f f i c i e n t s  o e t  a  é t a n t  ca lculés ,  on dédui t ,  à l ' a i d e  de ( l ) ,  
les polynômes Pk e t  Qk. 

Remarque. 

On a  considéré des f r a c t i o n s  consécutives correspondants aux poir$s 

( v )  ( p  v t 1 )  e t  ( p t l ,  v t l ) .  Le c a l c u l  précédent r e s t e  valable dans l e  cas 

de t r o i s  f r a c t i o n s  correspondants aux points  v , (p t1 ,  V )  e t  ( ~ t l  , v t l ) .  

î O )  Cas où l e s  f r a c t i o n s  d ' in te rpo la t ion  son t  placées dans des cases paral-  

l è l e s  à l a  diagonale du tableau.  

P  j  Pk 
considérons l e s  f r a c t i o n s  -, - e t  - correspondants aux points  ( p $ v ) ¶  

Qi Q j  Qk 

(p+ l ,  v t l )  e t  (p t2 ,  v t2 ) .  

1 - i n t e rpô le  4 aux po in t s  x  X 1 , - * * , X  

Qi V+V 

r 
j - i n t e r p ô l e  4 aux po in t s  xo, 

Q j  
x l ~ * * - ~ x  p+v+2 

K - i n t e rpô le  4 aux po in t s  x 
Qk 

x l , . **  ,x ptvi  4 



Entre ces  f r a c t i o n s  on a  l e s  r e l a t i o n s  : 

Qk = aQi + a Q j  a  = binôme 

Les c o e f f i c i e n t s  a e t  a  peuvent ê t r e  ca lculés  en u t i l i s a n t  l a  même technique 

que précédemment. 

3 O )  Cas où l e s  f r ac t ions  d ' in te rpo la t ion  sont  placées dans l e s  cases p a r a l l è l e s  

à l ' a x e  des p  ou à l ' axe  des  V : 

S i  l ' o n  considère t r o i s  f r a c t i o n s  consécutives correspondants aux po in t s  

(P,v) ,  ( ~ + 1 ,  v )  e t  (p+2, v )  ou aux points  (v,v) ,  ( v Y  v + l )  e t  ( ~ 3  v t 2 ) ,  dési- 
P, P, PL 
I A gnons ces  f r a c t i o n s  par  - 2 e t  - . 

Q i y  Q j  Qk 

I - i n t e rpô le  4 aux po in t s  xo, xl, ...,x 
i 

ptv  ' 

P 
j - i n t e rpô le  4 aux po in t s  x  xl,...,x 

Q j  
0 y P+V+l' 



d'après le théorème précédent, on a : 

les quantités a et a peuvent se déterminer en utilisant une même technique 

que précédemment. 

Remarque. 

On vient en quelque sorte de généraliser la fraction continue de 

Thiele. Cette généralisation a un double intérêt : 

i ) Avoir une infinité de développements en fraction continue d' interpola- 

t ion. 

Avoir une méthode pour le calcul des différentes fractions rationnelles 

d'interpolations grâce aux relations de récurrences entre les réduites d'une 

fraction continue. 

Il serait intéressant de faire une étude du problème de l'existence des 

fractions d'interpolation et d'étudier le cas anormal. Pour cela remarquons 

que Padé a utilisé la même méthode pour l'étude des fractions rationnelles 

approchées et les fractions rationnelles d'interpolation. Dans les deux cas 

il s'est intéressé aux polynômes A = U V - U , V  , dont la forme lui &lv y'v' p'v 
permet d'arriver à des résultats concernant le cas anormal pour les fractions 

rationnelles approchées. Donc pour étudier le cas anormal pour les fractions 

rationnnelles d'interpolation, il serait intéressant de s'appuyer sur les 

résultats de Padé exposés au chapitre 1. 



CHAPITRE V 

APPLICATIONS DES FRACTIONS CONTINUES ALGEBRIQUES 



L'obje t  de ce chap i t r e  e s t  de donner quelques app l i ca t ions  des 

f r a c t i o n s  continues algébriques,  ce qui  va nous permettre de v o i r  comment 

on trouve l a  so lu t ion  de c e r t a i n s  problèmes en u t i l i s a n t  l e s  f r a c t i o n s  

continues. Ces app l i ca t ions  u t i l i s e n t  l 'unique  développement en f r a c t i o n  

continue canonique d'une ce r t a ine  fonction admettant un développement suivant  

l e s  puissances décroissantes de l a  va r i ab le .  

I l  s e r a i t  i n t é r e s s a n t  de v o i r  ce que ceci peut donner quand on se  

place au po in t  de vue de l a  t h é o r i e  des f r a c t i o n s  continues holoides 

associées à une fonction ; dans ce  cas on aura  une i n f i n i t é  de f r a c t i o n s  

continues q u i  représentent  l a  fonction e t  l ' o n  peut donc espérer  améliorer 

ces app l i ca t ions  e t  augmenter l e u r  nombre. 

Dans l e  premier paragraphe, on va é t u d i e r  une méthode d ' i n t e r p o l a t i o n  

polynômiale due à Tchebycheff C511. L'analyse de quelques r é s u l t a t s  des 

mémoires C521 e t  C531 nous ont permis de cons t ru i re  un procédé r é g u l i e r  de 

sommation. 

Le deuxième paragraphe e s t  consacré à l ' é t u d e  des mémoires [541 e t  1551 

de Tchebycheff. On y expose une méthode de développement d'une fonction donnée 

en s é r i e  de fonct ions  ; l e s  r é s u l t a t s  obtenus ont  permis à Tchebycheff de ré- 

pondre à l a  quest ion suivante  : 

"Trouver deux polynômes X e t  Y t e l l e  que l'expression UX-Y 

où u est  une fraction continue canonique donnée, représente 

1.e mieux possible une fonction v donnée, quand l e  degré de 

X e s t  f ixé".  

Dans l e  t ro is ième paragraphe on é tud ie  quelques p ropr ié t é s  des r édu i t e s  

de l a  f r a c t i o n  continue canonique provenant du développement de l a  fonction 

F dé f in ie  pa r  : 



Ces propr ié tés  nous servi rons  dans l e  quatrième paragraphe pour l e  c a l c u l  

numérique des i n t é g r a l e s  e t ,  dans l e  cinquième paragraphe, pour exposer l e s  

recherches de Markoff à propos du problème suivant  posé pa r  Tchebycheff : 

x é tan t  un nombre donné appartenant à Ca,bl, 

f une fonct ion  pos i t ive  dans [a,b] qu i  r e s t e  inconnue, 

R une fonct ion  quelconque donnée dér ivable  jusqu'à l ' o r d r e  ~ t 1 ,  e t  t e l l e  

que R e t  ses  dé r ivées  jusqu'à c e t  ordre  so ien t  pos i t ives  dans [a ,b l .  

Alors, d'après les valeurs données des  i n t é g r a l e s  : 

il s ' a g i t  de t rouver  un majorant e t  un minorant de l ' i n t é g r a l e  : 

Le chapi t re  s e  termine par  un r é s u l t a t  de Padé su r  l a  généra l i sa t ion  

des formules données par Sylves ter  pour l e  représenta t ion  des polynômes qui 

s e  présentent dans l e  théorème de Sturm. 



1.1 - L '  ENONCE DU PROBLEME ET LA SOLUTION : (TCHEBYCHEFF C511). 

Soi t  F une fonct ion  dont on connait l a  va leur  en n + l  points  x X I ,  ,X  n 
On suppose que F pu i s se  ê t r e  représentée pa r  un polynôme de degré n : 

On suppose que m l  n. Le  problème e s t  de déterminer l e s  c o e f f i c i e n t s  a ,  b ,  

c y  ..., h t e l s  que l e s  e r r e u r s  des va leurs  F(xo), F(x . F x  ) a i e n t  l a  
1 n 

p lus  p e t i t e  influence s u r  une valeur  quelconque F(x). 

On a donc l e  système d 'équations : 

i 
2 m F(xi) = a + bx. + cx + ... + hxi 

1 i 

i = o, . . . ,n  

S i  1'onn.cJj;ipXechaque équation pa r  un f a c t e u r  indéterminé A e t  s i  l ' o n  f a i t  
i 

l a  somme, on ob t i en t  : 

2 2 2 c ( A x  + A x  + ....+ A x )  + 
0 0  1 1  n n 



- 186 - 

S i  on compare c e t t e  expression à : 

on aura  : 

e t  on obtient  donc l e  système d'équations : 

Dans l e  cas où m = n,  l e  système (1) admet une so lu t ion  unique. Dans ce  qui  

s u i t  on va é c a r t e r  ce t t e  hypothèse e t  on va supposer que m < n.  Dans ce  cas 

l e  système (1) admet une i n f i n i t é  de solu t ions  e t ,  parmi ces  so lu t ions ,  il 

f a u t  déterminer c e l l e  qui  rempli t  l a  condition du problème. 

e2 + e2 + e2 + ... + e 2 
2 0 1 2  n 

Posons k = a où e désigne l ' e r r e u r  corres-  
i i 

(n+l)  
i 

pondant à F(x.) et  ai une constante.  
1 

Tchebycheff, dédui t  de l a  théor ie  d e s  p robab i l i t é s ,  que l e s  c o e f f i c i e n t s  A 
O y 

A 1 , A  qu i  répondent à l a  quest ion sont  ceux qu i  minimise l a  somme : 
n 

S o i t  8(x) un polynôme de degré n t e l  que : 

La somme précédente s ' é c r i r a  : 



En égalant la différentielle de cette somme à la somme des différentielles 

des équations (1) multipliées chacune par des constantes arbitraires p 
O y 

pl , .. . ,pm, on obtient le système : 

Le système (1) réuni au système ( 2 ) ,  détermine les ntmt2 inconnues 

Le ~roblème se ramène donc à la résolution d'un système d'équation. 

Solution du problème. ------------ ------- 

Nous allons voir que la solution est donnée par le développement en 

fraction continue d'une certaine fonction. 

1 m 
Posons @(x) = - (p + p x + . . . t p x ) le système (2) est donc équi- 2 0  1 m 

valent à : 

et pour déterminer h il faut déterminer 4. 
i ' 

Si l'on remplace les expressions des A .  tirées de (3) dans (1) , on 
1 

obtient le système d'équations : 



1 1  
Les premiers membres de (4)  sont  l e s  c o e f f i c i e n t s  de - X~ - 2 ~ - - * y -  dans l e  m + l  

X X 

développement suivant  l e s  puissances décroissantes  de l a  fonct ion  : 

2 2 2 e ( X  )o(x0) 8 (xl)o(xl) e (xn)+(xn) 
O + + ... + 
X-X- X-X, X-x, 

Les seconds membres sont de même l e s  c o e f f i c i e n t s  du développement suivant  

l e s  puissances décroissantes de l a  fonct ion  : 

S i  l ' o n  pose : 

2 2 
e2(xo)o(xo) e (xl)o(xl) e ( x n ) o c n )  l - M 

+ + ... + - - - -  
x-x X-x x-x x-X N 

1 O n 

a l o r s ,  l e  système (4)  peut ê t r e  remplacé par  l a  condit ion suivante  : 

l e  développement suivant  l e s  puissances décroissantes  de l a  fonction 

M 1 A - ne renferme pas de termes en -, y . . . ,  N 
, c ' e s t  à d i r e  : 

X m + l  
X X 

e t  on a donc dO(N) 2 dO(M) + m + 2. 

S i  l ' on  pose f ( x )  = (x-xo)(x-xl) ... (x-xn)> a l o r s ,  en désignafit par  U l a  

p a r t i e  polynômiale de e Z ( x ) o ( x ) f ' ( x )  , on aura : 
f (x)  



e2(x )$ (x ) f l  ( x )  e2(xo)$(xo) 0 2 ( X ~ > ~ < X ~ )  
= u + + e2(xn)$(xn 1 

f ( x )  
+ ... + 

X-X 
O 

X-X 
1 X-X n 

d'où 

OU encore 

O r  dO(N) 2 dO(M) + m + 2 donc : 

e t  l a  r e l a t i o n  (5 )  nous donne : 

ce q u i  montre que U(x-X)+l e s t  une rédu i t e  du développement en f r a c t i o n  continue 
$ ( x >  

canonique de l a  fonction : 

D e  p lus ,  l a  r é d u i t e  qu i  s u i t  U(x-X)fl aura un dénominateur de degré supér ieur  
$ (XI  

à m ,  donc : 



U(x-x)tl est  l a  dernière  r é d u i t e  dont l e  degré du dénominateur n'excède 

pas m. ($(xi 

Posons U(x-X)+l - -- OO(x) on aura donc : 
@ ( X I  Qo(x) 

O r  OO(x) e t  ,$ ( x )  sont premiers e n t r e  eux, donc $ (x )  d i v i s e  +(x) : 
O O 

$(XI = q Q ~ ( x )  

ce q u i  ent ra îne  : 

S i  4 ( x )  e s t  de degré m ,  en f a i s a n t  x = X dans l a  r e l a t i o n  précédente on 
O 

o b t i e n t  : 

d'où 

S i  +c(x)  e s t  de degré i n f é r i e u r  à m ,  q peut ê t r e  un polynôme quelconque pourvu 
O 

que l e  degré de q Q0(x) ne surpasse pas m. 

S i  l ' o n  convient de prendre parmi c e s  valeurs c e l l e  dont l e  degré e s t  l e  moins 

é l evé ,  q e s t  une constante dont l a  va leur  e s t  déterminée comme précédemment, 

e t  l ' o n  obt ient  : 



ce qui  détermine l a  fonction $. 

Revenons à l a  formule : 

F(X) = ho F(X ) + hl F ( X ~ )  + ... + h F(xn). 
O n  

d 'où l e  r é s u l t a t  : 

1.2 - REMARQUES A PROPOS DE LA FORMULE PRECEDENTE. 

Remarque 1. 

La formule précédente représente  un polynôme en X ,  e t  l a  présence de $O(.x) 

au dénominateur montre b ien  q u ' i l  y aura des s impl i f i ca t ions .  Pour a r r i v e r  à 

une forme qu i  en l a i s s e  v o i r  l a  composition Tchebycheff a  u t i l i s é  l e  r é s u l t a t  

su ivant  que l ' o n  verra  dans ce chap i t r e  dans un cas p lus  général .  

no(x) nl(x) 
S i  l ' o n  désigne par  --- II ( X I ,  qmy.*- l e s  r é d u i t e s  du développement cano- 

nique de l a  fonct ion  
9 

' ( x ) e  a l o r s  on o b t i e n t  c e l l e s  de ( x - x ) ~ '  (x )e2(x )  
f ( x )  f (x)  

pa r  l a  formule : 



S i  l ' on  remplace dans l a  formule (6), l e s  expressions par  l ' express ion 
40(x) 

ci-dessus, c e l l e - c i  prendra l a  forme : 

S i  l ' o n  désigne pa r  Y c e t t e  fonct ion ,  e t  par  Y-- l a  fonct ion  F(X) dans 
m m- 1 

l 'hypothèse o ù e l l e ;  e s t  donnée par  un polynôme de degré m-1 ,  a l o r s  on aura  : 

En prenant l a  d i f férence  de Y e t  Ym-l, on ob t i en t  : 
m 

n = ( - I ) ~  1 *mcx)  C*m+l(xi) - *mm_ll(xi)] *,(ri) [Ymtl(r) - 2 

'm - m - i  i = O 

(x  IF  
x .  - X i 
1 

Cette expression peut se  s i m p l i f i e r  du f a i t  des p ropr ié t é s  des  fonctions 

*m+i  y 
$m e t  $m-l. En e f f e t  : 

supposons que l e  développement de f '  (x)û'(x) 
f ( x )  

en f r a c t i o n  continue 

canonique e s t  : 

on aura  donc : 



e t  en remplaçant dans l ' express ion de Y - 
m m - l y  on obt ient  : 

e t  de l à ,  on déduit  une a u t r e  expression de Y : 
m 

Remarque 2 .  

S i  dans l a  formule ( 7 )  on f a i t  Y - 
m 

- Qm(x),  a l o r s  on e s t  conduit au 

système suivant  : 

O r  A .  # O pour j = 1, 2 , . . . , m .  
3 

On aura donc : 

e t  donc pour m '  # m : 



Le système (8) nous donne les valeurs des A : 
i 

et l'expression de F(X) donnée par (7) prend la forme : 

Remarque 3.  

Si l'on compare l'expression (9) pour m = n avec la formule d'interpola- 
tion de Lagrange, on obtient les relations suivantes : 



Tchebycheff a montré dans C511 que ces  expressions,  réunies aux r e l a t i o n s  

du système (8), expriment une r e l a t i o n  remarquable des fonctions Q ( x )  d é f i n i e s  
m 

pa r  : 

1c~c.1 ec.1 
0 m ( x )  = 

- 

En e f f e t ,  l e s  équations (10) nous donnent : 

e t  en u t i l i s a n t  l e s  r e l a t i o n s  (8), on peut faci lement montrer que : 

A p a r t i r  de ces r e l a t i o n s ,  Tchebycheff a montré l e  r é s u l t a t  suivant  q u i  va 

nous s e r v i r  dans l a  s u i t e  pour f a i r e  l e  l i e n  avec l e s  procédés de sommation. 

Si de t u d e s  Len vateuira de la d o n d o n  0 (x ) ,  obtenues en b d a n t  
m 

m = O ,  1,. . . , n  et x=xo,-xl,.. . ,x on compose l e  c m é  de la &grne 1 ,  a l o u  : 
n p  

i) la somme des camé6 den t m e n  d'une tlangée yuetconpue, h o ~ z o n t c e e  ou 

vmZicate, s m  égale à L1wzx;té, 

hi) la eamme den p o u  den tuunen coi~espondantd de deux hangées hohizon- 

.taeu ou vuuXcates s m  égale à zérro. 



Fig .  1. 

Remarque 4 : Re la t i on  avec l a  méthode c lass ique des moindres carrés. 

Si on utilise la relation (9) pour représenter une fonction quelconque 

F(X), on obtiendra un polynôme de degré m, tel que, la somme des carrés des 

différences entre les valeurs de ce polynôme et les valeurs correspondantes 
2 2 2 

de F(X) pour X = x X1 3 .  YX multipliés chacun par 9 (x0), 9 (xl>, . . . $9 (x,) 
n 

respectivement, soit ninimum. . 

Démonstration. 

Soit P le polynôme cherché. 

Posons P(X) = A $ (X) + A $ (X) + ... + A $ (X). Ao, A1,...,A doivent être 
0 O 1 1  m m m 

déterminés de sorte que la somme : 

soit minimum. Nous aurons donc le système d'équations : 



d'où 

En repor tant  ces va leurs  dans l ' express ion de  P(X) cherchée, on t rouvera  

l a  formule (9 ) .  

1.3  - L I E N  AVEC LES PROCEDES DE SOMMATION. 

Au l i e u  de cons idérer  l e  tableau de l a  f igure  1, on considère un 
2 t ab leau  i n f i n i  à d r o i t e  e t  en bas,  dont l e s  éléments son t  l e s  Q . ( x . )  pour i 2 j 
1 1  

e t  des zéros s i  i > j. (Fig.  2 ) .  

a): ( xo m: (XI ) O 

Figure 2 .  

Pour ce tableau,  l e s  condit ions du théodme de Toepli tz  son t  v é r i f i é e s .  

En e f f e t  : 

Posons s i  k n. 

sinon. 



1") 

En e f f e t  

quelque s o i t  n. 

c e c i  Vn. 

00 

2 
Qn(xk) = 1 Vn d 'après  l e  théorème précéden 

k=o 

donc 1 O )  e s t  v é r i f i é e .  

l i m  a  = O 

n- n ,k 

donc l a  s é r i e  1 an ,k converge quelque s o i t  k ,  d'où l i m  a  = O. 
n=o n- n,k 

Pour tou t  n on a : 

03 w 
2 

l i m  1 a = l i m  1 Q n ( x k ) = l .  
n-+os k=o n,k n-tcx, k=o 

Les conditions du théorème de Toepl i tz  sont  v é r i f i é e s ,  l e  tableau c o n s t r u i t  

d é f i n i t  donc un procédé r é g u l i e r  de sommation. 



Remaraue. 

Le problème d'interpolation qu'on a étudié a été ramené à la résolution 

d'un système d'équations linéaires de Vandermonde. Cette résolution a été faite 

à l'aide des fractions continues. 

Il serait intéressant de voir si l'on peut appliquer la méthode à la résolution 

d'un système d'équations linéaires plus général. 



11 - DÉVELOPPEMENT D'UNE FONCTION EN SÉRIES DE FONCTIONS, 

I I .  1 - LE THEOREME FONDAMENTAL. 

Enoncé du ,théohZrne : (Tchebyche&d C55 1 )  

SoLt  v une donctian dévctoppabLe en bétLie a~vaM- t  Lecl puAbancu 

déctraXnaanta : 

une @.action continue canonique. 

P .  
où (I)izi d a i g n e  la su i t e  d e s  téduLtes de la ~ohacCLon continue u. M o u ,  

Q i ~omu2an v peux Che trephébevttée pak  : 



E représente  une fonction de  degré n é g a t i f ,  c ' e s t  à d i r e  que dans l e  n 
développement suivant  l e s  puissances décroissantes  de E il n ' e x i s t e  pas de 

n 
terme de degré p o s i t i f  ou nul.  

Les polynômes (Qi)i21 qui  s o n t  l e s  dénominateurs des  r édu i t e s  de l a  

f r a c t i o n  continue u représentent  une s u i t e  de fonctions de  degrés c ro i s san t s ,  

donc, dans l a  s u i t e  (Ri )i21 , t o u t e s  l e s  fonctions seront  de degrés néga t i f s ,  

e t  ces  degrés vont en décroissant .  

Donc l a  fonct ion  v qu i  e s t  développable en s é r i e  suivant  l e s  puissances décrois-  

san tes ,  pourra ê t r e  représentée pa r  une s é r i e  dont l e s  termes se ron t  des produi ts  

de polynômes par  l e s  f a c t e u r s  R . .  
1 

En e f f e t ,  on a : 

où u1 e s t  l e  quot ient  de l a  d i v i s i o n  de v - E(v) par  R e t  r l e  r e s t e .  
1 , 1 

De même on a : 

En f a i s a n t  l a  somme de ces  équations,  on o b t i e n t  : 

En f a i s a n t  tendre  n vers  l ' i n f i n i ,  on obt ient  l a  représenta t ion  de v cherchée : 



Il r e s t e  à t rouver l e s  expressions des w . .  
1 

Si  on mul t ip l i e  l e s  deux membres de (1) par  Q e t  s i  on i den t i f i e  l e s  
n  

p a r t i e s  polynômiales , on obt ient  : 

E(Qnv) = QnE(v) + E(wlRQn) + E ( u ~ R ~ Q ~ )  + . .. t E(w n n n  R Q ) 

ca r  E(r Q ) = O ,  donc en f a i s an t  l a  différence en t re  ce t t e  équation e t  l réqua-  
n  n 

t i o n  (1) multipliée par Q on obtient  : 
n 

. . . + U R Q - E(wnRnQn) + r n Q n  n n n  

d'où, il résu l te  : 

E C ~ ( Q ~ V  1 E(Bv))I  = E C ~ ~ ~ R ~ Q ,  - E ( ~ ~ R ~ Q , ) ) I  + ... 

. . . + E [ ~ ( ~ R ~ Q ,  - E(unRnQn>>l 

Cette dernière expression s e  réduit  à : 

EC%(Qnv - E(Qnv))I  = E C ~ ~ ( ~ R ~ Q ~  - E(nRnQn>I 

c a r  

ECp,(ummQn - E(u R Q 11 = O pour m O ,  1, ..., n-1. m m n  

de  plus : 

ECg(unRnQn - E ( u  R Q ) l  = (-1ln-l  u  n  n  n  n  



ce qui achève la démonstration du théorème. 

Remarque. 

Tchebycheff a montré dans 1551 que l'expression précédente des w se n 
simplifie dans le cas où les réduites de la fraction continue u sont toutes 

normales. Les dénominateurs partiels ql,  q2 ,  q 3 , . . .  sont tous du premier degré 

et les facteurs w se réduisent à desconstantes dont les valeurs se déterminent i 
ainsi : 

Posons 

donc : 

En remarquant que l'expression du développement en puissances décroissantes 

de Q v - EQ v ne contient pas de termes de degré positif ou nul, on aura : 
n n 

d'où 

pour n 2 1. 



Le développement de v en s é r i e  de fonct iocs  prend l a  forme : 

v = E ( v )  + A L R - A L R + A3L3R3 - . . . 
1 1 1  2 2 2  

Les fonctions R .  son t  calculées pa r  : 
1 

e t  donc l e s  R.  ne sont pas  en général  des  polynômes. 
1 

I l  f a u t  remarquer auss i  que l e  choix de l a  f r a c t i o n  continue u e s t  a r b i t r a i r e ,  

e t  donc nous avons une i n f i n i t é  de développements de v en s é r i e s  de fonct ions .  

Donnons un exemple simple : 

Posons 

u l a  f r ac t ion  continue canonique d é f i n i e  par  : 

Les dénominateurs des r é d u i t e s  de u qui  ne sont  a u t r e s  que l e s  polynômes 

de Tchebycheff sont  d é f i n i s  par  : 

L e s  numérateurs P.  sont d é f i n i s  par  : 
1 



Les fonct ions  R .  sont  l i é e s  par  l a  même r e l a t i o n  de récurrence que l e s  (9 . ) .  
1 1 

En e f f e t ,  on a  : 

S i  on mul t ip l i e  l a  deuixème de ces  équations par  -22 e t  s i  on f a i t  l a  somme, 

on ob t i en t  : 

donc 

Ri+l = 2zR. + R 
i i-1 

avec 

Z 
R2(z) = (22 - 1 ) ~  - 22 

Considérons l a  r e l a t i o n  : 

v = E ( v ) + A L R  - A L R  + A L R  - . . .  
1 1 1  2 2 2  3 3 3  

pour i 2 2  

pour t o u t  i 2 1. 



d'où l 'expression de v cherchée : 

où l e s  R.  sont  d é f i n i s  ci-dessus. 
1 

II. 2 - APPLICATION DU THEOREME PRECEDENT. 

Dans [55], Tchebycheff, après avo i r  remarqué que l e s  f r a c t i o n s  continues 

donnent l a  so lu t ion  du problème : 

"Déterminer deux polynômes X et Y tels que 1 'expression UX - Y 

tende vers zéro", 

s e  pose l e  problème suivant  : 

Déterminer l e s  polynômes X e t  Y pour l e sque l s  l a  d i f férence  UX - Y repré-  

sen te  une fonction donnée v avec l e  p lus  grand degré d 'exact i tude  qu'on puisse 

a t t e i n d r e ,  lorsque l e  degré du polynôme X ne surpasse pas une l i m i t e  donnée, 

c ' e s t  à d i r e  t e l  que : 

1 
(UX - Y )  - v = O (-1 p l e  p lus  élevé poss ib le .  

t 

Dans [55], Tchebycheff a montré l e  r é s u l t a t  suivant  : 

L a  polynôm~ x et Y q u i  tZponden;t à h c o n w o n  du pmbL2me paZcZden;t 
dont donna pan : 



pour i = 1, 2 ,  ..., n-1 

s i  dO(w Q ) 2 m n n "=II sinon 

où Le puLynûme x doLt &e tek que son degtté baLt < à m, m dixé. LU P.  et L u  
1 

Q .  hont La numétLatw & La dénominatcu~ d u  ~ ( Z W M  de la ~trac;tion c a d -  
1 

nue U. La W .  h a n t  La B a & w  q u i  &igun& dam la t t ~ o n  ( 2 )  du aoLLcl p m -  
1 

gtraphe ptrécédent. 

~émons t rat  ion. 

S o i t  Q l e  de rn ie r  dénominateur de l a  s u i t e  (Q  dont l e  degré ne 
n i i r l  

dépasse pas m. On a donc : 

S i  on d i v i s e  X par  Q on aura : n 

où F e s t  l e  quot ient ,  p l e  r e s t e .  Divisons p par  Q e t  a i n s i  de s u i t e ,  
n n n n-1 

on o b t i e n t  : 



En f a i s a n t  l a  somme de ces  équations, on ob t i en t  : 

où l e s  F.  sont des  polynômes inconnus dont l e s  degrés sont  respectivement 
1 

i n f é r i e u r s  à ceux des dénominateurs p a r t i e l s  de l a  f r a c t i o n  continue canonique 

u. C'est  à d i r e  qu'on a : 

En e f f e t  l e s  degrés de FI, F2,...,F sont  égaux respectivement aux degrés de : 
n 

donc 

donc 

donc 



Le problème e s t  donc de déterminer F. pour i = 1, 2, ..., n. 
1 

D'après l a  condit ion du problème l ' express ion  UX - Y - v d o i t  s 'approcher l e  

p lus  de zéro,  donc l e  polynôme Y d o i t  r ep résen te r  l e  p lus  p rès  poss ib le  l a  

fonction UX - v, d'où : 

ce qu i  donne : 

e t  c e t t e  expression montre que l e  degré d'approximation avec l a q u e l l e  l f e x p r e s -  

s ion  UX - Y représente  l a  fonction v e s t  éga l  au degré de l a  p a r t i e  non polynô- 

miale de UX - v e t  donc, pour s a t i s f a i r e  aux condit ions du problème, ce de rn ie r  

degré d o i t  ê t r e  rendu l e  plus p e t i t  poss ib le .  

Revenons à l a  r e l a t i o n  (2 )  : 

e t  retranchons l a  de l ' équat ion  ( 3 )  mul t ip l i ée  par  u, on o b t i e n t  : 

donc 

En remplaçant u Q .  par  R + P .  dans l ' express ion ci-dessus, on o b t i e n t  : 
1 i 1 



Dans l 'expression ci-dessus,  l a  somme : 

e s t  un polynôme e t  l e s  a u t r e s  termes sont  des  fonctions de degrés n é g a t i f s  

e t  ces degrés vont en décroissant  quand on passe d'un terme au suivant .  

Par conséquent l e  degré de l a  p a r t i e  non polynômiale de UX - v s e r a  d 'autant  

plus p e t i t  que s e r a  p lus  grand l e  nombre des termes qui  s 'annulent  à p a r t i r  

du premier dans l ' express ion : 

X = F Q  + F Q  + . . .+  FnQn 
1 1  2 2  

avec dO(X) r m. 

S i  l ' o n  pose F. = o. pour i = 1, 2, ..., n-1, a l o r s  l e s  (n-1) premiers termes 
1 1 

de ( 4 )  s 'annulent ,  e t  ce choix de F. e s t  poss ib le  c a r  : 
1 

dO(wiQi) 6 m pour i = 1, 2,. . . ,n-1. 

S i  dO(w Q ) 5 n a l o r s  on peut c h o i s i r  F t e l  que : n n n 

S i  dO(wnQn) > m ,  a l o r s  Fn d o i t  ê t r e  c h o i s i  t e l  que dO(Fn) < dO(wo). 

Parmi toutes  l e s  va leurs  de F s a t i s f a i s a n t  à c e t t e  condit ion on peut c h o i s i r  
n 

l a  valeur zéro pour s i m p l i f i e r  l e s  expressions de X e t  Y. 

On a donc : 

avec 



0 sinon 

e t  où l e s  P .  e t  l e s  Q .  sont  l e s  numérateurs e t  l e s  dénominateurs des rédui tes  
1 1 

de l a  f r a c t i o n  continue canonique u. 

Remarque. 

Le problème posé par  Tchebycheff nous semble ê t r e  i n t é r e s s a n t  e t  peut 

donner l i e u  à des généra l i sa t ions  importantes du f a i t  que l ' o n  peut cho i s i r  

l a  f r a c t i o n  continue u. 

La méthode u t i l i s é e  par  Tchebycheff semble ê t r e  compliquée e t  l e  choix 

des quan t i t é s  F n ' e s t  pas très j u s t i f i é .  Le problème appe l l e  de nouvelles n 
recherches. 



11 1 - &JELQUES PROPRIÉTÉS DES RÉDUITES DE LA  FRACTION CONTINUE 

CANONIQUE PROVENANT DU DÉVELOPPEMENT DE L' INTEGRALE b f (y)dy  
Ja z-Y 

Posons F ( z )  = l b  ~ ( Y I ~ Y  . 
J a  x-y 

En développant F ( z )  su ivan t  l e s  puissances déc ro i s san te s  de  z ,  on a  : 

F ( z )  peut ê t r e  développée en f r a c t i o n  cont inue de  l a  forme : 

q u i  n ' e s t  a u t r e  que l e  développement canonique de F, où l e s  ci son t  des  cons tan tes  

e t  l e s  q .  des polynômes. 
1 

S i  l 'on  suppose que f r e s t e  p o s i t i v e  dans Ca,bl,  a l o r s  on a  l e  théorème : 

Taun L u  9. boYLtdu  polyvGmu du p d m  degrré, ce qLci wt équivdent  
1 

à d h e  que t o u t u  L u  r r é u u  de la ~trac;tion c o ~ n u e  c aont n o m d u .  

Démonstration. 

En désignant  par  z l e  quo t i en t  complet d 'o rdre  n t l ,  on aura : n + l  

ilin où - ième 
désigne l a  n r é d u i t e  de c .  En m u l t i p l i a n t  l e s  deux membres de  (1) 0.. 

2 
Par  + n ( ~ ) ,  on aura : 



où on a  remplacé z  n+i  par %+î - Fn+î. 

Fn+i 
désigne une fonct ion  qu i  s 'annule pour z=-W.  Ou encore : 

(2)  

S i  l ' o n  suppose que l e  degré de %+1 e s t  s t r ic tement  supér ieur  à 1, a l o r s  

1 l e  c o e f f i c i e n t  de - dans l e  deuxième membre de c e t t e  é g a l i t é  e s t  nu l ,  a l o r s  
Z 

L que dans l e  premier membre il e s t  é g a l  à $,(y) f (y)dy qu i  e s t  d i f f é r e n t  de 
a  

zéro du f a i t  que f e s t  p o s i t i v e  dans [a,b]. 

cqfd . 

Du théorème précédent,  on dédui t  que 4' e s t  un polynôme de degré n  e t  s i  l ' o n  
n  

pose %+I = an+ï 
z  + bn+l a l o r s  on a  : 

De ( 3 ) ,  on dédui t  que s i  c  l ,  C 2 , . - * , C  sont  p o s i t i f s ,  a l o r s  a  1, a2 , -** ,an+l  n+ l  
l e  son t  auss i .  

En posant Rn $,(z) F  ( z )  - Yn(z) l a  r e l a t i o n  (1) nous donne après  

mul t ip l i ca t ion  par  4' : 
n  



ou encore : 

En comparant e n t r e  e l l e s  l e s  p a r t i e s  polynômiales e t  non polynômiales des  

deux membres, on ob t i en t  : 

S i  on développe l e  deuxième membre de (5 )  suivant  l e s  puissances décroissantes  

de z ,  en remarquant que R e s t  de degré - ( n + l ) ,  a l o r s  on ob t i en t  l e  système 
n 

suivant  : 

qu i  peut ê t r e  remplacé par  l ' é g a l i t é  : 

où 8 e s t  un polynôme quelconque de degré i n f é r i e u r  ou é g a l  à n-1 e t  n-1 
l ' équat ion  (6)  ent ra îne  : 



b 
L I  équation 1 f(y) +,(y) en-l(y) dy = O déd*& la donotion + . n 

a 

Démonstration. 

Soit Q un polynôme de degré n qui vérifie ( 6 ) ,  on a : 

On peut écrire @ sous la forme : 

où les A. sont des constantes 
1 

En prenant successivement pour 0 les polynômes 4 1, @ *, . . . on aura : 
n-1 

Donc : 

pour i = 1, 2 ,..., n-1. 

Si on suppose que le coefficient de plus haut degré de @ est égal à 1, alors 
n 

on 
est déterminé de façon unique. 



Remarque. 

1°) On voi t  que de l à  découle l a  t h é o r i e  c lass ique  des polynômes orthogonaux 

En e f f e t ,  l a  r e l a t i o n  ( 7 )  est c e l l e  q u i  d é f i n i t  l a  f ami l l e  des  polynômes ortho- 

gonaux ( $  ) p a r  rapport à l a  fonction poids f .  
n  n  

La famil le  de polynômes ($n)n a  é t é  obtenue à p a r t i r  des c o e f f i c i e n t s  a i 
d é f i n i s  par : 

S i  l ' o n  suppose, pour s i m p l i f i e r ,  que f ( y )  = 1, a l o r s  a.  = 
1 

a = ~ ( ~ i ) ,  en supposant que c  e s t  l a  fonct ionnel le  l i n é a i r e  d é f i n i e  sur l ' en -  
i 

semble des polynômes par  : 

Une généra l i sa t ion  tout  à f a i t  n a t u r e l l e  qui  cons i s t e  à considérer  une fonction- 

n e l l e  l i n é a i r e  c  dé f in ie  s u r  l 'ensemble des polynômes, non nécessairement d é f i n i e  

par  une in tég ra le ,  nous conduit à l a  théor ie  des  polynômes orthogonaux formels 

exposée par Brezinski  dans C31, où il suppose que l a  fonct ionnel le  c  e s t  dé f in ie ,  

c ' e s t  à d i re  que l e s  déterminants de Hankel H(O)  d é f i n i s  par  : k  

sont  d i f férents  de zéro V k .  Le cas où c  n ' e s t  pas d é f i n i e  a été étudié  pa r  

Draux dans [43 1 ,. 



Z O )  La deuxième remarque est r e l a t i v e  aux fami l l e s  de polynômes orthogonaux 

f ( y )  suivant  l e s  puissances décroissantes de adjacents .  Le développement de - 
z-Y 

z e s t  : 

2 
(y-a) f(y) - - (y-a) f ( y )  + (y-a) y f ( y )  + (y-a) y f ( y )  + 

z - Y  z z 
2 

z 
2 

Posons 6 = 
i (y-a) yi f ( y )  dy. 

Pour a = O on a : 

b 
où ai - - Yi f ( y )  dy. 

a 

pour i r O 

On d é f i n i t  a i n s i  une a u t r e  f ami l l e  de polynôms orthogonaux qui  n ' e s t  a u t r e  que 

l a  première f ami l l e  adjacente à l a  f ami l l e  (@ ) . 
n n 

De là, on v o i t  découler l a  notion de fami l l e s  de polynômes orthogonaux adja- 

cen t s  (vo i r  L31). 



Démonstration. 

*) S o i t  z une r ac ine  complexe de $I (z) = O ,  z l a  r a c i n e  conjuguée. 
1 n 2 

Posons z = a + i B ,  z2 = a - i B .  On au ra  donc : 
1 

où @(z) e s t  un polynôme d e  degré n-2. 

Posons @(y) = 0 n-1 a l o r s  ( 6 )  e n t r a î n e  : 

ce q u i  e s t  impossible.  

* )  S o i t  a une r ac ine  double,  on a donc : 

où @ ( z )  e s t  un polynôme d e  degré  n-2. 

Posons @(y) On - l(y) dans ( 6 ) ,  a l o r s  on au ra  : 

ce q u i  e s t  impossible.  

*) Supposons enf in  que y s o i t  une r ac ine  > b ou < a,  a l o r s  : 

où @(z) e s t  de degré n-1. 
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Posons Q(y) 'n-i ( y ) ,  on aura donc : 

ce q u i  est absurde. 

Remarquons que pour l a  démonstration de 1' imposs ib i l i t é  d'une rac ine  

complexe ou d'une rac ine  double, il s u f f i t  que $ s a t i s f a s s e  à : 
n 

où 8 e s t  de degré 5 n-2. 
n-2 

La même condition s u f f i r a i t  s i  l ' o n  vou la i t  démontrer l ' imposs ib l i t é  

de deux ou d'un plus grand nombres de rac ines  r é e l l e s  en dehors de Ca,bl. 

C e s  remarques nous conduisent au théorème suivant  : 

Théonème 2 bAn. 

b 
S i  $ at un polynâme de degné n na.tbdainant à la conch2on 

j f ( y )  $(y) On-,(y) dy = O pom .tou.t poLynOme O n  - de degké LndéiLieun ou 
a 

é g d  à n-2, a l o u  l ' é q u ~ o n  $ ( z )  O aclha ItalLtU h a  hacina / r é m a ,  a h -  

a%nC;ta & ne p a w  a v o h  qu'une a d e  traclne en dehoa de [a,b]. L'expnaaLon 

de $ a i t  : 

De même, pour l e s  r ac ines  de $ on a l e  théorème suivant  : n' 

Théonème 3 .  



Qn(Zi) 
Pour l a  démonstration, on montre d'abord que l e s  nombres 3 où 

e;<z,> 

l e s  z .  sont  l e s  r a c i n e s  d e  @ s o n t  t ous  p o s i t i f s ,  e t  en appl iquant  l e  théorème 
1 n 

d e  Ro l l e ,  on au ra  l e  r é s u l t a t .  

Ce théorème peut ê t r e  g é n é r a l i s é  comme l e  précédent  : 

Soi2 @ un poLgni?me de deghé n, naAhdahant à la con&on : 

$ h i )  
& o u ,  .tu~~cl Les nombha aont p o a f i d a ,  et L a  hacina  de Q aont hé&es, 

Cp'(z.1 
dindincta ct aépméa  pm c&a de @, La Z .  a u n t  Les hacina  de @. 

1 

SoLt @ un poLgnÔme de deghé r 2n-1, zl, z2 ,  ..., z 
n ' la haches de @n, 

& o u  on a : 

S o i t  en - l e  quot ien t  d e  l a  d i v i s i o n  de p a r  @ e t  r l e  r e s t e ,  
n 

on a donc : 



r e s t  de degré n-1, de p lus ,  @(zi )  = r ( z i )  i = 1,. . . ,n, donc : 

En remplaçant r ( y )  par  l a  valeur ci-dessus dans l ' express ion de N y ) ,  on aura  

en mul t ip l i an t  par  f ( y )  dy e t  en in tég ran t  e n t r e  a  e t  b : 

Dans ce qui  s u i t  on va donner quelques p ropr ié t é s  des r édu i t e s  des f r a c t i o n s  

continues provenant des développements des i n t é g r a l e s  : 

(b-y) f ( y )  
dy e t  

1 y - -  f ( y )  
dy J a z-y 2-Y 

Désignons respectivement par U W l e s  dénominateurs des r é d u i t e s  de ces 
n' 'n' n  

f r a c t i o n s  continues. Comme l e s  fonct ions  (y-a) f ( ~ ) ,  (b-Y) f ( ~ )  e t  (y-a) (b-y)f ( y )  

ne changent pas de signe e n t r e  l e s  l i m i t e s  d ' i n t é g r a t i o n ,  on peut appliquer 

l e s  théorèmes 1 e t  2 e t  donc Les r ac ines  de U V e t  W sont  r é e l l e s ,  d i s t i n c t e s  
n' n  n 

e t  comprises e n t r e  a  e t  b. 

Les équations qui  peuvent s e r v i r  à l a  d é f i n i t i o n  de ces fonctions s o n t  : 



Les r é s u l t a t s  su ivan t s  concernent l e s  fonc t ions  U V e t  W n y  l e s  démonstra- 
n '  n  

t i o n s  u i t l i s e n t  l e s  mêmes techniques  que c e l l e s  qu'on a vu dans l e s  théorèmes 

précédents  ( v o i r  C441) . 

7 O )  Len traGnes de u a u n t  dépanéecl pan  c&es de @ ( z )  = (z-b) v ( z )  
n  n 

et trécipttaqumevct, Len tra&m de v a o n t  aépmées ppa c&es de + ( z )  = ( z - a ) ~  ( z  
n n 

2 " )  Len hadnes de 4 d a n t  bép~~tées  pan c&es de .ta ~anuXan 
n 

Ql (z )  = (Z-a) (z-b)  W, -~ (Z) ,  et hécipiroquement, Les hacinu de Wn-l d o n t  hépu- 

nées patl c&es de mn.  

Le théorème su ivant  donne les express ions  d e  U n y  'n' 'n-î 
en fonc t ion  

d e  on e t  de 4n-l' 



où A, Al et c sont d e s  coma-. 



On va donner quelques r é s u l t a t s  sur l e s  quadratures numériques dus 

à Markoff C451. Ces r é s u l t a t s  vont nous fourn i r  des i n é g a l i t é s  qu i  nous 

se rv i ron t  dans l e  paragraphe suivant .  

S u a  fi une bonctian dévdoppabLe en a h i e  en;tii%e dam un in te t~vcUe  

Ca,bl, f une   on don p o a x v e  dam Ca,bl. 

keotb, d? e d t e  5 E Ca,bl t& que : 

'n où - u;t La n h&iuLte du dZv&oppment en ~hac t ion  conaXnue de la ' n 

 onction F(z) = dy, et Led z. h o n t  Le6 haoined de $n. 
1 

Démonstration. 

dans Ca,b]. 

On a : 

En appliquant l e  théorème 4 on ob t i en t  : 



Donc : 

où E,  E E ~ , .  . . sont  des quan t i t é s  indépendantes de l a  forme de fi e t  qui 1 ' 
peuvent ê t r e  ca lculées  à p r i o r i .  

Posons Q(z)  = O ( z )  + $n(z) Bn- l (~ )  02 : 

e t  un polynôme de degré n-1. 

Q e s t  t e l l e  que : 

On peut déterminer 8 de t e l l e  s o r t e  que l e s  quan t i t é s  z 
n-1 1, Z 2 9 * . . ~ Z  n 

deviennent r ac ines  doubles de l ' équa t ion  : 

c ' e s t  à d i r e  qu'on a i t  : 

Remarquons dans ce but  que : 

On aura  donc pour déterminer 8 l e s  n équations : n-1 ' 



e t  l a  formule d ' i n t e r p o l a t i o n  de  Lagrange donnera : 

Appliquons l a  formule d ' i n t e r p o l a t i o n  d'Hermite à l a  fonc t ion  R ,  on au ra  : 

O r  d ' après  l a  d é f i n i t i o n  de @ on a : 
n 

e t  on o b t i e n t  f ina lement  : 

ce  qui  achève l a  démonstration. 

s i  on pose M = sup m =  i n f  R ( ~ " ) ( z ) .  
z ~ C a , b l  z ~ C a , b l  

Alors la  r e l a t i o n  (1) montre que l ' e r r e u r  qu'on commet en remplaçant 

( n iyn(zi) 
R(z) f ( z )  dz p a r  R(z.)  e s t  comprise e n t r e  : J a 1 

i=l c$'(z.) n 1 



Remarque. 

Les cons idé ra t ions  précédentes  montrent qu'on a r r i v e  à l a  formule de 

quadrature (1) en remplaçant l a  courbe donnée y = R(x) p a r  y = @(x) ayant 

un contac t  du  premier ordre  en n p o i n t s  dont  l e s  a b s c i s s e s  z l, Z 2 ~ - - . , Z  
n 

s o n t  r a c i n e s  de 4 . n 

Markoff, dans C451, a obtenu t r o i s  a u t r e s  formules d e  quadra ture  de l a  

manière s u i v a n t e  : 

1°) En remplaçant R p a r  un polynôme Q d e  degré 2n-1 t e l  que : 
1 

e t  on o b t i e n t  l a  formule : 

2') En remplaçant p a r  un polynôme 0 de degré  2n t e l  que : 2 

e t  on o b t i e n t  : 



3 0 )  En remplaçant fi pa r  un polynôme ) de degré 2n t e l  que : 3 

Q(zi) = B3(zi) 

f i f (z i )  = o p i )  

e t  on obtient  : 

n + l  f i (2n+l) (  
) ( b f ( z )  f i<z> dz = 1 fi(zi) + 2 J f ( z ) ( z - b )  V ( z )  dz 

(2n+l)  ! n 
i=l + ' (z i )  a 

où + ( z )  = (z-b) V ( z )  e t  z ~ + ~  = b. 
n 

Les formules 1, I I ,  111 e t  IV permettent à Markoff de donner l e s  quat res  

inéga l i t é s  suivantes : 

( n $(zi)  
(1 )  ) f ( z )  M z )  dz > 1 - R(zi) s i  ~ ( ~ ~ ) ( z )  > O dans [a,b]  

a i=l + l ( z i )  

b n $(zi3 
( I I )  f ( z )  R ( Z )  dz < 1 n( zi s i  f i(2n)(z)  > O dans [a,bl  

a i = o  + ' ( z i )  

b n $(zi) 
( I I I )  J f ( z )  ~ ( z )  dz > 1 s i  ~ ( ~ ~ + l ) ( z )  > O dans [a,b] 

a i = o  $ ' ( z . )  
1 

f b  n + l  $( zi j 
(IV) j f ( z )  ~ ( z )  dz < 1 a( zi s i  ~ ( ~ ~ + l ) ( z )  > O dans [a&] 

a i.1 $ ' (z i )  



V - SUR LES VALEURS L I M I T E S  DES INTÉGRALES, 

V.l - PROBLEME POSE PAR TCHEBYCHEFF. 

Dans C491, Tchebycheff a posé l e  problème suivant  : 

Etant  données l e s  ~ + 1  valeurs : 

où f e s t  une fonction pos i t ive  dans [a,b] e t  inconnue, il s ' a g i t  de trouver 

pour x E [a,b]  donné, un minorant e t  un majoratn de l ' i n t é g r a l e  : 

En généra l i san t  encore l a  quest ion : 

X 

t rouver  un minorant e t  un majorant de ( R(y) f(y) dy, où fi e s t  une 
a 

fonct ion  quelconque, continue dans Ca,bl e t  t e l l e  que s e s  dér ivées  jusqulà 

l ' o r d r e  p+1 s a t i s f a s s e n t  à quelques conditionsconcernant l e  signe. 

Le problème a é t é  r é so lu  pour l a  première f o i s  par  Markoff dans C451. 

Dans ce qui  s u i t  on va énoncer l e  r é s u l t a t ,  dans leiideuxième sous-paragraphe 

on va donner l a  marche à su iv re  dans l a  démonstration, e t  dans l e  t roisième 

sous-paragraphe on donne l a  démonstration. 

Un 6e donne RU p+1 VC&W : 

où f a2 une ~ o n ~ o n  Lnconnue, po~&ve d m  [a,bl ,  on Ae donne x appcUiXena& 



à [a,b], R une d o n d o n  con-Cinue et p04,&ive dam Ca,bl & .t&e que a e s  
dérUvées j l ~ s q u ' à  L'otrdte ~ + 1  b a i e n t  poa,&iva ou VUUU h Ca,bl. 

On a l es  i n é g U é a  aLLivavLta : 

et où xl, x*,.. . $5 d a i g n e n t  c&es d u  t r a h a  d e  q u i  ne h ~ p a 6 6 e b ~ t  pa6 x. 

La fonct ion  4 se  détermine de d i f f é r e n t e s  manières suivant  l e  cas où 

l ' o n  s e  trouve : 

ler  cas. 

Le nombtre d a  d o n n é u  é;tant h p &  (p+1 = 2n+i) La Sanction $ e6.t donnée 
patr La domuRe : 

q u i  t r e ~ t b w t e  un polynôme d e  degtré n+i,  v W ~ h n t  LU équati0n.h : 



q u i  k e p f ~ é b e n t e  un polynôme d e  deghé n+2, vhigant LM équmXoi~rl : 

S e t o n  que L u  nombka u (x) CA v (x) 40izt  d e  même A b n e  ou d e  b i g n a  ci id-  
n n 

d é h e m 2 .  

2eme cas. 

Le nombte d e  donnéu é&nt peuh (p+l  = 2n) lu ( o n c t i o n  4 U R :  donnée 
pah La 6o'unuRe : 

q u i  hepthente un polynôme d e  degtté nti, v&&ant lu équavLtions : 



SLuvant pue La n o m b n ~  e t  Wn - l (x )  d o n t  d e  même &ne ou d e  d i g n e  did- 

$&enit6. 

V.2 - MARCHE A SUIVRE POUR L A  DEMONSTRATION. 

S o i t  A ,  B e t  X l e s  p o i n t s  d 'absc isses  r e spec t ives  a ,  b e t  x qu'on suppose 

p lacés  dans une même d r o i t e .  Nous supposerons que f ( y )  dy e s t  l a  masse d'une 

c e r t a i n e  quant i té  s i t u é e  sur l e  segment [ A ,  BI. Nous appellerons donc a l a  masse 
O 

de c e t t e  quanti té .  Les a u t r e s  ai sont  l e s  d i f f é r e n t s  moments d 'ordre i de c e t t e  

masse. 

On peut supposer que l a  masse du segment [ A ,  BI  e s t  concentrée dans un 

c e r t a i n  nombre de points  i s o l é s  X 
f '  

X2,  ..., X parmi l e sque l s  s e  t rouve auss i  k 
l e  po in t  X .  

Cette  concentration dépend du choix des po in t s  X 
1 y 

X2 , . . . ,X appartenant à [ A ,  B I ,  k  
e t  donc il e g i s t e  une i n f i n i t é  de concentration. 

Soient xl, x2,. . . ,\ les d i s t ances  des po in t s  X 
1 ' X2 ,... ,X à un c e r t a i n  k 

point  O ; ml, m2 , . . . ,mk l e s  masses concentrées dans ces points .  

On va déterminer l e s  inconnues xl, x2 , . . . ,\ e t  m 
1 ' m2,...mk de façon que l e s  

données du problème conservent l e u r s  va leurs ,  c ' e s t  à d i r e  : 

Parmi l e  nombre i n f i n i  des concentrat ions de l a  masse a nous ne considérons 
0 ' 

que c e l l e s ,  où l e  nombre des  quan t i t é s  m x e s t  é g a l  au nombre des équations 
i' i 

de condit ion.  Nous étudierons ensu i t e  l e s  condit ions de p o s s i b i l i t é s  de ces 

concentrations e t  nous donnerons l e s  va leurs  de l ' i n t é g r a l e  

J a R(y) f(y) dy q u i l e u r  correspondent. Nous montrerons e n f i n  que ces  valeurs 

sont  précisément les minorants e t  majorants que l ' on  cherche. 

Nous a l lons  d i s t i n g u e r  deux cas ,  suivant  que l e  nombre de données e s t  p a i r  

ou impair.  



V.3 - DEMONSTRATION DU THEOREME. 

ler Cas. 
~i = 2n 

donc l e s  données sont  en nombre impair a a 1 ~ - - ,  a 2n ' 

Dans ce cas ,  deux concentrat ions sont  poss ib les  : 

1°) La concentrat ion dans l e  point  x e t  dans n a u t r e s  points ,  où l e s  inconnues 

sont  l a  masse m du po in t  x e t  l e s  2n quan t i t é s  m x i  qui  déterminent l e s  x i 
dis tances  e t  l e s  masses des n a u t r e s  points .  On aura donc en t o u t ,  2n+l incon- 

nues que l ' o n  trouve en résolvant  l e  système de  2n+l équations : 

2') La concentrat ion dans l e s  t r o i s  po in t s  A ,  X ,  B e t  dans n-1 a u t r e s  po in t s ,  

où l e s  inconnues sont  l e s  masses m m m .  e t  l e s  2n-2 quant i tés  m x. .  a '  x y  i' 1 

On aura  donc l e  système : 

2eme Cas. u = 2n-1 

l e s  données sont  en nombre p a i r .  

Les seules  concentrat ions poss ib les  son t  : 

1°) La concentrat ion dans l e s  po in t s  A ,  X e t  dans n-1 au t res  points .  

On aura ,  comme précédemment, l e  système de 2n équations su ivants  pour avoi r  

l e s  inconnues : 



2 O )  La concentrat ion dans l e s  p o i n t s  X ,  B e t  dans n-1 a u t r e s  points ,  e t  on 

a l e  système de 2n équations : 

Pour que ces  concentrat ions s o i e n t  poss ib les ,  il f a u t  e t  il s u f f i t  que 

tou tes  l e s  quan t i t é s  x v é r i f i a n t  l e s  systèmes d 'équations,  so ient  comprises 
i ' 

e n t r e  a e t  b e t  que tous l e s  nombres m m b,  mx, mi so ien t  p o s i t i f s .  
a ' 

R E S O L U T I O N  D U  SYSTEME (1 1. 

Conditions de p o s s i b i l i t é  de l a  première concentrat ion du l e r  cas : 

s o i t  @ un polynôme de degré n t 1  t e l  que : 

Les condit ions (a)  déterminent @ à un fac teur  constant  p rès  au moyen de 

ao, al,"'¶ 

 après l e  théorème 2 b i s  du paragraphe III, tou tes  l e s  r ac ines  de @ 

sont  r é e l l e s ,  d i s t i n c t e s  e t  dans t o u t e s  ces r ac ines ,  il n 'y  a qu'une seu le  

qu i  puisse ê t r e  en dehors de Ca,bl. 

Soient x ,  xl, x2,.. . ,X l e s  r ac ines  de @, s o i t  R un polynôme de degré 
n 

i n f é r i e u r  ou é g a l  à 2n. On a d 'après  l a  formule d ' i n t e r p o l a t i o n  de Lagrange : 



où 0 e s t  un polynôme de degré i n f é r i e u r  ou é g a l  à n-1. 

En mul t ip l i an t  l ' express ion précédente par  f(y) e t  en in tég ran t  en t re  

a  e t  b ,  on o b t i e n t  en u t i l i s a n t  (a) : 

2 Rempla~ons successivement fi(y) par  1, y ,  y ,. . . ,y2", on aura  l e  système : 

Ce système, comparé avec (1) nous donne : 

où l e s  x. sont  l e s  r ac ines  $ ( z >  
1 z-X 

~ ' a ~ r è s  l e  théorème 2 b i s ,  on a : 

où A e t  B sont  des  constantes.  La condit ion x = O nous donne l e  rapport  

de ces  constantes,  on aura  donc : 



On pose : 

Passons à l a  recherche  des  condi t ions  d e  p o s s i b l i t é s  de l a  première concentra- 

t i o n  : 

i) t o u s  l e s  nombres x. son t  compris e n t r e  a  e t  b 
1 

i i )  t o u t e s  l e s  masses sont  p o s i t i v e s .  

On suppose dans l a  s u i t e  que l e  c o e f f i c i e n t  du terme de p l u s  haut  degré e s t  

éga l  à 1 dans les dénominateurs des  r é d u i t e s  que l ' o n  considère.  

Toutes l e s  r ac ines  de  4 V e t  W appar t iennent  à Ca,bl e t  l e s  n '  Un' n  n  
n  va l eu r s  de ces  fonc t ions  au  poin t  b s o n t  p o s i t i v e s  e t  son t  du s igne  de (-1) 

au p o i n t  a .  

n + l  La condi t ion  i) e s t  s a t i s f a i t e  s i  e t  seulement s i  (-1) $ ( a )  e t  $ ( b )  

sont  de  même s i g n e .  O r  on a  : 

donc, i )  e s t  s a t i s f a i t e  s i  e t  seulement s i  U ( x )  e t  V (x) s o n t  de même s igne ,  
n  n  

quant à l a  cond i t i on  i i  ) , e l l e  e s t  s a t i s f a i t e  d ' ap rè s  l e  théorème. 

Supposans x < x* < . . . 
1 < YX< %il 

< ... < x on aura donc : 
n ' 



selon qu'on rappor te  l e  point  x au segment CA, XI ou au segment LX, B I .  

Ceci termine l a  r é so lu t ion  du système (1). Les a u t r e s  cas s e  t r a i t e n t  

de l a  même manière e t  on ob t i en t  des formules analogues aux formules ( A )  e t  

(B ) .  ( V o i r  C441). 

Il nous r e s t e  à montrer que ( A )  e t  ( B )  sont  l e  majorant e t  l e  minorant 

qu'on cherche. Pour c e l a  on va u t i l i s e r  un r é s u l t a t  donné p a r  Markoff qui  

e s t  l e  suivant .  

S u a  R une danc/tion cow%ue d a a  Ca,bl .t&e que : 

S u a  NI Le nombhe de hacinu de 1 ' é q W o n  @ ( z  )= qz) appahtenant à la&[ .  

S u a  N~ l e  numbhe de hacinu de L'équation 0 ( z )  = O  appaiitenant à lc,bC. 

Pour l a  démonstration de ce théorème v o i r  C441. 



Le deuxième membre de ( A )  peut ê t r e  m i s  sous l a  forme : 

ou encore, en v e r t u  de (a) : 

@ e s t  un polynôme de degré 2n. On v o i t  que x  xg, ..., xk, x sont  r ac ines  1 1 ' 
de l 'équation Ql(z) = R ( Z )  e t  xktl, x ~ + ~ , .  . . ,X sont r ac ines  de @ n  1 ' 

On peut c h o i s i r  l e s  c o e f f i c i e n t s  de 8 t e l s  que : n-1 

@;(xi) : O i = k+l,n.  

En appliquant l a  proposi t ion ~ r é c é d e n t e ,  on peut montrer que : 

@,(z) 2 O ( Z )  a < z < x  

ml(z) 0 x < z < b  

Donc 



et ceci entraîne : 

Donc l'expression du second membre de ( A )  est un majorant de notre intégrale. 

On montre de même, que l'expression du second membre de (B) est un minorant, 
en considérant l'intégrale : 

ce qui achève la démonstration. 

Remarque. 

Dans le cas où x annule l'une des fonctions $ V ou W les formules 
ny n y  n n 

précédentes se simplifient et la différence entre les deux concentrations dans 

les deux cas du problème cesse d'exister. 

Cas où @ - (x) = o : 

Dans le cas où y 2n on obtient : 

pour la lère concentration 

pour la 2eme concentration. 



L e s  r ac ines  de @ seront  : 

a < z  < z  < . . . < z  
1 2 pour l a  l è r e  concent ra t ion  

n 

z  < z  < . . . < z  < b  
1 2  pour l a  2eme concent ra t ion .  n  

Pour l a  première concent ra t ion ,  on au ra  s i  x  = z  
k .  

avec 

e t  on obt ien t  : 

De même pour l a  deuxième concent ra t ion .  

La méthode qu'on a exposé e s t  due à Markoff ; dans [ 5 0 ]  on trouve l e s  

r é s u l t a t s  de Tchebycheff s u r  l a  même ques t ion .  

EXPRESSION D E S  POLYNOMES D E  L A  S U I T E  D E  STURM. 

U 
So i t  f  une f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e ,  - v UV l a  r é d u i t e  correspondant au  p o i n t  

UV 
(y ,v ) .  Reprenons l a  r e l a t i o n  ( 7 )  du c h a p i t r e  III, où R e s t  d é f i n i e  pa r  : 

Fi ,v 



On va v o i r  que c e t t e  formule donne l a  s u i t e  des  polynômes de Sturm quand on 

prend pour f une f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  p a r t i c u l i è r e .  

Pm d Z ~ i W o n  la suiXe de SRuhm (V 
i i z l , . .  . ,m est  donnée pak : 

où lu polgnZmen Q sont toun du p k & u ~  degké & où le6 degkEs den polgnômen. 
P 

vi W u e  d l  une d é  quand on passe d l  un polynôme au suivant. 

L u  poLgnÔmes Vi sont donna pm l '  exphension : 



où lu bommation pokte nm i n d i c u  ( i + l ,  i + 2 ,  . . . , m l  en ptLenan;t touXe~ L u  
c o m b ~ o ~  m - i  6 m - i  1' membLe 4 1 ,  2 , .  . . , m l  at où 

1 avec w = - 
1 m' 

La sommation comme pZcEdmeuLt. 

Posons 

on o b t i e n t  les  égalités : 



On en conclut  en posant r$ - 
m - i  - 'm R : 

cont inue  on a u r a ,  d ' après  l e s  formules de l a  t h é o r i e  des  f r a c t i o n s  cont inues : 

'i-1 $1 
é t a n t  l a  r é d u i t e  ( i -1 ,  i -2)  d e  l a  f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  - 

TT i-1 $ , O n a :  

En appl iquant  l a  formule ( 7 )  à R on a i c i  y-p+l O e t  
i-1 , i -2  ' 

d 'où  

On a donc : 

2 1 A (a*,. . . ,ai-l 1 



I l  ne r e s t e  plus qu'à déterminer l a  valeur de w 
i-1' 

O r  on a : 

En d iv i san t  l e s  deux membres par  w 2i-2 
i-1 ' l e  coe f f i c i en t  de x dans l e  second 

1 
membre s e r a  qui  e s t  é g a l  à R 

i-1 .i-2 
( O ) .  D'où : 

W i - l w i  

avec 

Les quan t i t é s  w .  sont  ca lculées  par  l a  r e l a t i o n  précédente avec : 
1 

On ob t i en t  donc l ' express ion de V .  : 
1 

m - i  1 1 2 
Vi(x) = x O(;) = - 1 A (a l . . . . . a . ) ( ~  - ai+l) ... (X - am) 

'i 
1 

ce qui  achève l a  démonstration. 
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