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ACCELERATION DE LA CONVERGENCE
DES SUITES SERIES INTEGRALES DOUBLES.

Le but de cette thése est de présenter du point de vue du numéricien,

une étude sur les suites, séries et intégrales doubles.

Nous disposions pour cela de procédés connus traitant les suites et
séries simples. Une partie sera donc consacrée & des généralisations d’'al-
gorithmes de suites simples. Pour se féire, on examine ceux-la, on met en
évidence une propriété et la généralisation sera définie a partir de la
conservation de cette propriété écrite dans le cas des suites ou séries dou-
bles. Ainsi la transformation de SHANKS possédera une premiére généralisation
présentée par LEVIN [13],puis une autreconstruite & 1'aide d'une généralisation

’ Ké
de 1'opérateur A en sz.

Une autre fagon de procéder est de trouver un moyen de ramener une suite
double ou multiple & une suite simple. Ce moyen est abordé dans le paragraphe
sur le E-algorithme. Nous y introduisons la définition d'une sous-suite telle

que,si la suite d'origine converge, la suite extraite a alors méme limite.

Nous présenterons également deux transformations qui ne découlent pas de
résultats connus sur les suites simples. La premiére est dile & STREIT [15], 1la
seconde sera appelée la nouvelle transformation. Elles ont toutes deux 1'avan-
tage de pouvoir donner, dans certains cas, une approximation de somme de séries

a l'aide de calculs simples.

Enfin, les intégrales doubles feront 1'objet du dernier chapitre qui
se divise en deux parties : la premiére est 1'exposé des résultats de LEVIN

[13], la seconde appelée nouvelle approche.
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- suites réelles doubles
- séries réelles doubles

- opérateur 6k&'

Le premier chapitre est une présentation des suites et séries réelles

doubles. Les définitions, quelques propriétés et théorémes serviront de rappel.

On définira les suites doubles, les convergences horizontale et ver-

ticale, la monotonie.

Pour les séries doubles, on définira également différentes sommes par-
tielles. Celles dites "en rectangle", "en triangle" et "de LEVIN". On énoncera
quelques théorémes se rapportant aux séries de termes positifs et des résultats
concernant le calcul d'erreur d'une série approximée par une somme finie de ses

termes.

Enfin, 1'opérateur er sera introduit. Cet opérateur est une généralisa-
tion de l'opérateur A des suites simples. Des applications 3 différentes suites

de sommes partielles en illustreront la définition et les propriétés.

A aucun moment il ne sera fait mention des suites doubles complexes
puisqu'elles peuvent &tre considérées comme deux suites réelles doubles si

l'on traite séparément partie réelle et partie imaginaire.



SUITES REELES DOUBLES

Définition :
On appelle suite réelle double une application de N x N & valeur dans R

(myn) €N xN—3  €ER
Chaque termeaij peut alors &tre représenté dans N x N par le point

d'abscisse i et d'ordonnée j.

A

i3

A l'aide d'une translation sur les indices, &tudier la suite (a ;) ol
m,n € N revient 3 étudier la suite (aij) otl i,j € N*. Pour des raisons de commo-
dité pratique, sauf mention spéciale, nous ne considérerons dans ce qui suit que
des termes aij dont les indices sont des entiers strictement positifs.Nous con-
fondrons les suites, cad les applications deN* x N dans R, avec leurs images

dans IR. Les suites seront alors notées (amn).

Convergence simple

La suite (amn) sera dite convergente vers &, si et seulement si, par dé-
finition :
Ve>o0 NeN" Vm2N Va2N (a _.a| <e¢

autrement dit lim @ = @ si et seulement si l'on peut trouver un rang au delda du-
m,n _
quel la différence |ap,-a} peut-8tre rendue aussi petite que l'on veut. Les termes

ann n'étant pas 4 priori ordonnés, dire que l'on peut trouver un rang a partir du-

quel Iamn-a] <€ signifiera que chacun des indices sera supérieur ou égal au rang
congidéré,



Critére de Cauchy

Une suite double vérifie le critére de Cauchy, si et seulement si,

Ve >0 nen" Vm,n,p,q 2N Iamn_a*pqi <E

R étant un espace complet, le critére de Cauchy est, dans R, une condition

nécessaire et suffisante de convergence simple.

Convergence horizontale

On dira qu'une suite (aij) converge horizontalement, si et seulement

si, la suite simple (a,_)i converge pour tout je:m* cad
1]

Vi exw* rin a,. = h,
. 1] ]
10

Convergence verticale

On définit de fagon analogue la convergence verticale par :
. * . -
VGGZN ?i: aij = vy
Géométriquement, si chacun des termes (aij) est représenté dans
N'xN* 1a convergence horizontale signifie que chaque suite conposée des élé-
ments d'une ligne j converge vers un élément hj' De méme la convergence vertica-
le impliquera que chacune des suites composée par les termes d'une colonne i con-

verge vers une limite notée vj.

Convergence absolue

Une suite (aij) sera dite absolument convergente, si et seulement si,
la suite (la,_l) composée des valeurs absolues de chacun des termes de la suite
1]

initiale converge.

Proposition 1

Soit (aij) une suite réelle double qui converge vers a, alors la suite

(laij|) converge vers|a|.

En effet, la définition de la convergence de la suite(aii)permetd'écrire

Ve > 0 e w* Vi,j 2 N |aij-a| <€

or | iaij|-|a| i < Iaij—al d'ol le résultat.



Remarques
. Les convergences horizontale et verticale n'impliquent pas la

convergence simple

en effet soit a = ma

mn

(m+n)2

1]
(@]

+ L1i a = L1
on a Lim mn Lim amn

nr*ee n-ee

or la suite (amn) ne converge pas puisque

pour m=n agnp = —%— et pour m=2n & .= —%—

. La convergence simple n'implique pas que l'on ait les convergences

horizontale et verticale
(_l)m+n
en effet soita =z ——2 T 1o terme général d'une suite double

m
2
qui tend vers O puisque 1'on sait que 1l'on peut trouver un rang 3 partir duquel

Ia [= il peut €tre rendu aussi petit que 1l'on veut.
mn om

Mais pour m fixé, la limite de a_» quand n tend vers 1'infini, n'exis-

te pas. Donc cette suite qui converge, ne converge pas verticalement.

Proposition 2

Soit (amn) une suite convergente, de convergence simple, horizontale et

. . . , - 13 . a R
verticale alors Lim (Lim amn) Lim (Lim mn Lim a .
m n n m m,n

Démonstration

(amn) converge simplement, donc pour € donné, il existe N un entier 3

partir duquel on aura [a _al<<e d'ol par passage 3 la limite |[Lim a ~al<e

mn
. . . a . m
puisque Lim a existe. De méme Ile a —a] <e
m mn n mn
d'otl Lim hn =Lim V_=Lim g = a
n m m,n MR

Suite monotone

(amn) sera dite une suite monotone croissante si elle verifie

1)

a 2 a
m+f ,n mn

(11) am,n+k 2 amn

Vk e N Vm,nenw*



on définira de fagon analogue une suite monotone décroissante

en changeant le sens des inégalités dams (1) et (1l).

Remarques
. P s (131 . *
. La relation (1) est équivalente a (1)' : 3 41,0 2 3pp Ym,n € N
en effet si a > a _ pour tout entier £, ceci reste
m+k,n mn
vrai en particulier pour £=1.
écipro a - a = a - a
Reciproquement m+k,n mn m+k,n m+k-1,n
+

- a
am+k-l,n m+k-2,n

t ot

a a
m+1l,n mn

donc si la relation (1)' est vraie, chaque différence du second membre est
positive d'ol la somme des termes positifs est elle-méme positive d'ou

>
am+k,n Z %m

. on montrerait de fagon analogue, que la relation (11) équivaut a

*
)
(11) am,n+l za Vm,n € N

Proposition 3

(amn) est une suite croissante si et seulement si

*
- > '
am+k,n+£ a 0 Vm,n €N Vk, el

Démonstration

Si la suite (amn) vérifie la définition de la croissance,

20et >0

a - a a - a
mtk ,£ mtk,n m+k ,n mn

d'ol en sommant ces deux inéquations : 20

a -a
m+k,n+d  “mn



réciproquement :

si >0 Vn,n ew* Yi,2 em

a -a
m+k,n+l  “mn

il suffit d'écrire cette relation pour k=0 puis pour £=0 pour retrouver la défi-

nition.



SERIES REELES DOUBLES

L'étude des suites et des séries doubles est trés liée. Nous rappelons
ici le lien qu'il existe entre 1l'étude d'une série et celle de la suite de sommes
partielles. A ce sujet, nous énoncerons quelques résultats généraux ainsi que
quelques fagons d'étudier des séries doubles d l'aide de suites simples. Ce qui
a retenu notre attentiondans ce qui va suivre, sont essentiellement les propriétés

spécifiques des séries doubles.

Définition d'une série

Soit (a..) une suite de réels. Etudier la convergence de la série

1] * .
de terme général aij ol i,j €N revient & étudier, si elle existe, la somme
de tous les termes ayse Nous noterons [aij] la série de terme général a4 et

(o] [+<]

S sa somme ou S =_z .Z a..
1=1 3=1 1].

Bien souvent une telle étude nécessite 1'étude de suites des sommes
partielles cad la construction de sommes ne comprenant qu'une partie de tous les
aij' Nous ne présentons ici que les sommes partielles les plus courantes, telles

qu'elles sont définies par la plupart des auteurs [6] [11] [16].

Sommes partielles en rectangle

Si l'on représente sur un graphe N x N chaque élément aij par le point
de coordonnées (i,j), la somme des termes compris dans le rectangle de base m,

de hauteur n et dont un sommet se trouve a l'origine, est égale 3

m N
Amn: ) I a..
i=1 §=1 B A

n// m</

v

i m m

Y

<



Dans le cas particulier ol m=n, la suite (Amn) devient une suite de
sommes partielles ne comportant qu'un seul indice. C'est la premidre facon

‘de transformer 1'étude d'une série double en celle d'une série simple.

Sommes partielles en triangle

On appelle suite de sommes partielles en triangle, la sSuite de terme

m m-21

général T = z I a,..Dans N'xIN" 1'ensemble de ces termes se situe
i=1  j=1
dans un triangle rectangle isocéle de cdté m, d'hypothénuse de pente - 1
N
m

o~
¥

La construction de la suite (Tm) ne nécessitant qu'un seul indice,
ceci est la seconde fagon de Se ramener, d partir d'une série double, 3 une

d . .
série simple.

Sommes partielles de "Levin"

Dans une de ces publications, LEVIN [13] propose des suites doubles
partielles de la forme

A= X a,. avec Imn = {(i,j)eN xN |1<ism ou 1<js<n}
mn . ij
(ij)e Imn

Géométriquement, cet ensemble se représente de la facon suivante :




Etudier la convergence d'une série revient donc 3 étudier la limite
d'une suite de sommes partielles pourvu que celle-ci recouvre tout N x N si
chaque indice tend indépendemment vers 1'infini. En fait géométriquement, cela
revient a se construire une suite de courbes (I'n) pouvant dépendre d'un ou de
deux indices telle que chacune des courbes définisse une somme partielle 3 1'aide

P4 4 ” ” * * .
des éléments représentés dans N xIN = compris entre I, et les deux axes du re-

pere. De plus, on supposera que Fn+l ) Pn cad que chacun des eléments de T
n

est aussi element recouvert par le

surface de Fn+l' Enfin nous demande-

rons a Fn de recouvrir le quart de

plan deIN x IN tout entier lorsque n
tend vers l'infini.Et donc & la limite,

la somme des elements de Fn est égale

a la somme de la série etudiee,

Pour fixer les idées, on pourra supposer dans les prochains é&noncés que 1l'on a
choisi des sommes partielles en rectangle, mais ils restent cependant valides

avec le choix de l'une ou l'autre des suites partielles présentées plus haut.

Du point de vue des notations, on supposera que 1l'on étudie la série
[a..] de terme général aij (i,3) eN*x N* 3 1'aide des sommes partielles Amn’

1] 3
(m,n) e x I,

Définition
On dira que la série [aij] tend vers A, si et seulement si,

.y
Ve >0 Wen” Vm,n m>M n>M Amn—A<e
Propriété 1
Le terme général d'une série convergente tend vers O, cad
si Lim A = A alors

m
m,n
T Yeso Wew Vm,n m=M n2M g | <e¢

mn



_10_
Théoreéme 1

Une condition nécessaire et suffidante pour que la série de terme

général a;; converge est que la suite des sommes partielles (A _) vérifie le cri-
mn

tére de Cauchy.

Propriété 2
Une condition nécessaire et suffisante pour que la série [aij] converge
si pour tout (i,3) aij > 0, est que ses sommes partielles en rectangle soient

bornées.

Propriété 3
Une condition nécessaire de convergence d'une série de termes positifs
est : . o

Lim a,. =0 et Lim I a., =0
ive 3=l M joeo  iz1 M

on peut alors en déduire que :

1 J
Lim I a, . =0 5 Lim I a,.=0
e §=1 M joeo i=1
et aussi : Lim a.. <o , Lim a.. =0 Vﬁ em”
i, M o
Lim a,. =0 View
joeo

Avec les notations données plus haut, on appelera :

[e <]
La lizne n : la somme L = I a
n mn
m=1
[ o]
La colonne m : la somme C = I a
mn
n=1
[+ o] [o] [+
avec z Ln = I z amn
n=1l n=l m=1
[= <] [o o] [+ +]
z cC = I z amn si ces sommes existent .

m=1 m m=l n=1
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1'aide d'une

On peut ainsi définir la somme de la série [a..] soit 3
05 ;
o

somme par lignes cad par L Ln , Soit d l'aide d'une somme par colonnes
o0 n=1

cad par £ C_. Chacune de ces sommes peut &tre définie par une double limite,
m=1
en effet chercher la somme de la série [aij] revient d trouver les doubles limites,

si elles existent :

Lim (Lim A ) et Lim (Lim A ).
mn mn
m n n m

m n
Puisque A . z z a,.
m i=1 j=1 1]
m n m n
Lim A = Lim z ( a,.)= I [Lim Z a;. ]
mi i=1  §=1 i=1  n i=1 M
m [e o]
= I [Z a..] si cette limite existe.
i=1 j=1 +J
m @ «© [+
ensuite Lim [Lim A n] =Lim Iz [ % a..]l-= T )} a .
m n U m  i=:1  §=1 3 i=1 §=1
m ‘ n n m
De méme Lim Amn =Lim £ (Z a . ) = X [Lim Z a,. ]
m i=1 §=1 13 j=1 m i=1
n o]
= X [ I a,.] sielle existe.
j=1. i=1
n - ) o
et Lim (Lim Amn) = Lim I [ZI a..l1=1I z a.. .
n m n j=1 i=1 I §=1 im0 M

Ces deux doubles limites ne seront égales que sous certaines conditions.

Remarquons d'abord que (Amn) peut converger sans que ces deux limites existent.
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_ (-1
oM

vers 1'infini n'existe pas.

Par exemple pour Amn qui converge absolument,la limite, lorsque n tend

D'autre part il se peut que l'on ait Lim ( Lim A n) = Lim ( Lim A )
e pwo n*eo M-

sans que la suite (Amn) converge.
En effet, la suite définie par A = T e converge pas puisgue
(m+n)

pour m=n ou pour m=2n, A prend deux valeurs différentes mais vérifie
mn

Lim ( Lim Amn) = Lim ( Lim A n) =0
oo o 0pa me 1

Enfin, pour une somme finie de termes, la commutativité de 1'addition
dans IR permet d'écrire :
m n m

n
A = I a,. = I a .
L 5 U £ S . SO CS RS

Nous allons alors énoncer gquelques propriétés ou théorémes qui permet-
tront d'établir 1'égalité des doubles limites. Avant cela nous aurons besoin de

la définition suivante :

Convergence absolue

Par définition, la série [aij] converge absolument si et seulement si la

série de terme général laijl converge.

Une série peut converger, sans vérifier 1'absolue convergence. Par

(-1)j+l
exemple, posons a,  S———p
il - i-1
J. 2
m n m n ,_.yj+l n _l)j+l
cT 1 oa,=(3 -z ozl qui con-
moa1o§=10 3 i=1 2 j=1 3 j=1 5
verge
m n moy n n '
=z la..] = (2 — ) (2 —) 21 EN qui diverge
mo =3 =1 M i=1 2 j=1 3 4=1
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Ainsi la série [aij] converge, tandis que la série conposée des

valeurs absolues |a.j| diverge.
i

Cette définition va nous permettre d'étudier des séries de termes

tous positifs. De telles séries possédent des propriétés intéressantes.

Théoréme 2

Si pour tout (m,n) a . 2 0, si les lignes et les colonnes convergent,

si de plus la série double converge, alors

e} o] o0 o0
Az=ZL L a_ =1L I a n°
m=l n=1 ™ pz1 p=1 T
=] oo
Autrement dit si pour tout m, pour tout n, L =Z a et C =L a
m - mn n __ mn
. n=1 m=1
existent et si I a,, converge vers A, alors
i:j J ’
o0 0
z Cn = I L =A.
n=1 m=1 ™

Théoréme 3

La convergence d'une série double composée de termes positifs implique
la convergence de toutes les lignes et de toutes les colonnes et l'on a alors
o

r Cc =
n=1 © m

8
8
8

Hn o
o
H
™
™
o))
1
jo -3

Théoréme 4

Si l'une des sommes formée des lignes ou des colonnes d'une série
de termes positifs converge, alors l'autre aussi et la série converge et l'on a

alors o o o ©

I ¢ = I L =1I L a = A,
= =1 m m=1 n=1 mn
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Ceci peut encore s'exprimer de la fagon suivante :
(o]

Soit [aij] une série de termes tous positifs. Supposons que I Cn existe alors

© n=1

z L existe aussi et la série double converge et on peut écrire
m=1

La propriété reste valide si 1l'on inverse les rdles joués par les

lignes et les colonnes.

Puisque nous étudierons ensuite des procédés d'accélération de la
convergence de séries doubles, il nous a semblé utile d'énoncer ici quelques
résultats d'approximation et plus particuliérement une méthode d'évaluation de

l'erreur commise lors du calcul de la somme d'une série [14].

Supposons que l'on veuille calculer une approximation de la somme de la

série [aij] ol chacun des termes aij est supposé strictement positif.

o] [o]
Considerons 1a série double, supposée connue, B = I z b, ..
j=1 i=1 1)
Posons i+j = k
Lim b,. b, _
puis Py Eil = A et Lim gil = A,
i3 w243
_ bo.
Dans le cas ou A = A , nous avons Lim gil = A,
: koo 313
Soit R le reste défini par :
[+] [e] m n
R = L z a.. - I a,. = A- Amn = le + rln + Pmn
mogz1 o9=1 Y i=1o4=1 M
© n m © © ©
o0 T = I I a. ;T =I I a r = 1 )
. R [ E - a..
izm+l =1 Of iz1 j=n+1 Y T iemel j=nel M



Y

La partie hachurée représente Rmn'

-

m n

Posons C =B -B oi B =z I b...
mn mn mn ._ .- ij
i=l 3=1

Alors nous avons les résultats suivants [14]
1,810 C _<s 4+ %& >N et A> 0 la serie L L dij converge,
mn =

2, S1 = < C <0 &% >N et A< 0O la serie T I a,. converge,
) mn ij

3. Si A et A sont des valeurs finies et de méme signe, et si

¢ =+ o alors la serie ¥ I a.. diverge,
mn 13
4, Si0<C <+ Vih>Net w<A<+met &=+,
. n A
alors la serie T I aij converge,
5'Si—oo<cmn<0 Vn>Net—°°<7\<Oet§_=-°°s

alors la serie ¥ I aij converge,
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Lorsque la série I I aij converge, on peut encadrer le reste R de

la fagon suivante :

C < < C
mm mm
Rinm
inf bij > > Sup bij
itjzm %y itjzm %y
lorsque A = + © ou A = -» (ou encore N o)
le !
mm
R <
mm
inf -
13
i+jzm .
1]

Dans la pratique, on peut choisir bij par différentes méthodes. Par

ib,.=a, .., -a, . -a, ... ta,.
efemple, St P45 itj,j+1 a1+l,j i,j+l 13
teés - précédentes que :

, on peut déduire des proprié-

la série I I a,. converge si Lima__ = 0 et A = Lim bij > 0

=2

et la série diverge si A = Lim Ei— <0
itjme Tij

Le reste peut alors &tre encadré par

aml Im mm 11 R aml 1m mm all

A

itjzm 84 itjzm o %4
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OPERATEUR §
' 194

Lorsqu'on étudie l'accélération de la convergence de suites, il est

souvent utile d'introduire 1l'opérateur A défini sur une suite simple (Sn) par :

A s = Sn+1 - Sn' On montre par récurrence que cet opérateur vérifie la propriété
r ) i i *
As = I (-1D" ¢l s . ol re N
n._ r “n+r-i
i=o
avec A"s = (A"t s ) =a"t (as).
n n n

L'idée de ce paragraphe est de généraliser cet opérateur qui serait
applicable 3 des suites doubles. Aprés l'avoir défini, nous en présenterons quel-
ques propriétés, puis 1l'appliquerons & des sommes partielles particuliéres. En-
fin, 4 1'aide des exemples traités, nous illustrerons géométriquement 6k? (Amn)

.

par le "bord" de A .
mn

Définition
Si (amn) est une suite réelle double, l'opérateur sz sera défini par :

6kﬁ (amn) - am+k,n+/€ ~ %mn ¢ (k,£) €N x N

Propriété 1

Pour tout k,Z,r,s,€ IN sz. 6rs = 6rs' dkﬂ
Demonstration
Se - Cs B T Sy Csr.nes ~ un
= 8, (am+r,n+s) - S, (a )

a - a - a a
m+r+kK,n+5+4 M+> ,N+S m+k,n+l * %n

( (

a -a )y - (a a
m+r+k,n+s+f m+k,n+l m+> ,0+S mn)
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rs (am+k,n+£) " Sps (Bpp)

Srs (am+k,n+£ " )

= %s' %z(%m)
Progriété 2
Y

£ =
EN ) 8 + 60£+ 1) 'do£

? ke ko ko
Dénonstration
dko (amn) - am+}<,n - am,n
602 (amn) = am,n+£ - amn

Gko : 602 (amn) - 6ko (am,n+£ ~ %mn

a - a - a + a
m+k,n+d m,n+fL m+k,n mn

d'ou en sommant membre 3 membre, on obtient :

8o (apn) t 502. )+ 6ko'soﬂ (amn) - am+k,n+1’. " %%m " kl.(amn)

d
ko mn ( mn

ProEriété 3
i

r .
r _ i
ékl.(amn) - iio (-1) Cr am+(r-i)k,n+(r—i)£. V& en”

Démonstration

Raisonnons par récurrence. Pour rz1l le membre de droite est égal &

a - a . La relation est donc vraie.
mik,n+L mn

Supposons la vérifiéed 1l'ordre r, cad que 1l'on ait

r .
.7 _ i
Oxe (amn) =z D o it (r-1)k,n+(r-1) ¢

r+l _ r
Calculons 6k£. (a ) = 6k£ (dkK amn)
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r

r . .
=z (-1r et o . -z (-ntcd
izo r “mt(r+l-i)k,n+(r+1-i)L izo r Cmt(r-1)k,nt(r-1) £
r . r+l . .
=z (-1)*ct a . np -z (_1)1-1 ctl,
izo r m+(r+l-1)k,n+(r+l-1)Z iz1 r dm+(r+l-i)k,n+(r+1—i)£
T i.i i-1 °
=3 (- et +cityg : o+ (-1 ¢l
i=1 r r m+(r+1-i)k,n+( r+1-1i)% (-1 Cr am+(r+lM<,n+(r+l)2
+ (_l)r+l CI’ a
r m,n
f;l(JJicl a
i - r+l  “m+(r+l-i)k,n+(r+l-i)4L

La relation de récurrence est ainsi établie.

P

ProEriéte 4

r\—
8 ,=(5 +6,+ 8 .602

)r
ko ox ko

Ceci résultede la commutativité de 1l'opérateur 6.

Applications & quelques sommes partielles :

ExemEle 1

Sommes partielles en rectangle.
Soit (Amn) la suite des sommes partielles de la série [aij] définie par

m n
Amn = Z L a..
iz1 §=1 *J
Calculons 5ko (Amn) = Am+k,n - Amn
m+k n m n
=z I a..- 2 z a,.
i=1 §=1 *¥  i=1 §=1 B
m+k n
= I r a
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- 19 =

6 -
ol ( mn) Am,n+£ Amn

m nt4

=z LI a

izl j=n+1 17

m+k n+f m n+f
6ko'do£ (Amn) z _§ . z aij - I I a..
i=1  3=n+1 i=1  §=n+1
m+k n+f
= I z a..

i=mtl  j=p+1 I

De fagon géométrique, ces quantités peuvent se représenter de la
fagon suivante :
S

n+l /j//://, 77— ?,‘/ 77 e
6
n 602 (Amn) //' &p_?gﬁ.ﬂfmn.
Amn 6ko (Amn)
AV \
Y4
m m+k
La partie hachurée représente Gkﬁ,(Amn) puisque
6k£ - 6ko * 602 + 6ko'60£
Exemple 2

Sommes partielles de Levin.

La suite des sommes partielles de Levin est ‘définie par

A = Z Qe ol Imn = {(i,j)e;m*zli <mou j < n}
(i,1Yer ¥
mn

ce qui peut encore s'écrire

© n-1 m-1
A =z z a.. + Z

mn l:l j:l l] i:l j ij

It ™ 8
[o]]
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AN = -
d'ou 6ko Amn mtk,n Amn
m-1+k o m-1
= I z aij - z
izl 5=n =13
mtk-1
=z I a,.
- . 1]
i=m j=n
© nt{-1
o€ “mn - .§ .§ aij
i=m j=n
o n+{-1 o
6k0.60£ (Amn) = z a.. - &
i=m+k j=n +J i=m
m+k-1 nti-1
= - I z a,.
i=m j=n 1]
avec 6k£'= 60£'+ 6k2.+ dko . 602

[oo]
z a..
=n 13
n+f-1
z aij
J=n

Géométriquement, nous aurons les ensembles suivants :

e

n+l

- are e - -

n+d

n

‘ Aiéol (Amm);:::
P RV
A /l
mn :
] /
1
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| \
e N

kz (Amn)

e > on e =n wn
Y. =

A
mn
N . \
K4 ~7
m mtk m mtk
Remarque sur les sommes partielles en triangle
m  m-i+l
Les sommes partielles en triangle sont définies par Am =X z a,.
izl j=1 1)
o] o
Elles permettent de calculer la série double I I aij d l'aide d'une
i= j=1

suite de sommes partielles simple, cad ne dépendant que d'un seul indice.

Si 1'on applique l'opérateur A d une telle suite, on obtient :

AAm = Am+l - Am

. a,.
1=1 j=1 i=]1 j=1 1]
= ? [m£l+2 a m£i+1 m+2-(m+1)
_ ~ 15 a..l +
izl j=1 N T i] 521 Cmt1, 5
m
= Z a .
i=1 1,m+2-1 m+l,1
m+l
= I
i=1 i,m+2-1
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Ainsi, on remarque que AAm est la somme des termes dont les co-

ordonnées (i,j) vérifient i+j=m+2 ol 1 < i < m+l.

Géométriquement DA représente le "bord"

de Am, tout comme si l'on représentait les

—
4l

points d'une suite (Sm) sur un droite,

mt+l
AS =8 - S_ serait le bord si 1'on pose
m m+l n

m
m S, © Z u,
i=1 *

AA
m m+1 m
AS = % u, - I u, =
A mooLg 1 ;=1 ¥ m+l

De méme si l'on revient sur les exemples

précédents, géométriquement 6k£ (Amn) est

m mtl aussi le bord, aussi bien pour les sommes
partielles en rectangle, que celles de
Levin.
Si l'on ne considére que les termes qui "touchent" Amn’ i1l suffit de calculer

Gll (Amn) = Am+1,n+l - Amn'



kkkdkkkhkhkkkhkkkkkhkkkk
dhkhkhkkhkhkhkkhkkhkhkrhkhkkhkk

CHAPITRE 11 %

hhkkhkhkhkkhkhkkhkhkhkkhkhkkk
khkhkkhkhkkkhkhkkkkhkhkkhkkk

55k 5 % %% %
* %

MEILLEURES CONVERGENCES




- meilleures convergences et accélérations

- vitesse de convergence.

Le second chapitre définit les meilleures convergences, la vitesse

de convergence.

La comparaison de la convergence de deux suites doubles nécessite
que l'on se définisse des critéres de meilleure convergence et d'accélération.
On parlera parfois de 6k£-accélération. Les propriétés étudiées sont une géné-
ralisation de celles déjd connues sur les suites simples. On définira également

1l'ordre de chacun des indices et l'ordre de la diagonale.

Puis la définition de la vitesse de convergence sera donnée de fagon
plus explicite, cad de maniére 3 pouvoir en calculer la valeur propre a chaque
suite. Aprés quelques propriétés de cette vitesse, on parlera de convergence super-

linéaire, puis de convergence uniforme.
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MEILLEURES CONVERGENCES ET ACCELERATIONS

Nous avons voulu ici généraliser, 3 1'aide de 1'opérateur 6k£’

les propriétés connues sur les suites simples utilisant les symboles de Landau.
Dans toute cette partie, on se donne deux suitesréelles (amn) et(bmn)

qui seront supposées converger vers O. Nous demanderons de plus & chacun de leurs

termes de ne pas s'annuler.
Rappels
. On écrit que l'on ab = 0(a_) si et seulement si
mn mn
*
K € R WeN  Vmpna2N |B | <K|a]
. Onnoteb =9(a ) si et seulement si
mn mn

Ve>0  aw(e)emw  VmnaN(e) [b |<cela |

Meilleures convergences

. Par définition, on dira que (bmn) converge mieux que (amn) si et

seulement si

e Vin,n > N

. On dira que (bmn) sz- converge mieux que (amn) si et seulement si

. S, b
INeN Vin,n 2 N M m )y

ok@ gmn
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Accélération de la convergence

. On dira que (bmn) converge plus vite que (amn) si et seulement
sib =0 (a_)
mn mn

)

R - Pl Pd - ” - L4 6 =
La 6k£ accélération sera définie par 1P bmn o (sz amn

Propriété 1

Si (amn) est monotone, si l'on a la Gko—accélération et la ¢

ol
accelération é zo i —accélé i
alors K2 (bmn) (dkﬂ amn), autrement dit on a la 6k& accélération

Démonstration

Celle-ci ne sera rédigée que dans le cas ou (amn) est croissante.

Si 1l'on suppose que la suite (amn) est décroissante, les calculs sont analogues.

On suppose donc que pour tout (m,n)
a -a _ 20
m+k ,n mn

et

a - a
m,n+L mn

v
@]

La 6ko—accélération permet d'écrire

Ve, >  I(gy) em  Vmn=N(e)  |b

- | < ¢
mtk,n+l bm,n+!‘

a - a |
o l m+k,n+L m,n+L’

et pour 1€ méme €
P o

IN' (€o0) €W Vm,n 2 N' (e0) |b bmn|< €] a

- - a
m,n+{ m,n+l mn

puisque (bmn) converge éot-mleux que (amn)
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¢'cl en sommant : V’eo >0 HNl N

4 1 Max (N(eo), N' (eo)) V;,n >N

1

lqn+k,n+£ B 2n,n+£l * |bh,n+£ - bmnI <& |:'Iam+}<,n+£ - am,n+£I + ’am,n+£ - amnl]
or lam+k,n+£ - am,n+£l t |am,n+£ T %! T am+k,n+£ - am,n+£ - am,n+£ - amn
" Cnek,nel T Gmn Ia'm+k,n-|—1’, " %nn
puisque que (amn) est monotone croissante
de plus Ibm+k,n+£ - bmnl = ‘bm+k,n+£ - bm,n+£| M ‘bm,nﬂ’_ “ b
par suite lbm+k,n+£ B bmn| <% ldm+k,n+£ - dmnI
autrement dit 6k£ bmn = o (sz amn)
Proprieté 2
= = ——J =
Vk,e enw b =0 (a ) = Borkon = 0 G Bovkonet = 0 Coixoneg)
= — = = = 0
bmn 0 (amn) bm,n+£ 0 (am,n+£) bm+k,n+£ (am+k,n+£)
et si k et £ sont finis
= 4 =
qn+k,n+£ 0 (am+k,n+£) bmn 0 (amn)

ce qui signifie, si k ¢t £ sont finis, que les 4 egalites sont equivalentes,
En particulier pour k=£=1

= = = : ) =D = T
bm,n 0 (amn) bm+l,n 0 (dm+l,n) 1:’m,n+l 0 (am,n+l)

bm+l,n+l =0 (am+l,n+l)
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Demonstration

Supposons que l'on ait b,=0 (amn) cad qu'il existe un reel

k()strictement positit tel qu'a partir d'un certain rang N, l'on ait

qnnl < &) |amnl'

Si m 2 N, & fortiori, pour tout entier k, m + k > N d'ol l'inégalite

. < oy
reste vrale si l'on remplace m par m + k cad l%n+k,n| < K0 [am+k,n|

)

donc bmn =0 (amn) == hﬁ+k,n =0 (am+k,n

De fagon analogue, sur le deuxieéme indice, on montre que

bm+k,n -0 (am+k,n) bm+k,n+£ =0 (am+k,n+£)
et
tﬁn =0 (amn) bm,n+£ =0 (am,n+£)

et le début de la démonstration valide l'implication

(a ) 0 (

b m,n+l

m,n+4 =0 bm+k,n+£ - am+k,n+£)

considérons maintenant deux entiers k et £ finis tels que

bm+k,n+£ =0 (am+k,n+£)
ce qui signifie que
EL ]R*+ e N Vﬁ,n z N |bm+k,n+£l <K Iam+k,n+£|
puis si on pose N, = N + Max (k,£)

1

Vhon 2 N, B | <K |a_|
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d'ou o ( ) = b =0 (amn) si k et £ sont finis,

t)m+k,n+£ - am+k,n+£’_ mn

De fagon analogue, on montrerait

Proprieté 3

b =o(a) - b = - }
mn mn m+k,n ° (am+k,n) m+k,n+l ° (am+k,n+£)
b = 0 (a =2 b =0 =
mn ( mn m,n+f (am,n+£) = bm+k,n+£ © (am+k,n+£)
et si k et £ sont finis
=0 _ =0
bm+k,n+f_ (am+k,n+ﬁ) bmn (amn)
Propriété 4
bmn = O(amn)
= b = o(a_)
= O L
am+k,n (amn) m+k ,n mn
J
- 3
bmn - o(amn)
D =0
a =o(a ! bm,nf@ (an)
m,n+{ mn
J

Démonstration

Les rdles joués par chacun des indices étant similaires, nous
ne ferons la démonstration que de la 1lére partie de la propriété, puisque
la seconde reste analogue et sans difficulté supplémentaire. Ceci sera valide

pour les démonstrations des propriétés suivantes.



bm+k,n = O(am+k,n) pour tout k, cad
JK N e W \V(n,n 2 N |bm+k,n| <K Iam+k,nl
or, par hypothése, Ve > o aNl(s) e N Vo> Nl(E)
d'ou Ve > o Ny N, = Max (N,Nl(&:)) \74n,n 2 N
autrement dit bm+k,n =0 (amn
Propriété 5
= A
' am+k,n O(amn)
b _ =oa ) : bm+k,n :ca(amn)
mn
J
- )
* %n,ntd O(amn)
= . =0
b =o(a ) - bm,n+/L (amn)
mn
J
Démonstration
=0 == =0
bmn (amn) bm+k,n (am+k
ce qui peut encore s'‘écrire
Ve>0 nem Vio,n 2 N 154k, <€

Supposons que l'on ait bmn = O(amn) donc, d'aprés la propriét

- 30 -

or

Iam+k,n|< lamn

Ibm+k,n

| d'aprés 1l'hypothése d'ol

| <ex o]

P

e 2,

n) d'aprés la propriété 3
3
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Propriété 6

: am+k,n - O(am )
b =0(a ) LT Prye,n T 003
mn mn
)
3
: am,n+£,_ O(amn)
b =o0(a_) ( bm’n+£ - O(amn
mn mn
J
Démonstration
Puisque lam+k,n| <K la | et I§n+k,nl < Ky lam+k,n| on en deduit
I m+k,n|' Kl Ko l mn‘

Ordre du ler indice

on dit que l'ordre du ler indice de la suite (amn) est ry si et

seulement si par définition = r1 r1 -

o) ion, am+l,n O(amn ) et a - O(am+1,n)
ou encore, si a 0 V@nx1

mn
JA. . B O<KA <£B <4 A<I_M<B
1 71 1 "1 1 r - 1
| a | "1
mn

Ordre du 28me indice

On dit que l'ordre du 2éme indice de la suite (amn) est r, si et

. ' r r

seulement si : a =0 2 2
m,n+l (amn ) et “mn = 0(a )
m,n+1l

ou encore, si an £O0 \éun

a
3 A, B 0<A2s32<+°o As._J_M*il_sB

o2 2o
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Ordre de la diagonale

On dit que l'ordre de la diagonale est r si et seulement si

_ r
Cmtl,n+l - o(amn ) et a

Propriété 7
L'ordre du premier indice, s'il existe, est unique,

1l'ordre du second indice, s'il existe, est unique.

Démonstration
Par hypothd osons a o(a_ 1y 1
ar othése so = 0(a -
yp ) m+1,n mn et a =0 (am+l,n)
Supposons qu'il existe P, tel que 1 7 r, et
- P Py -
am+l,n o(amn L) et amn 1 O(am+1,n)
montrons alors qu'on arrive a une contradiction,
!
r r
. 1 ; 1
(l) | m+l,n| Kl Iamn' et ldmnl 2 I m+l’nl
P P
1 . 1
2
(v) | m+l,n| 1 | nl Idmn‘ C2 I m+lanl
r r -p
1 s ‘o < 4 1 1
am+1,nl Kl Iamnl d'apres (1), d'od Iam+1,nI Kl | mn|
2 ry-P
‘ . 1 Y 1 1
or drapres (4) Iamn| < CQ Iam+l,nI d'ou |dm+l,nl < K1 C2 !amnl

d*cl en divisant chaque membre par |a
m+l,n

| 20
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or la suite (amn) est une suite que l'on a supposée convergente donc

Lim a nc 0, d'ot la contradiction,
m,n O
AT
p, -~ D r p. - I
1 1 1 1 1

m+l,nl Cl Iamnl Iamnl < C1 K2 Iamn| Ia'm+l,nI
d'ou
| Py~ %y

1<c K, Ja | ce qui est impossible

donc P, =r

1'unicite de l'ordre du 29 indice se démontre de fagon similaire.

Proprieté 8

Si l'ordre du premier indice est r., l'ordre du second indice

l’
est r, alors l'ordre de la diagonale est r, T
Démonstration
r r
1 1 '
vﬁﬂlz Nl |am+lﬂJ < Kllamnl et. l mnI Kllam+lJJ
V& r2 r2
1
02 N, Iam,n+l| <K, ]amnl et | mnl <K Iam,n+1l
r

(1) permet d'écrire |a d'aprés la propriété 2

1
m+l,n+l| < Kl am,n+lI

(1)

(2)



a'ou d'aprés (2)  |a

ou encore a
m+

De plus, d'apres (1), |amn| 5

et d' aprés (2)

.t alors en déduire |a
on peut en | -
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m+l,n+lI <K

Yy
< K!

Iam+l,n| 2 Iam+l,n+ll

r
I 12

ce qui peut encore s'ecrire a

mn

2 |am+l,n+l|

r
1 2 _ )
=0 (am+l,n+l)

par consequent, l'ordre de la diagonale est rl r2,

Propriete 9

si 3kx,£ tels que
Pk, ntd itk .n+l
Si Lim ——2—"— = Lim mitx,ntt
m,n mn m,n *mn
b S8 , b
alors Lim 22 = Lim _ k& mn
m,n ®mn m,n 6kﬁ a

afgl

si ces deux derniéres limites
existent. (Si l'une des deux
existe alors l'amtre existe

également).
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Démonstration
b 2
8 b - _mk,ntt g
kg “mn bm+k,n+£ _Pmn bn b
o) a a _ = X
k€ “mn mtk,n+L " pp mn mk,ntl
a
mn
bm+k,n+2
5 -1 s
or Lim n = t S 1 N N . k£ bmn .
3 7 = 1 d'aprés l'hypothése d'od Lim = Lim
m,n _mtk,n+< 1 m,n k& amn m,n
a _
Propriété 10
b = 0§
mn ( kL bmn)
= 6 ,a =0(6
a = 0(b ) k& “mn (kz bmn)
mn mn
Démonstration
- z 2 ] - o2 L
de a = 0 (bmn), on peut déduire d'apres la propriété 2,
que
ik ,ntl - O (b, ne)
d'ol
Stk ,n+L =0 (6k£ bmn * bmn) car bm+k,n+£ = Gkﬂ bn * P
=0 (Gkﬂ bmn) to (bmn)
= = )
or bmn 0 (6k£ bmn) done 0 (bmn) 0 ( |94 bmn)
par conséquent a ik, n+l =0 (6k£ bmn

enfin sz a

= a - a
m+k ,n+L mn

=0 (6 2 bmn) -0 (bmn)

k

° (Gkﬂ mn

mn

a
mn
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Propriété 11

bmn = O(le.bmn)
- _— =0
a = o(b ) Gkﬁ a (Gkﬂ.bmn)
Démonstration
8 a = a - a
k£ “mn mt+k ,n+L mn
avec am+k ’m£ =0 (bm+k,n+£) puisque amn =0 (bmn) et la propriétée 2
=° (6k£ bmn +bmn)
= o (sz bmn) + 0 (bmn)
= o . =
(6kz bmn) puisque b =0 (8, p b )
1o =o(§ -
d’ou 6k£ amn (6k£ bmn) amn
= - 0O (b )
° (5k£ bmn) mn
- ° (dkf bmn)
Propriété 12
Si Lim a . = Lim b =0
m, N> m, mn

Si (amn) est strictement croissante (et négative)

ou (amn) est strictement décroissante (et positive)
S, , b
k£ “mn bmn

alors Lim —m——— = ¢ entraine Lim 3 = c
m N+ ) a m,n=>® mn
? k£ “mn ?

que ¢ soit fini ou non.
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(p)
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Démonstration

Elle ne sera faite que dans le cas ol la suite (am ) est stricte-
n
ment croissante.

On a alors >0 et a partir d'un certain rang N

a -a
m+k,n+£ mn

bm+lef£_bmn

< c+€

a -a
mtk,n+ “mn

alors (a ) (c-€)<b bmn < (c + ¢€) (a

- a - -a )
mtk ,n+l mn mtk ,n+L m+k ,n+d mn

(1)
Ces inégalités restent vraies si 1l'on remplace m par m + k, puis

par m + 2k, etc...... et simultanément n par n + £, puis par n + 2£, etc....

cad (a 2) (¢ - €EY<D

- - <
m+2k,n+2 ~ “mtk,n+ m+2k ,n+24 bm+k,n+£

)

) _ .
(c+2) (a o n4op gk ,n+l

( Z)(C’E)<b

am+pk,n+pﬂ - a‘nw(p-l)k.,rrk(p«l) m+pk,n+pl bm+(p-1)k,n+(p-l)£

<lc-8) (am+pk,n+p£ - am+(p-1)k,n+(p—l)£)

puis en sommant membre & membre ces p lignes, on obtient :

( a )(c-€)<bp < (c + €) (a
mn

®mtpk ,n+pl m+pk,n+pl bn mipk ,n+pl ®mn

faisons tendre p vers 1'infini, la convergence des suites (amn) et(bmn) vers

O permet alors d'en déduire
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-a (c-€) < -bmn < -a (ct+€)

d'ol en divisant par -a qui est positive

b
c ~-€&X< <c t €& ou encore a0 c | <E
mn *mn
6k£ b
Si ¢ est infini, alors b@ >0 INEW b@,n >N & Th
skl “mn

donc cette inégalité reste a fortiori vraie si 1l'on change (m,n) en

(m+k,n+f) en (m+2k,n+2€) jusqu'd (m+pk,n+pl).

En additionnant on obtient bm+pk,n+pﬂ -b >A (am+pk,n+p£ -a

mn

Lorsqu'on fait tendre p vers 1'infini, il reste - bmn > A (- amn)

b
mn .

ou encore = > A\V%,n = N.
mn

> A

)
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VITESSE DE CONVERGENCE

Nous ne pouvions terminer ce chapitre, sans parler de vitesse
de convergence. Cette notion intuitive lorsque l'on compare deux suites n'a
cependant été définie que fort tard. C'est en nous inspirantd'une publication
de BREZINSKI [5] que nous avons repris ici les définitions et certaines
propriétés généralisées;aux suites doubles 3 l'aide de 1'opérateur § , défini

kL

précédemment.

Définitions
Si (amn) est une suite réelle double qui converge vers a, une
fagon de mesurer l'erreur commise si l'on considére a . comme approximation
de a est de calculer la quantité : e = -log Ia -a].
mn 10’ "'mn
-5
= 3,45 10

En effe SnNons ar mple a_ - a
n t, prenons, p exempl mn on

logy, (a -a) = -5+ loglo 3,45

Nous voyons donc que si Iamn '61 est exprimé sous la forme x.107P
ol x est un entier compris entre O et 10, la partie décimale de e estla
valeur loglo x et la partie entiére de € n nous donne une indication sur la

position du premier chiffre non significatif dans a ., par rapport a a.

A partir de la définition de em? °0 définira la vitesse de
(amn) associée au couple (k,£) ol k,f sont des entiers fixés par :

sz (amn) = sz (emn)

a -a
m+k ,n+l

= - log
10 a - a



n+f

de méme, on posera
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L§Y4 (amn) ) Vkﬂ (am+k,n+£) - Ve (amn)

pour accélération de (amn)

Propriété 1

ke (amn) * Yo (am,n+ﬂ) VoL (amn)

Démonstration

- Voﬂ(am+k,n) * Vo (amn)

En écrivant l'expression de sz (amn) d l'aide de la définition

de la vitesse de convergence, nous obtenons

Vkﬁ (amn)

= - logy,

= - loglO

Interprétation géométrique

a - -

m+k,n+'@ a am,n'ff. a
- log10 _—

a - -

m,n+d = @ a - a

a - a -

m+k ,n+2 - loglO mtk,n 8

a

mtk,n ~ @ a =-a

mn

am,n+£
a
V7P m+k ,n+{
a 2 am+k,n
mn
—
m mtk

La vitesse V a ue l'on
kL ( mn) 4
peut représenter par le vecteur
ui vadea & a sera donc
4 mn m+k,n+£
égal 34 la somme vectorielle de la
vitesse qui va de a__ 3 a »
mn m,n+Ll
et de celle qui va de a a
q m,n+{

am+k,n+£'

Pourtant, cette interprétation ne
signifie pas que deux vecteurs
paralléles et de méme longueur

soient égaux.
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En effet, de fagon générale, on a

Vo£ (amn) 7 Vo£ (am+k,n)

- al > |a - a

a
| mtk ,n+l m+k' n+2!

Propriété 3

Soient (tmn) et (amn) deux suites réelles doubles que l'on

suppose converger toutes deux vers a;

t -
mn "3
a -a
mn

On pose R.mn =

. . . N V
Une condition suffisante pour que V&,n Vk@ (tmn) > kZ.(amn)

est que la suite(Rmn) soit une suite décroissante

Démonstration
t - a a - a
Voot )>V (a ) o m+k ,n+f < m+k ,n+l l
k¢ ~ mn kg mn + - a a. -a
mn
tm+k,n+l7. - a < Yon 2
o a
“mtk,nel ~ @ mn ~ &
<> - a
Rm+k,n*£ < Rmn

Autrement dit pour (k,2) fixé,\Vg,n Vkﬂ(tmn) >V

a Vﬁ,n

a t équiv t
K ( mn) est équivalen

<R . - é../ ” - .
Rm+k,n+£ 0 Ce qui est vérifié lorsque (Rmn) est décroissante

Pour (k) fixé \%n,n R

m
Vix,e) Voo r

m

<R n'est pas équivalent &
skonte SR P quivalent a

< . z . . . Pl k3
+i ,n+l Rmn qui est la définition de la décroissance de

(R_)

mn
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Lemme 1

Soit (aij)une suite réelle double telle que pour tout i, pour tout j,

Vi e
aij £ 0 3 elle vérifie ai+l,j+l x aij = ai+l,j X ai,j+l i, €N (Rl)

si et seulement si il existe deux suites (Ui) et(Vj) telles que aij:Ui x V.

J
Démonstration
Supposons que aij = Ui X Vj alors
341,541 ¥ 333 T Uppn X Vyep X Up 2 Yy
FUgpg x V) U x Ve ) =) %3 50

réciproquement : supposons que (aij)-vérifie la relation (Rl)

f1+1,3 * 21,941

écrivons alors

ai+l,j+l = 3 puisque aij #0
ij
s I O B S PR R
i,j+1 a
i-1,3
. _ 2.1, ¥ %0941
i-1,3+1
a. .
i-2,3
s 22,3 %1 4m
72,541 5
1,3

puls en multipliant membre & membre ces inéquations, on obtient aprés simpli-

fications a % a
a - it+l,J 1,j+1 (R.)
i+1,3+1 2
a., .
1,3

Géométriquement, les relations (Rl) et (R2) peuvent se représenter par
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N *
3+l i+l
: ;I“T j ;
N A\
rd rd
i i+1 1 i i+l
(R) 41,4 % 441 R : a I L2 0% I P
1 441,541 27 F 841,941
a, . a N
1] l’J

en remplagant a, avec une expression tirée de (RQ) dans (R2), on a :

i+1,3
. G1,541 %1,5 X %e1,9-1 0 P15+ % %1541
a. . = X -
i+1,3+1 al .
> 81,5-1 %1,5-1

en continuant 1l'opération, cad en remplacant dans le membre de droite
le terme qui dépend de i, on montre que

a, . X a,
a - 1,3+1 i+l,1
i+l,j+1 i+l j+1
811

Ceci revient & consider la lére colonne (a, ) comme une suite simple

i1

(ui) et la lere ligne (ai j) comme une suite (vj)
b

alors a,. = ——4 =U, xV. ol l'on intégre le coefficient a
i] ' i J 11

dans U, ou V..
1 J

Lemme 2

a. . X a, . a, . X a, .
.. _ Cit+l,j i,j+1 - __it+k,3 i,j+ ¢
Vl,] 3541,541 - alors \/k.li 4k, 3+ L7 -

ij iy
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Démonstration

Ecrivons = a. . X a, .
it+l,] i,j+1

a .., xa,.
i+l,j+1 1]
puis si 1l'on change i en (i+l), et ainsi de suite, on obtient les équations

sulvantes

Bi42,9+41 ® %41, T Fie2,5 ¥ %+1,01

Bi43,5+1 F Fi42,5 C %413 * %He2,501

B4k, 541 Fivk-1,73

T 34k,5 % %i4k-1,941

on obtient alors, en multipliant membre 3 membre ces équations

qi4k,3+1 F %19 T a4k, X %L,941 .

puis il suffit de ré-écrire cette équation en remplagant j par jt+l et
ainsi de suite jusqu'a j + £

B4k, 342 F 1,541 T ek, el X 04,542

ai+k,j+3 % ai,j+2 ai+k,j+2 % ai,j+3

B4k, ¥ A 40-1 T Pk, 3eL-1 % %1 54l
d'cl en multipliant, aprés simplification, on obtient
B4k, 3+ * 35 T ek, T %4, 34

I1 est bien évident que la réciproque est vraie puisque
si (aij) vérifie la relation précédente, alors k=£=1, on retrouve

241,45+ * %15 T %41,5 ¥ %L1
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Géométriquement on peut écrire :

N
j+£ T
|
!
] SRS |
AN
r 4
i itk

Propriété u

V&,ﬁ a

. ..pXa,. Ta, . ,x%xa, . équi a
i+k, 3+ 13 1,542 14K, 3 est équivalent a

a,. = U, xV,
ij i 3
Ceci découle directement des lemmes précédents.
Propriété 5

Voﬂ(am+k,n):vo£(amn) Vko(am,n+£):vko(amn) lamn-a| ) Um % Vn

Démonstration

a -
m+k,ntd ~ 2

Vol,(am+k,n) = - log a - a
m+k ,n
a - a
- m,n+f
et Voﬁ (amn) loglo _—
a_ =-a
mn
a -a a -a
- m+k ,n+f m,n+l .
donc Voﬂ(amn) = Voﬂ(am+k,n) — 3 ' . e
mtk,n ~ 2 mn ~ 2
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a

a - a -
m+k,n+£ = _M__. < \'4 (a ) =V (a )
ko m,n+£ ko  mn
a - a a - a
m,nt{ mn
— a ' -a|x fa -al=la - a a - a
| m+k ,n+£ | = | inve! =1 m,n+L - | x I mtk ,n
or si on pose |a -al=z »r
P | m+k ,n+{ | mtk,n+ L
Cela équivaut & r Xr =71 X T
q mtk,nt+f mn m,n+l mtk ,n

ou encore, d'aprés la proposition 4 ro Um x Vn

Proposition 6

] (o} =
Vo, eR az 0V (aa +B) =V, (a )
en effet si (amn) converge vers a, (o amn+8) converge vers Oa+B , d'ol :

1% 3 e B-0a-f I H 3)

a -
mtk ,n+d

sz (amn + B) = - log10 = - loglo‘

loa +B-0aa- B| aa_ - a)

I

Définition
On dira que (amn) est 3 convergence super-linéaire si et

seulement si

W(x,L) # (0,0) (

_a): -
®mtk ,n+l ° gamn a)
Propriété 7
On suppose que (amn) converge simplement, horizontalement

et verticalement alors (amn) est d convergence super-linéaire si et seule-

ment si
a -a a - a
. m+l.n . m,n+l
Lim —_—2—— ! = Lim 2 =0
m, N+ a -a m, n>® a -a

mn mn
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Démonstration

Supposons que (amn) soit a cenwergence super-linéaire, cad

a - a
VE >0 dM(e) Vm,n > M(e) mtk ,n+é

a - a
mn

<

€

ceci étant Vrai\%k,ﬁ (k,£) # (0,0), choisissons k=1 et =0 pour obtenir

a -
Lim mtl,n = 0 , puis k=0 et £z1 pour avoir Lim
m,n a -=-.a m,n
mn
Réciproquement
a - a
Va >0 -]Ml(e) Vm,n 2 Ml(e) mtl,n <ge
a - a
mn
donc pour € fixé
. a - a
(Y Vonaw |mH ) U/
a_ -a
mn
I_am+2,n "R < /2
am+l,n - a
a - -
mtk,n ~ 2| 12K

qmtk-1,n " 2

donc si m,n 2 Ml(el/zk

a = a
_mtk,n | o 172
a - a
mn
de méme, on a
a - a
Ve so 3 M (e) Vm,n 2 M, (€) —mntl

mn

a —
m,n+l

a

), en faisant le produit , on obtient

mn

a

a

o
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d'ol pour £fixé

£ a - a
am, (/%) Va,n > M2(€1/2£) _myntl © 5| 1/28
a_ -a
mn
- a
m,n+2 < e1/2ﬂ
m,ntl ~ ¢
- a 5
m,n+l | < M2
“m,n+f-1 ~ 3|
a - a
d'od m,n+f < gl/2
a_ -a
mn
donc puisque mtk2m
a - a
l m+k ,n+L < 12
am+k,n -
d'ol pour € choisi, si on pose M = Max(Ml . M2) s V&,n 2 MO
o
a - a a a
mt+k ,n+l x m+k ,n <€
am+k,n - a 8mn ~ @
cad a - a
mtk,n+l <€ : C.Q.F.D
a - a
mn
Remarque
a 41 ¢
Lim |—2F=28 |- ¢ n'équivaut pas & dire qu'a partir d'un certain
m,n a - a

rang N, cad pour ¥ 2 N chaque ligne est 3 convergence super-linéaire.
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En effet, on aurait

a -a
aN \V/nzN \V/E >o 3IM(g) % > M(€e) mtl,n | <e
a -a
a - mn
or Lim mtl,n = 0 s'écrit
m,n a =~ &
mn
a -a
mt+l,n
VE.>O IN(e) IM(e) \V/sz(e) VnZN(E) . . <€
mn

ol ici N(€) est un nombre entier qui dépend de €.

Proposition 8

(am ) est & convergence super-linéaire si et seulement si

b&ﬁ (k,2) # (0,0) Lim V 3 (a ) =400

m,n

a -a a -a
m+k,n+£ m+k,n+£

en effet, Lim
m,n

> 4+ ©

= 0 équivaut a -log,

a - a
mn

a - a
mn

Définition
On dit que la suite (a ) a une vitesse de convergence unifor-

me pour le couple (k,£) # (0,0) a partlr d'un certain rang, si et seulement

.

si,

3 > = ~ . e
4M V&,n._M Vkﬁ(amn) sz 0 ou sz est indépendant de m et n.

z

Propriété 9
Si la suite (amn) est a convergence uniforme pour les couples

(1,0) et (0,1), alors

V. =kV. +4vV

k& 10 01
Démonstration
a -a
_ m+l.n -
JMO \%n,n > M log,, |———— Vio
a -a
mn
a - da
m,n+1
> - —_— =
QMl \égn 2 M, log,, R 1




- 50 -

avec
mtk ,ntl ~ ° _ ®mtk,n+l ~ 2 l Cmtk-1,n+8 ~ @
= X KeooooaX
m " 2 ®mtk-1,n+l a n+k-2,n+l a
®m,ntl a am,n+f_-1 - @ m,n+l a
KewowssX
n,nte-1 ~ ¢ ®m,ntl-2 a %mn ~ 2
a - a
tos L ‘ m+k ,n+d - S
d'od - log,, k VlO + £ Vlo \%n,n > Max (Mo, Ml)

I a = a
mn

Propriété 10

La suite (amn) est d'ordre 1 pour le premier indice et d'ordre

1 pour le deuxiéme indice si et seulement si :

M, M, M Vnn 2 Vil (,0) £ (0,00 0<M SV, (a ) SM <+

ol Ml’ M2 sont dépendants dek et L.

Démonstration

La suite (amn) est d'ordre 1 pour le premier indice, si et

seulement si par définition

a - a
mtl,n

3Al, A2 -]Nl \V/m,n 2 Nl Al < 2 < A2
amn - da

de méme, pour le second indice

v, “m,n+1 ~ @ B

3B,, B, i, mn = N, B, s |—/"—— s T2
amn a

d'od, pour tout couple (m,n) tel que m,n 2= Max (I )
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a - a
Al < ' mtk ,n+f < A‘,2
qmtk-1,n+L @
Al < am-rk—l,n-l—i’_-a < A
- 2
%m+k-2,n+l a
a - a
A]_ < I m+1l,n+fd < A2
am,n-rl’, - é
a - a
en multipliant ces k équations, on a : Ak < mtc,n+e
: 4 » 1
®m,n+g ~ 2
De méme, en faisant varier j dans l'équation
a n+£- .— a
B, < Lt J < B 320, 1y.....8-1
a . -8 2
m,n+l-j-1

puis en multipliant les £ équations obtenues, on obtient

a -a £
Bll’_ < m,n+4 < B2
a_-a
mn
par suite 2
a -a k
Ak < B£ < m+k ,n+d < A2 x B
1 1
amp - @
ou encore
a -a
m+k ,n+l M
M, = -logy, s 2
a _-a
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ol M, et M, dépendent de k et £.

Réciproquement :

i i i < < < <
Si il existe Ml et M, tels que 0 Ml sz (amn) M2 + ®

alors pour k = 1 et £ = 0, on obtient que (amn) est d'ordre 1 pour le premier
indice. M, et M2 sont alors fixés. De méme, pour k = 0 et £ = 1, on prouve

1
alors que (amn) est d'ordre 1 du second indice.
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TRANSFORMATIONS RECTANGULAIRES REGULIERES




- 53 -

Le but de ce chapitre est de présenter et d'étudier des

transformations rectangulaires introduites par HIGGINS [9].

Aprés le rappel des résultats obtenus par HIGGINS, nous étu-
dierons des cas particuliers puis les appliquerons d des sommes partielles

de séries doubles.
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Au niveau des notations, nous considérerons une suite double

(aij). Si elles existent, les limites seront notées

Lim a,. = a Lim = h. Lim a,, =V,
R foo P S I
1,7
péfinition
Une transformation rectangulaire est définie par : a N T(a__)=b
mn mn mn
m n m,n . m,n ) )
ol T(amn) = 3 5 u. . alj m,nz_l avec uj,] ER 1 <1< m; 1< j < n.
i=1 §=1 *°d
. . m,n _ s s o
Dans ce qui suit, on posera ui . =0 811 >npouij>n
k]
Régularité

- Une telle transformation sera dite horizontalement réguliére

ou H-réguliére si et seulement si

la convergence de la suite simple (a“)i implique celle de la
1]

suite (b..). et i .. = Li . 12
e ( lj)l et Lim bl] Lim aij \é 1

>0 00

- Elle sera verticalement réguliére ou V-réguliére, si et seulement

si

la convergence de la suite simple (aij)j implique celle de la

suite (b..), et Lim b,. = Lim a.. \é. > 1
ij’5 PRV & FINNE &

- T est simplement réguliére ou réguliére, si et seulement si
la convergence de la suite double (a,j) entraine celle de la suite
i

double (b..) et Lim b,. = Lim a,.
ij . - i . ij
l,j l,j
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HIGGINS a démontré les théordme suivants

Théoréme 1. [9]

T est V-réguliére si et seulement si

m n
(1) pour tout mzl1 I X | u?’?l <R R _étant indépendant de n
i=1 j=1  *»3 m n
n oo 1 sii=m
(11) pour tout m21 Lim z u,?, =
n* 3=l 1sJ 0 si non
(111) pour tout m 2
j = Lim W™ = 0
oo 1,3
1<ism
Théoréme 2. [9]
Supposons que Lim a.., = V Vézl et que les coefficients u?’?
joeo 1] i,]

satisfont aux conditions (1) et (111) du théoréme 1. Alors :

m n
Lim g oz ulzg ¥421 implique que Limb_ =Lim a =V
e =1 j=1 *2) me T pae O

on peut aussi en déduire.

Théoréme 3. [9]

T est H-réguliére, si et seulement si

m
m,n < .z
(1) pour tout n21 I |y, ls Kn ou Kn est indépendant de m
i=1 j=1 *2J
m - 1 si j=n
(11) pour tout nzl Lim I ui’. =
me izl >J 0 si non
(111) pour tout n=1
izl Lim Wp°T =
l1<14i1<n >3
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Exemple
m,n J 23
ui’j = = J
i n mn(n+1)
m X j
j=1
PR m,n m n m,n m i
Condition (1) : w,’, >0d'ol I zo|ui] o= 2 j=1
1,7 s = - 1,] .
i=1l j=1 n 3=1
m Zj
j:
Condition (11) : Lim 21 =0

oo mn(n+l)

on a vérifié dans la condition (1) la condition supplémentaire du théoréme 2

donc pour toute suite (a..) telle que Lim a,, = v alors
1] joo 13

2j a,.. = v

m
Lim z —_— = a,
= 1 mn(n+1) 1]

n+° izl 3

[ ne I =]

Avant de donner quelques propriétés des transformations régu-
lieéres, il semble intéressant de rapprocher le théoréme 1 du théoréme de
TOLPLITZ.

Pour cela décomposons T(amn) = bmn de la fagon suivante :

m n
b = L I M} =
i=1 j=1 3 Mg

ntm3azs
(@]
O
c.
(@]
1]

LU ne o
b =
o]}

1 in in 3

ou encore, pour i fixé, on a :



ml
il

m2
il

m3
il

mn
il
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0 0 L .o ail ;
l
m2
ui2 0 0 a;,
m3 m3 _
ui2 “13 L a;3 | =
mn mn mn
e . 0 i a,
ui2 Lli3 u1n 0 in
— " [
D'aprés le théoréme de TOEPLITZ, une condition nécessaire et
m,n
suffisante pour que Lim a, = Lim b, serait que les coefficients .
in in
n>® n-® ?

vérifient les conditions

n

10z et <wu (indépendant de n)
. 1,] m
3=1

2° Lim I W™% =1

Les conditions 1 et 3 sont analogues 3 celles du théoréme 1.
Par contre, ce qui est plus significatif, c'est que la condition 2 du théoréme
de TOEPLITZ ne sera exigée que pour m=i dans le théoréme de HIGGINS, dans les

autres cas cette limite devra &tre nulle.
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Ainsi, si 1'on écritb =C, +C_ +....+ C _, alors
mn n mn

1r 2
Lim a = Lim C = Lim D
- mn NUUSERN o oo mn
et
m-1 m-1 n -
Lim I C.n = Lim I L u.’., a,.=0
e izl * mre §=1 §=1 0 ) M

I1 semblerait donc tout aussi interessant d'étudier les trans-

. . N . . m,n
formations rectangulaires ou seuk les coefficients um’. ne sont pas nuls, cas
. k]

des transformations de la forme
. a .
mn . j mj

En plus des simplifications qu'elles proposent par rapport aux
transformationsinitiales, elles présentent l'avantage de se ramener 3 des

transformations de suite d'un seul indice.

Les théorémes de convergence ou d'accélération de ces derniéres
transformations ne seront donc pas étudiés ici puisqu'ils ne seront pas dif-
férents des théorémes concernant les procédés de sommation réguliers de suites

simples.

Théoréme 4

m,n
¢ ol am,j—l bmn

n
Soit la transformationa — L .
mn =1 J

3

avec a = 0.
mo

Une condition nécessaire et suffisante pour que cette trans-

formation soit V-réguliére est que les coefficients g?’n vérifient



- 59 -

n
.m,n .m,n m,n
. £.” - ? < K ol .? =0sij>n
RS 857" - &5 a 3 i
. Lim iT’n =1
b o matd
. Lim £™" =0
no n
. .M, m,n
« Lim (5.7 -&£.2°)=0
o 3 S50
Démonstration
a m,n o m,n m,n
= s ille - ol } - ] 3 '
bmn .§ gj ol am,j-l ,§ (Qj gj+l ) amj si l'on pose
J=1 j=1
'—m . b R 3 - z -~ )
gj’n = 0 j > n; posons V?’n = g?’n - ;?;2 puis appliquons le théoreme de
TOEPLITZ aux coefficients VI°7 ,
o m,n a m,n m,n
1° I [vi*© | = I |€.°7- €.°7 | £ K ol K est indépendant
i21 J 21 3 j+l m m
J ]
de n.
n m,n m,n .m,n m,n
2 Lim I V.’ = Lim (5.’ - €.’l ) = Lim El’ =1
nre  j=1 ] n-+o ] I ne
3 Lim VI°® = Lim  (ETR- €T = 0
e 0o ] Jjtl
Remarque
Les conditions Lim &"°" = 0 et Lim (€T’n- 6?;2)= 0 n'impliquent
po 1 poo 9 ]
pas que l'on a alors ké Lim £0°" = 1,
n-+o ]

n-j
n

En effet conssidérons E?n =

pour j=1 ETn = n;l qui tend vers 1 quand n tend vers 1l'infini.
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pour j=n Emn =0
n
mn m,n 1 . 1
d 1 - ® =z — —_ = j |
e plus Ej Ej+l = et Lim = 0. VG 1<3j<n

Mais, j varie de 1 d n, donc j dépend de n, ainsi par exemple

pour j=n-1

1 .
€y © oo qui tend vers O et non vers 1.

Avant d'appliquer les transformations réguliéres rectangulaires

ne pourra accélérer une suite double (amn) monotone et qui est

supposée converger verticalement. Ceci est une conséquence de la proposition

suivante :

Eropositien 1

m m
si ¥ % T o=1 gy u™? 20 s
RN ul’] 1, ui,j 20 ; si (aij) monotone et converge
-V
verticalement alcrs \V/m >1 Vh: 1 'EHET'VL 21
mn m
Démonstration
m n m n
b -v =z ¢ uwl@Ga.-v)y= 3 3 m - +
mn m i=1 §=1 i,3 ij m is1 3=1 ulj (aij amn amn
m n m n
= I I ult (a;i-a d+(a_ -vV) T g m
i=1 §=1 M3 mo " i=1 j=1 1
b - mon mn #1537 %mn
d'od mn m = I z M, . - +1
- i1i=1 j:l 1] amn m
mn
. m n o
puisque I z u,. =1

i=1 9§
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a,.-a
De plus puisque (aij) est monotone, —=4—"2_ > 0 car si

a =V
mn m
(a,.) croita,., <a <V sinonV <a <a,, pouris<metj<n
ij ij mn m m mn ij
L4
bmn- m
-————————l = |1+ ] avecu:= 0.
a -V |
mn m

APPLICATION AUX SUITES DE SOMMES PARTIELLES EN RECTANGLE.

Conditions (A ) la suite des sommes partielles d'une série

mn
m n
[a..], définies par A = I I a,.,et une transformation telle que T(A )=
ij mno L 521 i3 mn

ol an ne dépendra, a des coefficients prés, que des termes aij avec

‘Nous noterons B =
mn :

[ B=]
1 m™Mmyg
o

1 §=1 13

Proposition 2

T est V-réguliére, si et seulement si, chaque colonne de Amn a

méme limite uand n tend 1'infini, que sa transformée par T.
» ]

n n
Autrement dit, si l'on pose cl=1 a,. I . K'=1 bpl"
i L7, i U
J=1 J=1
‘L ” ~
S alors T est V-réguliere si et seule-
ment si
Lim ¢ " =Lim K" m21
m m

nre© n—re

~

B

mn
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Démonstration

T est V-réguliére, signifie, par définition, que Lim Amn =Lim an

\ v n—)m -0
m =2 1

Donc si p est fixé p 2 1

Lim A o = Lim B n (1)
n*® P n->® P
de méme our p+l : Lim A = Lim B . (2)
> P P oo ptl,n v p+tl,n

la différence, membre 3 membre des équations (1) et (2) donne

Lim (A -A ) = Lim (B -B )
s PTL0 P, e PtL.n pn
R R \/
ou encore Lim I a t1n - Lim X b +1.n p=21
nree j=1 p¥+s nre =1 P

. . . n . n
ce qui montre que Lim C = Lim K
beard b0l

pour p=0, Cln représente le terme A n de la suite (Amn) donc T est V-réguliére

1,

assure que Lim Al = Lim B
N+ B e

in’

La réciproque se démontre & l'aide d'un raisennement par récur-

rence, d l'aide des mémes égalités.

Notons que cette proposition n'a été démontrée que si b eut
q prop q .-

m n
s'écrire sous la forme I z bij' I1 s'agit donc ici d'un cas bien particu-
i=1 j=1

lier de transformation rectangulaire puisque dans le cas général on a

n m n
I U A..= I z o 4., =B

mn 21 1,3 i3 mn
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m n
Autrement dit, écrire an = I L b,. , cela revient 3 supposer

. . m n m n 3 7z
que les coefficients ui 3 ou di’. sont indépendants de m et n.
b

La question qui se pose maintenant est d'étudier la transformation

m

qui 3 A assicie B = L
mn mn . .
izl j

um,n
1 i,7 i3

[ ns =]

. Mais au lieu d'exprimer an en

fonction des Aij’ nous l'écrirons & 1'aide des aij' On notera alors

w
"
™~
0o
o)
=
o

o Q..
1 1,3 1]

m,n . Les s .
et l'on s'attardera sur les ui,j pour gqu'ils définissent une tranformation
2

V-réguliére.

Le théoréme 1 peut, appliqué a la suite (Amn) s'exprimer:

Théryéme §
m
z

i=1

mn
. i3 i3

fo 3
"
™
TR
U
\'I
w
"
n M-
Q
Wi}

ij mn

mn ”~ . . - rd . N - » »
les aij définissent une transformation V-réguliere si et seulement si, il

vérifient
m n m n m n m n m,n
- O - o, <
(1) izl 321 | 141,541 © i+1,3 i,3+1 7 L3 R
(11) Lim aTn =1 1<i1i<m pour tout m.
N> il

(111) pour tout m, 1 = i

IA
3
")
-
IA
o
7
3
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. Lim a, =0
in
n>°
. m n m n m n m n
. . . -, . = o, ., o, L) =
iiz ( i+1,3+1 i+l,] i,3+1 * i J) ©
. m D m n
. L a .- 0, =
niz ( mJ m,Jj+1 ) 0

Démonstration

Dans un premier temps, nous allons donner une relation entre les

n

3 du théroréme 1. Puis nous étudierons tour 3 tour chacune

m n m
U, . et les M,
i3 t Ul
des conditions du théoréme pour que la transformation soit V-régulidre.

mn

Par comnstruction, B . . eoe
1 i7] ij

"
n ™3
n Mo

- 3

O]
n o3

n Mg
T

izl 3 109

avec a,. = A,. - A
1]

e s T AL L Ot AL L ! I
i3 i-1,5 Al,j—l Al—l,j-l et la convention que Alj 0

pour 1 = O ou j =0 d'ol

m n _
B = I T ol o(A,-A, . -A . +h _.
m T i3 (A13 i-1,3 Al,j-l Al—l,j—l) ou encore
m-l ool m n m n mn m n
= o . - Q o= e . + G, .) A..
(1) an i§1 jil ( i+1,j+1 i+l,3 1,941 1,3) by
n-l m n m n m-1 m n m n m n
+ Z (o S.) z (a . ) A, + 0 A
321 m,3 m,j+1” "mj i=1 in i+l,n in m,n  mn
m n m o
d'autre part B = L L . . A, cad
mnoo. oy 321 i3 Tij
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m-1 n-1 o n n-1 o m=-1 o on
(2) B_ = % z IV S WA+ I Wl oA
mn i=1 4=1 i ij 321 m j mj i1 i in
+ n A
umnmn

En identifiant les coefficients de an dans les équations (1) et

(2), on en déduit que :

1 <i< m-1

un n_,m n _,mn . mn m n
i3] i+l,j+1 i+1,3 i,j+1 i,j
1<j<n-1
i=m
um ? . g - .n
m,3J m,J m,J+1
1<3j<n-1
1 <i<m1
Wil 2o ma 0
i,n isn i+l,n
J=n
i=m
mno_gnn
m,n m,n
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Soit en résumé

m n m n m n
H = %4141 T %415
i,3 s] 5]
T n o _ N N
avec @, . =0 sii>mouij>n
1,3

cxplicitons les conditions du théoréme 1.

m n _—
Condition (1) : R TV
izl =1 *o)
m - I m n m n mn
cad I . . - U, .- o,
i=1 §=1 141,341 i+1,] i,J+
o m n
Condition (11) : Lim I W, . o=
-------------- >00 - 1,]
n =1
n m
Calculons z H, si i
i i,3
J_
a m n n-1 m n m n
z W, . = I (q, AP . -
521 1,] =1 i+l,j+1 i+l,]
- _yMmM n_mn m n
- i+l,n i,1 i,n+l
m n m n
= 0 -
i1 o‘:'L+l,n
n-1 m n m n m n
Sii=m (o o ) + o =

m n gh D
i,j+1 i,3

< R
m
+a ™" <= R
1 1,3 m
lsii=m
0 si non.
£ m
o of )+ o
i,j+1 1,] i,n
m
QMDD m n
i,1 i,n i+l,n
ol D
m 1
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La condition (11) peut alors s'exprimer par

. m n m n .
o) = < < m-
ii: ( i1 41,1 ) =0 pour 0 < i < m-1
et Lim C!m 12 =1
> ms

ce qui est équivalent & Lim o ¥ =1 1<ism
o il
Condition (111) : Lim uT % :zo
_______________ N> 1,7
donc on doit avoir Lim o™ -
N+ n
mn m n
1 <4 <n-1 Lim (o’ L -a )
J oo m,] m,j+l
. m n m n
< i< m- o - o,
1 i m-1 i_l:; ( i.n i+l,n ) 0
ifm
. m n m n m n m n
a . - O, A U [ 2 =
ii: ( it+l,j+1 i+1,] i,3+1 * 1,3 ) =0
j#n
Ce qui équivaut a
. Lim u? oo 0 1<3is<m
oo in
. m n m n m n .m n )
. a, . - U, A P a, . =
Lim ( i+1,3+1 i+1,3 i,3+1 * 1,] ) 0

n->c
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. Lim (@™ T -ad™ Py:zo
<o m,3J m,J+1

De méme on peut généraliser le théoréme 2, de la fagon suivante

Théoréme 6

Soit la transformation définie par les coefficients d? ? que l'on
b4

suppose vérifier les conditions (1) et (111) du théoréme 5.

S1 de plus Lim QT ? = 1, on peut alors énoncer
N0

nm~3s

Si Lim A n = V alors Lim
e M -0 i

La démonstration consiste 3 vérifier la condition supplémentaire

cad que
n a m n m n m n m n m n
z . . - O, o= A, a, . = W
is1 jil ( i+l,j+1 i+1,3 i,j+1 * 1,3 ) 11
Remarque
ici encore Lim -
oo m n
n'est pas équivalent a
y . mn .
. o L o= < <
Lim R .31) =0 Li: m,J 0 l=3=nm
oo m,] m,3J o
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en effet si ot D = (M- 1+ 1)(n -3+ 1)
i,3 mn

R e S X I TR 7 T

m,J mn oo m,J m oo m n

m n m n 1 . m n m n

o L - A = Lim (¢ o -o . 0]

m,) m,J+1 mn o m,] m,j+l)
Exemple

(m-l+lzu(1n—j+l) sil<is<m 1<5 <
(erln:
1,]
0 si non
on vérifie que um 7o 1 pour 1 £ i <m et 1< 3j<n
i,3 mn
de plus 22 u'P =1 et Lim WTT =zo
1,3 S 1,3

les conditions du théoréme 6, sont ainsi assurées.
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DE LA CONVERGENCE
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2
- sz de AITKEN
- transformation de SHANKS
- E-algorithme

Nous aborderons dans ce quatriéme chapitre, des procédés d'accéléra-

tion de convergence.

Le premier étudié ici est le 6k£2 de AITKEN qui n'est autre qu'une

généralisation aux suites doubles du A® de AITKEN ol 1'opérateur A est remplacé

par sz.

Dans un second temps, nous étudierons différentes généralisations de
la transformation de SHANKS. Particuliérement la généralisation obtenue & partir
de 1l'opérateur sz qul n'est autre qu'une fagon de ramener une suite double 3 une

suite simple extraite et donc de permettre une étude en terrain connu.

Enfin, ce sera le E-algorithme qui sera généralisé au cas des suites
multiples. Pour cela nous introduirons la définition d'une sous-suite qui nous
permettra d'extraire de toute suite convergente une sous-suite convergente

considérée comme suite simple cad ne dépendant que d'un seul indice.
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2
Gk 2 de AITKEN

L'idée développée dans ce paragraphe, est une généralisation du
2 - ~ - ~ . .
A" de AITKEN construite d l'aide de l'opérateur 6k£' Pour les suites simples,

nous avons les résultats suivants :

Si (Un) est une suite telle qu'il existe deux réels non nuls

o et @ o o
o €T Y tels que o + 1 Z 0 et

@ (U -U) +a. (U -U) =0 ¥n ¢ N
o n 1

n+l

alors la valeur U de la limite de la suite (Un) est donnée par

le rapport de déterminants

Un Un+l

A Un AU +1
U= =
1 1

& Un A Un+l

Le 6k£2 proposé pour les suites doubles consiste essentiellement a
remplacer 1l'operateur A applicable aux suites simples par 1'operateur sz pré-

cédemment défini.

Soit (amn) une suite double convergente, de limite A. On suppose que

cette suite vérifie, pour un couple (k,£) donné, (k,£) e N xIN - {(0,0)}

Jo,a eR" tels que @+ £0 et
(E) o’ 1 ° 1

o (a__ -A)+0a (a A) =0 \/m,neIN*

o mn 1 “m+k,n+d
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En écrivant 1'équation (E) pour des indices différents, on obtient

un systéme linéaire de deux équations 3 deux inconnues

o - o - =
J o (amn A) + 1 (am+k,n+£ A) =0
o - o - =
[ o (am+k,n+ﬂ Ay + 1 (am+2k,n+2£ A) =0
d'ol le calcul de A :
®mn am+k,n+£ - % am+k,n+£
a - a a - a S ,(a ) 8 ,(a )
A = mtk ,n+L mn m+2k ,n+24 mtk ,n+l - k£ “mn kL “mt+k ,n+l
1 1 1 1
Stk ,n+l ~ Zmn a - a
9
m+2k ,n+24 m+k ,n+L Gkﬂ(amn) dkﬂ(am+k,n+£)

On posera alors, pour une suite qui ne vérifierait pas (E)

®mn am+k,n+£
- dkﬂ(amn) Gkﬂ(am+k,n+£)
e (a ) =
k€ " mn
1 1
le(amn) 6kﬂ(am+k,n+l’_)

ce qui n'est autre que l'expression de la transformation de AITKEN ol 1l'on a

remplacé A par 6k£’ Un par amn’ Un+l par am+k,n+£'
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Les théorémes de convergence sont alors analogues au cas des

suites simples.

On supposera dans ce qui suit que sz(amn) £0 \%n,n €N

Théoréme 1

(a_)

a
mn

Gkﬂ

e (amn) =a -

6k£(am+k,n+£)

Gkﬂ(amn)

Démonstration

“mn 6k£ (am+k,n+£) ” ®mtk,n+l Gkﬂ (amn)

94 ( amn )
Gkﬂ (am+k,n+£)'6k£ (amn)

®mn Gkﬂ (am+k,n+ﬂ) " %mn Gkﬂ (amn) T % 6k£ (amn) - am+k,n+l7_ dkﬂ (amn)

6k£ (am+k,n+£) - Gkﬂ (amn)

Gkﬂ (amn) dkﬂ (amn)

mn
6kﬂ (am+k,n+2) - dkﬂ(amn)

Gkﬂ (amn)

mn
Gkﬂ (am+k.n+£)

6k£ (amn)

-1
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La division par sz (amn) étant possible puisque l'on a supposé

cette quantité jamais nulle.

Théoréme 2

Une condition suffisante pour que e p (amn) converge vers la

méme limite que (amn) est que

, 8 , (a )
Ja<1<8 \lm,n > N k€ " “mtk,n+l ¢ [o,8]
5k£ (amn)
ou que
S (a )
Ja'< 2 < R Vm,n 2 N 2k,2¢ " “mn g [ar,B']
sz (amn)
Démonstration

Si (amn) est une suite convergente dans R alors elle vérifie le

critére de Cauchy d'ol, en particulier, pour k et £ fixés.

Gkﬂ (amn) S %mtk,ntl ~ Pmn m,mo 0

St G ned)

Ainsi, si ¢ [a,B], e (amn) a méme limite que

Gkﬁ (amn)
(amn) lorsque m et n tendent vers l'infini.

De plus S p (B .y 10p) = Bnyoi ne2f T Pmek,nel

a -a _+a_-a
m+2K,n+24 mn mn mtk ,n+L

62k,2£ (amn) - 6k£ (amn)
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' 6k£ (am+k,n+£) _ 62k,2£ (amn)
d'ou = -1

6k£ (amn) 6k£ (amn)

¢ (a
g [%,B] équivaut a 2k,26 mn

le (amn) 6k£ (amn)

Gkﬂ (am+k,n+£) )

et ¢ [1+a, 1 +8]

Théoréme 3

Une condition nécessaire et suffisante pour que ep (amn) tende

vers la limite que a quand m,n tendent vers 1l'infini, est que :

8
k£ (amn) > ¢ ou 6k£ (amn) > 0
5 m, ? m,n-+o
kL (am+k,n+£) 1 62k,2£ (amn) ~ 9
6kﬂ (amn) le (amn)
Ceci découle directement du théoréme 1.
Proposition 1
Si la suite (a__) est telle que Lim & , ( 1 ) =c #0,
mn kL
m,n 6, a
k€ “mn

c fini, alors la suite (amn) ne converge pas dans €.



- 76 -

Démonstration
. 1 ' o
Lim 6k£ (————— ) = ¢ # 0 peut encore s'écrire
8
M, ke ®mn

A partir d'un certain rang g

1 1
= ————— +c+E
mn

Gkﬂ %

Gkﬂ Cntk ,n+l

ol (Emn) est une suite double qui tend vers O, lorsque m et n tendent vers

1'infini.

On peut alors choisir un rang n, a partir duquel on ait

1
le I < JiiL .
mn b

Donc, pour m 2 0y n ny

2 = —r 4o+ e
S , a S , a mn
k€ “mtk,n+l k€ “mn

L = 1 +c+

5 a 5 a Em+k,n+£
k€ “m+2k,n+2£ k€ “mtk,n+l
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1 1 ‘
= €
fedt m+(p-1)k,n+(p-1)2

p>0
Skﬂ am+pk,n+p£ Gkﬂ am+(p-l)k,n+(p—l)£

En sommant ces p équations membre & membre, aprés simplification

p-1
! SR + pc+ L € . X
s a 5 a izo mtik ,n+i
k€ “m+pk,n+pl k€ “mn
Si 1'on choisit p tel que p > 4 s, ce qui est toujours
$
e k€ %mn
possible, on a alors 1 < % le|
Iakﬂ amnI
d'od I 1 + pgl < E l l + .l.EJ_
v 8 a izo mt+ik,n+il g I P
k€ “mn -
ou encore
1 p-l
Skli a * iio Em+ik,n+i£
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on pose alors

1 p-1 A 1 Pz-:l
e ., .
. Skl . T pet izo Em+ik,n+i£ 3k£ a * iso m+ik,n+id
= = . = — +
pc pc

D'aprés ce qui précéde, | Z - 1| < % Z e Disque (l,%) ou encore

1 . b 2 1 2
7 € Disque ( 5 » 3) donc Re ( 7)2 3

R (1) R (1) R (8, a x pc)

e I 9 e " Z e k& “mtpk,n+pl

= T -
P P P p

dtol Ry (Sp 3nspi,nept? .

e m+pk,n+p 3 pe

2

Par suite Iam+(p+l)k,n+(p+l)£ - am+pk,n+p£| = 3 pe

donc la suite (amn) ne vérifie pas le critére de Cauchy et donc ne converge

pas.

Proposition 2

Si (a ) et (e (a__)) convergent dans C, alors ces deux suites
mn k£ *“mn

ont méme limite.
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Démonstration

Supposons que (amn) converge Vers A et que (ek£ (amn)) converge

vers une limite différente de A.

1
1

®xe (amn) - Stk ,n+l 5

(
kL 5 a
k€ “mn

Si 1'on fait tendre m et n vers 1l'infini, 1l reste

Lim T =M#O0
G )
k€ “mn
ou encore Lim ) ( = ) = . c #0
kL M
m,n S8 , a
k€ “mn

or d'aprés la proposition 1, ceci implique que (amn) ne converge pas, d'ou la

contradiction.

. . v 2 .
Autrement dit : si le procédé 5K£ transforme une suite convergente
dans ¢ en une suite qui converge dans €, alors ces deux suites ont méme

limite.
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TRANSFORMATION DE SHANKS

/,2 ’, .o 2’ T
Le procédé A de AITKEN a été geéenéralisé par SHANKS. La transfor-
mation obtenue a le grand avantage d'&tre calculable a l'aide d'un algorithme

le €-algorithme.

L'étude de ce paragraphe concerne des généralisations de cette
transformation aux suites doubles. Aprés des rappels sur les travaux, effectués
a ce sujet, par LEVIN [13] puis ALBERTSEN, JACOBSEN et S@RENSEN [1], nous

proposerons une généralisation construite a partir de l'opérateur Gkﬁ'

La premiére partie du travail de LEVIN [13] a pour but de trouver

(o2}
une approximation de f = L 2. Dans un premier temps, il rappelle les
i,j=o
résultats sur les suite: simples :
[>2]

Soit S = 1 aj dont les suites partielles seront Ai =
j=o 3

a..
o J

oo

n suppose que ces sommes peuvent s'écrire sous la forme
On suppos vent s'

z V.
A, =S + L ﬁk sk ie IN (1).

Alors, en écrivant la relation (1) pour i variant dem @ m + n,

on obtient un systéme linéaire de n + 1 équations & n + 1 inconnues

S, Bl’ 82, ceeey Bn. La résolution de ce systéme linéaire donne alors la valeur

de S. On montre si pour tout i, A, vérifie (1), que l'ona S =e_ (A ) ou e (A)
1 m mn n m

est la valeur obtenue par le €-algorithme.
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La généralisation aux suites doubles se fait alors de la fagon
suivante [13] :

Seit ¥ = I a..,onnoteA = Q - X a; .
1] mn (i,j)el - Imh ]

avec I =N x N et Imn 1l'ensemble d'indices de N x N qui dépend de m et n

et tel que Amn = z a...
(i,jre 1 )
mn

On suppose que les Amn vérifient :

{ A =9+ = B.. a . .
mn (i,5) € R ij m+i,n+]

(1)

&&,n € N ; (m,n) €S ; Cardinal (S) =r + 1
(S.L) $

et R tel que pour (i,j) € R (m+ i,n+ j) €I - Imn

{ et Cardinal (R) = r (r fini)

S8i 1'on écrit (1') pour (m,n) € S o S ¢ I et tel que Cardinal (S) = r+1,
on obtient un systéme linéaire de r + 1 équations & r + 1 inconnues :

Q, Bij (i,j) € R. Si elle existe, la solution du systéme linéaire donnera la

valeur de f.

A partir de cette généralisation, LEVIN aborde le probléme du

choix des ensemble Imn’ R et S.

Les suites partielles Amn ont déja été décrites au paragraphe

sz et sont définies par

2
A = pX a.. avec I =1{(i,j)eN | i<mouij <nj
mn .. ij mn

(i,j)e Imn
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Levin démontre que, si S et un ensemble d'indices "sans trou" cad

tel que (k,£) e s = {(i,j) | i<koujs}cs

Si R est un ensemble d'indices tel que R ait s - 1 éléments
avec s le nombre d'éléments de S, alors la solution du systéme linéaire
(S*L), si elle existe, donne la valeur exacte de  pour toute suite conver-
gente dont les termes satisfont la relation

k L \V/ .
a,. = z o $ S a.. i,j

Cette généralisation conporte cependant quelques inconvénients.
Le premier est le choix des Amn qui nécessite pour chacun d'eux le calcul
d'une infinité de termes. Enfin LEVIN ne propose pas d'algorithme pour

évaluer la solutidon de (S.L).

Une seconde généralisation aux suites multiples de la transforma-
tion de SHANKS est proposée par les danois ALBERTSEN, JACOBSEN, S@PRENSEN [1].

Nous la présentons briévement.
Soit (Amn) une suite double telle que

k
a = A+ E o 9y P, Qs Py #oet (p,q)# (1,1)

mn mn

Pour tout couple d'indices (m,n) il existe des coefficients non

tous nuls tels que

z Y.. =0 avec Card (D) = k + 1

r .. .
(i,5)e D ij m+i,nt]j

En effet, si 1'on remplace r par sa valeur, on obtient

m+i.ntj
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k . .
T Y 5 m+i n+j

i3
. P z Y.. q.~ p,” = 0.
(i,j0e p I ¢ + Pt

(i,55¢e p *

I1 suffit donc de choisir les Yij comme solutions non triviales

du systéme linéaire

(i’g)e 5 Yij q, P~ = 0 t=1,..... . k

Ce qui est possible puisque ce systéme linéaire posséde k équa-

tions et k + 1 inconnues. Puis, on peut ordonner l'ensemble d'indices D par

deux fonctions W, et W_ en posant D = {(w, (i), w. (1)) i=1,..., k+ 1}
1 2 1 2
k+1
z Y,. v . . =0s"'écrit alors L Y . .y T . .= 0
1.1 . w
(i,5)€ D ij “mti,n+] 521 wl(]), (3 mtw, (3),n+w,(3)

k+1
ou encore z

321 ~-A)=0 (E).

Yo (4 ;
w, (3),9,(3) (am+wl(j), ntw,(3)

Si 1'on écrit la relation (E) pour tout couple d'indices (m,n) € I

I= {0, (1,9, (1) i=1,...,k+1}

on peut alors écrire

( A) = 0

%o, (D)t (3),9,(D)1w,(3) 7

(s.L)' 7
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qui est un systéme linéaire & k+1 équations.

V.. = a . . . .
Enfin, si 1'on note 1 ¢1(l)+wl(j)’¢2(l)+w2(3)

{ %10 V35 7 Vie1,5 ~ Vi

A ez* donné par le rapport de déterminants

Y11 iz o Vi
v
610 Vll 610 Vl2 - 510 1,k+1
A o= %0 Vi %10 Vi %10 Vit
1 1 ... 1
%0 V11 %0 Vi2 vt %10 Vi
%0 Vi1 %0 Vie %0 i,k

Ici encore le e€-algorithme n'est pas applicable puisqu'il

> 1 1 - = = - i
faudrait que 1l'on ait V12 Vi 610 Vll Voy Vll ce qui, de fagon

générale, n'est pas vérifié.
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Cependant, le E-algorithme permet une mise en oeuvre du
calcul de A. En effet, pour reprendre les notation de BREZINSKI [3],

si 1l'on écrit

Sl 82 . Sk+l
gl(l) gl(2) . gl(k+l)
gk(l) ’ gk(2) cel gk(k+l)
E (8,) =
1 1 . 1
gl(l) gl(2) - gl(k+l)
gk(l) g,(2) g, (k+1)

on constate, par analogie, qu'il suffit de poser

S, =V

1% V1,1 7 % (Dwe (1), (Druy (i) T 80D 8,0 Vs =V .

10 "ij i+1,3 i3’

Nous proposons, dans ce qui suit, une généralisation de la
transformation de SHANKS construite d l'aide de 1l'opérateur sz. Cette trans-
formation permettra de ramener les suites doubles & des suites simples et donc

le €-algorithme deviendra applicable.
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Soit (amn) une suite double convergente de limite A. Si il

r
cee, O tels que z a. # 0 et si 4 k,£ tels que

existe des nombres réels ao’ o
izo

l,

Vi,n

a, (

- = E.
i am+ik,n+i£ A) =0 ( 1)

"M

alors, en écrivant la relation (Ei) en remplacant m et n par mt+k et n+f, puis par

m+2k, n+2€, ..., jusqu'a ce gue l'on ait r+l équations

O - 04 - .e ' - =
o (amn A) + 1 (am+k,n+2 A) + e (am+rk,n+r£ A) =0
o - « - .o - =
o (am+k,n+£ A + 1 (am+2k,n+2£ A) + * ur (am+(r+l)k,n+(r+1)2 A)=0
a - G - e O - =
o (am+rk,n+r£ A) + 1 (am+(r+l)k,n+(r+l)ﬂ A) + TS (am+2rk,n+2r£ ) =0

On laisse inchangée la premiére équation, puis a chaque autre

équation, on retranche la précédente. On obtient :

o - o - . ew o - =
o (amn A) + 1 (am+k,n+ﬂ A) + Al (am+rk,n+r£ ) =0
o - - o
o (am+k,n+ﬂ amn) Y (am+2k,n+2£ am+k,n+£) e v 8 (am+(r+l)k,n+(r+l)£
- am+rk,n+r£) =0
(o4 - 0 -
o (am+rk,n+r2 am+(r-1)k,n+(r-l)£) oot 9y (am+2rk,n+2r£ am+(2r—l)k,n+(2r-l)£)

=0
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La résolution de ce systéme linéaire & r + 1 équations et r + 1 incon-

nues donne alors pour la valeur de A le rapport de déterminants

mn

6k£ %

akﬂ qmt(r-1)k ,n+(r-1)L

a a
mtk ,n+l mtrk ,n+rl

dkﬂ Stk ,nHl dkﬂ ®m+rk ;n+rl

ékl am+(2r-l)k,n+(2r—1)£

1

Gkﬁ % mn

S

k2 Zmt(r-1)k,n+(r-1)2

1 1

§ 4, a
A R Y 2k ool

5k£ am+(2r-l)k,n+(2r—l)£

En fait, tout se passe comme si, au lieu d'étudier la limite de la

suite double (amn) lorsque m et n tendent vers l'infini, on étudiait la suite

simple (am+ik,n+i£)i qui, si (amn) converge vers A, a pour limite A.

En effet, posons

alors

$ =
kL am+ik,n+i£

u, = a_ . .
i mtik,n+il

Fmt(i+1)k,n+(i+1)8 ~ Pmtik,n+il
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Avec cette nouvelle écriture, A devient

ug Uy .. u
A uo A ul . A ur
A u_q A u, . A Uyl
A =
1 1 .o 1
A ug A ul .o A u
A u g A u, A, q

Pour une suite qui ne vérifierait pas la relation (Ei), une ap-
proximation de A sera donnée par le calcul du rapport du déterminant précé-

dent. Le g-algorithme devient applicable puisqu 'on est ramené & une expres-

sion de suite simple.
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E-ALGORITHME

Cette partie a pour but de généraliser le E-algorithme de BREZINSKI
[3Jet HAVIE [8]. Pour cela nous introduisons une définition formelle d'une suite
' L d - A . 1] -~ - .
_ ie N d'une suite multiple (.E)Eﬁ:mn C'est d cette sous-suite
(AuXi3) que nous appliquerons le E-algorithme, elle aura en effet 1l'avantage

extraite (AuKi))

de pouvoir &tre considérée comme suite dépendant du seul indice i donc comme
suite simple. Sous de telles hypothéses, les résultats sur le E-algorithme
seront conservés. Nous les rappelerons puis examinerons des cas particuliers.
afin de retrouver les transformations déj3 exposées. Enfin des exemples numé-

riques illustreront les résultats théoriques.
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Soit (Amn) une suite réelle double supposée convergente vers A ;
(m,n) €N x N.
Si il existe k nombres réels @js By s @ tels que

(E) A = A+ a; 8 (m,n) + a, g, (m,n) + ... + a

mn &y (m,n)

k
pour tout couple (m,n) e:m2, avec g, des fonctions données de deux variables,

alors A peut &tre calculé par la résolution du systéme.

= A+ a, g (mti,n+j) + ... + a g (m+i,n+j)

A . .
(£) J m+i,ntjJ k

l odi (mti,n+j) € I avec I cIN xN et Card (I) = k + 1

les éléments de I étant en nombre fini égal & k + 1, il existe une bijection
de I vers {1, 2, 3, ..., k + 1}. Soit w cette bijection. On notera par la suite
le couple W(i), élément de I, pour i variant de 1 a k + 1, par (wl(i), w2(i)).
Ainsi I pourra se noter I = {(wl(i), w2(i))| i=1,2, ..., k + 1} le systéme

(L) peut alors s'écrire

Aw (i

. i, w2(i) =A+a g (wl(i), w2(i)) t oo ta g (wl(i),w (i))

i=z1, ..., k+1

Par un souci d'allégement d'écriture, nous introduisons ici des no-
tations valables pour des suites multiples. Les résultats concerneront le cas

le plus général.

Soit (A ) une suite multiple ol l'indice m sera le n-uple
(ml, Moy eoes mn) et un ensemble de fonctions g de R" dans R, telles qu'il

existe k nombres réels ajs @y cees @ qui vérifient

2 k

(E) Am :A+al g, (Ln_)+a2 g, (m) + ... +ak & (m)

pour tout m de N,
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Sii=(.,4i., ..., 1 ) et si 1'addition de deux
- i 2 n
m et i et définie par
m+ iz

(rnl + il, m, + 12, s M + in)
alors la valeur de A ,
du systéme linéaire

limite de (A ) peut &tre obtenue par le résolution
m

AE_'_i = A+ a

1
()

g4 (m + i) + a, 8, (m+ i)+ ... ¢ a, g (m + 1)
m+ieJ,Jecl" et card (J) = k + 1

le cardinal de J étant égal & k + 1, il existe une bijection, que 1'on notera
W, entre J et {1, 2, ..., k + 1}. J pourra alors se noter
J={w@ |1

=1, ... k + 1}

Sous cette condition, (Z) s'écrit alors

Et pour toute suite double qui vérifie (E), A est donné par le calcul

d'un rapport de déterminants, et pour toute suite qui ne vérifierait pas
(E), on posera
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A_u_)(l) u)(?) D A ) Aﬂ(k‘*‘l)

gl(g (1)) gl(_og (2)) eevuvennn gl(g (k+1))

gk(g_(l)) g (W (2)) vovnnnln g (w (k+1))

E (A 0(1)) =
1 1 csececnne 1

gl(g.(l)) gl(g.(Q)) ceereenee gl(g_(k+l))

gk(g (1)) g (0 (2)) eoennnn. g (w (k+1))

Avant de poursuivre la généralisation du E-algorithme, il faut re-
marquer que jusqu'd présent w a été choisi comme bijection d'un ensemble
d'indices J ¢ N" tel que Card J = k+1 vers 1l'ensemble {1,..., k+1}.

Ce que nous voudrions présenter ici est une généralisation qui ne se borne-
rait pas a un tel ensemble J, mais resterait valable pour un ensemble infini
d'indices de N". Ainsi il nous faut &tendre 1l'ensemble de définition de w.
Par suite, tout se passera comme si une suite (A, )était ramenée 3 une suite
(A'w(i\) i=1, 2,... qui pourra &tre considérée comme suite du seul in-

dice 1.

Auparavant, regardons ce qu'il se passe sur des suites simples.
Supposons une suite (un) qui converge vers u. Transformer cette suite (un)
en une suite (Vf(n)) revient d considérer une suite extraite. Autrement dit,
on se donne une injection f de Ndans N telle que sina pour image p, alors

n
l'ordre des termes c-da-d si deux éléments V5 et Vo sont tels que p > p'

Uy = Ve T Vp' Dans cette construction, on exige de f qu'elle conserve

alors n>n'. f étant injective, l'existence de n et n' est assurée et on a
.p = f(n) et p' = f(n'). Cette conservation de 1'ordre garantira que si
n tend vers 1'infini et si n posséde une image p par f, alors p tend aussi

vers l'infini.
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A partir de cette définition, rappelons les résultats suivants [11] :

(1) si (un) converge vers u, alors toute suite extraite de (un)

converge aussi vers u.

(2) si (un) converge vers u et si (uI')) est un réarrangement de (un)
alors (ur'l) tend aussi vers u.

Un réarrangement étant une re-numérotation de (un)

(3) si (un) converge vers u et si (kn) est une suite d'entiers po-
sitifs, notons la suite (vn) la suite (uo, Ugseees Ugs Ugs Uppenn, Uy, U,
ou u, est pris kO fois, uy est pris kl fois,..., u, est pris kn Upse s e

fois. Alors (Vn) tend vers u.

Considérons maintenant la suite réelle (Am) ol m e N". La donnée
d'une telle suite équivaut 3 la donnée d'une application de N dans R.
Extraire une sous-suite de (Am) revient & se donner w une injection de N

dans ]Nn.

w A

On pourra noter : N —> N > R

i

> w(i) = m
W est une application injective puisque d'une part tout élément de l'ensemble
de départ a une image et une seule dans N' et d'autre part tout élément de N"

a au plus un antécédent dans N.

Rappels et notations

* On notera, dans N, un voisinage de 1'infini, tout intervalle pouvant

s'écrire sous la forme K = {4 e N | 1 > K K e N} = [K, +[ n N.

* On notera, dans ]Nn, un voisinage de 1‘'infini, tout intervalle pouvant
s'écrire sous la forme J = {m = (mys Mmyyennsy mn) e N | m, >J JeN
p=1,..., n}

oulJ = ([J, +° n )"
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+ L'ensemble desvoisinages de 1'infini dans N sera noté U

n
- L'ensemble des voisinages de 1'infini dans N sera noté V_

* w est continue en = ssi
¥ e U K eV — ¥ie K=>w(i) e J
Définition :

— ' . . :
On appelera sous-suite d'une suite (Am%ge]Nn’ la suite (Aw(j))ieli

ol w est une application injective de N dans N" telle que W soit continue

en 1l'eo,

Théoréme :

. - 3 ' 3 ”
Soit (Aw(4)) je  une sous suite d'une suite réelle (Am) me WO

La convergence de (A ) entralne la convergence de (Aw(4))'

Démonstration :

Supposons que (Am) converge vers A.

On voudrait montrer que :

> i 2 - <

¥e > 0 JK e N ¥i 2K lAg(i) Al <€

Soit € > 0, 3Jo e N Vmp 2 J, p=1,..., n m = (ml,..., mp)
IAm - Al <€ puis (Am) tend vers A.

Autrement dit, pour cet €, 3]0 eV, ¥me J, IAnu- Al <€
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Or w est continue en ® par hypothése donc

JKOeV

s Wi € KO => w(i) e JO

d'ol pour tout i de KO IA_Lg(i) - Al <e

Si KO e U, KO = [KO, +o[ , i1 suffit donc de choisir K =

Remarques :

L'intérét de la définition donnée plus haut d'une suite extraite d'une
suite double est d'assurer la convergence de la sous-suite si la suite d'ori-

gine converge. Alors les deux suites ont méme limite.

La seconde remarque est que si (Am(i)) est une sous-suite de (Am)
alors on peut considérer comme suite simple (Aw(i\) puisqu'elle ne dépend

que du seul indice i € N.

Généralisation du E-algorithme

Soit (Am) n

¢ P une suite multiple réelle qui converge vers A.

Soit (A * une sous-suite de (Am)

w(i) )16 N

Le E-algorithme généralisé est défini de la maniére suivante :

(i) _ -
By = Aucs i=1, 2,..
gél; = gy (w(i)) =1, 2,...
=1, 2,...
et pour k = 1, 2,...
=1, 2,...
=1, 2,...
(1) (1+1) (i+1) (1)
L0 B B T e Y Be1x
k (1+1) (i)

€-1,k ~ Bk-1,k



96

et

(i) (i+1) (i+1) (i)
(1) _ Br-1,3  Bx-1,k ~ Bk-1,5 © Bk-1k
8k, G (D
gk_lsk gk—l,k

Théoréme 1 :

(i) _
BT s Bk(ég(i))
Ay(h) Byieagy e B
g ( 0(1)) g (w(E+1)) ..on.ennn. g, ( w(i+k))
g (1)) g (wli+1)) ..ooneeen, g, ( wli+k))
oll B (A w(i)) =
1 1 e, 1
g ( 0(1)) g wlE+l)) wovennnnn. g, ¢ wli+k))
gl 0i)) g (wli+l)) .....nenn. g ( wli+k))

Puisque (Aw(i\) est une suite qui dépend d'un indice, les démonstrations
seront idéﬁtiéues 3 celles du E-algorithme défini pour des suites simples [3].
Nous ne les présenterons donc pas ici.

Nous nous contenterons de rappeler les propriétés et les théorémes de con-

vergence [3].
Théoréme 2 :

Si A1y =Ata g w(i)) + a, g, w(i)) +... Vi

(1) (i)

.y) =
alors E (Ay(i) Bt A B ken b Bke2 Bke2 Yoo

vk, ¥i
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Résultats de convergence [3]

Théoréme 3 :
Si %iz Ek—l(Aw(*)) = A et si il existe deux réels 0 et B tels que
N had

(1+1) , (1) e [a, B] ¥i eN

Ocoa<l<Betg /a1
b 2

A

alors i ( ey)
iiz E AE(J)

Théoréme 4 :

A et si %im gy ( gﬁi+1))/g2( w(i)) = by #1 ¥

1>

Si Q,im Aw(i)
o —
si bl 7 bk ¥ £ k
alors %im Bk(ﬁﬂ(i) = A ¥k
>0
Théoréme 5 :
Sous les hypothéses du théoréme 4, si %i: Ek-l(Aﬂ(i+1) .-A)/Ek—l(Aﬂ(i)

Ak

=bk

alors Ek(AE(i)) -A = O(Ek-l(Aﬂ(i)) -A)-
Théoréme 6 :
Sous les hypothéses du théoréme 4, si g2+1( w(i)) = o(gg( w(i))) ¥2

et si Ag(ﬁ) =Ata; g;(wi)) + a, go( w(i)) +... alors

BlAg(iy) =A = OB (i) - A)) ¥

-4)
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Applications

1. L'algorithme de SHANKS qui donne la valeur exacte de la limite A de toute

suite (Am)_ vérifiant
k;l
i=]1 -
est obtenu en posant gi( w(3)) = AA w(i45-1) = A w(i+j)-'A w(iti-1)"

En effet, pour toute suite vérifiant (1), A est donné par le rapport

Aﬂ(l\ AE(Q) .......... AE(}H,I).
AAg(l) AAE(2) ceetesenes AAE(F+1\
A _ AAE("\) 4 AAE(}(-'-]') .......... AAE(Q}(‘F].)
1 1 1
AA AA y AA
w(1) w(2) W(k+1)
AR k) DA (1) BAw(2i+1)
2 w -

2. Soit ¢ une application de N dans )
On pose K = {¢(1) | 1 =1,..., k} et gz( w(i)) = ig(i)fg(ﬁ)
Alors le E-algorithme généralisé donne la valeur exacte de la limite, si elle

existe, de toute série qui vérifie

k
Agsy) = A7 }Lzl % Bw(i)+9(R)
ou (Aw(i))’ est la suite des sommes partielles et aw(i)+¢(£) le terme

général de la série. On retrouve ainsi la généralisation de la transfor-

mation de SHANKS proposée par LEVIN [13].
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3. La transformation de ALBERTSEN, JACOBSEN, SPRENSEN [1] qui est exacte

pour toute suite vérifiant

k+1

v -
R R TE IS P

=0 vi

est donnée par le calcul de Bk(ég(l)fg(l)) en posant

8¢ B(1)) = Ay (ginyru(s) T Aop(L)rui)

Exemples numériques

Posons g, ( w(i)) = S

d'aprés le théoréme 4, il suffit que fim gl( w(i+lXng( w(i)) = by
. 2 b
pour que le E-algorithme ait méme limite quelAmn

a_ ..
m+i+l,n+l

c-a-d : Lim =b, #1 b, #b 27k
300 am+i,n+£ 2 . k
1. Soit la série de terme général a = —————ELE:I.
(p+n+1) /?§§>
P « s 1 ‘\\ \:‘10;){ ,:
Cette série a pour limite FYS) [10] N
Cmti+l,n+l 1
\J ] - - .
d'autre part — = ol - bﬂ £ 1 et bl # bk si 8 £k
m+i,n+d
donc le E-algorithme généralisé donnera une approximation de A = B%I.
2. Soit la série de terme général a;. = __"i—if'
T (u3-2)

s . m 1
Cette série a pour somme § - 5 Log 2 [10].

am+i+l,n+2 _ 1
qmti,ntl  H(2n+20-1)°

et = b2 Z 1 et b'Q 4 bk si 2 # k.
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NOUVELLE TRANSFORMATION

La nouvelle transformation présentée dans ce qui suit est une trans-
formation non-linéaire qui a pour but, sous certaines hypothéses, de donner
une meilleure évaluation de la série double A que A .

mt+k ,n+t £

Dans un premier temps, nous présenterons cette nouvelle transformation
appliquée 3 des suites doubles, ainsi que quelques-unes de ses propriétés.
Puis nous 1l'appliquerons 3 des suites de sommes partielles en rectangle pour
évaluer des sommes de séries.

Enfin des exemples numériques seront traités et illustreront le pro-

cédé de STREIT [15] et cette nouvelle transformation.
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NOUVELLE TRANSFORMATION

L'évaluation de séries doubles posent de nombreux problémes de calcul.
Une fois la convergence assurée au niveau théorique, une série double exige
le calcul d'un grand nombre de termes. En dehors des généralisations de la
transformation de SHANKS, il existe une transformation, non linéaire, pro-

posée par STREIT permettant une meilleure convergence [15].

Nous la présentons ici :

[+ [ m n
sia= Y Y a,.. et A_= 2 Y oa..
i=1 4=1 moo32p 421

A

A -
_ mtk ,n+l mn
STREIT pose T  (k, £) = A + —5— R_TK, 2)

a
N _ mtk,n+l
ou Rmn(k, L) = —2—=

mn
Géométriquement, si chaque terme an de la série est représenté par le point
de coordonnées (m, n), les termes utilisés dans le calcul de Tmn(k, 2) peuvent

€tre représentée de la fagon suivante :

n+l am+k,n+2

~N
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On peut remarquer que 1l'évaluation de Tmn(k’ 2) nécessite autant de termes
que le calcul de Am+k,n+2'
Sous certaines hypothéses, STREIT montre que (Tmn(k’ SL))mn converge mieux
que Am+k,n+2'

Avant d'appliquer la nouvelle transformation 8 des sommes partielles, nous

la définirons pour des suites doubles.

Nous noterons (umn) une suite réelle double que l'on supposera convergente

et de limite u ; k et £ sont deux entiers fixés.

Définition :
e
. Pd . 13 . >
La transformation Tk2 est définie par ru T Tkl(umn) avec
u -u u_-u
_ mtk ,n mtk ,n-1 ~ mn m~-1,n _
Tkl(umn) ~ Ui * u (ul,n+2 uln) LTI (um+k,1 uml)

in ~ ul,n—l ml m-1,n

Si 1l'on repére chaque terme de la suite (umn) dans N X N par le point de coor-
données (m, n), chaque terme de la transformation se représente de la fagon

suivante

n+f

U |

n/_‘\ll

~

m m+k
- Chaque groupe de deux termes représente une différence intervenant dans

(u_ ).
k "mn
- Nous pouvons remarquer que cette transformation ne nécessite que la con-

1l'expression de T

naissance de 4 es au deld u i :u ; 3 u 5
aiss termes de mn 49 sont 1,n+g ° um+k,1 > "mt+k,n-1

u .
m+k ,n
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- Enfin, si k = 2 =0 Too(umn) =u . C'est pourquoi nous supposerons, pour

ce qui suit, que (k, &) # (0, 0).
Théoréme 1 :

Une condition nécessaire et suffisante pour que ¥k,& ¢ N Tkl(umn) - u

quand m,n + +° est que

u u
mn m-1,n (

Un1 T um-l,l

u -u
mtk ,n mtk ,n-1

Yin ~ ul,n—l

( ) + u ) ———> 0

u1,n+2 " Yin mtk,1 U1 m, >

Théoréme 2

Une condition nécessaire et suffisante pour que, pour tout couple (k, %),

la suite (Tkl(umn))mn converge mieux que (umn) est que

umn - um-l n
) + 2 ( u

u -
in u -4 um—l,n mtk,1 ml_l

1 um+k,n B um+k,n—1 (
Ymm T Yin T ul,n-—l

-2 < <0

ul,n+2_ u

Ces deux théorémes, qui découlent directement de la définition de la transfor-
mation Ty o De sont pas aisés a vérifier dans la pratique. Nous allons alors
donner des théorémes qui sont des conditions suffisantes pour que 1'on ait

L£im Tkk(umn) = u et une meilleure convergence.

m,n

Théoréme 3 :

51 umn = 5p % Vn alors Tkl(umn) = um+k,n+,Q
En effet, on a alors
s (v. ~-v ) v (s -s
+k* 'n n-1 nm m-1
T o (u )=s Xxv +—2 s.(v_., - v.)+ - v,(s_. = 8)
k& “mn m n sl(vn Vn-l) 1" 'n+g n vl(sm Sm—l) 1 "m+k m
= s v+ sm+k(vn+£ - vn) + Vn(sm+k - Sm)

= 8 ¢ Vv

m+k n+f

- u
mtk ,n+l
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Ce théoréme a pour seul intérét de pointer l'inefficacité de la trans-

formation Tkl pour des suites de la forme Un

il est d'ailleurs plus intéressant de considérer chacune des suites (s ) et (Vn)
n

= s X Vn' Pour de telles suites

et d'en calculer la limite 3 1l'aide de procédés construits pour des suites

simples.
Théoréme 4 :

S'il existe deux réels K, et X, tels que Y¥m,n,i,J

U1,n45+41 T U1,n+] Un#it1,1 ~ Umti,1

u

- < Kl et u - u
1,n+1 ~ Yin m+l,1 ~ Tml

<}(2

alors (Tkl( ), converge vers la méme limite que (u_ ).

u )
mn’ ’mn n

Démonstration :

Nous avens : 1,042 T Y1n - (ul,n+2 - ul,n+2-l) * (ul,n+2-1 - ul,n+2-2) T
(W) ne1 = U p)
261
=L (ay L4g-3 7 91,nep-5-1)
d'ou
“1,n42 ~ Yin &Fl U nt8-9 7 Y1 ntR-g-1 < %K
u,_ - u T Lt u, - u 1
In 1,n-1 =0 In i,n-1
u -u
de méme | IHOL__TL) <y k)
ml m-1,1
d'ou
TkQ(umn) - umn' < lum+k,n - um+k,n-1| 2Kyt Iumn - um-l,nl k X

(umn) converge, donc elle vérifie le critére de Cauchy, autrement dit

Lim ’
m,n

um+k,n - um+k,n-ll : ilm lumn m-1,n

90!
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D'ol par passage & la limite

Lim Tkz(umn) = Lim U, T U
m,n m,n

P

Propriété 1 :

Si (umn) est croissante, alors T )2z u ¥k, 2

kl(umn mn

Démonstration :

Si (umn) est croissante, chaque différence apparaissant dans 1'expres-

sion de Tkl(umn) est positive, par conséquent Tkl(umn) -u 20,

Propriété 2 :

Si (umn) est croissante

)

S1 um+1,n+l - um+1,n - um,n+l * Umn 0 2 ¥m,n
Si ¥k,8,m,n
u -u u_ -u
umﬂu“n - umn (“m+k+1 17 Ymt 1) > umn - um — (um+k 1 uml)
m+l,1 ml ’ i ml m-1,1 i
et
um+k,n+l - um+k,n (u - u ) > um+k,n } um+k,n—1 (u - u
ul,n+l - ug 1,n+9+1 1,n+1 uln -uy 1,n+2 In
alors (Tkl(umn))mn est croissante c-3-d : TkR(um+1,n) > Tkl(umn)
¥m,n,k, L
>
Tkl(um,n+l) - Tkl(umn)
Démonstration :
u - u
_ 1.,n+8 1n _
Tkl(um+1,n) Tkl(umn) - (um+l,n umn) * womuy (um+k+l,n Umtk+1,n-1
9

um+k,n + um+k,n-1)
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um+1,n ~ Ymn ( ) Umn um—l,n (

+ — u -u - - u -u )
um+1,1 u g m+k+1,1 mtl,1 u g um-l,l mtk,1 m,l
u -1
_ _ m+k,1 “ml _ _
Tkk(um,n+1) TkSL(umn)"(um,rHl umn)-"uml--um_l 1 (um,n+1 um-l,n+l umn'+um-l,n)
3

+ um+k,n+l-'um+k,n (

y - um+k,n-um+k,n-l (

u -u
ul,n+l_ U, 1,n+2+1 “1,n+1 u, - ul,n-l

)

ul,n+2 = Yin

les hypothéses assurent que [Tkg(u ).-Tkz( n)] et [T ]

m+l,n Um kl(um,m+l'-Tk£(umn)

peuvent s'écrire comme sommes de termes positifs, d'ol le résultat.
Propriété 3 :
Si (umn) est croissante.

Siu - - +u_20 ¥m,n
m+l,n+1 um+l,n um,n+l mn ms

alors Tk+l,2(umn) 2 Tkl(umn) et Tk,£+l(umn) 2 Tkl(umn) ¥m,n,k,%
Démonstration :

u -u u_-u

+k+1,n “mt+k+l,n-1 mn m-1,n
T (u )-u_ == 2 2 (u -u, )+ ——=—— (u -u
k+1,2 "mn mn Uy ul,n—l 1,n+8 1In u -4 um-l,l mtk+1,1 1
u -u u_-u
_ _ mtk,n “mtk,n-1 _ mn m-1l,n _

Tkl(umn) Ymn T T u (ul,n+2 upp) + u (um+k,1 uml)

in - Y1,n-1 ml~ Ym-1,1

retranchons membre & membre ces deux équations :

_ u1,n+SL“uln
kl(umn) Tu,_-u
in 1,n-1

e, 000 = T (o ike1,n ~ Umekel,n-1" Ymek,n T Umek,n-1)

u u
mn m-l,n

Ym1 T Ym-1,1

+

)

(U er1,1 7 Yk, 1

La croissante de (u_ ) assure que les termes (ul,n+£ -uy ) s (g - ul,n-l) H

(umn-'um-l,n) ; (u_.-u ) 5 (

n-1,1 ) sont positifs.

ml Umik+1,1 " Umik, 1
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La seconde hypothése implique que

- - - >
Untk+l,n - Ymtk,n ~ Ymtk+1,n-1 ~ Ymtk,n-1 > O

ainsi Tk+1,2(umn) - Tkz(umn) est somme de termes positifs.

D'autre part

_ um+k1pr-um+k;n-l ( YUmn um—l,n (

T (u )-u _ = u -u, )+ u -u_ )
k,2+1 "mn mn Ui ul,n-l 1,n+2+41 "in u g um—l,l mtk,1 | ml
u -u
_ . mtk,n “mtk,n-1 _
T, 0418 0%mn) ~ T W) = — =% (ul,n+2+1 Yy neg)

in i,n-1
le second membre n'étant composé que de termes positifs.

Tk,£+l(umn) 2 Tkl(umn)_
Remargue :

(

La croissance de (umn) suffit 3 assurer que 1l'on ait T ) > Ty (u

k,g+1 Umn

1 s _ . .
Par contre, pour que l'on ait Tk+1, (umn) T, (umn) > 0, i1 faut ajou

ter une hypothése supplémentaire.
Propriété 4 :
Si les termes de la suite (umn) vérifient, pour tous m, n, k, ¢

um+k,n“um+k,n—1 (

(1) um+k,n+2,-j - um+k,n+2—j-l - gty g ul,n+2,-j - ul,n+2—j-l)
]
mn ﬁm-—‘l n
(II) u - € —— 2 (u )

mtk-1,n " “mtk-i-1,n mtk-1,1 " Ymtk-i-1,1

uml-.um-l,l

0O<isk-letO<3i< -1

alors Tkl(umn) 2 um+k,n+£

mn’ "
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Démonstration :

La relation (I) étant vérifiée pour tout j tel que 0 € j < 2-1, on
261 um+k,n--um+k,n—1 Qil

(u ! . <
mtk ,n+L~7j mtk ,n+L-j-1 U ul,n-l 520

(u

L
320

Oou encore

um+k,n“um+k,n--l (

(III) u -u < —
mtk,n+f “mtk,n Uy ul,n-l

ul,n+2“u1n)'

De méme, sommons 1l'inégalité (II) pour i variant de O & k-1, nous

obtenons

u -1 -1
(IV) um+kn_unsu_mgt__m__’2(
o0 M ml” Ym-1,1

um+k,l.-um1)

En sommant membre 3 membre les inégalités (III) et (IV) :

)

u -u_sT (u -u
mtk ,n+l mn k& "mr mn

c-a-d um+k,n+£ = Tkk(umn)'

Théoréme 5 :
Si (umn) est croissante.

si - - +u_20 ¥m,n
* um+l,n+1 um+l,n um,n+l mn i

Si ¥m,n,k,%

u -y u_-u
m+l,n mn (u -u y > mn m1,n (u _
um+1,1 -u, mt+k+1,1 mtl,1 U um—l,l mtk,1

et

1,n+9-5 ~ Y1,n+g-5-1

a @

)

uml

)
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um+k,n+1.-um+k,n ( ‘um+k;n.-um+k,n-1 (

u -u )
ul,n+1 Uy 1,n+241 “1,n+1 Uy ul,n—l

u1,n+2 - uln)

alors la suite (Tkl(umn))mn converge mieux vers u que la suite (umn).

Démonstration :

La suite (umn) est croissante donc (umn) tend vers son plus petit ma-

jorant : u.

De plus les hypothéses suivantes, d'aprds la propriété 2, assure la

croissance de la suite (Tkl(umn))mn’ par suite :

u - Teplugy) 20

v
(@]

u-1u
mn

De plus, d'aprés la propriété 1, (umn) croissante implique que

L PR - P
Tkl(umn) 2 u d'odl 0 < u Tkl(umn) <u u

u-T ,(u )
ou encore 0 < ki _mn < 1.

u-u
mn

Théoréme 6 :

Si la suite (TkQ(umn))mn converge vers la méme limite que (umn) et sous

les hypothéses du théoréme 5, alors une condition suffisante pour que (Tkl(umn))
. . . .
converge mieux que um+k,n+2 est que l'on ait :
u ~-u
+k ,n m+k ,n-1

(1) u .-u ., < O 2 (u .- u . )

mtk,n+f-j “mt+k,n+l-j-1 U, ul,n-l 1,n+2-] 1,n+8-3-1

mn um—l n

(I11) u . _-u . € ———=3_" (y . . -u . )

mtk-i,n “mtk-i-1,n U um_l,1 mtk-i,1 “mtk-i-1,1
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Démonstration :

»

[] ~ » 7 .
D'apreés la propriété U : Un
D'aprés la propriété 2 : (Tkz(u

T, (u__)-u

dlod 0 g M o g,

u -u
mtk ,n+8L

mn

)

< um+k,n+£ = Tkz(um

mn

).

est croissante, donc T

kl(umn)

< u
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APPLICATION AUX SOMMES PARTIELLES EN RECTANGLE

Notations :
<o 00
Soit a,. le terme général d'une série A= Y J a..
ij . . ij
i=1 3=1
On notera :
m n
- les sommes partielles Amn = 7 3} a . m,n = 1
iz1 =1 HJ
- 501 Al p A, A __qclestla n® ligne dont on ne somme que
b 3
les m premiers éléments.
- 610 A 4.7 Amn - Am—l n c'est la m® colonne composée des n
? 2

premiers éléments.

La transformation, précédemment définie, appliquée 3 la suite (Amn),

s'écrira :
§.. A §.. A
_ 01 mtk,n-1 10 "m-1,n,
Tkl(Amn) * A a 602 An t a 6kO An1
in - mi

puisque : Am+k,n - Am+k,n-l = 6Ol Am+k,n-1

Aln - Al,n-l = %

Ay et~ A1 T Sop Ay

Amn - Am—l,n = 610 Am‘l,n

A1 " Ape1,1 7 m

Anti,1 ™ Am1 T ko Ami

Géométriquement, pour les sommes partielles Amn’ ce sont les termes aij qui

sont représentés dans N X W,
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En supposant que 1'on connaisse Amn
c-3~d tous les termes aij pour
l1<i<metl<js<n.

Cette transformation ne nécessite que
la connaissance que de (2k+%) termes
supplémentaires. Alors que le calcul

de A en nécessiterait

m+k ,n+%
(nXk) + (mx2) + (kxQ)

~
n+l
. &Sy Byp ¢601 Arsk,n-1
aln
Remarque :
Sia,. = u.Xv, alors A =U xvVy
ij mn m n
m n m
en effet Amn = 'Z .Z u1 .Vj = Z ui
i=1 j= i=1

m
il suffira de poserU_ = ) a, etV =
m o, n
i=1
Théoréme 7 :
. . . *
Sia,.>0 ¥i,jeN
1]

Si i1 existe deux nombres réels positifs R

1 et R2 tels que

a . a_ ..
ﬂj—(R etM(R V‘mnij
a l a 2 E - |
in ml
alors (TkQ(Amn)) converge vers la méme limite que (Amn).
Démonstration :
a a a -
_ _ 1,n+1 1,n+2 1.n+8
Tkl(Amn) A © 601 Am+k,n—l a T3 7 a
n In In _
+ 8 A gm+1,1 N an+2,1 . s qmtk,1
10 "m-1,n a1 a4 a

d'olu d'aprés 1l'hypothése,
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TiaBn) ~Ann S ARy S0 Ay o1 P KRy O30 Ay o

(Amn) est une suite supposée convergente donc & partir d'un certain rang, 601

s ]
Am+k,n-1 et 610 Am-l,n tendent vers O quand m et n tendent ver 1'w,
1 ~ . -
D'ol, ;lg(TkR(Amn) Amn) <0

> . . - 1A 2
De plus aij O implique que Tkz(Amn) Amn 2 0 ¥m,n,k, d'od le résultat.

Théoréme 8 :

Si a,. > O pour tout (i, j)e N xN"

1]
N |
alors Tk+1,2(Amn) = TkR(Amn) et Tk,2+l (Amn) - TkR(Amn) ¥m,n,k,%
Démonstration :
§., A
_ 0% "1n
Tk+1,£(Amn)-'Tk2(Amn) - a,, (601 Am+k+l,n-—l 6Ol Am+k,n-l) *
S, A
10 "m-1,n
3 Ort1,0 2n1 ~ 8o Ana)
ml
= (A - (A

So1 Am+k+1,n-1"501 Am+k,n-l m+k+1,n"Am+k+1,n-1) m+k,n"Am+k,n-1)

mtk+1 m+k
= a. - de = a
i=1 in 121 in m+k+1,n
%1,0 A1 " k0 Am1 T Praen,1 Ann) ~ Brage 1™ App)
H
m+k+1 m+k
T ioper 317 %17 ekl
Qo2 T, . (A )-T (A )= mtlin g 0 Cmtk1,l .,
k+1,2" "'mn k& “mn’ ~ a 0% “1n a 10 “m-1,n

in ml
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- . 1 ~ < A
Chaque terme du second membre est positif d'ol TkR(Amn) < Tk+1,£(“mn)
S ., A ..
- _ 01 "m+k,n-1 _
De méme T g4 (Amn) = Tip(App) = A 00,241 A1n = Sop A1)
S.. A
. 01 "mtk,n-1 _ _
- a (Al,n+2+l Al,n Al,n+2 * Aln)
a
- _1,nt8+1 A > 0.
a 01 "m+k,n-1
In
Théoréme 9 :
&1 n+j
. s . . .
Si (1) 601 Am+k,n+j-l < a1, o1 Am+k,n—1 J el 1=i=2
¥m+i,1
e R
81(11)610 Am+i-1,n < _E;I__ 610 Am-l,n ieN 1<ic<k
alors A

<T
m+k ,n+L mtk ,n+f

Démonstration :

s

Elle découle de l'application de la propriété 4 & la suite (Amn)

Am+k,n-'Am+k,n—1 (

A . - A . s A .~ A <)
mtk ,n+L~J mt+k ,n+l~j-1 Aln - Al,n-l 1,n+2-3 1,n+8-j-1
peut s'écrire
S A
01 "mtk,n-1 .
< 2 X < < Q-
801 Antk n4g-3-1 = 3 R T 0=<3=<21
An ™ Ap-1n
« (A . - A . ) € —————2— (A . - A . )
mtk-i,n mtk-i-1,n Aml Am-l,l mtk-1,1 mtk-i-1,1
devient
§.. A
10 m-1,n < i< k-
810 Pmtk-i-1,n = " a qntk-1,1 0<i<k-1

ml
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Théoréme 10 :

Si (TkQ(Amn)) tend vers la méme limite que (Amn) lorsque m et n tendent

vers l1l'infini.
si (Tkz(Amn))mn est croissante et si aij‘> 0 pour tout (i,3)
alors la suite (Tkl(Amn))mn converge mieux que (Amn).

Démonstration :

La croissance et la convergence de (TkZ(Amn)) impliquent que TkQ(Amn) < A

avec A = 1im TkQ(Amn) et A = lim Amn'

m,n=>® m, >

- > . z ' -
De plus Tkz(Amn) AL 0 car cette différence n'est composée que

- [ ' ~ - <
de termes positifs d'ou O < Amn < Tkl(Amn) < A

ou encore

T (A )-A
k& "mn
OS—-———————-A — <1
mn

Théordme 11 :

Sous les conditions du théoréme 10, si les relations (i) et (ii) du

théoréme 9 sont vérifiées c-a-d

a .
< 104 g

. ; <5 <
(1) 601 Am+k,n+j—1 N a, 1 Am+k,n-1 JelN 1s<j=<2
¥m+i,1
. < > i < <k
(11) 815 Anyiqon a ‘10 Ap-1,n Tel 1x<4i

et si (TkR(Amn))mn est croissante, alors (TkQ(Amn)) converge mieux vers A

que (A )

mtk ,n~-2
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Démonstration :

, - [ k3 <
Le théoréme 9 assure que l'on ait Am+k,n+2 Tkk(Amn)

1ol - -
d'ou 0 < A Tkl(Amn) <A-A

m+k ,n+d
ExemEle 1
[o o] (o]
m
Soit la série A= ) ) ———j;_§7 =3
i=1 =1 (u3-2)°*
a . 2
10 la,n+j - (4n-2) ; <1 ¥n,3
in (4n+45-2)
am+i,l _ 22m _ 1 . 1 vm.i
- v - . = .
a ., 22(m+1) 221

les termes de la série vérifient les conditions du théoréme 7 donc

(TkQ(Amn)) converge vers A.

a .
1,n+]
o —2= X
2 Comparons 601 Am+k,n+j-l et 2, 501 Am+k,n-1'

m+k m+k 1
S . A :z :z

. a. . —_—r
01 "mtk,n+j-1 i21 i,n+j 121 (4n+4j—2)21
miK m+k 1

S . A = a,_ = —_—

01 "mtk,n-1 501 im i=1 (4n-2)2l
81,n+j _ (4n—2)2

a - . 2

in (4n+44-2)

il suffit de comparer les deux expressions terme a terme c-a-d

2
I-= 1 sret II = (4n-2) 5 X 1 5T
(4n+l5-2)<* (4n+4i-2) (4n-2)
4n-2 . *
or n)-2 < 1 pour tout j € N

dtod ( 4n-2 )2 ( 4n-2 )2i
w2 > G2

pour tout i 2 2



116

Par suite II > I.

n
1
D'autre part ¢ =Y a...= 73 :
10 m+1 -1,n 521 m+i,] 521 (43 2)2(m+1)
n n
1
8§, A =) a.= }
10 "m-1,n 571 m] 371 (43-2)
fmii,l 22 g
a 4 22(m+1) 521
®m+i, 1 1
) X . ~
comparer 610 mHi-1,n et ——= 610 Am—l,n revient & comparer —
ml (45-2)
avec —ng—j;——aa ; or 1 5T < ;i vi e N j>1
277 (43-2) (43-2) 2
a L3
m+i,l
done 810 Alvicin <3 10 Pm-1,n
ml
Les conditions du théoréme 9 sont vérifiées donc
Am < Am+k,n+l = Tk+m,n+2 ’
Exemple 2 :

[+
)) --———————5 = 0,33911435 [15]
i=1 j=1 i737(i+9)

>
n
bv18

ad . ~ 2
1,n+j n(n+l1) .
= : - < >
a (n+9 ) (n+j+1) ! vizl
l,n e -
a_ s ~ -2
mti,1 _ m(n+1) <1 vi > 1
a_; | (m+1) (m+i+l) -

donc puisque de plus aij >0

Amn s Tm+}<,n+2,

7m+23i
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EXEMPLES NUMERIQUES

Des exemples numériques ont été traités. Les résultats numériques fi-
gurent sur les pages suivantes. Six exemples sont présentés. Pour chacun

d'eux, on a calculé successivement :

M N
A(M, N) = z z ai.
i=1 j=1 J
M+K N+L
A(MHK, N+L) = } )} a..
i=1 j=1 1]
NOUV. TRANS. = TKL(A(M, N))
2

I - Ry (K, D)

qM+K, N+L

avec R (K, L) =
MN aM,N

Les quatre premiéres colonnes donnent les valeurs choisies pour M, N, K, L.

La colonne entre NOUV.TRANS. et STREIT®St le nombre 2K+L représentant
le nombre de termes aij qu'il faut calculer en plus de ceux contenus dans
A(M, N) pour calculer NOUV. TRANS. Le nombre correspondant pour le calcul de
A(M+K, N+L) & partir des termes de A(M, N) sera (NK+ML+KL). C'est le méme
pour le calcul de STREIT 3 partir de A(M, N). Ce nombre figure sur la derniére

colonne.

Les mémes valeurs de M, N, K, L ayant été conservées au cours des six
traitements ces colonnes seront identiques. On peut donc constater dés a pré-
sent quelque soit la méthode donnant pour chacun des exemples la meilleure
approximation que le calcul de la limite d l'aide de la nouvelle transformation
nécessite un nombre de calculs de termes bien moindre que celui qu'exigent les

calculs de A(M+K, N+L) ou STREIT.



118

M M RN
10 10 |1
20 20 1
39 39 1}
10 10 S
20 20 S
10 10 10
39 39 9
to 10 20
20 20 2y
10 10 Yy
319 39 19
10 10 489
39 39 29
39 39 39
319 39 49
319 39 K¢
+STOPx 0

A, )
.25640R393383026
L289851963520050
<30951R694RT 71625
.25040R393333020
L2A9RS51963520050
.256408393383%026
< 309518687 Tu2Y
.256480A393383026
+L2RA9R51963520050

«25640R393383026

«30951R09487T7625
.256480R 393383020
«309S51RLI4RTTn2S
.30951R09487762S
«30951R694AR77625
«309518694877625

ACMeK, N¢L)
.261902928352350
.291663527488708
.310072362822943
L2T777594327926h0
.297615885734558
+2RGRST155612946
«3137202858924R7
.303028345108032
.31007821016693%1
.310075u461864471
.310°340645175934
.351d4463257789%612
.319243490695953
.32098227739334}
.322338879108429
.323426842639514

HOUV _ TRANS
«261935591697693
«291666984558105
«310072660446167
.278074324131012
.29765379428R635
.290526270866394
«313730418682098
«304282665252686
.310300230979919
«311715424060822
«3109644u7U9R322
.3163698911066A7
«319293916225433
«321051716804504
«322825365447998
+323528289794922

1en

a7
117
147
177

L

)
STRETT =25
.2620R2278728485 21 &
-291694939136505 41 N~
.310077428817749 79
L277775943279266 125
.297615885734558 225
.289853155012946 300
.313720285892047 7838
.303028345108032 800
.310074210166931 1200
.310075461864471 1500
.316934645175934 1843
.314463257789612 2400
.319243490695953 3103
.320982277393341 3563
.322338879108429 6223
.323426842089514 8083
_ 1
835 © i+l
(3+1)
) o = [10]
Lol L2 . iH o ptl
izl j=1 (p+1+j)
icip =2
(o] 0 H
Y Y a,.=%=0,3333333
2. osoq i3 03



119

MM
10 10
20 20
19 39
10 10
20 20

19 39
10 10
20 20
10 10
39 39
10 10
39 39
39 39
39 39
39 39

20
20
30
t9
ny
29
19
a9
S9

«STQPx O

L C VN ==X

A(M, 1)
«17856%614R887238
.208330214023590
.226739048957A25
+178509614RB67238
.208330214023590
«178%0%14R87238
«226739044957825
.178569614R87238
.208330214023%590

«17856%9614887238 -

.220739048957425
«178509614R87238
«220739008957525
«22aT739048957825
.220739048957A825
- 220739048957625

ACHeK, N+L)
.183331489562988
.209996879100800
.227267563343043
«197366535663605
.215514063835144
.2c08331406116486
.230764031410217
«22058624029159%
.22726941108703%6
.2272706627845706
.233R6S672310394
.231879287147522
.2301957996749R8
«237799465656281
«23912495374679%0
.240190565%86090

I{OUV_ TRANS
«183355927467346
.209999740123749
«227207861364272
«197595953941345
«215546488761902
+208R60754966736
.230773270130157
.221597671508789
«227467238903046
.278611111640930
.233893215656281
«233051061630249
«236152529716492
.237864077091217
.239205658435822
+280285396575928

STREIT

.183484911918640 21
.210025608539581 41
.227272391319275 79
«197366535663605 125
.215514063635144 225
.208331406116486 300
«230764031410217 783
.220586240291595 800
«227269411087036 1200
.227270662784576 1500
.233865A78310394 1843
«231479287147522 2400
«236105799074988 3103
«237799465656281 4563
«2391249537486796 6223
«240190565566090 8083

- 1

aij =

(443)

00 [+ ¢]

Yo} 1 =2
i=1 §=1 (p+1+j)*H P
ici p =3
[e o] [ee]

1
! I a,i=5=0,25
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.

[
o
-
k=]

[=J% WY IO

od mn
£ ©
W
O o
]

10 10 20
20 20 20
to 10 30
39 319 19
10 10 49
39 39 29
39 39 19
319 39 a9
319 39 59
*STOP2 0

A(M, )
.SRL851900005341
+3R9573037624359
«3910943206972961
+386151900005341
.389573037624359
.3864851900005341
+3910983526°72961
.3R6A51900005341
+3R9573037620359
.38645%1900005341
.391094326972961
.3864519000n05841
.391094326972961
.3910948326972961
.3910948326972961
.391092a8320972961

ACH+K, HTL)
.3A7019336223602
.389721751213074
.391134381294250
.388532757759094
«390197753906250
+3JR9ST71752880096
.391394734382629
.390615046024323
.391135096549988
.3911357522010R0
.391619205474854
.39144819974A993
«391777694225311
.39189553260R032
.391986548900004
«392059028148651

NOUV . TRANS
.387019395828247
L389721751213074
.391138381294250
.388533294200897
.390197813510895
.389574766159058
.391394734382629
.390616713954376
.391135215759277
.391137778759003
.391619205470854
.391450405120850
.391777694225311
.391895532608032
.391986608505249
.392059087753296

15
15
30
27
o0
60
90
87
120
87
117
147
177

STREIT
.387019395828247
+390019893646240
«391094326972961
.388532757759094
+391450047492981
.38957375288009¢6
.391094326972961
.390015046024323
.394266068935394
.391135752201080
.391094326972961%
.39148R199748993
.3910943269729%061
.391094326972961
«3910943269729%061
«391094326972961

o] 3

BUS
LILLE

[10]

0,39269908
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M N K
10 10 |}
20 20
319 39 1\
10 10 S
20 20 5
10 10 tQ
39 319 9
10 10 20
20 20 20
10 10 30
319 39 19
10 10 490
19 39 29
39 39 19
39 39 a9
319 39 89
*STUP+ 0

ACM,i1)
.0460512153804%0
.0480106353402138
.00612029343R435
.086051215380430
.046106353%3402138
.010051215380430
.040120293438415
L046051215380430
.0161063534802138
.08605121533043%0
.00612029343R435
.006051215330430
.0806120293438435
.086120293438435
.00612029343R435
.04612029343R435

A(M+K,N+L)
L0U6063799411058
.C40108100563288
.086120539307594
.046091858297586
L0U86133144606352
.086106379479170
L086122007071972
.0861163R4797812
.040120572835207
.086120593912239
L0461230613291°70
L006122327446938
.080612368348526006
.046124085783958
.046124357730150
.086128551445246

HOUV,TRARS
.080063799411058
.086108100563286
«086120539307594
.08609186574R167
,0086113144606352
«086106394380531
.046122007071972
.086116907149553
.086120572835207
.0086120621263981
«086123061329126
«0806122349798679
.086123683452606
.0861240857839548
.086124357730150
.086124551445246

STRETT

.046063799411058 21
.046106353402138 a1
.046120293438435 79
.046091858297586 125
.0646106353402138 22s
L046106379479170 300
L046120293438435 783
.0Ub6116R6479TRL2 800
.04h106353402138 1200
.046120598912239 1500
.046h120293438435 1843
.046122327446938 2400
.046120293438435 3103
.046120293438435 4563
.046120293438435 6223
.046120293438435 8083
a _ 1
i] A:ulwvmw+p
M M WH. = M.I M.bomw
i=1 §=1 *3

0,046125491

[10]



122

M M K
10 10 1}
20 20 1
39 39 1
10 10 S
20 20 S
10 10 10
39 39 9
10 10 20
20 20 20
10 10 30
19 39 19
10 10 4¢
39 39 74
39 39 39
39 39 a9
39 39 S9
*STOPx 0

A(H,N)
«068281972140R295
+HR0R0NTISISNGTO
+.0BR6T7738%6217346
«0682819T7240R8295
.6R0R0N735950470
+LOB28197240R295
.0R67738% 217346
+LH6828197240R295
«6R08B00735950470

+06828197240R29y

+6R67738396217 %406
.668281972408295
.bR077389%217 380
LoRTT369%9%217340
+OoR6TT3IBY21 T340
+0R6TT73396217346

ACM+K,NEL)
+6T70690655708313
LLR13816428)1845]
<LRL9320RH6944580
L676741719245911
LORI2WUIUIALRTTY
<OR0R01749229431
.O0R7961316787720
LORURRIQUHYTI2LTS
+R693393u688568
+H6R693U9UT967529
+O0RBRS12372970S8
+LORBLTNTO06T72302
.6898A0066299438
.6R9948141574860
.090310180187225
.69059A4RT8H4004

HOUV,TRANS
.670701086521149
.681382358074188
+bR6932146549225
.6T082683467R650
L.0R3252453P04010
«6R0979311466217
+.687963426111129
.685186862945557
«680975657939911
«687316775321960
.688855946063995
.6886032R1974792
.689487874507904
.689958810806274
.690323293209070
.6906138062477118

STREIT

6TNT729637145996 21
.681386H49608612 a1
.687249243259430 79
.H676741719245911 125
.683244943618774 229
.680801749229431 300
.690342962741852 7R3
.H8488204479217S 800
.o86933934688568 1200
+6B693UGUTINTS2Y9 1500
+h93015158170422 1843
.688170790672302 2400
.69490432739285748 3103
«696310639381409 4963
«6597398304939270 6223
698264479637 1U46 8083
N
iy | AMQVH:
o0 (o]
} ! a,.=Log2 [10]

= 0,69314718
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AC,0)
.33839h0K8434143
.3389957547187A8)
+339077293R72433
.33839h668434143
+3389957S471R7R)
3383960684381 43
«339077293372433
< 338396668434 143
. 33899575471A781

.338396668434143 -

«33907729337283%3
. 338396668434 143
«3%9077293R72833
+339077293R72813
.3390772938724813
.339077293872a833%

A(MeK,N+L)
.3385546766510010
.339009463787079
«33907R4263610R4
.338872253R948006
.339046001438326
.339003682136536
.33908456563949%6
«339077174663544
.33908R439941406
.339996307754517
.33908R261127472
«33910%341102600
.339090168476105
«33909124135971%
+3390914897010803
«33909225463R06072

NOUV , TRANS
.338555634021759
«339009463787079
«33907R366756439
.338864982128143
«339045584201813
«338991343975067
«339084446430206
+«339060664176941
«339087069034576
«339078366756439
.539088141918182
«33908486360L2720
«339090049266815
«339091062545776
«339091718196869
«339092075824738

STREIT
+33R7A43694R7762
»339049994945526
+3390R5340499A78
«338917970657349
.339063823223114
.339013338088989
+3390R7486267090
+«339078068733215
.3390R9930057526
.339096486568451
.339089393615723
.33910340070724S
+339090645313263
.339091479778290
«339091956615448
.339092314243317

21

79
125
225
300
783
800

1200
1500
1843
2400
3103
4563
6223
ROB3

[15]
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INTEGRALES DOUBLES

- Résultats dus a LEVIN
- Nouvelle approche

Dans un premier temps, nous reppelons les résultats obtenus par LEVIN [13]
ol celui-ci généralise des résultats connus sur les integrales simples.

Dans un second temps, nous présentons une nouvelle approche qui n'est pas
une généralisation d'un procédé des intégrales simples.
Elle reste cependant théorique.
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RESULTATS DUS A LEVIN

Le probléme du calcul des intégrales doubles infinies est abordé
par LEVIN [13]. Son étude consiste 3 généraliser la forme confluente du
€-algorithme de WYNN (1962) et la transformation G de GRAY, ATCHISON et
Mc WILLIAMS (1971).

Dans le cas des intégrales simples, c-3-d d'une seule variable, ces

400

deux transformations donnent la valeur exacte de j f(t) dt pour toute
0

fonction vérifiant
m
gt) = ) p £F00) £ e [0, 4ol
k=1
ou Dy sont des coefficients constants.
Le e-algorithme peut alors s'écrire
m
e (1) = r £(w) du- ] p, £ D)
0 k=1
ou les coefficients Py satisfont la relation

. P m .
£’z 3 Py g3 4y 320, 1,..., m-1
k=1

La généralisation de LEVIN est construite a partir de 1'équation linéaire

d coefficients constants :

() £, y) = I o, 9% ok £x, y) TeNXN; (0,0 ¢T
(k, B)eT Y

Théoréme 1 : [13]

Soit f une fonction vérifiant (H) et telle que l'on ait :

1im 9k 8%t
Xy
yo

f(x,9) =0 (k, ) eT ;L #0
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1m 35 5% £k, y) = 0 (k, ) €T 3 k 70
X0 X y
alors J” jw f(x, y) dx dy = ) %y ai‘l 32—1 f(a, b)
b’a (k, 2)eT y
k. L #0
- ) % r 3];‘1 fla, y) dy - ) %00 r 21 £(x, b) ax.
(k, 0)eT b (0, 2)eT a Y

LEVIN en déduit la définition suivante :

e§2) = jj £x, y) axday + 1 o, 35t ¥ e, b)
A (k, L)eT y
k. 2 #0
- ) %0 J“ Bi_l f(a, y) dy - ) %50 J“ 82-1 f(x, b) dx
(k, 0)eT b (0, )eT a Y

ol les coefficients de @ o sont définis par le systéme linéaire donné par

(H) et JJ f(x, y) dx dy = - f“ J“ f(x, y) dx dy + Jw J” f(x, y) dx dy
A b 0°0

a

Cette définition est construite pour assurer la démonstration du théoréme

suivant :

Théoréme 2 : [13]

A
Une condition nécessaire et suffisante pour que E%Q) = Iw Jm f(x, v) dx dy
c-‘o

¥Va, b 2 0 est que f satisfasse les hypothéses du théoréme 1 et que

le systéme linéaire défini par (H) ait une solution unique.

. " . 2
Mais, tout comme dans le cas des intégrales simples, E; ) a Ye désa-
vantage d'utiliser des dérivées de f. Pour les intégrales simples, cet incon-

vénient est évité si 1'on utilise la transformation G qui peut s'écrire
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a

v k-1
Gm(a ; At) = J f(t) dt - ¥ % A f(a)
0 k=1
ol les coefficients 9 vérifient
a+(j+1)At m X
[ £(t) at = ) 4 A" f(a+jAt) j=0,1,..., m-1
at+jAt k=1

Cette derniére relation peut encore s'écrire

k-1 £1(t) t

v
(@]

m
£(t) = L q B (H")

k=1

La classe des fonctions vérifiant (H') est la méme de celle qui vé-
rifie (H). Par suite, méme si la transformation G ne nécessite que des va-
leurs de f et non 1l'évaluation de ses dérivées, lesdeux transformations

donnent la valeur exacte de l'intégrale des m@mes fonctionms.

La généralisation au cas des intégrales doubles est construite par

LEVIN de la fagon suivante :
Définition :

Soit T un sous-ensemble de N X N ayant r €léments, (0, 0) ¢ T ; et

soit R ¢ N X N ayant également r éléments.

= {(x, y) l x<aouy<b;x,y20}

On pose
(2) k-1 ,8-1
G ‘(a, b 3 Ax, Ay) = II f(x, y) dx dy + X R , A A‘ f(a, t)
T A (k, L)eT kL "x v
k, 2 #0
Bko [” f(a, y) dy - ) 802 f” 2-1 f(x, b) dx
(k o)eT (0, L)eT Y

ol les coefficients Bkl sont déterminés par le systéme linéaire de r équations
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f(x, y) dx dy = z
a+iAx (k, 2)
k. & #

b+(j+1)Ay ra+(i+1)Ax
(s) J J

N A £(a+inx, beidy)
b+3Ay T y
0

b+(§+1)Ay K
Ax f(a+idx, y) dy -

(k, 0)eT o Jb+jAy

z

Ay f(x, b+jly) dx
(0, 2)eT

a+(i+1)Ax 2
o

a+ilx

(i, 3) € R et avec AX f(x, y) = f(x+AMx, y) - £f(x, y)

AY f(x, y) = f(x, y+dy) - f(x, y)

Théoréme 3 : [13]

z - » 2 -
Une condition nécessaire et suffisante pour que G; ) (a, b ; Ax, Ay) =

j” Iw f(x, y) dx dy ¥a, b 2 0 est que f vérifie :
070

-1 8- k-1
Fx, v) = 1 By BT ART s, gy 1 By 8T E(x, )
(k, 2)eT * y (k, 0)eT
k. £ #0
+ ) BOZ Ag-l f(x, y) ¥x, vy 20 (H™)
(0, L)eT y
et 1im f(x, y) = O et le choix de R est tel que le systéme (S) ait une
KH0
y—)m

solution unique.

Contrairement au cas des intégrales simples, Aé2) et Géz) ne donnent

pas la valeur exacte d'une intégrale de la méme classe de fonction puisque

les fonctions vérifiant (H) ne sont pas les mémes que celles oui vérifient (H").
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INTEGRALES DOUBLES
NOUVELLE APPROCHE

L'étude abordée dans cette partie est l'évaluation d'intégrales doubles

ou multiples. Supposons que l'on ait 3 calculer

400 400
I= J J f(x, y) dx dy
0 0

que l'on sait convergente. L'intégration demandée est d effectuer sur le
domaine © = [0, +°[ X [0, +°[. Soit A une partie de Q telle qu'il existe
deux nombres x et y tels que A c [0, x[ x [0, y[ et deux réels Xy et y, tels
que A n (0x u Oy) =[O, xO] v [o, yo].

On notera B*(A) = 3(A) - {fo, xo] v [o, yo]} ol 9(A) est le bord de A

c-3-d sa frontidre. Soit AA une partie de Q telle que AA n A = B™(A) u {x }

0° Yo
On supposera également que ni A ni AA ne sont 3 trous, c-d-d que ces ensembles

sont connexes.

Par exemple :

Yo AA

B*(4) i

~N-

%0

Dans le schéma de droite 6(A) est le carré OPNQ et B (A) est le che-
min PNQ.

f(x, y) dx dy et'ff f(x, y) dx dy
AA

Nous supposerons dans ce qui suit que JJ
A
sont deux valeurs connues ou que l'on peut les calculer.
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A partir de ces deux nombres, nous allons proposer une méthode de

calcul de f(x, y) dx dy.
Q

Pour cela, nous introduisons la définition suivante :

JIAA f(x, y) dx dy

L C))
£(N)

I, = JJA f(x, y) dx dy +

od M e B¥(AA) et N € B*(R)
et donc I, dépend du choix de A, AA, M et N.

Nous supposerons en outre que si X, et y, tendent vers 1l'infini, alors

A tend vers ) c-3-d couvre tout le quart du plan, et réciproquement.

Nous étudierons les propriétés de I, et les conditions pour lesquelles

IC pourra &tre considéré comme une approximation de I.

Théoréme 1 :

Si J” J” f(x, y) dx dy = I et si il existe deux nombres réels O et B
0“0
tels que :

£(M)
69 ¢ [a, Bl et @ < 1 < B alors I, converge vers A quand x, et y,

tendent vers 1'infini.

Ce théoréme a pour but de déterminer, lorsque cela est possible, des choix

de A, AA, M et N pour que Ic donne une approximation de I.

Démonstration :

fJAPf(x, y) dx dy peut €tre considéré comme terme d'une série qui
converge vers I. Il suffit en effet de décomposer le demi-plan  de la ma-

o N »
niere suivante :



130

[JQ f(x, y) dx dy = IJA f(x, y) dx dy

jj f(x, y) dxdy
1 L}

8

+

n e~

i .
i

avec Al = AA.

f(x, y) dx dy tend

Puisque JJ f(x, y) dx dy converge,
chaque terme f
A

i
vers O lorsque i tend vers 1'infini.

Par suite, si %%%% ¢ [o, B] avec @ < 1 < B alors

lim Io = lm JJ f(x, y) dx dy = jJ f(x, y) dx dy
X02Y0™® T A 9

Théoréme 2 :

Si1I = IJ f(x, y) dx dy et s'il existe une constante C>0 telle que
Q

|l k=] 2 C pour X, et Yo suffisamment grands, alors IC tend vers I.

Démonstration :

<

D'aprés 1'hypothése, lIC - JJA f(x, y) dx dy C JIAA f(x, y) dx dy
d'ol par passage d la limite, c-3-dire quand Xgs Yo > ®

lim [IC - JJA f(x, y) dx dyl = 0.
Théoréme 3 :

Une condition nécessaire et suffisante pour que IC = I est que

£(N) JJ f(x, y) dx dy = £(M) IJ f(x, y) dx dy
O-(A+AA) Q-A

Démonstration :

Io=1 équivaut, par définition, &
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jJ JiA f(x, y) dx dy
f(x, y) dx dy + £(N) = ” f(x, y) dx dy
A FN) - £(M) Q

ou encore a

£(N) JJA f(x, y) dx dy = (£(N) £(M) [JJ f(x, y) dx dy - (J f(x, y) dx dy
Q J
A

ce qui peut encore s'écrire

£(M) U £(x, y) dy dy = £(N) ” £(x, y) dx dy
Q-A Q-(24AR)

Exemple :

e-(x2+y2)

Soit la fonction f(x, y) . Le calcul de I se fera a 1l'aide

des coordonnées polaires : x = r cos® ; y = r sine.

X _ 9y _ . dx 3y
—8_1" = cosO ﬁ = s83inée E 5;
. J = = r
ox _ . dy _ ox  Jy
35 =T sinb 59 = ° cos® T 3%
400 400 M/2 40 _ 2 m/2 + -I"2
I-= J J f(x, y) dx dy = [ J re’ dr de = f de x I re dr
0 ‘0 ‘o Yo 0 0
2] 40
T e _ T
202 o "n

On choisit pour ensembles A et AA les ensembles suivants :

™
A={(r,e)e]R2|OSr5R;o_<_es§}
2 T
AA = {(r, 8) €eR° | RS r < R#AR 350 <6
d'ou
/2 (+° 2 2
- T -
JJ f(x, y) dx dy = J J re’ drde = Te R
Q-A 0 R

=i

/2 ptoo _ 2
JJ ﬂx,y)dxdyz‘[ J re " dr a6 = e(MAm
Q-(A+AR) 0 R+AR

2
2 _ R
£m) = o (RFAR) s f(N) = e



132

On vérifie ainsi que

£(M) JJ £(x, y) dx dy = £(N) JJ f(x, y) dx dy.
Q-A Q- (A+AA)

Théoréme 4 :

JI f(x, y) dx dy fj f(x, y) dx dy
A A+AA
I = £(N) £(M)
c - 1 1
£(N) £(M)
!
Démonstration :

Soit D 1le I‘appor‘t des deux déterminants

£(M) f f(N) ”

A+AA

A f(x, y) dx dy f(x, y) dx dy

£f(M) - £(N)

f(N) JJA f(x, y) dx dy - f(N) ”AA f(x, y) dx dy
£f(M) - £(N)

£(M) JJA f(x, y) dx dy

JJAA f(x, y) dx dy _ .

L - E0) e
{69)

U f(x, y) dx dy +
A

Théoréme 5 :

U;XA f(x, y) dx dy

Ip = JJ f(x, y) dx dy + 20) .
A+AA (M)

Démonstration :

) £(M) f[.HAA f(x, y) dx dy - £(M) UAA f(x, y) dx dy- £(N) JJA+AA f(x, y) dx dy
c - £f(M) - £(N)

JJ £(M) f[ AA f(x, y) dx dy
f(x, y) dx dy - —
A+AA £(M) £(N)
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fJAA f(x, y) dx dy

=JIA+AA f(x, y) dx dy + i(g; —

Théoréme 6 :

Si ”A f(x, y) dx dy converge vers I lorsque A tend vers { et si

lim JJA %, y) ax dy- 1 = -——f(N) =
o) H f(x, y) dx dy - I Aroo £(M)
A+AA

p#l

alors I, converge vers I plus vite que JJ f(x, y) dx dy
c A+AA

Démonstration :

I1 suffit de montrer que, dans les conditions du théoréme,

I, -1
lim ¢ =0

”’ f(x, y) dx dy~-1I
A+AA

ceci lorsque A tend vers (.

D'aprés le théoréme 5

IJA f(x, y) dx dy

- A
IC = JJA+AA f(x, y) dx dy + OO -
c(Mj
d'ol
I, -1 _1+HAAf(x,y)dxdyx .
f(x, y) dx dy-1 ~ f(N) _ 1 ) f(x, y) dx dy - I
£(M)
A+AA A+AA

IC-—I

d'ol ff (%, y) ax & =1 + 0 est équivalent &
A+AA ’
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JJAA f(x, y) dx dv

) 1
SRR (1)) 8 (} e, y) ax dy -1 °
) I psnn

or E peut encore s'exprimer sous la forme :

JIA+AA f(x, y) dx dy - LA f(x, y) dx dy

1
1 - £ 8 IJ f(x, y) dx dy - I
£(M) A+AA

_ [UA.,_AAV f(x, y) dx-I—' - !_HA f(x, y) dx dy—I]

) £(NY {I )
I:l - m lr A+AA f(X, Y) dx dy" I_l

E =

L. JJA f(x, y) vdx dy - I
f
J

j £(x, y)dxdy-1I
B+ AR ‘ )
;- £0
[{¢%)

o Af(x,y)dxdy—I .
Si lim ” o ) & dy =T - lim = - P 1
A+AA

IC -1

alors E » 1 ou encore JI (%, 7)) % dy = T - 0
A+AA
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Résumé.

- Le but de cette thése est de présenter, du point de vue du
numéricien, une étude sur les suites, séries et intégrales doubles.

Nous disposons pour cela de procédés connus traitant les suites
et séries simples. Une partie sera donc consacrée d des généralisations
d'algorithmes pour suites simples. Pour se faire on examine ceux—-1la,
on met en évidence une propriété et la généralisation sera définie
d partir de la comservation de cette propriété écrite dans le cas
des suites et séries simples.

Une autre fagon de procéder est de trouver un moyen de ramener
une suite double ou multiple d une suite simple.

Nous présenterons également une transformation qui ne découle pas
de résultats conmus sur les suites simples.

Enfin les intégrales doubles feront l'objet du dermier chapitre.

Mots clés.

|
|
.
|
|

- Accélération de la convergence,

= Suites doubles et multiples, 1

- Séries doubles et multiples. :

- Intégrales doubles.

- Transformation de suites.

- Transformation de séries.

- Transformation d'intégrales.

- Vitesse de convergence.

- €-algorithme.

- E-algorithme.

- Opérateur Akﬂ'

L .
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