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ACCELERATION DE LA CONVERGENCE 

DES SUITES SERIES INTEGmES DOUBLES. 

Le b u t  d e  cette thèse est d e  p r é s e n t e r  du p o i n t  d e  vue  du n u m é r i c i e n ,  

une  é t u d e  s u r  les s u i t e s ,  s é r i e s  e t  i n t é g r a l e s  doub les .  

Nous d i s p o s i o n s  pour c e l a  d e  procédésconnus  t r a i t a n t  l e s  s u i t e s  e t  

séries s i m p l e s .  U n e  p a r t i e  s e r a  donc c o n s a c r é e  a d e s  g é n é r a l i s a t i o n s  d ' a l -  

@ r i t h m e s  d e  s u i t e s  s i m p l e s .  Pour se f a i r e ,  on examine ceux- là ,  on m e t  en 

é v i d e n c e  une p r o p r i é t é  e t  l a  g é n é r a l i s a t i o n  s e r a  d é f i n i e  à p a r t i r  d e  l a  

c o n s e r v a t i o n  d e  cette p r o p r i é t é  écrite dans  l e  c a s  d e s  s u i t e s  ou séries dou- 

bles. A i n s i  l a  t r a n s f o r m a t i o n  d e  SHANKS possédera  une première  g é n é r a l i s a t i o n  

p r é s e n t é e  par  LEVIN Cl 31,puds u n e  a u t r e  c o n s t r u i t e  à 1 ' a i d e  d ' une  g é n é r a l i s a t i o n  

d e  1 ' o p é r a t e u r  A en 6 
ke ' 

Une a u t r e  façon  d e  procéder  est d e  t r o u v e r  un moyen d e  ramener une s u i t e  

doub le  ou m u l t i p l e  à une  s u i t e  s i m p l e .  C e  moyen est abordé dans  l e  paragraphe 

s u r  l e  E-algorithme. Nous y i n t r o d u i s o n s  l a  d é f i n i t i o n  d 'une  s o u s - s u i t e  t e l l e  

q u e , s i  l a  s u i t e  d ' o r i g i n e  converge,  l a  s u i t e  e x t r a i t e  a a l o r s  même l i m i t e .  

Nous p r é s e n t e r o n s  également  deux t r a n s f o r m a t i o n s  q u i  ne d é c o u l e n t  pas d e  

r é s u l t a t s  connus s u r  les  s u i t e s  s imples .  La première  est dûe d STREIT [ 1 5 ] ,  l a  

seconde  s e r a  a p p e l é e  l a  n o u v e l l e  t r a n s f o r m a t i o n .  E l l e s  o n t  t o u t e s  d e u x  l ' a v a n -  

t a g e  d e  pouvoir  donner ,  dans c e r t a i n s  c a s ,  une  approximat ion d e  somme d e  s é r i e s  

à 1 ' a i d e  d e  c a l c u l s  s i m p l e s .  

E n f i n ,  les  i n t é g r a l e s  d o u b l e s  f e r o n t  1 ' o b j e t  du d e r n i e r  c h a p i t r e  q u i  

se d i v i s e  en deux  p a r t i e s  : l a  première  est 1 ' e x p o s é  d e s  r é s u l t a t s  d e  LEVIN 

[ 13 1,  1 a seconde a p p e l é e  nouve l  1 e approche.  



* * * CHAPITRE 1 2 * 

GENERAL 1 TES C I  



- s u i t e s  r é e l l e s  doubles 

- s é r i e s  r é e l l e s  doubles 

- opéra teur  6w 

Le premier chap i t r e  e s t  une présenta t ion  des s u i t e s  e t  s é r i e s  r é e l l e s  

doubles. L e s  d é f i n i t i o n s ,  quelques p ropr ié t é s  e t  théorèmes s e r v i r o n t  de rappel .  

On d é f i n i r a  l e s  s u i t e s  doubles, l e s  convergences hor izonta le  e t  ver- 

t i c a l e ,  l a  monotonie. 

Pour les s é r i e s  doubles, on d é f i n i r a  également d i f f é r e n t e s  sommes par- 

t i e l l e s .  Cel les  d i t e s  '>en rectangle",  "en t r i a n g l e "  e t  "de LEVIN". On énoncera 

quelques théorèmes s e  rapportant  aux s é r i e s  de  termes p o s i t i f s  e t  des  r é s u l t a t s  

concernant l e  c a l c u l  d ' e r r e u r  d'une s é r i e  approximée pa r  une somme f i n i e  de s e s  

termes. 

Enfin,  l ' opé ra teur  d s e r a  i n t r o d u i t .  Cet opérateur e s t  une généra l i sa-  kL 
t i o n  de l ' opé ra teur  A des s u i t e s  simples. Des app l i ca t ions  à d i f f é r e n t e s s u i t e s  

de sommes p a r t i e l l e s  en i l l u s t r e r o n t  l a  d é f i n i t i o n  e t  l e s  p ropr ié t é s .  

A aucun moment il ne s e r a  f a i t  mention des  s u i t e s  doubles complexes 

p u i s q u t e l l e s  peuvent ê t r e  considérées comme deux s u i t e s  r é e l l e s  doubles s i  

l ' o n  t r a i t e  séparément p a r t i e  r é e l l e  et p a r t i e  imaginaire. 



SUITES REELES DOUBLES 

Défini t ion  : 

On appel le  s u i t e  r é e l l e  double une app l i ca t ion  d e N  x N  à valeur dansiR 

(m,n) BN x N 4 a m  € n i  

Chaque t e rmea . .  peut a l o r s  ê t r e  représenté  d a n s N  x N  par  l e  point  
1 3  

d 'absc i s se  i e t  d'ordonnée 3 .  

A l ' a i d e  d'une t r a n s l a t i o n  s u r  l e s  ind ices ,  é t u d i e r  l a  s u i t e  (a,,,n) où 
* 

m,n € N r e v i e n t  à é t u d i e r  l a  s u i t e  (aij ) où i , j  f PI . Pour des r a i sons  de commo- 

d i t é  p ra t ique ,  sauf mention s p é c i a l e ,  nous ne considérerons dans ce qui  s u i t  que 

des  termes a  dont l e s  indices  son t  des  e n t i e r s  s t r i c t ement  pos i t i f s -Nous  con- 
ij * * 

fondrons l e s  s u i t e s ,  cad l e s  app l i ca t ions  d e N  x  N dans IR, avec leurs images 

dans iR. Les s u i t e s  seront  a l o r s  notées (amn). 

Convergence simple : 

La s u i t e  ( a  ) s e r a  d i t e  convergente vers  a, si e t  seulement si,  pa r  dé- 
mn 

f i n i t i o n  : 

VE (E 0 ~NBI* 'v'n n.;: N 2 N Iamn-aI < c 

autrement d i t  l i m  am = a s i  e t  seulement s i  l ' o n  peut t rouver  un rang au d e l à  du- 
rn .II 

quel  l a  d i f ference  j%n-al peut -ê t re  rendue a u s s i  p e t i t e  que l ' o n  veut.  Les termes 

amn n ' é t a n t  pas à p r i o r i  ordonnés, d i r e  que l ' o n  peut t rouver  un rang a  p a r t i r  du- 

quel  la,-a] <& s i g n i f i e r a  que chacun des indices  s e r a  supér ieur  ou égal  au rang  

coneidéré. 



Critère de  Cauchy 

Une s u i t e  double v é r i f i e  l e  c r i t è r e  de Cauchy, s i  e t  seulement s i ,  

IR é t a n t  un espace complet, l e  c r i t è r e  de Cauchy e s t ,  danslR, une condit ion 

nécessa i re  e t  s u f f i s a n t e  de convergence simple. 

Convergence hor izonta le  

On d i r a  qu'une s u i t e  (ai j )  converge horizontalement, s i  e t  seulement 
* 

si,  l a  s u i t e  simple ( a .  .)i  converge pour t o u t  j€ H cad 
1 3  

Convergence v e r t i c a l e  

On d é f i n i t  de façon analogue l a  convergence v e r t i c a l e  par  : 

Géométriquement, s i  chacun des termes ( a . . )  - - est représenté  dans 
* * J-J 

N xiN l a  convergence hor izonta le  s i g n i f i e  que chaque s u i t e  conposée des  élé- 

ments d'une l igne  j converge ve r s  un élément h . .  De même l a  convergence ve r t i ca -  
7 

J 
l e  impliquera que chacune d e s s u i t e s  composée par  l e s  termes d'une colonne i con- 

verge ve r s  une l i m i t e  notée V i a  

Convergence absolue 

Une s u i t e  ( a . . )  s e r a  d i t e  absolument convergente, s i  e t  seulement s i ,  
1 3  

l a  s u i t e  ( l a . .  1 )  ccimposée d e s  valeurs absolues de chacun des termes de l a  s u i t e  
1 3  

i n i t i a l e  converge. 

Soit  (aij  ) une s u i t e  r é e l l e  double qui  converge vers  a ,  a l o r s  l a  s u i t e  

( 1  ai 1 ) converge v e r s  1 a 1 . 

En e f f e t ,  l a  d é f i n i t i o n  de l a  convergence de l a  s u i t e  ( a i i )pe rmetd lBcr i re  

VL > O 3N€ IN* 

1 a . .  a I laij-al d'où l e  r é s u l t a t .  
11 



Remarques 

. Les convergences hor izonta le  e t  v e r t i c a l e  n'impliquent pas l a  

convergence simple 

en e f f e t  s o i t  a = m" 
mn 

( m+n 
2 

o r  l a  s u i t e  (a ne converge pas puisque 
mn 

1 
pour m=n am, = - 2 

4 
e t  pour m=2n = 

. La convergence simple n'implique pas  que l ' o n  a i t  l e s  convergences 

hor izonta le  e t  v e r t i c a l e  

en e f f e t  s o i t  a = (-1 )m+nm l e  terme généra l  d'une s u i t e  double 
mn 2m 

qu i  tend vers  O puisque l ' o n  s a i t  que l ' o n  peut  t rouver  un rang à p a r t i r  duquel 
m I a m n I =  - peut ê t r e  rendu a u s s i  p e t i t  que l ' o n  veut .  
2m 

Mais pour m f i x é ,  l a  l i m i t e  de a , quand n tend vers  l ' i n f i n i ,  n 'exis -  mn 
t e  pas. Donc c e t t e  s u i t e  qu i  converge, ne converge pas vert icalement.  

Proposi t ion 2 

So i t  ( a  ) une s u i t e  convergente, de convergence simple, hor izonta le  e t  mn 
v e r t i c a l e  a l o r s  Lirn ( L i m  a ) = Lim (Lim amn) = Lim a, mn m n n m man 

Démonstration 

( amn ) converge simplement, donc pour E donné, il e x i s t e  N un e n t i e r  à 

p a r t i r  duquel on aura  l a  -a] < E d'où par  passage à l a  l i m i t e  l L i m  < E 
mn 

puisque Lim a e x i s t e .  De même 1 ~ i m  a -a) < E m 
m mn n mn 

d'où Lirn hn = Lirn Vm = Lirn a = a 
n m m,n mn 

Su i t e  monotone 

) s e r a  d i t e  une s u i t e  monotone croissante  s i  d e  ve rS ie  



on d é f i n i r a  d e  façon  analogue une s u i t e  monotone d é c r o i s s a n t e  

en changeant l e  s e n s  d e s  i n é g a l i t é s  dans  ( 1 )  e t  (11).  

Remarques 
* . La r e l a t i o n  (1) e s t  équ iva l en te  à ( 1 ) '  : amtlYn 2 amn Vm,n E IN 

en e f f e t  s i  a > a pour t o u t  e n t i e r  1, c e c i  r e s t e  
m+k,n - mn 

v r a i  en p a r t i c u l i e r  pour 1=1. 

donc s i  l a  r e l a t i o n  (1 )  ' e s t  v r a i e ,  chaque d i f f k e n c e  du second membre e s t  

p o s i t i v e  d 'où l a  somme d e s  termes p o s i t i f s  e s t  elle-même p o s i t i v e  d 'où 

. on mont rera i t  de façon analogue,  que l a  r e l a t i o n  (11 )  équivaiit à 

Propos i t ion  3 

) est une s u i t e  c r o i s s a n t e  s i  e t  seulement s i  

Démonstration 

S i  l a  s u i t e  ( a  ) v é r i f i e  l a  d é f i n i t i o n  de l a  c ro i s sance ,  
mn 

a - a 2 0 e t  a  - a  2 0  
m+k,l m+k,n m+k,n mn 

d 'où en sommant c e s  deux inéquat ions  : a -a 2 O m+k,n+l mn 



réciproquement : 

Si a m+k,n+X -a mn 2 0 b m , n f 1 ~ *  

il s u f f i t  d ' é c r i r e  Ce t t e  r e l a t i o n  pour k=O puis pour L=o pour r e t r o u v e r  l a  dé f i -  

n i t i o n .  



SERIES FXELES DOUBLES 

 étude d e s  suites e t  des, s é r i e s  doubles est t r è s  l i é e .  Nous rappelons 

i c i  l e  l i e n  q u ' i l  e x i s t e  e n t r e  l ' é tude  d'une s é r i e  e t  c e l l e  de l a  s u i t e  de sommes 

p a r t i e l l e s .  A ce s u j e t ,  nous énoncerons quelques r é s u l t a t s  généraux a l n s i  que 

quelques façons d ' é tud ie r  des  s é r i e s  doubles à l ' a i d e  de s u i t e s  simples. Ce qui  

a  r e t enu  notre a t t e n t i o n d a n s  qui va su iv reYson t  essentiel lement l e s  propr ié tés  

spéci f iques  des s é r i e s  doubles. 

Déf in i t ion  d  'une s é r i e  

Soit  (a,, ) une suite de r é e l s .  Etudier l a  convergence de l a  s é r i e  
I J  * 

de terme général  a où i, j 8 1N r ev ien t  à é t u d i e r ,  s i  e l l e  e x i s t e ,  l a  somme 
i j 

de tous  l e s  termes a .  .. Nous noterons Ca 1 l a  s é r i e  de terme généra l  a  e t  
1 3  i j i j 

s s a  somme ou s = I c a  
i=1 j=1 i j .  

Bien souvent une t e l l e  étude n é c e s s i t e  l ' é t u d e  de s u i t e s  des sommes 

p a r t i e l l e s  cad l a  construct ion de sommes ne comprenant qu'une p a r t i e  de  tous l e s  

a  Nous ne présentons i c i  que l e s  sommes p a r t i e l l e s  l e s  p l u s  courantes,  t e l l e s  
i j '  

q u ' e l l e s  sont d é f i n i e s  par  l a  plupart  des  auteurs [6] C l 1 3  [16]. 

Sommes p a r t i e l l e s  en rec tangle  

S i  l ' on  représente  s u r  un graphe Bi x iN chaque élément a . .  par  l e  point  
13 

de coordonn6es ( i , j ) ,  l a  somme des  termes compris dans l e  r ec tang le  de  base m ,  

de hauteur  n  e t  dont  un sommet s e  t rouve à l ' o r i g i n e ,  e s t  éga le  à 

m n 



Dans le cas p a r t i c u l i e r  où m=n, l a  s u i t e  (Amn) devient  une s u i t e  de 

sommes p a r t i e l l e s  ne comportant qu'un s e u l  indiae.  C'est l a  première façon 

de transformer l ' é t u d e  d'une s é r i e  double en c e l l e  d'une s é r i e  simple. 

Sommes p a r t i e l l e s  en t r i a n g l e  

On appel le  s u i t e  de sommes p a r t i e l l e s  en t r i a n g l e ,  l a  Su i t e  de terme 
m m - i  . . * * 

généra l  T = C C a . . .  DansN x N  l 'ensemble d e  ces termes s e  s i t u e  
m i=1 -j=1 11 

dans un t r i a n g l e  r ec tang le  i s o c è l e  de  c ô t é  m ,  d l  hypothénuse de pente  - 1 

m 

La const ruct ion  de l a  s u i t e  (Tm) ne nécess i t an t  qu'un s e u l  indice ,  

c e c i  e s t  l a  seconde façon de se ramener, à p a r t i r  d'une s é r i e  double, à une 

s é r i e  simple. 

Sommes p a r t i e l l e s  de "Levin" 

Dans une de ces  pub l i ca t ions ,  LEVIN Cl31 propose des s u i t e s  doubles 

p a r t i e l l e s  de  l a  forme 

A =  C a . .  avec Imn = {( i , j )€ IN xN [lrism ou l l j l n j  
mn (i-j)€ Imn 

Géométriquement, c e t  ensemble s e  représente de l a  façon suivante : 



Etudier  l a  convergence d'une s é r i e  r e v i e n t  donc à é t u d i e r  l a  l i m i t e  

d 'une  s u i t e  de  sommes p a r t i e l l e s  pourvu que c e l l e - c i  recouvre tou t24  x R  s i  

chaque ind ice  t end  indépendemment ve r s  l ' i n f i n i .  En f a i t  géométriquement, c e l a  

r e v i e n t  à s e  c o n s t r u i r e  une s u i t e  de courbes ( r n )  pouvant dépendre d'un ou de 
de= ind ices  t e l l e  que chacune des courbes dé f in i s seune  somme p a r t i e l l e  à l ' a i d e  

* d e s  éléments r ep ré sen té s  dans  24 X R *  c O I n ~ r i s  e n t r e  rn e t  l e s  deux M e s  du r e -  

pè re .  De p lus ,  on supposera que r 
n+i rn 

cad que chacun d e s  éléments d e  r 
Il 

e s t  a u s s i  element recouver t  pa r  l e  

su r f ace  d e  I" Enfin nous demande- 
n t  1' 

r o n s  à rn d e  r ecouvr i r  l e  qua r t  a e  

p lan  d e  24 x R t o u t  e n t i e r  l o r s q u e  n 

tend v e r s  l ' i n f i n i .  Et  donc à l d  l i m i t e ,  . . . . . . . . . .  
l a  somrne d e s  elements d e  r e s t  égale . . . . . . . . . . .  n 

. . . . . . . . . . .  a l a  somme d e  l a  s e r i e  e tudiée .  

Pour f i x e r  l e s  i d é e s ,  on pourra  supposer dans l e s  prochains énoncés que l ' o n  a  

c h o i s i  des sommes p a r t i e l l e s  en r ec t ang le ,  mais i ls  r e s t e n t  cependant v a l i d e s  

avec  l e  choix de l ' u n e  ou l ' a u t r e  des  s u i t e s  p a r t i e l l e s  p ré sen tées  p l u s  haut .  

Du p o i n t  de  vue des  njotations,  on supposera que l ' o n  é t u d i e  l a  s é r i e  

[aij] de terme géné ra l  a  ( i , j )  €lN*xJN* à l ' a i d e  des  sommes p a r t i e l l e s  Amri, 
i j  , 

(m,n ) 8  IN*^ IN*. 

D é f i n i t i o n  

On d i r a  que l a  s é r i e  [ a . . ]  t end  ve r s  A ,  s i  e t  seulement s i ,  
1 3  

\ 1 

VE >O IN C R *  m n  m s M n r M [Arnn - A I <  

P r o p r i é t é  1 

Le terme géné ra l  d'une s é r i e  convergente tend  ve r s  0 ,  cad : 

si Lim Am = A a l o r s  
m,n 

V E > O  J N Q J N *  vm,n m z M  n2M l a m n l < ~  



Théorème 1 

Une condit ion nécessa i re  e t  su f f i&an te  pour que l a  série de terme 

généra i  a  converge e s t  que l a  s u i t e  des  sommes p a r t i e l l e s  (A ) v é r i f i e  l e  c r i -  i j mn 
t è r e  de Cauchy. 

Une condit ion nécessa i re  e t  s u f f i s a n t e  pour que l a  s é r i e  [a . . ]  converge 
11 

s i  pour t o u t  ( i , j )  a i j  t 0 ,  est que s e s  sommes p a r t i e l l e s  en rec tang le  so ien t  

bornées. 

Propr ié té  3 

Une condit ion nécessa i re  de convergence d'une s é r i e  de termes p o s i t i f s  

est : m m 

L i m  C a  = O  e t  Lim 
i j=1 i j 

C a i j  = O 
j* i=l 

on peut a l o r s  en déduire que : 

i j 
L i m  a i j = O  ; Lim 1 a  = O  
i* j=l j* i=l i j 

e t  a u s s i  : L i m  a , . = o  , Lim a = O b j  f w* 
i,j- 2 3  i- i j 

Avec l e s  no ta t ions  données p lus  hau t ,  on appelera : 

La ligne n 

La colonne m : lasomme C = C a  m mn n = l  

avec C L = C  C a  n  mn n = l  n = l  m = l  

s i  ces  sommes ex i s t en t  . 



On peut  a i n s i  d é f i n i r  l a  somme de l a  s é r i e  [ a . . ]  s o i t  à l ' a i d e  d'une 

CO 
3.1 * 

somme p a r  l i g n e s  cad par  C L , s o i t  à l ' a i d e  d 'une somme p a r  colonnes n  
Q) n = l  

cad p a r  Ç Cm . Chacune de c e s  sommes peut  ê t r e  d é f i n i e  p a r  une double l i m i t e ,  
m = l  

en e f f e t  chercher  l a  somme de l a  série Ca 1 r e v i e n t  à t r ouve r  l e s  doubles l i m i t e s ,  i j 
s i  elles e x i s t e n t  : 

Lirn (Lim A ) e t  Lirn (Lim A  ) . 
mn mn m n  n  m 

Puisque 

L i m  A  = L i m  L (C a = L [ ~ i m  L a i j l  n mn n  i=l j=l  i j i=l n i=l 

m 
= C [ C a . . ]  s i  c e t t e  l i m i t e  e x i s t e .  

i=l j= l  13 

m ED 00 Q) 

e n s u i t e  L i m  C L i m  Amnl  = L i m  C [ L a . . ]  = C C a .  
m 1 ~ 1  j=1 '3 i=l j=I. i j  

m n 

m n  n  m 
De même Lirn A = Lirn Z ( C a  = C [ Lirn L a i j  1 

mn m i=l j= l  i j  j= l  m i=l 

n  
= C [ C a  1 s i  e l l e  e x i s t e .  

j = l .  i=l i j  

n  03 w Q) 

e t  Lirn (Lim A  ) = Lirn C [ C a 1 = C C a  
mn n m n  j=l  i=l i j  j=l i=l i j  

Ces deux doubles l i m i t e s  ne s e r o n t  éga l e s  que sous c e r t a i n e s  condi t ions .  

Remarquons d 'abord que ( A  ) peut  converger  sans  que ces  deux l i m i t e s  e x i s t e n t .  
mn 



Par  exemple pour A = ( -1 qui  converge absolument,la l i m i t e ,  lorsque n tend mn 
2m 

vers  l ' i n f i n i  n ' e x i s t e  pas. 

D'autre p a r t  il s e  peut que l ' o n  a i t  Lirn ( Lirn A ) = Lirn ( Lirn A ) 
ri- n- mn n-+a Q- mn 

sans  que l a  s u i t e  (A ) converge. mn 

En e f f e t ,  l a  s u i t e  dé f in ie  par  A = mn 
2 ne converge pas puisque mn (m+n 

pour m=n ou pour m=2n, A prend deux valeurs  d i f f é r e n t e s  mais v é r i f i e  
mn 

L i m  ( Lirn A ) = Lirn ( L i m  A ) = O 
P n-+a 

mn 
n- mtco 

mn 

Enfin, pour une somme f i n i e  de termes, l a  commutativité de l ' a d d i t i o n  

dans IR permet d ' é c r i r e  : 

Nous a l l o n s  a l o r s  énoncer quelques p ropr ié t é s  ou théorèmes qui permet- 

t r o n t  d ' é t a b l i r  l ' é g a l i t é  des doubles l i m i t e s .  Avant c e l a  nous aurons besoin de 

l a  d é f i n i t i o n  suivante  : 

Convergence absolue 

Par d é f i n i t i o n ,  l a  s é r i e  Ca..] converge absolument s i  e t  seulement s i  l a  
11 

s é r i e  de terme généra l  1 a .  . 1 converge. 
11 

Une s é r i e  peut converger, sans v é r i f i e r  l ' abso lue  convergence. Par 

j t l  
exemple, posons a - ( - I l  

i j  , 2i-l 

m n n (-J+l  n ( - l ) j + l  " ! ' 1  
= C  C a = ( C  - > ( C  )a2 C qu i  con- Amri i=l j= i  i j  i=l i-1 j= i  j j = l  j 

verge 
m n m 1 

n 
1 

n 
= C C laijl = ( C Tl 

1 

m n  ) ( C - 2 C - q u i  diverge i=l j=l  i=l 2 j =l 3 j=l  3 



Ainsi l a  s é r i e  [ a . . ]  .-, converge, tandis  que l a  série conposée des 
J-J 

valeurs  absolues 1 a 1 diverge. 
i j 

Cette d é f i n i t i o n  va nous permettre d ' é tud ie r  des s é r i e s  de termes 

tous p o s i t i f s .  De t e l l e s  s é r i e s  possèdent des p ropr ié t é s  in té ressan tes .  

Théorème 2 

S i  pour t o u t  (m,n) a 2 O ,  s i  l e s  l i g n e s  e t  l e s  colonnes convergent, 
mn 

s i  de p lus  l a  s é r i e  double converge, a l o r s  

Autrement d i t  s i  pour tout  m ,  pour t o u t  n ,  L = C a e t  C = C a m mn n mn 
03 

n = l  m = l  

existent e t  s i  C a converge vers  A ,  a l o r s  . . 1 7  i j 

Théorème 3 

La convergence d'une s é r i e  double composée de termes p o s i t i f s  implique 

l a  convergence de tou tes  l e s  l i g n e s  e t  de tou tes  l e s  colonnes e t  l ' o n  a a l o r s  

~héorème 4 

S i  l ' u n e  des sommes formée des  l ignes  ou des colonnes d'une s é r i e  

de termes p o s i t i f s  converge, a l o r s  l ' a u t r e  auss i  e t  l a  s é r i e  converge e t  l ' on  a 

a l o r s  w w 03 w 



Ceci peut encore s 'exprimer de l a  façon suivante  : 
03 

S o i t  fa..] une s é r i e  de termes t o u s  p o s i t i f s .  Supposons que C C e x i s t e  a l o r s  
1 3  n 

QD n=l 
C L e x i s t e  auss i  e t  l a  s é r i e  double converge e t  on peut é c r i r e  m 

m=l 
w w 

La p ropr ié t é  r e s t e  va l ide  s i  l ' o n  inver se  l e s  r ô l e s  joués par  l e s  

l i g n e s  e t  l e s  colonnes. 

Puisque nous étudierons ensu i t e  des procédés d 'accéléra t ion  de l a  

convergence de s é r i e s  doubles, il nous a  semblé u t i l e  d'énoncer i c i  quelques 

r é s u l t a t s  d'approximation e t  plus par t icul ièrement  une méthode d 'évaluat ion de 

l ' e r r e u r  commise l o r s  du c a l c u l  de l a  somme d'une s é r i e  1141. 

Supposons que l ' o n  v e u i l l e  ca lcu le r  une approximation de l a  somme de l a  

s é r i e  [a  1 où chacun des  termes a  e s t  supposé s t r i c t ement  p o s i t i f .  
i j  i j 

00 w 

considrrons l a  s é r i e  double, supposée connue, B = L 
1 bij  . j = i  i=i 

Posons i + j  = k 
b  

L i m  ij - - 
pu i s  - - b i j  = A  e t  L i m  - 

k a  a  
i j k w  i j  

b . .  - 
Dans l e  cas où A = A , nous avons Lirn - i3 = A*, 

a . .  k- 1) 

S o i t  Rmn l e  r e s t e  d é f i n i  par  : 



La p a r t i e  hachurée r ep ré sen te  R . 
mn 

Posons C = B - B où B = L L bij .  
mn mn mn i=l j=l 

Alors nous avons l e s  r é s u l t a t s  su ivan t s  Cl41 

1. S i  O  Cmn I + w b > N e t  - A . O  l a  s e r i e  L Z aij converge. 

2. S i  < Cmn I O  # > N  e t  A < O l a  s e r i e  C L dij converge. 

3. s i  A e t  A sont  d e s  v a l e u r s  f i n i e s  e t  d e  même s igne ,  e t  s i  - 

= I w a l o r s  l a  s e r i e  C C a . .  d iverge .  
Cm n 11 

- 
4. S i  O  < Cmn < +  et - 0 3 < ~ < + w e t ~ = + w ,  - 

a l o r s  l a  s e r i e  C C a .  . converge. 
11 

5. S i  -oo < Cmn < O b n > N e t - m < ~ < o e t ~ = - w ,  - 

a l o r s  l a  s é r i e  L I a i j  converge. 



Lorsque l a  s é r i e  Z 1 a converge, on peut  encadrer  l e  r e s t e  R de i j mm 
l a  façon su ivan te  : 

'mm 

i n f  
bi 1 

* 
l o r sque  A = + a ou A = -a (OU encore A I '. a) - 

Dans l a  p r a t i q u e ,  on peut  c h o i s i r  b p a r  d i f f é r e n t e s  méthodes. P a r  
i i  
d 

exemple, s i  b = a - a - a + a , on peut  dédui re  des propr ié -  
i j  i + j , j + l  + i +  i j  

tés , précédentes  que : 

l a  s é r i e  Z L a converge s i  L i m  a = O e t  A = Lim bij 
i j PP - - -  

P- i+j- a 
> O 

i j 

- b... 
e t  l a  s é r i e  d iverge  s i  A = L i m  2 < O 

i+ j- a ij 

Le r e s t e  peut  a l o r s  ê t r e  encadré p a r  

i n f  
bi j - 



Lorsqu'on étudie l'accélération de la convergence de suites;, il est 

souvent utile d'introduire l'opérateur A défini sur une suite simple (S ) par : 
n 

A Sn = 'n+~ - Sn. On montre par récurrence que cet opérateur vérifie la propriété 

avec nr s 
n 

= A (hr-l S ) = (A S 1. 
n n 

L'idée de ce paragraphe est de généraliser cet opérateur qui serait 

applicable à des suites doubles. Après l'avoir défini, nous en présenterons quel- 

ques propriétés, puis l'appliquerons à des sommes partielles particulières. En- 

fin, à l'aide des exemples traités, nous illustrerons géométriquement 6 k - t  
par le ''bord" de Amn. 

Définition 

Si (a ) est une suite réelle double, l'opérateur Ô sera défini par : 
mn kt 

oke(a mn ) = a  - a où (k,l) 6 N  x N  
m+k,n+l mn 

propriété 1 

Pour tout k,~,r,s,€ IN 6kL. ÔrS = 6 r s . du 

Dhonstrat ion 



d'où en sommant membre à membre, on obtient : 

6ko (amn) + (amn) + 6k0. 60L (a mn ) = a - a  - (a 1 m+k,n+e mn - 6 k ~  mn 

Propriété 3 
r r i 

&kL (amn) = (-IIi 'm+(P-i)k ,n+(r-i)L t/r f IN* i=o 

Démonstration 

Raisonnons par récurrence. Pour r=l le membre de droite est égal à 

a - a . La relation est donc vraie. m+k,n+& mn 

Supposons la vérifiée2 l'ordre r, cad que l'on ait 
.-, 

6;;' r Calculons 
mn a 1 (a ) = 6kl (6kL mn 



La relation de récurrence est ainsi établie. 

Propriété 

+ 6 6 OC + 'ko* oL 

Ceci résultede la commutativité de l'opérateur 6. 

A~~lications à auelaues sommes ~artielles : 

Sommes partielles en rectangle. 

Soit (A ) la suite des sommes partielles de la série Ca 1 définie par 
mn i j 

Calculons 



m n-t 1 
= C C a  
i=l j Z n + l  i j  

De façon géométrique, ces  q u a n t i t é s  peuvent s e  r e p r é s e n t e r  de l a  

façon su ivan te  : 

La p a r t i e  hachurée r ep ré sen te  6  (Amn) puisque 
kL 

6 k ~  = 'ko + "1 + 6k0'601 

E x e m ~ l e  2 

Sommes p a r t i e l l e s  de Levin. 

L a  s u i t e  des  sommes p a r t i e l l e s  de  Levin e s t  , d é f i n i e  par 

ce  q u i  peut encore s ' é c r i r e  

03 n-1 m - 1  

Amri = C C a . .  + C  C a 
i=l j = l  '3 i=l j=n i j 



Géométriquement, nous aurons les ensembles suivants : 



Remarque s u r  l e s  sommes p a r t i e l l e s  en t r i a n g l e  

m m - i t l  
Les sommes p a r t i e l l e s  en t r i a n g l e  s o n t  d é f i n i e s  p a r  A = C 

m C a  
i=l j = 1  i j 

03 00 

E l l e s  permet ten t  de c a l c u l e r  l a  sér ie  double C C a  à l ' a i d e  d 'une 
i= -j=1 i j 

s u i t e  de sommes p a r t i e l l e s  s imple,  cad ne dépendant que d'un s e u l  i n d i c e .  

S i  l ' o n  app l ique  l ' o p é r a t e u r  A à une t e l l e  s u i t e ,  on o b t i e n t  : 

m m-i+2 m - i + l  
= C C  m+2-(m+l) 

a . .  - C 
i=l j = l  1 3  a  l +  C 

i j  a j =1 j =l m + l ,  j  



Ainsi, on remarque que AA est la somme des termes dont les co- m 
ordonnées (i,j) vérifient i+j=m+2 où 1 5 i 5 m+l. 

Géométriquement AA représente 1-e "bord" 
m 

f' de Am, tout comme si l'on représentait les 

points d'une suite (S ) sur un droite, 
m+l m 

AS = Sm+l - S serait le bord si l'on pose m n 
m 

m S =  C u  m i=l i 

m+ 1 m 
AS = c U . -  C u . = u  
m 1 i=l i=l 1 mtl' 

De même si l'on revient sur les exemples 

précédents, géométriquement 6 (A ) est 
r > kL mn 

m m+l aussi le bord, aussi bien pour les sommes 

partielles en rectangle, que celles de 

Levin. 

Si l'on ne considère que les termes qui "touchent" Am, il suffit de calculer 



MEILLEURES CONVERGENCES s 



- meilleures convergences et accélérations 
- vitesse de convergence. 

Le second chapitre définit les meilleures convergences, la vitesse 

de convergence. 

La comparaison de la convergence de deux suites doubles nécessite 

que l'on se définisse des critères de meilleure convergence et d'accélération. 

On parlera parfois de 6 -accélération. Les propriétés étudiées sont une géné- 
kL 

ralisation de celles déjà connues sur les suites simples. On définira également 

l'ordre de chacun des indices et l'ordre de la diagonale. 

Puis la définition de la vitesse de convergence sera donnée de façon 

plus explicite, cad de manière à pouvoir en calculer la valeu? propre à chaque 

suite. Après quelques propriétés de cette vitesse, on parlera de convergence super- 

linéaire, puis de convergence uniforme. 



MEILLEUES CONVERGENCES ET ACCELERATIONS 

Nous avons voulu i c i  g é n é r a l i s e r ,  à l ' a i d e  de l ' o p é r a t e u r  6 
kLY 

les p r o p r i é t é s  connues s u r  l e s  s u i t e s  simples u t i l i s a n t  l e s  symboles de Landau. 

Dans t o u t e  c e t t e  p a r t i e ,  on s e  donne deux s u i t e s r é e l l e s  ( a  ) e t (bmn)  mn 
q u i  s e r o n t  supposées converger ve r s  O. Nous demanderons de p l u s  à chacun de l e u r s  

termes de ne pas  s ' annu le r .  

Rappels 

. On é c r i t  que l ' o n  a b = O(amn> s i  e t  seulement s i  mn 

3 K  6 IR* 3 N E l N  m n  I m , I  < K i m , [  

. On note bmn = O  (amn) s i  e t  seulement s i  

b'e > O  ~ N ( E )  €IN vm,n Z N  (E) Ib 1 < E l\,l 
mn 

Mei l leures  convergences 

. Par  d é f i n i t i o n ,  on d i r a  que (b converge mieux que (a  ) s i  e t  mn mn 
seulement s i  

. On d i r a  que (b mn) 6 M -  converge mieux que ( a ) si  e t  seulement s i  mn 



Accéléra t ion  de l a  convergence 

. On d i r a  que ( b  ) converge p lus  v i t e  que ( a  ) si  e t  seulement 
mn mn 

s i  bm = O  (anm) 

. La 6 - accé l é ra t ion  s e r a  d é f i n i e  pa r  6 b - lit mn a 1 
k t  - O  (6ke mn 

p r o p r i é t é  1 

Si ( a  ) e s t  monotone, s i  l ' o n  a l a  6 - accé l é ra t ion  e t  l a  6 
mn ko 01 

a c c e l h a t i o n  a l o r s  6 ( b  ) = O  (tike a ), autrement d i t  on a l a  6 - accé l é ra t ion  
mn mn kL 

Démonstration 

Cel le -c i  ne s e r a  r éd igée  que dans l e  ca s  où ( a  ) e s t  c r o i s s a n t e .  
mn 

S i  l ' o n  suppose que l a  s u i t e  ( a  ) e s t  déc ro i s san te ,  l e s  c a l c u l s  sont  analogues. 
mn 

On suppose donc que pour t o u t  (m,n) 

a - a  2 0  m+k,n mn 

e t  

a - a m,n+l m n 2 0  

La 6ko-accéiérat ion permet d ' é c r i r e  

3 N ( ~ ~ . ) f i N  b ! m , n 2 N ( ~ , >  Ibm+k,n+z- bm,n+~  ' < €0 lam+k,n+k? - a m,n+ll  1 

e t  pour l e  même E,, 

puisque (bmn) converge 6 -mieux que (amn) 
cd 



= a - a  = 
m+k,n+C mn Iam+k,n+C - a  mn 1 

pu i sque  que ( a  ) e s t  monotone c r o i s s a n t e  
mn 

par  s u i t e  Ib  - 
- d  I m+k,n+C ' €0 ldm+k,n+C mn 

autrement  d i t  6 b = O (6 M mn m n )  

- - - - 
(amn) - bm,n+~  ‘ O ( am,n+~  ) - bm+k,n+C - O (am+k,n+~ ) 

e t  s i  k e t  L s o n t  f i n i s  

- 
m+k,n+C ' O (am+k,n+C 1 - bmn = 0 <amn) 

ce q u i  s i g n i f i e ,  s i  k e t  C son t  f i n i s ,  que l es  4 e g a l i t e s  son t  equ iva l en t e s .  

En p a r t i c u l i e r  pour k=C=l 

b = O (amn) @ bm+l,n - - j -  b m,n O (%+l ,n  m , n + l  = O ( a m y n + ~  J - 



~ é m o n s t r a t  ion  

Sugposons que l ' o n  a i t  b = O ( a  ) cad qu' il e x i s t e  un r é e l  mn mn 

k O s t r i c t emen t  t > o s i t i f  t e l  q u ' à  p a r t i r  d ' un  c e r t a i n  rang N, l ' o n  a i t  

Ibmnl < 'b Iamnl. 

Si m 2 N ,  à f o r t i o r i ,  pour t o u t  e n t i e r  k, m + k r N d 'où  l ' i n k g a l i t e  

r e s t e  v r a i e  s i  l ' o n  remplace m par m t k cad 1 b 
m+k,n 1 < lam+k,n 1 

donc b = O (amn) - 
mn m t k , n  - O ( m + k , n  1 

De façon analogue, s u r  l e  deuxième ind ice ,  on montre que 

e t  l e  début  de l a  démonstrat ion v a l i d e  1' imp l i ca t ion  

considérons maintenant deux e n t i e r s  k e t  & f i n i s  t e l s  que 

c e  q u i  s i g n i f i e  que 

p u i s  s i  on pose N = N + Max (k ,e )  
1 



- 
ri'où bm+k,n+L ' O (amtk,n+L m n mn d b = O (a ) si k et L sont finis. 

De façon analogue, on montrerait : 

proprieté 3 

et si k et l sont finis 

propriété 4 

b =O(amn> mn 1 

Démonstration 

Les rôles joués par chacun des indices étant similaires, nous 

ne ferons la démonstration que de la lère partie de la propriété, puisque 

la seconde reste analogue et sans difficulté supplémentaire. Ceci sera valide 

pour les démonstrations des propriétés suivantes. 



Supposons que l'on ait b = O(a donc, d'après la propriété 2, 
- mn mn 

m + k  , n - o(arn+kyn ) pour tout k, cad 

or, par  hyyothsse, VE > O 3Nl(r) e IN %,n 2 N 1 (E)  lamtkyn 1 < l a m n l  

d'où YE > O 3No No = Max (N,N~(E)) k , n  2 N O Ibm+k,n I ' K E  I d m n /  

autrement dit b 
- 

m+k,n - 0 (amn) 

propriété 5 

. a m+k ,n - 
b =damn) 'm+k ,n 

- 0 (amn) 
mn 

Démonstration 

bmn = 0 (a - ) - bm+k,n - O (am+k ,n ) d'après la propriété 3 mn 
ce qui peut encore s'écrire 

or l am+k ,n 1 < 1< 1 a m  d'après l'hypothèse d'où 



P r o p r i é t é  6 

. a 
m+k ,n = N a m n )  

1 -. 
brn+k,n = N a m n )  

b mn = O ( a m n )  

Dimonstrat  i o n  

Pu isque  la 
m+k,n 1 < Ko l a m n (  et Ibm+k,n I < Kl lam+k,n 1 on en d é d u i t  

Ordre du l e r  i n d i c e  

on d i t  que l ' o r d r e  du l e r  i n d i c e  d e  l a  s u i t e  ( a  est xol s i  e t  
mn 

seulement  s i  p a r  d é f i n i t i o n ,  a - 
m + l  ,n  - O(amn e t  a = 

mn o(am+i,n ) 

OU e n c o r e ,  s i  a # O , 11 mn 

Ordre du 2ème i n d i c e  

On d i t  que l ' o r d r e  du 2ème i n d i c e  de l a  s u i t e  ( a  ) est r s i  e t  
- r mn 2 

seulement  s i  : a 
m,n+l - "amn 2 )  e t  a '2 

mn - 
- o(am,n+ï 1 

ou encore ,  s i  a # O Vm,n m 



Ordre de l a  diagonale  

On d i t  que l ' o r d r e  de l a  diagonale  e s t  r s i  e t  seulement s i  

P r o p r i é t é  7 

L'ordre du premier  i n d i c e ,  s ' i l  e x i s t e ,  e s t  unique, 

l ' o r d r e  du second i n d i c e ,  s ' i l  e x i s t e ,  e s t  unique. 

Démonstration 

r 
Par  hypothèse, posons a Namr1) e t  a 1 -  

m + l  ,n mn - O (am+î,n 1 

Supposons q u ' i l  e x i s t e  p t e l  que p 
1 # Tl e t  

montrons a l o r s  qu'on a r r i v e  à une con t r ad ic t ion .  

s i r  > y  
1 1  ---------- 

r 
d ' a p r è s  (11, d'ad lam+l,n 1 < I%nI rl - l amt lYn I < I m n l  I 

or  d ' ap rè s  (4 )  I m n 1  E l  1 d'où la I < c2 IamnI - < '2 Iam+l,n m+l,n 



o r  l a  s u i t e  (a ) e s t  une s u i t e  que l ' o n  a supposée convergente donc mn 

~ i m  a  = O,  d 'où l a  c o n t r a d i c t i o n ,  mn 
m'n 

d  'où 
Pl - r 

1 < cl K2 I a m n I  c e  q u i  e s t  impossible  

donc pl = r 
1 

d  l l u n i c i t e  d e  l ' o r d r e  du 2  i n d i c e  s e  démontre d e  façon s i m i l a i r e .  

s i  l ' o r d r e  du premier i n d i c e  e s t  r l ' o r a r e  du second i n d i c e  
1' 

est r a l o r s  l ' o r d r e  d e  l a  d iagonale  e s t  r r 
2  1 2' 

~ i i n o n s t r a t  i o n  

r r 
Mn,, 2 N ' < K~ lamnl e t .  

1 
1 larn+l,n iamnl <K; Iam+,,n I (1) 

r 
(1) permet d ' é c r i r e  la 

m+l ,n+l  I < K1 Iam,n+l 1 d l a > r & s  l a  p r o p r i é t é  2  



r 
a ' ou  d ' a p r è s  (2)  I < K1 K2 

1 
lam+1,n+l 

='l r2 
Imnl  

OU encore a 
m+l ,n+l  

= O 'arnn 

r r r r 
De p l u s ,  d ' a p r è s  (11, lamn\ < K; 

2 
Iam+l,n I 

Y? 

e t  d ' a p r è s  (2) 2 
Iam+l,n 1 < K; I amt i , n t i  I 

r r r 
on gect a l o r s  en déduire  la 1 1 2  < K; 

2 
mn lam+1,n+l I 

r r 
c e  q u i  peut encore s ' e c r i r e  a 1 2 ,  

mn O cam+î,n+ï 

par  consequent , l ' o r d r e  d e  La a i agona le  e s t  r r 
1 2' 

p r o p r i e t e  9 

S i  3k,1 t e l s  que 

bm+k , n t 2  a 
S i  L i m  = L i m  m+k , n + l  

= a # l  
bmn a ='Y=' m ~ n  mn 

b 
a l o r s  mn L i m  - = L i m  'k~ bmn s i  ces  deux d e r n i è r e s  l i m i t e s  a 

'-"y=' mn m ~ n  'k~ 'rnn e x i s t e n t .  (Si l ' une  des  deux 

e x i s t e  a l o r s  l ' a n t r e  e x i s t e  

également 1. 



Démonstration 

d b  - b  'm+k,n+t -l 
kt mn - bm+k,n+e mz - - b 

- 
b 

a - mn x mn 
'kt amn m+k,n+L - amn a a mn m+k,n+e -1 1 

a 
mn 

b 
mtk , n+ P. - 1 
bn d b  b or Lim = 1 d'après l'hypothèse d'où Lim mn kt mn = Lim - a 

m,n m+k ,n+t - 1 m ~ n  T K  m ~ n  a 
a 

mn 

mn 

Propriété 10 

mn 

de a = O (b ), on peut déduire d'après la propriété 2, 
mn mn 

que 
a - 
mtk ,n+g - O (bmtk,nte 1 

a - 
rntk ,nt1 - O (6ke bmn t bmn) car b = d  b m+k ,n+l ke mn bmn 

par conséquent a m+k ,ntt ="(6kt b mn 1 



P r o p r i é t é  11 

- 
m n  - O('re bmn) ] 

Démonstration 

= a - a 
&keamn mtk,n+e mn 

avec a m+k ,ml  = O  (b ) puisque a  = o (bmn) e t  l a  p r o p r i é t é  2 
mtk , n t 1  mn 

= 0 ( 6ke bmn +bm 

- b + 0 (bmn) 
- O ( & k t  mn 

- - O ( 6kZ bmn) puisque b = 0 ( bmn) 
mn 

- 
d'où - 

amn 
b ) - a  

O ( ' k ~  mn mn 

b ) - O ( b m n )  = O (&kl ,  mn 

- b 1 - O ( & k l  mn 

P r o p r i é t é  1 2  

S i  Lim a = Lim b = O mn mn 
m ,n- m ,n- 

S i  ( a  ) est s t r i c t e m e n t  c r o i s s a n t e  ( e t  n é g a t i v e )  
mn 

ou (a ) e s t  s t r i c t e m e n t  déc ro i s san t e  ( e t  p o s i t i v e )  
mn 

' k ~  bmn 
b 

mn 
a l o r s  Lim = c e n t r a i n e  Lim - = c a 

m,n- 6ke amn m ,n- mn 

que c s o i t  f i n i  o u  non. 



Démonstration 

Elle ne sera faite que dans le cas où la suite (a ) est stricte- mn 
ment croissante. 

On a alors a m+k ,n+l-mn>O et à partir d'un certain rang N 
1 

alors (a - a 1 
(C - E l < bmtk ,n+l - bmn < (C + €1 (am+k ,n+e m+k,n+l mn - a  1 mn 

(1) 

Ces inégalités restent vraies si l'on remplace m par m + k, puis 

par m + 2k, etc...... et simultanément' n par n + 1, puis par n + 21, etc.... 

puis en sommant membre à membre ces p lignes, on obtient : 

- a 
( am+pk, ntpl mn - b < (c + E) (a 

) (C - < bm+pk ,n+pl mn m+pk ,n+pl - a  mn > 

faisons tendre p vers l'infini, la convergence des suites (a  ) et(bmn) vers 
mn 

O permet alors d'en déduire 



- a (c-E) < -b < -a ( c t ~ )  mn mn rnn 

d 'où en d i v i s a n t  pa r  -a q u i  e s t  p o s i t i v e  
mn 

b 
mn b 

C - E < - < C + &  mn 
OU encore a 

mn 

S i  c e s t  i n f i n i ,  a l o r s  VA IA  > ON F ï~ Vm,n 2 N 'kt 'mn , A 

6 k l  amn 

donc c e t t e  i n é g a l i t é  r e s t e  à f o r t i o r i  v r a i e  s i  l ' o n  change (m,n) en 

(mtk , n t l )  en (m+2k ,nt21)  jusqu'à (mtpk ,n+pl ) .  

En addi t ionnant  on o b t i e n t  b - b  > A ( a  - a  1 mtpk,nt$ mn mtpk,ntpL mn 

Lorsqu'on f a i t  t end re  p v e r s  l ' i n f i n i ,  il r e s t e  - b mn > A ( -  amn) 

b 
mn 

OU encore - ~ V r n , n  2 N. 
a 
mn 



- ~ p - ~  1 VITESSE DE CONVERGENCE 1 

Nous ne pouvions te rminer  c e  c h a p i t r e ,  sans  p a r l e r  de v i t e s s e  

de convergence. C e t t e  not ion i n t u i t i v e  lorsque  l ' o n  compare deux s u i t e s  n ' a  

cependant é t é  d é f i n i e  que f o r t  t a r d .  C 'es t  en nous i n s p i r a n t d ' u n e  publ ica t ion  

de B E Z I N S K I  153 que nous avons r e p r i s  i c i  l e s  d é f i n i t i o n s  e t  c e r t a i n e s  

p r o p r i é t é s  généra1iséc:;aux s u i t e s  doubles à l ' a i d e  de l ' o p é r a t e u r  6 d é f i n i  
Id 

précédemment. 

Déf in i t i ons  

S i  ( a  ) e s t  une s u i t e  r é e l l e  double q u i  converge ve r s  a ,  une 
mn 

façon de mesurer l T e r r e u r  commise s i  l ' o n  considère a  comme approximation mn 
de a  e s t  de c a l c u l e r  l a  q u a n t i t é  : e = -log 1 a  -a 1 . 

mn 10 mn 

- 5 
En e f f e t ,  prenons, p a r  exemple a  - a  = 3345 10 

mn mn 

Nous voyons donc que s i  la - a l  e s t  exprimé sous  l a  forme x . 1 0 - ~  
m 

où x  e s t  un e n t i e r  compris e n t r e  O e t  10,  l a  p a r t i e  décimale de e e s t  l a  mn 
va leur  l o g  x e t  l a  p a r t i e  e n t i è r e  de e nous donne une i n d i c a t i o n  s u r  l a  10 mn 
p o s i t i o n  du premier  c h i f f r e  non s i g n i f i c a t i f  dans a  p a r  r appor t  à a .  

mn 

A p a r t i r  de l a  d é f i n i t i o n  de e  on d é f i n i r a  l a  v i t e s s e  de 
mn 

( 
) as soc iée  au couple ( k , l )  où k , b  s o n t  des  e n t i e r s  f i x é s  p a r  : 

( a  mn )=6ke(e- 1 mn 



de même, on posera 

'kl (amn) ' (m+k,n+t ) - vkl (amn 1 

pour accélération de (a ) 
mn 

Propriété 1 

'kl (anml ' 'ko (am,n+l) + Vol (amn) 

= Voe'am+k ,n 1 + vk0 (amn) 

némonstration 

En écrivant l'expression de V (a ) à l'aide de la définition 
kl mn 

de la vitesse de convergence, nous obtenons 

Interprétation géométrique 

La vitesse V (a ) que l'on 
kt mn 

peut représenter par le vecteur 

qui va de a à a sera donc 
mn m+k,n+e 

égal à la somme vectorielle de la 

vitesse qui va de a à a mn m,n+2. 
et de celle qui va de a à 

m,n+l 
a m+k ,n+L' 

Pourtant, cette interprétation ne 

signifie pas que deux vecteurs 

parallèles et de même longueur 

soient égaux. 



En e f f e t ,  de façon géné ra l e ,  on a 

v ( a  
oL mn ) # 'OL 'm+k,n)  

P r o p r i é t é  2 

P r o p r i é t é  3 

Soient  ( t  e t  ( a  ) deux s u i t e s  r é e l l e s  doubles que l ' o n  mn mn 
suppose converger t o u t e s  deux ve r s  a;  

t - a  
on pose R = 

mn 1 a:: - a 1 
Une condi t ion  s u f f i s a n t e  pour que Vm,n Vke ( t  ) > Y  ( a  ) mn k l  mn 

e s t  que l a  s u i t e ( R  ) s o i t  une s u i t e  déc ro i s san te  mn 

Démonstration 

Autrement d i t  pour (k ,l ) f i x é ,  k , n  Vke ( tmn 1 > V (a ) e s t  équiva len t  
k mn 

< R . Ce q u i  est v é r i f i é  lo rsque  (R ) e s t  décro issante .  à K y a  Rrn+k.n+k? mn mn 

Remarque : ----- -- 
Pour ( k , ~ . )  f i x é  b!n,n R < R n ' e s t  pas  équiva len t  à 

m+k,n+l mn 

V(k ,e> K , n  < R q u i  e s t  l a  d é f i n i t i o n  de l a  décroissance de Rm+k,n+~ mn 



Lemme 1 

S o i t  (a:;) une s u i t e  r é e l l e  double t e l l e  que pour t o u t  i, pour tou t  j ,  
J-J * 

a  # O ; e l l e  v é r i f i e  a  x a  = a  x  a  i j i+ l , j+ l  i j  i + l , j  i , j + l  
E N  ( R I )  

s i  e t  seulement s i  81  e x i s t e  deux s u i t e s  (U.) e t  (v . )  t e l l e s  que a  .= U x V 
1 3 il i j  

Démonstration 

Supposons que a  = U .  x  V . a l o r s  
i j  1 3 

réciproquement : supposons que ( a  ) - v é r i f i e  l a  r e l a t i o n  ( R I )  
i j  

a  x  a  
ecr ivons  a lo r s  - i+l, j a  - i, j + l  

i+l, j + l  puisque a  # O 
a  i j  
i j  

a  x  a  
i l ,  j i -2 ,  j + l  

p u i s  en mul t ip l iant  membre à membre ces inéquations,  on ob t i en t  après s impli-  

f i c a t i o n s  

~éométriquement, l e s  r e l a t i o n s  (R ) e t  ( R  ) peuvent s e  représenter  par  
1 2 



en remplaçant  a  i+l, j avec une express ion  t i r é e  de (R dans (R2) ,  on a : 
2 

en con t inuan t  110p6ra t ion ,  cad en remplaçant dans l e  membre de d r o i t e  

l e  terme q u i  dépend de i, on montre que 

Ceci r e v i e n t à  cons ide r  l a  l è re  colonne ( a  ) comme une s u i t e  simple 
i ,l 

( u . )  e t  l a  l e r e  l i g n e  ( a .  . )  comme une s u i t e  ( v . )  
1 1 3 1  J 

u  X v .  
a l o r s  a = i 3 

i j 
= U .  x V où l ' o n  i n t è g r e  l e  c o e f f i c i e n t  a  

a  1 j 11 
11 

dans U .  ou V 
1 j ' 

Lemme 2 



Démonstration 

Ecrivons a x a  = a  x a 
i+l,j+l ij i+l,j i, j+l 

puis si l'on change i en (i+l), et ainsi de suite, on obtient les équations 

suivantes : 

on obtient alors, en multipliant membre à membre ces équations 

puis il suffit de ré-écrire cette équation en remplaçant j par j+l et 

ainsi de suite jusqu'à j + 1 

d'cù en multipliant, après simplification, on obtient : 

Il est bien évident que la réciproque est vraie puisque 

si (a ) vérifie la relation précédente, alors kd=l, on retrouve 
i j 



Géométriquement on peut écrire : 

Propriété 4 

y k , ~  aitkYjte x aij = a x a  
i i+k,j est équivalent à 

a = U .  x V  
i j 1 j 

Ceci découle directement des lemmes précédents. 

Propriété 5 

Vd(m+k,n)=Vd(mn) Vko(amy,+L)=V ko (a mn l a  - aJ  = u x v 
mn m n 

Démonstration 



o r  s i  on pose l a  = r m+k ,n+e ' a l  m+k , n t  2 

Cela équivaut à r x r  = r  x r m+k,n+L mn m,n+l m+k,n 

ou encore, d ' ap rè s  l a  propos i t ion  4 - 
rmn - "m 'n 

Proposi t ion 6 

Q a , @ e ~  a# O vke(aarnn +B) = vke ( m n  ) 

en  e f f e t  s i  ( a  ) converge vers  a ,  
(cl amn 

+@) converge v e r s  aa+8 , d'où : 
mn 

Déf in i t ion  

On d i r a  que ( a  ) e s t  à convergence supe r - l i néa i r e  s i  e t  
mn 

seulement s i  

v ( k , e ,  # <o,o) (arntkynte - a ) =  O (arnn - a )  

On suppose que ( a  ) converge simplement, horizontalement  
mn 

e t  ver t icalement  a l o r s  (amn) e s t  à convergence s u p e r - l i n é a i r e  s i  e t  seu le-  

ment s i  
a - a  

m + l  ,n Lim = L i m  
m ,n- 

a 

a - a  mn 



Démonstration 

Supposons que ( a  s o i t  àc-envergence supe r - l i néa i r e ,  cad mn 

c e c i  é t a n t  v r a i  v k  ,L ( k , e )  # (0 ,O 1, cho i s i s sons  k-1 e t  L =O pour o b t e n i r  

a  
m + l  ,n a Lim = O , p u i s  k=O e t  e= l  pour a v o i r  L im  m ,n+l  

m,n m,n 

Réciproquement 

E O 3M (€1  vm,n 2 M ( E )  
1 1 

donc pour E f i x é  

donc s i  m,n 1 M ( E  
1 

1/2k), en f a i s a n t  l e  p r o d u i t  , on o b t i e n t  

de même, on a  



d ' où pour  E: f i x é  

d'où 1 am,n+~ - a l  < cm 

donc puisque m+k 2 m 

d'où pour  € c h o i s i ,  s i  cn pose M = Max(M1 , M 2 )  , m,n 2 M 
O 

'd 
O 

cad 

Remarque 
a - a  

Lim = O n 'équivaut  pas  à d i r e  qu 'à  p a r t i r  d'un c e r t a i n  
m,n 

rang N ,  cad pour d L N chaque l i g n e  e s t  à convergence supe r - l i néa i r e .  



En e f f e t ,  on a u r a i t  

3 N  VnZN QE,o ~ M ( E )  % Z M ( E )  

a - 
o r  Lim m + l  ,n 1 - 1 = 0 s ' é c r i t  

m,n 

où i c i  N(E) e s t  un nombre e n t i e r  q u i  dépend de &. 

P r o ~ o s  it ion  8 

( a  1 est à convergence supe r - l i néa i r e  s i  e t  seulement s i  
\ I mn 

( k , e >  # (0 ,o)  Lim VkL (amn) =F 
m,n 

a 
en e f f e t ,  Lim mtkynti '  = O équivaut  2 -loglO 

m ,n 1 a a 
mn 

1 a a _ - a  m+kyn+L - al+ + 

Déf in i t i on  

On d i t  que l a  s u i t e  (amn) a une v i t e s s e  de convergence un i fo r -  

me pour  l e  couple (k,L) # (0,O) à p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang,  s i  e t  seulement 

si ,  

IM %,II>, V ( a  ) =Vke; '  O o ù "  e s t  indépendant d e m e t n .  kL mn k t  

S i  l a  s u i t e  ( a  ) e s t  à convergence uniforme pour l e s  couples  
mn 

(1,O) e t  ( 0 , 1 ) ,  a l o r s  

Démonstration 



avec  

P r o p r i é t é  10 

La s u i t e  (amn) est  d 'o rdre  1 pour l e  premier  i n d i c e  e t  d ' o rd re  

1 pour  l e  deuxième ind i ce  s i  e t  seulement s i  : 

d'où - l0g10 

où M M son t  dépendants de k e t  l. 
1' 2 

Démonstration 

a - a m+k ,n+l  

a - a  
mn 

La s u i t e  ( a  ) est d 'o rdre  1 pour l e  premier  i n d i c e ,  s i  e t  mn 
seulement  s i  p a r  d é f i n i t i o n  

= k v10 + l vlo \dm,n 2 Max ( M ~ ,  M ~ )  

de m ê m e ,  pour l e  second i n d i c e  

d 'où,  pour t o u t  couple (m,n) t e l  que m,n 2 :lax (:Il , i l2) 



a 
en multipliant ces k équations, on a : 

a - a 

De même, en faisant varier j dans l'équation 

puis en multipliant les % équations obtenues, on obtient 

par suite 

OU encore 



où M e t  M dépendent de k e t  1. 
1 2  

Réciproquement : 

S i  il e x i s t e  M e t  M t e l s  que O < M 1 2  1 ' 'kt ( a  mn ) ~ ~ ~ < t m  

a l o r s  pour k = 1 e t  1 = O ,  on o b t i e n t  que (amn) e s t  d ' o rd re  1 pour l e  premier 

i nd ice .  M e t  M s o n t  a l o r s  f i x é s .  De même, pour k = O e t  1 = 1, on prouve 
1 2  

a l o r s  que (amn) e s t  d 'ordre 1 du second ind ice .  



* 
2 * WITRE I I I  2 

TRANSFORMATIONS RECTANGULAIRES REGULIERES 

i 



Le but de ce chapitre est de présenter et d'étudier des 

transformations rectangulaires introduites par HIGGINS Cg]. 

Après le rappel des résultats obtenus par HIGGINS, nous étu- 

dierons des cas particuliers puis les appliquerons à des sommes partielles 

de séries doubles. 



Au niveau des no ta t ions ,  nous considérerons une s u i t e  double 

( a i j ) .  S i  e l l e s  e x i s t e n t ,  l e s  l i m i t e s  seront  notées : 

Lim a = a Lim = h L i m  a  = Vi 
i j 

im j j- 
i j 

i ,j 

T 
Une transformation rec tangu la i re  est d é f i n i e  pa r  : a - " ) = b  

mn ' ( amn mn 

Dans ce qu i  s u i t ,  on posera m,n 
'i, j 

= O  s i i  > m o u j > n  

Régulari té  

- Une t e l l e  transformation s e r a  d i t e  horizontalement r égu l i è re  

ou H-régulière s i  e t  seulement s i  : 

l a  convergence de l a  s u i t e  simple ( a  implique c e l l e  de l a  
i j  )i 

s u i t e  (b..). e t  Lirn b i j  = Lim 
a i j  

Vj 2 1  
1  1 i- im 

- E l l e  s e r a  verticalement r é g u l i è r e  ou V-régulière, si e t  seulement 

s i  : 

l a  convergence de l a  s u i t e  simple ( a  implique c e l l e  de l a  i j  j 

s u i t e  ( b . . ) .  e t  Lirn b = Lirn a  vi 2 1 
1 1  3  j, i j  

j- 
i j 

- T e s t  simplement r é g u l i è r e  ou régu l i è re ,  s i  e t  seulement s i  : 

l a  convergence de l a  s u i t e  double ( a . . )  e n t r a î n e  c e l l e  de l a  s u i t e  
1 3  

double (b..) et  Lirn b i j  = Lirn a 
1 3  i j i , j  i , j  



HIGGINS a démontré les théorème s u i v a n t s  

Théorème 1. C91 

T est  V-régul ière  s i  e t  seulement s i  

m n 
m y n l  5 R ( 1 )  pour t o u t  m2l C C 1 yi , 

m 
R é t a n t  indépendant de n 

i=l j = l  m 

n 1 si  i = m  
(11)  pour t o u t  m21 Lim C 

n- j =l O s i  non 

(111)  pour  t o u t  m 2 1 

Supposons que Lim a = V Y i 2 1  e t  que les c o e f f i c i e n t s  ymyn  
j- 

i j i , j  

s a t i s f o n t  aux cond i t i ons  ( 1 )  e t  (111) du théorème 1. Alors : 

m n 
Lim C pi, m y n  = 1 1 implique que Lim b = Lim a = v 
n-Kx> i=l j = l  n- mn 

n- mn 

on peut a u s s i  en dédui re .  

Théoréme 3 .  [9 ]  

T e s t  H-régul iére ,  s i  e t  seulement s i  

m n 
( 1 )  pour t o u t  n > l  Z ~ p f : ?  15 K où K e s t  indépendant de m 

i=l j=l  n n 

m 1 s i  j=n 
(11)  pour t o u t  1-21 Lim C m,n = 

m-ioo i=l 
' i , j  0 s i  non 

(111)  pour t o u t  n 2 1 

i l 1  ~ i m  pT31 = O 

l l i l n  m-kn 5 3  



Exemple 

m,n - - j - 2j 
'i, j 

- 
n mn(nt1) 

m C j  
j =1 

m n n 
Condition (1) : m'n>odloù C m,nl - - m 

'i,j 
C j = 1  

i=l j=l n j =l 
m C j  
j =l 

Condition (11) : Lim 2j = O 
w mn(n+l) 

on a vérifié dans la condition (1) la condition supplémentaire du théorème 2 

donc pour toute suite (a telle que Lim a = v alors 
i j 

j- i j 
m n 

Lim C C 2 j a = v  
n- i=l j=l mn(nt1) i j 

Avant de donner quelques propriétés des transformations régu- 

lières, il semble intéressant de rapprocher le théorème 1 du théorème de 

TOEPLITZ . 

Pour cela décomposons T(a ) = b de la façon suivante : 
mn mn 

ou encore, pour i fixé, on a : 



mn 
'in 

~ l ~ ~ ~ & ç  l e  théorème de TOEPLITZ, une cond i t i on  néces sa i r e  e t  
m,n 

s u f f i s a n t e  pour que L i m  a .  = Lim b s e r a i t  que l e s  c o e f f i c i e n t s  p 
i n  

n- n- i n  i , j  

v é r i f i e n t  l e s  condi t ions  

( indépendant de n )  

Les condi t ions  1 e t  3 s o n t  analogues à c e l l e s  du théorème 1. 

Par  con t r e ,  ce  qui  e s t  p lus  s i g n i f i c a t i f ,  c ' e s t  que l a  cond i t i on  2 du théorème 

de TOEPLITZ ne s e r a  exigée que pour m = i  dans l e  théorème de HIGGINS, dans l e s  

a u t r e s  cas c e t t e  l i m i t e  devra ê t r e  n u l l e .  



Ainsi, si l'on écrit b = Clp + C +....+ Cm, alors 
mn 2n 

Lim a = Lim C = Lim b 
n- mn 

n- mn n-Kx> mn 

m- 1 m-1 n 
Lim C = Lim C m ~ n  a = O 
n* i=l in ' 'i,j ij n* i=l j=l 

Il semblerait donc tout aussi interessant d'étudier les trans- 

formations rectangulaires où seubles coefficients ~i myn ne sont pas nuls, cas 
m, j 

des transformations de la forme : 

En plus des simplifications qu'elles proposent par rapport aux 

transformations initiales, elles présentent l'avantage de se ramener à des 

transformations de suite d'un seul indice. 

Les théorèmes de convergence ou d'accélération de ces dernières 

transformations ne seront donc pas étudiés ici puisqu'ils ne seront pas dif- 

férents des théorèmes concernant les procédés de sommation réguliers de suites 

simples. 

Théorème 4 
II 

Soit la transformation a d C cmyn = b  
rnn j=1 j 6oiam,j-i rnn 

avec a = 0. 
1110 

Une condition nécessaire et suffisante pour que cette trans- 

formation soit V-régulière est que les coefficients cm vérifient 
1 





pour j=n 6: = O 

de p l u s  cmn - tmyn - - - 1 1 
j j t i  

e t  Lim- = O .  t/j 1 1  j s - ,  n  
n- n  

pour  j  =n-1 

Mais, j v a r i e  de 1 à n,  donc j dépend de n ,  a i n s i  p a r  exemple 

m,n = - q u i  tend v e r s  O e t  non ve r s  1. 
t n - i  n  

Avant d ' app l ique r  l e s  t ransformat ions  r é g u l i è r e s  r e c t a n g u l a i r e s  

m,n = 1 
'i,j  n  

ne pourra  a c c é l é r e r  une s u i t e  double ( a  monotone e t  qu i  e s t  mn 
m C j  

j  =1 

supposée converger ver t ica lement .  Ceci e s t  une conséquence de l a  p ropos i t i on  

s u i v a n t e  : 

m m 
S i  C C myn m,n 

' j  ' l ;  ' i , j  
0 ; s i  ( a  ) monotone e t  converge 

i=l -j=l i j 

b - V  
ver t ica lement  a l c r s  v m  2 1 2 1 mn 

l a  - V  m l  2 1  
mn m 

Démonstration 

b - V  m n  mn a . .  - a  
mn m = C C v i j  1 3  mn d'où a  - V  + 1 a - V  i=1 j = l  
mn m mn m 



a .-a 
De plus puisque (a,') est monotone, il mn 2 O car si 

APPLICATION AUX SUITES DE SOMMES PARTIELLES EN RLCTANGLE. ........................................................ 

Conditions (A ) la suite des sommes partielles d'une série 
mn 

[aij], définies par A = Z C a ,et une transformation telle que T(A )=  B 
mn id j=l i j mn mn 

où B ne dépendra, à des coefficients près, que des termes a avec mn i j 

l l i l m e t l l j l n .  

Nous noterons B = C 1 bij. 
mn j=l j=l 

Proposition 2 

T est V-régulière, si et seulement si, chaque colonne de A a 
mn 

même limite, quand n tend llinfini,que sa transformée par T. 

n T n 
Autrement dit, si l'on pose C: = c aij n mn 

Ki C bij 
j =1 j =1 

alors T est V-régulière si et seule- 

ment si 

Lim C = Lim Km n m 2 1  m n- n- 



Démonstration 

T est V-régulière, signifie, par définition, que Lim A =Lim B mn n- mn 
n- 

V21 

Donc si p est fixé p 1 1 

Lirn = Lim B 
Pn 

(1) 
n- 'a n w  

de même, pour ptl : Lirn A - 
p+l,n - Lim n-tco EP+l,n 

( 2  
n* 

la différence, membre à membre des équations (1) et (2) donne 

Lim (A -A ) = Lirn ( B  - B  1 
n- p+l,n p,n n-tco ~+l,n pn 

ou encore Lim C a = Lim C b 2 1 
ns j.1 pfl ~n n-tco j=l p+l,n 

n ce qui montré que Lim C = Lin K n 

n- ~ + l  n-tco p+1 

n pour p=O, C représente le terme A de la suite (A ) donc T est V-régulière 1 lyn mn 

assure que Lirn Aln = Lirn B 
n- n- ln ' 

La réciproque se démontre à l'aide d'un raisennement par récur- 

rence, à l'aide des mêmes égalités. 

Notons que cette proposition n'a été démontrée que si b peut mn 

s'écrire sous la forme C C bij. Il s'agit donc ici d'un cas bien particu- 
i=1 j=l 

lier de transformation rectangulaire puisque dans le cas général on a 



m n 
Autrement dit, écrire B = C C bij , cela revient à supposer 

mn i=l j=l 

m n 
que les coefficients Iii ou um ,n sont indépendants de m et n. 

i ,j 

La question qui se pose maintenant est d'étudier la transformation 

m n 
qui à A assicie B = C L vmy? Aij. Mais au lieu d'exprimer B en mn mn i=l j=1 1 9 3  

mn 

fonction des A nous l'écrirons à l'aide des a On notera alors 
ij ' i j ' 

et l'on s'attardera sur les pour qu'ils définissent une tranformation 
i ,j 

V-régulière. 

Le théorème 1 peut, appliqué à la suite ( A  ) s'exprimer: 
mn 

les cimn définissent une transformation V-régulière si et seulement si, il 
i j 

vérifient : 
m n m n - u m  n 

(1) L 1 1 aitl,j+l itl, j i l  + umyn i,j 1 I R  m 
i=l j=l 

(11) ~ i m  amn = 1 l 5 i 5 m  pour tout m. 
n- il 

(111) pour tout m, 1 < i a m , 1 5 j I n 



m n . Lim a = O 
n- i n 

. Lim m n - u  m n 
(Oi+i, j+i 

- am + um n, = 0 
n- i+l, j i ,  i j 

Démonstration 

Dans un premier temps, nous allons donner une relation entre les 

m n am et les Lii j du thérorème 1. Puis nous étudierons tour à tour chacune 
i j 

des conditions du théorème pour que la transformation soit V-régulière. 

aveca = A  - - i j ij Ai-l,j Ai,j-~ + Ai-l,j-~ et la convention que A = O 
i j 

pour i = O ou j = O d'où 

m n 
m n 

B mn = z uij (Aij-Ai-l,j - A + 'i-1,j-1 ) OU encore 
i=l j=1 i,j-1 

m n 
m n d'autre part B = L L vi Aij 

mn cad 
i=l j=l 



En i d e n t i f i a n t  l e s  c o e f f i c i e n t s  de B dans  l e s  é q u a t i o n s  ( 1 )  e t  
mn 

( 2 ) ,  on en  d é d u i t  que : 

1 2  i 5 m - 1  
m n m n m n = a - u - u m n m n 
'i j i + i , j + i  

+ u .  
itl, j i, j t l  1 , j  



S o i t  en résumé : 

avec  = O  s i i . m o u j > n  
1 9 3  

t x p l i c i t o n s  les coi ld i t ions  d u  théorème 1. 

Condi t ion ( 1 )  : ------------- 

Condit ion ( 1 1 )  : -------------- 
n- j = l  

n  
Calculons C m n  

IJ i , j  
s i i f m  

j =1 



La cond i t i on  (11)  peut  a l o r s  s 'exprimer p a r  

L i m  ( a m n  - a  m n 
i+l,l ) = O pour O < i 5 m - 1  i,l n- 

ce q u i  e s t  équ iva l en t  à L i m  am = 1 l s i l m  
n- i 1 

donc on d o i t  a v o i r  L i m  am = O 
m n  n- 

m - a  m n  - clm 
n Lim + d r n n ) = O  

("i+i, j+i iti, j  i l  i , j  
n- 

Ce q u i  équivaut à 

m n . Lim a i n = O  
n- 

m 
- c l  

m n - u m  n m n  . Lim 
( a i t l ,  j+l itl, j  i , j + l  t u i  ) = O  n- , j  



. ~ i m  (am - um ) = O  
n- m , ~  m,j+l 

De même on peut généraliser le théorème 2, de la façon suivante 

Théorème 6 

Soit la transformation définie par les coefficients um que l'on 
i,j 

suppose vérifier les conditions (1) et (111) du théorème 5. 

Si de plus Lim am 1, pn peut alors énoncer 
n- 1 1  

m n 
Si Lim A = V alors Lim 

mn 
C C am 

n- n-Kx> i=l j=l i j  '3 = v  

La démonstration consiste à vérifier la condition supplémentaire 

cad que 

Remarque 

ici encore Lim am = O 
n- m n 1 n'est pas équivalent à 



e n  e f f e t  si um - - (m - i + l ) ( n  - j  + 1) 
i , j  mn 

" - - n - j + l  1 
mn Lim am = - # O Lim am 

m y j  n- m 9 1  m n- m n = O  

am - am n  - 1 L i m  ( a m q j  - am ) = O  - -  m n  
m , j  m , j + l  mn m ,  j + l  

n- 

Exemple ------- 
s i l a i l m  l l j s n  

s i  non 

on v é r i f i e  que P m n  - 1 - -  pour 1 a  i a  m e t  l l j l n  
i , j  mn 

de p lu s  C C m n  
' i , j  

= 1 e t  L i m  p! = O 
n-:-rn 1 , j  

les  condi t ions  du théorème 6 ,  son t  a i n s i  a s s u r é e s .  



GENERALISATIONS DE PROCEDES D'ACCELELARATION 

DE LA CONVERGENCE 
i 



- %e de A I T K E N  

- transformation de SHANKS 

Nous aborderons dans ce quatrième chapitre, des procédés d'accéléra- 

tion de convergence. 

2 
Le premier étudié ici est le 6 de A I T K E N  qui n'est autre qu'une 

2 kL 
généralisation aux suites doubles du A de A I T K E N  où l'opèrateur A est remplacé 

par ô 
kL ' 

Dans un second temps, nous étudierons différentes généralisations de 

la transformation de SHANKS.  Particulièrement la généralisation obtenue à partir 

de l'opèrateur ô qui n'est autre qu'une façon de ramener une suite double à une 
k t  

suite simple extraite et donc de permettre une étude en terrain connu. 

Enfin, ce sera le E-algorithme qui sera généralisé au cas des suites 

multiples. Pour cela nous introduirons la définition d'une sous-suite qui nous 

permettra d'extraire de toute suite convergente une sous-suite convergente 

considérée comme suite simple cad ne dépendant que d'un seul indice. 



1 6k: de AITKEN 1 

L'idée développée dans ce paragraphe, est une généralisation du 

de AITKEN construite à l'aide de lfopèrateur 6 Pour les suites simples, 
kl ' 

nous avons les résultats suivants : 

Si (U est une suite telle qu'il existe deux réels non nuls n 
et @ tels que a + a # O et 

O 1 O 1 

alors la valeur U de la limite de la suite (U ) est donnée par 
n 

le rapport de déterminants 

2 

Le bke proposé pour les suites doubles consiste essentiellement à 

remplacer l'operateur A applicable aux suites simples par l'operateur bke pré- 

cédemment défini. 

Soit (a une suite double convergente, de limite A. On suppose que mn 
cette suite vérifie, pour un couple (k,l) donné, (k,l) € W  xlN - ((0~0)) 



En écrivant l'équation (E) pour des indices différents, on obtient 

un système linéaire de deux équations à deux inconnues 

d'où le calcul de A : 

On posera alors, pour une suite qui ne vérifierait pas (E) : 

1 m n  
a mtk ,n+l l 

a a mn m+k ,n+l 

- 6k~(amn) 6kl?( am+k ,nt1 1 
- 

1 1 

6kl(amn) &k~(~m+k ,n+l 1 

A = 

ce qui n'est autre que l'expression de la transformation de AITKEN où l'on a 

remplacé A par 6ke, Un par a mn' 'n+i par a m+k ,ntl0 

a a 
mn rn+k,n+l - 

a - a a - a 
mtk,ntl mn mt2k ,n+2l mtk ,ntl 

1 1 
a - a 
m+k,n+l mn a - a mt2k ,nt21 m+k ,nt1 



Les théorèmes de convergence sont alors analogues au cas des 

suites simples. 

On supposera dans ce qui suit que 6 (a ) # O Vm,n f IN kL mn 

Théorème 1 

Démonstration 



La d i v i s i o n  par  ( a  ) é t a n t  poss ib l e  puisque l ' o n  a  supposé mn 
c e t t e  q u a n t i t é  jamais nu l l e .  

Théorème 2  

Une condi t ion  s u f f i s a n t e  pour que e  ( a  ) converge ve r s  l a  k t  mn 
même l i m i t e  que (amn) e s t  que : 

ou que 

Démonstration 

S i  ( a  ) e s t  une s u i t e  convergente danslR a l o r s  e l l e  v é r i f i e  l e  
mn 

c r i t è r e  de Cauchy d 'où ,  en p a r t i c u l i e r ,  pour k  e t  1 f i x é s .  

( m + k  , n+L 1 
Ainsi ,  s i  & [a, 81, ekL a  a  même l i m i t e  que 

' k ~  (amn) 

( a  ) lo rsque  m e t  n  tendent  v e r s  l ' i n f i n i .  mn 

De 'lus 'kt (am+k ,n+L ) =  a  - a m+2k ,nt2L mtk , n t 1  



1 'kt (arn+k,n+e - ( a  ) 
d'où - '2k,2t mn - 1  

%t ( m n )  'kt (amn ) 

'kl (am+k, n + l  1 et  $ Ca, 81 équivau t  à '2k,21 (amn) Cl + a ,  1 +BI 
'kt ( m n )  'kt (amn) 

Théorème 3 

Une c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  pour  que e kl (amn) t e n d e  

v e r s  l a  l i m i t e  que a , quand m,n t e n d e n t  v e r s  l ' i n f i n i ,  est que : 
mn 

Ceci découle  d i rec tement  du theorème 1. 

S i  l a  s u i t e  ( a  ) e s t  t e l l e  que Lim 1 
mn 'k1 ( ) = c # O ,  

m,n 'kt "mn 

c f i n i ,  a l o r s  l a  s u i t e  ( a  ) ne  converge pa s  dans  a. mn 



Démonstration 

1 
L i m  & k t  ( 

) = c # O p e u t  e n c o r e  s ' é c r i r e  
m,n 6 k t  m n  

A p a r t i r  d 'un c e r t a i n  r a n g  n 
O 

1 - 1 - t c t E  
mn 

& k ~  m t k , n + e  amn 

où (E ) e s t  une s u i t e  double q u i  t e n d  v e r s  O ,  l o r s q u e  m e t  n t e n d e n t  v e r s  
mn 

l ' i n f i n i .  

On p e u t  a l o r s  c h o i s i r  un r a n g  n à p a r t i r  duquel  on a i t  
1 

Donc, pour  m 2 n 
9 

, n 2 ~  
1 

1 - - 1 t c t E  
mtk ,n+e 

6 k l  amt2k ,n+2e amtk , n t 1  



En sommant ces p équations membre à membre, après simplification 

Si l'on choisit p tel que p > 4 , ce qui est toujours 
1 'kt amn I 

1 P-1 
d'où 1 + C & P 

i=o 

ICI 
m+ik,n+il ' ' t I C I  + 4 

'kt amn 

OU encore 



on pose a l o r s  

1 1 D'après ce qui  précéde,  1 Z - 11 < - Z € Disque (1,-) ou encore 
2 2 

1 4 2 1 2 
€ Disque ( 3 , 3) donc R ( 7 ) 2 - 

e 3 

Par  s u i t e  l a  - a 
2 

mt(p+l)k,nt(p+i)k? mtpk , n t p t l  ' 
3 PC 

donc l a  s u i t e  (amn) ne v é r i f i e  pas l e  c r i t è r e  de Cauchy e t  donc ne converge 

pas.  

Propos i t ion  2 

S i  (a  e t  (ekL ( a  1) convergent dans C ,  a l o r s  c e s  deux s u i t e s  mn mn 
ont même l i m i t e .  



Démonstration 

Supposons que ( a  ) converge ve r s  A e t  que (eke ( a  ) )  converge 
mn mn 

vers une l i m i t e  d i f f é r e n t e  de A .  

S i  l ' o n  f a i t  t end re  m e t  n ve r s  l ' i n f i n i ,  il r e s t e  

L i m  
1 

.1 = M # O  

I I 
ou encore L i m  

' k ~  ( 
) = -  

M  = c # O 
myn amn 

o r  d ' ap rè s  l a  p ropos i t i on  1, c e c i  implique que ( a  ) ne converge pas ,  d 'où l a  
mn 

c o n t r a d i c t i o n .  

2 
Autrement d i t  : s i  l e  procédé 6d t ransforme une s u i t e  convergente 

dans Q en une s u i t e  qu i  converge dans a ,  a l o r s  ce s  deux s u i t e s  ont  même 

l i m i t e .  



Le procédé a2 de AITKEN a é t é  g é n é r a l i s é  p a r  SHANKS. La t r ans fo r -  

mation obtenue a l e  grand avantage d ' é t r e  c a l c u l a b l e  à l ' a i d e  d'un algori thme : 

l e  E-algorithme. 

L 'é tude  de c e  paragraphe concerne des  g é n é r a l i s a t i o n s  de c e t t e  

t ransformat ion  aux s u i t e s  doubles.  Après des  r a p p e l s  s u r  l e s  t ravaux ,  e f f e c t u é s  

à c e  s u j e t ,  p a r  LEVIN Cl31 p u i s  ALBERTSEN, JACOBSEN e t  SgRENSEN C l ] ,  nous 

proposerons une g é n é r a l i s a t i o n  c o n s t r u i t e  à p a r t i r  de l ' o p é r a t e u r  6 kL ' 

La première p a r t i e  du t r a v a i l  de LEVIN Cl31 a pour but  de t r o u v e r  
m 

une approximation de fi = C 3 Dans un premier temps, il r a p p e l l e  l e s  i j '  
i , j = o  

r é s u l t a r s  s u r  les s k i t e -  s imples  : 

CO i 
S o i t  S = C a dont l e s  s u i t e s  p a r t i e l l e s  s e r o n t  A = C a . 

j i j =O j = O  j  

On suppose que ces sommes peuvent s ' é c r i r e  sous  l a  forme 

Alors ,  en é c r i v a n t  l a  r e l a t i o n  ( 1 )  pour i v a r i a n t  de m à m t n ,  

on o b t i e n t  un système l i n é a i r e  de n t 1 équat ions  à n t 1 inconnues : 

S, BI, B2, . . . . , B . La r é s o l u t i o n  de ce  système l i n é a i r e  donne a l o r s  l a  va l eu r  
n 

de S. On montre s i  pour t o u t  i, A .  v é r i f i e  ( l ) ,  que l ' o n  a S = e ( A  ) où en (A,) 
1 m mn 

est l a  v a l e u r  obtenue p a r  l e  €-algorithme. 



La g é n é r a l i s a t i o n  aux s u i t e s  doubles s e  f a i t  a l o r s  de l a  façon 

su ivan te  Cl31 : w 

S o i t  R = C a  on note  A = S I  - C a  
i j '  mn ( i , J )€ I  - 1 i j  i, j=o 

mP 

avec 1 = N x  N e t  1 l 'ensemble d ' i n d i c e s  de IN x ïN q u i  dépend de m e t  n  
mn 

et tel que A = C a .  
mn i j  ( i , j ) f  Imn 

On suppose que l e s  A v é r i f i e n t  : 
mn 

vm,n € IN ; (m,n) € S  ; Cardina l  (S)  = r + 1 
(S.L) 

l e t R t e l q u e p o u r ( i , j ) € R  ( m + i , n + j ) € I - 1  mn 

[ e t  Card ina l  (R) = r ( r  f i n i )  

S i  l ' o n  é c r i t  ( 1 ' )  pour (m,n) € S  où S  c 1 e t  t e l  que Cardinal ( S )  =r+l ,  

on o b t i e n t  un système l i n é a i r e  de r + 1 équat ions  à r + 1 inconnues : 

R ,  Bij ( i , j )  € R. S i  e l l e  e x i s t e ,  l a  s o l u t i o n  du système l i n é a i r e  donnera l a  

v a l e u r  de R.  

A p a r t i r  de c e t t e  g é n é r a l i s a t i o n ,  LEVIN aborde l e  problème du 

choix des ensemble 1 R e t  S. 
mn 

Les s u i t e s  p a r t i e l l e s  A ont  dé j à  é t é  d é c r i t e s  au  paragraphe 
mn 

cSke e t  son t  d é f i n i e s  p a r  



Levin démontre que ,  s i  S e t  un ensemble d ' i n d i c e s  "sans trou1'  cad 

t e l  que (k,L) € S =5 { ( i , j )  1 i 5 k ou j r 2 )  c S 

S i  R e s t  un ensemble d ' i n d i c e s  t e l  que R a i t  s - 1 éléments 

avec s l e  nombre d'éléments de  S, a l o r s  l a  s o l u t i o n  du système l i n é a i r e  

(S*L),  s i  e l l e  e x i s t e ,  donne la valeur  exac t e  de 52 pour t o u t e  s u i t e  conver- 

gente  dont l e s  termes s a t i s f o n t  l a  r e l a t i o n  

Cet te  g é n é r a l i s a t i o n  conporte cependant quelques inconvénients .  

Le premier  e s t  l e  choix des A qu i  n é c e s s i t e  pour chacun d'eux l e  c a l c u l  
mn 

d 'une i n f i n i t é  de termes. Enf in  LEVIN ne propose p a s  d 'a lgori thme pour 

éva lue r  l a  s o l u t t 6 n  de (S .L) .  

Une seconde g é q é r a l i s a t i o n  aux s u i t e s  m u l t i p l e s  de l a  transforma- 

t i o n  de SHANKS e s t  proposée p a r  l e s  danois  ALBERTSEN, JACOBSEN, SORENSEN 113. 

Nous l a  présentons brièvement. 

Soi t  (Amn) une s u i t e  double t e l l e  que 

Pour t o u t  couple d ' i n d i c e s  (m,n) il e x i s t e  des c o e f f i c i e n t s  non 

t o u s  n u l s  tels que 

C r = O 
'ij m+i,n+j 

avec Card (D) = k + 1 
( i , j ) €  D 

En e f f e t ,  s i  l ' o n  remplace r p a r  s a  va l eu r ,  on o b t i e n t  : 
n i + i  .n+ j 



Il suffit donc de choisir les Y comme solutions non triviales 
i j 

du système linéaire 

Ce qui est possible puisque ce système linéaire posséde k équa- 

tions et k + 1 inconnues. Puis, on peut ordonner l'ensemble d'indices D par 
deux fonctions U et U2 en posant D = {(ul (i) , w2 (i) ) i = 1,. . . , k + 11 1 

k+l 
C Yij r = O s'écrit alors 

m+i ,n+ j r 
(i,j)€ D j -1 

j ) ,u2( j ) m+wl( j ) ,n+w 2 (j )' O 

ou encore C 
j =l j , j (a m+wl(j), n+w (j) ' *) = O ( E l .  

2 

Si l'on écrit la relation ( E l  pour tout couple d'indices (m,n) € 1 

1 = {(q1 (i), $2 (il) i = l,.. . , k + l} 

on peut alors écrire 



q u i  e s t  un système l i n é a i r e  à k+l équat ions.  

Enfin,  s i  l ' o n  n o t e  

A est donné pa r  l e  r appor t  de déterminants  

I c i  encore l e  E-algorithme n ' e s t  pas  a p p l i c a b l e  p u i s q u ' i l  

f a u d r a i t  que l ' o n  a i t  Vlî - Vil - - Vll Vî l  - Vl1 c e  q u i ,  de façon 

généra le ,  n  ' e s t  pas  v é r i f i é  . 



Cependant, l e  E-algorithme permet une mise en oeuvre du 

c a l c u l  de A .  En e f f e t ,  pour reprendre  l e s  n o t a t i o n  de BREZINSKI C31, 

si l ' o n  é c r i t  

on c o n s t a t e ,  pa r  a n a l o g i e ,  q u ' i l  s u f f i t  de pose r  

Nous proposons, dans c e  qu i  sui t ,  une g é n é r a l i s a t i o n  de l a  

t r ans fo rma t ion  de SHANKS c o n s t r u i t e  à l ' a i d e  de l ' o p é r a t e u r  6kr Ce t t e  t r a n s -  

formation permet t ra  de ramener l e s  s u i t e s  doubles à des  s u i t e s  s imples  e t  donc 

l e  €-algorithme deviendra a p p l i c a b l e .  



Soit (a ) une suite double convergente de limite A. Si il 
mn 

r 
existe des nombres réels U . . . , ci tels que C a # O et si 3 k,e tels que 

0) 1, r i=o i 

alors, en écrivant la relation (E.) en remplaçant m et n par m+k et n+e, puis par 
1 

m+2k, n+21, ..., jusqulà ce que l1on ait r+l équations 

On laisse inchangée la première équation, puis à chaque autre 

équation, on retranche la précédente. On obtient : 



La résolution de ce système linéaire à r + 1 équations et r + 1 incon- 
nues donne alors pour la valeur de A le rapport de déterminants 

En fait, tout se passe comme si, au lieu d'étudier la limite de la 

suite double (a ) lorsque m et n tendent vers l'infini, on étudiait la suite mn 
simple (am+ik qui , si (a ) converge vers A, a pour limite A. 

1 mn 

a a ... a 
mn mtk ,rite mtrk ,nt& 

'k~ amn 6 k ~  am+k ,nt[ 
... 6 kt am+rk ,ntrl 

6ke amt(r-l)k ,n+(r-l)e O . *  6k~am+(2r-l)k,n+(2r-:>k 
A = 

I 1 1 

En effet, posons U. = a 
i mtik,ntil 

alors 6 k ~ a m t i k , n t i ~ ' a m + ( i t l ) k , n t ( i t l ) ~  - a m+ik,n+il 

1 
1 

'kl amn 'kl am+k ,n+l . . . dke am+rk ,n+rl 

6 
ke amt(r-l)k ,n+(r-1 )L am+(2r-l)k,n+(2r-l)e 

= u - u. itl 1 

l 



Avec c e t t e  nouvel le  é c r i t u r e ,  A dev ien t  : 

Pour une s u i t e  q u i  ne v é r i f i e r a i t  pa s  l a  r e l a t i o n  (E. ) , une ap- 
1 

proximation de A s e r a  donnée pa r  l e  c a l c u l  du r appor t  du déterminant ~ r é c e -  

den t .  Le c a l g o r i t h m e  devient  app l i cab le  puisqu 'on e s t  ramené à une expres-  

s i o n  de s u i t e  simple. 



Cette partie a pour but de généraliser le E-algor3thme de BREZINSKI 

[Blet HAVIE C81. Pour cela nous introduisons une définition formelle d'une suite 

extraite (Acl i j  ))if 1 d'une suite multiple ( 4m)mf - - C'est à cette sous-suite 

(Ad-.,) que nous appliquerons le E-algorithme, elle aura en effet l'avantage 

de pouvoir être considérée comme suite dépendant du seul indice i donc comme 

suite simple. Sous de telles hypothèses, les résultats sur le E-algorithme 

seront conservés. Nous les rappelerons puis examinerons des cas particuliers. 

afin de retrouver les transformations déjà exposées. Enfin des exemples numé- 

riques illustreront les résultats théoriques. 



S o i t  (A ) une s u i t e  r é e l l e  double supposée convergente v e r s  A ; 
mn 

(m,n) € N xIN. 

S i  il e x i s t e  k nombres r é e l s  a l ,  a 2 ,  ..., a  t e l s  que 
k 

(E)  A = A  + a  g  (m,n) + a2 g2 (m,n) + ... + ak gk (m,n) 
mn 1 1  

2  
pour t o u t  couple (m,n) €IN , avec gi des  fonc t ions  données de deux v a r i a b l e s ,  

a l o r s  A peut ê t r e  c a l c u l é  pa r  l a  r é s o l u t i o n  du système. 

où ( rn t i ,n+j )  f 1 avec 1 c N  xIN e t  Card ( 1 )  = k  + 1 

l e s  éléments de 1 é t a n t  en nombre f i n i  é g a l  à k + 1, il e x i s t e  une b i j e c t i o n  

de 1 ve r s  (1 ,  2 ,  3 ,  . . . , k + 1 ) .  S o i t  .U  c e t t e  b i j e c t i o n .  On no te ra  p a r  l a  s u i t e  

l e  couple U( i )  , élément de 1, pour i v a r i a n t  de 1 à k + 1, p a r  (a l (  i )  , u2( i ) . 
Ains i  1 pourra s e  n o t e r  1 = { ( u l ( i ) ,  a 2 ( i ) ) l  i = 2 ,  .... k + 11 le système 

(C) peut a l o r s  s ' é c r i r e  

Par  un souc i  d 'allégement d ' é c r i t u r e ,  nous in t rodu i sons  i c i  des no- 

t a t i o n s  va l ab le s  pour des  s u i t e s  mu l t ip l e s .  Les r é s u l t a t s  concerneront l e  cas  

l e  p lus  général .  

S o i t  ( A  ) une s u i t e  mu l t ip l e  où l ' i n d i c e  m s e r a  l e  n-uple m - 
(ml, m2 , . . . , m ) e t  L n  ensemble de fonc t ions  g i  de IR" dans IR, t e l l e s  qu'  il 

n 
e x i s t e  k nombres r é e l s  a l ,  a 2 ,  ..., a  q u i  v é r i f i e n t  

k 

( E )  A~ = ~ + a  g  + a 2 g 2  + + a  g  (m) - - 1 1  k k  

pour t o u t  m de INn.  - 



S i  - i = ( i l ,  i2, ..., i ) e t  s i  l ' a d d i t i o n  de deux 
n  

m e t  i e t  d é f i n i e  pa r  - - 

m + i = (ml t il, m2 + i2, ..., m t i n )  - - n  

a l o r s  l a  v a l e u r  de A , l i m i t e  de ( A  ) peut  ê t r e  obtenue par  l e  r é s o l u t i o n  
m - 

du système l i n é a i r e  

l e  c a r d i n a l  de J é t a n t  é g a l  à k  + 1, il e x i s t e  une b i j e c t i o n ,  que l ' o n  n o t e r a  

U ,  e n t r e  J e t  (1 ,  2, . . . , k + 1 ) .  -7 pourra a l o r s  s e  n o t e r  - 

Sous c e t t e  cond i t i on ,  (C) s ' é c r i t  a l o r s  

= A + al gl ( 2  ( i l )  + a2  g2 ( 2  ( i l )  + ... + a  ( a  (i)) i - k k -  

E t  pour  t o u t e  s u i t e  double qu i  v é r i f i e  (E), A e s t  donné par  l e  c a l c u l  - 
d'un r appor t  de déterminants ,  e t  pour t o u t e  s u i t e  q u i  ne v é r i f i e r a i t  pas 

(El, on posera 



Avant de poursuivre l a  g é n é r a l i s a t i o n  du E-algorithme, il f a u t  re -  

marquer que ju squ ' à  présent  w a  é t é  c h o i s i  comme b i j e c t i o n  d 'un  ensemble 

... d ' i n d i c e s  1 c INn t e l  que Card J = k + l  v e r s  l 'ensemble (1,. k + l ) .  

Ce que nous voudrions p r é s e n t e r  i c i  e s t  une g é n é r a l i s a t i o n  q u i  ne s e  borne- 

r a i t  pas  à un t e l  ensemble J, mais r e s t e r a i t  v a l a b l e  pour un ensemble i n f i n i  

d ' i n d i c e s  de INn. Ainsi il nous f a u t  é t end re  l 'ensemble de d é f i n i t i o n  de w. - 
Par s u i t e ,  t o u t  s e  passera  comme s i  une s u i t e  (A,) g r a i t  ramenée à une s u i t e  

- 
= .. (A'U(i \ 1 i 1, 2 , .  q u i  pourra  ê t r e  considérée comme s u i t e  du s e u l  in-  

d i c e  i. 

Auparavant, regardons ce  q u ' i l  s e  passe  s u r  des s u i t e s  s imples .  

Supposons une s u i t e  (u ) q u i  converge v e r s  u. Transformer c e t t e  s u i t e  ( u  ) n  n  
en une s u i t e  ( v  ) r e v i e n t  à cons idé re r  une s u i t e  e x t r a i t e .  Autrement d i t ,  

f ( n )  
on s e  donne une i n j e c t i o n  f d e  Ndans N t e l l e  que s i n a  pour image p ,  a l o r s  

u  = v  = v  . Dans c e t t e  cons t ruc t ion ,  on ex ige  de f  q u ' e l l e  conserve 
n  f ( n >  p  

l ' o r d r e  des te rmes  c-à-d s i  deux éléments  v  e t  v  s o n t  t e l s  que p  > p '  
P  P ' 

a l o r s  n  > n t .  f é t a n t  i n j e c t i v e ,  l ' e x i s t e n c e  de n  e t  n '  e s t  a s su rée  e t  on a  

p  = f ( n )  e t  p '  = f ( n '  ). Cet t e  conserva t ion  de l ' o r d r e  g a r a n t i r a  que s i  

n  t end  vers  l ' i n f i n i  e t  s i  n  possède une image p  p a r  f ,  a l o r s  p  tend a u s s i  

v e r s  1 ' i n f i n i .  



A p a r t i r  de c e t t e  d é f i n i t i o n ,  rappelons l e s  r é s u l t a t s  s u i v a n t s  Cl11 : 

( 1 )  S i  ( u  ) converge ve r s  u ,  a l o r s  t o u t e  s u i t e  e x t r a i t e  de  (un)  n  
converge a u s s i  ve r s  u. 

( 2 )  S i  (un)  converge v e r s  u  e t  s i  (UA) est un réarrangement de ( u  ) n 
a l o r s  ( u ' )  t end  a u s s i  v e r s  u. n  
Un réarrangement é t a n t  une re-numérotation de ( u  ) n 

( 3 )  S i  (un)  converge ve r s  u  e t  s i  (k ) e s t  une s u i t e  d ' e n t i e r s  po- 
n  

s i t i fs ,  notons l a  s u i t e  (vn)  l a  s u i t e  (u0, u0,.. . , u0, ul,  ul,. . . , 
U2 

où u  e s t  p r i s  kg f o i s ,  ul e s t  p r i s  kl f o i s , .  . . , u e s t  p r i s  kn O n  u2 , .  .. 
f o i s .  Alors ( v  tend  v e r s  u. 

n  

Considérons maintenant l a  s u i t e  r é e l l e  (Arn) où m r  INn. La donnée - 
d'une t e l l e  s u i t e  équivaut  à l a  donnée d'une app l i ca t ion  de INn dans IR. 

E x t r a i r e  une sous - su i t e  de (A ) r e v i e n t  à s e  donner w une i n j e c t i o n  de N In - -- 
dans INn. 

w - n 
A 

On pourra  n o t e r  : ïN -> IN -> IR 

w e s t  une a p p l i c a t i o n  i n j e c t i v e  puisque d'une p a r t  t o u t  élément de l 'ensemble - 
de  dépa r t  a  une image e t  une s e u l e  dans INn e t  d ' a u t r e  p a r t  t o u t  élément de lNn 

a  au  p l u s  un an técédent  d a n s N .  

RaDDeis et notations 

On n o t e r a ,  dansIN, un vois inage de l ' i n f i n i ,  t o u t  i n t e r v a l l e  pouvant 

s ' é c r i r e  sous l a  forme K = C f i  E ïN 1 i 2 K K E 24) = C K ,  n IN. 

n 
On n o t e r a ,  dans24 , un vois inage  de l ' i n f i n i ,  t o u t  i n t e r v a l l e  pouvant 

n  
s ' é c r i r e  sous l a  forme J = {m = - (ml, m 2 , . . . ,  mn) E N  1 m p > ~  J ~ I N  

p = 1, ..., n) 
n  

ou J = (CJ, +"[ n 



L'ensemble desvois inages  de l ' i n f i n i  d a n s N  s e r a  no té  Vm 

n 
L'ensemble des  vois inages  de l ' i n f i n i  dans N s e r a  no té  Va - 

w e s t  cont inue  en03 ssi - 

Défin i t ion  : 

On appelera  sous-su i te  d'une s u i t e  ( P p & ~  - N", l a  s u i t e  ('w( - 5 )  ) i f  IN 

n 
où - w e s t  une a p p l i c a t i o n  i n j e c t i v e  de N dans N t e l l e  que - w s o i t  cont inue  

en l'a. 

Théorème : 

S o i t  (A,,(; ) )  une sous-su i te  d 'une s u i t e  r é e l l e  (A 
- - m - me mn* 

La convergence de (A,) e n t r a î n e  l a  convergence de (A,J(,)) .  
- - 

Démonstration : 

Supposons que ( A  ) converge v e r s  A.  
m - 

On voudra i t  montrer que : 

Soi t  E > 0 ,  3~~ E N  Ym 2 JO p =  1, ..., n m = (m l,..., m ) 
P - P 

1 Am - A I  < E p u i s  (AF) tend ve r s  A. 
- - 

Autrement d i t ,  pour c e t  E ,  go E Va Vm - JO I P , -  A I  < E - - 



O r  - u est continue e n a  p a r  hypothèse donc 

d'où pour t o u t  i de Ko I A ~ ( ~ )  - A I  < E - 

S i  K E Vm, 
O 

KO = [ K ~ ,  +C, il s u f f i t  donc de c h o i s i r  K = Kg. 

Remaraues : 

L ' i n t é r ê t  de l a  d é f i n i t i o n  donnée p lus  haut d'une s u i t e  e x t r a i t e  d'une 

s u i t e  double e s t  d ' a s su re r  l a  convergence de l a  sous-suite  s i  l a  s u i t e  d 'o r i -  

g ine  converge. Alors l e s  deux s u i t e s  ont  même l i m i t e .  

La seconde remarque e s t  que si (A ) e s t  une sous-sui te  de (A,) 
U( il 

a l o r s  on peut  cons idérer  comme s u i t e  simple ( A w (  )) pu i squ ' e l l e  ne dépend 
- 

que du s e u l  ind ice  i E IN. 

Généralisation du E-al aori thme 

S o i t  (Arn) N n une s u i t e  mul t ip le  r é e l l e  qu i  converge v e r s  A .  
- - 

) * u n e s o u s - s u i t e d e  (A,) So i t  (AU(i, ic 

Le E-algorithme est d é f i n i  de l a  manière su ivan te  : 

e t  pour k = 1, 2, ... 
i = 1, 2,. .  . 
R = 1, 2, ... 



Théorème 1 : 

Puisque (%(;,) e s t  une s u i t e  qu i  dépend d'un i n d i c e ,  l e s  démonstrat ions 

s e r o n t  i den t iques  à c e l l e s  du E-algorithme d é f i n i  pour des s u i t e s  s imples  C31. 

Nous ne l e s  présenterons  donc pas i c i .  

Nous nous contenterons  de r a p p e l e r  l e s  p r o p r i é t é s  e t  l e s  théorèmes de con- 

vergence C 31. 

Théorème 2 : 



Résultats de converaence r31 

Théorème 3 : 

Si  m E k A  = A e t  s i  il e x i s t e  deux r é e l s  a e t  B t e l s  que 
i* - 

O < a < l < B e t g  ( i + l )  /g ( i )  
k-1,k k-1,k c C a , B I  v i ~ l N  

a l o r s  L i m  E~(&,(;)) = A 
i* - 

Théorème 4 : 

S i  L i m  &(il  = A e t  s i  2im g,( - w(i+l))/,,( w ( i ) )  = bL # 1 Y& - j-m - i* 

s i  bR # bk va # k  

Théorème 5 : 

Sous l e s  hypothèses du théorème 4. s i  L i m  Ek-l(&(i+l) - A E k  - A )  

i-)m - 

Théorème 6 : 

Sous l e s  hypothèses du théorème 4,  s i  gL+l( ; ( i ) )  = ~ ( 2 ) ) )  - 

e t  s i  A,(;) = A+a l  gl( ~ ( i ) )  + a2 g2( ; ( i l )  +... - a lo r s  

E ~ ( A ~ ( ; , )  - A = O ( E  (A - - k-1 o ( i \  -A) )  * - 



A D D ~  i c a t i  ons 

1. L'algorithme de SHANKS qui  donne l a  valeur exacte de l a  l i m i t e  A de toute  

s u i t e  (Am )- v é r i f i a n t  
- 

e s t  obtenu en posant gi( u( j  = AA u( ?+ j-l) - - - - A u ( i + j )  - A u( i+ j -1 ) '  - - 

En e f f e t ,  pour t o u t e  s u i t e  v é r i f i a n t  (11, A e s t  donné par  l e  rapport  

2. So i t  c$ une appl ica t ion  de N dans mn. - 
On pose K = {$( i l  1 i = 1 , .  , kl e t  gk( - d i ) )  = au(i)+O(k) 

- - 

Alors l e  E-algorithme généra l i sé  donne l a  va leur  exacte  de l a  l i m i t e ,  s i  e l l e  

e x i s t e ,  de t o u t e  s é r i e  qui  v é r i f i e  

où (Ad(i)), e s t  l a  s u i t e  des sommes p a r t i e l l e s  e t  a w(i)+$(R) 
l e  terme 

.général de l a  s é r i e .  On retrouve a i n s i  l a  généra l i s~ t ion-de  l a  t ransfor-  

mation de SHANKS proposée p a r  LEVIN C131. 



3. La t ransformat ion  de ALBERTSEN, JACOBSEN, S~RENSEN Cl1 q u i  e s t  exacte  

pour t o u t e  s u i t e  v é r i f i a n t  

est donnée p a r  l e  c a l c u l  de E (A 
k @ ( l ) + w ( l )  

) en posant  
- - 

Exem~ies nurnériaues 

Posons 

d ' ap rè s  l e  théorème 4 ,  il s u f f i t  que R i m  gR( w( i+l))/g ( w( i ) )  = bR - 
i* R - 

pour que l e  E-algorithme a i t  même l i m i t e  que A 
mn 

1. S o i t  l a  s é r i e  de terme géné ra l  amn = 1 

(p+n+l)  
m + l '  

1 Ce t t e  s é r i e  a pour l i m i t e  - Cl01 
p + l  

a 
m + i + l  ,n+R - 

d ' a u t r e  p a r t  1 
a m+i ,n+R --= b II f l e t b R # b k s i R # k  

1 donc l e  E-algorithme géné ra l i s é  donnera une approximation de A = - 
p + l '  

2. S o i t  l a  s é r i e  de terme géné ra l  a = 1 
i j ( 4 j - 2 1 ~ ~ '  

Tr 
Cet te  s é r i e  a pour  somme - - Log 2 [IO]. 2 



* : * CHAPITRE V : * * 

1 NOUVELLE T R A N S i O R M A T l O N  

La nouvel le  t ransformat ion  p ré sen tée  dans c e  qu i  s u i t  e s t  une t r a n s -  

formation non- l inéa i r e  q u i  a  pour b u t ,  sous c e r t a i n e s  hypothèses,  de donner 

une mei l leure  éva lua t ion  de l a  s é r i e  double A que Am+k,n+2.  

Dans un premier  temps, nous présenterons  c e t t e  nouvel le  t ransformation 

appl iquée à des s u i t e s  doubles ,  a i n s i  que quelques-unes de ses p r o p r i é t é s .  

Pu i s  nous l ' app l ique rons  à des s u i t e s  de sommes p a r t i e l l e s  en r e c t a n g l e  pour 

éva lue r  des sommes de s é r i e s .  

Enfin des  exemples numériques s e r o n t  t r a i t é s  e t  i l l u s t r e r o n t  l e  pro- 

cédé de STREIT Cl51 e t  c e t t e  nouvel le  t ransformat ion .  



NOUVELLE TRANSFORMATION O 

L'évaluat ion de s é r i e s  doubles posent de nombreux problèmes de ca lcul .  

Une f o i s  l a  convergence assurée au niveau théorique,  une s é r i e  double exige 

l e  c a l c u l  d'un grand nombre de termes. En dehors des généra l i sa t ions  de l a  

t ransformation de SHANKS, il e x i s t e  une transformation,  non l i n é a i r e ,  pro- 

posée p a r  STREIT permettant une meil leure convergence C151. 

Nous l a  présentons i c i  : 

w CO m n 
s i A =  1 1 a . .  e t  1 a i j  

i=l j = l  '3 i=l j=l  

- 
+ m+k ,n+R m n  

STREIT pose Tmn(k. R) = Am, - ( k ,  R )  
mn 

~éométriquement, s i  chaque terme a de l a  s é r i e  est représenté  p a r  l e  po in t  
mn 

de coordonnées (m, n), l e s  termes u t i l i s é s  dans l e  c a l c u l  de T (k ,  R) peuvent mn 
ê t r e  représentée  de l a  façon suivante  : 



On peut remarquer que l ' é v a l u a t i o n  de T ( k ,  R) n é c e s s i t e  a u t a n t  de termes mn 
que l e  c a l c u l  de A m+k ,n+R ' 

Sous c e r t a i n e s  hypothèses,  STREIT montre que (T (k ,  R)),, converge mieux 
mn 

que A m+k ,n+R ' 

Avant d 'appl iquer  l a  nouvel le  t ransformat ion  à des  sommes p a r t i e l l e s ,  nous 

l a  dé f in i rons  pour  des  s u i t e s  doubles. 

Nous noterons ( u  ) une s u i t e  r é e l l e  double que l ' o n  supposera convergente 
mn 

e t  de l i m i t e  u ; k e t  R s o n t  deux e n t i e r s  f i x é s .  

Déf in i t i on  : 

> TkR(umn) avec La t ransformation TkR e s t  dé f in i e  p a r  : u - mn 

S i  l ' o n  repère  chaque terme de l a  s u i t e  (umn) dans N X N  p a r  l e  p o i n t  de coor- 

données (m, n ) ,  chaque terme de l a  t ransformat ion  s e  r ep ré sen te  de l a  façon 

su ivante  : 

- Chaque groupe de deux termes r ep ré sen te  une d i f f é r e n c e  in t e rvenan t  dans 

l ' express ion  de T ( u  1. k mn 
- Nous pouvons remarquer que c e t t e  t ransformat ion  ne n é c e s s i t e  que l a  con- 

naissance de 4 termes au  de l à  de u q u i  s o n t  : u mn l,n+R ; Um+k,l ; m+k,n-1  ; 
u m+k ,n ' 



- Enf in ,  s i  k  = R = O T  ( u  ) = umn. C ' e s t  pourquoi nous supposerons, pour 00 mn 
c e  q u i  s u i t ,  que ( k ,  R) f (O, 0 ) .  

Théorème 1 : 

Une condi t ion  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  pour  que Yk,L E N TkR(umn) + u  

quand m ,n -+ +oo e s t  que 

Théorème 2 : 

Une condi t ion  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  pour  que, pour t o u t  couple ( k ,  R), 

l a  s u i t e  (T ( u  1) converge mieux que ( u  1 e s t  que kR mn mn mn 

Ces deux théorèmes, q u i  découlent  directement  de l a  d é f i n i t i o n  de l a  t r a n s f o r -  

mation TkR ne s o n t  pas  a i s é s  à v é r i f i e r  dans l a  p r a t i q u e .  Nous a l l o n s  a l o r s  

donner des  théorèmes q u i  s o n t  des  condi t ions  s u f f i s a n t e s  pour que l ' o n  a i t  

L i m  TkR(urnn) = u e t  une me i l l eu re  convergence. 
m., n  

Théorème 3 : 

S i u  = s X V  a l o r s  T  ( u  ) = u  
mn m n  kR mn m+k ,n+R 

En e f f e t ,  on a a l o r s  



Ce théorème a pour seul intérêt de pointer l'inefficacité de la trans- 

formation TkR pour des suites de la forme u = sm x v . Pour de telles suites 
mn n 

il est d'ailleurs plus intéressant de considérer chacune des suites (s ) et (vn) 
n 

et d'en calculer la limite à l'aide de procédés construits pour des suites 

simples. 

Théorème 4 : 

S'il existe deux réels K2 et K2 tels que Vm,n,i,j 

alors ( ~ ~ ~ ( u ~ ~ )  Imn converge vers la même limite que (u mn ) . 

Démonstration : 

Nous avons : u - - 
l,n+R 'ln - u - (Ul,n+R 1,ntR-i ) + (Ul,n+~-l - u l,n+&-2 > +.. 

- u  > (Ui,n+i i,n 

R- 1 
- - - u 

(Ui,n+R-j l,n+R-j-1 1 
j =O 

d'où 

d'où 

de même 

- u 
ITk!L(~mn) - m n l  ' Ium+k,n m+k,n-11 R K 1 +  lumn - Um-l,n 

(umn) converge, donc elle vérifie le critère de Cauchy, autrement dit 

u - U 
- 

ml m-1,l 



D'où par passage à la limite 

Lim T (U ) = Lim umn = U. 
kR mn 

m,n m,n 

Si (u ) est croissante, alors T (u 
mn mn) ' m n  * $2 

Démonstration : 

Si (u ) est croissante, chaque différence apparaissant dans l'expres- mn 
sion de T (u ) est positive, par conséquent T (u ) - u 2 0. 

kR mn kR mn mn 

propriété 2 : 

Si (u ) est croissante 
mn 

alors (TkR(umn) Imn est croissante c-à-d : T (u ka m+l,n) ' TkP,(umn) 
Vrn,n,k,k 

TkR(um,n+l) TkR(umn) 

Démonstration : 



les hypothèses assurent que CTk2(~m+l,n) -Tk2(umn )' et CTk2(Um~m+l - Tk2(umn)1 
peuvent s'écrire comme sommes de termes positifs, d'où le résultat. 

Si (u est croissante. mn 

- u - u + u  1 0  Vm,n si Um+i,n+i m+ï,n m,n+i mn 

alors T k+l,2("mn) ' Tk!?,("mn 1 et Tk,2+l(umn) 2 T ~ ~ ( u ~ ~ )  Ym,n,k,L 

Démonstration : 

retranchons membre à membre ces deux équations : 

La croissante de (u ) assure que les termes ( u ~ , ~ + ~  - uln) ; (uln - u mn 1 ,n-1 1 ; 

(u mn - u m-i,n) ( m i  - m-i,i) (Um+k+i,i - m+k,l ) sont positifs. 



La seconde hypothèse implique que 

u - u - u - u m+k+l,n m+k,n m+k+l,n-1 . m+k,n-1 2 0 

ainsi T (U ) - TkR(umn) est sonme de termes positifs. k+l,R mn 

D'autre part 

le second membre n'étant composé que de termes positifs. 

(U ) TkL(~mn). Tk,~+i mn 

Remarque : 

La croissance de (u ) suffit à assurer que l'on ait T mn k,Q+l(umn) 2 Tk (u mn 1. 

Par contre, pour que l'on ait T (U ) - Tk (umn) O, il faut ajou- k+l, mn 
ter une hypothèse supplémentaire. 

Si les termes de la suite (u vérifient, pour tous m, n, k, & mn 

alors TkR(umn) 2 u m+k ,n+R 



Démonstration : 

La relation (1) étant vérifiée pour tout j tel que O I j 5 R-1, on a : 

2- 1 u - u R- 1 m+k ,n m+k ,n-1 1 (u m+k ,n+R- j - m+k ,nt&- j-1 1 '  ,J - u  1 (U l,n+k-j - Ul,n+R-j-l ) 
j =O ln l n -  j=O 

ou encore 

De même, sommons l'inégalité (II) pour i variant de O à k-1, nous 

obtenons 

En sommant membre à membre les inégalités (III) et (IV) : 

u - u S Tk,!ump) - u m+k,n+R mn inn 

c-à-d Um+k,ntg 5 Tka(umn). 

Théorème 5 : 

Si (umn) est croissante. 

Si u - u - u + u  1 0  Ym,n 
mtl,n+l m+l,n m,n+l mn 

Si Vm,n,k,R 



a l o r s  l a  s u i t e  (T ( u  1) converge mieux ve r s  u que l a  s u i t e  ( u  ) .  
kR mn mn mn 

Démonstration : 

La s u i t e  ( u  ) e s t  c m i s s a n t e  donc (umn) tend  v e r s  son p l u s  p e t i t  ma- mn 
jo ran t  : u. 

De p l u s  l e s  hypothèses s u i v a n t e s ,  d ' ap rè s  l a  ~ r o p r i é t é  2 ,  assure  l a  

c ro issance  de l a  s u i t e  (TkR(umn))mn, p a r  s u i t e  : 

De p l u s ,  d ' ap rè s  l a  p r o p r i é t é  -1, (u  c r o i s s a n t e  implique que mn 
Tka(umn> 2 u d'où O u - TkR(umn) S u - u mn mn 

U ' Tke(umn) 
ou encore O I 5 1. 

u - u  mn 

Théorème 6 : 

S i  l a  s u i t e  (T ( u  ) )  converge v e r s  l a  même l i m i t e  que ( u  e t  sous kR mn mn mn 
l e s  hypothèses du théorème 5,  a l o r s  une condi t ion  s u f f i s a n t e  pour  que (T ( u  ) )  kR mn 
converge mieux que u e s t  que l ' o n  a i t  : 

m+k ,n+R 

( I I )  u - u < 
umn - u m - ~  ,n 

m+k-i ,n mtk-i-l,n - u - u ( u  mtk-i, 1 - Um+k-i-l, 1 m l  m - 1 , l  



Démonstration : 

D'après la propriété 4 : u 5 u (u 1. 
mn m+k,ntkSTkR mn 

~ ' a ~ r è s  la ~ r o ~ r i é t é  2 : (Tkk(umn) )mn est croissante, donc Tke(umn) s u 

Tk ( umn - u 
d'où O S 5 1. 

u 
m+k ,n+R - 



APPLICATION AUX SOMMES PARTIELLES EN RECTANGLE 

Notat ions : 

S o i t  a l e  terme généra l  d'une s é r i e  A = 1 
a i j  i j i=1 -j=l 

On n o t e r a  : 

- l e s  sommes p a r t i e l l e s  A = 1 a . .  
mn m,n 1 1. 

i=l j=l  '1 

- 6  A = A  - A  ; c ' e s t  l a  n e l i g n e  dont on ne somme que 0 1  m,n-1 mn m,n-1 
l e s  m premiers  éléments.  

- ô  A = A  - A  10 m-1,n mn m-1,n ; c ' e s t  l a  me colonne composée des n 

premiers  éléments.  

La t ransformat ion ,  précédemment d é f i n i e ,  appl iquée à l a  s u i t e  ( A  ), mn 
s ' é c r i r a  : 

puisque : - = ô  A 
Am+k,n Am+k,n-l 0 1  m+k,n-1 

= a - Ai ,n - ï  l n  

- - 
A i , n + ~  - '01. 

A - A  - - 
mn m-i,n '10 m - i , n  

= a  A m i  - m - I , I  m l  

- - 
m + k , l  - &k0 m l  

~éométr iquement ,  pour l e s  sommes p a r t i e l l e s  A ce  s o n t  l e s  termes a . .  qu i  mn ' 13 
son t  r e p r é s e n t é s  dans N x N. 



Remaraue : 

n+R 

n 

S i a  = u . x v  a l o r s A  = U  xVn 
i j 1 j mn m 

m 
il s u f f i r a  de poser  um = 1 ai e t  v n  = f v j  

i=l j = l  

> de Am+k ,n+R en n é c e s s i t e r a i t  

A 

En supposant que l ' o n  connaisse A 

Théorème 7 : 

* 
S i a  > O  Y i , j  E N  

i j 

- mn 
c-à-dtous l e s  termes a pour 

i j 
1 S i S m e t l l j l n .  

Ce t t e  t ransformat ion  ne n é c e s s i t e  que 

l a  connaissance que de (2k+R) termes 

supplémentaires .  Alors que l e  c a l c u l  

6 A Ir 62R i 0 1  m+k,n-1 

S i  il e x i s t e  deux nombres r é e l s  p o s i t i f s  RI e t  Rî t e l s  que 

7 
a l n  

a 
m l  3 

a l o r s  (T ( A  1) converge vers  l a  même l i m i t e  que ( A  ). kR mn mn 

1 

ô A 
d10 m-l,n 

'k0, m l  
, 

Démonstration : 

d'où d'après l 'hypothèse ,  



(Amn) est une s u i t e  supposée convergente donc à p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang,  

A 
m+k ,n-1 et 6~~ m - i , n  t enden t  v e r s  O quand m e t  n t enden t  v e r  l ' m .  

D'où, 

D e  p l u s  a > O implique que T (A ) - A  2 O Ym,n,k,R d'où l e  r é s u l t a t .  
i j kR mn mn 

Théorème 8 : 

S i  a i j  > O pour t o u t  ( i ,  j )  E N* X N* 

a l o r s  T (A ) 2 Tke(Amn) 
k+l,R mn et T k , ~ t l  (Amri) ' T k ~ ( A m )  'Ym,n,k,b 

Démonstration : 



Chaque terme du second membre e s t  p o s i t i f  d'où T (6- ) ( A  ) ' T k + ï . ~  mn kR mn 

De même T (A 1 - TkJ?,(Amn) = &01 Am+k,n-l 
k,R+l mn a A 1 In  ( 6 ~ , ~ + 1  Ain  ‘ '02 l n  

Théorème 9 : 

a 
< l , n + j  A 

Si 601 Am+k,n+j-l - a j r N  l ' < S R  
l n  0 1  m+k,n-1 

a l o r s  A 
m+k ,n+R ' Tm+k,n+R 

Démonstration : 

El l e  découle de l ' a p p l i c a t i o n  de l a  p r o p r i é t é  4 à l a  s u i t e  (Amn) 

peut s ' é c r i r e  

devient  



Théorème 10 : 

S i  (T (A 1) t end  v e r s  l a  même l i m i t e  que (A ) lo rsque  m e t  n tendent  kR mn mn 
v e r s  1 ' i n f i n i .  

S i  (TkR(Amn)),, e s t  c r o i s s a n t e  e t  s i  a > O pour t o u t  ( i , j )  i j 

a l o r s  l a  s u i  t e  ( TkR( Am, lm, converge mieux que (A ) . mn 

Démonstration : 

La cro issance  e t  l a  convergence de (T (A ) )  impliquent que T ( A  ) s A 
kR mn kR mn 

avec A = l i m  TkR(Amn) e t  A = l i m  
m,n- m,n- Amri ' 

De p l u s  T ~ ~ ( A ~ ~ )  - A > O c a r  c e t t e  d i f f é r e n c e  n ' e s t  composée que mn 
de termes p o s i t i f s  d'où O < A < T '(A ) I A 

mn kR mn 

OU encore 

Sous l e s  condi t ions  du théorème 10,  s i  l e s  r e l a t i o n s  ( i l  e t  ( i i )  du 

théorème 9 s o n t  v é r i f i é e s  c-à-d 

e t  s i  (Tkp(Am,) e s t  c r o i s s a n t e ,  a l o r s  (T (A ) ) converge mieux ve r s  A k!?, mn 

que ( Am+k ,n-!?, 1 



Démonstration : 

Le théorème 9 assure que l'on ait A ( A  1 m+k ,n+R < TkR mn 

Exemple 1 : 

0 3 0 3  

1 - TT 
Soit la série A = 1 1 - - 

i=l j=1 (4j-2) 2i 8 

les termes de la série vérifient les conditions du théorème 7 donc 

(T (A ) ) converge vers A. kR mn 

a 1 ,n+ j 
2O Comparons 6 A O1 m+k,n+j-1 et a 

ln 601 Am+k,n-l. 

il suffit de comparer les deux expressions terme à terme c-à-d 

4n- 2 * or < 1 pour tout j c N 
n+1 

4n-2 2 4n-2 2i pour tout i 2 2 
d'où (-2) > (-1 n+3) 2 



Par> s u i t e  II > 1. 

n 
D'autre  p a r t  Am+i.l,n - 1 - 

am+iy j  
j  =1 j= l  (4j-2)  2  (m+i ) 

a 
comparer 6 A e t  r e v i e n t  à comparer 1 m + i  ,l 

10 m+i-1,n a m - l , n  ( -2 ) h + 2 i  m 1 

avec 
1 

; o r  1 < -  V ~ E R *  j > 1  
22i(4j-2)2m (4j-2)2i 22i 

Les cond i t i ons  du théorème 9 s o n t  v é r i f i é e s  donc 

'rnn ' m + k  , n + l  ' 'k+m,n+, 

Exemple 2 : 

donc puisque de p l u s  a  > O 
i j  



EXEMPLES NUMERIQUES 

Des exemples numériques o n t  é t é  t r a i t é s .  Les r é s u l t a t s  numériques f i -  

gurent  s u r  l e s  pages su ivan te s .  S ix  exemples sont  p ré sen té s .  Pour chacun 

d'eux, on a  c a l c u l é  successivement : 

STREIT = A(M, N) + A(M+K, L+N) - A(M,  N )  
1 - RMN(Ky L) 

a  
avec RMN(K, L )  = M+K, N+L 

a  
M ,N 

Lesqua t r e  premièrescolonnes d o n n e n t l e s  v a l e u r s c h o i s i e s p o u r  M , N - , , K Y I .  

L a  colonne e n t r e  NOW.TRANS. e t  S T R E I T ~ S ~  l e  nombre 2K+L représentan t  

l e  nombre de termes a i j  q u ' i l  f a u t  c a l c u l e r  en  p l u s  de ceux contenus dans 

A(M, N) pour c a l c u l e r  NOUV. TRANS. Le nombre correspondant pour  l e  c a l c u l  de 

A(M+K, N+L) à p a r t i r  des termes de A(M, N) s e r a  (NK+ML+KL). C 'es t  l e  rnêrne 

pour  l e  c a l c u l  de STREIT à p a r t i r  de A(M, N). Ce nombre f i g u r e  s u r  l a  de rn i è re  

colonne. 

Les mêmes va l eu r s  de M ,  N ,  K ,  L ayant  é t é  conservées a u  cours des  s i x  

t r a i t e m e n t s  ce s  colonnes s e r o n t  i den t iques .  On peu t  donc c o n s t a t e r  dès  à pré- 

s e n t  quelque s o i t  l a  méthode donnant pour chacun des exemples l a  mei l leure  

approximation que l e  c a l c u l  de l a  l i m i t e  à l ' a i d e  de l a  nouvel le  t ransformation 

n é c e s s i t e  un nombre de c a l c u l s  de termes b ien  moindre que c e l u i  qu 'exigent  l e s  

c a l c u l s  de A(M+K, N+L) ou STREIT. 





1 
a.. = 
11 (4tj1it1 

ici p = 3 

1 a.. = - = 0,25 
i=l j=l 1 4 
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* : C H A P I T R E V I  2 * * -* 

1 INTEGRALES DOUBLES 1 

- Résultats dus à L E V I N  

- Nouvel l e  approche 

Dans u n  premier temps, nous reppelons les résultats obtenus par L E V I N  C.131 

où celui-ci général i se des résultats connus sur les intearales simples. 

Dans un second temps, nous présentons une nouvelle approche q u i  n'est pas 
une généralisation d ' u n  procédé des intégrales simples. 
El l e  reste cependant théorique. 



RESULTATS DUS A LEVIN 

Le problème du ca lcu l  des i n t é g r a l e s  doubles i n f i n i e s  e s t  abordé 

pa r  LEVIN C131. Son étude cons i s t e  à généra l i se r  l a  forme confluente du 

E-algorithme de WYNN (1962) e t  l a  transformation G de GRAY, ATCHISON e t  

Mc WILLIAMS (1971). 

Dans l e  cas des i n t é g r a l e s  simples, c-à-d d'une seu le  va r i ab le ,  ces 

deux transformations donnent l a  valeur  exacte de J O  f ( t )  d t  pour tou te  

fonct ion  v é r i f i a n t  

(k  
f ( t )  = L pk f ( t )  t E CO, +03c 

k= 1 

où pk s o n t  des c o e f f i c i e n t s  cons tants .  

Le €-algorithme peut a l o r s  s ' é c r i r e  

où l e s  c o e f f i c i e n t s  p s a t i s f o n t  l a  r e l a t i o n  k 

La généra l i sa t ion  de LEVIN e s t  c o n s t r u i t e  à p a r t i r  de l ' équat ion  l i n é a i r e  

à c o e f f i c i e n t s  cons tants  : 

S o i t  f une fonction v é r i f i a n t  (H) e t  t e l l e  que l ' o n  a i t  : 

ï i m  8; a'-' f ( x ,  y)  = O (k, a )  r T ; L # O 
Y- Y 



- f ( x ,  b) dx. 
( k ,  O)ET (O, R)ET Y 

LEVIN en dédui t  l a  d é f i n i t i o n  su ivante  : 

- I 40 [ f ( a ,  y )  dy - a o , J 1 a P - l f r ~ ,  b )  dx 
( k ,  OkT (O, RIET Y 

où l e s  c o e f f i c i e n t s  de akp. sont  d é f i n i s  p a r  l e  système l i n é a i r e  donné p a r  

Ce t t e  d é f i n i t i o n  e s t  c o n s t r u i t e  pour a s s u r e r  l a  démonstration du théorème 

su ivan t  : 

Théorème 2 : Cl31 

v 

Une condi t ion  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  pour  que € ( 2 )  = [ [ f ( x i  U) dx dy T 

Ya, b 2 O est que f s a t i s f a s s e  l e s  hypothèses du théorème 1 e t  que 

l e  système l i n é a i r e  d é f i n i  p a r  (H) a i t  une s o l u t i o n  unique. 

( 2 )  Mais, t o u t  comme dans l e  ca s  des  i n t é g r a l e s  s imples ,  ET a  Te désa- 

vantage d ' u t i l i s e r  des  dérii iges de f .  Pour l e s  i n t é g r a l e s  s imples ,  c e t  incon- 

vén ien t  e s t  é v i t é  s i  l ' o n  u t i l i s e  l a  t ransformat ion  G qu i  p e u t  s ' é c r i r e  



où l e s  coef f i c ien t s  qk vé r i f i en t  

Cette dernière r e l a t i on  peut encore s ' é c r i r e  

f ( t )  = Z qk A k - l  f ' ( t )  
k = l  

La c lasse  des fonctions vé r i f i an t  (Hf) e s t  l a  même de c e l l e  qui  vé- 

r i f i e  (Hl. Par s u i t e ,  même s i  l a  transformation G ne nécess i te  que des va- 

l e u r s  de f e t  non l ' évaluat ion de ses  dé r ivées ,  lesdeux transformations 

donnent l a  valeur exacte de l ' i n t é g r a l e  des mêmes fonctions. 

La général isa t ion au cas des in tégra les  doubles e s t  const rui te  pa r  

LEVIN de l a  façon suivante : 

Défini t ion : 

So i t  T un sous-ensemble d e N  X N  ayant r éléments, ( O ,  0 )  4 T ; e t  

s o i t  R c N x iN ayant également r éléments. 

On pose 

- f ( a ,  y )  dy - 
(k ,  O)ET 

(O, 1 R)ET ~ O a [ ~ ~ - l f ( x , b )  dx 

où l e s  coef f i c ien t s  BkR sont déterminés pa r  l e  système l i n é a i r e  de r équations 



a+( i+l )Ax g 
C 8 ~ k  A f ( x ,  b+jAy) dx 

a+iAx Y 
(O, RIET 

( i ,  j )  E R e t  avec  f ( x ,  y )  = f ( x + A x ,  y )  - f ( x ,  y )  
X 

Théorème 3 : Cl31 

( 2 )  
Une condi t ion  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  pour  que G T ( a ,  b ; Ax, Ay) = 

[ [ f ( x ,  y )  dx dy Va, b 2 O e s t  que f v é r i f i e  : 

+ 1 BOR A:-' f ( x ,  y )  Y X ,  y 1, O (Hl1) 
(O, R)ET 

e t  l i m  f ( x ,  y )  = O e t  l e  choix  de R e s t  t e l  que l e  système (SI  a i t  une 
x- 
Y- 

s o l u t i o n  unique. 

( 2 )  e t  Gk2) ne donnent Contrairement au c a s  des  i n t é g r a l e s  s imples ,  AT 

pas  l a  va leur  exac t e  d'une i n t é g r a l e  de l a  même c l a s s e  de fonc t ion  puisque 

l e s  fonc t ions  v é r i f i a n t  (H) ne son t  p a s  l e s  mêmes que c e l l e s  ou i  v é r i f i e n t  (Hf'). 



INTEGRALES DOUBLES 

NOUVELLE APPROCHE 

L'étude abordée dans c e t t e  p a r t i e  e s t  l ' é v a l u a t i o n  d ' i n t é g r a l e s  doubles 

ou mul t ip l e s .  Supposons que l ' o n  a i t  à c a l c u l e r  

que l ' o n  s a i t  convergente.  L ' i n t ég ra t ion  demandée e s t  à e f f e c t u e r  s u r  l e  

domaine R = C O ,  14 X C O ,  -14. S o i t  A une p a r t i e  de R t e l l e  q u ' i l  e x i s t e  

deux nombres x  e t  y  t e l s  que A c C O ,  xC X CO, y[ e t  deux r é e l s  xo e t  y. t e l s  

que A n (Ox u Oy) = CO,  xOl u CO, y 0 3  

* 
On no te ra  B (A) = a(A) - { C O ,  xO1 u O YOl} où a(A) e s t  l e  bord de A 

* 
c-à-d s a  f r o n t i è r e .  S o i t  AA une p a r t i e  de R t e l l e  que AA n A = B (A) u {x0, yo} 

On supposera également que n i  A,ni A A  ne s o n t  à t r o u s ,  c-à-d que c e s  ensembles 

s o n t  connexes. 

P a r  exemple : 

Dans l e  schéma de d r o i t e  &(A) e s t  l e  carré OPNQ e t  B ( A )  est l e  che- 

min PNQ. 

Nous supposerons dans ce q u i  s u i t  que f ( x ,  y )  dx dy e t  ,/\ f ( x ,  y )  d x d y  
A A A 

s o n t  deux v a l e u r s  connues ou que, l ' o n  peu t  l e s  c a l c u l e r .  



A p a r t i r  de ce s  deux nombres, nous a l l o n s  proposer  une méthode de 

c a l c u l  de f ( x ,  y )  dx dy. 
S2 

Pour c e l a ,  nous in t rodu i sons  l a  d é f i n i t i o n  su ivan te  : 

e t  donc Ic dépend du choix de A ,  A A ,  M e t  N .  

Nous supposerons en  o u t r e  que s i  x O e t  y. t endent  v e r s  l ' i n f i n i ,  a l o r s  

A t end  ve r s  L? c-à-d couvre t o u t  l e  q u a r t  du p l an ,  e t  réciproquement.  

Nous é tud ie rons  l e s  ~ r o ~ r i é t é s  de IC e t  l e s  cond i t i ons  pour l e s q u e l l e s  

IC pourra ê t r e  considéré comme une approximation de 1. 

Théorème 1 : 

S i  10 10 f ( x ,  y )  dx dy = 1 e t  s i  il e x i s t e  deux nombres r é e l s  a e t  B 

t e l s  que : 

f(M) C Ca, 81 e t  < 1 < 8 a l o r s  Ic converge ve r s  A quand xo e t  y. 

t enden t  ve r s  l ' i n f i n i .  

Ce théorème a pour but  de déterminer ,  lo rsque  c e l a  e s t  p o s s i b l e ,  des choix 

de A ,  AA,  M e t  N pour que IC donne une approximation de 1. 

Démonstration : 

ilaj. f ( x ,  y )  dx dy peut  ê t r e  considéré comme terme d'une s é r i e  q u i  

converge v e r s  1. Il s u f f i t  en e f f e t  de décomposer l e  demi-plan Cl de l a  ma- 

n i è r e  su ivan te  : 



avec A = AA. 
1 

puisque i\ f ( ( /  y )  dx dy converge, 

chaque terme f ( x ,  y )  dx dy tend 
4: 

v e r s  O l o r sque  i t e n d  ve r s  l ' i n f i n i .  

f(M) 
Pa r  s u i t e ,  s i   NT I Ca, BI avec < 1 < B a l o r s  

l i m  1 = l i m  
C f\ f ( x ,  y )  dx dy = f ( x ,  Y )  dx dy 

X O ~ Y o -  A R 

Théorème 2 : 

S i  1 = f ( x ,  y )  dx dy e t  s ' i l  e x i s t e  une cons t an t e  C > O t e l l e  que 
r2 

1 i - f ( M )  1 2 C pour  xO e t  y. suffisamment grands,  a l o r s  1 t end  v e r s  1. m C 

Démonstration : 

 après l ' hypo thèse ,  IIC - jj f ( x ,  y )  dx dyl r IC j/ f ( x ,  y )  dx d y /  
A A A 

d'où p a r  passage à l a  l i m i t e ,  c -à-dire  quand xo, y. + 

l i m  CI, - II f ( x ,  y )  dx dyl  = 0. 
A 

Théorème 3 : 

Une c o n d i t i o n  néces sa i r e  e t  s u f f i s a n t e  pour que IC = 1 est que 

f (NI f ( x ,  Y) dx dy = f(M) II f ( x ,  y )  dx dy 
R-A 

Démonstration : 

IC = 1 équ ivau t ,  p a r  d é f i n i t i o n ,  à 



ou encore à 

ce  q u i  peut encore  s ' é c r i r e  

f(M) J Q-A 
f ( x ,  y )  dy dy = f(N) f l f ( x ,  y )  dx dy 

S I -  ( b+AA ) 

Exemple : 

2 2 
Soi t  l a  fonc t ion  f ( x ,  y )  = e  - ( x  +y . Le c a l c u l  de 1 s e  f e r a  à l ' a i d e  

des  coordonnées p o l a i r e s  : x  = r cos9  ; y  = r s i n e .  

On c h o i s i t  pour ensembles A e t  AA l e s  ensembles s u i v a n t s  : 



On v é r i f i e  a i n s i  que 

f ( x ,  y )  dx dy = f ( ~ )  II f ( x ,  y )  dx dy. 
R- ( A+AA ) 

Théorème 4 : 

Démonstration : 

apport des deux déterminants 

f ( x , y )  d x d y  f ( x ,  y )  dx dy - f(N) A+bA D = 
f(M) - f(N) 

Théorème 5 : 

jjAA f ( x ,  y )  dx dy 

Ic = f ( x ,  y )  dx dy + 
A+AA - -  f ( N )  1 

f(M) 

Démonstration : 



Théorème 6 : 

f ( x ,  y )  dx dy converge v e r s  1 lo r sque  A t end  v e r s  R e t  s i  

a l o r s  1 converge ve r s  1 p l u s  v i t e  que 
C 

Démonstration : 

Il  s u f f i t  de montrer que,  dans l e s  cond i t i ons  du théorème, 

Ic - 1 
= O 

lim lJA+AA f(x, y )  dx dy - 1 

c e c i  lo rsque  A t e n d  ve r s  R .  

D'après l e  théorème 5 

d'où 

Ic - 1 
= 1 +  

1 
f ( x ,  y )  dx dy - 1 - -  f ( x ,  y )  dx dy - 1 

A+AA 

- 1 
d'oc. + O e s t  gquiva len t  2 



il,, f y )  dx dy 
E = x 

1 
f(N) f ( x ,  y )  dx dy-  1 

+ l  

l - 'm 

or E peut  encore s 'exprimer sous l a  forme : 

Ic - 1 
a l o r s  E -t 1 ou encore + O  

( (  f ( x y  Y)  dx dy - I 
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