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INTRODUCTION 

Dans une première p a r t i e ,  nous étudions l e s  langages i n f i n i t a i r e s ,  

l e  but  é t a n t  l ' é tude  du comportement des processus : en e f f e t ,  un compor- 

tement poss ib le  du processus é t a n t  représenté  p a r  un mot f i n i  ou non, l ' en -  

~ e m b l e d e s c o m ~ ~ t e m e n t s  poss ib les  du processus s e r a  représenté  p a r  un langage 

i n f i n i t a i r e .  

P lus  par t icul ièrement ,  nous nous in té ressons  aux processus formalisés 

p a r  des systèmes de t r a n s i t i o n  f i n i s  (notion d é f i n i e  p a r  M. Nivat,  reprenant  

c e l l e  des automates f i n i s  à é t a t s  " i n f i n i t a i r e s "  de Büchi, Mac Naughton) e t  

donc aux langages r a t i o n n e l s  i n f i n i t a i r e s .  

Dans ce cadre,  nous étudions l e s  p r o p r i é t é s  des langages i n t r o d u i t e s  

p a r  M. Nivat,  qui  f o r m a l i s e n t l e s n o t i o n s  usue l l e s  l i é e s  aux processus (pro- 

blème d'approximation des comportements i n f i n i s ,  de blocage. . . ) ,  l 'ensemble 

des mots é t a n t  d'abord muni d'une s t r u c t u r e  d'espace ordonné e t  métrique. 

Ce sont  ces s t r u c t u r e s  que nous général isons dans l a  deuxième p a r t i e ,  

dans une étude englobant l e  cas  des a rb res  e t  de l a  sémantique du non-deter- 

minisme ;Après avo i r  rappelé  l e s  s t r u c t u r e s  d'espace ordonné (C.P.O1s, S.F.P1s 

( Sco t t ,  P lo tk in  ) . . . ) e t  d 'espace métrique (Lawson Comyn, Dauchet ) qui se rven t  

de cadre à l ' é tude  sémantique, nous nous sommes par t icul ièrement  a t t achés  au 

c a s  du non-déterminisme ; p l u s  précisément, un processus non-déterministe é t a n t  

considéré comme l'ensemble de s e s  s o r t i e s  p o s s i b l e s - p o u r  une en t rée  donnée- 

nous essayons de donner un s t a t u t  canonique d'espace ordonné e t  métrique à 

l 'ensemble des p a r t i e s  d'un domaine D;nous montrons l a  permutat ion-sous 

c e r t a i n e s  condit ions - de l a  l 'métrisation" e t  du "passage aux p a r t i e s " ,  réu- 

n i s s a n t  l 'approche métrique e t  l 'approche sémantique (Smyth, P lo tk in) .  Nous 

appliquons ensu i t e  l e s  r é s u l t a t s  obtenus à l ' é t u d e  des t ransformations r a t i o n -  

n e l l e s  des langages e t  des  f o r ê t s  i n f i n i t a i r e s .  



Historiquement,  Mac Naughton s 'appuyant sur l e s  t ravaux de Büchi e t  

de Müller  f u t  un des  premiers  à aborder  l ' é t u d e  des  langages i n f i n i t a i r e s  e t  

à é t e n d r e  l a  n o t i o n  de reconnaissance p a r  un automate f i n i  aux langages in-  

f i n i t a i r e s [ l j ] ; i l  d é f i n i t  e t  compare d i f f é r e n t s  modes de reconnaissance mais 

nous c i t e r o n s  e s sen t i e l l emen t  i c i  l a  d é f i n i t i o n  du système de t r a n s i t i o n  

f i n i  q u i  se ra  u t i l i s é e  p a r  l a  s u i t e  : Un mot i n f i n i  e s t  reconnu p a r  l e  sys- 

tème de t r a n s i t i o n  f i n i  S s ' i l  e x i s t e  un c a l c u l  i n f i n i  l e  l i s a n t ,  commençant 

dans une conf igura t ion  i n i t i a l e  de S e t  passant  une i n f i n i t é  de f o i s  dans une 

des con f igu ra t ions  " i n f i n i t a i r e s " .  P a r  exemple, e n  n o t a n t  => O l e s  é t a t s  

d ' e n t r é e ,  O => l e s  s o r t i e s  e t  O/ l e s  é t a t s  " i n f i n i t a i r e s r r ,  s o i t  l 'automate A : 

f i n  Le langage i n f i n i t a i r e  L reconnu pa r  A ,  réunion de L s a  p a r t i e  

f i n i t a i r e  e t  de L~~~ s a  p a r t i e  purement i n f i n i t a i r e  s e r a  
* W  W 

L = ( a u b ) *  a u  ( a u b )  b , où b désigne l e  mot i n f i n i  bb...b...b . 

(Une a u t r e  version o b l i g e  à p a s s e r  une i n f i n i t é  de f o i s  dans c e r t a i n e s  

conf igura t ions  e t  uniquement dans c e l l e s - c i ) .  

I l  s ' i n t é r e s s a  également au l i e n  e x i s t a n t  e n t r e  l a  p a r t i e  f i n i t a i r e  

e t  l a  p a r t i e  purement i n f i n i t a i r e  ( i . e .  reconnu p a r  un système de t r a n s i t i o n  

f i n i ) ,  d é f i n i s s a n t  l a  l i m i t e  - e n  un c e r t a i n  s e n s -  de comportements f i n i s .  

(Ces t ravaux ont  é t é  r é u n i s  e t  r e p r i s  p a r  S. E i lenberg  dans un de s e s  l i v r e s  

C S 1  ) *  

L'étude d e s  mots i n f i n i s ,  e n s u i t e  un peu d é l a i s s é e ,  f u t  b i e n t ô t  réa-  

bordée,  l e s  problèmes de synchronisa t ion  e t  du p a r a l l é l i s m e  des processus 

s e  formal i san t  à l ' a i d e  des  mots i n f i n i s  ; o n  essaya  donc d 'é tendre  l e s  d i f -  

f é r e n t e s  not ions de l a  t h é o r i e  des langages f i n i s  aux mots i n f i n i s  (on peut  

n o t e r  i c i  que l a  no t ion  de dé terminisa t ion  d'automate ne s ' é t e n d  pas  sans 

problème aux systèmes de t r a n s i t i o n  f i n i s  ; e n  e f f e t ,  il e x i s t e  des r a t i o n n e l s  



i n f i n i t a i r e s  qui  ne peuvent ê t r e  reconnus p a r  un système de t r a n s i t i o n  f i n i  
* W  déterminis te  : par  exemple, L = ( a u b )  b ). E t  su r tou t  on a poursuivi  l ' é t u d e  

abordée p a r  Mac Naughton s u r  l e s  l i e n s  e n t r e  l a  p a r t i e  f i n i t a i r e  e t  l a  p a r t i e  

purement i n f i n i t a i r e  d'un langage i n f i n i t a i r e ,  cherchant naturellement à r e l i e r  

l e s  comportements f i n i s  - donc observables - aux comportements i n f i n i s  d'un 

processus. Ceci motiva l a  d é f i n i t i o n  de c e r t a i n e s  p ropr ié t é s  des langages in -  

f i n i t a i r e s  qui  t r a d u i s e n t  justement des not ions  e s s e n t i e l l e s  pour l e s  pro- 

cessus ( M .  Nivat, C161) : 

La p ropr ié t é  d ' ê t r e  "fermé", i . e .  t o u t e  "l imite" de comportements 

f i n i s  e s t  un comportement ( f i n i  ou i n f i n i )  

La p ropr ié t é  d ' ê t r e  "normal", i . e .  t o u t  comportement i n f i n i  e s t  

"sup" de comportements f i n i s .  

La p ropr ié t é  d ' ê t r e  "central" ,  i . e .  t o u t  comportement f i n i  peut 

ê t r e  prolongé en un comportement i n f i n i  : il n 'y  a pas de deadlock. 

Enfin c e l l e  d ' ê t r e  "parfai t" ,  i . e .  d ' ê t r e  normal e t  c e n t r a l .  

En p a r t i c u l i e r  il est important de pouvoir c a l c u l e r - t o u t  du moins 

dans l e  cas  r a t i o n n e l -  l a  p a r t i e  cen t ra le  ( r e sp .  normale, p a r f a i t e )  d'un 

langage, pour pouvoir s ' a s s u r e r  q u ' i l  n 'y a  pas  de blocage ( resp .  que t o u t  

comportement i n i t i a l  peut  ê t r e  prolongé en un comportement f i n i ) .  Après 

a v o i r  é tudié  l a  s t a b i l i t é  des p ropr ié t é s  ci-dessus sous l ' a c t i o n  des opéra- 

t e u r s  c lass iques ,  nous rappelons donc i c i  l e s  cons t ruct ions  de l a  p a r t i e  

c e n t r a l e  e t  de l a  p a r t i e  normale d'un r a t i o n n e l  i n f i n i t a i r e  e t  nous donnons 

no t re  version de l a  cons t ruct ion  p lus  d é l i c a t e  de l a  p a r t i e  p a r f a i t e  d'un 

r a t i o n n e l  (Arnold, Nivat,  D .  Beauquier). Nous const ru i rons  également l e  sys- 

tème de t r a n s i t i o n  q u i  reconnait  l 'image homomorphique d'un r a t i o n n e l ,  e t  

c e l u i  qu i  reconnaît  l e  produi t  uniforme de deux langages r a t ionne l s .  

O r  t ou te  c e t t e  étude repose essent ie l lement  sur deux s t r u c t u r e s  de 

l 'ensemble des mots : La s t r u c t u r e  d'ensemble ordonné- (comportement i n i t i a l ,  

notion de sup, langage normal, c e n t r a l . . . ) - e t  c e l l e  d'espace métrique- 

(notion d'approximation, de l i m i t e ,  langage fermé,. . . ). 



Cette problématique - quel le  s t r u c t u r e  d 'ordre ,  q u e l l e  s t r u c t u r e  topolo- 

gique e t  métrique ? - a  é t é  généra l i sée  pa r  l 'approche sémantique (Sco t t ,  

P lo tk in ) ,  l e s  notions de "moins dé f in i " ,  "information ( p o s i t i v e ,  négative)", 

"approximation1', "possibi l i té1 ' . . .  é t a n t  formalisées en termes d 'ordre,  de 

topologie e t  de métrique. 

Pour ce q u i  e s t  de l ' o r d r e ,  l a  s t ruc tu re  de base,  in t rodu i t e  p a r  Scot t  

e t  Strachey, , est c e l l e  de C.P.O. l ' o r d r e  correspondant à l a  notion 

i n t u i t i v e  de "moins dé f in i  que1'. En f a i t ,  l e s  informat ic iens  t r a v a i l l e n t  

essent ie l lement  dans l e  cadre des C.P.O1s w-algébriques (en p a r t i c u l i e r  des 

S.F.P.'s e t  des C.P.O1s i n f i n i t a i r e s ) ,  ce qui  suppose qu'on ne considère qu'un 

ensemble dénombrable lld' informations" f i n i e s -  La base -  , t o u t  ob je t  pouvant 

ê t r e  obtenu comme l e  sup d'une chaîne croissante  d 'ob je t s  f i n i t a i r e s . , E n  par- 

t i c u l i e r  l e  C.P.O. des a r b r e s ,  muni de l ' o r d r e  syntaxique, e s t  l e  domaine de 

base de l a  sémantique algébrique.  L'aspect topologique e t  métrique, permet 

de d i s t inguer  à quel  niveau l ' informat ion  f i n i e  "sépare" deux éléments- s i  

e l l e  l e s  sépare - ; on peut prendre en  compte l ' informat ion  uniquement de 

façon p o s i t i v e  [Scott 2 3 1 ; a i n s i  on peut  considérer  l a  base des informations 

f i n i e s  comme un ensemble de p r o p r i é t é s  que peuvent v é r i f i e r  l e s  éléments du 

domaine dés i ré  - p a r  exemple un t y p e -  ; un élément s e r a  donc d é f i n i  uniquement 

en fonct ion  des  p ropr ié t é s  q u ' i l  vé r i f , i e  (schématiquement, on ne peut séparer  

x t e l  que x > b  e t  y t e l  que y > b  e t  y y b ' ) .  

Scott  munit a i n s i  canoniquement t o u t  C.P.O. w-algébrique d'une topolo- 

g i e ,  non séparée e t  non métr isable .  Le passage à un espace métrique rev ien t  

précisément à prendre a u s s i  en considérat ion l ' informat ion  négative. 

(i .e. x y b ) ; l a  topologie obtenue - d i t e  de Cantor ou de Lawson- , pour t o u t  

C.P.O. w-algébrique e s t  métr i sable  e t  G .  Comyn e t  M. Dauchet ont  e x p l i c i t é  

une métrique canonique associée  à c e t t e  topologie. De p l u s , ,  dans une caté-  

gor i e  p lus  f i n e  de C.P.O1s - l e s  2/3 de S.F.P1s - c e t t e  topologie e s t  compacte 

(P lo tk in )  e t  l e s  obje ts  i n f i n i t a i r e s  c o n s t r u i t s  comme l i m i t e s  des s u i t e s  de 

Cauchy, sont les mêmes que ceux obtenus par  sup des chaînes c ro i s san tes  

D e  p l u s  on peut  remarquer qu'en appliquant  ces  cons t ruct ions  canoniques à 

l 'ensemble des mots e t  des a rb res  s u r  un alphabet f i n i ,  on o b t i e n t  bien 

l ' o r d r e  e t  l a  métrique u t i l i s é s  dans l a  première p a r t i e  e t  p lus  généralement 

en t h é o r i e  des langages e t  des a r b r e s  (Arnold, Nivat, B.oasson). 



Mais s i  l ' o n  s u i t  l 'approche sémantique de S ~ ~ t t - S t r ~ ~ h ~ ~ ,  l e  problème 

de d i f f é r e n t e s  construct ions s u r  l e s  domaines s e  pose naturellement. En 

p a r t i c u l i e r  si on s ' i n t é r e s s e  au  cas du non-déterminisme, un processus non- 

dé terminis te  donnant pour une e n t r é e  donnée un ensemble de s o r t i e s  poss ib les  

sur A .  on d o i t  pouvoir cons idérer  les sous-ensembles deA-ou t o u t  du moins 

c e r t a i n s  sous-ensembles de A -  comme éléments d'un domaine-le "powerdomainl' 

de A .  

Le premier problème posé p a r  c e t t e  cons t ruct ion  e s t  sans doute quels  

sous-ensembles considérer  ? S i  on s e  l i m i t e  au  cas du non-déterminisme f i n i ,  

il ne semble pas nécessa i re  de cons idérer  tous  l e s  sous-ensembles de A e t ,  

dans l e u r  cons t ruct ion , ,  P lo tk in  e t  Smyth se  l i m i t e n t  a u  cas  des f iniments 

eogendrables ; e n  e f f e t  s o i t  p a r  exemple l e  programme su ivan t  (où l e  non- 

déterminisme s e  r é d u i t  à un s e u l  choix). 

On peut  a l o r s  r ep résen te r  l 'ensemble des s o r t i e s  poss ib les  p a r  l ' a r b r e .  



l l 1 I l 

Soi t  donc T un a r b r e  f i n i t a i r e  é t i q u e t t é  de façon croissante  ( c ' e s t - à -  

d i r e  un f i l s  a  une é t i q u e t t e  supérieure à c e l l e  du père) .  On d é f i n i t  l 'ensemble 

engendré par  T comme é t a n t  l'ensemble des sup ' s  des é t i q u e t t e s  l u e s  en su i -  

vant  une branche i n f i n i e  quelconque de T .  Un ensemble s e r a  finiment engendrable 

s ' i l  e x i s t e  un a rb re  f i n i t a i r e  ( e t  - non f i n i )  l 'engendrant .  Par  exemple, s i  

{on 1 / n  E N) u {ou) e s t  finiment engendrable, (0" 1 / n  EN) ne l ' e s t  pas ,  en 

e f f e t ,  intui t ivement,  s i  on veut engendrer {on 1 / n E NI comme ensemble des 

s o r t i e s  poss ib les  d'un processus à non-déterminisme - f i n i ,  il f a u t  que l ' en -  
n  

semble f i n i  puisse  se  prolonger en {O 1 / n E IN), donc contienne s o i t  1, s o i t  - 
on (n  quelconque) ; d'où l 'ensemble des s o r t i e s  poss ib les  con t i en t  s o i t  1, 

W 
s o i t  on R (n quelconque), s o i t  O . 

Maintenant quel o rd re  c h o i s i r  sur ces  sous-ensembles? On peut d i r e  

approximativement qu'on voudrai t  X < Y  s i  l ' informat ion  connue surY e s t  p l u s  

d é f i n i e  que c e l l e  connue s u r  X. 

Il fau t  donc p r é c i s e r  d'abord que l l e s  informations considérer ,  e t  

q u e l l e s  s ign i f i ca t ions  l e u r  donner. I l  semble raisonnable de ne prendre en 

compte que l e s  informations f i n i e s  f i n i t a i r e s .  Quant à l a  s i g n i f i c a t i o n  

donnée à l ' informat ion ,  deux po in t s  de vue peuvent ê t r e  adoptés : l ' informat ion  

est  une asse r t ion  que peut  v é r i f i e r  l e  processus, ou l ' information e s t  une 

a s s e r t i o n  que d o i t  v é r i f i e r  l e  processus (cf .Winskelpour l e s  notion d'in&-- 

v i t a b i l i t é  e t  de p o s s i b i l i t é  ). Ces deux po in t s  de vue conduisent aux 

t r o i s  préordres correspondant aux notions i n t u i t i v e s  suivantes : 



X < Y  ssi Y peut v é r i f i e r  tou te  a s s e r t i o n  ( " f i n i t a i r e " )  que peut vé- 

r i f i e r  Y .  

X C  Y ssi Y d o i t  v é r i f i e r  toute  a s s e r t i o n  que X d o i t  v é r i f i e r .  

X C Y  ssi l e s  deux condit ions précédentes s o n t  réunies.  

Ces t r o i s  préordres conduisent respectivement aux domaines de Hoare, 

de Smyth e t  de Plo tk in  (obtenus en quot ientant  l 'ensemble des f inirrents  en- 

gendrables muni des préordres  r e s p e c t i f s  p a r  l a  r e l a t i o n  d'équivalence cano- 

niquement associée au préordre) .  P lo tk in  e t  Smyth on t  montré en p a r t i c u l i e r  

que ces  t r o i s  domaines sont  des S.F.P1s si l e  domaine de départ  l ' e s t .  

Dans l a  deuxième p a r t i e ,  nous construisons formellement ces t r o i s  

l'powerdomainsll dans l e  cadre des S.F.P1s, sans nous r e s t r e i n d r e  aux f i n i n e n t s  

engendrables au dépar t -  donc sans  se  l i m i t e r  au cas  du non-déterminisme f i n i -  

On peut  s ' é tonner  de r e t rouver  l e s  t r o i s  mêmes "powerdomains", mais il f a u t  

remarquer que pour d i s t inguer  l e s  éléments, on se  l i m i t e  toujours  aux in fo r -  

mations f i n i e s .  (D 'a i l l eu r s  s l i l  semble raisonnable de ne s ' i n t é r e s s e r  qu'aux 

infomationsobtenues dans un temps f i n i ,  c e r t a i n e s  confusions peuvent sembler 

malencontreuses : en e f f e t ,  dans l e s  t r o i s  domainès, on i d e n t i f i e  par  exemple 

(On 1 / n > O) u il) e t  (0" 1 / n > 01 u (oW1 ; o r  dans l e  premier cas ,  on e s t  s û r  

d 'ob ten i r  un 1 dans l a  mesure où on a obtenu un O en s o r t i e .  Une approche 

d i f f é r e n t e  a é t é  envisagée p a r  Egl i  e t  Lehmann (non publiée à no t re  connais- 

sance) ;quan t  au cas du non-déterminisme f i n i ,  P lo tk in  l ' a  abordé dans 1201). 

On a donc r é a l i s é  l e  passage aux p a r t i e s  d'un domaine du point  de vue 

de l ' o r d r e .  Peut-on cons t ru i re  canoniquement ces "powerdomains" en t a n t  qu'es- 

paces métriques. Deux approches peuvent être principalement s u i v i e s  : 

D'un point  de vue "C.P.O.", l a  métr i sa t ion  des  powerdomains en t a n t  

que S.F.P1s s'impose naturellement e t  on ob t i en t  canoniquement l e s  t r o i s  

l'powerdomainsl' en t a n t  qu'espaces métriques. 

Mais l e  domaine e s t  au départ  lu i - auss i  un espace métrique. O r  l a  

cons t ruct ion  de l 'espace métrique des p a r t i e s  d'un espace métrique se  f a i t  

classiquement à l l a i d e  de l a  construct ion de Hausdorff ( l a  d is tance  e n t r e  

deux ensembles e s t  d é f i n i e  comme é t a n t  l a  p lus  grande distance d'un point  



quelconque de 1 'un des deux ensembles à l ' a u t r e  ensemble). Arnold e t  Nivat 

ont  d ' a i l l e u r s  u t i l i s é  l e s  l i m i t e s  de Painlevé sur les ensembles d 'arbres.  

Limites qui correspondent à l a  topologie obtenue p a r  l a  construct ion de 

Hausdorff- dans l e u r  étude de l a  sémantique des programmes non-déterministes. 

C ' e s t  au problème de l 'équivalence de ces  deux approches que nous nous 

sommes at taqués à l a  f i n  de l a  deuxième p a r t i e ,  problème que l 'on  peut  résumer 

p a r  l e  diagramme suivant  : 

métr isa t ion  Espace ordonné 
) Espace métrique 

(Lawson , Comyn, Dauchet , - 
t' 

Arnold, Nivat ) a 
Passage - Passage 

C 
aux .rl 

s x aux 
C, ci a r i  

p a r t i e s  h E O VI O c P a r t i e s  
(B P.l rd Fc 
w x c 

métr isa t ion  w 

"Powerdomains lf (Lawson, Comyn, Dauchet) ) Espace métrique 
des p a r t i e s  

La commutation de c e  diagramme-qu'on peu t  i n t e r p r é t e r  comme l a  

permutation de l a  métr i sa t ion  d'un ensemble ordonné e t  du passage aux p a r t i e s -  

r é u n i r a i t  donc l e  point  de vue sémantique e t  l e  p o i n t  de vue métrique, 

donnant un s t a t u t  canonique métrique aux "powerdomains". D e  p l u s ,  l a  métrique 

obtenue par l a  cons t ruct ion  de Hausdorf é t a n t  d é f i n i e  point  p a r  point  s ' avère  

p lus  agréable à manier que c e l l e  déduite de façon n a t u r e l l e  p a r  l a  s t r u c t u r e  de 

S.F.P. des "powerdomains". Nous avons donc cherché sous que l l e s  condit ions ce 

diagramme commutait. Les condi t ions  que nous obtenons ne sont  pas entièrement 

s a t i s f a i s a n t e s ,  dans l a  mesure où e l l e s  semblent peu n a t u r e l l e s  e t  assez  com- 

p l iquées .  El les  son t  t o u t e f o i s  raisonnables,  é t a n t  v é r i f i é e s  p a r  l a  p lupar t  

des domaines c lass iques  ( a r b r e s ,  ensembles d ' a rb res ,  morphismes d 'a rbres  ... ) 

Enfin, ayant  donné un s t a t u t  canonique d'espace métrique à l 'ensemble 

des p a r t i e s  du domaine des mots e t  du domaine des a r b r e s  s u r  un alphabet f i n i ,  

on u t i l i s e  l e s  r é s u l t a t s  obtenus pour l ' é t u d e  de l a  con t inu i t é  des transduc- 

t i o n s  r a t ionne l l e s  de mots e t  d 'arbres.  



Finalement, p lus ieu r s  développements de no t re  t r a v a i l  nous semblent 

poss ib les .  Dans l ' é tude  des mots i n f i n i s  e t  des processus : é t u d e  qui  a sus- 

c i t é  beaucoup de travaux depuis peu (Arnold, Nivat, Théorème de Darandeau- 

Kott, problème de l 'équivalence des systèmes de t r a n s i t i o n ,  d é f i n i t i o n  des  

systèmes "minimaux" ) . 

Dans l ' é t u d e  des langages e t  f o r ê t s  i n f i n i t a i r e s  e t  de l e u r s  

t ransformations (F.  Gire, E. L i l i n ,  M.F. Claerbout , . . . ) . 

Dans l ' é t u d e  sémantique, en p a r t i c u l i e r  en programmation logique. 
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1 MOTS I N F I N I S  ET PROCESSUS ......................... 



1 Le cas général 

1. Rappels e t  notations 

a )  S o i t  A un a lphabe t  non v ide .  

* 
Un mot i n f i n i  s u r  A e s t  une a p p l i c a t i o n  u de N dans A.  

La n-ième l e t t r e  de u e s t  u (n) .  On note  uCnl l e .mo t  u ( 1 )  ... u ( n ) .  

A* désigne l 'ensemble des mots f i n i s  s u r  A.  

A* dés igne  l 'ensemble des mots i n f i n i s  s u r  A. 
w 

A désigne l 'ensemble des mots f i n i s  ou non s u r  A ,  i . e .  A" = A* U A-. 

* 
On étend l a  r e l a t i o n  d t o r d r e  p r é f i x e  "5" de A à Au comme s u i t  : 

( 1 f  1 désigne l a  longueur du mot f) . 
w 

S o i t  ci dans A , FG(a) = (g/g 5 a) s i  ci e s t  f i n i  

FG(ci) = IciCnl / n E IN) sinon.  

w 
D'autre p a r t  on d é f i n i t  l a  concaténat ion s u r  A p a r  : 

w 
S o i t  L un langage de A . Alors on pose : 

Lf in  = L n A 
* 



b) Limites, adhérence et fermeture .................................. 

* 
Une suite (unln de mots de A sera dite croissante ssi pour tout 

t  EN un l u  n+l' Alors : 

Lennne : ToiLte d&e mohiddante (an)n a une borne supehiewe nofée Sup an. - 
03 

On définit sur A une distance d sur IR par : 

d(a, 8) = 2 
-minCn/alnl#~~nIl si a + 

= O sinon 

03 

Cette distance est ultramétrique et (A , d) est complet. 

Une suite (an)nrl de Cauchy est caractérisée par : 

Alors Rim an = sup aN [pl. 
P 

Soit L un langage de Am. On définit l'adhérence de L par : 

En fait Adh(L) est l'intersection de la fermeture topologique 1; de L et 

de Au. 

Cela justifie : 



c l  Normalité. c e n t r a l i t é  e t  idéal isme 

Définissons maintenant l e s  p r o p r i é t é s  énoncées dans l ' i n t r o d u c t i o n  : 

- L est  normal ssi FG(L inf) c FG(L f i n )  

fin) c FG(L i n f  ) - L e s t  c e n t r a l  ssi FG(L 

- L est  i d é a l  ssi FG(L) = L 

i n f  - L e s t  p a r f a i t  ssi L e s t  normal e t  c e n t r a l  ( i . e .  F G ( L ~ ~ " )  = FG(L 1). 

d )  Morphismes étendus ..................... 

Soient A e t  B deux a lphabets  f i n i s .  On é tend  l a  n o t i o n  de morphisme 
w w 

comme s u i t  : S o i t  @ une a p p l i c a t i o n  de A dans B . O s e r a  d i t  morphisme étendu 

de A dans B~ ssi : 

* * 
( 1 )  La r e s t r i c t i o n  O de 4 à A est un morphisme de A dans B* 

1 

z:un morphisme étendu n ' e s t  pas  nécessairement un morphisme de monoides 

(i.e. @(a61 p e u t  ê t r e  d i s t i n c t  de @(a) 0 @(6)  e t  un morphisme de monoides n ' e s t  

pas  nécessairement un morphisme étendu C31). 

On d é f i n i r a  l 'image inverse  p a r  morphisme p a r  : 

e) Autres opé ra t eu r s  ----------- -------- 

On d é f i n i t .  L 'opéfateur  U p a r  : 



L'opérateur 00 par  : 

L'opérateur / par  : 

Le s h u f f l e  équi table  Be pa r  : 

L O L = I f l  g1 ... fn g, l e 2  / n r N  f l  ... f 
E L1 n 

f i n  
g1 "' g n E  L2 

Le shuf f l e  O par  : 

I I .  Langages fermés 

Soient L1 e t  L2 deux langages i n f i n i t a i r e s  fermés s u r  un alphabet A 



(A=' e s t  muni de l a  d i s t ance  d é f i n i e  e n  1.b. ). 

La p l u p a r t  des r é s u l t a t s  ci-dessous son t  des  r é s u l t a t s  é lémenta i res  

de  topologie .  

a )  Action de l 'Union 

Toute union dinie de tangaga d m é 4  eat dehmée ( r é s u l t a t  c l a s s ique  

de topologie) .  Ceci  devien t  faux pour une union i n f i n i e  ; comme l e  prouve 

l 'exemple su ivant  : 

- 
A = ( a ]  L = { ~ " } , V ~ E I N  L ~ : L  n n 

b )  Action de 1' I n t e r s e c t i o n  

Toute iYLtmection ( f i n i e  ou non) de h n g a g a  & h n ~ é ~  ut b m é e  (topo- 

l o g i e  é lémenta i re ) .  

C )  Action de l a  Concaténation 

Montrons d'abord 

Lemme : 

L 1 L 2  = x  1 2 '  YL1 E l'(A), VL2 c P(A) 



En effet : 

alors : 

a) Soit lan] est non borné et alors Rim uCn1 = Rim an 

donc u E Adh L1 

B) Soit lanl est borné 

Alors : 3(ni)., tq an = a = a Y(i, j) E H  2 
i n 

j 

D'où : uCnil 5 a B Vi 
n : 

u = a Rim Bn 
i 

Donc L1 L2 = Adh LI u LI x2 
= ~ d h  L~ L2 u L~ L~ (car A~II L~ c A ~ )  

Il est alors évident que : 

T o u t  pf~odll i / t  d i n i  de t a n g a g a  d m é a  es;t d m é .  

d) Action de * 

L fermé n'implique pas L fermé. 

- 
Exemple : L = (a) = L 



e )  Action de / 

Rappel : L1 / L2 = {a E xWDD, a r L1 e t  a $f L ~ }  

Alors  : 

Ll e t  L2 fermés n ' implique pas L1 / L2 fermé. 

- 
Exemple : L1 = A~ = LI 

* 
LI / L2 = A n ' e s t  pas  fermé 

L2 = A = L2 

f) Action des morphismes é tendus  

w 
S o i t  $ un morphisme étendu de AW dans B . 

a )  Si 4 ut ebaaçant, L peult &e {emé  daVLcl que $(LI  l e  boLt .  

Exemple : L = {x: xi I ~ É N } U X ?  = L  

* 
$(LI = {an / n E = a e s t  non fermé. 

B) Si cb non e((açant eX L (me, $(LI  ut i m é .  

En e f f e t  : 

u E ~ d h C $ ( ~ ) l  => Yn, uCnl É FGC$(L)I 

=> Yn, Jan É +(L) t q  uCnl 5 a n 

-> Yn, gBn É L t q  uCnl $(en) 

Mais l ' a lphabe t  A est f i n i  ; donc on peut  e x t r a i r e  de (6,) une s u i t e  (Bn lk 
l ¶ k  

t e l l e  que Bn ( 1 )  s o i t  cons t an t .  On peu t  i t é r e r  a i n s i  l e  procédé e t  pour  
1 ,k 

t o u t  p on peut e x t r a i r e  de (Bn Ik une s u i t e  (Bn Ik t e l l e  que Bn DD,kCpl 

s o i t  constant .  P-1 ,k P ,k P 



S o i t  a l o r s  l a  s u i t e  (yn), d é f i n i e  p a r  : 

- - - 
'1 ' ' n l> l¶  '2 'n2>1 Yq - 'nq>l  * * *  

Alors  : Vq E N ,  Vp E N >  p 2 q = >  y I q l  = ypCql 
9 

Donc l a  s u i t e  (yn), converge ; comme e s t  une s u i t e  d'éléments de 

L e t  que L e s t  fermé, e l l e  converge dans L. 

S o i t  fi s a  l i m i t e .  

Mais 'dn E N ,  3 m  E M  tq m > n  e t  B - 
m yp 

3p E N 

Donc uCn3 5 uCml 5 +(B,) 5 +(y ) 
P 

Mais : 

2 (+(R)) [p l  c a r  + non e f f a ç a n t  

Donc p,im +(R ) = +(R) 
P 

Comme d 'après  ce qu i  précède on a a u s s i  

u = R i m  uCn1 = R i m  +(yp) 
n P a  

On a f inalement  : u = +( R) donc u +(L). 



w Remarque : I l  s u f f i t  e n  f a i t  que $ s o i t  k -ef façant .  D ' a i l l e u r s ,  puisque (C , d)  

est compact, il s u f f i t  de montrer que $ k-eras ing  e s t  cont inu  pour d ce  qu i  se  

montre faci lement  : $ k-erasing .& 3K0 / lu1 2 ko => I$(u) 1 2 1 

Alors A($(u), $(v)) < d(u,  v )  

ko 
L 

Et donc $ e s t  l i p sch i t z i enne .  

w 
 ais $ e s t  k-erasing s u r  C ssi $ e s t  s t r i c t ) .  

Z : S i  A e s t  i n f i n i ,  l e  r é s u l t a t  e s t  faux : 

B = (b ,  c )  

L = A = E : L e s t  fermé 

* 
$ ( L I  = (cib / i E NI = c b e s t  non fermé. 

e) Action des momhismes inve r se s  (é tendus)  

C o  
Soi t  6 un morphisme étendu quelconque, L un langage fermé de B ($(A) < B*) 

a) $ ed.t non eddaçant : 1$(u[nl)l ; 9 

Donc R i m  $(an)  = $(u)  
n 

O r  Vn, $(an)  E L 1 1 => ni. mian) L 

f fermé 



D'où $(u)  E L 

U E $-'(LI. 

S i  $ a* non eddaqant et L d m é ,  $-'(LI a* &mné. 

(Rem : il s u f f i t  encore que $ s o i t  k-erasing).  - 

Exemple : $ A -t B L = {c l  fermé 
- 1 * w 

a -t E $ (L) = a b a e s t  non fermé 

b - t c  

S i  O CA* eddaçant e t  L fermé, $"(LI ne l1 es* pas néce6~aMernent. 

h Action de c~ 

So i t  L fermé ; L c - A~ 

* 
S o i t  : u E L 

- 
or  L* = ( L ~ ~ ~ ) *  z u L~ ( f a c i l e  à démontrer) 

- * 
e t  donc L fermé => L c Lw 

Donc A i  L e6.t dennté, L~ au66i .  



i )  Action de w 

w 
L fermé n'implique p a s  nécessairement L fermé : 

* * W Exemple : L =  a b U a  =z L ~ =  {u E A / I u l b  

A = Ca, b )  

Donc : an b(ablw E L ~ ,  Yn 

w 
Mais R i m  an b (ablu = a k L ~ .  

(en f a i t  Adh L~ = ~ d h  L~ = ( L ~ ~ ~  1 * Adh L u ( L ~ ~ ~ ) ~  

w 
Donc s i  Adh L - 9 L ~ ,  L n ' e s t  p a s  fermé).  

f 

j )  Action du s h u f f l e  équ i t ab l e  

Soient L1 e t  L2 deux langages i n f i n i t a i r e s  sur A ; Montrons d'abord : 

w E FG(L1) Oe Adh L2 => 

t q w E  f O e u  

3u E Adh(L2) 

w E f De u = >  w = f l  u1 f2 u2 ... f u avec u ... u = u 
P P P 

Donc 3 N  t q  n > N => w[nl 2 f l  ul  f2 .. . u p-1 



Mais : u E Adh(L2) -> 3(Bn), E L2 t q  urn] 5 Bn, Yn a N. 

Donc 3N1 t q  n N => B = ul . . . u y 1 n p-1 n 
avec R i m  y = u ( e t  u E A ~ )  

n n P P 

Mais ul f l  ... u f y 6 É L1 Be en,  Yn E R 
p-1 n n 

Donc ul f l  ... u f y 6 € L 1 Q  L 2 , V n r N  p-1 n n e 

avec R i m  ul f l  ... u f y 6 = ul f l  ... u f u = o 
p-1 n n P-1 n P 

D'où w E Adh (LI Ge L2). 

2 )  Adh L1 be F G ( L ~ )  c Adh (LI @ L2) (idem) 

3 )  Adh L1 Ge Adh L2 c Adh (LI 8 L2) 

S o i t  id E Adh L1 Ge Adh L2 

Donc : 3u E Adh L1 

t q w E U O  V e 
3v r Adh L2 

W E U O  V a u =  e U1 V1 u2 . . . 
avec u = u 

P P ... U ... 
P 

v = v1 ... v ... 
P 

Mais : Vp E N ,  3np r p i  t q a n  = u l  ... u al 
P n~ 

Choisissons y E a' O 6; 
n n e 

P P P 



Alors ul v, . . . u  v y  E LIOe L2, Yp EIN 
P  P  np 

O r  w = R i m  ul vl . . . U V Y  

P  P  P  np 

Donc w r Adh (LI Oe L2) 

Alors ,  pour t o u t  n ,  A e s t  non v ide  puisque : n 

De même A e s t  f i n i ,  puisque : ( a ,  B )  E Ai => la1 5 n  e t  5 n  n 

S o i t  maintenant l a  r e l a t i o n  d ' o rd re  < d é f i n i e  p a r  

( a ,  8 )  < (a', 6 ' )  <=> ( 3 ( i ,  j ) ,  ( a ,  B) E ' A ~  e t  ( a ' ,  BI) E A 

( d j l  E uCi1 / ( t l  8, t 2 )  

< v é r i f i e  : 

1 un c N, Y(a, 8 )  E An,  3(y,  6 )  r An-l t q  ( ( a ,  B) < (y ,  6 )  

En e f f e t  : 

u[iil E CO B=>uCnl  = 5 Bl q B2 ... a B avec : e  n  n  



Mais 

S i  8, e s t  non v ide  ; on a : u(n )  = Bn( l B n l  

Donc d n - 1 1  = al . . . a B;i avec : n 

a = ai ... 'n 
BCIBI-II = 6, ... Bn-l BA = 9'  

e t  uCn-il e aBe B 1  avec : ( a ,  6 ' )  < ( a ,  B) 

Le raisonnement é t a n t  l e  même s i  Bn = E e t  an # E ,  (P) e s t  b ien  vé- 

r i f i é e  e t  l e  lemme de Koenig peu t  s ' appl iquer  : 

3 ( ( a n ,  Bn)),/IVn(an, Bn) A n -  e t  (an ,  6,) < ( a  n + i Y  'n+1)] 

D i f f é r e n t s  c a s  s e  p ré sen ten t  donc : 

Donc : 3a E L*, 3 n o / n > n o  => a = a E FG(L1) 
n 

a l o r s  Vn, n  > n u[nl E uCnO1 B 1  avec n 

O r  (6 ) é t a n t  une s u i t e  c r o i s s a n t e  de FG(L2), e l l e  converge ve r s  B 
n  n 

élément de Adh(L2)* (BA), é t a n t  c r o i s s a n t e ,  converge a u s s i .  S o i t  B '  s a  

l i m i t e  : B = B B ' .  
"0 

E t  donc u = uCnOl 6 '  e a Oe B 

D'où U E  FG(L1)QeAdh(L2) 



Alors un raisonnement semblable au  précédent  mène à 

l a n l - > + e t  I B  1 ->- 
rr++03 

n 
Tl++" 

Alors %ai  I n ,  3(Bi ln t 9  
n n 

S o i t  donc a ( r e sp .  B) l a  l i m i t e  de l a  s u i t e  c r o i s s a n t e  ( an )  ( r e s p .  B 1). n 
Alors  a ( resp .  8 )  e s t  élément de Adh(L1) ( r e sp .  Adh(Lî)) e t  : 

On a donc u E a O B 
e 

d'où u r Adh(L1) Be Adh(L2). 

C.Q.F.D. 

On peut d ' a i l l e u r s  remarquer que : 

D'où 

On peut  donc a v o i r  L e t  L2 fermés e t  L Q L non fermé. 
1 l e 2  



W - Exemple : L1 = a = L1 
A = ( a ,  b)  

- 
L2 . bu = 

2 

W 
a l o r s  L~ ee L~ = (u E A / Iula = lu lb  = -1 

donc Yn E N ,  an  b (ab lW E L Q L 
l e 2  

W Mais kim (an  b (ab lW)  = a f LI 4 L2 
n-++ 

Par  con t r e  il appa ra i t  que, s i  L e t  L2 sont  idéaux, l a  no t ion  d'équi- 1 
t a b i l i t é  du s h u f f l e  "passe à l a  l i m i t e " ,  nous y reviendrons p l u s  t a r d .  

k) Action du s h u f f l e  

Remarquons d'abord que : F G ( L ~  O L2) = F G ( L ~  Qe L2) 

D'où : 

ad hi^^ O L ~ )  = ~ d h ( L ~  Oe L ~ )  = Adh L1 O Adh L2 ( c f .  j ) )  

Donc si L1 e t  L2 s o n t  fermés, L 8 L2 l ' e s t  a u s s i .  
1 

Donc L 3 Adh L1 1 

L2 = Adh L2 

I I  1 . Langages normaux 

=> L B L = Adh(L1 O L2) 1 2  

00 

Soient  LI,  L2, L des  langages normaux de A . 

a )  Action de l 'Union 

L'union de t o u t e  f a m i l l e  ( f i n i e  ou non) de langages normaux e s t  

normale ( c f .  C51). 



b )  Action de l ' I n t e r s e c t i o n  

L ' i n t e r s e c t i o n  de deux langages normaux n ' e s t  pas  nécessairement  

normale. 

2n w Exemple : LI = {a /n r N} u a 

L e t  L2 sont  normaux 1 

W 
L1 n L2 = a n ' e s t  pas  normal 

c )  Action de l a  concaténat ion 

Le p r o d u i t  de deux langages normaux e s t  normal. 

En e f f e t  : 

f i n )  
LI normal => FG(L1) = F G ~ L ~  

f i n  j 
L2 normal=> FG(L2) = FG(L2 

f i n )  
a l o r s  F G ( L ~  L ~ )  = F G ( L ~  FG(L?") 

f i n )  = FG((L1 L2) 

d )  Action de * 

SL L ut n ~ ~ u ~ e ,  L* a u h i  

En e f f e t  : 



fin * FG(L*) = (L FG(L) 

L normal => FG(L) = FG(L fin) 

fin * Donc FG(L*) =(L ) FG(L fin) 

= FG((L fin)*) 

* fin = FG((L ) 1 

e) Action de / 

L et L normaux n'impliquent pas L1/L2 normal. 1 2 

Exemple : Am / A* = A~ 

f) Action des morphismes étendus 

Soit @ : A + B* 

* 
L 5 A , L normal. 

Problème : FG(@(L)) 5 FG($(L) fin) ? 

f fini => 3n E IN tq f 5 @(RCnl) 

fin L normal=> Jel E L tq RCnl s 2, 

Alors f @(il) donc f E FG(@(L~~")). 0 

1 'image pm moaphhme Uendu d'un langage nomal est  nomale. 

g )  Action des morphismes inverses 

* 
Soit L = a b u au 



4 :  a + a  

b + c  A = {a ,  b ,  c l  

C + C  

- 1 W 
(L) = a n ' e s t  pas normal. 

Donc l ' image p a r  morphisme inve r se  d'un langage normal n ' e s t  pas  né- 

cessairement  normale. 

h l  Action de 

En e f f e t  : 

f i n  * 
F G ( L ~ )  = ( L  FG(L) = FG(L*) 

* * * f i n  
L normal=> L normal=> FG(L ) = FG((L ) 

f i n  
= F G ( ( L  1 

i l  Action de w 

Sauf s i  L = {E) où L = 0, L~ e s t  purement i n f i n i t a i r e  non v ide ,  donc 

non normal. 

i) Action du s h u f f l e  é a u i t a b l e  

S i  L e t  L2 sont  normaux, L O L e s t  normal ... ( év iden t )  1 l e 2  

k) Action du s h u f f l e  

S i  L e t  L2 sont  normaux, LI O L2 l ' e s t  a u s s i  1 (év ident  ) 



IV. Langages centraux 

w 
Soient  L, L L2 des  langages cent raux  de A . 1 

a )  Action de l 'un ion  

L'union d'une f a m i l l e  ( f i n i e  ou non) de langages centraux e s t  un 

langage c e n t r a l  ( év iden t ) .  

b )  Action de l ' i n t e r s e c t i o n  

L ' i n t e r s e c t i o n  de deux langages cent raux  n  ' e s t  pas  nécessairement 

c e n t r a l e .  

* 
Exemple : * W  L 1 = a  u a  b  

* * W  
L 2 = a  u a  c  

c )  Action de l a  concaténat ion 

00 03 
S i  L1 e s t  un langage quelconque de A e t  L2 un langage c e n t r a l  de A , 

L L e s t  c e n t r a l .  1 2  

f i n  - f i n  f i n  En e f f e t  : (LI L2) - L1 L2 

f i n  i n f  5 Li FG(L~  ) (L2 c e n t r a l )  

d )  Action de 

si L urt c e W ,  L* 1 'edt  u n i .  

En e f f e t  : 

(L*) f in  - - (L f in )*  ( L f i n  * 
FG(L 

i n f )  - 

* i n f  
F G U L  - 



e )  Action des morphismes étendus 

I c i ,  l e  f a i t  que l e  morphisme s o i t  s t r i c t  ou non, i n t e r v i e n t  : 

1) Morphisme e f f a s a n t  --- ---------- --- 

L'image p a r  morphisme ef façant  d'un langage c e n t r a l  n ' e s t  pas  néces- 

sa i rement  c e n t r a l e .  

Exemple : $ : A = { a ,  b) + {a) 

a - t a  

* * W  
L a  u a b e s t  c e n t r a l .  

* $(LI = a n ' e s t  pas c e n t r a l .  

2 )  Moqhisme non e f f a s a n t  --- -------------- --- 

00 

Soi t  $ : A + B+ e t  L c e n t r a l  dans A 

( @ ( L ) ) ~ ~ ~  = $ 4 ~ ~ ~ ~ )  c a r  @ e s t  non e f f a ç a n t  

5 $(FG(L 
i n f )  ) c a r  L e s t  c e n t r a l  

c FG(+(L) 
i n f )  

- c a r  @ morphisme 

Donc l'image p a r  un morphisme non e f f a ç a n t  (é tendu)  d'un langage c e n t r a l  

e s t  cen t r a l e .  

f) Action des momhismes i n v e r s e s  

- 1 Il e s t  év iden t  que s i  $ e s t  un morphisme e f f a ç a n t ,  @ (L) e s t  c e n t r a l ,  

m ê m e  si L n ' e s t  p a s  c e n t r a l .  
-1 S i  4 n ' e s t  pas  e f f a ç a n t  e t  L c e n t r a l ,  + (LI n ' e s t  p l u s  nécessairement 

c e n t r a l  comme l e  montre l 'exemple : 



-1 * @ (LI = A e s t  non c e n t r a l  

Remarque : I c i  c ' e s t  p l u t ô t  l a  no t ion  de s u r j e c t i v i t é  q u i  i n t e r v i e n d r a i t .  

g) Action de w 

(Lw)f in  = (L f in )*  , ( L f i n  ) * FG(L i n f )  - c a r  L c e n t r a l  

i n f  
F G ( L )  - 

Donc a i  L U R  cen;trrae, L l ' U R  m a i .  

h )  Action de / 

S i  L  e t  L2 s o n t  cent raux ,  L /L ne l ' e s t  pas  nécessairement .  1 1 2  

Exemple : / A~ = A* ' 

i )  Action de w 

(Lw)fin é t a n t  v ide  pour  t o u t  langage L ,  L~ e s t  c e n t r a l .  

j )  Action du s h u f f l e  é q u i t a b l e  

S i  L e t  L2 s o n t  cent raux ,  L O L l ' e s t  a u s s i  ( év iden t )  
1 l e 2  

k) Action du s h u f f l e  

S i  L e t  L2 son t  cent raux ,  LI B L2 l ' e s t  a u s s i  ( év iden t )  1 



V.  Langages idéaux 

Soient L, LI, L2  d e s  langages idéaux de Au. 

a )  Action de l ' u n i o n  

Toute union ( f i n i e  ou non) de langages idéaux e s t  i d é a l e  ( é v i d e n t ) .  

b) Action de l ' i n t e r s e c t i o n  

Toute i n t e r s e c t i o n  ( f i n i e  ou non) de langages idéaux e s t  i d é a l e  ( év iden t ) .  

c )  Action de l a  conca téna t ion  

f i n  
FG(L1 L2) = FG(L1) u L1 FG(L2) 

f i n  
= L1 ( c a r  L i ,  L2 idéaux)  

f i n  = (LI L2) . ( c a r  L2 i d é a l  => E E L2). 

d )  Action de * 

Si L ut idéal!, L* ~ ; t  ideal! ( é v i d e n t )  

e )  Action de / 

On peut a v o i r  L L idéaux s a n s  a v o i r  L1/L2 i d é a l  : 1) 2 

Exemple : / A *  = A U  

C Mais s i  L est i d é a l ,  L e s t  c e n t r a l .  

En e f f e t  : 

( cL) inf  Linf  = AU. 



Donc : 

f c FG('L)~"') => f FG(L i n f )  
f i n  => f E L ( c a r  L i d é a l )  

=> f C ( cL) f in  

Donc : 

f )  Action des  morphismes étendus 

I c i  il e s t  év iden t  que c ' e s t  l e  c a r a c t è r e  alphabét ique q u i  e s t  i m -  

po r t an t .  

1) Morphismes non a l ~ h a b é t i q u e s  --- ------------- ------ --- 

L'image p a r  un morphisme non a lphabét ique  d'un langage i d é a l  n ' e s t  

pas  nécessairement  i d é a l  : 

Exemple : ${a) -t ( a ,  b )  

a + a b  

$(a  1 = ( a b )  

2 )  Morphismes _ _ _  _ _ _ _ _ _ _ _ _  a l ~ h a b é t i q u e s  _ _ _ _ _ _  _ _ _  

S o i t  $ un morphisme a lphabét ique .  

FG($(L))  = $(FG(L))  ($ a lphabét ique)  

= @(Lfin) (L i d é a l )  

5 

Donc s i  $ e s t  un morphisme a lphabét ique ,  e t  L un langage i d é a l ,  t$(L) e s t  

i d é a l .  



e)  Action des momhismes inverses 

L'image réciproque p a r  morphisme (étendu) d'un langage i d é a l  e s t  idéale.  

En e f f e t  : 

00 

Soi t  $ un morphisme t e l  que $(A) 5 B ,  L un langage i d é a l  de B . 

f E = aa t q  ( f  a ci e t  + ( a )  E L) 

=> 3a t q  (<b(f)  I $(a) e t  $ (a )  E L) 

=> $ ( f )  E FG(L) 

=> $ ( f )  E L~~~ ( c a r  L i d é a l )  

=> f E $ - l ( ~ )  O 

h )  Action d e m  

S i  L e s t  i d é a l ,  L l ' e s t  a u s s i  (évident )  

i l  Action de b~ 
- - 

S i  L e s t  non vide,  L e s t  purement i n f i n i t a i r e  donc non i d é a l .  

f )  Action du s h u f f l e  éaui table  

S i  L1 e t  L2 sont idéaux, L Q L e s t  i d é a l  (évident )  l e 2  

k) Action du s h u f f l e  

S i  L e t  L2 sont idéaux, L1 Q L2 e s t  i d é a l  (évident ) .  
1 

On peut maintenant s ' i n t é r e s s e r  aux combinaisons des p ropr ié t é s  étu- 

d iées  ci-dessus. A quelques exceptions p r è s ,  l e s  r é s u l t a t s  ne fon t  que s e  

superposer, comme l e  montrent l e s  r é s u l t a t s  suivants .  



V I .  Langages fermés normaux 

al 
Soient  LI,  L deux langages fermés normaux de A . 2 

a )  Action de l ' un ion  
--- 

L'union d i L e  de langages fermés normaux e s t  fermée normale. 

b) Action de l ' i n t e r s e c t i o n  

S i  LI, L2 s o n t  fermés normaux, L n L e s t  fermé mais pas  néces sa i r e -  1 2 
ment normal : 

Exemple : 

c )  Action de l a  conca téna t ion  

Tout p rodu i t  f i n i  de langages fermés normaux e s t  fermé normal. 

d )  Action de * 

* S i  L e s t  fermé normal, L e s t  normal mais non nécessairement fermé. 

(Exemple : L = ( a )  ) . 

e l  Action de / 

S i  LI e t  L2 s o n t  fermés normaux, L1 / L2 n ' e s t  pas  nécessairement  fermé, 

mais normal. 

i n f  En e f f e t  : u e (LI / L ~ ) ~ ~ ~  4 u e ~ f " ~  e t  u C L2 

f i n  u e  "'1 => hn e Ll tq uLn1. cin 

L1 normal] 



Alors on peut d i r e  qu'au p l u s  un nombre f i n i  d'an appart iennent  à 
f i n  

L2 , sinon : 

Alors R i m  ucn] = R i m  uCn1 = R i m  an E L2 ( c a r  L2 fermé) 
ne N  EN' n€N1 

Donc : 

f i n  D'où : no t q  Cn>no => uCn1 E FG((L1/;L2) )1 

Soi t  FG(u) c FG(L1/L2) f i n )  

Donc (L1/L2) e4.t nohmd. 

Remarque : On s e  s e r t  en f a i t  uniquement du f a i t  que L e s t  normal e t  L2 1 
e s t  fermé. 

f )  Action des morphismes étendus 

1 )  Moqhismes s t r i c t s  --- -------------- 

L'image p a r  morphisme s t r i c t  d'un langage fermé normal e s t  fermée 

normale (évident  ) . 

2) Moqhismes e f f a s a n t s  --- ----------- ---- 

L'image p a r  morphisme ef façant  d'un langage fermé normal e s t  normale, 

non nécessairement fermée. 



Exemple : 

g) Action des morphismes inverses  

- 1 
1) S i  4 e s t  s t r i c t ,  4 (L) e s t  fermé, non nécessairement normal 

* 
[Exemple : L = a b u a 

4 :  a - t a  

b + c  

- 1 
2) S i  4 e s t  e f façan t  ,,+ (L) peut n ' ê t r e  n i  fermé, n i  normal. 

Exemple : A = {a,  b ,  c )  A '  = { a ' ,  b ' ,  c ' )  
* 4 :  A + A 1  L = b ' u a l  c ' v a  , W  

C + E  
* 

L = c b c u ( a  u c)* aW (4  morphisme etendu) .  

h )  Action de 03 

00 

S i  L e s t  fermé normal, L l ' e s t  a u s s i  ( év iden t ) .  

i )  Action de w 

W S i  L e s t  fermé normal, L n ' e s t  pas normal (sauf  s i  L~ = 0) e t  non 
* 

nécessairement fermé ( c f .  L = a b u a*). 

j) Action du shuf f l e  équ i t ab le  

S i  LI e t  L2 sont  fermés normaux, L B L e s t  normal non nécessairement 
l e 2  

fermé. 



n 
Exemple : ~ = a O a ~ = b ~ .  

Yn, bn a  E A Oe B 
no 

Donc bu E Adh (A 8, B) 

k) Action du s h u f f l e  non é a u i t a b l e  

S i  LI e t  L2 sont  fermés normaux, L1 O L2 a u s s i  ( év iden t ) .  

VII. Langages fermés centraux 

a )  Action de l ' u n i o n  

L'union de deux langages fermés centraux e s t  fermée c e n t r a l e  ( c f .  11 e t  IV). 

b )  Action de l ' i n t e r s e c t i o n  

W 
Soi t  L1 = a  U ab 

W 
Soi t  L2 = a  U a c  

L e t  L2 s o n t  fermés centraux. 
1 

LI n L2 = {a} e s t  non c e n t r a l  

Donc s i  LI, L s o n t  fermés cent raux ,  L1 n L2 e s t  fermé, non néces- 
2 

sairement  c e n t r a l .  

c )  Action de l a  conca téna t ion  

S i  LI e t  L2 sont  fermés centraux,  LI Lî e s t  fermée c e n t r a l e .  

d)  Action de * 

* 
S i  L e s t  fermé c e n t r a l ,  L e s t  c e n t r a l  non nécessairement fermé 

( c f .  L  = a  u abw).  



e )  Action de / 

L1 e t  L2 peuvent ê t r e  fermés cent raux ,  avec L1 / Lî n i  fermé, n i  c e n t r a l  

( é v i d e n t ) .  ( c f .  L~ = A-, L* = A ~ )  

f )  Action des  morphismes é tendus  

1 )  S i  @ e s t  non e f f a ç a n t  e t  L  fermé c e n t r a l ,  @(L) e s t  fermé c e n t r a l  

( é v i d e n t ) .  

2) S i  @ e s t  e f f a ç a n t ,  @(LI n ' e s t  n i  nécessairement  fermé, n i  néces- 

sairement  c e n t r a l .  

Exemple : $(a ,  b} + (a)  L = Cbn an bW / n 2 0) 

a + a  L e s t  fermé c e n t r a l  
* 

b + E @ ( L I  = a  

g) Action des  morphismes i n v e r s e s  

1 )  S i  @ e s t  e f f a ç a n t ,  @-'(L) e s t  c e n t r a l  non nécessairement  fermé. 

(Exemple : A = ( a ,  b )  B = Cc) ; ' a + €  ; L = c  W 
@ b + c  

2 )  S i  $ e s t  non e f f a ç a n t ,  @"(L) e s t  fermé, non nécessairement c e n t r a l .  

(Exemple : (a,  b )  + Ca , b} $-'({a u ab lW) = ( a l  

h) Action de 

w 
S i  LI e s t  fermé c e n t r a l ,  L1 l ' e s t  a u s s i  ( c f .  II e t  I V ) .  



i )  Action de w 

w S i  L e s t  fermé c e n t r a l ,  L e s t  c e n t r a l  non nécessairement fermé. 

* 
Exemple : L = a b bw u aw 

LO = {u / 1 ul = e s t  non fermé. 

j) Action du s h u f f l e  é q u i t a b l e  

S i  L e t  L2 sont  fermés centraux,  L O L e s t  c e n t r a l  non nécessairement 
1 l e 2  

fermé [ c f .  a @e bu]. 

k) Action du s h u f f l e  

S i  L e t  L2 sont fermés centraux,  L1 O L2 l ' e s t  a u s s i  ( I I  e t  I V ) .  1 

V I I I .  Langages normaux cent raux  

Soi t  L1, L deux langages noniiaux cent raux .  2 

a )  Action de l ' u n i o n  

S i  LI e t  L2 sont  normaux cent raux ,  L1 u L2 l ' e s t  a u s s i  ( c f .  III, I V ) .  

b )  Action de l ' i n t e r s e c t i o n  

L ' i n t e r s e c t i o n  de deux langages normaux e t  centraux n ' e s t  n i  néces- 

sairement  normale, n i  nécessairement c e n t r a l e .  



Exemple : L~ = {a2n 
m 

/ n E N I  u aW u a '  b e s t  normal c e n t r a l  

L2 = {a 2n+l  
/ n  E N }  U aW u a '  col 

W L n L2 = a U a '  n ' e s t  n i  normal, n i  c e n t r a l .  1 

c )  Action de l a  concaténat ion 

S i  L e t  L2 s o n t  normaux centraux,  L1 L2 l ' e s t  a u s s i  ( c f . 111 ,  IV). 1 

d )  Action de * 

* 
S i  L1 e s t  normal c e n t r a l ,  L1 l ' e s t  a u s s i  ( c f .  III, IV). 

e )  Action de / 

L / L  n ' e s t  n i  nécessairement  normal, n i  nécessairement  c e n t r a l .  1 2  

00 03 

Exemple : L1 = A L2 = A - {{b} u a 1 avec A = {a ,  b}. 

W 
L 1 / L 2  = b u a  n ' e s t  n i  normal, n i  c e n t r a l .  

f )  Action des  morphismes 

1 )  Moqhismes non e f f a s a n t s  --- --------------- ---- 

S o i t  L normal c e n t r a l ,  e t  $ morphisme non e f f a ç a n t .  Alors  $(LI) e s t  1 
normal c e n t r a l  ( c f .  III, IV). 

2 )  Mor~hismes e f f a s a n t s  --- ----------- ---- 

L'image p a r  un morphisme e f f a ç a n t  d 'un langage normal c e n t r a l  e s t  nor- 

male, mais non nécessairement c e n t r a l e .  



el Action des momhismes i n v e r s e s  

L'image inve r se  p a r  un morphisme, même s t r i c t e m e n t  a lphabét ique ,  

d 'un langage normal c e n t r a l  n ' e s t  n i  nécessairement  normal, n i  nécessairement 

c e n t r a l .  

* * +  
cf. Ll = a bu u a  b  u au - 

L2 = A ' *  u A'* b t W  avec A '  = {a ' ,  b ' l  

L e t  L2 sont normaux cent raux ,  donc L U L2 a u s s i .  1 1 

S o i t  4 : a -t a 

- 1 W 4 ( L ~  u L2) = a u a '*  n ' e s t  n i  c e n t r a l ,  n i  normal. 

h )  Act ion de * 

* 
S i  L1 e s t  normal c e n t r a l ,  Ll l ' e s t  a u s s i  ( c f .  III, IV). 

i )  Act ion de w 

W 
S i  L1 e s t  normal c e n t r a l ,  LI e s t  c e n t r a l  non normal ( c f .  III, IV). 

i) Action du s h u f f l e  é a u i t a b l e  

S i  L e t  L2 sont  normaux centraux,  L O L l ' e s t  a u s s i  ( c f .  III, I V ) .  
1 l e 2  



k) Action du shuffle 

Si L et L:, sont normaux centraux, LI O L2 l'est aussi (cf. III, IV). 1 

I X .  Lansaaes fermés idéaux 

a) Action de l'union 

L'union d'une famille finie de langages fermés idéaux est fermée 

idéale (trivial d'après II et V). 

b) Action de 1 'intersection 

L'intersection de deux langages fermés idéaux est fermée idéale (évi- 

dent d'après II, V). 

c0 Action de la concaténation 

La concaténation de deux langages fermés idéaux et fermée idéale 

(évident d'après II, V) . 

d) Action de * 

* 
Si L est fermé normal, L est normal, non nécessairement fermé 

(L = (a)). 



e )  Action de / 

S i  L e t  L2 son t  fermés idéaux, L 1 / L 2  e s t  normal m a i s  n i  néces- 1 

sairement fermé, n i  nécessairement i d é a l  ; 

Exemple : L 1 = ~  A = { a , b }  L e t  L2 sont  fermés idéaux 1 

* W 
L 2 = a  u a  

* 00 
L1/L2 A b A n ' e s t  n i  fermé, n i  i d é a l .  

f )  Action des morphismes (é tendus)  

1) Moqhisme s t r i c t emen t  a l ~ h a b é t i q u e s  --- .................... ------ --- 

S o i t  L fermé i d é a l ,  $ morphisme s t r i c t e m e n t  alphabét ique.  Alors  @ ( L )  

est fermé i d é a l  ( c f .  II,  V). 

2 )  Morphismes s t r i c t s  non a lphabét ique  --- ..................... ------ -- 

So i t  L fermé i d é a l ,  4 morphisme s t r i c t .  Alors $(L) est fermé, non 

nécessairement i d é a l  ( c f .  II,  V) . 

3 )  Morphismes e f f a ç a n t s  a l ~ h a b é t i q u e s  --- ----------- ------- ------ --- 

L'image d'un langage fermé i d é a l  p a r  un morphisme e f f a ç a n t  a lpha-  

bé t ique  e s t  i d k a l e  non nécessairement fermée. 



00 
L = ( a n b P / p  5 n) LI a 

4 :  a - t s  

b + b  

* 
@(LI = b n ' e s t  pas fermé. 

4) Moqhismes e f façan t s  non a l ~ h a b é t i q u e s  --- ----------- ----------- ------ --- 

L'image d'un langage fermé i d é a l  p a r  un morphisme e f façan t  non alpha- 

bé t ique  peut n ' ê t r e  n i  fermée, n i  idéa le  

03 OD 

Exemple : L = {an bP / p  S n)  u a  c 

+ :  a - t e  1 @ ( L I  = b* u (ad)m 

b - t b  

c -+ ad - 

g)  Action des morphismes inverses  

1 )  Morphismes non e f fasan t s  --- --------------- ---- 

S i  + e s t  non ef fapant  e t  L e s t  fermé i d é a l ,  @"(L) e s t  fermée idéa le .  

2) Moqhismes e f fasan t s  --- ----------- ---- 

L' image inverse  pa r  un morphisme étendu e f façan t  d'un langage fermé 

i d é a l  e s t  idéa le  fermée. 

En e f f e t  : 

Soi t  @ A -t B 

S o i t  Al = {a  é A / @ ( a )  = €1 

A2 = A / A 1  

So i t  0' : A 2 + B  d é f i n i  pa r  : @ ' ( a )  = $ ( a ) ,  Va E A2 

W 
u r B 4 @ - l ( u )  O, A; 



Hais L i d é a l  => +'-'(L) i d é a l  

Donc +-'(L) = +'"(L) O A; 

Mais 0' e s t  s t i r c t ,  donc s i  L e s t  fermé, @"'(L) a u s s i  

03 

Et Al e s t  fermé. 

Donc @-l(L)  e s t  fermé e t  donc fermé i d é a l .  

h l  Action de w 

S o i t  L # 0 e t  L # {E) ,  L fermé i d é a l  de Am 

w 
Alors L e s t  non i d é a l ,  puisque purement i n f i n i t a i r e ,  e t  non nécs- 

sairement fermé comme l e  montre l 'exemple su ivant  : 

2 i S o i t  LI = {b a b  a b . . .  a b / i  E R }  

So i t  L = L1 u FG(L1) L e s t  fermé i d é a l  : 

W Supposons L fermé. 

Y n c R ,  b a b  ... a n b b  ... b ... E L .  

n n + l  w w Donc u = b a b  ... a b a ... E L ( s i  L fermé).  

D'où 3(R1, P2. e3) E ( L ~ ~ ~  - E) 3 

2 Donc k2 = b a R : impossible  c a r  k E F G ( L ~ )  2 
o u % = b  

o u ! $ = b a  : impossible  c a r  Rg, d o i t  commencer p a r  b 



i )  Action de CO 

CO 

S i  L e s t  fermé i d é a l ,  L l ' e s t  a u s s i .  

j) Action du s h u f f l e  équ i t ab l e  

D'après l ' é t u d e  f a i t e  a u  III, s i  L e t  L2 s o n t  fermés idéaux on a : 1 

f i n )  B~ L ~ )  = ( ~ 1 "  B~ ~ d h  L ~ )  u ( ~ d h  L~ B~ L~ u ( ~ d h  L~ B~ ~ d h  L ~ )  

= ( L I  P Adh L2)u  (Adh L1 B L2) 

Donc 

(LI Be L2) = (L1 Be L2) u (L 1 O e ~ d h  L 1 ) u (A& L fi L ) l e 2  

= L  O L 
1 e 2 

Donc s i  L1 e t  L2 s o n t  fermés idéaux,  L1 Be L2 e s t  fermé i d é a l .  

k) Action du s h u f f l e  

S i  LI e t  L2 s o n t  fermés idéaux, L1 O Lî e s t  fermé i d é a l  ( c f .  II,  V ) .  

X .  Langages idéaux centraux 

a )  Action de l ' u n i o n  

L'union de deux langages idéaux cent raux  e s t  i d é a l e  c e n t r a l e  ( c f .  V ,  I V ) .  

b) Action de l ' i n t e r s e c t i o n  

L ' i n t e r s e c t i o n  d'une f a m i l l e  ( f i n i e  ou non) de langages idéaux centraux 

est i d é a l e ,  mais e l l e  n ' e s t  pas  nécessairement  c e n t r a l e  : 



c )  Action de l a  concaténat ion 

La concaténat ion de deux langages idéaux cent raux  est i d é a l e  c e n t r a l e  

( c f .  v,  IV). 

d )  Action de * 

* 
S i  L e s t  i d é a l  c e n t r a l ,  L l ' e s t  a u s s i .  1 1 

e )  Action de / 

C S i  L e s t  i d é a l  c e n t r a l ,  L e s t  c e n t r a l  mais non nécessairement i d é a l  

* * W  
Exemple : L = A u A b avec A = { a ,  b} 

0 5 'L c - A~ : donc 'L e s t  non i d é a l .  

f) Action des morphismes 

1 )  Moqhismes s t r i c t emen t  a l ~ h a b é t i q u e s  --- ..................... ------ --- 

S i  L e s t  i d é a l  c e n t r a l  e t  $ s t r i c t emen t  a lphabét ique ,  $(LI) e s t  1 
i d é a l  c e n t r a l .  

2 )  Morphismes a l ~ h a b é t i q u e s  non s t r i c t s  --- --------- ------ --------------- 

S i  L i d é a l  c e n t r a l  e t  $ morphisme alphabét ique e f f a ç a n t ,  $(L) e s t  

i d é a l  mais non nécessairement c e n t r a l .  

Exemple : $ :  a + a  

L = A* u A* bW 

3 )  Morphisme s t r i c t  non a l ~ h a b é t i q u e  ....................... ------ -- 

S i  L i d é a l  c e n t r a l  e t  4 morphisme s t r i c t  non a lphabét ique ,  $(L) n ' e s t  

pas  nécessairement i d é a l  mais est c e n t r a l .  

03 
Exemple : $ :  a - t a b  L = a 



4)  Morehisrne non a l ehabé t iyue ,  e f f a ç a n t  --- ------------ ------ -------- --- 

S i  L i d é a l  c e n t r a l  e t  $ morphisme non a lphabét ique  e f f a ç a n t ,  $(L) 

n ' e s t  n i  nécessairement i d é a l ,  n i  nécessairement c e n t r a l .  

Exemple : $ : a -t a 
-1 * 

$ (A u A* bu) = A 
* 

h )  Action de 

w 
S i  L e s t  i d é a l  c e n t r a l ,  L1 l ' e s t  a u s s i  ( c f .  I V ,  V ) .  1 

i)  Action de w 

w S i  LI e s t  i d é a l  c e n t r a l ,  L1 l ' e s t  a u s s i  ( c f .  I V ,  V ) .  

j) Action du s h u f f l e  équ i t ab l e  

S i  L e t  L2 sont  idéaux centraux,  L O L e s t  i d é a l  c e n t r a l  ( c f .  I V ,  V). 
1 l e 2  

k) Action du s h u f f l e  

S i  L1 e t  L2 son t  idéaux cent raux ,  L B L2 e s t  i d é a l  c e n t r a l .  
1 

X I .  Langages fermés normaux cen t raux  

a )  Action de l ' un ion  

S i  L e t  LÎ son t  fermés normaux cent raux ,  L1 u L2 e s t  fermé normal 1 
c e n t r a l  ( c f .  I V ,  V) . 

b )  Action de l ' i n t e r s e c t i o n  

L ' i n t e r s e c t i o n  de deux langages normaux fermés cent raux  est fermée, 

non nécessairement  normale n i  c e n t r a l e .  

2n w CO c f .  L~ = i a  /n 2 01 u a u b  c  L2 = {a2nt1/n 01 u aW u b  dm 



c )  Action de l a  conca téna t ion  

La concaténat ion de deux langages fermés normaux centraux e s t  fermée 

normale cen t r a l e  ( c f .  I V ,  V) . 

d )  Action de * 

* 
S i  L e s t  fermé normal c e n t r a l ,  L  e s t  c e n t r a l  normal mais non néces- 

sairement  fermé. 

* 
(Exemple : L = ab  u abw) 

e )  Action de / 

S i  LI e t  L sont  fermés normaux cent raux ,  L  /L e s t  normal, p a s  né- 2  1 2  
cessairement  c e n t r a l ,  n i  fermé. 

a3 

Exemple : L1 = a 

f) Action des morphismes 

Morphisme s t r i c t  --- --- --------- 

S i  $ e s t  morphisme s t r i c t  e t  L  fermé normal c e n t r a l ,  $(L) e s t  fermé 

normal c e n t r a l  ( c f .  I V ,  V I  ) . 

2) Morphisme e f f agan t  --- ---------- --- 

S i  $ e s t  non s t r i c t ,  $(LI e s t  normal mais n i  nécessairement fermé n i  

c e n t r a l .  

' x ' w  Exemple : L = {an b n / n  E R ]  a u a 



g )  Action des  morphismes inve r se s  

- 1 1) S i  4 e s t  e f f a ç a n t ,  6 (LI e s t  c e n t r a l ,  non nécessairement  fermé, 

n i  normal. 

Exemple : 4 : A = {a ,  b)  + A '  = { a ' ,  b ' )  

a + a '  b  

b - t ~  

L = a '  b t m  u ( a 1  b 1 l W  u ( a '  b ' ) *  a '  
- 1 * m * 4 ( L )  = b a b  u ( b  a l W  e s t  n i  fermé, n i  n o m a l .  

- 1 2 )  S i  O e s t  s t r i c t ,  6 (LI e s t  fermé, mais peut  ê t r e  n i  normal, n i  

c e n t r a l .  

Exemple : L = a  u ab  u c  u c  b bm 

: a + a  

b ' d  - 1 4 (L) = a u- c  w 

C ' C  

h )  Action de m 

m 
S i  L  e s t  fermé normal c e n t r a l ,  L  l ' e s t  a u s s i  ( c f .  I V ,  VI).  

i )  Action de w 

W S i  L e s t  fermé c e n t r a l  normal, L e s t  c e n t r a l ,  pa s  normal ( sauf  s i  

L = 0 ou L = (€1 )  e t  pas  nécessairement fermé. 

* 
Exemple : L = a  b  bm u aW 

LW = { u /  = m l  e s t  non fermé. 

j) Action du s h u f f l e  équ i t ab l e  

Le s h u f f l e  équ i t ab l e  de deux langages fermés normaux cent raux  est 

normal c e n t r a l ,  non ngcessairement fernrié. 



k) Action du s h u f f l e  

S i  L e t  L s o n t  fermés normaux cent raux ,  L O L2 est fermé normal 1 2 1 
c e n t r a l  ( c f .  I V ,  V I ) .  

X I  1. Langages fermés idéaux cent raux 

a )  Action de l ' u n i o n  

L'union de deux langages fermés idéaux centraux e s t  fermée i d é a l e  

c e n t r a l e  ( c f .  I V ,  IX). 

b )  Action de l ' i n t e r s e c t i o n  

S i  L e t  L s o n t  fermés idéaux cent raux ,  L1 n L2 e s t  fermé i d é a l ,  1 2 
non nécessairement c e n t r a l .  

m CO 

Exemple : (ab ) n a c  = {a) 

C )  Action de l a  concaténat ion 

La conca téna t ion  de deux langages fermés idéaux centraux e s t  fermée 

i d é a l e  c e n t r a l e  ( c f .  I V ,  IX). 

d )  Action de * 

* 
S i  L e s t  fermé i d é a l  c e n t r a l ,  L e s t  i d é a l  c e n t r a l  mais pas  nécessa i -  

rement fermé. 

m * * W 
Exemple : (ab ) 3 - a e t  a C (abm) 

e )  Action de / 

S i  L e t  L2 s o n t  fermés idéaux cent raux ,  L1/L2 e s t  c e n t r a l  normal, 1 
non nécessairement fermé, n i  nécessairement i d é a l .  



a b  a  c L1/L2 1 => L / L non i d é a l  1 2  
a  4 L1 / L2 

f )  Action des morphismes étendus 

1 )  Moqhismes s t r i c t emen t  a lphabét iques  --- ..................... ------ --- 

S i  @ e s t  s t r i c t e m e n t  a lphabét ique ,  e t  L fermé i d é a l  c e n t r a l ,  $(L) 

e s t  fermé i d é a l  c e n t r a l  ( c f .  I V ,  IX). 

2)  Morphismes s t r i c t s  non a lphabét iques  --- ..................... ------ --- 

S o i t  $ s t r i c t  non alphabét ique.  S i  L est fermé i d é a l  c e n t r a l ,  + ' (L )  

e s t  fermé c e n t r a l ,  non nécessairement i d é a l  ( c f .  I V ,  1x1. 

3 )  Moqhismes a lphabét iques  e f f a ç a n t s  --- --------- ------ -------- ---- 

S i  L e s t  fermé i d é a l  c e n t r a l ,  $(L) e s t  i d é a l ,  non nécessairement 

c e n t r a l  n i  fermé. 

CD 
Exemple : L1 = { a n b P / p  S n }  ; Lî = a  ; L = L L 

1 2  

4 Morphismes e f  f a ç a n t s  non alphabét  i gues  --- ----------- ----------- ------ --- 

Alors $ ( L I  est  n i  nécessairement fermé, n i  i d é a l ,  n i  c e n t r a l .  



w w 
Exemple : L =  ( a n b n / p 5 n )  a u c  

$ :  a + €  + (L)  = b* u (cd)w 

b ' b  

c + cd 

g)  Action des morphismes inve r se s  

1 )  Moqhismes s t r i c t s  --- -------------- 

S i  L est fermé c e n t r a l  i d é a l  e t  $ un morphisme s t r i c t ,  $"(L) e s t  

fermé i d é a l  non nécessairement c e n t r a l  (même s i  O a lphabét ique) .  

Exemple :  auab ab^ 
$ :  a + a  $-'(LI = a 

S i  O e f f a s a n t ,  $-'(L) e s t  c e n t r a l ,  i d é a l  non nécessairement fermé. 

h l  Action de 

w 
S i  L e s t  fermé i d é a l  c e n t r a l ,  L  l ' e s t  a u s s i .  

i )  Action de w 

W 
S o i t  L  f 0 e t  L # ( € 1  , L fermé i d é a l  c e n t r a l .  L est c e n t r a l  non 

normal, e t  e s t  non nécessairement fermé comme l e  prouve l 'exemple : 



i) Action du shuf f l e  éau i t ab le  

S i  LI e t  L2 son t  fermés idéaux centraux, LI Be L2 fermé i d é a l  c e n t r a l .  

k) Action du s h u f f l e  

S i  L1 e t  L son t  fermés idéaux centraux, LI O L2 l ' e s t  a u s s i  ( c f .  II, 2 
IV, VI. 



2 Langages r a t i o n n e l s  

Un système de t r a n s i t i o n - n o t é  t s - S  e s t  composé de : 

- un ensemble de conf igu ra t ions  C 

- un a lphabet  A 

- un ensemble de t r a n s i t i o n s  T  c Cx AxC - 
- un ensemble D c C de conf igu ra t ions  i n i t i a l e s  - 
- un ensemble D c C de conf igu ra t ions  f i n a l e s  f i n  - 
- un ensemble Cinf E C de conf igura t ions  i n f i n i e s  

On d é f i n i t  p a r  : X : CxA- tC  

X(C, a ) = ( c ' / c x a x c ' ~ ~ )  

Alors  L*(s) = {f / 3 ( c  ) I f l  t q  . co E D i i = o  

W 
L (S)  = {u/ 1 ( ~ ~ ) ~ ~ ~  t q  . c0 € D 

(ci-I, u ( i ) ,  c i )  E T, VieLu 

. {i / ci E c i n f }  e s t  i n f i n i  1 
Un langage L c A s e r a  d i t  r a t i o n n e l  ssi il e x i s t e  un t.s. f i n i  

( i . e .  C f i n i )  t e l  que L = L%). C51. 

Par  l a  s u i t e ,  t ous  l e s  t .s. cons idérés  s e r o n t  f i n i s .  

On peut  modi f ie r  l a  d é f i n i t i o n  comme s u i t  : 



Soi t  S un t .s. ,  e t  C une p a r t i e  de P(C). 

Alors L;(s) = {u / 3(ciIiEN t q  . cg E D 

* . c i  ~ ( i ) ,  ci)  E T, Y i  r N 

. 3 C '  E C t q  {ili E N, ci 1 c ' )  est f i n i  

Comme pour  l e s  automates on d i r a  que S e s t  dé te rminis te  ssi 

- ca rd  (D) I l  

- card  (X(c, a ) )  I 1, Yc E C ,  Ya E A .  

Alors on a (C21) 

03 

Th - (1) il e x i s t e  un t .s. S t q  L = L (S) 

( 2 )  il e x i s t e  (S,  C) t q  L = L;(s) u L*(s) 

( 3 )  il e x i s t e  (S ,  C) t q  . S dé te rmin i s t e  

. L = LC(S) " L*(s) 

Notat ions 

Nous noterons  : 

f AS> B s i :  3a E A ,  b E B ,  a 

f Acc ( C I  = {c' / C '  E C ,  3f, c -> c l )  



Acc (D) = U Acc ( c )  
cc D 

coacc (DI = U coacc ( c )  
ceD 

De p l u s  on a  l a  c a r a c t é r i s a t i o n  su ivan te  : 

03 

Th C81 : Le langage L c A e s t  reconnu p a r  un t.s. ssi s a  p a r t i e  f i n i t a i r e  - - 
Lf i n  e s t  r a t i o n n e l l e  e t  Linf v é r i f i e  : 

L i n f  - - w U Ki(K;) avec Ki K; 
l l i l p  

r a t i o n n e l s  f i n i t a i r e s .  

I I .  R é d u c t i o n  d ' u n  s y s t è m e  d e  t r a n s i t i o n  

f i n  inf ,  S o i t S = < c , D , T , c  , c  

On d i r a  que S e s t  r é d u i t  ssi : 

. c = Acc D 

. c  c  Coacc ( c  u c  ) 
f i n  i n f  

. C 
- 

i n f  - B(  cinf) avec 

f  
B(cinf) = {C l cinf / 3f # O t q  c  -> c l  

Alors : 

Pmpob&on : Pour t o u t  système S, il e x i s t e  un système de t r a n s i t i o n  

r é d u i t  S q u i  r econna î t  l e  même langage i n f i n i t a i r e .  r 



cR = Acc D n Coacc (cfin u B(cinf)) 

DR = CR " 

3 .  ùéterminisation d'un système 

Contrairement au cas  des  r a t i o n n e l s  f i n i t a i r e s ,  l e s  r a t i o n n e l s  i n -  

f i n i t a i r e s  ne s o n t  pas  t ous  reconnaissables  p a r  des  t .s .  dé t e rmin i s t e s  
m * W  

( i . e .  L = L ( S I ) ,  comme p a r  exemple ( a u b )  b . 
W S i  on no te  DRat (A ) l 'ensemble des  langages i n f i n i t a i r e s  reconnus 

pa r  un t.s. dé t e rmin i s t e ,  on a  : 

Th [ 8 1  : ( 1 )  L E DRat ( A ~ )  - 

( 2 )  L = (PJ K ~ ( K ~  où Ki ,  K! son t  r a t i o n n e l s  f i n i t a i r e s  
1 

i=l p r é f i x e s  O 

On peut t o u t  de même u t i l i s e r  l a  cons t ruc t ion  c l a s s ique  de dé t e r -  

min isa t ion  d'un automate f i n i ;  c e r t e s  le  système obtenu ne peu t  t o u j o u r s  

s e r v i r  à r econna î t r e  l e  langage de d é p a r t ,  mais il peut  s e r v i r  à reconnaî- 

t r e  de façon dé t e rmin i s t e  l 'ensemble des f a c t e u r s  gauches, ce  q u i  nous 

s e r a  souvent u t i l e .  

S o i t  donc S = c c ,  T, D ,  cfin , cinf> 

Supposons que S s o i t  t é d d  ( au  s e n s  c i -dessus) .  

Alors on d é f i n i r a  Sd = <cd, Td,  D d ,  c 9 @' 
d f i n  



avec cd = 2' 

Td = , a ,  f ' )  / c '  = A S c  a ) )  

Dd = {DI 

c = IC • 2C / f  n cfin # 01 
d f i n  

On au ra  : . L*(sd) = L*(s) 

f 
Dd -> c <-> f E F G ( L ~ ( s ) )  d 

De p l u s  Sd e s t  r é d u i t  au sens  ci-dessus.  

S i  en géné ra l  on ne peut  pas  d é f i n i r  c t e l  que L(sd)  = PD(s), 
d in f  

w 
l e  ca s  des langages fermés e s t  pa r t i cu l i è r emen t  simple puisque s i  L (S)  e s t  

fermé on a : 

P ( s ~ )  = l W ( s )  avec SA = <cd,  T ~ ,  D ~ ,  , cafin, cd> 

(donc L r a t i o n n e l  fermé e s t  dé t e rmin i s t e ) .  

4. Const ruc t ion  des p a r t i e s  normale, c e n t r a l e  e t  p a r f a i t e  d ' un  langage 

i n f i n i t a i r e  r a t i o n n e l  

Notat ions 

* S o i t  S un t .s.  ; S  = Cc, D, T, c 
i n f '  'fin" 

S i  c '  e s t  une p a r t i e  de c ,  on appe le ra  t L u ~ ~ n  de S à c l  l e  

sys t ème-no té  S / c '  - d é f i n i  p a r  : 

S / c l  = < c ' ,  D ' ,  Tt, c i n f ,  fin - C '  > avec 

D 1  = D n c '  = c n c l  9 ckin = c n c f ,  
i n f  f i n  

* S i  S e t  S '  son t  deux systèmes, on no te ra  S x 3'  l e  système r 



S X S '  = { C X C ' ,  D x D ' ,  T", ,> avec 

En f a i t  S x S' n ' e s t  pas  "encore" un système. Il f a u d r a i t  p r é c i s e r  

les conf igu ra t ions  f i n a l e s  e t  i n f i n i e s .  

Mais c e t  abus de no ta t ions  nous permet t ra  d ' a l l é g e r  sér ieusement  

les n o t a t i o n s ,  les conf igura t ions  f i n a l e s  e t  i n f i n i e s  é t a n t  b i e n  s û r  pré-  

c i s é e s  dans chaque cas .  

P a r t i e  normale d ' un 1 a n g ~ g ~ - y ~ t j  ....................... onnel i n f i n i  t a i r e  
, - - - - - - - - - - - - - - - - -  

La paMie  n o m d e  notée N ( L )  d 'un  langage L e s t  l e  p l u s  grand lan- 

gage normal contenu dans c e l u i - c i  ( i l  e x i s t e  b ien ,  puisque l ' u n i o n  de deux 

langages normaux e s t  normale, e t  fl est normal). Le problème q u i  s e  pose 

donc e s t  de t r o u v e r  c e t t e  p a r t i e  normale. Dans l e  cas  où l e  langage e s t  

r a t i o n n e l ,  e l l e  e s t  aus s i  r a t i o n n e l l e  C ~ i v a t l  ; nous a l l o n s  donc c o n s t r u i r e  

un système l a  reconnaissant  à p a r t i r  du système reconnaissant  L. 

So i t  L = P ( s )  avec S = cc ,  T, D y  cfin, cinf> 

On peut supposer que S e s t  r é d u i t .  

S o i t  a l o r s  Sn = {cn , Tn, Dn, cn d é f i n i  p a r  : 
f i n  i n f  

S = S x S avec Sd = S /c  où 
dn n dn 

c = { E  r cd / E n Coacc c # (81 
dn f i n  

C = Cd 
x c = c  x c 

n f i n  n ~ :  - d f i n  

C = C 
n i n f  dn 

'in* 

f f Alors : Dn - c => D-> Coacc (c  
n f i n  

.n 

=> f FG(L f i n )  



Donc D cn => Yp, uCpl E FG(L f i n )  
n  

i n f  Dn cn 3 D 5 Cinf => f L 
n  S 

f De même Dn r> cn = > D  * > c * f ~ L  f i n  . 
n S 

Donc fm(sn)  c N(L) 

Réciproquement : 

u E hf(L) => Yp, uCpl E FG(L f i n )  

u  de p l u s  u  f N(L) => u E L~~~ => D -> c  donc comme S e s t  déterminis te  : . i n f  dn 

On a  b i en  N(L) c fW(sn )  

D'où f inalement  M L )  = f m ( s  ) 
n 

Remarque : Un t.s. e s t  d i t  normal ssi c  E Coacc ( c  ). Le système c o n s t r u i t  
f i n  

c i -dessus  n ' e s t  pas  normal. I l  s u f f i t  cependant de l e  modi f ie r  légèrement 

pour  a v o i r  un système normal. En e f f e t ,  il s u f f i t  d ' ad jo indre  à S une conf i -  

gu ra t ion  p u i t s  notée @, l e s  mots f i n i s  é t a n t  reconnus p a r  S . On o b t i e n t  

a i n s i  S' : dn 
n  

S '  = Sd X S'  avec S '  = Cc',  T', D,  cfin, c > 
n 

n  i n  f 



c ' = c  X c  n n i n f  i n f  

P a r t i e  centra le d 'un langage ra t i onne l  i n f i n i  t a i  r e  ........................ - ....................... 

On appè l l e  p a r t i e  c e n t r a l e  C(L) ou c e n t r e  d'un langage L l e  p l u s  grand 

langage c e n t r a l  contenu dans c e l u i - c i  ( i l  e s t  d é f i n i  puisque l 'un ion  de deux 

langages centraux e s t  c e n t r a l e  e t  0 e s t  c e n t r a l ) .  Le c e n t r e  d'un langage ra -  

t i o n n e l  é t an t  r a t i o n n e l ,  on va c o n s t r u i r e  un système reconnaissant  l e  c e n t r e  

de L, à p a r t i r  du système reconnaissant  L.  

So i t  L = l W ( s )  avec S = <c,  T, D ,  cfin, cinf> 

Construisons Sc = <cc , Tc,  Dc, cc Cc > avec : 
f i n  i n f  

A 

S = Sd x S avec Sd = S C 

c d/cd où c  
= ( 5  E 2 / f  n Coacc cinf # 01 

C C 
d  

C 
'- C 

= C x C 
C f i n  dc f i n  

l 
- 
- Cd 

x c  
c i n f  i n f  c 

f Alors Dc -> c 3 Ddc f  -> c 
C 

3 f  . FG( L~~~ 1. 
dc 

Et donc L (Sc) C - C(L)  s i  C(L) e s t  l e  c e n t r e  de L 

Réciproquement : f E C(L) => f E FG(Linf) 

Donc C(L) = Lm(sc) 



Remarque : Un t.s. e s t  d i t  permanent ssi c  c Coacc ( c  ). Le système cons- i n f  
t r u i t  i c i  ne l ' e s t  p a s  mais il s u f f i t  de l e  mod i f i e r  de l a  manière su ivan te  : 

c ' - 
- Cd x Coacc c 

C f i n  i n  f  
C f i n  

c ' = C 
C i n f  d  

C 
'inf 

Les systèmes que nous avons appelés  S  e t  Sn s ' i l s  ne s o n t  pas  e n  gé- 
C 

n é r a l  permanents ( r e s p .  normal) ont  l ' i n t é r ê t  d ' ê t r e  l a  r e s t r i c t i o n  d'un 

même système, ce q u i  va nous permettre  de c o n s t r u i r e  l a  p a r t i e  c e n t r a l e  e t  

normale d 'un r a t i o n n e l  i n f i n i t a i r e .  

Partie parfaite d ' u n  langage inf in i ta i re  rationnel 
me----- ---------------- - ....................... 

Déd. : Un langage c e n t r a l  e t  normal s e r a  d i t  patr6cLi-t. La p a r t i e  p a r f a i t e  d'un 

langage L  e s t  l e  p l u s  grand langage p a r f a i t  contenu dans L. 

L ' idée l a  p l u s  n a t u r e l l e  semble ê t r e  de c a l c u l e r  p a r  exemple l a  par -  

t i e  normale de L e t  e n s u i t e  de prendre. l a  p a r t i e  c e n t r a l e  de c e l l e - c i ,  c e  

q u i  évidemment n ' a b o u t i t  pas  nécessairement à l a  p a r t i e  p a r f a i t e ,  puisque 

l e  d e r n i e r  langage obtenu n ' e s t  p l u s  nécessairement  normal : 

* * * * W * * 
E x e r n p l e : L = b a  b u b a  b a  b u b a  b a  u b a  b a  b a W  

* * W 
C(N(L)) = b a b u b  a  b  a  n ' e s t  p l u s  normal. 

Mais s i  P(L) désigne l a  p a r t i e  p a r f a i t e  de L ,  on a  : 

Donc s i  l a  s u i t e  L ,  M L ) ,  C(N(L)), N(C(N(L))) ... e s t  s t a t i o n n a i r e ,  

e l l e  au ra  pour va l eu r  à p a r t i r  d 'un c e r t a i n  r ang  P(L). En e f f e t  s o i t  donc 

(Li)irN d é f i n i  p a r  : 



L2p+1 = N ( L ~ ~ )  

L2p+2 = C ( L ~ ~ + ~ )  = C ( N ( L ~ ~ ) )  

Alors : 1) Y i  É hl, P(L) c Li puisque : 

P(L) c Lo 

DoncL e s t  
2n0 

P( L ) c e n t r a l )  

2 )  S i  l a  s u i t e  (L.)  e s t  s t a t i o n n a i r e  à p a r t i r  du rang 2n 
1 O 

on a  : 

- N(L ) = L2n +1 - L2n => L normal 
2n0 O O 

2n 
O 

= L => L c e n t r a l  
O 2n0 2n0 

p a r f a i t  1 



S o i t  donc L r a t i o n n e l  e t  S r é d u i t  reconnaissant  L e  

Posons cd = zC 
'dinf = Ic C d / C  n cinf # @} 

S o i t  l a  s u i t e  (CiI ipNdéfinie  p a r  : 

Cl = Coacc C 
df i n  

C2 = Cl "oacc cc 
d inf  '1) 

c3 = C n Coacc (Cdfin 2  n C2) 

C = C  
2p 2p-1 n Coacc (Cdinf n C 2p-1 C2p-1) 

= C n Coacc (Cdfin C2p+l  2p n c  2~ 1 

Définissons a l o r s  (Si)iEN p a r  : 

Alors : 



( c f .  cons t ruc t ion  de l a  p a r t i e  c e n t r a l e ) .  

( c f .  cons t ruc t ion  de l a  p a r t i e  c e n t r a l e ) .  

Mais (Card(Cix C))iEN e s t  une s u i t e  déc ro i s san te  d ' e n t i e r s  p o s i t i f s ,  

puisque C .  c C pour t o u t  i. E l l e  e s t  donc s t a t i o n n a i r e  : 
i i + l  

3p / Card ( C  xC) = Card (CnxC) ,  Yn, n  2 p ,  
P  

donc comme Cn C C  on a  C = C Yn, n  2 p  
P' n  P  

d'où Sn = S 
P  



On a donc un moyen e f f e c t i f  de cons t ru i re  l 'automate reconnaissant  l a  

p a r t i e  p a r f a i t e  de L. 

Remarques : 

1) On a vu qu'un langage normal ( r e sp .  c e n t r a l )  peut ê t r e  reconnu 

p a r  un t.s. normal ( r e sp .  permanent). Mais il e x i s t e  des langages p a r f a i t s  

qu'aucun système permanent e t  normal ne reconnaît .  Ccf. L = ( a  u b)* ( a  u bu) : 

contre-exemple dû à A. Arnold]. 

2)  Dans l e  cas où L e s t  dé terminis te ,  l e s  choses sont s impl i f i ées .  S i  

S e s t  un système déterministe  reconnaissant  L ,  on peut appliquer l e  pr inc ipe  

de l a  cons t ruct ion  p a r  " res t r i c t ion"  directement à S : 

Exemple : L = (b* a l 2  u (b* a )  u (b* a )  bu , 

S i  : reconnaît  l a  p a r t i e  p a r f a i t e  de L. 

Par cont re  s i  on prend L = (a  u b)* (a  u bu) 



S; : 0 ne  reconnai t  pas  P(L) ( P(L) = L i c i  1 

3 )  S i  L n ' e s t  pas r a t i o n n e l ,  l a  s u i t e  ( L ~ ) ~ ~ ~  d é f i n i e  précédemment 

n ' e s t  pas  nécessairement s t a t i o n n a i r e  : 

S o i t  L = L  f i n  L i n f  
avec L - fin - u *{ U (b+ ci b l k  b] 

i E N  l l k l i  

Alors Lo = L 



III. Stabilité des rationnels 

Les propriétés de clôture des langages rationnels infinitaires ont déjà éti 

étudiées (BÜchi, Mac Naughton et Eilenberg ( [ 5 ,  8, 131). M. Nivat et 

F. Gire ([IO, 15]), Park (Ill]). Nous en rassemblons ici quelques. unes tri.- 

en précisant la construction de l'automate reconnaissant l'image par rnsri+~?~-; 

d'un rationnel. 

a) Action de l'union 

L'union de deux rationnels inf initaires est rationnelle ( immédiat ) . 

b) Action de l'intersection 

L'intersection de deux rationnels infinitaires est rationnelle (Buchi I:II> 

c) Action de la concaténation 

Si L et L sont rationnels, L1 L2 aussi. 1 2 

En effet : 

QD 
n w fin L2 Rat A L2 = L F n  U ( U Ki Li) avec L2 6 Rat A* 
i=l 

Ki E Rat A* 

Li E Rat A* 

Donc 

L1L2 est rationnel. 

d) action de * 
* 

Si L est rationnel, L. l ' e s t  a u s s i .  

En effet 

L* = (Lfin * fin * inf ) u ( L  L 



* 
L , union de deux rationnels, est donc rationnel. 

e) Action des morphismes étendus 

a0 

La famille des rationnels de A est stable par morphisme étendu [IO]. 

Il est donc légitime de construire, à partir d'un système fini de transition 

S reconnaissant un langage rationnel infinitaire L, un système fini reconnais sa;^^ 

l'image ,de L par un morphisme donné. La construction suivante est semblable 

à celle utilisée dans le cas finitaire, quelques raffinements' s ' imposant quand 

le morphisme est effaçant. 

* 
Soit donc @ un morphisme de A dans B , A-et B étant deux alphabets quelconques. 

QD 00 

Soient L un langage rationnel de A , S un s.t. tel que L = L ( S ) ,  avec 

C C S = CC, A ,  T, D, fin, inf,, C = (ci / i r Cl, 
. . 

a) cas où 4 est non effapant ,--------------------I-,, 

Ce cas ne présente aucune difficulté. 

Pour tout a de A, l'image @(a) est de la forme b ... bn, avec n r 1, et b. E E. 1 1 

Donc si.(c a, c.) r T, on définira des configurations intermédiaires i ' 3 

c ' .. . C' et les trânsitions : 
i,a,l i ,a ,n-1 

On définira donc S' par : 

t Tt = {(cTi,b,c' .)/b t B et ( 3  a r A tq / Q(a) = b (ci,a,c.) c T)} 
3 3 

u {(cqi,b, cfisa91 1 / b E B ,  a E A tq @(a) = bf, If1 r 1) 

. ,b,c' {(c'i,a,3 i,a, j+l )/b c'B, a r A avec 4(a) = f bg 
If1 = i 



11 est alors immédiat que S'  reconnait $(L) ' 

8) Cas général . ---- ------ 
* 

I'ow tout morphisme 4 de A dans B , il ex is te  $1 et $2 tq : 

+ . $1 morphisme de A' sur B (t$l non effaçant) avec A' c A. 

. $* morphisme de A sur A u {E)  ($2 alphabétique non nécessairement strict) 

$=$,O#, 

11 suffit pour cela de poser 

= E sinon 

@l(a) = @(a) sur A' = {a r A / t$(a) # E) 

Le cas non effaçant ayant été traité, on peut donc se ramener au cas où @ 

est alphabétique, décomposant ainsi la construction dans le cas général en 

d e v a  constructions (les deux constructions pouvant bien sGr se faire simulta- 

St:;posons donc t$ alphabétique (en. fait $ projection) 

011 définit alors S' par 

. c 1  = {cli / i r [pl} 

. Si X est la fonction de transition de S, 

A' est bien calculable. En effet : 

C m i t  d E A(c, U) avec $(u) = b, lu1 = °D 



u 
Donc tq 

u * 

+(u) = b => 3 ! i O - tq $(ui 1 = b 
u O 
0 1 Donc Si i = O : c ->c 

O u u u u i O i 
sinon : c ->c O 1 -SC O ! = > c .  O>C ' 

* 
Donc : d E X(C, A ) 

Montrons maintenant qu'on peut i,mposer à a d'être de longueur au plus M, 

avec M judicieusement choisi. 

Supposons : 

= > y  i, i # io => +(f.) = E . .  
1 

gl fi g2 
O ->à avec 4(g1) $(g2) = E Donc (k, 1) tq : C ->c ->c 

k 

Mais il suffit alors d'appliquer le lemme dlénilepour avoir 

Donc c \ h l  fio h21 s 2p-1 



Donc 

e t  A' e s t  b ien  ca lcu lab le .  

On pose a l o r s  

. Clinf  = c i  / Ci " Cinf) 

- * f 
clf in - {cl i  / (ci E cfin) OU (ci  E c e t  J f E A tq ci + ci 

' 
i n f  

@ ( f )  = E 

C f i n  e s t  b i en  ca lcu lab le  puisque 

3 f E A==' t q  1 5  Ig1< card c 

(c f  lemme de l ' é t o i l e )  

Hontrons donc que @(LWtS)) = LW(s1 ) 

+ LW(S') - c @(LW(S)) 

avec c '  E D' 
O 

CI n L Clfin 

par  d é f i n i t i o n  de A ' ,  on a donc : 



a.), i r [I, nl) 3 cl, ..., c n tq (ci E mi-I, 
De plus : clo r D' C O € D 

"1 
Donc : c - Cl an -> cn an) = f 

O 

Deux cas, non nécessairement disjoints, se présent donc, puisque 

ler cas cn E Cfin ------- 
a -a 1 n 

alors c c avec c n ' 'fin' c D, @(al ... an) = f 
O n 

Donc f e @(L*(s)) 

* a 
2ème cas c r Cinf -------- et 3 g c A tq [cl) + cn 

n 

al.. .a n i3 
alors c -> c + c avec co a D 

O n n 

D'où f IE @(L@(s)) 



1- 

Donc 3 (fi) c A* tq [ co A c  3(f ) 
i n 

I $(fi) = ui, Y i E pl 

C' E D' => c E D 
O O 

C' E Clinf => c i i 'inf 
W Donc fo ... f ... E L ( S )  n 

Montrons d'abord 

Lemme - 
f 

En effet 

* Soit f = fl ... f avec fi E A et $(fi) c B. 
P 

Posons $(f.) = a 
i i E Cl, pl 

1 

+(f) = a l  ... a 
P 

1 f f 
Donc : 3 (ci ) tqci->C - C C  ... 

i 
fi> c 

j jcC1,p-11 1 i2 i 4, Cj 
P-1 

Par définition de A ' ,  on a 

Q(f) Donc c - > c C.Q.F.D. 
i j ' 



Alors 3 (in)na tq u n  # , n €34 

Alors 3 (cos ci) tq 

3 (uilifw 
* 

Et d'après ce qui précéde : 

'C E D  
O .  

' 'inf u 
c 0, c a u  

O i n n2l 

u = u ... u a . .  
O n 

avec +(ui) # E, V n a N  

I C t O  : D 

, Iuil 2 1, v i E N 
Deux cas se présentent : 

Donc a = +(u u ... u ... ) c L~ (sl) - O i 
O 

i n 

b) I+(U> 1 est fini 
. Etudions tout de suite le cas oh +(u) = s. 

. Si E E L, D n Cfin est non vide, donc D1 n Clfin non plus et 

E E L*(s') 

. Si E 4 L, il faut ajouter une configuration clc qui servira à 



reconnaitre E dans S' ( cSt r D I  n clfin 
€ .  

c' f cti, V i E [ p l  
€ 1 

. Sinon 

Donc a = $(u6 ... u ) 
u Po 
p0+l 

Mais c - i ] 

- - - - -  
O Comme c 

O $(u ... u ) 
=> c' O > cti 

f r L (S) => 3 co E D i f 
tq Co + C i 3 Ci r Cfin 

Donc si $(f) f E $(f) ' avec c' 'E  D1 c' O > C i  
O 

CI  i E Clfin 

Et @(f) E L*(s') 

* 
(Si $(f) = E, et si E 4 L (SI, il faut - si ce n'est déjà fait - rajouter 
comme ci-dessus une configuration c l a  

E 

Donc Sr reconnai t exactement $(L) 



Ceci permet de retrouver un résultat dû à M. Nivat Clr.11. 

La famille des rationnels fermés de est stable par morphisme etenil i i .  

En effet, remarquons d'abord que si @ est décomposé en @ O @2 comme préc6dem:irr.t 

O2(L) fermé @(L) fermé [car ml strict1 
Or si L est fermé, on peut choisir S le reconnaissant tel que C = C ; alors in f 

il est évïdent que S' reconnaissant 4 (L) et construit connne ci-dessus vérifie 
2 

lui-aussi C' 2 Clinf, et-donc que +î(L) est fermé. 

f) Action des morphismes inverses 

03 

Rat (A ) est stable par morphisme étendu inverse. Mais ni la famille des 

rationnels fermés, ni la famille des rationnels normaux n'est stable par 

morphisme étendu inverse '(F. Gire [101. 

g) Action de / 
w 

Remarquons d'abord que, pour montrer que Rat X est fermé par /, il suffit 

W W de montrer que Rat X est fermé par complémentation dans X . 
Mais les conditions suivantes sont éqüivalentes r21 

(1) L e RAT X' 

(2) il existe iin t.s. S tel que L = L~(s) 

( 3 )  il existe un t .S. déterministe S ,  une partie C de P(C) tel que 

L = L~(S). 

Alors on peut rendre le système S compléternent spécifié, et si on pose 

C W C f  = {p / p r P(C), p 4 C)  il est immédiat que L n A@ = LC, (S). 

h) Action de w 

W 
Donc il est immédiat que, si L est rationnel, L aussi. 



i )  Action de 

03 * W S i  L e s t  r a t i o n n e l ,  L union des deux r a t i o n n e l s  L e t  L e s t  r a t i o n n e l .  

j )  Action du s h u f f l e  é q u i t a b l e  Cl71 

w 
Soient  L e t  M deux r a t i o n n e l s  de A 

f i n  L in f  f i n  M i n f )  
L Be M = (L Ge (M 

- - (Lfin Be Mfin) (Linf Ge Mfin)  u (Lfin Oe Minf) l~ (Li'f O M i n f )  

f i n  . L Be Plfin e s t  r a t i o n n e l  f i n i t a i r e  

. Linf e t  Minf s on t  r a t i o n n e l s  purement i n f i n i t a i r e s .  Donc : 

n  * Donc ae Mfin = u ( K ~  Ni  O& ?Ifin) N: 
i=l 

* f i n  
Lfin 8 Minf = e (Pi Qi cle L 1 Qi e  i=l 

f i n  
~t L~~~ >ff in  c;mae L O M~~~ sont  ~ a t i o n n e i s  i n f i n i t a i r e s .  ' e  e  

i n f  . L cle bIinf e s t  r a t i o n n e l  i n f i n i t a i r e  (R* [il] 

Donc L O M e s t  r a t i o n n e l  e  

k) Action du s h u f f l e  

L a M = ( L  oe M )  u (FG(L)  ee M) u ( L  FG(M)) .  

O r  L e t  M sont rationnels,  FG(L) e t  FG(M) l e  s o n t  a u s s i  (immédiat).  

Donc L O M e s t  rationnel 



1 )  P rodu i t  uniforme 

Soient  L1 e t  L2 deux langages i n f i n i t a i r e s .  On n o t e r a  L1 B L2 l e u r  

p r o d u i t  uniforme : 

f i n  f i n  
( L ~  B L ~ ) ~ ~ ~  = I ( f l .  f 2 ) / f l ~ ~ 1  ,  EL:, , I f l l  = I f 2 1 J  

f i n  L 1 B L 2 ' ( L l ' L 2 )  " ( L l @ ~ 2 ) i n f  

Supposons que L e t  L2 s o i e n t  r a t i o n n e l s .  Soien t  S1 e t  S2 l e s  sys- 
1 

tèmes l e s  reconnaissant  : 

avec 

S i  L1 ( r e sp .  L 1 e s t  fermé, on peut  supposer que C 
2 linf = Cl ( r e sp .  

'2inf = C2) e t  a l o r s  l e  système S1 x S2  donné p a r  <Cl C29  Il 12,  A ,  Tl T2, 

Cl x C 2 in f  ( r e sp  . ' l inf C2)> (avec A((C1, C2), (a l ,  a 2 ) )  = A l C l  a l )  x A2(C2, a, 

r econna î t  L @J L2. 
1 

S i  n i  LI ,  n i  Lî n ' e s t  fermé, il y a  une d i f f i c u l t é  év idente  pour 

c o n s t r u i r e  l e s  con f igu ra t ions  i n f i n i e s ,  d i f f i c u l t é  analogue à c e l l e  qu'on 

peut  a v o i r  pour c o n s t r u i r e  un système reconnaissant  l ' i n t e r s e c t i o n  de deux 

langages (Büchi C5 I 1. 

L'idée e s t  a l o r s  de "dédoubler" l e s  con f igu ra t ions  de Cl x C2 pour 

d i s t i n g u e r  l e  c a s  où on a t t e n d  une conf igura t ion  i n f i n i e  du deuxième pro- 

cessus  e t  ce lu i  où on a t t e n d  une conf igura t ion  i n f i n i e  du premier processus.  

Définissons a l o r s  S par S = <C, A ,  1, T Cinf> avec  : 



T = c C/nl(C) r Tl u 7 e t  n2(C) c T2 u 51 
- 

T I X  T2 u Tl X T  

(al(cl ,  C2) = Cl, n2(C1, C2) = C2) 

A ,  l a  fonction de t r a n s i t i o n  s e r a  d é f i n i e  p a r  : 

va E Al x A,, 

A(C, a )  = l (C,  a )  - s i  al(C) Z Clinf 

= E1 / C f  E X(C, a ) ]  - si  nl(C) r Clinf 

*(T, a )  = <Cr/c l  E h(C, a ) ,  n2(C1) # ~~~~~l 

u / C l  c l ( C ,  a ) ,  a2(C1)  r CÎinf 1 

- 
'inf - ' i inf  '2' 

Alors : 

f m ( s )  = L1 . L2 

03 
Dm : Montrons d'abord que f (S)  c L1 . L2 - 

+ L*(s) c L1 ' L,. 

S o i t  donc f c L*(s) : f = ( f l ,  f,) avec I f l [  = I f 2 [  

Mais T = T x T2 u T x 7  1 1 

donc s i  Y = (y1. y 2 ) ,  y1 = Cl (où C;) avec cl r T 1 

Y, = C2 (où 5) avec C2 r T2 



Et ,  vu l a  d é f i n i t i o n  des t r a n s i t i o n s  dans S : 

fl f i n  il -> C donc f l  E L1 1 

2  
i2 -> C2 donc f2  

E t  f inalement  ( f  f 2 )  E L1 @ L2 1 ' 

u  E L ~ ( s )  : u  = ( u  u2) avec ( i l >  i 2 )  
U2 

1 ' 'inf 

Mais Cinf - - Clinf X C2 e t  : 

i n f )  
U .1 Xu -2 (ul  E L1 

Donc (3(Cl, C2) E Cinf t q  ( i l '  i 2 )  A> (Cl. C2) => i n f )  
(u2  E L2 

f % 

(Cl' C2) -> (C 1' C2) 
avec 

I f 1  + 0 

'1 ' l i n f  
C2 E C 2  

Montrons maintenant que : L1 @ L2 c 1OD(s) 

+ f  E (L1 @ L2) f i n  

, =.> . 

f i n  f i n  donc f ( f ly  f 2 )  avec f l  E L1 , f2  E L2 , I f l l  = I f 2 /  

'3(fl '  X'  f 2 ) ,  3 ~ ,  3 ( C i ,  C.) t q  
3 

f = f  1 x f 2  - 

fl 
X *2 

1 2  > Cl x  C2 c . x c  -2 y-> C . X C  - 
l j  





Donc on p e u t  t rouve r  deux s u i t e s  s t r i c t emen t  c r o i s s a n t e  nk e t  n  t q  : k. 

' C ' Clinf > dn ' C21nf 
nk k  

nk < n < nk => dn 4 C2inf 

r n k < n <  nktl => C E C n  l i n f  

( i l  s u f f i t  de c o n s t r u i r e  (nk )  e t  (T) comme s u i t  : 

n = i n f  {n > O / Cn E clinf} 
O 

mg = i n f  {n > no / dn E c ~ ~ ~ ~ }  

n  
k t 1  = i n f  {n 2 nk / Cn E c l inf}  

m k t l  = i n f{n  > n k + ~  / dn ' C2inf ' )  

Alors on a : 

Pour k  = 1 



Supposons la propriété vraie jusqu'à l'ordre k. 

mk < n < nk+l => C { C n linf 

UCnk+ll 
\ 

UL"k7 
C n > C 

S1 
n 
k+ 1 

'2inf avec n k < mk 5 nk+lm 
mk 

donc (Cl, dl) 
uCnk+ll 

> (C n , d  1 
S n k+l k+l 

UCnk+ll 
üq- 

=> (C nk ' dnk) > (C n 'd 1 
S n k+l k+l 

La propriété est donc vraie pour tout k. 

Donc : 

u 
Soit cl x dl -> c u E L'(s) inf ' 

03 

On a donc bien L (S) = L1 @ L2 

(On a donc construit un système de type "1" reconnaissant L 
1 @ L2 

tq card C S 2 (card C x card Cl). 1 

Remarques : 1) Si L1 et L sont donnés par deux automates de type "2", 
2 

(SI = <Cl, Il> Al, Tl> Pl> , S2 = CC2 > I2 , h2, T2 , Pi), la construction de 
de type "2" reconnaissant L1 @ L2 est facile : 



S = CC, 1, A ,  T ,  P> avec 

2 )  On s'est l imité au  cas  de deux langages ;ma i s  l e s  deux cons t ruc t ions  

précédentes  s ' é tendent  s ans  d i f f i c u l t é s  au cas  de n langages (pour l a  première 

cons t ruc t ion ,  on u t i l i s e  n copies  de C x . . . x  C pour a s s u r e r  l e  passage dans 
1 n 

l e s  con f igu ra t ions  i n f i n i e s  des n systèmes ) . 

La f a m i l l e  des r a t i o n n e l s  f i n i t a i r e s  e s t  donc c l o s e  pour t o u t  l e s  

opéra teurs  c l a s s iques .  

Le t a b l e a u  su ivant  rassemble une p a r t i e  des  r é s u l t a t s  exposés 

ci-dessus.  



\O) +' 
' O )  

' O )  
+' 

\O) 
.A 

- 
O) 

O 

a 

m +' 
C . 2  

C O L  
O C + '  

a c v )  
w 

r E O 
Q, -4 > k 
c r 
.d 67 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

Z 

O 

Z 

O 

o 
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O 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

6 4  

C 
*d 
CI 
Id 
k 

(II w 
Q: U 

ol c -4 

B 0 2 : :  ' d 
.c (II 

l? + 
O E -4 m 
k a 
w 
cn 

* 
ci 
u 

V) -4 
Q, k 
E ci 
V) cn 
-4 
C 

k 
E O 

C, 
U 
04 m 
k o 
ci 
' (II 

\ 

3 

8 

* 

e 

3 

O 
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z 
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Z 

O 

Z 

O 

Z 

Z 

O 

*- 

Z 

O 

O 

O 

'& 
0) 

Yc 
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O 

O 

Z 

z 

Z 

O 

O 

O 

O 

Z 

Z 

O 

O 

O 

Z 

O 

d 

k! 
C 

Z 

Z 

O 

z 

O 

Z 

O 

O 

O 

O 

z 

O 

d 
id 
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OBJETS INFINITAIRES ET TOPOLOGIE ................................ 



METRISATION DES S.F.P. 's  

A) Rappels, Déf in i t ions  : l e s  c.p.0. ' S .  

B )  Les c .p.0 .  ' s  comme espaces topologiques e t  métriques. 

C )  c .p .0 .  ' s  e t  algèbres continues : l e  cas des mots e t  des arbres.  



A)  D é f i n i t i o n s  : les  c . p . 0 . ' ~  

S o i t  D un ensemble muni d'une r e l a t i o n  d ' o rd re  par t iG1,  notée <. 

l i é d i m o n A  : Un sous-ensemble A de D e s t  d i t  c f h @ é  ssi : 

Val ,  a2  e A ,  3a3 A / a l  < a3 & a2  < a3. 

Un ensemble (D, <)  p a r t i e l l e m e n t  ordonné e t  muni d'un p l u s  p e t i t  

é l é l e n t  - n o t é  I- e s t  appelé C.P.O. ssi t o u t  sous-ensemble d i r i g é  de D 

admet un Sup. 

S o i t  (D,  <, I )  un C.P.O. ; un sous-ensemble B c D e s t  appelé  b u e  

de D ssi : Yx E D ,  3 A  c B ,  A d i r i g é e  t q  x = sup A .  

On peut  r a p p e l e r  qu'on peut  compléter  t o u t  ensemble pa r t i e l l emen t  

ordonné (B, <, 1 )  en un C.P.O. t e l  que B s o i t  isomorphe à un sous-ensemble 

de ce C.P.O. e t  t e l  que t o u t  élément du complété s o i t  l e  Sup d'une p a r t i e  

d i r i g é e  de B .  (complétion p a r  idéaux,  ou p a r  c l a s s e s  d 'équiva lence) .  On 
aJ 

no te ra  B l e  complété de B .  

Les éléments d ' information " f in i e "  son t  d é f i n i s  -pa r  : 

Dédi&on : Un é..&?menX b E D e s t  d i t  ~ i k h k t h e  ssi, pour t o u t e  p a r t i e  d i -  

r i g é e  A C D ,  b < sup A = >  3C E A ,  b < C. 

Alors  s i  un C.P.0. D a une b u e  d i W e  dénombmble, e l l e  e s t  unique. 

On d i t  q u ' i l  e s t  w-algébrique. Le lemme su ivan t  s e r a  souvent u t i l e .  

hnme 7 Da : S o i t  D un ensemble muni d'un ordre p a r t i e l  avec un p l u s  p e t i t  

élément - n o t é  I -. Supposons que B s o i t  un ensemble dénombrable de D t e l  

que : 

1. t o u t  élément de D s o i t  l e  sup d'une s u i t e  c r o i s s a n t e  de B. 

2. t o u t e  s u i t e  c r o i s s a n t e  de B admette un Sup dans D. 

3. S i  b < sup bi, avec b < bl < b2 <. . . e t  b e t  l e s  bi éléments de O 
B ,  a l o r s  gn  t q  b < bn. 



Alors D est w-algébrique de base f i n i t a i r e  B.  

Dm : Montrons d 'abord que D e s t  un c.p.0. : - 

S o i t  A une p a r t i e  d i r i g é e  de D. 

Posons X = Cb E B / 3a E A ,  b  < a )  

On a  * I E X  

X e s t  d i r i g é e  : 

A d i r i g é  : 3a3, a l  < a 3  e t  a2  < a3 

O r  1 => a 3  = sup 
i~ N bi 

donc b  < bi] 

=> J i l  t q  b  < b 

3  
il 

De même 3 i2  t q  b '  < bi 
2 

Donc s i  i = sup ( i l ,  i 2 )  b '  < bi avec b .  E X 
O 

b < bi 
O I o  

O 

O r  X e s t  dénombrable ; on peut donc e x t r a i r e  de X une s u i t e  c r o i s s a n t e  

(biIiEi t q  ; Y i ,  b .  E X 
1 

( S i  X = { c i / i  E N } ,  il s u f f i t  de c o n s t r u i r e  b .  p a r  : 
1 

bo = Co 

bl > Co e t  bl > Cl (X d i r i g é e )  



Donc d 'après 2 ,  (b  . ) . a un sup , s o i t  x ce sup : x s e r a  a u s s i  sup de X . 
1 1  

Alors : Va r A ,  Yb r B ,  b < a-> b < x. 

Donc d 'après l., Va r A ,  a < x 1 
Alors : Vb E X ,  b < g :  x < g  j 

Montrons maintenant que B e s t  f i n i t a i r e  : 

Soi t  b E B ,  A une p a r t i e  d i r igée  de D t e l s  que b < sup A. 

Définissons X comme précédemment ; 

On a b < sup X. 

So i t  s i  (C.).  e s t  cons t ru i t e  comme précédemment ; 
1 1  

b < sup Ci 
i 

donc d 'après  3 ,  3i0 t q  b < Ci . 
O 

O r c  r X : 3 a e A , b < c i  < a  
O O 

Les c .p .o . ' s  que nous u t i l i s e r o n s  auront  généralement de bonnes pro- 

p r i é t é s  quant à l ' e x i s t e n c e  des bornes supér ieures .  

V é d i f i o n  : Un c.p.0. (Dy <, 11 e s t  d i t  c o n ~ o n n & e m e v L t  cornpl& ssi 

t o u t  sous-ensemble X c D majoré dans D possède un Sup. Un c.p.0. s e r a  d i t  

i n ~ h i - t d 4 . e  ssi il e s t  w-algébrique e t  conditionnellement complet. 



Pour prouver qu 'un c.p.0. est i n f i n i t a i r e ,  on u t i l i s e r a  : 

00 

Lemme 2 C2Û : Un C.P.O. B est i n f i n i t a i r e  ssi : 

( 1 )  Sa base f i n i t a i r e  B est  dénombrable 

( I I )  B e s t  c l o s e  p a r  sup condi t ionnel  : Va, b E B, 

3e E B,  a < C e t  b < C => Sup(a, b) e x i s t e  e t  appa r t i en t  

à B. 

Vé(ini/üon : S o i t  X c D.  On notera  u(X) l 'ensemble d é f i n i  p a r  : 

donc u(X) e s t  l 'ensemble des  bornes supé r i eu re s  minimales d e  X. 

On d i r a  que u(X) e s t  c o m p h t  ssi : 

On n o t e r a  u*(~) l e  p u  h ~ e a b t e  contenant  x e t  f e n é  p a r  u ,  

D w-algébrique s e r a  d i t  S.F.P. ssi pour  t o u t  X c D ,  X f i n i  f i n i t a i r e ,  U ( X )  
* 

e s t  complet e t  u (X) f i n i .  

Bien s û r  t o u t  S.F.P. e s t  i n f i n i t a i r e .  

Une n o t i o n  i n t é r e s s a n t e  à d é f i n i r  dans l e s  S.F.P. est c e l l e  de 

t r o n c a t u r e  : 

S o i t  en e f f e t  un S.F.P. D de b a s e  B ; S o i t  v une énumération de B : 

B = €bo = 1, bl, ...' bn ,... 1. 



* 
Posons a l o r s  D = u (Ibo, . . . ,  4 ) )  n 

on a : Vn, Vx, 32 é Dn, z < x e t  y < x 1 

En e f f e t  s o i t  Xn = {b E Dn 1 b < XI 

O r  MI E X n , ,  b < x 1 =-> 32 E u(Xn), Z < X 

u( Xn 1 complet 

Donc z E u(Xn) => 2  E Dn 

=> = sup xn 
Z < X  

On notera x[nl  pour sup Xn ; xrnl désignera donc l e  p lus  grand élément 

de Dn i n f é r i e u r  à x. On l ' appe le ra  auss i  "tronqué" de x à profondeur n 

(on verra  p l u s  t a r d  l ' a n a l o g i e  avec l a  t ronca tu re  des mots ou des a r b r e s ) .  

On peut en f a i t  d é f i n i r  c e t t e  "troncature" de façon p lus  générale,  

en u t i l i s a n t  l a  d é f i n i t i o n  en termes de ca tégor ies  des S.F.P.'s. En e f f e t ,  

en termes de ca tégor ies ,  un S.F.P. D e s t  l i m i t e - d a n s  un sens que nous ne 

préc iserons  pas i c i - d l u n e  s u i t e  de c.p.o. 's  f i n i s  D cl91 ; l a  t roncature  n 
à profondeur n se ra  a l o r s  l a  projec t ion  s u r  D . n 

Sans p a r l e r  de ca tégor ies ,  on peut g é n é r a l i s e r  l a  notion de tronca- 

t u r e  comme s u i t  : 



S o i t  une s u i t e  (D ) t e l l e  que : n n 

On pourra  a l o r s  d é f i n i r  l a  aonquée de x à p/~o{ondeut  n - sous-entendu 

p a r  r appor t  à (Dn)n - ( l e  t ronqué d'un élément dépend donc de l a  s u i t e  (D ) n n 
c h o i s i e ,  mais s i  (D ) e t  (D') son t  deux s u i t e s  v é r i f i a n t  l e s  p r o p r i é t é s  n n n n 
ci-dessus on a  : 

Enfin,  on peut  n o t e r  l e s  p r o p r i é t é s  su ivan te s ,  q u i  s o n t  évidentes  

mais u t i l e s  : 

Lemme : a )  x = supn xCnl, xCnl Cpl; xCp1, Vn, n  > p 

b )  x > y => xCnl > yCnl, Yn 

c )  x  = Sup xn=> 3p t q  xCnl = x Cnl Yq 2 p 
n 9 

d )  sup xnCnl = sup x n n n 

Dm : - a )  Yn, xCnl < x 

x = s u p x , x  E B  n n 
Yn, 3p t q  xn E D 

P 

Donc Yn, 3p t q  xn < xcp] 

Yn, x  < sup xCnl 
n n 



Donc Yn, y r n l  < x[nl 

C )  xCnl < x 

xCn1 E B => 3p, xCnl < x Cnl 1 P 
X = sup x 

n 

Mais x < x => x Ln] < xCn1 
P P 

Donc xCn1 = x Ln] 
P 

E t  q > p => xCnl < x Cnl < x Cnl < xCn1 
P 9 

Donc b < xn 

=> b < xnCpl, Vn > no 

b € D 
P 

=> b < x Cnl Cpl, Vn > sup(no, p )  n 

= b < xnCnl 



B )  Les c.p.0. ' s  comne espaces topologiques e t  métriques 

1. Topologie de Lawson C211 [ou de Cantor Cl911 ----- --- ------------------ ----------------- 

Dédini;tion : La topologie de Lawson s u r  D, a comme sous-base l e s  ensembles 

Pb = ( X  E D / x  > b} e t  Nb = {X E D / x I  b}. 

Alors l a  s u i t e  (xn) converge v e r s  x pour c e t t e  topologie ssi : 

Yb E B ,  b < x <=> b < x Ywn &i b p' x <=> Y-n, v p' xn n 
ssi 

Yb E B,  b < x <=>b < x Vmn &i b p' x = >  Van, b p' x n' n 
ssi 

Yb E B ,  b < x => b < xn, Y,n 3_n b < xn => b < x 

avec Van s i g n i f i a n t  pour t o u t  n sauf un nombre f i n i  

3,n s i g n i f i a n t  pour une i n f i n i t é  de n. 

Le l i e n  e n t r e  convergence topologique e t  ordre  e s t  donné par  : 

- sup xn 
X n + ~  > Xn' *xn Lawson 

x ~ + ~  < xn, Yn E N * xn Lawso; i n f  xn 

Une des propr ié tés  l e s  plus importantes-  e t  qu'on u t i l i s e r a  fréquem- 

ment - de c e t t e  topologie e s t  : 

P/ropobL.CLon : Si lD e s t  S.F.P., l a  topologie de Lawson e s t  compacte. 



Dm : La base d ' ouve r t s  é t a n t  dénombrable, il s u f f i t  de démontrer que t o u t e  - 
s u i t e  de D a un p o i n t  d'accumulation. 

S o i t  donc ( x  ) une s u i t e  de D. 
n n 

Posons X = {b E D n /  3 2  t q  b = x h l } .  n P 

Alors Xn f i  0 (puisque Dn f i n i )  

l X f i n i  n 
V y E X  

n t l '  32 e X n / y  > z 

D'où d 'après  l e  lemme de Koenig : 

3(zn)  / z n  E X n ,  zntl > z Vn. n 

S o i t  donc nl t q  xn Cl1 = zl 

n > nl t q  xn C21 = z2 (puisque {n /xnC21 = z2) e s t  i n f i n i )  2 
2 

S o i t  z = sup z ; Montrons que x i Z 
n .  ~ a w s o X  
1 

S o i t  b E B : 

Supposons : 



Alors 

3 2 ,  b < xn [il 
P 

So i t  donc p > . i  : x [il = (xn [ p l )  Cil= z C i l  n 
P P P 

30g, b < z [il < z . 
P P 

Donc b < 2. 

En f a i t  P lo tk in  a montré un r é s u l t a t  beaucoup p lus  f o r t  puisque : 

Théotème C271 : La topologie de Lawson e s t  compact abc : t o u t  u(a,  b )  avec 

a e t  b f i n i s  e s t  complet e t  f i n i .  

[La compacité de l a  topologie joue un peu l e  r ô l e  d'un "super" lemme de 

Koenig]. 

On va maintenant é t u d i e r  des mgtriques qui  d é f i n i s s e n t  s u r  D l a  

topologie de Lawson : 

2. Métrisation d'un S.F.P. ......................... 

a )  Métrique Comyn-Dauchet 

So i t  D un S.F.P., B s a  base f i n i t a i r e .  

S o i t  v une énumération de B ; o n  peut d é f i n i r  l ' a p p l i c a t i o n  

dv : ID x ï û  +R+ p a r  



avec x A x l  = {b E B ,  ( b < x  &t b P x ' )  ou ( b < x l  d b + x))  

Alors : 

? k o p o ~ f i o n  : dv est une ul tramétrique s u r  D. 

De p lus  dv d é f i n i t  l a  même topologie que c e l l e  de Lawson : 

1 1 Soi t  Bd x ,  - une boule de c e n t r e  x e t  de rayon - 
l+n pour dv ; 

v l+n 

l. a l o r s  y E B (x ,  =) <=> (Yp, p <  n, v(n)  < x 4 v(n) < y  
dv 

v(n)  < y  => v(n)  < x) 

1 Donc B (x ,  -) e s t  un ouvert pour l a  topologie de Lawson. 
dv l+n 

S o i t  b E B 

A e s t  f i n i .  



Donc l a  t opo log ie  i ndu i t e  ne dépend pas  de l 'énumération de  l a  b a s e ; o n  a 

même : 

P h 0 p 0 b m 0 n  : Soient  v e t  v deux énumérations de l a  base  f i n i t a i r e  B ,  d 1 2 
e t  d l e s  métr iques a s soc i ées  s u r  D : e l l e s  s o n t  a l o r s  k 6 0 m é m e n ; t  éqLU- v1 

va 

Dm : Vn, 3p t q  Ivl(q)  / q n l  c { v 2 ( r )  / r p l  ; - 

1 
Donc Yn, 3p /Yx, Yy d ( x ,  y )  <- => d Symétriquement : 

I+P 
(x, Y )  <1+n 

v2 

On peut  remarquer, d ' après  ce q u i  précède, que dv d é f i n i t  une &Xtra- 

rné;tru'que a s s o c i é e  à l a  Xopologie de i.awb0n pour .tout c. p. o .  w-dg&b/Lique.  

S i  de p lus  D e s t  2 /3  S.F.P. ( i . e .  u(X) f i n i  complet, pour  t o u t  X de S(D)),  
m 

il y a isomorphisme e n t r e  B l e  complété au sens  de l ' o r d r e  de B e t  B l e  

complété au s e n s  métrique puisque : 

b )  (Ba, d)  e s t  compact, donc complet. 

On a p l u s  précisément : 

00 Théotrèrne C71 : s o i t  i : ( B ,  <, 1) -t ( B  , d ) ,  avec B f i n i f a i r e  e t  B S.F.P., 

l ' i d e n t i t é  sur B ; a l o r s  : 

- 
1 )  i s ' é t e n d  de façon unique e n  i : Bm -t B t e l l e  que : 

iCsup b .1  = 2im i ( b . )  avec b 
r B ,  bj+l j 

> b  
j ' j  I j ' 

2 )  1 e s t  b i j e c t i v e .  



b)  Métrique de "troncature" 

On peut d é f i n i r  une va r i an te  de l a  métrique é tudiée  ci-dessus : 

Eié+$&&Lon : Soi t  D un S.F.P. Supposons que l ' opé ra t ion  de "troncature" a i t  

été dé f in ie  comme au paragraphe A .  

1 Alors si d( x,  y )  = 
+ infin , x[nl + 

, d e s t  une ul tramétrique s u r  D. 
Y C ~ J J  

d(x,  y )  = O <=> Yn, xCnl = yCn1 <=> x = y 

d (x ,  2) i max(d(x, y ) ,  d (y ,  2)) puisque : 

De p lus  

f eme : Soi t  dv l i é e  à une énumération v de l a  base de D. 

Alors d e t  dv son t  uniformament équivalentes.  

Dm : Soient  (D ) d é f i n i s s a n t  l a  t roncature  s u r  D. - n n 

Alors : Yn, 3p t q  Dn c f v ( q ) ,  q i p} 



Donc si (Dn)n e t  (D') s o n t  deux s u i t e s  de p r o j e c t i o n  de D d i f f é r e n t e s  n n 
de D ,  l e s  d i s t ances  a s soc i ées  s o n t  uniformément équ iva l en te s .  

Cl c.D.o. 's  e t  alaèbres continues : Le cas des mots e t  des arbres 

1. Défini t ions -------------- 

a)  Les arbres 

S o i t  C un alphabet  gradué f i n i  ; nous  noterons R(a)  l e  degré d'un sym- 

bo le  a .  S o i t  V un ensemble d i s j o i n t  de C ; n o u s  d é f i n i s s o n s  T(C, V) l 'ensemble 

des  atrb/r~ 6 i W ~  indexés p a r  C comme é t a n t  l e  p l u s  p e t i t  ensemble t e l  

que : 

La pkodondeutr d ( t )  d'un élément t de T(C, V) e s t  d é f i n i e  p a r  
P 

S o i t  Q un symbole d ' a r i t é  0,  R # C u V. On munit 

T( C u Q ,  V >  de l'otrdrre 4ynZux.ique < d é f i n i  p a r  : 

t < f t . .  t ' )  <=> t = R ou t = f ( t l y  ..., t n )  avec n 

T(C u R ,  V) peut  a l o r s  ê t r e  considéré comme l a  base  d'un c.p.0. 

i n f i n i t a i r e .  S o i t  T*(c, V) ce  c.p.o., l e s  éléments de T ~ ( c ,  V) peuvent ê t r e  

cons idérés  comme l e s  atrb/rU & Xhh~ e t  in@wtcuh . . 
U indexés p a r  C e t  V. 



t[n], l e  fionque à profondeur n de t s e r a  d é f i n i  inductivement p a r  : 

tCnl  = R , Y t  E T(C u {R), VI s i n =  O 

tCnl  = t ,  Y t  E C u V u {RI, Yn > O 

tCnl  = f(tlCn-11, ..., t Cn-111, Yn > O 
P 

s i  t = f ( t l , . .  . , 
tP) 

tCnl = sup t Cnl, s i  t = sup tp, t r T(Z u {Q}, v )  
P P P 

(On montre fac i lement  que t r n l  e s t  indépendant du choix  de (t ) , t e l s  que 
P P 

t = sup t 1. 
P P 

On peut  remarquer que c e t t e  t ronca tu re  e s t  un c a s  p a r t i c u l i e r  de 

c e l l e  d é f i n i e  p l u s  généralement dans l e s  S.F.P. ; i c i  l a  s u i t e  (DnIn e s t  

d é f i n i e  p a r  Dn = {t c T(C, V), d ( t )  5 n}. 
P 

On a b i e n  : Dn Dn+ï  

On d é f i n i t  s u r  T(C, V) une u l t ramét r ique  p a r  : 

Cet t e  métrique d é f i n i e  p a r  Arnold e t  Nivat e s t  uniformément équiva- 

l e n t e  aux métr iques généralements d é f i n i e s  dans l e s  S.F.P.'s ( c ' e s t  en f a i t  

une métr ique " l i é e  à l a  t ronca tu re" ) .  

b)  Les mots 

S o i t  C un alphabet  f i n i .  On peu t  cons idé re r  les mots s u r  C comme 

un c a s  p a r t i c u l i e r  des  a r b r e s ,  on cons idèrera  que chaque l e t t r e  de C e s t  

d ' a r i t é  1, e t  on a d j o i n t  deux symboles à C. R e t  un symbole de terminaison 

O (qu'on omettra  souvent ) ,  t o u s  deux d ' a r i t é  0. L'ensemble des  mots s u r  C 

s e r a  donc pour nous : blW( C) = Cm u C* 0 u C* R.  
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L'ordre syntaxique s e r a  d é f i n i  comme s u r  T (1) .  (Donc un mot terminé 

ne s e r a  i n f é r i e u r  qu'à lui-même). La d é f i n i t i o n  des  tronqués s e r a  donc a u s s i  

un cas  p a r t i c u l i e r  de c e l l e  des arbres  ( e t  correspondra avec l a  notion habi- 

t u e l l e  de t roncature  dans les mots), de même que l a  notion de longueur cor- 

respondra à c e l l e  de profondeur. On peut remarquer que l 'u l t ramétr ique  ob- 

tenue ( c f .  a ) )  n ' e s t  a u t r e  que c e l l e  u t i l i s é e  classiquement en théor ie  des 

langage S. 

2 .  Structure algébrigue des mots e t  des arbres --------------- ---- ......................... 
* 

Soi t  X = {xi / i E IN un ensemble dénombrable de var iables .  So i t  

T(z )P~  = , t> / t =<tl,..  . , t >, ti TG, x 1 
P 

l a i l p  1 
(T(L); e s t  donc l 'ensemble des p-uples d 'a rbres  f i n i t a i r e s  où l e s  occur- , 

rences ( e x p l i c i t e s  ou non) de var iables  appart iennent  à X ). 
9 

Soit  I T (  1 )  = U T (  L I P  ; Nous définissons ~'o&cf.ke < IT(L) p a r  : 
p e ~ *  9 

(< au sens de l ' o r d r e  s u r  T ( L ,  Xi)) 

Le pk0duL.t d e  c o m p o a ~ a n  e s t  d é f i n i  comme habituellement, 

i . e .  <q, tl, ..., tn> C r ,  u ~ , . . . ,  u > e s t  obtenu en subs t i tuan t  ui à 
9 

chaque occurrence de xi ( l l i s q )  dans t . ( l l  j l n ) .  
3 

On a a l o r s  : 

femme 1 : Pour t o u t e  p a r t i e  d i r igée  D de (IT( 11, <), il e x i s t e  ( p ,  q )  

t e l s  que D s o i t  inc luse  dans Tq(C). 
P 



(La démonstration est immédiate en vue de l a  d é f i n i t i o n  de ' 'ordre s u r  IT(C)). 

A p a r t i r  de ce lemme, il e s t  f a c i l e  de v o i r  que (IT(C), <) peut  ê t r e  consi- 

déré comme l a  base f i n i t a i r e  d'un c.p.0. i n f i n i t a i r e .  De p lus ,  s i  nous no- 
a0 a0 

tons  ( IT (C),  <) ce  c.p.o., I T  (Cl peut ê t r e  considéré comme l'ensemble des 

p-uples d ' a rb res  f i n i t a i r e s  ou i n f i n i t a i r e s  s u r  C(p E R ) ,  où l e s  occurrences 

des va r i ab les  appart iennent  à un sous-ensemble @hi de X. 

Cet te  descr ip t ion  e s t  obtenue a u s s i  en é tudiant  l ' a s p e c t  métrique 

de lTh(Z) : 

LemTle 2 : S o i t  d une métrique l i é e  à v, énumération de IT(C), a l o r s  dv / Tq(C) v P 
e s t  uniformément équivalente à dP où dP e s t  dé f in ie  s u r  l e  produi t  ca r t é s i en  

9' 9 
(T( C, X ) (d is tance  l i é e  à l a  t ronca tu re  p a r  exemple) p a r  : 

9 

Dm : S o i t  Tq(2) = (bn),, TP( l )  = {(bi ,. . . , b. ) / bi E Tq(z)} - 9 1 
1 
P j 

Mais : Yn, 3 r / i .  5 n 
3 b l . . .  r )  

1 2  j l p  P 

d'où s i  DS = {bl, ..., b,}, 

1 9 1 dv(a,  B) <- => d ( a ,  B) < - 
l t r  P 1 + n 

d 'aut re  p a r t  on a de façon évidente 

femme 3 : S o i t  (a,) une s u i t e  de Cauchy de (IT( C) , dv) . Alors : 

S o i t  3q E Bi 

, 3N t q  n > N = >  a  E Tq(C) 
n P 

( a )  

3p € I N  

e t  R i m  u = R i m  n un 
dv, n+w du W-w 

n>N 



S o i t  Vp, q, N, L, n > N tq un L T ~ ( , Z )  
9 

e t  R i m  un = fi 
dr, n-w- 

Dm : On anon ( a )  => ( b )  - 

O r  d ' ap rè s  l e  lemme 1, s i  ( a )  e s t  v é r i f i é e ,  on a b i e n  

L i m  u  = L i m  un. n 
dv dq 

P  

Supposons donc que ( b )  e s t  v é r i f i é e .  

donc VN, 3n > N t q  un j ( q ,  cl, ..., r > )  

Mais e s t  de Cauchy. 

I donc s i  on c h o i s i t  N > - o n a :  
l+no 

donc 

Vp, q, 3n t q  r > n = >  a 4 T;(E) r 

Donc 



C e  lemme j u s t i f i e  donc a u s s i  qu'on n 'obtienne pas d 'a rbres  de "largeur 

i n f i n i e "  (i.e. p = -1, ou d 'arbres  ayant un ensemble i n f i n i  de va r i ab les  

( i . e .  q = F). 

Donc lTm(C) = U ( q ,  (tm(C, x ~ ) ) ~ )  
qE 

p~ N* 

(Par  l a  s u i t e ,  quand nous parlerons d 'a rbres  s u r  un alphabet C,  il s ' a g i r a  

de 1-uple d 'arbres avec un nombre borné de v a r i a b l e s ) ,  sauf mention du con- - 
m m 

t r a i r e ,  e t  on pa r l e ra  donc de T (1 )  e t  non de I T  ( 1 ) ) .  

b .  Continuité de l a  composition 

Nous avons d é f i n i  l a  composition s u r  l e s  a rb res  f i n i t a i r e s .  Il nous 

r e s t e  donc à l ' é t endre  aux éléments i n f i n i t a i r e s  de I T ~ ( c ) .  Cette  extension 

peut  s e  f a i r e  au sens de l ' o r d r e  puisque : 

Lemme 7 : La composition s u r  IT(C) e s t  c ro i s san te ,  i . e .  : 

On peut donc d é f i n i r  l a  composition s u r  lTm(C) en posant : 

(supun) (sup vn) = sup (un v*) 
n n n 

Mais l ' ex tens ion  peut  s e  f a i r e  a u s s i  en u t i l i s a n t  l a  s t r u c t u r e  
m 

métrique e t  en p a r t i c u l i e r  l a  dens i t é  de IT(C) dans I T  ( 1 )  puisque : 

P h a p 0 h a o n  <3> : La composition e s t  uniformément continue de (IT(C) x IT(C), D) 

(avec D = sup(dv, dv))  s u r  ( I T ( Z ) ,  dV) ; on a même : 

d;(f g, f '  g) s d ( f ,  f ' )  



00 
I T  (C) pouvant ê t r e  indifféremment considéré comme l e  complété au sens 

de l ' o r d r e  e t  l e  complété au sens  métrique de T(C) ,  ces  deux extensions 

corncident .  

De plus c e t t e  composition d 'a rbres  i n f i n i t a i r e s  correspond à l a  compo- 

s i t i o n  hab i tue l l e ,  i . e .  cons i s t e  à s u b s t i t u e r  aux occurences des var iables  

( l e s  var iables  r e s t a n t  en nombre f i n i ,  l e s  occurences pouvant ê t r e  en nombre 

i n f i n i ) ,  l ' a r b r e  f i n i t a i r e  ou i n f i n i t a i r e  correspondant (Exemple : 

03 

Donc I T  (C) ,  munie de l a  composition, e s t  une C-algèbre continue. 

Nous n'avons pas p a r l é  du cas des mots. En f a i t ,  d 'après ce qu i  pré- 

cède, l a  concaténation des mots n ' e s t  a u t r e  que l a  composition des a rb res ,  

l a  s e u l e  var iable  é t a n t  O. Donc l e s  r é s u l t a t s  son t  ident iques  ( s impl i f i é s  
w 

p u i s q u ' i l  n 'y a qu'une s e u l e  v a r i a b l e ) ,  e t  M (Cl, muni de l a  concaténation, 

e s t  a u s s i  une algèbre continue. 



PASSAGE AUX PARTIES POUR UN S.F.P. 

A) P(D) comme espace ordonné 

B)  P(D) comme espace métr ique 

C)  Ensembles f i n i m e n t  engendrables e t  sémantique 



A) P(D) corne ensemble partiellement ordonné 

Comment ordonner l e s  ensembles ? 

Une ensemble peut ê tre  considéré comme l 'ensemble des  "é ta t s"  pos- 

s i b l e s  d'un programme non-déterministe (on é l imine ra  donc l 'ensemble v ide ,  

cons idérant  que l 'ensemble d e s  é t a t s  p o s s i b l e s  d'un c a l c u l  ne peut  ê t r e  

v ide ,  même si l e  c a l c u l  ne s ' a r r è t e  p a s )  ; S i  X e t  Y s o n t  deux sous-ensembles 

de D ,  X < Y peut  donc s i g n i f i e r  " toute  information va l ab le  pour X e s t  vala-  

b l e  pour  Y". 

I l  f au t  donc s a v o i r  q u e l l e s  informations c h o i s i r  e t  q u e l l e s  s i g n i f i -  

c a t i o n s  l e u r  donner. 

Tout d 'abord,  il semble ra i sonnable  de s e  l i m i t e r  aux informations 

f in imen t  observables ,  donc aux ensembles f i n i s  e t  f i n i t a i r e s ,  quant à s a  

s i g n i f i c a t i o n ,  une information peut ê t r e  considérée : 

Soi t  comme ce que "peut1' l e  processus.  

Soi t  comme ce que "doi t"  l e  processus.  

Ce qui nous amènera à d é f i n i r  t r o i s  p réo rd re s  dont on peut  schémat i ser  

l e s  s i g n i f i c a t i o n s  : 

X < Y ssi t o u t  ce q u i  e s t  ( f i n imen t )  p o s s i b l e  pour X ,  l ' e s t  pour Y.  

X < Y ssi t o u t  ce  q u i  e s t  "cer ta in"  pour X ,  e s t  c e r t a i n  pour Y. 

X < Y ssi t o u t  ce  q u i  e s t  p o s s i b l e  pour X ,  est p o s s i b l e  pour Y e t  - 
t ou t  ce  q u i  e s t  s û r  pour X e s t  s û r  pour Y (Y e s t  un "prolongement" 

de X ,  e s t  "plus d é f i n i "  que X) . 

Ces t r o i s  o rd re s  s o n t  respectivement l ' o r d r e  de Hoare C261, l ' o r d r e  

de Smyth e t  l ' o r d r e  dlEgli-Miner. 



(Ces s i g n i f i c a t i o n s  de ces  ordres  e t  des domaines associées  en terme de 

"poss ib i l i té1 '  e t  d ' i n é v i t a b i l i t é "  ont é t é  é tudiées  en p a r t i c u l i e r  par  Glynn 

Winskel, Samson Abramsky C261, ...). 

1. L 'ORDRE DE HOARE 

Les considéra t ions  ci-dessus nous conduisent donc à poser 

(P*(D) = P(D) / $1. 

Soi t  s i  on note Y(X) l l i d é a l  de X i . e .  

y(X) = def 
I Y / 3 x  E X ,  Y XI : 

X <, Y ssi Y(X) c Y(Y). 

Mais c e  préordre s ' avè re  en f a i t  t r o p  f i n  d'un po in t  de vue sémantique, 

e t  ne permet pas d ' avo i r  de bonnes p ropr ié t é s  ( con t inu i t é  de ce r t a ines  fonc- 

t i o n s , .  . . ) . Plotkin  C211 donne des j u s t i f i c a t i o n s  e t  une construct ion p r é s i s e s  

du préordre souhaité.  Nous nous contenterons i c i  de remarquer : 

La s i g n i f i c a t i o n  du préordre devai t  ê t r e  : X < Y ssi "Y peut f a i r e  

t o u t  ce que X peut f a i r e" .  

Mais il semble raisonnable de ne s l i n t é r e s s e r  qu 'à  ce qu i  est finiment 

observable, i . e .  X < Y s i  t o u t e  "propriété" finiment dé tec tab le  pour X e s t  

va lab le  pour Y ,  ou encore s i  t o u t  comportement i n i t i a l  f i n i  de X e s t  compor- 

tement i n i t i a l  de Y. 

. I l  semble raisonnable d 'exiger  que l a  fonct ion  s ing le ton  : 

s o i t  continue. 



W or sup(an) = a e t  {aP / p  e N} >1 (an} Yn E N 
D 

avec {Pl > {ap / p E NI 
%l 

Donc l a  fonc t ion  s i n g l e t o n  n ' e s t  pas  cont inue  s i  on munit P*(D) du 

p r é o r d r e  Cl. 

D'où 

S o i t  d 'après  l a  d é f i n i t i o n  de Y(x) : 

X < Y ssi : 
nY 

X < Y ssi Y(x) n B c Y(Y) n B. 
nY 

M E B  

b < x = >  3y E Y t q b < y  

Yx E X 

(On a b ien  s û r  X < Y => X Y ) .  1 

'LY 
é t a n t  un p réo rd re ,  

<Y 
l a  r e l a t i o n  d'équivalence assoc iée .  

Donc : 

x- Y ssi Y(x) n B  = Y(Y) n B 
nY 

On peut remarquer que s i  X u.LS-t d i n h b h e  on a : 

X < Y => X Y. 
nY 

On peut donner une a u t r e  c a r a c t é r i s a t i o n  de < : 
nY 

flx Y ssi YA E S ( D ) ,  A <1 X=> A <1 Y 
n Y 



(S(D) désigne l 'ensemble des  p a r t i e s  f i n i e s  f i n i t a i r e s  de D ) .  

Mais X  < Y *  Yj E 11 ,..., n l ,  3y.  e y bi < y i  
nY 1 

j 

Donc A Y. 

Alors II, bol  5 X  

c . q . f . d .  

Alors  s i  C l  ( X I  = { y / %  E B ,  b'< y => ~ X E X ,  b < x) 
Y 

4 x Y = >  Y  c C l  ( X )  
Y Y 

( 5 )  C l  ( X  u Y )  C l  ( X )  u C l  ( Y )  
Y Y Y 



( 1) Supposons que X < Y. 
nY 

Soi t  z E Cl (XI. Donc : 
Y 

o r  X < Y ; donc : 3y E Y, b < y .  
nY 

Donc Yb E B, b < z=> 3y E Y, b < y 

S o i t  z E Cl (Y) : Cly(X) c Cl (Y) 
Y Y 

Supposons que Cl (X) c Cl (Y) 
Y Y 

a l o r s  M E B ,  Yx E X, b < x=> b E Cl (X). Y 

Donc Yb E B ,  Yx E X, b < x=> b E Cl (Y) 
Y 

Soi t  b < x=> 3y E Y, b < y 

d'où X < Y. 
"Y 

( 2 )  évident d'après (1). 

( 3 )  Il s u f f i t  de remarquer : 

YX, Cl (Cl (X)) = Cly(X). Y Y 

En e f f e t  z E Cl (Cl (XI); Yb E B, b < z=> 3y E Cl (X), b < y : 
Y Y  Y 

donc z E Cl (X)! 
Y 

réciproquement z E Cl (X)=> z E Cl (Cl (X)) 
Y Y Y  

(puisque A c Cl ( A ) ) .  
Y 



Donc d 'après  (2 )  X ?, C l  ( x ) .  
Y Y  

(4)  X Y y Y = >  C l  ( X ) Y  C l  ( y )  
Y Y Y  

o r  Y c C l  (Y). 
Y 

Donc X Y =;, Y c C l  (X) Y Y 

( 5 )  On a b i e n  sûr C l  (X) c C l  (X  u Y)  
Y Y 

CIY(Y) = C l  (X u Y) 
Y 

maintenant s o i t  z E C l  (X u y)  
Y 

B base de D => z = sup b 
n bn E  B 

n E N  

z E C l  ( X  u Y) => Yn E IN, 3 t  E X u Y ,  bn < t 
Y 

( a )  Y n ,  3 t  E x bn < t 

O r  IN1 i n f i n i  => z = sup 
ne N .bn 

1 

3 %  E B ,  b < z d  Jn ' IN1,  b <  bn 

Donc ( a )  => z E CI (x)  
Y 

( b )  => z E  C l  (Y) 
Y 

S o i t  E  C l  (XI U C l  (Y). Y Y 

Donc l ' é lément  maximal de l a  c l a s s e  d 'équivalence de X modulo 2, e s t  
Y 

C l  (X)-qu 'on c h o i s i r a  comme rep résen tan t  canonique. 
Y 



S o i t  donc (5 (Dl,  < ) l e  q u o t i e n t  de (P*(D) < ) p a r  On peut  donc d é c r i r e  
Y Y %Y Y' 

P< ( D )  comme l 'ensemble des  sous-ensembles de D fermés p a r  C l  . de p l u s  < 
Y Y '  Y 

s u r  lu t e p k a  entana2 canoniqued e s t  exactement C,  l ' i n c e u 4 h n  en6 embU. te .  
On a même pour X e t  Y dans P< (D) (on confondra - sauf  p r é v i s i o n - l a  c l a s s e  

e t  l e  r ep ré sen tan t  canonique) Y sup (x, Y) = X u Y. Donc : 

Tkéokème : S i  D e s t  w-algébrique, P< (D) e s t  w-algébrique e t  complet (donc 

i n f i n i t a i r e )  de base f i n i t a i r e  B '  : f C l  (X) / X f i n i  , X c BI. 
Y 

Dm : X f i n i )  - 
(X) élément f i n i t a i r e  de ,P< (D) 

X c B  !! 

En e f f e t  X < Sup Zn "Y 1 => Yx E X ,  3n, 32 E Z x < z n 
X c B  

O r  X f i n i  : 3no t q  Yx E X I  32 E Z , x < z n 
O 

S o i t  X < Zn . 
O 

B '  e s t  dénombrable puisque B l ' e s t .  

S o i t  Z E P< (D). Supposons que l a  base B e s t  numérotée e t  s o i t  
Y 

Bn = (b  E B / v ( b )  5 n)  ( v :  énumération de B). 

Alors s o i t  Zn = {b E B n / 3 z  E Z ,  b < z) 

On a Z = sup Zn puisque : 

z < sup Zn 
Y 



Remarque : S i  D est  un S.F.P. e t  s i  on l e  munit de l a  topologie c lass ique  

de Lawson, on a de p l u s  : 

=> X E C l  (X) 
Y 

O r  Y(C1 (XI) = C l  (XI donc C l  (X) 3 Y(X) 
Y Y Y 

y E C l  (XI => Vn, 3xn r X ,  bn < xn 
Y 

O r  D compact : 3 ( x  Ik ,  (x Ik converge. 
"k "k 

S o i t  x l a  l i m i t e  de c e t t e  sous-sui te  : x E X 

Alors y < x : y E Y(X) 

Donc C l  (X) = Y(X) 
Y 

I l  r e s t e  à montrer que Y(X) e s t  fermé ; 

Soi t  a E Y(X) : a = l i m  an, an E Y(X). 
n 

Donc Yn, 3x E X an < xn. n 

De même que c i -sessus ,  D é t a n t  compact, on a : 

- - 
3x' E X t q  x + x'  

nk k 

d'où 3xt  E X t q  a < x '  : a E Y(X). 



cly(X) e s t  donc l a  p lus  p e t i t e  p a r t i e  fermée p a r  Y e t  pour  l a  topologie  de 

Lawson contenant  X : 

On peut donc d é c r i r e  P< (D) comme l 'ensemble des  C ~ ~ . L X  $(?&ma (topo- 
Y 

logiquement) de D (on a p p e l l e  i d é a l  t o u t e  p a r t i e  fermée pour  Y )  muni de 

t ' h c l u i o n  ensembthte. 

Remarque : 1. Une façon p l u s  simple d ' o b t e n i r  P< (D) e s t  donc de compléter 
Y 

({Y(x), X f i n i  f i n i t a i r e ) )  muni de <1, c-à-d de l ' o r d r e  

p l u s  simple : X < Y ssi Vx E X ,  3y E Y ,  x < y .  

2 .  On i d e n t i f i e  t ou jou r s  dans P< (D) ( e t  dans l e s  domaines q u i  
Y s u i v e n t )  une p a r t i e  e t  s a  fermeture topologique.  Même s i  c e l a  

correspond à l ' i d é e  qu'on ne sépare  des ensembles qu'avec 

une information @~Lt&te, l e  f a i t  d ' i d e n t i f i e r  p a r  exemple 

Xo = { o n  1 )  e t  XI = ( 0 "  11 u ou peut  ê t r e  gênant : dans Xo,  on 

e s t  s û r  d ' a v o i r  un 1, p a s  dans XI. ( c f .  t r avaux  de D. Lehmann, 

E g l i  ¶... 1. 

2. L'ORDRE DE SMYTH 

Définissons d'abord une r e l a t i o n  s u r  S(D) x P*(D) p a r  : 

X < Y ssi Vy E Y ,  3x E X t q  x < y.  

So i t  s i  on appel le  f i l t r e  de X l 'ensemble V(X) d é f i n i  p a r  

V(X) = (y E D / 3x E X x < y) : 

X < Y ssi V(X) 3 V(Y) 

On peut maintenant d é f i n i r  l e  préordre  < s u r  P*(D) : 
w 



Dé&i&on : X < Y ssi VA E S(D), A < X => A < Y. 
-v 'L v % V  

( i . e .  on peut  g a r a n t i r  plus de choses s u r  Y que sur X). 

(On a noté  < l a  r e l a t i o n  s u r  S(D) x P,(D) e t  l e  préordre s u r  P*(D) puis- 
'"v 

q u ' i l s  coïncident  s u r  S(D) x P,(D)). 

On appelera l a  r e l a t i o n  d'équivalence associée à < e t  (Pv(D), 
nV 

l e  quot ient  (P,(D), < 
nV 

Dans l e  cas où D e s t  S.F.P., on a encore une desc r ip t ion  agréable de 

PF(D). 

Remarquons d'abord que si X c Y ,  >y, Y- 

(puisque Yx E X ,  3y E Y x > y ) .  

donc X >, V(X). 
v 

Montrons maintenant X < V(X). 
2, 1) 

S o i t  A < X, A E S(D). 
QV 

Alors : V z  E V(X), 3x E X t q  z > x 

X > A : Yn, Jan E A t q  xn > an 
2, v 

O r  A e s t  f i n i  3a E A ,  j g 3 n  t q  an = a .  

Donc 3 n t q  xn > a 
00 

d'où x > a  e t z > a .  



Finalement V ( X )  > A donc X .< V(X). 
'LV 

Lemme 2 : S i  D e s t  S.F.P. : 

x < Y <=> V(X) =, V(Y) 
'Lv 

? 
Dm : a )  X < Y => V(X) 3 l'(Y). - 

'Lv 

Montrons d'abord que Y c V(X) 

'Lv => ~ C n l  < Y 

Yn, ~ [ n l  <. X Q V  

Donc : Yn, Yy E Y ,  3 x n E  X / y > x n C n l .  

D compact : 3x E D ,  3(nkIkn t q  x = R i m  x 
k nk 

Donc Vp c R, 3k0 t q  k > ko => x [pl = xCpl 
nk 

d'où yCp1 > x[pl Yp E IN 

S o i t  y > x avec x E X 

On a b ien  y E V(X). 

- 
Montrons maintenant ,  que V(X) = v(X) 

S o i t  z = Rim en, zn .C V(X). 
n 

Donc Vn E N ,  3xn t q  z > xn, xn n E X 



On peut supposer ( x  ) convergente, puisque D compact. n n 

S o i t  : 3x E X, E i m  xn = x 
N 

Alors z > # : z E V(X) 

On a donc 

Y c Y(X) 
- 
Y c V(X) puisque V(X) fermé. 

V(Y) c V(Y) puisque V(X) fermé p a r  V. 

So i t  donc A < X,  A E S(D). 
'LV 

Donc Yy E Y ,  3x E X t q  y > x 

A f i n i  r gmn, 3a E A ,  a = a n 

Donc 3,n, xn > a : 

D'oc x > a e t  donc y > a 

Donc Yy E Y ,  3a E A ,  y > a.  

So i t  Y > A. 
'LV 

On a bien : X 5 Y 
'Lv 



Donc 

i.eme 3 : S i  D e s t  S.F.P., l ' é lément  maximal ( au  sens  de l ' i n c l u s i o n )  de l a  

c l a s s e  de X e s t  V(X). 

Dm : d 'après  l e  lemme 2 ,  on a  : - 

de p l u s  d ' ap rè s  l e  lemme 1 : 

S o i t  donc Y C= X 

donc V(X) = V(y), e t  comme Y c ~ ( y ) ,  Y c V(X) 

De p l u s ,  d ' après  l e s  lemmes 1 e t  3 on v o i t  que s i  on c h o i s i t  comme 

rep résen tan t  canonique d'une c l a s s e ,  son élément maximal ( a u  sens  de l ' i n -  

c l u s i o n ) ,  < s e  ramène à l ' o r d r e  dua l  de l ' i n c l u s i o n  ensembl is te ,  > V 

De p l u s  on va montrer que, t o u j o u r s  s i  D e s t  S.F.P., P<"(D) e s t  

w-algébrique de base f i n i t a i r e  VJ(D) : (V(X), X f i n i t a i r e  e t  f i n i )  = 
{V(X), X f i n i t a i r e  f i n i ) .  A p a r t i r  de maintenant,  D - sau f  mention c o n t r a i r e  - 
s e r a  S.F.P. 

LW& 4 : YX, X c D ,  [XI = sup[X[n]] 
n  

Dm : Yx E X ,  Yn, x  > x[nl  - 

Donc t r i v i a l emen t  : X > X[nl Yn. 
%V 

S o i t  donc Y t e l  que : Y > ~ C n l  Yn 
%V 

Donc : Yy E Y ,  Yn EN, 4xn E X t q  y > xnCnl 



On peut  supposer que (x,), converge, puisque D e s t  compact : 

3x E X, kim xn = x. 
n 

comme ( y  > xnCnl, Vn E IN) on a : y > x 

donc Y c V(X) : Y > X 
'Lv 

femme 5 : S o i t  Xo,  XI ,  ..., Xnv t q  Xi < Xitl 

Xi c B Y i  E N  

Xi f i n i  

Alors sup(xi) = C{sup xn / Vn(xn Xn, Xn < Xn+l)}l 
i 

Dm : Soi t  A = (sup x / Yn(x - n n E X n y  xn < x ,+~)} .  

On a b ien  s û r  A > Xi ,  Y i  E N. 
'Lv 

S o i t  donc Y > X i , ,  Y i  E N : 
'LV 

Yy E Y ,  Y i ,  3xi E X.  t q  y > x. 
1 1 

S o i t  donc Fi = {xi E Xi / y  > xi} 

On a donc Li non vide,  pour t o u t  i 

en e f f e t  s o i t  a a Ei+l 

(y  f i x é )  
(y  m 

donc a E X 
itl 
> X 'i+l %V i = > 3 b ~ X  i' a > b  

Xi f i n i  f i n i t a i r e  



On a donc y > a > b 1 => b E Ei 
b E Xi 

Li f i n i  (puisque Li c Xi) 

Donc on peut  app l ique r  l e  l e m e  de Koenig : 

Donc y > sup x.  
i 1 

On a b i e n  Y > Xi ,  Y i  E N = >  Y > A 
'LV 'Lv 

Lemme 6 : So i t  X ,  Xo, X I , . .  . , X n , .  . . t q  

Xi c B 

Xi f i n i  Y i  E N 

Alors [XI < sup[Xil => 3n E IN, X < Xn. 
i QV 

Dm : Supposons donc que : Yn E IN, X % - 
'Lv 

'n 

puisque X 
i . e .  : Yn E IN,  2xn E Xn, Yx E X xn I x (fini finitaire ) 

S o i t  donc Ii = Iy E Xi / YX e X y Y  X )  

On a donc Fi # 0 

'i+l > Xi : donc Vy E Ei+l, 3y1 E Xi t q  y > y '  Qv 



Donc y '  E Fi : Yy E 3y' É E y > y '  

Ei f i n i  

On peut  donc app l ique r  l e  lemme de Koenig : 

Alors sup xn 7 x,  Yx E X (puisque X c B I .  
n 

D'où : 3n E R ,  X < Xn 
QV 

On a donc : 

Tout élément de Pi (DI e s t  l i m i t e  supér ieure  d'une s u i t e  c r o i s s a n t e  
V 

d'éléments  de V S ( D ) .  

Toute s u i t e  c r o i s s a n t e  d 'é léments  de VS(D) a une l i m i t e  dans P< (D). 
V 

S i  X 5 sup Xi,  avec Xo XI X 2 ¶ .  . . e t  X e t  l e s  Xi éléments de 
i 

VS(D), il e x i s t e  n t q  X - . 
< 'n 

D'où 

Phoponaon : P, (D) e s t  -a lgébrique de base f i n i t a i r e  VS(D). 
v 



De p l u s  : 

Phopos.&Uon C211 : S i  D e s t  S.F.P., P< (D) e s t  condi t ionnel lement  c complet 
v 

Dm : S o i t  donc X c D - 
Y c D 

< = > 3 r , r  c ~ t q r  > x , r  > Y 
%V 'LV 

<=> gy,  y f P, (Dl t q  y CXI,Y>~ CYI 
v 

Il r e s t e  donc à montrer que s i  c e s t  non v ide ,  c ' e s t  b i e n  l e  sup  de X e t  Y. 

Donc Yc E C ,  3a E X t q  c > a : C > X 
% I I  

donc Yy E r , 32 E U(X, y )  t q  y > 2 

c.q.f .d.  

. 
On peut remarquer qu'on u t i l i s e  seulement l e  f a i t  que D s o i t  2/3 S.F.P. 



D'oh finalement : 

Théo&>rPme : S i  D e s t  S.F.P., P, (Dl e s t  i n f i n i t a i r e .  
v 

De p lus  P< (DI peut  être considéré comme le  c.p.0. des f i l t r e s  fermés 
v (pour l a  topologie de Lawson) non vides,  muni de 3, l a  base f i n i t a i r e  é t a n t  

cons t i tuée  des f i l t r e s  des ensembles f i n i s  f i n i t a i r e s .  

Remarque : Une façon simple de cons t ru i re  P< (Dl cons i s t e  donc à compléter 

({x, X f i n i  f i n i t a i r e  1, c v ) .  v 

3 .  L 'ORDRE D'EGLI-MITNER 

So i t  : 

'LEM Y < + X  < Y e t X  < Y 

Y C D  
'Lv 'Lv 

On appelera = l a  r e l a t i o n  d'équivalence associée  à EM ,-,,zM e t  ( pEM(D) cEM 
l e  quot ient  (%(Dl, < l/zEM. 

EM 

S i  on appel le  p a r t i e  convexe tou te  p a r t i e  de D close p a r  J e t  pa r  V ,  e t  s i  

on appel le  c lô tu re  convexe de X -  notée Con(X) - l a  p lus  p e t i t e  p a r t i e  convexe 

contenant X : 

Lemme 7 : X - Y ssi Con(X) = con(?). 
EM 



Donc Con(X) = con(Y) => Y(X = $'(Y) et V(X) = V(Y). 

On peut remarquer que Con (XI, étant l'intersection de deux fermés, 
est fermé. On a donc : 

Lemme 2 : Con(X) est l'élément maximal (au sens de l'inclusion) de la classe 

de X. De plus ; Con(X) < con(Y) ssi : 
QEM 

( 2 )  Yt r ~on(Y), 32 E con(Y) tq z > t 

Dm : Con(con(Y)) = Con(Con(X)) (Con(X) est fermé) - 
= Con(X). 

D'où d'après le lemme 1 : X = Con(X). EM 

De plus : 

Ceci nous montre bien que con(X) est maximal (pour c) dans la classe 

de X. 

Soit maintenant : con(X) dM Con(Y) 

Con(X) < con(Y) Q v(X) = 
n <=> v(X) 3 Con(Y) 

<=> v(con(X) 3 ~on(Y) 

<=> Yt E Con(.Y), 32 E Con Y tq z > t 



Donc ( P E M ( ~ ) ,  peut  ê t r e  cons idéré  comme l 'ensemble des p a r t i e s  

convexes fermées muni de l ' o r d r e  d é f i n i  p a r  ( 1 )  e t  ( 2 ) .  

On c h o h h  donc comme krrepké6entamt cmorique de &ne de X, C o n W .  

Un élément de P (D) ou le r ep ré sen te ra  indifféremment une c l a s s e  modulo ,,Sv, EM 
ou l e  r ep résen tan t  canonique de c e l l e - c i .  D s e r a  t o u j o u r s  un S .F .P . - sau f  men- 

t i o n  c o n t r a i r e  - . 
Etudions d 'abord l e  sup d'une chaîne c r o i s s a n t e  de S(D) : 

Lenine 3 : S o i t  X,, x l ~ - - ,  xn¶ ... une s u i t e  c r o i s s a n t e  de ND), < ). Alors  
QEM 

Dm : S o i t  A = {sup x / xn E xn} - n 

Q V  II 

x E X  n+p n+p 
D e  p l u s  Vn, Vxn E Xn, 3 ( x  ) t q  

n+p P 

(puisque (Xi)i ; c r o i s s a n t e )  

Donc Vn, Vxn E Xn, xn < SUP(X 
P n+p 

Vn, Vxn E Xn, 32 E A x < 
n 

On a b i en  A > Xn, d l o ù f i n a l e m e n t  : 
Q V  



So i t  C ,  C -> Xn, Yn 
iLEI.7 

On a donc C > Xn, Yn 
'Lv 

S o i t  d 'après  l e  lemme ; C > A 
'Lv 

Il r e s t e  donc à montrer que C > . A 
'Lv 

On peut  supposer que ( c ~ ) ~  converge, puisque D e s t  compact : 

- 
3c  E C ,  t q  c = R i m  c 

n n 

D o n c s u p x  < c  n 

S o i t  : a < c 

D'où Ya E A ,  3c E C ,  a < c : A < E 
'LY 

- 
comme c " c : A < C 

Y ' JY  

D'où c > A 
'JEM 

Lemme 4 : YX, X c D : [XI = supCXCnl1 

Dm : On s a i t  déjà cf .2 que X > XCnl - 
'Lv 

e t  que Z > XCnI, Yn=> Z > X 
'Lv 'Lv 

Il r e s t e  donc à montrer que : X > X n ] ,  Y" 
'Jv 



e t  que Z > XCnl, Yn => Z > X 
"JEM "JV 

(a )  Vn, Yy E ~ C n l ,  3x t q  y = x t n l  

Donc Yn, Yy E ~ [ n l ,  3x t q  y < x. 

S o i t  Yn, X > ~ [ n l .  
"Jv 

(b )  S o i t  Z t q  Z > XCnl Yn E Bi 
"JEM 

Donc Yx r X ,  Yn, zzn r Z t q  xCn1 < zn 

On peut encore une f o i s  supposer que ( z  ) converge, s o i t  z sa l i m i t e  : n n 

Donc Yx E X ,  32 r Z t q  x < z : X < 2 
"Jv 

- 
comme Z - Z : X < Z 

Y "JY 

d'où X < Z 
%Y 

Lemme 5 : Soient  X ,  Xo, X I , . . . ,  X . . .  t q  

Alors 3n E N t q  X < 
%EM 'n 



hri : S o i t  A = Esup x n / x n  E Xny  xn < x 1 - n+ 1 

Alors X < A ; donc X < A ,  e t  d ' après  l e  lemme : 3nl t q  X < X . 
Qrn QJV QJV "1 

Il  reste donc à montrer  que 4n2 t q  X < Xn 
QJV 2 

Donc, d ' ap rè s  l a  forme de A : 

Donc s i  n2 = sup  n (n2  est f i n i  puisque X e s t  f i n i ) ,  
X xeB 

S o i t  comme (n < n2 => Xn < X => Xn < X ) e t  Xn E S(D) : 
QJEM n2 QJY "2 

D'où X < Xn 
'Lv 2 

donc s i  n = sup(nl ,  n2)  : 



Donc, d 'après l e s  lemmes 3 ,  4, 5 on a ,  s i  on appel le  CS(D) l 'ensemble 

des c lô tu res  convexes de S(D)  - i . e .  : CS(D) = ( c o ~ ( x )  (=  Con(X)) / X  E S(D)} : 

CS(D) est dénombrable 

t o u t e  s u i t e  c ro i s san te  de CS(D) a un sup dans P E M ( ~ )  

t o u t  élément de P E M ( ~ )  est sup d'une s u i t e  cro issante  d'éléments de 

CS(D). 

S i  (X.). e s t  une s u i t e  c ro i s san te  de CS(D), e t  s i  X,  élément de 
1 1  

CS(D) v é r i f i e  : X cEM SLIP Xi, a l o r s  il e x i s t e  n t q  X < X 
EM n' 

D'où 

Théotëme : S i  D e s t  S.F.P., PEM(D) est o-algébrique de base f i n i t a i r e  CS(D). 

On va montrer qu'en f a i t ,  PEM(D) est S.F.P., i . e .  que l a  ca tégor ie  

des S.F.P. est s t a b l e  pa r  PEM. 

Théotême : S i  D e s t  S.F.P. , PEM(D) e s t .  S .P.P. 

Dm : Il f a u t  donc montrer que : - 

u(X) e s t  un ensemble complet de 

bornes supérieures de X. 

X f i n i  u*(x) e s t  f i n i  

* 
Rappelons l a  d é f i n i t i o n  de u(X) e t  u (XI : 

u*(x) e s t  l e  p lus  p e t i t  ensemble contenant X t e l  que : 

Cherchons d'abord à cons t ru i re  u(X) : 



Lmme 6 : Soit  X = {Cx11 ,..., Cxn1}, Xi E S(D), Y i  c { l , . . .  n} 

Alors : 

U(X) c {CZI / (a) YZ c Z ,  3(x1,.. ., xn) E x1 x . . . ~  xn t q  z E u(xl. ... , xn ) 

( b )  Y i  c {l, ..., n}, Yx E Xi, Jz E Z t q  z > x} 

De p lus  u(X) e s t  un ensemble complet de bornes supérieures pour X. 

Dm : S o i t  A l e  deuxième membre de l ' é g a l i t é  ci-dessus. - 

Soit  z E A : Yz é Z ,  Y i  E {1, .... n}, Jx  6 Xi t q  z > x. 

Donc Z ,&, Xi, Y i  é {l, ..., n} 

Donc Z > Xi, Y i  é {l ,..., n}. 
%Y 

Donc Z > Xi, Y i  E {l, ... , n} : Z e s t  borne supérieure de X. 
'LEM 

Soit  Y ,  Y > X, YX E X .  
QEM 

Alors Yy E Y ,  Y i  e , 1 3xi E Xi t q  Y > x i  

Donc 32 E u(xl,. . . , xn / y > z (u(xl , .  . . , xn) complet) 

So i t  donc Z = z x  l,..., xn) t q  z r u(xl ,.... xn) 

3~ t q  Y > z 

Alors on a bien,  d 'a rpès  ce qu i  précède, Y > Z.  
V 

De plus Yz E Z ,  3y t q  y > : Y > Z.  
Y 



A-t-on Z E A 3 Vu l a  d é f i n i t i o n  de A ,  il s u f f i t  de v é r i f i e r  que : 

Y i  E l . . .  n) ,  Yx E Xi, 32  E Z t q  z  > x 

O r  Y i  E l . . .  n Xi < Y 
QEM 

Donc Y i o  E 1 , .  n Yx E Xi, 3y E Y t q  x < y 

Mais y E Y => +J i~{ l ,  ..., n) ,  3xi E Xi, y >  xi 

Y > Xi, Y i  E {l,..., n) i # io 
%V 

On peut donc dé jà  d i r e  que u(X) c A : En e f f e t  s o i t  Y une borne supé- 

r i e u r e  minimale de X. 

D1après ce qu i  précède : 32 E A ,  Y > Z .  

Mais t o u t  élément de A e s t  borne supér ieure  de X, e t  Z est  borne 

minimale : Y = Z e t  donc Y E A 

O r  pour chaque n-uple x 1 . . .  x u x 1 , . .  xn) e s t  f i n i  

(xi E B ,  e t  D S.F.P.), e t  X1 x . . . x  Xn e s t  f i n i .  

Donc A e s t  f i n i .  u(X) 4c3ta donc un erzelmble complet  d e  60trne-l bupé- 

hiemu d e  X ; en e f f e t  : 

VY, Y borne supér ieure  de X ,  32% E A ,  Y > Z1 

So i t  Z1 E u(X). c l e s t  f i n i  : 

Soi t  non ; Z 1  n ' e s t  donc pas minimale : 3Z2 E A ,  Y > Z1 > Z2. 



Soi t  Z2 E u(X) : c ' e s t  f i n i .  

Soi t  on r é i t è r e  l e  processus ; o r  A e s t  f i n i  ; l e  processus s ' a r r ê t e  

donc, e t  : 

VY, Y borne supérieure de X ,  2Z E u(X), Y > Z .  

* 
Il r e s t e  donc à montrer que u (X) e s t  f i n i .  

Mais 

Dm : En e f f e t ,  s o i t  z = {zl, ..., - P i=l 

D'après l e  lemme 6 : 

Mais V i  E {l, ..., p l ,  Zi c u 
i=l 

n 

Donc u Z.  1 c u * ( u  Xi 
i=l i=l 

n 
Donc u*(x) c P(u (U 

i=l 

O r  chaque Xi e s t  f i n i  f i n i t a i r e ,  donc Û X. e s t  f i n i  f i n i t a i r e ,  
1 i=l 

n 
u*( Û Xi) e s t  f i n i  -puisque D e s t  Ç.F.P. - , e t  P(u*( U Xi)) l ' e s t  auss i .  

i=l i=l 

* 
Donc son quo t i en t  modulo zEM r e s t e  f i n i  e t  u (X) e s t  f i n i ,  ce  qui  achève 

l a  démonstration du théorème annoncé. 



Donc l a  ca tégor ie  des S.F.P. e s t  fermée pour l ' opé ra teur  PEM. On 

pouvait s e  demander s ' i l  en e s t  de même pour l e s  c.p.o. 's i n f i n i t a i r e s .  

Il s u f f i t  de cons idérer  l e  c.p.0. des a r b r e s  pour s e  convaincre du con t ra i r e  : 

Soi t  C = {a,  b ,  c 1 
/' 

a l o r s  s i  B1 = I 
, 

c 1 = contB1) 
/ \ 

a a b  b 

O n a B  > A e t  B1 >EM A2 
1 EM 1 

i . e .  (A1, A?) admet des bornes supér ieures ,  mais pas de sup : 

On a vu que s u r  l e s  représentants  canoniques, < se  r é d u i s a i t  au 

préordre simple d'Egli-Milner, i . e .  : 
QEM 



Mais on peut remarquer que P(D) muni de ce préordre (i.e. : l'ensemble 

des classes d'équivalences muni de l'ordre quotient) n'est p u  nécessairement 

un c.p.0. : 

Soit C = {b, a) 

Alors si A = {bn) u {bP, p I n} 
I 
R 

I 
a 

Or bn est maximal dans Ta( 1). .. 
I 
a 

Donc Yn E R ,  bn E C 
I a 

Supposons donc que (An)n admette un sup ; Soit S ce sup ; on devrait 

avoir : 

S > An, Yn : donc C2 c S 

Soit s E S, s t! C2 : 

Yn, 3an E An tq s > an 



Donc Yn, s > bn 
I 
R 

Finalement les seules bornes supérieures de (An), sont Cl et C2 et 

alles sont incomparables : (A,), n'a pas de sup : P(T~(T)) n'est pas un 

c.p.0. 



B )  P(D) comme espace métrique 

On a donc deux "voies11 pour métriser ''P(D)'' (ou un sous-ensemble de 

P(D) ) : l Le métriser directement en utilisant la métrique sur D, et les mé- 

thodes classiques qui permettent de métriser 1' ensemble des parties d'un 

espace métrique. 

L e  métriser en le considérant comme un S.F.P., c'est-à-dire en 

l'ayant d'abord muni d'un des trois ordres précédents. 

Après avoir précisé ce que donne chacune de ces deux voies, nous 

verrons qu'elles aboutissent au même résultat. i.e. à des topologies uni- 

formément équivalentes sous certaines conditions. 



1) METRISATION DE P(D) 

a) Métrique de Hausdorff 

Rappelons d'abord quelques d é f i n i t i o n s  : 

D é d i r i t i o n  : S o i t  (E, d )  un espace métrique. 

( d  dés ignera  à l a  f o i s  l a  métrique s u r  D e t  l a  métrique de Hausdorff).  d ne 

permet de m é t r i s e r  qu'une p a r t i e  de P(E) : 

Phopon&ion : d e s t  une métrique s u r  l 'ensemble des p a r t i e s  fermées, bornées 

non v ides .  

Dans n o t r e  c a s ,  "bornée" n ' e s t  pas  une c o n t r a i n t e ,  puisque s i  D 

e s t  S.F.P., il e s t  compact donc b o r n é - p o u r  l a  topologie  de Lawson- De 

même "fermée1' correspond aux c o n t r a i n t e s  que nous avions évoquées dans 

l ' é t u d e  de l ' o r d r e  s u r  RD) .  

Pd(E) désigne l ' e space  correspondant .  

On peu t  donc app l ique r  i c i  c e t t e  cons t ruc t ion .  

S o i t  D un S.F.P., d'une métr ique "de t ronca ture"  l i é e  à une énumé- 

r a t i o n  v de B ,  l a  base de D 

La c o n s t r u c t i o n  de  Hausdorff permet donc de m é t r i s e r  l 'ensemble 

des  p a r t i e s  fermées, bornées non v ides  de D ; Etudions p l u s  précisément 

c e t t e  d i s t a n c e - q u ' o n  no te ra  d - : 



Cette  d i s t a n c e  e s t  donc a s sez  f a c i l e  à é t u d i e r  s u r t o u t  e l l e  permet 

de c a l c u l e r  l a  d i s t a n c e  e n t r e  deux p a r t i e s  en  ne "considérant" que l e s  616- 

ments . 

D'après l e  lemme, d  e s t  encore une f d & U . m w u e  puisque : 

On re t rouve  d ' a i l l e u r s  fac i lement  l a  p ropos i t i on  1- q u i  e s t  géné ra l e -  

En e f f e t  : 

d(A, B )  = O <=> Yn, Arnl = BCnl <=> A = B 

<=> A = B (A e t  B fermés) 



Les r e p r é s e n t a n t s  canoniques c h o i s i s  dans chaque c l a s s e  e t  pour chaque 

o rd re ,  < Y *  < v ¶  <EM é t a n t  fermés e t  non v ides ,  on peut  donc m é t r i s e r  P (DI, 
Y 

P (D), P E M ( ~ )  e n  u t i l i s a n t  l a  métrique obtenue ci-dessus : si CanfX) désigne 

l e  r ep résen tan t  canonique de [XI, on posera  donc : 

d e s t  b i en  une métrique e t  même une u l t r amé t r ique  1 

On a u r a  d ' ap rè s  l ' é t u d e  de d : 

<=> ( C a n ( ~ ) )  Cnl = (Can(Y)) [n] 

donc pour P (D) = 
Y 

1 dl(CxI, CYI) < l;n <=> (YiX)) Cnl = (Y(Y)) Cnl 

<=> (Y(X)) Cnl = (Y(Y)) Cnl 

(puisque Y(X) n B = Y(X) n B e t  Y(X) Cnl = Y(X) n Dn) 

pour P(D) r 

pour  P E M ( ~ )  : 



1 
dl(Cx1 , [YI )  < T+;; <=> ( ~ o n ( X ) )  Cnl = con(P) Cnl. 

b )  Limites de Pain levé 

A. Arnold e t  M. Nivat u t i l i s e n t  dans C 11 une not ion  de convergence de s u i t e s  

d'ensembles i s s u e  des t ravaux de Pa in levé .  

So i t  donc D un espace topologique séparé  - i c i  un espace  métrique - 
S o i t  (Ai)i une s u i t e  de P(D). On d é f i n i t  a l o r s  : 

LiS(Ai) = {X É D / W r V(x), Vn, 3n1 > n ,  t q  V n A # 01 n1 

On d i t  que A . .  e s t  ?-convergente s i  L.I(A.)  = i ~ I ( A )  e t  s a  l i m i t e ,  s e r a  
1 1  1 1  

désignée p a r  L 1 (Ai). 

Dans l e  cas où D e s t  S.F.P., c e t t e  no t ion  de convergence "coTncidel' 

avec c e l l e  de Hausdorff puisque : 

Piropoh&on : An + A <=> A A (on montre fac i lement  que Lim(Ai) 
P 

n 
Hausdorf r e s t  ~etuné) 

Dm : Supposons : - 

Pour montrer  que An + A au  s e n s  de Hausdorf, il s u f f i t  de montrer : 

S o i t  : Vp, 4no t q n  > n o  =>AnCpI = ACpl. 

donc Vz ACPI, 3nz t q  n > n => z É AnEpl 
Z 



S o i t  s i  no = sup n (puisque ACPI est f i n i )  
zeACpl z 

Il f a u t  maintenant prouver  : 3nl, n  > nl => A,CPI c ACPI 

Supposons donc : Ynl, 3n > nl, AJPI # ACPI. 

On peu t  donc c o n s t r u i r e  une s u i t e  ( n . ) .  c r o i s s a n t e  e t  une s u i t e  ( 2 . )  
1 1  i i 

t q  : 

O r  D e s t  compact : on peut  e x t r a i r e  de ( n . ) .  une s u i t e  ( n .  ) c r o i s -  
1 1  

s a n t e  t e l l e  que : 32 E D ,  z + z 
i 

1q 

9 9 

a l o r s  W E V(z), 3q0 t q  q > qo=>  z r V(z) i 
9 

On a b i e n  z  E LS(Ai) : z E A 
i 

Mais 3q t q  zCp1 = zi [ p l  : 

9 

donc z  E A 
con t r ad ic t ion  

zCp3 i Arp1 

On a b i e n  3nl t q  n > nl => ~ ~ C p l  c Arp1 

- 
Supposons maintenant que : A -t A au sens de Hausdorf. n  

3n0 t q  n > no => AnCpl = ACPI 
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11 f a u t  montrer que LiI(A. ) = A = L ~ s ( A ~ )  

1 

Soi t  x r LSi(Ai) : VV r V(x), Vn, 3n' > n t q  V n An,  # 0. 

Donc Yp E IN, Vn, 30' > n t q  xcpl An,Cpl 

mais Yp r N, 3n t q  n t  > n => Arp1 = An,  Cpl 

d'où finalement : Yp E N ,  xCpl E ACpl : x E A 

On a donc LSi(Ai) c A .  

S o i t  a E A : Vp, 3n0 t q  Vn > n aCpl E An Cpl O'  O 

Donc W E V(a), 3no t q  n > no => V n An # 0. 

Comme LI(Ai) C LS(Ai) on a : 
i i 

C )  Métr isat ion d e  PU(D) ( r e s p .  Pv(D), PEM(D)) corne S.F.P.  

La deuxième "voie" pour  m é t r i s e r  P (D) ( r e sp .  P"(D), PEM(D)) e s t  
Y 

de l a  cons idé re r  comme S.F.P. e t  d ' app l ique r  l a  mé t r i s a t ion  é t u d i é e  au 1 b ) .  

S o i t  donc une énumération v de B ;On supposera que l 'énumérat ion q 

de l a  base de P (Dl ( resp .  P v ( ~ ) ,  P (Dl )  énumère d'abord l e s  c l a s s e s  des  
* Y FM * 

p a r t i e s  de u (Dl), puis  c e l l e s  de u (D2),  ... p u i s  c e l l e s  de u (D,), c e l l e s  
* 

de u (Dn+i),.. . 

Donc s i  r ( n )  e s t  l e  nombre de c l a s s e s  dont un élément a u  moins ap- 

p a r t i e n t  à P(u*(D,)) , on peu t  c h o i s i r  ~i t e l l e  que : 

De plus  on a : n s r ( n )  (puisque {XI e s t  équiva len t  à {y) modulo - 
Y 

( resp .  -y ,  cEM) ssi x = y )  ( r [ n l  dépend e n f a i t  de chaque o r d r e  zy, Zv, zEM). 



Etudions pour chaque domaine cons t ru i t  a u  1), l e s  métriques obtenues a i n s i  : 

On a donc, s i  6 e s t  l a  métrique l ' l iée à 116numération" c o n s t r u i t e  à 

p a r t i r  de p : 

1 
6(CA1, CE]) < -- <=> vc E P ( u * ( D ~ ) )  c < A O c < E 

'JY 'JY 

Donc ACnl < A => ACnl < E 
'JY 'JY 

et  ECnl < E => ECnl < A 
'JY 'JY 

mais ACnl < B => Va E A ,  3e E E t q  aCnl < e 
'JY 

Donc Va E A ,  3e t q  aCnl < eCnl : ~ C n l  < ~ C n l  
'JY 

De même ECnl < ACnl ; 
%Y 

Finalement on a ACnl 

So i t  Y(ACn1) = Y(ECn1) (puisque ACnl e t  E[nl sont  f i n i s  f i n i t a i r e s ) .  

On s a i t  maintenant que : 

Montrons l a  réciproque : 

Soi t  donc C ,  C < A ,  C E  P(u*(D,)) 
'JY 



Donc : Yc E C, 3a E A / c < a n 

"JY 
ALnl Z= ECnl 

Donc C r P(u*(D,)) 1 = > C <  E 
%Y 

C < A  
"JY 

On montrerait bien sûr de même 

c P(~*(D~)) 1 = > C <  E 
"JY 

C < E  
"JY 

.L 
donc &(CA], [DI) < 

D ' où finalement : 

6 ([Al, CE1 < -& <=> A["] E[n] 
GY 

De même pour P (D), si 6 est la métrique l'liée à l'énumération1' < v 
construite à partir de u : 

on a toujours : 

~[n] ,t x (puisque X c V(XCn3 1). 



Donc 

XCnl 'L$ Y : Yy E Y, 3x E X y > xCnl 

Donc yCnl > xCnl : Yy E Y, 3x E X/yCnl > xCnl 

S o i t  YCnl Zv XCnI. 

De même on p o u r r a i t  montrer  que XCnl > YCnl. 'Lv 

Donc Xl33 YCnl. 

Réciproquement, supposons XCnl YCnl 

c E Dn 

Donc Yx E X ,  3c E C ,  xCnl > 

S o i t  XCnl > C 
QV 

Comme YCnl -,, XCnl, YCnl > C 
'Lv 

E t  donc Y > C 
'Lv 

D e  même on mon t re ra i t  que 

c E 

= > c < x  
'L 

C < Y  
'L 

D'où f inalement  : 



Toujours, si 6 es t  l a  métrique " l i é e  à l 'énumération1'  c o n s t r u i t e  à 

p a r t i r  de p : 

* 
XCnl cEM ~ C n l  => XCnI ~ C n l  => YC E P(u (Dn)). C Q$ X <=> C .*(, Y 

Donc 

* 
XCnl cEM ~ C n l  => VC E P(u D y  C ,,SM X <=> C Y 

Réciproquement, supposons que : 

vc É P(~*(D, ) ) ,  c < x <=> c < Y 
QEM ~ E M  

Donc XCnl < X 
QJEM 1 => XCn] < Y 

xC~I  E P(u*(D,)) QEM 

O r  XCnl < Y => XCnl < YCnl 
QEM 'LEM 

D e  m ê m e  on a : YCn] < XCn] 
QEM 

D'où YCnl cEM XCnI 

Finalement : 



Conclusion 

S o i t  6 '  l a  d i s t a n c e  d é f i n i e  s u r  P (Dl ( r e sp .  Pv(D), r e sp .  PEM(D)) p a r  : 
Y 

1 ~ ' ( c x I ,  [ Y I )  < <=> ~ C n l  ~ C n l  ( r e sp .  ;", r e sp .  
<Y 

Alors  d ' ap rè s  c e  q u i  précède ,  6 e t  6 '  v é r i f i e n t  : 

c.à .d que 6 e t  6 '  s o n t  unL~otunément équiva len tes .  

Comme tous  l e s  r é s u l t a t s  obtenus c i -après  concernent  e s sen t i e l l emen t  

l ' équ iva l ence  uniforme des  d i s t a n c e s  cons idérées ,  quand on p a r l e r a  de mé- 

t r i q u e  obtenue p a r  l a  m é t r i s a t i o n  du S.F.P. P (Dl ( r e sp .  P"(D), resp .  PEM(D)), 
Y 

on cons idè re ra  l ' une  ou l ' a u t r e  des  deux d i s t a n c e s  é t u d i é e s  ci-dessus 6 ou 6 ' .  

2) COMMUTATION DE M ET P 

On appelera  M l a  m é t r i s a t i o n  canonique d'un S.F.P. (en f a i t  l ' une  

quelconque des  mé t r i s a t ions  uniformément équ iva l en te s  d é f i n i e s  précédemment), 

Pd l a  m é t r i s a t i o n  correspondant à l a  mé t r i s a t ion  de Hausdorff de l 'ensemble 

des  r e p r é s e n t a n t s  canoniques du domaine considéré.  Pour chacun des t r o i s  

domaines, on pourra  donc schémat i ser  l e s  deux approches de l a  mé t r i s a t ion  p a r  

"Pd O Ml1 pour  l a  première,  "M O P" pour l a  seconde. On va v o i r  i c i  que sous 

c e r t a i n e s  condi t ions  - c o n d i t i o n s  r é a l i s é e s  p a r  l e s  mots e t  l e s  a r b r e s - ,  

c e s  deux approches abou t i s sen t  à des  métr iques uniformément équiva len tes .  

a) L'ordre de Hoare 

S o i t  donc d l a  métrique obtenue p a r  l a  première approche, 61 c e l l e  1 
obtenue p a r  l a  seconde, i . e .  : 

P ' ~  14 
(DY <) -> ( P  (DI, < ) + ( P  ( D ) ,  61) 

<Y <Y 



On a donc d 'après  l ' é t u d e  f a i t e  en  1) : 

1 
dl(CXl, CYI) < ~fn <=> (Y(X)) Cnl = (Y(Y)) Cnl 

Or : 

Lemme 7 : pour t o u t  S.F.P. D : 

(Y(x)) Cnl = (Y(Y))  Cnl <=> Y(xCn1) = Y(yCn1) 

Dm : (Y(X)-Cnl = (Y(Y)) Cnl => Y(XCn1) = Y(YCn1) - 

z E Y(XCn1) => 3x E X t q  z < xCnl 

xCnl E (Y(X)) Cnl => 3y E Y ,  3 t  t q  t < y e t  xCn1 = tCn1 

t < y => tCnl < yCnl 

d'où z < xCnl < yCnl : z c YCYCnl). 

Donc Y ( ~ [ n l )  c Y(YCn1) 

=> Y(xCn1) = Y(yCn1) 

Symétriquement : Y(yCn1) c Y(xCn1) 

Y(xCn1) = Y(YCn1) => (Y(X)) Cnl = (!'(Y)) Cnl 

z E (Y(X)) Ln]=> 3x E X ,  3 t  Y(X) /z  = tCnl e t  t < x 

Donc ay E Y / z < yCnl 



D'où z < y :. z E Y ( Y )  

=> z E (Y(Y)) Cnl 

z = zCnl 

Donc (Y(X)) Cnl c (Y(Y)) Cnl 

Symétriquement on obtiendrait : (Y(Y)) Cnl c (Y(x)) Ln] 

c.q.f.d. 

Donc : 

i .e. : dl et €il dé&hb6en.t exactement le6 m&e metrUqied sur P (DI, 
<Y 

soit : les mWque6 d é y n i u  pair Pd O M d'une paht, pair M O P dont uni- 
<Y 

~omément équivdente6. 

b )  L ' ordre de Srnyth 

De la même façon on a : 

Mais ici d2 et 6 2  ne sont pas uniformément équivalentes pour tout 

S.F.P. comme le montre l'exemple suivant : 

Soit le domaine plat : D = (1, xl, ..., xn, ... ) avec 

( 0  y < x = >  (y = x o u y  = 1) 

Soit alors : An = x xn) = V(A) 



1 
Alors  : Yn, d2(An. Bn) = - 1 

1+2 
= c a r  B,C~I = 1 e t  A ~ C ~ I  = {L, xl) 

1 Mais 62(An, A) < n puisque V(An[nl) = V({xl, 1)) 

V( (1) ) 

( ~ ~ [ n - l l >  = v ( { l l )  

donc d2 e t  62 ne s o n t  pas  uniformément équ iva l en te s .  

S i  on r e v i e n t  à l ' é t u d e  f a i t e  en 1) on a : 

d2(cx], CYI)  < & <-> (v(Y))  CnI = ( l ( H ) )  Cnl 

Donc d e t  62 s o n t  uniformément équiva len tes  ssi : 
2 

Vn, 3p t q  (V(X)) Cpl = (V(P))  Cpl => V ( ~ [ n l )  = V(yCn1) 

e t  

Vn, 3p t q  V(xCp1) = V(YCp1) => (V(X)) ' f n l  = Cnl 

Mais pour  tou t  S.F.P. D,  on a : 

L m e  2 : (v(X))  Cnl = ( V ( I ) )  Cnl => V(xCn3) = V(yCn1). 

Dm : S o i t  z E V(XCn1) : 3x E X t q  z > xCn1 - 

x E X => x E V(X) => xCnl E (V(X)) Cnl 

donc p a r  hypothèse x[nl E (V(Y)) Cnl 

D'où : 3t  E Y, 3r t q  r > t e t  xCn1 = rCn1 

t E Y => tCnl E Y n => t C n l  E ~ C n l  

a 3y E Y t q  tCnl = yCn1 



D'où : 3y E Y t q  xCnl > yCnl 

3y E Y t q  z > yCnl : z E (YCnl) 

Donc (X[nl) c V(YCn1) ( e t  V(Y[nl) c V(xCn]), p a r  symétr ie ) .  

Donc une cond i t i on  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  pour  que d2 e t  s o i e n t  

uniformément équ iva l en te s  e s t  (P) : 

an,  3p t q  V(xCp1) = V ( ~ [ p l )  (V(X)) Ln1 = (V (Y)  Cnl 

O r  c e t t e  condi t ion  e s t  respec tée  dans l e  c a s  des  mots e t  des  a r b r e s .  
00 QJ 

i . e .  : s i  D = Rr(I )  OU Tn(Z). On cons idèrera  donc i c i  que l e  tronqué 

à profondeur n e s t  l e  t ronqué hab i tue l .  

( c f .  1 . c ;  on a a l o r s )  : 

cn CO 

Lemme 3 : S i  D = R ( F )  ou Tn(,T) : R 

V(xCn1) = V(YCn1) => (V(X)) Cnl = ( ~ ( f  1) Cnl 

Dm : S o i t  z E (V(??)) Cnl: z = tCn l ,  t E V(X) - 

Donc tCnl > xlCnl 

mais x 1  [n l  E X[nl => x 1  Cnl E ~ C n l  => 3x E X t q  xlCnl  = xCnl 

donc 3x E X t q  z = t [ n l  > xrn] 

S o i t  z E V(XCn1) : z E V(yCn1) p a r  hypothèse. 

Donc 3y E Y t q  z > yCn1 

Mais z c Dn ; o r  on a l a  p r o p r i é t é  su ivante  : 



En e f f e t  z > ~ [ n l  implique que z a é t é  obtenu en  p r ~ l o n g e a n t l e t r o n ~ u é  

à profondeur n de y.  Mais s i  z a p p a r t i e n t  à Dn, e t  donc est de profondeur n ,  

c e l a  implique qu'on n 'a  prolongé que des  branches de profondeur i n f é r i e u r e  

s t r i c t e m e n t  à n de y[nl,  donc des branches l a i s s é e s  i n t a c t e s  p a r  l a  t ronca-  

- t u r e .  Donc l e  prolongement, q u i  transforme yCnl e n  z ,  peu t  ê t r e  appl iqué à x; 

s o i t  u l ' a r b r e  obtenu ; a l o r s  uCn1 = z e t  u > y. 

Donc z = uCn1 avec u r V(Y) : z E V(Y) Ln] 

w w 
Donc pour D = Tn(C) ou  D = d2 e t  Ô 2  s o n t  uniformément équiva- 

l e n t e s ,  a i n s i  que pour t o u t  S.F.P. v é r i f i a n t  (P ) .  

Remarque : Pour t o u t  S.F.P., l ' i n j e c t i o n  canonique de ( P  (D), d2) dans <v 
P V D  e s t  cont inue.  

c) L'ordre d'Egli-Milner 

Malheureusement, dans ce  cas  l e s  deux m é t r i s a t i o n s  de P<EM(D) dé f i -  

n i e s  précédemment ne sont p a s  uniformément équ iva l en te s ,  même s i  D e s t  
Co 

T (C), comme l e  montre l 'exemple su ivan t  : R 

Alors s i  d3 e s t  l a  d i s t a n c e  obtenue p a r  l a  première mé t r i s a t ion  

( i . e .  P O M), ti3 c e l l e  obtenue p a r  l a  seconde ( i . e .  P c E M O  M) on a : d 



Mais 

O R 
donc : ~ o n ( ~ ~ [ n + l l )  = C o n ( ~ ~ C n + l l )  

Mais l e  préordre dlEgli-Milner peut ê t r e  considéré comme l e  "produit" 

des préordres n a ï f s  e t  de Smyth, i . e .  : 

Donc pour chaque S.F.P. D ,  on peut c o n s t r u i r e  un nouveau S.F.P. - 
que nous appelerons C(D) - en f a i s a n t  l e  p rodu i t  c a r t é s i e n  des S.F,P.P (D) 

<Y 
e t  P (Dl ( ce  produit  e s t  bien un S.F.P., c.f. C191. <v 

Pour métr i ser  ce  S.F.P. on a encore deux approches : métr iser  C(D) 

en t a n t  que S.F.P., ou mét r i se r  C(D) en t a n t  que p rodu i t  ca r t é s i en  d'espaces 

métriques (pour c e l a ,  on peut prendre l 'une  quelconque des métriques uni- 

formément équivalentes sur l e  produi t  c a r t é s i e n  d'espaces métriques : l e  sup, 

l a  somme,. ..) ; Soi t  donc B4 l a  d is tance  correspondant à l a  première appro- 

che, dq c e l l e  correspondant à l a  seconde. 6,, dépend du choix de l 'énumération 

de l a  base f i n i t a i r e  de C(D) ; mais on paut supposer que : 

On aura  a l o r s  : 

XCnl iy ZC"1 
1 

~~~e 4 : 64((Cxl, CYI), (Czl. [ T l ) )  < l t ~ ,  +> e t  

YCnl ;y TCnl 



1 
h : Supposons que 6 4 ( ( C ~ 1 ,  [ Y I ) ,  (121, [ T I ) )  < 1+ç, - 

(XCnl, {.LI) < ([XI, [YI) 

XCnl c Dn 1 => {XCnI, 11 < (r-21, CTI 

{11 c Dn 

Donc XCn] < ZCnl 
'Lv 

De même on aura ZCnl < ~ C n l .  
'L v 

De l a  même façon démontrera que ~ [ n l  cv TCn] 

supposons que ~ C n l  ~ [ n l  
'LY 

S o i t  ([Cl,  [E l )  < ([XI, [YI) t V(C, E) 2 sn 

donc C < X e t  C c Dn : C < XCn] 
'L %Y 

d'où p a r  hypothèse C < ~ C n l  < Z 
%Y 'LY 

I 
Et  ( p a r  syrngtrie),  ~ ( ( C X I ,  [ Y I ) ,  (Czl ,  [ T I ) )  < - l + s n  

c .q.f .d .  

Etudions maintenant d4 ; On peut  d i r e  : 

d4((CXl, CYI), (CZI, ET])) = max(dl(CXI, CZ]), d2([Yl, [Tl )  



\ 

1 (Y(x))  Cnl = (Y(Y)) Cnl 
d , + ( ( C ~ l .  [ Y I ) ) ,  (C21, [ T I ) )  < - <=> 

l t n  
(V(Z)) Ln1 = (V(T)) Cnl 

Où d 'après  ce qu i  précède : 

XCnl ZCnl <=> (Y(X)) Cnl = (S(Y)) Cnl 
'LY 

( V ( Y ) )  Cnl = (V(T)) Cnl => YCnl cV TInl 

e t  pour  ZouZ S.F.P. vétUdiant (P) : 

un, 3p t q  Y [ p l ~ ~  ~ C p l  => (V(Y)) Ln1 = (V(T)) In1  

Donc : 

1 1 un, d,((CXl, CYI), (CZI, [ T l ) )  < = 4 ( x l ,  [ Y I ) ,  ([zl, [ T I ) )  < - 
1+Sn 

Et  

d'où p o u  .tout S.F.P. véhidUUtt (P), d4 et 6, dont urtidomément équivdented,  

c-à-d que l e  diagramme su ivan r  e s t  commutat'if : 

produ i t  
c a r t é s i e n  
de S.F.P. 

p rodu i t  c a r t é s i e n  
d 'espaces métr iques 

O r  ( P < E M ( ~ ) .  < ) peut  ê t r e  cons idéré  comme un sous-ensemble de EM 
( C ( D ) ,  . S o i t  donc i l ' i n j e c t i o n  canonique i( L'XIEM) = ([XIIIy [XIV) 

( S o i t  pour  l e s  r é p r é s e n t a n t s  canoniques : 



On a donc : 

(j représente l'injection canonique de l'espace métrique (PcEM(~), 63) 

dans l'espace métrique (C(D), d4)). Alors 

P4.opod&on : 63 est uniformément équivalente à la restriction de 64 à j 

j(P<EM(D)) : 

Dm : d'après le lemme 4, - 

1 
6,Cj(CXl), j(CY1)I < l t ~ ,  <=> 

XCnlcy YCnl 

<=> XCnlcEM YCnl 

D'où finalement 63 est uniformément équivalente à la restriction de 

d4 à j E D  i.e. d- : 
P 

(d désigne toujours la métrique de Hausdorff obtenue à partir d'une métrique 

canonique sur D). 



Pour résumer : 

Pour t o u t  S.F.P., l e  diagramme s u i v a n t  commute : 

Pour t o u t  S.F.P. v é r i f i a n t  (P)  : 

M 
(D, < ---------, (D, d )  

Pour t o u t  S.F.P. v é r i f i a n t  (P l  : 

On peut  donner i c i  un a u t r e  exemple de  S.F.P. ne v é r i f i a n t  pa s  l a  

commutativité du t r o i s i è m e  diagramme e t  donc pas  l a  p r o p r i é t é  (P )  : 



Soit An = {a;, CA}, Bn = {any bn, ci} 

alors = con(An), B~ = con (En) 

On peut facilement choisir les énumérations de la base de D et de 

celle de PCEM(D) telles que : 

(V(A n 1) Czl = a col et (V(B n ) )  Czl = {ao, hOY col 

1 
Donc 64(Any Ag) < 64 et d4 ne sont 

pas uni+ormément 

et 64(Any A,) 2 équivalentes 

c) Sémantique et ensembles finiment engendrables 

Pour des raisons sémantiques, Plotkin et Smyth introduisent la classe 

des finiments engendrables - qui correspondent aux ensembles représentant les 
sorties possibles d'un programme à non-déterminisme fini, ils construisent 

ensuite leurs "power-domains" en se restreignant à priori à cette classe. 



Nous a l l o n s  i c i  r appe le r  précisément l e s  j u s t i f i c a t i o n s  sémantiques des 

f iniments engendrables, puis  montrer que l e s  deux const ruct ions  aboutissent  

aux mêmes domaines. 

1. Les ensembles f iniments engendrables 

S o i t  un processus à non-déterminisme f i n i .  On peut a l o r s  cons t ru i re  

l ' a r b r e  représentant  l e s  séquences poss ib les  d l e x é c u t i o n ; s i  les noeuds de 

l ' a r b r e  son t  é t i q u e t é s  pa r  l e s  r é s u l t a t s  in termédia i res  correspondants, l e s  

é t i q u e t t e s  l e  long d'une branche forment une s u i t e  c ro i s san te  d'éléments 

f i n i t a i r e s  de D ,  s i  D e s t  l e  domaine de s o r t i e .  

Exemple : 

1. Soi t  l a  char te  : 

print x & 
p r i n t  x '-+El 

On peut  a l o r s  r ep résen te r  l e s  s o r t i e s  poss ib les  de pl p a r  : 



D = {O,  II-. S o i t  SI l'ensemble des s o r t i e s  possibles : S1 = 0'1 u { D ~ )  

2 .  So i t  l a  charte : 

p r in t  x 0 
-.-A"-- 

/- 

X :=  x-1 

p r i n t  O 



On p e u t  a l o r s  r e p r é s e n t e r  l e s  s o r t i e s  p o s s i b l e s  p a r  : 

+ W  s2 = {O} u 0 1 

On posera  donc, c h o i s i s s a n t  à p r i o r i  de ne s ' i n t é r e s s e r  qu'au non- 

déterminisme f i n i  : 

Dé&inLtion C241 : S o i t  D un domaine, T un a r b r e  f i n i t a i r e  ( i c i  f i n i t a i r e  = 
chaque noeud a un nombre f i n i  de f i l s ) ,  t e l  que : 

( 1 )  pour  t o u t  noeud t de T,  l ' é t i q u e t t e  R ( t )  s o i t  dans D. 

( 2 )  t o u t e s  l e s  branches de T s o n t  i n f i n i e s .  

( 3 )  S i  t '  e s t  descendant de t ,  R ( t ' )  > R( t ) .  

S o i t  L l a  fonc t ion  qu i  a un chemin i n f i n i  n dans T a s s o c i e  l e  sup 

des  é t i q u e t t e s  t r a v e r s é e s  p a r  T ;  Alors  T e n g e n h e  l 'ensemble 

S = {L(n) / n  chemin i n f i n i  de TI ; Un sous-ensemble de D e s t  d i t  @&nent 

e n g e n c h b l e  ssi il e s t  engendré p a r  un a r b r e  f i n i t a i r e  T. On n o t e  V ( D )  l a  
€5 

c l a s s e  des ensembles f iniment  engendrés.  



Remarques : 1. La  condi t ion  (2 )  donnée p a r  Smyth peut  ê t r e  supprimée. Il 

s u f f i t  a l o r s  de cons idé re r  l e s  chemins maximaux de T a u  l i e u  des  chemins i n f i n i s .  

2 .  On s e  ramène faci lement  aux a r b r e s  6-es (en remplaçant un 

choix mul t ip le  p a r  une succession d ' a l t e r n a t i v e s  s imples) .  

3. D e  p lu s  on peu t  s e  ramener aux a r b r e s  dont l e s  w u & e A  sont  

& h X a h ~  grâce  au  lemme su ivan t  : 

Lemme : Soi t  S  un sous-ensemble de D f in iment  engendrable.  Alors  il e x i s t e  un 

a r b r e ,  dont l e s  é t i q u e t t e s  s o n t  des  éléments  f i n i t a i r e s  de D ,  q u i  l 'engendre.  

Dm : S o i t  T' l ' a r b r e  obtenu à p a r t i r  de T  en remplaçant l ' é t i q u e t t a g e  R de T  - 
p a r  R '  d é f i n i  p a r  : 

R 1 ( t )  = R ( t )  Cnl, Y t  E T, t de profondeur n  

Donc l e s  é t i q u e t t e s  de T' son t  f i n i t a i r e s .  

S o i t  S' engendré p a r  T '  : 

S'  E S' 4 3 ( t  ) s '  = sup R 1 ( t n ) ,  tn f i l s  de tn 1, Yn n  n '  - 

t r a c i n e  de T' O 

=> s '  = sup R(tn)  Cnl 

=> s '  = sup R(tn)  : S '  E S 

s E S=> s = sup  R( tn)  

= sup  R( tn)  Cnl 

= sup  R1( tn )  



D'après ce  lemme, l e  f a i t  que l e s  r é s u l t a t s  in termédia i res  d'un ca l -  

c u l  s o i e n t  f i n i t a i r e s ,  ne modifie pas l a  c l a s s e  d'ensembles engendrée. 

On peut  n o t e r  auss i  que V (Dl e s t  fermée pour l ' un ion  e t  l 'image par  une 
g 

fonction continue (au sens de l ' o r d r e )  

2. Préordres s u r  VJD) 

On d é f i n i t  d'abord l e  prordre  à l ' a i d e  de S ( D ) ,  l 'ensemble des p a r t i e s  

f i n i e s  f i n i t a i r e s  non vides de D,  représentant  ce qu'on peut  appeler  " les  in-  

formations f in ies" .  Les deux préordres n a ï f  (ou de Hoare) e t  de Smyth seront  

ensu i t e  d é f i n i s  toujours  selon l ' i n t e r p r é t a t i o n  qu'on c h o i s i t  d'une information : 

pour l e  premier préordre,  il s ' a g i t  de ce q u i  e s t  poss ib le ,  pour l e  second 

de ce qu i  e s t  i n é v i t a b l e  

, A Z 3 B < = > A <  B e t  A Z 2 B  $1 
YB E V (Dl 

g 

D'où l e s  d é f i n i t i o n s  des t r o i s  préordres  sur ND). 



(Historiquement,  l a  première cons t ruc t ion  donnée p a r  P l o t k i n  é t a i t  basée 

s u r  un préordre d é f i n i  différemment à l ' a i d e  du domaine p l a t  [lg]), 

Les t r o i s  domaines correspondants ,  qu'on no te ra  P1(D), P2(D), P3(D) 

s o n t  l e s  quo t i en t s  de V (D) par  l a  r e l a t i o n  d 'équivalence a s soc i ée  à z1, S2, 
g  z3, munis des  o r d r e s  obtenus.  

D'après l e s  d é f i n i t i o n s  e t  l e s  c a r a c t é r i s a t i o n s  des p réo rd re s  < 
"JY' 

t1 ( r e s p .  z2, z3)  e s t  l a  r e s t r i c t i o n  de ( r e sp .  zv, 2.11 

Mais l e  lemme su ivan t  montre que s u r  V(D), ,$2 p  e u t  s e  t r a d u i r e  d'une façon 

p l u s  agréable  : 

YX E V (D) 
g  

y X < 2 Y <=> Yy E Y,  (3x E X ,  y  > x) .  

YY E V (D) 
g  

Dm : => X e s t  f iniment  engendrable,  s o i t  T un a r b r e  f i n i t a i r e  l ' engendrant  ; - 
pour t o u t  n ,  s o i t  Xn = { L ( t )  / t noeud .de T à profondeur n} . 

On a  a l o r s  Xn C2 X ,  Yn 

Et Xn c S(D)  (puisqu 'on peut c h o i s i r  T é t i q u e t t é  avec des éléments 

f i n i t a i r e s  de Dl. 

Donc Yn, Xn c2 Y : Yy E Y ,  Yn, 3x E Xn xn < y. n  

D'où en  appl iquant  l e  lemme de Koenig, il e x i s t e  une branche de T 

é t i q u e t t é e  avec des éléments i n f é r i e u r e s  à y : 3x E X ,  x < y. 

Donc A c2 X 



D'où : 

En montrant maintenant que dans chaque c l a s s e  d'équivalence de P(D) modulo 

( resp .  =EM), il y a un ensemble finiment engendrable ; on aura montré Y 
que les t r o i s  domaines son t  ident iques  à ceux d é f i n i s  p l u t ô t .  S o i t  i 

1 ' 

i e s t  b ien  dé f in i  puisque : A = B => A - B. 
1 1 Y 

De p lus  il e s t  i n j e c t i v e  : 

E t  s i  dans chaque c l a s s e  de P(D) modulo = il e x i s t e  un finiment 
Y'  

engendrable, i e s t  s u r j e c t i v e .  
1 

De p lus  : 

D'où l e s  domaines P (Dl e t  P1(D) son t  isomorphes 
<Y 



De même P<"(D) e t  Pî(D) son t  isomorphes 

" " " P < E M ( ~ )  e t  P,(D) sont  isomorphes 
" 

I l  r e s t e  donc à montrer que t o u t e  c l a s s e  d 'équivalence modulo ( r e s p .  
Y 

) cont ien t  un f iniment  engendrable.  Puisqu'on sa i t  que chaque c l a s s e  con- 
EM 

t i e n t  un fermé (pour  l a  t opo log ie  de Lawson) a u  moins, l ' é lément  maximal, il 

s u f f i t  donc de montrer.  

f . m e  2 : Tout fermé de D (pour  l a  topologie  de Lawson) e s t  f iniment  engen- 

d r a b l e  . 

Dm : S o i t  F un fermé de D ,  cons t ru isons  T de l a  façon su ivante  : - 

l a  r a c i n e  t e s t  é t i q u e t t é e  p a r  1. O 

Soi t  F1 = FC~I ; l e s  f i l s  de t0 s e r o n t  au  nombre de Card FI e t  

é t i q u e t t é s  p a r  l e s  éléments de FClI. 

Soi t  t un élément de profondeur i de T ,  e t  d ' é t i q u e t t e  bt. S o i t  

Ft = {b E Dn+l / 3x E F, xCn+11 = b 

e t  b[nl = bt} 

Les f i l s  de t s e r o n t  au  nombre de Card Ft e t  é t i q u e t t é s  pa r  l e s  616- 

ments de  Ft. 

On c o n s t r u i t  a i n s i  récursivement T 

Soi t  X l 'ensemble engendré p a r  T. 

x E X => 3( fn In ,  fn E F, x = sup f n  n 

O r  D e s t  compact ; on peut  donc supposer que ( fn )n  converge dans F, 

puisque F e s t  fermé. S o i t  f c e t t e  l i m i t e  

Yn, 3no t q  fCn1 = f Cnl Vp > no 
P 

= f CpI Cnl Vp > sup(no, n )  
P 



De même x = sup fnCnl => Yn, 3nl t q  x[nl = f Cpl[nl, Vp > nl 
P 

Donc Vp > sup(no, n ) ,  f [n l  = f CplCnl = xCn1 
P 

d'où Yn, fCnl = xCnl x E F 

Soi t  f E F, f = sup f [ n l ,  o r  d 'après  l a  construct ion de T,  il e x i s t e  

une branche i n f i n i e  de T t e l l e  que l e  noeud à l a  profondeur n s o i t  

fCnl, donc f E X. 

Donc finalement chaque c las se  d'équivalence modulo ' - e t  - y' - V  EM 
con t i en t  b ien  un ensemble finiment engendrable e t  l e s  domaines P (D) e t  

Y 
Pl(o) ( resp .  P C v ( ~ )  e t  P2(D), P<EM(D) e t  P3(D)) son t  isomorphes. 

On peut  s ' é tonner  de ce r é s u l t a t ,  puisque dans not re  première cons- 

t r u c t i o n  on ne se  r e s t r e i g n a i t  pas  aux ensembles obtenus comme l e s  s o r t i e s  

poss ib les  d'un programme à non-déterminisme did. Mais l e s  préordres sont  

basées s u r  l a  notion d'information f i n i e .  

On peut finalement résumer l e s  moyens de cons t ru i re  l e s  t r o i s  

"powerdomains " par  l e  diagramme suivant  : 



w w 
V ) V )  w  

W W X  

s2 
- 5  W 

v v v  
x x n compiétion n n m  

m  n 7 8n 
- n u  
X X C  V V V  
W W  O 
b L  0 

b b  5 
L L  W 

complétion 



3 .  Cont inui té  des  t r ansduc t ions  

eo '-b 
D ( r e sp .  Dl, D2) dés ignera  tou jou r s  i c i  R (L) ou T (1 ) .  

Nous avons j u s q u ' i c i  considéré uniquement l e s  p a r t i e s  non v ides  de D ; 

nous adjoignons i c i  à P (Dl l 'ensemble v i d e  e t  un nouveau p l u s  p e t i t  élément 1 <EM 
e n  d é f i n i s s a n t  l ' o r d r e  p a r  : 

( I l  semble en e f f e t  néces sa i r e  d ' é v i t e r  que 0 > {RI, donc d ' ad jo ind re  un 

nouveau ). 

P(D)  dés ignera  i c i  ce  nouveau domaine, q u i  a l e s  même p r o p r i é t é s  topo- 

log iques  de PcEM(D). 

Les t r ansduc teu r s  ne t ransformant  e n  généra l  que des  ensembles d ' é l é -  

ments maximaux, l a  c o n t r a i n t e  d ' i d e n t i f i e r  un ensemble e t  s a  c l ô t u r e  convexe 

n ' e s t  pas  gênante i c i .  

Donc P(D)  va nous permet t re  d ' é t u d i e r  l a  c o n t i n u i t é - a u  s e n s  métrique 

e t  au  sens  de l ' o r d r e -  d ' app l i ca t ions  de D dans P(D' )  e t  donc en p a r t i c u l i e r  

des  t r ansduc t ions .  

Notat ion : Quand il n 'y  aura  pas d'arnbiguité s u r  l ' e s p a c e  cons idéré  

(D, D '  , P(D), P(D' ) 1, d désignera l ' une  quelconque des métr iques uniformément 

équiva len tes  d é f i n i e s  auparavant sur l e s  S.F.P.'s. 

a )  P ré l imina i r e s  t o ~ o l o g i g u e s  ------------------- --- - --- 

Nous é tudions  d 'abord quelques p r o p r i é t é s  topologiques q u i  s 'avèrent  

u t i l e s  p a r  l a  s u i t e .  



- Ensembles fermés ouverts  

Les fermés ouverts jouent un r ô l e  important i c i ,  p a r  l e u r  s t a b i l i t é  pa r  

appl ica t ion  continue inverse  e t  p a r  l e u r  forme p a r t i c u l i è r e  dûe e s s e n t i e l l e -  

ment à l ' u l t r a m é t r i c i t é  de d e t  à l a  compacité de (D, d )  : 

P m p o a a o n  : Les fermés ouverts  de (D, d)  sont  exactement les ensembles 

de l a  forme {x E D /xCnI E T} où T est  inc lus  dans Dn (n  c R). 

Dm : S o i t  A fermé ouvert de D. - 

A ouvert => Vx, 3r > O t q  B(x, r x )  c A 
X 

(B(x, r x )  désigne l a  boule ouverte de cen t re  x e t  de rayon rx pour 

l a  d is tance  d ) .  

Donc A = U B(x, rx) 
xeA 

Mais A ,  fermé dans D compact, e s t  compact ; du recouvrement ouvert 

(B(x, r x )  IxrA de A ,  on peut  donc e x t r a i r e  un recouvrement f i n i  : 

A = u B(x, r X )  F f i n i ,  F c A.  
XE F 

Donc y E B(x, r) <=> ycnl = x[nl 

Donc Vx E F, 3nx t q  Cy c B(x, r X )  <=> ~ [ n , ]  = x[nxl 

Soi t  no = sup n 1 xrF X 

Ax = / y E Dn,  yCnxl = xCnxl} (A e s t  f i n i ) .  

Alors 

y E B(x, rX) c=> yCnOl E Ax ( c a r  (yCnOl) Lnx] = y[nxl) 

Donc y E A <=> yCnl E " Ax xcF 



Et s i  T = U Ax, on a  b i e n  : 
xr F  

coko&khe : S i  D = Qm(C), l e s  fermés ouve r t s  de D s o n t  exactement l e s  

ensembles de l a  forme : 

(x  E D / 3y E F, x > y) où F e s t  une p a r t i e  f i n i e ' f i n i t a i r e  quelconque 

de D. 

Dm : La démonstration e s t  év idente ,  puisque dans Mw(C) : - 

yCn1 = x f n l  <=> y > xCnl 

Donc y  E B(x, r X )  <=> Y > xCn 1 
X 

y r A <+ 32 c T, y >  z avec T = {xCnx l /x  r FI. 

I l  e s t  i n t é r e s s a n t  a u s s i  de remarquer que t o u s  l e s  é léments  f i n i t a i r e s  

s o n t  i s o l é s  ; donc  pour  montrer l a  c o n t i n u i t é  s u r  D ,  il s u f f i t  de démontrer 

l a  c o n t i n u i t é  s u r  l e s  éléments i n f i n i t a i r e s  ; Mais D é t a n t  compact, l a  cont i -  
a 

n u i t é  s u r  D implique l 'un i forme c o n t i n u i t é  sur D. E t  l 'ensemble des  éléments 

f i n i t a i r e s  é t a n t  dans D,  l 'uniforme c o n t i n u i t é  s u r  c e l u i - c i  e n t r i n e  l ' u n i -  

forme c o n t i n u i t é  s u r  D.  

B 1 Cont inui té  de 1' opéra t ion  " in t e r sec t ion"  .................... ...................... 

S o i t  E  une p a r t i e  de D ;On peut  donc d é f i n i r  une a p p l i c a t i o n  de D 

sur P(D) : a &  : x  + (x)  

s i x ~ E  

+ @ 
s inon .  

". 
Alors 

Ptropo~Ltion : ;E : D + P(D) e s t  cont inue ssi E e s t  fermé ouver t .  



Remarquons d'abord que E = ~E-'(P(D) - (01) o r  P(D) - f01 e s t  fermé 

puisque 0 e s t  i s o l é  dans R D ) ,  e t  ouvert  puisque (01 e s t  fermé. Donc NE con- 

t inue  => E fermé ouvert.  

Supposons maintenant E fermé ouvert .  

So i t  x E D=> X E  E o u x  # E  ! 

' } => ~ B ( x ,  r )  c E 

E ouver t  

Et donc : 

avec @ : D + B(D) 

x + ( X I  

O r  @ e s t  continue puisque (x) Cnl = (xCn1) 

Donc nE est continue en x,  si x E E. 

C " ] => 3B(x, r )  c E 

E fermé 

avec @' : D -t P(D) 

x + 0. 

Donc, @' é t a n t  constante e t  donc continue, nE e s t  continue en x, 

s i  x # E. 



Les choses se compliquent s i  on veut cons idérer  nE comme un opérateur 

de P(D ) sur lui-même. Pour supposer que nE envoie b ien  R D )  s u r  R D ) ,  il 

f a u t  en e f f e t  supposer que E e s t  convexe fermé ; s inon  on peut  cons t ru i re  A 

convexe fermé t e l  que A NE x l e  s o i t  p l u s  : A = Con O @(D)). 

On a a l o r s  : 

Ptropob&Lon : S o i t  (nE)'  : P(D)  + P(D) 

A - t A N E  

(nE)' e s t  continue => E e s t  fermé ouver t .  

Dm : La preuve e s t  évidente : - 

4 : x -t Cx) est continue 

Donc ( a ) '  continue => nE continue => E fermé ouvert.  

Par  con t re  l a  réciproque e s t  maintenant fausse ,  t o u t  du moins dans 

l e  cas des a r b r e s  : 

Exemple : C = {b 
/ 7 

Soi t  E = -(x / xC31 = 
/b\ 

1 

E e s t  b ien  convexe fermé 



s o i t  An = b 9 b 1 
/ '  \, 

n n ,/ 1- 
' R C C C 

,/' '.. 
a d d 

A e t  Bn sont convexes fermés, pour t o u t  n. 
n 

Alors AnCnl = BnCnl 

Donc ~ ~ n E C 1 1  f Bn EC11, Vn 

Et (nE) ? n ' e s t  pas uniformément continue, donc pas continue (D corn- 

pact ). 

Par con t re ,  pour l e s  mots, on a : 

Ptopoh&on : Soif D = n,(C), C alphabet  f i n i  ; Soi t  E convexe fermé de D ;  

Alors : 

(flE)' est continue ssi E e s t  fermé ouvert.  

Dm : La p a r t i e  d i r e c t e  ayant été f a i t e  ci-dessus, supposons E fermé ouvert.  - 

A c MJC1 1 => ACn 1 convexe fermé pour t o u t  n. 

A convexe fermé) 

En e f f e t  ; ACnl e s t  f i n i  e t  donc fermé, e t  deux mots de même longueur 

d i s t i n c t s  sont incomparables. 



Donc : 

x ~ E e t y c E  
O r  E fermé ouve r t  => 3no/Yn > no(xCnl = yCn1 => ou 

x C E e t y P E  

Donc Yn > no ~ [ n l  = B[nl => A n ~ [ n l  = B n ~ [ n ]  

d'où f ina lement  : 

Vn > no, ACnl ~ [ n ]  => A nE[nl zEM B nECn1 

1 

Donc (fiE)' est  cont inue .  

y) Cont inui té  des  m o ~ h i s m e s  ..................... ------ 

S o i t  $ un morphisme : Dl + D2. 

Alors : 

Pt~opoh,(ZLon : $ e s t  cont inu  ssi @ e s t  s t r i c t  (ou @ e s t  l ' a p p l i c a t i o n  cons- 

t a n t e  : x + A) .  

Dm : Supposons $ s t r i c t .  - 

Alors u E D l &  $(u)  c  D n  

( s i  on a c h o i s i  pour D l e s  mots de l o n g u e u r l n  pour  M,(C), les  a r b r e s  de n ' 
hauteur  5 n pour  T,(C)). 

Donc a[n] = b[nl => $(a [n l )  = $(bCnl) 

=> (@(a))  Cnl = ( $ ( b ) )  [n] 



4 e s t  donc 1 - l i p sch i t z i enne ,  e t  donc cont inue.  

Supposons 4 non s t r i c t  e t  non complètement e f f açan t .  

Plaçons-nous d'abord dans Um(C) : 

n a l o r s  a bCn1 = an[n] 

Donc $ e s t  non cont inue.  

03 

La démonstration s e  f a i t  de même dans T ( 1 )  : 

$ non s t r i c t  => 3a E C / $( ) = 3 .  
/ a \  a . . . . - a  

$ non complètement e f f a ç a n t  => .3b E C / $( ) # r  

Q - . .  . . R  

S o i t  ( t n ) n  d é f i n i  p a r  : 

- - a 
/ \ 

R . . .  Q 

a l o r s  unCnl = tnCnl  e t  $ ( t n >  Cil # $(un)  Cil. 



ô )  con t inu i t é  des moqhismes inverses  ..................... --------------- 

- 1 S o i t  $ un morphisme de Dl vers  D2 ; peut-on considérer  $ comme une 

app l i ca t ion  de D2 v e r s  RD1) ? 

- 1 On peut d'abord se  demander s i ,  pour t o u t  x de D2 ,  @ ( x )  e s t  convexe 

fermé dans Dl ; 

1 
On a bien $- (x)  convexe ; en e f f e t  : 

S o i t  z3, z1 < z3 < z2 

Alors : $(zl)  = x < $(z3) < $(z2)  = X 

- 1 Donc $(z3) = x : z3 E $I (x)  

-1 
Mais + (x)  n ' e s t  paç nécessairement fermé ; en  e f f e t  s i  4 e s t  

s t r i c t ,  d 'après  ce qu i  précède, $"(x), image réciproque d'un fermé par  une 
- 1 app l i ca t ion  "nulle" q u i  à t o u t  x associe 4 ,  $ e s t  continu. Mais s i  $ e s t  

n i  s t r i c t ,  n i  complètement e f f a ç a n t ,  s o i e n t  a t e l  que $ ( a )  = 0 e t  b t e l  que 

@(b)  # r, a l o r s  si z = +(b)  on a : an b r +-l(,), Yn 

(On a raisonné i c i  dans QOD(C) mais l a  démonstration s 'é tend sans  d i f f i c u l t é  

a Tw(C>). 

Mais on peut montrer : 

-1 
h:$ ( x ) Z E M  - $-'(y) => con O $($-'(x)) = con O $($ ' (y ) )  

S o i t  z r $"(x) : 3z1 r 

t q z l < z < z  2 

3z2 E $($-'(y)) 



E $($-'(y)) => z2 = kim un avec $(un) = Y 
2 

=> Vp, 3n / z2Cpl = unCp1 

4 

Donc Vp, O(z2Cpl < y 

O r  $ (z2)  = SUP $(z2Cpl) (pa r  d é f i n i t i o n  des  morphismes é tendus) .  
P 

d'où : $(z2 )  < y 

On a a l o r s  : x = $ ( z )  < @ ( z 2 )  < Y 

De même on a u r a i t  y < x. 

D'où finalement y = x. 

c .q .f .d .  

Donc s i  on munit l 'ensemble des p a r t i é s  de Dl de l a  semi-distance d d é f i n i e  

p a r  : 

d r e s t r e i n t  à {$-l(x)  / x t IN} e s t  une d i s t ance .  

- 1 
(puisque @- l (x )  CnIeEM Cnl, Vn => VA t S(Dl),  A cEM $ (x) <=> A cEM $-'(y) 



Etudier  l a  con t inu i t é  de 0-1 de (Dî, d)  dans l 'ensemble des p a r t i e s  munies 
--1 

de l a  d is tance  ci-dessus, r e v i e n t  à é t u d i e r  l a  c o n t i n u i t é  de h : x + ~ $ - l ( x ) l ~ .  

- 1 
On notera  abusivement c e t t e  con t inu i t é ,  c o n t i n u i t é  de @ de (D2, d )  

dans ( P ( D ~ ) ,  d ) .  On a  a l o r s  : 

Phoposition : 0-1 e s t  continue de ( D 2 ,  d )  dans ( P ( D ~ ) ) ,  d )  seulement s i  1 m 

@ est ouvert  fermé. 

Dm : évident  : Im = (x /+-'(XI # 0) - 

-1 
o r  P(D) / 9 e s t  fermé ouvert ; donc s i  e s t  continue,  I m  @ est fermé ouver t .  

Dans l e  cas des mots i . e .  il e x i s t e  deux a lphabets  Cl e t  C2 t e l s  que 

Dl = Mm( El) , D2 = Mm( Z2) - on a  même : 

Pnopos,&ion : 0'' e s t  continue de (nm(Lî), d )  dans ( (Qm(C1)), d )  ssi I m  

e s t  ouvert fermé. 

Dm : D'après cl), s i  I m  @ e s t  fermé ouvert ,- il e x i s t e  F t e l  que - 

Donc 3no / x E In, O 1 = > y E I  
n- 

yCnol = xCnol 

- 1 
O r  pour montrer que 4 e s t  continue,  il s u f f i t  de montrer que : 

1 - 1 - 1 
Vp, J n  / d ( x ,  y )  < => O ( X I  [PI 6 ( Y )  [PI 

1 
O r ,  s o i t  n ,  x ,  y  t e l s  que d(x,  y )  < 1+,, n > no. 



d(x ,  Y) < I = > y E I  @ rn 
X '  I n @  

n > n  O 
S o i t  donc po = i n f { ) $ ( a ) l  ,.a A 

Alors  

3n '  t q  n - n o - p o  i n '  s n - n  e t  xCnl+nO1 = y C n ' t n o l  
O 

xCn'1 = ( (z l )  

avec z  = =1 z2 

n '  Donc lzll  > - 
Po 

On a a l o r s  : 

A n '  +nol /xCn, l  = y[nO t n ' l  /yCn'l 

avec x  /xCn ' 1 = @(z2) E I", @ 

D'où 3a t q  y = @ ( a )  : y  = @hl a )  

1 avec d(zly a y  z1 z 2 )  < - < 1 
n '  

1t- n 
Po 1t---- O 1  

Po Po 

donc on peut c h o i s i r  n  t q  : 

-1 
=> O (XI  Cpl c @-l(y)  Cpl 

-1 e t  symétriquement => @ ( y )  Cpl c @-'(XI Cpl 



D'où 

1 - 
d(x, y )  < 1+n => 4 l (y )  [p l  = $-l(x) Cpl 

1 => d($- l (x) ,  $-'(y)) < - 
l+p 

Si e s t  alphabétique ( e t  s u r j e c t i f ) ,  1 @ = Q,(L2) e s t  ferné ouver t ,  donc : 

- 1 
On peut avo i r  4 continu e t  $I non alphabétique comme l e  prouve 

l'exemple suivant  : 

4 :  a - t a  4, = {a, b}, L2 = l a 1  

b + aa 

00 - 1 
I m  4 = a e s t  fermé ouvert .  Donc 0 e s t  continu.  

Par  contre dans l e  c a s  des a r b r e s ,  l a  'Condition " I m  4 fermé ouvert" n ' e s t  pas  
-1 

s u f f i s a n t e  pour que (#I s o i t  continue : 

S o i t  3 = (7, /( ,ci d l  

a l o r s  I m  4 = T ( 1  ) est donc fermé ouvert.  
2 



Mais ) = {  1 
n  n  n+ 1 

"1 d  I 
d  

=l 
d  

/ 
d  

avec +-'( Cl1 Z,, b ) CI], v 
n  n  / \  

C 
n t 1  

"1 
C 

l 
d  d  

l 
d 

Donc 9-1 n ' e s t  pas  cont inue.  

On a p a r  con t r e  : 

w 
Ptopos i t i on  [ 121 : +-l e s t  cont inue de T ( L 2 )  dans P(?(L 1) ssi 4 e s t  

1 
l i n é a i r e  e t  I m  4 fermé ouver t .  

E )  Cont inui té  des t r ansduc t ions  ............................... 

S o i t  T = (+, K ,  $) une t r ansduc t ion  considérée comme une app l i ca t ion  de 

Dl dans P ( D ~ ) .  On peut  b i e n  s û r  a v o i r  une condi t ion  s u f f i s a n t e  de s a  con t i -  

n u i t é  e n  r éun i s san t  des cond i t i ons  s u f f i s a n t e s  pour  l a  c o n t i n u i t é  r e spec t ive  

de 4 ,  K e t  $. Donc s i  4 l i n é a i r e  e t  In fermé ouve r t ,  4 fermé ouvert e t  $ 

s t r i c t ,  T e s t  cont inue.  Bien s û r ,  l a  réunion des cond i t i ons  néces sa i r e s  n ' e s t  

p l u s  une condi t ion  néces sa i r e  ; il s u f f i t  de c h o i s i r  T = ( 4 ,  K ,  $) avec : 

L2 = {a ,  b l  

C3 = Cl 



Alors K n ' e s t  pas fermé ouvert e t  Ji n ' e s t  pas  s t r i c t ,  mais T est  continue 

(puisque T = I d  En e f f e t  l e s  " i r r égu la r i t é s"  de $, K ,  Ji peuvent s e  

compenser. 

On a quand même l e  r é s u l t a t  su ivan t ,  s i  T s e  r é d u i t  à K, $J : 

P t r o p o b ~ o n  : T = ( K ,  9 )  continue ssi ( K  est fermé ouvert e t  Ji s t r i c t  ou 

f i n i ) .  

Dm : La condit ion est s u f f i s a n t e  d 'après  B )  e t  y ) .  - 

-1 Supposons T continue ; a l o r s  K = 4 (P(D2)/0) e s t  l ' image réciproque 

continue d'un fermé ouvert ,  e t  donc e s t  fermé ouvert.  S i  K n ' e s t  pas f i n i ,  

a l o r s  : 

3x t q  x fiw(C) (ou x Tm(C)) c K 

Alors s i  $ n ' e s t  pas s t r i c t ,  on peut app l iquer  l a  cons t ruct ion  du y)  e t  

montrer l a  non-continuité de T. 

Malheureusement dans l e  cas  généra l ,  nous n'avons pas obtenu de 

"bonnes" condi t ions  pour l a  con t inu i t é  de T qui  so ien t  moins r e s t r i c t i v e s  

que c e l l e s  obtenues ci-dessus. 

Dans l e  cas des arbres ,  E. L i l i n  e t  M.F. Claerrbout ont  obtenu des 

r é s u l t a t s  pour l e s  t ransducteurs  dé terminis tes  C 121. Rappelons e n  part icu-  

l i e r  : 

Phapo~&on Cl21 : S o i t  T un t ransducteur  d 'a rbres  descendant dé terminis te  : 

T e s t  continu ssi il est équivalent  à un t ransducteur  descendant d 'arbres 

T' dé terminis te ,  quas i  ultime e t  quasi  complètement spéc i f i é .  

a )  con t inu i t é  de l loeé ra teur  --------- n 

S o i t  E c D ; nE : x -+ 1x1 s i  x E E x -+ 0 sinon 



S i  nE e s t  cont inue,  e l l e  e s t  c r o i s s a n t e  e t  donc : 

1 C E => Yx, nE(x) > 0 => Yx, x P E. 

Et 1 E E => Yx, nE(x) -+ (11 

Y X E  D , x E E  

Donc E # 0 
<=> E E D 

nE cont inue 

B )  Cont inui té  des m o ~ h i s m e s  é tendus  ..................... -------------- 

Par  d é f i n i t i o n ,  i ls  s o n t  cont inus .  

y) Cont inui té  des mor~hismes  i n v e r s e s  --------------------- --------------- 

- 1 
S o i t  $ : D l +  D 2 ; a l o r s  $ e s t  cont inue de D2 ve r s  P ( D ~ )  - ssi 4 e s t  

a lphabét ique e t  s u r j e c t i v e ,  i . e .  $(Cl) = C2. 

Dm : On va f a i r e  i c i  l a  démonstration dans l e  ca s  des  mots, mais c e l l e - c i  - 
s ' é t e n d  sans d i f f i c u l t é  a u  c a s  des  a r b r e s .  

- 1 
Supposons $ cont inue  

S i  $ e s t  non a lphabét ique ,  il e x i s t e  a E C e t  u  t q  : 1 

$(a) = u avec 11.11 > 1 

Donc a E @-'(u) 



donc Yx E $ - l ( u ~ l ~ ) ,  1x1 2 1 e t  x # u 

d'où Yx e $ - l ( u l l ] ) ,  x ( a 

Et $-'(u) In & l ( ~ ~ i l )  : 4'' n ' e s t  pas  cro issante .  

S i  9 e s t  non s u r j e c t i v e ,  il e x i s t e  b E I2 t q  $-l(b) = 0 

(puisque $ alphabétique ) . 

donc $-l(b)  In $"(E). 0-1 n ' e s t  pas continue.  

Supposons c$ alphabétique e t  s u r j e c t i v e .  

Montrons d'abord $ croissante  : 

alphabétique => $-'(xy) = @-l(x )  

0 s u r j e c t i v e  => Vy q1(y)  # 0 

donc $-l(xy) = @-'(x) $-'(y) > $-'(X.?. 

- 1 
Montrons maintenant que préserve l e s  sup s o i t  : 

-1 
O (sup xn) = sup $-l(Xn) 

n n 

Va E $-'(sup xn), ~ ( u )  = sup xn : 
n 

Donc comme est alphabétique : 

Yn, 3an, a i  t q  a = a a '  avec #(an) = xn. n n 

-1 
Vn, 3an t q  a > an e t  a E $ (xn). n 

donc $''(sup xn) >, $-l(xn),  W. 



-1 Mais Va r $ (xn). $(a)  = xn < sup x  . 
n n  

Comme $ est s u r j e c t i v e  : Va E $-'(xn), 3b t q  $(a) .  $(b) = SUP xn 
n  

(sup au sens de > EM ). 

- 1 
Soi t  A >EM 4 (x,), Yn, A = Con O @(A) .  

Donc Va E A ,  Yn, 3zn(4-'(xn) / a  > zn 

Donc V ,  $ ( a )  > O(zn> 

Vn, $(a)  > xn 

1 Donc $ ( a )  > sup xn 
n  

==> 3al, a ?  t q  a  = al  a î  e t  $(al)  = sup xn 
n  $ su r j ec t ive  

donc 3 (z  t q  z  = sup z  e t  OIzn( = xn ( O  alphabétique) n  n  n  
n  



Soit z = sup z n avec z n E 6'(xn) 
n 

donc Vn, 3an E A zn < an. 

A étant compact : 3a E A ,  sup z < a. n 

Donc Ja E A tq z < a 

6 )  Continnuité des transducteurs ................................ 

Comme pour la continuité au sens métrique, nous n'abons pas ici obtenu 

de résultats satisfaisant. On a bien sûr tout de même : si $ est surjectif et 

alphabétique, la transduction (4, D, $), ($ quelconque ) est continue. 
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