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1-1.- PRESENTATION DU PROBLEME PHYSIQUE

Déja dans la premidre moitié du XIX® siécle, 1l'existence de deux
types d'écoulements différents, maintenant qualifiés de laminaire et de
turbulent, fut mise en évidence par St VENANT [1]. Cependant c'est Osborne
REYNOLDS [2] qui fonda la premiére théorie de la turbulence en considérant
les conditions sous lesquelles 1'édcoulement laminaire dans un tuyau se
transforme en écoulement turbulent. Cela amena REYNOLDS & formuler un critére
général de similitude dynamique pour les écoulements des fluides visqueux
incompressibles. Ce critére est fondé sur les valeurs du nombre de Reynolds,

du nom de son créateur

UL

5 (1-1)

Re =
od U et L sont les échelles caractéristiques de vitesse et de longueur de
1'écoulement et Vv la viscosité cinématique du fluide. Ce nombre de Reynolds
peut &tre interprété comme le rapport des valeurs caractéristiques des forces
d'inertie aux forces visqueuses agissant dans le fluide. Les forces d'inertie
qui produisent le mélange de différents volumes de fluide se déplagant avec
des vitesses différentes, produisent aussi un transfert d'énergie entre les
composantes 3 grandes échelles du mouvement et celles & &échelles plus petites.
Elles assistent ainsi & la formation d'hétérogénéités de petites tailles dans
1'écoulement qui sont caractéristiques du probléme de la turbulence. Ainsi
des valeurs suffisamment petites du nombre de Reynolds correspondent & un
écoulement laminaire, et des valeurs élevées 3 un écoulement turbulent. Ceci
est un premier résultat fondamental &tabli par O. REYNOLDS. On peut aussi

caractériser qualitativement un mouvement d'échelle A par son nombre de

Reynolds.
Us «A
A\
Re, = 5 (1-2)
UA étant 1l'ordre de grandeur des vitesses de ce mouvement. Pour les mouvements

3 grande échelle, RA est grand et la viscosité ne joue pratiquement aucun rdle.
Son existence ne se fera sentir qu'en dessous d'une échelle Xo, correspondant a
RAO de 1l'ordre de 1'unité, pour dissiper 1l'énergie qui est fournie par les
mouvements & grande échelle. Cette échelle de dissipation est la plus petite de
1'écoulement turbulent. Les mouvements correspondant aux grosses structures qui
sont porteuses de la plus grande partie de 1l'énergie turbulente k ont des

échelles caractéristiques semblables & la dimension £ de 1'écoulement dans son



ensemble. Leur nombre de Reynolds est

R, = (1-3)

[ 2
Yk
ep v
Comme 1'énergie moyenne ¢ dissipée par unité de temps dans le
mouvement provient intégralement de ces mouvements & grande échelle, son
ordre de grandeur peut €tre déterminé & partir des seules grandeurs carac-—

téristiques de ces mouvements, soient vk et £ , & 1'aide de l'analyse

dimensionnelle. Ainsi

3
e qu (1-4)

-~

KOLMOGOROV [3], a postulé 1'indépendance statistique des mouvements & échelles
proches de Ko par rapport aux mouvements des grandes structures. Ils ne
peuvent dépendre alors que de l'énergie qu'ils recoivent de ces mouvements &
grande échelle et de la viscosité cinématique, c'est-a-dire € et Vv .

Les seules échelles de longueur et de vitesse que l'on peut former a partir

de ces quantités sont

1/h4 1/k

- .
AO%(E) ;ou

On vérifie bien que 1'on a alors

-,

R @ =—2— (1-6)

On peut ainsi évaluer le nombre de points de calcul qui sont nécessaires a la

résolution simultanée de toutes les &chelles (grandes et petites) pour un tel

mouvement. Ce nombre correspond au nombre de degrés de liberté de 1l'écoulement
3

ma () (T-7)
e}

En terme de nombre de Reynolds on obtient ainsi [25]

9/k
N VR (I-8)
L
Prenons par exemple le cas classique de l'écoulement turbulent confiné entre

parois paralléles étudié expérimentalement par COMTE-BELLOT [L4]. On a par

exemple Reg ~ 10000. Ce qui correspond & un nombre de points de calecul de



i'ordre de

N’\1109
ce qui est.encore largement inaccessible aux ordinateurs actuels. Une approche
totalement déterministe de la turbulence n'est donc envisageable que pour des
nombres de Reynolds faibles, alors que toutes les situations d'intérét pratique
seront caractérisées par un nombre de Reynolds au moins égal & celui étudié

par COMTE-BELLOT.

1-2.- LES DIVERSES APPROCHES DES PROBLEMES TURBULENTS

1-2-1.- Les approches déterministes a L'itude des Zcoulements
furbulents .

La seconde contribution majeure de REYNOLDS est de représenter les
valeurs de toutes les quantités hydrodynamiques d'un écoulement turbulent par
la somme d'une composante moyenne et d'une composante fluctuante. Cela permet
de n'étudier que les valeurs moyennes qui varient lentement dans le temps et
dans 1'espace. Depuis Reynolds, le concept de "moyenne" est mieux compris
principalement grace 3 la théorie des probabilités. Quoique REYNOLDS n'ait
utilisé que-quelques unes des propriétés algébriques de 1l'opérateur "moyenne',
ces propriétés produisent une formulation modifiée des &quations de la mécanique
des fluides qui fut & 1l'origine des travaux de BOUSSINESQ, Von KARMAN et
beaucoup d'autres.

L'utilisation d'une telle décomposition permet de mettre en &vidence
le probléme de la fermeture des &quations du mouvement. En effet la non-
linéarité des termes convectifs fait apparaftre un terme nouveau d'ordre supé-
rieur aussi bien dans les équations du mouvement moyen que dans les équations
d'évolution pour ces termes eux-mémes. L'une des approches les plus théoriques
8 ce probléme fut proposée par KRAICHNAN [5], [6] avec l'approximation d'interac-—
tion directe. Cette approximation consiste & fermer 1'équation de 1l'énergie de
turbulence exprimée dans l'espace spectral, grice 3 la résolution simultanée
d'une équation pour une quantité qui caractérise la réponse du champ turbulent
3 une perturbation &lémentaire faite & un mode donné. Cette approximation a
servi de base aux développements des travaux de EDWARDS [7], KRAICHNAN [8], [91],

et FRISCH [10], [11] pour ne citer que les principaux. Dans la référence [12],



LESLIE fait une synthdse des travaux de KRAICHNAN. En particulier il montre
pourquoi 1'approximation de l'interaction directe est meilleure que 1'approxi-
mation de quasi-normalité (MILLIONSHTCHIKOV [13], PROUDMAN et REID [1k],
O'BRIEN et FRANCIS [15] et OGURA [16]) qui est elle-méme supérieure & la
méthode des séries de DEISSLER [17]. Malgré une base théorique trés élaborée,
ces méthodes d'approche des problémes turbulents n'ont pas eu le développement
théorique auguel on aurait pl s'attendre au moment de leur publication. En
effet les méthodes citées ci~dessus n'ont jusqu'd présent pas encore pi &tre
utilisées pour des applications réelles autres que pour des cas trés précis

de turbulence "de laboratoire". Si il est prématuré de vouloir utiliser de
telles méthodes pour le calcul d'écoulements réels, il ne faut pourtant pas
négliger le rfle qu'elles peuvent avoir pour la génération des modéles de
turbulence plus simples. Un exemple bien connu d'une telle interaction entre
méthodes est l'approximation de la quasi normalité proposée initialement par
MILLIONSHTCHIKOV [13] et qui a ét€ mise en défaut par ORSZAG [18]. Le champ
d'application de ces méthodes est toutefois restreint 4 la turbulence

homogéne (la plupart du temps isotrope) & faible nombre de Reynolds.

Le développement trés rapide des calculatéurs &lectroniques durant les
vingt derniéres années a permis d'aborder le probléme d'une fagon plus pratique -
grice aux simulations numériques de champs turbulents. Les premiers résultats
de simulation ont 8té obtenus par ORSZAG et PATTERSON [19], puis par SCHUMANN
et PATTERSON [20] qui examinérent également les fluctuations de pression.
ROGALLO [21], [22] a fait de nombreuses "expériences" telles que 1l'é&tude d'une
déformation plane ou axisymétrique ou un cisaillement constant. La réalisation
de telles expériences & des nombres de Reynolds peu élevés a &été possible grace
8 1'utilisation de conditions aux limites périodiques et aussi de méthodes pseudo
spectrales: le calcul des dérivées se fait dans l'espace spectral tandis que
les produits des composantes de vitesse se font dans I'espace physique, le passage
d'un espace & un autre se fait alors 3 1l'aide d'une transformation rapide de
FOURIER (FFT) [21] . Deux extensions intéressantes de ces approches sont les
travaux de SHIRANI [23] et FEIEREISEN [24] . Le premier a introdulit un scalaire
passif dans le champ d'une turbulence cisaillée homogéne tandis que le second
a étudiéd l'effet de la compressibilité sur une turbulence & cisaillement constant.
Les deux expériences sont toutefois limitées & des faibles valeurs du nombre de
Reynolds (de l'ordre de 100) pour la raison qui a &té développée précédemment,
concernant le nombre de points de calcul nécessaires i la résolution de toutes

les échelles turbulentes.



Dans le but de supprimer, ou au moins déplacer de telles limitations,
DEARDORFF [26] suggéra un traitement différent pour les phénoménes & petite
chelle. Il est clair en effet que les grosses structures qui sont porteuses
de la plus grande partie de 1l'énergie turbulente et sont donc déterminantes
pour le comportement du fluide sont loin de 1l'homogéné€ité et de l'isotropie.

En revanche, les petites structures, qui selon 1'analyse de KOLMOGORQV, dissipent
1'énergie recue des grosses structures & travers la zone inertielle du spectre
sont proche de l'isotropie et ont un caractére plus universel. C'est pourquoi,
on peut restreindre le calcul déterministe aux phénoménes & grandes échelles
tandis que les petites structures sont modélisées. C'est la technique de la
modélisation de sous—maille "dub-gnid scale modeling” couplée & la simulation
des grandes structures "farge eddy simulation". La premiére application de cette
technique fut faite par DEARDORFF [26], qui simula 1'écoulement turbulent dans
un canal & grand nonmbre de Reynolds. En utilisant seulement 6720 points de
maillage, il réussit 3 prédire plusieurs caractédristiques de 1l'écoulement turbu-
lent. En fait le résultat moyen de cette &tude a été de montrer la potentialité
de cette méthode pour 1l'étude d'écoulements turbulents. SCHUMANN [27], [28]
calcula également un écoulement turbulent de canal et &tendit cette méthode & .
des configurations cylindriques. Il utilisa dix fois plus de points de maillage
que DEARDORFF (65536) avec une forme améliorée de modélisation de sous maille
comprenant une &quation différentielle pour l'énergie de turbulence présente
dans cette région du spectre. GROTZBACH et SCHUMANN [29] introduisirent la
température en tant que scalaire passif. Dans toutes ces simulations les
mécanismes turbulents inhérents & la présence de la paroi sont ignorés et une
condition limite dans la partie logarithmique de la couche limite est utilisée
pour simuler la sous—-couche interne. Or 1l'expérience a montré que c'est dans
cette région que prend place pratiguement toute la production de 1'énergie
turbulente. La premiére simulation compléte de cet &coulement entre plaques
planes fut faite par MOIN ET KIM [30]. Dans ce dernier travail, un demi million
de points de maillages furent utilisés pour simuler un &coulement dont le nombre
de REYNOLDS est de 1l'ordre de 13000. Les résultats de tels calculs sont remar-
gquables et justifient & postériori 1l'appellation parfois usitée 4'"expérience
numérique". Malgré le succés de ces méthodes pour des écoulements géométriquement
trés simples, leur utilisation pour résoudre des problémes trés concrets semble

encore lointaine 3 1l'heure actuelle.



Alors que les méthodes qui ont été citées jusqu'a maintenant se
veulent déterministes par nature, seule une approche statistique est suscep-
tible de donner une évaluation pratigue d'écoulements turbulents complexes.
Pour obtenir les caractéristiques moyennes d'un écoulement turbulent, il
faudrait, dans le cadre d'une approche déterministe, effectuer une moyenne
d'ensenble sur un certain nombre de réalisations (3 supposer que l'on soit
capable d'obtenir de telle réalisations, ce qui n'est pas encore vrai &
l'heure actuelle) obtenues par la résolution d'équations exactes. Pour une
approche statistique, au contraire, une moyenne temporelle sera faite sur
les équations elles-mémes plutdt que sur leur solution. Si les critéres
d'ergodicité sont satisfaits, moyennes d'ensemble et moyennes statistiques
sont alors identiques. Le probléme de la fermeture peut alors &tre posé
plus clairement dans 1'espace physique. Quand on introduit dans les équations
du mouvement wne décomposition du méme type ou identique & celle proposée
par Reynolds, la non-linéarité du terme convectif fait apparaltre un terme
nouveau qui correspond au terme de frottement turbulent pour le champ dyna-
migque ou au flux turbulent de chaleur ou de masse dans le cas de la disper-
sion d'un scalaire tel qgue la température ou la fraction massique. Quelques
manipulations élémentaires des équations de Navier—-Stokes ou de diffusion
permettent d'obtenir des équations d'évolution pour ces nouvelles corrélations,
équations dans -lesquelles apparaissent des corrélations triples. De méme si
on établit les équations d'évolution de ces corrélations triples, apparaissent
des moments d'ordre guatre, et ainsi de suite. Pour rompre cette chaine
d'équationsil est alors nécessaire d'exprimer d'une fagcon ou d'une autre les
moments d'ordre n par rapport aux moments d'ordre n - 1 . Le niveau de

fermeture de ces équations est alors déterminé par la valeur de n .

1-2-2.- Point de vue statistique - Cas particulier de La turbulence
compressible.

Depuis les premiers travaux de REYNOLDS, beaucoup de progreés ont été
faits par de nombreux chercheurs et il serait fastidieux et sans grand intérét
d'en faire la revue ici. Force est toutefois de constater que peu de travaux
ont été consacrés précisément au traitement des &coulements turbulents

compressibles qui font l'objet de cette thése.



Sur le plan expérimental, les premiers travaux portérent sur des
couches limites en &quilibre sur paroi adiabatique [31], [32], [33] ou des
sillages isobares [34]. Ils conduisirent MORKOVIN [33] & émettre 1'idée que
le champ dynamique devait suivre le comportement incompressible. LAUFER [35]
utilisa les moyennes pondérées par la masse volumique proposées par FAVRE [36]
pour parvenir & une conclusion identique. Durant un certain nombre d'années,
les problémes compressibles ont donc été abordés avec des mode€les incompressibles.
Toutefois les limites de telles extensions commencent 3 €tre mieux connues.
BRADSHAW [37] inventoria les divers cas de validité de 1l'hypothése de MORKOVIN,
en remarquant qu'elle s'applique plutdt & des écoulements ol les fluctuations
relatives de masse volumique sont faibles. Cela exclut ainsi les couches limites
hypersoniques (Me > 5) et celles soumises & d'importants gradients de pression
(Interaction onde de choc-couche limite turbulente). BRADSHAW conclut également
3 1'inaptitude de cette approximation i la prédiction de couches de cisaillement
supersoniques. L'une des principales conclusions de la conférence sur les couches
libres de cisaillement de 1972 [38] fut que tous les modSles de turbulence
existants (incompressibles) étaient inadaptés & la prédiction de ces &coulements.
La plus belle illustration de cette déficience est le probléme bien connu de la
décroissance du taux d'ouverture des couches de mélange supersoniques pour des .

nombres de Mach croissants.

Sur le plan de la modélisation, assez peu de résultats marquants ont
été obtenus a ce Jour. L'essentiel des travaux a consist€ 3 une extension des
modéles incompressibles, en supposant que la présence d'une masse volumique
variable dans les &quations était suffisante pour représenter correctement
les effets de compressibilité. En présence de sévéres gradients de pression,
de tels mod&les s'avérent mal adaptés (WILCOX et ALBER [39], BRADSHAW [L0]).
Pour déterminer les importances respectives des effets de compressibilité et
de variation de masse volumique, BROWN et ROSHKO ont étudié expérimentalement
le comportement d'une couche de mélange de faible vitesse & masse volumique
variable [41]. Ils n'ont trouvé aucune évidence des variations du taux d'ouver-
ture avec le rapport des masses volumiques et conclurent que ces variations
devaient &tre dues uniquement d un effet de compressibilité. Deux travaux ont
été reportés jusqu'a présent pour résoudre ce probléme. OH [L42] propose un
mod€le & wne équation qui tient compte des effets de corrélation pression-—
dilatation et BONNET et LAUNDER [43] qui ont modifié une fermeture du second
ordre. Hormis ces deux cas, toutes les tentatives de traitement d'écoulements

compressibles ont été faites par de strictes extensions de modéles incompressibles.
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1-3.- DEFINITION DU CADRE DE LA PRESENTE RECHERCHE

1-3-1.- Taaltement de La turnbulence.

Un point commun & tous les modeéles présentés dans la suite de cette
thése est 1'étude de phénoménes turbulents & 1l'aide uniquement des corrélations
en un point. Le but étant une application des fermetures du second ordre des
équations du mouvement, c'est-d-—dire la résolution d'&quationsaux dérivées
partielles pour les moments d'ordre deux, l'influence des termes dus aux
variations de masse volumique sera tout particuliérement examinée. Dans
chague cas, une certaine progression dans la complexité des mod&les serg
observée et des comparaisons entre modéles pour un méme écoulement seront
faites dans la mesure du possible. Les deux principales causes de variation
de masse volumique pour des gaz non réactifs seront &tudiés

- le mélange isovolume de gaz de masses moléculaires différentes,

- 1'écoulement & grande vitesse d'un gaz avec ou sans gradient de

pression.

1-3-2.- Traitement numérique.

Le traitement numérique des équations pourra se faire de deux facons
différentes. Chaque fois que cela sera possible, les &quations seront simplifiées
avec une approximation de type couche limite. Le caractére parabolique, qu'elles
auront acquis sera mis & profit pour une résolution avec une version modifiée
de la méthode de PATANKAR et SPALDING [45]. Toutefois ce type d'approximation
impose de trés séveéres limitations & la généralité des écoulements étudiés
(stationnarité, absence de recirculation, gradients de pression longitudinaux
modérés...). Une autre alternative sera donc envisagée, qui n'aura aucune de
toutes ces restrictions. Les équations de Navier-Stokes, couplées aux équations
de turbulence seront résolues simultanément avec une méthode parabolique par
rapport au temps et elliptique/hyperbolique pour les variables d'espace. Le
schéma utilisé est la version implicite du modé€le prédicteur-correcteur de
MAC CORMACK [L46] qui permet un progrés trés significatif, quant aux coflits de

calcul par rapport aux schémas explicites existants.
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1-3-3.- Applications

On peut distinguer deux types d'applications distinctes. La partie
"mélagne isovolume" sera étudiée & partir des travaux expérimentaux de BROWN
et ROSHKO [41] et REBOLLO [44]. Le mélange &tudié sera fait d'helium et
d'azote, autorisant ainsi un rapport maximum de masses volumiques &gald 7 .
Deux cas de gradients de pression négatif ou nul seront &tudiés.

Le champ d'expérimentation de la partie compressible sera plus vaste.
A titre préliminaire des calculs de couches limites supersonique sur plaque
plane athermane ou refroidie seront faits en l'absence de gradient de pression
longitudinal. Puis le probléme d'une interaction forte onde de choc-couche
limite turbulente avec décollement &tendu sera étudié [45]. En plus de cela,
quelques résultats seront présentés pour la couche de mélange (isovolume ou

compressible) avec un seul modéle de turbulence.

1-4.- ORGANISATION DU MEMOIRE

Le second chapitre pose le probléme de la fermeture. Apreés ume
introduction sur le type de moyenne qui est utilisée pour ce travail, les
équations du mouvement sont rappelées, tout d'abord sous forme instantanée
puis sous forme moyennée. L'apparition des termes nouveaux entraine la pro-
position d'8quations de transport qui seront ou non utilisées, selon le
niveau de fermeture choisi. Ces équations sont destinées a décrire le compor-—
tement des contraintes de Reynolds, de l'énergie cinétique de la turbulence,
des corrélations triples de vitesse, du taux de dissipation de 1l'énergie
turbulente, des corrélations vitesse-masse volumique et enfin des flux

turbulents.

Dans le chapitre III, des solutions sont proposées pour ce probléme
de fermeture. Une premidre catégorie de solutions est basée sur l'hypothese
de transport par gradient (approximation de BOUSSINESQ ). Dans le cadre de
cette approximation, sont regroupées diverses méthodes de fermeture & l'ordre
z8ro telles que la longueur de mélange, les modéles 3 une ou deux équations.
Dans cette partie, un accent particulier est mis sur le modéle & deux €quations

k - €, dans le but d'une résolution homogéne des équations de la turbulence.
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Une seconde catégorie de modéles passe outre & 1l'approximation de Boussinesq
en déterminant directement les grandeurs inconnues avec des équations aux
dérivées partielles. Une présentation des diverses hypothéses de modélisation
est alors faite, qui permettent 1l'obtention de formes fermées pour les équa-
tions qui ont été introduites au chapitre précédent. Pour les deux catégories
de moddles, les hypothéses spécifiques au traitement de la présence d'une
paroi solide sont distinguées des approximations valables pour les écoulements
libres. Pour conclure ce chapitre les conditions théoriques d'application de

ces moddles sont discutées et justififes (réalisabilité et invariance).

Les deux chapitres suivants sont consacrés & la description des
deux méthodes numériques qui sont utilis@es dans cette thése. Aprés une mise
en forme commune des &quations d'évolution, et une description globale de la
procédure numérique, le changement de variables et ses implications sont pré-
sentées, sulvies de la formulation en différences finies. Puis les caractéris-
tiques de la méthode sont résumées et une bréve discussion de ces avantages
et ses limitations prend place. La seconde méthode numérique se veut plus
générale que la précédente. Aprés quelques considérations sur la potentialité
des équations i &tre mises sous forme conservative ou non, la description
globale de la méthode est faite. Puis les différences entre les &quations
instantanées et moyennes sont soulignées et le traitement particulier des
termes sources est expliqué. Puis aprds quelques considérations sur des
transformations simples de coordonnées une description détaillée de 1l'opérateur
implicite prend place avant de faire la synthése des caractéristiques générales
de cette méthode et de donner quelques chiffres concernant les coiits de calcul

correspondant & cette méthode.

Le sixiéme chapitre expose  les principaux résultats qui ont été
obtenus. Une premiére partie résume  les résultats corresporndant au mélange
isovolume de gaz de masses moléculaires différentes avec des moddéles de
niveaux différents puils les conclusions majeures spécifiques & ce probléme
seront tirées. Puis, quelques résultats seront présentés pour la couche de
mélange (& basse vitesse ou haute vitesse) avec un méme moddle de turbulence.
Enfin les problémes plus spécifiquement compressibles sont abordés dans la
seconde partie. Tout d'abord différents modéles sont utilisés pour traiter
~le cas d'une couche limite supersonique adiabatique ou refroidie. Puis le
probléme de l'interaction onde de choc—couche limite est abordé aprés une

rapide description des conditions expérimentales.
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Dans un dernier chapitre, aprés un résumé des méthodes employées,
et des résultats acquis les conclusions sont esquissées et discutées. Les

lecons 3 tirer et les perspectives d'avenir sont alors détaillées.
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11.- LA METHODOLOGIE DE LA MOYENNE

Au point de départ de toute simulation numérique d'écoulement de
fluide, nous trouvons toujours les équations de Navier Stokes. Si il &tait
possible de résoudre analytiquement le systéme d'équations, et en admettant
que les conditions aux limites soient telles que l'existence et l'unicité
de la solution soient garanties, la solution pourrait &tre obtenue, indépen-
damment de la méthode utilis&e pour 1l'obtenir. La nécessité d'une discréti-
sation des &quations pour l'obtention de la solution modifie singuliérement
les‘données du probléme. Le passage d'une solution théorique continue 3

une situation numdrique discréte se paie de deux facons différentes

¥ On ne posséde des informations physiques que, pour les points du
maillage. La méthode de calcul est aveugle pour tout ce qui peut se passer
entre les points. Les diverses méthodes se singulariseront donc par une fagon
plus ou moins juste d'approximer les phénoménes inter-nodaux. Mais de toute
fagon, 1'existence des phénoménes caractérisés par des dimensions inférieures
3 celles des mailles de calcul ne pourra pas, ou seulement trés mal, etre

prise en compte par la méthode numérique.

¥ L'hypothése qui est faite sur le comportement des variables entre
les points nodaux introduit les erreurs de troncature. Quand elles sont contro-
lées, ces erreurs permettent au mieux de caractériser la précision de la
méthode (second ordre en espace et en temps par exemple). Dans le cas contraire,
elles s'amplifient et s'opposent & 1'obtention de toute solution (schéma
instable).

Pour illustrer 1'importance de cette propriété de filtrage, nous
pouvons citer trois des approches qui ont été commentées dans le premier
chapitre.

4. Simulation numérique directe. Les &quations de Navier-Stokes
sont résolues telles qu'elles se présentent sous forme instantanée. La capacité
des ordinateurs utilisés Jjusqu'a ce Jjour limite pourtant le nombre de Reynolds

a4 quelques centaines(ref. [1]).
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b. Pour repousser ces limites, sont alors apparues les méthodes
de macrosimulation (ou"fange eddy simulation" ) dans lesquelles une hypothése
de comportement est utilisée pour les processus & petite &chelle qui sont
usuellement reconnus isotropes. La solution des équations d'é&volution ne
correspond alors qu'aux phénoménes & grande échelle. Malgré cette amélioration,
les possibilités des ordinateurs maintiennent des limites trés sévéres & cette
approche [2]1, [31, [41, [5]. Une solution calculée par FEIEREISEN [3] prend
approximativement 20 H CPU sur ILLIAC IV, tandis que la solution d'un &coulement
entre plaques [5] nécessite de l'ordre de 50-80 H CPU sur le méme calculateur.
De tels cofits de calcul sont bien &videmment hors de portée de la majorité des

laboratoires.

c. Une troisidme approche consiste & faire subir un méme traitement
statistique & toutes les &quations d'évolution. A la différence de la premicre
approche, dans laquelle la prédiction d'une situation physique est obtenue en
faisant la moyenne d'un certain nombre de réalisations particuliéres d'écoulement,
la moyenne est faite sur les &quations de Navier-Stokes avant leur résolution.

La solution qui est alors obtenue, tout en dépendant du temps, ne transporte
plus aucune information sur sa composante fluctuante. Les informations sur la
turbulence sgnt portées maintenant par des variables propres telles que les

contraintes du tenseur de Reynolds.

Par 1'intermédiaire des trois approches citées nous sommes ainsi
passées d'un point de vue déterministe & une attitue statistique. Mais examinons
Plus en détails les implications du point de vue statistique. Considérons la
fonction densité de probabilité pour ¢ d'étre & 1l'intérieur de l'intervalle
[a,b]

‘ b ‘
?ng- (a,é ¢ £ 8—) = ?(¢) dd¢ (II-1)
a
Cette définition entraine que la probabilité devient égale a 1 si

les limites a et b sont rejetées 3 plus ou moins 1'infini respectivement.

+00

P(¢) d¢ = 1 (II-2)
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et ainsi le premier moment de cette fonction probabilité de densité donne la

< ¢ > ~ f ¢P(¢) d ¢ (11-3)

Les variations possibles de <¢> dans 1'espace et le temps dépendront de

valeur moyenne de ¢ :

celles de P(¢). Une moyenne temporelle peut &tre utilisée & la place de (II-3),
pourvu qu'elle soit basée sur une définition rigoureuse. Il est clair que les
écoulements turbulents que 1l'on peut rencontrer dans la pratique ne sont ni
complétement stationnaires ni méme réellement homogénes. Les moyennes ne pourront
donc &tre prises que sur des intervalles bornés de 1l'espace et du temps. Ces
intervalles doivent &tre suffisamment grands, comparés aux échelles caractéris-
tiques de la turbulence, tout en &tant petits devant les changements de 1'écou—
lement d'ensemble. Soit une valeur finie T, nous pouvons maintenant définir

la moyenne temporelle par

T
-&— - A ¢lt+ ) dz (TI-})
-T. v,
I1 faut donc que la durée T soit grande par rapport & la plus grande &chelle de
temps de la turbulence, de telle facon que ¢ soit indépendent de t, l'origine
de l‘interval%e d'intégration. La définition (II-3) entraine que pour deux

variables aléatoires f et g les relations suivantes sont vérifiées
<E+rgd = <0549
e A =< P> <> F LPR.4> ()
<5&{> = %\(g) Ml q,e[:c,/x“x“l-]

BOUSSINESQ [6] et REYNOLDS [7] &tablirent les équations pour les &coulements

i

incompressibles en moyennant de la fagcon décrite ci~dessus les équations de
conservation de la masse et de la quantité de mouvement. Des quantités telles

que la vitesse, la pression ou la masse volumique sont décomposé€es en une

partie moyenne et une partie fluctuante. Cette méthode fut étendue aux &coule-
ments compressibles par SCHUBAUER et TCHEN [8], HINZE [9] et plusieurs autres
auteurs. Si nous les comparons aux équations instantanées, nous voyons apparaitre
des nouveaux termes qui n'ont pas d'équivalents dans les équations d'origine.

Ces termes nouveaux ont la forme de corrélations vitesse—vitesse ou vitesse-masse

volumique. Les corrélations vitesse-vitesse sont dénommées contraintes de Reynolds



2k

et représentent le frottement résultant de 1l'agitation turbulente. Un premier
apercu peut &tre obrenu en examinant 1'équation de conservation de la masse

pour un écoulement i masse volumique variable.

T §-(eu)+—(rw\ y(em.. 0 (11-6)

p est la masse volumique et u, v et w sont les trois composantes de la vitesse

dans un repére cartésien.

Décomposons ces quantités en composantes moyenne (~) et fluctuante (')

?:?-P ?'

— ]
w4+ u

w
— | -
vz T+ (I1-7)
Wwowrw
et ?': ua‘:l.—l‘-’: \U:O (11-8)

81 nous réécrivons 1l'équation de continuité nous obtenons

0T, ot

L ASSLANLE 2 L (ea). L a9 _ g (11:9)
tt 3 ,T)-x. w) 42 (t’u)i- (eu.)+ (ew)+3 +é$. =0
Aprés passage & la moyenne il reste
3t * OO RS ZOD e 2+ 20 = o
%3 x dy (II-10)

Cette procédure introduit dans 1'équation de continuité (sous sa forme moyenne)

trois nouvelles variables qui sont les corrélations p'u', p'v' et p'w'. La fer-
meture du plus simple systéme d'équations moyennes sera donc conditionnée au
moins par la connaissance de ces corrélations. D'autres auteurs, tels HESSELBERG
[10], DEDEBANT et WEHRLE [11], VAN MIEGHEN et DUFOUR [12], BLACKADAR [13] et
FAVRE [14] établiront des &quations pour des écoulements turbulents compressibles
en moyennant le produit de la vitesse et de la masse volumique et en divisant le
résultat par la valeur moyenne de la masse volumique. Plus tard, FAVRE [15]

étendit ce principe 3 toutes les variables dépendantes, exceptées la masse volu—

mique et la pression.
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Ce type de moyenne peut €tre introduit statistiquement comme une
moyenne ordinaire en utilisant la fonction densité de probabilité jointe pour
les deux variables p et ¢ : P, (p,0) (ref [16]). Au sens de FAVRE, la fonction

od
: AT . ~ PP
probabilité de densité P(¢) d'une variasble ¢ peut etre définie de la fagon

suivante ! "\P,(d) | o0 ‘P ¢ (11-11)
:7;vaﬂﬂ)df

Ainsi, moyennes pondérées par la masse, variances et corrélations

d'ordres supérieurs suivront en tant que moments de cette fonction densité de

probabilité.

ol
t
«4[3}

:jﬁw)w

|

%R
-0
%

= = ’(¢— 3)" :I;,(¢) a¢ (I1-12)

-

-((0-3) Flardg

J

« £ = (£(6)Ple) 26

|

—ql

oy
w
'Sé
W

Nous pouvons donc envisager deux types de moyennes possibles.

1) La moyenne temporelle conventionnelle
i I
4’2 ¢ + ¢ (11-13)
— l . _—l
g== [0t ; ¢=0

2) La moyenne pondérée au sens de FAVRE

)
¢— 3"' 2/_”_ S ‘ (TI-1L4)
3'.5 : ‘7¢” pas nécessairement nul.

Dans 1a suite de cette thdse, le ciualitatif moyenne pondérée référera
désormais 3 la définition (II-14) et moyenne conventionnelle & la définition

(I1-13).
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* Relations entre moyennes conventionnelles et pondérées.

Les relations entre les différentes moyennes s'obtiennent directement
a partir des définitions (II-13) et (II-1Lk). Multiplions (II-13) par la valeur

instantanée de la masse volumique.

Po= po+ P o’

Aprds passage 3 la moyenne et division par p on obtient

Y Y
¥= ¢ (II-15)
£
ce qui peut également s'écrire

ama—

= P'g’ (II-16)
= ¢+ =
13 -

De méme on peut déduire de la relation (II-14) que
—— Y e i A
0¢ =08+ €8 =F 0+ po" (11-17)

I1 s'ensuit alors immédiatement que

£¢'= 0 (11-18)

Reprenons maintenant 1'équation (II-17). En utilisant la définition

(II-13) il vient

— S— -— S - —— S
e¢+?l¢‘=f¢+e¢ll+rl h
et en tenant compte de 1'équation (II-16)

o opmma—

(b" - - %_ f’fl" (II-19)

Si maintenant 1'&quation (II-1L) est moyennée

0=3+4"

il s'ensuit alors, grice & (II-16)

(IT-20)
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Reprenons maintenant 1'é&quation de conservation de la masse. En
utilisant la moyenne pondérée pour la vitesse, il ne reste plus pour 1'équation

moyennée, que

98, 9.5
um- POVt (Pw)= O (II-21)
ot é ( 3"( ) é@}e )
forme strictement semblable 3 celle de 1'équation instantanée. Si nous considérons
maintenant le produit de deux variables turbulentes, qui peuvent &tre moyennées

selon (II-13) ou (II-14), on peut écrire :
¢1 az;+¢’=a;+¢:
é}, @,*dpi:&,*'gyé

n

u

Comme de plus
[}

6,6, = (0,4) +(3.4,)

il s'ensuit, par l'application des régles de la moyenne pondérée

W" mb"gta:

ou encore

’?'/r;_ PR T TT-T—T-@-W-.ZTT
¢4, = 4.9 Ff?M)-Tﬁw,va Tm = 69,

Il est alors facile de montrer gue

I L oSl4 T 7
el(‘h(@ = ¢1 0d, + @, ¢ + (4
Il reste une relation entre les corrélations doubles exprimées suivant les deux

types de moyenne.

N ' I { / -
¢ = .¢z-;é_— ¢1f¢&+:é:e¢¢ (11-22)
De méme que pour 1'équation de continuité, l'usage des moyennes pondérées permet
de conserver une forme simple aux termes convectifs des &quations de transport.
D'une fagon générale, 1l'utilisation de la moyenne pondérée est profitable pour
toutes les équations de transport dans le sens ol on obtient des formes analogues

aux formes instantandes des dquations. I1 faut relever toutefois une exception
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qui est 1'équation d'évolution de € , le taux de dissipation de 1l'énergie
turbulente. Nous verrons par la suite que, mis & part les termes convectifs,
1'équation de € est beaucoup plus compliquée en moyenne pondérée. De plus,
les fermetures du second ordre existant & ce jour ayant été développées pour
des &coulements & masse volumique constante, donc en termes de moyennes conven—
tionnelles, il peut &tre erronné de transposer sans précautions ces modéles
aux écoulements & masse volumique variable (ref. [17], [18]). Dans ume
publication plus récente HA MINH [19] propose une approche intermédiaire qui
moyenne la quantité€ de mouvement différemment de la vitesse de convection.
Quoique attrayante par sa conception, cette méthode a le défaut d'augmenter
sensiblement le nombre d'équations, dont la résolution est nécessaire et
laisse encore non résolu le probléme de la modélisation des termes pression-
déformation.

Une derniére question se pose au sujet de l'utilisation de la moyenne
pondérée : Peut-on comparer les valeurs mesurées expérimentalement avec les
grandeurs obtenues du calcul ? Selon que la mesure est faite avec une sonde de
pitot, un anémométre & fil chaud ou un anémométre laser, la grandeur mesurée
sera de nature différente. I1 est montré dans la référence [ 20] que les diffé-
rences sont négligeables pour les &coulements de mélange i basse vitesse. En
fait, lorsque le taux de turbulence est faible ou modéré et le nombre de Mach
inférieur & 5, FAVRE [ 21] a montré que les &carts entre moyennes conventionnelles
et moyennes pondérées sont du second ordre et donc que la comparaison avec les

résultats expérimentaux est tout-a-fait possible.

11-2.- LES EQUATIONS QUVERTES

11-2-1.- Formes Laminaires ou Anstantannées

Afin de donner une description réaliste de 1l'écoulement d'un fluide
8 masse volumique variable, il est nécessaire d'étendre le concept conventionnel
de fluide homogdne pour considérer en un méme point (x, t) toutes les composantes
qui caractérisent le fluide dans le cadre de la thermodynamique des milieux
continus. Pour avoir une définition claire des variables nécessaires, nous les
définirons d'abord dans le cas de 1'écoulement isotherme d'un fluide homogéne,
puis ces définitions seront étendues au cas non isotherme et finalement une

éventuelle non homogénéité du fluide sera envisagée.
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Un milieu continu doit satisfaire les deux conditions suivantes

1 - Le milieu est monophasique; il peut &tre liquide ou gazeux,
des molécules d'espéces chimiques différentes peuvent étre présentes mais

dans une méme phase.

2 - Les effets de raréfaction sont exclus. En d'autres termes, le
libre parcours moyen (m-f-p) des molécules doit &tre plusieurs ordres de grandeur
plus petit que les &chelles caractéristiques de 1'écoulement. Si L représente
la plus petite échelle de longueur, cette condition peut &tre formulée avec le

nombre de Knudsen Kn par

.3
K= - Pecd

Si cette condition n'est pas remplie, l'écoulement d'un gaz ne peut

pas &tre décrit par les équations aux dérivées partielles qui seront &tablies
dans la suite de ce manuscrit. Il a été observé néanmoins que ces &quations

donnaient encore des résultats satisfaisants dans le régime dit de transition
(107"

tions aux limites [22].

< Kn < 10) moyennant certaines précautions pour le traitement des condi-

Dans le cadre de la mécanique des milieux continus nous supposerons
qu'il est possible de définir un petit domaine &V dont les dimensions sont
plus grandes que celles des molécules et sur lequel une moyenne spatiale de
toute propriété moléculaire définit la valeur locale d'une quantité macrosco-
pique ¢ . Soit 1 une propriété moléculaire de 1l'écoulement. La valeur locale

correspondante ¢ sera
zZ V¥
6=
SV

Dans cette relation g& Y signifie que la sommation est faite sur
toutes les molécules qui sont & 1l'intérieur du domaine &lémentaire &V .
Deux sortes de variables sont nécessaires pour caractériser le premier type

d'écoulement.

1 masse volumique

Supposons que N molécules de masse MA se trouvent dans le volume
€lémentaire 68V entourant un point P . La valeur locale de la masse volumique
en ce point est définie par :

N.
e- sV
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2 quantité de mouvement

.. > -

Chaque molécule a sa propre quantité de mouvement Za . De meme,
il est possible de définir la valeur locale de la quantité de mouvement au
oint P par
D D L =

~€U'=————'
SN
La sommation sur o est équivalente & celle sur &V , mais chaque

molécule peut avoir une quantité de mouvement différente de ses voisines.

A) Transport de La quantitié de mouvement.

Ces quatre variasbles (masse volumique et composantes de la vitesse)
constituent les paramétres nécessaires & la caractérisation du fluide au
point P dans le cadre de 1'écoulement isotherme d'un fluide homogéne. Pour
exprimer la conservation de ces variables, il est tout d'abord nécessaire de
faire un choix entre deux systémes de références possibles : les représentations
eulérienne et lagrengienne. Dans la formulation eulérienne le mouvement du fluide
est décrit par rapport & un systéme de référence donné (O, ;1, ;2, §3), tandis
que dans la formulation lagrangienne, la particule flulde est suivie dans son
mouvement. Pour ce travail, la représentation eulérienne est adoptée, ce qui
implique que les quatre variables définies précédemment doivent satisfaire une

équation de bilan dont la forme générale est

2 ({’(ﬂ + = QU’&d))- (T{,)‘I- S¢ (11-23)

ot

p est la masse volumique, Vi est la composante de vitesse suivant la
direction §k . Pour chacune des quatre variables internes de 1'écoulement,
les contributions ¢ , Tﬁ et S¢ sont données dans le tableau (II-1). La
premiére équation, ou équation de conservation de la masse fait état du bilan
massique nul & travers un volume élémentaire. Les trois équations de quantité
de mouvement correspondent & un bilan nul des flux de quantités de mouvement

avec les &ventuelles créations ou destructions de ces quantités.
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¢ ¢
¢ Tk S
équation de conservation
1 0] 0
de la masse
équation de quantité de v, T, —6@ P s Vo
mouvement (0=1,2,3) k Ok

Tableau II-—-t

Tak est le flux de la composante o de quantité de mouvement suivant la
> v . .

direction xk . s @ représente les forces extérieures qui s'exercent sur

1'é1ément fluide. Une &quation d'état relie la pression p et la masse

volumique p

P- PRT (II-24)

R est la constante universelle des gaz divisée par la masse moléculaire du
fluide et T est la température absolue.
En écrivant les trois équations de quantités de mouvement, neuf

inconnues Ty ont été introduites. Ces quantités sont les composantes du

tenseur des tontraintes. La loi de Newton de viscosité permet & ces composantes
d'8tre exprimées en fonction du tenseur des vitesses de déformation et d'un
coefficient dépendant du fluide : la viscosité. A cause des propriétés du
tenseur des contraintes (trace nulle et symétrie) les valeurs des six compo-

santes indépendantes sont, pour les fluides newtoniens (ref. [23] ) :

2 =» Ju
7:;3‘ = ?;- /M. ‘7.Lb — Zl/& 3;:.
5> . Yo

by =

= ' DAY Ut
Z;%_: MV o /“bé

J
z;"f Z:ﬁ*': -M (-S‘-;-l- gf (I1-25)
-—a (oW  w
Sey = G = /‘*(sg*' =)

c\I
<
[ ]
N
(>
1]
)
=
|
dl

+
35 63
Les expressions pour les contraintes visqueuses sont des approximations

valides si la loi de Stokes est vérifiée et si les gradients de vitesse ne sont
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pas trop importants (réf. [24]). I1 est alors possible de montrer, & l'aide

de la théorie cindtique des gaz, qu'une condition nécessaire est :

l_"“’g'Pl . I &1

(11-26)

Cc c))cr&
ol ¢ est une vitesse moléculaire caractéristique (par exemple la vitesse du
son ¢ = YYRT). Aux conditions normales on a pour l'air Im f. p| 0,6 10"7 m

et ¢ ¥ 340 m/s. Cette condition est donc clairement satisfaite dans la plupart
des applications. La structure d'une onde de choc est une exception bien connue.
L'équation de continuité (ou de conservation de la masse)et les équa-
tions de quantité de mouvement, en compagnie de 1'équation d'état, les lois de
comportement et la définition de la viscosité forment un systéme fermé d'equa-

tions qui s'éerit :

(’ +f’0“°"' Pw

Py A 5" +fw 3
+9 [ 3: 3\;)] [N(a;+ %f ] + e%'ﬁ (1I-27)

?'i + flL‘aho + ftr F _.€£E + 9 (z/A,%r_ - §;,‘ ‘Lzr)
d W o
5 [ ‘Zz ‘3";)] [M P32+ by

Ces équations sont rarement utilisées sous leur forme compléte. On se
limite le plus souvent soit au cas d'un fluide id€al (u = 0) soit au cas d'un
fluide incompressible (p = cte). Aprés avoir établi ce premier systéme formé
d'équations pour les écoulements isothermes homogénes, nous allons &tendre

maintenant ce formalisme aux &coulements compressibles.
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B} Transpont de chaleur

Quand, en addition au mouvement du fluide, un transfert de chaleur
est présent, il devient nécessaire d'utiliser également la notion de bilan
d'énergie, similairement aux concepts de bilan de quantité de mouvement et de
conservation de la masse.

Considérons un &lément de volume dans le cadre d'une description
eulérienne. L'8quation de conservation de 1l'énergie totale de la particule

fluide proc&de de la premidre loi de la thermodynamique et peut &tre écrite

¢ - - = - -
és)i.(ge»f;‘_- pw)+ g.x&(uk(?e.». Lewh) 2~ Vg pu-4)- Tpld ~V®)  (11-28)

Dans cette &quation e est 1l'énerglie interne du fluide par wnité de
masse et %-p w2 est 1l'énergie cinétique du fluide par unité de volume.
L'énergie interne comprend 1'énergie propre des molécules (mouvements de
translation et de rotation et &nergie interne des molécules) et 1'énergie
d'interaction entre les molécules. La somme de 1'énergie interne et de
1l'énergie cinétique est 1l'énergie totale de la particule fluide. Les différentes

contributions sont

(1) - V.E + conduction

(I1) p(ﬁ.g)*' puissance des forces de gravitation par unité de volume
(I11) - -V.p e puissance de la pression par wnité de volume

(IV) —V.(T.ﬁ)»-puissance des forces visqueuses par unité de volume.

E est le vecteur flux de chaleur et E est le vecteur force de gravitation
par unité de masse.

Par analogie a la loi de Newton de viscosité, nous introduisons
maintenant la loi de Fourier de conduction de chaleur qui relie le vecteur

flux de chaleur au gradient de température.

q=-K.9T (11-29)

De nouveau, la théorie cinétique des gaz indique que (II-29) est une
expression valable tant que les gradients de température ne sont pas trop

grands. Le critére de validité est similaire & (II-26).

Im.{.p \*”)T l«-j_ . (I1-30)
T bxq‘ v
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En utilisant les mémes arguments que pour (II-26) il est possible
de montrer que ce critére est satisfait dans la plupart des cas pratiques.
L'équation (II-28) exprime la conservation de l'énergie totale par unité
de volume. Pour certains problémes de transfert de chaleur, il est plus
commode de travailler avec 1'équation de 1'enthalpie. Pour obtenir cette
équation, il suffit de soustraire de (II-28) 1'équation de 1'énergie cinétique
qui est obtenue en formant le produit scalaire de U avec les équations de

quantités de mouvement (ref. [25]). L'équation de bilan de 1l'enthalpie est

alors
- - -2
i’%—ﬁ‘ + Pw.V0 : "(V'C”"T'(%":”)v (v.T) + ® (II-31)

®=-T: v/ (II-32)

h est l'enthalpie massique. Le symbole : signifie ici produit du tenseur

—).
par le vecteur V u .

GD est la fonction de dissipation donnée par

O= 2[R G+ (32T T MISE Y+ h(3E 4 32)

w
P (52 4 22V ..,z.,q(éu Lo gn__») (11-33)
ax. 9% 3 abo Jté 2%
Le passage de l'énergie interne 3 l'enthalpie est obtenu en exprimant

e en fonction de Vet T .
de.:( )A +( \&V

En résumé 1'équation (II-31) montre que la température peut €tre
modifiée :

- par conduction de chaleur,

- par effets de détente,

- par &chauffement visqueux.

I1 faut noter que cette derniére contribution est toujours positive,

ce qui met en &vidence son caractére irréversible.
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C) Tnansport d'especes

Une extension supplémentaire de ces hypothéses est de considérer des
fluides non homogdnes. Dans 1'introduction nous avons supposé qu'il est possible
de définir wun petit domaine &V dont les dimensions sont supérieures aux dimen-
sions molédculaires, et sur lequel une moyenne spatiale de toute propriété molé-
culaire définit la valeur locale d'une quantité macroscopique & . Cette hypothése
est encore valable si, & 1l'intérieur du volume &V des molécules de différentes
espéces chimiques sont présentes. Ainsi la moyenne, définie précédemment, permet
la définition de la valeur locale d'une grandeur macroscopique ¢§V correspon-~
dant & l'espice I dans &V . La valeur locale de ® pour le volume &V est, en

considérant toutes les espéces
T
¢ -3 (II-34)
T ]
I1 est alors aisé de redéfinir les variables internes du mélange.

1 Masse volumique

Supposons que NI molécules de l'espéce I, ayant chacune une masse MI

sont présentes dans SV . La masse volumique partielle pour cette espéce est donc

N: Mg

fI S (1I-35)

Pour un mélange & n composantes, I varie de 1 & n. La valeur locale

de la masse volumique du mélange sera donc

f = lefr (II-36)

72 Quantité de mouvement

Les mémes considérations s'appliquent 3 la quantité de mouvement

PE=Zf i (T1-37)

>
PrVy est la valeur locale de la quantité de mouvement de 1l'espéce I.
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3 Enengie 4interne

Pe=Z f1 & (11-38)

e est ici 1l'énergie interne de 1l'espéce I par unité de masse dans le volume &V.
Les équations (II-35) & (II-38) définissent les valeurs locales des variables
internes d'un mélange en fonction des valeurs des variables correspondantes pour
chaque espéce. Ainsi le comportement thermodynamigue est décrit par les &quations
(II-27) et (II-28) ou toutes les variables se référent aux variables de mélange
définies par les équations (II-35) & (II-38), auxquelles s'ajoutent des informa-

tions au sujet de la composition du mélange. La fraction massique est définie par

f

qui est le rapport de la masse volumique partielle pI 4 la masse volumique du

c, (11-39)

mélange. De nouveau, comme il a été& fait pour le bilan d'énergie, nous pouvons
dcrire une équation de bilan pour la masse de l'espéce I dans un volume &lémen-

taire. I1 vient alors

o L V(%) = S ity

Cette Bquation traduit que la modification de masse de l'espéce I
en fonction du temps dans un volume &lémentaire fixe dans 1l'espace résulte
du mouvement de l'espéce I par convection et &ventuellement de réactions chimiques
produisant la composante I & un taux SI par unité de volume. A priori nous ne
connaissons pas la valeur du vecteur flux massique. Pour exprimer ce dernier en
fonetion des variables de mélange, une troisiéme loi de comportement est intro-—
duite : c'est la premiére loi de FICK. La loi de Newton de viscosité exprime
le flux de quantité de mouvement comme &tant linairement relié au gradient de
vitesse, la loi de Fourier de conduction de chaleur donne une relation linéaire
entre le flux de chaleur et le gradient de température. Similairement la premiére
loi de PICK de diffusion exprime le flux massique comme &tant relié linéairement
au gradient de concentration (réf. [25]).

En termes de fraction massique, cette loi peut &tre écrite pour un

mélange binaire :

?I'U-:; = P, v - P Dy V(%.) (1T-41)

ou SJ&J est le coefficient de diffusion binaire pour les composantes I et J .
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Nous pouvons donec reformuler 1'équation (II-LO) sachant gue

[
B

3?;(9%)*V-(QC:';)= V.9, Vo) + & (11-43)

Cr= 1-c¢p= (I1-k42)

L'équation (II-L3) décrit le comportement de la concentration dans
un systéme de diffusion binaire, en absence de diffusion thermique ou due & la
pressionQ De méme que pour les lois précédentes, la théorie cinétique des gaz
restreint 1'utilisation de la loi de FICK aux cas ol les gradients de fraction

massigue ne sont pas trop importants. Un critére de validité adhoc est donc

\’“'i?l “Mr-

<< 1 (II-4k)
dx,

Cette condition est satisfaite dans la plupart des cas pratigues.

Avec la définition de la fraction massique, 1'équation d'état peut-&tre réécrite :

P= fRT%-EL (T1-45)

Mg

Les équations (II-27), (II-43) et (II-L45) permettent donc la détermi-

nation des variables 3, p, p et c_ si le champ de température est constant et

I
connu.

Si le champ de température doit également &tre décrit une équation
d'énergie (II-31) doit &tre ajoutée & ce systéme ainsi qu'une équation thermique

d'état :

Ce
= Co T4 H) — -6
ﬁ_ § ( ' L g (1I-46)

o1 est le coéfficient de chaleur spécifique & pression constante pour 1l'espéce I.

HI est la chaleur de formation de 1l'espéce I.

MI est la masse moléculaire de l'espece I.

Deux derniers détails doivent encore &tre remarqués : ni 1l'influence
des gradients de température sur la diffusion massique, ni 1'influence des
gradients de concentration ou des contraintes mécaniques sur le flux de chaleur

ne sont considérées dans cette thdse (effets SORET et DUFOUR, ref. [25]).
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11-2-2.- Formes turnbulentes

Nous allons voir maintenant comment sont prises en compte dans les
équations certaines des caractéristiques fluctuantes du mouvement. Nous nous
efforcerons d'expliquer succintement comment les nouvelles &quations sont
obtenues & partir des équations instantanées. Ce qui nous mettra trds vite
en présence du probléme de la fermeture. Pour des raisons pratiques de clarté,
toutes les considérations seront faites pour un écoulement plan bidimensionnel.
De plus les effets de gravité seront négligés. La moyenne utilisée ici est la

moyenne pondérée par la masse volumique.

1 Equation de continudté (conservation de La masse)

La forme instantanée de cette &quation est :

2f L 2 (poy) =

dt c)x.( (I1-47)
Le choix des moyennes utilisées entraine
by 1
P=F+¢ (11-48)
~t ')
0=V ruy (II-L49)

En combinant les yelations (II-L7), (II-L8), (II-L9) et (II-19)

et aprés prises de moyenne, l'équation de continuité s'écrit :

-~
bt(e) 3%, (f)=0 (11-50)

Les &quations (II)L4T) et (IT-50) sont identiques, aux signes de

moyenne prés.

2 Equation de Quanzf/té de mouvement

L'équation instantanée pour la composante Vg est

( )+<§x‘ P} = &(qp\ (1-51)
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avec

(11-52)

Tp=—P+ Mg

P étant la pression, G&B le symbole de Kronecker, U la viscosité :

S est 1'illustration de la loi de viscosité de Newton.

af

_ (9%, dvp\_ & IV (1I-
%p = (axp -5 % 2 Frol )

Fn utilisant une technique similaire a celle de 1'équation de continuité,

1'équation (II-51) devient

) a-x‘ eu;ul") - ;';1(? VeVp)- J;'L';P *a—:‘*(/‘ S.(p ) (I1-54)

En plus des termes conventionnels qui existent déja dans 1'équation
instantanée, nous avons fait apparaltre un terme nouveau qui caractérise le

frottement turbulent et dont 1l'existence est & la base du probléme de la fermeture.

3 Equation de L'Znengie

La pression est reliée & 1'énergie interne spécifique et 3 la masse

volumique par une &quation d'état qui peut se mettre sous la forme
p=(¥v-1) g e (T-55)
On peut former 1'expression de l'énergie totale par unité de masse E :

E- e+ -yy (II-56)

tof—

qui admet pour équation de bilan la forme instantanée suivante :

(VE) +;‘,ZA( %)= = (“I(s Ua) - a&,‘(q-() (11-57)

Le tenseur de contraintes 0&8 est défini comme précédemment. La connaissance

de Qd découle de la loi de Fourier

Q‘L-_--K-‘?a-}- (I1-58)
> §
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Le passage 3 la moyenne laisse alors apparaitre 1'équation

- A d —_—r Y - t) W _n () suman a —
&(?E)*&(?WEL ‘gx‘{(e‘{(e )*3;‘('{’:90-(5)*3;‘(&.‘) (11-59)

De méme que pour 1'dquation de quantité de mouvement, un terme nouveau

est apparu, qui caractérise la diffusion par la turbulence de 1'énergie totale.

4 Equation de conservation d'esplce

Une équation d'évolution pour toute quantité scalaire transportable
peut étre obtenue de fagon analogue aux équations précédentes. Dans le cas de

la fraction massique CI’ nous aurons la forme instantanée

é%-(? ct.) + g‘u(fu:( CI) = ;)._;‘(3:‘1) + SI (II-60)

En 1'absence de réaction chimique, la fraction massique est considérée

comme un scalaire passif et SI = 0. Aprds le passage & la moyenne, il reste donc

a -~ d gV V| d -
Les trois exemples précédents montrent donc que le passage & la
moyenne provoque systématiquement 1'apparition de termes nouveaux. Comme il

a ét8 montré dans la référence [26], 1'intérét de la moyenne pondérée au sens

de Favre est principalement de minimiser le nombre de ces termes nouveaux.

1I-3.- LE PROBLEME DE LA FERMETURE ET LES OUTILS POUR LE RESOUDRE

Par 1l'apparition de ces termes nouveaux se pose le probléme de la
fermeture. A ce niveau il existe de nombreuses possibilités différentes pour
résoudre ce probléme. Dans les 2 chapitres sulvants, nous ferons une synthése
des différentes voies possibles en soulignant les avantages de chaque solution
sans oublier que le "colit" est toujours 1ié au niveau de complexité du moyen
mis en oeuvre et & la qualité du résultat obtenu. Avant d'aborder le détail
des différentes fermetures du systéme d4'équations, il est nécessaire de
développer "4 priori" un certain nombre d'équations d'évolution de grandeurs
caractéristiques de la turbulence dont telle ou telle combinaison permettra

1l'obtention d'un systéme fermé.
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11-3-1.- Equation des contraintes de Reynolds

Cette &quation joue un rdle trés important car elle se retrouve dans
toutes les fermetures avec équations de transport sous sa forme compléte ou
sous forme contractée (énergie cinétique de turbulence). Pour cette premiére
équation, nous exposerons le développement complet, tandis que les &quations
suivantes ne seront données que sous forme de résultat, la méthodologie étant
la méme pour obtenir 1'équation d'évolution de corrélationsd'ordre supérieur
ou égal a trois. Intéressons-nous 4 1'équation de la composante G;IE:- du
tenseur des contraintes de Reynolds exprimée en moyenne pondérée.

Considérons le produit de 1'dquation instantanée de quantité de-

mouvement suivant x, par la fluctuation v¥

B

vy 1) u )

L. (Y0, — = b - -
) B\ + Uy ;x}e"l%) Uy ax‘((,u So‘p) vy é_;gp) (11-62)
En permutant les indices Y et B nous obtenons :

Ua at(fo‘x) + u-ﬁ 2, ((’u;‘ 0y) 2 u';; 3‘%.‘.‘(/& %) - U';i %CS‘P) (11-63)

la moyenne temporelle de la somme (II-62) + (II-63) est

.:e)(e Up) + Bc)(\’ )+v ,.(e )+u‘5u_(eu:,)

+V¥ ar(f\rp + '-r(; J (? Vg) + U'-; -—(e U'P) + U'p ' ")

u ~as o H - | l fV
! J 1BV au u || o | Yoo 1 q

v 2 %) sayf )+ o AR A Mta

] "V‘V .4
* "agif"l W)+ vt i(?‘&"t)"" a(”-( 5)+vp & (e'm( %)
- ((S " A"P
I - Uy 5;‘, - Up — el + uz‘ ( "P) + v, —9\ 2y (I1-64)
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La premidre ligne de l'équation (II-6L) peut se mettre sous

la forme
F) o (v
v 2o G + v 2(65) = ;z.(?"v %)= £% £(A)
a = ~ ~ N M
t (b i) - R4 5(ve)
La définition de la moyenne pondérée entrainant que
f(p" = O V ¢ ¥ P,'F
il ne reste donc que
"“"""" '—'“—_-__—-“ 'TF__' ~ ]
o ¢ -
VY -(fo'p) + U'r; 3¢ (? U'.‘) Uy ;g + U; U“‘ ';—-L_ (I1-65)
: . BU
La seconde ligne de 1'équation (II-6L4) donne : Ulie
“ a [ - M af _
CySE% 4 U'P S puy = L_(t‘v Uy) + vy (11-66)

Les quatre lignes suivantes de 1'équation (II-6L4) se transformant en

0 ~ ~ T TR ~
vy vg a,*(("’l\ + fug °.L 3&&) + Up v‘ra%‘(f"'/,) + f_f’n"& f-x}%)

LY 4

+UY g&?ul) g‘ ?"& (SVY + —' (?\"p Y ,() (I1-67)

En tenant compte de l'équation de continuité, (II-50) 1'édquation (II-6L4)

se met donc sous la forme :

) - T d (TN i = T 5, - A~
'é"(f pu' ) -;(?Ul(fpvx) ==Ff U(;Uo.\s.!&uz‘) -0 UyVUa 5);&6';)
- T N
‘%(P VA"'{%U'Y\
"% _ oot
- N a—;‘, - Q'P oxy
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La pression peut &tre décomposée en partie moyenne et fluctuation

selon la définition de la moyenne centrée

—‘7——-—\ — —
3 T 3P 'a«r
LRSS P p) + P/

..“5).1’ -."éf_..é_. " _ 4 I,
P oy~ P, ax,‘“’ﬂ)*?::‘,’,

[

En conclusion, 1'équation de transport des contraintes de Reynolds

en termes de moyennes pondérées par la masse volumique s'écrira donc

—A————----.—-——-‘——-g—-—-———

- - A fT/
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Dans cette équation il est aisé de reconnaltre les diverses contributions
au transport des contraintes de Reynolds. Les termes situés & gauche du signe
égal représentent la convection par le champ de vitesse moyenne et le taux de
variation temporelle. L'encadré I est le taux de production par le mouvement
moyen. On peut remarquer que ce terme apparalt avec un signe opposé dans l'équa—
tion de 1l'énergie cinétique du mouvement moyen ol il a rdle de destructlon
(ref. [15]). Le groupe de termes II correspond 3 la diffusion des contraintes
de Reynolds par les fluctuations de vitesse, les fluctuations de pression et
par le mouvement moléculaire. Les termes de l'encadré III représentent 1'inter-—
action du champ de pression moyenne avec les fluctuations de masse volumique.

Le termes IV redistribue 1'énergie de turbulence sur les trois composantes
normales par 1l'intermédiaire des fluctuations de pression. Quand au dernier
groupe (V) il correspond & la destruction de 1'énergie de turbulence par 1l'effet
de la viscosité. Ce dernier processus est irréversible, en accord avec le second

principe de la thermodynamique.
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11-3-2.- Equation de L'Enengie cinitique de £a turbulence.

De 1'équation (II-68) nous pouvons obtenir une équation pour la
trace du tenseur de Reynolds en contractant les indices B et Y et en
sommant sur les indices répétés. Définissant 1l'énergie cinétique du mouvement

turbulent par

f(f'u o
R= L ___l;____(?_ = L upvs (T1-69)

rCh I | AP )
r%)-}--—- PU).Q) —fu U"_....E.—U'p_...
P o %y 6313 5%&{
_ o [LFoen
1Jup S dvs
+Pp 28 _ ove -
P T M p T (11-70)

-~

Cette équation de transport de 1'énergie turbulente & une forme
similaire & celle de (II-68) avec les mémes types de contribution : production
par le mouvement moyen, diffusion, travail des fluctuations de pression et

dissipation mécanique.

11-3-3.- Equation d'Bvolution des comnélations trhiples de vitesse.

Le produit de 1l'équation de quantité de mouvement suivant xB par vs vg

moyenné et augmenté des &quations similaires obtenues par permutation des

indices donne 1'équation suivante pour les moments d'ordre 3 :
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Cette &quation comporte de nombreuses corrélations inconnues. Sa

(II-71)

résolution directe ne sera pas envisagée. Nous verrons dans les chapitres
sulvants qu'elle est trds utile pour approximer raisonnablement les termes de

transport diffusif de 1'équation (II-68).

11-3-4.- Equation pour Le taux de dissipation de L'énerngie turbulente

La dissipation de 1l'énergie turbulente est apparue dans les &quations
(II-68) et (II-70). Pour 1l'équation (II-68) on peut définir le taux de dissipation
de la composante (YB) du tenseur de Reynolds par

f "(5& + M Sy (II-72)

La contraction des indices Y et B a permis de dégager de (II-68)
1'équation de l'énergie cinétique. De méme pour la dissipation, on définit

ainsi

[
PE = M Sy 2k Vs (11-73)

oxy
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Corme 1'énergie cinétique de turbulence est reliée a4 la trace du

tenseur de Reynolds, on a donc

Erﬁ:%%ﬁg

en supposant évidemment que les processus dissipatifs, ne s'effectuent qu'aux

(II-74)

petites &chelles, ils peuvent &tre considérés isotropes. Développons 1'équation

(1I-73).

I, Jug | dug I QU |
f'& /"( Aaqg) dxs "5/u dxg a:.: (12-75)

De méme que dans la référence [27], la dissipation peut se mettre

sous la forme
73 L . — U
F e - _H(au‘ Y _ L (é_\_f;,)‘ (11-76)
6955 g ! 3 0%

Le développement de 1'équation de € se fait d'une maniére analogue

l

3 celle des autres &quations & partir des dérivées spatiales des &quations

de quantité de mouvement. Définissons :

~  J0 | i o acr
D= = d = j;;: /‘]&s 3(1§E;" :Eéi Ny

390.(

~.

*'——v

N AUZ c)a';. _ o dug .
:I&S dxg aaa, J“ B oxg I /

Nous obtenons alors l'équation exacte pour ¢

~ akr oL L t A
fi + = Uli):—\)[fl& bl - s 345__4.3__‘_"1_)
) avc.a . (ax{ 9*—@,)(3:‘«)::\( az‘taxp
][‘u

lo'?-'}
ox

{
W
-0
o<
Q-
it
@
Q.

o



W7

'v L} 9 o~
dop (Vs , Uy au«[avp Jo¥) 3% _ 4 p Jup Juy s)_‘i]
-2V [f a;i ( PEW axp) ox, * ? Ixy | Ixy pr) oxy 3 f a%x, dxy 3"(5
= d (o dug tp' 1 a . O P |
I [ U] ¢ 4y
1] 1" " t Q)U'J é
_ duy Jdup duy duy Jup Juy . p I
2v [? c)x‘; Oxx ax“ ‘: 0y Oy 3"(5 Oy dxp “)"1]
I o L
At duy v 4y 90y O Au-p d vy
¥ [( ax, ax(;\ aztpc)x (M(c):u‘ r)x)) 0x; %, éx.‘( 3%;))

[ ¥
T, 2\ N~ 2 J6
vlfove. duy\ d U, Ju, )__2_ Jlf.t 0 ( 30’ x)
+e (5;-1:, ax;}ax.('c)x.‘( (c)ocf+ c)k;) 3 Ixy ox éx‘/‘dr&, azr)

d —
_hyla ot _2 oy (M)
3| et 5w, (M) - 3 a;:ﬁ?;:]
o[ T T o7
_ev|d,, 2P - L 4d
L BY axp ax‘, 3 c)x'L ax.‘ ]



48

2 (pm :D))] (11-79)

La complexité de cette équation appelle quelques commentaires;
TENNEKES et LUMLEY ont mis en &vidence la relation qui existe entre le taux
de dissipation et les fluctuations de vorticité (réf. [28]). A la suite de
DAVIDOV [29] et.de HARLOW et NAKAYAMA [30], HANJALIC et LAUNDER [35] font
état d'une équation d'évolution pour € pour des &coulements incompressibles
en moyenne non pondérée. Leur définition de la dissipation est alors réduite

~
a

FE— [(é‘.’iﬁi‘;!’.\d_'{"i’]
= M AR (I1-80)

Dans un cours sur la modélisation de la turbulence pour écoulements

de combustion, JONES [31] utilise une &quation semblable & la forme incompressible.

Dans des applications plus récentes, MUNJEE pour des &coulements dans des cavités

laser [32] et SIRIGNANO pour des &coulements réactifs [33] utilisent également
une forme incompressible de 1'équation de dissipation. Suivant une démarche

similaire & celle de KOLLMANN [3L4] nous avons choisi dans cette thése de

reprendre la définition de la dissipation en termes de masse volumique variable €

et d'exploiter 1'é&quation compléte. Nous verrons dans les deux chapitres suivants,

qu'une comparaison des ordres de grandeur des divers termes permettra une simpli-

fication notable, mais qu'une partie des termes de variations de masse volumique

devra &tre conservée. Le principal argument pour l'utilisation de la variable
pour caractériser une échelle de longueur de la turbulence est naturellement

son existence dans 1'équation exacte de 1'énergie cinétigue de la turbulence.
Néanmoins d'autres approches ont pli &tre utilisées, qui font intervenir comme

variable des combinaisons de la forme :

2 = %’m L’n (11-81)

oum et n sont des constantes. La premiére de ces propositions a été faite par
KOLMOGOROV [36] avec m = 1/2 et n = - 1 . La quantité ainsi obtenue est propor-

tionnelle & la fréquence caractéristique des mouvements porteurs d'énergie
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(grosses structures). ROTTA [37] et SPALDING [L42] ont travaillé avec m = O et

n = 1, mais seul ROTTA a développé une €quation d'évolution pour L, tandis que
SPALDING utilise une &quation différentielle ordinaire. Malgré une signification
physique trés réelle, la longueur caractéristique n'a jamais supplanté la dissi-
pation pour des utilisations numériques. Une raison majeure est que la diffusion
de L ne se fait pas & un taux proportionnel & %ﬁ* . C'est sans doute pour
pallier cette faiblesse que ROTTA [37] suggéra l'%tilisation de la combinaison
(m=1,n~1). Cette combinaison a €té également exploitée par RODI et SPALDING
[4L0] pour des Gcoulements libres et par NG et SPALDING [41] pour des écoulements
au voisinage de parois solides. Plus tard, ROTTA [381, [39] proposa une &quation
simplifide pour la méme combinaison (m = 1, n = 1) mais mieux adaptde aux &écoule-
ments de type couche limite. La différence avec la proposition originelle porte
sur la définition de la longueur caractéristique 'L qui n'est plus faite qu'avec
la composante latérale des corrélations en deux points [38]. SPALDING [43]
travaille également avec la combinaison m = 1; n = 2. Cette variable correspond
au carré de la variable choisie par KOLMOGOROV. Elle doit donc &tre interprétée
comme le c¢arré de la fréquence des mouvements énérgétiques. Cette variable a
également été introduite par SAFFMAN [L4] et développée par WILCOX et SAFFMAN
[hS]féyﬁartir de 1'équation d'évolution des fluctuations du tourbillon (pseudo-
vorticity). I1 faut également mentionner les travaux de LIN et WOLFSHTEIN [L6]
qui utilisent la combinaison (m =1, n = 3) correspondant au produit de la vitesse
par le cube de 1'échelle de longueur. Une comparaison argumentée des produits

kL et k1] | |

est faite par BONNET [47]qui donne leurs équations d'évolution

pour des écoulements libres & masse volumigue variable.

11-3-5.~ Equation pour Les cornélations vitesse-masse volumique

Les corrélations vitesse-masse volumique qui sont identiquement
nulles dans les &coulements isovolumes apparaissent de facons diverses dans
les écoulements & masse volumique fluctuante. Tout d'abord elles sont présentes
dans 1l'équation de continuité et dans les termes convectifs de toutes les
équations de transport, si les moyennes centrées sont utilisées. Elles apparaissent
également dans les termes de gradient de pression moyenne. Enfin nous verrons
dans le chapitre suivant qu'elles sont utilisées pour évaluer les corrélations
triples en moyennes décentrées. Considérons le produit de 1'équation de la
composante 8 de quantité de mouvement par la fluctuation de masse volumique p',

et divisons-le par la masse volumique. La moyenne temporelle en est
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Soustrayant de l'équation instantanée de conservation de la masse sa

contre partie moyennée dans le temps, nous obtenons :

|~ — 1o
26 + 5%.*(? Up+ Pug +C0uyg) =0 - (11-83)

qui s'éerit, aprés multiplication par vg et passage a4 la moyenne

0'; ‘3—2_ U'p -‘2-(?0;( + U'P 4? U;() + U'p ({’ U'.L) o (11-84)

En combinant (IT-82) et (II)84) il vient alors :

3 (¢'og) + & 2 (f'vp) = - f&u s _eu,, duy

aag‘ é”t dﬁgL

d : ‘9 e 3P _P 9
+= (f’ 0-1.0"5) +f Yp a—’;LKVA) + = e a—;P -e é—m‘gz:gp) (11-85)

Une forme comparable aux équations de transport des autres quantités est

--T —_—~ T —TJGJ u ] tu v
AT Y= -F 3% o 2 2
My, € P P )
IRGESUAS S AR S 0% e

11-3-6.- Equation pour Les flux turbulents

Un des arguments & 1l'utilisation des &quations d'évolution des composantes
du tenseuwr de Reynolds est une meilleure détermination des termes de diffusion
turbulente qui existent dans les &quations de quantité de mouvement. Pour des

raisons similaires il est utile de connaltre aussi les termes équivalents existant



51

dans 1'8quation de transport d'un scalaire (qui peut &tre par exemple la

fraction massique ou la température). Prenons 1l'exemple de la fraction

massique (la démarche est similaire pour la température et n'est pas reproduite

ici).

Considérons tout d'abord le produit de 1'équation instantanée de la

n

composante B de quantité de mouvement par la fluctuation cr et moyennons

le dans le temps.

Cr ;_).t_(ezrﬁ) + ¢y %‘&Qu‘w

= _cho® o T (TI-87)

De méme, en permutant les rdles de g et c; on arrive 4 :

[ a " 3
s ;—b(f Cr) + U 5;%((; Y%

En ajoutant (II-87)

que :

on obtient :

r) = vg g.’.c (Ter) (T1-88)

(II-88), réarrangeant et compte tenu du fait

P v‘; ¢x = P upcy (11-89)

11-4.- RESUME

Dans ce chapitre, nous avons établi 3 partir de considérations thermo-—

dynamiques la définition de quantités diverses telles que quantité de mouvement,

fraction massique, énergie ete.

turbulents. Puis deux moyennes

les moyennes pondérées ont été

.., qul sont utiles & la description des écoulements
différentes ont été introduites parmi lesquelles

retenues pour écrire les &quations du mouvement

moyen. Des €quations de transport furent ainsi développées pour la quantité de

mouvement, la concentration, 1

'énergie totale, mais également pour des corrélations

telles que contraintes de Reynolds, &nergie cinétique de la turbulence, flux
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turbulents, corrélations triples etc... Dans le chapitre suivant, nous verrons
comment obtenir des systémes fermés & partir de diverses combinaisons de ces

équations pour décrire avec plus ou moins de précision des &coulements turbulents.
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111-1.- HYPOTHESE DE TRANSPORT PAR GRADIENTS - LE PROBLEME DE LA FERMETURE.

Pour le développement des méthodes de prédiction pour les &coulements
turbulents de fluide homogéne, la grande inconnue est le flux de quantité de
mouvement équivalent & une contrainte, qui est produit par le mouvement irrégulier
du fluide turbulent. De fagon'analogue, pour un fluide hétérogéne ou non-isotherme,
le flux de masse ou de chaleur est &quivalent 3 une corrélation entre vitesse et
concentration ou vitesse et température. Pour pouvoir résoudre les &quations
moyennes du mouvement, il apparait alors nécessaire de relier ces quantités aux
variables moyennes telles que vitesse, concentration ou température. Une premiére
solution & ce probléme fut avancée par BOUSSINESQ [1], [2] qui suggéra de relier
le terme de flux de 1l'équation de quantité de mouvement au gradient de vitesse
moyenne multiplié par une viscosité "tourbillonnaire". Cela signifie que pour un

écoulement de type couche limite :

- = pdtnd : ‘ (III-1)
AT |

1'éguation (III-1) est l'analogue de la loi de Newton de viscosité, dans laquelle
les composantes du tenseur des contraintes laminaires sont reliées au gradient

de vitesse et & la viscosité moléculaire. TENNEKES et LUMLEY [3] ont discuté de
fagon approfondie les limites de validité d'une telle approximation. Pour synthé-
tiser 1'ensemble de l'argumentation, LUMLEY [4] &crit : "le mouvement moléculaire
a des échelles de temps et de longueur qui sont petites, comparées aux échelles

de temps et de longueur du mouvement moyen. Ainsi le flux local de quantité de
mouvement n'est pas déterminé par des conditions locales, ce qui est une condition
nécessaire pour 1'équation (III-1). Toutefois cette équation est adéquate pour

des écoulements presque paralléles se développant lentement, qui sont caractérisés
par des échelles de longueur et de vitesse uniques dans chaque section. Nous
pouvons donc nous attendre & ce que la relation (III-1) soit mise en défaut dans
des situations &voluant rapidement le long des lignes de courant, situations dans
lesquelles la turbulence produite par un certain mécanisme est sujette & des
distorsions d'une nature différente. De telles situations sont évidemment plus

la régle que l'exception dans la réalité'". Néanmoins cette approche est encore
utilis@e par de nombreux chercheurs i cause de sa simplicité. L'usage de 1'appro-
ximation de Boussinesq requiert la détermination de Ve la viscosité tourbillon-
naire, en fonction des échelles caractéristiques de la turbulence. La premiére
formulation de cette viscosité tourbillonnaire fut donnée par PRANDTL [5]. Par

analogie avec le mouvement moléculaire dans un gaz, PRANDTL développa une expression
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pour le transfert de quantité de mouvement incluant une longueur de mélange.
Cette longueur est 1'analogue du libre parcours moyen (m.f.p.) de la théorie
cinétique des gaz. Ainsi le flux de quantité de mouvement est selon PRANDTL :

o = - pj"gi P

¥ 0y

La valeur de cette longueur de mélange £ est aussi fonction de la position
dans 1'écoulement. PRANDTL obtint certains succés en rendant £ proportionnelle
8 la distance y de la surface solide pour des calculs de couches limites turbu-—
lentes. Cing ans plus tard, Von KARMAN [6], & partir de considérations dimen-
sionnelles, donna une formulation différente du transfert de quantité de mouve-
ment incluant une constante universelle & la place d'une longueur de mélange

variable avec la géométrie de 1'écoulement

—_ i |3
ufu" = - K';E';_)_, Q_&:, ‘ (II11-3)
(3"@ )z. oy
375:

Dans 1'8quation (III-3), K tient lieu de constante universelle dont
la valeur est O,4 (cette valeur fut déterminée 3 partir de donndes de profils
de vitesse des écoulements dans un tuyau).PRANDTL et Von KARMAN furent les ‘
" précurseurs en utilisant 1'hypoth@se de BOUSSINESQ pour la prédiction d'écoule-
ments turbulents. Depuis ces travaux, de nombreux chercheurs ont continué dans
cette voie en développant des méthodes de plus en plus élaborées pour déterminer
la viscosité tourbillonnaire. Pour avoir une vue d'ensemble sur toutes ces
techniques, le lecteur consultera les références [7] et [8]. Notre but ici est
de fournir une description plus &laborée du mouvement turbulent que celle qui
est obtenue avec les modéles de longueur de mélange de PRANDTL [5] ou de TAYLOR
[9]. Dans cette optique, la viscosité tourbillonnaire peut &tre déterminée par
deux propriétés scalaires de la turbulence, similairement 3 NEE et KOVASZNAY [10],
NG et SPALDING [11], RODI et SPALDING [12], SPALDING [13] , ou JONES et LAUNDER
[14]. Dans une optigue similaire & celle de JONES et LAUNDER, des équations de
transport sont résolues pour 1l'énergie cinétique de turbulence k et son taux
de dissipation € . Suivant la d&finition de € qui a été donnée au chapitre

précédent, on définit alors la viscosité tourbillonnaire par

Ve = Je Q/E (III-})

A 1'aide de considérations dimensionnelles on peut définir la viscosité

turbulente \)t 8 partir de n'importe quelle variable z de la forme :
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ZZ - %:n aﬂl

On obtient ainsi différentes versions de moddles de turbulence 3
deux &quations. Nous verrons dans la suite de ce chapitre qu'une comparaison
détaillée des équations pour trois d'entre eux (k - €, k ~ k£, k—-w2) peut
mettre en évidence certains différences fonctionnelles quoique globalement,

la qualité des résultats est équivalente, quel que soit le modéle utilisé.

111-1-1.- La Longueurn de mélange.

PRANDTL [5] propose le premier une utilisation pratique de 1'approxi-
mation de BOUSSINESQ sur l'argumentation suivante [16].
%A Considérons une particule fluide qui circule
3 la cote ¥, avec la vitesse ﬁ(y1). De méme
une particule circulant & la cote vyt é

a('ja*e) aurs une vitesse u (v, * 2) >< ﬁ(y1).

R Suivant les irrégularités du mouvement turbu-

E(s.L ___*?'_ lent , les particules se heurtent transversa—

Y,
f lement ou longitudinalement & 1'intérieur d'ume
Ve

w(4,-0)

- o -

bande de largeur 2£, tout en conservant leur
quantité de mouvement longitudinale. Supposons
qu'une particule fluide circulant & la cote

(y-£) est déplacée transversalement sur la

77777 777/

la particule est supposée conserver sa gquantité de mouvement originelle, sa

distance £ dans la direction normale. Comme

vitesse 4 la cote v, est plus faible que la vitesse qui y prévaut normalement.

La différence de vitesse y est alors

Au, = E(‘i\«) - Wiy -2) ™ f(%%)t

Cette expression s'obtient aisment & partir d'un développement en série de
TAYLOR, ol les termes d'ordre supérieur ou égal i deux sont négligés. De maniére
analogue on peut envisager le mouvement transverse d'une particule provenant

de la cote (y1+£) se trouvant alors i la cote ¥y, avec une quantité de mouvement
ﬁ(y1+b). La différence des vitesses avec les particules se trouvant normalement

i la cote ¥, est donc
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= = P
Quand aux variations de vitesse normale, ellessont

v% > 0 - mouvement "ascendant"

v; < 0 - mouvement "descendant" .

En prenant la moyenne des différences de vitesse, nous obtenons la valeur

absolue de la fluctuation de vitesse (moyennée dans le temps).
o _ | _ o
Iu.[ = ([Au.‘[ +Mu.,,l) - £ l(M“

Une argumentation du méme type permet d'écrire que la composante
transversale de la fluctuation de vitesse est du méme ordre de grandeur que

la composante longitudinale. On aura donc
‘(J"l = Je IU-‘| = e L. ‘3_‘.“;

La corrélation entre ces deux composantes sera
“T ! ¢
uv = - C luﬂ\-lU'l

Le signe négatif se Justifie par le fait que les deux composantes u'

et v' sont la plupart du temps de signes différents. On obtient ainsi la corré-

lation ,
T _ _ gt ()
WU = - — (111-5)
( dua)

et pour le frottement turbulent

T = P et ‘3_‘(";.'.!%_‘:; (111-6)

expression qui est formellement plus correcte pour permettre au frottement
turbulent les changements de signe avec le gradient de vitesse. Un inconvénient
majeur de cette expression est que la viscosité cinématique s'annule si le
gradient de vitesse est égal 3 zfro, ce qui est contredit par le fait que les
mécanismes de mélange turbulent ne s'annulent pas aux endroits ol la vitesse
est maximum [17], [18]. Dans son désir de pallier ces difficultés, PRANDTL [19]
présenta une &quation beaucoup plus simple pourkla viscosité turbulente, qui

n'est valable toutefois que pour des &coulements turbulents libres. La longueur
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de mélange des particules fluides dans la direction transversale est supposée

maintenant du méme ordre de grandeur que la largeur de la couche de cisaillement :
/Xi ( manc = unm) (III-7)

ol X, est une constante déterminée expérimentalement. La viscosité turbulente
est donc maintenant constante dans toute section transversale. Le frottement

turbulent est alors

D Ky b - ) ‘3.% | )

La combinaison des deux.formulations (III-6) et (III-8) est 3 la base

~ du modé&le proposé par CEBECI et SMITH_tQO]fqui est reconnu comme 1'un des plius
robustes modéles algébriques. La partie interne de la couche limite est décrite
avec la formule (IIT-6) en utilisant 1'expression de VAN DRIEST [21] pour exprimer

la longueur du mélange.
-8 X%[],. WP eﬂ] 'v | (II’I—9)"

Si ¥, est la cote de la limite entre partie interne et externe de la

couche limite, on a pour la viscosité cinématique, l'expression :
, S c)u. (ITI-10)
0<yly. ; Ve={Kyl-exp (-3 )]
Pour la zone externe, on utilise une approximation basée sur (III-8)
Yo<y< § ; Ve, = XoUS, Y (1T1-11)

ou 61 est 1'épaisseur de déplacement et Y représente le facteur d'intermit

que l'on peut évaluer par

Y= [I+S.’§ (%)6]-1 (III-12)

La valeur de Yy est obtenue simplement en satisfaisant les relations

3: \5._ /’ \)b(, = \)to (II1-13)

Le modéle de turbulence gqui vient d'€tre succintement décrit & partir

des travaux de PRANDTL est représentatif de toute une classe de fermetures dites
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algébriques ol la turbulence est caractérisée principalement a partir de
considérations géométriques [9], [6]. Toutefois, dans le but d'accéder &
des prédictions de plus en plus fines, les travaux de PRANDTL servirent de
base i 1'élaboration de moddles plus évolués dans lesquels la viscosité
turbulente peut &tre déterminée a partir de deux &chelles caractéristiques

des grosses structures porteuses d'énergie

1 échelle de vitesse

1 échelle de longueur

111-1-2.- Fenmeture & £'ondrne z8ro avec une Equation de thansport

a) Equation pour k .

Une premidre approche qui a été initiée d&s 1942 par KOLMOGOROV [22]
a été la prise en compte de 1'équation de bilan pour 1'énergie cinétique de
la turbulence (II-70). Il a été montré au chapitre précédent comment une telle
équation peut &tre obtenue & partir des équations de Navier-Stokes et d'un
opérateur de moyenne. Suivant le formalisme de FAVRE, 1'équation (IT~70) est

rappelée ici

‘ —T" i (TII-14)
4 ’Flﬁ - M S é(_rﬁ

utilisant toujours l'approximation de Boussinesq, les contraintes de Reynolds
sont exprimées en fonction des gradients de vitesse moyenne et d'une viscosité

turbulente telle que
A
YV, = %.P (I11-15)

£ est ici une longueur caractéristique de la taille des grosses structures
qui reste & déterminer de facon plus ou moins empirique. Indépendamment du
probléme de la détermination de la longueur caractéristique, certaines hypothéses

de fermeture sont nécessaires pour résoudre 1'équation (III-14).
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* Termes.de production

Comme pour l'équation de quantité de mouvement, les contraintes de

Reynolds sont déterminées par une relation du type gradient moyen telle que
¢pk S
- v(r ( ) %-—f (III-16)
P xp = Me /“c Tmy 3 “g

* Termes de diffusion

Les mécanismes de diffusion turbulente sont supposés analogues & ceux
de la diffusion moléculaire. Il est toutefois bien entendu que le taux de ce
mécanisme de diffusion peut &tre différent de celui de la quantité de mouvement.

-~

D'ol 1l'apparition d'une constante Oy quil peut &tre assimilée & un nombre de
Prandtl/Schmidt turbulent. On peut également considérer que cette diffusion est
rendue possible & la fois par le mouvement fluctuant et par les fluctuations dans

le champ de pression. On aura donc

~g —_— .
LT vtes, v dl- .’.‘.‘i.‘?g_ (III-17)
[ f d “P PP Q-é ()!I.{

Dans 1'hypothése des grands nombres de Reynolds oll nous nous trouvons,
les mécanismes de diffusion moléculaire sont négligeables & cdté des procéssus
turbulents équivalents : le troisidme terme diffusif de 1'équation (ITI-1k)

pourra donc etre négligé.

%* Gradients de pression moyenne

Devant le terme de gradient de pression moyenne qui est exact, apparait

vg gul est une corrélation entre les fluctuations de masse volumique et de
vitesse (voir Chapitre II).
—— , a$®
u U
Ufi - ?__ (I11-18)

¢

Ce terme, qul est identiquement nul dans le cas des écoulements
isovolumes nécessite certaines hypothéses de modélisation dans les autres cas.
Deux voies différentes peuvent étre envisagées sans connaitre la valeur de ce

terme.
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A La premiére qui est quelque peu détaillée dans la suite de ce paragraphe
consiste 3 exprimer cette corrélation en termes de grandeurs moyennes connues.
Une autre possibilité est de manipuler les &quations de Navier Stokes pour
obténir une équation de transport pour ce terme; cette deuxiéme approche sera
explicitée dans la deuxiéme partie de ce chapitre.

Supposons 1'écoulement quasi-unidimensionnel 3 grande vitesse d'un

fluide dont la température totale est constante en premiére approximation. Si
de plus, le fluide est un gaz parfait avec une chaleur spécifique constante, et
que les fluctuations de pression et de température totale peuvent €tre négligées
[23], alors les fluctuations de vitesse et de masse volumique satisfont la

relation :

o (I1I-19)

ol Y est le rapport des coefficients de chaleur spécifique. Le terme de pression

pourra donc prendre la forme suivante

ER |
g Uf, oF =z w <. | (III-20)

. . n
g'est la vitesse de propagation du son et u est la composante moyenne de la
vitesse sulvant la direction principale de 1'écoulement. On peut souligner la
différence fonetionnelle de(III—20)avec une approximation du type gradient

(Boussinesq) telle que
YR >F ‘
f’ vy ’V/“-e (ch.‘ (III-21)

En effet, avec 1'équation (III-20) les changements de signe du gradient
de pression sont respectés. Le terme entier a alors un caractére dissipatif dans
une détente et change de signe pour une compression. Suivant (III-21) ce terme

aurait un r8le dissipatif indépendamment du signe du gradient de pression.

% Corrélation pression-divergence

La modélisation de ce terme, qui n'apparait, ainsi que le terme de
gradient de pression que pour les écoulements & masse volumique variable peut

se faire 8 l'aide de quatre hypothéses successives.
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Partons tout d'abord de la décomposition (au sens de FAVRE) de

1'équation de continuité

113
-—(f+f) + [{“H( ""'.c)] = O (111-22)
On en déduit l'expression de la divergencé des fluctuations de vitesse :

u ] 1
- c)f’_ 098 _d(ply
AR AR SR R H UL

Comme 1l'ont souligné SHAMROTH et Mac DONALD [24], et BRADSHAW et FERRIS
[23], le respect de 1l'hypoth&se de TAYLOR méne & la conclusion (hypothése n° 1)

]

of T af

—_— U, =—= =0 -

Y + Y 3%y (IT1-24)

ce qui peut s'écrire en termes de variables de FAVRE.
{ lUv 1

Q_+Gf‘é§..£=-‘-‘-éf=o (I1I-25)
ok o P I

L'équation (III-23) peut se mettre sous la forme

tu 1. |
dud - | L éf. - _e_ ‘2_03 19 ((Ju;‘) (III-26)
A%4 Fe oxy  F o T oy T ox
Aprés multiplication de (III-26)par p' et passage a4 la moyenne il ne

reste plus que

l<bu§ v TP 1 I ) éaa.
dx, o T LA Rer

en négligeant les corrélations d'ordre supérieur & 2 (hypothése n® 2). La tlche

est maintenant d'obtenir une bonne approximation pour chacune des corrélations

de pression P'W; et p'p' . La troisiéme hypoth&se suppose que le gaz &tudié

se comporte de facon polytropique (RUBESIN [26]). Donc

/ { 1]

P e m T

—fn - ey
ot =3 ——
c————

P T w1 T

Certaines valeurs particuliféres du coefficient polytropique n corres-

pondent § des écoulements connus tels gque
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n=0 - 1isobare
n=1 - isotherme
C
n ='EE + 1isentropique
v
n-> o -+ isovolume

Comme cela a déja été fait précédemment, la température totale du fluide est
supposée constante et on peut considérer 1'écoulement quasi unidimensionnel

(hypothése n°® 4).

T % U ( )
= - - UA III-29
Ce

En combinant (III-28) et (III-29) on obtient une forme similaire &

(111-19)%

——

i ~ u
P - -———f—-—-’e- Ur U (ITI-30)
(n-epT
et la corrélation pression divergence peut s'éerire LilLs
G _ _Pg(of P& ok
"F = 4 [ 4 (I11-31)
6 T Loy (m—l)(PT O,

L'hypothdse d'écoulement polytropique (hypothése n® 3) permet également d'exprimer

la corrélation vitesse-pression gréce &
P=mfRT

d'old la forme finale :

—
P

oxy (m-0)Y * (‘ [f)xp 6 l)CPT' ax‘

—P' (22; lY‘ “ ~

%) L'équation (III- 30) peut se transformer en
.. A élgb L¢ G\ o
(-l)c,,? P[ ( P Yy -3S"P7){f)"isxp
- Vs 4“’
m‘)? dre .

]
(IT1-30)vis

ou

Dans le d'une approximation de couche limite, la seule valeur
appropriée de 1l'indice A est -f. I1 vient alors
7~
— ~ W b ~ i d
o — = . G = e - ~1t (IITI-20)bis
(h0G T (o< mi &

Cette derniére forme est semblable & 1'équation (III-20) qui a été développée
au paragraphe précédent.
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dans laquelle les moments d'ordre trois entre la vitesse et la masse volumique
ont été négligés, ce qui a pour conséquence d'identifier les contraintes de

~

Reynolds en moyenne pondérée a celles plus conventionnelles en moyennes centrées.

# Termes de dissipation

Les termes de dissipations se modélisent d'une fagon analogue au cas
incompressible. Le transfert d'énergie du mouvement moyen aux structures dissipa-
tives, via les grosses structures porteuses se fait grice aux mécanismes de dé-
formation et d'étirement des tourbillons. TENNEKES et LUMLEY [27] ont montré que

pour des valeurs assez grandes du nombre de Reynolds

La fluctuation du taux de déformation est donc beaucoup plus importante
que sa valeur moyenne. Les &chelles de temps caractéristiques des petites struc-—
tures sont donc beaucoup plus petites que celles des grandes (ou du mouvement
moyen);:Il ne peut donc y avoir qu'une trés faible interaction entre ces phéno-
ménes 3 petite échelle et le mouvement moyen. Il s'ensuit tout naturellement que
les structures & petite échelle de la turbulence ont tendance & &tre indépendantes
de tout effet anisotrope introduit par le cisaillement moyen, de telle fagon que
toutes les moyennes relatives & ces petits tourbillons ne changent pas sous l'effet
d'une rotation du référentiel utilisé pour leur représentation. Dans ce sens, les
structures 3 petite échelle peuvent &tre qualifiées d'isotrepes. Les différences
d'échelle entre ces petites structures et les mouvements irréguliers porteurs
d'énergie sont d'autant plus grandes que le nombre de Reynolds est grand. Le taux
de dissipation est donc contrdlé non pas par ces petites structures mais par les
mécanismes qui transférent 1'énergie des structures les plus grandes aux plus
petites. Ainsi ce phénoméne de cascade peut &tre supposé ne dépendre que de la
masse volumique, p,.de 1'échelle caractéristique de vitesse des mouvements i
grande &chelle (vk ) et de leur taille (£). Une simple analyse dimensionnelle

entraine la forme

?; EBIL
Dissipation A CD e (ITI-33)

Cp est une constante qui doit &tre optimisée (par le calcul par exemple) et 1a
longueur caractéristique £ est déterminée par une relation algébrique. La
connaissance de £ est basée principalement sur 1'observation de résultats
expérimentaux. Les mesures expérimentales indiquent que les gradients de vitesse
moyenne au voisinage d'une paroi (dans la zone dite "logarithmique”) varient avec

la distance y a cette paroi suivant la loi
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D'autre part, si on examine le comportement del'équation pour k au voisinage
de la paroi, les termes de convection et de diffusion &tant alors négligés, il

s'ensuit une relation entre la contrainte turbulente et l'énergie k :
e
_F% S (III-35)
la définition de la viscosité turbulente permet d'éliminer k de 1'&quation (III-35)

et d'obtenir une formulation prsque identique & celle de longueur de mélange :

e = 2 13T \¢ _. .
G=¢ P € (%% . (11I-36)

L'expérience.suggére pour CD la valeur 0.08. Ce résultat intermédiaire a permis
de qualifier l'hypoth&se de longueur de mélange de moddle de turbulence en équi-
libre local; la turbulence est alors supposée produite et dissipée en méme temps
et au méme instant. '

Revenons maintenant 8 la détermination de la longueur caractéristique des
grosses structures. Si nous combinons les dquations (III-3L) et (III-36), il
s'ensuit que, de méme que la lbngueur de mélange, la longueur caractéristique crolt
linBairement avec la distance & la parol. Avec les conétantes '

X =04
CD= 0.0%
la pente de cette fonction est égale 4 0.213. En s'écartant un peu plus de la paroi

le comportement de la longueur caractéristique est identique & celui de la longueur

1/4
D
Ces mod&les 3 une &quation ont été trés peu utilisés pour des &coulements

libres. On peut toutefois citer EMMONS [29] qui utilisa la formule

de mélange, éventuellement a la constante C multiplicative pres.

0= 0.0 ye

pour le caleul d'un jet plan (y,. représente ici une largeur caractéristique du Jet).

G
D'une fagon sensiblement différente, RUBESIN [26] a donné une approximation
globale pour ce terme de dissipation et le terme de diffusion laminaire, dérivée
du mod&le de GLUSHKO [28]. Aprds quelques manipulations formelles, propres &
1l'utilisation des moyennes décentrées, et en supposant que les fluctuations de
viscosité sont négligeables, ainsi que les termes comportant des corrélations

entre la vitesse et sa dérivée seconde, RUBESIN obtient

#

(% ) = Bpip = v (K Sl + (R Ry = vip iy
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A la droite du signe égal on peut identifier un terme analogue au
terme de gradient de pression moyenne, un terme de diffusion moléculaire ainsi

que le terme de dissipation qui est exprimé, suivant le modéle de GLUSHKO par

/&J. ‘&:‘,5“2:,; :14: C %[""5()‘&&)]

L est ici une longueur caractéristique qui peut &tre assimilée & la demi

longueur sur laquelle s'annule la corrélation latérale u'(x,y) u'(x,y + 2L).
La constante A a ici pour rdle de différencier les taux de diffusion de la
quantité de mouvement et de 1'énergie de turbulence (rdle analogue & celui de

Ok) et R. est le nombre de Reynolds défini par :

Rﬁ\fil.
AV

I1 reste alors deux inconnues a représenter de facon algébrique : € et L .

g(ryz Hir). d.r

H/n o< ¥ir, < 0.3

(r) e, = (% - 0-¥3) 0L /< .25

<
1 .25/, £ 0©

915 0& 4/ <0-23

L/, (45 + 0-3%) [2. 61 0.23< 445 < 0.5

(149 - 9/5)/2.52 0.5+ < 4/5 <L 1.9%

avec les constantes suivantes :
=01
L= lio.
c=3%%3
»z= 0.9
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Une version différente de mod&le & une &quation a été proposée par BRADSHAW

pour les couches limites incompressibles [30] puis compressibles [31]. Le
fondement de ce moddle repose sur 1l'hypothése que les termes de frottement
turbulent ne sont pas nécessairement 1iés aux grandeurs moyennes de 1'écoule-
ment (ex. gradients de vitesse) mais plutdt & une autre grandeur turbulente

telle que l'énergie cinétique de turbulence. Cela signifie en d'autres termes

que la structure de la turbulence a une position longitudinale donnée est
spécifiéde uniquement par le profil de frottement turbulent, de telle fagon que,
par exemple, pour un profil de frottement donné, il ne puisse y avoir qu'un seul
profil d'intensité de turbulence. Ce type de relation, qui caractérise la
"structure" de la turbulence s'accorde trés bien avec les résultats expérimentaux
[30]. Incidemment, il est possible d'utiliser une telle relation pour transformer
1'équation exacte de l'énergie turbulente en une &gquation approximée pour le
frottement turbulent. Les résultats obtenus avec des relations empiriques simples
sont trds acceptables tant que 1'approximation de couche limite est respectée
[32]. I1 faut toutefois noter que, si on utilise ces mémes relations pour trans-
former 1'équation exacte pour le frottement turbulent en une forme approximée
fermée, on obtient une équation dans 1aquelie les corrélations vitesse-pression
ne sont pas, i ce stade-ci, approximables de fagon aisée. POup revenir au modéle
de BRADSHAW, puisque seulement la structure de la turbulence est évoquée, il est
aisé de 1'étendre aux écoulements compressibles en s'appuyant sur 1'hypothése

de MORKOVIN [33]. MORKOVIN souligna que la structure de la turbulence ne devait
pas étre affectée par la compressibilité tant que les fluctuations du nombre de
Mach sont trés petites devant 1'unité (ou que les fluctuations de masse volumique
sont petites devant sa valeur moyenne). Cette condition est satisfaite pour toute
couche limite supersonique pourvu que le nombre dé/Mach extérieur soit

inférieur 3 cing. L'hypothése de MORKOVIN est &tayée par son analyse des

mesures de KISTLER [34] et de DEMITRIADES [35], et selon BRADSHAW [31]

a posteriori par le succés de sa méthode de calcul. Toutefois, 1'utilisation de
1'hypoth&se de MORKOVIN exclut la prise en compte de phénomdnes classigues en
a€rodynamique supersonique tels que ondes de choc ou faisceaux de détente. De plus
la restriction du nombre de Mach 3 la valeur limite de 5 ne peut s'appliquer que
dans le cas d'un gradient de pression longitudinal nul. En présence de gradient
de pression non nul, cette valeur limite est voisine de 3. De plus le probléme

du transfert de chaleur & la paroi n'est pas pris en compte. Les équations
modélisées obtenues par BRADSHAW ne comportent pas de temres diffusifs et sont
résolues en tenant compte de leur caractdre hyperbolique. Les zones ol la
viscosité laminaire n'est pas négligeable ne sont traitées globalement que par

la prescription d'une loi de vitesse universelle, transformée pour tenir compte

de la compressibilité. Au voisinage de la paroi, (mais & 1l'extérieur de la
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sous—couche laminaire) 1'équation de 1l'énergie turbulente se réduit donc & une
formulation du type longueur de mélange. La prise en compte de cette sous-couche
laminaire se fait donc via la valeur de la constante d'intégration de cette
formulation [31] . BRADSHAW a adapté ce moddle pour inclure, si nécessaire, les
effets des grands et petits nombres de Reynolds, de courbure et de gradients

de pression.

b) Equation pour L'énengie totale

La forme ouverte de 1'équation de 1'énergie en moyenne de FAVRE est

(eq. II-59)

T~ d =~ J TP =
L (FE)+ 2 (FO.E)=- 514(?“*& - s % - Q )
Les lois de Newton et de Fourier entrainent que 65

= - S' + 55 d = é!fi Qiﬂb - S: S I
q;'f; P % /{ na S"F (dxp* dx; 3 “[5_53;)

Q‘:—'K E
c)x‘
En négligeant les fluctuations de viscosité et de conductivité thermique

moléculaires, 1'équation de 1'énergie pourra donc s'écrire :

=i d 0 &F L8 - W éﬁF- —_—~ "7
L(FE) + L [PUE +P € - K G- +P % +Pw

ok = (S G SE + S + Sy )] =

L'équation d'état permet de relier la pression a la température.

Ainsi on aura

——— e

1 ] n

Tkt P

1

Pox = (¥-1)¢y $(T o) + T)

= (¥-N¢ ¢ T

La définition de 1'énergie totale se fait & partir de la température

(énergie interne), de 1l'énergie cinétique du mouvement moyen et de 1l'énergie
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cinétique de la turbulence; donc

-~ — Tar—i
! N.,.f vz YpVp
2

Le moment d'ordre trois s'exprime aisément en fonction de la valeur

” o

"?"E“ll vaTU"-Q-fU:(U'p

instantanée de 1'énergie de turbulence

(F%)"= L fupop

T
donc ?M: f(g\ )
e

De plus on a vu précédemment que la corrélation vitesse masse volumique
pouvait s'exprimer en fonction des contraintes de Reynolds (&q. III-30 bis).

Les contraintes de Reynolds s'expriment en fonction du champ de vitesse
moyenne (equation III-16). Pour les flux turbulents une hypothése de transport

par gradient permet d'écrire :

T oM JT Ryl Me 2R
4 ‘Ppt- dx‘ / % C)a"(

Une forme généralisée de transport par gradient est suggérée par

LAUNDER [6L41],

H o

_.T-U& = Ce 01

po|s°
2
Q.

~
oT ._6:" cv‘u-v ok

:tP / "Z, 4 '3<b P
qui permet ainsi la viscosité turbulente d'€tre une grandeur tensorielle
plutdt que scalaire. I1 faut remarquer cependant qu'une telle généralisation
n'est pas nécessairement profitable pour ce niveau de fermeture dans la mesure
ol l'appel aux contraintes de Reynolds réintroduit 1'approximation de
BOUSSINESQ.

Le terme correspondant au travail des fluctuations du frottement

laminaires étant négligé parce que petit, on peut combiner les équations
écrites plus haut pour obtenir une forme modélisée de 1l'équation de 1'énergie

totale :

LIFE)« & [Ty P0T - Glueml( 3 16,30

5%y, P IX



111-1-3.~ Fermeture a L'ondrne zéno avec deux Zquations de thansport

a) Modelisation & grand nombre de Reynolds

Le premier inconvénient des modéles & une équation est que le taux
de dissipation de 1'énergie de turbulence (et donc le niveau général 4d'énergie
turbulente) est 1ié & la connaissance plus ou moins exacte d'une longueur
caractéristique des mouvements i grande 4chelle. LAUNDER et SPALDING vont
méme jusqu'd conclure que la supériorité de ces modéles sur ceux du type
longueur de mélange n'était qu'accidentelle et ponctuelle [36]. Pour pallier
cette difficulté il a été proposé de déterminer cette longueur caractéristique
par une équation aux dérivées partielles du méme type que celle de k . Le
chapitre précédent a cité les diverses combinaisons des indices n et m qui

ont débouché sur des utilisations réelles de la variable =z telle que :
' N QM
ARV SR )

Dans la suite de ce paragraphe nous nous attacherons a ne détailler
gu'une seule de ces combinaisons qui a &té utilisée pour des écoulements
compressibles par l'auteur. Toutefois cette approche n'est pas exclusive
et il sera fait mention d'autres approches possibles.

La combinaison qui a été retenue pour ce travail correspond aux

valeurs :

I

32
-1

m

n
Une raison premidre pour ce choix est la signification physique
de la variable 2z ainsi définie qui est le terme exact de dissipation dans

1'équation de k . L'équation de € (g v k3/2/£) (II-79) qui a été développée
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dans le chapitre précédent ne sera pas, 4 cause de sa complexité, reproduite

iei.

TENNEKES et LUMLEY [3] ont déduit d'une analyse des ordres de
grandeur des différents termes de 1'&guation pour € que, pour les &coulements
isovolumes & grand nombre de Reynolds turbulent B;g ., les termes I et II ‘
supplantent tous les autres termes. Ces termes, qui dépendent fortement de Rge s
tendent vers 1'infini avec ce dernier, toutefois leur différence reste bornée
[37], [38] et du méme ordre de grandeur que le terme de transport diffusif III

Les termes IV et V  sont inférieurs par un facteur proportionnel a

1/2
Ret
Ret‘ , ils sont négligés & juste titre, ainsi que la contribution visqueuse dans

et Ret , respectivement. Dans 1'hypothése de grand nombre de Reynolds

le terme III . L'équation modélisée de € , telle qu'elle a été proposée
par LAUNDER, REECE et RODI [39], et complétée par la valeur moyenne de la masse

volumique est :

2 (f d (65 ¢\ = £P_c .§_z d [Me 387 (111-37)
at(fa) +5;*(€Uo—(£) - Cii ﬁ T €2 ﬁ'{'&‘[q—{-&’]

o~ e '
P =Py cl(_);}

£ uvp s

I1 est bon de souligner toutefois qu'une simplification aussi drastique

avec

de 1'équation de € ne s'est faite qu'en supposant une certaine analogie de
structure entre 1'équation de k et celle de € (aprés modélisation), les
échelles de temps respectives étant différentes. Cette analogie améne &
supposer que la contribution du champ de pression moyenne pourra se représenter
d'une facon semblable, en respectant toutefois ces échelles de temps. De méme,
les variations de masse volumique entrainent une divergence non nulle du champ
de vitesse.

L'analogie avec 1'équation de 1'énergie doit donc s'étendre & alement
4 ces termes. L'ensemble des termes ‘a) & (%) correspondant aux effets de
variation de masse volumique sera modélisé par :

NPy ) Ty
“‘CB %Vi QI ¢ C.Z(' % TI% (111-38)

oxy



=%
1

-
avec U, = G;%;;z%:?f Uk(qp

Les deux dernidres relations ayant été introduites précédemment dans le cadre
de la fermeture de 1l'équation pour k (voir équations (III-30) bis et (III-32)).
D'autres hypothdses ont été faites dans la référence [40] mais 1'expérience a
montré que leur domaine de validité se restreignait & des écoulements de type

couche limite avec seulement de faibles valeurs de gradient de pression.

b) Modélisation a faible nombre de ReynolLds

I1 semble plus plausible que le faible déséquilibre existant entre I
et IT soit affectéd par l'asymétrie de distribution des fluctuations de vitesses
des grosses structures plutdt que par le mouvement moyen lui-méme. En effet,
considérons par exemple 1'étirement d'un tourbillon & 1'équilibre. Si cet
étirement est brusquement accru, le terme de production va pré&dominer momenta-—
nément par rapport au terme visqueux, accroissant le taux de tourbillon jusqu'a
ce qu'un nouvel &quilibre soit atteint. En termes statistiques, si le flux
spectral d'énergie augmente, le premier terme domine le second jusqu'a ce que
la dissipation compense ce flux d'énergie. Il est clair que les temps de réponse
dépendent du rapport des échelles de temps. C'est dans cette optique que LUMLEY
et KHAJEH-NOURI ont suggéré de remplacer P par la quantité F,g R@é - % 54[;)"

. Toutefois, comme c'est la présence de déformation moyenne
U

LA
qui est responsable de l'anisotropie, on peut admettre que (2&}{&_- %-%qb et g

@

évoluent de fagon similaire. L'équation (III-37) ayant été abondamment utilisée
pour des calculs numériques (voir réf. [38]), elle peut &tre conservée comme
valeur asymptotique pour les grands nombres de Reynolds. Pour une turbulence
homogéne isovolume et décroissante, 1'équation (III-37) se raméne alors &
3
DE _ _ .. & (I11-39)
De &
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L'égquation (III-39) cause la décroissance de l'énergie turbulente

4 un taux proportionnel a x 2} ol
-4
m = (Cu -1) (III-L0)

Pour des grands nombres de Reynolds, les données expérimentales de
COMTE-BELLOT est CORRSIN [42] indiquent une valeur de l'exposant n &gale &

1.2 suggérant ainsi.

Coy ™ 1.7 - (TT1-41)

Au loin (aval) le modéle de décroissance change brusquement et
1l'exposant n tend vers une valeur asymptotique égale & 2.5. Comme le long
" de cette décroissance, le nombre de Reynolds turbulent est le seul paramétre
caractéristique qui &volue, le changement de comportement de 1l'exposant n
peut &tre attribué & la diminution de anr. L'équation de décroissance peut

donc s'éerire

<
?—f: = "C5L .FE % | | | (III—hZ‘)A

D

ol fe est une fonction de th_ , égale & 1'wnité si Re& est grand. Les données
de BATCHELOR et TOWNSEND [43] ont permis de justifier la forme de dépendance

suivante [38].

.?2:: Lo - % mf[— (ﬁ.ﬁ"] (IT1-43)

I1 est nécessaire de souligner ici que ce type de dépendance a &té
déduit de l'observation de la décroissance d'une turbulence de grille. Aucun
argunent ne permet donc d'affirmer que ce comportement sera vérifié dans le
voisinage proche d'une paroi solide. En effet, la dissipation € prend une
valeur non nulle & la paroi tandis que 1'énergie turbulente k tend vers zéro.

De cette fagon, le rapport tend vers 1'infini, ce qui est numériquement

£z
k o *
inacceptable. Cette difficulté peut €tre supprimée en remplagant €~ par €€

avec

* ey 2
E-=E&-2VY (%%‘— ) (TTI-4})
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. % *
le produit e¢ tend alors vers une constante car € et k se comportent
comme y2 au voisinage de la paroi (voir Appendix dans la référence [381]). .
Au voisinage des parois, le terme de diffusion moléculaire V Q_;Cé-
&.

est le seul terme qui ne tend pas vers zéro, (exceptions faites des termes I
I et II), et par conséquent ne peut pas &tre ndgligé. Le terme de diffusion
turbulente doit donc dépendre également du nombre de Reynolds viala viscosité

turbulente. Le dernier terme V de 1'équation (II-79) est approximé par :

¥ [ 9~ , v % Xend
“2v g e Vs oce v B t&vp[') % ][b % ] (1TI-k5)

Cette hypothdse est suggérée par HANJALIC et LAUNDER [38] qui se
basent sur la'théorie de transport de tourbillon de TAYLOR (447,

La synthése des hypothéses de modélisation qui ont été faites

pour € se traduit finalement par l'équation.

®
+2. s MV IE T e & 4 TG (a"(rv
aa[( = x.«] @z m%(@a') 9“;3“5

i ~ ‘v u QP
-C = U, Un
R (2-1)GT e & ox,
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oo £w2 =29 (FVE B = 4- 022 wp[- (%]

- = Nl ~ ~
Yo oy 0 oo, = ]

L'équation pour 1l'énergie turbulente a une forme modifiée des modéles

a4 une équation.

d (F J(FORY
&(fm:f};‘(e%) = -

L) ;;’Q?[a? LA ég]

Y (m) P L3 bongT =y
(III-L7)
Les constantes utilises dans ces &quations sont

Czl -4 L‘IS 0'&; l.O

Cil - .91 G; - 1.3

Cez = 2.0 c.» = 0.09% (IT1-48)

Ceq = 1.0 m = L2

Ces =2.0

Le probléme des mod&les & deux &quations pour les &coulements
compressibles a déji été abordé par WILCOX dans un premier article [23] ou -
un modele a été développé pour le terme de gradient de pression dans 1'&quation
pour l'énergie turbulente et dans lequel le terme pression=divergence a été
inclu, puis dans la réf. [46], une équation pour la variable de "pseudo~tourbillon"
est introduite, mais l'effet de compressibilité n'étant abordé que par le moyen

de la notation de FAVRE avec une masse volumique variable (mais non fluctuante),
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tous les termes supplémentaires attachés aux fluctuations de masse volumique
étant alors considérés comme négligeables ! Dans le cadre des fermetures a
1l'ordre zéro, il faut &galement mentionner le travail de OH [L47] qui s'est
attaché 3 résoudre le probléme du taux d'ouverture des couches de cisaillement
supersoniques. Toutefois les hypothéses faites dans cet article conduisent

34 1'utilisation d'un modeéle de production dans lequel apparait une constante
inconnue, due & 1'utilisation de 1l'hypoth&se de BRADSHAW. De plus, quoique
certaines hypothésés de base sont communes avec le travail qui est présenté
ici, le résultat comporte un certain nombre de constantes qui doivent &tre
optimisées numériquement et sur lesquelles n'existent que trés peu d'informa-
tions (au total 6 constantes uniquement pour 1l'équation de k, la dissipation
étant déterminée & partir d'une définition algébrique d'une longueur caracté-
ristique). En commun & toutes ces approches, l'approximation de couche limite
est finalement utilis€e pour permettre une résolution des équations avec une

méthode numérique du type parabolique.

111-2.- FERMETURE AU SECOND ORDRE

L'utilisation de 1l'approximation de Boussinesq a permis de déterminer
les termes du tenseur de Reynolds a partir du champ de vitesse moyenne et d'une
viscosité turbulente. La t@che des fermetures & l'ordre zéro a été alors de
caractériser cette viscosité d'une fagon aussi fine que possible & partir d'in-
formations données par le champ moyen, que ce soit & 1'aide d'une formulation
algébrique ou par la résolution d'équations aux dérivées partielles. Une autre
approche possible du probléme est de s'attacher & avoir une connaissance directe
des contraintes turbulentes & 1l'aide ou bien de relations algébriques, ou bien
d'équations différentielles, supprimant ainsi les restrictions in%roduites par
1'approximation de transport par gradient. Plusieurs travaux expérimentaux
(voir par exemple les références [18] ou [48])ont montré que les corrélations
ne suivent pas toujours les changements de signe des gradients moyens auxquels
elles sont relies par l'approximation de BOUSSINESQ Ce point peut &tre illustré
trés simplement par 1'examen d'une des contraintes normales. Soit u'", la compo-
sante longitudinale de 1'énergie turbulente. Avec une formulation basée sur une
viscosité turbulente, u'2 pourrait &tre simulée par “H %& . De par sa nature,
u'2 est une quantité non négative tandis que cette formulation suppose que cette
corrélation puisse &tre positive, négative ou nulle en différentes région de

1'écoulement. Que ce soit pour sboutir & une formulation algébrique ou & une
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équation différentielle, il est nécessaire de faire certaines hypothéses pour
fermerle systdme formé par les équations de Navier-Stokes auxquelles sont
adjointes les équations de bilan des moments d'ordre deux. Aprés un examen des
hypothdses de fermeture nécessaires autraitement des &coulements 3 masse volu-
mique variable, nous présenterons les simplifications qui peuvent déboucher sur
une formulation algébrique, puis nous présenterons une fermeture compléte pour

le traitement des probldmes de mélange de gaz de masses moléculaires différentes.

111-2-1.- Equation d'évolution pour Les contraintes de Reynolds

Cette équation, telle qu'elle a été développée dans le chapitre précédent

(équation II-68) s'derit :

P _oF P Iy duy vy v} 3
U‘*‘_"U'P—"f‘l' (__‘: 9)_/\&‘P ‘-/‘sd‘(_‘ﬁ‘ (IIIA?)

A) Termes exacts.

Ainsi que dans le cas des fermetures i l'ordre zéro, le terme corres-—
pondant au transport par convection est exact et ne nécessite donc aucune
hypothése; le terme de production, qui n'était pas "exact" pour l’equatlon de

1l'énergie turbulente, devient exact maintenant pour 1'équation de U{UP

B) Gradient de pression moyenne.

La description du terme

T OE _meE

se fait & partir des mémes hypothéses que pour l'équation de 1'énergie.

L'équation (ITI-30 bis) peut &tre utilisée et on obtient

= 3 ~ - ~ AD
U O v 9P
S);P. - aP (. [U"U'p 3% + Uy Uy 3;?] (I1I-50)

' 3%p ax, 0T
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C) Diffusion

Trois contributions différentes apparaissent dans le terme de transport

diffusif; & savoir
~—r—i

)
=—p diffusion par mouvements turbulents ¢ U'" U"P vy

t U
—P diffusion par fluctuations de pression vy ‘r' / U’P ‘P

([}
—» diffusion par mouvements moléculaires : /\L :‘Z‘.‘ U"; / ,A S
Pour ce qui est de 1'action diffusive de la viscosité laminaire, on peut,
ou bien la négiiger‘dans 1'hypothése d'un grand nombre de Reynolds, ou bien la
traiter d'une fagon analogue a la loi de Newton, si cette hypothése ne peut pas
8tre faite, comme c'est le cas au voisinage d'une paroi solide par exemple. On

peut alors utiliser 1'approximation suivante :

[ W ~ “a—
AR TAE AL o)

On ne dispose que de relativement peu d'informations au sujet des
termes de diffusion par les fluctuations de pression. En se basant sur des
résultats expérimentaux obtenus pour un &coulement plan dans un canal asymé-
trique, HANJALIC et LAUNDER [18] ont estimé la divergence de cette corrélation
petite par rapport aux autres quantités mesurées pour 1'équation de 1l'énergie
et 1l'ont négligée. HARLOW et NAKAYAMA [L49] ont proposé de modéliser ce terme

avec une approximation de transport par gradient telle que

- =
Lr‘, ‘P' ==K oP (ITI-52)

&

tandis que DONALDSON [50] utilisa pour ce terme une contribution quil est
essentiellement non productive, c'est—d-dire que le moddle est une fonction

du gradient de la variable transportée;
F-P -_f VR A2 vpv‘ (I11-53)

( A est ici une échelle de longueur). Par ailleurs, LUMLEY [4] suggéra :
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:

;p"—»____f U Y /5_. (ITI-54%)
" 3 partir d'une analyse d'une &quation de Poisson pour les fluctuations de
pression, et en supposant la turbulence presque hemogéne et 1l'absence de

paroi solide. Toutes ces suggestions n'ont pas réellement eu de support
physique (exception faite peut-€tre des expériences de WILMARTH et

WOODRIDGE [51]. Une bonne raison pour finalement négliger ce terme est que,
dans un certain nombre d'expériences, le bilan d'énergie turbulente est
équilibré sans devoir inclure les termes de diffusion par les fluctuations

de pression, pour lesquels on ne peut pas avoir de mesure directe. Un bel
exemple de ce type d'expérience est fourni par IRWIN [52]. Le bilan d'énergie
est montré sur la figure III-I. La courbe de corrélation triple est trés
voisine de la courbe de diffusion globale correspondant a un &quilibre des
diverses contributions de l'énergie turbulente. Il est clair que les mécanismes
de diffusion par les fluctuations de pression sont négligeables devant ceux

correspondant aux fluctuations de vitesse.

gam
oois}t
a U ' T P
o} 35;[%%":] mesure
oolo} --- diffusion rotlale

0.00§

0.005¢

ogpto

0.015
perte

Fig. ITI~-1.—- Bilan d'énergie dans un Jet pariétal
(draprés IRWIN[53]).
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Le troisidme processus de diffusion est représenté par le moment
d'ordre trois. Considérons 1'éguation d'éwvolution de cette gquantité qui a
été développée selon les conventions de Favre (moyennes pondérées par la
masse volumique, &q. II-T1). Un examen de l'ordre de grandeur des différents
termes qui la composent [53] montre que les seules contributions d'importance

peuvent &tre groupées sous la forme

R R I B R
o 3;3(9 ".t"ﬁ“'x"s)* Uy "‘p 5 (\° vg vy)
a a - I ] 1\ ’.4\-'(1 ‘
— "~—'—‘r'
- ! _ un: 9P _ u;‘{ U‘; ar (ITI-55)

L'idée de base pour simplifier cette expression est de supposer que
la distribution de vitesse suit une loli quasi-normale. Ce point qui est discuté
dans la référence [53], est une source de controverse qui a été soulevée par
ORSZAG [54] qui a montré que cette hypothdse pouvait faire apparailtre une énergie
négative. Moyennant certaines précautions qui seront expliquées i la fin de ce
chapitre dans la partie concernant la "réalisabilité" des mod&les, nous suppo-
serons que cette hypothése est valable, au moins pour les fluctuations corres-—
pondant aux moyennes centrées [53]. En suivant 1'idée de MILLIONSHTCHIKOV {55],
le moment d'ordre quatre peut &tre approximé en termes de moments d'ordre deux

sulvant la relation.

] ] { ! 1 1 \ ) 1 LR [ [] [}
U, = (II1-56)
Uy VB Uy Vg = U Up.UyUg & Uy Vg Vg 4 Uy Uy Uguy
D'autre part, la définition des deux formalismes de moyenne permet

d'obtenir une relation entre les fluctuations

[
2 v
Uos oy LU (I11-57)
A 1'aide de 1'équation (III-S5T7), les diverses contributions de
1'équation (III-56) peuvent &tre exprimées en termes de corrélations au sens

de Favre. Ainsi on aura d'une part pour le moment d'ordre quatre :
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GUpuy G = 0] vy oy s"ﬁ"*ﬂs"es‘w

+ *f;:"_u-/+9x iy s + K sz "P"*

+&9x‘,tr,vs+9< R, Vp% + &y &y UpU’g

+ﬂpﬁ "i"’: +& N vwr,‘-rg et &,k - f"i"';s oy Vg (IT1-58)

Les moments d'ordre deux peuvent &tre transformés d'une maniére
similaire, et l'approximation de quasi-normalité peut alors s'écrire, en termes

de quantités pondérées :

[
|
!
e . :
[
l
L

. N /V N ] 1 ] T

' T v o) Uy Oy

|+ &‘U’)‘VPVS ‘\'Qs UJ‘U‘PU"‘ -_-é._f Uy BY s

b e e e e e e mmmem e — e o
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ettt tealdefebuietiatot bt &A1
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(III-59)



88

Une rapide évaluation des différents termes de cette équation méne
& quelques simplifications. Appliquée d& un écoulement typique avec fluctuations

de masse volumique, nous obtenons les valeurs suivantes :

Contribution iT III1 v v VI

8.27 10'h 1,551 10"h 1,3 107

Valeur 1.081 1072} 1.204 107"

Une conclusion immédiate que l'on peut tirer d'aprés ces résultats
est que les corrélations triples ne peuvent pas &tre négligées par rapport
aux moments d'ordre quatre. Comme approximation de guasi normalité, 1'équation

suivante est suggérée pour des écoulements & masse volumique variable :

T o~ Q R e ~—
0'(30’1 U's + % (r(sU\ U's + U'.{ U"o( s + 't UIVPU'Q

’fﬁs"x p vy = v p Uyyg + Va"x"’P s + "«"s -9 Vv

On peut remarquer que les propriétés de symétrie du moment d'ordre quatre sont
respectées et que, en l'absence de fluctuation de masse volumique, les gi(
s'annulent et 1'&quation (III-60) se raméne & la forme (III-56). Revenons
maintenant 3 1'équation (III-56). Elle peut maintenant se mettre sous la
forme :

ST = o F S [EN L6008 4T

/—\"—-’

N
oy s;( )]"‘3 s ';g[" , Up g Vg
=p Ty ¥ (II1-61)
+0 gl(,v‘-‘\r,‘vs g. \rp 5 ]
en supposant que [53]
! woo ! Wt ! /‘\/
..[U’uu' of . 7 u-.‘(s?l + "'(;V\‘r 2P ] e -C E SN (111-62)
Ty ox 3

par analogie avec le modéle pour la corrélation pression déformation qui sera
présenté dans la suite de ce chapitre. Les corrélations triples sont donc
obtenues par la résolution d'un systéme d’équations différentielles du premier

ordre. Pour des écoulements du type couche limite bidimensionnelle, par exemple,
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une forme commune pour ces équations est :

A, T A 3T < A

(III-63)

® ® &

Quatre équations de transport sont résolues pour les contraintes

de Reynolds. Les corrélations triples correspondantes sont régies par les

équations :

— T gk o] -2 &

= —Cs%.?"[&ﬁﬁ(ﬁ) +ZJB"‘

+cs§[

— 0% [1-4a  4@]- s
> -cs%'ﬁ[zw%@)]
A &?zzg [)- 2 G %% :gé(%aaﬁ)] -2 Cs
:-CS%F[wg{;\"’L}]
———-)cﬁ?‘l"[l_Scs%%éTp)}_g
= -G %—F[Z u""%(&t"') +
*Cs%[(::' 5)-(&;'\'3)4- o'

9

2 00 () 4 2T
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fU’."lu,U
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Cu
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(II1-64)

La faiblesse de cette approximation de gquasi-normalité a été i la

source de tous les travaux basés sur la théorie A'ORSZAG [5L4] connue sous le
sigle EDQNM (Markovian eddy damped quasi normal}, qui ne s'applique qu'au cas

d'une turbulence homogéne isotrope. ANDRE et al [56] ont proposé pour une

turbulence non homogéne l'utilisation généralisée de 1'inégalité de SCHWARZ.

Ce type de contrdle est mieux adapté par ailleurs aux modéles de turbulence

basés sur des corrélations en un point et son utilisation a été retenue aprés

certaines modifications (voir paragraphe IIT-3—-1) dans cette thése.
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Par ailleurs on peut mentionner également; que dans un précédent travail
[410], une tentative d'amélioration de cette approximation, en bornant la distribu-
tion avec des fonctions de DIRAC et en introduisant le facteur d'intermittence
n'a donné lieu qu'd des différences marginales ce qul tend & montrer que la

génération d'énergie négative pouvait n'@tre que marginale également.

D) Pression - déformation

Ce terme est sans doute la plus grande source de complication des
méthodes de fermeture d'ordre supérieur ou &gal & deux. Les hypothl@ses faites
pour le représenter sont classiques pour les écoulements isovolumes (voir par
exemple [39j). Nous nous efforcerons donc dans le développement qui va suivre
de mettre en évidence les différences qui sont introduites par les effets de

variation de masse volumique.
Prenons la divergence de 1'équation de quantité de mouvement instantanée
e v | T,
= { ) 9 ((’ U.lvp) A \ ) (111-65)
()x‘ 3:: c)xA ox, r)xp oxy [

dans laquelle OaB représente le tenseur des contraintes visqueuses. Soustrayant

]

al v o —a v
+d [Q"‘.\\"p - fV.L"'P ] 3 f)* [G- ] (III-66)

de III-65 sa forme moyenne, il reste

"R

az?' - _Q_ C) | Y 1] é‘- (Radiad [N ad y
_m = dx[&(?% *W)]*‘ax‘ax,;[""*"'n*?"*"@*f"n

Pour un écoulement isovolume, il ne resterait plus que

_oe ot
Ax‘e)x* %, AQP

[eu® cen ] j;%[eviv;, ~p Ui ]

e &p[ ] (ITT-67)

Les termes nouveaux dus aux fluctuations de masse volumique sont donc :

(S (0% vevi)] « 2 (645 ] (111-60)

oy o% ,\éz,g
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L'intégration de 1'équation de Poisson (III-66) donne :

| L vev v~
P=- ‘:rrf [:“*p(ew‘“fo"q‘)]ni—b‘é i A1

L Y d ol
_.'2_——-((’ V% )]n ‘;_ (I111-69)

J

Dans un tel arrangement, les termes regroupés dans A1 correspondent
8 ceux qui caractérisent une modélisation classique pour &coulement isovolume,
tandis que ceux du groupe B1 sont caractéristiques de fluctuations non nulles
de masse volumique. Revenons maintenant en arriére pour reformuler cette
équation sous une forme sensiblement différente, et tout d'abord examinons

. .. . N
1'équation de continuité sous sa forme instantanée. rRin

s
§§ + ;)"-)-(Qc& =0 (I11-70)

Si on lul retranche sa partie moyenne, il reste

o€ N _
T i, 2 ((’u 3 .q 0 (III-71)
Avec 1l'utilisation de 1'édquation (III-71) l'équation pour la fluctuation
de pression peut &tre réécrite sous la forme
>7 o~ b oy vt ’
= - —IP )+ Y Up) + U v
bx“ O, at"( ) . ox, r)x;\a P) Pa—x;)-;‘s(e ’()
;1"’ (BZ)

AU; 9 U
vy é)g axp (PU ) A o, gx(,

L ﬁ"\f”?“—r(t"fié vig) e

& '
) m,(%) } (C 2 (I1I-72)
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(A2) regroupe les termes existant en écoulement isovolume,
(B2) est une collection de termes qui s'annulent si la masse volumique est

constante, c'est—-a—-dire :

-
w-
c

Q-
Q=

o o4 _
u M*-o
A0,
ou U oA

aou"’

(C2) correspond & une contribution visqueuses qui n'aura d'importance qu'au

voisinage des parois.

Aprés intégration de cette équation de Poisson on identifie les

groupements correspondants & A2, B2 et C2.

' ‘_‘.J‘(cﬁ; 20ep) , 9% Avd)) ds
P= T )b dxg  dx4 9x,  0xg ' r

L (A3)

 (63)

o0 d (o, \| doek _\ g 3 (7' Aoo?
5o L5 HELE - 5[ (MR

g !
+;'_;‘_J°e _a.__qi‘l‘_.]n é—‘-’y—‘-"Q &‘3) ‘ (ITI-73)

1'indice II montrant que les valeurs sont prises en un point distant de r du
point courant, tandis que 1l'indice I correspondra au point courant lui-meme.
Nous pouvons maintenant revenir au terme pression-déformation, aprés avoir

séparé les trois contributions.
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P =P+ Ph + P

Donc

o

) - W B e o ) e

I1 est bon de remarquer ici que 1'influence de la divergence de champ
moyen, qui n'apparait d'ailleurs pas explicitement dans le groupement (A3), est
nulle, ainsi que 1'a montré DUSSAUGE [57], ce qui montre que le caractére
purement redistributif de cette corrélation n'est vérifié que si la divergence
des fluctuations de vitesse est nulle, ce qui n'est vrali que dans le eas

d'écoulement 3 nombre de Mach modéré [58] .  Examinons séparément les trois
contributions du terme pression déformation.

aup) __ | (%™ [ave a".« avp dod
?ﬂ(aX(; ox, - 1T wl(ak‘}w o L 6Xp c)x‘)t Godt

-4 f (a‘ eo;v;‘) vz c)‘r"«s) doot
9, dx, dxg oxg T r

(IT1-75)

ks (ateu‘;u'; (au',, Iv'p ) dod
4T | 4\ 9x, 9% dzxp 0%, r

Pour modéliser ce terme nous nous appuyons sur les résultats qui ont &té obtenus
par FEIEREISEN [59] avec une simulation numérique de turbulence compressible.
Une partie de ce terme comporte les interactions du mouvement turbulent avec
lui-méme, et doit donc exister dans tout &coulement méme avec vitesse moyenne
nulle. Dans ce cas particulier d'écoulement ol la production de turbulence est
nulle, le retour i l'isotropie de la turbulence, qui est observée expérimentale-
ment, ne peut &tre attribué qu'd ce terme. C'est ROTTA [60] qui proposa le

premier une fonction linéaire du tenseur d'anisotropie baB telle que

3

]

N
!

™

qo

¢“P‘:1 - ! (III-76)

avec %’ =

P
-
SY S
2

W j—
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€ représente ici la partie isotrope de la dissipation, qui en est d'ailleurs
1'unique composante dans l'hypothése de grand nombre de Reynolds. Nous verrons
plus loin que la partie anisotrope de la dissipation (quand elle existe) est
introduite via les corrections de paroi.

La composante "rapide' du tenseur pression déformation fut initiale-
ment identifiée par ROTTA [60] mais son appellation est due & LUMLEY [L4].
Flle est due & l'interaction entre le champ turbulent et le champ moyen. Si

on admet que le champ moyen est localement homogéne, on aura :

_ 36; CLS*
by 2

aig est un tenseur d'ordre quatre, & cause de la structure de 1'intégrale de

volume correspondante.

PECTE ~—v.
QSO\ - _ E-J [ ‘)" ((’U‘\nbix + f)z ((’v;)n U'r;; ] A‘O_"_'t ‘ (III—78),
0P m ot ©

éx.s dxp éxx C)’t“

A la différence du cas incompressible, les critéres de symétrie et

d'incompressibilité ne sont plus satisfaits. En effet

84 48 Sp dot
O—"P + a"(p / Q’T’s f0 Py (5_5?3)*0 (ITI-79)

On peut tout de méme observer deux propriétés communes avec le cas

incompressible

af‘“ = Bl P Urg o, (171-80)
B BY / ep

A cause des inégalités (III-79) il n'est donc pas formellement exact
d'exprimer ce tenseur par un ensemble de combinaisons linfaires des moments
d'ordre deux comme cela est fait pour les &écoulements isovolumes [391, [61].
A cause du manque de justification physique de ce résultat, LUMLEY [L4] a adopté
e position différente. A partir d'une approximation bonne pdur le cas isotrope,
il a supposé que l'anisotropie était faible et a effectué une linéarisation
au voisinage du cas isotrope. Il a alors tout naturellement utilisé€ la variable
baB et, en appliquant les conditions de symétrie et d'incompressibilité, il

obtient finalement une forme qui n'est pas différente de la précédente.
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Malgré les restrictions, quand & la forme du tenseur, qui ont été
énoncées précéderment, nous &tendrons 1'approximation isovolume au probléme
3 masse volumique variable en supposant, comme FEIEREISEN, que les variations
de masse volumique seront prises en compte principalement par le terme (B3),
tandis que la partie incompressible du modéle reste valable, en introduisant

la masse volumique moyenne. L'analogue du modéle isovolume sera donc

- +
55 (623; o, P o
..9c:.-l(D _LPs ) (. &)
W o S .
L I P TS
avec ‘T‘P-.--Fu;v‘. })_af; - P o 52
~A\Y Y T TR Y14

En résumé on aura pour le premier terme de pression :

v . ouh
= + ITI-82
—Fﬂ (3Xp 3&) ¢‘ﬁ/" ¢"(’1L ( )
Le terme de dilatation moyenne apparailt dans le tenseur des taux
de déformation (JONES [62], BONNET [58]} toutefois 1l'influence globale de ce

terme sur les mécanismes de redistribution par le champ de pression est nulle
(DUSSAUGE [571).-
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Un examen des ordres de grandeur des différents termes de (III-83) [63]
montre que les deux derniers termessont plus petits que les deux premiers.
D'autre part, si on essale de comparer la structure des termes restant, on
observe qu'ils comportent & la fois des mécanismes d'interaction turbulence-
turbulence et turbulence-champ moyen, tout en devant s'annuler quand la masse
volumique est constante. FEIEREISEN [59] a &galement observé une analogie de
comportement entre le premier terme situé & droite de 1'égalité et le terme
de réponse rapide ¢OCB,2 . Ces remargques nous ont amené d approximer cette

partie de la pression par :

Pt

LT duy - T - )& _
?"(3;‘:'; * 3%) = Co(Puvp-25,¢ &) b%, (111-84)

expression qui est sensible & la fois au champ moyen et au tenseur d'anisotropie.

Dans la derniére contribution du terme de pression correspondant &

Pr.(-g‘-‘- 4-(.)}-"-2 apparaissent des termes dépendant de la viscosité
6?(‘; ()k&

moléculaire. Les effets de tels termes ne pourront avoir de l'importance que si le
nombre de Reynolds turbulent n'est pas grand. Nous modéliserons donc globalement
ces termes visqueux avec les termes de proximité de paroi qui sont issus de
1'intégration de 1'équation de Poisson,(intégrales de surfaces)et qui ont été
négligés Jjusqu'sd présent. Il a &été observé expérimentalement [39] que, au

voisinage d'une paroi, ces termes causent le transfert d'approximativement 30 %
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de 1'énergie de turbulence, de la composante normale & la paroi & la composante
longitudinale. Toutefois, 1'impact direct sur la contrainte croisée est faible.
Comme seule cette contrainte croisée apparait dans 1'équation de quantité de
mouvement d'un schéma parabolique, HANJALIC et LAUNDER [38] ont délibérément
négligé ce terme. Comme le éhamp d'application de ce modéle de turbulence
prétend ne pas &tre restreint aux seuls &coulements de couche limite, la
formulation plus générale, qui suggérée par LAUNDER, REECE et RODI[39], est

basée sur les deux observations suivantes

¥ 1la présence de la parol augmente 1'anisotropie des contraintes normales

mais tend i diminuer faiblement les contraintes de frottement.

* 1'influence de la paroi doit &tre sentie, méme dans des régions ou les taux

de’ déformation moyen sont négligeables.

La forme finale de ce terme de paroi est

} 5 E (O | 3t o
¢dplw=[c3 f E(U'.(\TP - -§- S‘P ex)+ C, ('E(p-’p‘r; )] ’t P (111-85)

%, représente ls distance normale & la paroi.

Dans leur article, LAUNDER, REECE et RODI [39] introduisent un terme

supplémentaire pour cette correction de paroi gqui est fonction du cisaillement.

Xy

zéro dans toutes leurs applications.

¢ \’Q(%f__@

~

toutefois, la constante C_. est égale &

5

E) Dissipation

Pour des grandes valeurs du nombre de Reynolds, les mouvements & petite

échelle sont essentiellement isotropes et ainsi, on a :

n S“P T M- dug _§g S (111-86)

cette équation fait état de € , le taux de dissipation de 1'énergie cinétique
de la turbulence.ﬂuand le nombre de Reynolds décroit, les structures porteuses
d'énergie et les mouvements dissipatifs tendent a se chevaucher et, suivant

ROTTA [60], on peut utiliser 1'approximation :
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ovy s T Ay ;
Sdp_a_xi.,./“scb‘%%i:?u;kf& (I11-86)

Une forme générale peut €tre une combinaison de ces deux cas
Dws = ZPe|(1-§5)S -a-i’_e_".'r.i (1T1-88)
= 3 s BY 3

La variable fs doit satisfaire les conditions suivantes

o = si :%t+ 0
- £ (R 88
: ©NE \>:Osi R, * =

et

La forme la mieux adaptée proposée par HANJALIC et LAUNDER est [38]

£$ = (l.o + Ol 'B,,J‘ (I11-89)

111-2-2.- Equation d'évolution pour Le taux de dissipation de
L'enengie tunbulente

L'essentiel des hypothéses de modélisation qui ont été faites pour
les modéles 3 deux équations restent valables ici. Toutefois il faut remarquer
que maintenant les contraintes de Reynolds sont des termes considérés comme
exacts. Une partie des hypothéses faites pour les termes de pression est donc
redondante.

D'autre part les mécanismes de transport diffusif sont améliorés
en supposant que la viscosité turbulente précédemment définie n'est plus une
quantité scalaire mais un terme tensoriel. On aura donc la forme suivante qui

est une adaptation de 1'hypothdse de gradient généralisée de LAUNDER [6k4].
-~ T - L
-0 u‘"i =G ° g U'.‘O' JE (III-90)
¢
£ PEI

La diffisuion par le mouvement turbulent tient donc maintenant compte

de l'anisotropie des fluctuations.
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111-2-3.- Equation d'évolution pour L'Enenrgie totale

Cette équation (II-59), qui n'est pas nécessaire pour la description
des procéssus de mélange 3 basse vitesse, nécessite quelques aménagements
pour &tre inclue dans une fermeture au second ordre pour les écoulements
compressibles. Il faut mentionner, au préalable que le niveau de fermeture
n'a pas été étendu 3 la deseription des flux thermiques pour la raison
suivante : l'applicatién qui est. visée dans cette thése a une signification
principalement aérodynamique. Les principales caractéristiques, tout comme
les résultats expérimentaux, sont essentiellement dynamiques, par exemple
champ de vitesse moyenne, de fluctuations de vitesse, dé pressionsmoyennes.
L'inclusion des &quations pour les flux thermiques nécessiterait également
1'utilisation des équations d'évolution pour la variance des fluctuations
de température et pour son taux de dissipation, ce qui aménerait des hypothéses
supplémentaires pour déterminer des grandeurs qui finalement ne pourraient
méme pas &tre confrontées avec 1'expérience. ' '

De méme que pour 1l'équation de la dissipation, une partie des
hypothd&ses qui ont été faites dans le cadre d'une fermeture basée sur 1'appro-—
ximation de Boussinesq restent valables, la principale différence &tant que
les contraintes de Reynolds n'ont plus besoin d'@tre approximées. Les moments
d'ordre trois sont déterminés d'aprés 1l'équation (III-61) et la formulation
généralisée de transport par gradient est indiquée pour la diffusion turbulente

d'énergie interne. L'équation de 1l'énergie totale s'écrit alors

? g) b 2 {(QE +P + dU"-,) a‘:"‘('s -M (‘l_‘:.‘;a— %‘-:I;n&;

SRR g A, T 5 @
- %(o‘:m} aix‘vs% + L oguy ’3&.‘0 u,) e Ve, § Uy vy g-;—;.

~;
WA _Lg Q_G-_; Uy u" nre ok KAT ] (II1-91)
M (‘T‘," ox, ~ 3 ax,\)(»,.-‘) o P T o,

111-2-4.- Equation d'évolulion pour Les connélations vitesse-masse

volumique .

Jusqu'd présent, dans ce chapitre a &té développé un systéme

d'équationsorienté principalement vers la prédiction d'écoulements compressibles,
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dans le sens écoulements 3 vitesse élevée. Toutefois, il existe une source
différente de variations de masse volumique, qui est 1'hétérogénéité de
composition du fluide. Un aspect bien particulier des hypothéses de modéli-
sation avec masse volumique variable a été approfondi pour la prédiction du
mélange & basse vitesse de deux gaz inertes dé masses atomiques différentes.
Pour ce probléme particulier, il n'est pas nécessaire de résoudre une.équa-
tion pour l'énergie; la température étant approximativement constante dans
tout 1'dcoulement. Par contre, 1'ensemble des hypoth&ses qui ont &té faites
pour approximer les corrélations pression-masse volumique ne sont plus
adaptées pour ce type d'écoulement 3 basse vitesse. I1 a donc &t&€ nécessaire
d'aborder le probléme d'une fagon différente. Rappelons 1'équation d'évolution

pour ces corrélations, telle qu'elle a été développée au chapitre II (8q. II-86).

DTN L0 N T\, T GG RS
3{_(90"3) +EA(V\QUP)__PVA _a_xﬁ + Uavp =

-— = = = ] o
+i(elui'v ).,_Q u—é_r?_ 7 + £ 9P _ S)-(Z;P\\ (II1-92)

Avant de pouvoir résoudre cette équation, un certain nombre d'hypothéses

sont nécessaires

oo T~ . . < .o, UK
a) U-ds U'@ = \.J“.LU".‘,z ce quil revient a considérer que (’U‘OP:o (1I11-93)

b) La diffusion turbulente est modélisée d'une fagon analogue aux moments

d'ordre trois (forme isovolume), ainsi

—~ -_-— ~— S
oo - _ ¢ .y [U‘"u’“ d eyl Lt I ‘u,"] (ITI-9k)
fd*ﬂ BS ¢ *"ax,,el‘ PYaxxe“

Cette approximation permet la permutation des indices de vitesse

entre eux, mais pas de la masse volumique avec une fluctuation de vitesse.

—— 14 1]
c) f ‘fp gg*02 faute de justification physique évidente le mod€le suivant
est utilisé, qui relie le coefficient de corrélation entre la vitesse et

une dérivée 3 1'intensité des fluctuations de masse volumique.
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“ Jo, Vore = 4, i}
Ya ‘.)3‘2 a2 Cupp — 0'; 9(vy) (I11-95)
2, ¢ a5y

Toutefois, la difficulté est qu'il n'y a pas de moyens pour déterminer

la valeur de C 8 part l'optimisation numérique face aux résultats

upp ° mise
expérimentaux. On peut cependant présumer que CUDP sera du méme ordre de grandeur

que 1'unité. Pour ce terme, JONES [62] a proposé un modéle quelque peu différent :

]

e, ¢ ot Y (III-96)
(ﬁa a&ugu ™ -1$$;. ‘;uk(f>o') .

mais 1'expérience nous a montré que, ce terme &tait une source d'instabilité

dans un calcul numérique (en particulier & cause de la division par p'2).

1
: P
4 A
? axP

Un développement en série de la masse volumique donne

p=F(1e £

BU’;
LiLLg
et ainsi
1
P _ 1 ( topt (I11-97)
— T e e— —-— - )
e~ ¥ T
Le gradient de pression peut alors &tre réécrit de la fagon suivante :
—————e — R
£ 27 .._.F.E. LA ‘ e'é_l’.' (I11-98)
P oxp  TT oxp T 9%

Le dernier terme du membre de droite de 1'équation (III-98) peut étre décomposé en
LPE (a1 TE]E e
T % 9% wl T

La premilre partie qui a un caractére diffusif est supposée petite
comparée au terme de diffusion (III-94) [64]. La seconde partie est modélisée
8 partir d'hypothéses analogues & celles qui ont &té utilisées pour les termes
de redistribution des équations dw tenseur de Reynolds.

Une premidre contribution aura donc un r8le identique au retour a



102

l'isotropie de ROTTA. Une proposition pour un terme linéaire fut faite par

MONIN [66] pour le transport de masse :

¢pc, g4 =

-C. %Uf"c’ (III-100)

Puis différents auteurs ont suggéré une représentation non linéaire de ce

retour & 1'isotropie. Parmi eux, LUMLEY [4] en a donné la version la plus
réaliste en supposant que le coefficient e puisse étre une fonction linéaire
du taux de déformation et de l'anisotropie des flux turbulents. Une adaptation

de ce mod&lel[62] est utilisée pour ce travail :

/"\/
= é--Tﬂr g UQUﬂ LI I-
O s 15 S R LTI

La seconde contribution est analogue & la partie rapide du terme
pression déformation. Néanmoins une forme simplifide suggérée par LAUNDER [64]

est utilisée ieci

I <;Gf A
Ce, Uy T8 | (III-102) -

négligeantkainsi un terme de gradient de masse volumique moyenne.

¢%{;L =

% .
P

nécessite aucune hypothése si, ainsi que le fait LUMLEY [4] les mouvements

e) Le dernier terme de l'équation vitesse-masse volumique

a4 petite échelle sont considérés comme isotropes.

En résumé l'équation des corrélations vitesse~masse volumique est

(? Up ) + = 5 E;Qi'Jé ) = -~ E; Lé: 152& + Lﬁ;uu éL-

% 3":
""‘ N \ 67{ P
+ ‘:UDP ? Lﬁg §%££L§L\ -~ =% %%;q;

A p Py ry 1 III-102bis)
-C¢ £ (.'U'P ~Cqy g._{ou\) - _;_' 54'3]?"’ +C&(‘U? i)fE ( 102bis)
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111-2-5.- Equation d'@volution pour Les §Lux turbulents de masse

L'équation pour les flux turbulents est rappelée ici :

- ’ = —_— N
o J ] J
S FRT) FFE ) --F IS ol
exf[" T+ ST r,-sm o }
L _ g oscr _ o o® oy
dxp B ox “t doxq

De méme que pour l'équation des contraintes de Reynolds, les diffé-
rentes contributions sont aisément identifiables

1 Production

Les deux premiers termes situés & droite du signe égal sont des termes

/‘\"/
exacts de production. Ils expriment le taux de génération de VB cr

due aux
actions comblnees des gradients de vitesse et de concentratiom moyennes

2 Diffusion ‘

L'ensemble des processus de transport diffusif est représenté par

() /\/ —";"—"- _
M[e RO * Sy T T~ 3 Gu % |

L'approximation de quasi normalité des distributions est supposée

valide et est reprise en notation de Favre. Les termes prépondérants de
1'approximation résultante se groupent de la fagon suivante [4O]

s f-ig \)’Pu‘,c,]: (III-10k4)
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Deux remarques concernant cette équation doivent prendre place ici

- I1 n'existe aucune raison pour cé d'étre identique & cq (équ. III—61)
puisque les échelles de turbulence pour le transport de quantité de mouvement
sont différentes de celles de transport de masse [67].

- I1 n'y a pas de terme de pression dans 1l'équation de transport pour
la fraction massique. Ainsl existent seulement deux termes\u;o; %&; . Dans
1'équation (III-10k) le terme situé & la droite du signe égal a donc des
propriétés de symétrie qui n'existent pas dans le terme de pression.

LUMLEY [4], XOLOVANDIN et al [681], AﬁDRE et al [56] et DONALDDSON [69]
ont fait des propositions pour retenir tous (ou preéque tous) les termes des
dquations pour les corrélations triples. A la différence de ces modéles. sulvant
une demarche analogue & celle de LAUNDER [6L4], 1'équation exacte pour &;;;:??:

a été utilisée comme guide pour établir 1'équation (III-10L). LAUNDER utilise
une forme sensiblement différente, omettant les termes vitesse-masse volumigue

et masse volumique-fraction massique.

N ﬁ(llej T ) ) 'T"'i) (111 y
U UaCe v 20U (00 )+ U U —(UgcC 105
$Vp °1 e vy S luge)+ v ug So(oy e
S s

Dans 1'équation (III-105), il n'y a pas de dérivées des contraintes
de Reynolds, quoiqu'un tel terme devrait réellement y &tre ajouté selon le
point de vue de LAUNDER [64]. Dans la référence [70], LAMLEY suggére d'ajouter
au terme de droite de 1'équation (III-105) un terme proportionnel &
PO
Uﬁ I axv

de transport Ceci est similaire 3 la suggestion de LAUNDER et & notre moddle.

( ) pour tenir compte des variations spatiales dans le coefficient

On peut mentionner &galement les travaux de DONALDSON [50] qui, par analogie

avec ses hypothéses pour la modélisation des corrélations triples de vitesse,

suggéra :

o-éu'* ¢t = - N q [Z;)" (UyCs) + f;w(u.t‘c.‘—')] (IT1-106)

A2 est une longueur caractéristique.

WINGAARD et COTE [T1] utilisent seulement la seconde partie de la
proposition de LAUNDER avec des coefficients de proportionalité quelque peu

différents.
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Les autres termes, sources du transport diffusif, correspondent
a la diffusion de la fraction massique par les fluctustions de pression
et 1'agitation moléculaire.

Le terme de diffusion par la pression est suggéré par DONALDSON [50].
e —
1 !
per =- f. g A aéxév" o;) (111-107)

A3 est une autre échelle de longueur et q une vitesse caractéristique de
la turbulence. Hormis cette suggestion, aucune proposition spécifique n'a
Jamais &té faite pour la modélisation de ce terme. Le fait que dans les
écoulements de type couchenlimite, la contribution de ce térme‘est tout 3 fait
modeste, nous aﬁéne 8 le négliger, ainsi que le font la majorité des auteurs.
Pour ce qui est de la diffusion moléculaire de la concentration, elle est

négligée dans le cadre de 1'hypothése de grand nombre de Reynolds.

3 Redistribution par les fluctuations de pression

“A nouveau la procddure est similaire & celle qui a déja été employée
pour les équations des contraintes de Reynolds puis des corrélations

vitesse~masse volumique on a maintenant :

%'7‘5: - "‘J (d‘(?viv"s)l(aci-‘) d uof
oA

(II1-108)

_._Lj (a«'}l) v’y (éca':) A;ue
21 oo dxg s AL \axﬁ‘l r

La contribution turbulente peut &tre relide i 1'approximation de ROTTA [60] pour

le retour & l'isotropie

_/\1{
- € b (IT1I-109)
¢pc,4 - -~ C. q P "pc’t

mais on doit s'attendre 3 ce que 1l'échelle de temps (%‘) utilisée ici contienne

également des informations de 1l'échelle de temps du champ de concentration
>
(=), c"2 est la variance de la fraction massique et € son taux de
/‘7{ I c
L3}
‘1

dissipation. LAUNDER [6L] et JANICKA [67] ont souligné que ces échelles
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temporelles étaient différentes 1'une de 1'autre. La meilleur hypothése que

" 1l'on peut faire est que, si la turbulence est localement en gquilibre, elles
sont proportionnelles; en vertu de quoi la constante c, pourra avoir une
valeur différente de cy - Une approximation sensiblement plus &laborée & toute-
fois été adaptée dans ce moddle, pour tenir compte de 1l'anisotropie de la

turbulenée.

P -—
-_.cC € " - € (vdvp L T (III-110) |
= <4 f Q UPCI C‘CL ? ( - ‘3' S‘P)U"C:

' La redistribution est ainsi & la fois fonction de 1'anisotropie du
tenseur de Reynolds et de celle des flux turbulents. En ce qui concerne le
terme de redistribution par interaction avec le mouvement moyen, deux suggestions
différentes peuvent &tre utilisées pour le représenter.
D'ﬁne part, LUMLEY [4] conclut des propriétés de symétrie des corré-

lations en deux points (en &coulement isovolume) que

., = 08¢ vich W _o0.07 gct 9% (1T1-111)
pep = O ¥ G 50 I Sxe

Liavantage de cette proposition est qu'elle supprime toute ambiguité
quant & la valeur des constantes. LAUNDER [71] obtient un résultat identique
3 partir de considérations différentes et le qualifia de "modele quasi
isotropique".

D'autre part,'une autre proposition a été faite par LAUNDER et al
[39]1, qui consiste & ne conserver gue le terme qui rend le tenseur de Reynolds

plus isotrope, & savoir :

~ut?) ~
¢ﬂrlz =— (_EP" - 3;. SP" ']2) (III-112)

Ce moddle a d'ailleursété utilisé de facon extensive dans la référence

[72]. L'analogie avec 1'équation (III-112) suggdre dans ce cas

—'\(Vu ~
¢ .=c P uc d up (III-113)
P‘ 2 C )
1 %Y
Le lecteur pourrait objecter que cette &quation n'inclut pas tous les
termes de production de 1'équation des flux mais il est alors nécessaire de

souligner que les gradients de concentration moyenne n'existent pas dans

1'équation (ITI-108).
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_— ~J
¥ C. P u;'(' cr %ﬂ}: (ITI-114)

L Diésipation
Dans le cadre de 1'hypothése d'un grand nombre de Reynolds, les

mouvements 3 petite échelle sont approximativement isotropes et la corrélation

Z} ii c;: , qui est strictement nulle en turbulence
B 3

8 caractlre dissipatif

isotrope, est négligeable.

5 Gradient de pression moyenne

L'hypothése d'écoulement adiabatique isotherme entraine ghe

!
i

&. =1 (e~qa (III-115)
fcx ﬂ.(? 2)

P1™Ps
pour un mélange de deux gaz de masses

avec A1 = pI et A2 = pj
volumique p; et p; [r31 .

Aprds soustraction de la moyenne de (III-115) et passage & la

moyenne on obtient

—_ f (¢
_ TR [F)
on a vu précédemment que (f_') S - E
§ €
—_— A, =

I1 s'ensuit donc que v Hp e'z
T = .
\ (II1-116)

On remarque immédiatement que le signe de E¥ est déterminé de

facon unique par la différence entre les masses volumiques des constituants

du mélange.
On remarquera gque les modéles obtenus pour les équations d'é&volution

de |raci' et f'vp font appel & la quantité 0’2 . Cette grandeur est déter-

minée par la solution de trois &quations d'é&volution pour les corrélations de
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Figures III-2,3. Calcul d'une décroissance
de turbulence a 1l'aide de 1'approximation

de quasi normalité (D'aprds ORSZAG (1970) [5kL].
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masses volumiques partielles. Le développement de ces équations a déja fait
1'objet d'une publication antérieure [T4] et n'est pas reproduit ici.

En résumé 1'équation des flux turbulents aura donc la forme suivante :

d v o S i \=-F e IS - Yo dCy
gg(?"ﬁ‘i) + S (% per)=-F ovle T~ P omg
0 3 T o T o~

-5 (Fofist) - e F 2 00 — o L (W0r-25)i]

M AP (ITI-116bis)

111-3.- CONDITIONS D'APPLICABILITE

111-3-1.- Réalisabilite

En 1962-1963, O'BRIEN et FRANCIS [75] et OGURA [76] ont mis en &vidence
une conséquence inattendue de 1'approximation de quasi-normalité : la création
d'énergie négative. Plus tard, ORSZAG [54] &tudia les propriétés dynamiques
de cette approximation, appliquée au probléme de la décroissance d'une turbulence
isotrope. Les figures III-2 et III-3 (qui sont reproduites de l'article d'ORSZAG)
montrent le comportement typique de 1l'é&nergie calculée en utilisant 1'approxi-
mation de quasi-normalité pour deux nombres de Reynolds différents.

Sur ces figures, les différentes courbes correspondent & la décroissance
de la turbulence due aux effets visqueux & divers instants t = f(T); T &étant
le rapport de 1'échelle intégrale longitudinale avec une vitesse twrbulente
le nonbre de Reynolds initial était égal & 5,25. Les symboles de la figure
(IIT-3) ont la méme signification mais le nombre de Reynolds est égal & quatre
fois le précédent. ORSZAG fut probablement le premier & introduire le concept
de réalisabilité, en identifiant des conditions que doit satisfaire 1'énergie,
exprimées en termes de quantités spectrales. Plus tard, DU VACHAT [77] et
SCHUMANN [78] appliquérent ce concept & des variables de l'espace physique.

Dans les deux cas, l'approche fut d'utiliser 1'inégalité de SCHWARTZ comme
relation de base :

LN
! ‘5’ < x'. y' (III-117)
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I1 est également possible d'ajouter aux inégalités de SCHWARTZ,
différentes contraintes.physiques (comme par exemple l'invariance par rapport
3 une rotation du référentiel). DU VACHAT établit des inégalités pour les
moments d'ordre n, pour des variables mono-dimensionnelles non bornées, ou
positives, ou positives bornées et les étendit & des variables tri-dimensionnelles.
Ces résultats furent utilisés dans des problémes de turbulence par ANDRE et al
[56]. Dans le cas de cette clipping approximation”, cela consiste &, au cours
d'un calcul numérique, borner les valeurs des moments d'ordre trois par les

valeurs données par un critdre de réalisabilité du type :
L 74 3
(z") < 2 (%) (I1I-118)

ANDRE observa alors qu'un tel écrétage des moments du troisiéme ordre empéchait
les moments d'ordre deux de violer des conditions de réalisabilité plus physiques
telles que 1'inégalité de SCHWARTZ ou la positivitd des variances. De son cdté
SCHUMANN [78] utilisa aussi des conditions de réalisabilité pour les contraintes

de Re&holdgf,

1
LA >/ o (pas de sommation)
——\t < 3
} )] t
(t&\rﬂ) NEA "Up (II1-119)

dor (Vivp) Do

I1 observa alors que la plupart des modéles pour le terme de pression-
déformation violait 1l'une ou l'autre de ces inégalités. SCHUMANN suggéra deux
facons de circonvenir ce probléme :

- La premidre est 1'écrétage, analogue & la méthode d'André [56].

- La seconde est une décomposition du mod&le en deux parties. Une
premidre partie contient tous les termes pour lesquels la réalisabilité peut
8tre prouvée [78]. La seconde partie contient tous les termes qui ne garantissent
pas la réalisabilité. Cette partie est alors multiplide (par une grandeur) qui
dépend de combien le moddle est éloigné de la condition de réalisabilité.

Suivant 1'idée de SCHUMANN, LUMLEY [79] étendit les conditions de
réalisabilité aux dérivées des contraintes de Reynolds. Des relations pour
des corrélations de variables différentes furent &galement &tablies.

Par souci de simplicité, la premidre solution de SCHUMANN a été
retenue dans cette thése pour assurer la réalisabilité des modéles du second

ordre.



111-3-2.- Invariance

La question de l'invariance en modélisation de la turbulence est
un domaine ouvert & la discussion. Récemment un papier de SPEZIALE [80] a
apporté la démonstration formelle que les €quations de transport des contraintes
de Reynolds ne sont pas invariantes avec un changement quelconque de référentiel.
SPEZIALE [80] obtient le méme résultat pour les équations de l'énergie cinétique
de la turbulence et de la lengueur caractéristique. Une partie importante des
progrds récents qui ont été faits dans le domaine des fermetures au second ordre
sont présentés comme étant "invariants" (DONALDSON [50]1, [69], [81], LUMLEY
(41, [821, [79]1, [83]1). Mais ce concept est utilisé pour donner 3 un terme
de 1'équation des contraintes une modélisation indépendante du référentiel.
Cette indépendance est d'ailleurs obtenue avec des degrés variés de réussite.
A titre d'exemple il est bon de consulter successivement les références [4]
et [84]. Ces précautions n'apportent toutefols aucune garanties quant &
1'invariance des équations elles-mémes. Cela meéne & certaines restrictions
dans l'utilisation des fermetures du second ordre. Par exemple le traitement
de couches limites atmosphériques 3 grande échelle ne pourra se faire qu'avec .
certaines précautions, qui ne seront pas nécessaires toutefois pour la majorité

des problémes aérodynamiques ou dit "de laboratoire".
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CHAPITRE 111
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CHAPITRE IV
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IV-1.- LA PROCEDURE DE RESOLUTION NUMERIQUE DES EQUATIONS AUX DERTVEES

PARTIELLES DE TYPE COUCHE LIMITE.

Une version modifiée de la méthode de PATANKAR et SPALDING est décrite
dans ce chapitre. La base en est évidemment le livre [2], mais plusieurs
caractéristiques ont été notablement modififes, comme le trajtement des termes
sources, des points de glissement et des conditions aux limites. Partant de
la forme générale des équations paraboliques de transpoft et aprés un change-
ment approprié de coordonnées (§ 2) nous obtiendrons une forme commune pour

toutes les équations :

ow

Puis cette équation sera mise sous forme de différences finies.

26 . 906 _ 9 (. 98
-‘-‘)—;--l- (ﬂi-Bw) Yo (C -;a’-)-l- S¢ ( )

Grice 3 son caractdre parabolique, cette &quation peut &tre résolue
par une procédure d'intégration pas a pas. C'est-3d-dire que, & une position x
la variable ¢ #tant connue pour des valeurs discretes de w , il est possible
d'obtenir ¢ aux méme valeurs de w 4 une position 1légdrement différente
x + A x. Ainsi, tout le domaine de 1'écoulement peut &tre couvert par répé-
tition pas-d-pas de cette opération de base.

Le moyen le plus commun d'obtenir une €quation aux différences finies
a4 partir d'une équation différentielle est le suivant : chaque terme est
exprimé en fonction de son développement en série de Taylor et, aprés réarrangement
nous obtenons une relation entre une collection de valeurs de ¢ & desnoeuds. adjacents
du maillage et des expressions différentielles. Toutefois, pour la présente
méthode, une procédure différente sera utilisée : chaque cellule élémentaire
du maillage sera considérée comme un domaine d'intégration. Sur chaque cellule,
une intégration sera effectuée. Ceci serait évidemment impossible sans une
hypothése sur la nature des variations de ¢ entre deux noeuds adjacents dans
le sens des w et dans le sens des x . En d'autres termes, 1'équation aux
différences finies est obtenue en remplacant chaque terme de 1'équation
aux dérivées partielles par le résultat d'une intégration sur un petit
volume de contrdle. Ainsi, contrairement & la méthode de développement en
série de Taylor, cette procédure assure que 1l'équation de continuité est

satisfaite partout dans le domaine de 1'écoulement.
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En développant cette méthode avec plus de détails, nous verrons dans
les paragraphes suivants comment mettre une équation standard de transport
sour la forme (IV-1) & l'aide d'un changement de coordonnees approprié et
quel est 1'intérét d'un tel changement. Puis une courte description du malllage
sera suivie par la transformation de 1'équation aux dérivées partielles (Iv-1)
en un systéme d'équations portant sur trois points consécutifs (systéme
tridiagonal) de maillage. Aprés un bref rappel de l'algorithme de Thomas, des
considérations générales sur 1e§ conséquences d'une telle méthode seront
données avec quelques remarques au sujet de la précision et des temps de

calcul nécessaires & une exécution.

1V-2.- CHANGEMENT DE COORDONNEES

IV-2-1.- Aspects thioriques

‘Considérons le systéme suivant d'équation différentielles formulées

en deux dimensiong d'espace.

Ju ow - a P Iv.2

avec les conditions & 1l'entrée du domaine, pour X = x_ , que nous appelerons

conditions initiales

= LL,,(‘S\
¢ = 63 (y) 4 e[1,v]

et les conditions aux limites
Uz Yg () = w=ug(x 35(::.) ¢ ‘#e ,ljs(z))
4oy () = ws vl yrea); ¢ gl g(=)

3‘(3) et 3:(1) sont les frontidres du domaine de calcul. Ces frontiéres sont
en général des lignes de courant, mais le transport moyen de masse & travers
les limites inférieure et supérieure est possible pourvu que le caractére

parabolique de l'écoulement ne soit pas détruit. Le systéme (IV-2, IV-3) doit
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8tre complété par 1'équation de continuité

Un systéme équivalent peut &tre écrit pour une configuration

axisymétrique

f‘* + (v ::t' .)u.)_%‘i_+ S (mves)

|
1—
oy A
-
—
3
=
3

f“"‘i{i + v gf 0 (r% -‘-;-g}-r Sge (1v-6)

avec 1l'équation de continuité :

—gz(ew) +—5-_—-ai)-(rf\r) =0 | (Tv-T)

r

et les conditions

X=X, => w = u,(ﬂ ¢ ¢, (r) ,(e[i N] (1Iv-8)

fz(x) = wsz We (% f’g“"\ ¢‘l Q5‘ (=, "e(‘)) (Iv-9)
r

E
- G0 = w s uglx ) $= Fix, i)

Le passage du cas axisymétrique au cas bidimensionnel plan est
immédiat en remplagant Q/ar par %% en posant ;‘1,. Dans la suite,
seul le cas axisymétrique sera considéré.

Ce systéme est &crit pour des valeurs instantanées des différentes
variables. En fait, pour les problémes d'écoulements turbulents, les &quations
qui sont résolues concernent les valeurs moyennes de ces variables. Comme
il a été montré au Chapitre II, deux statistiques différentes peuvent &tre

considérées.
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- moyenne non pondérée (moyenne temporelle conventionnelle) dénotée

—

par ¢

As ~ Moyenne pondérée par la masse volumique (moyenne de Favre) dénotée
par ¢ .

Comme ce systéme d'équations est valable également pour les deux
statistiques, elles seront représentées par le symbole commun <¢ ? Le

systéme d'équations moyennes peut donc &tre &crit :

{’u.) 9<u'> +<¢uD> '3)- r" r(r/»\ J(u->) ‘)02...5“ (1v-10)

CPW é<¢‘>+<? ).E)ééi? J_.S’_(r%%(&))-rS# (Tv-11)

r or

2) | o - (Iv-12)
T <Pt <P2) =e |

avec un ensemble de conditions aux limites équivalentes & (IV-8, IV-9).

1V-2-2.- Thansformation du systeme de coordonnies.

La fonction de courant \P peut etre définie par
dY - <Pu) rdr- <e U rax (Iv-13)

hd ~ -~
ce qul mene a

0'{’)" = =< tx u'> r (Iv-1k)

A%

(%_‘g_)x._., Z f w> r (1Iv-15)

Pour un &coulement turbulent, c'est une procédure purement formelle
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puisqu'il peut y avoir un écoulement transverse instantané sur les lignes
moyennes de courant. Aprds dérivation de (IV-1k4) par rapport & I et de
(IV-15) par rapport & @€ , il apparalt que l'utilisation d'une telle
fonction de courant assure que 1l'équation de continuité (IV-12) sera satis-—
faite automatiquement. Cette &quation n'aura donc plus besoin d'€tre considérée

dans la suite de la présentation de cette méthode numérique. Le systéme de

{==
avec {d‘!’a {fudrdr

coordonnées (X, V) est transformé en deux étapes :

Yy == x(z,‘l’)
r=r (‘,‘I’)

ce qui entraine

(ii)rz 1 (ﬁ) e

ox or :...

L) - -Cpod>r  (2E) = <Ewr

Jdxly

Considérons maintenant une fonction ?(x,r). Ses dérivées partielles

se transformeront en :

R RE R

(%%Lz < f“'> r (%;-)i (TV=17)

‘BQF[K (%;L])I = <. d) r (-é%;[K<P(L> r(g%wf (Iv—18).
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2) La seconde étape est :
*
{:{(x*,u.’) avec{x =f
Y. (=", w) w =t

Ye ~
‘PI est la valeur de \P 3 la frontid&re intérieure.

\Pe est la valeur de \l, 3 la frontiére extérieure.

Lo . d e ‘
% et \% peuvent évidemment dépendre de X . La définition de ces nouvelles

coordonnées entraine

(ﬁ?f)‘ygi ,(j’;)‘ -‘ o

’
I ¥ I Ye - 1x o

w - T & ‘P
(%T) ‘“(XE—QF[L§; i c;{] %Y, JA?

Considérons maintenant une fonction f ( f I‘V)' Ses dérivées

partielles se transformeront donc en :

1 <28 - (3 (- 3
0) - (2.

il (g"\:)rns aor sG],
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3) La combinaison de ces deux étapes de transformation donne les relations

suivantes :

[33) = (&,
(Iv-22)

"'h(’i My - w (fe mg - ":"’uz)'«'"'»x,j.,,,

(_3_\_?_) - <tanr (J'? (Iv-23)
Irle  We_-Y¥ \dwly

O (k(df)\ _ <Cudr(d Y
(ar K(af‘)x))z- (\Ps-g?'-(aw(“d'” '(‘3'5),;)),; e

& '{)3_ " é q"

dans lesquelles les dérivées e sont considérées comme des

débits massiques & travers les limites intérieures et extérieures correspondant
respectivement &

W=z o

w= 1

Cette hypothdse permet donc d'écrire (par convention)

%_;i.: - "'\"1: (IV-25)
A " (IV-26)

1V-2-3.- Probleme differentiel thansfome.

Le systéme d'équations paraboliques différentielles (IV-10) & (IV-12)
doit &tre transformé avec les équations (IV-22) 3 (IV-24k). Le résultat de cette

reformuiation est done :

a<ud>, | n : "] OLw>
5o RV |t @ (e )] 52

(Tv-27)

d (<cu> rlp a<u>)_ | 9<P> 1 ¢
dwl{fe- vl dw | <pu> oxd T<pu> T
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4 i ] 4
B0 o g [t roumt- ] 2582
d (<tudrtD ILED i

dw ( (Ye —‘l’z)t_ ow )+<€'“'> S¢+

(Iv-28)

Toutes les équations d'un tel systéme peuvent donc &tre &crites sous

une forme commune

P 39 a9 |
.3_?;_ +(H+Bw)aw=aw(c -;5.%)4-3 (Iv-29)

avec les coefficients suivants
e My
A=-—2""1 (Iv-30)

\P; - \P:.

(1] "
B- Yemeg ~ 3z mg
=1 —— ]

Ye - Yz

1 A 1
C = L Pw> o C-= rtlfud
(Y, - e\t M (Yo - )"

Su 6. S = S# (1IV-33)
Lfu> XS
M est une viscosité effective dans 1l'équation de quantité de mouvement.

Pour 1l'équation de ¢‘ , la variable % caractérise le transport diffusif

associé a # Dans le cas ou ¢‘ est une fraction massique par exemple,

"

9 sera la diffusivité effective.
Le terme S contient tous les termes sources. Dans 1l'&quation de

quantité de mouvement, ces termes pourront &tre le gradient de pression ou
les effets du champ de pesanteur. Pour toutes les autres &quations de
transport, S collectera tous les termes non linéaires tels que les termes
de production/destruction de la variable ¢‘ . Pour tempérer les effets de la

non lindarité de ces derniers termes, ils sont décomposés de la maniére

S:SN + ¢‘Sg_

suivante :
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f%v est la composante strictement non linéaire de f; et :;L est la

grandeur as . Nous verrons dans la quatriéme partie de ce chapitre,

comment cette décomposition est prise en compte dans la procédure numérique.

1V-2-4.- Conséquences du changement de coordonnZes

Ce type de transformation qui fut proposé initialement par VON MISES
puis utilisé extensivement dans la méthode de Patankar et Spalding méne aux

conclusions suivantes

1) L'utilisation de la fonction de courant pour déterminer la nouvelle
coordonnée transverse satisfera toujours 1'&quation de continuité.

Le nombre total d'équations sera réduit donc de un.

2) Comme les calculs se feront sur des points & W constant, le plan
physique sera représenté par un maillage évolutif sur la coordonnée %;
La propriété d'une telle transformation est particuliérement intéressante

pour traiter les probleémes a frontiéres libres.

3) Toutefois il faut mettre en évidence un inconvénient certain de cette
méthode. Quand les frontiéres de 1l'écoulement ne sont pas des lignes
de courant, les valeurs de ’i et ‘vg ne sont pas constantes le long
de 1l'axe des X . Ces valeurs doivent donc &tre déterminées & partir des
valeurs initiales et des caractéristiques de 1'écoulement & chaque
nouvelle position suivant 9¢ . Un soin tout particulier doit donc é&tre

apporté a la détermination de ces quantités.

V.3.- SCHEMA DE DIFFERENCES FINIES

Les équations paraboliques différentielles ont une forme commune

(voir paragraphe précédent).

99, (AsBw)E .

Te (c32)+s

dw\
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Avant leur résolution numérique, ces équations doivent &tre discrétisées
sur un maillage puis chaque terme doit &tre intégré sur une cellule &lémentaire
définie sur le maillage. Un exemple de cellule de maiilage est montré dans la

figure 1.

Wre 4

FrrrrTrrrrrrrerrer] W

/

T~

. /]
MESH /
CELL 7
/]
.

SRRSO

L LAl LULELL LILLLLLU] W

ol
c
g
Ry
€

Fig. IV-1.- Cellule élémentaire du maillage.

Cette cellule &lémentaire est limitde par les lignes pointillées dans
le sens des @ et par les valeurs amont et aval de & . L'hypothése de base
pour l'intégration sur une telle cellule est que § varie linéairement entre
deux lignes de courant adjacentes correspondant & w: et w:l.bl ou Wy et
Wy, . La variation dans la direction des X est en escalier. Les valeurs
de § pour 1'intervalle compris entre X, (amont) et Xy (aval) sont uni-
formes et égales & la valeur en Xy excepté pour Xz, - La procédure de
CRANK-NICHOLSON [1] prend pour différences en @ la moyenne arithmétique
des valeurs des termes en X, et Xy et, est donc libre de toute limitation
quant & la distance entre X, et Xg , 8 cause des conditions de stabilité;
mais selon PATANKAR et SPALDING[2]: "il peut &tre montré au moins dans des
cas simples, que l'utilisation de la valeur correspondant & la position aval
peut &tre beaucoup plus précise pour des grandes valeurs du pas d'avancée et
est toujours stable; cela est aussi plus cemmode'. Cette méthode est donc
utilisée pour la discrétisation des équations. Dans le paragraphe suivant, tous

les termes qui apparaissent dans 1'8quation (IV-1) seront donc intégrés sur
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une cellule de maillage, telle qu'elle vient d'€tre définie, avec les

hypothdses de comportement en w et 2€ décrites ci-dessus.

1V-4.- EQUATIONS AUX DIFFERENCES FINIES

Chaque terme de la forme générale (IV-1) doit donc &tre 'rempl.acé

par la valeur de son intégration sur une cellule £1émentaire.

9% aw)28 _ 9 (c28)+s
(s 4E - 2 (c 3E) ¢

Jw ow

P
1
__J Terme ;% | | |

L'intégration sur une cellule entraine la définition d'une premiére

quantité :
, N w,
_ t S BT )
= . —— dw. 4
X=X,  Wy-w_ d % (1v-34)
X“_ w. .

or 1'une des hypothéses de comportement est que § est. constante et &gale

3 QD le long des lignes W = e si x, <x<L X, . Donc :

W,
o ’ l _ & _
Iﬁ ) Xy =Xy Wy = WL u)f §D ¢w) dw S

et, en suivant la régle d'intégration du trapéze :

T+ =X
T-_ ' .1 [& - ¢u'(w=+.~w:)+

I-1 I~t
@» Q- &.‘ (“ﬁ; wr.-n) + Sfé(wxn‘?:- wx-u)

(1IV-36)

Si maintenant nous supposons que (W varie linéairement entre deux

noeuds adjacents



133

: l —
w, -w- = _Z.(wn, - wr_ ) (1v-37)

Ainsi, aprés quelques manipulations, la premiére partie du terme de

convection peut &tre écrite :

- T 3 o .___{ bt T ey ~uip
Ii ) §D [4(1—»*9‘u)] “’G,-’Cu) 3¢u+@; Weyy =Wy,

+ éz.d ke £ ] + @:“[ Wrsy = Wp ]

Wiy = Wx,y lf(wIﬂ - wI-l) ( Xp - 3"'4')

gl
+® Wz - %z ] | (IV-38)
? (‘(wx-n - w:l‘-l)(x) -3y) ’

_2_‘ Terme 0 T—SL —

B
L'intégration de ce terme méne & la définition de IZ : L“;‘:f,x
Wy
I )
I, = A 28 4, (1v-39)
Wy =W Jw

ou, en utilisant 1'équation(IV-3T)

I+1 -1

— ( ",4 )

Iz = A QD 63; TV-40
Wry - Wx-y

_3] Terme Bw&
ow

De méme que pour I,_ nous obtenons :

W
I; = ——!—-- Bw é_g. dw (TV-k1)
wy-w. J - ow

ou encore
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: Tl T W T TI\,wp
IS B { @P - i!.f wclw+§2__-é.h.jwlw TV-42)

w...-w..

w:“." W

et aprés intégration :

™M T 4 ¢ T T 2
I8 [2& -6 wi-w, & - g, wi-w ] (1v-13)
T wpeuw Lwgy —wy 2 wg - Wwroy L

. -~ P 12 - .
ce qui, aprés réarrangement s'éerit :

I - @Iﬁ' B wa|+3wI . :%-‘ éI"\B 3&,! *wz-‘ (IV—MJ-)

3 > 4 wyn ~ Wy > 4 Wray = Wg.y
4] Terme o _g_a
’J ! Tw(c Jw )

La grandeur I" est définie par :

W+ :
I - l J _ﬁ_ 09 d (IV-45)
4 o~ . _ ( C ) w

ou

| o¢ (1V-146)
I" =—E);_I:T‘-’: [(C %%!-)w+~ (C Jw w-] i

Soient Cw’ et Cu- les valeurs de € & la position amont respecti-
vement pour W =W+ et W =2 W- |

v 1 T I
I{, =——-l-—— [Cw.. QD -éb - Cu.- éb - @» ] (TV-LT)

W ~W. Wy =Wy Wy -~ Wry
Ainsi, aprés quelques manipulations, la forme finale de ce terme

de diffusion est

@I’fl 2 Cu'*

D
(wI~H - w:-l)(w:[ﬂ - wg)

1

l.:

VY
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61 2- cﬂ.- Cu,-.-
- ¢, 4=
Wre) ~Wpy | Wp =Wy, Wy, =Wy
I-1 & Cu-

+0
> (wrn -wz,)| wy - we_,) (IV-18)

5 l Terme source

Pour pallier la non linéarité des termes sources, seule la valeur
b ‘

amont est considérée pour le coefficient de la partie linéarisée.
. ' Co(IV=h

6| Equation résultante

En reconstituant 1'équation (IV-1) avec les différents termes I, .

Iz N I’ s I,' et I; et aprés réarrangement, nous obtenons la forme

suivante :
By
ULLg
I T+ <1
'(I '5» = FII 5 + BI §.b + Cx - (Iv-50)
p Iv! I~ .
dans laquelle &, 5 é’ et > sont les valeurs inconnues de la

variable sur troils noeuds successifs & la position aval et ‘(I . QI . B.t
et CI sont des coefficients calculéds avec les valeurs correspondantes

connues de la position amont. Les coefficients sont

dr = 3 - B + Z [ Cu- + Cu+ 4(S(I§£51)
| "(xb"xw) 4 Wry) =Wz L Wy Wyl Wy, ~Wy Ll

| ~(Wwg, w:)
Uz ~wzny § (%p -%y) 4 ( = w;)-l-%ﬂ-% .
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| ~(wg -wgy)
B, = +A4+ B lw, +3w.) ¢ 2E% f1v-s3)
Wy =~ Weoy ‘t(:r.,,-‘xu.) T( ! '”I\ “{;'wx-}

G = ....._l.___ [3 é"«f Wray =Wy @Iﬂ Wy -We.) r"]+(5~) (IV-54)

bz -xu) “ret = Wz Wre ~wy

TV-5.- ALGORITHME DE THOMAS

Le paragraphe précédent a montré que toutes les équations paraboliques

de transport peuvent &tre mises sous la forme

3'-a @

L) ] T pL Y
dans laquelle Q N 6 et 6 sont les valeurs de @ sur trois noeuds .

Il I~

e 87 (-5

successifs.

Une telle équation peut s'@crire sous forme matricielle :

B L " B qb " N ¢ .
N
A T
X =
0
| 3 i X 1 X d
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RICHTMEYER et MORTON [3] considdrent la méthode de résolution d'un
probldme de matrice tridiagonale comme une adaptation de la procédure
d'élimination de GAUSS, mais cette méthode est plus communément connue
comme l'algorithme de Thomas. La description donnée ici suit plus ou moins
celle de ROACHE [L4] avec un traitement détaillé des conditions aux limites.

Pcur garder 1l'erreur d'arrondi raisonnablement ;petite, RICHTM:EYER ‘

et MORTON [3] ont montré qﬁe des conditions suffisantes létaiént t

[ dy >0

a, > o

4 4 (Iv-56)

1. >0
\ 0(1-> 91“’5: ,»

V-5-1.- RESOLUTION

Nous allons voir maintenant comment il est possible de transformer
cette relation en trois points en une relation sur deux points adjacents.

Postulons 1l'existence de deux vecteurs E et F tels que :

d* - €, 5:“ + Fy (1v-57)

qui s'écrira, si I est transformé en I-‘i

@1‘: Er-l R (1v-58)

La combinaison de (IV55) avec (IV-58) permet donc d'écrire :

@I: Ax 61*' . kc_: + BI F:_,' (I7-59)
At + B €1, drx — Br E;x.

en combinant (IV-59) et (IW57) on obtient pour EI et FI

EI - H:

- (IV—60)
A - Br Ex_,
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Cr
dy - BI Ex.

Basée sur ces relations, la procédure suivante sera donc utilisée :

(IV-61)

o=

La condition 3 la limite inférieure permet la détermination des deux
coefficients Eet F de T= & 35 L=WN-l par les relations (IV-60) et
(Iv-61), E‘ et F; proviennent de la condition & la limite. Puis le .

‘qui est donnée par la condition & la limite supérieure est la valeur de départ

|

de 1'dquation réecurrente (IV-57) revenant de T = N=lI a I

1V-5-2.- Conditions aux Limites

" A) Examinons tout d'abord la condition & la limite inférieure qui est nécessaire
dans 1la premiére étape de l'algorithme pour déterminer les coefficients E, et F,

. Deux types de condition 'd la limite seront considérés.

~ cendition de DIRICHLET 6: ao .

- condition de NEUMANN _Bl.g. = 50
A-1. Condition 3 la limite inférieure de type Dirichlet.

Cette condition fixe la valeur §| = @, , de la variable 6 au
noeud T = | . Pour cette valeur de X 1'équation (IV-57) s'éerit :

¢ -€ 8, +F (17-62)

Pour que 6| ne dépende pas de Ql il suffit que

E.:O

IV-63

A-2. Condition & la limite inférieure de type Neumann.
Supposons maintenant que §° soit la valeur presérite de %g_ a la

limite T = V . Ainsi avec un schéma de différence finie décentrée, il vient

¢, - 51 = &, by | (1V-6L)
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Aprés comparaison avec 1l'équation (IV-5T) il vient immédiatement

= | .
E. } (IV-65)
F‘ - - 6. . A‘a

B) Une fois que E‘ et Py sont calculdes, les vecteurs E: et F: peuvent &tre
déterminés avec "I . ﬂI . B: et CI'

La condition i la limite supérieure donne maintenant la valeur de
départ an pour la substitution arridre de QI pour T = N«| Jjusque
=1

B-1. Condition & la limite supérieure de type Dirichlet.

Cette condition est é&vidente §~= ey

B-2. Condition & la limite supérieure de type Neumann. Cette condition

( od - Q’ )peut s'écrire sous forme de différence finie.

)
b, - ¢, = - ay (1v=66)

donc
bw-q = Eva Qw + Frno (IV-67)

ce qui donne par comparaison :

[-4
@N - Fuay + Q" AL (Iv-68)
| = Epsy

C) Suivant ROACHE [4], il est possible d'envisager un troisilme type de
condition & la limite. Cette condition est encore appelée condition mixte

ou de Robin.

d + K_g_ﬁ‘i_ =L (1v-69)
(.5

qui combine les deux types de conditions décrits précédemment.



140

1V-6.~ PROPRIETES DE LA PROCEDURE NUMERTQUE

1V-6-1.- Principales caracténistiques différant de La méthode de
Patankar et Spalding.

1 Traltement des tenmes sources

Dans la référence [2], le terme source est considéré comme étant
uniforme sur le volume de contrdle défini précédemment et égal & sa valeur
3 la position aval. Comme ce terme, peut ne pas etre linéaire en 5 la

valeur aval est représenté par

Sp = Su + (‘g'g—)u(q’.o' 4."l-)

ce qui signifie que le terme —3—?— "~ doit &tre déterminé avec la valeur amont.
Ce terme, étant une dérivée par rapport & la variable dépendante Q est
susceptible d'8tre la source d'instabilités dues au caractére globalement non
linéaire du terme source. Nous utiliserons donc une méthode modifiée qui donne .

de trés bons résultats. La décomposition suivante est utilisée :

S’:'. SNL+S~§)

Dans ce cas &D est la valeur de ; a4 la position aval. Le terme
source est décomposé en deux composantes linéaire S,_ et non lin&aire SM. .
Dans la partie linéaire la variable Q apparait explicitement. Donc SL et
Sm sont déterminées & la position amont mais aucune dérivation par rapport

-~ 1 ” - - -
a n'est nécessaire 1cl.

2 Thaitement des valewnrs Limites

A la différence de la méthode de Patankar et Spalding, aucun point

de glissement n'est utilisé pour les raisons suivantes :

a I Dans tous les problémes d'écoulements libres cisaillés, seules des petites
variations des valeurs limites sont attendues dans la procédure de description

pas 4 pas de l'écoulement.
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b Pour la méme raison, la viscosité tourbillonnaire aux frontiéres est
inférieure ou égale 3 la viscosité laminaire, ce qui implique ainsi que

tout gradient transverse sera proche de zéro dans ces régions.

Ainsi, hormis les cas ol un maillage trop grossier est utilisé,
les points de glissement sont inutiles pour les &coulements libres cisaillés.

Dans le cas de calcul de couche limite compressible, l'absence de
points de glissement est compensée par un maillage trés serré (Jjusqu'a 200
points dans 1'épaisseur de la couche limite, Iﬁﬂ‘l) a 1.y lat).

Les conditions aux limites peuvent donc &tre introduites telles

qu'elles ont &té présentées.

3 . Caleul de £'entnainement

Le calcul de l'entrainement qui gouverne le développement du maillage
est une facon d'assurer que tout le domaine d'intérét de 1l'écoulement est
couvert par le maillage pour tout X D Xe ( 2 est la valeur initiale de 2= ).
Pour cela nous utilisons une méthode purement artificielle pour controler les
débits massiques au travers des lignes limites de courant. Dans un écoulement
turbulent, le taux d'expansion est régi par le transfert de quantité de mouvement
turbulente. Dans le cadre d'une modélisation & deux paramétres, la quantité
appropriée pour ce contrSle est la viscosité tourbillonnaire Ahkp . Le débit

transverse moyen est déterminé par :

v V-i
oWN v LA
m, = ‘-l-(ru. " ) Heo t+ Meu (IV-70)
w - L’
Par analogie, nous aurons pour l'autre limite
\ 2
o1 ) vy Mg, +
@ = ..-'_.(r.; + 0y ) Cu Mew (Iv-11)

l N

I1 faut néanmoins souligner le fait que ceci est une méthode purement
artificielle de calculer 1'apport de quantité de mouvement qui est ajouté a
1'écoulement. En particulier pour les écoulements avec transfert thermique,

il peut &tre opportun d'utiliser, par exemple, une diffusivité thermique
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‘effective au lieu de la viscosité turbulente pour prendre en compte le fait

que la couche limite thermique est beaucoup plus épaisse que la couche

limite dynamique [5].

1V-6-2.~ Quelques conséquences de L'utilisation de cette procidure

- ,

numerique

1 Caleul de La distance radiale

L'exécution de cette procddure aux différences finies fournit les
profils de § en fonction de la variable W . Mais puisqu'il a été wvu
précédemment que les débits massiques tranverses peuvent étre différents de
zéro, la distance dans le plan physique correspondant & chagque Aw au plan
transformé évolue durant 1'intégration pas—d-pas d'amont en aval. Nous rappelons

ici la relation par laquelle nous avons introduit la fonction de courant.
dY = <bwd> rdr - L P.UD> r dx (Iv-T72)

Aprés intégration par rapport & ¥ pour une position 9K donnée nous

obtenons

Ve
L 9.-‘_z av

r=r;g (IV-73)
q’: <P' u’>
ou Fp est la limite inférieure de la distance radiale.
Précédemment A fut défini par
V- ‘P: (IV-Th)

Ye - V1

ce qui entraine
dw = (Yo - ¥) d¥ (1v-75)

L'équation (IV-T3) s'écrit alors

rz: I';' + 2 (\PE —""1:) w<°:,u£> (IV-76)
. w'
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Sous forme de différences finies, le résultat est donné aprés 1l'appli-

cation d'une simple ré&gle d'intégration par trapézes :

Ve
s e2(te-n)2 tpamemd 1T o

Pour un écoulement bidimensionnel plan, la définition de la fonction

de courant est
d¥= < Pud> Até - £ P> d=x (IV-78)

Ce qui implique

= (% - 2 (wg ~ Wy,) (IV-79)
Y=z + 2 ¥ ):II =2 <Pudg v Uiy,

2 Calcul de La_divergence

Du changement de coordonnées nous pouvons déduire une méthode rapide

pour calculer la divergence de la vitesse. La transformation rappelée ici :

x¥*- =

V- %
W= B
Ye -t U!.Eg

dY - (Pudrdr - <UD r dx
99 _ a§ L
<325 ‘ﬁ;-qi
of . fur OF
or ‘ig —‘Px Jw
permet de passer du plan physique {.'x r) au plan transformé (::,' w\. L'équation

de conservation de la masse pour un ecoulement bidimensionnel axisymétrique est

t ~wlrgme-my) - ¢ v'r]_f)_f(_lv_m)
Jw

—a%:(?\,t.-\ + _%.?F.(er) = O (IV-81)

ce qui entraine pour la divergence 1

\ of M’) (1v-82)
= — — = e e f Ul
D= 6x+ r aro( U‘) Q( o or
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et dans le plan transformé (sc"‘, w)

w 4P (IV-83)

w U ] U
D: - -_.. -~ (fi:mI ‘W(""ﬂe-rlmr))i
e L P%, ﬂ ‘g - iz ) w
Cela signifie qu'il n'est pas nécessaire de connaitre la vitesse
transversale pour calculer la divergence. Les &quations (IV-80, IV-81) sont

gcrites sous leur forme instantanée. Le passage aux formes moyennes est

immédiat :

58 ;)a<j> " g L (e - e et o

I<P> . <Pu> o< P>
ar Y% Odw

S | _9 -

0<®>

(Iv-8L)

I1 a été montré dans le chapitre II que la statistique la mieux
appropriée est obtenue en combinant des moyennes conventionnelles pour les
variables d'état (pression, masse volumique) avec des moyennes pondérées
pour toutes les autres variables dépendantes (vitesse, fraction massique...)

ce qui a pour conséquence :

<Pud> = F @ (IV-85)

Dans 1'équation(IV-83) W et e peuvent 8tre remplacées respec-
— ~
tivement par P et W et la forme moyenne de la divergence est déduite

de la masse volumique moyenne et de la vitesse longitudinale moyenne.

3 Caleul de fLa vitesse transvensale

I1 est possible d'utiliser la fonction de courant pour calculer la
vitesse normale & l'écoulement principal. La fonction de courant est définie

par :

oY (1V-86)
-~ — Povr

dx e \

oY - P uwr (Iv-87)

e
of
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ce qui entraine

v 1
- | J wr a\r' (Iv-88)
il 2 [e

Cette équation peut &tre réécrite en termes de grandeurs moyennes

4 1'aide de la relation (IV-85).

Fo Lo j Ta e (17-69)
Tr ox
Voyons maintenant comment un tel calcul peut €tre effectué dans un
maillage évolutif tel que celul qui est utilisé dans ce programme (fig. IV-2).
De méme que pour le calcul de la divergence, le développement qui suit est

valable pour des grandeurs instantanées ou moyennes.

Fig. IV-2.- Maillage &volutif entre 3G, et Xy

1
La quantité de mouvement 3 la position 2.» pour g S Vr < est:

(f (’u. r'dv )D. Wy = (j:é wrde )D 2009

Dans la section amont, la quantité de mouvement pour la méme valeur

de ¥ est
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1"‘ t
R o M gy 'if-‘ fﬁF-‘
radr 3
‘Pu,::(f(‘u.r dr )u.+( I-‘fu- )l'I- gl (Iv-91)
% "% ®w
I~
W, woo
avec ( fu.v' dV‘) = ( (’u.r AV‘) . wI-\ (IV-92)
r, u T, u
o ' oY
et (Jt ‘fu.r Av‘)u, = ( f’u,r'cl\r')u ‘wI - wl_l) (17-93)

La vitesse transversale est alors obtenue de la définition (IV-86) par

| \‘_)p"\‘vu,
-

Uz~ (Iv-9k)

4 Taikle du proghramme et temps d'exZcution

Une version standard du programme nécessite la mise en mémoire de
(L,ox N) variables environ, N Ztant le nombre de noeuds dans le sens des L&
Cette dimension peut &tre optimisée et probablement réduite de 10 % environ.
Le temps d'occupation d'unité centrale (CPU) est approximativement 6 mm sur
DEC-VAX 11/780 pour résoudre 7 équations sur 1000 pas de calcul pour 60 noeuds

dans la direction transversale.

IV-6-3.- Conclusions

Les différences majeures avec le programme développé par Patankar

et Spalding sont les suivantes :

- L'utilisation des points de glissement n'est pas nécessaire si
le maillage est suffisamment serré.

- Les termes sources sont linéarisées de fagon & éviter d'éventuelles
instabilités introduites par la dérivée par rapport 4 la variable transportée.
Une partie de ces termes est évaluée & la position amont de la cellule de

maillage. L'expérience a montré que cette procédure est stable.
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- L'entrainement aux frontiéres n'est pas nul. Une quantité appropriée
pour sa détermination est la viscosité turbulente qui transporte simultanément
des informations venant des différents paramétres du modéle de turbulence.

- La définition du changement de coordonnées et la fonction de
courant permettent avec le type de moyenne choisi, de déterminer dans le
cadre de cette procédure numérique, la divergence de la vitesse, la vitesse

normale et toutes les dérivées longitudinales.

IV-7.- CONCLUSTONS SUR LA TECHNIQUE NUMERIQUE

La technigue numérique, utilisée pour ce travail a &té décrite en
détail. Mais l'accent est mis sur le fait que cette partie ne constitue pas
réellement un développement original. La méthode de Patankar et Spalding
a été modifide pour faciliter le traitement de toute équation aux dérivées

partielles de la forme.

fu‘ c)¢ + PuU ‘i :E‘i..z(lu %%.)J-S (Iv-95).
Les principales modifications concernent le traitement des termes
sources des points de glissement et des conditions aux limites.
Quoique la transformation semble compliguée, une foils établie, 1l
est immédiat d'inclure toute équation de la forme (IV-95) dans la procédure
numérique. Pour chaque nouvelle équation, il suffit de distinguer le terme de
diffusion et de décomposer lestermes sources en composantes linéarisées et
non linéarisées, puis de fixer convenablement les conditions initiales et
les conditions aux limites. Cela fait, une procédure commune peut s'appliquer
a4 toutes les é&quations de transport.
Quelques inconvénients de cette méthode doivent toutefois &tre
mentionnés
1 Les équations sont résolues successivement par une procédure commune.
Cela signifie que les sources peuvent étre déterminées & la fois par des
valeurs aval et amont, dépendant de 1l'ordre de résolution des &quations. Cecl
pourrait 8tre évité en gardant en mémoire les nouvelles valeurs et en opéfant
la substitution qu'aprés toutes les quations aient &té résolues. L'utilisation

d'un logiciel de résolution par bloc pourrait également éviter cela.
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2 La principale propriété de 1l'écoulement i décrire doit &tre son caractére

parabolique. Ce qui implique que :

- La vitesse longitudinale doit toujours &tre au minimum positive.

Aucune zone de recirculation ne peut &tre considérée.

- Les débuts massiques & travers les lignes de courant limites

doivent &tre modérés.

Néanmoins cette procédure de résolution a aussi de nombreuses carac-—

téristiques intéressantes.

- Une capacité de stockage raisonnable comparée a celle de tout

probléme elliptique ou hyperbolique.

- Cette procédure pas a pas est aussi trés compétitive en temps de
calcul. Comme certaines parties de la procédure de résolution sont communes
a toutes les équations, seule une fraction de temps d'excécution est propor-

tionnelle au nombre d'éguations.

- Les limites évolutives sont particuliérement bien adaptées au

traitement des problémes & frontiére libre.
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CHAPITRE 1V
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CHAPITRE V

METHODE NUMERIQUE POUR LA RESOLUTION DES EQUATIONS DE NAVIER-STOKES

V-1.- EQUATIONS CONSERVATIVES.
EQUATIONS NON-CONSERVATTVES.

V-2.- DESCRIPTION GLOBALE DE LA PROCEDURE NUMERIQUE.
V-3.- TRAITEMENTS DES EQUATTIONS MOYENNEES.
V-4.- INTRODUCTION DES TERMES SOURCES.

V-5.- CHANGEMENT DE COORDONNEES.
- parntie implicite,

- parntie explicite.

V-6.- CARACTERISTIQUES.

- Conditions aux Limites.

- Avantages et Ainconvénients.
* difgusion numgrique.
* nombre de cowrant.
* cuitene de précisdon.

- Taille du proghamme et performances.
V-7.- CONCLUSTIONS.

- Intenét de La méthode par rapport aux autres schémas existants.

- Restrnictions a court et moyen terme.
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V-1.- EQUATTIONS CONSERVATIVES-EQUATIONS NON CONSERVATIVES

Dans le chapitre précédent, une méthode numérique a &té décrite
pour la résolution des équations de type couche limite. Il a &té alors
montré que l'utilisation d'une procédure commune permettait 1'implantation

aisée de toute &quation parabolique ayant la forme :

f’w.‘lﬁ. + fv‘_c)_g = ;;(p. 32‘)4—5, (v-1)

f 8tant la masse volumique, W et U~ les vitesses convectives,,q une
viscosité et Sk regroupant tous les termes linéaires ou non qui ne peuvent
entrer ni dans les termes convectif's ni dans le terme diffusif. Toutefois,
une telle méthode, si elle est bien adaptée 3 la prédiction d'écoulements
cisaillés simples, souffre de tréds sévéres limitations pour le calcul

d'écoulements complexes

¥ L'écoulement est supposé permanent. Les dérivées temporelles
ne peuvent &tre prises en compte. Toute caractéristique instationnaire

est donc exclue, quelle que soit 1'échelle de temps,

¥ le champ de vitesse est du type couche limite : le gradient de
pression normal est supposé égal & zéro, la composante normale de vitesse est
petite devant la composante longitudinale, qui elle-méme est obligatolrement
strictement positive. Tout &coulement comportant une zone de recirculation ou

plus simplement des gradients de pression normaux non négligesbles est donc
inaccessible par une telle méthode.

Nous allons présenter dans ce chapitre une méthode numérique qui
n'a pas de telles limitations. La forme compressible des équations de
Navier-Stokes déecrit correctement tout &coulement aérodynamique & des conditions

standards de température et de pression.

D'importants progrds ont été faits ces derniéres années dans les
méthodes numériques. Parmi eux, le développement des méthodes implicites
non itératives pour la résolution des équations de Navier—Stokes compressibles
a été une étape trés importante. Ces méthodes qui ne sont pas tributaires des
conventionnelles conditions explicites de stabilité, ont amélioré de fagon trés

significative les performances des méthodes numériques par rapport aux schémas
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explicites. Toutefois, leurs pas de temps sont fréquemment limités par de
sévéres critéres de précision et stabilité, et le nombre d'opérations par
pas de temps et par points, aussi bien que la complexité de programmation
sont beaucoup plus importants que dans le cas des méthodes explicites.
Les principales propriétés de la méthode implicite qui est présentée dans
ce chapitre sont

* précision du second ordre en temps et en espace,

¥ stabilité inconditionnelle,

* préservation de la forme conservative des &quations quand elle

existe,

¥ absence d'inversion de matrice tridiagonale.

L'historique de cette méthode peut &tre retracé en suivant 1'é&volution
du schéma de MAC CORMACK par le biais des références [1] & [3]. Dans la
référence [1] une modification du schéma en deux étapes de LAX-WENDROFF ([4],
[5]1, [6]) permet pour la premiére fois la résolution des équations de
Navier—-Stokes pour une interaction onde de choc - couche limite laminaire.
Cette méthode utilise alternativement des différences avant et arriére pour
les dérivées spatiales dans les deux étapes..Dans la référence [2] un traitement
implicite est apporté aux termes visqueux uniquement, le traitement des termes
convectifs se faisant encore explicitement. Cette méthode est églament connue
comme la méthode hybride ou méthode caractéristique explicite—implicite. Une
derniére version de ce schéma est présentée dans la référence [3], ol le
traitement implicite est appliqué a tous les termes des équations de Navier-
Stokes. Deux parties différentes peuvent €tre distingufes dans cette derniére
version. La premidre partie utilise le schéma explicite de différences finies
du type prédicteur correcteur (réf. [1]). Les équations aux différences finies
ainsi générées approximent les équétions d'évolution de 1'écoulement avec une
précision du second ordre en espace et en temps mais souffrent de restrictives
conditions explicites de stabilité.

La seconde partie Ote ces restrictions de stabilité en transformant
numériquement les équations de la premidre partie en une forme implicite. Les
équations matricielles résultantes, qu'il faut alors résoudre sont bidiagonales
supérieures ou inférieures, et peuvent &tre résolues beaucoup plus facilement
que les équations matricielles tridiagonales qui apparaissent dans les méthodes

implicites existantes [T1, [18].:
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Pour un écoulement bidimensionnel, en négligeant les forces volumigues
'd'action 3 distance et les sources de chaleur, la forme compressible instation-
naire des équations de Navier-Stokes est (voir par exemple les références [8],
[91, 1101, [11] :

Conservation de la masse :

d _
gﬁ -4-_;’:&((’“.&) = O (v-2)

Conservation de la quantité de mouvement :

JUi . Py, 9% - _9d (1 (v-3)
f-(-)—l__— f ka& - ax&(ﬁg)
Conservation de 1l'énergie :
(V-4)

)
Pg® + Purd® =g (wT)- =%

dans lesquelles F est la masse volumique, u.Q la composante selon .‘!ide
la vitesse, € est 1'énergie totale du fluide par unité de masse et

la somme des forces de contact est définie par :

FL& = - P S‘k + /l& S‘& (v-5)

_ (9%, dug\ 2 ¢ Ju (v-6)
S = - e ) "3 S G

ce qui suppose que la relation de Stokes est vérifiée pour les coefficients

de viscosité :

3N+2M =0 (v-17)

Le terme Qi représente le flux de chaleur :

aT -
QK:- _é__m_j& , (v-8)

K est le coefficient de conductivité calorifique.
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Une caractéristique unique des &coulements supersoniques est
1l'existence des ondes de choc. Quand le nombre de Reynolds de 1'écoulement
tend vers 1'infini, ces ondes de choc sont des discontinuités dans les
solutions des équations d'évolution de 1'&coulement.

Deux approches différentes existent pour le traitement numérique
de telles discontinuités. Les deux approches ont au départ un point commun :
l'absence d'appellation simple dans la langue frangaise. Nous nous réfererons

donc & elle par la terminologie anglo-saxonne [12].

1 La technique du "Shock-{itting" ou "shock patching" (ou ajustement &
1'onde de choc) consiste & maintenir le choc comme une discontinuité, en
travers de laguelle les relations de Rankine-Hugoniot sont satisfaites.

Cette méthode fut utilisée avec succés sur un maillage fixe (euldrien) pour
wn écoulement monodimensionnel par RICHTMYER [13] tandis que la tache semble
impossible dans le cas d'un &coulement bidimensionnel calculé sur un maillage
fixe [14] . Cette approche a toutefois permis de meilleurs résultats dans le
cas d'un maillage flottant [15] ou aprés transformation du maillage pour
écoulement non visqueux [16] et visqueux [17] . La technique du "shock
gitting", tout en pouvant &tre trés utile pour am€liorer la précision de
chocs détachés relativement simples, ne permet pas la prédiction des réseaux »
complexes de chocs imbriqués (interaction onde de choc—couche limite) ou celle
de la position d'un choc mobile (tuylre en cours de désamorcage par contre

pression par exemple).

2 La technique dite "Shock capfuning'" est plus attrayante car elle ne
requiert aucun traitement spécial pour une onde de choc. Au lieu de maintenir
l'onde de choc comme une vraie discontinuité, cette techhique tend plutdt

a étaler cette discontinuité sur plusieurs points de maillage (de 1l'ordre de

2 8 3). 81 les équations (V-2) & (V-4) sont réarrangées de telle fagon que

les variables conservatives f, fu_ s fu— et QE soient les variables
indépendantes, alors l'utilisation de méthodes conservatives de différences
finies assurent wne stricte conservation de la masse, la gquantité de mouvement
et 1'énergie. Les relations de Rankine-Hugoniot pour une onde de choc normale
sont basées seulement sur ce principe global de conservation et ne tiennent
pas compte des détails internes 3 la structure de 1'onde de choc (réf. [19]).
Le résultat est que, toute méthode de différences finies stable consistante
et conservative appliquée aux &quations de conservation satisfait les relations

de Rankine-Hugoniot et donc produit les conditions correctes de saut a4 travers
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une onde de choc. Il faut remarquer toutefois que 1'utilisation de la forme
conservative des équations différentielles ne garantit pas strictement une
telle conservation; la méthode de différences finies doit &galement €tre
conservative. Cela peut &tre aisément justifié en considérant une onde de
choc normale stationnaire. L'erreur de troncature d'une équation aux diffé-
rences finies dépend de la taille des termes d'ordre le plus haut dans les
développements en série de Taylor pour 1l'approximation des dérivées. Pour
les variables f s, W , U et T | le choc provoque des discontinuités
dans la solution, tandis que la solution est continue en termes de variables
conservatives. Toutefois, pour un choc mobile ou oblique, les variables
conservatives peuvent étre également 1égérement discontinues. Une autre
motivation pour 1'usage des formes conservatives est que, les expressions
en différences finies peuvent alors &tre interprétées comme des lois inté-
grales sur chaque cellule du maillage considérée alors comme un volume de
contrdle &lémentaire. Dans cette interprétation, aucune hypothése sur la
continuité des variables n'est nécessaire. Cela s'accorde avec une opinion
trds générale que toute loi physique doit pouvoir etre exprimée sous forme
intégrale [12].

Avec 1'équation (V-2) il est aisé de mettre les termes convectifs
et instationnaires des équations (V-3) et (V-L) sous forme conservative.
La forme instationnaire compressible en deux dimensions peut donc s'écrire

sous forme conservative

JV oF 96 (v-9)
ot + ox M a% =0

ocu

fut + T

Puw + ‘6‘,_‘}

CE+a)w + ngw-K%;;_
- o
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avec‘ f la masse volumique, W et U~ 1les composantes de la vitesse
suivant & et 4y . A et M les coéfficients de viscosité, E 1'énergie
totale par unité de masse, K le coefficient de conductivité calorifique et

T 12 température. la pression ‘f) est alors liée & 1l'énergie interne

spécifique @ et 4 la masse volumique f par une équation d'état.

P=(Y-1)fe

(3 2
e = EE - w-+u

¥ est le rapport des chaleurs spécifiques.

L'équation (V -9) est la forme stricte des équations de Navier-Stokes
bidimensionnelles qui est utilisée pour le calcul des écoulements laminaires
ou turbulents. Dans ce dernier cas, la décomposition des variables se fait
suivant une moyenne pondérée par la masse volumique et une partie fluctuante
(voir Chapitres II et III). Aprds passage 4 la moyenne des quatre équations
scalaires, on retrouve une forme identique i la forme laminaire & condition
de pouvoir remplacer les termes du tenseur des contraintes de Reynolds suivant

une forme algébrique. Il suffit alors généralement de substituer & la viscosité
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laminaire une viscosité effective

M = ML+ Me

MI. est la viscosité laminaire et M la viscosité turbulente qui est
définie par le modéle algébrique de turbulence. Si, & la différence des
modéles algébriques, un moddle comporte des équations d4'évolution, le
systéme complet ne peut plus se mettre sous une forme strictement conserva-

tive & cause de la présence des termes sources dans les équations du modéle

de turbulence. On aura alors

JU , 9F 96 _
3t Tt 9 " H (v-10)

Si nous considérons 1'exemple d'un modéle & deux équations de

transport ( B,..i.; voir chapitre III) les vecteurs J ,  , @ et H

seront de dimension égale au nombre total d'équations.
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“ = FErg)o T,
FG"%\-I-WR}
PCe + Gy

H =

(BU\
Litgs

De méme que pour les mod&les algébriques, la viscosité effective

a 8tre substitude 3 la viscosité moldculaire dans les expressionsde @3 ,

et Les termes S\ et Sﬁ

Ty ot e -

K

regroupent tous les termes non

linéaires qui ont &té Adéveloppés dans les chapitre III et IV et nous avons

également les termes diffusifs suivants :

= - Me) IR
%"- - (ﬂl“b q. doe
= + Me é’&
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Pour l'exemple qui est donné ci-dessus on se trouve donc en présence
d'un systéme de 6 équations. Pour une fermeture au second ordre, la taille
minimum du systéme serait alors de 9 €quations avec une distribution analogue

des différents termes dans les vecteurs ) , F, G et H .

V-2.- DESCRIPTION GLOBALE DE LA PROCEDURE NUMERTQUE

La méthode numérique a été originellement proposée par R.W. MAC CORMACK
[3] pour la résolution du systéme d'équations strictement conservatives (VI-9)
en régime laminaire ou en régime turbulent avec un modéle de turbulence algé-
brique. La contribution originale qui a été apportée dans cette thése est
relative au traitement du changement de coordonnées et des termes sources
appartenant aux diverses équations des modéles de turbulence qui soﬁt utilisés.
Nous nous contenterons donc ici d'une description globale de la transformation
du schéma explicite [1] en schéma implicite sur un exemple d'équation du
second ordre & une dimension d'espace. Pour une discussion plus détaillée
de ce schéma, la référence [3] expose avec beaucoup de détails la procédure
gui est mise en oeuvre pour la résolution des équations bi-dimensionnelles
conservatives sur un maillage rectangulaire.

Considérons 1'€quation 8 une dimension d'espace

w _ _ ¢ _é_tk_-_+ N, AL (V-11)
9t ~ 9% ot -

La variable W , dont le comportement est régili par cette &quation

est convectée avec la vitesse € et est diffusée avec la viscosité cinfmatique V .
Avant d'entrer plus en détail dans la formulation du schéma de

MAC CORMACK, il est bon de rappeler le principe général de résolution des

quations instationnaires. La solution démarre avec 1'établissement des valeurs

initiales des variables indépendantes dans tout le domaine du calcul, au

temps €= © . Ces valeurs initiales peuvent correspondre & une situation réelle

ou 4 une évaluation grossiére ou plausible de ce que doit &tre 1l'écoulement.

Plus &loignée de la réalité sera 1'évaluation initiale, plus fortes devront

8tre les qualités prédictrices de la méthode pour obtenir une solution physique

(ce point sera discuté plus en détail & la fin du chapitre). Puls commence le

cycle de calcul en déterminant 8 1'instant €= A& les valeurs des variables

indépendantes & partir des dérivées spatiales. Pour un cycle de calcul i un

temps ¢ quelconque on aura :
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c+bt t L
_ dwl _ Fo AL[_co% Ly
w ‘u+&('6'Fe.““+A( .&4-\)“‘)‘:

De facon trés schématique, pour une méthode explicite le temps tl
est égal & & tandis que pour une méthode complétement implicite le temps
est égal & &4 BE . Le jeu des techniques de calcul numérique se situe
alors au niveau du choix des méthodes de discrétisation des dérivées
spatiales ou du fractionnement du pas de temps. Pour illustrer cela,
revenons au schéma explicite qui est & l'origine des méthodes MAC CORMACK [1].
Les équations aux différences finies du schéma explicite prédicteur—correcteur,

qui approximent 1'équation (V-11) sont :

[ A m - At. » u"" ]
Rl Tl Ry
AtV (," ™ n
P A (G- 26 4 ugly)
mH ” "
Uy = Bu,
nel Py vy (v-12)
n+i At. ¢ mn+l N+ ?.
A = - -
“r Ax (u.,_ Fr-
+ At.\) u:m-l _ n+l mri .
¢ Azt ( zo = &g “'L“’) N
I - | = i m+)
Ug ..z(u.Iqu1 +Bug ) )

La premiére étape (prédicteur) prédit une nouvelle solution au temps
t'::(’h-r |\At 3 chaque noeud du maillage I et utilise une différence
décentrée avant pour approximer la dérivée premiére et une différence centrée
pour la dérivée seconde. La deuxidme étape (correcteur) corrige les valeurs

prédites avec une différence décentrée arridre pour la dérivée premiére.
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La méthode est précise au second ordre et stable si le pas de temps satisfait

la condition suivante :

l
814 Loy
Bx ¥ 2~
L'analogue implicite de ce schéma est décrit par les &quations
suivantes :
) = At.c; m m 3
Au'l = A (u'I+l "U"J'.)
At. V(| ™
+ Aot (u'I-l-l - 2.0.1 + u".r. |)
P- o =
(4 +£\_A_€.)Su1 'z Aul 428 Su_,,
x Ax
ntl m mtl
w - .
" T = LLI, + S CLj:
B e - — (v-13)
A u’“*‘ _ At.c ; o+ M+ >
I =" ax L - uI"‘)
Ak v il ntl ne
+ e (4zp - 27 + ug,)
x
P —— SLLI = Dug + Su_
% Dx T-1
Ned e
-1 m i ")
i W = &("‘t + U+ Su ) )
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/\ est choisl de telle facon que

'A%
A D ma §|c|+ ..“,o}

Ax

Cette méthode est inconditionnellement stable (quelle que soit 1la
valeur du pas de temps) et est précise au second ordre sous réserve que la
uantité VAL, it bornée quand A& et D2 tendent vers zéro.
e Axt o )
Dans les &quations (V-13), chacune des deux &tapes prédictrice ou correctrice
est formée de deux parties. La premiére partie détermine 1'incrément de la
) L] . . . P . ~
solution Au; ou AU-I en approximant explicitement les &quations d'évo-
lution. La seconde partie utilise cet incrément dans une procédure implicite,
bidiagonale supérieure ou inférieure, pour déterminer le vrail incrément
nel ntl . A
5"’: ou Un]._ gui est utilisé pour calculer la nouvelle valeur
de la solution au temps & = (1\.“) AE.

Revenons maintenant aux équations de Navier-Stokes (V-9) que nous

pouvons dériver par rapport au temps.

S --R(e) 400

P . F o« . .
Dans cette &quation R= o et = sont les Jacobiens
o} 8= =50~ J

e F et &G . L'équation (V-14) régit donc 1'évolution de 1l'incrément
de la solution & travers le domaine d'étude. L'approximation du type implicite

en temps de l'équation (V-1k4) s'écrit :

n

(IfAt‘ 3ﬂ0+Ab A‘Bo)c)u - du (V-15)
oz dy ! ot it

Les points indiquant que 1l'opérateur dérivée s'applique &galement

au terme qui est en facteur & la droite de la paranthése. Définissons maintenant

AU" = At 9V

il vient alors
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(')g. a‘B. m+l m

(I+ Ar.S . + At SU - AU
X a%

les termes intérieurs i la paranthdse pouvant eux mémes &tre approximés de

la facon suivante (réf [T]) :

ofe dBe mH M (-16)
(T+ a2 )(I+Ata% )su™ = Av

la forme de différences finies du schéma implicite prédicteur-correcteur est

donc :
A" =-Al:(£‘£;_+_4_"‘_i:2)
! Ax AS
(x4 ot BelBle) (T4 pedsl® °) SUy = Au;.
A x [{EB IJ.
mt m e
Uzl-’ = UI,)' -+ SU:"}'
(V-17)
mi nEl powry
AUI,’ - AE(A- FI:’ + A" 6“!_‘1)

C. (I + At A—JﬂL‘.)(I{- At A-[B ‘) sut - Avm
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A, Zx,r - Z]:-n,s' - ZI,:\‘
Ax s M Xp

A Z,s _ 215 ~Z1i5

Ax xq - X5,

A"' ZI,T - ZI,‘J‘ﬂ = &1,37

A3 3J‘-H - 3
A" ZIF - ZI,'I ';ZI,3-l

By Yo - Y3

Les matrices 'R‘et ’B] sont obtenues & partir des matrices
Jjacobiennes He‘t S de 1a fagon sulvante : Soient S* s Sy et leurs inverses,

les matrices qui diagonalisent F:! et B en négligeant les termes visqueux

N‘: N= K= 0 ; on a donc :

-1 -1
A=5 .Ag.5, ; B=35 .Ag.S, (v-18)
i 1 k
1 o o --l-;. 4 o o ob
c
o (¢ o 4 % L
S, = ¢ ° ° °
10 o 1 -0 - e L .
P ¥
O e o1 ] l4p -up -op B
B T1r . (v-19)

o -fc 1 A
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les matrices diagonales étant évidemment :

w O o (@)

0O Wte (@)

0 [o) w (@)

o o o w-c

= ~d

- “ (v-20)
v (o] ()

O o o (o)

Ae =
B O o U+e

avec €= J la vitesse du son, A= '(u, +u-") et ‘ = ('r... |)

Les matrlces S et S sont données sous forme de prodults de deux matrices.
La premiére d'entre elles représente une transformation des variables conser-

vatives en variables non conservatives, c'est-a-dire :

Yy SP
Sbw) Su
~ ™\

&) So-

$(c€) SP

Puis la matrice de gauche transforme ces variables non conservatives

en variables caractéristiques[22].
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Se S § S ¥
(sf-z;,S?a,chw, v, op-F¢ u")

&
(S8 Su, $o, sP)T/

)
TOP(59- 82, Su, 5p e s, Sp-rFes)

Les matrices “11 et lE}lsont définies d'une fagon analogue
en modifiant les matrices diagonales /\ﬂ et AB par la réintroduction

des termes de viscosité [3].

- -l
19l = Sy Da- S ; IBIl= 5 .Dg. S,y (v-21)
)‘m -0 O O
O N, © O =
D, = L/
@) o NB 9
© o 0 M
[~ ]
XB] QO (o) O
O N, O o
Dq =
0 o o )‘Bq_




Mg, = max {luh—%if;_ _‘z: ’A—’:T'O}
Ny = mm{[u+c[+.§%’;-ii.é_ﬂ_:_,o}
Mg = mm{lu“% .zl:__A;:-., o }
)\94 = mowc_[lu.-cla-;‘:x- %—%’i—, o.}
M = mwx{lu-|+ LA} _A_‘.L, o.}
fay 2 e
Mg, = Mo {lu—l 4-;;‘; _iL %, 0,}
)\33 = mm{,u—+c|+%—i%’o.}
V= mox( M M 2p, K) (v-21-bis)

Les effets visqueux sont donc pris en compte par 1l'utilisation du
coefficient V .
Le choix des coefficients )‘ll et )ﬁ a la conséquence suivante :

pour les régions de 1'écoulement ol AF satisfait les conditions explicites
de stabilité :

| |
At < € Tlueci 3V

8x ¢80t
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Abg 1|

2 |lr+c.l+ bAY,
Ay fay

les termes h“ et \% s'annulent et la méthode se raméne alors a la
procédure explicite de départ [1]. Ailleurs les équations aux différences
finies sont bi-diagonales supérieures ou inférieures, ce qui est trés facile
et rapide a résoudre.

Pour conclure ce paragraphe nous nous contenterons de rapporter
les caractéristiques principales telles qu'elles sont données par MAC CORMACK
[31.

"La méthode ci-dessus est stable pour des pas de temps QA& non

bornés, est &crite sous forme conservative et est précise au second ordre

VAt VYAt 2
pourvu que TR et Fagt restent bornés quand A , QA% et A(a

tendent vers zéro. Cette méthode est plus efficace que les méthodes existantes

pour résoudre les équations des &coulements visqueux compressibles par ce que :

1  Pour les régions ou 1l'écoulement satisfait le critére stabilité explicite,

la méthode ne requiert pas plus de temps d'ordinateur qu'une méthode explicite.

2 Pour les autres régions, des équations bidiagonales doivent &tre seulement
résolues plutdt que les cofiteuses équations tridiagonales des autres méthodes
implicites.

De plus, la méthode propage et diffuse des incréments déterminés locale-
ment en utilisant des vitesses de propagation et deg viscosités cinmatiques

du méme ordre de grandeur que celles des équations a'évolution".

V-3.- TRAITEMENT DES EQUATIONS MOYENNEES

Nous avons vu dans le Chapitre II que l'utilisation des moyennes
pondérées par la masse volumique permettait aux &quations moyenndes de conserver
une forme aussi proche que possible de leur forme instantanée, la masse volumique
et la pression étant remplacées par leur moyenne temporelle tandis que les
autres variables dépendantes sont remplacées par leur valeur moyenne pondérée.

I1 apparait toutefois quelques différences avec les formes instantandes.
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En particulier apparaissent dans les équations de quantités de mouvement

et de 1'énergie les termes du tenseur des contraintes de Reynolds qui sont

& la source du probléme de la fermeture. Il y a &galement deux autres
modifications, qui sans détruire le caractére parabolique du systéme d'équations

changent la forme des termes non visqueux.

La pression est maintenant composée de la pression statique moyenne,
-‘s et d'une contribution turbulente qui sera isotrope avec une flermeture
utilisant 1'hypoth&se de BOUSSINESQ (transport par gradient) et non isotrope
avec les fermetures du second ordre. Cette pression effective, pour une

fermeture 3 deux équations du type R- g sera alors

. Py ry
'P-.-P-l—-z-f%\ (v-22)
3
ou %\ est 1'énergie cinétique de turbulence. .
Avec une fermeture du second ordre, les termes de pression dans F

et G seront :
~S

R P~ - ne
Pe =P+ 01w

« — = M (v-23)
‘P& ::’P + e U

O

—
et le terme de cisaillement turbulent f WL U est alors présent dans les

deux vecteurs F et G’

La forme moyenne de 1'équation d'état devrait &tre :

~Y At

P= ) F[E -2 - %]
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si nous nous contentions d'un strict passage a la moyenne pour 1'équation
instantanée. Ce qui failt ainsi apparaitre que 1l'énergie turbulente est prise
en compte dans le bilan d'énergie totale. Pour &viter toute contradiction

de la définition des variables caractéristiques avec la vitesse du son, il
est nécessaire d'inclure dans la définition du champ de pression, la contri-
bution du champ turbulent. Avec le modéle Q..ﬁ , la vitesse du son sera

définie ainsi par

L o

Cette reformulation nécessite une modification de 1l'opérateur implicite

- -— 3; - ~ od T2
AL TP X (7P + 3 f%); (Y-DY[E -‘if_'-’- ?R](v—zh)

que nous allons détailler tout d'abord pour un mod@le de turbulence a deux

quations puls pour une fermeture au second ordre.

Supposons que les termes visqueux sont nuls ainsi que les termes

sources. Le systéme d'équations se ramene glors 3 :

au . o F o6

- (v-25)
ok o Sy © e
7 Pa >
_ - AL — - e
s A LI
U - Po / o P&
Fe PO E +(F+3fR)u
PR PR
fe Pde
o - .
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F& l
[
_— — L T
G.- E\J‘z"\'?"'—s-e%\h‘
- P FE “'(’P-"’-;-Fe«\)u' (v-26)
PR
foe

auxquel est associée l'équation d'état suivante :

¥ = (‘6—!)?(%’-3‘:3‘- ) (v-27)

Comme pour la formulation laminaire, les matrices de diagonalisation des

matrices jacobiennes B et B définies par :

SF - Q. sV (v-28)
G - B. SV

seront faites d'une transformation de variables conservatives en variables

non conservatives puis une transformation de ces dernidres en variables

p s . ~t -t .
caractéristiques. Solent SK ) S‘ . et Sy les matrices de trans-—

formation et I\“ et AB les matrices diagonalisées, on aura :

(v-29)

-1 '
B: S Ng-S,

Examinons les deux transformations nécessaire d la diagonalisation
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" de la matrice jacobienne H .

i $(®) ] I $(.§)—

S (51) | $(X)

() - G T
$(FE) $(P")

s(FR)| S (R)

$(Fe) | 1S (€)

La matrice SX1 est maintenant :

[ 4 o o o) o o]

&
F ¢ ° ° °

E oo L 6 o (v-30)

sxi= | ° ¥

A -pu ..[38-' B -p O |

-k o L Aer O
3 o o & O A= .
£ o o o o ‘

T Tl  B=w



1Tk

1

E{G) [ ) - = SV
S () S + F c* s@)
£ @ AREEO ] sus K S
s(p") S(P) - Pt B(u)
S (&) s (R)
S (¢) | s (€) |

avec la matrice SXZ définie par

fe) FC" o 1 (@) O

o’ 6} 41 © o

o _'e'c-v 1o 1 o (Vv-31)
o 1 o

0O o) o 0 o 1




175

! ¢) La transformation de variables conservatrices en variables

caractéristiques se fera donc par la matrice

SX- SX2.8X1

[ 4P & 12 T
& B OB o-&m & oo
-u.o’i-dp & -pi ..p?r' B -p o)
e o L o o
ox= | _F 4
ac*+.<p -c’-p\'i" ~BC ']3 -P o (V-32)
-k o) o) ) L o
P F
3
- = (o] 0 O o L
¢ P

i 4 (o] 0 (o} (o) 0O
—_ (BU
(I g (o] O (o] O \LILLE,
> ) ¢ o o o
-
Esxa' = ~ Yo | ry

At e fv 3 e o (v-33)
R o] o o 3 ©
d o o o) o P

. -



1 !
1 e © 3¢ © o)
o 1. o _L_ o o

X o8 X T
y O © 1 ° o °© (V-31)
SX2 =

(o) 1 o) 1 o (o)

2 2
0O o o o 1 o
O lo) (o) (@) O 1

i L .
1 3¢ O gt © o
~ a1 [ L o
W ot 9 e
~ ~ ry >
Vg éf’,g_ P {2".. o o
SX. - .-(:3 a" | —'~ ‘*& ~ -
23 2 "P PX 2 - Y

R k o LY * o

ZC.' A Z.Q"“ (V-35)

g o g F

> S L

- -1 -1
SX - SX1 . SW¢

3] qui peut &tre définie

Examinons maintenant la matrice Jjacobienne
données dans (V-25)

par (V-27). En respectant les définitionsde F et VU

on obtient donc pour Fl la matrice :
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O 1 o o o o
BEeler gl -p% p -p o
~v 12 w o o o
- 2.‘3&1\ ~-XEi +f3&'& YE- 3-“'"-’-E-’--;‘.. FQ ..‘305(:‘-' Xu -‘3'&.' o
~u% & o) o ® o (v-36)
-we é ; (o) o 0

I1 est alors aisé de vérifier que la matrice diagonale recherchée est :

o o) o 0 o) o ]
6 uet o o o )
O ) a 0 o o
An : O o o o-c" (& o (v-37)
o o o 0 Q o
V) (@] o (o) o Qa

-l
en comparant H avec le produit Sx . AH . SX

Nous pouvons suivre une démarche analogue pour diagonaliser la matrice

jacobienne B » qui fera apparaitre les matrices suivantes :
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- \
{ o o -m ©° °©
0 o o o o
o o fc* 1 ° ©
SYZ = N ~
o o f('C* 4 o (v (v-38)
6 o o o 1 O
0 0 (o) (o] o] 1
. . ~ i
_4 15 v -
t 'E.g'- c* PE"- %" %E" °
w \
_w L o) o 0 o
P ¢
Sewp 48 S P PO
SY: ~ W o~ % aly (@)
& - -¢ =f3v- -
+0C & p P P P P (V-39)
_ _g';_ o © Y l O
(, T
_ _2: i) (o) 0 V) ‘-l.'
| T® b




S YZ-l:

&2

X4

Atk

9 FL
1 (9]
o I_
20 ¢*
o il
L
o o)
0 o)
l
° =
P &
2t
(@) :‘z' + .L.
X ol Yoo
R
cu' t:;!.‘-é%l“.z-‘;
o R
gert
o) £
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I
o o

[ S
Lfc*

-i- )

0] 1
(o) (o]
oo
T

(V-40)

(Vv-41)
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0 0
A ] o o o ©
~L Y3 Al A\ _ o
%U' 4-!'-.- T (3 Y (3 '6): z P P
~ ~ ~ ~N = a 33 ~ - ~
Z?N—Yﬁu-r@ ok -Puw' 115 -P -~ P?( {2 (30' o
-0k o & o U o
| ~
-e o b4 o o Vv

B .
o o o o 0 o
0 o ) o o o
[9) o U+o (@)
0 o o - o o
) 0 o (o) v o
~N
(6] 0 o o 0 v
! )

w A (o] o 0

(V-42)

(V-43)



181

A ce stade les effets visqueux ont &té négligés. Dans la pratique,

les matrices A“ et ’\p sont remplacées par Dﬂ et Dn respectivement,

telles que :
BT
o M
o 0
Da = 0 o
o 0
K o
M o
o) N,
0 )
Dg = o .
0 0
L. o °

M6

(V-Ll)

(V-45)
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2
1

n

7
D
L~

i

=
n
“

114

A3 =
Mgy =
Mgs=

Ng¢=
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Mo "d+c|+__{l’_._lél‘ O.}
L Phx 2 At/
Mmasc |&',‘+_.§__..._|. [.L.,o.}
i Pbx 2 At
AT A
Moanc Ww-~<C LY. 1382 0.
t‘ lf_ﬂvc L Bt }
mm4la,+_§’_\_).-lél‘ o.}
\ F x 2 e !
fmwc‘r|&"+____.w _L Ax o.}
! Fax 2 gtf
(1o LY | AY (V-146)
monc ‘VI‘!'_-:—"‘—' — ——-,OG}
t
L Poy 2 A
monc |if|+ 2V _ 1 Ay c)}
-f Y L At/
mosx |U‘+C"+§l).. Ay 0.}
foy Ae’

N“M{\G‘,-I-_—Z-}-, _..l. ’_-\__‘.5/0,*

Py 2 A7 |

ose | |5+ 2L - L A8 o.}
fﬁ&s 2 B/
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Les effets visqueux sont ainsi pris en compte par 1l'utilisation

du coefficient M d&fini par (ref. [31) :

(V-47)

v=men| by ) Kq ]

V-3-2.- Traitement implicite avec fermeture au second ordre

De méme que dans le paragraphe précédent nous allons commencer par
négliger les termes de frottement et les termes sources. On a donc de nouveau

le systéme d'équations :

oV oF 26 - 0 (V-48)
FY = 4 a‘ﬁ
- - 1 .

[{ P 0% 40" Pe& "

fo Fad €% pa fu

f € (754’?*(’“‘)“’ (FE+F 4507 (v-k9)

far| T Te S €= po &

r X e [

Si |~ A“,\- ~ '\l{‘

Quf'" fw /3 f\r W

8 G P o P

-~ = ~ T [ i

f W Puww row

b -t e - - o~
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L'extension de la définition de la pression effective donne naissance
3 1'existence d'un champ de pression guli n'est plus isotrope. La poursuite de ce
raisonnement améne donc 4 la définition d'une vitesse de propagation du son qui
ne serait pas isotrope e.g.

2l

- = t - =
GFE)  q s FeT) 0w

En fait ces quantitds dépendent identiquement de 1'énergie interne qui

[ A

est isotrope par nature. Pour remédier & cette incohé&rence, la pression effective

est approximée par
* — z-

P=PriPR

ce qui correspond & une moyenne des pressions turbulentes sur les trois directions

du référentiel.

Les matrices jacobiennes A et B s'écriront maintenant :

-l
A= S; M Sk ; B SY AB Sy (v-51)

"o
T3
i
IS
@
3
[T
| |
0
O
o
H
o
3"

o

i
)
0
(o]
o

(o }

224
%
+
S
-
1
O
(
®
£
|
-
<
-
°
()
A

(V-51bis)
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O (el ©
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(comme précédemment
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~e VY

Q

®] G G 7™ o

c O

e C |~ o

[\

o

|

=

C

(v-52)

ILLE

(V-53)
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£
&3
0 9 9o o o0 0 o B
9 0 0 O O 0  §e) o o]
O © Q O o 2h °©° o o
o 9
o
© L) © 9 o © o
o
© o ¥ o o o © o o
O ¥» Q ) (®) 's) [®) o o
' 0 o © o o o O ©
L.

g

Les matrices Jacobiennes A et B sont déterminées par les

relations (V -28) :

(V-57)

FoX G N
1 9 % 0 o0 o0 g 23
@t i31ey
;7 © &&= © o o9 13 )
QloJ 3
Moo o0 o o
o
© 0 o s o o 2

© © 22233 o o o o

?
e © VWI ) Q O ') o
Y H
N B V- o o (2} 3) o)

&

w !

1Y
3wl
> ol 2 2 )5
e B wE B’ B

Y

g
-d
B *
sl %w 3 3
503 XV w B 5 F
N Ve w i _m w m
> -~

(4}
T



¥

O 0 41 o o o O 0]
- 0o v o o o o o o o
Eivvydse el ()G o o -~ - -

v W+ -i- (14 P (3 P 'R E"

188

-y o) o o v O o o | (v-58)
a at
Y 2 0 b2 (@) (o) v (o} o o
ey o A o o o0 & e o
~1 ~
A o o o o o o UL o
~Nit ~ = ~
Wt o) w' o ©o 0 o o o

qui vBrifient les équations (V-51).
La prise en compte des termes visqueux se fait comme pour la fermeture

d'ordre zéro par substitution des matrices ..Dq et DB aux matrices Aa et AB

Le coefficient V qui apparait dans les équations (V-46) est encore défini

par la relation (V-21 bis).

V-4.- INTRODUCTION DES TERMES SOURCES

V-4-1.- Partie explicite

La prise en compte des termes sources dans la partie explicite est
évidente. Rappelons la forme vectorielle des &quations de Navier—Stokes

complétées d'un moddle de turbulence avec équations de transport :

QU _ _oF 96 (V-59)

él'd-ax 343

qui se discrétise de la fagon suivante (voir &quation V -17)
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Les termes H sont évalués en méme temps que les termes de flux

transversaux (§ . Ces sources sont calculées en milieu de cellule et

moyennées sur deux cellules adjacentes pour obtenir la valeur au point

courant. La figure V-1 illustre les différences de position entre les

points de calcul des flux et des sources pour les deux &tapes prédictrices

et correctrices.

V-4-2.- Pantie Amplicite

En présence de termes sources différents de zéro, 1'équation (V -15)

se mettra sous la forme :

d fAe J
(T+26gA +L\.b_J§

Aprés factorisation on obtient donc

adl

Be—At C)SUys = Av,,

(V-60)

(T + Ab%k)(l 4 Até%%k)(]g Ak lcl)su"': AT (61

La matrice £ &tant définie d'une manidre analogue aux matrices

jacobiennes A et 2}

que celui de F et G ; en particulier la lindarité de

OH =

C.8sV

(v-61)

Le contenu de la matrice H est d'une nature beaucoup plus complexe

H en fonction de U

n'est plus assurde. On ne peut donc pas déduire £ de (V-61) d'une fagon
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analogue & celle qui fut utilisée pour déterminer A et B (réf. [71).

On définira donc € d'une manidre plus générale sans considération du

contenu des termes de H . Si S& et SE représentent les groupes de

termes sources des équations de Q et & on aura :

®) O @ o o o

o o o

(Vv-62)

.|

o) o

(@) O

O (0] (@) () o

o 06 o0 o % o
-—E

O

Sg
Pe

Dans le cas d'une fermeture du second ordre, la matrice sera de

dimension supérieure mais définie de fagon analogue.
Revenons maintenant au schéma d'inversion dans 1'opérateur implicite

dans la direction normale. Supposons que SUI; dénote la quantité
nel

(T + Ab_Q:AL.__q_l_f) SUIJ’ . Il reste alors :

(I + At “A'B")(1+ At ICI)Su;, = Auzs (V-63)
)

La matrice (I + A0¢ |Cn dtant diagonale définie positive, son

inversion est immédiate. On aura donc

L)
(I+%§-IB|) SUry = (I+At. lanu,,+ lBlSUw. (v-64)

A ce stade, on peut alors poursuivre le procéssus d'inversion de
la matrice (I + At lBl) comme dans la référence [3] en utilisant

. ~f P < . . . .
les matrices SY et SY . Cette procddure & l'avantage de traiter implicite-

ment les termes sources sans étre tributaire de leur contenu.
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V-5.- CHANGEMENT DE COORDONNEES

La méthode numérique, telle qu'elle a &té exposée jusqu'ici est
destinde & la résolution des &quations de Navier-Stokes compressibles sur
wn maillage rectangulaire. Ceci est applicable pour des calculs de couche
limite sur plaque plane ou des calculs d'interaction onde de choc-couche
limite dans des tuyl@res i section drolte constante. Toutefols, une partie
des calculs qui sont présentés dans ce travail concernent des configurations
géométriques plus complexes. Deux transformations de coordonnées différentes
sont présentées. La premidre provoque une rotation globale du maillage &
partir d'une abscisse X donnée, les lignes de maillage normales a 1'&cou-
lement n'étant pas déviées (figure V-2).

Dans la seconde transformation, le maillage est déformé pour suivre
le contour des parois de la tuyére (fig. V-3). La premidre transformation
est bien adaptée & une étude locale de la zone d'interaction tandis que la
seconde se prétera plus facilement & une prédiction globale de 1'écoulement

dans toute la tuyére.

V-5-1.- Maillage sur une hampe de compression ou de détente

(ref. [19] - [201).

Considérons la transformation de coordonnées définie par :

== 77934

1
/ﬁ/
/lﬁ/ //
- l ra /’A/{’..’//
N ggtghd
D z”//fjjjéﬁ
™ ////ffﬁ%
N p ///f’ J.‘ig(;:,)
TITTITIITITIT 177777 5 fj JOIF77 7777 T T T T
7

fig. V-).- Maillage sur une rampe.
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Les dérivées spatiales peuvent alors s'écrire :

d . 9 _ p)
ax ai 35/"' e)‘b)
o

L

Iy dy

Définissons maintenant les fonctions suivantes

(Sf = <3' - ‘5%3; F:

F'= F

I1 vient alors, a partir de 1'équation (V -9)

U IF & OF IE] 3¢
ab“ax"c).a‘"[‘a‘f'"“ﬂ%a,l}“a.,'

(V-65)
Ju _ af'  J6
ot af - a

On retrouve donc une forme tout-8-fait similaire & 1'équation d'origine.
La variable U sera donc exprimée en fonction des dérivées spatiales de F'em
(; calculées dans le nouveau systéme de coordonnées. Cette transformation

simple de coordonnées, qui pivote toutes les lignes de maillages horizontales
d'un angle identique & partir d'une abscisse donnée est bien adaptée au

cacul des compressions ou détentes simples & condition de pouvoir fixer
correctement la condition & la limite sur la ligne de maillage supérieure.
L'angle de déviation est le méme dans un plan perpendiculaire & 1'@coulement

mais peut €tre dépendant de 1l'abscisse XK.

V-5-2.- Maillage sur une tuydre a parod déqonmée (réf. [21]).

Considérons maintenant ls transformation de coordonnées :

i:x

. 9-38 y
1
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qui permet de décroitre la déviation des lignes de maillage & mesure que
1l'on s'éloigne de la paroi déformé Si { est 1l'ordonnée constante d'une

ligne de maillage on aura le maillage représenté sur la figure VI-3.

¥

A
t
I
i
"Z []
-1 |
| :—4——\‘&_\’*—‘?‘ i
M | eert"] ) s !
d T LAt~ 1T |
/‘/://\\\\\ i
_—
1] ;L/K} L\\\ i
ARRNESCE gy .
|~ i 1 S (T .
- ‘o8 <d-
* e

V-3.- Maillage dans une tuvére asvmétrique.

Les dérivées s'écriront maintenant

avec la tangente locale des lignes de maillage définie par

tq © -5
r R

/

] 1
9y % T (1=47) Son
H

Ré-écrivons maintenant 1'équation (V -9) :
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JU _ OF 36 dF  &B& IF 1 96

- - -— - +l
— = LT - 98 o
ok ox 9y éi l___.H Y| S Y
Définissons :
' (- YB)F
Fr=(t .___H)

Qo
i

G - fﬁ,!3. F

oF’ ge) oF _ Y8z
- (- )3{ H

' )
. X< - BG-_(I- FL)SB‘&'—&‘E + 38 F
ug ¢ 6‘7 H
H

on a alors la forme compléte en additionnant ces deux derniéres équations

I ap! - 3 (e
_Q_E+§_C:_(l_‘ie)é"_ = IF | a]

= ' SB;: T 71_ 9s
of 9 H éi (- 29 om =29
ce qul entraine alors finalement

3t~ 1= 3s t= % om (V-66)
H

'
'
oL _ { oOF l o6
RS
Cette transformation de coordonnées, quoiqu'étant plus complexe que
la précédente 3 1l'avantage de pouvolr traiter une ligne de maillage supérieure
inchangée. I1 est donc possible de s'intéresser 3 1'écoulement dans des tuyeéres
asymétriques de facon globale. L'intégration des équations se fait donc entre
une section d'entrée et une section de sortie, d'une paroi inférieure d&formée
3 la paroi supérieure non modifiée. Les conditions aux frontiéres sont plus
faciles & appliquer. Cette transformation peut également &tre utilisée pour les

problémes de rampe si on veut inclure les effets de la présence de la paroi

supérieure rectiligne.
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V-5-3.- Coorndonnées non rectangulaires dans L'operateun implicite

Dérivons 1'équation (V-66) par rapport au temps :

(). |_'_,2& 5[“ 28 g, %J"T.‘_E’%,[B'r“m%g‘]

avec encore ﬂ = et B;

On peut alors approximer la dérivée temporelle par :

¢ () =L L™ _ou”
BE\ ot ] TAE | OF ot

et les dérivées spatiales implicitement. On obtient alors :

2\ Q4] + Alf—2 3[(3 -G46A) ]} - L) (v-67)

It
H
BU}
5 e s e e el LILLE)
Aprés multiplication par Al:‘ et factorisation il vient alors :

———y

{I*fz&_'g[“- 5. ]}{I*-—\r‘s‘ [(B r.ée R)e ]} SU AU v-e0)

ou™ ) U ym
SU % Al‘-ﬁ-_AU

avec

ot

L
Définissons SU par

{1 AL [(3 fa0-R)e ]} su™ - Su* (v-69)

I1 reste :

[ f.ﬂz m]} o™

Cette Equation est résolue avec une approximation de la forme :

(V-70)
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Ab . > -~
{I+(\- SH“)I A{I(l- }%r)t Inll} SU: B

+
A" a: (1- ?-IB)I,'H R II'.‘.'I & Uz oo
WL A

avec 'Hl - Sx-lo -Dq- Sx

. q P . ~
Les matrices Sx‘, Dn et SY sont définies de la meme fagon
que pour les équations en coordonnées cartésiennes.

Revenons maintenant & l'autre partie de 1l'approximation.

{I+ %-S-(B fy ©. m} su™ - su*

se transforme en

{I +(‘lit-‘iﬂ " (B - 59, n,’} SUy =

* mtl
SU;- +m |Bu| - ra Ose, - Hntl Suxu (v-12)
H

avec |B_ %9. 9' = DB 159 -A° S"

Pour diasgonaliser la matrice IB - r%e- n' il suffira de reprendre
la procédure qui a &té expliquée précédemment en insérant les matrices de
rotation SR et S& entre les matrices 9YL et sYl ,

S\/ld‘ et SYZ, respectivement.

Les matrices de rotation sont définies par :
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1 (9] 0 o O
O wnd® ».B 0 o
O -»mP c»® o o
SR = ‘ (V-73)
o o o 1 o
o} 0 o) o) 1 o
...... o 1
1 o o O 0 -
O w® -»mb o0 (o)
O 20 wbd o O
|
SR = 5 o o 1 o ? (V=T4)
O o o o) 1‘ o)
__.__-0 1
On aura ainsi :
A - SYL.SR.SY1.(B_Tye.A)SYI SRSy )

B- r39.ﬂ

En développant ce produit de matrices on obtient comme matrice
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~' o~ . ~
diagonale, avec U = (o B.u - I B w

r o

o
o o O
e © O

(v-76)

Aa-u‘.,e.n =

C O o O Q
o e S
o ¢
Cu
S
)
o
Q

< ©

e
L

Avec une fermeture 3 l'ordre zéro (9&-5\ la vitesse de propagation

du son est définie par le champ de pression effective.

*
*t-XF =_%f.(1‘>+_§t.m) (v-17)

tandis que, pour une fermeture des équations & 1l'ordre deux la vitesse du son

est :

e Xh :Jf.(§+_a—&) (v-18)

le champ de pression effective n'étant plus isotrope.

La prise en compte des termes visqueux se fait de la méme fagon qu'en
coordonnées cartésiennes lors du passage de la matrice AB-G;O.R a la
matrice diagonale qui est effectivement utilisée Ds.r‘;q » €n
remarquant que ﬁx et A% sont alors remplacés par Af et A") dans
les équations (V-L46).
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V-6.- PRINCIPALES CARACTERISTIQUES DE LA PROCEDURE NUMERIQUE

V-6-1.- Conditions aux Limites

Le traitement des conditions aux limites est une question de premiére
importance pour l'obtention de la solution des équations de Navier Stokes.
Ce probléme est tout spécialement crucial dans le cas d'écoulements subsoniques
compressibles. Il a été longtemps admis qu'un probléme & 1l'intérieur d'un
domaine 1imité par des limites subsoniques ne pouvait &tre correctement
résolu que si le domaine de calcul s'était &tendu Jusqu'd 1'infini (ref. [23]).
Quoique correcte en théorie, cette approche est pénalisée par une trés grande
difficulté de mise en oeuvre et par un manque certain de généralité (réf. [2&]).
Des travaux plus récents ont modifié cette idée etont montré qu'il &tait possible
de calculer des écoulements limités par des frontiéreé subsoniques sans avoir
8 Atendre le domaine de calcul Jjusqu'd 1l'infini (réf. [25] . [26], [27] ). @

Toutefois il n'est pas possible d'imposer les valeurs exactes de tous les

paramétres physiques aux frontidres. En effet, méme si les valeurs initiales
sont exactes, les valeurs calculées tendent 3 dégénérer quelque peu et des
perturbations se développent si les valeurs de la pression et de la vitesse
sont maintenues constantes. Un tel phénoméne se produit parce que la solution
des équations aux dérivées partielles et la solution des équations aux diffé-
rences finies ne peuvent pas €tre identiques, & cause de l'existence des
erreurs de troncature. De petites différences doivent 8tre permises & tous
les points nodaux, car des valeurs exactes imposées & un point, ne permettent
pas une distribution correcte des erreurs de troncature et les points voisins
sont affectés. I1 est donc faux de penser qu'une prescription stricte des
conditions exactes aux frontidres est nécessaire pour obtenir une solution
correcte, car si cela était vrai, la plupart des problémes d'intérét pratique
ne pourraient pas &tre résolus numériquement. La connaissance de la solution
exacte aux frontiéres implique en effet que cette solution exacte est connue
presque partout. Les limites doivent pouvoir interroger avec les ondes qui
les atteignent. L'approximation dans une solution numérique discrétisée
n'étant pas tout-a-fait compatible avec la valeur exacte, les ondes générées
par les erreurs de troncature doivent &tre laissées libre d'interagir avec
les frontiéres, faut de quoi une solution sera obtenue pour laquelle ces
erreurs seront mutuellement stabilisées par la présence d'ondes locales qui

dépendront évidemment du maillage.
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D'une facon plus géndrale, le choix et la qualité des conditions
aux limites sont 1iés également & la nature mathématique des équations. Il
est plus que probable que 1l'ensemble des équations d'évolution conserve les
propriétés mathématiques de chacune des équations prises séparément. Le
systéme est donc de nature hybride parabolique-hyperbolique en régime non
permanent et elliptique-hyperbolique en régime permanent (réf. [281). Il
est clair que le choix correct des conditions aux limites est toujours
gouverné par le caractdre des équations qui dépend des dérivées d'ordre le
plus élevé. La solution dépendra donc fortement des termes - dissipatifs des
équations méme si ces termes sont négligeables presque partout dans le
domaine de calcul. Jusqu'ad présent, aucune évidence mathématique n'existe
pour guider le choix des conditions aux limites susceptibles d'assurer
1l'existence et 1l'unicité de la solution. Il est donc nécessaire d'introduire
un peu d'empirisme dans le probléme mathématique en tenant compte & la fois
de la signification physique du probléme et de la nature mathématique des
équations. Les conditions les plus simples sont d'imposer de fagon plus ou
“moins rigide la valeur des variables sur les frontifres : ce qui correspond
& une condition scalaire par équation scalaire et par frontiére. Aprés de
nombreuses tentatives pour inclure la juste mesure d'empirisme (ou plutdt
de physique) dans le probléme mathématique (ré&f. [24], [30]), nous avons
retenu l'ensemble des conditions aux limites suivantes pour le traitement

de 1'écoulement transonique confinéd (réf. [21]).

Pour un écoulement bidimensionnel, quatre conditions sont prescrites.

% la premidre assurera la nullité de la vitesse normale

U=0O (V-79)

% les deux sulvantes seront

-~ débit massique constant,

- entropie constante (Bernoulli),
cela se traduilra par
fu: CXQ (v-80)

t

_.1_ + ot = de (v-81)
&

¥-1

—|-d
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4% la derniére condition sera une relation caractéristique le long de la

caractéristique € , qui permet 1'influence aval - amont.

Ap-fc-du +(u-c) QE(A;P.. Pc A+u)= 0 (V82
A |

Si la premidre condition ne pose pas de probléme, 1'expérience a montré

que la ofme et 1g 3éme ne donnent pas de résultats satisfaisants sous cette
forme (pas de convergence vers une solution stationnaire). Il est plus sir
de calculer les accroissements A’P , du et A? a chaque itération, ce qui
laisse la place au couplage entre le domaine de calcul et sa frontiére, tout
en satisfaisant les &quations (V -80) & (V -81). En y adjoignant la quatriéme
condition (V -82) on se raméne donc & un systéme de trois équations § trois

inconnues qui s'éerit sous forme matricielle.

(w-c) At
Ax.

avec r -

(A+'P - cC A+ u') (v-8k)

A‘P , Quw et A? sont les incréments recherchés tandis que A,‘,‘P et
A+ w sont des différences entre les points frontiéres et les premiers

points intérieurs. La résolution du systéme (V-4LO) est immédiate.

-w.r
Aw = — (V-85)
Teu +P +feuw
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Pr

AP = ]
(’ Tl put+p + fou (r=ee)

(gt put e pY P

3-‘-;7! (’uo"-f-'p + Pew

(v-8T7)

Ap =

De méme que pour l'entrée subsonique, trois conditions sont données
par l'amont tandis qu'une seule est fournie par 1l'aval réf. {32] . La condition:
"aval" la plus physique est naturellement la pression. C'est en effet le seul
paramdtre aval que 1l'on peut aisément contrdler durant le fonctionnement d'une
soufflerie transonnique & 1'aide d'un second col par exemple. Ecrivons les
équations de Navier-Stokes en négligeant les gradients normaux.

of _ _ lu

L = (v-88)
ot dx

3L ~ +P) (V-89)
| -———: - 3532 (Pv) (V-90)

(v-91)

L'équation de l'énergie (V-91) peut aisément s'obtenir & partir de

1'équation de continuité et de

oP Cz___:o'_f_

— = (V-91bis)
ap Y
L'équation (V-89) peut se réécrire, & 1l'aide de (V-88) :
JU - g dw _ | 2P (v-92)

oc o f'é?

8i la pression de sortie est constante on aura :
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9P _ _¥P Ju (v-93)
ox w I

Soient 2 et 1 les indices respectifs pour le point frontidre et son

premier point voisin intérieur. Nous avons alors deux possibilités pour calculer

la vitesse longitudinale :

Tz_ -PB =- LA (“‘z -u.l) = U, = VR (V-9k)
We (r#1)P, + P,

ou

_p - TR - - - _R-R\ (v95)
P-1 = ™ (u..,_ W) =D Ue= u.,(( ‘;Pz.)

Nous pouvons résumer les quatre conditions, dans 1l'ordre :

= - 2 [(0w), - (fu)]

AGw) = - A [(pv), (u), - (pv), (“)1]
Ox ’

(V-96)

Uy /,(v;?q)

Les conditions sont plus faciles & imposer car dans ce cas, il n'y a
pas d'influence aval amont possible. Une prescription stricte des variables
est donc possible sur la limite amont. Si la limite aval est subsonique, une

condition du type Neumann est appliquée pour les quatre variables.
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Le probléme du traitement des conditions aux limites sur une paroi
rigide imperméable en &coulement visqueux compressible se raméne uniquement
3 la détermination de la pression ou de la masse volumique. En effet, la
condition d'adhérence impose gue la vitesse est nulle sur la paroi. D'autre
part, la température de paroi ou le flux de chaleur qui la traverse sont
imposées de l'extérieur. Les conditions aux limites du type miroir sont donc
simplement employées pour la vitesse et la température. La pression de paroi
(ou 1la masse volumique) ne peut pas &tre obtenue par les conditions aux limites
et doit donc &tre déduite des &quations de Navier-Stokes elles mémes.

Une premicére valeur de la pression 1) est obtenue de 1'équation

o - ov Pi= Pt Runt (v

puis cette valeur est corrigée a l'aide d'une relation caractéristique qui
prédira la pression en avance (réf. [31]). Cette relation caractéristigue

découle d'une combinaison des deux équations de mouvement suivantes

‘)u‘—_ oV _L_‘.Q.z. | (v-98)
ot T U—_a?g'_'ee)(a ’

oP _ -
>Sc _..-.u--..._‘.3 ...X’P ‘3 (v-99)

I1 vient alors

P - ?Ci‘- = ~(u~- C\&-P Pe ) (v-100)

Supposant que (fc.) est constant et que u-go prés de la paroi,

nous obtenons l'equatlon caractéristique suivante

O (v-101)

i

") oy - C = - fcou
£ (p-pev) 3(?(’ )
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Puoi
dineekiem

4 L
L A%y

®
La direction caractéristique est définie par € At - A%/L .

Si nous appliquons 1'équation (V-59) entre les points 2 et * il vient :

y .
P -fcv =TPe-foyuy (V-102)

A ., . «
L'imperméabilité de la parol nécessite que U =2 O
. . . M a8
La pression de parol atteindra donc la valeur ‘PI au temps t=t +At

Le pas de temps qui est utilisé dans le programme est habituellement beaucoup

plus grand que AC": 8 Jwdll . Toutefolis en fonctionnement strictement explicite,
le pas de temps At est inférieur & At’ . La correction utilisée dans le
programme a la forme :
L fcu
v L+ A&
avec A = At. ¢ (Vv-104)
By

Si At est grand e A2 1 et la correction est utilisée dans

son entier. Si Qb = AE* on a alors %_ = 4 et seulement
s . e . d . .

la moitié de la correction est utilisée. S1 Hhe é'st petit, L ~ O

1+d

et 11 n'y a pas de correction.

Ce type de condition aux limites se traite trés simplement par des
conditions de Dirichlet ou Neumann dépendant de la traversée oude la non-traversée

de la frontiére par une onde de choc.
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Comme 1'indique le titre de cette thése, 1'un des objectifs de ce
travail est de développer un outil numérique capable de pir2dite une certaine
classe d'écoulements turbulents compressibles complexes. Pour assurer ce
potentiel de prédiction, il a &té choisi d'initialiser les calculs avec aussi
peu d'information que possible au sujet de la structure ou des caractéristiques
de 1l'écoulement qui est étudié et qui n'est pas supposé connu a priori. Pour

illustrer cela nous donnerons deux exemples.

* couche limite supersonique.

Les vitesses, pressions et températures sont supposées constantes
et égales aux valeurs dans 1'écoulement non visqueux, partout sauf sur les
points J¥=1 , miroirs qui se trouvent en dehors du domaine physique. Sur
ces points seulement, les valeurs sont modifiées pour assurer la condition

d'adhérence et imposer une température ou un flux de chaleur de paroi donnés.

* tuyére transsonique.

De méme que pour la couche limite supersonique, le nombre de Mach est
supposé constant et égal & la valeur a 1'entrée de la tuydre. On néglige donc
les variations de section dans le champ initial. Seule la pression aval est
donnée d€s le début du calcul sur la dernidre colonne de points & la sortie

de la tuyére.

Le choix de tels champs initiaux est en fait un critére trés sévére
pour tester la qualité des conditions aux limites. En effet, des conditions
aux limites moins rigoureuses permettraient de conserver une solution déja

convergée mais ne supporteraient aucun régime transitoire.

V-6-2.- Conditions d'exéeution

Grice 4 la présence des opérateurs implicites, cette méthode s'est
montrée plus performante que les autres méthodes existantes par sa rapidité

d'exécution. Tandis qu'une limite infranchissable des méthodes explicite est :

CFlL =1

nous avons pu utiliser des valeurs de ce nombre de Courant supérieures 3 ? .
{
Quoique ce concept de nombre de Courant ait été développé originellement pour

des calculs non visqueux, il permet néanmoins de mesurer le progrés qui est
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obtenu dans le sens de la diminution de la taille des mailles de calcul 3

1l'approche de la paroi. Tandis que, pour la version explicite [1] la condition

C.F.L €1

est 34 la fois un critére de précision et de stabilité, la présente méthode,
si elle ne souffre pas de strictes limitations sur la valeur du pas de temps

exige quand méme que les conditions de précision soient satisfaites.

v At v At
e Aqf. ! e Aﬁtt

Ordinairement la borne est de l'ordre de 1'unité, mais i1 a été

bornées.

observé, pour certains calculs de couche limite ayant des valeurs suffisamment
petites de |5+(2) » qu'avec des valeurs de 1'ordre de 10 pour cette borne

les calculs restaient précis et convergaient normalement.

Un défaut du schéma de Mac Cormack est la dépendance formelle & la
valeur du pas de temps des solutions stationnaires (réf. [12],[33]). L'expé-
rience que nous avons acquise durant ce travail est gue cette dépendance
n'est absolument pas critique pourvu que la convergence soit observée a
travers un critére suffisamment rigoureux. Dans un esprit de purisme, il est
toutefois possible de pallier cette faiblesse en diminuant progressivement
la valeur du pas de temps 3 la fin des calculs (réf. [3]).

Le critére qui a été sélectionné pour observer la convergence de la
solution est 1'écart relatif de la moyenne des moindres carrés des coefficients
des frottements sur la paroi solide. Certaines configurations simples ont
montré une convergence impressionnante : par exemple un calcul de couche limite
avec un nombre de Mach égal 3 3 et un nombre de Reynolds basé sur 1l'épaisseur
de quantité de mouvement &gal 3 101‘l a donné un critére de convergence inférieur

—ll' L, 2 L Sl
a 10 ! en 300 pas de temps. De fagon plus générale un calcul est considéré

. . . . -6
comme convergé si le critére de convergence est inférieur & 10 .
Une telle convergence est atteinte dans le cas de la tuyére transonique

aprés un millier de pas de temps.
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CHAPITRE V
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VI.- LES RESULTATS

Aprés 1'établissement des équations de la turbulence et la modéli-
sation des termes inconnus, les mod&les de turbulence ainsi formés sont
confrontés aux données expérimentales pour vérifier leur capacité & prédire
des écoulements réels. Dans les deux catégories de problémes considérés,
la difficulté ira croissante, tant du point de vue des modéles de turbulence

que la complexité de 1l'édcoulement considéré.

VI-1.- LE MELANGE ISOTHERME

La premiére série de résultats exclut les effets de compressibilité.
On s'intéressera seulement au mélange 3 basse vitesse de deux gaz de masses
moléculaires différentes. Tous les cas considérés dans cette partie pouvant
se formuler avec 1l'approximation de couche limite (parabolique par rapport
3 la direction longitudinale), la méthode numérique qui est utilisée ici est

celle qui a &té décrite dans le chapitre IV.

VI-1-17.- Modele g— € pour Ecoulement a masse volumique constante

Une vérification préliminaire de ce modéle de turbulence est la
prédiction d'un &coulement libre cisaillé simple sans aucun effet de fluctua-
tion de masse volumique ou de gradient de pression. Ce premier cas test est
fourni par les travaux expérimentaux de GUTMARK et WYGNANSKI [1] sur le jet
plan turbulent.

A) Configuration expérimentale

Un croquis de cet &coulement simple de jet libre est donné sur

la figure (VI-1).

fig. (VI-1) - Jet plan turbulent.
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Un jet d'air se décharge dans une atmosphére au repos avec une
vitesse nominale de sortie égale & 35 m/s. Les dimensions de la fente
d'injection sont 1,3 cm pour 1l'épaisseur et 50 cm pour 1l'envergure. La
bidimensionnalité de 1l'écoulement est assurée dans la plus grande partie
du jet (excepté dans le voisinage des parois latérales). Le nombre de
Reynolds & la sortie, basé sur 1l'épaisseur de la fente est de 3.10h et le
niveau de turbulence est approximativement 0.2 % . Le lecteur est renvoyé
8 la référence [1] pour une description détaillée des techniques de mesure.
Dans 1l'esprit d'une comparaison avec les résultats d'un modéle de turbulence
4 deux équations, les mesures suivantes sont disponibles :

- le taux de dispersion de 1l'écoulement,

- les vitesses moyennes longitudinale et normale,

1'énergie cinétique de turbulence,

les contraintes de Reynolds,

le taux de dissipation de 1'énergie de turbulence.

B) Traitement numérique

Cet écoulement étant isovolume et homogéne, les &quations nécessaires

sont :

1'équation de continuité,

- 1'équation de quantité de mouvement,

1'équation de 1l'énergie cinétigue de turbulence,

1'équation du taux de dissipation.

L'équation de continuité est prise en compte implicitement par la
technique numérique. Ainsi seulement trois &quations de transport doivent
&tre résolues. A cause du caractdre parabolique de la méthode, les valeurs
initiales et les conditions aux limites doivent &tre données pour la vitesse
longitudinale moyenne © , 1'énergie cinétique de turbulence R et son taux
de dissipation £ . On notera au passage que le caractére isovolume de 1'écou-

lement enldve toute différence entre les moyennes pondérée et non pondérée.

B-1.~ Conditions initiales

A cause de la forme particulidre de la tuyére produisant le jet
(partie fortement convergente avant le plan de sortie), il n'est pas acceptable
de commencer le calcul avec un profil de vitesse semblable & celui d'un
écoulement de tuyau établi. Le profil de vitesse initiale est un profil en

marche d'escalier avec un léger arrondi pour prendre en compte l'effet d'une
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trés fine couche limite laminaire. La vitesse dans le coeur de 1'é&coulement
est 35 m/s tandis que la vitesse extérieure au jet est égale au centilme

de cette valeur (cette vitesse non nulle est due au fait que le programme ne
tolére pas de vitesse longitudinale ndgative ou nulle). Il est certain qu'apreés
de tels effets de courbure sur la couche limite de paroi, il est inutile de
supposer un profil de vitesse de couche limite de plaque plane et que, méme

si le profil de marche d'escalier, n'est pas tout-3-fait exact il n'est proba-
blement pas plus érroné que n'importe quel profil calculé. Comme 1'écoulement
3 la sorite a un niveau de turbulence trds bas (0.2 %), il peut &tre raisonna-
blement espéré que les valeurs initiales de Q et € n'ont pas grande
importance sur le développement de 1l'écoulement. Pour des raisons similaires
le niveau de turbulence dans 1'écoulement de sortie est supposée constant

et est fix& par la valeur expérimentale reportée par Gutmark et Wygnanski.
Cette hypothdse de niveau constant de turbulence n'est pas physiquement trés
précise. Trés probablement, le profil de ‘a n'est pas constant et comporte
certainement un maximum au voisinage de la paroi de la tuyére i cause du
cisaillement dans la couche limite. Néanmoins le frottement turbulent induit
par un tel effet est négligeable comparé aux effets de la viscosité laminaire.
De ce fait, la dissipation & est choisie constante et correspondant & une
valeur de la viscosité turbulente égale ou méme plusieurs ordres de grandeur
plus petite que la viscosité laminaire.

La viscosité turbulente est définie par

Me= Cp -f; ’%" (VI-1)

am—

ou f est la masse volumique et (53 une constante dont la valeur est donnée

dans la table I.

B-2.- Conditions aux limites

Des conditions aux limites sont aussi nécessaires pour résoudre ces
équations de transport paraboliques. A cause de la symétrie de 1'écoulement,
le calcul est effectué sur une moitié du domaine. Le plan de symétrie de
1'écoulement est considéré comme la frontidre intérieure et 1'atmosphére au
repos (avec une petite vitesse non nulle) est la frontidre extérieure. Ces
considérations impliquent que pour toutes les variables, la condition & 1la

limite intérieure est du type Neumann :
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_"L) = 0 -
(a% yeo (VI-2)

Comme le domaine de calcul évolue avec l'abscisse, la valeur exté-
rieure de la vitesse longitudinale est gardée constante et égale & sa valeur
initiale. Pour les variables de la turbulence, les valeurs & la frontiére
peuvent &tre calculées 3 partir des formes limites des équations de transport
obtenues en prenant tous les gradients transverses égaux & zéro [2] . Il

s'ensuit ainsi pour 4= les équations pour les valeurs limites de ﬁ et &£ .
Yoo

Weonct :zféff - E;at

J9c
Eext Eent
. L - .
et —5— Cer o

L'expérience montre cependant que, pour les variables de turbulence,
la transformation de ces conditions de Dirichlet évolutives en conditions de
Dirichlet 8 valeurs constantes ou méme en conditions de Neumann (par exemple

d O ) ne modifie pas de fagon significative la prédiction de 1'écoulement.

>

b-3.- Constantes du modéle

Les constantes utilis@es dans ce modéle sont données dans le tableau

(VI-1). Elles ont des valeurs standard tirées de la littérature [L4] [10].

Co | Se| % | Cey| Cer
.3

0.09{ 1.0 1 1.45 | 2.0

Tableau VI-1.— Constantes du modé&le

(écoulement 3 masse volumique constante).

C) Résultats

Une fois que les diverses conditions aux limites ont &té &tablies,

les résultats des calculs numériques sont analysés et comparés aux résultats

expérimentaux.
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C-1.— Taux de dispersion

Une caractéristique majeure d'un écoulement de jet est le taux de
dispersion, défini comme le taux avec lequel augmente une épaisseur caracté-
ristique du jet, ou le taux avec lequel diminue la vitesse sur la ligne
centrale. L'importance d'un tel paramétre est due au fait que sa valeur est
la conséquence du comportement de toutes les variables de 1'écoulement. Comme
nous 1l'avons mentionné précédemment, deux paramétres différents peuvent décrire
le taux de dispersion. Une épaisseur caractéristique du jet peut &tre définie
en prenant la distance 5Q! entre le plan de symétrie et le point ol la vitesse
est égale d la moitié de la vitesse axiale. Le paramdtre de décroissance de la
vitesse sur l'axe est défini par le carré du rapport de la vitesse axiale
initiale (), 3 la vitesse axiale locale U" » c'est—a~dire (U, /(J,,‘)z .

Les résultats concernant ces deux paramdtres sont rapportés par les figures
(VI-2) et (VI-3) et compards avec les résultats expérimentaux.
La prédiction de la croissance du jet n'est pas parfaite. D'aprds

les résultats expérimentaux le jet s'ouvre linéairement.

0 20 40 60 80 100 120 X/d

Fig. VI-2.- Croissance du jet plan.

oy — ———= — —— : exp [1]; =-——- calcul.

(incluant l'origine virtuelle prédite).



219

selon la relation
Uy, ~ 0.1 (x-x,) (VI-L)

avec Xo=-2 d tandis que le calcul numérique prédit effectivement la

linéarité de la croissance mais avec des paramétres sensiblement différents.

Yy 2 O-12 (x-20) (VI-5)

avec P, 2163. Ces résultats sont beaucoup plus proches des résultats
expérimentaux de HESKESTAD [3] qui rapportela méme origine virtuelle avec
un taux de dispersion plus proche, de l'ordre de 0.11. Selon GUTMARK et
WYGNANSKI [1], les conditions initiales de HESKESTAD sont différentes, dans
le sens que le profil de vitesse du Jjet &mergeant est plus proche de celui
d'un écoulement de tuyau et a aussi un taux de turbulence plus élevé (2 & L4 %).
Dans notre esprit, la différence entre nos prédictions et les résultats
expérimentaux est surtout due i la grossiére approximation du profil de
vitesse initiale en marche d'escaliler. Des calculs furent faits en diminuant
le niveau de turbulence jusqu'ad 0.01 % sans changer notablement le taux de
dispersion. A cause de la grande variété des taux de dispersion expérimentaux
obtenus seulement en modifiant 1légérement les conditions initiales (fil de
transition, uniformité du champ de vitesse), il semblequ'un état universel
d'équilibre ne puisse &tre atteint qu'd une distance aval relativement
importante (par exemple .x.>504). La courbe de décroissance de la vitesse

axiale (figure VI-3) montre un accord meilleur avec les résultats expérimen-

taux.
S :
U -
Urn ) //
7
/
/
' o Fig. VI-3
7 ® =D«
20. pit L Décroissance de la
//J+/// vitesse axiale du
/ jet plan.
/////
15. /,' — - —: exp [1];
* /’ -———= : calcul.
"
10. <
7/
)4
5 z
7,
P/
y
0. /

0 20 40 60 80 100 120 X/d
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La loi générale de décroissance
~N x (Vi-6)
Um

est correctement prédite avec une pente 18g@rement différente (8 %) mais

avec la méme origine virtuelle

. .
Zons . Uo ~ .190 x — -
expériences : (_G;‘) >~ O (o\ 6) (VI-T)

L
calculs : (.U.L’ ) -, 0.207'(§ - 6) (VI-8)
Un 4

C-2.- Profil de vitesse moyenne

L'accord entre le calcul et les résultats expérimentaux est trés bon.
La comparaison est faite pour une position, correspondant & ::/d_ = (03
(fig. VI-L4) mais le méme accord est obtenu & différentes positions pourwvu
que les résultats soient pris dans la partie du jet ol les profils moyens
sont en &quilibre. A cause du manque de données expérimentales, nous ne
pouvons tirer aucune conclusion au sujet de 1l'écoulement au coeur du jet.
La vitesse moyenne est normalisée par sa valeur sur la ligne centrale et la

variable d'abscisse est la distance sans dimension '7) du plan de symétrie,

telle que
Y

Fig. VI-L.- wp\\
Profil de Q\.
vitesse N
moyenne longi- 08 ‘9\
tudinale du jet U a
plan (X = 103) U \\
@ exp [1]; 06 \
——— calcul. .\

04 LN

~
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02 AT
* ®
00

04 08 12 16 20 24 Y/
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C-3.- Variables de turbulence

Dans [1] les valeurs RMS conventionnelles des trois composantes
de vitesse sont rapportées. De telles quantités ne sont pas prédites par le
présent modéle, aussi la comparaison ne peut &tre faite que pour 1'énergie

de turbulence ﬁ » la demi trace du tenseur des contraintes de Reynolds.

ﬁ_z_{,[:'-ﬁ;?—_l_‘?] (VI-10)
- ,

L'équation (VI-10) permet de calculer ﬁ a partir des valeurs
expérimentales. Les résultats sont rapportés sur la figure (VI-5) et comparés

avec les prédictions du modéle.

0.1

004 . '\

002 : : 3

0 0.4 08 12 16 20 24 Y/Yv2
Fig. VI-5.~ Distribution de 1'énergie cinétique de

turbulence a travers le jet plan (‘JZ‘ = lOG);

exp 1 4, ———— calcul.

L'accord entre les résultats expérimentaux et les calculs est
tout & fait satisfaisant. Comme le montrent les expériences, les intensités
normalisées de turbulence dans le plan central du jet atteignent leur état
d'équilibre a4 une distance approximative d'environ 30 épaisseurs de fente
de la tuyere. Ce qui signifie aussi que aprds 30 » d en aval du plan
d'émergence, la différence entre la valeur de a/U:; dans le plan central

et sa valeur aval asymptotique est inférieure & 10 % (voir figure VI-6).
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A partir des quantités de turbulence qui sont calculées dans ce

modSle de turbulence, les contraintes de cisaillement.turbulent peuvent &tre

008
52 -~
Uk /’
006 7

| e e e fo e e e e e e e e e e of
-

004 d

~d

002/

Q00
0 20 40 60 80 100 120 X/d

Fig. VI-6.- Décroissance prédite de 1'énergie cinétique

de turbulence normalisée sur la ligne centrale du jet plan.

e,

/B
L

'.
“h

0008 \
| | .
’ \
0004 \

0000 :QQ>
0 04 08 12 16 20 24 Y'Yz

Fig. VI-T.- Distribution des contraintes de Reynolds

a travers le jet plan (%‘_-_-]o‘); —— exp [1], —- calcul.
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évaluées avec l'approximation de Boussinesq (pour un écoulement de type
couche limite) :

—uwuv = Ve -‘2-% (VI-II)

dans laquelle \)t = C) &2/5 , &£ est le taux de dissipation de % . La
valeur de la constante Cp est donnée dans le tableau (VI-1). L'équation
(VI-II) permet donc une comparaison entre les contraintes de Reynolds calculées
et mesurées. La prédiction est correcte excepté dans la partie intermittente

de 1'écoulement ol le frottement turbulent est légérement surestimé par le

modéle &- £ .

VI-1-2.- Modele Q- g pour 2coulement a masse volumique variable.

Les variations de masse volumique sont la conségquence du mélange
de gaz ayant des masses moléculaires treés différentes, méme dans des écoule-
ments 8 vitesse modérée. Des expériences correspondant i ce type d'écoulement
furent rapportées en 1972 par ROSHKO [5] et en 1973 avec plus de détails par
REBOLLO [6].

A) Configuration expérimentale

Le type d'écoulement couvert par les expériences est un écoulement
plan de cisaillement sous forme de couche de mélange. Deux gaz, ayant des
masses volumiques différentes aux mémes conditions de pression et de tempé-
rature s'écoulent avec des vitesses paralldles de chaque cdté d'une mince
plaque plane. Ainsi les deux composants se mélange nt dans la couche de
cisajillement qui se développe en aval de la plaque de séparation. A cause
des masses volumiques différentes des courants émergeants, des fluctuations
dans la masse volumique du mélange sont présentes dans l'écoulement cisaillé.
Les expériences de REBOLLO [6] concernent le mélange d'hélium et d'azote &
une pression p = L atm. Les vitesses et masses volumiques des &coulements

de gaz pur donnent les valeurs limites (fig. VI-2).

Helium { fE 0, 69 %%/'m;
L Ue
Azote ( f&

Uz

0.9 m/n
.12 m [»

b
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Pour ces courants, les nombres de Reynolds respectifs par unité

de longueur sont alors

ve = 3600 vm (Helium)

Rep = 12000 om (Azote)

De plus 1l'écoulement satisfait la condition d'équilibre

T

Dans sa th&se, REBOLLO [6] a considéré deux configurations différentes
d'écoulement. Tout d'abord, le gradient de pression longitudinal est égal 3
zéro. Ce qui signifie que les valeurs limites de la vitesse sont constantes.

Le second correspond & un gradient de pression positif. Pour un &coulement
en équilibre [6], le gradient de pression est caractérisé par la constance

du paramétre de Falkner-Skan & , défini par

L= X oV (VI-14)
v %

Deux valeurs différentes de K sont considérées, correspondant

respectivement 3 des gradients de pression positif et nul.

COUCHE DE MELANGE

U
HELUM Uy Se ]
AZOTE U, €, N
PARAMETRE DE FALKNER-SKAN of
weX. dY
U d

Fig. VI-8.- Configuration de 1l'&coulement de couche

de mélange & masse volumique variable.
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B) Traitement numérique

En addition aux équations utilisées dans le cas précédent, il est
nécessaire de résoudre les &quations de transport pour la fraction massique
et les fluctuations de masse volumique afin de décrire correctement le

processus de mélange avec ou sans gradient de pression.

B-1.- Conditions initiales

Des conditions initiales doivent &tre données pour toutes les &qua-
tions de transport. De chaque cOté de la plaque de séparation le profil de
vitesse est & niveau constant et & la valeur nominale excepté au voisinage
de la plaque de séparation ol des profils de couches limites laminaires sont
supposés de chaque cbté. L'épaisseur de ces couches limites fut estimée par
rapport au nombre de Reynolds par unité de longueur reportés dans [6]. Soixante
points sont utilisés pour décrire 1'écoulement dans la direction normale et
leur distribution est plus serrée dans les zones & fort gradient. Puisque la
procédure numérique ne tolére pas de vitesse moyenne longitudinale négative
ou nulle, nous avons supposé, au bord de fuite de la plaque de séparation,
une vitesse égale au centidme de la vitesse nominale du flux d'azote. L'énergie
cinétique de turbulence initiale, suivant la direction normale & 1'&coulement
est, comme son taux de dissipation, constante et trés faible, de telle fagon
que la viscosité tourbillonnaire soit au maximum, de l'ordre de la viscosité
laminaire ( Az &. '65 w.ST ). De méme que pour le cas précédent, nous avons
pu observer des résultats inchangés avec une viscosité tourbillonnaire initiale

comprise dans le domaine.

16°& pog 216" (vI-15)

La fraction massique moyenne est une fonction &chelon au bord de
) ~
fuite de la plaque, ( CI: =z 4 dans le flux d'azote, C’; = O dans le
courant d'Helium). Les corrélations de densités partielles sont initialement

constantes et égales a zéro.

B-2.~ Conditions aux limites

Deux cas différents sont possibles.
a) Azo ,

Les conditions aux limites pour 1l'&quation de 'quantité de mouvement sont de

le gradient de pression longitudinal est €gal & zéro.

type Dirichlet et les valeurs sont gardées constantes le long des bords de la

couche de mélange. Evidemment, 1l'équation de fraction massique exige des
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conditions aux limites identiques puisque les frontiéres du domaine de calcul
évoluent avec les limites de la couche de mélange et restent en moyenne dans
des zones ou le fluide est homogéne. Toutes les quantités d'ordre supérieur

telles que & , & , Qgy ont des conditions aux limites du type Neumann.

o -
(3—‘3 )‘3= B, Ye =

L'expérience a montré a nouveau que l'utilisation de conditions de
Dirichlet telles qu'elles ont été décrites précédemment ne modifie pas les

résultats de facon significative.

D) A = - 0.19. Le paramdtre de FALKNER-SKAN o est supposé constant
pour produire des profils semblables dans la couche de mélange. Toutefois il
n'est pas possible d'envisager un tel critére dans la région de la couche de
cisaillement qui est proche de l'origine parce que la condition d=z e implique—
rait que le gradient de pression tend vers l'infini quand 2 tend vers zéro.
Pour supprimer cette condition irréaliste, le gradient de pression dans le
domaine proche du bord de fuite ( O £ > & 2,5 om) est déerit par un
polyndme dont la valeur est nulle & l'origine ( & =0) et qui rejoint la
valeur théorigque ainsi que sa dérivée pour == Z'S'un. Les valeurs limites
de la vitesse sont calculées en fonction de f)P/az_ et des valeurs initiales.
Les conditions aux limites pour les autres variables sont identiques & celles

décrites précédemment pour A= O

B-3.- Constantes

Le tableau II donne les valeurs des constantes quli sont utilisées
dans ce mod&le. Les cing constantes qui furent wutilisées dans le cas d'écou-
lements 3 masse volumique constante restent inchangées. Une propriété de ce
modSle est que, en l'absence de gradient de pression ( £ =0 ) les corrélations
de masses volumiques partielles ne peuvent pas influencer les deux équations
de turbulence (ﬁ-i). Donc, entre le cas isovolume et ce cas dans lequel la
masse volumique peut varier, une seule nouvelle constante est introduite,

qui est susceptible de modifier le profil de vitesse moyenne. Cette constante

QZI est le nombre de Schmidt turbulent associé & la variable Cy - 1a
valeur de 0:_: est obtenue par comparaison des profils de pressions dyna-—

miques mesurée et calculée. En méme temps les constantes qu et Cqq sont
ajustées pour représenter de facon correcte les fluctuations de masse volumique.

Pour &% 0 les &quations de la turbulence sont couplées avec les équations de
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Gks par 1'intermédiaire des termes de gradient de pression. Donc, une fois
que la constante 025 est fixée dans le cas précédent (k= © ), ce cas est
utile pour vérifier la validité des équations pour les fluctuations de masse
volumique et permet de fixer la valeur des constantes qui apparaissent dans

les termes de gradient de pression [T].

€<1.ﬂ 2 Tg = 1.0 o - & = 1.3
Cpy = © g, = LGS
cpy = 06 Cgg =2.0
e,cI - Qrr Tp = 0.26 Ceq = O
Cqu = 3.0 Ceq =04
Coqp = ©6 Cer = O.
QC( - < Q_C: - 0.26 ﬁll\

irL'L t/Q

Tableau VI-2.- Constantes du modéle & -8

pour écoulement & masse volumique variable.

On notera au passage que les termes pression-divergence ne sont pris
en compte ni dans 1'équation de 9. ni dans celle de & ; ces termes étant
tout—-8-fait négligeables dans le cas de mélange isovolume ainsi que 1l'a montré
KUZNETSOV [8]. De plus, les corrélations vitesse-masse volumique ne sont pas
déterminées par résolution d'équations différentielles ni par des approxima-—
tions faisant intervenir les fluctuations de température (loi de comportement
polytropique), mais par une forme simplifiée faisant intervenir les fluctuations

de masse volumique [9].

—'f’u" = CP" J_f—’-z. ﬁ

Les termes nécessaires au traitement de la proximité d'une paroi

solide étant bien entendu écartés.
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C) Résultats

0-1.- Taux de dispersion

Comme dans le cas du jet, un paramdtre important décrivant le
développement global de cette couche de mélange est le taux de dispersion.
Pour la comparaison avec les résultats expérimentaux, 1'épaisseur caracté-
ristique Sc est définie par le profil de vitesse. Soit Buw , la différence
de vitesse entre les deux courants de gaz pur Au: J -Uz . S" est la
distance entre les points correspondant & UI +0.2 Du et UI +0.9 Da

Les valeurs suivantes furent obtenues pour le taux de dispersion

d s‘ (figure VI-9).
2%

(N —_— expériences
dsc ? v
'a; = ~< 0.0%5 —_— calcul
A=-0.1¥%

—_— expériences
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Fig. VI.9.— Taux de dispersion de la couche de mélange.

= 0.0 : s —— exp.[6], —— calcul
=-0.18 : 0, — -—— exp.[6], calcul.
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L'accord est satisfaisant dans le cas du gradient de pression nul
mais pour A= -O.w,la courbe calculée est au-dessus des valeurs expérimen-
tales tandis que sa pente est trés bien prédite. La raison de cette différence
est probablement le manque d'information au sujet du profil de vitesse initiale
et de la distribution du gradient de pression dans le voisinage de la plaque
de séparation. Des calculs furent faits avec différentes longueurs d'extra-
polation pour le gradient de pression. Des polynomes du troisidme et du qua-
triéme ordre furent également utilisés mais aucune dé ces tentatives n'améliora
la qualité de la prédiction de fagon significative, tout au moins en ce qui
concerne la position de l'origine virtuelle de 1l'é&coulement.

En accord avec les résultats expérimentaux, des profils d'équilibre
sont prédits avec les conditions décrites dans (VI-13) et (VI-14). La simi-
litude des profils devient correcte 8 5 cm environ en aval du bord de fuite
de la plague. Nous verrons, dans la partie concernant la couche de cisaille-
ment compressible, gquelques résultats supplémentaires concernant ce taux de

dispersion.

¢-2.- Profil de masse volumique

La figure (VI-10) montre la différence entre les masses volumiques
calculées et mesurées & X = 5.08 cm. Une caractéristique majeure de cet

écoulement est la partie plane de la courbe situfe du coté de la masse volu—

70
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Fig. VI-10 .- Masse volumique moyenne & X = 5.08 cm

A

0, a exp. [6]1 , —- calcul.
-0.18, 0 exp. [61, calcul.
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mique la plus petite qui est due au terme de diffusion de 1'équation de
fraction massique. Sur toutes les courbes de profils moyens (exceptée la
vitesse) une caractéristique analogue sera observée. Sur les figures suivantes,
les deux cas A=0.0 et £=~0. ¥ seront rapportés ensemble pour mettre

en &vidence 1'influence importante du gradient de pression.

C-3.- Profil de pression dynamigue

Pour comparer correctement les résultats numériques et expérimentaux,
nous supposons que la pression dynamique mesurée est ('fU‘) parce qu'elle est
obtenue avec une sonde de type pitot. Des définitions de la moyenne pondérée

par la masse volumigue, il résulte que

T A L (VI-16)
PU = PU™ + fu

A ce niveau de fermeture, les composantes normales du tenseur des
contraintes de Reynolds ne sont pas connues. Donc &?i peut &tre approximée
seulement comme une fraction de 1'énergie de turbulence. L'hypothése d'une
turbulence isotrope améne donc :L“: %’-R’ce qui signifie que la correction
qui apparait dans 1'équation (16) est de 1l'ordre de 2 % du terme principal.
L'estimation du nombre de Schmidt turbulent q:z est obtenue par la compa-
raison des résultats expérimentaux avec les calculs de pression dynamique,
parce que cette quantité combine a8 la fois les effets de masse volumique
{(donc de fraction massique) avec les effets de quantité de mouvement. Ce test
doit &tre effectud avec o= © , car ainsi les fluctuations de masse volumique
n'influencent pas les processus de diffusion turbulente par le biais des termes
de gradient de pression qui sont présents dans les équations pour ﬁ et & .
Aprés un grand nombre de calculs, la valeur de 0,26 est retenue pour fournir
le meilleur accord avec les résultats expérimentaux de REBOLLO [6]

(voir fig. VI-11). Cette valeur étonnament faible s'accordetres bien avec la
valeur donnée par Rebollo, provenant d'une analyse de similitude. Dans des
calculs d'écoulements réactifs turbulents, ELGOBASHI [10] donne une valeur

de 0,6 pour le nombre de Schmidt turbulent associé & la fraction de mélange
(mixture fraction) avec un niveau semblable de fluctuations de masse volumique.
Une conséquence importante de la différence de masses volumiques des deux
constituants du mélange est la forme particulidre du profil de pression dyna-—
mique avec un minimum correspondant au sillage de la plaque séparatrice et
également un maximum dl & des taux de diffusion différents pour la quantité

de mouvement et la fraction massique, ces taux seraient identiques si 1;l=11.
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Fig. VI-11.- Pression dynamique & x =5.00um,
(Méme symboles que sur la figure VI-10).

Pour montrer 1'influence du nombre de Schmidt qzl sur le développement de

ce maximum, différentes valeurs de 021 furent utilisées pour les deux cas

de gradient de pression. Les résultats rapportés sur la figure (VI-12) montrent

-_™t
tU o= 0.00 : , x=-0.18
§.Ue ,\ :
3 " /
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Fig. VI-12.- Influence du nombre de Schmidt turbulent

sur le profil de pression dynamique & X = 5,08 cm.
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pour A = 0.0 wne relation simple entre G:: et la croissance du maximum
(ou la décroissance du minimum), tandis que pour le cas du gradient de
pression positif (A,:..O.IV) la relation semble plus complexe. Ceci est du
au couplage des équations de turbulence avec les fluctuations de masse volu-—
mique (donc 3 la diffusion massique) par le gradient de pression.

Pour qzxg 4 le profil de pression dynamique montre seulement
un minimum qui correspond au sillage de la plaque de séparation. Puis avec
des valeurs décroissantes de g ce minimum est accentué et le maximum
apparait sur le c6té basse vitesse de la couche de mélange et s'accroit au

fur et 3 mesure que G;r_ diminue. Cette tendance est observée dans les deux

g
~ T T T
SC| = 0.10
. SCr = 0.20
ALPHA= 0.0 & = 0l
- « U oGt = 0.40
g SGr = 0.%0
el . SG = 1.00 -
EXP.
o KL e e 1ot
pwTy —ol.m -o{m Y /43 n'm 1%
: 3/ ‘

g
~ T T T
: SCe = 0.27
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Blapke v = Q.
ALPHA=-0.18 36 = 050
g ’ SGr = Q.60
AL : . SG = 0.75 4
- : - S = 1.CO
. ¥ EXP.
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2 ﬁ\ i
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o , . . ) . " xnercien s 0t
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Fig. VI-13.- Influence du nombre de Schmidt turbulent
selon 1l'analyse de REBOLLO [6].
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et o= - 0.1 . Dans 1la figure (VI-13) qui est extraite de la thése

cas dzO.
02; dans le

de REBOLLO, le méme processus est montré pour des valeurs de
méme intervalle que celui préconisé par les calculs. Toutefois deux remarques

sont nécessaires :
a) L'analyse de REBOLLO ne prédit pas trés bien la largeur totale du profil

de pression dynamique (en particulier le cOté haute vitesse ne correspond pas

aux mesures).
b) Les effets des fluctuations de masse volumique ne sont pas présents dans

cette analyse. Ce qui explique l'absence de superposition des courbes pour

différentes valeurs de Tc; .

C-4.- Fluctuations de masse volumigue
Le résultat des prédictions de fluctuations est montré dans la figure

(VI-14).
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Fig. VI-1Lk.- Fluctuations de masse volumique & X= 5,08 cm.

(méme symboles que sur la figure 10).

Les profils mesurds et calculés ont une forme particuliére avec
un plateau qui indique que les fluctuations de masse volumique sont fortement

présentes dans toute la zone de mélange et tout particuliérement 2 1'endroit
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du maximum de pression dynamique.

C-5.- Vitesse moyenne

La vitesse moyenne n'a pas été mesurde directement dans le travail
expérimental de REBOLLO. Toutefois elle peut &tre calculée & partir des

mesures de pression dynamique et de masse volumique.

0.4

0.2

00

T 0.0lm—Y

Fig. VI-15.- Vitesse moyenne & °C= 5.08 cm.
A=0.0 ... exp. [6], ——— calcul
£:__0J9—“-m@.[@ R calcul.

La solution de 1'équation de transport de quantité de mouvement
donne la moyenne pondérée de la vitesse.
[ |
T - W Pu (VI-17)

a—

f

A ce niveau de fermeture, la corrélation vitesse-masse volumique

n'est pas connue. Toutefois il est réaliste de supposer que cette quantité

est petite comparée i la vitesse moyenne. Une évaluation possible de cette
différence consiste 3 supposer que la turbulence est isotrope et & utiliser
1'inégalité de SCHWARZ

-
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(F'u')z < ?—T{ w

La valeur de cette borne supérieure confirme effectivement que ce
terme peut &tre négligé devant la variable moyenne. Les différentes courbes
de vitesse sont montrées dans la figure (VI-15) et montrent un accord treés

satisfaisant.

¢—-6.- Contraintes de frottement turbulent

Comme pour la vitesse moyenne, la comparaison entre les contraintes
issues des mesures et celles issues du calcul nécessite quelques précautions,
dues 8 la différence entre les deux sortes de mojenne concernées. La figure
(VI-16) montre que les valeurs calculées sont sensiblement plus petites que
les valeurs expérimentales. Néanmoins, les principales caractéristiques des
courbes sont bien prédites. Pour A = -0.18 la courbe de vitesse moyenne

montre de légers dépassements avant d'atteindre les valeurs limites (fig. VI-15),
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0000
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Fig. VI-16.- Contraintes de frottement turbulent & 2= 5.08 cm.
(mémes symboles que la figure VI-15).
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ce qui est tout & fait en accord avec le comportement asymptotique qui a &té
montré par REBOLLO [6]. Par conséquent, les contraintes de Reynolds montrent
une 1égdre dépression du cSté de faible vitesse. Cette dépression n'apparalt

pas du c8té & vitesse élevée, ce qui est imputable & la sous-estimation du

niveau des fluctuations de masse volumique.

VI-1-3.- Modete WR-£ modifie pour coulement & masse volumique
variable.

Ce moddle n'est qu'une extension du premier. La principale différence
est que l'approximation de transport par gradient est supposée valable pour
la moyenne au sens de Reynolds uniquement, et ne peut pas 8tre transposée

directement au formalisme de FAVRE. Il s'ensuit que :
A (VvI-18)

Cette approximation introduit de nouveaux termes sources dans les
équations modélisées. Ce modéle est testé &galement pour la prédiction de
1'écoulement étudié par REBOLLO et les résultats sont comparés en méme temps

a ceux du modéle précédent.

A) Constantes du modéle

Les constantes qui sont utilisées dans ce mod€le ont des valeurs
identiques & celles utilis&es précédemment. Toutefols la nouvelle forme de
1'approximation de transport introduit une constante G? . On pourrait
s'attendre 4 ce que UF prenne une valeur proche de celles de G'cl ou G:Q
mais en fait, aprds qu'une grande variété de valeurs aient &été testées,

des résultats satisfaisants furent obtenus avec

O—Y: 1’.3

Le choix de cette valeur provient seulement d'une optimisation numé-
rique. Il est probable que 1'universalité ne doive pas étre attendue de cette
constante et que sa valeur soit rattachée de facon plus ou moins simple & des
paramétres propres de 1l'écoulement, comme par exemple le rapport des masses

moléculaires des deux constituants.
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B) Résultats

Les figures (VI-17), (VI-18) et (VI-19) montrent les résultats
concernant la masse volumique moyenne, la pression dynamique et les fluctua-

tions de masse volumique.
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Fig. VI-17.- Masse volumique moyenne a 2C = 5,08 cm.

A=O ; O exp. [6] , —- ?A-i ; — R-& modifié.

La prédiction de la masse volumique moyenne est meilleure au bord
de la zone de mélange & masse volumique élevée, mais on observe encore le
méme gradient trés fort, ce quli est probablement une conséquence de 1'appro-
ximation de transport par gradient elle-méme, quand elle est utilisée pour
décrire une région de grande intermittence, plutdt que les implications des
fluctuations de masse volumique. La prédiction de la pression dynamique est
réellement meilleure quoique la remarque ci-dessus soit encore valable. Sur
la figure (VI-18), nous pouvons remarquer que le terme additif de 1'équation

de fraction massique agit pour renforcer l'effet du nombre de Schmidt turbulent
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différent de 1'unité. Les extrema sont renforcés et la largeur totale de la

zone de mélange correspond mieux aux résultats expérimentaux.
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Fig. VI-18.- Pression dynamique a4 2= 5.08
(mémes symboles que la fig. VI-1T7).

Le maximum des fluctuations de masse volumique est diminué d'environ
20 % par rapport aux prédictions du premier moddle, et s'est déplacé vers
le c6té 3 masse volumique &levée (Fig. VI-19). Ceci est 4l aussi au fait que
le transport diffusif de fraction massique s'étend sur une zone plus large,
la valeur maximum des fluctuations de masse volumique correspond a& 1l'endroit
ol est situé le maximum du gradient de masse volumique dans le domaine de
1'écoulement.

Une autre approche a été suivie par SAETRAN [11] pour améliorer
l'approximation de transport par gradient. Ce travail est basé sur une
suggestion de BRADSHAW [12] pour approximer la diffusion turbulente d'un
scalaire. L'hypothése émise par SAETRAN est de la forme

- rd -~ l
PO 2t EF (R (=19
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Fig. VI-19.— Fluctuations de masse volumique & = 5.08 cm.

(mémes symboles que la fig. VI-17).

et les résultats sont alors en bon accord avec les données expérimentales.
I1 faut néanmoins souligner que dans ce travail, les deux principales
constantes de 1'équation de dissipation (C;, ,Ceg)n'ont pas des valeurs
standard qui pourraient 8tre utilisées pour le calcul d'écoulements a masse
volumique constante. Une derniére comparaison est faite avec les contraintes
de Reynolds. La figure (VI-20) montre que la prédiction a la méme qualité
que celle du mod&le précédent, toutefois le maximum est inférieur d'environ
10 %.
L'hypothdse que nous avons faite pour exprimer les termes de diffu-

sion turbulente (€q. VI-18) fut également utilisée pour le cas de gradient
O.lFQLes résultats sont rapportés dans les figures

-

de pression positif (K = -

(vi-21) a (vIi-23).
La propriété majeure de 1l'approximation est de renforcer le transport

diffusif de masse. Ceci est montré sur le profil de masse volumique (fig. VI-21)

par une diminution plus forte de la masse volumique & partir de la zone dense

de la couche de mélange.
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Fig. VI-20.- Frottement turbulent & X = 5.08 cm.
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Fig. VI-21.- Masse volumique moyenne & X = 5.08 cm.

Ad=-0.49; O exp. [6], —— R-¢ , — B- ¢ moairié.
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Pig. VI-22.- Pression dynamique &
(mémes symboles que la figure VI-21).

2¢ = 5.08 cm.

Sur la figure (VI-22) la méme tendance peut &tre observée en méme

temps qu'un renforcement de maximum qui est un critdre de différence des taux

de diffusion de la masse et de la quantité de mouvement.
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Fig. VI-23.- Fluctuations de masse volumique & % = 5.08 cm.

d=- 0.18 (mémes symboles que la fig. vI-21).
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Ce fait peut également &tre remarqué sur les figures (VI-23) et
(VI-2Lh) oll une forte différence apparait sur le cdté dense du profil des

fluctuations de masse volumique tandis qu'un tel défaut n'apparait pas
modéles

dans la prédiction des contraintes de cisaillement turbulent.

Nous pouvons finalement observer que les prédictions des deux

Qi- € sont équivalentes pour les contraintes de Reynolds.

0.020

!\
\
\
AW
0008 R
\\ ‘
. 0.004 |
\ '..\...'.
0.000|___ N
T — T
0.004 '

0.0lm—Y
Fig. VI—2h.— Frottement turbulent & Z = 5.08 cm.
&:—0- ‘9 5 exp. [6], —————
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VI-1-4.- Modege RSE - pour ecoulement a masse volumique condtante

A la suite des mod&les 3 deux équations, une fermeture au second
ordre (RSE) est utilisée pour la prédiction du mélange turbulent. Une

premiére &tape nécessaire avant d'aborder le calcul d'écoulements & masse

volumique variable est de vérifier le modéle avec des données expérimentales

3 masse volumique constante. Le premier cas test choisi est la couche de
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cisaillement bidimensionnelle qui fut étudiée par WYGNANSKI et FIEDLER [13]
Un intérét majeur pour ce test est de vérifier que les constantes de 1'é&quation
de dissipation sont identiques 3 celles utilisées précédemment, et €galement

de tester les nouvelles constantes sur un écoulement simple.

A) Configuration expérimentale

La couche de cisaillement est produite par un jet d'air émergeant
d'une tuydre rectangulaire. Le jet se mélange sur 1l'une de ses frontiéres

avec 1'air environnant qui est au repos (fig. VI-25).

LLLL S LLLL LSS L L LLL

\\\\\\\§

Fig. VI-25.- Configuration expérimentale de la couche

de cisaillement plane [13].

La vitesse de sortie est de 12 m/s et le niveau de turbulence est
inférieur & 0,1 %. Pour une comparaison avec les résultats numériques du
modéle RSE on dispose des quantités suivantes

~ vitesse longitudinale moyenne,

. ]
- composantes normales du tenseur des contraintes de Reynolds W =,
I t
't ., W't

- contrainte de cisaillement turbulent
Cette expérience est choilsie parce que la couche de cisaillement
est 18gdrement plus complexe que le jet 3 cause de la présence de conditions

de Dirichlet pour la vitesse sur les deux frontidres du domaine &tudié.
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B) Traitement numérigue

Six équations de transport sont résolues
- quantité de mouvement,
. N3 Tt K oW
- contraintes de Reynolds W , U~ W . uv .

- dissipation de l'&nergie de turbulence.

Des conditions initiales et aux limites doivent €tre spécifiées pour

chacune de ces quantités.

B-1.- Conditions initilales

La vitesse est supposée constante au travers de 1'écoulement de jet
initial, excepté au voisinage de la paroi inférieure ol un profil de couche
limite turbulente de plaque plane est utilisé. Expérimentalement, un fil
est utilisé pour provoquer la transition. Donc, & un bord de la couche
initiale de cisaillement, la vitesse est constante et égale & 12 m/s. Une
valeur constante, positive mais petite est assignée 4 1'autre bord. Le
niveau de turbulence dans la partie externe est égal a4 0,1 % et 1l'énergie
est répartie entre les composantes normales du tenseur de Reynolds, en
supposant que la turbulence est initialement isotrope. Puis la dissipation &
est calculée & partir de 3, , de facon i produire une viscosité turbulente

égale 4 la viscosité laminaire, suivant la relation :

|8
IR

Me = Cp 3 (VI-20)

Enfin la distribution du cisaillement turbulent est donnée par la
formule

———
o \ []

o
f w Me °"6’ (VI-21)

B-2.- Conditions aux limites

La vitesse longitudinale garde des valeurs constantes aux deux bords
de la zone de cisaillement. Pour les éguations du modéle de turbulence, la
situation n'est pas aussi simple. L'utilisation des formes tronguées des
équations de transport telles qu'elles ont été suggérées par JONES et LAUNDER

[2] produit des profils de vitesse tout & fait irréalistes. Une condition plus
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simple, telle que celle qui consiste & conserver des valeurs constantes,
égales aux valeurs initiales a le méme effet néfaste. Des résultats réalistes
ne purent &tre obtenus qu'en imposant des conditions sur les dérivées plutdt
que sur les variables (condition de Neumann) tant pour les contraintes de
Reynolds que pour le taux de dissipation. C'est un résultat trés marquant
par rapport aux calculs ﬁ-i pour lesquels la fagcon avec laquelle les

conditions aux limites &talent spécifiées n'avait que peu d'importance.

B-3.- Constantes du modéle

Par rapport & la version premidre du modéle %-5 pour écoulements
3 masse volumique constante, deux constantes supplémentaires sont nécessaires
maintenant. A la place des nombres de Prandtl turbulents pour e« et & ,
les termes de diffusion comportent les constantes € et CZ . Les termes de
production/dissipation sont mod€lisés & nouveau avec &, et C¢e - Les
deux nouvelles constantes sont € et C, oL sont issues de la modélisation
du terme pression-déformation. Les valeurs sont résumées dans le tableau

(vI-3).

= 4 S S Cu S

0.11 1.5 0.4 0.13 1.4 2.1

Tableau VI-3.— Constantes du modéle RSE

pour &coulements 3 masse volumique constante.

Initialement, toutes les constantes furent tirées de la littérature
[14] mais en fonction de notre expérience préalable avec le modéle e).-Z,
et des résultats expérimentaux [13] les valeurs de &g, et C4, ont été
1égérement modifiées. Ces nouvelles valeurs sont valables aussi pour les

€coulements 3 masse volumique variable.

C) Résultats

Aucune comparaison n'a pu etre faite pour le taux de dispersion
parce qu'aucune épaisseur caractéristique n'est définie expérimentalement.
Seulement vitesse longitudinale moyenne et contraintes de Reynolds seront
donc considérés. L'ensemble de ces résultats est regroupé sur les figures

(VI-26) & (VI-28). La coordonnée ‘7 est une variable sans dimension définie
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par Y- Y

7= =

. 7 - . - - -
ou Y4g correpond au point ou la vitesse est moitié de la vitesse extérieure

et 9¢ la coordonnée longitudinale. La vitesse moyenne est correctement
prédite excepté sur les bords ou de petites différences peuvent &tre observées.
Le défaut du cOté basse vitesse provient de la vitesse non nulle qui est
maintenue constante tout le long de 1'écoulement (condition de Dirichlet).
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Fig. VI-26.- Profil de vitesse moyenne dans la couche de

cisaillement & X = 50.29 ecm; Q exp. [13] , —— calcul.

En fait la valeur minimale qui est utilisée est 0.2 m/s tandis que
la vitesse est 12 m/s sur 1l'autre frontidre. Les calculs n'ont pas pu &tre
faits avec des valeurs inférieures & 0.2 m/s. Cela est d{ au calcul initial
de la coordonnée transverse transformée W , qui est relié 3 la fonction de
courant. Des valeurs de W trop petites créent de trop grands espacements
des points et perturbent fortement le calcul aux différences finies. Cette
valeur de 0.2 m/s doit donc &tre considérée comme un minimum (numérique)
tolérable pour la frontifre 3 faible vitesse de ce cas-test. La différence
du c6té haute-vitesse a probablement aussi une distribution mal adaptée
des points de maillage comme origine, mais ce n'est pas aussi clair que pour
la frontiére & basse vitesse. Comme cela est montré sur les figures (VI-27)
et (VI-28) la prédiction des contraintes de Reynolds n'est pas trés satis-

faisante également.
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Fig. VI-27.- Distribution du frottement turbulent
3 % =50.29 cm (mémes symboles que sur la figure VI-26).

Correspondant aux tendances observées sur les profils de vitesse

, le frottement turbulent et les contraintes normales sont surestimés

basse vitesse tandis qu'ils sont sous—estimés de 1l'autre cOté. Le

point le plus surprenant est toutefois le manque de diffusion du cGté &

vitesse
peut &tre donnée.
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Fig. VI-28.- Distribution des contraintes de Reynolds
a % =50.29 cm.
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Fig. VI-29.- Résultats de LAUNDER, REECE et RODI [15]

A titre de comparaison également,les résultats obtenus par LAUNDER
et al, [15] sont montrés sur la figure (VI-29) pour des configurations d'écou-
lements similaires, qui affichent les mémes caractéristiques gque nos calculs.
C'est ce qui nous fait penser que le probléme est probablement la particula-
rité de ce type d'écoulement qui est toujours accompagné d'une importante
zone de recirculation du cdté basse vitesse. Une telle recirculation semble
violer les hypoth&ses de conditions aux limites telles qu'elles sont traitées
dans cette méthode numérique, 3 savoir vitesse constante et faible entraine-

ment .
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VI-1-5.- Fermetwre au second ondre pour Ecoulement a masse volumique

varliable

A) Configurations expérimentales

Deux travaux expérimentaux différents furent examinés pour la valida-
tion de ce moddle : d'une part les résultats de REBOLLO [61, qui ont dé&ja
été utilisés pour les calculs avec le modéle ﬁ-i , d'autre part les
travaux de BROWN [16]. Dans cette dernidre référence 1l'accent est mis sur
1'influence du rapport des vitesses des courants avant confluence. Deux
mélanges sont étudiés : air-air et freon 12-air. Le rapport des masses
volumiques est alors 1 ou 4 et le rapport des vitesses est 0,0.3 ou 0.6 dans
le premier cas et 0.3 ou 0.6 dans le second cas. Dans tous les cas le flux
d'air est le plus rapide et a une vitesse &gale & 14 m/s. Toutes les couches
limites au bord de fuite de la plaque de séparation sont laminaires et le
niveau de turbulence extérieure est trés faible [( %’-‘—s) < 1% ]
Différentes techniques expérimentales ont été utilisé:é dans ces expériences
pour fournir une large gamme d'information au sujet de quantités turbulentes
telles que contraintes de Reynolds, fluctuations de masse volumique, fluctua-
tions de concentration, corrélations vitesse-masse volumique, flux turbulents

etc...

B) Traitement numérique

Pour obtenir une quantité maximale d'information au sujet des champs
turbulents, la fermeture compldte au second ordre telle qu'elle a &té décrite

au Chapitre III est utilisée.

B-1.— Conditions initiales

Les profils de vitesse initiaux sont des profils de Blasius et
s'accordent avec les épaisseurs de couche limite données par les résultats
expérimentaux. Les contraintes de Reynolds normales sont supposées &gales
(turbulence isotrope) et choisies de telle fagon que 1'énergie cinétique de
turbulence reste en decd de la valeur limite rapportée par les expérimenta-
teurs. Le frottement turbulent est assigné a zéro ainsi que toutes les autres
corrélations turbulentes. Le taux de dissipation est déterminé de facon &
produire une viscosité turbulente équivalente 3 la viscosité laminaire, selon

la formule désormais classique (VI-1).
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B~2.- Conditions aux limites

Les conditions aux limites sont du type Dirichlet pour les variables
primitives telles que la vitesse ou la concentration et du type Neumann
(gradient nul) pour tous les moments du second ordre. Quand le gradient de
pression longitudinal est différent de z8ro, il doit &tre prescrit analyti-
quement ainsi que les valeurs externes de la vitesse. Le gradieﬁt de pression
transverse ne peut pas &tre prescrit mais seulement approximé par une forme

réduite de 1'équation de quantité de mouvement transverse :

Sy~ oy

Le systdme d'équations différentielles pour les corrélations triples

3F . _ 9 (FU”'T;') (VI-22)

est résolu i chaque position longitudinale par un schéma simple de différences

centrées plutdt qu'algébriquement (voir référence [171).

B-3.— Constantes

L'ensemble des constantes qui sont utilisées dans ce modéle de

turbulence est résumé dans le tableau (VI-L).

C 0.l C, 0,5 C, 0.9 Ce3 ~1,0
¢ o.13 Ce, 14 2 2! Ceq 2.0
S 0.1} Coc 1o Coz 4.0 Cupp | 1.0

6
Cq 0. Cat 30 I Cen 0.6 Ce 0.5

Tableau VI-4.- Valeurs des constantes de modé&lisation.
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C) Résultats

C-1.- Influence du rapport des vitesses respectives des courants

des constituants

Les principaux résultats de la comparaison avec les résultats
expérimentaux de BROWN [16] sont regroupés dans le tableau (VI-5) pour
les trois différents rapports de vitesses (0.0, 0.3 et 0.6) et les deux
combinaisons de gaz (air-air et Freon 12-air). D'une facon globale, 1'accord
entre les résultats numériques et expérimentaux est trés satisfaisant excepté

sur les points suivants.

a) Position de 1l'origine virtuelle

Deux mécanismes différents déterminent la position de l'origine
virtuelle. D'une part le taux d'expansion de la couche de mélange, qui est
correctement décrit par le calcul, d'autre part les mécanismes de transition
qui prennent place entre les couches limites laminaires attachées a la plaque

de séparation et la couche de mélange turbulente libre qui se développe en

[} { [ )
¢ T Urms Viras ~joduwo> va'
4 dv aAv Aur
air-air ‘
exp 0.00 11.97 0.150 - - -
cale 11.30 0.192 0.125 0.131 0.548
BU
LILLE
exp 0.30 23.34 0.165 0.125 « 0.105 0.509
calc 21.22 0.184 0.120 0.120 0.545
exp 0.60 39.27 0.195 0.165 0.162 0.503
calc 40.37 0.184 0.120 0.120 0.542
F12-air
exp 0.30 21.86 0.175 0.125 0.112 0.512
calc 25.67 0.181 0.113 0.112 0.548
exp 0.60 23.76 0.168 0.195 0.180 0.549
calc 54.95 0.198 0.126 0.132 0.532

Fig. VI-29.- Résultats de LAUNDER, REECE et RODI [15].
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aval. Il est siir que le second mécanisme ne peut en aucun cas &tre prédit
par une méthode basée sur des équations moyennéespar une méthode basée sur
des équations moyennées dans le temps. Quoique le calcul montre une zone
qui a certaines des caractéristiques communes & une zone de transition, il
n'y a aucune raison de relier les deux mécanismes. Les taux d'expansion
sont comparés en utilisant le paramétre T qui est défini & partir des

profils de vitesse par

= 1.19 A4x (VI-23)

by
Cette définition est similaire & celle donnée dans la référence

[18]1, excepté que les épaisseurs caractéristiques sont déterminées entre

les bornes (0.2, 0.8) au lieu de (0.1, 0.9).

b) wn autre point de désaccord concerne le taux d'expansion de la
couche de mélange freon 12-air avec un rapport de vitesse égal & 0.6. Comme

cela est montré sur la figure (VI-30).

- 0.08 -
é .
Loos~ © i}
i 4 -
X

- v,
5 ____‘_J:_) -
0.5 1+ 0

1 1 ) L L L 1 L Y

Fig. VI-30.—- Taux d'expansion.
o theory [18]; X : air-air [16]; O : freon 12-air [16]
4 : air-air, calcul; ¢ : freon 12-air, calcul
d : helium-azote [6], W : helium-azote, calcul.
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Le point expérimental se trouve bien au-dessus de la courbe thé&origue

pour un fluide homogéne définie par :

G= (.5 (-l:-&) P, = (VI-2k)
1-gol / u,

tandis que les résultats de calcul s'accordent trds bien avec cette courbe
théorique. Sur le tableau (VI-6) on remarque également un niveau de fluctuations
normales supérieur 3 celui des fluctuations longitudinales. Cette particularité
n'existe pas dans les résultats de calcul pour lesquels le rapport Uv’-ns IV;‘n;
reste approximativement constant comme dans le cas de rapport de vitesse
égal a 0.3 (U;-,.,, /\/:ms ~ 1.6 ) . Le dernier point de désaccord
concerne les niveaux de turbulence pour lesquels BROWN rapport des valeurs
croissant avec le rapport de vitesse. On doit s'attendre en effet a ce que

la turbulence s'acecroit avec le cisaillement, comme le montre le calcul.

C-2.- Influence du gradient de pression

- X dau -
4= F Ix L= 0.0 A=z -0.19
exper. calc. exper. calc.
$i/(x-x)) 0.10 0.10 0.16 0.15
'R - 31.3k - 25.97
v/y, 0.70 0.67 0.59 0.59
[T 0.87 0.81 0.60 0.59
Tle, 1.78 1.74 1.70 1.62
o(1l/e .\t
(fut/f,()a )mm 0.52 0.5k 0.32 0.31
(fo¥fub),.. 122 1.19 1.20 1.22
f‘l'/Af 1.19 1.18 1.20 1.15
fw/(’,u, 0.012 0.012 0.0205 0.0147
["U’ [0V, 0.068  0.0Lk 0.082 0.040
Scht 0.16 0.22 0.33 0.16

Tableau VI-7.-~ Effets du gradient de pression
(exp. [61).
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Un nombre de calculs plus important fut fait avec 1'é@coulement
helium-azote [6] qu'avec le mélange freon 12-air, mais quelques unes des
conclusions sont identiques.

L'origine virtuelle ne peut pas &tre déterminée correctement pour
les raisons qui ont déjd &té exposées dans les paragraphes précédents.

La seule facon de comparer les croissances de la zone de mélange, est donc
d'examiner le taux d'expansion. La figure (VI-31) montre que pour cet &cou-
lement sans gradient de pression l'accord est également tout—-3-fait satis-

faisant. ( éi et sg sont des épaisseurs caractéristiques calculées 3

Fig. VI-31.— Taux d'expansion de la couche de

mélange Hélium-Azote.

partir des profils de pression dynamique et de masse volumique moyenne [6]).
Les résultats les plus intéressants sont montrés dans le tableau VI-7 pour
les deux cas, avec et sans gradient de pression, pour lesquels le rapport
des vitesses est dk = 0.378. Dans l'ensemble 1l'accord est bon pour le cas
de gradient de pression nul, et plus faible dans le cas du gradient de
Pression positif, pour lequel les quantités turbulentes sont sous estimées
de 25-L40 %.
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Pig. VI-31-bis.- Frottement turbulent dans la couche.

de mélange Helium-Azote & X = 5,08 cm.

(k=0 ; B : exp. [6], — calcul).
L] U ¥ L)
- 0.06 o a .
o
e Y%

- 0.04

- 0.02

Fig. VI-32.- Corrélation vitesse-masse volumique
dans 1la couche de mélange Helium—Azote & = 5.08 cm.

(méme symboles que la figure VI-31).
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Fig. VI-33.- Fluctuations de masse volumique dans
la couche de mélange Helium-Azote & X = 5,08 cm.
(mémes symboles que la figure VI-31).

L”_Lt/’ T . ¥ —¥ T Y T

Se,

1.4

- 1.0

0.6

- 02

0.6

Fig. VI-34.- Nombre de Schmidt turbulent dans la
couche de mélange Helium—Azote & = 5.08 cm.

(mémes symboles que la figure VI-31).
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Aucune comparaison directe du paramétre de taux d'expansion n'est
rapportée ici parce qu'il a été observé dans les calculs que la zone de
similitude des profils n'est strictement &établie gu'aprés 5 cm en aval de la
plaque de séparation et aucune valeur expérimentale n'est donnée au-deld
de cette abscisse. Néanmoins le paramétre ¢ calculé est en accord avec
les résultats de calcul précédents et avec la courbe théorique représentée
sur la figure VI-30 quand le calcul est poursuivi sur une distance aval
plus importante (8§ x € 30 cm) ol la similitude des profils est assurée.
Pour la région de sillage proche, deux épaisseurs différentes sont &valuées.
(fig. VI-31). Les figures (VI-32), (VI-33) et (VI-31-bis) montrent quelques
résultats typiques pour le frottement turbulent, la corrélation vitesse-masse
volumique et les fluctuations de masse volumique. Les nombres reportés dans
le tableau (VI-T) soulignent que les résultats sont bons pour toutes les
quantités moyennes mais ne s'accordent pas trés bien avec l'influence du
gradient de pression. Les résultats expérimentaux montrent que le gradient
de pression tend 4 accroltre le taux d'expansion, le frottement turbulent
et les corrélations vitesse-masse volumique mais pas les fluctuations de
masse volumique dont le maximum reste pratiquement inchangé. Leé calculs
montrent un accroissement moindre du frottement turbulent tandis que les
corrélations de masse volumique diminuent et ne s'accordent plus du tout
avec les résultats expérimentaux. Cette faiblesse éemble due aux termes de
gradient de pression présents dans 1l'équation pour les flux turbulents.

En particulier, la corrélation masse volumique-fraction massique pourrait
certainement &tre mieux prédite par une équation de transport plutdt que
par une relation algébrique.

Finallement la figure(VI-3L4) donne une estimation du nombre de
Schmidt turbulent dans la couché de mélange. La ligne droite représente la
valeur constante qui est utilisée pour les modéles ﬁ-ii . Cette figure
montre clairement que méme si une telle valeur est réaliste dans la partie
centrale de la zone de mélange, elle devient totalement inadapte sur les

bords.
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VI-2.- LA COUCHE DE MELANGE

Pour 1'étude du mélange isotherme qui a &té faite dans la premiére
partie de ce chapitre, le trés petit nombre de travaux expérimentaux n'a
permis l'utilisation des différents modéles que sur un nombre trés restreint
de configurations expérimentales. Dans le but de présenter une plus grande
généralité de nos travaux nous avons repris le rapport de BIRCH et EGGERS [18]
concernant 1'étude des couches libres de cisaillement. Le but n'est pas de
répéter une batterie compléte de tests du genre de ceux qui ont €té faits
dans la premiére partie mais de montrer que, & partir de conditions initiales
trés schématiques il est possible de prédire les principales caractéristiques
de 1'écoulement. Au lieu de comparer les résultats par rapport & un jeu de
données expérimentales, nous prendrons maintenant comme référence une courbe
théorique suggérée par BIRCH et EGGERS [18] & partir de la compilation de
données d'origines différentes. Ces calculs ont été faits avec le modéle 'ﬂ‘i
mais, pour des raisons matérielles, il n'a pas encore été possible de les
reproduire avec une fermeture du second ordre.

Les trois premiers cas tests proposés i la conférence de LANGLEY [18]
sont essentiellement théoriques. Ces trois cas tests furent choisis pour iden-
tifier les effets du rapport des vitesses, du nombre de Mach et du rapport des
masses volumiques. Aucune donnée expérimentale n'est spécifie pour comparaison
avec ces prédictions & cause de l'incertitude générale qui existe dans
1'interprétation des données disponibles au moment de la conférence. Pour
une description détaillée de 1'établissement des courbes théoriques ou leurs
relations avec diverses données expérimentales, le lecteur est renvoyé au

papier original de BIRCH et EGGERS [18].

VI-2-1.- Ingfluence du rapport des vitesses

Avant d'aller plus en avant avec des valeurs différentes du rapport
des vitesses, 11 est bon d'examiner tout d'abord le cas ou 1l'un des courants
4 une vitesse nulle. Le taux d'expansion de ces couches de mélange est
mesuré 3 l'aide du paramdtre T d&fini suivant la norme de [18]:

1,956 (¢, -,
V= (e =) (VI-25)

(‘3, -‘31)
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h ~Ue
w,—-U,
est 0.1 et 0.9 aux stations X, et ¢ . Les deux positions 2, et o

ou 4, et 'j;, sont les distances entre les points auxquels

sont supposées &tre § l'intérieur de la région de similitude des profils

et suffisamment séparés pour assurer aux calculs un certain niveau de préci-
sion. Dans le but de supprimer 1l'influence des profils initiaux (épaisseur
de couche limite, niveau de turbulence),‘ef parce que les résultats sont
pris uniquement dans la région ol le régime turbulent est complétement
établi, tous les calculs commencent avec un méme profil de vitesse en
marche d'escalier, avéc un niveau de turbulence suffisamment petit pour
correspondre & un régime laminaire et en plus de cela, une condition du
type production = dissipation pour assurer que le développement de la
turbulence se fera en méme temps que le développement des profils de
vitesse. Dans le but de situer 1'écoulement dans une certainé gamme du
nombre de Reynolds, la valeur de Uy (= Ufu,= O ) est calculéde

8 partir des données expérimentales rapportées par LIEPMANN et LAUFER [19].
Pour ce cas précis seulement, nous donnons quelques &léments de comparaison.
autres que les taux d'expansion dans le tableau (VI-8). Puis dans le tableau

(VI-9) les résultats avec des rapports de vitesse différents sont regroupés.

exp. [191] Calcul
d Y. 0.16 0.173
dx
46 = Ne 0.035 0.033
dx
"'mu/ 3
0.3k 0.32
)\e?eue 385
F,,““
t 0.012 0.011
X0
=1 \lzI
(_‘ﬂ) o«-( ) 0.16 - 0.18 0. 142
Ue /max Ue /mone
G‘o 12 11.94

Tableau VI-8.- Couche de mélange _u'_l =0 .
u’l
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Yafy, | Yole

0.01 1

0.20 0.66
0.40 0.42
0.60 0.24
0.80 0.10

Tableau VI-9.- Variation du paramdtre
de taux d'expansion calculéd en fonction

de rapports de vitesse différents.

Les figures (VI-35) et (VI-36) montrent l'accord des résultats
calculés avec la courbe théorique de SABIN et ABRAMOVICH (voir référence [181).

0o . W,-4
@ a._e = _____u' — ;ﬁ (VI-26)
' .

La figure (VI-36) est analogue & (VI-30). A titre indicatif nous y
avons reporté le point correspondant aux expériences de REBOLLO pour le

mélange Helium-Azote (représenté par X).

4. ¥ T ¥ T Y 14 ¥ T Y

'qlﬁ'

L]
LY
1)

1 A Il ] ' L b 1 ]

o a‘ -t .5 -" of -6 o" ‘9 05

Fig. VI-35.- Taux d'expansion de la couche de mélange

(courbe théorique de SABIN et ABRAMOVICH d'aprés [181).
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Fig. VI-36.- Taux d'expansion de la couche de mélange
(formulation de S.J. KLINE d'aprés [18]1).

VI-2-2.- Ingluence du rapport des masses volumiques

Pour ce cas test, répertorié sous le n® 3 dans le rapport de
la conférence, il est demandé de calculer le paramétre de taux d'expansion
pour une couche de mélange libre subsonique, avec un champ turbulent
développé, un rapport de vitesse ‘Lt/u“ égal 4 0.2 et des rapports de
masse volumique Pl,/f‘ égaux 8 14.0, 0.5, 0.14 et 0.07.

Les résultats apparaissent dans le tableau (VI-10).
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ez/fl T, a T [
14.0 11.87 19 0.62
0.5 12.29 18.89 0.65
0.14 12.93 20.09 0.6L
0.07 13.81 20.79 0.66

Tableau (VI-10).~ Variation du paramétre de taux
d'expansion calculé en fonction de rapports de

‘masses volumiques différents.

Pour le rapport de vitesse considéré la valeur théorique de Y IG"

est 0,667. La dispersion maximum est donc de 7 % ce qui s'accorde tout

a4 fait avec les conclusions de BROWN et ROSHKO au sujet de l'absence
d'effet des variations de masse volumique (3 basse vitesse) sur le taux
d'expansion. La figure (VI-37) reprend les résultats d'ABRAMOVICH et de
EGGERS et ROSHKO qui sont présentés dans la référence [18] par BIRCH et
EGGERS. Nous avons conservé quelques symboles correspondant aux données
expérimentales tandis que le symbole plein représente les résultats du
tableau (VI-10).

~ m}
I,—"
\

O

o 2 3 4 5 .6 3 8 Uy,

Fig. VI-38.- Variation de 0",/0' en fonction du rapport

de vitesse pour des couches de mélanges hétérogénes.
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VI-2-3.- Ingluence du nombre de Mach

Seulement des résultats partiels ont pu étre obtenus pour ce
troisiéme cas test (cas n° 2 de la conférence de Langley). En effet des
problémes d'instabilité numérique ont &té rencontrés pour les &coulements
& Mach é€levé ou les termes correspondant & la modélisation des termes
pression divergence deviennent prédominants devant les termes production-
dissipation conventionnels. Des résultats n'ont pu étre obtenus que
jusqu'd un nombre de Mach inférieur ou égal & 4. Ces résultats sont &
rapprocher de ceux de OH [20] et de BONNET [21]. I1 faut remarquer que OH
présente une bonne justification physique de son modéle, supposant que
1'écoulement turbulent supersonique ne peut pas &tre considéré comme isen-~
tropique toutefois, l'application de son modéle au calcul du mélange
isovolume est médiocre. L'avis de l'auteur est toutefois que la tentative
de prédiction qui est présentée ici ne doit pas étre considérée comme un
résuitat achevé mais plutdt comme une ouverture vers une &tude plus poussée
de ce type d'écoulement qui, méme physiquement, n'est pas encore trés bien
compris. Que ce soit avec un moddle & une équation [20] & deux équations
(résultats présents) ou avec une fermeture du second ordre [21], un consensus
semble exister pour attribuer 1'anomalie (ou la particularité) de comportement
du taux d'expansion de la couche limite supersonique ou terme de pression-
déformation, et plus particulif€rement d la partie pression-divergence. Une
étude plus poussée de ce probléme devrait pouvoir accéder 3 des conclusions
plus fermes, quant & cela ou le role d'un terme équivalent dans 1'é&quation

de la dissipation.

solL
T
40' -

3ok ' /!yaf
20| s

. &
’lO%”'w

| ‘ [ ] i 1
o 1 2 3 ¢ 5 6 1 8
M

Fig. VI-37.- Influence du nombre de Mach sur le taux d'expansion

o caleul

pe
=

(A titre d'illustration les symboles ouverts correspondent & des
observations expérimentales [18]. Les symboles pleins sont les résultats
du calcul.
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VI-3.- L'INTERACTION ONDE DE CHOC-COUCHE LIMITEV

Aprds la transition qui a été faitepar le probléme de la couche de
mélange & masse volumique variable nous allons nous intéresser maintenant
au traitement de problémes strictement compressibles avec proximité de
paroi solide. Une premidre étude est faite des couches limites compressibles
sur plaques planes pour différents nombre de Mach ou différentes températures
de paroi puis une seconde étude sera consacrée au probléme plus complexe de
1'interaction onde de choc—couche limite dans une tuyére bidimensionnelle
transsonique. Dans tous les cas le but n'est pas de reporter systématiquement
toutes les quantités mesurables, mais plutdt de mettre en &vidence les
faiblesses ou les points forts de tel ou tel mod€le pour le calcul de chague
écoulement et de pouvoir établir de fagon claire leurs limites respectives

et leur domaine d'applicabilité.

VI-3-1.- La couche Limite compressible

A) Configuration expérimentale

Pour cet aspect des calculs compressibles, plutdt que de s'attacher
4 wn ou deux travaux expérimentaux donnés nous nous sommes orientés vers une
comparaison plus globale des résultats, de fagon indépendante de 1l'origine
des expériences. Cette approche du probléme a été rendue possible par la
conférence de Stanford et tous les travaux préparatoires qui l'ont supportée.
Dans le cadre de cette conférence, RUBESIN et HORSTMAN [22] ont &té chargés
d'évaluer et de sélectionner des écoulements étudiés expérimentalement en
vue d'établir une base de données qui servirait de référence pour 1l'évaluation
des mod&les de turbulence (pour ce type d'écoulement). Une premiére remarque
est que divers auteurs [23], [24], [27] ont montré que la théorie de la
longueur de mélange modifiée par Van Driest II pouvait &tre utilisée pour
prédire correctement le coefficient de frottement et la vitesse longitudinale
dans la zone interne de la couche limite. Par cette théorie, le frottement
peut &tre prédit avec une précision de 1l'ordre de 10 % dans les gammes

sulvantes :

2,y £nNg 19
OIZ. STw/rn“’(ioo
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Pour des valeurs plus faibles de la température de paroi, cette
théorie surestime les données expérimentales (d'environ 20 % si
Tw /[ Taw = 0. ). De plus il a &té vérifié que la "loi de paroi"
isovolume s'accorde avec les mesures de vitesse moyenne Jjusqu'd un nombre
de Mach égal & T, pour une paroi athermane ou refroidie, & condition de

- * 3
redéfinir une vitesse incompressible #@équivalente U  de la fagon suivante :

J
u¥ - [ V-E av (VI-27)
o ﬁv

et d'utiliser les variables pariétales pour calculer la variable !5 .
Finalement les facteurs de récupération

Tow — Te
r = w . (VI-28)

sont proches de la valeur 0.88 dans une gamme trés étendue de nombres
de Mach [26].

A 1'épogue ol ces travaux expérimentaux ont &té effectuds, les

mesures de turbulence étaient encore loin d'Stre monnaie courante; les
résultats de mesures au fil chaud ne faisaient pas la part des fluctuations
de masse volumique et des fluctuations de vitesse et la vélocimétrie laser
n'était pas encore développée. Puis, & mesure que les techniques expérimen-
tales évoluérent et s'améliorérent, des profils de moments d'ordre deux
furent mesurés sur des parois de soufflerie en l'absence de gradient de
pression plutdt que sur des moddles de plague plane [25], [28]1, [29].

Dans ces cas 1ld, il est bien connu que les couches limites, qui sont
beaucoup plus épaisses, gardent une certaine mémoire de leur &tat amont
(accélération continue). L'enthalpie totale de ces couches limites est alors
une fonction du second degré de la vitesse locale plutdt que la relation
linéaire de Grocco gue 1l'on peut observer pour les plaques planes [301.
Ainsi, ces mesures récentes de quantités turbulentes peuvent &tre différentes
de celles correspondant au probléme de la plague plane. C'est pourquoi,
seules les quantités moyennes calculables par la méthode de Van Driest II
font 1'objet d'une comparaison dans le cadre de la conférence [22]. En
particulier le coefficient de frottement sur une plaque plane athermane

est calculé en fonction du nombre de Mach pour un nombre de Reynolds

basé sur 1'épaisseur de quantité de mouvement &gal & 10h. La loi de frottement
est celle de KARMAN-SCHUENHERR modifiée par VAN DRIEST II (voir réf. [22]

ou [30]). Le probléme de la plaque isotherme refroidie est également traité



266

pour une valeur du nombre de Mach &gal & 5.

Ce type de comparaison au niveau des grandeurs moyennes est satis-—
faisant pour 1'élaboration de modéles de turbulence correspondant & une
fermeture des équations au niveau zéro. Toutefois pour une fermeture
d'ordre deux le besoin en données expérimentales est beaucoup plus grand.

En effet, pour valider le moddle, ou plutdt les hypoth@ses qui le supportent
une description plus fine de 1'écoulement est nécessaire. En plus de la
répartition de vitesse, il est également possible d'évaluer par le calcul
les différentes contraintes du tenseur de Reynolds et ainsi 1l'anisotropie
qui est caractéristique de la proximité d'une paroi solide. A ce jour, il
n'existe pas encore de données suffisamment détaillées de ce type de résultat
[31], [32], [33], aussi nous nous sommes résolus a utiliser des données
expérimentales incompressibles, pour examiner le comportement du tenseur
d'anisotropie, en transformant bien évidemment les vitesses calculées en
vitesses incompressibles équivalentes par la relation (VI-27) citée précé-
demment. De plus les remarques de MORKOVIN [34] puis de BRADSHAW [27] nous
laissent penser que dans le voisinage de la paroi, les effets de compressi-
bilité ne sont pas prédominants. Les travaux expérimentaux qui ont &té
retenus sont ceux de KLEBANOFF [35] et de KREPLIN et EC ELMANN [36].

B) Traitement numérique

Tous les calculs dont les résultats sont présentés dans cette partie
et tout ce qui va suivre ont été effectués avec la méthode numérique présentée
au Chapitre V, pour la résolution des &quations de Navier-Stokes complé&tes
(le qualificatif "complet" est employé ici dans le sens qu'aucune simplifi-
cation des équations moyennées n'est faite & priori & la différence des
équations du type couche limite qui ont été utilisées dans les parties VI-1
et VI-2). I1 est slr qu'un tel moyen de calcul est "surdimensionné" par
rapport au probléme physique. La prédiction d'une couche limite, méme
compressible peut se faire tout aussi bien avec un code couche limite
(parabolique). Toutefois, comme le but que nous nous sommes fixés dans
cette thése est le calcul d'une interaction forte, il nous a paru nécessaire
de tester les modéles de turbulence sur des cas d'écoulements simples mais
avec un outil numérique commun. A titre anecdotique nous présentons néanmoins
quelques résultats obtenus avec le méme modSle de turbulence (fermeture du

second ordre) mais avec la méthode numérique décrite au chapitre IV.
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B-1.- Conditions aux limites

Les conditions aux limites doivent &tre nécessairement imposées
sur toutes les frontidres du domaine de calcul. La frontiére amont est super-
sonique. Les variables sont donc gardées & une valeur constante, et aucune
influence aval-amont n'est possible. La présence de la plague solide est
introduite de fagon trés physique en imposant la condition d'adhérence au
champ de vitesse, c'est-a-dire que les deux composantes de vitesse y sont
nulles. Le gradient de pression y est supposé non nul mais faible et recal-
culé & chaque point pour ne pas violer la condition U= O ainsi que cela
a été montré dans le chapitre précédent. La condition d'adhérence n'est
imposée qu'id partir de la seconde colonne de points, ce qui équivaut 3
simuler un bord d'attaque effilé entre le premier et le deuxiéme point.

La quatriéme condition peut &tre, ou bien une température tenue constante
ou un flux de chaleur imposé.

La frontidre aval est presque partout supersonique. Des conditions
simples du type Neumann y sont donc appliquées. Pour la frontiére supérieure
du domaine, seule une grandeur est fixée, la vitesse longitudinale ou la
pression. Les autres grandeurs satisfont une relation du type 51_; 0.

d

B-2.- Conditions initiales

Dans le but de maintenir le caractére prédictif de la méthode un
minimum d'informations est fourni au début du calecul. Nous prescrivons
donc un champ de vitesse constante dans tout 1'écoulement, excepté sur

les points de paroi.

C) Résultats

Les premiers calculs de couche limite qui ont été faits portent sur
la prédiction des valeurs moyennes mentionnées plus haut. L'influence du
nombre de Mach sur 1'évolution du coefficient de frottement est vérifiée
et comparée i la valeur théorique de la loi de KARMAN-SCHUENHERR modifiée
selon VAN DRIEST II, pour un écoulement sur une plaque plane adiabatique.
Quelques ré&sultats sont également reportés sur cette courbe concernant une
modification du modéle algébrique de CEBECI [38] pour tenir compte d'un
8ventuel décollement de la couche limite. Au lieu de 1'épaisseur de dépla-—

cement, une fonction du taux de tourbillon est utilisée comme longueur
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Fig. VI-38.- Influence du nombre de Mach sur le coefficient
ge frottement Ry = 10" ; ¢, = 2.634 1073
courbe théorique, [ calcul longueur de mélange [38]

3 paroi athermane.

@ calcul longueur de mélange modifiée [37].

caractéristique de la couche limite [37]. On remarque que les prédictions
avec le moddle de base sont bonnes dans tous les cas tandis que le modele mo-
difié est mieux adapté aux écoulements fortement supersoniques. Sur la

figure suivante (VI-39) sont tracés quelques profils de vitesse correspon-
dants aux nombres de Mach 1.0, 2.0, 3.0, 4.0 et 5.0.

La loi de paroi est bien suivie et les effets de compressibilité vont
dans le sens des conclusions de WHITE [39]. La figure (VI-40) présente les
résultats obtenus pour une plaque plane refroidie. Le nombre de Mach extérieur
est constant et égal & 5 tandis que la température de paroi est diminuée
jusqu'd 20 % de la température de paroi adiabatique. Le coefficient de
frottement est sous—estimé d'environ 5 % mais la tendance attendue d'une
surestimation pour les valeurs les plus faibles de température correspond

effectivement aux attentes de RUBESIN et HORSTMAN [22]. Pour ce qui est
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Fig. VI-39.- Profils de vitesse suivant la loi de paroi

wniverselle (Paroi Athermane).

de 1l'influence du taux de refroidissement on observe d nouveau un trés

@
LILLE ¢

bon accord avec les résultats expérimentaux collectés.

2 3 4 S .6 7 8 9 1.
W/ Taw
Fig. VI-40.- Influence de la température de paroi sur le

coefficient de frottement. Ecoulement supersonique sur une

plaque plane refroidie ( M =5, fke = 10000).
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Fig. VI-41.- Profils de vitesse sur plaque plane isotherme

(mémes conditions que pour la figure VI-L4O).

L'utilisation de ce type de fermeture pour des problémes plus
complexes ol apparalt un décollement ne donne que des résultats médiocres,
comme nous le verrons dans un paragraphe suivant. C'est pourquoi il a été
jugé nécessaire d'obtenir une description beaucoup plus fine de la couche
limite, et tout particuliérement du tenseur des contraintes de Reynolds,
en résolvant également les équations d'évolution de ses différentes compo-
santes.

Un premier calcul a tout d'abord été effectué avec une version d'un
modéle quin'est que la stricte transposition de celui de LAUNDER, REECE et
RODI [15] , HANJALIC et LAUNDER [LO] et GIBSON et LAUNDER [45]. Les résultats
les plus marquants sont reportés sur les figures (VI-L2) & (VI-55).

A la différence des calculs précédents, pour diminuer les coiits
de calcul, cette deuxidme partie n'a pas été traitée comme un probléme de

bord d'attaque. Initialement le premier profil est généré par un code

parabolique qui contient le modéle de turbulence de WILCOX et RUBESIN [44].
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Fig. VI-L2.- Courbes d'épaississement de la couche limite.

(N =3, Rg= 10000, moddle RSE).

Ce modele utilise les résultats de LAUNDER et al. pour les termes de
pression-déformation en écoulement & turbulence homogeéne sans les adapta-
tions de proximité de paroi. Les effets de compressibilité sont pris en
compte par la définition locale de la masse volumique et les termes de
divergence non-nuls dans les corrélations pression-déformation. La lon-
gueur caractéristique est définie & partir du carré du taux de dissipa-
tion spécifique de l'énergie de turbulence.

Ce profil initial est reproduit identiquement dans toutes les
sections. Le calcul ne converge alors que lorsque l'épaississement de la
couche limite est obtenu de facon réguliére sur toute la longueur de la
plaque & partir du profil initial maintenu constant dans la premiére
section. Cet épaississement est illustré par la figure (VI-L42) qui montre

1'évolution du nombre de Reynolds RO au cours du calcul.
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Fig. VI-43.- Répartition du coefficient de frottement.

(mod&le standard, m@mes conditions que pour la figure VI-42).

Pour éviter la confusion entre les effets du modéle de turbulence
et ceux de 1'algorithme de calcul, le méme modéle de turbulence a &té
implanté dans le programme parabolique décrit au chapitre IV. Les profils
initiaux qu'utilise ce code sont identiques & ceux décrits précédemment
pour le programme Navier-Stokes. Un autre argument en faveur de ce trai-
tement en paralléle avec deux méthodes numériques différentes est que la
vitesse du code couche limite est telle qu'il peut &tre utilisé aussi
comme un outil pour guider et tester les différentes modifications suscep-
tibles d'étre apportées au moddleavant leur introduction dans le code
Navier-Stokes.

Pour les calculs qui sont présentés dans cette partie, le programme
couche limite emploie 128 points de calcul dans la direction normale 3
1'écoulement. De son cOté, le programme Navier-Stokes n'emplole gque 32
points dans cette méme direction. La distance inter-nodale s'accroit de

fagcon exponentielle & partir de la paroi solide pour les deux codes de
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fagon a obtenir une valeur minimale de 1l'ordre de 0.3 pour &gfz Différentes
grilles ont été essayées avec les deux programmes et le choix final a été
fait de facon 4 avoir un compromis raisonnable entre précision et colt de
calcul. Dans la direction de l'écoulement le programme couche limite
calcule de lui-méme son pas d'avancée en fonction d'une longueur caracté-
ristique de 1'écoulement (par exemple 1'épaisseur de la couche) tandis que
le programme Navier-Stokes utilise une grille dont la longueur des mailles
est constante et approximativement &gale & la moitié de 1'épaisseur de la
couche limite initiale. Une telle résolution est tout-d-fait suffisante
pour l'obtention d'une solution précise pour une couche limite &tablie,
VIEGAS et HORSTMAN [46].

Revenons maintenant 3 1'examen des résultats fournis par ce premier
modéle gue nous qualifierons de mod&le standard dans la suite de ce chapitre.
La figure VI-43 montre 1'évolution du coefficient de frottement le long de
la plaque. Bien que la tendance de cette évolution concorde avec la loi
théorique de KARMAN-SCHOENHERR modifide suivant la méthode de VAN DRIEST II

[47], le frottement est partout sous-—estimé d'environ 12 %.
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Fig. VI-bh.~ Profil de vitesse au voisinage de la paroi.

(modéle standard, mémes conditions que pour la figure VI-42).
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Les figures VI-LL et VI-U5 montrent les profils de vitesse moyenne
au voisinage de la paroi et dans la zone externe de la couche limite. Pour
tenir compte de la compressibilité de 1l'écoulement, la vitesse moyenne a

été transformée suivant la relation :

w
- LA W
Lime -L (/;: (VI-29)

Sur les deux figures sont reportés &galement les résultats fournis
par le programme couche limite. Les résultats obtenus avec les deux programmes
sont trés proches les uns des autres et montrent ainsi que 1'influence du
facteur "algorithme" peut &tre raisonablement néglig€e. La figure VI-Lk
compare les valeurs calculées avec la loi semi-logarithmique de VON KARMAN
et une relation linfaire pour la zone visqueuse. La transition de la zone
visqueuse & la zone logarithmique est correctement prédite. Toutefois si
on admet que la région logarithmique correspond a4 une pente minimum, on
peut alors noter une certaine différence avec la courbe théorique, quoique
le niveau de la courbe semble bien prédit. Les valeurs exactes des coefficients
de frottement sont imprimées sur cette figure. Les valeurs calculées différent
seulement 32 3 % mais sont inférieures de 12 % & la valeur théorique.

La figure VI-U45 montre plus particuliérement le profil de la vitesse
transformée dans la partie extérieure de la couche limite. A titre de réfé-
rence la ligne continue représente 1l'extension de la loi de sillage de Goles
modifide suivant 1'équation (VI-29) ainsi que le suggérent HOPKINS, KEENER,
POLEK et DWYER [48]. Une partie de la différence entre les deux courbes doit
8tre attribude & la sous—estimation du coefficient de frottement. La valeur
du facteur de récupbration calculé est 0.85, qui est 4,5 % plus petite que
la valeur théorique 0.89.

Les figures VI-46 & VI-55 se rapportent essentiellement aux grandeurs
turbulentes. Tout d'abord les fluctuations de vitesse, normalisées par la
vitesse de frottement LLr , sont comparées aux résultats expérimentaux de
KREPLIN et ECKELMANN [36] et de KLEBANOFF [35], en fonction de eo.b(‘g').

Ainsi que 1l'ont montré les courbes de vitesse, l'accord entre les
deux programmes de calcul est excellent. Toutefois les points expérimentaux
sont bien distincts des courbes calculées. Alors que les mesures de KLEBANOFF
d'une part, et celle de KREPLIN et ECKELMANN d'autre part, s'accordent pour
situer la valeur du maximum de U.‘/uz aux environs de La* = 24, les calculs

-~

montrent une courbe en forme de plateau qui s'é€tend de 5* =20 & 29'= 500.
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Fig. VI-L45.- Profil de vitesse dans la zone de sillage

(mod&le standard, mémes conditions que pour la figure VI-42).

'

Tout en étant moins prononcée, l'allure des courbes de LCL/QL‘ est analogue.
1

Quant a L{/{tt ;, le maximum des points expérimentaux se trouve aux environs

de 5r7= 900 tandis que les courbes calculées atteignent leur niveau le plus

* = 20. 0n peut remarquer &galement que dans la

€levé au voisinage de
zone adjacente 3 la paroi ( (31- &L 10 ), les résultats expérimentaux montrent
une anisotropie trd&s importante du tenseur de Reynolds, ce que ne refléte
absolument pas la prédiction numérique.

I1 faut également souligner que ce type de représentation en fonetion
de ‘Yo%(%*) perd tout son sens dans la zone de sillage ol la forme et
1'étendue des profils dépendent trds fortement de la valeur du nombre de
Reynolds. Une autre réserve 3 cette comparaison est due a la nature des
gcoulements. Les points expérimentaux sont issus de mesures dans des écou-
lements incompressibles tandis que les valeurs calculées correspondent 4 un
écoulement dont le nombre de Mach est égal i 3. Pour pallier cette ambiguité,
la figure VI-LT montre les fluctuations de vitesse en termes de contraintes
dynamiques. Les points expérimentaux ne sont pas modifiés mais les valeurs
calculées reflétent aussi maintenant 1'influence des variations de masse

volumique.
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Le désaccord entre les points expérimentaux et les valeurs calculées
est encore plus grand. Le maximum des trois composantes normales se trouve
maintenant trds &loigné de la paroi, (;’:‘.5500. La question ‘de savoir si il
est préférable de comparer les contraintes dynamiques plutSt que les fluctu-
ations de vitesse pour &liminer 1l'influence du nombre de Mach ou du nombre
de Reynolds est encore ouverte & la discussion. FERNHOLZ, FINLEY et MIKULLA
[49] ont rassemblé des données expérimentales de couches limites compressibles
avec et sans gradient de pression. Ils ont pu ainsi comparer des écoulements
dont le nombre de Mach M s'étend de 1.7 & 6.4 et le nombre de Reynolds
basé sur 1l'épaisseur de quantité de mouvement 9‘9 est compris entre 2000 et
25000. La dispersion des points est telle qu'il est trés difficile de choisir

une représentation libre de toute influence de N ou RO .
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Fig. VI-L48.- Profils des contraintes normales.

(moddle standard, mémes conditions que pour la figure VI-L2).

Suivant RUBESIN [50], il est plus juste de sélectionner la représen-
tation en termes de contraintes plutdt que de fluctuations car seul le cas
référencé par 72050201 (figure 3.1.1 réf. [49]) s'écarte des autres et peut

&tre rejeté avec raison. Le comportement des contraintes normales peut &tre
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mieux appréhendé dans l'ensemble de la couche limite gréce & la figure VI-48
ol les mémes quantités sont maintenant tracées en fonction de ¢/§ . Il
devient alors évident que la turbulence est surestimée & l'extérieur tandis

gu'elle est beaucoup trop faible au voisinage de la paroi.
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Fig. VI-L9.- Profils des fluctuations de vitesse.

(mod&le standard, mémes conditions que pour la figure VI-42).

Deux jeux de valeurs expérimentales sont tracés sur cette figure.
Le premier jeu, repéré par KLEB correspond aux résultats de KLEBANOFF [35]
pour une couche limite 3 vitesse modérée (15.24 m/s) sur une longue plaque
plane. Le deuxiéme jeu, repéré par LASR, est basé sur les travaux de
ROBINSON, SEEGMILLER et KUSSOY [51]. Pour ce deuxiéme cas il s'agit d'un
écoulement le long d'un cylindre avec un nombre de Mach égal i 3. La compa-
raison de ces ré&sultats expérimentaux permet déjad de conclure qu'il est
acceptable de comparer des résultats compressibles i des données incom~ h
pressibles, et donc que les moyennes pondérées par la masse volumigue

tiennent correctement compte des effets de compressibilité.
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Fig. VI-50.- Distribution d'énergie turbulente.

(moddle standard, mémes conditions que pour la figure VI-L42).

Sur la figure VI-49, nous avons représenté les contraintes de
Reynolds de fagon conventionnelle sans tenir compte des variations de
masse volumigque. On observe évidemment les mémes tendances que sur la
figure VI-46. Ainsi le pic & la paroi que l'on observe dans le papier
de KLEBANOFF est pratiquement inexistant pour F{/U: et Ji/ U:’
tandis que la courbe GW/U:' montre également un maximum dans cette
région alors que l'expérience indique que le maximum de cette quantité
se trouve aux environs de ‘j/s ~n2,0.2. Les figures VI-50 et VI-51 repré-
sentent 1'énergie cinétique de turbulence au voisinage de la paroi et
dans la partie externe de la couche limite. Les données de KREPLIN et
ECKELMANN [36] et de KLEBANOFF [35] sont représentées par les symboles
identifiés par KREP et KLEB, respectivement. La figure VI-50 montre
Jusqu'd quel point le mod&le standard sous—estime l'&nergie de turbulence
pour \3+< 250 (ce qui n'est pas trés éloigné de la limite de signification

des coordonnées de paroi).
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(modéle standard, mémes conditions que pour la figure VI-L2).

Au contraire, la figure VI-51 affiche une évidente sur—-&valuation
de l'énergie dans la zone externe de la couche limite. Cette figure montre
néanmoins un bon accord quant a4 1'épaisseur de la couche limite de 1l'énergie
de turbulence. Les figures VI-52 et VI-53 montrent la distribution des con-
traintes de frottement turbulent, & nouveau dans la zone de paroi et dans
la partie externe de la couche limite. L'accord entre les deux programmes
de calcul est trés bon.

Au voisinage de la surface ( E;-<:1OO) l'accord avec les valeurs
expérimentales de ECKELMANN [52] est &tonnament bon, bien meilleur en fait,
que ce qu'on aurait pu attendre de 1l'examen de la figure VI-L49. Un tel
résultat assure que la description de la sous-couche visqueuse et de la
couche de transition ("buffer zone"”), ol se produit environ 60 % du changement
de quantité de mouvement est correcte. Dans la partie extérieure de la couche
limite, le frottement turbulent prédit est 50 % trop grand, ce qui est consis-

tant avec le comportement de 1'énergie de turbulence (fig. VI-51). L'épaisseur
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Fig. VI-52.- Distribution du frottement turbulent.

(mod&le standard, mémes conditions que pour la figure VI-L2)

de la couche limite de frottement turbulent est &galement en bon accord

avec les résultats expérimentaux.
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Fig. VI-53.~ Profil de frottement turbulent.
(moddle standard, mémes conditions que pour la figure VI-42)
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Finalement le rapport du frottement turbulent & 1'énergie cind-
tique de turbulence est montré sur les figures VI-S54 et VI-55. On observe
sur la figure VI-55 que ce rapport est constant et &gal 3 0.3L4 dans toute
la section. Cette valeur est en accord avec la valeur rapportée par
BRADSHAW [53], mais 10 % plus grande que la valeur obtenue des points
expérimentaux de KLEBANOFF (voir figure VI-55). Les différences entre
les résultats des programmes de calcul & la frontidre extérieure sont
attribuables & une trop grande différence dans la dimension des cellules
utilisées pour 1l'intégration. Sur la figure VI-54, ce méme rapport est
comparé aux données de KREPLIN et ECKELMANN [36], ECKELMANN [53] et
KLEBANOFF [35] en termes de coordonnées de paroi. Les valeurs expérimentales
restent constantes beaucoup plus prés de la paroli que ne le montrent les

points expérimentaux, ce qui est cohdrent avec les résultats des figures

VI-51 et VI-53.
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- Fig. VI-5L4.— Rapport frottement-énergie.

(mod&le standard, mémes conditions que pour la figure VI-L2).
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La remontée des points de KREPLIN et ECKELMANN [36] les plus
E;gghes de la paroi ne peut &tre prise en considération car-le rapport
\lV'/ei doit tendre linéairement vers zéro avec la distance & la paroi.

Les résultats de calcul montrés sur les figures VI-Lk4 & VI-55,
représentent un test sur la validité du modéle standard pour un écoulement
sur,une plaque plane d'une couche limite supersonique (f} = 3 ). Ces
résultats qui sont essentiellement indépendants de la méthode numérique
de résolution s'accordent qualitativement avec les résultats expérimentaux,
mais dans 1'ensemble, le modeéle de turbulence abbesoin d'étre amélioré
avant de pouvolr étre appliqué‘é la prédiction d'écoulements plus complexes

pour lesquels l'évaluation correcte des contraintes normales est déterminante.
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Fig. VI-55.- Rapport frottement—énergie.

(mod&le standard, mémes conditions que pour la figure VI-L2).
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L'examen des figures ci-dessus permet de souligner quelques uns
des points faibles de ce moddle : (1) La valeur locale du coefficient de
frottement est sous—estimée d'environ 10.5 & 13.5 %.(2) Le facteur de
récupération est 0.85 au lieu de la valeur généralement admise de 0.89.

(3) Le profil de vitesse est trop incurvé au début de la zone "logarithmique".

Ces observations sur les grandeurs moyennes de 1l'écoulement sont
causées par les caractéristiques du modéle standard qui ont les conséquences
suivantes : l'énergie de turbulence est trop faible & la paroi mais trop
importante quand 3[5 D> 0.15; 1l'anisotropie ne semble pas affectée par la
présence de la paroi, qui devrait l'accentuer; finalement la détermination
du frottement turbulent est trés bonne dans la zone de paroi, mais de
moindre gqualité si 515‘> 0.1. Ces particularités dans le modéle standard
laissent penser qu'il serait inddapté au calcul d'écoulements complexes
dans lesquels sont présents des gradients de pression trés importants et
ol une connaissance précise des contraintes normales est nécessaire.

Dans le but d'améliorer les résultats de ce modéle, nous avons
ré-examiné toutes les hypothéses de fermeture qui ont &té faites jusqu'a
présent pour dégager une influence possible de la proximité de la paroi.

Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés aux termes de
dissipation. L'hypothése d'une dissipation isotrope & grand nombre de
Reynolds n'est pas remise en question. Toutefois, au voisinage de la paroi,
la valeur asymptotique des différentes composantes du tenseur de dissipation,
a savoir &, , &.c , 2;; et &, sulvant la proposition originale
de ROTTA [54], ne repose que sur la constatation d'une uniformisation
des échelles caractéristiques du mouvement turbulent et un comportement

supposé des vitesses instantanées dans cette région. LAUNDER et REYNOLDS
ont supposé également que les vitesses instantanées pouvaient s'y exprimer
par un développement en série de Taylor par rapport 3 la distance 3 la
paroi (voir JONES et LAUNDER [2]). Toutefois, pour un écoulement incompressi-
ble (on peut admettre que cette hypothdse est presque toujours vérifide
pour E;-<:1O en l'absence de transfer de chaleur), 1'équation de conti-
nuité impose un comportement différent pour la deuxidme composante normale

;jt . En poursuivant ce développement, LAUNDER et REYNOLDS obtiennent

1'expression suivante :

e—

w

fuz &
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w'v’ (VI-30)

On constate ainsi que cette nouvelle forme pour la dissipation
anisotrope semble devoir agir dans le sens souhaité, c'est-a-dire accroitre
l'anisotropie en diminuant (7; et m . I1 faut néanmoins émettre quelques
réserves quant 3 cette proposition.

La premiére remarque est que ce résultat est tensoriellement inexact.
En effet, si on somme les trois composantes normales de cette dissipation on
ne retrouve pas la dissipation totale & de l'énergie turbulente. Cette appro-
ximation n'est exacte que si on remplace les 2(._}, par leur développement
en (é . Cette remarque nous améne a4 penser que, si on utilise cette forme de
dissipation pour un champ turbulent gqui ne satisfait pas initialement les
conditions de comportement en termes de Yy > la dissipation totale prés de
la paroi sera trop importante pour 1l'énergie de turbulence présente dans
1'écoulement. Ce point a pu &tre vérifié pratiquement. Si on introduit cette
forme de dissipation dans le modé€le standard, on observe trés rapidement que

1'énergie turbulente est littéralement pompée 3 travers sa deuxidme composante

normale U'% . Une fagon possible de corriger cela est de re-injecter le
e ———
défaut d'énergie de 't sur E" et W'Y | on revient alors & une

forme tensoriellement exacte et qui est physiquement exacte i partir du

moment ot & devient trés petit devant €, et E,, . On a alors
2 " 33

it

'
dt - LS o

#0

T}
v
g4y = 4 "Q:" 2 (VI-31)
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33 9;
(VI-31)

E,zzz-———&

La seconde remarque est que cette modification est basée sur une

forme contractée de la dissipation & pour laguelle une partie des termes

a 6t inclue dans les termes de diffusion moléculaire. En fait, comme cela
a été montré dans 1l'équation (II-68) la forme exacte de la dissipation est

V., \ \ \ ]
2 Ixg \ Ixg Oxy oxg | dx  Ix
Si on reprend alors les arguments de LAUNDER et REYNOLDS, on obtient

les dissipations suivantes

T
w
2“ = -E: i
T
&,, = 9 1—2,
t XA &
“at
§. =W
33 % € (VI-33)
-1
?-u, -3 w U ¢

De plus KOLLMANN [56] a montré que, en présence de fluctuations de
masse volumique, le rapport Zyq ( (;T;- ne pouvait pas &tre une constante mais
devait nécessairement &tre une fonction de ces fluctuations. Un dernier point
est qu'en fait, l'anisotropie qui est souhaitée [151] ne doit pas se faire
uniquement aux dépens de ;FE. mais également en faveur de u't , ce qul ne
fait pas partie de la proposition [55 1. De plus, il est clair que cette dissi-

pation anisotrope a pour conséquence de réduire les écarts entre les différentes
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composantes et agit en fait dans le méme sens que les termes de retour &
1'isotropie, ce qui a été vérifié par ROGALLO [57] dans une simulation
numérique de la turbulence. En vertu de toutes ces remarques, il a donc
été décidé de ne pas modifier les termes de dissipation anisotrope et
de conserver la proposition originale de ROTTA [5h4].
La modélisation de la corrélation pression-taux de déformation a

été examinée en détail. Tout d'abord il faut noter que l'utilisation du terme

dzdl“’ ne peut en aucun cas suffire a décrire 1l'influence de la paroi sur
le champ des fluctuations de pression. En fait, ce terme, tel qu'il a été
introduit par LAUNDER et al [15] agit principalement dans la partie externe
de la zone de transition, mais son influence tend vers zéro au voisinage de
la paroi, ol e\;l'_/ﬁg . De plus les valeurs

des constantes utilisées dans

<
se comporte comme ﬂ

5w sont déterminées & partir des valeurs

expérimentales de turbulence de paroi qui correspondent en fait & une
distance gf'ab 100. C'est pourquoi il est nécessaire d'agir également sur

les termes premiers tels que ‘bc ou ¢¢'&q_ . Pour accentuer 1l'aniso-

3t
tropie dans la zone pariétale, nous avons donc introduit une fonction 4'amor-
€y
pour le retour & l'isotropie.
T

tissement du coefficient , qui correspond au terme original de ROTTA
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Fig. VI-56.—- Répartition du coefficient de frottement.
(n =3, Be = 10000, moddle RSE modifié).
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La fonetion qui a &té choisie est donnée dans le tableau VI-11.
Le choix des valeurs des coefficients de cette fonction a &té guidé d'une

it iy )

part par le souci d'accentuer 1l'anisotropie de L et U a4 la paroi
et d'autre part par le respect de certaines conditions de réalisabilité
(nous avons pu observer par exemple, qu'une augmentation de 25 % de la
valeur absolue du coefficient supérieur entrainalient des valeurs négatives
de la seconde composante normale). Lors de 1'estimation des constantes qui
apparaissent dans ¢¢.),w- , un certain désaccord a &té trouvé avec les
valeurs données par LAUNDER et al [15]. En fait l'action de ¢¢J,W se super-
pose partout A celles de ¢.:),1 et ¢'-).‘l- , les constantes Cg > G

et C,— étant déterminées i la zone de raccordement & partir de valeurs expé-
rimentales et en supposant que la production de 9\ est égale 3 sa dissi-

pation et que la loi logarithmique est applicable, (voir r&férence [581).

o
8
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[~}
81
+
=}
RTHETA = 10,000.
o
] 8 —— C, = 1606110~
A —— C, = 1544%10°
Std ——~ ¢, = 13710°
Ci = 1528*10™
karman~schvonherr—van driest
8 T
00 —lr() 'dru 30 40

LOG 49"
Fig. VI-5T7.~ Profil de vitesse prés de la paroi.

(modéle modifié, mémes conditions que pour la figure VI-56).

Le désaccord avec LAUNDER et al. [15] est que, & notre avis rien

s s ! . PR
ne permet de négliger CS ( § =0 dans [15]). Ce terme, qui est négligeable
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dans les équations des contraintes normales & une importance certaine dans
1'équation de CE:? . Les valeurs des constantes qui sont utilisées ici
sont montrées dans le tableau VI-11.

L'examen des équations de transport des contraintes normales suffit
a4 montrer qu'il n'est pas envisageable de modifier la partie rapide de la
corrélation pression déformation. En effet, ce terme tend & renforcer 1'iso-
tropie des prodEEEions. En particulier il tend & différencier les productions
de i:i et w't . I1 est donc le seul mécanisme permettant de séparer
ces deux composantes. Une réduction de son influence tend donc & donner une
méme valeur & deux composantes qui doivent &tre différentes ainsi que le

montrent toutes les expériences.

4

(1/x) LOGLy/8) + (P/x) (1+COSn(y/8))
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Fig. VI-58.~ Profil de vitesse dans la zone externe.

(modéle modifié, mémes conditions que pour la figure VI-56).

Par ces diverses modifications de la modélisation de la corrélation
pression-déformation, une trds forte augmentation de 1l'anisotropie de paroi
a pu étre obtenue mais les résultats n'ont évidemment pas été modifiés en ce
qui concerne le niveau d'énergie, 4 cause du caractére redistributif du terme
de pression (ce qui n'est rigoureusement vrai que si le champ de vitesse est

a divergence nulle).



290

g o 3L

CALC KRFP KLEB Y

o N v w/u, AT v

' '
O ] '/
“ x v'/u,
- a ° * w/u, v
W .

u'/u,
v'/u,

w/u,

40

LOG,,y

Fig. VI-59.- Répartition des fluctuations de vitesse.

(modéle modifié, mémes conditions que pour la figure VI-56).

Une facon d'améliorer la répartition d'énergie turbulente est liée
4 une modification du taux de diffusion de la dissipation € . On peut en
effet s'attendre 3 ce gqu'un renforcement de Ci se traduise par une dimi-
nution de la valeur maximum de & au voisinage de la paroi ( (d"' o, 10)
et donc 3 une élévation globale du niveau de dissipation dans la partie
externe de la couche limite, ol la production est négligeable. Cela se traduit
en fait par ume augmentation de & au voisinage de la surface et wne diminu-
tion dans la partie externe. Cette modification de C%. doit étre théoriquement
accompagnée d'un changement de Cé, pour respecter la loi de comportement
logarithmique (voir équation 31 de LAUNDER et al. [15]).

Une telle modification de Ci! est toutefois évitable aux yeux
de l'auteur car la relation qui lie les coefficients Cti n'est applicable
que dans une région trés &troite de la couche limite. En dehors de cette zone
il est inévitable que cette relation dépende aussi du nombre de Reynolds
turbulent. Pour illustrer cette hypothdse, nous avons reporté sur les figures

VI-56 & VI-67 les résultats correspondant & deux valeurs différentes de Cg,
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Fig. VI-60.- Répartition des contraintes turbulentes.

(mod&le modifié, mémes conditions que pour la figure VI-56).

la premiére valeur &gy = 0.675 correspond & une application stricte de la
relation de compatibilité des C¢; avec la loi logarithmique (moddle A).

La deuxiéme valeur suppose possible une influence du nombre de Reynolds
turbulent et laisse inchange la valeur initiale donnée par HANJALIC et
LAUNDER [40], €gj= 1,28 (moddle B). La fonction f& qui fut initialement
introduite par JONES et LAUNDER [2] pour le modéle Gi- ¢ Dpuis reprise par
HANJALIC et LAUNDER [4O] agit de facon trés marginale dans un sens opposé

a celui désiré et a &té supprimée du modéle ( fl = 1).

I1 a été finalement observé que le terme de 1'équation pour
comprenant les dérivées secondes de vitesse, agissait sur la valeur locale
du coefficient de frottement plutdt que sur la distribution de Q, au
voisinage de la paroi. Des tentatives ont été faites pour obtenir une modé-
lisation plus exacte de ce terme qui &viterait 1'introduction de la constante

Cg3 . Toutefois la pauvreté des résultats nous a amené & revenir 3 une
forme semblable & celle utilisée par LAUNDER et al. [15] mais avec une valeur

sensiblement différente pour la constante Cgz (voir tableau VI-11).
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Fig. VI-61.- Profil des fluctuations de vitesse.

(mod&le modifié, mémes conditions que pour la figure VI-56).

Les résultats dus i ces diverses modifications du modéle sont
montrés sur les figures VI-56 3 VI-67. La figure VI-56 montre la répartition
du coefficient de frottement le long de la plaque. Pour les deux modeles
rapportés sur la figure, la perturbation de profils initiaux est plus difficile
3 "oublier" que dans le cas du calcul avec le modé€le standard, ce qui n'est
pas étonnant, du fait des hypothdses utilisées dans le modéle de WILCOX et
RUBESIN [4L]. Aprés un démarrage tourmenté, la courbe du modéle A s'accorde
parfaitement avec la loili théorique de KARMAN-SCHOENHERR~VAN DRIEST II - tandis
que le modéle B &volue d'une fagcon beaucoup plus réguliére vers une valeur
asymptotique qui est approximativement 7 % inférieure & la valeur théorigue.

Les figures VI-5T7 et VI-58 montrent les profils de vitesse & la
fois dans la zone de paroil et dans la partie externe de la couche limite.

Les valeurs différentes du coefficient de frottement expliquent la différence

de niveau des courbes dans la partie logarithmique. On peut néanmoins remarquer
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Fig. VI-62.- Profil des fluctuations de vitesse.

(modéle modifié, mémes conditions que pour la figure VI-56).
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Fig. VI-63.- Distribution de 1'énergie turbulente.

(moddle modifié, mémes conditions que pour la figure VI-56).
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que le non-respect, & priori de la loi logarithmique, affecte la forme

des courbes. Il est établi que la pente de la courbe dans la zone logarith-
mique correspond § la penteminimale du profil de vitesse. Selon cette
définition la courbe du modéle B est en meilleur accord avec la loi théorique
de VON KARMAN alors que les modéle A, qui respecte cette loi en théorie,
indique une valeur nettement plus faible, de méme que le fait le modéle

standard.
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Fig. VI-64.- Profils de 1l'énergie turbulente.

(modSle modifié, mémes conditions que pour la figure VI-56).

Les profils de vitesse dans la zone de sillage ne montrent pas
de différences significatives. I1 faut également remarquer que le facteur
récupération est maintenant ¥ = 0.89 en accord avec les valeurs expérimen-—
tales. Cette amélioration est une conséquence indirecte de 1'accroissement
de 1l'anisotropie et donc d'une diminution du taux de diffusion de la tempéra-—

ture au voisinage de la paroi. La figure VI-59 indique les changements obtenus
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pour les fluctuations de vitesse. Les deux mod@les montrent une trés nette
amélioration pour la description du comportement anisotrope du tenseur de
Reynolds dans le voisinage proche de la paroi. La principale différence

tient au comportement de la seconde composante, pour laguelle les résultats
se trouvent de part et d'autre des points expérimentaux. Dans la partie
externe, on retrouve évidemment les valeurs du mod€le B & un niveau inférieur
puisque la production de la dissipation y est renforcée par rapport au

modéle A.
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Fig. VI-65.- Distribution du frottement turbulent.

(moddle modifié, mémes conditions que pour la figure VI-56).

Sur les figures VI-60 et VI-61 ont &té ré-introduits les effets de
la masse volumique variable. Les commentaires qui viennent d'@€tre faits pour

la figure précédente sont encore applicables en ce qui concerne la comparaison
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des deux modéles entre eux. Toutefois on remargue maintenant que les courbes

de 't et w' s'accordent beaucoup mieux avec les valeurs expérimen-
. Tt . <
tales. La valeur maximum de la courbe W~ se trouve maintenant a ;&'dz 25

ainsi que pour les points expérimentaux de KLEBANOFF [35] et de KREPLIN et
ECKELMANN [36].
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Fig. VI-66.- Profils de frottement turbulent.

(mod&le modifié, mémes conditions que pour la figure VI-56).

Dans la partie externe de la couche limite le modéle B montre un
accord presque parfait avec les points de mesures alors que le modéle A est
trés nettement sur-estimé. Un autre critére remarquable de l'amélioration
est la forme de la courbe de Gﬁ: . Le pic de cette courbe se trouve trés
nettement détaché de la paroi ainsi que le montrent les résultats expéri-
mentaux. La figure VI-62 met en évidence les différences de comportement

entre les deux mod&les dans la zone externe. Une caractéristique intéressante
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apportées concernant la prédiction de 1'énergie ciné%ique de turbulence.

Tant dans la voisinage proche de la paroi que dans la zone externe, le
modéle B montre des résultats en accord nettement meilleur avec les résultats
expérimentaux. Quoique de moindre qualité, le moddle A affiche également

des résultats meilleurs que ceux obtenus avec le mod&le standard quand &
l'augmentation de 1'énergie 3 la paroi. De méme sur les figures VI-65 et
VI-66, le modéle B est plus performant pour la prédiction du frottement tur-
bulent, tout particuliérement dans la zone développée de la couche limite.
Pour QS* < 10 1les deux moddles se trouvent de part et d'autre des points
de KREPLIN et ECKELMANN [36]. A l'extérieur, les résultats du modéle A

s'avérent étre moins bons que ceux du moddle standard tandis que le mod&le B
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Fig. VI-67.- Rapport frottement-énergie.

décrit remarquablement bien le frottement turbulent.

(mod&le modifié, mémes conditions que pour la figure VI-56).

Les figures VI-63 et VI-64 montrent les améliorations qui ont &té
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Pour clore ce paragraphe, la figure VI-67 montre la valeur du rapport
du frottement turbulent & 1l'@nergie turbulente. Les deux modéles donnent des
résultats équivalents dans la partie externe de la couche limite, ol on remar-
que un accord encore plus prononcé avec les points expérimentaux que ne
1'avait montré le moddle standard. Au voisinage immédiat de la paroi le
modeéle A est sensiblement meilleur, ainsi que pouvaient le laisser prévoir
les courbes de la figure VI-65.

En résumé, le modéle original de LAUNDER et al. [15], HANJALIC et
LAUNDER [4O] et GIBSON et LAUNDER [45] a ét& redéveloppé et modifi& pour
inclure des effets de compressibilitéet pour permettre 1'intégration de
toutes les équations jusqu'a la paroi. Dans ce paragraphe, seul le dernier
point a fait 1l'objet d'une attention particuliére dans le but d'améliorer
la prédiction des caractéristiques anisotropes du tenseur de Reynolds.

I1 est reconnu que l'ajustement des termes de pression moyenne dans les
€quations de contraintes de Reynolds ne peut &tre fait que dans ces confi-
gurations d'dcoulements plus complexes telles que 1l'interaction onde de

choc—-couche limite (voir paragraphe suivant).

- -

i nom equation otandard moditiee I
I i [T 1.0 1.0 |
i [ | .., 1.0 * |
| <2 I, s, 0.4 9.9 {
] G LS. 0. 125 0. 1397 |
} Lk .o, v.019 0.0143 ]
| (8] R.S. 9.0 0.0041 {
i 'n .. ,E, O . 200 0,240 )l
i Cet Epeo. 1.28 9,675 |
i . 1.280(5§|
I Cce2 Eps. 1.8 1.8 |
t feps Eps *x 1.0 |
1 Cs3 Eps. 2.0 1.0 I
I Cgd Eps. 0.9 0.0 i
| Cse E. 0.313 0.313 )
1 fo R.s. KKk 23 3 1
I ¥t 11 2 exp(=-2.0/(1.0+tet/80.)) {
I X% 1 feps = 1.9-0.222cxp(-(Rets6.)%) i
{ Xkkk I Lo 2 1.9/(1.0+Rect/10,) |

e e . e A i ik S o i 7 St e S Vi S S e e S e St o i S e T e T S e o e e

Tableau VI-11.- Constantes du modé&le.
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VI-3-2.- L'internaction onde de choc-couche Limite turbulente

Aprés avoir étudié le cas simple des couches limites compressibles,
nous allons pouvoir mettre en oceuvre l'outil qui est développé dans ce
mémoire pour calculer un écoulement compressible complexe; compressible
parce que une onde de choc normale 3 la direction principale & 1'é&coulement
est présente, complexe parce que les gradients de pression induits par cette
onde de choc sont suffisamment forts pour provoquer un décollement &tendu

de la couche limite.

A) Configuration expérimentale

L'étude expérimentale qui est utilisée ici a &té faite en 1978-1979
34 1'0.N.E.R.A. sous la direction de DELERY [L1] et a &té inclue dans les cas
tests de la conférence de STANFORD [L2]. Elle s'inscrit dans un cadre plus
vaste d'étude de 1'0.N.E.R.A. ol trols différentes configurations ont &té

étudides : (1) le décollement naissant, (2) le décollement, (3) le décollement

étendu.
N AT
: B3 / '
B 0S5 ber - =2 i £ , i
sl g — /BU
T; = 300°K ' l —"'/ A I/"‘ S 4 @
. 120 ' 838 ‘y \ \

Iy 4 - Bomoge parut

Fig. VI-68.- Configuration expérimentale (tiré de [L21)

(vue d'ensemble).
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Toutefois pour des raisons historiques, seul le troisiéme cas
a été étudié jusqu'a présent dans 1l'optigue de la compétifion de Stanford.
Les figures VI-68 & VI-T2 montrent les principales caractéristiques de
1'écoulement. La figure VI-68 donne une description d'ensemble de la tuyére.
" Un bossage, dont le profil exact est donné sur la figure VI-69 est monté
sur la paroi inférieure d'une tuyére transsonique. Le nombre de Mach &
l'entrée de cette tuydre est égal 3 0.63. L'existence du bossage provoque
une: accélération de l'écoulement jusqu'd une valeur du nombre de Mach de
1l'ordre de 1.k.

La contre-pression aval, quli est contrdlée par un second col ajus—
table, rend nécessaire 1l'existence d'une onde de choc normale qui est main-
tenue au bord de fuite du bossage. La présence de cette onde de choc corres-—
pond & un gradient de pression suffisamment intense pour provoquer le

décollement de 1la couche limite et la formation d'une zone de recirculation

étendue.
-0.55°
° 25e v
. o.'n'.u;.au\'- ’
~ r3422.67 26
2 .
e/2s12
‘\. \. : . r:20
/s A A, |
X J ’ S l
156.88 29.49 ——100
286.37

Figure VI-69.- Dimensionnement de la tuyére (tiré de [L42]).

La figure VI-T70 montre l'allure du choc au~dessus de la zone
décollée. Le décollement est suffisamment important pour générer un choc
oblique C1 issu du point de décollement (figure VI-T72). En aval de C1,

1l'écoulement quli est encore supersonique, rencontre un second choc C2 gui
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lul est presque normal. Les deux chocs C1 et C2 se rencontrent un peu plus
haut pour ne plus former qu'un seul choc presque normal qui s'étend sur
toute la hauteur restante de la tuyére. La zone séparée qui se forme au bord
de fuite du bossage se traduit par un plateau trés marqué sur la courbe de
pression pariétale, qui correspond approximativement & la zone comprise
entre les chocs C1 et C2. La localisation de la séparation 4 cet endroit

est justifiée par les actions conjugues du gradient de pression et de la

courbure locale de la paroi inférieure.

=

mm
i 1
270 280 290 300 310 320 330 340 350 360

Fig. VI-70.~ Forme de 1l'onde de choc (tiré de [L2]).

Les positions respectives des points de d&collement et de
recollement sont &valufes par rapport & l'origine du bossage & 26 = 0.260 m
et X= 0.325 m respectivement. Les conditions de stagnation sont les

suivantes :
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R: 55000 M/Mz

(VI-33)
T, = 300 2K

Les caractéristiques de la couche limite au début de l'interaction

sont :

.= 1,36

5.0 16 m

1

¥

N
$
S 518 10 m

e 2.65 16™m (VI-3L)

Le nombre de Reynolds basé sur la vitesse extérieure et 1'épaisseur

de quantité de mouvement y est égal a3 :

3
’RQ'B = 3.Y0 lo (VI-35)

B) Traitement numérigue

C'est sans consteste cet &coulement qui a été la plus grande source
de difficultés aussi bien numériques que de modélisation. Mais c'est &galement
avec ce probléme que nous avons eu vraiment le sentiment de prédire la
physique des phénoménes grice aux caractéristiques instationnaires de la

méthode et 34 la diversité des problémes physiques présents dans 1'écoulement.

B-1.- Conditions aux limites

Les conditions & l'entrée de la tuydre sont identiques & celles qui
ont été détaillées au chapitre V dans la rubrique conditions aux limites
subsoniques. Le traitement des grandeurs turbulentes s'y fait alors d'une
fagon naturelle en supposant que leur gradient longitudinal est nul. Dans

la section amont, les valeurs des quantités turbulentes sont figées apres
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que 1'état stationnaire du champ moyen est atteint localement. Le traitement
des parois se fait de fagon plus délicate. Les conditions de miroir qui sont
utilisées pour les variables primitives sont réellement justifiées quand le
comportement de la variable est linfaire entre les deux points enveloppant

la paroi. Au voisinage des parois, le comportement des composantes du tenseur
de Reynolds est une fonction de l.éz plutdt que de 0’ .

Nous avons donc dans un premier temps, &té tentés d'utiliser une
condition de gradient normal nul pour obtenir la valeur zéro désirée a la
paroi. Cette méthode entraine des valeurs trop importantes de la turbulence
et 11 a &té trouvé nécessaire d'utiliser également les conditions de miroir
pour 1l'énergie turbulente, en conjonction avec une valeur raisonnablement
petite pour efr(Q) ¢ ( ef'(2) < 3) et une valeur nulle pour les termes
sources quand J = 1 dans les balayages verticaux issus de la paroi. La

condition de gradient nul est conservée pour & .

Ui M
. _'M°.1.36 -

Ho - 128

2l

Fig. VI-T1.- Distribution du nombre de Mach (tiré de [421)

calculé & partir de la pression pariétale inférieure en

supposant 1'é&coulement isentropique.
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B-2.- Conditions initiales

L'initialisation du calcul se fait d'une fagon trés grossidre en
prescrivant une pression et un nombre de Mach constants dans tout le domaine
de calcul et égaux aux valeurs amonts. Le calcul construit alors 1'écoulement
de facon naturelle. Nous avons toutefois éprouvé certaines difficultés en
voulant commencer 3 partirvd'un tel champ initial le calcul avec le modéle

&-i. . Dans ce cas, les échelles caractéristiques initiales sont irré-
alistes et le calcul des termes sources est instable & la paroi. Les calculs
doivent donc se faire de la fagon suivante : (1) calcul avec longueur de
mélange, (2) calcul du champ turbulent découplé, (3) couplage du champ tur-
bulent et du champ moyen. La premiére &tape a pour rdle de construire un
champ dynamique moyen. La seconde &tape va permettre d'obtenir des valeurs
réalistes pour les quantités turbulentes et ainsi pour les échelles caracté-
ristiques. La troisildme &étape réalise le couplage complet pour la viscosité

turbulente et 1'énergie.

Fig. VI-T2.~ Représentation de la zone non visqueuse

d'aprés les interférogrammes (tiré de [42]).
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C) Résultats

Nous allons tout d'abord présenter le premier résultat obtenu,
que nous avons longtemps considéré comme 1'exemple d'application de la
méthode (figures VI-T3 & VI-78). Avant d'entrer dans le détail des figures,
nous pouvons d'ores et déjd souligner deux traits caractéristiques de ce
calcul :

- 1'écoulement est prédit de facon correcte en dehors de la zone
d'interaction (validation du schéma numérique et des conditions aux limites
subsoniques).

- 1la zone d'interaction, qui est gouvernée par le couplage entre le

champ moyen et le champ turbulent, est pratiquement ignorée.

La figure VI-73 donne une image du champ de pression tel qu'il est
calculé. On constate bien évidemment la présence d'une onde de choc normale
qui s'étend sur toute la hauteur de 1'écoulement. Si on compare cette figure
3 la figure VI-T2, la zone d'interaction commence approximativement & la
méme abscisse mais 1'onde de choc qui la surplombe, a une structure tout-&-
fait différente. Au lieu d'avoir un premier choc incliné vers 1l'arriére qui
laisse un écoulement aval supersonique suivi d'un second choc presque normal
qui rétablit une pression subsonique, le calcul montre un choc incurvé unique
dans tout le canal, situé en aplomb du début de la zone d'interaction.

'y
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Fig. VI-73.- Champ des pressions calculées

0.255 S.283 3.3 G.i85  (LoST

(moddle algébrique; maillage 80 x L40).
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Les courbes de pressions pariétales montrent bien que la géométrie
de la tuyére suffit & donner une bonne estimation de 1l'écoulement avant et
aprés la zone d'interaction (graéce aussi aux conditions aux limites amont
et aval). La courbe de pression de la figure VI~T5 montre bilen toutefois
une différence d'environ 3 cm entre la position réelle du choc et la position
du choc calculé, ce qui est vérifié également sur les Tigures VI-T2 et VI-T3.
Si on s'intdresse de plus prés maintenant a la zone d'interaction,
les résultats sont beaucoup plus décevants. La distribution de pression sur
la paroi inférieure, figure VI-T4, montre 1l'absence du plateau qui correspond
au décollement étendu caractérisant cet écoulement. Ce décollement qui prend
naissance au pied du choc C1 s'étend bien au-deld du choc C2 (0.26 < % ,
1(4(0.325 m). La figure VI-T6 montre quelques profils de vitesse longitudinale
moyenne. A l'abscisse X = 0.270 m, le caleul et les résultats expérimentaux
montrent tous deux un décollement. Toutefols 1'épaisseur de la zone de recir-
culation calculde est insignifiante devant celle qui est observée expérimenta-

lement.

o oM om 02 03X 032 0X 0% 03 0®©
- Xin) - .

Fig. VI-Th.- Distribution des pressions sur la paroi inférieure.

(moddle algébrique; maillage 80xL0; © : exp. U1 , —: calcul).
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A 1l'abscisse 2 = 0.310 m le décollement réel est trds épais tandis
que l'écoulement calculé s'est déja recollé & la paroi. Pour cette position
comme pour la précédente, la vitesse extérieure calculée est inférieure &
celle mesurée, ce qui est nécessaire pour respecter la continuité du débit.
Pour QC) 0.350 m, les couches limites sont pleinement recollées mais la
distribution des points expérimentaux montrent que le retour & um profil
de couche limite d'équilibre ne se fait que trés lentement. Les distributions
des quantités turbulentes montrent exactement les mémes tendances. Au début
de la zone d'interaction ( = 0.270 m), nous avons une estimation réaliste

du niveau de turbulence.

oo 00000 0000g
o
)

oo

0.0 0.2 0.2¢ 0% 0.3 UN U2 0M 0% 0.3  0.40
- Xm) - :

Fig. VI-75.- Distribution des pressions sur la paroi supérieure.

(moddle algébrique; maillage 80xL40; O : exp. U1 ,e=: calcul).

Puis & la différence des expériences qui montrent une croissance
importante de la turbulence suivie d'une relaxation relativement lente, le
calcul relaxe immédiatement ces grandeurs i tel point qu'elles finissent
par disparaltre des graphiques. L'ensemble de ces résultats montre bien

les limitations qui sont inhérentes au modéle algébrique, qui tout en donnant
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d'excellents résultats pour une couche limite attachée (voir VI-3-1)
est tout-8-fait inadapté & la prédiction d'écoulements complexes.
Voyons maintenant ce qui se passe si on reprend la solution qui

vient d'&tre obtenue pour poursuivre le calcul avec un modéle & deux équations.

8. ; ;
o
X=0.232 X=0.270 n X=0.310 1 X=0.350 M X-0.3590 n
: °
g 8 8 g & -
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Fig. VI-76.— Profils de vitesse longitudinale moyenne
Ij] ,mmm: calcul).

E

(moddle algébrique; maillage 80x40; O : exp.

Sur la figure VI-T9 nous avons représenté 1'évolution de la répartition

du nombre de Mach calculéd 3 partir de la pression pariétale (en supposant

1'8coulement isentropique). On remarque que la restructuration du champ
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a-i. est trés importante dans la zone d'interac-—

tion tandis qu'en amont, 1'écoulement n'est que trés peu affecté par le

changement de mod8le de turbulence. La courbe de pression se déforme notable-

ment et se rapproche des valeurs expérimentales. Le plateau de pression qui

caractérise 1l'existence d'un décollement étendu commence 3 apparaitre tandis

que la position du pied de l'onde de choc remonte légdrement en amont de sa

position initiale. Si on poursuit le calcul, on assiste alors & une trés

nette détérioration des résultats.

- Yy -
0.c18 0.024 0.020

0.012

Fig. VI-77.- Profils de 1l'énergie turbulente.

(mod&le algébrique; maillage 80x40; ©
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En effet, le décollement tend alors i s'amincir et & se raccourcir

sous 1l'effet d'une turbulence légdrement croissante quoique trés nettement

inférieure aux valeurs mesurées. L'amincissement de la zone de recirculation

s'accompagne alors d'un déplacement du choc vers l'aval dans une partie de

la tuyere légérement convergente. L'onde de choc, ne pouvant plus trouver
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de position d'équilibre continue alors sa progression vers l'aval.
Nous avons tout d'abord attribué cette instabilité & une valeur

erronée de la pression qui est imposée 3 1'aval de la tuyére. Toutefois,
des modifications de cette pression ( ¥ 2 %) n'ont eu pratiquement aucune
influence sur le comportement du choc, ce qui montre bien que la structure
de 1'écoulement est dominée par le couplage étroit entre la zone non visqueuse
et la zone de recirculation. Pour modifier la taille et la forme de la zone
décollée nous avons donc décidé de changer le niveau de turbulence dans
1'écoulement. Une facon parmi d'autres d'obtenir un tel résultat est de
modifier la valeur de Cg , le paramétre qui contrSle la production du
taux de dissipation & . L'une des faiblesses du modéle &-¢ est
1l'absence de critére rigoureux pour la détermination des constantes. Reprenons
1'équation de & dans la zone logarithmique, ol on peut raisonnablement
admettre que la production de & est Eégale 4 sa dissipation et que 9{ et

w y sont approximativement constants. On obtient alors 1'équation

sulvante :

3 /x'-
- S & 1y (VI-36)

3 (4

Ces — Ceu

Les valeurs de Cit , Cy et VE étant supposées déterminées
par ailleurs (décroissance de turbulence de grille, utilisation antérieure
pour des Bcoulements cisaillés libres etc.), il reste toujours Cg' qui
dépend de la valeur du nombre de Reynolds turbulent dans cette région pour
que la vitesse suive la loi logarithmique. Ce nombre de Reynolds peut

s'écrire sous la forme :

B WA "
er = YE - 2 Y u,% = 3.% 3 (Vi=37)

Si on admet que la zone logarithmique commence aux environs de
5* A2 20, il vient alors 'B“r a2 75. et Ci.l = 1.57, valeur
qui est proche de la valeur suggérée par Jones et Launder [2], ( g = 1.55).
Cecl montre bien la part de l'arbitraire dans la détermination de certaines
constantes et explique que la fagon la plus répandue (et peut-etre aussi la
plus commode) d'utiliser ce type de mod&le & deux équations est 1'optimisation

numérique. Ceci n'est d'ailleurs en rien propre uniquement au modéle k- ¢ .
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La conférence de Stanford [22] a mis en &vidence la disparité des différents

jeux de constantes utilisables pour cette classe de mod&les.
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Fig. VI-78.- Profils de frottement turbulent.
(mod&le algébrique; maillage 80 L0; O exp. [41],===: calcul).

Mais revenons & 1' examen des résultats de calcul. La figure VI-80
compare les distributions du nombre de Mach dans la zone d'interaction
calculé & partir des pressions pariétales en supposant & nouveau gque
1'écoulement se fait de facon isentropique. Les symboles correspondent aux
points expérimentaux. La courbe en pointillés reprend la solution du modé&le
algébrique qui a été présentée précédemment. Les deux autres courbes repré-
sentent les calculs WR-¢ . Le moddle R-€ (4) utilise’ Cgp = 1.45 et

Cge = 1.94, valeurs qui ont été utilisées également pour les calculs
d'écoulements cisaillds libres. Cette courbe correspond & 1'un des derniers

instants avant que le calcul ne s'arréte quand le choc se perd en aval.
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1500 A€ sont nécessaires & partir de la solution du modéle algébrique.

14 4 ' ) .
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Figure IV-79.- Evolution du nombre de mach au cours du calcul.

Le mod&le ﬁ-i (B) qui utilise C¢y = 1.57 et Cgq = 1.94% commence
3 converger seulement 800 BAF aprds la solution algébrique. Le pas de
temps a alors été réduit par un facteur 10 pour &liminer toute dépendance
de la solution stationnaire vis-d-vis de la valeur du pas de temps [59]
et le calcul s'est encore poursuivi sur quelques centaines d'itérations
sans affecter la solution de facon notable.

L'ensemble des résultats du modéle ﬁ.;_ (B) sont montrés sur les

figures VI-81 & VI-86.
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La figure VI-80 montre le tracé des lignes isomach dans la zone

de 1'interaction. Sur cette figure, le dessin par endroits sinueux des

lignes de niveaux laisse apparaltre des cellules de taille réguliére qui

correspondent aux mailles sur lesquelles se fait le calcul dans la partie

non-visqueuse. Dans la zone visqueuse, le resserrement des points est tel

qu'oﬁ ne peut pas distinguer le maillage au travers des courbes de niveau

Pour éviter de surcharger la figure, seules les lignes correspondant & une

valeur du nombre de Mach supérieure & 0.8 ont été tracées. Les lignes

continues correspondent aux régions subsonigues et les lignes discontinues

aux zones supersoniques. 40 courbes de niveau réguliérement réparties entre

1.5 et 0.8 sont tracées. Il faut également mentionner que 1l'aspect tourmenté

des tracés est dli & la nature de ces tracés machines qui ne "pardonnent' pas

la plus petite fluctuation, & la différence des tracés expérimentaux ol un

lissage est souvent possible & un endroit quelconque de la chaine d'acquisition
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La ligne en pointillés qui s'étend le long de la paroi inférieure
est le lieu des points & vitesse longitudinale nulle. Les points de décolle-
ment et de recollement sont correctement prédits & % = 0.260 m et X = 0.325 m
respectivement. En comparant avec la figure VI-T3, on constate une compléte
trans formation de 1'écoulement. Toutes les caractéristiques qui ont été
soulignées en commentant les figures VI-TO et VI-T2, apparaissent également
sur la figure VI-81; le choc obligue C1, la structure en forme de lambda, le
décollement étendu etc. Le seul point qui n'est que trds faiblement résolu

par le calcul est le second choc de 1l'interaction C2, pour lequel on ne voit

pas d'accumulation des lignes de niveau.
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La figure VI-82 montre la répartition de pression le long de la
paroi inférieure. L'accord entre le calcul et 1'expérience est remarqua-—
blement meilleur. En particulier la montée de pression qui correspond au
début de 1l'interaction est parfaitement bien localisée.

On note une pression calculée inférieure sux valeurs expérimentales
en aval de 1'interaction, qui est probablement due & des effets tri-dimen-
sionnels (couches limites sur les parois latérale et supérieure) qui
imposeraient la prescription pour la pression aval d'une valeur 3 % plus

&levée que celle mesurée.

La figure VI-83 est une trés belle illustration des possibilités
de capture de choc de la méthode numérique qui est employée ici. L'une des
principales critiques 3 1l'encontre des technigues de“bhock captuning”a
toujours été 1'étalement des ondes sur plusieurs points de maillage plutdt
que de confiner la discontinuité entre deux points adjacents de maillage,

ainsi que 1'on se doit d'attendre de 1'épaisseur réelle d'une onde de choc.
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Cette figure montre que, malgré la complexité de 1'interaction
sur la paroi inférieure, le choc est trés finement résolu dans la partie
non visqueuse. Les oscillations qui apparaissent immédiatement avant et
aprés le choc pourraient disparaitre en introduisant un terme de diffusion
artificielle [60] mais nous nous sommes toujours refusés i employer cet
artifice, comptant sur la viscosité effective présente dans 1'écoulement
pour éviter ces oscillations dans les zones cisaillées. Le traitement
homogéne que nous nous efforgons d'appliquer & tout 1'écoulement ne
connait pas i priori la délimitation entre les zones visqueuses et non
visqueuses. Quoiqu'en plus grand désaccord avec les points expérimentaux,
nous pensons que les résultats du modéle ﬁ- [ sont beaucoup plus

physiques que ceux du modéle algébrique.



Q
)
[l
(=
) D
x=0.232 m
¥ -+
o Y]
Q - o -
[ e}
Q 0
— -=d
(i} S
© o
[4%4 o
—d —t
[} o]
(o] o)
O p
[0} .
Q- Q-
Q (&}
=l
s
> .
t "“’T—wﬁ' |
a0 06 10

Cby ey

-0 0l 0610

x=0.270 m

AT

)

SRSV

317

x=0310 m [(x=0350 m |[x=0.390 m

+ <
o o N o
Q.- o_
S o
o 0
o] 0
© o
— -—
- Q o © - la)
c o
C
I
o]
o )
— e
oS- o o
S S
n (o]
(o] L8]
(8] s}

o]

©
o

- o ) (@] O —
C (o} ©

o

fa}

n/ o)
[

0.006

=) G o
[ ¢} [}
| £l AN/
JIY J PEY R s | > _4_('3__.‘.._..___!__] < s T
0202 06 10 -0202 06 10 -0202 06 10
- n/uinfl -

Fig. VI-8L.- Profils de vitesse.

En effet, dans le voisinage de la paroi supérieure, le maillage

ne permet pas la résolution de la couche limite. Nous ne pouvons donc

pas espérer y voir 1'influence de la viscosité. Dans le cas du modéle

&-¢ la viscosité redevient trés petite dans la zone non visqueuse

tandis que pour le calcul avec le mod&le algébrique, la viscosité turbulente

y est alors 1l'extension de celle qui est calculée pour la couche limite

inférieure. Cela explique pourquoi le premier calcul montre un comportement

visqueux & la paroi supérieure alors que la couche limite n'y est pas résolue.

Cela renfore également notre assertion au sujet de la disparition des

oscillations de pression de part et d'autre du choc 8 1l'aide d'un terme de

viscosité artificielle.
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Fig. VI-85.- Profils d'énergie de turbulence.

La figure VI-84 montre quelques profils de vitesse longitudinale
avant, dans et aprds la zone d'interaction. Pour % = 0.270 m le profil
de vitesse représente correctement la recirculation de 1'&coulement quoique
le courant de retour y soit légeérement sous—-estimé. Les profils suivants
montrent un bon comportement au voisinage de la paroi mais une accdlération
plus forte & 1l'extérieure, signe d'un changement brusque des dérivées des
termes de frottement turbulent. La figure VI-86 affiche en effet un profil
8 deux maxima pour ( G?Zf ), avec un creux qui correspond au changement
de signe de la dérivée seconde de la vitesse longitudinale. Ce creux est did
8 l'interaction des &chelles caractéristiques de la couche visqueuse de
paroi et de la zone de Jet libre, qul provoque une décroissance trop lente
de & au voisinage de son deuxidme maximum, et ainsi une valeur déficitaire
de la viscosité turbulente. On observe néanmoins que, d'ume facon générale

la valeur du frottement turbulent est partout sous—-estimée.
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La figure VI-85 met en évidence une insuffisante analogue des
niveaux d'énergie turbulente par rapport aux valeurs mesurées. Ce point
illustre 1l'ambiguité qui semble exister entre les résultats expérimentaux.
et les résultats numériques. D&jd pour les calculs avec longueur de
mélange, la viscosité turbulente au début de 1'interaction senblait
consistante avec le champ turbulent mesuré (le frottement turbulent et
1'énergie de turbulence sont proches des valeurs expérimentales, figures
VI-T7 et VI-T8). Pourtant un tel niveau de turbulence provoque un décolle-
ment'beaucoup plus petit que celui qui est observé dans la réalité, signe
que la quantité de mouvement prés de la paroi est trop importante au début
de 1l'interaction. De méme lors du calcul {l-i (A), la croissance du
niveau de turbulence dans la seconde phase de 1'évolution du calcul, a
provoqué une contraction de la zone décollée puis une fuite du choc vers
1l'aval. Pour corriger cela, il a été nécessaire de diminuer le niveau
de turbulence ( €¢y = 1.57 dans &-£ (B) plutdt que C¢, = 1.45 dans

f-¢ (A)) pour obtenir wne zone décollée plus importante et également
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une position d'édquilibre pour le choc. Naturellement la différence d'énergie
turbulente entre le calcul et l'expérience s'est accentude.

I1 y a donc une incohérence entre la quantité de mouvement qui
régit la dimension et la nature du décollement et le niveau de turbulence
qui gouverne cette quantité de mouvement. HORSTMAN [61] a émis 1'idée que
la différence entre les niveaux d'énergie &tait principalement due & des
effets instationnaires de 1l'onde de choc qui peuvent amplifier 1'énergie
turbulente mesurée. Notre opinion sur cette inconsistance est quelque peu
différente. D'une part DELERY [62] n'a jamais pu observer de déplacements
du choec durant les séances expérimentales. D'autre part, méme si la position
du choc était tributaire d'effets instationnaires, dans la partie visqueuse
ol est localisée la production de 1l'énergie turbulente ces fluctuations
devraient avoir &té filtrées pér 1'action de la viscosité, 1l'onde de choc
au voisinage de la paroi n'étant qu'une suite continue de compressions
faibles. C'est pourquoi il est probable que ce probléme n'est qu'un défaut
supplémentaire du modéle i deux équations. Hormis la faiblesse due &
1'utilisation de 1'approximation de BOUSSINESQ ce type de modéle est donc
vraiment inadapté 3 la prédiction des écoulements pariétaux.

En effet, les &quations qui ont &té établies au chapitre III
montrent trés clairement que les mécanismes de diffusion dans la direction
normale a la paroi, sont régis par la quantité Qz(;Fafﬁ, , tandis que dans
les modeéles a deux équations, la diffusion se fait par ?7."/2 . En présence
d'une paroi, nous avons vu précédemment que l'anisotropie du tenseur de
Reynolds est treés accentuée, C?i étant fortement diminué. Pour prendre
en compte ce phénomeéne, le modéle Q;..g utilise une fonction d'amortisse-
ment g‘, qui dépend également de &t/g via le nombre de Reynolds turbu-
lent, pour diminuer la diffusion prés de la paroi. Comme 1\ et ' ont
des comportement différents (ex : forme de la dépendance vis-a-vis de 1} 5
positions des maxima), il n'est pas possible de représenter correctement
les mécanismes de diffusion avec un tel modéle, 3 moins de l'ajuster &
chaque calcul. Au contraire le modéle qui emploie la fermeture au second
ordre des équations a la capacité intrinséque de représenter correctement
ces mécanismes, tout d'abord parce que les contraintes normales sont résolues
individuellement et ensuite parce que le caractére anisotrope de la produc-
tion de fk ¥y est respecté (voir DELERY [U43]). Ce type de fermeture devrait
également supprimer l'anomalie sur les profils de ;?;ﬂ mentionnée plus

haut, le frottement turbulent étant également résolu individuellement.
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Pour conclure ce chapitre les planches VI-87 a& VI-99 montrent le
déroulement d'un calcul. Les 600 premiers pas de temps sont faits seulement
3 1'aide du mod€le algébrique pour construire le champ de vitesse moyenne.
On voit trés bien l'onde de pression qui remonte de la frontiér.e aval tandis
que l'écoulement s'accélére sur le bossage puls se ralentit dans la partie
divergente. Aprds 200 8& , on voit apparaitre une zone supersonique prés de
la paroi inférieure. Cette poche supersonique s'étend en méme temps que les
lignes isomach s'ordonnent dans la tuyére et que l'onde de choc se forme
progressivement de la paroi inférieure jusqu'd la paroi supérieure. A 800 At,
la solution est convergée pour ce modé&le. Le calcul des termes sources a &té
commencé & partir de 600 OAb en utilisant la viscosité turbulente algébrique
et sans coupler les équations du mouvement moyen aux &quations pour Q et &.
Durant 200 pas de temps, le champ turbulent peut donc se construire sans
affecter le champ moyen. A partir de 800 A&, le couplage complet est
effectué avec un pas de temps divisé par 10. Aprds 200 Q¢ supplémentaires,
ce pas de temps est multiplié par 2 et le calcul &-i se poursuit sur
800 O, durant lesquels le décollement s'amplifie, modifiant la forme de
1l'onde de choc. A partir de cet instant, 1'écoulement n'évolue presque plus
et le pas de temps est divisé 3§ nouveau par 20 pour &liminer une éventuelle
dépendance de la solution vis-3-vis de la valeur du pas de temps B& . Le
calcul se poursuit alors encore sur quelques centaines de AE puis est

@

arrété.



322

|

it

5 %
' Q ¥ \ L) ¥ T T
000 045 010 020 028 030 036
X

0.00

010 006 016 040

TURBULENCE MODEL : MIXING LENGTH
TIME STEP = 8.0459*10™ TIME STEP NUMBER = 20

ELAPSED TIME = 16092+10°

010

TURBULENCE MODEL : MIXING LENGTH
TIME STEP = B0459*10™ TINE STEP. NUMBER = 40

ELAPSED TIME = 32183+10™

8 s dale)

S Y Y T Y T

-010 ~0.06 000 0.05 010 016 020 025 0.30 035 0.40
X

010

TURBULENCE MODEL : MIXING LENGTH

TIME STEP = B80468*10™ TIME STEP NUMBER = 60

ELAPSED TIME = 4.8275%10"°

Fig. VI-8T7.—- Déroulement du calcul de 1'interaction.



323

040

TURBULENCE MODEL : MIXING LENGTH
TIME STEP = 8.0459*10" TIME STEP NUMBER = 80

ELAPSED TIME = 6.4367¢10™

010

e

TURBULENCE MODEL : MIXING LENGTH

TIME STEP = 8.0459*10" TIME S'I‘EP NUMBER = 100

ELAPSED TIME = B.0459*10~

a %ﬁ__‘
> 8
g e
° . T AS ¥ L
-010 ~0058 0.00 005 010 0156

X

TURBULENCE MODEL : MIXING LENGTH
TIME STEP = 8.0458%0" TIME STEP NUMBER = 120

ELAPSED TIME = 96650*10"

Fig. VI-88.- Déroulement du calcul de 1l'interaction.



010

S e P e e T e e 2

e et o e e =2

5 - NA . Q(

B

000

010  -006 000 005 010 015 020 028
X

.40

TURBULENCE MODEL : MIXING LENGTH

TIME STEP = 80459410 TIME STEP NUMBER = 200

ELAPSED TIME = 16092+10"

g o ———
>3-
g o
8 . >
T 1 L 1 4 T ¥ Ls T T
~010 Q.06 000 005 010 015 020 026 030 035 040

TURBULENCE MODEL : MIXING LENGTH
TIME STEP = 8.0459*10™ TINE STEP NUMBER = 220

ELAPSED TIME = 17701*10™°

3 —
> 8-
00 006 005 010 015 020 028 030 036 040
X
TURBULENCE MODEL : MIXING LENGTH
TIME STEP = 8.045-9‘104. TIME STEP NUMBER = 240

ELAPSED TIME = 198310%10~

Fig. VI-89.- Déroulement du calcul de 1'interaction.



010

-010  -006 0.00 006 010 015 020 025 030 036 0.40

TURBULENCE MODEL : MIXING LENGTH
TIME STEP = B80459*10° TINE STEP NUMBER = 320

ELAPSED TIME = 25W%7*10°

010

000

L)

-010 =005

TURBULENCE MODEL : MIXING LENGTH

TIME STEP = B8.0459*10°° TIME STEP NUMBER = 340
ELAPSED TIME = 27356%10"° ~
s . I LilLE/
> 8]
8
[+]
-0.10

TURBULENCE MODEL : MIXING LENGTH
TIME STEP = B80450"0™ TIME STEP NUMBER = 360

ELAPSED TIME = 28965*10™

Fig. VI-90.- Déroulement du calcul de 1l'interaction.



326

8
8 { . ey o ) \A__‘_—\:.\:_/_
e ] . C— o~ S orae -
010 -006 000 005 010 016 020 026 030 035 040
X
TURBULENCE MODEL : MIXING LENGTH
TIME STEP = 8.0459*10 TIME STEP NUMBER = 260
ELAPSED TIME = 20919%10°°
. A
010 -005 000 0,05 010 o 16,
X
TURBULENCE MODEL : MIXING LENGTH
TIME STEP = 80459410 TIME STEP NUMBER = 280
ELAPSED TIME = 22528410
o * : ——— e - e - -
>+ 8-
§ 4 e l : . L T
~-040 -0086 000 005 010 016

TURBULENCE MODEL : MIXING LENGTH
TIME STEP = 80459*10" ~ TIME STEP NUMBER = 300

ELAPSED TIME = 24138%10"

Fig. VI-91.~ Déroulement du calcul de l'interaction.



010

TURBULENCE MODEL : MIXING LENGTH

TIME STEP = 80459*10™ TIME STEP NUMBER = 140

ELAPSED TIME = 1.1264*10°

3 \ e

AL A

g | [/ \

-010 -008 000

040 al6 020 026 0.30 0.36 040

TURBULENCE MODEL : MIXING LENGTH
TIME STEP = B.0459*10™ TIME STEP NUMBER = 160

ELAPSED TIME = 12873*10°

[~]
8 (-_______’__,_,_,_.) =3
> 8
g e
d L4 T - A
-040 -006 0.00 0.05

TURBULENCE MODEL : MIXING LENGTH
TIME STEP = 80459*10° TIME STEP NUMBER = 180

ELAPSED TIME = 14483*0°

Fig. VI-92.~ Déroulement du calcul de 1l'interaction.



010

-010  -005 0.00 005 010 015 020 025 030 036 040
X

TURBULENCE MODEL : MIXING LENGTH
TIME STEP = 8.0458*10° TIME STEP NUMBER = 380

ELAPSED TIME = 3054*10"

3
> 8
8
Q o .
-040 -0.06 0.00 0.05 010 016 . D20 026 030 036 040
X
TURBULENCE MODEL : MIXING LENGTH
TIME STEP = 8.04598*10" TIME STEP NUMBER = 400

ELAPSED TIME = 3218310

010

: y ® Yy
[ & o =t FL e SOl ettt SR e R

-0.10 —0.06 000 005 010 0‘15 020 026 030 036 040
X .

TURBULENCE MODEL : MIXING LENGTH
TIME STEP = B8.0458%10" TIHE STEP NUMBER = 500

ELAPSED TIME = 40229410

Fig. VI-93.- Déroulement du calcul de 1l'interaction.



329

010

010  —006 000 006 010 015 020 025 0.30 038 040
X

TURBULENCE MODEL : MIXING LENGTH
+  TIME STEP = 8.0450*10™° TIME STEP NUMBER = 600

ELAPSED TIME = 4.8275*10"°

010

~0.10 -005 000

TURBULENCE MODEL : MIXING LENGTH
TIME STEP = B80459%10" TIME STEP NUMBER = 700

ELAPSED TIME = 56321*10™°

. e O v
~0.40 -0.06 L . 016
' X

TURBULENCE MODEL : MIXING LENGTH
TIME STEP = 804594107 TIME STEP NUMBER = 800

ELAPSED TIME = 64367%10"°

Fig. VI-9L4.- Déroulement du calcul de 1'interaction.



Q
d ] ;,’).“:n! “
=1 |

8

010 006 000 005 040 016 020 025 030 036 040
X
TURBULENCE MODEL : TWO EQUATIONS
. TIME STEP = 8.0459*10" TIME STEP NUMBER = 900

ELAPSED TIME = 6.5172410°

> 8
-0.10 -0.06 0 0.05 010 015 ‘;20 025 0.30 038 040
. x .
TURBULENCE MODEL : TWO EQUATIONS

TIME STEP = 80459*107 TIME STEP NUMBER = 1000

ELAPSED TIME = 65976*10°

010

Q.00

T T
-010  -005 0.00

TURBULENCE MODEL : TWO EQUATIONS

TIME STEP = 16092*10° TIME STEP NUMBER = 1100

ELAPSED TIME = 6.7585*07

Fig. VI-95.~ Déroulement du calcul de 1'interaction.



> 8.

‘ ' T =
010  -008 000 005 010 016 020 025 030 035 040

TURBULENCE MODEL : TWO EQUATIONS
TIME STEP = 16092*10°° TIME STEP NUMBER = 1200

ELAPSED TIME = 69194*10>

g \
> § .
8 T , :
010 006 000 005
TURBULENCE MODEL : TWO EQUATIONS
TIME STEP = 1.6092"‘10-‘ TIME STEP NUMBER = 1300
ELAPSED TIME = 7.0804"‘10-a
3 T T
> 8 ]
g
010 005 000 0,08 010

TURBULENCE MODEL : TWO EQUATIONS
TIME STEP = 16082*10"° TIME STEP NUMBER = 1400

ELAPSED TIME = 7.2413%07

Fig. VI-96.- Déroulement du calcul de 1'interaction.



" 332

3 77 T
> 8 .
g , -
T T L4 T
-010  -005 000 005 010 015 020 025 030 035 040

X

TURBULENCE MODEL : TWO EQUATIONS
TIME STEP = 16092*10” TIME STEP NUMBER = 1500

ELAPSED TIME = 7.4022*10™

3 e ( 7
> 8§ \ ]
& .
010 - -0'.05 0?00 0?05 0'10 Y (;.15 0'20 025 0.30 0.35 040
X

TURBULENCE MODEL : TWO EQUATIONS
TIME STEP = 16092*10" TIME STEP NUMBER = 1600

ELAPSED TIME = 756314107

b 7 gard
> 8 .
8 -~
© 1 1 ! T
-010  ~005 000 005 040

TURBULENCE MODEL : TWO EQUATIONS

TIME STEP = 16092410" TIME STEP NUMBER = 1700

ELAPSED TIME = 7724040

Fig. VI-97.- Déroulement du calcul de 1'interaction.



333

3 17 ( T =
‘ ]
>'. §" -
) 17 (" (»' I-' I ‘;I.J.“,' .
© T />:r—_ T T 15 T T T R —
-040 -0.05 0.00 0.05 010 046 020 025 0.30 0.35 040
X

TURBULENCE MODEL : TWO EQUATIONS
TIME STEP = 16092*10~° TIME STEP NUMBER = 1800

ELAPSED TIME = 7.8850*10"

b
T
]
> 8
010  -005 0.05 010 " 015 020 025 030 035 040
X
TURBULENCE MODEL : TWO EQUATIONS
TIME STEP = 1.6092"10—1 TIME STEP NUMBER = 2000
ELAPSED TIME = 7.917110"
3 T
> 8. ]
§ /\Tr A T T T Bl T -
010  —005, 000 0.05 010 015 020 025 030 0.35 0.40
X
TURBULENCE MODEL : TWQ EQUATIONS
TIME STEP = 1.6092"10-7 TIME STEP NUMBER = 2100

ELAPSED TIME = 7.9332¢10°

Fig. VI-98.- Déroulement du calcul de l'interaction.



334

g } [ [ { 71
> 8 .
§ 1 Ar ¥ T R L v I
010 -0.06 0.00 0.05 010 015 020 025 030 035 040
X
TURBULENCE MODEL : TWO EQUATIONS
TIME STEP = 160927107 TIME STEP NUMBER = 2200

ELAPSED TIME = 7.9493+10~

o010
~—

-
—

T 11
~010 ~0.05 000 0.05 040

TURBULENCE MODEL : TWO EQUATIONS

TIME STEP = 16092*107 TIME STEP NUMBER = 2300

ELAPSED TIME = 7.9654*10"

010

0.00

L3 A T
-010  -005 000 005 010 015
X

TURBULENCE MODEL : TWO EQUATIONS
TIME STEP = 16092*10° TIME STEP NUMBER = 2400

ELAPSED TIME = 79815410

Fig. VI-99.- Déroulement du calcul de l'interaction.



335

CHAPITRE VI

[1]

2]

[3]

(41

[51]

(6]

[71

REFERENCES

E. GUTMARK et I. WYGNANSKI (1976)
"The planar turbulent jet'".
J.F.M. 73-3, pp. 465-495.

W.P. JONES et B.E. LAUNDER (1972)
"The prediction of laminarization with a two-equation model of
turbulence".

Int. J. heat Mass transfer, vol. 15, n® 2, pp. 301-31kL.

G. HESKESTAD (1965)
"Hot wire measurements in a plane turbulent jet".

J. of Applied Mech., vol. 32, pp. T21-T3kL.

B.E. LAUNDER, A. MORSE, W. RODI et D.B. SPALDING (1972)
"Prédiction of free shear flows : a comparison of the performance
of six turbulence models".

Free Turbulent Shear Flows Conference proceedings

NASA-Langley —-Hampton Virginia NASA SP-321.

A. ROSHKO (1972)
Open forum of free turbulent shear flows conference
NASA SP-321.

M. REBOLLO (1973
"Analytical and experimental investigation of a turbulent mixing
layer of different gases on a pressure gradient".

Ph. D. Thesis - Californie Institute of Technology.

D. VANDROMME (1980)
"Modéle de turbulence a deux équations pour écoulement plan cisaillé
a4 masse volumique variable".

These de Docteur-Ingénieur. Université de Lille.



336

[81] V. R. KUZNETSOV (1979)

"Estimate of the correlation between pressure pulsations and the
divergence of the velocity in subsonic flows of variable density".
Izvestiga Akademii Nauk SSSR, Mekanika Zhidkosti i Gaza n® 3,
pp. 4-11.

(91 W. KOLLMANN et D. VANDROMME (1979)
"The fluctuation of free turbulent shear flows with strong
density fluctuations".

Int. J. Heat Mass Transfer. Vol. 22, pp. 1557-1565.

[101 S. ELGOBASHI (197T)
"Studies in the prediction of turbulent diffusion flames".

Studies in convection, vol. 2, ed. B.E. Launder, Academic Press.

[11] L. SAETRAN (1979)
"Purbulent flux models".
VKI PR-1979~4 Rhode St Genese ~ Belgique.

[12] P, BRADSHAW et D.H. FERRISS (1968)
NPL. Aero Rep. 12T71.

[13] I. WYGNANSKI et H.E. FIEDLER (1970)
"The two dimensional mixing region’.

J.F.M. vol. 41, part 2, pp. 327-361.

[1k] K. HANJALIC et B.E. LAUNDER (1972)
‘ "A Reynolds stress model of turbulence and its application to thin
shear flows'.
J.F.M. 52-4, pp. 609-638.

[15] B.E. LAUNDER, G.J. REECE et W. RODI (1975)
"Progress in the development of a Reynolds stress turbulence closure”.
J.F.M. 68-3, pp. 537-566.



[16]

[17]

[18]

£191]

[20]

[21]

[22]

[23]

337

J.L. BROWN (1978)

"Heterogeneous turbulent mixing layer investigations utilizing
a 2-D. 2 - color laser doppler anemometer and a concentration
probe".

Ph. D. Thesis - University of Missouri - Columbia.

D. VANDROMME (1980)
"Turbulence modelling in variable density flow".

Thése de Doctorat en Sciences Appliquées - Université de Bruxelles.

FREE TURBULENT SHEAR FLOWS - Tome II, p. 14,
NASA SP 321.

H.W. LIEPMANN et J. LAUFER (1947)
"Investigations of free turbulent mixing".

NASA TN 1257.

Y.H. OH (197k4)
"Analysis of two dimensional free turbulent mixing"

ATAA paper Th-594.

J.P. BONNET (1951)
"Comparison of computation with experiment — case 8501"

1980~-81 AFOSR-HTTM Stanford Conference on Complex turbulent flows.
Ed Kline, Cantwell et Lilley Stanford University - California.

M.W. RUBESIN et C.C. HORSTMAN (1981)
"Supersonic flow over a flat plate".

1980-81 AFOSR-HTTM Stanford Conference on Complex turbulent flows.
Ed. Kline, Cantwell et Lilley Stanford University - California.

E.J. HOPKINS et M. INOUYE (1971)

"An evaluation of theories for predicting turbulent skin friction
and heat transfer on flat plates at supersonic and hypersonic
Mach numbers".

ATAA J. 9-6, pp. 993-1003.




[24]

fo5]

[26]

[27]

[28]

[291

[30]

[311

E.J. HOPKINS, E.R. KEENFR, T.E. POLEK et H.A. DWYER (1972)
"Hypersonic turbulent skin friction and boundary layer profiles
on non adiabatic flat plates".

ATAA J. 10-1, pp. 4O-48.

D.A. JOHNSON et W.C. ROSE (1975)

"Laser velocimeter and hot-wire anemometer comparison in supersonic
boundary layer".

AIAA J. 3, pp. 512-51k.

E.R. VAN DRIEST (1956)
"The problem of aerodynamic heating"

Aero. Engineering Review (October 1956).

P. BRADSHAW (1977)
"Compressible turbulent shear layers'.

Ann. Rev. Fluid Mech., vol. 9, pp. 33-5k4.

M. ACHARYA, C.C. HORSTMAN et M.I. KUSSOY (1979)

"Reynolds number effects on the turbulence field in compressible
boundary layers'.

ATAA J. 17-4, pp. 380-386.

P.E. DIMOTAKIS, D.J. COLLINS et D.B. LANG (1979)
"Measurements in the turbulent boundary layer at constant pressure
in subsonic and supersonic flow".

Arnold FEngineering Development Center, AEDC-TR-T9-L49.

R. MICHEL (1972)
"Aerodynamique : couches limites, frottement et transfer de chaleur".

Cours de 1'E.N.S.A.E., Toulouse.

H.H. FERNHOLZ et P.J. FINLEY (1977)

"A eritical compilation of compressible turbulent boundary layer
data'.

Agardograph AG 223.



339

{32} H.H. FERNHOLZ et P.J. FINLEY (1980)
"A critical commentary on mean flow data for two dimensional
compressible turbulent boundary layers".

. Agardograph AG-253.

[33] . H.H. FERNHOLZ et P.J. FINLEY (1980) | o
"A further compilation of compressible boundary layer data with
a survey of turbulence data'.

Agardograph AG-263.

[34] M.V. MORKOVIN (1962)
"Effects of compressibility on turbulent flows".

Mecanique de la turbulence - CNRS, A. Favre éditeur.

[35] P.S. KLEBANOFF (1955)
"Characteristics of turbulence in a boundary layer with zero pressure
gradient".

NACA Tech. Rep. 12LT.

[36] H.P. KREPLIN et H. ECKELMANN (1979)
"Behavior of the three fluctuating velocity components in the wall
region of a turbulent channel flow".
Phys. Fluids, vol. 22, n° 7, pp. 1233-1239.

(371 B.S. BALDWIN et H. LOMAX (1978)
"Thin layer approximation and algebraic model for separated turbulent
flows".

ATAA, paper T78-257.

[38] T. CEBECI et A.M.O. SMITH (1975)
"Analysis of turbulent boundary layers”.

Academic Press.

[39] F.M., WHITE (1974)
"Viscous fluid flow"

Mac Graw Hill.



o

[0}

[41]

[42]

[43]

[44]

(451

(461

340

K. HANJALIC et B.E. LAUNDER (1976)
"Contribution towards a Reynolds stress closure for low-Reynolds
number turbulence”.

J.F.M. vol. Tk, part 4, pp. 593-610.

J.M. DELERY et P. LE DIUZET (1979)

"Décollement résultant d'une interaction onde de choc-couche limite
turbulente".

T.P. n° 1979-146, O0.N.E.R.A.

M.W. RUBESIN et C.C. HORSTMAN (1981)

"Compressible flows ovec deflected surfaces'".
1980-81 AFOSR-HITM- Stanford Conference on Complex turbulent flows.
Ed. Kline, Cantwell et Lilley Stanford University - California.

J.M. DELERY (1981)
"Investigation of strong shock turbulent boundary layer interaction
in 2-D transonic flows with emphasis in turbulence phenomena'.

ATAA paper 81-12L5.

D.C. WILCOX et M.W. RUBESIN (1980)

"Progress in turbulence modeling for complex flow fields including
effects of compressibility".

NASA Technical paper 1517.

M.M. GIBSON et B.E. LAUNDER (1976)

"On the calculation of horizontal turbulent free shear flows under
gravitational influence'.

Journal of Heat Transfer, Transactions of the ASME, vol. 98, serie C,

n° 1, pp. 81-87.

J.R. VIEGAS et C.C. HORSTMAN (1978)
"Comparison of multiequation turbulence models for several shock
separated boundary layer interaction flows'.

ATIAA paper T78-1165, Williamsburg.



471

[48]

[L49]

[501

(511

[52]

[531]

[5L]

341

E.R. VAN DRIEST (1956)
The problem of aerodynamic heating"

Aeronaut. Engr. Rev., vol. 15, n°® 26.

E.J. HOPKINS, E.R. KEENER, T.E. POLEK et H.A. DWYER (1972)
"Hypersonic turbulent skin-friction and boundary layer profiles
measured on nonadiabatic flat plates”. |

AIAA Journal, vol. 10, n° 1, pp. L4O-L8.

H.H. FERNHOLZ, P.J. FINLEY et V. MIKULLA (1981)
"A further compilation of compressible boundary layer data qith
a survey of turbulence data'.

AGARDograph n® 263.

R.W. RUBESIN (1983)

Communication privée, NASA Ames Research Center, California.

S.K. ROBINSON, H.L. SEEGMILLER et M.I. KUSSOY (1983)

"Hot-wire and laser Doppler anemometer measurements in a supersonic
boundary layer".

ATAA pap. 83-1723.

H. ECKELMANN (197L4)
"The structure of the viscous sublayer and the adjacent wall region
in a turbulent channel flow".

J.F.M. vol. 65, pp. 439-459.

P. BRADSHAW, D.H. FERRISS et N.P. ATWELL (1967)
"Caleulation of boundary layer development using the turbulent energy
equation".

JFM vol. 28, p. 593.

J.C. ROTTA (1951)
"Statistische Theorie nichthomogener Turbulenz”

Zeit. Phys. vol. 129, pp. 547-572.



[55]

[561

[571

[58]

[59]

[60]

[61]

[62]

342

B.E. LAUNDER et W.C. REYNOLDS (1983)
"Asymptotic near-wall stress dissipation rates in a turbulent flow"

Phys. Fluids vol. 26, n® 5, p. 1157.

W. KOLLMANN (1983)

Communication privée, University of California, Davis.

R.S. ROGALLO (1981)
"Numerical experiments in homogeneous turbulence'.

NASA T™ 81315.

D. VANDROMME, H. HAMINH.et W. KOLLMANN (1983)
"Second order closure for compressible flows",

NASA Rep. NASA-NCC2-186.

R.W/!MACCORMACK (1982)
"Numerical solution of the equations of compressible viscous flow'.
Transonic, Shock and Multidimensional flows, (in Advances in

Scientific Computing). Academic Press.

R.W. MACCORMACK (1971)
"Numerical solution of the interaction of a shock wave with a laminar
boundary layer'".

Lectures notes in Physics, vol. 8, pp. 151-163, Springer-Verlag.

C.C. HORSTMAN (1983)

Communication privee, NASA-Ames Research Center, California.

J. DELERY (1982)

Communication privée, O.N.E.R.A.



CHAPITRE VII

CONCLUSIONS



343

CHAPITRE VII

CONCLUSTONS

VII-1.- Type d'écoulement Ztudie.
VIT-2.- Les differents niveaux de fermeture.

VII-3.- Les outdils numériques.



34

VII-1.- TYPE D'ECOULEMENT ETUDIE

Tant dans leurs applications industrielles que de laboratoire,
les problémes de mécanique des fluides sont de plus en plus concernés par
les écoulements & masse volumigue variable.
Ces variations de masse volumique peuvent avoir différentes origines

dans le cadre des milieux continus.

1 hétérogénéité de composition (mélange de fluides de masses moléculaires

différentes.

2 inhomogénéité de température (mélange de deux courants du méme fluide &

des températures différentes).
3 effets de compressibilité des &coulements & grande vitesse.

L réactions chimiques. Dans certains cas, une réaction chimique peut &tre
1ide a une forte production ou absorption de chaleur. Ce cas se raméne

alors 8 celui des inhomogénéités de température.

5 Les écoulements dans les cavités laser peuvent aussi afficher de fortes

fluctuations de masse volumigue en cas d'extraction de puissance.

Jusqu'd il y a quelques années seulement, les expériences et les
prédictions numériques ne concernaient pour la plupart, que les écoulements
turbulents incompressibles. Ce n'est que récemment que 1'intérét pour des
écoulements plus complexes est épparu et le progrés fut 1ié principalement
aux nouvelles méthodes de diagnostic par laser et aussi & l'arrivée sur le
marché d'ordinateurs de plus en plus performants. Le progrés fut induit
essentiellement par un intér&t renforcé pour les problémes énergétiques et
de dispersion des polluants. Néanmoins, toute contribution dans ce domaine
doit &tre basée sur le choix d'hypothése tendant & limiter le sujet. Dans ce
but deux critéres peuvent &tre retenus

- origine des fluctuations de masse volumique,

- configuration de 1'écoulement.
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Deux parties distinctes peuvent &tre dégagées dans ce travail :

a) le mélange isotherme

Les fluctuations de masse volumique n'ont pour origine que des
inhomogénéités de composition (Helium - azote; Air-freon 12). Tous les
8coulements considérés dans cette partie sont des &coulements de cisaillement

plans bidimensionnels libres (couche de mélange ou jet).

b) l'interaction onde de choc—couche limite

Les fluctuations de masse volumique sont dues uniquement aux effets
de compressibilité. Les écoulements sont de configuration complexe (paroi
solide, décollements, recirculation, ondes de choc...).

Une partie intermédiaire intitulée "couche de mélange" chevauche

un peu ces deux applications.

VIT-2.- LES DIFFERENTS NIVEAUX DE FERMETURE

Une des principales caractéristiques de la recherche en turbulence
est qu'il n'existe aucun systéme universel pour prédire des écoulements turbu-
lents. Différentes orientations sont explorées en différents endroits du monde
scientifique mais il n'y a aucune raison d'exclure complétement 1'une ou
1'autre approche. Au départ de toute contribution il est donc nécessaire de
faire un choix &galement sur 1'approche utilisée.

Le traveil qui fait 1l'cbjet de ce mémoire ne concerne que la modéli-
sation des corrélations en un point apparaissant dans les &quations moyennes
du mouvement turbulent. Différents niveaux de fermeture sont étudiés et utilisés :

- fermeture 3 1'ordre zéro (algébrique ou avec des &quations

différentielles),

- fermeture & 1l'ordre deux (RSE).

VIT-3.~ LES OUTILS NUMERIQUES

Deux méthodes numériques différentes sont utilisées dans cette thése.

a) Les problémes de mélange isotherme et de couche de mélange sont résolue avec

une méthode parabolique dérivée de celle de PATANKAR et SPALDING.



346

b) Les écoulements compressibles complexes sont étudiés avec un schéma impli-
cite de résolution des équations de Navier-Stokes dérivé du schéma de
Mac Cormack. Les propriétés de ce schéma en font une méthode relativement
robuste et trés rapide comparée aux méthodes explicites utilisées actuelle-
ment. Ces critéres de robustesse et rapidité permettent 1'implantation
d'équations supplémentaires pour le traitement des quantités turbulentes

sans induire des colits de calcul prohibitifs.

VIT-4.- LES RESULTATS

Dans ce mémoire nous avons montré la capacité des différents
niveaux de fermeture & prédire de fagcon plus ou moins détaillée des écoule-
ments & masse volumique variable. Pour le mélange isotherme, la qualité des
résultats pour les grandeurs primaires moyennes et &quivalentes avec des
modéles utilisant ou évitant 1'approximation de Boussinesq. Toutefois nous
avons montré quelle était 1'influence du nombre de Schmidt turbulent et
nous avons souligné l'incertitude inhérente 3 1l'utilisation d'un nombre de
Schmidt constant. Le rdle et 1'importance des termes de gradient de pression
moyenne dans les équations des quantités turbulentes a été également souligné.
Pour la couche de mélange, nous avons montré la capacité d'un modéle & deux
équations & prédire correctement 1'influence des variations de masse volumique
dues & la composition du mélange ou aux effets de compressibilité. Toutefois
dans le dernier cas, le manque de compréhenion physique du phénoméne rend
incertaine toute conclusion définitive sur la capacité du modéle.

Finalement, dans les problémes d'interaction, nous avons développé
un outil numérique robuste et rapide pour le calcul d'écoulementsturbulents
complexes. Grace 3 1l'utilisation de niveau de fermeture différents, nous
avons montré que, a la différence du mélange isotherme, la prédiction des
champs moyens était trés fortement dépendante du type de modéle utilisé,
et qu'il était vain de vouloir calculer avec succés un écoulement complexe

avec un modéle de turbulence trop simple.




RESUME

Deux types d'écoulements turbulents A masse volumique variable sont &tudids
le mélange isotherme de gaz de masses moléculaires différentes et les écoulements
compressibles d'un fluide homogéne.

Pour ces deux sortes d'écoulements différents niveaux de fermeture des équa~
tions régissant le mouvement sont utilisés pour prendre en compte les effets de
fluctuations de masses volumiques.

Deux méthodes numériques implicites sont utilisées : une méthode de type
couche limite pour les écoulements cisaillés simples et une méthode instationnaire
pour la résolution des équations de Navier Stokes moyennées sur une durde finie.
La qualité de la prédiction des champs moyens est indépendante du niveau de ferme-
ture pour les écoulements du premier type, quoique les fermetures de second ordre
font apparaitre certaines déficiences des fermetures d'ordre inférieur. La prédic-
tion d'écoulements compressibles complexes passe nécessairement par l'utilisation
de modéles de turbulence sophistiquées, méme pour n'obtenir que les caractéristi-
ques moyennes des écoulements. La simple extension de moddle incompressibles & des
problémes compressibles est insuffisante 2 la représentation correcte de tous les
phénoménes physiques,

Mots clés : Couche de mélange — Couche limite turbulente - Ecoulement
compressible - Ecoulement & densité variable - Ecoulement
turbulent - Interaction choc - Couche limite - Modélisation
turbulence - Résolution numérique.




