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Déjà dans l a  première moitié du XIxe s i èc l e ,  l 'existence de deux 

ements différents ,  maintenant qual i f iés  de laminaire e t  de 

mise en évidence par S t  VENANT [ I l .  Cependant c ' es t  Osborne 

fonda l a  première théorie de l a  turbulence en considérant 

lesquelles l'écoulement laminaire dans un tyyau s e  

turbulent. Cela amena REYNOLDS à formuler un c r i t è r e  

ge/néral de similitude dynamique pour l e s  écoulements des fluides visqueux 
i 

incompressibles. Ce c r i t è r e  e s t  fondé sur l e s  valeurs du nombre de Reynolds, 

du nom de son créateur 

où U e t  L sont l e s  échelles caractéristiques de vi tesse e t  de longueur de 

l'écoulement e t  v l a  viscosi té  cinématique du f luide.  Ce nombre de Reynolds 

peut ê t r e  interprété  comme l e  rapport des valeurs caractéristiques des forces 

d ' iner t ie  aux forces visqueuses agissant dans l e  fluide.  Les forces d ' i ne r t i e  

qui produisent l e  mélange de différents volumes de fluide s e  déplaçant avec 
. 

des vitesses différentes,  produisent aussi un t r ans fe r t  d' énergie en t re  l e s  

composantes à grandes échelles du mouvement e t  ce l les  à échelles plus pe t i tes .  

Elles assis tent  a ins i  à l a  formation d'hétérogénéités de pe t i tes  t a i l l e s  dans 

l'écoulement qui sont caractéristiques du problème de l a  turbulence. Ainsi 

des valeurs suffisamment pe t i t e s  du nombre de Reynolds correspondent à un 

écoulement laminaire, e t  des valeurs élevées à un écoulement turbulent. Ceci 

e s t  un premier résul ta t  fondamental é t ab l i  par 0. REYNOLDS. On peut aussi  

caractér iser  qualitativement un mouvement d 'échelle X par son nombre de 

Reynolds. 

UA 
é tant  l 'o rdre  de grandeur des vitesses de ce mouvement. Pour l e s  mouvements 

à grande échelle, R h  e s t  grand e t  l a  viscosité ne joue pratiquement aucun rôle .  

Son existence ne se fera  s e n t i r  qu'en dessous d'une échelle Io, correspondant à 

de l 'ordre de l ' u n i t é ,  pour dissiper l 'énergie  qui e s t  fournie par l e s  

mouvements à grande échelle. Cette échelle de dissipation e s t  l a  plus p e t i t e  de 

1 ' écoulement turbulent. Les mouvements correspondant aux gros ses structures qui 

sont porteuses de l a  plus grande pa r t i e  de l 'énergie  turbulente k ont des 

échelles caractéristiques semblables à l a  dimension 1 de l'écoulement dans son 



ensemble. Leur nombre de Reynolds e s t  

Comme l ' énerg ie  moyenne & dissipée pa r  un i té  de temps dans l e  

mouvement provient intégralement de ces mouvements à grande échelle,  son 

ordre de grandeur peut ê t r e  déterminé à p a r t i r  des seules  grandeurs carac- 

t é r i s t i ques  de ces mouvements, so ien t  Jk e t  1 , à l ' a i d e  de l ' ana lyse  

dimensionnelle. Ainsi 

q3 
& C L -  

.t 

KOLMOGOROV [3], a postulé l 'indépendance s t a t i s t i q u e  des mouvements 2 échel les  

proches de A p a r  rapport aux mouvements des grandes s t ruc tu res .  Ils ne 
O 

peuvent dépendre a lo r s  que de 1' énergie qu' i l s  reçoivent  de ces mouvements à 

grande échel le  e t  de l a  v i s cos i t é  cinématique, c 'est-à-dire & e t  V . 
Les seules  échelles de longueur e t  de v i t esse  que l ' o n  peut former à p a r t i r  

de ces quanti tés sont  

On v é r i f i e  bien que l ' on  a a l o r s  

On peut a i n s i  évaluer l e  nombre de points  de ca lcu l  qui sont  nécessaires à l a  

résolut ion simultanée de tou tes  l e s  échelles (grandes e t  p e t i t e s )  pour un t e l  

mouvement. Ce nombre correspond au nombre de degrés de l i b e r t é  de l'écoulement 

En terme de nombre de Reynolds on ob t ien t  a i n s i  [25] 

Prenons par exemple l e  cas c lass ique de l'écoulement turbulent  confiné en t re  

parois  pa ra l l è les  étudié expérimentalement par COMTE-BELLOT [4 1 . On a par 

exemple R 'L 10000. Ce qui  correspond à un nombre de points  de ca l cu l  de 
el 



l ' o r d r e  de 

N 'L 10 9 

ce qui es t ,encore  largement inaccessible aux ordinateurs actuels .  Une approche 

totalement déterministe de l a  turbulence n ' e s t  donc envisageable que pour des 

nombres de Reynolds f a ib l e s ,  a lo rs  que toutes  l e s  s i tua t ions  d ' i n t é r ê t  pratique 

seront caractér isées  par  un nombre de Reynolds au  moins égal  à ce lu i  étudié 

par COMTE-BELLOT. 

1- 2 .  - LES D l  VERS ES APPROCff ES DES PRUBLEMES TURBULENTS 

La seconde contribution majeure de REYNOLDS e s t  de représenter l e s  

valeurs de toutes  l e s  quanti tés hydrodynamiques d'un écoulement turbulent  par  

l a  somme d'une composante moyenne e t  d'une composante f luctuante.  Cela permet 

de n 'é tudier  que l e s  valeurs moyennes qui var ient  lentement dans l e  temps e t  

dans l 'espace.  Depuis Reynolds, l e  concept de "moyenne" e s t  mieux compris 

principalement grâce à l a  théor ie  des p robabi l i t és .  Quoique REYNOLDS n ' a i t  

u t i l i s é  que -quelques unes des propriétés algébriques de 1 ' opérateur "moyenne", 

ces propriétés produisent une formulation modifiée des équations de l a  mécanique 

des f lu ides  qui fut à l ' o r i g i n e  des travaux de BOUSSINQ3Q, Von KARMAN e t  

beaucoup d1 autres  . 
L 'u t i l i s a t i on  d'une t e l l e  décomposition permet de mettre en évidence 

l e  problème de l a  fermeture des équations du mouvement. En e f f e t  l a  non- 

l i n é a r i t é  des termes convectifs f a i t  apparaî t re  un terme nouveau d 'ordre supé- 

r i eu r  auss i  bien dans l e s  équations du mouvement moyen que dans l e s  équations 

d' évolution pour ces termes eux-mêmes. L '  une des approches l e s  plus théoriques 

à ce problème f u t  proposée par  KRAICHNAN [51, [ 6  1 avec l'approximation d' interac- 

t i on  di recte .  Cette approximation consis te  à fermer l ' équat ion de l ' éne rg i e  de 

turbulence exprimée dans l 'espace spectral ,grâce à l a  résolution simultanée 

d'une équation pour une quanti té qui  ca rac té r i se  l a  réponse du champ turbulent  

à une perturbation élémentaire f a i t e  à un mode donné. Cette approximation a 

s e rv i  de base aux développements des travaux de EDWARDS [ T l ,  KRAICHNAN 181, t g ] ,  

e t  FRISCH [IO], [ 1 1  1 pour ne c i t e r  que l e s  principaux. Dans l a  référence [ 121, 



LESLIE f a i t  une synthèse des travaux de KRAICHNAN. En p a r t i c u l i e r  il montre 

pourquoi l 'approximation de l ' i n t e r a c t i o n  d i rec te  e s t  meilleure que l 'approxi-  

mation de quasi-normalité (MILLIONSHTCHIKOV [13], PROUDMAN e t  REID [ lh] ,  

O'BRIEN e t  FRANCIS 1151 e t  OGURA [16]) qui  e s t  elle-même supérieure à l a  

méthode des sé r ies  de DEISSLER [17]. Malgré une base théorique t r è s  élaborée, 

ces méthodes d'approche des problèmes turbulents  n 'ont  pas eu l e  développement 

théorique auquel on aura i t  pÛ s ' a t t endre  au  moment de l eu r  publication.  En 

e f f e t  l e s  méthodes c i t ées  ci-dessus n 'ont  jusqu'à présent pas encore pÛ ê t r e  

u t i l i s ée s  pour des applications r ée l l e s  au t res  que pour des cas t r è s  précis  

de turbulence "de laboratoire".  S i  il e s t  prématuré de vouloir  u t i l i s e r  de 

t e l l e s  méthodes pour l e  ca lcu l  d'écoulements r é e l s ,  il ne faut  pourtant pas 

négliger l e  rôle  qu 'e l les  peuvent avoir  pour l a  génération des modèles de 

turbulence plus siniples. Un exemple bien connu d'une t e l l e  in te rac t ion  en t re  

méthodes e s t  l 'approximation de l a  quasi normalité proposée in i t ia lement  par 

MILLIONSHTCHIKOV 131 e t  qui a é t é  mise en défaut par  ORSZAG [ 18 1. Le champ 

d'application de ces méthodes e s t  tou te fo i s  r e s t r e i n t  à l a  turbulence 

homogène ( l a  p lupar t  du temps isotrope) à fa ib le  nombre de Reynolds. 

Le développement t r è s  rapide des calcula teurs  6lectroniques durant l e s  

vingt dernières années a permis d'aborder l e  problème d'une façon plus pratique 

grâce aux simulations numériques de champs turbulents .  Les premiers r é su l t a t s  

de simulation ont é t é  obtenus par ORSZAG e t  PATTERSON [19], puis  par  SCHUMANN 

e t  PATTERSON [201 qui examinèrent également l e s  f luctuat ions  de pression. 

ROGALLO [211, 1221 a f a i t  de nombreuses "expériencesf' t e l l e s  que l ' é tude  d'une 

déformation plane ou axisymétrique ou un cisail lement constant. La r éa l i s a t i on  

de t e l l e s  expériences à des nombres de Reynolds peu élevés a é t é  possible grâce 

à l ' u t i l i s a t i o n  de conditions aux l imi tes  périodiques e t  auss i  de méthodes pseudo 

spectra les :  l e  c a l cu l  des dérivées s e  f a i t  dans l 'espace spec t r a l  tandis  que 

l e s  produits des composantes de v i tesse  s e  font dans l'espace physique, l e  passage 

d'un espace à un au t r e  s e  f a i t  a lors  à l ' a i d e  d'une transformation rapide de 

FOURIER (FFT) [211 . Deux extensions in téressantes  de ces approches sont l e s  

travaux de SHIRANI [231 e t  FEIERELSEN [24] . Le premier a i n t rodu i t  un s ca l a i r e  

passif  dans l e  champ d'une turbulence c i s a i l l é e  homogène tandis  que l e  second 

a étudié l ' e f f e t  de l a  compressibil i té  s u r  une turbulence à cisail lement constant. 

Les deux expériences sont toutefois  l imi tées  à des fa ib les  valeurs du nombre de 

Reynolds (de l ' o r d r e  de 100) pour l a  ra ison qui a é t é  développée précédemment, 

concernant l e  nombre de points de ca lcu l  nécessaires à l a  résolut ion de toutes 

l e s  échelles turbulentes .  



Dans l e  but  de supprimer, ou au moins déplacer de t e l l e s  l imi ta t ions ,  

DEARDORFF 1261 suggéra un trai tement d i f fé ren t  pour l e s  phénomènes à p e t i t e  

échel le .  I l  e s t  c l a i r  en e f f e t  que l e s  grosses s t ructures  qui  sont porteuses 

de l a  plus grande p a r t i e  de l ' éne rg i e  turbulente e t  sont donc déterminantes 

pour l e  comportement du f lu ide  sont l o i n  de l'homogénéité e t  de l ' i s o t r o p i e .  

En revanche, l e s  p e t i t e s  s t ruc tures ,  qui selon l 'analyse  de KOLMOGOROV, dissipent 

l ' éne rg i e  reçue des grosses s t ruc tures  à t r ave r s  l a  zone i n e r t i e l l e  du spectre 

sont proche de l ' i s o t r o p i e  e t  ont un caractère  plus universel .  C'est  pourquoi, 

on peut res t re indre  l e  calcul  déterministe aux phénomènes à grandes échelles 

tandis  que l e s  pe t i t e s  s t ructures  sont modélisées. C'est l a  technique de l a  

modélisation de sous-maille "4ub-gf id  a c d e  rnod&ng1'" couplée à l a  simulation 

des grandes s t ructures  " k g e  eddy ~ L r n d d o n " .  La première appl icat ion de c e t t e  

technique f u t  f a i t e  par  DEARDORFF C261, qui simula 1' écoulement turbulent  dans 

un canal à grand nombre de Reynolds. En u t i l i s a n t  seulement 6720 points de 

maillage, il réus s i t  à prédire  plus ieurs  caractér is t iques  de l'écoulement turbu- 

l e n t .  En f a i t  l e  r é s u l t a t  moyen de c e t t e  étude a é t é  de montrer l a  po t en t i a l i t é  

de c e t t e  méthode pour l ' é tude  d'écoulements turbulents.  SCHUMANN 1271, [281 

calcula  également un écoulement turbulent  de canal e t  é tend i t  c e t t e  méthode à 

des configurations cylindriques. I l  u t i l i s a  dix fo i s  plus de points de maillage 

que DEARDORFF (65536) avec une forme améliorée de modélisation de sous mail le 

comprenant une équation d i f f é r en t i e l l e  pour l ' énerg ie  de turbulence présente 

dans c e t t e  région du spectre .  GROTZBACH e t  SCHUMANN 1291 in t roduis i ren t  l a  

température en t an t  que s ca l a i r e  pa s s i f .  Dans toutes ces simulations l e s  

mécanismes turbulents inhérents à l a  présence de l a  paroi  sont ignorés e t  une 

condition l im i t e  dans l a  p a r t i e  logarithmique de l a  couche l im i t e  e s t  u t i l i s é e  

pour simuler l a  sous-couche in te rne .  O r  l 'expérience a montré que c ' e s t  dans 

c e t t e  région que prend place pratiquement t ou t e  l a  production de l ' énerg ie  

turbulente.  La première simulation complète de ce t  écoulement en t re  plaques 

planes fu t  f a i t e  par MOIN ET KIM [30]. Dans ce dernier  t r a v a i l ,  un demi mill ion 

de points de maillages furent u t i l i s é s  pour simuler un écoulement dont l e  nombre 

de REYNOLDS e s t  de l ' o r d r e  de 13000. Les r é su l t a t s  de t e l s  ca lculs  sont remar- 

quables e t  j u s t i f i e n t  à pos te r io r i  1 ' appellat ion parfois  u s i t é e  d t  "expérience 

numérique". Malgré l e  succés de ces méthodes pour des écoulements géométriquement 

t r è s  simples, l eu r  u t i l i s a t i o n  pour résoudre des problèmes t r è s  concrets semble 

encore l o in t a ine  à l ' h eu re  ac tue l le .  



Alors que l e s  méthodes qui ont  é t é  c i t é e s  jusqu'à maintenant s e  

veulent déterministes par  nature ,  seule  une approche s t a t i s t i q u e  e s t  suscep- 

t i b l e  de donner une évaluation pratique d'écoulements turbulents complexes. 

Pour obtenir l e s  caractér is t iques  moyennes d' un écoulement turbulent ,  il 

faudrai t ,  dans l e  cadre d'une approche déterministe,  ef fectuer  une moyenne 

d'ensemble sur  un ce r ta in  nombre de réa l i sa t ions  (à supposer que l ' o n  s o i t  

capable d 'obtenir  de t e l l e  réa l i sa t ions ,  c e  qui n ' e s t  pas encore v ra i  à 

l ' heure  ac tue l le )  obtenues par  l a  résolut ion d'équations exactes. Pour une 

approche s t a t i s t i q u e ,  au contra i re ,  une moyenne temporelle s e r a  f a i t e  s u r  

l e s  équations elles-mêmes p lu tô t  que s u r  l e u r  solut ion.  S i  l e s  c r i t è r e s  

d 'ergodicité sont s a t i s f a i t s ,  moyennes d'ensemble e t  moyennes s t a t i s t i q u e s  

sont a lors  identiques. Le problème de l a  fermeture peut a lo rs  ê t r e  posé 

plus clairement dans l 'espace physique. Quand on in t rodui t  dans l e s  équations 

du mouvement une décomposition du même type ou identique à c e l l e  proposée 

par  Reynolds, l a  non - l i néa r i t é  du terme convectif f a i t  apparaî t re  un terme 

nouveau qui correspond au terme de frottement turbulent  pour l e  champ dyna- 

mique ou au f lux turbulent  de chaleur ou de masse dans l e  cas de l a  disper- 

s ion d'un s ca l a i r e  t e l  que l a  température ou l a  f rac t ion  massique. Quelques 

manipulations élémentaires des équations de Navier-Stokes ou de di f fus ion 

permettent d 'obtenir  des équations d'évolution pour ces nouvelles cor ré la t ions ,  

équations dans - lesquelles apparaissent des corré la t ions  t r i p l e s .  De même s i  

on é t a b l i t  l e s  équations d'évolution de ces corré la t ions  t r i p l e s ,  apparaissent 

des moments d'ordre quatre,  e t  a i n s i  de s u i t e .  Pour rompre c e t t e  chaine 

dléquat ionsi l  e s t  a lo rs  nécessaire d'exprimer d'une façon ou d'une au t re  l e s  

moments d'ordre n par rapport aux moments d 'ordre n - 1 . Le niveau de 

fermeture de ces équations e s t  a lors  déterminé par  l a  valeur de n . 

7 -  2-  2 .  - P o i n t  de vue nXa;tinZiy ue - C a  pan;ti&en de La Xunbdence 

compnaai bLe . 
Depuis l e s  premiers travaux de REYNOLDS,, beaucoup de progrès ont  é t é  

f a i t s  par de nombreux chercheurs e t  il s e r a i t  fas t id ieux e t  sans grand i n t é r ê t  

d'en f a i r e  l a  revue i c i .  Force e s t  tou te fo i s  de consta ter  que peu de travaux 

ont é t é  consacrés précisément au trai tement des écoulements turbulents 

compressibles qui font l ' o b j e t  de c e t t e  thèse.  



Sur l e  plan expérimental, l e s  premiers travaux por tèrent  sur  des 

couches l imi tes  en équi l ibre  s u r  paroi  adiabatique 13 1 1, 132 1 ,  1331 ou des 

s i l l a g e s  isobares 1341. I l s  conduisirent  MORKOVIN [33] 8 émettre l ' i d é e  que 

l e  champ dynamique devait su ivre  l e  comportement incompressible. LAUFER [35] 

u t i l i s a  l e s  moyennes pondérées par  l a  masse volumique proposées par FAVRE [361 

pour parvenir à une conclusion identique. Durant un ce r t a in  nombre d'années, 

l e s  problèmes compressibles ont  donc é t é  abordés avec des modèles incompressibles. 

Toutefois l e s  l imi tes  de t e l l e s  extensions commencent à ê t r e  mieux connues. 

BRADSHAW [37] inventoria l e s  divers cas de va l i d i t é  de l 'hypothèse de MORKOVIN, 

en remarquant qu' e l l e  s 'applique p lu tô t  à des écoulements où l e s  f luctuations 

r e l a t i ve s  de masse volumique sont fa ib les .  Cela exclut  a i n s i  l e s  couches l im i t e s  

hypersoniques (Me > 5)  e t  c e l l e s  soumises à d'importants gradients de pression 

( ~ n t e r a c t i o n  onde de choc-couche l i m i t e  turbulente) .  BRADSHAW conclut également 

à l ' i n ap t i t ude  de c e t t e  approximation à l a  prédiction de couches de cisai l lement 

supersoniques. L'une des pr incipales  conclusions de l a  conférence sur  l e s  couches 

l i b r e s  de cisai l lement de 1972 [38] f u t  que tous l e s  modèles de turbulence 

ex i s tan t s  (incompressibles) é t a i en t  inadaptés à l a  prédic t ion de ces écoulements. 

La plus b e l l e  i l l u s t r a t i o n  de c e t t e  déficience e s t  l e  problème bien connu de l a  

décroissance du taux d'ouverture des couches de mélange supersoniques pour des 

nombres de Mach croissants .  

S q  l e  plan de l a  modélisation, assez peu de r é s u l t a t s  marquants ont 

é t é  obtenus à ce jour. L 'essen t ie l  des travaux à consis té  à une extension des 

modèles incompressibles, en supposant que l a  présence d'une masse volumique 

variable dans l e s  équations é ta i t  suf f i san te  pour représenter  correctement 

l e s  e f f e t s  de compressibil i té .  En présence de sévères gradients de pression, 

de t e l s  modèles s ' avèrent m a l  adaptés (WILCOX e t  ALBER [39], BRADSHAW 1401 ) . 
Pour déterminer l e s  importances respectives des e f f e t s  de compressibil i té  e t  

de var ia t ion de masse volumique, BROWN e t  ROSHKO ont étudié expérimentalement 

l e  comportement d'une couche de mélange de f a ib l e  v i t esse  à masse volumique 

var iable  1411. 11s n'ont trouvé aucune évidence des var ia t ions  du taux d'ouver- 

t u r e  avec l e  rapport des masses volumiques e t  conclurent que ces var ia t ions  

devaient ê t r e  dues uniquement à un e f f e t  de compressibil i té .  Deux travaux ont 

é t é  reportés jusqu'à présent pour résoudre ce problème. OH [421 propose un 

modèle à une équation qui t i e n t  compte des e f f e t s  de cor ré la t ion  pression- 

d i l a t a t i on  e t  BONNET e t  LAUNDER [431 qui ont modifié une fermeture du second 

ordre. Hormis ces deux cas, toutes  l e s  t en ta t ives  de trai tement d'écoulements 

compressibles ont é t é  f a i t e s  par  de s t r i c t e s  extensions de modèles incompressibles. 



1-3. - DEFlNlTlUN DU CADRE DE LA PRESENTE RECUERCffE 

Un point commun à tous  l e s  modèles présentés dans l a  s u i t e  de c e t t e  

thèse e s t  1 ' étude de phénomènes turbulents à 1 'aide  uniquement des co r r é l a t  ions 

en un point .  Le but é tant  une application des fermetures du second ordre  des 

équations du mouvement, c  'est-&-dire l a  résolut ion d'équations aux dérivées 

p a r t i e l l e s  pour l e s  moments d 'ordre deux, l ' in f luence  des termes dus aux 

var ia t ions  de masse volumique se ra  tou t  particulièrement examinée. Dans 

chaque cas,  une cer ta ine  progression dans l a  complexité des modèles s e r a  

observée e t  des comparaisons en t re  modèles pour un même écoulement seront 

f a i t e s  dans l a  mesure du poss ible .  Les deux pr incipales  causes de var ia t ion 

de masse volumique pour des gaz non r éac t i f s  seront étudiés : 

- l e  mélange isovolume de gaz de masses moléculaires d i f fé ren tes ,  

- l'écoulement à grande v i tesse  d'un gaz avec ou sans gradient de 

pression.  

1 - 3- 2 .  - T4ai;tement numéhiy ue. 

Le traitement numérique des équations pourra s e  f a i r e  de deux façons 

d i f fé ren tes .  Chaque fo i s  que ce l a  se ra  possible, l e s  équations seront s impl i f iées  

avec une approximation de type couche l imi te .  Le caractère  parabolique, qu 'e l les  

auront acquis s e r a  mis à p r o f i t  pour une résolution avec une version modifiée 

de l a  méthode de PATANKAR e t  SPALDING [451.  Toutefois ce type d'approximation 

impose de t r è s  sévères l imi ta t ions  à l a  général i té  des écoulements étudiés 

( s ta t ionnar i t é ,  absence de rec i rcu la t ion ,  gradients de pression longitudinaux 

modérés...). Une au t re  a l t e rna t i ve  se ra  donc envisagée, qui n 'aura aucune de 

toutes ces r e s t r i c t i ons .  Les équations de Navier-Stokes , couplées aux équations 

de turbulence seront résolues simultanément avec une méthode parabolique par 

rapport au  temps e t  elliptique/hy-perbolique pour l e s  variables d'espace. Le 

schéma u t i l i s é  e s t  l a  version impl ic i te  du modèle prédicteur-correcteur de 

MAC CORMACK [46] qui permet un progrés t r è s  s i g n i f i c a t i f ,  quant aux coûts de 

calcul  par  rapport aux schémas exp l ic i t es  exis tants .  



On peut d is t inguer  deux types d 'appl icat ions  d i s t i nc t e s .  La p a r t i e  

11 melagne M isovolume" s e r a  étudiée à p a r t i r  des travaux expérimentaux de BROWN 

e t  ROSHKO 1411 e t  REBOLLO [44].  Le mélange é tudié  se ra  f a i t  d'helium e t  

d 'azote,  autor isant  a i n s i  un rapport maximum de masses volumiques égal;  7 . 
Deux cas de gradients de pression négat i f  ou nul  seront étudiés.  

Le champ d'expérimentation de l a  p a r t i e  compressible sera  plus  vaste. 

A t i t r e  préliminaire des calculs  de couches l im i t e s  supersonique s u r  plaque 

plane a t h e m e  ou r e f ro id i e  seront f a i t s  en l 'absence de gradient de pression 

longitudinal .  Puis l e  problème d'une in te rac t ion  f o r t e  onde de choc-couche 

l im i t e  turbulente avec décollement étendu se ra  é tudié  [451. En plus de cela ,  

quelques résu l ta t s  seront présentés pour l a  couche de mélange (isovolume ou 

compressible) avec un seu l  modèle de turbulence. 

Le second chapi t re  pose l e  problème de l a  fermeture. Après une 

introduction su r  l e  type de moyenne qui e s t  u t i l i s é e  pour ce  t r a v a i l ,  l e s  

équations du mouvement sont rappelées, tou t  d'abord sous forme instantanée 

puis sous forme moyennée. L'apparition des termes nouveaux entraine l a  pro- 

posi t ion d'équations de t ranspor t  qui seront ou non u t i l i s é e s ,  selon l e  

niveau de fermeture chois i .  Ces équations sont destinées à décrire l e  compor- 

tement des contraintes de Reynolds, de l ' éne rg i e  cinétique de l a  turbulence, 

des corré la t ions  t r i p l e s  de v i tesse ,  du taux de diss ipat ion de l ' éne rg i e  

turbulente,  des corré la t ions  vitesse-masse volumique e t  enf in  des f l ux  

turbulents .  

Dans l e  chapi t re  III, des solutions sont  proposées pour ce problème 

de fermeture. Une première catégorie de solut ions  e s t  basée sur  l 'hypothèse 

de t ranspor t  par  gradient  (approximation deBOUSSINESQ ) .  Dans l e  cadre de 

c e t t e  approximation, sont regroupées diverses méthodes de fermeture à l ' o r d r e  

zéro t e l l e s  que l a  longueur de mélange, l e s  modèles à une ou deux équations. 

Dans c e t t e  pa r t i e ,  un accent pa r t i cu l i e r  e s t  mis sur  l e  modèle à deux équations 

k - E, dans l e  but  d'une résolut ion homogène des équations de l a  turbulence. 



Une seconde catégor ie  de modèles passe outre  à l 'approximation de Boussinesq 

en déterminant directement l e s  grandeurs inconnues avec des équations aux 

dérivées p a r t i e l l e s .  Une présenta t ion des diverses hypothèses de modélisation 

e s t  a l o r s  f a i t e ,  qui permettent l ' ob ten t ion  de formes fermées pour l e s  équa- 

t ions  qui  ont é t é  in t rodui tes  au chap i t re  précédent. Pour l e s  deux catégories 

de modèles, l e s  hypothèses spécif iques au trai tement de l a  présence d'une 

paroi  sol ide  sont  distinguées des approximations valables pour l e s  écoulements 

l i b r e s .  Pour conclure ce chapi t re  l e s  conditions théoriques d 'applicat ion de 

ces modèles sont  discutées e t  j u s t i f i é e s  ( r é a l i s a b i l i t é  e t  invar iance) .  

Les deux chapitres suivants sont  consacrés à l a  descr ip t ion des 

deux méthodes numériques qui  sont u t i l i s é e s  dans c e t t e  thèse .  Après une mise 

en forme commune des équations d 'évolution,  e t  une descr ip t ion globale de l a  

procédure numérique, l e  changement de variables e t  ses  implications sont pré- 

sentées ,  su iv ies  de l a  formulation en différences f i n i e s .  Puis l e s  caractér is -  

t iques  de l a  méthode sont résumées e t  une brève discussion de ces avantages 

e t  ses  l imi ta t ions  prend place.  La seconde méthode numérique s e  veut plus 

générale que l a  précédente. Après quelques considérations sur l a  p o t e n t i a l i t é  

des équations à ê t r e  mises sous forme conservative ou non, l a  descript ion 

globale de l a  méthode e s t  f a i t e .  Puis l e s  différences en t r e  l e s  équations 

instantanées e t  moyennes sont  soulignées e t  l e  trai tement p a r t i c u l i e r  des 

termes sources e s t  expliqué. Puis après  quelques considérations sur  des 

transformations simples de coordonnées une descript ion d é t a i l l é e  de l ' opéra teur  

impl ic i te  prend place avant de f a i r e  l a  synthèse des ca rac té r i s t iques  générales 

de c e t t e  méthode e t  de donner quelques ch i f f res  concernant l e s  coûts de ca lcu l  

correspondant à c e t t e  méthode. 

Le sixième chapi t re  expose l e s  principaux r é s u l t a t s  qui ont é t é  

obtenus. Une première p a r t i e  résume l e s  r é su l t a t s  correspondant au mélange 

isovolume de gaz de masses moléculaires d i f férentes  avec des modèles de 

niveaux d i f f é r en t s  puis l e s  conclusions majeures spécif iques à ce problème 

seront t i r é e s .  Puis ,  quelques r é s u l t a t s  seront présentés pour l a  couche de 

mélange ( à  basse vi tesse  ou haute v i t e s s e )  avec un même modèle de turbulence. 

Enfin l e s  problèmes plus spécifiquement compressibles sont  abordés dans l a  

seconde pa r t i e .  Tout d'abord d i f f é r en t s  modèles sont u t i l i s é s  pour t r a i t e r  

l e  cas d' une couche l imi te  supersonique adiabatique ou r e f ro id i e .  Puis l e  

problème de l ' i n t e r a c t i o n  onde de choc-couche l i m i t e  e s t  abordé après une 

rapide descr ip t ion des conditions expérimentales. 



Dans un dernier  chapi t re ,  après un résumé des méthodes employées, 

e t  des r é su l t a t s  acquis l e s  conclusions sont  esquissées e t  d iscutées .  Les 

leçons à t i r e r  e t  l e s  perspectives d 'avenir  sont  a lo r s  dé t a i l l é e s .  
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17.- LA METHODOLUGlE DE LA MOYENNE 

Au point de départ de t ou t e  simulation numérique d'écoulement de 

f lu ide ,  nous trouvons toujours l e s  équations de Navier Stokes. S i  il é ta i t  

possible de résoudre analytiquement l e  système d 'éqmtions ,  e t  en admettant 

que l e s  conditions aux l im i t e s  soient  t e l l e s  que l ' ex i s tence  e t  l ' u n i c i t é  

de l a  solution soient  garant ies ,  l a  solut ion pourra i t  ê t r e  obtenue, indépen- 

damment de l a  méthode u t i l i s é e  pour l ' ob t en i r .  La nécess i té  d'une d i sc ré t i -  

sa t ion  des équations pour l ' ob ten t ion  de l a  solut ion modifie singulièrement 

l e s  données du problème. Le passage d'une solut ion théorique continue à 

une s i tua t ion  numérique d i sc rè te  s e  paie  de deux façons d i f fé ren tes  : 

* On ne possède des informations physiques que, pour l e s  points du 

maillage. La méthode de ca lcu l  e s t  aveugle pour t ou t  ce qui  peut se passer 

en t re  l e s  points.  Les diverses méthodes s e  s ingular iseront  donc par une façon 

plus  ou moins jus te  d'approximer l e s  phénomènes inter-nodaux. Mais de tou te  

façon, l ' ex i s tence  des phénomènes caractér isés  par  des dimensions infér ieures  

à c e l l e s  des mail les de ca l cu l  ne pourra pas, ou seulement t r è s  mal, ê t r e  

p r i s e  en compte par l a  méthode numérique. 

*  hypothèse qui e s t  f a i t e  sur  l e  comportement des variables entre  

l e s  points nodaux int rodui t  l e s  e r reurs  de troncature.  Quand e l l e s  sont contro- 

l é e s ,  ces erreurs  permettent au mieux de ca rac té r i se r  l a  précision de l a  

méthode (second ordre en espace e t  en temps par exemple). Dans l e  cas contra i re ,  

e l l e s  s 'amplif ient  e t  s'opposent à l 'obtent ion de tou te  solut ion (schéma 

in s t ab l e ) .  

Pour i l l u s t r e r  l ' importance de c e t t e  propr ié té  de f i l t r age ,  nous 

pouvons c i t e r  t r o i s  des approches qui  ont é t é  commentées dans l e  premier 

chapi t re .  

a .  Simulation numérique d i rec te .  Les équations de Navier-Stokes 

sont résolues t e l l e s  qu 'e l l es  s e  présentent sous forme instantanée.  La capacité 

des ordinateurs u t i l i s é s  jusqu'à ce jour l im i t e  pourtant l e  nombre de Reynolds 

à quelques centaines ( r e f  . [ 1 1 ) . 



b. Pour repousser ces l im i t e s ,  sont a lo r s  apparues l e s  méthodes 

de macrosimulation (ou"Rahge. eddy 6huRa;tion" ) dans l esque l les  une hypothèse 

de comportement e s t  u t i l i s é e  pour l e s  processus à p e t i t e  échel le  qui sont 

usuellement reconnus isot ropes .  La solution des équations d'évolution ne 

correspond a lo r s  qu'aux phénomènes à grande échel le .  Malgré c e t t e  amélioration, 

l e s  pos s ib i l i t é s  des ordinateurs maintiennent des l im i t e s  t r è s  sévères à c e t t e  

approche 121, 131, [h l ,  [51. Une solut ion calculée par  FEIEREISEN 131 prend 

approximativement 20 H CPU sur  ILLIAC I V ,  tandis  que l a  solut ion d'un écoulement 

en t re  plaques [51 nécess i te  de l ' o r d r e  de 50-80 H CPU sur  l e  même calcula teur .  

De t e l s  coûts de calcul  sont bien évidemment hors de portée de l a  majorité des 

laboratoi res .  

c .  Une troisième approche consiste à f a i r e  sub i r  un même trai tement 

s t a t i s t i q u e  à toutes l e s  équations d'évolution. A l a  d i f férence de l a  première 

approche, dans laquel le  l a  prédiction d'une s i t ua t i on  physique e s t  obtenue en 

fa i san t  l a  moyenne d'un ce r t a in  nombre de réa l i sa t ions  pa r t i cu l i è r e s  d'écoulement, 

l a  moyenne e s t  f a i t e  sur  l e s  équations de Navier-Stokes avant l eu r  résolution.  

La solut ion qui e s t  a lo rs  obtenue, t ou t  en dépendant du temps, ne t ranspor te  

plus aucune information su r  sa composante f luctuante.  Les informations sur l a  

turbulence sont portées maintenant par des variables propres t e l l e s  que l e s  

contra intes  du tenseur de Reynolds. 

Par l ' in te rmédia i re  des t r o i s  approches c i t é e s  nous sommes a i n s i  

passées d'un point  de vue déterministe à une a t t i t u e  s t a t i s t i q u e .  Mais examinons 

plus en dé t a i l s  l e s  implications du point de vue s t a t i s t i q u e .  considérons l a  

fonction densité de probabi l i té  pour @ d ' ê t r e  à l ' i n t é r i e u r  de l ' i n t e r v a l l e  

Cette déf ini t ion entra ine  que l a  probabi l i té  devient égale à 1 s i  

l e s  l imi tes  a e t  b sont re je tées  à plus ou moins l ' i n f i n i  respectivement. 



e t  a i n s i  l e  premier moment de c e t t e  fonction probabi l i té  de densité donne l a  

valeur moyenne de @ : /4m 

Les var ia t ions  possibles de <@> dans l 'espace e t  l e  temps dépendront de 

ce l l e s  de ~(0). Une moyenne temporelle peut ê t r e  u t i l i s é e  à l a  place de (II-3), 

pourvu qu 'e l l e  s o i t  basée s u r  une déf in i t ion  rigoureuse. I l  e s t  c l a i r  que l e s  

écoulements turbulents que l ' o n  peut rencontres dans l a  pratique ne sont n i  

complètement s ta t ionnaires  n i  même réellement homogènes. Les moyennes ne pourront 

donc ê t r e  pr ises  que su r  des i n t e rva l l e s  bornés de l 'espace e t  du temps. Ces 

in te rva l les  doivent ê t r e  suffisamment grands, comparés aux échelles caractér is-  

t iques  de l a  turbulence, tou t  en é tan t  p e t i t s  devant l e s  changements de l 'écou- 

lement d'ensemble. So i t  une valeur f i n i e  T ,  nom pouvons maintenant dé f in i r  

l a  moyenne temporelle par 

(11-4) 

Il  faut  donc que l a  durée T s o i t  grande par rapport à l a  plus grande échel le  de 
- 

temps de l a  turbulence, de t e l l e  façon que @ s o i t  indépendent de t ,  l ' o r i g ine  

de l ' i n t e r v a l l e  d ' in tégrat ion.  L a  déf ini t ion (11-3) entra ine  que pour deux 

variables a léa to i res  f e t  g l e s  re la t ions  suivantes sont vér i f i ées  

BOUSSINESQ [61 e t  REYNOLDS [7] é t ab l i r en t  l e s  équations pour l e s  écoulements 

incompressibles en moyennant de l a  façon décr i t e  ci-dessus l e s  équations de 

conservation de l a  masse e t  de l a  quanti té de mouvement. Des quanti tés t e l l e s  

que l a  v i t esse ,  l a  pression ou l a  masse volumique sont décomposées en une 

p a r t i e  moyenne e t  une p a r t i e  f luctuante.  Cette méthode f u t  étendue aux écoule- 

ments compressibles par SCHUBAUER e t  TCHEN [81, HINZE 191 e t  plusieurs autres  

auteurs.  S i  nous l e s  comparons aux équations instantanées,  nous voyons appara î t re  

des nouveaux termes qui n'ont pas d'équivalents dans l e s  équations d 'origine.  

Ces termes nouveaux ont l a  forme de corrélat ions vi tesse-vi tesse  ou vitesse-masse 

volumique. Les corrélat ions vitesse-vitesse sont dénommées contraintes de Reynolds 



e t  représentent  l e  frottement résu l tan t  de l ' a g i t a t i o n  turbulente .  Un premier 

aperçu peut ê t r e  obrenu en examinant l ' équat ion de conservation de l a  masse 

pour un écoulement à masse volumique var iable .  

p e s t  l a  masse volumique e t  u, v e t  w sont l e s  t r o i s  composantes de l a  v i t esse  

dans un repère car tés ien.  

Décomposons ces quanti tés en composantes moyenne (-) e t  f luctuante  ( ' )  

S i  nous réécrivons l 'équation de cont inui té  nous obtenons 

Après passage à l a  moyenne il r e s t e  

Cette procédure in t rodui t  dans 1 ' équation de continuité (sous s a  forme moyenne) 
-- 

t r o i s  nouvelles variables qui sont l e s  corré la t ions  p 'u ' ,  p 'v '  e t  p'w'. La fer- 

meture du plus  simple système d'équations moyennes se ra  donc conditionnée au 

moins par l a  connaissance de ces cor ré la t ions .  D'autres auteurs ,  t e l s  HESSELBERG 

10 1 , DEDEBANT e t  WEHRLE [ 1 1 1 , VAN MIEGHEN e t  DWOUR [ 12 1 , BLACKADAR [ 13 1 e t  

FAVRE [14] é tab l i ron t  des équations pour des écoulements turbulents  compressibles 

en moyennant l e  produit  de l a  v i t esse  e t  de l a  masse volumique e t  en divisant  l e  

r é su l t a t  par  l a  valeur moyenne de l a  masse vol-amique. Plus t a r d ,  FAVRE LI51 

étendit ce principe à toutes  l e s  variables dépendantes, exceptées l a  masse volu- 

mique e t  l a  pression.  



Ce type de moyenne peut ê t r e  in t rodui t  s tat ist iquement comme une 

moyenne ordinaire en u t i l i s a n t  l a  fonction densité de probabi l i té  j o in t e  pour 

l e s  deux variables p e t  $I : P (p,$I) ( r e f  [ 161). Au sens de FAVRE, l a  fonction 
% P 0 

probabi l i t é  de densi té  P ( @ )  d'une variable $I peut ê t r e  déf inie  de l a  façon 

suivante : 

Ainsi, moyennes pondérées par  l a  masse, variances e t  corré la t ions  

d'ordres supérieurssuivrori ten t an t  que moments de c e t t e  fonction densité de 

p rqbabi l i t é  . 

PB- +:-= JO%) d g  
P 

Nous pouvons donc envisager deux types de moyennes possibles.  

1 )  La moyenne temporelle conventionnelle 

2 )  La moyenne pondérée au sens de FAVRE 

- rz ; @" pas nécessairement n d .  

F 
Dans l a  s u i t e  de c e t t e  thèse ,  l e  q u a l i t a t i f  moyenne pondérée r é f é r e r a  

désormais à l a  déf in i t ion  (11-14) e t  moyenne conventionnelle à l a  déf in i t ion  

(11-13) . 



m Relations en t re  moyennes conventionnelles e t  pondérées. 

Les re la t ions  en t re  l e s  d i f férentes  moyennes s 'obtiennent directement 

à p a r t i r  des déf ini t ions  (II- 13) e t  (11-14).  Multiplions (11-13) par l a  valeur 

instantanée de l a  masse volumique. 

- 
Après passage à l a  moyenne e t  division par  p on obt ient  

ce  qui peut également s ' é c r i r e  

De même on peut déduire de l a  re la t ion  (11-14) que 

Il s 'ensui t  a lo rs  immédiatement que 

Reprenons maintenant l 'équation (II- 17) . En u t i l i s a n t  l a  déf in i t ion  

(11-13) il vient  

e t  en tenant compte de l 'équat ion (11-16) 

S i  maintenant l 'équation (11-14) e s t  moyennée 

il s ' ensu i t  a l o r s ,  grâce à (11-16) 



Reprenons maintenant 1 ' équation de conservation de l a  masse . En 

u t i l i s a n t  l a  moyenne pondérée pour l a  v i t esse ,  il ne r e s t e  plus pour l ' équat ion 

moyenné e  , que 

fome  str ictement semblable à c e l l e  de l 'équat ion instantanée.  S i  nous considérons 

maintenant l e  produit de deux variables turbulentes ,  qui peuvent ê t r e  moyennées 

selon (11-13) ou (11-14) , on peut é c r i r e  : 

Comme de plus 

il s ' en su i t ,  par l ' app l ica t ion  des règles de l a  moyenne pondérée 

OU encore 

Il e s t  a l o r s  f ac i l e  de montrer q$e 

I l r e s t e u n e  re la t ion  entre  l e s  corré la t ions  doubles exprimées suivant l e s  deux 

types de moyenne. 

De même que pour l ' équat ion de cont inui té ,  l 'usage des moyennes pondérées permet 

de conserver une forme simple aux termes convectifs des équations de t ranspor t .  

D'une façon générale, l ' u t i l i s a t i o n  de l a  moyenne pondérée e s t  p rof i t ab le  pour 

toutes l e s  équations de t ranspor t  dans l e  sens où on obt ient  des formes analogues 

aux formes instantanées des équations. I l  faut  re lever  tou te fo i s  une exception 



qui e s t  l ' équat ion d'évolution de E , l e  taux de d i ss ipa t ion  de l ' énerg ie  

turbulente.  Nous verrons par l a  s u i t e  que, mis à pa r t  l e s  termes convectifs ,  

l 'équation de E e s t  beaucoup plus compliquée en moyenne pondérée. De plus ,  

l e s  fermetures du second ordre exis tant  à ce jour ayant é t é  développées pour 

des écoulements à masse volumique constante,  donc en termes de moyennes conven- 

t ionnel les ,  il peut ê t r e  erronné de transposer sans précautions ces modèles 

aux écoulements à masse volumique var iable  ( r e f .  C 171, 1 181 ) . Dans une 

publication plus récente HA MINH [19]propose une approche intermédiaire qui 

moyenne l a  quant i té  de mouvement différemment de l a  v i t e s se  de convection. 

Quoique a t t rayan te  par  s a  conception, c e t t e  méthode a l e  défaut d'augmenter 

sensiblement l e  nombre d' équations, dont l a  résolution e s t  nécessaire e t  

l a i s s e  encore non résolu  l e  problème de l a  modélisation des termes pression- 

déformation. 

Une dernière question s e  pose au  s u j e t  de l ' u t i l i s a t i o n  de l a  moyenne 

pondérée : Peut-on comparer l e s  valeurs mesurées expérimentalement avec l e s  

grandeurs obtenues du calcul  ? Selon que l a  mesure e s t  f a i t e  avec une sonde de 

p i t o t ,  un anémomètre à f i l  chaud ou un anémomètre l a s e r ,  l a  grandeur mesurée 

se ra  de nature  di f férente .  I l  e s t  montré dans l a  référence [ 20 1 que l e s  diffé- 

rences sont négligeables pour l e s  écoulements de mélange à basse v i tesse .  En 

f a i t ,  lorsque l e  taux de turbulence e s t  f a ib l e  ou modéré e t  l e  nombre de Mach 

in fé r ieur  à 5 ,  FAVRE 121 1 a montré que l e s  écar t s  entre  moyennes conventionnelles 

e t  moyennes pondérées sont du second ordre e t  donc que l a  comparaison avec l e s  

r é su l t a t s  expérimentaux e s t  tout-à-fai t  possible.  

1 1 - 2 .  - L E S  E 2 U A T I O N S  OUVERTES 

Afin de donner une description r é a l i s t e  de 1 'écoulement d'un f lu ide  

à masse volumique variable,  il e s t  nécessaire d'étendre l e  concept conventionnel 

de f lu ide  homogène pour considérer en un même point (s, t )  toutes  l e s  composantes 

qui ca rac té r i sen t  l e  f lu ide  dans l e  cadre de l a  thermodynamique des milieux 

continus. Pour avoir  une déf in i t ion  c l a i r e  des variables nécessaires,  nous l e s  

définirons d'abord dans l e  cas de l'écoulement isotherme d'un f lu ide  homogène, 

puis ces déf ini t ions  seront étendues au  cas non isotherme e t  finalement une 

éventuelle non homogénéité du f lu ide  s e r a  envisagée. 



Un mil ieu continu do i t  s a t i s f a i r e  l e s  deux conditions suivantes : 

1 - Le mil ieu e s t  monophasique; il peut ê t r e  l iqu ide  ou gazeux, 

des molécules d'espèces chimiques di f férentes  peuvent ê t r e  présentes mais 

dans une même phase. 

2 - Les e f f e t s  de raréfact ion sont exclus. En d 'autres termes, l e  

l i b r e  parcours moyen (m-f-p) des molécules doi t  ê t r e  plusieurs ordres de grandeur 

plus p e t i t  que l e s  échelles caractér is t iques  de l'écoulement. S i  L représente 

l a  p lus  pe t i t e  éche l le  de longueur, c e t t e  condition peut ê t r e  formulée avec l e  

nonibre de Knudsen Kn par 

S i  c e t t e  condition n ' es t  pas remplie, l'écoulement d'un gaz ne peut 

pas ê t r e  décri t  pa r  l e s  équations aux dérivées p a r t i e l l e s  qui seront é t ab l i e s  

dans l a  su i te  de ce  manuscrit. I l  a été observé néanmoins que ces équations 

donnaient encore des r é su l t a t s  s a t i s f a i s an t s  dans l e  régime d i t  de t r ans i t i on  

( IO-' < Kn < 10) moyennant certaines précautions pour l e  trai tement des condi- 

t i ons  aux l imites 1221. 

Dans l e  cadre de l a  mécanique des milieux continus nous supposerons 

q u ' i l  e s t  possible de d é f i n i r  un p e t i t  domaine bV dont l e s  dimensions sont 

plus grandes que ce l l e s  des molécules e t  sur leque l  une moyenne s p a t i a l e  de 

tou te  propriété moléculaire dé f in i t  l a  valeur l oca l e  d'une quant i té  macrosco- 

pique @ . Soi t  i j i  une propr ié té  moléculaire de l'écoulement. La valeur loca le  

correspondante @ se r a  

Dans c e t t e  r e l a t i on  C s i g n i f i e  que l a  sommation e s t  f a i t e  su r  
6v 

tou tes  l e s  molécules qui sont  à l ' i n t é r i e u r  du domaine élémentaire 6V . 
Deux sor tes  de variables sont  nécessaires pour ca rac té r i se r  l e  premier type 

d' écoulement. 

Supposons que N molécules de masse ivl s e  trouvent dans l e  volume 
A 

élémentaire 6V entourant un point P . La valeur loca le  de l a  masse volumique 

en ce  point e s t  déf inie  pa r  : 



2 q u a W é  de mouvement 
+ 

Chaque molécule a s a  propre quanti té de mouvement Z . De même, a 
il e s t  poss ible  de dé f in i r  l a  valeur loca le  de l a  quant i té  de mouvement au 

point  P par  

La sommation su r  a e s t  équivalente à c e l l e  s u r  6V , mais chaque 

molécule peut avoir  une quanti té de mouvement di f férente  de s e s  voisines.  

A )  Tmmpont de l a  cjuanCLtZ de mouvement. 

Ces quatre variables (masse volumique e t  composantes de l a  v i t esse )  

consti tuent l e s  paramètres nécessaires à l a  ca rac té r i sa t ion  du f lu ide  au 

point P dans l e  cadre de l'écoulement isotherme d'un f lu ide  homogène. Pour 

exprimer l a  conservation de ces var iables ,  il e s t  t ou t  d'abord nécessaire de 

f a i r e  un choix en t re  deux systèmes de références possibles : l e s  représentations 

eulérienne e t  lagrangienne. Dans l a  formulation eulérienne l e  mouvement du f l u ide  
+ + +  

e s t  déc r i t  par  rapport à un système de référence donné (0, x xg, x g ) ,  tandis 
1 ' 

que dans l a  formulation lagrangienne, l a  par t i cu le  f lu ide  e s t  su iv ie  dans son 

mouvement. Pour ce t r a v a i l ,  l a  représentation eulérienne e s t  adoptée, ce qui 

implique que l e s  quatre variables définies précédemment doivent s a t i s f a i r e  une 

équation de b i lan  dont l a  forme générale e s t  

p e s t  l a  masse volumique, v e s t  l a  composante de v i t e s se  suivant l a  
+ k 

direct ion % . Pour chacune des quatre variables in ternes  de l'écoulement, 

l e s  contributions I$ , T: e t  S (4) sont données dans l e  tableau (II- 1 ) . La 

première équation, ou équation de conservation de l a  masse f a i t  é t a t  du b i lan  

massique nul  à t ravers  un volume élémentaire. Les t r o i s  équations de quanti té 

de mouvement correspondent à un b i l an  nul  des f lux de quant i tés  de mouvement 

avec l e s  éventuelles créations ou destructions de ces quant i tés .  



équation de conservation 1 
de l a  masse 

O 

équation de quanti té  de 
mouvement (a=1,2,3) 

Tableau 11-1  

T e s t  l e  f l u x d e l a c o m p o s a n t e  a d e q u a n t i t é  demouvement suivant  l a  
ak + 

di rec t ion  5 . sVa représente l e s  forces extér ieures  qui  s 'exercent  su r  

l 'é lément fluide. Une équation d ' é t a t  r e l i e  l a  pression p e t  l a  masse 

volumique P 

R e s t  l a  constante universe l le  des gaz divisée  pa r  l a  masse moléculaire du 

f lu ide  e t  T e s t  l a  température absolue. 

En écr ivant  l e s  t r o i s  équations de quant i tés  de mouvement, neuf 

inconnues T ont é t é  in t rodu i tes .  Ces quant i tés  sont  l e s  composantes du 
ak 

tenseur des contra intes .  La l o i  de Newton de v i s cos i t é  permet à ces composantes 

d ' ê t r e  exprimées en fonction du tenseur des v i t esses  de déformation e t  d'un 

coef f i c ien t  dépendant du f l u ide  : l a  v i scos i t é .  A cause des propr ié tés  du 

tenseur des contraintes ( t r a c e  nu l le  e t  symétrie) l e s  valeurs des s i x  compo- 

santes indépendantes sont ,  pour l e s  f lu ides  newtoniens ( r e f .  1231 ) : 

Les expressions pour l e s  contra intes  visqueuses sont des approximations 

val ides  s i  l a  l o i  de Stokes e s t  vé r i f i ée  e t  s i  l e s  gradients de v i t e s s e  ne sont 



pas t r op  importants ( r é f .  1241). I l  e s t  a lo rs  possible de montrer, à l ' a i d e  

de l a  théor ie  cinétique des gaz, qu'une condition nécessaire es,% : 

où c e s t  une v i tesse  moléculaire ca rac té r i s t ique  (par  exemple l a  v i tesse  du 

son c = @CF). AUX conditions normales on a pour 1' a i r  lm. f .p  1 5 O ,6  IO-^ m 

e t  c 2 340 m/s. Cette condition e s t  donc clairement s a t i s f a i t e  dans l a  p lupar t  

des appl icat ions .  La s t ruc ture  d'une onde de choc e s t  une exception bien connue. 

 équation de cont inui té  (ou de conservation de l a  masse)et l e s  équa- 

t ions  de quanti té de mouvement, en compagnie de l 'équat ion d ' é t a t ,  l e s  l o i s  de 

comportement e t  l a  déf ini t ion de l a  v i scos i té  forment un système fermé d'équa- 

t ions  qui s ' é c r i t  : 

Ces équations sont rarement u t i l i s é e s  sous l e u r  forme complète. On s e  

l i m i t e  l e  plus souvent s o i t  au  cas d'un f lu ide  i déa l  (LI = O )  s o i t  au  cas d'un 

f lu ide  incompressible ( p  = c t e )  . Après avoir  é t a b l i  ce premier système formé 

d'équations pour l e s  écoulements isothermes homogènes, nous a l lons  étendre 

maintenant ce formalisme aux écoulements compressibles. 



B )  TtrannputrA: de cCzaeeuh 

Quand, en addit ion au mouvement du f lu ide ,  un t r a n s f e r t  de chaleur 

e s t  présent ,  il devient nécessaire d ' u t i l i s e r  également l a  notion de b i l an  

d'énergie, similairement aux concepts de b i l an  de quant i té  de mouvement e t  de 

conservation de l a  masse. 

Considérons un élément de volume dans l e  cadre d'une description 

eulérienne. L'équation de conservation de l ' énerg ie  t o t a l e  de l a  par t i cu le  

f lu ide  procède de l a  première l o i  de l a  thermodynamique e t  peut ê t r e  é c r i t e  

Dans c e t t e  équation e e s t  l ' énerg ie  in terne du f lu ide  par  uni té  de 
1 

masse e t  2 p u2 e s t  l ' énerg ie  cinétique du f lu ide  par uni té  de volume. 

L'énergie interne comprend l ' éne rg i e  propre des molécules (mouvements de 

t rans la t ion  e t  de ro ta t ion  e t  énergie in terne des molécules) e t  l ' éne rg i e  

d ' in te rac t ion  entre l e s  molécules. La somme de l ' éne rg i e  in terne e t  de 

l ' énerg ie  cinétique e s t  l ' énerg ie  t o t a l e  de l a  pa r t i cu l e  f lu ide .  Les d i f fé ren tes  

contributions sont 

( 1 )  
+ 

- V. q + conduction 

(11) 
+ + 

p ( u . ~ ) +  puissance des forces de gravi ta t ion par  uni té  de volume 

(111) 
+ 

-V.p u+ puissance de l a  pression par uni té  de volume 

( I V )  
+ 

-V. ( T  .u) +- puissance des forces visqueuses par  un i té  de volume. 

-+ -+ 
q e s t  l e  vecteur f lux de chaleur e t  g  e s t  l e  vecteur force de gravi ta t ion 

p ~ l r  unité de masse. 

Par analogie à l a  l o i  de Newton de v i scos i té ,  nous introduisons 

maintenant l a  l o i  de Fourier de conduction de chaleur qui  r e l i e  l e  vecteur 

f lux de chaleur au gradient de température. 

De nouveau, l a  théor ie  cinétique des gaz indique que (11-29) e s t  une 

expression valable t a n t  que l e s  gradients de température ne sont pas t r op  

grands:. Le c r i t è r e  de va l i d i t é  e s t  s imi la i re  à (11-26). 



En u t i l i s a n t  l e s  mêmes arguments que pour (11-26) il e s t  possible 

de montrer que ce c r i t è r e  e s t  s a t i s f a i t  dans l a  plupart  des cas pratiques.  

L'équation (11-28) exprime l a  conservation de l ' énerg ie  t o t a l e  par  uni té  

de volume. Pour cer ta ins  problèmes de t r a n s f e r t  de chaleur,  il e s t  plus 

commode de t r a v a i l l e r  avec l 'équat ion de l ' en tha lp ie .  Pour obtenir  c e t t e  

équation, il s u f f i t  de sous t ra i re  de (11-28) 1 'équation de l ' énerg ie  cinétique 
-f 

qui e s t  obtenue en formant l e  produit s ca l a i r e  de u avec l e s  équations de 

quanti tés de mouvement ( r e f .  [ 2 5 ] ) .  L'équation de b i l a n  de l ' en tha lp ie  e s t  

a l o r s  

avec 

h e s t  l ' en tha lp i e  massique. Le symbole : s ign i f i e  i c i  produit du tenseur 
-+ 

par l e  vecteur V u . 
@ e s t  l a  fonction de diss ipat ion donnée par 

Le passage de l ' énerg ie  in terne à l ' en tha lp i e  e s t  obtenu en exprimant 

e en fonction de V e t  T . 

En résumé l 'équat ion (11-31) montre que l a  température peut ê t r e  

modifiée : 

- par conduction de chaleur,  

- par e f f e t s  de détente ,  

- par échauffement visqueux. 

Il  faut  noter que c e t t e  dernière contribution e s t  toujours pos i t ive ,  

ce qui  met en évidence son caractère  i r révers ib le .  



Une extension supplémentaire de ces hypothèses e s t  de considérer des 

f lu ides  non homogènes. Dans l ' in t roduc t ion  nous avons supposé q u ' i l  e s t  poss ible  

de d é f i n i r  un p e t i t  domaine 6V dont l e s  dimensions sont  supérieures aux dimen- 

sions moléculaires, e t  sur l eque l  une moyenne spa t i a l e  de tou te  propr ié té  molé- 

cu la i re  dé f in i t  l a  valeur l oca l e  d'une quanti té macroscopique @ . Cette hypothèse 

e s t  encore valable s i ,  à l ' i n t é r i e u r  du volume 6V des molécules de d i f fé ren tes  

espèces chimiques sont présentes.  Ainsi l a  moyenne, déf in ie  précédemment, permet 
1 

l a  déf in i t ion  de l a  valeur l oca l e  d'  une grandeur macroscopique correspon- 

dant à l f esp2ce  1 dans ÔV . La valeur loca le  de 0 pour l e  volume 6V e s t ,  en 

considérant toutes l e s  espèces 

I l  e s t  a l o r s  a i s é  de redéf in i r  l e s  variables in ternes  du mélange. 

Supposons que NI molécules de l 'espèce 1, ayant chacune une masse 

sont présentes dans ÔV . La masse volumique p a r t i e l l e  pour c e t t e  espèce e s t  donc 

Pour un mélange à n composantes, 1 var ie  de 1 à n. La valeur loca le  

de l a  masse volumique du mélange sera  donc 

2 @aWQ de mouvement 

Les mêmes considérations s 'appliquent à l a  quanti té de mouvement 

(11-37 ) 

-+ 
pIvI e s t  l a  valeur loca le  de l a  quanti té de mouvement de l 'espèce 1. 



e e s t  i c i  l ' éne rg i e  in te rne  de l ' e spèce  1 par un i té  de masse dans l e  volume 6V. 
1 

Les équations (11-35) à (11-38) déf in issent  l e s  valeurs loca les  des var iables  

in te rnes  d'un mélange en fonction des valeurs des var iables  correspondantes pour 

chaque espèce. Ainsi l e  comportement thermodynamique e s t  dEcri t  par  l e s  équations 

(11-27) e t  (11-28) o u t o u t e s  l e s  variables s e  r é f è r en t  aux var iables  de mélange 

déf in ies  par l e s  équations (11-35) à (11-38) , auxquelles s 'ajoutent  des informa- 

t ions  au  s u j e t  de l a  composition du mélange. La f r ac t i on  massique e s t  dé f in ie  pa r  

qui  e s t  l e  rapport de l a  masse volumique p a r t i e l l e  pI à l a  masse volumique du 

mélange. De nouveau, comme il a é t é  f a i t  pour l e  b i l a n  d 'énergie,  nous pouvons 

é c r i r e  une équation de b i l a n  pour l a  masse de 1' espèce 1 dans un volume élémen- 

t a i r e .  Il vient  a lo r s  

Cette équation t r a d u i t  que l a  modification de masse de l ' e spèce  1 

en fonction du temps dans un volume élémentaire f i x e  dans l ' espace  r é s u l t e  

du mouvement de l ' espèce  1 par  convection e t  éventuellement de réactions chimiques 

produisant l a  composante 1 à un taux SI p a r  un i té  de volume. A p r i o r i  nous ne 

connaissons pas l a  valeur du vecteur f lux  massique. Pour exprimer ce dernier  en 

fonction des variables de mélange, une troisième l o i  de comportement e s t  in t ro-  

du i te  : c ' e s t  l a  première l o i  de FICK. La l o i  de Newton de v i scos i t é  exprime 

l e  f lux  de quant i té  de mouvement comme étant  linéairement r e l i é  au gradient  de 

v i t e s s e ,  l a  l o i  de Fourier de conduction de chaleur donne une r e l a t i on  l i n é a i r e  

en t r e  l e  f lux  de chaleur e t  l e  gradient  de température. Similairement l a  première 

l o i  de FICK de diffusion exprime l e  f lux  massique comme é t an t  r e l i é  linéairement 

au  gradient  de concentration ( r é f .  [25]) .  

En termes de f rac t ion  massique, c e t t e  l o i  peut ê t r e  é c r i t e  pour un 

mélange b ina i r e  : 

où 9.) e s t  l e  coeff ic ient  de diffusion b ina i r e  pour l e s  composantes 1 e t  J . 1 J 



Nous pouvons donc reformuler l ' équat ion (11-40) sachant que 

L'équation (11-43) déc r i t  l e  comportement de l a  concentration dans 

un système de diffusion b ina i r e ,  en absence de diffusion thermique ou due à l a  

pression. De même que pour l e s  l o i s  précédentes, l a  théor ie  cinétique des gaz 

r e s t r e i n t  l ' u t i l i s a t i o n  de l a  l o i  de FICK aux cas où l e s  gradients de f rac t ion  

massique ne sont pas t rop importants. Un c r i t è r e  de v a l i d i t é  adhoc e s t  donc 

Cette condition e s t  s a t i s f a i t e  dans l a  plupart  des cas pratiques.  

Avec l a  déf ini t ion de l a  f rac t ion  massique, 1 'équation d ' é t a t  peut-être r é é c r i t e  : 

Les équations (II-27), (11-43) e t  (11-45) permettent donc l a  détermi- 
+- 

nation des variables Y, p ,  p e t  c s i  l e  champ de température e s t  constant e t  
1 

connu. 

S i  l e  ch- de température do i t  également ê t r e  déc r i t  une équation 

d'énergie (11-31) doi t  ê t r e  ajoutée à ce système a i n s i  qu'une équation themique 

d ' é t a t  : 

C e s t  l e  coeff ic ient  de chaleur spécifique à pression constante pour l ' espèce 1. PI 

HI 
e s t  l a  chaleur de formation de l 'espèce 1. 

IV$ 
e s t  l a  masse moléculaire de l 'espèce 1. 

Deux derniers d é t a i l s  doivent encore ê t r e  remarqués : n i  l ' in f luence  

des gradients de température su r  l a  diffusion massique, n i  l ' i n f luence  des 

gradients de concentration ou des contraintes mécaniques s u r  l e  f lux  de chaleur 

ne sont considérées dans c e t t e  thèse  ( e f f e t s  SORET e t  DUFOUR, r e f .  C251). 



Nous a l lons  voir  maintenant comment sont p r i s e s  en compte dans l e s  

équations cer ta ines  des ca rac té r i s t iques  f luctuantes du mouvement. Nous nous 

efforcerons d'expliquer succintement comment l e s  nouvelles équations sont 

obtenues à p a r t i r  des équations instantanées.  Ce qui nous mettra t r è s  v i t e  

en présence du problème de l a  fermeture. Pour des raisons pratiques de c l a r t é ,  

toutes l e s  considérations seront f a i t e s  pour un écoulement plan bidimensionnel. 

De plus l e s  e f f e t s  de gravi té  seront  négligés.  La moyenne u t i l i s é e  i c i  e s t  l a  

moyenne pondérée par  l a  masse volumique. 

La forme instantapée de c e t t e  équation e s t  : 

Le choix des moyennes u t i l i s é e s  entra ine  

En combinant l e s  re la t ions  (II-47), (II-48), (11-49) e t  (11-19) 

e t  après p r i s e s  de moyenne, l ' équat ion de continuité s ' é c r i t  : 

Les équations (11)47) e t  (11-50) sont identiques,  aux signes de 

moyenne près.  

L'équation instantanée pour l a  composante Y e s t  B 



avec 

P étant la pression, le symbole de Kronecker, y la viscosité : 

sas 
est l'illustration de la loi de viscosité de Newton. 

En utilisant une technique similaire à celle de l'équation de continuité, 

l'équation (11-51) devient 

En plus des termes conventionnels qui existent déjà dans l'équation 

instantanée, nous avons fait apparaître un terme nouveau qui caractérise le 

frottement turbulent et dont l'existence est 8. la base du problème de la fermeture. 

3 Equatian de l' énengie 

La pression est reliée à l'énergie interne spécifique et à la masse 

volumique par une équation d'état qui peut se mettre sous la forme 

On peut former l'expression de l'énergie totale par unité de masse E : 

qui admet pour équation de bilan la forme instantanée suivante : 

Le tenseur de contraintes a est défini comme précédemment. La connaissance 
aB 

de Q4 découle de la loi de Fourier 

d l -  +-..- 
2x4 



Le passage à l a  moyenne l a i s s e  a l o r s  apparaî t re  l ' équat ion 

De même que pour l ' équat ion de quanti té de mouvement, un terme nouveau 

e s t  apparu, qui ca rac té r i se  l a  d i f fus ion par  l a  turbulence de l ' éne rg i e  t o t a l e .  

Une équation d'évolution pour t ou t e  quanti té s c a l a i r e  transportable 

peut ê t r e  obtenue de façon analogue aux équations précédentes. Dans l e  cas de 

l a  f ract ion massique CI, nous aurons l a  forme instantanée 

En l 'absence de réaction chimique, l a  f rac t ion  massique e s t  considérée 

comme un s c a l a i r e  pass i f  e t  SI = O .   près l e  passage à l a  moyenne, il r e s t e  donc 

Les t r o i s  exemples précédents montrent donc que l e  passage à l a  

moyenne provoque systématiquement l ' appa r i t i on  de termes nouveaux. Comme il 

a é t é  montré dans l a  référence C 261 , 1 ' i n t é r ê t  de l a  moyenne pondérée au sens 

de Favre e s t  principalement de minimiser l e  nombre de ces termes nouveaux. 

11-3.- LE PROBLEME DE LA FERMETURE ET LES OUTILS POUR LE RESOUDRE - 

Par l ' appar i t ion  de ces termes nouveaux s e  pose l e  problème de l a  

fermeture. A ce niveau il ex i s t e  de nombreuses pos s ib i l i t é s  d i f férentes  pour 

résoudre ce problème. Dans l e s  2 chapi t res  suivants,  nous ferons une synthèse 

des di f férentes  voies possibles en soulignant l e s  avantages de chaque solution 

sans oubl ier  que l e  "coût" e s t  toujours l i é  au niveau de complexité du moyen 

m i s  en oeuvre e t  à l a  qual i té  du r é s u l t a t  obtenu. Avant d'aborder l e  d é t a i l  

des d i f fé ren tes  fermetures du système d'équations, il e s t  nécessaire de 

développer "à pr io r i "  un ce r ta in  nombre d'équations d 'évolution de grandeurs 

caractér is t iques  de l a  turbulence dont t e l l e  ou t e l l e  combinaison permettra 

l ' ob ten t ion  dfun système fermé. 



Cette équation joue un r ô l e  t r è s  important c a r  e l l e  s e  re t rouve dans 

t o u t e s  l e s  fermetures avec équations de t r a n s p o r t  sous s a  forme complète ou 

sous forme contrac tée  (énergie  c iné t ique  de turbulence) .  Pour c e t t e  première 

équation,  nous exposerons l e  développement complet, t and i s  que l e s  équations 

su ivantes  ne se ron t  données que sous forme de r é s u l t a t ,  l a  méthodologie é t a n t  

l a  même pour o b t e n i r  l ' é q u a t i o n  d 'évolut ion de co r ré la t ions  d 'ordre supér ieur  
fu'4( 

ou éga l  à t r o i s .  Intéressons-nous à l ' équa t ion  de l a  composante Vv Vo du 

t enseur  des con t ra in tes  de Reynolds exprimée en moyenne pondérée. 

Considérons l e  produi t  de l ' équa t ion  ins tantanée  de quan t i t é  d e '  

mouvement suivant x par  l a  f luc tuat ion  v" : 
B Y 

En permutant l e s  indices  y e t  6 nous obtenons : 

l a  moyenne temporelle de l a  somme (11-62) + (11-63) e s t  



La première l igne  de l ' équa t ion  (11-64) peut s e  mettre sous 

l a  forme 

La déf in i t ion  de l a  moyenne pondérée entrainant que 

il ne r e s t e  donc que 

La seconde l igne  de l 'équation (11-64) donne : 

Les quatre l ignes  suivantes de l 'équat ion (11-64) s e  transformant en 

En tenant compte de l 'équat ion de cont inui té ,  (11-50) l ' équat ion (11-64) 
s e  met donc sous l a  forme : 



La pression peut ê t r e  décomposée en p a r t i e  moyenne e t  f luctuat ion 

selon l a  déf ini t ion de l a  moyenne centrée 

En conclusion, l 'équation de t ranspor t  des contraintes de Reynolds 

en termes de moyennes pondérées par l a  masse volumique s ' é c r i r a  donc : 

Dans c e t t e  équation il e s t  a i s é  de reconnaître l e s  diverses contributions 

au  transport  des contraintes de Reynolds. Les termes s i tués  à gauche du signe 

éga l  représentent l a  convection par l e  champ de v i tesse  moyenne e t  l e  taux de 

var ia t ion temporelle. L'encadré 1 e s t  l e  taux de production par  l e  mouvement 

moyen. On peut remarquer que ce terme apparaît  avec un signe opposé dans l'équa- 

t i o n  de l ' énerg ie  cinétique du mouvement moyen où il a rô l e  de destruction 

( r e f  . [ 15 1 ) . Le groupe de termes II correspond à l a  diffusion des contraintes 

de Reynolds par l e s  f luctuations de v i t e s se ,  l e s  f luctuations de pression e t  

par  l e  mouvement moléculaire. Les termes de 1 ' encadré III représentent 1 ' in te r -  

ac t ion du champ de pression moyenne avec l e s  f luctuat ions  de masse volumique. 

Le termes I V  r ed i s t r ibue  l ' énerg ie  de turbulence s u r  l e s  t r o i s  composantes 

normales par l ' in te rmédia i re  des f luctuat ions  de pression. Quand au dernier  

groupe ( v )  il correspond à l a  destruction de l ' éne rg i e  de turbulence par  l ' e f f e t  

de l a  v iscosi té .  Ce dernier  processus e s t  i r révers ib le ,  en accord avec l e  second 

principe de l a  thermodynamique. 



De l 'équat ion (11-68) nous pouvons obtenir  une équation pour l a  

t r ace  du tenseur de Reynolds en contractant  l e s  indices ,6 e t  y e t  en 

sommant sur  l e s  indices répétés .  Définissant l ' éne rg i e  c inét ique du mouvement 

turbulent  par 

L' équation de t ranspor t  de k e s t  

Cette équation de t ranspor t  de l l é n e r g i e  turbulente  à une forme 

s imi l a i r e  à c e l l e  de (11-68) avec l e s  mêmes types de contribution : production 

par l e  mouvement moyen, d i f fus ion,  t r a v a i l  des f luctuat ions  de pression e t  

d iss ipat ion mécanique. 

Le produit de 1' équation de quanti té de mouvement zuivant x B par v" v" Y 6 
moyenné e t  augmenté des équations s imi la i res  obtenues par  permutation des 

indices donne l 'équat ion suivante pour l e s  moments d 'ordre 3 : 



Cette équation comporte de nombreuses cor ré la t ions  inconnues. Sa 

résolut ion di recte  ne se ra  pas envisagée. Nous verrons dans l e s  chapi t res  

suivants qu ' e l l e  e s t  t r è s  u t i l e  pour approximer raisonnablement l e s  termes de 

t ranspor t  d i f fus i f  de l ' équa t ion  (11-68). 

La diss ipat ion de l ' éne rg i e  turbulente  e s t  apparue dans l e s  équations 

(11-68) e t  (11-70). Pour l ' équa t ion  (11-68) on peut d é f i n i r  l e  taux de d i s s ipa t ion  

de l a  composante (YB) du tenseur de Reynolds par 

L a  contraction des indices  Y e t  6 a  permis de dégager de (11-68) 

l ' équat ion de l ' éne rg i e  c inét ique.  De même pour l a  d i s s ipa t ion ,  on dé f i n i t  

a i n s i  



Comme l ' éne rg i e  cinétique de turbulence e s t  r e l i é e  à l a  t r a c e  du 

tenseur de Reynolds, on a donc 

en supposant évidemment que l e s  processus d i s s i p a t i f s ,  ne s ' e f fec tuen t  qu'aux 

p e t i t e s  échel les ,  i l s  peuvent ê t r e  considérés isotropes.  Développons l 'équat ion 

(11-73 1 . 

De même que dans l a  référence [27], l a  d iss ipat ion peut s e  mettre 

sous l a  forme 

Le développement de l 'équat ion de E s e  f a i t  d'une manière analogue 

à c e l l e  des autres équations à p a r t i r  des dérivées spa t ia les  des équations 

de quanti té de mouvement. Définissons : 

'4% 2 4 D z -  i A - -  - drsr 3x4 

Nous obtenons a lo rs  l 'équation exacte pour E : 





La complexité de c e t t e  équation appel le  quelques commentaires; 

TENNEKES e t  LUMLEY ont mis en évidence l a  r e l a t i on  qui ex i s t e  entre  l e  taux 

de diss ipat ion e t  l e s  f luctuations de v o r t i c i t é  ( r é f .  C281). A l a  s u i t e  de 

DAVIDOV [29] e t  de HARLOW e t  NAKAYAMA [30], HANJALIC e t  LAUNDER [35 1 font 

é t a t  d'une équation d 'évolution pour E pour des écoulements incompressibles 

en moyenne non pondérée. Leur déf ini t ion de l a  d iss ipat ion e s t  a l o r s  rédui te  

à - - 
do" p £  = ,q[(d-Ct J!!) 3 1  

sxp 3 5  

Dans un cours s u r  l a  modélisation de l a  turbulence pour écoulements 

de combustion, JONES [31] u t i l i s e  une équation semblable à l a  forme incompressible. 

Dans des applications plus récentes,  MUNJEE pour des écoulements dans des cavi tés  

l a s e r  [32] e t  SIRIGNANO pour des écoulements r é a c t i f s  1331 u t i l i s e n t  également 

une forme incompressible de l 'équation de diss ipat ion.  Suivant une démarche 

s imi la i re  à c e l l e  de KOLLMANN [34] nous avons chois i  dans c e t t e  thèse  de 

reprendre l a  déf in i t ion  de l a  d iss ipat ion en termes de masse volumique variable E 

e t  d f  exploi ter  l ' équat ion complète. Nous verrons dans l e s  deux chapi t res  suivants,  

qu'une comparaison des ordres de grandeur des divers termes permettra une simpli- 

f i ca t ion  notable, mais qu'une p a r t i e  des termes de var ia t ions  de masse volumique 

devra ê t r e  conservée. Le pr incipal  argument pour l ' u t i l i s a t i o n  de l a  variable 

pour ca rac té r i se r  une échel le  de longueur de l a  turbulence e s t  naturellement 

son existence dans l 'équat ion exacte de l ' éne rg i e  cinétique de l a  turbulence. 

Néanmoins d 'autres  approches ont pÛ ê t r e  u t i l i s é e s ,  qui font in te rven i r  comme 

variable des combinaisons de l a  forme : 

ou m e t  n sont des constantes. La première de ces propositions a é t é  f a i t e  par  

KOLMOGOROV C361 avec m = 112 e t  n = - 1 . La quant i té  a i n s i  obtenue e s t  propor- 

t ionne l le  à l a  fréquence caractér is t ique des mouvements porteurs d 'énergie 



(grosses s t r uc tu r e s ) .  ROTTA [371 e t  SPALDING 1421 ont  t r a v a i l l é  avec m = O e t  

n = 1 ,  mais seul  ROTTA a développé une équation d'évolution pour L,  t and i s  que 

SPALDING u t i l i s e  une équation d i f f é r e n t i e l l e  ordinai re .  Malgré une s ign i f i ca t ion  

physique t r è s  r é e l l e ,  l a  longueur ca rac té r i s t ique  n ' a  jamais supplanté l a  diss i -  

pation pour des u t i l i s a t i o n s  numériques. Une raison majeure e s t  que l a  d i f fus ion 

de L ne s e  f a i t  pas à un taux proportionnel à - . C ' e s t  sans doute pour 

p a l l i e r  c e t t e  f a i b l e s se  que ROTTA [371 suggéra de l a  combinaison 

(m = 1, n - 1) .  Ce t t e  combinaison a é t é  également exploitée pa r  RODI e t  SPALDING 

[40] pour des écoulements Libres e t  par NG e t  SPALDING [h l ]  pour des écoulements 

au voisinage de pa ro i s  so l i aes .  Plus t a r d ,  ROTTA 1381, [391 proposa une équation 

s impl i f iée  pour l a  même combinaison ( m  = 1 ,  n = 1) mais mieux adaptée aux écoule- 

ments de type couche l imi te .  La di f férence avec l a  proposit ion o r i g i n e l l e  porte 

sur  l a  dé f in i t ion  de l a  longueur ca rac té r i s t ique  L qui n ' e s t  p lus  f a i t e  qu'avec 

l a  composante l a t é r a l e  des corré la t ions  en deux points  C381. SPALDING C431 

t r a v a i l l e  également avec l a  combinaison m = 1; n = 2. Cette va r iab le  correspond 

au ca r ré  de l a  va r iab le  chois ie  par KOLMOGOROV. E l l e  do i t  donc ê t r e  in te rpré tée  

comme l e  carré de l a  fréquence des mouvements énergétiques. Ce t te  var iable  a 

égalemen* é té  i n t rodu i t e  par SAFFMAN [441 e t  développée par WILCOX e t  SAFFMAN 

C45 1 2 p a r t i r  de 1 ' équation d '  évolution des f luctuat ions  du tourb i l lon  (pseudo- 

v o r t i c i t y ) .  Il  f a u t  également mentionner l e s  travaux de LIN e t  WOLFSHTEIN 1461 
qui u t i l i s e n t  l a  combinaison (m =1, n = 3 )  correspondant au produi t  de l a  v i t esse  

par l e  cübe de l ' é c h e l l e  de longueur. Une comparaison argmentée  des produits  

k L e t  k L~ e s t  f a i t e  par BONNET C471q" donne l eu r s  équations d'évolution 

pour des écoulements l i b r e s  à masse volumique var iable .  

Les cor ré la t ions  vitesse-masse volumique qui sont identiquement 

nul les  dans l e s  écoulements isovolumes apparaissent  de façons diverses dans 

l e s  écoulements à masse volumique f luctuante .  Tout d'abord e l l e s  sont présentes 

dans l ' équat ion de continuité e t  dans l e s  termes convectifs de tou tes  l e s  

équations de t ranspor t ,  s i  l e s  moyennes centrées sont  u t i l i s é e s .  El les  apparaissent 

également dans l e s  termes de gradient  de pression moyenne. Enfin nous verrons 

dans l e  chapitre suivant  qu ' e l l e s  sont u t i l i s é e s  pour évaluer l e s  corré la t ions  

t r i p l e s  en moyennes décentrées. Considérons l e  produit  de l ' équa t ion  de l a  

composante B de quanti té  de mouvement pa r  l a  f luc tua t ion  de masse volumique p ' ,  

e t  divisons-le pa r  l a  masse volumique. La moyenne temporelle en e s t  : 



Soustrayant de l'équation instantanée de conservation de la masse sa 

contre partie moyennée dans le temps, nous obtenons : 

qui s'écrit, après multiplication par v" et passage à la moyenne B 

En combinant (11-82) et (11)84) il vient alors : 

Une forme comparable aux équations de transport des autres quantités est 

Un des arguments à l'utilisation des équations d'évolution des composantes 

du tenseur de Reynolds est une meilleure détermination des termes de diffusion 

turbulente qui existent dans les équations de quantité de mouvement. Pour des 

raisons similaires il est utile de connaître aussi les termes équivalents existant 



dans l 'équation de t ranspor t  d'un s c a l a i r e  (qui  peut ê t r e  par  exemple l a  

f ract ion massique ou l a  température). Prenons l'exemple de l a  f rac t ion  

massique ( l a  démarche e s t  s imi la i re  pour l a  température e t  n ' e s t  pas reproduite 

i c i ) .  

Considérons tou td labor f i l e  produit  de l ' équat ion instantanée de l a  

composante B de quant i té  de mouvement par  l a  f luctuat ion c; e t  moyennons 

l e  dans l e  temps. 

De même, en permutant l e s  rô les  de v  e t  cI on a r r i ve  à : B 

En ajoutant  (11-87) à (II-88), réarrangeant e t  compte tenu du f a i t  

que : 

on obtient  : 

Dans ce chapi t re ,  nous avons é t a b l i  à p a r t i r  de considérations thermo- 

dynamiques l a  déf in i t ion  de quanti tés diverses t e l l e s  que quanti té de mouvement, 

fraction massique, énergie e tc  ..., qui sont u t i l e s  à l a  description des écoulements 

turbulents.  Puis deux moyennes di f férentes  ont é t é  in t rodui tes  parmi lesquel les  

l e s  moyennes pondérées ont é t é  retenues pour é c r i r e  l e s  équations du mouvement 

moyen. Des équations de transport  furent  a i n s i  développées pour l a  quant i té  de 

mouvement, l a  concentration, l ' énerg ie  t o t a l e ,  mais également pour des  corrélation^ 

t e l l e s  que contra intes  de Reynolds, énergie cinétique de l a  turbulence, flux 



turbulents ,  corré la t ions  t r i p l e s  e t c . . .  Dans l e  chap i t re  suivant,  nous verrons 

comment obtenir  des systèmes fermés à p a r t i r  de diverses combinaisons de ces 

équations pour décr i re  avec plus ou moins de précision des écoulements turbulents .  
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CHAPITRE I I I  

LA FERMETURE DES E(LUAT1 UNS. 

111- 1 .  - ffYPOTffESE DE TRANSPORT PAR GRADIENT : 

Le pnabR2me de Ca ~enmduhe. 

711-1-1.- La longueun de mélange. 

171-1-2.- Fmctm à C'anche zéno avec une é q d a n  de a7uxrzclpafr.Z 

a .  - E q U o n  de k, R' énet~gie de tuhbdence. 

b. - E q U a n  p o u  R' énengie R a M e .  

177- 1-3. - Fenmctuhe à R1andrte zéna avec deux é y d o ~ n  de ;tttavinpattt. 

a. - ModéLbaCLan à gmnd nambne de ReynaRh. 

b. - MadéRdaA2an à auible nambne de ReynaRh . 

111-2.- FERMETURE AU SECOND ORDRE 

111-2-2.- E q d a n  dlévoluALan poun Re taux de &nipmXan de 

l ' énengie Xunbu4eYLte. 

111-2-3.- Equdian d ' é v a l d o n  p a w  l 'énehgie to; tde.  

111-2-5.- Equation d ' é v o l d o n  p o w  l& dlux tutbutenta de manae. 



7 7 7 - 7 . -  HYPOTHESE DE TRANSPORT PAR GRADIENTS - LE PROBLEME DE LA FERMETURE. 

Pour l e  développement des mé-bhodes de prédic t ion pour l e s  écoulements 

turbulents de f l u i d e  homogène, l a  grande inconnue e s t  l e  flux de quant i té  de 

mouvement équivalent à une contra inte ,  qui  e s t  produit  par l e  mouvement i r r égu l i e r  

du f l u ide  turbulent .  De façon analogue, pour un f lu ide  hétérogène ou non-isotherme, 

l e  f l u x  de masse s u  de chaleur e s t  équivalent à une cor ré la t ion  en t r e  v i t esse  e t  

concentration ou v i t e s s e  e t  température. Pour pouvoir résoudre l e s  équations 

moyennes du mouvement, il apparaî t  a l o r s  nécessai re  de r e l i e r  ces quanti tés aux 

variables moyennes t e l l e s  que v i t esse ,  concentration ou température. Une première 

solution à ce problème fu t  avancée par  BOUSSINESQ [ 11, [2]  qui  suggéra de r e l i e r  

l e  terme de flux de l 'équation de quant i té  de mouvement au gradient  de v i t esse  

moyenne mul t ip l ié  par  une viscosi tg  "tourbil lonnaire".  Cela s i g n i f i e  que pour un 

écoulement de type couche l i m i t e  : 
-4. 

(III- 1 ) 

l ' équat ion (111-1) e s t  l 'analogue de l a  l o i  de Newton de v i s cos i t é ,  dans l aque l le  

l e s  composantes du tenseur des contra intes  laminaires sont r e l i é e s  au  gradient 

de v i t esse  e t  à l a  v i scos i t é  moléculaire. TENNEKES e t  LUMLEY 131 ont d iscuté  de 

façon approfondie l e s  l imi tes  de v a l i d i t é  d'une t e l l e  approximation. Pour synthé- 

t i s e r  l'ensemble de l 'argumentation, LWGEY [4] é c r i t  : " l e  mouvement moléculaire 

a des échelles de temps e t  de longueur qui  sont pe t i t e s ,  comparées aux échelles 

de temps e t  de longueur du mouvement moyen. Ainsi l e  f lux  l o c a l  de quanti té  de 

mouvement n ' e s t  pas déterminé par des condit ions loca les ,  ce qui  e s t  une condition 

nécessaire pour 1 'équation (111-1 ) . Toutefois c e t t e  équation e s t  adéquate pour 

des écoulements presque pa r a l l è l e s  s e  développant lentement, qui  sont  ca rac té r i sés  

par des échelles de longueur e t  de v i t e s s e  uniques dans chaque sect ion.  Nous 

pouvons donc nous a t tendre  à ce  que l a  r e l a t i on  (111-1 ) s o i t  mise en défaut dans 

des s i tua t ions  évoluant rapidement l e  long des l ignes  de courant, s i tua t ions  dans 

l esque l les  l a  turbulence produite par un ce r t a i n  mécanisme e s t  s u j e t t e  à des 

dis tors ions  d'une nature d i f fé ren te .  De t e l l e s  s i tua t ions  sont  évidemment plus 

l a  règ le  que l ' excep t ion  dans l a  r é a l i t é " .  ~éanmoins c e t t e  approche e s t  encore 

u t i l i s é e  par de nombreux chercheurs à cause de s a  s impl ic i té .  L'usage de l 'appro- 

ximation de Boussinesq requ ie r t  l a  détermination de Vt l a  v i s cos i t é  tourbil lon- 

nai re ,  en fonction des échel les  ca rac té r i s t iques  de l a  turbulence. La première 

formulation de c e t t e  v i scos i t é  tourb i l lonna i re  f u t  donnée par  PRANDTL 153. Par 

analogie avec l e  mouvement moléculaire dans un gaz, PRANDTL développa une expression 



pour l e  t r a n s f e r t  de quant i té  de mouvement incluant  une longueur de mélange. 

Cette longueur e s t  l 'analogue du l i b r e  parcours moyen (m.f.p.) de l a  t héo r i e  

c inét ique des gaz. Ainsi  l e  f lux de quanti té  de mouvement e s t  selon PRANDTL : 

La valeur de c e t t e  longueur de mélange e s t  au s s i  fonction de l a  pos i t ion  

dans l'écoulement. PRANDTL ob t i n t  ce r ta ins  succés en rendant 1 proport ionnelle 

à l a  distance y de l a  surface  so l ide  pour des ca lcu l s  de couches l i m i t e s  turbu- 

l en t e s .  Cinq ans plus t a r d ,  Von KARMAN 161, à p a r t i r  de considérat ions dimen- 

s ionnel les ,  donna une formulation d i f fé ren te  du t r an s f e r t  de quant i té  de mouve- 

ment incluant une constante universe l le  à l a  p lace  d'une longueur de mélange 

var iable  avec l a  géométrie de l'écoulement : 

Dans l ' équa t ion  (III-3), K t i e n t  l i e u  de constante un iverse l l e  dont 

l a  valeur e s t  0,4 ( c e t t e  valeur f u t  déterminée à p a r t i r  de données de p r o f i l s  

de v i t e s s e  des écoulements dans un ~W~U) .PI ITINDTL e t  Von KARMAN furent  l e s  

précurseurs en u t i l i s a n t  l 'hypothèse de BOUSSINESQ pour l a  prédic t ion d'écoule- 

ments turbulents .  Depuis ces travaux, de nombreux chercheurs ont continué dans 

c e t t e  voie en développant des méthodes de plus en plus élaborées pour déterminer 

l a  v i scos i t é  tourbi l lonnaire .  Pour avoir  une vue d'ensemble sur tou tes  ces  

techniques, l e  l e c t eu r  consultera l e s  références [7] e t  [81. Notre bu t  i c i  e s t  

de fournir  une descr ip t ion plus élaborée du mouvement turbulent  que c e l l e  qui 

e s t  obtenue avec l e s  modèles de longueur de mélange de PRANDTL C51 ou de TAYLOR 

[g]. Dans c e t t e  optique, l a  v i scos i t é  tourb i l lonna i re  peut ê t r e  déterminée par 

deux propr ié tés  s ca l a i r e s  de l a  turbulence, similairement à NEE e t  KOVASZNAY [ I O ] ,  

NG e t  SPALDING [ 1 1  1, R O D I  e t  SPALDING [12], SPALDING [ 131 , ou JONES e t  LAUNDER 

[ lh ] .  Dans uneoptique s im i l a i r e  à c e l l e  de JONES e t  LAUNDER, des équations de 

t ranspor t  sont résolues pour l ' énerg ie  c inét ique de turbulence k e t  son taux 

de diss ipat ion E . Suivant l a  dé f in i t ion  de E qui a é t é  donnée au  chap i t re  

précédent, on d é f i n i t  a l o r s  l a  v i scos i t é  tourb i l lonna i re  pa r  

A l ' a i d e  de considérat ions dimensionnelles on peut dé f i n i r  l a  v i scos i t é  

turbulente v à p a r t i r  de n'importe quelle va r iab le  z de l a  forme : 



On obt ient  a i n s i  d i f fé ren tes  versions de modèles de turbulence à 

deux équations. Nous verrons dans l a  s u i t e  de ce chapi t re  qu'une comparaison 

dé t a i l l é e  des équations pour t r o i s  d ' en t re  eux (k  - E, k - Id, k-wz) peut 

mettre en évidence cer ta ins  différences fonctionnelles quoique globalement, 

l a  qua l i t é  des r é s u l t a t s  e s t  équivalente, quel que s o i t  l e  modèle u t i l i s é .  

La langueuh de mélange. 

PRANDTL 151 propose l e  premier une u t i l i s a t i o n  prat ique de l 'approxi- 

mation de BOUSSINESQ sur 1' argumentation suivante [ 161 . 
Considérons une par t i cu le  f l u ide  qui c i r cu l e  

à l a  co te  y ,  avec l a  v i tesse  ;(y ). De même 1 
une par t i cu le  c i rcu lan t  à l a  co te  y l  2 l 
aura une v i tesse  ; (y,  2 l) )( ;(y1) 

Suivant l e s  i r r égu l a r i t é s  du mouvement turbu- 

l e n t  , l e s  par t i cu les  s e  heur tent  transversa- 

lement ou longitudinalement à l ' i n t é r i e u r  d'une 

bande de largeur 2L, tou t  en conservant l e u r  

quant i té  de mouvement longitudinale.  Supposons 

qu'une par t i cu le  f lu ide  c i rcu lan t  à l a  co te  

(y-l)  e s t  déplacée transversalement sur l a  

d is tance l dans l a  d i rect ion normale. Comme 

l a  par t i cu le  e s t  supposée conserver sa  quant i té  de mouvement o r ig ine l l e ,  s a  

vi tesse  à l a  cote y e s t  plus f a ib l e  que l a  v i tesse  qui  y prévaut normalement. 
1 

La différence de v i t e s se  y e s t  a lo rs  : 

Ii. -. 
Au, = IL[Y,) - k ~ y t - e ) ~  P 

Cette expression s 'ob t ien t  aisément à p a r t i r  d'un développement en s é r i e  de 

TAYLOR, où l e s  termes d'ordre supérieur ou égal à deux sont négligés.  De manière 

analogue on peut envisager l e  mouvement transverse d'une pa r t i cu l e  provenant 

de l a  cote  ( y l + l )  s e  trouvant a lo r s  h l a  co te  y ,  avec une quant i té  de mouvement 

+b) .  La différence des v i tesses  avec l e s  par t icules  se  trouvant normalement 
1 

à l a  cote  y l  e s t  donc : 



Quand aux var ia t ions  de v i tesse  normale, e l l esson t  

vi > O + mouvement "ascendant" 

v1 < O -+ mouvement "descendant1' . 
1 

En prenant l a  moyenne des différences de v i tesse ,  nous obtenons l a  valeur 

absolue de l a  f luctuat ion de v i tesse  (moyennée dans l e  temps). 

Une argumentation du même type permet d ' é c r i r e  que l a  composante 

t ransversale  de l a  f luctuat ion de v i t e s se  e s t  du même ordre de grandeur que 

l a  composante longitudinale.  On aura donc 

La cor ré la t ion  en t re  ces deux composantes sera  

Le signe négat i f  se  j u s t i f i e  par l e  f a i t  que l e s  deux composantes u'  

e t  v1 sont l a  plupart  du temps de signes d i f fé ren t s .  On ob t ien t  a i n s i  l a  corré- 

l a t i o n  

e t  pour l e  frottement turbulent  : 

expression qui  e s t  formellement plus correcte  pour permettre au frottement 

turbulent  l e s  changements de signe avec 1e .g rad ien t  de v i tesse .  Un inconvénient 

majeur de c e t t e  expression e s t  que l a  v i scos i té  cinématique s lannule  s i  l e  

gradient de v i tesse  e s t  égal  à zéro, ce qui e s t  contredit  par l e  f a i t  que l e s  

mécanismes de mélange turbulent  ne s 'annulent pas aux endroi ts  où l a  v i tesse  

e s t  maximum [171, 1181. Dans son dés i r  de p a l l i e r  ces d i f f i c u l t é s ,  PRANDTL Cl91 

présenta une équation beaucoup plus simple pour l a  v iscosi té  turbulente,  qui 

n ' e s t  valable tou te fo i s  que pour des écoulements turbulents l i b r e s .  La longueur 



de mélange des par t i cu les  f lu ides  dans l a  di rect ion t ransversale  e s t  supposée 

maintenant du même ordre de grandeur que l a  largeur  de l a  couche de cisai l lement : 

où X1 e s t  une constante déterminée expérimentalement. La v i scos i té  turbulente 

e s t  donc maintenant constante dans tou te  sect ion t ransversale .  Le frottement 

turbulent  e s t  a l o r s  

La combinaison des deux 'formulations (111-6) e t  (111-8) e s t  à l a  base 

du modèle proposé par CEBECI e t  SMITH C201 qui e s t  reconnu comme l ' u n  des pl& 

robustes modèles algébriques. La p a r t i e  in terne de l a  couche l i m i t e  e s t  déc r i t e  

avec l a  formule (111-6) en u t i l i s a n t  l ' express ion de VAN DRIEST CS11 pour exprimer 

l a  longueur du mélange. 

S i  yL e s t  l a  cote  de l a  l im i t e  en t re  p a r t i e  in terne e t  externe de l a  

couche l imi te ,  on a pour l a  v iscosi té  cinématique, l 'expression : 

Pour l a  zone externe,  on u t i l i s e  une approximation basée sur (111-8) : 

ou 6 e s t  l ' épaisseur  de déplacement e t  y représente l e  facteur  d ' in tenn i t  

que l ' o n  peut évaluer par 

La valeur de y~ e s t  obtenue simplement en s a t i s f a i s an t  l e s  r e l a t i ons  

Le modèle de turbulence qui v ient  d ' ê t r e  succintement décr i t  à p a r t i r  

des travaux de PRANDTL e s t  représen ta t i f  de tou te  une c lasse  de fermetures d i t e s  



algébriques où la turbulence est caractérisée principalement à partir de 

considérations géométriques [g], [6]. Toutefois, dans le but d'accéder à 

des prédictions de plus en plus fines, les travaux de PRANDTL servirent de 

base à l'élaboration de modèles plus évolués dans lesquels la viscosité 

turbulente peut être déterminée à partir de deux échelles caractéristiques 

des grosses structures porteuses d'énergie : 

E 1 échelle de vitesse 1 échelle de longueur 

111-7-2.-  FemQkuhe 21. L1oh&e zéto avec une Qyua;tion de ;thanapo/z;t 

a) E q d o n  pom k . 

Une première approche qui a été initiée dès 3942 par KOLMOGOROV [22] 

a été la prise en compte de l'équation de bilan pour l'énergie cinétique de 

la turbulence (11-70). Il a été montré au chapitre précédent comment une telle 

équation peut être obtenue à partir des équations de Navier-Stokes et d'un 

opérateur de moyenne. Suivant le formalisme de FAVRE, 1 'équation (II- 70) est 

rappelée ici : 

utilisant toujours l'approximation de Boussinesq, les contraintes de Reynolds 

sont exprimées en fonction des gradients de vitesse moyenne et d'une viscosité 

turbulente telle que 

1 est ici une longueur caractéristique de la taille des grosses structures 

qui reste à déterminer de façon plus 011 moins empirique. Indépendamment du 

problème de la détermination de la longueur caractéristique, certaines hypothèses 

de fermeture sont nécessaires pour résoudre l'équation (111-14). 



* Termes de production 

Comme pour l ' équa t ion  de quant i té  de mouvement, l e s  contra intes  de 

Reynolds sont déterminées par  une re la t ion  du type gradient moyen t e l l e  que 

* Termes de di f fus ion 

Les mécanismes de diffusion turbulente sont supposés analogues à ceux 

de l a  diffusion moléculaire. Il e s t  tou te fo i s  b ien entendu que l e  taux de ce  

mécanisme de di f fus ion peut ê t r e  d i f fé ren t  de c e l u i  de l a  quanti té de mouvement. 

D'où l 'appar i t ion d'une constante 0 qui peut ê t r e  assimilée à un nombre de k \ 

Prandtl/Schmidt turbulent .  On peut également considérer que c e t t e  d i f fus ion e s t  

renduepossible à l a  f o i s  par  l e  mouvement f luctuant  e t  par l e s  f luctuat ions  dans 

l e  champ de pression. On aura donc : 

Dans l 'hypothèse des grands nombres de Reynolds où nous nous trouvons, 

l e s  mécanismes de di f fus ion moléculaire sont négligeables à côté des procéssus 

turbulents  équivalents : l e  troisième terme d i f f u s i f  de 1' équation (111-14) 

pourra donc ê t r e  négligé. 

n Gradients de pression moyenne 

- Devant l e  terme de gradient de pression moyenne qui e s t  exact, apparaît  

v" qui  e s t  une cor ré la t ion  en t r e  l e s  f luctuat ions  de masse volumique e t  de B 
v i t e s se  (voir  Chapitre II).  

Ce terme, qui e s t  identiquement nul  dans l e  cas des écoulements 

isovolumes nécessi te ce r ta ines  hypothèses de modélisation dans l e s  au t res  cas.  

Deux voies di f férentes  peuvent ê t r e  envisag&ssans connaître l a  valeur de ce 

terme . 



L a  première qui e s t  quelque peu d é t a i l l é e  dans l a  s u i t e  de ce  paragraphe 

consis te  à exprimer c e t t e  cor ré la t ion  en termes de grandeurs moyennes connues. 

Une au t re  pos s ib i l i t é  e s t  de manipuler l e s  équations de Navier Stokes pour 

obtenir  une équation de t ranspor t  pour ce terme; c e t t e  deuxième approche sera  

exp l ic i t ée  dans l a  deuxième p a r t i e  de ce chapi t re .  

Supposons 1' écoulement quasi-unidimensionnel à grande v i tesse  d'un 

f lu ide  dont l a  température t o t a l e  e s t  constante en première approximation. S i  

de plus, l e  f lu ide  e s t  un gaz p a r f a i t  avec une chaleur spécifique constante, e t  

que l e s  f luctuat ions  de pression e t  de température t o t a l e  peuvent ê t r e  négligée:: 

1231, a l o r s  l e s  f luctuat ions  de v i tesse  e t  de masse volumique sa t i s fon t  l a  

r e l a t i on  : 

où y e s t  l e  rapport des coef f ic ien t s  de chaleur spécifique.  Le terme de pression 

pourra donc prendre l a  forme suivante : 

rrt 'L 
c e s t  l a  v i tesse  de propagation du son e t  u e s t  l a  composante moyenne de l a  

v i tesse  suivant l a  d i rec t ion  pr incipale  de l'écoulement. On peut souligner l a  

différence fonctionnelle de (111-20) avec une approximation du type gradient  

( ~ o u s s i n e s q )  t e l l e  que : 

En e f f e t ,  avec l 'équat ion (111-20) l e s  changements de signe du gradient  

de pression sont respectés.  Le terme en t i e r  a a l o r s  un caractère  d i s s ipa t i f  dans 

une détente e t  change de signe pour une compression. Suivant (111-21) ce terme 

au ra i t  un r ô l e  d i s s i p a t i f  indépendment  du signe du gradient  de pression. 

* corré la t ion pression-divergence 

La modélisation de ce terme, qui n 'apparaî t ,  a i n s i  que l e  terme de 

gradient  de pression que pour l e s  écoulements à masse volumique var iable  peut 

se  f a i r e  à l ' a i d e  de quatre hypothèses successives. 



Partons tout d'abord de la décomposition (au sens de FAVRE) de 

l'équation de continuité 

On en déduit l'expression de la divergence des fluctuations de vitesse : 

Comme l'ont souligné SHAMROTH et Mac DONALD [24], et BRADSHAW et FERRIS 

[23], le respect de l'hypothèse de TAYLOR mène à la conclusion (hypothèse no 1) 

ce qui peut s'écrire en termes de variables de FAVRE. - 

L'équation (111-23) peut se mettre sous la forme 

Après multiplication de(I11-26)par p' et passage à la moyenne il ne 

reste plus que 

en négligeant les corrélations d'ordre supérieur à 2 (hypothèse no 2). La tâche 

est maintenant d'obtenir une bonne approximation pour chacune des corrélations 

de pression p<va et p'p' . La troisième hypothèse suppose que le gaz étudié 
se comporte de façon polytropique (RUBESIN [261). Donc 

Certaines valeurs particulières du coefficient polytropique n corres- 

pondent à des écoulements connus tels que 



n = O -+ isobare 

n = l  -t isotherme 

- -+ isentropique n - 
Cv 

Comme cela a déjà été fait précédemment, la température totale du fluide est 

supposée constante et on peut considérer l'écoulement quasi unidimensionnel 

(hy-pothèse no 4). 

En combinant (111-28) et (111-29) on obtient une forme similaire à 

(111-19)* - 

et la corrélation pression divergence peut s'écrire 

L'hypothèse d'écoulement polytropique (hypothèse no 3) permet également d'exprimer 

la corrélation vitesse-pression grâce à 

d'où la forme finale : 

*)  équation (111-30) peut se transformer en : 
- - 

Ou Ir (111-30 )bis 

appropriée de l'indice d est -1.  Il vient alors : 

Cette dernière forme est semblable à l'équation (111-20) qui a été développée 
au paragraphe précédent. 



dans l aque l le  l e s  moments d 'ordre t r o i s  en t re  l a  v i t e s se  e t  l a  masse volumique 

ont  é t é  négligés, ce qui a pour conséquence d ' i d e n t i f i e r  l e s  contra intes  de 

Reynolds en moyenne pondérée à c e l l e s  plus conventionnelles en moyennes centrées.  

* Termes de diss ipat ion 

Les termes de diss ipat ions  se  modélisent d'une façon analogue au  cas 

incompressible. Le t r ans f e r t  d 'énergie du mouvement moyen aux s t ructures  dissipa- 

t i ve s ,  v ia  l e s  grosses s t ructures  porteuses s e  f a i t  grâce aux mécanismes de dé- 

formation e t  d' étirement des tourbi l lons .  TENNEKES e t  LUMLEY [27 1 ont montré que 

pour des valeurs assez grandes du nombre de Reynolds 

La f luctuat ion du taux de déformation e s t  donc beaucoup plus importante 

que sa  valeur moyenne. Les échel les  de temps ca rac té r i s t iques  des p e t i t e s  struc- 

tu res  sont donc beaucoup plus p e t i t e s  que ce l l e s  des grandes (ou du mouvement 

moyen). Ili ne peut donc y avoir  qu'une t r è s  f a ib l e  in te rac t ion  entre  ces phéno- 

mènes à p e t i t e  échel le  e t  l e  mouvement moyen. Il s ' ensu i t  t o u t  naturellement que 

l e s  s t ructures  à p e t i t e  échelle de l a  turbulence ont tendance à ê t r e  indépendantes 

de tout  e f f e t  anisotrope in t rodui t  par l e  cisai l lement moyen, de t e l l e  façon que 

toutes  l e s  moyennes r e l a t i ve s  à ces p e t i t s  tourbi l lons  ne changent pas sous l ' e f f e t  

d'une ro ta t ion  du r é f é r en t i e l  u t i l i s é  pour l eu r  représentation.  Dans ce sens, l e s  

s t ruc tures  à p e t i t e  échel le  peuvent ê t r e  qual i f iées  d ' i sot ropes .  Les différences 

d 'échelle entre  ces p e t i t e s  s t ruc tures  e t  l e s  mouvements i r r égu l i e r s  porteurs 

d'énergie sont d 'autant  plus grandes que l e  nombre de Reynolds e s t  grand. Le taux 

de diss ipat ion e s t  donc contrôlé non pas par ces p e t i t e s  s t ructures  m a i s  par l e s  

mécanismes qui t ransfèrent  l ' éne rg i e  des s t ructures  l e s  p lus  grandes aux plus 

pe t i t e s .  Ainsi ce phénomène de cascade peut ê t r e  supposé ne dépendre que de l a  
- 

masse volumique, p, .de l ' é che l l e  caractér is t ique de v i tesse  des mouvements à 

grande échel le  (Jk ) e t  de l eu r  t a i l l e  (L)  . Une simple ma lyse  dimensionnelle 

entraîne l a  forme 

Dissipation % " C o  P 

CD e s t  une constante qui do i t  ê t r e  optimisée (par  l e  ca lcu l  par exemple) e t  l a  

longueur caractér is t ique 1 e s t  déterminée par une r e l a t i on  algébrique. La 

connaissance de 1 e s t  basée principalement sur  l 'observat ion de r é su l t a t s  

expérimentaux. Les mesures expérimentales indiquent que l e s  gradients de v i tesse  

moyenne au  voisinage d'une paroi  (dans l a  zone d i t e  "logarithmique") var ient  avec 

l a  distance y à c e t t e  paroi  suivant l a  l o i  : 



D ' au t re  p a r t ,  s i  on examine l e  comportement de 1 ' équation pour k au  voisinage 

de l a  paroi ,  l e s  termes de convection e t  de di f fus ion é tan t  a lo r s  négligés,  il 

s ' ensu i t  une r e l a t i on  en t re  l a  contra inte  turbulente e t  l ' énerg ie  k : 

l a  déf in i t ion  de l a  v i scos i té  turbulente permet d'éliminer k de l ' équa t ion  (111-35) 

e t  d 'obtenir  une formulation prsque identique à c e l l e  de longueur de mélange : 

 expérience suggère pour CD l a  valeur 0.08. Ce r é s u l t a t  intermédiaire a permis 

de qua l i f i e r  l 'hypothèse de longueur de mélange de modèle de turbulence en équi- 

l i b r e  loca l ;  l a  turbulence e s t  a l o r s  supposée produite e t  dissipée en même temps 

e t  au  même ins tan t .  

Revenons maintenant à l a  détermination de l a  longueur ca rac té r i s t ique  des 

grosses s t ructures .  S i  nous combinons l e s  équations (111-34) e t  (III-36), il 

s i ensu i t  que, de même que l a  longueur de mélange, l a  longueur ca rac té r i s t ique  c r o î t  

linéairement avec l a  distance à l a  paroi .  Avec l e s  constantes : 

3( = 0-4 
CD z o. 09 

l a  pente de c e t t e  fonction e s t  égale à 0.213. En s ' écar tan t  un peu plus de l a  paroi  

l e  comportement de l a  longueur caractér is t ique e s t  identique à ce lu i  de l a  longueur 

'14 mult ip l icat ive  près .  de mélange, éventuellement à l a  constante 
CD 

Ces modèles à une équation ont é t é  t r è s  peu u t i l i s é s  pour des écoulements 

l i b r e s .  On peut tou te fo i s  c i t e r  EMMONS [291 qui u t i l i s a  l a  formule 

e =  0.05 y& 
pour l e  calcul  d'un j e t  plan (yG représente i c i  une largeur  ca rac té r i s t ique  du j e t ) .  

D'une façon sensiblement d i f fé ren te ,  RUBESIN 1261 a donné une approximation 

globale pour ce terme de diss ipat ion e t  l e  terme de di f fus ion laminaire, dérivée 

du modèle de GLUSHKO [28].  près quelques manipulations formelles, propres à 

l ' u t i l i s a t i o n  des moyennes décentrées, e t  en supposant que l e s  f luctuat ions  de 

v i scos i té  sont négligeables, a i n s i  que l e s  termes comportant des cor ré la t ions  

en t re  l a  v i t esse  e t  s a  dérivée seconde, RUBESIN obt ient  : 



A l a  d ro i t e  du signe égal  on peut i d e n t i f i e r  un terme analogue au 

terme de gradient de pression moyenne, un terme de diffusion moléculaire a i n s i  

que l e  terme de diss ipat ion qui e s t  exprimé, suivant l e  modèle de GLUSRKO par 

L e s t  i c i  une longueur caractér is t ique qui peut ê t r e  assimilée à l a  demi 

longueur sur  l aque l le  s'annule l a  cor ré la t ion  l a t é r a l e  u l ( x , y )  u f ( x , y  + 2L). 

La constante A a i c i  pour r ô l e  de d i f fé renc ie r  l e s  taux de diffusion de l a  

quantité de mouvement e t  de l ' énerg ie  de turbulence ( rô l e  analogue à ce lu i  de 

a ) e t  Rb, es t  l e  nombre de Reynolds d é f i n i  par : 
k 

I l  r e s t e  a lo r s  deux inconnues à représenter de façon algébrique : E e t  L . 

elr). Hh) 4.  P 

avec l e s  constantes suivantes : 

d =  O-(t 

& =  110. 

c = 3-53 
= O-$ 



Une version d i f fé ren te  de modèle à une équation a é t é  proposée par  BRADSHAW 

pour l e s  couches l im i t e s  incompressibles [ 301 puis compressibles [ 3 11 . Le 

fondement de ce modèle repose sur  l 'hypothèse que l e s  termes de frottement 

turbulent  ne sont pas nécessairement l i é s  aux grandeurs moyennes de l 'écoule- 

ment (ex. gradients de v i t e s se )  mais p lu tô t  à une au t re  grandeur turbulente 

t e l l e  que l ' énerg ie  cinétique de turbulence. Cela s i g n i f i e  en d ' au t res  termes 

que l a  s t ructure  de l a  turbulence à une posi t ion longitudinale donnée e s t  

spécif iée  uniquement par  l e  p r o f i l  de frottement turbulent ,  de t e l l e  façon que, 

par exemple, pour un p r o f i l  de frottement donné, il ne puisse y avo i r  qu'un seu l  

p r o f i l  d ' i n t ens i t é  de turbulence. Ce type de re la t ion ,  qui ca rac té r i se  l a  
'1 s t ructure"  de l a  turbulence s'accorde t r è s  bien avec l e s  r é s u l t a t s  expérimentaux 

1301. Incidemment, il e s t  possible d ' u t i l i s e r  une t e l l e  r e l a t i on  pour transformer 

l 'équation exacte de l ' éne rg i e  turbulente en une équation approximée pour l e  

frottement turbulent .  Les r é su l t a t s  obtenus avec des re la t ions  empiriques simples 

sont t r è s  acceptables t a n t  que l'approximation de couche l im i t e  e s t  respectée 

1321. Il faut  tou te fo i s  noter  que, s i  on u t i l i s e  ces mêmes r e l a t i ons  pour trans- 

former l 'équation exacte pour l e  frottement turbulent  en une forme approximée 

fermée, on obt ient  une équation dans l aque l le  l e s  corré la t ions  vitesse-pression 

ne sont pas, à ce stade-ci,  approximables de façon a isée .  Pour revenir  au  modèle 

de BRADSHAW, puisque seulement l a  s t ruc ture  de l a  turbulence e s t  évoquée, il e s t  

a i s é  de l ' é t endre  aux écoulements compressibles en s'appuyant sur  l 'hypothèse 

de MORKOVIN 1331. MORKOVIN souligna que l a  s t ruc ture  de l a  turbulence ne devait 

pas ê t r e  affectée  par l a  compressibilité t a n t  que l e s  f luctuations du nombre de 

Mach sont t r è s  p e t i t e s  devant l ' u n i t é  (ou que l e s  f luctuations de masse volumique 

sont p e t i t e s  devant s a  valeur moyenne). Cet te  condition e s t  s a t i s f a i t e  pour toute  
/ 

couche l im i t e  supersonique pourvu que l e  nombre de Mach extér ieur  s o i t  

infér ieur  à cinq. L'hypothèse de MORKOVIN e s t  étayée par son analyse des 

mesures de KISTLER [34] e t  de DEMITRIADES [351, e t  selon BRADSHAW [31] 

a pos te r io r i  par l e  succès de s a  méthode de calcul_. Toutefois, l ' u t i l i s a t i o n  de 

l'hypothèse de MORKOVIN exclut l a  p r i s e  en compte de phénomènes classiques en 

aérodynamique supersonique t e l s  que ondes de choc ou faisceaux de détente.  De plus 

l a  r e s t r i c t i o n  du nombre de Mach à l a  valelu. l im i t e  de 5 ne peut s 'appliquer que 

dans l e  cas d'un gradient  de pression longi tudinal  nul .  En présence de gradient 

de pression non nul ,  c e t t e  valeur l im i t e  e s t  voisine de 3. De plus l e  problème 

du t r ans f e r t  de chaleur à l a  paroi n ' es t  pas p r i s  en compte. Les équations 

modélisées obtenues par  BRADSHAW ne comportent pas de temres d i f f u s i f s  e t  sont 

résolues en tenant compte de l eu r  caractère  hyperbolique. Les zones où l a  

v i scos i té  laminaire n ' e s t  pas négligeable ne sont t r a i t é e s  globalement que par 

l a  prescr ipt ion d'une l o i  de v i tesse  universel le ,  transformée pour t e n i r  compte 

de l a  compressibil i té .  Au voisinage de l a  paroi ,  (mais à l ' ex t é r i eu r  de l a  



sous-couche laminaire) l 'équation d e l ' é n e r g i e  turbulente se  rédui t  donc à une 

formulation du type longueur de mélange. La  pr i se  en compte de c e t t e  sous-couche 

laminaire se  f a i t  donc via l a  valeur de l a  constante d ' intégration de ce t t e  

formulation 1311 . BRADSHAWa adapté ce modèle pour inclure, s i  nécessaire, l e s  

e f fe t s  des grands e t  pe t i t s  nombres de Reynolds, de courbure e t  de gradients 

de pression. 

La forme ouverte de l 'équation de l 'énergie en moyenne de FAVRE e s t  : 

(eq. 11-59) 

,Les l o i s  de Newton e t  de Fourier entrainent que 65 :. 

En négligeant l e s  fluctuations de viscosité e t  de conductivité thermique 

moléculaires, l 'équation de l 'énergie pourra donc s ' écr i re  : 

L'équation d 'é tat  permet de r e l i e r  l a  pression à l a  température. 

Ainsi on aura 

La déf ini t ion de l 'énergie t o t a l e  se  f a i t  à p a r t i r  de l a  température 

(énergie interne),  de l 'énergie cinétique du mouvement moyen e t  de l 'énergie 



cinétique de la turbulence; donc 

Le moment d'ordre trois s'exprime aisément en fonction de la valeur 

instantanée de l'énergie de turbulence 

II '1 

(y w)'~ = ' p v 
-1 -- t P 0 - q v  v donc 1 CR = P(RV;) . 
t 

De plus on a vu précédemment que la corrélation vitesse masse volumique 

pouvait s'exprimer en fonction des contraintes de Reynolds (éq. 111-30 bis). 

Les contraintes de Reynolds s'expriment en fonction du champ de vitesse 

moyenne (equation 111-16). Pour les flux turbulents une hypothèse de transport 

par gradient permet d'écrire : 

Une forme généralisée de transport par gradient est suggérée par 

u m m  [641, 

qui permet ainsi la viscosité turbulente d'être une grandeur tensorielle 

plutôt que scalaire. Il faut remarquer cependant qu'une telle généralisation 

n'est pas nécessairement profitable pour ce niveau de fermeture dans la mesure 

où l'appel aux contraintes de Reynolds réintroduit l'approximation de 

BOUSSINESQ. 

Le terme correspondant au travail des fluctuations du frottement 

laminaires étant négligé parce que petit, on peut combiner les équations 
4 ecrites plus haut pour obtenir une forme modélisée de l'équation de l'énergie 

totale : 



211- 1-3. fm&u/re à b'ohcim z é k  avec deux équa;tiqnb de -po&t 

Le premier inconvénient des modèles à une équation e s t  que l e  taux 

de dissipation de l 'énergie de turbulence ( e t  donc l e  niveau général d'énergie 

turbulente) e s t  l i é  à l a  connaissance plus ou moins exacte d'une longueur 

caractéristique des mouvements à grande échelle. LAIMDER e t  SPALDING vont 

même jusqu'à conclure que l a  supériorité de ces modèles sur ceux du type 

longueur de mélange n' é t a i t  qu' accidentelle e t  ponctuelle 1361 . Pour pa l l i e r  

ce t t e  d i f f icu l té  il a é t é  proposé de déterminer ce t te  longueur caractéristique 

par une équation aux dérivées pa r t i e l l e s  du même type que ce l l e  de k . Le 

chapitre précédent a c i t é  l e s  diverses combinaisons des indices n e t  m qui 

ont débouché sur  des u t i l i sa t ions  r ée l l e s  de l a  variable z t e l l e  que : 

Dans l a  sui te  de ce paragraphe nous nous attacherons à ne dé ta i l le r  

qu'une seule de ces combinaisons qui a é t é  u t i l i s ée  pour des écoulements 

compressibles par l 'auteur .  Toutefois ce t te  approche n 'es t  pas exclusive 

e t  il sera f a i t  mention d'autres approches possibles. 

La combinaison qui a été retenue pour ce t r ava i l  correspond aux 

valeurs : 

m = 312 

n = - 1 .  

Une raison première pour ce choix e s t  l a  signification physique 

de l a  variable z a ins i  définie qui e s t  l e  terme exact de dissipation dans 
.* 

i ' é q u a t i o n d e h .   équationde der ( E % ~ ~ / ~ / c )  (11-19) q u i a é t é d é v e l o p f i e  $> : 
- 1 .  

- , .  . ,  . . . . 
4 

i 



dans l e  chapi t re  précédent ne s e r a  pas, à cause de sa complexité, reproduite 

i c i .  

TENNEKES e t  LUMLEY [3] ont  déduit d'une analyse des ordres de 

grandeur des d i f fé ren t s  termes de l 'équat ion pour E que, pour l e s  écoulements 

isowlumes à grand nombre de Reynolds turbulent  & , l e s  termes 1 e t  II 

supplantent tous l e s  au t res  termes. Ces termes, qui dépendent fortement de 4 , 
tendent vers l ' i n f i n i  avec ce dernier ,  tou te fo i s  l e u r  d i f g r e n c e  r e s t e  bornée 

1371, [381 e t  dumême ordre de grandeur que l e  terme de t ranspor t  d i f f u s i f  III . 
Les termes I V  e t  V sont in fé r ieurs  par un facteur  proportionnel à 

112 
Ret  

e t  Ret , respectivement. Dans l 'hypothèse de grand nombre de Reynolds 

Ret , i ls  sont négligés à jus te  t i t r e ,  a i n s i  que l a  contribution visqueuse dans 

l e  terme III . Lf équation modélisée de E , t e l l e  qu 'e l le  a 6 t 6  proposée 

par LAUNDER, REECEet RODI [39], e t  complétée par l a  valeur moyenne de l a  masse 

volumique e s t  : 

Il e s t  bon de souligner tou te fo i s  qu'une s impl i f icat ion auss idras t ique 

de l 'équat ion de E ne s ' e s t  f a i t e  qu'en supposant une cer ta ine  analogie de 

s t ructure  en t re  l ' équat ion de k e t  c e l l e  de E (après modélisation), l e s  

échelles de temps respectives é tan t  d i f férentes .  Cette analogie amène à 

supposer que l a  contribution du champ de pression moyenne pourra s e  représenter 

d'une façon semblable, en respectant  tou te fo i s  ces échelles de temps. De même, 

l e s  var ia t ions  de masse volumique entra inent  une divergence non nui le  du champ 

de vi tesse .  

L'analogie avec l 'équation de l ' éne rg i e  do i t  donc s 'é tendre  6 alement 

à ces termes. L'ensemble des termes 3 à (i;) correspondant aux e f fe t s  de 

var ia t ion de masse volumique se ra  modélisé par : 



7- 1 
avec VA z - 

Les deux dernières re la t ions  ayant é t é  in t rodui tes  précédemment dans l e  cadre 

de l a  fermeture de l 'équat ion pour k (vo i r  équations (111-30) b i s  e t  (111-32)). 

D'autres hypothèses ont é t é  f a i t e s  dans l a  référence [ h o ]  mais l 'expérience a  

montré que leur  domaine de v a l i d i t é  se  r e s t r e igna i t  des écoulements de type 

couche l imi te  avec seulement de fa ibles  valeurs de gradient  de pression. 

Il semble plus plausible  que l e  f a ib l e  déséquil ibre exis tant  en t r e  1 

e t  II s o i t  af fecté  par  l 'asymétrie de d i s t r i bu t i on  des f luctuations de v i tesses  

des grosses s t ruc tures  p lu tô t  que par l e  mouvement moyen lui-même. En e f f e t ,  

considérons par exemple l 'é t i rement  d'un tourb i l lon  à l ' équ i l i b r e .  S i  c e t  

étirement e s t  brusquement accru,  l e  terme de production va prédominer momenta- 

nément par rapport au  terme visqueux, accroissant  l e  taux de tourbi l lon jusqu'à 

ce qu'un nouvel équ i l ib re  s o i t  a t t e i n t .  En termes s t a t i s t i q u e s ,  s i  l e  flux 

spec t r a l  d'énergie augmente, l e  premier terme domine l e  second jusqu'à ce  que 

l a  d iss ipat ion compense ce f l ux  d'énergie. Il e s t  c l a i r  que l e s  temps de réponse 

dépendent du rapport des échel les  de temps. C'est  dans c e t t e  optique que LUMLEY 

e t  WJEH-NOURI ont  suggéré de remplacer P  par l a  quanti té fi& \% P 5 
& - 3  

. Toutefois, comme c ' e s t  l a  présence de déformation moyenne - 
qui e s t  responsable de l ' an i so t rop ie ,  on peut admettre que ( v - k s ) L e t p  

3 '(P 
évoluent de façon s imi la i re .   équation (111-37) ayant é t é  abondamment u t i l i s é e  

pour des calculs numériques (vo i r  r é f .  [381), e l l e  peut ê t r e  conservée comme 

valeur asymptotique pour l e s  grands nombres de Reynolds. Pour une turbulence 

homogène isovolume e t  décroissante, l ' équat ion (111-37) s e  ramène a l o r s  à 



L'équation (111-39) cause l a  décroissance de l ' éne rg i e  turbulente 
-n à un taux proportionnel à x où 

Pour des grands nombres de Reynolds, l e s  données expérimentales de 

COMTE-BELLOT e s t  CORRSIN [42] indiquent une valeur de l 'exposant n égale à 

1.2 suggérant a i n s i  

ctr ?Y ('9 (111-4 1 ) 

Au l o i n  (ava l )  l e  modèle de décroissance change brusquement e t  

l 'exposant n tend vers une valeur asymptotique égale à 2.5. Comme l e  long 

de c e t t e  décroissance, l e  nombre de Reynolds turbulent  e s t  l e  seu l  paramètre 

caractér is t ique qui  évolue, l e  changement de comportement de l 'exposant n 

peut ê t r e  a t t r i bué  à l a  diminution de Re,.  équation de décroissance peut 

donc s ' é c r i r e  : 

où fE  e s t  une fonction de R q ,  égale à l ' u n i t é  s i  e s t  grand. Les données 

de BATCHELOR e t  TOWNSEND, [43] ont permis de j u s t i f i e r  l a  forme de dépendance 

suivante [381. 

Il e s t  nécessaire de souligner i c i  que ce  type de dépendance a é t é  

déduit de l 'observat ion de l a  décroissance d'une turbulence de g r i l l e .  Aucun 

argument ne permet donc d 'affirmer que ce  comportement se ra  v é r i f i é  dans l e  

voisinage proche d'une paroi  solide.  En e f f e t ,  l a  diss ipat ion E prend une 

valeur non nu l le  à l a  paroi  tandis - que l ' éne rg i e  turbulente k tend vers zéro. 
" tend vers l ' i n f i n i ,  ce qui e s t  numériquement De c e t t e  façon, l e  rapport y 2 TC inacceptable. Cet te  d i f f i c u l t é  peut ê t r e  supprimée en remplaçant E par EE 

avec 



* m 
l e  produit EE tend a lo r s  vers une constante ca r  E e t  k se  comportent 

comme y2 au voisinage de l a  paroi  (vo i r  Appendix dans l a  référence 1381 ) . 
Je€ Au voisinage des parois ,  l e  terme de di f fus ion moléculaire V - axaL 

e s t  l e  seul  terme qui ne tend pas vers zéro, (exceptions f a i t e s  des termes 1 

1 e t  II),  e t  par conséquent ne peut pas ê t r e  négligé. Le terme de di f fus ion 

turbulente doi t  donc dépendre également du nombre de Reynolds v i a l a  v i s cos i t é  

turbulente.  Le dernier  terme V de l 'équat ion (11-79) e s t  approximé par : 

Cette hypothèse e s t  suggérée par  HANJALIC e t  LAUNDER 1381 qui  s e  

basent sur l a a t h é o r i e  de t ranspor t  de tourb i l lon  de TAYLOR 1441. 

La synthèse des hypothèses de modélisation qui ont é t é  f a i t e s  

pour E se t r adu i t  finalement par l ' équat ion.  



3 K  t 
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1 

L'équation pour l'énergie turbulente a une forme modifiée des modèles 

à une équation. 

(111-47 ) 
Les constantes utilisées dans ces équations sont 

Le problème des modèles à deux équations pour les écoulements 

compressibles a déjà été abordé par WILCOX dans un premier article [231 ou 

un modèle a été développé pour le terme de gradient de pression dans l'équation 

pour l'énergie turbulente et dans lequel le terme pression-divergence a été 

inclu, puis dans la réf. [461, une équation pour la variable de "pseudo-tourbillon" 
est introduite, mais l'effet de compressibilité n'étant abordé que par le moyen 

de la notation de FAVRE avec une masse volumique variable (mais non fluctuante), 



tous l e s  termes supplémentaires at tachés aux f luctuat ions  de masse volumique 

é tan t  a l o r s  considérés comme négligeables ! Dans l e  cadre des fermetures à 

l ' o rd r e  zéro, il fau t  également mentionner l e  t r a v a i l  de OH 1471 qui s ' e s t  

at taché à résoudre l e  problème du taux d'ouverture des couches de cisai l lement 

supersoniques. Toutefois l e s  hypothèses f a i t e s  dans c e t  a r t i c l e  conduisent 

à l ' u t i l i s a t i o n  d'un modèle de production dans lequel  apparaît  une constante 

inconnue, due à l ' u t i l i s a t i o n  de l'hypothèse de BRADSHAW. De plus,  quoique 

cer ta ines  hypothèses de base sont  communes avec l e  t r a v a i l  qui e s t  présenté 

i c i ,  l e  r é su l t a t  comporte un ce r t a in  nombre de constantes qui  doivent ê t r e  

. optimisées numériquement e t  sur lesquel les  n ' ex i s ten t  que t r è s  peu d'informa- 

t ions  (au  t o t a l  6 constantes uniquement pour l ' équat ion de k, l a  d iss ipat ion 

é tant  déterminée à p a r t i r  d'une déf in i t ion  algébrique d'une longueur caracté- 

r i s t i q u e ) .  En commun à toutes  ces approches, l 'approximation de couche l i m i t e  

e s t  finalement u t i l i s é e  pour permettre une résolut ion des équations avec une 

méthode numérique du type parabolique. 

11 1- 2 .  - FERMETURE AU SECOND ORDRE 

L 'u t i l i sa t ion  de 1' approximation de Boussinesq a permis de déterminer 

l e s  termes du tenser r  de Reynolds à p a r t i r  du champ de v i tesse  moyenne e t  d'une 

v i scos i té  turbulente. La tâche des fermetures à l ' o r d r e  zéro a é t é  a l o r s  de 

ca rac té r i se r  ce t t e  v iscosi té  d'une façon auss i  f ine  que possible à p a r t i r  d'in- 

formations données par l e  champ moyen, que ce s o i t  à l ' a i d e  d'une formulation 

algébrique où .par l a  résolut ion d'équations aux dérivées pa r t i e l l e s .  Une au t r e  

approche possible du problème e s t  de s ' a t t acher  à avoir  une connaissance d i r ec t e  

des contraintes turbulentes à l ' a i d e  ou bien de r e l a t i ons  algébriques, ou bien 

d'équations d i f fé ren t ie l l es ,  supprimant a i n s i  l e s  r e s t r i c t i o n s  in t rodui tes  par 

l'approximation de transport  par  gradient. Plusieurs travaux expérimentaux 

(voir  par  exemple l e s  références [181 ou [48l)ont montré que l e s  corré la t ions  

ne suivent pas toujours l e s  changements de signe des gradients moyens auxquels 

e l l e s  sont  re l i ées  par l 'approximation de BOUSSINESQ Ce point  peut ê t r e  i l l u s t r é  

très s implement  par 1 ' examen d '  une des contraintes normales. So i t  l a  compo- 

sante longitudinale de - l ' éne rg i e  turbulente.  Avec une formulation - basée su r  une 

- . De par s a  nature,  v i scos i té  turbulente, u t*  pour ra i t  ê t r e  simulée par -Ut 

U V *  e s t  une quantité non négative tandis  que c e t t e  formulation suppose que c e t t e  

corrélat ion puisse ê t r e  pos i t ive ,  négative ou nu l le  en d i f fé ren tes  région de 

l'écoulement. Que ce s o i t  pour aboutir  à une formulation algébrique ou à une 



équation d i f f é r e n t i e l l e ,  il e s t  nécessaire de f a i r e  cer ta ines  hypothèses pour 

fermerle système formé par l e s  équations de Navier-Stokes auxquelles sont 

adjointes l e s  équations de b i l an  des moments d 'ordre deux. Après un examen des 

hypothèses de fermeture nécessaires autra i tement  des écoulements à masse volu- 

mique var iable ,  nous présenterons l e s  s impl i f icat ions  qui peuvent déboucher sur 

une formulation algébrique, puis nous présenterons une fermeture complète pour 

l e  trai tement des problèmes de mélange de gaz de masses moléculaires di f férentes .  

Cette équation, t e l l e  qu 'e l le  a é t é  développée dans l e  chapi t re  précédent 

(équation 11-68) s ' é c r i t  : 

A )  Termes exacts. 

Ainsi que dans l e  cas des fermetures à l ' o r d r e  zéro, l e  terme corres- 

pondant au t ranspor t  par convection e s t  exact e t  ne nécess i te  donc aucune 
1' hypothèse; l e  terme de production, qui n ' é t a i t  pas exact" pour l ' équat ion de 

f l  
l ' énergie  turbulente,  devient exact maintenant pour l 'équation de U V r P 

B) Gradient de pression moyenne. 

La description du terme 

se  f a i t  à p a r t i r  des mêmes hypothèses que pour l ' équat ion de l ' éne rg i e .  

L'équation (111-30 b i s )  peut ê t r e  u t i l i s é e  e t  on obt ient  : 



C )  Diffusion 

Trois contributions di f férentes  apparaissent dans l e  terme de t ranspor t  

d i f f u s i f ;  à savoir  : 

4 diffusion par mouvements turbulents  : V iY V 4 P r  - m 
4 diffusion par f luctuations de pression : V: p' , Vi) p - 

0 
4 diffusion par mouvements moléculaires : P 5.r ui Si v~ 

Pour ce qui  e s t  de l ' a c t i on  d i f fus ive  de l a  ~ i s c o s i t é  laminaire, on peut, 

ou bien l a  négiiger dans l'hypothèse d'un grand nombre de Reynolds, ou bien l a  

t r a i t e r  d'une façon analogue à l a  l o i  de Newton, s i  c e t t e  hypothèse ne peut pas 

ê t r e  f a i t e ,  comme c ' e s t  l e  cas au voisinage d'une paroi  so l ide  par  exemple. On 

peut a lo r s  u t i l i s e r  l'approximation suivante : 

On ne dispose que de relativement peu d'informations au s u j e t  des 

termes de diffusion par l e s  f luctuations de pression.  En s e  basant sur  des 

r é su l t a t s  expérimentaux obtenus pour un écoulement plan dans un canal  asymé- 

t r ique ,  HANJALIC e t  LAUNDER [981 ont estimé l a  divergence de c e t t e  corré la t ion 

p e t i t e  par rapport aux au t res  quanti tés mesurées pour l 'équation de l ' énerg ie  

e t  l ' o n t  négligée. HARLOW e t  NAKAYAMA [49] ont  proposé de modéliser ce terme 

avec une approximation de transport  par gradient  t e l l e  que 

tandis que DONALDSON [50] u t i l i s a  pour ce terme une contribution qu i  e s t  

essentiellement non productive, c 'est-à-dire que l e  modèle e s t  une fonction 

du gradient de l a  var iable  transportée;  

( A e s t  i c i  une échel le  de longueur). Par a i l l e u r s ,  LUMLEY [ h l  suggéra : 



à p a r t i r  d'une analyse d'une équation de Poisson pour l e s  f luctuat ions  de 

pression, e t  en supposant La turbulence presque homogène e t  l 'absence de 

paroi  sol ide .  Toutes ces suggestions n 'ont  pas réellement eu de support 

physique (exception f a i t e  peut-être des expériences de WILMARTH e t  

WOODRIDGE [51]. Une bonne raison pour finalement négliger ce terme e s t  que, 

dans un c e r t a in  nombre d'expériences, l e  b i l an  d'énergie turbulente e s t  

équi l ibré  sans devoir inclure l e s  termes de diffusion par l e s  f luctuat ions  

de pression, pour lesquels on ne peut pas avoir  de mesure d i r ec t e .  Un b e l  

exemple de ce type d'expérience e s t  fourni  par IRWIN 1521. Le b i l a n  d'énergie 

e s t  montré su r  l a  f igure  111-1. La courbe de corré la t ion t r i p l e  e s t  t r è s  

voisine de l a  courbe de diffusion globale correspondant à un équ i l ib re  des 

diverses contributions de l ' énerg ie  turbulente.  I l  e s t  c l a i r  que l e s  mécanismes 

de diffusion par l e s  f luctuat ions  de pression sont négligeables devant ceux 

correspondant aux fluctuations de v i t e s se .  

...Q 
e r t e  

Fig. III-1.- Bilan d'énergie dans un j e t  p a r i é t a l  
(d 'après IRW1~[531) . 



Le troisième processus de diffusion e s t  représenté par l e  moment 

d 'ordre t r o i s .  Considérons l 'équation d'évolution de c e t t e  quanti té qui a 

é t é  développée selon l e s  conventions de Favre (moyennes pondérées par  l a  

masse volumique, éq. 11-71). Un examen de l ' o r d r e  de grandeur des d i f f é r en t s  

termes qfii l a  composent 1531 montre que l e s  seules  contributions d'importance 

peuvent ê t r e  groupées sous l a  forme : 

 idée de base pour s impl i f ier  c e t t e  expression e s t  de supposer que 

l a  d is t r ibut ion de v i tesse  s u i t  une l o i  quasi-normale. Ce point qui e s t  d iscuté  

dans l a  référence [53], e s t  une source de controverse qui a é t é  soulevée par 

ORSZAG [54] qui a montré que c e t t e  hypothèse pouvait f a i r e  apparaî t re  une énergie 

négative. Moyennant cer ta ines  précautions qui seront expliquées à l a  f i n  de ce  

chapi t re  dans l a  p a r t i e  concernant l a  " r éa l i s ab i l i t é "  des modèles, nous suppo- 

serons que ce t t e  hypothèse e s t  valable,  au moins pour l e s  f luctuations corres- 

pondant aux moyennes centrées [53]. En suivant l ' i d é e  de MILLIONSHTCHIKOV [ 551 , 
l e  moment d'ordre quatre peut ê t r e  approximé en termes de moments d'ordre deux 

suivant l a  re la t ion .  

I I I '  
-- 

t I 7 Ï - T  7 

I J l >  
5 v~ *V = Vd Vp.VI Vs + VdVv VB Vf + VI VBvl  (111-56) 

D'autre p a r t ,  l a  déf in i t ion  des deux formalismes de moyenne permet 

d 'obtenir  une r e l a t i on  en t r e  l e s  f luctuations : 

A l ' a i d e  de l 'équat ion (111-57) , l e s  diverses contributions de 

l 'équat ion (111-56) peuvent ê t r e  exprimées en termes de corré la t ions  au sens 

de Favre. Ainsi on aura d'une par t  pour l e  moment d'ordre quatre : 



Les moments d'ordre deux peuvent être transformés d'une manière 

similaire, et l'approximation de quasi-normalité peut alors s'écrire, en termes 

de quantités pondérées : 

I 
I 

ri- 7' ' p'upv,. VAU, 1 1 -  7 l 



Une rapide évaluation des d i f fé ren t s  termes de c e t t e  équation mène 

à quelques simplif ications.  Appliquée à un écoulement typique avec f luctuat ions  

Une conclusion immédiate que l ' o n  peut t i r e r  d'après ces r é s u l t a t s  

e s t  que l e s  corré la t ions  t r i p l e s  ne peuvent pas ê t r e  négligées par rapport 

aux moments d'ordre quatre. Comme approximation de quasi normalité, 1' équation 

suivante e s t  suggérée pour des écoulements à masse volumique variable : 

de masse volumique, nous obtenons l e s  valeurs suivantes : 

On peut remarquer que l e s  propriétés de symétrie du moment d'ordre quatre sont 

respectées e t  que, en l 'absence de f luctuation de masse volumique, l e s  & 
s'annulent e t  l ' équat ion (111-60) s e  ramène à l a  forme (111-56). Revenons 

maintenant à l ' équat ion (111-56). E l l e  peut maintenant s e  mettre sous l a  

forme : 

iïs-i; w - m  -T w A w p q  = cs 7 k[vyuI A(u u + u  v d+,V,) 
L. * * P) a*, 

V I  

1,3  IO-^ 

en supposant que [53] 

V 

1,551 

par analogie avec l e  modèle pour l a  cor ré la t ion  pression déformation qui se ra  

présenté dans l a  s u i t e  de ce chapitre.  Les corré la t ions  t r i p l e s  sont donc 

obtenues par l a  résolut ion d' un système d ' kquat ions d i f f é r en t i e l l e s  du premier 

ordre. Pour des écoulements du type couche l i m i t e  bidimensionnelle, par  exemple, 

I V  

8.27 

III 

1.204 IO-' 

Contribution 

Valeur 

II 

1.041  IO-^ 



une forme commune pour ces équations e s t  : 

Quatre équations de t ranspor t  sont résolues pour l e s  contra intes  

de Reynolds. Les corré la t ions  t r i p l e s  correspondantes sont régies  par l e s  

équations : 

La fa iblesse  de c e t t e  approximation de quasi-nomalité a é t é  à l a  

source de tous l e s  travaux basés sur l a  théor ie  dfORSZAG 1541 connue sous l e  

s i g l e  EDWM (Maidrouian e d d y  damped q u a i  nom&) , qui ne s 'applique qu'au cas 

d'une turbulence homogène isotrope.  ANDRE e t  a l  1561 ont proposé pour une 

turbulence non homogène l ' u t i l i s a t i o n  généralisée de l ' i n é g a l i t é  de SCHWARZ. 

Ce type de contrôle e s t  mieux adapté par a i l l e u r s  aux modèles de turbulence 

basés sur  des corré la t ions  en un point  e t  son u t i l i s a t i o n  a é t é  retenue après 0 

cer ta ines  modifications (vo i r  paragraphe 111-3-1) dans c e t t e  thèse. 



Par a i l l e u r s  on peut mentionner également$ que dans un précédent t r a v a i l  

[40], une t en t a t i ve  d'amélioration de c e t t e  approximation, en bornant l a  d is t r ibu-  

t i o n  avec des fonctions de DIRAC e t  en introduisant  l e  facteur  d ' intermittence 

n 'a  donné l i e u  qu'à des différences marginales ce qui tend montrer que La 

génération d'énergie négative pouvait n ' ê t r e  que marginale également. 

D) Pression - déformation 

Ce terme e s t  sans doute l a  plus grande source de complication des 

méthodes de fermeture d'ordre supérieur ou égal à deux. Les hypothèses f a i t e s  

pour l e  représenter sont classiques pour l e s  écoulements isovolumes (vo i r  par 

exemple [391). Nous nous efforcerons donc dans l e  développement qui va suivre 

de mettre en évidence l e s  différences qui sont in t rodui tes  par  l e s  e f f e t s  de 

var ia t ion de masse volumique. 

Prenons l a  divergence de l 'équat ion de quanti té de mouvement instantanée : 

dans laquel le  a représente l e  tenseur des contraintes visqueuses. Soustrayant 
aB 

de 111-65 s a  forme moyenne, il r e s t e  

d2$ [$(r'$ t ~ < ) ] +  I N -  II - 
4-3 - * [ p % w @ + ~ ~ * ' r +  2 ;  
ha% +A h 4  3xp i P d ]  

Pour un écoulement isovolume, il ne r e s t e r a i t  plus que 

Les termes nouveaux dus aux fluctuations de masse volumique sont donc : 



L1  in tégrat ion de 1 ' équation de Poisson (111-66) donne : 

Dans un t e l  arrangement, l e s  termes regroupés dans A1 correspondent 

à ceux qui caractér isent  une modélisation classique pour écoulement isovolume, 

tandis que ceux du groupe B I  sont caractér is t iques  de f luctuations non nu l les  

de masse volumique. Revenons maintenant en a r r i è r e  pour reformuler c e t t e  

équation sous une forme sensiblement d i f fé ren te ,  e t  tou t  d'abord examinons 
/-. 

l ' équat ion de cont inui té  sous s a  forme instantanée.  " L! 
* L I  

S i  on l u i  retranche s a  pa r t i e  moyenne, il r e s t e  

Avec 1' u t i l i s a t i o n  de l 'équation (111-7 1 ) 1 'équation pour l a  f luctuation 

de pression peut ê t r e  r ééc r i t e  sous l a  forme 



( ~ 2 )  regroupe l e s  termes exis tant  en écoulement isovolume, 

( ~ 2 )  e s t  une col lect ion de termes qui s 'annulent s i  l a  masse volumique e s t  

constante, c 'est-à-dire : 

I 
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( ~ 2 )  correspond à une contribution visqueuses qui  n 'aura d '  importance qu'au 
- voisinage des parois.  

Après in tégrat ion de c e t t e  équation de Poisson on i d e n t i f i e  l e s  

groupements correspondants à A2, B2 e t  C2. 

l 

P - 
1 

I 

l ' i nd i ce  II montrant que l e s  valeurs sont p r i ses  en un point  d i s tan t  de r du 

point courant, t and is  que l ' i nd i ce  1 correspondra au point courant lui-même. 

Nous pouvons maintenant revenir  au  terme pression-déformation, après avoir  

séparé l e s  t r o i s  contributions.  

A v 

1C 

l 



Donc 

Il e s t  bon de remarquer i c i  que l ' in f luence  de l a  divergence de champ 

moyen, qui n' apparaît  d ' a i l l eu r s  pas explicitement dans l e  groupement ( ~ 3 ) ~  e s t  

nu l le ,  a i n s i  que l ' a  montré DUSSAUGE [571, ce qui montre que l e  ca rac tè re  

purement r ed i s t r i bu t i f  de c e t t e  corré la t ion n ' e s t  vé r i f i é  que s i  l a  divergence 

des f luctuations de v i tesse  e s t  nu l le ,  ce qui  n ' e s t  v ra i  quq dans l e  eas 

d'écoulement à nombre de Mach modéré [581 .'Examinons séparément l e s  t r o i s  
contribiitions du terme presslon d6fomatjon.  

Pour modéliser ce  terme nous nous appuyons s u r  l e s  r é su l t a t s  qui ont  é t é  obtenus 

par  FEIEREISEN [59] avec une simulation numérique de turbulence compressible. 

Une p a r t i e  de ce terme comporte l e s  in teract ions  du mouvement turbulent  avec 

lui-même, e t  do i t  donc ex i s t e r  dans tou t  écoulement même avec v i t e s se  moyenne 

nul le .  Dans ce cas pa r t i cu l i e r  d'écoulement où l a  production de turbulence e s t  

nu l le ,  l e  re tour  à l ' i s o t r o p i e  de l a  turbulence, qui e s t  observée expérimentale- 

ment, ne peut ê t r e  a t t r i bué  qu'à ce terme. C '  e s t  ROTTA [601 qui proposa l e  

premier une fonction l i n é a i r e  du tenseur d 'anisotropie  
b c l ~  

t e l l e  que 

avec 



e représente i c i  l a  par t i e  isotrope de l a  diss ipat ion,  qui en e s t  d ' a i l l eu r s  

l 'unique composante dans l 'hypothèse de grand nombre de Reynolds. Nous verrons 

plus l o i n  que l a  p a r t i e  anisotrope de l a  diss ipat ion (quand e l l e  ex i s t e )  e s t  

in t rodui te  via l e s  corrections de paroi .  

La composante "rapide" du tenseur pression déformation f u t  i n i t i a l e -  

ment iden t i f i ée  par  ROTTA [60] mais son appellat ion e s t  due à LUMLEY 141 . 
Elle  e s t  due à l ' i n t e r a c t i o n  entre  l e  champ turbuïent  e t  l e  champ moyen. S i  

on admet que l e  champ moyen e s t  localement homogène, on aura : 

asa e s t  un tenseur d'ordre quatre,  à cause de l a  s t ruc ture  de 1' in tégra le  de 
YB 

volume correspondante. 

A l a  d i f férence du cas incompressible, l e s  c r i t è r e s  de symétrie e t  

d'incompressibilité ne sont plus s a t i s f a i t s .  En e f f e t  

On peut t o u t  de même observer deux propriétés communes avec l e  cas 

incompressible 

A cause des inégal i tés  (111-79) il n ' e s t  donc pas formellement exact 

d'exprimer ce tenseur  par un ensemble de combinaisons l i néa i r e s  des moments 

d'ordre deux comme ce la  e s t  fait  pour l e s  écoulements isovolumes 139 1,  [ 6  11. 
I 

A cause du manque de jus t i f i ca t ion  physique de ce r é s u l t a t ,  LUMLEY [hl a adopte 

une posi t ion d i f fé ren te .  A p a r t i r  d'une approximation bonne pour l e  cas isotrope,  

il a supposé que l ' an i so t rop ie  é t a i t  f a i b l e  e t  a  effectué une l i néa r i s a t i on  

au voisinage du cas isotrope. I l  a a lo r s  t ou t  naturellement u t i l i s é  l a  variable 

baB e t ,  en appliquant l e s  conditions de symétrie e t  d ' incompressibil i té ,  il 

obtient  finalement une forme qui n ' e s t  pas di f férente  de l a  précédente. 



ˆ al gré l e s  r e s t r i c t i o n s ,  quand à l a  forme du tenseur,  qui  ont  é t é  

énoncées précédemment, nous étendrons l'approximation isovolume au  problème 

à masse volumique var iable  en supposant, comme FEIEREISEN,que l e s  va r ia t ions  

de masse volumique seront  p r i s e s  en compte principalement par l e  terme (~3), 

tandis que l a  p a r t i e  incompressible du modèle r e s t e  valable, en in t roduisant  

l a  masse volumique moyenne. L'analogue du modèle isovolume s e r a  donc 

avec 

En résumé on aura pour l e  premier terme de pression : 

Le terme de d i l a t a t i on  moyenne apparaî t  dans l e  tenseur des taux 

de déformation (JONES [621, BONNET [581), tou te fo i s  l ' i n f luence  globale de ce  

terme su r  l e s  mécanismes de red i s t r ibu t ion  par  l e  champ de pression e s t  n u l l e  

(DUSSAUGE [571).. 



Un examen des ordres de grandeur des d i f fé ren t s  termes de (111-83) 1631 
montre que l e s  deux derniers termessont p lus  p e t i t s  que l e s  deux premiers. 

D'autre p a r t ,  s i  on essaie  de comparer l a  s t ruc tu r e  des termes r e s t an t ,  on 

observe qu ' i l s  comportent à l a  fo i s  des mécanismes d ' in teract ion turbulence- 

turbulence e t  turbulence-champ moyen, t o u t  en devant s 'annuler quand l a  masse 

volumique e s t  constante. FEIEREISEN 1591 a également observé une analogie de 

comportement entre l e  premier terme s i t u é  à dro i te  de l ' é g a l i t é  e t  l e  terme 

de réponse rapide @ . Ces remarques nous ont amenés3 approximer c e t t e  
a8,2 

pa r t i e  de l a  pression par : 

expression qui e s t  sensible à l a  fois  au champ moyen e t  au  tenseur d 'anisotropie.  

Dans l a  dernière contribution du terme de pression correspondant à 

apparaissent des termes dépendant de l a  v i scos i té  
x 

moléculaire. Les e f f e t s  de t e l s  termes ne pourront avoir de l ' importance que s i  l e  

nombre de Reynolds turbulent  n ' e s t  pas grand. Nous modéliserons donc globalement 

ces termes visqueux avec l e s  termes de proximité de paroi  qui sont i s sus  de 

l ' i n t ég ra t i on  de l 'équat ion de Poisson, ( in tégra les  de surfaces)e t  qui  ont é t é  

négligés jusqufà présent.  Il a é t é  observé expérimentalement 1391 que, au 

voisinage d'une paro i ,  ces termes causent l e  t r a n s f e r t  d'approximativement 30 % 



de l ' énerg ie  de turbulence, de l a  composante normale à l a  paroi  à l a  composante 

longitudinale.  Toutefois, l ' impact d i r ec t  sur  l a  contra inte  croisée e s t  fa ib le .  

Comme seule c e t t e  contra inte  croisée  apparaît  dans l 'équation de quant i té  de 

mouvement d'un schéma parabolique, HANJALIC e t  LAUNDER [ 3 8 ]  ont délibérément 

négligé ce terme. Comme l e  champ d'application de ce  modèle de turbulence 

prétend ne pas ê t r e  r e s t r e i n t  aux seuls écoulements de couche l imi te ,  l a  

formulation plus générale, qui suggérée par LAUNDER, REECE e t  RODIC391, e s t  

basée sur  l e s  deux observations suivantes : 

* l a  présence de l a  paroi  augmente l ' an i so t rop ie  des contraintes normales 

mais tend à diminuer faiblement l e s  contra intes  de frottement. 

* l ' i n f luence  de l a  paroi  do i t  ê t r e  s en t i e ,  même dans des régions ou l e s  taux 

de déformation moyen sont négligeables. 

La forme f i na l e  de ce terme de paroi  e s t  

x représente l a  distance normale à l a  paroi .  
2 

Dans l eu r  a r t i c l e ,  LAUNDER, REECE e t  RODI  1391 introduisent  un terme 

supplémentaire pour c e t t e  correction de paroi  qui  e s t  fonction du cisail lement.  

tou te fo i s ,  l a  constante C e s t  égale à zéro dans toutes  l eu r s  appl icat ions .  
5 

E )  Dissipation 

Pour des grandes valeurs du nombre de Reynolds, l e s  mouvements à p e t i t e  

échelle sont essentiellement isotropes e t  a i n s i ,  on a : 

c e t t e  équation f a i t  é ta t  de E , l e  taux de diss ipat ion de l ' énerg ie  cinétique 

de l a  turbulence.auand l e  nombre de Reynolds décro i t ,  l e s  s t ruc tures  porteuses 

d'énergie e t  l e s  mouvements d i s s i p a t i f s  tendent à s e  chevaucher e t ,  suivant 

ROTTA [60], on peut u t i l i s e r  l 'approximation : 



Une forme générale peut ê t r e  une combinaison de ces deux cas : 

La variable fs do i t  s a t i s f a i r e  l e s  conditions suivantes : 

La forme l a  mieux adaptée proposée par  HANJALIC e t  LAUNDER e s t  1381 

L'essentiel  des hypothèses de modélisation qui ont é t é  f a i t e s  pour 

l e s  modèles à deux équations res tent  valables i c i .  Toutefois il faut remarquer 

que maintenant les contraintes de Reynolds sont des termes considérés comme 

exacts. Une p a r t i e  des hypothèses f a i t e s  pour l e s  termes de pression e s t  donc 

redondante. 

D'autre p a r t  l e s  mécanismes de transport  d i f fus i f  sont améliorés 

en supposant que l a  viscosi té  turbulente précédemment définie n ' e s t  plus une 

quantité sca la i re  mais un terme tensor ie l .  On aura donc l a  forme suivante qui 

e s t  une adaptation de l'hypothèse de gradient généralisée de LAUNDER [641. 

La diff isuion par l e  mouvement turbulent t i e n t  donc maintenant compte 

de l 'anisotropie  des fluctuations. 



Cette équation (II-59), qui n'est pas nécessaire pour la description 

des procéssus de mélange à basse vitesse, nécessite quelques aménagements 

pour être inclue dans une fermeture au second ordre 'pour les écoulements 

compressibles. Il faut mentionner, au préalable que le niveau de fermeture 

n'a pas été étendu à la description des flux thermiques pour la raison 

suivante : l'application qui est visée dans cette thèse a une signification 

principalement aérodynamique. Les principales caractéristiques, tout comme 

les résiiltats expérimentaux, sont essentiellement dynamiques, par exemple 

champ de vitesse moyenne, de fluctuations de vitesse, de pressiors moyennes. 

L'inclusion des équations pour les flux thermiques nécessiterait également 

1 ' utilisation des équations d' évolution pour la variance des fluctuations 
de température et pour son taux de dissipation, ce qui amènerait des hypothèses 

supplémentaires pour déterminer des grandeurs qui finalement ne pourraient 

même pas être confrontées avec l'expérience. 

De même que pour l'équation de la dissipation, une partie des 

hypothèses qui ont été faites dans le cadre d'une fermeture basée sur l'appro- 

ximation de Boussinesq restent valables, la principale différence étant que 

les contraintes de Reynolds n'ont plus besoin d'être approximées. Les moments 

d'ordre trois sont déterminés d'après l'équation (111-61 ) et la formulation 

généralisée de transport par gradient est indiquée pour la diffusion turbulente 

d'énergie interne. L'équation de l'énergie totale s'écrit alors : 

Jusqu'à présent, dans ce chapitre a été développé un système 

d'équationsorienté principalement vers la prédiction d'écoulements compressibles, 



dans l e  sens écoulements à vi tesse  élevée. Toutefois, il ex i s t e  une source 

d i f fé ren te  de var ia t ions  de masse volumique, qui e s t  l 'hé térogénéi té  de 

composition du f lu ide .  Un aspect  bien pa r t i cu l i e r  des hypothèses de modéli- 

sa t ion  avec masse volumique variable a été approfondi pour l a  prédiction du 

mélange à basse v i tesse  de deux gaz i ne r t e s  de masses atomiques di f férentes .  

Pour ce problème pa r t i cu l i e r ,  il n ' e s t  pas nécessaire de résoudre une équa- 

t i on  pour l ' énerg ie ;  l a  température é t a n t  approximativement constante dans 

tou t  l'écoulement. Par contre, l 'ensemble des hypothèses qui  ont  é t é  f a i t e s  

pour approximer l e s  corrélat ions pression-masse volumique ne sont plus 

adaptées pour ce  type d'écoulement à basse vi tesse .  Il a donc é t é  nécessaire 

d'aborder l e  problème d'une façon d i f fé ren te .  Rappelons l ' équa t ion  d'évolution 

pour ces corré la t ions ,  t e l l e  qu 'e l l e  a é t é  développée au chapi t re  11 (éq. 11-86). 

Avant de pouvoir résoudre c e t t e  équation, un ce r t a in  nombre d'hypothèses 

sont nécessaires : - - 
I f  l u  

ce qui revient  à considérer que PU 4 V p = O  (111-93) 

b )  La diffusion turbulente e s t  modélisée d'une façon analogue aux moments 

d'ordre t r o i s  (forme isovolume), a i n s i  : 

Cette approximation permet l a  permutation des indices de v i tesse  

en t re  eux, mais pas de l a  masse volumique avec une f luctuat ion de vi tesse .  

- z 3  u 
C )  f Vp sJQ faute de j u s t i f i c a t i on  physique évidente l e  modèle suivant 

e s t  u t i l&é ,  qui r e l i e  l e  coef f ic ien t  de corré la t ion en t re  l a  v i t esse  e t  

une dérivée à 1 ' in tens i té  des f luctuat ions  de masse volumique. 



Toutefois, l a  d i f f i c u l t é  e s t  q u ' i l  n 'y a pas de moyens pour déterminer 

l a  valeur de C m  , mise à par t  l 'opt imisat ion numérique face aux r é s u l t a t s  

expérimentaux. On peut cependant présumer que C UDP se ra  du même ordre de grandeur 

que l ' u n i t é .  Pour ce terme, JONES 1621 a proposé un modèle quelque peu d i f fé ren t  : 

mais l 'expérience nous a montré que, ce terme é ta i t  une source d ' i n s t a b i l i t é  - 
dans un calcul  numérique (en pa r t i cu l i e r  à cause de l a  division par p '2) .  

Un développement en s é r i e  de l a  masse volumique donne 

e t  a i n s i  

Le gradient de pression peut a lo rs  ê t r e  r é é c r i t  de l a  façon suivante : 

Le dernier  terme du membre de d ro i t e  de l 'équat ion (111-98) peut ê t r e  décomposé en 

La première p a r t i e  qui a un caractère  d i f fu s i f  e s t  supposée p e t i t e  

comparée au terme de di f fus ion (111-94) [641. L a  seconde p a r t i e  e s t  modélisée 

à p a r t i r  d'hypothèses analogues à ce l l e s  qui ont  é t é  u t i l i s é e s  pour l e s  termes 

de red i s t r ibu t ion  des équations du tenseur de Reynolds. 

Une première contribution aura donc un rô l e  identique au re tour  à 



l ' i s o t r o p i e  de ROTTA. Une proposit ion pour un terme l i n é a i r e  f u t  f a i t e  par  

MONIN [66] pour l e  t ranspor t  de masse : 

Puis d i f fé ren t s  auteurs  ont suggéré une représentat ion non l i n é a i r e  de ce 

retour à l ' i s o t r o p i e .  Parmi eux, LUMLEY [41 en a donné l a  version l a  plus 

r é a l i s t e  en supposant que l e  coef f i c ien t  c  puisse ê t r e  une fonction l i n é a i r e  
1 c 

du taux de déformation e t  de l ' an i so t rop i e  des flux turbulents .  Une adaptat ion 

de ce modèle 1 [62 1 e s t  u t i l i s é e  pour ce t r a v a i l  : 

La seconde contribution e s t  analogue à l a  p a r t i e  rapide du terme 

pression déformation. Néanmoins une forme s impl i f iée  suggérée par  LAUNDER [641 

e s t  u t i l i s é e  i c i  : 

négligeant a i n s i  un terme de gradient  de masse volumique moyenne. 

Q' 3s 
e )  Le dernier  terme de l ' équat ion vitesse-masse volumique - 2 ne 

e * 
nécess i te  aucune hypothèse s i ,  a i n s i  que l e  f a i t  LUMLEY 141 l e s  mouvements 

à p e t i t e  échelle sont  considérés comme isot ropes .  

En résumé l 'équation des cor ré la t ions  vitesse-masse volumique e s t  



111-2-5. - Equation d'évolu;tion pom les  @ux Xuhbdents de ma64e 

L'équation pour l e s  f l ux  turbulents e s t  rappelée i c i  : 

De même que pour l ' équat ion des contra intes  de Reynolds, l e s  d i f fé -  

rentes contributions sont aisément iden t i f i ab les .  

1 Production 

Les deux premiers termes s i t ué s  à dro i t e  du signe égal  sont des termes 

-" due aux exacts de production. I l s  expriment l e  taux de génération de v B 1 
actions combinées des gradients de v i tesse  e t  de concentration moyennes. 

2 Diffusion 

L'ensemble des processus de t ranspor t  d i f fu s i f  e s t  représenté par 

L' approximation de quasi normalité des d i s t r ibu t ions  e s t  supposée 

valide e t  e s t  r epr i se  en notation de Favre. Les termes prépondérants de 

l'approximation résu l tan te  s e  groupent de l a  façon suivante [&O] : 



Deux remarques concernant c e t t e  équation doivent prendre place i c i  : 

I 
- Il n ' ex i s t e  aucune raison pour c d ' ê t r e  identique à cS (équ. 111-61) S 

puisque l e s  échel les  de turbulence pour l e  t ranspor t  de quant i té  de mouvement 

sont d i f férentes  de ce l les  de t ranspor t  de masse C671. 

- Il n ' y  a pas de terme de pression dans l 'équat ion deAransport pour 
I I  (1 d'Pt . Dans l a  f ract ion massique. Ainsi exis tent  seulement deux termes ,u c P Sv 

l ' équat ion (111-104) l e  terme s i t ué  à l a  d ro i te  du signe égal  a donc des 

propr ié tés  de symétrie qui n ' ex i s ten t  pas dans l e  terme de pression. 

LUMLEY [ 4 1 , KOLOVANDIN e t  a l  [ 68 1 , A ~ R E  e t  a l  [ 56 1 e t  DONALDDSON [ 69 1 
ont f a i t  des  propositions pour r e t e n i r  tous (o'u presque tous )  l e s  termes des 

équations pour l e s  corrélat ions t r i p l e s .  A l a  différence de ces modèles. suivant 

une démarche analogue à c e l l e  de LAUNDER [641, l 'équation exacte pour V U c r  
P r 

a é t é  u t i l i s ée  comme guide pour é t a b l i r  l l éq&t ion  (111-104). LAUNDER u t i l i s e  

une forme sensiblement d i f fé ren te ,  omettant l e s  termes vitesse-masse volumique 

e t  masse volumique-fraction massique. 

Dans l 'équation (III-105), il n'y a pas de dérivées des contraintes 

de Reynolds, quoiqu'un t e l  terme devrai t  réellement y ê t r e  a jouté  selon l e  

point  de vue de LAüNDER 1641. Dans l a  référence [70], LAMLEY suggère d 'a jouter  

au terme de d r o i t e  de l 'équation (111-105) un terme proportionnel à - 
pour t e n i r  compte des var ia t ions  spa t ia les  dans l e  coeff ic ient  

I .  - -  
de transport .  Ceci e s t  s imi la i re  à l a  suggestion de LAUNDER e t  à notre modèle. 

On peut mentionner également l e s  travaux de DONALDSON [50] qui ,  par analogie 

avec s e s  hypothèses pour l a  modélisation des corré la t ions  t r i p l e s  de v i tesse ,  

suggéra : 

A e s t  une longueur caractér is t ique.  
2 

WYNGAARD e t  COTE [Tl] u t i l i s e n t  seulement l a  seconde p a r t i e  de l a  

proposition de LAUNDER avec des coeff ic ients  de propor t ional i té  quelque peu 

d i f fé ren t s .  



Les au t res  termes, sources du t ranspor t  d i f fu s i f ,  correspondent 

à l a  d i f fus ion de l a  f rac t ion  massique par l e s  f luctuations de pression 
4 

e t  l ' a g i t a t i o n  moléculaire. 

Le terme de diffusion par  l a  pression e s t  suggéré par  DONALDSON [?O]. 

fi3 e s t  une au t r e  échel le  de longueur e t  q une v i tesse  ca rac té r i s t ique  de 

l a  turbulence. Hormis c e t t e  suggestion, aucune proposition spécifique n ' a  

jamais a t é  f a i t e  pour l a  modélisation de ce terme. Le f a i t  que dans l e s  

écoulements de ty-ge couche l imi te ,  l a  contribution de ce terme e s t  t ou t  à f a i t  

modeste, nous mène 3 l e  négliger,  a i n s i  que l e  font l a  majori té des auteurs. 

Pour ce  qui e s t  de l a  diffusion moléculaire de l a  concentration, e l l e  e s t  

négligée dans l e  cadre de l 'hypothèse de grand nombre de Reynolds. 

3 Redistr ibution par l e s  f luctuat ions  de pression 

A nouveau l a  procédure e s t  s imi la i re  à c e l l e  qui a déjà été employée 

pour l e s  équations des contraintes de Reynolds puis des corré la t ions  

vitesse-masse volumique on a maintenant : 

La contribution turbulente peut ê t r e  r e l i é e  à l 'approximation de ROTTA C601 pour 

l e  retour à l ' i s o t r o p i e  : 

€ 
mais on do i t  s1a t t end re . à  ce que l ' é c h e l l e  de temps (k ) u t i l i s é e  i c i  contienne 

également des informations de l ' é c h e l l e  de temps du champ de concentration 
cc 
(F 

3 e s t  l a  variance de l a  f ract ion massique e t  E son taux de 
1 C 

112 

1 
diss ipat ion.  LAUNDER [6L] e t  JANICKA 1671 ont souligné que ces échelles 



temporelles é t a i en t  d i f fé ren tes  l ' une  de l ' a u t r e .  La meilleur hypothèse que 

l ' o n  peut fa i re  e s t  que, s i  l a  turbulence e s t  localement en équi l ibre ,  e l l e s  

sont proportionnelles; en ver tu  de quoi l a  constante c c pourra avoir  une 

valeur différente de c l  . Une approximation sensiblement plus élaborée à toute- 

f o i s  é t é  adaptée dans ce modèle, pour t e n i r  compte de l ' an i so t rop ie  de l a  

turbulence. 

La red i s t r ibu t ion  e s t  a i n s i  à l a  f o i s  fonction de l ' an i so t rop i e  du 

tenseur de Reynolds e t  de c e l l e  des f lux  turbulents .  En ce qui concerne l e  

terme de redis t r ibut ion par  in teract ion avec l e  mouvement moyen, deux suggestions 

di f férentes  peuvent ê t r e  u t i l i s é e s  pour l e  représenter.  

D'une p a r t ,  LUMLEY [ h l  conclut des propr ié tés  de symétrie des corré- 

l a t i o n s  en deux points (en écoulement isovolume) que 

L'avantage de c e t t e  proposition e s t  qu 'e l l e  supprime tou te  ambiguité 

quant à l a  valeur des constantes. LAUNDER [ T l ]  obt ient  un r é su l t a t  identique 

à p a r t i r  de considérations di f férentes  e t  l e  qua l i f i a  de "modèle quasi 

isotropique". 

D'autre par t ,  une au t re  proposition a é té  f a i t e  par LAUNDER e t  a l  

[39J, qui consis te  à ne conserver que l e  terme qui rend l e  tenseur de Reynolds 

plus  isotrope, à savoir  : 

Ce modèle a d ' a i l l eu r sé t é  u t i l i s é  de façon extensive dans l a  référence 

1721. L'analogie avec l 'équat ion (111-1 12) suggère dans ce cas : 

Le l e c t e u r  pourra i t  objecter  que c e t t e  équation n ' i nc lu t  pas tous l e s  

termes de production de l 'équation des f lux  mais il e s t  a l o r s  nécessaire de 

souligner que l e s  gradients de concentration moyenne n 'exis tent  pas dans 

i léquation (111-108). 



- 
En résumé, l e  modèle u t i l i s é  pour l e  terme 3cf e s t  

mc 

Dans l e  cadre de l 'hypothèse d'un grand nombre de Reynolds, l e s  

mouvements à p e t i t e  échel le  sont approximativement isotropes e t  l a  corré la t ion 

à caractère d i s s i p a t i f  , qui e s t  strictement nu l l e  en turbulence 

isotrope,  e s t  négligeable. 

5 Gradient de pression moyenne 

 hypothèse d'écoulement adiabatique isotherme entra ine  que 

P ~ - P  J 
avec A l  = - - e t  A2 - pour un mélange de deux gaz de masses 

PI 
volumique pI e t  pJ 1731 . 

Après soustraction de l a  moyenne de (111-1 15) e t  passage à l a  

moyenne on ob t ien t  

- 
-C 

on a vu précédemment que (f! - P' 

I l  s ' ensuit  donc que 

On remarque immédiatement que l e  signe de e s t  déterminé de 

façon unique par l a  différence en t re  l e s  masses volumiques des consti tuants 

du mélange. 

On remarquera que l e s  modèles obtenus pour l e s  équations d'évolution 

de e t  font  appel à l a  quant i té  p y 2  . Cette grandeur e s t  déter- 

minée par l a  solut ion de t r o i s  équations d'évolution pour l e s  corré la t ions  de 



E IR, 

Figures III-2,3. Calcul d'une décroissance 

de turbulence à l'aide de l'approximation 

de quasi normalité  après ORSZAG (1970) [54]. 



masses volumiques p a r t i e l l e s .  Le développement de ces équations a déjà f a i t  

l ' o b j e t  d'une publication antér ieure  1741 e t  n ' e s t  pas reproduit i c i .  

En résumé l 'équation des f lux  turbulents  aura donc l a  forme suivante : 

En 1962-1963, O'BRIEN e t  FRANCIS 1751 e t  OGURA 1761 ont mis en évidence 

une conséquence inattendue de l'approximation de quasi-normalité : l a  créat ion 

d'énergie négative. Plus t a rd ,  ORSZAG 1541 é tudia  l e s  propr ié tés  dynamiques 

de ce t t e  approximation, appliquée au problème de l a  décroissance d'une turbulence 

isotrope.  Les f igures 111-2 e t  111-3 (qui sont reproduites de l ' a r t i c l e  ~ 'ORSZAG) 

montrent l e  comportement typique de l ' éne rg i e  calculée en u t i l i s a n t  l 'approxi- 

mation de quasi-normalité pour deux nombres de Reynolds di f férents .  

Sur ces f igures ,  l e s  d i f fé ren tes  courbes correspondent à l a  décroissance 

de l a  turbulence due aux e f fe t s  visqueux à divers ins tan t s  t = f ( ~ ) ;  T é t an t  

l e  rapport de l ' é c h e l l e  in tégrale  longitudinale avec une v i tesse  turbulente 

l e  nombre de Reynolds i n i t i a l  é t a i t  égal  à 5,25. Les symboles de l a  f igure  

(111-3) ont l a  même s ign i f ica t ion  mais l e  nombre de Reynolds e s t  égal  à quatre 

fo i s  l e  précédent. ORSZAG fu t  probablement l e  premier à in t rodui re  l e  concept 

de r é a l i s a b i l i t é ,  en iden t i f i an t  des conditions que do i t  s a t i s f a i r e  l ' énerg ie ,  

exprimées en termes de quantités spectra les .  Plus t a rd ,  DU VACHAT [771 e t  

SCHUMANN 1781 appliquèrent ce concept à des variables de l 'espace physique. 

Dans l e s  deux cas,  l 'approche fu t  d ' u t i l i s e r  l ' i n é g a l i t é  de SCHWARTZ comme 

re la t ion  de base : 



Il e s t  également possible d 'a jouter  aux inéga l i t és  de SCHWARTZ, 

d i f fé ren tes  contraintes physiques (conme par exemple l ' invar iance par rapport 

à une rota t ion du r é f é r e n t i e l ) .  DU VACHAT é t a b l i t  des inéga l i t és  pour l e s  

moments d'ordre n ,  pour des variables mono-dimensionnelles non bornées, ou 

pos i t ives ,  ou posi t ives  bornées e t  l e s  é tend i t  à des variables tri-dimensionnelles. 

Ces r é su l t a t s  furent  u t i l i s é s  dans des problèmes de turbulence par ANDRE e t  a l  

~ 5 6 1 .  Dans l e  cas de c e t t e  d p p k n g  appm~mait ion" ,  ce la  consis te  à, au  cours 

d'un calcul  numérique, borner l e s  valeurs des moments d 'ordre t r o i s  par  l e s  

valeurs données par  un c r i t è r e  de r é a l i s a b i l i t é  du type : 

ANDRE observa a l o r s  qu'un t e l  écrétage des moments du troisième ordre empêchait 

l e s  moments d'ordre deux de v io le r  des conditions de r é a l i s a b i l i t é  plus physiques 

t e l l e s  que l ' i n é g a l i t é  de SCHWARTZ ou l a  p o s i t i v i t é  des variances. De son côté 

SCHüMANN [78] u t i l i s a  auss i  des conditions de r é a l i s a b i l i t é  pour l e s  contra intes  

de Reynolds. . - 
(pas de sommation) 

Il observa a lo r s  que l a  plupart  des modèles pour l e  terme de pression- 

déformation v i o l a i t  l ' une  ou l ' a u t r e  de ces inéga l i t és .  SCHUMANN suggéra deux 

façons de circonvenir ce problème : 

- La première e s t  l ' éc ré tage ,  analogue à l a  méthode d'and& [561. 

- La seconde e s t  une décomposition du modèle en deux pa r t i e s .  Une 

première par t i e  contient  tous l e s  termes pour lesquels  l a  r é a l i s a b i l i t é  peut 

ê t r e  prouvée [78]. La seconde pa r t i e  contient  tous  l e s  termes qui ne garant issent  

pas l a  r é a l i s a b i l i t é .  Cette p a r t i e  e s t  a l o r s  mul t ip l iée  (par une grandeur) qui 

dépend de combien l e  modèle e s t  éloigné de l a  condition de r é a l i s a b i l i t é .  

Suivant l ' i d é e  de SCHUMANN, LUMLEY [79] é t e n d i t l e s  conditions de 

r é a l i s a b i l i t é  aux dérivées des contraintes de Reynolds. Des re la t ions  pour 

des corrélat ions de var iables  di f férentes  furent  également é tab l ies .  

Par souci de s impl ic i t é ,  l a  première solut ion de SCHüMANN a é t é  

retenue dans c e t t e  thèse pour assurer l a  r é a l i s a b i l i t é  des modèles du second 

ordre.  



La question de l'invariance en modélisation de la turbulence est 

un domaine ouvert à la discussion. Récemment un papier de SPEZIALE [8O] a 

apporté la démonstration formelle que les équations de transport des contraintes 

de Reynolds ne sont pas invariantes avec un changement quelconque de référentiel. 

SPEZIALE [BO] obtient le même résultat pour les équations de l'énergie cinétique 
de la turbulence et de la longueur caractéristique. Une partie importante des 

progrès récents qui ont été faits dans le domaine des fermetures au second ordre 

sont présentés comme étant "invariants" (DONALDSON 1501, 1691, [81l, LUMLEY 

[4], [82], [ T g ] ,  C831). Mais ce concept est utilisé pour donner à un terme 

de l'équation des contraintes une modélisation indépendante du référentiel. 

Cette indépendance est d'ailleurs obtenue avec des degrés variés de réussite. 

A titre d'exemple il est bon de consulter successivement les références [hl 
et 1841. Ces précautions n'apportent toutefois aucune garanties quant à 

l'invariance des équations elles-mêmes. Cela mène à certaines restrictions 

dans l'utilisation des fermetures du second ordre. Par exemple le traitement 

de couches limites atmosphériques à grande échelle ne pourra se faire qu'avec 

certaines précautions, qui ne seront pas nécessaires toutefois pour la majorité 

des problèmes aérodynamiques ou dit "de laboratoire". 
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IV- 1 .  - LA PROCERURE DE RESOLUTION NUMERI@€ DES Eo,UATIOkS AUX VERTVEES 

PARTIELLES RE TYPE COUCHE LIMITE. 

Une version modifiée de l a  méthode de PATAW e t  SPALDING e s t  décr i t e  

dans ce chapitre.  La base en e s t  évidemment l e  l i v r e  [21, mais plus ieurs  

caractér is t iques  ont  é t é  notablement modifiées, comme l e  trai tement des termes 

sources, des po in t s  de glissement e t  des conditions aux l im i t e s .  Par tant  de 

l a  forme générale des équations paraboliques de t ranspor t  e t  après un change- 

ment approprié de coordonnées ( $  2)  nous obtiendrons une forme commune pour 

toutes l e s  équations : 

Puis c e t t e  équation sera  mise sous forme de différences f i n i e s .  

Grâce à son caractère  parabolique, c e t t e  équation peut ê t r e  résolue 

par une procédure d ' in tégra t ion  pas à pas. C'est-à-dire que, à une posi t ion x 

l a  variable @ é t a n t  connue pour des valeurs d i sc re tes  de w ,  il e s t  possible 

d 'obtenir  @ aux même valeurs de w à une posi t ion légèrement d i f f é r en t e  

x + A x. Ainsi, t o u t  l e  domaine de l'écoulement peut ê t r e  couvert par répé- 

t i t i o n  pas-à-pas de ce t t e  opération de base. 

Le moyen l e  plus commun d 'obtenir  une équation aux différences f i n i e s  

à p a r t i r  d'une équation d i f f é r e n t i e l l e  e s t  l e  suivant : chaque terme e s t  

exprimé en fonction de son développement en s é r i e  de Taylor e t ,  après réarrangement 

nous obtenons une r e l a t i on  en t re  une co l lec t ion  de valeurs de (#I à deonoeuds,.adjacent~ 

du maillage e t  des expressions d i f f é r en t i e l l e s .  Toutefois, pour l a  présente 

méthode, une procédure d i f fé ren te  s e r a  u t i l i s é e  : chaque c e l l u l e  élémentaire 

du maillage sera  considérée comme un domaine d ' in tégra t ion.  Sur chaque ce l l u l e ,  

une in tégrat ion s e r a  effectuge. Ceci s e r a i t  évidemment impossible sans une 

hypothèse sur l a  nature des var ia t ions  de @ en t re  deux noeuds adjacents dans 

l e  sens des w e t  dans l e  sens des x . En d 'aut res  termes, l ' équat ion aux 

différences f i n i e s  e s t  obtenue en remplaçant chaque terme de l ' équat ion 

aux dérivées p a r t i e l l e s  par l e  r é s u l t a t  d'une in tégrat ion sur  un p e t i t  

volume de contrôle. Ainsi,  contrairement à l a  méthode de développement en 

s é r i e  de Taylor, c e t t e  procédure assure que l ' équat ion de cont inui té  e s t  

s a t i s f a i t e  partout  dans l e  domaine de 1 'écoulement. 



En développant cette méthode avec plus de détails, nous verrons dans 

les paragraphes suivants comment mettre une équation standard de transport 

sour la forme (IV-1) à l'aide d'un changement de coordonnées approprié et 

quel est l'intérêt d'un tel changement. Puis une courte description du maillage 

sera suivie par la transformation de l'équation aux dérivées partielles (IV-1) 

en un système d'équations portant sur trois points cons~cutifs (système 

tridiagonal) de maillage. Après un bref rappel de l'algorithme de Thomas, des 

considérations générales sur les' conséquences d'une telle méthode seront 

données avec quelques remarques au sujet de la précision et des temps de 

calcul nécessaires à une exécution. 

7 V -  2 .  - CHANGEMENT D E  COORDONNEES 

Considérons le système suivant d'équation différentielles formulées 

en deux dimens ions d' espace . 

avec les conditions à l'entrée du domaine, pour x = x , que nous appelerons 
O 

conditions initiales 

et les conditions aux limites 

Ys(+ et C ~ , [ X )  sont les frontières du domaine de calcul. Ces frontières sont 

en général des lignes de courant, mais le transport moyen de masse à travers 

les limites inférieure et supérieure est possible pourvu que le caractère 

parabolique de l'écoulement ne soit pas détruit. Le système (IV-2, IV-3) doit 
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être complété par l'équation de continuité 

3 
Un système équivalent peut être écrit pour une configuration 

axisymétrique 

avec l'équation de continuité : 

et les conditions 

Le passage du cas oxisymétrique au cas bidimensionnel plan est 

immédiat en remplaaant d/dr par 3/ds en posant r : de. Dans la suite, 
seul le cas axisymétrique sera considéré. 

Ce système est écrit pour des valeurs instantanées des différentes 

variables. En fait, pour les problèmes d'écoulements turbulents, les équations 

qui sont résolues concernent les valeurs moyennes de ces variables. Comme 

il a été montré au Chapitre II, deux statistiques différentes peuvent être 

considérées. 



- moyenne non pondérée (moyenne temporelle conventionnelle ) dénotée 
par jd . 

- moyenne pondérée par la masse volumique (moyenne de ~avre) dénotée 
par . 

Comme ce système d'équations est valable également pour les deux 

statistiques, elles seront représentées par le symbole commun <d 7. Le 
système d'équations moyennes peut donc être écrit : 

avec un ensemble de conditions aux limites équivalentes ?i (IV-8, I V - 9 ) .  

I V - 2 - 2 . -  Ttran~~ohmaLion du ayajtème de cootLdannéu. 

La fonction de courant peut être définie par 

dY> = <ru> r d r - < e ~ >  r a= 
ce qui mène à : 

Pour un écoulement turbulent, c'est une procédure purement formelle 



p u i s q u l i l  peut y avoir  un écoulement transverse instantané sur  l e s  l ignes  

moyennes de courant. Après dérivation de (IV-14) par  rapport à r e t  de 

(IV-15) par rapport à X , il apparaît  que l ' u t i l i s a t i o n  d'une t e l l e  

fonction de courant assure que l 'équation de cont inui té  (IV-12) s e r a  s a t i s -  

f a i t e  automatiquement. Cet te  équation n'aura donc plus  besoin d ' ê t r e  considérée 

dans l a  su i t e  de l a  présentation de c e t t e  méthode numérique. Le système de 

coordonnées (2, r ) e s t  transformé en deux étapes : 

ce gui entraine 

Considérons maintenant une fonction (P ( x , r  ) . Ses dérivées p a r t i e l l e s  

s e  transformeront en : 

($Iz= < r*u> Il- (SI\ 



2 )  La seconde étape e s t  : 
Ir 

Y 2 'Y(%*, w )  
e s t  l a  valeur de y à l a  f ron t iè re  in té r ieure .  

YE esi. l a  valeur de à l a  f ron t iè re  extérieure.  

* (f: e t  peuvent évidement dépendre de Z . La déf in i t ion  de ces nouvelles 

coordonnées entra îne  

Considérons maintenant une fonction 'f ( [ ,q. s e s  dérivées 

p a r t i e l l e s  s e  transformeront donc en : 



3) La combinaison de ces deux étapes de transformation donne l e s  r e l a t i ons  

suivantes : 

dans lesquelles l e s  dérivées d q6 
T et -àI sont considérées comme des 

I 
débi ts  massiques à t r avers  l e s  l imi tes  in té r ieures  e t  extérieures correspondant 

respectivement à 
wz O 

Cette hypothèse permet donc dl é c r i r e  (par  convention) 

Le système d' équations paraboliques d i f f é r en t i e l l e s  (IV-10) à (IV-1 2)  

do i t  ê t r e  transformé avec l e s  équations (IV-22) à (IV-24). Le r é s u l t a t  de c e t t e  

reformulation e s t  donc : 



Toutes l e s  équations d'un t e l  système peuvent donc ê t r e  é c r i t e s  sous , 
une forme commune 

avec l e s  coeff ic ients  suivants 

rz mg f i = 
Us ' Y :  

f i  e s t  une viscosi té  e f fec t ive  dans l 'équat ion de quanti té de mouvement. 

Pour l ' équat ion de @ , l a  variable jb carac té r i se  l e  t ranspor t  d i f f u s i f  

associé à p. Dans l e  cas O; e s t  une f rac t ion  massique par exemple, a sera  l a  d i f fu s iv i t é  e f fec t ive .  

Le terme S contient  tous l e s  termes sources. Dans l 'équation de 

quanti té de mouvement, ces termes pourront ê t r e  l e  gradient de pression ou 

l e s  e f f e t s  du champ de pesanteur. Pour toutes  l e s  autres  équations de 

t ranspor t ,  S co l lec te ra  tous l e s  termes non l i n é a i r e s  t e l s  que l e s  termes 

de production/destruction de l a  variable fl . Pour tempérer l e s  e f f e t s  de l a  

non l i n é a r i t é  de ces derniers  termes, i l s  sont décomposés de l a  manière 

suivante : 



Sn est la composante strictement non linéaire de S et est la 

grandeur dS . Nous verrons dans la quatrième partie de ce chapitre, 
Sap 

comment cette décomposition est prise en compte dans la procédure numérique. 

Covkl Ey uenca du changement de cootrdonnéeb 

Ce type de transformation qui fut proposé initialement par VON MISES 

puis utilisé extensivement dans la méthode de Patankar et Spalding mène aux 

conclusions suivantes : 

1) L'utilisation de la fonction de courant pour déterminer la nouvelle 

coordonnée transverse satisfera toujours l'équation de continuité. 

Le nombre total d'équations sera réduit donc de un. 

2) Comme les calculs se feront sur des points à (IU constant, le plan 

physique sera représenté par un maillage évolutif sur la coordonnée 3 .  
La propriété d'une telle transformation est particulièrement intéressante 

pour traiter les problèmes à frontières libres. 

3 )  Toutefois il faut mettre en évidence un inconvénient certain de cette 

méthode. Quand les frontières de l'écoulement ne sont pas des lignes 

de courant, les valeurs de et Y; ne sont pas constantes le long 

de l'axe des %.  Ces valeurs doivent donc être déterminées à partir des 

valeurs initiales et des caractéristiques de l'écoulement à chaque 

nouvelle position suivant X. Un soin tout particulier doit donc être 

apporté à la détermination de ces quantités. 

V . 3 . -  S C U E M A  D E  D l F F E R E N C E S  F I N I E S  

Les équations paraboliques différentielles ont une forme commune 

(voir paragraphe précédent ) . 



Avant l e u r  résolut ion numérique, ces équations doivent ê t r e  d i sc ré t i sées  

sur  un maillage puis  chaque terme do i t  ê t r e  in tégré  sur une c e l l u l e  élémentaire 

déf inie  sur  l e  maillage. Un exemple de c e l l u l e  de maillage e s t  montré dans l a  

f igure  1 . 

Fig. IV-1.- Cel lule  élémentaire du maillage. 

Cette c e l l u l e  élémentaire e s t  l imi tée  par  l e s  l ignes  po in t i l l é e s  dans 

l e  sens des W e t  par l e s  valeurs amont e t  aval  de X . L'hypothèse de base 

pour l ' i n t ég ra t i on  su r  une t e l l e  c e l l u l e  e s t  que 9 var ie  linéairement entre  

deux l ignes  de courant adjacentes correspondant à % e t  WXcl ou Wt e t  

wz-, . La var ia t ion dans l a  d i rec t ion  des JG e s t  en e sca l i e r .  Les valeurs 

de $ pour l ' i n t e r v a l l e  compris en t re  X, (mon t )  e t  + (aval)  sont uni- 

formes e t  égales à l a  valeur en 5 excepté pour %:- La procédure de 

CRANK-NICHOLSON [ I l  prend pour différences en W l a  moyenne arithmétique 

des vaïeu-rs des termes en e t  Xs e t ,  e s t  donc l i b r e  de tou te  l imi ta t ion  

quant à l a  distance en t re  r,, e t  ?Cp , à cause des conditions de s t a b i l i t é ;  

mais selon PATANKAR e t  SPALDING[~]: "il peut ê t r e  montré au moins dans des 

cas simples, que l ' u t i l i s a t i o n  de l a  valeur correspondant à l a  posi t ion aval  

peut ê t r e  beaucoup plus précise  pour des grandes valeurs du pas d'avancée e t  

e s t  toujours s tab le  ; ce la  e s t  auss i  p lus  commode". c e t t e  méthode e s t  donc 

u t i l i s é e  pour l a  d i sc ré t i sa t ion  des équations. Dans l e  paragraphe suivant,  tous 

l e s  termes qui apparaissent dans l 'équat ion (IV-1) seront donc in tégrés  sur  



une ce l l u l e  de mail lage,  t e l l e  qu ' e l l e  v ient  d ' ê t r e  déf in ie ,  avec l e s  

hypothèses de comportement en W e t  X; décr i t es  ci-dessus. 

I V-4.  - EQUATI ONS AUX D l  FFERENCES F 1  NT E S  

Chaque terme de l a  forme générale (IV-1) doi t  donc ê t r e  remplacé 

par l a  valeur de son in tégrat ion sur  une c e l l u l e  élémentaire. 

_-) Terme 

L ' in tégrat ion sur une c e l l u l e  ent ra ine  l a  dé f in i t ion  d'une première 

quanti té  : 

m 

l I . ' d w  d z  
%-=L w+- W- 

( IV-34 ) 

o r  l ' une  des hypothèses de comportement e s t  que $ e s t  constante e t  égale 

à & l e  long des l ignes  W = s i  XW <z$ 3 . Donc : 

e t ,  en suivant l a  règ le  d ' in tégra t ion  du t rapèze  : 

S i  maintenant nous supposons que U) var ie  linéairement en t r e  deux 

noeuds adjacents : 



Ainsi, après quelques manipulations, l a  première p a r t i e  du terme de 

convection peut ê t r e  é c r i t e  : 

Terme dg *Zr 
L'intégration de ce terme mène à l a  déf in i t ion  de 1, : 

ou, en u t i l i s a n t  lléquation(IV-37) 

De même que pour nous obtenons : 

OU encore 



e t  après intégration : 

ce qui, après réarrangement s ' é c r i t  : 

La grandeur 1% e s t  dé f in ie  par : 

Soient C4+ e t  Cu- l e s  valeurs de C à l a  posi t ion amont respect i -  

vementpour W :  W+ e t  W Z W- . 

Ainsi, après quelques manipulations, l a  forme f i n a l e  de ce terme 

de diffusion e s t  



+ @;-' t Ca- 
(US+, - ~ * - 1 ) (  WI ' wz-,) 

Terme source 

Pour p a l l i e r  l a  non l i n é a r i t é  des termes sources, seule  l a  valeur 

amont e s t  considérée pour l e  coef f ic ien t  de l a  p a r t i e  l indar i sée .  

_6_1 Equation résu l tan te  

En reconsti tuant l 'équation (IV-1) avec l e s  d i f f é r en t s  termes r, , , 

Ta , If , xt e t  e t  après réarrangement, nous obtenons l a  forme 

suivante : 

dans l aque l le  a:, 4,' e t  @:*' sont l e s  valeurs inconnues de l a  

variable sur t r o i s  noeuds successifs  à l a  posi t ion aval  e t  & , C)I , 8 1  
e t  C1 sont des coeff ic ients  calculés avec l e s  valeurs correspondantes 

connues de l a  posi t ion amont. Les coef f ic ien t s  sont 



7 V - 5 .  - ALGORlTHME D E  THOMAS 

Le paragraphe précédent a montré que tou tes  l e s  équations paraboliques 

de transport  peuvent ê t r e  mises sous l a  forme 

dans laquel le  P"', 6' e t  sont l e s  valeurs de @ sur  t r o i s  noeuds 

successifs .  

Une t e l l e  équation peut s ' é c r i r e  sous forme mat r ic ie l l e  : 



RICHTMEYER e t  MORTON 131 considèrent l a  méthode de résolut ion d'un 

problème de matrice t r id iagonale  comme une adaptation de l a  procédure 

d'élimination de GAUSS, mais c e t t e  méthode e s t  p lus  communément connue 

corne l 'a lgori thme de Thomas. La descr ip t ion donnée i c i  s u i t  plus ou  moins 

c e l l e  de ROACHE [ h l  avec un t ra i tement  d g t a i l l é  des condit ions aux l imi tes .  

Pour garder l ' e r r e u r  d 'arrondi raisonnablement p e t i t e ,  RICHTMEYER 

e t  MORTON 131 ont montré que des conditions suf f i san tes  é t a i e n t  : 

(IV-56 

Nous a l l ons  voir  maintenant comment il e s t  poss ible  de transformer 

c e t t e  r e l a t i on  en t r o i s  points  en une r e l a t i on  sur deux po in t s  adjacents.  

Postulons l ' ex i s tence  de deux vecteurs (E e t  f t e l s  que : 

qui s ' é c r i r a ,  s i  1 e s t  transformé en 1-3 (r - -J -* 

!,id -y 
* A *  

La combinaison de (IV-55) avec (IV-58) permet donc d ' é c r i r e  : 

en combinant (IV-59) e t  (IV-57) on ob t ien t  pour ex e t  q : 



Basée sur ces re la t ions ,  l a  procédure suivante s e r a  donc u t i l i s é e  : 

La condition à l a  l imi te  in fé r ieure  permet l a  détermination des deux 

coeffici6nts e t  f de r = 8 à 1s u-1 par  l e s  re la t ions  (IV-60) e t  

( I V - ) ,  E, e t  6 proviennent de l a  condition à l a  l im i t e .  Puis g,,, , 
qui e s t  donnée par  l a  condition à l a  l im i t e  supérieure e s t  l a  Valeilr de départ 

de l 'équation récurrente  (IV-57) revenant de T = w- 1 Èi I t 1 . 

I V - 5 - 2 . -  C o n ~ o n b  aux lh&!~ 

A )  Examinons t o u t  d'abord l a  condition à l a  l i m i t e  infér ieure  qui e s t  nécessaire 

dans l a  première étape de l 'algorithme pour déterminer l e s  coef f ic ien t s  E, e t  FI 
. Deux types de condition ,à l a  l im i t e  seront considérés. 

- condition de DIRICHLET @ = 5, . 

- condition de NEUMANN - - 
A-1. Condition à l a  l i m i t e  infér ieure  de type Dir ichle t .  

Cette condition f ixe  l a  valeur 9, 3 , de l a  variable $ au 

noeud 1 = 1 . Pour c e t t e  valeur de 1: l ' équat ion (IV-57) s ' é c r i t  : 

Pour que #, ne dépende pas de ZL il s u f f i t  que 

A-2. Condition à l a  l i m i t e  infér ieure  de type Neumann. 

Supposons maintenant que s o i t  l a  valeur p r e sc r i t e  de d g  à l a  
T 

l imi te  1 r I . Ainsi avec un schéma de différence f i n i e  décentrée, il vient  : 



Après comparaison avec l 'équat ion (IV-57) il vient  immédiatement 

B) Une fo i s  que E, e t  6 sont calculées,  l e s  vecteurs Ez e t  peuvent ê t r e  

déterminés avec 4 Y a, y O, e t  Cr. 

La condition. à l a  l im i t e  supérieure donne maintenant l a  valeur de 

départ BU pour l a  subs t i tu t ion  a r r i è r e  de & pour Z r  w-1 jusque 

f s \  

B-1. Condition à l a  l im i t e  supérieure de type Di r ich le t .  

Cette condition e s t  évidente grn= Q Y 

B-2. Condition à l a  l im i t e  supérieure de ty-pe Neumann. Cette condition 

peut s ' é c r i r e  sous forme de différence f i n i e .  

O 

donc 

ce qui  donne par comparaison : 

C )  Suivant ROACHE [41, il e s t  possible d'envisager un troisième ty-pe de 

condition à l a  l im i t e .  Cette condition e s t  encore appelée condition mixte 

ou de Robin. 

qui combine l e s  deux types de conditions d é c r i t s  précédemment. 



I V-6. - PROPRIETES DE LA PROCEDURE NUMERI2UE 

IV-6- 7 .  - P / U n a i p d a  c a r r a & é d ~ u u  c ü 6 ~ é h m t  de la méthode de 

Pa;tanhm eA Spdding.  

Dans l a  référence [ 2 ] ,  l e  terme source e s t  considéré comme é tan t  

uniforme sur  l e  volume de contrôle dé f in i  précédemment e t  égal à sa valeur 

à l a  posit ion aval .  Comme ce t e m e ,  peut ne pas ê t r e  l i n é a i r e  en # l a  

valeur aval  e s t  représenté par 

dS a = 5% + (-) ( - Pu) 4 9  
ce qui s i gn i f i e  que l e  terme d o i t  ê t r e  déterminé avec l a  valeur amont. 

Ce terme, é tant  une dérivée par rapport à l a  variable dépendante e s t  

susceptible d ' ê t r e  l a  source d ' i n s t a b i l i t é s  duès au caractère  globalement non 

l i néa i r e  du terme source. Nous u t i l i s e rons  donc une méthode modifiée qui donne 

de t r è s  bons r é s u l t a t s .  La décomposition suivante e s t  u t i l i s é e  : 

Dans ce  cas @D e s t  l a  valeur de $ à l a  posit ion aval .  Le terme 

source e s t  décomposé en deux composantes l i n é a i r e  & e t  non l i n é a i r e  &, . 
Dans l a  p a r t i e  l i n é a i r e  l a  variable @ apparaît  explicitement. Donc SL e t  

Sm sont déterminées à l a  posi t ion amont mais aucune dérivation par rapport 

à @ n ' e s t  nécessaire i c i .  

2 Taernen;t d u  v d e w  LbnLte~ .............................. 

A l a  différence de l a  méthode de Patankar e t  Spalding, aucun point 

de glissement n ' e s t  u t i l i s é  pour l e s  raisons suivantes : 

A Dans tous l e s  problèmes d'écoulements l i b r e s  c i s a i l l é s ,  seules des pe t i t e s  

variat ions des valeurs l imi tes  sont attendues dans l a  procédure de description 

pas à pas de l'écoulement. 



b Pour l a  même ra ison,  l a  v i scos i té  tourbi l lonnaire  aux f ron t iè res  e s t  

in fé r ieure  ou égale à l a  v i scos i té  laminaire, ce qui implique a i n s i  que 

tou t  gradient  transverse se ra  proche de zéro dans ces régions. 

Ainsi ,  hormis l e s  cas oÙ un maillage t r op  gross ie r  e s t  u t i l i s é ,  

l e s  points  de glissement sont i n u t i l e s  pour l e s  écoulements l i b r e s  c i s a i l l é s .  

Dans l e  cas de calcul  de couche l im i t e  compressible, l 'absence de 

points de glissement e s t  compensée par un maillage t rès  s e r r é  (jusqu'à 200 
et 

points dans l 'épaisseur  de l a  couche l im i t e ,  lf(2) Y 1.5 10 ) .  

Les conditions aux l im i t e s  peuvent donc ê t r e  in t rodui tes  t e l l e s  

qu 'e l les  ont  é t é  présentées. 

Le calcul  de l 'entrainement qui gouverne l e  développement du maillage 

e s t  une façon d 'assurer que t o u t  l e  domaine d ' i n t é r ê t  de l'écoulement e s t  

couvert par  l e  maillage pour t o u t  X > XI ( e s t  l a  valeur i n i t i a l e  de X ) . 
Pour ce l a  nous u t i l i sons  une méthode purement a r t i f i c i e l l e  pour controler  l e s  

débi ts  massiques au t ravers  des l ignes  l im i t e s  de courant. Dans un écoulement 

turbulent ,  l e  taux d'expansion e s t  rég i  par l e  t r ans f e r t  de quanti té de mouvement 

turbulente.  Dans l e  cadre d'une modélisation à deux paramètres, l a  quanti té 

appropriée pour ce contrôle e s t  l a  v iscosi té  tourbi l lonnaire  pk . Le débi t  

t ransverse moyen e s t  déterminé par  : 

Par analogie, nous aurons pour l ' a u t r e  l i m i t e  : 

I l  faut  néanmoins souligner l e  f a i t  que cec i  e s t  une méthode purement 

a r t i f i c i e l l e  de calculer  l ' appo r t  de quanti té de mouvement qui e s t  ajouté à 

l'écoulement. En pa r t i cu l i e r  pour l e s  écoulements avec t r a n s f e r t  thermique, 

il peut ê t r e  opportun d ' u t i l i s e r ,  par exemple, une d i f fu s iv i t é  thermique 



e f f ec t i ve  au l i e u  de l a  v i s cos i t é  turbulente pour prendre en compte l e  fa i t  

que l a  couche l i m i t e  thermique e s t  beaucoup plus épaisse  que l a  couche 

l im i t e  dynamique [51.  

L'exécution de c e t t e  procédure aux dif férences  f i n i e s  fourni t  l e s  

p r o f i l s  de en fonction de l a  variable W . Mais pu isqu ' i l  a é t é  v u  

précédemment que l e s  débi ts  massiqueç tranverses peuvent ê t r e  d i f fé ren t s  de 

zéro, l a  distance dans l e  p lan physique correspondant à chaque AW du plan 

transformé évolue durant l ' i n t ég ra t i on  pas-&-pas d'amont en aval .  Nous rappelons 

i c i  l a  re la t ion par  l aque l le  nous avons in t rodui t  l a  fonction de courant. 

Après in tégrat ion par  rapport à î" pour une posit ion % donnée nous 

obtenons 

ou rr es t  l a  l im i t e  in fé r ieure  de l a  distance rad ia le .  

Précédemment W f u t  dé f in i  par 

ce qui  entraine 

L'équation (IV-73) s ' é c r i t  a lo rs  : 



Sous forme de di f férences  finies, l e  r é s u l t a t  e s t  donné après l ' app l i -  

ca t ion d'une simple règ le  d ' in tégrat ion par  trapèzes : 

Pour un écoulement bidimensionnel plan,  l a  déf in i t ion  de l a  fonction 

de courant e s t  

Ce qui implique 

Du changement de coordonnées nous pouvons déduire une méthode rapide 

pour calculer  l a  divergence de l a  v i t esse .  La transformation rappelée i c i  : 

2% = 

permet de passer du plan physique (2, r ) au plan transformé (%*, w). L ' équation 

de conservation de l a  masse pour un écoulement bidimensionnel axisymétrique e s t  

ce  qui entra ine  pour l a  divergence : 



* 
e t  dans l e  plan transformé 1 X 1 W) 

Cela s i gn i f i e  q u ' i l  n ' e s t  pas nécessaire de connaitre l a  v i tesse  

t ransversale  pour calculer  l a  divergence. Les équations (IV-80, IV-81) sont 

é c r i t e s  sous l eu r  forme instantanée. Le passage aux formes moyennes e s t  

immédiat : 

I l  a é t é  montré dans l e  chapi t re  II que l a  s t a t i s t i q u e  l a  mieux 

appropriée e s t  obtenue en combinant des moyennes conventionnelles pour l e s  

variables d ' é t a t  (pression,  masse volumique) avec des moyennes pondérées 

pour toutes  l e s  autres  variables dépendantes (v i tesse ,  f rac t ion  massique.. . ) 
ce qui a pour conséquence : 

Dans l'équation(IV-83) a e t  peuvent ê t r e  remplacées respec- - Cu 

tivement par  e t  U, e t  l a  forme moyenne de l a  divergence e s t  déduite 

de l a  masse volumique moyenne e t  de l a  v i t esse  longitudinale moyenne. 

3 Cdcul de la v L t a ~ e  ;thaMavehmle .......................... ------ 

Il e s t  possible d ' u t i l i s e r  l a  fonction de courant pour calculer  l a  

v i t esse  normale à l'écoulement p r inc ipa l .  La fonction de courant e s t  déf inie  

par : 



ce qui entraine 

Cette équation peut ê t r e  r é é c r i t e  en termes de grandeurs moyennes 

à l ' a i d e  de l a  r e l a t i on  (IV-85) . 

Voyons maintenant comment un t e l  ca lcu l  peut ê t r e  effectué dans un 

maillage évo lu t i f  t e l  que ce lu i  qui e s t  u t i l i s é  dans ce programme ( f i g .  IV-2). 

De même que pour l e  calcul  de l a  divergence, l e  développement qui s u i t  e s t  

valable pour des grandeurs instantanées ou moyennes. 

Fig. IV-2.- Maillage évolut i f  entre  e t  xg . 

4 
La quant i té  de mouvement à l a  posi t ion 2) pour )C, 4 r < e s t  : 

- 

Dans l a  section amont, l a  quant i té  de mouvement pour l a  même valeur 

de r e s t  



f -1 13 ri 
r d  = (( ~ U P '  *(CI) W*-, avec (k: tb 

ro 

La v i t e s s e  t ransversale  e s t  a l o r s  obtenue de l a  dé f in i t ion  (IV-86) par 

4 T&e du p m g m n m e  et ;temp6 d'exécution ------------- .......................... 

Une version standard du programme nécess i te  l a  mise en mémoire de 

(40 X N ) var iables  environ, N é t an t  l e  nombre de noeuds dans l e  sens des (a. 
Cette dimension peut ê t r e  optimisée e t  probablement rédu i te  de 10 % environ. 

Le temps d'occupation d 'uni té  cen t ra le  (CPU) e s t  approximativement 6 mm sur 

DEC-VAX 11/780 pour résoudre 7 équations sur  1000 pas de ca lcu l  pour 60 noeuds 

dans l a  di rect ion t ransversale .  

Les di f férences  majeures avec l e  programme développé par Patankar 

e t  Spalding sont l e s  suivantes : 

- L ' u t i l i s a t i o n  des points  de glissement n ' e s t  pas nécessai re  s i  

l e  maillage e s t  suffisamment s e r r e .  

- Les termes sources sont l i néa r i s ée s  de façon à év i t e r  d 'éventuelles 

i n s t a b i l i t é s  in t rodu i tes  par l a  dérivée par rapport  à l a  var iable  transportée.  

Une p a r t i e  de ces  termes e s t  évaluée à l a  pos i t ion  amont de l a  c e l l u l e  de 

maillage. L'expérience a montré que c e t t e  procédure e s t  s t ab l e .  



- L'entrainement aux f ron t iè res  n ' e s t  pas nul .  Une quanti té appropriée 

pour sa détermination e s t  l a  v i scos i té  turbulente qui t ranspor te  simulhanément 

des informations venant des d i f f é r en t s  paramètres du modèle de turbulence. 

- La déf ini t ion du changement de coordonnées e t  l a  fonction de 

courant permettent avec l e  type de moyenne cho is i ,  de déterminer dans l e  

cadre de c e t t e  procédure numérique, l a  divergence de l a  v i tesse ,  l a  v i t esse  

normale e t  toutes  l e s  dérivées longitudinales.  

1 V -  7. - CONCLUSIONS S U R  LA TECHNIQUE NUMERIQUE 

La technique numérique, u t i l i s é e  pour ce t r a v a i l  a é t é  décr i t e  en 

dé t a i l .  Mais l ' accen t  e s t  m i s  su r  l e  f a i t  que c e t t e  p a r t i e  ne const i tue  pas 

réellement un développement o r ig ina l .  La méthode de Patankar e t  Spalding 

a é t é  modifiée pour f a c i l i t e r  l e  trai tement de toute  équation aux dérivées 

p a r t i e l l e s  de l a  forme. 

Les principales modifications concernent l e  trai tement des termes 

sources des points  de glissement e t  des conditions aux l imi tes .  

Quoique l a  transformation semble compliquée, une f o i s  é t ab l i e ,  il 

e s t  immédiat d ' inclure  toute  équation de l a  forme (IV-95) dans l a  procédure 

numérique. Pour chaque nouvelle équation, il s u f f i t  de dis t inguer  l e  terme de 

di f fus ion e t  de décomposer les termes sources en composantes l inéar i sées  e t  

non l i néa r i s ée s ,  puis de f i xe r  convenablement l e s  conditions i n i t i a l e s  e t  

l e s  conditions aux l imi tes .  Cela f a i t ,  une procédure commune peut s 'appliquer 

à toutes  l e s  équations de t ranspor t .  

Quelques inconvénients de c e t t e  méthode doivent tou te fo i s  ê t r e  

mentionnés : 

1 Les équations sont résolues successivement par une procédure commune. 

Cela s i g n i f i e  que l e s  sources peuvent ê t r e  déterminées à l a  f o i s  par  des 

valeurs aval  e t  amont, dépendant de l ' o rd r e  de résolut ion des équations. Ceci 

pourra i t  ê t r e  év i té  en gardant en mémoire l e s  nouvelles valeurs e t  en opérant 

l a  subs t i tu t ion  qu'après tou tes  l e s  équations a i en t  é t é  résolues.  L ' u t i l i s a t i o n  

d'un l o g i c i e l  de résolution par  bloc pourra i t  également év i t e r  ce la .  



2 La principale propr ié té  de l'écoulement à décr i re  do i t  ê t r e  son caractère  

parabolique. Ce qui implique que : 

- La v i tesse  longitudinale doi t  toujours ê t r e  au minimum posi t ive .  

Aucune zone de reci rcula t ion ne peut ê t r e  considérée. 

- Les débuts massiques à t r avers  l e s  l ignes  de courant l imi tes  

doivent ê t r e  modérés. 

Néanmoins c e t t e  procédure de résolut ion a auss i  de nombreuses carac- 

t é r i s t i ques  intéressantes.  

- Une capacité de stockage raisonnable comparée à c e l l e  de t ou t  

problème e l l ip t ique  ou hyperbolique. 

- Cette procédure pas à pas e s t  auss i  t r è s  compétitive en temps de 

calcul .  Comme cer ta ines  p a r t i e s  de l a  procédure de résolut ion sont communes 

à toutes  l e s  équations, seule  une f ract ion de temps d'excécution e s t  propor- 

t ionne l le  au nombre d' équations . 
- Les l imi tes  évolutives sont part iculièrement bien adaptées au 

trai tement des problèmes à f ron t i è r e  l i b r e .  
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V- 7 . - E2UATTUNS CONSERVATT VES- E2UATlONS NON COlnlSERVATl VES 

Dans l e  chapi t re  précédent, une méthode numérique a é t é  déc r i t e  

pour l a  résolution des équations de type couche l imi te .  Il a é t é  a l o r s  

montré que l ' u t i l i s a t i o n  d'une procédure commune permettai t  l ' implanta t ion 

a isée  de toute équation parabolique ayant l a  forme : 

f é tan t  l a  masse volumique, U e t  v l e s  v i t esses  convectives, f l  une 

viscosi té  e t  S6 regroupant tous l e s  termes l i néa i r e s  ou non qui ne peuvent 

entrer  n i  dans l e s  termes convectifs n i  dans l e  terne  d i f f u s i f .  Toutefois, 

une t e l l e  méthode, s i  e l l e  e s t  bien adaptée à l a  prédiction d'écoulements 

c i s a i l l é s  simples, souffre de t r è s  sévères l imi ta t ions  pour l e  ca lcu l  

d' écoulements complexes : 

%  écoulement e s t  supposé permanent. Les dérivées temporelles 

ne peuvent ê t r e  p r i s e s  en compte. Toute caractér is t ique ins ta t ionna i re  

e s t  donc exclue, quel le  que s o i t  l ' é c h e l l e  de temps, 

* l e  champ de v i tesse  e s t  du type couche l im i t e  : l e  gradient  de 

pression normal e s t  supposé égal  à zéro, l a  composante normale de v i tesse  e s t  

p e t i t e  devant l a  composante longitudinale,  qui elle-même e s t  obligatoirement 

strictement posi t ive .  Tout écoulement comportant une zone de rec i rcu la t ion  ou 

plus simplement des gradients de press isn  normaux non n62llge8,blas e s t  donc 

inaccessible par une t e l l e  méthode. 

Nous a l l ons  présenter dans ce chapi t re  une méthode numérique qui 

n ' a  pas de t e l l e s  l imi ta t ions .  La forme compressible des équations de 

Navier-Stokes d é c r i t  correctement t ou t  écoulement aérodynamique à des conditions 

standards de température e t  de pression. 

D'importants progrès ont é t é  f a i t s  ces dernières années dans l e s  

méthodes numériques. Parmi eux, l e  développement des méthodes impl ic i tes  

non i t é r a t i ve s  pour La résolution des équations de Navier-Stokes compressibles 

a  é t é  une étape t r è s  importante. Ces méthodes qui ne sont pas t r i b u t a i r e s  des 

conventionnelles conditions exp l ic i t es  de stabilité, ont amélioré de façon t r è s  

s ign i f ica t ive  l e s  performances des méthodes numériques par  rapport aux schémas 



explicites. Toutefois, leurs pas de temps sont fréquemment limités par de 

sévères critères de précision et stabilité, et le nombre d'opérations par 

pas de temps et par points, aussi bien que la complexité de programmation 

sont beaucoup plus importants que dans le cas des méthodes explicites. 

Les principales propriétés de la méthode implicite qui est présentée dans 

ce chapitre sont : 

* précision du second ordre en temps et en espace, 

* stabilité inconditionnelle, 

* préservation de la forme conservative des équations quand elle 

existe, 

m absence d'inversion de matrice tridiagonale. 

L'historique de cette méthode peut être retracé en suivant l'évolution 

du schéma de MAC CORMACK par le biais des références [ll à C31. Dans la 

référence [ 1 1  une modification du schéma en deux étapes de LAX-WENDROFF ( [ 4 ] ,  
[51, [6]) permet pour la première fois la résolution des équations de 
Navier-Stokes pour une interaction onde de choc - couche limite laminaire. 
Cette méthode utilise alternativement des différences avant et arrière pour 

les dérivées spatiales dans les deux étapes. Dans la référence [21 un traitement 

implicite est apporté aux termes visqueux uniquement, le traitement des termes 

convectifs se faisant encore explicitement. Cette méthode est églament connue 

comme la méthode hybride ou méthode caractéristique explicite-implicite. Une 

dernière version de ce schéma est présentée dans la référence [3], où le 

traitement implicite est appliqué à tous les termes des équations de ~avier- 

Stokes. Deux parties différentes peuvent être distinguées dans cette dernière 

version. La première partie utilise le schéma explicite de différences finies 

du type prédicteur correcteur (réf. [ 1 1  ) . Les équations aux différences finies 
ainsi générées approximent les équations d'évolution de l'écoulement avec une 

précision du second ordre en espace et en temps mais souffrent de restrictives 

conditions explicites de stabilité. 

La seconde partie Ôte ces restrictions de stabilité en transformant 

numériquement les équations de la première partie en une forme implicite. Les 

équations matricielles résultantes, qu'il faut alors résoudre sont bidiagonales 

supérieures ou inférieures, et peuvent être résolues beaucoup plus facilement 

que les équations matricielles tridiagonales qui apparaissent dans les méthodes 

implicites existantes [Tl, [381. 



Pour un écoulement bidimensionnel, en négligeant l e s  forces volumiques 

d 'ac t ion à distance e t  l e s  sources de chaleur, l a  forme compressible ins ta t ion-  

nai re  des équations de Navier-Stokes e s t  (vo i r  par exemple l e s  références [8], 

C91, [ I O ] ,  El11 : 

Conservation de l a  masse : 

Conservation de l a  quant i té  de mouvement : 

Conservation de 1 ' énergie : 

dans lesquel les  P e s t  l a  masse volumique, Ut l a  composante selon %de 

l a  v i t e s se ,  e s t  l ' éne rg i e  t o t a l e  du f lu ide  par uni té  de masse e t  

l a  somme des forces de contact e s t  déf inie  par : 

ce q" suppose que l a  r e l a t i on  de Stokes e s t  v é r i f i é e  pour l e s  coeff ic ients  

de v i scos i té  : 

3 X + t p  = O 

Le terme Qk représente l e  f lux de chaleur : 

K e s t  l e  coeff ic ient  de conductivité calor i f ique.  



Une carac té r i s t ique  unique des écoulements supersoniques e s t  

l ' ex i s tence  des ondes de choc. Quand l e  nombre de Reynolds de l'écoulement 

tend vers l ' i n f i n i ,  ces ondes de choc sont des discont inui tés  dans l e s  

solutions des équations d f  évolution de 1 ' écoulement. 

Deux approches di f férentes  ex i s ten t  pour l e  trai tement numérique 

de t e l l e s  d iscont inui tés .  Les deux approches ont au départ un point  commun : 

l 'absence d 'appel la t ion simple dans l a  langue française.  Nous nous réfererons 

donc à e l l e  par l a  terminologie anglo-saxonne [12]. 

1 Latechnique d u M S h o c h - b ~ n g " o u " h h a c k p a t c f i n g "  (ouajustement  à 

l 'onde de choc) consis te  à maintenir l e  choc comme une discont inui té ,  en 

t ravers  de l aque l le  l e s  re la t ions  de Rankine-Hugoniot sont s a t i s f a i t e s .  

Cette méthode f u t  u t i l i s é e  avec succés sur un maillage f ixe  (eu lé r ien)  pour 

un écoulement monodimensionnel par RICHTMYER [13] tandis  que l a  taache semble 

impossible dans l e  cas d'un écoulement bidimensionnel calculé  sur  un maillage 

f ixe  [ l h ]  . Cette approche a tou te fo i s  permis de meil leurs r é s u l t a t s  dans l e  

cas d'un maillage f l o t t a n t  1151 ou après transformation du maillage pour 

écoulement non visqueux 1161 e t  visqueux [171 . La technique du "hh0ch 

b m n g f 1 ,  t ou t  en pouvant ê t r e  t r è s  u t i l e  pour améliorer l a  précis ion de 

chocs détachés relativement simples, ne permet pas l a  prédic t ion des réseaux 

complexes de chocs imbriqués ( in te rac t ion  onde de choc-couche l i m i t e )  ou c e l l e  

de l a  posi t ion d'un choc mobile ( tuyère  en cours de désamorçage par contre 

pression par exemple) . 

2 La technique d i t e  "Shock capXdng"  e s t  plus a t t rayan te  ca r  e l l e  ne 

requier t  aucun trai tement spécia l  pour une onde de choc. Au l i e u  de maintenir 

l 'onde de choc comme une vraie  discont inui té ,  c e t t e  technique tend p lu tô t  

à é t a l e r  c e t t e  d iscont inui té  sur  p lus ieurs  points de maillage (de l ' o r d r e  de 

2 à 3 ) .  S i  l e s  équations (v-2) à (v-4) sont réarrangées de t e l l e  façon que 

l e s  variables conservatives f , , ( V  e t  E soient  l e s  variables 

indépendantes, a l o r s  l ' u t i l i s a t i o n  de méthodes conservatives de différences 

f in ies  assurent une s t r i c t e  conservation de l a  masse, l a  quant i té  de mouvement 

e t  l ' énergie .  Les re la t ions  de Rankine-Hugoniot pour une onde de choc normale 

sont basées seulement sur ce principe global  de conservation e t  ne t iennent 

pas compte des d é t a i l s  internes à l a  s t ruc ture  de l 'onde de choc ( r é f .  [ l g ] ) .  

Le r é su l t a t  e s t  que, tou te  méthode de différences f i n i e s  s t ab l e  consistante 

e t  conservative appliquée aux équations de conservation s a t i s f a i t  l e s  re la t ions  

de Rankine-Hugoniot e t  donc produit l e s  conditions correctes de saut  à t r avers  



une onde de choc. Il faut remarquer toutefois que l'utilisation de la forme 

conservative des équations différentielles ne garantit pas strictement une 

telle conservation; la méthode de différences finies doit &gaLement être 

conservative. Cela peut être aisément justifié en considérant une onde de 

choc normale stationnaire. L'erreur de troncature d'une équation aux diffé- 

rences finies dépend de la taille des termes d'ordre le plus haut dans les 

développements en série de Taylor pour 1' approximation des dérivées. Pour 

les variables , U. , U et T , le choc provoque des discontinuités 
dans la solution, tandis que la solution est continue en termes de variables 

conservatives. Toutefois, pour un choc mobile ou oblique, les variables 

conservatives peuvent être également légèrement discontinues. Une autre 

motivation pour l'usage des formes conservatives est que, les expressions 

en différences finies peuvent alors être interprétées comme des lois inté- 

grales sur chaque cellule du maillage considérée alors comme un volume de 

contrôle élémentaire. Dans cette interprétation, aucune hypothèse sur la 

continuité des variables n'est nécessaire. Cela s'accorde avec une opinion 

très générale que toute loi physique doit pouvoir être exprimée sous forme 

intégrale 12 1. 
Avec l'équation (V-2) il est aisé de mettre les termes convectifs 

et instationnaires des équations (V-3) et (V-4) sous forme conservative. 

La forme instationnaire compressible en deux dimensions peut donc s'écrire 

sous forme conservative : 



dut 

avec f l a  masse volumique, U e t  V l e s  composantes de l a  v i t e s se  

suivant 2 e t  y , A e t  l e s  coéff ic ients  de v i scos i té ,  É: l ' énerg ie  

t o t a l e  par uni té  de masse, l e  coef f ic ien t  de conductivité ca lo r i f ique  e t  

T l a  température. La pression 7 e s t  a lo r s  l i é e  à l ' énerg ie  in terne 

spécifique e e t  à l a  masse volumique f par une équation d ' é t a t .  

avec 

y e s t  l e  rapport des chaleurs spécifiques.  

L'équation ( V  -9) e s t  l a  forme s t r i c t e  des équations de Navier-Stokes 

bidimensionnelles qui e s t  u t i l i s é e  pour l e  ca lcu l  des écoulements laminaires 

ou turbulents .  Dans ce dernier  cas,  l a  décomposition des var iables  s e  f a i t  

suivant une moyenne pondérée par l a  masse volumique e t  une p a r t i e  f luctuante 

(voir  Chapitres II e t  III). Après passage à l a  moyenne des quatre équations 

sca la i res ,  on retrouve une forme identique à l a  forme laminaire à condition 

de pouvoir remplacer l e s  termes du tenseur des contraintes de Reynolds suivant 

une forme algébrique. Il  s u f f i t  a l o r s  généralement de subs t i tue r  à l a  v iscosi té  



laminaire une v i scos i t é  e f fec t ive  

kL e s t  l a  v iscosi té  laminaire e t  & l a  v i scos i t é  turbulente  q" e s t  

dé f in ie  par l e  modèle algébrique de turbulence. S i ,  à l a  différence des 

modèles algébriques, un modèle comporte des équations d 'évolution,  l e  

système complet ne peut plus s e  mettre sous une forme str ictement conserva- 

t i v e  à cause de l a  présence des termes sources dans l e s  équations dumodèle 

de turbulence. On aura  a lo r s  : 

S i  nous considérons l'exemple d'un modèle à deux équations de 

t ranspor t  ( & -  E ; vo i r  chapi t re  III) l e s  vecteurs II , F , 4 e t  H 
seront  de dimension égale au nombre t o t a l  d'équations. 



De même que pour l e s  modèles algébriques, l a  v i s cos i t é  ef fect ive  

a ê t r e  subst i tuée  à l a  v i scos i t é  moléculaire dans l e s  expressions de , 
e t  ss . Les termes 

% 
r+ $ e t  SC regroupent tous l e s  termes non 

l i n é a i r e s  qui  ont é t é  développés dans l e s  chapi t re  III e t  I V  e t  nous avons 

également l e s  termes d i f f u s i f s  suivants  : 



Pour l'exemple qui e s t  donné ci-dessus on s e  trouve donc en présence 

d'un système de 6 équations. Pour une fermeture au second ordre,  l a  t a i l l e  

minimum du système s e r a i t  a l o r s  de 9 éq,uations avec une d i s t r ibu t ion  analogue 

des d i f fé ren t s  termes dans l e s  vecteurs U , F , 6 e t  H . 

V - 2 . -  DESCRIPTION GL98ALE RE LA PROCEDURE NUMER72UE 

La méthode numérique a é t é  originellement proposée par R.W. MAC CORMACK 

[3] pour l a  résolution du système d'équations str ictement conservatives (VI-9) 

en régime laminaire ou en régime turbulent  avec un modèle de turbulence algé- 

brique. L a  contribution or iginale  qui a é t é  apportée dans c e t t e  thèse  e s t  

r e l a t i v e  au  traitement du changement de coordonnées e t  des termes sources 

appartenant aux diverses équations des modèles de turbulence qui sont u t i l i s é s .  

Nous nous contenterons donc i c i  d'une description globale de l a  transformation 

du schéma expl ic i te  [ I l  en schéma impl ic i te  sur  un exemple d'équation du 

second ordre  à une dimension d'espace. Pour une discussion plus dé t a i l l é e  

de ce schéma, l a  référence [3] expose avec beaucoup de d é t a i l s  l a  procédure 

qui e s t  mise en oeuvre pour l a  résolut ion des équations bi-dimensionnelles 

conservatives sur un maillage rectangulai re .  

Considérons l 'équat ion à une dimension d'espace 

La variable U. , dont l e  comportement e s t  r é g i  par  c e t t e  équation 

e s t  convectée avec l a  v i t esse  C e t  e s t  diffusée avec l a  v i scos i té  cinématique \) . 
Avant d ' en t re r  plus en d é t a i l  dans l a  formulation du schéma de 

MAC CORPUCK, il es t  bon de rappeler l e  principe général de résolution des 

équations ins ta t ionnaires .  La solut ion démarre avec l 'étab'lissement des valeurs 

i n i t i a l e s  des variables indépendantes dans tou t  l e  domaine du calcul ,  au 

temps t= O . Ces valeurs i n i t i a l e s  peuvent correspondre à une s i t ua t i on  r é e l l e  

ou à une évaluation gross ière  ou plausible  de ce que do i t  ê t r e  l'écoulement. 

Plus éloignée de l a  r é a l i t é  s e r a  l ' évaluat ion i n i t i a l e ,  p lus  fo r tes  devront 

ê t r e  l e s  qual i tés  p réd ic t r i ces  de l a  méthode pour obtenir  une solution physique 

(ce  point  se ra  discuté plus en d é t a i l  à l a  f i n  du chap i t re ) .  Puis comence l e  

cycle de calcul  en déterminant à l ' i n s t a n t  A& l e s  valeurs des variables 

indépendantes à p a r t i r  des dérivées spa t ia les .  Pour un cycle de calcul  à un 

temps 6 quelconque on aura : 



tcbt t 
U - - u + A t ( d k )  = ut+ 

TF t, 

De fapon t r è s  schématique, pour une méthode exp l i c i t e  l e  temps t, 
e s t  égal  à t tandis  que pour une méthode complètement impl ic i te  l e  temps 

e s t  égal à &+ b t  . Le jeu des techniques de ca lcu l  numérique s e  s i t u e  

a lo rs  au niveau du choix des méthodes de d i s c r é t i s a t i on  des dérivées 

spa t ia les  ou du fractionnement du pas de temps. Pour i l l u s t r e r  ce la ,  

revenons au schéma exp l i c i t e  qui e s t  à l ' o r i g i n e  des méthodes MAC CORMACK 111. 
Les équations aux différences f i n i e s  du schéma exp l i c i t e  prédicteur-correcteur, 

qui approximent l ' équat ion (v - i l )  sont : 

La première étape (prédic teur)  p réd i t  une nouvelle solution au  temps 

t3 (%+ I l A t  à chaque noeud du maillage 1 e t  u t i l i s e  une différence 

décentrée avant pour approximer l a  dérivée première e t  une différence centrée 

pour l a  dérivée seconde. La deuxième étape (correcteur)  corrige l e s  valeurs 

prédi tes  avec une différence décentrée a r r i è r e  pour l a  dérivée première. 



La méthode e s t  précise au second ordre e t  s t ab l e  s i  l e  pas de temps s a t i s f a i t  

l a  condition suivante : 

L'analogue implicite de ce schéma e s t  décr i t  par l e s  équations 

suivantes : 

A t .  c 
h x  ( 4+, -u:) 

- " h b t   SU? Au, + *+I 
bx - Ax sLLr+~ 



A e s t  cho is i  de t e l l e  faîon que 

Cette méthode e s t  inconditionnellement s t ab l e  (que l le  que s o i t  l a  

valeur du pas de temps) e t  e s t  précise  au second ordre sous réserve que l a  
V bt quanti té s o i t  bornée quand &t e t  b~ tendent vers zéro. 
bx 

Dans l e s  équations (v-13), chacune des deux étapes p réd ic t r i ce  ou cor rec t r i ce  

e s t  formée de deux par t i es .  La première p a r t i e  détermine l ' incrément de l a  

solution AG ou en appmximant explicitement l e s  équations d'évo- 

lu t ion .  L a  seconde p a r t i e  u t i l i s e  ce t  incrément dans une procédure impl ic i te ,  

bidiagonale supérieure ou infér ieure ,  pour déterminer l e  vrai incrément 

SUT ou 6 '  qui e s t  u t i l i s é  pour ca ï c f i e r  l a  nouvelle valeur 

de l a  solut ion au temps k = (rn+l) b t  . 
Revenons maintenant aux équations de Navier-Stokes (v-9) que nous 

pouvons dériver par  rapport au temps. 

(v- 14) 

Dans c e t t e  équation -, e t  sont  l e s  jacobiens 

de e t  G . L'équation (v-14) r é g i t  donc l 'évolut ion de l ' incrément 

de l a  solution à t r avers  l e  domaine d'étude. L'approximation du type impl ic i te  

en temps de l 'équat ion (v-14) s ' é c r i t  : 

- 
Les points indiquant que l ' opéra teur  dérivée s 'applique également 

au terme qui e s t  en facteur  à l a  d ro i t e  de l a  paranthèse. ~ d f i n i s s o n s  maintenant 

il vient  a lo r s  : 



3 ff. al3 e m+I 

I+ ht- + A & - ) S U  - - b u n  
dx; d %  

l e s  termes in té r ieurs  à l a  paranthèse pouvant eux mêmes ê t r e  approximés de 

l a  façon suivante (réf [7 ] )  : 

l a  forme de différences f i n i e s  du schéma rmplici te prédicteur-correcteur e s t  

donc : 

'ri nu,, = - 
I 



Les matrices IR \ et 101 sont obtenues a partir des matrices 
jacobiennes flet 3 de la f a ~ o n  suivante : Soient & , s et leurs inverses, Y 
les matrices qui diagonalisent fl et B en négligeant les termes visqueux 

p= Ar  K= 0 ; on a donc : 

avec 



les matrices diagonales étant évidemment : 

O 

O 

u-c 1 
0 

O 

u'- 0 1  c 

avec c 17 ia vitesse au son, X = (&'+q et p = (V- i )  
Les matrices Sx et 5, sont données sous forme de produits de deux matrices. 

7 

La première d'entre elles représente une transformation des variables conser- 
, 

vatives en variables non conservatives, c'est-à-dire : 

Puis la matrice de gauche transforme ces variables non conservatives 

en variables caractéristiques 1221. 



Les matrices e t  IBl sont déf in ies  dlune facon analogue 

en modifiant l e s  matrices diagonales AB e t  hg par l a  réintroduction 

des termes de v i scos i t é  [31. 

avec : 



I b x  ' o.] = hcuk U - C  +-- -- {i 1 pbs 2 bt. 

Les effets visqueux sont donc pris en compte par l'utilisation du 

coefficient . 
Le choix des coefficients et à la conséquence suivante : 

pour les régions de llécoulement où A t  satisfait les conditions explicites 
de stabilité : 



l e s  termes ha e t  A0 
s'annulent e t  l a  méthode s e  ramène a lo r s  à l a  

procédure exp l i c i t e  de départ [ I I .  Ai l leurs  l e s  équations aux différences 

f i n i e s  sont bi-diagonales supérieures ou in fé r ieures ,  ce  qui e s t  t r è s  f a c i l e  

e t  rapide à résoudre. 

Pour conclure ce paragraphe nous nous contenterons de rapporter  

l e s  caractér is t iques  pr incipales  t e l l e s  qu 'e l l es  sont données par MAC CORMACK 

131. 
" ~ a  méthode ci-dessus e s t  s t ab l e  pour des pas de temps A t  non 

bornés, e s t  é c r i t e  sous forme conservative e t  e s t  précise  au second ordre - 

powvu que JAt e t  V bt TF  res ten t  bornés quand At , 4% e t  b3 
f 

tendent vers zéro. Cette methode e s t  plus e f f icace  que l e s  méthodes exis tantes  

pour résoudre l e s  équations des écoulements yisqueux compressibles par  ce que : 

1 Pour l e s  régions où l'écoulement s a t i s f a i t  l e  c r i t è r e  s t a b i l i t é  exp l i c i t e ,  

l a  méthode ne requier t  pas plus  de temps d 'ordinateur qu'une méthode exp l i c i t e .  

2 Pour l e s  autres  régions, des équations bidiagonales doivent ê t r e  seulement 

résolues p lu tô t  que l e s  coûteuses équations t r id iagonales  des au t res  méthodes 

impl ic i tes .  

De plus ,  l a  méthode propage e t  d i f fuse  des incréments déterminés locale-  

ment en u t i l i s a n t  des v i tesses  de propagation e t  des v i scos i tés  cinématiques 

du même ordre de grandeur que ce l l e s  des équations d'évolution". 

V-3.-  TRAITEMENT DES ECXfATIONS MOYENNEES 

Nous avons vu dans l e  Chapitre II que l ' u t i l i s a t i o n  des moyennes 

pondérées par l a  masse volumique permettai t  aux équations moyennées de conserver 

une forme auss i  proche que possible de l eu r  forme instantanée,  l a  masse volumique 

e t  l a  pression é tant  remplacées par l e u r  moyenne temporelle tandis  que l e s  

au t res  variables dépendantes sont remplacées par l e u r  valeur moyenne pondérée. 

Il  apparaît  tou te fo i s  quelques différences avec l e s  formes instantanées. 



En pa r t i cu l i e r  apparaissent dans l e s  équations de quanti tés de mouvement 

e t  de l ' énerg ie  l e s  termes du tenseur des contra intes  de Reynolds qui sont 

à l a  source du problème de l a  fermeture. I l  y a également deux autres  

modifications, qui sans dé t ru i re  l e  caractère  parabolique du système d'équations 

changent l a  forme des termes non visqueux. 

a) Tenseun d a  p&aaionA ..................... 

La pression e s t  maintenant composée de l a  pression s t a t i que  moyenne, 

e t  d'une contribution turbulente qui  se ra  isotrope avec une fiermeture 

u t i l i s a n t  l 'hypothèse de BOUSSINESQ ( t ranspor t  par gradient)  e t  non isotrope 

avec l e s  fermetures du second ordre. Cette pression e f fec t ive ,  pour une 

fermeture à deux équations du type h, & se ra  a lo r s  : 

ou & e s t  l ' énerg ie  cinétique de turbulbnce. 
8 

Avec une fermeture du second ordre,  l e s  termes de pression dans F 
e t  seront : 

/1c4; 
e t  l e  terme de cisail lement turbulent  u U' e s t  a lo r s  présent dans l e s  

deux vecteurs f e t  G . 

La forme moyenne de l 'équat ion d ' é t a t  devrai t  ê t r e  : 



s i  nous nous contentions d'un s t r i c t  passage à l a  moyenne pour l ' équat ion 

instantanée. Ce qui f a i t  a i n s i  apparaî t re  que l ' énerg ie  turbulente e s t  p r i s e  

en compte dans l e  b i l an  d'énergie t o t a l e .  Pour é v i t e r  tou te  contradiction 

de l a  déf in i t ion  des variables caractér is t iques  avec l a  v i t e s se  du son, il 

e s t  nécessaire d ' inclure  dans l a  déf in i t ion  du champ de pression,  l a  contri-  

bution du champ turbulent .  Avec l e  modèle 4-6 , l a  v i t e s se  du son s e r a  

déf inie  a i n s i  par 

Cette reformulation nécess i te  une modification de l ' opéra teur  impl ic i te  

que nous a l lons  d é t a i l l e r  tou t  d'abord pour un modèle de turbulence à deux 

équations puis  pour une fermeture au second ordre. 

V -  3- 1 . - Tmktement _______--_________----------------------  LmpficLte avec modèle à deux é q u m X o ~  _ _ _ _ _ _ _  

Supposons que l e s  termes visqueux sont nuls a i n s i  que l e s  termes 

sources. Le système d'équations s e  ramène a lo r s  à : 

avec 



auxquel est associée l'équation d'état suivante : 

Comme pour la formulation laminaire, les matrices de diagonalisation des 

matrices jacobiennes (? et définies par : 

sF = Fi. Su (v-28 ) 

SG : B. SU 

seront faites d'une transformation de variables conservatives en variables 

non conservatives puis une transformation de ces dernières en variables - 

caractéristiques. Soient Sx , 5: , $f et ' les matrices de trans- 

formation et AI et Ag les matrices diagonalisées, on aura : 

Examinons les deux transformations nécessaire à la diagonalisation 
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de la matrice jacobienne fl . 

a) T K ~ O ~ C ~ ~ C ~ - ~ ~ - S ~ C ~ ~ ~ - ~ ~ I Y Y ,  

La matrice SX1 est maintenant : 

SXJ 
n 

l- d 

sir, 

(p*) 

s CR,  
-s ( E )  - 

SXI = 

N 

u- -- 
V O g O 

4p - p ~  -P$V p 



avec la matrice SX2 déf in ie  par 



/ C) La transformation de variables conservatrices en variables .......................................................... 
caractéristiques se fera donc Ear la matrice .............................. ------------- 

Les transformations inverses se feront par les matrices suivantes : 



Examinons maintenant l a  matrice jacobienne fl qui peut ê t r e  dé f in ie  

par  (V-27). En respectant  l e s  déf in i t ions  de F e t  u données dans (v-25) 

on o b t i e n t  donc pour fl l a  matrice : 



Il e s t  a l o r s  a i s é  de v é r i f i e r  que l a  matrice diagonale recherchée e s t  : 

-1 
en comparant fl avec l e  produit  S X . hg . SX . 

Nous pouvons suivre une démarche analogue pour diagonaliser  l a  matrice 

jacobienne 8 , qui f e r a  appara î t re  l e s  matrices suivantes : 







-1 
11 es t  a lo r s  a isé  de vér i f ie r  que R = 5 y . AB S Y avec : 



A ce stade les effets visqueux ont été négligés. Dans la pratique, 

les matrices I\q et fip sont remplacées par DR et DR respectivement, 
telles que : 



- - 

t b t  

2 4  At: 

- -  



Les effets visqueux sont ainsi pris en compte par l'utilisation 

du coefficient défini par (ref. 131) : 

V- 3- 2 .  - TWemen;t Lmpficike avec au aecond anche 

De même que dans le paragraphe précédent nous allons commencer par 

négliger les termes de frottement et les termes sources. On a donc de nouveau 

le système d'équations : 

3 
avec : 



L'extension de la définition de la pression effective donne naissance 

à l'existence d'un champ de pression qui n'est plus isotrope. La poursuite de ce 

raisonnement amène donc à la définition d'une vitesse de propagation du son qui 

ne serait pas isotrope e.g. 

En fait ces quantités dépendent identiquement de l'énergie interne qui 

est isotrope par nature. Pour remédier à cette incohérence, la pression effective 

est approximée par * p = F + Q F k  
ce qui correspond à une moyenne des pressions turbulentes sur les trois directions 

du référentiel. 

Les matrices jacobiennes A et B s'écriront maintenant : 

avec 
P 

4 3  
n? 

1-, ?!!! 8 k!? m- O O e r e" 
C". G* c*% c*% M' ec+ 2 8  

1 
- L b C + q  Ç-pû: -PZ P 0 0 -k -! 
N w 

a I O L O 8 O d d 0 

V ? 
u t ç + d p  -?-pz -pG f O O 

rl 6 @ r *- e- 
m 

2 2. t 
sx 2 -F 0 0 0 0 O 

O P  
O 

O O O O 1 Q 0 O 

- "u 
4% 

T 
- v  O O O O O O F - % O 0 O 6 8 $ O 

- 2 b O O O O O - T 
-J 

(v-5lbis) 



Ct+ 5' 
(comme précédemment o(f - , 

t 





Les 

relations (V 

matrices jacobiennes et 8 
. -28)  : 

O O 

O O 

O O 

O O 

O O (V-56 

O O 

N 

w O 

O u" 

6 O 

sont déterminées par les 



qui vé r i f i en t  l e s '  équations (V-5 1 ) . 
La p r i s e  en compte des termes visqueux s e  f a i t  comme pour l a  fermeture 

d'ordre zéro par  subs t i t u t ion  des matrices $ e t  DI aux matrices hg e t  . 
Le coef f ic ien t  qui apparaî t  dans l e s  équations (V-46) e s t  encore dé f in i  

par l a  r e l a t i on  (V-21 b i s ) .  

V - 4 .  - 1NTRODUCTZON DES TERhJES SOURCES 

La p r i s e  en compte des termes sources dans l a  p a r t i e  e x p l i c i t e  e s t  

évidente. Rappelons l a  forme vec to r i e l l e  des équations de Navier-Stokes 

complétées d'un modèle de turbulence avec équations de t ranspor t  : 

qui se  d i s c r é t i s e  de l a  façon suivante (voi r  équation V -17) 



Les termes C( sont évalués en même temps que l e s  termes de flux 

transversaux Gr . Ces sources sont calculées en milieu de c e l l u l e  e t  

moyennées sur  deux ce l l u l e s  adjacentes pour obtenir  l a  valeur au  point  

courant. La f igure  V-1 i l l u s t r e  l e s  différences de posi t ion en t r e  l e s  

points de ca lcu l  des flux e t  des sources pour l e s  deux étapes p réd ic t r i ces  

e t  correct r ices .  

En présence de termes sources d i f fé ren t s  de zéro, l ' équat ion ( V  -15) 

s e  mettra sous l a  forme : 

Après fac tor i sa t ion  on ob t ien t  donc : 

La matrice C é tan t  déf inie  d'une manière analogue aux matrices 

jacobiennes fl e t  6 . 

Le contenu de l a  matrice e s t  d'une nature beaucoup pl- complexe 

que ce lu i  de F e t  G ; en p a r t i c u l i e r  l a  l i n é a r i t é  de H en fonction de 

n t  e s t  plus assurée.  On ne peut donc pas déduire C de (v-61 ) d'une façon 



analogue à c e l l e  q" f u t  u t i l i s é e  pour déterminer ff e t  6 ( r é f .  171). 
On déf ini ra  donc C d'une manière plus générale sans considération du 

contenu des termes de H . S i  $ e t  Se représentent  l e s  groupes de 

termes sources des équations de e t  & on aura : 

Dans l e  cas d'une fermeture du second ordre ,  l a  matrice se ra  de 

dimension supérieure mais déf inie  de façon analogue. 

Revenons maintenant au schéma d' inversion dans l 'opérateur  impl ic i te  

dans l a  direction normale. Supposons que S& dénote l a  quanti té 
* . I l  r e s t e  a lo r s  : 

La matrice ( T + At ) C () é tan t  diagonale déf inie  posi t ive ,  son 

inversion e s t  immédiate. On aura donc 

A ce stade,  on peut a lo rs  poursuivre l e  procéssus d'inversion de 

l a  matrice (f + e 181) comme dans l a  référence [3] en u t i l i s a n t  
-t 

l e s  matrices SY e t  SY . Cette procédure à l 'avantage de t r a i t e r  implici te-  

ment l e s  termes sources sans ê t r e  t r i b u t a i r e  de l e u r  contenu. 



V- 5. - CHANGEMENT DE COORVONNEES 

La méthode numérique, telle qu'elle a été exposée jusqu'ici est 

destinée à la résolution des équations de Navier-Stokes compressibles sur 

un maillage rectangulaire. Ceci est applicable pour des calculs de couche 

limite sur plaque plane ou des calculs d'interaction onde de choc-couche 

limite dans des tuyères à section droite constante. Toutefois, une partie 

des calculs qui sont présentés dans ce travail concernent des configurations 

géométriques plus complexes. Deux transformations de coordonnées différentes 

sont présentées. La première provoque une rotation globale du maillage à 

partir d'une abscisse X donnée, les lignes de maillage normales à l'écou- 

lement n'étant pas déviées (figure V-2). 

Dans la seconde transformation, le maillage est déformé pour suivre 

le contour des parois de la tuyère (fig. V-3). La première transformation 

est bien adaptée à une étude locale de la zone d'interaction tandis que la 

seconde se prêtera plus facilement à une prédiction globale de l'écoulement 

dans toute la tuyère. 

V-5 -  1 .  - M W a g e  am une m p e  de comptruaion ou de de;tente 

(ref. Cl91 - C201). 

Considérons la transformation de coordonnées définie par : 

fig. V-2.- Maillage sur une rampe. 



Les dérivées spa t i a l e s  peuvent a lo rs  s ' é c r i r e  : 

Définissons maintenant l e s  fonctions suivantes : 

Il  vient  a lo r s ,  à p a r t i r  de l ' équa t ion  ( V  -9) 

On retrouve donc une forme tout-à-fa i t  s imila i re  à l ' équat ion d 'origine.  

La variable u se r a  donc exprimée en fonction des dérivées spa t ia les  de F l e t  

& calculées dans l e  nouveau système de coordonnées. Cette transformation 

simple de coordonnées, qui  pivote toutes  l e s  l i gnes  de maillages horizontales 

d'un angle identique à p a r t i r  d'une abscisse donnée e s t  bien adaptée au 

cacul des compressions ou détentes simples à condition de pouvoir f i x e r  

correctement l a  condition à l a  l im i t e  sur  l a  l i gne  de maillage supérieure. 

L'angle de déviation e s t  l e  même dans un plan perpendiculaire à l'écoulement 

mais peut ê t r e  dépendant de l ' ab sc i s s e  X . 

V - 5 - 2 .  - ? h U a g e  am une iuq&e à p m o i  dél(otunée ( r é f .  [ 2  11 ) . 
Considérons maintenant l a  transformation de coordonnées : 



qui permet de décro i t re  l a  déviat ion des l ignes  de maillage à mesure que 

l ' o n  s 'éloigne de l a  pa ro i  déformé S i  (-4 e s t  l 'ordonnée constante d'une 

l i gne  de maillage on aura l e  maillage représenté su r  l a  f igure  V I - 3 .  

V-3. - Maillage dans une tuyère asyrnctrique . 

Les dérivées s ' é c r i r on t  maintenant : 

avec l a  tangente l oca l e  des l ignes  de maillage déf in ie  par  

Ré-écrivons maintenant 1 ' équation (V -9 ) : 



Définissons : 

on a a lo rs  l a  forme complète en additionnant ces deux dernières équations : 

ce qui entraine alois finalement : 
f 

Cette transformation de coordonnées, quoiqu'étant p lus  complexe que 

l a  précédente à l 'avantage de pouvoir t r a i t e r  une l igne  de maillage supérieure 

inchangée. I l  e s t  donc possible de s ' i n t é r e s se r  à 1' écoulement dans des tuyères 

asymétriques de façon globale. éc intégration des équations s e  f a i t  donc en t r e  

une section d 'entrée  e t  une section de s o r t i e ,  d'une paroi  in fé r ieure  déformée 

à l a  paroi supérieure non modifiée. Les conditions aux f ron t i è r e s  sont p lus  

f ac i l e s  à appliquer. Cette transformation peut également ê t r e  u t i l i s é e  pour l e s  

problèmes de rampe s i  on veut inc lure  l e s  e f f e t s  de l a  présence de l a  paroi  

supérieure r ec t i l i gne .  
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V- 5-  3 .  - Caatrdonnéu non & e c / t a n g W u  davu l ' o p é W w r .  impfici;te 

Dérivons l ' équat ion (v-66) par  rapport  au  temps : 

8 36 
avec encore 4 : , m e t  8 - au  

On peut a l o r s  approxim<r l a  dérivée temporelle par : 

e t  l e s  dérivées spa t i a l e s  implicitement. On ob t ien t  a l o r s  : 

Après mul t ip l ica t ion par Ak e t  f ac to r i sa t ion  il vient  a l o r s  : 

N"" a u"+' avec A t =  
à t  

e t  A t ~ ? -  wm 
dk 

9 

~ é f i n i s s o n s  SU' par 

Il r e s t e  : 

Cette équation e s t  résolue avec une approximation de l a  forme : 



avec 1 ~ 1  2 sxœ'. D,. 
 es matrices SY: DR et 5% sont définies de la même façon 

que pour les équations en coordonnées cartésiennes. 

Revenons maintenant à l'autre partie de l'approximation. 

se transforme en 

pour diagonaliçer la matrice 1 8 - 48- R 1 ii suffira de reprendre 

la procédure qui a été expliquée précédemment en insérant les matrices de 

rotation et si' entre les matrices S Y t  et S YI 9 

SY Id' et s ~ 2 , ~ '  respectivement. 

Les matrices de rotation sont définies par : 



On aura a in s i  : 

En développant ce produit de matrices on obt ient  camme matrice 



* l  (V 
N 

diagonale, avec v = Lm 0.  v - 8. l& 

* J 0 v-c 

Avec une fermeture à l'ordre zéro (9-6) la vitesse de propagation 
du son est définie par le champ de pression effective. 

*& yp* Y t - --(p+Trk) =v- e 
tandis que, pour une fermeture des équations à l'ordre deux la vitesse du son 

est : 

le champ de pression effective n'étant plus isotrope. 

La prise en compte des termes visqueux se fait de la même façon qu'en 

coordonnées cartésiennes lors du passage de la matrice I\ g-fq~,R à la 

matrice diagonale qui est effectivement utilisée Da.f$@ 9 en 

remarquant que 02 et hy sont alors remplacés par b f  et A9 dans 

les équations (v-46). 



P R l N C l  PALES CARACTERlSTlQUES DE LA PROCEDURE NUMERl0,UE 

V-6-1.- C a n d L t i a m  aux f i t n i X e ~  

Le trai tement des conditions aux l imi tes  e s t  une question de première 

importance pour l ' ob ten t ion  de l a  solut ion des équations de Navier Stokes. 

Ce problème e s t  t ou t  spécialement c ruc i a l  dans l e  cas d'écoulements subsoniques 

compressibles. I l  a é t é  longtemps admis qu'un problème à l ' i n t é r i e u r  d'un 

domaine l im i t é  par  des l imi tes  subsoniques ne pouvait ê t r e  correctement 

réso lu  que s i  l e  domaine de calcul  s ' é t a i t  étendu jusqu'à 1' i n f i n i  ( r e f .  [23]) . 
Quoique correcte  en théor ie ,  c e t t e  approche e s t  pénalisée par  une très grande 

d i f f i c u l t é  de mise en oeuvre e t  par un manque cer ta in  de généra l i t é  ( r é f .  [24]). 

Des travaux plus récents ont modifié c e t t e  idée e t o n t  montré q u ' i l  é t a i t  possible 

de calculer  des écoulements l imi tés  par  des f ron t iè res  subsoniques sans avoir 

à étendre l e  domaine de calcul. jusqu'à l ' i n f i n i  ( r é f .  [25] , [26], [27] ) 

Toutefois il n ' e s t  pas possible d'imposer l e s  valeurs exactes de tous 

paramètres physiques aux f ron t iè res .  En effet,même s i  l e s  valeurs i n i t i a l e s  

sont exactes, l e s  valeurs calculées tendent à dégénérer quelque peu e t  des 

perturbations s e  développent s i  l e s  valeurs de l a  pression e t  de l a  v i t esse  

sont maintenues constantes. Un t e l  phénomène se  produit parce que l a  solution 

des équations aux dérivées p a r t i e l l e s  e t  l a  solution des équations aux diffé-  

rences f i n i e s  ne peuvent pas ê t r e  identiques,  à cause de l ' ex i s tence  des 

erreurs  de troncature.  De pe t i t e s  différences doivent ê t r e  permises à tous 

l e s  points nodaux, car  des valeurs exactes imposées à un point ,  ne permettent 

pas une d i s t r ibu t ion  correcte  des e r reurs  de troncature e t  l e s  points voisins 

sont affectés .  Il  e s t  donc faux de penser qu'une prescr ipt ion s t r i c t e  des 

conditions exactes aux f ron t iè res  e s t  nécessaire pour obtenir  une solut ion 

correcte,  car  s i  ce la  é t a i t  v r a i ,  l a  p lupar t  des problèmes d ' i n t é r ê t  pratique 

ne pourraient pas ê t r e  résolus numériquement. La connaissance de l a  solut ion 

exacte aux f ron t iè res  implique en e f f e t  que c e t t e  solution exacte e s t  connue 

presque partout .  Les l im i t e s  doivent pouvoir in terroger  avec l e s  ondes qui 

l e s  a t te ignent .  L'approximation dans une solut ion numérique d i s c r é t i s ée  

n 'é tant  pas tout-à-fai t  compatible avec l a  valeur exacte, l e s  ondes générées 

par l e s  erreurs  de troncature doivent ê t r e  l a i s s ée s  l i b r e  d ' i n t e r ag i r  avec 

l e s  f ront ières ,  f au t  de quoi une solut ion se ra  obtenue pour l aque l le  ces 

erreurs  seront mutuellement s t ab i l i s ée s  par  l a  présence d'ondes loca les  qui 

dépendront évidemment du maillage. 



D'une façon plus générale, le choix et la qualité des conditions 

aux limites sont liés également à la nature mathématique des équations. Il 

est plus que probable que l'ensemble des équations d'évolution conserve les 

propriétés mathématiques de chacune des équations prises séparément. Le 

système est donc de nature hybride parabolique-hyperbolique en régime non 

permanent et elliptique-hyperbolique en régime permanent (réf. [28 1). Il 
est clair que le choix correct des conditions aux limites est toujours 

gouverné par le caractère des équations qui dépend des dérivées d'ordre le 

plus élevé. La solution dépendra donc fortement des termes~dissipatifs des 

équations même si ces termes sont négligeables presque partout dans le 

domaine de calcul. Jusqu' à présent, aucune évidence mathématique n ' existe 
pour guider le choix des conditions aux limites susceptibles d'assurer 

l'existence et l'unicité de la solution. Il est donc nécessaire d'introduire 

un peu d'empirisme dans le problème mathématique en tenant compte 2 la fois 

de la signification physique du problème et de la nature mathématique des 

équations. Les conditions les plus simples sont d'imposer de façon plus ou 

moins rigide la valeur des variables sur les frontières : ce qui correspond 

à une condition scalaire par équation scalaire et par frontière. Après de 

nombreuses tentatives pour inclure la juste mesure d'empirisme (ou plutôt 

de physique) dans le problème mathématique (réf. 1241, [30]), nous avons 

retenu l'ensemble des conditions aux limites suivantes pour le traitement 

de l'écoulement transonique confiné (réf. [211) . 

a)' EMRhEe -------------- aubaan iqg~  

Pour un écoulement bidimensionnel, quatre conditions sont prescrites. 

* la première assurera la nullité de la vitesse normale : 

% les deux suivantes seront : 

- débit massique constant, 

- entropie constante (~ernoulli) , 
cela se traduira par : 

puz 4% 



* l a  dernière condition se ra  une r e l a t i on  ca rac té r i s t ique  l e  long de l a  - 
carac té r i s t ique  C , qui permet 1 ' influence aval  - amont. 

S i  l a  première condition ne pose pas de problème, l 'expérience a montré 
\ 

que l a  2ème e t  l a  3eme ne donnent pas de r é s u l t a t s  s a t i s f a i s an t s  sous c e t t e  

forme (pas de convergence vers une solution s ta t ionna i re ) .  Il  e s t  p lus  sûr  

de calculer  l e s  accroissements A? , bu e t  bf à chaque i t é r a t i on ,  ce  qui 

l a i s s e  l a  place au couplage en t re  l e  domaine de ca lcu l  e t  s a  f ron t iè re ,  t ou t  

en s a t i s f a i s a n t  l e s  équations ( V  -80) à ( V  -81). En y adjoignant l a  quatrième 

condition ( V  -82) on se  ramène donc à un système de t r o i s  équations à t r o i s  

inconnues qui s ' é c r i t  sous forme mat r ic ie l l e .  

avec r = (h+p - ec h+<L) (u-C) At 
4%. 

bp , ha e t  bf' sont l e s  incréments recherchés tandis  que A+? e t  

A+ sont des différences en t re  l e s  points f ron t iè res  e t  l e s  premiers 

points in té r ieurs .  La résolut ion du système (V-40) e s t  Unmédiate. 



b )  s a d e  -------------- bubaovciqg 

De même que pour l'entrée subsonique, trois conditions sont données 

par l'amont tandis qu'une seule est fournie par l'aval réf. 1321 . La condition:; 
1' aval" la plus physique est naturellement la pression. C'est en effet le seul 

paramètre aval que l'on peut aisément contrôler durant le fonctionnement d'une 

soufflerie transonnique à l'aide d'un second col par exemple. Ecrivons les 

équations de Navier-Stokes en négligeant les gradients normaux. 

d f - -  J t'a 
O - - -  

d eu- -= - 
: b t  cev) z 

L'équation de l'énergie (v-91) peut aisément s'obtenir & partir de 

1 'équation de continuité et de 

L'équation (v-89) peut se réécrire, à l'aide de ( ~ - 8 8 )  : 

Si la pression de sortie est constante on aura : 



dP - YP d u  - --- - (v-93 

d z  u. d= 
Soient 2 e t  1 l e s  indices r e spec t i f s  pour l e  point f ron t i è r e  e t  son 

premier point vois in  i n t é r i eu r .  Nous avons a l o r s  deux pos s ib i l i t é s  pour calculer  

l a  v i t esse  longitudinale : 

Nous pouvons résumer l e s  quatre conditions, dans l ' o rd r e  : 

I (v- 99 ) 
u, /' - 

C ( " - 9 4 )  

LILLE @ 

Les conditions sont plus f ac i l e s  à imposer car  dans ce cas ,  il n'y a 

pas d ' influence aval  amont possible.  Une prescr ipt ion s t r i c t e  des var iables  

e s t  donc possible sur  l a  l im i t e  amont. S i  l a  l im i t e  aval  e s t  subsonique, une 

condition du type Neumann e s t  appliquée pour l e s  quatre variables.  



d )  CondXam aux f i n i t e h  à t a  pcUwi ................................. 

Le problème du trai tement des conditions aux l im i t e s  su r  une paroi  

r ig ide  imperméable en écoulement visqueux compressible s e  ramène uniquement 

à l a  détermination de l a  pression ou de l a  masse volumique. En e f f e t ,  l a  

condition d'adhérence impose que l a  v i t e s se  e s t  nu l le  sur  l a  paroi .  D'autre 

par t ,  l a  température de paroi  ou l e  f l ux  de chaleur qui l a  t raverse  sont 

imposées de l ' ex t é r i eu r .  Les conditions aux l imi tes  du type miroir  sont donc 

simplement employées pour l a  v i t esse  e t  l a  température. La pression de paroi 

(ou l a  masse volumique) ne peut pas ê t r e  obtenue par  l e s  conditions aux l im i t e s  

e t  doit  donc ê t r e  déduite des équations de Navier-Stokes e l l e s  mêmes. 

Une première valeur de l a  pression ? e s t  obtenue de l 'équat ion 

puis c e t t e  valeur e s t  corrigée à l ' a i d e  d'une r e l a t i on  ca rac té r i s t ique  qui 

prédira l a  pression en avance ( r é f .  1311). Cette r e l a t i on  ca rac té r i s t ique  

décode d'une combinaison des deux équations de mouvement suivantes : 

Il vient  a lo rs  : 

dP (v-100) 

d t  
Supposant que (fi) e s t  constant e t  que ( J - I ~ p r è s  de l a  paroi ,  

nous obtenons 1' équateon carac té r i s t ique  suivante : 



La direct ion ca rac té r i s t ique  e s t  dé f in ie  par C bkx= A%/& . 
S i  nous appliquons l 'équation (v-59) entre  l e s  points 2 e t  * il vient  : 

* 
st imperméabilité de l a  paro i  nécess i te  que lr = 0 . 

'Q 4 
La pression de paroi  a t t e ind ra  donc l a  valeur 'PI au temps t. t +Ab 

Le pas de temps qui e s t  u t i l i s é  dans l e  p r o g r m e  e s t  habituellement beaucoup * . Toutefois en fonctionnement str ictement exp l ic i t e ,  plus grand que Ab = Tr- 
l e  pas de temps At e s t  i n f é r i eu r  à A&* . La correction u t i l i s é e  dans l e  

programme a  l a  forme : 

avec d z At. c 

hsl t  
d 

S i  A t  e s t  grand - w 1 e t  l a  correction e s t  u t i l i s é e  dans 
1 +A 

son en t ie r .  s i  &C = btL on a  a lo rs  - 4 . L  = e t  seulement 

l a  moitié de l a  correction e s t  u t i l i s é e .  S i  'y& $st p e t i t ,  4 ru O 

e t  il n 'y  a  pas de correction.  I+ 4 

e )  C a n ~ a ~  aux fimiZe.~ dam R1écaderneM;t non vAyueux. ................................................ ---- 

Ce type de condition aux l imi tes  s e  t r a i t e  t r è s  simplement par  des 

conditions de Dir ichle t  ou Neumann dépendant de l a  t raverséeoude  l a  non-traversée 

de l a  f ron t iè re  paruneonde de choc. 



Comme l ' ind ique  l e  t i t r e  de c e t t e  thèse ,  l ' u n  des ob jec t i f s  de ce 

t r a v a i l  e s t  de développer un o u t i l  numérique capable de p h é d h ?  une cer ta ine  

c lasse  d'écoulements turbulents  compressibles complexes. Pour assurer  ce 

po ten t ie l  de prédiction,  il a é t é  chois i  d ' i n i t i a l i s e r  l e s  calculs  avec auss i  

peu d'information que possible au su je t  de l a  s t r uc tu r e  ou des ca rac té r i s t iques  

de l'écoulement qui  e s t  é tudié  e t  qui n ' e s t  pas supposé connu a p r i o r i .  Pour 

i l l u s t r e r  cela nous donnerons deux exemples. 

% couche l im i t e  supersonique. 

Les v i tesses ,  pressions e t  températures sont supposées constantes 

e t  égales aux valeurs dans l'écoulement non visqueux, partout  sauf sur  l e s  

points J: 1 , miroirs  qui se  trouvent en dehors du domaine physique. Sur 

ces points  seulement, l e s  valeurs sont modifiées pour assurer l a  condition 

d'adhérence e t  imposer une température ou un f lux  de chaleur de paroi  donnés. 

* tuyère transsonique. 

De même que pour l a  couche l im i t e  supersonique, l e  nombre de Mach e s t  

supposé constant e t  égal  à l a  valeur à l ' e n t r é e  de l a  tuyère.  On néglige donc 

l e s  variat ions de section dans l e  champ i n i t i a l .  Seule l a  pression aval  e s t  

donnée dès l e  début du ca lcu l  sur  l a  dernière colonne de points à l a  s o r t i e  

de l a  tqyère. 

Le choix de t e l s  champs in i t i aux  e s t  en f a i t  un c r i t è r e  t rès  sévère 

pour t e s t e r  l a  qua l i t é  des conditions aux l imi tes .  En e f f e t ,  des conditions 

aux l im i t e s  moins rigoureuses permettraient de conserver une solution déjà 

convergée mais ne supporteraient  aucun régime t r a n s i t o i r e .  

Grâce à l a  présence des opérateurs impl ic i tes ,  c e t t e  méthode s ' e s t  

montrée plus performante que l e s  autres  méthodes exis tantes  par s a  r ap id i t é  

d'exécution. Tandis qu'une l i m i t e  infranchissable des méthodes exp l i c i t e  e s t  : 

C.f'.L = 1 
nous avons pu u t i l i s e r  des valeurs de ce nombre de Courant supérieures à 

< 
Quoique ce concept de nombre de Courant a i t  é t é  développé originellement pour 

des calculs  non visqueux, il permet néanmoins de mesurer l e  progrès qui e s t  



obtenu dans l e  sens de l a  diminution de l a  t a i l l e  des mai l les  de ca lcu l  à 

l 'approche de l a  paroi .  Tandis que, pour l a  version exp l i c i t e  [ I l  l a  condition 

e s t  à l a  f o i s  un c r i t è r e  de précision e t  de s t a b i l i t é ,  l a  présente méthode, 

s i  e l l e  ne souffre  pas de s t r i c t e s  l imi ta t ions  sur l a  valeur du pas de temps 

exige quand même que l e s  conditions de précision soient  s a t i s f a i t e s .  

bornées. 

Ordinairement l a  borne e s t  de l ' o rd r e  de l ' u n i t é ,  mais il a été 

observé, pour cer ta ins  calculs  de couche l i m i t e  ayant des valeurs suffisamment 

p e t i t e s  de Y*(&) , qu'avec des valeurs de l ' o r d r e  de 10 pour c e t t e  borne 

l e s  calculs  res ta ien t  précis  e t  convergaient normalement. 

Un défaut du schéma de Pac Cormack e s t  l a  dépendance formelle à l a  

valeur du pas de temps des solut ions  s ta t ionna i res  ( r é f .  [121,[331) . ~ ' e x p é -  

r ience que nous avons acquise durant ce t r a v a i l  e s t  que c e t t e  dépendance 

n ' e s t  absolument pas c r i t i que  pourvu que l a  convergence s o i t  observée à 

t r ave r s  un c r i t è r e  suffisamment rigoureux. Dans un e s p r i t  de purisme, il e s t  

tou te fo i s  possible de p a l l i e r  c e t t e  fa ib lesse  en diminuant progressivement 

l a  valeur du pas de temps à l a  f i n  des calculs  ( r é f .  [31) .  

Le c r i t è r e  qui a é t é  sélectionné pour observer l a  convergence de l a  

solut ion e s t  l ' é c a r t  r e l a t i f  de l a  moyenne des moindres carrés  des coef f ic ien t s  

des frottements sur  l a  paroi  sol ide .  Certaines configurations simples ont 

montré une convergence impressionnante : par exemple un calcul  de couche l i m i t e  

avec un nombre de Nach égal  à 3 e t  wi nombre de Reynolds basé sur  l ' épa i s s eu r  
4 de quant i té  de mouvement égal  à 10 a donné un c r i t è r e  de convergence i n f é r i eu r  

à en 300 pas de temps. De f a ~ o n  plus générale un ca lcu l  e s t  considéré 
-6 

comme convergé s i  l e  c r i t è r e  de convergence e s t  in fé r ieur  à 10 . 
Une t e l l e  convergence e s t  a t t e i n t e  dans l e  cas de l a  tuyère transonique 

après un m i l l i e r  de pas de temps. 
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VI . - LES RESULTATS 
Après l ' é tabl issement  des équations de l a  turbulence e t  l a  modéli- 

s a t i on  des termes inconnus, l e s  modèles de turbulence a i n s i  formés sont 

confrontés aux données expérimentales pour v é r i f i e r  l e u r  capaci té  à prédire  

des écoulements r é e l s .  Dans l e s  deux catégories de problèmes considérés, 

l a  d i f f i c u l t é  ira croissante ,  t a n t  du point  de vue des modèles de turbulence 

que l a  complexité de l'écoulement considéré. 

VI-1.- LE MELANGE ISOTHERME 

La première s é r i e  de r é s u l t a t s  exclut  l e s  e f f e t s  de compressibil i té .  

On s ' i n t é r e s se r a  seulement au  mélange à basse v i t e s s e  de deux gaz de masses 

moléculaires d i f férentes .  Tous l e s  cas  considérés dans c e t t e  p a r t i e  pouvant 

s e  formuler avec l'approximation de couche l i m i t e  (parabolique par  rapport 

à l a  d i rect ion long i tud ina le ) ,  l a  méthode numérique qui e s t  u t i l i s é e  i c i  e s t  

c e l l e  qui a é t é  décr i t e  dans l e  chap i t re  I V .  

VI- 1 - 1. - Modèle & - f p o w  écoutement ù w h e  volumique  con^-e 

Une vér i f i ca t ion  pré l iminaire  de ce modèle de turbulence e s t  l a  

prédic t ion d'un écoulement l i b r e  c i s a i l l é  simple sans aucun e f f e t  de f luctua- 

t i o n  de masse volumique ou de gradient  de pression.  Ce premier cas t e s t  e s t  

fourni  par l e s  travaux expérimentaux de GUTmRK e t  WYGNANSKI [ I l  s u r  l e  j e t  

plan turbulent .  

A )  Configuration expérimentale 

Un croquis de c e t  écoulement simple de j e t  l i b r e  e s t  donné 

l a  f igure  (VI-1) .  

sur 

f i g .  (VI-1) - J e t  plan turbulent .  



Un . je t  d ' a i r  se  décharge dans une atmosphère au repos avec une 

v i tesse  nominale de s o r t i e  égale à 35 m/s. Les dimensions de l a  fen te  

d ' in ject ion sont 1,3 cm pour l ' épa i sseur  e t  50 cm pour l 'envergure.  La 

bidimensionnalité de l'écoulement e s t  assurée dans l a  p lus  grande p a r t i e  

du j e t  (excepté dans l e  voisinage des parois l a t é r a l e s ) .  Le nombre de 

Reynolds à l a  s o r t i e ,  basé sur  l ' épa i sseur  de l a  fente  e s t  de 3.10~ e t  l e  

niveau de turbulence e s t  approximativement 0.2 % . Le l ec t eu r  e s t  renvoyé 

à l a  référence [Il] pour une description dé t a i l l é e  des techniques de mesure. 

Dans l ' e s p r i t  d'une comparaison avec l e s  r é su l t a t s  d'un modèle de turbulence 

à deux équations, l e s  mesures suivantes sont disponibles : 

- l e  taux de dispersion de l'écoulement, 

- l e s  v i t esses  moyennes longitudinale e t  normale, 

- l ' éne rg i e  cinétique de turbulence, 

- l e s  contraintes de Reynolds, 

- l e  taux de diss ipat ion de l ' énerg ie  de turbulence. 

B )  Traitement numérique 

Cet écoulement é tan t  isovolume e t  homogène, l e s  équations nécessaires 

sont : 

- l ' équat ion de cont inui té ,  

- l ' équat ion de quant i té  de mouvement, 

- l ' équat ion de l ' éne rg i e  cinétique de turbulence, 

- l ' équat ion du taux de diss ipat ion.  

L'équation de cont inui té  e s t  p r i s e  en compte implicitement par l a  

technique numérique. Ainsi seulement t r o i s  équations de t ranspor t  doivent 

ê t r e  résolues.  A cause du caractère  parabolique de l a  méthode, l e s  valeurs 

i n i t i a l e s  e t  l e s  conditions aux l imi tes  doivent ê t r e  données pour l a  v i t esse  
IV 

longitudinale moyenne LA , l ' éne rg i e  cinétique de turbulence k e t  son taux 

de diss ipat ion E . On notera au passage que l e  caractère  isovolume de l'écou- 

lement enlève tou te  différence en t re  l e s  moyennes pondérée e t  non pondérée. 

B-1.- Conditions i n i t i a l e s  

A cause de l a  forme pa r t i cu l i è r e  de l a  tuyère produisant l e  j e t  

( p a r t i e  fortement convergente avant l e  plan de s o r t i e ) ,  il n ' e s t  pas acceptable 

de commencer l e  ca lcu l  avec un p r o f i l  de v i tesse  semblable à ce lu i  d'un 

écoulement de tuyau é t ab l i .  Le p r o f i l  de v i tesse  i n i t i a l e  e s t  un p r o f i l  en 

marche d ' esca l ie r  avec un l éger  arrondi pour prendre en compte l ' e f f e t  d'une 



t r è s  f i n e  couche l i m i t e  laminaire. La v i tesse  dans l e  coeur de l'écoulement 

e s t  35 m / s  tandis que l a  v i t e s se  extér ieure  au j e t  e s t  égale au centième 

de c e t t e  valeur ( c e t t e  v i t esse  non nu l le  e s t  due au f a i t  que l e  programme ne 

t o l è r e  pas de v i tesse  longitudinale négative ou n u l l e ) .  I l  e s t  ce r ta in  qu'après 

de t e l s  e f f e t s  de courbure s u r  l acouche l imi te  de paro i ,  il e s t  i n u t i l e  de 

supposer un p ro f i l  de v i tesse  de couche l i m i t e  de plaque plane e t  que, même 

s i  l e  p r o f i l  de marche d ' e sca l i e r ,  n ' e s t  pas tout-à-fai t  exact il n ' e s t  proba- 

blement pas plus erroné que n'importe quel p r o f i l  ca lculé .  Comme l'écoulement 

à l a  s o r i t e  a un niveau de turbulence t r è s  bas (0.2 %),  il peut ê t r e  raisonna- 

blement espéré que l e s  valeurs i n i t i a l e s  de g e t  E n'ont pas grande 

importance sur l e  développement de l'écoulement. Pour des raisons s imi la i res  

l e  niveau de turbulence dans l'écoulement de s o r t i e  e s t  supposée constant 

e t  e s t  f i x é  par l a  valeur expérimentale reportée par  Gutmark e t  Wygnanski. 

Cette hypothèse de niveau constant de turbulence n ' e s t  pas physiquement t r è s  

précise.  Très probablement, l e  p r o f i l  de n ' e s t  pas constant e t  comporte 

certainement un maximum au voisinage de l a  paroi  de l a  tqyère $ cause du 

cisail lement dans l a  couche l im i t e .  Néanmoins l e  frottement turbulent  indu i t  

par un t e l  e f fe t  e s t  négligeable comparé aux e f f e t s  de l a  v i scos i té  laminaire. 

De ce fa i t ,  l a  d iss ipat ion & e s t  choisie constante e t  correspondant à une 

valeur de l a  v iscosi té  turbulente égale ou même plusieurs  ordres de grandeur 

plus p e t i t e  que l a  v i scos i té  laminaire. 

La viscosi té  turbulente e s t  déf inie  par  

ou 7 e s t  l a  masse volumique e t  une constante dont l a  valeur e s t  donnée 

dans l a  t ab l e  1. 

B-2. - Conditions aux l imi tes  

Des conditions aux l im i t e s  sont auss i  nécessaires pour résoudre ces 

équations de transport  paraboliques. A cause de l a  symétrie de l'écoulement, 

l e  ca lcu l  e s t  effectué sur  une moitié du domaine. Le plan de symétrie de 

l'écoulement es t  considéré comme l a  f ron t iè re  i n t é r i eu re  e t  l 'atmosphère au 

repos (avec une p e t i t e  v i t esse  non nu l le )  e s t  l a  f ron t i è r e  extérieure.  Ces 

considérations impliquent que pour toutes  l e s  var iables ,  l a  condition à l a  

l im i t e  in tér ieure  e s t  du type Neumann : 



Comme l e  domaine de ca lcu l  évolue avec l ' ab sc i s s e ,  l a  valeur exté- 

r i eu re  de l a  v i t esse  longitudinale e s t  gardée constante e t  égale à s a  valeur 

i n i t i a l e .  Pour l e s  variables de l a  turbulence, l e s  valeurs à l a  f ron t iè re  

peuvent ê t r e  calculées à p a r t i r  des formes l im i t e s  des équations de t ranspor t  

obtenues en prenant tous l e s  gradients transverses égaux à zéro 121 . I l  

s ' ensui t  a i n s i  pour Y-les équations pour l e s  -leurs l imi tes  de fl e t  L . 

L'expérience montre cependant que, pour l e s  var iables  de turbulence, 

l a  transformation de ces conditions de Dir ichle t  évolutives en conditions de 

Dir ichle t  $ valeurs constantes ou même en conditions de Neumann ipar exemple 

3 - - O ) ne modifie pas de fagon s ign i f i c a t i ve  l a  prédiction de l'écoulement. 

b-3 .- Constantes du modèle 

Les constantes u t i l i s é e s  dans ce  modèle sont données dans l e  t ab leau  

(VI-1 ) . Elles  ont des valeurs standard t i r é e s  de l a  l i t t é r a t u r e  141 [IO] . 

Tableau VI-1.-  Constantes du modèle 

(écoulement à masse volumique constante) .  

C )  Résultats  

Une f o i s  que l e s  diverses conditions aux l im i t e s  ont é t é  é t ab l i e s ,  

l e s  r é su l t a t s  des calculs  numériques sont analysés e t  comparés aux r é s u l t a t s  

expérimentaux. 
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C-1.- Taux de dispersion 

Une ca rac té r i s t ique  majeure d'un écoulement de j e t  e s t  l e  taux de 

dispersion,  dé f in i  corne l e  taux avec lequel  augmente une épaisseur caracté- 

r i s t i q u e  du j e t ,  ou l e  taux avec lequel  diminue l a  v i t e s s e  su r  l a  l i gne  

cen t ra le .  L'importance d'un t e l  paramètre e s t  due a u  f a i t  que s a  valeur e s t  

l a  conséquence du comportement de tou tes  l e s  var iables  de l'écoulement. Comme 

nous l ' avons  mentionné précédemment, deux paramètres d i f f é r en t s  peuvent décr i re  

l e  taux de dispersion. Une épaisseur  ca rac té r i s t ique  du j e t  peut ê t r e  dé f in ie  

en prenant l a  distance 31,~ en t r e  l e  plan de symétrie e t  l e  point  où l a  v i t e s s e  

e s t  éga le  à l a  moit ié de l a  v i t e s s e  axia le .  Le paramètre de décroissance de l a  

v i t e s s e  su r  l ' axe  e s t  dé f in i  pa r  l e  ca r ré  du rapport de l a  v i t e s s e  ax ia le  

i n i t i a l e  0, à l a  v i t esse  a x i a l e  l oca l e  Un, c 'est-à-dire (C), /un)' 
Les r é s u l t a t s  concernant ces deux paramètres sont rapportés par l e s  f igures  

(VI-2 ) e t  (VI-3) e t  comparés avec l e s  r é s u l t a t s  expérimentaux. 

La prédict ion de l a  croissance du j e t  n ' e s t  pas pa r f a i t e .  D'après 

l e s  r é s u l t a t s  expérimentaux l e  j e t  s 'ouvre l inéairement.  

Fig. VI-2.- Croissance du j e t  plan.  

- --- - --- . . ¶ . exp [ 3 1 ; ---- calcul .  

Heskestad 131 ; - - - - exp 111 
( incluant  1 'or ig ine  v i r t u e l l e  p r éd i t e )  . 



selon l a  r e l a t i on  

avec X e  = - 2 d tandis  que l e  ca lcu l  numérique p r éd i t  effectivement l a  

l i n é a r i t é  de l a  croissance mais avec des paramètres sensiblement d i f fé ren t s .  

avec X e  -66. Ces r é su l t a t s  sont beaucoup plus proches des r é su l t a t s  

expérimentaux de HESKESTAD [31 qui rapportela même or ig ine  v i r t u e l l e  avec 

un taux de dispersion plus proche, de l ' o r d r e  de 0.11. Selon GUTMARK e t  

WYGNANSKI [ I I ,  l e s  conditions i n i t i a l e s  de HESKESTAD sont d i f férentes ,  dans 

l e  sens que l e  p r o f i l  de v i t e s se  du j e t  émergeant e s t  p lus  proche de c e l u i  

d'un écoulement de tuyau e t  a auss i  un taux de turbulence plus élevé ( 2  à 4 %) . 
Dans notre e s p r i t ,  l a  différence entre  nos prédictions e t  l e s  r é s u l t a t s  

expérimentaux e s t  surtout  due à l a  gross ière  approximation du p r o f i l  de 

v i tesse  i n i t i a l e  en marche d ' esca l ie r .  Des calculs  furent  f a i t s  en diminuant 

l e  niveau de turbulence jusqu'à 0.01 % sans changer notablement l e  taux de 

dispersion.  A cause de l a  grande var ié té  des taux de dispersion expérimentaux 

obtenus seulement en modifiant légèrement l e s  conditions i n i t i a l e s  ( f i l  de 

t r ans i t i on ,  uniformité du champ de v i tesse )  , il semble qu'un é t a t  universel 

d 'équi l ibre  ne puisse ê t r e  a t t e i n t  qu'à une distance ava l  relativement 

importante (par  exemple % >S0d). La courbe de décroissance de l a  v i t e s se  

ax ia le  ( f igure  VI-3) montre un accord meilleur avec l e s  r é su l t a t s  expérimen- 

taux. 

Fig. VI-3.- 
Décroissance de l a  
v i t esse  ax ia le  du 
j e t  plan. 

- - - : exp C I ] ;  
---- : calcul .  



La l o i  générale de décroissance 

e s t  correctement p réd i te  avec une pente légèrement d i f f é r en t e  (8 % )  mais 

avec l a  même or igine  v i r t u e l l e  : 

C-2.- P r o f i l  de v i t e s s e  moyenne 

L'accord en t re  l e  c a l cu l  e t  l e s  r é su l t a t s  exp6rimentaux e s t  t rès bon. 

La comparaison e s t  f a i t e  pour une posi t ion,  correspondant à Z/b =. 103 
( f i g .  VI-4) mais l e  même accord e s t  obtenu à di f fé ren tes  posi t ions  pourvu 

que l e s  r é su l t a t s  soient  p r i s  dans l a  p a r t i e  du j e t  où l e s  p r o f i l s  moyens 

sont en équi l ibre .  A cause du manque de données expérimentales, nous ne 

pouvons t i r e r  aucune conclusion au s u j e t  de l'écoulement a u  coeur du j e t .  

La v i t e s s e  moyenne e s t  normalisée par s a  valeur su r  l a  l i gne  cen t ra le  e t  l a  

variable d 'abscisse e s t  l a  d is tance  sans dimension 7 du plan de symétrie, 

t e l l e  que 

Fig. VI-4.- 
P r o f i l  de 
v i t esse  
moyenne longi- 
tudinale  du j e t  
plan ( X  = 103) 

--- ca lcu l .  



C-3. - Variables de turbulence 

Dans [ l ]  l e s  valeurs R E  conventionnelles des t r o i s  composantes 

de v i tesse  sont rapportées. De t e l l e s  quanti tés ne sont pas prédi tes  par  l e  

présent modèle, auss i  l a  comparaison ne peut ê t r e  f a i t e  que pour l ' énerg ie  

de turbulence 6 , l a  demi t r ace  du tenseur des contraintes de Reynolàs . 

( V I -  10) 

L'équation (VI-IO) permet de ca lcu le r  6 à p a r t i r  des valeurs 

expérimentales. Les r é su l t a t s  sont rapportés su r  l a  f igure  (VI-5) e t  comparés 

avec l e s  prédic t ions  du modèle. 

L'accord en t re  l e s  r é su l t a t s  expérimentaux e t  l e s  calculs  e s t  

tou t  à f a i t  s a t i s f a i s a n t .  Comme l e  montrent l e s  expériences, l e s  i n t ens i t é s  

normalisées de turbulence dans l e  plan cen t r a l  du j e t  a t te ignent  l e u r  é t a t  

d 'équi l ibre  à une distance approximative d'environ 30 épaisseurs de fente  

de l a  tuyère. Ce qui s i g n i f i e  auss i  que après 30 k 4 en aval  du plan 

d'émergence, l a  différence entre  l a  valeur de dans l e  plan cen t ra l  

e t  sa valeur ava l  asymptotique est in fé r ieure  à 10 % (vo i r  f igure  VI-6). 



A p a r t i r  des quanti tés de turbulence qui sont calculées dans ce  

modèle de t u f i d e n c e ,  l e s  contra intes  de c i s a i l l emen t . t u rbden t  peuvent ê t r e  

Fig.  VI-6.- ~ é c r o i s s a n c e  préd i te  de l ' énerg ie  cinétique 

de turbulence normalisée sur  l a  l igne  centra le  du j e t  plan. 

F ig  . VI-7 .  - Distr ibut  ion des contraintes de Reynolds 

à t ravers  l e  j e t  plan (%,lo6) ; - exp [ I I ,  --- calcul .  



évaluées avec l'approximation de Boussinesq (pour un écoulement de type 

couche l im i t e )  : 

2 
dans l aque l le  ve = 5 & /f , e s t  l e  taux de diss ipat ion de 4 . La 

valeur de l a  constante çb e s t  donnée dans l e  tableau (VI-1). L'équation 

(VI-II) permet donc une comparaison en t re  l e s  contra intes  de Reynolds calculées 

e t  mesurées. La prédiction e s t  correcte  excepté dans l a  p a r t i e  in te rmi t ten te  

de l'écoulement où l e  frottement turbulent  e s t  légèrement surestimé par l e  

modèle tœ6 . 

V I -  1 -2 .  - Modèle & - E pom écotLeement à ma66e voLumique v d a b l e .  

Les variat ions de masse volumique sont l a  conséquence du mélange 

de gaz ayant des masses moléculaires t r è s  d i f fé ren tes ,  même dans des écoule- 

ments à vi tesse  modérée. Des expériences correspondant à ce type d'écoulement 

furent  rapportées en 1972 par  ROSHKO C.51 e t  en 1973 avec plus de d é t a i l s  par  

REBOLLO C6 1 . 

A )  Configuration expérimentale 

Le type d'écoulement couvert par l e s  expériences e s t  un écoulement 

plan de cisai l lement sous forme de couche de mélange. Deux gaz, ayant des 

masses volumiques d i f fé ren tes  aux mêmes conditions de pression e t  de tempé- 

r a tu r e  s 'écoulent avec des v i tesses  para l l è les  de chaque côté d'une mince 

plaque plane. Ainsi l e s  deux composants s e  mélange n t  dans l a  couche de 

cisai l lement qui se  développe en aval  de l a  plaque de séparation. A cause 

des masses volumiques d i f fé ren tes  des courants émergeants , des f luctuat ions  

dans l a  masse volumique du mélange sont présentes dans l'écoulement c i s a i l l é .  

Les expériences de REBOLLO [61 concernent l e  mélange d'hélium e t  d'azote Èb 

une pression p = 4 atm. Les v i tesses  e t  masses volumiques des écoulements 

de gaz p u  donnent l e s  valeurs l imi tes  ( f i g .  VI-2). 

Azote 3 



Pour ces courants, l e s  nombres de Reynolds r e spec t i f s  par uni té  

de longueur sont a l o r s  

De plus l'écoulement s a t i s f a i t  l a  condition d ' équ i l ib re  

Dans sa  thèse ,  REBOLLO [61 a considéré deux configurations d i f fé ren tes  

dfécoulement. Tout d'abord, l e  gradient  de pression longi tudinal  e s t  égal  à 

zéro. Ce qui s i g n i f i e  que l e s  valeurs l imi tes  de l a  v i t e s s e  sont constantes. 

Le second correspond à un gradient  de pression p o s i t i f .  Pour un écoulement 

en équ i l ib re  [ 6 ] ,  l e  gradient de pression e s t  ca rac té r i sé  par  l a  constance 

du paramètre de Falkner-Skan 4 , déf in i  par 

Deux valeurs d i f fé ren tes  de d sont considérées, correspondant 

respectivement à des gradients de pression p o s i t i f  e t  nul .  

COUCHE DE MELANGE 

HELIUM U, ,yE 

AZOTE UT , f'= 

PARAMETRE DE FALKNER-SKAN 

X d u  
O(=- - 4' 

U d X  

Fig. VI-8.- Configuration de lfécoulement de couche 

de mélange à masse volumique var iable .  



B ) Traitement numérique 

En addit ion aux équations u t i l i s é e s  dans l e  cas précédent, il e s t  

nécessaire de résoudre l e s  équations de t ranspor t  pour l a  f ract ion massique 

e t  l e s  f luctuat ions  de masse volumique a f i n  de décr i re  correctement l e  

processus de mélange avec ou sans gradient  de pression. 

B-1.- Conditions i n i t i a l e s  

Des conditions i n i t i a l e s  doivent ê t r e  données pour toutes  l e s  équa- 

t ions  de t ranspor t .  D e  chaque côté de l a  plaque de séparation l e  p r o f i l  de 

v i tesse  e s t  à niveau constant e t  à l a  valeur nominale excepté au voisinage 

de l a  plaque de séparation où des p r o f i l s  de couches l im i t e s  laminaires sont 

supposés de chaque côté.   épaisseur de ces couches l im i t e s  fu t  e s t b é e  par 

rapport au nombre de Reynolds par un i té  de longueur reportés dans 161 . Soixante 

points sont u t i l i s é s  pour décr i re  l'écoulement dans l a  d i rec t ion  normale e t  

l eu r  d i s t r ibu t ion  e s t  plus se r rée  dans l e s  zones à f o r t  gradient .  Puisque l a  

procédure numérique ne t o l è r e  pas de v i tesse  moyenne longitudinale négative 

ou nu l le ,  nous avons supposé, au  bord de f u i t e  de l a  plaque de séparation,  

une v i tesse  égale au centième de l a  v i tesse  nominale du f lux  d'azote. L'énergie 

cinétique de turbulence i n i t i a l e ,  suivant l a  d i rect ion normale à l'écoulement 

e s t ,  comme son taux de diss ipat ion,  constante e t  t r è s  f a ib l e ,  de t e l l e  façon 

que l a  Yiscosité tourbi l lonnaire  s o i t  au maximum, de l ' o r d r e  de l a  v i scos i té  - 0 
laminaire ( 3 f. lo u.Sf ) . De même que pour l e  cas précédent, nous avons 

pu observer des r é su l t a t s  inchangés avec une v i scos i té  tourbi l lonnaire  i n i t i a l e  

comprise dans l e  domaine. 

La f rac t ion  massique moyenne e s t  une fonction échelon au bord de 
/u /V 

f u i t e  de l a  plaque, ( Cz r d dans l e  f lux  d' azote, C+ = O dans l e  

courant d ' ~ e l i u m ) .  Les corré la t ions  de densités p a r t i e l l e s  sont ini t ialement 

constantes e t  égales à zéro. 

B-2.- Conditions aux l im i t e s  

Deux cas d i f fé ren t s  sont possibles.  

a )  d = 0 , l e  gradient de pression longitudinal  e s t  égal  à zéro. 

Les conditions aux l imi tes  pour l ' équat ion de 'quanti té de mouvement sont de 

type Dir ichle t  e t  l e s  valeurs sont gardées constantes l e  long des bords de l a  

couche de mélange. Evidemment, l ' équat ion de f ract ion massique exige des 



conditions aux l im i t e s  identiques puisque l e s  f ron t iè res  du domaine de ca l cu l  

évoluent avec l e s  l imi tes  de l a  couche de mglange e t  res ten t  en moyenne dans 

des zones ou l e  f l u ide  e s t  homogène. Toutes l e s  quanti tés d'ordre supérieur 

t e l l e s  que 6 , 5 , QZJ ont des conditions aux l imi tes  du ty-pe Neumann. 

L'expérience a montré à nouveau que l ' u t i l i s a t i o n  de conditions de 

Di r ich le t  t e l l e s  qu 'e l les  ont é t é  décr i tes  précédemment ne modifie pas l e s  

r é s u l t a t s  de façon s ign i f i c a t i ve .  

b )  Q( = - 0.19,Le paramètre de FALKTJER-SKAN 0( e s t  supposé constant 

pour produire des p r o f i l s  semblables dans l a  couche de mélange. Toutefois il 

n ' e s t  pas possible d'envisager un t e l  c r i t è r e  dans l a  région de l a  couche de 

cisai l lement qui e s t  proche de l ' o r i g ine  parce que l a  condition d: cki implique- 

rait que l e  gradient de pression tend vers l ' i n f i n i  quand % tend vers zéro. 

Pour supprimer c e t t e  condition i r r é a l i s t e ,  l e  gradient  de pression dans l e  

domaine proche du bord de f u i t e  ( O $ X 4 2 , F o ~ )  e s t  déc r i t  par un 

polynôme dont l a  valeur e s t  nu l le  à l ' o r i g i n e  ( X = O )  e t  qui r e j o i n t  l a  

valeur théorique a i n s i  que s a  dérivée pour 2 = 2,Sm. Les valeurs l im i t e s  

de l a  v i tesse  sont calculées en fonction de dP/dZ. e t  des valeurs i n i t i a l e s .  

Les conditions aux l imi tes  pour l e s  au t res  variables sont identiques à ce l l e s  

décr i t es  précédemment pour A= O . 

B-3 .- Constantes 

Le tableau II donne l e s  valeurs des constantes qui sont u t i l i s é e s  

dans ce modèle. Les cinq constantes qui furent  u t i l i s é e s  dans l e  cas d'écou- 

lements à masse volumique constante r e s t en t  inchangées. Une propr ié té  de ce  

modèle e s t  que, en l 'absence de gradient de pression ( o( = O  ) l e s  corré la t ions  

de masses volumiques p a r t i e l l e s  ne peuvent pas influencer l e s  deux équations 

de turbulence ( 6 - f )  . Donc, entre l e  cas isovolwne e t  ce cas dans lequel  l a  

masse volumique peut var ie r ,  une seule nouvelle constante e s t  in t rodui te ,  

qui e s t  susceptible de modifier l e  p r o f i l  de v i t e s se  moyenne. Cette constante 

qs es t  l e  nombre de Schmidt turbulent  associé à l a  variable CI . La 

valeur de e s t  obtenue par comparaison des p ro f i l s  de pressions dyna- 

miques mesurée e t  calculée. En même temps l e s  constantes Cq,, e t  Cqt sont 

a jus tées  pour représenter de façon correcte  l e s  f luctuat ions  de masse volumique. 

Pour d$ 0 l e s  équations de l a  turbulence sont couplées avec l e s  équations de 



Qzr par l ' in termédiai re  des termes de gradient de pression.  Donc, une f o i s  

que l a  constante e s t  f ixée  dans l e  cas précédent (d- O ) ,  ce cas e s t  

u t i l e  pour v é r i f i e r  l a  va l i d i t é  des équations pour l e s  f luctuat ions  de masse 

volumique e t  permet de f i xe r  l a  valeur des constantes qui  apparaissent dans 

l e s  termes de gradient de press ion [7 1. 

Tableau VI-2 .- Constantes du modèle 6 - & 
pour écoulement à masse volumique var iable .  

On notera au passage que l e s  termes pression-divergence ne sont p r i s  

en compte n i  dans l 'équat ion de n i  dans ce l l e  de E ; ces termes é tant  

tout-&-fait  négligeables dans l e  cas de mélange isovolume a i n s i  que l ' a  montré 

KUZNETSOV E81. De p lus ,  l e s  corré la t ions  vitesse-masse volumique ne sont pas 

déterminées par résolution d1 équations d i f f é r en t i e l l e s  n i  par des approxima- 

t ions  fa i san t  in tervenir  l e s  f luctuat ions  de température ( l o i  de comportement 

polytropique), mais par une forme s impl i f iée  fa isant  in te rven i r  l e s  f luctuat ions  

de masse volumique Cg]. 

Les termes nécessaires au trai tement de l a  proximité d'une paroi 

sol ide  é t an t  bien entendu écar tés .  



C )  Résul ta ts  

C-1.- Taux de dispersion 

Comme dans l e  cas du j e t ,  un paramètre important décrivant l e  

développement g lobal  de c e t t e  couche de mélange e s t  l e  tau* de dispersion.  

Pour l a  comparaison avec l e s  r é su l t a t s  expérimentaux, l ' épa i s seur  caracté-  

r i s t i q u e  S, e s t  déf in ie  par l e  p r o f i l  de v i t esse .  So i t  bu , l a  d i f férence 

de vi tesse  en t r e  l e s  deux courants de gaz pur AU. LIE - 0% , s4 e s t  l a  

distance entre l e s  points  correspondant à UT 4 0.2 BU e t  C 00 1 ) ~  . 
Les valeurs suivantes furent  obtenues pour l e  tau* de dispersion 

d Sc ( f igure  VI-9) . 
Tz 

- 0. I -> expériences 

dSC, /' - 
O A> 0.WS -7 ca l cu l  

O ( = -  0-18 , expériences 

A s c m  / o. reg  

- \> 0 . i 3 0  ca l cu l  

Fig. VI. 9 .- Taux de dispers ion de l a  couche de mglange. 

= 0.0 : - - 
9 exp.CG1, --- calcul  

=-0.18 : O ,  - ---- exp. [61 y - ca lcu l .  



L'accord e s t  s a t i s f a i s a n t  dans l e  cas du gradient  de pression nu l  

mais pour 4 : - O. l8,la courbe calculée e s t  au-dessus des valeurs expérimen- 

t a l e s  tandis  que s a  pente e s t  t r è s  bien prédi te .  L a  raison de c e t t e  différence 

e s t  probablement l e  manque dl information au  s u j e t  du p r o f i l  de v i tesse  i n i t i a l e  

e t  de l a  d i s t r ibu t ion  du gradient  de pression dans l e  voisinage de l a  plaque 

de séparation. Des ca lcu l s  furent  f a i t s  avec d i f fé ren tes  longueurs d 'extra-  

polation pour l e  gradient  de pression. Des polynomes du troisième e t  du qua- 

trième ordre furent également u t i l i s é s  mais aucune de ces t en ta t ives  n'améliora 

l a  qua l i t é  de l a  prédic t ion de façon s ign i f i c a t i ve ,  tou t  au moins en ce qui  

concerne l a  posit ion de l ' o r i g i n e  v i r t u e l l e  de l'écoulement. 

En accord avec l e s  r é s u l t a t s  expérimentaux, des p r o f i l s  d 'équi l ibre  

sont p réd i t s  avec l e s  conditions décr i tes  dans (VI-13) e t  (VI-14). La simi- 

l i t u d e  des p ro f i l s  devient correcte  à 5 cm environ en aval  du bord de f u i t e  

de l a  plaque. Nous verrons, dans l a  pa r t i e  concernant l a  couche de c i s a i l l e -  

ment compressible, quelques r é su l t a t s  supplémentaires concernant ce taux de 

dispersion.  

C-2 .- Pro f i l  de masse volumique 

La figure (VI-10) montre l a  différence en t r e  l e s  masses volumiques 

calculées e t  mesurées à X = 5.08 cm. Une carac té r i s t ique  majeure de c e t  

écoulement e s t  l a  p a r t i e  plane de l a  courbe s i t uée  du côté de l a  masse volu- 

Fig. VI-10 .- Masse volumique moyenne à X. = 5.08 cm 

,.,( = o , O exp. [6I , ---- ca lcu l .  

= -0.18, O exp. C61, - calcul .  



mique l a  plus p e t i t e  qui e s t  due a u  terme de di f fus ion de l 'équat ion de 

f ract ion massique. Sur toutes  l e s  courbes de p ro f i l s  moyens (exceptée l a  

v i t esse )  une ca rac té r i s t ique  analogue se ra  observée. Sur l e s  f igures  suivantes, 

l e s  deux cas = O .  0 e t  4 : . 1 seront rapportés ensemble pour mettre 

en évidence l ' in f luence  importante du gradient de pression. 

C-3.- P r o f i l  de pression dynamique 

Pour comparer correctement l e s  r é su l t a t s  numériques e t  expérimentaux, - 
nous supposons que l a  pression dynamique mesurée e s t  ( f U 9  parce qu 'e l le  e s t  

obtenue avec une sonde de type p i t o t .  Des déf ini t ions  de l a  moyenne pondérée 

par l a  masse volumique, il ré su l t e  que : 

- - - me pu=, pu. + fu!" 

A ce niveau de fermeture, l e s  composantes normales du tenseur des 

contraintes de Reynolds ne sont pas connues. Donc peut ê t r e  approxhée 

seulement comme une f ract ion de l ' éne rg i e  de turbulence.  hypothèse d'une 

turbulence isotrope amène donc ;P(= l Q c e  qui s i g n i f i e  que l a  correction 
3 1 

qui apparaît  dans l 'équation (16) e s t  de l ' o rd r e  de 2 % du terme pr incipal .  

L' estimation du nombre de Schmidt turbulent  qz e s t  obtenue par  l a  compa- 

raison des r é su l t a t s  expérimentaux avec l e s  calculs  de pression dynamique, 

parce que c e t t e  quantité combine à l a  f o i s  l e s  e f f e t s  de masse volumique 

(donc de f rac t ion  massique) avec l e s  e f f e t s  de quanti té de mouvement. Ce t e s t  

do i t  ê t r e  effectué  avec a(:o , car  a i n s i  l e s  f luctuations de masse volumique 

n t  influencent pas l e s  processus de diffusion turbulente par  l e  b i a i s  des termes 

de gradient de pression qui sont présents dans l e s  équations pour $ e t  . 
Après un grand nombre de calculs ,  l a  valeur de 0,26 e s t  retenue pour fournir  

l e  meilleur accord avec l e s  r é s u l t a t s  expérimentaux de REBOLLO [ 6  1 
(vo i r  f ig.  VI-1 1 ) .  Cette valeur étonnament f a ib l e  s 'accordetrès  bien avec l a  

valeur donnée par  Rebollo, provenant d'une analyse de s imil i tude.  Dans des 

calculs  d'écoulements r é a c t i f s  turbulents ,  ELGOBASHI r 101 donne une valeur 

de 0,6 pour l e  nombre de Schmidt turbulent  associé à l a  f rac t ion  de mélange 

(mixture f rac t ion)  avec un niveau semblable de f luctuat ions  de masse volumique. 

Une conséquence importante de l a  différence de masses volumiques des deux 

consti tuants du mélange e s t  l a  forme pa r t i cu l i è r e  du p r o f i l  de pression dyna- 

mique avec un minimum correspondant au s i l l a g e  de l a  plaque séparat r ice  e t  

également un maximum dû à des taux de diffusion d i f f é r en t s  pou.  l a  quanti té 

de mouvement e t  l a  f ract ion massique, ces taux se ra ien t  identiques s i  ez=%e. 



Pour montrer l ' in f luence  du nombre de Schmidt sur  l e  développement de 

ce maximum, dif férentes  valeurs de qz furent u t i l i s ée s  pour l e s  deux cas 

de gradient de pression. Les r é su l t a t s  rapportés sur  l a  f igure  (VI-12) montrent 

1 

Fig. VI-12.- Influence du nombre de Schmidt turbulent 

sur  l e  p r o f i l  de pression dynamique à % = 5 ,O8 cm. 



pour 4 -0.0 une re la t ion  simple en t re  % e t  l a  croissance du maximum 

(ou l a  décroissance du minimum), tandis  que pour l e  cas du gradient  de 

pression pos i t i f  ( A  : - 0 .  IV) l a  r e l a t i on  semble plus complexe. Ceci e s t  du 

au couplage des équations de turbulence avec l e s  f luctuations de masse volu- 

mique (donc à l a  di f fus ion massique) par  l e  gradient  de pression. 

Pour Tc== < l e  p r o f i l  de pression dynamique montre seulement 

un minimum qui correspond au s i l l a g e  de l a  plaque de séparation.  Puis avec 

des valeurs décroissantes de qZ ce minimum e s t  accentué e t  l e  maximum 

apparaît  sur l e  côté basse v i tesse  de l a  couche de mélange e t  s ' a cc ro i t  au 

fu r  e t  à mesure que TL diminue. Cet te  tendance e s t  observée dans l e s  deux 

SC, = 0.10 
SC1 L 0.20 

RLPHR= 0 . 0 .  set SCI - 0.30 0.40 
SC, - 0.50 

icl = l.OO EX?.  

Fig. VI-13.- Influence du nombre de Schmidt turbulent  

selon 1 ' analys e de REBOLLO r6  1 . 



cas dt O. e t  d r - O . I ~  . Dans l a  f igure  (VI-1 3) qui e s t  e x t r a i t e  de l a  thèse 

de REBOLLO, l e  même processus e s t  montré pour des valeurs de (FZ dans l e  

même in t e rva l l e  que ce lu i  préconisé par l e s  calculs .  Toutefois deux remarques 

sont nécessaires : 

a )  L'analyse de REBOLLO ne préd i t  pas t r è s  bien l a  largeur  t o t a l e  du p r o f i l  

de pression dynamique (en p a r t i c u l i e r  l e  côté haute v i tesse  ne correspond pas 

aux mesures) . 
b )  Les e f f e t s  des f luctuations de masse volumique ne sont pas présents dans 

c e t t e  analyse. Ce qui explique l 'absence de superposition des courbes pour 

di f fé ren tes  valeurs de Tk . 

C-4.- Fluctuations de masse volumique 

Le r é su l t a t  des prédictions de f luctuat ions  e s t  montré dans l a  figure 

(VI-14). 

Fig. VI-14.- Fluctuations de masse volumique à %= 5,08 cm. 

(même symboles que s u r  l a  f igure  10). 

Les p r o f i l s  mesurés e t  calculés ont une forme pa r t i cu l i è r e  avec 

un pla teau qui indique que l e s  f luctuat ions  de masse volumique sont fortement 

présentes dans tou te  l a  zone de mélange e t  tou t  part iculièrement à l ' end ro i t  
. 



du maximum de press ion dynamique. 

C-5.- Vitesse moyenne 

La v i tesse  moyenne n ' a  pas é t é  mesurée directement dans l e  t r a v a i l  

expérimental de REBOLLO. Toutefois e l l e  peut ê t r e  calculée à p a r t i r  des 

mesures de pression dynamique e t  de masse volumique. 

Fig. VI-15 . -  Vitesse moyenne à X =  5.08 cm. 

A =  0.0 .. . exp. i'61 , - --  ca lcu l  

- 0.19--- exp. C61 calcul .  

La solut ion de l 'équat ion de t ranspor t  de quant i té  de mouvement 

donne l a  moyenne pondérée de l a  v i t esse .  

A ce niveau de fermeture, l a  corré la t ion vitesse-masse volumique 

n ' e s t  pas connue. Toutefois il e s t  r é a l i s t e  de supposer que c e t t e  quant i té  

e s t  p e t i t e  comparée à l a  v i t e s se  moyenne. Une évaluation possible de c e t t e  

différence consiste à supposer que l a  turbulence e s t  isotrope e t  à u t i l i s e r  

l ' i n é g a l i t é  de SCHWARZ : 

, 



L a  valeur de c e t t e  borne supérieure confirme effectivement que ce 

terme peut ê t r e  négligé devant l a  var iable  moyenne. Les d i f fé ren tes  courbes 

de v i tesse  sont montrées dans l a  f igure (VI-15) e t  montrent un accord t r è s  

s a t i s f a i s an t .  

C-6.- Contraintes de frottement turbulent  

Comme pour l a  v i t esse  moyenne, l a  comparaison en t re  l e s  contraintes 

issues des mesures e t  c e l l e s  issues du ca lcu l  nécess i te  quelques précautions, 

dues à l a  différence en t re  l e s  deux so r t e s  de moyenne concernées. La f igure  

(VI-16) montre que l e s  valeurs calculées sont  sensiblement plus p e t i t e s  que 

l e s  valeurs expérimentales. Néanmoins, l e s  pr incipales  ca rac té r i s t iques  des 

courbes sont bien prédi tes .  Pour d = -0.38 l a  courbe de v i t e s se  moyenne 

montre de légers  dépassements avant d' a t t e i nd re  l e s  valeurs l imi tes  ( f i g .  VI-15 ) , 

, O.O1m--tY , 

Fig. VI-16.- Contraintes de frottement turbulent  à X =  5.08 cm. 

(mêmes symboles que l a  f igure  VI-15). 



ce qui e s t  tout  à f a i t  en accord avec l e  comportement asymptotique qui a é t é  

montré par  REBOLLO [6]. Par conséquent, l e s  contraintes de Reynolds montrent 

une légère  dépression du côté de f a i b l e  v i t e s se .  Cette dépression n 'apparaît  

pas du côté à v i t e s se  élevée, ce qui e s t  imputable à l a  sous-estimation du 

niveau des f luctuations de masse volumique. 

V I -  1-3. - ModZe 6 -f modi&ié p o u  écoulement à inadhe volunKque 

v&ahte. 

Ce modèle n ' e s t  qu'une extension du premier. L a  pr incipale  différence 

e s t  que l'approximation de t ranspor t  par  gradient e s t  supposée valable pour 

l a  moyenne au sens de Reynolds uniquement, e t  ne peut pas ê t r e  transposée 

directement au formalisme de'FAVRE. Il  s ' ensu i t  que : 

Cette approximation in t rodui t  de nouveaux termes sources dans l e s  

équations modélisées. Ce modèle e s t  t e s t é  également pour l a  prédic t ion de 

l'écoulement é tud ié  parREBOLL0 e t  l e s  r é s u l t a t s  sont comparés en même temps 

à ceux du modèle précédent. 

A )  Constantes du modèle 

Les constantes qui sont u t i l i s é e s  dans ce modèle ont des valeurs 

identiques à c e l l e s  u t i l i s é e s  précédemment. Toutefois l a  nouvelle forme de 

l'approximation de transport  in t rodui t  une constante Y . On pourra i t  

s 'a t tendre  à ce que prenne une valeur proche de ce l l e s  de CF ou oL Q 
mais en f a i t ,  après qu'une grande va r i é t é  de valeurs a i en t  é t é  t e s t ée s ,  

des r é su l t a t s  s a t i s f a i s an t s  furent obtenus avec 

Le choix de c e t t e  valeur provient seulement d' une optimisation numé- 

rique. Il e s t  probable que l ' u n i v e r s a l i t é  ne doive pas ê t r e  attendue de c e t t e  

constante e t  que s a  valeur s o i t  ra t tachée de façon plus ou moins simple à des 

paramètres propres de l'écoulement, comme par exemple l e  rapport des masses 

moléculaires des deux consti tuants.  



B )  Résultats  

Les f igures (VI- 17), (VI- 18) e t  (VI- 19 ) montrent l e s  r é s u l t a t s  

concernant l a  masse volumique moyenne, l a  pression dynamique e t  l e s  fluctua- 

t ions  de masse volumique. 

Fig. VI-17.- Masse volumique moyenne à X =  5,08 cm. 

X Z O  ; a exp. C61 , ---- fi-£ ; - &-E. modifié. 

La prédiction de l a  masse volumique moyenne e s t  meilleure au bord 

de l a  zone de mélange à masse volumique élevée, mais on observe encore l e  

même gradient t r è s  f o r t ,  ce qui e s t  probablement une conséquence de l 'appro- 

ximation de t ranspor t  par gradient  elle-même, quand e l l e  e s t  u t i l i s é e  pour 

décr i re  une région de grande intermittence,  p lu tô t  que l e s  implications des 

f luctuations de masse volumique. La prédiction de l a  pression dynamique e s t  

réellement meilleure quoique l a  remarque ci-dessus s o i t  encore valable.  Sur 

l a  f igure  (VI-18), nous pouvons remarquer que l e  terme add i t i f  de l ' équat ion 

de f rac t ion  massique a g i t  pour renforcer l ' e f f e t  du nombre de Schmidt turbulent  



différent  de l ' u n i t é .  Les extrema sont renforcés e t  l a  largeur  t o t a l e  de l a  

zone de mélange correspond mieux aux r é s u l t a t s  expérimentaux. 

F ig .  VI-18.- Pression dynamique à X =  5.08 

(mêmes symboles que l a  f i g .  VI-17). 

Le maximum des f luctuations de masse volumique e s t  diminué d'environ 

20 % par  rapport aux prédictions du premier modèle, e t  s ' e s t  déplacé vers 

l e  côté à masse volumique élevée ( ~ i g .  VI-19). Ceci e s t  dû auss i  au  f a i t  que 

l e  transport  d i f f u s i f  de f rac t ion  massique s 'é tend sur une zone plus l a rge ,  

l a  valeur maximum des f luctuations de masse volumique correspond à l ' end ro i t  

où e s t  s i t ué  l e  maximum du'gradient de masse volumique dans l e  domaine de 

1 ' écoulement. 

Une au t r e  approche a é t é  su iv i e  par SAETRAN [ I l ]  pour améliorer 

l'approximation de transport  par gradient .  Ce t r a v a i l  e s t  basé s u r  une 

suggestion de BRADSHAW [12] pour appmximer l a  d i f fus ion turbulente  d'un 

sca la i re .  L'hypothèse émise par  SAETRAN e s t  de l a  forme 



Fig. VI-19.- Fluctuations de masse volumique à = 5.08 cm. 

(mêmes symboles que l a  f i$ .  VI-17). 

e t  l e s  r é su l t a t s  sont a lo r s  en bon accord avec l e s  données expérimentales, 

Il faut  néanmoins souligner que dans ce t r a v a i l ,  l e s  deux pr incipales  

constantes de l 'équat ion de diss ipat ion ( c ~ ,  , ~ ~ ~ ) n ' o n t  pas des valeurs  

standard qui pourraient  ê t r e  u t i l i s ée s  pour l e  calcul  d'écoulements à masse 

volumique constante. Une dernière comparaison e s t  f a i t e  avec l e s  contra intes  

de Reynolds. La f igure  (VI-20) montre que l a  prédiction a l a  même qua l i t é  

que c e l l e  du modèle précédent, toutefois  l e  maximum e s t  in fé r ieur  d'environ 

10 %. 
L'hypothèse que nous avons f a i t e  pour exprimer l e s  termes de diffu- 

sion turbulente (éq. VI-18) fu t  également u t i l i s é e  pour l e  cas de gradient  

de pression p o s i t i f  ( A  = - O. 1 9 ) ~ e s  r é s u l t a t s  sont rapportés dans l e s  f igures 

(VI-2 1 ) à (VI-23). 

La propr ié té  majeure de l'approximation e s t  de renforcer l e  t ranspor t  

d i f fu s i f  de masse. Ceci e s t  montré sur  l e  p r o f i l  de masse volumique ( f i g .  VI-21) 

par une diminution plus  f o r t e  de l a  masse volumique à p a r t i r  de l a  zone dense 

de l a  couche de mélange. 



Fig .  VI-20.- Frottement t u r b u l e n t  à X = 5.08 cm. 

, . . . . . exp [6], ---- h-E , - 8 - e  modifié. ,(:-d.'r' 



Sur l a  f igure  (VI-22) l a  même tendance peut ê t r e  observée en même 

temps qu'un renforcement de maximum qui e s t  un c r i t è r e  de différence des taux 

de diffusion de l a  masse e t  de l a  quanti té de mouvement. 

Fig. VI-23.- Fluctuations de masse volumique à % = 5.08 cm. 

a=, 0- \Q (mêmes symboles que l a  f i g  . VI-2 1 ) . 



Ce f a i t  peut également ê t r e  remarqué sur  l e s  f igures  (VI-23) e t  

(VI-24) où une f o r t e  différence apparaî t  sur  l e  côté dense du p r o f i l  des 

f luctuations de masse volumique tandis  qu'un t e l  défaut n 'apparai t  pas 

dans l a  prédiction des contra intes  de cisai l lement turbulent .  

Nous pouvons finalement observer que l e s  prédictions des deux 

modèles & - E sont équivalentes pour l e s  contraintes de Reynolds. 

Fig. VI-24.- Frottement turbulent  à X = 5.08 cm. 

~ = - o . f V  ; ..... exp. [61, ----- $ - r , - b,- € modifié. 

VI-1-4 . -  fl 
A l a  s u i t e  des modèles à deux équations, une fermeture au second 

ordre (RSE) e s t  u t i l i s é e  pour l a  prédic t ion du mélange turbulent .  Une 

première étape nécessaire avant d'aborder l e  calcul  d'écoulements à masse 

volumique var iable  e s t  de v é r i f i e r  l e  modèle avec des données expérimentales 

à masse volumique constante. Le premier cas t e s t  chois i  e s t  l a  couche de 



cisail lement bidimensionnelle qui f u t  étudiée par  WYGNANSKI e t  FIEDLER [13] 

Un i n t é r ê t  majeur pour ce t e s t  e s t  de v é r i f i e r q u e l e s  constantes de l 'équat ion 

de diss ipat ion sont identiques à c e l l e s  u t i l i s é e s  précédemment, e t  également 

de t e s t e r  l e s  nouvelles constantes sur  un écoulement simple. 

A )  Configuration expérimentale 

La couche de cisai l lement e s t  produite par un j e t  d ' a i r  émergeant 

d'une tuyère rectangulaire.  Le j e t  s e  mélange sur  l ' une  de ses  f ron t iè res  

avec l ' a i r  environnant qui e s t  au repos ( f i g .  VI-25). 

Fig. VI-25.- Configuration expérimentale de l a  couche 

de cisai l lement plane [13 1. 

La v i tesse  de s o r t i e  e s t  de 12 m/s e t  l e  niveau de turbulence e s t  

in fé r ieur  à 0 , l  %. Pour une comparaison avec l e s  r é s u l t a t s  numériques du 

modèle RSE on dispose des quanti tés suivantes : 

- vi tesse  longitudinale moyenne, - 
- composantes normales du tenseur des contra intes  de Reynolds d L  , - - 

wtZ d e .  
- contrainte de cisai l lement turbulent  

Cette expérience e s t  chois ie  parce que l a  couche de cisai l lement 

e s t  légèrement plus complexe que l e  j e t  à cause de l a  présence de conditions 

de Dir ichle t  pour l a  v i t e s se  sur  l e s  deux f ron t iè res  du domaine étudié.  



B). Traitement numérique 

Six  équations de t ranspor t  sont résolues : 

- quantité de mouvement , 
T (i '7Z - 

- contraintes de Reynolds U y Y * 9 W'W' , 
- dissipation de l ' énerg ie  de turbulence. 

Des conditions i n i t i a l e s  e t  aux l imi tes  doivent ê t r e  spécif iées  pour 

chacune de ces quanti tés.  

B-1.- Conditions i n i t i a l e s  

La vi tesse  e s t  supposée constante au t ravers  de l'écoulement de j e t  

i n i t i a l ,  excepté au  voisinage de l a  paroi  in fé r ieure  où un p r o f i l  de couche 

l imi te  turbulente de plaque plane e s t  u t i l i s é .  Expérimentalement, un f i l  

e s t  u t i l i s é  pour provoquer l a  t r ans i t i on .  Donc, à un bord de l a  couche 

i n i t i a l e  de cisai l lement,  l a  v i t e s se  e s t  constante e t  égale à 12 m/s. Une 

valeur constante, posi t ive  mais p e t i t e  e s t  assignée à l ' a u t r e  bord. Le 

niveau de turbulence dans l a  p a r t i e  externe e s t  égal  à 0,l % e t  l ' énerg ie  

e s t  répar t i e  entre  l e s  composantes normales du tenseur de Reynolds, en 

supposant que l a  turbulence e s t  ini t ialement isotrope.  Puis l a  d iss ipat ion 

e s t  calculée à p a r t i r  de 8 , de facon à produire une v i scos i té  turbulente 

égale à l a  v iscosi té  laminaire, suivant l a  r e l a t i on  : 

Enfin l a  d i s t r ibu t ion  du cisail lement turbulent  e s t  donnée par  l a  

formule 

B-2 .- Conditions aux l im i t e s  

La v i tesse  longitudinale garde des valeurs constantes aux deux bords 

de l a  zone de cisail lement.  Pour l e s  équations du modèle de turbulence, l a  

s i tua t ion  n ' e s t  pas auss i  simple. L ' u t i l i s a t i on  des formes tronquées des 

équations de t ranspor t  t e l l e s  qu 'e l les  ont é t é  suggérées par  JONES e t  LAUNDER 

[ 2 ]  produit des p r o f i l s  de v i t e s se  t ou t  à f a i t  i r r é a l i s t e s .  Une condition plus 



simple, t e l l e  que c e l l e  qui consis te  à conserver des valeurs constantes, 

égales aux valeurs i n i t i a l e s  a l e  même e f f e t  néfas te .  Des r é su l t a t s  r é a l i s t e s  

ne purent ê t r e  obtenus qu'en imposant des conditions su r  l e s  dérivées p lu tô t  

que su r  l e s  variables (condit ion de ~eumann) t a n t  pour l e s  contraintes de 

Reynolds que pour l e  taux de diss ipat ion.  C'est  un r é s u l t a t  très marquant 

par  rapport aux calculs  %-E. pour lesquels l a  facon avec laque l le  l e s  

conditions aux l imi tes  é t a i en t  spécif iées  n ' ava i t  que peu d'importance. 

B-3.- Constantes du modèle 

Par rapport à l a  version première du modèle 8-& pour écoulements 

à masse volumique constante, deux constantes supplémentaires sont nécessaires 

maintenant. A l a  place des nombres de Prandtl turbulents  pour k e t  & , 
l e s  termes de diffusion comportent l e s  constantes C e t  C f l  . Les termes de 

production/dissipation sont modélisés à nouveau avec (t, e t  st . Les 

deux nouvelles constantes sont C, e t  Cz rk sont i s sues  de l a  modélisation 

du terme pression-déformation. Les valeurs sont résumées dans l e  tableau 

(VI-3) . 

Tableau VI-3.- Constantes du modèle RSE 

pour écoulements à masse volumique constante. 

Init ialement,  tou tes  l e s  constantes furent  t i r é e s  de l a  l i t t é r a t u r e  

[14] mais en fonction de notre  expérience préalable avec l e  modèle %,- L 
e t  des r é su l t a t s  expérimentaux [331 l e s  valeurs de CE, e t  Ct t  ont é t é  

légèrement modifiées. Ces nouvelles valeurs sont valables  auss i  pour l e s  

écoulements à masse volumique var iable .  

C )  Résultats  

Aucune comparaison n ' a  pu ê t r e  f a i t e  pour l e  taux de dispersion 

parce qu'aucune épaisseur ca rac té r i s t ique  n ' e s t  dé f in ie  expérimentalement. 

Seulement v i t esse  longitudinale moyenne e t  contra intes  de Reynolds seront 

donc considérés. L'ensemble de ces r é su l t a t s  e s t  regroupé sur l e s  f igures  

(VI-26) à (VI-28). La coordonnée 7 e s t  une var iab le  sans dimension déf in ie  



ou correpono au point O; l a  vi tesse e s t  moitié de l a  vitesse extérieure 

e t  % l a  coordonnée longitudinale. La vitesse moyenne e s t  correctement 

prédite excepté sur l e s  bords où de pe t i t e s  diff'érences peuvent ê t r e  observées. 

Le défaut du côté basse v i tesse  provient de l a  vi tesse non nulle qui e s t  

maintenue constante tout l e  long de 1 ' écoulement (condition de ~ i r i c h l e t  ) . 

Fig. VI-26 .- Prof i l  de vi tesse moyenne dans l a  couche de 

cisaillement à Z = 50.29 cm; 0 exp. [ 131 , --- calcul. 

En f a i t  l a  valeur minimale qui es t  u t i l i s é e  e s t  0.2 m / s  tandis que 

l a  vi tesse est  12 m / s  sur l ' a u t r e  front ière .  Les calculs n'ont pas pu ê t r e  

f a i t s  avec des valeurs inférieures à 0.2 m/s. Cela e s t  dû au calcul i n i t i a l  

de l a  coordonnée transverse transformée (iU , qui e s t  r e l i é  à l a  fonction de 

courant. Des valeurs de UJ t rop  pe t i tes  créent de t rop grands espacements 

des points e t  perturbent fortement l e  calcul aux différences f in ies .  Cette 

valeur de 0.2 m / s  doit  donc ê t r e  considérée comme un minimum (numérique) 

tolérable  pour l a  front ière  à faible  vitesse de ce cas-test. La différence 

du côté haute-vitesse a probablement aussi  une dis t r ibut ion mal adaptée 

des points de maillage comme origine,  mais ce n 'es t  pas aussi  c l a i r  que pour 

l a  f ront ière  à basse vitesse. Comme cela  e s t  montré sur l e s  figures (VI-27) 

e t  (VI-28) l a  prédiction des contraintes de Reynolds n ' e s t  pas t r è s  sa t i s -  

faisante également. 



Fig. V I - 2 7  .- Dis t r ibu t ion  du frottement turbulen t  

à Z = 50.29 cm (mêmes symboles que s u r  l a  f i gu re  VI-26).  

Fig.  VI -28 . -  Dis t r ibu t ion  des contnaintes  de Reynolds 

à z = 50.29 cm. - '/t . 0 , exp. [ I I I ,  ---- (2)  /un . ca l cu l  

: A , exp. [ I l l ,  -- c a l c u l  

- lit ) / : O , e x p  [ I I I ,  - - - ca l cu l .  
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Fig. VI-29.- Résul ta ts  de MUNDER, REECE e t  R O D I  1151 

A t i t r e  de comparaison également,les r é s u l t a t s  obtenus par LAUNDER 

e t  a l ,  115 1 sont montrés su r  l a  f igure  (VI-29) pour des configurations d'écou- 

lements s imi la i res ,  qui a f f i chen t  l e s  mêmes ca rac té r i s t iques  que nos calculs .  

C'est  ce qui nous f a i t  penser que l e  problème e s t  probablement l a  par t icula-  

r i t é  de ce type d'écoulement qui  e s t  toujours accompagné d'une importante 

zone de reci rcula t ion du côté basse vi tesse .  Une t e l l e  rec i rcu la t ion  semble 

violer  l e s  hypothèses de conditions aux l imi tes  t e l l e s  qu 'e l les  sont t r a i t é e s  

dans c e t t e  méthode numérique, à savoir  v i t esse  constante e t  f a ib l e  entraine- 

ment. 



A )  Configurations expérimentales 

Deux travaux expérimentaux d i f fé ren t s  furent  examinés pour l a  valida- 

t i on  de ce modèle : d'une par t  l e s  r é s u l t a t s  de REBOLLO [61, qui ont déjà 

é t é  u t i l i s é s  pour l e s  calculs  avec l e  modèle g -  , d 'au t re  pa r t  l e s  

travaux de BROWN 116 1. Dans c e t t e  dernière référence l ' accen t  e s t  m i s  sur 

l ' in f luence  du rapport des v i t esses  des courants avant confluence. Deux 

mélanges sont étudiés : a i r - a i r  e t  freon 12-air. Le rapport des masses 

volumiques e s t  a l o r s  1 ou 4 e t  l e  rapport des v i t esses  e s t  0 ,O .3 ou 0.6 dans 

l e  premier cas e t  0.3 ou 0.6 dans l e  second cas. Dans tous l e s  cas l e  f lux 

d ' a i r  e s t  l e  plus rapide e t  a  une v i tesse  égale à 14 m/s. Toutes l e s  couches 

l imi tes  au  bord de f u i t e  de l a  plaque de séparation sont laminaires e t  l e  

niveau de turbulence extér ieure  e s t  t r è s  f a ib l e  L ( * ) c ~ % ]  . 
Y= 

Différentes techniques expérimentales ont é t é  u t i l i s e e s  dans ces expériences 

pour fournir  une la rge  gamme d'information au su j e t  de quanti tés turbulentes 

t e l l e s  que contra intes  de Reynolds, f luctuat ions  de masse volumique, fluctua- 

t ions  de concentration, corré la t ions  vitesse-masse volumique, f lux turbulents 

e tc . .  . 

B )  Traitement numérique 

Pour obtenir  une quant i té  maximale d'information au su j e t  des champs 

tu rbu len t s , l a  fermeture complète au second ordre t e l l e  qu ' e l l e  a é t é  décr i t e  

au Chapitre III e s t  u t i l i s é e .  

B- 1 . - Conditions i n i t i a l e s  

Les p r o f i l s  de v i t e s se  i n i t i aux  sont des p r o f i l s  de Blasius e t  

s 'accordent avec l e s  épaisseurs de couche l imi te  données par l e s  r é su l t a t s  

expérimentaux. Les contraintes de Reynolds normales sont supposées égales 

(turbulence isot rope)  e t  chois ies  de t e l l e  façon que l ' éne rg i e  cinétique de 

turbulence r e s t e  en deçà de l a  valeur l i m i t e  rapportée par  l e s  expérimenta- 

t eurs .  Le frottement turbulent  e s t  assigné à zéro a i n s i  que toutes  l e s  autres  

corré la t ions  turbulentes.  Le taux de diss ipat ion e s t  déterminé de façon à 

produire une v i scos i té  turbulente équivalente à l a  v i scos i té  laminaire, selon 

l a  formule désormais classique ( V I - 1 ) .  



B-2 .- Conditions aux l imi tes  

Les conditions aux l imi tes  sont du type Di r ich le t  pour l e s  var iables  

primitives t e l l e s  que l a  v i t esse  ou l a  concentration e t  du type Neumann 

(gradient nul)  pour tous l e s  moments du second ordre.  Quand l e  gradient de 

pression longitudinal  e s t  d i f fé ren t  de zéro, il do i t  ê t r e  p r e s c r i t  analyt i -  

quement a ins i  que l e s  valeurs externes de l a  v i t esse .  Le gradient  de pression 

transverse ne peut pas ê t r e  p resc r i t  mais seulement approximé par une forme 

rédui te  de l 'équat ion de quanti té de mouvement transverse : 

'47 - /u 

d p") (VI-22 1 5= d% 
Le système d'équations d i f f é r en t i e l l e s  pour l e s  corré la t ions  t r i p l e s  

e s t  résolu à chaque posi t ion longitudinale par un schéma simple de différences 

centrées p lu tô t  qu'algébriquement (vo i r  référence [ 171 ) . 

B-3.- Constantes 

L'ensemble des constantes qui sont u t i l i s é e s  dans ce  modèle de 

turbulence e s t  résumé dans l e  tableau (VI-4) .  

Tableau VI-4.- Yalems des constantes de modélisation, 



C) Résul ta ts  

C-1.- Influence du rapport des v i t esses  respectives des courants 

des const i tuants  

Les principaux r é su l t a t s  de l a  comparaison avec l e s  r é s u l t a t s  

expérimentaux de BROWN El61 sont regroupés dans l e  tableau (VI-5) pour 

l e s  t r o i s  d i f f é r en t s  rapports de v i tesses  (0.0, 0.3 e t  0.6) e t  l e s  deux 

combinaisons de gaz (a i r -a i r  e t  Freon 12-air) . D 'une façon globale, l 'accord 

entre  l e s  r é s u l t a t s  numériques e t  expérimentaux e s t  t r è s  s a t i s f a i s a n t  excepté 

sur  l e s  points suivants.  

a )  Posit ion de l ' o r i g ine  v i r t u e l l e  

Deux mécanismes d i f fé ren t s  déterminent l a  posit ion de l ' o r i g i n e  

v i r t ue l l e .  D'une pa r t  l e  taux d'expansion de l a  couche de mélange, qui e s t  

correctement déc r i t  par l e  ca lcu l ,  d ' au t re  pa r t  l e s  mécanismes de t r ans i t i on  

qui prennent place en t re  l e s  couches l im i t e s  laminaires a t tachées  à l a  plaque 

de séparation e t  l a  couche de mélange turbulente l i b r e  qui s e  développe en 

a i r -a i r  
exP 0.00 11.97 0.150 - - - 

calc 21.22 O .  184 0.120 O .  120 0 545 

exp 0.60 39.27 0.195 0.165 O .  162 O.  503 

calc 40.37 0.184 0.120 O .  120 O .  542 

F 1 2-air 

eQ 0.30 21.86 0.175 0.125 0.112 0.512 

cale 25.67 0.181 0.113 0.112 o. 548 

O .60 23.76 0.168 0.195 o .  180 O .  549 

calc 54.95 O .  198 O .  126 O .  132 O .  532 

- 

Fig. VI-29.- Résultats  de LAUNDER, REECE e t  RODI  [15]. 



aval .  Il  e s t  sûr que l e  second mécanisme ne peut en aucun cas ê t r e  p r éd i t  

par une méthode basée sur  des équations moyennéespar une méthode basée sur  

des équations moyennées dans l e  temps. Quoique l e  calcul  montre une zone 

qui  a certaines des caractér is t iques  communes à une zone de t r ans i t i on ,  il 

n 'y  a aucune ra ison de r e l i e r  l e s  deux mécanismes. Les taux d'expansion 

sont comparés en u t i l i s a n t  l e  paramètre 6 qui e s t  déf ini  à p a r t i r  des 

p r o f i l s  de v i tesse  par 

Cette déf in i t ion  e s t  s imila i re  à c e l l e  donnée dans l a  référence 

1181, excepté que l e s  épaisseurs ca rac té r i s t iques  sont déterminées en t r e  

l e s  bornes (0.2, 0 -8)  au l i e u  de (0.1 , 0.9) .  

b )  un au t r e  point  de désaccord concerne l e  taux d'expansion de l a  

couche de mélange freon 12-air avec un rapport de v i t e s se  égal  à 0.6. Comme 

c e l a  e s t  montré sur l a  f igure  (VI-30). 

Fig .  VI-30.- Taux d'expansion. - theory 1181; : a i r -a i r  1 6 1  0 : freon 12-air 1161 
4 : a i r - a i r ,  ca lcu l ;  0 : freon 12-air, ca lcu l  

Q : helium-azote C61, V : helim-azote,  ca lcd. .  



Le point expérimental s e  trouve bien au-dessus de l a  courbe théorique 

pour un f l u ide  homogène déf inie  par  : 

tandis  que l e s  r é s u l t a t s  de ca lcu l  s 'accordent t r è s  b ien avec c e t t e  oourbe 

théorique. Sur l e  tableau (VI-6) on remarque également un niveau de f luctuat ions  

normales supérieur à ce lu i  des f luctuat ions  longitudinales.  Cette pa r t i cu l a r i t é  

n ' ex i s te  pas dans l e s  r é s u l t a t s  de ca lcu l  pour lesquels  l e  rapport u ~ S  /\IL$ 
r e s t e  approximativement constant comme dans l e  cas de rapport  de v i tesse  

1 

égal  à 0.3 [UV" 5 /Y=, 1.6 1 . Le dernier  point  de désaccord 

concerne l e s  niveaux de turbulence pour lesquels  BROWN rapport  des valeurs 

croissant  avec l e  rapport de v i tesse .  On do i t  s ' a t t endre  en e f f e t  à ce que 

l a  turbulence s ' a cc ro i t  avec l e  cisai l lement,  comme l e  montre l e  calcul .  

C-2.- Influence du gradlent  de pression 

exper . ca lc  . exper . calc . 

scht  o. 16 o. 22 o.  33 o .  16 

Tableau VI-7. - Effe t s  du gradient  de pression 
(exp. [61). 



Un nombre de calculs plus important fut fait avec l'écoulement 

heliurn-azote [6 1 qu'avec le mélange freon 12-air, mais quelques unes des 
conclusions sont identiques. 

L'origine virtuelle ne peut pas être déterminée correctement pour 

les raisons qui ont déjà été exposées dans les paragraphes précédents. 

La seule façon de comparer les croissances de la zone de mélange, est donc 

d' examiner le taux d' expansion. La figure (VI-3 1 ) montre que pour cet écou- 

lement sans gradient de pression l'accord est également tout-$-fait satis- 
1 

faisant. ( s, et Sc sont des épaisseurs caractéristiques calculées à 

Fig. VI-31.- Taux d'expansion de la couche de 

mélange Hélium-Azote . 

partir des profils de pression dynamique et de masse volumique moyenne 161). 

Les résultats les plus intéressants sont montrés dans le tableau VI-7 pour 

les deux cas, avec et sans gradient de pression, pour lesquels le rapport 

des vitesses est 66 = 0.378. Dans 1' ensemble 1 'accord est bon pour le cas 

de gradient de pression nul, et plus faible dans le cas du gradient de 

pression positif, pour lequel les quantités turbulentes sont sous estimées 

de 25-40 %. 



Fig. VI-31-bis.- Frottement tu rbu len t  dans l a  couche. 

de mélange Helium-Azote à X = 5.08 cm. 

( X Z O  ; A : exp. C61, - c a i c u i ) .  

Fig. VI-32.- c o r r é l a t i o n  vitesse-masse volumique 

dans l a  couche de mélange ~elium-Azote à %= 5.08 cm. 

(même symboles que l a  f igure  VI-3 1 ) . 



Fig. VI-33 . -  Fluctuations de masse volumique dans 

la couche de mélange Helium-Azote à % = 5.08 cm. 

(mêmes symboles que la figure V I - 3  1 ) . 

Fig. VI-34.- Nombre de Schmidt turbulent dans la 

couche de mélange Helium-Azote à %= 5.08 cm. 

(mêmes symboles que la figure VI-31 ) . 



Aucune comparaison d i r ec t e  du paramètre de taux d'expansion n ' e s t  

rapportée i c i  parce q u ' i l  a é t é  observé dans l e s  calculs  que l a  zone de 

simili tude des p r o f i l s  n ' e s t  s tr ictement é t a b l i e  qu'après 5 cm en aval  de l a  

plaque de séparation e t  aucune valeur expérimentale n ' e s t  donnée au-delà 

de c e t t e  abscisse.  Néanmoins l e  paramètre calculé e s t  en accord avec 

l e s  r é s u l t a t s  de calcul  précédents e t  avec l a  courbe théorique représentée 

sur l a  f igure  VI-30 quand l e  ca lcu l  e s t  poursuivi su r  une distance aval  

plus importante (84 x d 30 cm) où l a  simili tude des p r o f i l s  e s t  assurée. 

Pour l a  région de s i l l a g e  proche, deux épaisseurs d i f fé ren tes  sont évaluées 

( f i g .  VI-31 ) . Les figures (VI-32), (VI-33) e t  (VI-31-bis ) montrent quelques 

r é su l t a t s  typiques pour l e  frottement turbulent ,  l a  corré la t ion vitesse-masse 

volumique e t  l e s  f luctuations de masse volumique. Les nombres reportés dans 

l e  tableau (VI-7) soulignent que l e s  r é su l t a t s  sont bons pour toutes  l e s  

quanti tés moyennes mais ne s 'accordent pas t r è s  bien avec l ' in f luence  du 

gradient  de pression. Les r é s u l t a t s  expérimentaux montrent que l e  gradient 

de pression tend à accro î t re  l e  taux d'expansion, l e  frottement turbulent  

e t  l e s  corré la t ions  vitesse-masse volumique mais pas l e s  f luctuations de 

masse volumique dont l e  maximum r e s t e  pratiquement inchangé. Les calculs  

montrent un accroissement moindre du frottement turbulent  tandis  que l e s  

corré la t ions  de masse volumique diminuent e t  ne s 'accordent plus du t ou t  

avec l e s  r é s u l t a t s  expérimentaux. Cette fa iblesse  semble due aux termes de 

gradient de pression présents dans l 'équat ion pour l e s  f lux  turbulents.  

En p a r t i c u l i e r ,  l a  corré la t ion masse volumique-fraction massique pourrait  

certainement ê t r e  mieux prédi te  par  une équation de t ranspor t  p lu tô t  que 

par une r e l a t i on  algébrique. 

Finallement l a  figure(V1-34) donne une estimation du nombre de 

Schmidt turbulent  dans l a  couche de mélange. La l igne  d ro i t e  représente l a  

valeur constante qui e s t  u t i l i s é e  pour l e s  modèles &- L . Cette f igure 

montre clairement que même s i  une t e l l e  valeur e s t  r é a l i s t e  dans l a  p a r t i e  

cen t ra le  de l a  zone de mélange, e l l e  devient totalement inadaptée sur  l e s  

bords. 



V l - 2 . -  LA COUCHE DE MELANGE 

Pour l ' é t u d e  du mélange isotherme qui a é t é  f a i t e  dans l a  première 

p a r t i e  de ce chapi t re ,  l e  t r è s  p e t i t  nombre de travaux expérimentaux n ' a  

permis l ' u t i l i s a t i o n  des d i f f é r en t s  modèles que su r  un nombre t r è s  r e s t r e i n t  

de configurations expérimentales. Dans l e  but de présenter une plus grande 

général i té  de nos travaux nous avons r e p r i s  l e  rapport  de BIRCH e t  EGdERS CI81 

concernant l ' é tude  des couches l i b r e s  de cisai l lement.  Le but n ' e s t  pas de 

répéter  une b a t t e r i e  complète de t e s t s  du genre de ceux qui ont  é t é  f a i t s  

dans l a  première p a r t i e  mais de montrer que, à p a r t i r  de conditions i n i t i a l e s  

très schématiques il es t  poss ible  de prédire  l e s  pr incipales  ca rac té r i s t iques  

de l'écoulement. Au l i e u  de comparer l e s  r é su l t a t s  par rapport à un jeu de 

données expérimentales, nous prendrons maintenant comme référence une courbe 

théorique suggérée par BIRCH e t  EGGERS 1181 à p a r t i r  de l a  compilation de 

données d 'origines di f férentes .  Ces ca lcu l s  ont é t é  f a i t s  avec l e  modèle 4-s 
mais, pour des ra isons  matér ie l les ,  il n ' a  pas encore é t é  possible de l e s  

reproduire avec une fermeture du second ordre. 

Les t r o i s  premiers cas t e s t s  proposés à l a  conférence de LANGLEY [181 

sont essentiellement théoriques. Ces t r o i s  cas t e s t s  furent chois is  pour iden- 

t i f i e r  l e s  e f f e t s  du rapport des v i t esses ,  du nombre de Mach e t  du rapport des 

masses volumiques. Aucune donnée expérimentale n ' e s t  spécif iée  pour comparaison 

avec ces prédictions à cause de l ' i nce r t i t ude  générale qui ex i s t e  dans 

l ' i n t e rp ré t a t i on  des données disponibles au moment de l a  conférence. Pour 

une description dé t a i l l é e  de l 'établissement des courbes théoriques ou l e u r s  

re la t ions  avec diverses données expérimentales, l e  l ec teur  e s t  renvoyé au 

papier or iginal  de BIRCH e t  EGGERS [18]. 

Avant d ' a l l e r  plus en avant avec des valeurs di f férentes  du rapport  

des v i t esses ,  il e s t  bon d'examiner t ou t  d'abord l e  cas ou l ' u n  des courants 

à une vi tesse  nu l le .  Le taux d'expansion de ces couches de mélange e s t  

mesuré à l ' a ide  du paramètre déf in i  suivant l a  norme de CI81 : 



LL -Ut 
ou 5, e t  (jr sont l e s  distances en t re  l e s  points  auxquels - 

U)  0% 

e s t  0.1 e t  0.9 aux s t a t i ons  , e t  XG . Les deux posi t ions  7c, e t  

sont supposées ê t r e  à l ' i n t é r i e u r  de l a  région de s imil i tude des p ro f i l s  

e t  suffisamment séparés pour assurer aux calculs  un ce r t a in  niveau de préci- 

sion.  Dans l e  but  de supprimer l ' in f luence  des p r o f i l s  i n i t i aux  (épaisseur 

de couche l im i t e ,  niveau de turbulence),  e t  parce que l e s  r é su l t a t s  sont 

p r i s  uniquement dans l a  région où l e  régime turbulent  e s t  complètement 

é t a b l i ,  tous l e s  calculs  commencent avec un même p r o f i l  de v i tesse  en 

marche d ' esca l ie r ,  avec un niveau de turbulence suffisamment p e t i t  pour 

correspondre à un régime laminaire e t  en plus de ce la ,  une condition du 

type production = diss ipat ion pour assurer que l e  développement de l a  

turbulence s e  f e r a  en même temps que l e  développement des p ro f i l s  de 

v i tesse .  Dans l e  but  de s i t u e r  l'écoulement dans une ce r ta ine  gamme du 

nombre de Reynolds, l a  valeur de Te (4 Ut/u, = 0 ) e s t  calculée 

à p a r t i r  des données expérimentales rapportées par  LIEPMANN e t  LAUFER [19]. 

Pour ce cas p réc i s  seulement, nous donnons quelques éléments de comparaison 

au t res  que l e s  taux d'expansion dans l e  tableau (VI-8). Puis dans l e  tableau 

(VI-9) l e s  r é su l t a t s  avec des rapports de v i tesse  di f férents  sont regroupés. 

Tableau VI-8. - Couche de mélange % = O . 
4 

d 9, - 
dx. 

@ = he 
d z  

T O  

exp. 1191 

O. 16 

O .O35 

0.34 

0.012 

o. 16 - 0.18 

12 

Calcul 

O. 173 

O .O33 

O 325 

0.011 

0.142 

11.94 



Tableau VI-9.- Variation du paramètre 

de taux d'expansion calculé  en fonction 

de rapports  de v i t e s s e  d i f f é r en t s .  

Les f igures  (VI-35) e t  (VI-36) montrent l ' accord  des r é s u l t a t s  
4 

ca lcu lés  avec l a  courbe théorique de SABIN e t  ABRAMOVICH (vo i r  référence [ 181 ) . 

00 
c- -- u u,+* (VI-26 ) 

La f igure (VI-36) e s t  analogue à (VI-30). A t i t r e  i n d i c a t i f  nous y 

avons reporté  l e  point correspondant aux expériences de REBOLLO pour l e  

mélange Helium-Azote (représenté  par  X).  

Fig. VI-35.- Taux d'expansion de l a  couche de mélange 

(courbe théorique de SABIN e t  ABRAMOVICH d'après [ 181 ) . 



Fig. VI-36.- Taux d'expansion de l a  couche de mélange 

(formulation de S . J .  KLINE d 'après  [18l).. 

Pour ce cas t e s t ,  r éper to r ié  sous l e  no 3 dans l e  rapport de 

l a  conférence, il e s t  demandé de calculer  l e  paramètre de taux d'expansion 

pour une couche de mélange l i b r e  subsonique, avec un champ turbulent  

développé, un rapport de v i t e s s e  /u, égal  à 0.2 e t  des rapports de 

masse volumique égaux à 14.0, 0.5, 0.14 e t  0.07. 

Les r é s u l t a t s  apparaissent dans l e  t ab leau  (VI-10). 



Tableau (VI-IO).- Variat ion du paramètre de taux 

d' expansion calculé  en fonction de rapports de 

masses volumiques d i f fé ren t s .  

Pour l e  rapport de v i t e s s e  considéré l a  valeur théorique de c/r 
e s t  0,667. L a  dispersion maximum e s t  donc de 7 % ce qui  s 'accorde tout  

à f a i t  avec l e s  conclusions de BROWN e t  ROSHKO au  s u j e t  de l 'absence 

d ' e f f e t  des variat ions de masse volumique (à  basse v i t e s s e )  sur  l e  taux 

d'expansion. La f igure (VI-37) reprend l e s  r é s u l t a t s  dtABRAMOVICH e t  de 

EGGERS e t  ROSHKO qui sont  présentés dans l a  référence 181 par BIRCH e t  

EGGERS. Nous avons conservé quelques symboles correspondant aux données 

expgrimentales tandis que l e  symbole ple in  représente l e s  r é su l t a t s  du 

tableau (VI-10). 

Fig. VI-38.- Variat ion de % / O  en fonction du rapport 

de v i t e s s e  pour des couches de mélanges hétérogènes. 



VI-2-3. - i~@uence du namb~e de Mach 

Seulement des r é su l t&t s  p a r t i e l s  ont  pu ê t r e  obtenus pour ce 

troisième cas t e s t  (cas  no 2 de l a  conférence de  angle^). En e f f e t  des 

problèmes d ' i n s t a b i l i t é  numérique ont é t é  rencontrés pour l e s  écoulements 

à Mach élevé ou l e s  termes correspondant à l a  modélisation des termes 

pression divergence deviennent prédominants devant l e s  termes production- 

diss ipat ion conventionnels. Des r é s u l t a t s  n'ont pu ê t r e  obtenus que 

jusqu'à un nombre de Mach in fé r ieur  ou égal  à 4. Ces r é s u l t a t s  sont à 

rapprocher de ceux de OH [20 1 e t  de BONNET [ 2  1 1. Il faut  remarquer que OH 

présente une bonne j u s t i f i c a t i on  physique de son modèle, supposant que 

l'écoulement turbulent  supersonique ne peut pas ê t r e  considéré comme isen- 

tropique tou te fo i s ,  l ' app l ica t ion  de son modèle au ca lcu l  du mélange 

isovolume e s t  médiocre. L'avis de l ' au t eu r  e s t  tou te fo i s  que l a  t en t a t i ve  

de prédiction qui e s t  présentée I c i  ne do i t  pas ê t r e  considérée comme un 

r é su l t a t  achevé mais plutôt  comme une ouverture vers une étude plus poussée 

de ce type d'écoulement qui, même physiquement, n ' e s t  pas encore t r è s  bien 

compris. Que ce  s o i t  avec un modèle à une équation 1201 à deux équations 

( r é su l t a t s  présents)  ou avec une fermeture du second ordre [21], un consensus 

semble ex i s t e r  pour a t t r i bue r  l 'anomalie (ou l a  p a r t i c u l a r i t é )  de comportement 

du taux d'expansion de l a  couche l im i t e  supersonique ou terme de pression- 

déformation, e t  plus particulièrement & l a  p a r t i e  pression-divergence. Une 

étude plus poussée de ce problème devrai t  pouvoir accéder à des conclusions 

plus fermes, quant à cela  ou l e  r o l e  d'un terme équivalent dans l 'équat ion 

de l a  d iss ipat ion.  

Fig. VI-37.- Influence du nombre de Mach sur l e  taux d'expansion 

(A t i t r e  d ' i l l u s t r a t i o n  l e s  symboles ouverts correspondent à des 
observations expérimentales [ 181. Les symboles p le ins  sont l e s  r é su l t a t s  
du calcul .  



V I -  3. - L' I M E R A C T I O N  ONDE DE CHOC-COUCHE L I M I T E  

Après l a  t rans i t ion  qui a é t é  fai tepar  l e  problème de l a  couche de 

mélange à masse volumique variable nous allons nous intéresser maintenant 

au traitement de problèmes strictement compressibles avec proximité de 

paroi solide. Une première étude e s t  f a i t e  des couches l imites  compressibles 

sur plaques planes pour différents  nombre de Mach ou diff'érentes températures 

de paroi puis une seconde étude sera consacrée au problème plus complexe de 

l ' in te rac t ion  onde de choc-couche l imite  dans une tuyère bidimensionnelle 

transsonique. Dans tous l e s  cas l e  but n 'es t  pas de reporter systématiquement 

toutes  l e s  quantités mesurables, mais plutôt de mettre en évidence l e s  q n  

faiblesses ou l e s  points f o r t s  de t e l  ou t e l  modèle pour l e  calcul de chaque 

écoulement e t  de pouvoir é t ab l i r  de façon c l a i r e  leurs  l imites respectives 

e t  l eu r  domaine d 'appl icabi l i té  . 

V I - 3 - 7 .  - L a  couche U e  compked;bible 

A )  Configuration expérimentale 

Pour cet  aspect des calculs compressibles, plutôt que de s 'a t tacher  

à un ou deux travaux expérimentaux donnés nous nous sommes orientés vers une 

comparaison plus globale des résu l ta t s ,  de façon indépendante de l ' o r ig ine  

des expériences. Cette approche du problème a é t é  rendue possible par l a  

conférence de Stanford e t  tous l e s  travaux préparatoires qui l ' on t  supportée. 

Dans l e  cadre de ce t te  conférence, RUBESIN e t  HORSTMAN [221 ont é t é  chargés 

d'évaluer e t  de sélectionner des écoulements étudiés expérimentalement en 

vue d 'é tabl i r  une hase de données qui se rv i r a i t  de référence pour l 'évaluation 

des modèles de turbulence (pour ce type d'écoulement). Une première remarque 

e s t  que divers auteurs 1231, [241, [271 ont montré que l a  théorie de l a  

longueur de mélange modifiée par Van Driest II pouvait ê t r e  u t i l i s ée  pour 

prédire correctement l e  coefficient de frottement e t  l a  vi tesse longitudinale 

dans l a  zone interne de l a  couche l imite .  Par c e t t e  théorie,  l e  frottement 

peut ê t r e  prédit avec une précision de l 'o rdre  de 10 % dans l e s  gammes 

suivantes : 



Pour des valeurs plus  f a ib l e s  de l a  température de paroi ,  c e t t e  

théor ie  surestime l e s  données expérimentales (d'environ 20 % s i  

Tw/~,, = 0.1 ) .  De plus il a é t é  v é r i f i é  que l a  ' 'loi de paroi1' 

isovolume s'accorde avec l e s  mesures de v i tesse  moyenne jusqu'à un nombre 

de Mach égal  à 7,  pour une paroi  athermane ou r e f ro id i e ,  à condition de 
Y 

r edé f in i r  une v i tesse  incompressible équivalente CI de l a  façon suivante : 

e t  d ' u t i l i s e r  l e s  variables pa r i é t a l e s  pour calculer  l a  var iable  Y.  
Finalement l e s  facteurs de récupération 

sont proches de l a  valeur 0.88 dans une gamme t r è s  étendue de nombres 

de Mach [26]. 

A l'époque où ces travaux expérimentaux ont é t é  effectués,  l e s  

mesures de turbulence é t a i en t  encore l o i n  d ' ê t r e  monnaie courante; l e s  

r é s u l t a t s  de mesures au f i l  chaud ne f a i s a i en t  pas l a  p a r t  des f luctuations 

de masse volumique e t  des f luctuat ions  de v i tesse  e t  l a  v é l o c h é t r i e  l a s e r  

n ' é t a i t  pas encore développée. Puis,  à mesure que l e s  techniques expérimen- 

t a l e s  évoluèrent e t  s 'améliorèrent ,  des p r o f i l s  de moments d'ordre deux 

furent  mesurés sur  des parois  de souf f le r ie  en l 'absence de gradient de 

pression p lu tô t  que sur des modèles de plaque plane [25], 1281, 1291. 

Dans ces cas l à ,  il e s t  bien connu que l e s  couches l im i t e s ,  qui sont 

beaucoup plus épaisses,  gardent une cer ta ine  mémoire de l e u r  é t a t  amont 

(accéléra t ion continue),  L'enthalpie t o t a l e  de ces couches l imi tes  e s t  a lo rs  

une fonction du second degré de l a  v i t esse  loca le  p lu tô t  que l a  r e l a t i on  

l i n é a i r e  de Grocco que l ' o n  peut observer pour l e s  plaques planes [301. 

Ainsi,  ces mesures récentes de quanti tés turbulentes peuvent ê t r e  di f férentes  

de c e l l e s  correspondant au problème de l a  plaque plane. C'est  pourquoi, 

seules l e s  quanti tés moyennes calculables par l a  méthode de Van Dries t  II 

font l ' o b j e t  d'une comparaison dans l e  cadre de l a  conférence 1221. En 

p a r t i c u l i e r  l e  coef f ic ien t  de frottement sur  une plaque plane athermane 

e s t  ca lculé  en fonction du nombre de Mach pour un nombre de Reynolds 

basé su r  l ' épa i sseur  de quant i té  de mouvement égal  à Io4. La l o i  de frottement 

e s t  c e l l e  de E;ARMAN-SCHtJEKRERR modifiée par  VAN DRIEST II (voir  réf .  [22] 

ou [30]). Le problème de l a  plaque isotherme r e f ro id i e  e s t  également t r a i t é  



pour une valeur du nombre de Mach égal  à 5 .  

Ce type de comparaison au niveau des grandeurs moyennes e s t  s a t i s -  

f a i s an t  pour l ' é l abora t ion  de modèles de turbulence correspondant à une 

fermeture des équations au niveau zéro. Toutefois pour une fermeture 

d'ordre deux l e  besoin en données expérimentales e s t  beaucoup plus grand. 

En e f f e t ,  pour va l ider  l e  modèle, ou p lu tô t  l e s  hypothèses qui l e  supportent 

une description plus  f ine  de l'écoulement e s t  nécessaire.  En plus de l a  

répar t i t ion  de v i tesse ,  il e s t  également possrble d'évaluer par l e  ca lcu l  

l e s  d i f férentes  contra intes  du tenseur de Reynolds e t  a i n s i  l ' an i so t rop ie  

qui e s t  caractér is t ique de l a  proximité d'une paroi  sol ide .  A ce jour, il 

n 'ex i s te  pas encore de données suffisamment dé t a i l l é e s  de ce type de r é s u l t a t  

[31], [32], [331, aussi  nous nous sommes résolus à u t i l i s e r  des données 

expérimentales incompressibles, pour examiner l e  comportement du tenseur 

d 'anisotropie,  en transformant bien évidemment l e s  v i t esses  calculées en 

v i tesses  incompressibles équivalentes par  l a  r e l a t i on  (VI-27) c i t é e  précé- 

demment. De plus l e s  remarques de MORKOVIN 1341 puis  de BRADSHAW [271 nous 

l a i s s e n t  penser que dans l e  voisinage de l a  paroi ,  l e s  e f f e t s  de compressi- 

b i l i t é  ne sont pas prédominants. Les travaux expérimentaux qui ont é t é  

retenus sont ceux de KLEBANOFF [35] e t  de KREPLIN e t  EC ELMANN C361. 

B )  Traitement numérique 

Tous l e s  calculs  dont l e s  r é su l t a t s  sont présentés dans c e t t e  p a r t i e  

e t  t ou t  ce qui va suivre ont  é t é  effectués avec l a  methode numérique présentée 

au Chapitre V ,  pour l a  résolut ion des équations de Navier-Stokes complètes 

( l e  qua l i f i c a t i f  "complet" e s t  employé i c i  dans l e  sens qu'aucune simplif i-  

ca t ion des équations moyennées n ' e s t  f a i t e  à p r i o r i  à l a  différence des 

équations du type couche l i m i t e  qui ont é t é  u t i l i s é e s  dans l e s  pa r t i e s  VI-1  

e t  VI-2). Il e s t  sûr qu'un t e l  moyen de calcul  e s t  "surdimensionné" par 

rapport au problème physique. La prédiction d'une couche l im i t e ,  même 

compressible peut s e  f a i r e  t ou t  auss i  bien avec un code couche l i m i t e  

(parabolique). Toutefois, comme l e  but  que nous nous sommes f ixés  dans 

c e t t e  thèse e s t  l e  calcul  d'une in te rac t ion  fo r t e ,  il nous a paru nécessaire 

de t e s t e r  l e s  modèles de turbulence sur  des cas d'écoulements simples m a i s  

avec un ou t i l  numérique commun. A t i t r e  anecdotique nous présentons néanmoins 

quelques r é su l t a t s  obtenus avec l e  même modèle de turbulence (fermeture du 

second ordre) mais avec l a  méthode numérique déc r i t e  au chapi t re  I V .  



B-1.- Conditions aux l im i t e s  

Les conditions aux l im i t e s  doivent ê t r e  nécessairement imposées 

sur  tou tes  l e s  f ron t iè res  du domaine de calcul .  La f ron t i è r e  amont e s t  super- 

sonique. Les variables sont donc gardées 8 une valeur constante,  e t  aucune 

influence aval-amont n ' e s t  possible.  La présence de l a  plaque so l ide  e s t  

in t rodu i te  de façon t r è s  physique en imposant l a  condition d'adhérence au 

champ de v i t e s s e ,  c 'est-à-dire que l e s  deux composantes de v i t e s s e  y sont 

nu l les .  Le gradient  de pression y e s t  supposé non nul  mais fa ib le  e t  recal- 

cul6 à chaque point  pour ne pas v io l e r  l a  condition LT= O a i n s i  que ce l a  

a é t é  montré dans l e  chapi t re  précédent. La condition d'adhérence n ' e s t  

imposée qu'à p a r t i r  de l a  seconde colonne de points ,  ce qui  équivaut à 

simuler un bord d 'at taque e f f i l é  en t r e  l e  premier e t  l e  deuxième point .  

La quatrième condition peut ê t r e ,  ou b ien  une température tenue constante 

ou un f lux  de chaleur imposé. 

La f ron t i è r e  aval  e s t  presque partout  supersonique. Des conditions 

simples du type Neumann y sont donc appliquées. Pour l a  f r on t i è r e  supérieure 

du domaine, seule une grandeur e s t  f ixée ,  l a  v i t e s s e  longi tudinale  ou l a  

pression.  Les au t res  grandeurs s a t i s f o n t  une r e l a t i o n  du type d.2 0 . 
43 

Condit ions i n i t i a l e s  

Dans l e  but  de maintenir l e  caractère  p r é d i c t i f  de l a  méthode un 

minimum d'informations e s t  fourni  au  début du ca lcu l .  Nous prescrivons 

donc un champ de v i t e s s e  constante dans tout  l 'écoulement, excepté su r  

l e s  points  de paroi .  

C )  Résul ta ts  

Les premiers ca lculs  de couche l imi te  qui ont é t é  f a i t s  por tent  sur  

l a  prédic t ion des valeurs moyennes mentionnées plus  haut. L'influence du 

nombre de Mach sur l ' évo lu t ion  du coef f i c ien t  de frottement e s t  vgr i f i ée  

e t  comparée à l a  valeur théorique de l a  l o i  deKARMAN-SCHOENHERR modifiée 

selonVAN DRIEST II, pour un écoulement sur  une plaque plane adiabatique. 

Quelques r é s u l t a t s  sont également reportés sur c e t t e  courbe concernant une 

modification du modèle algébrique de CEBECI [381 pour t e n i r  compte d'un 

éventuel décollement de l a  couche l i m i t e .  Au l i e u  de l ' épa i s s eu r  de dépla- 

cement, une fonction du taux de tourb i l lon  e s t  u t i l i s é e  comme longueur 



Fig. VI-38.- Influence du nombre de Mach sur  l e  coeff ic ient  
4 

de frottement Rb = 10 ; 7, = 2.634  IO-^; p a m i  athermane. 
- courbe théorique, ca lcul  longueur de mélange 1381 

O ca lcu l  longueur de mélange modifiée [371. 

caractér is t ique de l a  couche l imi te  [37]. On remarque que l e s  prédictions 

avec l e  modèle de base sont bonnes dans tous l e s  cas tandis  que l e  modèle mo- 

d i f i é  e s t  mieux adapté aux écoulements fortement supersoniques. Sur l a  

f igure  suivante (VI-39) sont  t racés  quelques p r o f i l s  de v i tesse  correspon- 

dants aux nombres de Mach 3.0, 2.0, 3.0, 4.0 e t  5.0. 

La l o i  de paroi e s t  bien su iv ie  e t  l e s  e f f e t s  de compressibilité vont 

dans l e  sens des conclusions de WHITE 1391. La f igure  (VI-40) présente l e s  

r é s u l t a t s  obtenus pour une plaque plane re f ro id ie .  Le nombre de Mach extér ieur  

e s t  constant e t  égal  à 5 tandis  que l a  température de paroi  e s t  diminuée 

jusqu'à 20 % de l a  température de paroi  adiabatique. Le coeff ic ient  de 

frottement e s t  sous-estimé d'environ 5 % mais l a  tendance attendue d'une 

surestimation pour l e s  valeurs l e s  plus f a ib l e s  de température correspond 

effectivement aux a t t en t e s  de RUBESIN e t  HORSTMAN 1221. Pour ce qui e s t  



Fig. VI-39.- Profils de vitesse suivant la loi de paroi 

universelle (paroi ~thermane). 

de l'influence du taux de refroidissement on observe à nouveau un très 

bon accord avec les résultats expérimentaux collectés. 

Fig. VI-40 .- Influence de la température de paroi sur le 
coefficient de frottement. Ecoulement supersonique Sur une 

plaque plane refroidie ( n = 5, fig = 10000). 



Fig. VI-4 1 .- Prof i l s  de v i t e s se  sur plaque plane isotherme 

(mêmes conditions que pour l a  f igure  VI-40). 

L ' u t i l i s a t i on  de ce  type de fermeture pour des problèmes plus 

complexes où appara î t  un décollement ne donne que des r é s u l t a t s  médiocres, 

comme nous l e  verrons dans un paragraphe suivant. C'est  pourquoi il a été 

jugé nécessaire d 'obtenir  une descr ipt ion beaucoup plus f i n e  delacouche 

l imi te ,  e t  tou t  particulièrement du tenseur  des contraintes de Reynolds, 

en résolvant également l e s  équations d'évolution de ses  d i f fé ren tes  compo- 

santes. 

Un premier calcul  a tou t  d'abord é té  effectué avec une version d'un 

modèle q u i n ' e s t q u e  l a  s t r i c t e  t ransposi t ion de ce lu i  de LAUNDER, REECE e t  

RODI  [ 15 1 , HANJALIC e t  LAUNDER 140 1 e t  GIBSON e t  LAUNDER 145 1. Les r é su l t a t s  

l e s  plus marquants sont reportés su r  l e s  f igures (VI-42) à (VI-55). 

A l a  d i f férence des calculs  précédents, pour diminuer l e s  coûts 

de calcul ,  c e t t e  deuxième p a r t i e  n ' a  pas é t é  t r a i t é e  comme un problème de 

bord d'attaque. Init ialement l e  premier p r o f i l  e s t  généré par  un code 

parabolique qui contient  l e  modèle de turbulence de WILCOX e t  RUBESIN 1441. 



Fig. VI-42.- Courbes d'épaississement de l a  couche l i m i t e .  

( 0 = 3, RB= ioooo, modèle RSE). 

Ce modèle u t i l i s e  l e s  r é su l t a t s  de MUNDER e t  a l .  pour l e s  termes de 

pression-déformation en écoulement à turbulence homogène sans l e s  adapta- 

t ions  de proximité de paroi .  Les e f f e t s  de compressibil i té  sont  p r i s  en 

compte par l a  dé f i n i t i on  loca le  de l a  masse volumique e t  l e s  termes de 

divergence non-nuls dans l e s  cor ré la t ions  pression-déformation. La lon- 

gueur ca rac té r i s t ique  e s t  déf in ie  à p a r t i r  du carré  du taux de dissipa- 

t i o n  spécif ique de l ' éne rg i e  de turbulence. 

Ce p r o f i l  i n i t i a l  e s t  reproduit  identiquement dans tou tes  l e s  

sections.  Le ca lcu l  ne converge a lo r s  que lorsque l 'épaississement de l a  

couche l im i t e  e s t  obtenu de façon régu l iè re  sur tou te  l a  longueur de l a  

plaque à p a r t i r  du p r o f i l  i n i t i a l  maintenu constant dans l a  première 

section.  Cet épaississement e s t  i l l u s t r é  pa r  l a  f igure  (VI-42) qui  montre 

l ' évo lu t ion  du nombre de Reynolds % au cours du calcul .  



Fig. VI-43.- Répart i t ion du coef f i c ien t  de frottement. 

(modèle standard, mêmes conditions que pour l a  f igure  VI-42). 

Pour é v i t e r  l a  confusion en t r e  l e s  e f f e t s  du modèle de turbulence 

e t  ceux de l 'a lgori thme de ca lcu l ,  l e  même modèle de turbulence a  é t é  

implanté dans l e  programme parabolique déc r i t  au chapi t re  I V .  Les p r o f i l s  

i n i t i aux  q u ' u t i l i s e  ce code sont identiques à ceux décr i t s  précédemment 

pour l e  programme Navier-Stokes. Un au t r e  argument en faveur de ce t r a i -  

tement en p a r a l l è l e  avec deux méthodes numériques d i f fé ren tes  e s t  que l a  

v i t esse  du code couche l i m i t e  e s t  t e l l e  q u ' i l  peut ê t r e  u t i l i s é  auss i  

comme un o u t i l  pour guider e t  t e s t e r  l e s  d i f férentes  modifications suscep- 

t i b l e s  d ' ê t r e  apportées a u  modèleavant l e u r  introduction dans l e  code 

Navier-Stokes. 

Pour l e s  calculs qui sont présentés dans c e t t e  p a r t i e ,  l e  programme 

couche l imi te  emploie 128 points  de ca l cu l  dans l a  d i rect ion normale à 

l 'écoulement. De son côté ,  l e  programme Navier-Stokes n'emploie que 32 

points  dans c e t t e  même direct ion.  L a  distance inter-nodale s ' a c c r o î t  de 

façon exponentielle à p a r t i r  de l a  paro i  so l i de  pour l e s  deux codes de 



façon à obtenir  une valeur minimale de l ' o r d r e  de 0.3 pour Différentes 

Fig. VI-44.- P r o f i l  de v i t e s s e  au  voisinage de l a  paroi .  

g r i l l e s  ont  é t é  essayées avec l e s  deux programmes e t  l e  choix f i n a l  a é t é  

f a i t  de façon à avoir  un compromis raisonnable en t repréc i s ion  e t  coût de 

calcul .  Dans l a  d i rect ion de l'écoulement l e  programme couche l im i t e  

ca lcule  de lui-même son pas d'avancée en fonction d'une longueur caracté-  

r i s t i que  de l'écoulement (par  exemple 1 'épaisseur de l a  couche) tandis  que 

l e  programme Navier-Stokes u t i l i s e  une g r i l l e  dont l a  longueur des mail les 

e s t  constante e t  approximativement égale à l a  moit ié de l ' épa i s s eu r  de l a  

couche l i m i t e  i n i t i a l e .  Une t e l l e  résolut ion e s t  tout-à-fai t  su f f i san te  

pour l 'obtent ion d'une solut ion précise  pour une couche l i m i t e  é t ab l i e ,  

VIEGAS e t  HORSTMAN C461. 

Revenons maintenant à l'examen des r é su l t a t s  fournis par ce premier 

modèle que nous qual i f ierons  de modèle standard dans l a  s u i t e  de ce chapi t re .  

La f igure  VI-43 montre l ' évo lu t ion  du coef f i c ien t  de frottement l e  long de 

l a  plaque. Bien que l a  tendance de c e t t e  évolution concorde avec l a  l o i  

théorique de KARMAN-SCHOENHERR modifiée suivant l a  méthode de VAN DRIEST II 

1471, l e  frottement e s t  partout  sous-estimé d'environ 12 5 .  

(rnodèle standard, mêmes conditions que pour l a  f igure  VI-42). 
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Les figures VI-44 e t  VI-45 montrent l e s  p r o f i l s  de v i tesse  moyenne 

au voisinage de l a  paroi e t  dans l a  zone externe de l a  couche l imi te .  Pour 

t e n i r  compte de l a  compressibilité de l'écoulement, l a  v i t esse  moyenne a 

é t é  transformée suivant l a  re la t ion  : 

Sur l e s  deux f igures  sont reportés également l e s  r é su l t a t s  fournis 

par  l e  programme couche l i m i t e .  Les r é su l t a t s  obtenus avec l e s  deux programmes 

sont t r è s  proches l e s  uns des autres e t  montrent a i n s i  que l ' in f luence  du 

fac teur  "algorithme" peut ê t r e  raisonablement négligée. La f igure  VI-44 
compare l e s  valeurs calculées avec l a  l o i  semi-logarithmique de VON KARMAN 

e t  une re la t ion l i n é a i r e  pour l a  zone visqueuse. La t r ans i t i on  de l a  zone 

visqueuse à l a  zone logarithmique e s t  correctement prédi te .  Toutefois s i  

on admet que l a  région logarithmique correspond à une pente minimum, on 

peut a lo rs  noter une ce r ta ine  différence avec l a  courbe théorique, quoique 

l e  niveau de l a  courbe semble bien préd i t .  Les valeurs exactes des coeff ic ients  

de frottement sont  imprimées sur c e t t e  f igure.  Les valeurs calculées di f fèrent  

seulement à 3  % mais sont infér ieures  de 12 % à l a  valeur théorique. 

La f igure  VI-45  montre plus particulièrement l e  p r o f i l  de l a  v i t e s se  

transformée dans l a  p a r t i e  extér ieure  de l a  couche l im i t e .  A t i t r e  de réfé- 

rence l a  ligne continue représente l ' extension de l a  l o i  de s i l l a g e  de Goles 

modifiée suivant l ' équat ion (VI-29) a i n s i  que l e  suggèrent HOPKINS, KEENEB, 

POLEK e t  DWYER [48]. Une p a r t i e  de l a  différence entre  l e s  deux courbes do i t  
A 

e t r e  a t t r ibuée à l a  sous-estimation du coef f ic ien t  de frottement. La valeur 

du facteur de récupération calculé e s t  O -85 , qui e s t  4,5 % plus p e t i t e  que 

l a  valeur théorique 0.89. 

Les f igures  VI-46 à VI-55 s e  rapportent essentiellement aux grandeurs 

turbulentes.  Tout d'abord l e s  f luctuations de v i tesse ,  normalisées par l a  

v i t e s se  de frottement LCr , sont comparées aux r é su l t a t s  expérimentaux de 

KREPLIN e t  ECKELMANN [ 3 6 ]  e t  de KLEBANOFF [35 1, en fonction de &g( $1 . 
Ainsi que l ' on t  montré l e s  courbes de v i tesse ,  l ' accord en t re  l e s  

deux programmes de calcul  e s t  excellent .  Toutefois l e s  points expérimentaux 

son t  bien d i s t i nc t s  des courbes calculées.  Alors que l e s  mesures de KLEBANOFF 

d' une par t ,  e t  c e l l e  de KREPLIPJ e t  ECKELMANN d 'autre  p a r t ,  s'accordent pour 
I 

s i t u e r  l a  valeur du maximum de u I ~  aux environs de LJ* = 24, l e s  calculs  z 
montrent une courbe en forme de pla teau qui s ' étend de 3+ = 20 à Y+ = 500. 
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Fig. VI-45 .- P r o f i l  de v i tesse  dans l a  zone de s i l l a g e  

(modèle standard, mêmes conditions que pour l a  f igure  VI-42). 

I 
Tout en é tan t  moins prononcée, l ' a l l u r e  des courbes de W / U ~  e s t  analogue. 

Quant à vAr , l e  m a x i m u m  des points expérimentaux s e  trouve aux environs 

de y+= 900 tandis  que l e s  courbes calculées a t te ignent  l eu r  niveau l e  plus 

élevé au  voisinage de = 20. On peut remarquer également que dans l a  %+ + zone adjacente à l a  paroi  ( 9 < 10 ) ,  l e s  r é su l t a t s  expérimentaux montrent 

une anisotropie  t r è s  importante du tenseur de Reynolds, ce que ne r e f l è t e  

absolument pas l a  prédiction numérique. 

I l  faut  également souligner que ce type de représentation en fonction 

de Porb(%*) perd tou t  son sens dans l a  zone de s i l l a g e  où l a  forme e t  

l ' é tendue des p r o f i l s  dépendent t r è s  fortement de l a  valeur du nombre de 

Reynolds. Une au t re  réserve à c e t t e  comparaison e s t  due à l a  nature des 

écoulements. Les points expérimentaux sont i ssus  de mesures dans des écou- 

lements incompressibles tandis  que l e s  valeurs calculées correspondent à un 

écoulement dont l e  nombre de Mach e s t  égal à 3. Pour p a l l i e r  c e t t e  ambiguité, 

l a  f igure  VI-47 montre l e s  f luctuat ions  de v i tesse  en termes de contraintes 

dynamiques. Les points expérimentaux ne sont pas modifiés mais l e s  valeurs 

calculées r e f l è t en t  auss i  maintenant l ' inf luence des var ia t ions  de masse 

volumique. 
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Fig. VI-47.- Di s t r ibu t ion  des con t ra in tes  normales. 

(modèle s tandard,  mêmes condit ions que pour l a  f igure  VI-42). 



Le désaccord en t re  l e s  points  expérimentaux e t  l e s  valeurs calculées 

e s t  encore plus  grand. Le maximum des t r o i s  composantes normales s e  trouve 
t 

maintenant t r è s  éloigné de l a  paroi ,  5 m 0 0 .  La question de savoir  s i  il 

e s t  préférable  de comparer l e s  contra intes  dynamiques p l u t ô t  que l e s  fluctu- 

a t ions  de v i t e s s e  pour éliminer l ' i n f l uence  du nombre de Mach ou du nombre 

de Reynolds e s t  encore ouverte à l a  discussion. FERNHOLZ, FINLEY e t  MIKULLA 

[hg] ont rassemblé des données expérimentales de couches l im i t e s  compressibles 

avec e t  sans gradient  de pression.  I l s  ont pu a i n s i  comparer des écoulements 

dont l e  nombre de Mach M s  ' étend de 1 .7 à 6.4 e t  l e  nombre de Reynolds 

basé sur  l ' épa i s s eu r  de quant i té  de mouvement P I e s t  compris en t re  2000 e t  

25000. La dispersion des points  e s t  t e l l e  q u ' i l  e s t  t r è s  d i f f i c i l e  de cho is i r  

une représentat ion l i b r e  de tou te  influence de n ou Re . 

Fig. VI-48.- P ro f i l s  des contra intes  normales. 

(modèle standard, mêmes conditions que pour l a  f igure  VI-42). 

Suivant RUBESIN [50], il e s t  p lus  jus te  de sé lect ionner  l a  représen- 

t a t i on  en termes de contraintes p lu tô t  que de f luctuat ions  ca r  seu l  l e  cas 

référencé par  72050201 ( f igure  3.1.1 r é f .  [49]) s ' éca r te  des aut res  e t  peut 

ê t r e  r e j e t é  avec raison.  Le comportement des contraintes normales peut ê t r e  



mieux appréhendé dans l'ensemble de l a  couche l i m i t e  grâce à l a  f igure  VI-48 

où l e s  mêmes quant i tés  sont  maintenant t racées  en fonction de 91s . Il 

devient alors évident que l a  turbulence e s t  surestimée à l ' ex t é r i eu r  tandis  

qu ' e l l e  es t  beaucoup t rop f a i b l e  au voisinage de l a  paroi .  

Fig. VI-49.- P r o f i l s  des f luctuations de v i tesse .  

(modèle standard, mêmes conditions que pour l a  f igure  VI-42). 

Deux jeux de valeurs expérimentales sont t r a cé s  sur  c e t t e  f igure.  

Le premier jeu, repéré par  KLEB correspond aux r é su l t a t s  de KLEBANOFF [351 

pour une couche l imi te  à v i t e s se  modérée (15.24 m / s )  su r  une longue plaque 

plane. Le deuxième jeu, repéré  par LASR, e s t  basé su r  l e s  travaux de 

ROBINSON, SEEGMILLER e t  KUSSOY [511. Pour ce deuxième cas il s ' a g i t  d'un 

écoulement l e  long d'un cylindre avec un nombre de Mach égal  à 3. La compa- 

ra ison de ces r é su l t a t s  expérimentaux permet déjà de conclure q u ' i l  e s t  

acceptable de comparer des r é su l t a t s  compressibles à des données incom- ') 

press ibles ,  e t  donc que l e s  moyennes pondérées par  l a  masse volumique 

t iennent  correctement compte des e f f e t s  de compressibil i té .  
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Fig. VI-50 .- Distr ibut ion d'énergie turbulente.  

(modèle standard, mêmes conditions que pour l a  f igure  VI-42). 

Sur l a  f igure  VI-49, nous avons représenté l e s  contraintes de 

Reynolds de fason conventionnelle sans t e n i r  compte des var ia t ions  de 

masse volumique. On observe évidemment l e s  mêmes tendances que sur  l a  

f igure  VI-46. Ainsi l e  p ic  à l a  paroi  que l ' on  observe dans l e  papier - - 
de KLEBANOFF e s t  pratiquement inexis tant  pour U"/U: e t  d '/u: 
t and is  que l a  courbe V"/U: montre également un maximum dans c e t t e  

région a lo r s  que l 'expérience indique que l e  maximum de c e t t e  quant i té  

se  trouve aux environs de Y/& %O. 2.  Les f igures  VI-50 e t  VI-? 1 repré- 

sentent  l ' énerg ie  cinétique de turbulence au voisinage de l a  paroi  e t  

dans l a  p a r t i e  externe de l a  couche l imi te .  Les données de KREPLIN e t  

ECKELMANN [36] e t  de KLEBANOFF [35] sont représentées par l e s  symboles 

i den t i f i é s  par KREP e t  KLEB, respectivement. La f igure  VI-50 montre 

jusqu'à quel point l e  modèle standard sous-estime l ' éne rg i e  de turbulence 

pour ~ $ < 2 ~ 0  (ce  qui n ' e s t  pas t r è s  éloigné de l a  l im i t e  de s ign i f ica t ion  

des coordonnées de pa ro i ) .  
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Fig. VI-51.- P r o f i l  d 'énergie turbulente.  

(modèle standard, mêmes conditions que pour l a  f igure  VI-42). 

Au contra i re ,  l a  f igure  VI-51 a f f i che  une évidente sur-évaluation 

de l ' énerg ie  dans l a  zone externe de l a  couche l im i t e .  Cette f igure  montre 

néanmoins un bon accord quant à l ' épa i s seur  de l a  couche l im i t e  de l ' éne rg i e  

de turbulence. Les f igures  VI-52 e t  VI-53 montrent l a  d i s t r i bu t i on  des con- 

t r a i n t e s  de frottement tu rbu len t ,  à nouveau dans l a  zone de paroi  e t  dans 

l a  p a r t i e  externe de l a  couche l imi te .  L'accord en t r e  l e s  deux programmes 

de ca lcu l  e s t  t r è s  bon. 

Au voisinage de l a  surface  ( $< 100) l ' accord  avec l e s  valeurs 

expérimentales de ECKELMANN [52] e s t  étonnament bon, b ien meilleur en f a i t ,  

que ce  qu'on au ra i t  pu a t t endre  de l'examen de l a  f igure  VI-49. Un t e l  

r é su l t a t  assure que l a  descr ip t ion de l a  sous-couche visqueuse e t  de l a  

couche de t r an s i t i on  ("bu~&.k zone"), où s e  produit environ 60 $ du changement 

de quant i té  de mouvement e s t  correcte .  Dans l a  p a r t i e  extér ieure  de l a  couche 

l imi te ,  l e  frottement turbulent  p réd i t  e s t  50 % t r o p  grand, ce qui e s t  consis- 

t a n t  avec l e  comportement de l ' éne rg i e  de turbulence ( f i g .  VI-51). L'épaisseur 



Fig. VI-52 . -  Distr ibution du frottement turbulent .  

(modèle standard, mêmes conditions que pour l a  f igure VI-42) 

de l a  couche l i m i t e  de frottement turbulent  e s t  également en bon accord 

avec l e s  r é su l t a t s  expérimentaux. 

Fig. V I - 5 3  .- P r o f i l  de frottement turbulent .  

(modèle standard, mêmes conditions que pour l a  f igure VI-42) 



Finalement l e  rapport du frottement turbulent  à l ' éne rg i e  ciné- 

t ique de turbulence e s t  montré s u r  l e s  f igures  VI-54 e t  VI-55. On observe 

sur  l a  f igure  VI-55 que ce rapport e s t  constant e t  égal  à 0.34 dans tou te  

l a  section. Cette valeur e s t  en accord avec l a  valeur rapportée par  

BRADSHAW [ 531 , mais 10 % plus grande que l a  valeur obtenue des points 

expérimentaux de KLEBANOFF (vo i r  f igure VI-55). Les différences entre  

l e s  r é su l t a t s  des programmes de ca lcu l  à l a  f ron t iè re  extér ieure  sont 

a t t r ibuables  à une t rop  grande di f férence dans l a  dimension des ce l lu les  1 

u t i l i s ée s  pour l ' i n t ég ra t i on .  Sur l a  f igure  VI-54, ce  même rapport e s t  

comparé aux données de KREPLIN e t  ECKELWNN [ 361 , ECKELMANN [ 531 e t  

KLEBANOFF [ 351 en termes de coordonnées de paroi .  Les valeurs expérimentales 

res ten t  constantes beaucoup plus près de l a  paroi  que ne l e  montrent l e s  

points expérimentaux, ce qui e s t  cohérent avec l e s  r é s u l t a t s  des f igures 

VI-51  e t  VI-53. 

Fig. VI-54.- Rapport frottement-énergie. 

(modèle standard, mêmes conditions que pour l a  f igure  VI-42). 



La remontée des points de KREPLIN et ECKELMANN [361 les plus 

proches de la paroi ne peut être prise en considération car le rapport 
7 /Q doit tendre linéairement vers zéro avec la distance à la paroi. 

Les résultats de calcul montrés sur les figures VI-44 à VI-55, 

représentent un test sur la validité du modèle standard pour un écoulement 

sur,une plaque plane d'une couche limite supersonique (n = 3 ). Ces 

résultats qui sont essentiellement indépendants de la méthode numérique 

de résolution s'accordent qualitativement avec les résultats expérimentaux, 

mais dans l'ensemble, le modèle de turbulence a besoin d'être amélioré 

avant de pouvoir être appliqué à la prédiction d'écoulements plus complexes 

pour lesquels l'évaluation correcte des contraintes normales est déterminante. 

Fig. VI-55.- Rapport frottement-énergie. 

(modèle standard, mêmes conditions que pour la figure VI-42). 



L'examen des f igures  ci-dessus permet de souligner quelques uns 

des points fa ib les  de ce modèle : ( 1 )  La valeur loca le  du coeff ic ient  de 

frottement e s t  sous-estimée d'environ 10.5 à 13.5 %. ( 2 )  Le facteur  de 

récupération e s t  0.85 au l i e u  de l a  valeur généralement admise de 0.89. 

( 3 )  Le p r o f i l  de vi tesse  e s t  t rop  incurvé au début de l a  zone "logarithmique". 

Ces observations sur  l e s  grandeurs moyennes de l'écoulement sont 

causées par l e s  caractér is t iques  du modèle standard qui ont l e s  conséquences 

suivantes : l ' énerg ie  de turbulence e s t  t rop  f a ib l e  à l a  paro i  mais t r o p  

importante quand 515 > 0.15 ; 1 'anisotropie  ne semble pas a f fec tée  par l a  

présence de l a  paroi ,  qui devrai t  l ' accentuer ;  finalement l a  ditermination 

du frottement turbulent  e s t  t r è s  bonne dans l a  zone de paro i ,  mais de 

moindre qual i té  s i  416 2 0.1. Ces pa r t i cu l a r i t é s  dans l e  modèle standard 

l a i s s en t  penser q u ' i l  s e r a i t  inddapté au calcul  d'écoulements complexes 

dans lesquels sont présents des gradients de pression très importants e t  

où une connaissance précise des contra intes  normales e s t  nécessaire.  

Dans l e  but  d'améliorer l e s  r é su l t a t s  de ce  modèle, nous avons 

ré-examiné toutes  l e s  hypothèses de fermeture qui ont é t é  f a i t e s  jusqu'à 

présent pour dégager une influence possible de l a  proximité de l a  paroi .  

Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés  aux termes de 

diss ipat ion.  L'hypothèse d'une diss ipat ion isotrope à grand nombre de 

Reynolds n ' es t  pas remise en question. Toutefois, au  voisinage de l a  paroi ,  

l a  valeur asymptotique des d i f fé ren tes  composantes du tenseur de diss ipat ion,  

à savoir  E,, , 2 %  , ES, e t  E,,. suivant l a  proposition or iginale  

de ROTTA 1541, ne repose que su r  l a  constatat ion d'une uniformisation 

des échelles caractér is t iques  du mouvement turbulent  e t  un comportement 

supposé des v i tesses  instantanées dans c e t t e  région. LAUNDER e t  REYNOLDS 

ont supposé également que l e s  v i t esses  instantanées pouvaient s ' y  exprimer 

par un développement en s é r i e  de Taylor par rapport à l a  distance à l a  

paroi  (vo i r  JONES e t  LAUNDER 121). Toutefois, pour un écoulement incompressi- 

b l e  (on peut admettre que c e t t e  hypothèse e s t  presque toujours vér i f i ée  

PO- $ ( 10 en l 'absence de t r ans f e r  de chaleur) ,  l ' équat ion de Conti- 

nu i té  impose un comportement di f férent  pour l a  deuxième composante normale - 
v f L  . En poursuivant ce développement, LAUNDER e t  REYNOLDS obtiennent 

l 'expression suivante : 



On constate a i n s i  que c e t t e  nouvelle forme pour l a  d iss ipat ion 

anisotrope semble devoir a g i r  dans l e  sens souhaité,  c 'est-à-dire a c c r o î t r e  
iI 

l ' an i so t rop i e  en diminuant dt e t  . Il  fau t  néanmoins émettre quelques 

réserves quant à c e t t e  proposition. 

La première remarque e s t  que ce r é s u l t a t  e s t  tensoriellement inexact .  

En e f f e t ,  s i  on somme l e s  t r o i s  composantes normales de c e t t e  d i s s ipa t ion  on 

ne retrouve pas l a  d i s s ipa t ion  t o t a l e  E de l ' éne rg i e  turbulente.  Cet te  appro- 

ximation n ' e s t  exacte que s i  on remplace l e s  eLj par l e u r  développement 

en 3 . Cette remarque nous amène à penser que, s i  on u t i l i s e  c e t t e  forme de 

d i s s ipa t ion  pour un champ turbulent  qui ne s a t i s f a i t  pas ini t ialement l e s  

conditions de comportement en termes de y , l a  d iss ipat ion t o t a l e  p rès  de 

l a  paroi  se ra  t rop  importante pour l ' énerg ie  de turbulence présente dans 

l'écoulement. Ce point  a  pu ê t r e  vé r i f i é  pratiquement. S i  on in t rodu i t  c e t t e  

forme de diss ipat ion dans l e  modèle standard, on observe t r è s  rapidement que 

l ' éne rg i e  turbulente e s t  l i t t é ra lement  pompée à t r ave r s  s a  deuxième composante - - 

normale triz . Une façon poss ible  de corr iger  c e l a  e s t  de re- in jecter  l e  - 
défaut d'énergie de 7 su r  e t  W" . On revient  a lo r s  à une 

forme tensoriellement exacte e t  qui e s t  physiquement exacte à p a r t i r  d.u 

moment où ezt devient t r è s  p e t i t  devant & 
4 I 

e t  E I 3  . On a a lo rs  : 



La seconde remarque e s t  que c e t t e  modification e s t  basée sur  une 

forme contractée de l a  d i s s ipa t ion  pour l aque l le  une p a r t i e  des termes 

a é t é  inclue dans l e s  termes de di f fus ion moléculaire. En f a i t ,  comme ce l a  

a &té montré dans l ' équat ion (11-68) l a  forme exacte de l a  diss ipat ion e s t  : 

S i  on reprend a lo r s  l e s  arguments de LAUNDER e t  REYNOLDS, on ob t ien t  

les diss ipat ions  suivantes : 

&. Cr- 
t , ,  = 3 iq £. 

De plus  KOLLMANN [56] a montré que, en présence de f luctuat ions  de - 
masse volumique, l e  rapport zrr 1 vl( ne pouvait pas ê t r e  une constante mais 

devait  nécessairement ê t r e  une fonction de ces f luc tua t ions .  Un dernier  point  

e s t  qu'en f a i t ,  l ' an i so t rop ie  qui e s t  souhaitée 115 1 ne do i t  pas s e  f a i r e  - - 
uniquement aux dépens de d2 mais également en faveur de u". , ce qui ne 

f a i t  pas p a r t i e  de l a  proposit ion [55 1. De plus ,  il e s t  c l a i r  que c e t t e  d i s s i -  

pation anisotrope a pour conséquence de réduire  l e s  é c a r t s  en t re  l e s  d i f fé ren tes  



composantes e t  a g i t  en f a i t  dans l e  même sens que l e s  termes de re tour  à 

l ' i s o t r o p i e ,  ce qui a é t é  v é r i f i é  par  ROCTALLO 1571 dans une simulation 

numérique de l a  turbulence. En ver tu  de toutes ces remarques, il a donc 

é t é  décidé de ne pas modifier l e s  termes de d i ss ipa t ion  anisotrope e t  

de conserver l a  proposition or ig ina le  de ROTTA 1541 . 
La modélisation de l a  corré la t ion pression-taux de déformation a 

é t é  examinée en dé t a i l .  Tout d'abord il faut  noter  que l ' u t i l i s a t i o n  du terme 

*9/@ ne peut en aucun cas  s u f f i r e  à décr i re  l ' in f luence  de l a  paroi  sur  

l e  champ des f luctuations de pression. En f a i t ,  ce  terme, t e l  q u ' i l  a é té  

in t rodui t  par LAUNDER e t  a l  El51 a g i t  principalement dans l a  pa r t i e  externe 

de l a  zone de t r ans i t i on ,  m a i s  son influence tend vers z6ro au voisinage de 

l a  paroi ,  où 631L/gq s e  comporte comme . De plus l e s  valeurs 

des constantes u t i l i s é e s  dans 4ijtW sont déterminées à p a r t i r  des valeurs 

expérimentales de turbulence de paroi  qui  correspondent en f a i t  à une 

distance i3* % 100. C l e s t  pourquoi il e s t  nécessaire d f a g i r  également sur 

l e s  termes premiers t e l s  que %, OU d'.ce . Pour accentuer l ' an i so-  

t r op i e  dans l a  zone pa r i é t a l e ,  nous avons donc in t rodui t  une fonction dfamor- 

tissement du coeff ic ient  Cd , qui correspond au terme or ig ina l  de ROTTA 

pour l e  retour à l ' i s o t r o p i e .  



La fonction qui a é t é  chois ie  e s t  donnée dans l e  tableau V I - I I .  

Le choix des valeurs des coef f ic ien t s  de c e t t e  fonction - a été guidé d'une 

par t  par l e  souci d'accentuer l f a n i s o t r o p i e  de d' e t  VT à l a  paroi  

e t  d ' au t re  par t  par l e  respect  de cer ta ines  conditions de r é a l i s a b i l i t é  

(nous avons pu observer par exemple, qu'une augmentation de 25 % de l a  

valeur absolue du coeff ic ient  supérieur entra inaient  des valeurs négatives 

de l a  seconde composante normale). Lors de l 'es t imat ion des constantes qui 

apparaissent dans dcJ,, , un ce r t a in  désaccord a é t é  trouvé avec l e s  

valeurs données par  LAUNDER e t  a l  [15]. En f a i t  l ' a c t i o n  de dc,,w se  super- 

pose partout  à ce l l e s  de @' e t  Ocha J? , l e s  constantes L) , CI 

e t  CZétant  déterminées à l a  zone de raccordement à p a r t i r  de valeurs expé- 

rimentales e t  en supposant que l a  production de e s t  égale à s a  d i s s i -  

pation e t  que l a  l o i  logarithmique e s t  applicable,  (vo i r  référence [ 5 8 ] ) .  

Fig. VI-57.- P r o f i l  de v i t e s se  près de l a  paroi .  

(modèle modifié, mêmes conditions que pour l a  f igure  VI-56). 

Le désaccord avec LAUNDER e t  a l .  1151 e s t  que, à notre  av i s  r i en  

ne permet de négliger CS ( S'  = O dans [ 151) .  Ce terme, qui e s t  négligeable 



dans l e s  équations des contra intes  normales à une importance ce r ta ine  dans 
-II 

l ' équa t ion  de U v . Les valeurs des constantes qui  sont u t i l i s é e s  i c i  

sont montrées dans l e  tableau VI -11 .  

L'examen des équations de t ranspor t  des contra intes  normales s u f f i t  

à montrer q u ' i l  n ' e s t  pas envisageable de modifier l a  p a r t i e  rapide de l a  

cor ré la t ion  pression déformation. En e f f e t ,  ce terme tend à renforcer l ' i s o -  

t rop ie  des productions. En p a r t i c u l i e r  il tend à dif férencier  l e s  productions - 
de e t  w'" . Il e s t  donc l e  s eu l  mécanisme permettant de séparer  

ces deux composantes. Une réduction de son influence tend donc à donner une 

même valeur à deux composantes qui doivent ê t r e  d i f fé ren tes  a i n s i  que l e  

montrent toutes  l e s  expériences. 

Fig. VI-58.- P r o f i l  de vi tesse  dans l a  zone externe. 

(modèle modifié, mêmes conditions que pour l a  f igure  VI-56). 

Par ces d iverses  modifications de l a  modélisation de l a  cor-rélat ion 

pression-déformation, une t r è s  fo r te  augmentation de l ' an i so t rop ie  de paro i  

a  pu ê t r e  obtenue m a i s  l e s  r é su l t a t s  n 'ont  évidemment pas é t é  modifiés en ce 

qui concerne l e  niveau d 'énergie,  à cause du ca rac tè re  r e d i s t r i b u t i f  du terme 

de pression (ce qui n ' e s t  rigoureusement v r a i  que s i  l e  champ de v i t e s s e  e s t  

à divergence nu l l e ) .  



Fig. VI-59.- Répart i t ion des f luctuat ions  de v i t esse .  

(modèle modifié, mêmes conditions que pour l a  f igure  VI-56). 

Une façon d'améliorer l a  r épa r t i t i on  d 'énergie turbulente  e s t  l i é e  

à une modification du taux de di f fus ion de l a  d iss ipat ion E . On peut en 

e f f e t  s ' a t t endre  à ce qu'un renforcement de 5 s e  t r adu i se  par une dimi- 

nution de l a  valeur maximum de f au voisinage de l a  paroi  ( y+ % 10)  

e t  donc à une élévation globale du niveau de d i s s ipa t ion  dans l a  pa r t i e  

externe de l a  couche l im i t e ,  où l a  production e s t  négligeable.  Cela s e  t r a d u i t  

en f a i t  par  une augmentation de k au voisinage de l a  surface e t  une diminu- 

t i on  dans l a  p a r t i e  externe. Cette modification de 5 doi t  ê t r e  théoriquement 

accompagnée d'un changement de 5, pour respecter  l a  l o i  de comportement 

logarithmique (vo i r  équation 31 de LAUNDER e t  a l .  [151). 

Une t e l l e  modification de Cc, e s t  tou te fo i s  év i t ab le  aux yeux 

de l ' au t eu r  car  l a  re la t ion  qui l i e  l e s  coef f i c ien t s  n ' e s t  applicable 

que dans une région t r è s  é t r o i t e  de l a  couche l im i t e .  En dehors de c e t t e  zone 

il e s t  inévi table  que c e t t e  r e l a t i on  dépende auss i  du nombre de Reynolds 

turbulent .  Pour i l l u s t r e r  c e t t e  hypothèse, nous avons repor té  sur  l e s  f igures  

VI-56 à VI-67 l e s  r é s u l t a t s  correspondant à deux valeurs d i f fé ren tes  de Ce, : 



Fig. VI-60.- ~ k p a r t i t i o n  des contra intes  turbulentes.  

(modèle modifié, mêmes conditions que pour l a  figure VI-56). 

l a  première valeur Q, = 0.675 correspond à une application s t r i c t e  de l a  

re la t ion  de compatibil i té  des G,: avec l a  l o i  logarithmique (modèle A ) .  

La deuxième valeur suppose possible une influence du nombre de Reynolds 

turbulent  e t  l a i s s e  inchangée l a  valeur i n i t i a l e  donnée par HANJALIC e t  

LAUNDER [401, Cg,=  1,28 (modèle B ) .  La fonction & qui f u t  in i t ia lement  

in t rodui te  par JONES e t  LAUNDER [21 pour l e  modèle & - puis repr i se  par 

HANJALIC e t  LAUNDER [40] a g i t  de façon t r è s  marginale dans un sens opposé 

à ce lu i  dés i ré  e t  a  6 t é  supprimée du modèle ( = 1 ) .  

I l  a é t é  finalement observé que l e  terme de l 'équat ion pour 

comprenant l e s  dérivées secondes de v i tesse ,  ag i s sa i t  sur l a  valeur loca le  

du coeff ic ient  de frottement p lu tô t  que sur  l a  d i s t r ibu t ion  de au 

voisinage de l a  paroi .  Des t en ta t ives  ont é t é  f a i t e s  pour obtenir  une modé- 

l i s a t i o n  plus exacte de ce terme qui é v i t e r a i t  l ' i n t roduc t ion  de l a  constante 

Cft . Toutefois l a  pauvreté des r é su l t a t s  nous a amené à revenir  à une 

forme semblable à c e l l e  u t i l i s é e  par LAUNDER e t  al .  1151 mais avec une valeur 

sensiblement d i f fé ren te  pour l a  constante sp (voir  tableau V I - 1 1 ) .  



Fig. V I - 6 1 . -  P r o f i l  des f luctuat ions  de v i tesse .  

(modèle modifié, mêmes conditions que pour l a  f igure  VI-56) .  

Les r é s u l t a t s  dus à ces diverses modifications du modèle sont 

montrés sur l e s  f igures VI-56 à VI-67. La figure VI-56 montre l a  r épa r t i t i on  

du coeff ic ient  de frottement l e  long de l a  plaque. Pour l e s  deux modèles 

rapportés sur l a  f igure ,  l a  perturbation de p ro f i l s  i n i t i aux  e s t  plus d i f f i c i l e  

à "oublier" que dans l e  cas du ca lcu l  avec l e  modèle standard, ce qui n ' e s t  

pas étonnant, du f a i t  des hypothèses u t i l i s é e s  dans l e  modèle de WILCOX e t  

RUBESIN [ b b ] .  Après un démarrage tourmenté, l a  courbe du modèle A s'accorde 

parfaitement avec l a  l o i  théorique de KARMAN-SCHOENHERR-VAN D R I E S T  II tandis  

que l e  modèle B évolue d'une façon beaucoup plus régul ière  vers une valeur 

asymptotique qui  e s t  approximativement 7 % infér ieure  à l a  valeur théorique. 

Les f igures  V I - 5 7  e t  V I - 5 8  montrent l e s  p r o f i l s  de v i t e s se  à l a  

f o i s  dans l a  zone de paroi  e t  dans l a  p a r t i e  externe de l a  couche l imi te .  

Les valeurs d i f fé ren tes  du coeff ic ient  de frottement expliquent l a  différence 

de niveau des courbes dans l a  p a r t i e  logarithmique. On peut néanmoins remarquer 



Fig. VI-62 .- P r o f i l  des f luctuat ions  de vi tesse .  

(modèle modifié, mêmes conditions que pour l a  f igure  VI-56). 
O 

l ,O(; ,(,Y + 

Fig. VI-63 .- Dist r ibut ion de l ' éne rg i e  turbulente .  

(modèle modifié, mêmes conditions que pour l a  f igure  VI-56). 



que l e  non-respect, à p r i o r i  de l a  l o i  logarithmique, a f f ec t e  l a  forme 

des courbes. I l  e s t  é t a b l i  que l a  pente de l a  courbe dans l a  zone logar i th-  

mique correspond à l a  penteminimale du p r o f i l  de v i tesse .  Selon c e t t e  

déf ini t ion l a  courbe du modèle B e s t  en meilleur accord avec l a  l o i  théorique 

de VON KARlIIANalors que l e s  modèle A ,  qui respecte c e t t e  l o i  en théor ie ,  

indique une valeur nettement plus f a ib l e ,  de même que l e  f a i t  l e  modèle 

standard. 

Fig. VI-64.- P ro f i l s  de l ' énerg ie  turbulente.  

(modèle modifié, mêmes conditions que pour l a  f igure  VI-56 ) . 

Les p ro f i l s  de v i tesse  dans l a  zone de s i l l a g e  ne montrent pas 

de différences s ign i f ica t ives .  I l  faut  également remarquer que l e  facteur 

récupération e s t  maintenant Y = 0.89 en accord avec l e s  valeurs expérimen- 

t a l e s .  Cette amélioration e s t  une conséquence ind i rec te  de l'accroissement 

de l ' an i so t rop ie  e t  donc d'une diminution du taux de di f fus ion de l a  tempéra- 

t u r e  au voisinage de l a  paroi .  La f igure  VI-59 indique l e s  changements obtenus 



pour l e s  f luctuations de v i tesse .  Les deux modèles montrent une très n e t t e  

amélioration pour l a  descr ipt ion du comportement anisotrope du tenseur de 

Reynolds dans l e  voisinage proche de l a  paroi .  La pr incipale  différence 

t i e n t  au  comportement de l a  seconde composante, pour l aque l le  l e s  r é s u l t a t s  

s e  trouvent de par t  e t  d 'autre  des points expérimentaux. Dans l a  p a r t i e  

externe, on retrouve évidemment l e s  valeurs du modèle B à un niveau i n f é r i eu r  

puisque l a  production de l a  d iss ipat ion y e s t  renforcée par rapport au  

modèle A. 

Fig. VI-65.- Dis t r ibut ion du frottement turbulent .  

(modèle modifié, mêmes conditions que pour l a  f igure VI-56). 

Sur l e s  f igures  VI-60 e t  VI-61 ont é t é  ré-introduits  l e s  e f f e t s  de 

l a  masse volumique var iable .  Les commentaires qui viennent d ' ê t r e  f a i t s  pour 

l a  f igure  précédente sont  encore applicables en ce qui concerne l a  comparaison 



des deux modèles entre  eux. Toutefois on remarque maintenant que l e s  courbes - 
de U" e t  s 'accordent beaucoup mieux avec l e s  valeurs expérimen- 

T- 
- 

t 
t a l e s .  La valeur maximum de l a  courbe W s e  trouve maintenant à y 25 

a i n s i  que pour l e s  points expérimentaux de KLEBANOFF [351 e t  de KREPLIN e t  

Fig. VI-66.- Pro f i l s  de frottement turbulent .  

(modèle modifié, mêmes conditions que pour l a  f igure  VI-56). 

Dans l a  pa r t i e  externe de l a  couche l im i t e  l e  modèle B montre un 

accord presque p a r f a i t  avec l e s  points de mesures a lo r s  que l e  modèle A e s t  

t r è s  nettement sur-estimé. Un au t re  c r i t è r e  remarquable de l 'amélioration 

e s t  l a  forme de l a  courbe de . Le pic  de c e t t e  courbe s e  trouve très 

nettement détaché de l a  paroi  a i n s i  que l e  montrent l e s  r é s u l t a t s  expéri- 

mentaux. La f igure  VI-62 met en évidence l e s  différences de comportement 

entre  l e s  deux modèles dans l a  zone externe. Une carac té r i s t ique  in téressante  



- - 
e s t  l e  croisement des courbes de lr" e t  dY' . 

Fig. VI-67.- Rapport frottement-énergie. 

(modèle modifié, mêmes conditions que pour l a  f igure  VI-56). 

Les f igures  VI-63 e t  VI-64 montrent l e s  améliorations qui ont  é t é  
* 

apportées concernant l a  prédict ion de l ' éne rg i e  c inét ique de turbulence. 

Tant dans l a  voisinage proche de l a  paroi  que dans l a  zone externe, l e  

modèle B montre des r é s u l t a t s  en accord nettement meilleur avec l e s  r é s u l t a t s  

expérimentaux. Quoique de moindre qua l i t é ,  l e  modèle A af f iche  également 

des r é s u l t a t s  meil leurs que ceux obtenus avec l e  modèle standard quand à 

l 'augmentation de l ' énerg ie  à l a  paroi .  De même su r  l e s  f igures VI-65 e t  

VI-66, l e  modèle B e s t  plus 'performant pour l a  prédic t ion du frottement tu r -  

bulent ,  tout  part iculièrement dans l a  zone développée de l a  couche l i m i t e .  

Pour Y+< 10 l e s  deux modèles s e  trouvent de p a r t  e t  d ' au t re  des points  

de KREPLIN e t  ECKELMANN [361. A l ' ex t é r i eu r ,  l e s  r é s u l t a t s  du modèle A 

s 'avèrent  ê t r e  moins bons que ceux du modèle standard tandis  que l e  modèle B 

déc r i t  remarquablement bien l e  frottement turbulent .  



Pour c lo re  ce paragraphe, l a  f igure  VI-67 montre l a  valeur du rapport 

du frottement turbulent  à l ' énerg ie  turbulente. Les deux modèles donnent des 

r é su l t a t s  équivalents dans l a  p a r t i e  externe de l a  couche l im i t e ,  où on remar- 

que un accord encore plus prononcé avec l e s  points expérimentaux que ne 

l ' a v a i t  montré l e  modèle standard. Au voisinage immédiat de l a  paroi  l e  

modèle A e s t  sensiblement meil leur,  a i n s i  que pouvaient l e  l a i s s e r  prévoir 

l e s  courbes de l a  f igure VI-65. 

En résumé, l e  modèle o r ig ina l  de LAUNDER e t  a l .  [15], HANJALIC e t  

LAUNDER [401 e t  GIBSON e t  LAUNDER C451 a é t é  redéveloppé e t  modifié pour 

inclure  des e f f e t s  de compress ibi l i tée t  pour permettre l ' i n t ég ra t i on  de 

toutes  l e s  équations jusqu'à l a  paroi .  Dans ce paragraphe, seu l  l e  dernier  

point  a f a i t  l ' o b j e t  d'une a t t en t ion  pa r t i cu l i è r e  dans l e  but d'améliorer 

l a  prédiction des caractér is t iques  anisotropes du tenseur de Reynolds. 

I l  e s t  reconnu que l 'ajustement des termes de pression moyenne dans l e s  

équations de contraintes de Reynolds ne peut ê t r e  f a i t  que dans ces confi- 

gurations d' écoulements plus complexes t e l l e s  que 1 ' in te rac t ion  onde de 

choc-couche l im i t e  (vo i r  paragraphe suivant ) . 
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Tableau V I - 1 1 . -  Constantes du modèle. 



VI- 3- 2 .  - L 'ivLtuactLon onde de choc-couche &miXe Itunb&en;te 

~ ~ r è s  avoir  é tudié  l e  cas simple des couches l imi tes  compressibles, 

nous al lons pouvoir mettre en oeuvre l ' o u t i l  qui  e s t  développé dans ce  

mémoire pour calculer  un écoulement compressible complexe; compressible 

parce que une onde de choc normale à l a  d i rect ion pr incipale  à l'écoulement 

e s t  présente, complexe parce que l e s  gradients de pression indui ts  par  c e t t e  

onde de choc sont suffisamment fo r t s  pour provoquer un décollement étendu 

de l a  couche l imi te .  

A )  Configuration expérimentale 

L'étude expérimentale qui e s t  u t i l i s é e  i c i  a é t é  f a i t e  en 1978-1979 

à 1'O.N.E.R.A. sous l a  d i rect ion de DELERY [411 e t  a é t é  inclue dans l e s  cas 

t e s t s  de l a  conférence de STANFORD C421. E l l e  s ' i n s c r i t  dans un cadre plus 

vaste d'étude de 1'O.N.E.R.A.  où t r o i s  d i f fé ren tes  configurations ont  été 

étudiées : ( 1 ) l e  décollement naissant ,  ( 2 )  l e  décollement, (3) l e  décollement 

étendu. 

Fig. VI-68 .- configuration expérimentale ( t i r é  de 142 1) 

(vue d'ensemble). 



Toutefois pour des raisons his tor iques ,  seu l  l e  troisième cas 

a é t é  étudié jusqu'à présent dans l ' op t ique  de l a  compétition de Stanford. 

Les f igures VI-68 à VI-72 montrent l e s  pr incipales  ca rac té r i s t iques  de 

l'écoulement. La f igure VI-68 donne une description d'ensemble de l a  tuyère. 

Un bossage, dont l e  p r o f i l  exact e s t  donné su r  l a  f igure  VI-69 e s t  monté 

sur  l a  paroi inf '6rieure d'une tuyère transsonique. Le nombre de Mach à 

l ' e n t r é e  de c e t t e  tuyère e s t  égal  à 0.63. L'existence du bossage provoque 

une-accélération de l'écoulement jusqu'à une valeur du nombre de Mach de 

l ' o rd r e  de 1.4. 

La contre-pression aval ,  qui  e s t  contrôlée par  un second co l  ajus- 

t ab le ,  rend nécessaire l ' ex i s tence  d'une onde de choc normale qui  e s t  main- 

tenue au bord de f u i t e  du bossage. L a  présence de c e t t e  onde de choc corres- 

pond à un gradient de pression suffisamment intense pour provoquer l e  

décollement de l a  couche l im i t e  e t  l a  formation d'une zone de rec i rcu la t ion  

étendue. 

Figure VI-69 .- Dimensionnement de l a  tuyère ( t i r é  de C421) . 

La f igure  VI-70 montre l ' a l l u r e  du choc au-dessus de l a  zone 

décollée. Le décollement e s t  suffisamment important pour générer un choc 

oblique C 1 i s s u  du point de décollement ( f igure  VI-72). En aval  de Cl, 

l'écoulement qui  e s t  encore supersonique, rencontre un second choc C 2  qui 



l u i  e s t  presque normal. Les deux chocs Cl e t  C2 s e  rencontrent un peu plus  

haut pour ne plus former qu'un seul. choc presque normal qui s ' é t end  sur 

tou te  l a  hauteur r e s t an t e  de l a  tuyère.  La zone séparée qui s e  forme a u  bord 

de f u i t e  du bossage s e  t r a d u i t  par un p la teau  t r è s  marqué sur l a  courbe de 

pression pa r i é t a l e ,  qui  correspond approximativement à l a  zone comprise 

en t re  l e s  chocs Cl e t  C2. La l oca l i s a t i on  de l a  séparation à c e t  endroit  

e s t  j u s t i f i é e  par l e s  act ions conjuguées du gradient de pression e t  de l a  

courbure l oca l e  de l a  paroi  infér ieure .  

Pig. VI-70.- Forme de l 'onde de choc ( t i r é  de [42] ) . 

Les posi t ions  respectives des points  de décollement e t  de 

recollement sont évaluées par rapport à l ' o r i g i n e  du bossage à X =  0.260 m 

e t  X= 0.325 m respectivement. Les conditions de stagnation sont  l e s  

suivantes : 



Les caractér is t iques  de l a  couche l im i t e  au début de l ' i n t e r a c t i o n  

sont : 

Le nombre de Reynolds basé sur  l a  v i tesse  extér ieure  e t  l ' épa i sseur  

de quantité de mouvement y e s t  égal  à : 

B) Traitement numérique 

C'est sans consteste ce t  écoulement qui a é t é  l a  plus grande source 

de d i f f i cu l t é s  aus s i  bien numériques que de modélisation. Mais c ' e s t  également 

avec ce problème que nous avons eu vraiment l e  sentiment de prédire  l a  

physique, des phénomènes grâce aux caractér is t iques  ins ta t ionnaires  de l a  

méthode e t  à l a  d ivers i t é  des problèmes physiques présents dans l'écoulement. 

B-1.- Conditions aux l imi tes  

Les conditions à l ' e n t r é e  de l a  tqyère sont identiques à ce l l e s  qui 

ont é t é  dé t a i l l é e s  au  chapitre V dans l a  rubrique conditions aux l imi tes  

subsoniques. Le trai tement des grandeurs turbulentes s ' y  f a i t  a l o r s  d'une 

façon naturel le  en supposant que l eu r  gradient  longitudinal. e s t  nul .  Dans 

l a  section amont, l e s  valeurs des quanti tés turbulentes sont f igées  après 



que l ' é t a t  s t a t ionna i re  du champ moyen e s t  a t t e i n t  localement. Le trai tement 

des parois  se  f a i t  de façon plus dé l ica te .  Les conditions de miroir  qui  sont 

u t i l i s é e s  pour l e s  variables primitives sont réellement j u s t i f i é e s  quand l e  

comportement de l a  var iable  e s t  l i n é a i r e  en t r e  l e s  deux points enveloppant 

l a  paroi .  Au voisinage des parois ,  l e  comportement des composantes du tenseur 

de Reynolds e s t  une fonction de p lu tô t  que de 9 . 
Nous avons donc dans un premier temps, & t g  t en tés  d ' u t i l i s e r  une 

condition de gradient  normal nul pour obtenir  l a  valeur zéro dési rée  à l a  

paroi .  Cette méthode entra ine  des valeurs t r o p  importantes de l a  turbulence 

e t  il a été  trouvé nécessaire d ' u t i l i s e r  également l e s  conditions de miroir  

pour l ' énerg ie  turbulente,  en conjonction avec une valeur raisonnablement 

p e t i t e  pour 3' (2 )  : ( $ (2 )  < 3 )  e t  une valeur nul le  pour l e s  termes 

sources quand 7 = 1 dans l e s  balayages vert icaux issus de l a  paroi .  La 

condition de gradient nul e s t  conservée pour e . 

Fig. VI-71.-  Dis t r ibut ion du nombre de Mach ( t i r é  de 1421) 

calculé à p a r t i r  de l a  pression pa r i é t a l e  infér ieure  en 

supposant l 'écoulement isentropique. 



B-2 .- Conditions i n i t i a l e s  

L ' i n i t i a l i s a t i o n  du calcul  s e  f a i t  d'une façon t r è s  gross ière  en 

prescrivant une pression e t  un nombre de Mach constants dans t o u t  l e  domaine 

de calcul  e t  égaux aux valeurs monts .  Le calcul  const rui t  a l o r s  l'écoulement 

de façon na ture l l e .  Nous avons tou te fo i s  éprouvé cer ta ines  d i f f i c u l t é s  en 

voulant commencer à p a r t i r  d'un t e l  champ i n i t i a l  l e  calcul  avec l e  modèle 

. Dans ce  cas,  l e s  échelles caractér is t iques  i n i t i a l e s  sont irré- 

a l i s t e s  e t  l e  c a l cu l  des termes sources e s t  ins table  à l a  paroi .  Les calculs  

doivent donc s e  f a i r e  de l a  façon suivante : ( 1 )  ca lcul  avec longueur de 

mélange, ( 2 )  c a l cu l  du champ turbulent  découplé, (3 )  couplage du champ tur- 

bulent e t  du champ moyen. La première étape a pour rô l e  de construi re  un 

champ dynamique moyen, La seconde étape va permettre d 'obtenir  des valeurs 

r é a l i s t e s  pour l e s  quantités turbulentes e t  a i n s i  pour l e s  échel les  caracté- 

r i s t iques .  La troisième étape r é a l i s e  l e  couplage complet pour l a  v iscosi té  

turbulente e t  l ' énerg ie .  

Fig. VI-72.- Représentation de l a  zone non visqueuse 

d'après l e s  interférogrammes ( t i r é  de 1421 ) . 



C )  Résul ta ts  

Nous a l lons  t ou t  d'abord présenter  l e  premier r é s u l t a t  obtenu, 

que nous avons longtemps considéré comme l'exemple d 'appl ica t ion de l a  

méthode ( f igures  VI-73 à VI-78). Avant d ' en t re r  dans l e  d é t a i l  des f igures ,  

nous pouvons d 'ores e t  déjà souligner deux t r a i t s  ca rac té r i s t iques  de ce 

ca lcu l  : 

- l 'écoulement e s t  p réd i t  de façon correcte  en dehors de l a  zone 

d ' in te rac t ion  (val idat ion du schéma numérique e t  des conditions aux l imi tes  

subsoniques ) . 
- l a  zone d ' in te rac t ion ,  qui e s t  gouvernée par l e  couplage en t re  l e  

champ moyen e t  l e  champ turbulent ,  e s t  pratiquement ignorée. 

La f igure  VI-73 donne une image du champ de pression t e l  q u ' i l  e s t  

calculé.  On constate bien évidemment l a  présence d'une onde de choc normale 

qui s 'é tend s u r  tou te  l a  hauteur de l'écoulement. S i  on compare c e t t e  f igure  

à l a  f igure  VI-72, l a  zone d ' in te rac t ion  commence approximativement à l a  

même abscisse  mais l 'onde de choc qui  l a  surplombe, a une s t r uc tu r e  tout-à- 

f a i t  d i f fé ren te .  Au l i e u  d 'avoir  un premier choc inc l iné  vers  l ' a r r i è r e  qui 

l a i s s e  un écoulement aval  supersonique s u i v i  d'un second choc presque normal 

qui r é t a b l i t  une pression subsonique, l e  ca lcu l  montre un choc incurvé unique 

dans t ou t  l e  canal ,  s i t u é  en aplomb du début de l a  zone d ' in te rac t ion .  

Fig. VI-73.- Champ des pressions calculées 

(modèle algébrique; maillage 80 x 40). 



L e s  courbes de pressions pa r i é t a l e s  montrent bien que l a  géométrie 

de l a  tuyère s u f f i t  à donner une bonne est imation de l'écoulement avant e t  

après l a  zone d ' in te rac t ion  (grâce auss i  aux conditions aux l im i t e s  amont 

e t  ava l ) .  La courbe de pression de l a  f igure  VI-75 montre bien t ou t e fo i s  

une différence d'environ 3 cm en t re  l a  pos i t ion  r é e l l e  du choc e t  l a  posi t ion 

du choc calculé ,  ce qui  e s t  v é r i f i é  également sur l e s  f igures VI-72 e t  VI-73. 

S i  on s ' i n t é r e s s e  de plus près maintenant à l a  zone d ' in te rac t ion ,  

l e s  r é su l t a t s  sont beaucoup plus décevants. La d i s t r ibu t ion  de pression sur 

l a  paroi in fé r ieure ,  f igure  VI-74, montre l 'absence du pla teau qui  correspond 

au  décollement étendu ca rac té r i san t  c e t  écoulement. Ce décollement qui  prend 

naissance au pied du choc Cl s 'é tend bien au-delà du choc C2 (0.26 < X 1 

X<0.325 m). La f igure  VI-76 montre quelques p r o f i l s  de v i t esse  longi tudinale  

moyenne. A l ' ab sc i s s e  % = 0.270 m, l e  ca lcu l  e t  l e s  r é s u l t a t s  expérimentaux 

montrent tous deux un décollement. Toutefois l ' épa i s seur  de l a  zone de rec i r -  

culat ion calculée e s t  ins ign i f i an te  devant c e l l e  qui e s t  observée expérimenta- 

lement. 

Fig. VI-74.- Dis t r ibut ion des pressions sur  l a  paroi  in fé r ieure .  

(modèle algébrique ; maillage 80x40 ; O : exp. 41 , -: ca l cu l )  . 



A l ' ab sc i s s e  % = 0.310 m l e  décollement r é e l  e s t  t r è s  épais tandis  

que l'écoulement calculé s ' e s t  déjà reco l lé  à l a  paroi .  Pour c e t t e  posi t ion 

comme pour l a  précédente, l a  v i t e s se  extér ieure  calculée e s t  in fé r ieure  à 

c e l l e  mesurée, ce qui e s t  nécessaire pour respecter  l a  cont inui té  du débit .  

Pour X > 0.350 m, l e s  couches l im i t e s  sont pleinement recol lées  mais l a  

d i s t r ibu t ion  des points expérimentaux montrent que l e  re tour  Èi un p r o f i l  

de couche l i m i t e  d 'équi l ibre  ne s e  f a i t  que t r è s  lentement. Les d i s t r ibu t ions  

des quanti tés turbulentes montrent exactement l e s  mêmes tendances. Au début 

de l a  zone d ' in te rac t ion  ( X =  0.270 m), nous avons une estimation r éa l i s t e  

du niveau de turbulence. 

Fig. VI-75.- Dis t r ibut ion des pressions sur  l a  paroi  supérieure. 

(modèle algébrique; maillage 80x40; 0 : exp. 41 ,-: ca lcu l ) .  

Puis à l a  diff'érence des expériences qui montrent une croissance 

importante de l a  turbulence su iv i e  d'une relaxation relativement l en t e ,  l e  

calcul  relaxe inmédiatement ces grandeurs $ t e l  point qu 'e l l es  f in i s sen t  

par d i spara î t re  des graphiques. L'ensemble de ces r é s u l t a t s  montre bien 

l e s  l imi ta t ions  qui sont inhérentes au modèle algébrique, qui t ou t  en donnant 



d' excellents r é s u l t a t s  pour une couche l im i t e  a t tachée (vo i r  VI-3- 1 ) 

e s t  tout-à-fait inadapté à l a  prédiction d'écoulements complexes. 

Voyons maintenant ce  qui s e  passe s i  on reprend l a  solution qui 

v ient  d ' ê t re  obtenue pour poursuivre l e  ca lcu l  avec un modèle à deux équations. 

Fig. VI-76.- P ro f i l s  de v i tesse  longitudinale moyenne 

(modèle algébrique ; maillage 80x40 ; O : exp. 4 1 ,- : ca lcu l )  . 

Sur l a  f igure  VI-79 nous avons représenté l ' évolut ion de l a  r épa r t i t i on  

du nombre de Mach calculé à p a r t i r  de l a  pression pa r i é t a l e  (en supposant 

l'écoulement isentropique).  On remarque que l a  res t ruc tura t ion  du champ 



turbulent  par  l e  modèle 4 -  L e s t  t r è s  importante dans l a  zone d ' in terac-  

t i o n  t and i s  qu'en amont, l 'écoulement n ' e s t  que t rès  peu a f f ec t é  par l e  

changement de modèle de turbulence. La courbe de pression s e  déforme notable- 

ment e t  s e  rapproche des valeurs expérimentales. Le pla teau de pression qui  

ca rac té r i se  l ' ex i s tence  d'un décollement étendu commence à apparaî t re  t and i s  

que l a  posi t ion du pied de l 'onde de choc remonte légèrement en amont de sa 

pos i t ion  i n i t i a l e .  S i  on poursuit  l e  ca lcul ,  on a s s i s t e  a l o r s  à une t r è s  

n e t t e  détér iora t ion des r é s u l t a t s .  

Fig. VI-77.- P r o f i l s  de l ' énerg ie  turbulente .  

(modèle algébrique; maillage 80x40 ; O : exp. 4 1 ,-: ca lcu l )  . 

En e f f e t ,  l e  décollement tend a lo rs  à s 'amincir  e t  à s e  raccourci r  

sous l ' e f f e t  d'une turbulence légèrement croissante  quoique t r è s  nettement 

in fé r ieure  aux valeurs mesurées. L'amincissement de l a  zone de rec i rcu la t ion  

s'accompagne a lo rs  d'un déplacement du choc vers l ' a v a l  dans une p a r t i e  de 

l a  tuyère légèrement convergente. L'ond'e de choc, ne pouvant plus trouver 



de posi t ion d 'équi l ibre  continue a lo r s  s a  progression vers l ' ava l .  

Nous avons tout  d'abord a t t r i b u é  c e t t e  i n s t a b i l i t é  à une valeur 

erronée de l a  pression qui e s t  imposée à l ' a v a l  de l a  tuyère.  Toutefois, 

des modifications de c e t t e  pression ( $ 2 %) n 'ont  eu pratiquement aucune 

influence sur  l e  comportement du choc, ce qui montre b ien  que l a  s t r uc tu r e  

de l'écoulement e s t  dominée par  l e  couplage é t r o i t  en t re  l a  zone non visqueuse 

e t  l a  zone de reci rcula t ion.  Pour modifier l a  t a i l l e  e t  l a  forme de l a  zone 

décollée nous avons donc décidé de changer l e  niveau de turbulence dans 

l'écoulement. Une façon parmi d 'aut res  d 'obtenir  un t e l  r é s u l t a t  e s t  de 

modifier l a  valeur de , l e  paramètre qui  contrôle  l a  production du 

taux de diss ipat ion & . L'une des fa ib lesses  du modèle $- & e s t  

l 'absence de c r i t è r e  rigoureux pour l a  détermination des constantes. Reprenons 

l ' équat ion de E dans l a  zone logarithmique, où on peut raisonnablement 

admettre que l a  production de % e s t  égale h s a  d i s s ipa t ion  e t  que q e t  

;5) y sont approximativement constants. On ob t ien t  a l o r s  l ' équat ion 

suivante : 

Les valeurs de CC& , c e t  é t an t  supposées déterminées 

par a i l l e u r s  (décroissance de turbulence de g r i l l e ,  u t i l i s a t i o n  antér ieure  

pour des écoulements c i s a i l l é s  l i b r e s  e t c . ) ,  il r e s t e  toujours cc, qui 

dépend de l a  valeur du nombre de Reynolds turbulent  dans c e t t e  région pour 

que l a  v i t esse  suive l a  l o i  logarithmique. Ce nombre de Reynolds peut 

s ' é c r i r e  sous l a  forme : 

S i  on admet que l a  zone logarithmique commence aux environs de 

y+ W 20, il vient a l o r s  75. e t  C E, = 1.57, valeur 

qui e s t  proche de l a  valeur suggérée par  Jones e t  Launder [21, ( 6, = 1 .55) .  

Ceci montre bien l a  pa r t  de l ' a r b i t r a i r e  dans l a  détermination de ce r ta ines  

constantes e t  explique que l a  façon l a  p lus  répandue ( e t  peut-être auss i  L a  

plus commode) d ' u t i l i s e r  ce type de modèle à deux équations e s t  l ' op t imisa t ion  

numérique. Ceci n ' e s t  d ' a i l l e u r s  en r i en  propre uniquement au modèle 9- & . 



La conférence de Stanford [221 a m i s  en évidence l a  d i spa r i t é  des diff 'érents 

jeux de constantes u t i l i s a b l e s  pour c e t t e  c l a s s e  de modèles. 

Fig. VI-78. - P r o f i l s  de frottement turbuient  . 
(modèle algébrique ; maillage 80 40 ; O exp. C 4 1 1 ,- : ca l cu l )  . 
Mais revenons à l'examen des r é s u l t a t s  de calcul .  La f igure  VI-80 

compare l e s  d i s t r ibu t ions  du nombre de Mach dans l a  zone d ' in te rac t ion  

calculé  à p a r t i r  des pressions par ié ta les  en supposant à nouveau que 

l'écoulement s e  f a i t  de façon isentropique. Les symboles correspondent aux 

points  expérimentaux. La courbe en p o i n t i l l é s  reprend l a  solution du modèle 

algébrique qui  a é t é  présentée précédemment. Les deux autres  courbes repré- 

sentent  l e s  ca lculs  8- . Le modèle &-  L (A)  u t i l i s e  CCI = 1.45 e t  

Cr% = 1.94, valeurs qui ont é t é  u t i l i s é e s  également pour l e s  ca lcu l s  

d'écoulements c i s a i l l é s  l i b r e s .  Cette courbe correspond à l ' u n  des derniers  

ins tan t s  avant que l e  ca lcul  ne s ' a r r ê t e  quand l e  choc s e  perd en aval .  
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1500 A t  sont nécessaires à p a r t i r  de l a  solut ion du modèle algébrique. 

Figure IV-79.- Evolution du nombre de mach au cours du calcul .  

Le modèle 8-6  ( B )  qui u t i l i s e  CI, = 1.57 e t  CIL = 1.94 commence 

à converger seulement 800 61: après l a  solution algébrique. Le pas de 

temps a a lors  é t é  rédui t  par un facteur  10 pour éliminer tou te  dépendance 

de l a  solution s ta t ionna i re  vis-à-vis de l a  valeur du pas de temps 1591 

e t  l e  calcul  s ' e s t  encore poursuivi su r  quelques centaines d ' i t é r a t i ons  

sans a f fec te r  l a  solution de façon notable.  

L'ensemble des r é su l t a t s  du modèle %-î (B)  sont montrés su r  l e s  

figures VI-81 à VI-86. 
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Fig. VI-80.- Répart i t ions du nombre de Mach. 

La f igure  VI-80 montre l e  t r a c é  des l ignes  isomach dans l a  zone 

de l ' i n t e r a c t i o n .  Sur c e t t e  f igure ,  l e  dessin par endroits  sinueux des 

l ignes  de niveaux l a i s s e  apparaî t re  des c e l l u l e s  de t a i l l e  régu l iè re  qui 

correspondent aux mail les su r  lesquel les  s e  f a i t  l e  ca lcu l  dans l a  p a r t i e  

non-visqueuse. Dans l a  zone visqueme, l e  resserrement des points  e s t  t e l  

qu'on ne peut pas d is t inguer  l e  maillage au t ravers  des courbes de niveau. 

Pour év i t e r  de surcharger l a  f igure ,  seules l e s  l ignes  correspondant à une 

valeur du nombre de Mach supérieure à 0.8 ont é t é  t racées .  Les l ignes  

continues correspondent aux régions subsoniques e t  l e s  l ignes  discontinues 

aux zones supersoniques. 40 courbes de niveau régulièrement r épa r t i e s  en t re  

1.5 e t  0.8 sont t r acées .  Il faut  également mentionner que l ' a spec t  tourmenté 

des t r acés  e s t  dû à l a  nature  de ces t r a cé s  machines qui ne "pardonnentt' pas 

l a  plus p e t i t e  f luc tua t ion ,  à l a  d i f férence des t r acés  expérimentaux où un 

l i s s age  e s t  souvent possible à un endroit  quelconque de l a  chaine d 'acquis i t ion.  



Fig. VI-81 . -  Répart i t ion du nombre de Mach. 

La l i g n e  en p o i n t i l l é s  qui s 'é tend l e  long de l a  pa ro i  in re r ieure  

e s t  l e  l i e u  des points à vi tesse  longi tudinale  nu l le .  Les po in t s  de décolle- 

ment e t  de recollement sont  correctement p réd i t s  à Z = 0.260 m e t  % = 0.325 m 

respectivement. En comparant avec l a  f igure  VI-73, on consta te  une complète 

transformation de l'écoulement. Toutes l e s  ca rac té r i s t iques  qui  ont é t é  

soulignées en commentant l e s  f igures VI-70 e t  VI-72, apparaissent  également 

su r  l a  figure VI-81 ; l e  choc oblique Cl ,  l a  s t ruc tu re  en forme de lambda, l e  

décollement étendu e tc .  Le seu l  point  qui  n ' e s t  que t r è s  faiblement résolu  

par l e  calcul  e s t  l e  second choc de l ' i n t e r a c t i o n  C2, pour l eque l  on ne vo i t  

pas d'accumulation des l ignes  de niveau. 



Fig. VI-82.- Distr ibution de pression (paroi  in fé r ieure )  

La f igure  VI-82 montre l a  r épa r t i t i on  de pression l e  long de l a  

paroi  infér ieure .  L'accord en t re  l e  ca lcu l  e t  l 'expérience e s t  remarqua- 

blement meil leur.  En pa r t i cu l i e r  l a  montée de pression qui correspond au 

début de l ' i n t e r a c t i o n  e s t  parfaitement bien local isée .  

On note une pression calculée in fé r ieure  aux valeurs expérimentales 

en aval  de l ' i n t e r ac t i on ,  qui e s t  probablement due à des e f f e t s  tri-dimen- 

sionnels (couches l imi tes  su r  l e s  parois l a t é r a l e  e t  supérieure) qui 

imposeraient l a  prescr ipt ion pour l a  pression aval  d'une valeur 3 % plus 

élevée que c e l l e  mesurée. 

L a  f igure VI-83 e s t  une t r è s  b e l l e  i l l u s t r a t i o n  des pos s ib i l i t é s  

de capture de choc de l a  méthode numérique qui e s t  employée i c i .  L'une des 
O C 

principales cri-tiques à l 'encontre des techniques de .clhoch capturing a 

toujours é téyéta lement  des ondes su r  plusieurs points de maillage p lu tô t  

que de confiner l a  discontinuité en t re  deux points adjacents de maillage, 

a i n s i  que l ' o n  s e  do i t  d 'at tendre de l ' épa i sseur  r é e l l e  d'une onde de choc. 
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Fig. VI-83. - Distribution de pression (paroi  supérieure) . 

Cette f igure  montre que, malgré l a  complexité de l ' i n t e r a c t i o n  

sur l a  paroi infér ieure ,  l e  choc e s t  t rès finement résolu  dans l a  p a r t i e  

non visqueuse. Les o sc i l l a t i ons  qui apparaissent immédiatement avant e t  

après l e  choc pourraient d i spara î t re  en introduisant  un terme de diffusion 

a r t i f i c i e l l e  [601 mais nous nous sommes toujours refusés à employer ce t  

a r t i f i c e ,  comptant sur l a  viscosi té  e f fec t ive  présente dans l'écoulement 

pour év i te r  ces o sc i l l a t i ons  dans l e s  zones c i s a i l l é e s .  Le trai tement 

homogène que nous nous efforçons d'appliquer à t o u t  l'écoulement ne 

connait pas à p r i o r i  l a  délimitat ion en t re  l e s  zones visqueuses e t  non 

visqueuses. Quoiqu'en plus grand désaccord avec l e s  points expérimentaux, 

nous pensons que l e s  r é su l t a t s  du modèle &-  & sont beaucoup plus 

physiques que ceux du modèle algébrique. 



Fig. VI-84.- P ro f i l s  de vi tesse .  

En e f f e t ,  dans l e  voisinage de l a  paroi  supérieure,  l e  maillage 

ne permet pas l a  résolution de l a  couche l imi te .  Nous ne pouvons donc 

pas espérer y voir  l ' in f luence  de l a  v iscosi té .  Dans l e  cas du modèle 

k-f .  l a  v iscosi té  redevient t r è s  p e t i t e  dans l a  zone non visqueuse 

tandis  que pour l e  calcul  avec l e  modèle algébrique, l a  v i scos i té  turbulente 

y e s t  a l o r s  l ' extension de c e l l e  qui e s t  calculée pour l a  couche l im i t e  

in fé r ieure .  Cela explique pourquoi l e  premier ca lcu l  montre un comportement 

visqueux à l a  paroi  supérieure a lo r s  que l a  couche l i m i t e  n 'y e s t  pas résolue. 

Cela renfore également notre  asse r t ion  au su j e t  de l a  d i spar i t ion  des 

o sc i l l a t i ons  de pression de p a r t  e t  d ' au t re  du choc à l ' a i d e  d'un terme de 

v i scos i té  a r t i f i c i e l l e .  
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Fig. VI-85.- P ro f i l s  d'énergie de turbulence. 

La f igure  VI-84 montre quelques p r o f i l s  de v i tesse  longitudinale 

avant, dans e t  après l a  zone d ' in teract ion.  Pour X = 0.270 m l e  p r o f i l  

de vi tesse  représente correctement l a  rec i rcu la t ion  de l'écoulement quoique 

l e  courant de retour y s o i t  légèrement sous-estimé. Les p ro f i l s  suivants 

montrent un bon comportement au voisinage de l a  paroi  mais une accéléra t ion 

plus  forte à l ' ex t é r i eu re ,  signe d'un changement brusque des dérivées des 

termes de frottement turbulent .  La f igure  VI-86 aff iche en e f fe t  un p r o f i l  

à deux maxima pour ( ) , avec un creux qui correspond au changement 

de signe de l a  dérivée seconde de l a  v i t esse  longitudinale.  Ce creux e s t  dû 

à l ' i n t e r ac t i on  des échel les  caractér is t iques  de l a  couche visqueuse de 

paro i  e t  de l a  zone de j e t  l i b r e ,  qui provoque une décroissance t r o p  l e n t e  

de f au voisinage de son deuxième maximum, e t  a i n s i  une valeur d é f i c i t a i r e  

de l a  v iscosi té  turbulente.  On observe néanmoins que, d'une façon générale 

l a  valeur du frottement turbulent  e s t  partout  sous-estimée. 
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Fig. VI-86.- P ro f i l s  de frottement turbulent .  

La f igure VI-85 met en évidence une insuf f i san te  analogue des 

niveaux d'énergie turbulente par rapport aux valeurs mesurées. Ce point  

i l l u s t r e  l 'ambiguité qui semble ex i s te r  entre  l e s  r é s u l t a t s  expérimentaux 

e t  l e s  r é su l t a t s  numériques. Déjà pour l e s  calculs  avec longueur de 

mélange, l a  v iscosi té  turbulente au début de l ' i n t e r a c t i o n  semblait 

consistante avec l e  champ turbulent  mesuré ( l e  frottement turbulent  e t  

l ' éne rg i e  de turbulence sont proches des valeurs expérimentales, f igures  

VI-77 e t  VI-78). Pourtant un t e l  niveau de turbulence provoque un décolle- 

ment'beaucoup plus p e t i t  que ce lu i  qui e s t  observé dans l a  r é a l i t é ,  s igne 

que l a  quanti té de mouvement près de l a  paroi  e s t  t r op  importante au début 

de l ' i n t e r ac t i on .  De même l o r s  du calcul  (9-f ( A ) ,  l a  croissance du 

niveau de turbulence dans l a  seconde phase de l ' évo lu t ion  du calcul ,  a 

provoqué une contraction de l a  zone décollée puis  une f u i t e  du choc vers 

l 'aval. Pour corr iger  ce la ,  il a é t é  nécessaire de diminuer l e  niveau 

de turbulence ( CC, = 1.57 dans g-L ( B )  p lu tô t  que CL, = 1.45 dans 

Q-c ( A ) )  pour obtenir  une zone décollée plus  importante e t  également 



une posi t ion d ' équ i l ib re  pour l e  choc. Naturellement l a  différence d 'énergie 

turbulente en t r e  l e  ca lcul  e t  l 'expérience s ' e s t  accentuée. 

I l  y a donc une incohérence en t r e  l a  quanti té  de mouvement qui 

r é g i t  l a  dimension e t  l a  nature du décollement e t  l e  niveau de turbulence 

qui gouverne c e t t e  quanti té  de mouvement. HORSTMAN 1611 a émis l ' i d é e  que 

l a  différence en t re  l e s  niveaux d 'énergie é t a i t  principalement due à des 

e f f e t s  ins ta t ionnaires  de l 'onde de choc qui peuvent ampl i f ier  l ' énerg ie  

turbulente mesurée. Notre opinion su r  c e t t e  inconsistance e s t  quelque peu 

diff'érente. D'une par t  DELERY [62] n ' a  jamais pu observer de déplacements 

du choc durant l e s  séances expérimentales. D'autre p a r t ,  même s i  l a  posi t ion 

du choc é t a i t  t r i b u t a i r e  d ' e f f e t s  ins ta t ionna i res ,  dans l a  p a r t i e  visqueuse 

où e s t  l oca l i s ée  l a  production de l ' éne rg i e  turbulente ces f luctuat ions  

devraient avoir  é t é  f i l t r é e s  par l ' a c t i o n  de l a  v i scos i t é ,  l 'onde de choc 

au  voisinage de l a  paroi  n ' é tan t  qu'une s u i t e  continue de compressions 

fa ib les .  C 'es t  pourquoi il e s t  probable que ce problème n ' e s t  qu'un défaut 

supplémentaire du modèle à deux équations. Hormis l a  fa ib lesse  due à 

l ' u t i l i s a t i o n  de l'approximation de BOUSSINESQ ce type de modèle e s t  donc 

vraiment inadapté à l a  prédic t ion des écoulements pariétaux.  

En e f f e t ,  l e s  équations qui ont é t é  é t ab l i e s  au chap i t re  III 

montrent t r è s  clairement que l e s  mécanismes de di f fus ion dans l a  d i rect ion 

normale à l a  pa ro i ,  sont rég i s  par l a  quanti té  % , t and i s  que dans 

l e s  modèles à deux équations, l a  d i f fus ion s e  f a i t  par Sc/£ . En présence 

d'une paroi ,  nous avons vu précédemment que l ' an i so t rop i e  du tenseur de 
r;r, 

Reynolds e s t  t r è s  accentuée, U- é t an t  fortement diminué. Pour prendre 

en compte ce phénomène, l e  modèle a- 1, u t i l i s e  une fonction d'amortisse- 

ment !,, qui dépend également de via  l e  nombre de Reynolds turbu- 
of 

l e n t ,  pour diminuer l a  d i f fus ion près  de l a  paroi.  Comme e t  W ont 

des comportement d i f fé ren t s  (ex  : forme de l a  dépendance vis-à-vis de 3 '  
posit ions des maxima), il n ' e s t  pas poss ible  de représenter  correctement 

l e s  mécanismes de diffusion avec un t e l  modèle, à moins de l ' a j u s t e r  à 

chaque calcul .  Au contra i re  l e  modèle qui  emploie l a  fermeture au second 

ordre des équations a l a  capacité in t r insèque de représenter  correctement 

ces mécanismes, t ou t  d'abord parce que l e s  contra intes  normales sont résolues 

individuellement e t  ensuite parce que l e  caractère  anisotrope de l a  produc- 

t i o n  de y e s t  respecté ( vo i r  DELERY 1431). Ce type de fermeture devrai t  

également supprimer l 'anomalie sur  l e s  p r o f i l s  de mentionnée plus 

haut ,  l e  frottement turbulent  é tan t  également réso lu  individuellement. 



Pour conclure ce chapi t re  l e s  planches VI-87 à VI-99 montrent l e  

déroulement d'un calcul .  Les 600 premiers pas de temps sont f a i t s  seulement 

à l ' a i d e  du modèle algébrique pour const rui re  l e  champ de v i t e s s e  moyenne. 

On vo i t  t r è s  bien l 'onde de pression qui remonte de l a  f r on t i è r e  aval  tandis  

que l'écoulement s 'accélère  sur  l e  bossage puis  s e  r a l e n t i t  dans l a  p a r t i e  

divergente.  près 200 bk , on vo i t  appara î t re  une zone supersonique près  de 

l a  paroi  in fé r ieure .  Cette poche supersonique s 'étend en même temps que l e s  

l ignes  isomach s'ordonnent dans l a  tuyère e t  que l 'onde de choc s e  forme 

progressivement de l a  paroi  in fé r ieure  jusqu'à l a  paroi  supérieure.  A 800 At, 

l a  solut ion e s t  convergée pour ce  modèle. Le calcul  des termes sources a é t é  

commencé à p a r t i r  de 600 A t  en u t i l i s a n t  l a  v i scos i t é  turbulente  algébrique 

e t  sans coupler l e s  équations du mouvement moyen aux équations pour e( e t  2 . 
Durant 200 pas de temps, l e  champ turbulent  peut donc s e  const rui re  sans 

a f f ec t e r  l e  champ moyen. A p a r t i r  de 800 At, l e  couplage complet e s t  

ef fectué  avec un pas de temps d iv i sé  par 10. Après 200 b t  supplémentaires, 

ce pas de temps e s t  mul t ip l ié  par 2 e t  l e  ca lcu l  4-L s e  poursuit  sur  

800 At, durant lesquels  l e  décollement s ' ampl i f i e ,  modifiant l a  forme de 

l 'onde de choc. A p a r t i r  de c e t  i n s t an t ,  l'écoulement n'évolue presque plus 

e t  l e  pas de temps e s t  d ivisé  à nouveau par 20 pour éliminer une éventuelle 

dépendance de l a  solut ion vis-à-vis de l a  valeur du pas de temps At . Le 

ca lcu l  s e  poursuit  a l o r s  encore sur  quelques centaines de At puis e s t  

a r r ê t é .  



TURBULENCE MODEL : MIXING LENGTH 

TIME S E P  =. 8.0459*104 TINE SI'EP NUMBER - 20 

TURWLENCE MODEL : MIXING LENGl'H 

TIhE S E P  NUMBER = 40 

TURBULENCE MODEL : M I X I N G  LENGTH 

Tl ME STEP = 8.0469+104 TIME Sl'F,P NUMBER = 60 

ELAPSFB TlME - 4.8276*104 

Fig .  VI-87.- ~éroulernent du calcul de l'interaction. 



TURBULENCE MODEL : MIXING LENGTH 

TIME S E P  - 8.0459*10~ TfNE !3TEP NUMBER - 80 

ELAPSED TIME = 6.4367*104 

TüRBULF,NCE MODEL : MIXI NC LENGTH 

TlME STEP = 8.0459*10~ TLNE S E P  NUMBER - 100 

ELAPSED TIME = 8 . 0 4 5 ~ 1 0 ~  

,4- 

TURBULENCE MODEL : MIXING LENCTH 

TIME S E P  = 8 . 0 4 5 ~ ~ 1 0 ~  TIME S E P  NUbiBER = 120 

ELAPSED TlME - 9.6550*104 

Fig . VI-88. - Déroulement du calcul de 1 ' in te rac t ion .  



TURBULENCE MODEL : MlXI NC UNGTI-1 

TIME STEP - 8.0459~10~ TINE SEP NUMBER = 200 

ELAPSED TIME = 1.6092*10-~ 
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TURBULENCE MODEL : MIXING U N C T I I  

TIME STEP = 8.0459*104 TIME STEP NUMBER = 220 

ELAPSED TIME = 1.770l*10~ 

TURBULENCE MODEL : M I  XING LENGTH 

TIME STEP - 8.04~;9*10~' TIME S1TP NUMBER = 240 

ELAPSh3 TIME - l.9310*lo4 

Fig. VI-89.- Déroulement du calcul de l'interaction. 



TURBULENCE MODEL : M I X I N C  LJ3NGTH 

TIME STEP = 0.0459*104 TINE S E P  NUMBER = 320 

ELAPSED T I M E  - 2.5#?*10~ 

TURBULENCE MODEL : MIXINC LENGTH 

TlME STEP = 8.0459*10~ 

ELAPSED TIME = 2.7356'10~ 

TIME SiTP NUMBER = 340 

TURBULENCE MODEL : MIXING JXNGTI-f 

Tl ME STEP = 8.0450~10~ TIMI;: STEP NUMBER - 360 
ELAPSED TIME = 2.0965*10~ 

Fig. VI-90.- Déroulement du calcul de l'interaction. 



TURBULENCE MODEL : Ml XlNG LENGTH 

TlME S E P  = 8.0459'10~ TINE STEP NUMBER = 260 

TURBULENCE MODEL : MIXING LENGTH 

TlME SfEP = 8.0459*104 TINE STEP NUMBER = 280 

TURBULENCE MODEL : MIXING LENGTH 

Tl ME STEP = i).0450* 104 

Fig. VI-91.- ~éroulernent du calcul de l'interaction. 
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TURBULENCE MODEL : MIX 1 NG LENGTtI 

TIME STEP = ao459*1o4 TIME S ~ E P  NUMBER - 140 

ELAPSED TIME - 1.1264*10~ 

TURBULENCE MODEL : M l X l  NC LENCTIi 

TIME S E P  = 8.0459~10~ TIME STEP NUMBER = 160 

ELAPSED TlME = 1.21373*10-~ 

O a 

-0JO -0.06 
X 

TURBULENCE MODEL : M I X I N G  i.XNGT1-1 

TlME STEP = 8.045Q*104 TIME STEP NUMUER = 100 

ELAPSED Tl ME = 1.4483*104 

Fig. VI-92.- Déroulement du calcul de l'interaction. 



TURBULENCE MODEL : MIXINC LENCTH 

TlME STEP = 8.0459*104 TlNE SïEP NUMDER = 300 

ELAPSED TIME = 3.05#*10~ 

TURBULENCE MODEL : MIXING LENGTH 

Tl ME STEP = 8.0459*104 TIME SiTP NUMBER = 400 

ELAPSED TIME - 3.2183*10-' 

TURBULENCE MODEL : Ml XINC LENG'I'H 

TIUE STEP = 8.0459*10* TIME SI'EI' NUMBER = 500 

ELAPSW TIME - 4.0229*10" 

Fig. VI-93.- Déroulement du calcul de l'interaction. 



TURBULENCE MODEL : MIXI NG LENGTH 

TIME STW = 8.0459*10~ TINE STEP NUMBER = 600 

ELAPSED Tl M E  = 4.0275*106 

TURBULENCE MODEL : MIXINC U N G T H  

TIME STEP = 8.0459*10~ TINE SïEP NUMBER = 700 

ELAPSED TIME = 5.6321*10~ 
1 * 

TURBULENCE MODEL : MIXINC LENGTH 

Fig.  VI-94.- Déroulement du calcul de l'interaction. 



TURBULENCE MODEL : TWO EQUA'flONS 

: Tl ME S'El' = 8.0459*10-' TIME STEP NUMBER = 900 

ELAPSED TlME = 6.55'2*10d - 

TURBULENCE MODEL : TWO EQUATIONS 

TIME STEP = 8.0459~10-' TIW S f E P  NUMBER = 1000 

ELAPSED TlME = 6.5976*10* 

TURBULENCE MODEL : TWO EQIJATIONS 

TIME STEP = 1.6092*10~ TIME T E P  NUMnER = 1100 

ELAPSED TIME = 6.75~5*10~ 

Fig. VI-95.- Déroulement du calcul de l'interaction. 



TURBULENCE MODEL : TWO EQUATIONS 

TIME S E P  = 1.6092*10~ TIME S E P  NUMBER = 1200 

TURBULENCE MODEL : TWO EQUATI ONS 

TlME STEP - 1.6092*10~ TIME STEP NUMBER = 1300 

TURBULENCE MODEL : T W O  EQUATIONS 

TIME STEP = 1.60~2*10~ TIME STEP NUMBER = 1400 

ELAPSED TIME = 7.2413*10-' 

Fig. VI-96.- Déroulement du calcul de l'interaction. 



TURBULENCE MODEL : TWO EQUATIONS 

TIME STEP = 1 . 6 0 9 ~ 1 0 ~  TIME STEP NUMBER = 1500 

ELAPSED TIME = 7.4022*10~ 

WRBULENCE MODEL : TWO EQUATIONS 

TIME STEP - 1.6092*10~ TIME S T P  NUMBER = 1600 

ELAPSED TIME - 7.5631*10" 

TURBULENCE MODEL : TW'O EQUATIONS 

TIME STEP = 1.6092*10~ TIME STEP NUMRER = 1ïüO 

ELAPSED TIME = 7.7240+104 

Fig. VI-97.- Déroulement du calcul de l'interaction. 



TURRULENCE MODEL : TWO EQUATIONS 

TiME STEP - 1.6092*10~ TIME SlTP NUMBER = 1800 

TURBULENCE hlODEL : TITO EQUATI ONS 

TIME STEP = 1.6092+10-' TIME STEP NUMRER - 2000 

TURRULENCE MODEL : TWO EQUATIONS 

TI ME STEP -- 1.~092*10-' TIME S E P  NUMBER - 2100 

Fig. VI-98.- Déroulement du calcul de l'interaction. 



TURBULENCE MODEL : TWO EQUATIONS 

T ~ M E  SEP = 1.~002*10-~ TIME STEP NUMBER = 2200 

ELAPSED TIME = 7.9493+10J I . s  

TURBULENCE MODEL : TWO EQUATIONS 

TIME STEP = 1.6092*10-' TIME STEP NUMBER = 2300 

ELAPSED TIME = 7.9654*104 

TURBULENCE MODEL : TWO EQUATIONS 

'I'IME STEP = 1.6092*10-' TIME STEP NUMDER = 2400 

UAPSEU 'CIME = î'.9815*10-~ 

Fig. VI-99.- Déroulement du calcul de l'interaction. 
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Vll-7.- TYPE V'ECUULEMENT ETUVlE 

Tant dans leurs applications industrielles que de laboratoire, 

les problèmes de mécanique des fluides sont de plus en plus concernés par 

les écoulements à masse volumique variable. 

Ces variations de masse volumique peuvent avoir différentes origines 

dans le cadre des milieux continus. 

1 hétérogénéité de composition (mélange de fluides de masses moléculaires 

différentes. 

2 inhomogénéité de température (mélange de deux courants du même fluide à 

des températures différentes) . 

3 effets de compressibilité des écoulements à grande vitesse. 

4 réactions chimiques. Dans certains cas, une réaction chimique peut être 

liée à une forte production ou absorption de chaleur. Ce cas se ramène 

alors à celui des inhomogénéités de température. 

5 Les écoulements dans les cavités laser peuvent aussi afficher de fortes 

fluctuations de masse volumique en cas d' extraction de puissance. 

Jusqu'à il y a quelques années seulement, les expériences et les 

prédictions numériques ne concernaient pour la plupart, que les écoulements 

1 turbulents incompressibles. Ce n'est que récemment que l'intérêt pour des 

écoulements plus complexes est apparu et le progrés fut lié principalement 
l 

aux nouvelles méthodes de diagnostic par laser et aussi à l'arrivée. sur le 

marché d'ordinateurs de plus en plus performants. Le progrés fut induit 

essentiellement par un intérêt renforcé pour les problèmes énerggtiques et 

de dispersion des polluants. Néanmoins, toute contribution dans ce domaine 

doit être basée sur le choix d'hypothèse tendant à limiter le sujet. Dans ce 

but deux critères peuvent être retenus : 

- origine des fluctuations de masse volumique, 
- configuration de 1 ' écoulement. 



Deux pa r t i e s  d i s t i nc t e s  peuvent ê t r e  dégagées dans ce  t r a v a i l  : 

a )  l e  .mélange isotherme -------- ----------- 
Les f luctuat ions  de masse volumique n'ont pour or igine  que des 

inhomogénéités de composition ( ~ e l i u m  - azote ; Air-freon 12)  . Tous l e s  

écoulements considérés dans c e t t e  p a r t i e  sont des écoulements de cisai l lement 

plans bidimensionnels l i b r e s  (couche de mélange ou j e t ) .  

b  ) I ' i n te rac t ion  onde de choc-couche l i m i t e  ........................................ 
Les f luctuat ions  de masse volumique sont dues uniquement aux e f f e t s  

de compressibil i té .  Les écoulements sont de configuration complexe (paroi  

sol ide ,  décollements, r ec i rcu la t ion ,  ondes de choc. . . ) . 
Une p a r t i e  intermédiaire i n t i t u l é e  "couche de mélange" chevauche 

I 

un peu ces deux applications.  

L E S  D I F F E R E N T S  N I V E A U X  D E  FERMETURE 

Une des principales ca rac té r i s t iques  de l a  recherche en turbulence 

e s t  q u ' i l  n ' ex i s te  aucun système universel pour p réd i re  des écoulements turbu- 

l e n t s .  Différentes or ienta t ions  sont explorées en d i f fé ren t s  endroits  du monde 

sc ien t i f ique  mais il n 'y  a  aucune raison d'exclure complètement l 'une ou 

l ' a u t r e  approche. Au départ de tou te  contribution il e s t  donc nécessaire de 

f a i r e  un choix également sur  l 'approche u t i l i s é e .  

Le t r a v a i l  qui f a i t  l ' o b j e t  de ce  mémoire ne concerne que l a  modéli- 

sa t ion  des corré la t ions  en un point  apparaissant dans l e s  équations moyennes 

du mouvement turbulent .  Différents  niveaux de fermeture sont étudiés e t  u t i l i s é s  : 

- fermeture à l ' o r d r e  zéro (algébrique ou avec des équations 

d i f f é r e n t i e l l e s ) ,  

- fermeture à l ' o r d r e  deux (RSE).  

V I T - 3 . -  L E S  O U T I L S  N U M E R I W E S  

Deux méthodes numériques di f férentes  sont u t i l i s é e s  dans c e t t e  thèse.  

a )  Les problèmes de mélange isotherme e t  de couche de mélange sont résolue avec 

une méthode parabolique dérivée de c e l l e  de PATANKAR e t  SPALDING. 



b) Les écoulements compressibles complexes sont étudiés avec un schéma impli- 

c i t e  de résolution des équations de Navier-Stokes dérivé du schéma de 

Mac Cormack. Les propriétés de Ge schéma en font une méthode relativement 

robuste e t  t r è s  rapide comparée auxméthodes expl ici tes  u t i l i s ées  actuelle- 
. . 

ment. Ces c r i t è re s  de robustesse e t  rapidi té  permettent l ' implantation 

d'équations supplémentaires pour l e  traitement des quantités turbulentes 

sans induire des coûts de calcul prohibi t i fs .  

VI 2 - 4 .  - LES RESULTATS 

Dans -ce mémoire nous avons montré l a  capacité des différents  

niveaux de fermeture à prédire de façon plus ou moins dé ta i l lée  des écoule- 

ments à masse volumique variable. Pour l e  mélange isotherme, l a  qualité des 

résu l ta t s  pour l e s  grandeurs primaires moyennes e t  équivalentes avec des 
l 

modèles u t i l i s an t  ou évitant l'approximation de Boussinesq. Toutefois nous 

avons montré quelle é t a i t  l ' inf luence du nombre de Schmidt turbulent e t  

nous avons souligné l ' incer t i tude  inhérente à l ' u t i l i s a t i o n  d'un nombre de 

Schmidt constant. Le rôle e t  l'importance des termes de gradient de pression 

moyenne dans l e s  équations des quantités turbulentes a é t é  également souligné. 

Pour l a  couche de mélange, nous avons montré l a  capacité d'un modèle à deux 

r équations à prédire correctement l ' inf luence des variations de masse volumique 

dues à l a  composition du mélange ou aux ef fe ts  de compressibilité. Toutefois 

dans l e  dernier cas, l e  manque de compréhenion physique du phénomène rend 

I 
incertaine toute conclusion défini t ive sur l a  capacité du modèle. 

Pinalement, dans l e s  problèmes d' interaction, nous avons développé 

un o u t i l  numérique robuste e t  rapide pour l e  calcul d'écoulementç turbulents . 
1 complexes. Grâce à l ' u t i l i s a t i o n  de niveau de fermeture différents ,  nous 

avons montré que, à l a  différence du mélange isotherme, l a  prédiction des 

champs moyens é t a i t  t r è s  fortement dépendante du type de modèle u t i l i s é ,  

e t  qu ' i l  é t a i t  vain de vouloir calculer avec succés un écoulement complexe 

avec un modèle de turbulence t rop simple. 




