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NOTATIONS 

R : ensemble des  nombres r é e l s  

O 
YA c IRn A : i n t é r i e u r  de A 

Fr(A) = f r o n t i è r e  de A 

Yx E IRn 1 1 x 1 1 = norme euc l id i enne  de x  

Yf : IRn + IR d i f f é r e n t i a b l e  en X E IRn 

~f(x) vec teu r  r e p r é s e n t a n t  l e  g rad ien t  de f e n  # 

n  
Yx, y E ~ R  

(x ,  y )  l e  p rodu i t  s c a l a i r e  e u c l i d i e n  de x e t  y 

C x ,  y1 = {z EIR" : z  = Xx + (1-X)y X E CO, 11) 

Pour A c nn e t  # E A 

CA1 :enveloppe convexe de A 

T(A, E) : cône tangent  à A en X 
I" (T(A, X) ) : cône p o l a i r e  n é g a t i f  de T(A, #)  

= {U E  IR^ : (u, y) r O YY E T(A, X)) 

Yh : lRn -* IR d i f f é r e n t i a b l e  en # E IRn 

L'approximation t a n g e n t i e l l e  de h e n  S. 



INTRODUCT 1 ON 

La méthode des cen t res  in t rodu i t e  p a r  P. HUARD, est un algorithme 

généra l  de r é s o l u t i o n  de programmes mathématiques non l i n é a i r e s .  Par  l a  

s u i t e  il propose une va r i an te  : La méthode des  cen t res  l i n é a r i s é e  q u i  u t i -  

l i s e  l a  l i n é a r i s a t i o n  du domaine. 

Mais en p a r t i c u l i e r  c e t t e  méthode ne convient pas au cas des pro- 

grammes qui  contiennent  des é g a l i t é s  non l i n é a i r e s .  

L'idée p r i n c i p a l e  e s t  de remplacer l ' é g a l i t é  : 

p a r  l a  double i n é g a l i t é  : 

La méthode proposée consis te  à résoudre par t ie l lement  l e  problème 

obtenu avec c e t t e  double i n é g a l i t é ,  puis  de diminuer l a  va leur  du E.  

Le chap i t r e  1 con t i en t  un bref  r appe l  s u r  les proposi t ions  de BEUNEU 

e t  HUARD pour résoudre l e s  programmes mathématiques contenant des é g a l i t é s .  

Dans l e  chap i t r e  II, on trouve un rappe l  s u r  l a  méthode des cen t res  

l i n é a r i s é e  i n t r o d u i t e  pa r  HUARD. Puis l a  p résen ta t ion  théorique d'un algo- 

rithme permettant de résoudre l e s  programmes contenant des é g a l i t é s  non 

l i n é a i r e s .  

Le chap i t r e  III présente  des v a r i a n t e s  de l ' a lgor i thme théorique.  Le 

chap i t r e  I V  comprend l a  desc r ip t ion  du code N4MCL0, q u i  u t i l i s e  l a  méthode 

des cent res  l i n é a r i s é e  avec des  modificat ions qu i  a m é l i o ~ n t  les r é s u l t a t s .  

Puis  une desc r ip t ion  du code N4MCL1 qu i  l u i  u t i l i s e  l e s  r é s u l t a t s  de ce t r a -  

v a i l .  



PLAN - 

1 : Présentat ion 

I I  : Propos i t ion  de choix de problème equivalent  : BEUNEU 
I I I  : Recherche i t é r a t i v e  proposée par  P. HUARD 

Chapitre I I  : 

1 : Méthode des centres l i néa r i sée  

I I  : Présentat ion d'un algori thme théor ique pour l a  réso lu t ion  

d 'un problème avec des éga l i tés  
I I I  : Descr ip t ion d 'un algori thme approché 

Chapi t re I I I  : 

1  : Algorithme u t i l i s a n t  l a  not ion de p o i n t  s ta t ionna i re  

I I  : Algorithme u t i l i s a n t  l a  not ion de po in t  s ta t ionna i re  à E-près 

I I I  : Détermination d'un p o i n t  de D(x) 

1  : Méthode des centres 1  inéar isée : code N4MCLO 

I I  : Traitement des programmes mathématiques avec des cont ra in tes  

en é g a l i t é  : code N4MCLl 
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INTRODUCTION 



,i . PRESENTATION 

On s ' i n t é r e s s e  aux programmes du t y p e  : 

Ces fonc t ions  s o n t  continûment d i f f é r e n t i a b l e s  e t  supposées quel- 

conques. 

( P l  

La p l u p a r t  des  méthodes proposées pour  résoudre  ce  type de programme 

s o n t  des  g é n é r a l i s a t i o n s  de méthodes d 'op t imisa t ion  à c o n t r a i n t e s  l i n é a i r e s ,  

ou d ' op t imi sa t ion  sans  c o n t r a i n t e .  

Maximiser f ( t )  

g ( t )  2 0 

h(t) = O 

Le b u t  de ce t r a v a i l  e s t  d ' e s saye r  d ' u t i l i s e r  l a  méthode des c e n t r e s  

e t  p l u s  pa r t i cu l i è r emen t  l a  méthode des c e n t r e s  l i n é a r i s é e  pour  résoudre  ce  

programme. 11 ne peu t  ê t r e  r é s o l u  directement  p a r  c e t t e  de rn i è re  méthode, 

c a r  e l l e  ex ige  que l ' i n t é r i e u r  du domaine r é a l i s a b l e  s o i t  non v ide .  

Une première i d é e  e s t  de d i s t i n g u e r  l e s  é g a l i t é s  e t  l e s  i n é g a l i t é s ,  

e n  no tan t  : 

On remplace l a  r é s o l u t i o n  de ( P l  p a r  l a  r é s o l u t i o n  d'une s u i t e  de 

programmes (Pk)  

(P,) 
maximiser d ( t ,  Ak) 

t E E(\) n B 



avec X = f ( x ~ - ~ )  k 

Xk-1 é t a n t  une s o l u t i o n  optimale de (P  
k- 1 

d ( t ,  )  = ~ i n { f ( t )  - Xk ; g i ( t ) ,  i = 1.. . 
~ ( ) i ~ )  = c n {t ER" : f ( t )  r hk l  

Sous des  hypothèses l a r g e s ,  l a  s u i t e  i n f i n i e  des po in t s  {\) converge 

v e r s  2, solu t ion  optimale de (P) .  La con t ra in te  t E E(Ak) e s t  i n u t i l e  dans 
O 

l a  r é so lu t ion  du problème (Pk) c a r  xk c E(Xk). 

Donc on e s t  ramené à résoudre l e  prograrcme : 

maximiser d ( t ,  X ) k 

t € B  

La méthode des cen t res  l i n é a r i s c e  cons i s t e  à l i n é a r i s e r  l e  domaine 

E(X ), c 'est-à-dire à résoudre : k 

maximiser X 

f 1 ( t Y  xk) - Xk ' U 
g i ( t ,  xk)  2 u i = 1.. . p 

t € B  

S i  l e s  équations h ( t )  = O sont  l i n é a i r e s ,  ce  nouveau programme e s t  

l i n é a i r e  e t  il peut donc ê t r e  r é so lu  faci lement,  p a r  exemple par  l a  méthode 

du simplex. 

Par con t re  s i  l e s  équations son t  non l i n é a i r e s ,  l a  r é so lu t ion  de ce 

nouveau programme n ' e s t  pas  immédiate. 

BEUNEU propose de t rouver  un problème ( P t )  q u i  ne comporte que des 

i n é g a l i t é s ,  c ' e s t - à -d i re  dont l e  domaine a i t  un i n t é r i e u r  non vide,  t e l  que 

t o u t e  so lu t ion  optimale de (P)  s o i t  so lu t ion  optimale de ( P t ) .  HUARD propose 

un procédé i t é r a t i f  pour déterminer ce programme ( P t )  équivalent  à (P). 



I I .  PROPOSITION DE CHOIX DE PROBLEME EQUIVALENT : BEUNEU 

1) Introduction 

On considère l e  programme : 

Mais l a  présence d ' é g a l i t é s  non l i n é a i r e s  complique l ' u t i l i s a t i o n  de 

l a  méthode des cent res  l i n é a r i s é e .  

( P l  

f : l R n + R  

g : lRn + lRp sont  supposées continûment 

h : lRn -+IRrn d i f f é r e n t i a b l e s  

maximiser f ( t  ) 

g ( t ) 2 0  

g ( t >  = O 

On pose 

avec E. = f 1 
j 

Pt(€) 

Le problème e s t  de déterminer l e s  IE j = 1.. . m l  t e l s  que toute  solu-  
j ' 

t i o n  optimale de (Pl  s o i t  so lu t ion  optimale de ( P t ( & ) ) .  

maximiser f ( t  ) 

g ( t )  2 O 

E .  h . ( t )  2 O j = 1. .. m 
3 3 

L'idée p r inc ipa le  e s t  de remplacer h . ( t )  = O  pa r  
3 

e t  qu 'à  l'optimum de (P) une seu le  de ces deux con t ra in tes  s e r a  a c t i v e ,  bien 

que t o u t e s  les deux s o i e n t  ' s a tu rées ,  en supprimant l a  non a c t i v e ,  on ob t i en t  

l e  programme (Pl(€)). On note : 



On no te  : 

A = {t c IRn : g ( t )  2 O e t  h ( t )  = 01 domaine r é a l i s a b l e  

T(A, #) : cône tangent  à A e n  2 

P = ~ T ( A ,  4)d enveloppe convexe fermée de T(A, 2 ) .  

On considère l 'hypothèse : 

y : ( V g 3 : ( i ) ,  y )  2 O ~ i = l . . .  p  t q  g i (X)=O 

(Vhj(X), y)  = O Yj = 1.. . m 

qu i  e s t  l a  c o n t r a i n t e  de q u a l i f i c a t i o n  avec l a q u e l l e  l e s  condi t ions  de Kuhn 

e t  Tucker son t  des  cond i t i ons  néces sa i r e s  d ' op t ima l i t é .  

SOU l1hgpoth2ae  (Hl), d i  X ut doeiLtion opZhule de (P) . k ! o u  Ll 

exinte un choix dea ( E  j = 1.. . m l  td  que # vi%idie la c o n ~ o ~  de  
j ' 

Kuhn eR Tucheh p o u  Ce pkogmmme (P' ( E ) )  ~ ~ d o C i é .  

Démonstration : 

Cf. BEüNEU r21. 

Remarque : Conditions de Kuhn e t  Tucker pour (P) 

2) Existence d'un programme "quasi-équivalent" 

On cons idère  l e s  hypothèses (H2) : i )  f est concave 

i i )  l e  domaine r é a l i s a b l e  du 

programme (P ' (E) )  e s t  convexe. 



On suppobe que la hypoZhèbes (Hl) et (Hz) r o n t  uehidiEed.  Dam ce ca6 

l e  pkoghumme (P '  (E )  e d t  " q u a i - Z q L U v d e n t V  a u  paogmmme (Pl, c 'a$ -à -dhe  

que a u X e  ao&uXon 0p-e d e  ( P l  est  subi b o l d o n  opZLmde d e  (P l  (E) ) . 

Démonstration : 

c f .  BEüNEU C21. 

Remarque : L'hypothèse i i )  de (H2) e s t  v é r i f i é e  en  p a r t i c u l i e r  s i  

g .  s o n t  des  fonc t ions  concaves 
/ l  
(h.  s o n t  des fonc t ions  l i n é a i r e s  

3 

3) Existence d'un programne "localement quasi-équivalent" - 

On cons idère  l 'hypothèse  ( f i 3 )  : 

f ,  g, h s o n t  des  fonc t ions  deux f o i s  contincment d i f f é r e n t i a b l e s ,  

2 é t a n t  une s o l u t i o n  opt imale de (P), on note  ( 5 ,  #)  l e s  m u l t i p l i -  

c a t e u r s  a s soc i é s .  

On cons idère  l e  lagrangien  

S o i t  l 'ensemble 

On suppose que 

(Tgi(%), y )  = O i t e l  que vi 

Y C R "  : (Vh. (n>,  y )  = O j t e l  que w 
I j 



On suppose que la hypoth2ses (Hl) et ( H ~ )  sont v W 6 i E a .  Alou  ie 
e&te un phOg?W??ne ( P ' ( E ) ne c0rnpomh.t que de6 L n E g u U é ~ ,  "bcdemen t  
quasi-Ey~vdevLt" à (PI ,  c 'u t -à -&e  que Itouite solution op&ihale de ( P )  ait 

une a o ~ o n  op&hnde l o c d e  de (P  l (  E )  ) . 

4 )  Concl usion 

Donc s i  X e s t  s o l u t i o n  opt imale de ( P ) ,  on note  G E nim l e s  m u l t i p l i -  

ca t eu r s  a s s o c i é s  aux c o n t r a i n t e s  

h . ( x )  = O j = l... m 
3 

S i  on no te  E = s igne  de W 
j j ' 

On o b t i e n t  l e  programme ( P ' ( E ) ) ,  ce  d e r n i e r  peut  ê t r e  r é s o l u  p a r  l a  

méthode des c e n t r e s .  Mais l a  connaissance de ces  m u l t i p l i c a t e u r s  n ' e s t  pas  

systématique,  s au f  dans l e  cas  des  problèmes d ' o r ig ine  concrè te ,  où des r a i -  

sonnements économiques fou rn i s sen t  l e  s i g n e  des  m u l t i p l i c a t e u r s .  Mais ce 
m n ' e s t  pas  t o u j o u r s  l e  c a s ,  pour ne pas  e s s a y e r  l e s  2 programmes p o s s i b l e s  

HUARD dans C81 propose un procédé i t é r a t i f  pour  e s saye r  seulement une p a r t i e  

de ces  programmes. 

I I I .  R E C H E R C H E  ITERATIVE PROPOSEE PAR P .  HUARD 

II In t roduct ion  

L' idée e s t  de remplacer l e s  é g a l i t é s  p a r  des  i n é g a l i t é s  de sens  

a r b i t r a i r e ,  p u i s  on résoud ce programme e t  su ivan t  l e s  r é s u l t a t s  obtenus 

on co r r ige  l e  s ens  des i n é g a l i t é s .  

S i  l e s  c o n t r a i n t e s  son t  l i n é a i r e s ,  l a  r é s o l u t i o n  de ce programme e s t  

simple. Par  c o n t r e ,  s i  l e s  c o n t r a i n t e s  s o n t  quelconques, on ne peut  envisa-  

ge r  qu'une r é s o l u t i o n  p a r t i e l l e  de ce programme mathématique. 



2) Cas linéaire 

On considère le programme 

f étant une fonction concave 

B une matrice (m, n), b  E lRm 

A une matrice (p , n) , a E 
(t E nin : ~t 2 b l  est supposé borné 

(Pl 

On partitionne les lignes de A en S et 3 

maximiser f(t) . 

B t 2 b  

At = a 

et on considère le programme 

Description d'une itération 

P(S) 

O On dispose du partitionnement (S, 3)  - 
On considère le programme P(S) et on note X(S) une solution 

optimale de P(S). 

maximiser f(t) 

t E D(S) 



1 Tes t  d 'oet imal  i t é  - -------- -------- 

si A K(s) = a ,  a l o r s  #(S)  e s t  s o l u t i o n  opt imale de (P) = 

sinon 3s 6 Il, 2 , .  . . , pl  t e l  que A k(S)  f as - S 

On remplace S p a r  S '  

e t  on note X(S')  une s o l u t i o n  optimale de P ( S ' )  e t  on va en - 2 

2 si f ( X ( S 1 ) )  < f ( X ( S ) )  on passe à l ' i t é r a t i o n  su ivan te  avec S' -- 
comme par t i t ionnement  

s inon f ( ? ( S ' ) )  = f (X(S) )  

on détermine l e  po in t  y i n t e r s e c t i o n  du segment [S(S) ,  X(S ' ) ]  

avec l e  p l a n  HS = {t 6 R : As t = as} 

e t  on va e n  1 aves S inchangé - 
e t  #(S)  + y 

c a r  f (X(S) )  = f ( y >  = f ( X ( S v ) ) .  

f i n  de l ' i t é r a t i o n .  

Démonstration de  l a  convergence [ c f .  HUARD C811 

On montre fac i lement  que c e t  a lgor i thme converge en un nombre f i n i  

d ' i t é r a t i o n s ,  e n  u t i l i s a n t  l a  l i n é a r i t é  des  c o n t r a i n t e s  e t  l a  concavi té  de 

l ' o b j e c t i f .  

Dans un premier  temps, on montre que : 

ce  q u i  e n t r a î n e  en p a r t i c u l i e r  que : 



Pour démontrer l e  r é s u l t a t  ( l ) ,  on suppose que s E S 

On cons idè re  x  E D(S1) 

en  p a r t i c u l i e r  As x  5 a  
S 

Donc on a  As x  S as t As %(SI > as 

ce  q u i  e n t r a î n e  l ' e x i s t e n c e  de t r Ex, %(SI]  unique t e l  que As t0 = as. 
O 

La l i n é a r i t é  des  a u t r e s  c o n t r a i n t e s  e n t r a î n e  : 

S i  maintenant ,  on u t i l i s e  l a  concavi té  de l ' o b j e c t i f  f e t  

to = % x + (1- %) a s ) .  

On o b t i e n t  : 

Mais on a  t E D(S) e t  Xo # O O 

?(SI s o l u t i o n  opt imale de P(S) .  

Donc f ( t O )  a f ( ? ( ~ ) ) .  

C e  qui e n t r a f n e  : Yx E D(S1) f ( x )  5 ~ ( X ( S ) ) .  



3) Cas genéral 

On considère le programme 

On partitionne les composantes de h(x) en deux sous-ensembles S et S 
tels que : S n 3 = 0 

S u 3 = (1, 2,.. ., m} 

(Pl 

et on considère le programme 

maximiser f (t ) 

g(t) 1 0 f concave 

h(t) = O h :  IR^ +  IR^ 

Soit X(S) une solution optimale de P(S) 

P(S) 

+ - si h(X(S)) = O - 
Alors %(SI est solution optimale de (P) et on a 

maximiser f(t) 

t E D(S) 

donc pris le bon partitionnement 

C'est-à-dire que 1 'on modifie le sens de l'inégalité S. 

Et on considère %Sv) une solution optimale de P(S1). 

+ sinon 3s r fi, 2,.. . , rn} tel que hs(k(s)) # O 

On remplace S' = S + s  si s C S 
S - s  s i s  E S 



{t r IRn : h s ( t )  '0) sépare  D(S) e t  D(S1). 

Mais #(S)  n ' appa r t i en t  p a s  à ce p l a n  de s é p a r a t i o n ,  donc : 

3y r S ,  # ( s 1 ) I  t e l  que hs (y )  = O 

S i  on buppohe que powi. tou l t  p W o n n e m e n i  S ' S d é d W  comme 
ptrécédemmed, l e  poivLt y r D( S)  . 

Algori thme 

D e s c r i ~ t i o n  d ' m e  i t é r a t i o n  

O on d ispose  du par t i t ionnement  (S, 3) , - 
on cons idère  l e  programme P(S) e t  on no te  E(S) une s o l u t i o n  

optimale de P(S) .  

1 si h ( # ( S ) )  = O - a 
Alors #(SI est s o l u t i o n  opt imale de ( P )  

Stop 

2 si f ( # ( S 1 ) )  < f ( % ( S ) )  - -E= 

on passe  à l ' i t é r a t i o n  su ivan te  avec S ' .  

s inon 3s r 1 2 , .  m l  t e l  que hs(P(S))  # O - 

s inon  on a  f ( X ( S 1 ) )  = ~ ( X ( S ) )  - 
on détermine y p o i n t  d ' i n t e r s e c t i o n  du segment C#( S I ,  #( S ' ) 1 

on note  S '  = S t s  si s i S 

S - s  s i  s E S 

e t  on note  2 ( S t )  une s o l u t i o n  opt imale de P(S1). 



avec l a  c o n t r a i n t e  h s ( t )  = O e t  on va en  - 1 avec l e  p a r t i t i o n -  

nement S  inchangé e t  avec X(S) y. 

f i n  de l ' i t é r a t i o n  

Théoaèrne : 

S i  f  eait concave et s i  p o ~ r  tau lu p W o n n m e &  S et s' d é d i n i n  comme 
p t r é c é d m e n t ,  l e  p o i n t  y a p p a m X e n t  à D(s) et s i  d e  p h  chaque L t é h a t i o n  
6ouaniR un nornbtre 6ini d e  p u o n n e m e n a  S ' . 

ACOU lldgot.LtCune convetrge e n  un nornbtre 6ini d ' i t é t a k i o n a ,  c ' u t - à - & e  que 
- 

l ' o n  a b f i e n t  un p W o n n e m e n t  ( s ,  S )  t e l  que  X S )  a o d  a o U o n  o p e -  
d e  d e  ( P I .  

Remarque : La condi t ion  importante  pour  l a  convergence de l ' a lgo r i thme  e s t  : 

y E D(S). S i  l e s  fonc t ions  g son t  concaves e t  l e s  fonc t ions  h l i n é a i r e s ,  c e t t e  

condi t ion  e s t  b i e n  v é r i f i é e .  Mais en  géné ra l ,  il est d i f f i c i l e  d ' a v o i r  y E D(S). 

I l  f a u t  que l a  non l i n é a r i t é  des c o n t r a i n t e s  h s o i t  f a i b l e .  

S i  on cons idère  un problème o ù ' l e s  fonc t ions  h ne s o n t  pas  l i n g a i r e s ,  

l ' a lgor i thme peut  ne pas  ê t r e  u t i l i s a b l e .  

On considère l e  problème 

maximiser 3x + 8y 
2 

- y = o  

On note B = C - 1 ,  0.53 x C - 1 ,  1.51 

On remarque que l ' o b j e c t i f  e s t  l i n é a i r e  e t  que l ' o n  a deux c o n t r a i n t e s  

quelconque S. 



- 
On p a r t i t i o n n e  les é g a l i t é s  S SI) 

D(S1) l e  domaine r é a l i s a b l e  de ce  programme 

P(S1) 

1 
x une s o l u t i o n  opt imale  de P(S ) .  1 

1 
x = ( 0 . 5 ,  7/16) 

maximiser 3x + 8y 
4 2 

-X + 2 x  - y 2 0  
2 

-0.25 x - y + 0.75 2 O 

(x ,  y )  E B 

On change l e  sens  de l a  seconde i n é g a l i t é .  

2 
D(S2) l e  domaine r é a l i s a b l e  de ce  nouveau programme x une s o l u t i o n  opt imale  

1 1 2  
On cons idère  l e  p o i n t  y  i n t e r s e c t i o n  du segment Cx, XI avec l 'ensemble 

2 2 
((x, y) E ni : 0.25 x  + y - 0.75 = 0) .  

Donc y = ( 
II , 32 

1 
Mais l e  p o i n t  y II D(S ) 1 





* * * * 
CHAPITRE II * * * * * * 

BREF RAPPEL SUR LA RETHODE DES CENTRES ET SUR L A  METHODE DES 

CENTRES LINEARISEE.  

INTRODUCTION D'UN ALGORITHME POUR LA RESOLUTION DES PROGRAYMES 

MATHEMATIQUES CONTENANT DES CONTRAINTES EN EGALITE PAR L E  PRIN-  

C IPE DE L A  METHODE DES CENTRES. 



1 .  RETHODE DES CENTRES LINEARISEE 

1.1. In t roduct ion 

La méthode des  c e n t r e s  i n t r o d u i t e  p a r  P. HUARD [IO, 12,  131 permet 

de résoudre des  problèmes de l a  forme : 

On suppose que f  a t t e i n t  son maximum s u r  A n B en un p o i n t  no té  G. 

( P l  

Cet te  méthode e s t  une méthode i n t é r i e u r e  qu i  c o n s t r u i t  une s u i t e  de 

p o i n t s  r é a l i s a b l e s  ( c ' e s t - à -d i r e  de A n B ) .  

maximiser f ( t )  

t r A n R  

On suppose que : 

F ~ ( X  / f ( x ) 2  Al = ( X  / f ( x )  = A )  YX < f (G)  

O 

A n B n O = @ = > A n B n O = @  Y0 ouver t  de IRn 

Dans l a  s u i t e  on cons idèrera  : 

B = polyèdre compact. A n  b fermé. 
1 

f e t  gi ( i  = l... m) de c l a s s e  C . 

On cons idère  5 un ensemble de p a r t i e s  de nin e t  une fonc t ion  

d  : l R n x S + l R .  

d  e s t  appelée  F-distance s u r  IR" x  5 ,  si  e l l e  v é r i f i e  : 

i )  d ( x ,  E) = O YE r  5 Yx E f r ( E )  
O 

i i )  d (x ,  E) > O YE E 6 Yx E E 



i i i )  YE E 5 YE'  E 5 E c  E l ,  on a  : 

Yx E E, il e x i s t e  un s c a l a i r e  P (x )  > O 

t e l  que : d(x ,  E) I ~ ( x )  d (x ,  E l )  

l a  F-distance d e s t  d i t e  r é g u l i è r e  s i  de p l u s  : 
k Y les  s u i t e s  I E ~  É 5,  k N I  e t  {x ER",  k E N I  

t e l l e s  que : I E ~ - > E ~ + ~ - > E  E f 5  E f 0  

on a d ( k ,  E k )  + O quand k + 

é t a n t  donnés : d une F-distance s u r  l~~ X 5 

E un nombre t e l  que O 5 E < ~ u ~ f d ( x ,  E ) )  
xr E 

on a p p e l l e  E-centre de E un po in t  c  c E t e l  que : 

s i  E = O ,  l e  p o i n t  c  e s t  appelé  c e n t r e  de E. 

On s ' i n t é r e s s e  au cas  p a r t i c u l i e r  de l a  f a m i l l e  5 .  

E ( X )  = A n l y  E : f ( y )  2 f ( x ) )  pour x c A n B 

L'éloignement à l a  f r o n t i è r e  de E(x) e s t  r ep ré sen té  p a r  l a  F-distance d. 

Pour s i m p l i f i e r  l a  n o t a t i o n ,  dans l a  s u i t e  on n o t e r a  c e t t e  F-distance : 



La méthode c o n s i s t e  à résoudre  une s u i t e  de programmes mathématiques : 

x é t a n t  une s o l u t i o n  opt imale de ce  programme, avec xo p o i n t  de dépar t  
n + l  

X ~ E  A n B.  

P(xn)  

Ce programme P(x e s t  "équivalent" au  s u i v a n t  : n 

maximiser d(y ,  xn)  

Y ~ B  

1 1 maximiser u 

Ces programmes s o n t  l 'équivalents ' l  au sens  que : 

S i  t e s t  une s o l u t i o n  opt imale de P(x ) n 

s i  ( 7 ,  0) e s t  une s o l u t i o n  optimale de Q(x ). - n 
Alors d(7 ,  xn)  - 0  = d ( t ,  xn) .  

1.2. Méthode des centres l i n e a r i s é e  

11 Présentat ion de l ' a l g o r i t h m e  p a r t i e l  - ..................... -------- ------ 
P. HUARD propose dans Cl31 un algori thme p a r t i e l  qu i  permet d ' o b t e n i r  

un c e n t r e  du t ronçon E(x ) n B. 
n 

On suppose que l e s  fonc t ions  f e t  gi ( i . 1 .  .. m) s o n t  continûment 

d i f f é r e n t i a b l e s  e t  concaves. 

Pour y E A n B,  on no te  : 

L'approximation t a n g e n t i e l l e  de f en  y 



L'approximation t a n g e n t i e l l e  de g i en  y. 

On dispose du p o i n t  xn E A n B. 

L'algorithme p a r t i e l  : 

O 

@ Choi s i r  une v a l e u r  de dépar t  y 6 B ,  

on pose h = O 

@ Résoudre l e  programme l i n é a i r e  

maximiser Fi 

h 
f ' ( t ,  y )  - f (xJ  2 

h 
g f ( t ,  y )  2 V i = l... m 

h h  
on no te  (Il, z )  une s o l u t i o n  

h + l  h+ 1 h h  

@ Déterminer y : d(  y , xn) = ~ a x { d ( t ,  xn) ,  t E [Y, 21). 

@ A l l e r  en @ avec h + l  au  l i e u  de h. 

h 
Pa r  c e t  a lgor i thme,  on o b t i e n t  une s u i t e  de p o i n t s  {Y) q u i  converge ve r s  

un cen t r e  du tronçon E(xn) m. 

1 
Mais HUARD Cl31 montre que l e  p o i n t  y obtenu p a r  une é t ape  de c e t  algo- 

r i thme p a r t i e l  peut  ê t r e  cons idéré  comme un E-centre du tronçon E(xn) n B .  

2) Concl usion 
----i------ 

Pour x E A n B ,  on no te  : 



On s e  donne x comme po in t  de dépa r t  de l ' i t é r a t i o n ,  x E A n B 

- On résoud l e  programme l i n é a i r e  

~ a x i m i s e r ( d ' ( t ,  x ) ,  avec t E B) 

on note  z une s o l u t i o n  opt imale.  

- Recherche unidimensionnel le  

Maxirniser(d(t, x )  avec t E Cx, 21) 

on no te  x '  un po in t  obtenu 

x '  e s t  l e  successeur  de x. 

HUARD C81 propose de remplacer l a  maximisation de l a  F-dis tance s u r  

l e  segment Cx, 21, p a r  l a  déterminat ion d'un p o i n t  x '  v é r i f i a n t  : 

d ( x ' ,  x ?  2 P ~ a x ( d ( t ,  x )  avec t E Cx, 21) 

P E 10, 11, P é t a n t  une cons tan te  indépendante de l ' i t é r a t i o n  en cours .  

Cet te  modi f ica t ion  permet de conserver  l e s  p r o p r i é t é s  de convergence 

é t a b l i e s  p a r  HUARD. 

Il  e x i s t e  dans l a  l i t t é r a t u r e  de nombreux procédés de maximisation 

d'une fonc t ion  concave s u r  un segment. I l  y a l e s  méthodes de fract ionnement  

comme l a  dichotomie, ou l e s  méthodes d ' i n t e r p o l a t i o n  polynomiale ou polygo- 

n a l e .  On peut  a u s s i  u t i l i s e r  l a  recherche l i n é a i r e  proposée p a r  ARMIJO,  q u i  

est une recherche d i s c r è t e .  

1.3. Cas d'un problème contenant des é g a l i t e s  

La méthode des c e n t r e s  e s t  une méthode i n t é r i e u r e  e t  e l l e  ne peut  

donc pas  convenir  pour des  problèmes où c e r t a i n e s  c o n t r a i n t e s  s o n t  des  

é g a l i t é s  non l i n é a i r e s .  

Les c o n t r a i n t e s  l i n é a i r e s  en  é g a l i t é s  s o n t  r e j e t t é e s  dans l e  compact B.  

Pour que l e  programme : 

~ a x i m i s e r { d ~ ( t ,  x )  avec t E B )  



r e s t e  un programme l i n é a i r e ,  il n ' e s t  pas poss ib le  de rejeter l e s  cont ra in tes  

non l i n é a i r e s  dans B.  

Mais si l e  programme i n i t i a l  (P)  cont ient  des é g a l i t é s  non l i n é a i r e s ,  

on peut chercher à d é f i n i r  un nouveau problème exprimé uniquement avec des 

i n é g a l i t é s  e t  "équivalent" au problème (Pl. C'est-à-dire que t o u t e  so lu t ion  

optimale de ( P l  s o i t  so lu t ion  optimale du nouveau programme. 

1 lmaximiser f ( t )  

S i  on no te  u l e  mul t ip l i ca teur  de Lagrange assoc ié  à l a  cont ra in te  
j 

h j ( t )  = 0,  à l'optimum X de (Pl .  On note  € = signe ( u . ) .  
j I 

(P 

1 lmaximiser f (  t )  

g i ( t ) 2 0  i = 1  . . . p  

h j ( t )  = O j = l... m 

On note  A l e  domaine r é a l i s a b l e  de (P) 

T(A, 2 )  l e  cône tangent en X de A 
~ T ( A ,  # ) i  l 'enveloppe convexe fermée de T(A, $) 

l e  domaine r é a l i s a b l e  de ( P l )  

Sous l e s  hypothèses : 

i) f  est une fonction concave 

ii) ~ T ( A ,  X )  J = {y a nI" : Vgi(X) y i O i a E 

Oh.(?) y = O j = l... m} 
3 

i i i )  Le domaine A '  e s t  convexe. 



BEUNEU montre que l e s  problèmes (P )  e t  ( P T  ) s o n t  "équivalents"  au  

sens  d é f i n i  au-dessus. 

S i  on connai t  l e s  m u l t i p l i c a t e u r s  u  { j = 1. . . m l ,  on peut  résoudre  l e  
j 

problème (Pl  ) p a r  l a  méthode des c e n t r e s  l i n é a r i s é e  . 

Par  con t r e ,  si on ne connai t  pas  l e s  m u l t i p l i c a t e u r s  P. HUARD 1 8 1  pro- 

pose un procédé i t é r a t i f  de recherche de ( P l ) .  Dont l a  convergence n ' e s t  prou- 

vée que dans l e  c a s  des  c o n t r a i n t e s  h  l i n é a i r e s .  

11. PRESENTATION D'UN ALGORITHME THECRIQUE POUR LA RESOLUTION D'UN PROBLEME 

AVEC DES EGALITES 

II. 1. Problème ne contenant aue des contraintes en éaalité 

11 Introduction - ------------- 

On cons idère  l e  problème 

où l e s  fonc t ions  du problème son t  continûment d i f f é r e n t i a b l e s .  

Hypothèses 

i )  Le domaine r é a l i s a b l e  de (P) e s t  non v i d e ,  il e x i s t e  au  moins une 

s o l u t i o n  opt imale que l ' o n  no te  2 .  

i i )  3 Ë >  O V(Ë) = (t e l R n : 0  i h . ( t )  S Ë  j = 1  ... ml s o i t  compact 
1 

i i i )  Y& E IO, El V(E) = {t E w ~ :  O i h . ( t ) ~ ~  j = 1  ... m) a  un i n t é r i e u r  
3 

non v ide  e t  v é r i f i e .  

~ r ( v ( E ) )  = {t E D(E) : 3j0 v é r i f i a n t  h ( t )  = 
j O 

ou 3 j1 v é r i f i a n t  h ( t )  = E/ 
j 1 



% 
i v )  Y t  E {Vh.( t ) ,  j = 1.. . m l  e s t  une f a m i l l e  de vec teurs  

3 
l inéa i rement  indépendants.  

Remarque : L'hypothèse i v )  e s t  une c o n t r a i n t e  de q u a l i f i c a t i o n  pour l e  pro- 

blème ( P l .  Cet te  c o n t r a i n t e  e s t  proposée p a r  HESSTENES 1141. 

Nota t i ons  

Pour t o u t  x qu i  v é r i f i e  : h . ( x )  > O j = l... m 
1 

1 
on no te  u ( x )  = 7 max{h . ( x ) }  

3 
j=1. .. m 

d0(x)  = Max { d o ( t ,  x ) }  
teD(x)  

S o i t  z un p o i n t  de D(x) ,  on d é f i n i t  : 

+ I n i t i a l i s a t i o n  

On dispose d'un p o j n t  de dépar t  x q u i  v é r i f i e  : 
O 

O < h  ( x )  S Ë  j = l... m 
j 0 

donné p a r  l 'hypothèse  i i ) ]  

Remarque : Eventuellement , on change h . ( . ) en -h . ( . ) pour a v o i r  un p o i n t  
3 3 

de dépa r t  v é r i f i a n t  c e t t e  hypothèse. 



-+ i t é r a t i o n  k 

On connai t  xk E {t € I R n ,  O < h . ( t )  S ?  j = l... ml 
3 

i )  Chercher zk E D(xk) t e l  que 

Max d ( t y  zky xk )  < d0(xk) 

t r E ( x k ,  zk)  

i i )  Chercher xktl E(xk, z k )  q u i  r é a l i s a  l e  maximum du p o i n t  i )  

Fin de l ' i t é r a t i o n  k .  

Remarque O : On v e r r a  p a r  l a  s u i t e  q u ' i l  s u f f i t  de p rend re  Xk+l E E h k >  z k )  

mais pas  forcément un p o i n t  q u i  r é a l i s e  l e  maximum. 

F igure  1 : Descr ip t ion  de l ' i t é r a t i o n  k.  



Remarque 1 : On a do(xk) > O 

En e f f e t  do(xk) = Max do( t .  xk) 

tcD(xk) 
O 

p a r  d é f i n i t i o n  w(xk) > O e t  p a r  l 'hypothèse  i i i )  on a  D(xk) # 0. 

=> Le maximum de  l a  fonc t ion  continue d  ( a ,  xk)  s u r  D(xk) est a t t e i ~ t  en  
O 

un po in t  i n t é r i e u r  à D(xk), ce qui  prouve l e  r é s u l t a t .  

Remarque 2 : Il  e s t  t o u j o u r s  poss ib l e  de t r o u v e r  un po in t  z  de D(xk) t e l  que : 

Max d ( t ,  z ,  xk)  < do( \ )  

t €E(? ,  z )  

En e f f e t  en r a i sonnan t  par l ' absurde  on a u r a i t  : 

Vz E D ( x ~ )  Max 

t a E ( x k ,  z )  
'L 

On note  z un p o i n t  de D(xk) s o l u t i o n  de  

maximiser f ( t  

t E D(\) 

C e  po in t  e x i s t e  t ou jou r s  c a r  f e s t  cont inue  e t  D(xk) e s t  compact. 

2, - 2, 
Pour ce p o i n t  z, il e x i s t e  t E E(xk, Z )  t e l  que : 

'Il 

(conséquence immédiate de  l a  compacité de E(xk, z) e t  de l a  c o n t i n u i t é  de 
2, 

l a  fonct ion d e  z, 5 ) ) .  

Mais p a r  d é f i n i t i o n  : 



on en d é d u i t  que : 

on a donc t E D(%) l- 
2, 

ce  qu i  est en con t r ad ic t ion  avec l e  choix de z .  

Démonstration 

P a r  cons t ruc t ion ,  on a  x  E E(xn, zn )  n+ 1 

Donc on a  Max Ihj(xn+i))  5 W(X n 
j=l.. . m 

ce qu i  e n t r a î n e  : 

TOUX point d ' a c c u a ~ o n  x de la h d e  IxnIncN COMM~ p m  t ' a - t g o -  

m h m e  v w d i e  : h(X) = 0. 



Démonstration 

*' ' ~ n ' n c ~  est contenue dans D(x ) qui  est compact p a r  l 'hypothèse 
O 

C i i ) ] .  Il e x i s t e  donc au moins un po in t  d'accuhulation y. 
s o i t  Ixn}ncN, une s u i t e  convergente vers  X 

* { ~ ( x ~ ) } ~ ~ ~ : é t a n t  une s u i t e  de nombres p o s i t i f s ,  décroissante  qui  

v é r i f l e  
W(xn) 

w x  ) a -  n t 1  2 

Donc O(#) = O 

ce q u i  ent ra îne  h . ( x )  = O Vj = l... T 
3 

PkoptUUé 7 7 . 1 . 3 .  

Max d o ( t ,  xn) = Max d o ( t y  xn) 

tcD(xn) tcD(xo) 

Démonstration 

* On a D(xn) C D(xo) 

c a r  @(xn) 5 @(x0) 

Donc Max d o ( t ,  xn) a Max d o ( t y  xn) 

tcD(xn) tcD(xo) 

* On suppose que l ' i n é g a l i t é  est s t r i c t e .  
L 

En notant  t un p o i n t  qui v é r i f i e  : 
O 

L 

to 6 D(xo) e t  d o ( t O y  x,) = Max d o ( t ,  xn) 

Par  hypothèse on a : 

6 

Max do( t ,  xn) < do(tO, xn) 

tcD(xn) 



6 

Ce q u i  e n t r a î n e  en  p a r t i c u l i e r  que t t D(x ) d é t a n t  une F-distance d é f i n i e  O n O 
p a r  l a  d i s t ance  minimum au  bord de D(x ). 

n 

Mais p a r  hypothèse D(xn) # 0, donc il e x i s t e  au  moins un p o i n t  t r D(x t e l  
n  

que d o ( t ,  x  2 0.  n 

D'où l a  c o n t r a d i c t i o n  avec l 'hypothèse de dépa r t ,  e t  l ' o n  a b i e n  

Max d o ( t ,  xn)  = Max d o ( t ,  xn)  

tcD(xo) t€D(xn) 

Pow . tout zn E D(x,), on a 

Max d ( t ,  zn, xn) = Max d ( t ,  zn, xn) 

t 4 x n ,  zn)  t r ~ ( x ~ ,  Zn ) 

Démonstration 

* Par  d é f i n i t i o n ,  on a  : 

Mais D(xn) c D(xo) 

Donc Max d ( t ,  z ,  xn> 5 Max d ( t ,  Zn, xn) 

teE(xn,  zn) tcE(xo,  zn )  



* On suppose que l ' i n é g a l i t é  est s t r i c t e .  

On no te  t une s o l u t i o n  opt imale s u r  E(xo, 2,) 
O 

d ( t O ,  zn, xn) = Max d ( t ,  zn, xn) 

Ce q u i  donne 

Max d ( t ,  zn, xn) < d ( t O ,  Zn, Xn) 

- 

Donc I f ( t O )  2 f ( z n )  

do( . ,  x ) e s t  une F-distance d é f i n i e  p a r  l e  minimum des  c o n t r a i n t e s  d é f i n i s -  n  
s a n t  D(x ), ce qu i  e n t r a î n e  : 

n  

ce q u i  e n t r a î n e  : 

Max d ( t ,  zn,  xn) < d ( t O ,  zn, xn) < O 

On a  donc l e  r é s u l t a t  s u i v a n t  : 

Mais E(xn, zn)  # 0. 



D'où l a  con t r ad ic t ion  avec  l 'hypothèse  de dépa r t ,  donc 

Max d ( t ,  z n y  xn) = Max d ( t  y Zn, Xn) 

tcE(xn,  zn )  t rE(xo,  zn )  

41 - --_-_-- Convergence __---------- de 1 'algorithme ------- 

a 

TOUX opXimm l o c a l  t du ptoblhme : Max d o ( t ,  xn) 

a N x n )  t fD(xn)  
v W & i e  : d o ( t ,  xn) =- 

Démonstration 

a 

On note  t un optimum l o c a l  du problème 

l l maximiser d o ( t  , xn) 
(Q 

W( xn 
Donc d o ( t ,  xn) 5 - 2 

a xn 1 
On suppose que d  (t , xn) < - 

O 2 

On va générer  une d i r e c t i o n  d  t e l l e  que l a  fonc t ion  do (* ,  x,) s o i t  

c r o i s s a n t e  dans c e t t e  d i r e c t i o n .  

a 

t é t a n t  un optimum l o c a l  du problème Q 

a a a 

3V(t)  vois inage de t t e l  que Y t  E V ( t )  n D ( x  ) 
n 

a a - 
On no te  J l ( t )  = { j  = 1 . .  m / h j ( t )  = d o ( t ,  xn)} 



En e f f e t  s i  jo E J l ( t )  n J 2 ( t )  

On a h .  ( t )  = d o ( t ,  xn) = -h.  ( t )  t w(xn) 
30 30 

ce qu i  e s t  faux  p a r  hypothèse. 

A A 

t É D(xn) => {Vh . ( t  ) j  = 1.. . m l  s o n t  l inéa i rement  indépendants [hypothèse iv ) ] .  
3  

- A 

On note  v = Vh. ( t )  s i  j  E J l ( t )  
j 3 

A - 
=> (v  

j 
, j E J l ( t )  u ~ ~ ( t ) }  e s t  une f a m i l l e  de vec t eu r s  l inéa i rement  indépendants 

11 e x i s t e  une d i r e c t i o n  d v é r i f i a n t  

k A 

On pose x = t + Ek d avec {%) s u i t e  de nombre p o s i t i f s ,  q u i  converge vers 261 

k A 

Pour k a s sez  grand x E V( t )  

O(  Ek) é t a n t  un inf in iment  p e t i t  par  r appor t  à Ek 

( v h j ( t ) ,  d )  > 0. 

Donc pour  k a s sez  grand,  on a  : 

xn k 
Donc - I 2 -h j (x)  t ~ ( x , ) .  



Donc Yj E J l ( t )  

O(Ek) é t a n t  un i n f in imen t  p e t i t  p a r  r appor t  à E 
A k 

( -Vh. ( t ) ,  d )  > O 
3 

pour  le a s s e z  grand,  on a : 

- k W(X ) 
- h j ( t )  + ~ ( x , )  < -h . (x )  t ) s n  

3 n  2 

W ( ~ , )  k 
Donc on a  - 2  h . ( x ) .  3 LILLE 

Donc Yj E J 2 ( t )  

Donc pour  k  a s sez  grand 



Conclusion 

en utilisant les résultats précédents, on obtient : 

pour k assez grand 

A 

d'où la contradiction avec l'optimalité locale de t. 

Démonstration 

do(xn) = Max do(t. xn) 

teD(xn) 

Donc d0(x,) = valeur de l'optimum global. 

w(xn) 
=> d (x ) = - (Proposition précédente). 

O n 2 

- 
S i  on n o t e  t un op&bnwn de la d o n d o n  d( , an, xn AWL E(x~, zn) , 

z i2tan.i d é i t m n i n é  PUA l e  i) de  l'&go&Lthe. A ~ O U  
n 

Démonstration 

A L 

On suppose que d(t, zn, xn) = do(t, x ) < f(t) - f(z,) et on montre n, 
que ceci entraîne la non-optimalité du point t par rapport à la fonction 

d(*, zn, xn) sur E(xn. zn). 



* Par  cons t ruc t ion  on a  : 

a W(xn) 
c e  q u i  e n t r a î n e  d  ( t ,  xn) < 2- 

O 

- En u t i l i s a n t  l e  r é s u l t a t  de l a  p ropos i t i on  11.1.1, on o b t i e n t  que 

t ne peut  ê t r e  un optimum l o c a l  du problème : ~ a x i m i s e r f d ~ ( t ,  x  , t r D(x ) }  
n n  

Donc 

A & 

('1 vE > 0 ,  Jt B ( t ,  €1 n D(xn) t e l  que d ( t ,  x ) > d o ( t ,  xn)  n  

-F 

* l a  fonc t ion  t v f ( t )  - f ( z n )  e s t  cont inue.  

Donc on a  : 

a 

va> 0 kl > O t e l  que Y t  E ~ ( t ,  
€1) a - < [ f ( t )  - f ( z n ) l  - [ f ( t )  - f ( z n ) l  < a 

En p a r t i c u l i e r  

a 

va > 0 JE1 > O t e l  que ~t r ~ ( t ,  E ) 1 

a A 

S i  on prend a = f ( t )  - f ( z n )  - d o ( t ,  xn)  

a > O p a r  hypothèse. 

a A 

(2) 3~~ > O t e l  que Y t  e B ( t ,  El) f ( t )  - f ( z n )  > do( t ,  xn) 

Conclusion : 

En prenant  E = El dans ( 1 )  e t  en  u t i l i s a n t  (2), on o b t i e n t  



- 

3t r ~ ( t ,  n D(x,) t e l  que [do( ty  xn) > d o ( t ,  xn) 

- a 

4 3t  r B ( t ,  El) n D(xn) t e l  que d ( t ,  zn, xn) > d o ( t ,  xn). 

- - 
Mais p a r  hypothèse, on a : d o ( t ,  xn) = d ( t ,  zn, xn) 

ce qui donne : 

- 
On a déterminé un point  t r E(x z ) q u i  v é r i f i e  : d ( t ,  zn ,  xn) > d ( t ,  zn, xn) n' n 

- 
-> t n ' e s t  pas so lu t ion  optimale de l a  fonction d ( * ,  zn, xn) s u r  E(x Z n ) -  

L'hypothèse de départ e s t  donc fausse  

TOUX p o i d  d ' a c c w n W o n  k de la 6&e {znInr, C O M ~ L ~ ~  pan l ' a l -  

goahme vEhibie : f (  b ) r f ( %). 

Démonstration : 

* La s u i t e  {znIncN e s t  contenue dans l e  compact D(xo), donc il e x i s t e  

au moins une sous-suite  convergente e x t r a i t e  de ( z  n ~ É N  

On note i = L i m  zn 
N'  

= f(E) = Lim f ( z n )  c a r  f continue. 
N' 

On suppose que f ( S )  < f(%) e t  on va montrer que c e c i  est  impassible. 



On montre en  premier  l i e u  que : 

3Q > O t e l  que Y t  E B(#, n)  
W(x, 

f ( t )  - f ( z n )  ' -2 
pour n  a s s e z  grand 

Puis  on montre que dans t o u t e  bou le  B(#, )  il e x i s t e  des  p o i n t s  

t q u i  v é r i f i e n t  

pour n  a s s e z  grand. 

Ce qu i  e n t r a ï n e  que pour n  a s sez  grand 

&(xn 
3 t  E B(2, Q I  t e l  que d ( t ,  zn, xn) = - 

2 

Ce qu i  e s t  en con t r ad ic t ion  avec l e  choix du p o i n t  z  [ p a r  l e  i )  de n  
1 ' a l g o r i  thmel 

Premier po in t  : 

* La c o n t i n u i t é  de l a  fonc t ion  f implique : 

Va > O 30 > O t e l  que Y t  E B(X, Tt) 

- a f ( t )  - f ( 2 )  < a 

en p a r t i c u l i e r  

Vcl > O 3ri > O t e l  que Y t  E B(2, rl)  f ( t )  2 f ( 2 )  - a 

2 
S i  on prend a = 5 [f (2)  - f (211 oc remarque que a > O p a r  hypothèse 

1 2 => ( 1 )  Jri > O t e l  que Y t  E B(2, n )  f ( t )  2 - f ( i 0  + 3 ft;). 3 



* D'autre p a r t  f ( z n )  = f ( z )  
IN' 

VE > O 3 ~ '  E N '  t e l  que Vn E N' n  2 N t  

1 
Si  on prend E = - [f(i?) - f ( S ) l  

6 

on remarque que E > O p a r  hvpothèse 

=> ( 2 )  2 ~ '  E N' t e l  que Yn E B\T' 
1 f ( S )  - f ( z n )  2 - [ f ( S )  - f ( 2 ) l  
6 

n  2 N '  

* En u t i l i s a n t  l e s  r é s u l t a t s  (1) e t  ( 2 ) ,  on o b t i e n t  : 

3n > O Y t  E B(X, Il) 

f ( t )  - f ( z n )  2 
f ( 2 )  - f ( S )  

t e l s  que 
6 

3N' E N' Vn E 73' n 2 N' 

Mais p a r  construct ion U(x ) converge ve r s  zéro n  

Donc 3N" t e l  que Yn è Nt' U(xn) < f ( n )  - f ( S )  
3 

ce q u i  donne l e  r é s u l t a t  su ivant  : 

3ri > O V t  E B(2, 0 )  W (  xn 1 

(3) t e l s  que f ( t )  - f ( z n )  > -5- 
3N1 E IN' Vn E lN' n  2 NI 

Deuxième po in t  : 

9n considère  l 'ensemble H(x,) su ivant  : 

i) H(xn) # 0 c a r  l'optimum du problème ~ a x { d ~ ( t ,  x ,  t E D(x,)] 

e x i s t e  e t  appar t i en t  à H(xn). 



e n  e f f e t  d o ( t ,  xn)  = ~ i n { h . ( t ) ,  j = l... m ; - h j ( t )  + @(x ) j = l... 
3 n 

'L 
il e s t  év iden t  que s i  t E H(x ) 

n 

@(x n % Alors  - 2 5 h . ( t )  j = l... m 
3 

@(xn) 
S i  on suppose que h .  ( t )  > - 

3 O 2 

ce  q u i  e s t  impossible .  

i i i )  On va montrer que : 

( 4 )  Yr) > O 3~ E B t e l  que Yn 2 N B(X, TI) n H(xn) # 0. 

A = ouver t  de IR q u i  c o n t i e n t  zéro 

B(X, r)) ouvert  de IRn. 

On cons idère  l a  fonc t ion  : 

Les g r a d i e n t s  des  f o n c t i o n s  h .  c a l c u l é s  en  # s o n t  l inéa i rement  
3 

indépendants  p a r  hypothèse. 



On no te  1 = i l  iml m i n d i c e s  d i s t i n c t s  compris e n t r e  1 e t  n ,  

t e ls  que l e  jacobien aF ( 5 )  s o i t  i n v e r s i b l e  Ï = { j , . . . , jn-m 
"; l e s  i n d i c e s  

r e s t a n t s  compris e n t r e  1 e t  n. 

On appl ique  l e  théorème des fonc t ions  i m p l i c i t e s  

=> 3R(X, 0 )  vo is inage  de ( 5 ,  O) dans B(X, n )  X A 

t e l  que : 4 : n ( 2 ,  0 )  + I R  x IRn 

( X 3  
+ C A >  X-> 1 f l (x ,  A),.. . ,  fm(& A)] 

4 e s t  un homéomorphisme de n(E, 0 )  dans $(R(X, 0 ) )  q u i  e s t  un ouver t  

de IRnt1. 

Donc 3~ > O 

3V(#) vois inage  de E dans B(2, n )  

t e l  que V(2) x 1-5, 51 c a ( ? ,  O ) .  

Donc s i  on prend A E 3-E, EL 

Il e x i s t e  xI t e l  que (xI ,  x - ) E V(E) 
T 

$(x, A) = (A, # , 0 ,..., O) - 
1 

c 'es t -à -d i re  que Yj = 1, ..., m 

w(xn) 
S i  on n o t e  An = - 
Donc pour  n a s sez  grand A E 1-E, €1 n 

n 
ce q u i  e n t r a î n e  q u ' i l  e x i s t e  xI t e l  que 



c 'est-à-dire 

n n ' 4xn)  
3x E B ( I y  n) t e l  que h . ( x )  = A = - 

3 n 2 

j = l... m 

Donc on a déterminé dans l a  boule B(Xy v )  un point  t qui  v é r i f i e  

W(x ) n 
d O ( t ,  xn> = 7 pour n assez grand. 

En u t i l i s a n t  l e s  remarques i n i t i a l e s  e t  l e s  r é s u l t a t s  ( 3 )  e t  ( 4 ) ,  on 

ob t i en t  : 

Démonstration 

* La s u i t e  {xnlneEI cons t ru i t e  pa r  l ' a lgor i thme est contenue dans l e  

compact D(xo). I l  est donc toujours  poss ib le  d ' e x t r a i r e  une sous- 

s u i t e  convergente 

- 
R i m  xn = x ]Nt cIN 
N' 



* La s u i t e  { z  1 n-1 n  E N '  e s t  a u s s i  contenue dans l e  compact D(xo). I l  
e s t  donc poss ib le  d ' e x t r a i r e  une sou-suite  convergente. 

- 
e t  on a  R i m  xn = x 

JN 'l 

* Par cons t ruct ion  on a  : 

par passage à l a  l i m i t e  suri i l"  en u t i l i s a n t  l a  con t inu i t é  de l a  

fonct ion  f ,  on ob t i en t  : 

Mais f ( S )  2 f ( 2 )  (Proposi t ion 11.1.4.). D'où l e  r é s u l t a t  annoncé 

En u t i l i s a n t  l a  p ropr ié t é  1.2, on ob t i en t  : h(x)  = 0. 

La proposi t ion  précédente montre que t o u t  point  d'accumulation # de 

l a  s u i t e  {xnIna cons t ru i t e  par  l ' a lgor i thme v é r i f i e  : 

X est donc un po in t  r é a l i s a b l e  pour l e  problème i n i t i a l .  

D'autre p a r t ,  2 est une s o l u t i o n  optimale de ce problème, ce qui  

e n t r a î n e  l e  théorème su ivan t .  



TOUA point dtaccwnLûation a de h 6 m e  €xnInm CO MU^ p m  
Lt&goaiZfunc! es* 60ûLtion opZihc&e du ptoblèrne i n L C L d  : 

1 lmaximiser f ( t )  

Remarque : Dans l a  démonstration de l a  p ropos i t i on  11.1.4. : on u t i l i s e  

uniquement f (xn+,) 2 f (  zn) .  

Donc dans l ' a lgo r i thme ,  il s u f f i t  de prendre x ~ + ~  E E(xn, zn ) ,  mais 

p a s  forcément un p o i n t  q u i  maximise l a  F-distance. 

II .2. Problème avec des égalités, des inégalités et un polyèdre B 

1) Introduction - ------------- 
On s ' i n t é r e s s e  maintenant au problème géné ra l  

1 lmaximiser f ( t  ) 

où l e s  fonc t ions  du problème s o n t  continûment d i f f é r e n t i a b l e s  

B = €t r  IR^ : ~t 2 b l  polyèdre compact 

( P l  

A matr ice  ( q  l i g n e s ,  n  colonnes)  

b E n 9  

g i ( t )  2 O i = l... p 

h j ( t )  = O j = l... m 

t r B  

Hypothèses 

i )  Le domaine r é a l i s a b l e  de ( P l  e s t  non v ide ,  il e x i s t e  au  moins une 

s o l u t i o n  opt imale,  que l ' o n  note  S. 



J 

O 

v é r i f i e  B n D(E) # 0 

f r ( D ( ~ ) )  = ( t  D(E) : 3i0 t e l  que gi ( t )  = 
ou 

O O1 

3 j 0  t e l  que h ( t )  = O 

OU 
j 0 

3jl t e l  que h ( t )  = EJ 
jl 

'L 
iii) ~t E D ( E )  on n o t e  

CL CL 'L 
Y(?) = ~ i n { g ~ ( t ) ¶  i =  l... p ; h . ( t ) ¶  j = l... m ;  - h . ( t )  t E 9  j = l... 

3 3 

'L CL 'L 
I ( t )  = I i  = l... p / g i ( t )  = ~ ( t ) )  

~ ( $ 1  : Matrices dont l e s  l i g n e s  son t  

'L 'L E 
en t o u t  point  t q u i  v é r i f i e  Y ( t )  # 7 on suppose que 

R 
i v )  {Vh.(X), j = l... m ; Vgi(X), i E I(X) ; A , I. E ~ ( 2 ) )  e s t  une 

1 
f a m i l l e  de v e c t e u r s  l inéa i rement  indépendants.  



Notat ions 

Pour t o u t  x  E B v é r i f i a n t  h . ( x )  > O j = l... m 
3 

gi(x) > O i = 1.. . p  

On note  : ~ ( x )  = - Max fh j (x )}  

j=l.. . m 

- h . ( t )  + ~ ( x )  j = l... ml 
3 

d0(x)  = Max d o ( t ,  X )  

t€D(x)  

S o i t  z un p o i n t  de D(x),  on pose : 

* I n i t i a l i s a t i o n  : 

On dispose  d'un p o i n t  de dépar t  x q u i  v é r i f i e  O 

Remarque : Eventuellement,  on change h . ( * )  e n  - h . ( * )  pour  a v o i r  un p o i n t  
3 3 

de dépa r t  v é r i f i a n t  c e t t e  hypothèse. 



* I t é r a t i o n  k : on connai t  un p o i n t  xk E B t e l  que 

i) Chercher zk e  D(xk) t e l  que : 

Max d ( t ,  Zk ,  5 )  < do(\) 

t eE(xk ,  zk)  

i i )  On prend x,tl  un p o i n t  q u i  r é a l i s e  ce  maximum 

F in  de l ' i t é r a t i o n .  

Remarque O : On ve r ra  p a r  l a  s u i t e  q u ' i l  s u f f i t  de prendre  xkt1 e  E(xky zk )  

dans ii). 

Remarque 1 : On a do(xk) > O 

En e f f e t  do(%) = Max d ( t ,  x k )  Pa r  d é f i n i t i o n  W(xk) > 0. 
O 

teD(xk) 

En u t i l i s a n t  l 'hypothèse i i ) ,  l e  maximum de l a  fonc t ion  cont inue  d ( * ,  xk)  
O 

s u r  D(%) e s t  a t t e i n t  e n  un po in t  de B n D(u( \ ) )  q u i  e s t  b i e n  non v ide .  

Remarque 2 : Il e s t  t o u j o u r s  p o s s i b l e  de t r o u v e r  un p o i n t  z k e D(xk) t e l  que : 

Max d ( t ,  z k y  xk)  < dO(xk) 

teE(xk ,  zk)  

en  e f f e t ,  on p e u t  f a i r e  une démonstration iden t ique  à c e l l e  de l a  remarque 2 

du 1 1 . 1 . 2 .  



Max do(t. xn) = Max do(t, xn) 
tcD(xn) teB 

Max d(t, zn, xn) = Max d(t, Zn, xn) 

teE(xn, zn) tr~n{f(t 2 f(zn)} 

Remarque : Les démonstrations de ces propriétés sont identiques à celles 

proposées dans 11.1.3. 

41 Convergence de 1 ' a l  gori thrne - ------- ------------ ------- 

T o u t  op t imum toc& ; du ptroblërne 

Démonstration : 

U x  ) n 
Donc do(t, xn) S - 2 



L w(xn) 
Supposons que do( t ,  xn) < 7 e t  montrons que c e l a  e n t r a i n e  une 

contradict ion avec l ' op t ima l i t é .  

On va générer  une d i rec t ion  d, t e l l e  que l a  fonct ion  do(*,  x s o i t  n  
cro issante  dans c e t t e  d i rec t ion .  

t é t a n t  un optimum l o c a l  du problème { ~ a x  d o ( t ,  xn) ,  t 6 D ( x ~ ) )  

A - - 
=> 3V(t) voisinage de t t e l  que V t  r V(t )  n D(xn) 

- 
On note I ( t )  = {i = l... p / g i ( t )  = d o ( t ,  xn)1 - 

J l ( t )  = { j  = l... m / h . ( t )  = do( t ,  xn ) l  
l - 

J 2 ( t )  = { j  = l... m / - h . ( t )  + u ( x n )  = d o ( t ,  xn))  - 3 
II - 

L t  = = 1 .  q A t = bll 

On détermine, une d i rec t ion  d  qui  v é r i f i e  

cec i  e s t  toujours  poss ib le  [hypothèse i i i ) ]  

k 
~ n p o s e x = t + ~ ~ d  a v e c i ~ k 3 k F m  s u i t e  de nombres p o s i t i f s  con- 

vergente ve r s  zéro. 

k 
* pour k assez  grand x  r V(t ) .  

j 6 J l ( t )  on montre facilement [démonstration de l a  proposi t ion 

11.1.11 que : 



- 
j E J Z ( t )  o n a  : 

Pour k a s s e z  grand 

O(E é t a n t  un i n f in imen t  p e t i t  p a r  r appor t  à E k k ' 

Donc pour k a s sez  grand,  on a 

6 k 
Donc d o ( t ,  xn )  < gi(x)  

k A 

Donc pour k a s s e z  grand g . ( x )  > d o ( t ,  xn) 
1 

k 
A x - b = A t - b + E k A d  k 
l e  choix de l a  d i r e c t i o n  d e n t r a î n e  A x - b 2 O. 

k 
Donc x E B. 



Concl lision 

k A 

On a  x  E V ( t )  n D(xn) pour k a s s e z  grand 

A 

D'où l a  c o n t r a d i c t i o n  avec l ' o p t i m a l i t é  l o c a l e  de t .  

Démonstration 

Ident ique  à c e l l e  de l a  p ropos i t i on  11.1.2. 

Si on note t un opümum de la donctlon d ( * ,  zn, xn)  6Wz E(xn, zn ) .  

Démonstration 

, A , 
On suppose que d ( t ,  zn, xn)  = d o ( t ,  x  < f(t) - f ( z  ) e t  on montre 

n, n  
que c e c i  e n t r a î n e  l a  non o p t i m a l i t é  du po in t  t .  

La démonstration e s t  ident ique  à c e l l e  de l a  p ropos i t i on  11.1.3. 

Tou* point d'accunueaüon S de la duLte {znlnmI COMU~ pm 
l ' d g o M h m e  v M & L e  : f ( 5 )  2 f ( 2 ) .  



Démonstration 

* La s u i t e  {znInm est contenue dans l e  compact B, dont  il e x i s t e  au 

moins une sous-su i te  convergente e x t r a i t e  de { z  1 
n n a '  

On note  = Q i m  zn IN1 cIN 
IN' 

=> f ( i )  = Q i m  f ( z n )  ( c o n t i n u i t é  de f )  
IN' 

On suppose que f ( S )  < f ( x f  e t  on va montrer que c e c i  e s t  impossible .  

On montre en premier  l i e u  que : 

3n > O t e l  que V t  E B(X, T l )  
u ( X  ) n 

f ( t )  - f ( z n )  - 2 
pour n a s sez  grand. 

La démonstration e s t  i den t ique  à c e l l e  proposée pour  l a  

p ropos i t i on  II. 1 .4 .  

Pu i s  on montre que dans t o u t e  Boule B(2, >1) il e x i s t e  des  p o i n t s  

t q u i  v é r i f i e n t  : 

pour n a s s e z  grand. 

Ce q u i  e n t r a î n e  que pour n a s s e z  grand 3 t  E B(X, q) t e l  que 

N x n )  
d ( t ,  zn, xn) = - 2 

ce q u i  est en  c o n t r a d i c t i o n  avec l e  choix 

du p o i n t  z c ' e s t - à -d i r e  : 
n 

~ ( x  ) 
Max n 

d ( t ,  Zn,  Xn) <-  2 
t €E(xny  zn)  



* I l  r e s t e  à montrer que : 

V n  > O 3N(n) t e l  que Yn 2 N(n) 3 t  E ~ ( 2 ,  n )  

w(xn) 
v é r i f i a n t  do( t ,  xn) = - 2 

Pour c e l a  on note : 

i )  H(x ) # 0 c a r  l'optimum du problème Max d o ( t ,  xn) n 
t fD(xn) 

e x i s t e  e t  appar t i en t  à c e t  ensemble. 

On considère l e s  part i t ionnements su ivants  : 

Soi t  T l  > O 

On note  = Min {gi(X), i f 1 ~ 1  

On peut  toujours t rouver  un voisinage O(?) de X contenue dans 

B(X, T l )  qui v é r i f i e  

A ouvert  de R qui  cont ient  zéro .  

On considère l a  fonction F : 



k 
( 2 ,  O )  E v = (fa)-'(0) = {(x, A) e N I )  X A : h . ( x )  = A  j = l... m 

a= 1 3 

R Par  hypothèse 8 ,  j = 1. .. m ; Vgi( I ) ,  i r Il, P , R e e s t  
3 

une f a m i l l e  de vec t eu r s  l inéa i rement  indépendants.  

On no te  1 = {il. .. $1 k ind ices  compris e n t r e  1 e t  n t e l s  que l e  

jacobien aF  (iI) s o i t  une mat r ice  i n v e r s i b l e  
"x; 

- 
1 = { j  l... jn - k} les i n d i c e s  r e s t a n t s  compris e n t r e  1 e t  n.  

On appl ique l e  théorème des  fonc t ions  i m p l i c i t e s  

=> 33(8,  0 )  vois inage de ( 2 ,  O) dans h (n )  x n 

'L 
t e l  que 0 : fi(?, O) -t IR x lRn 

(x ,  
+ (A, X-> f1(x, A) ,..., fk(x ,  A ) )  

1 
% 

@ e s t  un homéomorphisme de R(2, O )  dans 
'L n+ 1 4 (O(%, 0 ) )  q u i  est un ouver t  delR . 

Donc 3~ > O 

3V(8) vois inage de  2 contenu dans R(2) c B(X, T l )  

t e l  que V(X) x 3-E ,  €1 c fi(%, O). 



S i  on prend E J-C, 

3! xI t e l  que ( x  x  ) E V(X) 1, 7 

Q(xI ,  x  - , A )  = (A, 2 , o. . .  O) 
1 Ï 

N x n '  
S i  on no te  An = - 2  R i m  An = O 

n  

3~ E IN t e l  que Yn 1 N A E 1-E, E[ n  ci x2  s 1  

ce qu i  e n t r a î n e  

n  n  n  
3!  x t e l  que x = (xI ,  X ) r ~ ( 2 )  

1 - 
T 

n u ( x n )  
h . ( x )  = - 

2 
j = l... m 

3 

n  n  W(xn) 
Donc on a  déterminé un p o i n t  x  E B(%, n B t e l  que do(x, xn)  = 

pour n  assez  grand en u t i l i s a n t  l e s  remarques i n i t i a l e s ,  on o b t i e n t  f(S) 2 f (X) .  



T o d  p o i n t  d ' a c c u n u e a t i o n  a d e  la butXe  {xnlnm c o ~ t u i . t e  pcüz t '&go-  

&thme,  v w d i e  : 

La démonstration de c e t t e  proposi t ion e s t  ident ique  à c e l l e  proposée 

pour l a  proposi t ion  II. 1.5.  La proposi t ion  11.2.5 montre que l e  po in t  X e s t  

r é a l i s a b l e  pour l e  problème i n i t i a l .  D'autre p a r t  2 e s t  une so lu t ion  optimale 

de ce problème. 

T o u t  p o i n t  d l a c c u m W o n  x de l a  ~ L t e  f xnInm c o m b X e  pan t 'dego- 

&Lthme U R  b o ~ o n  o p ~ ~ e  du  p o b t è m e  i W  : 

1 lmaximiser f  ( t  ) 

Remarque : Dans l a  démonstration de l a  proposi t ion  11.2.4, on u t i l i s e  unique- 

ment l a  r e l a t i o n  : f(xn+,) 2 f ( z n ) .  

Donc dans l ' a lgor i thme,  il s u f f i t  de prendre 

mais pas  forcément un point  qui  maximise l a  fonct ion  d ( * ,  zn, xn) s u r  

E h n ,  zn) .  



II .3. Probleme avec des contraintes en egal it6 et en inégalité 

Si  on considère l e  problème 

où l e s  fonct ions  du problème sont  continûment d i f  f é r e n t i a b l e s  . 

Hypothèses 

i) Le domaine r é a l i s a b l e  de (P) e s t  non vide,  il e x i s t e  au moins une 

so lu t ion  optimale,  notée 2. 

ii) 37 > O D(Ë) = {t c R~ : g i ( t )  2 O i = I... p 
compact 

O s h . ( t )  s E j = I... m) 
3 

iii) YE c IO, El D(E) = { t  E IRn : g i ( t )  2 O i = l... p 

O S  h . ( t )  S E j = l... m 
3 

O 
v é r i f i e  # 0 

% 
i v )  Yt E D(E)  on note  

'L 'L 'L 
~ ( t )  = f i  = i... p / g i ( t )  = ~ ( t ) )  

'L 'L 'L 
(Vhj(t)  j = l... m;Vg. ( t ) ,  i r ~ ( t ) )  e s t  une famil le  de vecteurs  

1 

l inéairement indépendants. 



VA E [Min . f ( t ) ,  Max f ( t ) j  

t EV (El  tcV(F) 

Nota t ions  

Pour t o u t  x q u i  v é r i f i e  : h . ( x )  > O j = l... m 
3 

1 
On no te  U(x) = - Max 2 I h i ( x ) l  

d0(x)  = Max d o ( t ,  x )  

teV(x)  

S o i t  z un p o i n t  de D(x),  on pose : 

-* I n i t i a l i s a t i o n  -------------- 

On d ispose  d'une po in t  de dépa r t  xo qui  v é r i f i e  



+ I t é r a t i o n  k : 

S o i t  xk l e  p o i n t  de dépar t .  

i )  Chercher zk c D(\) t e l  que : 

O(%) 
Max d ( t ,  zk, xk)  < d ( X  ) = - O k  2 
t r E ( x k ,  zk )  

i i )  On prend 
Xktl c E(Xk, zk)  

Fin de l ' i t é r a t i o n .  

Sous c e s  hypothèses,  on peut  montrer  que l ' o n  a l e  théorème s u i v a n t ,  

p a r  un raisonnement ident ique  à c e l u i  du paragraphe 11.2. 

Tout point d ' a c c u m U o n  x de la b&e {xnIn com&uLte pm l'cd- 

gotuthme & aollLtion op;tunde du pto blème (P) . 

III. DESCRIPTION D 'UN  ALGORITHME APPROCHE 

III .l. Introduction 

L ' a l g o r i t h r e  p ré sen té  dans l e  II n é c e s s i t e  l a  déterminat ion d 'un poin t  

z c D(xn) t e l  que : n 

"'xn> 
Max d ( t ,  zn, xn) < -2 
t r E ( x n ,  zn)  

On v é r i f i e  faci lement  s i  en D(xn),  mais p a r  cont re  l a  v é r i f i c a t i o n  

que : 

W(xn) 
Max d ( t ,  zn, xn)  < -2- 
t cE(xn  zn)  

e s t  p l u s  d i f f i c i l e .  

La déterminat ion d'un cen t r e  de E(xn, zn)  e s t  impossible  p a r  un pro- 

cédé f i n i  ( s au f  c a s  p a r t i c u l i e r s ) .  



On va u t i l i s e r  l a  no t ion  d '€-cent re  i n t r o d u i t e  p a r  HUARD C131. 

- 
t e s t  d i t  E-centre de E(x zn)  s i  n 

d ( t ,  zn, xn) 2 Max d ( t ,  zn, xn) - E 

E é t a n t  un nombre q u i  v é r i f i e  : 

HUARD propose d'un algori thme p a r t i e l  q u i  permet de dé te rminer  

des  €-cent res .  

L ' idée  e s t  de décomposer chaque i t é r a t i o n  en deux phases.  

l è r e  phase : Détermination d'un p o i n t  t0 D(xn) à p a r t i r  du p o i n t  de dépa r t  ----- ---- 
x , p a r  un procédé f i n i  u t i l i s a n t  l ' a lgo r i thme  p a r t i e l  de HUARD. n 

2ème  hase : Détermination de z e t  x E D(x ) t e l s  que xntl s o i t  un ----- ---- n n t 1  n 
E-centre du tronçon E(xn, zn)  p a r  un procédé f i n i .  

111.2. Alaorithme modi f ié  

On conserve l e s  no ta t ions  e t  l e s  hypothèses i n t r o d u i t e s  dans l e  para-  

graphe II .2 e t  on pose : 

Pour x e t  y c {t E B : g i ( t )  2 O i = l... p 

h . ( t )  > O j = l... rn 
1 1 

On no te  f ( x ,  y )  = f t  c B : g i ( t )  2 O i = l... p 1 



On cons idè re  l a  f a m i l l e  paramétrée p a r  x  e t 1  

A E [Min f ( t ) ,  Max f ( t ) l  

tcD(xo)  tcD(x0) 

x  é t a n t  l e  p o i n t  de dépa r t .  
O 

On suppose que l ' o n  a  deux s u i t e  ( E ~ } ~ ~  e t  {\)ha, chacune d ' e l l e s  

é t a n t  une s u i t e  décro issante  de nombres p o s i t i f s  a s sez  p e t i t s  qu i  converge 

v e r s  zéro.  

On no te  pour  t E F(x ,  y )  e t  z E D(x). 

D ( t ,  F(x,  y ) )  = ~ i n { ~ ~ ( t ) ,  i.1.. . p ; h . ( t ) ,  1 . .  p i - h . ( t )  
3 3 

d ( t ,  z ,  x )  = MinIgi( t ) ,  i = l... p ; h . ( t ) ,  j = 1.. m ; - h . ( t )  + u ( x ) ,  j = l... m ; 
3 3 

+ I n i t i a l i s a t i o n  

On suppose que l ' o n  a  un p o i n t  de dépa r t  x O E B q u i  v é r i f i e  

+ I t é r a t i o n  n  : 

xn p o i n t  de dépa r t  de l ' i t é r a t i o n .  



a ~étermination d'un point appartenant 1 D(xF) ............................................ 
On pose y. = x n 

k = O  

i) On détermine yktl un Ek-centre de F(xn, yk) 

i i )  & yk+l D(xn) 

On passe en @ avec t0 = yk+l 

s inon on va en  i) avec k + l  au l i e u  de k - 

t po in t  de départ  E D ( X  ), on pose h = O 
O n 

i )  On note Ah  = f(tk) 

ii) on détermine t un $-centre de G(xn, h + l  Ah)  

on pose z = th n 

f i n  de l ' i t é r a t i o n  n 
X 

- 
n + ï  - t h + l  

s inon on va en  i )  avec h + l  au l i e u  de h. - 
Fin de l ' i t é r a t i o n  

Remarque : On suppose que l e s  nombres Ek s o n t  assez p e t i t s  pour a v o i r  : 

O S Ek < Max{D(t, F x  yk) ) ,  t t F(xn, yk) )  

De même, on suppose que les nombres T l h  v é r i f i e n t  

O s \ < Max(d(t, th, x ,  t t 



1 I I .  3.  Propriétés 

Démonstration : 

Pour s i m p l i f i e r  on note 1 l e s  ind ices  de g ( * )  

J l e s  ind ices  de h ( * ) .  

Par cons t ruct ion  

D ( Y ~ + ~ ,  F ( ~ , Y  Yp ) )  2 Max M t ,  xn 3 Yp)) - Ep 

t rF(xnY yp) 

en supposant que Vp r  R y 4 D(x,), on montrera dans un premier temps que 
P  

D ( ~ p + l  y 
F(xn, y p ) )  + O p  e t  dans un deuxième temps que c e l a  en t ra îne  

IN" 

une contradic t ion  avec l a  r e l a t i o n  ( 1 ) .  

* Dans un premier temps on montre que 

e t  O S E: < Max D ( t ,  F(xn 
P  Y Yp)) 

t cF(xny  yp) 



c e c i  e n t r a î n e  : ~ a x { u ( x ~ ) ,  h ( Y  11 S ~ax{U(x  ), h.(y )} Yj r J 
j p + l  n I P  

ou de manière p lus  générale 

V j  r J 

~ a x I w ( x ~ ) ,  h . (y  1 P ~ a x f u ( x ~ ) ,  h . (y  3 P ) }  

Vp' 2 p 

Par hypothèse Vp y 1 D(xn) 
P 

Donc Vp E N ,  3jp c J t e l  que h ( y  ) > W(xn) 
j P P 

J = (1, 2 , .  . . , m l  ensemble des ind ices  des composantes de h e s t  f i n i .  

p E JN e s t  i n f i n i .  

Donc 3 jo  c J 

t e l s  que Vp r N' h .  (yp) > u(xn)  

a' c N  O 

S i  on considère l a  s u i t e  Iy 1 
P p a l 9  

e l l e  e s t  contenue dans un compact. 

11 e s t  donc toujours  poss ib le  d'en e x t r a i r e  une sou-suite  convergente. 

- 
3w" c N' t e l  que R i m  y = y 

P P 

N" 

On considère p '  l e  prédécesseur de p dans Nt' c 34'. 



Donc on a : 

On passe  à l a  l i m i t e  p -> m 

lN 

Donc on a montré que R i m  D(yp, F(xn. yp-l ) )  = O 
P- 
IN" 

* On montre que c e l a  e n t r a i n e  une con t r ad ic t ion .  

O 

Par hypothèse ( i i ) )  u (xn )  > O e n t r a i n e  B n D(w(xn)) # 0. 

O 
Donc 3T r B n D(w(xn)) 

n a i s  D(y F(xn, Y ~ - ~ ) )  2 Max D( t ,  F(xn, Yp-l)) - Ep 
P ' 

t rF (xn ,  Yp-1 1 

On passe  à l a  l i m i t e  p -> 
N" 



Donc on o b t i e n t  O 2 d o ( i ,  x ce q u i  e s t  faux. n 

Donc l 'hypothèse de dépa r t  e s t  f a u s s e  

-> 3 ~ *  E N  t e l  que y * r  ~ ( x , ) .  
P 

Wx,) 
3 ~ N . t & g u e d ( t ~ * ~ ~ ,  t xn)  + ~1 < -  

O* q*' q* 2 - 

c'ut-à-diire lu phase @ compohte un nombire 6Lni d '#aped .  

Démonstration 

On va montrer q u ' i l  e x i s t e  N' c N t e l  que 

Car dans ce c a s  kim d( th+ly  th, xn) + = O 
h-wo 

N x  n e t  comme - > 0 -  
2 

* 
Il  e x i s t e  q E N '  t e l  que 

c ' e s t - à -d i r e  l e  r é s u l t a t  voulu. 

Par  cons t ruc t ion  

Vh 6 N d(tht l ,  th, xn) 2 Max d ( t ,  th, xn) - qh 

t r ~ ( x ~  ,Ah) 



Donc on a : 

{thlh EN 
est une s u i t e  contenue dans un compact 

- 
=> a' c N  t e l  que R i m  th = t 

h-Kx, 

N' 

D'autre  p a r t  f ( t h , )  2 f ( t h t l )  Yht 2 h + l  

Donc s i  on note  h '  l e  successeur  de h dans IN', on a : 

On passe à l a  l i m i t e  SW IN' 

Donc R i m  d ( th+l ,  th, xn) = O.  
h- 

Remarque : Les p o i n t s  z e t  x déterminés v é r i f i e n t  n n+ 1 

X - 
n+ 1 - th+l (un nh - c e n t r e  de G(xn, 

~ ( x -  
Ah)  

Donc on a 

c ' es t -à -d i re  en reprenant  l e s  n o t a t i o n s  du paragraphe 11 .2 .  



'Nxn) 
Max d f t ,  zn, xn) < 7 
teE(xn,zn> 

Les deux c r i t è r e s  de f i n  d ' i t é r a t i o n  de ces deux algori thmes sont bien 

de même nature .  

Conclusion 

L'algorithme modifié comporte deux phases e t  chaque phase s e  compose 

d'un nombre f i n i  d 'é tapes .  Mais chaque é tape  e s t  l a  détermination d'un E-centre 

d'un tronçon donné. 

P. HUARD propose un algorithme p a r t i e l ,  qui  sous des hypothèses de 

concavité ,  donne un E-centre. 



...................... ...................... * * * 
* * * * CHAPITRE I I I  2 * 



J. ALGORITHME UTILISANT LA NOTION DE POINT STATIONNAIRE 

1.1. Introduction 

Les deux a lgor i thmes  p ré sen té s  dans l e  c h a p i t r e  précédent  demandent 

à chaque i t é r a t i o n  l a  déterminat ion d'un c e n t r e  ou d'un &-centre ,  dont l a  

reconnaissance e s t  d i f f i c i l e  s au f  c a s  concave. 

Comme dans l a  méthode des  c e n t r e s  l i n é a r i s é e ,  on va e s s a y e r  de rem- 

p l a c e r  l a  maximisation de l a  F-dis tance,  p a r  l a  r é s o l u t i o n  d'un nombre f i n i  

ou i n f i n i  de problèmes l i n é a i r e s .  

P.  HUARD C13, p. 651 i n t r o d u i t  un algori thme p a r t i e l  q u i  permet d'ob- 

t e n i r  un p o i n t  s t a t i o n n a i r e  pour  l e  problème de maximisation de l a  F-distance. 

Comme dans l a  méthode des c e n t r e s  l i n é a r i s é e ,  on va u t i l i s e r  c e t  a lgori thme 

p a r t i e l .  

Comme dans l e  c h a p i t r e  précédent ,  on s ' i n t é r e s s e  au  problème 

g i ( t )  2 O i = l... p 

h . ( t )  = O j = l... m 
3 

où l e s  f o n c t i o n s  son t  continûment d i f f é r e n t i a b l e s  

B = (t E lRn : A t  2 b) polyèdre compact 

H v ~ o  thèses 

i L e  domaine r é a l i s a b l e  de (P) e s t  non v ide ,  il e x i s t e  au  moins une 

s o l u t i o n  opt imale,  que l ' o n  no te  g. 



G1 t e l  que h ( t )  = O 

OU 
j 1 t 

d j 2  t e l  que h ( t )  = €1 
j 2 

'b 
i i i )  Y t  E O ( € ) ,  on note  

'b 'b % 
Y(?) = ~ i n I ~ ~ ( t ) ,  i = 1.. . p ; h . ( t ) ,  j = 1.. . m ; - h . ( t )  + E j = l... 

3 1 

'b '-b E 
en t o u t  p o i n t  t q u i  v é r i f i e  Y ( t )  # 

'b 'b 'b 
On note : I ( t )  = {i = l... p / g i ( t )  = ~ ( t ) }  

% 
J ( t )  = Matrice dont l e s  l i g n e s  s o n t  

a i v )  {vhj(2) j = 1. .. m ; Vgi(l) i E I ( l )  ; A  1 E ~ ( 2 ) )  e s t  une f a m i l l e  de 

vec teurs  l inéa i rement  indépendants.  

pour t o u t  h E [Nin f ( t ) ,  Max f ( t ) l  
~ E B  ~ E B  



1.2. Algorithme 

+ initialisation -------------- 

On a un point de départ x qui vérifie O 

(XO ' 

On pose k = 0. 

+ itération k 

* x point de départ de l'itération k 
On dispose de ~ ( x  1 et D(x ) 

k k 
(voir notation du chapitre précédent) 

* On détermine z c D(xk) k 

yk D(xk) 

tels que yk soit point stationnaire pour la maximisation de 

d(t, zk, x 1 sur B avec k 

* On pose x - k+l - Yk 

fin de l'itération 

S o d  X h &hLte d'une 60~~6-6~i.te convqente exAmLte de {xnJn ÉW, 
dotrn # ait ~ W o n r d t e  powl le piroblème (Pl . 

Démonstration : 

"k'k r m  contenue dans un compact, donc il existe au moins uns sous- 

suite convergente : 



- 
3N' c IN tel que Rim % = x  h-0 

N' 

Par construction x est un point stationnaire pour la maximisation h 
de d(* 9 Zh-l, Xh-l ) sur B. Par un raisonnement identique à celui d'HUARD Cl31 : 

* (Vg i O x x-xh) O si d(xh, Zh-l) Xh-l = g, (xh) 
O 

* (Oh. (xh). x- xh) O si d(xh, z ~ - ~ .  = h. (xh) 
11 11 

* (-Oh (xh). x - xh) 5 0 
j2 

si d(xh, z ~ - ~ .  x ~ - ~ )  = -hj (xh) + WX 1 
2 

h-1 

1 Ixh9 'h-1 hr a1 est contenue dans un compact 

Donc on peut extraire une sous-suite convergente, 

- a" c #' c IN tel que Rim xh = x 
h-J 
N " 

- 
Rim zh-l = z 
h-0 
H " 

Il y a une infinité d'indices h dans N". 

Il y a un nombre fini d'éléments dans {f, gJ.. . gp, hl.. . . , hm 
-hl,.... -h 1 m 

Donc pour une infinité d'indices h EN on a 1 



W(xh-l) 
Par cons t ruct ion  d(x  h, Zh-l¶ \-l) < 

2 

On passe à l a  l i m i t e  h + 03 

- 
en u t i l i s a n t  L i m  xh = x 

h-KD 

- 
L i m  2,-, = z 
h+m 

L i m  W ( X ~ - ~ )  = O 
h+= 

Donc on a : 

Maintenant on va montrer que ce r é s u l t a t  en t ra îne  l e s  condi t ions  de 

Kuhn e t  Tucker pour l e  problème (P) c 'es t -à-d i re  l ' ex i s t ence  de (u, v )  E  IR^ x R~ 

t e l s  que : u 2 0  

- l e  cas  : (Of(;), ( x  - X) ) I O Yx E B 

e s t  t r i v i a l ,  il s u f f i t  de prendre u = O E $ 
v = O €IRrn 

- l e  cas  : gi ( x )  = 0 

e t  
O 



Il e s t  t ou jou r s  p o s s i b l e  de t r o u v e r  u  a s sez  grand pour  que u  > O e t  
i~ i O 

- 
l e  c a s  : (Ohj (21, x - X )  5 O VX E B 

1 

s e  t r a i t e  de l a  même manière en prenant  

v  nombre p o s i t i f  assez  grand 
j 1 

l e  c a s  : (-Vhj , x - 2) 5 O Yx E B 
2 

on prend : u = O E fl 
v = O  
i 

V j = l  ... m j # j 2  
- 

v nombre n é g a t i f  a s sez  p e t i t .  
j  2 

Donc on a  montré que l e  po in t  x e s t  un p o i n t  s t a t i o n n a i r e  pour l e  

problème ( P ) .  

1.3.1. Introduction ------------------- 

Dans l ' a lgo r i thme  d é c r i t  dans l e  paragraphe 1.2,  il f a u t  déterminer : 

te ls  que y s o i t  po in t  s t a t i o n n a i r e  pour  l a  maximisation de d ( * ,  zk, xk) s u r  B 
k 

W(x,) 
avec d(yk, zk, xk) < -2 . 



Pour c e l a  on s e  f i x e  z e D(xk), p u i s  on u t i l i s e  l ' a lgo r i thme  p a r t i e l  
k  

proposé p a r  HUARD C13, p. 651. Cet a lgori thme c o n s t r u i t  une s u i t e  de po in t s  

h  

{Y}hr t e l l e  que t o u t  po in t  d 'accumulation de c e t t e  s u i t e  s o i t  s t a t i o n n a i r e  

pour  l e  ~ r o b l è m e  : 

1.3.2. Desc r i~ t ion  d'une i té ra t ion  
- - - - - - - - i - - - - L - - - , - - - - - - - - - - - - - - - -  

I t é r a t i o n  k 

* -_-_----___-__ i n i t i a l i s a t i o n  : s o i t  t r  D(xk) O 
on note  U = w ( x ~ )  

on pose p = O 

O i n i t i a l i s a t i o n  : s o i t  t É D(xk),  on note  A - P P  
= f ( t p )  

h  
1 2  Résoudre l e  problème l i n é a r i s é  en  y - 
I h h  h  
: N a x ~ i n { f ' ( t , y ) - A ~ ; g j ( t ,  y ) ,  i=l . . .  p ; h ! ( t ,  y )  j = l  ... m ;  

t r B  a 
3 

-h! ( t ,  y ) +  j = l... ml 
3 K 

l 

I h+ 1 
1 on o b t i e n t  l e  po in t  z 
I 
1 

' 3  Maximiser l a  fonc t ion  
f- 

I 
1 Min{f(t)  - A  g t  i 1 . .  p  ; h t  j = 1 . .  F ; - h . ( t ) + U k  
1 P 3 
1 
1 h h + l  
1 s u r  l e  segment [y,  z 1 
1 

j = l... m l  

I 
I h+ 1 
1, On o b t i e n t  y e t  on r e tou rne  en 2 avec h + l  au  l i e u  de h  - 

h 
4 On note  t un p o i n t  d 'accumulation de (y} - P + ~  he IN 



on pose y = t k p+l 

z = t  
k P 

Xk+l = Yk 
fin de l'itération k 

sinon on passe à l'étape p+l 

Fin de l'itération 

1 . 3 . 3 .  Pronriétés de cet algorithme 
- - - - - - - - - -&--- - - - - - - - - - - - - -  ------- 

Le p o i d  t e6.t u n  point b W o n n a h e  povl lu maximibation de 
p+l 

d ,  tp, Xk) b w L  B. 

Démonstration 

Les pas - 1, - 2 et - 3 de l'algorithme précédent correspondent à l'algorithme 

partiel décrit par HüARD [13, p. 651. 

Dans ce même article HUARD montre que tout point d'accumulation de 
h 

la suite est un point stationnaire pour la maximisation de d(*, tp, xk) 

sur B. 

* w(x,) 
3p E N  tee que d(t * , t *, xk) c - 5 -  

P +1 P 

Démonstration 

Par définition 

1 - = d ( ) = Max do(t, xk) 
2 O Xk trB 



w(xk) 
Donc do( tp+l, x,) - 2 

w(xk) 
On suppose que Vp r IN d(tp+l, tp , xk) = 2- 

Mai YP' 2 p+l f(t , ) 1 f(t par construction. 
P p+l 

Donc Yp r N 
w(xk) 

2 5 f(tp,) - f(tp) 
Yp' 2 p+l 

{tp)p EN est une suite contenue dans un compact 

- 
=> a' c N tel que Rim t = t 

pK* 
P 

N' 

Soit p' le successuer de p dans N' 

On passe à la limite dans cette double inéquation, en utilisant la 

continuite de f, on obtient : 

ce qui est impossible. 

D'où la contradiction avec l'hypothèse de départ 

* * Jp t W  tel que d(t * , t *, xk) <T 
P +1 P 



Concl usi  on 

On a montré que l e  nombre d 'é tapes  est f i n i ,  mais p a r  cont re  dans chaque 

étape on a un algorithme p a r t i e l  qu i  est l e  p lus  souvent i n f i n i .  

JI. ALGORITHME UTILISANT LA NOTION DE POINT STATIONNAIRE A e-PRES 

11.1. INTRODUCTION 

Dans chaque étape,  l 'a lgori thme p a r t i e l  e s t  l e  p lus  souvent i n f i n i .  

Soi t  E > O un p e t i t  nombre f i x é .  

Dans chaque étape,  on va chercher à t rouver  un point  t qui  s o i t  
p + l  

s t a t ionna i re  à C-près . 

II. 2. ALGORITHME 

I t é r a t i o n  k 

* i n i t i a l i a a t i o n  : Soi t  xk l e  po in t  de dépar t ,  on l u i  a s soc ie  -------------- 
w(xk) D(xk) a 

on note 

* On détermine un point  t0 E D(xk) 

e t  on pose p = O 

O i n i t i a l i s a t i o n  : t connu, on pose )i = f ( t p )  _ -------------- P P 
O 

1 on pose y = t - P 
h 

2 ~ é s o u d r e  l e  problème l i n é a r i s é  en y - 
h h h h 

~ a x { ~ i n  f ' ( t ,  y) - 5 ; g i ( t ,  y )  ; h;(t,  y )  ; - h j ( t ,  y )  +w(xk) l  

- . - - - - - -. - -. - t tB p.pp- 
i=l... p j=l. .. m j = l  ... m 



h + l  
on o b t i e n t  l e  p o i n t  z 

h h  
h h  1 

on no te  (w, u ,  v  , v 3  l e s  m u l t i p l i c a t e u r s  de ce 

problème l i n é a i r e .  

3 Test  : - ---- 
h b 

h h h  1 2  h  
s i  Vx L(y, w ,  u, v ,  v 6 r(T(B,  y ) )  + B(0, E )  = 

h 
On pose t = y 

p + l  
f i n  de l ' é t a p e  p  

s inon on va en 4 - - 
h h + l  

4 Maximisation s u r  [y,  z 1 de l a  fonc t ion  - 
~ i n { f ( t )  - hp ; g i ( t )  i =  l... p  ; h j ( t )  j = l... m ; - h j ( t )  +w(x  ) 

k 
j = l... m l  

h + l  
On o b t i e n t  l e  po in t  y  e t  on va en 2 avec h + l  au l i e u  de h.  - 

* Test de S o r t i e  -------------- 

W x k )  
S i  d(tpt l ,  - - t xk)  < 7 on pose 

P ' %+l ' tp+l 

f i n  de l ' i t é r a t i o n  k  

s inon on pas,se à l ' é t a p e  su ivan te .  - 
F i n  de l ' i t é r a t i o n  

Remarque : Le t e s t  3 e s t  un c r i t è r e  d ' a r r ê t  pour l ' a lgo r i thme  p a r t i e l ,  - 
p l u t ô t  qu'une no t ion  mathématique. 

I I .  3.  PROPRIETE 

Vp E IN 3h* r IN t e l  que 



Démonstration 

Ce résultat prouve que dans chaque étape p, le nombre de pas pour 

déterminer le point t est fini. 
p+l 

On suppose que le nombre de pas est infini, donc si on note 7 un point 
h 

d'accumulation de la suite {Y)hE 

On sait que 7 est un point stationnaire pour la maximisation de 
d(*, tp, xk) sur B. 

On considère le programme 

Maximiser 1.i 

f(t) -Ilp 2 1.i 

gi(t) 2 1.i i E 1 

- -1 -2 On note (Gy u, v , v , 6 )  les multiplicateurs associes. 

étant la valeur 

d(?, tp, xk) 

- -1 -2 
Mais ces multiplicateurs CG, u, v , v , 61 sont aussi des multiplicateurs 

pour le problème linéarisé en y. 



h h hl h2 h 
Si on note LW, u, v , v , al les multiplicateurs du problème linéarisé 

h 
en y. Ces multiplicateurs sont bornés, donc ils convergent sur une sous-suite. 

Si on note 

h h h h l h 2 h  
I Ivx L1(y, O, u, v ,  v ,  aWI converge vers 

- -1 -2 I Ivx 6 ,  u, v , v , 6 )  I 1 qui est nulle 

=> Pour h assez grand 

Conclusion 

On a un algorithme partiel fini pour déterminer t 
p+l' 

Donc on a un procédé fini pour déterminer le successeur xktl du point 

x Mais il reste le problème de la détermination du point initial t 6 D(xk). k ' O 

C'est le sujet du paragraphe suivant. 

III. DETERMINATION D'UN POINT DE D(xk) 

111.1. Rappels 

On dispose d'un point xk r B tel que gi(xk) > O i = l... p 

h.(x ' O j = l... m 
3 k 

On conserve les notations du chapitre précédent. 

Mais pour simplifier on note pour E > 0 : 



On va c o n s t r u i r e  un algori thme f i n i  q u i  permet d ' ob ten i r  un po in t  6 D(xk) 

e n  pa r t an t  du p o i n t  xk. 

II 1.2. ALGORITHME 

O i n i t i a l i s a t i o n  : on conna i t  xk t e l  que u(xk)  > O - 

C 
O 

1 a on pose x = xk - Eo = 2 M x k )  

O O @ on détermine z qu i  maximise d i ( t ,  x ,  Eo) sur B 

O O O 
@ on détermine y qui  maximise d l ( t ,  E s u r  Lx, z l  O 

O 
@) on pose p = 1 E = Max 1 {hj  (y ) )  

j=l . .  .m 

2 é t a p e  p : - --- -- 
P P-1 @ on détermine z q u i  maximise d l ( t ,  y , El) s u r  B 1 

P P-1 P @ on détermine y q u i  maximise d l ( t ,  El) sur C y z l  

3 Tes t  : - ---- 
P P 

& y D(xk) n B  on pose  t0 = y s t o p  

s inon  on va e n  2 avec p + l  au  l i e u  de p - - 

III .3. L'ALGORITHME EST FINI 

T0u.t point  ~ t a ü o n n a i n e  pom la maunridation de d( , €3 ~ i u r  B v W 6 i e  : 



Démonstration 

E l l e  e s t  i den t ique  à l a  p ropos i t i on  du c h a p i t r e  2. 

Démonstration 

P 
On suppose que l a  s u i t e  {y) 

PE IN 
e s t  i n f i n i e  

P-1 P 
{ y , zIpc e s t  contenue dans un compact 

,P-1 - 
R i m  y = y 

p - 
R i m  z = z 
P 
N' 

Dans un premier  temps, on montre que : 

Pui s  comme El = Max 
j=l,. .m 

O 
avec O < h . ( y )  < E 

1 O 

c e  q u i  e n t r a i n e  que : 

LILLE 0 

0 s h.(t) < w(xk) j = l... ml 
1 



Donc en particulier on a : 

Vj = l... m 

P-1 
pour p assez grand, EN' : hj( y ) 5 Wxk) 

P-1 
3 y E D(x ) n B pour p assez grand. 

k 

On suppose que y C {t E B : gi(t) 2 O i = 1.. . p 
E 
1 

O r h . ( t )  5 -  2 
j = l... ml 

3 

I P-1 
Mais gi( y ) 'O i = l... p 

Par passage à la limite on a Igi($) 2 O i = 1.. . p 

- € 
1 

Donc gjl E {l. .. ml tel que h (y) > - 
j, 2 

En utilisant le résultat de la proposition III.3.1., on obtient : 

y n'est pas un point stationnaire pour la maximisation de dl(*, El) sur B. 

On va montrer que c'est faux, en s'inspirant d'une démonstration de 

P. HUARD C13, p. 66-671. 

Par construction, on a : 



IN' 
On passe à la limite p -> 

Donc on a : di(;, y ,  El) 2 dl(?. El) 

P-1 P P 
+ dl(@ y + (1 - €3) z, El) ' d (y, 1 El) Y9 E CO, 11 

P 
{dl(y. E 1 est une suite non décroissante. 1 pE IN 

Donc Y8 E CO, 11 

P-1 P p ' 
y + (1-6) 2, El) 5 dl(Y , E ~ )  Yp' 2 p 

On prend p' successeur de p tel que pl-1 E 1' et on passe à la limite 

sur ï N 1 .  

=> ~e E [O, 11 dl(e 7 + (1 + el 2, dl(?, E 1 (2) 

les relations (1) et (2) entraînent 

car les fonctions g et h. sont différentiables i 3 

Soit x E B proche de y .  

P-1 
Si p est assez grand, x est proche de y . 

J p-l 

P-1 
=> 3io E {1 ... pl tel que dl( y ,  cl) = g i  ( y  1 

O 



P-1 P-1 
3j1 c {i ... ml tel que dl( y , El) = -h. ( y + El 

31 
P-1 P-1 P-1 P-1 

di(x, y ,  El) = -ii. ( y  + E l  + (-Oh. ( y  1, X -  y 
3 1 31 

P-1 P P-1 
Mais on a di(x, y , El) di(z, y , El). 

Si on passe à la limite sur N' dans les relations précédentes on obtient 

3io E f1 ... pl tel que (Tg. ( 1 ,  (x-y)) 5 O 
lo 

- 
avec dl(?. El) = gi (Y) 

O 

Q0 E {I ... ml tel que (Vh ( i l ,  x -  9) 0 
j 0 

avec dl(?, El) = h. (Y) 
30 

ljl E 11 ... ml tel que (-Oh (y), x -  y) 6 0 
j 1 

avec dl(?, cl) = -h. ($1 t El 
3, 

c'est-à-dire que y est un point stationnaire pour la maximisation de 
dl(* , El) sur B. 

D'où la contradiction. 



..................... ..................... * * * * * : * C H A P I T R E I V  2 
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DESCRIPTION DU CODEN4MCLD Q U I  PFOGRAMME L A  METHODE DES CENTRES 

L INEARISEE C91. 

DESCRIPTION DU CODE N4MCLl  Q U I  PROGRAMME L A  METHODE DECRITE DANS L E  

CHAPITRE III POUR RESOUDRE UN PROGRAMME MATHEMATIQUE CONTENANT DES 

CONTRAINTES EN EGALITE. 



J . METHODE DES CENTRES LINEARI SEE : CODE N4KCLO 

1.1. BREF RAPPEL SUR LA METHODE DES CENTRES LINEARISEE 

On cons idère  l e  problème : 

03 l e s  fonc t ions  du problème s o n t  continûment d i f f é r e n t i a b l e s  e t  concaves. 

(P) 

Les c o n t r a i n t e s  (1) d é f i n i s s e n t  l e  domaine A .  

maximiser f ( t )  

g i ( t )  2 O i = 1.. . p (1) 

x i n f  a t 5 xsup ( 2 )  

Les c o n t r a i n t e s  ( 2 )  correspondent au polyèdre  compact B. 

On s e  l i m i t e  i c i ,  comme dans l e  code N4MCL0, à un pavé de bornes.  

La présence d'un polyèdre B quelconque n ' ea  pas  d ' inc idence  s u r  l a  mise en 

oeuvre de l a  méthode, s e u l s  l e s  programmes l i n é a i r e s  p o i n t  i )  do ivent  

prendre  en compte c e s  c o n t r a i n t e s  l i n é a i r e s .  

On suppose de p l u s  que I x  / gi (x)  2 O i= l . .  . n B # QI 

Notations 

Pour x  E A n B, po E IR, po > O f i x é .  

I ( x )  = (1, 2, .  . . , ensemble des  c o n t r a i n t e s  ''presque a c t i v e s "  

en  x  ( v o i r  l a  no t ion  de presque en 1.2.1.) .  

où f '  e t  g! s o n t  l e s  approximations t a n g e n t i e l l e s  e n  x  de f e t  g ( p a r  exemple 
1 i 

f t ( t ,  x )  = f ( x )  + (Vf(x) ,  t -  x)). 



Algorithme de r é s o l u t i o n  du probleme ( P l  

1' Phase : Recherche d'un point réalisable. -------- 

Cette recherche se fait par une suite finie (en général quelques ité- 

rations) d'étapes analogues à l'étape O de la 2O phase, mais en ne tenant pas 

compte de l'objectif f. 

Une itération se décrit par : 

x point de départ de l'itération (x E B) 

i) maximiser rnin{gj(t, x) , i = 1.. . : z une solution 1 tri3 

ii) maximiser rnin{g. (t ) , i = 1. . . : x ' une solution 
t E CX 21 1 

I sig,(xl)>O Y i = l  ...p stop 

(iii) prendre x' pour x et retour en i) 

Le point i) est un programme linéaire de p contraintes : 

l l max Fi + (Vgi(x) , t -x) 2 Fi i = l... p 

Le point ii) est une recherche unidimensionnelle sur le segment Cx, z l  = 
(voir remarque 3 de la partie 1.2). 

2' -------- Phase : Optimisation à partir d'un point réalisable x. 

Cette phase est une suite d'itérations se décomposant en étapes (O, 1, ... 

On se donne x comme point de départ de l'itération ( X E  A n  B). 



Etape O : Résoudre 

ii) maximiser d(t, x) : y. une solution 
t € Ex zOl 

si z t E(x) stop (fin de l'itération, y. O est le successeur de x). 

1 iii) résoudre d(t , x) = O sur [yO, zO1 : WO une solution. 

(voir figure 1 ) . 

Ces étapes successives permettent de construire des fonctions di repré- 

sentant une meilleure approximation de d, c'est-à-dire pour t E A n B : 

Le nombre d'étapes est en général faible (quelques unités). 

Elles correspondent à des linéarisations additionnelles du domaine 

E(x) (cf. figure 1) destinées à compenser les approximations du premier ordre 

qui sont faites. 

En pratique di(*, x) est formée à partir de d' ( * ,  x)  en ajoutant dans h-1 
le minimum une fonction affine, linéarisation en w d'une des fonctions h- 1 
f(*)-f(x), ou g . ( * )  actives en Wh 1. 

1 - 

Description de l'étape h : 

On dispose de x, z w h-1' h-1 

x' = yk avec k tel que d'yky x) = max W y p y  x ) )  
O S P < h  

(le meilleur point, relativement à la f-distance, trouvé dans les étapes P, ~ < h )  

parhypothèsez CE(x). h-1 



On note par : a ( * )  l'une des contraintes du domaine E(x) saturée 

On note dh(t, x) = minfd;l-l(t, x) ; at(t, O 11. h- 1 

Résoudre : 

ii) maximiser d(t, x) : yh une solution 
t E EX zhI 

Choisir x' : le point x' ou yh réalisant le maximum de d(*, x) 

si z E E(x). Stop (fin de l'itération, x' est le successeur de x). h 

liii) résoudre d(t, x) = O sur[ yh, zhl : Oh la solution. 

fin de l'étape h. 

Remaraues : 

l0 Les étapes h = 0,1, ... représentent l'algorithme de recentrage défini 
dans Cg1 sous une forme légèrement différente. Il est aisé de prouver sa 

convergence finie (i.e,. arrêt par un point zh E E(x), voir par exemple C71). 

En pratique,une seule étape (h = O) est requise pour prouver la convergence 
de la méthode des centres linéarisée C131. Cependant pour des considérations 

liées à la vitesse de convergence, il est numériquement préférable de réaliser 

plusieurs étapes. 

2 O  Le point i) est un programme linéaire. C'est le programme linéaire de 

l'étape précédente (pour lequel z h-1 est solution optimale) augmenté d'une 

contrainte (al(t, ) t y). Sa résolution est enchaînée à partir de la h-1 
solution z , pour h 1 1. (voir remarque 1 en 1.2.1.). h- 1 



Etape O : Construction de z (programme linéaire) O 
y (recherche linéaire sur Cx zOl) O O y 

U (po-nt frontière) O 

Etape 1 : Linéarisation additionnelle (a1(-t, U ) 2 0) O 
Construction de z (programme linéaire augmenté) 1 

y1 (recherche linéaire sur Cx, z 1). 
1 

Figure 1 



30 La fonction d;l(*, x) ne prend en compte que certaines contraintes du 

domaine, c'est-à-dire celles qui sont "susceptibles" d'orienter la direction 

de recherche du point intérieur y (€-centre). Des détails théoriques sont h 
présentés dans C131, la mise en oeuvre pratique est donnée dans la partie 1.2. 

1.2. MISE EN OEUVRE DE L'ALGORITHME DE LA METHODE DES CENTRES LINEARISEE : 
LE CODE N4MCLO 

Les problèmes algorithmiques posés par la mise en oeuvre de la méthode des 

centres linéarisée sont liés aux points i) à iii) des étapes h (h 2 O) de la 

description précédente. 

Avant de les aborder remarquons que le facteur po, apparaissant dans 

ces définitions de d et di, est une pondération de l'objectif économique. 

Intuitivement son rôle est d'obliger les directions de recherche d'un point 

intérieur, Lx, zhl, à "s'écarter" de la linéarisation de l'équipotentielle 

économique et à ~énétrer dans l'intérieur du tronçon E(x). La pondération p O 
est inférieure à 1. Sur le plan numérique elle ne doit cependant pas être 

prise trop petite afin de préserver le conditionnement des matrices des pro- 

grammes linéaires. Son choix optimal demeure délicat et semble dépendre en 

grande partie de la géométrie du domaine non linéaire. 

1.2.1. Les problèmes d'optimisation 1 inéaire 

a ) A l'étape O de chaque itération, le point i) correspond à un programme 

linéaire (x est le point de départ de l'itération). 

l l xinf I t I xsup 

Le code N4MCLO utilise la méthode simplex dans sa variante de l'inverse expliciti 

stockée en mémoire centrale et des variables bornées. 



Le démarrage de la résolution correspond à une base formée par les 

variables d'écart des contraintes à l'exception de l'une d'elles qui est 

remplacée par la variable Y de manière à assurer la réalisabilité de la base 

pour les variables x fixées à leur borne inférieure. 

Les contraintes non linéaires linéarisées (i E I(x)) sont déterminées 

de la manière suivante : 

l0 itération réalisable : I(x) = (1, 2,. . . , 
itérations suivantes : I(x) est formé par les indices des contraintes 

linéarisées actives à la solution du programme linéaire de l'étape O de lli+é- 

ration précédente et des indices des contraintes vérifiant la condition : 

i tel que gi(x) S a m g .  x / j = 1.. . le coefficient a est fixé dans N4MCLO 
3 

à la valeur 10. 

Cette technique de linéarisation partielle permet de ne pas introduire 

dans les programmes linéaires des contraintes qui ne seront pas actives à 

l'optimum. 

Remarque 1 : Les programmes linéaires des étapes O correspondent à la linéari- 

sation en x des fonctions du problème. Si ces fonctions sont suffisamment 

régulières les gradients ne varient que très peu. L'observation expérimentale 

des bases optimales des programmes successifs montre qu'elles ne varient Das 

ou peu, c'est-à-dire qu'elles diffèrent uniquement par quelques indices. Une 

Technique adaptée à cette observation permettrait de diminuer considérablement 

le coût d'une itération en éliminant la quasi totalité de l'effet de calculs 

des programmes linéaires. Le code NYMCLO n'utilise pas cette particularité. 

b)  Programmes 1 inéa i res  des étapes h ( h  2 1) 

Le problème de l'étape h se déduit du problème h - 1  par introduction 

d'une contrainte supplémentaire. La solution optimale zh-l devient non réali- 

sable, mais optimale pour le nouveau problème. Typiquement cette situation se 

formule schématiquement par : 

Problème PLh - max c x 

Ax = a 
xinf I x S xsup 



où x représente les variables (y compris et les variables d'écart). 

Ih-1 une base optimale. 

Problème PLh max c x 

Ax = a 
bx + ve = B 
xinf S x 5 xsup 

v 2 0  e 

Il est classique d'enchaîner la résolution de PLh à celle de PLh - en 

formant la base Ih-l u {ve} = 1. Cette base est optimale mais non réalisable 
et la méthode duale-simplex conduit à l'optimum par une suite de bases non 

réalisables et optimales. 

Néanmoins la méthode duale-simplex conduit à des oscillations incon- 

trôlées sur la valeur des variables de base, certaines variables pouvant 

osciller d'une valeur réalisable (1 O pour une variable d'écart) à une va- 

leur "hautement" non réalisable. 

Dans lescode N4MCL0, on a préféré utiliser une technique de paramétri- 

sation de la borne de variable d'écart. Cette technique consiste à porter la 

borne de la variable d'écart ve à sa valeur en zh - 1, c'est-à-dire à une valeur 

négative-@. La base 1 est alors réalisable et optimale mais dégénérée. Par un 

changement de base optimal, la variable ve est introduite dans l'hors-base puis 

sa borne est augmentée de-9 à O en assurant constamment la réalisabilité et 

lloptimalité des bases considérées. Cette technique permet de contrôler 

l'"irréalisabilitél' de la solution courante et d'éviter le choix de la varia- 

ble candidate dans la méthode duale-simplex. Sur l'ensemble des problèmes 

traités, le nombre de changements de base nécessaires est faible (de 1 à 3). 

1.2.2. La recherche 1 inéaire 

Chaque étape de l'algorithme nécessite une double recherche sur le 

segment Cx , z 3 .  



1 en premier lieu : Trouver y approximation de 7 tel que 

d(7, X) = max {d(t, XI) 
tdx, 21 

A 
puis : Trouver w approximation de U tel que 

voir figure 2. 
LILLE 8 

L'appel à ce sous-programme est fréquent lors de la résolution d'un 

problème. 

On peut estimer en moyenne que le nombre d'itérations pour obtenir une 

solution précise du problème est de l'ordre de 10 à 15, chaque itération néces- 

sitant en moyenne 5 étapes. Le nombre de recherches linéaires requis est donc 

important. 

D'autre part l'évaluation de la F-distance, minimum des contraintes, 

en un point t nécessite le calcul des ( m + l )  fonctions du problème en t. Pour 

des problèmes fortement contraints le temps de calculs des fonctions peut 

devenir prohibitif si les recherches linéaires imposent le calcul de la 

F-distance complète en de nombreux points. 

La mise en oeuvre adoptée dans le code NQMCLO a permis de réduire très 

sensiblement le nombre d'appels à la F-distance pour la double recherche de y 

et U (en moyenne trois appels) par rapport à des techniques de recherche dis- 

crête (du type section dorée). 

Il est à noter également que les méthodes d'approximation polynomiale 

ne sont guère utilisables sur la fonction d du fait des points de "cassure", 

intersection de deux fonctions. 

Enfin signalons que l'écriture du code N4MCLO a été réalisé dans le 

souci d'obtenir des exécutions aussi fiables que possible. Cette orientation 

a conduit à rechercher des approximations des points 7 et h p~écises, ceci 
bien évidemment entraînant un effort de calculs peut être superflu à certaines 

itérations. 



Recherche de b 

1 )  gl : ca lcu lée  en z : abandonnée 

2) g2 : recherche de l a  r a c i n e  U2 

3) g3 : recherche de l a  r a c i n e  W 3 
4 )  f : c a l c u l  en W3 : abandonnée 

Recherche de f 

1 )  g2 : recherche de l a  r a c i n e  y2 

2) g2 : c a l c u l  en  y2 : abandonnée 

3 )  gl : c a l c u l  en y2 : abandonnée 

Figure 2 



Recherche de y : y  est recherché soit comme le maximum de f sur le 

segment Cx, 21, soit comme l'intersection de f et d'une fonction gi. 

Cette recherche correspond à un résultat théorique relatif à la méthode 

des centres utilisant la F-distance minimum des contraintes dû à POLAK Cl51 

et prouvant que la fonction économique f est active pour la définition du 

centre du tronçon E(x), au moins à partir d'une certaine itération. 

a > On dispose d'un classement des indices des contraintes : 

{il, i 23.**, i 1 tel que O <  gi (x) 5 g (x) r..  . n  gi (x) 
P 1 2 P 

Ce classement est conservé pour toute les étapes de l'itération. 

La résolution du programme linéaire de solution optimale z permet un 

calcul immédiat des dérivées directionnelles des fonctions f et 

gi(i E I(x)) le long de (x, 2). 

b Estimation du maximum de f sur Ex, 21. 

Cette estimation est réalisée par une série d'interpolations quadra- 

tiques de f : au départ on utilise les points x et z avec f(x), fl(x), 

f(z), puis les valeurs connues dans les intervalles de localisation 

successifs. 

Le nombre d'interpolation est limité à 10 excepté dans le cas d'un 
problème sans contrainte. 

On obtient l'abscisse Bf et f = f(Bf). 

C )  Recherche du point U (racine de d( , x) sur C x, z] ) . 

Au départ U = z. On envisage successivement toutes les contraintes 
dans l'ordre de leur classement (donné en a 1). Poser k = 1 et E -- .O01 * 5 .  



Pas k : (k 5 p) ---- 

Calculer g. (u) 
lk 

si g. (U) 2 -E abandon, on conserve 
=k 

sinon recherche de la racine de g . 
ik 

Cette recherche est conduite en premier lieu par la méthode régula falsi 

(méthode de Newton approximée par des différences finies) initialisée aux point. 

x et U. Cette étape est limitée à 20 itérations. Un contrôle des itérés est 

assuré pour conserver le point courant dans l'intervalle du départ Cx, u]. 

Eventuellement la recherche est poursuivie par une dichotomie (20 étapes 

au maximum) pour assurer l'obtention d'une racine U' vérifiant Ig. (U' ) 1 5 € 

choisir U = UT. =k 

f i n  du Eas k. ------- ---- 

La fonction économique est traitée comme une contrainte en initialisant 

la recherche de la racine avec 8 et U. f 

Recherche du point y (maximum de d(a, x) sur Cx 21). 

On dispose du point y, "minimum" de ef et U. On envisage successivement 
les contraintes dans l'ordre du classement a) en abandonnant en premier 

lieu les contraintes pour lesquelles la dérivée directionnelle en x le 

long de (x, z) est soit positive, soit non calculée. 

Poser k = 1 et E = .O01 * f(y). 

Pas k : (k I p) ----- 

si g' (X ; x-z) 2 O ou ik 4 I(x) 
ik 

abandon provisoire, on conserve y 

sinon, calculer g. (y) 
Ik 

si gi (y) 2 f(y) - E abandon définitif de g. , on conserve y 
k Ik 



sinon, recherclie de la racine de E(* ) - g. ( *  ) sur l'intervalle Cx, y] 
=k 

Cette recherche est conduite avec la méthode régula falsi en premier 

lieu et poursuivie éventuellement par dichotomie. 

L'initialisation est réalisée en calculant la racine des deux interpo- 

lations quadratiques de f et g aux points x et y. La technique utilisée est i k identique à celle exposée en c) .  

La racine trouvée à €-près remplace le point y. 

fin du pas k. ------- ---- 

d.2. Poser k = 1, conserver le seuil E de d.1. 

On considère ici les contraintes qui ont été abandonnées provisoirement 

en d.1. 

Pas k : (k r p)  ----- 

Sig. (y)>f(y)- E abandon,onconservey. 
lk 

Estimer le maximum de g sur Cx, y]. Si ce maximum est "voisin" de y, abandon 
ik 

de la contrainte g. . Cette estimation est réalisée par une seule interpolation 
lk 

quadratique. 

Dans le cas contraire on détermine la racine par les mêmes procédés que 

précédemment. Le point trouvé est pris pour y. 

fin du pas k. 
---Sm-- ---- 

Remarques : 

l0 : Cette recherche linéaire adopte, au moyen du classement des fonctions gi 

enx,un "pari1' sur la fonction qui sera active en 7 avec l'objectif économique. 
Ce pari, dont le but est de diminuer le nombre de calculs des autres fonctions 

est justifié expérimentalement puisque le nombre de contraintes qui ont effecti- 

vement été traitées dans une recherche de racines est faible (1 ou 2 en moyenne). 



20 : La technique exposée repose sur des résultats théoriques, rappelés plus 

haut, qui se sont expérimentalement trouvés être vérifiés. Cependant elle 

devient sans fondement lorsque le point x n'est pas réalisable (cf. l0 phase de 

la méthode). Dans ce cas le code N4MCLO réalise une recherche du maximum par 

une méthode dichotomique. 

1.3. COMPOSITION DU CODE N4MCLO 

1) Programme erinci pal ------ ------ ----- -- 

Il doit contenir la construction des zones de mémoire utilisées dans 

le module de simulation et des zones de mémoire utilisées comme zones de 

travail. Il doit contenir les initialisations d'un certain nombre de paramè- 

tres d'entrée, comme le point de départ, les bornes de ces variables, le nombre 

de contraintes et des indicateurs sur la nature des fonctions f et g du problèmc i 
Puis on doit trouver l'appel à l'optimiseur N4MCLO. 

21 Module de simulation - 
Le but de ce module est de calculer les fonctions du problème, ou une 

partie de ces fonctions, ainsi que les gradients. Il doit être construit suivant 

les normes MODULOPT 1. C'est-à-dire que l'objectif est à minimiser et les 

contraintes en S .  

31 Module N4MCLO - -------------- 
Ce module initialise les différentes zones de travail et vérifie que le 

dimensionnement de ces zones est suffisant. 

Il contient ensuite l'appel au module FMCLAL. 

4) Module FMCLAL - -------------- 
Ce sous-programme décrit une itération de la méthode. 

- initialisation des constantes 
- début de l'itération 

* classement des fonctions 
* construction du problème linéarisé 
* résolution de ce PL par l'appel au module F'MCLSI. 



* recherche unidimensionnelle par l'appel au module FMCLRL. 
* contraintes additionnelles 

initialisation par F'MCLCA 

résolution du nouveau PL par l'appel au module FMCLPB. 

- sortie : calcul des variables duales et impressions. 
51 Module FMCLSI - -------------- 

Ce sous-programme permet de résoudre le PL de l'étape O, où chaque va- 

riable est bornée inférieurement et supérieurement. On utilise la méthode sim- 

pliciale en variables bornées. Si un changement de base est nécessaire, il est 

fait par un appel au module FMCLCB. 

6) Module FRCLCB - -------------- 
Son but est de mettre à jour l'inverse de base lors d'un changement de 

base dans la méthode simpliciale. 

7) Module FMCLRL - -------------- 

Ce sous-programme correspond à la recherche unidimensionnelle décrite 

en 1.2.2. 

81 Module FMCLCA -------------- 

Ce module construit le problème linéaire de l'étape p en ajoutant une 

contrainte à celui de l'étape p-1. 

91 Module FMCLPB - -------------- 
Ce sous-programme résoud le nouveau problème linéaire par la méthode 

décrite en 1.2.1. 

101 Module FMCLFD -- -------------- 
Souvent dans la recherche linéaire, on veut calculer la valeur de la 

F-distance en un point donné. Le module FMCLFD exécute ce calcul. 



Remarque : Cet algorithme construit une suite de points réalisables le "plus 

au centre" du tronçon E(x). Si le gradient de la contrainte g est élevé, 
io 

alors ces points réalisables seront proches de la contrainte g . Pour conser- 
io 

ver la symbtrie de ce centre, on dgsire avoir des gradients du même ordre de 
grandeur. Dans ce but on normalise les fonctions qui interviennent dans l'ex- 

pression de la F-distance. 

Si x est le point de départ de l'itération en cours, on pose : 

gi(t) 
d(t, x) = Min l l E p n  i = l... 

po(fl (t, x) - f(x)) gi(t, X) 
db(t, x )  = Min ; i =  l... p 

On normalise les contraintes additionnelles par le même procédé. 

1.4. RESULTATS NUMERIQUES AVEC L E  CODE N4MCLO 

Les tableaux qui suivent regroupent divers résultats numériques obtenus 

sur 18 problèmes non linéaires extraits de la littérature. Les problèmes 17 et 

18 sont des modèles de dispatching électrique (réseaux Cigré et grec) en actif, 

réactif. 

a )  Origine : 

Problème 1 : Shell prima1 : Colville no 1 

Problème 2 : Shell dual : Colville no 2 

Problème 3 : Colville no 3 

Problème 4 : Wood : colville no 4 

Problème 5 : Pearson : (1908) 

Problème 6 : Brocken, Mc Cornick "selected applications of non linear prog" (196t 

Problème 7 : Rasenbrock 

Problème 8 : Barnes : Thesis 67 

Problème 9 : US Steele Co (Holzman, SRCC Rpt, 1969) 

Problème 10 : Himmelblau, problème no 25 



Problème 11 : Powell, Computer Journal (1962) 

Problème 12 : Wong, problème no 1 

Problème 13 : Wong, problème no 2 

Problème 14 : non précisée 

Problème 15 : non précisée 

Problème 16 : Lemarechel, Tulowitzhi (Problème de Gibbs) 

Problème 17 : Cigré (dispatching à 10 noeuds, actif réactif sans transit) 

Problème 18  : Grec (dispatching à 44 noeuds, actif réactif sans transit). 

Nota : L'ensemble de ces problèmes est disponible sous forme de source fortran - 
IV, normes 66. Ils sont ~rogrammés selon les normes du club de programmes 

Modulopt. Consulter les auteurs. 

b )  Résultats : 

Le ----------_- tableau 1 résume les caractéristiques de ces problèmes et présente : 

@ Le nombre d'itérations pour atteindre une stabilisation de 8 chiffres 

sur la valeur économique entre deux itérés successifs. Cette précision 

correspond à d'excellents résultats ;par exemple sur le problème Shell 

dual (colville no 2 )  la valeur de la solution fournie est : 

f19 = 32.348678874. 

@ La pondération po de l'objectif économique choisie. 

@ Le nombre moyen de calculs de la F-distance complète par étape. A part 

les problèmes sans contrainte où la recherche linéaire proposée n'est 

pas efficace et devrait être améliorée si le code N4MCLO était destiné 

à traiter des problèmes sans contrainte, il apparait que le nombre d'ap- 

pels à la F-distance reste faible. A cette remarque il faut ajouter que 

le nombre de points où on calcule une fonction g. quelconque est supé- 
1 

rieur, ce qui peut conduire à un volume de calculs plus important si les 

fonctions sont difficiles à calculer. 

@ Le nombre d'étapes par itération. Ce nombre reste faible et ne doit jamais 

être autorisé à grandir. On peut estimer que 10 à 15 contraintes addi- 

tionnelles autorisées au maximum sont suffisantes. 

@ Le nombre d'itérations de la première phase en cas de départ d'un point 

non réalisable. 



Le tableau 2 présente les résultats de vitesse de convergence du code N4MCLO ------------ 
sur les problèmes no 2, 4, 5, 10, 11, 14, 15, 17, 18, sur lesquels la méthode 

a conduit à un nombre d'itérations important (de l'ordre de 20). Dans les co- 

lonnes 2 à 10 sont donnés les écarts ( l -  fk+l)/(l- fk) où Z est la valeur de 
l'objectif à la solution trouvée. Cette valeur f représente toujours, pour les 
problèmes sur lesquels on connait la solution, au moins de manière expérimentale 

avec d'autres méthodes, une bonne approximation de la solution. 

La convergence sur les autres problèmes, étant rapide, n'a pas ét6 

étudiée. 

L'étude de ce tableau amène deux remarques : 

1) La convergence de la méthode des centres linéarisée peut être notable- 

ment ralentie sur certains problèmes, par exemple le problème no 5. Ce phéno- 

mène correspond probablement à un phénomène de blocage le long des contraintes 

dans une région de non convexité. Le cheminement pour "contourner" cette zone 

étant difficile, (rappelons que la méthode est une méthode réalisable). 

2 En règle générale, le taux de convergence est bon (au sens d'une con- 

vergence linéaire) au voisinage de la solution. Cette observation est à rap- 

procher d'un résultat théorique sur la vitesse de convergence de la méthode 

des centres utilisant la F-distance minimum des contraintes C 151 . Ce résultat 
prouve une convergence asymptotique linéaire, ou par le jeu de la pondération 

p une convergence linéaire dès la lère itération (cf. 171). O 

On sait d'autre part que la méthode des centres linéarisée ne peut pas 

converger linéairement dans certains cas C151, si elle n'est pas complétée par 

une technique empêchant les zig-zag. POLAK dans Cl51 utilise une pénalisation 

quadratique dans les points i) de chaque étape O. Cela conduit à résoudre un 

problème, non plus linéaire, mais quadratique. L'Algorithme partiel, présenté 

dans C81, utilise des plans additionnels pour représenter le domaine. L'un de 

ses buts est d'empêcher les zig-zag. 



La mise en oeuvre reste dans le cadre de programmes linéaires. Bien qu'à 

l'heure actuelle il n'ait pas été possible de prouver que la vitesse de con- 

vergence restait linéaire avec l'algorithme de recentrage, des conditions suf- 

fisantes présentées dans C7 chapitre 61 permettent d'espéfer un bon comporte- 

ment linéaire. L'expérimentation semble confirmer cette espérance. 
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II. TRAITEMENT DES PROGRAMPES WTHEMATIOUES AVEC DES CONTRAINTES EN EGALITE : 
CODE N4MCLI 

II. 1. BREF RAPPEL THEORIOUE 

On considère l e  programme 

maximiser f ( t )  

g i ( t )  2 0  i=l . . .  p  

I l  hj(t) = O 1 . .  m 

x in f  I t I xsup 

où l e s  fonctions f ,  gi, h .  sont  continûment d i f f é r e n t i a b l e s  on note 
1 

B = (t E R~ : xinf  I t s xsupl.  

N o t a t i o n s  

Pour t o u t  x  E B qu i  v é r i f i e  g i ( t )  > O i = l... p  
h . ( t )  > O j = l... m 

3 

e t  pour tou t  E > O,  on note  : 

db( t ,  y ,  E )  = MinIg:(t, y ) ,  i = l... p  ; h;( t ,  y ) ,  j = l... m ; - h . ( t ,  y )  t E 
3 

j = l m . .  m l  

On suppose que l ' o n  a un point  de dépar t  x  qui  v é r i f i e  : 

gi(x) > O i = l... p  

h j (x )  > O j = l... m 

xinf  I x  s xsup 

et on cherche x '  l e  successeur de x. 

Chaque i t é r a t i o n  générale s e  décompose en  deux phases. 



Description d ' une iteration 

O - initialisation : ----------------- 

au point x, on associe ~ ( x )  et D(x) (cf. chapitre II). 

1 - hase de réalisabilité par rapport au domaine D(xl --P-----------,---------- ----- ------------------ 
O i) on pose E = 2U(x) 

O O * on détermine z qui maximise dl(t, x, E) sur B 
O O O O * y qui maximise d (t, E) sur Cx, 21 

1 O 
* on note E = Max 

j=l ... m 
on pose P = 1 

P p-1 1 
ii) z un point qui maximise db(t, y , E) sur B 

P 1 P" ;, 
y un point qui maximise do(t, E )  sur C y , 

P - P iii) si y r D(x), fin de la 1" phase, on va en 2 avec t0 = y. 

sinon on va en ii) avec p+l au lieu de p. - 
2 - hase d'optimisation ----P----,--- ---------- 

i) on pose E = U(x) et p = o  

ii) étape p : 2.0 : on connait t r D(x), pn pose h = f(tp) - P 
O 

P 
2.1 : on pose y = t et h = O - P 
2.2 : 

h - point qui maximise dl (t , y, h E) sur B 
P ' 

h 2.3 : si "la norme du Lagrangien en y" est petite, on pose - 
t 

h 

p+l 
= y et on va en iii) 

h 
2.4 : on détermine hyl successeur de y par un procédé de - 

recentrage identique à celui décrit en 1.1. 

On va en 2.2 avec h+l au lieu de h. - 
iii) & d(tp+l, hp, f) < - E 2 

fin de l'itération générale avec x' = t comme successeur de x. 
p+l 



sinon on va en ii) avec p+l au lieu de p 

fin de l'itération. 

II. 2. REMARQUES SUR CET ALGORITHME THEORIQUE 

11.2.1. La phase de réalisabilité 

O 1 O 
Dans cet algorithme, on pose E = 2w(x), puis on prend E = 2w(y) et on 

conserve cette valeur jusqu'à l'obtention d'un point de D(x). Mais les essais 

numériques montrent que la convergence est beaucoup plus rapide, si à chaque 
P-1 pas, on prend = 20( y . Ceci est tout-à-fait normal. 

Dans la partie ii) de la l0 phase devient : 

P 
z un point qui maximise dl(t, 'il, P) sur B O 

? P P-1 g, 
z un point qui maximise do(t, E )  sur C y , 
pz1 = 2 4 )  

* Mais au cours des essais numériques, on a remarqué que plus w(x) est peti. 

plus le nombre de pas pour obtenir un point de D(x) est grand. Pour accélérer la 

convergence de cette phase de réalisabilité, on autorise le recentrage. 

Donc la partie ii) de la l0 phase devient : 

p-1 P 
[ii) P point qui maximise dA(t, y , E )  sur B 

- 
P-1 

y successeur de y par un procédé de recentrage I 

L'algorithme de recentrage utilisé est celui décrit dans la partie 1.1, 

c'est-à-dire celui utilisé dans le code N4MCLO. 

* Mais sur certains ~roblèmes, on a pu remarquer un phénomène de blocage 

sur une des contraintes h qui est presque active. 
jo 



Pour éviter ce phénomène, on a pondéré les contraintes, dans le cas où 

W(X) <  IO-^. 

On pondère la fonction h par 10. C'est-à-dire que l'on considère 
Y0 

la fonction 10 h (t) au lieu de h. (t) dans la définition de 
j 0 3 O 

do(t, e l .  De même on remplace h! (t, par 10- h! (t, dans 
30 3 O 

la définition de dA(t, g). 

Cette pondération des contraintes permet d'obtenir un point t0 E D(x) 

avec des valeurs de contraintes h.(t ) du même ordre de grandeur. 
3 0 

Concl usion 

La phase de réalisabilité en utilisant les remarques précédentes devient: 



P P i i )  on détermine z un p o i n t  q u i  maximise d l ( t ,  P?', E )  s u r  B pu i s  y 
O 

successeur  de P ~ l  obtenu par  l e  procédé de recent rage .  

P P - i i i )  s i  y r D(x) on pose to = y 

f i n  de l a  l0 phase 

P;' = Max 
P 

s inon  on pose {h j (y ) I  
j=l  ... m 

1 e t  on va en i i )  avec p+l  au l i e u  de p.  

Ces d i f f é r e n t e s  modi f ica t ions  permettent  de diminuer fortement l e  

nombre de pas pour o b t e n i r  un po in t  de D(x). 

I I  . 2 . 2 .  Phase d'optimisation 

Dans c e t t e  deuxième phase de l ' i t é r a t i o n ,  on c o n s t r u i t  une s u i t e  de p o i n t ,  
* 

tO' tl' t2,.. . ,  t 
P,"' 

Chaque é tape  p comprend un nombre f i n i  de pas  h ( c f .  

c h a p i t r e  III) ,  au  cours  d 'une é tape  l a  va l eu r  de l a  t r o n c a t u r e  e s t  f i x e ,  
P x = f ( t  ). 

P P 

Mais numériquement, l a  convergence e s t  p l u s  r ap ide  s i  on modif ie  l a  va- 

l e u r  de  l a  t r o n c a t u r e  à chaque pas.  C 'est  d ' a i l l e u r s  c e  q u i  e s t  f a i t  dans l e  

code N4MCLO. 

S i  on u t i l i s e  l a  remarque précédente,  on o b t i e n t  comme phase d 'opt imi-  

s a t i o n  : 

1 i) on pose E =  M x )  e t  p = O 

l i i )  é tape  p : 2.0 : on connai t  t E D(x) - P 
O 

2.1 : on pose y = t - p. = f ( t  ), h = O P 
h 

2.2 : - h:l un po in t  qu i  maximise d > (t , y ,  A h ,  E )  s u r  B 

h 
2. 3 : s i  " l a  norme du Lagrangien en  y" est p e t i t ,  on pose - - 

t 
h h-1 

p + l  = y X = f (  y ) e t  on va en i i i )  

s inon  on cont inue 
h 

2.4 : on détermine hg1 successeur  de  y pa r  un procédé de - 
h+l  

r ecen t r age .  On pose Ah+l = f ( y ) e t  on va en 2.2 - 
avec h+l  au l i e u  de h .  



E 
si d(tp+l, h ,  E) < - - 2 

le successeur de x est x' = t 
p+l 

sinon on va en ii) avec p+l au lieu de p. 

Remarque : Cette phase d'optimisation est identique au procédé d'optimisation 

du code N4MCL0, appliqué au problème 

h h Le test sur la norme du Lagrangien en y correspond à tester si y est 

"proche" de l'optimum de ce problème P(x). 

Mais le Lagrangien étant inconnu, le test est fait sur une approximation 

du Lagrangien obtenue en confondant les multiplicateurs du problème avec ceux 

du problème linéarisé. 

Pour éviter une erreur d'approximation, on teste aussi la variation 

relative de 1' objectif. 

h 
: on détermine h$l successeur de y par un procédé de recentrage. 

htl : on pose Xhtl = f ( y ) 

h on pose t = h$l, h = f(y) et on va en iii) 
p+l 

sinon on va en 2.2 avec htl au lieu de h, - - 

si - 

Car si la variation relative est faible, c'est sans doute que le point 

h$l est "proche" de l'optimum du problème P(x). 

11.3. ALGORITHME MODIFIE UTILISE DANS LE CODE N4MCLI 

On suppose que l'on a un point de départ x qui vérifie : 

hh+l - est petite 



gi(x)  > O i = l... p 

h . ( x )  > O j = I... m 
3 

x r B  

Descript ion d 'une i t é r a t i o n  générale 

O _________----_____ - i n i t i a l i s a t i o n  : x p o i n t  de dépa r t ,  on l u i  a s soc i e  w(x) e t  D(x). 

1 - phase d e  r é a l i s a b i l i t é  par r a t p o r t  B D(x) ---- ---------,------------ ----- ---------- 
1 O 

i )  on pose E = 2w(x), p = 1, y = x 

P P 
i i )  z un poin t  q u i  maximise d ' ( t  , , E )  s u r  B 

O 
P 
y successeur  de  P?' obtenue pa r  r ecen t r age  

on pose t = $ e t  on va en  2 
O - 

s inon  on pose = Max 
P 

{h .  ( y ) )  e t  on va en i i )  avec p+ l  au l i e u  dm 
j = l  ... m 3 

2 - hase d ' o ~ t i m i s a t i o n  ---,P,---,-,- ---,-,,,,, 

i )  on pose E = ~ ( x ) ,  p = O 

i i )  é t a p e  p : 2.1 : on connai t  t E D(x), on pose - P 
O y - t  h = O , A o = f ( t p )  

P ' 
2.2 : 

h - hg qui  maximise d ' ( t  , y,  A h ,  E )  s u r  B 

h 2. 3 : si l a  "norme du Lagrangien en  y" e s t  p e t i t e ,  on pose - - 

e t  on va en i i i )  

h 2.4 : on détermine h$l successeur  de y p a r  r ecen t r age .  - 
h+l  2.5 : on pose = f (  y ) - 

e t  on va en i i i ) .  

s i  - 
t - h t l  
~ + 1  - Y 

Ah+l - Ah h 
p e t i t e ,  on pose X = f ( y )  



sinon on va en 2.2 avec htl au lieu de h. - 
8 

iii) d(tptl, A ,  E)  < - 2 x 1  = tptl fin de l'itération 

sinon on va en ii) avec ptl au lieu de p. - 
fin de l'itération. 

II .4. Résul ta ts  numériques du code N4MCLl 

1) Problème no 1 

origine : Himrneiblau, problème no 1 

caractéristiques : 2 variables 

1 égalité 

1 inégalité 

iterg 
nb d'étapes nb d'étapes 

phase 1 phase 2 l 'valeur de l'objectif 
------------------ --------------. t 5 var. rel< 10'~ 1 0.76  

la contrainte 



Conclusion : L'algorithme converge vers un point qui est le maximum, donc 

bien vers un point stationnaire. 

2)  Problème no 2 

origine : Fletcher, Li11 

caractéristiques : 3 variables 

pas d 'inégalité 

2 égalités 

Conclusion : L'algorithme converge vers le minimum donné dans la littérature. 

i terg 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

Valeur de l'objectif : -143.646 142 194 

nb d'étapes nb d'étapes 
objectif Valeurs des contraintes 

l0 phase ( 2O phase 

4 i 
u(x )  

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - . . _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  
0.3 10-1 ; 0.12 10'~ 

0.5 IO-* ; 0.49  IO-^ 
0.9910'~ ;0.1310'~ 

0.107  IO-^ ; 0.61  IO-^ 
0.199 10" ; 0.218  IO-^ 
0.5 10-~ ; 0.7  IO-^ 
0.76 1 0 - ~  ; 0.84 1 0 - ~  

0.78 10'~ ; 0.2 
0.6 10" ; 0.54 
0.3 10"O..; 0.6 10"' 

/ 

1 

1.5 1 0 - ~  

'2.910-~ 

6.8  IO-^ 
3.05 IO-' 

1. IO-= 

3.5 1 0 - ~  

4.2 10" 

3.9 1 0 - ~  

3.1 10"O 

1.5 10-" 

-143.616 8 

-143.639 9 

-143.643 

-143.644 

-143.644 

-143.648 

-143.646 139 7 

-143.646 142 07 

-143.646 142 193 

-143.646 142 194 

/ 

- - - - - - - - < - - - - - - - - - - - - -  

5 var. rel. < 10 -4 l 2  II 1 

1 

1 

2 

2 

2 

2 

1 

2 

2 

arrêt 

1  orme 1 ag < 1 0 - ~  

1 var. rel. <  IO-^ 
1 II 

1 II 

1 II 

1 II 

1 II 

1 II 

/ 



3)  Problème no 3 

origine : Evtushenko (problème 32 de C161). 

caractéristiques : 3 variables 

1 inétalité 

1 égalité linéaire 

iterg 
l0 phase 2O phase 

1 1 1 Norme 1 ag < 10-~ 

2 1 1 Var. rel <  IO-^ 
3 1 1 t ' 
4 1 1 't 

4) Problème no 4 

objectif contrainte U(x) l I 

origine : Bartholomew-Biggs (~roblème 71 de [ 3 63 ) . 

caractéristiques : 4 variables 

1 égalité quadratique 

1 inégalité 

On fixe le nombre maximum d'itérations à 20. 

 près 20 itérations générales on obtient le point 

C1.000 034 ; 4.744 453 ; 3.819 26 ; 1.379 621. 

valeur de l'inégalité : O. 11 x IO-' 

valeur de l'égalité : 0.13 x 10-~ 

Donc la contrainte gl est active à l'optimum. 



5) Problème no 5 

i terg 

- 
1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

origine : Biggs, Bracken, Mc Cornick (Problème 73 de 1163) 

caractéristiques : 4 variables 

1 égalité linéaire 

2 inégalités 

nb d'étapes 

l0 phase 

2 

2 

2 

3 

3 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

nb d'étapes 

2O phase 
------..-------------..--------------------,,--------------..- 

1 Norme lag. < I O - ~  

1 II 

1 Il 

1 II 

1 11 

1 II 

1 II 

1 II 

1 11 

1 II 

1 II 

1 II 

1 Il 

1 Var. r e l <  IO-" 

1 II 

1 II 

1 Il 

1 II 

1 II 

1 Il 

objectif 

16.298 

16.535 

16.770 

17.077 

17.290 

17.042 

16.996 

17.005 

17.009 

17.011 

17.012 

17.013 4 

17.013 74 

17.013 87 

17.013 95 

17,0142 09 

17.0140 002 

17.0140 088 

17.0140 131 

17.0140 6269 

Valeur de 

l a  contrainte 

7.49 

3.65 

1.806 

0.902 

0.450 

0.222 

O. 1111 

0.0554 

0.0276 

0.0138 

0.0069 

O. 00344 

0.001719 

O. 0008 5 

0.00042 

0.00021 

0.000107 

0.53  IO-^ 
0.26 IO-& 

0.13 1 0 - ~  

~ ( x )  

,.----------- _ -  
7.5 

3.74 

1.82 

O. 903 

0.451 

0.225 

O. 1112 

0.0555 

O. 0277 

0.0138 

0.0069 

O. 00345 

0.00172 

0.00085 

O. 00042 

0.00021 

O. 000107 

0.53 IO-' 

0.26 10'~ 

0.13  IO-^ 



origine : Betts, Miele e. al. (problème 77 de C161). 

i terg 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

1 2  

13 

caractéristiques : 5 variables 

2 égalités 

pas d'inégalité 

nb d'étapes 

l0 phase 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

arrêt 

nb d'étapes 

20 phase 
----------------------..--------------------.-_--'--'_.._-'-'_'-----..-__--_'__-_ 

1 Nome l a g  < 10'~ 

2 Il 

1 Var. ml.  < 10'~ 

1 II 

1 II 

1 II 

1 Il 

1 II 

1 Il 

1 II 

1 II 

1 II 

/ 

iterg 

1 

2 

3 

objectif 

.-----------------,.---------------..-------------. 
0.241 505 147 

0.241 505 586 

/ 

object i f  

30.46 

30.39 

38.99 

38.99 
II 

II 

II 

II 

II 

II 

Il 

38.99 

/ 

nb d'étapes 

phase 1 
-------..-------------. 

2 

2 

arrêt sans 
obtenir un 
point E D(x) 

nb d'étapes 

phase 2 

8 Var. rel <  IO-^ 

1 II 

/ 

contraintes 

0.6 10:; 
0.4 10 

0.2 -2 
0.1 10 

/ 

contrainte 

0.2 10'~ 

0.2 10'~ 

0.7  IO-^ 
0 . 1 8 1 0 ' ~  

0.45 IO-' 

0.1 10'~ 

0.2 10" 

0.7 10"O 

0.1 1 0 ' ~ ~  

0.4 1 0  

o. 1 10-I l  

0.2 10'12 

( 4 x 1  

,--------- 

28.29 

2.  IO-^ 

5.10-~ 

U(x) 

1. 

1.1 10-~  

1.4 10'~ 

3.610" 

9. 

2.2 1 0 ' ~ ~  

5.6 10- l~ 

1.4 10"O 

3.5 10-I l  

8.8 10'12 

2.2 10-l2 

5.4 10-l~ 



Point obtenue C1.1663 ;1.1818 ;1.38041;1.5057 ;0.61061 

Point optimal C1.16617 ; 1 .1821 ; 1.38025 ; 1.5060 ; 0.61091 

Valeur optimale 0.24150 513 

7)  Problème no 7 

origine : Wong, problème no 1. 

caractéristique : 7 variables 

2 égalités 

2 inégalités 

8) Problème no 8 

origine : Colville no 3 dans lequel les contraintes actives sont mises sous 

forme d'égalité. 

~ ( x )  

6.5 

3.9 1 0 - ~  

3.5  IO-^ 

caractéristiques : 5 variables 

2 égalités 

2 inégalités 

C r 
1 nb d'étapes 
1 , iterg 1 
1 l0 phase 

-------- i 
i 1 

2 1 1 

3 

contraintes 

- 4 
0.7 
0.7 10 

0.1 
- 4 

0.7 10 

0.2 
- 4 

0.3 10 

nb d'étapes 

2 O  phase 

5 Norme lag < 1 0 - ~  

3 11 

20 nb max. 1 

objectif 

- - - - - - - - - - - - - I . - - - - - - - - - - - - - - - - - - - . , - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  

682.177 

680.844 

680.641 
632 

i 



9 )  Problème no 9 

origine : Beuneu 

caractéristique : 4 variables 

2 étalités 

3 inégalités 



conclusion : Sur ce problème de dispatching,  l e  code donne un point  

pour lequel  l e s  é g a l i t é s  ne sont  pas nu l l e s .  

Mais l a  va leur  de l ' o b j e c t i f  : 5 125.361 105 e s t  proche de l a  va leur  

optimale donnée par  Denel C61 5126.200 on o b t i e n t  X(1) = 0.118 898 

X(2) = -0.396 223 

Denel ob t i en t  X( 1 )  = 0.119 000. 

X(2) = -0.396 175 



origine : Cigré (dispatching à 10 noeuds, actif réactif sans transit). 

caractéristiques : 50 variables 

20 égalités 

pas d'inégalité. 

Dans un premier temps, on prend comme point de départ celui utilisé par 

le code N4MCLO. 

Mais les temps de calculs sont très élevés. Donc dans un deuxième temps 

on relance le code avec comme point de départ, le point obtenu par le premier 

passage. Mais cette fois l'arrêt est provoqué par l'impossibilité d'obtenir 

un point réalisable par rapport à D(x). 

Une autre tentative a été faite en prenant comme point de départ un 

point proche de l'optimum obtenu par Beuneu C21. Mais si la première itération 

générale se passe bien, dans la deuxième itération générale il est impossible 

d'obtenir un point réalisable par rapport à D(x) en 27 étapes. 



I I  . 5 .  CONCLUS 1 ON 

L'observation des résultats numériques amène plusieurs remarques. 

Si le nombre de contraintes est faible, la phase 1 de recherche d'un 

point réalisable par rapport à D(x) ne comprend qu'un nombre limité d'étapes 

(r 5 ) .  Par contre si le nombre de contraintes est élevé, cette phase 1 devient 

inefficace. Il faut rappeler que si le problème initial comprend p inégalités 

et m égalités, on travaille par la suite sur un problème à pt2 m contraintes, 

ce qui augmente le temps de calcul. Et d'autre part le fait de remplacer toute 

égalité par une bande, ramène à travailler sur un ~roblème dont le domaine 

a un intérieur petit. 

Les améliorations proposées ne sont donc pas suffisantes pour les 

problèmes de grande taille. 

L'arrêt de la phase 2 est souvent provoqué par une variable relative 

de l'objectif faible. Ceci est sans doute dû au mauvais choix du test d'arrêt 

sur la valeur de la norme de l'approximation du Lagrangien. Cette approxi- 

mation est sans doute mauvaise. 

Il est certain que les résultats obtenus avec ce code ne peuvent être 

comparés aux performances d'autres codes construits pour traiter des problèmes 

de même nature, comme le gradient réduit généralisé d'Abadie-guigou. 
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ANNEXE 1 

Enoncés des problèmes t e s t é s  p a r  l e  code NYMCLO. 

1. Probleme no 1 

Minimiser -15x1 - 27x2 - 36x3 - 18x4 - 12x5 

2 +30x1 - 20x1 x2 - 10x x + 32x x 
1 3  1 4  

2 -1Ox X - 20x x + 39x2 - 6x x 
1 5  2 1 2 3 

+31x x + 32x2 x5 - 10x3 xl - 6x x 
2 4 3 2 

+l0x3 - 6x x - 10x x + 32x4 xl 3 4 3 5 

2 -31x x - 6x x + 39x4 - 20x x 
4 2 4 3 4 5 

-1Ox x + 32x5 x2 - 1 0 ~ ~  x - 20x x 
5 1 3 5 4 

2 3 3 3 3 3 +30x5 + 4x + 8x + 1Ox + 6x4 + 2x5 
1 2 3 

sous l e s  c o n t r a i n t e s  : 

Valeur  opt imale  f = -32.348 678 834 ... 



I I .  Probleme no 2 

3 3 3 3 3 Minimiser 8x1 + 16x2 + 20x3 + 12x4 + 4x5 

2 2 2 2 2 +30x1 + 39x2 + 10x3 + 39x4 + 30x5 

. sous l e s  contraintes : 

X E JR15 

O s Xi s 20 

pour i = 1, 2 , . . . ,  15 

B étant une matrice constante à 5 l ignes  e t  15 colonnes. 

La valeur optimale 1 = 32.348 678 874 . .  . 



I I I .  Probleme no 3 

2 
Minimiser 5.357 8547 x3 + 0.835 6891 xl x5 

sous les contraintes : 

- 
Valeur optimale f = -30 665.538 650 9... 

IV. Problème no 4 

2 2 2 2 2 Minimiser 100(x2-x ) + (l-xl) +90(x4-x3) 
1 

sous les contraintes : -10 d-'xi I 10 i = 1, 2, 3, 4 

Valeur optimale f = 0. 



V. Probleme no 5 

1 Minimiser - -{x 2  1 X 2 + X 3  X4 - x x + x x x X I  2  5 6  5-X4 X7+X8 5- 6 9  

sous les contraintes : 

2 x  + x 2 - I S O  2 3  

2  2  x 4 + x 5 - I I 0  

2 2  
X6 + X7 - 1 1 0  

2 - 1 S o  X8 + X9 

x; + <x,-X,)~ - 1 s  O 

2 2 
x, + (xl-x5) - 1 s  0  

2  
x6 + ( ~ 1 - x ~ )  2 - ~ s ~  

2  2 
x  + (xl-x9) - 1 5  0  8 

2 
( x2 -x4)  + (x3-x512 - 1 s O 

2 (x2-  x6) + (x3-  x712 - 1 s O 

2 2 ( x2 -x8)  + (x3 -x9)  - 1 s  O 

2  
(x4 - x6) + (x5 - x712 - 1 S 0  

2 ( x4 -xg)  + (x5-x912 - 1 s 0  

2 2  + ( ~ 7 - x ~ )  - 1 1 0 

il LLE @ 



O l x  '1 4 
-1 ' X5 ' 1 

Valeur optimale obtenue f = -0.672 320 273 

V I .  Problème no 6 

2 
Minimiser (x - 2) + (x2- 1) 2 1 

sous les contraintes : 

Valeur optimale f = 1.393465 

V I I .  Problème no 7 

2 Minimiser 100(x2 - X:12 + (l-xl) 

Sans contrainte. 

Valeur optimale f = 0. 



VIII. Probleme no 8 

2 -3 3 Minimiser -75.196 + 3.8112 xl-8.12 694 xl+ 2.0567 10 xl 

sous les contraintes : 

- 
Valeur optimale f = 58.903 

IX. Problème no 9 

Minimiser 4. 3x1 + 3 1  .8x2 + 63 .3x3 15 .8x4 + 68. 5x5 + 4 .7x6 

sous les conditions : 



Valeur optimale f = 0.015 619 

2 Minimiser 4 (x1 -5 )  t ( x 2 - 6 )  2 

sous les contraintes de bornes : O S xl I 10 

Valeur optimale f = 0 .  

X I .  Problème no 11 

2 
Minimiser (x l+10x2)  + 5(x3-  x4) 2 + ( x2 -  2x3) 4 + 10(x l -x4)  4 

sous les contraintes de bornes : -10 I xi I 10 

i = 1 ,  2, 3, 4 

* 

Valeur optimale f = 0 .  

X I I .  Problème no 12 

2 2 4 2 6 Minimiser ( x l -  10) + 5(x2- 12) + x3 + 3(x4 - 11) + 10x5 

2 +7x6 + x: - 4x6 x7 - 10x6 - 8x7 



sous les contraintes : 

6 

Valeur optimale f = 680.630 652 

XIII. Problème no 13 

2 
Minimiser x2 t x + xl x2 - 14x1 - 16x2 + (x - 10) 2 

1 2  3 

sous les contraintes : 



avec -10 r xi s 10 pour i = 1, 2, ..., 10 

Valeur optimale f = 28.037 

X I V .  Problème no 14 

Minimiser x 1 X3 

sous les contraintes : 

- 
Valeur optimale f = 23.383 285 47 



XV. Problème no 15 

Minimiser 1 . 2 6  26 26 ( x  
1 2  + X13 + X14 + X15 + '16) 

-1 .23 106 (x l  X12 + x2 X13 + xg X14 + X4 X15 + x5 XI6) 

sous les contraintes : 

pour i = 1, 2, 3 ,  4 ,  5 

avec a = 0 . 0 3 4  75 

$ = 0 .975  

Y = -0.00975 

LILLE @ 



Valeur opt imale f = 174.807 766 

X V I .  Problème no 16 

11 s ' a g i t  des problèmes de Gibbs de l a  forme su ivan te  

Min f ( x l ,  x2)  

sous  l e s  c o n t r a i n t e s  : 

avec a e t  8 deux cons tan tes  qu i  dépendent du problème t r a i t é .  

Pour p lus  de d é t a i l s  c o n s u l t e r  l a  brochure MODULOPT C.  Lemarechal e t  

U.  Tolowitzki.  Le module V 1  G I 1  J a n v i e r  1981, INRIA B.P. 105, 78153 LE CHESNAY 

CEDEX. 



XVII. Problgme no 17 

Il s'agit d'un problème à 50 variables et 20 contraintes. Pour plus 

de détails consulter la brochure MODULOPT J. Denel, le module V4 CIG, juin 

1981, Université de Lille 1, 59655 VILLENEUVE D'ASCQ. . 
X V I  II. Problème no 18 

Il s'agit d'un problème à 107 variables et 88 contraintes. Pour plus 

de détails consulter la brochure MODULOPT J. Denel, le module V4 DIG, juin 

1981, université de Lille 1, 59655 VILLENEUVE D'ASCQ. 



ANNEXE 2 

Enoncé des problèmes testés par le code N4MCLI. 

1. Problème no 1 

2 Minimiser (xl - 2) + (x2 - 1) 2 

sous les contraintes : 

a 

Valeur optimale f = 9 - 2.875 fi 

I I .  Problème no 2 

2 Minimiser 4x2 + 2x2 + 2x2 - 33x1 + 16x - 24x 
1 3 2 3 

sous les contraintes : 

-10 5 x. I 10 pour i = 1, 2, 3 
1 

a 

Valeur optimale f = -143. 6461422 

I I I .  Problème no 3 

2 Minimiser (x + 3x2,+ xg) + 4(x1- x2) 2 1 



sous les contraintes : 

O 1 xi 1 10 pour i = 1, 2, 3 

- 
Valeur optimale f = 1. 

I V .  Probleme no 4 

Minimiser xl x4(x1 + x + x ) + x3 2 3 

sous les contraintes : 

1 1 ~ ~ ~ 5  pour i = 1, 2, 3, 4 

- 
Valeur optimale f = 17.014 0173 

Minimiser 24.55 x + 26.75~~ + 39x3 + 40.504 1 

sous les contraintes : 

LILLE @ 

0 1 ~ ~ 5 5  pour i = 1, 2, 3, 4 



- 
Valeur optimale f = 29.894 378 

2 2 2 4 Minimiser (x - 1) + (xl - x2) + (x3 - 1) + (x4 - 1) + (x5 - 1) 6 1 

sous les contraintes : 

+sin(x4-x5)-2JT=o X1 X4 

4 2 x2 + x3 x4 - 8.fi = O 

-10 I xi I 10 pour i = 1, 2, 3, 4, 5 

- 
Valeur optimale f = 0.241 505 13 

VII. Problème no 7 

2 2 4 2 6 Minimiser (xl-10) + 5(x2-12) + x3 + 3(x4-11) + 10x5 

sous les contraintes : 

-10 S xi 5 10 pour i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 

a 

Valeur optimale f = 680.630 452 



VIII. Probleme no 8 

Minimiser 5.357 8547 xi + 0.835 6891 xl x5 

sous les contraintes : 

Valeur optimale f = - 30 665.538 650 ... 
Remarque : Ce problème est équivalent au problème no 3 de l'Annexe 1 dans 

lequel 2es contraintes saturées sont mises en égalité. 



IX. Probleme no 9 

2 -6 3 Minimiser 3x3 + 10'~ xi + 2x4 + 3 10 x4 

sous les contraintes : 

1 1 1000 Sin(x2 -v) + 1000 Sin(x2 - x ~ - ~ )  + 1294.8 5 O 

Valeur optimale f = 5126.200 

X.  Problème no 10 

Il s'agit d'un problème à 50 variables et 20 contraintes en égalité. 

Pour plus de détails consulter la brochure MODULOPT, J. Denel, le module 

V4 CIG, juin 1981, Université de Lille 1, 59655 VILLENEUVE D"ASCQ. 




