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NOTATIONS 

R : ensemble des  nombres r é e l s  

O 
YA c IRn A : i n t é r i e u r  de A 

Fr(A) = f r o n t i è r e  de A 

Yx E IRn 1 1 x 1 1 = norme euc l id i enne  de x  

Yf : IRn + IR d i f f é r e n t i a b l e  en X E IRn 

~f(x) vec teu r  r e p r é s e n t a n t  l e  g rad ien t  de f e n  # 

n  
Yx, y E ~ R  

(x ,  y )  l e  p rodu i t  s c a l a i r e  e u c l i d i e n  de x e t  y 

C x ,  y1 = {z EIR" : z  = Xx + (1-X)y X E CO, 11) 

Pour A c nn e t  # E A 

CA1 :enveloppe convexe de A 

T(A, E) : cône tangent  à A en X 
I" (T(A, X) ) : cône p o l a i r e  n é g a t i f  de T(A, #)  

= {U E  IR^ : (u, y) r O YY E T(A, X)) 

Yh : lRn -* IR d i f f é r e n t i a b l e  en # E IRn 

L'approximation t a n g e n t i e l l e  de h e n  S. 



INTRODUCT 1 ON 

La méthode des cen t res  in t rodu i t e  p a r  P. HUARD, est un algorithme 

généra l  de r é s o l u t i o n  de programmes mathématiques non l i n é a i r e s .  Par  l a  

s u i t e  il propose une va r i an te  : La méthode des  cen t res  l i n é a r i s é e  q u i  u t i -  

l i s e  l a  l i n é a r i s a t i o n  du domaine. 

Mais en p a r t i c u l i e r  c e t t e  méthode ne convient pas au cas des pro- 

grammes qui  contiennent  des é g a l i t é s  non l i n é a i r e s .  

L'idée p r i n c i p a l e  e s t  de remplacer l ' é g a l i t é  : 

p a r  l a  double i n é g a l i t é  : 

La méthode proposée consis te  à résoudre par t ie l lement  l e  problème 

obtenu avec c e t t e  double i n é g a l i t é ,  puis  de diminuer l a  va leur  du E.  

Le chap i t r e  1 con t i en t  un bref  r appe l  s u r  les proposi t ions  de BEUNEU 

e t  HUARD pour résoudre l e s  programmes mathématiques contenant des é g a l i t é s .  

Dans l e  chap i t r e  II, on trouve un rappe l  s u r  l a  méthode des cen t res  

l i n é a r i s é e  i n t r o d u i t e  pa r  HUARD. Puis l a  p résen ta t ion  théorique d'un algo- 

rithme permettant de résoudre l e s  programmes contenant des é g a l i t é s  non 

l i n é a i r e s .  

Le chap i t r e  III présente  des v a r i a n t e s  de l ' a lgor i thme théorique.  Le 

chap i t r e  I V  comprend l a  desc r ip t ion  du code N4MCL0, q u i  u t i l i s e  l a  méthode 

des cent res  l i n é a r i s é e  avec des  modificat ions qu i  a m é l i o ~ n t  les r é s u l t a t s .  

Puis  une desc r ip t ion  du code N4MCL1 qu i  l u i  u t i l i s e  l e s  r é s u l t a t s  de ce t r a -  

v a i l .  



PLAN - 

1 : Présentat ion 

I I  : Propos i t ion  de choix de problème equivalent  : BEUNEU 
I I I  : Recherche i t é r a t i v e  proposée par  P. HUARD 

Chapitre I I  : 

1 : Méthode des centres l i néa r i sée  

I I  : Présentat ion d'un algori thme théor ique pour l a  réso lu t ion  

d 'un problème avec des éga l i tés  
I I I  : Descr ip t ion d 'un algori thme approché 

Chapi t re I I I  : 

1  : Algorithme u t i l i s a n t  l a  not ion de p o i n t  s ta t ionna i re  

I I  : Algorithme u t i l i s a n t  l a  not ion de po in t  s ta t ionna i re  à E-près 

I I I  : Détermination d'un p o i n t  de D(x) 

1  : Méthode des centres 1  inéar isée : code N4MCLO 

I I  : Traitement des programmes mathématiques avec des cont ra in tes  

en é g a l i t é  : code N4MCLl 
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INTRODUCTION 



,i . PRESENTATION 

On s ' i n t é r e s s e  aux programmes du t y p e  : 

Ces fonc t ions  s o n t  continûment d i f f é r e n t i a b l e s  e t  supposées quel- 

conques. 

( P l  

La p l u p a r t  des  méthodes proposées pour  résoudre  ce  type de programme 

s o n t  des  g é n é r a l i s a t i o n s  de méthodes d 'op t imisa t ion  à c o n t r a i n t e s  l i n é a i r e s ,  

ou d ' op t imi sa t ion  sans  c o n t r a i n t e .  

Maximiser f ( t )  

g ( t )  2 0 

h(t) = O 

Le b u t  de ce t r a v a i l  e s t  d ' e s saye r  d ' u t i l i s e r  l a  méthode des c e n t r e s  

e t  p l u s  pa r t i cu l i è r emen t  l a  méthode des c e n t r e s  l i n é a r i s é e  pour  résoudre  ce  

programme. 11 ne peu t  ê t r e  r é s o l u  directement  p a r  c e t t e  de rn i è re  méthode, 

c a r  e l l e  ex ige  que l ' i n t é r i e u r  du domaine r é a l i s a b l e  s o i t  non v ide .  

Une première i d é e  e s t  de d i s t i n g u e r  l e s  é g a l i t é s  e t  l e s  i n é g a l i t é s ,  

e n  no tan t  : 

On remplace l a  r é s o l u t i o n  de ( P l  p a r  l a  r é s o l u t i o n  d'une s u i t e  de 

programmes (Pk)  

(P,) 
maximiser d ( t ,  Ak) 

t E E(\) n B 



avec X = f ( x ~ - ~ )  k 

Xk-1 é t a n t  une s o l u t i o n  optimale de (P  
k- 1 

d ( t ,  )  = ~ i n { f ( t )  - Xk ; g i ( t ) ,  i = 1.. . 
~ ( ) i ~ )  = c n {t ER" : f ( t )  r hk l  

Sous des  hypothèses l a r g e s ,  l a  s u i t e  i n f i n i e  des po in t s  {\) converge 

v e r s  2, solu t ion  optimale de (P) .  La con t ra in te  t E E(Ak) e s t  i n u t i l e  dans 
O 

l a  r é so lu t ion  du problème (Pk) c a r  xk c E(Xk). 

Donc on e s t  ramené à résoudre l e  prograrcme : 

maximiser d ( t ,  X ) k 

t € B  

La méthode des cen t res  l i n é a r i s c e  cons i s t e  à l i n é a r i s e r  l e  domaine 

E(X ), c 'est-à-dire à résoudre : k 

maximiser X 

f 1 ( t Y  xk) - Xk ' U 
g i ( t ,  xk)  2 u i = 1.. . p 

t € B  

S i  l e s  équations h ( t )  = O sont  l i n é a i r e s ,  ce  nouveau programme e s t  

l i n é a i r e  e t  il peut donc ê t r e  r é so lu  faci lement,  p a r  exemple par  l a  méthode 

du simplex. 

Par con t re  s i  l e s  équations son t  non l i n é a i r e s ,  l a  r é so lu t ion  de ce 

nouveau programme n ' e s t  pas  immédiate. 

BEUNEU propose de t rouver  un problème ( P t )  q u i  ne comporte que des 

i n é g a l i t é s ,  c ' e s t - à -d i re  dont l e  domaine a i t  un i n t é r i e u r  non vide,  t e l  que 

t o u t e  so lu t ion  optimale de (P)  s o i t  so lu t ion  optimale de ( P t ) .  HUARD propose 

un procédé i t é r a t i f  pour déterminer ce programme ( P t )  équivalent  à (P). 



I I .  PROPOSITION DE CHOIX DE PROBLEME EQUIVALENT : BEUNEU 

1) Introduction 

On considère l e  programme : 

Mais l a  présence d ' é g a l i t é s  non l i n é a i r e s  complique l ' u t i l i s a t i o n  de 

l a  méthode des cent res  l i n é a r i s é e .  

( P l  

f : l R n + R  

g : lRn + lRp sont  supposées continûment 

h : lRn -+IRrn d i f f é r e n t i a b l e s  

maximiser f ( t  ) 

g ( t ) 2 0  

g ( t >  = O 

On pose 

avec E. = f 1 
j 

Pt(€) 

Le problème e s t  de déterminer l e s  IE j = 1.. . m l  t e l s  que toute  solu-  
j ' 

t i o n  optimale de (Pl  s o i t  so lu t ion  optimale de ( P t ( & ) ) .  

maximiser f ( t  ) 

g ( t )  2 O 

E .  h . ( t )  2 O j = 1. .. m 
3 3 

L'idée p r inc ipa le  e s t  de remplacer h . ( t )  = O  pa r  
3 

e t  qu 'à  l'optimum de (P) une seu le  de ces deux con t ra in tes  s e r a  a c t i v e ,  bien 

que t o u t e s  les deux s o i e n t  ' s a tu rées ,  en supprimant l a  non a c t i v e ,  on ob t i en t  

l e  programme (Pl(€)). On note : 



On no te  : 

A = {t c IRn : g ( t )  2 O e t  h ( t )  = 01 domaine r é a l i s a b l e  

T(A, #) : cône tangent  à A e n  2 

P = ~ T ( A ,  4)d enveloppe convexe fermée de T(A, 2 ) .  

On considère l 'hypothèse : 

y : ( V g 3 : ( i ) ,  y )  2 O ~ i = l . . .  p  t q  g i (X)=O 

(Vhj(X), y)  = O Yj = 1.. . m 

qu i  e s t  l a  c o n t r a i n t e  de q u a l i f i c a t i o n  avec l a q u e l l e  l e s  condi t ions  de Kuhn 

e t  Tucker son t  des  cond i t i ons  néces sa i r e s  d ' op t ima l i t é .  

SOU l1hgpoth2ae  (Hl), d i  X ut doeiLtion opZhule de (P) . k ! o u  Ll 

exinte un choix dea ( E  j = 1.. . m l  td  que # vi%idie la c o n ~ o ~  de  
j ' 

Kuhn eR Tucheh p o u  Ce pkogmmme (P' ( E ) )  ~ ~ d o C i é .  

Démonstration : 

Cf. BEüNEU r21. 

Remarque : Conditions de Kuhn e t  Tucker pour (P) 

2) Existence d'un programme "quasi-équivalent" 

On cons idère  l e s  hypothèses (H2) : i )  f est concave 

i i )  l e  domaine r é a l i s a b l e  du 

programme (P ' (E) )  e s t  convexe. 



On suppobe que la hypoZhèbes (Hl) et (Hz) r o n t  uehidiEed.  Dam ce ca6 

l e  pkoghumme (P '  (E )  e d t  " q u a i - Z q L U v d e n t V  a u  paogmmme (Pl, c 'a$ -à -dhe  

que a u X e  ao&uXon 0p-e d e  ( P l  est  subi b o l d o n  opZLmde d e  (P l  (E) ) . 

Démonstration : 

c f .  BEüNEU C21. 

Remarque : L'hypothèse i i )  de (H2) e s t  v é r i f i é e  en  p a r t i c u l i e r  s i  

g .  s o n t  des  fonc t ions  concaves 
/ l  
(h.  s o n t  des fonc t ions  l i n é a i r e s  

3 

3) Existence d'un programne "localement quasi-équivalent" - 

On cons idère  l 'hypothèse  ( f i 3 )  : 

f ,  g, h s o n t  des  fonc t ions  deux f o i s  contincment d i f f é r e n t i a b l e s ,  

2 é t a n t  une s o l u t i o n  opt imale de (P), on note  ( 5 ,  #)  l e s  m u l t i p l i -  

c a t e u r s  a s soc i é s .  

On cons idère  l e  lagrangien  

S o i t  l 'ensemble 

On suppose que 

(Tgi(%), y )  = O i t e l  que vi 

Y C R "  : (Vh. (n>,  y )  = O j t e l  que w 
I j 



On suppose que la hypoth2ses (Hl) et ( H ~ )  sont v W 6 i E a .  Alou  ie 
e&te un phOg?W??ne ( P ' ( E ) ne c0rnpomh.t que de6 L n E g u U é ~ ,  "bcdemen t  
quasi-Ey~vdevLt" à (PI ,  c 'u t -à -&e  que Itouite solution op&ihale de ( P )  ait 

une a o ~ o n  op&hnde l o c d e  de (P  l (  E )  ) . 

4 )  Concl usion 

Donc s i  X e s t  s o l u t i o n  opt imale de ( P ) ,  on note  G E nim l e s  m u l t i p l i -  

ca t eu r s  a s s o c i é s  aux c o n t r a i n t e s  

h . ( x )  = O j = l... m 
3 

S i  on no te  E = s igne  de W 
j j ' 

On o b t i e n t  l e  programme ( P ' ( E ) ) ,  ce  d e r n i e r  peut  ê t r e  r é s o l u  p a r  l a  

méthode des c e n t r e s .  Mais l a  connaissance de ces  m u l t i p l i c a t e u r s  n ' e s t  pas  

systématique,  s au f  dans l e  cas  des  problèmes d ' o r ig ine  concrè te ,  où des r a i -  

sonnements économiques fou rn i s sen t  l e  s i g n e  des  m u l t i p l i c a t e u r s .  Mais ce 
m n ' e s t  pas  t o u j o u r s  l e  c a s ,  pour ne pas  e s s a y e r  l e s  2 programmes p o s s i b l e s  

HUARD dans C81 propose un procédé i t é r a t i f  pour  e s saye r  seulement une p a r t i e  

de ces  programmes. 

I I I .  R E C H E R C H E  ITERATIVE PROPOSEE PAR P .  HUARD 

II In t roduct ion  

L' idée e s t  de remplacer l e s  é g a l i t é s  p a r  des  i n é g a l i t é s  de sens  

a r b i t r a i r e ,  p u i s  on résoud ce programme e t  su ivan t  l e s  r é s u l t a t s  obtenus 

on co r r ige  l e  s ens  des i n é g a l i t é s .  

S i  l e s  c o n t r a i n t e s  son t  l i n é a i r e s ,  l a  r é s o l u t i o n  de ce programme e s t  

simple. Par  c o n t r e ,  s i  l e s  c o n t r a i n t e s  s o n t  quelconques, on ne peut  envisa-  

ge r  qu'une r é s o l u t i o n  p a r t i e l l e  de ce programme mathématique. 



2) Cas linéaire 

On considère le programme 

f étant une fonction concave 

B une matrice (m, n), b  E lRm 

A une matrice (p , n) , a E 
(t E nin : ~t 2 b l  est supposé borné 

(Pl 

On partitionne les lignes de A en S et 3 

maximiser f(t) . 

B t 2 b  

At = a 

et on considère le programme 

Description d'une itération 

P(S) 

O On dispose du partitionnement (S, 3)  - 
On considère le programme P(S) et on note X(S) une solution 

optimale de P(S). 

maximiser f(t) 

t E D(S) 



1 Tes t  d 'oet imal  i t é  - -------- -------- 

si A K(s) = a ,  a l o r s  #(S)  e s t  s o l u t i o n  opt imale de (P) = 

sinon 3s 6 Il, 2 , .  . . , pl  t e l  que A k(S)  f as - S 

On remplace S p a r  S '  

e t  on note X(S')  une s o l u t i o n  optimale de P ( S ' )  e t  on va en - 2 

2 si f ( X ( S 1 ) )  < f ( X ( S ) )  on passe à l ' i t é r a t i o n  su ivan te  avec S' -- 
comme par t i t ionnement  

s inon f ( ? ( S ' ) )  = f (X(S) )  

on détermine l e  po in t  y i n t e r s e c t i o n  du segment [S(S) ,  X(S ' ) ]  

avec l e  p l a n  HS = {t 6 R : As t = as} 

e t  on va e n  1 aves S inchangé - 
e t  #(S)  + y 

c a r  f (X(S) )  = f ( y >  = f ( X ( S v ) ) .  

f i n  de l ' i t é r a t i o n .  

Démonstration de  l a  convergence [ c f .  HUARD C811 

On montre fac i lement  que c e t  a lgor i thme converge en un nombre f i n i  

d ' i t é r a t i o n s ,  e n  u t i l i s a n t  l a  l i n é a r i t é  des  c o n t r a i n t e s  e t  l a  concavi té  de 

l ' o b j e c t i f .  

Dans un premier  temps, on montre que : 

ce  q u i  e n t r a î n e  en p a r t i c u l i e r  que : 



Pour démontrer l e  r é s u l t a t  ( l ) ,  on suppose que s E S 

On cons idè re  x  E D(S1) 

en  p a r t i c u l i e r  As x  5 a  
S 

Donc on a  As x  S as t As %(SI > as 

ce  q u i  e n t r a î n e  l ' e x i s t e n c e  de t r Ex, %(SI]  unique t e l  que As t0 = as. 
O 

La l i n é a r i t é  des  a u t r e s  c o n t r a i n t e s  e n t r a î n e  : 

S i  maintenant ,  on u t i l i s e  l a  concavi té  de l ' o b j e c t i f  f e t  

to = % x + (1- %) a s ) .  

On o b t i e n t  : 

Mais on a  t E D(S) e t  Xo # O O 

?(SI s o l u t i o n  opt imale de P(S) .  

Donc f ( t O )  a f ( ? ( ~ ) ) .  

C e  qui e n t r a f n e  : Yx E D(S1) f ( x )  5 ~ ( X ( S ) ) .  



3) Cas genéral 

On considère le programme 

On partitionne les composantes de h(x) en deux sous-ensembles S et S 
tels que : S n 3 = 0 

S u 3 = (1, 2,.. ., m} 

(Pl 

et on considère le programme 

maximiser f (t ) 

g(t) 1 0 f concave 

h(t) = O h :  IR^ +  IR^ 

Soit X(S) une solution optimale de P(S) 

P(S) 

+ - si h(X(S)) = O - 
Alors %(SI est solution optimale de (P) et on a 

maximiser f(t) 

t E D(S) 

donc pris le bon partitionnement 

C'est-à-dire que 1 'on modifie le sens de l'inégalité S. 

Et on considère %Sv) une solution optimale de P(S1). 

+ sinon 3s r fi, 2,.. . , rn} tel que hs(k(s)) # O 

On remplace S' = S + s  si s C S 
S - s  s i s  E S 



{t r IRn : h s ( t )  '0) sépare  D(S) e t  D(S1). 

Mais #(S)  n ' appa r t i en t  p a s  à ce p l a n  de s é p a r a t i o n ,  donc : 

3y r S ,  # ( s 1 ) I  t e l  que hs (y )  = O 

S i  on buppohe que powi. tou l t  p W o n n e m e n i  S ' S d é d W  comme 
ptrécédemmed, l e  poivLt y r D( S)  . 

Algori thme 

D e s c r i ~ t i o n  d ' m e  i t é r a t i o n  

O on d ispose  du par t i t ionnement  (S, 3) , - 
on cons idère  l e  programme P(S) e t  on no te  E(S) une s o l u t i o n  

optimale de P(S) .  

1 si h ( # ( S ) )  = O - a 
Alors #(SI est s o l u t i o n  opt imale de ( P )  

Stop 

2 si f ( # ( S 1 ) )  < f ( % ( S ) )  - -E= 

on passe  à l ' i t é r a t i o n  su ivan te  avec S ' .  

s inon 3s r 1 2 , .  m l  t e l  que hs(P(S))  # O - 

s inon  on a  f ( X ( S 1 ) )  = ~ ( X ( S ) )  - 
on détermine y p o i n t  d ' i n t e r s e c t i o n  du segment C#( S I ,  #( S ' ) 1 

on note  S '  = S t s  si s i S 

S - s  s i  s E S 

e t  on note  2 ( S t )  une s o l u t i o n  opt imale de P(S1). 



avec l a  c o n t r a i n t e  h s ( t )  = O e t  on va en  - 1 avec l e  p a r t i t i o n -  

nement S  inchangé e t  avec X(S) y. 

f i n  de l ' i t é r a t i o n  

Théoaèrne : 

S i  f  eait concave et s i  p o ~ r  tau lu p W o n n m e &  S et s' d é d i n i n  comme 
p t r é c é d m e n t ,  l e  p o i n t  y a p p a m X e n t  à D(s) et s i  d e  p h  chaque L t é h a t i o n  
6ouaniR un nornbtre 6ini d e  p u o n n e m e n a  S ' . 

ACOU lldgot.LtCune convetrge e n  un nornbtre 6ini d ' i t é t a k i o n a ,  c ' u t - à - & e  que 
- 

l ' o n  a b f i e n t  un p W o n n e m e n t  ( s ,  S )  t e l  que  X S )  a o d  a o U o n  o p e -  
d e  d e  ( P I .  

Remarque : La condi t ion  importante  pour  l a  convergence de l ' a lgo r i thme  e s t  : 

y E D(S). S i  l e s  fonc t ions  g son t  concaves e t  l e s  fonc t ions  h l i n é a i r e s ,  c e t t e  

condi t ion  e s t  b i e n  v é r i f i é e .  Mais en  géné ra l ,  il est d i f f i c i l e  d ' a v o i r  y E D(S). 

I l  f a u t  que l a  non l i n é a r i t é  des c o n t r a i n t e s  h s o i t  f a i b l e .  

S i  on cons idère  un problème o ù ' l e s  fonc t ions  h ne s o n t  pas  l i n g a i r e s ,  

l ' a lgor i thme peut  ne pas  ê t r e  u t i l i s a b l e .  

On considère l e  problème 

maximiser 3x + 8y 
2 

- y = o  

On note B = C - 1 ,  0.53 x C - 1 ,  1.51 

On remarque que l ' o b j e c t i f  e s t  l i n é a i r e  e t  que l ' o n  a deux c o n t r a i n t e s  

quelconque S. 



- 
On p a r t i t i o n n e  les é g a l i t é s  S SI) 

D(S1) l e  domaine r é a l i s a b l e  de ce  programme 

P(S1) 

1 
x une s o l u t i o n  opt imale  de P(S ) .  1 

1 
x = ( 0 . 5 ,  7/16) 

maximiser 3x + 8y 
4 2 

-X + 2 x  - y 2 0  
2 

-0.25 x - y + 0.75 2 O 

(x ,  y )  E B 

On change l e  sens  de l a  seconde i n é g a l i t é .  

2 
D(S2) l e  domaine r é a l i s a b l e  de ce  nouveau programme x une s o l u t i o n  opt imale  

1 1 2  
On cons idère  l e  p o i n t  y  i n t e r s e c t i o n  du segment Cx, XI avec l 'ensemble 

2 2 
((x, y) E ni : 0.25 x  + y - 0.75 = 0) .  

Donc y = ( 
II , 32 

1 
Mais l e  p o i n t  y II D(S ) 1 





* * * * 
CHAPITRE II * * * * * * 

BREF RAPPEL SUR LA RETHODE DES CENTRES ET SUR L A  METHODE DES 

CENTRES LINEARISEE.  

INTRODUCTION D'UN ALGORITHME POUR LA RESOLUTION DES PROGRAYMES 

MATHEMATIQUES CONTENANT DES CONTRAINTES EN EGALITE PAR L E  PRIN-  

C IPE DE L A  METHODE DES CENTRES. 



1 .  RETHODE DES CENTRES LINEARISEE 

1.1. In t roduct ion 

La méthode des  c e n t r e s  i n t r o d u i t e  p a r  P. HUARD [IO, 12,  131 permet 

de résoudre des  problèmes de l a  forme : 

On suppose que f  a t t e i n t  son maximum s u r  A n B en un p o i n t  no té  G. 

( P l  

Cet te  méthode e s t  une méthode i n t é r i e u r e  qu i  c o n s t r u i t  une s u i t e  de 

p o i n t s  r é a l i s a b l e s  ( c ' e s t - à -d i r e  de A n B ) .  

maximiser f ( t )  

t r A n R  

On suppose que : 

F ~ ( X  / f ( x ) 2  Al = ( X  / f ( x )  = A )  YX < f (G)  

O 

A n B n O = @ = > A n B n O = @  Y0 ouver t  de IRn 

Dans l a  s u i t e  on cons idèrera  : 

B = polyèdre compact. A n  b fermé. 
1 

f e t  gi ( i  = l... m) de c l a s s e  C . 

On cons idère  5 un ensemble de p a r t i e s  de nin e t  une fonc t ion  

d  : l R n x S + l R .  

d  e s t  appelée  F-distance s u r  IR" x  5 ,  si  e l l e  v é r i f i e  : 

i )  d ( x ,  E) = O YE r  5 Yx E f r ( E )  
O 

i i )  d (x ,  E) > O YE E 6 Yx E E 



i i i )  YE E 5 YE'  E 5 E c  E l ,  on a  : 

Yx E E, il e x i s t e  un s c a l a i r e  P (x )  > O 

t e l  que : d(x ,  E) I ~ ( x )  d (x ,  E l )  

l a  F-distance d e s t  d i t e  r é g u l i è r e  s i  de p l u s  : 
k Y les  s u i t e s  I E ~  É 5,  k N I  e t  {x ER",  k E N I  

t e l l e s  que : I E ~ - > E ~ + ~ - > E  E f 5  E f 0  

on a d ( k ,  E k )  + O quand k + 

é t a n t  donnés : d une F-distance s u r  l~~ X 5 

E un nombre t e l  que O 5 E < ~ u ~ f d ( x ,  E ) )  
xr E 

on a p p e l l e  E-centre de E un po in t  c  c E t e l  que : 

s i  E = O ,  l e  p o i n t  c  e s t  appelé  c e n t r e  de E. 

On s ' i n t é r e s s e  au cas  p a r t i c u l i e r  de l a  f a m i l l e  5 .  

E ( X )  = A n l y  E : f ( y )  2 f ( x ) )  pour x c A n B 

L'éloignement à l a  f r o n t i è r e  de E(x) e s t  r ep ré sen té  p a r  l a  F-distance d. 

Pour s i m p l i f i e r  l a  n o t a t i o n ,  dans l a  s u i t e  on n o t e r a  c e t t e  F-distance : 



La méthode c o n s i s t e  à résoudre  une s u i t e  de programmes mathématiques : 

x é t a n t  une s o l u t i o n  opt imale de ce  programme, avec xo p o i n t  de dépar t  
n + l  

X ~ E  A n B.  

P(xn)  

Ce programme P(x e s t  "équivalent" au  s u i v a n t  : n 

maximiser d(y ,  xn)  

Y ~ B  

1 1 maximiser u 

Ces programmes s o n t  l 'équivalents ' l  au sens  que : 

S i  t e s t  une s o l u t i o n  opt imale de P(x ) n 

s i  ( 7 ,  0) e s t  une s o l u t i o n  optimale de Q(x ). - n 
Alors d(7 ,  xn)  - 0  = d ( t ,  xn) .  

1.2. Méthode des centres l i n e a r i s é e  

11 Présentat ion de l ' a l g o r i t h m e  p a r t i e l  - ..................... -------- ------ 
P. HUARD propose dans Cl31 un algori thme p a r t i e l  qu i  permet d ' o b t e n i r  

un c e n t r e  du t ronçon E(x ) n B. 
n 

On suppose que l e s  fonc t ions  f e t  gi ( i . 1 .  .. m) s o n t  continûment 

d i f f é r e n t i a b l e s  e t  concaves. 

Pour y E A n B,  on no te  : 

L'approximation t a n g e n t i e l l e  de f en  y 



L'approximation t a n g e n t i e l l e  de g i en  y. 

On dispose du p o i n t  xn E A n B. 

L'algorithme p a r t i e l  : 

O 

@ Choi s i r  une v a l e u r  de dépar t  y 6 B ,  

on pose h = O 

@ Résoudre l e  programme l i n é a i r e  

maximiser Fi 

h 
f ' ( t ,  y )  - f (xJ  2 

h 
g f ( t ,  y )  2 V i = l... m 

h h  
on no te  (Il, z )  une s o l u t i o n  

h + l  h+ 1 h h  

@ Déterminer y : d(  y , xn) = ~ a x { d ( t ,  xn) ,  t E [Y, 21). 

@ A l l e r  en @ avec h + l  au  l i e u  de h. 

h 
Pa r  c e t  a lgor i thme,  on o b t i e n t  une s u i t e  de p o i n t s  {Y) q u i  converge ve r s  

un cen t r e  du tronçon E(xn) m. 

1 
Mais HUARD Cl31 montre que l e  p o i n t  y obtenu p a r  une é t ape  de c e t  algo- 

r i thme p a r t i e l  peut  ê t r e  cons idéré  comme un E-centre du tronçon E(xn) n B .  

2) Concl usion 
----i------ 

Pour x E A n B ,  on no te  : 



On s e  donne x comme po in t  de dépa r t  de l ' i t é r a t i o n ,  x E A n B 

- On résoud l e  programme l i n é a i r e  

~ a x i m i s e r ( d ' ( t ,  x ) ,  avec t E B) 

on note  z une s o l u t i o n  opt imale.  

- Recherche unidimensionnel le  

Maxirniser(d(t, x )  avec t E Cx, 21) 

on no te  x '  un po in t  obtenu 

x '  e s t  l e  successeur  de x. 

HUARD C81 propose de remplacer l a  maximisation de l a  F-dis tance s u r  

l e  segment Cx, 21, p a r  l a  déterminat ion d'un p o i n t  x '  v é r i f i a n t  : 

d ( x ' ,  x ?  2 P ~ a x ( d ( t ,  x )  avec t E Cx, 21) 

P E 10, 11, P é t a n t  une cons tan te  indépendante de l ' i t é r a t i o n  en cours .  

Cet te  modi f ica t ion  permet de conserver  l e s  p r o p r i é t é s  de convergence 

é t a b l i e s  p a r  HUARD. 

Il  e x i s t e  dans l a  l i t t é r a t u r e  de nombreux procédés de maximisation 

d'une fonc t ion  concave s u r  un segment. I l  y a l e s  méthodes de fract ionnement  

comme l a  dichotomie, ou l e s  méthodes d ' i n t e r p o l a t i o n  polynomiale ou polygo- 

n a l e .  On peut  a u s s i  u t i l i s e r  l a  recherche l i n é a i r e  proposée p a r  ARMIJO,  q u i  

est une recherche d i s c r è t e .  

1.3. Cas d'un problème contenant des é g a l i t e s  

La méthode des c e n t r e s  e s t  une méthode i n t é r i e u r e  e t  e l l e  ne peut  

donc pas  convenir  pour des  problèmes où c e r t a i n e s  c o n t r a i n t e s  s o n t  des  

é g a l i t é s  non l i n é a i r e s .  

Les c o n t r a i n t e s  l i n é a i r e s  en  é g a l i t é s  s o n t  r e j e t t é e s  dans l e  compact B.  

Pour que l e  programme : 

~ a x i m i s e r { d ~ ( t ,  x )  avec t E B )  



r e s t e  un programme l i n é a i r e ,  il n ' e s t  pas poss ib le  de rejeter l e s  cont ra in tes  

non l i n é a i r e s  dans B.  

Mais si l e  programme i n i t i a l  (P)  cont ient  des é g a l i t é s  non l i n é a i r e s ,  

on peut chercher à d é f i n i r  un nouveau problème exprimé uniquement avec des 

i n é g a l i t é s  e t  "équivalent" au problème (Pl. C'est-à-dire que t o u t e  so lu t ion  

optimale de ( P l  s o i t  so lu t ion  optimale du nouveau programme. 

1 lmaximiser f ( t )  

S i  on no te  u l e  mul t ip l i ca teur  de Lagrange assoc ié  à l a  cont ra in te  
j 

h j ( t )  = 0,  à l'optimum X de (Pl .  On note  € = signe ( u . ) .  
j I 

(P 

1 lmaximiser f (  t )  

g i ( t ) 2 0  i = 1  . . . p  

h j ( t )  = O j = l... m 

On note  A l e  domaine r é a l i s a b l e  de (P) 

T(A, 2 )  l e  cône tangent en X de A 
~ T ( A ,  # ) i  l 'enveloppe convexe fermée de T(A, $) 

l e  domaine r é a l i s a b l e  de ( P l )  

Sous l e s  hypothèses : 

i) f  est une fonction concave 

ii) ~ T ( A ,  X )  J = {y a nI" : Vgi(X) y i O i a E 

Oh.(?) y = O j = l... m} 
3 

i i i )  Le domaine A '  e s t  convexe. 



BEUNEU montre que l e s  problèmes (P )  e t  ( P T  ) s o n t  "équivalents"  au  

sens  d é f i n i  au-dessus. 

S i  on connai t  l e s  m u l t i p l i c a t e u r s  u  { j = 1. . . m l ,  on peut  résoudre  l e  
j 

problème (Pl  ) p a r  l a  méthode des c e n t r e s  l i n é a r i s é e  . 

Par  con t r e ,  si on ne connai t  pas  l e s  m u l t i p l i c a t e u r s  P. HUARD 1 8 1  pro- 

pose un procédé i t é r a t i f  de recherche de ( P l ) .  Dont l a  convergence n ' e s t  prou- 

vée que dans l e  c a s  des  c o n t r a i n t e s  h  l i n é a i r e s .  

11. PRESENTATION D'UN ALGORITHME THECRIQUE POUR LA RESOLUTION D'UN PROBLEME 

AVEC DES EGALITES 

II. 1. Problème ne contenant aue des contraintes en éaalité 

11 Introduction - ------------- 

On cons idère  l e  problème 

où l e s  fonc t ions  du problème son t  continûment d i f f é r e n t i a b l e s .  

Hypothèses 

i )  Le domaine r é a l i s a b l e  de (P) e s t  non v i d e ,  il e x i s t e  au  moins une 

s o l u t i o n  opt imale que l ' o n  no te  2 .  

i i )  3 Ë >  O V(Ë) = (t e l R n : 0  i h . ( t )  S Ë  j = 1  ... ml s o i t  compact 
1 

i i i )  Y& E IO, El V(E) = {t E w ~ :  O i h . ( t ) ~ ~  j = 1  ... m) a  un i n t é r i e u r  
3 

non v ide  e t  v é r i f i e .  

~ r ( v ( E ) )  = {t E D(E) : 3j0 v é r i f i a n t  h ( t )  = 
j O 

ou 3 j1 v é r i f i a n t  h ( t )  = E/ 
j 1 



% 
i v )  Y t  E {Vh.( t ) ,  j = 1.. . m l  e s t  une f a m i l l e  de vec teurs  

3 
l inéa i rement  indépendants.  

Remarque : L'hypothèse i v )  e s t  une c o n t r a i n t e  de q u a l i f i c a t i o n  pour l e  pro- 

blème ( P l .  Cet te  c o n t r a i n t e  e s t  proposée p a r  HESSTENES 1141. 

Nota t i ons  

Pour t o u t  x qu i  v é r i f i e  : h . ( x )  > O j = l... m 
1 

1 
on no te  u ( x )  = 7 max{h . ( x ) }  

3 
j=1. .. m 

d0(x)  = Max { d o ( t ,  x ) }  
teD(x)  

S o i t  z un p o i n t  de D(x) ,  on d é f i n i t  : 

+ I n i t i a l i s a t i o n  

On dispose d'un p o j n t  de dépar t  x q u i  v é r i f i e  : 
O 

O < h  ( x )  S Ë  j = l... m 
j 0 

donné p a r  l 'hypothèse  i i ) ]  

Remarque : Eventuellement , on change h . ( . ) en -h . ( . ) pour a v o i r  un p o i n t  
3 3 

de dépa r t  v é r i f i a n t  c e t t e  hypothèse. 



-+ i t é r a t i o n  k 

On connai t  xk E {t € I R n ,  O < h . ( t )  S ?  j = l... ml 
3 

i )  Chercher zk E D(xk) t e l  que 

Max d ( t y  zky xk )  < d0(xk) 

t r E ( x k ,  zk)  

i i )  Chercher xktl E(xk, z k )  q u i  r é a l i s a  l e  maximum du p o i n t  i )  

Fin de l ' i t é r a t i o n  k .  

Remarque O : On v e r r a  p a r  l a  s u i t e  q u ' i l  s u f f i t  de p rend re  Xk+l E E h k >  z k )  

mais pas  forcément un p o i n t  q u i  r é a l i s e  l e  maximum. 

F igure  1 : Descr ip t ion  de l ' i t é r a t i o n  k.  



Remarque 1 : On a do(xk) > O 

En e f f e t  do(xk) = Max do( t .  xk) 

tcD(xk) 
O 

p a r  d é f i n i t i o n  w(xk) > O e t  p a r  l 'hypothèse  i i i )  on a  D(xk) # 0. 

=> Le maximum de  l a  fonc t ion  continue d  ( a ,  xk)  s u r  D(xk) est a t t e i ~ t  en  
O 

un po in t  i n t é r i e u r  à D(xk), ce qui  prouve l e  r é s u l t a t .  

Remarque 2 : Il  e s t  t o u j o u r s  poss ib l e  de t r o u v e r  un po in t  z  de D(xk) t e l  que : 

Max d ( t ,  z ,  xk)  < do( \ )  

t €E(? ,  z )  

En e f f e t  en r a i sonnan t  par l ' absurde  on a u r a i t  : 

Vz E D ( x ~ )  Max 

t a E ( x k ,  z )  
'L 

On note  z un p o i n t  de D(xk) s o l u t i o n  de  

maximiser f ( t  

t E D(\) 

C e  po in t  e x i s t e  t ou jou r s  c a r  f e s t  cont inue  e t  D(xk) e s t  compact. 

2, - 2, 
Pour ce p o i n t  z, il e x i s t e  t E E(xk, Z )  t e l  que : 

'Il 

(conséquence immédiate de  l a  compacité de E(xk, z) e t  de l a  c o n t i n u i t é  de 
2, 

l a  fonct ion d e  z, 5 ) ) .  

Mais p a r  d é f i n i t i o n  : 



on en d é d u i t  que : 

on a donc t E D(%) l- 
2, 

ce  qu i  est en con t r ad ic t ion  avec l e  choix de z .  

Démonstration 

P a r  cons t ruc t ion ,  on a  x  E E(xn, zn )  n+ 1 

Donc on a  Max Ihj(xn+i))  5 W(X n 
j=l.. . m 

ce qu i  e n t r a î n e  : 

TOUX point d ' a c c u a ~ o n  x de la h d e  IxnIncN COMM~ p m  t ' a - t g o -  

m h m e  v w d i e  : h(X) = 0. 



Démonstration 

*' ' ~ n ' n c ~  est contenue dans D(x ) qui  est compact p a r  l 'hypothèse 
O 

C i i ) ] .  Il e x i s t e  donc au moins un po in t  d'accuhulation y. 
s o i t  Ixn}ncN, une s u i t e  convergente vers  X 

* { ~ ( x ~ ) } ~ ~ ~ : é t a n t  une s u i t e  de nombres p o s i t i f s ,  décroissante  qui  

v é r i f l e  
W(xn) 

w x  ) a -  n t 1  2 

Donc O(#) = O 

ce q u i  ent ra îne  h . ( x )  = O Vj = l... T 
3 

PkoptUUé 7 7 . 1 . 3 .  

Max d o ( t ,  xn) = Max d o ( t y  xn) 

tcD(xn) tcD(xo) 

Démonstration 

* On a D(xn) C D(xo) 

c a r  @(xn) 5 @(x0) 

Donc Max d o ( t ,  xn) a Max d o ( t y  xn) 

tcD(xn) tcD(xo) 

* On suppose que l ' i n é g a l i t é  est s t r i c t e .  
L 

En notant  t un p o i n t  qui v é r i f i e  : 
O 

L 

to 6 D(xo) e t  d o ( t O y  x,) = Max d o ( t ,  xn) 

Par  hypothèse on a : 

6 

Max do( t ,  xn) < do(tO, xn) 

tcD(xn) 



6 

Ce q u i  e n t r a î n e  en  p a r t i c u l i e r  que t t D(x ) d é t a n t  une F-distance d é f i n i e  O n O 
p a r  l a  d i s t ance  minimum au  bord de D(x ). 

n 

Mais p a r  hypothèse D(xn) # 0, donc il e x i s t e  au  moins un p o i n t  t r D(x t e l  
n  

que d o ( t ,  x  2 0.  n 

D'où l a  c o n t r a d i c t i o n  avec l 'hypothèse de dépa r t ,  e t  l ' o n  a b i e n  

Max d o ( t ,  xn)  = Max d o ( t ,  xn)  

tcD(xo) t€D(xn) 

Pow . tout zn E D(x,), on a 

Max d ( t ,  zn, xn) = Max d ( t ,  zn, xn) 

t 4 x n ,  zn)  t r ~ ( x ~ ,  Zn ) 

Démonstration 

* Par  d é f i n i t i o n ,  on a  : 

Mais D(xn) c D(xo) 

Donc Max d ( t ,  z ,  xn> 5 Max d ( t ,  Zn, xn) 

teE(xn,  zn) tcE(xo,  zn )  



* On suppose que l ' i n é g a l i t é  est s t r i c t e .  

On no te  t une s o l u t i o n  opt imale s u r  E(xo, 2,) 
O 

d ( t O ,  zn, xn) = Max d ( t ,  zn, xn) 

Ce q u i  donne 

Max d ( t ,  zn, xn) < d ( t O ,  Zn, Xn) 

- 

Donc I f ( t O )  2 f ( z n )  

do( . ,  x ) e s t  une F-distance d é f i n i e  p a r  l e  minimum des  c o n t r a i n t e s  d é f i n i s -  n  
s a n t  D(x ), ce qu i  e n t r a î n e  : 

n  

ce q u i  e n t r a î n e  : 

Max d ( t ,  zn,  xn) < d ( t O ,  zn, xn) < O 

On a  donc l e  r é s u l t a t  s u i v a n t  : 

Mais E(xn, zn)  # 0. 



D'où l a  con t r ad ic t ion  avec  l 'hypothèse  de dépa r t ,  donc 

Max d ( t ,  z n y  xn) = Max d ( t  y Zn, Xn) 

tcE(xn,  zn )  t rE(xo,  zn )  

41 - --_-_-- Convergence __---------- de 1 'algorithme ------- 

a 

TOUX opXimm l o c a l  t du ptoblhme : Max d o ( t ,  xn) 

a N x n )  t fD(xn)  
v W & i e  : d o ( t ,  xn) =- 

Démonstration 

a 

On note  t un optimum l o c a l  du problème 

l l maximiser d o ( t  , xn) 
(Q 

W( xn 
Donc d o ( t ,  xn) 5 - 2 

a xn 1 
On suppose que d  (t , xn) < - 

O 2 

On va générer  une d i r e c t i o n  d  t e l l e  que l a  fonc t ion  do (* ,  x,) s o i t  

c r o i s s a n t e  dans c e t t e  d i r e c t i o n .  

a 

t é t a n t  un optimum l o c a l  du problème Q 

a a a 

3V(t)  vois inage de t t e l  que Y t  E V ( t )  n D ( x  ) 
n 

a a - 
On no te  J l ( t )  = { j  = 1 . .  m / h j ( t )  = d o ( t ,  xn)} 



En e f f e t  s i  jo E J l ( t )  n J 2 ( t )  

On a h .  ( t )  = d o ( t ,  xn) = -h.  ( t )  t w(xn) 
30 30 

ce qu i  e s t  faux  p a r  hypothèse. 

A A 

t É D(xn) => {Vh . ( t  ) j  = 1.. . m l  s o n t  l inéa i rement  indépendants [hypothèse iv ) ] .  
3  

- A 

On note  v = Vh. ( t )  s i  j  E J l ( t )  
j 3 

A - 
=> (v  

j 
, j E J l ( t )  u ~ ~ ( t ) }  e s t  une f a m i l l e  de vec t eu r s  l inéa i rement  indépendants 

11 e x i s t e  une d i r e c t i o n  d v é r i f i a n t  

k A 

On pose x = t + Ek d avec {%) s u i t e  de nombre p o s i t i f s ,  q u i  converge vers 261 

k A 

Pour k a s sez  grand x E V( t )  

O(  Ek) é t a n t  un inf in iment  p e t i t  par  r appor t  à Ek 

( v h j ( t ) ,  d )  > 0. 

Donc pour  k a s sez  grand,  on a  : 

xn k 
Donc - I 2 -h j (x)  t ~ ( x , ) .  



Donc Yj E J l ( t )  

O(Ek) é t a n t  un i n f in imen t  p e t i t  p a r  r appor t  à E 
A k 

( -Vh. ( t ) ,  d )  > O 
3 

pour  le a s s e z  grand,  on a : 

- k W(X ) 
- h j ( t )  + ~ ( x , )  < -h . (x )  t ) s n  

3 n  2 

W ( ~ , )  k 
Donc on a  - 2  h . ( x ) .  3 LILLE 

Donc Yj E J 2 ( t )  

Donc pour  k  a s sez  grand 



Conclusion 

en utilisant les résultats précédents, on obtient : 

pour k assez grand 

A 

d'où la contradiction avec l'optimalité locale de t. 

Démonstration 

do(xn) = Max do(t. xn) 

teD(xn) 

Donc d0(x,) = valeur de l'optimum global. 

w(xn) 
=> d (x ) = - (Proposition précédente). 

O n 2 

- 
S i  on n o t e  t un op&bnwn de la d o n d o n  d( , an, xn AWL E(x~, zn) , 

z i2tan.i d é i t m n i n é  PUA l e  i) de  l'&go&Lthe. A ~ O U  
n 

Démonstration 

A L 

On suppose que d(t, zn, xn) = do(t, x ) < f(t) - f(z,) et on montre n, 
que ceci entraîne la non-optimalité du point t par rapport à la fonction 

d(*, zn, xn) sur E(xn. zn). 



* Par  cons t ruc t ion  on a  : 

a W(xn) 
c e  q u i  e n t r a î n e  d  ( t ,  xn) < 2- 

O 

- En u t i l i s a n t  l e  r é s u l t a t  de l a  p ropos i t i on  11.1.1, on o b t i e n t  que 

t ne peut  ê t r e  un optimum l o c a l  du problème : ~ a x i m i s e r f d ~ ( t ,  x  , t r D(x ) }  
n n  

Donc 

A & 

('1 vE > 0 ,  Jt B ( t ,  €1 n D(xn) t e l  que d ( t ,  x ) > d o ( t ,  xn)  n  

-F 

* l a  fonc t ion  t v f ( t )  - f ( z n )  e s t  cont inue.  

Donc on a  : 

a 

va> 0 kl > O t e l  que Y t  E ~ ( t ,  
€1) a - < [ f ( t )  - f ( z n ) l  - [ f ( t )  - f ( z n ) l  < a 

En p a r t i c u l i e r  

a 

va > 0 JE1 > O t e l  que ~t r ~ ( t ,  E ) 1 

a A 

S i  on prend a = f ( t )  - f ( z n )  - d o ( t ,  xn)  

a > O p a r  hypothèse. 

a A 

(2) 3~~ > O t e l  que Y t  e B ( t ,  El) f ( t )  - f ( z n )  > do( t ,  xn) 

Conclusion : 

En prenant  E = El dans ( 1 )  e t  en  u t i l i s a n t  (2), on o b t i e n t  



- 

3t r ~ ( t ,  n D(x,) t e l  que [do( ty  xn) > d o ( t ,  xn) 

- a 

4 3t  r B ( t ,  El) n D(xn) t e l  que d ( t ,  zn, xn) > d o ( t ,  xn). 

- - 
Mais p a r  hypothèse, on a : d o ( t ,  xn) = d ( t ,  zn, xn) 

ce qui donne : 

- 
On a déterminé un point  t r E(x z ) q u i  v é r i f i e  : d ( t ,  zn ,  xn) > d ( t ,  zn, xn) n' n 

- 
-> t n ' e s t  pas so lu t ion  optimale de l a  fonction d ( * ,  zn, xn) s u r  E(x Z n ) -  

L'hypothèse de départ e s t  donc fausse  

TOUX p o i d  d ' a c c w n W o n  k de la 6&e {znInr, C O M ~ L ~ ~  pan l ' a l -  

goahme vEhibie : f (  b ) r f ( %). 

Démonstration : 

* La s u i t e  {znIncN e s t  contenue dans l e  compact D(xo), donc il e x i s t e  

au moins une sous-suite  convergente e x t r a i t e  de ( z  n ~ É N  

On note i = L i m  zn 
N'  

= f(E) = Lim f ( z n )  c a r  f continue. 
N' 

On suppose que f ( S )  < f(%) e t  on va montrer que c e c i  est  impassible. 



On montre en  premier  l i e u  que : 

3Q > O t e l  que Y t  E B(#, n)  
W(x, 

f ( t )  - f ( z n )  ' -2 
pour n  a s s e z  grand 

Puis  on montre que dans t o u t e  bou le  B(#, )  il e x i s t e  des  p o i n t s  

t q u i  v é r i f i e n t  

pour n  a s s e z  grand. 

Ce qu i  e n t r a ï n e  que pour n  a s sez  grand 

&(xn 
3 t  E B(2, Q I  t e l  que d ( t ,  zn, xn) = - 

2 

Ce qu i  e s t  en con t r ad ic t ion  avec l e  choix du p o i n t  z  [ p a r  l e  i )  de n  
1 ' a l g o r i  thmel 

Premier po in t  : 

* La c o n t i n u i t é  de l a  fonc t ion  f implique : 

Va > O 30 > O t e l  que Y t  E B(X, Tt) 

- a f ( t )  - f ( 2 )  < a 

en p a r t i c u l i e r  

Vcl > O 3ri > O t e l  que Y t  E B(2, rl)  f ( t )  2 f ( 2 )  - a 

2 
S i  on prend a = 5 [f (2)  - f (211 oc remarque que a > O p a r  hypothèse 

1 2 => ( 1 )  Jri > O t e l  que Y t  E B(2, n )  f ( t )  2 - f ( i 0  + 3 ft;). 3 



* D'autre p a r t  f ( z n )  = f ( z )  
IN' 

VE > O 3 ~ '  E N '  t e l  que Vn E N' n  2 N t  

1 
Si  on prend E = - [f(i?) - f ( S ) l  

6 

on remarque que E > O p a r  hvpothèse 

=> ( 2 )  2 ~ '  E N' t e l  que Yn E B\T' 
1 f ( S )  - f ( z n )  2 - [ f ( S )  - f ( 2 ) l  
6 

n  2 N '  

* En u t i l i s a n t  l e s  r é s u l t a t s  (1) e t  ( 2 ) ,  on o b t i e n t  : 

3n > O Y t  E B(X, Il) 

f ( t )  - f ( z n )  2 
f ( 2 )  - f ( S )  

t e l s  que 
6 

3N' E N' Vn E 73' n 2 N' 

Mais p a r  construct ion U(x ) converge ve r s  zéro n  

Donc 3N" t e l  que Yn è Nt' U(xn) < f ( n )  - f ( S )  
3 

ce q u i  donne l e  r é s u l t a t  su ivant  : 

3ri > O V t  E B(2, 0 )  W (  xn 1 

(3) t e l s  que f ( t )  - f ( z n )  > -5- 
3N1 E IN' Vn E lN' n  2 NI 

Deuxième po in t  : 

9n considère  l 'ensemble H(x,) su ivant  : 

i) H(xn) # 0 c a r  l'optimum du problème ~ a x { d ~ ( t ,  x ,  t E D(x,)] 

e x i s t e  e t  appar t i en t  à H(xn). 



e n  e f f e t  d o ( t ,  xn)  = ~ i n { h . ( t ) ,  j = l... m ; - h j ( t )  + @(x ) j = l... 
3 n 

'L 
il e s t  év iden t  que s i  t E H(x ) 

n 

@(x n % Alors  - 2 5 h . ( t )  j = l... m 
3 

@(xn) 
S i  on suppose que h .  ( t )  > - 

3 O 2 

ce  q u i  e s t  impossible .  

i i i )  On va montrer que : 

( 4 )  Yr) > O 3~ E B t e l  que Yn 2 N B(X, TI) n H(xn) # 0. 

A = ouver t  de IR q u i  c o n t i e n t  zéro 

B(X, r)) ouvert  de IRn. 

On cons idère  l a  fonc t ion  : 

Les g r a d i e n t s  des  f o n c t i o n s  h .  c a l c u l é s  en  # s o n t  l inéa i rement  
3 

indépendants  p a r  hypothèse. 



On no te  1 = i l  iml m i n d i c e s  d i s t i n c t s  compris e n t r e  1 e t  n ,  

t e ls  que l e  jacobien aF ( 5 )  s o i t  i n v e r s i b l e  Ï = { j , . . . , jn-m 
"; l e s  i n d i c e s  

r e s t a n t s  compris e n t r e  1 e t  n. 

On appl ique  l e  théorème des fonc t ions  i m p l i c i t e s  

=> 3R(X, 0 )  vo is inage  de ( 5 ,  O) dans B(X, n )  X A 

t e l  que : 4 : n ( 2 ,  0 )  + I R  x IRn 

( X 3  
+ C A >  X-> 1 f l (x ,  A),.. . ,  fm(& A)] 

4 e s t  un homéomorphisme de n(E, 0 )  dans $(R(X, 0 ) )  q u i  e s t  un ouver t  

de IRnt1. 

Donc 3~ > O 

3V(#) vois inage  de E dans B(2, n )  

t e l  que V(2) x 1-5, 51 c a ( ? ,  O ) .  

Donc s i  on prend A E 3-E, EL 

Il e x i s t e  xI t e l  que (xI ,  x - ) E V(E) 
T 

$(x, A) = (A, # , 0 ,..., O) - 
1 

c 'es t -à -d i re  que Yj = 1, ..., m 

w(xn) 
S i  on n o t e  An = - 
Donc pour  n a s sez  grand A E 1-E, €1 n 

n 
ce q u i  e n t r a î n e  q u ' i l  e x i s t e  xI t e l  que 



c 'est-à-dire 

n n ' 4xn)  
3x E B ( I y  n) t e l  que h . ( x )  = A = - 

3 n 2 

j = l... m 

Donc on a déterminé dans l a  boule B(Xy v )  un point  t qui  v é r i f i e  

W(x ) n 
d O ( t ,  xn> = 7 pour n assez grand. 

En u t i l i s a n t  l e s  remarques i n i t i a l e s  e t  l e s  r é s u l t a t s  ( 3 )  e t  ( 4 ) ,  on 

ob t i en t  : 

Démonstration 

* La s u i t e  {xnlneEI cons t ru i t e  pa r  l ' a lgor i thme est contenue dans l e  

compact D(xo). I l  est donc toujours  poss ib le  d ' e x t r a i r e  une sous- 

s u i t e  convergente 

- 
R i m  xn = x ]Nt cIN 
N' 



* La s u i t e  { z  1 n-1 n  E N '  e s t  a u s s i  contenue dans l e  compact D(xo). I l  
e s t  donc poss ib le  d ' e x t r a i r e  une sou-suite  convergente. 

- 
e t  on a  R i m  xn = x 

JN 'l 

* Par cons t ruct ion  on a  : 

par passage à l a  l i m i t e  suri i l"  en u t i l i s a n t  l a  con t inu i t é  de l a  

fonct ion  f ,  on ob t i en t  : 

Mais f ( S )  2 f ( 2 )  (Proposi t ion 11.1.4.). D'où l e  r é s u l t a t  annoncé 

En u t i l i s a n t  l a  p ropr ié t é  1.2, on ob t i en t  : h(x)  = 0. 

La proposi t ion  précédente montre que t o u t  point  d'accumulation # de 

l a  s u i t e  {xnIna cons t ru i t e  par  l ' a lgor i thme v é r i f i e  : 

X est donc un po in t  r é a l i s a b l e  pour l e  problème i n i t i a l .  

D'autre p a r t ,  2 est une s o l u t i o n  optimale de ce problème, ce qui  

e n t r a î n e  l e  théorème su ivan t .  



TOUA point dtaccwnLûation a de h 6 m e  €xnInm CO MU^ p m  
Lt&goaiZfunc! es* 60ûLtion opZihc&e du ptoblèrne i n L C L d  : 

1 lmaximiser f ( t )  

Remarque : Dans l a  démonstration de l a  p ropos i t i on  11.1.4. : on u t i l i s e  

uniquement f (xn+,) 2 f (  zn) .  

Donc dans l ' a lgo r i thme ,  il s u f f i t  de prendre x ~ + ~  E E(xn, zn ) ,  mais 

p a s  forcément un p o i n t  q u i  maximise l a  F-distance. 

II .2. Problème avec des égalités, des inégalités et un polyèdre B 

1) Introduction - ------------- 
On s ' i n t é r e s s e  maintenant au problème géné ra l  

1 lmaximiser f ( t  ) 

où l e s  fonc t ions  du problème s o n t  continûment d i f f é r e n t i a b l e s  

B = €t r  IR^ : ~t 2 b l  polyèdre compact 

( P l  

A matr ice  ( q  l i g n e s ,  n  colonnes)  

b E n 9  

g i ( t )  2 O i = l... p 

h j ( t )  = O j = l... m 

t r B  

Hypothèses 

i )  Le domaine r é a l i s a b l e  de ( P l  e s t  non v ide ,  il e x i s t e  au  moins une 

s o l u t i o n  opt imale,  que l ' o n  note  S. 



J 

O 

v é r i f i e  B n D(E) # 0 

f r ( D ( ~ ) )  = ( t  D(E) : 3i0 t e l  que gi ( t )  = 
ou 

O O1 

3 j 0  t e l  que h ( t )  = O 

OU 
j 0 

3jl t e l  que h ( t )  = EJ 
jl 

'L 
iii) ~t E D ( E )  on n o t e  

CL CL 'L 
Y(?) = ~ i n { g ~ ( t ) ¶  i =  l... p ; h . ( t ) ¶  j = l... m ;  - h . ( t )  t E 9  j = l... 

3 3 

'L CL 'L 
I ( t )  = I i  = l... p / g i ( t )  = ~ ( t ) )  

~ ( $ 1  : Matrices dont l e s  l i g n e s  son t  

'L 'L E 
en t o u t  point  t q u i  v é r i f i e  Y ( t )  # 7 on suppose que 

R 
i v )  {Vh.(X), j = l... m ; Vgi(X), i E I(X) ; A , I. E ~ ( 2 ) )  e s t  une 

1 
f a m i l l e  de v e c t e u r s  l inéa i rement  indépendants.  



Notat ions 

Pour t o u t  x  E B v é r i f i a n t  h . ( x )  > O j = l... m 
3 

gi(x) > O i = 1.. . p  

On note  : ~ ( x )  = - Max fh j (x )}  

j=l.. . m 

- h . ( t )  + ~ ( x )  j = l... ml 
3 

d0(x)  = Max d o ( t ,  X )  

t€D(x)  

S o i t  z un p o i n t  de D(x),  on pose : 

* I n i t i a l i s a t i o n  : 

On dispose  d'un p o i n t  de dépar t  x q u i  v é r i f i e  O 

Remarque : Eventuellement,  on change h . ( * )  e n  - h . ( * )  pour  a v o i r  un p o i n t  
3 3 

de dépa r t  v é r i f i a n t  c e t t e  hypothèse. 



* I t é r a t i o n  k : on connai t  un p o i n t  xk E B t e l  que 

i) Chercher zk e  D(xk) t e l  que : 

Max d ( t ,  Zk ,  5 )  < do(\) 

t eE(xk ,  zk)  

i i )  On prend x,tl  un p o i n t  q u i  r é a l i s e  ce  maximum 

F in  de l ' i t é r a t i o n .  

Remarque O : On ve r ra  p a r  l a  s u i t e  q u ' i l  s u f f i t  de prendre  xkt1 e  E(xky zk )  

dans ii). 

Remarque 1 : On a do(xk) > O 

En e f f e t  do(%) = Max d ( t ,  x k )  Pa r  d é f i n i t i o n  W(xk) > 0. 
O 

teD(xk) 

En u t i l i s a n t  l 'hypothèse i i ) ,  l e  maximum de l a  fonc t ion  cont inue  d ( * ,  xk)  
O 

s u r  D(%) e s t  a t t e i n t  e n  un po in t  de B n D(u( \ ) )  q u i  e s t  b i e n  non v ide .  

Remarque 2 : Il e s t  t o u j o u r s  p o s s i b l e  de t r o u v e r  un p o i n t  z k e D(xk) t e l  que : 

Max d ( t ,  z k y  xk)  < dO(xk) 

teE(xk ,  zk)  

en  e f f e t ,  on p e u t  f a i r e  une démonstration iden t ique  à c e l l e  de l a  remarque 2 

du 1 1 . 1 . 2 .  



Max do(t. xn) = Max do(t, xn) 
tcD(xn) teB 

Max d(t, zn, xn) = Max d(t, Zn, xn) 

teE(xn, zn) tr~n{f(t 2 f(zn)} 

Remarque : Les démonstrations de ces propriétés sont identiques à celles 

proposées dans 11.1.3. 

41 Convergence de 1 ' a l  gori thrne - ------- ------------ ------- 

T o u t  op t imum toc& ; du ptroblërne 

Démonstration : 

U x  ) n 
Donc do(t, xn) S - 2 



L w(xn) 
Supposons que do( t ,  xn) < 7 e t  montrons que c e l a  e n t r a i n e  une 

contradict ion avec l ' op t ima l i t é .  

On va générer  une d i rec t ion  d, t e l l e  que l a  fonct ion  do(*,  x s o i t  n  
cro issante  dans c e t t e  d i rec t ion .  

t é t a n t  un optimum l o c a l  du problème { ~ a x  d o ( t ,  xn) ,  t 6 D ( x ~ ) )  

A - - 
=> 3V(t) voisinage de t t e l  que V t  r V(t )  n D(xn) 

- 
On note I ( t )  = {i = l... p / g i ( t )  = d o ( t ,  xn)1 - 

J l ( t )  = { j  = l... m / h . ( t )  = do( t ,  xn ) l  
l - 

J 2 ( t )  = { j  = l... m / - h . ( t )  + u ( x n )  = d o ( t ,  xn))  - 3 
II - 

L t  = = 1 .  q A t = bll 

On détermine, une d i rec t ion  d  qui  v é r i f i e  

cec i  e s t  toujours  poss ib le  [hypothèse i i i ) ]  

k 
~ n p o s e x = t + ~ ~ d  a v e c i ~ k 3 k F m  s u i t e  de nombres p o s i t i f s  con- 

vergente ve r s  zéro. 

k 
* pour k assez  grand x  r V(t ) .  

j 6 J l ( t )  on montre facilement [démonstration de l a  proposi t ion 

11.1.11 que : 



- 
j E J Z ( t )  o n a  : 

Pour k a s s e z  grand 

O(E é t a n t  un i n f in imen t  p e t i t  p a r  r appor t  à E k k ' 

Donc pour k a s sez  grand,  on a 

6 k 
Donc d o ( t ,  xn )  < gi(x)  

k A 

Donc pour k a s s e z  grand g . ( x )  > d o ( t ,  xn) 
1 

k 
A x - b = A t - b + E k A d  k 
l e  choix de l a  d i r e c t i o n  d e n t r a î n e  A x - b 2 O. 

k 
Donc x E B. 



Concl lision 

k A 

On a  x  E V ( t )  n D(xn) pour k a s s e z  grand 

A 

D'où l a  c o n t r a d i c t i o n  avec l ' o p t i m a l i t é  l o c a l e  de t .  

Démonstration 

Ident ique  à c e l l e  de l a  p ropos i t i on  11.1.2. 

Si on note t un opümum de la donctlon d ( * ,  zn, xn)  6Wz E(xn, zn ) .  

Démonstration 

, A , 
On suppose que d ( t ,  zn, xn)  = d o ( t ,  x  < f(t) - f ( z  ) e t  on montre 

n, n  
que c e c i  e n t r a î n e  l a  non o p t i m a l i t é  du po in t  t .  

La démonstration e s t  ident ique  à c e l l e  de l a  p ropos i t i on  11.1.3. 

Tou* point d'accunueaüon S de la duLte {znlnmI COMU~ pm 
l ' d g o M h m e  v M & L e  : f ( 5 )  2 f ( 2 ) .  



Démonstration 

* La s u i t e  {znInm est contenue dans l e  compact B, dont  il e x i s t e  au 

moins une sous-su i te  convergente e x t r a i t e  de { z  1 
n n a '  

On note  = Q i m  zn IN1 cIN 
IN' 

=> f ( i )  = Q i m  f ( z n )  ( c o n t i n u i t é  de f )  
IN' 

On suppose que f ( S )  < f ( x f  e t  on va montrer que c e c i  e s t  impossible .  

On montre en premier  l i e u  que : 

3n > O t e l  que V t  E B(X, T l )  
u ( X  ) n 

f ( t )  - f ( z n )  - 2 
pour n a s sez  grand. 

La démonstration e s t  i den t ique  à c e l l e  proposée pour  l a  

p ropos i t i on  II. 1 .4 .  

Pu i s  on montre que dans t o u t e  Boule B(2, >1) il e x i s t e  des  p o i n t s  

t q u i  v é r i f i e n t  : 

pour n a s s e z  grand. 

Ce q u i  e n t r a î n e  que pour n a s s e z  grand 3 t  E B(X, q) t e l  que 

N x n )  
d ( t ,  zn, xn) = - 2 

ce q u i  est en  c o n t r a d i c t i o n  avec l e  choix 

du p o i n t  z c ' e s t - à -d i r e  : 
n 

~ ( x  ) 
Max n 

d ( t ,  Zn,  Xn) <-  2 
t €E(xny  zn)  



* I l  r e s t e  à montrer que : 

V n  > O 3N(n) t e l  que Yn 2 N(n) 3 t  E ~ ( 2 ,  n )  

w(xn) 
v é r i f i a n t  do( t ,  xn) = - 2 

Pour c e l a  on note : 

i )  H(x ) # 0 c a r  l'optimum du problème Max d o ( t ,  xn) n 
t fD(xn) 

e x i s t e  e t  appar t i en t  à c e t  ensemble. 

On considère l e s  part i t ionnements su ivants  : 

Soi t  T l  > O 

On note  = Min {gi(X), i f 1 ~ 1  

On peut  toujours t rouver  un voisinage O(?) de X contenue dans 

B(X, T l )  qui v é r i f i e  

A ouvert  de R qui  cont ient  zéro .  

On considère l a  fonction F : 



k 
( 2 ,  O )  E v = (fa)-'(0) = {(x, A) e N I )  X A : h . ( x )  = A  j = l... m 

a= 1 3 

R Par  hypothèse 8 ,  j = 1. .. m ; Vgi( I ) ,  i r Il, P , R e e s t  
3 

une f a m i l l e  de vec t eu r s  l inéa i rement  indépendants.  

On no te  1 = {il. .. $1 k ind ices  compris e n t r e  1 e t  n t e l s  que l e  

jacobien aF  (iI) s o i t  une mat r ice  i n v e r s i b l e  
"x; 

- 
1 = { j  l... jn - k} les i n d i c e s  r e s t a n t s  compris e n t r e  1 e t  n.  

On appl ique l e  théorème des  fonc t ions  i m p l i c i t e s  

=> 33(8,  0 )  vois inage de ( 2 ,  O) dans h (n )  x n 

'L 
t e l  que 0 : fi(?, O) -t IR x lRn 

(x ,  
+ (A, X-> f1(x, A) ,..., fk(x ,  A ) )  

1 
% 

@ e s t  un homéomorphisme de R(2, O )  dans 
'L n+ 1 4 (O(%, 0 ) )  q u i  est un ouver t  delR . 

Donc 3~ > O 

3V(8) vois inage de  2 contenu dans R(2) c B(X, T l )  

t e l  que V(X) x 3-E ,  €1 c fi(%, O). 



S i  on prend E J-C, 

3! xI t e l  que ( x  x  ) E V(X) 1, 7 

Q(xI ,  x  - , A )  = (A, 2 , o. . .  O) 
1 Ï 

N x n '  
S i  on no te  An = - 2  R i m  An = O 

n  

3~ E IN t e l  que Yn 1 N A E 1-E, E[ n  ci x2  s 1  

ce qu i  e n t r a î n e  

n  n  n  
3!  x t e l  que x = (xI ,  X ) r ~ ( 2 )  

1 - 
T 

n u ( x n )  
h . ( x )  = - 

2 
j = l... m 

3 

n  n  W(xn) 
Donc on a  déterminé un p o i n t  x  E B(%, n B t e l  que do(x, xn)  = 

pour n  assez  grand en u t i l i s a n t  l e s  remarques i n i t i a l e s ,  on o b t i e n t  f(S) 2 f (X) .  



T o d  p o i n t  d ' a c c u n u e a t i o n  a d e  la butXe  {xnlnm c o ~ t u i . t e  pcüz t '&go-  

&thme,  v w d i e  : 

La démonstration de c e t t e  proposi t ion e s t  ident ique  à c e l l e  proposée 

pour l a  proposi t ion  II. 1.5.  La proposi t ion  11.2.5 montre que l e  po in t  X e s t  

r é a l i s a b l e  pour l e  problème i n i t i a l .  D'autre p a r t  2 e s t  une so lu t ion  optimale 

de ce problème. 

T o u t  p o i n t  d l a c c u m W o n  x de l a  ~ L t e  f xnInm c o m b X e  pan t 'dego- 

&Lthme U R  b o ~ o n  o p ~ ~ e  du  p o b t è m e  i W  : 

1 lmaximiser f  ( t  ) 

Remarque : Dans l a  démonstration de l a  proposi t ion  11.2.4, on u t i l i s e  unique- 

ment l a  r e l a t i o n  : f(xn+,) 2 f ( z n ) .  

Donc dans l ' a lgor i thme,  il s u f f i t  de prendre 

mais pas  forcément un point  qui  maximise l a  fonct ion  d ( * ,  zn, xn) s u r  

E h n ,  zn) .  



II .3. Probleme avec des contraintes en egal it6 et en inégalité 

Si  on considère l e  problème 

où l e s  fonct ions  du problème sont  continûment d i f  f é r e n t i a b l e s  . 

Hypothèses 

i) Le domaine r é a l i s a b l e  de (P) e s t  non vide,  il e x i s t e  au moins une 

so lu t ion  optimale,  notée 2. 

ii) 37 > O D(Ë) = {t c R~ : g i ( t )  2 O i = I... p 
compact 

O s h . ( t )  s E j = I... m) 
3 

iii) YE c IO, El D(E) = { t  E IRn : g i ( t )  2 O i = l... p 

O S  h . ( t )  S E j = l... m 
3 

O 
v é r i f i e  # 0 

% 
i v )  Yt E D(E)  on note  

'L 'L 'L 
~ ( t )  = f i  = i... p / g i ( t )  = ~ ( t ) )  

'L 'L 'L 
(Vhj(t)  j = l... m;Vg. ( t ) ,  i r ~ ( t ) )  e s t  une famil le  de vecteurs  

1 

l inéairement indépendants. 



VA E [Min . f ( t ) ,  Max f ( t ) j  

t EV (El  tcV(F) 

Nota t ions  

Pour t o u t  x q u i  v é r i f i e  : h . ( x )  > O j = l... m 
3 

1 
On no te  U(x) = - Max 2 I h i ( x ) l  

d0(x)  = Max d o ( t ,  x )  

teV(x)  

S o i t  z un p o i n t  de D(x),  on pose : 

-* I n i t i a l i s a t i o n  -------------- 

On d ispose  d'une po in t  de dépa r t  xo qui  v é r i f i e  



+ I t é r a t i o n  k : 

S o i t  xk l e  p o i n t  de dépar t .  

i )  Chercher zk c D(\) t e l  que : 

O(%) 
Max d ( t ,  zk, xk)  < d ( X  ) = - O k  2 
t r E ( x k ,  zk )  

i i )  On prend 
Xktl c E(Xk, zk)  

Fin de l ' i t é r a t i o n .  

Sous c e s  hypothèses,  on peut  montrer  que l ' o n  a l e  théorème s u i v a n t ,  

p a r  un raisonnement ident ique  à c e l u i  du paragraphe 11.2. 

Tout point d ' a c c u m U o n  x de la b&e {xnIn com&uLte pm l'cd- 

gotuthme & aollLtion op;tunde du pto blème (P) . 

III. DESCRIPTION D 'UN  ALGORITHME APPROCHE 

III .l. Introduction 

L ' a l g o r i t h r e  p ré sen té  dans l e  II n é c e s s i t e  l a  déterminat ion d 'un poin t  

z c D(xn) t e l  que : n 

"'xn> 
Max d ( t ,  zn, xn) < -2 
t r E ( x n ,  zn)  

On v é r i f i e  faci lement  s i  en D(xn),  mais p a r  cont re  l a  v é r i f i c a t i o n  

que : 

W(xn) 
Max d ( t ,  zn, xn)  < -2- 
t cE(xn  zn)  

e s t  p l u s  d i f f i c i l e .  

La déterminat ion d'un cen t r e  de E(xn, zn)  e s t  impossible  p a r  un pro- 

cédé f i n i  ( s au f  c a s  p a r t i c u l i e r s ) .  



On va u t i l i s e r  l a  no t ion  d '€-cent re  i n t r o d u i t e  p a r  HUARD C131. 

- 
t e s t  d i t  E-centre de E(x zn)  s i  n 

d ( t ,  zn, xn) 2 Max d ( t ,  zn, xn) - E 

E é t a n t  un nombre q u i  v é r i f i e  : 

HUARD propose d'un algori thme p a r t i e l  q u i  permet de dé te rminer  

des  €-cent res .  

L ' idée  e s t  de décomposer chaque i t é r a t i o n  en deux phases.  

l è r e  phase : Détermination d'un p o i n t  t0 D(xn) à p a r t i r  du p o i n t  de dépa r t  ----- ---- 
x , p a r  un procédé f i n i  u t i l i s a n t  l ' a lgo r i thme  p a r t i e l  de HUARD. n 

2ème  hase : Détermination de z e t  x E D(x ) t e l s  que xntl s o i t  un ----- ---- n n t 1  n 
E-centre du tronçon E(xn, zn)  p a r  un procédé f i n i .  

111.2. Alaorithme modi f ié  

On conserve l e s  no ta t ions  e t  l e s  hypothèses i n t r o d u i t e s  dans l e  para-  

graphe II .2 e t  on pose : 

Pour x e t  y c {t E B : g i ( t )  2 O i = l... p 

h . ( t )  > O j = l... rn 
1 1 

On no te  f ( x ,  y )  = f t  c B : g i ( t )  2 O i = l... p 1 



On cons idè re  l a  f a m i l l e  paramétrée p a r  x  e t 1  

A E [Min f ( t ) ,  Max f ( t ) l  

tcD(xo)  tcD(x0) 

x  é t a n t  l e  p o i n t  de dépa r t .  
O 

On suppose que l ' o n  a  deux s u i t e  ( E ~ } ~ ~  e t  {\)ha, chacune d ' e l l e s  

é t a n t  une s u i t e  décro issante  de nombres p o s i t i f s  a s sez  p e t i t s  qu i  converge 

v e r s  zéro.  

On no te  pour  t E F(x ,  y )  e t  z E D(x). 

D ( t ,  F(x,  y ) )  = ~ i n { ~ ~ ( t ) ,  i.1.. . p ; h . ( t ) ,  1 . .  p i - h . ( t )  
3 3 

d ( t ,  z ,  x )  = MinIgi( t ) ,  i = l... p ; h . ( t ) ,  j = 1.. m ; - h . ( t )  + u ( x ) ,  j = l... m ; 
3 3 

+ I n i t i a l i s a t i o n  

On suppose que l ' o n  a  un p o i n t  de dépa r t  x O E B q u i  v é r i f i e  

+ I t é r a t i o n  n  : 

xn p o i n t  de dépa r t  de l ' i t é r a t i o n .  



a ~étermination d'un point appartenant 1 D(xF) ............................................ 
On pose y. = x n 

k = O  

i) On détermine yktl un Ek-centre de F(xn, yk) 

i i )  & yk+l D(xn) 

On passe en @ avec t0 = yk+l 

s inon on va en  i) avec k + l  au l i e u  de k - 

t po in t  de départ  E D ( X  ), on pose h = O 
O n 

i )  On note Ah  = f(tk) 

ii) on détermine t un $-centre de G(xn, h + l  Ah)  

on pose z = th n 

f i n  de l ' i t é r a t i o n  n 
X 

- 
n + ï  - t h + l  

s inon on va en  i )  avec h + l  au l i e u  de h. - 
Fin de l ' i t é r a t i o n  

Remarque : On suppose que l e s  nombres Ek s o n t  assez p e t i t s  pour a v o i r  : 

O S Ek < Max{D(t, F x  yk) ) ,  t t F(xn, yk) )  

De même, on suppose que les nombres T l h  v é r i f i e n t  

O s \ < Max(d(t, th, x ,  t t 



1 I I .  3.  Propriétés 

Démonstration : 

Pour s i m p l i f i e r  on note 1 l e s  ind ices  de g ( * )  

J l e s  ind ices  de h ( * ) .  

Par cons t ruct ion  

D ( Y ~ + ~ ,  F ( ~ , Y  Yp ) )  2 Max M t ,  xn 3 Yp)) - Ep 

t rF(xnY yp) 

en supposant que Vp r  R y 4 D(x,), on montrera dans un premier temps que 
P  

D ( ~ p + l  y 
F(xn, y p ) )  + O p  e t  dans un deuxième temps que c e l a  en t ra îne  

IN" 

une contradic t ion  avec l a  r e l a t i o n  ( 1 ) .  

* Dans un premier temps on montre que 

e t  O S E: < Max D ( t ,  F(xn 
P  Y Yp)) 

t cF(xny  yp) 



c e c i  e n t r a î n e  : ~ a x { u ( x ~ ) ,  h ( Y  11 S ~ax{U(x  ), h.(y )} Yj r J 
j p + l  n I P  

ou de manière p lus  générale 

V j  r J 

~ a x I w ( x ~ ) ,  h . (y  1 P ~ a x f u ( x ~ ) ,  h . (y  3 P ) }  

Vp' 2 p 

Par hypothèse Vp y 1 D(xn) 
P 

Donc Vp E N ,  3jp c J t e l  que h ( y  ) > W(xn) 
j P P 

J = (1, 2 , .  . . , m l  ensemble des ind ices  des composantes de h e s t  f i n i .  

p E JN e s t  i n f i n i .  

Donc 3 jo  c J 

t e l s  que Vp r N' h .  (yp) > u(xn)  

a' c N  O 

S i  on considère l a  s u i t e  Iy 1 
P p a l 9  

e l l e  e s t  contenue dans un compact. 

11 e s t  donc toujours  poss ib le  d'en e x t r a i r e  une sou-suite  convergente. 

- 
3w" c N' t e l  que R i m  y = y 

P P 

N" 

On considère p '  l e  prédécesseur de p dans Nt' c 34'. 



Donc on a : 

On passe  à l a  l i m i t e  p -> m 

lN 

Donc on a montré que R i m  D(yp, F(xn. yp-l ) )  = O 
P- 
IN" 

* On montre que c e l a  e n t r a i n e  une con t r ad ic t ion .  

O 

Par hypothèse ( i i ) )  u (xn )  > O e n t r a i n e  B n D(w(xn)) # 0. 

O 
Donc 3T r B n D(w(xn)) 

n a i s  D(y F(xn, Y ~ - ~ ) )  2 Max D( t ,  F(xn, Yp-l)) - Ep 
P ' 

t rF (xn ,  Yp-1 1 

On passe  à l a  l i m i t e  p -> 
N" 



Donc on o b t i e n t  O 2 d o ( i ,  x ce q u i  e s t  faux. n 

Donc l 'hypothèse de dépa r t  e s t  f a u s s e  

-> 3 ~ *  E N  t e l  que y * r  ~ ( x , ) .  
P 

Wx,) 
3 ~ N . t & g u e d ( t ~ * ~ ~ ,  t xn)  + ~1 < -  

O* q*' q* 2 - 

c'ut-à-diire lu phase @ compohte un nombire 6Lni d '#aped .  

Démonstration 

On va montrer q u ' i l  e x i s t e  N' c N t e l  que 

Car dans ce c a s  kim d( th+ly  th, xn) + = O 
h-wo 

N x  n e t  comme - > 0 -  
2 

* 
Il  e x i s t e  q E N '  t e l  que 

c ' e s t - à -d i r e  l e  r é s u l t a t  voulu. 

Par  cons t ruc t ion  

Vh 6 N d(tht l ,  th, xn) 2 Max d ( t ,  th, xn) - qh 

t r ~ ( x ~  ,Ah) 



Donc on a : 

{thlh EN 
est une s u i t e  contenue dans un compact 

- 
=> a' c N  t e l  que R i m  th = t 

h-Kx, 

N' 

D'autre  p a r t  f ( t h , )  2 f ( t h t l )  Yht 2 h + l  

Donc s i  on note  h '  l e  successeur  de h dans IN', on a : 

On passe à l a  l i m i t e  SW IN' 

Donc R i m  d ( th+l ,  th, xn) = O.  
h- 

Remarque : Les p o i n t s  z e t  x déterminés v é r i f i e n t  n n+ 1 

X - 
n+ 1 - th+l (un nh - c e n t r e  de G(xn, 

~ ( x -  
Ah)  

Donc on a 

c ' es t -à -d i re  en reprenant  l e s  n o t a t i o n s  du paragraphe 11 .2 .  



'Nxn) 
Max d f t ,  zn, xn) < 7 
teE(xn,zn> 

Les deux c r i t è r e s  de f i n  d ' i t é r a t i o n  de ces deux algori thmes sont bien 

de même nature .  

Conclusion 

L'algorithme modifié comporte deux phases e t  chaque phase s e  compose 

d'un nombre f i n i  d 'é tapes .  Mais chaque é tape  e s t  l a  détermination d'un E-centre 

d'un tronçon donné. 

P. HUARD propose un algorithme p a r t i e l ,  qui  sous des hypothèses de 

concavité ,  donne un E-centre. 



...................... ...................... * * * 
* * * * CHAPITRE I I I  2 * 



J. ALGORITHME UTILISANT LA NOTION DE POINT STATIONNAIRE 

1.1. Introduction 

Les deux a lgor i thmes  p ré sen té s  dans l e  c h a p i t r e  précédent  demandent 

à chaque i t é r a t i o n  l a  déterminat ion d'un c e n t r e  ou d'un &-centre ,  dont l a  

reconnaissance e s t  d i f f i c i l e  s au f  c a s  concave. 

Comme dans l a  méthode des  c e n t r e s  l i n é a r i s é e ,  on va e s s a y e r  de rem- 

p l a c e r  l a  maximisation de l a  F-dis tance,  p a r  l a  r é s o l u t i o n  d'un nombre f i n i  

ou i n f i n i  de problèmes l i n é a i r e s .  

P.  HUARD C13, p. 651 i n t r o d u i t  un algori thme p a r t i e l  q u i  permet d'ob- 

t e n i r  un p o i n t  s t a t i o n n a i r e  pour  l e  problème de maximisation de l a  F-distance. 

Comme dans l a  méthode des c e n t r e s  l i n é a r i s é e ,  on va u t i l i s e r  c e t  a lgori thme 

p a r t i e l .  

Comme dans l e  c h a p i t r e  précédent ,  on s ' i n t é r e s s e  au  problème 

g i ( t )  2 O i = l... p 

h . ( t )  = O j = l... m 
3 

où l e s  f o n c t i o n s  son t  continûment d i f f é r e n t i a b l e s  

B = (t E lRn : A t  2 b) polyèdre compact 

H v ~ o  thèses 

i L e  domaine r é a l i s a b l e  de (P) e s t  non v ide ,  il e x i s t e  au  moins une 

s o l u t i o n  opt imale,  que l ' o n  no te  g. 



G1 t e l  que h ( t )  = O 

OU 
j 1 t 

d j 2  t e l  que h ( t )  = €1 
j 2 

'b 
i i i )  Y t  E O ( € ) ,  on note  

'b 'b % 
Y(?) = ~ i n I ~ ~ ( t ) ,  i = 1.. . p ; h . ( t ) ,  j = 1.. . m ; - h . ( t )  + E j = l... 

3 1 

'b '-b E 
en t o u t  p o i n t  t q u i  v é r i f i e  Y ( t )  # 

'b 'b 'b 
On note : I ( t )  = {i = l... p / g i ( t )  = ~ ( t ) }  

% 
J ( t )  = Matrice dont l e s  l i g n e s  s o n t  

a i v )  {vhj(2) j = 1. .. m ; Vgi(l) i E I ( l )  ; A  1 E ~ ( 2 ) )  e s t  une f a m i l l e  de 

vec teurs  l inéa i rement  indépendants.  

pour t o u t  h E [Nin f ( t ) ,  Max f ( t ) l  
~ E B  ~ E B  



1.2. Algorithme 

+ initialisation -------------- 

On a un point de départ x qui vérifie O 

(XO ' 

On pose k = 0. 

+ itération k 

* x point de départ de l'itération k 
On dispose de ~ ( x  1 et D(x ) 

k k 
(voir notation du chapitre précédent) 

* On détermine z c D(xk) k 

yk D(xk) 

tels que yk soit point stationnaire pour la maximisation de 

d(t, zk, x 1 sur B avec k 

* On pose x - k+l - Yk 

fin de l'itération 

S o d  X h &hLte d'une 60~~6-6~i.te convqente exAmLte de {xnJn ÉW, 
dotrn # ait ~ W o n r d t e  powl le piroblème (Pl . 

Démonstration : 

"k'k r m  contenue dans un compact, donc il existe au moins uns sous- 

suite convergente : 



- 
3N' c IN tel que Rim % = x  h-0 

N' 

Par construction x est un point stationnaire pour la maximisation h 
de d(* 9 Zh-l, Xh-l ) sur B. Par un raisonnement identique à celui d'HUARD Cl31 : 

* (Vg i O x x-xh) O si d(xh, Zh-l) Xh-l = g, (xh) 
O 

* (Oh. (xh). x- xh) O si d(xh, z ~ - ~ .  = h. (xh) 
11 11 

* (-Oh (xh). x - xh) 5 0 
j2 

si d(xh, z ~ - ~ .  x ~ - ~ )  = -hj (xh) + WX 1 
2 

h-1 

1 Ixh9 'h-1 hr a1 est contenue dans un compact 

Donc on peut extraire une sous-suite convergente, 

- a" c #' c IN tel que Rim xh = x 
h-J 
N " 

- 
Rim zh-l = z 
h-0 
H " 

Il y a une infinité d'indices h dans N". 

Il y a un nombre fini d'éléments dans {f, gJ.. . gp, hl.. . . , hm 
-hl,.... -h 1 m 

Donc pour une infinité d'indices h EN on a 1 



W(xh-l) 
Par cons t ruct ion  d(x  h, Zh-l¶ \-l) < 

2 

On passe à l a  l i m i t e  h + 03 

- 
en u t i l i s a n t  L i m  xh = x 

h-KD 

- 
L i m  2,-, = z 
h+m 

L i m  W ( X ~ - ~ )  = O 
h+= 

Donc on a : 

Maintenant on va montrer que ce r é s u l t a t  en t ra îne  l e s  condi t ions  de 

Kuhn e t  Tucker pour l e  problème (P) c 'es t -à-d i re  l ' ex i s t ence  de (u, v )  E  IR^ x R~ 

t e l s  que : u 2 0  

- l e  cas  : (Of(;), ( x  - X) ) I O Yx E B 

e s t  t r i v i a l ,  il s u f f i t  de prendre u = O E $ 
v = O €IRrn 

- l e  cas  : gi ( x )  = 0 

e t  
O 



Il e s t  t ou jou r s  p o s s i b l e  de t r o u v e r  u  a s sez  grand pour  que u  > O e t  
i~ i O 

- 
l e  c a s  : (Ohj (21, x - X )  5 O VX E B 

1 

s e  t r a i t e  de l a  même manière en prenant  

v  nombre p o s i t i f  assez  grand 
j 1 

l e  c a s  : (-Vhj , x - 2) 5 O Yx E B 
2 

on prend : u = O E fl 
v = O  
i 

V j = l  ... m j # j 2  
- 

v nombre n é g a t i f  a s sez  p e t i t .  
j  2 

Donc on a  montré que l e  po in t  x e s t  un p o i n t  s t a t i o n n a i r e  pour l e  

problème ( P ) .  

1.3.1. Introduction ------------------- 

Dans l ' a lgo r i thme  d é c r i t  dans l e  paragraphe 1.2,  il f a u t  déterminer : 

te ls  que y s o i t  po in t  s t a t i o n n a i r e  pour  l a  maximisation de d ( * ,  zk, xk) s u r  B 
k 

W(x,) 
avec d(yk, zk, xk) < -2 . 



Pour c e l a  on s e  f i x e  z e D(xk), p u i s  on u t i l i s e  l ' a lgo r i thme  p a r t i e l  
k  

proposé p a r  HUARD C13, p. 651. Cet a lgori thme c o n s t r u i t  une s u i t e  de po in t s  

h  

{Y}hr t e l l e  que t o u t  po in t  d 'accumulation de c e t t e  s u i t e  s o i t  s t a t i o n n a i r e  

pour  l e  ~ r o b l è m e  : 

1.3.2. Desc r i~ t ion  d'une i té ra t ion  
- - - - - - - - i - - - - L - - - , - - - - - - - - - - - - - - - -  

I t é r a t i o n  k 

* -_-_----___-__ i n i t i a l i s a t i o n  : s o i t  t r  D(xk) O 
on note  U = w ( x ~ )  

on pose p = O 

O i n i t i a l i s a t i o n  : s o i t  t É D(xk),  on note  A - P P  
= f ( t p )  

h  
1 2  Résoudre l e  problème l i n é a r i s é  en  y - 
I h h  h  
: N a x ~ i n { f ' ( t , y ) - A ~ ; g j ( t ,  y ) ,  i=l . . .  p ; h ! ( t ,  y )  j = l  ... m ;  

t r B  a 
3 

-h! ( t ,  y ) +  j = l... ml 
3 K 

l 

I h+ 1 
1 on o b t i e n t  l e  po in t  z 
I 
1 

' 3  Maximiser l a  fonc t ion  
f- 

I 
1 Min{f(t)  - A  g t  i 1 . .  p  ; h t  j = 1 . .  F ; - h . ( t ) + U k  
1 P 3 
1 
1 h h + l  
1 s u r  l e  segment [y,  z 1 
1 

j = l... m l  

I 
I h+ 1 
1, On o b t i e n t  y e t  on r e tou rne  en 2 avec h + l  au  l i e u  de h  - 

h 
4 On note  t un p o i n t  d 'accumulation de (y} - P + ~  he IN 



on pose y = t k p+l 

z = t  
k P 

Xk+l = Yk 
fin de l'itération k 

sinon on passe à l'étape p+l 

Fin de l'itération 

1 . 3 . 3 .  Pronriétés de cet algorithme 
- - - - - - - - - -&--- - - - - - - - - - - - - -  ------- 

Le p o i d  t e6.t u n  point b W o n n a h e  povl lu maximibation de 
p+l 

d ,  tp, Xk) b w L  B. 

Démonstration 

Les pas - 1, - 2 et - 3 de l'algorithme précédent correspondent à l'algorithme 

partiel décrit par HüARD [13, p. 651. 

Dans ce même article HUARD montre que tout point d'accumulation de 
h 

la suite est un point stationnaire pour la maximisation de d(*, tp, xk) 

sur B. 

* w(x,) 
3p E N  tee que d(t * , t *, xk) c - 5 -  

P +1 P 

Démonstration 

Par définition 

1 - = d ( ) = Max do(t, xk) 
2 O Xk trB 



w(xk) 
Donc do( tp+l, x,) - 2 

w(xk) 
On suppose que Vp r IN d(tp+l, tp , xk) = 2- 

Mai YP' 2 p+l f(t , ) 1 f(t par construction. 
P p+l 

Donc Yp r N 
w(xk) 

2 5 f(tp,) - f(tp) 
Yp' 2 p+l 

{tp)p EN est une suite contenue dans un compact 

- 
=> a' c N tel que Rim t = t 

pK* 
P 

N' 

Soit p' le successuer de p dans N' 

On passe à la limite dans cette double inéquation, en utilisant la 

continuite de f, on obtient : 

ce qui est impossible. 

D'où la contradiction avec l'hypothèse de départ 

* * Jp t W  tel que d(t * , t *, xk) <T 
P +1 P 



Concl usi  on 

On a montré que l e  nombre d 'é tapes  est f i n i ,  mais p a r  cont re  dans chaque 

étape on a un algorithme p a r t i e l  qu i  est l e  p lus  souvent i n f i n i .  

JI. ALGORITHME UTILISANT LA NOTION DE POINT STATIONNAIRE A e-PRES 

11.1. INTRODUCTION 

Dans chaque étape,  l 'a lgori thme p a r t i e l  e s t  l e  p lus  souvent i n f i n i .  

Soi t  E > O un p e t i t  nombre f i x é .  

Dans chaque étape,  on va chercher à t rouver  un point  t qui  s o i t  
p + l  

s t a t ionna i re  à C-près . 

II. 2. ALGORITHME 

I t é r a t i o n  k 

* i n i t i a l i a a t i o n  : Soi t  xk l e  po in t  de dépar t ,  on l u i  a s soc ie  -------------- 
w(xk) D(xk) a 

on note 

* On détermine un point  t0 E D(xk) 

e t  on pose p = O 

O i n i t i a l i s a t i o n  : t connu, on pose )i = f ( t p )  _ -------------- P P 
O 

1 on pose y = t - P 
h 

2 ~ é s o u d r e  l e  problème l i n é a r i s é  en y - 
h h h h 

~ a x { ~ i n  f ' ( t ,  y) - 5 ; g i ( t ,  y )  ; h;(t,  y )  ; - h j ( t ,  y )  +w(xk) l  

- . - - - - - -. - -. - t tB p.pp- 
i=l... p j=l. .. m j = l  ... m 



h + l  
on o b t i e n t  l e  p o i n t  z 

h h  
h h  1 

on no te  (w, u ,  v  , v 3  l e s  m u l t i p l i c a t e u r s  de ce 

problème l i n é a i r e .  

3 Test  : - ---- 
h b 

h h h  1 2  h  
s i  Vx L(y, w ,  u, v ,  v 6 r(T(B,  y ) )  + B(0, E )  = 

h 
On pose t = y 

p + l  
f i n  de l ' é t a p e  p  

s inon on va en 4 - - 
h h + l  

4 Maximisation s u r  [y,  z 1 de l a  fonc t ion  - 
~ i n { f ( t )  - hp ; g i ( t )  i =  l... p  ; h j ( t )  j = l... m ; - h j ( t )  +w(x  ) 

k 
j = l... m l  

h + l  
On o b t i e n t  l e  po in t  y  e t  on va en 2 avec h + l  au l i e u  de h.  - 

* Test de S o r t i e  -------------- 

W x k )  
S i  d(tpt l ,  - - t xk)  < 7 on pose 

P ' %+l ' tp+l 

f i n  de l ' i t é r a t i o n  k  

s inon on pas,se à l ' é t a p e  su ivan te .  - 
F i n  de l ' i t é r a t i o n  

Remarque : Le t e s t  3 e s t  un c r i t è r e  d ' a r r ê t  pour l ' a lgo r i thme  p a r t i e l ,  - 
p l u t ô t  qu'une no t ion  mathématique. 

I I .  3.  PROPRIETE 

Vp E IN 3h* r IN t e l  que 



Démonstration 

Ce résultat prouve que dans chaque étape p, le nombre de pas pour 

déterminer le point t est fini. 
p+l 

On suppose que le nombre de pas est infini, donc si on note 7 un point 
h 

d'accumulation de la suite {Y)hE 

On sait que 7 est un point stationnaire pour la maximisation de 
d(*, tp, xk) sur B. 

On considère le programme 

Maximiser 1.i 

f(t) -Ilp 2 1.i 

gi(t) 2 1.i i E 1 

- -1 -2 On note (Gy u, v , v , 6 )  les multiplicateurs associes. 

étant la valeur 

d(?, tp, xk) 

- -1 -2 
Mais ces multiplicateurs CG, u, v , v , 61 sont aussi des multiplicateurs 

pour le problème linéarisé en y. 



h h hl h2 h 
Si on note LW, u, v , v , al les multiplicateurs du problème linéarisé 

h 
en y. Ces multiplicateurs sont bornés, donc ils convergent sur une sous-suite. 

Si on note 

h h h h l h 2 h  
I Ivx L1(y, O, u, v ,  v ,  aWI converge vers 

- -1 -2 I Ivx 6 ,  u, v , v , 6 )  I 1 qui est nulle 

=> Pour h assez grand 

Conclusion 

On a un algorithme partiel fini pour déterminer t 
p+l' 

Donc on a un procédé fini pour déterminer le successeur xktl du point 

x Mais il reste le problème de la détermination du point initial t 6 D(xk). k ' O 

C'est le sujet du paragraphe suivant. 

III. DETERMINATION D'UN POINT DE D(xk) 

111.1. Rappels 

On dispose d'un point xk r B tel que gi(xk) > O i = l... p 

h.(x ' O j = l... m 
3 k 

On conserve les notations du chapitre précédent. 

Mais pour simplifier on note pour E > 0 : 



On va c o n s t r u i r e  un algori thme f i n i  q u i  permet d ' ob ten i r  un po in t  6 D(xk) 

e n  pa r t an t  du p o i n t  xk. 

II 1.2. ALGORITHME 

O i n i t i a l i s a t i o n  : on conna i t  xk t e l  que u(xk)  > O - 

C 
O 

1 a on pose x = xk - Eo = 2 M x k )  

O O @ on détermine z qu i  maximise d i ( t ,  x ,  Eo) sur B 

O O O 
@ on détermine y qui  maximise d l ( t ,  E s u r  Lx, z l  O 

O 
@) on pose p = 1 E = Max 1 {hj  (y ) )  

j=l . .  .m 

2 é t a p e  p : - --- -- 
P P-1 @ on détermine z q u i  maximise d l ( t ,  y , El) s u r  B 1 

P P-1 P @ on détermine y q u i  maximise d l ( t ,  El) sur C y z l  

3 Tes t  : - ---- 
P P 

& y D(xk) n B  on pose  t0 = y s t o p  

s inon  on va e n  2 avec p + l  au  l i e u  de p - - 

III .3. L'ALGORITHME EST FINI 

T0u.t point  ~ t a ü o n n a i n e  pom la maunridation de d( , €3 ~ i u r  B v W 6 i e  : 



Démonstration 

E l l e  e s t  i den t ique  à l a  p ropos i t i on  du c h a p i t r e  2. 

Démonstration 

P 
On suppose que l a  s u i t e  {y) 

PE IN 
e s t  i n f i n i e  

P-1 P 
{ y , zIpc e s t  contenue dans un compact 

,P-1 - 
R i m  y = y 

p - 
R i m  z = z 
P 
N' 

Dans un premier  temps, on montre que : 

Pui s  comme El = Max 
j=l,. .m 

O 
avec O < h . ( y )  < E 

1 O 

c e  q u i  e n t r a i n e  que : 

LILLE 0 

0 s h.(t) < w(xk) j = l... ml 
1 
































































































































