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NOTATIONS

R : ensemble des nombres réels

n o)
VA cCcR A : intérieur de A

Fr(A) = frontiére de A

¥x e R° |lx|| = norme euclidienne de x

¥f : R" + R différentiable en x ¢ R°

VF(x) vecteur représentant le gradient de f en x
¥x, y eIRn

(%, y) le produit scalaire euclidien de x et y
{z eR” : z =2z + (1-2)y X e [0, 17}

[x, yl

Pour A cR et x € A
"[A] : enveloppe convexe de A
T(A, %) : cBne tangent 3 A en X
"(T(A, X)) : cdne polaire négatif de T(A, x)
= {ueR : (u, y) €0 ¥y e T(a, X))}
Vh : R® » R différentiable en x ¢ R

h'(t, x) = h(x) + (Vh(x), t-%)

L'approximation tangentielle de h en x.



INTRODUCTION

La méthode des centres introduite par P. HUARD, est un algorithme
général de résolution de programmes mathématiques non linéaires. Par la
suite il propose une variante : La méthode des centres lindarisée qui uti-

lise la linéarisation du domaine.

Mais en particulier cette méthode ne convient pas au cas des pro-

grammes qui contiennent des égalités non linéaires.
L'idée principale est de remplacer 1'égalité :
h(t) = 0
par la double inégalité
0 <h(t) <€

La méthode proposée consiste 3@ résoudre partiellement le probléme

obtenu avec cette double inégalité, puis de diminuer la valeur du €.

Le chapitre I contient un bref rappel sur les propositions de BEUNEU

et HUARD pour résoudre les programmes mathématiques contenant des égalités.

Dans le chapitre II, on trouve un rappel sur la méthode des centres
linéarisée introduite par HUARD. Puis la présentation théorique d'un algo-
rithme permettant de résoudre les programmes contenant des égalités non

linéaires.

Le chapitre III présente des variantes de l'algorithme théorique. Le
chapitre IV comprend la description du code N4MCLO, qui utilise la méthode
des centres linéarisée avec des modifications qui améliorent les résultats.
Puis une description du code N4MCL1 qui lui utilise les résultats de ce tra-

vail.



PLAN

Chapitre I :

I : Présentation
IT : Proposition de choix de probléme équivalent : BEUNEU
IIT : Recherche jtérative proposée par P. HUARD

Chapitre II :
I : Méthode des centres 1linéarisée
IT : Présentation d'un algorithme théorique pour la résolution

d'un probléme avec des égalités
T1I1 : Description d'un algorithme approché

Chapitre III :

I : Algorithme utilisant la notion de point stationnaire
Il : Algorithme utilisant la notion de point stationnaire & e-prés
II1 : Détermination d'un point de D(x)

Chagitre v :

I : Méthode des centres lingarisée : code N4MCLO
IT : Traitement des programmes mathématiques avec des contraintes
en égalité : code N4MCL1
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1. PRESENTATION

On s'intéresse aux programmes du type :

Maximiser f(t)

(P) g(t) 20

h(t) = 0
o f : R" + R
g : R" + RP
h: R > R"

Ces fonctions sont continiiment différentiables et supposées quel-

congues.

La plupart des méthodes proposées pour résoudre ce type de programme
sont des généralisations de méthodes d'optimisation & contraintes linéaires,

ou d'optimisation sans contrainte.

Le but de ce travail est d'essayer d'utiliser la méthode des centres
et plus particuliérement la méthode des centres linéarisée pour résoudre ce
programme. Il ne peut &tre résolu directement par cette derniére méthode,

car elle exige que 1l'intérieur du domaine réalisable soit non vide.

Une premiére idée est de distinguer les égalités et les inégalités,

en notant :
B ={t ¢R"/ h(t) = 0}
c={teRr"/ g(t) 2 0}

On remplace la résolution de (P) par la résolution d'une suite de

programmes (Pk)

maximiser d(t, Ak)
(P,)
t € E(Xk) n B



avec Ak = f(xk_l)

X, _y étant une solution optimale de (P, _,)

dlt, Ak) = Min{f(t)-xk;gi(t), 1=1,:. p}

E(\) = C n{t eR™ : £(t) 2 A}

k

Sous des hypothéses larges, la suite infinie des points {xk} converge
vers X, solution optimale de (P). La ctontrainte t € E(Xk) est inutile dans

0
la résolution du probléme (Pk) car x, € E(lk).
Donc on est ramené 3 résoudre le programme :

maximiser d(t, Xk)

t € B

La méthode des centres linéarisée consiste & linéariser le domaine

E(Xk), c'est-a-dire & résoudre

maximiser A

£10t, %) = A 2 M

gi(t, xk) 2 Y i2 Jesa P
t € B

Si les équations h(t) = O sont linéaires, ce nouveau programme est
linéaire et il peut donc &tre résolu facilement, par exemple par la méthode

du simplex.

Par contre si les équations sont non linéaires, la résolution de ce

nouveau programme n'est pas immédiate.

BEUNEU propose de trouver un probléme (P') qui ne comporte que des
inégalités, c'est-d-dire dont le domaine ait un intérieur non vide, tel que
toute solution optimale de (P) soit solution optimale de (P'). HUARD propose

un procédé itératif pour déterminer ce programme (P') équivalent a (P).



I1. PROPOSITION DE CHOIX DE PROBLEME EQUIVALENT : BEUNEU

1) Introduction

On considére le programme :
maximiser f£(t)
(P) g(t) 2 0

g(t) =0

Mais la présence d'égalités non lindaires complique l'utilisation de

la méthode des centres linéarisée.
f : R% + R
g : R" > RP  sont supposées continliment
h : R® »R" différentiables
On pose
maximiser f(t)

P'(e) [|g(t) 2 0
Ej hj(t) 20 j=1l...m

Le probléme est de déterminer les {Ej, j=1... m} tels que toute solu-

tion optimale de (P) soit solution optimale de (P'(g)).

L'idée principale est de remplacer hj(t)==0 par
h.(t
h.(t

5 )

et qu'ad l'optimum de (P) une seule de ces deux contraintes sera active, bien

\"

0

A

0

que toutes les deux soient-saturées, en supprimant la non active, on obtient

le programme (P'(€)). On note :



On note :
Az {teRrR": g(t) 2 0 et h(t) = 0} domaine réalisable
T(A, %) : cOne tangent 38 A en X

P = TT(A, %)] enveloppe convexe fermée de T(A, ).
On considére 1l'hypothése :

(H) P = {y eR" : (Vgy:(%), y) 20 ¥izl...ptq gi(i)=0}

(Vhy(), y) =0 ¥j=l...m

qui est la contrainte de qualification avec laquelle les conditions de Kuhn

et Tucker sont des conditions nécessaires d'optimalité.

Proposition 1 :

Sous £'hypothése (H,), 84 % est solution optimale de (P). Alons AL
existe un choix des {ej, j=1... m} tel que % virnifie Les conditions de
Kuhn et Tucker pourn Le progrnamme (P'(€)) associé.

Démonstration :

Cf. BEUNEU [2].

Remarque : Conditions de Kuhn et Tucker pour (P)

Ju e RP uz20
VE(R) +u Vg(X)+v Vh(®) =0
v eR" u g(x) =0

2) Existence d'un programme "quasi-équivalent"

On considére les hypothéses (H,) : i) f est concave
ii) le domaine réalisable du

programme (P'(€)) est convexe.



Proposition 2 :

On suppose que Les hypothéses (H;) et (H2) sont vinifites. Dans ce cas
Le programme (P'(€)) est "quasi-Equivalent" au programme (P), c'est-a-dire
que toute solution optimale de (P) est aussi solution optimale de (P'(g)).

Démonstration :

cf. BEUNEU [2].
Remarque : L'hypothése ii) de (Hy) est vérifiée en particulier si

g; sont des fonctions concaves

hj sont des fonctions linéaires

3) Existence d'un programme “localement quasi-équivalent"

On considére 1'hypothése (HS) :

f, g, h sont des fonctions deux fois continlment différentiables.
R étant une solution optimale de (P), on note (¥, W) les multipli-
cateurs associés.
On considére le lagrangien
L(x, v, w) = f(x) + v g(x) + w h(x)
Soit l'ensemble
L={y eR" : y' « V2 L(®, %, @) » y < 0}
On suppose que
(Vgi(i), y) = 0 i tel que ve >0
n

y e R (th(i), y) = 0 j tel que W F0rclL
(VE(x), y) = ©
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Proposition 3 :

On suppose que Les hypothlses (Hl) et (Hy) sont verifies. Alons L
existe un programme (P'(€)) ne comporntant que des {inégalités, "Localement
quasi-8quivalent" a (P), c'est-a-dire que toute sofution optimale de (P) est
une solution optimale Locale de (P'(g)).

4) Conclusion

Donc si % est solution optimale de (P), on note W € R" les multipli-

cateurs associés aux contraintes
hj(x) =0 j=l...m
Si on note Ej = signe de wj'

On obtient le programme (P'(€)), ce dernier peut &tre résolu par la
méthode des centres. Mais la connaissance de ces multiplicateurs n'est pas
systématique, sauf dans le cas des problémes d'origine concréte, ol des rai-
sonnements économiques fournissent le signe des multiplicateurs. Mais ce

' . m .
n'est pas toujours le cas, pour ne pas essayer les 2 programmes possibles

HUARD dans [8] propose un procédé itératif pour essayer seulement une partie

de ces programmes.

I1]. RECHERCHE ITERATIVE PROPOSEE PAR P. HUARD

1) Introduction

L'idée est de remplacer les égalités par des inégalités de sens
arbitraire, puis on résoud ce programme et suivant les résultats obtenus

on corrige le sens des inégalités.

Si les contraintes sont linéaires, la résolution de ce programme est
simple. Par contre, si les contraintes sont quelcongues, on ne peut envisa-

er qu'une résolution partielle de ce programme mathématique.
ger q P progr q
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2) Cas linéaire

On considére le programme

maximiser f(t)
(P) {{Bt 2 b
At = a

f étant une fonction concave
B une matrice (m, n), b € R"
A une matrice (p, n), a € RP

{t e R® : Bt 2 b} est supposé borné

On partitionne les lignes de A en S et S

wn
o)
nl v
"

= {1, 2,..., p}

On note

Bt 2 b
D(S) ={t eR" : A. t2a, ies
1 1
.t £ a. iesS
1 1

et on considére le programme

maximiser f(t)
P(S)
t € D(S)

Description d'une itération

0 On dispose du partitionnement (S, §)
On consideére le programme P(S) et on note ®X(S) une solution
optimale de P(S).
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si A %(S) = a, alors X(S) est solution optimale de (P)

sinon 3s ¢ {1, 2,..., p} tel que AS x(s) # a
On remplace S par S'

S' = S +s sis ¢S

S-5s sise€eS
et on note X(S') une solution optimale de P(S') et on va en 2

2 si f(®(8')) < £f(X(S)) on passe & 1'itération suivante avec S'

comme partitionnement

sinon £(X(S')) = £(X(S))
on détermine le point y intersection du segment [X(S), %(S')]

- n -
avec le plan H_ = {t e R" : A_ t = a}
et on va en 1 aves S inchangé
et %(8) « y
car £f(x(S)) = f(y) = £(x(s")).

fin de 1'itération.

Démonstration de la convergence [cf. HUARD [8]1]

On montre facilement que cet algorithme converge en un nombre fini

d'itérations, en utilisant la linéarité des contraintes et la concavité de

l'objectif.

Dans un premier temps, on montre que :
(1) ¥x e D(S') f£(x) =< £f(x(S))
ce qui entraine en particulier que :

F(x(8")) = £(x(S))
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Pour démontrer le résultat (1), on suppose que s € S

Donc on a Ai %(s8) 2 a; Vi € S-s
AS x(S) > ag
- < ] e
Ai ®(S) s a; Vi €3S

On considére x € D(S')

>
x
v
u

¥i e S' =

|

[72]
t
1]

>
»
IA
o
"
7 |
+
w

Vie®
en particulier A x < a

Donc on a {A X £ a
s s

A %R(S) > a
s s

ce qui entraine l'existence de to € [x, %(S)] unique tel que As ty

La linéarité des autres contraintes entralne :

ty € D(S)

Si maintenant, on utilise la concavité de l'objectif f et

to = AO X + (l-'AO) %(S).
On obtient :
f(to) > AO f(x) + (l"‘o) £(&(S))
= f(to) - £(%(8)) = Ao[f(x)-f(i(s))]
Mais on a to e D(S) et AO £ 0
®(S) solution optimale de P(S).

Donc f(to) < £(R(S)).

Ce qui entraine : ¥x € D(S') f(x) < £(X(S)).
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3) Cas général

On considére le programme

maximiser f(t)
(P) g(t) 2 0 f concave
h(t) = 0 h: R+ R"

On partitionne les composantes de h(x) en deux sous-ensembles S et S

tels que : Sn S = ¢

SusS=1{1,2,..., m}

g(t) 2 0
: hi(t) 20 ieS

hi(t) <0 i1e8S

D(8) = {t ¢ R"

D(S) # ¢

et on considére le programme

maximiser f(t)
P(S)

t € D(S)

Soit %(S) une solution optimale de P(S)

»~ si h(R(8)) = 0
Alors %X(S) est solution optimale de (P) et on a

donc pris le bon partitionnement

+ sinon 3¥s € {1, 2,..., m} tel que hs(ﬁ(s)) £0

On remplace S' = |S+s si s ¢ S
S-s siseS

C'est-3-dire que 1l'on modifie le sens de 1'inégalité s.

Et on considére R(S') une solution optimale de P(S').
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{t e]Rn:hs(t)=O} sépare D(S) et D(S').
Mais X(S) n'appartient pas & ce plan de séparation, donc :
dy € 1Ix(8), %(S')] tel que h (y) =0

Proposition :

S4 on suppose que pourn tout partitionnement S' et S définis comme
précédemment, Le point y € D(S).

Alons on a £(x(S')) < £(%(S))
ou £(x(8')) = £f(y) = £(R(S)).

A1gorithme

Description d'une itération

0 on dispose du partitionnement (S, §),
on considére le programme P(S) et on note %(S) une solution

optimale de P(S).

1l sih(x(s)) =0
Alors %(S) est solution optimale de (P)

Stop

sinon 3s € {1, 2,..., m} tel que hs(i(S)) £0
on note S' = |S+s sis¢ S
S-s s8is eSS

et on note X(S') une solution optimale de P(S').

[~

si £(R(S")) < £(R(8))

on passe d 1l'itération suivante avec S',

sinon on a f(X(S')) = f(X(S))

on détermine y point d'intersection du segment [%(S), ®%(S')]
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avec la contrainte hs(t) = 0 et on va en 1 avec le partition-

nement S inchangé et avec X(S) + vy.

fin de 1'itération

Théoneme :

Si f est concave et &4 poun tous Les partitionnements S et S' définis comme
précédemment, Le point y appartient & D(S) et &4 de plus chaque {tération
fournit un nombre gini de partitionnements S'.

ALons L'algonithme convenge en un nombre §inl d'itérations, c'est-a-dine que
L'on obtient un partitionnement (S, S) tel que ®(S) s04it solution opti-
male de (P).

Remarque : La condition importante pour la convergence de l'algorithme est :
y € D(S). Si les fonctions g sont concaves et les fonctions h linéaires, cette
condition est bien vérifiée. Mais en général, il est difficile d'avoir y € D(S).

I1 faut que la non linéarité des contraintes h soit faible.

4) Exemple

Si on considére un probléme ol les fonctions h ne sont pas linéaires,

l'algorithme peut ne pas &tre utilisable.
On considére le probléme

maximiser 3x + 8y

--xL+ + 2x2 -y=0

-0.25 x2 -y+0.75=0
-1 <x<0.5

-1 <y=1.5

On note B = [-1, 0.5 x [-1, 1.5]

On remarque que l'objectif est linéaire et que l'on a deux contraintes

quelconques.



17

On partitionne les égalités (Sl, gi)

maximiser 3x + 8y
—xu + 2x2 -y20
P(S1) 110,25 x2 - y + 0.75 2 0

(x, y) ¢ B

D(Sl) le domaine réalisable de ce programme

1
X une solution optimale de P(Sl).
1
x = (0.5, 7/16)
1 0 1
h(x) = }0.25 f(x) =5

On change le sens de la seconde inégalité.

maximiser 3x + 8y

-xu + 2x2 -y 20

2

P(S2)
0.25%x° +y - 0.75 2 0

(x, y) e B

2
D(S2) le domaine réalisable de ce nouveau programme x une solution optimale

de P(Sz).

2 2
x = (1, -1) f(x) =5
1 1 2
On considére le point y intersection du segment [x, x] avec 1l'ensemble

{(x, y) eR? : 0.25 x° + y - 0.75 = 0O}.

1 3-/i5 11+3/1%
Done y = ( T 35

1
Mais le point y ¢ D(Sl)

)

1
y £ D(s,)



/

i
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BREF RAPPEL SUR LA METHODE DES CENTRES ET SUR LA METHODE DES
CENTRES LINEARISEE.

INTRODUCTION D'UN ALGORITHME POUR LA RESOLUTION DES PROGRAMMES
MATHEMATIQUES CONTENANT DES CONTRAINTES EN EGALITE PAR LE PRIN-
CIPE DE LA METHODE DES CENTRES.
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1. METHODE DES CENTRES LINEARISEE

I.1., Introduction

La méthode des centres introduite par P. HUARD [10, 12, 13] permet

de résoudre des problémes de la forme :

maximiser f(t)

(P)

teAnR
On suppose que f atteint son maximum sur A n B en un point noté %.

Cette méthode est une méthode intérieure qui construit une suite de

points réalisables (c'est-a-dire de A n B).
On suppose que :

Frix / f(x)2A} = {x / f(x) = A} WX < £(%)

(o]
ANBnO=@=>AnBnOoO=¢ ¥0 ouvert de R"

Dans la suite on considérera :

(o]
A=z{xeR": gi(x) 20 i=1l,..m} A#g@

polyédre compact. Anb fermé.

fetg, (i = 1... m) de classe ct.

On considére & un ensemble de parties de R” et une fonction
d:R" % £+ R,

- d est appelée F-distance sur R" x £, si elle vérifie :

i) d{x, E) =0 ¥E ¢ & ¥x e Fr(E)
O
ii) d(x, E) >0 ¥E €& ¥xeL
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iii) VEe & ¥E' € & EcCE', ona:
¥x € E, il existe un scalaire p(x) > 0

tel que : d(x, E) < p(x) * d(x, E")

* la F-distance d est dite réguliére si de plus :
¥ les suites {Ek e £, k e N} et ik e R", k ¢ N}
telles que : Ek >E 1 °E Eeg EZ @

o}
§ € E § ¢ E

k k+1

on a d(§, Ek) =+ 0 quand k »
* étant donnés : d une F-distance sur R" X £

E ek

€ un nombre tel que 0 £ € < Sup{d(x, E)}
x€E

on appelle €-centre de E un point ¢ € E tel que :
d(c, E) 2 supfd(x, E)} - €
x€E
si € = 0, le point c est appelé centre de E.
On s'intéresse au cas particulier de la famille £.
E(x) = AN {y ¢ R f(y) 2 f(x)} pour x € AN B
d(y, E(x)) = Min{f(y) - f(x) ; gi(y), i=1... m}
L'éloignement & la frontiére de E(x) est représenté par la F-distance d.

Pour simplifier la notation, dans la suite on notera cette F-distance :

d(y, x) = Min{f(y) - £f(x) ; gi(y), i=1... m}

pour x € A n B.
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La méthode consiste & résoudre une suite de programmes mathématiques :

maximiser d(y, x_)

n
P(xn)
y € B

X 41 étant une solution optimale de ce programme, avec X point de départ

xoe A n B,

Ce programme P(xn) est "équivalent" au suivant :

maximiser U
fy) - f(x ) 2w
Q(Xn) gi(y) z U i=1l...m

y € B

Ces programmes sont "équivalents" au sens que :
Si t est une solution optimale de P(xn)

et

si (§, 1) est une solution optimale de Q(xn).
Alors d(¥, xn) = fI = d(t, xn).

I1.2. Méthode des centres linéarisée

P. HUARD propose dans [13] un algorithme partiel qui permet d'obtenir

un centre du trongon E(xn) n B.

On suppose que les fonctions f et g; (i=1... m) sont continliment

différentiables et concaves.
Pour y ¢ A n B, on note :
£ (1, y) = £(y) + (Vf(y), t-y)
L'approximation tangentielle de f eny

gi(t, y) = gi(y) + (Vg,(y), t-y)
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L'approximation tangentielle de g; eny.
On dispose du point X € A n B,

L'algorithme partiel :

o
(:) Choisir une valeur de départ y € B,

on pose h = 0
(:) Résoudre le programme linéaire

maximiser H

h

£'(t, y) - f(x) 2
h
g:}_(ta Y)Zu i=1l...m

t €B

h h
on note (¥, z) une solution

h+l ht1 h h
(:) Déterminer y : d(y , Xn) = Max{d(t, xn), tely, 21}

(:) Aller en <:> avec h+l au lieu de h,

h
Par cet algorithme, on obtient une suite de points {y} qui converge vers

un centre du trongon E(xn) n B.

1
Mais HUARD [13] montre que le point y obtenu par une étape de cet algo-

rithme partiel peut &tre considéré comme un E-centre du trongon E(xn) n B.
2) _Conclusion
Pour x € A n B, on note :

d(t, x) = Min{f(t) - £(x) ; g;(t), 1 = 1... m}

d'(t, x) =Min{f'(t, x)-f(x);gi(t, x), i=1... m}
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On se donne x comme point de départ de l'itération, x € A n B

- On résoud le programme linéaire
Maximiser{d'(t, x), avec t € B}

on note z une solution optimale.

- Recherche unidimensionnelle
Maximiser{d(t, x) avec t € [x, z]}
on note x' un point obtenu

x' est le successeur de x.

HUARD [8] propose de remplacer la maximisation de la F-distance sur

le segment [x, z], par la détermination d'un point x' vérifiant :
P P

d(x', x) 2 p Max{d(t, x) avec t € [x, 2]}

p ¢ Jo, 1], p étant une constante indépendante de 1'itération en cours.

Cette modification permet de conserver les propriétés de convergence
établies par HUARD,

Il existe dans la littérature de nombreux procédés de maximisation
d'une fonction concave sur un segment. Il y a les méthodes de fractionnement
comme la dichotomie, ou les méthodes d'interpolation polynomiale ou polygo-
nale. On peut aussi utiliser la recherche linéaire proposée par ARMIJO, qui

est une recherche discréte.

1.3. Cas d'un probléme contenant des égalités

La méthode des centres est une méthode intérieure et elle ne peut
donc pas convenir pour des problémes ol certaines contraintes sont des
€galités non linéaires.

Les contraintes linéaires en égalités sont rejettées dans le compact B.

Pour que le programme

Maximiser{d'(t, x) avec t ¢ B}
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reste un programme linéaire, il n'est pas possible de rejeter les contraintes

non linéaires dans B.

Mais si le programme initial (P) contient des égalités non linéaires,
on peut chercher 3 définir un nouveau probléme exprimé uniquement avec des
inégalités et "équivalent" au probléme (P). C'est-d-dire que toute solution

optimale de (P) soit solution optimale du nouveau programme.

maximiser f(t)

gi(t) 20 i=1...p
hj(t) =0 = l...m
t e B

(P)

Si on note u, le multiplicateur de Lagrange associé 3 la contrainte

hj(t) = 0, & 1'optimum X de (P). On note Ej = signe (uj).

maximiser f(t)

g.(t) 20 i=1...p
() ||}
€. *h.(t) 20 §=1...m
J J
t € B

On note A le domaine réalisable de (P).

T(A, X) le cOne tangent én X de A
T(A, % l'enveloppe convexe fermée de T(A, X)
A’ le domaine réalisable de (P')

Sous les hypothéses :

i) f est une fonction concave

i1) TT(E, )T = {y e R" : Vgi(i) y20 ie€E
th(i) y=0 j=1... m}
E={ie {1, 2... p}: g; (%) = 0}

iii) Le domaine A' est convexe.
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BEUNEU montre que les problémes (P) et (P') sont "€quivalents" au

sens défini auv-dessus.

Si on connait les multiplicateurs uj {3 = 1... m}, on peut résoudre le

probléme (P') par la méthode des centres linéarisée.

Par contre, si on ne connait pas les multiplicateurs P. HUARD [8] pro-
pose un procédé itératif de recherche de (P'). Dont la convergence n'est prou-

vée que dans le cas des contraintes h linéaires.

I1. PRESENTATION D'UN ALGORITHME THECRIQUE POUR LA RESOLUTION D'UN PROBLEME
AVEC DES EGALITES

II.1. Probléme ne contenant que des contraintes en &galité

On considére le probléme

maximiser f(t) t eR

()

hj(t) =0 j=1l...m

ol les fonctions du probléme sont continliment différentiables.

Hypothéses

i) Le domaine réalisable de (P) est non vide, il existe au moins une

solution optimale que 1l'on note X.
ii) FE>0DE) = {t eR": 0% hj(t) <E j=1... m} soit compact

iii) ¥e € 10, E1 D(e) = {t eR": 0 < hj(t)s € j=1... m} a un intérieur

non vide et vérifie,

1]
(@]

Fr(D(e)) = {t € D(e) : 3jo vérifiant hj (t)
0

n
m

ou le vérifiant hj (1)
1



27

"
iv) ¥t e D(¢) {th(t), j = 1... m} est une famille de vecteurs
linéairement indépendants.

v) Fr{t / £f(t) 2 A} = {t / £() = A}

Remarque : L'hypothése iv) est une contrainte de qualification pour le pro-
bléme (P). Cette contrainte est proposée par HESSTENES [1u].

Notations

Pour tout x qui vérifie : hj(x) >0 §=1... m

on note W(x) £ max{hj(x)}

2
j=l... m

D(x)

{t e R" : 0 < hy(f) s wx) § = 1... m}
dolt, %) = Min{hj(t), j=le. my-hi(t) + w(x), J=1... m}
do(x) = fig(x){do(t, %)}
Soit z un point de D(x), on définit :
E(x, z) = D(x) n {t e R" : £(t) 2 £(2)}
d(t, z, x) = Min{do(t, x) 3 f(t) - f(2)}

+ Initialisation

On dispose d'un point de départ Xy qui vérifie :
~ 0 < hj(xo) <€ j=1l...m
[€ donné par 1'hypothése ii)]

Remarque : Eventuellement, on change h.(.) en -h.(, our avoir un point
Remarque u , ange hy(.) ;)P D
de départ vérifiant cette hypothése.
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<+ itération k
On comnait x, € {t erR", 0< hj(t) <€ §=1...m
i) Chercher z), € D(xk) tel que

Max a(t, =z
teE(x )

<
K> %) < dp(x)

K* %k
ii) Chercher K41 € E(xk, zk) qui réalisa le maximum du point i)

Fin de 1'itération k.

Remarque O : On verra par la suite qu'il suffit de prendre Kppp € E(xk, z

mais pas forcément un point qui réalise le maximum.

1)

1]
o

w(x)

2w(x)

-

k
f(t) = £(2)

Figure 1 : Description de l'itération k.
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. >
Remarque 1 : On a do(xk) 0

En effet d,(x) = Max dots x, )
teD(x, )
k o
par définition w(xk) > 0 et par 1l'hypothése iii) on a D(xk) 0.

=> Le maximum de la fonction continue do(', xk) sur D(xk) est atteitt en

un point intérieur a D(x,), ce qui prouve le résultat.
Remarque 2 : Il est toujours possible de trouver un point z de D(Xk) tel que :

Max d(t, z, xk) < do(xk)
teE(xk, z)

En effet en raisonnant par 1l'absurde on aurait

¥z € D(Xk) Max dlt, 24 xk) > do(xk)
teE( z)
v P Xk, .
On note z un point de D(Xk) solution de

maximiser f(t)

t € D(Xk)

Ce point existe toujours car f est continue et D(xk) est compact.

J '\I . . + (\J
Pour ce point z, il existe t ¢ E(xk, z) tel que :

n
Z,

AT, 7, x) 2 dylx)

z . . 7z % . . e
(conséquence immédiate de la compacité de E(x, , z) et de la continuité de

) "
la fonction d(°*, z, xk)).
Mais par définition :

4T, 2, x) = Min{d (T, x), £7) - £(D)
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on en déduit que :
(T) - £(2) 2 d_(x)
£f(t) - f(z 0¥y
) > £(2)

£T) 2 £(2) + d

==

v

0l¥x

on a donc |t € D(xk)
£(T) > £(2)

ce qui est en contradiction avec le choix de %.

Propnitts 11.1.1.

¥n ¢ N w(x
n

Démonstration

€ E(xn, Zn)

Par construction, on a x
n+l

f(xn+l) 2 f(zn)

1]
[y
=]

< h. < w :
0 s hj(xn+l) < (Xn) 3

Donc on a Max {hj(xn+1)} < w(xn)

j=l... m
ce qui entralne :

w(xn)

Propridts 11.1.7.

Tout point d'accumubation x de La swite {xn}neN construite par £'algo-
nithme vérifie : h(x) = 0.
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Démonstration

*'{xn}ne]i est contenue dans D(xo) qui est compact par l'hypothése
[ii)]. Il existe donc au moins un point d'accumulation x.

Soit {Xn}ns une suite convergente vers X

N'

* {w(xn)}nel,étant une suite de nombres positifs, décroissante qui

vérifie w(xn)
w —
(Xn+l) = 2
Donc W(x) = 0
ce qui entraine hj(§) =0 ¥ = l... m.
Propriéte 11.1.3.
Max do(t, xn) = Max dy(t, xn)
teD(xn) teD(XO)
Démonstration
* On a D(xn) c D(xo)
car w(xn) < w(xo)
Donc Max do(t, xn) < Max do(t, Xn)
teD(x ) teD(x.)
n 0

* On suppose que 1l'inégalité est stricte.

En notant t. un point qui vérifie :

0
ty € D(xo) et do(to, xn) = Max do(t, xn)
teD(xO)
Par hypothése on a :
Max do(t, xn) < do(to, xn)

teD(xn)
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Ce qui entraine en particulier que ty ¢ D(xn) 4, €tant une F-distance définie

par la distance minimum au bord de D(xn).
On a dy(ty, x ) <0

=> Max do(t, xn) <0
teD(xn)

Mais par hypothése D(xn) # @, donc il existe au moins un point t € D(xn) tel

>
que do(t, xn) 2 0.
D'od la contradiction avec 1l'hypothése de départ, et l'on a bien

Max do(t, x ) = Max de(t, xn)
teD(xO) teD(xn)

Propnitts 11.1.4.

Pour tout z_ € D(x_), on a
n T

Max da(t, Z xn) = Max a(t, z s xn)
teE(xn, zn) teE(xO, zn)
Démonstration

* Par définition, on a :

E(xy, 2.) = D(x ) n {t e R :£(t) 2 £(z)}

E(xys 2) = D(xy) n {t e R : £(t) 2 £(z )}
Mais D(x ) © D(x,)

=> E(x_, z ) © E(xy, 2 )

Donc Max d(t, z xn) < Max da(t, Z s xn)

teB(xn, zn) teB(xo, zn)
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% On suppose que 1'inégalité est stricte.

-

On note t, une solution optimale sur E(xo, zn)

d(to, z s xn) = Max d(t, z s xn)
teE(xO, zn)

Ce qui donne

Max d(t, Z s xn) < d(to, Z s xn)
teE(xn, zn)

= |t ¢ B(xn, zn)
t. € E(xo, Zn)

Donc f(to) > f(Zn)

to € D(xo)

;O 4 D(xn)

do(., xn) est une F-distance définie par le minimum des contraintes définis-

sant D(xn), ce qui entraine :

do(to, Xn) <0
=> d(to, z » xn) z Min{do(to, xﬁ) 3 f(to) - f(zn)} <0
ce qui entraine :

Max da(t, z , xn) < d(to, Z s Xn) <0

teE(xn, zn)

On a donc le résultat suivant :
<
¥t € E(xn, zn) a(t, z_, xn) 0

Mais E(xn, zn) 0.
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D'ol la contradiction avec 1'hypothése de départ, donc

Max d(t, zZ s xn) = Max d(t, Z s xn)

teE(xn, zn) teE(xo, zn)

Proposition 11.1.1.

Tout optimum Localk ; du probféme : Max do(t, x)

R wix ) t€D(Xn)
n

virnigie : do(ts x ) =—s

Démonstration

-

On note t un optimum local du probléme

maximiser d_(t, x_)
0 n

(Q)

t € D(xn)

do(t, x ) = Mln{hj(t), j=l...m 3 —hj(t) +o(x ) = 1., m}
- w(xn)
€

Donc do(t, xn) £ —

- wlx )
Op suppose que do(t, xn) <—

On va générer une direction d telle que la fonction do(°, xn) soit

croissante dans cette direction.

t étant un optimum local du probléme Q

’

+

3v(t) voisinage de t tel que ¥t ¢ V(t) n D(xn)

do(t, xn) < do(t, xn)

On note Jl(t) {3

i...m/ hj(t) = do(t, xn)}

1"
"

Jt) == 1..m/ -hj(Z) +ulx ) = do(E, x )}
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Jl(t) n J2(t) = @.

En effet si jo € Jl(t) n Jz(t)

On a hjo(t) = do(t, xn) = -hjo(t) + w(xn)
- w(xn)
=> do(t, xn) = —3

ce qui est faux par hypothése.
; € D(xn) => {th(;) j = 1... m} sont lindairement indépendants [hypothése iv)].
On note vj = th(;) si j € Jl(;)
v =-th(;) si e JQ(E)
=> {vj’ 5 e Jl(;) u JQ(E)} est une famille de vecteurs linéairement indépendants
Il existe une direction d vérifiant

(vj, d) >0 j e Jl(t) U J2(t)

k a .
On pose x = t + € d avec {Ek} suite de nombre positifs, qui converge vers zé
k -
* Pour k assez grand x € V(t)
- - - w(xh)
o 3 = <
j e g () hj(t) dolts ) 5

k - -
By(x) = hy(t) + € (Vny(t), &) + 0(€)

0(g, ) étant un infiniment petit par rapport a €
(Wﬁh),d)>o.
Donc pour k assez grand, on a :

- k wix )
hj(t) < hj(x) < 2n

wix_) k
Donc 2n < -hj(x) + w(xn).
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Donc ¥ € Jl(t)

- k w(xn)
do(t, xn) < hj(x) < >
(x ) k
n

A

dy(t, xn) <

> -hj(x) + w(xn)
w(xn)

2

T3 3,(0) -hy() + (k) = d(E, %) <
k - -
-hj(x) + w(xn) = -hj(t) + w(xn) + ek(-th(t), d) + O(ek)

O(Ek) étant un infiniment petit par rapport i €

(—th(t), d) > 0
pour le assez grand, on a :

- k wix )
-hj(t) +w(x ) < -hj(x) twlx ) < 2“

w(xn) k
Donc on a > < hj(x).

Donc ¥j € J2(t)

- k w(x_)
do(t, xn) < -hj(x) + w(xn) < 2n
- w(xn) k
do(t, xn) < 5 < hj(x)

e 5 ¢ Jl(;) 0 3,0

do(t, xn) < hj(t)
et
do(t, xn) < —hj(t) + w(xn)
k . x 4
X =t+€E 4 Lim x = t.
k

Donc pour k assez grand

- k
<
do(t, xn) hj(x)

- k
do(t, xn) < -hj(x) + w(xn)
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Conclusion

k k k
do(x, xn) = Min{hj(x), 8 3ess W 3§ —hj(x) + w(xn), j=1... m}

en utilisant les résultats précédents, on obtient :
- k
<
do(t, xn) do(x, xn)
pour k assez grand

k -~
x € V(t) n D(x )
n

d'ol la contradiction avec l'optimalité locale de t.

Proposition 11.1.2.

w(xn)
¥n e N dO(Xn) S —
Démonstration
do(xn) = Max do(t, xn)
teD(xn)

Donc dO(xn) valeur de 1l'optimum global.

wix )
n
2

- do(xn) = (Proposition précédente).

Proposition 11.1.3.

S4 on note ; un optimum de £a fonction d(e, 2 xn) Aun B(Xn’ zn),
z Gtant déterming pan Le i) de £'algorithme. Alons

dt, z , %) = £0t) = £z )
n n n

Démonstration

d(t, z_, x ) = Min{d (t, x ) ; £(t) - £(z )}

On suppose que d(t, z_s xn) = do(t, xn) < f(t) - f(zn) et on montre
que ceci entraine la non-optimalité du point t par rapport a la fonction

d(s, z_s xn) sur E(xn, zn).
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* Par construction on a :

- w(xn)
d(t, Z xn) < do(xn) = —
- w(xn)

ce qui entraine d.(t, x ) <

En utilisant le résultat de la proposition II.1.1, on obtient que

t ne peut &tre un optimum local du probléme : Maximiser{do(t, xn), t € D(xn)}
Donc
(1) ve > 0, 4t € B(t, €) n D(x ) tel que d(t, xn) > do(t, Xn)
>
* la fonction t vV f(t) - f(zn) est continue.
Donc on a :

yo > 0 ael > 0 tel que ¥t € B(;, e)
- o < [f(t) - £(z )] - [£(1) - f(z )] <o

En particulier
ya > 0 Jel > 0 tel que ¥t € B(t, €)

£(t) - f(zn) > £(t) - f(zn) -a

Si on prend @ = f(t) - f(zn) - do(t, xn)

@ > 0 par hypotheése.

v

On a :
(2) 351 > 0 tel que ¥t ¢ B(t, €1) £f(t) - f(zn) > do(t, xn)
Conclusion :

En prenant € = €, dans (1) et en utilisant (2), on obtient
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3t € B(t, El) n D(Xn) tel que do(t, xn) > do(t, Xn)
et
f(t) - £(z_) > d.(t, x_)
n 0 n
=> 3t € B(t, €, n D(xn) tel que d(t, z s xn) > do(t, xn).
Mais par hypothése, on a : do(t, xn) = a(t, Z_s xn)
ce qui donne :
3t € B(t, ED N D(Xn) tel que d(t, Z s xn) > d(t, z s xn).
On a déterminé un point t € E(xn, zn) qui vérifie : d(t, z s xn) > d4(t, z s xn)
=> t n'est pas solution optimale de la fonction d(-, Z s xn) sur E(Xn’ zn).
L'hypothése de départ est donc fausse

= d(;, z , X ) = f(;) - £z ).
n n n

Proposition 11.1.4.

Tout point d'accumulation 2 de fa suite {z_}

neN constuite parn L'al-
gornithme vénigie : £(z) 2 £(%).

Démonstration :

* La suite {zn} est contenue dans le compact D(xo), donc il existe

neN
au molns une sous-suite convergente extraite de {zn}nEN

On note z = 2im z N' cN
N'
=> f(z) = %im f(zn) car f continue.

N‘

On suppose que f(z) < f(X) et on va montrer que ceci est impassible.
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* On montre en premier lieu que :
in > 0 tel que ¥t € B(%, N)
- >
£(t) - £(z))

pour n assez grand

w(xn)
2

* Puis on montre que dans toute boule B(X, N), il existe des points
t qui vérifient
wix_)
n
2

do(t, xn) =

pour n assez grand.

Ce qui entraine que pour n assez grand

wix_)
n
2

dt € B(X, n) tel que d(t, Z s xn) =

Ce qui est en contradiction avec le choix du point z [par le i) de

1'algorithme]

w(xn)

2

< =
Max da(t, zZ s xn) do(xn)
téE(xn, zn)

Premier point :
* La continuité de la fonction f implique :
¥a > 0 3In > 0 tel que ¥t € B(%X, n)

-as< f(t) - f(x) =0

en particulier

¥a > 0 4n > 0 tel que ¥t € B(X, n) f(t) 2 f(X) - &
Si on prend O = %-[f(ﬁ) - £(z)] or remarque que ® > O par hypothdse

=> (1) 3n > 0 tel que ¥t € B(%, n) f(t) = % £(R) + % f(z).
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* D'autre part &im f(z_) = £(2)
N "
¥e > 0 IN' e N' tel que ¥n e N' n 2 N'
£(z) - f(zn) 2 - €
. _ 1 - -
Si on prend € = s [£(x) - £(2)]
on remarque que € > O par hypothése
=> (2) AN' € N' tel que ¥n € N'
£(z) - £(z) 2 61 [£(2) - £(%)]

n 2 N'

* En utilisant les résultats (1) et (2), on obtient :

in> o0 ¥t ¢ B(®, n) )
tels que f(t) - f(zn) 2 fifl_%_fiil
dN' € N' Yn eN' n 2 N' :
Mais par construction w(xn) converge vers zéro
Donc 3IN'" tel que ¥n 2 N" w(xn) < EIEQ—%—ELEl
ce qui donne le résultat suivant :
in>0 ¥t € B(X, n) w(x )
(3) tels que £(t) - f(zn) > —
1 1] >
ENle]N Vn e N n_N1

Deuxiéme point :

on considére l'ensemble H(xn) suivant :

H(xn) = {%’ eR™ : d (f

i) H(x_ ) # @ car 1'optimum du probléme Max{do(t, x ), te D(xn)}

existe et appartient a H(xn).
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Y

ii) H(xn) = {f eR” : hj(t)= 5 j=1... m}

en effet do(t, xn) = Mln{hj(t), j=l...m ; -hj(t) + w(xn) j = 1... m}

s 2 s . L
il est évident que si t ¢ H(xn)

wix_)
Alors 2n < hj(%) j=l...m
m(xn)
Si on suppose que h. (t) >
g 2
wix_)
v n
on a -hj (t) + w(xn) < —

0

ce qui est impossible,

iii) On va montrer que :

(») ¥n >0 3N €N tel que ¥n 2 NB(%, n) n H(Xn) 0.

A = ouvert de R qui contient zéro

B(%, N) ouvert de R".

On considére la fonction :

F:B(X, n) xa-+R"

(x, \) =+ ’hl(x) - X '}l(x, Ay

-hm(x) - A

;ﬂn(x, k{

m -1
(%, 0) e V= N\ (£)7 (0)
a=]1

"
[

{(x, X) € B(X, n) X A : hy(x) = A
o cee M

Les gradients des fonctions hj calculés en X sont linéairement

indépendants par hypothése.
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On note I = {i.,..., i } m indices distincts compris entre 1 et n
l m rnp b

tels que le jacobien ggl (%) soit inversible T = {jl""’ jn-m} les indices
I

restants compris entre 1 et n.
On applique le théoreme des fonctions implicites
=> IQ(X, 0) voisinage de (%, 0) dans B(%, n) X A
tel que : ¢ : (%, 0) *R X R"
(s &Y=+ [X; % , fl(x, A)yuuns fm(x, )]

I

¢ est un homéomorphisme de (X, 0) dans ¢(Q%, 0)) qui est un ouvert

de ]Rn+l "

Donc 3e > 0O
V(%) voisinage de % dans B(%, n)
tel que V(X) X 1-&, £] < Q(%, 0).

Donc si on prend A € J]-g, €[

X = 2_
I I

I1 existe x; tel que (xI, x ) e V(R)
I

0(x, A) = (A, & , 0,..., 0)
I

c'est~a-dire que ¥j = 1,..., m

hj(xI, ) =2

Si on note kn =
fim An =0

n

Donc pour n assez grand A ¢ J-€, €[

n
ce qui entraine qu'il existe Xq tel que
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n
¢(xI, X,A)=0 ,%, 0,..., 0)

H

c'est-d-dire

n n wix )
dx € B(%X, n) tel que h.(x) = A_ =
3 n 2

Donc on a déterminé dans la boule B(%X, N) un point t qui vérifie

w(xn)
do(t, xn) ¥ —— pour n assez grand.

En utilisant les remarques initiales et les résultats (3) et (4), on

obtient :
£(z) 2 £(%)

Proposition 11.1.5.

Tout point d'accumulation x de La suite {xn}mn construite par
£'algornithme, verigie :

f(x) 2 £(®)
h(x)

"
(@]

Démonstration

* La suite {xn}nelqconstruite par l'algorithme est contenue dans le
compact D(xo). I1 est donc toujours possible d'extraire une sous-

suite convergente

f2im x_ = x N' ¢ N
I\II
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* La suite {Zn-l}raelﬂ est aussi contenue dans le compact D(xo). I1

est donc possible d'extraire une sou-suite convergente.

2imz . =z N'cN'cN
]NH

et on a 2im x_ = x
m"

* Par construction on a :

f(xn) 2 f(zn )

-1

par passage d la limite sur N" en utilisant la continuité de la

fonction f, on obtient :
£(x) 2 £(2)
Mais £(z) 2 f(X) (Proposition II.1.4.). D'ol le résultat annoncé
£(x) 2 £(%)
En utilisant la propriété 1.2, on obtient : h(x) = O.

La proposition précédente montre que tout point d'accumulation x de

la suite {xn}néN construite par l'algorithme vérifie :

f(x) 2 £(R)
h(x) = 0

% est donc un point réalisable pour le probléme initial.

D'autre part, X est une solution optimale de ce probléme, ce qui

entraine le théoréme suivant.
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Théoneme 11.17,

Tout point d'accumubation x de £a suite {x_}_ o construite par
£'algonithme est solution optimale du problLeme initial :

maximiser f£(t)
hj(t) =0 j=1...m
t eIRn

Remarque : Dans la démonstration de la proposition II.1.4. : on utilise

uniquement f(xn+1) 2 f(zn).

Donc dans 1l'algorithme, il suffit de prendre x

€ E z mais
n+l (xn’ n)’

pas forcément un point qui maximise la F-distance.

I1.2. Probléme avec des égalités, des inégalités et un polyédre B

On s'intéresse maintenant au probléme général

maximiser £(t)
g;(t) 20 i=1...
hj(t) =0 j=1
teB

P
(P) N

ou les fonctions du probléme sont continliment différentiables

B = {t e R" : At 2 b} polyddre compact

A matrice (g lignes, n colonnes)
b ¢ RY

Hypothéses

i) Le domaine réalisable de (P) est non vide, il existe au moins une

solution optimale, que 1l'on note X.
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i) ¥ > 0 D(e) = {t eR" : g (+) 2 0 i= l...p}

0 < hj(t) =1l... m

IA
]

()
1

o
vérifie B n D(E) # ¢

fr(D(e)) = {t € D(e) : 3i, tel que g, (t) =0
ou 0
Qjo tel que hjo(t) = 0}
ou
le tel que h. (t) = g

N
iii) ¥t € D(€) on note

n
Min{g,(¥), i = 1...p ; hj('t”), j=1...m; -hj("\t') + €, = 1...

<
~~
f—’.
St
(1]

(Y ={i=1...p/ gi(%) = (1))

I =1=1...m/ hj(%) = y(¥))
3,0 ={j=1...m/ -hj('%) +e =y
L(¥) = {2=1... q/A-y“'%’=b2}

J(%) : Matrices dont les lignes sont
"

vgi(%) ie 1(Y)
v "
th(t) j € Jl(t)
v "
-th(t) j e J2(t)

. v e g sps v 3

en tout point t qui vérifie Y(t) # = on suppose que

n,
fderR ;I a>0tnfaert: Al g0} 2 ¢

iv) {th(i), j=1l...m; Vgi(i), ie I(R) ; Az, 2 € L(X)} est une

famille de vecteurs linéairement indépendants.

v) Frit / f(t) 2 A} = {t / £(t) = A}
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Notations

"
[
3

Pour tout x € B vérifiant hj(x) >0 3

gi(x) >0 i=1l...p

% Max {hj(x)}

j=l... m

On note : W(x)

D(x)

{t ¢ B tel que gi(t) 20 1i=1l...p
1 m

0

I

hj(t) < w(x) J

dolts %) = Min{gi(t), i=1l...p; hj(t), j=1l...m;
—hj(t) +w(x) §=1... m}
do(x) = Max do(t, x)
teD(x)
Soit z un point de D(x), on pose :
E(x, z) = D(x) n {t e R” : £(t) 2 £(2)}
d(t, z, %) = Min{do(t, x) ;3 £(¢) - £(2)}

* Initialisation :

On dispose d'un point de départ X, qui vérifie

hj(xo) >0 j=1l...m

"
[
o

gi(xy) >0 i

xo € B

Remarqué : Eventuellement, on change hj(') en -hj(') pour avoir un point

de départ vérifiant cette hypothése.
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* Itération k : on connait un point x, € B tel que

gi(xk) >0 i=1l...p

hj(xk) >0 j=1l...m

i) Chercher z, € D(xk) tel que :
Max d(t, z,, xk) < do(xk)

k)
ii) On prend ¥4 Un point qui réalise ce maximum

teE(xk, z

Tin de l'itération.

Remarque O : On verra par la suite qu'il suffit de prendre Xyl € E(xk, zk)

dans ii).
Remarque 1 : On a do(xk) >0

En effet do(xk) = Max do(t, X
teD(xk)

)+ Par définition W(x ) > O.
En utilisant 1'hypothése ii), le maximum de la fonction continue d(-, xk)

o)
sur D(xk) est atteint en un point de B n D(w(xk)) qui est bien non vide.
Remarque 2 : Il est toujours possible de trouver un point 2, € D(xk) tel que :

Max d(t, Zy s xk) < do(xk)
teE(xk, zk)
en effet, on peut faire une démonstration identique & celle de la remarque 2

du II.1l.2.

3) _Propriétés

Propribts 11.7.1.

w(xn)

¥n e N w(xn+1



50

Propnitts 11.2.2.

Tout point d'accumulation x de fLa suite {Xn}ném construite pan
L'algornithme précédent vérifie :

h(x) =
g(x) =
X eB
Proprniete 11.2.3.
Max do(t, xn) = Max do(t, xn)
teD(xn) teB
Proprniete 11.2.4.
Max d(t, Z s Xn) = Max da(t, Z s xn)
teE(x_, z_) teBn{f(t)Z:f(zn)}

Remarque : Les démonstrations de ces propriétés sont identiques a celles

proposées dans I1I.1.3.

Proposition 11.2.1.

Tout optimum Local t du probleme

Max{do(t, xn), t € D(xn)}

w(x )
n

virniglie do(‘t, Xn) 2

Démonstration :

do('t, xn) = Mln{gi(t), i=1... p;hj(t), j=1... m;-hj(t)+w(xn) 33 = 1... m}

w(xn)
2

Donc do(t, xn) <
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- w(x_)
Supposons que do(t, xn) < 2n et montrons que cela entraine une

contradiction avec l'optimalité.

On va générer une direction d, telle que la fonction do(°, xn) soit

croissante dans cette direction.
t étant un optimum local du probléme {Max do(t, xn), t € D(xn)}

=> 3V(t) voisinage de t tel que ¥t € V(t) n D(x_)

IA

do(t, xn) do(t, xn)

On note I(;) s 4f & Josa p / gi(;) do(;, xn)}

J, (1) = 13 2 dess W / hj(t) = dy(t, xn)} ‘

3,00 = {3 = 1. m/ -hj<E) +(x ) = do(Z, %))

L) = {2=1... q / AQ t = by}

On détermine, une direction d qui vérifie

(Vg (£), &) >0  ie I(t)
(th<§>, )>0 e J1<§)

(—th(t), d) >0 J e (1)

s o L e L(t)

ceci est toujours possible [hypothése iii)]

k

On pose x = t + Ek d avec {Ek}kc nlsuite de nombres positifs con-

vergente vers zéro.

k =
* pour k assez grand x e V(t).

e Jj € Jl(t) on montre facilement [démonstration de la proposition

II.1.1] que :

- k w(xn)
do(t, Xn) < hj(x) >

IA

- w(xn) k
do(t, xn) < -ﬁj(x) + w(xn)

IA
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s j e Jz(t) on a :

w(xn)

2

- k
do(t, xn) < -hj(x) + w(xn) <

w(x ) k

do(t, xn) < s hj(x)

e jd Jl(t) U J2(t)

Pour k assez grand

- k
do(t, Xn) < hj(x)

- k
do(t, xn) < -hj(x) + w(xn)

1€ 11 g (1) = d(t, x) et (Vg (), d) > 0
BU
k - - LILLE/
gi(x) = gi(t) + Ek(Vgi(t), d) + O(Ek)

O(Ek) étant un infiniment petit par rapport & €

Donc pour k assez grand, on a

- k
gi(t) < gi(x)

- k
Donc do(t, Xn) < gi(x)

54 I gy (1) > ag(t, x)

k -
Donc pour k assez grand gi(x) > do(t, xn)

e si 2 e L(t) on a Al ; = b2 A7 dz=20
si 2 ¢ 1L(t) on a Al t > by

k -

Ax-b=At-Db+ Ek A d "

le choix de la direction d entraine A x - b 2 0.

k
Donc % € B.
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Conclusion

k -
On a x € V(t) n D(xn) pour k assez grand

k k k k
et do(x, x ) = Min{gi(x) i=1l...p ; hj(x), j=1...m -hj(x) + w(xn),j =1...

k -
do(x, x ) > do(t, xn)

D'ol la contradiction avec l'optimalité locale de t.

Proposition 11.2.2.

wix_ )
n

2

¥n e N do(xn) =

Démonstration

Identique & celle de la proposition II.1.2.

Proposition 11.2.3.

S4i on note t un optimum de £a fonction d(e, z_, x ) sur E(x_, z ).
Alons d(t, Z s xn) = £f(t) - f(zn).

Démonstration

a(%, z_, x ) = Min{ay(t, x ) 3 £(2) - £(z )}

On suppose que d(t, Z_ s xn) = do(t, an < f(t) - f(zn) et on montre

que ceci entraine la non optimalité du point t.
La démonstration est identique & celle de la proposition II.1.3.

Proposition 11.2.4.

Tout point d'accumulation z de £a suite {z }
2'akgonithme vErifie : £(z) = £(%).

( ar
N construite p
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Démonstration

* La suite {Zn}ném est contenue dans le compact B, dont il existe au

moins une sous-suite convergente extraite de {zn}n

m.
On note z = %im z N' c N
5 YA
=> £(z) = Rim f(z ) (continuité de f)
N P

On suppose que f(z) < f(xJ et on va montrer que ceci est impossible.
* On montre en premier lieu que :
dn > 0 tel que ¥t € B(X, n) w(x_)

£(t) - £(z ) > —5

pour n assez grand.

La démonstration est identique 3 celle proposée pour la

proposition II.1l.4.

* Puis on montre que dans toute Boule B(X, N) il existe des points
t qui vérifient :
w
(xn)
2

do(t, xn) =
pour n assez grand.

Ce qui entraine que pour n assez grand 3t € B(X, n) tel que

wix_)

2
du point z s c'est-a-dire :

d(t, Z s xn) = ce qui est en contradiction avec le choix

w(xn)

Max a(t, z ., xn) <—3

teE(xn, Zn)
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* J1 reste & montrer que :
¥yn > 0 3IN(n) tel que ¥n 2 N(n) 3t € B(%, n)
w(xn)

vérifiant do(t, xn) = —

Pour cela on note :

wlx_)
v v - n
H(xn) = {teB do(t, xn) 2 — }
i) H(x ) # @ car 1'optimum du probléme Max dots %)

t€D(xn)

existe et appartient & cet ensemble.

ii) On considére les partitionnements suivants :

L

g1 (%) =0 A
et LQ

g; () >0 A

b
"
o2

b
"
v

Soit n >0
On note @ = Min {gi(i), ie 12}

On peut toujours trouver un voisinage {(X) de X contenue dans

B(X, n) qui vérifie
Ve e QR) g (1) >5 i€l
% g; 5 1 5
A ouvert de R qui contient zéro.

On considére la fonction T :
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F iR xa>R h=me|n]+ |1

(x, A) > [h (x) - A ] [£,(x, A}
hm(x) - A i §
g%(x)-k ie I, E
.'A x - by L Ll_ _fk(x, A)-

k
(%, 0) e V= /) (£)750) = {(x, M) € Q&) * & : hi(x) =A §=1..m
=1

1
>
[
m
—

gi(x) z

Azx—bzzkfeLl

< g oy s oy s 2
Par hypothése {th(x), j=1...m Vgi(x), eIy, 8, L e Ll} est

une famille de vecteurs linéairement indépendants.
On note I = {il... ik} k indices compris entre 1 et n tels que le

. . 3 - . . . .
jacoblen-gjl (%) soit une matrice inversible
*1

T = {jl"' jn-k} les indices restants compris entre 1 et n.
On applique le théoréme des fonctions implicites
= 33(%, 0) voisinage de (X, 0) dans &(i) X A
N n
tel que ¢ : Q(%, 0) *R X R

(x, M)+~ (A, x_, fl(X, A)yeees fk(x, A
1

n
¢ est un homéomorphisme de (%, 0) dans

LR . n+l
¢ (%, 0)) qui est un ouvert de R .

Donc 3de > O
3V(R) voisinage de % contenu dans (X) < B(%X, n)
tel que V(X) x J-€, €[ ¢ Q(x, 0).
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Si on prend A € 1-€, €[
X =X
I I

3! x; tel que (xI, X ) € V(X)
I

¢(x;5 %, 2) = (A, 8 , 0... 0)
I I
w(xn)
Si on note An T — Lim An =0
n
3N € N tel que ¥n 2 N A e 1-g, el
A <2
2 2
ce qui entraine
n n n
3! x; tel que x = (xI, if) € V(%)
n w(xn)
hj(x) = — j=l...m
n w(xn)
gi(x) = — ielI
n wix_)
gi(x)z 5 iel,
zn w(Xn)
A X = bg{ - 5 oQ € L2
g ™
A x—bQZO leL2
n n w(x_)
n

Donc on a déterminé un point x € B(X, n) n B tel que do(x, xn) = —

pour n assez grand en utilisant les remarques initiales, on obtient f(z) = £(X).
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Proposition 11.2.5.

Tout point d'accumulation x de La suite {x } g comstruite par £'algo-
nithme, vErifie :

[\

f(x) 2 £(%) et [g(x)
’ h(x)

X €B

La démonstration de cette proposition est identique 3 celle proposée
pour la proposition II.1.5. La proposition II.2.5 montre que le point x est
réalisable pour le probléme initial. D'autre part X est une solution optimale

de ce probléme.

Théonéme 11.2.

Tout point d'accumulation x de La suite {xn}ndN consiste parn L'algo-
rithme est solution optimale du problfeme initial :

maximiser f(t)

(P) gi(t) 20 i=1l...p
hy() =0 3=1..m
teB

Remarque : Dans la démonstration de la proposition II.2.4, on utilise unique-

. . >
ment la relation : f(xn+l) f(zn).
Donc dans 1'algorithme, il suffit de prendre

Xn+1 € E(xn’ zn)

mais pas forcément un point qui maximise la fonction d(-, z s xn) sur

E(Xn, Zn) .



59

11.3. Probléme avec des contraintes en égalité et en inéaalité

Si on considére le probléme

maximiser f(t)

gi(t) 20 i

h.(t) =0 7
3 n

t eR

n
-
:

o)

(P)

"
[
3

ol les fonctions du probléme sont continliment différentiables.
Hypothéses

i) Le domaine réalisable de (P) est non vide, il existe au moins une

solution optimale, notée %.

ii) 3¢ > 0 P(E) = {t ¢ R :gi(t)ZO i=3,..p

iii) ve € 1o, €] D(e)

1]
==
+
m
=
3
Ue]
~
¥
~
v
o
He
1]
[
[y
o)
=
—_—

(o]
vérifie D(e) # @

et

Fr(D(e)) = {t € D(e) : 3ij e {1... p} g; (¢) = 0
ou 9
le e {1... m} hjl(t) = 0
ou
33, € {1... m} hj2(t) = E

n
iv) ¥t € D(€) on note

" " " n
Yit) = Min{gi(t), i=1l...p ;hj(t), j=1...m ;—hj(t) + E,
3 = laas m}
" " n
I(t) = {i = 1... p / g; (1) = y(t)}

N v N
{th(t) g & loux M ;Vgi(t), i € I(t)} est une famille de vecteurs

linéairement indépendants.
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v) Fr {t / £f(t) 2 A} = {t / £(¢t) = A}

Notations

¥A e [Min  '£(t), Max f(t)]
teD(E) teD(€)
Pour tout x qui vérifie : hj(x) >0 j =
gi(x) >0 1=
On note W(x) = %-Max {hj(x)}
j=l... m
D(x) = {t e R" : g;(t) 20 i=1...p
0 < hj(t) < w(x)

do(t, X) = Min{gi(t), i=1l...p ;hj(t), 3
3

do(x) = Max
teD(x)

Soit z un point de D(x), on pose :

do(t, x)

E(x, z) = D(x) n {t eR" :

d(t, z, x) = Min{do(t, x) 3 f(t) - £(2)}

Algorithme

+ Initialisation

l... m

£(t) 2 £(2)}

}

l1... m ;-hj(t)-+w(x),

1... m}

On dispose d'une point de départ Xy qui vérifie

gi(xo) >0 1i=1l...p

0 < hj(xo) <E j=1...m
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-+ Itération k :
Soit x, le point de départ.

i) Chercher z, ¢ D(xk) tel que :

w(xk)

2

Max da(t, Zy xk) < do(xk) =
teE(xk, Zk)

ii) On prend Xe41 € E(xk, zk)
Fin de 1'itération.

Sous ces hypothéses, on peut montrer que l'on a le théoréme suivant,

par un raisonnement identique 3 celui du paragraphe II.2.

Theondme 11.3.

Tout point d'accumufation x de fa suite {Xn}ne]N consthuite parn L'al-
gonithme est sofution optimale du probLéme (P).

I111. DESCRIPTION D'UN ALGORITHME APPROCHE

111.1. Introduction

L'algorithme présenté dans le II nécessite la détermination d'un point

z € D(xn) tel que :

w(xn)
2

<
Max d(t, z s xn)
€ X 4
teE( n® Zn)
On vérifie facilement si z D(Xn)’ mais par contre la vérification

que :

w(xn)
2

Max a(t, Z s xn) <
teB(xn zn)
est plus difficile.

La détermination d'un centre de E(xn, z ) est impossible par un pro-

cédé fini (sauf cas particuliers).
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On va utiliser la notion d'€-centre introduite par HUARD [13].

t est dit E-centre de E(Xn’ zn) si

d(t, z_, xn) 2 Max a(t, z_, xn) - €

teE(x_ 2z )
n ‘n
€ étant un nombre qui vérifie :
0 < € < Max{d(t, 2., %), te E(x_, zn)}

HUARD propose d'un algorithme partiel qui permet de déterminer

des €-centres.

L'idée est de décomposer chaque itération en deux phases.

lére phase : Détermination d'un point ty € D(xn) d partir du point de départ

X,» Par un procédé fini utilisant l'algorithme partiel de HUARD.

2eme_phase : Détermination de z, et X4 € D(xn) tels que X 41 soit un

E-centre du trongon E(xn, zn) par un procédé fini.

I11.2. Algorithme modifié

On conserve les notations et les hypothéses introduites dans le para-

graphe 1I1.2 et on pose :

Pour x et y € {t € B : gi(t) 20 i=1...p

"
[y
El

hj(t) >0 3

On note F(x, y) = {t ¢ B : g;(t) 20 i=1...p

0 < hj(t) < Max{w(x), hj(y)} j=1l...m
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On considére la famille paramétrée par x et A

G(x, A) = {t e B : £(t) 2 A
gi(t) 20 i=1l..p
oghj(t)sw(x) j=1l...m
= D(x) n {t e R" : £(t) 2 A}
A ¢ [Min f(t), Max £f(t)]
teD(xo) teD(xO)
X5 étant le point de départ.

| . t
On suppose que 1'on a deux suite {Ek}de et {nhhldN’ chacune d'elles

étant une suite décroissante de nombres positifs assez petits qui converge

vers zéro.
On note pour t € F(x, y) et z € D(x).
D(t, F(x, y)) =Min{gi(t), i=1l...p ;hj(t), j=1... p;-hj(t)
+ Max{w(x), hj(Y)} ;3= 1... m}
d(t, z, x) = Min{gi(t), i=l...p ;hj(t), j=l... m ;-hj(t)-+w(x), j=1...
f(t) - £(2)}

+ Initialisation

On suppose que l'on a un point de départ Xy € B qui vérifie

gi(xo) >0 i=1...p

1]
-

hj(xo) >0 3 ee M

- Itération n :

x  point de départ de 1'itération.
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<:> Détermination d'un point appartenant 2 D(xr)
On pose Yo = %,
k=0

i) On détermine Y4y UD € -centre de F(xn, yk)

ii) gi yp ., D(x)
On passe en (E) avec to = Vsl

sinon on va en i) avec k+1 au lieu de k

GZ) Phase d'optimisation

@
LILLE.-

ty point de départ ¢ D(xn), on pose h = 0
i) On note Ah = f(tk)

ii) on détermine t

1 un T, -centre de G(xn, A)

h+ h

w(xn)
iii) si d(th+1’ o Xn) tn <—

on pose 2z = th

fin de l'itération n

i1 T Thel

sinon on va en i) avec h+l au lieu de h.
Fin de 1'itération

Remarque : On suppose que les nombres €, sont assez petits pour avoir :
0 < €, < Max{D(t, F(xn, yk)), t e F(xn, yk)}
De méme, on suppose que les nombres Ny vérifient

0sm < Max{d(t, te x ), te G(xn,l )},
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II1.3. Propriétés

Propritts 11.3.1.

La phase <:> 4e termine en un nombre §ini d'étapes, c'est-a-dire
L
¥n e N, 3p £4nd tel que Yps € D(x )

Démonstration

Pour simplifier on note I les indices de g(*)

J les indices de h(e).

Par construction

(1) D(yp+l, F(xn, yp)) > Max D(t, X yp)) - Ep
teF(xn, yp)
en supposant que ¥p € N ryp { D(xn), on montrera dans un premier temps que

D(y .., F(x_, y_ )) >0 p—>= et dans un deuxiéme temps que cela entraine
p+l n P n"

une contradiction avec la relation (1).
* Dans un premier temps on montre que

1 - "
2im D(yp+1, P(xn, yp)) =0 N'cN

p—)oo
N"
On a D(yp+l, F(xn, yp)) 2 Max D(t, F(xn, yp)) = Ep
teF(xn, yp)
et 0 < ep < Max D(t, F(xn, yp))

teP(xn, yp)

=> D(yp+1, F(xn, yp)) >0

= ¥p gi(yp+1) >0 ¥iel

hj(yp+l) >0 ¥jed

—hj(yp+l) + Max{w(xn), hj(yp)} >0 ¥jed
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On a hj(yp+1) < Max{w(xn), hj(yp)} ¥ied
ceci entraine : Max{w(xn), hj(yp+1)} < Max{w(xn), hj(yp)} VjeJ
ou de maniére plus générale

Vj e J
Max{w(xn), hj(yp,)} < Max{w(xn), hj(yp)}
¥p' 2 p

Par hypothése ¥p Yp 4 D(xn)

Donc ¥p € N, 35 e J tel que h. > w
P ) ]p que jp(yp) (Xn)

J = {1, 2,..., m} ensemble des indices des composantes de h est fini.
p € N est infini.

Donc Qjo e J
tels que ¥p € N' h, (yp) > w(xn)

3
IN' e W 0

Si on considére la suite {yp}pdN" elle est contenue dans un compact.

Il est donc toujours possible d'en extraire une sou-suite convergente.

IN" ¢ W' tel que Lim vy, = y

p—m
]NH

O<D(yp, F(x_, yp_l))=M1n{gi(yp) iel ;hj(yp) jed ;--hj(yp)
+Max{w(xn), hj(yp_l}} j € J}

s-hj (yp) + Max{w(xn), h. (y_ )}

0 Jp 7Pl

On considére p' le prédécesseur de p dans N" ¢ N*',
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Donc on a :

A

0 < D(yp, F(x , y_ _4)) < -h, (yp) + Max{w(xn), hjo(yp,)}

p-1 ig

IN

0 < D( F(x -h, + h, 'e N
Vo - yp-l)) 3 (yp) jo(yp,) car p' €

0

On passe a la limite p —> =
m"

-h. (y_) + h,
] yP ]

(y_)=>0
0 1

0]

& i ) =0
Donc on a montré que %£im D(yp, F(xn, yp_l)
p+w
’m"

* On montre que cela entraine une contradiction.
o
Par hypothése (ii)) w(x ) > O entraine B n D(w(xn)) 0.
_ 0

Donc 3t ¢ B n D(w(x ))

c'est-d-dire : t € B gi(¥) >0 iel
<h.(¥) <w i
0 hj(t) (xn) jed
- = L] - [ . - L3 . - - m

D(t,-P(xn, yp_l)) Mln{gi(t) ielI; hj(t) jed; hj(t)-fMax{ (x ), hj(yp_l)}}

zMin{gi(Y) iel; hj.(?) jed -hj.(?) +o(x ) J e J}

zdo(¥; x ) >0

v

Mais D(yp, P(xn, y_ o))

p-1 Max D(t, F(x_, yp-l)) - €

teF(xn, V. 4)

p
p-1

v

e - €
D(T, Flx,s y,)) - €

v

do(t, xn) - ep

On passe 3 la limite p —> =,
m"
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Donc on obtient 0 2 do(¥; x ) ce qui est faux.
Donc 1'hypothése de départ est fausse
=> 3g* € N tel que Yp* € D(xn).

Proposition 111,3.2.

Dans La phase d'optimisation

30* e N tel que d(t

w(xn)
q*+1° tq*’ xn) + nq* < 2

c'est-a-dine La phase (:) componte un nombre fini d'étapes.

Démonstration
On va montrer qu'il existe N' ¢ N tel que BU
LILLE,
L2im d(th+1’ s xn) =0
haw
N!

23 -
Car dans ce cas *im d(th+l, s xn) +n =0

heew
Nt
w(xn)

5 > 0,

et comme

I1 existe q* e N' tel que

w(xn)
d(tq*+1, tows Xp) * Ngx <=7
c'est-d-dire le résultat voulu.
Par construction
¥h € N d(th+l, s xn) 2 Max d(t, s xn) - ﬂh
A
< <
0 ﬂh Max d(t, s xn)

A
teG(xn, h)
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Donc on a :

0 < d(t

ne1> The %) Mln{gi(th+1) iel ;hj(th+1

£t ) - f(th)}

0 < d(t £(

A

) - f(th)

ne1® the %) Thel

{th}helN est une suite contenue dans un compact

=> IN' ¢ N tel que %im t, = T
hooo
I\I'

D'autre part f(th,) 2 f(t,.,,) ¥h' 2 h+l

h+1l

Donc si on note h' le successeur de h dans N', on a :

0 < d(t s xn) < f(th.) - f(th)

h+1?

On passe & la limite sur N'

£f(t, ,) - f(th) -+ 0

h'

Donc #im d(t
hoeo

il

h+1°> The *p) = O

Remarque : Les points z_ et X 41 déterminés vérifient

) jed ;—hj(th+1

n h
X e1 T Thet (un nh-vcenz?i ?e G(xn, Ah)
n
Aty gs T X)) + Ty < —
Donc on a
w(xn)
Max da(t, s xn) < d(th+l’ ths X))t " <=3
teG(xn, h)

c'est-3-dire en reprenant les notations du paragraphe II.2.

Yrwlx ) jed;
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*n+1 € E(xn’ zn)

w(x_)
Max da(t, zZ s x ) < 2n
teE(xn,zn)

Les deux critéres de fin d'itération de ces deux algorithmes sont bien

de méme nature.
Conclusion

L'algorithme modifié comporte deux phases et chaque phase se compose
d'un nombre fini d‘'étapes. Mais chaque étape est la détermination d'un €-centre

d'un trongon donné.

P. HUARD propose un algorithme partiel, qui sous des hypothéses de

concavité, donne un €E-centre.
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I. ALGORITHME UTILISANT LA NOTION DE POINT STATIONNAIRE

I.1. Introduction

Les deux algorithmes présentés dans le chapitre précédent demandent
d chaque itération la détermination d'un centre ou d'un €-centre, dont la

reconnaissance est difficile sauf cas concave.

Comme dans la méthode des centres linéarisée, on va essayer de rem-
placer la maximisation de la F-distance, par la résolution d'un nombre fini

ou infini de problémes linéaires.

P. HUARD [13, p. 65] introduit un algorithme partiel qui permet d'ob-
tenir un point stationnaire pour le probléme de maximisation de la F-distance.
Comme dans la méthode des centres linéarisée, on va utiliser cet algorithme
partiel.

Comme dans le chapitre précédent, on s'intéresse au probléme

Maximiser f£(t)

g;(t) 20 i=1l...p
() hj(t) =0 i=1l... m
t e€B

ol les fonctions sont continliment différentiables
B = {t e R® : At > b} polyddre compact

Hypothéses

i) Le domaine réalisable de (P) est non vide, il existe au moins une

solution optimale, que 1l'on note X.

ii) w¥e>o0 D(e) = te]Rn:gi(t)zo i
0 < hj(t) <€

o)
BnD(e) # 9



iii)

iv)

v)

Fr(D(e)) = [t € D(E)

\

vt e D(e), on note
n . v,
Y(t) = Mln{gi(t), i

v .
en tout point t qui

On note : I(%) = {i

73

. 33 = 0)
: 310 tel que gio(t) 0
ou
3j, tel que h, (t) = Op
i 1
ou
3 = €
3]2 tel que hj2(t) J

vérifie Y(%) # ;

=1...p / g(H = YD)

m -
l1...p ;hj(%)’ j=1l...m ;-hj(t) + € 3§ =1...

Jl<%) ={5=1...m/ hj(¥> = y(H))

(&)
—~~
+
g
n
-~
u
11

1...m/ -hj('%) + €= Y(¥)}
L(Y) = {g = 1... q/ A Y- bl}

v
J(t) = Matrice dont les lignes sont

Ve, (V) ie1®
n . n
th(t) j € Jl(t)
n, n
-th(t) j € J2(t)

{dem“:J(?)d>o}n{demn:AL(t)dzo};ua

{th(Q) j o= 1...

vecteurs linéairement indépendants.
Fr{t / £(1) 2 A} = {t / £(t) = A}

pour tout A € [Min f(t), Max £(t)]
teB teB

m ;Vgi(i) ie I(R) ;A& 2 e L(X)} est une famille de

m}
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1.2. Algorithme

-+ initialisation

On a un point de départ Xy qui vérifie

X € B
gi(xo) >0 i=1l...p
hj(xo) >0 j=1l...m

On pose k = 0.
-+ itération k

* x, point de départ de 1'itération
On dispose de w(xk) et D(xk)

(voir notation du chapitre précédent)

* On détermine z, € D(xk)

¥y € D(x)
tels que Yy soit point stationnaire pour la maximisation de
da(t, 2y 5 xk) sur B avec

w(xk)
dyys Zps %) < —5

* On pose X471 T Yy

fin de 1'itération

Proposition 1.2.1.

Soit x La Limite d'une sous-suite convergente extraite de I} .
alons x est stationnaire pour Le probleme (P).

IN)

Démonstration :

{xk}ke]N contenue dans un compact, donc il existe au moins uns sous-

suite convergente :



75

dN'c N tel que 2im X = X
h
m'

Par construction X, est un point stationnaire pour la maximisation

de d(-, 2y _q» xh-l) sur B. Par un raisonnement identique & celui d'HUARD [13]
- < 3 = -
¥x € B x (Vi(x), x x) < 0 sidlx, Zy_1s ¥pop) = £(x) £(x,_,)
- < > =
* (Vgio(xh), X xh) <0 si d(xh, 2y _q» xh—l) gio(xh)
- < : -
* (thl(xh), X xh) < 0 si d(xh, 2y _qo Xh—l) hjl(xh)
* (—thQ(Xh), x-—xh) <0
si d(xh, Zy_qs xh-l) = -hj2(xh) + w(xh_l)
{xh, Zh—l}he N’ est contenue dans un compact
Donc on peut extraire une sous-suite convergente,
IN" e N' €N tel que %im X, = X
o
m’"
Lim z = 2
roe B-1
m"
Il y a une infinité d'indices h dans IN".
I1 y a un nombre fini d'éléments dans {f, g1+ Bps hyseees b,
“hyseses -hm}

Donc pour une infinité d'indices h €N, on a

¥x € B x (VE(x), x-x) < 0sidx, 3 ,, ¥o1) = flx) - £(x )

ou
* (Vgio(xh), x-xh) < 0 si d(xh, 2y 9o Xh-l) = gio(xh)
ou
* (thl(xh), x-x) <0 sidlx,z 5, % ()= hjl(xh)
ou

* (-Vij(xh), x-xh) <0 si d(xh, Z, 1o xh-l) = -hj2(xh)+-w(xh_1)
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Par construction d(xh, Zp_q» xh-l) < ——

On passe d la limite h + =
:ml
en utilisant 2im Xy T X
oo

o
e
3
N
n
N

Donc on a :

¥x € B x (VE(x), (x-%)) €0

ou

* (Vg, (x), (x-%)) <0 sig, (x) £0
0 o)

ou

* (Vh. (;(), X-;{) < O
J1

ou

(-Vh. (x), x-%) £ 0
I2

Maintenant on va montrer que ce résultat entraine les conditions de

Kuhn et Tucker pour le probléme (P) c'est-3-dire 1l'existence de (u, v) € RP x R"

tels que : uz20
¥x ¢ B [£(x) + u Vg(x) + v Vh(x)] (x-%)<0
u g(x) =0 g(x) 2 0
h(x) =
- le cas : (VF(x), (x-%)) €0 ¥x € B
est trivial, il suffit de prendre u = 0 € RP
m
v=0¢€eR

- lecas : g, (x) = 0
i
0
et

(Vgi (x), x-X) SO0 ¥xeB
0
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On pose u; = 0 ¥i=1...p 1 #4141

v=0 elfn

0]

Il est toujours possible de trouver uy assez grand pour que ui >0 et

0 0

([VE(x) + u, Vg, (x)], x-%) £ 0 ¥x € B
iy "*ig

- le cas : (th (x), x-%) <0 ¥x € B
1

se traite de la méme maniére en prenant

u=0c¢eRP
vy = 0 ¥j=1l...m 3¢
vj nombre positif assez grand
1
- le cas : (-th (x), x-%) <0 ¥x ¢ B
2
on prend : u=0¢eRP

vj =0 ¥y = 1l... m j# g

vj nombre négatif assez petit.
2

Donc on a montré que le point X est un point stationnaire pour le

probléme (P).

1.3. Description de 1'algorithme partiel

1.3.1. Introduction

Dans l'algorithme décrit dans le paragraphe 1.2, il faut déterminer :

Z, € D(xk)

k
Yy € D(xk)

tels que y, soit point stationnaire pour la maximisation de d(e, Z, 0 xk) sur B

w(xk)
= -

avec d(yk, Z) s xk) <
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Pour cela on se fixe 2, € D(Xk)’ puis on utilise l'algorithme partiel

proposé par HUARD [13, p. 65]. Cet algorithme construit une suite de points

h
{y}helN telle que tout point d'accumulation de cette suite soit stationnaire

pour le probléme :

{Max d(t, 2z t ¢ B}

k? xk)’

1.3.2. Description d'une_itération

Itération k

* initialisation : soit tj e D(x)

on note W, = w(x,)
on pose p =

* etage :

0 initialisation : soit t_ € D(x on note A = f(t
01 io i o k)’ e b p)

- o
'l on pose y = tp’ h=0
' h
2 Résoudre le probléme linéarisé eny
h h h
Max Min{f'(t, y) -2 ;gi(t, y), i=1... pshi(t, y) §=1... m;
teB p h ]
-h!l i = 1...
hj(t, y)+ w 3= 1. m}

h+1
on obtient le point =z
3 Maximiser la fonction

Min{f(t)-kp ;gi(t), i=1l...p ;hj(t), j=il... m; —hj(t)+<0

h htl
sur le segment [y, z ]

h+1
On obtient y et on retourne en 2 avec htl au lieu de b

wm awm wh wn em wm e M e m w4 o o = m = o = e m m w am e

4 On note t__ . un point d'accumulation de {y}

p+1 he N
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w(x

)
K
+1° T B <3

* Test : si d(t
- —— - —3 p

on pose y, = tp+l
z, = tp
X+l = Yk

fin de 1'itération k

sinon on passe a l'étape pt+l

Fin de 1'itération

Propriet? 1.3.3.1.

Le point tp+
da(e, tp, xk) sun B,

1 est un point stationnairne pour fa maximisation de

Démonstration

Les pas 1, 2 et 3 de l'algorithme précédent correspondent & 1'algorithme

partiel décrit par HUARD [13, p. 65].

Dans ce méme article HUARD montre que tout point d'accumulation de

h
la suite {y} est un point stationnaire pour la maximisation de d(-, ts %)

helN
sur B.

Propniété 1.3.3.2.

w(x
2

k)

Ip" €N tel que d(t ) <

*x _? t

p +1 p*, *

Démonstration

Par définition

d(tp+l, Tt %) = M:’Ln{do(tp+1, %) f(tp+1)-f(tp)}
w(xk)
— = do(xk) = Max do(t, xk)

teB
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wlx, )
Donc dO(tp+1’ xk) S'—Tf—.
w(x )
= d(tp+l’ tp’ xk) = 2
wlx, )
On suppose que ¥p € N d(tp+1, tp, X ) = 5
w(x, )

=> ¥p ¢ N

5 < f(tp+l) - f(tp)

Mai ¥p' 2 p+l f(tp,) 2 f(tp ) par construction.

+1
Donc ¥p ¢ N w(xk)
5 < f(tp,) - f(tp)
¥p' 2 p+l
{t} est une suite contenue dans un compact
ppelN

=> IN' ¢ N tel que Lim tp =t
p‘-)(X)
m'

Soit p' le successuer de p dans N'
w(x, )

k
0 < 5

< - f
f(tp.) (tp)

On passe @ la limite dans cette double inéquation, en utilisant la

continuite de f, on obtient :

wix, )

<
0 3

<0

ce qui est impossible.

D'ol la contradiction avec l'hypothése de départ

w(x
*
=>3p eN tel que d(t, ,t ., x)< 5
p+l p

k)
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Conclusion

On a montré que le nombre d'étapes est fini, mais par contre dans chaque

étape on a un algorithme partiel qui est le plus souvent infini.

I1. ALGORITHME UTILISANT LA NOTION DE POINT STATIONNAIRE A €-PRES

I1.1. INTRODUCTION

Dans chaque étape, l'algorithme partiel est le plus souvent infini.
Soit € > O un petit nombre fixé.

Dans chaque étape, on va chercher & trouver un point tp+l qui soit

stationnaire & E-preés.

I1.2. ALGORITHME

Itération k

*x initialisation : Soit X, le point de départ, on lui associe

wixy ), D(x ).

on note

L(x, W, u, vl, v2)=wf(x)+ug(x)+v' h(x)+v2(-h(x)+w(xk)

m

u € RP vl,v2€]R weR

* On détermine un point t. € D(xk)

0

et on pose p = 0

0 initialisationm : tp connu, on pose Ap = f(tp)

(e}

1l on pose y = tp h=0

h
2 Résoudre le probléme linéarisé en y

h h h
Max{Min £'(t, 9)-—Ap ;gi(t, y) ;hé(t, y) ;-hj(t, y)+-w(xk)]
t€B i=l...p j=1...m j=1l... m
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h+1

on obtient le point =z

h h
h h 1
on note (W, u, v, v% les multiplicateurs de ce

probléme linéaire.

3 Test
h h b 2 P h
si V, Ly, @, u, v, v) e T(T(B, y)) + B(O, €)
h
- L] '/
On pose tp+1»_ y fin de 1'étape p

sinon on va en 4

h h+l
4 Maximisation sur [y, 2z ] de la fonction
Min{f(t)-xp ;gi(t) i=1...p ;hj(t) j=l... m ;-hj(t)ﬁ-w(xk)
j=1... m}

h+1
On obtient le point y et on va en 2 avec h+l au lieu de h.

* Test de Sortie

w(x, )
k =t
2 OPPOSE X1 T Thon

fin de 1'itération k
sinon on passe & 1l'étape suivante.

Fin de 1'itération

Remarque : Le test 3 est un critére d'arrét pour l'algorithme partiel,

plutdt qu'une notion mathématique.

11.3. PROPRIETE

¥pe N 3b° eI tel que

* *
h* h* h* h . h \ h*
Vx L(y , s Uy V4, v )eT(T(B, y )) + B(0, £)
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Démonstration

Ce résultat prouve que dans chaque étape p, le nombre de pas pour

déterminer le point tp+1 est fini.

On suppose que le nombre de pas est infini, donc si on note y un point
h
' . .
d'accumulation de la suite {y}h€ N
On sait que y est un point stationnaire pour la maximisation de
d(e, tp, xk) sur B.

On considére le programme

Maximiser u

f(t)-u_2u
b

gi(t) 2y iel
hj(t) 2 U jed
-hj(t) + w(xk) 2y jed

At-b 20
- - -1 -2 = s .
On note (W, u, v, v, &) les multiplicateurs associes.
- - - -, -1 - =9 - -
Donc W Vf(y)+u Vg(y)+v Vh(y)-v" Vh(y) + @ A =0

I N e T L A
jer * JeJ jeJ

O[f(y) - A_-Hul =0
ai[gi(§)-ﬁ] =0 iel U étant la valeur

dly, t_, x.)
y, P

;%[hj(§) -ul=z0 jed k

"
o
(3 Py
m
o]

VL-h G) + wGq) - i

GfAy-b] = 0O

Mais ces multiplicateurs [w, u, ;1, 52, @] sont aussi des multiplicateurs

pour le probléme linéarisé en y.
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B h P1 P2 o
Si on note [w, u, v, v, @] les multiplicateurs du probléme linéarisé

h
en y. Ces multiplicateurs sont bornés, donc ils convergent sur une sous-suite.

Si on note
L. (. 1 .2 - 1 2
(%, Wy uy vE, v, ) 0F(x) 4u g(x) + v h(x) 4V (-h(x)+m(xk))

+ Q[ Ax - b]
h h h hl h2 h
IIVX Ll(y, ©w, u, v, v, )l converge vers

X 1(§3 E)s u, v, v, a)”qUi est nulle

=> Pour h assez grand

h h h hl h2 h

llvxLl(y’ w’ u’ V, v,C!)HSE
Conclusion

On a un algorithme partiel fini pour déterminer t

ptl’
Donc on a un procédé fini pour déterminer le successeur X, 41 du point
X, . Mais il reste le probléme de la détermination du point initial ty € D(xk).

C'est le sujet du paragraphe suivant.

I1T. DETERMINATION D'UN POINT DE D(xk)

I111.1. Rappels

"
[
i)

On dispose d'un point x, € B tel que gi(xk) >0 i
> .
hj(xk) 0 j

"
[
=]

On conserve les notations du chapitre précédent.

Mais pour simplifier on note pour € >0 :
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dl(t, E)=Min{gi(t) i=1... p;hj(‘t) j=1... m;-hj(t)+€ j=1... m}

di(t, y, €)=Min{gl!_(t, y)yi=1... p;h:'](t, y) j=1... m;-h:'j(t, y)+E
j=1... m}

On va construire un algorithme fini qui permet d'obtenir un point ¢ D(xk)

en partant du point X

111.2. ALGORITHME

0 initialisation : on connait x, tel que w(xk) >0
\ o
1 @ on pose X = X €y = 2 w(xk)
. o . . ©
@ on détermine z qui maximise d:'L(t, X, EO) sur B
Ve . o - . o o
@ on détermine y qui maximise dl(‘c, EO) sur [x, z]
o
@ on pose p = 1 €, = Max {h.(y)}
o1 3
j=1l...m
2 Etape p :

P p-1
@ on détermine z qui maximise di(‘t, vy, El) sur B

P p-1
@ on détermine y qui maximise dl(‘c, €,) sur [y 2]

p b
siye D(xk) n B on pose ty = ¥ stop

sinon on va en 2 avec p+l au lieu de p

I11.3. L'ALGORITHME EST FINI

Proposition 111.3.1.

Tout point y stationnairne powr La maximisation de d(e, €) sur B virifie :

- el
d,(y, €)) = =
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Démonstration

Elle est identique & la proposition du chapitre 2.

Proposition 11.3.2.

P*

Ip" el tel quey €D(x) n B

Démonstration

P
On suppose que la suite {y}pelN est infinie

-1 p
{y, z}pejm est contenue dans un compact

p-1
=> JN' ¢ N 2im y
]N'

y

Dans un premier temps, on montre que :
ye{tes: g;(t)20 i=1...p
El
< € — i =
0 hj(t) = 3= 1... m}

Puis comme €, = Max {hj(g)}

< h (o) < €
avec O 3 y 0

On a E1 < EO = 2w(xk)

ce qui entraine que :

ye{teB: gi(t)20 1i:=1...p

0 < hj(t) <w(x) §=1... m}































































































































































































