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1. INTRODUCTION

De nombreux problémes en économie, programmation mathématique, théorie
des jeux, équilibre économique, ect... peuvent se formuler comme le probléme

de la complémentarité ; nous en donnons d'abord, une formulation plus générale :
Trouver x € X :

x € K, f(x) € T'(K), <x, f(x)> =0 (1)

X espace vectoriel topologique, localement convexe, séparé réel.
Y espace vectoriel, réel.
<., .> forme bilinéaire sur X X Y.
K cdne convexe fermé de X.
I'(X) cdne polaire de K dans Y.
f : K-> Y application.

n . s
Dans, le cas ol X = Y =R, <., .> = produit scalaire usuel.

* K =]R2, F(x) = Mx+a, M matrice (nxu) q € R”, le probléme (I)
est connu sous le nom du probléme de la complémentarité linéaire.
Par contre, si f est non linéaire le probléme (I) est appelé pro-

bléme de la complémentarité non linéaire.

* K cdne convexe fermé quelconque, le probléme (I) est appelé
probléme de la complémentarité généralisé ; le probléme (I) est

appelé extension du probléme de la complémentarité généralisé.

Ce travail comprend quatre chapitres. Dans le premier chapitre, nous
faisons 1'étude du probléme de la complémentarité linéaire, Nous nous sommes
> Vel Ld -~ - » .
intéressés, plus précisément, 3 la classe de matrices Q qui est caractérisée

comme étant 1'ensemble des matrices M pour lesquelles le probléme de la complé-



mentarité linéaire : UW-Mz = q, W2 0, 22 O, we* 2z = 0 admet une solution

¥q € R". Nous donnons d'abord, une démonstration constructive pour le cas
linéaire d'un théoréme d'existence de Karamardian [12] en utilisant la mé-
thode de lemke, nous aurons alors montré, de maniére unifiée, que les dif-
férentes sous-classes de matrices introduites dans la littérature (Cf. [3],
[71, [12], [16]) sont des sous-classes de matrices de la classe Q. Nous éta-
blissons par la suite, une caractérisation constructive pour que la classe

de matrices L(d), 4 € R" soit dans Q. Enfin, nous introduisons la classe de
matrices colonnes adéquates et nous donnons une condition nécessaire et suf-
fisante d'existence d'une solution du probléme de la complémentarité linéaire

associé,

Le chapitre II étudie l'approximation simpliciale de la solution du
probléme de la complémentarité non linéaire. Aprés avoir, rappelé les prin-
cipales propriétés se rapportant au concept de la triangulation du marquage
et des algorithmes d'approximation simpliciale. Nous proposons un marquage
de la triangulation deIRi, l'utilisation d'un algorithme simpliciale & dimen-
sion variable basé sur ce marquage nous permet, sous certaines hypothéses,
d'obtenir une approximation de la solution du probléme de la complémentarité

non linéaire. Nous donnons également une condition suffisante de convergence.

Dans le chapitre III est résolu, le probléme de la complémentarité
généralisé dans un espace vectoriel topologique, localement convexe, séparé
réel. Nous donnons une extension du théoréme de Ky Fan ; on obtient comme con-
séquences immédiates un théoréme d'existence d'une solution du probléme de
la complémentarité généralisé. Nous généralisons & des espaces vectoriels
topologiques, localement convexe certains résultats en dimension finie de
Karamardian ([8], [8]) et de Moré ([11], [12]). Finalement un contre-exemple
pour le résultat de G. Allen [1] est donné.

Le chapitre IV est consacré & l'extension du probléme de la complémen-
tarité généralisé dans un espace de Banach, réflexif réel. Nous montrons, en
utilisant une extension du théoréme de Ky Fan et sous une condition appropriée
sur f, que l'extension du probléme de la complémentarité généralisé admet une
solution. Nous montrons également que cette condition est aussi vérifiée par

certaines classes d'applications f rencontrées dans divers applications.



Les introductions de chacun des chapitres ont été rédigées de fagon

indépendante. Cette introduction générale en est un résumé.
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NOTATIONS
Etant donné un ensemble J :

|J‘ : Cardinal de J.

J\I : Complémentaire d'un sous-ensemble I de J.

Etant donné un vecteur x € R° (1igne ou colonne) indicé par J :

%5 : Elément j € J de x.
%1 : Sous vecteur de X composé des éléments xj, jed'cd.
I(x)(resp. Io(x)) : L'ensemble {jeJ ] Xy #0} (resp. {jed| Xg = oh.

I+(x)(resp. I_(x)) : L'ensemble {5e0 | xj 0} (resp. {jeu ] xj <0o}).
, . J J
Xy : Produit scalaire de x e R” par y € R.

Hx” : Norme euclidienne de x ¢ ]RJ.

Etant donnée A une matrice de format (IXJ) ou I et J sont des ensembles

finis :
A::.E : Elément (i, j) € IXJ de A.
Aj : Colonne j € J de A.
A, : Ligne i € I de A.
A : Sous-matrice de A composée des colonnes Aj, j e JdJ' cJ.
AI' : Sous-matrice de A composée des lignes Ai’ ieI" <l
J!

A @ Sous-matrice réduite aux éléments (i, §) ¢ I' X J' 3 I' ¢ I, J' c J.

Etant donné H un ensemble de matrices :

U : Matrice unité.

HT : L'ensemble des matrices transposée des matrices de l'ensemble H.
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1. INTRODUCTION

Le probléme de la complémentarité linéaire noté : P.C.L(M, q), peut

se formuler de la maniére suivante :

n
Trouver w, z ¢ R :

Uw - Mz = q (1a)
w20, z2 (1b)
Wez = (1c)
ol : U et M sont des matrices (NXN) avec IN] =n;w, z, qc¢€ R".

Le probléme de la complémentarité linéaire est un probléme trés général ;
On verra dans le paragraphe 2 qu'il englobe plusieurs problémes bien connus dans

la littérature.

Une littérature abondante traite de ce sujet, différents auteurs ont
proposés des méthodes pour résoudre le P.C.L(M, g), citons par exemple, parmi

les articles les plus classiques :

Cottle et Dantzig [3], Lemke ([13], [14], [15], [16]), Eaves [7],
Garcia [10], Karamardian [12], Saigal ([25], [26], [27]), Murty ([20], [21]),
Mangazarian ([17], (18], [19]), Cottle et Pang ([5]1, [6]1), Pang ([23], [24]),
Cottle et Aganagic [4], Aganagic [1], Watson [28]. Parmi les tours d'horizon :
citons : Cottle et Dantzig [3] Lemke [16].

Une caractéristique commune & toutes ces méthodes est que leurs algo-
rithmes et leurs résultats dépendent des classes de matrices. La caractéris-
tique de ces méthodes, la méthode de Lemke ([131, [14], [15], [16]) en parti-
culier, est qu'elles exhibent une solution du probléme de la complémentarité
linéaire P.C.L(M, g) pour tout q.e’EP, ou bien si elles ne peuvent pas en
exhiber une, alors le P.C.L(M, q) n'est pas réalisable (i.e. : que le systéme
(1a, 1b) n'admet pas de solution). Pour traduire ce fait les classes de matri-

ces suivantes sont introduites :
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. QO : M est une Qo-matrice si et seulement si le P.C.L(M, q) admet
une solution dés qu'il est réalisable. (Cette classe de ma-

trices se note également par K).

*Q : M est une Q-matrice si et seulement si le P.C.L(M, q) admet

une solution pour tout q ¢ R.

La caractérisation compléte de ces deux classes de matrices est une
question centrale en théorie du probléme de la complémentarité lindaire.
Plusieurs travaux ont pour but de prouver qu'un tel type de classe de matrices
appartiennent a la classe de matrices Qg ou a la classe Q (cf, Murty [20],
Pang [24], Karamardian [12], Garcia [10], Cottle [2], Lemke [13], Eaves [7],
Saigal [25],...).

Dans ce travail, on s'est intéressé essentiellement 3 la classe de
matrices Q et surtout & la question suivante : qu'elles sont les conditions
nécessaires et suffisantes sur la matrice M pour qu'elle appartiennent 3 la
classe de matrices Q. Pour les conditions nécessaires introduites dans la
littérature (cf. Cottle et Aganagic [4], Murty [201, Pang [24]) ; des condi-
tions suffisantes sont également données (cf. Cottle [2], Saigal [25], Pang

[23]).

Nous présentons, dans le paragraphe 3, la méthode de Lemke en donnant
une description algébrique analogue 3 celle de la méthode simpliciale. Cette
méthode consiste 3 générer une suite de bases complémentaires réalisables
(et les solutions de la complémentarité correspondantes) du systéme, qu'on

note : PC.L(M, q, d) suivant :

Uw - Mz - dz; = q (2a)
w=20,220,2,20 (2b)
wez=0 (2¢)

N n
od :deR', d>0 ; zy € R.

Au bout d'un nombre fini d'itéractions, et sous 1l'hypothése de la non

dégénérescence, on obtien une solution du P.C.L(M, g, d) X = (W, z, Eb) avec

2, = 0, ce qui est par conséquent, solution du P.C.L(M, q) qu’on cherche, ou
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bien une direction d'infinitude ¢ = (v, u, .'GO) ¢ R2°1

0 >0 et
U # 0 de 1l'ensemble C(M, q, d) des solutions du P.C.L(M, q, d). Il est évident

\{0} correspondante &
la demi-droite D+(x, c) = (W, z, Eo) + A(v, u, EO)’ A 20 avec z

que toute condition qui assure que l'ensemble C(M, g, d) ne contient pas de
telles directions d'infinitudes, entraine que la méthode de Lemke engendre
une solution du P.C.L(M, g) et prouve de maniére constructive 1l'existence

d'une solution du P.C.L(M, q).

Dans le paragraphe 4, nous donnons une démonstration constructive pour
le cas linéaire d'un théoréme d'existence de Karamardian [12] en utilisant
la méthode de Lemke ; Nous aurons alors montré, de maniére unifiée, que les
différentes sous-classes de matrices introduites dans la littérature (Kara-
mardian [12], Cottle et Dantzig [3], Lemke [16], Eaves [7]) sont des sous-
classes de matrices de la classe Q. Dans le paragraphe 5, nous établissons une
caractérisation constructive pour que la classe de matrices L(d), d ¢ R",
d > 0 introduite par Garcia [10] appartienne a la classe de matrices Q. La
démarche effectuée dans ce paragraphe est analogue 3 celle utilisée par Cottle
et Aganagic [4] pour la classe de matrices (PO) et par Pang [23] pour la classe

de matrices (L).

Dans le paragraphe 6, nous étudions le probléme de la complémentarité
linéaire avec la classe de matrices colonnes adéquates. Aprés avoir, introduit
la classe de matrices colonnes adéquates ; Nous donnons par la suite une condi-
tion nécessaire et suffisante d'existence d'une solution du probléme de la
complémentarité linéaire, pour la matrice M appartenant & la classe de matrices

colonnes adéquates.
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2. RELATION ENTRE LE P.C.L ET D'AUTRES PROBLEMES D'OPTIMISATION

Le probléme de la complémentarité linéaire est un probléme trés général,

les problémes suivants sont des cas particuliers de celui-ci :

a) La programmation linéaire (P.L)

On montre dans ([3], [7]) que la programmation linéaire peut se for-

muler comme le probléme de la complémentarité linéaire.

b) La programmation quadratique connexe (P.Q.C)

On considére, le probléme de la programmation quadratique connexe

suivant :

min 5 x*Qx + p*x

(Q) {Ax 2 a

La recherche d'une solution du probléme (Q) est équivalente (cf. [3],
[71) & 1a recherche d'une solution des conditions de Kuhn et Tucker du probléme

(Q)

[
n
o
P
[}
>
-3
«
-+
‘g
e
x
\Y)
o
L
«
v
o

Ce qui peut se formuler, comme le probléme de la complémentarité liné-

o) - (5 2] () - 2)
v A O v -a
(u, v) 20, (x, y) 20

x -
(u, v) {y) =0

aire, suivant :

(
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c) La théorie des jeux

Considérons, le jeux & deux personnes 1, 2 dont les matrices (MXN),

IM| = m, |[N|] = u de gains sont A et B et dont les stratégies mixtes sont

m , n
x={xe]Rn+|in=l};Y={y€]Rn+|2yi=l};
i=1 i=1

Le but du joueur 1 est :

max x * Ay
()
1 x € X

et du joueur 2 est :

max x ¢ Ay
(P,)
2 y €Y

Sans perte de généralité, on suppose que A > O et B > 0. La recherche
d'un point d'équilibre de ce jeux c'est-3-dire d'un couple de solutions (X, ¥)
de (P,) et (P2) est équivalent (cf. [3], [14]) 3 1a recherche de la solution

du probléme de la complémentarité linéaire suivant :

-1

(u, v) 20, (x,y) 20

n
| 1
® o
s g8
-5

3 X =
(a, v) [y] ©

i i i .
oi e” €R avec e = (1,..., 1) 3 i=mn, m
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3. LE PROBLEME DE LA COMPLEMENTARITE LINEAIRE

3.1. Définition et résultats fondamentaux

Le probléme de la complémentarité linéaire noté : P.C.L(M, q) peut

s 'énoncer sous la forme :

n
Trouver W, z € R :

ol les matrices U, M, W, z et q ont des formats appropriés.

Pour résoudre le P.C.L(M, gq), Lemke transforme ce probléme par intro-
duction de variable artificielle 2y € R avec un coit d e R" 4 > 0, pour dé-
marrer son algorithme, en un nouveau probléme qu'on note : P.C.L(M, q d)

suivant :

Uw - Mz - dzo = q
w=20, z20, 24 Z.O
wegz=0

Ce probléme est important pour la recherche des solutions du P.C.L(M, q).

- - - o - e wn e o Y e D - . - . e -

2n+1 | Uw - M

Notons L(M, q, d) = {(w, z, z,) € R z - dzy = q;W20, z 20,

Zy 2 0}, 1l'ensemble des solutions réalisables du P.C.L(M, g, d). On remarque que
L(M, g, d), intersection de la variété lindaire
{(w, 2z, 2) ¢ RO | w - Mz - dz, = q}

avec l'orthan positif est un polyédre.

c(M, q, d) = {(w, z, zo) € L(M, q, d) | w + z = 0}, 1'ensemble des

solutions du probléme de la complémentarité linéaire P.C.L(M, q, 4).
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Deginition 3.1.1.1.

On dit que Le probleme de La complémentarnité Lintaire P.C.L(M, q, d)
(nesp. P.C.L(M, q)) est néalisable &84 et seulement 84 L(M, q, d) (resp.
L(M, q)) est non vdde.

Dédinition 3.1.1.2.

Le polyedne L(M, q, d) est non dégénéné si et seulement 84

¥x = (W, 2z, zo) € C(M, q, 4d) => rang(U, -M, —d)S(X) =n, S(x) = {i e J| Xs £ 0}.

Cette définition, entraine que toute solution de La complémentarnité a
exactement n composantes non nulles.

Dédinition 3.1.1.3.

20+1\ (0} est une dirnection d'infinitude de C(M, q, Q)

84 et seulement 84 pourn tout x = (W, z, Eb) e C(M, q, d) La demi-dnoite

D+(;, c) = x+6c, © 2 0 est entiérement contenue dans C(M, q, d), i.e.

<= (v, E,-ﬁo) e R

v

0,220,z 0, w1z =0.

v

'U-US—ME-—d.z_O"q,

<
\%
o
el
v
(@]
[
1\
O
<]
[ ]
el
H
o

« Uv - Mu - du. = 0O,

*Wev=u*+sz=0

3.1.1.4. Classigication des dirnections d'infinitude de C(M, g, @)

Nous allons classifier les directions d'infinitude de C(M, g, d) en

deux types distincts : initiale et finale.

-0
Notons zg = max {- qi/di I qy < 0} tel que :

- - =0
q+dzo.>.0pourtou't ZOZZO‘

<zo

q+dzoZOpourtout0220 o
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e M e = - - - —-—

On appelle direction d'infinitude initiake de C(M, q, d), tout vecteur

Tz (d, 0, 1) e R°"! tel que La demi-droite D¥((q+ Dz, 0, z3), ©) € o, q, d).

On appelle direction d'infinitude finale de C(M, q, d), tout vecteur
20+) 400 que La demi-droite DY((W, Z, zg), ©) < o, q, d)
avec (W, z, EO) e C(M, q, d) et (z, u) # 0.

c= (v, u, uy) eR

Des classes de matrices sont caractérisées (cf. [7], [10]) comme étant
l'ensemble des matrices M pour lesquelles toute direction d'infinitude

c = (v, u, Gb) de C(M, q, d) est telle que :

- Si Uy # 0 alors, cette direction d'infinitude est une direction

d'infinitude initiale.

- Si Gb = 0 alors, cette direction d'infinitude est une direction

d'infinitude finale.
Nous donnons, maintenant deux lemmes qui serviront dans la suite :

Lemme 3.7.1.5.

Si (v, u, 'Go) est une dinection d'inginitude de £'ensembLe C(M, q, d)
telle que u = O alons, cette direction d'infinitude est une dinection d'in-
ginitude initiale de C(M, q, d).

Preuve :

(¥, 4, T.) direction d'infinitude de C(M d)
> Hs Uy s Q@ ==>(v,u,u)¢0
déf. 3.1.1.3. 0
u=0

1}

[a V)
\"4
o

ce. =T £ 0 }

déf. 3.1.1.3.
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donc, cette direction d'infinitude correspond & la demi-droite D+((5, 0, Eb),

(v, 0, ﬁb)) qui n'est autre que la direction d'infinitude initiale.

Lemme 3.7.1.6.

Le systeme : W - Mz = q, W 2 0, z 2 0 admet une solution si et seule-
ment 84 #u, u2 0 : M*us<0eftqeu<o.

Preuve :
On montre que :

Le systéme : Uw - Mz = g, w 2 0, z 2 O n'admet pas la sclution si et

seulement si Ju, u2 0 : M*u < 0O et g*u< 0.
i) 1'implication =

Par 1'absurde, supposons que ¥Yu eJRn, u20MeugOouqeu 2 0.
U

Ouencore,Vue]Rn, *u20=>qg*uz20

M = 3(v1, v2) 20 : (vl, v2) .

lemme de Farkas M

=> vy, v,) 20 : Uvy - Mv, = g, ce qui contredit 1'hypothése.
ii) 1'implication <=
Par 1'absurde, supposons 3w 2 0, z 2 0 : Uw - Mz = q

Hypothése

cee => 0Sweu-2*Mu=q* uc<O0, ce qui est impossible.
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3.1.2. Elimination. Solution de complémentarité. Changement de base complémentaire

Soit le P.C.L(M, q, d) présenté sous la forme suivante :

0w - Mz - dzy = q (2a)
w20,220,2z;20 (2b)
wez=0 (2¢c)

ol la matrice A = (U, -M, -d) est indicée par (LxJ).

la colonne q " " " " (L)
la colonne d " " " ().
la colomne x = (W, z, zo) " "o(J).

|g] = 2n+1, |L] = n.

3.1.2.1. Base complLimentaire

On appelle base complémentaire, tout sous-ensemble I < J = 1,..., 2n+l
tel que :
1] = L] = u (3)
Al réguliére (inversible) (1)
{i, itn} ¢ i, i=1,..., n
{i, i+u} ¢ 1,i=1,..., n (5)

Remarque : La derniére condition (5) entreine que pour ¥i = 1,..., n au moins
une des variables mi ou Ei doit &tre nulle dans toute solution x = (W, z, ;O)

du P.C.L(M, g, d).

3.1.2.2. ELimination

Etant donnZe une base complémentaire I, en posant I = J\I, La nelation
(2a) est classiquement Equivalente @ :

(hH™ ax = (ah?
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ou Xy = hH g - ! AT.XT
Si on pose :
T(1) = (At a (matrice (IXJ)
(1) = (AI)'1 q (colonne (I))

Le systéme (2a) est équivalent aux systémes :
T(I)x = t(I) (2a")

Xy = t(I) - TI(I) X_ (2a™)
I

Les variables X; et x_ sont respectivement les variables de base et les

variables hors-base. I

3.1.2.3. Sofution de La complémentarnité

Etant donnée une base complémentaire I, on appelle solution de complé-

mentarité, la solution de base x(I) réalisable définie par :

]

x(I) : |x t(I) 2 0

I

Hi

Crnitene 3.1.2.4.

Si I est une base complémentaire du P.C.L(M, q, d) telle que 2n+l ¢ I
(i.e. : 2n+l € I) alors, la solution de base réalisable x(I) = (W, z, Eb)l
correspondante est telle que z, = O, par conséquent x(I) est une solution du

0
P.C.L (M, q).

3.1.2.5. Bases complimentaines voisines

Soit I une base complémentaire du P.C.L(M, q, d), définissons I c I

de la maniére suivante :
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i) Si 2n+l ¢ T alors, I = {2n+1}

ii) 8i 2n+l € I alors, 3! i € {1,..., n} : {i, i+n} n I = @, dans ce

cas I = {i, i+n).

Deux bases complémentaires I, I' sont voisines lorsqu'elles ne diffé-

rent que par un seul élément, c'est-d-dire que :
L)

-

I'zI+S~ravec Seletrel,

3.1.2.6. Déginirescence

e At e o - - —— -

On dit qu'une scfution du P.C.L(M, q, d) associle a une base complé-
mentaine I est non dégénirie 84 et sewlement s4 Le vecteun Xy = (AI);l > 0.

Remarque :

* 8i le P.C.L(M, g, d) est non dégénéré, alors chaque base complémen-

taire est exactement voisine & O, 1 ou 2 bases complémentaires.

En effet : Si I est une base complémentaire et i € I, alors I est

voisine @ au plus une base complémentaire de la forme I' = I+i-3j, j e I.

3.2. Résolution du probléme de Ta complémentarité linéaire

On considére, le P.C.L(M, g, d) sous la forme :

n
Trouver W, z e R

0w - Mz - dzo =g

w20,2z20,2z,20

avec les mémes hypothéses qu'en 3.1.2.
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L'algorithme de Lemke, consiste & générer une suite de bases complé-
mentaires réalisables (et les solutions de la complémentarité correspondantes).
Au bout, d'un nombre fini d'itérations, et sous 1l'hypothése de la non-dégéné-

rescence, on obtient soit :

* Une base complémentaire réalisable avec 2n+l ¢ I, ce qui entrdine

que la variable artificiale z., € R est hors-base, par conséquence

0
la solution de base x(I) correspondante est une solution du

P.C.L(M, q) cherchée.

* Une direction d'infinitude finale de C(M, q, 4) avec EO > 0.
Pour certaines classes de matrices M, l'existence des directions d'in-

finitude finales de C(M, q, d) avec z, > O entraine que P.C.L(M, q) n'est

0
pas réalisable ; Donc si le P,C.L(M, q) est réalisable et la matrice M appar-
tienne 3 ces classes de matrices, l'algorithme de Lemke génére une solution

du P.C.L(M, q).

3.2.2. Itération courante

* On suppose connus : [Une base complémentaire réalisable I.

Les valeurs correspondantes T(I), t(I) et x(I).

* On remplace I par une base complémentaire voisine I' = I+s-1r telle

que x(I') 2 0.

- Condition x(I') 2 0

Etant donnée une base complémentaire I réalisable, et la solution de

complémentarité x(I) correspondante. De deux choses l'une :

e 2nt+l ¢ I, et dans ces conditions la variable artificielle EO est
hors-base donc, la solution x(I) est une solution du P.C.L(M, q)

d'aprés le critére 3.1.2.4.

* 2n+l € I, ce qui entrdine qu'il existe un unique s ¢ I : {s, stn} n I =
C'est le deuxiéme cas qui nous intéresse ici. On considére dans ces
conditions une solution courante x'(8) dépendant d'un paramétre (sca-

laire) 6, et définie comme suit :
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x'__ =0
I-S
x'(8) : *xé =8
x! =t -T° g

Par suite, le domaine des valeurs de 6 rendant x'(8) 2 0 est définie par :

T 62t (c'est~d-dire Xi 2 0).
e 20
ce qui s'éerit, de fagon plus détaillée
TS e<t,, Viel (6)
i i

En remarquant que ti 2 0, ¥i1 € I, puisque la base complémentaire I est
réalisable, et en se bornant aux solutions 6 2 0, les inégalités (6) pour
lesquelles T? £ 0 sont toujours satisfaites. Les autres inégalités, pour les-

quelles Ti > 0, nous donnent :

t

|

6<—=, ¥ielI, T:>o0.
1

-3
He O

Par suite, le domaine des ©, tels que x'(8) = O, est :

0<6x<6
- ti S tr
6 = min = iel, T, > 0¢ = ~= (7)
T T
i r
En résumé :

On choisit s € I : s €

="

On détermine r € I d'aprés (7)
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. s s s ‘s
Remarque : Si FielI: Ti > 0, alors T" < 0. Dans ces conditions, on ne peut
pas déterminer r d'aprés (7). Mais cette circonstance implique que la solu-

tion x'(8) définie par :

XT --Ts
X = + 6 1 est réalisable ¥6 2 0.
X-—

I-s

Si, on permute les variables, en les présentant dans leur ordre d'ori-

gine on obtient :

€
€1

v
z = |z +06 |u : 820
%0 20 Yo

ol : (W, z, Eo) reste toujours une solution du P.C.L(M, q, 4).

* (v, u, ﬁo) est une direction d'infinitude finale de C(M, q, d) avec

z >0 car r # 2n+l,

Donc, x'(8) décrit une direction d'infinitude finale de C(M, q, 4)

avec z. > O.
0

Nous avons vu qu'une itération de l'algorithme consiste, étant donnée
base complémentaire I, & trouver un indice s hors-base vérifiant
{s, s+n} n I = @, puis un indice r de base, et de faire Ie changement de
base I - I' = I+s~-r. Cela ne peut &tre impossible que dans 1l'un des deux
cas suivants

i) 2n+1 £ I, par suite la variable artificielle z, est hors-base, ce qui

o)
entraine que x(I) est une solution du P.C.L(M, q).
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ii) s € I étant trouvé, 4i € I : Ti > 0. Par suite T° < 0, ce qui entraine
acue l'algorithme se termine avec une direction d'infinitude de C(M, q, d)
5 > o0.
avec z, 0]
Hormis ces deux cas, les changements de base pourront se faire. La

question est de savoir s'il peuvent se poursuivre indéfiniment.

* Sous l'hypothése de la non dégénérescence, les différentes bases
Il’ APYRRR engendrées par l'algorithme sont distinctes, car sinon,
i < g = <3 ! -a-di :
3 < 3 I, Ij et Ip # I, ¥h,k < j. C'est-a-dire que Ij est la

premiére base qui se répéte.

. . . . ~ >
Par suite, on a : Ii est voisine a Ii-l’ Ii+l et Ij—l

le P.C.L(M, g, d) est non dégénéré = I, ne peut 8tre voisine qu'ad deux bases

(13-1
cea =2 Ij-l = q0u
Ii+1

On distingue deux cas :

. -~ < .
1) 1 2 2 alors, Ij—l 7 Ii-l car par hypothése I 7 I ¥h,k < j.

2) 1 = 1 alors, I, est voisine uniquement a I,-

Donc, dans les deux cas on a : = I => j-1 = i+1, sinon

Tso1 % iy

Ij—l 7 Ii+1 par hypotheése, donc j = i+2 et I. = Ij = Ii+2'

Or, si par exemple :

Ii = Ii_1+s—r
11+1 = Ii+r-—'t
Tigp = Tjyptt - E

_ t-n, si t > n
l'indice t ¢ I,, t £ I, et c'est t =
13
t+n, si t £ n
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Le complémentaire de t qui est cendidat au changement de base pour
cbtenir I. , par suite, t £ I d'aprés la définition de la base complé-

mentaire ce qui contredit Ii = Ii+2'

* A chaque base complémentaire I donnée correspond une solution de

base x(I) unique.

Par conséquence, puisque le nombre de bases possibles est fini, 1'algo-

rithme converge en un nombre fini d'itératioms.

Il est nécessaire, pour commencer la premiére itération, de connaitre

une base complémentaire réalisable.
Pour cela :
On considére le P.C.L(M, q)
U - Mz = g
w20,2290

wez=20

en introduisant une variable artificielle zq €eR, de coit d e R, d > O ou

transforme ce probléme en un systéme qu'on note P.C.L(!M, g, d) suivant :

Uw - Mz - dz, = q A= (Ul-Ml-d) matrice (L X J)
w>0,2z20,z2;20 deR, d>0
wez=0 L] = n, |J] = 2nt2

Si ¢« q 2 0, la solution (w, z, zo) = (q, 0, 0) est une solution du probléme

de la complémentarité linéaire P.C.L(M, q) et l'algorithme s'arréte.

« q # 0, on démarre 1l'algorithme, avec la base complémentaire réalisable

I1 suivante :
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I, =I+2ntl-r;1I={1,...,n}
ol
~9y .
r :72: = max{-qi/qi | q; <0, ie I},
Remargues :

* Pour déterminer r, on considére la direction d'infinitude initiale
(d, 0, 1) de C(M, q, d) associée & la demi-droite D+((q1-d20, 0, 28),
(4, o, D).

* I1 est évident que toute condition qui assure que 1l'ensemble C(M, q, d)
ne contient pas des directions d'infinitudes finales avec 50 >0 en-
tralne que l'algorithme de Lemke génére une solution du P.C.L(M, q)
et prouve de maniére constructive l'existence d'une solution de la
complémentarité. Pour satisfaire de telles conditions les classes de

matrices suivantes sont introduites :

. QO : La matrice M ¢ QO et 1l'algorithme de Lemke appliqué au
P.C.L(M, q, d) engendre une direction d'infinitude finale
de C(M, q, d) avec z

réalisable.

o > 0 alors, le P.C.L(M, g) n'est pas

* Q : La matrice M € Q, l'algorithme de Lemke appliqué au
P.C.L(M, q, d) n'engendre jamais de telles directions

d'infinitude.

D'ol les définitions suivantes :

Dédinition 3.2.5.

La matrnice M € % 84 et seulement 84 Le P.C.L(M, q) admet une solution
des qu'4il est néalisable.

Définition 3.2.6.

La matrnice M e Q 44 et seulement 54 Le P.C.L(M, q) admet une sofution
pour ¥q e R,
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La caractérisation compléte de ces deux classes de matrices, reste une
question centrale en théorie du probléme de la complémentarité linéaire. lLa
plupart des sous-classes de matrices de la classe QO ou Q dans la littérature
sont caractérisées en terme de la complémentarité linéaire (cf. [3]1, [5], [61,
[7] ete...).

4. SUR LES SOUS-CLASSES DE MATRICES DE LA CLASSE Q

Dans ce paragraphe, on s'intéresse d un résultat d'existence des solu-
tions du probléme de la complémentarité linéaire. Nous présentons d'abord,
les différentes sous-classes de matrices (R), (E), (P), (C) et (M") introdui-
tes dans la littérature (cf. [31, [7], [13], [16]) ; Nous étudions leurs pro-
priétés et leurs relations d'inclusion. Par la suite, nous donnons une démons-
tration constructive pour le cas linéaire d'un théoréme d'existence de Kara-
mardian [12], en utilisant la méthode de Lemke. Nous aurons alors montré, de
maniére unifiée, que les différentes sous-classes de matrices (R), (E), (P),

(C) et (M+) sont des sous-classes de la classe de matrices Q.

4,1, Présentation des classes de matrices

- G - e e e U e e -

Déginition 4.1.1.1. {Karamardian [121). M ¢ (R) {ou M est une R-matrnice) 54
et seulement 84 Le systeme :

Mis-ft 0O siice I+(x)

Mixi-t 20 siice Io(x)

x20,x#0,t=20

n'admet pas de solution.

Déginition 4.1.2.1. : M ¢ (E) lou M est une matrnice strnictement semi-monofone)
84 et sewlement 84 ¥I c {1,..., n} Le systeme :
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I
My %p S0, x; 20, x; #0

n'admet pas de solutionm.

Proposition 4.1.2.1,

(E) ¢ {(R).
Preuve :

Soit M € (E), supposons que M ¢ (R)
Ix20,x#0,t20:
déf. 4.1.1,

I+(x)
= < = = . oy .
MI+(X) XI+(x) t eI+(x) 0 31 I+(X) : le systéme :

MI Xq <0, Xy > 0 admet une solution

I
impossible
Me ()

-1 1
Remarque : (E) g (R), pour s'en convaincre, on considére M = [ ]
alors, M € (R) et M ¢ (E).

donc M € (R).

4.1.3. Classe_de_matrices (P) (Fielder et Ptak [8])

Dédinition 4.1.3.1.

Me (P) (ou M est une P-matnice) 8i et seulement 84 ¥I ¢ {1,..., n}

det M% > 0.

Proposition 4.1.3.2,

M e (P) 84 et seulement 84 ¥x e R0, x # 0 31 e I(x) : Xs (Mx)i > 0.
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Preuve :

Voir annexe : A-4.2.

Proposition 4.1.3.3.

(P) ¢ (E)
Preuve :

Soit M € (P), supposons que M ¢ (E)
=> 31 < {1,..., n} :
déf., u4.1.2,

Le systéme Mi X7 £ 0, xy 20, xq # 0 admet une solution.

Par conséquence, 3x = (x,, 0) € R, x 20, x #0:¥i € I(x) xi(Mx)i =

I,
Xi(Mi x1) € 0, ce qui contredit le fait que M ¢ (P).

Dédinition 4.1.4.1.

((C) : matnices strnictement copositives).

M e (C) &4 et seulement 44 x » Mx > 0 ¥x e R®, x 2 0, x # O.

Proposition 4.1.4.12.
(C) ¢ (BE)
Preuve :

Soit M € (C), supposdns que Me (E)
= 31 < {1,..., n} :
dadf. u.1.2.

Le systéme M% X; €0, % 20, g # O admet une solution.

I I~
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Par suite, dx = (XI’ 0) e]gu X200, x#0:x ¢ Mx= Xy * MI x; <0,

ce qui contredit le fait que M e (C).

4.1.5. Classe_de _matrices (D) (Lemke [14])

Déginition 4.1.5.1.

((D) : matrnices définies positives).
M e (D) 84 et seulement 84 x * Mx > 0, ¥x ¢ R", x # O.

Proposition 4.1.5.2.

4) (D) < (P)
L) (D) € (C)

Preuve :

i) M € (D), supposons que M ¢ (P) => 31 c {1,..., n} : det M% <0

k
det MI = T A, ; A, valeur propre de MI
I 321 1 i I

les valeurs propres complexes sont conju-

guées 2 & 2
«e. => I1 existe, au moins une valeur propre réelle A < 0, soit X7 £ 0, le

vecteur propre associé : M% Xy = A Xq

n I 2
Posons, y = (xI, 0) e R, y#0 y * My = Xp * My %y = A ]!XI]l s 0.

ce qui contredit que M € (D).

ii) Evident, il suffit d'utiliser les définitions 4.1.5.1. et 4.1.4.2.

4.1.6. Classe de matrices (M') (Lemke [141)

Dédinition 4.1.6.1.

(M) : matrices strictement positives).
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M e (M) 84 et seutement 84 M) > 0, ¥i,j € {1,..., nl}.
Remarque : (M) < (C).
Nous donnons, le diagramme d'inclusion. (A = B signifie que A < B).
(R)
[
(E)
/N
(P) (C)
Nor”

4.2. Théoréme d'existence

Nous donnons, une démonstration constructive pour le cas linéaire
d'un théoréme d'existence de Karamardian [12], en utilisant 1l'algorithme

de Lemke.

Theonéme 4.2.1.

Supposons que M € (R), d = e, £e P.C.L(M, q, d) non dégénéré. Alors,
£'akgosriithme de Lemke appliqué au probleme de La complEmentaritt Lintaire
P.C.L(M, q, d) généne une solution du P.C.L(M, q) ¥q € R".

Preuve :

Posons : d = e = (1,..., 1) € r".

Supposons, que 1'algorithme de Lemke appliqué au probléme de la com-
plémentarité linéaire P.C.L(M, g, d) engendre une direction d'infinitude

finale de C(M, q, 4) avec EO > 0.

Soit (v, u, ﬁo) une telle direction d'infinitude alors, d'aprés la

définition 3.1.1.4.2. et le lemme 3.1.1.5. on a simultanément :
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i) Uv - Mu-eu, =0, v20,u20, 10,20

0 0
ii)veu=zo
iif) u # 0
Par conséquence, on a :
veu=0
= y -, =
_ VI+(U) 0 ) o ’
- > = - - = - =
R M@ L@ YTV m 7O
hypothése i)
M. -, ute_ ,~.u =v. ,~ 20! ...
Iy(u) I(u) "0 Iy(u)
hypothése i) et ii) J
- bt L d ] \
= Ix=zu20,x#0;t= Uy : Mox+t=0siiece I+(x)

M.x+t 20 siie Io(x)> impossible.

M € (R) J
Par conséquent, si M € (R), l'algorithme de Lemke appliqué au

P.C.L(M, g, d) engendre une solution du P.C.L(M, q), et prouve d'une ma-

niére constructive l'existence d'une solution de la complémentarité.

Par suite, la classe de matrices (R) est une sous-classe de matrices

de la classe Q.

Conolhaine 4.2.2.

Supposons que £a matrnice M appartienne a L'une des classes de matrnices
(E), (P), (C), (D), (M) alors, L'akgorithme de Lemke appliqué au probleme de
La cornlEmentanite Lintaire P.C.L(M, q, d) génére une solution du P.C.L(M, q)
¥q e RY,
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Preuve :

Si la matrice M € (E) (resp. & (P), (C), (D) et "))

proposition 4.1.2.1. (resp. Prop. 4.1,3.2., 4.1.4.1.,
4.,1.5.1., 5.1.6.

oo => M e (R)
’ => Le P.C.L(M, q) admet une solution
1'hypothése + théoreéme 4.2.1,

pour ¥q ¢ R" si la matrice M appartient & l'une des classes de matrices (E),

(P), (C), (D) et (M%),

5. CARACTERISATION CONSTRUCTIVE POUR QUE LA CLASSE DE MATRICES L(d), d e R"
SOIT DANS Q

Nous allons établir, dans ce paragraphe, une caractérisation cons-
tructive pour que la classe de matrices L(d), d eIRn, d > 0 introduite par
Garcia [10] soit un sous-ensemble de la classe de matrice Q. La démarche
effectuée dans ce paragraphe est analogue d celle utilisée par Cottle et
Aganagic [4] pour la classe de matrices (PO) et Pang [23] pour la classe

de matrices (L).

Pour établir le résultat énoncé plus haut, on a besoin de la classe

de matrices (RO)

Déginition 5.1.

M e (Ry) 84 et seulement si Le systeme :
M;x=0 siie I+(x)

Mi><2 0 sii e Io(x)

x>0, x#0

n'admet pas de solution.
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Remarg ue :

. (RO) > (R), en général ces deux classes de matrices sont distinctes ;

pour s'en convaincre, on considére -1 -1

M= .
-1 -1

il est facile de voir que M € (RO) et M ¢ (R).

On présente maintenant la classe de matrices L(d), d e R°, d > 0

introduite par Garcia [10].

Dé{inition 5.2.

La matnice M € E(d), d e R" 84 et seulement 8{ pour toute solution
(w, z) du P.C.L(Q, q) Zelle que (w, z) # (d, 0) alons, Ix 2 0, x # O :

Y
o

i) M x= y

ii) z 2 x, w

v
<

Remarque :

La matrice M € E(d), d € R"

= W ez 2W-ex220
déf, 5.2. Wez2ye*ez2ye°*x20
wez=0

=S Wex=ye*z=y°*x=z=0,
On définit L(d) = E(d) n E(0), d e R®, d > O.

Nous allons donner, maintenant une série de lemmes, qui serviront

dans la démonstration de notre théoréme.
Lemme 5.3.

La matrice M € E(d) n (Ry) enthaine que La matrice M e (R).
Preuve :

Par 1'absurde, supposons que la matrice M ¢ (R) alors, on aura :
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QZZO,Z#O;tZO:Mizi»t:O i€I+(z)

(1)
ie I (2)

v
o

M.z+ t
i

On distingue deux cas :

PN

*t =0, entrafne 3z 2 0, z # 0 : M.z=0 ice I+(z)

M;z20 1€ Io(z) r impossible

la matrice M ¢ (RO)J
et >0, (W, 2) = (Mz + te, z) est une solution du P.C.L(M, te) :

(w, z) # (te, 0)

Me E(d), d = te}

déf. 5.2, J
. T
eee => Ix 20, x 0 : 1) -M x=y 20
ii)zz2x,wz2y

d'autre part :
- T
Wex=xe°*tet+z e M x
=>w-x=x-te—zy’
i)

Remarque 5.2, = d

Wex=2e¢y=0 |

ces =>%x * te =0
=> x = 0 ce qui est impossible

te > 0

donc, le systéme (1) n'admet pas de solution
=> la matrice M ¢ (R).
déf. u4.1.1.
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Conollaine 5.4.

La matrice ¥ e E(d) n (R,) entraine que £a matrice M € Q.
Preuve :

La matrice M ¢ E(d) n (Ro)

=> la matrice M € (R)
lemme 5.3. e
théoréme 4.2.1.
. => la matrice M ¢ Q.

Lemme 5.5,

La matrice M € E(0) n Q entraine que La matrice M € (Ry).

Preuve :

Par 1'absurde, supposons que le systéme Miz =0 1ic¢€ I+(z)
Mcz20 1 €I.(2) (1)
z 20,2z %0

admet une solution.
Par suite, on a : (w, z) = (Mz, z) est une solution du P.C.L(M, 0)
(w, z) # (0, 0))

la matrice M € E(0) } ...

déf. 5.2.
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ve. = 3x 20, x #0: i) M x=y 2 0] .
=>3x 20, x #0 :

ii)sz,Lt)Zy

considérons, q € R®, q<0 : q; <0, 1c¢ I+(x)
oo = Ix 20, x 0 :x*M<0Oetqg=*x<0
=> le systéme: UW - Mz = q,

lemme 3.1.1.6. w=20,2z20

n'admet pas de solution donc, le P.C.L(M, q) n'est pas réalisable
impossible
la matrice M € Q

donc, le systéme (1) n'admet pas de solution

=> la matrice M ¢ (RO)-

Nous sommes maintenant, en mesure d'établir la caractérisation suivante :

Théoneme 5.6,

Si ka matrice M e L(d) = E(d) n E(0) d e R®, d > 0 Les propositions
suivantes sont gquivalentes :

4) £a matrice M e (R,)
AL) La matrice M € (R)
L) La matnice M e (Q)

iy = ii).
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Supposons que la matrice M ¢ L(d) n (RO)
=> la matrice M ¢ E(d) n (RO)
L(d) = E(d) n E(O)
lemme 5.3,
e ™> la matrice M € (R).
ii) = iii)
Supposons que la matrice M € L(d) n (R) => la matrice M € (R)
corollaire 5.4,
.+ => la matrice M € Q.
iii) = 1)
Supposons que la matrice M € L(d) n Q
=> la matrice M € E(0) n Q
L(d) = E(d) n E(0) cee

lemme 5.5, J

ve. => la matrice M € (RO).

6. SUR LA CLASSE DE MATRICES COLONNES ADEQUATES ET COMPLEMENTARITE LINEAIRE

Nous allons étudier, dans ce paragraphe, le probléme de la complémen-
tarité linéaire, avec la classe de matrices colonnes adéquates. Aprés avoir
introduit la classe de matrices colonnes adéquates, nous donnons par la suite,
une condition nécessaire et suffisante d'existence d'une solution du probléme

de la complémentarité linéaire.

Ce travail a été motivé par le fait qu'une matrice M adéquate (Ingleton
[11]) et réguliére et une P-matrice (Cottle [ ]), et que cette derniére classe
de matrices est caractérisée par la propriété que le P.C.L(M, q) admet une

solution unique ¥q € R" (Murty [23]).
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6.1. Notations et Définitions (Fielder et Ptak [8])

6.1.1. Classe de matrices (PO)

Dédinition 6.1.1.1.

La matrice M e (P,) (ou £a matrice M est une Pp-matrice] 44 et seulement
84 ¥I ¢ {1,..., n} det M% > 0.
. . . T
Remarque : Si la matrice M € (PO) alors, la matrice M ¢ (PO), car
det(Mi)T = det Mi, vI.

Proposition 6.1.1.2.

La matrice M € (Py) 44 et seulement 84 ¥x e R%, x # 0 31 ¢ I(x)

xi(Mx):.L 2 0.
Preuve :
Voir Annexe : A-4.4,
6.1.2. Classes _de matrices adéquates_: (A) (Ingleton [11], Cottle [ J)

Définition 6.1.2.1.

La matriice M e C(A) 84 et seulement A4 :

L) La matrnice M ¢ (PO)

i) Pour tout I < {1,..., n} verifiant det Ml = O

alons, Les colonnes ul sont Lindairement dépendantes.
Nous allons, maintenant introduire une classe de matrices avec des

conditions plus faibles que celles données dans la définition 6.1.2.1., pré-

cédente, qu'on appelle classe de matrices colonnes adéquates.
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Déginition 6.1.3.1.

La matrice M € C(A) &4 et seulement 84
L) Ra matrnice M € (PO)
i) Powr tout I  {1,..., n} verifiant det ML= 0

alons, Les colonnes ML sont Lindairement dépendantes.

Propridt? 6.1.3.2.

La matrice M € C(A) >

SL £a matrnice A = (eji) 1<4<q AVeC e;=*1 di=1,..., m, ei._ =0i¢3

l1<9=<n

... La matrice A * M A € C(A).

Preuve :

i) ¥I € {1,..., n} det(a - MA)§ = det M%
=> det(A - MA)§ 20
la matrice M € C(A) cen
déf. 6.1.1.1.

ee. => la matrice A * MA € (PO).

ii) Soit I ¢ {1,..., n} vérifiant det(A * M A)I =0
=>detM§:O
(1)
la matrice M € C(A)
_ e S JEVENRS: S D S S SRR SR S
cer = 3xp F 0 2 M % =0=> (A e MA) AT xT = (A e M7 AT) AL xp = A« MU(AT AT) x4

= A e MI xp = A(MI xI) = A 0O =0,
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I

# . ° I =
1% T0: (A * MA) y; =0

donc, QyI = A
par suite, les colonnes (A * M m)T sont lindairement dépendantes

donc, la matrice A * M A € C(A).

6.2. Une condition nécessaire et suffisante d'existence d'une solution du

P.C.L(M, q)

Nous allons donner 3 lemmes, qui contiennent certaines propriétés des
classes de matrices (PO) et de C(A) (classe de matrices colonnes adéquates).
Ils serviront dans la démonstration de notre théoréme d'existence des solutions
du probléme de la complémentarité linéaire P.C.L(M, q) avec la classe de ma-

trices colonnes adéquates qu'on vient d'introduire.

Lerme 6.2.1. (cf. Eaves [71)

Soit M une Po-matméce alorns, Ix e R%, x 2 0, x # 0 : Mx 2 O.
Preuve :

Par 1l'absurde, supposons que le systéme : Mx 2 0, x 2 0, x # 0
n'admet pas de solution

lemme de Farkas (cf. lemme 3.1.1.6.)

e =>Ju,u20,uf0:ueM<O
=> la matrice M ¢ (PO)
Prop. 6.1.1. impossil
hypothése => la matrice M ¢ (PO)

Nous allons, utiliser le lemme précédent pour démontrer, le lemme sui-

vant

Lemme 6.2.2.

Soit M une Po-matméce. Supposons : 3x > 0 : Mx = 0

Alons, 3y 2 0, y # 0 : y « M = 0.
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Preuve :

La matrice M € (Po) - M € (PO)
=>§y20,y#0:MTy=y'MZO
lemme 6.2.1.
en fait, y * M= 0, car sinon,
3i 2 (y M); >0 ces
hypothése

=31 : 0<(y M), % =¥y (Mx)i = 0, ce qui est impossible
donc, 3y eR”, y2 0, y#0 :y * M= 0.

La démonstration du lemme suivant utilise la méme démarche que celle

utilisée dans Eaves [7].

Lemme 6.2.3,

La matrnice M est une matrice colonne adiquate 84 et seulement 54
¥y ¢ R" vérifiant y; (My), < 0 powr i=1,..., n alors, My = O.

Preuve :

i) L'implication =>

- 1%F cas, supposons que la matrice M € C(A) et gque ¥y ¢ IRn, y20
i (My)i <0,i=1,..., n.
Considérons maintenant, y e]Rn, y20: i (My):.L £0,1i=1,..., n

alors, y vérifie : y e R", y20 Meyc<oO.

Ou encore, le systéme My = q, vy 2 0 (g < O) admet une solution, par suite,
il admet une solution de base x vérifiant Mx = My et xi(M . X)i £ 0 pour

i=z1l,..., n (1)
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En posant I = {i Ixi > 0}
=> les colonnes MI sont indépendantes
déf. d'une solution de base

la matrice M e C(A)

.. => det M% >0

=>M§e (P) )
I
My € (PO)
1) r=>x = 0
= My = Mx = 0
Prop. 4,1.3.1.) (1)

. 2T cas, supposons que la matrice M € C(A) et que ¥y ¢ R"

yi (My)i <0,1i=1,..., n.

. . . j i .
Considérons, la matrice diagonale A = (e3 . : je, =1, siy. 20
’ g 1) 1<i<n i ? ¥
1<j<n 3
e, =-1, si sinon
i

alors, Ay 2 0, y. (My)i = (y A A)i M A y)i = (y A)i ((A M A) AYJi < 0, ¥i)

la matrice M ¢ C(A)

=> AMA e C(A) il GEEE

Prop. 6.1.3.1.

157¢ partie de la démonstration |

o = (AMA) Ay = 0= My = 0,
ii) 1'implication <=
Supposons que ¥y e R” i (My)i <0,i=1,..., nalors, My = 0.

* Si la matrice M ¢ (Po)
= 3z eR", z £ 0 :
Prop. 6.1.1.1.
z. (Mz)i <0,i=1,...,n (2)

hypothése ii)
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eee = Mz = 0=> 2 ¢ Mz = 0
impossible

(2)

par suite M € (MO).

e SoitTe{l,...,n} :detM =0=3x. #0:M x_ =0 (3)
I I I71
en posant y = (XI’ 0) £0 alors, on aura :y * My = X M% Xq
. => y * My = 0, par conséquence Vs (My)i =0,1i=1,..., n, car sinon
3y, (My),>0=>0<y,. (My), = x (MIx) = X (MIx)
Ui i i i i I’i i i1
(3)

. =>0<y, (My)i = 0, ce qui est impossible,

donc, on a : y, (My)i =0,i=1,...,n
=> My = O ce qui entraine,
hypothése ii)
I

;XI £0: M x_. =M = My = 0 donc, les colonnes MI sont linéairement

dépendantes.

Nous rappelons également, le théoréme de Cottle et Aganagic [4] qu'on

va utiliser dans la suite.

Théonéme 6.2.4. (Cottle et Aganagic [41])

Supposons que M est une Po-max‘)véce ; Les conditions suilvantes sont
équivalentes :

4) La matrnice M appartient a La classe de matrices (RO).
) La matrnice M appartient d La classe de matrnices (R).
iid) La matrice M appantient & La classe de matiices (Q).

S S
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Le théoréme suivant, donne une condition nécessaire et suffisante,
pour que le probléme de la complémentarité linéaire P.C.L(M, q) admet une
solution ¥q ¢ Ifl, pour la matrice M apparténant & la classe de matrices

colonnes adéquates : C(A).

Théoneme 6.2.5.

Soit M une matrice colonne adéquate. AlLons, Lamatrice M appartient
a La classe Q 84 et seulement 84 31 < {1,..., n} Lel que Le systéme :

M: x. =0 X1 >0

admet une solution.

Preuve :
i) 1'implication =
Supposons, 3I ¢ {1,..., n} supposons que I est le plus petit tel que
le systéme : Mi X =0 x> 0, admet une solution — —> )
la matrice M ¢ C(A) Y ..

=> la matrice M € (PO)
déf. 6.3.1.

lemme 6.2.2. J

I
.= EyI > 0, Y1 0 : Y1 M~ = 0.
En posant : J = {i e I: y; > 0} on aura, Yy Mg =0 yy > 0 > ]

la matrice M € C(A)
=> la matrice M € (PO)
déf. 6.1.3.

lemme 6.2.2. J

J
cee =D iuJ 20, uy £0: M u

0 >

J

JcI,etI étant le plus petit de tels sous-ensembles.

~
0
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= J = vl oy = o)

ce.=>J =1 et §uI 20, u #0: Myu =0
la matrice M € C(A) r => MI u; = 0

lemme 6.2.3. J

par suite en posant v = (uI, 0) on aura alors, 3v=20, v# 0 : Mv = 0
considérons maintenant q eZRn, qQq=<0: s < O pour i € I+(v) —_
. =>3v20,vFO:Mv=0etqe*v<O
lemme 3.1.1.6.
.. => le systéme : Uw - Mz = q, W 2 0, z 2 0 n'admet pas de solution,
c'est-d-dire que le P.C.L(M, g) n'est pas réalisable

Impossible

or la matrice M ¢ (Q)

donc, I < {1;..., n} tel que le systdme :

I -
MI Xy = 0, Xy >0

admet une solution.
ii) 1'implication <=
Supposons que :

31 ¢ {1,..., n} : le systéme Mi X, =0 x; >0 admet une

solution, entralne que la matrice M ¢ (Ro) )

la matrice M ¢ C(A)

=> la matrice M ¢ (PO)¥ .o
déf., 6.1.3.

théoréme 6.2.4. J

... => que la matrice M e Q.
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Si on applique l'algorithme de Lemke au P.C.L(M, q, d) :
Uw - Mz - dzO = q

w20,z220,2,.20

ol la matrice M est une matrice colonne adéquate alors, soit qu'on obtient
une solution du probléme de la complémentarité linéaire P.C.L(M, q), soit

un sous-ensemble I € {1,..., n} tel que le systéme

admet une solution.
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ANNEXE

Nous présentons, dans cette annexe, les différentes classes de matrices,
introduites dans la littérature, pour résoudre le probléme de la complémentari-
té linéaire avec l'algorithme de Lemke. Nous résumons certaines de leurs pro-
priétés et leurs relations d'inclusion. Tout cela est bien connu, néanmoins

certaines démonstrations simples sont données.

Nous terminons, cette annexe par un tableau qui résume toutes ces in-
clusions. Les différentes classes de matrices, qu'on présente sont d'origines
diverses (cf. [3], [71, (8], [9], [10], [11], [12], [14], [16], [198], [21],
[22], [251,...).

Soit M matrice carrée indicée par (L L), avec L] = n.

Définition A.1.

On appelle principal sous-matrice de M, qu'on note par M%, I c‘{l,..., n},
La sous-matrnice de M indicZe en Ligne et en colonne par I

det M% : 4'appelle principal minewr.

A.2. Classes de matrices (S) et (SO)

Cette classe de matrices est extensivement étudiée par Fielder et Ptak

fa].

D84inition A.2.1.

La matrice M e (8), &4 et seulement 84, Ix ¢ R", x > 0 : Mx > O.

Propridts A.2.2.

4) Me Q=>M e (S)

AL} M e (S) = Le P.C.L(M, q) est néalisable.
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Proposition A.2.3,

M e (S), 84 et seulement a4, ¥x e]Rn, x20,x#0 3i: (MT x); > 0.
Preuve :

i) implication _

Me(S)=>3IxeRY, x>0 : Mx >0
=> X ° MT u>0
vueR', u20, u#o0 =>§i:(MTu)i>o

x>0
ii) implication <=
Supposons que ¥u ¢ R°, u2 0, u # 0 = 3i : (T u)i > 0.
C'est-a-dire, que le systéme : MT u<0,uz0, u#On'admet pas de solution

théoréme alternatif de Motzkin [ ]

. => le systéme Mx > 0, x > 0 admet une solution
= M e (8).

déf. 1.2.1.

Définition A.2.4.

M e (So), 84 et seulement 84, Ix e R®, x 2 0, x # 0 : Mx = O.

Proposition A.2.5.

[\

Me (SO), 84 et seulement 84, Yu e R", u =0 3i : (MT u):.L > 0.

Preuve :

Analogue 3 celle de la proposition A.2.3.
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Remarque :
* (8) € (5)

Propriéts A.2.6.

ML € (8) <> - M e (sy)

Preuve :

MT € (S)

v

<> YyueR', u20,uf0 3i: (-Mu); < 0
Proposition A.2.3.

<> VueR', u20,uf0 -Mu %O

v

<=> le systéme -Mu 2 0, u 2 0, u # O n'admet pas de
solution
déf. A.2.4.

. => =M £ (8). "BU
LILLE/

A.3. Classes de matrices (S) et (SO)

Définition A.3.1. (Lemke [16])

I.T

Me (E), 84 et seulement 84, ¥I < {1,..., n}, (M) € (S).

Proposition A.3.2.

Les propositions suivantes sont Equivalentes :
L) Me (E)

L) Ze sysiteme Mi x; £ 0, x, 20, % #0 n'admet pas de solution

I

¥Ic {1,..., n} [cf. Cottle et Dantzig [31).

Lh) ¥ eR%, x 20, x #0 = 3i ¢ I+(x): (Mx)i > 0 (cf. Eaves [7],
Karamardian [12]).



Preuve :
i) = ii)

Me (E)
I.T

=> (MI)

déf. A.2.3,

. => le systéme M% xp <
¥I c {1,..., n}.

ii) = iii)

Par

I,(x)
M x = M X < 0.
I,(x) I.(x) "I.(x)
ou encore :
I+(x) I.(x)
. < . el s
;XI (x) eR 2 My (x) *1 (x) O ce qui contredit ii)
+ + +
iii) => ii)
par l'absurde, supposons que M ¢ (E)
T
=3I ¢ {1,..., n} : (Mi) ¢ (9)
déf. A.3.1.
Proposition A.2.6.
eee=> 3T c {1,..., n} : -M_ € (S.)
I 0 T
=> 3I < {1,..., n} M x; <0, x; 20, %
déf. A.2.4

admet une solution.

e (8),

0, x
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¥I c {1,..., n}

propriété A.2.6,

2 0, x

I I

- ;M§ ¢ (Sy), ¥I e {1,..., n}

déf. A.2.4,

£ 0 n'admet pas de solution

1'absurde, supposons, 3x € R, x20, x £ 0,

Vi e I+(x) => (Mx)i < 0. Alors, on a : 3Ix eR", x20, x#0 :
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. I
En posant x = (xI, 0), x20, x#0 : ¥i ¢ I+(x) (Mx)i = (M xI)i <0
ce qui contredit 1'hypothése.

Déginition A.3.3. (CLasse de matrnices semi-monotones)

M e (E)), && et seulement si, (M) € (S,), ¥I € {1,..., n}
Remarque :
s (E) (EO)

Proposition A.3.4.

Les propositions sulvantes sont Equivalentes :

L) M e (EO)
«('/L')Vxe]Rn,xzo,x;fO=>3:'LeI+(x):(Mx)iZO @
(c{. Eaves [7], Karamardian [121).

Preuve

Analogue 3 celle de la proposition A.2.6.

Proposition A.3.5.

A @® e ()5 (Ey) e (5]
L) (E) e (8)

Preuve :

i) Evident, on a le résultat & partir des définitions A.2.1., A.3.1.,
A.2.4, et A.3.3..

ii) Soit M ¢ (E)

=> M€ Q=> le P.C.L(M, ~e) admet une solution
Corollaire 4.2.2.
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ce. = Ix 20 : Mx=UW+e >0
= M e (S).
déf. A.2.1.

A.4. Classe de matrices (P) et (PO)

Classe de matrices extensivement étudiée par Fielder et Ptak [8]

Définition A.4.1.

I

1>0, ¥ ¢ {1,..., n}.

Me (P), 44 et seulement 84, det M

Proposition A.4.2.

M e (P), 84 et seulement 84, ¥x ¢ Egh x¥0 3 e I(x) : xi(Mx)i >0
Preuve :

i) implication <=
\

Par 1'absurde, supposons que M ¢ (P) = 31 < {1,..., n} : det M% <0

r
det M = T X., X, valeur propre de M oo
I 327 1703 I

Ai complexes conjuguées 2 3 2 => Ai- X& > 0|

... => 3)A valeur propre réelle : A < 0 et X1 Vvecteur propre associé.

0) eR, ona: x* Mi = x, * M2 Xy = A||XIII2 =0

En posant, x = (x 1 1

12
eee = Ix € Ig], x#0 : ¥i € I(x), on a : Xi(Mx)i = xi(MI xI)i < 0.
Ce qui contredit 1'hypothése.

ii) implication =>

Par 1'absurde, supposons 3x € R', x # 0 : ¥i ¢ I(x) => xi(Mx)i <0

en posant y = Mx
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e = ¥ie I(x) => x; y, < 0=> 30U 2 0 diagonale : Yi(x) =~ %F1(x)
o o I(x) - _ I(x) -
c T MG *rx) T Vi) T W) = M) t U Ry T O
xI(x) Z0
= MI(x)

1t U est une matrice singuliére.

Or, M € (P) = ¥I c {1,..., n}, Mi € (P), sans perte de généralité.

Supposons que :

O...ue 0 mll,+ > Minsesees > My
U= {0 O: ..... Q s, E>0, M+ U= myq . E
. ‘ . . 22 :
Oieenneadd0 _mnl" ........ ceseds n

2 P4 . (3 é . 4
en développant le déterminant de M + U suivant la 1 re ligne, on obtient :

det(M+U) = detM+€ detMg s J=1{2,..., n}

=> det(M+U) > 0.
M e (P) 3€>0

I(x)

Par conséquent, det(MI(x)

+ U) > 0, ce qui est impossible.

Définition A.4.3.

M e (PO), 8L et seulement 84, det Ml

120, ¥ ¢ {1,..., n}.

Proposition A.4.4.

M e (Py), 84 et seubement 84, ¥x eR? x # 0 3i € I(x) : x; (Mx); 20.
Preuve :

Analogue & celle de la proposition A.4.2,
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Remarg ue :
1) (P) < (Py)

ii) M e (P) = MT € (P) (car de‘c(M%)T = det Mi, ¥l c {1,..., n}).

Proposition A.4.5.

4) (P) e (E)

i) (g) e (E)

Preuve :

i) M e (P)
= ¥x e]Rn, x 720 3 e I(x) : Xi(MX)i >0
Prop. A.4.2.
en particulier, ¥x eRY, x20, x#0 3ie I+(x): }
Xy (Mx):.L >0 .

~ Prop. A.3.2.}

.=>Me (E)

ii) Analogue 3 celle de i).

A.5. Classe de matrices copositives C, Co (Lemke [161)

Déginition A.5.1. (matrnices strnictement copositives)

Me (C), & et seulement 84, x * Mx > O, ¥x e R", x 2 0, x # O.

Déginition A.5.2. (matnices copositives)

M e (CO), 84 et seulement 84, x » Mx 2 0, ¥x e R°, x 2 O.
Remarque :

+ (0) = (cy)
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Proposition A.5.3.

L) (C) < (E)
L) (CO) c (EO)
Preuve :
iI)Me (C)=>W¥xeR", x20, x #0, x * Mx > O

. = X; (X)(MX)I (x) = % ° Mx > 0

+ = 3i € I+(x) : (Mx)i > 0...

X >0

=S VxeR, x20, x £ 0
=> 3i ¢ I+(x) : (MX)i >0
Me (C) => M € (E).

Prop. A.3.2.
BU
LILLE,

A.6. Classe de matrices définies positives (D) et (DO)

ii) Analogue 3 celle de i).

Dédinition A.6.1.

M e (D), 44 et seulement 84, x * Mx > 0, ¥x ¢ R", x # O.

Définition A.6.7.

M e (D), 84 et seulement 84, x * Mx 2 0, ¥x e R".
Remarque :

i) (D) (Do)

ii) (D) < (C)

1i1) (D) € (¢y)
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Proposition A.6.3.

4) (D) < (P)
L) (Do) S (PO)
Preuve :
Analogue & celle de la Proposition 4.2. i).

A.7. Classe de matrices copositives plus : (Cil

Dédinition A.7.1.

+ . ,
M e (C), ai et seulement &4, e Me (C)
e X e Mx =0, ¥x 2 0 = (Mi—MT)x = 0

Proposition A.7.2.

) (Dy) = (€
i) (c) < (ch
Preuve :
i) Soit x e R", x 2 0

= x ¢ Mx 2 0= M ¢ (CO)
M e (Do)

si, x *» Mx = 0
=>y ¢« My 2 x « Mx, Vy ¢ R"
Me (Do)

eee => X est un minimum de f(y) =y ¢ My sur R"

conditions d'optimalité
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. =>-% V(ix » Mx) = 0 = (Md-MT)x = 0, donc M € (C').

ii) Soit x e R", x 2 0
= x* Mx>0=>Me¢ (Co)
M e (C)

* Si, x *Mx=0
Vs x=0=> (M+M)x = O,
Me (C)
done M e (ch).

A.8. Classe de matrices @ diagonale dominante et & éléments diagonaux positifs

Déginition A.8.1. (Matrice a diagonake dominante et a éféments diagonaux
positits (dd'))

M e (dd7), &4 et seulement &4, m, 2 Y m..],i=1,..., n

Proposition A.§8.2.

B
(ad") < (). @

Preuve :

(cf. J.J. Moré [22]).

A.9. Classe de matrices adéquates (A) (Ingieton [113])

Deginition A.9.1.

M e (B), 84 et seulement 84, L) M ¢ (PO)

ii) S&, ¥I < {1,..., n}, det M

I° 0, alons,
Les Lignes M. et Les colonnes Ml sont Linairement dependantes.
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Deginition A.9.2. (Matrnices Lignes adéquates £(A)) (Eaves [7])

Me (A), 884, L) M ¢ (PO)

i) S4, ¥I < {1,..., n}, det M}

170, alons Les Lignes
M; sont Lintainement dépendantes.

Définition A.9.3. (Matrices colonnes adéquates C(A))

Me C(A), 884, L) M ¢ (Po)

I

L) S4, ¥1 < {1,..., n}, det M7

sont Lintainement dépendantes.

0, alons Les colonnes

Proposition A.9.4.

Me C(A), 484, ¥y ¢ R", y;(My); £ 0, 1= 1,..., n=>My = 0.
Preuve :
(cf. Lemme 6.3.).
Remarque :
i) (P) < c(a) 3 ((P) = (A))
L'inclusion est stricte, comme le montre l'exemple suivant :
5 -10

M= 3 Me C(A) et M ¢ (P).

Proposition A.9.5.

(ad™) < c(a).
Preuve :

(ef. Moré [221).
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A.10. Classe de matrices (L) (Eaves [71)

Definition A.10.1. (Classe de matrices (E.))

Me(El),bie,tAedLemen,tAL, vy e]Rn,yZO,y;fO:MTyZOe/ty'Myzo.
ve.=> 3220, Q20 diagonales : Oy # 0 et (AM + M’ Q)y = 0.

Définition A.10.2.

(L) = (EO) n (El)'

Propnidté A.10.3.

(e < ().

Preuve :

(cf. Eaves [71]).

A.11. Classe de matrices (L(d)) (Garcia [10])

Deginition A.11.1. (CLlasse de matrices (E(d))

M e (E(Q)), 484, (w, z) sofution du P.C.L(M, d) : (w, z) # (d, 0)

= 3Ix 20, x#0: M x = y 20et (w, z) 2 (x, y).

Dédinition A.11.2.

L(d) = E(d) n E(0).

Propriete A.11.3.

(L) = n L(4)
d>0

Preuve :

(cf. Garcia [101).
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A.12. Classe de matrices (Z) (Fielder et Ptak ([81, [9])

D34inition A.12.1.

Me (2), 84 et seulement 84, m, 5 <0, ¥i # 1§.

Nous donnons un résumé des définition des classes de matrices, puis

un tableau résumant les relations d'inclusions.
(SO) ={M:3Ix=20, x#0: Mx2 0}

(8) ={M: 3x >0 : Mx > 0}

(E,) = (M : ¥Ic{1,..., n}, Mi ¢ (sO)T}
() = {M : v1Ic {1,...,n}, M% e ()7}
(Py) = {M:vIec{1,..., n}, det M% Mi > 0}

(P) = {M: ¥I ¢ {1,..., n}, det M% > 0}
(py) = {M:¥x eR?, x » Mx = 0}

(D) ={M:Me¢ (Dy) et 0 <= x = 0}

b
L]
=
x
1

(cy) = (M : ¥x eRY, x2 0, x » Mx 2 0}
() ={M:M¢ (CO) et x 20, x # 0= x * Mx > 0}

(chH

{M:Me (CO) et [x 20, x « Mx = 0] = [(Mi-MT)x = 0]}

(ad)

1]
pmy
=

El

S j;zﬁ RIS S B

(da%) = {M : M € (dd) et m ., >0, i = 1,..., n)
- . I_ - j .2
(4) = {M: Me¢ (Py) et ¥I < {1,..., n}, det My = 0= lMiliéI et |M [jeI liées}

1 . s
(2(8)) ={M : Me (Py) et ¥I {1,..., n}, det My=0=> lMilieI liées}
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(c(a)) = {M: Me (P)) et ¥I c {1,..., n}, det Mi = 0= !Mj|j€I liées}

(z) = {M : m s <0, ¥i # 5}

Oety e My =0= 3 S 0 diagonales

(E)={M:9% R, y20,y#0, My N

v

telles que Qy # 0 et (AM+MTS'2)y o}

(B(d)) = {M : siUw-Mz2=4d, w20,220:(w,z)#(d, 0)=>3Ix20, x £ 0 :

- MTX: y 2 0et (0, z) 2 (x, y)}
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Tableau des inclusions

+ +
(So)(EO)(PO)(CO)(DO)(C )(dd ) (L(A))(LI(L(A))(SI(EI(PI(CI(D)(Z)(R) Q Q

(EO) X X X
(po) x X X X
(CO) x X% X x
(DO) X X X X X X x X X
(c+) X X X X X X % X
(ad*y x x x x X x % x
(e(a)) x x x X x x X
(L) x X X X x
(L(d)) X x X
(s) x x

(E) x X X % x X X X x
(P) X X X X % X X X X X X
c) X X X X X X X X X X X
(D) X X X b X x X x X X X X X X X X X
(2) x x
(R) X X X

signifie 1'inclusion, par exemple (D) ¢ (84)



65

REFERENCES

[1] AGAGAGIC. M., "On diagonal dominance in Linear complementarity".
Linear Algebra and its Appl. 39 (1981), pp. 41-49.

[2] COTTLE. R.W., 'Completefy Q-matrices”. Mathematical Programming 19
(1980), pp.3u47-351,

[3] COTTLE. R.W. et DANTZIG. G.B., "ComplLementary Pivot theory of Mathe-
matical programming”. Linear Algebra and its Appl. 1 (1968), pp. 103-125.

ru] COTTLE. R.W. et AGANAGIC. M., "On Q-matrnices". Mathematical Programming
16 (1979) pp. 274-277.

[5] COTTLE. R.W. et PANG. J.S., "On solving Linear complementarity problems as
Linearn programs". Math. Programming Study 7 (1978), pp. 88-107.

[6] COTTLE. R.W. et PANG. J.S., "A Least-element theory o4 s0lving Linean
complementarity problems as Linear programs"”. Math., Oper. Res. 3 (1978),
pp. 155-170.

[7] EAVES. B.C., "The Linean complLementarity problem”. Management Science
17 (1971), pp. 612-63u4.

[8] FIELDER. M. et PTAK., V., "On matrnices with non-positive of4 diagonal
elements and positive principal minens". Czechoslsvak Math. J. 12 (1962),
pp. 382-L00.

[a] FIELDER. M. et PTAK. V., "Some generalisations of positive definiteness
and monotonicity". Numer. Math. 9 (1966), pp. 163-172.

[10] GARCIA. C.B., "Some classes of matrnices in Linear complementarity
theony". Math. Programming 5 (1973), pp. 299-310.

[11] INGLETON. A.W., "A problLem in Linearn inequalities". Proc. London. Math.
Soc. 16 (1966), pp. 319-536.



66

[12] KARAMARDIAN. S., "The compfementarity probfem". Math. Programming
2 (1972), pp. 107-129.

[13] LEMKE. C.E. et HOWSON. J.T.J., "Equilibruim points of bimatrix Games".
SIAM J. Appl. Math. 12 (1964), pp. 413-423,

(141 LEMKE. C.E., "Bimatrix equilibauim points and Mathematical Programming".
Management Sci. 11 (1965).

[15] LEMKE. C.E., "On complementarnity pivot theory". Math. of decision
Sciences, G.B. DANTZIG et A.F. VEINOTT, J.C. eds. American Mathematical
Society (1968), pp. 95-118.

(161 LEMKE. C.E., "Recent nesults on complementarnity problems". Nonlinear
Programming, J.B. ROSEN, O.L. MANGAZARIAN and K. RITTER, eds. Academic
Press, N.Y. (1970).

[17]  MANGAZARIAN. 0.L., "Linearn ComplLementarnity problems solvable by a
single Linear programming”. Math. Programming 10 (1976), pp. 263-270.

[18]  MANGAZARIAN. 0.L., "Solution of Linean complementarity problems by
Linear programming". Lect. Notes in Math. N° 506 (1976), pp. 166-175,

[19] MANGAZARIAN. 0.L., "Characterization of Linean complementarnity pro-
blems as Linear proghrams”. Math. Programming Study 7 (1978), pp. 74-87.

[20] MURTY. K.G., "On the number of sofutions of the complLementarity pro-
blem and spanning proprieties of compLementarnity cons"”. Linear Algebra

and its Appl. 5 (1972), pp. 65-108.

[21]7 MURTY. K.G., "On a characterization o4 P-matrices". SIAM J. Appl. Math.
20 (1971), pp. 378-384.

[22]1 MORE. J.J., "Classe of functions and feasibility conditions in N.L.C.P.",
Math. Programming 6 (1974), pp. 327-338.

(23] PANG. J.S., "On Q-matrices". Math. Programming 17 (1979), pp. 243-247.



[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

67

PANG. J.S., "Note 4n an open probfem {» L.C.". Math. Programming 13
(1977), pp. 360-363.

SAIGAL. R., "On the classe o4 complementary cones and Lemke's algo-
nithm". SIAM J. Appl. Math. 23 (1972), pp. 46-50.

SAIGAL. R., "lLemke's algornithm and a speciafl L.C.P.". Opsearch 8 (1971),
pp. 201-108,

SAIGAL. R., "A note on a cfasse o4 L.C.F.". Opsearch 7 (1970), pp. 175-183.

WATSON. L.T., "Some perturbation theorems for Q-matrnices". SIAM J. Appl.
Math. 31 (1976), pp. 379-384.



6§

KEKKKKKKKKKK
KKKKKKKKKKK
X K%
XK X
XK *K
xK —_— XK
KK =t kK
x K * K
xK Ll XX
X% oz £33
Kt KK
X% — XK
xK o * X
K < XK
KXk X *k
X () *K
xx XX
XK KK
x¥. KK
KEKKKKKKKKKK
KKKKKKKKKKK

APPROXIMATION SIMPLICIALE DE LA SOLUTION DU
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NOTATIONS

*N : ensemble des entiers naturels

n

* R : espace euclidien de dimension n

“Ry={x e R"[x 20}

* Xy : produit scalaire de x par y
s e : vecteur des 1, (1,..., 1)
. et : k™ vecteur unité de R

i Hx] |2 . norme euclidienne de x

1] ], = max ;]

i

« [J] : enveloppe convexe de J

* J\K : complémentaire d'un sous-ensemble K de J
. [)\_] : partie entiére d'un réel A.

- I, = {1,..., k}, k eN
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1. INTRODUCTION

Le probléme de la complémentarité non linéaire P.C.N.L., peut se for-

muler de la maniére suivante :

n
Trouver x € R~ :

x20, f(x) 20 x ¢ f(x) =0

f R >R,

Parmi les applications du probléme de la complémentarité non linéaire,

citons par exemple :

* La programmation mathématique convexe.

La théorie de jeux.

* La recherche de 1'équilibre économique.

La recherche du point Selle.

D'autre part, le probléme de la recherche du point fixe de l'applica-
tion g :Eﬁ *ﬁRﬁ peut se formuler comme le probléme de la complémentarité non
linéaire en posant f(x) = x-g(x). Inversement, le probléme de la recherche

du point fixe de l'application : R” +» R” définie par Ax) = max  (x.- f.(x), 0);
PP g : R R, par g, 3
1<j<n

ou bien comme, le probléme de la recherche d'une solution du systéme d'équa-
tions non linéaire h(x) = 0 ot h.(x) = min (x., f.(x)).
1<j<n J
Le probléme de la complémentarité non linéaire est résolu par les al-
gorithmes qui utilisent les techniques de 1'approximation simpliciale
(cf. [131, [31, [43, [51, [91, [11],...) c'est-a-dire quelmz est triangulé,
les sommets de cette triangulation sont marqués par un marquage spécial pour

le probléme de la complémentarité non linéaire ; Une procédure d'exploration
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de la triangulation, basée sur le marquage spécifique introduit permet d'ob-
tenir un "simplexe complémentaire"” pour lequel tout point correspondant & une

approximation de la solution du probléme de la complémentarité non lindaire.

Dans ce travail, nous rappelons dans la section 1, les principales
propriétés se rapportant au concept de la triangulation, du marquage et des
algorithmes d'approximation simpliciale. Dans la section 2 la subdivision, le
marquage et les algorithmes d'approximation simpliciale & dimension variable.

(cf. [1], [10], [11],...). Ces rappels sont indispensables pour la section 3.

Dans la section 3, nous proposons un marquage de la triangulation de
Fﬁ, l'utilisation d'un algorithme simplicial & dimension variable basé sur
ce marquage nous permet, sous certaines conditions, d'obtenir une approxi-
mation de la solution du probléme de la complémentarité non linéaire. Nous
donnons également une condition suffisante qui assure la convergence de

1'algorithme.
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2. TRIANGULATION, MARQUAGE ET ALGORITHME SIMPLICIAL

2.1. Introduction

Les algorithmes d'approximation simpliciale utilisent la technique
de la triangulation simpliciale et le concept du marquage. Nous en donnons,
dans ce paragraphe, les principales propriétés ; Ces notions sont classiques
et se trouvent dans ([1], [3], [8], [12], [13],...).

2.2. Triangulation

Définition 2.2.1.

Soit A € R" La vaniété Lintaire engendrde pan A, noté L(A) est
définie panr :

n k+1 ' k+1 .
L(A) ={xeR |x= } X, x,avec ] A, = 1etx" €A, 1<isck+l}
i=1 7 i=1 *

Remarque :

dim A = dim L(A).

Dans tout ce qui suit, les concepts topologiques pour toute partie

A ¢ R" sont relatifs 3 la variété linéaire L(A).

Déginition 2.2.12.

Soient yl,..., yk+l (k < n) des points de R®. On dina que yl,..., yk+l

sont affinements indépendants 54 et seulement si L'ensemble de vecteuns

{y2 - yl, cees yk+1 - yl} sont Lindainement indépendants.

Remarque : Le choix de y1 dans la définition 2.2.2. n'a aucune importance.

Définition 2.2.3.

On appelle k-simplexe Note o = [yl,,,,, yk+1], £'enveloppe convexe
des . points yl,..., yk+l affinement indépendants.
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Clest-a-dine :

n k+1 . k+1
oz{yelRIyzzxiylavecZAizl,Aizo 1< i< kel}
i=1 i=1

Les points yi,..., v<*1 sont Les sommets du k-simplexe o.

Remargue :
* La dimension de 0 = k

* Le k-simplexe 0 est un polyédre compact.

Définition 2.2.4.

On dira qu'un t-simplexe T(1<t<k) est une face d'un k-simplexe o,
AL tous Les sommets de T sont des sommets de 0 ; on notera alorns T < ©

Sit = k-1, on dira que T est un facetde o. Si de plus, y est Le som-
met de o n'appartenant pas a T, on dina que T est Le facet de o opposé a4 y.

Déginition 2.2.5.

Deux simplexes o, et o, sont adjacents s4i et seulement 84
« 1Ls ont un facet commun, ou
o L'un est 4facet de L£'autre.

. . n . . . s
Soit G, un ensemble de n-simplexes dans R non vide, fini ou infini

mais dénombrable.

Posons : ,G] = U0, le sous-ensemble de R" correspondant & la réunion
OeG

de tous les n-simplexes de G.

DEfinition 2.2.6.

G est une triangulation (de [G|) dans R" &4 et seulement 54
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i) ¥0_,0. € G, o, no, ¢ ou o, n o, est une face commune de o, et o

2 1

1 X

i) vx € |6], IV e V(x) = V coupe un nombre §ini de n-simplexes de G.

Exemples 2.2.7.

a) Exemples qui ne sont pas des triangulations.

1'intersection de 0, et 0, n'est 0 n'est pas un simplexe

ni vide, ni face commune.

b) Exemples de triangulation

Définissons maintenant, par :

« G* : l'ensemble de toutes les i-faces (i.e. : les i-simplexes qui sont

les faces des n-simplexes de G) pour i ¢ {0,..., n}.
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En particulier, " = G et G0 = ensemble des sommets de la triangulation

e = {1t 1< 0, 0 € G} 1'ensemble de toutes les faces des simplexes
de la triangulation G.

Nous donnons maintenant, une proposition qui est souvent utilisée pour

. . . n
montrer qu'un ensemble de simplexes est une triangulation dans R™.
Pour cela, nous donnons d'abord le lemme suivant :

Lemme 2.2.8.

Tout k-simplexe est partitionner par L'intérnieur nelatif de ses faces.
Preuve :

Soit x € 0 => x est interne a la facette F(x, 0) de x dans © o
+x¢e F(x, O
F(x, 0) convexe, fermé et non vide

0 étant un polyédre

=> F(x, 0) =T, T face de O >
théoréme III.4.1.3. page 126[2]
o o)
. eee => % € T donc, 0 ¢ L_J T o
<o ol => 0= Uz
<
d'autre part on a : 0 > t_j T T<o
<0
o) o o) o]
* Soient Tl et T2 deux faces de O : Tl n T2 F¢=Ix ¢ Tl n T2.
o
ce qui entralne : (X € T; => % est un point interne a 11]
P => T, = F(x, o))
théoréme III.4.1.3, [2] |
o P ...
X € T, =>x est un point interne & Té’
r=> T, = F(x, 0)
théoréme III.4.1.3. [2] | )

cos ’=>T1 = T2.
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Proposition 2.2.9.

G est une triangulation de |G| dans R" si et seulement &4

(o]
o el = U«
Te@

.. *
L) VTl,T2 € G T, T,

AL) vx e |6], 3V e V(x) : V coupe un nombre §ini de n-s4implexes de G.
Preuve :

1) 1'implication =>

o] = U o

OeG - IGI:UO:U(U :):U*('l?

<
lemme 2.2.8. e 0eG  T<0 TeG

o] (o]

*
i 1 T T T .
i) Soient Tl et 'l'2 € G Tl 7 5 et supposons que 1 n 5 # alors on a :

a) si Tl et T2 sont faces d'une méme simplexe O

lemme 2.2.8.

ce qui contredit 1'hypothése, donc T, N T, = ¢ ‘

1 2

b) si Tl< 01

=>
01 n 02 £ 9
< =D n
T2 02 01 02 est une face commune
déf, 2.2.6,

de o, et de 0, ; par suite on a :
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A o
1 o)

} =>
(o) (e} T1n (o

1'hypothése T, 0T, #0)

. Tl et 01 n 02 sont des faces de ©

7 )
1n02)¥0

* T, et 0. n O, sont des faces de © ) 0
o o >=+>12n(01no2)¢¢

1'hypothése T, N T, #0)

lemme 2.2.8. )

I
A
"
Q
=
Q
"
~

1 1 2 2°

ii) c'est ii) de la définition 2.2.6.

2) 1'implication <=

(o]

i) |e| = U* T
TeG = lG' - U g

lemme 2.2.8. 0eB

* Soient Gl, 02 € G et supposons que 01 n 02 # ¢. Nous allons montrer

que 0, N0, est une face commune de O, et de 02.

1 1
o
3 1 .
Soit x € 0, n O, 3! Ty <0 :xe€ Tll
1 < . = =
lemme 2.2.8. 3! Ty< Oy xeTyp=>1T =21,
hypothése ii) |
X appartient donc, 3 une face commune de o, et g, notée par T, =1, = 1,
donc, ¥x ¢ Ol n 02, XeT-= t—-) Tx face commune de 01 et 02 = 01 n 02 c T (¢
xe01002

k+1

Supposons par ailleurs que T = [yl,..., y 1, (k <£n)
!
>y € olnGQ,
déf, 2.2.4, 1<1<kel
0, n 0, convexe
1 k+1
cee = [y ,eee, vy Je o, n o,

=> = .
T 01 n 02 face commune de Ol et de 02

(3)
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Les théorémes suivants contiennent des propriétés importantes de la

triangulation. Soit G une triangulation de ]G‘ dans R" alors, on a :

Theonéme 2.2.10. leg. [123, [13])

Soit T un facet d'un sdimplexe de G.

ALons, 4) Si T < Fr(|Gc]), T est un facet d'exactement un seul simplexe de G.
i) 8L T ¢ Fr(le]), T est un facet d'exactement deux simplexes de G.

Theoneme 2.2.11. (cf. [121, [13])

Soit D < Fr(|G|) tel que dim D = n-1 et D = |G| n L(D).
Atons, {t e ¢ 1|1 c D} triangulanise D.

On illustre les deux théorémes précédents par la figure suivante :

2

ou |g| = 52, le 2-simplexe unité (i.e.:8" = [el, e2, e3], e* e R? vecteur

unitaire).

* Le facet T, ¢ Fr(]G|) et il est facet de deux simplexes o, et 0,,
alors que T, ¢ Fr(|G]) et il est facet d'un seul simplexe O3.



79

* La triangulation de D = [e2, e3] consiste en les trois l-simplexes

T,y Tyet Ty,

Dedinition 2.2.12.

La mesune de La trniangulation G, qu'on note par mes G, est défindie pan :

mes G = sup {diam o}
CeG

ol diam 0 = max {||x-y|| | %, yeo}.

2.3. Triangulations spéciales de R"

Nous donnons, dans ce paragraphe, certaines triangulations standard

de R", introduites dans la littérature.

Definition 2.3.1.1.

La tniangulation K de R"” de mesune 8, § e ]R:, est L'ensemble de tous

Les n-simplexes c(yl, ™) = [yqseees yn+13

£) yt= (82 6%.), &, €2, i¢I_

l,oan,

A) M= (T, T) est une permutation des eféments de I .

T, X

sy i41 i . 2
L)y =y +68e,i=1,..., n. 4
S
//
. . . 2 - P
La §igune (1) donne, La triangulation X de R°, — LA 3,
pd A
pour & = 1. O/// g
%

(1)
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Proposition 2.3.1.2, (cf. [12])

K tuiangularnise R”,

Conollaine 2.3.1.3.

S{ La triangulation H est de taille 8, 6 e]Rj, alons mes, K = 6/a.

- B e s oy T S -

Définition 2.3.9.1.

La triangulation H de R", de mesure 8, § « ]R: est L'ensemble de tous

Les n-sémpLexes o(yt, m=lyl,..., "1 .

L) y1 = (621,..., 62n), Zf €2, 1e¢ In

L) mo= (T .» M) est une permutation des éLéments de I

12°e
A © A | i .o
UL) v =y +6 ,i=1,..., n
ol qi est La %M colonne de La matrice (L% L), lLl =n l?tg '
e R ¢ DN 0 o N f T
1 -1, ; RN
o . 4N
Ny T
Q- N
§ o /Xl
i
210 \\ N
. L3 k A
e Oreceennne 1 -jk P N N
(2)

La gigure (2) donne La triangulation de ]R2, pour § = 1.

Proposition 2.3.2.2. (cf. [11, [12])

H triangularise R™,
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Conollairne 2.3.2.3.

Si £a triangulation H est de taille 8, S§eR_, alors mes, H = 8/m.
On remarque que la triangulation H, peut &€tre interprétée comme la
transformée de la triangulation K, par une transformation de matrice régu-

liére Q ; selon la définition suivante :

Dédinition 2.3.2.4.

Soit A matrice (LXL), ndgulidrne ; |1 = n.

Alons, La triangulation AK de mesure § > O, est L'ensemble des simplexes
1 ool n+l
oy , M) =y 0.,y 7]
-1

. 1 .
L) A Ty = (621,..., 6£n), Ly €2, 1€ I

ALYy m= (T, T ) est une pewmutation des éLements de I-

13

.., i+ i i .
L) vt 1= yt+8at,i=1,..., n.

ol : a* est £a L™ colonne de fa matrice A.

Remarque : On peut aussi dire que la triangulation AK est l'ensemble des

nt+l 1 -1 n+l

n-simplexes O(yl,..., y ) tels que CI(A_-l Y seees AT ¥y 7) est un simplexe

de K.

Pour calculer, la mesure de AK, on se restreint aux simplexes CT(yl, )

avec yl = 0 ¢ R".

Conollaine 2.3.2.5.

mes, AK = max ‘1 2 aj}]

SeIn jeS 2
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Preuve :
s k T,
diam o(0, ) = max I!yl-yk|l2 =4 max ||} a 3||2
1<isks<n 1si<ksn g=i
mes, AK = sup {diam o}
OeAK
... =>mes, AK = S max || } ai||2.
SCIn ieS

On remarque, que pour la détermination des simplexes O(yl, T) d'une
triangulation AK, on a besoin seulement du premier sommet yl et de la per-
mutation T ;3 c'est d'ailleurs, pour cette raison que les triangulation de

type AK sont souvent utilisées dans le algorithmes d'approximation simpliciale.

Les algorithmes d'approximation simpliciale, engendrent une suite de
simplexes adjacents 9> 01, Opseves €N démarrant & partir d'un simplexe GO’
déterminé & priori et se terminant avec un simplexe O, , qui est une approxi-

mation de la solution du probléme de la complémentarité non linéaire.

Cependant, on a besoin d'une régle de remplacement qui nous donne la
P . (3 - Y . l P4 [
représentation du simplexe adjacent & un simplexe O(y~, T) donné, si un de ses
sommets y°, doit &tre remplacé. Un tel simplexe si il existe est unique d'aprés

le théoréme 2.2.10.

Si on note U(wl, Y) la représentation du nouveau simplexe qu'on obtient

l vd P4 ~ .
en remplagant le sommet ys, alors W et Y sont donnés par le théoreme suivant :

Théoneme 2.3.2.6.

Si e, = oly’, ™) et o, sont deux simplexes adjacents de La triangulation

1
AK et A4 'r(yl,..., ys'l, ys;l,..., ynﬂ) est Le facet commun de o et o,, alons :

o, = o(wl, Yv) ol

1 Ty
w1=y + 8 a e/th(ﬂa'ITs”'sﬂnaﬂl) i s =1
wl:yl et y= (T,,... ™ ™) 2 < g <n
D> s Tge Tgoqrttes < <
m
1_ .1 n
w =y -8a et y-= (nn, Misenes ﬂn_l) S = n+l
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Preuve :

. 0(wl,Y ) ol 61 et Y sont donnés dans le théoréme, pour les diffé-

rentes valeurs de S, est un n-simplexe de la triangulation AK.

En effet : pour s = 1, par exemple, on a :

wl = yl + 68 a"Tl et Y = (ﬂ2, "3,..., "n, “l)
alors :
wi = i+l’ iz, . n
IS S R 1
donc, les points wl,..., w1 sont affinements indépendants, par conséquence,

U(WI,’Y) est un n-simplexe de AK.

De plus, on a :

o, v) n oyt, M = 12, ¥o,. L, v

théoréme 2.2.10.

e, = 0, = O(wl, Y). (i.e. : 02 a la représentation donnée par le théoréme).

Definition 2.3.3.1.

La triangulation J de R" dite "Union Jack", de taille & > 0, est L'en-
semble de tous Les simplexes o(yl, T) = [yl,..., yn+l]

Ayt (80,0, 60 ), % =% keZ, il

L) m=(w » M) une permutation de I

EARE
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n X2

L) s e R ;sie{l, -1} T

: . T, |
Av) y1+1 =yt +8et,i=1,...,n |

0 T
\_’*
La §igure (3) donne La triangulation ‘\\\
J deR?, pour § = 1, i
i
Conollaine 2.3.3.2.
Figure 3
mes, J = 8v/n

2.4. Marquage et algorithme simplicial (cf. [11, [31, [12])

Soit G une triangulation (de |G|) dans R".
Go ensemble des sommets de la triangulation G.

Définition 2.4.1.1. (marquage entien)

Un marquage de G° est toute application & : ® » {1,..., n+1}.

S{L o= [yl,.. . 71 est un simplexe de La triangulation G, on notera par
2(0) 2'ensemble des entiens {2(y1),..., a(y"*H}.
i+l

De méme,aon notena parn (1) = {2(y1),...,2 (y~ ")}, pour toute i-4ace de

a.
La forme T = [y 1,..., 1y grun n-simpLexe de G.

Dédinition 2.4.1.2.

Un n-simplexe o = [yl,...,yn+l] est completement marnqué (c.m.) &84

2fo] = {1,..., n+1}.
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Déginition 2.4.1.3.

Un simplexe T € G u ™! est un i-presque complitement marqué
(i-p.c.m.) 84 (1) = {1,..., n+1} - {i}.

Remargue :

i) I1 est important de remarquer qu'un n-simplexe, comme d'ailleurs

un facet peut &tre i-p.c.m.

a a

e SiT =TIy l,..., y n+l] un n-simplexe de G est i-p.c.m. alors,
. a.
Uy Iy = i, ¥ # iet Ay Y= s ¢ i, c'est-d-dire que T admet exac-
a o,
tement deux sommets y S et y + qui ont la méme marque s.

B

e 81T = [y 1,..., y "1 un (n-1)-simplexe de Gn_l, i-p.c.m. alors,

Uy 3y = j ¥3 # i, c'est-3-dire que les sommets de T ont des marques

.

distinctes entre-elles et distinctes de 1i.

ii) L'ensemble des simplexes c.m. ou i-p.c.m. peut €tre vide, pour un

marquage arbitraire ; I1 suffit de considérer pour n > 3, le marquage
te
L =c .,

Dédinition 2.4.1.4.

Soient, G une triangulation (de |G]) dans R", % un marquage donn? surn
G. Alons deux simplLexes distincts 01» O, de ¢ v 6™t sont dit {-adjacents 84

et seulement AL o, n0, est L-p.c.m.

Remarque :
8i 0, et 0, sont i-adjacents, par définition on a :
. . - n'l
i) Ol et 02 ne peuvent pas appartenir tous les deux a G .

ii) si O, € G pour i =1ou?2alors, O, doit &tre c.m. ou i-p.c.m.

iii) si O, € Gn-1 pour i = 1 ou 2 alors, O, doit étre i-p.c.m.
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Nous allons donner, un exemple de marquage proposé par Fisher et
Gould [4] pour donner une approximation simpliciale de la solution du pro-

bléme de la complémentarité non linéaire.

Définition 2.4.2.1. (marquage entier surR. (cf. [u1))

Un marquage entier sur une triangulation G de R°, pour Le P.C.N.L. est
donné par :

(n+1, si x > 0 et f(x) > 0

2(x) = ﬁj, six>0et f(x) 0 et j=min{i ¢ I | f.(x) = min f.(x)}
n3 1<is<n *

3, si x # O et § = min{i ¢ I, ]xi = 0}
ol x ¢ G : ensemble des sommets de La tiangulation G de IRE.
Pour ce marquage, Le simplexe o(yl, m) définie par : ylzo,
™= (Tfl,..., '"n) = (1, 2,..., n) et yj+l =yl + 8ed 1<5s<n est L'unique
simplexe (n-1)-p.c.m. de La grontidne de |G| = ]RI-: a partin duquel £'algo-

nithme démarrena {(c§. [4]).

Avant d'introduire, L'algorithme qui va engendrern Le simplex "compli-
mentaine"” nous donnons Le théoreme d'approximation de La solution du P.C.N.L.

Theoneme 2.4.2.2. (Fisher et Gowld [4])

Soient, £ : ]RI_: +R continue, € > 0 donng, G une triangulation de RD
de mesure 6, oll 8 est déterminge par € et L'uniforme continuité de £ sur un
certain compact A spécifique. Alons, ¥x e 0, un simplLexe "complLementaire"
(c.m.) est une approximation de La sofution du P.C.N.L. dans Le sens suivant :

fi(x)

v

~€, 1<i<n

fi(x) < g, si X, > § 1<ic<n
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Soient : G une triangulation (de |G|) dans R”, et un marquage
0
2 :6 - {1,..., nt1}

s . | n-1 . .
Nous allons introduire, deux sous-ensembles de G u G s qui serviront

dans la suite
- les n-simplexes c.m.
- les (n-1l)-simplexes de la frontiére de lGl qui sont i-p.c.m.

Proposition 2.4.3.1.

Soit 0 un n-simplLexe de La Triangulation G marquée, alons £'une des
conditions sulvantes est vernifiée :

L) 0 n'admet aucun facet L-p.c.m.
) 0 admet exactement deux facets L- p.c.m.
LA} 0 admet exactement un seul facet L- p.c.m.

Preuve :

Soit O = [yl,..., yn+1] un tel simplexe, alors :

i) si (o) # {1,..., i-1, i+l,..., n+l}, O n'admet aucun facet i-p.c.m.
L]

.o . . . t !
ii) si &(o0) = {1,..., i-1, i+1,..., n+1}, 31 k € {1,..., n} : Ry ) =k=4(y
pour exactement deux indices t, s € {1,..., nt1} ; alors les facets

- 1 t-1 t+1 n+1] _ 1 s-1 s+1 n
Tt'[y seres ¥ > ¥ seess Y eth‘[y seers ¥ s ¥ seess ¥
sont i-p.c.m. Comme les autres facets doivent contenir les deux som-

mets yt et ys, donc ils ne sont pas i-p.c.m.

iii) si 2(0) = {1,..., n+1}, alors on a: &(y*) = i, i = 1,..., n+l, donc

. : +
O admet exactement un seul facet T, = [yl,..., yl 1, y1+l,..., yn l]

i-p.c.m, et
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» 8i 1, < Fr(|c])
=> Ti est facet seulement de O.
Théoréme 2.2.10. i)

81T, ¢ Fr(|c])
=> Ti est facet d'exactement un seul

Théoréme 2.2.10. ii) autre simplexe 0'.

2.4.3.2. Algorithme

Soit G unme triangulation (de |G]) dans R".

£ un marquage de G

T = [yl,..., yl_l,..., yn+l] c rr(|G]), i-p.c.m.

0 =0y ,ee., yn+l], 1'unique n-simplexe de G ayant ' comme facet
L'algorithme se déroule de la maniére suivante :

it 0 : poser 0, = O, ¥ =y (sommet de o opposé au facet ), k=1

it 1 : calculer #(y). Si &(y) = i O, est c.m. stop.

sinon, #(y) = l(ys), pour exactement un seul sommet

S -
y #y.
1 s-1 s+l n+l .
le facet Tk+l = Tk+l(y seses ¥ s Y seees ¥ ) est i-p.c.m.

it 2 : Si Te1 € Fr(|G|), stop. Sinon, déterminer le simplexe O 41 qu
admet Tk+1 comme facet. Poser k = k+l et retourner en 1 avec y

égal au nouveau sommet de O

k+1°
flzo
f2=()
fl>O, f2>0 Fig. 1
1 11
1 1_J//3 3 3 ‘/’5;771 2
1 P

A\

AN LA

2 2 1 3 2
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Dans la figure 1, la triangulation, le marquage et l'algorithme sont

illustré sur un exemple de IR2.

Théoneme 2.4.3.2.1.

- - —————

La suite de simplexe engendrle par £'algornithme est sans népétition.
Preuve :
L'algorithme génére une suite infinie ou finie de n-simplexes i-adjacents :

0]  ,...

) sees
1> 72° > 'n

Montrons qu'aucune simplexe de la suite ne se répéte pas.

7 < : . = .
Supposons, 4j < k : G] o et o, b4 O, ¥t,s <k

g c

15 Ogseees Ogonees O gy 0oy Oupanen

c'est-d-dire que Oj est le premier simplexe de la suite qui se répéte. Donc

Uj est i-adjacent a Uj-l’ 0j+l’ O 1 Oj—l
=> =
O-1 = o
proposition 2.4,3.1. 0j+l

+ 81 3j>1,o0ona: 0

k-1 7 cj—l’ car k-1, j-1 < k.

*+ 851ij=1, o, admet seulement O, comme simplexe i-adjacent. Donc, dans
= -1 = 3~1 = =9 = = . 1
les deux cas on a Ok-l Gk+l et k-1 = j-1 k=342 et Oj Uk 0k+2 Soit
maintenant y, le sommet de O. qui n'est pas sommet de Gj’ comme O. est

3+1° j+2
obtenu a partir de 0j+1 en remplagant le sommet de 0j+l’ qui a la méme mar-

qQue que y, et par conséquence y est un sommet de 0j+2

fait que Gj = Uj+2' Donc, les simplexes de la suite 012 Ogsenns P sont

tous distincts.

ce qui contredit le

La triangulation G étant localement finie (déf. 2.2.6.) on a le résul-

tat suivant
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Soit D c |G| compact, on suppose que tous Les simpLexes Ops Opsee
engendnés parn L'algorithme coupent D.

Alons, L'algorithme se termine en un nombre fini d'itérations avec

un n-simplexes o, c.m., ou bien, avec un (n-1)-simplexe T, e Fr(|G|).
Preuve :
x ¢ D c |G|

=> 4V € V(x) : V coupe un nombre fini de n-simplexe de G
déf. 2.2.6. ii)

done, D e LJ v(x)

xeD 1 n n i
s = 3x ,..., x €D :Dec | Vx")

D compact =1 ces

(1)

... = D coupe un nombre fini de n-simplexes de G ; comme 1l'algorithme che-
mine 3 travers les n-simplexes que coupe D, qui sont en nombre fini, donc
1'algorithme se termine soit avec un n-simplexe c.m., ou bien, avec un (n-1)-

simplexe (n+l)-p.c.m. frontiére.

Donc, l'algorithme génére une suite O1s Opsenes Opsene de n-simplexes

distincts i-adjacents vérifiant 1l'une des trois conditions suivantes :

i) une suite finie Ol,..., Ok se terminant avec un n-simplexe c.m.

ii) une suite infinie Opseers Opsnne de n-simplexes i-p.c.m.

iii) une suite finie se terminant avec un (n-1)-simplexes, i-p.c.m.

de la frontiére différent de T,.
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3. SUBDIVISION, MARQUAGE ET ALGORITHME SIMPLICIAL A DIMENSION VARIABLE

3.1. Introduction

Dans ce paragraphe, on introduit un concept plus général que 1la

triangulation qu'est la subdivision en polyédres ([5], [6], [7]).

3.2. Subdivision

Nous allons, donner une définition qui englobe toutes les propriétés
de la subdivision, pour plus de détails, se reporter 3 la section de la tri-

angulation.

Pour tout polyédre c deIRp, tous les concepts topologiques sont re-

latifs 3 la variété linéaire L(c).

Soit M un ensemble fini ou infini, mais dénombrable de polyé&dres

dans R",
Nous définissons par :

t-polyédre : polyédre de dimension t

B<¢C : signifie que B est une face du polyé&dre C
*
M ={B:B<cC,CeM
M| =-Ue
CeM

Déginition 3.2.1.

Un ensemble M de u-polyldre est une subdivision (de |M|) dans R®, 844,
4) ¥C,5 Cy e M, C; n Cy =@ oucCynC, est une face commune de c, et c,.
44) ¥B € M", B(n-1)-polyddre, alons B est une dace d'au plus 2 n-polyddres.

ALL) M Locakerent §ini, £.e.:¥x e |M|, IVe V(X)  V coupe un nombre
gind de u-polyédnes. R
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Déginition 3.2.2.

La grontiene Fr(M) de La subdivision de |M| est £'ensemble de tous Les
(n-1)-poLyednes de M qui sont faces exactement d'un seul n-polyedre de M.

re(u= U ¢, noté par |Fr(w)].
CeFr(|M])

Remargue :

Si M et M' sont deux subdivisions de l'ensemble IMI dans R" :

¥C' e M', 3C e M : C' c C, on dit que M' est plus fine que M.

Si, de plus les polyédres de M' sont des simplexes, alors M' est un

refinement simpliciale de M.

......

3.3. Algorithme & dimension variable sur une subdivision canonique

Pour étudier, les algorithmes simpliciaux & dimension variable, on se
. . s s s . n -
restreint & faire 1'étude sur une subdivision canonique de R, en (n+l)-cdnes

polyédriques.

Soient : ¢ I' = {I eI . | |1} = n} I,= {10, 1}
i_ ey s n
s le” = vecteur unitaire de R
n
en+1 - - z e
i=1

. n . . .
* W un point de R, qui servira comme point de démarrage de

1'algorithme.
On considére, la subdivision de R" en cones polyédriques :

M={c(I) ; Ic In+1}

ot C(I) = {x e R" ] x= ) Ai el, Ai >0, i€ I}
iel
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Remargues :

(o] .
DD ={xeR | x=zw- J Ag el A; >0, 1ice1}

ii) dim C(I)

rang [e*, i € 1] = |1| = Ai (non nuls) sont uniques donc

chaque x € R" est inférieur 3 un seul cdne polyédrique C(I), I c I+
avec |I| < n, d'od le résultat suivant :

Conollaire 3.3.1.1.

, o
L'ensemble des (1), T < I_ ., |I| = n est une partition de R” ; de plus,
C(1)) nC(I) = CIy n 1), ¥, I, e {gc1 | |9 =nl

3.3.2. _Subdivision_plus_fine_que_la_subdivision _canonique

On considére, la triangulation de chaque cdne polyédrique C(I)

el g |1]| < u par 1'ensemble des i-simplexes

oy, (1)) = Iyh,..., yiti1 .

i) yl =W+ 8 Z . ej, uj eN, §=1,..., 1.

jel J
ii) m(I) = (Wl,..., ﬂi) permutation des éléments de I.
‘41 . m,
1)y T2yl 4 8ed, 5= 1,..., 1.

Proposition 3.3.2.1.

L'ensemble des i-simplexes o(yl, (1)) tulangularise Le cone polytdrique

)
C(1), 4TI, 1] < n et C(I) # 0.

Preuve (cf. [81])

Néanmoins, on remarque que les i-simplexes G(yl, T(I)) sont contenus
dans C(I).
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u; €N, §>0= y1 zw+ 8 ) ﬁj ed € c(1)
Jel = yJ € c(1), ¥j 2 2
ii) + iii)

C(I) cdne polyédrique
o = oy, M) < ().

On montre, que l'ensemble des triangulations des C(I), I ¢ I',

triangularise R".

D'aprés, le corollaire 3.3.1.1., on a :

RD = UC(I)

Te{dcI_ .| ]1]<n}
n+l =% =J o
IeT!

I,¢I,= C(Il) c C(Iz)

donc,

a) la réunion des n-simplexes de la triangulation de C(I), I ¢ I' est

égal 3 R",
b) Soient 0, et 0, deux n-simplexes, alors :

e« Si 0. et o

1 , € C(I), T eI

= ol n 02 = 0 ou cl n 02 est une

Prop. 3.3.2.1.
face commune.

*8io0; e C(Il) et 0, ¢ C(I,), pour montrer que 0, N0, =@oucd; noO

est une face commune, il suffit de montrer que les triangulations de C(Il) et

2

de C(I,) induisent la méme triangulation-sur C(Il) n C(IQ) = C(I1 n 12)
(si I, nI,=¢=C(I)nc(I,) = {wh.

Pour cela, on considére, le théoréme suivant :
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Theondme 3.3.2.2.

Soient 1, g I, I, €1, alors La triangulation G(Il) de C(Il) est La
Luiangulation induite par La triangulation 6(1,) de c(1,).

Preuve :

Soit G(yl, ﬂ(IQ)) un n-simplexe da la triangulation G(I2) de C(IQ) :
onc(I) #@.

On montre que O N C(Il) est une face des triangulations G(Il) et G(I,).

_ 1 n+l
Supposons que 0 = vy ,..., ¥

ylzw+s J ued, u em

jeI J J
2n s
J+1 _ 5 ;1 % i. L
y =y’ +08e” =y +86 e ,J=1,..., ntl
i=1

v
P

donc, * Si yt ¢ C(Il) = yI ¢ C(Il), pour j

IA
W

et ¢ Siy’ e C(Il) =yl ¢ C(Il), pour j

Par conséquent, puisque yl € C(I,)(car 0 n C(Il) # @), 3h € NN,
1<h < ntl: yl,..., yh € C(Il) et yh+ seens yn+l ¢ C(Il)°
, 1 h
En d'autres termes, O n C(Il) est la face T(y ,..., y ) de O pour la

triangulation G(I2).

On montre, aussi que T(yl,..., yh) est une face de la triangulation

G(Il) de C(Il)° On a :

yl,..., yh € C'Il)
=> uj =0, pour j ¢ Il et "j € IS, j=l,..., h-1
hs|1,] < |1,] =n

donc,

yl:w+6 ) ujej,u.e]N

jel
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41 . m,
yj =yj+‘sejaj:1a'--a h-1

et, par suite, la face T(yl,..., yh) est une face de tout simplexe

oly?t, “*(Il)) de G(I,) ol n*(Il) = (M pees Mo w;,..., w; ) est une

permutation de Il' 1

D'ol, le résultat suivant :

Conollaine 3.3.2.3.

R" est triangulé par la réunion des triangulations G(I) des C(I), I € I',

Soit G la triangulation de R" décrite dans la section précédente.

£ Go > {1,..., nt1} le marquage.

"DEfinition 3.3.3.1.

Soit I <1 ., 1| = 1 = n+1, alons un (i-1)-simplexe est I-complet 84,
Les i-sommets de o ont pour marques différentes L'ensemble 1I.

Remarques :

i) I = In+l’ si 1 = n+l, ce qui entraine qu'un n-simplexe In -complet

+1
est un n-simplexe c.m.

ii) Le zéro-simplexe [w] est {2(w)}-complet.

Etant donné, w e R" point de démarrage, on suppose queIRn est trian-
gulé par la triangulation décrite dans les sections précédentes qui est & son

tour, marquée par un marquage arbitraire {.
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Dans, la description de l'algorithme, le vecteur R de composantes
entiéres représentera la "distance" entre le point de démarrage W et le
sommet yl du dernier simplexe U(yl,..., y1+1) engendré par l'algorithme,

1 i+l .
ie.:yzw+ 8 § R, el
j=1

L'algorithme, démarre avec W et procéde comme suit :

it 0 : poser i=0, yl=w, I=¢, 0=0"(yL, T(9)), ¥ =yletRj=O,jeaﬁr
it 1 : calculer 2(y). Si &(y) ¢ I, un simplexe I U {2(y)}-complet est trouvé

aller en 3).

+ Sinon, (y) = l(ys) pour exactement un seul sommet ys #y de O,

Le facet opposé & y est I-complet.

it 2 : S8i s = i+l et Ry = 0, aller en 4). Sinom, O(yl, T(I)) et R sont
adaptés suivant ‘1a régle de remplacement (Tableau 3.3.4.) en rem-

plagant yS. Retourner en 1) avec y égal au nouveau sommet de O.

it 3 : Si i = n+l, un n-simplexe c.m. est trouvé et l'algorithme s'arréte.
Sinon, poser I = I u {&(y)}, 7(I) = (W(I), (y)), O = O(yl, m(I))
i = i+1 et retourner en 1) avec y égal au nouveau sommet
yi+l - yi + 6 el(y).

it 4 : Supposons que ﬂi = t, la marque t est supprimée. Poser I = I - {t},
m(I) = (“1,..., “i-l) et i = i-1, retourner en 2) avec ys égal au

sommet de O qui a la marque t.

Régle de remplacement : Tableau 3.3.4.

yl devient T(I) devient R devient
—————————— T Rt et et ket T-_-_-_--.—.——_.—_——-
m i
1 1 1
s =1 y +68e (ﬂ2,..., T "1) R + e
2<s<i|yt (m T, 7 ) | R
< s y 1, . s s? S'l’ 52, . E] i
. LR
1 i i
= i - i -
s = i+l y e (Moo Myoeees i-1) R-e
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On remarque que, le vecteur R est utiliser, seulement pour tester
dans 1'itération 2) si une marque doit &tre supprimée (it 4), ou non.

Chaque simplexe engendré par l'algorithme est de la forme
o(yl, m(1)), |1] =i <n :

T,
Dyl=w+s J R e?3
jer 3
2) (1) = (Wl,..., ﬂi) permutation de I
41 _ 3 "
Nyl 4 6ed, 521,14

donc, par définition est un simplexe de la triangulation G(I) de C(I).

On montre que l'algorithme ne cycle pas.

Soit Ogs Oqsees la suite de simplexes engendrée par l'algorithme ;

comme, il vient d'étre mentionné, O, = Oi(yl, T(I)) pour un certain I ¢ I

i n+l’

II! £ n, alors, soit que :

et O, I-complet, ou bien,

* O, admet un facet commun avec O.
i i- i+l

1

* Oi est un facet de oi-l (ou o ), (I v {j})-complet et admettant

i+l
. S, - .
un facet commun avec 61_1 (ou 1+1) I-complet
Si, on établi que O admet exactement un seul simplexe adjacent véri-
fiant 1l'une des deux propriétés précédentes et que Oss i 2 1 en admet exacte-
ment deux, l'argumentation utilisée dans le théoréme 2.4.2.3. nous garanti que

l'algorithme ne cycle pas.
D'ol :

. c(yl, m(I)) ol : y1 = wet I={2(w)}, est 1'unique simplexe de G(I)

adjacent a 0, = [w], donc O(Yl’ T(I)) vérifie bien 1l'une des deux

0
propriétés précédentes.

* Si i > 1, supposons que o, admet deux facets T. et T, I-complets.

1



a)

b)
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si T, (ou T,) n'est pas contenu dans la frontiére de C(I), il existe
un seul simplexe adjacent & Oi et admettant Tl (ou 12) comme facet
commun avec O, tel que ce simplexe O vérifie l1'une des deux propri-
étés précédentes. 0 est le i-simplexe obtenue en remplacant le som-

met opposé a T, (ou T2).

Si T (ou T ) est sur la frontiére de C(I), Tl (ou T2) est un (i-1)-
s1mplexe de C(I \{3}) I-complet pour 3 € I tel que T, (ou T,) est

le facet du 31mplexe 0. opposé au sommet y 1, donc T (ou T ) est

de la forme T(y s W(I\{j})) dans la triangulation G(I\{j}) donc ce
simplexe est adjacent a o, et vérifie 1'une des deux propriétés pré-
cédentes. Et il n'existe pas d'autres simplexes adjacents & 0, et ad-
mettant Tl (ou T2) comme facet commun ; Oi vérifie bien 1l'une des

deux propriétés précédentes.

* 81 0, (i > 1) est un simplexe O(yl, T(I)) de G(I), T v {5}- complet

alors 0, est facet d'exactement un seul (i+l)-simplexe G(y , T(I')) de
G(I') ot I' = I u {3} (d'aprés le théoréme 2.2.9.), donc 0. est un
facet du simplexe G(yl, T(I')) I'-complet ; donc, o, vérifie également
1l'une des deux propriétés précédentes (suivant que la marque du nou-

i+2 . N
veau sommet y appartienne ou non a I).

4. SUR L'APPROXIMATION SIMPLICIALE DE LA SOLUTION DU PROBLEME DE LA

COMPLEMENTARITE NON LINEAIRE

Cette section est consacrée & 1'étude de 1l'approximation simpliciale

de la solution du probléme de la complémentarité non linéaire. Nous proposons

un marquage de la triangulation de]Ri, l'utilisation d'un algorithme simpli-

ciale a dimension variable basé sur ce marquage nous permet, sous certaines

conditions, d'obtenir une approximation de la solution du probléme de la com-

plémentarité non linéaire. Nous donnons étalement des conditions suffisantes

qui assurent la convergence de l'algorithme.
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4.1. Le probléme de la complémentarité non linéaire

Le probléme de la complémentarité non linéaire (P.C.N.L) peut se for-

muler de la maniére suivante :
Trouver x € R" ;
x20, f(x) 20, x* f(x) =0
ol £ :R" +>R".

4.2. Triangulation de R_':

Comme dans la section 3, pour trianguleriR?, on considére d'abord, une
subdivision delR? en cdnes polyédriques, puis considérer un refinement simpli-
cial de la subdivision. On obtient alors, la triangulation deZR2 en considé-
rant la réunion des triangulations des différents cdnes poly&driques de la

subdivision.

4.2.1, Subdivision de lR_':

Soient :

«+T={-n, -n+1,..., -1, 1, 2,..., n}

.
N
1

{ITeT|¥icI,siiel= -i¢1I}

z' = {Ic2z]| |1] = n}

i el . n
e~ vecteur unitaire de R

e w E:RE’ point de démarrage de l'algorithme.

. e s _ e - . n __ .
On considére, la subdivision en cdnes poly&driques de]R+ suivante :
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M={c(I), T €2}

ot : C(D) =1{xeR, | x=w+ ] Aiel;AiZO,VieI},VIcz
iel
Remarques :
(o] n .
D) ={xeRY | x=z=w+ I A, e", A, >0, 1€ I}.
+ i€Il 1

ii) dim C(I) = rang[el, ie1l=l1|= Ai (non nuls) sont uniques donc,

¥x e]R: x est intérieur a un seul cdne polyédrique C(I), I € Z.

Par suite on a le résultat suivant :

Conollaine 4.2.1.1.

L'ensemble {c(1) | T < 2} panzitionne]Rﬁ.

De plus, on a : C(Il) n C(I2) = C(Il nI,)

Dédinition 4.2.1.72,

Soit, I € 2 |1| = i alons, G(I) est £'ensemble des -simplexes

o(yl, m(1) = [yh,..., yiT11 .

L) yl zw+ 8 ) My et M, €2
il

AL) m(I) = (7 . Wi) permutation des éléments de I.

1,..

m

3*1 yl + 8 e 3,5 =1,..., i.

L)y

On montre de la méme maniére que dans la proposition 3,3.2.1. que G(I)

est une triangulation de C(I).

En considérant, maintenant les cdnes polyédriques C(I), I € Z' on a :
le résultat suivant dont la démonstration est analogue 3 celle du corollaire
3.3.2.3.
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Théoneme 4.2.1.3.

R, est triangulé par fa ndunion des triangubations G(I) des C(I) I e 2';
de plus si g1, aforns, G(I,) est La triangulation de c(1,) Anduite pan G(1,).

4.3. Marquage

On suppose queZRz est triangulé par la triangulation décrite dans la

section précédente.
On propose, le marquage suivant :

(n+l si x = 0, f(x) 2 0

]

2(x) : {j si fj(x) >0 et fj(x) max lfi(x)l

ie{k]xk<0}

(-3 si fj(x) <0 et fj(x) - max ]fi(x)l

1€<i<n

Définition 4.3.1.

Soit I € Z, avec |I] = i, alons un (i-1)-simplexe O est I-complet 84,
Les i sommets de 0 ont pour ensemble de marques £'ensemble I.

Déginition 4.3.12.

Un (i-1)-simplexe O est un simplexe j- de complLementarité pour un
certain j e I, 84 est I-complet et tel que j et -3 e I.

4.4, Algorithme

On suppose que :

n . 4 . > Pd 3 .
-IR+ est triangulé pour w eIRi, par la triangulation décrite dans la section

précédente.
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- ¥x € GO, X est marqué par la marquage proposé dans le paragraphe 4.3,

Pour engendrer, un simplexe j -~ de complémentarité, on utilise un

algorithme simplicial & dimension variable, basé sur le marquage proposé,

en l'occurence celui de Vander, laan et Talman ([8]1, [10]).

it

it

it

0

Pour t = 0, I =¢, 7(1I) =46, y1 = w, 0= O(yl, m(I)), y = yl, Rlil =0,

ielI,

: Calculer £(y). Si 2(y) ¢ I, un simplexe I u {#(y)}-complet est trouvé,

aller en 3).
Sinon, &(y) = Q(ys) pour exactement un seul sommet

y®> # ¥ de 0, le facet opposé 3 yS est I-complet.

8i s = i+l et Ry = 0, aller en 4) sinon, w(yl, T(I)) et R sont adaptés
suivant la régle’de remplacement (Tableau 4.4.1.) en remplagant ys,

retourner en 1) avec y égal au nouveau sommet de O.

: Poser 2(y) = j3si -j € I un simplexe j - de complémentarité est trouvé

et 1l'algorithme s'arréte.

sinon, poser I = I u {&(y)}, ™M(I) = (M(1), Ly)),_

i+l 2(y)

o = G(yl, (1)), i = i+l et retourner en 1) avec y = y + S e

: Supposons que T, = t, la marque t est supprimée. Poser I = I\{t},

m(I) = (ﬂl""’ni-l)’ 0= G(yl, m(I)), i = i-1 et retourner en 2) avec

y égal au sommet de O qui a la marque t.

D'aprés, les résultats des sections 1 et 2, aucun simplexe déja ren-

contré ne se répéte pas, les remplacements sont réalisables alors, l'algori-

thme engendre soit, un simplexe j - de complémentarité soit une suite infinie

de simplexes & dimension variable.

Le théoréme suivant donne des conditions suffisantes qui assurent la

convergence de l'algorithme, c'est-a-dire, que l'algorithme se termine avec

un simplexe j - de complémentarité.
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Théoneme 4.4.1.

Soient, £ : R" > R” continue, w ]Ri point de démarrage de £'algornithme.

Supposons : Ir > max w, , de > 0 : ¥x € Fr(B(0, r)) = {x eIR? l max x. = rl},
1<i<n 1<is<n ~

L'une au moins des conditions suivantes est vérnifiée :

i) di,5 x; =W, >0, x; > 6 et £.(x) < lfj(x)l - €
ii) 31,3 @ x; -0, <0, x; > S et £,(x) > -!fj(x)[ +E
Alons, L'algornithme se termine avec un simplexe j - de complémentarnité,

Considérons une triangulation G de mesure § assez petite telle que
€
max |f.(x) - £.(y)] <= ¥x, y € 0 tel que 0 n Fr(B(0, r)) # 2.
. i i 2
l<iz<n
Supposons que l'algorithme engendre une suite 015 Opseves Opsenn infinie
de simplexes & dimension variable => 30 = O(yl, T(I)) I € Z, un simplexe de la

triangulation G(I) de C(I) : 0 n Fr(B(O, r)) # @.

On montre que O n'admet pas de facet I-complet par conséquent, ne soit

pas &tre engendré par l'algorithme.

Si la condition i) est satisfaite alors, ¥x € ¢ n Fr(B(0, r)), Vyk

sommet de O on a :

k 1. k 1
fi(y )—fi(x) <= €= fi(y ) < fi(x)+'2' €

2
k
+£,(5) < J£, (0] - =
hypothése i)
X X 1 X €
£ - G || < J£,60- £ | < 5 e = les G| < J£5(y )+

cee = fi(yk) < !fj(yk)l >)

Par ailleurs on a : y%-—x. > -8 = y% > x. 6§
J ] J J k
=>yj >0

Hypothése i) ‘
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o= 35 y’j? >0 et fj(x];) < Ifj(yk)l s 1<k < i+l
= 141

déf. du marquage 2(.)

er, %.~W, > 0=>1 € I (car sinon, x € 0 ¢ C(I) = x, = W, ce qui est
L | i ° i i q

impossible) d'ol la contradiction.

De méme, si ii) est satisfaite on a : X, ~w, < 0=> -i € I méme démons-
tration que plus haut, on obtient pour 1 < k < i+1,
f.(yk)—f.(x) s-te= f.(yk) > f.(x)-—l— €
i i 2 i i 2 X €
-*fi(y ) > - ]fj(x)l t 5
hypothése ii)

k k 1 k £
]lfj(x)[- [fj(y )| < lfj(x)- fj(y )| < 5 €=> —!fj(x)l > -lfj(y )| -3

L = fi(yk) > -Ifj(yk)l pour 1 £ k £ i+l
=> - i ¢ I, ce qui est impossible.

déf. du marquage 2(.)

Donc, en démarrant l'algorithme 3 partir du O-simplexe [w], aucun sim-
plexe engendré par 1l'algorithme ne quitte pas la boule

B(O, r) = {x ¢ EQ | max x; < r}.
1<is<n

Par conséquent, l'algorithme se déroule dans B(0O, r) compact

Prop. 2.4.2.4,

. => que 1l'algorithme se termine en un nombre fini d'itérations avec le

simplexe j - de complémentarité.

4.5, Approximation simpliciale de la solution du probléme de 1a complémen-

tarité non linéaire

Nous allons montrer dans ce paragraphe, qu'un simplexe j - de complé-
mentarité est une approximation de la solution du probléme de la complémenta-

rité non linéaire.
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Théoneme 4.5.1.

Soit, f : ]R’: >R continue, € > 0 donné, G une triangulation de IRS
de mesune 8, oll § est détermin€e par € et L'uniforme contimuité de f sur B(O, r).

Alons, ¥x € 0, 0 un simplexe j - de complémentarnité, est une approxi-
mation de La solution du P.C.N.L. dans Le sens suivant :

fi(x) 2 -26,1i=1,...,1n

fi(X)

IA

2¢, i e {3 | xj > 0, ¥x €0}
Preuve :

Soit 0 = [yl,..., y'] le simplexe j - de complémentarité, et soient

y1 et y2 les deux sommets de O tels que R(yl) = j et 2(y2) = ~j.

?l < §=> max lfi(yl) - fi(y2)| <€

1
max yr -y
lvi =¥ 1<is<n

l1<is<n
d'ou :
fj(yl) - fj(y2) < €= fj(yl) <€+ fj(yz)
=> f.(yl) <E
2 . 2 ]
LUyT) = 5= fj(y ) <0

et

fj(y2)-fj(y1) 2 - €= fj(yz) 2 -€e+ fj(yl)
- fj(y2)

[\
|
m

2yt = 5 = fj(yl) >0

d'autre part on a :

v

1
- € -  max lfi(y )|

2 2
e F.(X)-F.(y)2-€e= f(x)2-€+ £,.(y")
* . . + 1€i<n

v
v
!

2
=> fi(x) - € 4 fj(y ) 2€,
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1
- £.00 - £fiy) s e £F(x) <€+ fi(yl)
= f.(x) < €+ max [£.(y
1 1 1
iedy lxj > 0, ¥x ¢ 0} 1e{s | v; > 0}
=> f.(x) £ €+ f.(yl) < 2¢
1 1

donc, ¥x ¢ 0 on a :

fi(x)

v
1
N
™
[y
IA
I
A
=]

A

£.(x) < 2¢ ie {5 ]| x5 > 0, ¥x ¢ o}
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NOTATIONS

* Pour X un espace topologique :
* e.v.t. espace vectoriel topologique
* e.l.c.s. espace vectoriel topologique, localement convexe, séparé.
* V(x) la famille des voisinages de x.

o]
o A(A, Fr(A)) 1l'intérieur (1'adhérence, la frontiére) de A c X.

. Cﬁ = X\A le complémentaire de A dans X.
. (xn)neli((xn)neIJSUlte de points de X (une sous-suite infinie)
S (x —> x) la suite (Xn)neli (la sous-suite (xn)nem)

» R 2
converge vers xX.

« X'(x*) dual topologique (algébrique) de X.
* Pour He Xet Y e.t. :
e <,, > : XX Y->R forme bilinéaire.
* u(H) le cdne polaire positif de H.
={yeyY | <y, x> 2 0, ¥x ¢ H}
e [H] l'enveloppe convexe de H.
*f : X>R:

- . » P4 Pd [
* s.c.s. la semi-continuité supérieure.

» s,c.i. la semi~continuité inférieure.
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1. INTRODUCTION

On considére, le probléme de la complémentarité généralisé :

Trouver, x € X :

x € K, f(x) € T(K), <x, f(x)> =0

X est un espace vectoriel, topologique, localement convexe, séparé

réel (e.l.c.s.).
Y est un espace vectoriel, topologique, réel (e.v.t.).
f une application de X & valeur dans Y.
<., > une forme bilindaire de X X Y dans R.

K un cdne convexe, fermé de X.

I'(K) le cdne polaire de K dans Y.

Le prcbléme de la complémentarité généralisé, a été d'abord introduit
par Habetler et Price [7]. Le travail a été repris par Karamardiar ([8], [9],
[10]). X1 est le premier a remarqué que le probléme de la complémentarité géné-
ralisé est un cas particulier des inégalités variationnelles. Et il établi
1'équivalence entre le probléme de la complémentarité généralisé et le pro-
bléme d'inégalités variationnelles :

Trouver x € X :

x € K, <x'"-x, f(x)> 2 0, ¥x' ¢ K

En utilisant le théoréme d'inégalités variationnelles de Hartman et
Stampacchia [11], i1 donne des conditions suffisantes d'existences des solu-

tions du probléme de la complémentarité généralisé (cf. [8], [9], [10]).
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Par ailleurs J.J. Moré ([11], [12]) a établi 1'éguivalence entre le
théoréme d'inégalités variationnelles de Hartman et Stampacchia [11] et le
théoréme de point fixe de Brouwer. Et en utilisant une condition de coercivité,
il donne des conditions suffisantes d'existence d'une solution du probléme de

la complémentarité généralisé.

G. Allen [1] est le premier, 3 notre connaissance, qui a utilisé le
théoréme de minimax de Fan [2] : C c X convexe compact d'un e.v.t.s. réel X;
o : CxX C+R telle que ¢(., y) s.c.s. et §(x, .) convexe ; alors 3x ¢ C :
¢(x, y) 2 0, ¥x € C. Pour obtenir des résultats d'existence du probléme de la
complémentarité généralisé, sous 1l'hypothése d'une condition de coercivité
semblable 3 celle de Karamardian ([8], [9], [10]).

Dans ce travail, on fournit d'abord une extension du théoréme de
Ky Fan ([5], [13]) & des ensembles non compacts. En utilisant, au paragraphe 3,
cette extension on obtient un théoréme d'existence pour le probléme de la com-
plémentarité généralisé. Nous obtenons comme conséquences immédiates le théo-

réme de Karamardian ([8, Théoréme 3.1.]) sous des hypothéses plus faibles.

Nous établissons, au paragraphe 4, une généralisation 3 des espaces
vectoriels, topologique localement convexe, séparés réels ; les résultats en
dimension finie de Karamardian [9, Théoréme 4.1.] et de J.J. Moré [11, Théo-
réme 3.2.]. Pour la classe d'applications pseudo-monotones d'une part et &
des espaces de Banach réflexifs réels, des résultats en dimension finie
([10, Théoréme 3.2.], [12, Théoréme 3.2.]) pour la classe d'applications for-

tement copositives.

Finalement, au paragraphe 5, nous donnons un contre-exemple, qui montre
que les hypothéses du résultat de G. Allen [1, Corollaire 1 et 2] ne sont pas

suffisantes pour garantir 1'hypothése c) dans [1, Théoréme 2].
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2. EXTENSION DU THEOREME DE KY FAN

Nous allons donner, dans ce paragraphe, une extension du théoréme de
Ky Fan ([5], [13]) 3@ des ensembles non compacts ; Cet affaiblissement, de
1'hypothése de la compacité est important, car les problémes réels ne satis-

font pas en général, une telle hypothése.

Rappelons, le théoréme de Ky Fan :

Theoneme 2.1. (Ky Fan [51, [131)

Soit : X e.v.t.5. néel ; K ¢ X convexe compact ; A € K X K tel que :
1) (%, x) € A, ¥x € X
2) ¥y € K, {x € K : (%, y) € A} ferme
3) ¥x e K, {y € X : (%, y) ¢ A} convexe (ou vide)
Alons,
Ix e K : {x} x K c A,

Nous donnons, le théoréme suivant, qui est une extension du théoréme

2.1., @ des ensembles non compacts.

Théoneme 2.7.

Soit, X e.v.t.s. nBel ; K © X convexe fermé ; A ¢ K X K el que :
L) (%, x) € A, ¥x € K.

Al) ¥y € K, {x € K : (x, y) € A} n E fermé, pour tout sous-espace vec-
Zoniel E de X, de dimension ginie.

Lid) ¥x e K, {y € K : (%, y) ¢ A} convexe.
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4v) 3c c K, convexe compact : ¥x € K\C, {y € C : (x, y) ¢ A} # @.
vl ¥y e X, {x ¢ K : (x, y) € A} n C fenmé.

Alons

(23

Ix e K : {x} X K c A,
Preuve :
Soit y € K, posons M(y) = {x € K : (x, y) € A} n C.
Nous allons montrer que M M(y) £ @.
yeK
* On se place d'abord, dans le cas ol X est de dimension finie.
Pour montrer que N M(y) # @, il suffit d'aprés ii) et iv) de mon-
yeK
n
trer que [\ M(y,) # @, pour toute partie finie {yl,..., yn} de K.
i=1
Soit : {yl,..., yn} une partie finie de X 3 D = [C v {yl,..., yn}]
enveloppe convexe de 1l'ensemble {C u {yl,..., yn}}; qui est convexe et
compact.

Posons : K' = D, A" = K' X K' n A ¢ K' X K',

Montrons que, pour K' et A', les hypothéses du théoréme 2.1. sont

” . . 7
vérifiées :

1) ¥x € K', (x, %) € A', en effet :

=4

x € K' € K
=> (x, x) € A => (x, x) € AnK' XK'z A",
i)
(%, x) € X' X X'
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2) ¥y e K', {x e X' : (x, y) € A"}

{x € K: (x, y) € A} n K"

K' compact b ...

Hypo. ii) J

eee = {x € K' : (x,y) € A'} fermé.

3y ¥x' e K', {y e K" : (%, y) £ A'} = {y e K' : (%, y) £ A}

{y e K: (x, ) ¢ A} n K')

K' convexe S

Hypo. iii) J

oo = {y € K" : (x, y) £ A'} convexe.

Alors, d'aprés le théordme 2.1. on a : Eﬁ&é

I eK =D : (%, y) e A' A, ¥y €D
En particulier :
Ix e K' =D : (x, yi) € A, i=z1l,..., n
de plus, x € C, car sinon, X € D\C

= 3y e C : (x, y) ¢ A.
Hypo. 1iv)

oo =3y e C: (X, y) ¢ AnK XK'
impossible.

(1)
Donc, Ix € C : (X, yi) e A, i=1,..., n.

n
C'est-3-dire que x ¢ [ \ M(yi).
i=1

{x € K" : (x, y) e A} n {x e K" : (%, y) € K* XK'

(1)



117

Dans, le cas général, nous adaptons, la méthode de H. Brezis,

Niremberg et Stampacchia [2] & notre situation.

Soit, (Fijicl la famille de tous les sous-espaces vectoriels E. de X
de dimensions finies. Comme, ¥E., E JEk E, + E tel que E; ¢ E_et Ej © B,

on induit sur I l'ordre suivant :
i2j <= E; > Ej telle que la famille (Bi)ieI soit ordonnée croissante.

En se restreignant a Ei’ posons : Ki = Kn Ei sA. = A Ei X Ei H
M, (y) M(y) n E,

P

D'aprés, la premiére partie de la démonstration, on a : (o Mi(y) £ d.
veK,
i

A., ¥y : K,

. ) 3_Aas - . -
C'est-d-dire, 3xi €eCnE; : (Xi’ y) 3 i

Posons

L—J {x.} ; comme la famille (E, )161 est ordonnée par inclusion,
321
alors, ¥x ¢ Z,, ona : X € Mi(y) c M(y), ¥y € K; 3 par conséquent, on a :
/ﬁ) M(y) ¢ C.

yeK

Nous allons, montrer que la famille {Zi{ i € I} de fermés de C, posséde

la propriété d'intersection finie.

k
Soit {11,..., lk} une partie finie de I, alors C) Zij = Zsup{i.} 0.
5=1,.3.,k

donc, on a :

k k

v¢ f_“ %35 € f_\ %3

3=1 3=1
par conséquent, on a M Z 0= 37 ¢ (ﬂ\ Z

iel iel
de plus, z € K (car, Ei € C ¢ K). Soit, maintenant, Bi = Rz le sous-espace

. . . . - 0
vectoriel de X, de dimension finie contenant z.
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Considérons, y, € K un point arbitraire. On peut toujours trouvé un

sous-espace vectoriel Ei = Ei + Ry, de X, de dimension finie et contenant
1 0
[} -\- . [ g .

y, tel que Eil > Eio. C'est-a-dire, 311 2ij:y, € Eil.

Par suite, on a :

Z € 7& n Ei cZ. NE, c (/”\ M(y)) n Bi c ((—\ M(y) € M(yi )
1 o i1 1 yek, 1 yeK. 1
11 11

Par conséquent, z € /A\ M(y), donc /r\ M(y) # @.
yeK yeK

Remarques :

i) Les conditions ii) et v) sont un affaiblissement de l'hypothése

de la fermeture de l'ensemble {x € K : (%, y) € A} dans le théoréme 2.1.

ii) La condition iv) est la condition de coercivité qui remplace

1'hypothése de la compacité dans le théoréme 2.1.
Conollaine 2.3. (G. Allen [1, théonime 2])
Soit, X e.v.t.5. néel, XK c X convexe fexmé ; ¢ : K X K> R,
On suppose que :
a) ¢(x, x) 2 0, ¥x € K.
b) ¥y € K, £a fonction x » ¢(x, y) est s.c.4. sur K
e) ¥x e K, £a fonction y + ¢(x, y) est quasi-convexe
d) 3c ¢ K, convexe compact : ¥x € KoC, Iy ¢ C : ®(x, y) > 0

Alons :
Ix € C: ¢(x, y) 2 0, ¥y ¢ K.
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Preuve :
Posons : A = {(x, y) ¢ Kx K : ¢(x, y) 2 0}
Montrons que, les hypothéses du théoréme 2.2, sont satisfaites :

i) ¥x € K, on a : ¢(x, x) 2 0, ¥x € K, d'aprés a), donc (x, x) € A,
¥x € K.

i) wwe K, {xeK: (x,y) e A = {xe K: ¢(x, y) 2 0}
=>{x € K :
Hypo. b) (x, y) € A} fea

par suite, {x € K : (x, y) € A} n E est fermé, pour tout sous-espace

vectoriel E de X, de dimension finie.
1i1) ¥x € X, {y e K: (%, y) ¢ A} = {y € K: ¢(x, y) < 0}
+{y e K: (x, y) ¢
Hypo. c¢) convexe,
iv) Hypo. ¢) => 3¢ < K, convexe, compact : ¥x ¢ K\C, 3y ¢ C : ¢(x, y) < 0,
=> ¥x ¢ K\C, {y e C: (x, y) ¢ A} # ¢/

v) ¥ e K, {x e K : (2, y) e A nC={xe C: ¢(x, y) 2 0}

c ¢ K P e e

Hypo. b)
ees => ¥y € K, {x € K: (x, y) € A} n C fermé.
Donc, d'aprés le théoréme 2.2., on a :
Ix e K: (%, y) ¢ A, ¥y ¢ K

c'est-a-dire : 3x € K : ¢(%, y) =2 0, ¥y ¢ K.
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3. PROBLEME DE LA COMPLEMENTARITE GENERALISE .

Le probléme de la complémentarité généralisé, a déjd été introduit
et étudié par Habetter et Price [7] dans le cas des espaces vectoriels de
dimension finie, et par S. Karamardian [8], G. Allen [1] et W. Takahashi [14]
dans le cas des espaces vectoriels topologiques, localement convexes, sépa-

rés réels (e.l.c.s.).

En utilisant, l'extension du theoréme de Ky Fan, que nous avons in-
troduite dans le paragraphe 2, nous obtenons les mémes résultats que dans

Karamardian [8] et G. Allen [1] sous des hypothéses plus faibles.

Soient : X e.l.c.s. réel,
Y e.v.t. réel,
f : X~ Y application.
<., > : XX Y +R forme bilinéaire
K cOne convexe fermé de X

T(K) ={y e Y| <x, yo 2 0, ¥x € K} cdne polaire de K.

Le probléme de la complémentarité généralisé (P.C.G.(K, f)) est de

trouver x € K :

x € K, f(x) € T(K), <x, f(x)>= 0 (1)
ou, alternativement
K T'(x)
x 20, f(x) 2 0, <x, f(x)> =0

K I'(x)
2 (resp. 2 ) est le préordre induit par K (resp. par I'(K))

K r(x)
sur X (resp. sur Y). x 2y <> x-y € K (resp. x 2 y <> x-y ¢ I'(K)).

Nous rappelons, le lemme di & Karamardian [8] qui montre 1'équiva-
lence, entre le probléme de la complémentarité généralisé et le probléme

d'inégalités variationnelles.
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Le probléme d'inégalités variationnelle P.I.V.(K, f) est de trouver

x € K, <x'=-x, f(x)> 20, ¥x' € K

Lemme 3.1. (Karamandian [81)

(1I)

Le probleme de La complémentarnits géntralisé P.I.V.(K, £) est Bqui-

valent au probleme d'inggalités variationnelles P.I.V.(K, £).

Preuve :
i) 1'implication =
Si x € K est une solution du P.C.G.(K, f), on aura :
% € K, £(x) € T(K), <x, £(x)> =0
ce qui entralne :
<x-%, f(x)> = <x, f(x)>20, ¥x € K,
donc, on a :
x € K, <x-x, £f(x)> 20, ¥x € K,
ii) 1'implication <=
8i x € K, est une solution du P.I.V.(K, f), on aura :
% € K, <x-x, f(x)> 20, ¥x € K
*+ 0 €KX )
= <x, f(x)> £ 0
(11)

> = <x, f(x)> = 0.

=> <x, f(x)> 2 0

(11)

J

(111)
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d'autre part, on a : <x, f(X)> = <x-x, f(X)> 2 0, ¥x € K=> £(x) ¢ T(K).
donc, on a :
X ¢ K, f(x) € T(K), <x, £f(x)> = 0.

On peut, maintenant donner, une condition suffisante d'existence des

solutions du probléme de la complémentarité généralisé.

Theondme 3.2.

Solent, X e.L.c.4, néel ; Y e.v.t. néel ; K ¢ X cone convexe fenmé ;

f : K> Y application. On suppose que :

1) 3C ¢ K, convexe compact : ¥x € K\C, 3y € C : <y-x, f(x)> <0

2) ¥y € K, on a :

L) L'application x € K+ <y-x, f(x)> 4.¢.58. sur K n E, pour tout
sous-espace E de X de dimension ginie.

L) R'application x K =+ <y-x, f(x)> s.c.4. sur C.

Alons

Jx € X : % € K, £(X) € T(K), <x, £(x)> = 0

Preuve :

Posons, A = {(x, y) € KX K : <y-x, f(x)> 2 0}

Montrons que A vérifie les hypothéses du théoréme 2.2,

i) (x, %) € A, ¥x € K.
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ii) Soient, y € K ; E sous-espace vectoriel de X de dimension finie ;

alors :
{x e Ki<y-x, f(x)> 20} nE={xe Kn E:<y-x, £(x)> 2 0}
Hypo. 2. i)
eoe => {x € K : <y-x, f(x)> 2 0} n E est fermé.

iii) Soit x € K, {y e K: (x, y) ¢ A} = {y € K:<y-x, f(x)> < 0} est

convexe.

iv) Est vérifiée d'aprés 1).

v) Soit y € K, {x € K : <y-x, f(x)> 20} nC={x € C:<y-x, £f(x)> 2 0}

Hyp. 2. 1i)

oo = {x e K : <y-x, f(x)> 2 0} € C est fermé.
donc, d'aprés le théoréme 2.2., on a :
Ix € K : <y-%, £(x)> 20, ¥y € K
lemme 3.1.
oo =>3Ix € X : % € K, £(x) € T(K), <x, f(x)> = O.

Remarques :

i) On a, le théoréme d'existence de Karamardian [8, théoréme 3.1.], sous
?

l'hypothése 2) plus faible que 1'hypothése correspondante i) dans

[8, théoréme 3.1.1.

ii) Dans, le paragraphe 5, nous donnerons, un contre-éxemple, montrons

que la condition i) dans G. Allen [1, corollaire 1 et 2] n'est pas

suffisante pour garantir l'hypothése c) dans [1, théoréme 2].
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4., GENERALISATION DES RESULTATS DE KARAMARDIAN ET MORE

Nous allons, généralisé 3 des e.l.c.s. réels en dualités, les résultats
en dimension finie de Karamardian ([9], [10]) et Moré ([11], [12]) pour 1la

classe d'applications monotones, pseudomonotones et copositives.

Nous rappelons d'abord, la définition d'espaces vectoriels topologiques,

localement convexes réels en dualités.

Dédinition 4.1.

On dit que deux espaces vectorniels X et Y sont mis en dualite par La
fonme bilintaine <., .> 84 :

*¥x e X, x #0, dy € Y : <x, y> £ O.
*V¥WeVY,y#0, 3x € X : <x, y> # O.

Dédinition 4.72.

La topologie d'e.L.c. sont (nesp. surn Y) est compatible avec La dualité
* ¥y € Y (nesp. x € X), L'application x + <x, y> (nesp. y + <x, y>)
est continue.
» Toute fonctionnelle Lintaire continue ¢ : X >R (resp. Y >R} peut
etrne nepnisenti, c'est-a-dine : 3!y e Y {nesp. Y € R} : ¢(x) = <x, y>

(resp. d(y) = <x, y>).

L'exemple, le plus usuel d'e.v.t. en dualité avec des topologies

compatibles est celui d'un e.l.c.s. réel et de son dual topologique.
Dans tout ce qui suit :

« Sur X (resp. Y), la topologie la plus faible compatible avec la dualité,
sera notée par 0(X, Y) (resp. o(Y, X)).
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* Sur X (resp. Y), la topologie forte compatible avec la dualité

sera notée par T(X, Y) (resp. T(Y, X)).

4.3. Applications monotones et pseudomonotones

Soient X et Y deux e.l.c. réels, mis en dualité par la forme bili-

néaire <+, *> 3 K © X sous-ensemble ; £ : K+ Y 1'application.

Definition 4.3.1.

L) On dit que f est une application monofone sur X, 84 :
<x-y, f(x)-f(y)> 20, ¥x, y € K,
L) On dit que £ est strictement monofone sur K, 84 :

<x-y, f(x)-£f(y)> >0, ¥x, y € K.

Déginition 4.3.2. (Karamarndian [91)

On dit que £ est une application pseudomonotone sur X, 84 :

¥x, vy € K, <x-y, f(y)> 2 0=> <x-y, f(x)> 2 0.

Propniéts 4.3.3.

f monotone => £ est pseudomonotone.

Lemme 4.3.4. (Karamandian [9])

f : K> Y pseudomonotone

Alons, ¥x, ye Kona : <x-y, f(y)> > 0=> <x-y, £f(x)> > 0.
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4.4, Probléme de la complémentarité généralisé@ pour les applications pseudo-
monotones

Soient : X et Y deux e.l.c. réels en dualité.
f : X+ Y application
K c X, cOne convexe fermé _
X est muni de la topologie 0(X, Y)

Y est muni de la topologie T(Y, X)

Le probléme de la complémentarité généralisé P.C.G(K, f) est de trouver

x € K, f(x) € T(K), <x, f(x)> =0 (1)

Dédinition 4.4.1.

L) On dit que Le P.C.G(K, f) est néalisable, 84 3x € X : x € K et
f(x) e T(K).

L) On dit que Le P.C.G(K, f) est strnict néalisable, 84 3x € X : x € X
O
et f(x) € T(K).

Nous allons nappeler, un théonéme de Ky Fan [4] qu'on utilisera dans
La suite :

Théoreme 4.4.2. (Ky Fan [4])

Solent ¥ et Y deux e.£.c.s. néels en dualité ; K € X sous-ensemble.

On suppose que : < K est germé pour £a topolLogie o(X, Y)

o
e T(K) # 0 est gerumé pour La topologie T(Y, X)

Alons, K eég complet et Localement compact pour £a topologie o(X, Y).
Si, de plus, 3h € T(K) : h (en tant que fonctionnelle Lindainre) est bornie
sun X. Alons, K est compact pour La topologie o(X, Y).
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Nous donnons, maintenant, le théoréme qui généralise & des e.l.c en
cdualité le résultat de Karamardian [9, theoréme 4.1.] et de Moré [11, théoréme

3.2.1.

Theoréme 4.4.3.

Soient : X e.L.c.s. néel, X' son dual topologique, K c X cone convexe
gfermé £ 1 K » X' application pseudomonotone.

On suppose que :

(o]

1) BXO € X : x. € Ket f(xo) e T(X).

0

2) ¥ e K, on a :

4] x + <y-x, £(x)> est 4.c.5. swr K n E, pour tout sous-espace
E de X de dimension §inie.

) x> <y-x, f(x)> est s.c.4. sur tout sous-ensemble compact
de K.

Alons,
3x € X : x € K, f(x) € T(K), <%, f(x)> = 0.
Preuve :
Posons C = {x € K : <X - Xq, f(xo)> < 0}
alors on a :
e C convexe, fermé pour la topplogie 0(X, Y)

(o] (o]
. f(xo) e T(K) € T(C)

=> 0 < <x, f(x,)> < <x, f(xo)>}
e ¥x € C, on a : <x, f(x0)> < <x4, f(x0)>
théoréme 4.4.2.
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... => C est un compact pour la topologie O(X, Y)
()
.«. => C est un convexe compact pour la topologie 0(X, Y).

D'autre part, on a :

¥x € K\C => <x-x,, £(x)> >0 )

f pseudomonotone }p => <X - x5, £f(x)>>0 )

lemme 4.3.83.) Hyp. 2) L

théoréme 2.2.)

.=> 3x e X : x e K, f(x) e T(K), <x, £(X)> = 0.

Remarque :

* On a, le théoréme de G. Allen [1, théoréme 4] sous 1'hypothése 2)

plus faible que l'hypothése correspondant a i).

4.5. Applications fortement monotones et fortement copositives

1) -

Soit X un espace de Banach réflexif réel (de norme |
X' son dual (de ||«]]")
K ¢ X sous-ensemble
f : X X' application.

Définition 4.5.1.

On dit que £ est forntement monotone sur K, 84 :

Jo >0 : ¥x, y e K, <x-y, £(x)-£(y)> 2 a||x-y]]
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Definition 4.5.2.

L) On dit que f est copositive surn K, 84 :
¥x € K, ona : <x, f(x)-f(0)> 2 0.
AL) On dit que £ est sirnictement copositive sur X; 84 :
¥x € K, on a : <x, f(x)-£f-0)>> 0.
LAL) On dit que £ est forntement copositive sur K, 84 :
Jo >0 : ¥x e K, ona: <x, £f(x)- £(0)> 2 allx|12.

On a, le lemme suivant, qui est une conséquence immédiate des définitions

données plus haut.

Lemme 4.,5.3.

Si f est monotone (nesp. strict. monotone, ou fortement monotone)
alons, £ est copositive (resp. strnict. copositive, ou fortement copositive).

4.6. Probléme de la complémentarité généralisé pour les applications

fortement copositives

Nous donnons, le théoréme qui généralise 3 des espaces de Banach réflexifs
réels, le résultat de Karamardian [10, théoréme 3.2.] et de Moré [12, théoréme

3.2.1.

Théondme 4.6.1.

Sodent, X espace de Banach néflexif néel, X' son dual topofogique, K c X
cone convexe fermé ; £ : K » X' fortement copositive.

On suppose que :
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donc, ¥x € K\C, 30 € C : <0-x, £f(x)> < O)

Hyp. 1) ay

Théoréme 2.2.
eee = 3Ix € X ¢
X € K, f(x) € T(K), <x, £(x)> = 0.

5. CONTRE-EXEMPLE

Nous allons, montrer par un contre-exemple, que la condition i) dans
le résultat de G. Allen ([1, Corollaire 1], [1, Corollaire 2]) n'est pas suf-
fisante pour garantir la condition c) dans [1, théoréme 2].

Résultat :

Soient, X e.v.t.s. réel, X* son dual, <+, > : X X X" + R forme
bilinéaire ; K c¢ X convexe, ¥ : X + ]-o, +x], 7 4o, convexe, s.c.i. ;
£: K+ X application.

On suppose que :

i) x > <x, f(x)> s.c.i. sur X.

ii) 3C < K, convexe compact : ¥x € K\C, 3y € C : <x-y, f(x)> > ¥(y) - ¥(x).

Alors ; 3x € X :

A
m
=~

V(y) -¥(x), ¥y

x e K, <x-y, f(x)>

Exemple :

X =R, K= {x e B | %,

1, X, 20} ;¥

mm
o

On considére, f : R? » R® définie par :
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1) ¥y € K, on a :

4) x » <y-x, f(x)> 8.c.5. sur K n E, pour tout sous-espace E de X
de dimension ginie.

L) x > <y-x, £f(x)> s.c.8. sur tout sous-ensemble compact de K.
Alons, Ix € X :
x € K, £(x) € T(K), <%, £(X)> = O.
Preuve :
f fortement copositive => da > 0 : ¥x € K, <x, f(x) - £(0)> 2 allx]|2
* Si f(0) = 0, alors O est une solution du P.C.G(K, f).
* Si non, f(0) # O, posons :

{x e K: |lxl] = ||£0)]]1/0}

(@]
]

alors, on a :
* C convexe, fermé, borné, donc convexe compact.
cx e xe = of x| 1% > [[x]] 1)
= ol x| |? - |x]| ||£@]]" > o,
D'autre part :
<x, £(x)> 2 a||x|]? - <x, £(0)>

ol [x112 - []x]] [1£)]]" > 0
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£1(x) = x; + %, 6(x,)
£2(x) = x5 = 0(x,)
ol : $ : R >R définie par :
[t + 1 t e [0, B[, B>1
o(t) = 262“ t =B
1 t> 8

Il est clair, que cette fonction n'est si s.c.i, ni s.c.s. en
Posons :
c={x eR? | x;=1,0<0a5x, < B} convexe compact de K.

Nous allons montrer que les hypothéses du résulata de G. Allen sont

satisfaites.
i) ¥x € K, on a :

<x, f(x)> = xl(xl + %, ¢(x2)) + x2(x2 - ¢(x2))

1(1 + %, ¢(x2)) + x2(x2 - ¢(x2))

1+ x2

2 .
donc, ¥x € K, x > <x, f(x)> =1 + X, est continue.

ii) Vérifions, maintenant que : ¥x € K\C, 3y € C : (x-y) * f(x) > O.

* 81, x e K\C : %, ¢ [0, @[, 3y = (1, a) € C :

2
<X-y, f(x)> = (x2-0!.)(x2-x2—1) = (0t—x2) > 0.

*8i,xeKC:x,>8, -y=(1, 8)

.

<x-y, £f(x)> = (x2-B) * (x,-1) > 0.
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Donc, les hypothéses i) et ii) du résultat de G. Allen sont vérifiées.

Cependant :

&

e ¥x e C\{(1, B)}, 3y = (1, B) € X : <x-y, f(x)> = 2B - x, > O.

28+1
5—)

«x= (1, B), Iy = (1, 28) : <x-y, £(x)> = (B-28)(B - £so.
donc, ¥x € C, dy € K : <x-y, f(x)> > 0.

Ce qui contredit, la conclusion de G. Allen ([1, corollaire 1, 2]).
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NOTATIONS

» Pour X un espace topologique :

» P(X) 1l'ensemble des parties de X.
« V(X) la famille des voisinages de x.
A ” -
+ C = X\A le complémentaire de A dans X.

o (x) ((x_)

nen (% ne]i') une suite de points de X (une sous-suite infinie).

)

© X —>X (x_ —>x) la suite (xn)nel\T (la sous-suite (xn)

]
N N neN

converge vers X.
e X'(x¥) dual topologique (algébrique) de X.

e <o, o> : X X YR forme bilinéaire.
* Pour H ¢ X et Kc X :

* [H] 1'enveloppe convexe de H.
*» I'(H) le cOne polaire positif de H.
={y e Y| <y, »» 20, ¥x € H}.
. intK(H) 1'intérieur topologique de H relativement & K.

. iK(H) 1'intérieur algébrique de H relativement a K.
* Pour £ : X > P(Y) :
* s.c. la sup-continuité : f s.c. en x, ssi,

V{xn € X}nel\l .

=> y e f(x).
V{yn € Y}nelq-*y ry, € F(x)
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e i.c. 1'inf-continuité : f i.c. en x, ssi,

V{Xn € X}neZN Tx

= EHyn € Y}nel\l >V

¥y € £f(x)
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1. INTRODUCTION

On considére l'extension du probléme de la complémentarité généralisé :

Trouver x € X :

x € K, y e £f(x) n T(K), <x, y> = 0 (1)

X espace de Banach réflexif réel.

X' son dual topologique.

f : X~ P(X'") application multivoque
<e, o> : X X X' + R forme bilinéaire
K cdne convexe fermé.

I'(K) le cdne polaire de K dans X'.

Le premier a avoir introduit et étudier 1l'extension du probléme de la
complémentarité généralisé, en dimension finie, est R. Saigal [9], en utili-
sant une condition de coercivité semblable 3 celle de Karamardian ([6], [7]),
il montre que 1l'extension du probléme de la complémentarité généralisé admet
une solution ; en formalisant le probléme (I) comme un probléme de point fixe
qu'il résoud en utilisant le théoréme de point fixe de Eilenberg et Montgomery.
Fang et Peterson [3] ont donnés des conditions suffisantes d'existence des
solutions du probléme (I), en utilisant une extension & des ensembles non
compacts du théoréme d'inégalités variationnelles généralisées donné dans [9].
Le probléme (I) est étudié, en dimension infinie par Takahashi et les autres
[101.

Dans ce travail, nous établissons une extension du théoréme de Ky Fan
([1], [10]) qu'on utilisera dans la démonstration de notre théoréme d'existence
de 1l'extension du probléme de la complémentarité généralisé ; Pour cela on pré-
sente au paragraphe 2 l'extension du probléme de la complémentarité généralisé.

Au paragraphe 3 le théoréme de Ky Fan ([1], [101).
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L4

Au paragraphe 4, nous établissons sous une condition de coercivité
semblable d celle de J.J. Moré [8], et sous 1'hypothése que f est sup-continue,
d valeurs convexes compacts que l'extension du probléme de la complémentarité

généralisé admet une solution.

Au paragraphe 5, en utilisant le théoréme du paragraphe 4, nous établis-
sons que l'extension du probléme de la complémentarité généralisé admet une
solution pour les applications multivoques pseudomonotones et fortement copo-

sitives,
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2. EXTENSION SU PROBLEME DE LA COMPLEMENTARITE GENERALISE

L'extension du probléme de la complémentarité généralisé, a déja été
introduite et étudiée par R. Saigal [9], S.C. Fang et E.L. Peterson [3] en

dimension finie et par Takahashi et les autres [10] en dimension infinie.

En utilisant, le théoréme de Ky Fan ([1], [10]), on montre, sous une
condition de coercivité semblable 3 celle de J.J. Moré [8], et sous 1'hypo-
thése que f est sup-continue, 3 valeurs convexes compactes ; que 1l'extension
du probléme de la complémentarité généralisé, admet une solution dans un es-

pace de Banach réflexif réel.

2.1. Extension du probléme de la complémentarité généralisé

Soient, X espace de Banach réflexif réel, muni de la norme |]+|]|.
X' son dual topologique muni de la norme duale [[-ll'.
<e, ¢> : X X X' + R forme bilinéaire.

K ¢ X, cOne convexe fermé.
T(K) = {y e X' | <y, x> 2 0, ¥x € K} cdne polaire de K.

f : K= P(X') application multivoque.

L'extension du probléme de la complémentarité généralisé, qu'on consi-

dére, est de trouver x € X :
x € X, y € f(x) n T(K), <x, y> = O.

3. THEOREME DE KY FAN

Nous allons, donner le théoréme de Ky Fan ([1], [101), qu'on utilisera

dans la démonstration du principal résultat de ce paragraphe.

Théoneme 3.1,

Solent, K ¢ X convexe compact, A ¢ K X K tel que :

L) (%, x) € A, ¥x € K
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i) ¥y e K,{ x € K : (%, y) € A} fermé.
L) ¥x € K, {y € K : (x, y) ¢ A} convexe (ou vide).
Alons,
Ix € K : {x} x KcaA.
(ef. [11, [2100).

Nous donnons, maintenant le théoréme analogue, pour une paire d'espaces

de Banach réflexifs, réels, distincts.

Théornéme 3.2,

Sodent, K, © X convexe compact ; K, < X' convexe, fermé non vide ;

A © K, X K, tel que :

1
L) A ferme.
AiL) ¥y € Ky, {x ¢ Ky @ (%, y) € A} convexe et non vide.

L) ¥x e X, {y € K, : (%, y) ¢ A} convexe {ou vide).

2

Alons,

Ix € Kl s {x} x K2 c A.

Preuve :
(cf. [13, [10D).
Nous rappelons, le lemme dG & Karamardian [6], qui montre 1'équivalence,

entre 1l'extension du probléme de la complémentarité généralisé et le probléme

d'inégalités variationnelles généralisées.
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Le probléme d'inégalités variationnelles généralisées, qu'on considére,

est de trouver x € X :
x e K, ye f(x), <x'-x, y>» 20, ¥x' € X (1I1)
Lemme 3.3.
Soit, XK ¢ X cone convexe fermé. Alons :

L'extension du probleme de La compfémentanité géntralise (1) est Equivalente
au probleme d'ingalitis variationnelles généralisées.

4. SUR L'EXTENSION DU PROBLEME DE LA COMPLEMENTARITE GENERALISE

Avant de donner, le principal résultat de ce paragraphe, nous rappelons,
la notion d'internat algébrique, qu'on notera par iK(C)’ d'un sous-ensemble C

relativement au sous-ensemble K d'un espace vectoriel.

Déginition 4.1. (cd. J. Bair et R. Fourneau [4] ; R.B. Holmes [51])

Sodent, K et C deux sous-ensembles d'un espace vectorniel, alons :
a € 1,(C), 84 et seulement 84, ¥b € K\{a}, 3x € Ja, bl : [a, x] < C.

Nous donnons, maintenant, une condition suffisante d'existence des

solutions de l'extension du probléme de la complémentarité généralisé.

Théoneme 4.2.

Sodlent, X ¢ X cOne, convexe, femé ; £ : K> P(X").
On suppose que :

4) 3C e K, convexe compact tel que :
4-1) £ nestrneinte a C est sup-continue.
i-2) ¥x € C, £(x) convexe, compacte.
4-3) ¥x € C\iK(C), Ju € iK(C) : <u-x%, y> £ 0, ¥y € f(x).
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Alons, Ix € X
x € K, y e f(x) n T(K), <x, y> = O.
Preuve :

Posons : A = {(z, x) e C X C : su <z-x, y> 2 0}
y € f(x)

Montrons que A vérifie les hypothéses du théoréme 3.1.
i) (x, x) € A, ¥x ¢ C.

ii)vzeC, {xeC: (x,2)e A ={xeC:sup<z-x,y>20}
‘ y € £(x)

Montrons que l'application x = sup <z-x, y> est s.c.s.
y € £(x)
Soient, z ¢ C, @ ¢ R, S, = {x e C: sup <z-x, y> 2 0} est fermé
y e £(x)

En effet : soit (x_) suite de S, : x =+ x
n ' ne o n

N
On a :
¥n e N, X € S => Qyn € f(xn) P<z-x ,y>z0

C convexe, compact

¥x € C, f(x) compacty => £(C) = U f(x) compact
xeC

f s.c. ) y, € f(x ) c U £(x)
n
xeC

e = aN'cN:yn->§

XP=>3_7 e £(x)

o < 1lim z-%X.5 ¥ > =<z-%, y>
neN!
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donc, l'application, x + sup <z-x, y> s.c.s., par conséguent,
y € £(x)

1l'ensemble {x € C : sup <z-x, y> 2 0} fermé.
y e f(x)

jii)y¥x e C, {z e C: (x,2z) ¢ A} ={z € C: sup <z-x, y> < O} convexe.
y e £f(x)

donc, d'aprés le théoréme 3.1., ona : 3x € C : {x} x C c A,
C'est-3-dire, 3x € C : sup <z-%, y> 20, ¥z € C (1)

y e £f(x)

Par ailleurs, posons maintenant :
B = {(y, x) ¢ f(x) X C : <x-%x, y> 2 0}.
Montrons, également que B vérifie les hypothéses du théoréme 3.2.

i) 1'application, (x, y) + <x-x, y> est continue)

f(X) compact } => B fermé..

C compact
ii)xec, {y e £(x) : (y, x) € A} = {y ¢ £(xX) : <x-%, y> 2 0})
y + <x-x, y> continue

f(x) compact

(1) )
oo => {y e £(x) : <x-%, y> 20} £ ¢
= {y € £(x) : <x-%x, y> 2 0}

£(x) convexe

est convexe et non vide.
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idi) v e £(X), {fx e C: (x,y) ¢ A} = {xeC:<x-%, y> < 0} est convexe
(ou vide). |
Donc, d'aprds le théoréme 3.2., on a : dy € £(x) : {y} x ¢ ¢ B,
C'est-d-dire, 3y e f(x), <x- X, y> 2 0, ¥x ¢ C.
Par conséquent, 3x € C, y € £(X), <x-x,y>2 0, ¥x € C (2)

Pour compléter, la démonstration, il suffit de montrer que cette der-

niére inégalité reste vrale pour ¥x e K.
Pour cela, on distingue deux cas :
X € 1K(C) ou x ¢ 1K(C).

e Si, x ¢ iK(C), soit X, € K\C, un point arbitraire, posons

x2='txli-(1— t)x, alors X, € K, ¥t € ]O,l[1

X € iK(C) R

«e. => 3t > 0 assez petit : x, € C

(2)

e = <xl->'<, y> 20
e Si, x ¢ iK(C), soit X, € K\C, arbitraire ; posons x2:=tx11-(1-t)u

Hyp. 1.3)

... => 3t > 0, assez petit : x, ¢ C
=> 0 £ <x

-%, Y>=t<x, - %, y>+(1-1)

2 1 -
(2)J <u-x, y>

Hyp. 1.3)
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e =05 <x,-%, ¥ S t<x, - X, ¥

Donc, 3x ¢ C, y € f(x), <x-x, y> 2 0, ¥x € K
lemme 3.3.
.= 3Ix € X :
X € K, y € £f(x) n T(K), <x, y> = O.

Remargue :

i) Si, on remplace l'intérieur algébrique iK(C) de C relativement d K,
par 1'intérieur topologique intK(C) de C relativement & K ; défini par :
Z € intK(C) <>z e C, IVelUlx):Vn(KC) =g
X
On obtient, la condition de coercivité introduite par Takahashi et
les autres [10] ; Puisque int, (C) < iK(C), cette derniére condition est plus

forte que notre condition i-3), donc on a le théoréme 3.1. [10].

5. SUR LES APPLICATIONS : MONOTONES, COPOSITIVES, PSEUDOMONOTONES ET PROBLEME
DE LA COMPLEMENTARITE GENERALISE

Dans, ce paragraphe, on considére des applications multivoques, spé-
ciales, intervenants dans les applications. On montrera par la suite que 1la

conditions i-3) du théoréme 4.2, est satisfaite pour ces applications.

5.1. Applications : Monotones, copositives, pseudomonotones

Soient, X espace de Banach réflexif réel, muni de la norme ||<]].
X' son dual topologique
K € X, sous-ensemble

f: K-> P(X").
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Dédinition 5.1.1.

L) £ : K=+ P(X') est monotone, 844,
Vx, vy € K, ¥x ¢ f(x), ¥y ¢ f(y), <x-y, x-y> 2 0.

M) £ 1 K+ P(X") est strictement monofone, 854,
¥x, vy € K, ¥x ¢ £(x), ¥y € f(y), <x-y, x-y> > O.

L) £ 1 K+ P(X') est forntement monotone, 444
Ja >0 : ¥x, y € K, ¥x ¢ f()x, ¥y € f(y), <x-y, X-y> 2 a]|x|l2

Dédinition 5.1.2.

L) £ ¢ K> P(X') est copositive, 844,
3z € £(0) : ¥x € K, ¥y ¢ £f(x), <x, y~-2> 2 0

L) £ 1 K> P(X') est strictement copositive, 8484,
3z € £(0) : ¥x € K, ¥y ¢ f(x), <x, y-2> >0

L) £ 1 K> P(X') est fortement copositive, 834,
Ju >0, z e £O) : ¥x € K, ¥ye f(x), <x, y-2z> 2 d]lxllz.

On a le lemme suivant qui est une conséquence immédiate des défini-

tions données plus haut.

Lemme 5.1.3.

S{ £ est monotone (nesp. stnic. monotone, ou fortement monofone) alons,
f est copositive (nesp. stnict. copositive, ou forntement copositive).

5.2. Applications multivoques fortement copositives et extension du probléme

de 1a complémentarité généralisé

Nous allons montrer, dans ce paragraphe, que si f est une application
multivoque fortement copositive, sur un espace de Banach réflexif réel, alors
sous certaines conditions du théoréme 4.2., l'extension du probléme de la com-

plémentarité généralisé admet une solution.
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Théoneme 5.2.1.

Sodent, K c X cone, convexe, fermé ; £ : K> P(X').
On suppose :
L) ¥x € K, f(x) convexe, compact.
L) F sup-continue.
L) £ fontement copositive.
Alons, Ix € X :
x €K, ye £(x) nT(K), <x, y> = 0.

Preuve :

f fortement copositive => 30 > 0, z € f(0) : ¥x € K, y € £f(x), on a :

<x, y-2> 2 af |x]]2.
Soit,

c=1{xek] ||x|]] =£]lz]l'/0} convexe, fermé, borné d'un espace de

Banach réflexif réel, donc C est un compact, et O € iK(C).

soit, x e C\i () = |]x]] = ||z]]"/a = of|x||? - |I2]]" ||x]| = o
d'autre part :
<x, §-z>20]]x]]2, ¥ ¢ £(x).
- o, ¥> 2 allx]P+ @&, 2> )
2o x| P+ 1kl 121 = <, 75 20, ¥ € £,

(1) J

(1)
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» ¥x € C\i, (C), 30 € 1, (C) : <0-x, y> < 0, ¥y € £(x))

Hyp. i) +1ii) Tl eee

théoréme 4.2, J
oo = 3Ix € X :
X e K, ye £f(x)nT(K), <x, y> = O.

5.3. Applications multivoques pseudomonotones et extension du probléme
de la complémentarité généralisé.

Nous allons montrer, également dans ce paragraphe, que si f est une
application multivoque pseudomonotone, et sous une condition de stricte
réalisabilité, alors, sous certaines conditions du théoréme 4.2., l'exten-

sion du probléme de la complémentarité généralisé admet une solution.

Definition 5.3.1.

L) On dit que 2'extension du P.C.G. est néalisable, 84 Ixy € X :

xy € Ky £(xy) n T(K) # .

¢

AL} On dit que £'extension du P.C.G. est stnict. néalisable, &4
3xo € X : x5 €K, f(xo) n I'(k) # ¢.

Deginition 5.3.2.

f: K-> P(X'")
¥k, y € K, ¥x € £(x), ¥y € f(y), <x-y, y> 2 0 => <x-y, x> 2 0.

Proprieite 5.3.3.

£ multivogue monotone => £ multivoque pseudomonotone.

Nous rappelons, un théoréme de Ky Fan [2], qu'on utilisera dans la

suite.
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Théoneme 5.3.4. (Ky Fan [2])

Solent X et Y deux e.L.c.s. néels, en dualités ; K ¢ X sous-ensemble.

On suppose que : - g est feamé pour La topologie o(X, Y).
* T(K) # @ est fermé pour La topologie T(Y, X).

alons, K est complet et Localement compact pour La topologie o(X, Y).

0]
S4, de plus, dh € T(K) : h (en tant que 4orme Linéaire de X) est bornde
sun X, alorns K est compact pour La topologie o(X, Y).

On peut, maintenant, donner le théoréme qui assure l'existence d'une
solution de l'extension du probléme de la complémentarité généralisé pour les

applications multivoques pseudomonotones.

Théoneme 5.3.5.

Sodlent, K c X cOne convexe, fermé ; £ : K » P(X').
On suppose :
L) ¥x € K, f(x%)
L) £ sup-continue sur K.
L) £ pseudomcnoione sun K.

(o]
Lv) ixo e X 1 x_ e K, f(xo) nT(K) # ¢

0

Alons, 3x € X :

x e K, ye £f(x) nT(K)<x, y> = 0.

Preuve :

(o]
Soit, Vo € f(xo) n T'(K) et posons : S = {x € K : <X = Xgs Vo> < 0}
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alors, on a :
* C convexe, fermé pour la topologie 0(X, X').
o] o (o)
* Vg € f(xo) € T(K) € T(K) € T(8)
=> 0 = <x, yo> < <x0, y0>
* ¥x € S5, <x, yO> < <xo, Yo~

théoréme 5.3.4,

. => S est convexe, compact pour la topologie 0(X, X'), donc 3p > 0 : S

est contenu dans 1l'intérieur, de C = B(x,, P) n K, pour la topologie 0(X', X).
o polog
Par conséquent :
1 3 == = - >
Six e C\lK(C) > x ¢ S=> <x Xgs Yo~ > O
f pseudomonotone
<0 > <X-x4, y> 20, ¥y € £(x).
Donc, ¥x ¢ C\iK(C), 3x0 € iK(C) P <X=%0, ¥y> 20, ¥y ¢ f(x) )

Hyp. i) + i1)}

théoréme 4.2.)
o= 3Ix e X ¢

x € K, y e £(x) n T(K), <k, y> = O.
¥ e £(x) n T(K)
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'RESUME

Le travail a pour but 1'étude du probléme de la compléﬁentarité.
Plus précisément, nous nous sommes intéressés 3 la classe de ﬁatrices Q
caractérisée comme &tant 1'ensemble des matrices M pour lesquelles le pro-
bléme de la complémentarité linéaire : UWw - Mz = q, W20, z 20, Wez =0
admet une solution ¥q ¢ R". Nous introduisons la classe de matrices colonnes
adéquates et nous donnons une condition nécessaire et suffisante d'existence
(Chapitre 1). Nous proposons, par la suite un marquage defRE, 1'utilisation
d'un algorithme d'approximation simpliciale basé sur ce marquage, nous permet
d'avoir une approximation simpliciale de la solution du probléme de la com-
plémentarité non linéaire : Trouver x e R" : x > 0, f(x) 2 0, x* f(x) = 0. Une
condition de convergence est donnée (Chapitre 2). Les Chapitres 3 et 4 sont
consacrés 3 l'extension d'un théoréme de Ky Fan ; Nous obtenons essentiellement
comme résultat un théoréme d'existence pour le probléme de la complémentarité
généralisé : Trouver x € K : f(x) ¢ T'(K), <x, f(x)> = 0. Nous généralisons &

des espaces de dimension infini certains résultats de Karamardian et Moré.

Mots clés : Complémentarité. Classes de matrices. Approximation simpliciale.

Inagélités variationnelles.






