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1. INTRODUCTION 

be nombreux problèmes en économie, programmation mathématique, théor ie  

des jeux, équ i l ib re  économique, ec t . . .  peuvent se formuler comme l e  problème 

de l a  complémentarité ;nous en donnons d'abord, une formulation plus générale : 

Trouver x E X : 

X espace vec tor ie l  topologique, localement convexe, séparé r ée l .  

Y espace vec to r i e l ,  r é e l .  

<., .> forme b i l i n é a i r e  sur  X x Y .  

K cône convexe fermé de X .  

r(K) cône pola i re  de K dans Y. 

f : K -+ Y application.  

Dans, l e  cas où X = Y = IRn, <. , . > = produit s c a l a i r e  usuel .  

n 
K = I R + ,  f ( x )  = Mx+a, M matrice ( n x u )  q 6 IRn, l e  problème (1) 

e s t  connu sous l e  nom du problème de l a  complémentarité l i néa i r e .  

Par contre,  s i  f e s t  non l i n é a i r e  l e  problème (1) e s t  appelé pro- 

blème de l a  complémentarité non l i néa i r e .  

K cône convexe fermé quelconque, l e  problème (1 )  e s t  appelé 

problème de l a  complémentarité généralisé ; l e  problème (1) e s t  

appelé extension du problème de l a  complémentarité généralisé.  

Ce t r a v a i l  comprend quatre chapitres.  Dans l e  premier chap i t re ,  nous 

fa isons  l ' é tude  du problème de l a  complémentarité l i n é a i r e ,  Nous nous sommes 

i n t é r e s sé s ,  p lu s  précisément, à l a  c lasse  de matrices Q qui  e s t  caractér isée  

comme é t an t  l'ensemble des matrices M pour l esque l les  l e  problème de l a  complé- 



mentari té  l i n é a i r e  : UU- Mz = q, 2 O,  z 2 O ,  w z = O admet une s o l u t i o n  

Yq E IRn. Nous donnons d'abord, une démonstration const ruct ive  pour l e  cas 

l i n é a i r e  d'un théorème d 'exis tence  de Karamardian Cl23 en u t i l i s a n t  l a  mé- 

thode de lemke, nous aurons a l o r s  montré, de manière u n i f i é e ,  que l e s  d i f -  

f é r e n t e s  sous-classes de matrices i n t r o d u i t e s  dans l a  l i t t é r a t u r e  (Cf. C31, 

C71, C121, c161) sont  des  sous-classes de matr ices  de l a  c l a s s e  Q. Nous é ta-  

b l i s s o n s  pa r  l a  s u i t e ,  une c a r a c t é r i s a t i o n  const ruct ive  pour que l a  c l a s se  

de matrices L( d )  , d E IRn s o i t  dans Q. Enfin, nous in t roduisons  l a  c l a s s e  de 

matr ices  colonnes adéquates e t  nous donnons une condit ion nécessa i re  e t  suf-  

f i s a n t e  d 'existence d'une solu t ion  du problème de l a  complémentarité l i n é a i r e  

associé .  

Le chap i t r e  II é t u d i e  l 'approximation s i m p l i c i a l e  de l a  so lu t ion  du 

problème de l a  complémentarité non l i n é a i r e .  Après avo i r ,  rappelé l e s  prin-  

c i p a l e s  p ropr ié t é s  se  rappor tant  au concept de l a  t r i a n g u l a t i o n  du marquage 

e t  des algorithmes d'approximation s impl ic i a l e .  Nous proposons un marquage 
n de l a  t r i angu la t ion  de R+, l ' u t i l i s a t i o n  d'un algorithme s i m p l i c i a l e  à dimen- 

s ion  var iable  basé s u r  ce  marquage nous permet, sous c e r t a i n e s  hypothèses, 

d 'obteni r  une approximation de l a  s o l u t i o n  du problème de l a  corrplémentarité 

non l i n é a i r e .  Nous donnons également une condit ion su f f i san te  de convergence. 

Dans l e  chap i t r e  III e s t  r é so lu ,  l e  problème de l a  complémentarité 

généra l i sé  dans un espace v e c t o r i e l  topologique, localement convexe, séparé 

r é e l .  Nous donnons une extension du théorème de Ky Fan ; on ob t i en t  comme con- 

séquences immédiates un théorème d 'exis tence  d'une so lu t ion  du problème de 

l a  complémentarité généra l i sé .  Nous généra l i sons  à des espaces v e c t o r i e l s  

topologiques, localement convexe c e r t a i n s  r é s u l t a t s  en dimension f i n i e  de 

Karamardian ([BI, Cg]) e t  de Moré (C111, C121). Finalement un contre-exemple 

pour l e  r é s u l t a t  de G. Allen Cl1 e s t  donné. 

Le chap i t r e  I V  e s t  consacré à l ' ex tens ion  du problème de l a  complémen- 

t a r i t é  généra l i sé  dans un espace de Banach, r é f l e x i f  r é e l .  Nous montrons, en 

u t i l i s a n t  une extension du théorème de Ky Fan e t  sous une condit ion appropriée 

s u r  f ,  que l ' ex tens ion  du problème de l a  complémentarité généra l i sé  admet une 

so lu t ion .  Nous montrons également que c e t t e  condit ion e s t  a u s s i  v é r i f i é e  pa r  

c e r t a i n e s  c l a s s e s  d ' app l i ca t ions  f  rencontrées  dans d ive r s  app l i ca t ions .  



Les i n t r o d u c t i o n s  de chacun des  c h a p i t r e s  on t  été r éd igées  de façon 

indépendante.  Ce t t e  i n t r o d u c t i o n  généra le  e n  est un résumé. 



- - * *  :: ** CHAPITRE 1 :: 

C L A S S E S  D E  M A T R I C E S  

P R O B L E M E  D E  L A  C O M P L E M E N T A R I T E  L I N E A I R E  

A L G O R I T H M E  D E  L E M K E  



NOTATIONS 

Etant  donné un ensemble J : 

( 3  ( : Cardinal  de J. 

J\I : Complémentaire d'un sous-ensemble 1 de J. 

J 
Etant  donné un vecteur  x E ni ( l i g n e  ou colonne) indic6  p a r  J : 

X 
j 

: Elément j a J de x. 

X 
J ' : Sous vecteur de x composé des éléments x , j a J t c J .  

j 

I ( x ) ( r e s p .  10(x ) )  : L'ensemble { j  a J 1 x .  # 01 ( resp .  { j  a J 1 x = O } ) .  
I j 

I+(x)( resp .  I - (x ) )  : L'ensemble 1 j a J 1 x. S 01 (resp.  I j  a J 1 x .  < O ) ) .  
3 3 

J J 
X"Y : Produit s c a l a i r e  de x a1R par  y € I R  . 
11x1 1 J : Norme eucl id ienne  de x E IR . 

Etant  donnée A une matrice de format ( I X J )  ou 1 e t  J son t  des ensembles 

f i n i s  : 

A: : Elément (i, j )  E I x  J de A .  

A' : Colonne j E J de A .  

Ai : Ligne i E 1 de Pi. 

AJ'  : Sous-matrice de A composée des  colonnes A', j E J '  c J. 

A I ,  : Sous-matrice de A composée des l i g n e s  A i E 1' c 1. i ' 

J ' 
AI, : Sous-matrice r é d u i t e  aux éléments ( i ,  j )  E 1' x J ; 1 c 1, J '  c J.  

Etant  donné H un ensemble de matr ices  : 

U : Matrice un i t é .  

H~ : L'ensemble des matrices t ransposée des matrices de l 'ensemble H. 



1. INTRODUCTION 

Le problème de l a  complémentarité l i n é a i r e  noté  : P.C.L(M, q ) ,  peut 

se formuler de l a  manière suivante : 

Trouver w , z E IRn : 

( l a  1 

(Ib) 

( l c  

où : U e t  M son t  des matr ices  (NXN) avec  IN^ = n ; w ,  z ,  q E IRn. 

Le problème de l a  complémentarité l i n é a i r e  e s t  un problème t r è s  g é n é r a l ;  

On verra dans l e  paragraphe 2 q u ' i l  englobe p lus ieu r s  problèmes bien connus dans 

l a  l i t t é r a t u r e .  

Une l i t t é r a t u r e  abondante t r a i t e  de ce s u j e t ,  d i f f é r e n t s  auteurs ont  

proposés des méthodes pour résoudre l e  P.C.L(M, q ) ,  c i t o n s  p a r  exemple, parmi 

l e s  a r t i c l e s  l e s  p lus  c lass iques  : 

Cot t le  e t  Dantzig C31, Lemke (C131, C141, C151, C161), Eaves C71, 

Garcia C101, Karamardian C121, Sa iga l  (C253, C261, C271), Murty (C201, C211), 

Mangazarian (C171, C181, C191), C o t t l e  e t  Pang (C51, C61), Pang (C231, C241), 

Co t t l e  e t  Aganagic C41, Aganagic C l ] ,  Watson C281. Parmi l e s  t o u r s  d'horizon : 

c i t o n s  : C o t t l e  e t  Dantzig C31 Lemke C161. 

Une c a r a c t é r i s t i q u e  commune à t o u t e s  ces méthodes e s t  que l e u r s  algo- 

r i thmes e t  l e u r s  r é s u l t a t s  dépendent des c l a s ses  de matr ices .  La ca rac té r i s -  

t i q u e  de ces méthodes, l a  méthode de Lemke (C131, C141, C151, C161) en p a r t i -  

c u l i e r ,  e s t  qu ' e l l e s  exhibent une so lu t ion  du problème de l a  complémentarité 

l i n é a i r e  P.C.L(M, q) pour t o u t  q E IR", ou b ien  s i  e l l e s  ne peuvent pas en 

exhiber  une, a l o r s  l e  P.C .L(M, q )  n 'est pas r é a l i s a b l e  ( i . e .  : que l e  système 

( l a ,  lb) n'admet pas de so lu t ion) .  Pour t r a d u i r e  ce f a i t  l e s  c l a s ses  de matri- 

ces suivantes sont  i n t r o d u i t e s  : 



QO : M est une Qo-matrice s i  e t  seulement s i  l e  P.C.L(M, q )  admet 

une s o l u t i o n  dès q u ' i l  est r é a l i s a b l e .  (Cette  c l a s se  de ma- 

trices s e  note également p a r  K ) .  

Q : M e s t u n e  Q - m a t r i c e s i e t s e u l e m e n t s i l e P . C . L ( ~ , q ) a d m e t  

une s o l u t i o n  pour t o u t  q  E IR. 

La c a r a c t é r i s a t i o n  complète de ces  deux c l a s s e s  de matrices e s t  une 

quest ion c e n t r a l e  en t h é o r i e  du problème de l a  complémentarité l i n é a i r e .  

P lus ieu r s  t ravaux ont  pourbu t  de p r o u v e r q u ' u n t e l  t y p e d e c l a s s e d e m a t r i c e s  

appart iennent  à l a  c l a s s e  de matrices Q0 ou à l a  c l a s s e  Q ( c f .  Murty C201, 

Pang 1241, Karamardian 1121, Garcia 1101, C o t t l e  C21, Lemke 1131, Eaves C71, 

Saigal  C251, ... 1. 

Dans ce t r a v a i l ,  on s ' e s t  i n t é r e s s é  essent ie l lement  à l a  c l a s s e  de 

matr ices  Q e t  su r tou t  2 l a  quest ion suivante  : q u ' e l l e s  son t  l e s  condi t ions  

nécessa i res  e t  s u f f i s a n t e s  s u r  l a  matr ice M pour q u ' e l l e  appart iennent  à l a  

c l a s s e  de matrices Q. Pour l e s  condit ions nécessa i res  i n t r o d u i t e s  dans l a  

l i t t é r a t u r e  ( c f .  Co t t l e  e t  Aganagic 141, Murty C201, Pang C24l) ; des condi- 

t i o n s  s u f f i s a n t e s  son t  également données ( c f .  C o t t l e  C21, Sa iga l  1251, Pang 

C231). 

Nous présentons,  dans l e  paragraphe 3 ,  l a  méthode de Lemke en donnant 

une descr ip t ion  algébrique analogue à c e l l e  de l a  méthode s impl ic i a l e .  Cet te  

méthode cons i s t e  à générer  une s u i t e  de bases complémentaires r é a l i s a b l e s  

( e t  l e s  so lu t ions  de l a  complémentarité correspondantes) du système, qu'on 

no te  : PC.L(M, q ,  d) su ivant  : 

Au bout d'un nombre f i n i  d ' i t é r a c t i o n s ,  e t  sous l 'hypothèse de l a  non - - - 
dégénérescence, on ob t i en  une so lu t ion  du P.C.L(M, q ,  d ) %  = (0 ,  z ,  zO) avec - 
zO = O ,  ce qu i  e s t  p a r  conséquent, so lu t ion  du P.C.L(M, q )  qu'on cherche, ou 



- - 
b ien  une d i r e c t i o n  d ' i n f i n i t u d e  = , u,  uo) E I R * ~ + ~ \ { o I  correspondante à 

+ - - - - - -  
l a  demi-droite D (x, c )  = (u, z, zO) + l ( v ,  u,  u0), 1 2 O avec % > O e t  - 
u # O de l 'ensemble C(M, q, d )  des so lu t ions  du P.C.L(M, q ,  d l .  I l  e s t  évident  

que t o u t e  condit ion qu i  assure  que l 'ensemble C(M, q ,  d )  ne con t i en t  pas de 

t e l l e s  d i rec t ions  d ' i n f i n i t u d e s ,  en t ra îne  que l a  méthode de Lemke engendre 

une so lu t ion  du P.C.L(M, q )  e t  prouve de manière cons t ruc t ive  l ' ex i s t ence  

d'une so lu t ion  du P.C.L(M, q). 

Dans l e  paragraphe 4 ,  nous donnons une démonstration const ruct ive  pour 

l e  cas l i n é a i r e  d'un théorème d 'exis tence  de Karamardian Cl21 en u t i l i s a n t  

l a  méthode de Lemke ;Nous aurons a l o r s  montré, de manière u n i f i é e ,  que l e s  

d i f f é r e n t e s  sous-classes de matr ices  i n t r o d u i t e s  dans l a  l i t t é r a t u r e  (Kara- 

mardian C121, Co t t l e  e t  Dantzig C31, Lemke Cl61, Eaves C71) sont  des sous- 

c l a s s e s  de n a t r i c e s  de l a  c l a s s e  Q.  Dans l e  paragraphe 5 ,  nous é t ab l i s sons  une 

c a r a c t é r i s a t i o n  const ruct ive  pour que l a  c l a s se  de matr ices  L(d),  d E IR", 

d > O i n t r o d u i t e  p a r  Garcia Cl01 appartienne à l a  c l a s s e  de matrices Q.  La 

démarche e f fec tuée  dans ce paragraphe e s t  analogue à c e l l e  u t i l i s é e  p a r  C o t t l e  

e t  Aganagic C41 pour l a  c l a s se  de matrices (Po) e t  p a r  Pang C231 pour l a  c l a s s e  

de matrices ( L I .  

Dans l e  paragraphe 6 ,  nous étudions l e  problème de l a  complémentarité 

l i n é a i r e  avec l a  c l a s se  de matr ices  colonnes adéquates. Après a v o i r ,  i n t r o d u i t  

l a  c l a s se  de matrices colonnes adéquates ;Nous donnons p a r  l a  s u i t e  une condi- 

t i o n  nécessa i re  e t  s u f f i s a n t e  d 'exis tence  d'une s o l u t i o n  du problème de l a  

complémentarité l i n é a i r e ,  pour l a  matrice M appartenant  à l a  c l a s se  de matrices 

colonnes adéquates. 



2. RELATION ENTRE LE P.C. L ET D'AUTRES PROBLEMES D'OPTIMISATION 

Le problème de l a  complémentarité l i n é a i r e  est un problème t r è s  généra l ,  

les problèmes suivants  s o n t  des cas  p a r t i c u l i e r s  de c e l u i - c i  : 

a) La programmation linéaire ( P . L )  

On montre dans (C31, C71) que l a  programmation l i n é a i r e  peut s e  for -  

muler comme l e  problème de l a  complémentarité l i n é a i r e .  

b) La ~roarammation auadratiaue connexe (P. O. C\ 

On considère,  l e  problème de l a  programmation quadratique connexe 

suivant  : 

1 
min - x -  Qx + p x 1 

La recherche d'une so lu t ion  du problème ( Q )  e s t  équivalente ( c f .  [ 31, 

C 7 I ) à l a  recherche d'une so lu t ion  des condit ions de Kuhn e t  Tucker du ~ r o b l è m e  ( 

(QI  : 

l x - u  = y - v  = O 

Ce qu i  peut  s e  formuler ,  comme l e  problème de l a  complémentarité l iné -  

a i r e ,  su ivant  : 



c )  La t héo r ie  des jeux 

Considérons, l e  jeux à deux personnes 1, 2 dont l e s  matr ices  ( M X N ) ,  

1 ~ 1  = m, ] N I  = u de gains sont  A  e t  B e t  dont l e s  s t r a t é g i e s  mixtes sont  

Le but  du joueur 1 est : 

e t  du joueur 2 e s t  : 

(Pl) 
max x A y  

X € X  

Sans p e r t e  de g é n é r a l i t é ,  on suppose que A  > O e t  B > O. La recherche 

d'un point  d ' é q u i l i b r e  de ce jeux c 'es t -à-d i re  d'un couple de so lu t ions  ( 2 ,  7 )  
de (Pl) e t  (P2) e s t  équivalent  ( c f .  C31, [14'l) à l a  recherche de l a  so lu t ion  

du problème de l a  complémentarité l i n é a i r e  su ivan t  : 

(P2)  

i i i où e E R  a v e c e  = (1 ,..., 1 )  ; i = n,  m.  

max x A y  

Y C Y  



3. LE PROBLEME DE LA COMPLEKENTARITE LINEAIRE 

3.1. D é f i n i t i o n  e t  r é s u l t a t s  fondamentaux 

Le problème de l a  complémentarité l i n é a i r e  noté : P.C.L(M, q )  peut 

s 'énoncer sous l a  forme : 

Trouver u ,  z E IRn : 

où l e s  matrices U, M ,  u, z e t  q ont  des formats appropriés.  

Pour résoudre l e  P.C.L(M, q ) ,  Lernke transforme ce problème p a r  i n t r o -  

duction de va r i ab le  a r t i f i c i e l l e  z E IR avec un coût d IRn d > O ,  pour dé- 
O 

marrer son algorithme, en un nouveau problème qu'on note  : P.C.L(M, q d )  

su ivan t  : 

Ce problème est  important pour l a  recherche des so lu t ions  du P.C.L(M, q ) .  

3.1.1. Solutions du P.C.L[tj,-g,-dl e t  polyèdre des solut ions r é a l i s a b l e s  ......................... ---- -- .............................. 

Notons L(M, q, d )  = , z ,  zO) r IR 2n+1 1 Uw - Mz - dzo = q ; U > O ,  z 2 O ,  

z 2 O ) ,  l 'ensemble des so lu t ions  r é a l i s a b l e s  du P.C.L(M, q, d l .  On remarque que O 
L(M, q, d ) ,  i n t e r s e c t i o n  de l a  v a r i é t é  l i n é a i r e  

avec l ' o r t h a n  p o s i t i f  est un polyèdre. 

C(M, q ,  d)  = , z, zO) r L(M, q, d )  1 w z = O ) ,  l 'ensemble des 

so lu t ions  du problème de l a  complémentarité l i n é a i r e  P.C.L(M, q ,  d ) .  



On chX que l e  pmbL2me d e  La c o m p l é m e W é  f i n é d e  P.C.L(M, q ,  d )  

( t r e sp .  P.C.L(M, q ) )  es$ i r é d a b l e  a i  e2 a e d e m w v t  a i  L(M, q ,  d )  ( k a p .  
L(M, q ) )  es t  non v i d e .  

Le polg2c'tLe L(E, q ,  d)  a.t non dégénetré a i  et a e d e m e d  a i  
Yx = (w, z, zO) E C(M, q ,  d )  => rang(U, -My -d) S(X) = n ,  S (x )  = i E J I x i  # O}. 

CeAte dé@zLLion, e u e  que t o d e  bolu;tion d e  la c o m p l é m e ~ é  a 

exacteme& n compodanta non n & u .  

- - - 2n+l  
c =  (;, u , u o )  E R  \{O} e 6 t u n e d i t l e O t i o n d 1 u i d i n i R u d e d e c ( ~ ,  q, d )  - - 

a i  et d e d e m e n t  a i  pou4 .tout = (Gy Z, zO) E C(M,  q ,  d )  la demi-&oae  
+ -  - 

D ( x ,  c )  = ;+€3,, 9 2 O est en t iè rement  contenue dans C(M, q ,  d ) ,  i . e .  : 

Nous a l l o n s  c l a s s i f i e r  l e s  d i r e c t i o n s  d ' i n f i n i t u d e  de C(M, q ,  d )  en 

deux types  d i s t i n c t s  : i n i t i a l e  e t  f i n a l e .  

-0 
Notons z0 = max I- qi/di 1 qi < 01 t e l  que : 

- -0 
q + d% 2 O pour t o u t  z0 2 z0 

O 
q + d% 2 0  pour t o u t  0  5 ZO < zO 



On a p p d e  d h e d o n  d 1 & b W u d e  .in-W.de de C(M, q ,  c i ) ,  $O& v e c ; t u  - 
c = (d, O, 1) E IR 2n+l ~ c t  pue ta d e m i - h o a e  D++((~+ D;:, O, z:), C) c C(M, q, dl. 

On appeUe d h x . t i o n  d1in&inLIude &thde de C(M, q, c i ) ,  $O& v e a u  
- - - 
c = (V, u> Uo) E l  

2n+ 1 Let pue û1 d e m i - h o a e  D+( (G, Y ,  a), Z) = C(M, q, d) - - -  - 
avec (u, 2, zo) É C(M, q, d) (5, u) # O. 

Des classes de matrices sont caractérisées (cf. C73, C101) comme étant 

l'ensemble des matrices M pour lesquelles toute direction d'infinitude 
- - - 
c = (7, u, uo) de C(M, q, d) est telle que : 

- Si Üo # O alors, cette direction d'infinitude est une direction 

d'infinitude initiale. 

- - Si uO = O alors, cette direction d'infinitude est une direction 
d'infinitude finale. 

Nous donnons, maintenant deux lemmes qui serviront dans la suite : 

S i  6 ,  Ü, Üo) e6.t une h e c t i o n  d l i n { U d e  de t'eridemble C(M, q ,  d) 

$el le  que Ü = 0 d o m ,  c&e dhea t ion  d 1 & { M u d e  tut une d h e c t i o n  d' in-  
6ini;tude i n i ; t i d e  de C(M, q, d). 

Preuve : 



+ 
donc, c e t t e  d i r e c t i o n  d ' in f in i tude  correspond à l a  demi-droite D (6, 0 ,  y O ) ,  

(7, 3, Co)) qu i  n ' e s t  a u t r e  que l a  d i r e c t i o n  d ' i n f i n i t u d e  i n i t i a l e .  

Lemme 3.1.1 .6 .  

Le 4y4tème : W - Mz = q, u 2 0, z 2 O a d m d  une b ~ h - t i ~ f l  h i  be&e- 
mer?;t4ijju, u 2  O : M e u s  O a q m u  < 0.  

Preuve : 

On montre que : 

Le système : UU - Mz = q,  U 2 0 ,  z 2 O n'admet pas l a  s o l u t i o n  s i  e t  

seulement si 3u, u 2 O : M l u I O e t  q l u < 0. 

i )  l ' impl i ca t ion  => 

n 
Par l ' absurde ,  supposons que Yu E IR , u 2 O M m  u $ O ou q l u 2 O. 

OU encore,  Yu E IRn, [-:] l u 2 0 => q *  u 2 0 

=> 3(v1, vl) 2 0 : (vl,  v2)  l 

lemme de Farkas 

=> 3(v  v2) 2 O : Uvl - Mv2 = q, ce qui con t red i t  l 'hypothèse. 1 

i i )  1 ' implicat ion <= 

Par l ' absurde ,  supposons 3~ 2 O ,  z 2 O : UW - Mz = q) 

Hypothèse ) 

... => O I - z l MU = 9 u < O ,  ce  qui est impossible. 



3.1.2. El imination. Sol ution de complémentarité. Changement de base complémentaire 

S o i t  l e  P.C.L(M, q ,  d )  présenté  sous l a  forme suivante  : 

où l a  matr ice A = (U, -My -d) e s t  indicée  p a r  (Lx J). 

l a  colonne q " I I  I I  " (LI 

l a  colonne d " I I  I I  " (L). 

l a  colonne x = (w, z, zO) I I  " (J). 

IJI = 2n+1, I L I  = n. 

On appe l l e  base complémentaire, t o u t  sous-ensemble 1 c J = 1,. . . , 2n+l 
t e l  que : 

1 A r é g u l i è r e  ( i n v e r s i b l e )  

{i, i + n l  # i, i = 1,. .. , n 

{i, i+u} $ 1, i = l,.. ., n 

Remarque : La de rn iè re  condit ion ( 5 )  e n t r e i n e  que pour Y i  = 1, ..., n au moins 
- - - 

une des va r i ab les  zi ou z d o i t  ê t r e  n u l l e  dans tou te  so lu t ion  = (Gy z ,  z,) i 

- - 
Etad donnée une 4 a e  complérniWe 1 ,  en poalrnt Ï = J\I, la ir&aXian 

(fa) ut ck.uaiyuemevrit équivdewte à : 



1 -1 -1 Ï. x I =  ( A )   AI) A x - 
T 

S i  on pose  : 

1 -1 * 
T ( I )  = (A ) (mat r ice  ( I X J )  

t ( 1 )  = ( ~ I 1 - l  q (colonne (1)) 

Le système (2a)  e s t  équ iva l en t  aux systèmes : 

Les v a r i a b l e s  xI e t  x - sont  respect ivement  l e s  v a r i a b l e s  de base e t  l e s  

v a r i a b l e s  hors-base . 1 

Etant donnée une base  complémentaire 1, on appe l l e  s o l u t i o n  de complé- 

m e n t a r i t é ,  l a  s o l u t i o n  de base x (1 )  r é a l i s a b l e  d é f i n i e  p a r  : 

S i  1 e s t  une base complémentaire du P.C.L(M, q ,  d )  t e l l e  que 2 n t l  C 1 - - -  
( i . e .  : 2 n t l  r Ï) a l o r s ,  l a  s o l u t i o n  de base r é a l i s a b l e  x ( 1 )  = (u, z ,  zO) 

1 

correspondante est t e l l e  que xO = 0 ,  p a r  conséquent x ( 1 ) e s t  une s o l u t i o n  du 

P.C.L (M, q ) .  

- - 
Soi t  1 une base complémentaire du P.C.L(M, q ,  d ) ,  d é f i n i s s o n s  1 c Ï 

de l a  manière su ivante  : 



- - 
i )  S i  2n+l t 1 a l o r s ,  1 = (2n+l) 

i i )  S i  2n+l E 1 a l o r s ,  3!  i E (1 ,..., n) : (i, i+n)  n 1 = 0, dans ce  - 
cas  f = (i, i+n).  

Deux bases complémentaires 1, 1' s o n t  vo i s ines  l o r s q u ' e l l e s  ne d i f f è -  

r e n t  que p a r  un s e u l  élément, c 'es t -à-d i re  que : 

- - 
1' = I + S - r  avec S E 1 e t  r E 1. 

On diR: q u ' u n ~  6 o ~ w X o n  du P.C.L(M, q ,  d )  a 6 6 o c l é e  à une b a n ~  compké- 
m e W e  I es* non dégénénée s i  et sedement s i  t e  veotew xI = (A')-' > O. 

9 

Remarque : 

S i  l e  P.C.L(M, q,  d )  e s t  non dégénéré, a l o r s  chaque base complémen- 

t a i r e  e s t  exactement vois ine  à 0 ,  1 ou 2 bases  complémentaires. 

- - 
En e f f e t  : S i  1 e s t  une base complémentaire e t  i E 1, a l o r s  1 e s t  

vois ine  à au p lus  une base complémentaire de l a  forme 1' = I + i -  j ,  j E 1. 

3.2. Résolution du problème de la complémentarité lineaire 

3.2.1. Algorithme de Lemke --------- ---------------- 

On considère,  l e  P.C.L(M, q, d )  sous l a  forme : 

Trouver U, z E IRn : 

avec l e s  mêmes hypothèses qu'en 3.1.2. 



L'algori thme de Lemke, c o n s i s t e  à générer  une s u i t e  de bases  complé- 

menta i res  r é a l i s a b l e s  ( e t  l e s  s o l u t i o n s  de l a  complémentarité correspondantes) .  

Au bou t ,  d'un nombre f i n i  d ' i t é r a t i o n s ,  e t  sous  l 'hypothèse  de l a  non-dégéné- 

rescence ,  on o b t i e n t  s o i t  : 

Une base complémentaire r é a l i s a b l e  avec 2n+l  C 1, ce qu i  e n t r â i n e  

que l a  v a r i a b l e  a r t i f i c i a l e  S E IR e s t  hors-base,  p a r  conséquence O 
l a  s o l u t i o n  de base  x (1 )  correspondante est une s o l u t i o n  du 

P.C.L(M, q )  cherchée. 

Une d i r e c t i o n  d ' i n f i n i t u d e  f i n a l e  de C(M, q ,  d )  avec > 0.  
O 

Pour c e r t a i n e s  c l a s s e s  de ma t r i ce s  M ,  l ' e x i s t e n c e  des  d i r e c t i o n s  d ' i n -  

f i n i t u d e  f i n a l e s  de C(M, q ,  d )  avec ; > O e n t r a î n e  que P.C.L(M, q )  n ' e s t  O 
pas  r é a l i s a b l e  ;Donc s i  l e  P.C.L(M, q )  e s t  r é a l i s a b l e  e t  l a  matr ice M appar- 

t i e n n e  à ces  c l a s s e s  de m a t r i c e s ,  l ' a lgo r i thme  de Lemke génère une s o l u t i o n  

du P.C.L(M, q ) .  

3 . 2 . 2 .  I t é r a t i on  courante ......................... 

On remplace 1 p a r  une base complémentaire v o i s i n e  1' = I + s - r  t e l l e  

que ~ ( 1 ' )  2 0. 

On suppose connus : 

- Condition x(1')  2 O 

Une base  complémentaire r é a l i s a b l e  1. 

Les v a l e u r s  correspondantes  T ( I ) ,  t ( 1 )  e t  ~ ( 1 ) .  

E tan t  donnée une base  complémentaire 1 r é a l i s a b l e ,  e t  l a  s o l u t i o n  de 

c o q l é m e n t a r i t é  x ( 1 )  correspondante.  De deux choses l ' u n e  : 

2n+l j! 1, e t  dans c e s  cond i t i ons  l a  v a r i a b l e  a r t i f i c i e l l e  S e s t  
O 

hors-base donc, l a  s o l u t i o n  x ( I )  e s t  une s o l u t i o n  du P.C.L(M, q )  

d 'après  l e  c r i t è r e  3.1.2.4. 

2n+l  E 1, ce qui  e n t r â i n e  q u ' i l  e x i s t e  un unique s E Ï : (s, s+n)  n 1 = ( 

C'est  l e  deuxième c a s  q u i  nous i n t é r e s s e  i c i .  On considère dans ces  

cond i t i ons  une s o l u t i o n  courante  x ' ( 8 )  dépendant d'un paramètre (sca-  

l a i r e )  8, e t  d é f i n i e  comme s u i t  : 



Par  s u i t e ,  l e  domaine des  va l eu r s  de 0 rendant  ~ ' ( 9 )  2 O est d é f i n i e  p a r  : 

ce  q u i  s ' é c r i t ,  de façon p l u s  d é t a i l l é e  : 

En remarquant que ti 2 O ,  Vi 1, puisque l a  base complémentaire 1 e s t  

r é a l i s a b l e ,  e t  en s e  bornant  aux s o l u t i o n s  6  2 O ,  l e s  i n é g a l i t é s  ( 6 )  pour 

l e s q u e l l e s  T' 1 O s o n t  t o u j o u r s  s a t i s f a i t e s .  Les a u t r e s  i n é g a l i t é s ,  pour  l e s -  
i 

q u e l l e s  T' > O ,  nous donnent : 
i 

P a r  s u i t e ,  l e  domaine des  8, t e l s  que ~ ' ( € 3 )  2 0,  e s t  : 

a 

e = min {$ 1 i e I , T i > O  S 

i 

En résumé : 

- - 

l On c h o i s i t  s Ï : s E 1 

Ion détermine r E 1 d ' ap rès  ( 7 )  



S Remarque : S i  Ji r 1 : T: > O ,  a l o r s  T 5 O. Dans c e s  cond i t i ons ,  on ne peut  

p a s  déterminer  r d 'après  ( 7 ) .  Mais c e t t e  c i r cons t ance  implique que l a  so lu-  

t i o n  ~ ' ( 8 )  d é f i n i e  p a r  : 

S i ,  on permute l e s  v a r i a b l e s ,  en l e s  p ré sen tan t  dans l e u r  o rd re  d ' o r i -  

g ine  on o b t i e n t  : 

- - 
où : (G ,  z ,  zO) r e s t e  t o u j o u r s  une s o l u t i o n  du P.C.L(M, q ,  d ) .  

- - ( v ,  u ,  u  ) e s t  une d i r e c t i o n  d ' i n f i n i t u d e  f i n a l e  de C(M, q ,  d )  avec - O 
z > O c a r  r # 2n+l.  

O 

Donc, ~ ' ( € 3 )  d é c r i t  une d i r e c t i o n  d ' i n f i n i t u d e  f i n a l e  de C ( M ,  q ,  d )  
- 

avec z > 0. 
O 

3.2.3. Convergence de 1 'al  g o r i  thme ------------- ------------ ------- 

Nous avons vu qu'une i t é r a t i o n  de l ' a lgo r i thme  c o n s i s t e ,  é t a n t  donnée 

base  complémentaire 1, à t r o u v e r  un i n d i c e  s hors-base v é r i f i a n t  

Cs, s t n )  n 1 = 0, p u i s  un i n d i c e  r de base ,  e t  de f a i r e  àe changement de 

base  1 -+ 1' = I + s - r .  Cela ne peu t  ê t r e  impossible  que dans l ' u n  des  deux 

c a s  s u i v a n t s  : 

i )  2 n t l  k 1, p a r  s u i t e  l a  v a r i a b l e  a r t i f i c i e l l e  e s t  hors-base, ce  qu i  

e n t r a î n e  que x ( I )  e s t  une s o l u t i o n  du P.C.L(M, q ) .  



- - 
ii) s r 1 é t a n t  t rouvé,  Ji r 1 : T: > O. P a r  s u i t e  TS S O ,  ce qu i  en t ra îne  

que l ' a lgor i thme s e  termine avec une d i r e c t i o n  d ' i n f i n i t u d e  de C(M, q ,  d )  
- 

avec z > 0. 
O 

Hormis ces  deux cas ,  l e s  changements de base pourront  s e  f a i r e .  La 

quest ion e s t  de s a v o i r  s ' i l  peuvent s e  poursuivre indéfiniment.  

Sous l 'hypothèse de l a  non dégénérescence, les d i f f é r e n t e s  bases 

1 12, ... engendrées p a r  l ' a lgor i thme son t  d i s t i n c t e s ,  c a r  s inon,  

3 i  < j : 1. = 1. e t  Ib # Ik, Vh,k < j .  C'est-à-dire que 1 e s t  l a  
1 3  j  

première base qui  s e  r épè te .  

Par  s u i t e ,  on a : 1. e s t  vo i s ine  à 1 1 5-1' Ii+l e t  1 j -1 

l e  P.C.L(M, q ,  d )  e s t  non dégénéré => 1 ne peut ê t r e  vois ine  qu'à deux bases i 

I1i-1 ... => 1 

On d i s t ingue  deux cas : 

1 )  i 2 2 a l o r s ,  Ij-l # Ii-l c a r  p a r  hypothèse Ih # Ik Vh,k < j .  

2) i = 1 a l o r s ,  Il e s t  vo i s ine  uniquement à 1 
2 '  

Donc, dans l e s  deux cas on a : 1 j-l - - Ii+l => j-1 = i+l, sinon 

1 # Ii+l p a r  hypothèse, donc j = i t 2  e t  Ii = 1 - 
j-1 j - I i + 2 .  

O r ,  s i  par  exemple : 

t -n,  s i  t > n 
1 ' indice  t r Ii, t L Iitl e t  c  ' e s t  t = 

t+n ,  s i  t 2 n 



Le complémentaire de t qu i  e s t  candidat  au  changement de base pour 

ob ten i r  Ii+2 p a r  s u i t e ,  t # Ii+2 d'après l a  d é f i n i t i o n  de l a  base complé- 

mentaire ce q u i  c o n t r e d i t  Ii = Ii+2. 

A chaque base complémentaire 1 donnée correspond une so lu t ion  de 

base x ( I )  unique. 

Par conséquence, puisque l e  nombre de bases poss ib les  e s t  f i n i ,  l ' a lgo-  

rithme converge en un nombre f i n i  d ' i t é r a t i o n s .  

3 .2 .4 .  Démarrage de 1 ' a lgor i thme -------------- --------- ------- 

11 e s t  nécessa i re ,  pour commencer l a  première i t é r a t i o n ,  de connaî t re  

une base complémentaire r é a l i s a b l e .  

Pour c e l a  : 

On considère l e  P.C.L(M, q )  : 

en in t roduisant  une va r i ab le  a r t i f i c i e l l e  z0 E IR, de coût d € I R ,  d > O ou 

transforme ce problème e n  un système qu'on note  P.C.L(f!, q ,  d)  su ivan t  : 

UU - Mz - dzO = q A = (U1- - d )  matr ice ( L ~ J )  
1 

u 2 0 , z 2 o , z  2 0  O d eIRn, d >  O 

W * Z = O  I L ]  = n ,   JI = 2n+l 

S i  q 2 O ,  l a  so lu t ion  (w, z ,  zO) = (q ,  O ,  0) est une s o l u t i o n  du problème 

de l a  complémentarité l i n é a i r e  P.C.L(M, q )  e t  l ' a lgor i thme s ' a r r ê t e .  

q 2 O ,  on démarre l ' a lgor i thme,  avec l a  base complémentaire r é a l i s a b l e  

Il suivante  : 



r : = m a - q q  1 qi < O, i r 11. 
d r 

Remarques: 

Pour déterminer r, on considère la direction d'infinitude initiale 
+ (d, O, 1) de C(M, q, d) associée à la demi-droite D ((q+dSO, O, E:), 

(d, 0, 1)). 

Il est évident que toute condition qui assure que l'ensemble C(M, q, d) 

ne contient pas des directions d'infinitudes finales avec S > O en- O 
traîne que l'algorithme de Lemke génère une solution du P.C.L(M, q) 

et prouve de manière constructive l'existence d'une solution de la 

complémentarité. Pour satisfaire de telles conditions les classes de 

matrices suivantes sont introduites : 

Q0 : La matrice M Qo et l'algorithme de Lemke appliqué au 

P.C.L(M, q, d) engendre une direction d'infinitude finale 

de C(M, q, d) avec S > O alors, le P.C.L(M, q) n'est pas O 
réalisable. 

Q : La matrice M E Q, l'algorithme de Lemke appliqué au 

P.C.L(M, q, d) n'engendre jamais de telles directions 

d'infinitude. 

D'où les définitions suivantes : 

La mathice M E Q~ d i  et seulement b i  le P.C.L(M, q) a h e t  une aotuZion 

de6 qu'AR es2 t r é U a b t e .  

La mathice M E Q a i  et o&emevtt a i  Le P.C.L(M, q) a h &  une a o M o n  

poun vq E R ~ .  



La c a r a c t é r i s a t i o n  complète de ces  deux c l a s s e s  de matr ices ,  r e s t e  une 

quest ion c e n t r a l e  en t h é o r i e  du problème de l a  complémentarité l i n é a i r e .  La 

p lupar t  des sous-classes de matrices de l a  c l a s s e  Q ou Q dans l a  l i t t é r a t u r e  
O 

sont  c a r a c t é r i s é e s  en terme de l a  complémentarité l i n é a i r e  ( c f .  C31, C51, [6], 

C71 e tc . . . ) .  

4. SUR LES SOUS-CLASSES DE MATRICES DE L A  CLASSE O 

Dans ce paragraphe, on s ' i n t é r e s s e  à un r é s u l t a t  d 'exis tence  des solu- 

t i o n s  du problème de l a  complémentarité l i n é a i r e .  Nous présentons d'abord, 
+ l e s  d i f f é r e n t e s  sous-classes de matrices (R),  (E), ( P ) ,  (C) e t  (M ) in t rodui-  

t e s  dans l a  l i t t é r a t u r e  ( c f .  C31, C71, C131, C161) ;Nous étudions l e u r s  pro- 

p r i é t é s  e t  l e u r s  r e l a t i o n s  d ' inc lus ion.  Par  l a  s u i t e ,  nous donnons une démons- 

t r a t i o n  const ruct ive  pour l e  cas l i n é a i r e  d'un théorème d 'exis tence  de Kara- 

mardian C121, en u t i l i s a n t  l a  méthode de Lemke. Nous aurons a l o r s  montré, de 

manière u n i f i é e ,  que l e s  d i f f é r e n t e s  sous-classes de matr ices  (R), (E) ,  ( P ) ,  
+ 

(C) e t  ( M  ) son t  des sous-classes de l a  c l a s s e  de matrices Q.  

4.1. Présentation des classes de matrices 

D é d i n i t i o n  4 . 1 . 1 . 7 .  (Kahamair&an C 1 2 1 ) .  M E ( R )  (ou M UR: une R-matrUce) a i  
e.t b d ~ e &  s i  l e  4yb$èmC : 

4.1.2. Classes de matrices LE) (Eaves C71, C o t t l e  e t  Dantzig C31, Karamardian Cl2 ........................... - 

D é ~ i n L t i o n  4 .1 .2 .1 .  : M E ( E )  (ou M UR: une maittuce s.0rLcXemen.t A&-monotone) 
s i  et seulement s i  VI c II, .  .. , n) Le ayhtème : 



n'admet pas de solut ion.  

(€1 c (R). 

Preuve : 

Soit  M E (€1, supposons que M / ( R ) )  

1 MI xI S O ,  xI > O admet une solution) 

impossible 

M E (€1 

donc M E ( R ) .  

Remarque : (€1 ( R I ,  pour s ' en  convaincre, on considère M k' '1 

4 . 1 . 3 .  Classe de matrices [Pl (Fielder e t  Ptak C81) .......................... - 

M E (P) (OU M ut une P - r n d c e )  h i  e;t admen;t h i  YI = (1 ,..., nl 
1 det MI > 0 .  



Preuve : 

Voir annexe : A-4.2 . 

Preuve : 

Soi t  M E ( P )  , supposons que M # ( E )  
=> 31 c (1 ,  ..., n) : 

d é f .  4.1.2. 

1 
Le système MI xI 5 O ,  x1 i O ,  x I  # O admet une s o l u t i o n .  

Par conséquence, 3x = (x I ,  O) E lRn, x 2 O ,  x # O : Y i  E I ( x )  x ~ ( M x ) ~  = 
1 

x.(M. XI) 2 O ,  c e  qu i  c o n t r e d i t  l e  f a i t  que M E (P ) .  
1 1  

4.1.4. _________________-_-------  Classe de matrices LC) _ ( C o t t l e  e t  Dantzig C31, Lemke Cl411 

Preuve : 

Soi t  M E (C), supposons que M E (€1  1 => 31 c (1, ..., n) : 
d i f .  4.1.2. 

1 Le système MI xI 5 O ,  xI i O ,  xI # O admet une s o l u t i o n .  



1 Par s u i t e ,  3 x =  (xI ,  O )  €IRn, x 2  O,  x #  O : x Mx = xI M x r O ,  
I I  

ce  qui  con t red i t  l e  f a i t  que M E (C). 

4.1.5. Classe de matrices [Dl (Lemke f 141) .......................... - 

Preuve : 

1 i )  M i ( D i ,  supposons que M i ( P l  => 31 c il, ..., n l  : de t  MI r 01 

k 
det M: = A .  ; A va leur  propre de M 1 

1 i 
i=l 1 

l e s  valeurs propres complexes son t  conju- 1 "' 

... => Il  e x i s t e ,  au moins une valeur propre r é e l l e  A 5 O ,  s o i t  xI # O ,  l e  
1 vecteur propre a s soc ié  : MI xI = 

xI 

1 Posons, y = (x I ,  O)   ER^, y # O y MY = xI M~ xI 2 
= A 1 lx*ll 5 o. 

ce qui  con t red i t  que M E (D). 

il) Evident,  il s u f f i t  d ' u t i l i s e r  l e s  d é f i n i t i o n s  4.1.5.1. e t  4.1.4.2. 

4.1.6.  Classe de matrices [~*l  (Lernke C141) -------------------------- -- 



Remarque : (M') c (C). 

Nous donnons, le diagramme d'inclusion. (A + B signifie que A c B). 

4.2. Théorème d'existence 

Nous donnons, une démonstration constructive pour le cas linéaire 

d'un théorème d'existence de Karamardian C121, en utilisant l'algorithme 

de Lernke. 

Suppooonn que M E ( R ) ,  d = e, Le P.C.L(M, q, d) non d é g é n a e .  M o u ,  
L'aRgodLthme d e  Lmhe a p p l i q u é  a u  ptrabtëme d e  la c o r n p L é m e W é  f i n é d e  

P.C.L(M, q, d) génèhe une ~ o L u t i o n  du P.C.L(M, q) ~q E nn. 

Preuve : 

Supposons, que l'algorithme de Lemke appliqué au problème de la com- 

plémentarité linéaire P.C.L(M, q, d) engendre une direction d'infinitude 

finale de C(M, q, d) avec Z0 > 0. 

- - 
Soit ($, u, u ) une telle direction d'infinitude alors, d'après la O 

définition 3.1.1.4.2. et le lemme 3.1.1.5. on a simultanément : 



i i i )  Ü # O 

P a r  conséquence, on a : 

M . x + t  2 O s i  i E 10(x)  impossible .  
1 t 

Par  conséquent ,  s i  M E (RI,  l ' a lgo r i thme  de Lemke appl iqué  au  

P.C.L(M, q ,  d )  engendre une s o l u t i o n  du P.C.L(M, q ) ,  e t  prouve d'une ma- 

n i è r e  c o n s t r u c t i v e  l ' e x i s t e n c e  d'une s o l u t i o n  de l a  complémentarité.  

Par  s u i t e ,  l a  c l a s s e  de ma t r i ce s  (R) e s t  une sous-c lasse  de mat r ices  

de l a  c l a s s e  Q. 

Suppobom que .ta makice M a~p&enne à t 'une  d u  c t a b e s  de rnlzlttUcu 
(El, ( P I ,  ( c ) ,  (D), (M+)  & o u ,  l l d g o ~ h m e  de Lemhe app@ué au poblème de 
.h c o r ? < é m e ~ é  f i n é d e  P.C.L(M, q ,  d )  genetre une so.tuLion du P.C.L(M, q )  

Yq E lRn. 



Preuve : 

S i  l a  m a t r i c e  M E ( E )  ( resp .  à ( P ) ,  (C),  (D) e t  (M')) 1 
p r o p o s i t i o n  4.1.2.1. ( r e sp .  Prop. 4.1.3.2., 4.1.4.1., 

4.1.5.1., 5.1.6. 

. . . => M E ( R )  

=> Le P.C.L(M, q )  admet une s o l u t i o n  

l 'hypothèse + théorène  4.2.1. 

pour  Yq E IRn s i  l a  matr ice M a p p a r t i e n t  à l ' une  des  c l a s s e s  de ma t r i ce s  ( E ) ,  

( P I ,  ( C I ,  (DI e t  (M'). 

5. CARACTERISATION CONSTRUCTIVE POUR QUE LA CLASSE DE MATRICES L(d), d E R~ 
SOIT DANS Q 

Nous a l l o n s  é t a b l i r ,  dans ce paragraphe,  une c a r a c t é r i s a t i o n  cons- 

t r u c t i v e  pour que l a  c l a s s e  de ma t r i ce s  L(d) ,  d E IRn, d > O i n t r o d u i t e  p a r  

Garcia  Cl01 s o i t  un sous-ensemble de l a  c l a s s e  de mat r ice  Q. La démarche 

e f f e c t u é e  dans c e  paragrapke e s t  analogue à c e l l e  u t i l i s é e  p a r  C o t t l e  e t  

Aganagic C41 pour  l a  c l a s s e  de ma t r i ce s  (P ) e t  Pang C231 pour  l a  c l a s s e  
O 

de mat r ices  ( L ) .  

Pour é t a b l i r  l e  r é s u l t a t  énoncé p l u s  haut ,  on a beso in  de l a  c l a s s e  

de mat r ices  (Ro) : 



Remarque : 

(ROI 3 (R), e n  géné ra l  c e s  deux c l a s s e s  de matrices s o n t  d i s t i n c t e s  ; 

pour  s ' e n  convaincre,  on cons idère  
(-1 -1) 

il est f a c i l e  de v o i r  que M E (R ) e t  M # (R).  O 

n On p r é s e n t e  maintenant l a  c l a s s e  de mat r ices  ~ ( d ) ,  d E IR , d > O 

i n t r o d u i t e  p a r  Garcia [ 101. 

La mahice  M E E(d),  d E IRn b i  et 6edemenX b l   pou^ toLLte bolLLtion 
(w,  2)  du P.C.L(Q, q) t e l l e  que (w, z )  # ( d ,  O)  d o m ,  3x 2 O,  x # O : 

Remarque : 

La ma t r i ce  M E E(d) ,  d E IRn 

= > W . z 2 W * x 2 0  

dé f .  5.2.  w ~ ~ 2 y ~ ~ r y ~ x 2 0  ... 
W 0 Z = O  1 

On d é f i n i t  L(d)  = E(d) n E(O), d E IRn, d > 0. 

Nous a l l o n s  donner,  maintenant une s é r i e  de lemmes, q u i  s e r v i r o n t  

dans l a  démonstrat ion de no t r e  théorème. 

Lemme 5 . 3 .  

La ma.Wce M E ~ ( d )  n (Ro) ent<raine que la mathice M E ( R I .  

Preuve : 

P a r  l ' absu rde ,  supposons que l a  ma t r i ce  M k ( R I  a l o r s ,  on au ra  : 



On d i s t i n g u e  deux c a s  : 

l t > 0 ,  (w,  2)  = (Mz + t e ,  Z )  e s t  une s o l u t i o n  du ~ . C . L ( M ,  t e )  : 

l t = 0, e n t r a î n e  32 2 0 ,  z # O : 

(u ,  Z )  # ( t e ,  O) 

M E E(d) ,  d = t e  

déf .  5.2.  

M . z =  O i E I + ( z )  
1 

Miz2 O i E 1 ( z )  
O 

i i )  z 2 x ,  w r y 

l a  ma t r i ce  M e (Ro) 

d ' a u t r e  p a r t  : 

= > u * x = x * t e - z y  

i 

Remarque 5.2. => 

... => x t e  = O 1 -> x = O ce qu i  e s t  impossible  

t e  > O 

donc, l e  système ( 1 )  n'admet pas  de s o l u t i o n  1 => l a  mat r ice  M E (R!. 

dé f .  4.1.1. 



CotroUahe 5 . 4 .  

La nathice M r E(d) n (ROI e-e que .ta nathice M E Q. 

Preuve : 

La matrice M E E(d) n (Ro) 1 => l a  matr ice M E ( R )  

lemme 5.3. ] ... 
théorème 4.2.1. 

. . . => l a  matr ice M E Q. 

La natnice M E E(0) n Q entm.Zne pue Pa m&ce M c (Ro). 

Preuve : 

admet une s o l u t i o n .  

Par  s u i t e ,  on a : (w, z )  = ( M Z ,  z )  e s t  une so lu t ion  du P.C.L(M, O) : 

(w ,  Z )  # (O, 0)  

l a  matr ice M E E(0) . . . 

d é f .  5.2. 

1 
J 

Par l ' absurde ,  supposons que l e  système Mi z = O i É I+( z )  



T ... => gx 2 O ,  x # O : i) -M x =  y 2 O . 1 =+ 3x 2 O, x # O : 

i i )  z 2 x ,  w 2 y 

T M x = - y  5 O ] ... 
considérons,  q É IRn, q 5 O : qi < O ,  i E I+(x) 

...=> 3 x 2 O , x # O : x * M ~ O e t q * x < O  1 => l e  sys tème:  Uw - Mz = q ,  

lemme 3.1.1.6. W 2 0 , 2 2 0  

n'admet pas de s o l u t i o n  donc, l e  P.C.L(M, q )  n ' e s t  pas  r é a l i s a b l e  

impossible  

l a  mat r ice  M E Q 

donc, l e  système (1) n'admet pas  de s o l u t i o n  1 => l a  mat r ice  M E (Ro). 

d é f .  5.1. 

Nous sommes maintenant ,  en  mesure d ' é t a b l i r  l a  c a r a c t é r i s a t i o n  su ivan te  : 

Preuve : 

i) => i i ) .  



Supposons que l a  matr ice  M E L(d) n (R ) 
O 

=> l a  matr ice M E E(d) n (R ) 

L(d) = E(d) n E(0) 

lemme 5.3. 

O }  ... 

... -> l a  matr ice M E (R).  

i i )  => i i i )  

Supposons que l a  matr ice M E L(d) n (R) => l a  matr ice M E ( R ) )  

c o r o l l a i r e  5.4. 

. . . -> l a  matr ice M E Q .  

i i i )  => i) 

Supposons que l a  matr ice M E L(d) n Q 1 => l a  matr ice M E E ( 0 )  n Q 

~ ( d )  = ~ ( d )  n E(O) } ... 
lemme 5.5.  J 

... => l a  matr ice M E (Ro). 

6. SUR LA CLASSE DE MATRICES COLONNES ADEOUATES ET COMPLEMENTARITE LINEATRE 

Nous a l l o n s  é t u d i e r ,  dans ce paragraphe, l e  problème de l a  complémen- 

t a r i t é  l i n é a i r e ,  avec l a  c l a s se  de matrices colonnes adéquates. Après a v o i r  

i n t r o d u i t  l a  c l a s se  de matr ices  colonnes adéquates, nous donnons pa r  l a  s u i t e ,  

une condit ion nécessa i re  e t  s u f f i s a n t e  d 'exis tence  d'une so lu t ion  du problème 

de l a  complémentarité l i n é a i r e .  

Ce t r a v a i l  a é t é  motivé p a r  l e  f a i t  qu'une matrice M adéquate ( Ingle ton 

[ I l l )  e t  r é g u l i è r e  e t  une P-matrice (Co t t l e  C l ) ,  e t  que c e t t e  de rn iè re  c l a s s e  

de matrices e s t  c a r a c t é r i s é e  p a r  l a  p ropr ié t é  que l e  P.C.L(M, q )  admet une 

s o l u t i o n  unique Yq E IRn (Murty C231). 



6.1. Notations et Definitions ( F i e l d e r  et Ptak C81) 

6.1.1. Classe de matrices (Po) .............................. 

La m&ce M e (Po) ( O U  la W c e  M ut une P O - m ~ c e )  s i  eS 4edenient 
1 6 i Y I  c {l, ..., n}detMI 2 O. 

Remarque : S i  l a  mat r ice  M e ( P  ) a l o r s ,  l a  ma t r i ce  M L  (Po) ,  c a r  
1 

O 
det(M:lT = d e t  M I ,  Y I .  

Voir Annexe : A-4.4. 

6.1.2. Classes de matrices adéguates : [ A l  ( Ing ie ton  C111, C o t t i e  C 1) .............................. -------- - 

f i )  PouA XouA: 1 c (1 ,. . . , n} vehidi-ant d e t  M: = O 

a l o u ,  les  colonnes MI sont Unéaihement dépendantes. 

Nous a l l o n s ,  maintenant i n t r o d u i r e  une c l a s s e  de ma t r i ce s  avec des 

cond i t i ons  p l u s  f a i b l e s  que c e l l e s  données dans l a  d é f i n i t i o n  6.1.2.1. pré- 

cédente,  qu'on appe l l e  c l a s s e  de ma t r i ce s  colonnes adéquates .  



6 . 1 . 3 .  Classes de matrices colonnes aceguates : CIAI ....................................... --------- 

1 ) POWL .toLLt 1 c 1 . .  , n) ven'dhiant d e t  MI = O 

dom, ta cotonna  MI son t  Unéaolement dépendantes. 

si ,ta m a c e  A = ( e l )  I S i S n  avec e f = t  1 i = l  ¶. . .¶  n 9  e j  = 0 i # j 
1 J 

I S j l n  

Preuve : 

1 i )  Y I  C 1 , .  n) d e t ( ~  M A I I  = d e t  MI 

> det(A MA): 2 O 

l a  mat r ice  M E C(A)  1 ... 
déf. 6.1.1.1. 1 

... => l a  mat r ice  A MA E (Po).  

i i )  S o i t  1 c il, ..., n} v é r i f i a n t  det(A M A)' = O 1 1 => de? M ~ = O  

( 1 )  ] ... 
l a  mat r ice  M E C(A) 

... => 3x1 # O : 
1 

M x I = O = 7  ( A  M A )  = A M 1 1 1  
A I )  xI 



donc, 3yI = n1 xI 1 ' # o : ( A * ~ ~ A )  y I = O  

1 p a r  s u i t e ,  l e s  colonnes ( A  M A )  s o n t  l i néa i r emen t  dépendantes 

donc, l a  matr ice A M A E C(A). 

6.2. Une c o n d i t i o n  nécessaire e t  s u f f i s a n t e  d 'ex i s tence  d 'une so l  u t i o n  du 

P.C.L(M, q) 

Nous a l l o n s  donner 3 lemmes, q u i  cont iennent  c e r t a i n e s  p r o p r i é t é s  des  

c l a s s e s  de ma t r i ce s  (Po) e t  de C(A) ( c l a s s e  de m a t r i c e s  colonnes adéquates ) .  

Ils s e r v i r o n t  dans l a  démonstration de n o t r e  théorème d ' ex i s t ence  des  s o l u t i o n s  

du problème de l a  complémentarité l i n é a i r e  P.C.L(M, q )  avec l a  c l a s s e  de ma- 

t r i c e s  colonnes adéquates  qu  'on v i en t  d ' i n t r o d u i r e .  

L m e  6 . 2 . 7 .  (cd. Eavu C71) 

So*t M une p0-m&ce u t o u ,  3x E  IR^ , x r O ,  x # O : MX 2 O.  

Preuve : 

Par  1 'absurde,  supposons que l e  système : Mx 2 0 ,  x 2 0,  x # O 

n'admet p a s  de s o l u t i o n  

lemme de Farkas ( c f .  lemme 3.1.1.6.) 1 
... => 3u, u 2 O ,  u # O : u M < O 

=> l a  ma t r i ce  M C (Po) 

Prop. 6.1.1. impossi' 

hypothèse => l a  ma t r i ce  M c (Po)  

Nous a l l o n s ,  u t i l i s e r  l e  l e m e  précédent  pour  démontrer, l e  lemme su i -  

van t  : 

Lemme 6 . 2 . 2 .  

So*t M une ~~-m&ce. Supposom : 3x > 0 : MX = O 



Preuve : 

T 
La ma t r i ce  M r  (Po) => M c (Po) 

T == 33~ r O ,  y # O : M y =  Y * M  2 O 

lemme 6.2.1. j 
e n  f a i t ,  y M = O ,  car sinon,  

3 i  i ( y  M)i > 0 } ... 
hypothèse 

. . . = 3 i  : O < ( y  M)i xi = yi (Mx)i = O ,  ce  q u i  e s t  i o p o s s i b l e  

donc, 3y ER" ,  y 2 O ,  y # O : y M = 0. 

La démonstration du lemme su ivan t  u t i l i s e  l a  même démarche que c e l l e  

u t i l i s é e  dans Eaves C71. 

Lemme 6 . 2 . 3 .  

La M c e  M est une muahice colonne adéquate s i  e-t sel~temenit h i  

Vy E IRn véhidiant yi (My)i 5 O pom i = 1 ,..., n  do^, My = 0. 

Preuve : 

i )  L ' impl ica t ion  => 

l e p  cas ,  supposons que l a  ma t r i ce  M E C(A)  et  que Yy E IRn, Y 2 O 

Considérons maintenant ,  y rlRn, y 2 O : yi  MY)^ S O ,  i = l ,  ..., n 

a l o r s ,  y v e r i f i e  : y e R n ,  y 2 O M y r O.  

Ou encore ,  l e  système My = q ,  y 2 O (q  5 O) admet une s o l u t i o n ,  p a r  s u i t e ,  

il admet une s o l u t i o n  de base x v é r i f i a n t  Mx = My e t  X ~ ( M  x ) ~  L O pour 

i = 1, ..., n ( 1 )  



En posant 1 = {i 1 xi > 01 1 1 => les colonnes M sont indépendantes 

déf. d'une solution de base 

la matrice M E C ( A )  

1 ... => det MI > O ? 1 
==>MI E (P) 

1 MI E (Po) 

. ,ème cas, supposons que la matrice M E C(A) et que TIy E IRn 

yi (My). 5 O, i = 1 ,..., n. 
1 

Considérons, la matrice diagonale A = (ei) j l < i s n  

l l j l n  

lère partie de la démonstration J 

e i = 1 , s i y i 2 0  i 

i e. = - 1, si sinon 
1 

la matrice M E C(A) 1 => A M A E C ( A )  > 

Prop. 6.1.3.1. 

ii l'implication <= 

g ... 

n Supposons que Yy E IR y. (My). S O, i = 1, ..., n alors, My = 0. 
1 1 

Si la matrice M L (Po) 
=> 32 €IRn, z f O : 

Prop. 6.1.1.1. 

zi (Mz). < O ,  i = 1 ,..., n (2 ) )  
1 

hypothèse ii) 1 



... -> Mz = O = >  z Mz = 0 

impossible  

( 2 )  

p a r  s u i t e  M E (M ). 
O 

1 1 S o i t  1 c (1, ..., n} : d e t  MI = O = >  4xI # O : M x = O  (311 I I  

1 en  posant  y = ( x I ,  O)#O a l o r s ,  on a u r a : y  My = x 
MI xI 1 J 

... * y My = 0 ,  p a r  conséquence y (My)i = O ,  i = l,..., i n ,  c a r  s inon  

1 1 3 i  : yi (My). > O => O < yi (My)i = xi ( M  xIIi = xi (Mi xI )  
1 } a.. 

( 3 )  

... => O < y (My)i = O ,  c e  q u i  e s t  impossible .  i 

donc, on a : yi (My)i = O ,  i = 1 , .  n 1 => My = O c e  q u i  e n t r a î n e ,  

hypothèse i i )  

3x1 # O : = l[o] = My = O donc, l e s  colonnes Pi 1 s o n t  l inéa i rement  

dépendantes.  

Nous rappelons également,  l e  théorème de C o t t l e  e t  Aganagic C41 qu'on 

va u t i l i s e r  dans l a  s u i t e .  

ThEatr2me 6.2.4. (Corne e t  Aganagic C41) 

Supposor26 que M es2 une P o - m W c e  ; l e s  condhXon, 6LLivante~ h o n t  

équAvdenteb : 



Le théorème suivant, donne une condition nécessaire et suffisante, 

pour que le problème de la complémentarité linéaire P.C.L(M, q) admet une 

solution Yq r lRn, pour la matrice M apparténant à la classe de matrices 

colonnes adéquates : C(A). 

SoLt M une m u a c e  colonne adéquate.  A l o m ,  m&ce M appahLLevLt 
à la cea?lhe Q h i  eit a e d m e v c t  h i  JI c (1, ..., n) tel que l e  ayaitème : 

a h e R  une b o W o n .  

Preuve : 

i) l'implication => 

Supposons, 31 c (1,. . . , n) supposons que 1 est le plus petit tel que 
-r 
I 

le système : M x = O x > O, admet une solution I I  1 

la matrice M r C(A) ) } ... 
=> la matrice M E (Po) 

déf. 6.3.1. 

lemme 6.2.2. 1 

En posant : J = {i E 1  : yi > O} on aura, yJ M~ = O y J >  O 

la matrice M E C(A) 

=> la matrice M E (p0) 

déf. 6.1.3. 

lemme 6.2.2. 

. .. => 3uJ 2 O, UJ # O : J M U J = O  

> ] ... 
J c 1, et 1 étant le plus petit de tels sous-ensembles. 



l a  matr ice  M E C ( A )  

lemme 6.2.3. J 
p a r  s u i t e  en posant v = (uI,  O) on aura a l o r s ,  3v 2 O ,  v # O : Mv = O) 

n considérons maintenant q 6 1 R  , q 5 O : qi < O pour i 6 I + ( v )  > 

...+ ~ v > O , v # O :  M v = O e t q 8 v < O  1 ... 
lemme 3.1.1.6. 

c 'es t -à-d i re  que l e  P.C.L(M, q )  n ' e s t  pas r é a l i s a b l e  

Impossible 

o r  l a  matr ice M E (Q) 

donc, 31 1 ; .  , n} t e l  que l e  système : 

admet une so lu t ion .  

ii ) 1 ' impl ica t ion  <= 

Supposons que : 

JI c 11, ..., n) : l e  système M ' = O x > O admet une 1 1 
s o l u t i o n ,  e n t r a î n e  que l a  matrice M E ( R  ) 

O 

l a  matrice M E c ( A ) )  I 
=> l a  matr ice M E (Po) ... 

déf .  6.1.3. t 
théorème 6.2.4. 

. . . => q u e  l a  matr ice M E Q. 



S i  on applique l ' a lgor i thme de Lemke au P.C.L(M, q, d )  : 

où l a  matr ice M e s t  une matrice colonne adéquate a l o r s ,  s o i t  qu'on o b t i e n t  

une so lu t ion  du problème de l a  complémentarité l i n é a i r e  P.C.L(M, q), s o i t  

un sous-ensemble 1 c il,. . . , n) t e l  que l e  système 

admet une so lu t ion .  



ANNEXE 

Nous présentons ,  dans c e t t e  annexe, l e s  d i f f é r e n t e s  c l a s s e s  de mat r ices ,  

i n t r o d u i t e s  dans l a  l i t t é r a t u r e ,  pour résoudre  l e  problème de  l a  complémentari- 

t é  l i n é a i r e  avec l ' a lgo r i thme  de Lernke. Nous résumons c e r t a i n e s  de l e u r s  pro- 

p r i é t é s  e t  l e u r s  r e l a t i o n s  d ' i nc lus ion .  Tout c e l a  e s t  b i e n  connu, néanmoins 

c e r t a i n e s  démonstrat ions s imples  s o n t  données. 

Nous terminons,  c e t t e  annexe p a r  un t a b l e a u  q u i  résume t o u t e s  ces  i n -  

c lu s ions .  Les d i f f é r e n t e s  c l a s s e s  de ma t r i ce s ,  qu'on présente  s o n t  d 'origines 

d i v e r s e s  ( c f .  C31, C71, C81, Cg], C101, C111, C121, Ci41, Ci61, C191, C211, 

[221, C251,. . .). 

S o i t  M mat r ice  c a r r é e  i n d i c é e  p a r  (L L) ,  avec 1 LI = n. 

1 On a p p a e  ptinhinoipd s o u - m a h i c e  de M ,  qu'on n o t e  p m  M I ,  I c . . n l ,  
la sua-maitrzxce d e  M h c ü c é e  en  l i g n e  e.t e n  co lonne  parr I 

d e t  M: : 6 ' a p p a e  p t i n c i p d  n i n e m .  

A . 2 .  Classes de matrices ( S )  e t  (SO) 

C e t t e  c l a s s e  de mat r ices  e s t  extensivement é tud iée  p a r  F i e l d e r  e t  Ptak 

Cg]. 

La W c e  M E ( S  ), s i  e;t heulement  s i ,  3x E R ~ ,  x > O : Mx > 0. 



a r (SI, d i  et s e u t m e n t  di, vx e n n ,  x 2 O,  x # O 31 : ( M ~  x l i  > o. 

Preuve : 

i) imp l i ca t ion  => 

i i )  imp l i ca t ion  <= 

n  
Supposons que Vu r R , u 2 O ,  u  # O => 3 i  : (MT u) > 0. 

i 

T C'est-à-dire ,  que l e  système : M u  5 O ,  u  1 O ,  u  # O n'admet pas  de s o l u t i o n  

théorème a l t e r n a t i f  de MMzkin C 1 

... => l e  système Mx > O ,  x > O admet une s o l u t i o n  
=> M E (S ) .  

déf .  1.2.1. 

Preuve : 

Analogue à c e l l e  de  l a  p ropos i t i on  A . 2 . 3 .  



Remarque : 

Preuve : 

M~ € ( S )  

<=> YU E I R ~ ,  u 2 O, u # O 3i :  MU)^ < O 

Proposition A.2 .3 .  

<-> Yu € I R n ,  u 2 O, u # O -Mu l! O 

<=> le système -Mu 2 0, u '- O, u # O n'admet pas de 

solution } ... 
déf. A.2 .4 .  

A.3. Classes de matrices (S) et  (So) 



Preuve : 

=> (M:)~ É (SI, VI c {I ,..., n) 
déf .  A.2.3. 1 1 

= 3MI (SO),  V I  c {l,.. . , n} 

p r o p r i é t é  A.2.6. 

déf .  A.2.4. 

. . . => l e  système M 1 xI 5 O ,  xI 2 O ,  x # O n'admet pas  de s o l u t i o n  
1 

V I  c {l,..., n}. 

i i )  => i i i )  

Par  1 'absurde ,  supposons, 3x E IRn, x 2 O,  x # O ,  

V i  c I + ( x ) = >  ( M X ) ~  5 O .  Alors ,  on a : 3x ER", x 2 0 ,  x # O : 

OU encore : 

3x c IR 5 O ce q u i  c o n t r e d i t  i i )  
I + ( x )  

i i i )  => i i )  

p a r  l ' absurde ,  supposons que M j ( E )  ! => 31 c 1 . .  , n} : (MI) 4 (SI 

déf.  A.3.1. I T  ]... 
Propos i t i on  A.2.6. 

1 ... => 1 c 1 , .  , n} : -MI c (SOI 
1 => 31 c (1, ..., n} : M x 1 0 ,  x 2 0 ,  xI # 
I I  1 

déf .  A.2.4.  

admet une s o l u t i o n .  



En posant x  = (xI ,  O), x 2 O, x # O : Y i  r I+(x) (Mx)i = (M 1 
x1li " O 

ce qui  con t red i t  l 'hypothèse.  

D é ~ L r L t i o n  A. 3 .3 .  ( C h h e  de matrLica a d - m a n o t o n e n )  

1 T M c (Eo), s i  et auXement  si, (MI) e (Sol ,  V I  c {l, ..., nl 

Remarque : 

(El c (Eo) 

Li LLE 0 
Preuve : 

Analogue à c e l l e  de l a  proposi t ion  A.2.6. 

Preuve : 

i )  Evident,  on a  l e  r é s u l t a t  à p a r t i r  des d é f i n i t i o n s  A.2.1., A.3.1., 

A.2.4. e t  A.3.3.. 

i i )  So i t  M é (E) 

-> M E Q => l e  P.C.L(M, -e) admet une solu t ion  

Coro l l a i r e  4.2.2. 



A . 4 .  Classe de matrices (P) et (P,) 

Classe de matrices extensivement étudiée par Fielder et Ptak C81 

1 M E ( P ) ,  h i  &t h e d e m e n t  hi, det MI > O, YI c {l, ..., nl. 

M E ( P l ,  h i  et h e d e m e n t  hi, Vx € IRn, x # O 31 E I(x) : x~(Mx)~ > O 

Preuve : 

i) implication <= 

Par l'absurde, supposons que M { P = 31 c 1 .  . , n) : det MI < O 1 
I det MT = AA, , A, valeur propre de M: [. . . 

X complexes conjuguées 2 à 2 => A .  Xi > 0) 
i 1 

. . . => 31 valeur propre réelle : A 5 O et xI vecteur propre associé. 

En posant, x = (xI, O) €IRn, on a : x MW = x 1 

Ce qui contredit l'hypothèse. 

ii) implication => 

Par l'absurde, supposons 3x r lRn, x # O : Yi r I(x) => xi(MxIi S O 1 ... 
en posant y = Mx 



. . . =>  MI'^) + u est une mat r ice  s i n g u l i è r e .  
I ( x )  

1 
O r ,  M E (P )  => Y I  11,. . . , n ) ,  MI E (P), s a n s  p e r t e  de g é n é r a l i t é .  

Supposons que : 

è r e  en  développant l e  déterminant  de M + U s u i v a n t  l a  1 l i g n e ,  on o b t i e n t  : 

P a r  conséquent, det(M;[~;  + U) > O ,  ce q u i  e s t  impossible .  

1 
M E (p0),  d i  &Aeu,f!enie&di, d e t  MI 2 O ,  Y I  c (1 ,..., n).  

Preuve : 

Analogue à c e l l e  de l a  p ropos i t i on  A.4.2. 



Remarque : 

T  1 
i i )  M c  ( P )  => M c  (P )  ( c a r  det(M:lT = d e t  M I ,  Y I  c {l, ..., n)). 

i l  (P )  c (E) 

Preuve : 

en p a r t i c u l i e r ,  Yx clRn, x  2 O,  x # O 3 i  c  I + ( x ) :  1 

i i )  Analogue à c e l l e  de i ) .  

A.5.  Classe de matrices copositives C, Co (Lemke C161) 

Remarque : 



Preuve : 

... => x (Mx = x e M x > O  
I + ( x )  I + ( x )  i => 3 i  E I + ( x )  : > O . .  . 

X 
I + ( x )  

> O 

Prop. A.3 .2 .  ) 

ii) Analogue à celle de i ) .  

A.6. Classe de matr ices d é f i n i e s  p o s i t i v e s  (D)  e t  (Do) 

Remarque : 



Preuve : 

Analogue à celle de la Proposition 4.2. i). 

A . 7 .  Classe de matrices copositives plus : (c') 

Preuve : 

i) Soit x E xn, x 2 O ] => x Mx 2 O=> M E (CO) 

M c (Do) 

si, x Mx = O 1 => y My 2 x Mx, Yy E nin 

M E (DO) 

... => x est un minimum de f(y) = y MY sur nin) 

conditions d'optimalité 1 



... => - T V(X Mx) = O (M+M )x = O, donc M E (c'). 2 

i i )  S o i t  x E IRn, x 2 O } => x Mx > O=> M E (CO) 

M E (C) 

S i ,  x Mx = O 1 T 
=7 x = O = >  (M+M )x  = 0,  

M E (Cl 

donc M E (c') . 

A.8, Classe de matr ices à diagonale dominante e t  a éléments diagonaux p o s i t i f s  

Dé6iniaXon A. 8 . 7 .  (M&ce à diagonakk dominante ct à éLéme& diagonaux 

)306&{(6 ( dd') ) 

M r (ddf), s i  et sedement s i ,  Inii 2 1. l m i j ] ,  i = 1, ..., TI 
j#l  

Preuve : 

(cf. J.J. Moré C221). 

A.9. Classe de matr ices adéquates (A) ( I n g l e t o n  C111) 

2) S i ,  Y I  c 1 . .  n}, det  M: = O, d o t h ,  

l e s  Lignes MI et lu colonnes MI 6 o n t  f inéahment  dépendarctes. 



Li] Si, VI c {l ,..., n}, det  M; = O ,  &OU l e6  fi9ne.A 

) Si, VI c {l, . . . , n} , det  M: = O ,  ~ O M  co~onnes 

Preuve : 

(c f .  Lemme 6.3.) .  

Remarque : 

i) ( P )  c C ( A )  ; ( ( P )  c ( A ) )  

L'inclusion e s t  s t r i c t e ,  comme l e  montre l'exemple suivant  : 

Preuve : 

(cf. ~ o r é  1221 ) .  



A . l O .  Classe de matrices ( L )  (Eaves C71) 

T M r (E~), h i  e t s e - ~ m e n t s i ,  ~ y  C R " ,  y  2 O ,  y  + O : M y 2  O e t y  MY = O. 

(c+> c (L).  

Preuve : 

( c f .  Eaves C71). Ll LLE @ 
A .  11. Classe de matrices ( L ( d ) )  (Garcia C101) 

M E ( ~ ( d ) ) ,  44i ,  (u ,  z )  ~oCuLLoon du P.C.L(M, d )  : (u ,  z )  # (d ,  O) 

T => 3x 2 O,  x # O : - M  x  = y  2 O (w, z )  2 ( x ,  y ) .  

Preuve : 

( c f .  Garcia r lof ) . 



A.12. Classe de matrices ( 2 )  (Fielder e t  Ptak (C81, 191) 

Nous donnons un résumé des définition des classes de matrices, puis 

un tableau résumant les relations d'inclusions. 

(S) = (M : 3x > O : Mx > 0) 

1 T (E,) = {M : YI c 1 . .  , n}, MI r (sO) } 

1 T (El = {M : YI c Il, ... , n}, MI r (S) } 

I I  (Po) = IM : V I  . n), det MI MI 2 O} 

1 ( P )  = {M : YI c {l, ..., n}, det MI > O} 

(dd) = {M : lm.. 1 L 1 lm. -1, i = l,..., n} 
11 

j #i 1 3  

(dd') {M : M E (dd) et mii > O, i = 1, ..., n} 

j (A) = IN : M E (Po) et VI c 11, ..., nj, det M: = O a (MiliaI et I M  1 jfI liées} 

(&(A)) = {M : M E (Po) et YI c 1 ,  n}, det M ~ = o = >  IMiliE1 liées} 



j ( C ( A ) )  = {M : M E (Po) e t  Y I  c l . . .  n}, det  MI = O 6 I M  l j c l  l i ées}  
1 

T (El) = {M : Vy eJRn, y 2 O, y  # O ,  M y 2 O e t  y My = O=> 3 2 O diagonales 
A 

T t e l l e s  que Qy # O e t  ( A M +  M Q)y = 0) 

( ~ ( d ) )  = {M : s i  UW - Mz = d, u 2 0, z 2 O : (u, z )  # ( d ,  O) => gx 2 O ,  x # O : 



Tableau des inclusions 

X  X  X 

X X X  X  

X  X  X  X  

X X X X X X  X  X  X  

X X X X  X X  X  X  

X X X  X  X X X  X 

X  X  X  X X X  X  

X  X  X X  X  

X  X  X  

X  X  

X  X  X  X  x X  X  X X  

X X X  x X  X X X  X  X X  

X  X  X  X  X  X  X  X  x x x  

X X X X X X  X X X  X X X X X  X  X X  

X  X  

X  X X  

s i g n i f i e  l ' i n c l u s i o n ,  par exemple (Dl c (SO) 
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**  :: +* CHAPITRE I I  :: **  **  

1 A P P R O X I M A T I O N  S I M P L I C I A L E  D E  L A  S O L U T I O N  D U  1 
P R O B L E M E  D E  L A  C O M P L E M E N T A R I T E  NON L I N E A I R E  



NOTATIONS 

IN : ensemble des e n t i e r s  n a t u r e l s  

IRn : espace euc l id ien  de dimension n 

* ~ y = { x  r x n , " x x  01 

x * y  : produi t  s c a l a i r e  de x p a r  y 

l : vecteur  des 1, (1, ..., 1) 

i . kième 
l vecteur u n i t é  de IRn 

1 1 x] 1 : norme euclidienne de x 

11x1 1, = max lx. 1 
i 1 

[JI : enveloppe convexe de J 

J\K : complémentaire d'un sous-ensemble K de J 

A : p a r t i e  e n t i è r e  d'un r é e l  A. 

1, = I l ,  ..., k l ,  k 



1. INTRODUCTION 

Le problème de l a  complémentarité non l i n é a i r e  P.C.N.L., peut s e  f o r -  

muler de l a  manière su ivante  : 

Trouver x  E IRn : 

Parmi l e s  app l i ca t ions  du problème de l a  complémentarité non l i n é a i r e ,  

c i tons  par  exemple : 

La programmation mathématique convexe. 

La t h é o r i e  de jeux. 

La recherche de l ' é q u i l i b r e  économique. 

La recherche du point  S e l l e .  

D'autre p a r t ,  l e  problème de l a  recherche du po in t  f i x e  de l ' app l i ca -  

t i o n  g : R: +IR: peut s e  formuler comme l e  problème de l a  complémentarité non 

l i n é a i r e  en posant  f ( x )  = x - g ( x ) .  Inversement, l e  problème de l a  recherche 

du point  f i x e  de l ' a p p l i c a t i o n  g  : R : + Y R ~  dé f in ie  p a r  g . (x )  = max ( x  - f . ( x ) ,  O); 
3 lS j<n j 1 

ou bien  comme, l e  problème de l a  recherche d'une s o l u t i o n  du système d'équa- 

t i o n s  non l i n é a i r e  h (x )  = O où h . ( x )  = m i n  ( x  f . ( x ) ) .  
3 1s j Sn j ' 1 

Le problème de l a  complémentarité non l i n é a i r e  est r é s o l u  par  l e s  a l -  

gorithmes qu i  u t i l i s e n t  l e s  techniques de l 'approximation s i m p l i c i a l e  
n (cf .  1 ,  C31, [QI, 5 1 ,  Cg], 1111,. . .) c 'es t -à-d i re  que R+ est t r i angu lé ,  

l e s  sommets de c e t t e  t r i a n g u l a t i o n  son t  marqués pa r  un marquage spéc ia l  pour 

l e  problème de l a  complémentarité non l i n é a i r e  ; Une procédure d 'explorat ion 



de l a  t r i a n g u l a t i o n ,  basée sur l e  marquage spéci f ique  i n t r o d u i t  permet dlob- 

t e n i r  un "simplexe complémentaire1' pour l e q u e l  t o u t  point  correspondant à une 

approximation de l a  so lu t ion  du problème de l a  complémentarité non l i n é a i r e .  

Dans ce t r a v a i l ,  nous rappelons dans l a  sec t ion  1, les p r inc ipa les  

p r o p r i é t é s  se  rappor tant  au concept de l a  t r i angu la t ion ,  du marquage e t  des 

algorithmes d'approximation s impl ic i a l e .  Dans l a  sec t ion  2 l a  subdivision,  l e  

marquage e t  l e s  algorithmes d'approximation s impl ic i a l e  à dimension var iable .  

( c f .  [ 11, C101, [lll, .  . . ) . Ces rappels  son t  indispensables pour l a  sec t ion  3. 

Dans l a  s e c t i o n  3, nous proposons un marquage de l a  t r i a n p u l a t i o n  de 

R:, 1 ' u t i l i s a t i o n  d'un algorithme s i m p l i c i a l  à dimension v a r i a b l e  basé s u r  

ce marquage nous permet, sous ce r t a ines  condi t ions ,  d 'ob ten i r  une approxi- 

mation de l a  s o l u t i o n  du problème de l a  complémentarité non l i n é a i r e .  Nous 

donnons également une condit ion s u f f i s a n t e  qui  assure  l a  convergence de 

l ' a lgor i thme.  



2.  TR I  ANGULATION , MARQUAGE ET ALGORITHME SIMPLI  CIAL 

2.1. Introduction 

Les algori thmes d'approximation s i m p l i c i a l e  u t i l i s e n t  l a  technique 

de l a  t r i a n g u l a t i o n  s i m o l i c i a l e  e t  l e  concept du marquage. Nous en donnons, 

dans ce paragraphe, l e s  p r inc ipa les  p r o p r i é t é s  ; Ces notions son t  c lass iques  

e t  s e  t rouvent  dans (Cl], 131, i81 ,  C121, C131, ... ). 

2.2. Triangulation 

Remarque : 

dim A = dim L(A). 

Dans t o u t  ce qu i  s u i t ,  l e s  concepts topologiques pour t o u t e  p a r t i e  

A E lRn son t  r e l a t i f s  à l a  v a r i é t é  l i n é a i r e  L(A). 

So ien t  y',. . . , yk+l  (k 5 n )  de6 poULt6 de R". On dina que y',. . . , y 
k + l  

aonî  a{&Lnme& indépendu& a i  e;t aeuRement a i  l ' e m e m b l e  de veclteum 
2 1 

{y - y , . . . , yk+l - y11 aont  finécuhement indépendants.  

Remarque : Le choix de y' dans l a  d é f i n i t i o n  2.2.2. n'a aucune importance. 

1 On ~ P P & C  k - a h p l e x e  noté a = [y , . . . , ykflI, l ' enveloppe convexe 
1 deb .pointx  y ,..., ykti a { @ a m e n t  indépendantd. 



k+ 1 k + l  
o = {y  ER^ 1 y = 1 Ah; avec 1 A = 1, A 2 O 1 5  i 2 kt11 

L e s  points y',. . . , ykt' hont l e s  homets du k-dhplexe o. 

Remaraue : 

La dimension de a = k 

Le k-simplexe 0 e s t  un polyèdre compact. 

On dha qu'un it-ahpCexe T ( 1 s t l: k ) esJt une dace d' un k-simplexe a,  
d i  J t o ~  Ces  sommets de T sont des sonan& de a ; on n a i t w  &a T < a 

Si t = k-1, on chha que T a i t  un SaceR de a. Si de p l u ,  y uJt Ce barn- 

me$ de a nlappatLtenant pas à T ,  on dhu que T a i t  l e  dacd de o opposé à y.  

Deux simplexes al et a2 hont adjacents s i  d sedenient s i  

I l 3  ont un dacet comun, ou 

So i t  G ,  un ensemble de n-simplexes dans non v i d e ,  f i n i  ou i n f i n i  

mais dénombrable. 

n 
Posons : I G  1 = UO, l e  sous-ensemble de IR correspondant  à l a  réunion 

arG 

d e  t o u s  l e s  n-simplexes de G. 

G est  une &ianguta.Zion (de 1 G 1 ) dam R" s i  et seulement s i  



i )  V U ~ , U ~  E G, al n a2 = ou al n a2 e6L une dace comune de ol et 02. 

Li) Vx E 1 G I  , 3V V(x) = V coupe un nombte de n-bhnptexu de G .  

Exemples 2.2.7. 

a) Exemples qui ne sont pas des triangulations. 

l'intersection de al et a2 n'est 

ni vide, ni face commune. 

b) Exemples de triangulation 

Définissons maintenant, par : 

a n'est pas un simplexe 

LILLE 0 

G~ : l'ensemble de toutes les i-faces (i.e. : les i-simplexes qui sont 

les faces des n-simplexes de G) pour i E 10, ..., n). 



En p a r t i c u l i e r ,  G" = G e t  Go = ensemble des  sommets de l a  t r i angu la t ion  

G* = I T  : T < a, 0 E G} l 'ensemble de t o u t e s  l e s  f a c e s  des simplexes 

de l a  t r i angu la t ion  G. 

Nous donnons maintenant,  une proposi t ion  q u i  e s t  souvent u t i l i s é e  pour 

montrer qu'un ensemble de simplexes e s t  une t r i a n g u l a t  ion dans Rn. 

Pour c e l a ,  nous donnons d'abord l e  lemme suivant  : 

Lemme 2 . 2 . 8 .  

Preuve : 

Soit x E a => x est  in te rne  à l a  f a c e t t e  F(x, O) de x  dans a 
O 

+ X E  F(x, 0: 

F(x, 0) convexe, fermé e t  non vide 

0 é t a n t  un polyèdre ! => F(x, 0) = T ,  T face de a . 
théorème III. 4.1.3.  page 126 [ 21 

O O 

... -> X E  T donc, o c  U T )  fi 

u; 
d ' a u t r e  part  on a : a 3 U T 

f<U 

O O O O 

Soient Tl e t  5 deux faces de o : n 5 # => & T n T 
1 2' 

O . . . 
x E T~ => x e s t  un point  i n t e r n e  à -r2 

théorème 111.4.1.3. C21 

ce  q u i  entraine : x s Tl => x  e s t  un point  i n t e r n e  à T 
1 1 => Tl = F(x, a)] 

théorème 111.4.1.3. 121  



G U R  une M n g W o n  d e  1 GI dan6 R~ h i  eX ~ e u t e m m t  4 i  

O O 

Ci) url,r E G* Tl # f2, Tl n f2 = 0. 
2 

üi) Vx E 1 G 1 , JV E V(x) : v coupe un nombae d i n i  de  n - ~ h p l e x e s  de  G. 

Preuve : 

1) l'implication => 

I G ~  = u 0 
a€ G  

lemme 2.2.8. a e G  a E G  ?<a 

* O O 

i) Soient Tl et T2 G  fl # T2 et supposons que f n T # alors on a : 1 2  

a) si Tl et T sont faces d'une même simplexe 0 2 1 
= 

2 
lemme 2.2.8. 

O O 

ce qui contredit l'hypothèse, donc f n T = 4 
1 2  

= = > O  n a  # $  1 2 
=> 0 n 0 est une face commune 

1 2  
déf. 2.2.6. 

de U1 et de O2 ; par suite on a : 



Tl e t  O n 0 sont  des f aces  de al O 
1 2  O 

O O 1 1 => T n ( a  n c2) y a 

I'hypothbse 'il o Tî # ' 
T2 e t  'J1 u2 sont  des f aces  de ff2 

O 

O O 
l 'hypothèse Tl n T2 # O 

lemme 2.2.8. I 

i i )  c ' e s t  i i )  de l a  d é f i n i t i o n  2.2.6.  

2 )  l ' impl i ca t ion  <= 

u 

i) I G ~  = U T ! => ICI  = U 0 
O€ G lemme 2.2.8.  

Soient  Ul, 0 t G e t  supposons que Dl n O2 # 4. Nous a l lons  montrer 2 
que a n a2 e s t  une face  commune de a e t  de 0 1 1 2 ' 

O 

Soi t  x E a 

lemme 2.2.8.  
2 

hypothèse ii ) 1 
x appar t ient  donc, à une face  commune de CI e t  o notée p a r  r = rl = r2 

L I 
1 2 X 

donc, Yx E o1 n U2, x t T = U T f ace  commune de 0 e t  U2 => 0  IO c C ((: 
X 

XEO, n a, 1 1 2 

1 Supposons pa r  a i l l e u r s  que T = [y ,..., y k + l  1, (k s n))  

déf .  2.2.4.  

U 1 n U2 convexe) 

1 => T = al n O2 f ace  commune de al e t  de a2. 

( 3 )  



Les théorèmes suivants contiennent des propriétés importantes de la 

triangulation. Soit G une triangulation de 1 G 1 dans If? alors, on a : 

SoLt r un Qacet d'un ~ h p l e x e  de G. 

Alou, i) si c FF( I G I  1, T ut un Qacet d'exactement un seul simplexe de G. 
ü) Si r # Fr( IGI), r ut un dacet d'exactement deux dimplexes de G. 

S o a  D c F ~ ( I G I )  tel pue dim D = n-1 D = I G ~  n L(D). 

On illustre les deux théorèmes précédents par la figure suivante : 

2 2 1 2 3  i 3 
où I G I  = S , le 2-simplexe unité (i.e. : S = Ce , e , e 3 ,  e c R  vecteur 

unitaire ) . 

Le facet Tl $ Fr( 1 GI ) et il est facet de deux simplexes ol et 0 2 
alors que T c Fr( 1 G 1 et il est facet d'un seul simplexe 03. 2 



3 La t r i a n g u l a t i o n  de D = ce2, e 1 c o n s i s t e  en l e s  t r o i s  1-simplexes 

T2, T et T4. 3 

La mame d e  lu m n g w o n  G ,  qu'on note  patr mes G ,  ut déd in ie  p m  : 

mes G = sup {diam a) 
Oc G 

où diam 0 = max {IIx-yll 1 x,  y t - O ) .  

2.3. Tr iangu la t i ons  spécia l  es de R~ 

Nous donnons, dans ce paragraphe, ce r t a ines  t r i a n g u l a t i o n s  standard 

de R ~ ,  i n t r o d u i t e s  dans l a  l i t t é r a t u r e .  

2.3.1. Tr iangu la t i on  K de IRn de Kuhn ( c f .  Cl], C121) ------------ ----------------------- 

La & i a n g W o n  K d e   IR^ de mesme 6, 6 c  , est l ' e u e m b l e  de  $OUA 
1 les n -hhp lexes  o ( y  , n) = [y1,. . . , yn+ll . 

u) n = (T~,... , n ) es* une peiuniLtation des  éléments d e  In. 
n  

La 6 i g m e  ( 7  ) donne, la m n g u e a t i o n  K de R.', 
pom 6 = 1. 



PtlopohLClon 2.3.7.2. (cd. C121)  

2.3.2. __-_----_-_- Tr iangu la t i on  ............................... H delRn de  Eaves e t  Sa iga l  _ _  ( c f .  C121, C l ] )  

.. 1 = (nl,.. 71,) est  une p ~ ~ o n  des  éléments de I~ 

02 qi U* la ième colonne dr la mataice ( L X L ) ,  I L I  = n 

- X 
2 

-1 o.. ..... ..O 
1 -1. : y1 
O 1 

: O Q = 

-1 O 

O o. 1 -1 
* 

........ 
@ 

(2 )  

La digrne ( 2  ) donne la W n g  W o n  de R2, p o m  6 = 1. 

P t l o p o ~ ~ o n  2.3.2.2. (cd. C l ] ,  C7231  

H ; t r U a n g W e   IR^. 



On remarque que l a  t r i a n g u l a t i o n  H,  peut être i n t e r p r é t é e  comme l a  

transformée de l a  t r i angu la t ion  K ,  p a r  une t r a n s f o m a t i o n  de matrice régu- 

l i è r e  Q ; s e l o n  l a  d é f i n i t i o n  suivante  : 

A l o t b ,  h M a n g W o n  AK de mesme 6 > O ,  ut l'enbemble des bimplexea 
1 1 

a y  , n) = Cy , o . . ,  y n+l l  : 

ü) n = (n l,.. ., tr ) es2 une p m u t a t i o n  des XZments de I ~ .  
n  

où : ai e s t  la ième c o l o n ~ e  de la m W c e  A. 

Remarque : On peut  auss i  d i r e  que l a  t r i angu la t ion  AK e s t  l 'ensemble des 
1 n+ 1 -1 1 -1 n + l  

n-simplexes ~ ( y  ,..., y ) t e l s  que 0 ( A  y ,... , A y ) e s t  un simplexe 

de K. 

1 
Pour c a l c u l e r ,  l a  mesure de A K ,  on s e  r e s t r e i n t  aux simplexes f l ( y  , T )  

avec = O E R " .  

mesî AK = max ( 1 1 a j  1 1 
SeIn jcS 



Preuve : 

d i a m a ( 0 , r )  = max 
l l i l k r n  l l i s k l n  j=i 

mes2 AK = sup {diam O} 
ae AK 

... =>mes AK = 6 max I I  1 ai112. 2 
ScIn ieS 

1 On remarque, que pour l a  détermination des simplexes 0 (y  , T )  d'une 

t r i a n p l a t i o n  AK,  on a besoin seulement du premier sommet e t  de l a  per- 

mutation n  ; c ' e s t  d ' a i l l e u r s ,  pour c e t t e  r a i s o n  que l e s  t r i a n g u l a t i o n  de 

type AK son t  souvent u t i l i s é e s  dans l e  algorithmes d'approximation s impl ic ia le .  

Les algori thmes d'approximation s i m p l i c i a l e ,  engendrent une s u i t e  de 

simplexes adjacents  0 0 02, ..., en démarrant à p a r t i r  d'un simplexe 0 O '  1' O ' 
déterminé à p r i o r i  e t  s e  terminant avec un simplexe Ok, qu i  e s t  une approxi- 

mation de l a  so lu t ion  du problème de l a  complémentarité non l i n é a i r e .  

Cependant, on a besoin d'une r è g l e  de remplacement q u i  nous donne l a  
1 

r ep résen ta t ion  du simplexe adjacent  à un simplexe ~ ( y  , donné, s i  un de s e s  

sommets d o i t  ê t r e  remplacé. Un t e l  simplexe s i  il e x i s t e  est unique d 'après 

l e  théorème 2.2.10. 

S i  on note O(wl, Y )  l a  r ep résen ta t ion  du nouveau simplexe qu'on o b t i e n t  
S 1 en remplaçant l e  sommet y , a l o r s  w e t  Y son t  donnés p a r  l e  théorème suivant  : 

I Si - O(Y , TI) et O, bon t  deux bkliptexes aajace& de la a % i u r , g W o n  
1 s-1 s+1 n+ 1 

AK et si ~ ( y  , . . . , y , y , . . . , y 1 ea.t l e  dacet comun de ol et u2, d o u  : 



Preuve : 

1 1 
U(W ,Y ) où 6 e t  Y s o n t  donnés dans l e  théorème, pour  l e s  d i f f é -  

r e n t e s  va l eu r s  de  S, e s t  un n-simplexe de l a  t r i a n g u l a t i o n  AK. 

En e f f e t  : pour s = 1, p a r  exemple, on a : 

a l o r s  : 

1 n+ 1 donc, l e s  p o i n t s  u ,..., f~ sont  a f f inements  indépendants ,  p a r  conséquence, 

0(01, y)  e s t  un n-simplexe de AK. 

De p lus ,  on a : 

théorème 2.2.10. 

. . . 1 => a2 = 0 ( ~  , Y). ( i . e .  : 0 a l a  r e p r é s e n t a t i o n  donnée p a r  l e  théorème). 2 

2 . 3 . 3 .  Tr ianqu la t i on  J de R~ ( c f .  C121) ------------ --------------- 

La &La.nguXmXon J d e  ckte "Union Jack", d e  aküYe 6 > O, u.t l ' e n -  
1 1 4e.tnbLe d e  &UA le6 a h ! p L e x u  a ( y  , n) = [y ,., . , yn+ll : 

1 IT = , . . , TT 1 une p m W n  d e  I~ n 



La d ig rne  ( 3 )  donne la W n g W o n  
2 

J d e x ,  powr 6 = 1. 

I 

C o ~ o ~ e  2 . 3 . 3 . 2 .  
Figure 3 

m e s 2  = 6& 

2.4. Marquage et algorithme simplicial (cf. Cl], C31, C121) 

-___--__--__ 2.4.1. Concept ___--___ de marquage _ _  
S o i t  G une t r i a n g u l a t i o n  (de  1 G 1 ) dans IRn. 

O 
G ensemble des sommets de l a  t r i a n g u l a t i o n  G.  

Un mmquage d e  GO est i o d e  a p p f i c a t i o n  2 : GO -r 1 , .  . . , n+11. 

Si 0 = y ,  . , ynl  ut un r h p l e x e  d e  h . thiangueation G, on n o t a  plvl 

N o )  l ' e m e m b l e  des  e n t i m  I y l  . . . , fi(yn+l)}. 

1 i +  1 De méme, on noteira p m  &(T) = IL(y ), . . . ,& ( y  )}, p o m  t o u t e  i -dace  d e  

la dome  r = C y  , . . . , Ti+'] d 'un  n-&mplexe d e  G. 

Un n - ~ w e x e  o = [ . . . , y"+'] u.t comple*ement manqué (c. m. ) r i  
ara1 = C l , .  . . , n + i ) .  



Remarque : 

i )  Il est important de remarquer qu'un n-simplexe, comme d ' a i l l e u r s  

un f a c e t  peut ê t r e  i -p .c .m.  : 

a 
1 

a 
n+l l  

S i  T = [y ,..., y un n-simplexe de G e s t  i -p . c .m.  a l o r s ,  
a a 

R(y j) = j ,  Y j  # i e t  R(y i, = s # i, c 'es t -à-d i re  que T admet exac- 
a a 
s i tement deux sommets y e t  y qui ont  l a  même marque S .  

'j R(y ) = j Yj # i, c 'es t -à-d i re  que l e s  sommets de T ont des marques 

d i s t i n c t e s  en t re -e l l e s  e t  d i s t i n c t e s  de i. 

ii) L'ensemble des simplexes c.m. ou i -p .c .m.  peut ê t r e  vide,  pour un 

marquage a r b i t r a i r e  ; I l  s u f f i t  de considérer  pour n 2 3,  l e  marquage 
t e  R = c  . 

SaienX, G une a X a n g W a n  (de  I G ~ )  d a a   IR^, 2 un marryuage donné A W L  
n- 1 

G. Alau deux ~ h p t e x e 6  di4.tinCt6 o l ,  u2 de G u G sant CLLX i-adjacents h i  

et ~et,i.lement b i  u1 n o2 e6.t i -  p.c.m. 

Remaraue : 

S i  O1 e t  O2 sont  i -adjacents ,  p a r  d é f i n i t i o n  on a : 

n-1 
i) (5 e t  O2 ne peuvent pas appar ten i r  tous  l e s  deux à G . 

1 

ii) S i  ai E G pour i = 1 ou 2 a l o r s ,  O. d o i t  ê t r e  c.m. ou i -p .c .m.  
1 

n- 1 i i i )  S i  ai E G pour i = 1 ou 2 a l o r s ,  Oi d o i t  ê t r e  i -p .c .m.  



2.4.2. Marquage e t  aperoximation ---------- -- ------ ---------- 

Nous a l l o n s  donner, un exemple de marquage proposé p a r  F i she r  e t  

Gould C41 pour donner une approximation s i m p l i c i a l e  de l a  s o l u t i o n  du pro- 

blème de l a  complémentarité non l i n é a i r e .  

Dé~inXLon 2.4.2.1. (mmquage entieh ~ W L R :  ( c f .  C41)) 

Un maquage e d e k  6uh  une Z t L a n g W o n  G de Rn, pouh Le P.C.N.L. ut 
donné patr : 

L(x) = \ j ,  s i  x > O e t  f ( x )  l O e t  j = mini i  r In 1 f . ( x )  = min f i ( x ) }  
2 I S i s n  

[j, si  x I O e t  j = mini i  r I~ 1 xi = 01 

où x r GO : endemble d e s  sommets de la akianguûition G den:. 

1 Pouh ce maquage, Le dimptexe n )  déd ide  pair : y = O, 
= (nl , . . . ,  nn) = (1, 2 ,..., n)  e t y j + l  = y j  + 6 e j  1 s j s n . e b t L 1 u n i g u e  

simpLexe (n-1)-p.c.m. d e  5 z  dkontihe de 1 G J  = IR: à p a h t i n  duquel L'&go- 

a h m e  d é m m w  (cd.  C41). 

Avant d 'i&oduxhe, lldgo/U;thme qui va engendteh Le ahpLex "compté- 

m e W s n  now donnond Le ;théotrème d1apptroxUna.tLon de la ~oLuXon  du P.C.N. 1. 

Soient, f : ny + R continue, E > O donné, G une W n g W o n  den: 

d e  rneaurre 6 ,  où 6 UR: d i M M n é e  pm E eX L'uddohme con.CinuLté de f 4 ~ r  un 

c W n  campa& A spécidique. A l o u ,  Yx E a, un bimptexe " c o m p L é m e ~ e "  

(c.m.) eaR une appkoxUnu-tion de &a 6oCuX.Lon du P.C.N.L. dam Le AenA srUvant : 

f i (x)  s E, s i x  > 6 1 s  i s n  
i 



2.4.3. Algorithme d'aeproximation simeliciale : forme générale --------- ----------- -------------- ---------------- --c---- 

Soient : G une t r i a n g u l a t i o n  (de 1 G 1 ) dans IR", e t  un marquage 

n- 1 Nous a l l o n s  in t rodu i re ,  deux sous-ensembles de G u G , qu i  se rv i ron t  

dans l a  s u i t e  : 

- l e s  n-simplexes c.m. 

- l e s  (n-1)-simplexes de l a  f r o n t i è r e  de I G I  q u i  sont  i - p.c.m. 

S o L t  o un n-oimpLexe de h Zhiangulktion G maquée, & o u  L'une d a  

condLCionn suivantu U R  v w d i é e  : 

i )  a n'admet aucun dacet i - p.c.m. 

E )  a admet exactement deux daceA i - p. c .  m. 

Lü) a admet exacXemenX un b e u l  dacet i- p.c.m. 

Preuve : 

1 n+l, Soit  = Cy ,..., y  un t e l  simplexe, a l o r s  : 

i)  s i  R(a) # ( 1  ,..., i-1, i + l , .  .., n+l ) ,  a n'admet aucun f a c e t  i -p.c.m. 
e 

t 
ii) s i  R(u) = ( 1  ,..., i-1, i+l, ..., n + l ) ,  J! k E (1 ,..., n) : R(y ) = k = R ( ~ '  

pour exactement deux i n d i c e s  t ,  s E (1,. . . , n+l )  ; a l o r s  l e s  f a c e t s  
1 t-1 t+l yn+ll 1 

s-1 s+l n  . 
Tt = [Y , - . . ,  Y , Y , o . . 9  e t  T~ = Cy ,... , y  , y  , . . . , y  

son t  i -p .c .m.  Comme l e s  a u t r e s  f a c e t s  doivent c o n t e n i r  l e s  deux som- 
S mets yt e t  y  , donc i ls  ne son t  pas i - p.c.m. 

i i i i )  s i  R(0) = (1 ,..., n+l ) ,  a l o r s  on a  : R(y ) = i, i = 1 ,..., n+l ,  donc 
1 i-1 i+l n+l,  

0 admet exactement un s e u l  f a c e t  Ti = Cy , . . . , Y , Y , . W . ,  Y 

i-p.c .m. e t  



Si Ti c Fr(lGl 1 + T. est facet seulement de 0. 
1 

Théorème 2.2.13. i) 

Si Ti # Fr( I G I )  1 + T. est facet d'exactement un seul 
1 

Théorème 2.2.10. ii) autre simplexe a'. 

Soit G une triangulation (de 1 G 1 ) dans IRn. 

R un marquage de G 

1 n+ 1 
a = [y , . . . , y 1, l'unique n-simplexe de G ayant comme facet 

L'algorithme se déroule de la manière suivante : 

- i 
it O : poser al = 0, y = y (sommet de a opposé au facet Tl), k = 1 1 

it 1 : calculer !?,(y). Si R(y) = i a est c.m. stop. k 
sinon, &(y) = pour exactement un seul sommet 

Y" #y. 
1 s-1 s+l 

le facet Tk+l = Tk+l(y ,...¶ Y 3 Y Y = * - S  Y n+ 1) est i-p.c.m. 

it 2 : Si T E Fr( 1 Gl 1, stop. Sinon, déterminer le simplexe 0 qui k+ 1 k+l 
admet T comme facet. Poser k = k+l et retourner en 1 avec y k+l 
égal au nouveau sommet de a k+l ' 

F i .  1 



Dans la figure 1, la triangulation, le marquage et l'algorithme sont 
2 illustré sur un exemple de IR . 

Théoaème 2 . 4 . 3 . 2 . 7 .  ------------------- 

La ~ d e  d e  A h p l e x e  engenchée p m  L'dgotLthme ut han6 4 é p é U o n .  

Preuve : 

L'algorithme génère une suite infinie ou finie de n-simplexes i-adjacents : 

Montrons qu'aucune simplexe de la suite ne se répète pas. 

Supposons, 3j < k : 0 = 0 et Ot # Os, Yt,s < k. 
j k 

c'est-à-dire que 0; est le premier simplexe de la suite qui se répète. Donc 
J 

a O. est i-adjacent à Oj-l, j+l, Ok-l O 
3 ) => = Iou j -1 

proposition 2.4.3.1. 
"j+i 

Si j > 1, on a : Crk-l # aj-l, car k-1, j-1 < k. 

Si j = 1, Ol admet seulement 0 comme simplexe i-adjacent. Donc, dans 2 
les deux cas on a O = O et k-1 = j-l=> k=j+2 et a k-1 k+l j % = '  k+2 ' Soit 
maintenant y, le sommet de 0 , qui n'est pas sommet de a j+l j ,  comme + est 

obtenu à partir de a en remplaçant le sommet de a , qui a la même mar- j il j+l 
que que y, et par conséquence y est un sommet de Ojt2 ce qui contredit le 

fait que O = ffj+2. Donc, les simplexes de la suite al, 02,..., 
j "i +2 

sont 

tous distincts. 

La triangulation G étant localement finie (déf. 2.2.6.) on a le résul- 

tat suivant : 



SOLZ D c 1 G 1 compact, on suppose que .tous .tes ~ h p t e x e s  ol, O,, . . . 
engendtra pah . t ldgoUhme coupen~t D .  

A lou,  .t'algoUhme be t&ne en un nombtre d i n i  d ' ~ h u 5 o n ~  avec 
un n - ~ k n p l e x ~  ok c.m., ou bien, avec un (n-1 )-shp4?exe rk E Fr(  1 G 1 1. 

Preuve : 

x E D c I G I  ! => 3~ E V(X) : V coupe un nombre f i n i  de n-simplexe de G 

dé f .  2.2.6.  i i )  

donc, D c U V(x) n 
n ,..., x E D : D C U V(X 

D compact i=l 

... => D coupe un nombre f i n i  de n-simplexes de G ; comme l ' a lgo r i thme  che- 

mine à t r a v e r s  l e s  n-simplexes que coupe D ,  q u i  s o n t  en  nombre f i n i ,  donc 

l ' a lgo r i thme  s e  termine s o i t  avec un n-simplexe c.m., ou b i en ,  avec un (n-1)- 

simplexe (n+l)-p.c.m. f r o n t i è r e .  

Donc, l ' a lgo r i thme  génère une s u i t e  01, O,, ..., O k ' *  * *  
de n-simplexes 

d i s t i n c t s  i - ad j acen t s  v é r i f i a n t  l ' u n e  des  t r o i s  cond i t i ons  su ivan te s  : 

i )  une s u i t e  f i n i e  01, ..., O s e  te rminant  avec un n-simplexe c.m. k 

i i )  une s u i t e  i n f i n i e  O , . . . ,  q ,  ... de n-simplexes i - p . c . m .  

i i i )  une s u i t e  f i n i e  s e  terminant  avec un (n-1)-simplexes,  i - p . c . m .  

de l a  f r o n t i è r e  d i f f é r e n t  de T 1 ' 



3. SUBDIVISION, MARQUAGE ET ALGORITHME SIMPLICIAL A DIMENSION VARIABLE 

3.1. Introduction 

Dans c e  paragraphe,  on i n t r o d u i t  un concept p l u s  géné ra l  que l a  

t r i a n g u l a t i o n  qu ' e s t  l a  subd iv i s ion  en  polyèdres  (C51, C61, C71). 

3.2. Subdivision 

Nous a l l o n s ,  donner une d é f i n i t i o n  q u i  englobe t o u t e s  l e s  p r o p r i é t é s  

de l a  subdiv is ion ,  pour p l u s  de d é t a i l s ,  s e  r e p o r t e r  à l a  s e c t i o n  de l a  tri- 

angula t ion  . 

Pour t o u t  polyèdre c de IRn, t ous  l e s  concepts  topologiques s o n t  r e -  

l a t i f s  à l a  v a r i é t é  l i n é a i r e  L (c ) .  

Soi t  M un ensemble f i n i  ou i n f i n i ,  mais dénombrable de polyèdres  

dans R ~ .  

Nous dé f in i s sons  p a r  : 

t-polyèdre : polyèdre  de dimension t 

B < C  : s i g n i f i e  que B e s t  une f a c e  du polyèdre C 

Un evuembte M de u-polyhche ut une 6ubdivCsCon (de I M I  ) dam IRn, 66 i ,  

i) vcl, c2 E M ,  n c2 = $ ou cl n cî e d t  une dace commune de c, et c2. 

2) W E M*, B(n-1)-potyèdke, d o ~  B ut une dace d ' au  p l u  2 n-po&!ëdk~. 

Lü) M 20~~Xwent d i n i ,  i. e. : V x  E 1 M I  , 3 V  E V(X) v coupe un nombhe 

d i n i  de u -po tyècke~ .  nin 



La @ionCi&Le Fr(M) d e  la oubdivhion d e  I M  1 eblt Lten6emble d e  t o u s  lu 
(n-1)-pokjë&~ de M* qui dont daces exactement d'un seul n-poly?!&e de M. 

Remarque : 

Si M et Ml sont deux subdivisions de 1 'ensemble 1 M I  dans IRn : 

YC' E M', 3C r M : C' c C, on dit que M' est plus fine que M. 

Si, de plus les polyèdres de M' sont des simplexes, alors Ml est un 

refinement simpliciale de M. 

3.3. Alqorithme à dimension variable sur une subdivision canoniaue 

Pour étudier, les algorithmes simpliciaux à dimension variable, on se 

restreint à faire l'étude sur une subdivision canonique de IRn, en (n+l)-cônes 

polyèdriques. 

3.3.1. Subdivision canonigue de IRn ......................... -------- 

Soient : 1' = {I c In+l 1 I I  1 = nl ; In+l = 11,:. . , n+l) 

ei = vecteur unitaire de IRn 

n 
U un point de lR , qui servira comme point de démarrage de 
l'algorithme. 

On considère, la subdivision de lRn en cônes- polyèdriques : 



Remarques : 

i i )  dim C(1) = r ang  Cei , i E 11 = (1 ( => (non n u l s )  son t  uniques donc 
L 

chaque x E IRn e s t  i n f é r i e u r  à un s e u l  cône polyèdrique C ( I ) ,  1 
I n + l  

avec III 5 n ,  d'où l e  r é s u l t a t  s u i v a n t  : 

O 

L'elzsemble des c ( I ) ,  1 c intl, 1 1 1  s n eb.t une p u o n   de^" ; de p u ,  

C ( I ~ )  "(II) = C(I1 n 12), ~ 1 ~ .  Ip E {J c Intl 1 I J I  r n l .  

3.3.2. Subdiv is ion p l u s  f i n e  que l a  s u b d i v i s i o n  canonigue ------------------- --------- ........................ -- 

On cons idère ,  l a  t r i a n g u l a t i o n  de chaque cône polyèdrique C(1) 

1 c 1 III 5 u p a r  l 'ensemble des  i -s implexes 

i )  = u + 6 1 pj e j ,  p. E m, j = l,..., i. 
j E 1  3 

i i )  n (1 )  = (Tl, . . . ,  T . )  permutation des  éléments de 1. 
1 

7T 

i i i )  = y' + 6 e j, j = I,.. ., i. 

L'elzsemble des i - ~ i m p l e x e s  o(yL,  n(  1 )  ) Z < r i a n g W e  l e  cône p ~ l y è d n i g u e  
O 

c(I) ,  h i  I c I~~~~ 1 1 1  r n d Ci11 + g. 

Preuve ( c f .  C81) 

1 
~éanmoins ,  on remarque que l e s  i -s implexes a ( y  , n ( 1 ) )  s o n t  contenus 

dans C(1). 



l i i r D J , 6 > 0 = > y 1 = w + 6  1 P . ~ ~ . E C ( I )  
j e 1  3 1 .  => r  c ( I ) ,  Yj z 2  

i i )  + i i i )  } . . .  
C(1) cône p ~ l y è d r i ~ u e  

On montre, que l 'ensemble des  t r i a n g u l a t i o n s  des  C( I ) ,  1 r  Il,  

n  t r i a n g u l a r i s e  IR . 

D'après, l e  c o r o l l a i r e  3.3.1.1., on a  : 

donc, 

a )  l a  réunion des n-simplexes de l a  t r i a n g u l a t i o n  de C( I ) ,  1 r 1' e s t  

égal  à IRn. 

b) Soient  o e t  a2 deux n-simplexes, a l o r s  : 1 

= O o u a  n U 2 e s t u n e  
1 

Prop. 3.3.2.1. 

f ace  commune. 

S i  al r  C(I1) e t  O2 r  C(12), pour montrer que al n u2 = 0 OU al n o  
2  

est une face  commune, il s u f f i t  de montrer que l e s  t r i a n g u l a t i o n s  de C(1,) e t  
iL 

de ~ ( 1 ~ )  indu i sen t  l a  même t r i a n g u l a t i o n - s u r  C(I1) n C(12) = C(I1 MI?) 

( s i  Il n I2 = 0 c(I1) n c ( I ~ )  = {w}) .  

Pour c e l a ,  on considère,  l e  théorème suivant  : 



Soient  I~ 3 I,, I, r I', a l o u  la a%ang<rûrtion ~ ( 1 ~ )  de ~ ( 1 ~ )  es.t h 
.t<Liangulation i n m e  p m  la h i a n g M o n  G(I~) de ~(1~). 

Preuve : 

Soit &(y1, r(12)) un n-simplexe da la triangulation G(12) de C(I ) : 
2 

On montre que 0 n C(I1) est une face des triangulations G(I1) et G(IÎ). 

1 Supposons que 0 = y , . . . , y nt1 . 

donc, Si C C(I1) => C(I~), pour j 2 i 

et si E C(I ) = >  yj E C(I1), pour j 5 i. 
1 

I 
Par conséquent, puisque y r C(I )(car 0 n C(I1) f a ) ,  3h E IN, 

1 h htl n+l 
1 < h < n+l : y ,..., y c C(I1) et y , y / C(I1). 

1 h En d'autres termes, 0 n C(I1) est la face T(y ,..., y ) de 0 pour la 

triangulation G(12). 

1 h 
On montre, aussi que T(y ,..., y est une face de la triangulation 

1 h 
Y ,*-.y Y E C'Il) 

=O, pour j C Il et r Is, j = l  ,..., h-1 
j 

h L 1 1 ~ 1  < 1 1 ~ 1  = n 

donc, 



1 h 
e t ,  pa r  s u i t e ,  l a  f ace  T(y ,..., y ) est une face  de t o u t  simplexe 

1 * * IT* 
* 

~ ( y  , ( I l ) )  de G(Il) où n ( I l )  = (Tl,. . . , h-l , , . . . , n. est une 

permutation de 1 
= 1 

1 ' 

D'où, l e  r é s u l t a t  su ivant  : 

IRn e s t  t r i a n g u l é  pa r  l a  réunion des t r i angu la t ions  G ( 1 )  des C(I) ,  1 E 1'. 

3.3.3. Marguage ---------- -- - 

Soi t  G l a  t r i angu la t ion  de IRn d é c r i t e  dans l a  sec t ion  précédente. 

2 :  ~ O - 4 1  , . . . , n+l} l e  marquage. 

Soit 1 c In+l, II 1 = i 5 n+l ,  &OU un ci-l>-hhnplexe 1-comple.t h i ,  

aiu i-hommu% de a o n t  pouh m q u a  cii{~éh.ertta l'ensemble I. 

Remarques : 

i )  1 = In+1, si i = n + l ,  ce qu i  e n t r a î n e  qu'un n-simplexe In+l-c~mplet  

e s t  un n-simplexe c  .m. 

i i )  Le zéro-simplexe CUI e s t  {R(u) }-complet. 

3 .3 .4 .  Algorithme --------- ------- 
n  n  

Etant  donné, CL\ € I R  point  de démarrage, on suppose q u e R  e s t  t r i a n -  

gulé p a r  l a  t r i a n g u l a t i o n  d é c r i t e  dans les sec t ions  précédentes qui  e s t  à son 

t o u r ,  marquée p a r  un marquage a r b i t r a i r e  2. 



Dans, l a  desc r ip t ion  de l ' a lgor i thme,  l e  vecteur  R de composantes 

e n t i è r e s  r ep résen te ra  l a  "distance" e n t r e  l e  po in t  de démarrage U e t  l e  
1 i + l )  sommet du d e r n i e r  simplexe 0(y  , . . . , y engendré p a r  l ' a lgor i thme,  

L'algorithme, démarre avec U e t  procède comme s u i t  : 

- 1 it 0 : poser i = O ,  y l = U ,  1 = 0, o = ~ O ( ~ l ,  n ( 0 ) ) ,  y = y  e t  R = O ,  j E In+l. 
j 

i t  1 : c a l c u l e r  ~ . ( y ) .  S i  a (?)  # 1, un simplexe 1 u {ll(y))-complet e s t  trouvé 

a l l e r  en 3 ) .  

S s - Sinon, a(?)  = L(y ) pour exactement un s e u l  sommet y # y de O. 

Le f a c e t  opposé à 5 e s t  1-complet. 

it 2 : S i  s = i + l  e t  = O ,  a l l e r  en 4 ) .  Sinon, T(1))  e t  R sont  
i 

adaptés su ivant  l a  r è g l e  de remplacement (Tableau 3.3.4.) en rem- 

p laçant  Retourner en 1) avec y égal  au  nouveau sommet de a. 

it 3 : S i  i = n + l ,  un n-simplexe c.m. est trouvé e t  l ' a lgor i thme s ' a r r ê t e .  
1 Sinon, pose r  1 = 1 u { ~ ( y ) ) ,  T ( I )  = ( n ( I ) ,  a ( ? ) ) ,  a = a ( y  , T ( I ) )  

i = itl e t  re tourner  en 1 )  avec y égal  au nouveau sommet 

= + 6 e R(y 

it 4 : Supposons que T = t ,  l a  marque t est suppr i rée .  Poser 1 = 1 - ( t ) ,  i 
S T ( I )  = . ) e t  i = i-1, re tourne r  en 2) avec y éga l  au i-1 

sommet de a qui  a l a  marque t. 

~ è g l e  de remplacement : Tableau 3.3.4. 

R devient  

TI 

R + e  
1 

R 

TI 

R - e  i 

TI( 1) devient  

--------_-._----__-------.----------------------------------,.----------------- 

( r2 , . . . ,  ri, Tl) 

l , . . . ,  7-ï ns 3 , - * ,  ni 1 s' s-1' 2 

s = l  

2 S s S i  

s = i+l 

1 y devient  

TI 
1 

y + 6 e  1 

y 
1 

1 TI i 
Y -  e 



On remarque que, l e  vecteur  R e s t  u t i l i s e r ,  seulement pour t e s t e r  

dans l ' i t é r a t i o n  2 )  si une marque d o i t  ê t r e  supprimée ( i t  4), ou non. 

Chaque simplexe engendré p a r  l ' a lgor i thme e s t  de l a  forme 

T ( I ) ) ,  111 = i s n : 

2 )  n ( I )  = (y,..., 71.) permutation de 1 
1 

donc, par  d é f i n i t i o n  e s t  un simplexe de l a  t r i a n g u l a t i o n  G(I)  de C(1). 

On montre que l ' a lgor i thme ne cycle  pas.  
LILLE @ 

S o i t  Do, l , . . .  l a  s u i t e  de simplexes engendrée p a r  l 'a lgori thme ; 

comme, il v i e n t  d ' ê t r e  mentionné, Ii = Oi(y 1 , T(1))  pour un c e r t a i n  1 c Intl, 

111 r n ,  a l o r s ,  s o i t  que : 

* a admet un f a c e t  commun avec 0 
i-î. et 'i+i 1-complet, ou b ien ,  i 

* 0 e s t  un f a c e t  de ai (ou CJ ), (1 u l j>)-comFlet  e t  admettant i - i+l 
un f a c e t  commun avec 6 (ou 6i+l) 1-complet. i-1 

S i ,  on é t a b l i  que 0' admet exactement un s e u l  simplexe adjacent  vé r i -  

f i a n t  l ' u n e  des deux p ropr ié t é s  précédentes e t  que ai, i 5 1 en admet exacte- 

ment deux, l 'argumentat ion u t i l i s é e  dans l e  théorème 2.4.2.3. nous g a r a n t i  que 

l ' a lgor i thme ne cycle  pas.  

D'où : 

1 
o ( y  , n ( I ) )  0 Ù  : y1 = w e t  1 = {e(u)},  e s t  l 'unique  simplexe de G(1) 

adjacent  à O. = 1 ~ 1 ,  donc ~ ( ~ l ,  ~ ( 1 ) )  v é r i f i e  b ien  l ' une  des deux 

p r o p r i é t é s  précédentes. 

S i  i > 1, supposons que ai admet deux f a c e t s  Tl  e t  T2 1-complets. 



a )  S i  T l  (ou 5) n ' e s t  pas  contenu dans l a  f r o n t i è r e  de C ( I ) ,  il e x i s t e  

un s e u l  simplexe ad jacent  à 0 et  admettant  Tl  ( ou  T2) comme f a c e t  i 
commun avec O. t e l  que ce  simplexe O v é r i f i e  l ' u n e  des deux propr i -  

1 

étés  précédentes .  O e s t  l e  i-simplexe obtenue en  remplaçant l e  Som- 

met opposé à rl (ou T ~ ) .  

b )  S i  Tl (OU T2) e s t  s u r  l a  f r o n t i è r e  de C ( I ) ,  Tl (ou  T2) e s t  un (5-1)- 

simplexe de C I  \ j 1-complet pour  j E 1 t e l  que T~ (ou  r 2 )  e s t  
i+l 

l e  f a c e t  du simplexe ai opposé au sommet y , donc Tl (ou T2) e s t  

de l a  forme T(yl, I \  dans l a  t r i a n g u l a t i o n  1 j ,  donc ce 

simplexe e s t  ad jacent  à a. e t  v é r i f i e  l ' u n e  des deux p r o p r i e t é s  pré- 
1 

cédentes .  Et  il n ' e x i s t e  pas  d ' a u t r e s  simplexes ad j acen t s  à O e t  ad- i 
met tan t  Tl (ou T2) comme f a c e t  commun ; a. v é r i f i e  b i en  l ' u n e  des 

1 

deux p ropy ié t é s  précédentes .  

S i  ai ( i  > 1 )  e s t  un simplexe T ( I ) )  de G( I ) ,  T u {j}-complet, 
.I 

a l o r s  ai e s t  f a c e t  d'exactement un s e u l  ( i+ l ) - s implexe  O(yL, T ( I 1 ) )  de 

G ( I 1 )  où 1' = 1 u { j )  (d ' ap rè s  l e  théorème 2.2.9.), donc a. e s t  un 
1 1 

f a c e t  du simplexe ~ ( y  , T ( I 1 ) )  1'-complet ; donc, a. v é r i f i e  également 
1 

l ' u n e  des  deux p r o p r i é t é s  précédentes  ( su ivan t  que l a  marque du nou- 
i + 2  

veau sommet y appar t ienne  ou non à 1 ) .  

4. SUR L'APPROXIMATION SIMPLICIALE DE LA SOLIJTION DU PROBLEME DE LA 
COMPLEMENTARITE NON LINEAIRE 

Cet te  s e c t i o n  e s t  consacrée à l ' é t u d e  de l 'approximation s i m p l i c i a l e  

de l a  s o l u t i o n  du problème de l a  complémentarité non l i n é a i r e .  Nous proposons 

un marquage de l a  t r i a n g u l a t i o n  de IR:, 1 ' u t i l i s a t i o n  d'un algori thme s impl i -  

c i a l e  à dimension v a r i a b l e  basé  s u r  ce marquage nous permet, sous c e r t a i n e s  

condi t ions ,  d ' o b t e n i r  une approximation de l a  s o l u t i o n  du problème de l a  com- 

p lémentar i té  non l i n é a i r e .  Nous donnons étalement  des  cond i t i ons  s u f f i s a n t e s  

q u i  assurent  l a  convergence de l ' a lgo r i thme .  



4.1. Le problème de la complémentarité non linéaire 

Le problème de l a  complémentarité non l i n é a i r e  (P.C.N.L) peut se  f o r -  

muler de l a  manière su ivante  : 

Trouver x E IRn : 

4.2. Triangulation de R: 

Comme dans l a  sec t ion  3 ,  pour t r i a n g u l e r  on considère d'abord, une + , 
subdivis ion  de IR: en cônes poly èdriques , pu i s  cons idérer  un r e f  inement s impl i -  

c i a l  de l a  subdivision.  On o b t i e n t  a l o r s ,  l a  t r i a n g u l a t i o n  de E: en considé- 

r a n t  l a  réunion des t r i a n g u l a t i o n s  des d i f f é r e n t s  cônes polyèdriques de l a  

subdivis ion .  

4.2.1. Subdivision de R: ........................ 
Soient  : 

i n e vecteur u n i t a i r e  de ni 

ë i = - e  i 

n w E lR+, point  de démarrage de l ' a lgor i thme.  

On considère,  l a  subdivis ion  en cônes polyèdriques de lRn suivante : + 



Remarques : 

i 
ii) dim C(1) = rangLe , i E Il = III => Ai (non nuls) sont uniques donc, 

n 
Yx E IR+ x est intérieur a un seul cône polyèdrique C(I), 1 E Z. 

Par suite on a le résultat suivant : 

De p l u ,  on a : C(I1) n C(Iî) = C(I1 n 12) 

Li) WI) = (nl,. . . , n.  ) p m u t î n X o n  des Uémentd de I. 
1 

n 
-) ,jtl yj + 6 e jY j = l,... i. 

On montre de la même manière que dans la proposition 3.3.2.1. que G(1) 

est une triangulation de C(1). 

En considérant, maintenant les cônes polyèdriques C(I), 1 E Z' on a : 

le résultat suivant dont la démonstration est analogue à celle du corollaire 

3.3.2.3. 



nt es* U n g d é  pah h h e u L o n  de6 tiuangf.&aZions G( 1 )  de6 C( 1) 1 r Z l ; 

de plus h i  Il 3 I~ & o u ,  G ( I ~ >  es* la ~ n g ~ o n  de c(Il) induLte p m  ~ ( 1 ~ ) .  

4 .3 .  Marquage 

n On suppose que=+ e s t  t r i a n g u l é  p a r  l a  t r i a n g u l a t i o n  d é c r i t e  dans l a  

sec t ion  précédente.  

On propose, l e  marquage suivant  : 

(- j  s i  f . ( x )  < O e t  f . ( x )  = - max If i(x)l  
3 3 

S o a  1 E Z, avec II 1 = i, &OU un (i-1)-bhnplexe 0 es;t 1-campla  si, 
 le^ i bowunu.2 de a o n t  pour ensemble de rncuque6 l'ensemble I. 

Un ( i - 1 ) - ~ h p l e x e  a e6X un ahnplexe j- de c o m p l é m e ~ é  poutr un 

cehtzin j r In, h i  e6.t 1-complet et t e l  pue j et -j r 1. 

4.4. Alaorithme 

On suppose que : 

- lRy e s t  t r i a n g u l é  pour U r nt, p a r  l a  t r i angu la t ion  d é c r i t e  dans l a  sec t ion  

précédente. 



- Yx E GO, x est marqué par la marquage proposé dans le paragraphe 4.3. 

Pour engendrer, un simplexe j -de complémentarité, on utilise un 

algorithme sirnplicial à dimension variable, basé sur le marquage proposé, 

en l'occurence celui de Vander, laan et Talman (C81, C101). 

1 = w ,  o = o(yl, n(I)), y = y 1 it O : Pour t = 0, 1 = 0, n(I) = 0, y 9 Rlil = OY 

it 1 : Calculer & ( y ) .  Si !L(f) 4 1, un simplexe 1 u IR(?))-complet est trouvé, 

aller en 3 ) . 
s Sinon, R(y) = R(y ) pour exactement un seul sommet 
S yS # y de a, le facet opposé à y est 1-complet. 

it 2 : Si s = i+l et R, = O, aller en 4) sinon, w(y1, n(1)) et R sont adaptés 
i s 

suivant la règle de remplacement (Tableau 4.4.1.) en remplaçant y , 
retourner en 1) avec y égal au nouveau sommet de 0. 

it 3 : Poser ~(f) = j ; si - j E 1 un simplexe j - de complémentarité est trouvé 
et l'algorithme s'arrête. 

sinon, poser 1 = 1 u {R(ÿ)), n(I) = (n(I), 
R(y) = n(~)), i = i+i et retourner en 1) avec 7 = yitl + 6 e . 

it 4 : Supposons que ni = t, la marque t est supprimée. Poser 1 = 1\It}, 
1 

1 = T l  . . . , ) , 0 = o(y , A(I)), i = i-1 et retourner en 2) avec i- 1 
y égal au sommet de a qui a la marque t . 

D'après, les résultats des sections 1 et 2, aucun simplexe déjà ren- 

contré ne se répète pas, les remplacements sont réalisables alors, l'algori- 

thme engendre soit, un simplexe j - de complémentarité soit une suite infinie 
de simplexes à dimension variable. 

Le théorème suivant donne des conditions suffisantes qui assurent la 

convergence de l'algorithme, c'est-à-dire, que l'algorithme se termine avec 

un simplexe j - de complémentarité. 



Soient, f : xn continue, w r nn point de deniamage de L ' Q o W h m e .  + 
S u ~ ~ o 6 0 m  : 3r > max ai, 3 E  > O : Yx E Fr(B(0, r ) )  = {x ER: [ max X: = 

l a i l n  1 S i C n  A 

l'une au moim d a  condhXom ~u-ivavctes en$ vélLidiée : 

Alou,  l'dgofLi;thme se R d n e  avec un bimplexe j - de c o m p l é m e ~ é .  

Preuve : 

Considérons une t r i a n g u l a t i o n  G de mesure 6 a s sez  p e t i t e  t e l l e  que 
E 

max If i(x)  - fi(Y)I < 2 Yx, y é O t e l  que 0 n F r ( ~ ( 0 ,  r ) )  # 0. 
l l i l n  

Supposons que l ' a lgor i thme engendre une s u i t e  al, a2,...¶ a k' - • i n f i n i e  

de simplexes à dimension va r i ab le  * 30 = o(yl ,  n ( 1 ) )  1 É Z, un simplexe de l a  

t r i a n g u l a t i o n  G(1) de C(1) : O n Fr(B(0, r ) )  # 0. 

On montre que a n'admet pas de f a c e t  1-complet p a r  conséquent, ne s o i t  

pas ê t r e  engendré par  l ' a lgor i thme.  

S i  l a  c o n d i t i o n i l  e s t  s a t i s f a i t e  a l o r s ,  Yx E 0 n Fr(B(0, r ) ) ,  Yy 
k 

sommet de a on a : 

hypothèse i )  ) 

k k . . . 
Par a i l l e u r s  on a : 

'j - "j 

Hypothèse i)  



déf. du marquage R( . I 

, x i -  > O i 1 (car sinon, x c 0 c C ( I ) = >  xi = W. ce qui est 
1 

impossible) d'où la contradiction. 

De même, si ii) est satisfaite on a : xi-ui < O => -i E 1 même démons- 

tration que plus haut, on obtient pour 1 ' k < i+l. 

k ... => fi(y ) > -lf.(yk)l pour 1 < k 6 i+l 
1 1 

= - i # 1, ce qui est impossible. 
déf. du marquage R(. ) 

Donc, en démarrant l'algorithme à partir du O-simplexe CU], aucun sim- 

plexe engendré par l'algorithme ne quitte pas la boule 
' 

B r  x 1 max x sr}. 
l l i l n  i 

Par conséquent, l'algorithme se déroule dans B(0, r) compact) 

Prop. 2.4.2.4. j 

... => que l'algorithme se termine en un nombre fini d'itérations avec le 

simplexe j - de complémentarité. 

4.5 .  Approximation simpliciale de la solution du problème de la complémen- 
tarité non linéaire 

Nous allons montrer dans ce paragraphe, qu'un simplexe j-de complé- 

mentarité est une approximation de la solution du problème de la complémenta- 

rité non linéaire. 



S o a ,  f : IR: +IR cont inue ,  E > O donné, G une M i a n g W o n  de IR: 
d e  m a m e  ô, où ô U R  déitetoninée patr E eX L'uYU60me conZbwLté d e  f ~ W L  B(O, r). 

M o u ,  Yx E O ,  CJ un ~LmpLexe j - d e  complémem2vd-té, ~ . t  une apptax i -  

d o n  d e  h ~ o U o n  du P . C . N . L .  dans Le ben6 ~ L U v a n t  : 

Preuve : 

1 i 
Soit a = Cy ,..., y 1 le simplexe j -de complémentarité, et soient 

1 2 
y et y2 les deux sommets de 0 tels que &(y1) = j et k(y ) -j. 

1 2 max ly: - y f l  5 ô=>  max lfi(y - fi(y 1 1  5 & 

l l i l n  l l i l n  

d'où : 

d'autre part on a : 



. fi(x) - fi(yL) " E 3 f.(x) 5 E + fi(& 
1 

max 1 + fi(x) ' E + I fi(y 
i E { j  lx. > O, Y X E O I  l e l j  1 y! > 0) 

1 3 

donc, Yx E 0 on a : 
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**  
2:  **  CHAPITRE I I I  2: 

P R O B L E M E  D E  L A  C O M P L E M E N T A R I T E  G E N E R A L I S E  



NOTATIONS 

* Pour X un espace topologique : 

e .v . t .  espace v e c t o r i e l  topologique 

e.1.c.s. espace v e c t o r i e l  topologique, localement convexe, séparé.  

V(x) l a  f a m i l l e  des voisinages de x. 

O 
A(;, Fr(A))  l ' i n t é r i e u r  ( l ' adhérence ,  l a  f r o n t i è r e )  de A c X .  

C; = X\A l e  complémentaire de A dans X .  

(Xn)nr N ((Xn)na IN s u i t e  de po in t s  de X (une sous-suite  i n f i n i e )  

x -> x ( X  -> X )  l a  s u i t e  (xnInrN ( l a  sous-suite  ( x ~ ) ~ ~ ~ )  n IF n TT' 
converge vers  x. 

* 
X f ( X  ) dual  topologique (a lgébr ique)  de X .  

* Pour H c X e t  Y e . t .  : 

<. , .> : X x Y -t IR forme b i l i n é a i r e  . 

p(H) l e  cône p o l a i r e  p o s i t i f  de H. 

CHI l 'enveloppe convexe de H .  

S.C.S. l a  semi-continuité supér ieure .  

s . c . i .  l a  semi-continuité i n f é r i e u r e .  



1. INTRODUCT 1 ON 

On considère, le problème de la complémentarité généralisé : 

Trouver, x E X : 

x E K, f(x) E r(K), <x, f(x)> = O 

X est un espace vectoriel, topologique, localement convexe, séparé 

réel (e.1.c.s.). 

Y est un espace vectoriel, topologique, réel (e.v.t.). 

f une application de X à valeur dans Y. 

<. , .> une forme bilinéaire de X x Y dans R .  

K un cône convexe, fermé de X. 

T ( K )  le cône polaire de K dans Y. 

Le prcblème de la complémentarité généralisé, a été d'abord introduit 

par Habetler et Price C71. Le travail a été repris par Karamardian (C81, Cg], 

CIO]). 11 est le premier a remarqué que le problème de la complémentarité géné- 

ralisé est un cas particulier des inégalités variationnelles. Et il établi 

l'équivalence entre le problème de la complémentarité généralisé et le pro- 

blème d'inégalités variationnelles : 

Trouver x E X : 

En utilisant le théorème d'inégalités variationnelles de Hartman et 

Stampacchia [Ill, il donne des conditions suffisantes d'existences des solu- 

tions du problème de la complémentarité généralisé (cf. C81, C91, Cl01 ) . 



Par ailleurs J.J. Moré (C111, C121) a établi l'équivalence entre le 

théorème d'inégalités variationnelles de Hartman et Stampacchia Cl11 et le 

théorème de point fixe de Brouwer. Et en utilisant une condition de coercivité, 

il donne des conditions suffisantes d'existence d'une solution du problème de 

la complémentarité généralisé. 

G. Allen LI1 est le premier, à notre connaissance, qui a utilisé le 

théorème de minimax de Fan 121 : C c X convexe compact d'un e.v.t.s. réel X ;  

@ : C x C + R  telle que @(., y) S.C.S. et $(x, .) convexe ;alors 32 E C : 

@(#, y) 2 O, Yx E C. Pour obtenir des résultats d'existence du problème de la 

complémentarité généralisé, sous l'hypothèse d'une condition de coercivité 

semblable à celle de Karamardian (C81, C91, CIO]). 

Dans ce travail, on fournit d'abord une extension du théorème de 

Ky Fan (C51, 1131) à des ensembles non compacts. En utilisant, au paragraphe 3, 

cette extension on obtient un théorème d'existence pour le problème de la com- 

plémentarité généralisé. Nous obtenons comme conséquences immédiates le théo- 

rème de Karamardian (C8, Théorème 3.1.1) sous des hypothèses plus faibles. 

Nous établissons, au paragraphe 4, une généralisation à des espaces 

vectoriels, topologique localement convexe, séparés réels ;les résultats en 

dimension finie de Karamardian Cg, ~héorème 4.1.1 et de J.J. Moré [Il, Théo- 

rème 3.2.1. Pour la classe d'applications pseudo-monotones d'une part et à 

des espaces de Banach réflexifs réels, des résultats en dimension finie 

(CIO, Théorème 3.2.1, 112, Théorème 3.2.1) pour la classe d'applications for- 

tement copositives . 

Finalement, au paragraphe 5, nous donnons un contre-exemple, qui montre 

que les hypothèses du résultat de G. Allen 11, Corollaire 1 et 21 ne sont pas 

suffisantes pour garantir l'hypothèse c) dans 11, Théorème 21. 



2. EXTENSION DU THEORErlE DE KY FAN 

Nous allons donner, dans ce paragraphe, une extension du théorème de 

Ky Fan (C51, C131) à des ensembles non compacts ; Cet affaiblissement, de 

l'hypothèse de la compacité est important, car les problèmes réels ne satis- 

font pas en général, une telle hypothèse. 

Rappelons, le théorème de K y  Fan : 

Théokème 2.7.  (Ky fan C51, 1 1 3 1 )  

SOL$ : x e . v . t . 6 .  kéeL;K c X convexe cornpac;t;A c K x K tel que : 

3 )  YX E K ,  {y E K : (x ,  y) k A )  convexe (ou v d e l  

Nous donnons, le théorème suivant, qui est une extension du théorème 

2.1., à des ensembles non compacts. 

SOL$, x e .  v . $ .A.  h é e l ;  K .c x convexe d m é  ; A c K x K X d  que : 

Li)  YY E K ,  {X E K : (x, y )  E A )  n E detuné, powr tu& bous-upace vec- 
XolLiel E de X, de dimennion dinie. 

Lü) YX E K ,  {y E K : (x, y) / A) convexe. 



i v )  3c c K,  convexe compac;t : Yx É K\C,  {y E C : (x ,  y )  # A) # @. 

Preuve : 

S o i t  y E K ,  posons M(y) = {x E K : ( x ,  y )  E A) n C. 

Nous a l l o n s  montrer que n M(y) # @. 
Y E K  

On s e  p l a c e  d 'abord,  dans l e  c a s  où X e s t  de dimension f i n i e .  

Pour montrer  que M(y) # (8, il s u f f i t  d ' ap rè s  i i )  e t  i v )  de mon- 
Y E K  

n 
t r e r  que M(yi) # 0,  pour t o u t e  p a r t i e  f i n i e  {y1,. . . , y,} de K .  

i=l 

S o i t  : {y1,. . . , y,} une p a r t i e  f i n i e  de K ; D = CC u {y1,. . . , yn}l 

enveloppe convexe de l 'ensemble {C ü . . y,)}; q u i  e s t  convexe e t  

compact. 

Posons : K '  = D ,  A '  = K '  X K' n A c K '  x K T .  

Montrons que, pour K '  e t  A ' ,  l e s  hypothèses du théorème 2.1. son t  

v é r i f i é e s  : 

1) Yx E K T ,  ( x ,  x )  E A ' ,  e n  e f f e t  : 



= {x E K : (x, y) E A) n K' 

Kt compact 1 ... 
Hypo. ii) 

... => {x E K' : (x, y) E A'} fermé. 

3) Yx' E Kt, {y E Kt : (x, y) k A') = {Y E K' : (x, y) k A} 

K' convexe . . . 

Hypo. iii) 

. . . => (y E Kt : (x, y) k A') convexe. 

Alors, d'après le théorème 2.1. on a : 

En particulier : 

de plus, # c C, car sinon, # E D\C 

=> 3y E C : ( X ,  y) g! A. 

Hypo. iv) 

... 4 3y c C : (X, y) # A n  Kt x K' 

impossible. 

(1) 

- 
Donc, 3; E C : (x, yi) c A, i = 1 ,..., n. 

11 

c'est-à-dire que c n ~ ( y ~ )  
i=l 



Dans, le cas général, nous adaptons, la méthode de H. Brezis, 

Niremberg et Stampacchia [ 2 1  à notre situation. 

Soit, ( F  j la famille de tous les sous-espaces vectoriels E. de X i i ~ 1  1 

de dimensions finies. Comme, YEi, E 3Ek = Ei + E. tel que Ei c Ek et E c Ek, 
j' I j 

on induit sur 1 l'ordre suivant : 

i 2 j <=> E 3 E telle que la famille (EiIifI soit ordonnée croissante. i j 

En se restreignant à Ei, posons : Ki = K n Ei;Ai = A n Ei x Ei ; 

Mi(y) = M(y) n Ei. 

D'après, la première partie de la démonstration, on a : 

C'est-à-dire, 3Xi i C n Ei : , y) : Ai, Vy : Ki 

Posons : 

z. = 
1 

U . ; corne la famille (Ei)iiI est ordonnée par inclusion, 
jzi 3 

alors, V; r Z on a : x i ~ ~ ( y )  c ~(y), Vy E Ki ; par conséquent, on a : i 

Nous allons, montrer que la famille Ei 1 i i 11 de fermés de C, possède 
la propriété d'intersection finie. 

donc, on a : 

par conséquent, on a A Xi 3Ze m.. 
ie1 ii1 

1 

- 
de plus, z E K (car, 2 c C c K). Soit, maintenant, E = R: le sous-espace i i 
vectoriel de X, de dimension finie contenant S. O 



considérons Y 1  E K un point  a r b i t r a i r e .  On peut  tou jours  t rouvé un 

sous-espace v e c t o r i e l  E = Ei +Ryl  de X ,  de dimension f i n i e  e t  contenant 
il O 

y1 t e l  que E 3 E. . C'est-à-dire,  3i l  2 io : yl r Ei . 
il Io  1 

Par s u i t e ,  on a : 

- f \ M ( y ) ,  donc Par conséquent, z E n M ( y )  f 0. 

Remarques : 

i )  Les condi t ions  i i )  e t  v )  sont  un af fa ib l i ssement  de l 'hypothèse 

de l a  fermeture de l 'ensemble {x r K : (x ,  y )  r A) dans l e  théorème 2.1. 

i i )  La condit ion i v )  e s t  l a  condition de c o e r c i v i t é  qui  remplace 

l 'hypothèse de l a  compacité dans l e  théorème 2.1. 

C o m U e  2 . 3 .  (G. Aflen C 7 ,  théotrëme 21 )  

S o a ,  x e.v . i t .s .  tréel, K c x convexe 6 m é  ; 4 : K x K -t ni. 

On suppose que : 

6)  Vy E K, la bonctlon x -t $(x ,  y )  ait 4 . c . s .  K 

d )  3c c K, convexe compact : Yx E KDC, 3y r C : @(x, y )  > O 



Preuve : 

Posons : A = {(x,  y )  E K x K : $(x ,  y )  2 O) 

Montrons que, l e s  hypothèses du théorème 2.2.  s o n t  s a t i s f a i t e s  : 

i) Yx E K, on a : $(x,  x)  2 O,  Yx E K ,  d 'après  a ) ,  donc (x ,  x )  E A ,  

Yx E K. 

i i )  Yy E K ,  {x E K : ( x ,  y )  E A) = {x E K : $(x ,  y )  2 0) 

-=> (x E K : 

Hypo. b )  ( x ,  y )  E A) f e ~  

p a r  s u i t e ,  {x E K : ( x ,  y )  E A) n E est fermé, pour t o u t  sous-espace 

v e c t o r i e l  E de X ,  de dimension f i n i e .  

i i i )  Vx E K ,  {y E K :  ( x ,  y )  # A) = {y E K :  $ (x ,  y )  < 0) 1 K : (x ,  y )  k 
Hypo. c )  convexe. 

i v )  Hypo. c )  => 3c c K ,  convexe, compact : Vx E K\C, 3y E C : $ ( x ,  y )  < 0 ,  

... => Vy E K,  {X E K : (x ,  y )  E A) n C fermé. 

Donc, d 'après l e  théorème 2.2., on a : 

3% E K : (x, y)  E A ,  Vy E K 

c 'es t -à-d i re  : 3; E K : $ ( G y  y )  2 O ,  Vy E K. 



3. PROBLEME DE LA COMPLEMENTARITE GENERALISE 

Le problème de l a  complémentarité généra l i sé ,  a  d é j à  é t é  i n t r o d u i t  

e t  é t u d i é  pa r  Habetter  e t  P r i ce  C71 dans l e  cas  des espaces v e c t o r i e l s  de 

dimension f i n i e ,  e t  pa r  S. Karamardian C81, G. Allen Cl] e t  W .  Takahashi Cl41 

dans l e  cas  des espaces v e c t o r i e l s  topologiques, localement convexes, sépa- 

rés r é e l s  (e .1.c .s . ) .  

En u t i l i s a n t ,  l ' ex tens ion du theorème de Ky Fan, que nous avons in- 

t r o d u i t e  dans l e  paragraphe 2,  nous obtenons l e s  mêmes r é s u l t a t s  que dans 

Karamardian C81 e t  G .  Allen Cl1 sous des hypothèses p l u s  f a i b l e s .  

Soient  : X e.1.c.s.  r é e l .  

Y e .v . t .  r é e l .  

f : X -t Y app l i ca t ion .  

< . , .> : X x Y + IR forme b i l i n é a i r e  

K cône convexe fermé de X 

r(K) = {y E Y 1 <x, y> 2 O,  Yx E K) cône p o l a i r e  de K. 

Le problème de l a  complémentarité généra l i sé  (P.C.G.(K, f ) )  e s t  de 

t rouver  x E K : 

ou, al ternat ivement 

K r(K) 
2 ( resp .  2 ) e s t  l e  préordre i n d u i t  pa r  K ( r e sp .  pa r  r (K))  

K r(K) 
s u r  X ( resp .  s u r  Y ) .  x  2 y <=> x - y  E K ( r e sp .  x 2 y <=> x - y  E r (K) ) .  

Nous rappelons, l e  lemme dû à Karamardian C81 q u i  montre l 'équiva-  

lence ,  e n t r e  l e  problème de l a  complémentarité généra l i sé  e t  l e  problème 

d ' i n é g a l i t é s  va r i a t ionne l l e s .  



Le problème d'inégalités variationnelle P. 1 .V. (K, f) est de trouver 

x e x :  

x E K, <xi - X, f(x)> r O, YX' E K 

Lemme 3 . 1 .  (Katramartdian [ b l j  

(II) 

Le .  pirobtême de. la c o m p l é m e ~ é  g é n W é  P.I.V.(K, f) ut équ i -  

vde.n.t au pko blême d ' i n é g w é s  vca&tionnct.tu P .  I . V. ( K, f ) . 

Preuve : 

i) l'implication => 

Si X E K est une solution du P.C.G.(K, f), on aura : 

ce qui entraîne : 

donc, on a : 

ii) l'implication <= 

Si x E K, est une solution du P.I.v.(K, f), on aura : 

i => <#, f(X)> 5 O 

(II) 

(III 

=> <X, f(X)> = o. 

=> <x, f(X)> 2 O 

(II o x = 2 G l  - I 



- 
d'autre part, on a : <x, f(X)> = <x - x, f(#)> 2 O, Yx E K => f(#) T'(K). 

donc, on a : 

On peut, maintenant donner, une condition suffisante d'existence des 

solutions du problème de la complémentarité généralisé. 

Soient, x e.1.c.a. h é e l ;  Y e.v.it. hée l ;  K c x cône convexe d e m é  ; 

f : K -+ Y appLica2Aovz. On auppoae que : 

7 )  3C c K ,  convexe compaot : Yx E K\C, 3y E C : <y-x, f(x)> < O 

Preuve : 

Posons, A = {(x, y) E K X K : <y- x, f(x)> 2 0) 

Montrons que A vérifie les hypothèses du théorème 2.2. 

i) (x, x) E A, Yx E K. 



i i )  Soient ,  y E K ; E  sous-espace v e c t o r i e l  de X de dimension f i n i e ;  

a l o r s  : 

Hypo. 2 .  i )  

... => (x E K : < y - X ,  f ( x ) >  2 0) n E est fermé. 

i i i )  So i t  x E K ,  C y  E K :  ( x ,  y )  # A} = Iy E K : < y -  x ,  f ( x ) >  < 0) e s t  

convexe. 

i v )  E s t  v é r i f i é e  d ' ap rès  1 ) .  

V) So i t  y E K ,  (X  E K : < y - X ,  f ( x ) >  01 n C =  {x r C :  < y - x ,  f ( x ) >  2 01) 

... => Cx E K : < y - x ,  f ( x ) >  2 01 E C e s t  fermé. 

donc, d'après l e  théorème 2.2., on a : 

lemme 3.1. 

Remarques : 

i) On a ,  l e  théorème d 'exis tence  de Karamardian C8, théorème 3.1.1, sous 

l 'hypothèse 2 )  p l u s  f a i b l e  que l 'hypothèse correspondante i )  dans 

C8, théorème 3.1.1. 

ii) Dans, l e  paragraphe 5, nous donnerons, un contre-exemple, montrons 

que l a  condit ion i )  dans G .  Allen C l ,  c o r o l l a i r e  1 e t  21 n ' e s t  pas 

su f f i san te  pour g a r a n t i r  l 'hypothèse c )  dans C l ,  théorème 23. 



4. GENERALISATION DES RESULTATS DE KARAMARDIAN ET MORE 

Nous a l l o n s ,  généra l i sé  à des e.1.c.s. r é e l s  en d u a l i t é s ,  l e s  r é s u l t a t s  

en  dimension f i n i e  de Karamardian (C91, C I O ] )  e t  ~ o r é  ( C l I l ,  C121) pour l a  

c l a s s e  d 'appl ica t ions  monotones, pseudomonotones e t  coposi t ives .  

Nous rappelons d'abord, l a  d é f i n i t i o n  d'espaces v e c t o r i e l s  topologiques, 

localement convexes r é e l s  en d u a l i t é s .  

On c ü X  que deux eapacu vec.io~e.& x e;t Y bon;t min en M E  pm la 

dame b X n é a h e  < . , .> h i  : 

La ;topologie d l e . t .  c .  4oMR îtrebp. AWL Y) CAR compa;tible avec la dudLté 

Touite 6onuXonneXle f i n é a h e  continue @ : X -t IR (treap. Y -t IR) peu2 
&e treptrébevcté, cluX-à-&e : 3! y E Y ( k a p .  Y E IR) : $(XI  = <x, y> 

( t r u p .  @ ( y )  = <x, y>) .  

L'exemple, l e  p l u s  usuel  d t e . v . t .  en d u a l i t é  avec des topologies 

compatibles e s t  c e l u i  d'un e.1.c .s .  r é e l  e t  de son d u a l  topologique. 

Dans t o u t  ce q u i  s u i t  : 

Sur X ( resp .  Y ) ,  l a  topologie l a  p lus  f a i b l e  compatible avec l a  d u a l i t é ,  

s e r a  notée p a r  U ( X ,  Y )  ( resp .  a(Y, X)). 



Sur X (resp.  Y), la topologie forte compatible avec la dualité 

sera notée par T(X, Y) (resp. T(Y, X)). 

4.3. Applications monotones et pseudomonotones 

Soient X et Y deux e.1.c. réels, mis en dualité par la forme bili- 

néaire Cm, * >  ; K c X sous-ensemble ; f : K +  Y l'application. 

il Un diR: que f es t  une appfica$ion monotone 4uh K, a i  : 

ex-y, f(x) -f(y)> 2 0, Yx, y E K. 

Li) On cLt que f ut 6aXcRemen;t monotone a m  K, AL : 

ex-y, f(x) -f(y)> > O, Yx, y E K. 

Dé&inL.tion 4 . 3 . 2 .  (Klvramat~dian 191)  

Un diR que f ut une app&&on paeudomonotone AWL K, a i  : 

Yx, y E K, ex - y, f(y)> 2 O => ex - y, f(x)> 2 0. 

Ptlawaié~é 4 . 3 . 3 .  

f monotone => f ut p~eudomonotone.  

Lemme 4 . 3 . 4 .  ( K m m h n  1 9 1 )  

f : K -, Y p~eudomonotone 

ALom, Yx, y E K on a : <x-y, f(y)> > O => ex-y, f(x)> > 0. 



4.4. Problerne de la com~lémentarité aénéral i s e  Dour les a ~ ~ l  ications ~seudo- 
monotones 

Soient : X et Y deux e.1.c. réels en dualité. 

f : X + Y application 

K c X, cône convexe f e r m é  

X est muni de la topologie a ( X ,  Y) 

Y est muni de la topologie T ( Y ,  X )  

Le problème de la complémentarité généralisé P . C . G ( K ,  f )  est de trouver 

x e x :  

i) On diR que t e  P . C . G ( K ,  f) est t é d d a b l e ,  h i  3x E x : x c K e-t 
f ( x )  E l ' (KI .  

&) On dLt que Le P.C.G(K, f )  est aMcX k é U a b t e ,  a i  3x E x : x E K 
O 

et f ( x )  E r ( K ) .  

Now &om trappdu~ ,  un théotème de Ky Fan C41 qu'on u.tLUma dam 

la ouiXe : 

Soient r et Y deux e.t.c.6. t é& en d U é  ; K c x dow-enbemble. 

On suppose que : K es;t @utté pow la $opoLogie a(x, Y )  

A l o u ,  K edô compbd et localentent compact powr î a  abtopologie o( X , Y 1. 
S i ,  de p h ,  3h E r ( K )  : h (en  a b . f  que doncltionn&e finE&e) ut botnée 

but X. Abou, K eb i  compact powr la Xopobogie a(x, Y ) .  



Nous donnons, maintenant, l e  théorème q u i  généra l i se  à des e.1.c  en 

d 1 ~ ü i i ~ E  l e  r é s u l t a t  de Karamardian Cg, theorème 4.1.1 e t  de Moré C 1 1 ,  théorème 

3.2.1. 

Soient : x e . l .  C . A .  ahet, X' 40M duae topologique, K c x cône convexe 
{ ~ é  f : K -+ X' app&ca-tLon p~eudomonotone. 

On ouppone que : 

2) x + < y - x ,  f ( x ) >  e6.t A . c . ~ .  AUR. toLLt 60w-en6emble compact 
de K .  

Preuve : 

Posons C = {x E K : < x - x o ,  f (x0)>  S 01 

a l o r s  on a : 

C convexe, fermé pour l a  topplogie b(X, Y )  

théorème 4.4.2. I 



. . . * C est un compact pour l a  topologie  0(X, Y) )  

... -> C e s t  un convexe compact pour l a  topologie 0(X, Y ) .  

D'autre p a r t ,  on a : 

f pseudomonotone -> <x - x f (x )>  > O 
O ' 1 

lemme 4.3.3.) 

théorème 2.2. j 

... -> 3; r X : W r K ,  f(W) r r(K),  <x, f ( x ) >  = 0. LILLE 

Remarque : 

On a ,  l e  théorème de G. Allen Cl, théorème 41 sous l 'hypothèse 2)  

p lus  f a i b l e  que l 'hypothèse correspondant à i). 

4 . 5 .  Appl i c a t i o n s  fortement monotones e t  fortement coposi t i v e s  

Soi t  X un espace de Banach r é f l e x i f  r é e l  (de norme 1  1  1  1  ) : 

X '  son dual (de 1 1 . 1  1 ' )  

K c X sous-ensemble 

f : X + X' app l i ca t ion .  

On ckt que f ut do&men;t monotone ~ W L  K, a i  : 



Dé{i&on 4 . 5 . 2 .  

i )  On d.i.t que f e6.t copodWve AWL K, s i  : 

.ü) On di/t que f ut ~AxiCtment ~ ~ p ~ d , i , t i ~ e  4 ~ h  K, h i  : 

&) On d.L.t que f u.t {oa.tement capasXve  s m  K, h i  : 

On a ,  l e  lemme s u i v a n t ,  qu i  e s t  une conséquence immédiate des  d é f i n i t i o n s  

données p lus  hau t .  

Lemme 4 . 5 . 3 .  

4.6. Problème de 1 a compl émentari t é  généra l isé  pour 1 es appl i c a t i o n s  

fortement coposi t i v e s  

Nous donnons, l e  théorème qu i  g é n é r a l i s e  à des espaces  de Banach r é f l e x i f s  

réels, l e  r 6 s u l t a t  de Karamardian 110, théorème 3.2.1 e t  de Moré C12, théorème 

3.2.1. 

Soient, x espace de Banach trédlexid tréel, X' son du& ItopoLogique, K c X 

cône convexe { m é  ; f : K -+ x ' do&ement copos,i,tive. 

On suppode que : 



donc, Vx E K \ C ,  30 E C : <O-x,  f(x)> < O 

Hyp. 1 )  . .. 

Théorème 2.2. 

... => 3k E x : 

x E K ,  f ( x )  E l'(K), <X, f ( # ) >  = 0. 

5 .  CONTRE-EXEMPLE 

Nous a l l o n s ,  montrer p a r  un contre-exemple, que l a  condit ion i )  dans 

l e  r é s u l t a t  de G .  Allen (Cl, Coro l l a i r e  11, C l ,  Coro l l a i r e  21) n ' e s t  pas suf-  

f i s a n t e  pour g a r a n t i r  l a  condi t ion  c )  dans C l ,  théorème 21. 

Résul ta t  : 

* * 
Soient ,  X e .v . t  .S. r é e l ,  X son dual ,  <*,  *> : X x X +IR  forme 

b i l i n é a i r e  ; K c X convexe, J, : X + 1-m, 9 1 ,  3 +a), convexe, s . c . i .  ; 
* 

f : K + X app l i ca t ion .  

On suppose que : 

i )  x -+ <x, f ( x ) >  s . c . i .  s u r  X.  

i i )  3C c K,  convexe compact : Yx E K\C,  3y E C : < x - y ,  f ( x ) >  > '?(y) -Y(x) .  

Alors ; 3; E X : 

Exemple : 

2 x = m 2 ,  K = { X E R  1 x1 = 1, x2 2 01 ; J, 0 o.  

On considère,  f : lR2 + IR2 dé f in ie  p a r  : 



i )  x -, < y - x ,  f ( x ) >  4 . c . h .  h m  K n E ,  pouh XouX h o u - e s p a c e  E de x 
de donevision ,$inLe. 

Li) x  -+ <y - X ,  f ( x )>  A . C . A .  AWL touX h o u - e n s e m b l e  compact de K. 

Preuve : 

f  fortement coposit ive => 3a > O : Vx E K,  <x, f (x )  - f (o )>  2 al 1 2 

Si  fCO) = O ,  a l o r s  O e s t  une solut ion du P.C.G(K, f ) .  

Si non, f(O) f 0, posons : 

c = {x E K : 11x1 1 5 1 l f (0 ) l  '/a) 

a lo r s ,  on a  : 

C convexe, fermé, borné, donc convexe compact. 

2 
x  K \ C = > a l l x l l  > l lx l l  I I f ( 0 ) l l '  

2 =>a!!x(I - IIxII I l f ( 0 ) l l '  > o .  

D'autre pa r t  : 



Jf , (x)  = x, - 4(x2)  

où : 4 : R + IR déf in ie  p a r  : 

I l  est c l a i r ,  que c e t t e  fonct ion  n ' e s t  s i  s . c . i ,  n i  S.C.S. en . 

Posons : 

2 C = Ix E R 1 X, = 1, O < a s x2 ' 6) convexe compact de K. 

Nous a l l o n s  montrer que l e s  hypothèses du r é s u l a t a  de G.  Allen son t  

s a t i s f a i t e s .  

2 
donc, Yx E K ,  x  + <x, f ( x ) >  = 1 + x e s t  continue. ' 2 

i i)  Véri f ions ,  maintenant que : Yx E K \ C ,  3y E C : (x-y) f (x )  > 0. 

Si, x E K \ C  : x2 E CO, aC, 3y = (1, a )  E C : 

<X - Y .  f (x)> 2 (x2 - a) (X2  - X2 -1) = ( a - x 2 )  > o .  



Donc, les hypothèses i) e t  ii) du r é s u l t a t  de G.  Al len  s o n t  v é r i f i é e s .  

Cependant : 

4 

Yx E C \  B 3y = (1 ,  6) r K : < x - y ,  f ( x ) >  = 28 - x2 > 0 .  

donc, Yx E C ,  3y E K : < x - y ,  f ( x ) >  > 0. 

Ce qui  c o n t r e d i t ,  l a  conclusion de G .  Al len (C l ,  c o r o l l a i r e  1, 21). 
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NOTATIONS 

* Pour X un espace topologique : 

P(X) l 'ensemble des p a r t i e s  de X .  

V(X) l a  f ami l l e  des voisinages de x. 

cA = X\A l e  complémentaire de A dans X .  

( X n ) n r ~  ( ( X n ) n E ~ <  ) une s u i t e  de po in t s  de X (une sous-suite  i n f i n i e ) .  

x n -> x (xn - 7 x )  l a  s u i t e  ( x ~ ) ~ ~ ~  ( l a  sous-suite  ( x ~ ) ~ ~ ~ ,  1 
N N 

converge ve r s  x. 

X'(X*) dua l  topologique (a lgébr ique)  de X .  

<*  , *>  : X x Y -t IR forme b i l i n é a i r e .  

CHI l 'enveloppe convexe de H. 

T(H) l e  cône p o l a i r e  p o s i t i f  de H. 

= {y E Y 1 <y, x> 2 O ,  Yx E HI. 

intK(H) 1' i n t é r i e u r  topolcgique de H relat ivement à K. 

i !HI l ' i n t é r i e u r  algébrique de H relat ivement à K. K 

* Pour f : X + P(Y) : 

S.C.  l a  sup-continuité : f S.C.  en x,  ssi, 



i.c. l'inf-continuité : f i.c. en x, ssi, 



On considère l ' ex tens ion  du problème de l a  complémentarité généra l i sé  : 

Trouver x  E X : 

X espace de Banach r é f l e x i f  r é e l .  

X '  son dual  topologique. 

f  : X -t P(X1) appl ica t ion  multivoque 

<* ,  *> : X x X '  + I R  forme b i l i n é a i r e  

K cône convexe fermé. 

r(K) l e  cône p o l a i r e  de K dans X ' .  

Le premier a  a v o i r  i n t r o d u i t  e t  é t u d i e r  l ' ex tens ion  du problème de l a  

complémentarité généra l i sé ,  en dimension f i n i e ,  e s t  R.  Sa igal  C91, en u t i l i -  

s a n t  une condi t ion  de c o e r c i v i t é  semblable à c e l l e  de Karamardian (163, [71),  

il montre que l ' ex tens ion  du problème de l a  complémentarité généra l i sé  admet 

une solu t ion  ; e n  formalisant  l e  problème (1) comme un problème de point  f i x e  

q u ' i l  résoud en u t i l i s a n t  l e  théorème de po in t  f i x e  de Eilenberg e t  Montgomery. 

Fang e t  Peterson 131 ont  donnés des condi t ions  s u f f i s a n t e s  d 'exis tence  des 

so lu t ions  du problème ( I ) ,  en u t i l i s a n t  une extension à des ensembles non 

compacts du théorème d ' i n é g a l i t é s  v a r i a t i o n n e l l e s  généra l i sées  donné dans C91. 

Le problème (1) est é t u d i é ,  en dimension i n f i n i e  pa r  Takahashi e t  les a u t r e s  

C l O l .  

Dans ce t r a v a i l ,  nous é t ab l i s sons  une extension du théorème de Ky Fan 

(Cl], CIO]) qu'on u t i l i s e r a  dans l a  démonstration de n o t r e  théorème d 'existence 

de l ' ex tens ion  du problème de l a  complémentarité généra l i sé  ;Pour  c e l a  on pré- 

sen te  au paragraphe 2 l ' ex tens ion du ~ r o b l è m e  de l a  complémentarité généra l i sé .  

Au paragraphe 3 l e  théorème de Ky Fan (Cl], C101). 



Au paragraphe 4, nous é t ab l i s sons  sous une condit ion de c o e r c i v i t é  

semblable à c e l l e  de J. J. Moré C83, e t  sous 1 'hypothèse que f e s t  sup-continue, 

à valeurs  convexes compacts que l ' ex tens ion  du problème de l a  complémentarité 

généra l i sé  admet une solu t ion .  

Au paragraphe 5,  e n  u t i l i s a n t  l e  théorème du paragraphe 4,  nous é t a b l i s -  

sons que l ' ex tens ion  du problème de l a  complémentarité généra l i sé  admet une 

so lu t ion  pour les  appl ica t ions  multivoques pseudomonotones e t  fortement copo- 

s i t i v e s  , 



2. EXTENSION SU PROBLEME DE LA COMPLEMENTARITE GENERALISE 

L'extension du problème de l a  complémentarité généra l i sé ,  a déjà é t é  

i n t r o d u i t e  e t  é tud iée  p a r  R. Sa iga l  C91, S .C. Fang e t  E.L. Peterson C31 en 

dimension f i n i e  e t  p a r  Takahashi e t  l e s  a u t r e s  Cl01 en dimension i n f i n i e .  

En u t i l i s a n t  , l e  théorème de K y  Fan ( C l ] ,  C 101 1, on montre, sous une 

condit ion de c o e r c i v i t é  semblable à c e l l e  de J.J. ~ o r é  C E ] ,  e t  sous l'hypo- 

thèse  que f est sup-continue, à valeurs  convexes compactes ;que  l ' ex tens ion  

du problème de l a  complémentarité généra l i sé ,  admet une solu t ion  dans un es-  

pace de Banach r é f l e x i f  r é e l .  

2.1. Extension du problème de la complémentarité généralisé 

Soient ,  X espace de Banach r é f l e x i f  r é e l ,  muni de l a  norme 1 1  1 1 .  
X '  son dual  topologique muni de l a  norme duale 1 l e  1 1  '. 
< * ,  *>  : X x X '  + R  forme b i l i n é a i r e .  

K c X ,  cône convexe fermé. 

r ( K )  = {y E X' 1 < y ,  x> 2 O ,  Yx E K) cône po la i re  de K. 

f : K -+ P(X1) app l i ca t ion  multivoque. 

L'extension du problème de l a  complémentarité généra l i sé ,  qu'on consi- 

dère ,  e s t  de t rouver  x E X : 

3. THEOREME DE KY FAN 

Nous a l l o n s ,  donner l e  théorème de K y  Fan ( C l ] ,  C l O ] ) ,  qu'on u t i l i s e r a  

dans l a  démonstration du p r i n c i p a l  r é s u l t a t  de ce paragraphe. 

Soienit, K c X convext campa&, A c K x K Zd que : 

i )  (x ,  x )  E A ,  Yx E K 



2) Vy E K,{ x E K : (x, y) E A) detuné. 

.üi] vx E K, (y E K : (x, y) 4 AI convexe (ou v i d e ] .  

ALOU, 

3; E K : X K c A .  

Preuve : 

(cf. El], [lOI). 

Nous donnons, maintenant le théorème analogue, pour une paire d'espaces 

de Banach réflexifs, réels, distincts. 

Soient, K~ c x convexe compact ; K2 c X i  convexe, (mE non vide ; 

A c K~ x K~ tel que : 

ü] Vy E K2, {X E K1 : (x, y) AI convexe eA non vide.  

ui) vx E K ~ ,  {y c K? : (x, y) 4 A)  convexe (ou v i d e ) .  

ALOU, 

Preuve : 

(cf. 117, 1103). 

Nous rappelons, le lemme dû à Karamardian C61, qui montre l'équivalence, 

entre l'extension du problème de la complémentarité généralisé et le problème 

d'inégalités variationnelles généralisées. 



Le problème d'inégalités variationnelles généralisées, qu'on considère, 

est de trouver x E X : 

x E K, y c f ( x ) ,  <x' - X, y> 2 0, Yx' E K (11) 

S o a ,  K c x cône convexe ( m é .  Aloa : 

4. SUR L'EXTENSION DU PROBLEME DE LA COMPLEMENTARITE GENERALISE 

Avant de donner, le principal résultat de ce paragraphe, nous rappelons, 

la notion d'internat algébrique, qu'on notera par iK(C), d'un sous-ensemble C 

relativement au sous-ensemble K d'un espace vectoriel. 

D é ~ / : W o n  4.1. (cd .  J .  B a h  e;t R .  Fowrneau C41 ; R . B .  fioheb C53) 

Soient, K e,t c deux sou-ensembleb d'un edpace vectotLieR, a l o u  : 

a c iK(C), s i  sademe& h i ,  Vb E K\{a), 3x c la, bC : Ca, XI c C. 

Nous donnons, maintenant, une condition suffisante d'existence des 

solutions de l'extension du problème de la complémentarité généralisé. 

Soieat, K c x cône, convexe,  né ; f : K -+ P(X'). 

On suppose que : 

i) 3C c K ,  convexe compact t e l  que : 
i -  i ) f hu&&inte à C ait sup-continue. 
i-2) Vx E C, f(x) convexe, compacte. 
i-3) Ux c C\iK(C), 3u E iK(C) : Cu-x, y> S O, Yy c f(x). 



Preuve : 

Posons : A = ( (2 ,  x )  E C X C : sup < z - x ,  y> 2 O) 

y E f ( x )  

Montrons que A v é r i f i e  l e s  hypothèses du théorème 3.1. 

i )  (x ,  x )  E A ,  Yx E C .  

i i )  5rz E C ,  ( X E  C : ( x ,  Z )  E A}  = {x E C : sup < z - x ,  y> 2 0 )  

y  E f ( x )  

Montrans que l ' a p p l i c a t i o n  x  -t sup < z -  x,  y> e s t  S.C.S. 

y E f ( x )  

Soient,  z  E C ,  oi C R ,  Sa = {x r  C : sup < z - x ,  y> 2 a} e s t  fermé 

y  E f ( x )  

En e f f e t  : s o i t  (xn)nEN s u i t e  de Sa : x + 2 n 

C convexe, compact 1 
Yx E C ,  f(x) compact U f ( x )  compact 

xr C 1 ... 
f S . C .  y, r  f(xn) C U f ( x )  

XE C 

X 

... 
f S . C .  - - 

cl S l i m  <z - xn, y, > = < z - x ,  y> 
ncN' 



donc, l ' a p p l i c a t i o n ,  x + sup < z - x ,  y> s.c.s., p a r  conséquent, 
y E f ( x )  

l 'ensemble (x E C : sup <z - x,  y> r 0) fermé. 
y E f ( x )  

i i i )  Yx E C ,  {Z E C : (x ,  Z )  k A} = ( z  E C : sup < z - x ,  y> < 0) convexe. 
y E f ( x )  

donc, d 'après l e  théorème 3.1., on a : 3; E C : {#) x C c A. 

- 
c 'es t -à-d i re ,  3; E C : çup < z -  x,  y> 2 O, Yz E C 

y E f ( # )  

Par  a i l l e u r s ,  posons maintenant : 

- 
B = {(y ,  x )  E f ( # )  X C : < x - X ,  y> 2 0). LILLE @ 
Montrons, également que B v é r i f i e  l e s  hypothèses du théorème 3.2. 

- 
i)  l ' a p p l i c a t i o n ,  ( x ,  y )  + < x -  x, y> e s t  continue 

f(#) compact I B fermé. , 

C compact 

ii) x E C ,  {Y E f(;) : (y, x )  E A) = {y E f(X) : <x-G,  y> L O) 

- 
y -+ < x - x ,  y> continue 

f(X) compact 

... => {y E f(;) : <x-;, y> 2 01 # 1 => (y E f (X) : < x - # ,  y> -2 0) 

f(#) convexe 

e s t  convexe e t  non vide. 



- 
iii) Yy E f ( # ) ,  {x E C : (x ,  y )  # A) = {x E C : < x -  x, y> < 01 e s t  convexe 

(ou v ide ) .  

Donc, d''après l e  théorème 3.2., on a : 3y E f(X) : {y) C c B. 

c 'est-à-dire,  3y E f(X), <x-X,  Y> 2 O,  Yx E C .  

- - 
Par conséquent, 3; E C ,  y E f(#), < x - x , y > Z  O ,  Yx E C ( 2 )  

Pour compléter, l a  démonstration, il s u f f i t  de montrer que c e t t e  der- 

n i è r e  i n é g a l i t é  r e s t e  v r a i e  pour Yx r K. 

Pour c e l a ,  on d i s t ingue  deux cas : 

S i ,  E iK( C) , s o i t  x1 K \ C ,  un point  a r b i t r a i r e ,  posons 

x = t x  + (1- t ) # ,  a l o r s  x2 E K ,  Y t  E 10,lC 2 1 

E iK(C) ... 

déf .  4.1. J 
... -> 3 t  > O a s sez  p e t i t  : 

- - 
=> O s <x2-X, y> = t < x l - x ,  y> 

t > O  

S i ,  # C i K ( C ) ,  s o i t  x1 E K \ C ,  a r b i t r a i r e  ; posons x - t x l  + ( 1  - t )u 2 - } ... 
Hyp. i . 3 )  

... => 3t  > 0,  assez  p e t i t  : X2 ' CI 



- - 
Donc, 6 E C ,  y E f(X), < x -  x, y> 2 O ,  VX E K) 

lemme 3.3. f 

Remarque : 

i) S i ,  on remplace l ' i n t é r i e u r  algébrique i (C) de C relat ivement à K ,  K 
p a r  l ' i n t é r i e u r  topologique i n t  (Cl de C re la t ivement  à K ; d é f i n i  p a r  : 

K 
z E in tK(C)  <=> z E C ,  3 V  E V(x) : V n (K\C) = 0. 

X 

On o b t i e n t ,  l a  condit ion de c o e r c i v i t é  i n t r o d u i t e  p a r  Takahashi e t  

l e s  a u t r e s  Cl01 ; Puisque in tK(C)  c i (C), c e t t e  dernière  condit ion e s t  p lus  
K 

f o r t e  que not re  condi t ion  i-31, donc on a  l e  théorème 3.1. C I O ] .  

5. SUR LES APPLICATIONS : MONOTONES, COPOSITIVES, PSEUDOMONOTONES ET PROBLEME 

DE LA COMPLEMENTARITE GENERALISE 

Dans, ce paragraphe, on considère des app l i ca t ions  multivoques, spé- 

c i a l e s ,  in tervenants  dans l e s  avpl ica t ions .  On montrera p a r  l a  s u i t e  que l a  

condit ions i -3)  du théorème 4.2. e s t  s a t i s f a i t e  pour ces app l i ca t ions .  

5.1. Appl ications : Monotones, coposi tives, pseudornonotones 

Soient ,  X espace de Banach r é f l e x i f  r é e l ,  muni de l a  norme 1 1 1 1 .  
X '  son dual topologique 

K c X ,  sous-ensemble 

f : K -+ P(X'). 



4) f : K + P ( x l )  est  monotone, b b i ,  

Yx, y  E K ,  Y# c f ( x ) ,  qy E f ( y ) ,  < x - y ,  :-Y> 2 0. 

ik) f : K + P(x l )  ut b;ttU&eJnent monotone, b h i ,  

Yx, y E K ,  Y: E f ( x ) ,  Y? E f ( y ) ,  < x - y ,  #-Y> > 0. 

iii) f : K + P(xv  ) est 60tL.tement monotone, a h i  

qa > O : VX, y  E K ,  Y; E f o x ,  Y$ E f ( y ) ,  < x - Y ,  X - Y >  2 a1 1x1 1 2 

fi) f : K -i P(xl  ) ut bottement  c o p o b ~ v e ,  b a i ,  - - 2 3a > O ,  S E f(O) : YX E K ,  f ( x ) ,  <x, y -  z> 2 ~111x11 . 

On a  l e  lemme suivant  qui  e s t  une conséquence immédiate des dé f in i -  

t i o n s  données p lus  haut.  

S i  f ut monotone ( f ~ u p .  hitrUc. monotone, ou botr;tment monotone) &OU, 

f ut copoaL.Cive ( n u p .  4ZtLc2. copobiAive, ou ~otL.temell;t copoaLt ive) .  

5.2. Applications multivoques fortement copositives et extension du problème 

de la compl émentari té général i s é  

Nous a l l o n s  montrer, dans ce paragraphe, que s i  f est une appl ica t ion  

multivoque fortement coposi t ive ,  sur un espace de Banach r é f l e x i f  r é e l ,  a l o r s  

sous ce r t a ines  condit ions du théorème 4.2., l ' ex tens ion  du problème de l a  com- 

p lémentar i té  généra l i sé  admet une so lu t ion .  



Théo/rème 5 . 2 . 1  . 

Soienz, K c X cône, convexe, d m d  ; f : K + P ( x l  1. 

i )  Vx E K, f ( x )  convexe, cornpu&. 

2) f sup-conzXnue. 

Lü) f 40uwneMR c o p o ~ X v e .  

Alou,  3: E X : 

X E K y  y E f(X) n r (K) ,  CG, y> = 0 .  

Preuve : 

- 
f fortement coposi t ive  => 3a > 0 ,  z E f ( 0 )  : Yx E K,  y E f ( x ) ,  on a : 

- - 2 <x, y - = >  2 a1IxII  . 

S o i t ,  

C = (x E K 1 l l x l l  I I lzl l ' /a)  convexe, f e r n é ,  borné d'un espace de 

Banach r é f l e x i f  r é e l ,  donc C est un compact, e t  O E iK(C). 

s o i t ,  x  E c \ i K ( c )  => I l x l I  = I l i l I i / a=>  ~ l l x I l ~  - IIIII' IIxII = 0 (1) 

d 'au t re  p a r t  - : 



Hyp. i ) + i i )  i "' 
théorème 4.2. 

5.3. Appl ications mu1 tivoques pseudomonotones et extension du problème 

de 1 a complémentarité général ise. 

Nous a l l o n s  montrer, également dans ce paragraphe, que s i  f  e s t  une 

appl ica t ion  multivoque pseudomonotone, e t  sous une condition de s t r i c t e  

r é a l i s a b i l i t é ,  a l o r s ,  sous ce r t a ines  condi t ions  du théorème 4.2., l ' ex ten-  

s ion  du problème de l a  complémentarité généra l i sé  admet une so lu t ion .  

i )  On &A que l ' e r t emion  du P.C.G. est  ~ é U a b l e ,  a i  3xo r x : 
xO E K,  f (xo)  n r(K) # 0. 

i i )  On &A yue l ' e z t e ~ i o n  du P.C.G. ut a&&. hGuLbabte, a i  
3x0 r X : x E K ,  f (xo)  n I'T(K) # 0. O 

Yx, y  E K ,  Y; E f ( x ) ,  Y? E f ( y ) ,  < x - y ,  Y> 2 O=> < x - Y ,  #> 2 O. 

PhoNéXé 5.3.3.  

f mulXvoyue monotone a f mWvoque paeudomonotone. 

Nous rappelons, un théorème de Ky Fan E21, qu'on u t i l i s e r a  dans l a  

s u i t e .  



SoienZ x ct Y deux e .1 . c . s .  t r é a ,  en ciuaLLté4 ; K c x ~0~~6-emernble .  

On huppohe que : K es$ detuné powr la ;topologie a(x, Y). 
O 
r(K) # 0 eAR @Vné poutr Xopobgie T(Y, X). 

alam,  K U R  cornpl& e.t loCaeem& compact powr la ZopoLogie a(x, Y). 

O 
Si, de p h ,  3h E l'(KI : h (en Auld que dome f i n é & . e  de X) botnée 

autr x,  do^ K U R :  compac;t powr la Ropologbe O( X , Y ) . 

On peut, maintenant, donner le théorème qui assure ltexiste;~ce d'une 

solution de l'extension du problème de la complémentarité généralisé pour les 

applications multivoques pseudomonotones. 

Théotrème 5.3.5. 

Soiertt, K c X cône convexe, @r.mé ; f : K + P(x'). 

2) f sup-continue 4uh K. 

Preuve : 

O 
Soit, y* E f(xo) n r(K) et posons : S = (x E K : <x- xo, yo> 5 O} 



a l o r s ,  on a : 

C convexe, fermé pour l a  topologie O(X, X'). 

. . . => S e s t  convexe, compact pour l a  topologie O(X, X '  1, donc 3P > O : S 

e s t  contenu dans l ' i n t é r i e u r ,  de C = B(xo, P) n K ,  pour l a  topologie O ( X 1 ,  X). 

Par conséquent : 

S i  x E C \ i  ( C )  => x 4 S => < x - x  K 

f pseudomonotone 

Donc, Yx r C \ i K ( C ) ,  3x0 E iK(C) : <x-  x , y> 2 O ,  Vy E f ( x )  
O 1 

H .  i + i i  

théorème 4.2. 
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Le t r ava i l  r pour ba t  lt(tude du p r o b l h e  de la e&l 

Plus préc iehent ,  nous nous sommes intéressés  B l a  clpsiire ,de 

èaractSr$s6e cornine et- I ' m e ~ ~ b l e  dies matrices M p u r  1- 

b l h e  de l a  c o m p l ~ n t a r i t l  l i n ~ k i r e  ; Ilui - M - q, 2 0, 

admet une aolktioa Oq E xn. Nous introduisone la classe de  

adéquates et noug donaa~s  une condition néceseaire et suff 
(Chapitre 1). Nous proposons, par l a  s u i t e  un marquage de 

d'un algorithme d'approximation simpliciale bas6 sur ce 

d'avoir une approximation simplikiale de l a  solution du p r o b l h e  tie l a  corn- 

p l b t a r i t g  non Z i d a i r e  : Trouver x (E R" : x 2 O, f(x) 2 O, x * P b )  - 0. &lie 

condition de convergence e s t  donnée {chapitre 2), Zes Clmpftres 3 et 4 sang. 
consacf& h .  3 'extension d'un thgarbe de Ry p8n ; Nous uobteauns es<entf alZem&~t 

1 

c m  rçniltit un tbior8m dte!atî@.ilfe&tt pour la prob lbe  de 1. cmpl&mntari~ 
g4néraf 9eb t Trower x É K : f ( x )  e: l' CR), ex, f Cr), - ,O. Hous glkneralisons a i . 
des espaces de dineo.ion i n f i n i  errtiiru rdstiltits de Karmyrdiin e t  Woré. 

I 

bbts CI Cs : W u p l e i ~ n t a r i r i .  Classes de matrices. Approximation simpliei ;le. 

IneigÉlitGe variationnelles. 




