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Nous avons entrepms ce travail dans le but dtétabZ.ir un modèle de 

ligne à retard et de simuler son fonctionnement ; Ze modèle obtenu est 

destiné à être intégré dans le code de Conception Assistée par Ordinateur 

de circuits ézectroniques ASTEC III, écrit à la Direction des Applications 

Militaires du Commissariat à Z'Energie Atomique et comercialisé par Za 

Compagnie Internationale de Services Informatique (CISI). 

Au chapitre 1, nous verrons que le coeur du problème est celui de 

Z'inversion numérique de la transformation de Laplace, mais avec cette 

particularité que la méthode choisie doit fournir un approximant rationnel 

de Za fonction à inverser dont tous Zes pôles aient une partie réetle stric- 

tement négative. C'est pourquoi nous nous sommes tournés vers des méthodes 

basées sur l'utilisation des polynômes de Laguerre. 

Au chapitre II, nous rappelons Za définition et les propriétés des 

polynômes de Laguerre et des fonctions qui s'en déduisent. Ces propriétés 

en font des instmunents bien adaptés à l'inversion de Za transformation 

de Laplace. Puis nous présentons Zes principales méthodes dont nous nous 

somes inspirés. 

La méthode originale que nous proposons en est une synthèse. Nous 

Z'ezposons complètement au chapitre III. Etant donné une fonction F de Za 

variable complexe s O s nous proposons de Z 'approcher par Za fonction 8-Y m ( s-c-a rationnelle FN( s )  = 1 am 
m+l 

où c est un réel correctement choisi, 
m=o (s-c+a) 

a un param2tre réel strictement positif et les coefficients am ceux du déve- 

loppement en série de Taylor de la fonction 

ct N- 1 -at L'inverse exact de FN, fN(t) = e 1 am e L (2at), Lm désignant m m=o 
Le mihne poZy2bme de Laguerre, est alors pris come valeur approchée de 

l'inverse f de f au pointt Nous montrons que si F est telle que Za fonction 

(s*) F(s) n'est pas singutière d Z'infini alors sa cotransformde (son inverse) 

f est définie et continue sur les réels positifs, la suite fN convergeant uni- 

formément vers f sua tout compact C0,TI. 



S i  ce t te  hypothèse n'est  pas sa t i s fa i te ,  on peut toyjours supposer 

Z 'existence de ta cotransfomée mais la  convergence obtenue n 'est  qu 'au 

sens des moindres carrés. 

L'avantage décis i f  de ce t t e  méthode, comme nous t e  verrons au chapitre 

I V ,  e s t  que pour calculer une approximation de fnous n'avons besoin que des 

valeurs de F en certains points précis e t  de la  !Transformée de Fourier Discrè- 

t e  de ce t te  sui te  de valeur. Cette dernière peut être calculée rapidement 

e t  précisément à l 'aide des a l g o r i t h e s  de Transformée de Fourier Rapide. 

Le paramètre a joue  un grand rôle dans la minimisation de l'erreur 

d'approximation. Au c h p i t r e  V nous proposons certains choix de ce paramètre 

lorsque l a  fonction à inverser e s t  méromorphe. 

Au chapitre V I ,  nous donnons l e s  d i f férents  sous-progrmes que nous 

avons écr i t  ou u t i l i s é s ,  ainsi  que l e  progrme principal, dans l e  cas de 

Z 'inversion d'une fonction provenant d'un problème d 'é lec tr ic i té  vois in de 

celui  de la modélisation d 'une ligne à retard. 

Nous concluons, au chapitre V I I ,  par une étude nwnérCpe qui i l l u s t re  

l 'influence des d i f férents  paramètres e t  confirme l e  phénomène de convergence 

au sens des moindres carrés ou uniforme selon que l ' i n f i n i  e s t  ou non une 

singularité de (s+a)  F( s ) . Nous véri f ions 2 ' e f f icac i té  de 2 'algorithne proposé 

sur des fonctions t i rées  de problèmes de la physique. Nous en conclurons que 

Z'approximant rationnel FNisl des fonctions de transfert d'une ligne permet 

de modéZiser une ligne de transmission. 



CHAPITRE 

LA TRANSFORMATION DE LAPLACE ET SON UTILISATION 

EN ANALYSE DES CIRCUITS ÉLECTRIQUES, 



Après avoir rappelé la définition et les propriétés fondamentales 

de la transformation de Laplace, nous montrons comment la transformée de 

Laplace est utilisée en analyse des circuits électriques. Notre propos 

n'est pas de décrire de manière complète l'application de la théorie des 

systèmes à l'analyse des circuits électriques mais d'expliquer pourquoi 

nous sommes amenés à choisir parmi les méthodes d'inversion celles qui 

fournissent un approximant rationnel de la fonction à inverser dont les 

pôles aient tous une partie réelle strictement négative. 

L'essentiel de ce chapitre est tiré de Henrici Cl1 

112 - DÉFINITION ET PROPRIÉTÉS D E  LA TRANSFORMATION D E  LA PLACE^ 

Soit fi l'espace des fonctions de la variable réelle à valeurs complexes 

satisfaisant les conditions suivantes : 

i )  f(t) est définie pour tout t réel et identiquement nulle pour t < o. 

i i )  f(t) est continue par morceaux sur l'ensemble des réels strictement 
+ positif IR* . 

+ i i  i  ) La limite f(0 ) n'existe pas forcément mais 1 f(t) 1 est intégrale au 
voisinage de O. 

S o a  f E fi, la .tta~adutvnée de Laplace F = Lf de f es2 la dondon  

dédinie patr : 

p o u  ;ta& mmbtre complexe s que c&e X é g d e  c o n v w e .  

L'ensemble de tout les nombres complexes pour lesquels cette intégrale 

converge est appellé domaine de convergence simple et noté C(f). Concernant 

ce domaine de convergence nous avons le théorème suivant : 



S'il est  non vide, l e  domaine de wnvengence de Lfaégtraee de Laplace 
eslt soLt l e  plan complexe .to& evuXa, 6 0 a  un demi-@.an t h o i t  pouvanit c o n t w  

c W  ou XOUA l e s  p o d  de lu &ttaLte q I û  l e  d W e  L e .  : 

3 4 f  E IR t d  que : 

- on ne p u  &ien h e  en ce q u i  concane l e s  p0Lnt-â d é b u  

patt Re(s) = uf. 

u appdée aboi66e de convengence bimple de ltLntég&a.îe de Laplace. 

Sur ce domaine C(f), la transformée de Laplace F de f vérifie les 

deux propriétés fondamentales suivantes : 

SOM f E fi, % E R d o u  F = Lf e6.t avdyüque powr XQ& complexe 

v é > r x d d  Re(s) > ~ r f .  

SaLt f E 0, F = L f ,  s un mmhe comflexe donné de ~(f), dom 
O Tr 

qudque AOM 6 v W ~ h n t  O I jf3 < : 

powrvu que s .tende v m  l t u l d . b i  ckw l e  cône SB = {s, l a r g  (s-so)l 5 81 

Nous supposerons que les règles opératoires de la transformation 

de Laplace sont connues et, à l'exception de celle-ci que nous utilisons 

très souvent, nous ne les rappellerons pas : 



PtropbiiZté 1 . 2 . 3 .  

s t  
SoLt s un cornflexe, u t o u  pow&uX s t e C  pue s - so E ~ ( f ) ,  e  O f ( t )  

O 

adnet conne tiuuisdomée de Laplace F(S - s0), où F daigne -6omze de 
Laplace de f. 

Pré i ons un point  de vocabulaire : 

Nos app&aons caxYuxvlb~atunEe d t  une donc*tCon de la v ~ b l e  complexe 
F(S)  d o n  h u m e  patr lu ~ ~ o n m ~ o n  de Laplace. C U e - c i  n'exislte p u  
;toujout~6. 

I , 3  - SYSTÈMES ET FONCTIONS DE TRANSFERT, 

Les p ropr ié t é s  opéra to i res  de l a  t r a n s f o m a t i o n  de Laplace f o n t  de 

c e l l e - c i  un instrument part icul ièrement h ien  adapté à l a  r é so lu t ion  des équations 

in tégro-di f f  é r e n t i e l l e s  . 
En e f f e t ,  s i  f e s t  l a  so lu t ion  d'une t e l l e  équation, s a  transformée de 

Laplace F s a t i s f a i t ,  e l l e ,  une équation algébrique beaucoup p lus  f a c i l e  à 

résoudre. 

En é l e c t r i c i t é ,  on peut concevoir les c i r c u i t s  comme des  systèmes qu i  

à un c e r t a i n  s igna l  d 'ent rée  f o n t  correspondre un s i g n a l  de s o r t i e  d é f i n i  
1 

par  x2 = T . X ~ T  é t a n t  l a  t ransformation r é a l i s é e  par  l e  c i r c u i t .  Dans l a  quas i  

t o t a l i t é  des  problèmes t r a i t é s ,  les signaux d 'ent rée  e t  de s o r t i e  sont  des 

fonct ions  du temps q u i  appart iennent  à !J e t  il e s t  poss ib le  de d é c r i r e  l e  système 

à l ' a i d e  d'une équation i n t é g r o - d i f f é r e n t i e l l e  à c o e f f i c i e n t s  cons tants .  

La transformation de Laplace permet a l o r s  de  s i m p l i f i e r  cons2dérablement l ' u t i -  

l i s a t i o n  de l a  t h é o r i e  des systèmes. 

Considérons pa r  exemple l e  c i r c u i t  é l ec t r ique  suivant  : 



oh R désigne la résistance du circuit, C sa capacité, L l'inductance et u 

la tension imposée aux bornes de ce circuit. On cherche à connaitre l'intensité 

i( t ) du courant qui le parcourt. 

u(t) est le signal d'entrée du système, i(t) le signal de sortie. 

L'application des lois de Kirchoff conduit à décrire le système à l'aide de 

l'équation intégro-différentielle suivante : 

On suppose qu'à l'instant t=o le circuit est parcouru par une intensité 

nulle. 

Considérons alors U(s) et I(s) les transformées de Laplace respectives 

de u et i et appliquons la transformation de Laplace à l'équation précédente, 

il vient : 

Soit : 

que nous écrivons : 

G(s) est appelée la fonction de transfert du système. On voit sur 

cet exemple que la transformée de Laplace du signal de sortie est le produit 

de la transformée de Laplace du signal d'entrée par la fonction de transfert 

du système. 

Nous définirons : 



t&e que la .OrmudomGe de Lapluce xl(s) du aigignae d ' m é e  xl(t) et la 

m a d o m n é e  de Laplace x2(s) du 6 4 d  de aohtie x2(t) vWdLen t  une t r ~ a t i o n  

du t ype  x2(s) = G(S).X~(S) . G(S) ut appdée d o n d o n  de .Ouzmdeht du système. 

Un ay~tème est 2:able a i  un b.ignal d ' e n a é e  bokné ptrad~& un a4na.t 

de a o ~ e  botrné. 

En conception assistée par ordinateur les circuits considérés sont 

des circuits à constantes localisées dont les fonctions de transfert, comme 

celle de l'exemple, sont rationnelles. Pour de tels circuits, on démontre : 

Une c o W o n  nécabaite  et &ud&i~an;te pouh qu'une d o n d o n  a.aLion- 

n&e G(S) a o d  la d o n a o n  de d'un 4yh$be a;table es t  que &UA 

l e s  pôles de G(S) aient une p M e  ké&e a.tructement n é g d v e .  

Malheureusement, les lignes de transmission sont des circuits spéciaux 

dont les constantes sont réparties sur toute la longueur de la ligne et la 

fonction de transfert d'une telle ligne comporte des fonctions transcendantes. 

Fournir un modèle de ligne compatible avec un code de C.A.O. de circuits élec- 

troniques, c'est fournir un "'bon" approximant rationnel de la fonction de 

transfert . 

De plus, une ligne étant un système stable, il faudra choisir un 

approximant rationnel dont tous les pôles aient des parties réelles strictement 

négatives, ce qui exclut les approximants de Padé dont on ne connaît pas à 

priori les pôles. Il peut alors être intéressant d'utiliser les approximants de 

type Padé C21. 





Il  e x i s t e  une abondante l i t t é r a t u r e  sur l ' i nve r s ion  numérique de l a  

t ransformation de Laplace qui  e s t  un problème constant  du numgricien, dans 

des app l i ca t ions  t r è s  diverses.  De nombreuses méthodes son t  basées sur 

l ' u t i l i s a t i o n  des polynômes e t  des  fonct ions  de Laguerre. E l l e s  ont  tou tes  

en commun l 'approximation de l a  fonct ion  à i nve r se r  par  une fonction ra t ion-  

n e l l e  dont l 'unique  pôle mul t ip le  a  une p a r t i e  r é e l l e  s t r ic tement  négative. 

E l l e s  sont  donc suscept ib les  de nous f o u r n i r  l e  modèle de l i g n e  que nous 

recherchons. 

Nous commencerons par  r appe le r  l e s  définitions e t  les p ropr ié t é s  

des polynômes e t  des fonct ions  de Laguerre. Puis  nous présenterons l e s  

méthodes qu i  nous ont  paru l e s  p lus  s i g n i f i c a t i v e s  e t  q u i  u t i l i s e n t  ces  

fonctions.  

a )  --- Polynômes ----------- de Laguerre. ----- 

NOUA a p p e U e t r o m  polynôme d e  Lagume d e  d e g t é  m Le polynôme L m 
d é d i n i  p m  : 

m 
L (x)  = ( - l l r  m! r 
m r = o  (m-r)! (r! ) 2 

PtraphLeté 1 1 . 2 . 1 .  FONCTZON GENERATRI C E .  

w 
exp(-xt/(l-t ) 1 

l-t = 1 LJx) tm. m=o 

P m p a i e t é  1 1 .  2 . 2 .  ALiTRE EXPRESSION. 



L e s  polynômes de Lagume hont  o&thonomaux hm Co, pom la 
$onction p o h  eeX : 

PirophietE 11 .2 .4 .  FOUMULESDE RECURRENCE.  

(m+l) Lm+l(~) = (2m+l - x) Lm(x) - m L m- 1 (x) 

b) Fonctions de Laguerre. 
- - - - - - - m m - - - - - -  ----- 

V é b i f i o n  11 .2 .2 .  

Nous app&ehon.h donaS.on de Lagume d' o&e m eA noua notehom : 

PtroptLZé 11 .2 .5 .  

L e s  doncltionh de h g u m e  bornent un biybti?rne o&thonorné Italtae, o o a  
2 une b u e ,  de L (O,-). 

Démonstration. 

a) Orthonormal i té. -------------- 

Elle découle directement de l'orthonormalité des polynômes de Laguerre 
-x 

pour la fonction poids e . 



En f a i s a n t  l e  changement de va r i ab le  x = 2 a t ,  on o b t i e n t  : 

b) Totalité. -------- 

L'essen t i e l  de l a  démonstration est t i r é e  de C31. Une condit ion nécessaire 

e t  s u f f i s a n t e  est que : (C31 p. 120) 

a l o r s  f e s t  n u l l e  presque pa r t an t ,  c ' e s t  à d i r e  sauf sur un ensemble de 

mesure nu l l e .  

Posons g ( t )  = f ( t )  e t  puisque f É L;(O, +) e t  e -" i L 2 ( o , ~ ) ,  

g ( t )  s L1(O. -1. 

En regardant  l ' express ion du polynôme de Laguerre, on s ' ape rço i t  

que l ' o n  a seulement besoin de montrer que : 

. + 
si g ( t )  tm d t  = O ,  pour m = 0,1, ..., a l o r s  p = o.p.p. 

O 

avec g E L1(o, -1. 

Considérons G(s) l a  transformée de Laplace de g 

puisque g E L (O,  9 ) ,  G(s) e s t  dé f in ie  pour t o u t  s v é r i f i a n t  Re(s) 2 o. 1 
Par s u i t e ,  G(s) e s t  analyt ique dans l e  demi-plan Re(s) > 0. 

Nous a l l o n s  maintenant montrer que G(s) e s t  n u l l e  ce qu i  prouvera que 

g = O presque par tout  puisque deux fonct ions  ayant même transformée de Laplace 

sont  égales  presque por tant .  



Pour c e l a ,  montrons que l a  s é r i e  n u l l e  : 

converge vers  G(s) ,  sur l ' i n t e r v a l l e  r é e l ,  O 5 s < a. 

En e f f e t  pour s r é e l  p o s i t i f  : 

s o i t  : 

par  s u i t e ,  en notant  S l a  somme p a r t i e l l e  jusqu'à l ' o r d r e  N - 1  de l a  
N 

s é r i e  considérée : 

par  s u i t e  Y s  v é r i f i a n t  O I s < a 

i i m  IG(s) - sNI = O 
N-t+03 

e t  par  prolongement G(s) est nu l l e  s u r  Re(s)  > 0. 

Ce qu i  démontre que g ( t )  est n u l l e  presque p r t o u t . /  



La donction de Lagueme d'0ui.m m, L ( t ) ,  &et corne a h w d o m n é e  
m 

de Laplace : 

Ce t r é d W  o'obtient 4am peine à t 'a ide  de la phowété 7 1 . 2 . 2  e;t d u  

trèglu o p e t r a t a h u  de la ~ m ~ o m n a Z o n  de Laplace. 

11.3 - PRINCIPALES MÉTHODES D' INVERSION NUMÉRIQUE DE LA TRANS- 
FORMATION DE LAPLACE BASÉES SUR L'UTILISATION DES POLY- 
NOMES DE LAGUERRE. 

Dans l e u r  a r t i c l e  s u r  l a  modélisation d'une l i g n e  à r e t a r d  C41, 

Lubell e t  Melzer proposent l a  méthode suivante de cons t ruct ion  d'un appro- 

ximant r a t i o n n e l  d'une fonction de t r a n s f e r t  : 

Soi t  F c e t t e  fonction de t r a n s f e r t .  So i t  f s a  cotransformée 

supposée de c a r r é  somrnable. f e s t  developpée sur l a  base des  fonct ions  de 

Laguerre 

F ( s )  peut " d 0 t ~ 6 "  ê t r e  approchée pa r  l e s  sommes p a r t i e l l e s  de l a  s é r i e  : 

Le théorème de Planchard-Perceval, donne ensu i t e  comme expression des  coef- 

f i c i e n t s  b : m 



la deuxième intétrale pouvant se calculer à l'aide du théorème des résidus, 

ce qui conduit à : 

Nous voyons qu'en fait Lubell et Melzer supposent que : 

- F( s) est inversible, 

- sa cotransformée est de carré sornmable, 
- F(s) est analytique pour Re(s) 2 0, 

- ses dérivées successives en a sont connues, 
- la série (1) est convergente. 

L'intérêt de leur méthode est que la somme partielle à l'ordre N-1 : 

est un approximant rationnel de F(s) de pôle strictement négatif, c'est à 

dire qu'il fournit un modèle de ligne stable. De plus, les résultats numériques 

qu'ils obtiennent montrent que leur méthode est performante. 

Bars et Mayers C51 proposent un algorithme d'inversion de la transformée 

de Laplace dans le cas où celle-ci est déjà une fonction rationnelle. En 

lui-même, cet algorithme ne nous intéresse pas. 

Mais Bars et Mayers se servent d'une fonction génératrice pour calculer 

les coefficients du développement de la cotransformée sur la base des fonctions 

de Laguerre. 



Supposant que la cotransformée f(t) de F(s) est développable 

en série de fonction de Laguerre : 

s-a ils considèrent le changement variahle z = ta(s) - s+a et la fonction 

H(z) = (s+a) F(s), soit : 

Ils considèrent alors le développement en série de Taylor de H[z) : 

H(ta(s) 
ce qui donne pour F(s) = s+a 

Ils en déduisent alors que bm & = am ce qui leur permet de construire f(t) 
dans le cas où F(s) est une fonction rationnelle. 

c )  Algorithme -- -------------- de Wing (1967). 

Wing [ 6 ]  suppose également l'existence de la ~~transformée et son 
2 appartenance à L (O, +a). Il se propose alors de la développer sur un espace 

de fonctions orthogonales : 

et considère que F(s) s'écrit : 



ce  qui  e s t  v r a i  formellement. 

I l  considère a l o r s  l a  fonction : 

est évalue c e t t e  fonct ion  en s = c +i.w, il o b t i e n t  : 

iw-a )m (iw+a) F(c+iw) = 1 a m (- iw+a 
mra 

iw-a i e  - UL~-a comme - = 1 il pose e - - 8 
1 iw+a 1 , s o i t : w =  a cotg -, ce q u i  donne : iw+a 2 

e e i e 
Cia cotg - + a l F ( c + i  a cotg  = 1 am e m 

2 m O 

Bien s û r  t o u t  c e c i  n ' e s t  pas j u s t i f i é  e t  peut même ê t r e  faux comme 

nous l e  verrons. Wing a d ' a i l l e u r s  quelques problèmes pour évaluer  l e  premier 

membre de (1)  au voisinage de 8 = O. Mais l ' i n t é r ê t  p r i n c i p a l  de l a  méthode 

de Wing e s t  que l ' é g a l i t é  (1) l u i  permet d ' u t i l i s e r  l ' opé ra teur  de Four ier  

Discret  e t  l e s  algori thmes de Transformation de Fourier  Rapide pour c a l c u l e r  

les coef f i c i en t s  a du développement de f ( t )  sur l ' espace  des  fonct ions  m -at e Lm(2clt). I l  n 'a  a l o r s  besoin que des va leurs  numériques de F ( s )  en cer- 

t a i n s  points  du plan complexe. 

L ' a r t i c l e  de Tricomi C71 e s t  t rès  rarement c i t é  dans l a  l i t t é r a t u r e  

sur l a  transformation de Laplace. Pourtant  il a démontré l e  théorème suivant ,  

q u i  suggère une méthode d ' invers ion  de l a  t ransformation de Laplace, e t  dont 

nous avons essayé de donner l a  t r aduc t ion  : 

SoLt F(S) une fjo&n anaLgaXque et t é g u l i e t r e  à &'infjini he compot- 



où L u  coed&icients a hont ceux du dévcLoppement de & do&n (s+b)  F ( S )  m 
s+b-1 en 4iMe de p.Ahance de a = - 

s+b ' 

De p h  .ta 4 X e  ( 1 )  convuge unidamément hm t a u t  Le demi-axe 

t > o. 

La connaissance des  coe f f i c i en t s  a du développement de H(a) = (s+b)F(s)  
s+b-1 m 

o ù a = -  
s+b 

en s é r i e  de Taylor, permet donc à Tricomi de c a l c u l e r  f ( t ) .  

Son point  de vue e s t  analogue à c e l u i  de Bars e t  Mayers mais l ' i n t é r ê t  

p r i n c i p a l  de s a  méthode e s t  q u ' e l l e  l u i  permet de démontrer l a  convergence 

-niforme du développement u t i l i s é  e t  l ' e x i s t e n c e  de l a  cotransformée. 

La _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  méthode de Van Iseghem _ _ _  (1981). 
Dans s a  thèse  s u r  l e s  app l i ca t ions  des  approximants de type  Padé, 

Van Iseghem C81 propose également, lorsque F ( s )  e s t  analyt ique dans l e  demi- 

p lan  Re(s) > O, de l ' é c r i r e  sous l a  forme : 

e t  démontre : 

F(S) = 1 am 
( s-a )m 

m + l  
m>o ( s+a)  

eR: lu convagence ut u n i ~ o m e  4m compact du demi-plan drr0L.t. 



lottaque s .tend verrd O. 

Ce q u i  l u i  permet de c a l c u l e r  l e s  c o e f f i c i e n t s  a : 
m 

Lorsque F e s t  analyt ique dans Re(s) > b, Van Iseghem s e  ramène au 

c a s  précédent en considérant G(s) = F(s+b) qu i  e s t  analy t ique  dans Re(s) > 0. 

Si F e6.t aMlzRq.Cque danb l e  demi-plan Re(s) > b, h i  h a  c o ~ n b ~ o t u n é e  

e x d t e  et u.t .t&e que : 



+Co 

iim J e - 2bt 2 
If(t) - fN(t)l dt = O 

N+ta O 

et leû coeddicien?2 am d o n t  donna put : 

L'inconvénient majeur de cette méthode, par rapport à celle proposée 

par Wing, est qu'il est nécessaire de fournir les valeurs des dérivées succes- 

sives de F en (a+c) jusqu'à l'ordre d'approximation choisi. 11 faut donc con- 

naître l'expression analytique de F(s) et en déduire les valeurs des dérivées 

successives. Ce qui nécessite au préalable ou de chercher l'équation diffé- 

rentielle vérifiée par F, travail fastldiew, où de faire appel à un code 

de dérivation formelle. Dans le premier cas, cela peut être une source d'ins- 

tabilité numérique. 

D'autre part, Van Iseghem est obligée de supposer l'existence de la 

cotransformée et la convergence de la suite f vers la cotransformée est au N 
sens des moindres carrés. 



Nous avons repris l'algorithme qu'elle propose car il permet d'obtenir 

le modèle de ligne stable indiqué par Lubell et Melzer mais en l'étudiant à 

l'aide de la notion de fonction génératrice introduite par Bars et Mayers. 

Cela nous permet de démontrer, sous certaines conditions, l'existence de la 

cotransformée et la convergence uniforme de la suite fN, comme l'a fait 

Tricomi et, surtout, d'utiliser les algorithmes de transformée de Fourier 

Rapide pour le calcul des coefficients a ce qui ne nécessite que la connais- 
m 

sance des valeurs de la fonction à inverser en certains points déterminés. 



CHAPITRE I I I  

DESCRIPTION ET ÉTUDE DE LA MÉTHODE PROPOSÉS 



1 1  1 ,  1 - HYPOTHÈSE DE BASE, 

Soit F une fonction de la variable complexe S. L'étude des propriétés 

de la transformation de Laplace montre que, pour que F soit la transformée 

de Laplace d'une fonction f de fi, que nous appelerons cotransformée, il est 

nécessaire que F satisfasse les deux hypothèses suivantes : 

.i 3b E I R  ou éventuellement b = -w tel que F soit ana- 

lytique dans le demi-plan Re(s) > b. 

ii) Sur ce demi-plan, lim F(s) = 0. 
s- 

Dans la suite de ce chapitre, nous considérons toujours que ces deux hypothèses 

sont satisfaites. 

1 1 1  ,2 - DÉFINITIONS ET ÉTUDE D E  LA FONCTION GÉNÉRATRICE, 
s-a Considérons t : s + z = - a s+ci' a > 0. 

En posant t (-ci) saet ta(") = 1, ta définit une bijection du plan complexe a s-a complété par le point à l'infini dans lui-même. En effet, l'équation z = - 
-1 s+a 

admet l'unique solution s = t (z) = ci l+Z avec s = ' si z = 1 et s = -a 
si z = a. 

Cette application a de plus la propriété de transformer le demi-plan 

Re(s) > O dans l'intérieur du disque unité, l'axe imaginaire étant transformé 

en un cercle de centre O et de rayon 1. 

En effet, posons : 

s = CI + iu. 

alors 

2 
2 - (a-a) + w 2 

Izl - 
(,+a)2 + u2 

et puisque a est strictement positif : 



a Supposons en premier l i e u  que F s o i t  analyt ique dans l e  demi-plan 

Re(s) > b avec b < o. 

Nous ne nous raménerons pas à l ' é t u d e  d'une fonction analy t ique  dans 

l e  demi-plan d r o i t  Re(s)  > O, en considérant  F(s+b) au l i e u  de F( s ) .  Nous 

verrons pourquoi p lus  l o i n .  

La fonction ( s + d  F(s )  e s t  à f o r t i o r i  analyt ique dans ~ e ( s )  > 0. 
- 1 

Par s u i t e  l a  fonction H(z) = (s+a) F( s )  où s = t ( z )  , s o i t  : 

est au moins analy t ique  dans l z l  C 1 e t  : 

H(ta(s) 
Alors, pour t o u t  s v é r i f i a n t  Re(s)  > O, F ( s )  = s ' é c r i t  : 

( s+a ) 

- 1 
l a  convergence é t a n t  uniforme s u r  tous  l e s  disques fermés image par  t a 
des disques D(0, r ) ,  r < 1, s o i t  s u r  t o u t  compact de Re(s) > 0. 

Formellement, F e s t  a l o r s  l a  transformée de Laplace de f : 

C'est pourquoi nous dé f in i rons  : 



SoLt b l e  p u  namhe h é e t  t& que F(S) 40LX andyitique dam 
Le demi-plan Re(s) > b. 

CLi b ut oitrucR:ement négaaX6 nous appdmons  doncZhn g é n W c e  

du dévctoppement en 4 W e  de honctiam de &urne de la c o ~ ~ ~ o t u n é e ,  

quand c d e - c i  a d X e ,  .ta do&n : 

S i  b e b X  bitructement négaaXd, la doncti'on génEmtxLce est  au moim 
analyfique à Lt.int&em du &que u&é. E;t hi, de p l u ,  h dondion 

(s+a) F( s) u R  andyfique ii L ' h d i n i  la dondion g é n M c e  e s X  anaLy&que 

dans un &que c e f i é  à l 'ohigine de myon R 4Xctemen.t 4 u p ~ M m  à 1 .  

Démonstration. 

Puisque les singularités de F sont toutes, sauf éventuellement le point 

à l'infini, dans le demi-plan Re(s) < O et que celui-ci est transformé par 

ta à l'extéireur du disque unité fermé, les singularités de H à l'exception 

éventuellement du point z = 1 image par t du point à l'infini, sont toutes 
cl 

à l'extérieur du disque unité. Par suite si le point à l'infini n'est pas 

une singularité de (sta) F(s), le point z = 1 n'est pas une singularité de 
H dont le rayon de convergence est alors strictement plus grand que 1. 

Si nous avions considéré G(s) = F(s+b) analytique dans Re(s) > 0, 

comme le fait Van Iseghem, nous n'aurions pas pu obtenir ce résultat. 

Que F soit analytique ou non à l'infini, nous ne pouvons qu'énoncer : 



S o i t  b Le p l u  p& nombtre kéd!  .tee que F 4 0 L t  anatgaZque dan6 Le 
demi-plan Re(s) > b.  

d é b X e  powr .tou;t s ;tel que Re(s)  > -a vétudie : 

La v é r i f i c a t i o n  de c e t t e  p ropr ié t é  est immédiate : 

Y s ,  R e ( s )  > -a, Re(s+a) > O 

p a r  s u i t e  : 

b) Supposons maintenant que b s o i t  p o s i t i f  ou nul .  

Soit  c > b, posons G(s) = F(s+c). 



G est analyt ique dans l e  demi-plan Re(s)  > b-c e t  b-c est s t r ic tement  

néga t i f .  Quand à l a  fonction (s+a)  G(s) e l l e  e s t  à f o r t i o r i  analyt ique 

dans Re(s)  > 0. 

Nous déf in i rons ,  de manière analogue à l a  d é f i n i t i o n  111.2.1 : 

S o i 2  b Le  LA p& nomhe k é c t  tct que F 40i.t anaLy;tiyue d m  

Re(s) > b. 

- 1 H(z) peut a u s s i  s ' é c r i r e  H(z) = ( s+a)  G(s) où s = t ( z )  e t  puisque a 
l e s  s i n g u l a r i t é s  de G sont  t o u t e s  dans l e  demi-plan Re(s) 5 b-c < O ,  s i  

( s + a )  F(x) e s t  analyt ique à l ' i n f i n i ,  ( s+a)  G(s) l 'es t  a u s s i  e t  l e s  s ingula-  

r i t é s  de H(z) sont  tou tes  à l ' e x t é r i e u r  du disque u n i t é .  Nous énoncerons : 

S o i 2  b Le pu% n o m b e  k é e t  $et que F 40i.t  andy&i.que dan6 

Re(s) > b, h i  b ut p o h x b  ou d, & o u  poutr .bl( / t  c > b, &.l d o n d o n  
g é n i k W &  2a 1-z e H(z) = 1-, F(C + a =) e6X  a n d y t i q u e  dam Le d i s q u e  u n i t é .  
S i  d e  p.lu (s+cr) F(S) e62 a n a . t y ~ u e  à L'Lndini H(Z)  e6;t a n d y L @ u e  dan6 
un &que centté à L'otLigine d e  trayon R h.0Ùctemen-t b~pi%&zLUL à 7 .  

Que ( s+a)  F ( s )  s o i t  analy t ique  ou non à l ' i n f i n i ,  H(z) = (ç+a)  G ( s )  

avec z  = t ( s )  e t  G(s) e s t  analy t ique  dans Re(s)  > b-c. a 



a l o r s  d ' après  la propos i t i on  111.2.2 : 

pour  t o u t  v é r i f i a n t  g e ( s )  > O e t  puisque G(S-c) = F ( s ) ,  nous pourrons 

énoncer : 

Soit b Le p l u  p& nombrre rréd td que F 6oi.t andgZi.que d a ~ d  Le 

demi-plan Re(s)  > b. 

S i  b ut p o n U ~  ou n d ,  a l o u  pouh c > b et pouh .ioLLt s du demi- 

p&n Re(s) > c 

m 
( s-c-a 1 

F ( s )  = am m + l  
mro (s-c+a> 

e-t & convetrgence Ut un id ohm^? 6Wr &LLt C O ~ P &  de. Re(s)  > c, Le6 coe66Lcie& 

am etant ceux du déveLoppement de Taylon de lu donction génétLc&&e. 

Remarque. 

La p ropos i t i on  111.2.4 permet de v o i r  que formellement F est l a  

cotransformée d e  f N ( t )  = e-ct 1 a m e-at L m ( 2 a t ) .  
mro 



SoLt F une @nuXun de la vatUabee complexe. 

SoLt b Le p-hh p& mmhe hg& k& que F ebk anaXq%ue dans Re( S )  > b. 

S i  (s+ a) F(S) e s X  analytique à L'indini & h i  b e s X  o;trUb.tem& négatid, 

d o m  : 

F ut .ta OuznddomZe de Lapkkce d'une &wC4on f de m é  

 ona an able d q i n i e  @ : 

l i m  115- = 0 
Nttco 

Démonstration. 

D'après l a  proposi t ion 111.2.1, l a  fonct ion  généra t r i ce  H est développable 

en s é r i e  de Taylor dans un disque cen t ré  à l ' o r i g i n e  de rayon str ictement 

supér ieur  à 1 : 

m 
H(z) = 1 a,,., z , < R, R >  1. 

m2o 

a l o r s ,  pour t o u t  r < R ,  on a : 



e t  c e t t e  i n t é g r a l e  e s t  bornée. En p a r t i c u l i e r ,  pour r = 1, 1 am 1 < t_. 
m l o  

a m Posons b = - , m 2 O; 

J2ai 

Puisque l e s  fonct ions  de Laguerre, Lm( t ) = a L (2üt ) , m r O,  forment m 
2 

un système orthonormé t o t a l  de L (O ,  + m l ,  l a  fonct ion  

v é r i f i e  l ' é g a l i t é  de Parseval  : 

f est donc de c a r r é  sommable e t  admet a l o r s  une transformée de Laplace F ( s )  
1 1 

d é f i n i e  e t  analy t ique  dans Re(s) > o. 

Montrons que F1 v é r i f i e  : 

m 
(s-a)  

F1(s) = 1 am , Y s ,  Re(s)  > 0 

m>o ( s + c ~ ~ + l  

l a p r . 0 ~ o ~ i t i o n I I I . 2 . 2  nous permettra a l o r s  d ' i d e n t i f i e r  F e t  FI. 

Pour t o u t  s, Re(s) > 0, posons : 

F est l a  transformée de Laplace de f 
1 ,N 1,N 



Etudions IFl(s) - Fl,N(~) 1 : 

l'inégalité de Cauchy-Schwartz nous donne : 

Posons s = a + iw, a > O, nous pouvons écrire : 

Par suite : 

et puisque iim 1 1 fl - I l 2  fl,N L2(o,co) = O, N-t+03 

et la convergence est uniforme sur tout demi-plan fermé Re(s) 2 @ > o. 

Ce qui démontre le théorème.0 

De plus, nous obtenons la proposition suivante : 

P t ~ o p o h W o n  1 1 1 . 3 . 1 .  

Avec Les  hypothèheb du théohèmes I l  1 . 3 . 1 ,  ei h d e  d e s  hommes pahti&es 



Concernant l'erreur commise en rempla~ant f(t) par f (t), nous avons N 
le corollaire suivant : 

Démonstration. 

Puisque les fonctions de Laguerre forment un système orthonormé de 

L2(0, 9) 

et puisque ce système est total, l'égalité de Parseval nous donne : 

am 
Comme b = - , on obtient bien le résultat énonc6.n 

6 

Nous pouvons maintenant envisager le cas où b est positif ou nul. 

S u a  F une 6 o n m n  de La v&Ue complexe. $ o i A  h l e  pu% /ré& 

.tee que F A O ~  andyfique dans Re ( s ) > b . 



p o ~ h  a u ; t  c > b, F est la ;DLaMbbomée de Laplace d'une donction 
t&e pue e-ct f ( t )  . 4 o a  de c ~ é  domabte  d é d x e  P<U( : 

tes coeddicients am, m z O, &tant ceux du dévdoppement en héhie de T a y l o t  

de la bancCion généh&ce. 

Démonstration. 

Pour t o u t  c > b, b-c e s t  l e  p lus  p e t i t  nombre r é e l  t e l  que 

G(s) = F(s+c) s o i t  analytique dans Re(s) > b-c. b-c é t a n t  s t r ic tement  négat i f  

e t  ( s+a)  G(s) é t a n t  analytique à l ' i n f i n i ,  G est l a  transformée de Laplace 

d'une fonction de ca r ré  sommable d é f i n i e  p a r  : 

La s u i t e  des sommes p a r t i e l l e s  : 

v é r i f i e  : 

Les coef f i c ien t s  am,  m 2 O,  sont ceux du développement en série de  Taylor 

2 l + z  
de H(z) = 2 G( a -). H(z) s ' é c r i t  encore H(z) = l+z 

1-2 1-2 
2a F(C + a qui 

e s t  bien l a  fonct ion généra t r ice  dans l e  c a s  b 2 o. Considérons magntenant 
c t  -c+ 

f ( t )  = e g ( t ) .  Puisque g E L2(o, +ail, e f ( t )  E L2(o,+co) e t  d 'après  l a  

proposit ion 1.2.3. 



Vs, Re(s) > b, G(s-c) = F(s) 

ct 
est la transformée de Laplace de e g(t). Par suite : 

et, d'après la définition donnée de fN, 

s'écrit bien : 

+O3 2 
lim 1 e -2ct ~f(t) - fN(t)1 dt = O .  O 
N++a O 

Avec la hypothèsed du théonème I I I .  3 . 2 ,  .ta h u i t e  cied 6 o m u  p W & u  

Démonstration. 

N- 1 
(s-ci) m ,, 

Vc > b, la suite des sommes partielles GN(s) = 1 am m+l converge 
m=o (s+ci) 

vers G(s) = F(s+c) sur tout demi-plan fermé ~e(s) 1 B' > o. 
Par suite FN(s) = G (s-c) converge uniformément vers ~ ( s )  sur tous les demi-plans N 
fermés Re(s-c) 2 8' > O, soit Re(s) 2 B > c.0 



Preuve. 

-ct  - c t  I l s u f f i t d e c o n s i d é r e r g ( t ) = e  f ( t ) e t g N ( t ) = e  f N ( t ) . n  

Quelque s o i t  l e  s igne de b, l a  méthode de Van Iseghem cons i s t e  à 

considérer  l e s  approximants su ivants  de F : 

On peut v é r i f i e r  a l o r s  que l e s  c o e f f i c i e n t s  am sont  ceux de l a  fonct ion  

généra t r i ce  suivante : 

analyt ique  dans 1 z 1 < 1. On ne peut  plus a l o r s  ob ten i r  l ' e x i s t e n c e  de l a  

cotransformée dans L (O,  w).  Par  contre,  l a  s u i t e  F ( s )  converge uniformément 
2 N 

v e r s  F(s)  s u r  t o u t  demi-plan fermé de Re(s) 2 6 > b,  s o i t  s u r  une région 

du plan p lus  vas te  que c e l l e s  que nous obtenons. 

En ce sens i l s  sont mei l leurs  que ceux que nous u t i l i s o n s .  

C 'es t  l à  un des cô tés  paradoxaux de l a  t ransformation de Laplace : 

en é t a n t  moins exigeant s u r  l 'approximation de l a  transformée, nous obtenons 

de mei l leures  p ropr ié t é s  s u r  l 'approximation de l a  cotransformée. Nous 

a l l o n s  v o i r ,  notamment, que nous obtenons l a  convergence uniforme s u r  t o u t  
+ 

compact de IR* de l a  s u i t e  f N  v e r s  l a  cotransformée. 

Avec t e s  CiypoXhCoes du Xhéotrè~ne 111.3.1, F est kh ~ n 6 ~ o m é e  de 

Laplace de donction f ,  dédinie et continue &UA nit, donnée pan : 

où les  a hont tes  coeddbient6 du dévdoppement en a i h i e  de Tagloa de 
m 



Démonstration. 

D'après l a  proposi t ion 111.2.1, H(z) e s t  analy t ique  dans D(o, R ) ,  
ième R > 1. Son m c o e f f i c i e n t  de Taylor v é r i f i e  l ' i n é g a l i t é  de Cauchy : 

m 
A(9) avec 1 < p < R ( a ) < -  

pm 

En u t i l i s a n t  l a  d é f i n i t i o n  des polynômes de Laguerre 

Considérons a l o r s  l a  s é r i e  1 le'm a Lrn(2at)l m mlo 

Pour p l u s  de c l a r t é ,  posons : 

s i r r m  
r r! 

pm 

et  étudions l a  s é r i e  double 1 U m , r '  
m ,r 



considérons 1 1 Um r: à r f i x é ,  U = O pour m = O , . . . ,F-1, 
r2o m2o ' m , r  

s o i t  : 

( 2at  1 1 1 U m p =  1 I ( p l -  
r r o  m2o ' r 20 m2r pm 

e t  comme p > 1, 

on ob t i en t  donc : 

Soi t  : 

1 1 u = L e p - '  
r20 mro m , r  p-1 

par s u i t e  : 

LILLE @ 
ce  qui  nous donne e n f i n  l a  majoration : 

1 le-" 
2at at A(p).p - - a L ( 2 a t ) l  e P-1 

mro m m 

+ La s é r i e  a e'at L ( 2 a t )  est absolument convergente sur IR e t  uniformé- 
m m2o m + ment convergente s u r  t o u t  compact CO,T7 d e n  . 

N-1  
La somme p a r t i e l l e  f - ( t )  = -at 

N 1 am e L ( 2 a t )  é t a n t  continue e t  l a  s u i t e  f m m=o N + convergeant uniformément s u r  t o u t  compact delR , s a  l i m i t e  f est dé f in ie  e t  
+ 

continue s u r  IR . 



Il r e s t e r a i t  à v é r i f i e r  que f admet bien comme transformée 

de Laplace. Ce qu i  e s t  bien l e  cas  d 'après  l e  théorème 111.3.1.0 

Théonème I l l .  3.4.  

Avec les  hypothèbes du Xhéotrème 111.3.2 F u t  La hm-bdomnée de 

Lapûlce de .ta donotion f ,  dédui ie  et continue ~UAIU '  donnee pat : 

où &a a dont l e s  coeb~&ievl.t4 du déudoppement en d i h i e  de Taylqh de 
m 

et lu ~ 1 U i t e  des 60n~n~U W&U 

conueiige uni6omément a m  tout compaot Co, Tl de IR+. 

Démonstration. 

I l  s u f f i t  de considérer  G(s) = F(s+c) ,  Yc, c > b a l o r s  d 'après l e  

théorème précédent,  G est l a  transformée de Laplace de 

+ 
déf in ie  e t  continue sur IU e t  l a  s u i t e  des  sommes p a r t i e l l e s  

+ 
converge uniformément sur t o u t  compact delR . 

c t  
O r  f ( t )  = e g ( t )  admet G(s-c) = F(s) comme transformée de Laplace, 

U s ,  Re(s) > b e t  l a  s u i t e  des sommes p a r t i e l l e s  : 



ct i converge uniformément vers e g(t) = f(t) sur tout compact d e n  .O 

On peut se demander ce qui se passe lorsque la fonction (s+ ) F ( s )  

est singulière à l'infini. Il n'est bien sûr plus possible de déduire 

l'existence de la cotransformée. Pourtant il se peut fort bien qu'elle 

existe. -as 
e Ainsi la fonction F(s) = - 
s est telle que (s+ ) F(s) admette une 

singularité essentielle à 1' infini cependant sa cotransformée existe bien, 

elle est définie par : 

Nous énoncerons : 

L1analyLicLt@ de La 6 0 n d o n  (s+ci) ~(s), a > O, à l 1 ; n 6 i d  UR: uae 
condh2on suo6Aantema.h non nécecldaine d'emhXence de la cohansaotunée. 

SoLt  b l e  plus pu% nomine t réd  .tee que F 60i . t  an&y;tiyue dans 
Re(s) > b. 

G ee point à l t i n 6 i d  UR: une b i ~ g - é  de (s+cr) ~(s), ci > O, 

dom s i  F &eZ: une coitrLans6omnée de m é  sommable, c&e-cî e6.t trepf~é- 
sentable dam ~ ~ ( 0 ,  tm) pah la dehie : 

où lu c o e d ~ i d e d  a sont ceux du d&v&oppement en h h i e  de Tayloh. de 
m 



rnouuines cannéb de f bun t e  borcs espace de L ~ ( O  , tm) . engenthé pah (Lo,. . . ,LN-,) 

et ûz b&e f N  conumge u m  f touque N tend v m  18in6.Lni et 

Démonstration. 

S i  f cotransformé de F e x i s t e  e t  e s t  de c a r r é  sommable e l l e  e s t  

développable en s é r i e  de Four ier  par  rapport  à l a  base des  fonct ions  de 

Laguerre. Notons b m 2 O l e s  c o e f f i c i e n t s  de ce  développement : m ' 

S i  nous posons : 

i i m  1 If - = O 
*+Ca 

e t  l ' é g a l i t é  de Parseval nous donne : 

Il nous s u f f i t  donc de démontrer que a = bm. Pour ce la ,  consi- m 
dérons F l a  transformée de Laplace de fl,N. 

1 , N  
D'après l a  p ropr ié t é  11.2.6, 

pour t o u t  s v é r i f i a n t  Re(s) > -a. 



Soi t  s t e l  que Re(s) > O ,  considérons : 

L'inégalité de Cauchy-Schwartz nous donne : 

En posant s = a + i w ,  a > O ,  on obt ient  : 

Comme l i m  I l f  - = O ,  l a  s u i t e  F ( s )  converge vers  F ( s )  
N+=J 1 , N  1 ,N  

pour t ou t  s t e l  que Re(s) > O e t  de plus  l a  convergence e s t  uniforme sur 

tou t  demi-plan fermé Re(s) r $ > o. 

L a p r o p o s i t i o n I I I . 2 . 2 n o u s p e r m e t a l o r s d ' i d e n t i f i e r F  e t  F,  
1 , N  

nous avons donc 

S o i t  b l e  p h  p&Lt nombtre t r é d  X& que F so i t  analg-tiyue dam 
Re(s) > b. 

Si b e6;t posX6 ou n d  eA h i  ( s+a)  ~ ( s )  admd Le p o ~  à L1&6ini  
comme s U z g W é ,  &ou,  s i  F admet une co.trramdomée f t&e que e'" f ( t )  

b o i t  de m é  sonunable, p o u  &UA c > b ,  lu donotion g(t) = e-ct f ( t )  e6.t 

ireptaentabee dam ~ ~ ( 0 , " )  pan la déhie 

où Les coed6icients am, m 2 O ,  d o n t  ceux du dév&oppemenX en dehie de TagLoh 
de la d o n d o n  : 



est t&e que e-ct fN(t) e s X  l e  m a e w z  apptoxhant au s e m  d e s  mourdnes 

caivrés de g(t) hm l e  hou~-e6pace de L~(o,+w) engendné pah (Lo,. .. ,LN-l) et : 

Démonstration. 

Si e-bt f(t) est de carré sommahle, il en est de même de la fonction 
-ct 

g(t) = e f(t), pour tout c, c > b. Or g admet comme transformée de Laplace 

G ( s )  = F(s+c) analytique dans le demi-plan Re(s) > b-c, b-c < 0. 

G(s) satisfait donc les hypothèses du théorème 111.3.5 dont il suffit 
-ct alors d'écrire les résultats avec g = e fN.D N 

On peut alors se demander s'il est possible que les développements 

précédents définissant la cotransformée puissent convergen uniformément sur 

tout compact : 

2ueR que 40Lt l e  4Qne de b, p b  p& nombtre k é d  XeL que F 4 0 2  

andy;tiiue dam Re(s) > b, une comi&i.on néce66aite e;t hudhdante p o a  que 
Le dévetoppement ( 7 ) ,  ou ( 2 )  b d o n  l e  CU, convmge unidom&ent hm Xou;t 

compac;t e 6 X  que la d o ~ o n  (=.+a) F( s )  4 0 2  andy;tiiue À. .t'.in&LnL. 

Preuve. 

Nous avons vu que c'était effectivementune condition suffisante. 

Montrons qu'e-le est nécessaire dans le cas où b est strictement négatif, 

le cas b 2 O s'en déduisant facilement. 



Supposons donc que l a  cotransformée f de F e x i s t e  e t  que 

l a  convergence é t a n t  uniforme s u r  t o u t  compact [O ,Tl. 

En p a r t i c u l i e r  : 

m l a  s é r i e  H(z) = 1 a z e s t  donc d é f i n i  en z = 1, son rayon de convergence 
m m2o 

e s t  même s t r ic tement  p lus  grand que 1, puisque b e s t  s t r ic tement  négat i f .  

Et puisque H(z) = ( s t u )  F ( s )  avec s = t-'(z) e t  que l e  point  i n f i n i  e s t  
- 1 l'image pa r  ta de 1 l e  point  i n f i n i  n ' e s t  pas une s i n g u l a r i t é  de (s+a)F(s).O 



CHAPITRE I V  

CALCUL DES COEFFICIENTS 

DU DÉVELOPPEMENT EN SÉRIE DE TAYLOR DE LA FONCTION GÉNÉRATRICE 

A L'AIDE DE L'OPERATEUR DE FOURIER DISCRET, 



IV, 1 - INTRODUCTION, 

Du chap i t r e  précédent nous pouvons déduire l a  méthode d ' invers ion  de 

l a  transformée de Laplace suivante.  

So i t  F, une fonct ion  de l a  va r i ab le  complexe dont on d é s i r e  connaî t re  

une valeur  approchée de l a  cotransformée en un point  t. 

So i t  b l e  p lus  p e t i t  r é e l  t e l  que F s o i t  analyt ique dans Re(s) > b. 

s i  b est s t r ic tement  n é g a t i f ,  c = O sinon prendre c > b. 

Dans son pr inc ipe ,  c e t t e  méthode rev ien t  à approcher l a  transformée 

de Laplace pa r  l a  fonction r a t i o n n e l l e  

N - 1  m 
( s-c-a) 

F N ( l )  = 1 am 
m=o ( s-c+a) m + l  

e t  à prendre comme approximants de l a  cotransformée 1' inverse  exacte  f de FN. 
N 

Une t e l l e  méthode n ' e s t  évidemment r é a l i s a b l e  que s i  nous disposons 

d'un moyen simple de c a l c u l e r  l e s  c o e f f i c i e n t s  a . m 

Nous verronsjustement dans ce chap i t r e ,  après  en avo i r  rappelé  l a  

dé f in i t ion ,  que l ' opé ra teur  de Four ier  Discre t  permet l e  c a l c u l  de va leurs  - 
approchées a l e s  n premiers c o e f f i c i e n t s  am, m = O ,  ..., n-1 à p a r i t r  de n valeurs de 

m 



aes  n premiers c o e f f i c i e n t s  a m = O ,  ..., n-1 à p a r t i r  de n va leurs  de 
m ' 

l a  fonction généra t r i ce  en n po in t s  précisément chois is .  Ces va leurs  approchées 

tendent géométriquement ve r s  l e s  va leur s  exactes  lorsque n c r o î t  indéfinimement 

et  il est a l o r s  nécessa i re  de d i s s o c i e r  l e  nombre n de c o e f f i c i e n t s  ca lculés  

du degré N de l 'approximation de l a  cot ransfomée qui  est a u s s i  l e  nombre 

effectivement u t - l i s é  de coe f f i c i en t s .  

Nous comparerons l'approximant ca lcu lé  : 

à 1 ' approximant v r a i  

N- 1 m 
( s-c-a) 

F ~ ( s )  = am m + l  
m=o (s-c+a) 

a i n s i  que l e u r s  cotransformées respect ives .  

c e t t e  étude montrera que l ' u t i l i s a t i o n  de l ' opé ra teur  de Fourier  

Discret cons t i tue  une méthode f i a b l e  de c a l c u l  des c o e f f i c i e n t s  a . m 

Ce rappel  e s t  t i r é  de Henrici C91. 

Soi t  F une fonct ion  de période 1 dont l e s  va leurs  sont  connues aux 
k 

points  rk = --, k = O ,..., n. 

ième 
So i t  Ck l e  k coe f f i c i en t  du développement de F en s é r i e  de 

Fourier : 



On peut ob ten i r  une approximation d de l a  va leur  de c en u t i l i s a n t  l a  formule 
1 k k 

des  Trapèzes avec un pas h = - : 
n 

- j - D'autre p a r t ,  on a T - -, j - O ,..., n. 
j n 

Posons 
2 i  

W = exp n 

a l o r s  
-k. j exp(-2i k ~ . )  = W . 

3 n 

De p lus  W = 1 e t  F ( T ~ )  = ~ ( r , ) .  n 

En posant F ( r . 1  = f j = o,...,n l a  formule des  t rapèzes  devient : 
3 j ' 

On remarque immédiatement que l a  s u i t e  {d a i n s i  obtenue e s t  de période k krZ 
n e t  q u ' i l  en é t a i t  de même de l a  s u i t e  {fkIkrZ. 

Nous dé f in i rons  : 

hiou app&mnd O p W m  de FowUm VAa& l1appLcaaXon LLnEaihe 

F de l'espace vef*oiLict In des  6&&~4 de p u d e  n dam hi-m&e q u i  à une 
n 

s u t e  x = {xnIkrz $ail cohirespond>re lu ~<Lite y = IYkIkrZ d é o x e  pm : 



Ptropo~LiAon I V .  2 . 1 .  

F es2 une a p p l i d o n  b i j e d v e ,  son i n v m e  est  dedinie pm : 
n 

Biensûr, une des principales utilisations de l'Opérateur de Fourier 

Discret est le calcul de valeurs approchées des coefficients de Fourier 

d'une fonction périodique. Si nous notons f la suite de période n des valeurs 
k prises par la fonction F de période 1 aux points T = - k E Z, et C la suite k ny 

d-es valeurs approchées par la méthode des trapèzes des coefficients de Fourier 

de la fonction F, alors : 

Nous n'énoncerons pas les propriétés concernant l'erreur commise 

et l'utilisation de ces valeurs approchées dans ce cadre général. Nous avons 

préféré, ce qui est tout aussi simple, les redémontrer dans le cas particulier 

de la fonction qui nous intéresse. 

IV,3 - CALCUL DE VALEURS APPROCHÉES DES COEFFICIENTS DE TAYLOR 
DE LA FONCTION GÉNÉRATRICE, 

Quelles que soient les hypothèses faites sur la fonction à inverser, 

la fonction génératrice H est toujours analytique à l'intérieur du disque 

unité et y admet un développement en série de Taylor : 

Cette série est normalement convergente pour tout z vérifiant l z l  5 r C 1. 



i 9 Posons p = l z l  r < 1 et z = p eie et considérons H(9) = H(p e ) àpfixé. 

H est une fonction de période 2II et : 

Cette dernière série étant normalement convergente par rapport à 0 ,  on peut 

l'intégrer terme à terme : 

Soit : 

ce que nous énoncerons : 

Remarque. 

Pour p = 1, H s'écrit : 

8 8 H(9) = Cia colg (1) + al.F(c+iacotg (-)) 
2 

qui est la fonction utilisée par Wing C61 dans son algorithme. Or p ne peut 

prendre la valeur 1 que si le rayon de convergence de la série (1) est stric- 

tement plus grand que 1, ce qui ne se produit que lorsque (s+a) F(s) est 

analytique à l'infini pour tout ci > o. 



2n 
Posons W = exp (in) et considérons la suite h de période n 

n 
définie par : 

alors une valeur approchée â de a m 2 O, nous est donnée par : 
m m ' 

Concernant l'erreur commise en remplaçant a par â nous avons : m m ' 

l t  U X e  q, O < q < 1 .ta! que : 

Démonstrations. 

Montrons tout d'abord que : 

et pour cela considérons : 



k ik Puisque V9, H(0) = 1 ak p e , pour tout p 2 O, 
kro 

et fm s'écrit : 

n- 1 
C = -  
m n 

p=o kio 

Les séries h étant convergentes : 
P 

et donc : 

ou encore : 

. pm+k .n - a pm = am+k.n m m kil 

C 
comme â = 2 , on obtient bien : m m 

if3 D'autre part, la fonction H(8) = H(pe ) à p fixé, O s p s r < 1, 

est analytique danslR. On a donc la majoration suivante de ses coefficients 

de Fourier que nous notons c (cf. Cl41 p.80) : 
m' 



3K > O et 3q, O < q < 1 tels que : 

m 
Ic 1 5 K.q , Vm r O m 

Or : 

d'où : 

m+kn k .ri Par suite, 1 âm - a 1 2 K 
) 

p . Soit, puisque O < q < 1 : 
m kl 1 

- Supposons que, connaissant les valeurs h , p - o,...,n nous ayons 
P 

calculé les coefficients â m = O, ..., n-1. 
m 

Il serait alors tentant d'utiliser tous ces coefficientset de choisir comme 

approximant rationnel de la fonction F l'approximant F : 
n 

- n- 1 m 
Fn(s) = 1 â 

(s-c-a) 
m+l 

m=o (s-c+a) 

C'est d'ailleurs le choix que fait Wing 161. Et effectivement, cet approximant 

a des propriétés intéressantes, notamment : 

Comkiidenorts Les poUIt6 sk p ~ ~ h  k v-nt de O à n-i déduris pan : 



dom Ê i n t a p ô e e  F aux p o d  sk + C ,  i. e : 
n  

Démonstration. 

A 

Pour t o u t  k  va r i an t  de O à n-1, nous avons pa r  d é f i n i t i o n  de F  : 
n  

Par s u i t e ,  

Comme B = Fn.h, h  = .ê, s o i t  en d é t a i l l a n t  : 

Nous avons donc : 

hk = ( s k  + a )  F(c + sk).  

Finalement on ob t i en t  bien : 

A 

Fn(c + s k )  = F(c + sk). 



Mais l'inconvénient de cet approximant est que les degrés de son 

numérateur et de son dénominateur augmentent au fur et à mesure que, cherchant 

à améliorer la précision sur les valeurs calculées â nous augmentons le m 
nombre n de valeurs de H utilisées. De plus, la proposition IV.3.2 montre 

que l'on a intérêt à choisir n très grand par rapport à m. C'est pourquoi 

il paraît plus intéressant de dissocier le degré de l'approximation N et 

le nombre n de valeurs de H utilisées par l'opérateur de Fourier Discret. 

Nous considérerons désormais l'approximant suivant : 

A N- 1 m 
F (s) = ( s-c-a ) 
N,n m=o 1 âm (s-c+a) mtl 

défini pour Re( s ) > O et obtenu à partir de : 

en remplaçant les coefficients a par leurs valeurs calculées à l'aide de 
m 

l'opérateur de Fourier Discret f . 
n 

Nous allons maintenant étudier la différence qui existe entre ces 

deux approximant S. 

PtropLLété T V .  3 . 7 .  

- 
La a<rc*e F (s) convenge v m  FN(s) poW t u &  s véh idhnX Re(s) > O 

N,n 
quand n Xend v m  .t'.ind.ini & il exAlte q o ~ c t e m e &  p o a x d  et LnQétUeuh à 

1 ltd que : 

Démonstration. 

Par définition de F et FN : 
N,n 



N-1 
Ys, Re(s) > O, F (s+c) - FN(s.+c) = 1 (âm - am) ( S-CL)~ 

N,n m=o (sta) m+l 

Soit : 

avec 

et puisque Re( s ) > O, a > O, 1 z 1 < 1 et 1 s+a 1 > a ce qui nous permet d'écrire : 

A N-1 
IF~,~(s+c) - F (s+c)I 5 - 1 Iâm - aml. N a 

m=o 

D'après la proposition IV.3.2, gq, O < q < 1 tel que : 

= 

Par suite : 

Il U . t e  q ,  O < q < 1, t& que : pawr i vat t iant  de O à N-1, 

t o u q u e  n tend v m  9. 

Démonstration. 

A 

F (s+c) et F(s+c) sont indéfiniment dérivables dans Re(s) > o. 
N ,n 



En s = a, on ob t i en t  : 

n comme 1 â - sol = m ( q  1, O <  q <  1 

- 
n 

I F ~ , ~ ( * c )  - F(*C)~ = 0 ( q  1. 

Supposons que nous ayons démontré que : 

pour tou t  i, O 5 i r N - 2 ,  montrons qu 'a lors  : 

Pour ce la ,  considérons : 

q u i  s ' é c r i t  : 

i i - m  m i+l 
( s-a 1 <âm-am>(s+a) (s -a)  + - ai+l) - 

m=o ( s+a 

Par s u i t e ,  en dérivant  jusqu'à l ' o r d r e  i + l  e t  en évaluant  c e t t e . d é r i v é e  en 

s=a,  on ob t i en t  : 



et  cec i  n ' e s t  v r a i  que pour i+l 5 N-1, sinon on ob t i endra i t  : 

Comme 

e t  que, d ' au t re  p a r t  : 

a l o r s  : 



avec 

On a donc bien : 

Ce q u i  é t a b l i t  l a  p ropr ié t é  IV.3.5 pu i squ ' e l l e  e s t  v é r i f i é  pour i = O .  

S i ,  nous avions eu i+l r N ,  nous aurions obtenu 

à l a  place de 

i+l dans l ' é g a l i t é  ci-dessus e t  comme 1 a 1 = O(q 1, nous n 'aurions pas pu i+l 
é c r i r e  

Pour t o u t  s v é r i f i a n t  Re(s)  > O ,  F est l a  transformée de Laplace de : 
N,n 

et  s i  nous u t i l i s o n s  à l a  p lace  des c o e f f i c i e n t s  a l e u r s  va leurs  ca lcu lés  
m 

à l ' a i d e  de l ' opé ra teur  de Fourier  Discre t ,  c ' e s t  c e t t e  fonction qu i  nous 



f o u r n i r a  une valeur  approchée de l a  cotransformée de F au point  t. 
A 

Il e s t  donc in té ressan t  de v é r i f i e r  que f tend v ien  ve r s  f lorsque n 
N ,n N 

tend v e r s  l ' i n f i n i .  On a ,  de manière évidente,  l e  r é s u l t a t  su ivant  : 

Il a h t e  q, O < q < 1, ;ta que huh hu-t compact CO, TI 



CHAPITRE V 

INFLUENCE ET CHOIX ÉVENTUEL DU PARAMÈTRE a 



Nous avons vu que l ' o p é r a t e u r  de Fourier  Discre t  permet d 'obtenir  

de bonnes valeurs  des  c o e f f i c i e n t s  a pour n suffisamment grand par  rapport  m 
à N. Ce t t e  méthode e s t  d 'autant  p lus  in té ressan te  que l ' opé ra teur  de Fourier 

Discret  s e  ca lcu le  en n log n mul t ip l i ca t ions  grâce aux algorithmes de Trans- 

formée de Fourier  Rapide qui  son t  maintenant t r è s  répandus. 

Dans ce  chap i t r e  nous nous proposons d ' é tud ie r  l a  norme L ( O ,  +) de 
2 

l ' e r r e u r  d'approximation, s o i t  : 

avec l a  convention suivante sur c : 

s o i t  b l e  p lus  p e t i t  r é e l  t e l  que F e s t  analyt ique dans Re(s)  b,  

a l o r s  : 

En t h é o r i e  du s igna l ,  il s e  pose souvent un problème assez  vo i s in  

de c e l u i  de l ' i n v e r s i o n  de l a  transformée de Laplace qu i  e s t  l a  recherche 

du développement d'une fonction s u r  une base de fonct ions  dédui tes  des poly- 

nômes de Laguerre. L 'erreur d'approximation commise en tronquant un t e l  dé- 

veloppement à un ordre  N semble avo i r  é t é  b ien  étudiée.  On peut t rouver  dan 

l ' a r t i c l e  de Martin Schetzen Cl01 un bon résumé des r é s u l t a t s  obtenus. 

Nous n'avons f a i t  qu'adapter c e s  r é s u l t a t s  à notre  méthode en s impl i f i an t  

t o u t e f o i s  l a  façon de l e s  obteni r .  

Nous venons notamment qu 'à  N f i x é ,  il e x i s t e  un moyen de déterminer 

l a  va leur  du paramètre a qui minimise e Mais il e s t  malheureusement assez 
N ' 

coûteux à mettre en oeuvre. Aussi,  reprenant  l ' i d é e  de Schetzen, nous nous 

sommes i n t é r e s s é s  à l a  valeur asymptotique optimale de a, c'est à d i r e  au 

mei l leur  choix du paramètre a lorsque  N tend vers  l ' i n f i n i ,  en nous l imi tan t  

au cas  où l a  fonct ion  à inverser  est une fonct ion  méromorphe. 



V . 1  - RECHERCHE DES VALEURS OPTIMALES D E  a A N FIXE 

Que F, l a  fonct ion  à inverser ,  s o i t  ou non s ingu l i è re  à l ' i n f i n i ,  

l ' e r r e u r  e avec l a  convention f a i t e  s u r  C ,  e s t  donnée en norme L (O, + ) 
N 2 

p a r  : 

ou encore : 

avec 

Les c o e f f i c i e n t s  a dépendant de a ,  il en est de même de e Parmi m N'  
t o u t e s  l e s  va leurs  poss ib les  de a ,  il en est certainement q u i  minimisent e 

N' 
Pour ces va leurs ,  nous devrons avoi r  : 

et  l e s  so lu t ions  d'une t e l l e  équation dépendront de l 'approximation N chois ie .  

c t  
2 

Puisque 1 1 e ne dépend pas  de a, 

d Calculons - b . 
da m 

& é t a n t  l e  n ième c o e f f i c i e n t  du développement de f sur  l a  base des  

fonct ions  de Laguerre : 



Par suite : 

On vérifie facilement que : 

et puisque : 

nous obtenons : 

d ce qui donne, en reportant dans l'expression de - da e~ : 

D'où, finalement : 

PtropobiAion V .  2 . 1 .  

Cette propriété peut nous permettre de déterminer, à N fixé, la 

valeur de qui minimise e Une recherche complète imposerait de déterminer 
N' 

toutes les racines de a 
N 
et aN-l, puis de choisir parmi elles la valeur qui 

N-1 
rend la somme 1 2, maximum. 

m=o 

Mais une telle procédure entraînerait une grande perte de temps, 

puisque pour évaluer a et a pour une valeur de a, il faut évaluer la 
N N-1 



la suite {h 1 .  
P 

Un autre approche est possible. Considérons l'exemple suivant : 

Cette fonction est analytique dans le demi-plan Re(s) > -6. 
Son inverse est connue et est donné par : 

f(t) = exp (-6.t). 

Les coefficients de son développement en série de fonctions de Laguerre, 

sont ceux du développement en série de Taylor de : 

soit : 

sia= B ; H(z) = 1, est analytique dans le plan complexe entier et son rayon 
de convergence est infini : 

par suite, YN, N > O, 

l'erreur d'approximation est nulle. 

+Co 
2a sia B;H(z)=- zn pour tout z vérifiant : (@+a) a+B ,=O 



Comme a > O, on voit que le rayon de convergence de la série H est supérieur 

à 1 et qu'il tend vers l'infini lorsque a tend vers B. 

Comme a = 2a 
m 

('-a)m on obtient pour e . 
( $+a lm+' ' N .  

soit : 

On s'aperçoit donc que le choix optimum de a est a = 8. 

L'étude du comportement des coefficients a peut donc nous permettre m 
de choisir la valeur optimale de a. 

Lorsque l'expression de ces coefficients est compliquée on peut étudier leur 

comportement asymptotique. La valeur de a ainsi obtenue ne sera pas celle qui 

minimise e pour N donné mais une valeur asymptotique que nous considérons 
N 

comme une bonne approximation. 

V,3 - DETERMINATION DE LA VALEUR ASYMPTOTIQUE OPTIMALE DE a LORSQUE 
F EST UNE FONCTION MÉROMORPHE, 

Supposons tout d'abord que F soit une fonction ratonnelle admettant q 

pôles simples s l,...,~ dont le degré du dénominateur soit strictement plus 
9 

grand que celui du numérateur de sorte que : 

lim F(s) = 0. 
s- 

Posons : 



Supposons que Re(sq) 2 R e ( s i )  i = 1 .  et posons : 

La fonction G(s)  = F(s+c) admet q pôles  simples s! = S.-c i = l , . . * , q  de 
1 

p a r t i e s  r é e l l e s  s t r ic tement  négatives. 

2a 
Considérons H(z) = - l + z  

1-z 
F(c + a-  ) H s ' é c r i t  : 1-z 

avec 

e t  puisque Re(s!) < O ,  a > O ,  
1 

Par  s u i t e ,  pour t o u t  z v é r i f i a n t  , 1 z 1 < Min 1 z . 1 , H e s t  développable en s é r i e  
1 

de Taylor e t  : 
i 

autrement d i t  : 

En p a r t i c u l i e r ,  nous nous apercevons que : 



Une c o d . & o n  néceshahe  et hu66Aante pom que la c o ~ ~ o m é e  
hol* à v d m  tré&u eslt que la pôles d e  F ho i en t  /té& &/ou complexu 
c o n j u g a  deux à d u x .  

Supposons maintenant que : 

- 
lzll = 1z21 = ... - Izpl < I Z ~ + ~ I  O-• Izql 

i j  e t  posons z = R e pour j = 1, ...,p a l o r s  a s ' é c r i t  : 
j m 

R 
e t  comme - 1 < 1, V j  = p+l ,  . . . ,q,  am = a(-) lorsque  m tend v e r s  +o, e t  

IzjI  R~ 
pa r  s u i t e  : 

lorsque  m tend ve r s  +o. 

La va leur  asymptotique optimale de a e s t  a l o r s  so lu t ion  de : 

Max Min lzil 
a>o i 

On v o i t  l ' i n t é r ê t  qu'à l a  notion de fonction généra t r i ce  puisque l ' e r r e u r  

d'approximation en norme L (O,*) est une fonct ion  décroissante  de son rayon 
2 

de convergence. 

Nous résumerons : 

Sol* F une donction mu%nn&e d m e t t n n t  q pôle6 h&pi!es s1 , . . . , s 
9' 

S o i t  a la p l u  gtrande p a a t i e  &é&e de ces pôles .  S o a  c dé&hi patr : 
Q 



c = o  s i 0  C o  Q 

c > a  sia 20. 
Q 9 

Soient 

1 

(Min tzi 1 

* 
a = Max Min 1 zi 1 . 

a>o i 

Ce dernier problème admet dans certains cas des solutions accessibles. 

Si F nt&& que deux p â L u  complexe6 conj'ugué~ la valeuh asympXoLique 
opctimde de a UR: donnée pah : 

avec si = sl-c , S; = s2-c, c etant déduti corne pécédenunent. 

Démonstration. 

- - d 
Si s = s alors z = z et il suffit de résoudre - lzll = 0. 1 2  1 2 da 

En posant si = - al + hl il vient : 

2 2 2 
d - 4cr al + 40 (a +w ) 

;Tu 1z112 = 2 l i l  2 2  .O 
(a-a, 1 + w, 



Si F n'admet que q pôles kE& simples x < x < ... < x, a l o u  
9 q-1 

.ta v a l m  abympXo&i.que o t p h d e  de a es t  : 

Démonstration. 

Nous supposerons que F admet q pôles  r é e l s  simples s t r ic tement  n é g a t i f s  

de s o r t e  que c = O. On peut tou jours  s e  ramener à ce c a s  de f i g u r e  en consi- 

dérant  G(s) = F(s+c). Puisque ces  pôles  sont  s t r ic tement  n é g a t i f s  nous l e s  

noterons -xl - x2,. . . ,-x . 
9 

Nous supposerons que : 

OU encore 

a l o r s  l e s  pô les  de H sont  tous  r é e l s  e t  donnés par  : 

I = -  , a > o .  
i a-x i 

a+x 
Etudions d'abord l a  fonct ion  g (x ,a )  = - où a > O,  x > o. 

la-x l 
Cet te  fonc t ion  v é r i f i e  : 

pour i var ian t  de 1 à q, e t  e l l e  n ' e s t  pas d é f i n i e  pour a = x. 

S i  a < x,  a é t a n t  f i x é  : 



g e s t  une fonct ion  décroissante  de x ,  en p a r t i c u l i e r  : 

O <  a <  x e x  4 ]zil > 1z.I i j 3 

x é tan t  f i x é  : 

g e s t  une fonct ion  c ro i s san te  de a à x f ixé .  

S i  a > x ,  a é t a n t  f i x é  : 

2 = 
2a > O 

(a-x 2 

g e s t  une fonct ion  c ro i s san te  de x,  en p a r t i c u l i e r  : 

x é tan t  f i x é  : 

g e s t  une fonct ion  décroissante  de a à x f i x é .  

G~aphes  des fonc t ions  z 1 , ] ~ ~ ( a )  1 , Iz3(a) 1 



* 
Cherchons maintenant u = Max Min zi . 

O l i q  

* 
Supposons que a < x1 < ... < x a l o r s  : 

9 

* 
Montrons que a n ' e s t  pas l a  mei l leure  so lu t ion ,  c ' e s t  à d i r e  q u ' i l  

e x i s t e  a' t e l  que : 

En e f f e t  : 

l i m  lzll = +o. 
a*; 

i . e .  : 

VA > O ,  3€ > O t q  YU € hl, X +E 3 ,  t Z l l  > A 1 

Choisissons A t e l  que : 



x +E < x2 et l z  1 i A. 1 2 

Soit a' E lx 1 )  X1 + E L ,  on a : 

a' < x2 < ... < x 
9 

alors : 

* 
car g est une fonction croissante de a à x fixé et a  < a t .  

* 
On ne peut donc pas avoir a  < xl. De même on montrerait qu'on ne 

* - * 
peut pas avoir a  > x . On a donc nécessairement a  E lx x C et puisque 

9 1' q 
a t x i = 1,. . . ,q, on se trouve nécessairement dans la configuration 

i ' 
suivante : 

* 
x < ... < x .  < a  1  < ... < X 

1 9 

ce qui implique : 

sur ltintervalle lx1, , 1 z 1 est une fonction strictement décroissante Xql 1 
et continue de a, avec : 



et l z  1 est une fonction strictement croissante et continue de a avec : 
9 

iim+ 1 zql = *. 
a* 

9 
- 

Soit 6 tel que 1 zl(a 1 = 1 z (a) 1 , a existe et est unique. 
9 

* - *  
Par suite a = a, a est solution de l'équation 1 z  1 = 1 z b=soit: : 1 9 

dont la solution est 

Ces trois dernières propositions se généralisent sans difficulté au cas 

d'une fonction méromorphe. 

S o a  F une  d o n c ü o n  m&omokphe admettant q p ô l e s  dimpLed sl,. . . ,s . 
9 

S o a  O & p u  g m n d e  p a h t i e  ké&e d e  ces p ô l e s .  SoCt  c d é d i n i  pair : 
9 



e N = O [  1 
(Min z ) 

i 2N] i 

eX La vdeurr asppXoaXque opLimaXe d e  a e s X  donnée : 

* 
a = Max Min 12.1 

1 a>o l s i r q  

S i  F n'admet que deux pûtes complues  conjuguéd sl et s2 a l o u  : 

Si F n'admet pue des pôles  *é& xl, . . . ,x 
9 

Démonstration. 

Il s u f f i t  de v é r i f i e r  que nous avons tou jours  

1 
m 

( Min Izi l)  2 -1 - 
2a l t z  Considérons H(z) = - F(c  t a -1 H est une fonct ion  méromorphe admettant 

1-2 1-z 

q pô les  simples zl . . . . , s donnés par  : 
9 



La p a r t i e  p r inc ipa le  de H e s t  donnée par  : 

9 Y i  
H(z) - 1 e s t  analyt ique dans un disque dont l e  rayon p e s t  z i=l 1 - - 

: 
J. ième s t r ic tement  supérieur à Max [ Z . I .  Son m 

1 
c o e f f i c i e n t  de Taylor e s t  un 

l s i s q  

0 ( p m ) ,  s o i t  : 

ième 
où am désigne l e  m c o e f f i c i e n t  de Taylor de H. Par s u i t e  : 

Supposons que : 

e t  posons 

a l o r s  : 

e t  puisque 



C H A P I T R E  V I  

DESCR I PT I ON DE L'ALGORITHME DE PROGRAMMATION 



Après avo i r  proposé une va leur  empirique du paramètre dans l e  

c a s  où l ' é t u d e  de l a  fonct ion  n'en f o u r n i t  pas ,  nous donnons une descr ip t ion  

de l ' a lgor i thme q u i  se déduit  des  chap i t r e  III e t  I V .  Puis  nous donnons l e  

programme e t  l e s  sous sous-programmes en For t ran  I V  a i n s i  qu'un exemple 

d ' u t i l i s a t i o n  dans l e  cas  de l ' i n v e r s i o n  d'une fonct ion  appara issant  en 

analyse des  c i r c u i t s .  Cet te  fonct ion  e s t  l a  t ransmit tance d'un câble coaxia l ,  

proposée pa r  Metzger e t  Vabre C111. 

Nous donnerons dans l e  chap i t r e  V I 1  l e s  r é s u l t a t s  numériques obtenus. 

V I  2 - VALEUR EMPIRIQUE DU PARAMETRE a  

nous n'avons pas r é u s s i  à t r a v e r s  une so lu t ion  au problème de l a  

recherche de l a  va leur  asymptotique optimale dans l e  cas  généra l ,  c ' e s t  à 

d i r e  lorsque l e s  pôles  de l a  fonc t ion  à inverser  sont  quelconques. Nous ne 

savons pas non p lus  comment o b t e n i r  une epxression de l a  va leur  asymptotique 

de l ' e r r e u r  lorsque l a  fonction (s+a) F ( s )  admet une s i n g u l a r i t é  à l ' i n f i n i .  

Pourtant nous osmmes bien obl igé  de donner une va leur  au paramètre a. 

Et  il e s t  c e r t a i n  que ce  choix au ra  une influence sur l ' e r r e u r  d'approximation. 

I l  e s t  donc nécessa i re  de cherche expérimentalement une bonne valeur  pour ce  

e ara mètre. Ce t t e  recherche a dé jà  é t é  ef fec tuée  par  Weeks Cl21 dans l e  cadre 

d'un algorithme d ' invers ion  de l a  t ransformation de Laplace basé également 

sur l ' u t i l i s a t i o n  des  polynômes de Laguerre. 

L'algorithme de Wing est d ' a i l l e u r s  une adapta t ion  de l ' u t i l i s a t i o n  

de l a  transformée de Fourier  Rapide à l ' a lgor i thme de Weeks. 

Avec nos ne ta t ions ,  l e  choix de Weeks e s t  l e  suivant  : 

a  = NLAG 

2 T m w  

où NLAG désigne l e  degré de l 'approximation c h o i s i  e t  Tmax l a  borne supérieure 
+ 

de l ' i n t e r v a l l e  delR où l ' u t i l i s a t e u r  d é s i r e  connaî t re  les  va leurs  de l a  

cotransformée. 

11 s e  base s u r  l e s  cons idéra t ions  su ivantes  : 



ième 
Le m polynômes de Laguerre admet m zéros d i s t i n c t s ,  r é e l s  e t  

p o s i t i f s  e t  l e  p l u s  grand, x  v é r i f i e  : 
m'  

x  < 2mt1 + /(2m+i)' + 
m 4  

S o i t  : 

Par s u i t e ,  l a  fonct ion  e-at ~ m ( 2  t )  o s c i l l e  sur l ' i n t e r v a l l e  O < &,t < 4m 

e t  tend assymptotiquement ve r s  O pour 2at > 4m. 

On ne peut donc espérer  approcher correctement une fonct ion  par  une combinai- 
- t  son l i n é a i r e  des fonct ions  e  Lm(2 t ) ,  m = O,  ..., NLAG-1 en dehors de 

l ' i n t e r v a l l e  où c e s  fonct ions  o s c i l l e n t  : 

0  < 2amax < 4( NLAG - 1 )  

Les nombreux e s s a i s  numériques e f fec tués  pa r  Weeks l'amène a l o r s  à c h o i s i r  : 

- NLAG 
ci - 

2  T max 

Choix auquel nous n'avons aucune ra i son  de ne pas nous r a l l i e r .  

Nous avons vu également que s i  l a  fonct ion  à inverser  & t a i t  analyt ique 

dans un demi-plan Re(s) > b avec b  2 O ,  il é t a i t  a l o r s  nécessa i re  de c h o i s i r  

un c  b. Nous pouvons nous a t t endre  à c e  que l e  choix de c e t t e  quan t i t é  joue 

un c e r t a i n  r ô l e  dans l ' e r r e u r  d'approximation. Weeks a  également un problème 

de  ce  type p u i s q u ' i l  s e  s e r t  des  va leurs  de F(s)  sur l a  d r o i t e  Re(s)  = c ,  ce 

q u i  implique c  > b. Les expériences numériques q u ' i l  a  f a i t e s  avec son algo- 

r i them l ' o n t  amené à c h o i s i r  c  de l a  façon suivante : 

Nous avons également adopté c e t t e  valeur. 



V I ,  3 - DESCRIPTION DE L'ALGOE~THME D' INVERSION DE LA TRANSFOR- 
MATION DE LAPLACE PROPOSÉ, 

Nous nous sommes placés dans le cas où l'expression analytique 

de la fonction à inverser est connue. Mais ce qui est fondamental pour la 

mise en oeuvre, c'est la possibilité d'accéder aux valeurs de la fonction 

en certains points précis du plan complexe. Moyennant cette connaissance, 

nous nous proposons de calculer les valeurs approchées de la cotransformée 

sur l'intervalle Co, T 1 parcouru avec le pas 6. 
max 

Les principales étapes du calcul sont les suivantes : 

- 1 - Lecture des données 

l+, w; 
- 2 - Calcul des valeurs h = 2a F(c + 

P 
1 

P 
1 -PWn P 1-P  Wn 

pour p = O,. . . ,n-1. 

- 3 - Calcul des valeurs approchées Em, m = o,...,n 
iû . 

des coefficients de Fourier de H(8) = H(p e ) . 

et le calcul des valeurs approchées â des coefficients 
m 

du développement de la cotransformée en série de fonctions 

de Laguerre : 

- 4 - Calcul des valeurs approchées de la cotransformée 

sur l'intervalle CO, T 1 par pas 6. 
max 

- 4b - Calcul des coefficients du numérateur et du dénominateur 

de FN(s). 



L'étape 4 bis est seulement prévue pour l'obtention du modèle de ligne. 

L'étape 4 est alors inutile. 

Nous allons maintenant détailler chaque étape. Le langage de program- 

mation utilisé est le FORTRAN IV. 

Etape 1 Les données fournies par l'utilisateur sont : 

NLAG : degrés de l'approximation choisi. 

TMAX : borne supérieure de l'intervalle où la cotransformée 
est évaluée. La borne inférieure est prise égale à 0. 

DELTA : pas avec lequel cet intervalle est parcouru. 

BO : la plus grande partie réelle des pôles de F(s). 

NOPT : Booléen valant : 

1,' si l'utilisateur propose une valeur optimale 
pour le paramètre . 

O, sinon 

ALPHA : Valeur optimale proposée. 

L'utilisateur doit également fournir l'expression analytique de la 

fonction a inverser sous la forme d'un sous programme du type 

DOUBLE COMPLEX FUNCTION ZF(Z) 

dont le seul paramètre formel est la variable complexe Z. Si d'autres 

paramètres sont nécessaires, il est alors possible de les fournir par 

1' intermédiaire du COMMON 1 CF 1 .  Lt initialisation des constantes de ce 

CCNMON se fait par l'intermédiaire d'un sous-programme BLOCK DATA. 



étape 2 Pas de  problème, si ce n ' e s t  l ' u t i l i s a t i o n  de l ' a r i thmét ique  

complexe double préc is ion  commodément o f f e r t e  par  l e  Fortran I V .  

Les wP sont c a l c u l é s  une f o i s  pour t o u t e  par  l e  sous-programme 
n 

TRIGO (N). 

étape 3 Ce c a l c u l  e s t  e f f e c t u é  à l ' a i d e  de l a  transformée de Fourier  

Rapide proposée par  Car1 de Boor C181. Son avantage est que l e  

nombre de po in t s  u t i l i s é s  n ' e s t  pas nécessairement une puissance 

de 2. Le sous programme que nous avons u t i l i s é  a é t é  é c r i t  au 

C.E.A. - D.A.M. Nous en fournissons l e  l i s t i n g  un peu p lus  lo in .  

étape 4 Le c a l c u l  d'une valeur  approchée de l a  cotransformée au point  

TIME est exécuté par  l e  sous-programme. 

FNUM est l a  va leur  approchée obrenue. 

Ce c a l c u l  se  f a i t  sans d i f f i c u l t é  grâce à l a  r e l a t i o n  de récur-  

rence 11.2.4. 

étape 4 Ce c a l c u l  e s t  e f f e c t u é  par  l e  sous-programme : 
b i s  

COEF (ALPHA, C ,  NLAG, A ,  C l ,  CNUM, DENOM) 

C 1 : zone de t r a v a i l  

CNUM : t ab leau  contenant  l e s  c o e f f i c i e n t s  du numérateur 

par  ordre  des puissances cro issantes .  

DENOM : t ab leau  contenant l e s  c o e f f i c i e n t s  du dénominateur 

par  ordre des puissances cro issantes .  

La méthode u t i l i s é e  e s t  l a  suivante : 

Nous avons ni que FN(s)  e s t  donnée par  : 

N-1 m 
( s-c-a) 

F ~ ( s )  = am m + l  
m=o (s-c+a) 



Nous désirons F (s) sous la forme : 
N 

N-1 
m 1 m s  

m=o 
FN(s) = 

m 1 8;s 
m=o 

Si les coefficients a' et 8' sont connus nous aurons alors : 
m m 

Il nous faut donc rechercher les coefficients af et 8'. Nous commencerons 
m m 

par mettre d'abord F (s+c) sous la forme : 
N 

La formule de Taylor appliquée au polynôme ( s-a)m donne : 

m m-i 
(s-c~)~ = 1 (-23) (:) (s+G) i 

i=o 

par suite : 

Par identification : 



b 
pour j = O ,  ..., N-1  en posant b '  = j j = O ,  ..., N - 1 ,  l e s  é g a l i t é s  

j ( -2 ) j Y  

précédentes s ' éc r iven t  sous forme v e c t o r i e l l e  

La p a r t i e  t r i a n g u l a i r e  in fé r i eu re  de l a  matr ice ci-dessus é t a n t  

cons t i tuée  par  l e  t r i a n g l e  de Pascal ,  chaque colonne peut ê t r e  faci lement 

ca lculée  à p a r t i r  de l a  précédente au moment où nous en avons besoin. 

La matrice n 'a  pas  besoin d ' ê t r e  gardée en mémoire. 

Une f o i s  l e s  b j = O ,  ..., N - 1 ,  c a l cu lés ,  il r e s t e  à r édu i re  FN(s+c) 
j 

au même dénominateur (s+CilN : 

ce  qui  donne : 

ou encore : 



Vectoriellement, cela s'écrit : 

De même que précédemment, chaque colonne de cette matrice se calcule 

à partir de la précédente, de sorte qu'il n'est pas nécessaire de la garder 

en mémoire. De plus, si nous rajoutions une ligne à cette matrice, cette 

ligne serait constituée par les coefficients a' m = O, ..., N. 
m' 

Supposons que nous ayons calculé b ..., b respectivement dans N-1' O 

(NüM(l), ..., (NUM(N), le calcul de a! ne faisant intervenir que (NUM(j+l), 
3 

(NUM(j+l), ..., (Num(N)), celui-ci peut se faire dans (NUM(j+l). 

Pour calculer les colonnes de cette matrice comme celles de la précédente, 

nous utiliserons le tableau Cl et deux mémoires auxiliaires U et S. 

Le calcul des a m = O,. .. ,N-1 et am, m = O,. .. ,N à partir des 
m ' 

a;, m = O ,..., N-1 et 8 '  m = O ,... N est tout à fait analogue. 
m ' 

Nous donnons le listing du sous-programme un peu plus loin. 0 



a VI.4 - PROGRAMME ET SOUS-PROGRAMMES EN FORTRAN IV,  EXEMPLE 

D'UTILISATION DANS LE CAS DE L' INVERSION D'UNE FONCTION 

APPARA 1 SSANT EN ANALYSE DES C 1 RCUITS ÉLECTRIQUE . 
7 ~ * * * * * * * * * 8 * * * * * r * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * e * 8 * * * w * n + d  

2. r I N V E R S I D N  t J U f ' E K I O U t  DF L A  T R ~ ~ ~ S F ~ R K ~ T I O N  n E  L 4 P L A C E  
3 C * * * * * t * * * * * * * * * * * * * * * * * * t * * * * * * * * * * * t . r t * ~ r * * * * * * * * * * * * * e * * * * * * * * * * * * * n * i  

4  m C 
5  C CE P R O ~ K A M M ~  F O U R N I T :  
6,  c 
7 rn C 1) L E S  L D E F r L t I t ~ ~ T S  D U  N U M c p A T C U R  E T  D U  D E N O Y I Y A T E J H  ù E  
8 rn c L ' A P P R ~ X ? Y A \ ~  RATION~EL ~ H I S )  D E  L A  T R A ~ S F C ? Y E E  D E  L A F ' L A L c  
9  C F ( S )  Er1 V U L  U*LJldE L i ~ I L I S b T I O l l  I I L T E ~ I E U Q F  P A ?  L C  C 9 û E  3 1  

1 0 .  C C , P . O ,  A S T E C  III. 
'11. C 
12. c 2 )  L E S  V A L E U R S  N u ~ ~ E R I Q u E s  A P P R O C H E E S  D t  L A  C 3 T R A N S F U S K t c  D E  F(S) 
13. C SUR L ' t h ~ E R V ~ L L E  DE T E M P S  (O.Q'..TMAX) P A R  P A S  D F L T A ,  
14 rn C D A N S  L F  B U T  b * U h E  R E P R E S F I ~ T A  T I p t d  ~~~~~~~UE g L T f ? I  E U R L  L E S  
15.  C V A L E U ~ S  E T  C k L L E S  D E S  A B t I S S Z S  S G v r  S A U V E G A Q D E E S  R E S P t 2 T I J E f i C ~ u T  
16. f D A N S  L E S  T A B L E A U X  F S A V E  F T  T S A V C .  
17. C 
18.  c L ' U T I L I S A T E U R  D u i T  F O U R N I R  L E S  LOIJ!<ES S U I V A G T E S :  
19. 

- 

(I 
20,  C 1 )  N L A l i  : D t b R E S  D E  L ' A p P R O A I @ ~ A T I O N , C * E S T  E G A L E M E N T  L E  u ~ b K é 5  

21 f D b  D E I ~ ~ M I I ~ A T E I I S  D F  F ~ ! ( S ) .  K r  D 3 1 T  P A S  3 E F n S S c  ? O U  
22, c 2 )  T Y A X  : B " u h E  S U ? E H T E i i R E  C E  L'INTERvALLF OU ;A C?TR9NSFGRir;E 
23. c E S T  EVALIIEE: 
24, c 3 )  G E L T A  : P A S  A V E C  L E Q U E L  C L T  ~ N ~ F R ' ~ A L L E  E S T  PAR:OUKJ, 
25. c 4) er )  : A H C I S S E  D E  COPI \ /ERCEUCE S 1 i t P ~ a  DC L ' ? : ~ T ? G R A L ~  U E  
26 C L A P L A C E I S O I T  I A  P L U $  G R A N D E S  D E ?  P A R T I 5 5  R E C L E S  
27, c D ~ S  S I ~ ~ G U L A R I T E S  S E  F ( S J .  
28, c 5 )  R O P T  : BUOLEEFJ 
29 • c NUPT=O S I  L ' U T I L I S A T E U R  N A P A S  U E  V A L C J R  3 ? T l ! v l A L E  
30 C A  P R O P n S E R  Dn iJR  L E  P A R A ~ E T R E  . A L 7 4 4 e  
31 , C D A N S  C F  C 4 C ,  4 L ? v A  E S T  C F O ? S I  E'AL 4 
32. C: ! ~ L A G / ( ~ * T M A x ) ,  
33, C N U p T = l  SINON, 
34 c 6) ALPHP. : V A L E U R  G ~ T I M A L ~  P R O n O S E r  
3 5 -  C 7 )  K G P A P I I  : ~ U O L E E N  C O t j ? R n L A N T  1 E S  ~ E P R E S t N T A T l 0 : J S  G R A P d l ù J t b  
36. t SUR L E  LIST IN^ R E S U i T A T .  
37 C N b R A P H Z U  P A S  n E  G 0 A p H E  
38. C t i b R A P H = l  GRAPHE D E S  V A L E U R S  A P P R J C H E ~ S  3E L k  
39 C COTRAVSFOR!.IEE S U 9  L ' I V f C Q V 4 i L 5  ( ' - ' . ? M A X )  
40 c tJQKhPti=Z IDE'I AVEC c@J P L U 5  L ~ S  G ~ A P H ~ S  DES S A R T I L S  
41. I: R E L L F S  E T  t M A t I h i ? I s r S  @ E S  c ~ E F F I C I F ~ T S  D E  
42. C F O U R T E R  D E  L A  F O ? ~ C T T O N  ! + ( T E T A ) .  L E $  P z H T I z S  
43, C Z Y A G T N A ~ R E S  DEvA!;T F T R E  N U L L E S *  C E C I  SERT 
44, C D E  C ~ ! ~ T R O L F .  
45, C 
46 C L ' O R D R E  E T  L E S  FORMATS D E  LES  D34tdES S O t i T :  
47 , c 
48, C N L A G : F O K M A T ( l S )  
49 • C T Y A X , D E L T A I  F O R M ~ T ( D Z l r l 5 , 5 ~ , D 2 1 . 1 ~ )  
50. t B O ~ F O R K A T ! ~ ~ ~  , 7 5 1  
51 e N 3 P T r F @ R H A t ( I 3 )  



C  A L P H A ; F U H * A T I D L I  ? 1 > )  
r N G R A P H : F C R ~ ~ T ( D ~ ~ , I S ,  
E 
c L ' U T I L L S A T E U R  D U I T  D E F I N I R  E G A L L M E I J T  L A  F O y C T I O N  A I N J E N S E H  
r A  L ' A I D E  n ' U N  SUUS-PROGRAMMF O D g B i E  C D M P L F V  FUYCTI~N DE N O Y  L F  
C L E  S E U L  P A R A P ~ T K E  F O R P E L  E T d d T  L A  ' J A Q I A P L F  C 3 w D L E X E  Z .  
E L E S  P V T R t s  P A R A M E T R E S  D E F I ~ V ~ S S A Y T  E V E ~ I T U E L L E Y F ~ T  L 4  F 3 h L T I 3 h  
C S f R C M T  FOIIRIJXS PAR L ' I Y T E S V F D I ~ I R F  DIJ COMwqN / z F /  Er S E i 3 t b T  

I G I T I A L I S F S  PAR UV SDU! j -P53cRAM' tE  ô L O C K  D A T A ,  
e 
C***t***t*******r*************************.************t************** 

C PPOCÇAMME P R Z Y C A P A L :  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

1 " P L I C f T  D011bLE P R E c I S I O N ( A - ~ , ,  0 - Y ) ,  C'JURI E C Q k ! P L E X ( Z )  
b 1 M E N S I O h  Z ~ ~ S O O ) ~ Z ~ ( S ~ U ) ~ X S A L F ( ~ ~ ~ ) , R ~ ! ~ ~ C ) , A ~ ! ( ~ * ~ )  
E X M E N S I O N  A ( I O O ) ~ F S A V E ( S P ? ) , T F < V E ( ~ )  
D X M E N S T O ~ ~  C l  ~ l O O ) e C ~ U v ( l n O )  e D € ~ O F " C 1 C 3 )  
COYMON / G R ~ F / L E C ,  I M D  
COMMCh! / T R l G /  Z E A P ( ? ! ) O O J ,  I F A C T ( 2 O )  ,lmFACC 
COYYGP! / C F /  ~ H , A L ~ A G , R C D A L ~ N L , C L , ? ~ ~ , T A I ' , P I  
D A T A  L E C / 1 0 S / r l Y D / I ~ S /  
R E A D ~ L F C , I I ~ L A G  
R E A D ( L F C , ~ I T M A X , D E L T A  
R E A D ( L F C ,  3 ) B u  
R E A D ( L E C , ~ ) W U P T  
R E A D ( L F C D ~ ) A L P H A  
R E A D ( L F C , ~ ) ~ ~ R A P H  
w S I T E ( T Y P ~ ~ ) N L A G  
w R I T E ( ~ M P # ~ ) ~ M A x ~ D ~ L T A  r-------------------------------------------------------------------- 

C--DFFINITION D E  C ~ : ~ S T A ~ ' T E S  
p----------------------------------.--------------------------------- 

C  
C- -K  E S T  L E  NCMERES D ' E V 4 L U k T 1 0 h S  C E  L 4  F Q N c ~ 1 3 h  A  : J U E R S t K ,  

C 
N = 3 U U  
h F A C f = 5  
1 F A C T ( l ) = J  
r F A C T ( f ) = Z  
I F A C T ( 7 ) = 2  
1 F P C T ( b ) = 5  
I F A C T ( < ) = S  

C  
r--RD E S T  UN P A R ~ Y L T R E  I N T E R V t p A Y T  D A N S  L A  D E F I h I T I O N  U t S  V A L E U R S  

r--DF L A  6 O k C T I O b  b E b i ~ R A ~ ~ I C ~ ,  
r 

R O = ~ 8 0 0 0 U U b G u U O U O @ U D + W  
C  
c - - I K P R  C U k l ~ A N U E  L t S  I M P R E S S I ~ N S :  
c - -  r l ,  T O U T C S  I ~ ~ P K E S S I O N S  I ~ ~ T F R M E ~ I A I R E S  
CI- Z M P R E S S I D N S  CRINCIPALES 



103, 
1 '34.  
1 0 5 .  
1 0 6 .  
1 0 7 .  
1 0 8 .  
1 0 9 .  
1 1 0 ,  
Ill. 
1 1 2 ,  
113. 
1 1 4 .  
11s. 
116, 
117. 
118. 
119. 
1 2 0 .  
1 2 1 .  
" 2 2 .  
1 2 3 .  
1 2 4 .  
1 2 5 .  
1 2 6 ,  
1 2 7 ,  
1 2 8 .  
1 2 9 .  
1 3 0 .  

C- > Z r  P A S  D I H P R c b S I O N ,  
C 

I M F K = 2  
R N = D F L o A T ( N )  
R N L A G = D F L O A T \ N L A G )  
I F ( U O P ; , E Q . O ~ A L ~ Y ~ = R ~ J L A ~ / ( ~ ~ ~ D + ~ T M A X )  
z A L P H P = D C Y P L A ( A L P H A .  O. C D + O C )  
I F ( ~ U . I T . O . O ~ + C O ) C = ~ . O D + ~ O  
I F ( B ~ . G E , ~ . ~ ~ + ~ ~ ) C = ~ O + I . ~ D + ~ ~ / T ' ~ ~ A X  
Z ~ = D C ~ P L X ( C ~ U , O D + ~ U )  
Z R ~ = D C M P L X ( R ~ ~ ~ . ~ D + ~ ~ )  
2 U N = D C ~ P L X ( i r 0 3 + 0 0 ~ 3 . 0 0 + ! ! ~ )  
Z D E = D C ~ P L X ( Z * ~ D + O O I ~ . ~ ~ + ~ O )  
w ~ I T E ( I Y P ~ I O ) A L P H A  
V R I T E ( T V ? ~ : Z ~ C  
W R J T E ( t M P , ? 3 ) A L P H A + C  

C  
c-UCTIWECB,I) E S T  UN SDUS-PRUGUAMI ,E  P R O P R E  A  L ~ ~ R I S  d U  
C - - 9 ~ 6  3 U  1 . 0  S I  C ' E S T  L E  PREF iyER A P ? E L , U C T I ~ ~ E ( ~ ~ I )  D î N J k  
C--LF T E P P S  ~ f b  D I X L E M E S  D E  S E C n r J D E  E c 9 U L r  E N T ? E  1 E S  D E U X  
r - - 4 b P E L S .  
r 

C 4 L L  U C T I M t ( u r 1 T )  
c' c"------"'-----------'------------------------------ 
C - - C n L C l J L  DEq V A L E U R S  H P = H ( R O * L I ~ ~ * * P )  D E  L A  F C N C T ~ ~ ~ ?  G Z N E R A T R T C E  
c----'-------------'""'-------'----------------~---~-------- 
C 
C - L f S  d h * * p O P = U e h ' l r S O N f  C A L C U L E E S  t 9 N S  LC T 4 B L E 4 U  ~ C X ~ ( ~ J O . , , Z E A ~ ~ ' ~ )  
r 

C A L L  T R I G O ~ N J  
C  
c"LES V A L L U R S  H P  b U b T  C M L C U L L S  DAhS L E  T A 3 L E A U  Z l ( l l r . , . , L l C i l  
f 

D O  7 1 0  I V = 7 # l v  
Z P t Z R O * Z E A Y ( I P )  
Z D P = Z A L P H A / ( Z U N - Z P )  
Z S ~ = ( Z U ~ ~ + L P ) * Z D P  
Z ~ ( I P ) = Z D ~ * Z D P * : F ( Z C + ~ ~ ~ )  

1 1 0  C O N T I N U E  
p - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  

C - - C 4 L C U L  D E S  C O ~ F ~ I C I E N T S  D E  F ~ U R I E R  D E  H ( R C * E X P ( I * T E T A )  
r-------------------------------------------------------------------- 

I S E N S = + ' I  
C A L L  F F T C B O C ~ I  r Z 2 r  I S E ? i s )  

c 
C L - L E S  P A R T I E S  H L E L L E S  E T  IMAGINAIRES S 3 N T  M i S E S  D A N S  R Z  E l  A I L ;  

t 
D O  7 L Q  I Y A H T ' I r N  
R Z ( I P ~ R T ) = D R ~ A L ( L ~ ~ ~ P A R T ) )  
A I I ( I P A R ~ ) = D ~ M A Y ( Z ~ ( I P ~ R ~ ) )  



X S A ~ ~ < I P A R ~ ~ ~ U F L ~ A T ( I P A H T - ~ )  
1 2 0  P ~ L T I ~ I u E  r----------.-----------------------------------..--------- 
C - - c P L C U L  D E s  C ~ C F ~ I ~ T E N T S  DE 1 A  C O ' T R ~ N S F O S Y E E  D E  F  
pl--C-I-------------------------------.--"------.----------- 

A ( ? ) = P z ( ' I )  
IF(IMPR.LE.ZJ W R : T ~ ( I M P I * ~ )  O o ~ ( l )  
R o I = R c ~  
D 3  ? 5 D  I h = Z , l q L A b  

A ( I A ) = R L ( & A ) / R 3 1  
R D X = R D I * S U  
I F ( T M P P . L L . Z ) ~ H I T E ( J M ~ ~ ~ ~ ) I A - ~ # A ( ~ A )  

1 5 0  C O ~ ~ T I N I J E  
r - - - . - - - - - - - - - - - - - - e - - - - p - . , - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  
r - - C A L C U L  D f S  C O E F F I C I E N T 5  D U  N U V E R A T E L ' Q  E T  D t i  D E 1 J 6 Y : * A T F J ~  D E  F h l S I :  
p-----------,---------------------------.------------------.-------- 

C 4 L L  C O E F ( ~ L ~ H C , , C , ~ J L A G , ~ ~ ~ C ~ ~ ~ ~ . ~ I ' ~ , D E ~ ~ I : Y )  
! F ( I M P R . G T . Z )  CO T n  1 2 5  
W R I T E ( T Y P , ~ S )  
W S J T E  ! 1 4 1 P , 1 9 J J - 1  ~ C ~ I J M ( I ) ~ I = ~ ~ I - ~ L ~ ~  
W R I T E ( ? Y P , Z ? J  
W R ~ ~ E ( ~ Y P , ~ ~ ~ I - ~ ~ D ~ I J O Y ( ~ ) , I = I # N L A ; * ~  

c----------------------..------------------------------------- 
C o - C A L C J L  D E C  V A L E U R S  D E  LA C C T R A N S F P R I ~ E F  S U P  L ' I U T E P V A L L E  
P - ( O , T Y A X )  PAR P A b  D E L T A  DANS L E  T A R L E ~ V  F S A V E .  L E S  4 9 C I S b k S  
c - S ~ N T  W l S E e  3 A t S  L E  T A B L E A I )  T S A J E  D O C R  U ~ J E  c V E K T L i E L L E  
r - - R E P R E S E Y T b T I C M  b R A P H I Q I J E ,  
p------------.-----_-----,-------------------------------------------- 

q 2 5  l s A \ ' E = r )  
D O  740 T I M k = U , O D + U U # T M P A , D E L T A  
! Y P R = 3  

C A L L  L A ~ ~ ~ H R E ( A L D H A # C , T I M L I A I N L A G # I P P ~ I F V U Y ~  
I S A  J ~ = I s h V t + l  
T S A J E ( I S F  J c ) = f l Y E  
F S A V E (  I S P V t ) = F t 4 U M  

W H I T F ( I ~ ' P *  1 5 ) T I M E ,  F N U v  
1 4 0  C D N T ! Y u E  

? ? T = I S A V E  
C 
c - - F I N  D E S  C A L C U L S  
C 

C A L L  U C T l M t ( 1 r S T )  
W R I T ~ ( ~ Y P , ~ ~ J : T  

c----------_----c------------------------------------------------- 
t - ~ E V E N T U E L L F  R E ? S t S F i 4 T A T t O h  6 ~ 4 P H 1 3 1 i E  D E S  C C F F F I C ~ E V T S  D E  F O U R I E K  
C-ET D E $  V ~ L E V R :  U E  LA C Q T R A ~ ~ F O R * € F :  
C--I--i--------------------..-II.I-III-------------w-------------- 

X F ( N G R A P H , E Q * O )  G3 TO 2 9 n  
h ' L I N f s 5 0  
7 F R A W E s 2  
I F ( N G R A P ~ . L P . ~ )  GD T O  2 l p  



W S I T t ( 1 h P .  L Z J  
C 4 L L  ~ R A C X ~ ~ ( ~ . O ~ ~ ~ ~ * X S A V ~ ~ ~ Z ~ ~ J ~ N L I N E ~  I F R A M ~ )  
W Q I T ~ ( T M P , ~ ~ J  
C A L L  T R A C X ~ ( ~ , D I ~ N , X S A V L , A I Z ~ ~ J ~ Y L I ~ < E , I F R A Y E )  

2 1 0  W R I T ~ ~ I W P , Z L J  
P 4 L L  T R A C X H ( U , O , T Y A X , T S A V E ~ F S A V E ~ N T ~ ~ Y L I N E ~ I F R A M E >  

7 0 0  r f ) h T J t d i i f  
p-'"'-"---- '-----------------~---------------------------~-------- 

c - - F C R r A T S  : 
c--'-----'-'-----'-'""'-""-""--------------------------------'--------------- 

F O R M A T ( : ~ )  
2 F ~ R M A T ( ~ Z ~ ~ ~ J ~ S X I D L ~ ~ ~ ~ J  
7 F O R * A T ( D 2 1 . 1 > )  
7 F O R M A T f 5 X I ' ~ 3 Y i 3 3 E  D E  C O E F F I C Z E ~ I T S  RLTE~uS='I;) 
8 F D R Y A T f 5 X 8 * T f l A ~ =  ' ~ ? ? , ~ ~ ; S X * ' D F L T A =  ' D 2 1 . 1 5 )  
1 O F 3 R M P T ( S X I f 4 L P h A =  ' ~ 2 1 . 1 ~ )  
1 2  ~ 3 R ' q t T  ( 5 X e ' C '  * D 2 1 * 1 5 )  
1 3  F D R M A T ( ~ X ~ ' A L P H ~ + C =  ' ~ 2 1 . 1 5 )  
1 4  F O R 1 q A T t 5 X t ' A C ' I 3 r * ) =  * ~ L i . 1 5 )  
1 5  F D R " A ' T ( ~ O X I * ~ (  * 0 2 1 . 1 5 r * j =  * 3 2 1 . 1 5 , / )  
1 7  F D R M A T ( ~ X .  * T c ' t D S  D E  CALCt jL  D E  1 f N V E P S E : ~ I & * / )  
1 8  F O R M A T I S Y . ' ? ~ E F F I C I E ' J T S  nU ~ V M C R P T E U ?  C C  F F ( s ) : * r / )  
7 9 F ~ R Y A T ( ~ X ~ ' C U E F F ~ C I W  D F  S * * * T S ~ *  - * c > 1 . 7 5 )  
? D  F 3 R M A T  ( / ~ S ~ ~ ' ? O E F F I ~ I E ~ ~ T ~  CU D F ~ ~ O M I N ~ ~ T F I J Y  P E  F N ( S ) :  * * / )  
7 1 F O R ~ : A T ( ~ X , ' C U E F F I C I E Y T S  n c  S * * * I 3 , *  = ' n 2 1 . 1 5 )  
7 2  ~ 3 R * A ~ ( l t l l , l U x , * . . . D b R t i ~ S  RCL,  E S  DES ~ ~ E F F I C I E I L T S . . . * )  
? 3 F S R M A T I ~ ~ ~ . I U K , * . . . P A R ~ I F ~  I Y A c I N I I Q E S  D E S  : c E F F I c I S ~ T J . ~ . ' ~  
7 4 F ~ R ~ ~ A T ( ~ ~ I ~ ~ ~ X ~ ' ~ . . G Q A C ~ F  D E  L Q  C O T R A I S F O Q ~ E E . . . * )  

S T C P  
E Y D  



C * * * * * * * * * * * * * * * * * r * * * * * * t + * * * * * * * * * * * * a * * * * * * * * * e * * * * * * * a a a * . a * a * * m * *  

t' P R O P L E M E  D U  C A B L E  C O A X I A L #  D E F I N ! T I D N  GE L A  T R A N S F C R w L E  
r D E  L A P L A C E  D E  L A  T E ~ u S I O F .  p 1 ' E X T R E W J T E  D U  C A B L E :  

D 9 U B L E  C O M F L ~ X  f U l i r ~ 1 O ~ :  7 f ( Z )  
I M P L I C f T  D I U k L E  c D W p ~ E y ( 7 )  
I Y F L I C y T  D C U b L E  P R E c I S I O N ( A - W , C - Y )  
COVMO?J / C F /  ~ R ~ A L , A G ~ A C ~ ~ L O N G ~ C L ~ I ! C ~ T A L , P I  

C  
~ " D E F I ~ I T ~ ~ N  D E S  L U N S T A N T E S  U V  C A B L F :  
C 

z A R = D C M P L X I A n , O . O D + D C )  
Z A L = D C V P L X ( A ~ ~ C , O D + ~ C )  
Z A G = D C u P L X ( A b t C . O D + n O )  
~ A C = D C W P L X ( A ~ , P . O D + ~ ~ )  
Z L = ~ C M P L X ( R L # O . O S + C S )  
Z O = D C H P L X ( R G # O . O D + C ~ )  
z ~ L O ~ ~ + D C ~ P L ~ ( P L O N G , Q * O ~ + ~ L ~ )  
? I J M = D C M P L X ( ~ ~ O D + ~ ~ , ~ ~ O D + ~ C : ?  
Z N = Z A ? + Z A L * Z  
Z D = Z A G + Z A C * Z  
Z G A Y A = r D S Q P f t L h * Z D )  

r 
C - I E P E D A h C E  C A R A C l E R I S T I 3 U E  L O M P L ~ A E  L U  L A B L E :  
r' 

~ C = ~ D S O R I ~ Z N J Z D )  
r: 
c - C O E F F I L I E & T S  DE K E f L E A I O h  tl; X=8  E T  x = A L O h t  
r 

Z R E F U = ( L V - L C J / ( Z O + Z C )  
t R F F L = ( Z L - Z C I / ( Z L + Z C )  

C  
C - F C i N t T I ü î v  D E  T R A h b F L R T :  
r 

Z T E K M = Z C I  t . f C * ï C )  
~ P R P F A ~ C D E X F ~ - Z G A H A * Z A L O ~ ~ )  
2 T R A ~ S = Z T E P ! A * Z P R O P A * ( Z L l N + i ! P k f  L >  
~ T R A ~ s = Z T P C ~ ~ ~ / ( ~ U ~ - Z R E F O ~ Z P E F L + Z P R O P ~ * Z P R ~ F A )  

c 
r - - Z F U L S  E S T  L A  T R H R S F G R P E E  G t  L A  F.E.P, F G U R k I E  
C-PPR L E  G E N E R A T E U E :  
c 

i P I = b C y P L X l P A t O , O b + 3 0 )  
~ M E G P = ~ . O D + C ~ * P I / T A Q  
Z O K E G A = D C M ~ L X ( D ~ \ E G A  O,FV+OO) 
~ T A U = D ~ Y F L X ( T A U , O . O D + ~ C )  
~ P ~ L S = ~ D P E ~ A * ~ ~ U K - C ~ E Y F ~ - Z T A U ~ I ) ) / ( ~ G M I ~ ~ A * ~ ~ M E G A + ~ * ~ ~  

C  
C - T R A k S F U H Y E E  DL LA T E N S I O N  A L ,  P O I N T  X=ALONG: 
? 

Z F = L P U L S * Z T R ~ N S  
RETURF: 
E N C  



2 C 
3 c - - I W I T I A L I S A T I U N  u t S  P A d A t r E T H ~ 5  D E  LA FOWIT I ! )k  F ( S )  
4 e 
5 c * * * * * * * * * * * * * * * * * = * * * * * n * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

6 R L O C K  D A T A  
7 I M P L I C T T  D O U B L E  P H t C I S I O t . i ( A - d e @ - Y )  
8 C O M W O Y  / C F /  A R ~ A L ~ A G , A C * ~ L O N S ~ Q I . ~ ~ C > ~ T A ~ ~ D ~  
9 .  D A T A  A ~ / o 5 3 ' ~ 1 / , A L / , 2 5 3 + ~ 3 / ~ A G / . l D ~ 7 6 / , ~ C / I 1 ~ + ~ ~ / e ~ ~ ~ N b / ~ 5 U + ~ l /  

10. D A T A  ~ t / ~ 3 3 + U ~ / ~ R 0 ~ . 1 D + O n / , T A u ! . 4 ~ + 3 2 / , P I / . 3 t 4 1 5 9 ? ~ ~ ~ 5 8 9 ~ 9 3 2 3 J + O  
11. s 1  / 
1 2 .  E N D  



1 C  
2 C * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * w * * * * * * * * * * *  
3  C 
6 C C E  s ~ U S - P R O G R A M M t  C A L C U L E  L * X N V E R s E  N U M E R I Q U E  DE F Ad P L X h T  T I h E  
5 .  t El! U T I L I S A N T  L A  S0Mr.E D A R T I F L L E  J ~ ~ s Q ' J ' A  L ' O R D R E  N D U  L E V E L D ~ F E ~ ~ E N T  
6 C DE L ' I N V E ~ S E  S U K  L A  B A S E  D E e  F O N C T I O N  D E  L A G U F R R E .  L E S  C C E F F I C l E h T S  
7 C DE CE D E V c L O P P E " f N T  S O N T  CONNUS E T  S E  T R C U V E N T  C A K S  L E  T P B L E A U  
8 . C  A ( N ) ,  L E S  V A L E U K S  DES P O L V N ~ Y E S  DF L A G U E F R C S  P U  P 9 1 t . ~  T I V E  S 3 h T  
9  C C A L C U L E S  R E C U Q S I V E M E N T ,  F N U W  D E S I K : ~ E  L A  S O Y Y E  P A S T l E L L E  D ' G R D ~ L  A ,  

10. C 1 V A R I A b T  D E  1 A N, 
7 1  c 
12. C * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * w *  

13. C  
16  S U B K U ~ T ~ ~ E  L ~ ~ ~ U E R ~ ~ ( A L P H A , C , T I V E , A , N , I M ~ R , F N U # )  
15,  IYPL ICTT D U U b L E  P R E c I s I D ~ J  ( A - H . 3 - 2 )  
1 6 ;  D I V E K S J ~ K  A ( ? )  
17. COPMON / G R A F / L E C , I H p  
18, ~ O = D E X P ( ( C - A L P H A ) * T ~ M E )  
7 9 ,  X F ( I Y P R . E Q ~ ~ ) O U T P U T  P C  
20: X = i . D + r O * A L P f l A * T I M E  
21 , p l = P O * r l - X )  
22. I F ( I N P P . E Q .  1 ) O U T ? U T  P l  
23, F N U M = P * * A ( ~ ) + P ~ * ~ ( ~ )  
24. I F ( I M P P . L E . Z J ~ R I T E ( ~ M P ~ L O ~ ~ ~ F ~ U Y  
25 . D O  1 3  t = l , N - L  
26.  D I = D F L 3 A T ( I )  
2 7 ,  P ~ = ( ( ~ . D + Ç ~ * D I + ~ ~ ~ + O O - ~ ) * P ~ - C I * P O ) ~ ( U I I ~ ~ D + O ~ ~  
28. I F ( I Y D R . E Q . ~ ) c u T P u T  P N  
2 9 ,  F v U Y = ~ N U Y + P ~ ' + A ( I + Z )  
30. I F ( I V ~ R , L E , L )  w S I T E ( I M P , Z C )  I + ~ , F N J M  
31 P O = P l  
3 2 ,  1 0 P ' I=PN 
33  2 0 F O R M A T ( ~ U X I ' ~ E G R E S  DE L  A P P R C X I Y A T ~ ~ K : ' I ~ ~ I I I X I * F ~ ~ ~ ~ = ' U Z ~ ~ I > ~  
34 R E T U R N  
35 E N D  



c 
C * * * * * * * + * ~ * * n * * n * * r t * * * * * * . * * t * * * * * * * * * * * * ~ * * * * * * * * * * * n = ~ * n n * u n * ~ ~ *  

S U B R C U T I ~ E  C ' t F ( A L F ~ C 1 r c r r l c  F . ~ C ~ ' ; C N U !  ~ D E F ~ ~ M )  
c * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * + * * * * n * + * * * * * ~ * * * * * * * * * t + * * * * * + * * * * n n * * * *  

C 
C-CE S O U S - P R O b H F H m t  C A L C U L E  L E S  C O L F F I C X ~ ~ T S  D U  N U K E H A T t U H  t T  D U  
~ - - D E N c M I ~ ! A T E U R  CE L A  F P A c T I C K  R A T I C b Y E L L E  F ~ ( S ) ~ C E S  C C E F F I C ! E h T Z  
? - -SCKT P E S F r C T 1 V E h E h ; T  C A L C U L E $  p P k S  L F S  T A U L C A U X  t f . U f l ( l ) , ; = l , h  
c- -ET ~ E h O k ' ( f ) , I = l * k + :  ,AVEC C t J i i ~ ~ ( ~ ) , ~ E h O M ( 1 ? = ~ O C F f ~ 1 I E I I T S  D E  S**(i-l). 
c - - P A R A ~ ~ F T R E ~ :  
C-- C L P R A :  P b R A M i T K t  D ' O P T I M I L ~ T C  
C- C : V E C T t U p  D E  T H A k s L A T r O h  
CL- \ l :CFGRES D E  L r A P P R O X I ~ A ~ I O ~  
Cg- C i :  Z O h E  GE T R h V A I L  
C- A:  T A B L E P U  CC,NSE~VA!.T L E S  C r T F F ï C l E F . T S  DU D E V E L O P P ~ I  E h T  L E  LA 

r -- C O T R A h s F U R F E t  E N  SE~IC D F  F O N C T I O N S  DE I A G C E R F E .  
C 
C * * * * * * * * * * * * * * * n * R * * * n n n * * * * * * * * * * n * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * n * * * * n * * w * * * *  

I R P L I ~ Y T  D b U o L E  P R E c I s ~ O ~ J ( P - ~ , P - Y )  
D I K E ~ C J C N  A ( - ~ ) , C ~ ( I ) , C N U U ! < ) , D ~ F ~ C ~ ~ ( ~ )  

C  
C - ? ) C A L C U L  DES C D E ~ F I t J t t , T S  D t  F h ( S + c ) :  
C 
C-CALCUL U E S  C O t F t l C I E h T  D E  L A  D E L O W P D S I S I ~ ~ V  b t  F h ( S + L )  
? - -Eu  E L E M E N T S  S I N P L E S :  
C - F I ( s + c ) = ~ ? / ( s + A L P ~ A ) + ~ . . + B N / ( s + A L P H P ~ * * ~ ,  
C - - B t r , . , r B 1  SONT HESPECTIVEML~~T C A L r U L C e  D A h S  ChUM(I)*..* 
c--CP U V  ( N )  : 

t N U M ( N ; = U , C U C U O  
@O 700 M = l r V  

CF~I IF ' (F ' )=CP U" (F ; )+ACM)  
C l  ( U ) = 1  * C D + U O  

700 C O R T I N U E  
r F ( N . E n . 1 )  GU TO I L 0  
P O ~ D = - ~ ~  P C + O V * A L F W L  
1 F ( N , E n 8 2 )  G L  T C  1 ? 0  
D @  1 1 C  ~ = 2 1 b ! ' 7  

C h U h ( b ; + I - J ) ' A ( J )  
u = l  . t'r+O? 
DC 7 1 1  R = J + ' i r N  

s t u + r l  (r-1 J 

C l  ( v o l  )=LI 
C N U M ( ~ + I - J ~ = C N U ~ ~ ~ ~ + I - J ) + S * A ( P )  
u=s 

11 1 C O N T I N U t  
C V U k * ( r t + l - J  )=CNUM(N+ l -J>*POrUL ,  
P O Y D t - Z , O P + U O * A L P H A * P O ~ O  

1 1 0  C O ~ U T I N I I C  
C N L l M ( 1 ) = A ( h ) * p O N D  

C  
C- -CALCUL D E S  C O t F r l C I E N T S  D U  N U Y E H A T E U R  E T  DU D E N O F t I N P T t U H  



> 2 e  C o - D E  F A ( b + C ) :  
53 . C 
54. 120 PD~.u=ALPIIA 
55. C1(1)=1 . G D + O U  
5 6 0  TF(N.Ec.7) C7~1)=U.OD+RL;bO T O  210 
570  D O  2pC C = Z * I J  
58. C'! ( Y ) = P O N C  
59. C P U W  (1  ) = c ~ ~ I J M ~ ~  )+PUFID*CNUM(M> 
60. PcNc=ALPHA+YDND 
61  • 200 COKT I ! i i i E  
62. D E l . O P ( l  ) = P O N U  
63 • fF(N.Ep.2) G u  1 0  Z10 
64 • D O  21fl J = 2 * N g 1  
65. u=1. o ? + o o  
66 • t@ 2.q N = J + ' I , N  
67. S=PLPHA*LJ+LI ( P - 1 )  
68. C l  ( b , - l  )=L '  
69. C N U V ~ J ) = C N ~ ~ ~ ( J ) + S * C K U K ( M )  
70. ~ J = s  
7 1  . 21 1 C O N T I N C ~  
72. C E N O M  ( J  )=ALVliA*U+bl ; h l  
73. C l  ( h ) = U  
74  . 210 C O ~ T I N U E  
75. D E N O F  ( r  )=ALPIIA+CI ( r u )  

76  ~ E h ' O ÿ ( l l + l  )=l . C D + O @  
7 7  ; C 
78 • ~ ' 2 )  CALCUL D L 5  L b t k F l C l t h T S  hbElEp9TEUR ET D Y  D E h O M I N k T t b R  
79  . c C E  F N ( S )  c P F ~ T I K  C L  C E U X  Ü T  F & ~ S + : ; :  
80. c 
81. IF(L.Ec.b.LCtLC) GD TC 5;O 
82. F D F ~ C = - c  
8 3  * C1(1)=1,UG+O~ 
84 . 1 F ( t ! . ~ ~ . 1 )  GL Tb 5 U D  
85 • D G  3 î P  v=2* r \  
86. CI ( Y ) = P O ~ C  
87. CbUF ( ~ ) = C h l . h ~ l ) + C h L l C t ( F ' I + P C h L  
88. C F ~ C ~ ~ ~ ) = C E ~ C ~ ( ~ ) + ~ E ) ~ C K ( F ' ) * P C ~ O  
89. ppNi=-C+pC hL 
90. 300 COF911h<~*E 
91. ~ E b G k ( ~ ) = c t h Q b  ( I ) + U E N C F ~ ~ . + ~ ) * F C ~ L  
92. l F ( h . E ~ . l )  ~b TG 3 f n  
9 3 .  1 F t h . E ~ . 2 )  i b  TO 31n 
9 1  • C O  31c J = Z * F  
95 . U'1 . C C + C Q  
96. C C  31: Y = . I + I , ~  
Y7 . s=-C+U+C? ( E  -1 1 
98; C I  ( y - 1  ) = L  
99. c Y L M ( J ) = C ~ ~ ~ ' ( J ) + S * C N U M ( M ;  

100. C E P  @ U ( J ) ~ D ~ P I @ V (  J ) + S * L ~ R I O P ( ) .  1 
101. u r s  
102, 31 1  C o h l  I v U E  



103.  S = - L + L ~ + T I  c r., 4 

104 ,  c e ( h > = t i  
I O S e  D E h C y t  J I + C E h U M (  J ) + ~ E h C k l ( h + 1  i + s  
1 0 6 ,  310  t e r  T I  ~ I I E  
107.  s = - C + C +  ( h l  
1 0 8 ,  @ E h O k  ( E ) = D ~ ~ L ~ ( N ) + S * D E ~ L , F ~ ( ~ . J + I )  
109 .  3 2 0  R E T U R N  
1 1  o. F h C  



C * * * t * t * * * * * * C * * * * * * * * * * r * * * * * * * * f * * * * * * + * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * U * * * *  

r - - L E  s C L I S - P P O E R P ~ F * C  F F i  I R G ( Z I V O ~ I T , Z L  OFK,h,, I S F N S )  E i F E r T l J E  
C - - L A  T R P k s F C R P E L  C f  F O L F I E F .  L J T S C P E T F  DU V E C T F U ~  Z 1  DE D I f d i t . S ~ u J  Ir 

p--Ebl UR V E U F  V E C f t L I R  2 1  D E  L I p r h r I C h  P ' .  
(--LA C E ~ C C E  U T I L I Z L E  L S T  C E L L r  [ E  C F R L  C E  B Q O R ,  L E  N O l ' e Q E  D E  P 7 - r . 7 5  
C--N A  T P R 4 S F Y R Y t R  E S 1  C E C O Y P D C A ~ L E  F K  P P t D U t r  C E  F k C T F U R S ;  
C - - N = I F A C T ( ~ ~ * . , . * ~ F P C T ( ~ ' F A C T ) :  
r - - R E F : S l A I  J e  ' I I *  C C K F U T  , I A p L t i  1 9 f C .  
C  
r - - - - - - - " - - F A R h f J t l R f i  b*EhTKEL--------------------------------------  

r - - Z I N C U T :  NIVECTEUR D C ~ ~ L E  CCklPLEX r ' C k T F E t - c O P T I F  
c - - 2 V C R K :  h - v E C T k U b  C G U L L F  C C V P L E X  L F  T R P L f P I L  
r - - I s E ~ ! S : S E A ~  C E  L p  F , f  . T ; ( ~ + ~ ~ G I F L c T , = - ?  : ~ h i \ ~ E R s t )  
r 
c - - - - - - - - - - -PARPPLTRES l p ; T f R h ~ S - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  
C - - 1 P V : P V A h T  =IFCCT(I)*...*IFPrTfI-49 
C- -1PP:PFRES = I F E C T ( J + ~ ) * , , , * I F ~ T ( ~ ~ T )  
c - - 1 t  A I N T : F C I ~ T E ~ P ~ ~ T  = IFPCT( I )  
r - - 1 F A C T :  T P p L E A l l  L 0 h T E h A h ; T  L E S  F A C T F U F S  DE C ,  
C  r * * * * * * * * * * l * * t * * * = * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * % * * * = = * * * * * = * = * *  

S J F R C V T I N E  F ~ T C B O ( ~ I N O L T ~ Z K C F K , F ~ , I ~ E K S )  
J Y P L I C J T  C b U k L E  P R E C J S I L ~ ~ O - ~ , ~ - Y ) , C O U F L E  C O F F L t i ( 2 )  
D I P E ~ S T O ~  i ~ l ~ t ~ T ( h )  , z u C F K O  ) 
rOb 'pCh  / T R 1 6 /  Z E X F  ( 1 D P f  1, I F A L T ( 2 P )  OIrFfcCT 
COCMCh / G R A F /  L E C o I V P  

C- -LES F P C T E C E S  I F P L T  DE h S c h ~  C O h b , ~ S  A  L'A\ ' t ,b!LE C L  O L i  P t t t l r T  14- 

C- -CALCULER [ E S  I h L I C k S  I A V , ~ P P O ~ ~ ~ I F ~  k'u'EC L r S  R E L c T I C ~ S  D t  
~ - - D F F I Y I T I D Y S , C C ~ T ~ ~ I ~ E ~ ' F ! . T  C L F  F f ~ t i C p ~  O R I K I ~ P L F ;  L C  P C U C L f  
~ - E ~ T F R I ' E  J v D I C ~ E  P A F  J S I J I V  h ~ Y p L k f ~  T D ~ I T  L F q  T F S T S  D t  L E T L R Y I ~ ~ ~ I U ~ ~  
?--DES F A C i E l i R S  1 F k C T S  I 
C: 
c - - 1 h I T I F L l S P T I O h  L t S  I h G I C E S  : 

1 A V = h  
f A P = 1  
DO 2 I S ü l V = l # h F f i C T  
T Y P I ~ T = I F P C T ~ I S U J V J  
1 A V = I b v l I ~ F I ~ T  

C - L ' O R D R E  C F  L A  F e F . 1 .  P A R T J t L L E  L S T  I \ l P J N T * : A P , C E  Q U I  C U K E L S P C I J L  
r - - a  L ' E Y P G h E t i T I t L L E  C G V F L E X F  7 E Y F ( I s V + l )  
C- -POUR L A  F . F . I .  L I R C C T F :  

z O V E ~ A = D C ~ ~ J ~ ( Z E X P I I A V + ~ ) )  
C-POUR L A  F:F,T. I N V E R S E :  

T F ( I S E V S . E G . - I )  Z O P E G A = L C C ~ J L ( Z O F E L A )  
z P R G = D ~ M P L X ( ~ , O D + G ~ ~ C . Q C + ~ ~ )  

C--Ol. F F F E C T I J E  L E S  P P O D U I T S  P 'F~T IERS COF'KUMS A TObS L L S  L H L C L L  
C - - D ~ I N D I ~ E S , P O U P  R E C U I R E  L E  h n Y B F E S  D t  b L l L f l P L I C A T 1 O N C  
( - - E N T I E R E S  M E C E S S ~ I R E S ,  

r A P A V = j A V * I A b  
I A P N O ~ = I A P * I ~ A I N T  
~ A P V ~ = T ~ P A V * ~ I ~ A I ~ ~ ~ )  



C - C A L C U L  U e L ! h t  t T h P E  D E  L A  F r F I T *  
DC! 0 Jrl  t I K P I L T  
IAFJ=IAP*(J-1) 
D O  I O  J A = ~ , I A F  
I A P J I A o I A + X A ~ J  
D O  1 4  ~ 8 = l r T w V  
IPPB=IA+IPF+(IB-1) 
Z V A L L E = Z I ~ C U ~ ( I A P B + I A P V ~ )  

C - - B O U C L E  C E  S C W C A ~ I O N  D E  H c F ~ F H  
D O  1 E  ~ h = ~ v ~ l h ~ - I , l , - ~  
I N C E X N = I A P B + ~ A F A t * ( ? 6 - 1 )  
Z V A L U E ~ Z V A L U ~ ~ ~ A U G + I I ~ C L T ~ I ~ L L % F )  

18  C O P T  I N g E  
~ N D E X E = I A Y ? I ~ + I A F ~ D ~ ! * ( I ~ ~ ~ )  
Z V C R K ( T & D F Y B J = Z V A L U F  

1 4  C O N T I  N ! ~ E  
~ P R G = Z A R G * L O ~ ~ ~ G A  

1 0 C O N T  1 N i ; E  
6 C O I U T I N I I E  
r - -AFR€S C k b a U t  t T H P E e C R  T R A ~ S F E R E  L E  R F S L ' L Y F T  1 P ' T E P h t L l k l h L  
C o - Z V C R K  D A Y S  L E  T ~ B L E A U  Z I N C L J T ~ P C ~ R  S I P I L F K  L ~ C L T € S ~ ~ ! C ~  
? - - D E S  T A B L E A U X  ~ ' ~ N T R E E  z l  F T  2 2  C P W S  L ' P L C C D I T L ~ V E  P R I F T ~ ~ ~ L .  

D O  2 2   TEX=^^^ 
Z I N O L T ( I E X ) = L U O R K ( I E X I  

22 C O V T I N I J E  
F- 'LES N F A C T  F a F e T a  P A R T I E L L L S  C h 7  E T t  E F I C C T L ~ E ~ S :  
C - - I ~ J C R E V E ~ T A T I C ~ ~  u t  I A P :  

~ A P = I A D * I K C I I ~ T  
2 C O N T I N i i E  
r--PCUR U ~ E  : , F , T , A N V E R S ~  S O R T I T  I ~ P F L I A T L :  

~F(ISEMS,EC,'~) R E T U R h  
C--PCUD U N E  F a F . T a  D I R E C T E e b I V f S I C h  C L  ChLQdE T L R M E  P A F  1.: 

R N = D F L c A T ( ~ )  
D O  zt i D I V = l # h  
Z ~ ~ ~ U T ( I D I ~ ) ~ ~ I N O L T ( I C X V ) I R ~  

2 6 C O K T  Jh?iE 
R E T U R N  
E N D  



C * * * * * * * * * * * * * * * * * . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  
c 
c - T R I G O  t S T  U h  S O b S  F R O ~ A M M L  Q U I  C A L C U L E  U h E  S E U L E  F U l S  
C - - L E S  R A C I h E S  C D Y Y L E X E S  D ' O F V R E S  C C E  L ' U N I T C .  
C  
C * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * t . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * t R * R *  

C 
S U B K U U T I h E  T K l b O ( b I  
~ M P L I C T T  CU 'JBLE P R E C I S Y U N  ( A - h , 3 - Y ) r D C L @ L t  C O K P L t X  ( L J  

COPMON / T R I C I  Z E X P ( ~ O O ~ ) : I F L C T ~ ~ ~ ) , ~ ~ F P C T  
~I=3.?415926>J58979323D+nC 

C- -CALCUL D l Q E C T E  L E S  N / 2 + 1  P P F M I L R E S  R A C I R E S ;  
N Y A L F = v / ~ + I  
C D E F = ? , O D + O O * P I  
R K = D F L ~ A T ( ~ )  
Z E X P ( ~ ~ = D ~ ~ P ~ A ( ~ , ~ ~ + O O ~ ~ ~ O D + O O )  
DD 2 I = Z , N H A L F  
R I = D ) L q A T ( I - I )  
A Y G = C ~ ~ F * P I / ~ N  
w R = D C O c ( A N G )  
W I = D S I N ( A ~ C )  
~ E X P ( I ) = D C P P L X ( W R I W I )  

C -CALCUL D E 3  N / 2  U E R N I E H E S  P A c I K E S  FAR S Y V E T p I t :  
JIN-I+:, 
Z E X P ( J ) = U C M P L X ( W R , - W I )  

2 COF4TI N U E  
C-DANS L E  C a s  O C  E S T  P A I R  L F A P ( ~ H A L F ) = ( - I , c ) ~ X P C ~ E M L ~ T ,  
C - - I L  E S T  P L : l S  P R E C I S  D'IMPoSEP C E S  v 4 L E U F S  P i  U T C T  C U €  D E  
C - - C C N s E R V E R  C t L L E b  O B T E K U F S  P p R  L P  p I V 1 ~ 1 O h  1 M P P R F P I T k v E h l  
C- -UiVIFORME DU C E R L L E  T P I G O K C ~ F T R I C U C .  

I F ( Y ~ D ( N , ~ ) , ~ Q , O )  Z E X P ( N P A L F : = C ~ ~ P L X ( - ~ . ~ ~ + O C ~ O , L D + O ~ ~  
R E T J R Y  
END 



@ LILLE 2 3 m  

C * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * + * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * + * w + . + *  

C 
c - - C E  S 3 U S œ P ; l i 1 H ? F M t  T R A C t  L E  b p A P h t  c * L F ; E  F O F r c T l O h  S U U  L ' l ~ ~ I H l F i A t v i t ,  
C-2 O P T ~ O Y S  S O w T  P E R M I S E S :  
C - - I F R A Y E = l : T R A C A G t  A V E C  6 0  c 0 ~ O k h E S  
? - - I F S ~ Y E = ~ : T S A C A C ~  A V E C  1 0 0  C n L C h k E S  
? - - N L I N E  E S T  ? U E L C U N Q U E ; C F L A  S T G ~ I F I F  QUE L ' A X E  D E S  Y 
?- -PEUT E T R E  4 U S S I  L O h G  QUE L ntv L E U T  
r 
C * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * + * * * * * * + * + + * * * * + * * + * * * * W * * * * * 8 + *  

P 

S J B n O U f I N t  T ~ A C X ~ ( X M I N , A ~ A X ~ ~ , ~ ~ ~ X Y , N L I ~ ~ E ~ I F R ~ C ~ E ~  
I V P L I C T T  D U U U L E  P R E C I S I O N ( A - ~ , ~ - Y ) , C O Y P I E X ( Z )  
D I Y E ~ S T O N  X ( l ) , Y ( i )  
D I f J E t v S 1 D V  G R ~ ~ x ( ~ O ) ~ F G R A D X ( ~ ) ~ I C G L ( L ) ~ ~ G R ~ ~ X ( Z )  
COWYCN / G R A F /  L E C e  I * # P  
L o G I C 4 i  B I ~ ( ~ ~ ~ ) , B I T ( ~ ) ~ * * ' ~ * . ' D ~ I ' , '  ' /  
D A T A  F ~ R A D X / U 1 3 3 3 3 J 3 3 , ~ , 7 0 / ~ I C n L / 6 ~ ~ 1 0 ~ / e N G R A L X ~ ~ ~ b ~  
N L I N E I = Y L I ~ E + I  
A Q L = G F L O A T ( Y L I N E )  
N C O L = I ~ ~ L ( ~ F H A M E )  
C O L = C F i  O A T ( k L 3 L )  
u t 3 L l r u C O l + l  
Y'41;4=Y C l )  
Y Y A Y = Y  (1) 

C 
(!"THE S C A L E  U F  T H c  P L 3 T  I S  O B T A I ~ ~ C  T B R C G G h  T h t  D E T E H F I h A l r O h  
q - - 9 F  THE v 4 X I M U Y  A v D  ' 4 1 N ~ M u *  n R D I N A T E .  
C 

3 3  ï u  l = i e h X r  
4 Y = Y ( I ,  
1 F ( A Y . c T m Y F 4 A )  Y K A X = A Y  
I F (  \ Y m ~ E , Y r I 1 q )  Y Y I N = A Y  

1 0  C 3 Y T I N  J E  
?- -THE S C A L E ?  O F  Trie - A  A N D  - Y  G R F L U C , T I O ~ S  A R E  C ~ L C U L ~ L :  

S C A L E Y U ( Y " A A ' Y K I V ) / ~ N L  
S C A L E X = ( X ' ~ ~ ~ Y ' X ~ I Y ) / C O L  

C 
C-THE U P P t R  BUWUEN I S  P H I N T E U :  
r--5r 3 5  1 0 3  ?O! .U#NS ACCD~DIYG ' fO  I F 7 4 K E :  
r 

G O  I ü  ( 3 0 5 ) , d F R 4 1 E  
3 W R I T E ( I Y P , Z ~ J )  
? O 0  ~ 0 9 Y A ~ ~ l Z X e * ~ * t 6 ( ' n ~ ~ m + ~ , ~ ~ 1 ' ) )  

5'3 T C  7 

5 u s r T E ( 1 4 r ~ Z l J >  
$ 1 0  ~ 0 ~ ! 4 A ~ ( l 2 ~ e ' ~ * ~ 1 3 ( * , ~ + . e ~ m I ' ) )  
r: 
C - S E L E C T L U Y  A N 5  P f l I N T I N Ù  O F  T H E  P U I V T S ,  
F 
7 D O  LU I = l t & ~ 4 N E l  



C-THE L E t T  ~ 1 4 0  K I b e T  3 3 H D E R S  C F  Th; P L O T  A R E  P H I N T E D .  
B I W ( 1 ) = 3 1 ' 7 ( 3 j  
3 ! W ( h Y n L 1 ) = 9 A T ( J )  

c - E A Z H  LI~E 1s B L A ~ K E J  BE FOR^ P R I ~ T I U G ,  
9 0  3C J = Z I K : ~ L  
B I W < J ) = S I T ( G )  

3 0 P O N T I N I I E  
r 
r - - T I i E  w X f  P q i N T S  M H ?  J L A C E D  A h T O  T 2 E  N L I A E  O R D I X A T €  I h T t H V k L S  
C- -DETERb' I i *Fo  Oh TnE Y - A X I S :  
r 

Y U P = Y M , l X + Ç e 5 * S C 4 ~ E Y - D F L ~ ~ A T ( I - I ) * S C A L E Y  
V D n L J h = v J P - S C A L E Y  

C - - S E L E C T I C N  3 F  T Y t  o O ~ I ~ T S  T!? B E  P ~ I K I E c  
DO 4 2  ~ k ! = l r h X Y  
v T S S T = y < I ! d )  
I F ! Y T E C T . : T , ~ ~ G ~ I ~ , U R ~ Y T ~ S T . C ~ , Y J F )  L G  T; 4: 
X ~ R I T E = ( X ( I J ~ - X Y I N ) / S C ~ L F X  
K ~ S ! T E ~ I F ? X ! ~ ' ~ ? I T E ) + I  
~ I W < C ~ ~ X T E ) = ~ I T ( ~ )  

4 O c O L I T I  p d t ~ E  
~ - - P R I ! ~ T ~ I ~ G  P F  T H i  S E L ~ C T E D  ~UINTS: 

Y W R I T E T Y U P - ~ * ~ * Ç : A L F Y  
W R X T E ( : ~ ~ P , ~ ~ U )  Y ' J ~ I ~ E ~ ( B I I ( K ~ , K = I , N ~ G L I )  

1 0 C  F O R ' I A T ~ C I I . ~ * ~ Y I I ~ ~ A I )  
? O  rotIf INIJ~ 
p - - T H E  X - A A I q  1 S P ~ I l u T C D :  
f - - h q  O R  1 ? 3  Z O L U M ~ S  AC COR DI^^ T O  1 F ? A b A L  

GO T 0  f 9 ~ 1 1 ) * 1 f ~ \ Y E  
9 W R I T E ( ~ M P ~ L ~ U )  

G o  T b  1 3  
11 V S I T E ( ~ ~ ~ Y ~ Z ~ ~ J  
? - - T H E  )(-A:!? 1 5  G f i l T U Ë T C D :  
1 3  F A C T = F G R A L X ( I ' S A Y E )  

IGRAD=I<GRFDI I IFRAYE) 
X V A Q = X ~ ( G X - A ~ ~ ~ : J  
D O  5 6  ~ = 7 # 1 5 ~ 9 3  
~ s A ~ ~ ( ! ) = x P I ~ ~ + F A C T * X V A ~ * D F L O P T ( I - ? )  

5 0 E O F I T  I NIJE 
G O  T D  ( l > r l 7 J * I F ? A Y E  

1 5  w R I T E ( I Y D , ~ ~ U )  ( $ R A ~ x ( I > , 1 = ) r b )  
7 0 0  F O R M A f [ 6 X n E 1 C * 3 , 3 ( '  f , E l ~ . ~ ) )  

R E T J R W  
17  W R I T ~ ( I M ~ ~ ~ ~ ' J )  ( G R A D X ( I J , I = ~ ~ ~ )  
7 1 0  F O R M P T ~ ~ X I E I U , ~ , ~ ( *  ' . - E I ? , s ) >  

RETURhi  
E N D  



CHAPITRE VI 1 



Dans ce chapitre, nous rendons compte des essais numériques que 

nous avons effectués. Ces essais avaient deux buts, premièrement vérifier 

l'algorithme et les résultats théoriques obtenus, deuxièmement mettre au 

point cet algorithme en fixant les paramètres p et N. 

Nous avons commencé par les fonctions les plus simples : 

puis nous avons fait des essais sur des fonctions présentant des singularités 

à l'infini : 

pour finir par des fonctions provenant de la physique et dont l'expression 

analytique de l'inverse n'est pas connue : 

s z ( l+re le 
-y.e 

F~(s) = A- exp ( - s 1, F7(s) = - 211 1 - e  .- c 
S " G E X  2II2 2 zo+z C . + s - 2y.t 

1-rore e 



Cette dernière fonction rassemble beaucoup aux fonctions de transferts 

de la ligne que nous devons modéliser. 

Nous n'avons pas encore fait d'expérience numérique sur ces fonctions car cela 

nécessite la mise en oeuvre du code de C.A.O. Astec III si nous voulons pouvoir 

vérifier les résultats obtenus. Ceci sera fait prochainement au Service Electro- 

nique du Centre dlEtude ~ucléaire de Bruyères Le Chatel. 

A) 
I 

Inversion de Fl(s) = - . s+l 

Son inverse est connu : 

Nous l'avons inversée sur l'intervalle [0,10] parcouru avec un pas égal à 1. 

b = -1, d'où c = O et a = -1. 
opt 

Cependant nous avons choisi de l'inverser en prenant pour 

proposée par Weeks : 

la valeur 

- NLAG ar. - 
W 2.T 

max 

Dans les tableaux suivants nous donnons sous le libellé "erreur" la plus grande 

valeur de l'erreur absolue. 

Influence du choix de p : 

N = 200, NLAG = 50, a = 2.5. 



Influence du choix de N : 

P 

o. 3 

o. 7 

O. 9 

o. 999 

NLAG = 50, a = 2.5 

S'il est difficile de cerner avec précision l'influence respective 

de et N, on remarque, cependant qu'il vaut mieux choisir voisin de 1 et que 

le nombre de points d'interpolations N je joue pas un rôle prédominant. 

erreur 
..-----------.-------------.. 

1 0 - ~  

..----------..--------------. 

2.10-~ 

..----------..-------------.. 

4. 10-l4 

..----------..-------------.- 

10-l5 

L 



Inversion de F (s) = 1 
2 2 s +s+l 

F admet deux pôles complexes conjugués : 
2 

I 
la valeur asymptotique optimale de a est donc 1 et b = - - 

2 ' d'où c = 0. 

'r - 
Nous avons inversé cette fonction sur l'intervalle CO, 101 parcouru 

avec un pas de 1. 

La valeur de a proposée par Weeks est donc : 

Tableau 1 .  

Tableau 2 .  

P N CL erreur 



Tableau 3 .  

Le tableau 1 montre la forte influence du choix de a, puisque la 
4 valeur asymptotique optimale permet de diviser l'erreur par un facteur 10 . 

P 

O. 9 

O. 9 

Les tableaux 2 et 3 montrent la faible influence de p et N. 

Cette fonction a également été inversée par Weeks Cl21 qui obtient une erreur 

de 10-~. 

N 

200 

500 

c 1 1 Inversion de F3(s) = 
(s+l)(s+2) 

F3 admet 2 pôles strictement négatifs s = -1 et s = -2. La valeur asymptotique 
optimale de a est donc fi et c=o. L'intervalle d'inversion est C0,101 et le 

pas vaut 1. Nous avons inversé cette fonction en utilisant successivement la 

valeur de a proposée par Weeks a = 2.5 et la valeur a = fi avec p = 0,999, 
W OPt 

N = 200, NLAG = 50. Nous n'avons pas pu observer de différence dans la précision 
obtenue puisque dans les deux cas nous avons obtenu 15 décimales exactes. 

a 

2.5 

2.5 

VI I,3 - FONCTIONS PRÉSENTANT U N E  SINGULARITÉ A L'INFINI, 

erreur 

.7 10-~ 

.7 10-~ 

A )  Inversion de F (s) = 1 
4 s e 25s 



F admet O comme pôle et l'infini comme singularité essentielle. Remarquons 
4 
aussi que f4 n'est pas de carré sommable, cependant Yc > O e-Ct f,+(t) est de 

carré somable, F peut donc être inversée à l'aide de notre algorithme. Nous 
4 

avons choisi cette fonction car elle est considérée dans la littérature sur 

l'inversion numérique de la transformée de Laplace, à juste raison, comme un 

test sévère. 

L'intervalle choisi est C0,751, le pas vaut 5 et NLAG = 50. N ayant pas de 

valeur optimale à proposé pour a, nous avons pris a = NLAG 1 
2 T , soit a = - 

1 max 3 ' 
c vaut - 75 
Nous avons dû choisir p = 0.8 car p = 0.9 provoquait des dépassements de 

capacité. 

Nous comparons ci-dessous nos résultats avec ceux obtenus par Weeks Cl23 avec 

une approximation de même degré. 



Ce tableau met bien en évidence la faible influence de N, nombre 

de points d'interpolations utilisé par la transformée de Fourier Discrète. 

Si les résultats que nous obtenons sont un peu meilleurs que ceux de Weeks, 

il n'en reste pas moins que la précision est très inférieure à celle que nous 

avons obtenue sur les fonctions précédente. De plus un examen détaillé des 

approximations successives montrerait que sur cette fonction l'algorithme 

semble inçt able. 

Ceci peut s'expliquer en partie par le fait qu'il n'y a plus conver- 
+ 

gente uniforme sur tout compact [O,T] de IR de la suite f vers la cotransformée n 
f mais seulement convergence au sens des moindres carrés, puisque la fonction 

4 



à inverser est singulière à l'infini. 11 est d'ailleurs possible d'éliminer 

cette singularité en utilisant la propriété suivante de la transformation de 

Laplace : 

soit a > O, si f admet F comme transformée de Laplace, 

la fonction g définie par : 

admet comme transformée de Laplace G : 

1 On peut donc se ramener à l'inversion de G (s) = -. Soit g sa cotransformée, 4 S 4 
f est alors définie par : 

4 

1 L'exemple de l'inversion de F(s) = - 
s+B 

montre qu'alors, en choisissant a = B, 
on peut obtenir jusqu'à 15 décimales exactes. 

Cependant, il n'est pas toujours possible d'éliminer une singularité 

à l'infini. 

Inversion de F (s) = e -@& 
5 

Ceffe fonction présente également une singularité à l'infini. D'autre part 

les variations de son inverse la rendent très intéressante puisque celle-ci 

tend vers O ainsi que toutes ses dérivées lorsque t tend vers 0, puis elle 

est croissante de O à 38 où elle admet un maximum, ensuite elle décroît et 

tend vers O lorsque t tend vers l'infini. 



Nous avons inversé cette fonction avec B = 18 sur l'interva-le [0,1001 
avec N = 300, p = 0.8, a est choisi par défaut. 

L'erreur, au sens où nous l'avons défini précédemment, est donc de 
-7 

2.10-~ avec NLAG = 20 et 6.10 avec NLAG = 50. 
L'examen des approximations successives montrerait que le calcul est encore 

entâché d'une certaine instabilité. 

C 

t 

O 

27 

5 4 

81 

Durée du calcul 

1 - S 
Inversion de F6(s) = - exp ( s où a est un paramètre réel. 

rn 
Cette fonction se rencontre souvent dans les problèmes de propagation en visco- 

élasticité. L'expression analytique de son inverse est inconaue. Longman Cl51 

a consacré un article à son inversion à l'aide d'approximants de Padé. 

Van Iseghem C81 s'y est également intéressé et obtient 9 chiffres décimaux 

exact S. 

NLAG = 20 

- 0.0000117 

O. 0018008 

.O028573 

.O025648 

1,91 

NLAG = 50 

- .O000094 

.O018005 

.O028557 

.O025629 

2,7 s 

Valeur Exacte 

O 

. 0018019 

. 0028551 

. 0025623 



Nous nous proposons de l'inverser sur l'intervalle C0,2.61 avec 

0 = 0.8. Notons que pour 0 = O on retrouve F 
4 ' 

F admet deux pôles, O et - - 
6 La valeur asymptotique otpimale de a et donc 

0- 

l. avec c = - . Soit : 
max 

N = 300 et p = 0.8. Nous avons pris successivement pour NLAG les valeurs 20, 
30, 40, 50. Pour NLAG = 50 nous avons également fait un essai avec la valeur 
de a prise par défaut. Le tableau suivant présente les résultats obtenus ainsi 

que ceux de Van Iseghem. 

La valeur asymptotique optimale de a fournit de meilleurs résultats 
que la valeur par défaut. On constate également une certaine instabilité. 

L 

T 

O. 5 

1.0 

1.5 

2. O 

2.5 

a = 0.7929049 a = 9.615 

NLAG= 5 0 

.35398 

.63777 

.79260 

.88257 

.92841 

NLAG= 20 

.35529 

.63415 

.79090 

.88152 

.92926 

Van 

Iseghem 

( exact ) 

-35483 

.63526 

.79098 

.87977 

.93084 

NLAG= 3 0 

.35541 

.63494 

.79121 

.87945 

.93117 

I 

NLAG=40 

.35540 

.63514 

.79095 

.87975 

.93100 

NLAG= 5 0 

.35531 

.63565 

.79067 

.88002 

.93054 



Calcul de l a  tension à 1 'extrémité d'une l igne de transmission. 

Nous commencerons par rappeler comment on obtient la transformée 

de Laplace de la tension en un point quelconque d'une ligne de transmission. 

L'essentiel de ce qui suit est tiré de [a. 

On considère une ligne bifilaire, fermée par une impédance ZL, de 

longueur[ . A 1' instant t = O, on applique à l'entrée de la ligne la force 

électromotrieee(t) fournie par un générateur d'impédance interne Z . 
O 

Soit v(x,t) la tension en un point x et à l'instant t entre les deux 

fils et i(x,t) l'intensité du courant en ce point et au même instant. 

Soient : 

R la résistance série par unité de longueur 

L la self-inductance par unité de longueur 

C la capacité par unité de longueur 

G la conductance parallèle par unité de longueur. 

En considérant un élément de ligne bifilaire de longueur x comme un quadripôle, 

les lois de Kirschoff permettent d'établir les deux équations fondamentales : 



En appliquant la transformation de Laplace à ces deux équations il vient, 

en notant V(x,s) et I(x,s) les transformées de Laplace de i et v : 

Dérivons ( 3 )  par rapport à x et servons nous de (4 )  pour éliminer 

1, on obtient : 

On pose y ( s ) = J( R+L. s) (G+c. s ) qu' on appelle fonction de propagation. LI équation 

( 5 )  admet alors des solutions de la forme : 

On en déduit : 

ce qui donne avec ( 3 )  : 

On pose ZC(s) = 1- qui a la dimension d'une impédance et est appelée 

impédance caractéristique de la ligne. 

La solution complète est obtenue en déterminant les fonctions V1(s) et 

V2(s) à l'aide des conditions aux extrémités : 

soit E la transformée de Laplace de la f.e.m. e. 



Soit : 

z -z 
O C 

z 
C Vl(s) - V*(S) - = E(s) . - z tz 

O C 
zotz 

C 

z -z 
on pose ro = o f  zo+z qu'on appelle coefficient de réflexion de la tension à 

C 
l'entrée de la ligne. 

En x = 1, on a : 

Soit : 

ze-z 
C On pose re = - qu'on appelle coefficient de réflexion de la tension à la 

z tzc e 
sortie de la ligne. 

Finalement, V (s) et V (s) sont solutions de : 
1 2 

Soit : 



En repor tant  dans ( 6 )  on ob t i en t  e n f i n  : 

Mais V n ' e s t  que l a  transformée de Laplace de l a  tens ion o. On ne peut donc 

connaî t re  v que par  l ' i n t e rmédia i re  d'une méthode numérique d ' inversion de l a  

transformée de Laplace. 

Nous nous proposons de c a l c u l e r  une approximation de l a  tens ion à 

l ' ex t rémi té  x = de l a  l igne .  Cet te  fonction é t a n t  t rès  proche de c e l l e s  

que nous devons inverser  l o r s  de l a  modélisation de l a  l i g n e ,  c e l a  cons t i tue  

un bon t e s t  pour l a  méthode que nous proposons. 

Nous avons donc : 

avec : 

Les constantes de l a  l i g n e  sont  : 



Pour e(t) nous avons pris une unique période de sinusoïde de période T = 2 , 
ce qui donne pour E : 

avec T = 40. 

Nous avons comparé nos résultats avec ceux fournis par une autre 

méthode d'inversion numérique de la transformée de Laplace proposée par 

Durbin F. C161. L'intervalle de temps choisi est CO, 2501, p = 0.8, N=300. 
N'ayant pas de valeur asymptotique optimale à proposer pour le paramètre a, 

celui-ci est choisit par défaut. 

Nous ne donnons pas les valeurs numériques obtenue mais seulement une 

représentation graphique sur papier. 

La comparaison avec les résultats obtenus par Durbin montre que la 

précision est de l'ordre de 2 décimales exactes. 

Nous pensons que les résultats qui seront obtenues sur les fonctions 

de transfert du modèle de ligne seront meilleurs que les précédents dans la 

mesure où les fonctions à inverser n'ont pas de singularité à l'infini ce qui 

n'est pas le cas de la fonction précédente. 

Cependant, nous estimons que l'étude numérique que nous avons faite 

est incomplète dans la mesure où nous n'avons pas localisé les différentes 

sources d'instabilités numériques. Dans ce but, un premier travail consisterait 

dans l'utilisation des sous-programes proposés par Vignes et Bois 17 et basés 

sr la méthode de Perturbation, pour déterminer les erreurs dues à l'algorithme 

de Transformée de Fourier Rapide. 
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