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INTRODUCTION,

Nous avons entrepris ce travail dans le but d'établir un modéle de
ligne d retard et de simuler son fonctionnement ; le modéle obtenu est
destiné a4 étre intégré dans le code de Conception Assistée par Ordinateur
de circuits électroniques ASTEC III, écrit 4 la Direction des Applications
Militaires du Commissariat d 1'Energie Atomique et commercialisé par la

Compagnie Internationale de Services Informatique (CISI).

Au chapitre I, nous verrons que le coeur du probléme est celui de
L'inversion numérique de la transformation de Laplace, mais avec cette
particularité que la méthode choisie doit fournir un approximant rationnel
de la fonction 4 inverser dont tous les pSles aient une partie réelle stric-
tement négative. C'est pourquoi nous nous sommes tournés vers des méthodes

basées sur l'utilisation des polyndmes de Laguerre.

Au chapitre II, nous rappelons la définition et les propriétés des
polyndmes de Laguerre et des fonctions qui s'en déduisent. Ces propriétés
en font des instruments bien adaptés d l'inversion de la transformation
de Laplace. Puis nous présentons les principales méthodes dont nous nous

sommes inspirés.

La méthode originale que nous proposons en est une synthése. Nous
l'exposons complétement au chapitre III. Etant donné une fonction Y de la

variable complexe s fioys nous propogons de l'approcher par la fonction
v (s=c-a)

—) ou c est un réel correctement choisi,

rationnelle Fy(s) = Z -
m=o (s-c+a)

o un paramétre réel strictement positif et les coefficients a ceux du déve-

loppement en série de Taylor de la fonction

- 2% 1+z
H(z) = i F(e + 1:;).
ct N1 -at
L'inverse exact de F,, f,(t) = e a e L (2at), L_ désignant
N> °N mzo ™ m m
le m*om polyndme de Laguerre, est alors pris comme valeur approchée de

l'inverse £ de T au pointt Noue montrons que si Y est telle que la fonction
(s+a) F(s) n'est pas singuliére d l'infini alors sa cotransformée (son inverse)
f est définie et continue sur les réels positifs, la suite fN eonvergeant uni-

formément vers f sur tout compact [0,T].



Si cette hypothése n'est pas satisfaite, on peut toujours supposer
l'existence de la cotransformée mais la convergence obtenue n'est qu'au

sens des moindres carrés.

L'avantage décisif de cette méthode, comme nous le verrons au chapitre
IV, est que pour calculer une approximation de f nous n'avons besoin que des
valeurs de F en certains points précis et de la Transformée de Fourier Discré-
te de cette suite de valeur. Cette derniére peut &tre calculée rapidement

et précisément d l'aide des algorithmes de Transformée de Fourier Rapide.

Le paramétre o joue un grand rdle dans la minimisation de l'erreur
d'approximation. Au chapitre V nous proposons certains choix de ce paramétre

-~

lorsque la fonetion & inverser est méromorphe.

Au chapitre VI, nous donnons les différents sous—programmes que nous
avons éerit ou utilisés, ainsl que le programme principal, dans le cas de
l'inversion d'une fonction provenant d'un probléme d'électricité voisin de

celui de la modélisation d'une ligne d retard.

Nous concluons, au chapitre VII, par une étude numérique qui illustre
l'influence des différents paramétres et confirme le phénoméne de convergence
au sens des moindres carrés ou uniforme selon que l'infini est ou non une
singularité de (s+a) F(s). Nous vérifions L'efficacité de 1l'algorithme proposé
sur des fonctions tirées de problémes de la physique. Nous en conclurons que
L'approximant rationnel FN(s) des fonctions de transfert d'une ligne permet

de modéliser une ligne de transmission.



CHAPITRE |
LA TRANSFORMATION DE LAPLACE ET SON UTILISATION

EN ANALYSE DES CIRCUITS ELECTRIQUES.



I.1 - INTRODUCTION,

Aprés avoir rappelé la définition et les propriétés fondamentales
de la transformation de Laplace, nous montrons comment la transformée de
Laplace est utilisé@e en analyse des circuits électriques. Notre propos
n'est pas de décrire de maniére compléte 1l'application de la théorie des
systémes a l'analyse des circuits électriques mais d'expliquer pourquoi
nous sommes amenés & choisir parmi les méthodes d'inversion celles qui
fournissent un approximant rationnel de la fonction d inverser dont les

pOles aient tous une partie réelle strictement négative.

L'essentiel de ce chapitre est tiré de Henrici [1]

I.2 - DEFINITION ET PROPRIETES DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE.

Soit Q l'espace des fonctions de la variable réelle a valeurs complexes

satisfaisant les conditions suivantes :

ii) £(t) est continue par morceaux sur l'ensemble des réels strictement

positif ]RZ .

iii) La limite £(0¥) n'existe pas forcément mais |f(t)| est intégrale au

voisinage de O.

Définition 1.2.1.

Sodt £ € Q, La transfornmée de Laplace F = Lf de £ est La fonction
définie par :

st
F(s) = J e °% £(t)dt.
o

pour tout nombre complexe s tel que cetfe intégrale converge.

i)  £(t) est définie pour tout t réel et identiquement nulle pour t < o.

L'ensemble de tout les nombres complexes pour lesquels cette intégrale

converge est appellé domaine de convergence simple et noté C(f). Concernant

ce domaine de convergence nous avons le théoréme suivant :



Théoneme 1.2.1.

S'il est non vide, Le domaine de convergence de £'intégrale de Laplace
est s0it Le plan complexe tout entien, s0it un demi-plan droit pouvant contenin
centaing ou tous Les points de La droite qui Le delimite L.e. :

3o eR tek que :

- ¥s € € virigiant Re(s) > a. s € C(f)

i
- ¥s € ¢ virnigiant Re(s) < o s ¢ C(f)

- on ne peut nien dire en ce qui concerne Les points déginis
pat Re(s) = O .

o pest appelie abeisse de convergence sdimple de £'intégrale de Laplace.

Sur ce domaine C(f), la transformée de Laplace F de f vérifie les

deux propriétés fondamentales suivantes :

Propniéts 1.2.1.

Soit £ € Q, o e¢R alors F = Lf est analytique pour tout complexe
vernifiant Re(s) > oc.

Proprieie 1.2.2.

Soit £ e Q, F = Lf, s, un nombre complexe donné de C(f), alorns
quelque 804t B veénigiant o < B < -; :

lim F(s) = 0
s-m

pourvu que s tende vers £'ingini dans Le cone gB = {s, |arg (s—so)l < B}

Nous supposerons que les régles opératoires de la transformation
de Laplace sont connues et, 3 l'exception de celle-ci que nous utilisons

trés souvent, nous ne les rappellerons pas :



Propniéts 1.2.3.

s t
Soit s_ un complexe, alors pour tout s tel que s - s € C(£), e ° £(t)

admet comme transformée de Laplace F(s - so)s ol F désigne La transforumée de
Laplace de f.

Pré i ons un point de vocabulaire :

Définition 1.2.2.

Nous appellerons cotransgormie d'une fonction de La variable complexe
F(s) son {nverse pan La transformation de Laplace. Celle-ci n'existe pas
Zoufouns.

[.3 - SYSTEMES ET FONCTIONS DE TRANSFERT.

Les propriétés opératoires de la transformation de Laplace font de
celle-ci un instrument particuliérement bien adapté 3 la résolution des équations
intégro-différentielles.

En effet, si ¢ est la solution d'une telle équation, sa transformée de
Laplace F satisfait, elle, une équation algébrique beaucoup plus facile &

”
résoudre.

En électricité, on peut concevoir les circuits comme des systémes qui
d un certain signal d'entrée X, font correspondre un signal de sortie défini
par x, = T.x3, T étant la transformation réalisée par le circuit. Dans la quasi
totalité des problémes traités, les signaux d'entrée et de sortie sont des
fonctions du temps qui appartiennent 3 Q et il est possible de décrire le systéme
8 1'aide d'une équation intégro-différentielle d coefficients constants.
La transformation de Laplace permet alors de simplifier considérablement 1'uti-

lisation de la théorie des systémes.

Considérons par exemple le circuit électrique suivant  :

w(t)

N
el




ol R désigne la résistance du circuit, C sa capacité, L l'inductance et u
la tension imposée aux bornes de ce circuit. On cherche 3 connaltre 1l'intensité

i(t) du courant qui le parcourt.

u(t) est le signal d'entrée du systéme, i(t) le signal de sortie.
L'application des lois de Kirchoff conduit a décrire le systéme a l'aide de
1'équation intégro-différentielle suivante :

t di(t)
T

R.i(t) +-% J i(t)dTt + L v ranis u(t).

o}

On suppose qu'd 1l'instant t=o le circuit est parcouru par une intensité

nulle.

Considérons alors U(s) et I(s) les transformées de Laplace respectives
de y et i et appliquons la transformation de Laplace & 1'équation précédente,

il vient :
R I(s) +-£E I(s) + s.L.I(s) = U(s).

Soit

I(s) = U(s)

R +<§TE + sL

que nous écrivons :

I(s) = G(s) . U(s).

G(s) est appelée la fonction de transfert du systéme. On voit sur
cet exemple que la transformée de Laplace du signal de sortie est le produit
de la transformée de Laplace du signal d'entrée par la fonction de transfert

du systéme.

Nous définirons



Definition 1.3.1.

On appelle systeme Lintaire toute transformation de Q dans Ludl-méme.
Zelle que La transgonmée de Laplace X,(s) du signal d'entrie x, (1) et La
Tansgonumée de Laplace X,(s) du signal de sontie x,(t) vénigient une relation
du Zype X,(s) = G(s).X,(s) . G(s) est appele fonction de thansfent du systeme.

Déginition 1.3.2.

Un systeme est stable 84 un signal d'entrnie borné produdit un signal
de sontie borné.

En conception assistée par ordinateur les circuits considérés sont
des circuits & constantes localisées dont les fonctions de transfert, comme

celle de l'exemple, sont rationnelles. Pour de tels circuits, on démontre :

Proposition 1.3.1.

Une condition nécessaine et suffisante pour qu'une gonction nation-
nelle G(s) s0it La fonction de transfert d'un systeme stable est que tous
Les poles de G(s) aient une partie néelle strictement négative.

Malheureusement, les lignes de transmission sont des circuits spéciaux
dont les constantes sont réparties sur toute la longueur de la ligne et la
fonction de transfert d'une telle ligne comporte des fonctions transcendantes.
Fournir un modéle de ligne compatible avec un code de C.A.0. de circuits élec-
troniques, c'est fournir un "bor'' approximant rationnel de la fonction de

transfert.

De plus, une ligne étant un systéme stable, il faudra choisir un
approximant rationnel dont tous les pdles aient des parties réelles strictement
négatives, ce qui exclut les approximants de Padé dont on ne connait pas 3
priori les pSles. Il peut alors &tre intéressant d'utiliser les approximants de

type Padé [2].



CHAPITRE 1

L‘INVERSION NUMERIQUE DE LA TRANSFORMEE DE LAPLACE

A L'AIDE DES POLYNOMES DE LAGUERRE



II.1 - INTRODUCTION,

I1 existe une abondante littérature sur l‘'inversion numérique de la
transformation de Laplace qui est un probléme constant du numéricien, dans
des applications trés diverses. De nombreuses méthodes sont basées sur
1'utilisation des polyndmes et des fonctions de Laguerre. Elles ont toutes
en commun l'approximation de la fonction & inverser par une fonction ration-
nelle dont l'unique pdle multiple a une partie réelle strictement négative.
Elles sont donc susceptibles de nous fournir le modéle de ligne que nous

recherchons.

Nous commencerons par rappeler les définitions et les propriétés
des polyndmes et des fonctions de Laguerre. Puls nous présenterons les
méthodes qui nous ont paru les plus significatives et qui utilisent ces

fonctions.

[1.2 - POLYNOSMES ET FONCTIONS DE LAGUERRE,

Définition 11.2.1.

Nous appellerons polynome de Laguerre de degné m Le polynome L
dégini par :

m ' X
L(x)= ] (-1)F — BT
m r=o (m-r)!(r!)

Proprieté 11.2.1. FONCTION GENERATRICE.

exp(-xt/(1-t)) _ ; L (x) %,
- m

1-t m=o
Propriéte 11.2.2. AUTRE EXPRESSION.
ex dm m -x
Lm(x) =EIT—IE(X e ).
dx



Propriste 11.7.3.

Les polynomes de Laguerre sont onthononmaux sur [o, +=[ pour La
fonction poids e = :

ok
J . e Ln(x).Lm(x) dx = Gn,m

Propriete 11.2.4. FORMULESDE RECURRENCE.

(m+1) Lm+l(x) = (2mtl - %) Lm(x) -m Lm— (x)

1

X jl-Lm(x) =mIlm(x) -mL

dx m—l(x)

- - ———— o - - -

Dédinition 11.2.7.

Nous appellerons fonction de Laguerrne d'ondre m et nous noterons :
L (t) = V24 e % 1_(20t)
m m
ol o est un néel strnictement positif.

Propriete 11.2.5.

Les gonctions de Laguerre forment un sdystéme onthononmé total, soit
une base, de L2(o,+°°).

Démonstration.

Elle découle directement de l'orthonormalité des polyndmes de Laguerre

. . -X
pour la fonction poids e .



En faisant le changement de variable x = 2¢t, on obtient :

+00 400 x
jo Lm(t).Ln(t) dt = JO e Lm(x) Ln(x) dx = sn’m

L'essentiel de la démonstration est tirée de [3]. Une condition nécessaire

et suffisante est que : ([3] p. 120)

40
Sif e L2(o, +o) et si J £(t) Lm(t) dt = o, m=0, 1,...
o

alors f est nulle presque partant, c'est @ dire sauf sur un ensemble de

mesure nulle.

£(t) Lm(t) = V7 £t Lm(2at) dt.

t -at

Posons g(t) = f(t) e , et puisque f ¢ Lg(o, o) et e

M

L2(o,+W),
g(t) € Ll(o, +0),

En regardant l'expression du polyndme de Laguerre, on s'apergoit

que l'on a seulement besoin de montrer que :

+
si ( g(t) t" dt = o, pour m = 0,1,..., alors g = 0.D.D.
o

avec g € L,(o, +°).

Considérons G(s) la transformée de Laplace de g

+ ~st

G(s) = J e g(t) dt
o

puisque g € Ll(o, +®), G(s) est définie pour tout s vérifiant Re(s) 2 o.

Par suite, G(s) est analytique dans le demi-plan Re(s) > O.

Nous allons maintenant montrer que G(s) est nulle ce qui prouvera que
g = o presque partout puisque deux fonctions ayant méme transformée de Laplace

sont égales presque portant.



Pour cela, montrons que la série nulle :

m Sm e m
X (-1) o g(t).t dt
O

m20

converge vers G(s), sur l'intervalle réel, o < s < Q.

En effet pour s réel positif :

NoL ms" e m e sN
|G(S) - f (-1) = J g(t).t dtl < I wt
m=o : o) o .

N o™t |£()| at

et

400 oo
J e e(e)] ar < |]£]] , C I £ g2t 4py1/2
0 L o}

soit :

Rt ‘/ e
J N &7 | £(1)]dt < ||£]] ) _£2§l§;I
o L 2a.)

par suite, en notant SN la somme partielle jusqu'd@ l'ordre N-1 de la

rd 3 . ” d
série considérée :

el , Ja—
l6(s) - 8y L (oY A
20, 2 N!
Or
YN o oy et
oW

par suite ¥s vérifiant o £ s < a

lim |G(s) - SNI =0
N+

et par prolongement G(s) est nulle sur Re(s) > O.

Ce qui démontre que g(t) est nulle presque partout.l
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Propnitts 11.2.6.

La gonction de Laguerre d'ondre m, L (1), admet comme thansgormée
de Laplace :

m
g S5m0

(S+a)m+l
¥s vériglant Re(s) > -a.

Ce nésultat s'obtient sans peine a £L'aide de La propriete 11.2.2 et des
negles opératoines de La transgormation de Laplace.

I1.3 - PRINCIPALES METHODES D'INVERSION NUMERIQUE DE LA TRANS-
FORMATION DE LAPLACE BASEES SUR L'UTILISATION DES POLY-
NOMES DE LAGUERRE,

Dans leur article sur la modélisation d'une ligne a retard [4],
Lubell et Melzer proposent la méthode suivante de construction d'un appro-
ximant rationnel d'une fonction de transfert :
Soit F cette fonction de transfert. Soit f sa cotransformée
supposée de carré sommable. f est developpée sur la base des fonctions de

Laguerre
£(t) = } b L (t)
m m
m2o
F(s) peut "alons" &tre approchée par les sommes partielles de la série :

m
(1) z b V2 (s-a)

m m+l °
m20 (s+a)

Le théoréme de Planchard-Perceval, donne ensuite comme expression des coef-

ficients b :
m

o0 +oo . \m
b= J £(t) . L (t)at = /20 [ F(iw) [}_&Eﬁj&l___{]

. M| Ciwra)"H
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la deuxiéme intétrale pouvant se calculer 3 1l'aide du théoréme des résidus,

ce qui conduit a :

m m! m

‘ — _
b =£—d— ]_F(s).(s-ra)m-]
ds <+ (s=a)

Nous voyons qu'en fait Lubell et Melzer supposent que

- F(s) est inversible,

- sa cotransformée est de carré sommable,

- F(s) est analytique pour Re(s) 2 O,

- ses dérivées successives en 0 sont connues,

- la série (1) est convergente.

L'intérét de leur méthode est que la somme partielle & 1l'ordre N-1 :

_ (s-a)™
Fe(1) = ) b Yo ———rs
m=o (s+a)

est un approximant rationnel de F(s) de pdle strictement négatif, c'est a
dire qu'il fournit un modéle de ligne stable. De plus, les résultats numériques

qu'ils obtiennent montrent que leur méthode est performante.

Bars et Mayers [5] proposent un algorithme d'inversion de la transformée
de Laplace dans le cas ol celle-ci est déja une fonction rationnelle. En
lui-méme, cet algorithme ne nous intéresse pas.

Mais Bars et Mayers se servent d'une fonction génératrice pour calculer
les coefficients du développement de la cotransformée sur la base des fonctions

de Laguerre.
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Supposant que la cotransformée f(t) de F(s) est développable

en série de fonction de Laguerre :

f(t) = ) b L (1),

ils considérent le changement variable z = ta(S) = 2% ot 1a fonction

st+o
H(z) = (s+a) F(s), soit :
_ 20 -1
H(z) = T, F(g,” ().
Ils considérent alors le développement en série de Taylor de H{z) :

H(z) = } a z"

mzo0
H(tg(s))
ce qui donne pour F(s) Sl vere sl
_ (s~)"
F(s) = 2 il

mzo © (s+o.)

Ils en déduisent alors que bm Yo = a ce qui leur permet de construire f(t)

dans le cas ol F(s) est une fonction rationnelle.

Wing [6] suppose également l'existence de la cotransformée et son
appartenance a L2(o, +0), Il se propose alors de la développer sur un espace

de fonctions orthogonales :

£(t) = F ) a e %t L (2 1)
m2o

et considére que F(s) s'écrit :

(s-c-0)™
m+l

F(s) = }

m
m2o (s-c+a)
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ce qui est vrai formellement.

I1 considére alors la fonction :

m
(s-ct+a) F(s) = ) {s=c-a)

m
m>o o (s-c+a)

est évalue cette fonction en s = ¢ +i.w, il obtient :

. . _ iw-o ., m
(iwta) Flctiw) = J - G
m=Q
iw-a;  _ . i0 _ iw-a . _ 0 .
comme Iiw+a| = 1 il pose e = iw+a,301t:u)- o cotg-E, ce qui donne :
6 6 9
(1) [io cotg 7 + alF(ctiacotg %) = mfo a e

Bien slr tout ceci n'est pas justifié et peut méme €tre faux comme
nous le verrons. Wing a d'ailleurs quelques problémes pour évaluer le premier
membre de (1) au voisinage de 6 = 0. Mais 1'intérét principal de la méthode
de Wing est que 1'égalité (1) lui permet d'utiliser l'opérateur de Fourier
Discret et les algorithmes de Transformation de Fourier Rapide pour calculer
les coefficients a du développement de f(t) sur l'espace des fonctions
e %% Im(2at). I1 n'a alors besoin que des valeurs numériques de F(s) en cer-

tains points du plan complexe.

L'article de Tricomi [7] est trés rarement cité dans la littérature
sur la transformation de Laplace. Pourtant il a démontré le théoréme suivant,
qui suggére une méthode d'inversion de la transformation de Laplace, et dont

nous avons essayé de donner la traduction :
Théoneme.

Soit F(s) une gonction analytique et négulierne & L'ingini se compor-
Zant comme —i— a L'infini, alorns F(s) est La transgormée de Laplace de :
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-bt v
f(t) = e ) a L (t)

m=o

ol Les coefficients a_ sont ceux du developpement de La fonction (s+b) F(s)

en sénie de puissance de o = S;E;l.

De plus La serie (1) converge uniformément sur tout Le demi-axe

La connaissance des coefficients a_ du développement de H(o) = (s+b)F(s)
s+b-1 m
s+b
Son point de vue est analogue & celui de Bars et Mayers mais 1'intérét

ol 0 = en série de Taylor, permet donc & Tricomi de calculer f£(t).

principal de sa méthode est qu'elle lui permet de démontrer la convergence

-niforme du développement utilisé et l'existence de la cotransformée.

Dans sa thése sur les applications des approximants de type Padé,
Van Iseghem [8] propose également, lorsque F(s) est analytique dans le demi-

plan Re(s) > o, de 1'écrire sous la forme :

m
F(s) = z m._ﬁilg%:z
mzo (s+a)

et démontre :
Théoneme 1.

SL t est analytique dans Re(s) > o 44 sa cotransfonmée existe et est
de carné sommable, alons ; pour tout s de Re(s) > o :

(s-o)"
m+1l

F(s) = )

m>o ™ (sta)

et La convengence est uniforme sur fout compact du demi-plan droit.
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N-1
La suite £ (t) = et Y a L (2at) vinigie :

m=o

i 2
lim J [£(t) - £(0)]° = o.
Nt o}

Propriéte 1.

N-1
La somme partielle Fy(s) = ]

m
m=o (s+a)

(s+a)™

—r] vernigie :

F(sta) - FN(s+a) = O(sN),
Lonsque s tend vers o.

Ce qui lui permet de calculer les coefficients a

Propnitte 2.

Lorsque F est analytique dans Re(s) > b, Van Iseghem se raméne au

cas précédent en considérant G(s) = F(s+b) qui est analytique dans Re(s) > O.
Theoneme 2.

S{ T est analytique dans Le demi-plan Re(s) > b, 84 sa cotransformée
existe et est telle que :

+0
J e 2Pt £2(4) gt < 4w
o]

alons, pour tout s du demi-plan Re(s) > b :

(s-b-o)™

F(s) = ) )

m>o ™ (s-bta)
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N-1
fN(t) = e(b—a)t Z a Lm(2at)
m=o

vernigie :

+00
lim J e e(t) - £ ()% at = 0
N+t /o

Proprieté 3.

N-1
La somme parntielle F(s) = )

m=o ™ (s-b+a)

(s—b-a)m

] vénigie :

FN(s+b+a) - F(s+bta) = o(sN)
et Les coefgicients ay sont donnés panr :
Proprdiite 4.

m (1) .
o= b EEm) (pin

L'inconvénient majeur de cette méthode, par rapport & celle proposée
par Wing, est qu'il est nécessaire de fournir les valeurs des dérivées succes-
sives de T en (o+c) jusqu'ad l'ordre d'approximation choisi. Il faut donc con-
naitre l'expression analytique de F(s) et en déduire les valeurs des dérivées
successives. Ce qui nécessite au préalable ou de chercher 1'équation diffé-
rentielle vérifiée par F, travail fastidieux, ol de faire appel 3 un code
de dérivation formelle. Dans le premier cas, cela peut &tre une source d'ins-

tabilité numérique.

D'autre part, Van Iseghem est obligée de supposer l'existence de la
cotransformée et la convergence de la suite fN vers la cotransformée est au

sens des moindres carrés.
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Nous avons repris l'algorithme qu'elle propose car il permet d'obtenir
le modéle de ligne stable indiqué par Lubell et Melzer mais en 1l'étudiant a
l'aide de la notion de fonction génératrice introduite par Bars et Mayers.
Cela nous permet de démontrer, sous certaines conditions, l'existence de la
cotransformée et la convergence uniforme de la suite fN’ comme l'a fait
Tricomi et, surtout, d'utiliser les algorithmes de transformée de Fourier
Rapide pour le calcul des coefficients a ce qui ne nécessite que la connais-

sance des valeurs de la fonction & inverser en certains points déterminés.



CHAPITRE [II

DESCRIPTION ET ETUDE DE LA METHODE PROPOSES
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ITI.1 - HYPOTHESE DE BASE.

Soit F une fonction de la variable complexe s. L'étude des propriétés
de la transformation de Laplace montre que, pour que F soit la transformée
de Laplace d'une fonction f de §, que nous appelerons cotransformée, il est
nécessaire que F satisfasse les deux hypoth&ses suivantes :

i) db € R ou éventuellement b = - tel que F soit ana-

lytique dans le demi-plan Re(s) > b.

by
-ty
~—

Sur ce demi-plan, lim F(s) = O.
S0

Dans la suite de ce chapitre, nous considérons toujours que ces deux hypothéses
sont satisfaites.

[I]1.2 - DEFINITIONS ET ETUDE DE LA FONCTION GENERATRICE.

o« q2 s-=0
Considérons : 8§z ——, 0 > o.
* ta s+a’

En posant ta(—a) zwoet ta(w) =1, tu définit une bijection du plan complexe
complété par le point & 1'infini dans lui-méme. En effet, 1'équation z = Ei%
admet l'unique solution s = t_l(z) = u-%}% avec s = @ si z =1et s = -0
siz = o,

Cette application a de plus la propriété de transformer le demi-plan
Re(s) > o dans 1'intérieur du disque unité, l'axe imaginaire étant transformé
en un cercle de centre O et de rayon 1.

En effet, posons :

o + iw.

;]
"

alors

12 (o-a)2 + m2
2

|z
(o+a)2 + W

et puisque @ est strictement positif :
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Re(s) > o <= |z|

A
[

Re(s) = o => |z] =1
Re(s) < o <= [z] > 1

|z| = 1=>Re(s) =0 ous ==,
a) Supposons en premier lieu que T soit analytique dans le demi-plan
Re(s) > b avec b < o.
Nous ne nous raménerons pas a l'étude d'une fonction analytique dans
le demi-plan droit Re(s) > o, en considérant F(s+b) au lieu de F(s). Nous

verrons pourquoi plus loin.

La fonction (s+a) F(s) est a fortiori analytique dans Re(s) > 0.

Par suite la fonction H(z) = (s+a) F(s) ol s t—l(z), soit :

H(z) = f%; F(a %;%),

est au moins analytique dans |z]| < 1 et :

H(z) = 2 a Zm, vz, |z] < 1.
m20 m

H(t (s))

Alors, pour tout s vérifiant Re(s) > o, F(s) = s'écrit :

(s+a)

(s-a)"

F(s) = Z a m+1l

m
m=0 (s+a)

. . z o -l
la convergence étant uniforme sur tous les disques fermés image par ta

des disques D(0, r), r < 1, soit sur tout compact de Re(s) > O.
Formellement, T est alors la transformée de Laplace de f :

_ -at
£(t) = ) a e L (20t).
m0

C'est pourquoi nous définirons :
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Definition 111.2.1.

Soit b Le plus petit nombre néel tel que F(s) s0it analytique dans
Le demi-plan Re(s) > b.

S{ b est strictement négatif nous appellerons gonction génératrice
du développement en sérnie de gonctions de Laguerre de La cotransformée,
quand celle-ci existe, La fonction :

l+z)

H(z) = £% F(a Tz

Proposition 111.2.1.

S{ b est strictement négatif, La fonction géndratrice est au moins
analytique a £'internieurn du disque unité. Et 84, de plus, La fonction
(s+0) F(s) est analytique a £'ingini La fonction génératrice est analytique
dans un disque centrg a L'origine de nayon R stnictement supénieur & 1.

Démonstration.

Puisque les singularités de F sont toutes, sauf éventuellement le point
d 1'infini, dans le demi-plan Re(s) < O et que celui-ci est transformé par
ty d 1l'extéireur du disque unité fermé, les singularités de H 3 1'exception
&ventuellement du point z = 1 image par ty du point & 1'infini, sont toutes
d l'extérieur du disque unité. Par suite si le point 3 1'infini n'est pas
une singularité de (s+a) F(s), le point z = 1 n'est pas une singularité de

H dont le rayon de convergence est alors strictement plus grand que 1.
Remarque.

Si nous avions considéré G(s) = F(s+b) analytique dans Re(s) > 0,

comme le fait Van Iseghem, nous n'aurions pas pu obtenir ce résultat.

Que F soit analytique ou non & 1'infini, nous ne pouvons qu'énoncer :
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Proposition 111.2.7.

Soit b Le plus petit nombre néel tel que T s04it analytique dans Le
demi-plan Re(s) > b.

S{ b est strictement nigatif, alons, pour tout s du demi-plan Re(s) > o,

- (s+o)"
F(s) = | a, ———

m o (s+a)

et La convergence est uniforme sur tout compact du demi-plan droit.

Propridts 111.2.1.

La somme parntielle

N;l
F..(s) =
N mo T (s+a)

(s-a)"
m+l

définie pour tout s tel que Re(s) > -a vérnifdie :
N
F(s+a) - FN(S+ ) = 0(s™)
pour s ~ 0.

La vérification de cette propriété est immédiate
¥s, Re(s) > -a, Re(s+a) > o

m
et F(s +a) = ) a s

mo o (_s+20L)m+l

par suite :

F(s+a) - FN(s+a) m-N

S
- z a
sN m2N m (s+20t)m N+l

b) Supposons maintenant que b soit positif ou nul.

Soit ¢ > b, posons G(s) = F(s+c).
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G est analytique dans le demi-plan Re(s) > b-c et b-c est strictement
négatif. Quand 3 la fonction (s+a) G(s) elle est & fortiori analytique
dans Re(s) > 0.

Nous définirons, de maniére analogue 3 la définition III.2.1 :

Définition 111.2.7.

Soit b Le plus petit nombre néel tel que F s0it analytique dans
Re(s) > b.

S4 b est posditif ou nul, nous appellerons gonction gentratrice du
développement de La cotransformée de F, 84 elle existe, en sénie de fonctions
de Laguerre, La gonction :

1+z

H(z) = %F(c + o T2

ol ¢ > b.

H(z) peut aussi s'écrire H(z) = (s+a) G(s) ol s = t;l(z) et puisque
les singularités de G sont toutes dans le demi-plan Re(s) £ b-c < o, si

(s+a) F(x) est analytique & 1'infini, (s+a) G(s) l'est aussi et les singula-

rités de H(z) sont toutes 3 l'extérieur du disque unité. Nous énoncerons :

Proposition 111.2.3.

Soit b Le plus petit nombre niel tel que F 40it analytique dans
Re(s) > b, 44 b est positif ou nul, alors pour tout c¢ > b, £a gonction
génératrnice H(z) = —l?_% F(c + @ -i—};—) est analytique dans Le disque unite.
Si de plus (s+a) F(s) est analytique a L'infini H(z) est analytique dans
un disque centné a L'ornigine de nayon R strnictement supérieur a 1.

Que (s+a) F(s) soit analytique ou non d l'infini, H(z) = (s+a) G(s)

avec z = ta(s) et G(s) est analytique dans Re(s) > b-c.
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alors d'aprés la proposition III.2.2 :

m
G(S) = 2 a __(S-_G)__

m+l
m>o T (s+a)

pour tout g vérifiant Re(s) > O et puisque G(s-c) = F(s), nous pourrons

énoncer ;

Proposition 111.2.4.

Soit b Le plus petit nombre nZel tel que F 404t analytique dans Le
demi-plan Re(s) > b.

Si b est positif ou nul, alors pour fout c¢ > b et pour tout s du demi-
plan Re(s) > ¢

m
F(s) = § amﬁg-_ot%q
m20 (s-cta)

et La convergence est uniforme swr tout compact de Re(s) > c, Les coeffdicients
a_ étant ceux du développement de Taylorn de La fonction génératrice.

m

Propnidts 111.2.2.

N-1
La somme partielle Fy(s) = }
L m
m=o (s-c+a)

(s-c—on)m

o veigdie :

F(s+c+a) - FN(s+c+U) = O(SN) pour s + o, Re(s) > -o.
Remarque.

La proposition III.2.4 permet de voir que formellement F est la

cotransformée de £, (t) = e °F Y a e % 1 (2at).
N mo M m
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II1.3 - CONDITION D'EXISTENCE ET CONSTRUCTION DE LA COTRANSFORMEE,

Théoneme 111.3.1.

Soit F une gonction de La variable complexe.
S04t b Le plus petit nombre el tel que F est analytique dans Re(s) > b.
SL (sta) F(s) est analytique a L'infini et 84 b est stribtement nigatif,

alons :

F est La transgormée de Laplace d'une fonction £ de cané
sommable déginie par :

£t) = ] a. ¥ 1 (200)

mz0
et
N-1 A
_ -0t
£(t) = Z a e L_(20t)
m=o0o
venifie
lim ||£ - 0

£ =
Nortoo N L2(o,+w)

Les a elant Les coefficients de Taylorn de La fonction génératrice.

Démonstration.

D'aprés la proposition III.2.1, la fonction génératrice H est développable
en série de Taylor dans un disque centré 3 l'origine de rayon strictement

rd . ~
supérieur a 1 :

H(z) = )} a 2", 2] <R, R> 1.
mo

alors, pour tout r < R, on a :
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27 .
) z Iaml2 r2m =‘%F I IH(rele)I 4o
m20 o)

et cette intégrale est bornée. En particulier, pour r = 1, ) |a |2 < 4o,
m2o0
a
Posons b = —— , I 2 0O:
" V2a

Puisque les fonctions de Laguerre, Lm(t) = v2q, e Ot Lm(2at), m = o, forment
un systéme orthonormé total de L2(o, +»), la fonction
_ -0t
£()= ] b V2ue L (20t)
mz0

vérifie 1'égalité de Parseval :

1€, 11 =] [b
1 L2(o,+w) m U

fl est donc de carré sommable et admet alors une transformée de Laplace Fl(s)

définie et analytique dans Re(s) > o.

Montrons que F, vérifie :

lapropositionlII.2.2 nous permettra alors d'identifier F et Fl.

Pour tout s, Re(s) > o, posomns :

Ng‘l (S"d )m

F, y(s) = ) a ——,
1.,N mo ™ (s+a)m+l
Fl,N est la transformée de Laplace de fl,N

N-1 —at
fl’N(t) = mzo a e L_(2at)
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Etudions lFl(s) - Fl,N(S)l :

+
_ -st _
IFl(s) Fl,N(S), = Jo e L£, (t) fl,N(t)] dt
1'inégalité de Cauchy-Schwartz nous donne :

|E () - F),

Posons s = 0 + iw, 0 > o, nous pouvons écrire :

Par suite :

[1£; - £yl
) 1 1,N L2(o,+w)
|E () = F) w(s)]7 <
i 20

et puisque lim |[|f, - f ||2 = o
N0 1 1,N L2(o,+w) ?

- (s+a)"

Fi(s) = | &) ———0

m
m2o (s+a)

et la convergence est uniforme sur tout demi-plan fermé Re(s) > B > o.

Ce qui démontre le théoréme.[]
De plus, nous obtenons la proposition suivante :

Proposition T11.3.17.

Avec Les hypotheses du thiondmes I111.3.7, La suite des sommes partielles
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(s-0)"

m m+l

m=o (s+al)

converge unifonmément vers r(s) surn tous Les demi-plans §ermés Re(s) 2 B > o.

Concernant l'erreur commise en remplagant f(t) par fN(t), nous avons

le corollaire suivant :

Conollaine 111.3.1.

_ 2 _ 1 2
1k fN1|L2(o,+°°) T 2 mgN IamI

Démonstration.

Puisque les fonctions de Laguerre forment un systéme orthonormé de

L2(o, +e0)

2 -
llf - fN|lL2(O,+°°) - llfl|L2(O,+°°) - }:

et puisque ce systéme est total, 1'égalité de Parseval nous donne :

2 2
= b .
NE11Z (oemy = 1 12y
Comme bm =A5g2 , on obtient bien le résultat énoncé.l
20,

Nous pouvons maintenant envisager le cas ol b est positif ou nul.

Theoneme 111.3.2.

Soit F une fonction de £a variable complexe. Soit b Le plus petit réel
tel que T s0it analytique dans Re(s) > b.

S{ b est positif ou nul et 84 pour tout o > o, (s+a) F(s) est analytique
a L'ingini, alonrs :
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pour tout ¢ > b, T est La transformée de Laplace d'une fonction
telle que e % £(t) s0it de canré sommable déginie par :

et £(1) = Y a e ot L (20t)
meo ™

N-1
et fa suite des sommes partieles £(t) = ™% ] a ™% 1 (20t) verifie :

m=Q

400
lim J e 2t |£(t) - fN(t)I2 dt = o,
N+t /o

Les coegpicients a,mz2o, étant ceux du développement en sénie de Taylon
de £a fonction génératrice.

Démonstration.

Pour tout ¢ > b, b-c est le plus petit nombre réel tel que
G(s) = F(s+c) soit analytique dans Re(s) > b-c. b-c étant strictement négatif
et (sta) G(s) étant analytique & 1'infini, G est la transformée de Laplace

d'une fonction de carré sommable définie par :

(t) = Ot (2 1)
B) = 1 Iy

La suite des sommes partielles :

N-1 —ot
gN(t) = Z a e Lm(2at)
m=0
vérifie :
. 2
lin ||g - gyl| =0
Ne>+oo L.(0,+=)

2

Les coefficients.am, m > o, sont ceux du développement en série de Taylor

de H(z) = {%% 6( a %;%). H(z) s'écrit encore H(z) = ég% F(e + q %;%J qui

est bien la fonction génératrice dans le cas b > o. Considérons maintenant
f(t) = eCt g(t). Puisque g ¢ L2(o, +09, e St £(1) € L2(o,+w) et d'aprés la

proposition I.2.3.
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¥s, Re(s) > b, G(s-c) = F(s)

est la transformée de Laplace de eCt g(t). Par suite :

-ct _ -at
e £(t) = ) a e L (2at).
m=0

et, d'aprés la définition donnée de f,

. 2
1 - =
N:-L::ool lg gNHL2(O3+ )

0
s'écrit bien :
400
1im f e 2t |£(v) - fN(t)l2 dt = 0. O
Nt

Proposition 111.3.2.

Avec Les hypotheses du théoneme 111.3.2, fa suite des sommes parntielles

N-1 m
F(s)= ) a (smcm0) converge uniformément vers F(s) surn tous £es
N & m m+l
m=o (s-ct+a)

demi-plans genmés Re(s) =z B > c.

Démonstration.

N-1
¥c > b, la suite des sommes partielles GN(s) = z -
m=o (s+a)

(s-a)"

converge
m+l g

uniformément vers G(s) = F(s+c) sur tout demi-plan fermé Re(s) 2 B' > o.
Par suite FN(s) = GN(s—c) converge uniformément vers F(s) sur tous les demi-plans

fermés Re(s-c) = B' > o, soit Re(s) 2 B > c.O

Conollaine 111.3.2.

- 2
[1e™" () - £(0)]] =

Ly Jal?
L2(o,+w) 20 Sy D
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Preuve. ,

I1 suffit de considérer g(t) = e Ct f(t) et gN(t) e ct fN(t). O

Remarque.

Quelque soit le signe de b, la méthode de Van Iseghem consiste &

considérer les approximants suivants de F :

m
F(S): z am_(s%
m=0 (s-b+a)

On peut vérifier alors que les coefficients a

m Sont ceux de la fonction

génératrice suivante :

_ 20 1+z
H(z) = -2 F (b + 0"1—_2—)

analytique dans Izl < 1. On ne peut plus alors obtenir l'existence de la
cotransformée dans L2(o, +»). Par contre, la suite FN(S) converge uniformément
vers F(s) sur tout demi-plan fermé de Re(s) 2 B > b, soit sur une région

du plan plus vaste que celles que nous obtenons.

En ce sens ils sont meilleurs que ceux que nous utilisons.

C'est 13 un des cBtés paradoxaux de la transformation de Laplace
en étant moins exigeant sur l'approximation de la transformée, nous obtenons
- . 4
de meilleures propriétés sur l'approximation de la cotransformée. Nous

allons voir, notamment, que nous obtenons la convergence uniforme sur tout

+ ”
compact de]R* de la suite fy vers la cotransformée.

Théoneme 111.3.3.

Avec Les hypothzses du thZongme 111.3.1, T est La tranagormée de
Laplace de La gonction £, définie ef continue sur R, donnde par :

) -at
£(t) = } a e L (2ut)
m2o0

.

ol Res a_ sont Les coefficients du développement en sénie de Taylon de
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20
H(z) = 1-z re itz)

et La suite des sommes parntielles
N-1 —ot
fN(t) = Z a e Lm(2at)
m=o
converge unigormément sur tout compact [o, T] de r'.

Démonstration.

D'aprés la proposition III.2.1, H(z) est analytique dans D(o, R),

. N
ieme

R > 1. Son m coefficient de Taylor vérifie 1'inégalité de Cauchy :

(a)sé—(’r’n—)auec1<p<R

p

¥m 2 o

En utilisant la définition des polynOmes de Laguerre

A(R) ¥ ,m, (20t)"
m X (r) r!

la L (2at)]| <
mm
P r=o

. . -at
Considérons alors la série ) |e

m20

a_ Lm(2at)|

_ _ , m oot )T
I e a 1 (2t)| s a(p) ™ ] L] (@) )L

m=o mop rpro

Pour plus de clarté, posons :

et étudions la série double f Um o
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Considérons Z X Um,r:a r fixé, Um,r =O0Opourm = 0,...,r~1,
r20 m0
soit :
(20t) m, 1
2 ; Um r 5 r! y (r)-jﬁ
rZ0 mM20 i r20 m2r p
Or
m, m z¥
) () z = =T ¥%> jz] <1
m2r (1-2)
et comme p > 1,
pm L.t o™ L o
m>r T pm pr (p l)r+l (p—l)r+l

on obtient donc :

Soit :
20t
D) v eie
r20 M20 e
par suite :
2at
e
m,2 m,T P
ce qui nous donne enfin la majoration :
20t at
-at A(p).p p-1
Y e a Lm(2at)l o1 e

m=0

La série Z a et Lm(2at) est absolument convergente sur R' et uniformé-
m20
+
ment convergente sur tout compact [0,T] deR .

N-1
La somme partielle fﬁ(t) ) a e at Lm(2at) étant continue et la suite £y
m=0

. 2 + s s Py
convergeant uniformément sur tout compact deIR , sa limite f est définie et

. +
continue surR .
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I1 resterait a vérifier que f admet bien comme transformée

de Laplace. Ce qui est bien le cas d'aprés le théoréme III.3.1.[]

Théeonéme 111.3.4.

Avec Les hypothises du théoneme 111.3.2 F est La trhansformée de
Laplace de La fonction £, déginie et continue sur R’ donnée par :

f(t)=eCt 2 a e-ott
m

L (2ot)
m
m20

oll Les a_ sont Les coefficients du développement en série de Taylon de

Hz) = 22 F(c + & 702 )
et La suite des sommes partielles
N-1
fN(t) = &t ) a e %t L (2at)
m=0 m

converge uniformément sur tout compact [0, T1 de R'.

Démonstration.

I1 suffit de considérer G(s) = F(s+c), ¥c, ¢ > b alors d'aprés le

théoréme précédent, G est la transformée de Laplace de

_ -at
gt) = } a e L (2ut)
mzo

définie et continue sur R’ et la suite des sommes partielles
gy(t) = 2 a e L (2t)

. +
converge uniformément sur tout compact de R .

Or £(t) = eCt g(t) admet G(s-c) = F(s) comme transformée de Laplace,

¥s, Re(s) > b et la suite des sommes partielles :
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. _ct
fN(t) e gN(t)
converge uniformément vers et g(t) = £(t) sur tout compact deR'.0

On peut se demander ce qul se passe lorsque la fonction (s+ ) F(s)
est singuliére a 1'infini. Il n'est bien slir plus possible de déduire
1l'existence de la cotransformée. Pourtant il se peut fort bien qu'elle

existe.
-as

Ainsi la fonction F(s) = & est telle que (s+ ) F(s) admette une
singularité essentielle & 1'infini cependant sa cotransformée existe bien,

elle est définie par :
0sitx<a
£(t) =

\lsit>a

Nous énoncerons :

Proposition 111.3.3.

L'analyticité de La fonction (s+a) F(s), & > o, & L'infini est une
condition suffisantemais non nécessaire d'existence de £a cotransfoumée.

Theoneme 111.3.5.

Soit b Le plus petit nombre n2el Zel que F s0it analyiique dans
Re(s) > b.

S{ b est strnictement négatif.
S4 Le point @ R'ingind est une singulanité de (s+a) F(s), a > o,
alors 84 F admet une cotransformie de carné sommable, celle-ci est nepni-

sentable dans Ly(o, +») par La senie :

1 £(t) = a e % L (29t)
() Lo

ot Les coefpicients a sont ceux du développement en senie de Taylor de
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+
H(z) = {?% F(a-%:%).

N-1
£0) = ] a e Ot L (20t) est Le meillewr approximant au sens des
m=o0

moindres cannes de £ sun Le sous espace de L,(o, +») .engendni par (Lsevesbly 1)
et La suite £ converge vers f Lonsque N tend verns L'infind et

2 _ 1 2
Ilf - fNHL2(0,+°°) T 20 mgN Iaml

Démonstration.

Si f cotransformé de I existe et est de carré sommable elle est
développable en série de Fourier par rapport & la base des fonctions de

Laguerre. Notons bm, m > o les coefficients de ce développement :

£(t) = J b V& e L (2at)

m>0
Si nous posons :
N-1
(t) _ -at
£lN° Z b V2 e ™ L (20t).
m=o
1m ||£ - £ ||? =0
1,812
No-+oo L (0,+)
et 1'égalité de Parseval nous donne :
2 2
£ - £, yll = 1 Ip,l%.
1.N L2(o,+w) msN ™

Il nous suffit donc de démontrer que a = V20, bm. Pour cela, consi-

dérons Fl N la transformée de Laplace de fl N’ D'aprés la propriété II.2.6,
F] >
N-1 m
(s+a)
F. (s) = } b Vig ———— |,
LN m=o o (s+0L)m+l

pour tout s vérifiant Re(s) > -a.
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Soit s tel que Re(s) > o, considérons :

[F, . (s) - F(s)|?

1,N

+ [= <]
-st2 2
[ e e x ey - £l
o 2

L'inégalité de Cauchy-Schwartz nous donne :

|F, () - F(s)]

1,N

En posant s = 0 + iw, 0 > o, on obtient :

2
,lfl,N - fllL2(o,+ )
|F; () - E(s)] =
? 20
Comme liTwIIfl,N - fllL2(o,+w) = 0, la suite Fl,N(S) converge vers F(s)

pour tout s tel que Re(s) > o et de plus la convergence est uniforme sur
tout demi-plan fermé Re(s) 2 B > o.

La proposition III.2.2 nous permet alors d'identifier F et F,

1,N
nous avons donc

Théoneme 117.3.6.

Soit b Le plus petit nombre néel fel que F 404t analyiique dans
Re(s) > b.

S{ b est posditif ou nul et 84 (s+a) F(s) admet Le point @ L'ingini
comme singularnite, alons, 84 F admet une cotransgormée £ telle que e bt £(t)
s0it de cané sommable, pour tout c > b, La fonction g(t) = e °F £(t) est
neprzsentable dans L,(0,+*) par La séndie

2 (t) = a e oty (20t)
® wre e

o Les coefficients a , m 2 o, sont ceux du développement en s&rie de Taylon
de La fonction :
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1+z

. 2a
H(z) = T F(c + o l-z)
n-1
_ ct -0t
fN(t) = e mgo a e Lm(2at)

est telle que et £,(t) est Le meibleur approximant au sens des moindies
carnls de g(t) surn Le sous-espace de L2(o,+w) engendné pan (Lo,...,LN_l) et :

+
J ™%t |£(t) - fN(t)l2 at = ¥ |a|?
m
o m=N

Démonstration.

Si e_b-t f(t) est de carré sommable, il en est de méme de la fonction
g(t) = e ct f(t), pour tout ¢, ¢ > b. Or g admet comme transformée de Laplace
G(s) = F(s+c) analytique dans le demi-plan Re(s) > b-c, b-c < O.

G(s) satisfait donc les hypothéses du théoréme III.3.5 dont il suffit

alors d'écrire les résultats avec gy = e ct fN.D

On peut alors se demander s'il est possible que les développements
précédents définissant la cotransformée puissent convergen uniformément sur

tout compact :

Proposition 111.3.4.

Quel que 804t Le signe de b, plus petit nombre rnéel tel que F 404t
analytique dans Re(s) > b, une condition nécessaire et suffisante pour que
Le développement (1), ou (2) selon Le cas, converge unigormément sur tout
compact est que La fonction (s+a) F(s) so0it analytique a £'ingini.

Preuve.

Nous avons vu que c'était effectivement une condition suffisante.
Montrons qu'e-le est nécessaire dans le cas ol b est strictement négatif,

le cas b 2 o s'en déduisant facilement.
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Supposons donc que la cotransformée f de F existe et que

- -at
£(t) = ] a e L (20t)
mzo

la convergenée étant uniforme sur tout compact [0,T].

En particulier :

z a = f(o) < 4w
m2o

la série H(z) = ) amzm est donc défini en z = 1, son rayon de convergence
m20
est méme strictement plus grand que 1, puisque b est strictement négatif.

Et puisque H(z) = (s+a) F(s) avec s = t_l(z) et que le point infini est

1'image par E;l de 1 le point infini n'est pas une singularité de (s+a)F(s).0



CHAPITRE IV
CALCUL DES COEFFICIENTS
DU DEVELOPPEMENT EN SERIE DE TAYLOR DE LA FONCTION GENERATRICE

A L'AIDE DE L'OPERATEUR DE FOURIER DISCRET.
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IV.1 - INTRODUCTION,

Du chapitre précédent nous pouvons déduire la méthode d'inversion de

la transformée de Laplace suivante.

Soit F, une fonction de la variable complexe dont on désire connaitre

une valeur approchée de la cotransformée en un point t.
Soit b le plus petit réel tel que F soit analytique dans Re(s) > b.

a) Choix de C :

si b est strictement négatif, ¢ = o sinon prendre ¢ > b.

1+z

2
H(z) = T—O‘? F(ett a T—?)

¢} Caleul de La valeur en t de £'approximant de £a cotransgormée :

- - - — = = ———————— e e o ————— - — - A - ————

Dans son principe, cette méthode revient & approcher la transformée
de Laplace par la fonction rationnelle
N-1

F (1) =}
N m=o (s-c+a)

(s—c-a)m
m+l

et 3 prendre comme approximants de la cotransformée 1l'inverse exacte fN de PN.

Une telle méthode n'est évidemment réalisable que si nous disposons

d'un moyen simple de calculer les coefficients a .

Nous verrons justement dans ce chapitre, aprés en avoir rappelé la
définition, que l'Opérateur de Fourier Discret permet le calcul de valeurs

approchées a_ les n premiers coefficients ap, m = 0,...,n-1 a paritr de n valeurs de
m



40

des n premiers coefficients a s ms= 0,...,0n~1 @ partir de n valeurs de

la fonction génératrice en n points précisément choisis. Ces valeurs approchées

tendent géométriquement vers les valeurs exactes lorsque n croit indéfinimement

et il est alors nécessaire de dissocier le nombre n de coefficients calculés

du degré N de l'approximation de la cotransformée qui est aussi le nombre

effectivement ut-1lisé de coefficients.

Nous comparerons l1l'approximant calculé :

N-1

Fo(s)= ] 3 _(smema)™
N,n -

I

m m+l
m=o (s-ct+a)

a 1'approximant vrai
N-1

Fy(s) = )

m=o T (s-c+a)

(s—c—OL)m
m+1

ainsi que leurs cotransformées respectives.

cette étude montrera que l'utilisation de 1'Opérateur de Fourier

Discret constitue une méthode fiable de calcul des coefficients a -

IV.2 - L'OPERATEUR DE FourRIER DISCRET.

Ce rappel est tiré de Henrici [9].

Soit F une fonction de période 1 dont les valeurs sont connues aux

=-E, k = 0,...,0.

points Tk o

* N
ieme

Soit C, le k coefficient du développement de F en série de

k
Fourier :

J 1 - 25Tkt

F(1) e dt, k €

Z.
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de la valeur de ¢, en utilisant la formule

On peut obtenir une approximation Ek K

1
des Trapézes avec un pas h ==

n-1 2iMkr. -24lkt
F(t,) +jzl P(Tj) e - )4 5 F(T_)e n}

{

0
n
Sl
N s

D'autre part, on a Tj = %3 J = 04...,0.
Posons

_ 2i
wn-exp(n),

alors

s .
exp(-21 ij) = Wn .

-k.n _ -
De plus W_ = 1et F(To) = F(Tn)-

En posant F(Tj) = fj’ j = 0,...,n la formule des trapézes devient :

£, 05, kez
J n

On remarque immédiatement que la suite {ak}keZ ainsi obtenue est de période

'. rd . - 3
n et qu'il en était de méme de la suite {fk}kez'

Nous définirons :

Définition 1V.2.1.

Nous appellerons Opérateur de Fowrier Discret £'application Linaire
Fn de £'espace vectorniel I des swites de période n dans Lui-méme qui a une
duite x = {x } ., fait conrespondre La suite y = {yk}keZ déginie parn :

n-1 .
-1 -kj
Y * 4 .Z xj Wn » k € Z.
J=o

ol W= exp(i %T) et nous noterons :

y = Fn.x.
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Proposition IV.2.1.

F_ est une application bijective, son invernse est définie par :

n-1 o
%, 5 1 v W
m=o

Bienslir, une des principales utilisations de 1'Opérateur de Fourier
Discret est le calcul de valeurs approchées des coefficients de Fourier
d'une fonction périodique. Si nous notons f la suite de période n des valeurs
prises par la fonction F de période 1 aux points Ty =-§
d.es valeurs approchées par la méthode des trapézes des coefficients de Fourier

» k € Z, et T la suite

de la fonction F, alors :

Nous n'énoncerons pas les propriétés concernant l'erreur commise
et 1l'utilisation de ces valeurs approchées dans ce cadre général. Nous avons
préféré, ce qui est tout aussi simple, les redémontrer dans le cas particulier

de la fonction qui nous intéresse.

IV.3 - CALCUL DE VALEURS APPROCHEES DES COEFFICIENTS DE TAYLOR
DE LA FONCTION GENERATRICE.

Quelles que soient les hypothéses faites sur la fonction & inverser,
la fonction génératrice H est toujours analytique & 1'intérieur du disque

unité et y admet un développement en série de Taylor :

(1) H(z) = ) a z", ¥z, [z| < 1.

m=0

Cette série est normalement convergente pour tout z vérifiant |z| < r < 1.
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Posons p = Iz] Sr<letz=p ele et considérons H(8) = H(p ele) ap fixé.
H est une fonction de période 2l et :

H(B) = .2 a " eime

m20

Cette derniére série étant normalement convergente par rapport d 6, on peut

1'intégrer terme 3 terme :

21 . 21 .
%ﬁ J H(B) e inb® a0 = 1 z a pm J e1(m—n)9 a6
[e] m=

Soit :
a pm = J H(8) e°1me de
ce Que nous énoncerons :

Proposition IV.3.1.

Soitp, o<p<sr<l, a est Le quotient par pm, m 2o, du m“éme
coeggicient de Fowrien de La gonction 2l periodique :

10
H(B) = 2°‘ie Flc + a—l-‘i-p—e—].L-g)
1~pe 1+p e

Remarque.

Pour p = 1, H s'écrit :

H(8) = [ia colg (-g—) + al.F(c+iocotg (%))

qui est la fonction utilisée par Wing [6] dans son algorithme. Or p ne peut
prendre la valeur 1 que si le rayon de convergence de la série (1) est stric-
tement plus grand que 1, ce qui ne se produit que lorsque (s+a) F(s) est

analytique & 1'infini pour tout a > o.



4y

Posons W_ = exp (1 %?) et considérons la suite h de période n

définie par :

14p WP

ho= -2 Fle+a—D), pesz
P oiowP o
n 1-p W
3

alors une valeur approchée am de asm 2 o, nous est donnée par :

(o1}

-~ _ m
a | J——
m m
p
ol
¢ =F .h
n
i.e :
n-1
s =L@ Y h WPy, m2o.
m m n_ £ pn
p p=0°

Concernant 1l'erreur commise en remplagant a, par ém, nous avons :

Proposition 1V.3.2.

1L existe q, o < g < 1 tel que :
la_-a| = o(g"), m=2 o

Lonsque n tend vers +w,

Démonstrations.

Montrons tout d'abord que :

- k.n
a -a = X a p
m m ko1 m+k.n
et pour cela considérons :
1 n-l -m
g == J- nh_ wm™P
m n _2= P n
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k ik

Puisque VB, H(H) = X a p e, pour tout p 2 o,
k2o
) a, oK wkp
k2o
et & s'éerit :
m
n-1
g =2y w™P ¥ g K kP
m n &t n k n
p=o kzo

Les séries hP étant convergentes :

=‘£ 7 a 2 w(k-m) -p
n k=o p=o
Or
Osir=v.n
n-1 "
) Wl = Vel
=0 B
p nsir=v.n
et donc :
- m+ .n
CIEE)
m v m+v.n
ou encore :
- m mtk.n
c —-a p = z P
m m K31 m+k.n

c
- m . .
comme a = — » Op obtient bien :

m+k.n
p

D'autre part, la fonction H(8) = H(pe ) apfixé, osps r <1,
est analytique dansR. On a donc la majoration suivante de ses coefficients

de Fourier que nous notons S (cf. [14] p.80O) :
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4K > o et 4q, 0 < g < 1 tels que :

!cml < K.qm, ¥m 2 0

Or :
ap" =
n° = Sme
d'ou :
g.m
+am| < K.(p) .
Par suite, [& - a | s K (g)m+kn p . Soit, puisque 0 < g < 1 :
m m o
k=1
mn " m q"
i -al sk @A <k (H" A
m m (TN l-q
q
a.

Supposons que, connaissant les valeurs hp’ P = 0,...,1 NOUS ayons
calculé les coefficients ém, m=0,...,n-1.

Il serait alors tentant d'utiliser tous ces coefficients et de choisir comme

-

approximant rationnel de la fonction F 1'approximant Fn :

- n-1
F(s)= ) a
n m=o P (s-c+a)

(s—c—oc)m
m+l

C'est d'ailleurs le choix que fait Wing [6]. Et effectivement, cet approximant

a des propriétés intéressantes, notamment

Propriets 10.3.1.

Considenons Les points s, pour k variant de O @ n-1 définis par :

1+p Wi
s, = ———
k 1-p wﬁ
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alons fn Antenpdle F aux points 5, * ¢ L.e
Fn(c+sk) = F(c+sk), k = 0,...,n-1.

Démonstration.

Pour tout k variant de O a& n-1, nous avons par définition de F

-1 S, -0

- k m
D I )
o m sk+oz

(s

Kt o) Fn(sk +c) = _

Or
s, -0
K . -1, k., _ _k.m
s, o - ta(sk) - ta(tcx (an)) = ey
Par suite,
- n-1
_ ~ M .m
(s,#0) F (s +c)= ] & p wﬁ
m=o
- m _ .
coome 8§ p =&
m m
- n-1
(sk + a) Fn(sk +c) = 2 e Wi
m=o
Comme & = Fn.h, h = F;l.E, soit en détaillant :
n-1 o
hk = Z cm. Lo
m=o
Nous avons donc :
(sk + a) Fn(sk) = hk
et
hk = (sk + a) F(c + Sk)'

Finalement on obtient bien :

E (c+s,)=F(c+ s, ).
n k
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Mais 1'inconvénient de cet approximant est que les degrés de son
numérateur et de son dénominateur augmentent au fur et 3 mesure que, cherchant
3 améliorer la précision sur les valeurs calculées ém, nous augmentons le
nombre n de valeurs de H utilisées. De plus, la proposition IV.3.2 montre
que l'on a intér€t a choisir n trés grand par rapport & m. C'est pourquoi
il parait plus intéressant de dissocier le degré de l'approximation N et

le nombre n de valeurs de H utilisées par 1'Opérateur de Fourier Discret.

Nous considérerons désormais 1l'approximant suivant :

- Nil (S-C—a)m
F, (s) = a —
N.n m=o (s-c+0L)m+l
défini pour Re(s) > 0 et obtenu a partir de :
N-1
Fy(s) = | a e Or?nl
m=o (s-ct+ o)

en remplagant les coefficients a par leurs valeurs calculées a 1l'aide de

1'Opérateur de Fourier Discret Fn'

Nous allons maintenant étudier la différence qui existe entre ces

deux approximants.

Propriéts 1V.3.1.

La suite I?N n(s) convenrge vers FN(s) pour tout s vérnifiant Re(s) > 0
quand n tend verns £'infini et il existe q strictement positif et infenieur @
1 tel que :

-

|F

NP -
N,n(S+C) - FN(s+c)| = 0(q")

Lonsque n tend verns + .

Démonstration.

-

Par définition de F et F
N,n

=4
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- N-1 (s-a)m
¥s, Re(s) > o, FN,D(S+C) - FN(s+c) = E (am - am) 71
m=o (s+a)
Soit :
- N-1 m
(sta) [FN,n(S+C) - FN(s+c)] = Z (am-am) z
m=o
avec
- - S=0
z = ta(s) T sta

et puisque Re(s) > o, o > o, lz] <1

-

|F ,n(s+c) - FN(s+c)l

N

D'aprés la proposition IV.3.2, 3q, o

et ]s+al > o ce qui nous permet d'écrire :

< q<1tel que:

O(qn).

Par suite :
IFN’n(s+c) - Fy(ste)| = 0(g™.0
Propriete 1V.3.12.
1L existe q, o < q < 1, tel que : pour i variant de 0 & N-1,
lg;ii (atc) - F(i)(u+c)[ = o(g"),

Lonsque n tend vers +o,

Démonstration.

-

FN n(s+c) et F(s+c) sont

]

indéfiniment dérivables dans Re(s) > o.
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En s = 0, on obtient :

comme 50 -a| = g(qn), o<qg<l

ol

-

|Fy (¥e) - F(are)| = a(g™).

N

Supposons que nous ayons démontré que :
P are) - F B (are)] = 0t
s

pour tout i, o < i < N-2, montrons qu'alors :

D e - 7O

N,n (atc)| = olg").

Pour cela, considérons :

-

(S+a)i+l (FN,n(S+c) - F(s+c))
qui s'écrit :
i i-m m (s—o:,)i+l
z (am-am)(s+a) (s-a) + (ai+l - ai+l)
m=o (s+a)
+ Nil (a - a ) (S-a)m. + }‘ a (S"a)m.
mit2 T 0" (e+a)™t meN ™ (s+a)™

Par suite, en dérivant jusqu'd l'ordre i+l et en évaluant cette dérivée en

s=0., on obtient :



51

n
~~
(Ul

|
~

SoirT | By plstre) = Flsteddi g = Gy~ 23y

d1+l 141 - d1+1 (s-a)1+l
ds
g s=q

et ceci n'est vrai que pour j+1 < N-1, sinon on obtiendrait :

d1+l (S-G)l+l
i+l
Si+1 ) (s+Q) s=0

Comme

dl+l (s—oc)l+l - (i+1)!
dsl+l (s+a) s=0, 20,

et que, d'autre part :

qith i+l = ' T 3
) [Es+a)» (FN,D(S+C) - F(S+c)—j ; =
ds ) s=qQ
i+l . . -
] DL o)k [E @iy - F ) (are)
k=o ) »1
alors :
S(i+1) (i+1) -
(2a)i+l FN,n (a'l'c) - F (a+c) - ai+l - ai+l _
(i+1)! 20
i 141 E;k;(a+c) - F(k)(a+c) X
kz ( N ) —2 o (2a)
=0

Or :
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- _ n
341 ~ ai+1 = o(q)

et
IFI(qk)(OHc) - P are)| = og™, K0, 1
,N
avec
o< g¢c«< 1.
On a donc bien :
IPﬁl;l)<a+c) - E (o)) = (.
-]

Ce qui établit la propriété IV.3.5 puisqu'elle est vérifié pour iz=O.

Si, nous avions eu i+l > N, nous aurions obtenu

qi+1
70

d la place de

it1 ~ %441
20,

)y

Lo vsaz a i+l .
dans 1'égalité ci-dessus et comme |a = 0(q” 7), nous n'aurions pas pu

i+1l
écrire

(i

[Fy  are) - P (are)| = 0. O

Pour tout s vérifiant Re(s) > o, Fy , est la transformée de Laplace de :
s

N-l
2 i e L (2at)
L °q m

m=o

- _ ¢t
fN,n(t) = e

[ . 2z
et si nous utilisons & la place des coefficients a leurs valeurs calculés

d 1'aide de 1'Opérateur de Fourier Discret, c'est cette fonction qui nous
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fournira une valeur approchée de la cotransformée de T au point t.

I1 est donc intéressant de vérifier que fy n
]

tend vers 1'infini. On a, de maniére évidente, le résultat suivant :

tend vien vers fN lorsque n

Propritts 1V.3.3.

1L exdiste g, o < q < 1, Zel que sur fout compact [0, T]

[£4(t) = £y (0] = a(g™).



CHAPITRE V

INFLUENCE ET CHOIX EVENTUEL DU PARAMETRE o
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V.1 - INTRODUCTION,

Nous avons vu que 1'Opérateur de Fourier Discret permet d'obtenir
de bonnes valeurs des coefficients a pour n suffisamment grand par rapport
d N. Cette méthode est d'autant plus intéressante que 1'Opérateur de Fourier
Discret se calcule en n log n multiplications grdce aux algorithmes de Trans-

formée de Fourier Rapide qui sont maintenant trés répandus.

Dans ce chapitre nous nous proposons d'étudier la norme L2(o, f0 ) de

1'erreur d'approximation, soit :

2

ey = |1e%F (£(2) - fN(t))IlL2(O,¥n)

avec la convention suivante sur c :

soit b le plus petit réel tel que F est analytique dans Re(s) b,

alors :
o sib<o

>b s1 b 2 o.

En théorie du signal, il se pose souvent un probléme assez voisin
de celui de l'inversion de la transformée de Laplace qui est la recherche
du développement d'une fonction sur une base de fonctions déduites des poly-
ndmes de Laguerre. L'erreur d'approximation commise en tronquant un tel dé-
veloppement 3 un ordre N semble avoir été bien &tudiée. On peut trouver dan
l'article de Martin Schetzen [10] un bon résumé des résultats obtenus.
Nous n'avons fait qu'adapter ces résultats & notre méthode en simplifiant

toutefois la fagon de les obtenir.

Nous venons notamment qu'd N fixé, il existe un moyen de déterminer

la valeur du paramétre o qui minimise e_. Mais il est malheureusement assez

N’
colteux 3 mettre en oeuvre. Aussi, reprenant 1'idée de Schetzen, nous nous
sommes intéressés 3 la valeur asymptotique optimale de a, c'est a dire au
meilleur choix du paramétre o lorsque N tend vers 1'infini, en nous limitant

au cas ol la fonction 3 inverser est une fonction méromorphe.



55

V.1 - RECHERCHE DES VALEURS OPTIMALES DE o A N FIXE

Que F, la fonction & inverser, soit ou non singuliére 3 1'infini,

1'erreur ey» avec la convention faite sur C, est donnée en norme L2(o, + )

par :
_ |l.Ct 2 - 1(.ct 2 T 2
ey = |le7 (£ lelL (0,4°) ~ e f(t)HL (0,+=) Z IbmI
2 2 m=o
ou encore :
2
ey = 1 In |2
m2N
avec
°n
bm:__..
Y20,
Les coefficients a dépendant de a, il en est de méme de ey Parmi
toutes les valeurs possibles de o, il en est certainement qui minimisent e_.

N
Pour ces valeurs, nous devrons avoir :

d
EQN—O

et les solutions d'une telle équation dépendront de l'approximation N choisie.

. ct P
Puisque ||e f(t)l|L2(0,+w) ne dépend pas de q,

N-1
d d
e =-2 3 b .=—h0L.
dao N meo M do m

Calculons il bm.

do.

étant le n ™€ coefficient du développement de £ sur la base des
1%

fonctions de Laguerre :

(¢]

oo -t
b = J Y20, f(t) e Lm(2at) dt
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Par suite :

+

44 - “ot _i - g
T b [o e %% £(t) [@ L (20t) 't/Q_Lm(20Lt)+f2—c—xda L (2ot)]dt

On vérifie facilement que :

d -n -n
G L (2at) = 3 L (2at) - 3 L _4(20t)

et puisque :
(2m+1 - 2at) Lm(2at) = (m+l)Lm+l(2at) + mLm_l(2ut),
nous obtenons :
= N
do bm 2 bm+l 20 bm--l

. . d
ce qui donne, en reportant dans 1l'expression de — e

a °n G
N-1
d _ m+l m
o SN T 2 mzo (2a m bm+l 20, bm bm—l)

D'ol, finalement :

Proposition V.2.17.

= . a
- 2a

d
-— e
dr N 2, N 'N-1

Cette propriété peut nous permettre de déterminer, & N fixé, la

valeur de qui minimise e . Une recherche compléte imposerait de déterminer

N
toutes les racines de ay et ay_1» puis de choisir parmi elles la valeur qui
N-1
rend la somme ) blnlz, maximum.
m=o

Mais une telle procédure entrainerait une grande perte de temps,

puisque pour évaluer aN et ay_, pour une valeur de g, il faut évaluer la



la suite {h_}.
p
Un autre approche est possible. Considérons 1l'exemple suivant :
1
S —_— >
F(s) =55 » B>o0

Cette fonction est analytique dans le demi-plan Re(s) > -B.

Son inverse est connue et est donné par :
f(t) = exp (-B.t).

Les coefficients de son développement en série de fonctions de Laguerre,

sont ceux du développement en série de Taylor de :

_ 20 1+z
H(Z) _T-—ZF(GE )a
soit :
20, 1
H -
(=) = e T, Bn
B+a.

sia= B ; H(z) = 1, est analytique dans le plan complexe entier et son rayon

de convergence est infini :
a =1, a =o ¥m > O

par suite, ¥N, N > o,

_ -Bt _ Bt
fN(t) =a e Lo(26t) = e

1l'erreur d'approximation est nulle.

+4oo
siag B ; H(z) = J%L- ) (Bzayn o pour tout z vérifiant :
atf 2, Bta

Bta
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Comme o > o, on voit que le rayon de convergence de la série H est supérieur

d 1 et qu'il tend vers 1'infini lorsque o tend vers B.

m
Comme a = 2a-—£§:§l——, on obtient pour e :
m m+1l N
(B+a)

2 20 ,B-a.2N v ,B-ai.2
ey = L Ib |7 =5 (EF)T I EDHT
N oy b (B+a)2 B+a. = B+a

soit :
-1 (B-a.2N
°N T2 (B+a)

On s'apergoit donc que le choix optimum de o est a = B.

L'étude du comportement des coefficients a peut donc nous permettre
de choisir la valeur optimale de d.
Lorsque l'expression de ces coefficients est compliquée on peut étudier leur
comportement asymptotique. La valeur de @ ainsi obtenue ne sera pas celle qui
minimise ey pour N donné mais une valeur asymptotique que nous considérons

comme une bonne approximation.

V.3 - DETERMINATION DE LA VALEUR ASYMPTOTIQUE OPTIMALE DE ® LORSQUE
F EST UNE FONCTION MEROMORPHE.

Supposons tout d'abord que F soit une fonction ratonnelle admettant g
pSles simples SysveesSy dont le degré du dénominateur soit strictement plus

grand que celui du numérateur de sorte que :
lim F(s) = O.

Posons
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Supposons que Re(sq) 2 Re(si) i =1,...,9 et posons :
0 si Re(sq) < o
> Re(sq) si Re(sq) 2 o

La fonction G(s) = F(s+c) admet q pSles simples s& = s;-¢ i=1l,...,qde

parties réelles strictement négatives.

Considérons H(z) = {f; F(e + a %;% ) H s'écrit :
H(z) = ? lz
i=1 1 - —
Z.
i
avec
e
Yy T 20
o - s!
i
st - a
_ i
2, = —
s! +
i
et puisque Re(si) <o, Q> o0,
Izil >1 i=1,...,59.

Par suite, pour tout z vérifiant, |z| < Min |zi|, H est développable en série

de Taylor et :

+o0 Y.
H(z) = § (% =) 2"
i=l

m=o0 Z.
i
autrement dit :
Y
i
an = % m
i=1l z|
i

En particulier, nous nous apercevons que :
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Propniits V.3.1.

Une condition nZcessaire et suffisante pour que La cotransformée
804t &4 valeuns nielles est que Les poles de T sodent néels et/ou complexes
confugés deux a deux.

Supposons maintenant que :

|zl| = |z2| = ... 0= Izpl < lzp+l| < .ol < ]qu

i3 . L s
et posons zj =R e pour j = 1,...,p alors am stécrit :

_ie _ie q
1 1 R
a =—=Iy;e Tty e TPy Y-(’Z—)m]
R P j=p+l I %

et comme <1, Vj = ptl,...,q, a = U(J%J lorsque m tend vers +» et
[z.] R
par suite :3
1
ey = o(=53)
N R2N

lorsque m tend vers +w.
La valeur asymptotique optimale de ¢ est alors solution de :

Max Min lz.l
. i
a>o 1

On voit 1'intérét qu'a la notion de fonction génératrice puisque 1l'erreur
d'approximation en norme L2(o,+w) est une fonction décroissante de son rayon

de convergence.

Nous résumerons :

Proposition V.3.1.

Soit F une fonction rationnelle admetiant q poles simples SpaeeesSye
Soit o La plus grnande partie néelle de ces poles. Soit ¢ défini par :
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(¢]
n
(o]
%]
8
Q
A
(o]

Soient

Zz, =2 i=1,...,q

alons L'erreur d'approximation de La cotransformée de F vénifdie :

1

(Min {zi|)2N
-

= 0
°N

et La valeurn asymptotique optimale de o est solution de :

o = Max Min |z.]|.
i

a>o 1

Ce dernier probléme admet dans certains cas des solutions accessibles.

Proposition V.3.2.

S4 F n'admet que deux poles complexes confuguls La valeur asymptotique
optimale de o est donnée par :

avec Si = s;-c , sé = s,—c, ¢ etant dégini comme przcédemment.
Démonstration.
Si s, = s, alors z, = z, et il suffit de résoudre jl-lz l = 0.
1 2 1 2 da 1
' : - 3 3 s .
En posant s1 o, * il vient :
2 2 2
a4 B |2 - Yoo, + ucl(ol-l-wl) ]
do 1 - 2 2 2 *
(o °1) + W)
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Proposition V.3.3.

S{ F n'admet que q poles néels simples X < x
La valeur asymptotique ofpimale de o est :

< LR BN 2 <
-1 X, alons

o = /(xl-c)(xq—c)

Démonstration.

Nous supposerons que F admet q pSles réels simples strictement négatifs
de sorte que ¢ = 0. On peut toujours se ramener 3 ce cas de figure en consi-
dérant G(s) = F(s+c). Puisque ces pdles sont strictement négatifs nous les

NOterons =X, = X,.seees=X
1 29 9 q

Nous supposerons que :
“X, > X, 2 ... > =X
2
ou encore
X, <x_< ... <X
1 2 q

alors les pdles de H sont tous réels et donnés par :

. . + <
Etudions d'abord la fonction g(x,a) = 2 o a> 0, X > o,
o-x|
Cette fonction vérifie :
., Q) = |z,
g(xl, ) l l‘

pour i variant de 1 3 q, et elle n'est pas définie pour a = x.

Si o.< x, a étant fixé :

Q@

,_g_:-—-—-—- 20 2<o
o(x-a)”

Q
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g est une fonction décroissante de x, en particulier :
o<ac<x, <x.= |z, > |z.|
i 3 i 3

x étant fixé :

S = __ >0

8g _ 2
Sa 2

(x-a)

g est une fonction croissante de o a x fixé.

Sia > x, o étant fixé :

® =250
(a-x)

g est une fonction croissante de x, en particulier :
o< x, <x.<a=> |z.| < ]z.l
1 J 1 J
x étant fixé :

§g _ - 2x
--————-—2<O
So  (a-x)

g est une fonction décroissante de a d x fixé.

Graphes des fonctions Izl(a)l, |zz(a)|, Izs(u)l
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0 b3 ok bl / X
. 1 2 f§§{?3 3
L LILLE S

\ !

. * .
Cherchons maintenant o = Max Min z
o 11igq

.

i

Supposons que ot < Xy < ... < xq alors :

2] > lzyl > on 2|

* L] - Y » .
Montrons que & n'est pas la meilleure solution, c'est 3 dire qu'il

existe a' tel que :

Izq(a')l < Izi(a')‘ ¥i=z g

et
1 *
|zq(a )| > Izq(a )|
En effet :
lim, |z | = +
ot 1
i.e

VA > 0o, 4 > 0 tq ¥a € ]xl, X, +€ ], +zl| > A

1

Choisissons A tel que :
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X, t€ < X, et |22| < A.

Soit o' € ]xl, x, + el, ona:

1

a' < x, < ... € X
2 q

alors
Izl(a')| > !z2(a')| >oa > |zq(a')l
et
|zq(a*)l > |z(an)]
car g est une fonction croissante de o & x fixé et o’ < a'.

3 * - .
On ne peut donc pas avoir o < x De méme on montrerait gqu'on ne

1

. * . * .
peut pas avoir a > xq. On a donc nécessairement 0 ¢ ]xl, xq[ et puisque
o % s i=1,...,9, on se trouve nécessairement dans la configuration

suivante

*
< ... <%x. <0 <X < oo <X
1l

X i+l q

1

ce qui implique :
|zl| < vee < |zi|

|zq| < oo < lzi+1|

sur l'intervalle ]xl, xq], lzll est une fonction strictement décroissante

et continue de o, avec :

lim+ Izll = 4o
a*xl
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et Iqu est une fonction strictement croissante et continue de a avec :

lim_ |z | = k. (x,)]> 1
oxy 2 a1

et

Soit a tel que Izl(&)] = |zq(&)|, 0 existe et est unique.
Vo € Ix, ol Iz, (@)] > IZq(a)l
et lzq(u)l < Izq(&)l
vo ¢ Ja, xq[ +zq(a)| > |z ()]

et lzl(a)[ < IZl(&)l

. * - * . , . - .
Par suite o = a, o est solution de l'équation [zll = Iqu?501ti:
+
a+x; o+ xq
OL-Xl »xq-a
dont la solution est
*
o= /xlxq O

Ces trois derniéres propositions se généralisent sans difficulté au cas

d'une fonction méromorphe.

Proposition V.3.4.

Soit F une fonction méromonphe admettant q poles simples SpaveesSye
Soit % La plus ghande partie néelle de ces poles. Soit c défini par :

c=zo &8 0 <o
q

c>0 84 06 20
q q
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s, —c-a
Sodent z, = gi_—cﬂ i=1,...,q alors L'ereun d'approximation de La
i

cotransgormée venifie :

e. = O L ;
N (Min z, )2N

1

et La valeurn asymptotique optimale de o est donnée pan :

o" = Max Min |z,|
o>o 1<izq

S{ F n'admet que deux piles complexes conjuguis s, et s, alons :

a = |s, - c

1

SL F n'admet que des poles néels Xy s oX

q
< < ... <
X, < %, xq
alons
*
a = V(x,-c)(x -c)
1 el
Démonstration.
11 suffit de vérifier que nous avons toujours
a =0 L N
n ( Min |z,])
1<izq + -
. 97 2a 1+z . P
Considérons H(z) = ia F(c + a I:E) H est une fonction méromorphe admettant
q pdles simples zl,...,sq donnés par :

s, -c-a
Z, = ——————— i=1
i s;-cta see0eq

et |zi| >1 ¥i i=1,...,9.
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La partie principale de H est donnée par :

i=1l 1 -2
z.
i
q Y; . .
H(z) - X p est analytique dans un disque dont le rayon p est
i=1 1 - —
Z

i N
. . ieme . s
strictement supérieur & Max |z.|. Sonm coefficient de Taylor est un
1<igq

O(p—m), soit :

N s . iéme . .
ou a_ désigne le m coefficient de Taylor de H. Par suite :

g m
a = ) i— +0(P ™)
i=1 {z,}
Supposons que :
lzll = ... = |zp| < Izp+l| < eee < lqu
et posons
ie;
zj =Re J, 3 = 1,.045P
alors :
-img -im q
1 1 P R (m Rim
a :—[Y e + ... +'Y e + X Y2 (-—) +O[(_) ]
moogm Tl P j=pr1 3 7 P
et puisque
R < [zp+1[ < oo < |zq| < P

a = oc(%)I‘).D



CHAPITRE VI

DESCRIPTION DE L'ALGORITHME DE PROGRAMMATION
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VI.1 - INTRODUCTION.

Aprés avoir proposé une valeur empirique du paramétre dans le
cas ol 1l'étude de la fonction n'en fournit pas, nous donnons une description
de 1l'algorithme qui se déduit des chapitre III et IV. Puis nous donnons le
programme et les sous sous-programmes en Fortran IV ainsi qu'un exemple
d'utilisation dans le cas de l'inversion d'une fonction apparaissant en
analyse des circuits. Cette fonction est la transmittance d'un c3ble coaxial,
proposée par Metzger et Vabre [111.

Nous donnerons dans le chapitre VII les résultats numériques obtenus.

VI.2 - VALEUR EMPIRIQUE DU PARAMETRE o

nous n'avons pas réussi d travers une solution au probléme de la
recherche de la valeur asymptotique optimale dans le cas général, c'est a
dire lorsque les pOles de la fonction 3 inverser sont quelconques. Nous ne
savons pas non plus comment obtenir une epxression de la valeurvasymptotique
de l'erreur lorsque la fonction (s+a) F(s) admet une singularité a 1'infini.
Pourtant nous osmmes bien obligé de donner une valeur au paramétre a.
Et il est certain que ce choix aura une influence sur 1l'erreur d'approximation.
I1 est donc nécessaire de cherche expérimentalement une bonne valeur pour ce
paramétre. Cette recherche a déjd été effectuée par Weeks [12] dans le cadre
d'un algorithme d'inversion de la transformation de Laplace basé également

sur l'utilisation des polyndmes de Laguerre.

L'algorithme de Wing est d'ailleurs une adaptation de 1'utilisation

de la transformée de Fourier Rapide 3 1l'algorithme de Weeks.

Avec nos netations, le choix de Weeks est le suivant :

_ NLAG
o = ———

2 Tmax

ou NLAG désigne le degré de l'approximation choisi et Tmax la borne supérieure
- + -~ - - ” L3 -

de 1l'intervalle de R ou lfutilisateur désire connaitre les valeurs de la

cotransformée.

I1 se base sur les considérations suivantes :
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s N
iéme - . s
Lem polyndmes de Laguerre admet m zéros distincts, réels et

positifs et le plus grand, X vérifie :

2 1
x < 2m+l + /(2m+1)" + m

Soit
X < Um.
m

Par suite, la fonction e-o‘t Lm(2 t) oscille sur l'intervalle o < 23t < u4m

et tend assymptotiquement vers O pour 23t > Hm.

On ne peut donc espérer approcher correctement une fonction par une combinai-
son linéaire des fonctions e t Lm(2 t), m = 0,...,NLAG~1 en dehors de

1'intervalle ol ces fonctions oscillent :
0« 2aTmax < 4(NLAG - 1)

Les nombreux essais numériques effectués par Weeks l'améne alors a choisir :

_ NLAG
o = JLAG

27
max

Choix auquel nous n'avons aucune raison de ne pas nous rallier.

Nous avons vu également que si la fonction & inverser était ahalytique
dans un demi-plan Re(s) > b avec b > o, il était alors nécessaire de choisir
un ¢ b. Nous pouvons nous attendre 3 ce que le choix de cette quantité joue
un certain rdle dans l'erreur d'approximation. Weeks a également un probléme
de ce type puisqu'il se sert des valeurs de F(s) sur la droite Re(s) = c, ce
qui implique ¢ > b. Les expériences numériques qu'il a faites avec son algo-

rithem l'ont amené & choisir ¢ de la fagon suivante

[ 0sib<« O

si b> 0.

Nous avons également adopté cette valeur.
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VI.3 - DESCRIPTION DE L'ALGORITHME D'INVERSION DE LA TRANSFOR-
MATION DE LAPLACE PROPOSE.

Nous nous sommes placés dans le cas ou l'expression analytique

de la fonction & inverser est connue. Mais ce qui est fondamental pour la

mise en oeuvre, c'est la possibilité d'accéder aux valeurs de la fonction

en certains points précis du plan complexe. Moyennant cette connaissance,

nous nous proposons de calculer les valeurs approchées de la cotransformée

sur 1l'intervalle [o, Tmax] parcouru avec le pas &.

Les principales étapes du calcul sont les suivantes :

-1-

- 4b -

Lecture des données
20 14p wﬁ
Calcul des valeurs h = —————— F(¢c + ————)
_ D _ P
1-pW 1-p W

pour p = 0,...,n-1.

Calcul des valeurs approchées Em, M= Oye0.,0
H(p e:Le ) :

des coefficients de Fourier de H(O)

¢ =F .h
n

et le calcul des valeurs approchées am des coefficients
du développement de la cotransformée en série de fonctions

de Laguerre :

s
1t
0)

, M = 0,...,NLAG-1

=
LA

Calcul des valeurs approchées de la cotransformée

sur 1'intervalle [0, T __1 par pas 6.
max

Calcul des coefficients du numérateur et du dénominateur

de FN(S).
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L'étape 4 bis est seulement prévue pour l'obtention du modéle de ligne.

L'étape 4 est alors inutile.

Nous allons maintenant détailler chaque étape. Le langage de program-
mation utilisé est le FORTRAN IV.

Etape 1 Les données fournies par l'utilisateur sont :

NLAG : degrés de l'approximation choisi.

TMAX : borne supérieure de 1l'intervalle ol la cotransformée
est évaluée. La borne inférieure est prise égale a O.

DELTA : pas avec lequel cet intervalle est parcouru.
BO : la plus grande partie réelle des pdles de F(s).
NOPT : Booléen valant :

1, si l'utilisateur propose une valeur optimale
pour le paramétre .

0, sinon’
ALPHA : Valeur optimale proposée.

L'utilisateur doit également fournir 1'expression analytique de la

fonction a inverser sous la forme d'un sous programme du type
DOUBLE COMPLEX FUNCTION ZF(Z)

dont le seul paramétre formel est la variable complexe Z. Si d'autres
paramétres sont nécessaires, il est alors possible de les fournir par
1'intermédiaire du COMMON |CF|. L'initialisation des constantes de ce

COMMON se fait par 1l'intermédiaire d'un sous-programme BLOCK DATA.



étape 2

étape 3

étape 4

étape 4
bis
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Pas de probléme, si ce n'est l'utilisation de l'arithmétique
complexe double précision commodément offerte par le Fortran IV.
Les Wﬁ sont calculés une fois pour toute par le sous-programme
TRIGO (N).

Ce calcul est effectué & 1l'aide de la transformée de Fourier
Rapide proposée par Carl de Boor [18]. Son avantage est que le
nombre de points utilisés n'est pas nécessairement une puissance
de 2. Le sous programme que nous avons utilisé a été écrit au

C.E.A. - D.A.M. Nous en fournissons le listing un peu plus loin.

Le calcul d'une valeur approchée de la cotransformée au point

TIME est exécuté par le sous-programme.
LAGUERRE (ALPHA, C, TIME, A, NLAG, IMPR, FNUM)
FNUM est la valeur approchée obrenue.

Ce calcul se fait sans difficulté gr3ce 3 la relation de récur-

rence II.2.4.

Ce calcul est effectué par le sous-programme :
COEF (ALPHA, C, NLAG, A, C1, CNUM, DENOM)
C1 : zone de travail

CNUM : tableau -contenant les coefficients du numérateur

par ordre des puissances croissantes.

DENOM tableau contenant les coefficients du dénominateur

e

par ordre des puissances croissantes.

La méthode utilisée est la suivante :

Nous avons vu que FN(s) est donnée par :

N-1 (s—c-a)m
e = LA

0 (s-ct+a)
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Nous désirons FN(S) sous la forme :
N-1
? m
s
mso ™
FN(s) =5

m
) B's
L "
m=o
Si les coefficients aﬁ et B& sont connus nous aurons alors :

N-1

o= ] ap ) i
1=m
N i i-m
B, = 1 af () (-)
i=m

Il nous faut donc rechercher les coefficients aé et Bé. Nous commencerons

par mettre d'abord FN(s+c) sous la forme :

b b
N-1
F,. (s+c) = R .
N s+0, (s+a)N

La formule de Taylor appliquée au polyndme (s-)™ donne :

(s-0)™ = (-20)™1 M (s+a)d

(e]

He~18

i

par suite :

e O v JE S
(sta)™?1 iz (s+)"FL-3

Par identification :
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b.
J . j=0,...,N-1, les égalités
(-2 )’

précédentes s'écrivent sous forme vectorielle

pouwr j = O,...,N-1 en posant b! =

b, )
1 1
bi (O) ;(1) 0
= (ao, al,...,am)
by o) O (1)
\ P,

La partie triangulaire inférieure de la matrice ci-dessus étant
constituée par le triangle de Pascal, chaque colonne peut &tre facilement
calculée d partir de la précédente au moment ol nous en avons besoin.

La matrice n'a pas besoin d'&tre gardée en mémoire.

Une fois les bj’ j = 0,...,N-1, calculés, il reste d réduire FN(s+c)
au méme dénominateur (s+0)" :
N-1

bj(s+oc)N_l":l

F.(s+c) = J=o
N (st

ce qui donne :

N-1-m . .
at = § b, (W Gt
m & j m
Jj=0
ou encore :
N-1 . im
o' = ¥ b, . . (5)o
m 5=m N-1-3 ']
m' = 0,...,N-1
et
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Vectoriellement, cela s'écrit :

- - T ]
' 0
al (O)
1
ol a(p) )
= [by_ . y.e.,b ]
o a(2) "2y
1 N-2
o e R B a2 (D
L L i

De méme que précédemment, chaque colonne de cette matrice se calcule
d partir de la précédente, de sorte qu'il n'est pas nécessaire de la garder
en mémoire. De plus, si nous rajoutions une ligne 3 cette matrice, cette

ligne serait constituée par les coefficients a&, m=0,...,N.

Supposons que nous ayons calculé b bo respectivement dans

N-1°°" "2
(NUM(1),...,(NUM(N), le calcul de a% ne faisant intervenir que (NUM(j+1),
(NUM(j+1),...,(Num(N)), celui-ci peut se faire dans (NUM(j+1).

Pour calculer les colonnes de cette matrice comme celles de la précédente,

nous utiliserons le tableau Cl et deux mémoires auxiliaires U et S.

Le calcul des o, m = O,...,N-1 et a,m = 0,...,N @ partir des

a&, m=0,...,N-1 et Bé, m = 0,...N est tout a fait analogue.

Nous donnons le listing du sous-programme un peu plus loin. [
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- V1.4 - PROGRAMME ET SOUS-PROGRAMMES EN FORTRAN IV, EXEMPLE
D'UTILISATION DANS LE CAS DE L’INVERSION D'UNE FONCTION
APPARAISSANT EN ANALYSE DES CIRCUITS ELECTRIQUE,

c*"t*ﬁ*ttlttﬁ**'*'*ﬁ**"*t**'**t**t*ﬁi*i*tﬁtﬁ*i'tt***ttit'lt!tit'*!*i

r INVERSION NUNERIGUE DE LA TRANSFARMATION nE LAPLACE

(X2 L T TR L R T L R R R I R L L L L T L L L O e R g A S U
CE PROLGRAMME FOURNIT:

1) LES LOEFF1ICIENTS DU NUMcpATEUR ST DU DENOMINATEUR VE
L'APPRAXIMANT RATIONNEL rMeSY DE LA TRAWSFCRMEE DE LAPLALE
FC(S) En VUL V' UNE UTILISATION uLTzRIEURE PAR Lf C9DE D%
C.A,0, ASTEC 111,

2) LES VALEURS NUMERIQUES APPROLHEES DE LA CUTRANSFORME: DE F(S)
SUR LINTERVALLE DE TEMPg (0,0D.TMAX) PAR PAS DeLTa,
DANS Lp BUT VL'UNE REPRESFNTATIAN GPAPHIAUEZ YLT=ZIEURE LES
VALEURS ET CELLES DES ABLISSES SONT SAUVEGARDEES RESPESTIVEMENT
DANS LES TABLEAUR FSAVF ¢T TSAVE,

L'UTILISATEUR DVIT FOURNIR LES ULONNES SUIVANTES:

1) NLAG 2 DEGRES DE L*APPROAIMATION,C’EST EGALZMENT LE wibKED
DU DENJMINATENIR DF gEN(S), NF DOIT PAS DEFASSE 400
2) TMAX ¢ BURNE SUPERIEWRE CE L'INTERVALLE OU LA COTRANSEQRI:E
EST EVALUEE:
3) CELTA : PAS AVEC LEQUEL CLT INTFRVALLE £ST PARZOURU,
4y 9 : ABCISSE DE COMVERGENCSE SINPLE Df LYINTSGRALE UE
LAPLACE,SOIT 1A PLUg GRANDES DES PARTIZS RELLES
DES SINGULARITES TE F(S),
S) NOPT : BUOLEEN
NUPT=0 ST L'UYILISATEUR N A PAS DE VALEJR OPTIwmALE
A PROPASER PnAiJR LE PARAMETRE AL7HA.
DANS Cpr CAS, ALPHA EST CHOISI ESAL A
NLAG/Co*TMA),
NUPT=1 SINON,
6) ALPHR $ VALEUR OmTIMALE PRONOSET
7) NGRAPH s BUOLEEN CONTROLANT { ES REPRESENTATIONS GRAPHIWJED

SUR LE LISTINg RESU| TAT,

NLRAPH=0 PAS nE GRAPHE

NURAPH=Y GRAPHE DES VALEURS APPRICHEES DE LA
COTRANSFORMEE SUR LeINTERVALLE (U, TMAX)

NVRAPH=2 IDE" AVEC r% PLUS {mS GRAPHSS DES SARTIES
RELLFS ET tMAGINAIRES DES COEFFICIENTS DE
FOURYER DE LA FONCTTON H(TETA), LES PARTISS
IMAGYNAIRES DEVANT RTRE NULLES, CEZI SERT
DE CnNTROLE,

L'ORDRE ET LES FURMATS DE CES DONNES SOHT:

C NLAG;FORMAT(IS)

C TYAX,DELTAy FORMAT(D21,15,54,021415)
¢ BO:FORMAT(n21,75)

¢ NOPT¢FORMAT(IZ)
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ALPHA; FURMATI(DZ1415)
NGRAPH:FORMAT(D27,15)

LYUTILISATEUR DVIT DEFINIR EGALEMENT LA FONCTION A INVERSER
A L'AIDE pn'UN SUUS=PROGRAMMg 0OUB) E COMPLEY FUNCTIUN nE NoM ZF
LE SEUL PARAMETRE FORMEL ETANT LA YARYIARLE COMOLEXE 2,

LES AUTRES PARAMETRES DFEFInYSSANT EVEMTUELLEMENT LA FONLTION
SERCNT FOURNIS PAR L*INTERMeDIAIRE DY £OMwAN /CF/ ET SERONT
INITIALISES PAR UN SOUS«=PROmRAMME BLOCK DATA,

e 2fe Me lie Be lie le Be e e

ct***i***'***ﬁ*i******tt***itt***t*t***t**t**i*ﬁ****it**tﬁ*tk***i't'*t

¢ PROGCRAMME PRINCAPAL:
ci**.ﬁt*ﬁ*****t***"***i******‘***ﬁ*ii*t**ti*ﬁ*i*****i*ti"**ttt*'t!ti

IMPLICYT DOUBLE PRERISIONCA=ii,n=Y),DOURIE COMPLEX(Z)

PIMENSTION 21¢500),22(500),XSANE(S5N0),R7,500),R12(500)

DIMENSTION ACT100),FSAVE(SAN),TEAVE(SEN)

DIMENSYON C14100),CHNUMCIN0),DENDOM(I1CD)

rtOMMON /GRAF/LEC,IMb

COMMON /TRIG/ ZEAPC1000J,IFACT(20),NFACT

COMMON fCF/ AR, AL,AG,AC,ALONC,2L,R0,TAL,PI

DATA LEC/4057,1MP/1n8/)

READCLEC,T1INCAG

READ(LeC,2)TMAX.DELTA

READ(LeC,3)3V

READCLEC, TINUPT

READCLEC,32ALPHA

READ(LeC, 1INLRAPH

WRITE(IMP,7INLAG

WRITE(IMP, 8)IMAx.DtLTA

c——---,-_--_------- ----- - T o, T N R e e T e M WD P g TN gy P P T R Gy MR e W S D W e W

t==DFFINITION DE chSTANTEs

(L ey e P L LA Y Py L ey D e D L LR PR T T P N L Rl et Ao dadt ol X il

g--N EST LE NCMERES D'EVALUATIONS DE LA FONCTIUMN A INVVERSER,
.

N30V

NFALT=S

IFACT (923

TFACT(2)=2

1FACT(2)=2

TFACT(4LI=S

TFACT(5)=5

¢
¢==R0 EST UN PARKMETRE INTERVEMANT DANS LA DEFINMITION DES VALEURS
re=DF LA FONCTION UVENERATPICE,

RO=,B0000DULOVLOQO0UD+DD
o
¢==IMPR CUMMANDE L&S IMPRESSIOpNS:

pe= =1, TOUTES IMPRESSIONS INTERMEUVIAIRES
f== =2, IMPRESSIONS PRINCIPALE:



103,
104,
105,
106,
107,
108,
109,
110,
11,
12,
113,
114,
115,
16,
117,
118,
119,
120,
121,
22,
123,
126,
125,
126,
127,
128,
129,
130,
131,
132,
133,
134,
135,
136,
137,
138,
139,
140,
141,
142,
143,
146,
145,
146,
147,
148,
149,
150,
151,
152,
153,
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C== >2, PAS D IMPRESSJON,
¢
IMPR=2
RN=DFLOAT(N?
RNLAG=pFLOATINLAG)
TF(NOPv.EQ.NJALPHAZRNLAL/C2,0D+202TMAX)
ZALPHA=DCMPLACALPHA, 0. RDLDO)
TFC30,1T.0,00+00)C=n,0D+n0
IF(BO.GE|0-00+OO)C=30+1qﬁD*OO/TWAX
2C=DCUPLX(C,VU,0D+00)
ZRO=DEMPLXCRU,0,0D+A0)
ZUNZDCMPLX(1¢00+00.,9,00%+00)
ZDE=DCMPLX(2.0D+00,n.0D+n0)
WRITE(IMP,102ALPHA
WRITE(eMP,925C
WRITE(IYMP,T3J)ALPHA+C
c
C==UCTIME(B,Y) EST UN SOUS=PRUGRAMNE PROPRE A L'IRIS &0
fe=8z0 OU 1,0 S C°EST LE PREMYER APPEL, UCTIMZ(1,1) DINNE
g==Lf TEMPS gh DIXLIEMES DE SECANDE E~OULT ENTRE LES DZUX
r--APPELS,
r
CALL UCTIME(U,IT)
I
c--—-—----—-_---——--—----_--——_—--u---_-_-_--_----_----— ----- - D, Wy
Ce=CalLCUL DER VALEURS HP=y(RO*uN**P) DE LA FONCTIAW GENERATRICE

(ol Ll o Al L il Ll At S L L P P e LR L L L L L AL L Ll btk Lk iad e AL e

¢
£==LES WN**P ,P=0,N"7,SONT CALCULEES pDANS LE TABLEAY L<XPUT1/eea02EADLN)

o

CALL TRIGO(N/

C
C=~LES VALLURS HP SUNT CALCULKS DALS LE TABLEAU Z1C1)eseard14)
c
0O 110 IP=1,N

ZP=ZRO%ZEAP(IP)

ZDP=2ALPHA/(ZUN=2P)

250=(2UN+4&PYa2DP

Z1(1P)=ZDk*ZDP*2F(2C+25P)
110 CONTINUE

C---—-----------"---------—-------—-_------——---—--------—-----------

C==CALCUL DEs COEFFICIENTS DE pDURIER DE H(RC#EXP{IXTETA)
r-—-_----------—-—--—---—_----_----_--_..--_--_..---_-_-----------—-——.
ISENS=4
CALL FFTCBOC&CT,Z2,N,ISENG)
¢
¢==LES PARTIES RLELLES ET IMAGINAIRES SONT MISES DANS RZ El! Al¢;
¢
DO 1¢D IPART=1,N
RZCIPART)I=DREAL(ZTUIPARTY)
AYZ(IPARTI=DIMAG(ZT(IPART))



154,
155,
156,
157.
158,
159,
160,
161,
162,
163,
164,
165l
166,
167,
168,
169,
170,
171,

173,
174,
175,
176,
177.
178,
179,
180,
181,
182,
183,
184,
185,
186,
187.
188,
189,
190,
191,
192,
193,
194,
195,
196,
197,
198,
199,
200,
201.
202,
203,
204,
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XSAVE(IPARTISVUFLOAT(IPART=1)
1290 CONTIHUE

c---_--------------——--------- - o [P PP bt ettt o B X L R gk A

AC1IsRr2(1)
YFCIMPR.LE-2/ WRITE(IMP.,44) 0,A(1)
ROISRD
DO 150 I1A=Z2,NLAG
ACIAYSRZICLAY/RDL
ROI=ROI*RU
IFCYMPR,LE2IWRITECIMP14IIA=1,ACIA)
150 CONTINYUE

r---—-,__-—-----—---—---——__-.---------_-------_-—--_-------------—--.

r==CAaLCUL DES COEFFICIENTS pU NUMERATEUR ET D!t DENOMINATEUR DE FNUSI:
P R £ S Rt T R e PR e B T e aE T B ™ e i e B gy B D e e D w e

CALL COEFCALPHA,C,NLAGLA L1,CNHM,DENDM)

T1F(IMPR,GT 27 GO Tn 125

WRITE(IMP,18

WRITECINP,1921=1,CNUMCT7,I=1,HLAG

WRITECIMP,20)

WRITECIMP, 210 =1, DENOMCLY,I=T,NLAG*T
c----—_-_--_-_----—_-_-_-____-_,. ___________ P AR W G B W WS m e W
t==CALCUL DES® VALEUVURS DE LA CCTRANSFARMEZF SUR LY'INTERVALLE
e==(n,TVAX) PAR PAS DELTA DANS LE TApiLEAU FSAVE, LES ABCISSES
£==SnNNT ¥ISEe DANS LE TABLEAY TSAVE oDUR UNE eVENTUELLE
r==REPRESENTATION VRAPHIQUE,
r---_------_----—-——-_-..-___-—_-..--.-_.._---_-------_----_------_-—--.
425 1SAVE=N

DO 140 TIME=V,0D+0U,TMAK, DELTA

{MPR=%

CALL LAGUERRECALDPHA,C,TIMU, A NLAG,IMPR,FNUM)
ISAvVeESISAVE+Y
TSAVE(ISEVE)=TIME
FSAVE(ISPVE)=FNUM
WRITE(IMPS1S)TIME,FNUM
140 CONTINUE
NT=ISAVE

¢
¢==FIN DES CaALCULS
¢

CALL UCTIMECI.IT)

WRITE(IMP,17/41T
c-----------_--_—----—-----------—---—-_---—--------‘------------'
c~=EVENTUELLF REPRESENTATYON GepAPHIQNE DES CCFFFICIENTS DE FOURIER
¢==ET DES VALEURS UVE LA CNTRANQFORYEF:
c-----------_-—-‘-----------------—--_----_---—--------_------—-—-

TF(NGRAPH,EQ.0) GO TO 2%n

NLINESSO

YFRAME=?2

IF(NGRAPHLEQ«T) GD TO 217p



205,
206,
207,
208,
299,
210,
211,
212,
213,
214,
215,
216,
217,
218,
219,
220,
221,
222,
223,
224,
225,
226,
227,
228,
229,
230,
231,
232,
233,
234,

210

200
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WRITE(IMP,22/
&:;#t:::gfggg.O.RN-XSAV&,RZ.N.NLINE:IFRAMt)
g:;;trgzgfgig.O.RN.XSAV:,AIZ.N,NLINE,IFRAWE)
;gt:IIﬁGCXH(U.O.TMAX,TSAvE,FSAVE.NT.NLINE.IFRAME)

r_-—---_----_--—---’—-----_—---

C=-FRRMATS

c_--_-_-_—_-_--—---~-—-——_—-—- - -

FORMAT(I3)
FORMAT(U21012¢54+D21,15)
FORMAT(¢(D21,12)
:gzn:::gﬁ,:$:r§RE'EE1CDE;FICIENTS RETENUSS'I4)

v 5%, ! Tt = 21,157 .5%,° =’
FORMAT(SX, 'ALPHAS *p21,1%) $PRLTAS TD21.1%)
FORMET(S5X,'C= *D21,15)
FORMAT(S5X, *ALPHA+C=E *'p21.15)
FORMAT (5X, ‘AL 13,°)= ¢p24,15)
FORMAT(20X.°Fr( *021,15,°y= *'D21,15./)

r ¢ M ora *

:g:::;ﬁ;é.’fsgps DE.CALCUL DE | INVERSE:*I4./)
FORMA 5X, " EFFICIENTS nU NUMERATEUR pe Fr(s):',/2
;onMAY(:xov695FFICI5NT Op S#x'33,' = '£51,45) o
FORPATr/'S?, COCFFIRIENTe DU D:NOMINATFUQ'DE ENCS)z*e/)
raRJAT(SX. CUEFFICIENTS nE S*%? 13, * = '621 15) o
FORQAI:JSJ'Jgi':."DARTxFS RZLIES DES COEFEICIENTS.-~')
FDRMAT(1;1:1UX".'.pART;FS IMARINAIRES NES SCEFFICIEINTSI.e."/
e eTeuaGRABHE DE LA COTRANSPFORMEE, .. ') '
END
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c*t****t*“ti*tit*t'*****ttf**'*****i*i*t*tii***i*ift*i*itt*t*ttt*t*!f*

¢ PROPLEME pU CABLE COAXTAL, REFINITION LF LA TRANSFORVEE
r DE LAPLACE DE LA TENSIOM Ao ¢ "EXTREMITE DU ¢ABLE:
DOUBLE COMFLEX FUNATION 9F(2)
IMPLICIT DOUELE COMPLEY(9)
TMPLICYIT DCUBLE PRECISIONCA~H,C=Y)
eOMMOY fCF/ ARR,AL,AG,AC+ALONG,cL,RC,TAL,PI
t
¢==DEFINITION DES LUNSTANTES Uy CABLE:
e
ZARSUCMPLXUAK, 0, 0D+0C)
ZALSDCMPLXC(AL,0,0D+NC)
ZAG=DCuPLXCAL,(,0D+00)
ZAC=DONPLXCAL, 0, 0D+00)
Z2L=DCMPLXCRL0,004C2)
20=D0CUpLXCRC0,0D+Cn)
ZALONG=DCMPLX(ALONG,N,0Pe00)
2UN=DCMPLXC1+0D4+00,0,00+nA0)
INSZARLZAL*Z
2D0=2AG+ZAL*2
2GAMA=FDSQRTAIA®ZD)
Y
¢==IMPEDAWNUE CARACIERISTIQUE CoMPLEXg LU CABLE:
r
ZC=CDSQRTUINILD)
o
C==COEFFIVIENTS DE REFLEAION Ep X=U ET X=ALONG
r
ZREFUS(ZU=£C2/CZ0%2LC)
ZREFL=(ZL=2C2/(2L+2¢)
¢
c==FCNCTIUN pE TRANSFERT:
.
ZTERM=ZC/020%LC0)
7PROPAzCDEXP(=ZGAMAXZALOKG)
ZTRANS=ZTEPM*ZPROPAW(ZUNLZPEFL)
ZTRANS=ZTRANS/(ZUN=2REFOZREFL#»ZPROPA*2ZPRIOFA)
c
r==ZPULS EST LA TRANSFGRVMEE DE LA F,p.M, FOURNIE
C==PAR LE GENERATEUR:
e
ZPI=SDCVPLX\P&,0,00+00)
OMEGA=>,0D+ClU*rI/TA
ZOVMEGA=DCMPLX(OMEGA 0,00400)
2TAUSDEMPLX(TAL,0,0p+00)
ZPULSS7OMEGA*(ZUN=CoEYFP(ZTAUwZ) ) /(ZOMEGA®ZOMEGA+Z *Z)

c
£==~TRANSFORMEE Dt LA TENSION Ay POINT X=ALONG:
r

ZFSLPULS*LZTRANS

RETURL

ENC
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e
¢==INITIALISATION VES PARAMETRES DE LA FONCTION F(S)

€

cti**ﬁ**til‘***iiit'***iﬁ'*t**t‘**i********t**&*ﬁ*tt**'*ti'ﬁtttttl"i'*t

BLOCK DATA

IMPLICYT DUOUBLE PRECISIONCA=H,D-Y)

cOMMON JCF/ AR,AL,AG,AC,ALANG,e1 ,RO4TAU,P:

DATA AR/ ,50=U1/,AL/_25D04n3/,AG/.10=06/.AC/ 1D+J0/,ALUNG/ 50D/
DATA R1/e3D4VU2/,R0/ 10400/ TAUZ 65422/ .01/ ,3441592£535897932324+90
S/

END
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it'*****'****i****'i**t*tﬁtt**tti***t****ttittt*it*t'ﬁ**ttti*tt*l*'*

CE SOUS=PROGRAMME CALCYULE L*INVERSE NUMERJIQUE DE F AU PUINT TIME

EN UTILISANT LA SOMME OARTIpLLE JuSOU'A L'ARDRE N DU LEVELOPPEMENT
DE L'INVERSE SUK LA BASE DEe FONCTION DE LAGUFRRE, LES CCEFFICIENTS
DE CE DEVELOPPEMENT SONT CONNUS ET SE TROUVENT pANS LE TABLEAU
ACN), LES VALEURS DES pOLYNAMES DF LAGUERRcS AU POIAT TIME SONT
CALCULES RECURSIVEMENT, FNUwm DESIRNE LA SOMME PARTIELLE D'CRURE 4,
I VARIANT DE 1 A N,

Y M OO

(A S Z S SRR AR R R AR R R R R RS R EEE R R RN e S RN Y A R R R AR

OO

SUBRUUTINE LAGUERRECALPHA,C,TIME,A,N,IMDR,ENUM)
IMPLICTT DOUBLE PRECISION (A=H,K0=2)
DIMENSTION AC(T)
COMMON /GRAF/LEC,IMP
pO=DEXP((C=ALPHA)*TIME)
T1F(IMPR,EQ,1/0UTPUY PO
X=Z2. . 0enOxALPHAXTIME
PI1=POwc1=X)
1F(INPR,EQ,T/0UTRUT P1
FNUMSPARA(T1)*P124(2)
IFCIMPR  LEL2/WRITE(IMP, <021, FNYM
nd 19 y=1,N=¢
DI=SDFLOAT(]/
PASC((2,D4C0*DI+T,U+00=X)y*P1=01#P0)/(DI+1.,D+00)
IF(IMoRLEQ,T)CUTPUT PN
ENUMzeNUMEPN*A(T4+2)
IF(IvoR,LE,€) WRITE(IMP,20) I+1,FNUM

PO=P1

10 P1=PN

20 FORMAT(T1UXs*VEGRES DE L APPRUXIMATION: I3+ 10Xs*FNUMSZ L2145/
RETURN
END
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t

(A A AXI XA A LARSEALAR AR A RSN SRERSE2 ARl AR Rl R RS
SUBRCUTINE CUEF(ALPHA,ConohoC1,CNUM,DENDM)

(R X R e e L A R R A TR 2 IS 22222 2 2 SR A R X2 A R A AR 28X

o

¢==CE SOUS=PROGRAMME CALCULE LES COEFFICIENTS DU NUMERATEUR ET DU

¢==DENOMINATEUR UE LA FRACTICN RATICMNELLE FNCS),CES CCEFFICYENTS

e==SOKT RESPrCTIVEMENT CALCULES pPANS LES TABLEAUX CRUM(I),Iz1,N

C==ET DEROMCI), 121 eNeTeAVEC CMpM(Y),pENOM(Id=cOEFFICYIELTS DE S#x(i=1),

¢t==PARAMETRES:

== ALPHAZ PARAMLTKRE D'OPTIMALYITE

C== (:VECTLtUp DE THKANSLATION

t== NSDEGRES DE L*'APPROXIMATICUY

t== C1: ZONE DE TRAVAIL

Ce= At TABLEAU CONTENAKT LES CCEFFICIENTS DU DEVELOPPEIENT LE LA

t=-- COTRANSFURNEE EN SERIF DFp FONCTYIONS DE 1 AGUERFE,

c***t*it*"*t**i"*f'*t'kil***tt**'k't***i*ti*****t**i*i****tt'ﬁ*tti*'*"*i
IMPLICYIT DUUBLE PRECISION(P=H,r=Y)
DIMENSION ACT),C1C1y,CNUMCY,DrNOM{T)

v
t=1)CALCUL DgS COEFrFICIENTS DE FN(S+(C):

t
c==CALCUL VES LOEFrICIENT DE Lpa DELOMPOSISION DE FH(S+L)
c==EN ELEMENTS SIMPLES:
CmmFl g+ C)YSR4/(S+ALPHAY*, . +BN/(S+ALPHA) %uN,
f==Blys,oersB1 SONT RESPECTIVEMENT CALAULLS DANS CNUM(T2,,.,
C==CrUmINnD ¢
CNUMCNSEU,CDTUD
p0 100 M3T.N
CRNUNMCMISCRUMINIHAWM)
C1(M)=1,0D+U0
100 CONTINUE
1F(N,En,1) GV TO <0
PONDE=2, DL+OU*ALFHE
DO 110 J=2,N=1
CNUMIN®TI=J)Y=A(J)
us1,fpe+d0
DC 149 M=Jd+t.N
s=EU+et(v=1J
C1(v-t)=U
CNUM(N+T1=JISCNUMIN+T=d)+SeA (M)
u=s
111 CONTINUE
CHNUM(p+T1=Jd)=CNUM(N+1=J3) 4 POND
PONDZ=2,.0D+U0%ALPRA®POND
110 CONTINDE
ENUM(1y=A(N)*POND

¢
e==-CALCUL DES COLFriICIENTS DU NUMERATEUR ET DU DENONINATEUN
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C==DE FN(S+CHy;
o
120 PONUSALPHA
€1(1)=1,C0+0V
TF(NJER.T) C1C1)20,0D+00L;060 TO 210
DO 2" M=2.0N
CI(M)=POND
CHUMCIISCNUMCT)+PUND=CNYyM (M)
PONDzALPHA®POND
200 CONTINYE
DENOM(1)SPONVY
T1F(N,En,2) GU TO 270
DO 21N J=2.N"1
U=1,00400
DO 244 MsJ+l,N
SEALpHA*USLI (M=1)
C1(rvat)=Ul
CNUMeJISONUM(JI+SxCNUNMM)
=S
211 CONTINUE
DENOM(J)ISALPHA*U+LT{N)
c1inY=U
210 COMTINUE
DENOVM(NDISALPHA4CT(N)
DENOM(N+1)I=1,0p+00

e B ]

2=2) CALCUL DES LULFFICIENTS by KUNERATEUR ET DU DEROMINATLLR
DE FN(SY £ FAKTIR LE CEUX DUF FN(S+C):

(o B

IF(L,EC UL LETYL0) GO YO 320
pPOND ==
C1(1)=4,00+0V
TF(N,Er.T)Y GL TO SUD
DO 3{0 w=2.N
c1(vy=PoONT
CNUMCa)YSCALMOT)Y+CNUMONISPCAL
CENCMCTISLEMNONM Q) +DENCNM (MY *POND
PONI=aC*xPONL
200 CONTINUE
DEMCFCA)SCENVM (1)4DENCHAR+TIPPCNT
1F(NECc.1) GU TO 220
1F(k,En.2) GV TO 27n
0o 310 Jy=2.t
Us1,0C+C0
CO 347 NMoJ+l.N
S=2=C,U+CY1(F=1)
Ci(v_1)=l
CNUMEJISCNUMCJI+S*CNUM M)
CErOWm()=pENomM(Jd)eSnlEnOMM)
uss
211 CONTINUE
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104,
105,
106,
107,
108,
109,
110,

310

320

87

T=Lep el 0N/

€t (N} =y
DENCM(JISCENUMCJI+DENCHM(N+Tj%g
COMTINUE
g==C+Ca(N)
PENOM(N)SDENUMINI+S«DENUMIN®T)
RETURN
ENC
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re=LfF SOUS~-PROGRAMME FFICRC(ZINOUT,2VvO0FK,N,ISENSY EFFECTUE

C==LA TRANSFCRMEE LE FOUKIER UySCFETF DU VECTFUK Z9 DE DIMEKkSIO4 &
f==EM UN MEME VECTEUR 21 pE LIMENSION M,

t-=La MEKCCE UTILISEE LST CELLf L[E C¢RL DE BOOR, LE NOMBRE DE POILTS
t==N A TRANSFCZRMLR EST DECOMPOcARLE ¢N PRCDUYIT OE FACTFURS:
C==NSIFACTC(1Y*,, ,*dFPCT(NFACT)

r==REF«SIAL Jy, SCIs CCMPUT ,VMARCE 1950,

¢
C----——------PARRMK[RES LOENTREL—--——---—-— ------ - S P O e S e o - - -

re=ZINCUT: N.VECTEUR DCUBLE CCHPLEX r'ENTFEC-cOPTIF
e==ZVORK: MevECTEUR COUELF CCMpLEX DF TRAVATIY
r--1SENS:SENS CE LA F,F,T (=¢1,DIRECT,==12INVERSE)
r
(===-=eoe=cecPARAMLTRES INTERN[S-mmrcemmerrcecnermrareercemcemcann=x ———
C==I1AVeAVANT =IFACT(1)*,, *IFAPrT(]I~1y
C==1APsAPRES SIFACTC(I+1)*, ., *1eAT(NFRCT)
C==IMAINT:NAINTENANT =IFPCT(I)
r==1FACT: TApLEALU LOMNTEMANT LES FACTEURS DE N,
g****tit*'tttt**t*'t*t**!t**ﬁ'***t**it*t******ittttit*vt*!!v***ttr*t*t
SUFRCUTINE FFTCBOCZINOUT ZVCRK, N, ISENS)
IMPLICYIT DUUELE PRECISIOUM(A=F,r=Y),COURLE COMFLEXN(Z)
DIVENSYON ZIWNCUTON) ,ZWCFRp ()
COMMON /TRIG/ ZEXFCI00P)  IFALT(20),MFACT
COMMCN /GRAF/ LEC,Imp
C==LES FACTEURS IFALT DB N SCNT CONNUS A LPAVARCE Cb QLI PEEMET it
C==CALCULER | ES INLICES IaAV,1Ap,INAINT AVEC LfS RELETI(NS Dt
pe=DEFINITIONS,CONTRAIREMENT A LA MEYLODE ORIGINALF; L4 ROUCLE
r==EYTFRME INDICEE PAR ISylv REMPLACFE TOuUT LES TESTS DE LETERMINAGTIUN
r==DFS FACTE RS IFACTS,

C
¢==INITIALISATION VES INDICES
TAV=N
TAP=1
D0 2 ISUIVETeNFARCT
IMAIMNT=IFALCTAISUTIVY
TAVEIAy/IVAINT
C-=L'ORDRE CF LA FeF,T, PARTIELLE EST IMAINT#:AP,CE QU] COKELSPCLL
re=hp LPEYPONENTIELLE COMPLEYF 2EYF(IaV4+1)
¢==POUR LA F_F.T7, LIRECTE:
20MEGAZDCCNJLC(ZEXPLIAV+TY)
C==POUR LA F_F,T. INVERSE;
1F(ISENS,EC,"1) ZOMEGASLeCNUG(ZOMECA)
ZARGEDAMPLX(Y,0D+C0,0.00400)
¢~=0k EFFECTHE LES PRODUITS D*eMTIERS COMMUMS A TOUS LLS CALCLL
pm=D’INDICES,POUP KEDUIRE LE MaMBRES DE NMULTIPLICATIONS
¢==ENTIERES WECESSAIRES,
TAPAVETAV®]AF
TAPNOW=TIAP*IMAINT
TAPVA=TAPAV*UIMAINT=1)
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C==CALCUL D’UNE ETAPE DE LA FoFoT,
PO © J=1,IMAINT
TAPJET1AP*(J=1)
p0 10 3A=1,1AF
JAPJIA=TA+IAP)
Do 14 1851, 1AV
1APB=TaA+IAF*(IB=T)
ZVALLE=ZINCUICTAPB*IAPVAY
C==-BOUCLE DE SCVMMATIQON DE HCFRNER
PO 1E& INZIMAINTT1,1,=-9
INCEXN=IAPB+LAPAV*(rN=1)
ZVALUF=ZVALUE*ZARG42INCUTCINLEXN)
18 CONTINUE
INDEXE=IAPJIAR+TIAPNOW*(TIbat)
ZWORK(YNDEYBI=ZVALUE
14 CONTINUE
ZARGEZARG*ZOMEGA
10 CONTINE
6 CONTINUE
t=-AFPRES CHAmUE ETHPE,CN TRANSFERE Lf RESULTAT INTERMELIKLIKL
£==2ZWORK DANS LE TABLEAU ZINCUT,PCLR SIMULLER 'ALTERNALCE
¢==DFS TABLEAUX LYENTREE 21 FT 22 CANS L'ALCCPITHME QRIGTLAL,
DO 22 TEX=1,N
ZINOUT(IEX)=LWORKCIEX)
22 CONTINYE
t==LES NFACT FoFoTe PARTIELLES ONT ETE EFFECTUEES:
C=-=-INCREVENTATICN ULk TAP:
TAPSIADWINMAINTY
2 CONTINYE
¢==PCUR UNE F,F,T,4NVERSE SCRTJE IMMELIATL:
TFCISENS,EC,"1) RETURN
t=-P0U® UNE F,F,T, DIRECTE,DIVISICN LE CHAQUE TLRME PAF M1
RN=DFLOAT(N)
p0 26 yDIvz1sN
ZINOUTCIDIVI=S2INOUTCICIVY/RM
26 CONTINUE
RETURN
END
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t

¢==TRIGO EST UN SOUS FROGLAMME oUI CALCULE UNE SEULE FOIS
t==LES RACINES COMFLEXES p'OFDRES M £E L'UNITE,

¢

Ci*ﬁt***t*'*****ti'***t*********ii****ﬁ***i**ﬁ*l**ti****t*!tt*tttt*t*

¢
SUBROUTINE TRLGO(N)
tMPLICYT COUBLE PRECISION (A=H,D=Y),DCURLE COMPLEX (&1
COMMON /TRIG/ ZEXPC(100n) IFACT¢20),NFACT
PI1=23,14159265558979323D+n(
C=-CALCUL DIRECYE LES N/2+41 PRpMIELRES RACINES;
NHALF=N/241
COEF=2._.0D0+00*P1
RN=DFLNAAT(N)
ZEXP(1y=DCMPLX(1,0D+00,V_ UD+0D)
DD 2 1=2,NHALF
RISDFLAAT(I-T)
ANGSCQOcF*RI/KN
WRSDCO(ANG)
WIsDSINCANG)
ZEXPCIYSDCMPLX(WR,WI)
C=~CALcUL DES N/2 VERNIERES RACINES PAR SYMETRIE:
JEN=1+>
ZEXPCJYSDEMPLX(WR, ~W])
2 CONTINUE
C==DANS LE CaS OU N EST PAIR ZgXP(ANHALF)Y=(=1,0)EXPCTEMLAT,
¢==IL EST PL!S PRECIS D'IMPOSEp CES VALEUFRS PyUTAT CUE DE
¢=-CONSERVER CELLES OBTENUES PaAR LA pIVISION IMPARFAITEVENI
C-=UNIFORME pU CERLLE TRIGONCMgTRICGUE,
TF(MCD¢N.2),8Q,0) ZEXP(NHALF =pCMPLX(=1,00+0C,0,L0L<+0U.
RETURN
END
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Ctitt*i***tt**tw*t'ttt*t***ﬁ*t****tt*t*t*ttt**tttttttt'ﬁi**:*t'*t-t-*t

¢
¢==CE SOUS=PRORAMME TRACE LE GLRAPKE ['UNE FONCTION SUR L*IMFRIMANTE,
pe=? OPTYONS SONT PERMISES:
e=~=IFRAME=T1:TRACAGE AVEC 60 COLONMES
r==I1FRAME=2:TRACAGE AVEC 400 CaLCANES
r==NLINE EST QUELCUNQUE;CELA SYGNIFIF QUE L’AXE DES Y
¢==PgUT ETRE AUSSI LONG QUE L AN VEUT
.
C*i’*i***i"**t*t*i*t**t******t**ti*t******tt*ttt**it***ttt*t*tt*tl*t
r
SUBROUTINE TRACXHCXMIN G AMAX X, YeNXYNLINESTIFRAME)
TYPLICYT DOUBLE PRECISIONCA=F,mn=Y),COMP|EX(Z)
DIMENSTON X(1),Y (1)
DIMENSION GRADX(10),FGRADX(2),ICOLIZ)SNGRADX(Z)
LOMMCN /GRAF/ LEC,Iup
LOGICA:L BIWCT10),BIT(LY/r®?, " 0,017, ¢y
DATA FARADX/VU,3333533,0,20/,1CAL/60,900/7+NGRALX/G,0/
NLINEYTNLINE*?
ANLBDFLOATC(NLINE)
NCOL=IrdLC(IFKAME)
COL=SCFi DAT(NLOL)
NEOLT=yCOL +1
YMINZY (1)
YMAXZY (1)
o
¢==THE SCALE UF TH& PLOT IS OBTAINED THROUGH ThE DETERFMINAILOA
r==0F THE MAXIMUM AND WINIMUM ARDINATE,
.

DO TU 13T .NXT
AYSY (DY
1F(AY, ~T.YMAA) YMAK=AY
TFCAY, LELYVIN) YMIN=AY
10 CONTINGE
r==THE SCALEq OF THE «X AND =Y GRADUATIONS ARE CALCULEL:
SCALFY<=(YMAX=YMIN)/aANL
SCALEX=(X#AX=XMIN)/COL

c
c~=THE UPPER BORUVEX IS PRINTED.
f==50 2R 100 SO0LU“NS ATCOQDING TO IFRAME;
e
GO TU (3.5),4FRAME

3 WRITE(TuP,23V)

200 FORMAT 12X, 1460 s unats eal’'))
50 TC =2

S WRITE(THMP, 1V

210 FORMATCIZ2X e "8 010C  sonatooasl®))

£
c==SELECTION AND PRINTING OF THE POINTS,

¢
k4 00 2V 1=1,NC4NET



¢==THE LEFT AWD RIUAT 30RDERS oF ThE PLOT AREZ PRINTED,

92

BIW(1)=31T(3)
BIWCNCALT1I=R4T(3)

¢==EACH LINE IS BLANKED BEFORE PRINTING,

20
r

n0 30 ysm2,nN2VL
3IWL{JI=BIT(4)
FONTINYE

pe=THE NXT PNiNTS ARE DLACED 4nTO THE
F==~DETERMIiESR ON THE Y=AX1S:

r

YUPEYMAK+U . 5"SCALEY=DFLUAT(I=T)*SCALEY

YDOWK=VUP~SCALEY

£==SELECTICN OF Tk pOIwNTS TO gE PRIn

40

DO 40 1W=1,NXY
YTEST=Sv{IW)

IFLYTEQT LT, TUOWN,OR, YTEST,LT,YJF) GO T

YWRITE=C(X(IWlI=XMINY/SCALEX
KWRITESIFIXLAYRITE) +1
BIWCKWInITEISSITLY)
CONTINYZ

r==PRINTING nf THE SELSCTED PUINTS:

10C
20

YWRITE=YUP=2¢5+S2ALEY

NLINE ORDINATE ILTLRVARLS

TEC

o}
~J

WRITE(THP,10U) YWRITE,(BIW(K),KZ1,NCOLT)

FORMAT/S511.4+1X,10141)
rONTINYE

f==THE X=AXKIe¢ IS PRINTED:
t==6n OR 1019 COLUMNS ACCORDIAG TO 1IFRAME

9

11

GO TO ¢9,11)1IFRAME
WRITE(THMP,200)

60 TC 13
WRITE(1HP.,21V)

f==THE Xx=AXYg IS GRATULTED:

13

15
200

17
210

FACTRFRRALX(IFRAME)
TGRALU=yGRADXLIFRAME)
XYVAREXttAX=Xi1dN

DO 5C¢ 1=1,I6KAD
GRADK(*)=XMINSFACT*XVAR®DFLOAT(
rONTINYE

GO TO (15:.177,1FRAME
WRITECI4P,30U) (3RADX(1J,IZ1.4)
FORMAT(6X,E1¢,3,3(° ',
RETURN

WRITE(IMP,31V) (GRADX(12,I=1,6)
FORMATCSOX,ET1V,3,5("
RETURN

END

I-1

£10.3))

' JET1U.5))



CHAPITRE VII

ETUDE NUMERIQUE
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VII.1 - INTRODUCTION.

Dans ce chapitre, nous rendons compte des essais numériques que
nous avons effectués. Ces essais avaient deux buts, premiérement vérifier
1'algorithme et les résultats théoriques obtenus, deuxiémement mettre au

point cet algorithme en fixant les paramétres 5 et N.

Nous avons commencé par les fonctions les plus simples :

1

- _ 1
FQ(S) R B Fs(s) =

F.(s) =
s +s+l (s+1)(s+2)

L
s

puis nous avons fait des essais sur des fonctions présentant des singularités

a 1l'infini :

1 -18/s
—553° F.(s) = e 5

se

Fq(S) =

pour finir par des fonctions provenant de la physique et dont 1l'expression

analytique de 1l'inverse n'est pas connue :

_ -v.L
iy 1 s Lo 1-e T.s Zc (1+F£)e
ls) = T (—=), Fyls) = * 742" ?
V140.s C%E)2 + S2 o ¢ 1-ror£ e—2y

y = ¢V(R+Ls)(G+Cs)



oy

r, _Z %
ZK + Zc

Cette derniére fonction rassemble beaucoup aux fonctions de transferts
de la ligne que nous devons modéliser.
Nous n'avons pas encore fait d'expérience numérique sur ces fonctions car cela
nécessite la mise en oeuvre du code de C.A.O. Astec III si nous voulons pouvoir
vérifier les résultats obtenus. Ceci sera fait prochainement au Service Electro-

nique du Centre d'Etude Nucléaire de Bruyéres Le Chatel.

VII.2 - FONCTIONS SIMPLES.

) 1
A) Inversion de F,(s) = =7
Son inverse est connu
_ -t
fl(t) = e .

Nous l'avons inversée sur 1l'intervalle [0,10] parcouru avec un pas égal a 1.
b=-1, d'oic =0 et a = -1.
opt
Cependant nous avons choisi de l'inverser en prenant pour la valeur

proposée par Weeks :

_ NLAG
A, = ——

LI,
max

Dans les tableaux suivants nous donnons sous le libellé "erreur" la plus grande

valeur de 1l'erreur absolue.
Influence du choix de p :

N = 200, NLAG = 50, o = 2.5.



de

erreur

Influence du choix de N :

(B0

i

NLAG = 50, & = 2.5
o) N erreur
-8

0.7 200 2.10
-9

0.7 500 2.10
0.5 100 2.107 12
0.5 500 10713

et N, on remarque, cependant qu'il vaut mieux choisir

S'il est difficile de cerner avec précision 1'influence respective

voisin de 1 et que

le nombre de points d'interpolations N je joue pas un rdle prédominant.



896

B) Inversion de F2(s) =t
s +s+l
£ (t) = 2 ent/2 sin CZE t)

F, admet deux pdles complexes conjugués :

2
1, .73
= - =t —
s 2 - 173
la valeur asymptotique optimale de o est donc 1 et b = —-%, d'ol ¢ = 0.

T -
Nous avons inversé cette fonction sur 1'intervalle [0, 10] parcouru
avec un pas de 1.

La valeur de o proposée par Weeks est donc :

ow = 2.5.
Tableau 1.
P N o erreur
-8
0.999 200 2.5 .8 10
0.999 200 1. .8 10712
Tableau 2.
p N C O erreur
-8
0.9 200 2.5 .7 10
0.999 200 2.5 .8 1078
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Tableau 3.

p N o erreur
-8

0.8 200 2.5 .7 10
-8

0.9 500 2.5 .7 10

Le tableau 1 montre la forte influence du choix de a, puisque la

valeur asymptotique optimale permet de diviser l'erreur par un facteur lOu.

Les tableaux 2 et 3 montrent la faible influence de p et N.
Cette fonction a également &té inversée par Weeks [12] qui obtient une erreur

de 10-7.

C) Inversion de F,(s) = _r .
(s+1)(s+2)
£.(t) = e - e2t,
3
FS admet 2 pOles strictement négatifs s = -1 et s = -2. La valeur asymptotique

optimale de o est donc V2 et c=o. L'intervalle d'inversion est [0,10] et le

pas vaut 1. Nous avons inversé cette fonction en utilisant successivement la
valeur de 0 proposée par Weeks Oy = 2.5 et la valeur uopt = ¥2 avec p = 0,999,

N = 200, NLAG = 50. Nous n'avons pas pu observer de différence dans la précision

obtenue puisque dans les deux cas nous avons obtenu 15 décimales exactes.

VII.3 - FONCTIONS PRESENTANT UNE SINGULARITE A L'INFINI.

. 1
A) Inversion de Fq(s) = 7Es
s e
O0sit«< 25
£,(0) =

1sit>25
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Fq admet O comme pdSle et 1'infini comme singularité essentielle. Remarquons
aussi que f4 n'est pas de carré sommable, cependant ¥c¢ > 0 e-Ct fu(t) est de
carré sommable, F,, peut donc 8tre inversée a l'aide de notre algorithme. Nous
avons choisi cette fonction car elle est considérée dans la littérature sur
1'inversion numérique de la transformée de Laplace, & juste raison, comme un
test sévére.
L'intervalle choisi est [0,75], le pas vaut 5 et NLAG = 50. N ayant pas de
. s . . _ NLAG . _ 1

valeur optimale a proposé pour @, nous avons pris a = ST > Soita ==,
c vaut = max

75 °
Nous avons dii choisir p = 0.8 car p = 0.9 provoquait des dépassements de
capacité.
Nous comparons ci-dessous nos résultats avec ceux obtenus par Weeks [12] avec

une approximation de méme degré.
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T N = 200 N = 500 Weeks

0 .0856 .0981
05 .0182 .0196 .0612
10 - .0065 - .0066 .0570
15 .0307 .0311 L1071

20 . 04396 .0489 .0952

25 .5048 .5052 .5162
30 .9799 .9802 .9588

35 1.0228 1.0225 1.0090
40 1.0052 1.0049 1.02086
45 0.9864 .9879 .9816

A

50 1.0082 1.0088 1.0030

55 . 9949 . 9850 1.0030 )
60 1.0026 1.0026 . 9901

65 0.9982 .9981 1.0076

70 1.0019 1.0018 . 9892

75 .9973 0.9974 1.0050

Ce tableau met bien en évidence la faible influence de N, nombre

de points d'interpolations utilisé par la transformée de Fourier Discréte.

Si les résultats que nous obtenons sont un peu meilleurs que ceux de Weeks,

il n'en reste pas moins que la précision est trés inférieure 3 celle que nous

avons obtenue sur les fonctions précédente. De plus un examen détaillé des

approximations successives montrerait que sur cette fonction l'algorithme

semble instable.

Ceci peut s'expliquer en partie par le fait qu'il n'y a plus conver-

. + . -
gence uniforme sur tout compact [0,T] de IR de la suite fn, vers la cotransformée

fu mais seulement convergence au sens des moindres carrés, puisque la fonction
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d inverser est singuliére a 1'infini. Il est d'ailleurs possible d'éliminer
cette singularité en utilisant la propriété suivante de la transformation de

Laplace :

soit a > o, si f admet F comme transformée de Laplace,

la fonction g définie par :

g(t) =
f(t-a) si t > a

admet comme transformée de Laplace G :

a(s) = e2° F(s)

~ (3 - l 3 e
On peut donc se ramener a l'inversion de Gu(s) =3 Seit g, sa cotransformée,

f, est alors définie par :

0sit <25

£,(0) =
gu(t-25)
L'exemple de l'inversion de F(s) = E%E montre gqu'alors, en choisissant a = B,

on peut obtenir jusqu'd 15 décimales exactes.
Cependant, il n'est pas toujours possible d'éliminer une singularité
a 1'infini.

_3/5

B) Inversion de F.(s) = e

Ceffe fonction présente également une singularité a 1'infini. D'autre part
les variations de son inverse la rendent trés intéressante puisque celle-ci
tend vers O ainsi que toutes ses dérivées lorsque t tend vers 0, puis elle
est croissante de O 3 3B ol elle admet un maximum, ensuite elle décroit et

tend vers 0 lorsque t tend vers 1l'infini.
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Nous avons inversé cette fonction avec B = 18 sur l'interva-le [0,100]

avec N = 300, p = 0.8, o est choisi par défaut.

t NLAG = 20 NLAG = 50 Valeur Exacte

0 - 0.0000117 - .0000094 0]

27 0.0018008 .0018005 . 0018019

54 .0028573 .0028557 . 0028551

81 .0025648 .0025629 . 0025623
Durée du calcul 1,91 2,7 s

L'erreur, au sens ou nous l'avons défini précédemment, est donc de
2.107° avec NLAG = 20 et 6.10  avec NLAG = 50.

L'examen des approximations successives montrerait que le calcul est encore

entdché d'une certaine instabilité.

VII.4 - INVERSION DE FONCTIONS PROVENANT DE LA PHYSIQUE.

A) Inversion de FG(S) =

1
s

-8 z
exp (———) ou o est un paramétre réel.

Yl+ .s

Cette fonction se rencontre souvent dans les problémes de propagation en visco-

€lasticité. L'expression analytique de son inverse est inconnue. Longman [15]

a consacré un article a son inversion & 1l'aide d'approximants de Padé.

Van Iseghem [8] s'y est également intéressé et obtient 9 chiffres décimaux

exacts.
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Nous nous proposons de 1l'inverser sur 1l'intervalle [0,2.6] avec
0 = 0.8. Notons que pour 0 = 0 on retrouve Fu.

Fs admet deux pSles, O et —-%. La valeur asymptotique otpimale de a et donc

o = /C 1+oc

o}
1 .
avec ¢ = T . Soit :
max
o = 0.7929049
= 0.3846154

N = 300 et p = 0.8. Nous avons pris successivement pour NLAG les valeurs 20,
30, 40, 50. Pour NLAG = 50 nous avons également fait un essai avec la valeur
de o prise par défaut. Le tableau suivant présente les résultats obtenus ainsi

que ceux de Van Iseghem.

o = 0.7929048 o = 9.615 Van

T 1 Iseghem

NLAG=20 NLAG=30 : NLAG=LO NLAG=50 NLAG=50 (exact)
0.5 .35529 .35541 .35540 .35531 .35398 .35483
1.0 .63415 . 63494 .6351Y4 .63565 .63777 .63526
1.5 .79080 .79121 . 79095 .79067 .79260 .79098
2.0 .88152 .87345 .87975 .88002 .88257 .87977
2.5 . 92926 .93117 .93100 . 93054 .92841 . 93084

que la valeur par défaut. On constate également une certaine instabilité.

La valeur asymptotique optimale de ¢ fournit de meilleurs résultats
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B) Calcul de la tension & 1'extrémité d'une ligne de transmission.

Nous commencerons par rappeler comment on obtient la transformée
de Laplace de la tension en un point quelconque d'une ligne de transmission.

L'essentiel de ce qui suit est tiré de [11l.
On considére une ligne bifilaire, fermée par une impédance Z,, de

longueur£ . A l'instant t = O, on applique & 1l'entrée de la ligne la force

électromotricee(t) fournie par un générateur d'impédance interne Zo'

o —

5 1 -> | |
- ‘
° v(x,t)I i(x,t) ap
e (P

s 3. —

<— T
i(x,t)
%.— - 4 >

(S
o

Soit v(x,t) la tension en un point x et 4 l'instant t entre les deux
fils et i(x,t) 1'intensité du courant en ce point et au méme instant.

Soient :

la résistance série par unité de longueur
la self-inductance par unité de longueur

la capacité par unité de longueur

[0 I o T B

la conductance paralléle par unité de longueur.

En considérant un élément de ligne bifilaire de longueur x comme un quadripGle,

les lois de Kirschoff permettent d'établir les deux équations fondamentales :

v _ _ . _ . oi
(1) s~ = - Ri-Lgz
i _ ov
(2) i
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En appliquant la transformation de Laplace & ces deux équations il vient,

en notant V(x,s) et I(x,s) les transformées de Laplace de i et v :

(3) CAS) 4 (R 4 Les) Ilx,s) = 0
(4) ézigiél + (G + C.s) V(x,s) =0

Dérivons (3) par rapport & x et servons nous de (4) pour é&liminer

I, on obtient :

- (R+ Ls) (G+ C.s) V(x,8) = 0O

(5)

52 (x,s)
3>

On pose Y(s) = V(R+L.s)(G+C.s) qu'on appelle fonction de propagation. L'équation

(5) admet alors des solutions de la forme :
- X X
(6) V(x,s8) = Vl(s) e Y7 ¢ V2(s) el
On en déduit :

e R CACOKRAER AC R

ce qui donne avec (3) :

I(x,s) = /o222 (V,(s) e -V (s) &%)

On pose ZC(S) = g%%ig— qui a la dimension d'une impédance et est appelée

impédance caractéristique de la ligne.

La solution compléte est obtenue en déterminant les fonctions Vl(s) et
V2(s) 3 l'aide des conditions aux extrémités :
soit E la transformée de Laplace de la f.e.m. e.

Enx =0, ona :

E(s) = Z_ I(0,s) + V(o,s) = %g (V,(8) = V(8)) + V,(s) + Vy(s)



105

Soit :
ZO-Zc Zc
V() - Vp(8) gog= = E(s) « 5o -
o' ¢ o ¢
Z -2
On pose Fo = 2_C qu'on appelle coefficient de réflexion de la tension a

Z +Z
o ¢

1l'entrée de la ligne.

Enx =4, ona:

- V(L£,s)

z I(Z,s) -
Soit :
Z,~7Z
YL 2 "c _ Y€ _
Vl e A V2 e =o.
L %¢
ZZ—Z
On pose Fz = = qu'on appelle coefficient de réflexion de la tension 3 la
Z,+Z
£ ¢

sortie de la ligne.

Finalement, Vl(s) et V2(s) sont solutions de :

Z
(7) Vi(8) = T .V,(s) = E(s) 5om
[o] Cc
—~L p
(8) Tp-Vy(s) e - v e =0
Soit :
Z
1
V. (s) = E(s) =—
1 ZO+Zc 1-TT e_QYZ
ol
ZC Fl e_2Y£
V2(s) = E(s) A T
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En reportant dans (6) on obtient enfin :

-Yx -y(2€-x)
ZC ? + rz e

V(x,s) = E(s) A
o

c 1 - TOF£ e_2Y£

Mais V n'est que la transformée de Laplace de la tension 0. On ne peut donc
connaitre v que par 1l'intermédiaire d'une méthode numérique d'inversion de la

transformée de Laplace.

Nous nous proposons de calculer une approximation de la tension a
1l'extrémité x = £ de la ligne. Cette fonction étant trés proche de celles
que nous devons inverser lors de la modélisation de la ligne, cela constitue

un bon test pour la méthode que nous proposons.

Nous avons donc :

Z, (1+T,) Y

Zo+Zc 1-TT e—2?Z
ok

V(x,L) = E(s)

avec :

Y = Y(R+Ls) (G+Cs)

e ' G+Cs

Zo-Zc

I|o = Z +Z
o ¢

r = Zﬂ-zc
£ z£+zc

Les constantes de la ligne sont :

=
1]

0.05 Q/m

250 107° H/m

t
]
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G = 10 ' MQ/m

C=10 " F/m

Pour e(t) nous avons pris une unique période de sinusolde de période T = 2 ,

ce qui donne pour E :

2t (1 - exp(-1.58))

T 21,2

E(s) = 5
((1F0 + s7)

avec T = H4O0.

Nous avons comparé nos résultats avec ceux fournis par une autre
méthode d'inversion numérique de la transformée de Laplace proposée par
Durbin F. [16]. L'intervalle de temps choisi est [0, 250], p = 0.8, N=300.
N'ayant pas de valeur asymptotique optimale & proposer pour le paramétre g,

celui-ci est choisit par défaut.

Nous ne donnons pas les valeurs numériques obtenue mais seulement une

représentation graphique sur papier.

La comparaison avec les résultats obtenus par Durbin montre que la

précision est de 1l'ordre de 2 décimales exactes.

Nous pensons que les résultats qui seront obtenues sur les fonctions
de transfert du modéle de ligne seront meilleurs que les précédents dans la
mesure ou les fonctions @ inverser n'ont pas de singularité 3 1'infini ce qui

n'est pas le cas de la fonction précédente.

Cependant, nous estimons que 1'étude numérique que nous avons faite
est incompléte dans la mesure ol nous n'avons pas localisé les différentes
sources d'instabilités numériques. Dans ce but, un premier travail consisterait
dans 1'utilisation des sous-programmes proposés par Vignes et Bois 17 et basés
sr la méthode de Perturbation, pour déterminer les erreurs dues & 1l'algorithme

de Transformée de Fourier Rapide.
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