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1 NTRODU CT 1 ON 



Le but de cette thèse est d'essayer de compléter, par quelques propriétés, 

l'éventail des réponses existantes 3 la question suivante :: dans quelle mesure 

est-il possible de parler de continuité, et éventuellement de différentiabilité 

à propos des éléments propres, et plus particulièrement des vecteurs propres, 

d'un opérateur paramétré ? 

Cet éventail de réponses, qui sera décrit au chapitre 1, est pratiquement 

limité au cas d'un opérateur dépendant d'une variable (réelle ou complexe), 

supposé diagonalisable et même presque toujours auto-adjoint. Nous nous restrein- 

drons ici à une matrice réelle symétrique, de dimension finie N, fonction d'une 

variable réelle x. Si l'analyticité de la matrice permet d'obtenir des résultats 

très complets à la question posée, l'absence de celle-ci empêche l'existence de 

tels résultats dans un cadre général. Il s'agira pour nous de remplacer l'analy- 

ticité par d'autres conditions (d'un genre tout à fait différent) sur la matrice A 

et ses dérivées successives jusqu'à un certain ordre, en des points oh celle-ci 

a des valeurs propres multiples, afin d'obtenir l'existence de fonctions continues 

représentant ses éléments propres au voisinage de tels points. 

Après avoir terminé le premier chapitre par un théorème d'existence dans 

le cas de valeurs propres simples, nous introduirons, dans un second chapitre, 

une première condition simple, assurant l'existence de telles fonctions continues, 

dans le cas restreint d'une valeur propre double en un point x . 
O 

Nous construirons alors, au chapitre 3, une suite récurrente de conditiais, 

impliquant une différentiabilité à des ordres de plus en plus élevés de la matrice, 

permettant d'obtenir le résultat escompté, dans le même cas d'une valeur propre 

double isolée. 

Nous verrons que ces différentes conditions suffisantes induisent une 

méthode simple pour sélectionner les vecteurs propres, associés à une valeur 

propre double en un point x , qui seront les valeurs en x des fonctions les 
O O 

représentant au voisinage de ce point. 



Dans un quatrième chapitre, des conditions supplémentaires, portant 

toujours sur la différentiabilité de la matrice, seront apportées, pour que les 

fonctions continues exhibées aux chapitres 2 et 3 soient différentiables, de 

w 
classe cK, pour K quelconque donné, ou même C . 

Enfin, le cinquième et dernier chapitre aura pour but d'étendre les 

résultats obtenus au cas plus général de valeurs propres de multiplicité 

quelconque. 

Nous concluerons alors par quelques commentaires sur les questions 

traitées et les problèmes rencontrés. 



NOTAT 1 ONS 



N 
: Dimension ,de 1' espace  (IR ) . 

N 
: Produ i t  s c a l a i r e  u s u e l  de R . 

: Norme a s soc i ée  à ce p rodu i t  s c a l a i r e  (ou v a l e u r  absolue d a n s R ) .  

: L'ensemble (1, 2 ,  . . . , n) .  

N 
: Poin t  de IR où 1' on f a i t  l ' é t u d e .  

: Matrice r é e l l e  symétr ique,  ayant  des v a l e u r s  propres  mu l t i p l e s  

en x . 
O 

X : Valeur propre m u l t i p l e  de A(xo), à l a q u e l l e  on s ' i n t é r e s s e .  
O 

m : M u l t i p l i c i t é  de Io. 

Mo : Espace propre a s s o c i é  à X . 
O 

Xi(x), Vi(x) : Fonctions r e p r é s e n t a n t  l e s  va l eu r s  p rop re s  de A(x) e t  l e s  v e c t e u r s  

propres  normés a s s o c i é s ,  pour i E P N ' 

N 
IN 

: Matrice u n i t é  de IR . 

Bi(x) : La mat r ice  CA(x) - Ai(x) 1 1 notée  a u s s i  CA(x) - Ai(x)I . 
N 

f l ,  f (P) : Pour une fonc t ion  f de R dans IRN, ou de IR dans l, respect ivement  

l e s  dé r ivées  première  e t  p-ième'de f .  

N 
DTT ( f )  (x) : Pour une fonc t ion  f de IR dans R ou IR, l e  développement de " type 

P 
Taylor", d é f i n i  a u  c h a p i t r e  4 ,  de f au p o i n t  x 

O 

v (x )  : L'ensemble des  vo is inages  d 'un p o i n t  x 

Convention 
3 

: Dans l ' é c r i t u r e  1 C 1, on conviendra de l a  n u l l i t é  de c e t t e  
k=nl 

express ion  s i  n >n 
1 2'  
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CHAPITRE 1 

QUELQUES RGARQUES SUR LES RESULTATS EXISTANTS 



Lorsqu'on examine la littérature mathématique au sujet des éléments 

propres d'un opérateur paramétré, on s'aperçoit du fait que la multitude de 

résultats, concernant les valeurs propres, que l'on peut y trouver, n'a d'égal 

que la rareté de ceux qui existent à propos des vecteurs propres. Bien évidemment, 

l'intérêt (surtout pratique) de tels résultats y est pour beaucoup : il suffit 

de voir le nombre de problèmes physiques, parmi les plus fréquents, dont la 

résolution s'appuie sur des théories comme les équations aux dérivées partielles, 

les équations intégrales et plus généralement les problèmes variationnels pour 

se persuader de la nécessité de progrès dans l'analyse des opérateurs, et plus 

particulièrement dans la théorie spectrale de ceux-ci (Rayleigh [11,'Schr6dinger 

[21 ,  Courant-Hilbert C31). 

Les problèmes concrets oh interviennent les vecteurs propres, et dans 

lesquels la continuité, voire la différentiabilité, de ceux-ci est à envisager 

sont beaucoup moins fréquents, mais existent néanmoins. C'est d'ailleurs lors 

du traitement d'un problème issu du département de physico-chimie du C.E.A. que 

se sont posées les premières questions relatives à ce sujet : il s'agissait de 

minimiser, par une méthode de gradient, une fonction calculée à partir des 

éléments propres d'une matrice paramétrée (Soulié et Goodman C181). Il fallait 

donc mettre au point un logiciel permettant de calculer les dérivées partielles 

de cette fonction. Des résultats numériques satisfaisants quant au gradient ont 

été obtenus dans des cas simples (ces résultats sont consignés dans C201). 

Cependant, bien des problèmes étaient restés dans l'ombre, en raison surtout de 

la rareté des outils mathématiques utilisables, en dehors de quelques puissants 

théorèmes soumis à des hypothèses assez limitatives, comme nous le verrons par 

la suite. 



2 - UN APERCU DES RÉSULTATS EXISTANTS ET DE LEURS LIMITES 
- - - - - - -- - - - - - 

Ce sont les physiciens du début du siècle qui, les premiers, se posèrent 

des questions sur la régularité des éléments propres d'un opérateur : il est 

très !fréquent, en physique, d'essayer de ramener l'étude d'un système donné 3 

celle d'un autre système, plus simple, que l'on sait résoudre, et dont le 

premier ne diffère que très peu. Or, dans le cadre des phénomènes vibratoires 

par exemple, cette méthode revient à chercher des valeurs approchées des éléments 

propres d'un opérateur linéaire légèrement différent d'un opérateur plus simple, 

pour lequel ceux-ci sont parfaitement connus (Courant-Hilbert C31). 

Ce n'est donc pas un hasard si ces mêmes physiciens se trouvent à l'origine 

de la vaste théorie des perturbations, dont le développement ultérieur donnera 

la plupart des outils nécessaires à la résolution de ce genEe de problème. Ce 

sont en effet des physiciens, comme Rayleigh, puis Schrodinger en mécanique 

quantique, qui donneront les premières résolutions approchées de systèmes légè- 

rement "perturbés", à partir de celles des systèmes "non perturbés'' correspondants 

(Rayleigh Cl], Schrodinger C21). 

Cependant, ces méthodes utilisaient en particulier des développements 

en séries des éléments propres, dont ni l'existence, ni la convergence n'étaient 

justifiées, et il faut attendre jusqu'en 1940 environ pour qu'enfin la preuve en 

soit donnée, par Rellich, sous la forme suivante (Rellich C41) : 

Soit T(x) un opérateur borné, auto-adjoint, dans un espace de Hibert, 

développable en série convergente de la variable rdeZZs x 

Si l'opérateur non perturbé T = T(0) a une valeur propre h isolée, avec une 

multiplicité finie m, alors, pour 1 xl assez petit, T(x) a exactement m valeurs 

propres A .  (x) , j = 1, . . . , m (comptées avec leur multiplicité), dans un voisinage 
1 

de A.  De plus, ces valeurs propres peuvent être développées en séries convergentes : 



Les vecteurs propres associés  V.(x) de T(x) peuvent ê t r e  cho i s i s  de manière 3 i :  
3 

former des s é r i e s  convergentes : 

s a t i s f a i s a n t  l e s  condit ions d'orthonormalité : 

< v . ( x ) ,  Vk(x)> = 6 
I j k 

e t  où l e s  V j  = 1, ..., m ,  forment une fami l l e  orthonol?rnale de vecteurs propres 
j ' 

de T ,  a s soc iés  à l a  valeur propre A. 

Ce remarquable r é s u l t a t  de Rel l ich  a donné l i e u  pa r  l a  s u i t e  a de 

nombreuses généra l i sa t ions  : per turbat ions  du spec t re  continu (Fr iedr ichs  C51) 

où l ' o n  considère que l e s  va leurs  propres,  ou p l u t ô t  l e s  valeurs spec t ra le s ,  

peuvent ne p lus  ê t r e  i s o l é e s ,  per turbat ions  des va leurs  propres i s o l é e s  pour 

un .opéra teur  T(x) dépendant d'une var iable  x complexe (Kato C61), chose n a t u r e l l e  

lorsqu'on suppose l ' opé ra teur  T analy t ique ,  e t c  ; l a  l i s t e  de ces  élargissements 

e s t  longue e t  a engendré unet rès  vas te  t h é o r i e ,  fondée s u r  l ' ana lyse  complexe 

des opérateurs (Kuroda C71, Maslov C81), synthét i sée  p a r  Kato dans un ouvrage ex- 

trêmement complet e t  d é t a i l l é  sur l a  quest ion (Kato C61). 

Cependant, tous  ces r é s u l t a t s  importants r e s t e n t  subordonnés à une 

hypothèse t r è s  f o r t e  sur l ' opé ra teur  : son a n a l y t i c i t é .  O r  l e  problème qui  nous 

concerne i c i  e s t  justement de supprimer c e t t e  hypothèse. De manière évidente,  

on peut d i r e  qu 'a lors  l e s  r é s u l t a t s  sont r a r e s ,  e t  que, même l o r s q u ' i l s  e x i s t e n t ,  

i l s  n 'ont  jamais l a  portée de ceux que l ' o n  peut é t a b l i r  dans l e  cas analyt ique.  

Dans l e  cas d'une valeur  propre simple, l e  théorème des fonctions impl ic i t e s  

nous f o u r n i t  l a  réponse ( v o i r  pa r  exemple Lions C91) : si  A(x) e s t  un opéra teur  

K 
l i n é a i r e  auto-adjoint de dimension f i n i e ,  fonction de c l a s s e  C d'une va r i ab le  

x de IRn, s i  X e s t  une valeur propre simple de l a  matr ice A(:) e t  s i  5 e s t  un 

vecteur propre associé ,  de nome 1, il e x i s t e  un voisinage U de X dans l eque l  

sont  d é f i n i e s  des fonctions A(x) e t  V(x), de c l a s se  cK dans ce voisinage, e t  

v é r i f i a n t ,  pour t o u t  x de U : 



De p l u s ,  l e s  d i f f é r e n t i a t i o n s  successives du système ci-dessus nous permettent 

de c a l c u l e r  l e s  dérivées correspondantes des fonct ions  X e t  V. (Nous donnerons 

au paragraphe suivant  une va r i an te  du précédent théorème, a i n s i  que l e s  formules 

de dérivat ion correspondantes).  

En revanche, dans l e  cas  de valeurs  propres mul t ip les ,  l e s  choses ne s e  

passent  pas a u s s i  bien,  lorsque l a  matrice n ' e s t  p lus  analyt ique : si l ' o n  peut 

toujours  aff irmer que l e s  va leurs  propres peuvent ê t r e  représentées par  des 

fonct ions  continues s i  l ' opé ra teur  T e s t  continu e t  dépend d'une seule  va r i ab le  

( e t  son t  même d i f fé ren t i ab les  s i  T l ' e s t  Cs]), il e s t  impossible en général  

d 'ob ten i r  un r é s u l t a t  s i m i l a i r e  pour l e s  vecteurs propres,  comme l e  montre 

l 'exemple suivant : 

Exemle (1.1) 

Soi t  l a  matrice A ( t )  dé f in ie ,  pour t r é e l ,  par  : 

00 

On v é r i f i e  aisément que A e s t  de c l a s se  C a i n s i  que s e s  va leurs  propres que 

l ' o n  peut mettre sous l a  forme : 
n 

pour t o u t  t non n u l ,  on peut  é c r i r e  l e s  vecteurs propres de A comme s u i t  : 

( cos l/t ( s i n  i/t 

V , ( t )  = (associé  à Al(t))  e t  V Î ( t )  = (associé  à A p ( t ) )  

s i n  l/t -cos l/t 



a0 

V e t  V forment a i n s i  une base orthonormée de vec teurs  propres  de c l a s s e  C 
1 2 

en dehors de x = O .  Cependant, V e t  V n ' on t  pas de l i m i t e  lorsque  x tend 
O 1 2 

ve r s  O .  

Un a u t r e  exemple va nous montrer que l a  s i t u a t i o n  e s t  encore b ien  p l u s  

compliquée s i  l ' o p é r a t e u r  dépend de  p l u s i e u r s  v a r i a b l e s ,  même s i  c e l u i - c i  e s t  

ana ly t ique  : 

Exemple ( 1.2 ) 

X 
1 

X 

S o i t  l a  ma t r i ce  A(xl, x2) = l x2 -x: 1 
/-- 

1 2  
J- s e s  va l eu r s  propres  A1(xl, x2) = x2+xÎ e t  h2(x1, x2) = - x2+x2 ne son t  pas  1 2  

d i f f é r e n t i a b l e s  au  sens  de Fréchet  au  po in t  ( O ,  0)  ; on montre t r è s  faci lement  

que l e s  vec t eu r s  propres  ne son t  pas  cont inus  en (O, 0 )  c a r  l a  base de vec teurs  

propres  à c h o i s i r  en c e  po in t  dépend de l a  d i r e c t i o n  s u i v i e .  En & f f e t ,  dans l a  

d i r e c t i o n  ( 1 ,  k )  pour t > O ,  l e  vec t eu r  propre  normé a s s o c i é  à 

/- X ( O  + t ,  O + t k )  = t l+k  e s t ,  pour  k f O : 
1 

Ce vec teur  propre ,  cons tan t  quand t v a r i e ,  e s t  d i f f é r e n t  s e lon  l a  d i r e c t i o n  

cho i s i e .  I l  ne peut  y a v o i r  donc ai (O, 0 )  qu'une c o n t i n u i t é  d i r e c t i o n n e l l e  

au  mieux. 

Dans c e  d e r n i e r  ca s ,  on montre en f a i t  que s i  A(u) e s t  une matr ice 

n 
r é e l l e  symétrique, d ' o rd re  N X N ,  fonc t ion  de c l a s s e  C' de l a  v a r i a b l e  u de R , 

s e s  va l eu r s  propres  peuvent ê t r e  r ep ré sen tées  p a r  des  fonc t ions  cont inues ,  

admettant ,  en  un po in t  u où A(u ) a des va l eu r s  propres  mu l t ip l e s ,  des  dér ivées  
O O 



dZrectionnelZe8 seulement ( d i f f é r e n t i a b i l i t é  au sens de Gâteaux). Dès l o r s ,  

l e s  r é s u l t a t s  que nous démontrerons pour une va r i ab le  r é e l l e  seront  vrais i c i  

"directionnellement" (Haug e t  Rousselet C 101 ) . 

En bref ,  s i  on abandonne l ' a n a l y t i c i t é  de l a  matrice e t  s i  on a u t o r i s e  

c e l l e - c i  à avo i r  des va leurs  propres mul t ip les  en un point ,  on ne peut p l u s  

espérer ,  en généra l ,  l a  con t inu i t é  des vecteurs propres. Presque tous les 

travaux effectués dans ces  conditions s ' i n t é r e s s e n t  exclusivement au comportement 

des valeurs propres : il s ' a g i t  en général  de "préciser" l a  notion de con t inu i t é  

de ce l l e s -c i  en " local i sant"  l e  plus finement poss ib le  l e s  va leurs  propres d'une 

matrice perturbée ; on trouve des r é s u l t a t s  du type suivant  (un "classique' ' de 

l a  théor ie  des per turbat ions ,  énoncé, e n t r e  a u t r e s ,  par  Kato r61) : 

Soit  A une matrice hermitienne, h une valeur  propre de A ,  Q un vecteur  

propre normé associé .  S o i t  A '  = A+H où H e s t  une a u t r e  matrice hermitienne ( l a  

per turbat ion)  ; s i  tou te  a u t r e  valeur propre de A e s t  t e l l e  que I X - W ~  r d,  s i  

X e s t  de m u l t i p l i c i t é  m ,  e t  s i  21 / H l  1 < d,  il e x i s t e  exactement rn valeurs  propres 

de A ' ,  d i s t i n c t e s  ou non, dans 1' i n t e r v a l l e  C A -  1 1 H I  1 , A+ 1  HI 1 1 ( 1 1 1 1 représentant  

une norme de matrices donnée). 

La p lupar t  des auteurs  obtiennent des r é s u l t a t s ,  s o i t  p lus  f i n s ,  s o i t  

du même genre dans un cas plus d é l i c a t .  (Ladskii  C 111, Chatelin-Laborde f 121, 

Thompson e t  Freede C131, Duc-Jacquet C141). On trouve auss i  des r é s u l t a t s  

s imi la i r e s  en c e  qui  concerne l e s  vecteurs propres,  ou p l u t ô t  l a  v a r i a t i o n  

globale d'un sous-espace propre l o r s  d'une per turbat ion  (Davis C151). Et s i  

c e r t a i n s  par lent  de dé r iva t ion  des vecteurs propres,  c ' e s t  toujours  pour donner 

une méthode numérique e f f i cace  pour l e  c a l c u l  des dérivées,  quand elle8 
7 

existent ; l a  p lupar t  du temps d ' a i l l e u r s ,  on suppose tou tes  l e s  va leurs  

propres simples.(Kalaba, Spingarn e t  Tesfa ts ion  C161, Andrew C171). 



Quoiqu'il  en s o i t ,  l ' a n a l y t i c i t é  ou l e s  valeurs propres d i s t i n c t e s  ne 

représentent  pas tous l e s  cas où l e s  valeurs propres e t  sur tout  l e s  vecteurs 

propres peuvent ê t r e  rendus continus ( e t  même p l u s ) ,  comme nous l e  verrons au 

paragraphe suivant .  Nous a l l o n s  i c i  essayer d ' é l a r g i r  l e s  conditions dans 

l e sque l l e s  c e l a  e s t  poss ib le  ... 



Un p e t i t  exemple pour  f i x e r  l e s  i dées  : 

Exemple (1 .3) :  

Considérons l a  ma t r i ce  A(x) = 

A(x) e s t  de c l a s s e  C' seulement en x = 0. 
O 

Ses va l eu r s  propres  peuvent d t r e  mises sous l a  forme : 

P- AE(x) z X( l X [  t~ X t l )  , avec E = - t l ( v a l e u r  propre  double en 0)ee  q u i  en f a i t  

des fonc t ions  de c l a s s e  c1 sur R. Un vec t eu r  propre  nomé as soc ié  à h ( x )  e s t ,  
8 

pour x # O: 

2 
que l ' o n  peut aisément prolonger  en O p a r  ~ ~ ( 0 )  = 1 - E-. 

2 

( c ' e s t  à d i r e  V1(0) = {i e t  V-l(0) {-!) 
On a donc une base orthonormée (Vl(x),  V-l(x)) continue en O où l a  ma t r i ce  a une 

va leur  propre double.  

Cet exemple nous montre qu'avec une mat r ice  A de c l a s s e  c1 ( e t  donc 

beaucoup moins r é g u l i è r e  que c e l l e  de l 'exemple ( 1 . 1 ) ) ,  il e s t  p o s s i b l e  de 

r e p r é s e n t e r  l e s  vec t eu r s  propres  normés p a r  des  fonct ions cont inues.  La ques t ion  

q u i  s e  pose a l o r s  e s t  de s a v o i r  ce  qu i  d i f f é r e n c i e  ce s  deux exemples. 



Nous aurons donc pour but de mettre en évidence, dans ce travail, des 

conditions sur la matrice (que vérifiera l'exemple (1.3) et pas l'exemple (1.1)), 

permettant d'exhiber des vecteurs propres continus. Comme nous le verrons, ces 

conditions permettront de plus de sélectionner, en un point où la matrice a des 

valeurs propres multiples, la base orthonormée adéquate à choisir en ce point, 

ceci valant tout autant pour le cas analytique, dans lequel l'existence de 

fonctions analytiques est assurée, mais la détermination des vecteurs à choisir 

est assez difficile. 



4 - THÉORÈME PRÉLIMINAIRE ET FORMULES DE DÉRIVATION 

Ce premier théorème est en fait une généralisation de celui obtenu à 

l'aide des fonctions implicites. Il sera simplement énoncé, sa démonstration 

n'apportant rien au présent travail (elle est néanmoins faite dans C191). 

Théokéme 1 : 

SoLt A(X) une m d c e  m é e  NXN, ,jonction de d a d e  cK d'une vruiable *&&le x, 

et k&&e hym&&lque powr h L L t  X. S i ,   UR l l X e h v ~  la, bC, cette mcWc.Lce 

n'a Que des v d w  wopta hnples, C( exhte d a    onction^ Ai(x) et vi(x), de 

ceabde cK d m  la, bC, t&eb pue, ~ O U A  i dana PN : 

Pour obtenir les dérivées successives des différentes fonctions 

considérées, il suffit de différencier à l'ordre voulu, soit p, p S K, les 

équations du système (1.4.1). On a donc, en posant B.(x) = A(x) - x ,  pour 
1 

tout i de P 
N .  

le produit scalaire avec V.(x) de la première équation de (1.4.2) nous donne : 
1 

d'où, puisque V.(x) est normé et que B.(x) est symétrique : 
1 1 

(moyennant la convention faite dans les notations) 



Le produit  s c a l a i r e  de l a  première équation de (1.4.2) avec V.(x),  pour j # i, 
3 

nous donne : 

v. (x)> = O 
3 

quant à l a  deuxième équation de(1.4.2) e l l e  peut s ' é c r i r e  : 

N Alors, puisque l e s  V.(x) forment une base orthonormée de ni , on a ,  avec (1.4.4) . 
1 

e t  (1.4.5) : 

- 
N 

v = vh(x) avec 
i 

h= 1 

< A ( P ) ( X ) V ~ ( X ) , V ~ ( X ) > +  
si h # i,aP = - 

i ,h hi(x)-Xh(x) 

1 p - l  k 
ii ( ~ - ~ ) ( x ) >  

aP = - - 1 c < ~ ! ~ ) ( x ) ,  V .  
k = l  P 1 



UNE PREMIERE CONDITION ASSURANT L'EXISTENCE 

DE FONCTIONS CONTI NUES REPRESENTANT LES ELEMENTS PROPRES 



Nous in t roduisons  dans ce chapi t re  une première condit ion,  q u i  n ' e s t  en 

f a i t  qu'un cas p a r t i c u l i e r  simple de c e l l e s  qu i  f e ron t  l ' o b j e t  du chap i t r e  3 .  I l  

é t a i t  néanmoins souhai table  de l a  séparer  du cas général  pour au moins deux 

ra i sons  : d'une p a r t ,  l a  s impl ic i t é  de s a  formulation nous permettra de d é c r i r e  

l e s  choses de manière p lus  t ang ib le  que s i  e l l e  é t a i t  r e s t é e  inc luse  dans l e  

cadre général  ; d 'au t re  p a r t ,  c e l a  r e f l è t e r a ,  d'un point  de vue chronologique, 

l a  façon dont t o u t  ce  t r a v a i l  s ' e s t  agencé e t  dégagera ce qui ,  dans c e t t e  

première approche, a  conduit à " in tu i t e r "  l e s  r é s u l t a t s  plus complets qui  

forment l e s  chap i t r e s  su ivants .  

Néanmoins, seu les  l e s  démonstrations u t i l e s  à l a  compréhension de l a  

technique u t i l i s é e  seront  f a i t e s ,  cec i  pa r  souci  de c l a r t é  de l 'exposé.  Les 

a u t r e s ,  souvent t r è s  lourdes,  seront  des cas  p a r t i c u l i e r s  des proposi t ions  e t  

théorèmes é t a b l i s  dans l e s  chapi t res  3 e t  4. On peut l e s  t rouver a u s s i  dans une 

publ ica t ion  consacrée au s e u l  cas  de c e t t e  première condition C191. 



Dans tout ce chapitre, nous ferons les hypothèses suivantes : 

A(x) est une matrice carrée d'ordre N, réelle symétKque, dépendant d'un para- 

mètre réel x ; les coefficients de A(x) sont des fonctions de classe cK, K 2 1, 
Co 

ou C de la variable x ; la matrice A possède, au Point x une valeur propre 
0 ' 

double Ao, et des valeurs propres toutes simples en dehors de x . M est l'espace 
O O 

propre associé à A et V(x ) l'ensemble des voisinages de xo. Nous noterons 
O O 

Ah, h = 3, ..., N, les valeurs propres de A(x ) autres que A et nous les 
O O 

supposerons toutes simples. Nous avons vu dans le chapitre 1 l'existence de 

fonctions Ah(x) et Vh(x), pour h 2 3, de même classe que A(x) dans un voisinage 

de xo, puisque dans ce voisinage, les valeurs propres en question restent toutes 

simples. Nous allons ici prouver l'existence de fonctions Al(x), A2(x), V1(x), 

V (x), sous certaines conditions, continues (-et plus) dans un voisinage U de x 2 O 

et teiles que, pour tout x de U : 



a )  Analyse 

S i ,  dans un premier temps, an suppose l ' e x i s t e n c e  de fonc t ions  de c l a s s e  

1 
C dans U r ep ré sen tan t  t o u t e s  l e s  va l eu r s  propres  e t  t ous  l e s  vec t eu r s  propres  

normés a s soc i é s  de l a  mat r ice  A(x), a l o r s  on a ,  s i  on l e s  no te  I i (x )  e t  Vi(x) 

pour i = 1 à N : 

Toutes ces  fonc t ions  é t a n t  de c l a s s e  C l ,  a i n s i  que l a  mat r ice  A ,  on peut  

d i f f é r e n t i e r  l ' é q u a t i o n  (2.3.1) e t  l ' o n  a  : 

Après produi t  s c a l a i r e  de (2.3.2) p a r  V. (x) ,  on o b t i e n t ,  en x , puisque 
3 O 

S i  maintenant A ( x  1 = A2(x0) = ho, c e t t e  r e l a t i o n  s ' é c r i t ,  pour i = 1, j = 2 : 
. l o  

b )  L a  condi t ion  (Hl) 

Une idée  n a t u r e l l e  e s t  a l o r s  d' imposer,  au  poin t  x  l ' u n i c i t é  d'une 
0 

base orthonormée de l l e x p a c e  M notée (vl ,  v 2 ) ,  v é r i f i a n t  : 
O y 

<A1(xo) vl, v > = O 2  

c e c i  a f i n  de pouvoir  s é l e c t i o n n e r  en x l e s  "bons" vec teurs  propres ,  q u i  s e ron t  
O 

l e s  va leurs  en x des fonc t ions  cont inues l e s  r ep ré sen tan t  dans U ( s i  e l l e s  
O 

e x i s t e n t ) .  

La condi t ion  annoncée, appelée ( H l ) ,  e s t  donc l a  su ivante  : 

r - La mat r ice  A e s t  de c l a s s e  C1 au moins dans U 

1 - en x il e x i s t e  une unique base orthonormée ( v  v 2 )  de M t e l l e  que 
0 y 1' O 

<A'(x 1 vl,  v2> = O 
O 



Remarque importante : 

L t u n i c i t é  de l a  base  (vl,  v ) s i g n i f i e  b i e n  s û r  u n i c i t é  à l l o r d r e  e t  à l 1 o r i e n -  2 .............................. 
t a t i o n  ~ r è s  des vec t eu r s  vl, v ( c a r  des  bases  comme (v2 ,  v ) OU ( - Y ~ )  -v2) ------- ---------------- 2 1 

v é r i f i e n t  l a  même condi t ion) .  Cet te  remarque concerne t o u t e  l a  s u i t e  du t r a v a i l .  

c )  Vér i f i ca t ion  de  (Hl) 

Cet te  v é r i f i c a t i o n  e s t  assez  s imple : s o i t  (ul ,  u ) une base orthonormée 2 

quelconque de M f i x é e .  Toute a u t r e  base orthonormée de M peut  s ' é c r i r e  
O O 

( v ,  W )  avec 

a l o r s  on a ,  puisque A e s t  symétrique : 

2 2 
(2 .3 .5)  <At(x  )v,w>=ab(<A1 ( x  ) u  ,u >-<At  ( xo )u2 ,u2>) t (b  -a ) < ~ ' ( x ~ ) u ~ , u ~ >  

O 0 1 1  

De deux choses l ' u n e  : 

- s o i t  ---------- <A'(X~~U~~-,~?-~-~ ; a l o r s  s i  < A v ( x  O )u  1' u 1 . = <AV(xo) u2 ,  u2>, 

<At (x  ) v, W. = O pour t o u t e  base orthonormée ( v ,  w) de Mo e t  (H ) n ' e s t  pas 
O 1 

v é r i f i é e .  S i  en revanche <A7(x  O ) u 1' u 1 > # <A'(x ) u2, u2>) <A1(xo) v ,  w> = O 
0 

s i  e t  seulement s i  ab = O .  I l  y a a l o r s  " éga l i t é "  des bases  (ul ,  u2)  e t  (v ,  w )  

( " é g a l i t é "  au même sens que "unic i té" ) .  (Hl) e s t  v é r i f i é e  ; l a  base correspon- 

dante  e s t  (ul ,  u2 ) .  

- s o i t  ----------0---12--2----- <Av(x  ) u u .  Z O ; posons K1 = <AV(xO) ul, ul) - <A7(xo) u2 ,  u2> 

e t  K2 = <AV(xo) ul,  u >. On d o i t  a l o r s  résoudre : 2 

en posant  a cos  $ e t  b = sin $, an a à résoudre 

2 2 
KI s4n 4 c o s  4 = K2 ( cos  ( - s i n  ( )  



ou encore : KI s i n  24 2 5  cos 24 

1 2K2 km 
d'où 4 = - Arctg - + - 

2 
1 

2 

( s i  K~ = O ,  comme K:, z O ,  4 = f + y ) 

ce  q u i  nous donne 4 s o l u t i o n s  pour ( a ,  b )  correspondant aux 4 bases  que l ' o n  

peut  former avec v, w ,  -v e t  -W. La condi t ion  (H ) e s t  a l o r s  v é r i f i é e .  
1 

Finalement, (Hl) e s t  v é r i f i é e  s i  e t  seu2ement s i ,  pour t o u t e  base orthonormée 

(u l ,  u2) de M o ,  <A1(xo) ul, u > n ' e s t  pas n u l ,  ou s i  <A1(x ) ul, ul> et 2 O 

<A1(xo) u2, u22 sont  d i f f é r e n t s .  De p lus ,  l a  base orthonormée unique corres -  

pondante e s t  obtenue en r é so lvan t  l e  système (2 .3 .6) .  



- 

Dans t o u t e  l a  s u i t e  du c h a p i t r e ,  nous supposerons l a  condi t ion  (Hl) 

v é r i f i é e  e t  la  base correspondante (v l ,  v2)  de M connue. Nous a l l o n s ,  dans c e  
O 

paragraphe, prouver que (H ) e s t  une condi t ion  s u f f i s a n t e  pour l ' e x i s t e n c e  de 1 

fonc t ions  Ai(x) e t  V.(x) ,  pour i dans PN, r ep ré sen tan t  respectivement l e s  N 
1 

va leu r s  propres  de A e t  l e s  N vec t eu r s  propres  a s s o c i é s ,  formant,  pour  t o u t  x 

N 
d 'un vois inage U de V(xo), une base orthonormée de R , ces  fonc t ions  é t a n t  

cont inues  s u r  U .  

Nous a l l o n s  au  p r é a l a b l e  é t a b l i r  une p ropos i t i on  q u i  jouera un r ô l e  

fondamental dans ce  t r a v a i l .  Soien t  v 1, v2 les vec t eu r s  de M s é l ec t ionnés  
O 

p a r  ( H l )  Soient  va ,  . . . , v l e s  vec teurs  propres  de A(x 1, normés, a s s o c i é s  
N O 

aux va l eu r s  propres  a u t r e s  que X (supposées t o u t e s  s imples) .  Appelons F 
O O 

l 'ensemble : 

Fo = {vl , -vl , v2,  -v2 , v3 , -v3 , . . . , v N ' -vN} 

On a a l o r s  l e  r é s u l t a t  su ivan t  : 

PhopobLtLon 2 . 1  : 

S o i t  (xn ,  n E N) une  de d e  L imLte  x $&le que : Y n c I(, xn # xo. 
O 

S o L t  (vn ,  n E IN) une où vn a$ u n  v e c t ~  p h o p e  nomne de  ~ ( x , ) .  

A l o u ,  .tout p& d 'a~cum1Leat ion d e  la {vn , n E N} e6.t u n  Uémenl d e  Fo. 

Démonstration : 

n n 
v e s t  de norme 1. La s u i t e  {v , n E N} e s t  donc bornée e t  a tou jours  un po in t  

d 'accumulation au  moins. 

* n 
S o i t  donc v un po in t  d 'accumulation de c e t t e  s u i t e  : v* = l i m  v 

ndN'dN 



n n  
on a  pour t o u t  n  : A(xn) vn = <A(xn) vn, v  > v 

e t  

n  n  
< v , v . = l  

n  n  n  n  
( e n  e f f e t  l a  v a l e u r  propre X as soc i ée  à v e s t  éga l e  à <A(x ) v , v > puisque n  
n  

v e s t  de norme 1 ) .  

Alors ,  en passan t  à l a  l i m i t e  s u r  N ' ,  on o b t i e n t  : 

* 
v e s t  donc un vec teur  propre  normé de A(xo) ....................... -- --------------- 

* 
- s i  v  e s t  a s s o c i é  à une va l eu r  propre  de A(x ) a u t r e  que X c e t t e  va l eu r  propre  

O O 

* 
é t a n t  simple,  v  e s t  forcément l ' u n  des  v  , pour h  > 3, ou b i e n  son opposé e t  

h  
* 

dans ce  cas  v  E F . 
O 

* %* * - s i  v  e s t  a s s o c i é  à A il e x i s t e  un vec teur  v  de M o ,  formant avec v une 
O 

base orthonormée de M 
O y 

* 'L* 
a l o r s  ( v  , v , v3, . . . , v ) e s t  une base orthonormée de IRN e t  on peut décomposer 

N 
n  

v  s u r  c e t t e  base  : 

n n  * n%* + 

N 
n 

2 . 4 .  v  = a  v  t a  v  ah vh 
1 2 avec l i m  an €ilk, k c PH h= 3  n a '  k 

n 
in t roduisons  l e  vec teur  w su ivan t  : 

on peut  a l o r s  é c r i r e  : 

de p a r  s a  cons t ruc t ion  . En r e p o r t a n t  dans (2.4.36,  il v i e n t  : 



OU encore 

(puisque x # xo) 
n 

1 .  alors en passant à la limite sur N' dans (2.4.4), puisque A est de classe C . 

n %* 
car lim w = v 

ndN' 
* 

En vertu de l'unicité de la base de M vérifiant la relation (2.4.5), v est 
O 

forcément l'un des vecteurs v v sélectionnés par (H ) ou son opposé. Dans 
1' 2 1 

* 
ce cas aussi, v est un élément de F . 

O 

q.e.d. 

Grâce à cette proposition, nous allons maintenant pouvoir établir un 

N 
premier résultat important. Choisissons comme base delR la base (vl, v2, ..., v ~ )  

formée des vecteurs définis précédemment. Nous avons alors le théorème suivant : 

Théot~ème 2 : 

il e&$e N QonOtioM vl(x) , v2(x) , . . . , vN(x) , contiyl~ce6 daM un v o h w e  U de 

x Qomant, p o a  ZOUX x de u ,  une base oh/thonomée de vec.tewrd poptru de ~(x), 
0 ' 
et $&eh que : 

Démonstration : 

Pour h 2 3, v est associé à une valeur propre simple et nous sommes assurés de 
h 

l'existence d'une fonction V (x) continue dans un voisinage U de x (cf. Chap. 1). h h O 

Intéressons-nous à l'existence de la fonction V (x). 1 
k 

Soit k E P tel que vl # O (k-ième composante de v sur la base canonique) 
N 1 

supposons, sans restreindre le problème, que vk . 0. 
1 

N k 
Soit alors l'ensemble F(x) = {v E IR tel que 1 vl = 1, v 2 O, 3 Fi E IR tel que 



N 
S o i t  B(v E )  l a  boule  ouve r t e  {v  r  IR t e l  que IV-v 1 < E) 

1 ' 1 

Nous a l l o n s ,  dans un premier temps, prouver  que : 

3 Ë > O t e l  que Y E E IO,  E l ,  3 v E V(X ) t e l  que : 
(2 .4 .6)  E O 

Y x r  V E ,  x # xo, 3 ! u r F(x) n B(v E )  1 ' 

S i  c e l a  n ' é t a i t  pa s  v r a i ,  on a u r a i t ,  avec des  s u i t e s  : 

V Ë O ,  3 E r  IO, Ë l ,  3 {x,, n E N )  

F(xn) "(vl, E )  = 0 ( i l  

t e l l e  que l i m x  = x V n  E N ,  x # X  e t  ou b i en  
n a  

n O ' n O 

3 w e t  z E F(xn) n B(vl, E)  ( i i )  
n n 

e t w  # z  n n 

22 * ( i i )  e s t  impossible s i  Ë - : en e f f e t  w e t  z é t a n t  dans F(x  ), s e r a i e n t  ----------- --------------- < 2- n n ' n 

des vec t eu r s  propres  normés de A(x 1, q u i  a t o u t e s  s e s  va l eu r s  propres  s imples  
n 

( s i  x # x o )  A lo r s ,  p u i s q u ' i l s  son t  d i s t i n c t s ,  w e t  z son t  opposés ou 
n n n 

orthogonaux. 

En conséquence : 

- fi e t  dans l e s  deux c a s  Iw - z 1 1 fi 2 2Ë 2 2~ ( s i  E 5 -1 
n n 2 

mais w e t  z son t  dans B(v E ) ,  d 'où : 
n n 1 ' 

Iwn - znl i Iwn - vll + 1 v1 - z 1 < 2 ~ ,  ce  q u i  e s t  impossible .  
n 

* on d e v r a i t  donc a v o i r  ( i )  pour  Ë I f i / 2  .......................... ------------ 

N 
On p e u t ,  pour t o u t  n ,  c o n s t r u i r e  une base orthonormée delR parmi l e s  vec t eu r9  

de F(x ). Soit  Bn c e t t e  base.  
n 

'n = ( t l , n y  t2 ,n3  
..., t 1 

N ,n 
* 

Chaque s u i t e  { t .  , n E N) e s t  bornée e t  a un p o i n t  d 'accumulation t ; on peut  
1 ,n i 

de proche en proche,  e x t r a i r e  une s u i t e  {x  n E N  ) de l a  s u i t e  {x n E N  1 ,  n ' k n ' k-1 



avec N = N, de manière à ce que : 
O 

* 
l i m  t .  = t i ,  V i e P N  

 na^ 1 ,n 

Pa r  l e s  mêmes arguments que ceux u t i l i s é s  dans l a  propos i t ion  2.1, on montre 

* * * 
que ( t l ,  t2 ,  ..., t ) e s t  une base orthonormée de vec teurs  propres  de A(xo). 

N 
* * 

Mais d ' ap rè s  c e t t e  même p ropos i t i on ,  t .  E F pour t o u t  i. L'un des ti e s t  donc 
1 O 

* 
forcément é g a l  à v ou -v , pa r  exemple t Comme t E F(x,) , tk 2 O e t  1 1 1' 1 ,n l , n  

* * 
donc t > O .  Alors  forcément t = v c a r  -vk < O .  Donc pour n  a s s e z  grand dans 

1 - 1 1 1 

NN, tl,n E B(vl, €1 n F(x ) e t  c e t  ensemble e s t  donc non vide.  
n  

( i )  e s t  a l o r s  impossible 

L ' a s s e r t i o n  (2.4.6)  e s t  donc démontrée pour È 5 f i / 2  ....................................... ------------ 

fi 
L'exis tence  e t  l ' u n i c i t é  du vec t eu r  u  dans F(x) n B(v E ) ,  pour E I - 

1 ' 2 
E e t  pour t o u t  x  dans V nous permet de d é f i n i r  une fonct ion V ( x )  dans V 

E ' 1 E ' 
E E V ( x )  é t a n t  ce  vec teur  u  e t  V (x ) = vl. Ce t t e  fonc t ion  e s t  cont inue en x  de 1 1 O O 

p a r  s a  cons t ruc t ion .  

E 
V1(x) semble dépendre de E ,  mais il n'en n ' e s t  r i e n  : s i  O < E '  < E,  on 

c h o i s i t  V E ,  
E ' 

c VE e t  a l o r s  VI  ( x )  E F(x) n B (v l ,  E ' )  c F(x)  n B (vl ,  E ) ,  

V x  E V E l .  Par  conséquent,  l 'ensemble F(x) n B(vl, E)  é t a n t  un s i n g l e t o n ,  l e s  

E 
fonc t ions  V1 e t  V F '  co ïnc ident  s u r  V 

E '  ' 

Nous pouvons donc n o t e r  c e t t e  fonc t ion  Vl(x), avec V ( x  ) = v E l l e  
1 O 1 ' 

k 
e s t  d é f i n i e  s u r  un vois inage U de x  r e s t r e i n t  de t e l l e  manière que V ( x )  > 0,  1 0 ' 1 

pour t o u t  x de U1 ( ce  q u i  e s t  p o s s i b l e  c a r  V e s t  cont inue en x  e t  vk = 1 O 1 
k - fi 

V ( x )  > O), U1 c V- e t  E = -  
1 O E 2 ' 

Cet t e  fonc t ion  V ( x )  r ep ré sen te  en f a i t  un prolongement p a r  c o n t i n u i t é  
1 

en x  de c e l l e  que l ' o n  peut d é f i n i r  dans U - {x ) pa r  l e  théorème des fonc t ions  
O 1 O 

i m p l i c i t e s  : 



S o i t  y  E U - {X 1 .  A(y ) a t o u t e s  s e s  v a l e u r s  propres  s imples .  On peu t  a l o r s  
O 1 O O 

d é f i n i r  une fonc t ion  W ( x )  dans un vois inage  U1(y ) E V(y avec comme condi t ions  
1 O O 

en JI, : h = <A(yo) V1(yo), V1(yo). e t  Y = V ( y  , e t  cont inue  dans U' (yo)  ( c f .  
1 O 

chap. 1 ) .  

- 
Comme W (Y ) = Y = V (y  ) E B(vl, E ) ,  p a r  c o n t i n u i t é ,  pour U1(y ) a s s e z  p e t i t ,  

1 O 1 O O 

k k 
W1(x) E B(vl, g).  En o u t r e ,  W (y  ) = V ( y  ) . O e t  donc &(x )  . O pour 

1 O 1 O 1 

x r U1(y 1, q u i t t e  à r e s t r e i n d r e  encore U1(yo) .  
O 

- 
W ( x )  e s t  donc un élément de F(x)  n B(vl, E) e t  co ïnc ide  avec Vl(x). 
1 

Les fonc t ions  V et W coïnc ident  donc s u r  U1(y ), c e l a  pour t o u t  y de U1. 
1 1 O O 

(Ce qui  prouve d ' a i l l e u r s  l a  c o n t i n u i t é  de V s u r  t o u t  U en v e r t u  du 1 1 ' 
théorème 1 ) .  

On c o n s t r u i r a i t  de l a  même manière une fonc t ion  V ( x ) ,  d é f i n i e  e t  2 

continue s u r  un vois inage  U 
2 ' 

Finalement,  (Vl(x) ,  V2(x) ,  ..., VN(x))  e s t  une base orthonormée de 
N 

IRN, formée de v e c t e u r s  propres  de A(x), con t inus  s u r  U = n Ui. 
i= 1 

Remarque : 

En posant h . (x )  <A(x) Vi(x),  Vi(x)., pour i dans P l e s  X.(x) son t  des  
1 N 1 

fonc t ions  cont inues  s u r  U ,  r ep ré sen t an t  pour  t o u t  x  de U l e s  N v a l e u r s  propres  

de A(x).  (Résu l t a t  c l a s s i q u e  énoncé au c h a p i t r e  1 ) .  



5 - INTERPRÉTATION DE LA CONDITION (HI) 

La cond i t i on  (Hl) s i g n i f i e  en f a i t  que l ' o n  peut "séparer" l e s  va leurs  

propres  q u i  co ïnc ident  p a r  l e u r s  dé r ivées  premières.  

1 En e f f e t ,  A é t a n t  de c l a s s e  C , on s a i t  ( c h a p i t r e  1 )  que l ' o n  peut  r ep ré sen te r  

l e s  va leurs  propres  pa r  des fonc t ions  de c l a s s e  C' dans un vois inage de x 
0 ' 

S i  l ' o n  note  Ai(x), i E P ces  fonc t ions ,  on a vu que l e u r  dé r ivée  A '  ( x )  
N ' i 

a v a i t  pour express ion  : 

Afi(x)  <A1(x) V. (x) ,  V.(x)> pour i E P x # xo 
1 1 N Y  

* * 
Alors ,  s i  A ( x  ) = A2(xo) A,, e t  s i  v1 e t  v2 sont  l e s  p o i n t s  d'accumulation 

1 O 

n n 
de s u i t e s  v , n E IN} e t  {v2 , n E NI de vec t eu r s  propres  n o m é s  de A(x ) , n 

a s soc i é s  dans c e t  o rdre  à A1(xn) e t  A2(xn) , lorsqu 'on f a i t  t end re  x vers  x 
n O y 

1 on o b t i e n t ,  puisque A l  e t  A 2  son t  C : 

1. avec <A1(x 0 ) vl ,  * v * 2 > = O 

Alors (Hl) s e r a  v é r i f i é e ,  en v e r t u  du paragraphe 3 ,  s i  e t  seulement s i  1' ( x  ) # 1 O 

A1,(x0). 

Remarque : 

Cet te  i n t e r p r é t a t i o n  permet a u s s i ,  lo rsqu 'on  connaî t  l e s  express ions  ana ly t iques  

des  va leurs  propres  ( c e  qu i  e s t  p l u t ô t  rare') de v é r i f i e r  (Hl) t r è s  simplement. 

S i*  l ' o n  reprend l e s  exemples s imples  é tud ié s  dans l e  c h a p i t r e  1, on 

s ' a p e r ç o i t  faci lement  que dans un c a s  (Hl) n ' e s t  pas v é r i f i é e  mais que dans 

l ' a u t r e  e l l e  l ' e s t .  

Dans l 'exemple (1.1), en e f f e t ,  l e s  va leurs  propres  s e  mettent  sous l a  
n 

- l / X L  w forme X - t ( x )  + e - , formant a i n s i  deux fonc t ions  de c l a s s e  C en posant 

?, - t ( 0 )  = O .  Mais l e s  dér ivées  de ces  fonc t ions  co ïnc ident  e t  (Hi) n ' e s t  pas 

v é r i f i é e  en O .  



Dans l 'exemple (1.31, en revanche, (Hl) e s t  v é r i f i é e  : on peut  prendre 

Al(x) x (1x1 + ) e t  A2(x) = ~ ( 1 x 1  - ) q u i  sont  de c l a s s e  C' e t  dont 

l e s  dér ivées  en O sont  : 

( r é s u l t a t  auquel on é t a i t  parvenu).  

A'+O) = 1 At2(0 )  = -1 

O 
forment l a  base "unique" q u i  convient  

1 
De plus  A1(x0) = [ 1 -11 e t  u 

1 
e t  v 

O 



Toujours dans l e  cadre  de l a  condi t ion  (Hl), nous a l l o n s  pouvoir o b t e n i r  

des  r é s u l t a t s  de d i f f é r e n t i a b i l i t é  quant aux fonc t ions  X.(x) e t  V.(x) c o n s t r u i t e s .  
1 1 

Nous ne démontrerons pas  l e s  d i f f é r e n t s  r é s u l t a t s  énoncés dans ce  paragraphe 

( c f .  I n t roduc t ion ) ,  mais nous déc r i rons  p a r  ceux-ci l a  technique u t i l i s é e  pour 

o b t e n i r  l e  théorème voulu. 

Nous savons que l e s  fonc t ions  en ques t ion  son t  de même c l a s s e  que l a  

mat r ice  A en dehors de x ( e t  a u s s i  en x pour  Vh(x), h 2 3) .  Nous a l l o n s  i c i  
O O 

montrer que s i  A e s t  de c l a s s e  cK au  vois inage de x Vl(x) e t  V2(x) s o n t  de 
0 ' 

K- 1 
c l a s s e  C en x 

K 
A1(x) e t  1 ( x )  sont  de c l a s s e  C en x . Ceci s e  f a i t  p a r  

2 O 

récur rence  s u r  K : c ' e s t  v r a i  pour K = 1 (il s u f f i t  de démontrer que X1(x) e t  

A2(x) son t  C' : v o i r  paragraphe 5 ) .  

K Supposons a v o i r  montré que s i  A e s t  de c l a s s e  C en x V1 y e s t  de 
0 ' 

K+ 1 
c l a s s e  cK-l, e t  prenons maintenant A de c l a s s e  C . 

Posons t l ( x )  : . I l  s ' a g i t  dans un premier temps de prouver 
X- X 

O 

que t l ( x )  a une l i m i t e  en x ; c e l a  s e  f a i t  en é t u d i a n t ,  pour t o u t  h de PN, l a  
O 

l i m i t e  de < t l ( x ) ,  V ( x ) > .  Pour h = 1 e t  h 2 3, nous ne rencontrerons aucune 
h L O 

d i f f i c u l t é  pour c a l c u l e r  c e t t e  l i m i t e  directement .  Pour h = 2 ,  en revanche, nous 
:1 

devrons procéder en deux temps : il nous faudra d'abord prouver que 

a une l i m i t e  ; e n s u i t e  nous é t a b l i r o n s  l e  l i e n  e n t r e  c e t t e  l i m i t e  e t  c e l l e  de 

Finalement, t ( x )  ayant  une l i m i t e ,  on montrera que v ( ~ ) ( x ) ,  qu i  e x i s t e  en 
1 1 

dehors de x a l a  même l i m i t e  que t ( x )  en x . 
0 ' 1 O 



E t  l ' on  a  démontré dans C191, l e  r é s u l t a t  su ivant ,  cas p a r t i c u l i e r  du 

chapi t re  4 : 

c o n ~ o n  (% 1, A l  et A 2  d o n t  d e  &de  cK ( k a p .  cm) U, vl et v2 d o n t  de 
K - 1 c t a s e  cK (nup .  cm) cium u - {x0}, c ( n u p .  cm) en x  0 . 



CHAPITRE 3 

UNE SUITE DE COtlDITIONS SUFFISANTES SUR LE MODELE ( H l )  



Gardons les notations utilisées en chapitre 2 $2, et supposons que la 

condition (Hl) ne soit plus vérifiée. On ne peut plus "séparer" les valeurs 

propres qui coïncident en x par les dérivées premières. On peut alors tout 
O 

naturellement se demander s'il est possible de le faire avec les dérivées 

secondes, troisièmes, ..., P-ièmes. Cette idée se trouve d'ailleurs quelque peu 
étayée par le fait que dans l'exemple (1.1) du chapitre 1, pour lequel il est 

impossible d'exhiber des "fonctions vecteurs propres" continues, les valeurs 

w 
propres qui coïncident sont de classe C et ont toutes leurs dérivées égales. 

Nous allons donc essayer de bâtir des conditions (5 ) , (H3 ) , . . . , (HP ) , du 
même type que (Hl), qui nous permettront, elles aussi, d'exhiber des fonctions 

continues représentant les éléments propres, et reposant sur la séparation des 

dérivées secondes, ..., p-ièmes des valeurs propres. 



Pour o b t e n i r  l a  condi t ion  (Hl), nous avions d i f f é r e n t i é  l ' é q u a t i o n  (2 .3 .1) ,  

en supposant l e s  éléments propres  de c l a s s e  CI, e t  m u l t i p l i é  sca la i rement  l e  

r é s u l t a t  obtenu p a r  V2(x). L ' é c r i t u r e  en x  de c e t t e  r e l a t i o n  nous donnai t  a l o r s  
O 

une condi t ion  n é c e s s a i r e  que devaient  v é r i f i e r  V ( x  ) e t  V2(xo) ( s ' i l s  e x i s t e n t ) ,  
1 O 

en l 'occurence : 

A p a r t i r  de c e t t e  r e l a t i o n ,  on c o n s t r u i s a i t  donc l a  cond i t i on  (Hl) en 

imposant l ' u n i c i t é  des  vec teurs  v  e t  v  de H v é r i f i a n t  <A1(xo) vl,  v2> 0. 
1 2  O 

S i  (Hl) n ' e s t  p lus  v é r i f i é e ,  on peut  e s saye r  d ' u t i l i s e r  l a  même méthode en 

supposant c e t t e  f o i s  l e s  éléments propres  de c l a s s e  c2 e t  en d i f f é r e n t i a n t  deux 

f o i s  l ' é q u a t i o n  (2 .3 .1) ,  ce  q u i  nous donne : 

Par  produi t  s c a l a i r e  avec V2(x),  on o b t i e n t ,  en x  , puisque A2(x ) = X ( x  ) : 
O O 1 O 

en décomposant V '  ( x  ) s u r  l a  base (V1(xo), V2(x0), ..., V ( x  , il v ien t  
1 O N O 

mais <Vl(x),Vl(x); 1 e t  donc <Vfl(x),V 1 ( x ) >  O d 'où <v' ( X  ) , v  ( x  )> = O 
1 0  1 0  

e t  <(A'(x~)-A'~(x~))v~(x~),v~(x O = At2(x  O A 1 ( x  O ) = 0 car (Hl) n f e e t  pas v&nf$Qe. 

< A '  (xo)V1(xo) ,Vh(xo)> 
Comme < V I  ( x  ),V ( x  )>  = 

1 0  h o  Xl(x ) - A  x  ) 
pour h  2 3 ( c f .  c h a p i t r e  11, on a  : 

O h ( o  

L ' i n t é r ê t  d ' a v o i r  d'exprimé (3.2.3)  sous l a  forme (3.2.5)  v i e n t  de ce  que 

dans c e t t e  de rn i è re  f o ~ m u l a t i o n  n ' appa ra i s sen t  p lus  l e s  dér ivées  des  éléments 



propres. On peut  par  conséquent i n t r o d u i r e  une condit ion similaire à (HT) en 

imposant l ' u n i c i t é  d'une base ( v  v2) orthonormée de M v é r i f i a n t  : 1 ' O 

D'où une condit ion (Hf  formulée comme s u i t  : 

r- L a  matr ice  A e s t  de c l a s s e  c2 au moins dans U 

- (Hl) n ' e s t  pas v é r i f i é e .  Autrement d i t ,  pour t o u t e  base orthonormée 

I - il e x i s t e  une unique base (vl ,  v2) de Mo, orthonormée, t e l l e  que : 

On pour ra i t  essayer de t r a i t e r  ce cas de l a  même manière que c e l u i  de 

(Hl) e t  on s ' ape rcevra i t  en p a r t i c u l i e r  que ( 5 )  correspond au f a i t  que A"l(~o) 

e t  Alf2(xo) sont d i s t i n c t e s .  

Puis on exhibera i t  une condit ion (Hg), e t c .  Mais il e s t  bien évident 

que l a  technique u t i l i s é e  va compliquer t r è s  rapidement l a  formulation de ces 

condit ions.  En effet ,  pour (H3) on aura  besoin des coordonnées de V1'l(~o), 

dans l e sque l l e s  in te rv ien t  V'l(xo) ( c f  chapi t re  l ) ,  q u ' i l  faudra encore 

décomposer pour ne plus avo i r  de dér ivées  de vecteurs propres,  rendant a i n s i  

l ' express ion de (H3 ) "horrible". 

D'où l a  nécess i t é  d 'obteni r  l a  formulation de ces c i n d i t i o n s  de manière 

récurrente  en fonct ion  des précédentes. Ce s e r a  l e  but  du paragraphe suivant .  



a )  Une condit ion nécessa i re  

S i  l ' on  ca lcu le  l ' équ iva len t  des r e l a t i o n s  (3.2.11, pour (31, e t  (3.2.5), 

pour ( Y ) ,  dans l e  cas de (%),  on ob t i en t ,  en arrangeant correctement l e s  

termes, avec Bl(x) = A(x) - A1(x) : 

Malgré l 'extrême complexité de c e t t e  formule, on commence à y discerner  

une s t r u c t u r e  p a r t i c u l i è r e  qu i  appara î t  a u s s i  dans (3.2.5) : dans l e s  sommes 

de (3.3.1) s e  t rouvent  des quan t i t é s  qui  ressemblent beaucoup à c e l l e s  de 

(3.2.5)  e t  (3.2.1) ; même consta ta t ion  en ce q u i  concerne (3.2.5). 

Essayons de formal iser  un peu t o u t  ce la .  

N 
Soi t  u  e t  v  deux vecteurs quelconques delR . 

1 
Posons a l o r s ,  s i  A e s t  de c l a s se  C a i n s i  que l e s  éléments propres 

E1(u, v )  = <A1(xo) U ,  V> 

La r e l a t i o n  (3.2.1) devient a l o r s  : 

(3.3.2) E1(V1(xo) , V2(xo) = O 

S i  (Hl) n ' e s t  pas v é r i f i é e ,  on a  vu qu ' a lo r s ,  avec c e t t e  notat ion : 

1' 1 ( x  O ) = Af2(xo) = E l l 0  (v ( X  1, v1(xo)) E ~ ( v ~ ( x ~ ) ,  v2(x0))  

posons a l o r s ,  s i  A e t  l e s  éléments propres son t  de c l a s se  C 
2  

F ~ ( u ,  V )  = < B ' ~ ( x ~ )  U ,  v> = E1(u, v )  - A '  1 ( X  O ) <u, V> 



L a  r e l a t i o n  (3 .2 .5)  devient  a l o r s  : 

(3 .3 .3)  E2(V1(xo), V2(xO)) = O 

S i  maintenant (H2) n ' e s t  pas  v é r i f i é e  non p lus ,  e t  s i  on peut  montrer qu ' a lo r s  

3  
( S i  A e t  l e s  éléments propres  sont  de c l a s s e  C ) 

e t  l a  r e l a t i o n  (3 .3 .1)  devient  a l o r s  : 

(3.3.4) E3(V1(xo) V2(xo)) = 0. 

De manière p l u s  s i  on suppose que A e t  l e s  éléments propres  son t  

de c l a s s e  cqtl, e t  que, pour k  = 1, 2 ,  . .., q ,  on a  : 

A ( ~ ) ( x  1 O ) = E (V ( x  1, Vl(xo)) = A : ~ ) ( X ~ )  = Ek(V2(xo) , V2(xo)) 
k l o  

On pose 

q t l - k )  
)<B: (xo)v,Vh(x0)> 

E  ( U , V ) = < A ( ~ ~ ~ ' ( X  )u,v>+ f ck [, 
q+l  O k = l  qtl h23 A,(X~)-A,(X~) 1 

Pour conserver l ' a n a l o g i e  avec l e s  cas  de (Hl), (H2) , (HQ), en  d i f f é r e n c i a n t  

l ' é q u a t i o n  (2.3.1)  à l ' o r d r e  ( q t l )  e t  p a r  produi t  s c a l a i r e  avec V2(x), on va 

o b t e n i r  l a  r e l a t i o n  su ivante ,  en x  : 
O 

k  ( q t l - k )  
( 3 ' 3 . 6 )  < A ( ~ ~ ~ ) ( ~ ~ ) v ~ ( X ~ )  ,v2(x0)>t  f Cq+l<B1 

k = l  

Nous a l l o n s  donc essayer  de prouver que l a  r e l a t i o n  (3.3.6)  s e  met sous l a  

forme : 



Plus précisément, nous allons démontrer le résultat suivant.: 

4 4  de p u ,  on a,  powr i r k r q, les  phop&léR:éd ~uivanteb : 
O 

(avec l~ conv&n que 1 C 1 = 0) 
k=l 

Alou te6 pt~opdiitéb a ) ,  b )  , C )  , d )  hont encohe v k e b  powr l'inckce k = q+i. 

Démonstration : 

1) A et les éléments propres étant cqfl, on a (cf. (3.3.6)) : 

(k) relation q u i  peut s'écrire, en décomposant V (x0) sur la base (Vl(xo), . . ,,VN(x0)) 1 



( k )  S i  maintenant nous remplaçons <V ( x  ),V ( x  )>  dans c e t t e  r e l a t i o n  pa r  son 
1 O h o  

express ion  dans l 'hypothèse  c ) ,  il v i e n t  : 

On reconnaî t  dans l a  première l i g n e  de c e t t e  r e l a t i o n  l a  q u a n t i t é  

E (V1(xo), V2(xo)) .  
q + l  

( i l  Calculons l e  c o e f f i c i e n t  de ( V  (xo) ,  V ( X  1) pour i = 1, 2, ..., q dans c e t t e  
1 1 O 

r e l a t i o n .  

* pour i q,  ce c o e f f i c i e n t  e s t  : C ~ + ~ ~ B ' ~ ( X ~ ) V ~ ( X ~ ) , V ~ ( ~ ~ ) ~ = C ~  F (V1(Xo)yV2(~o))  
q t l  1 

* pour i = 1 à q-1, ce  c o e f f i c i e n t  s ' é c r i t  : 

F (V1(x0) >Vh(xo) k - i  k - i  
Ck Al(xo)-Ah(xo) 1 

e t  en posant 1 k- i  



( car 

Si on calcule le coefficient de <V(~)(X , V (x ) dans (3.3.8), un calcul . 
1 0  2 0  

i similaire nous donnerait C CF (V (X ),V2(x0))~, pour i = 1 à q. q+l q+l-i 2 O 

mais pour i = 1 à q, on a : 

Et finalement, on peut réécrire (3.3.8) sous la forme . 

(3.3.9) 

d'après b) et d) 

i=l 

i + c ~ + ~ F ~ + ~ - ~ ( v ~ ( x ~ )  ,v2(xo) )<vii)(x0) ,v2(xo)> = O 
1= 1 

, 

et finalement (3.3.9) se ramène à 

Fq+l-i(V1(xo) ,V2(xO) ) = Eq+l-i (V~(X~),V~(X~)) = O d'après a) 

et 

Fq+1-i(V2(xo) .V2(x0) = Eq+l-i (V2(x0) ,V2(xo) O 

E (V1(xo),V2(xo)) = O 
q+l 

ce qui prouve le point a) pour l'indice q+l. 



(q+l)(Xo).  2 )  Pour prouver b ) ,  ca lcu lons  A l  

Pour c e l a ,  on d i f f é r e n t i e  (2 .3 .1)  à l ' o r d r e  q + l  ; a l o r s  a p r è s  p rodu i t  s c a l a i r e  

p a r  Vl(x), on a ,  en x  : 
O 

En f a i s a n t  exactement l e s  mêmes c a l c u l s  que pour l e  p o i n t  a )  on o b t i e n t ,  

de manière analogue : 

E t  donc, avec l e s  a )  d )  e t  e ) ,  on a  

On a u r a i t  pu,  de manière absolument i den t ique ,  i n t r o d u i r e  des express ions  

E f k ( u ,  V)  e t  F lk (u ,  Y )  en p r i v i l é g i a n t  c e t t e  f o i s  V 2  ( x )  ( c ' e s t  à d i r e ,  en u t i l i -  

s a n t  l ' é q u a t i o n  B ~ ( X ) V ~ ( X )  O). On a u r a i t  a l o r s  l e s  d é f i n i t i o n s  su ivan te s  : 

E ' l ( ~ , ~ ) = < A ' ( ~  O )u,v>=E 1 (u ,v )  

F '  (u ,v)=<A' (x  )u,v>-A' ( X  )<u,v>=<A'(x )u,v>-A' ( X  )<u ,v I=F~(u ,v )  
1 O 2  O O 1 O 

a i o r s ,  s i ,  pour j k ,  F'  . ( u , v )  = F . (u ,v )  e t  A i j ) ( x  ) h:j)(xo) 
1 1 O 

e t  donc E t  k t l ( u ~ v )  = Ektl(u,v) puisque F .  (u ,v)=F! (u,v)  ,B ( k t l - j )  ( X  )=B ( k + l - j  ) ( x  ) 
3 1 2 O 1 O '  

A1(xo) = X2(xo) ; ic i ,  E ' q + l ( ~ y ~ )  = E (k )  
q + l  ( u , v ) ,  puisque 1 = A 2  (xo)  pour 

k  q e t ,  comme pour (3 .3 .12) ,  on a u r a i t  eu  : q t l x  2  E t  ( V 2 ( x o ) y ~ 2 ( ~ O ) )  ; 
O q t l  

a l o r s  : 

(3 .3 .13)  ~ ( ~ ~ ~ ) ( x ~ )  2  = E q + l  (V2(xO), V2(xO)) 



3 )  La preuve de d)  s e  f a i t  de l a  manière su ivan te  : 

mais pour k 5 q ,  F ~ ( U , V  ( x  1) = F (V ( x  ),u) ; il v ien t  donc, en exprimant 
h O k h o  

(en changeant j en k- j  dans l a  deuxième somme). 

Alors ,  en inve r san t  l e s  sommations, on a : 

(k)  
<BI (x0)Vh(xo) >v> 

E q + l  ( U , V ) = ~ A ( ~ + ~ ) ( X ~ ) U , V ~ +  1 [ f C ~ , ~ < B : ~ + ~ - ~ )  
(Xo)Vh(Xo)yu' Al(xo)-Ah(xo) 1 h23 k = l  

( j  1 
q-l(qtl)  ! <BI  (x0)Ve(xo) ,u> 

X 

h23 123 j z l  Al(xo)-A1(xo) 

F (q+l-k ) 
( f ~ - ~ ( V ~ ( X ~ ) , V ~ ( X ~ ) )  < B ~  (xo)Vh(x0) ,v> 

k = j + l  (q+l-k)  ! (k - j )  ! A1(x0)-Ah(xo) ) 1 

où encore, en posant r = qt l -k  e t  s = q t l - j ,  ap rè s  a v o i r  f a i t  a p p a r a î t r e  (q+ l - j ) !  

ce  qu i  peut encore s ' é c r i r e  

= E . (v ,u )  
CF1 

e t  d )  e s t  démontré. 



4) Il nous reste donc à prouver c)  ; en différentiant à l'ordre (qtl) la 

relation (2.3.1) , après produit scalaire par V h (x) , pour h 2 3 ) ,  on a, en x O 

(car A ( x ~ ) V ~ ( X ~ ) = ~ ( ~ ~ ) V ~ ( ~ ~ ) )  

O 1 h O 
k=o 

(k) En décomposant V 1 (x0), compte-tenu que Al(xo) # Ah(x0), on a : 

1 (qtl-k 
t hl(~o)-~h(xo)'k=l Eck qtl (<BI 

t<B 1 o h 0  

d'où, d'après c) pour k q : 

Dans le premier crochet, on reconnaît E (V~(X~),V~(X~))=F (v~(x~),v,(x~)) 
q+l q+l 

puisque Vi(x,) 1 V (X 1. h O 

Par un calcul identique à celui effectué en l), on montre facilement que, dans 

le reste de l'expression, les coefficients de <v(~)(x 1 O ) ,V 1 0  (x )>  et <vii!x0) ,v2(x0)>, 



i pour i = 1 à q sont respectivement C CF 
qtl q+l-i (V1(xo) ,Vh(x0))I et 

i 
CF Cq+i qti-i (v2(x0) , vh(x0) 11. 

En reportant dans (3.3.141, on obtient bien c) pour if indice q+l, et 

la proposition est démontrée. 

Les propriétés de la proposition (3.1) étant vraies pour k = 1, tant que 

(k) X(k)(xo) = A2 (x0), le point a) est donc vrai pour l'indice ktl. 
1 

Finalement la condition E (Vl(xo),V2(xo)) = O est une condition que doivent 
q+l 

nécessairement vérifier V (x ) et V2(x si X (x) et X (x) ont leurs q premières 1 O O 1 2 

dérivées confondues en xo. 

b) Formulation des (Y,) , k 2 1 
R 

Si maintenant on ne suppose plus rien quant à l'existence de "fonctions 

éléments propres1' au moins continues, il reste toujours possible de construire 

N 
les expressions E (u,v), pour u et v dansïR ; on pose encore : k 

E (u, V) = <A1(x0) U, V) 
1 

Soit (ul, u ) une base orthonormée de M . On a vu (chapitre 2) que (Hl) n'est 2 O 

pas vérifiée si et seulement si E (u 1, u2) = E (U u ) - E1(u2, u2) = 0. 1 1' 1 

On pose alors F (u, v) = El(u, v) - E (u u <u,v> et 1 1 1' 1 

1y u2, v3, ..., v ) base orthonormée de vecteurs propres de A(x ) où N O 

pour h 2 3, est associé à une valeur propre X simple 
h 

* B 1  (X ) = A1(xo) - E1(ul, ul)IN 
1 O 

et la condition (4) : - 
2 * A de classe C dans un voisinage U de x 

O 

* (Hl) n'est pas vérifiée 

L,* il existe une unique base orthonormée (v v ) de M telle que 
1' 2 O 



Remarque : E (u,v) est une forme bilinéaire symétrique : 
2 

- bilinéaire : trivial de par son expression ---------- 

- symétrique - ----- -- : il suffit de remarquer que dans la démonstration du d )  de la 

proposition 3.1, on n'a pas utilisé le fait que les éléments 

propres étaient cqtl, mais simplement un travail sur les indices 

de sommation. On peut donc prouver la même ohoçe avec la nouvelle 

expression de E2(u, v). 

On cherche donc à quelle condition (H2) est vérifiée. Pour cela, on procède 

comme pour (Hl) : 

Si (ul, u ) est une base orhtononée de M fixée. (v, w) est une autre base 2 O 

de M avec : 
O 

alors, compte-tenu de la remarque précédente,on a : 

et en recommençant exactement le travail fait en chapitre 2 § 3c., on en déduit 

que (Hz) n'est pas vérifiée dans le seul cas où 

E (u u ) = E (u ,u ) - E2(u2,u2) = O 2 1' 2 2 1 1  

Dans ce cas, on pose F2(u,v) = E (u,v) - E (u u ) <u,v> 2 2 1' 1 

et on définit E3(u,v) 

Plus généralement, on a : 

et la condition (H s'énonce comme suit : 
9 



E (u ,v )  é t a n t  tou jours  une forme b i l i n é a i r e  symétrique, l a  remarque f a i t e  pour  
9 

(H2) t i e n t  t ou jou r s  ; (Hq) s e r a  v é r i f i é e  s i  e t  seulement s i  E (u1,u2) # O ou 
9 

E ( u  ,u # E ( u  u ) ; de p l u s ,  on pourra  c o n s t r u i r e  l a  base ( v  v ) comme 
q l l  q  2' 2  1' 2 

en c h a p i t r e  2 ,  $ 3 , ~ .  

r*  A de c l a s s e  cq dans U 

S i  t e l  n ' e s t  pas  l e  ca s ,  comme précédemment, on pose : 

(%) 

On conskru i t  a l o r s  E comme en  (3.3.16) e t  l ' o n  peut  formuler (H 
q + l  p+ l ) '  

* l e s  condi t ion  (Hk), pour k I q-1, ne sont  pas  v é r i f i é e s .  

(autrement d i t ,  pour k I q - 1 ,  E k ( u  1 ' 1  u )-E k ( u  2 ' 2  u )  = Ek(u1,u2) = O 

* il e x i s t e  une unique base  (vl ,  v2)  orthonormée de M t e l l e  que 
O 

Remarque importante : 

Contrairement aux no ta t ions  du début de ce paragraphe, B ( ~ ) ( X ~ )  n ' e s t  plus l a  q-ième 
1 

dé r ivée  de B (x) en xo, mais simplement l a  mat r ice  A ( ~ ) ( X ~ )  
1 - Eq(ul,ul)IN 

(on ne s a i t  pas  a  p r i o r i  que E ( u  ,ul)  = A ( ~ ) ( X ~ ) )  
9  1 1 

L E 9 (vly v2)  = 0 



4 - EXI STENCE D E  FONCTIONS CONTINUES REPR~SENTANT LES ELÉMENTS PROPRES 

Dans ce  paragraphe, nous aurons pour bu t  de prouver que l a  propos i t ion  2 .1  

du c h a p i t r e  2,  v r a i e  pour ( H l ) ,  e s t  encore v é r i f i é e  pour l a  condi t ion  ( , pour 
, . %) 

t o u t  p 2 2 .  La démonstration, quoique dans l e  même e s p r i t ,  e s t  beaucoup p l u s  

d é l i c a t e .  Ce l l e - c i  s e r a  scindée en deux p a r t i e s  assez  techniques don* découlera  

immédiatement l e  r é s u l t a t  escompté. 

Le lemme su ivant  nous r e n f o r c e r a  dans l ' i d é e  q u ' i l  y a i d e n t i t é  e n t r e  

l e s  dé r ivées  success ives  des va l eu r s  propres  e t  l e s  expressions E (v  v ) k 1, 1 

L m e  3 . 2  

SoLt {xn, n E IN} une 6&e de &Lte xo, i&e que Y n E ET, x # xo n 
et t&e 

qu'on aLt une a d e  {vn, n r N} de v e o t ~  poppd n o m a  de A ( x ~ ) ,  convmgente, 

de L h L t e  v1 M ~ .  
O 

A l o u ,  pom q 2 O, on a, en convenant que 1 C 1 = 0 : 

Démonstration : 

E l l e  s e  f a i t  par  récur rence  s u r  q. 

( i l  Ce t t e  p r o p r i é t é  e s t  v r a i e  pour q = O ------ -- ---------------- ---- ---- 

n n 
On a <(A(x ) -A(X ) ) v  ,vl> = ( 1 9 1  ) <v ,v > n O O 1 

n 
a l o r s  s i  on d i v i s e  pa r  %-x puisque <v ,vl> a pour l i m i t e  1 e t  que A e s t  C 

1 
O 

1"- ho ( A ( X ~ > - A ( X ~ )  1 
l i m  - = l i m C <  v , v > x  ] = c A 1 ( x ) v , v ) = E ( v  v )  x -x x -x 1 n 0 1 1  1 1' 1 n- n O n- n O <v ,vl> 



( i i )  on suppose a l o r s  c e t t e  p r o p r i é t é  v r a i e  pour k  S ----- ---------------- -- ------------ -----,--9 

S o i t  v2 r  M t e l  que (v l ,  v ) forme une base orthonormée de M . 
O 2  O 

So ien t  v3, ..., v l e s  vec t eu r s  propres  normés de A(x ) as soc i é s  aux v a l e u r s  
N O 

p rop re s  simples. ( v l ,  v2 ,  . . . , vN) e s t  a l o r s  une base orthonormée de IRN e t  on 

peut  é c r i r e  

n  n  n  vn=anv +a v t 1 a v avec l i m  2 - 6  e t  an=<v ,v > ,hrP 
1 1  2 2  

h23 h h  n- 
h  l h  h  h  N 

on a  a l o r s ,  en posant : 

k 
n 1 n (Xn-Xo) Ek(vl,vl) ( d ' ap rè s  ( i ) )  

X = - n <(A(xn)-A(xo))v ,vl> - k! 
a. k= 1 

k 
n 1 'xnklo' n  en posant u = - < ( A ( x n ) - ~ ( x 0 ) -  A ( ~ ) ( ~ ~ ) V  ,v  > avec 

n k = l  
1 

a, 
I 

n 
u 

l i m  = < A  ( q + l l  ( X  )vl,vl> e t  en f a i s a n t  a p p a r a î t r e  l e s  q u a n t i t é s  
q + l  O n-+.. ( x  -x ) 

n O 

n  
E ( v  ,v1) dont l e  premier terme e s t  < A ( ~ ) ( X ~ )  vn,vl, ,  on a ,  en v e r t u  de l a  

k  

symét r ie  de E . 
k '  k  

( x  -x 
k  

( x - x )  k-1 .F.(vl ,vh)  (k-j  n  n 1 j  n  O *  
(3.4.1)X =u +- n k! k  

[ C ( ~ C ~ ~  k A -Ah <B1 
a, k = l  a, k=2 h23 j = l  O 

n  
que 1' on peut encore é c r i r e ,  en décomposant v  dans E (vn,  vl)  , e t  en remarquant 

k  

que pour h 2 3, puisque v e t  v  sont  orthogonaux, F . ( v  ,v  ) = E.(vl ,  vh) : 
1 h 3 1 h  1 



a l o r s ,  en i nve r san t  l e s  sommations s u r  k e t  j dans l e  d e r n i e r  terme e t  en 

( r sépa ran t  B ( ~ ) ( x  ) en A (x0)  - Er(vl,vl) y on o b t i e n t  : 
1 O 

k k 
n n 

xn=u t- 
n k! 

E k ( v  2' v 1 b- an 
k! E ( V  > V  1) ah 

a k = l  h13 k = l  k h l  
1 1 

k- j 
)' E.(vlyvh) 

n O 
( x  -x0) ,A(k-j n 

n ( n(k - j ) !  ( x 0 h  .vh>) l  
a, h23 j=l O k = j t l  

k - j  
1 q-l(xn-xO)' n + n  L [  1 j! 
a, h13 j=l O 

J. 

h n < ( A ( X ~ ) - A ( X ~ )  )vn,v > 
mais a =<v , v  >= h 

n h Xn-Xh 

X -1" 
O a l o r s y e n  posant  r = k - j ,  e t  en f a i s a n t  a p p a r a î t r e  - 1 1 _ - - .  

n 
( A ~ - A ~ ) ~ A ~ - A ~ )  A -lh Xo-Ah 

Alors ,  en regroupant  correctement  l e s  termes,  il v i e n t  



E . ( V  v ) q-j (xn-xoIr 

n 
' " (<(A(xn)-A(xo)- 1 A(*)x )vn,vh>)1 

r! a h23 j = l  Ao-Xh O 1 r=l 

j q-1 (xn-xo) E.(vl ,vh)  q- j  (xn-x l r  
O n - X o -  1 O n n X -Ah r! E , ( V ~ . V ~ ) I  ah a h23 j = l  

1 O r= 1 

S i  maintenant on suppose que A e s t  cqfl e t  que (Hl 1, . . . y (Ha ne sont  pas  - 
v é r i f i é e s ,  on sait  que Ek(v, w )  = O pour t o u t e  base orthonormée (v ,  w) de M 

O y 

e t  pour  k 5 q ( c f  paragraphe précédent ) .  

n Mais puisque l a  p rop r i é t é  à démontrer e s t  v r a i e  pour k 5 q ,  on a ,  comme a + O : 
h 

(q+l - j  ) 
(xo)vl>vh> 

( q t l - j )  ! 1 
h23 j = l  O 

q.e.d. 

Le lemme 3.2 va nous permettre  de démontrer l a  p ropos i t i on  su ivante  : 

PkopoaLtion 3 . 3  : 

Avec l e s  mhes hypothèded que celles du lemme 3 . 2 ,  d i  v2 dome, avec vl, une 

base ohthonornée de M ~ ,  a i  A es.t de oeadde cqfl et d i  ( H ~ ) ,  .... ( H ~ )  ne dont 



Démonstration : 

Par récurrence sur q. 

Comme pour le lemme 3.2, on pose 

n n n 
v = a v  +olv + 1 1  

1 ahvh avec lim an - 
h23 n- h - %h 

n n n 
Considérons le vecteur w = a1v2 - a2v1 (cf proposition 2.1) 

Soit alors Tn la quantité suivante : 
9 

k Fk(w n ,vh) q-k (x -x 1 j 

' 1  n <(A(x~)-A(x~)- 1 
O 

k=l h23 X -Ah j=l 

n n Puisque lim v vl et lirn w v2, comme A est de classe c~", on a 
n - t ~  n-00 

E +1(~1'~2) 
iim T" = 

(q+l)! 
(car vl et v2 sont orthogonaux) 

rr+v 

n 
Nous allons rechercher une autre expression de la quantité T . Four cela 

9 

(x -X 
nous allons poser T" = f n O a et calculer les coefficients ar : 

q r=o r! r 

* calcul ----------- de a. : a. = <(A(X~)-A(~~))V~,W~> 

n n n 
mais comme F (w , 1 Vh) = <A'(X~)W ,vh> (car w 1 vh) 



* ----------- calcul de ar-pmr-2-f-r-f-9 
n 

n n n <(A(xn)-A(x0) )v ,vh> a = - < A  
r (r)(xo)v ,w > + h23 1 Fr(w ivh) n X -Ah n r- 1 Fk(w ,vh) 

- 1 c:[E eA(r-k) 
n 

(x0)v .vh>1 
k=l h23 A -1, 

n n alors, en faisant apparaître E (v ,w ) : 
r 

n 
r- 1 k Fk(w ,vh) a r = - E ~ ( V ~ , W ~ )  + cr c 1 CB1 (r-k) (x )vh,vn>1 
k=l h23 'o-lh O 

r- 1 n n n 
+ 1 ah F~(W .vh) - 1 C: c 1 Fk(w ,vh) <A( r-k) n 
h23 k=l h23 n (x0)v ,vh>1 

h -1, 
n I I  

<(A(xn)-A(x O )IV ,vh> 
(car ah = 1 

Xn- A 
h 
n n n mais, pour h 2 3, Fk(w ,vh) = Ek(w ,V car w 1 vh. 

h 
n en décomposant v on a donc, puisque E_ est symétrique : 

J. n r- 1 n E (w .vh) 
ar = -(al~r(vl,wn)+an~ (V ,wn)) - 1 ct [ k 

2 r  2 a E (v v )1 
k=l h23 Ao-'h h r-k 1' 1 

(en décomposant B (r-k) ( x ) = A  (r-k) 1 v )I 1 
9 (x~)-E~-~(v~' 1 N 

alors, en regroupant les deux derniers termes, il vient : 

n Et finalement Tn s'écrit : 

r n ( r-k n ( x - x )  r-1 
n O > 1 

r=2 Xo-Xh 



Ce q u i  peut  encore s ' é c r i r e ,  en inversant  l e s  sommations s u r  r . e t  k ,  e t  e n  

posant  j = r-k 

cln 
k 

q-k ( X  -X 1 j  
n O 

E ~ ( ~ ~ ~ ~ ~ )  ( 1 j! E . ( V ~ , V ~ ) ) I  
j  =l l 

n On peut  maintenant a j o u t e r  e t  r e t r a n c h e r  à Tn l a  q u a n t i t é  : 

n mais < ( A ( X ~ ) - A ( X ~ ) ) V ~ , W " >  = A A O )<vn,wn> = O 

D 'au t re  p a r t ,  (Hl),  ..., (Hq) ne son t  pas v é r i f i é e s .   après l e  paragraphe 

précédent ,  on a donc, pour r I q ,  Er(vl, v2)  = Er(vl, vl)  - Er(v2, v2 )  = 0 ,  

(v l ,  v 2 )  formant une base orthonormée de M . 
O 

Alors on a ,  en v e r t u  de l a  symétr ie  des formes l i n é a i r e s  E 
k 

= O pour r = 1, 2, ..., 9 



Les deux premiers termes de l'expression (3.4.8) de T~ sont donc nuls. 
9 

Comme A est de classe cq+l et que, de ce fait, les hypothèses du lemme 3.2 sont 

vérifiées, il résulte de l'expression (3.4.8) que : 

iim T~ = O (puisque An-ho -+ O et an -+ O pour h 2 3) 
n++m 9 h 

autrement dit, en vertu de (3.4.6) 

Supposons maintenant que la condition (H ) soit vérifiée (p  2 2) 
P 

c'est à dire : 

i 
* A est de classe cP dans un voisinage U de x 

O 

* les conditions (Hl), ..., (i$-l) ne sont pas vérifiées 

* il existe une unique base orthonormée (v v2) de M telle que 1 ' O 

E (vl, v2) = 0 
P 

Si v3, ..., v sont les vecteurs propres normés de A(xo), associés aux valeurs N 

propres A ..., AN supposées simples , on note, comme pour la proposition 2.1, 3 ' 
Fo l'ensemble 

F = {V rv ,V ,-v2 ,v3 ,-v3, . . . , vN,-vN} 1 1 2  

On peut alors énoncer la proposition suivante : 

P h o p o s ~ o n  3 . 4  : 

Soit {x,, n c IN} une siu*e de LhLte x t&e que u n r i ( ,  xn f xo. 
O 

Soit {vn, n 6 NI une sui te  OC vn e d X  un v e o t m  phophe nome de ~(x"). 

A l o u ,  s i  ( H ~ )  e6Z vehidiee, .tOLLt point  dlacCUrnlLeiLtiOn de  de {vn, n c 11 

U R :  un élément de F . 
O 



Démonstration : 

Identique à celle de la proposition (2.1). 

* 'L* 
Si v est un tel point d'accumulation (il y en a toujours) et si v forme avec 

* 
v une base orthonormée de M la proposition (3.3) nous dit qu'alors 

0 

* 
Alors, forcément, v r {v1,-v1,v2,-v2}, donc à Fo 

Finalement, on a le résultat suivant : 

Théotrème 4 : 

Si (H~) ut vehio i te ,  il e M t e  N 6oncCiov-u Vl(x), . . . , VN(x), C O ~ X ~ U . L U  U, 

damant, poun x de u ,  une base o&.onowée   de^^ cotnpoaEe de vectem-6 

phOpU de A(X) et t&e que 

Démonstration : 

En tout point identique à celle du théorème 2, cette démonstration ne reposant 

que sur la proposition 3.4. 



DIFFERENTIABILITE, SOUS LA CONDITION (HG, 
DES FONCTIONS REPRESENTANT LES ELEMENTS PROPRES 



Nous supposerons, dans tout ce chapitre, que, pour un certain indice p, 

la condition (HP) est vérifiée. Nous pourrons alors, moyennant certaines 

conditions suffisantes sur A ,  prouver la différentiabilité en x des fonctions 
O 

Ai(x) et Vi(x), pour i dans P , jusqu'à un certain ordre. Malheureusement, les N 

choses ne se passent pas aussi bien pour le cas général que pour celui de (H ) .  1 

Néanmoins, à la base de la plupart des résultats se retrouvent les idées et les 

techniques déjà utilisées pour (Hl) ; en particulier, nous essayerons toujours 

de faire intervenir les développements de Taylor des fonctions à dériver (ou 

plutôt ce que nous appellerons des "développements de type Taylor", comme nous 

le verrons au paragraphe suivant). 



2 - DÉFI NITIONS PRÉALABLES E T  AVERTISSEMENT 

a )  Développement de type  Taylor 

m 
S o i t  f une fonc t ion  d é f i n i e  s u r  IR, à va leu r s  dans 1R , m 2 1 

Dé&lniXLon : 

On diha que f  admet un dévetoppement de t y p e  T t u j b h  (DTT) L'otLdrLe q en un 

point x0 d e n  si ie ex.&& q t l  v e c t m  
fo,  

de IRm X*ees que : 
q-l(x-x ) k 

O 

k=o k=o fk 
1 i m  = - f (<=> l i m  = O )  
Xtx (x-x 9 91 9 *X (x-x 9 

O O O O 

Quelques remarques : ---- --------- --- 

i )  S i  f  admet un DTT à l ' o r d r e  q en x c e l u i - c i  e s t  bien évidemment unique. 
0 ' 

ii) S i  f  e s t  de c l a s s e  cq en x e l l e  y admet un DTT à l ' o r d r e  q q u i  co ïnc ide  
0 y 

a l o r s  avec son v é r i t a b l e  développement de Taylor  en ce  poin t  : 

(x-x 
k 

DTT ( f ) ( x o )  = f k! 
O 

9 k=o 

iii) S i  f admet en x un DTT à l ' o r d r e  q ,  e l l e  y admet de manière t r i v i a l e  un 
O 

DTT à t o u t  o rd re  r i n f é r i e u r  ou é g a l  à q : en e f f e t  

b )  Avertissement 

Pour démontrer l a  d i f f é r e n t i a b i l i t é  des  fonc t ions  r ep ré sen tan t  l e s  

éléments propres  à un o rd re  donné, nous prouverons au p réa l ab le  que c e l l e s - c i  



admettent des DTT à t o u t  o rd re ,  s i  t a n t  est que l a  mat r ice  A s o i t  suffisamment 

dér ivable .  C ' é t a i t  d ' a i l l e u r s  l a  technique u t i l i s é e  dans l e  ca s  de (Hl) C191. 

Mais dans ce cas  p r é c i s ,  nous avions pu é t a b l i r  que l a  fonc t ion  V1 é t a i t  de 
(x-x k 

O v?)(xo) V,(x)- i! k! 
c l a s s e  cqtl s i  l e  rappor t  k=o a v a i t  une l i m i t e ,  

( x-x0 q + l  

autrement d i t ,  s i  V1 admet ta i t  un DTT au  même ordre  q + l .  Nous av ions  donc a i n s i  

une condit ion n6cessaire et suffisante pour que VI  s o i t  de c l a s s e  cq+' ( c a r  

s i  V1 e s t  de c l a s s e  C '+' , l e  rappor t  c i -dessus a  b ien  s û r  une l i m i t e ) .  

Dans l e  c a s  généra l ,  en revanche, nous prouverons que l a  fonc t ion  V e s t  
1 

de c l a s s e  cqtl s i  e l l e  admet un DTT à un o rd re  s t r i c t emen t  supé r i eu r  à q t l .  

Nous n'aurons donc qu'une condi t ion  suffZsante pour que V1 s o i t  de c l a s s e  C q+l .  

Un t e l  r é s u l t a t  n ' e s t  pour tan t  p a s  absurde, c a r  une fonc t ion  de c l a s s e  

9 C au maximum peu t  t r è s  bien admettre un DTT à un o rd re  beaucoup p lus  grand que q ,  

comme l e  montre l 'exemple su ivan t  : 

Considérons l e s  fonc t ions  f e t  g d é f i n i e s  par  : 
9 9 

( f q ( t )  = t 
2q+l  1 

s i n  - s i  t # O 
t 

2 q t 1  1 
c o s -  s i  t # O 

t 

On montre faci lement  (pa r  récur rence)  que ces  fonc t ions  sont  de  c l a s s e  C' au 

maximum en O .  

En e f f e t ,  f 1  ( t ) = ( 2 q + 3 ) t  2(q+lIsin - t2q+1 
1 

cos e t  g i t l ( t ) = ( 2 q + 3 ) t  
1 2(q+ l )  cos - 

q+l  t t 
1 O 

t t 2q+1 s i n  - ; a l o r s ,  comme f o  e t  go s o n t  simplement C , par  récur rence ,  l e s  
t 

fonc t ions  f  e t  g sont  de c l a s s e  c q + l ( a u  p l u s ) .  
9 9 f ( t )  

Cependant, f  admet un DTT à l ' o r d r e  2q puisque a une l i m i t e  n u l l e  en x 
9 t 2 q  O 

( l e s  c o e f f i c i e n t s  de ce DTT é t a n t  d ' a i l l e u r s  tous  n u l s ) .  

Même r é s u l t a t  pour  g 
9 '  



3 - EXISTENCE DE DTT POUR LES ÉLÉMENTS PROPRES 

Maintenant que nous disposons de fonc t ions  cont inues  h.  ( x )  e t  V .  ( x ) ,  pour 
1 1 

i dans P nous pouvons énoncer l e  lemme s u i v a n t ,  ( H ,  ) é t a n t  v é r i f i é e  : 
N y F 

Lemme 4 . 7  : 

La d o n d o n  hl admet un VIT à llon&e p  en x  : 
O 

Al,k = Ek(V1(xo) V1(xo)) POM k = 1, 2,  . . . , P 

avec j 
A = A1(xo) 

190 

Démonstration : 

En éc r ivan t  V ( x )  = a (x)V (x )+a2(x)v  ( X  )+ ...+ aN(x)vN(x  ) 
1 1 1 0  2  O O 

e t  hl(x)  = <A(x)Vl(x) ,Vl(x)> 

l e  preuve e s t  t o u t  à f a i t  i den t ique  à c e l l e  du lemme 3.2 du c h a p i t r e  3 ,  puisque 

(Hp) é t a n t  v é r i f i é e ,  (Hp-1) ne l ' e s t  pas : il s u f f i t  de remplacer vn p a r  

n  
v l ( x ) ,  A p a r  A1(x) , v1 p a r  vl(xo) , ho par  h  ( X  1, xn p a r  x ,  e t c .  A é t a n t  de 

1 O 

c l a s s e  cP, l e s  mêmes c a l c u l s  conduisent au  r é s u l t a t .  

Les expressions E ( u ,  v ) ,  d é f i n i e s  au c h a p i t r e  3 ,  peuvent a l o r s  ê t r e  k  

r e d é f i n i e s  de l a  manière su ivan te ,  pour u  e t  v  dans R ~ ,  k k 1 : 

e t  de manière généra le ,  s i  X admet un DTT 2 l ' o r d r e  g ----- en xo-sous l a  forme : 

( x-x0 
k  

DTT (A ) (x0)  = f k!  9 1 k=o ,k 

(avec éventuellement q 2 p )  

en posant pour k 5 q : 



Remarque : 

Compte t enu  du lemme 4 .1 ,  c e t t e  nouvel le  d é f i n i t i o n  co ïnc ide  avec c e l l e  du 

c h a p i t r e  3 pour q  5 p-1. 

Avec c e t t e  nouvel le  d é f i n i t i o n  des  E nous a l l o n s  pouvoir maintenant 
k  ' 

é t a b l i r  l a  p r o p r i é t é  recherchée dans c e  paragrabhe : 

P ~ o p o ~ ~ o n  4 . 2  : 

Si la mathice A ut de c h d e  cPtq dam Le vohuiage u de xo avec q  2 0 let p  

,tee que H 1 es t  vehidiéel,  

p t q  (x-xo) 
k  

DTT (A1)(x0) = k! 
P t9  k=o h l , k  

Et V l  un DTT a 1'0kdAe q  en xo & O U 4  h 6ome 

k  

DTT ( V  ) ( x o )  = V 
9 1 k=o l , k  

De p h ,  les coea6LcLentb de ces DTT peuven;t êRhe abXenu kécwrhence h t ' d e  

des heeartionb ( 4 . 3 . 1 )  à ( 4 . 3 . 4 )  6LUvantes. 

( 4 . 3 1  * A  - = A1(xo) 
1 9 0  

* pour 1 I k  s p t l ,  A = Ek(Vl(xO), V1(xO)) 
1 ,k L 

* hl ,p t2=Ept2(~1(~o)  ,V1(xo) )+(p+2)Ep+l(V1(~o) ,V2(xo) )<V1,1,V2(~O)> 
n  

2  * pour  pt3Sksptq on a  : (pour  p i 1  e t  p t 2  a u s s i ,  avec l a  convention 1 []=O s i  n1>n2) 
k- 1 k=nl 

j =E (V ( X  ) ,V1(xO) )+ 1 C F. (V1(xO) pV1(~O))cVl,k-j ,V1(xO)' 
1 ,  k  1 O j = p t  2  k  1 



k- 1 
* pour 1 I k I q ,  < V  

I 

(4 .3 .2)  

(4.3.3)  ' * < V I  y v ( x  ) >  = <V1(x0) ,V2(x ) >  = O 

l ,O  2 O O 

* pour 1 5 k I q (moyennant l a  convention que f r l = O > :  - 

pour h 2 3, V é t a n t  de c l a s s e  c ~ + ~  : 
h 

1 O 1 O 

v ( x  ) >  = O * 1 1  1 O 

k- 1 
* pour 2 < k I q,  j  ( Ck <'l,j yvl ,k-j  > 

j =l 

Remarques 

( i l  La formule (4.3.3)  d é f i n i t  parfai tement  <V V ( x  )> par  récur rence ,  l , k Y  2 O 

puisque,  (H ) é t a n t  v é r i f i é e ,  on a  
P 

( i i )  Les c o e f f i c i e n t s  des DTT de hl e t  V même s i  c e s  fonc t ions  ne sont  pas 
1 ' 

suffisamment dé r ivab le s ,  v é r i f i e n t  l e s  mêmes p r o p r i é t é s  que l e s  dé r ivées ,  

lo rsqu 'on  suppose l e u r  ex i s t ence  ( c e  qu i  e s t  d ' a i l l e u r s  normal ! ) .  Voir l e s  

r e l a t i o n s  (3.3.9)  e t  (3 .3.11) .  



Démonstration de l a  p ropos i t i on  4.2 : p a r  récur rence  s u r  q 

a )  E l l e  e s t  v r a i e  pour g-=-o _-----___-__--- ---- 

En e f f e t ,  pour q = O ,  A e s t  de c l a s s e  cP e t  V1 e s t  cont inue.  V 1 a donc un 

- v ( x  1. DTT à l ' o r d r e  O en xo e t  i-o- 

D'aut re  p a r t ,  d ' a p r è s  l e  lemme 4.1, A 1 admet un DTT à l ' o r d r e  p en x O e t  on 

a  b ien  

x = X ( x )  
l , o  1 O 

= E (V ( X  ,V1(x0)) pour 1 5 k 5 p 
A l , k  k 1 O 

On a donc : 

Nous poserons tou jou r s  : 

* Existence d 'un  DTT à l ' o r d r e  p+q+l pour A l  

S o i t  L ( x )  = A1(x) - DTT ( l1)(xO) 
9 9+P k 

q+p (x-xo) 
= x - - 1 k!  

k = l  
I1,k 

En procédant comme pour l e  lemme 3.2 du c h a p i t r e  3 ,  à l a  d i f f é r ence  p r è s  que P O U  

  eut êt re  d i f f e r e n t  de E (V ( x  ) ,V  ( x  ) ) ,  on o b t i e n t  comme r e l a t i o n  ' P Y  Ilyk - k 1 0  1 0  

correspondant à (3.4.4)  : 



k 
q+p ( x-xo ) 

k 
a2(x)q+p(x-xo) 

L (x)=u(x)ta x) 1 k! Ek(V2(xo)~V1(x0))+ 1 k! CEk(v1(xo) ,v1(xo) )-Al ykl 
9 T k =  1 k=l 

1 (x-x O IqtP E q+p (Vh(xO) ,V1(xO)) 
+- 1 (q+p)! 

<(A(x)-A(xo))Vl(x),Vh(xo)~ 
ai(X) h23 Al<x>-Ah<xo> 

E.(v~(x~) .vh(xO)) 
O 

Al(x0)-Ah(xo) 

r 
p+ -j (x-x ) 

(<(A(x)-A(xo)- f r! O A(~)(X~))V~(X) ,vh(xo) )I 
r= 1 

1 ptq-1 (x-x E. (Vl(xo) ,vh(x0)) 
-- 1 ah(x>C 2 O 

j! A1(xo)-Ah(xo al(x) hi3 j=l 

r 
p+q-j (x-xo) 

(A1(x)-A1(xo)- 2 r! X 11 
r=l  l,r 

p+q (x-xo) 
k 

(avec u(x) <(A(x)- 1 k! A(~)(X~) )vl(x) .vl(xo)> x 
k=o 

Mais comme A est de classe C p+q+ly hl(x) a un DTT à l'ordre p+q en x O , par 

hypothèse de récurrence, et L (x) prend la forme suivante 
9 

u' (XI <A(P+~+~)(x )v1(x0) ,V~(X~)> 
O 

avec lim 
x+x (x-x0) 

p+q+l= (p+q+l) ! 
O 



D'autre part, on sait que E (V (x ),V1(xo)) = O pour k i p, et que, d'après le k 2 0 

lemme 4.1, Ek(V1(xO),V1(x0)) = Al,k pour k S p. 

Finalement on a : 

. si q = O, Lo(x) u'(x) et A1(x) admet un DTT à l'ordre p+l avec : 

L0(x) Al(x)-DTT (A1)(x0) Al, +l Ep+l (Vl(xo) ,Vl(xo)) 
lim - lim -Pz 
*x (x-x0) p+1-  r+x 

( x-x0 p+l 
(p+l) ! (p+l) ! 

O O 

(puisque E (Vl(xo) ,Vl(xo) - Al,p+l = 0, d'après (4.3.7)) 
p+l 

a2(x) 'V1(x) ,V2(x0)> V1(x)-V1(x0) - comme - - < x-x x- x x-x , V2(x O )> (puisque v,(xo) 1 V2(xo>> 
O O O 

V1(x)-V (x 
et que, puisque q = 1, par hypothèse < , V2(x )> a pour limite 

X-Xo O 

V l 1  V2(x0)>, x admet un DTT à l'ordre p+2 avec : 

L1(x) E +2(vl(x0),Vl(xo)) E +1 (V 2 (x ,V1(x0)) 
1 im p+2 (p+2)! + p 

(p+2 ! (p+l) ! 
v (x )> 

x-tx (x-x ) Cvl,l> 2 O 
O O 

. si q 2 2 : dans ce cas, V admet un DTT à tout ordre j i q. 1 

Les fonctions a et a2 vérifient la même propriété et on a, pour j i q 1 

( a2,j = V2(xo)> 

Alors, en faisant intervenir dans (4.3.6) les DTT de al et a2 à l'ordre j, 



Calculons l e  c o e f f i c i e n t  de (x-x I r  dans l e  d e r n i e r  c roche t  du second 
O 

membre. S o i t  a r  ce c o e f f i c i e n t  pour  p + l  I r I p+q. 

Comme <V1(x0), V2(x0)' = < Y l y o ,  V2(x )> = O e t  h 
O l , p + l  = E p + l  (V1(xo),V1(x0)) 

il v i e n t ,  en i s o l a n t  l e  terme en CE (Vl(xo), Vl(xo))-h 1 = Fr(V1(xo),V1(x0)) : r 1 P T  

r-l Ek(V2(xo) yV1(xo)) 'Vl,r-ky v 2 ( X  )> ~ r ( v l ( ~ o ~ ~ l ( ~ o ) )  
a =  1 
r k! ( r -k )  ! r! <vly0> v1(x0)> + 

k=p+l  

Alors ,  puisque,  par  hypothèse de récur rence ,  (4 .3 .1)  est v r a i e  pour k  S p+q, 

a  = O pour p + l  S r  I p+q (en  m u l t i p l i a n t  a  p a r  r!, on r e t rouve  (4 .3 .1) ) .  r r 

Finalement,  l e  d e r n i e r  terme de (4.3.9)  e s t  n u l  e t  on a ,  compte-tenu de (4.3.7)  : 

( x )  Ep+q+l(V1(xO)Yvl(xO)) Ptq Ek(V2(xO)>V1(~o)) <VI, + +l-k> 2  
l i m  9- 

v ( x  )> 

x-tx (x-x ) p+q+l (p+q+l )  ! + C 
k=p+l  

k! (p+q+l-k)! 
O O 

p+q Fk(V1(xo)Yvl(xo)) 'VI, + + l - k y  

+ 1 
k =p+ 2 k! (p+q+l-k 

- 
(p+q+l)!  

La ~ r e m i è r e  p a r t i e  de l a  p ropos i t i on  e s t  p a r  conséquent démontrée, e t  l a  formule 

(4 .3 .1 )  e s t  b i en  v é r i f i é e  pour l ' i n d i c e  q + l ,  d ' ap rè s  (4 .3 .7) ,  (4.3.8) e t  (4 .3 .10) .  

I l  s ' a g i t  maintenant de prouver l e  r é s u l t a t  pour  l a  fonc t ion  V 
1' 

Prouver que V1 admet un DTT à l ' o r d r e  q+1, e s t  équiva len t  à prouver que 

les fonc t ions  al, a2,  ..., a en admettent un, puisque N 



Et on au ra  a l o r s  : 

, (V1(xo),...,V ( x  ) )  é t a n t  une base 
N O 

o r thonamée de IR 
N 

* Preuve pour h 2 3 : On suppose donc que a ( x )  admet un DTT à l ' o r d r e  q : 1 

(x-x ) 
k 

OTT ( a l> (xo )  = 7 k! 
O 

< V l Y k y  V ( x  )>. On peut é c r i r e  : 
9 k=o h O 

Lorsque nous d iv isons  c e t t e  é g a l i t é  p a r  (x-x )q+l, puisque V (x )  e s t  
O h 

1 
dér ivable  ( A  é t a n t  de c l a s s e  C au  moins e t  h  2 3), l e  premier terme du membre 

de d r o i t e  aura  une l i m i t e  n u l l e  en x . I l  nous s u f f i t  donc d ' é t u d i e r  c e l l e  de 
O 

<V1(x)-DTT ( V  ) ( x  ) ,Vh(x)> e t  l ' o n  peut é c r i r e  : 
q l  0 

t h ( x )  = <V1(x)-DTT (V )(xo),Vh(x)> = -<DTT ( V  ) ( X ~ ) , V ~ ( X ) ~  ( c a r  vl(x) 1 vh(x) )  
9  1 9 1 

k 
- _ - 1 'xic3' < V l Y k y  Vh(x)> 

k=o 

Mais A e s t  de c l a s s e  C p+q+l ; V admet donc un DTT à t o u t  o rd re  k s q+p+l  
h 

(qu i  e s t  d ' a i l l e u r s  son v é r i t a b l e  développement de Taylor  puisque d ' ap rè s  l e  

c h a p i t r e  1, hh(xo) é t a n t  simple pour h ;I 3 ,  V h e s t  dé r ivab le  jusqu 'à  l ' o r d r e  p t q t l )  



I l  v i e n t  a l o r s  

k 

(4 .3 .13)  t (x )  = - 
h k=o < V l , k y  (Vh(x) - DTT q-k (V h ) (x0 ) )>  

k 
q-k (x-xo) 

j 

k! < V l , k >  j! k=o j =O 

r 
mais l e  c o e f f i c i e n t  de (x-xo) , pour  O S F I q ,  dans l e  deuxième terme du 

membre de d r o i t e ,  no t é  b s ' é c r i t  : 
r 

r 
1 ( x0 1 r 

b = - 1  7 > = - -  
k ( r -k)  

r k=o k .  < V l , k y  ( r -k ) !  r! ( k=o 1 Cr < V l , k ~ V h  (x0))) 

a l o r s  br = O d ' a p r è s  (4 .3 .2) ,  pour  r 5 q.  I l  v i e n t  donc : 

t h ( x )  
Finalement,  

Oh 
a une l i m i t e  no tée  *, puisque V e s t  de c l a s s e  C p+q+ 1 

q + l  ( q + l )  h ( x-x0 

* Preuve pour h = 2 

Considérons l a  q u a n t i t é  S ( x )  s u i v a n t e  : 
9 

Manifestement, puisque A e s t  supposée de c l a s s e  C p+q+l, on a : 



s ( X I  
9 - Ep+qtl 

(vl(xo)  .V2(xo) 
l i m  
r x  (x-x )p+qtl ' ( p t q t l )  ! 

O O 

(Ep+qt  1 
e s t  d é f i n i e  puisque X 

1 

admet un DTT à l ' o r d r e  p+q) 

S i  maintenant on s e  r é f è r e  à l a  formule (3.4.5)  du c h a p i t r e  3, on 

s ' a p e r ç o i t  que S ( x )  ressemble beaucoup à l ' e x p r e s s i o n  que nous avions no tée  
9 

T~ (ou p l u t ô t  à T~ 1. 
9 y 9+P 

On peut  f a i r e  pour S ( x )  l a  même t ransformat ion  que c e l l e  e f f e c t u é e  avec 
9 

n n n T en remplaçant v  p a r  Vl(x),  w p a r  V2(xo), vh p a r  V ( x  1 pour h  r PN, 
9 1 h O 

x  p a r  x ,  E . (v l ,  v l )  p a r  A l , j y  n  1 
n 

An p a r  A1(x), Ah p a r  A ( X  1, Xo p a r  Al(xo), ah pa r  a h ( x ) ,  h  PN h O 

On o b t i e n t  a l o r s  l a  formule (4.3.16) (correspondant  à (3 .4 .8) )  : 

ppppp - 

Les deux d e r n i e r s  termes du membre de d r o i t e ,  d i v i s é s  p a r  (x-xo) p+qtl , auront  

une l i m i t e  n u l l e  en x puisque A e s t  de c l a s s e  C ptq+l e t  que A; admet un DTT 
O 

à l ' o r d r e  q t p  ( c a r  l ' o r d r e  a t t e i n t  au  maximum e s t  ptq-1) .  



On peut  donc é c r i r e ,  puisque ~(A(x)-A(xo)Vl(x),V2~~o)~=~Al(x)-Al(xo))a2~x) 

R ( x )  
avec l i m  9 = O 

x (x-x0) p+q+l 
O 

Al(x)-DTT + (A1)(xo) 
Mais on a  montré que a v a i t  une l i m i t e  en x . Nous pouvons 

p+q+l O (x-x ) 
O 

f a i r e  a p p a r a î t r e  DTT (A ) (x ) dans (4 .3 .17) ,  puisque A A1(xo), pour 
P+q 1 0 l , o  

o b t e n i r ,  en regroupant  l e s  termes en a 2 ( x )  : 

(4 .3 .18)  S ( x )  = R ( x )  + (A1(x) - DTT (A1)(xo)).a2(x) 9  9  P+9 

Mais puisque (H e s t  v é r i f i é e  on s a i t  que (cf Chap. 3  $2)  : 
P 

. pour 1 < r p ,  Er(Vl(xo),V2(x0)) O 

Alors  (4.3.18 d e v i e n t ,  puisque Er(V2(x O ) , v ~ ( x ~ ) ) - A ~ , ~ = F ~ ( v ~ ( x ~ ) , v ~ ( x ~ ) )  : 

S ( x )  ' Rq(x) + (Al(x) - DTT (A ) ( x o ) ) a 2 ( x )  
9 P+9 1 

(Er(V1(xo) .V2(xo) ) a l (x )  
r = p + l  

(F r (V2(xo) ,V2(x0) )a2(x) )  
r = p  

Par  hypothèse de r écu r r ence ,  al e t  a2 admettent  des  DTT à t o u t  o r d r e  j S q ,  que 

l ' o n  peut i n t r o d u i r e  dans (4.3.19)  : 



(Compte-tenu de (4.3.11) et du fait que <V 130 , V2(xo)> 0)  

Si maintenant on calcule le coefficient c k de (x-x O )k dans les deux dernières 

sommes de (4.3.20), pour p+l I k 5 p+q, il vient : 

(puisque <V 190 , V1(xo)> = <V1(~o)yVl(~o)~ = 1) 

et par conséquent, c k = O, en vertu de (4.3.3), pour ptl S k S ptq.(4.3.20) 

peut donc s'écrire, en isolant Ca2(x)-DTT 9 (a2)(xO)I : 



Mais puisque ( H  ) est vérifiée, F (V2(x0), V2(x ) )  # O (voir la remarque après 
P P O 

(4.. 8 )  et finalement, si on divise la relation (4.3.21) par (x-x )p+q+l et - 
a2(x)-DDT (a2)(xo) O 

qu'on fait tendre x vers x a2> +1 
0 y 

a une limite -Pi telle que : 
(x-x )q+l (q+l). 

O 

* Preuve pour h = 1 

On se sept essentiellement du fait que V est nom6 : 
1 

que l'on peut écrire : 

s i  q = O  

On peut réécrire (4.3.23) sous la forme : 

(4.3.24) <Vl(x) - Vl(x ), Vl(x) + Vl(xo)> = O 
O 

et en décomposant CVl(x)+Vl(xo)l sur les V ( x  , h 1, ..., N, on a 
h O 



d'où,  en r e p o r t a n t  dans (4.3.24) 

N 

mais l i m  ( l t a l ( x ) )  = 2. 
x tx  

O vl(x)-Vl(xo) 

Alors ,  comme on a  précédemment prouvé que < , V ( x  )>  a  une l i m i t e  , 
x-x h O 

O 

pour h r 2 ,  on en déduit  que : 

- 1 
l i m  < 

X-X (x-x O 
O 

x t x  O 
O O 

= O c a r  l i m  a h ( x )  = O 
x+x 

O 

. s i q 2 1  

On f a i t  a l o r s  i n t e r v e n i r  DTT ( V  ) (x ) dans 4.3.23 e t  on a  : 
q l  0 

ce q u i  s ' é c r i t  encore : 

<Vl(x)-DTT 9 (V1)(x0) ,V1(~)-V1(~o)~t2<V1(~)-DTT 9 ( V  1 )(xo)  ,V1(xo)> 

k  

< V l , k y  V1(x) - DTT (VI) (xo )>  
k= 1 q-k 

( x-x0 
k  (x-x )k 9-k ( x - x ~ )  j 

<vl ,k ,  V1(xo)) + k!O 1 j !  .> = O 
k= 1 k= 1 j  =O < v l , k >  V1,3 I 

r 
S i ,  comme dans l e s  a u t r e s  c a s ,  on c a l c u l e  l e  c o e f f i c i e n t  d  de (x-x ) pour 

r O 

r = 1, . . . , q  dans l e s  deux de rn i è re s  sommes de (4 .3 .26) ,  on a  : 



1 1 1 
dr = r! <'l,ry V1(xo)> + W ( r - k ) !  < V l , k y  '1,r-k 

> 
k= 1 

= O d ' ap rè s  (4 .3 .4) .  

Finalement,  s i  on d i v i s e  pa r  (x-x Iqt1 l a  r e l a t i o n  (4 .3 .26) ,  
O 

V+X)-DTT (v l ) (x0 )  
< t1 

q+ 1 
y V1(xo)> a u r a  une l i m i t e  en x  t e l l e  que 

( x-x0) ( q + l ) !  
O 

V ~ ( X ) - D T T  (vl)  (xo)  
On a  donc montré que < 

q + l  
, Vh(xo)> a  une l i m i t e  u en x . 

1 ,q+ l  O ( x-x0 * . '  
pour h E Pl, 

L I  

V ~ ( X ) - D T T  (v l ) (xo )  
Alors  

v1 t1 %, tl  

q + l  
a  une l i m i t e  A = 1 & Vh(x0) en xo e t  l e s  

( x-x0) h = l  

r e l a t i o n s  (4.3.14)  pour h 2 3 ,  (4 .3 .22)  pour h  = 2, (4 .3 .25)  e t  (4.3.27) pour 

h  = 1 sont  équ iva l en t e s  aux r e l a t i o n s  (4 .3 .2) ,  (4 .3 .3)  e t  (4.3.4) pour l ' i n d i c e  

Remarque : 

On a u r a i t  b ien  évidemment pu démontrer exactement l e s  mêmes p r o p r i é t é s  

pour l e s  fonc t ions  h e t  V 2 ,  en cons t ru i s an t  des  q u a n t i t é s  E '  comme dans 2  k  ' 
l a  p ropos i t i on  ( 3 . 1 ) .  On a u r a i t  a l o r s ,  pour k  2 p-1, '1,k ' '2,ky et '1 YP ' '2,p' 

La p ropos i t i on  que nous venons d ' é t a b l i r  va nous permet t re ,  au paragraphe 4 ) ,  

de t rouve r  des  cond i t i ons  de d é r i v a b i l i t é  s u r  l a  mat r ice  A pour que les fonc t ions  

r ep ré sen t an t  l e s  éléments propres  s o i e n t  de c l a s s e  cK en x  K donné. 
O ' 



4 - DIFFÉRENTIABILITÉ DES ÉLÉMENTS PROPRES 

a )  première approche 

Supposons que l a  condi t ion  (H2) s o i t  v é r i f i é e  e t  que l a  mat r ice  A s o i t  de 

c l a s s e  c3. Alors ,  d ' ap rè s  l e  paragraphe 3, V admet un DTT à l ' o r d r e  1 en x  . 
1 O y 

autrement d i t ,  V e s t  dér ivable  en x  . La ques t ion  e s t  l a  su ivan te  : 
1 O 

1 
A q u e l l e  condi t ion  V e s t - i l  de c l a s s e  C en x  ? -- -----------------l------------------------- O 

V1 s e r a  de c l a s s e  c1 en x  s i  e t  seulement s i  l i m  V '  ( x )  = V ' l ( ~ o )  OU bien 
O 

x+x 1 
O encore s i ,  pour 1 < h  2 N ,  

l i r n  <Vf l (x ) ,  V ( x )>  = < V 1  ( x  1, V ( x  )>  
x+x 

h  1 0  h o  
O N -. 

( c a r  a l o r s  l i m  V f l ( x )  = l i r n  1 <Vf l (x ) ,  Vh(x)> Vh(x) 
x+x x+x h = l  

O O 

N 

I . V é t a n t  de c l a s s e  C au vois inage de x  on peut d i f f é r e n t i e r  1 O ' 
( <V1(x) y V1(x)> = 1 

l e s  r e l a t i o n s  I 
( < v l ( x ) ,  v (x), = 0 ~ O U P  h 5 2  

h  

a l o r s  

e t  donc i i m  <Vf l (x ) ,  V1(x)> = O = < V ' l ( ~ o ) ,  vl(xo)> 

-.O 

I ( l i m  <Vl l (x) ,  Vh(x)> = - <V ( x  ), V '  ( x  ) > p o u r  h  2 3  c a r  VhC 
1 O h 0 

*Xo 
en x  

O = < v ' l ( ~ o ) ,  Vh(xo)> 

( c e  qu i  correspond b ien  aux formules (4 .3 .2)  e t  (4 .3 .4 ) )  

. D'autre  p a r t ,  on peut  é c r i r e ,  en dér ivant  l ' é q u a t i o n  aux va l eu r s  propres ,  x#xo 



d1 où, par produit scalaire avec V2(x) 

4 4 2 )  <(A(X)-~~(X))V'~(X)~V~(X)> = (h2(~)-Al(~))<V'l(~)yV2(~)> 

= -<A1 (x)Vl(x), V2(x)> 

mais, ( Y )  étant vérifié, on a (voir chapitre 3) : 

(i) <A1(x )V (x ), V2(xo)> = O 
0 1 0  

en introduisant la relation (i) dans (4.4.2), il vient, en changeant de signe : 

+ <A1 (xo)Vl(xo) ,V2(x)-V2(xo)> 

le second membre divisé par x-xo a une limite en x O y notée e, et on a : 
(4.4.5) e = < A ~ ~ ( ~ ~ ) v ~ ( ~ ~ )  . v ~ ~ ~ ~ ~ ~ + ~ A ~ ~ x ~ ~ v ~ ~ ~ x ~ ~  ,V~(X~)>+<A~(X )vl (X ) ,Y (X )> 

O 2 0  1 0  

en décomposant V1 1 (x O 1 et V'~(X,) sur la base (Vl(xo), ..., V N (X O ) ) ,  on obtient 

+ 1 <Af(x )V (X )V (X )><V12(~O)yVh(~o)) 
o l o h o  h13 

+ <A1 (X~)V~(X~) ,v~(x~)>(<v' 1 0 1 0  (X IV (X )>t<VT2(xO) ,V2(xO)>) 

+ <A'(X~)V~(X~) ,V~(X~)>(<V' (X )V (X )>+<V12(~O) ,V1(xO)>) (dfaprèS (ii)) 1 0 2 0  

mais on peut faire les remarques suivantes : 

a) <Vl(x)-Vl(xo), V2(xo)> + <V~(X)-V~(X~), Vl(x)> = O 

(car <Vl(x), V 2 (XI> = <Vl(xo), V,(xo)> = 0 )  

alors, en divisant par (x-x ) et en passant à la limite sur x : 
O 

<vl (X V (X )>  + <V12(~o)> V1(x0)> = O 1 0 ' 2 0  



b) <V'l(~o),Vh(~o)> = -<Y' (x , V (x )> h o  1 0  
(d'après (4.4.1)) 

<A' (xo)V1(~o)~h(~o)~ - - pour h 2 3 , d'après le chapitre 1. 
A1(xo)-Ah(xo) 

<A' (xo)V2(xo) ,Vh(x0)> 
de même, KV'~(X O ),V h o  (x 1, = 

A1(Xo)-hh(Xo) 
car Al(xo) = A2(x0) 

alors, compte-tenu des remarques a) et b )  , de (ii) et (iii) dans (4.4.31, il 

vient 

En réintroduisant donc la relation (4.4.51, multiplié par (x-x ), dans (4.4.4) : 
O 

+ (x-x O )<A~(X~)V~,(X~) ,(v2(x)-V2(xo))> 

puisque Al(x)=A2(x O et A'l(~o)=<A'(~ 0 1 0  IV (x ),Vl(x O )>=A'2(~o)=<A'(xo)V2(~o),V2(xo)> 

h1(x)-A2(x) 
et d'après la proposition 4.2, lim 2 2 = E (V (x , v ~ ( x ~ ) > E ~ ~ ~ ( ~ ~ ) ~ V ~ ( ~ ~ ) ~ O  2 1 0  

x-tx 
O 

( x-x0 

Finalement, <Vfl(x), V2(x)> aura une limite en x si et seillement si le 
O 

2 
membre de droite de (4.4.6), divisé par (x-xo) en a une. 

Cela sera vrai en particulier si V et V2 admettent des DTT à l'ordre 2 1 
4 

en x autrement dit, si A est de classe C en x d'après la proposition 4.2. 
0 ' 0 ' 



Le but poursuivi est donc atteint, puisque l'on a une condition suffisante sur 

1 la matrice A pour que V soit de classe C . 1 

Cependant, comme le disions au paragraphe 2, nous n'avons qu'une condition 

suff3sante. En effet, il n'est pas évident, à priori, que, par exemple, V admette 
<A1 (x )(Vl(x)-V1(~o)-(~-~o)V1 l(~o) ,32(~)> 

forcément un DTT à l'ordre 2 pour que O 

( x-xo) 
2 

ait une limite. 

Nous parlerons plus en détail de ce problème au paragraphe 5. 

b) Un premier résultat 

Supposons (i$) vérifiée, pour p 2 1. Nous allons montrer ici que VI 

(ainsi que V2) sont dérivables à tout ordre désiré si la matrice A vérifie 

P certaines conditions. Nous avons vu, au chapitre 3, que si A est de classe C , 
O 

alors VI est une fonction continue (donc de classe C 1. 

Supposons avoir démontré que V1 est de classe cq. A quelle condition sera-t-il 

de classe cqtl ? 

Nous allons établir une première proposition concernant l'existence de 

développements de type Taylor pour les fonctions v(')(x), pour * q : 1 

P O U  L 5 q, d o n d n  vie) (x) dm& un DTT à ~'oiidne j en xo 

( i )  A e6.t de &de c p+j+L , mina 

p+j en xo, V2(x) admet un DTT à e'ohe ptj. 



Démonstration : 

V l )  admet un DTT à l'ordre O puisque Vlest de classe cq avec q L t. Supposons 

donc que V(')(x) admette un DTT à l'ordre j en x et que les conditions (i) 1 0 

et (ii) soient vérifiées pour l'indice j+l. 

v:')(~)-DTT. (v:'))(xo) 
Nous allons prouver que j+l a une limite quand x tend vers x . 

O (x-x 
O 

. Com~osante --- ------------1--- sur V (x) 

On a, d'après (1.4.6), pour x # x : 
O 

(puisque pour k r t, x admet un DTT à l'ordre j+l au moins) 

dans (4.4.7), le membre de droite se compose de deux termes d'un genre différent ; 

un premier terme (formé pas les trois premi&es sommes) qui, divisé par (x-x 
j+l 

O 

aura, par hypothèse, une limite en x ((i) et (ii) étant supposés vrais pour 
O 

l'indice j71) et un second terme résiduel que l'on peut écrire sous la forme : 
r )  2 

J i N 1 (x-xo) ai, les a étant des constantes de IR . 
i=o i 

Si 1' on divise (4.4.7) par ( X-X~)' successivernent pour i = 0, 1, . . . , j , on va 
V~)(~)-DTT. (vy))(x0) 

obtenir, puisque i aura une limite nulle : 
( x-x- 

U 

a = O, puis al = O, puis a = 0, ..., puis a = O. Finalement, ce second terme 
O 2 i 

j + 1 
en divisant (4.4.7) par (x-xo) , 

une limite en x . 
O 



çom~osont_e-8!r-!~!">~-h-2-3 

On peut écrire, d'après (1.44, avec toujours B (x) = A(x) - Al(x)IN : 1 

mais, par hypothèse de récurrence, les fonctions v:?$et x:)(x), pour k S 1-1, 

admettent un DTT à l'ordre j+l (5pt-J). D'autre part, A étant de classe 

,p+ j +1+ 1 ((i) àllordre 1 )  A(k)(x), pour k 6 1, et V (x) admettent des DTT 
h 

à l'ordre j+l. En faisant apparaître, dans (4.4.8), ces différents DTT dans 

le membre de droite, comme pour (4.4.7), et en procédant comme pour la 

composante sur Vl(x), on prouve que, puisque h (x 1 # Ah(xo), 1 O 

V:')(~)-DTT.(V:~))(~~) 
< C 

j+l 
1 , Vh(x)> a une limite en x O 

(x-x 
O 

. Com~osante --- ------------2--- sur V (x) 

(4.4.8) étant toujours valide pour h = 2, on a : 

(1) + <B~(X)CDTT. I (vl )(xo) I .v2(x)> 

mais on sait que, (HP) étant vérifiée, d'après la remarque faite à la suite de 

la proposition 4.2, Al et A2 ont des DTT qui coïncident jusqu'à l'ordre p-1. 

Autrement dit on a : 



A1(x)-A2(x) 
pour k 5 p-1 lim k 

= O 
x-tx 

O 
(x-x ) 

O 

p+j+l Finalement, si dans (4.4.9) on peut diviser par (x-x ) et si le membre 
O 

v:')(~)-DTT. tv:'))(Xo) 

de droite a une limite, on prouvera que <C jtl 1, V2(x)> a une 
(x-x 

limite en x . O 

O 

Mais par hypothèse (il et (ii) sont vrais pour l'indice j+l. Alors 

(k) VI (x) et A?)(x) admettent un DTT à l'ordre p+j+l, pour k 6 L-1. A étant de 

classe C p+ j tl+ 1 , A(k'(x) admet un DTT à l'ordre p+j+l pour k 6 e. 
Enfin V2 admet un DTT à l'ordre ptj+l. 

On peut alors à nouveau introduire ces DTT dans (4.4.9) et employer la 

méthode utilisée précédemment. Cette fois, on aura dans le membre de droite un 

terme résiduel de la forme i 3(f+j)(x-x O ) a.. 1 
i=o 

i Mais si l'on divise successivement (4.4.9) par (x-x ) pour 
O 

i 7 O, 1, ..., ptj, le membre de gauche ayant une limite nulle en xo, on aura 
- a = al - ... = a = O, et le terme résiduel sera de la forme 

O p+j 
i=p+j+l 

En divisant alors par (x-x ) 
O 
p+jtl, on prouvera que 

V~~)(X)-DTT.(V~'))(X~) 
< C jtl 1, V2(x)> a une Limite en x 

O 
( x-x0 

c) Différentiabilité de V1 

Grâce à la proposition 4.3, nous allons pouvoir établir le résultat 

suivant, concernant la dérivée (q+l)e de V en x . 
O 



la 6onct ion vl admet une d W v é e  (q+i)e en x . 
O 

Démonstration : 
v;q)(x)-v(q)(x 1 

Il s'agit de prouver que 1 O a une limite quand x tend 
X-X_ 

u 

vers x autrement dit , que viq)(x) admet un DTT à l'ordre 1 en x . Si q = O, 
0 O 

le résultat découle direcent de la proposition 4.2. Sinon, d'après la 

proposition 9.3, ceci sera vrai si, pour k i - 1 ,  les fonctions v(~)(x), 1 

hik)(x) et V2(x) admettent des DTT à l'ordre ptl en xo, et si A est de classe 

cPtq+' au moins. 

Mais, d'après la proposition 4.2, Vl(x) et V2(x) admettront des DTT à l'ordre 

2pt 1 
p+l si A est de classe C . 

(k) D'autre part, si V1 admet un DTT à l'ordre p+l en x pour k S q-1, cette 
O 

propriété sera forcément vraie pour hik)(x) , d'après 1 4 . 3  , puisque A est de 

classe C p+qti. Si q = 1, la proposition est démontrée, car 2p+l 2 p+2. 

Sinon, viq)(x) aura un DTT à l'ordre 1 en x si : 
O 

- V?)(x) admet un DTT à l'ordre p+l en x , pour 1 i k i q-1 
O 

(4.4.10) 
K - A est de classe C au moins avec K = sup (p+q+l, 2ptl) 

Toujours d'après la proposition (4.3), (4.4.10) sera vrai si, pour 1 r k I q-1, 

(ik) (i,) ( -  Vl (x), Al (XI, V2(x) admettent des DTT à l'ordre 2p+l en x O 

i pour O i ik i k-1 

1 - A est de classe C 2ptkt1 au moins 
Si cette dernière série de propriété est vraie pour k = q-1, elle le sera bien 

évidemment pour k i q-1. 

(4.4.10) sera donc vraie, avec q 2 2, si : 



( k )  
, A l  

( x ) ,  V2(x) admettent des  DTT à l ' o r d r e  2p+l  en x 
O 

pour O I k 2 q-2 

- A e s t  de c l a s s e  C 2p+q au  moins ( c a r  2p+q 2 sup(p+q+l , îp+l )  c a r  pz1  e t  q 2 l )  

En r e f a i s a n t  l e  même t r a v a i l  que précédemment, on p rouve ra i t  que (4.4.10) e s t  

v r a i e  s i ,  s o i t  q = 2 e t  A de c l a s s e  C 3p+l 
( c a r  3p+l 2 2p+2), s o i t  q 2 3 e t  

( k )  
- V1 (XI  admet un DTT à l ' o r d r e  2p+l  en x pour 1 < k < q-2 

0 ' 
+.4.11) 

k - A e s t  de c l a s s e  C au  moins, avec K = sup (2p+q, 3p+l)  

En i t é r a n t  q f o i s  c e  procédé, on o b t i e n t  f inalement  que (4.4.10) e s t  v r a i e  s i  : 

- v ~ ( x ) , A ~ ( x ) , V ~ ( X )  admettent des DTT à l ' o r d r e  qp+l  en x 
O 

+.4.12) 

- A e s t  de c l a s s e  C qp+2 au  moins 

E t  d ' après  l a  p ropos i t i on  4.3,  (4.4.12) s e r a  v é r i f i é e  s i  l a  ma t r i ce  A est de 

c l a s s e  ( q + l ) p + l  ( c a r  ( q + l ) p + l  2 qp+2 puisque p 2 1 )  

Maintenant,  il ne nous r e s t e  p l u s  qu ' à  démontrer que sous c e r t a i n e s  

cond i t i ons ,  V e s t  de c l a s s e  C q + l  . 
1 

Démonstration : 

On prouve que < v i q ) ( x ) ,  Vh(x)> a une l i m i t e  pour 1 i h i N. 

. corneosante s u r  V (x) --- ------------1--- 
On a ,  en x # x d ' ap rè s  (1 .4 .6) ,  puisque A e s t  de c l a s s e  cq+' ( au  moins) : 

0' 



4 a l o r s ,  V1 é t a n t  de c l a s s e  C en x (x )>  a donc une l i m i t e  en x . 
O 

. Composante --- ------------h---l------ s u r  V ( x )  h 1 3 

On a ,  pour t o u t  x ,  <Vl(x), Vh(x)> = O .  En d i f f é r e n t i a n t  c e t t e  équat ion 

à l ' o r d r e  q + l ,  en x # x on a ,  puisque A e s t  de c l a s s e  cq+' ( a u  moins) 
O 

Q mais V e s t  de c l a s s e  C en x e t  V de c l a s s e  cq+' au moins en x . 1 O h O '  

, Vh(x)> a donc une l i m i t e  en x 
O 

. Composante --- ------------2--- s u r  V ( x )  

On peut é c r i r e ,  d ' ap rè s  (1.4.4),pour x f xo : 

OU encore 

Mais l a  fonc t ion  f ,  à valeurs réeZZes, d é f i n i e  p a r  : 

e s t  une fonc i ton  dé r ivab le  s u r  [x  X I ,  de c l a s s e  C s u r  l x  XI .  D'après l e  
O ' 1 0 ' 

théorème des accroissements  f i n i s ,  il e x i s t e  y dans lxo, x l  t e l  que : 

ou encore 



n 
S o i t  a l o r s  une s u i t e  {x , n E N) de l i m i t e  x ; il e x i s t e  donc une s u i t e  

O 

n n 
{yn, n r IN}, de l i m i t e  x puisque y E lxo, x I , t e l l e  que 

O 

Alors ,  puisque V (q+l)(x ) e x i s t e ,  l i m  <vl 
1 O n- 

n n 
mais on a ,  en décomposant V (qtl)(yn) s u r  (vl(y ), ..., vN(y 1) : 

1 

( q + l ) ( y n ) , ~  (yn)>  a une l i m i t e  pour h # 2, Comme d ' ap rè s  ce  q u i  précède, <VI 
h 

n 
comme <V (y  ),Y ( x  ), a pour l i m i t e  6h,2,  

h 
on a 

2 O 

;53 

( k )  ( k )  D'autre  p a r t ,  s i  v i k ) ( x ) ,  A l  ( x ) ,  pour k 5 q,  V2(x) e t  A ( X I ,  pour k s q + l ,  

4.4.14) 

admettent ,  en x des DTT à l ' o r d r e  p ,  on pourra  é c r i r e  : 
0 y 

l i m < ~ : ~ + ' ) ( y ~ )  , v ~ ( ~ ~ ) ,  = l i m  cV 
n- n- I 



n n i 
Alors ,  en éc r ivan t  (4.4.15) en y , l e  membre de gauche d i v i s é  p a r  (y  -x ) , 

O 

pour i 5 p-1 a  une l i m i t e  n u l l e ,  d ' ap rè s  (4.4.14).  I l  en va de  même pour  l e  

second membre, à l ' e x c e p t i o n  peut -ê t re  du terme r é s i d u e l  formé p a r  l e s  deux 
3(~-1) i d e r n i è r e s  express ions .  Ce lu i - c i  e s t  de l a  forme 1 (x-x ) a Comme 

i = o  O i' 
n n i 

précédemment, en d i v i s a n t  (4.4.151, é c r i t  en y , p a r  ( y  -x0) successivement 

pour i = 0 ,  1, . . . , p-1, on montre que a  = a = 
1 

= O .  E t  f ina lement ,  
O P-1 

X1(x)-X,(x) 
en d i v i s a n t ,  pour t o u t  x  c e t t e  f o i s ,  (4 .4 .15)  p a r  (x-x lP,  puisque 

O (x-x )P 

a une l i m i t e  non n u l l e ,  < V ( ~ + ~ ) ( X )  , v2 (x )5  au ra  une l i m i t e .  O 

1 

En résumé, donc, V (q+l ) (x)  a  une l i m i t e  en x si V1 (k) ( x )  ,hl (k) (x )  , pour 
1 O 

k 5 q ,  V2(x) e t  A ( ~ ) ( x ) ,  pou r  k 6 q + l ,  admettent des  DTT à l ' o r d r e  p. En 

r e f a i s a n t  un raisonnement absolument i den t ique  à c e l u i  de l a  p ropos i t i on  4.4,  

on mont re ra i t  que c e l a  e s t  v r a i  s i  A e s t  de c l a s s e  C (q+2 )p 

Remarques 

a) D'après  ( 1 . 4 . 3 ) ,  s i  V est  d e  c l a s s e  cq en x 
1 

A ( ~ + ' ) ( x )  a une l i m i t e  en x . 
0 )  1 O 

On mon t r e r a i t ,  en appl iquant  l e  théorème des accroissements  f i n i s  que c e t t e  

l i m i t e  e s t  X1 (q+l ) (xo) .  hl est donc de c l a s s e  C q + l ,  

b )  S i  V e s t  de c l a s s e  ~q e t  h de c l a s s e  cqtl, l e s  va l eu r s  v ( j ) ( x 0 )  ppur  
1 1 1 

j  s q e t  X:jl(xo) pour j  s q + l  co ïnc ident  bien évidemment avec l e s  c o e f f i c i e n t s  

'1,j 
e t  X correspondants  des  DTT de V e t  X aux o rd re s  r e s p e c t i f s  q  e t  q t l .  

1, j  1 1 

Les formules données à l a  s u i t e  de l a  p ropos i t i on  4.2 permettent  donc de  l e s  

c a l c u l e r .  

c l  On a  bien évidemment l e  même r é s u l t a t  pour V 2 .  Les composantes de Vq(x s e  
O 

c a l c u l e n t  par de s  formules analogues à (4 .3 .4)  pour  l a  composante s u r  V2(x0) e t  

(4 .3 .2)  pour l a  composante s u r  Vh(xo), h 2 3 a i n s i  que s u r  Vl(x ) ( c a r  on 
O 

( j )  conna î t  l e s  V ( x 0 ) ,  j  5 q ) .  1 



Finalement, on peut énoncer le théorème suivant : 

Théohème 5 : 

S i  h mua%ce A véiLi6ie kt condLCion (HP au point x , et 6 i  elXe esr de c(adde 
O 

CP(~+') ( h a p .  CO) dans un voisinage u de x exA.tedes ~ o n o t i o ~  A.(x) et 
0 ,  1 

v.  (x) , pouh i dans P ~ ,  de cea6~e cq au moiri6 Inesp. c en xo et C ( ~ + ~ ) P  (hap.  
1 

cm) en dehou de x dans u ,  hephébentant, pouh *ouX x de U, v a h . m  pho)MU 
O 

et eu v e & w  phopha noméb a660ciéb de A(x). 



5 - REMARQUES SUR LA NON-OPTIMALITÉ DES RÉSULTATS 

Considérons à nouveau l e  c a s  simple é tud ié  en 5 5 ,  a )  ; on v o u l a i t  

s a v o i r  à q u e l l e  condi t ion  l a  fonc t ion  V1 s e r a i t  de c l a s s e  CI, sous . Nous 

avions a l o r s  conclu que c e t t e  p r o p r i é t é  s e r a  v é r i f i é e  s i  A e s t  de c l a s s e  C 
4 

(pour p = 2 e t  q = 1, p ( q + l )  = 4 ) , ~  Dans ce  ca s  p r é c i s ,  on peut  cependant amél iorer  

l e  r é s u l t a t  e t  montrer q u ' i l  s u f f i t  que A s o i t  de c l a s s e  c3. En e f f e t ,  s i  A 

e s t  de c l a s s e  c3, dl après  l a  p ropos i t i on  4.2, V1 admet un DTT à l ' o r d r e  1 en x 
0 ' 

autrement d i t  une dér ivée  V '  ( x  ) (de même que V2 a en x une dér ivée  V '  ( x  ) ) .  
1 O O 2 O 

Mais d ' ap rè s  (4 .4 .6 ) ,  pour que < V I  ( X I ,  V2(x)> a i t  une l i m i t e  en xo, s i  A 
1 

e s t  de c l a s s e  c3, il s u f f i t  que 

(x-x0) 

a i t  une l i m i t e  en x ; ou encore,  puisque V e t  V 2  sont  dé r ivab le s  en x , que 
O 1 O 

a i t  une l i m i t e  en x 
O 

mais en décomposant A1(xo)V ( x  ) e t  A'(xo)V2(xo), on peut  é c r i r e  : 
1 O 

( c e c i  en v e r t u  des  po in t s  ( i )  e t  ( i i )  de (4 .4 .3 ) )  



V1(x)-V1(xo)-(x-x O )VV1(x O 

Mais on s a i t  que < 2 , V ( x  )> au ra  une l i m i t e ,  d ' a p r è s  
h O 

(x-x ) 
O 

l a  propos i t ion  4.2 pour h 2 3,  s i  V admet un DTT à l ' o r d r e  2. A é t a n t  de c l a s s e  
h 

c3, V l ' e s t  a u s s i  pour h 2 3 e t  c e t t e  p r o p r i é t é  e s t  v r a i e .  Ce r é s u l t a t  é t a n t  
h 

t o u t  a u s s i  va l i de  pour V les deux premiers  termes de (4.5.1)  on t  une l i m i t e .  
2 ' 

D'aut re  p a r t ,  on a ,  puisque pour t o u t  x ,  <Vl(x), V2(x)> = O : 

<vl(x)-vl(x ) v ( x ) >  = - 'V ( x  ) ,V2(x)> = - <v ( x  ) ,v2(x)-V2(xo)> 
0 ' 2  1 O 1 O 

En d i v i s a n t  par  (x-x ),  on o b t i e n t  donc à l a  l i m i t e ,  V e t  V é t a n t  d é r i v a b l e s  : 
O 1 2 

Alors  (4.5.1) dev i en t  : 

(où t l ( x )  a+ une l i m i t e  en x 
O 

Enfin on peut é c r i r e  : 

<v ( x ) , ~  ( x  )> = <vl(x)-v ( x  ),V ( x  )>  e t  <V2(x),Vl(xo)> = -<V2(x),V1(~)-V1(~o)> 
1 2 O 1 0  2 0  

d 'où  <Vl(x),V 2 ( x  O ,+<V2(x),V 1 ( x  O )>  = -<(V1(x)-V 1 ( X  O ),  (V2(x)-V2(x0))> 

Ceci prouve donc que t ( x )  a une l i m i t e  en x d ' ap rè s  (4.5.21, sans  q u ' i l  s o i t  
O ' 

nécessaire que V e t  V2  admettent  des  DTT à l ' o r d r e  2 en xo. Finalement s i  A 
1 

3 
e s t  de c l a s se  C , Vt l (x )  a une l i m i t e  en x (on mon t r e r a i t  sans pe ine ,  à l ' a i d e  

O 

du théorème des accroissements  f i n i s ,  que c e t t e  l i m i t e  e s t  forcément V '  ( x  ) e t  1 O 

que p a r  conséquent, V e s t  de c l a s s e  C I ) .  
1 

On peut donc conc lure  de c e t t e  remarque que l e  r é s u l t a t  énoncé sous l a  

forme du théorème 5 n ' e s t  s a n s  doute pas  "optimal" en ce  qu i  concerne l e s  

hypothèses f a i t e s  s u r  l a  ma t r i ce .  Néanmoins, l a  technique u t i l i s é e  pour les 

démonstrations n ' a  pas permis j u s q u ' i c i  de f a i r e ,  pour p e t  q quelconques,  l e s  

mêmes manipulations que pour  (H 1. 
2 



EXTENSION AU CAS D' UNE VALEUR PROPRE 

DE MULTIPLICITE QUELCONQUE 



J u s q u f à  p ré sen t ,  nous nous sommes tou jou r s  i n t é r e s s é s  au c a s  où l a  

ma t r i ce  A possède, en un po in t  x une va l eu r  propre  double,  t o u t e s  l e s  
0 ' 

a u t r e s  é t a n t  simples.  Peut-on é t end re  l e s  r é s u l t a t s  obtenus au  c a s  d'une 

v a l e u r  propre de m u l t i p l i c i t é  p l u s  grande, ou même de p lus i eu r s  va leurs  propres  

mu l t ip l e s  ? S i  l a  chose e s t  simple en ce q u i  concerne l ' e x t e n s i o n  de l a  

condi t ion  (H ), de t r è s  s é r i e u s e s  complications appa ra i s sen t  pour (H 1, p 2 2 ,  1 P 

comme nous l e  verrons dans ce c h a p i t r e .  



a) Notations et cadre du problème 

Nous ferons, dans ce chapitre, les hypothèses suivantes : A(x) est une 

00 

matrice de classe cK en x dans un voisinage U de x avec K 2 1, ou C . A(xo) 
0 y 

a une valeur propre X de multiplicité m, l'espace propre associé à X étant 
O O 

noté M (A est bien sûr carrée N x N, réelle symétrique pour tout x de U). 
O 

Il s'agit ici de générer une nouvelle condition (Hl), du même type que 

celle du chapitre 2, permettant d'exhiber des fonctions continues représentant 

les éléments propres. Cette étude étant consignée dans sa totalité dans C191, 

nous n'en donnerons qu'un bref aperçu. 

b) Une nouvelle condition (HI) 

Comme au chapitre 2, nous supposerons l'existence a priori de fonctions 

1 
de classe C dans U représentant les valeurs propres et les vecteurs propres 

normés associés de A(x). Soient A.(x) et Vi(x), pour i dans P ces fonctions 
1 N ' 

et supposons que : 

Al(xo) = A2(xo) = ... = Xm(xo) = ho 

On obtiendrait facilement que V (x ), ..., V (x ) vérifient (voir (2.3.5)) : 
1 O m O 

<A'(x )v.(x ),  v.(xo)> = O pour i 5 m, j 5 my i Z j 
0 1 0  1 

La condition (H ) s'énonce alors comme suit : 1 
1 r-  La matrice A est de classe C au moins dans U 

1 - en x il existe une unique base orthonormée (vl, v2. . . . , vm) 
l O y 

1 de M telle que : 
O 

' <A'(x ) vi, v.) = O pour i il j 
O 3 

(unicité à prendre au sens souligné au chapitre 2). 



c )  Vér i f i ca t ion  de  (Hl) 

Cet te  v é r i f i c a t i o n  e s t  en f a i t  l e  s e u l  po in t  où l a  g é n é r a l i s a t i o n  demande 

une é tude  un peu d i f f é r e n t e .  

S o i t  B' = (ul ,  u2 ,  ..., u u 
N 

m y  m + l y  
..., uN) une base orthonormée d e R  , formée 

de vec teurs  propres  de A(x ) , t e l l e  que O 

ui E Mo s i  i 5 m 

S i  H e s t  l a  ma t r i ce  de passage de c e t t e  base 8' à l a  base canonique, c e l l e - c i  

e s t  formée par  l e s  vecteurs  u i 5 N ,  en colonnes : i ' 

Dans c e t t e  base,  A'(x ) devient  B '  = T~ ~ ' ( x  )H. 
O O 

On cherche des vec teurs  (v l ,  ..., v ) formant une base orthonormée de M e t  
m O 

v é r i f i a n t  : <A'(x ) vi, v., = O pour i # j .  
O 3 

Dans 8' , ces vec t eu r s  deviennent W .  = T~ vi ,  pour i 5 m ,  e t  doivent  v é r i f i e r  : 
1 

(5 .2 .1)  wi,  w j >  = O pour i 6 m. j 5 m, i # j 

S i  Q e s t  l a  ma t r i ce  de passage de l a  base  B '  à l a  base 

B = (wl, ..., w u ..., uN) on a 
m' m t l '  

u j  Quj  j 2 m t l  

Q s ' é c r i t  donc, dans B 1 ,  sous l a  forme : 

(où QO e s t  une mat r ice  or thogonale ,  

c a r r é e  m x m) 

1 IN-m , 

(5 .2 .1)  devient a l o r s  

T 
(5 .2 .2)  <u Q B I Q  u .> = O i 5 m j 5 m i # j 

i ' 1 



T 
Si on pose C' = Q B' Q, on a : 

et d'après 15.2.21, C' est carrée m x m, et d2agonaZe. 
1 

Soit par exemple : 

Alors, si B '  T , la relation C' Q B'Q s'écrit encore 

QC1 = B'Q et l'hypothèse (Hl) se traduit par 

Si QI est la j-ème colonne de Q on obtient, en identifiant colonne par colonne 
O 0 

j 
aj Qo = B' 

Qj pour j s m 
1 O 

ou encore 

Q' est donc un vecteur propre (normé car Q est orthogonale) de BI1, associé à la 
O O 

valeur propre a 
j ' 

L'hypothèse (Hl ) équivaut à 1 unicité (aux permutations près des lignes 

et des colonnes) de la matrice Qo. Elle sera donc vérifiée si et seulement si 

j B f l  a toutes ses valeurs propres simples, car alors les Q sont uniques. . 
O 

Pour vérifier (Hl), il suffit donc-de diagonaliser Bfl. D e  plus les 

vecteurs cherchés s'écrivent v = Hw j 5 m, avec : 
j j ' 



W l- dans l a  base B'  
j 

D'où une cons t ruc t ion  simple des  vec teurs  de M q u i  conviennent.  
O 

d)  Existence,  c o n t i n u i t é  e t  d i f f é r e n t i a b i l i t é  des "fonct ions éléments propres" 

Tous l e s  r é s u l t a t s  de c o n t i n u i t é  e t  de d i f f é r e n t i a b i l i t é  sont  obtenus 

exactement de l a  même manière que dans l e  ca s  double. Nous ne nous étendrons 

pas s u r  ceux-ci, q u i  sont  t r a i t é s  en d é t a i l  dans C191. Enonçons néanmoins l e  

r é s u l t a t  global  de l ' é t u d e  de  c e  cas  : 

Théohème 6 : 

Dam &lLt intehva.Uk l a ,  bT: où la mathice A(x) n'a que de6 v d e w ~ b  pope6 

bhples ,  ou bim m u U i p L e 6  maid pow LuqueReu &e véhibie la con&on (Hl), 

a b X e  d u  6onctiom h . ( x )  et vi(x) hephésentant poa &U.t x de l a ,  bC Le6 N 
1 

v d e m  pophu et le6  N v e d w  p t o p e 6  nome4 a~bociés de ~ ( x ) .  S i  A e6.t de 

& m e  cp+l, p 2 1, (hap. cm) dam l a ,  bC, lu donoti0m hi(x) d o n t  de & % 4 d e  

cpti (he6p cW) daru l a ,  bC; l e s  6 0 n d 0 ~  v . (x )  h o n t  &e6 de d iude  cP+l 
1 

( h u p .  cm) en t01Lt p o X  xo où hi(xo) e6.t ~ h p t e ,  cP (nup. cm) d i  Ai(xo) "2  

m W p l e .  

De plus ,  on peut c a l c u l e r  l e s  dé r ivées  success ives  de c e s  fonc t ions  

par  récurrence à l ' a i d e  des formules de (5.2.4). 



I *  si i # j e t  A.(x) A.(x) ,  p 2 2 ------- ----- 1------- 1----- ---- 

<A(P+'?x)v. 1 ( x ) ~ .  (XI>+ f $t i~:k)x)~(ptl-k{~) ,V . (x), 
3 k= 2 i 1 

<v!ptx),v. 1 (x)z= 
I (p t1  )  AI^ (x)-AI  j (x ) )  

+ f C k < E 3 ~ ) ( x ) ~ ~ - k ) ( x )  , V I  . ( X I >  
k = l  P 1 

Afi(x)-h'  . ( X I  
3 

------- - 1 * si i # -j2-iiL52-:-!ji522-~-=-- 

O 

(avec toujours 1 C 1 = O) 
1 

La division par A '  (x) - X1.(x) dans les deux dernières formules de (5.2.4) i 1 

se justifie par le fait que la condition (Hl) signifie que les dérivées des 

valeurs propres sont toutes distinctes. En effet, ces dérivées s'écrivent, 'pour 

tout i, cA1(x)Vi(x),Vi(x)> ; ce sont les valeurs propres a i de la matrice 8' 1 

de c), qui sont toutes simples si (HI) est vérifiée. 



3 - CAS GÉNÉRAL 

Il serait bien séduisant de pouvoir, de la même manière, étendre les 

conditions (H ),  p 1 2, au cas d'une valeur propre de multiplicité quelconque. 
P 

Hélas, nous rencontrons, dans ce cas, une difficulté qui n'apparaît pas dans 

le cas de (Hl). En effet, lorsque (Hl) est vérifiée, les valeurs propres qui 

coïncident sont toutes "séparées1' par leursdérivées premières. En revanche, 

l'ordre de séparation, pour p 2 2, peut ne pas être le même pour toutes les 

valeurs propres qui coïncident, et l'expression des conditions va être différente. 

Supposons, par exemple, qu'au point x la matrice A(x ) ait une valeur 
0 O 

propre triple A et des valeurs propres simples A h 1 4 .  (H ) n'étant pas 
O ' h y 1 

vérifiée, on veut exhiber une condition (H2). Pour cela, on suppose l'existence 

2 
de fonctions Ai(x) et V.(x), de classe C telles que A (x ) = A2(xo) = A3(xo) = AQ. 

1 1 O 

Supposons de plus que : 
'4 

Al1(x0) h'2(~o) # Al3(x0) ((HT) n'est alors pas vérifiée). 

on a toujours ; pour i # j (cf (3.2.3)) 

<A1'(x O )Vi(xo), V.(xo)> + 2 <B' (xo)Vli(x ),V.(xo)> = O 
1 i 0 3  

où encore, en décomposant V' (x ) sur la base (V (x , ..., VN(xo)) : 
i O 1 O 

alors, si i 1 et j = 3, on obtient 

et <vl (X ), v (x )>  ne s'élimine pas. 
1 0  3 0  

On pourrait bien sûr exprimer <V' (x ),V (x )> (comme en (5.2.4) puisque 1 0  3 0  

X'l(~o) # Af2(x 11, mais on voit bien comment va se compliquer l'expression de 
O 

(H2 \ et de ( ) pour p quelconque, surtout si les valeurs propres se séparent % 
à des ordres différents nombreux. 



Il serait plus intéressant d'exprimer ( % )  sous la forme suivante : 
2 r-  A est de classe C au moins 

I - il existe une unique base (vl, v v3) de M telle que : 
2 ' O 

i a) <A1(x )v v.> = O pour i # j, i S 3, j S 3 
O i' 3 

Peut-on, pour une multiplicité m quelconque, exprimer les conditions 

(H ) de cette manière ? La réponse est sans doute affirmative, mais de toute 
P 

façon, les difficultés d'aspect combinatoire qui apparaissent alors rendront 

impossibles certaines démonstrations de continuité et de dérivabilité avec la 

même technique que dans le cas double (en particulier, on ne pourra plus obtenir 

une formule comme (4.4.14) de la même manière). 



QUELQUES COrlMENTA 1 FIES 



Il faut bien avouer que le champ d'application des résultats obtenus ici 

n'est pas très large, dans l'état actuel des choses. Il est cependant vraisemblable 

que les problèmes rencontrés, et détaillés à la fin des chapitres 4 et 5, ne 

soient finalement que des difficultés techniques dues au type de démonstrations 

utilisées, et que l'on puisse, par une méthode plus appropriée, les surmonter, 

et en particulier étendre les résultats obtenus pour une valeur propre double au 

cas d'une valeur propre de multiplicité plus grande, dans le cas des conditions 

(H,,), pour p quelconque. 

Mais l'intérêt de cette étude est plutôt d'avoir fait apparaître des 

conditions simples pour qu'une matrice paramétrée, réelle symétrique, ait 

des éléments propres vérifiant certaines propriétés de régularité (continuité, 

différentiabilité) ; conditions simples non pas par leur formulation, qui reste 

encore irrésolue dans certains cas, mais surtout par leur interprétation faisant 

intervenir la séparation, à un ordre plus ou moins élevé, des dérivées des 

valeurs propres. 

On peut penser qu'en se servant comme guide de cette idée de séparation 

des valeurs propres, il soit possible de formuler des conditions, d'une manière 

éventuellement différente, permettant d'étendre les résultats obtenus. Une idée 

naturelle serait par exemple de trouver, à partir d'une matrice donnée, une 

autre matrice, ayant les mêmes vecteurs propres, mais dont les valeurs propres 

se séparent à des ordres moins élevés de dérivation (autrement dit, dans le 

contexte présent, ramener l'étude d'une condition ( 5 )  à celle d'une condition 

( I $ )  où q < p). Et lorsqu'aucune des conditions n'est vérifiée, comme c'est le 

cas pour l'exemple (1.1) du chapitre 103 toutes les dérivées des valeurs propres 

corncident, peut-on conclure à l'impossibilité d'exhiber des "fonctions vecteurs 

propres" continues ? 



a 

SCIENCES 



Lorsqu'on é tud ie  l e s  propriétée; de  cont inui té  et  '$e diffgwn'  

des éléments propres d'une matrice r e e l l e  symétrique &(x),  fonction 

' variable r é e l l e  x, on n 'obtient  de r é s u l t a t s  gbSraux que dans 1s c 1 
c e t t e  inatrice e s t  analytique e n . x , ;  plus p&c i shen t ,  on é.tablit, 

des perturbations, 1' existence de fonctions analytiques de x ~ ~ 6 s e n ~ a n t  sur 

R l e s  valeurs  propres e t  l e s  vecteurs propres nom&s associes de  Atx). 

S i  A n'es t  pas analytique, on n'a même plus, en général, l a  cont inui té  

des vecteurs propres en un point  x où des valeurs propres di3 A(x s6nt 
O o .  

multiples. En de t e l s  points x nous introduisons une s u i t e  récurrente de 
O'  

conditions, sur A e t  s e s  dérivées jusqu'à un cer ta in  ordre en x . Ces condi t ions  
O 

( suf f i san tes  ) assureront 1' existence de fonctions continues d i f fé ren t iab les  

représentant l e s  éléments propres de A(x) .dans un voisinage de xo. E l l e s  nous 

permettront en outre de calculer  l e s  vectqurs propres qui seront l e s  valeurs  

en x des fonctions obtenues. Nous donnerons enf in  une interpréta t ion de cas .' 
O 

conditions fa isant  in tervenir  l a  séparation, à un cer ta in  ordre  de dérivation,  

des fonctions représentant l e s  valeurs propres. 

Mots-Clefs : 

Matr-&ze symdtr<que - Perturbation - Valeur propre - Vecteur propre - 
Continuitb - Nffbren t iab i l i t b .  


