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INTRODUCTION



Le but de cette thése est d'essayer de compléter, par quelques propriétés,
1'éventail des réponses existantes 3 la question suivante:: dans quelle mesure
est-il possible de parler de continuité, et éventuellement de différentiabilité

d propos des éléments propres, et plus particuliérement des vecteurs propres,

d'un opérateur paramétré ?

Cet éventail de réponses, qui sera décrit au chapitre 1, est pratiquement
limité au cas d'un opérateur dépendant d'une variable (réelle ou complexe),
supposé diagonalisable et méme presque toujours auto-adjoint. Nous nous restrein-
drons ici 3 une matrice réelle symétrique, de dimension finie N, fonction d'une
variable réelle x. Si l'analyticité de la matrice permet d'obtenir des résultats
trés complets & la question posée, l'absence de celle-ci empéche l'existence de
tels résultats dans un cadre général. Il s'agira pour nous de remplacer l'analy-
ticité par d'autres conditions (d'un genre tout 3 fait différent) sur la matrice A
et ses dérivées successives jusqu'd un certain ordre, en des points ol celle-ci
a des valeurs propres multiples, afin d'obtenir 1l'existence de fonctions continues

représentant ses éléments propres au voisinage de tels points.

Aprés avoir terminé le premier chapitre par un théoréme d'existence dans
le cas de valeurs propres simples, nous introduirons, dans un second chapitre,
une premiére condition simple, assurant l'existence de telles fonctions continues,

dans le cas restreint d'une valeur propre double en un point X

Nous construirons alors, au chapitre 3, une suite récurrente de conditiams,
impliquant une différentiabilité 3 des ordres de plus en plus élevés de la matrice,

permettant d'obtenir le résultat escompté, dans le méme cas d'une valeur propre

double isolée.

Nous verrons que ces différentes conditions suffisantes induisent une
méthode simple pour sélectionner les vecteurs propres, associés 3 une valeur
propre double en un point X qui seront les valeurs en X, des fonctions les

représentant au voisinage de ce point.



Dans un quatriéme chapitre, des conditions supplémentaires, portant
toujours sur la différentiabilité de la matrice, seront apportées, pour que les
fonctions continues exhibées aux chapitres 2 et 3 soient différentiables, de

K . - ©
classe C ', pour K quelconque donné, ou méme C .

Enfin, le cinquiéme et dernier chapitre aura pour but d'étendre les

résultats obtenus au cas plus général de valeurs propres de multiplicité

quelconque.

Nous concluerons alors par quelques commentaires sur les questions

traitées et les problémes rencontrés.



NOTATIONS



DTT (£)(x)
p

V(x)

Convention

: Dimension de 1l'espace GRN).
. . N
: Produit scalaire usuel de R .
: Norme associée 3 ce produit scalaire (ou valeur absolue dans R).
: L'ensemble {1, 2, ..., n}.

: Point deIRN ol l'on fait 1'étude.

Matrice réelle symétrique, ayant des valeurs propres multiples

en x .
o

: Valeur propre multiple de A(xo), d laquelle on s'intéresse.
: Multiplicité de AO.
: Espace propre associé & ko.

: Fonctions représentant les valeurs propres de A(x) et les vecteurs

propres normés associés, pour i € PN.

: Matrice unité deIRN.
: La matrice [A(x) - ki(x) IN] notée aussi [A(x) - Ai(x)] .

: Pour une fonction f de R dans ]RN, ou de R dans R, respectivement

les dérivées premiére et p-iéme de f.

: Pour une fonction f de R dans ]RN oulR, le développement de "type

Taylor", défini au chapitre 4, de f au point X
L'ensemble des voisinages d'un point x

Dans 1'écriture Z [ 1, on conviendra de la nullité de cette
k=n

expression si nl>n2.
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CHAPITRE 1

QUELQUES REMARQUES SUR LES RESULTATS EXISTANTS
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1 - INTRODUCTION

Lorsqu'on examine la littérature mathématiéue au sujet des éléments
propres d'un opérateur paramétré, on s'apergoit du fait que la multitude de
résultats, concernant les valeurs propres, que l'on peut y trouver, n'a d'égal
que la rareté de ceux qui existent 3 propos des vecteurs propres. Bien évidemment,
1'intérét (surtout pratique) de tels résultats y est pour beaucoup : il suffit
de voir le nombre de problémes physiques, parmi les plus fréquents, dont la
résolution s'appuie sur des théories comme les équations aux dérivées partielles,
les équations intégrales et plus généralement les problémes variationnels pour
se persuader de la nécessité de progrés dans l'analyse des opérateurs, et plus
particuliérement dans la théorie spectrale de ceux-ci (Rayleigh [1], 'Schrddinger

[2], Courant-Hilbert [3]).

Les problémes concrets oli interviennent les vecteurs propres, et dans
lesquels la continuité, voire la différentiabilité, de ceux-ci est 3 envisager
sont beaucoup moins fréquents, mais existent néanmoins. C'est d'ailleurs lors
du traitement d'un probléme issu du département de physico-chimie du C.E.A. que
se sont posées les premiéres questions relatives 3 ce sujet : il s'agissait de
minimiser, par une méthode de gradient, une fonction calculée a partir des
€léments propres d'une matrice paramétrée (Soulié et Goodman [18]). Il fallait
donc mettre au point un logiciel permettant de calculer les dérivées partielles
de cette fonction. Des résultats numériques satisfaisants quant au gradient ont
été obtenus dans des cas simples (ces résultats sont consignés dans [201]).
Cependant, bien des problémes étaient restés dans l'émbre, en raison surtout de
la rareté des outils mathématiques utilisables, en dehors de quelques puissants

théorémes soumis d des hypothéses assez limitatives, comme nous le verrons par

la suite.
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2 - UN APERCU DES RESULTATS EXISTANTS ET DE LEURS LIMITES

Ce sont les physiciens du début du siécle qui, les premiers, se posérent
des questions sur la régularité des éléments propres d'un opérateur : il est
trés firéquent, en physique, d'essayer de ramener 1'étude d'un systéme donné 3
celle d'un autre systéme, plus simple, que 1l'on sait résoudre, et dont le
premier ne différe que trés peu. Or, dans le cadre des phénoménes vibratoires
par exemple, cette méthode revient 3 chercher des valeurs approchées des éléments
propres d'un opérateur linéaife légérement différent d'un opérateur plus simple,

pour lequel ceux-ci sont parfaitement connus (Courant-Hilbert [3]).

Ce n'est donc pas un hasard si ces m8mes physiciens se trouvent: 3 l'origine
de la vaste théorie des perturbations, dont le développement ultérieur donnera
la plupart des outils nécessaires d la résolution de ce genre de probléme. Ce
sont en effet des physiciens, comme Rayleigh, puis Schrddinger en mécanique
quantique, qui donneront les premiéres résolutions approchées de systémes légé-
rement "perturbés", 3 partir de celles des systémes "non perturbés" correspondants

(Rayleigh [1], Schrédinger [2]).

Cependant, ces méthodes utilisaient en particulier des développements
en séries des &léments propres, dont ni 1l'existence, ni la convergence n'étaient
justifiées, et il faut attendre jusqu'en 1940 environ pour qu'enfin la preuve en

soit donnée, par Rellich, sous la forme suivante (Rellich [41])

Soit T(x) un opérateur borné, auto-adjoint, dans un espace de Hibert,

développable en série convergente de la variable réelle x

T(x) =T + xT(l) + x2T(2)

+ ...

Si l'opérateur non perturbé T = T(0) a une valeur propre A isolée, avec une
multiplicité finie m, alors, pour |x| assez petit, T(x) a exactement m valeurs
propres kj(x), j =1, ..., m (comptées avec leur multiplicité), dans un voisinage
de A. De plus, ces valeurs propres peuvent Etre développées en séries convergentes :
gl) + x2 ASQ)

Xj(x) = XA+ xA + o0 5,3 =1, cu.ym
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Les vecteurs propres associés Vj(x) de T(x) peuvent &tre choisis de maniére a
former des séries convergentes

V.(x) =V, + xvgl) + x2v€2) +

] J ] ]

satisfaisant les conditions d'orthonormalité :

e =1, «c.y m

< > =
Vj(x), Vk(x) ij
et ol les Vj’ j=1, ..., m, forment une famille orthonormale de vecteurs propres

de T, associés 3 la valeur propre A.

Ce remarquable résultat de Rellich a donné iieu par la suite a de

nombreuses généralisations : perturbations du spectre continu (Friedrichs [5])

ol l'on considére que les valeurs propres, ou plutdt les valeurs'spectrales,
peuvent ne plus &tre isolées, perturbations des valeurs propres isolées pour
un.opérateur T(x) dépendant d'une variable x complexe (Kato [6]), chose naturelle
lorsqu'on suppose l'opérateur T analytique, etc ; la liste de ces élargissements
est longﬁe et a engendré uretrés vaste théorie, fondée sur l'analyse complexe

des opérateurs (Kuroda [7], Maslov [8]), synthétisée par Kato dans un ouvrage ex-

trémement complet et détaillé sur la question (Kato [61]).

Cependant, tous ces résultats importants restent subordonnés & une
hypothése trés forte sur l'opérateur : son analyticité. Or le probléme qui nous
concerne ici est justement de supprimer cette hypothése. De maniére évidente,
on peut dire qu'alors les résultats sont rares, et que, méme lorsqu'ils existent,

ils n'ont jamais la portée de ceux que l'on peut établir dans le cas analytique.

Dans le cas d'une valeur propre simple, le théoréme des fonctions implicites
nous fournit la réponse (voir par exemple Lions [9]) : si A(x) est un opérateur
linéaire auto-adjoint de dimension finte, fonction de classe c® d'une variable
x de R”, si X est une valeur propre simple de la matrice A(x) et si V est un
vecteur propre associé, de ﬂorme 1, il existe un voisinage U de x dans lequel
sont définies des fonctions A(x) et V(x), de classe CK dans ce vo;sinage, et

vérifiant, pour tout x de U :
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A(x) V(x) = A(x) V(x)

[vix)| = 1

CAMX) = X et V(x) =V

De plus, les différentiations successives du systéme ci-dessus nous permettent
de calculer les dérivées correspondantes des fonctions A et V. (Nous donnerons
au paragraphe suivant une variante du précédent théoréme, ainsi que les formules

de dérivation correspondantes).

En revanche, dans le cas de valeurs propres multiples, les choses ne se
passent pas aussi bien, lorsque la matrice n'est plus analytique : si l'on peut
toujours affirmer que les valeurs propres peuvent &tre représenté;s par des
fonctions continues si l'opérateur T est continu et dépend d'une seule variable
(et sont méme différentiables si T 1'est [6]), il est impossible en général
d'obtenir un résultat similaire pour les vecteurs propres, comme le montre

1l'exemple suivant :

Exemple (1.1)

Soit la matrice A(t) définie, pour t réel, par :

cos 2/t sin 2/t 0 0

1/t°

A(t) = e sit#0 et AC(Q) =

sin 2/t -cos 2/t 0 0
(=]
On vérifie aisément que A est de classe C ainsi que ses valeurs propres que

1'on peut mettre sous la forme :

1/t2

u
o

Xl(t) = e Al(O)
o sit# 0 et
-1/t

11
o

Xz(t) =-e A2(0)

pour tout t non nul, on peut écrire les vecteurs propres de A comme suit
cos 1/t sin 1/t
Vl(t) = (associé a Al(t)) et V,(t) = (associé a k2(t))
~sin 1/t -cos 1/t
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oo
V1 et V2 forment ainsi une base orthonormée de vecteurs propres de classe C

en dehors de X, = 0. Cependant, V. et V2 n'ont pas de limite lorsque x tend

1

vers 0.

Un autre exemple va nous montrer que la situation est encore bien plus
compliquée si 1l'opérateur dépend de plusieurs variables, méme si celui-~ci est

analytique :

Exemple (1.2)

Soit la matrice A(xl, x2) =

_ /2 3 _ [2 2
ses valeurs propres Al(xl, x2) = /X tx, et Az(xl, x2) = -/x +x, ne sont pas
différentiables au sens de Fréchet au point (0, 0) ; on montre trés facilement
que les vecteurs propres ne sont pas continus en (0, 0) car la base de vecteurs
propres d choisir en ce point dépend de la direction suivie. En éffet, dans la

direction (1, k) pour t > 0, le vecteur propre normé associé a

Xl(O +t, 0+ tk) = t/€+k2 est, pour k # 0 :
(

k
/é(1+k2—J{:;§3
S - 1
| 2(1+k2-¢€;;;%

Ce vecteur propre, constant quand t varie, est différent selon la direction

vl(t, tk) = 1

choisie. Il ne peut y avoir donc en (0, 0) qu'une continuité directionnelle

au mieux.

Dans ce dernier cas, on montre en fait que si A(u) est une matrice
P Lo ' \ . 1 . n
réelle symétrique, d'ordre NxN, fonction de classe C~ de la variable u de R,
ses valeurs propres peuvent €tre représentées par des fonctions continues,

admettant, en un point ug ou A(uo) a des valeurs propres multiples, des dérivées



15

directionnelles seulement (différentiabilité au sens de Giteaux). Dés lors,
les résultats que nous démontrerons pour une variable réelle seront vrais ici

"directionnellement" (Haug et Rousselet [10]).

En bref, si on abandonne l'analyticité de la matrice et si on autorise
celle-ci 3 avoir des valeurs propres multiples en un point, on ne peut plus
espérer, en général, la continuité des vecteurs propres. Presque tous les
travaux effectués dans ces conditions s'intéressent exclusivement au comportement
des valeurs propres : il s'agit en général de "préciser' la notion de continuité
de celles-ci en "localisant" le plus finement possible les valeurs propres d'une
matrice perturbée ; on trouve des résultats du type suivant (un "classique" de

la théorie des perturbations, énoncé, entre autres, par Kato [6]) :

Soit A une matrice hermitienne, A une valeur propre de A, Q un vecteur
propre normé associé. Soit A' = A+H oll H est une autre matrice hermitienne (la
perturbation) ; si toute autre valeur propre U de A est telle que Ik—ul 2 4, si
X est de multiplicité m, et si 2||H|| < d, il existe exactement m valeurs propres
de A', distinctes ou non, dans 1'intervalle [A-||H||, A||H||] (]] || représentant

une norme de matrices donnée).

La plupart des auteurs obtiennent des résultats, soit plus fins, soit
du méme genre dans un cas plus délicat. (Lildskii [11], Chatelin-Laborde [12],
Thompson et Freede [13], Duc-Jacquet [141). On trouve aussi des résultats
similaires en ce qui concerne les vecteurs propres, ou plutdt la variation
globale d'un sous-espace propre lors d'une perturbation (Davis [15]). Et si
certains parlent de dérivation des vecteurs propres, c'est toujours pour donner
une méthode numériqug efficace pour le calcul des dérivées, quand elles
existent ; la plupart du temps d'ailleurs, on suppose toutes les valeurs

propres simples.(Kalaba, Spingarn et Tesfatsion [16], Andrew [171).
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Quoiqu'il en soit, l'analyticité ou les valeurs propres distinctes ne
représentent pas tous les cas ol les valeurs propres et surtout les vecteurs
propres peuvent &tre rendus continus (et méme plus), comme nous le verrons au
paragraphe suivant. Nous allons ici essayer d'élargir les conditions dans

lesquelles cela est possible ...
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3 - MOTIVATION ET BUT DU TRAVAIL

Un petit exemple pour fixer les idées :

Exemple (1.3):

x(|x|+1) x| x|

Considérons la matrice A(x) = , X € R
x| x| x(]x]|-1)

A(x) est de classe cl seulement en X, = 0.

Ses valeurs propres peuvent 8tre mises sous la forme :

Ae(x) = x(|x|+e/x2+1), avec € = + 1 (valeur propre double en O)ce qui en fait
des fonctions de classe C' sur R. Un vecteur propre normé associé 3 Ae(x) est,

pour x # O:
‘ . )
X
2x2(x2+1—€/x2+1)
e/x2+l—l

/g;x2+1—e¢x2+1)

que l'on peut aisément prolonger en 0 par VE(O) =

VE(X) = J

[y
Sk
™

™
Nt
[

1 s 44 - 11 _Jo
(c'est & dire V,(0) = {0 et V_,(0) = {_1)

On a donc une base orthonormée (Vl(x), V_l(x)) continue en 0 ol la matrice a une

valeur propre double.

Cet exemple nous montre qu'avec une matrice A de classe Cl (et donc
beaucoup moins réguliére que celle de 1l'exemple (1.1)), il est possible de
représenter les vecteurs propres normés par des fonctions continues. La question

qui se pose alors est de savoir ce qui différencie ces deux exemples.
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Nous aurons donc pour but de mettre en évidence, dans ce travail, des
conditions sur la matrice (que vérifiera l'exemple (1.3) et pas l'exemple (1.1)),
permettant d'exhiber des vecteurs propres continus. Comme nous le verrons, ces
conditions permettront de plus de sélectionner, en un point ol la matrice a des
valeurs propres multiples, la base orthonormée adéquate 3 choisir en ce point,
ceci valant tout autant pour le cas analytique, dans lequel 1l'existence de
fonctions analytiques est assurée, mais la détermination des vecteurs 3 choisir

est assez difficile.
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4 - THEOREME PRELIMINAIRE ET FORMULES DE DERIVATION

Ce premier théoréme est en fait une généralisation de celui obtenu a
l'aide des fonctions implicites. Il sera simplement énoncé, sa démonstration

n'apportant rien au présent travail (elle est néanmoins faite dans [19]).

Théordme 1 :

S0t A(x) une matrnice carrde NxN, fonction de classe c® d'une variable rsetle X,
et rnéelle symétrnique pour tout x. SL, sur L'intervalle la, bl, cette matrice
n'a que des valewrs propres simples, {L existe des fonctions A (x) et V. (x), de
casse C° sun Ja, b[, telles que, pour i dans Py * '

A(x) Vi(x) = Ai(x) Vi(X)
(1.4.1)
<Vi(x), Vj(x)> =z 6,.

1]

Pour obtenir les dérivées successives des différentes fonctions
considérées, il suffit de différencier 3 1l'ordre voulu, soit p, p < K, les
équations du systéme (1.4.1). On a donc, en posant Bi(x) = A(x) - Ai(x), pour
tout i de PN :
§ ¢ B (x) vPTK) () = 0
- p 1 i

(1.4.2) { k=©

ck <V€k)(x), VP 4y = 0
1 1

"k=o P
le produit scalaire avec Vi(x) de la premiére équation de (1.4.2) nous donne :

(

i

(p-k)

Pet k(0
L c (x)V;

. (x),V. ()5+<(A P (x)-ALP) (), (%), V. (x)>#<B, (x)VP) (x),V. (x)>=0
1 1 1 1 1 1 1

d'ol, puisque Vi(X) est normé et que Bi(x) est symétrique :

PRl x (), . (p-k) ,
S O A G R AC

(1.4.3) | 2P = P v, (x),v, ()54
1 1 1 1

k

(moyennant la convention faite dans les notations)
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Le produit scalaire de la premiére équation de (1.4.2) avec Vj(x), pour j # i,

nous donne :
p-
(1.4.4) )

l -_—
i g8 6oV 60, 00>+ (P60 AP 0y 60,1, (034< a0 2 0029 P o,

1
V.(x)> =0
]

quant 3 la deuxiéme équation de (1.4.2) elle peut s'écrire :
p-1

§ ok w0, vl
k=1 P %

(1.4.5) <V§p)(x), Vi(x)> = - % p—k)(x)>

i

Alors, puisque les Vi(x) forment une base orthonormée deIRN, on a, avec (1.4.4)

et (1.4.5) :
(p) ¥ o
Vi (x) = hzl ai,h Vh(x) avec
p-l _
<A(p)(x)Vi(x),Vh(x)>+ Z C};<B§k)(x)vsp k)(x),Vh(x)>

(1.4.6) | sih # i,af = K21 1

i,h Xi(x)—Xh(x)

p-1 _
P, =-1 ¥ c <V€k)(x), pr k)(x)>
ii 2 k=1 P i i
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CHAPITRE 2

UNE PREMIERE CONDITION ASSURANT L‘EXISTENCE
DE FONCTIONS CONTINUES REPRESENTANT LES ELEMENTS PROPRES
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1 - INTRODUCTION

Nous introduisons dans ce chapitre une premiére condition, qui n'est en
fait qu'un cas particulier simble de celles qui feront 1l'objet du chapitre 3. Il
était néanmoins souhaitable de la séparer du cas général pour au moins deux
raisons : d'une part, la simplicité de sa formulation nous permettra de décrire
les choses de maniére plus tangible que si elle était restée incluse dans le
cadre général ; d'autre part, cela reflétera, d'un point de vue chronologique,
la fagon dont tout ce travail s'est agencé et dégagera ce qui, dans cette
premiére approche, a conduit d& "intuiter" les résultats plus complets qui

forment les chapitres suivants.

Néanmoins, seules les démonstrations utiles 3 la compréhension de la
technique utilisée seront faites, ceci par souci de clarté de 1l'exposé. Les
autres, souvent trés lourdes, seront des cas particuliers des propositions et
théorémes établis dans les chapitres 3 et 4. On peut les trouver aussi dans une

publication consacrée au seul cas de cette premiére condition [19].
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2 - PosiTION DU PROBLEME - NOTATIONS

Dans tout ce chapitré, nous ferons les hypothéses suivantes :
A(X) est une matrice carrée d'ordre N, réelle symétrique, dépendant d'un para-
métre réel x ; les coefficients de A(x) sont des fonctions de classe CK, K21,
ou Cd de la variable x ; la matrice A posséde, au point X, une valeur propre
double AO, et des valeurs propres toutes simples‘en dehors de X - Mo est 1l'espace
propre associé a Ao et V(xo) l'ensemble des voisinages de X - Nous noterons

A, h =3, ..., N, les valeurs propres de A(xo) autres que Ao et nous les

n’
supposerons toutes simples. Nous avons vu dans 1é chapitre 1 1'existence de
fonctions Xh(x) et Vh(x), pour h =2 3, de méme classe que A(x) dans un voisinage
de X» puisque dans ce voisinage, les valeurs propres en question restent toutes
simples. Nous allons ici prouver l'existence de fonctions Xl(x), X2(x), Vl(x),

V2(x), sous certaines conditions, continues (et plus) dans un voisinage U de X

et telles que, pour tout x de U :

11

(A(x)—kl(x))Vl(x) (A(x)-kz(x))v2(x) =0

1

v, (x)] = |V, (x)]
(2.2.1) 1 2
<Vl(x), V2(x)> =0

et Xl(xo) = X2(xo) = lo
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3 - UNE CONDITION SUFFISANTE D'EXISTENCE

a) Analyse

Si, dans un premier temps, on suppose l'existence de fonctions de classe
Cl dans U représentant toutes les valeurs propres et tous les vecteurs propres
normés associés de la matrice A(x), alors on a, si on les note ki(x) et Vi(x)
pour i = 13N :

(2.3.1) (A(x) - A, (x)) V.(x) =0 ¥xeU, ¥ieP
1 1 N

. P 1 . s .
Toutes ces fonctions é&tant de classe C°, ainsi que la matrice A, on peut

différentier 1'équation (2.3.1) et 1l'on a :

IH

(2.3.2) - (A"(x) - X'i(x)) Vi(x) (A(x) - A (%)) V‘i(x), ¥xelU

Aprés produit scalaire de (2.3.2) par Vj(x), on obtient, en X puisque
<V,(x), V.(x)> =0
1 ]

(2.3.3) (Ai(xo)—Aj(xo))<V'i(xo),Vj(xo)>:<A'(xo)Vi(xo)ij(Xo)>

Si maintenant Al(xo) = X2(xo) = Xo, cette relation s'écrit, pour i = 1, j = 2 :

(2.34) <A'(xo) vl(xo), V2(xo)> =0

b) La condition (Hy)

Une idée naturelle est alors d'imposer, au point x 1'unicité d'une
b ] o’

, vérifiant :

base orthonormée de 1l'expace Mo’ notée (vl, v2)

<A'(xo) Vs v2> =0
ceci afin de pouvoir sélectionner en X les "bons" vecteurs propres, qui seront
les valeurs en X des fonctions continues les représentant dans U (si elles
existent).
La condition annoncée, appelée (Hl)’ est donc la suivante :
‘- La matrice A est de classe Cl au moins dans U

(Hl) - en x_, il existe une unique base orthonormée (vl, v2) de Mo telle que

1 -
<A (xo) vy v2> =0
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Remarque importante

L'unicité de la base (vl ______________________________

-v.)

(car des bases comme (v2, vl) ou (—vl, 9

_______________________ 1?2 VQ

vérifient la méme condition). Cette remarque concerne toute la suite du travail.

c) Vérification de (Hy)

Cette vérification est assez simple : soit (u,, u2) une base orthonormée
quelconque de M_ fixée. Toute autre base orthonormée de M_ peut s'écrire
(v, w) avec

v = au, + bu

1 2
w = bul - au2
a2 + b2 =1

alors on a, puisque A est symétrique @

2 2
5 ' ~= ' oAt _ 1 .
(2.3.5) <A (XO)V,W2 ab(<A (xo)ul,ulz <A (xo)uz,u2>)+(b a“ )<A (xo)ul,uzz
De deux choses 1l'une :

>,

- soit <A'(x )Ju_., u.> = 0 ; alors si <A'(xo)u1, u,> = <A'(xo) Uy, U,

—————————— 02=12-225-2-= 1

<A'(xo) v, w> = 0 pour toute base orthonormée (v, w) de MO et (Hl) n'est pas

vérifiée. Si en revanche <A'(xo) u,, u.> # <A'(xo) Uys Uy>, <A'(xo) v, w» = 0

1 1

si et seulement si ab = 0. Il y a alors "égalité" des bases (ul, u2) et (v, w)
("égalité" au méme sens que '"unicité"). (H;) est vérifiée ; la base correspon-

dante est (ul, u2).

- s ' s . = t 5 - ' S
Soit <Al(x ) u s u» £.0 ; posons K, = <A'(x ) u;, up> - <A'(X)) uy, u,
: - 1 s 1 A .
et K2 = <A (xo) Ugs Uy>e On doit alors résoudre :
) 2 _ .2
K, ab = K2(a b“)
(2.3.6)
a2 + b2 =1

en posant a = cos ¢ et b = sin ¢, on a & résoudre

Ky sin ¢ cos ¢ = K, (0032 ¢ - sin2 $)
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ou encore : K. sin 2¢ = QKﬁ cos 2¢

1
2K
tg 2¢ = '1-<—2
1
2K
N 2  km
1 - - —— —
d'od ¢ = 5 Arctg Kl t 3

L - T, km
(si K, = 0, comme K2 £ 0, ¢ = Tt )

ce qui nous donne 4 solutions pour (a, b) correspondant aux 4 bases que l'on

peut former avec v, w, -v et -w. La condition (Hl) est alors vérifiée.

Finalement, (Hl) est vérifiée si et seulement si, pour toute base orthonormée

< t 1] > 1
(ul, u2) de MO, A (xo) ugs u,> n'est pas nul, ou si <A (xo) ugs u,> et

<A'(xo) uy, u,> sont différents. De plus, la base orthonormée unique corres-

2

pondante est obtenue en résolvant le systéme (2.3.6).
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4 - EXISTENCE DE FONCTIONS CONTINUES REPRESENTANT LES ELEMENTS PROPRES

Dans toute la suite du chapitre, nous supposerons la condition (Hl)
vérifiée et la base correspondante (vl, v2) de Mo connue. Nous allons, dans ce
paragraphe, prouver que (Hl) est une condition suffisante pour l'existence de
fonctions Xi(x) et Vi(x), pour i dans PN’ représentant respectivement les N
valeurs propres de A et les N vecteurs propres associés, formant, pour tout X
d'un voisinage U de V(xo), une base orthonormée de my; ces fonctions étant

continues sur U.

Nous allons au préalable établir une proposition qui jouera un rdle
fondamental dans ce travail. Soient Vis v, les vecteurs de Mo sélectionnés

par (Hl). Soient v » vV, les vecteurs propres de A(xo), normés, associés

3ot N
aux valeurs propres autres que Ao (supposées toutes simples). Appelons Fo
1'ensemble :

F = {vl, Vs Vo Vs Vg TVgs eees Vi —vN}

On a alors le résultat suivant :

Proposition 2.1 :

So.it (xn, n e N) une suite de Limite X telle que : ¥ n e NN, X 3 X
Soit (v', n e N) une suite ol v" est un vectewr propre nonmé de A(x ).

Alons, tout point d'accumulation de La suite {vn, n e N} est un élément de F.

Démonstration :

n . n . . .
v est de norme 1. La suite {v , n ¢ N} est donc bornée et a toujours un point
d'accumulation au moins.

. * . . . * . n
Soit donc v un point d'accumulation de cette suite : v = lim v
nelN'aN
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n n_ .n
on a pour tout n : A(xn) vl <A(xn) vV,v>v
et
<vn, v> =1
n ez 8 D 7 s n n .
(en effet la valeur propre A associée a8 v est égale a <A(xn) v, v > puisque

Vi est de norme 1).

Alors, en passant d la limite sur N', on obtient

Alx ) V' = <A(x) v*, v v
o o

2
<
N
"
—

_____ )
___________________________________ o

* Pl ~
- s1 v est associé 3 une valeur propre de A(xo) autre que XO, cette valeur propre
Pd 3 * d . ' rd
étant simple, v est forcément 1l'un des Vh, pour h 2 3, ou bien son opposé et

*
dans ce cas v € Fo.

. Uk . . . % *
- si v est associé a Ao’ il existe un vecteur v de Mo’ formant avec v une

base orthonormée de MO ;

* Uk . N 2
alors (v , v , Vas eees VN) est une base orthonormée de R et on peut décomposer

n
v sur cette base

n
(2.4.1) v o= aiv* + a;v* +

n . n
a, Vv avec 1lim o, = & k e P

3 neN'

1N~

h

. . n .
introduisons le vecteur w suivant :

n _ n vk n _*
(2.4.2) w = o, v a, v

on peut alors écrire
(2.4.3) (A(x ) - A(x ) v0 = <A(x ) v", v v@ - A(x ) v"
n O n (@]

. n n n _n n .n
< > = - =
mais <v , w al a2 u2 al 0
N n n n
et KA(X ) v ., W>=<AXx )W ,v>=X <w,v>z0carw e M
o 'n’ 'n o o o
de par sa construction . En reportant dans (2.4.3), il vient
n

<(A(x)) - Alx))) v, oW = 0

v
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ou encore
A(xn)—A(xo)

X =X
n o

n

(2.4.4) <( ) v, w>=0 (puisque X # xo)

alors en passant 3 la limite sur N' dans (2.4.4), puisque A est de classe Cl

"
(2.4.5) <A'(xo) Qt V> =0

. n Uk
car lim w =V

néN'
*
En vertu de 1'unicité de la base de Mo vérifiant la relation (2.4.5), v est

forcément 1'un des vecteurs Vis V sélectionnés par (Hl) ou son opposé. Dans

2
3 * ” vd
ce cas aussi, Vv est un élément de FO.

q.e.d.

Grice 3 cette proposition, nous allons maintenant pouvoir établir un
. P . < s N
premier résultat important. Choisissons comme base de R la base (Vl’ Vs e vN)

formée des vecteurs définis précédemment. Nous avons alors le théoréme suivant

Théoneme 2 :
1L existe N fonctions Vl(X)’ Vo(x), ..., VN(x), continues dans un vodsinage U de
x_, formant, pour tout x de U, une base onthononmée de vecteurs propres de A(x),
et telles que :

Vi(xo) = vy pour i € P

N

Démonstration :

Pour h 2 3, v, est associé 3 une valeur propre simple et nous sommes assurés de

h

1'existence d'une fonction Vh(x) continue dans un voisinage Uh de X (cf. Chap. 1).
Intéressons-nous a l'existence de la fonction Vl(x).

Soit k € PN tel que vt # 0 (k-iéme composante de v, sur la base canonique)
supposons, sans restreindre le probléme, que v? > 0.

Soit alors l'ensemble F(x) = {v ¢ Eﬁ tel que |v] = 1, vk >0, 4 4 eR tel que

A(x)v = uv}.
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Soit B(Vl’ €) la boule ouverte {v e R tel que |v—v1| < e}

Nous allons, dans un premier temps, prouver que :

J€>0 tel que ¥ € € 10, €], 1 Ve € V(x ) tel que
(2.4.6) °
¥ X € VE’ x # X s 3 !1ue F(x)n B(vl, £)

Si cela n'était pas vrai, on aurait, avec des suites
Ve>0, 3eeJo, €l, 3 {xn, n € N}
F(x ) n B(v,, €) = ¢ (i)
n 1
telle que limx_ = x , ¥n e N, x # x_ et ou bien
n o n o

neN
3w etz e F(x)nB(v,, €) (ii)
n n n 1

et W £ z
* (ii) est impossible si £ < —_: en effet woetz, étant dans F(xn), seraient
des vecteurs propres normés de A(xn), qui a toutes ses valeurs propres simples
(si X, # xo). Alors, puisqu'ils sont distincts, w et z sont opposés ou
orthogonaux.

En conséquence

-siw =-z_, |w -2z ]| =2w] =2
n n n n n
. - 2 2
-siw |z, |w -z]|=Vw-z,w-z>=W+zl = /2
n n n n n ' n’ n'n n n
= . - V2
et dans les deux cas |wn - an 2 v¥2 22 2 2€ (si e < ?T)
mais w_ et z_ sont dans B(v,, €), d'ol :
n n 1

|wn - zn| < [wn - vl| + |v, - Zn| < 2€e, ce qui est impossible.

1

. Pd N .
On peut, pour tout n, construire une base orthonormée de R parmi les vecteurs
de F(xn). Soit Bn cette base.

B = (t

n 1,n’ t2,n’ e tN,n)

z . . *
Chaque suite {ti q° 0 € N} est bornée et a un point d'accumulation ti ; on peut
¥

de proche en proche, extraire une suite {xn, n € Nk} de la suite {xn, n eINk_l},
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avec ]No = N, de maniére 3 ce que

*
lim t, = t,, ¥1eP
neN i,n i N
N
Par les mémes arguments que ceux utilisés dans la proposition 2.1, on montre

* P
que (tI, tos oo t;) est une base orthonormée de vecteurs propres de A(xo).

. ~ g 3 [ * . *
Mais d'aprés cette méme proposition, ti € FO pour tout i. L'un des ti est donc

P4 z ~ * k
- >
forcément égal a v, Ou -v,, par exemple tl. Comme tl,n € F(xn), tl,n 2 0 et
donc tI > 0. Alors forcément tI = v, car —vi < 0. Donc pour n assez grand dans
€ ide.
NN, tl,n € B(vl, ) n F(xn) et cet ensemble est donc non vide

(i) est alors impossible

e e e e it o =t = o T e P o e
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L'existence et l'unicité du vecteur u dans F(x) n B(vl, €), pour € <
et pour tout x dans V_, nous permet de définir une fonction Vi(x) dans Vé,

Vi(x) étant ce vecteur u et Vi(xo) = v.. Cette fonction est continue en X de

1

par sa construction.

Vi(x) semble dépendre de €, mais il n'en n'est rien : si 0 < €' < €, on
t
choisit Ve' c V€ et alors Vi (x) e F(x) nB (Vl’ €') c F(x) nB (Vl’ £),

¥ X € VE,. Par conséquent, l'ensemble F(x) n B(Vl’ €) étant un singleton, les

'

fonctions Vi et V& coIncident sur Ve"

1

Nous pouvons donc noter cette fonction Vl(x), avec Vl(xo) = v Elle

1°
est définie sur un voisinage Ul de Xs restreint de telle maniére que Vt(x) > 0,

pour tout x de Ul (ce qui est possible car V., est continue en X et VE =
k . - _ 2
Vl(xo) > 0), UjcVzetes= 5 -

1

Cette fonction Vl(x) représente en fait un prolongement par continuité

en x de celle que 1l'on peut définir dans U, - {xo} par le théoréme des fonctions

1

implicites
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Soit Y, € u, - {xo}. A(yo) a toutes ses valeurs propres simples. On peut alors

1

définir une fonction Wl(x) dans un voisinage U'(yo) € V(yo) avec comme conditions

--— ~, v o~ . f
eny_ X = <A(yo) Vl(yo)’ Vl(yo)» et V = Vl(yo)’ et continue dans U (yo) (cf.

chap. 1).

Comme Wl(yo) =V = Vl(yo) € B(vl, €), par continuité, pour U'(yo) assez petit,
_ K Lk . .

Wl(x) € B(vl, €). En outre, wl(yo) = Vl(yo) > 0 et donc Wﬁ(x) > 0 pour

X € U'(yo), quitte 3 restreindre encore U'(yo).

Wl(x) est donc un élément de F(x) n B(v., €) et coincide avec Vl(x).

l,
Les fonctions Vl et W, coincident donc sur U'(yo), cela pour tout Yo de Ul'
(Ce qui prouve d'ailleurs la continuité de Vl sur tout Ul’ en vertu du

théoreme 1).

On construirait de la méme maniére une fonction V2(x), définie et

continue sur un voisinage U2.

Finalement, (Vl(x), V2(x), cens VN(X)) est une base orthonormée de

Ui.
1

W o=

N P .
R, formée de vecteurs propres de A(x), continus sur U =
i

Remargue :

En posant ki(x) = <A(x) Vi(x), Vi(x)>, pour i dans PN’ les Ai(x) sont des
fonctions continues sur U, représentant pour tout x de U les N valeurs propres

de A(x). (Résultat classique énoncé au chapitre 1).
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5 - INTERPRETATION DE LA CONDITION (H7)

La condition (Hy) signifie en fait que 1l'on peut "séparer" les valeurs
propres qui colncident par leurs dérivées premiéres.
En effet, A &tant de classe Cl, on sait (chapitre 1) que 1l'on peut représenter
les valeurs propres par des fonctions de classe C1 dans un voisinage de X,

Si 1l'on note Ai(x), i € P, ces fonctions, on a vu que leur dérivée A'i(x)

N
avait pour expression :

X'i(x) = <A'(x) Vi(x), Vi(x)> pour i € PN, x # X

. _ _ . * * . . .
Alors, si Xl(xo) = X2(xo) = Ao’ et si 4 et v, sont les points d'accumulation
de suites {vn, n € N} et {vn, n € N} de vecteurs propres normés de A(x_),

1 2 n

associés dans cet ordre & Xl(xn) et Xz(xn), lorsqu'on fait tendre X vers X ,

on obtient, puisque Al et AQ sont Cl :

1 - 1 * *~ 1] - 1 * *
A l(xo) = <A (xo) vis Vq® et A 2(xo) = <A (xo) Vos Vp©
1] * * -
~avec <A (xo) Vis V> E 0

Alors (Hi) sera vérifiée, en vertu du paragraphe 3, si et seulement si A'l(xo) 7

X'Q(xo).

Remarque :

Cette interprétation permet aussi, lorsqu'on connalt les expressions analytiques

des valeurs propres (ce qui est plutdt rare) de vérifier (Hl) trés simplement.

Siv 1'on reprend les exemples simples étudiés dans le chapitre 1, on
s'apergoit facilement que dans un cas (H;) n'est pas vérifiée mais que dans

l'autre elle 1l'est.

Dans l'exemple (1.1), en effet, les valeurs propres se mettent sous la
2

-1 e s . o
forme A + () = t e /x , formant ainsi deux fonctions de classe C en posant

A+ (0)

0. Mais les dérivées de ces fonctions coincident et (Hq) n'est pas

vérifiée en 0.
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Dans 1l'exemple (1.3), en revanche, (H) est vérifiée : on peut prendre

Xl(x) = x (|x| + /1+x2) et AQ(x) = x(|x| - ¢1+x2) qui sont de classe ¢l et dont
les dérivées en 0 sont :

[} - [} -
A l(O) =1 A 2(0);- 1
1 0 1 0
De plus A'(xo) = et u| et v| forment la base "unique'" qui convient
0 -1 0 1

(résultat auquel on était parvenu).
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6 - DIFFERENTIABILITE DES FONCTIONS CONSTRUITES

Toujours dans le cadre de la condition (Hl)’ nous allons pouvoir obtenir
des résultats de différentiabilité quant aux foﬁctions Ai(x) et Vi(x) construites.
Nous ne démontrerons pas les différents résultats énoncés dans ce paragraphe
(cf. Introduction), mais nous décrirons par ceux-ci la technique utilisée pour

obtenir le théoréme voulu.

Nous savons que les fonctions en question sont de méme classe que la
matrice A en dehors de X, (et aussi en X pour Vh(x), h 2 3). Nous allons ici
montrer que si A est de classe CK au voisinage de X Vl(x) et V2(x) sont de
classe CK-1 en X _, kl(x) et X2(x) sont de classe CK en X . Ceci se fait par
récurrence sur K : c'est vrai pour K = 1 (il suffit de démontrer que Al(x) et

A2(x) sont Cl : voir paragraphe 5).

Supposons avoir montré que si A est de classe CK en X_, Vl y est de

classe CK_l, et prenons maintenant A de classe CK+1.
Vik-l)(x)—vgk_l)(xo)
Posons tl(x) = o I1 s'agit dans un premier temps de prouver
o
que tl(x) a une limite en x_ 3 cela se fait en étudiant, pour tout h de Py» la

limite de <tl(x), Vh(x)>. Pogr h = 1 et h 2 3, nous ne rencontrerons aucune

: L]
difficulté pour calculer‘§ette limite directement. Pour h = 2, en revanche, nous
devrons procéder en deux temps : il nous faudra d'abord prouver que

K=l (x-x_)]
<V, (x) - )

(3 N
L Vit x), V(0>
J—O

3!

K
(x-xo)

a une limite ; ensuite nous établirons le lien entre cette limite et celle de

<tl(x), V2(x)>.

(K)

Finalement, tl(x) ayant une limite, on montrera que V1

(%), qui existe en

dehors de X s ala méme limite que tl(x) en X .
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Et 1'on a démontré dans [19], le résultat suivant, cas particulier du

chapitre 4 :

Théoneme 3 :
Si A est de classe X (resp. ™) dans un voisinage U de x_, alors, sous £a
condition (Hy), >\1 et Ao sont de classe e (nesp. c”) dans U, vy et v, sont de

casse cX (rnesp. c”) dans U - {xo}, <t (resp. c?) en X
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CHAPITRE 3

UNE SUITE DE CONDITIONS SUFFISANTES SUR LE MODELE (Hy)
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1 - INTRODUCTION

Gardons les notations utilisées en chapitre 2 §2, et supposons que la
condition (Hl) ne soit plus vérifiée. On ne peut plus "séparer" les valeurs
propres qui coIncident en X, par les dérivées premiéres. On peut alors tout
naturellement se demander s'il est possible de le faire avec les dérivées
secondes, troisiémes, ..., p-iémes. Cette idée se trouve d'ailleurs quelque peu
étayée par le fait que dans l'exemple (1.1) du chapitre 1, pour lequel il est
impossible d'exhiber des 'fonctions vecteurs propres" continues, les valeurs
propres qui coIncident sont de classe c” et ont toutes leurs dérivées égales.
Nous allons donc essayer de b3tir des conditions (HQ)’ (H3), e (Hp), du
méme type que (Hl), qui nous permettront, elles aussi, d'exhiber des fonctions
continues représentant les éléments propres, et reposant sur la séparation des

dérivées secondes, ..., p-ifémes des valeurs propres.
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2 - ANALYSE DU PROBLEME

Pour obtenir la condition (H;), nous avions différentié 1'équation (2.3.1),
en supposant les éléments propres de classe Cl, et multiplié scalairement le
résultat obtenu par V2(x). L'écriture en x_ de cette relation nous donnait alors
une condition nécessaire que devaient vérifier Vl(xo) et V2(xo) (s'ils existent),

en l'occurence :

(3.2.1) <A'(xo) Vl(xo), V2(*0)> =0

A partir de cette relation, on construisait donc la condition (Hl) en
imposant 1'unicité des vecteurs v, et v, de Mo vérifiant <A'(xo) Vis V> 2 0.
Si (H)) n'est plus vérifiée, on peut essayer d'utiliser la méme méthode en

supposant cette fois les éléments propres de classe c? et en différentiant deux

fois 1'équation (2.3.1), ce qui nous donne :

(3.2.2) (A"(x)—kg(x))vl(x)+2(A'(x)—A'l(x))V'l(x)+(A(x)—Al(x))V"l(x) =0

Par produit scalaire avec V2(x), on obtient, en X s puisque Xz(xo) = kl(xo)
(3.2.3) <A"(xo)Vl(xo),V2(xo)>+2<(A'(xo)—l'l(xo))V'l(xo),VQ(xo)> =0

en décomposant V'l(xo) sur la base (Vl(xo), V2(xo), cees VN(xO)), i1 vient
(3.2.4) <A"(xo)Vl(xo),V2(xo)>+2 g <(A'(xo)—Ai(xo))Vh(xo),V2(xo)><Vi£x0),Vh(*o)>=0

h=1
t D -t L t 5 =
1 et donc <V l(x),Vl(x)z = 0 d'ol <V 1(xo),Vl(xo)» 0

mais <Vl(x),Vl(X)>
et <(A'(xo)—x'l(xo))V2(xo),V2(xo)> = X'Q(xo)-k'l(xo) = 0 car (H;) n'est pas vérifiée.

<A'(xO)Vl(xo),Vh(Xo)>
Xl(x )-A (% )
o} h o

Comme <V'l(xo),Vh(xo)> = pour h 2 3 (cf. chapitre 1), on a :

" AT (% V(% ),V (x )><A"(x IV, (x ),V, (x )>
" 0o""'170"> h "o 0" 270" h "o" _
(3.2.5) | <A (xo)vl(xo),v2(xo)>+zhz3 NEREWEW =0
> o} h' "o

L'intérét d'avoir d'exprimé (3.2.3) sous la forme (3.2.5) vient de ce que

dans cette derniére formulation n'apparaissent plus les dérivées des é&léments
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propres. On peut par conséquent introduire une condition similaire 3 (HI) en
imposant 1'unicité d'une base (vl, v2) orthonormée de Mo vérifiant

<A'(x v, ,v.><A'"(x )v,,v, >

V> + 2 ; o 1’'h o 2> h _ 0

: h>3 Ao~

"
<A (xo)vl

D'ol une condition (H,) formulée comme suit

_ ) 2 .

[ - La matrice A est de classe C° au moins dans U

- (Hl) n'est pas vérifiée. Autrement dit, pour toute base orthonormée

(u, v) de M , on a <A'"(x ) u, v> = <A'"(x )u,u>-<A'(x )v,v> = 0
o o o o

(Hy)
- i1 existe une unique base (vl, v2) de MO, orthonormée, telle que
' s, 1 .,
i <A (xo)vl,vh»<A (xo)v2,vh) )
>42 Z X =0
h>3 o h

"
<A (xo)vl,v2

On pourrait essayer de traiter ce cas de la méme maniére que celui de
(Hy) et on s'apercevrait en particulier que (H,)) correspond au fait que X"l(xo)

et A"z(xo) sont distinctes.

Puis on exhiberait une condition (H3), etc. Mais il est bien évident
que la technique utilisée va compliquer trés rapidement la formulation de ces
conditions. En effet, pour (HB) on aura besoin des coordonnées de V"l(xo),
dans lesquelles intervient V'l(xo) (cf chapitre 1), qu'il faudra encore
décomposer pour ne plus avoir de dérivées de vecteurs propres, rendant ainsi

l'expression de (Hy) '"horrible'.

»

D'ol la nécessité d'obtenir la formulation de ces conditions de maniére

récurrente en fonction des précédentes. Ce sera le but du paragraphe suivant.
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3 - FORMULATION PAR RECURRENCE DES CONDITIONS (H)

a) Une condition nécessaire

Si 1'on calcule 1l'équivalent des relations (3.2.1), pour (Hl)’ et (3.2.5),
" pour (H2), dans le cas de (Ha), on obtient, en arrangeant correctement les

termes, avec Bl(X) = A(x) - Xl(x) :

<A'(xo)V1(xo),Vh(xo)>
<A (xo)vl(xo)vz(xo)>+3h£3 kl(xo)‘lh(xo) <A (xo)Vz(xo),Vh(xo)>
<A'(x IV (x ),V (x )><B!'(x IV (x ),V, (x )>
<A"(x V. (x )>+2 z o1l o k "o 10" h "o k' "o
o’ 1 70 K>3 ll(x )-A, (x )
2 o k' "o
(3.3.1)8+3 ) MERENCD) x
h23 ‘ 1 7o h "o
<A'(xo)V2(xo),Vh(xo)>
=0 ;

Malgré 1'extréme complexité de cette formule, on commence 3 y discerner
une structure particuliére qui apparait aussi dans (3.2.5) : dans les sommes
de (3.3.1) se trouvent des quantités qui ressemblent beaucoup & celles de

(3.2.5) et (3.2.1) ; méme constatation en ce qui concerne (3.2.5).

Essayons de formaliser un peu tout cela.

Soit u et v deux vecteurs quelconques de]@ﬁ

Posons alors, si A est de classe ¢t ainsi que les éléments propres
El(u, v) = <A'(xo) u, v>

La relation (3.2.1) devient alors :

(3.3.2) El(Vl(xo), V2(Xo)) 0

si (H) n'est pas vérifiée, on a vu qu'alors, avec cette notation :
1 - \J - -

A (x ) = A (k) = B (V(x ), V(x D) = B V(%) Vo(x))

- e P4 2
posons alors, si A et les éléments propres sont de classe C

- ' — -3t
Fl(u, v) = <B l(xo) u, v> = El(u, v) - A l(xo) <u, v>
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F,(u,V. (x ))<B' (x )v, V.(x )>
et E2(u,v)=<A"(x Ju,v> + 2 z 1 h ngx )_i (: ) h o
© hz3 1%’ 7" n %o

La relation (3.2.5) devient alors :

(3.3.3) E2(Vl(xo), V2(xo)) =0

Si maintenant (H,) n'est pas vérifiée non plus, et si on peut montrer qu'alors
" - - - .
A 1(xo)-EQ(Vl(XO),Vl(XO))-A Q(XO)_EQ(VQ(XO)’VQ(XO))’ on pose :
P2(u,v)=E2(u,v)—l"l(xo)<u,v>

F (u,Vh(xo))<B"1(xo)v,Vh(xo)>

1 F2(u,Vh(xo))<Bi(xo)v,Vh(>%)

+3] X GA )

h23

et Ea(u,v)=<N”(xo)u,v>+3 z
h23

Al(xo)-Xh(xo)
(Si A et les éléments propres sont de classe C3)

et la relation (3.3.1) devient alors :

(3.3.4) E (v (e ), Vo(x ) = 0.

De maniére plus générale, si on suppose que A et les éléments propres sont

de classe Cq+l, et que, pour k = 1, 2, ..., g, on a :

(k) _ - (k) -
Ay (xo) = Ek(Vl(xo), Vl(xo)) = A, (xo) = Ek(Vz(xo), V2(xo))
On pose
Fq(u, v) = Eq(u, v) - Aiq)(xo) <u, v>
et
Fk(u,Vh(xo))<B§q+l_k)(xo)v,Vh(xo)>

_eplatD) ot ¥ 6
(3.3.5) Ee1(usv)=<A (x Ju,v>+ ) €y

k=1 7 |n33 Ap(x =2y (x )

Pour conserver l'analogie avec les cas de (Hq), (Hy), (Hg), en différenciant
1'équation (2.3.1) 3 1l'ordre (q+1) et par produit scalaire avec V2(x), on va
obtenir la relation suivante, en X

(q+1-k)

@D (e gy (x0),v, (x5 ) K <B§
o""170"? 20 k=1 q+l

(3.3.6) <A (xo)vgk)(xo),vg(x0)> =0

Nous allons donc essayer de prouver que la relation (3.3.6) se met sous la

forme :
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(3.3.7) (V (x ), V2(xo)) =

q+l

Plus précisément, nous allons démontrer le résultat suivant :

Proposition 3.1 :

Si A est de classe cI'l ot 8'.i8 existe des gonctions de classe cdt! nepriésentant
Les eléments propnes,

84, de plus, on a, pour 1 < k < q, Les propriltés sulvantes :

O
(avec La convention que ) [ 1= 0)
k=1

[ a) B (v, (x ),V (x )=<a) (x )v, (x )V, (x )>+ z c3<13(k D i (x 3,7, 6x y>=0
. j=

b) E,(V,(x ),V (x )= A(k)(x ) et E (Vy(x ), Vy(x ) = (k)(xo)
¢) pour h =2 3, on a
F (V.(x ), V.(x)) /§3E£
(k) R IRG)s Vg ut
\ V), Yy (x )> = CINE ()

k-1 F (V (x ), V (x ))
+)C
j=1

k-1 F (V (x ), V (x ))
Z Ck Jx X
X ) k (x )

ylk= J)(x )V, (x )>+

" (x ) » (x ) Vi X

<V§k-])(xo),V1(xo)>

d) E, (u,v) = E (v,u)
(k)

(x)
L) A ) = 4 )

Alons Les propnidtiés a), b), c), d} sont encore vraies pour L'indice k = q+1.

Démonstration :

1) A et les éléments propres étant Cq+1, on a (cf.(3.3.6)) :

<l IV (%), (x )>+ ? ck

k=1

> =
q+1 1 Xo)’ V2(xo) 0

(k)(x ) sur la base (Vl(xo),..,VN(xo))

relation qui peut s'écrire, en décomposant Vi

(q+1) (q+1-k) 5 (x)
<A (x )V (x ), V (x )>+ glcq+l[hza B (x )Vh(xo)’v2(xo) <Vl (xo),Vh(xo)>]
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k (q+1-k) (k) .
+ g Cq+l[<B1 (xo)V2(xo),V2(xo)><Vl (xo),V2(xo))+

k=1
Bl gy x0), v, (v (x ) v (x )>1=0
1 0”1 70" 2 % 1 0?1 %

(k)

Si maintenant nous remplagons <Vl

(xo),Vh(xo)> dans cette relation par son

expression dans 1l'hypothése c), il vient :

(q+l—k2
F (V.(x ),V. (x ))<B X WV, (x )V.x)
ety W, (x ),V (x )>+ § ek, | ] ELe'h - %—x — 2]
© © ° k=1 n23 1 %7 %o |
(g+1-k) (k)
+k§l g+l [<B (xo)VQ(Xo)’VQ(Xo)><V1 (xo)’VQ(xo)>
(gq+1-k) (k)
+<Bl (xo)vl(xo)’VQ(xo)><vl (xo),Vl(xo)>]
(3.3.8)8+ g ) <B(q+l—k)(x WV (x ) v, (x )> X
k=2 q+1 h>3 1 o 'h
-1 ]F (V) %y (5D s
L SR (x e X (x AR CRRACKIS
(gq+1-k) N
+k? q+l[h§3<Bl (x IV, (x ),V (x)> %

ke 1 F (v, (x ),V (x)) .
o3 yk-3) : )
LK g (x - A (x <V ),V (x)>1=0

On reconnait dans la premiére ligne de cette relation la quantité
E +l(vl(xo)’ VQ(XO))'

(i)

Calculons le coefficient de (Vl (xo), Vl(xo)) pour i = 1, 2, ..., q dans cette
relation.

] = 103 .q<| ~:q
* pour i = g, ce coefficient est : Cq+l B l(xo)Vl(xo),VQ(xo)z Cq+lFl(Vl(xo),V2(xo))
* pour i = 1 3 q-1, ce coefficient s'dcrit :

(q+1-k)

el B G gy (x0),v, (x P+ 7 oc K0T <8

(x )V (x )V (x )> X
qtl k=i+1 T 33

k-1 Fx-1Yq (x )5V (x )

]
k Xl(xo) Xh(xo)

et en posant £ = k-i
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:Ci+1<B§q+1_l)V (x),V,(x )>+ 2 Cl+i[ } <B§q+l-i-£)(xo)vh(xo)’VQ(X )> X
h2>3
Wi Fp(V,(x ),V (x)) ]
£+i Al(xo) Xh(x )
:Ci [%éq+l—1) )v (X ). V (x ))+QE CL ’ Fl(vl(xo)’vh(xo)) y
+ gt 8 A (x))-A (x )
((q+1-1)-2)
<B; (xo)Vh(xo),Vz(xo)>§]
C£+i ¥

(car gtl C£+i- (g3 ST A (q+l-i) !t (q+l-i)! -CL )
ot TED (-0 T LT 30 (gt Li(qrl-B-1)T “q+l-i

qt+l
_ A1
= Cq+1[Fq+l—i(V1(xo)’V2(xo))] .
Si on calcule le coefficient de <V§l)(x ) V2(xo)> dans (3.3.8), un calcul:
\ o
3 . 3 - i . - ~
similaire nous donnerait Cq+1[Fq+lvi(V2(xo)’VZ(XO))]’ pour i = 1 3 q.
Et finalement, on peut réécrire (3.3.8) sous la forme . ]3[]
(1) \i-
i
< >
q+1(Vl(x ), v, (x ))+l§ ct q+1 q+l (V (x ),V (x )) Vi (x ),V (x )
(3.3.9)
(1)
1§1 Cq+1 q+1- S (Vo (x ), Vo (x D)<V 77 (x ), V(% )> = 0

mais pour i = 13 q, on a :

( _ _ , X
Fq+l_i(Vl(xo),V2(xo)) = E +l_i(Vl(xO),VQ(xo)) = 0 d'aprés a)
et
- (q+1-1i)
{ Fq+1-i(V2(xo),V2(xO)) = Eq+l_i(V2(x0),V2(xo))->\l (x0)<V2(xo),V2(xo)>
_ 4 (q+1-1) _,(g+1-1) _
- AQ (Xo) >‘1 (Xo) =0
\ d'aprés b) et d)

o174

et finalement (3.3.9) se raméne

+1(Vl(x ), V (x ))

0

ce qui prouve le point a) pour l'indice q+1.
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2) Pour prouver b), calculons A(q+l)( o)'

Pour cela, on différentie (2.3.1) 3 1l'ordre q+l ; alors aprés produit scalaire
par Vl(x), on a, en x_

(q+1) (q+1-k)k

k
(xo)vl(xo)’vl(xo)>+k§lcq<Bl

(q+1) _ (x)
(3.3.10) x (x O)-<A xo)Vl (xo),Vl(xo)>

En faisant exactement les mémes calculs que pour le point a) on obtient,

de maniére analogue :

x§q+l)<xo) ISR AL, % C qr1Fqr1-1Va(x )V (% ))<v(l)(x ),V (x )>

(3.3.11)

% Cq+l qr1-1 V2 (%)Y, (x ))<V(l)(x ), Vy(x )>
i=1

Et donc, avec les propriétés a) d) et e), on a

: (q+1) _
(3.3.12) Al (xo) = Eq+l(Vl(xo), vl(xo))

On aurait pu, de maniére absolument identique, introduire des expressions
E'k(u, v) et F'k(u, v) en privilégiant cette fois V2(x) (c'est 3 dire, en utili-
sant 1'équation B2(x)V2(x) = 0). On aurait alors les définitions suivantes :
E'1(u,V)=<A'(xo)u,v>=El(u,v)

F'l(u,v)=<A'(xo)u,v>-k'2(x )<u,v>=<A'(xo)u,v>—k'l(xo)<u,v>=Fl(u,v)
o

alors, si, pogr j <k, F'j(u,v) = Fj(u,v) et ng)(xo) = Aéj)(xo)

(u V (x ))<Bk+1 j(x v, V (x )>

(k+1)
(u,v)=<A (x Ju,vo+ ) z cJ
+ h23 =1 k+l XQ(XO) Xh(xo)
et donc B'k+l(u,v) (u V) pu1sque F (u V) F (u V) B(k+l :l)( ) B(k"‘l j)(x )

Al(xo) = Az(xo);ici, E'q+l(u,v) = q+1(u,v) puisque A( )( ) (k)(x ) pour
k < q et, comme pour (3.3.12), on aurait eu : Aéq+1)(xo)=Eé+l(V2(xo),V2(xo)) 5

alors :

(g+1)
(3.3.13) lz (xo) = +l(V2(x ), V2(xo))
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3) La preuve de d) se fait de la maniére suivante :

F (u, V (x ))
ci‘c

(q+l-k)(
g+l k 1(x)- l (x )

(u v)= <A(9+l)(x Ju,v>+ z
q h23 k

<B

xo)Vh(xo),v>]

mais pour k < g, Fk(u,Vh(xo)) = Fk(Vh(xo),u) ;3 11 vient donc, en exprimant

F (u,V (x ))
<K
(X )V (x ) u>
E (u v)= <A(q+l)(x Ju,v>+ ) [ ? Cq+l 1A (x 7 (: ) <B§Q+l—k)(xo)vh(xO),v>]
q h23 k=1 10 h "o
1 Fiemg V(205 Vpfx )
k=3 'h 70’2 (3)
h23 k?2CQ+1 £23 = lck (xo)-xz(x y — <ByT (% )Vp(x ),u>) X

<B§q+l‘k)(xo)vh(xo) ,V>

]
Al(xo)—kh(xo)

(en changeant j en k-j dans la deuxiéme somme).

(B
Alors, en inversant les sommations, on a : iﬁiE
(k)
(x )V (x ),v>
(q+1) ? (q+1-k) l o)
(u v)=<A (x Ju,v>+ ) [ ) C° _<B (x )V (x ),u> ]
hZS Kop atl 1 A (xo) )\h(xo)
(j) S
+] ¢ 5 Aﬂfl)' (x5 )Vp(x)u>
h23 £23 j=1 A1(xo)’x£(xo)
| FRe3 (V, (x),Vp (x ) <BSTE (o 3y (x ) 0o
« ) £ h 7o )]
k=j+1 (q+l k)'(k -i)! Al(xo)—kh(xo)

ol encore, en posant r = q+l-k et s = q+l-j, aprds avoir fait apparaltre (q+1-j)!
it

<B(s) y

(x I)WV,(x ),v
__algq+1) (g+1-s) o” 'L 7o’
E  .(u,v)=<A (x Ju,v>+ YL ? c® <B (x IV,y(x ),u> ]
+1 £33 soq Q1 1 XA AR Al(xo)—xz(xo)
? (q+l s) Z(x ), u>
f L £Z3rs 20q+1 5 Gy
sl _ <B§r)(xo)vh(xo),v>
() CF _ (V, (x ), Vp(x ) )]

Xl(xo)—kh(xo)

r=1

ce qui peut encore s'écrire

(q+1-s)
<B Vo(x ),u>
£ %0’
(u v)=<adtl (x Ju,vo+ ) [ % c® 1
q £23 g=1 qtl >‘l(xo)—kl(xo)

FS(Vl(xO),v)]

et d) est démontré.
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4) Il nous reste donc 3 prouver c) ; en différentiant & l'ordre (g+l) la

relation (2.3.1), aprés produit scalaire par Vh(x), pour h > 3), on a, en X

(g+1) _ (q+1)
<Bl(xo)V1 (Xo)’Vh(xo)>'(>‘h(xo)_>‘1(xo))<Vl (xo),Vh(xo)>

(car A(x;)Vh(xo)=Ah(xo)Vh(xo))
1

_p ¥ ok glatlox) (%)
) [kzoCQ+1<B (V7 (x5 Vy ()]

En décomposant V(k

) .
1 ‘(xo), compte-tenu que kl(xo) £ lh(xo), on a :

(@ ),y (x )>= L ey ek (] {0710 3w, () ¥ )<V U )3y )3

Xl(xo)-lh(xo) ko1 £53 1 1

+ <A‘q*1)(xo)v1(xo),vh<xo>>1

1 k (g+1-k (kx
* Xl(x )-A, (x 5{ 2 Cq+l(<Bl 2Xo)vh(x'o)’vl(xo)><vl 2Xo)’vl(xo)>
o) h "o” k=1

<B§q+l-k) (k)

(x IV, (x ),V (x )><V (x ), 2 (x )>)]
o "h o 270

d'ol, d'aprés c) pour k < q :

(q+1) _ 1
Vi (xo)’vh(xo)>_kl(xo)-k (x )'<A (X )V (X )s Yy (x )>

(q+l -k .
g b 2xo)vh(xo)’Vl(xo))Fk(vl(xo) Vg5
L qtl A (x )=Ap(x )

1 k (g+1-k (k
TR 2 k(<8 tx IV, (x )LV, (x )><v UV, (x)>
o” "h "o” k=1

(3.3.141) (1K k-1 F (v (x ) vz(x ))<V(k 32 ) 2 (x >
+ ) <qu {x IVp(x )V, (% )>( ) C AL (x )-A,(x ) =]
£33 = 1 1% "0
1 9 (g+1-k (k
+X1(X )-X, (x )E % C (<B 2Xo)VQ(xo)’Vh(xo)><Vl 2)(0)’V (x >
o h o k-—l

(20, (x )<V ),V (x 0>

(g+1-) kol JF(V
kl(xo) )\L(Xo)

+ y <Bl X )Vz(x ), V (X )>( Z C
£>3 j= =1

2

)1

Dans le premier crochet, on reconnait Eq+l(V1(xo),Vh(xo))=Fq+l(V1(xo),Vh(xo))

puisque Vl(xo) l_Vh(xo).

Par un calcul identique d celui effectué en 1), on montre facilement que, dans

(i)(xo),Vl(xo)> et <V§izxo),V2(xo)>,

le reste de l'expression, les coefficients de <Vl
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pour i = 1 3 g sont respectivement Cl+

q 1[Fq+1-i(vl(xo)’vh(xo))] et

i

Cq+l[Fq+l-i(V2(xo)’ Vi (x )1

En reportant dans (3.3.14), on obtient bien ¢) pour 1'indice qt+l, et

la proposition est démontrée.

Les propriétés de la proposition (3.1) étant vraies pour k = 1, tant que

X;k)(xo) = k;k)(xo), le point a) est donc vrai pour l'indice k+l.

Finalement la condition E_ _(V.(x ),V (x )) = O est une condition que doivent
qtl 1" %02 %0

nécessairement vérifier Vl(xo) et V2(x0) si Al(x) et Xz(x) ont leurs q premiéres

dérivées confondues en X

b) Formulation des (Hk)’ k=21

Si maintenant on ne suppose plus rien quant 3 1l'existence de "fonctions
é€léments propres" au moins continues, il reste toujours possible de construire
les expressions Ek(u,v), pour u et § dans]RN 3 On pose encore :

El(u, v) = <A'(xo) u, v>
Soit (ul, u2) une base orthonormée de Mo. On a vu (chapitre 2) que (Hl) n'est
pas vérifiée si et seulement si El(ul, u2) = Bl(ul’ ul) - El(u2’ u2) = 0.
On pose alors Fl(u, v) = El(u, v) - El(ul,ul) <u,v> et
<B'l(xo)u,vh>Fl(v,vh)

xo_xh

E2(u,v) = <A"(Xo)uaV> +2 Z
h=>3

avec *(ul, Ups Vgs vees vN) base orthonormée de vecteurs propres de A(xo) ol

35
Vh,

*R! = ! -
B l(xo) A (XO) El(ul’ u

pour h 2 3, est associé 3 une valeur propre Ah simple
Dy
et la condition (H,)
"% A de classe C2 dans un voisinage U de X
* (H;) n'est pas vérifiée

* il existe une unique base orthonormée (vl,v2) de Mo telle que

B2(vl,v2) =0
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Remarque : E2(u,v) est une forme bilinéaire symétrique

- bilinéaire : trivial de par son expression

- symétrique : il suffit de remarquer que dans la démonstration du d) de la
proposition 3.1, on n'a pas utilisé le fait que les éléments
Pd . +1 * - 3 . »

propres étailent ct , mais simplement un travail sur les indices

de sommation. On peut donc prouver la méme chose avec la nouvelle

expression de E2(u, v).

On cherche donc a quelle condition (H,) est vérifiée. Pour cela, on procéde
comme pour (Hl)
Si (ul, u2) est une base orhtonormée de Mo’ fixée, (v, w) est une autre base

de Mo avec :

<
3]
ot}
o
+
o
=

2
a +b =1
alors, compte-tenu de la remarque précédente,on a :
(3.3.15) E,(v,w)=ab(E,(u,,u )-E, (u_,u,))+(b>-a’)E,(u, ,u,)
T 2772 2°71°71 2°72°72 27172

et en recommengant exactement le travail fait en chapitre 2 § 3c., on en déduit
que (H,) n'est pas vérifiée dans le seul cas ol

E2(ul,u2) = E2(u1’ul) ~ E2(u2,u2) =0

Dans ce cas, on pose FQ(u,v) E2(u,v) - EQ(ul’ul) <u,v>
1 - AN _
et B l(xo) = A (xo) E2(ul,ul)IN

et on définit E3(u,v)

Plus généralement, on a :

() ; qilck Famktu,v, )<BU) (x )v,v, >

(3.3.186) E (u,v)=<A h ]
4 h»3 k=1 4 NN

X Ju,v>+
(x)u,

et la condition (Hq\ s'énonce comme suit
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F-* A de classe CY dans U
* les condition (M), pour k < g-1, ne sont pas vérifiées.
(H) (autrement dit, pour k < g-1, Ek(ul’ul)-Ek(UQ’uQ) = Ek(ul’u2) =0

* il existe une unique base (vl, v2) orthonormée de Mo telle que

| Eq(vl, v2) =0

Eq(u,v) étant toujours une forme bilinéaire symétrique, la remarque faite pour
(HQ) tient toujours ; (Hq) sera vérifiée si et seulement si Eq(ul,uz) # 0 ou
Bq(ul,ul) # Eq(uz,uQ) ; de plus, on pourra construire la base (Vl’ v2) comme
en chapitre 2, §3.c.

Si tel n'est pas le cas, comme précédemment, on pose :

* Fq(u,v) = Eq(u,v) - Eq(ul’ul) <u,v>
(@) Y _
* By (xo) = A (xo) Eq(ul,ul)IN

).

On construit alors E comme en (3.3.16) et 1l'on peut formuler (Hq+l

qtl

Remarque importante :

Contrairement aux notations du début de ce paragraphe, Biq)(xo) n'est plue la q-iéme

(q)

P - ” . . . - u u
dérivée de Bl(x) en x_, mais simplement la matrice A (xo) Eq( 1° 1)IN

. I - 3 (q)
(on ne sait pas a priori que Eq(u suy) = Al (Xo))

1
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4 - EXISTENCE DE FONCTIONS CONTINUES REPRESENTANT LES ELEMENTS PROPRES

Dans ce paragraphe, nous aurons pour but de prouver que la proposition 2.1
du chapitre 2, vraie pour (Hl)’_eSt encore vérifiée pour la condition (Hp), pour
tout p > 2. La démonstration, quoique dans le méme esprit, est beaucoup plus
délicate. Celle-ci sera scindée en deux parties assez techniques dont découlera

immédiatement le résultat escompté.

Le lemme suivant nous renforcera dans 1'idée qu'il y a identité entre

les dérivées successives des valeurs propres et les expressions Ek(vl,vl)

Lemme 3.2

Soit {xn, n e N} une suite de Limite X s telle que ¥ n e N, X # X et telle
qu'on ait une suite {v", n e N} de vectewrs propres nomes de A(x ), convergente,
de Limite vie M.

o}
Alons, pour q = 0, on a, en convenant que ) [ 1 =0 :

k=1
SeACIY ) 44 (H) n'est pas virigite,
n, o § Ue)
A=A - ) ————E (v ,v.)
i oL k! k 171 _ Bq+l(vl,vl)
oo (x -x )q+1 (qt1)!
n o
oa A" = <A(xn)vn,vn>.
Démonstration :

Elle se fait par récurrence sur q.

on a <(A(x_)-A(x Nv ,v.> = (A\"A ) <v",v.>
n o) 1 o 1

alors si on divise par XX s puisque <vn,vl> a pour limite 1 et que A est ct
A=A (A(x )-A(x.)) 1
. - . N - [] 5 =
lim ——— = lim(< = Vi,V > X ——E———T] <A (xo)vl,vlz El(vl’vl)
n® n o n*® n o <v ,v.,”

1
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Soit v, € Mo tel que (vl, v2) forme une base orthonormée de MO.

Soient v ., V.. les vecteurs propres normés de A(xo) associés aux valeurs

3 N

propres simples-(vl, Vos +ees vN) est alors une base orthonormée deIRN et on
peut écrire

V'GV

n n_
1 l+a2v2+ z a v, avec lim a =4 et O —<v ,V, >, heP

b
b2y BB o B 1h 7 Ch h N

on a alors, en posant :

(x -x )
)\n_)\o_ % —n__g__ Ek(vl’vl) = Xn

1
k=1 k!
n 1 n K (Xn xo) E (v,,v.) (d'aprés (i))

X = == <(A(x )-A(x ))v ,v.> - l k101

n n o 1

o k=1
1
(x_-x )" (x_-x K n
= L <(a(x )-A(x)- § 2 (k)(x NV" V>t L ? <A(k2x Wo,v.>
n n o) k! o k=1 o 1
N a k=1 =
1 K 1
? (xn—xo)
——— E (v.,v.)
f ] ?
k=1 k! k' 1°°1
(x_-x)
en posant u" = L Atz )-alx)- % Lt A(k)(x W' ,v.> avec
n n o] k! o] 1
¢} k=1
1
n
u (g+1) . . - .,z
lim = <A (x )v,,v.> et en faisant apparaitre les quantités
qtl o” 1°'1
o (x -x )
n . (x) n .
Ek(v ’Vl) dont le premier terme est <A (xo) v ,v,>, on a, en vertu de la
symétrie de Ek :
(X X ) (x X ) k-1 .F.(v >V )
(3.4, 1) X =u 1 ————————E (v7,v )———-% o ry(yc] —-'1———————‘<B(k Wx yv",v >)1
n k! 3= k K k o h
o k 1 h=3 j=1

? (x X )
: Ek(vl,vl)

. n n
que 1'on peut encore écrire, en décomposant v dans Ek(v s vl), et en remarquant

> i -
que pour h 2 3, puisque v, et v sont orthogonaux, Fj(vl,vh) Ej(vl, vh)

1% Yy
n k k
a, g {x -x ) (x -x )
(5.4.2) X" § 200 5 (o v hE o § 22 E (v v))
aikél k! k21 nh>3 hh 2, K k''h*'1
X
(x_-x ) k=1, E.(V.,V.) o .
SRR it WL B e RS Sl SIS s DYSSS
n t k! LTk A=A 1 o h
o} K22 k23 =1 o ™n



54

alors, en inversant les sommations sur k et j dans le dernier térme et en

(r)

séparant By (x ) en A

(r) . .
(Xo) - Er(vl’vl) , on obtient :

n n ug (xn_Xo) 1 ; q (Xn-xo)k n
X '=u +— ———— L (v ,v. H— - ( Z —— E (v, ,v,)) a
Ca® k=1 k! k21 ag h>3 k=1 k! k h’'1 h

- RN e VK73
: l(xn XO) Ej(Vl’Vh){ § (xn XO) ’A(k_j)(x W ,v >)]

) . = ( .
h23 §=1  3° AoMh keger (3D

Ny

FPDIH

_ e )] —x YK3
. rq l(xn xo) E (v ,vh) (xn xo) .
n>3 51 j! Ao A k=341 (k-9)! k-3 171" "h

<(A(xn)-A(xo))vn,vh>

nglp

mais ah=<v ,V, >=
n h Y

h

n

A2 1 1

n B n :
A AR ARA A=A

alors,en posant r = k-j, et en faisant apparaitre
h

(x_~x_ )k (x_-x_ )4 <(A(x_)-A(x ))vh,vn>
? ~——F (v2,v )+ 7 [————————E (vh,v ) n o ]
o1 on>3 q! kn-kh (552?5
SOy

q—l(x X )jE (vl,v Yq- j(x X ¥ <(A(xn)—A(xo))vn,vh>

+‘_“Z[ Cary ] ;_.(V,V)}
agh 3 4=1 I Ao pmr T 17 An-xh

(3.4.3) x"=u

F*le?d

q-1 (xn-xo) Ek(Vh,V )

1 |
'75 Z k! xo kh
o] h>

n .
L <(A(xn)-A(xo))v V>

; qzl(x_-x_ )k (xo-xn) .
-———7———-E (v. ,v.) <(A(x )-A(x )V ,v.>)
b23 k=1 K LR 2 A2 nt oo h

PPUIH

_ _ j s _ r
q 1(xn xo) Ej(vl’vh) q j(xn xo)

) : = )
3 521 3! Ao opm1 T

T (x WP,v.>))
fo) h

Vv b~

h

PPBIH

Alors, en regroupant correctement les termes, il vient
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S I N,
(3.‘4.4) X = u + —; L —k'_ Ek(VQ’vl)
o, k=1
1 q n
1 (x -x) <(A(x_)-A(x ))v R
= ) — Eq(vh’vl) =
o h23 AN
1 azl (x _Xo)j E'(Vl’vh) q:] (xn_xo)r (r n
= s n" JA ) (<(A(xn)—A(xo)— y —7 — A Zxo))v ,vgﬂ]
o] h23 j=1 3 o "h r=1 :
J
q-1 (x -x )° E.(v,,v,) q-j (x_-x ¥
- =7 po LD M- 22k (v v o
o) h23 j=1 o "h r=1 ‘
Si maintenant on suppose que A est catd et que (Hy), ..., (Ha) ne sont pas

vérifiées, on sait que Bk(v, w) = 0 pour toute base orthonormée (v, w) de Mo’

et pour k < q (cf paragraphe précédent).

oF
. a, (x X )
Alors —E- % E (vy,vy) =
a; k=
Mais puisque la propriété d démontrer est vraie pour k < q, on a, comme ag + 0 :
(q+1)
E ' >

Lin P ) <A (xo)vl,vl> . ; 1 q(vh,vl)<A (xo)vl,vh»

- 1 . ! -
n-oo (xn—xo)q+l (q+1)! h23 Ao xh

q-1 E.(v,,v,) <A(q+1_j)(x )vl,v >
D SR S A A ]
. B - -—
h>3 o1 3 A Ah (q+1-3)
E.(v,,v )<A(q+1 jzx v, ,v
1 (qt1) 1°'h 1
= (oD [<A X )v 1°V9>* Y« c3 o1 %
d h>3 §=1 ¢ o "h
1
= en7 Eqri(vaevy)
q.e.d

Le lemme 3.2 va nous permettre de démontrer la proposition suivante :

Proposition 3.3 :

Avec Les memes hypothises que celles du Lemme 3.2, &4 v, forme, avec v, une
base onthonormée de M, 84 A est de classe ¢t ot 44 (H )5 «ens (Hq) ne sont

pas vernifites, alons,

q+l(vl’ vy) =0
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Démonstration :

Par récurrence sur q.

Comme pour le lemme 3.2, on pose

vz alv, o+ a v, t ) ahv avec lim o) = §
11 h33 o h 1h
. 1z n n n ao s
Considérons le vecteur w = A Vy T BV (cf proposition 2.1)

. n .,z .
Soit alors Tq la quantité suivante :

" (Xn—xo)k (k) n n
q = <(Ax )-A(x )~ ? A TR v, w>
(3.4.5) et .
(x_-x ) F (v) qck (x_-x )} ( .
% ) <(A(x )- A(x )- ) -———————A sz Nv, v >]
k=1 h23 An—xh j=1 3¢ o”"'h
50\
1 LILLE
Puisque lim VP o= v, et lim w" = v,, comme A est de classe c%F s ONn a
n++o n>+o©
E (v,,v,)
(3.4.6) lim 1O = 1 172 (car v, et v, sont orthogonaux)

(q+1)! 1 2

> +®

. -~ e n
Nous allons rechercher une autre expression de la quantité Tq' Pour cela

(x_-x )
nous allons poser TZ = % ——I%;———-ar et calculer les coefficients a,
rzo )
* calcul de a : a_ = <(A(x_)-A(x ))vn,wn>
——————————— o o) n o
n
F,(w ,v )
* caleul dea, :ay = ~<A'(x V0> + ] T <(AGx )-A(x ))v v
h23 A=A
h
d'ol, en décomposant v
n n n n n n
= - <A' > <A' >) - <A' >
a, (0)<A'(x IV W > + ap<A' (x Ivy,u >) hzs oy <A (x v W >
<(A(x )-A(x ))vh,v >
+ ) F (w > V) =
h23 A —Kh

. n - . n n
mais comme Fl(w , vh) = <A (xo)w ,vh> (car w L vh)

n
i <(A(xn)—A(xo))vh,v > o P o P
N n - h 9 - ah

A —Ah

- (Do n_. . .n_,, n, n
a, = (a1<A (xo)vl,w >+a,,<A (xo)v2,w >) = (a E (vl,w )+a E (v2,w ))

1 2
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<(A(x )-A(x NV ,v. >
n (o]

a_ = - <A(r)(x W+ )) 138 (w" >Vp ) h
T ° h>3 A"-2
r- F (wn,v ) ( h
-] C]; ) —kn—L <A I‘—k)(xa)v »Vy,>]
= h>3 A —J\h
alors, en faisant apparaitre Er(vn,wn)
r-1 F (W' ,v, )
a, = -E (v7 )+ ) Ct ) _Ki_:i—ﬁ-' (r-k)( )v v
v k=1 h23 "o 'h
+ F op FG° v,) - il cry B v) (r-k) n
h>3 h k=1 ¥ h23 " .n <A (x )V vy >
A —Xh
n N
) <(A(Xn)—A(xo))v V>
(car o, = )
b AP-2
h

. n _ n n
mais, pour h 2 3, Fk(w ,vh) = Bk(w ,vh) car w _L Vi

P n . .
en décomposant v on a donc, puisque Er est symétrique :

ril K ; Ek(wn,vh) n
a (a E (v, ,w )+a E (v W) - C C —————a_ E___(v.,v.)]
r 1 2 k=1 h>3 A Xh h r-k 1°'1
r-1 E (wn,v ) _ l E (wn,v ) _
+ }: C];[' 2 .._k.:_\___)\_h__ <A(P kzx )V v >:]_ z c r Z ._k_n_h__ <A(P kzxo)vh,vn>]
k=1 " h23  “o"n © “h23 A A
2z (r_k) - (r—k) _
(en décomposant B, (xq) = A (xo) Er—k(vl’vl)IN)
alors, en regroupant les deux derniers termes, il vient :
Ek(wn,vh)
= (a E (vl,w )+a E (v2,w ))- 5 Cr[ ¥ ah ——X~:X——— Er_k(vl,vl)]
k=1 h=>3
(3.4.7) (r-k)
n r- K Ek(w ,vh) <A (x )v .V o,
+OF-A) F e U] - T -x ]
= h23 A=A o "h
h
Et finalement T' s'écrit :
n % (Xn Xo) n _n ? n n n n (xn-x )P
Tq= L T ar=<(A(Xn)_A(Xo))V LW > L EalEr(vl’w )+a2Er(v2,w )1 I
r=0 r=1
(r-k n
(x X ) r-1 E (wn,v ) <A zx v, ,v >
+O"-2 ) y —B-o z k(] A2 )]
© pz2 T n23 A —Ah o h
(x_-x )7 r-1 E, (w',v.)
n o k n 'k >"h
- % — T Z Cc( z o —————E__ (v ,v.))]
pz2 T k21 Tmsg POASTR, Tkl
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Ce qui peut encore s'écrire, en inversant les sommations sur r.et k, et en
posant j = r-k
r
(x_-x )
n o

n_ _ n . n__ ? n n, 10 n
Tq—<(A(xn) A(xo)v W= ) [alEr(vl,w )+a2Er(v2,w )] o

r=1

q-1 (xn-x ) E, (w" 2V ) gk (x X )j <A(])(x )vh,v >

+A" Ay Yy () :
°'hz3 k=1 X Ao A o551 3

T )]
~"h
ag q-1 (xn—x ) q-k (x —xo)]
- —2 —n_o L ° E. (v,
hga Ao [k21 o B (321 3! 3<v1 71

On peut maintenant ajouter et retrancher 3 T" la quantité :
n n
q-1 (x X ) Ek(w ,vh) <(A(xn)-A(Xo))Vh,V >
A"aa Yr) k, R ]

© nh23 k=1 : o "h xn-kh

aﬁ g-1 (x_-x )k
=] 0 Bk(w“,vh)<x“4xo>1
h23 "o "h k=1 :

et on obtient, en regroupant les termes correspondants

n_ n n. % n n, .n (x _xo)r
Tq—<(A(xn)—A(xo))v oW >—r:l[alEP(vl,w )+a2Er(v2,wn)] =

q-1 (x_-x ) E (w',v.) q-k (x_-x )J
(3.4.8) | (") T O] —B° kD catx)- ] a2y, v
© h>3 k=1 : (A OFA) jzo 3’

n N
q-1 (x_=-x ) g-k (x X )
13 ?} ) ——9;79—— E, (w" vy ) (A" A" 7 it
h23 "o "h k=1 : °© 40y 3¢

E. (vl,v N1

mais <(A(x_)-A(x )vi,w™> = (A=A )< W™ = 0
n O (o]

D'autre part, (H;), ..., (Hq) ne sont pas vérifiées. D'aprés le paragraphe
précédent, on a donc, pour r < q, Er(vl, v2) = Er(vl’ Vl) - Er(v2’ v2) = 0,
(vl, v2) formant une base orthonormée de Mo.

Alors on a, en vertu de la symétrie des formes linéaires E,

2 2
n n,, n n,_ -, 0 n n n _
alEr(vl,w )+a2Er(v2,w )-[(al) —(a2) ]Er(vl,v2)+(al.a2)[Br(v2,v2) Er(vl’vl)]

= Opourr =1,2, ..., q
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Les deux premiers termes de l'expression (3.4.8) de Tg sont donc nuls.
Comme A est de classe Cq+1 et que, de ce fait, les hypothéses du lemme 3.2 sont

vérifiées, il résulte de l'expression (3.4.8) que :

1im TO = 0 (puisque An—ko + 0 et ag + 0 pour h 2 3)
nro 4

autrement dit, en vertu de (3.4.6)

Eq+l(vl,v2) = Q

q.e.d.

Supposons maintenant que la condition (Hp) soit vérifiée (p 2 2)
c'est a dire
% A est de classe CP dans un voisinage U de X
* les conditions (H;), ..., (Hp-l) ne sont pas vérifiées

* i1 existe une unique base orthonormée (vl, v2) de MO telle que

Ep(vl, v2) =0

Siv .5 v, sont les vecteurs propres normés de A(xo), associés aux valeurs

3 N

propres AS’ e AN supposées simples , on note, comme pour la proposition 2.1,
FO l'ensemble

F, = {vf-vl,VQ,—vz,va,-va, cees vN,—vN}

On peut alors énoncer la proposition suivante :

Proposition 3.4 :

Soit {xn, n € N} une suite de £imite X telle que ¥ n e N, x £ X
Soit {Vn’ n ¢ N} une suite oll v© est un vecteur propre noamé de A(x").
Alons, s (H)) est venifite, tout point d'accumutation de fa suite {+", n e}

est un élément de FO.
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Démonstration :

Identique 3 celle de la proposition (2.1).
Si v" est un tel point d'accumulation (il y en a toujours) et si %* forme avec
v* une base orthonormée de M s la proposition (3.3) nous dit qu'alors

E (v*, 3*) =0

P

” * ~
Alors, forcément, v ¢ {vl,-vl,v2,—v2}, donc & F_

Finalement, on a le résultat suivant :

Théonéme 4 :

S& (Hp) est venifdige, Ll existe N fonctions V. (x), ..., Vy(x), continues dans U,
gonmant, pour tout x de U, une base onthononmée de B composle de vectewrs
propres de A(x) et telle que

Vi(xo) = vy pour i e PN

Démonstration :

En tout point identique 3 celle du théoréme 2, cette démonstration ne reposant

que sur la proposition 3.4,
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CHAPITRE U

DIFFERENTIABILITE., SOUS LA CONDITION (Hp).
DES FONCTIONS REPRESENTANT LES ELEMENTS PROPRES
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[ - INTRODUCTION

Nous supposerons, dans tout ce chapitre, que, pour un certain indice p,
la condition (Hp) est vérifiée. Nous pourrons alors, moyennant certaines
conditions suffisantes sur A, prouver la différentiabilité en X des fonctions
Ai(x) et Vi(x), pour i dans PN, jusqu'd un certain ordre. Malheureusement, les
choses ne se passent pas aussi bien pour le cas général que pour celui de (Hl)'
Néanmoins, a la base de la plupart des résultats se retrouvent les idées et les
techniques déja utilisées pour (Hy) ; en particulier, nous essayerons toujours
de faire intervenir les développements de Taylor des fonctions 3 dériver (ou
plutat ce que nous appellerons des "développements de type Taylor", comme nous

le verrons au paragraphe suivant).
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2 - DEFINITIONS PREALABLES ET AVERTISSEMENT

a) Développement de type Taylor

. 3 ” - . ~ m
Soit f une fonction définie sur R, 4 valeurs dans R , m 2 1

Deginition :
On dina que £ admet un développement de type Taylor (DTT) a £'ordre q en un

point X de R 84 u’. existe qt+l vec,teww £, f s £q de R™ teds que :

12 °*

q-l(x—x )k (x-x )
£(x)- ) ——— £ £(x)- £
o KU Tk o KT Tk
lim - = = f (<=> lim = =0)
XX (x-x )¢ ENE XX (x-x )9
o} (o] (o O

Ce developpement,noté DTTq(f) (xo), sena L£'expression :

(x-x )X

DTT (£)(x ) = ? — £
q o K=o k! k

i) Si f admet un DTT & l'ordre g en X s celui-ci est bien évidemment unique.
ii) Si f est de classe C¥ en X, elley admet un DIT & l'ordre q qui colncide
alors avec son véritable développement de Taylor en ce point :

(x-x )k
)

(k
X! £ )(xo)

DTT (£f)(x ) = %
4 © k=o

iii) Si f admet en X, un DTIT 3 l'ordre q, elle y admet de maniére triviale un

DTT & tout ordre r inférieur ou égal 3 q : en effet

r-1 (x-xo)k .
£f(x) - X T fk
lim k=o = = é% fr
X% (x-x ) )
° °

b) Avertissement

Pour démontrer la différentiabilité des fonctions représentant les

éléments propres d un ordre donné, nous prouverons au préalable que celles-ci
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~

admettent des DTT & tout ordre, si tant est que la matrice A soit suffisamment
dérivable. C'était d'ailleurs la technique utilisée dans le cas de (Hl) f19].

Mais dans ce cas précis, nous avions pu &tablir que la fonction V1 était de

(x-x )
k
v, () y —2 v )
classe Cq+l si le rapport k=o avait une limite,
(X_Xo)q+l

autrement dit, si V. admettait un DTT au méme ordre q+l. Nous avions donc ainsi

1

une condition nécessaire et suffisante pour que Vl soit de classe Cq+l (car

. + . . - . s
si Vl est de classe C% 1, le rapport ci-dessus a bien slir une limite).

Dans le cas général, en revanche, nous prouverons que la fonction Vl est
+l - ~ . 7z . ~
de classe C3'" si elle admet un DTT & un ordre strictement supérieur a q+l.

Nous n'aurons donc qu'une condition suffisante pour que Vl soit de classe Cq+l.

Un tel résultat n'est pourtant pas absurde, car une fonction de classe
c? au maximum peut trés bien admettre un DTT & un ordre beaucoup plus grand que q,

comme le montre 1'exemple suivant :

Exemple (4.1.)

Considérons les fonctions f_ et gq définies par :

q
fq(t) - ¢2att sin % sit#0
gq(t) = t21+1 cos % sit#0
£4(0) = g (0) = 0

On montre facilement (par récurrence) que ces fonctions sont de classe c? au

maximum en O.

2(q+l) . 1 2q+1 1 2(q+1) 1
1 - —_— - — t - —_—
En effet, fq+l(t)-(2q+3)t sin £ - t cos T et gq+l(t) (2q+3)t cos I
2q+1 . 1, s o Z
+ t sin ¥,alors, comme fo et g sont simplement C ', par récurrence, les
fonctions f et g sont de classe Cq+l(au plus).
q q

£ (t)
Cependant, fq admet un DTT & l'ordre 2q puisque —355— a une limite nulle en X

t

(les coefficients de ce DTT étant d'ailleurs tous nuls).

Méme résultat pour gy
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3 - Ex1sTENCE DE DTT POUR LES ELEMENTS PROPRES

Maintenant que nous disposons de fonctions continues li(x) et Vi(x), pour

i dans PN, nous pouvons énoncer le lemme suivant, (Hb) étant vérifiée :

Lemme 4.1 :

La fonction A admet un DTT a4 £'ondre p en X

E (x-xo)k
DIT (A& ) = T Ak
Al,k = Ek(Vl(xo), Vl(xo)) pour k = 1, 2, ..., p
avec
kl,O = kl(xo)
Démonstration :

En écrivant Vl(x) al(x)Vl(xo)+a2(x)V2(xo)+...+aN(x)VN(xO)

< <
et ll(x) A(x)Vl(x),Vl(x)z

le preuve est tout d fait identique & celle du lemme 3,2 du chapitre 3, puisque
(Hp) étant vérifiée, (Hp-1) ne l'est pas : il suffit de remplacer vl par

n .
Vl(x), A" par Al(x), v, par Vl(xo), Ao par Al(xo), X par x, etc. A étant de

classe Cp, les mémes calculs conduisent au résultat.

Les expressions Ek(u, v), définies au chapitre 3, peuvent alors &tre
redéfinies de la maniére suivante, pour u et v dansIRN, k21:

El(u,v) = <A'(x°)u,v>

§ (x-xo)k
DTTq(Al) (xo) = L —

(avec éventuellement q 2 p)
en posagnt pour k € q

Fk(u,v) = Ek(u,v) -~ A <u,v>

1,k

(k) _ A (k)
Bl (xo) = A (xo) - Al,kIN
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F (u, V (x ))<Ba(q+1 k)(

q+l Al(xo) Xh(xo)

VsV (x )>
p1usV) = <A(q+l)(x Ju,v> + ) [ ? C h o

h23 k=1

Remargue :

Compte tenu du lemme 4.1, cette nouvelle définition coincide avec celle du

chapitre 3 pour q < p-1.

Avec cette nouvelle définition des Ek, nous allons pouvoir maintenant

établir la propriété recherchée dans ce paragraphe :

Proposition 4.2 :

S{ La matnice A est de classe cP¥Y dans Le voisinage U de x_avec q 2 0 (et p
tel que (HD) est venigiée),
alors A admet un DTT 4 £'ondre ptq en x_ 4ous La fonme

k
ptq (x-xo)

O R W

Et v, admet un DTT a L'ondre q en x  sous La forme

% (x—xo)k v

DTTq(Vl)(xO) = —xr  V1,k

k=o

De plus, Les coefficients de ces DTT peuvent 2tre obtenus parn récuwvrence a4 £'aide
des nelations (4.3.1) a (4.3.4) suivantes.

(4.3.1) |=* kl;o = kl(xo)

*pour 1<k sp+l, A, =E(V.(x), v (x))) .

* A ,P+2 p (V (x ),V (x ))+(p+2)E (Vl(x )s v, (x ))<v1 1,v (x )>

* pour pt+3sksptq on a: (pour pt+l et p+2 aussi, avec la convention ; [J=0sin,>n,)
k~1 k=n

j 1
A BV (%) 5V (%) ) CiFy (Vi (x ),V (2 )<Vy 3 5oy (x))>

j=p+2
k=1

' j .
*j=g+l°kEj(V1(“o"V2(“o))<V1,k-j’Vz(xo)’




(4.3.2)

(4.3.3)

(4.3.4)
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pour h 2 3, Vh étant de classe cP'd .
* <V1,o’ Vh(xo)> = <Vl(xo), Vh(xo)> =0
< - k3 3 (k -3)
* pour 1 < k < q, <Vl,k’ Vh(xo)> = - (jzo C <Vl j’ (x )>)
* <V1’O, V2(Xo)> = <Vl(xo),V2(xo)> =0
.« pour 1 < k < q (moyennant la convention que E rl=0)
j=ptl
ptk-1 5
AACY A j=§+1 Cosc (5 (Va(x DuVo(x ) <Vy 5oV (%)%)
p+§-l 3
+ C:  (F.(V, (x ),V (x)) vy sV, (x )>)
3=p+l ptk " 270 2% 1,ptk-j
p -
+ Cp+k.Fp(V2(xo),V2(xo)) ViV (x )> =
¥V ooVi(R)> F Vyx ), V(x> =1
* 1 l’V (x )> = 0
1 k-1 3
* pour 2 < k < g, l k,V (x > = - 5-(.2 Ck <V1,j’vl,k—j>)
=1
Remarques
(i) La formule (4.3.3) définit parfaitement <Vl k,V (x )> par récurrence,

puisque, (HP) étant vérifiée, on a

Fp(VQ(xo)’V2(xo)) = Ep(VQ(xo)’v2(xo)) - Ep(Vl(xo),Vl(xo)) #0
(ii) Les coefficients des DTT de Al et Vl’ méme si ces fonctions ne sont pas
suffisamment dérivables, vérifient les mémes propriétés que les dérivées,

lorsqu'on suppose leur existence (ce qui est d'ailleurs normal !). Voir les

relations (3.3.9) et (3.3.11).
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Démonstration de la proposition 4.2 : par récurrence sur q

En effet, pour q = 0, A est de classe cP et Vl est continue. V1 a donc un

DTT 3 1l'ordre O en x et V = V. (x ).
o] -1, 0——1—o~

D'autre part, d'aprés le lemme 4.1, Xl admet un DIT & 1l'ordre p en x et on

a bien

>
!

Xl(xo)

>
]

< <
Ek(Vl(xo),Vl(xO)) pour 1 £ k £ p

e o o o o e v o s o e e s B o e e o e e T o —— - — o —————— - ——— - -

On a donc :
Xl(x)—DTTqu(kl)(xo) _
gtp

lim
XX

0

o _ (x-xo)

V_(x)-DTT (V. )(x )
1im — 9 1 o -y

i _ q
XK (x Xo)

Nous poserons toujours :

v, (x) = cxl(x)Vl(xo)+0L2(x)V2(xo) + hgs ah(x)Vh(xo)

* Existence d'un DTT & l'ordre p+gq+l pour kl

Soit Lq(x) = kl(x) - DTTq+p(Xl)(xo) .
q+p (x-xo)
= )\1(X) - )\l(Xo) - kzl T—— >\l,k

En procédant comme pour le lemme 3.2 du chapitre 3, 3 la différence prés que pour

k2p, A peut &tre différent de Ek(Vl(xo),Vl(xo)), on obtient comme relation

1,k

correspondant a (3.4.4)
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a (x)q+p(x-xo)k q+p(x—x )
al(x)kzl Py Ek("2<xo),"1<xo>>+ 7———{3 SHCRAACRID N

(4.3.5) Lq(x)=u(x)+

_ qtp
(x xo) Eq+P(Vh(xo),V1(x ))

.ral(x) h§3 (q+p)! Xl(x)-kh(xo) <(A(X)"A(xo))vl(x)’\/h(xo))
1(x-x)3E(V(x)V(x)>
R :
*a (x j! l (x ) A (x )

1% w23 §=1

ptg-j (x-x )7
g o A(r)(xo))Vl(x),Vh(xo))]

(<(A(x)-A(x_)-
o r!

r=1
pra-1 (x-x ) EL(V,(x ),V (x.)) B
T Lot ) O e
1 h>3 j=1 ) 1% ‘ R
p+q-j (x-xo)r
(xl(X)_xl(xo)— rél r! Al,r)]
p+q (X X ) (k) 1
(avec u(x) = <(A(X)'k LT (Xo))vl(x)’vl(xo)> X al(x) )

Mais comme A est de classe Cp+q+l’ Xl(x) a un DIT & l'ordre ptq en X, » par

hypothése de récurrence, et Lq(x) prend la forme suivante

a2(x)q+p(x—xo)k gtp(x-x )
(4.3.6) L (x)=u' (g (x)kfl = Ek(V2(xo),Vl(xo))+kZl—T<-'——[E SACHRACHEN
< (Ptarl)
u'(x) (Xo)Vl(Xo),Vl(xo)>

avec lim

1
X+xo (x—x )p+q+1 (p+q+1)!

<A'(xo)V1(xo),Vh(xo)>

+ e (q+p)y (V (X ) \ (X )) kl(xo)_xh(xo)
(V. (x ),v . (x)) .
L 1 0’h’0 (ptq+l-3
g 2 3t Ej Al(xo)_kh(x;) <A 2xo)Vh(xo),V1(xo)>

P q+l(Vl(x ),V (x ))

(p+q+1)!




(4.3.7)

(4.3.8)

(4.3.9)
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D'autre part, on sait que Ek(V2(xo),Vl(xo)) = 0 pour k < p, et que, d'aprés le
lemme 4.1, Ek(Vl(xo),Vl(xo)) = Al,k pour k < p.

Finalement on a :

.siq=0, Lo(x) = u'(x) et Al(x) admet un DTT & 1'ordre p+l avec :
i L (x) - i Al(x)—DTTP(Al)(xo) _ Xl,p+1 _ +1(Vl(xo) v, (x))
x*x _ (x-x% )p+l XX (x-x )P+l (p+1) (p+1)!
o o )
sigq =1, L,(x) = u'(x) + 225f1 (x-x P*LE (v (x ),V (x ))
5297 M al(x) o ptl 2

. ~ _ L
(puisque Ep+l(Vl(xo),Vl(x0)) X 0, d'aprés (4.3.7))

1,ptl
a,(x) <V, (x),V,(x )> V. (x)-V, (x )
comme — =1t 2 o0 .t 1o . V2(xo)> (puisque Vl(xo) I} V2(xo))

X=X X-X X=X
(e} o] o]

Vl(x)—Vl(xo)

et que, puisque q = 1, par hypothése < , V,(x )> a pour limite
: X-Xq 2%
<Vl,1’ V2(xo)>, Al(x) admet un DTT 3 l'ordre p+2 avec :
Lin Ll(x) i Al,P+2 i Ep+2(Vl(xo),Vl(xo)) . EP+1(V2(XO),V1(XO)) o (x N
p+2 ~ (p+2)! (pt2)!

’
x*x  (x-x ) (p+1)! 1 1
(o] o .

. siq22: dans ce cas, V1 admet un DTT & tout ordre j < q.

Les fonctions o et @, vérifient la méme propriété et on a, pour j <q

1 2
= < >
al,j Vl,k’ Vl(xo)
=z < >
a2,j Vl,k’ V2(xo)

Alors, en faisant intervenir dans (4.3.6) les DTT de o, et a, d 1l'ordre j,

ptq (x—x )

[ ) —E, (V5 (x ),V (x ))<(V, (x)-DTT (V) (x ),V (x )>

L (x) u'(x)+—— ptq-k 1

c‘1( k=p+1

p+q (x—x )

+ %1

ket (E (V (x ),V (x ))- A )<(V1(x)-DITp+q_k(Vl)(xs»,%}xo)>
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1 ptq (x-xo)k
r (
+“1(X)Lk=p+1 T \Ek(Vz(xo),Vl(xo))<(DTTp+q_k(Vl) (xo))yz(xo)>)
ptq (x-xo)k
+k:g+l——k!——( (B (Vg (%)), (x ))=A (I<DTT o (V) (x ),V (x,)>)]

Calculons le coefficient de (x--xo)r dans le dernier crochet du second
membre. Soit a, ce coefficient pour p+l < r < ptq.

Comme <V1(xo), V2(xo)> = <V, |, V2(xo)> = 0 et Xl, = E (Vl(xo),Vl(xo))

1,0 ptl ptl

b

il vient, en isolant le terme en [Er(vl(xo)’ Vl(xo))—k ,r] = Fr(vl(xo)’vl(xo))

1
i r-1 Ek(VQ(Xo)’Vl(Xo)) <V1,r—k’v2(xo)> Fr(Vl(xo,Nl(xo))
a, = 1 Py (r-1) ! * 1 V00 V1(x)>
k=p+1 ) ) ) ’
. r-1 Fk(Vl(xo),Vl(xo)) <Vl,r—k’vl(xo)>
1 —_ 1
k=p+2 k! (r-k)!

Alors, puisque, par hypothése de récurrence, (4.3.1) est vraie pour k < p+q,
a, = 0 pour p+l <r < p+q (en multipliant a_ par r!, on retrouve (4.3.1)).

Finalement, le dernier terme de (4.3.9) est nul et on a, compte-tenu de (4.3.7)

1.3.10)  |1im L (%) _Ep+q+l(vl(xo)’vl(xo))+ ptq Ek(VQ(XO)Nl(xO)) <V1,p+q+L4€V2(xo)>
H 3. pta+l” (p+qt1)! - k! (p+q+1-k)!
x+xo(x—xo) K=p+1
R pta B (V,(x )V, (x ) Vi pragri-k?V1(%)> M pratl
ki (ptq+1-k) = Tptq+1)!

k=p+2

La premiére partie de la proposition est par conséquent démontrée, et la formule

(4.3.1) est bien vérifiée pour 1'indice g+1, d'aprés (4.3.7), (4.3.8) et (4.3.10).

I1 s'agit maintenant de prouver le résultat pour la fonction Vl.

Prouver que V, admet un DTT d l'ordre q+1, est équivalent 3 prouver que

les fonctions ay, Ony «.., O, en admettent un, puisque

N
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(x—xo) (x-x_)
V. (x)- %——,———V _ o
VT, K Tk Yy V) »Zo T V1K Vi qe12Vn (%)
Lim +1 (i)t oLim +1 ’Vh(xo)> (q+D)!
XX (x-x )9 q : XX (x- X )4
(x X )
a ()= ) 37 ViV (x8>'<v 2V, (x_)>
<=>1im k=o 1l,g+1 o
+1 (q+1)!
XX (x-x )%
o o
l »qtl
( 1)1 ¥ hePN
Et on aura alors :
N
(4.3.11) Vl,q+l = Z 1 q+1 Vh(x ) . (Vl(xo)""’vN(Xo)) étant une base

orthonormée de ]RN

* Preuve pour h 2 3 : On suppose donc que al(x) admet un DTT & l'ordre q :

(x-x )k
[e]

7 Vi Vh(xo)>. On peut écrire :
. 2

DIT (@ )(x ) = ?
4 © k=o

(4.3.12) <Vl(x)-DTTq(Vl)(xO),Vh(xo)> = <Vl(x)—DTTq(V1)(XO),Vh(xo)—Vh(x)>

+ <Vl(x)-DTTq(Vl)(xo),Vh(X)>

Lorsque nous divisons cette égalité par (x—xo)q+l, puisque Vh(x) est
dérivable (A étant de classe Cl au moins et h 2 3), le premier terme du membre
de droite aura une limite nulle en X, Il nous suffit donc d'étudier celle de

- ' & ] .
<V1(X) DTTq(Vl)(xO),Vh(x)> et 1'on peut écrire :

th(x) = <V1(x)-DTTq(Vl)(xO),Vh(x)> = —<ﬁTTq(Vl)(xo),Vh(x)> (car Vl(x)_L Vh(x))

§ (x-x )"

= - e e, >

Lo T Vi e V()

Mais A est de classe Cp+q+l 3 Vh admet donc un DTT & tout ordre k < gt+p+l

(qui est d'ailleurs son véritable développement de Taylor puisque d'apreés le

chapitre 1, Ah(xo) étant simple pour h 2 3, v, est dérivable jusqu'd l'ordre p+g+l)
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I1 vient alors

(x-x )k
o

(4.3.13) th(x) = - kzo —7 <Vl,k’ (v, (x) - DTTq_k(Vh)(xo))>
K 3
(x-%x_) q-k (x-x ) .
_ o o (3
k% Py Vi LT3 Y (%
=0 ]=0

mais le coefficient de (x—xo)r, pour 0 < r < q, dans le deuxiéme terme du

membre de droite, noté br’ s'écrit :

C_ <V v

§ 1 h o _1 E K (r-k)
& ! = r 1,k>"'h

(x )>)
o)

alors br = 0 d'aprés (4.3.2), pour r £ q. Il vient donc :

g (x—xo)k .
th(x) = - k:O-—jZT~—— <Vl,k’ Vh(x) - DTTqSXh)(XO)>

(%) %, ,q+1 <o cP*arl

. . L3 4 .
Finalement, g1 a une limite noteée Tif%TT’ puisque Vh est de clas

(x-x_)
o]

et on a :

- k (q+1-k) .
(4.3.14) ah,q+l = (kz'o Cq+l <V1,k’ Vh (xo)>)

* Preuve pour h = 2

Considérons la quantité Sq(x) suivante :

k
ptq (x-xo) (x)
Sq(X) = <(A(x) - kzo —— AT (x ) V() V(x)>
k 3
pta (x-x ) E, (V,(x ),V.(x )) pta-k (x-x ) .
R R R I SR INGIRE

k=1 ‘ h23 1 h "o jzo 3¢

Manifestement, puisque A est supposée de classe Cp+q+l’ on a :
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Sq(x) i Ep+qj1(Vl(xo),V2(xo)) (E
p+qt+l ~ (ptqt+1)!

ptq+l est définie puisque Al

(4.3.15) 1lim

XX (x—xo) admet un DTT & l'ordre ptq)

Si maintenant on se référe 3 la formule (3.4.5) du chapitre 3, on
s'apergoit que Sq(x) ressemble beaucoup 3 1'expression que nous avions notée
n n
T , (ou plutdt a T ).
q? "M P qtp

On peut faire pour Sq(x) la méme transformation que celle effectuée avec
n n n -
Tq en remplagant | v, par Vl(x), W par V2(xo), v, par Vh(xo) pour h € PN,
X par x, Ej(vl, Vl) par xl,j’

A" par Al(x), Xh par Xh(xo), lo par ll(xo), ag par ah(x), h e PN

On obtient alors la formule (4.3.16) (correspondant a (3.4.8))

q+p(x—xo)r
(4.3.16) Sq(x)=<(A(x)—A(xo»Vl(x),V2(xo)>—rz1——;T———[a1(x)Er(Vl(xo),V2(xo))
+a2(x)Er(V2(xo),V2(xo))J
k
q+p-1(x-x ) E, (V,(x ),V . (x))
~(GOAx ) ) ] P R R B W R e ey e
h23 k=1 ) 10" "h 7o 1 h "o
prqok(x-x )3 .
<(A(x)- ? ——_T%——AQ%X NV (x ),V (x)>]
jéo j! o"""h o 1
k
5 ah(x) q+§-l(x-xo)
+ [ ) ————F (V,(x ),V (x (A (x)-1,(x )
53 Al(xo)-kh(xo) Koy K k277" h "o 1 1'% ;
ptg-k(x-x )
- ? ——, )]
j-:l J' ’:]
Les deux derniers termes du membre de droite, divisés par (x—xo)p+q+l, auront

une limite nulle en X puisque A est de classe Cp+q+l et que Al admet un DTT

3 l'ordre g+p (car l'ordre atteint au maximum est pt+q-1).
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On peut donc écrire, puisque <(A(x)-A(xO)Vl(x),V2(xo)>=(kl(x)-kl(xo))a2(x)

q+p(x—x )*
(4.3.17) S (x)=R_(x)+(A (x)-A,(x Na,(x)- ] ———————Ea (x)E, vy (x ),V, (x ))to, (X)E (v, (x ),
q q 1 170 2 o1 r!
V2(xo)]
R (x)
avec lim —-L—l =0
x*x (x- X yprat

Al(x)—DTTP+q(Al)(xO)

Mais on a montré que avait une limite en x_. Nous pouvons
ptqtl o
(x—xo)

faire apparaitre DTTp+q(Xl)(xo) dans (4.3.17), puisque Al,o = Xl(xo), pour

obtenir, en regroupant les termes en 0, (%)

(4.3.18) Sq(x) = R (x) + (A (x) - DTT (k )(x )). o, (x)

q+p (x-x )
-~ z ———————fa (x)E (V (X ), V (X ))+a (X)(E (V (X ), V (X ))- l )]

r=1

Mais puisque (HP\ est vérifiée on sait que (cf Chap. 3 §2) :
. pour 1 <r < p, Er(Vl(xo),VQ(xo)) =0

p-1, Er(v2(xo),v2(xo)) = Er(Vl(xo),Vl(xo)) =

IA

A

<
. pour 1 £r 1,r

EACACRANCRIER S NINCRRACRY

Alors (4.3.18) devient, puisque Br(VQ(xO),VQ(xo))-X =F, (V (x )V2(x ))

(4.3.19) Sq(x) R, () + (A (x) - DTT (X D (% )%, (x)
pt+q (x—xo)r
- r-g+l —7T (Er(vl(xo),vz(xo))al(x))
ptq (x—x )F
-] — (F (Y, (x):V,(x ))a, (%))
r=p

Par hypothése de récurrence, o, et 0, admettent des DIT & tout ordre j < q, que

1

l'on peut introduire dans (4.3.19) :
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(4.3.20) Sq(x)=Rq(x)+(Al(x)—DTTP+q(A1)(xO))a2(x)

p+q (x—xo)r

‘r=g+l_—;T—__{Er(vl(xo)’VQ(XO))(al(x)_DTTp+q-r(al)(xo))]
ptq (x—xo)r

_ rzp '“}3___{Fr(v2(xo)’V2(Xo))(a2(X)“DTTp+q—r(a2)(Xo))]
ptq (x-x )F pt+ —r(x-xo)j

- D E ()W x DO ) <V, LV (x )2) ]
raptl r! r o o 5zo j! 1,5 o
ptq (x-x ¥ p+ —r(x—xo)j

- ) —2{F (V (x),V, (x ))( — 0 V.,V (% )>)]
rep r! r 2772 % 571 j! 1,522 %

(Compte-tenu de (4.3.11) et du fait que <V, , V2(x0)> = 0)
b

. . . . k .
Si maintenant on calcule le coefficient c, de (x—xo) dans les deux derniéres

k
sommes de (4.3.20), pour p+l < k < p+q, il vient :
<
k EP(Vl(xO),VQ(xO)) Vllk‘r
f 1 - 1
reptl r! (k-r)!
ksl F (V,y(x),V,(x ) <vl,k_r,v2(x0)>
r! (k-r)!

,Vl(xo)>

c. = -

)

. k-1
RN CR R ACI DI N

r
E (Vl(xo),VQ(xo))<V
r=p+l

x Ir 1,k-p*V1(%,)>

k-1
r
+ ) C FL(V,y(x ),V,(x )<V

WVo(x >
r=p+1 k 277

1,k-r

P
+ Cp FP(V2(xo),V2(xo))<Vl’k_P,V2(xo)>

(puisque <V, _, Vl(xo)> = <v1(xo),vl(xo)> = 1)

1,0
et par conséquent, ¢, = 0, en vertu de (4.3.3), pour p+l € k < p+q.(4.3.20)

peut donc s'écrire, en isolant [a2(x)-DTTq(a2)(xo)] :
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(x-x )P
(4.3.21) |S (X) R (x)+(k (x)- DTT (A )(x ))a (x )y ——— F (V (x ).V, (x ))«506 DTT&: Xx ))

ptq (x—xo)r
-r=§+l -—;T———-[Er(Vl(xO),V2(xo))(al(x)-DTTp+q_r(al)(xo))]

ptq (x—xo)r
-7 —— [FL V(% )5V, (x 1) (ap(x)-DTT (&) (x )]

r=p+l ptq

Mais puisque (H ) est vérifiée, Fp(v2(xo)’ V2(xo)) # 0 (voir la remarque aprés

(4.3.18)), et finalement, si on divise la relation (4.3.21) par (x—xo)P+q+1 et
%, (x)-DDT (oc2)(X ) o s
qu'on fait tendre x vers x , - 9 a une limite +—2is5 telle que :
° (x-x )q+l (g+1)!
)
?U
RN
3,00y | Tprar1t 1)V X)) Fp () V(D) ay oy
(ptari)t p! (q+1)!
} qu (Fr(VQ(xo)’V2(xo)) a2,p+q+l-r)
r=p+1 r! (ptqtl-r)!
- (Er(vl(xo)’VQ(xo)) %1,ptqtri-r,
r=p+1 r! (ptq+l-r)!

* Preuve pour h = 1

On se sert essentiellement du fait que Vl est normé :
on a :
<Vl(x),Vl(x)> = <Vl(xo),Vl(xo)> =1

que l'on peut écrire :

(4.3.23) <V1(x) - Vl(xo), Vl(x)> + <Vl(xo), Vl(x) - Vl(xo)> =0

.si g=0
On peut réécrire (4.3.23) sous la forme :
(4.3.24) <Vl(x) - Vl(xo), Vl(x) + Vl(xo)> =0

et en décomposant [Vl(x)+Vl(xo)] sur les Vh(xo), h=1, ..., N, on a
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N N
V()Y (x ) = (hzl 0, GOV, (x ) + Vo (x ) = (o, ()IV (x ) + hz o (x)V, (x )

d'ol, en reportant dans (4.3.24)

N
(l+al(x))<Vl(x)—Vl(xo),Vl(xo)>+h22ah(x)<Vl(x)—V1(xo),Vh(xo)> =0
mais lim (l+a,(x)) =
XX
© vV, (0)-V (x )
Alors, comme on a précédemment prouvé que < po— s Vh(xo)> a une limite
o
pour h > 2, on en déduit que :
Vl(x)—Vl(xO) ? Vl(x)—Vl(xo)
lim < — LV, (x )>=o, .=lim [——————— a (x)< , V. (x )>]
oy (x xo) 1'% 1,17 L 10y (x) X=X h "o
o o
= 0 car lim ah(x) =
XX
o .
(4.3.25) al’l =0
.sig2>1
On fait alors intervenir DTTq(Vl) (xo) dans 4.3,23 et on a :
<Vl(x)-DTTq(Vl)(xo),Vl(x)> +~»<vl(x)—DTTq(Vl)(xo),Vl(xo)>
% (x—xo) (x—x )
+ — V. .Yy (x)> + <V, ., V. (x)>=0
k=1 k! l)k k=1 l,k 1 [}
ce qui s'écrit encore :
(4.3.26) <Vi(x)—DTTq(Vl)(xo),Vl(x)—Vl(xo)>+2<Vl(x)—DTTq(Vl)(xo),Vl(xo)>
% (x—xo)
+ L —]-<-'—— <Vl,k’ Vl(X) - DTTq—k(vl) (Xo)/
k=1
? (x-x ) % (X‘x ) q-k (x- X )j
< 5 =
L Ve N L it 57— Vi V1,57 70

. . . r
Si, comme dans les autres cas, on calcule le coefficient dr de (x—xo) pour

r = 1,...,q dans les deux derniéres sommes de (4.3.26), on a :
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r
-1 1 1
dp = o7 Vg0 Vi(x >+ kzl T 07 Vi Vi,e-kT
1 ral x
= or 2V o Vx> Ly L Yy )

k=1

0 d'aprés (4.3.4).

Finalement, si on divise par (x-—xo)q+l la relation (4.3.26),
Vl(x)—DTTq(Vl)(xo)

o
, Vl(xo)> aura une limite =231 op x_ telle que

<
(x-x )q+l (qt1)!
o
%1,q+1 % 1
2 B =
(4.3.27) 2ttt RN Vix Vi,qe1-k” 5O
Vl(x)-DTT (Vl)(xo) '
On a donc montré que < g 1 ,» V.(x )> a une limite a en x .
(x-x )q+ .h o] l,q+1 o)
)
pour h € P
N
vV, (x)-DTT_(V,)(x ) Vi g+l N oo g
Alors 9 O & une limite 3= = ] 222y (x ) en x_ et les
(x-x )q+1 (q+1)! he1 (q+1)! 'h'7o o
o .

relations (4.3.14) pour h 2 3, (4.3.22) pour h = 2, (4.3.25) et (4.3.27) pour
h = 1 sont équivalentes aux relations (4.3.2), (4.3.3) et (4.3.4) pour l'indice
(q+1).

qg.e.d.

Remarque :

On aurait bien évidemment pu démontrer exactement les mémes propriétés

pour les fonctions Az et V,, en construisant des quantités E'k, comme dans

2
la proposition (3.1). On aurait alors, pour k < p-1, A = A, ., et A A
»K 1.p 2,p

1,k 2 .
La proposition que nous venons d'établir va nous permettre, au paragraphe u4),
de trouver des conditions de dérivabilité sur la matrice A pour que les fonctions

P . K
représentant les &léments propres soient de classe C en X s K donné.
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4 - DIFFERENTIABILITE DES ELEMENTS PROPRES

a) Premiére approche

Supposons que la condition (HQ) soit vérifiée et que la matrice A soit de
classe Ca. Alors, d'aprés le paragraphe 3, Vl admet un DTT & l'ordre 1 en X3
autrement dit, Vl est dérivable en X La question est la suivante :

é_geélés_eeaéiziee_Yl_sézzil_§9_9l§§§§_9}_99_§o ?

Vl sera de classe Cl en X si et seulement si lim V'l(x) = V'l(xo) ou bien
: XK
encore si, pour 1 < h <N,

. ' S = [
lim <V'_ (x), Vh(x)) = <V l(xo)., Vh(xo)>

1
XX
© N
(car alors lim V' (x) = lim 2 <y (x), V. (x)> V. (%)
1 1 h h
XX x*x  h=1
o o
N
= <y > = !

hél Y l(xo)’ Vh(xo) Vh(xo) \Y 1(xo))

. 1 . s cerz :
. Vl étant de classe C* au voisinage de X s on peut différentler

( W, (%), Vi(x)> = 1

les relations <«

\%
N
s

0 pour h

| <V1(X)’ Vh(x)>

[ v (), V(x) =0

alors
h
| V'l(x), Vh(x) = - Vy(x), V'h(x)
‘ ( . [ - - ' )
et donc lim <V l(x), Vl(x)> = 0 = <V l(xo)’ Vl(XO))
XX
b o)
i ! > =z - ' P >
lim <V l(x), Vh(x) <Vl(xo), \4 h(xo)) pour h 2 3 car Vh
X'*xO en xo

] .,
<V l(xo), Vh(xo))
(ce qui correspond bien aux formules (4.3.2) et (4.3.4))

. D'autre part, on peut écrire, en dérivant 1l'équation aux valeurs propres, x#xo

(A(X)-Xl(x))v'l(x) = -(A'(x)—k'l(x))vl(x)
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d'ol, par produit scalaire avec V2(x)

(4.4.2) <(A(x)—Al(x))V'l(x),V2(X)>

(A, (x)=A; (X))<V" (%), (x)>

—<A'(x)Vl(X), V2(x)>

mais, (H,) étant vérifié, on a (voir chapitre 3)

(

(1) <A'(xo)vl(xo), V2(xo)> 0

(4.4.3) { (ii) <A'(xO)Vl(xo), Vl(xo)> <A'(xo)V2(xo), V2(XO)>

<A'(XO)Vl(xO),Vh(xo)><A'(XO)V2(XO),Vh(xo)>

PR <A" V ,V > 2
(L5) <A™Cx )V (x ),V (20> v 2 T NERENEN!

=0

en introduisant la relation (i) dans (4.4.2), il vient, en changeant de signe :
(4.4.4) (Al(x)—AQ(x))<V'l(x),Vz(x)>=<(A'(x)—A'(xO))Vl(x),V2(x)>+<A'(xd)(Vl(x)—Vl(xo)),V2(x)>
+ <A'(Xo)vl(xo)’VQ(x)_VQ(xo)>
le second membre divisé par X-x_ a une limite en X s notée £, et on a :
(4.4.5) £ = <A"(xo)Vl(xO),V2(xo)>+<A'(xo)V'l(xO),VQ(xo)>+<A'(xO)V'Q(xo),Vl(xo)>
en décomposant V'l(xo) et V'Q(Xo) sur la base (Vl(xo), cees VN(xo)), on obtient

£ = <A"(xo)Vl(xo),V2(xo)>+h§3<A'(xo)V2(x0)Vh(xO)><V'l(xo),Vh(xo)>

+h§3<A'(xo)Vl(xo)Vh(xo)><V'2(xo),Vh(x0)>

1] ., 1 ., ] -,
+ <A (xo)Vl(Xo),Vz(xo)2(<V l(xo)Vl(xo))+<V 2(xo),VQ(xo)z)
1 ., 1 5 Y 1 N e
+ <A (xo)Vl(xo),Vl(xo))(<V l(xo)VQ(xo) +<V 2(xo),Vl(xo)>) (d'aprés (ii))
mais on peut faire les remarques suivantes :
a) <Vl(X)-Vl(xo), Vy(x )> + <V2(x)-V2(xo), v,(x)> =0

< > =< > =
(car Vl(x), V2(x)) Vl(xo), V2(xo) 0)
alors, en divisant par (x—xo) et en passant & la limite sur x :

' > ' =
<V l(xo),V2(><o) +<v 2(x°), Vl(xo)> 0
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b) <V'l(xo),Vh(xo)> —<V'h(xo), Vl(x0)> (d'aprés (4.4.1))
<A'(xO)Vl(xoxyh(xo)>

- % (X )=\ (X ) pour h >3, d'aprés le chapitre 1.
' 170 h o

<A'(XO)V2(XO),Vh(X )
de méme, <V'2(xo),Vh(xo)> =

kl(xo)_xh(XO) car Al(xo) = A2(xo)

alors, compte-tenu des remarques a) et b), de (ii) et (iii) dans (4.4.3), il
vient
L = EQ(Vl(Xo)’ V2(xo)) =0

En réintroduisant donc la relation (4.4.5), multiplié par (x—xo), dans (4.4.4)

(Xl(x)—)\Q(x))<V'1(x),V2(x)>=<(A'(x)—A'(xo)-(x—xo)A"(xo))Vl(X),V2(X)>
+(x—xo)[<A"(xo)(Vl(x)—Vl(xo))Nz(x)>
+<A"(xo),(Vl(xO),(V2(x)-V2(xo))>J
+ <Af(xo)(Vl(x)—Vl(xo)-(x-xo)V'l(xo)),V2(x)>

+ (x—xo)<A'(xO)V'1(xo),(V2(x)—V2(xo))>

+ <A'(xO)Vl(xo),(V2(x)-V2(xo)—(x-xo)V'2(xo))>

Enfin, Al(x)-kQ(x)=Xl(x)-A2(x)—(Xl(xo)—kz(xo))-(x-xo)(X'l(xo)—A'Q(xO))

puisque kl(x)=k2(x0) et X'l(xo)=<A'(xo)Vl(xO),Vl(xo)>=l'2(xo)=<A'(xo)VQ(xo),V2(xo)>

Al(x)—AQ(x)
et d'aprés la proposition 4.2, lim 2————————~§—

= E2(Vl(xo),Vl(xo)}EQNQ(xOLV2(xo»¢O
x+xo (x—xo)

ct
4]
1]
@

' el
1]
=]
()]
o3
ot
)]
b—l
H
®

Finalement, <V'l(x), V2(x)> aura une limite en 2 si e

membre de droite de (4.4.6), divisé par (x—xo)2 en a une.

Cela sera vrai en particulier si V., et V2 admettent des DTT & 1'ordre 2

1

. . 4 N cas
en X _, autrement dit, si A est de classe C en X d'apreés la proposition 4.2.
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Le but poursuivi est donc atteint, puisque l'on a une condition suffisante sur

la matrice A pour que V1 soit de classe Cl.

Cependant, comme le disions au paragraphe 2, nous n'avons qu'une condition

suffigante. En effet, il n'est pas évident, a priori, que, par exemple, V, admette
<A'(xo)(Vl(x)—Vl(xo)-(x—xo)V'1(xo),%2(x)>

~

forcément un DTT d 1l'ordre 2 pour que

2
(x-xo)
ait une limite.

Nous parlerons plus en détail de ce probléme au paragraphe 5.

b) Un premier résultat

Supposons (Hp) vérifiée, pour p = 1. Nous allons montrer ici que vy
(ainsi que V2) sont dérivables 3 tout ordre désiré si la matrice A vérifie
certaines conditions. Nous avons vu, au chapitre 3, que si A est de classe Cp,
alors Vl est une fonction continue (donc de classe Co).

Supposons avoir démontré que V. est de classe cd. a quelle condition sera-t-il

1

de classe Cq+l ?

Nous allons établir une premiére proposition concernant l'existence de

développements de type Taylor pour les fonctions ng)(x), pour £ < q :

Proposition 4.3 :

Pour £ < q, £a fonction ng)(x) admet un DTT & £'ondre § en X
84 ¢
(4) A est de ceasse P34 au moins
(LL) Les gonetions vik)(x) et A(lk)(x), pour k < £-1, admettent un DTT & £'ordre

p+y en x_, V,(x) admet un DIT 2 L'ondre pt+i.
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Démonstration :

S0

admet un DTT 3 l'ordre O puisque V_est de classe c? avec q 2 £. Supposons

(£)
1

1

donc que V. “(x) admette un DTT 3 1l'ordre j en X s et que les conditions (i)

et (ii) soient vérifiées pour 1l'indice j+1.

(L)

V{0 Go-prr, (v ) ()
Nous allons prouver que j+1 °_ a une limite quand x tend vers X
(x—xo)
Composante_sur_V,(x)
On a, d'aprés (1.4.6), pour x # xo
@ eo-prr, (v () v, 0v=-d z vt T (0 v I (e, (1) (1) v, (0>
k=
£-1
1 (£-Xx) (£-x) (k) (£)
-—5-k2103<v ()-DIT, (V] ) (), Vy (05D, (V] 7)) (x ),V (O-DIT, (V) () )>
£-1
1 k (£-x) (k) (k)
-5 kflc,_<DTT (V1) 5V  (R)=DIT, (V17 ) (% ))>
-1 Z C£<DTT it ), el W) (x_y>~<rr, (v“))(xo),DTTj(vl)(xo»

(puisque pour k < £, Vik)(x) admet un DTT & l'ordre j+1 au moins)

dans (4.4.7), le membre de droite se compose de deux termes d'un genre différent ;

. . . . I i+l
un premier terme (formé par les trois premiéres sommes) qui, divisé par (x—xo)J

aura, par hypothése, une limite en xo((i) et (ii) étant supposés vrais pour

1'indice j+1) et un second terme résiduel que l'on peut écrire sous la forme :
23 .

3 (x-x )la., les a, étant des constantes dqﬂ@ﬁ

i=o

Si 1'on divise (4.4.7) par (x-x ) successivement pour i = 0, 1, ..., j, on va

Ve x)-pre, (v“’)( )

obtenir, puisque aura une limite nulle :
(x-x )
o
a = 0, puis a, = 0, puis a, = 0, ..., puis aj = 0, Finalement, ce second terme
23 . :
i . . 3+1
sera de la forme : ) (x-xo) a, et en divisant (4.4.7) par (x-xo) s
e 2y, 231t
(x)- DTT (V )(xo)
< R Vl(x)> aura une limite en X

_ j+1
(x xo)
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On peut écrire, d'aprés (1l.4.4), avec toujours Bl(x) = A(x) - )\l(x)IN :

0)

(4.4.8) <B1(x)[Vl

(£) .
(x)—DTTj(Vl )(xo)],vh(x))

(Xh(x)—kl(x)) X <[V§£)(X)-DTTj(ng))(xo)]’ Vh(x)>

£-1
k () o (£-K) . 2)
) k§1 Cg <By 00V 700,V (0> = <B GOTDTTS (V)7 (x ) 1.V, (0>

- B v, (), V(x>

(k)
1

admettent un DTT 3 1l'ordre j+1 (<pt+j). D'autre part, A étant de classe

mais, par hypothése de récurrence, les fonctions ng()x)et A (x), pour k s £-1,

Cpﬂﬂ)'+l ((i) @ 1'ordre j+1), A(k)(x), pour k < £, et Vh(x) admettent des DTT
d 1'ordre j+1. En faisant apparaltre, dans (4.4.8), ces différents DTT dans
le membre de droite, comme pour (4.4.7), et en procédant comme pour la
composante sur Vl(x), on prouve que, puisque kl(xo) 7 Xh(xo),

Vit)(x)—DTT.(V(z))(x )
j 1 o

<[ -
J+1
o)

], V.(x)> a une limite en x
h o
(x-x

. Composante sur V2(x)

(4.4,8) étant toujours valide pour h = 2, on a :

(4.4.9) (G2, (0) <tV 0-Drr, (V) (x 11,7, (0>

L)

£-1
- I ¢k 0 oviFR 6o, v, 0 + <o, 6o,v, 600

(L)

+ <B1(x)EDTTj(Vl

)(XO)J,VQ(X)>
mais on sait que, (Hp) étant vérifiée, d'aprés la remarque faite a la suite de
la proposition 4.2, kl et 12 ont des DTT qui coincident jusqu'ad 1l'ordre p-1.

Autrement dit on a :
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A (x)-2, (%)

1
(@]

pour k < p-1 lim
k
XX (x-x )
o o

Al(x)-kz(x)

lim

XK (x-x )P EP(Vl(XO)’Vl(xo))_Ep(vz(xo)aVQ(Xo)) £0
o o

Finalement, si dans (4.4.9) on peut diviser par (x—xo)p+j+l et si le membre

L
\ ng)(x)-DTT.(Vg ))(xo)
de droite a une limite, on prouvera que <[ ]j+1 1, V2(x)> a une
(x-x )
o

limite en xo.

Mais par hypothése (i) et (ii) sont vrais pour l'indice j+1. Alors

Vik)(x) et Aik)(x) admettent un DTT 3 l'ordre p+j+l, pour k < £-1. A étant de

Cp+j+£+1’

classe A(k)(x) admet un DTT 3 1'ordre p+j+1 pour k < £.

by

Enfin v, admet un DTT & 1l'ordre pt+j+l.

On peut alors d nouveau introduire ces DTT dans (4.4.9) et employer la

méthode utilisée précédemment. Cette fois, on aura dans le membre de droite un
3(pt+3) 3

terme résiduel de la forme § (x-xo) a;-

izo

Mais si 1l'on divise successivement (4.4.9) par (x—xo)1 pour

i=z0, 1, ..., ptj, le membre de gauche ayant une limite nulle en Xo» ON aura
3(pt3) .

a =a, =..." a_.=0, et le terme résiduel sera de la forme § (x-x )'a,.

o 1 pt] B i
i=p+j+1

En divisant alors par (x—xo)p+3+l, on prouvera que

L) (£)
v1 (x)—DTTi(Vl )(xo)

<[ -
J+1
o)

1, V2(x)> a une limite en X
(x-x

c) Différentiabilité de Vl

Grdce a la proposition 4.3, nous allons pouvoir établir le résultat

. £ e
suivant, concernant la dérivée (q+l) de V en xo.
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Proposition 4.4 :

SV, est de chasse ¢ en x_ et 84 La matrice A est de classe (VP ppons

£a fonction vV, admet une dérivie (q+1)° en X .
Démonstration : (@) (q)
VY e-v Yix )
I1 s'agit de prouver que p— a une limite quand x tend
(q) © s

vers X _, autrement dit , que V_.*’(x) admet un DIT & l'ordre 1 en X, Siq =0,

1

le résultat découle directgment de la proposition 4.2. Sinon, d'aprés la
proposition 4.3, ceci sera vral si, pour k < gq-1, les fonctions ng)(x),

lik)(x) et V2(x) admettent des DTT 3 1l'ordre p+l en X et si A est de classe

Cp+q+l au moins.

Mais, d'aprés la proposition 4.2, V;(x) et V2(x) admettront des DTT & 1'ordre

ptl si A est de classe C2p+l.

(%)
1

D'autre part, si V admet un DTT & l'ordre ptl en x_ pour k € g-1, cette

propriété sera forcément vraie pour kgk)(x), d'aprés (1.4.3), puisque A est de

classe Cp+q+l. Si q = 1, la proposition est démontrée, car 2p+l 2 p+2.

(q)
1

Sinon, V (x) aura un DTT & l'ordre 1 en X si :

- Vik)(x) admet un DTT 3 1l'ordre pt+l en X, » pour 1<k <£qg-1

K
- A est de classe C au moins avec K = sup (ptq+l, 2p+1)

Toujours d'aprés la proposition (4.3), (4.4.10) sera vrai si, pour 1 < k < g-1,
on a :
(i,) (i)

k k
- Vl (x)9 >\1

~

(%), V2(x) admettent des DTT & l'ordre 2p+l en X
pour 0 < ik < k-1

- A est de classe C2p+k+l au moins

Si cette derniére série de propriété est vraie pour k = g-1, elle le sera bien
évidemment pour k < g-1.

(4.4.10) sera donc vraie, avec q 2 2, si :
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(%)

(- ng)(x), Al

(x), V2(x) admettent des DTT & l'ordre 2p+l en X
pour 0 € k £ -2
-~ A est de classe C2P+q au moins (car 2p+q 2 sup(p+q+l,2p+l) car p2l et q21)
En refaisant le méme travail que précédemment, on prouverait que (4.4.10) est

3ptl

vraie si, soit q = 2 et A de classe C (car 3pt+l 2 2pt+2), soit q 2 3 et

- ng)(x) admet un DTT 3 l'ordre 2p+l en X,> pour 1 <k <qg-2
+.4.11)

- A est de classe Ck au moins, avec K = sup (2ptq, 3p+l)
En itérant q fols ce procédé, on obtient finalement que (4.4.10) est vraie si :

- Vl(x),kl(x),V2(x) admettent des DTT d& 1'ordre gqp+l en X
+.4.12)
gpt2 X
- A est de classe C au moins
Et d'aprés la proposition 4.3, (4.4.12) sera vérifiée si la matrice A est de
classe (q+1)p+l (car (q+1l)p+l > qp+2 puisque p = 1)

q.e.d.

Maintenant, il ne nous reste plus qu'd démontrer que sous certaines

conditions, Vl est de classe Cq+l :

Proposition 4.5 :

Si v, est de classe c? en x_ et 84 La matrice A est de classe C(q+2)p, alons V

est de classe c3tL epn X, -

1

Démonstration :

On prouve que <V§q)(x), Vh(x)> a une limite pour 1 € h < N,

_______________ 1£§2

On a, en x # L d'aprés (1.4.6), puisque A est de classe catt (au moins)

.
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(q+1) _1 3 K (q+1-k) (k).
<V, (x), Vl(x)> =-5 ) Cq+l vy (%), vy (x)>
k=1
. q (g+1) -
alors, Vl‘etant de classe C* en X s <Vl (%), Vl(x)> a donc une limite en X .

On a, pour tout X, <Vl(x), Vh(x)> = 0. En différentiant cette équation

d l'ordre q+l, en x # X, on a, puisque A est de classe Cq+l (au moins)

+1
(g+1) Tk (q+1-k) (k)
o = _ <
<V T, v (0> kzl Cor1 V1 (), v, o>
mais Vl est de classe CY en X et Vh de classe Cq+l au moins en X, 3

<V§q+l)(x), Vh(x)> a donc une limite en X

. Composante_sur_V,(x)

On peut écrire, d'aprés (l.4.4),pour x # X
(q+1) _ § k (%) (q+1-k)
<B1(X)Vl (X)s V2(X)> = o1 Cq+l <Bl (X) Vl (X)9 V2(X)>

- <A(q+l)(x) Vl(x), V2(x)>

ou encore

k

q -
(4.4.13) (Xl(x)—k2(x))<V§_q+l)(x),V2(x)>:<A(q+l)(x)Vl(x),Vz(x)>+k£qu+l<B§k2x)V§q+l k2x),v2<x)>

Mais la fonction f, d valeurs réelles, définie par :
- (@ oy (@)
f(x) = V] (x)-V, (Xo)’VQ(xo)>

est une fonciton dérivable sur [xo, x], de classe C, sur ]xo, x]. D'aprés le

1

théoréme des accroissements finis, il existe y dans ]xo, x] tel que :
- = - 1
£(x) f(xo) (x xo)f (y)

Oou encore

(q) (q)
Vi (x)-v.*(x )
1 1 o . _ulg+l)
< =3 , V2(xo)> = <Vl (y), V2(xo)>
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. . n . s . . .
Soit alors une suite {x , n € N} de limite X, s il existe donc une suite

{yn, n € N}, de limite X puisque yn € ]xo, xn[, telle que
VDM P )
< . V2(Xo)> = <V

X =X
O

(g+1l), n
1 vy, V2(Xo)>.

. (q+1) . . (q+1l), n _ o kqtl)
Alors, puisque Vl (xo) existe, iiz vy (y ),V2(xo)> = <V1 (xo),V2(xO)>
(q+1)

mais on a, en décomposant V1 (yn) sur (Vl(yn), cees VN(yn)) :

N
1 1
<v§q+ )(yn),v2(xo)> = hzl<viq+ )(yn),Vh(yn)><Vh(yn),V2(x0)>

Comme d'aprés ce qui précéde, <V§q+l)(yn),vh(yn)> a une limite pour h # 2,

n -
< s ;
comme Vh(y ),VQ(XO)) a pour limite 6h,2’ on a

4.4, 14) 11m<v(Q+l)( Yoy = 1im <D™ v x s = v T ) vk )
2 270 1 o 20
n>o n-rco |
D'autre part, si ng)(x), Xik)(x), pour k < g, V2(x) et A(k)(x), pour k < g+1,

admettent, en X s des DTT & l'ordre p, on pourra écrire :

48.18) | 602, 02er T 60, v, Gov=<ta O G-t 8 )1 (0,9, (0>

k (k) (k) (q+1-k)
21 Cq+l (x)- DTTp 1( 1 )(xo)]Vl (x),VQ(x)>

(qt+1)

+ <[DTTp_l(A )(x )][V (x)- DTT (V )(x )], v, (x)>
’

(k) (g+1-k)

k (q+1-k)
21 Cq+l <[DTT 1B D )IVy (x)—DTTp vy )(xo)],V2(x)>

(q+1)

+ <[DTTP_1(A )(xo)]EDTTp_l(Vl)(x)], EVQ(X)-DTTp_l(Vz)(xo)]>

(g+1-k)

—+

§ ck,, <[DTT__ (B B{k)

184 )(x )]rDTT (V

)(XO)],[Vz(x)—DTTp_l(V2)(xo)]>

(q+1)

-+

<EDTTP_1(A )(xo)][DTTP_l(Vl)(xO)],[DTTp_l(VQ)(xO)]>

(gq+1-k)

-+

k (k)
% cq+l <fDTT_ (B

)(x Y1CDTT (v
k=1 p-1 1 p-1

(Xo))]’[DTTp—l(VQ)(Xo)]>
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Alors, en écrivant (4.4.15) en yn, le membre de gauche divisé par (yn-xo)l,
pour i < p-1 a une limite nulle, d'aprés (4.4.14). Il en va de méme pour le

second membre, 3 l'exception peut-&tre du terme résiduel formé par les deux
3(p-1) 3
derniéres expressions. Celui-ci est de la forme z (x—xo) a; . Comme
i=o .
L . . L. n n i .
précédemment, en divisant (4.4.15), écrit en y , par (y —xo) successivement

pour 1 = 0, 1, ..., p-1, on montre que a = a; = ... = = 0. Et finalement,

a,-1
p Al(x)-AQ(x)

en divisant, pour tout x cette fois, (4.4.15) par (x—xo)p, puisque

Ex—x )P
.. (g+1) : . . o
a une limite non nulle, <V1 (x),V2(x)> aura une limite.
En résumé, donc, V§q+l)(x) a une limite en X si Vik)(x),lik)(x), pour

(k)

k < q, V2(x) et A" '(x), pour k < g+1, admettent des DTT 3 1l'ordre p. En

refaisant un raisonnement absolument identique @ celui de la proposition 4.4,
(q+2)p

on montrerait que cela est vrai si A est de classe C

q.e.d.

Remargues

a) D'aprés (1.,4.3), si V. est de classe c? en X k§q+l)(x) a une limite en X -

1
On montrerait, en appliquant le théoréme des accroissements finis que cette

limite est k§q+l)(x0). Al est donc de classe Cq+l.

b) Si Vl est de classe CY et Al de classe Cq+l, les valeurs Vij)(xo) ppur

j < qet Aij)(xo) pour j < g+l coincident bien évidemment avec les coefficients

Vl 3 et Al 3 correspondants des DTT de Vl et Al aux ordres respectifs q et q+l.
2 9

Les formules données 3 la suite de la proposition 4.2 permettent donc de les

calculer.

¢) On a bien évidemment le méme résultat pour V2. Les composantes de V2(xo) se
calculent par des formules analogues & (4.3.4) pour la composante sur V2(xo) et
(4.3.2) pour la composante sur Vh(xo), h 2 3 ainsi que sur Vl(xo) (car on

connalt les ng)(xo), j <q).
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Finalement, on peut énoncer le théoréme suivant :

Théonlme 5 :

S{ La matrnice A vérnigie La condition (Hp) au point X et 84 elle est de classe
cplarD) (nesp. c”) dans un voisinage U de X AL existe des fonctions Ai(x) et
V.(x), pour i dans Py, de classe c? au moins (resp. C) en x, et clarDp (nesp.
¢”) en dehons de X dans U, neprésentant, pour tout x de U, Les valewns propres

et Les vecteurs propres nonmés assocdés de A(x).
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5 - REMARQUES SUR LA NON-OPTIMALITE DES RESULTATS

Considérons 3 nouveau le cas simple étudié en § 5, a) ; on voulait
savoir 3 quelle condition la fonction vy serait de classe Cl, sous (H,). Nous
avions alors conclu que cette propriété sera vérifiée si A est de classe ct
(pour p = 2 et q = 1, p(q+tl) = 4). Dans ce cas précis, on peut cependant améliorer
le résultat et montrer qu'il suffit que A soit de classe C3. En effet, si A
est de classe C3, d'aprés la proposition 4.2, V, admet un DTT d 1l'ordre 1 en X s

autrement dit une dérivée V'l(xo) (de méme que V, @ en x_ une dérivée V'2(xo)).

Mais d'aprés (4.4.6), pour que <V'1(x), V2(x)> ait une limite en x_, siA
est de classe C3, il suffit que

<A'(xo)(Vl(x)—Vl(xo)—(x-xo)Vi(xo))yz(x)>+<N(xo)(V2(x)—V2(xo)—(x—xO)Vé(xo)),Vl(xo)>

(x-x )2
o]

ait une limite en X, 5 ou encore, puisque Vl et V2

<A'(xo)(Vl(x)—Vl(xo)—(x-xo)Vi(xo))N2(xo)>+<A'(xo)(V2(x)-V2(xo)—(x—xo)V§(xo))yl(xo)>

sont dérivables en X s que

t(x)=
(x-x )2
o

ait une limite en xO

mais en décomposant A'(x )V_(x ) et A'(x )V, (x ), on peut écrire :
o1 0”2 %0

Vi (x)-V (x )= (x=-x V' (x )
H.5.1) (t(0)= ] <A (x IV, (x ),V (x )< ™ :
L (x-x_)

. Vh(xo)>]

V2(x)—V2(xo)—(x-xo)V‘2(xo)

+ Z E<A'(xo)Vl(xoj,Vh(xo)><

’ V' (X )>]
h>3 (x—xo)2 ho

<(Vl(x)-Vl(xo)-(x-xo)V'l(xo)),V2(x°)>

+<A'(x )V (x ),V,(x )>[
lo) 1 o 1% (x_xo)2

<(V2(x)—V2(xo)-6x-xo)V'2(xo)),Vl(xo)>]

+
(x-x )2
O

(ceci en vertu des points (i) et (ii) de (4.4.3))
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Vl(x)—Vl(xo)—(x—xo)V'1(xo)

Mais on sait que < R Vh(xo)> aura une limite, d'apreés

2
(x-x )
o
la proposition 4.2 pour h 2 3, si Vh admet un DTT 3 l'ordre 2. A étant de classe
C3, V. 1l'est aussi pour h = 3 et cette propriété est vraie. Ce résultat étant

tout aussi valide pour V2, les deux premiers termes de (4.5.1) ont une limite.

D'autre part, on a, puisgue pour tout x, <Vl(x), V2(x)> =0 :

<V1(x)—Vl(xo),V2(x)> = - <Vl(xo),V2(x)> - <Vl(xo),V2(x)—V2(xo)>

En divisant par (x—xo), on obtient donc 3 la limite, v, et v, étant dérivables

<y! > = = < '
V4 l(xo), V2(xo) vl(xo), v 2(xo)>
Alors (4.5.1) devient :

<V1(X)’V2(Xo)> + <V2(X)’V1(xo)> ]

t(x) = t (%) + <A"(x )V (x ),V (x )>[
1 o"'1l 0 1 o
(x—xo)

(ou tl(x) a.une limite en xo)
Enfin on peut écrire :

<Vl(x),V2(xo)> = <Vl(x)—Vl(xo),V2(xo)> et <V2(x),Vl(xo)> = —<V2(x),Vl(x)—Vl(xo)>
d'old <vl(x),v2(xa>+<v2(x),vl(xo)> = —<(vl(x)-vl(xo), (v2(x)-v2(xo))>

Ceci prouve donc que t(x) a une limite en X s d'aprés (4.5.2), sans qu'il soit
nécessaire que v, et v, admettent des DTT & l'ordre 2 en X - Finalement si A

est de classe C3, V'l(x) a une limite en X (on montrerait sans peine, a l'aide
du théoréme des accroissements finis, que cette limite est forcément V'l(xo) et

que par conséquent, V., est de classe Cl).

1

On peut donc conclure de cette remarque que le résultat énoncé sous la
forme du théoréme 5 n'est sans doute pas "optimal" en ce qui concerne les
hypothéses faites sur la matrice. Néanmoins, la technique utilisée pour les
démonstrations n'a pas permis jusqu'ici de faire, pour p et q quelconques, les

mémes manipulations que pour (HZ)'
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CHAPITRE 5

EXTENSION AU CAS D’UNE VALEUR PROPRE
DE MULTIPLICITE QUELCONQUE



96

1 - INTRODUCTION

Jusqu'ad présent, nous nous sommes toujours intéressés au cas ol la
matrice A posséde, en un point X, une valeur propre double, toutes les
autres étant simples. Peut-on étendre les résultats obtenus au cas d'une
valeur propre de multiplicité plus grande, ou méme de plusieurs valeurs propres
multiples ? Si la chose est simple en ce qui concerne l'extension de la
condition (Hl), de trés sérieuses complications apparaissent pour (Hp), p 22,

comme nous le verrons dans ce chapitre.
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2 -EXTENSION DE LA CONDITION (Hl)

a) Notations et cadre du probléme

Nous ferons, dans ce chapitre, les hypothéses suivantes : A(x) est une
, K . L
matrice de classe C en x dans un voisinage U de xo, avec K21, ouC . A(xo)
a une valeur propre ko de multiplicité m, 1'espace propre associé 3 Xoétant

noté M (A est bien slir carrée N X N, réelle symétrique pour tout x de U).

I1 s'agit ici de générer une nouvelle condition (Hl)’ du méme type que
celle du chapitre 2, permettant d'exhiber des fonctions continues représentant
les éléments propres. Cette étude étant consignée dans sa totalité dans [19],

nous n'en donnerons qu'un bref apercu.

b) Une nouvelle condition (Hji)

Comme au chapitre 2, nous supposerons l'existence a priori de fonctions
1 P
de classe C° dans U représentant les valeurs propres et les vecteurs propres
normés associés de A(x). Soient Xi(x) et Vi(X)’ pour i dans P, ces fonctions

et supposons que :

kl(xo) = XQ(XO) = ... = Xm(xo) = Ao
On obtiendrait facilement que Vl(xo), cees Vm(xo) vérifient (voir (2.3.5))
<A'(xo)Vi(xo), Vj(xo)> = Opouri<m, j<m, i# 3

La condition (Hl) s'énonce alors comme suit
_ ) 1 .
- La matrice A est de classe C au moins dans U
-en x, il existe une unique base orthonormée (Vl’ Vos sees vm)

de Mo telle que :

‘<A > = t ;
A (xo) Vis vj 0 pour i # j

(unicité 3 prendre au sens souligné au chapitre 2).
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¢) Vérification de (H1)

Cette vérification est en fait le seul point ol la généralisation demande
une étude un peu différente.

Soit B' = (ul, Ugs +ves Uos U uN) une base orthonormée deIRN, formée

m®> mtl’> "7
de vecteurs propres de A(xo),telle que
u, eM sii<m
i o
Si H est la matrice de passage de cette base B' 3 la base canonique, celle-ci
est formée par les vecteurs ui, i £ N, en colonnes :

u u

IEEREE N
Dans cette base, A'(xo) devient B' = TH A'(xO)H.
On cherche des vecteurs (vl, ooy Vm) formant une base orthonormée de MO et
vérifiant : <A'(xo) Vi vj> = 0 pour i # j.

T

1]

Dans B', ces vecteurs deviennent W, H v,, pour i <m, et doivent vérifier :

(5.2.1) <B' w., wj> =0 pour i <m, j <m, i#7]

Si Q est la matrice de passage de la base B' 3 la base

1 = i <
wi‘ Qui i<m
B = (wl, cees Mo Ui eees uN) on a i ‘
uj = Quj j 2 mtl

Q s'écrit donc, dans B', sous la forme

.
|
|

fq

| o

(5.2.1) devient alors

(ol Qo est une matrice orthogonale,

carrée m X m)

IA

(5.2.2) <u. TQ B'Q uj> =0 i<m, jsm 1i#]
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Si on pose C' = TQ B' Q, on a :

(]
¢ 1

o

et d'aprés (5.2.2), C'1 est carrée m X m, et diagonale.

Soit par exemple :
{ a O 3 L 4

c' =

C'y J

1
cry =
0 .am J
(B, | B,
Alors, si B' = l , la relation C' = TQ B'Q s'écrit encore
B'y B'y

QC' = B'Q et 1l'hypothése (H;) se traduit par
(5.2.3) Q,C'y =B" Q
Si Qg est la j-éme colonne de Qo’ on obtient, en identifiant colonne par colonne

j - t j } <
aj Qo B 1 QO pour j £m

Oou encore

(B'1 - aj Im) Qg =0 pour j S m

Qi est donc un vecteur propre (normé car Q est orthogonale) de B'1s associé 3 la

valeur propre aj. .

L)

L'hirpothése (H,) équivaut d l'unicité (aux permutations prés des lignes
et des colonnes) de la matrice Qo' Elle sera donc vérifiée si et seulement si

B'l a toutes ses valeurs propres simples, car alors les Qg sont uniques. .

Pour vérifier (Hl), il suffit donc-de diagonaliser B'l.'De plus les

vecteurs cherchés s'écrivent v = ij, j < m, avec :
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W — dans la base B!

D'ol une construction simple des vecteurs de MO qui conviennent.

d) Existence, continuité et différentiabilité des "fonctions éléments propres"

Tous les résultats de continuité et de différentiabilité sont obtenus
exactement de la méme maniére que dans le cas double. Nous ne nous étendrons
pas sur ceux-ci, qui sont traités en détail dans [19]. Enongons néanmoins le

résultat global de 1'étude de ce cas :

Theoneme 6 :

Dans tout intervalle la, bl ol La matrice A(x) n'a que des valewrs propres
sdmples, ou bien multiples mais pour Lesquelles elle virigie La condition (H,),
A existe des fonctions A (%) et v, (x) représentant pour foul x de Ja, bl Les N
valeuns propres et Les N vectewns propres nonmés associés de A(x). SL A est de
classe CP”, p > 1, (resp. c”) dans Ja, bL, Les fonctions Ai(x) sont de classe
Pt (nesp. ¢°) dans Ja, bl; Les fonctions V,(x) sont elles de classe cptt
(nesp. C7) en tout point x_ oll A, (x) est simple, P (resp. ) a4 A (x) est

multiple.

De plus, on peut calculer les dérivées successives de ces fonctions

par récurrence 3 l'aide des formules de (5.2.4).
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p-1 -
(5.2.1) | AP 0= ® v, (1), v, )+ T KB GoviPTO G v, o
i i i Kop PO i i

1

w<y(P) ) ck <V€p~k)(x), ng)(X)>
i Lo i

lP
(x),v.(x)> = - 0
= k

* si i £ j et A (x) # A.(x)

—— M - ——— l=—————— ]_.__

pl -
<A(P2X)V.(X)N.(X)>+ ¥ Ck<B€k2x)V€p k2x),V.(X)>
R A B T 3

(p -
<! ZX)yj(x) = MERNEY

*siif et () =2 (x), p>2 (mD
\E
(kz (p+1-k2 ’ s

<A(p+12x)v.(x)y.(x)>+ E Ck <B. (x)V, x),V.(x)>
( i ] p+l 1 1 ]

D - k=2
<V, 2X)Nj(X)’- (p+l)(k‘i(X)—l'j(X))

+ ck<B§k)(x)v§P‘k)<x>,v'.(x)>
k=1 P * )

AL (x)-ATL (%)
i j

*si i f 3, Ai(x) = As(x), 21

<A (R)V_(X)V, (x)><A" (x)V._(x)V.(x)>
h i h J
Xi(X)-lh(X)

<KA"(R)V.(X)V.(x)>+ X
1 J htq
Ah(x)¢ki(x)

X'i(x)-K'j(x)

1
<Vi(X)Nj(X)'=§

o
(avec toujours ) [ ] = 0)
1

La division par X'i(x) - X'j(x) dans les deux derniéres formules de (5.2.4)

se justifie par le fait que la condition (H;) signifie que les dérivées des
valeurs propres sont toutes distinctes. En effet, ces dérivées s'écrivent, pour
tout i, <A'(x)Vi(x),Vi(x)> ; ce sont les valeurs propres a, dé la matrice B'l

de ¢), qui sont toutes simples si (Hl) est vérifiée.
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3 - CAS GENERAL

Il serait bien séduisant de pouvoir, de la méme maniére, &tendre les
conditions (Hp)’ P 2 2, au cas d'une valeur propre de multiplicité quelconque.
Hélas, nous rencontrons, dans ce cas, une difficulté qui n'apparalt pas dans
le cas de (Hl). En effet, lorsque (Hl) est vérifiée, les valeurs propres qui
coIncident sont toutes '"séparées" par leursdérivées premiéres. En revanche,
1l'ordre de séparation, pour p 2 2, peut ne pas €tre le méme pour toutes les

valeurs propres qui coincident, et 1l'expression des conditions va &tre différente.

Supposons, par exemple, qu'au point X s la matrice A(xo) ait une valeur
propre triple Ao’ et des valeurs propres simples Ah, h 2 4. (Hl) n'étant pas

vérifiée, on veut exhiber une condition (HQ). Pour cela, on suppose l'existence

. 2 - _ _
de fonctions Ai(x) et Vi(x), de classe C” telles que Xl(xo) = X2(xo) = Aa(xo) = Ao'
Supposons de plus que :
¢
t - ! 1 1 L L4
A l(xo) = A 2(Xo) A 3(xo) ((Hy) n'est alors pas vérifiée).

on a toujours ; pour i # j (cf (3.2.3))
<A™(x IV.(x ), V.(x )>+ 2 <B'".(x )V'.(x ),V.(x )>=0
o’ i "o j 7o i %o’ 17707 e
ol encore, en décomposant V',(x ) sur la base (V_(x ), ..., V. (x))
io 1 o N0
N
<A™ ) > <B' ><y! > =
A (xo)Vi(xo),VJ(xo)) + Qth B i(xo)vh(xo),vj(xo) Vi),V (x ) 0
alors, si i = 1 et j = 3, on obtient

<A'(xo)vh(xo),v3(xo)><A'(§o)vh(xo),vl(xo)>
A=A (x )
o h o

<A"(x0)vl(xo),v3(xo)>+2h£+

+‘(X'3(xo)—ki(xo))<V'l(xo),Va(xo)> =0

< ' > '/ . . .
et <V l(xo)’ V3(Xo) ne s'élimine pas

On pourrait bien siir exprimer <V'l(xo),V3(xo)> (comme en (5.2.4) puisque
X'l(xo) £ A'Q(xo)), mais on voit bien comment va se compliquer 1l'expression de
(HQ\ et de (HP) pour p quelconque, Surtout si les valeurs propres se séparent

3 des ordres différents nombreux.
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I1 serait plus intéressant d'exprimer (HQ) sous la forme suivante
[ - A est de classe C2 au moins

- il existe une unique base (Vl, Vi v3) de Mo telle que

2

a) <A'(xo)vi,vj> = Opour 1 # j, i <3, 3 <3

1 1]
<A (xo)vi’vh><A (xo)vj ,vh>

b) <A"™(x Iv,,v.> + 2 ) ~ =0
o 13 h24 Ao lh
| si <A'"(x v,,v.> = <A'(x )v.,v.>
o’ i1 o '3

Peut-on, pour une multiplicité m quelconque, exprimer les conditions
(Hp) de cette maniére ? La réponse est sans doute affirmative, mais de toute
fagon, les difficultés d'aspect combinatoire qui apparaissent alors rendront
impossibles certaines démonstrations de continuité et de dérivabilité avec la
méme technique que dans le cas double (en particulier, on ne pourra plus obtenir

une formule comme (4.4.14) de la méme maniére).
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QUELQUES COMMENTAIRES
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11 faut bien avouer que le champ d'application des résultats obtenus ici
n'est pas trés large, dans 1l'état actuel des choses. Il est cependant vraisemblable
que les problémes rencontrés, et détaillés 3 la fin des chapitres 4 et 5, ne
soient finalement que des difficultés techniques dues au type de démonstrations
utilisées, et que l'on puisse, par une méthode plus appropriée, les surmonter,
et en particulier étendre les résultats obtenus pour une valeur propre double au
cas d'une valeur propre de multiplicité plus grande, dans le cas des conditions
(H), pour p quelconque.

Mais 1'intérét de cette étude est plutdt d'avoir fait apparaitre des
conditions simples pour qu'une matrice paramétrée, réelle symétrique, ait
des éléments propres vérifiant certaines propriétés de régularité (continuité,
différentiabilité) ; conditions simples non pas par leur formulation, qui reste
encore irrésolue dans certains cas, mais surtout par leur interprétation faisant
intervenir la séparation, a un ordre plus ou moins élevé, des dérivées des

valeurs propres.

Oﬁ peut penser qu'en se servant comme guide de cette idée de séparation
des valeurs propres, il soit possible de formuler des conditions, d'une maniére
éventuellement différente, permettant d'étendre les résultats obtenus. Une idée
naturelle serait par exemple de trouver, a partir d'une matrice donnée, une
autre matrice, ayant les mémes vecteurs propres, malis dont les valeurs propres
se séparent 3 des ordres moins élevés de dérivation (autrement dit, dans le
contexte présent, ramener 1'étude d'une condition (ﬂp) d celle d'une condition
(HP) ol q < p). Et lorsqu'aucune des conditions n'est vérifiée, comme c'est le
cas pour l'exemple (1.1) du chapitre 1 ol toutes les dérivées des valeurs propres
coIncident, peut-on conclure d 1'impossibilité d'exhiber des 'fonctions vecteurs

propres'" continues ?






RESUME :

Lorsqu'on étudie les propriétés de continuité et de différenfigbilitér
des éléments propres d'une matrice réelle symétrique A(x), fonction d'une
variable réelle x, on n'obtient de résultats généraux que dans le cas ol
cette matrice est analytique en x ; plus précisément, on &tablit, en théorie
des perturbations, l'existence de fonctions analytiques de X représentant sur

R les valeurs propres et les vecteurs propres normés associés de A(x).

Si A n'est pas analytique, on n'a méme plus, en général, la continuité
des vecteurs propres en un point X ol des valeurs propres de A(xo) sont
multiples. En de tels points X_» mous introduisons une suite récurrente de
conditions, sur A et ses dérivées jusqu'd un certain ordre en X Ces conditions
(suffisantes) assureront l'existence de fonctions continues différentiables
représentant les éléments propres de A(x) dans un voisinage de X - Elles nous
permettront en outre de calculer les vecteurs propres qui seront les valeurs
en X des fonctions obtenues. Nous donnerons enfin une interprétation de ces
conditions faisant intervenir la séparation, 3 un certain ordre de dérivation,

des fonctions représentant les valeurs propres.

Mots-Clefs :

Matrice symétrique - Perturbation — Valeur propre - Vecteur propre -

Continuité - Différentiabilité.




