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INTRODUCTION



[ = INTRODUCTION.

Les systémes d'atomes, molécules, noyaux, ions, etc... sont
formés d'agrégats de particules que l'on peut considérer comme des systémes
de particules composées. Les plasmas quant a eux sont formés de particules

composées et de particules libres.

les diverses méthodes utilisées pour étudier les interactions
entre ces particules, méthode de perturbation, méthode de Hartree-Fock,

ne les décrivent que d'une maniére approchée.

L'utilisation du formalisme de seconde quantification avec une
représentation appropriée nécessitent de mettre en évidence 1'existence
de champ de particules composées, pour que les variables dynamiques carac-
térisant ces particules apparaissent de maniére explicite dans les résultats
et permettent donc d'inclure toutes les interactions entre ces particules
tels que les processus, de diffusion atome-atome, atome-proton et atome-

électron ; d'ionisation et de recombinaison etc...

Une premiére approche a été mise en oeuvre par GIRARDEAU [1][2]
pour 1l'étude du plasma d'hydrogéne partiellement ionisé, dans laquelle
il considére les particules composées comme des particules élémentaires
c'est a dire leurs opérateurs de champ satisfont aux relations de com-
mitation ou d'anticommtation habituelles (Bose ou Fermi). D'autres auteurs
ont axé leurs travaux sur cette approche Brittin et Stolt [3}, Sakakura (4],
Nishigori [5] et Gilbert [6].

Une autre approche utilise les méthodes des fonctions de Green
Sahlin et Schwartz [ 7], Goldberg et Puff {8]. Le lien entre les deux
approches n'est pas encore établi et ne semble pas évident. Nous nous
sommes inspirés de la méthode de Girardeau dont nous donnerons l'essentiel

ci-dessous.



Girardeau considére un plasma d'hydrogéne partiellement ionisé
avec des opérateurs de champ des atomes qui satisfont aux relations de
commutation ou d'anticommutation (Bose ou Fermi) (cas idéal). Il définit
1l'espace physique ol les opérateurs de champ des atomes ne satisfont pas
aux relations de commutation ou d'anticommutation et 1l'espace idéal ou

les atomes se comportent comme des vrais bosons ou des vrais fermions.

Dans l'espace idéal les opérateurs de champ des atomes sont :

opérateur créateur d'un atome dans l'état o

sV}
i}

¥
i

opérateur annihilateur d'un atome dans l'état o

on a les relations

+ +
v 35 ]

g: =0

[a =4 [aa, a ]l = [a;, a

aB’ B

Dans l'espace physique les opérateurs de champ des atomes sont :

A; = dedx dy (xx) »7(X) vT(x) = opérateur créateur d'un

atome dans l'état «

ou ¢a(Xx) = fonction d'onde de 1'atome d'hydrogéne.
p(X) = opérateur de champ de proton
v (x) = opérateur de champ de 1'électron
X = position et le spin du proton
x = position et le spin de 1l'électron

A = (A+)+ = opérateur annihilateur de 1l'atome dans 1l'état o.



on a les relations :

+ +
(A, AB] = 8,0 + Cug > (A, AB] = (A, AB] = 0
ou C désigne un opérateur qui exprime 1l'échange entre les atomes

aB
a et 8, donc la nature composée des atomes.

Co(X), (X)) 1= 8(X-X), {w(X), o(X) ¥ = { ¢ (X), v (x)}

0

0

i

owlx), vo(x') 1= 8(x=x"), { v(x), v(x') } = o7 (x), v (x') }

(X)), v(x) ¥} = {07, v ) = L v09, vix) } = { v (X),u(x)r =0

Girardeau a choisi arbitrairement de prendre l'anticommutateur
entre les opérateurs de champ du proton et les opérateurs de champ de 1l'élec-
tron sans justification, (il aurait pu prendre le commutateur) ce qui implique
le commutateur entre les opérateurs de champ des atomes. (Dans notre méthode
on va justifier le choix de l'anticommutateur grace au formalisme des algébres

graduées) .

Entre l'espace physique et l'espace idéal, Girardeau consideére
une transformation unitaire qui permet le passage de 1l'espace physique dans

l'espace idéal.
La transformation est définie par wu(e) = exple F)

avec F =35 (a A - AT a ), € = nombre réel.
a [o 3 [+ 2 a o

Apres calcul des transformées des opérateurs de champ de l'électron

et du proton, il déduit le transformé de l'hamiltonien standard H :

H= [ ax 070 100 400 + | ac 1700 T ¥ + 3 fax ax vT(0 $F(x1)

VO (X)) $(X) + & fax ax 070 ) Vo) e(xt) e(x) +

+
! dX dx ¢ (X) ¢+(x) V(Xx) w(x) w(X) = Tp * Te * Vpp * Vee * Vpe



L'Hamiltonien transformé H' s'écrit :

H = U} mu

H' =T +T +V + V + H + H + H + H.
p e ee PP pa ae ap ae

+

H(pe « a) + H(a « pe) + H(ppee « aa) + H(aa +« ppee)

+

H(pea « aa) + H(aa « pea) + H(ppe « pa) + H(pa + ppe)

+

H(pee « ea) + H(ea + pee)
oll les différents termes ci-dessus sont explicités dans [1].

Notre méthode est différente de celle de Girardeau et des autres
méthodes mentionnées ci-dessus ; en effet on utilise un formalisme mathéma-
tique qui parait é&tre un outil trés intéressant en physique, c'est le for-
malisme des algébres graduées qui nous permet de mettre en évidence toutes
les relations de commutations ou d'anticommutation qui caractérisent le

systéme.

On considére l'espace S eSpace des états de Schrodinger.
C'est l'espace des combinaisons linéaires des états produit de protons

et des électrons ¢+(X1) - - ¢+(Xn) ¢+(Xl) - - ¢+(X£) [0 >

(n et 2 étant arbitraires).

Soient : S1 = espace des états produit de protons

>

espace des états produit d'électrons.
S = S1 ] 52

Soit A 1l'espace des états produit d'atomes : c'est 1l'espace

des combinaisons linéaires A;. -——-A; [ 0> ; il est clair que A C S
I n



On considére un homomorphisme F : S - S qui laisse l'espace
des particules composées invariant (FA = A), l'opérateur F est hermitique,
on aalors S =Ker F@ Im F ; & partir de F on construit une transformation
unitaire T : S > S qui laisse l'espace A invariant ; le fait d'avoir A
invariant permet de garder le caractére composé des particules qui le définis-
sent, donc d'avoir les opérateurs créateurs et annihilateurs des atomes.

Comme variables dynamiques du systéme.
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11 - ALGEBRE GRADUEE DES OPERATEURS D’'UN SYSTEME DE PARTICULES

COMPOSEES ET LIBRES : (9], [10}, [11].

a) DEFINITION D'UNE ALGEBRE GRADUEE.

Une algébre L est dite graduée si L = L, ol L;
i=o
est un sous espace de L, et si on se donne une forme bilinéaire notée

( , ]9 de L x L - L telle que les trois conditions suivantes soient
satisfaites.

# {Lk, LQ']? [ M k = degré de L

o ] k2

o bzl k= [ loyly 2 (- 0 [y, [x2l

Une algebre graduée contient les commutateurs et les anticom-

mutateurs, que nous noterons respectivement [ ,] et {,}

Soit ; A et Bp les générateurs de 1'algeébre graduée L.

P
On a :

P

(A An] = Cm A
8

[Am, B, = F._ . Bg (2)
m

{B,, By} =D, A

Les générateurs pairs (Am) forment une algebre de Lie c'est

le sous-espace pair (.



Les générateurs impairs (Ba) forment le sous-espace impair U

L=CQU

Jacobi :

[Am, {Ba,BB}-]' + { [B, Am], Byl + { [BB,Am], B, }=0
(3)
(B {Bg BY'}} + [BY, {BG,BB}] + (B {BY,BQ}] =0

a} B}

on peut définir la forme de Killing a l'aide de la représentation adjointe :

AP q B a
&m = Cmq qu - Fma FnB

€ug =~ 8o T Fma By mB Aay (4)

n

(L]
t
o

&no

b) CHOIX ET CONSTRUCTION DE L'ALGEBRE

On considére un plasmé d'hydrogéne partiellement ionisé :
- Soit |¢a> un état d'un proton et d'un électron

+

lo > = [dx dx o (%) v7(X) ¥7(x) |0 > = Al 0> (5)

2 (Xx) étant la fonction d'onde du proton et de 1'électron,

1'ensemble des o est orthonormé et complet.

- Soit |¢,> un état d'un atome (état 1ié)
+ + ' +
05> = | dX ax o (X) v7(0 ") | 0> =4l 0> (6)
a = différents nombres quantiques de 1'atome

{ ¢a(Xx) } est un ensemble orthonormé mais incomplet.

- Soit I¢m> un état non 1lié d'un proton et d'un électron.
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[
lo> = | dX dx o (Xx) V(X) v (x) ] 0> (7)
{ Qm(Xx) } est un ensemble orthonormé mais incomplet.

(pour les ¢m(Xx), orthonormé c'est a dire [dm dn ¢;(Xx) ¢n(Xx) = §{m-n)

et non smn’ on emploiera le signe | au lieu de 1'intégrale pour

conserver 1'homogénéité des écritures).

- U y
on a ¢, (Xx) = L Caa ¢, (Xx) + P Cn,a ¢ (Xx) (8)
les Ca a’ Cm a étant de coefficients de normalisation, le fait d'introduire
> 3

les ¢a(Xx) permet dlavoir les états liés et le continuum.

Les lettres a, b, c, d, e, f désignent les mélanges des états

liés et des états non liés.

Les lettres grecques désignent les atomes (états liés)

Les lettres k, £, m, n, o, p, q, ... désignent les états non liés.
Soient :

a;, a; les opérateurs créateurs et annihilateurs de 1'électron.

a;, a les opérateurs créateurs et annihilateurs du proton.

A;, Aa les opérateurs créateurs et annihilateurs d'un état

du proton et de 1l'électron.

AL = fdx dx o (%) ¥7(X) vT(x) = ] fdx dx o_(Xx) ¢;(x)
ij-
* + _+
¢, (x) x aj a; (9)
¢j(X) = fonction d'onde du proton

fonction d'onde de 1'électron.

¢, (x)
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On définit les opérateurs '"paires de fermions" suivants :

type électrons :
+ + ii! + i

3. %0 7
igitt

type protons : (10)
‘o .
e -t at,, E. . =a. a., a . a. =E
Ii50 3’3t in#j M A J!
type noyau-électron :
+ +
a. a., a. a.
J 1 3
1'opérateur a; a; et a a\_j rentrent dans la définition de A; et Aa'

On suppose que le vide est commun aux différents espaces ; l'espace

des électrons, l'espace des protons et 1l'espace produit tensorien des deux.

-+

L'opérateur aj a, agissant sur |i> donne |j>
(ag ail i> = ag | o> =] 3j>), donc a; a; permet de passer de l'espace
des électrons a celui des protons. (az aj | 3> = a; |l o>= 1|4 > ).

- Un systéme contenant n noyaux et ¢n électrons, a pour

fonction d'onde w(X1 ce Xh, x| oeee xln) ; on peut toujours décomposer

cette fonction sur la base des états d'un noyau et & électrons.

{ ¢a1(Xl,x1 - xl) ... ¢an(Xn, Xpne o1 xln) } oy les ¢ai peuvent

représenter des états liés (atomes) ou des états non liés (continuum).

L'ensemble des ¢ est orthonormé et complet.

+]

EEE an) ¢ L ¢a (11)

»
~
il
C e
(@]
—~_
QR
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on montre (11) que les fonctions C(a1 - an) sont symétriques ou
antisymétriques en s selon que 2J + & est pair ou impair.

(ou J = spin nucléaire, % = nombre d'électrons dans ai) ce qui revient a
permuter les noyaux et les électrons entre les atomes. Les C(a1 .o an)
peuvent étre regardées comme des nouvelles fonctions d'onde qui représen-

teront le systéme.

Donc quand 2J + &£ est pair on a un "boson”

2J + 4 est impair on a un "Fermion

On va réunir toutes les particules dont 2J + & est pair dans
un sous espace qu'on notera Lo’ et les particules dont 2J + & est

impair dans un sous espace qu'on notera L1 ; l'espace total sera :

L =L, ] L,, notre algébre sera donc Z, - graduée
L~ sera le sous-espace pair de degré 0 (pair)

L1 sera le sous-espace impair de degré 1 (impair)

Revenons dans le cas qui nous intéresse, un plasme d'hydrogéne

partiellement ionisé :

pour un proton : J = % , 2 =0=22J + % =1E¢€ L1
pour un électron:J =0, 2 =1=2J + & =1€ L1
pour un atome: J = % sy 4 =1=22F +2 =2¢€ LO

puisque 2 appartient a la méme classe que O ce sont
les éléments de Z,

pour une paire d'électron; J

)= O

;4 =22J+ 4 =2€L
pour une paire de proton : J = & + % =1, 2 =0 >22J + 2 =2 € LO
Comme c'est le degré qui intervient dans la définition du crochet

(commitateur ou anticommutateur) on va donc avoir :
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entre deux éléments de Lo le commutateur,

entre deux éléments de L1 1'anticommutateur,

entre un élément de L, et un élément de L, clest le commutateur.

Le choix de 1l'anticommutateur entre proton et électron est donc ici
imposé par la théorie.

D'ou les diverses relations qui caractérisent 1l'algébre

+ . i
{ai, az'} =84 {ai, ai,} = {az, ai,} =0 i désigne les nombres
quantiques de l'e”
{a., aT,} =68, ., {a,, a_,} = {ak, af,} =0 et J ceux du noyau.
J N JJ J J J J
+ + _+ +
{ai, aj} = {ai, aj} = {ai, aj} = {ai, aj} =0
o _ %o * +
[Aa’ Ab] - 6Elb Jz]:' J dX' dX dx ¢a(x X)- ¢b(XX) ¢J(X) ¢J'(X‘) aj'a‘jl
oy R T #* , +
I [[ax ax ax of(xer) o, (X0 0500 0y, (x1) af ay,
[A;, az az, 1 =0
+ * * +
(A7, a;, ag,] = i;L‘ j dX dx ¢ (%x) ¢j(x) ¢, (x) asag, 8
oy 3* * -
[A], a;f, at,] =0
+ ¥* 3% +
[Aa, a., aj,,] = - i§ I dX dx ¢a(Xx) ¢j(x) 0,(x) a; au ajj,
v * * +
+ 1 J dX dx ¢a(Xx) ¢j(X) ¢i(x) a; a, Gj”j
1]
+ + % 3 + +
[Aa) aj, aj"] - = z Id-x dJ( ¢a(XX) ¢j(X) ¢i(x) aj[ ai Sjj"

ij
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++ 7 * o ® + +
(A, al, a1 = 13 | & ax ¢, (Xx) ¢j(x) ¢, (x) al, a; 8.,
[ a6 EYA
+  + 7 - ® + o+
(A ,a], aj,] = ié | X dx o (Xx) Qj(X) 0;(x) aj aj, 8 .,
+ o+
(A, aj,] =0
[A+) af,] =0
a’ i
+ - v 7‘(‘, 3¢ +
[Aa,aj, ] = i§ J dX dx ¢, (Xx) ¢,(X) ¢;(x) a; 6,
+ N * 3 .
W el = 1 | @ ax 0,000 0500 000 a] sy,
s'ajoutent a ces relations leurs conjugées hermitiques.
Pour les paires de fermions
. . C
(%, ET,] =, . EY, -, ., E
J J 13 3 1] J
i
[Ej’ E1131] = sin Eji' - 611' EJJI
l,] _ J l -J Y 1
[E El'J'] = %45 B T %5 Ej’ - Sha EJ‘ 33’ By
[Eij) Ei'j‘] = 0
l' .
[al’ Ej ] iit 73
[ai, Ei’j] =0 dans ces relations j désigne

un électron ou un proton.
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R B
la,, E*Jd] =s.., al 8. . aT,
i iit 3! ij i

s'ajoutent 3 ees relations leurs conjuguées hermitiques.

Dans les relations suivantes i désigne un électron et j un proton.

[Ei,, a; ai”] = - a; a;, S;n g

[Ei,, aI” aj] = a; aj si'iW

[Ell',.ég aln] =-a ai, 8y a; a; 85 ug
(", af, al =0

[ iit’ a; in I=0

[Eiif’ aZ" aj ]l = a; aj si’i" - ag, aj Gii"
(a:, aJ ai,} = - a§ 611,

[a;, a; aj] =0

[a3, a a;] =0

[a} s a; aj,] = —‘a; sjj

s'ajoutent a ces relations leurs conjuguées hermitiques.
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C) INTERPRETATION DE CERTAINES RELATIONS DE COMMUTATION
DE L'ALGEBRE. -

A 1l'aide de la représentation adjointe on peut définir

les opérateurs créateurs et annihilateurs d'un. atome ionisé, en effet,

la relation :

+ * * +
SUENEER Jax ax o, 0m) ¢500 o7 a7 s,
peut étre écrite : (13)
* * + +
[ai, A:] = - g ]dX dx ¢ (Xx) ¢j(X) ¢, (x) a; = ad(a;,) A}

cette relation est équivalente, en utilisant les opérateurs de champ a

[, A7) = - [ aX o (60 ¥*(X) = ad(s(x) A (14)

on voit trés bien que l'atome a a perdu un électron ; sur un
atome d'hydrogéne, cela est moins visible puisque le processus de dissocia-
tion de 1l'atome est le méme que celui de l'ionisation, le phénoméne apparait

nettement pour des atomes dont le cortége électronique est supérieur i un.

- Dans la relation

+
(A, AB] = 8.a * Cug
- ol ’
Co = = | X X dx o5(01%) 0y (80) ¥T(X) ¥(X') - | aX ax' &
¥, (Xxt) 0 (xx) T (x) wlx')
La présence de 1'opérateur C ., est une manifestation

aB
cinématique de la nature composée des atomes d'hydrogéne, il exprime

1'échange des électrons et des protons entre les atomes a et 8, cet

opérateur est différent de zéro en général, il tend vers zéro quand
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les domaines des fonctions d'onde des atomes @ et 8 ne se recouvrent
pas, ce qui signifie que les atomes peuvent étre considérés comme des

vrais bosons, la relation [Au, Ag] se réduit a Sas. Si a = B,

Coa représente les effets d'échange entre fonctions d'onde qui se

recouvrent totalement (Strongly overlapping atomic wave functions).
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111 ~ TRANSFORMATION UNITAIRE LAISSANT L'ESPACE DES ETATS DES PAIRES

CREATRICES -ELECTRON — PROTON INVARIANT.

Le fait de choisir une telle transformation permet d'avoir une
représentation dans laquelle les propriétés et la présence des particules
liées et non liées sont explicites dans les résultats qualitatifs qu'on va
obtenir, donc on aura les opérateurs de champ de ces particules comme

variables dynamiques du systéme.

Soit F 1l'opérateur suivant :

R B L O RUCORICORTORE I EERAE
VD) b)) 860 = | X ax 80 ¥ v X - 3 (15)

[axax o0 v w0 - 3 [ axae 6700 ¥ b v

car ) ¢§(Xx) 9, (X' x') = 8(X' - X) 8(x' - x).
a

on a choisi F sous cette forme parcequ'il permet d'avoir une certaine
analogie entre la théorie des particules élémentaires et la théorie des

particules composées.

En effet, soit w+(y) et U(y) les opérateurs de champ d'un boson,
1'opérateur nombre de bosons est défini par N = J dy v (y) w(y).

On a les relations de commutation suivantes :

[o(y), v (y)]=s(y=y"), [N, vT(y»] = v (3), [N, v(z)] = - o(y) (16)
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Pour les particules composées (ici les états d'un proton et d'un électron)
on a (12) :

[Aa, A;] =8, Cab’ Cab est un opérateur qui exprime la

nature composée de ces particules. Alors :

. + .
(F, A;] =a ; [F, Al = -4 (17)

Dans ces relations F joue effectivement un réle analogue a celui de N

dans (16).

Quand Cp tend vers zéro, les états du proton et de 1'électron sont des

états de bosons ce qui implique que 1'opérateur nombre des états du proton

et de 1'électron est | A; Aa' On peut exprimer cet opérateur en fonction

. a . . . .
des opérateurs d'atomes et des paires électron - proton non liées.

En effet :
A= axax 6,00 ¥R V(0
‘ (18)
— )
0,(0) = 1 €, e, () + 1 G o (Xx)
a m
+ * + ¢
T A A = ¥ ca’a 8,a AL A+ ¥ a,a cm’a A, A
a a,a,B a,a,m
+ Z - * + Z 1 *
m,a a,a m o« ma m,a m m
a,m,a a,m,m'
Or g cm’a CB,a = S.g

- ml!
m,a Cm',a §(m - m')

(19)
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ce qui donne :

+

on pourra dire que le nombre d'atomes est | Aa Aa et cela dans le cas

- _ a
ou Cab =0 donc. Ca,B =0.
Remarque :
Dans le cas ou Cab = 0 1l'opérateur F est identique a
N=7JA A
a a
a

Calculons l'action de F sur un état d'un proton et d'un. électron Ag | o>

+

F A lo> 2 A A

1]
~
b
b
p g

o> () ardr v'(X ¢*(X) w0 (0 ) Ao >

- (7)) deae v VXD w(X) ¥X0 ) A o>

A; | o> (20)
l'espace de la paire e - p est bien invariant sous l'action de F.

L'opérateur F est hermitique F" = F ; a partir de F on construit
une transformation unitaire qui nous donnera un résultat identique c'est a dire

laisser l'espace de la paire e - p invariant. .

iiF

Soit T = e A un paramétre réel
PF v o> L (g 4 LOF (ixF)> (iaF)" +
L0077 = tIT fTTRT T et Tt cel) A | o>
. 2 . A\
= (1 + ix + Li?él_ +oo.. + (112 + .. A o>
s n. a
=e™ A o> (27)

a
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ix , - .
or A;f o > et e A;l o > représente le méme état, donc 1l'espace

des particules liées et non liées est bien invariant sous la transformation

unitaire T.

A partir des relation (17) on peut exprimer les transformées

’ +
des opeérateurs Aa’ Aa'

i . » N
- +
S 4T JIAF Ly —(l—%-L [ A", Fl
a a . 3! a 3
j=t
[A+, Fl. désigne le commutateur & l'ordre j de AT et F.
a J a
(a7, FI. = L. AT, FI, F1 ..., F], Fl
jfois
-1iAF A+ iAF - e-lk A+
a a
. . . (22)
-1iAF A iAF - elA A
a a

Les transformés des opérateurs créateurs et annihilateurs des
états d'un proton et d'un électron s'obtiennent simplement en multipliant
l'opérateur créateur par un coefficient de phase et l'opérateur amnihila-
teur par le coefficient de phase conjugué (cas particulier d'un changement

de jauge, puisque le paramétre ) ne dépend pas de la position).

L'opérateur hermitique F décompose S en deux sous espaces

supplémentaires S = Ker F § Im F

Ker F = { des états / F (de ces états) = 0 } , on voit facilement

que Ker F est constitué des états de protons et d'électrons libres.

F v (X) | o>
F v (x) ] o>
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Im F est formé de l'espace des états de la paire électron -~ proton,
l'espace des états de la paire proton - proton, l'espace des états

de la paire électron - électron, l'espace du triplet proton électron
électron, l'espace du triplet proton proton électron et l'espace du

proton électron proton électron.

On ne va considérer que les opérateurs de champ relatifs a ces
états pour éliminer les collisions multiples (les autres états sont

négligés).
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IV - HAMILTONIEN TRANSFORME.

1) TRANSFORMES DES OPERATIONS DE CHAMP DES PARTICULES CONSTITUANTS.

Dans la représentation de Schriddinger (représentation dans
laquelle n'apparait que les opérateurs de champ des particules constituants

ici protons et électrons) l'hamiltonien du systéme s'écrit :

H=T + Te +V +V +V

avec

dx v¥(X) T(X) ¥(X)

3
]

f
T - f@wWﬂT&)Mﬂ

%p=§fadwwvmva>Wwauwwu)

| (23)
Voo =3 | @x ax 0 W) Vi) b(x1) v(x)
Voo = jdxumewu)Wk>wmwu>

puisqu'on. a considéré un endomorphisme F de S + S puis la transformation
unitaire T de S =+ S, on va calculer le transformé H' de H, H' = 1 mr
pour cela il faut calculer les transformés des opérateurs créateurs et annihi-
lateurs ¥ (X), v(X), v7(x), v(x) ; 1l'hamiltonien H' sera équivalent &3 H
et contiendra les mémes informations et dans lequel apparaitra explicitement
les opérateurs de champ des particules composées (on aura des phénoménes de

dissociation, d'ionisation, de recombinaison, ...).
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-1 1

H' = T~ HT = ] dx T°° v (x) T 771 T(x) T 71 v(x) T

-1

vyt T orx) Tl

v(X) T (24)

+

-dX
-1+ -1 @+ o -1 -1 -1
dXdX' T 9" (X)) TT v (XN)TT VIXX)TT (X')TT w(X)T

(S]]

1

1 1

pi(x') T 7! Vix') T T = w(x') T T

+-% f dx dx! Tfl ¢+(x) TT v(x) T

+ J ax Tt T o) TT V() T wx) T T w(x) T

il faut calculer les quantités :

-1 1 1

. Tyt T 3 T T, T T, T ex) T

1 ytx) T

e"l)\F \‘)+(X) el)\F

V(X)) +

"

i 03, .
1 = [ v7(X), F ]j (25)

=~ 8

ou [ ¢+(X), F ]j désigne le commutateur pT(X) avec F a llordre j

il est égal a [...[ v'(x), F], Fl, F] ..., F I.
= j fois | g
00 F T, = - T e o) ATy () ¢ 0 [ ax bR (x)
a

on ne conservera dans les commutateurs que les termes qui ont au plus deux
créateurs i gauche (aprés avoir mis les expressions sous la forme normale)

et cela afin d'éliminer les collisions multiples (cf. GIRARDEAU).
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et :
+ * +
L4, Pl == ] [ax, o00) &% wxy)
C P T e gy en0g AT V) b)) 4(x)
L g dxg o8y Ay b Xy 1 2
c V0 [ ax T vixp) (28)
20 2p-2 5 * ¥
Sl - ) 2P LS g faxy axy dxg e (0) 6y (Xpx)
abc
+
Aa Ab ‘D(XZ) X Ac ¢C(X1X1)
Donc :
. ST o . 2p+1
i+ AP o+ (L A) +
e (X)) e = v (X) + pzo —pi)T [ v (X)), F]2p+1
(29)
© . 2p
v (ir) +
+ pil __(—Z-I-)T'—_ [ v (X), F ]2p
On a donc :

-3 : 3% N

o ur(xy o (X)) + (cos A - 1 - i sin A) | J dx, o, () AL wlx
a

sin 2A

p) —Sin?\)]x

+[cosl-1—-§-(cos 2r-1) +1i(

P [ ey axy enCoe) &7 ¥7xy) wix) wxy)

NI * + ot
r2(eos - 1) L f ax, dx, o (0 8, (% x) AL (X)) A
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+ [ (cos » = 1) + i sinir] J ax, o0 vT(x) w(x,)

+[2(cos>~—1)+2Asin2>\+i(—;-coszk—-i—:2;-sin2>\+%sinx)] x

v * *, oAt
aécj dX, dx, dxy o (X x;) ¢ (X) %) A A v(x)) o (X x;) Al

(30)

70, Pl = -1 [ax ontx 0 &2 w(x) + 000 [ axg 6T ulxy)

- (1=2%Phy g f ax, dx, o, (X, x) AT v(X) w(x) ¥(x,)
a

* + L+,
"2 gb Idxl dxy 0 (X ) AL V) Ay 4y (X xg)

13 2p-1 7 N I 3 3%
- [{ 3 2p)2 - 3 ] aéc Xm dX2 d.x1 ¢a(X1 x) d:b(XZ Xl)

oo (X %)) AL AT AT w(X))
(31)
[ v"(x), F]

Y * +
2p+1 T L J X, o, (Xp,x) AL (X))

(% -0 1| ax axy en(x 0 AT 6T05) 8(K) w(x)
a

+

+ +
v 60 [y 870y vix,)
20 2p-2 5 T * 3%
- llp-37) 2777 + 3 Lo ax X o (X,x) o (X, x;)

PXy ) AL Ap A v(X,)

(32)
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e F ) o - yF(x) —(cos A - 1 - i sin 2) .} fdx1 o (X,x) A3 ¥(X,)

a
- lcos » -1 - %—(cos 28 - 1) + i ( §i£—%l— - sin A)] x
T 3* + o+
I o, ax, o0, %) AL VT,) w(x) w(xy)
* + +
p2(cos -1 T [ ax ax en(X 0 e (% x) AL V) Ay (33)

ab

+ (cos » = 1 +isin 1) f dx, V) vT(x) wlx))

- [2(cos A -~ 1) + 22 sin 22  + i (-% cos 2\ - %% sin 2A +-% sin A ) ] x

T * * + o
“ L f dx, dX, dx, o (X, x) o (X, x.) o (X %) AL AL w(Xy) A,

Les transformés de (X) et (x) s'obtiennent en prenant les
adjoints de e_lAF v (X) e ot de e_l)\F v (%) el)\F

Dans les expressions (30) et (33) les opérateurs de champ

T et v se rapportent a des particules libres (électrons ou protons),

car leur contribution est & l'ordre zéro en ¢ ou ¢:4(1).

On peut écrire l'expression e—lAF¢+(X) M

-irf o+ irf . 3 +
e v (X) e =¥ (X) + 2z, ;J<k1¢;x3ﬁ)Aawtﬁ)
* + +
cmy 1 [ e ag o) AL ) ) wixy)

+ 2 I dxX, $(X) ¢+(X1) v(x,)

+

‘ v 3 3¢ +
+ z é J dX dx, dx, ¢a(x xl) ¢b(x1 xz) Aa Ab w(xz) A ¢C(x1 xz)

T * + +
tz 1 f dX, dx, ¢a(x xl) ¢b(x1 xl) Aa ¥ (X1) A

sous la forme suivante :
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ou z, = [cos A = 1 - i sin AJ
zy = [cosk—l—%(cos2>\-1)+i(§}-r21—2£ - sin )]
23 = {cos A =1 + i sin 2]
B . Lo A 13 . 5 .
z, = 2(cos A = 1) +2 A sin 2 A +i( 5 cos 2 A - = sin 2 A + 2 sin )]
4 2 12 3
zs = 2(cos A - 1)

2) NOYAUX DES ETATS LIES ET NON LIES.

On a pris un ensemble orthonormé et complet des états d'un

proton et d'un électron.

On a les relations suivantes :

) ¢z(Xx) ¢a(X‘ x') = 6(X - X') 8(x - x') : relation de fermeture (34)
a .
] or (Xx) 0 (M) dX dx = 6, (35)
or ¢a(Xx) = E 4,2 ¢a(Xx) + ~£ °n a o (Xx)

La relation (34) devient :

* Lo N 3 ¥*
E C Co , 0,(Xx) 9 (X' x!) + L Ca,a Cnt,a 0,(Xx) o, (X'x')

D) c C o (Xx) ¢ (X' x') + ) C cm,)a_¢m(Xx) o, (X'x")
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3% _ s
or ) cc"a CB,a b
N 3 _ %
L Cm,a CB,a Ca _ C_, =0
a a ,a m',a
" =8 (m' - m)

C C .,
m,a m',a

Finalement la relation (34) devient :

*® #*
Y
2 ¢a(XX) ¢a(X' x') + ; ¢m(X x) ¢m(X’ x')

3%
4

Soit I oo (%) ¢ (X' x') = a(Xx, X' x)
o

on appelle A(Xx, X'x') . le noyau de 1l'état 1lié

*
EI ¢m(Xx) ¢m‘(xl'x') = I(Xx, X'x')
on appelle I"(Xx, X'x') - le noyau de 1'état non 1ié.
Donc alXx, X'x') + r(Xx, X'x') = s(X - X') s(x - x') (36)

cette décomposition permettra de voir dans l'expression de l'hamiltonien

les opérateurs de champs des états liés et non liés.

3) CALCUL DE L'HAMILTONIEN TRANSFORME .

L'Hamiltonien H(23) agit dans l'espace S, espace de
Schrodinger. Dans l'espace S, seules les variables de 1'électron et du
proton apparaissent explicitement, 1l'existence et les propriétés des atomes
ne se manifestent pas. La transformation T permet non seulement d'avoir les
variables du proton et de 1l'électron comme variables dynamiques du systeme,
mais aussi celles des atomes ; on aura dans 1'hamiltonien transformé T“1 HT
tous les processus de diffusion atomique, ionisation, recombinaison, etc....’
Le calcul de T_1 HT consiste a substituer les transformés des opérateurs
»" et ¥ dans (24) et mettre tous les produits d'opérateurs sous la forme
normale c'est a dire les créateurs a gauche, les annihilateurs a droite en
utilisant les relations de commutation ou d'anticommutation calculées dans

1l'algebre.
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On obtient 1l'Hamiltonien transformé :

T VH =T +T +V_+V_ +V
P e PP ee pe

¥ HA + HAA + HAp + HAe + H(pe « A) + H(A « pe)

-4

H(ppee + AA) + H(AA +« ppee)

H(peA <« AA) + H(AA

4

peA)

+

(37)

+

H(ppe « pA) + H(pA « ppe)

+

H(pee + eA) + H(ea + pee) + ...

+

Le détail de ces expressions se trouve en annexe.

4) INTERPRETATION DES DIFFERENTS TERMES DE L'HAMILTONIEN :

Considérons les termes Tp, T et Vee’ ces termes sont

\
e’ 'pp
formellement les mémes que ceux de 1'Hamiltonien H(23) mais 1'interprétation

est différente, ils se rapportent a des protons et électrons libres.

=]
]

] dX ¢ (X) T(X) v(X)
[ ax v (o 2000 w0

jdx ax' () vHX) VKT (X)) w(X) (38)

[}
1

dx dx' v7(x) o (x") V(xx') w(x') w(x)

0

ee

HA désigne l'Hamiltonien d'un atome :

H, =7 AY < o |H| 8> A
¢ 3

A B B

o <a |Hl 8> = zl'E; f dX dx ¢z(x x) [ T(X) + T(x) + V(X )] oy (Xx)

z, = (cos A =1~ i sin 1)

1
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- Les processus d'ionisation et de recombinaison sont décrits par :
H(pe «+ A) et H(A « pe)

H(pe « A) = ] f dX' dx' v (x') vT(x') < X' x' JH| a > A,
a

< X' x' |H| & = (E& + 2151) x J dX dx I(Xx, X' x') [T(X) + T(x) + V(Xx)] o, (Xx)

[H(pe « A) 17 = H(A « pe)
r(xx, X' x') est le noyau de 1'état non 1lié.
r(xXx, X! x') = 7§ ¢m(Xx) ¢m(X’ x')
m
puisque les ¢; sont orthonormés on a :

] dxX' dx' r(xx, X' x') ¢m(x' x') = ¢m(Xx)

o (X x) est la fonction d'onde du proton et de 1'électron libres.

Vpe est l'énergie d’interaction entre protons libres et électrons libres
Vbe = ] dX' dx' dX" dx"  $T(X') vT(x') < X' ox! [H] XU x" > e(x") p(X")
ou

< X'x' JH)] X" x" > = f dX dx I (Xx, X' x') V(Xx) I(Xx, X" x").

Vpe est identique a Hpe défini dans 1'Hamiltonien de Girardeau, il suffit

de remplacer A dans Hpe : par § - T
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+ .t
- < >
Hy o ) AL Ag ag |H| v$ A Ag + c.h.
aBys

o : < aB |H|] y6 > = < ap |H| v8 >+ <ag |H| v& >,

. % * 1

- H 1 1 ! —_—

ol < ap [H| v8 > = f dX dX' dx dx ¢a(Xx) ¢5(X x') 13

[T(X) + T(X') + T(x) + T(x') ] +

(V(xx) + v{X'x'")] +-% b, [V(xx') + V(X'x)] +

+
o] k=
o

2

+%é [V(XX') + V(xx')] o, (Xx) o (X'x").

Cet élément de matrice désigne l'énergie de deux atomes lors
d'une collision élastique.
C.h. désigne le conjugué hermitique.

Les coefficients complexes a, b, ¢ sont explicités en annexe.

Par ailleurs,
< o8 [H| ¥8 >, = I dX dX' dx dx' ¢_(Xx) ¢g(x' x') % a, [T(X) + T(X') +

+ T(x) + T(x")]  + - 53 (V(ixx) + V(X'x")] + %-Cz (V(XX') + V(xx')] x

o=

o, (Xx) ey (Xx).

Cet élément de matrice désigne 1'énergie de deux atomes lors d'une collision

avec échange des électrons entre les deux at nes

< aB |H| v$§ >2 s'annule si les domaines des fonctions d'onde ¢Y et ¢6 ne se

recouvrent pas.
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Hyp = J dX dX' Ag vT(X') < oX' [H| BX > uw(X) Ag
ol
<oX' [Hl BX > = < aX' |H| B8X> + < aX' |H| 8X >,
ou , 3 1
< oX' |H| 8X > = j dx ¢a(xx) 5 z5 (T(X) + T(X)] + a, T(x) +
+4% B [V(xx) + V(x'x)]- 2,2, V(xx') b5 (X'x)

Cet élément représente l'énergie d'un atome et d'un proton libre
Tors d'une collision sans cassure de l’atome avec échange des protons ; ce
terme s'annule si le proton libre n'appartient pas au domaine de la fonction
d'onde de l'atome.
Par ailleurs :
< oX' [H| BX >, = §(X-X') j dy dy ¢Z(Yy) % a, T(Y) + ag T(y) +

+ 2z 2 v(xY) + by V(Yy) + z,z, V(X'y)

12 1% ¢ (Yy) ¢(X) Ag

Ce terme représente l'énergie d'un atome et d'un proton libre

lors d'une collision élastique.

= it AT T (x! 1
H,, = j dx dx' A Y (x') < ax' |H| Bx > v(x) Ay

C'est 1'Hamiltonien d'un atome et d'un électron libre en collision,
il a la méme expression que HAp’ il suffit de remplacer les coordonnées
des protons dans HAp par ceux des électrons et inversement.

H(ppe + pA) = I ax" dx" ax' wT(x") oT(x") vT(X') < X" x" X |H| X'o> Aaumxo

ou :

< X" x" X |H| X'a > = ] dX dx T (Xx, X"x") [511 T(x) + 512 T(x)

+ By V(Xx) + by V(X'x) + 2o T(X] o, (Xx)

20
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Cet élément représente 1'Hamiltonien d'un proton libre et d'un
atome lors d'une collision avec dissociation de 1l'atome.
]+

H(pA « ppe) = [ H(ppe <« pA) représente le processus dans lequel deux

protons et un électron rentrent en collision pour former un atome et un proton.

H(pee « eA) a la méme expression que H(ppe « pA) il suffit de remplacer
les protons par les électrons et les électrons par les protons dans H(ppe <« pA)
ce processus représente la collision d'un électron et d'un atome avec cassure

de l'atome.

H(ppee - AA) - Z j dxX" dx" dxm dx™ 1P+(X”' )_w+(xlll) ¢+(X") ‘D+(X”)
aB

< XmooxnrooxHn et (Hl aB > AQAS

* 3*
< X oyt XN e ’Hl aB> = JdX dx dX' dx' T (Xx, X"X”) T (-nyl’xm x" ) x

x -% 57 [T(X) + T(x) + T(X') + T(x")] + —%' [V(xx") + v(X'x)]
P10 1 v s &, Vi) (0 o, (X' x')
2 (XX + V( X + 33 ¢Q Xx ¢B X' x .

Ce terme représente le processus dans lequel deux atomes rentrent
en collision avec dissociation des deux.
H(AA « ppee) = [ H(ppee « AA) N

dans lequel deux protons et deux électrons s'unissent pour former deux atomes.

. Ce terme représente le processus

H(Ape < AA) = | J dx" dx" AT ¢ (x") vT(x") < X" x"|H| By > AA,
By

< qX" xV !Hf By > = < aX" x4 lH] By >, + < aX" x" lH| By >

1 2
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avec :
< ax" x" [H| 8y>, = de dx dX' dx' T (Xx, X" x") ¢_(X'x') AZ¢¥+(Xn) y

0 (T(x") + T(x")] + c. [V(XX') +V(xx')]

5 \b+(xu) x% 2424 [T(X) + T(X)] + 51

5

+ blé, V(X'x) + b14 V(X'x') + by V{(Xx) + b g V(Xx") g b (X'x') N (xx)

Ce terme représente le processus dans lequel deux atomes rentrent

en collision avec dissociation de l'un d'eux.

<o X' xU[H| By >, = J dX dx dX' dx' T (Xx, X"x") ¢:(X'x') % aglT(x) +
+ T(x)] + 59 [T(x') + T(xD] + 64 (V(xx') + v(xx")] + 511 V(Xx) + 513

V(Xx') + 515 (Xx') + 517 V{X'x) g ¢B(X’x) ¢Y(Xx‘)

Ce terme représente le processus dans lequel deux atomes rentrent
en collision avec dissociation de 1l'un d'eux et échange des électrons entre
les atomes ; ce terme s'annule si les fonctions d'onde des deux atomes ne se

recouvrent pas.
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CONCLUSION

Notre travail a été basé sur le formalisme mathématique des
algébres graduées, qui nous a permis de construire 1l'algébre des opérateurs
d'un systéme de particules composées et libre en seconde quantification,
et d'obtenir toutes les relations de commutation et d'anticommutation qui
caractérisent ce systéme, et cela, dans le cas physique d'un plasma d'hydro-

géne partiellement ionisé (cas non relativiste).

Le choix de la transformation T permet d'obtenir dans l'expression
de la transformée T—1 HT les opérateurs de champ des particules composées
( "atomes physiques" ) comme variables dynamiques du systéme ; ce n'était pas
le cas dans les travaux antérieurs traitant de ce sujet ; dans l'hamiltonien
de Girardeau (1) rentrent les opérateurs d'atomes "idéaux" dont la signification

physique semble obscure.

L'hamiltonien général obtenu contient tous les hamiltoniens des

processus pouvant se produire entre les atomes, les électrons et les protons.

Notre étude a permis donc l'unification de la théorie des particules

composées et celles des particules constituentes.

Une généralisation de ce travail a des plasmas contenant des atomes
dont le cortége électronique est supérieur 3 un est possible, moyennant un choix
adéquat de l'opérateur F ; cette étude pourra s'appliquer au formalisme molé-

culaire en seconde quantification.
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pour calculer [ v7(X), F ] il suffit de calculer les commutateurs
suivants : [ f dx1 dx2 v (X) ¢+(X1) ¢+(Xz) ¢(X1) W(Xz): F]

[ f X, dx; ¥T(0) ¥T(X) v(xp) wixp), Fl,
[ ax, axy w700 ) $T0G) w(X) b(xy), F]

on connait les commitateurs [ I dx, v (x) ¢+(x1) w(xz), Fl
N A6 f X, ¥7(x,) w(X,), F]

Mais on va éliminer les collisions multiples c'est a dire éliminer les

termes qui ont plus de deux créateurs a gauche.

On peut écrire les relations précédentes en fonction des opérateurs

crétaeurs et annihilateur des états d'un proton et d'un électron, en effet :

- I ax, oT(X) W) wlx,) = E [ dx, ¢§(XX1) AT u(x))

[ ay @, w70 ¥R WP Oxg) W) wixy) ] [ ax, ax, o700

AT T (xp) wlx)) w(xy)
[ ax, ax 67X 07X ¥x)) wlx) wix) -

= - g fd}& dx cpi(Xxl) AL VXD Ay e (X X))

j dX, dX, v (X) w+(X1) ¢+(X2) W(Xl) W(Xz) ce terme ne peut pas étre mis
sur la fonction des opérateurs des états d'un proton et d'un électron, il

contient trois créateurs a gauche par conséquent il sera éliminé.



I1 faut calculer le commutateur suivant :

] ax ae, w700 870 ¥70xy) 8(x)) 90xy), Fl pour commattre [v%(X), F,

[ g axy ¥700 70x) ¥ (xy) w0x,) wOxp), FI =

2 [ dxy d, 67X W) ¥ 0xy) wixg) wxy)

[y iy g 00 67D Ty ¥) b)) wlxy)

[ oy e ax, vH00 R 9D $Txy) wixy) w(xy) w(X)

[ ] dx; dX eT(X) WX VTGe) wix)) w(x), Fl =
[ o, ey ax, vH0 4T W) 8T g) wlxg) wxg) w(X,)

=[x A, we V0 VTR VTR ) (X)) 4K ex,).

[y dy g 4700 0 0x) 6D ¥ (xg) 9 wlxy) wlxy)

+ + + +
et [ ax, ax, ax ¥R WTRD W) W) WK 4% u(x,)
seront négligés (il contiennent plus de 2 créateurs & gauche).
. + + + +
[, ax, ax, 700 6705 ¥ ) ¥ xy) wx,) wixy) W)

_ 3 * o
= agc f dXy dxy diy g, (Xxg) e (X)) %)) AL AT A w(x,) 0 (X x;)
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et
52P
[ 0, F 1y == | ey 6700 00 b0 + (3250 [ ax, ax

2 2
VIR 0Ty 8T (xy) b)) b(x,)
+ vT(x) f X, V(X)) w(x)) +

P p =22 2% L 57 0 [ ax, e dx, vTOKD T w(x) i) w(X,)

démonastration :

Supposons que c'est vrai a l'ordre 2p et montrons que c'est vrai
a l'ordre 2p+1.

l F ]

<

+(X),Flzp+1 = [ [v"(x), Fl

2p’
1_22p--1

1 ~2

[ J dx; w70 () w(x),F] = ( ) | J d, dx, ¥ W (x)
x ¥ (xy) v(x)v (x,), F]

-2 | I ax, dx; (X v vT(x) wlx) (X)), F]

[ ( l% . "% I ] Xy ey ey (0 TG 90 Vi) x

+

x b(x) w(x,) (X)), Fl

+

[ ¥ (x) f X, (X)) w(X)), F ] —

it

- o v ey el [ ax ay 8TO VTG ¥y 8D ulxy)

+

[ax) @, v70 070D ¥ 40k w(X,)

2p-1
# () XZJ dxy dey vT(X) 9T0eg) 8Tg) wlxg) ulixy)



1_22p—1

R [ aeg g 60 TG V) 0g) k) vixy) b))

2 [ dx, dx, dx, T(X) T(X) 8T0q) () b(x,) wlxy) $(X,)
FUCE ) 22 LT () [ ang a0 6T(R) 6D T (y)

olx) wl(xy) (X))

v [ ax vt e - [ a0 D VgD v b))

+

=[x 0 ) ux)

2p-1 +
clre (A2 1 [ e g 00 ¥T0x) ¥k wx) wixy)
2p-1 .
Ploza 12 (B 2 il ()] [ ax ax ax

s X)) e 8T0x) wix)) wlxy) w(X))

+

v [ ax vt )

2p
- v ) w) ¢ (EES [ axg b0 80D 9T Gg)expuixy)

1]

+

[ap - 22y 25772 4 2] j aX; dxp dxy 700 X)) 8T w0x)) wlxe(e) w(Xg

+

V(%) f dx, w*(xl) o(x)  c.q.f.d.

Une démonstration analogue pour 1l'ordre pair.

Démonstration analogue pour e—JAFw+(x} S F 41 suffit de remplacer

x par X puisque l'opérateur F est symétrique en x et X.
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Les diverses méthodes utilisées pour étudier les interactions
entre particules, méthode de perturbation, méthode de Hartree-Fock ne les
décrivent que d'une maniére approch:ae. .

Ce travail a été basé sur le formalisme mathématique des algébres
graduées, qui permet de construire 1l'algébre des opérateurs d'un systéme de
particules composées et libres en seconde quantification et d'obtenir toutes
les relations de commutation et d'anticommutation qui caractérisent ce systéme
et cela dans le cas physique d'un plasma d'hydrogéne partiellement ionisé (cas
non relativiste). Le choix de la transformation T qui laisse le sous espace
pair de l'algébre invariant permet d'avoir les opérateurs de champ des particules
composées comme variables dynamiques du systéme et donc d'obtenir un hamiltonien
qui contient tous les hamiltoniens des processus pouvant se produire entre les
atomes, les électrons et les protons (processus d'ionisation, de recombinaison,
Tt

MOTS CLEFS

- Algébre de Lie graduée
- Seconde quantification




