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C H A P I T R E  1 

INTRODCJCTION 



1 - INTRODUCTION, 

Les s y s t k s  d'atomes, molécules, noyaux, ions, e tc  ... sont 

formés d'agrégats de particules que l ' on  peut considérer comme des systèmes 

de particules composées. Les plasmas quant à eux sont formés de particules 

composées e t  de particules l ibres.  

Les diverses méthodes ut i l isées pour étudier l es  interactions 

entre ces particules, méthode de perturbation, méthode de Hartree-Fock, 

ne l e s  décrivent que d'une manière approchée. 

L'ut i l isat ion du formalisme de seconde quantification avec une 

représentation appropriée nécessitent de mettre en évidence l 'existence 

de champ de particules composées, pour que l e s  variables dynamiques carac- 

térisant  ces particules apparaissent de manière explicite dans l e s  résultats 

e t  permettent donc d'inclure toutes l e s  interactions entre ces particules 

t e l s  que les processus, de diffusion atome-atome , atome-proton e t  atome- 

électron ; d'ionisation e t  de recombinaison e tc .  .. 

Une première approche a été mise en oeuvre par GIRARDEAU L1 1 [ 21 
pour l 'étude du plasma d'hydrogène partiellement ionisé, dans laquelle 

il considère l e s  particules composées c o r n  des particules élémentaires 

c ' e s t  à dire leurs opérateurs de champ satisfont aux relations de corn- 

mtat ion ou d' an t icomta t ion  habituelles an ose ou ~e rmi )  . D ' autres auteurs 

ont axé leurs travaux sur ce t te  approche B r i t t i n  e t  Stolt  [ 3j, Sakakura [4] ,  

-- - Nishigori [ 5 ]  e t  Gilbert [6 ]  . 
Une autre approche u t i l i se  l e s  méthodes des fonctions de Green 

Sahlin e t  Schwartz [ 71 , Goldberg e t  Puff 6,8 1. Le l ien entre l e s  deux 

approches n 'est  pas encore é tabl i  e t  ne semble pas évident. Nous nous 

sommes inspirés de l a  méthode de Girardeau dont nous donnerons l ' essent ie l  

ci-dessous. 



Girardeau considère un plasma d'hydrogène partiellement ionisé . 
avec des opérateurs de champ des atomes qui sat isfont  aux relat ions de 

c o m t a t i o n  ou dl anticommutation (Elose ou ~ermi) (cas idéa l ) .  Il déf in i t  

l 'espace physique où les opérateurs de champ des atomes ne sa t i s font  pas 

aux relat ions de commutation ou dfanticommutation e t  l 'espace idéal ou 

l e s  atomes se comportent comme des vra is  bosons ou des vrais  fermions. 

Dans l 'espace idéal  l e s  opérateurs de champ des atomes sont : 

+ 
aa = opérateur créateur dl un atome dans 1 ' é t a t  ct 

a = opérateur annihilateur d'un atome dans 1 ' é t a t  a a 

on a l e s  relat ions 

Dans l 'espace physique l e s  opérateurs de champ des atomes sont : 

A: = \j~dx d a  (fi) $+(x) i f ( x )  = opérateur créateur d'un 

atome dans 1 ' é t a t  a 

ou $ a ( ~ x )  = fonction d'onde de l'atome dlhydrogène. 

+ 
Ji (X) = opérateur de champ de proton 

if (x) = opérateur de champ de l 'é lectron 

X = position e t  l e  spin du proton 

x = position e t  le spin de 1' électron 

A = (A')' = opérateur annihilateur de 1' atome dans l ' é t a t  a .  



on a l es  relations : 

où CaB désigne un opérateur qui exprime l'échange entre l e s  atomes 

a e t  8,  donc l a  nature composée des atomes. 

Girardeau a choisi arbitrairement de prendre ltanticommutateur 

entre l e s  opérateurs de champ du proton e t  l e s  opérateurs de champ de l f é l ec -  

tron sans justification, (il aurait pu prendre l e  comta teur )  ce qui implique 

l e  commutateur entre l e s  opérateurs de champ des atomes.  ans notre méthode 

on va jus t i f i e r  l e  choix de l'anticotr~iaitateur grace au formalisme des algèbres 

graduées). 

Entre l 'espace physique e t  l 'espace idéal, Girardeau considère 

une transformation unitaire qui permet l e  passage de l'espace physique dans 

1 ' espace idéal.  

L a  transformation est  définie par U(E) = e x p ( ~  F )  

+ + 
avec F = ,$ (aa Au - Aa aa) ,  E = nombre réel.  

Après calcul des transformées des opérateurs de champ de l 'électron 

e t  du proton, il déduit l e  transformé de l'hamiltonien standard H : 



LIHamiltonien transformé H'  s'écrit : 

+ H(pe + a )  + ~ ( a  + pe) + ~ ( p p e e  + aa) + ~ ( a a  + ppee) 

+ ~ ( p e a  + aa) + ~ ( a a  + pea) + H(PP + pal + H(pa + P P ~ )  

où les  différents termes ci-dessus sont explicites dans [ 11. 

Notre méthode es t  diff6rente de cel le  de Girardeau e t  des autres 

méthodes mentionnées ci-dessus ; en effe t  on u t i l i se  un formalisme mathéma- 

tique qui paraît  ê t re  un out i l  t r è s  intéressant en physique, c ' e s t  l e  for- 

malisme des algèbres paduées qui nous permet de mettre en évidence toutes 

l e s  relations de commutations ou d'anticorinratation qui caractérisent l e  

système . 
On considère 1 espace S espace des états  de Schrodinger . 

C'est l 'espace des combinaisons linéaires des ét,ats produit de protons 

e t  des électrons $+(xl) - - $+ (xn) $ - - $+(xa) 1 O > 

(n e t  étant arbitraires) .  

Soient : S1 = espace des é ta t s  produit de protons 

S2 = espace des é ta ts  produit d'électrons. 

Soit A l 'espace des é ta t s  produit d'atomes : c ' e s t  l'espace 
+ 

des combinaisons linéaires A: --- Aa 1 O > ; il es t  c l a i r  que A C S 
I n 



On considère un homomorphisme F : S + S qui la isse  l'espace 

des particules composées invariant (FA = A), l 'opérateur F e s t  hermitique, 

on a alors S = Ker F @ Im F ; à par t i r  de F on construit une transforma-t;ion 

unitaire  T : S + S qui la isse  l 'espace A invariant ; l e  f a i t  d'avoir A 

invariant permet de garder le caractère composé des particules qui l e  définis- 

sent,  donc d'avoir l e s  opérateurs créateurs e t  annihilateurs des atomes. 

Comme variables dynamiques du s yst &ne. 



C H A P I T R E  I I  

ALGÈBRE GRADUÉE DES  OP^ RATEURS D' UN SY STÈME 

DE PARTICULES COMPOSÉES ET LIBRES 



1 1 - ALGÈBRE GRADUSE DES OPÉRATEURS D' UN SYSTÈME DE PARTI CULES 

COMPOSÉES ET LIBRES : l91, [ I O ] ,  [ 1 1 1 .  

a ) DEFINITION D UNE ALGEBRE GRADUEE . 
œ 

Une algèbre L e s t  d i t e  graduée si L = 0 Li où Li 
i=o  

e s t  un sous espace de L, e t  si  on se  donne une forme b i l inéa i re  notée 

[ , Id de L x L + L t e l l e  que l e s  t r o i s  conditions suivantes soient 

s a t i s f a i t e s .  

* [%> 'alj s %+a k = degré de Lk 

ka 
7% [xjyll = - ( -  1 )  [y,x$ x 6 L  y 6 L L  k ' 

* [x, [Y,z]$ 4 = [xYyld zI9 + ( -  I l k e  [y, [x,z$ lB 

Une algèbre graduée contient l e s  commutateurs e t  l e s  anticom- 

mta teursY que nous nokrons respettivement [ , 1 e t  l ,i 

s o i t  : A e t  B l e s  générateurs de 1 ' algèbre graduée L. 
P P 

Les générateurs pa i rs  ( A  ) forment une algèbre de Lie c ' e s t  
rn 

l e  sous-espace pa i r  Ç. 



Les générateurs impairs (Ba) forment l e  sous-espace impair U 

L = Ç Q U  

Jacobi : 

on peut définir l a  f o m  de Killing à l ' a ide  de l a  représentation adjointe : 

b) CHOIX ET CONSTRUCTION DE L ' ALGEBRE 

On considère un plasma dlhydrog&ne partiellement ionisé : 

- Soit l m a >  u n  é t a t  d'un proton e t  d'un électron 

4 ( f i )  étant l a  fonction d'onde du proton e t  de l 'électron, 
a 

1 ' ensemble des es t  orthonormé e t  complet. 

- Soit / m a >  un é t a t  d'un atome (é ta t  l i é )  

l m a >  = / fi d* ~ , ( x x )  ++(XI  $+(XI 1 0 .  = A : I O >  

a = différents nombres quantiques de l'atome 

1 es t  un ensemble orthonormé mais incomplet. 

- Soit j r n m >  un é t a t  non l i é  d'un proton e t  d'un électron. 



1 mm > = j a dx mm(fi) ++(x) I O > ( 7 )  

1 \ ( f i )  1 est  un ensemble orthonormé mais incomplet. 

(pour l e s  (,(fi), orthonormé c ' e s t  à dire /dm dn <:(fi) +,(fi) = b(m-n) 

e t  non 6m, on emploiera l e  signe 1 au l i eu  de 1' intégrale pour 

conserver 1 ' homogénéité des écritures) . 

l e s  Ca,a> C étant de coefficients de normalisation, l e  f a i t  d'introduire 
m,a 

l es  4 (fi) permet d'avoir l e s  é ta ts  l i é s  e t  l e  continuum. 
a 

Les l e t t r e s  a, b, c, d, e, f désignent l es  mélanges des é t a t s  

l i é s  e t  des é ta ts  non l i é s .  

Les l e t t r e s  grecques désignent l es  atomes (é ta ts  l i é s )  

Les l e t t r e s  k, L, m, n, O, p, q, . . . désignent l e s  é ta ts  non l i és .  

Soient : 
+ 

a a i i le s  opérateurs créateurs e t  annihilateurs de l 'é lectron.  

+ 
aj, a j  

l e s  opérateurs créateurs e t  annihilateurs du proton. 

A:, Aa l e s  opérateurs créateurs e t  annihilateurs d'un é ta t  

du proton e t  de l 'électron. 

4 .(x) = fonction d'onde du proton 
J 

mi(x) = fonction d'onde de l 'é lectron.  



On définit  l e s  opérateurs "paires de fermions" suivants : 

type électrons : 

+ + ii ' + a = E  
i 

a 
i i f i  , i l  

, a ,  i f i  ' ai = Eili, a i a if = Ei, 

type protons : 

type noyau-électron : 

a '  a a '  a j i ' i j  

+ + 
l 'opérateur a j ai e t  ai a rentrent dans l a  définition de A: e t  Aa. 

j 

On suppose que l e  vide es t  commun aux différents espaces ; l 'espace 

des électrons, l'espace des protons e t  l 'espace produit tensorien des deux. 

+ 
L'opérateur 

a j  ai 
agissant sur 1 i> donne 1 j> . 

+ + + 
( a j  ail i> = a  1 O> = 1 J > donc a .  a permet depasser de l lespace  

j J i 
+ + 

des électrons à celui des protons. (ai a / j > = a 1 O > = 1 i > ) .  
j i 

- Un système contenant n noyaux e t  Rn électrons, a pour 

fonction d'onde $(xl . . . Xn, x1 . . . x ) ; on peut toujours décomposer Rn 
ce t te  fonction sur l a  base des é ta ts  d'un noyau e t  R électrons. 

m a  (xl,xl . x,) ma (Xn> XRn- +1 . . . x ) 1 ; l e s  ma peuvent 
1 Rn n i 

représenter des états  l i é s  (atomes) ou des é ta ts  non liés (continuum) . 
L ' ensemble des e s t  orthonormé e t  complet. 

i 



on montre (11) que les fonctions C(al . . . an) sont symétriques ou 

antisymétriques en a selon que 2 5  + R e s t  pa i r  ou impair. i 
(ou J = spin nucléaire, a = nombre d électrons dans a .  ) ce qui revient  à 

1 

permi ta les  noyaux e t  les électrons en t re  l e s  atomes. Les C(al . . . an) 

peuvent ê t r e  regardées corne des nouvelles fonctions d'onde qui représen- 

teront  l e  système. 

Donc quand 2 5  + R est pair  on a un "boson" 

2 5  + a est impair on a un 

On va réunir toutes  l e s  particules dont 2 5  + R e s t  pair  dans 

un sous espace qu'on notera 
Lo' 

e t  l e s  par t icules  dont 2 J  + a e s t  

impair dans un sous espace qu'on notera L1 ; l 'espace t o t a l  se ra  : 

L = Lo @ L I ,  notre algèbre sera  donc Z2 - graduée 

L sera  le  sous-espace pa i r  de degré O (pair)  
O 

L1 sera le sous-espace impair de degré 1 (impair) 

Revenons dans l e  cas qui nous intéresse,  un plasme d'hydrogène 

partiellement ionisé : 

1 
pour unpro ton :  J = - ,  R = o = > 2 J  + R = 1 6 L 2 1 

pour un é1ectron;J = O , R = 1 =>2J + R = 1 6 L 1 
1 

pour un atome: J = -  R = 1 * 2 J  + a = 2 € L 2 '  O 

puisque 2 appartient à l a  même classe que O ce sont 

l e s  éléments de $ 

pour une paire  d 'électron; J = O,  = 2 = > 2 J  + a = 2 6 L 
1 1  O 

pour une paire  de proton : J = - + 7 = 1, R =>O > 2 J  + R = 2 6 Lo 2 

Co- c ' e s t  l e  degré qui intervient  dans l a  déf ini t ion du crochet 

(commutateur ou anticomrmtateur) on va donc avoir : 



entre deux éléments de Lo le commutateur, 

entre deux éléments de L1 llanticownitateur, 

entre un élément de Lo et un élément de L1 c 'est le commutateur. 

Le choix de llanticonnnutateur entre proton et électron est donc ici 

imposé par la Chéorie. 

D'où les diverses relations qui caractérisent l'algèbre 
+ + 

{ai, a 1 = 6 {ai, ail 1 = {a a+ 1 = O i ' ii ' i~ it 
i désigne les nombres 

quantiques de 1' e- 

et j ceux du noyau. 



s 'a joutent  à ces re la t ions  leurs  conjugées hermitiques. 

Pour l e s  paires de fermions 

dans ces relat ions j désigne 

un électron ou un proton. 



s'ajoutent à ces relations leurs conjuguées hermitiques. 

Dans les relations suivantes i désigne un électron et j un proton. 

s'ajoutent à ces relations leurs conjuguées hermitiques. 



C) INTERPRETATION DE CERTAINES RELATIONS DE COMMUTATION 

A l ' a i de  de l a  représentation adjointe on peut définir 

l e s  opérateurs créateurs e t  annihilateurs d'un atome ionisé, en effet ,  

l a  relation : 

peut ê t r e  écr i te  : (13) 

cet te  relation es t  équivalente, en ut i l i sant  l e s  opérateurs de champ à 

on voit très bien que l'atome a a perdu un électron ; sur un 

atome d'hydrogène, cela es t  moins visible puisque l e  processus de dissocia- 

t ion de l'atome e s t  l e  même que celui de l ' ionisation, l e  phénomène apparaît 

nettement pour des atomes dont l e  cortège électronique es t  supérieur à &. 

- Dans l a  relation 

La présence de l 'opérateur 
Cu6 

est  une manifestation 

cinématique de l a  nature composée des atomes d'hydrogène, il exprime 

l'échange des électrons e t  des protons entre l es  atomes a e t  B ,  cet 

opérateur es t  différent de zéro en général, il tend vers zéro quand 



les domaines des fonctions d'onde des atomes a et 6 ne se recouvrent 

pas, ce qui signifie que les atomes peuvent être considérés corne des 

vrais bosons, la relation [Aa, A; 1 se réduit à 6 Si a = 6, 
a6 ' 

Cas représente les effets d'échange entre fonctions d'onde qui se 

recouvrent totalement ( Strongly overlapping atomic wave f unctions . 



C H A P I T R E  I I I  



1 1 1 - TRANSFORMATION UN ITAIRE LAISSANT L'ESPACE DES ÉTATS DES PAIRES 

CRÉATR ICES -ELECTRON - PROTON IPJVAR 1 ANT 

Le f a i t  de choisir une t e l l e  transformation permet d'avoir une 

représentation dans laquelle l es  propriétés e t  l a  présence des particules 

l iées  e t  non l iées  sont explicites dans l e s  résultats  quali tat ifs  qulon va 

obtenir, donc on aura l e s  opérateurs de champ de ces particules corne 

variables dynamiques du systéme. 

Soit F l 'opérateur suivant : 

car 1 m:(xx) +,(XI xl) = a(x1 - X) 6(x1 - x) .  
a 

on a choisi F sous cette forme parcequ'il permet d'avoir une certaine 

analogie entre l a  théorle des particules élémentaires e t  l a  théorie des 

particules composées. 

En effet ,  soi t  $+(y) e t  +(y) l e s  opérateurs de champ d'un boson, 

1 ' opérateur nombre de bosons es t  déf hi par N = dy )+ (y) JI (Y) . 

On a les  relations de camnnrtation suivantes : 

+ 
[$(Y),  $ ( Y ' ) ] =  &(y-y'),  [N, ++(y)]  = $+(y), [ N ,  +(y) ]  = - $(y) (16) 



pour l e s  particules composées ( i c i  l e s  é ta ts  d'un proton e t  d'un électron) 

on a (12) : 

es t  un opérateur wi exprime l a  

nature composée de ces particules. Alors : 

Dans ces relations F joue effectivement un rôle analogue à celui de N 

dans (16). 

Quand Cab tend vers zéro, l e s  é t a t s  du proton e t  de l 'é lectron sont des 

états  de bosons ce qui implique que l'opérateur nombre des é ta t s  du proton 

e t  de 1' électron e s t  1 A: Aa. On peut exprimer cet opérateur en fonction 
a 

des opérateurs d'atomes e t  des paires électron - proton non l iées .  

En ef fe t  : 

A: = Ja m a ( % )  $+(XI ++(XI 



ce qui donne : 

on pourra dire que le nombre d'atomes e s t  1 A+ A e t  cela dans le cas 
O ci 

a ou Cab = O donc 
C a , ~  

= O 

D a n s  l e  cas où C = O l 'opérateur F es t  identique à 
ab 

N = L A + A  
a a a 

Calculons 1 ' action de F sur un é ta t  d'un proton e t  d'un. électron 1 O > 

l'espace de l a  paire e - p es t  bien invariant sous 1 ' action de F. 

+ L'opérateur F es t  hermitique F = F ; à part ir  de F on construit 

une transformation unitaire qui nous donnera un résultat  identique c ' e s t  à dire 

laisser l'espace de l a  paire e - p invariant. --- - - 

Soit T = e A un paramètre réel  



iX + 
01- A+ 1 0 > e t  e A 1 O > représente l e  &me état,  donc 1 ' espace 

a 
des particules liées et non liées est  bien invariant sous l a  transformation 

unitaire T.  

A pa r t i r  des relation ( 17) on peut exprimer les transformées 

des opérateurs A:, Aa. 

+ 
[ A ~ ,  ~1~ désigne l e  CO-tateur à l 'ordre  j de e t  F .  

j fois  

Les transformés des opérateurs créateurs e t  annihilateurs des 

é ta ts  d'-un proton e t  d'un électron s'obtiennent simplement en multipliant 

1 ' opérateur créateur par un coefficient de phase e t  1 ' opérateur annihila- 

teur par l e  coefficient de phase conjugué (cas particulier d'un changement 

de jauge, puisque l e  paramètre X ne dépend pas de la  position) . 
L'opérateur hermitique F décompose S en deux sous espaces 

supplémentaires S = Ker F 0 Im F 

Ker F = { des é ta t s  / F (de ces é ta ts)  = O } , on voit  facilement 

que Ker F es t  constitué des états  de protons e t  d'électrons l ibres.  



Im F e s t  formé de l'espace des é ta t s  de l a  paire électron - proton, 

l 'espace des états  de l a  paire proton - proton, l 'espace des é ta t s  

de l a  paire électron - électron, l 'espace du t r i p l e t  proton électron 

électron, l'espace du t r i p l e t  proton proton électron e t  l'espace du 

proton électron proton électron. 

On ne va considérer que l e s  opérateurs de champ re la t i f s  à ces 

é ta t s  pour éliminer l e s  collisions d t i p l e s  ( l e s  autres é ta ts  sont 

négligés) . 



C H A P I T R E  I V  

HAM1 LTON 1 EN TRANSFORME 



1) TRANSFORMES DES OPERATIONS DE CHAMP DES SPARTCULES CONSTITUANTS. 

D a n s  l a  représentation de Schrodinger (représentation dans 

laquelle nfapparait que l e s  opérateurs de champ des particules constituants 

i c i  protons e t  électrons) 1 hamiltonien du système s 'écr i t  : 

avec : 

puisqufon. a considéré un endomorphisme F de S + S puis l a  transformation 
- 1 unitaire T de S + S, on va calculer l e  transformé H l  de H, H '  = T HT. 

pour cela il faut calculer l es  transformés des operateurs créateurs e t  annihi- 

lateurs iuf (x), iu(x), iur(x), i (x )  ; l'hamiltonien HT sera équivalent à H 

e t  contiendra l es  mêmes informations e t  dans lequel apparaîtra explicitement 

les  opérateurs de champ des particules composées (on aura des phénomènes de 

dissociation, d'ionisation, de recombinaison, . . . ) . 



-1 1 + 
H l  = . T  HT = 1 dx T- $ (x) T T-l ~ ( x )  T T-l $(x) T 

+ d~ T-' IJJ+(X) T T-l T(X) T T-l Q(X) T (24)  

-1 + 1 + 
+ ' / T ) (x) T T- $ (XI) T Tel V(Xx7) T $(XI) T T-l $(XI T 

2 

1 + -1 + 1 dxdxl  T- $ (x) T T  $ ( X I )  T T - '  V(xxl) T T e 1  $ ( X I )  T T - '  $(XI T 
+ 2 

1 + 
+ fi a* T-l ('(x) T T- $ (x) T T-l V ( k )  T-l $(x) T T-' $(X) T 

il faut calculer l e s  quantités : 

. T-' $+(x) T ; T-l $+(x) T, T-' $(x) T, T-' $(XI T. 

T-l + -iAF +'(XI e 
iAF 

J, (x) T = e 

où [ $+(XI,  F 1 désigne l e  co-tateur $+(x) avec F à l 'ordre j 

\ iicr 1 

j fo i s  

on ne conservera dans l e s  conimutateurs que les  termes qui ont au plus deux 

créateurs à gauche (après avoir mis l e s  expressions sous l a  forme normale) 

e t  cela af in  d'éliminer l e s  collisions multiples ( c f .  GIRARDEAU). 



n 
t-. 
N 
w 



20 ) 22p-2 - [(4p - 3  
abc 

Donc : 

On a donc : 

iAF e-ihF++(X) e = + + ( X I  + (cos x - 1 - i s i n  X )  1 1 hl i;(xxl) A: +(xl;  
a 

+ [cos X - 1 - - (COS 2 ~ -  1) + i ( 
sin 2X 

2 2 
- s i n  A )  1 x 



X 13 5 
+ [ 2(cosA-1)  + 2  A s i n 2  A + i  ( ~ ~ o s Z l - - - s i n 2 l + - s i n , Q ]  x 12 3 

1 hl dx2 ;:(x xl) mbix1 +(x2) mc(xl xl)  
abc 

(30) 

- ( - 2p)2 
2p-1 - I 1 dX2 dxl X) ;;(x, x,) 

abc 

x ac(xl xl) A+ a.. AC 

(31)  

20 ) zZp-2 5 1 dX1 a2 dxl $-:(xlX) q ( x 2  xl) - [(4p -3  + abc 



- i h F  e i h F  
e = +'(XI -(COS A - 1 - i s i n  h) 1 /al $:(xi,x) A: e(xl) 

a 

1 s i n  2 1  - [cos x - 1 - - (COS 2 1  - 1) + i ( 2 2 
- s i n  A ) ]  x 

1 \al a2 X) A+ a ++(x2) $(x1) $(x2) 
a 

+ 2 (cos h - 1) 1 1 al hl X )  o ~ ( X ~  xl) A: $+(XI) % (33) 
ab 

+ (cos A - 1 + i sin A ) ] dxl $+(XI ++(xl) +(xl) 

h -  COS 1 - 1) + 2h s i n  21 + i ( 2 c o s  21 - -  5 '3 s i n  2 h  + - s i n  ) 1 x 1 2  3 

x 1 dXl dX2 dxl <(XI X)  (b(x2 x l )  ( C ( ~ l  xl)  A: $(x2) AC. 
abc 

Les transformés de $(x) e t  +(x) s'obtiennent en prenant l e s  
-i AF 

$+(XI e 'IF e t  de e 
-ihF 

adjoints de e ++(x) eihF 

D a n s  l e s  expressions (30) e t  (33) l e s  opérateurs de champ 

++ e t  + se  rapportent à des particules l ib res  (électrons ou protons), 
'I 

car leur  contribution e s t  à 1 ' ordre zéro en 4 ,  ou 4; ( 1 ) . 

- i h F  + 
On peut éc r i r e  1 'expression e $ ( X I  eiAf sous l a  forme suivante : 

-ihf + e $ (XI  e = $+(x) + z1 1 1 hl $:(x xl) A: + (x,) 
ikf 

a 

+ 22 OL 1 1 k1 dx2 (a(. x,) A: $+(x2) +(xi) +(x2) 

+ 23 
al $+(x) *'(xl) +(XI) 

dX &cl dx2 (a(. xl) (;(xi x2) A: .Bf +(xz)  Ac P ~ ( X ,  xl) + '4 aLc 

1 al hl $:(x xl) $b(X1 A: %. 



z = [ C O S X - 1 - i s i n ~ l  
1 

1 s in  2X 
= [COS x - 1 - - ( C O S  2 X -  1)  + i ( 2 

- s in  x 1 1 
z2 2 

3 
= [cos X - 1 + i s in  X I  

X 5 
4 

l3  s i n  2 X + - s i n  A ]  =  COS X - 1) + 2 X s i n  2 X + i( 2 cos 2 X - - 12 3 

z5 
= 2 ( c o s X -  1)  

2 )  NOYAUX DES ETATS LIES ET NON LIES. 

On a p r i s  un ensemble orthonormé e t  complet des é t a t s  d'un 

proton e t  d'un électron. 

On a l e s  relations suivantes : 

(a(&) (,(XI X I )  = o ( X  - XI) g(x - X I )  : relat ion de fermeture L (34) 
a 

La relat ion (34) devient : 



Finalement l a  re la t ion  ( 34 ) devient : 

s o i t  1 m:(xx) m,(xf x f )  = *(fi, xi  x) 
a 
on appelle A (Xx, XI x ' ) l e  noyau de 1 ' é t a t  l i é  

++ 
1 mm(xx) m m ,  ( x l x l  ) = r(xx, x l x l )  
m 

on appelle r.(Xx, X'x ' )  l e  noyau de l ' é t a t  non l i é .  

Donc x ' x ' )  + r ( h ,  X'x') = 6(x - XI) g(x - X I )  (36) 

ce t te  décomposition permettra de voir dans l 'expression de l 'hamiltonien 

l e s  opérateurs de champs des é t a t s  liés e t  non l i é s .  

3 ) CALCUL DE L ' HAMILTONIEN TRANSFORME. 

L 'Hamiltonien ~ ( 2 3 )  ag i t  dans li espace S, espace de 

Schrodinger. Dans l 'espace S, seules l e s  variables de l ' é lec t ron  e t  du 

proton apparaissent explicitement, l 'exis tence e t  l e s  propriétés des atomes 

ne s e  manif estent pas. La transformation T permet non seulement d ' avoir l e s  

variables du proton e t  de l ' é lec t ron  c o r n  variables dynamiques du systeme, 
- 1 

mais aussi ce l les  des atomes ; on aura dans l'hamiltonien transformé T HT 

tous les processus de diffusion atomique, ionisation, recombinaison, e t c  .... 
Le calcul de T-1 HT consiste à substituer les transformés des opérateurs 

$+ e t  dans (24)  e t  mettre tous l e s  produits d'opérateurs sous l a  forme 

normale c ' e s t  à dire  l e s  créateurs à gauche, l e s  annihilateurs à dro i t e  en 

u t i l i s a n t  l e s  relat ions de c o m t a t i o n  ou d'anticomutation calcuL&s dans 

l 'a lgèbre.  



On obtient llHamiltonien transformé : 

L e  déta i l  de ces expressions se  trouve en annexe. 

4)  INTERPRETATION DES DIFFERENTS TERMES DE L 'HAMILTONIEN : 

Considérons l e s  termes Tp, Te, Vpp e t  Vee, ces termes sont; 

formellement l es  mêmes que ceux de 1 'Hamiltonien H(23)  mais 1' interprétation 

e s t  différente, ils se rapportent à des protons e t  électrons libres. 

HA désigne llHamiltonien d'un atome : 

z = (cos X - 1 - i s in  X) 
1 



- Les processus d'ionisation et de recombinaison sont décrits par : 

~(xx, X' XI) est le noyau de l'état non lié. 
JC 

r(xx, XI X I )  = 1 m,(xr) mm(xl XI) 
m 

2C 

puisque les 4; sont orthonormés on a : 

1 dxl dxr r(Xx, X I  XI) m (xt XI) = mm(&) m 

mm (X X) est la fonction d1 onde du proton et de 1' électron libres. 

V est l'énergie d''interaction entre protons libres et électrons libres 
pe 

V est identique à H défini dans l1Hamiltonien de Girardeau, il suffit 
pe Pe 
de remplacer A dans H : par 6 - r 

Pe 



Cet élément de matrice désigne l'énergie de deux atomes lors 

d'une collision élastique. 

C.h. désigne le conjugué hermitique. 

Les coefficients complexes a, b, c sont explicités en annexe. 

Par ailleurs, I 

Cet élhent de matrice d6sig;ne l'énergie de deux atomes lors d'une collision 

avec échange des électrons entre les deux at nes 

< uB I H I  y6 > 2  s'annule si les domaines des fonctions d'onde 4 et a, ne se 
Y 

recouvrent pas. 



Cet élément représente l 'énergie  d'un atome e t  d'un proton l i b r e  

l o r s  d'une col l is ion sans cassure de l'atome avec échange des protons ; ce 

terme s 'annule si l e  proton l i b r e  n 'appartient pas au domaine de l a  fonction 

d '  onde de 1 'atome. 

Par a i l l eu r s  : 

C e  terme représente l ' énerg ie  d'un atome e t  d 'un proton l i b r e  

l o r s  d'une col l is ion élast ique.  

C'est  llHamiltonien d'un atome e t  d'un électron l ib re  en co l l i s ion ,  

il a l a  même expression que H 
AP ' il s u f f i t  de remplacer l e s  coordonnées 

des protons dans H par ceux des électrons s e t  inversement. 
AP 



Cet é l b n t  représente ltHarniltonien d'un proton l ibre e t  d'un 

atome lors d'une collision avec dissociation de l'atome. 

H(pA + ppe) = [ Hippe + PA) ]+  représente l e  processus dans lequel deux 

protons e t  un ilectron rentrent en collision pour former un atome e t  un proton. 

H(pee + e ~ )  a l a  même expression que H(ppe + PA) il suf f i t  de remplacer 

l es  protons par les  électrons e t  l e s  électrons par l e s  protons dans ~ ( ~ p e  + PA) 

ee processus représente l a  collision d'un électron e t  d 'un atome avec cassure 

de l'atome. 

Ce terme représente l e  processus dans lequel deux atomes rentrent 

en collision avec dissociation des deux. 

+ 
H(AA + ppee) = [ ~ ( ~ ~ e e  + AA) 1 . Ce terme représente l e  processus 

dans lequel deux protons e t  deux electrons s'unissent pour former deux atomes. 



avec : 

< aX1l = jdu dx dx' T Y ( x ~ ,  XII xT1) rn:(x1x1) A: Y+(xll) x 

Ce terme représente l e  processus dans lequel deux atomes rentrent 

en collision avec dissociation de l l u n  d'eux. 

Ce terme représente l e  processus dans lequel deux atomes rentrent 

en collision avec dissociation de l ' un  d'eux e t  échange des électrons entre 

l e s  atomes ; ce terme s'annule si l e s  fonctions d'onde des deux atomes ne se 

recouvrent pas. 



CONCLUSION : 

Notre t ravai l  a é té  basé sur l e  formalisme mathématique des 

algèbres graduées, qui nous a permis de construire l 'algèbre des opérateurs 

d'un système de particules composées e t  l ibre en 'seconde quantification, 

e t  d ' obtenir toutes l e s  relations de c o m t a t  ion e t  d ' anticomnutat ion qui 

caractérisent ce système, e t  cela, dans l e  cas physique d'un plasma d'hydro- 

gène partiellement ionisé (cas non re la t iv is te) .  

Le choix de l a  transformation T permet d'obtenir dans l'expression 

de l a  transformée T-' HT l e s  opérateurs de champ des particules composées 

( "atomes physiques" ) comme variables dynamiques du système ; ce n ' é t a i t  pas 

l e  cas dans l e s  travaux antérieurs t ra i tant  de ce sujet ; dans l'hamiltonien 

de Girardeau ( 1 )  rentrent l e s  opérateurs d'atomes "idéaux" dont l a  sigpification 

physique semble obscure. 

L'hamiltonien général obtenu contient tous l es  hamiltoniens des 

processus pouvant se produire entre l e s  atomes, l e s  électrons e t  les  protons. 

Notre étude a permis donc l 'unif icat ion de l a  théorie des particules 

composées e t  cel les des particules constituentes. 

Une généralisation de ce travail  à des plasmas contenant des atomes 

dont l e  cortège électronique es t  supérieur à un e s t  possible, moyennant un choix 

adéquat de l'opérateur F ; cette étude pourra s'appliquer au formalisme molé- 

culaire en seconde quantification. 
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pour calculer [ $+(x), F 1 il su f f i t  de calculer l e s  commutateurs 

suivants : [ dxl dx2 $+(XI $+(xl) $+(x2) +(xl) +(x2)> F I  

on commit l e s  commutateurs . [ ] dxl ++(XI $+(xl) $(x2)> F I  

et . [ $'(XI 1 dX1 $+(XI) $ ( X l f ,  F I  

Mais on va éliminer l e s  collisions d t i p l e s  c ' e s t  à dire éliminer l es  

t e m s  qui ont plus de deux créateurs à gauche. 

On peut écrire l e s  relations précédentes en fonction des opérateurs 

crétaeurs e t  annihilateur des é ta t s  d'un proton e t  d'un électron, en e f fe t  : 

dX1 dX2 $+(x) $'(xl) I t(x ) +(XI) I ( x ~ )  ce terme ne peut pas être mis 
2 

sur l a  fonction des opérateurs des é ta t s  d'un proton e t  d'un électron, il 

contient t r o i s  c rh t eu r s  à gauche par conséquent il sera éliminé. 



Il faut  calcules l e  cormnitateur suivant : 

seront négligés (il contiennent plus de 2 créateurs à gauche). 
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Supposons que c'est vrai à l'ordre 2p et montrons que c'est vrai 

à l'ordre 2p+l. 



Une démonstration analogue pour l'ordre pair. 

-ihF + 
Démonstration analogue pour e Jt (x) 2QF il suffit de remplacer 

x par X puisque l'opérateur F est symétrique en x et X. 
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verses m6thodes util is&s pais étudier l e s  interac 
en& 'pafictiles, méthode de perturbation, méthode de Hartree-Fock /-. 

decrivent que d'une manière approci_&. 

Ce travail a été basé sur le foniaalisme mathehatique des alg&bres 1 l 

qui permet de construire lJale;èbre des opérateurs d'un systhe de 
&?$zk2J es en seconde quantification e t  d'obtenir t&es :C<~T + 

et ci1 anticommutation qui caract&isent ce syst&ne*~&$$$ 
.'.-. * 

plasma d lhyckogène partiellement ionisé (cas 
ï a  transformation T qui laisse le sous espace 

'avoir les op&ateurs de champ des partinil 
du système e t  donc d'obtenir un hamilton 

ens dea processus pouvant se p'oâuire entre les 
o~hs !processus d l ionisation, de recombinaison, 

onde quantification 


