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INTRODUCTTION.

Le travail présenté dans cette thése comporte deux parties toutes

deux consacrées aux mesures aléatoires mais différentes quant a leur sujet.

La plus ancienne de ces parties a déja fait 1‘'objet d'une publica-

“tion dans la revue de 1'I.R.M.A. de Lille (Vol. 4, Fasc. 1, 1982), et est
rejetée en annexe. Indiquons briévement qu'il s'agit d'une &tude qui se situe
dans la lignée des théorémes de représentation dis & A.V. SKOROKHOD ([3d],
[31]), J. GEFFROY et O. JOUANDET [32], R.M. DUDLEY [33], et P. JACOB ([3],
[36]). A une famille donnée T de mesures boréliennes positives sur un

espace métrique séparable, nous associons un processus {f; ; u e M} tel que,
pour tout élément ue T, f; est un processus ponctuel de Poisson de mesure
moyenne u. La construction est faite de fagon que {f; ; U e M} présente

des propriétés de continuité Torsque M est muni de la topologie "faible

a distance finie". Une telle représentation est un outil trés efficace
Torsqu'il s'agit d'établir certains résultats de convergence (par exemple
[ s [2] 5 B37]).

La partie principale, plus récente, expose des résultats obtenus
plus récemment, avec le concours de P. JACOB, sur les mesures aléatoires du
second ordre. IT1 s'agit 1a d'objets mathématiques dont 1'étude remonte aux
travaux de K. KRICKEBERG [10], D. VERE-JONES [11] ol la notion de moment

d'une mesure aléatoire est notamment introduite.

On connait par ailleurs les travaux de J. GEFFROY, H. ZEBOULON,
P. QUIDEL sur les convergences stochastiques de mesures aléatoires et de
processus ponctuels ([1] 3 [2] 5 [9]) et leurs développements. Cependant

il manquait jusqu'ici une €tude de la convergence en moyenne quadratique
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des mesureé aléatoires du second ordre ; c'est cette lacune que nous avons
essayé de combler ici, en utilisant 1a notion de moment : la convergence
en moyenne quadratique d'une suite de mesures aléatoires du second ordre
(u;) vers une mesure aléatoire du second ordre 1 est caractérisée par
la convergence faible a distance finie de la suite de moments

EC(uy, = 1) 8 (uy

n - u')} . Une telle étude a, a3 notre connaissance été

négligée jusqu'ici par les auteurs travaillant sur les mesures aléatoires

du second ordre. Il s'agit en effet, dans leur optique, de généraliser les
processus du second ordre : par voie de conséquence, 1'espace ol se réalisent
les mesures aléatoires est un espace des temps plus ou moins général (R ou
un groupe localement compact) permettant des travaux sur la stationnarité
temporelle. Pour nous, les mesures aléatoires du second ordre se réalisent
sur un espace ol elles présentent des propriétés spécifiquement spatiales,
et évoluent par ailleurs en fonction du temps : il s'agit donc, & proprement
parler, de processus "& valeurs mesures", que nous appellerons mesures
aléatoires évolutives du second ordre ; les exemples intuitifs ne manquent
pas, que 1'on considére Tes nuages se déformant dans le ciel, les migrations

d'oiseaux ou 1'envahissement d'une pelouse par la mousse

Mais c'est sans doute vers la mécanique statistique qu'il faudra

chercher les principales applications.

Pour le moment, i1 va sans dire que nous sommes loin d'avoir
réalisé ce vaste programme ; la simple étude des propriétés de 1a notion
de convergence en moyenne quadratique des mesures aléatoires nous a en
effet contraint & compléter ce que 1'on sait déja de la convergence faible
a distance finie des mesures positives et qui fait 1'objet du premier

chapitre.

Dans Te second chapitre, nous &tendons des résultats de compacité

faible a distance finie aux mesures a signe.
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Dans le troisiéme chapitre, nous étudions les mesures sur les
espaces produits, et plus spécialement les classes fonctionnelles qui

déterminent la convergence faible sur ces espaces.

Dans le quatriéme chapitre, nous abordons enfin la convergence en

moyenne quadratique des mesures aléatoires ; les résultats principaux sont :

- un théoreme de caractérisation de cette convergence pour les
mesures aléatoires positives,

- un théoréme de complétude essentiel pour les applications.

Nous généralisons ensuite ces propriétés aux mesures aléatoires
a signe et nous terminons par une introduction & 1'étude des mesures aléa-

toires évolutives du second ordre.



NOTATIONS USUELLES.

Notre intention n'est pas de consigner ici toutes les notations que
nous serons amenés a utiliser. Nous voulons tout simplement préciser certaines

d'entre elles, qui seront systématiques.
(X,d) désigne toujours un espace métrique séparable.
Pour toute parfie A de X, on note :
3A : la frontiére de A.
A€ . e complémentaire de A.
A® : le dilatée de A & ¢ prés, ¢ € RT* .
A = {xeX:d(xA) < el
A : 1'adhérence de A : A = {x € X : d(x,A) = 0}
On désigne par B 1la tribu borélienne de X et par Bb 1'anneau

des boréliens bornés de X.

C désigne 1'ensemble des fonctions numériques continues et

bornées sur X.

C, désigne le sous-ensemble de C, constitué par les &léments

b
de C qui sont & support borné sur X.

ct (resp. C;) désigne le sous-ensemble des éléments positifs

de C (resp. Cb).

Mb désigne 1'espace vectoriel des mesures a signe bornées sur

(X,B) .

est le sous-ensemble constitué des éléments positifs de Mb‘

o +



+ . . o -
M désigne 1'espace des mesures positives, finies sur Bb .

M désigne 1'espace des "mesures a distance finie ", appelées
simplement mesures dans ce qui suit ; il s'agit des fonctions d'ensemble A
définies sur B, a valeurs dans R , o-additives sur Bb , telles que
A(@) = 0. D'aprés [14], tout élément X de M posséde une décomposition
minimale unique sous Ta forme A = AT =A™ avec Went et AT ent
cette décomposition déduite de la décomposition classique de Hahn Jordan
des mesures bornées, portera simplement dans ce qui suit, le nom de décom-
position de Hahn-Jordan.

X2 est le produit cartésien X x X , qu'on munit de la métrique

d? = max(d,d).

On adopte, pour simplifier des notations semblables a celles
données pour X. Ainsi :
82 désigne la tribu borélienne de X2
désigne 1'anneau des boréliens bornés de X2

M désigne 1'ensemble des mesures sur X2

Mg désigne 1'ensemble des mesures bornées sur X2
C désigne 1'ensemble des fonctions numériques continues, bornées sur
C2 désigne le sous-ensemble constitué des &léments a support borné de



CHAPITRE 1

+

L ET SR M* . RAPPELS .

TOPOLOGIES SUR M

Dans cette partie, nous donnons la définition de la convergence
_faible sur M; et celle de la convergence faible & distance finie sur T
Nous rappelons quelques résultats somme toute classiques sur M; et M
dont le but est de saisir les liens immédiats entre topologie faible et
topologie faible & distance finie ; ensuite, ces résultats sont susceptibles

d'étre utilisés dans la suite du travail.

D . V21 A +
Définition 1.1.- Une suite (un)ndw d'éléments de Mb converge
faiblement vers u si et seulement si, pour toute fonction he C :
1im J h dun = J h du .
Nt /X X

Cette convergence est notée : Wy ==> U .

Theorneme 1.1 d'Alexandrov ou théoneme du pornte-manteau :

Soit (un) une suite d'éléments de M; ; les assertions suivantes

sont équivalentes :
i) By T U
ii) Vh , fonction numérique uniformément continue sur X, bornée :
Tim J h dpn = J h du .
n>toe 1 X X

jii)  lim un(x) = u(X) , et pour tout fermé F de X :

n—o

Tim sup u (F) < w(F) .
Moo "



iv) Tlim un(X) = u(X) et, pour tout ouvert 0 de X :

n->©

1im inf pn(O) > u(0) .

n-oo
v) Pour tout borélien A tel que wu(dA) =0 :

Tim un(A) = u(A)

n->
Cette notion de convergence faible sur M; est en fait la conver-

gence des suites dans 1'espace métrique (M; s p.) » OU pp est la distance

p
de Prokhorov définie par :

€ €

VQU,v) € M; T o(u,v) = infle >0 : u(F) < v(F7) +e 3 v(F) s u(F) +¢ 3

b
F fermé de X} .

La topologie induite par pp sur M; est l1a topologie faible.

e \
Théoneme 1.2.- L'espace (Mb s pp) est un espace métrique sépa-

rable.

L

Théoneme 1.3.- L'espace (M; , pp) est un espace métrique complet

si et seulement si (X,d) est un espace métrique complet.

A E—

Theoneme 1.4. (Prokhorov).- On suppose que (X,d) est polonais.
Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une partie M de Mg soit

relativement compacte est que :
i) sup {u(X) 5 v e Mt <+ o
ii) Pour tout € > 0, il existe un compact K C X tel que :

sup {u(X - KE) s we M <e .

Remarque : Cette condition n'est plus nécessaire quand  (X,d)

n'est pas complet, mais elle reste suffisante.
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Déginition 1.2.~ On dira qu'une suite (“n)ndN d'éléments de M
converge faiblement & distance finie vers u si et seulement si, pour toute

fonction h e Cb :

1im J hdy = J h du
n>teo 7 X n X

Cette notion de convergence faible a distance finie sur M+ est en fait la
convergence des suites dans 1'espace métrique (M+ » P) s 0 p estla

distance de Geffroy définie ci-dessous :

Déginition 1.3.- Fixons un point arbitraire 0 dans X, pour

tout r e R , soit B(O,r) 1la boule de centre 0 et de rayon r ; posons :

V(u,v) € M o (1v) = Inf {e >0 : u(A) < w(AS) + € ; A e B A°CB(O,r))
et
Vﬁp,v) e 1t pr(u,v) = Max {Or(“’v) , Or(v,u)} .

La famille (pr)reR+ est une famille croissante de semi-distances induisant

§

la topologie faible & distance finie ; il existe une métrique uniformément

équivalente a (pr)r€R+ ; la plus "naturelle" est sans doute :

o= Loy
r=1 2 (1+pr)

=

p s'appelle la métrique de Geffroy ou métrique de la convergence faible a
distance finie, dont 1'emploi donne une réelle aisance technique dans 1'étude

de certaines questions relatives aux mesures aléatoires et aux processus

=

ponctuels. Pour des détails, on s'adressera a [1] et [2].

Remarque : Si on change d'origine (prenons 0' e€ X par exemple),

-

on obtient une métrique p' uniformément équivalente a o : de fagon plus
précise : '
2k 8 ok
o
ol k est le plus petit entier tel que k > d(0,0') voir [2].



Theoneme 1.5.- Soit (“n)néN une suite d'éléments de M' et

U e Mt s Tes propositions suivantes sont équivalentes :
i) lim p(un,u) =0
N0
i) Vhec, ., lim J h du = f h du
N>+ /X X

iii) Pour tout A e Bb : u(dA) =0

Tim un(A) = u(A)
N-too

jv) Pour tout borélien fermé borné F de X :

Tim sup un(F) < u(F)
N-+oo

et pour tout ouvert borné 0 de X :

Tim inf u (0) > u(0) .
N~

Pour une reconstitution de la démonstration de ce théoréme nous
renvoyons a [2] et [3].

Le théoréme I.5. est un théoréme du "porte-manteau” sur (M+ s P) >

assez pratique pour caractériser la convergence faible a distance finie &

1'aide de p.

Le rapprochement des théorémes I1.5. et I.1. met & nu la similitude
entre la topologie faible & distance finie et la topologie faible. On
remarque alors que si (X,d) est borné, les deux notions coincident car

Cb = C et tous les boréliens sont bornés.

Theondme 1.6.- [2] . Comme (X,d) est un espace métrique

séparable, (M+ > P) est un espace métrique séparable.
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Theoneme 1.7.- [4] . Si (X,d) est complet, alors (M  , p)

est complet.

Les théorémes I.2. et I.6. puis I1.3. et I.7. montrent que les
topologies faible sur M; et faible a distance finie sur M’ , tiennent

leurs propriétés de la topologie de X.



CHAPITRE 11

TOPOLOGIE FAIBLE A DISTANCE FINIE SUR M ET TOPOLOGIE
FAIBLE SUR M

Par analogie avec la topologie faible sur M; , la topologie
faible sur Mb est la topologie dont une base de voisinages de tout

K3 Mb est donnée par les ensembles de la forme :

4 ={\)€M:IJ f.du-Jf.d\)|<a.,'i=1,...,k}
(Us€1,...,€k,f1,...,fk) b X 1 X 1 1

De méme, la topologie de la convergence faible & distance finie
sur M est la topologie dont une base de voisinages de tout p e M est

constituée par les ensembles de la forme :

\ ={veM: J f. du - I f.dv| <e, , 1=1,...,k}
(u,el,...,ek,fl,...,fk) l P P 3

ol €. € R+ s fi € Cb et ke N* .

Nous allons préciser les liens entre ces deux topologies ; la
premiére étant plus classique que la seconde, il nous sera possible de
déduire des résultats concernant la deuxiéme de résultats connus pour la
premiére. Pour ce faire, nous reprenons une idée de K. MATTHES ; J. KERSTAN ;

J. MECKE dans [5] p. 162.

Pour tout élément f de Cb » on définit une application Wf :



ot , VAeB:
+ -
uf(A) = I f du = J f du - J f du
A A A

W - u  étant une décomposition analogue a celle de Hahn - Jordan ;

vt et u appartiemment & M, voir [6] ou [7].

He est ainsi la mesure de densité f par rapport a la mesure u.

Pour toute fonction f ¢ Cb , S1 on pose :

+ -
f =f. 1{f>’0} et f =- f. 1{f<0}

on obtient une expression de la variation totale de e

el (x) = [ £t o+ J £ odut o+ J £ dp” o+ J £ dy” = J If] d|u] < + o
X X X

X X
Nous nous intéressons au lien existant entre la topologie de
la convergence faible & distance finie et la topologie induite par les
fonctions {Wf , fe Cb} quand Mb est muni de la topologie faible. Ceci
fait 1'objet du résultat suivant qui généralise [ p. 159].
—

Théoneme 11.1.- La topologie de la convergence faible a distance

finie sur M est la topologie initiale définie par (V¥ f e Cb} .

£ 5

Démonstration : Notons

T2 cette topologie initiale sur M.

T la topologie de 1a convergence faible sur Mb .

T1 la topologie de la convergence faible a distance finie sur M.

Pour u fixé dans M, nous montrons que tout T2-voisinage de u est un

Tl-voisinage de u et réciproquement.
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a) Une base de voisinages de T2 est constituée par les ensembles

de la forme :

2 -1

W 1= MY Y T (vy)
U,f_i,V_i,'IEI 1-€I f. 1

ol I est un ensemble fini d'indices, fi € Cb > Vi oun voisinage de
Ve () = He dans Mb au sens de la topologie T, Vie I .
i i
Etant donné Ta forme des voisinages Vi s ces ensembles peuvent

s'écrire :
Wb v kek = ) Yp v ety i[ 9 dv - J 9 dug | < g
Mol Vi RER ek T k

M {yeM: lf g, dv. - J g, dug | < e}
keK k VF, k Ve, k

N {yeM: IJ 9y fk dy - I 9y fk du| < ek}
keK

ot K est un ensemble fini d'indices et, pour tout k e K, 9y est un
élément de C; mais alors, pour tout k e K , 9 - fk € Cb ; donc tout

T2 -voisinage de p est un T1 - voisinage de u.
b) Réciproquement , considérons un T1 - voisinage de 1y :

1 .
W =M {yeM: }J f, dy - J f, dy| < ¢} avec K fini.
u,ek,fk,keK keK k K k

Pour tout k € K, soit g, un élément de Cb défini ainsi

qu'il suit :

(=]
=~
——
>
e
i]
o
wn
-
x
™
—
<
™
>
Q.
-
<
w
—h
e
N\
—
——
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est une fonction uniformément continue et & valeurs dans [0,1]. Alors

%
1 i . _
Miyep o fyokek = (0 et ‘J Fe 9y du [ fie 9 drl < e}
= M {yeM: IJ f, du f.ody | <¢g}
keK k 779y k=g Tk

-1
Ny M:de
{ve { k dHg

- { f, dv| < g}
kek Ik b )k k

k
Par conséquent, tout Tl— voisinage de pu est un Tz-voisinage deu. B

Théoneme 11.2.- Une partie A de M est relativement compacte
si et seulement si, pour toute fonction f € Cb s Wf(A) est relativement

compact dans Mb .

Démonstration :

1) d'aprés le théoréme II.1., la topologie de la convergence faible

3 distance finie sur M est Ta topologie 1a moins fine rendant continues les

applications {Wf , fe Cb}.

Soit AC M une partie de M relativement compacte au sens de
cette topologie. Pour tout élément f de Cb > Wf(ﬂ) est 1'image continue

d'un compact, donc compact. Comme Wf(A) contient Wf(A) , i1 en résulte que

Wf(A) est relativement compact dans Mb pour la topologie faible.

2) Nous démontrons maintenant la réciproque. Pour toute fonction

fe Cb » On pose :

Mb(f) = Mb
et on plonge M dans : 'n Mb(f) .
fer

On définit une application ¥ & partir des {Wf , fe Cb} par :
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Ve : ¥(u) = {Wf(u) , T e Cb} = {uf ,» T e Cb}

alors : ymMyc w Mb(f)
fer

donc ¥ est surjective de M sur 1'image de M.

Maintenant, si u et v sont deux éléments distincts de M, on

peut trouver f € Cb telle que :

J f du # J f dv

et donc, il existe A e B tel que :
J f du = uf(A) # J f dv = vf(A) .
A A

En d'autres termes, V¥ est injective.
¥ est donc une bijection de M sur son image.

Notons T, la topologie induite sur M par la topologie produit

3
de T'ensemble :

m Mb(f)
fer
Les T3- voisinages de toute u e ¥(M) sont les intersections avec Y¥(M)
des T3-voisinages de u dans ﬂ Mb(f) .
fer

Or, un systéme fondamental de T3-voisinages est de la forme
m  V(f) ol V(f) est un voisinage de Mg dans Mb pour la topologie

feé
T, et ou les V(f), sauf un nombre fini, sont égaux a Mb .

Un systéme fondamental de voisinages de u dans Y(M) ,

pour T3 , est donc de la forme :

M {veM: v
feF

£ € V(f)}
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ol F est une partie finie de C_ , et oG, pour tout f e F , V(f) est

b
un voisinage de base de He pour T.

Ce systéme n'est autre qu'un systéme fondamental de voisinages
de T2 , ce qui montre que ¥ est un homéomorphisme de M sur son image.

Alors, si AC M est telle que, pour toute fonction f e C ¥

b 9
relativement compacte, les inclusions :

A= ©m V¢

fer

AAC 7 Wf(A)

[Amc
fer

et le théoréme de Tychonov montrent que A est relativement compacte. BB

P . .
Théoneme 11.3.- Une partie M de M est relativement compacte

si et seulement si :

1) VB e B sup |u] (B) < + = .

b LeM

2) Pour toute suite <hn)néN d'éléments de Cb qui tend vers O

en décroissant ;

Tim sup Jhn diul =0 .
n->e ueM

Démonstration : En vertu des théorémes 25, 26 et 27 de

VARADARAJAN [8] et du théoréme II1.2. M est relativement compacte si et
seulement si, pour toute fonction f € Cb :

a) Wf(M) = {uf » f € M} est borné en norme :

sup [ue| (X) < + .
ueM

b) Pour toute suite (gn)n>1 d'éléments de € qui tend vers 0

en décroissant : 1im sup J 9, dlUfl =0 .
n ueM
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I1 nous suffit alors de prouver les équivalences suivantes :

1) <==> a) et 2) <==>b)

o) Démontrons d'abord 1) <=—=> a).

¥ Soit Be B, ; il existe une fonction f , & valeurs dans [0,1],

continue, a support borné telle que :
f(x) =1 Wxeb
or : Jug| (X) = j f d|u] = |u| (B) donc a) =>1) .
X
¥ Réciproquement, soit f e Cb , de support Sf ; ona:
sup |uf (Sg) <+
LeM

Donc, comme |f| est bornée :

sup [1F1 dlul = sup lugl (x) < +

ueM HEM

c'est-a-dire : 1) => a) .

B) Démontrons enfin 2) <==> p).

% Tout d'abord b) => 2) : en effet,
Soit (hn)n21 une suite d'éléments de Cb telle que : h, +0.

Soient S1 le support de h1 et f une fonction continue bornée telle que :

-
—
x
~—
]

0 Vi e ly @ d(y,s)) 31} .
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Pour tout n > 1 , on peut écrire :
J ho dlu} = J h, f dlu] = J h dfuel

*x Réciproquement, soit f un élément de Cb et soit (gn)n>1
suite d'@léments de C qui tend vers 0 en décrcissant ; alors, pour
tout n>1, ona :

|fl g,eC, et [flg + O

n-—>co

ainsi : sup J 9, |f| dlu] = sup J 9, dlullfl — 0
ueM HeM n-o

or lu‘!fl = qul
Par conséquent 2) =>b) . B

Nous étendons 3 M tout entier, dans le théoréme II.4. ci-dessous,

un résultat connu pour les &léments de M' [5 p. 162].

—

Theoneme 11.4.- Supposons que (X,d) soit, en plus de sa
séparabilité, complet ; alors, une partie de M de M est relativement

compactesi et seulement si :

1) VBeBb,sup lu| (B) < +

ueM

2) YBes, , B ferme, Ve >0, Ik CB tel que :
sup |u) (B -K)<e. (K. compact)
ueM €

Nous donnons de ce résultat deux démonstrations ; la premiére

s'appuie sur le théoréme II1.3. et la deuxiéme est directe.
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Premiére démonstration : Le théoréme II.3. montre que M est

relativement compact si et seulement si :
M} = {ful 5 nweM

est relativement compact dans u ; le théoréme II.4. est donc une conséquence

immédiate du théoréme 3.2.5. de [5]. =

Deuxiéme démonstration (démonstration directe).

a) Supposons que M CM est relativement compact ; soit f une

fonction continue, bornée, a support borné, égalea 1 sur B .

Pour tout élément pe M, u et e coincident sur B qui est
métrique, séparable et complet comme fermé d'un espace polonais ; or,
d'aprés le théoréme II.2., {uf » u e M} est relativement compact dans Mb
pourvu que M Tle soit dans M ; en appliquant le théoréme de Prokhorov,

on obtient immédiatement Tes conditions 1) et 2).

b) Supposons maintenant que 1) et 2) soient réalisées et
démontrons que : pour toute f € Cb s Wf(M) est relativement compacte. On

peut naturellement supposer que |f| < 1 ; on désignera par S_. Tle support

f
de f , et, pour tout borélien B , on posera Bf = Sf NB ; alors :

sup Iul(B) = sup | ] dlul = sup | |F] dlu] < sup |u] (B;) <+
f B LeM f

ufewf(M) ueM Bf | ueM
d'autre part, pour tout compact K :
sup  |ug| (X-K) = sup J [T d|u| = sup f [Fldful < sup [u| (Sg-Ke)
ufewf(M) yeM < X-K neM Sf-Kf peM

pour tout € > 0 , on peut choisir K_C S tel que sup |u| (Sg - K) <es
LeM

comme KE est aussi compact de X, et comme KE £ = K6

sup |uf| (X-K) < e .
ufewf(M) :
Le théoréme de Prokhorov montre alors que Wf(M) est relativement faiblement

compact. B
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Theoneme I1.5.- Supposons que X = Rk , muni de sa métrique
naturelle ; une partie M de M est relativement compacte si et seulement
si

VB e B, » sup lu| (B) < + .
ueM

Démonstration : Soit (hn)nzl une suite d'éléments de Cb s

qui converge vers 0 en décroissant ; d'aprés le lemme de Dini, 1la
convergence de la suite (hn)nzl vers 0 est uniforme sur le support S
de h1 qui est un fermé borné de Rk , donc compact. Dans ce cas, la
condition 2) du théoréme II.3. est automatiquement satisfaite dés que la

condition 1) est remplie. W

Remarque : On retrouve ainsi, enfin de compte, Ta condition
classique de compacité d'une famille de mesures de Radon pour la topologie

vague.
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CHAPITRE 111

MESURES SUR L'ESPACE PRODUIT X x X.

(@ - PRELIMINAIRES.-

Dans cette étude, on munit 1'espace X2 = X x X de Ta métrique

Q.
1}

Max(d,d) , définie comme suit :

Y = (Xl’XZ) € X2 2
) d™(x,y) = Max{d(xl,yl), d(x2,y2)}
Wy = (yys¥,) € X

Comme (X,d) est séparable, il en est de méme de (X2,d2).

Notons B 8 B 1la tribu produit de X2 (tribu engendrée par les
rectangles A xB: AeB et BeB); B2 étant la tribu borélienne de X2 .

on a en général 1'inclusion suivante :

B8 BC B

Cependant, comme (Xz,dz) est séparable, 82 = B 8 B.

Nous donnons d'abord quelques propriétés immédiates concernant

le produit de deux éléments de M.

Propriéte 111.1.- Si u et v sont deux éléments positifs
de M (ce sont deux mesures o-finies) il existe une mesure unique

u8 v sur (XZ,BZ) vérifiant :

VaeB, YBeB w8 vAxB)=uA) . uB) .

Notons de suite que 1 8 v est aussi un élément positif de MZ.
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Propriéte 111.2. - (Décomposition de HAHN-JORDAN) .

Soient u et v deux éléments de M, de décompositions de

Hahn et Jordan respectives u+ -u et vho- T ; ona:
+ -
uBv=(uBv) - (udv)
avec wev)y =y evi+u eV

(v 8 V)

n

+ - - +
U 8v +u 8v

Démonstration : Soient (D+,D-) et (A+,A_) des décompositions

de X, associéesrespectivement 3 p et ada v ; ona:

+

Fevtot xay =t e vt x )y =T e ViDT xaT) =0 .

s e g + + - + +
Ce qui signifie que u 8 v  est concentrée sur D x A

Deméme : u B8 v est concentrée sur D x A

- + < - +
u 8w est concentrée sur D x A

+ - . + -
u 8 v est concentrée sur D x A

si on pose : bt = (0" x 2"y U (07 x &)
et D" = (0" x 8Ty U (D x &")
i1 est immédiat que : (u ® v)+ A VLT

(n 8 V) u-8v++u+@\)_.l

I

—

produit des variations totales de u et v ; c'est-da-dire :

Proprniéte 111.3.- La variation totale de u 8 v est égale au

(w8 v = |u| 8 [v]
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Démonstration : 11 suffit de le montrer sur les pavés mesurables

A x B.

+ + - + - - +

Or [u 8 v|(AxB)=u(A) v(B) +u (A) v (B) +

LAy + w7 ()] V(A) + v (B)]

(lul 8 [v]) (A xB)

Ce qui prouve le résultat annoncé. B

Propriéte 111.4.- On rappelle qu'une fonction numérique mesurable

définie sur X2 est (u 8 v) - intégrable si, par définition elle est

(u8 V)" et (n®v)” intégrable.

D'aprés la propriété III.2., pour qu'il en soit ainsi, il est
nécessaire et suffisant que f soit u 8y , w8V , u 8V

et u 8 v’ - intégrable.

On a alors :

Jzfdu8v=szdu+8v++J2fdu_8\)--szdu+8v--J2fdp—8v+
X X X X X

En particulier, le théoréme de Fubini est conservé :
J 5 fdu®v = J du J fdv = J dv J f du .
X X X X X

- CLASSES DETERMINANTES, C-DETERMINANTES ET C-DETERMINANTES SUR M”.

Les notions de classes déterminantes et C-déterminantes de
boréliens pour la convergence faible d'une suite de probabilités sont

utilisées par Billingsley dans [7 p. 15] .

Nous prenons ici une version fonctionnelle de ces notions,

relativement & la convergence faible a distance finie sur M2. IT s'agit
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de trouver un sous-ensemble assez simple de Cg qui suffit a déterminer

la convergence d'une suite d'éléments de M2 .

Sauf mention expresse du contraire les topologies envisagées sur

Mg et M2 sont respectivement les topologies faible et faible & distance
finie.
Déginttion 111.7.- Nous appellerons classe déterminante sur M2 ,

2

b de fonctions telle que : Vi e M2 R W e M2 :

toute famille FC C
deu=ffd\) VEeF =>u=v.

On définit de facon analogue une classe F C:C2 , déterminante sur Mg .

Definition 111.2.- On dira qu'une classe FC Cﬁ de fonctions

est C-déterminante sur M2 si, pour toute suite (un) d'éléments de M2 s

1'affirmation
EV? e F; J f du —H-J f du] implique : [u — u_ faiblement & distance
n 0 n 0 .
finie].
On définit de fagon analogue une classe FC C2 , C-déterminante

sur M

o N

P . 2 . .
Déginition 111.3.- Soit FC Cb ; on dira que F est une
classe C-déterminante sur M2 si, pour toute suite (un) d'éléments

2

de M~ , 1'affirmation :

DV? e F, (J f dun)neN converge|
X

implique : i1 existe Mo € M2 et My~ faiblement a distance finie.

On définit de facon analogue une classe FC 02 , C~déterminante

sur ME .
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Remargues :

1) I1 est clair qu'une classe C-déterminante est une classe

déterminante ; la réciproque n'est pas exacte en général.

2) La classe Cg est déterminante sur M2 » elle est méme

C-déterminante par définition de la topologie faible & distance finie.

3) Si une classe est C-déterminante, elle est a fortiori

C-déterminante.

Théoneme 111.17.-

La classe F' = {f(x) g(y) s feC, geCl estdéterminante

sur M

o N

Démonstration : Soit A X B un rectangle ouvert non vide de X2 ;

a partir de 1'ouvert A, on construit une fonction continue fk telle que :

"
0<f 1

K <
{ f(x) =0 Vxen

Vxe AR = e m s d(oR) s 1)

~—
—+
=

—

x
~

1t
=

De méme, a partir de 1'ouvert B, on obtient une fonction 9 continue :

¢ gk(x) =0 Vx e B®

V& € B_l/k

(=]
=
—
x
~—
]
[y

(fk gk)de* est une suite croissante de fonctions positives telle que :

£ () 9, () * Ty, Vixey) € £
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Si u est connue sur X , le théoréme de la convergence monotone
[ par exemple 16 p. 111 ] appliqué & u' et 8 u  montre que u est connue
sur tout rectangle ouvert A x B. Or, tout ouvert de X2 est une réunion
dénombrable de rectangles ouverts, et 1a classe des rectangles ouverts est

stable par intersection finie. On connait ainsi la mesure u(0) de tout

ouvert de X2 , ce qui détermine u.

Theoneme 111.2.-
La famille de fonctions F = {f(x) g(y);f € Cb » € Cb} est

déterminante sur MZ.

Démonstration : Supposons que 1'on connaisse, pour une mesure

T M2 , les intégrales

J hdu, hetF.

. ¥ -
Alors, si ueF , hueF et on connait

J hu du = J u dph

D'aprés le théoréme III.1., F est déterminante sur Mg 3 My

est donc connue, V% e F .

Soient maintenant f et g deux éléments de C et h un &lément
de CE , de support H ; i1 existe un pavé A x B contenant H ol A et B
sont des fermés bornés de X. A partir de f et g, on construit un couple

(f',g') d'éléments de C_ = tels que :

g(x) Vx € B
0 Y e (81)C .

-
—
>
~—

|

= f(x) VxeA jg‘(x)
' 1,c .
fr(x) = 0 Vi e (AY) L9 ()

On rappelle que A1 et B1 sont les dilatés respectifs de A et B a

T'unité preés.
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On pose ensuite :

1
-+
—
x
~—
[{a]
—
<
~—

u(x,y)

|

—
—

x
~—
(]
—
<
~—

u'(x,y) =
Puisque u' € F , on connait les intégrales :

J u duh = J u' duh = J u' hdu = J h duu.

Ainsi, My est connue pour toute fonction h e Cg » Ce qui détermine u. B

Nous allons maintenant voir si la famille F est C-déterminante
2 s . . . ..
sur M~ ; nous donnons une condition suffisante pour qu'il en soit ainsi

dans le :

Théoneme 111.3.- Une condition suffisante pour que

-t
I

{f(x) g(y) ; fe Cb » g€ Cb} soit C-déterminante sur M2 est que

-
1]

{f(x) g(y) ; feC,geC} soit C-déterminante sur ME .

e S

. * ; .
Démonstration : Supposons que F  est C-déterminante sur Mg .

Soit (un) une suite d'éléments de M2 telle que :
r
Jhdun——»Jhdpo , VheF

Si ue F* , alors hu e F et donc :

- N>+ -
J uh dun = J u d”n,h —-———e—f uh duo = J u d”o,h

Ce qui montre ﬁue la suite (un h) d'éléments de MS converge faiblement

vers u ., pour toute fonction h e F.

Soient a présent (f,g) un couple d'éléments de C et h un
élément de Cg de support H. I1 existe un pavé A x B contenant H ol
A et B sont des fermés bornés de X. On définit un couple (f',g')

d'é@léments de Cb' exactement comme dans le théoréme III.2..
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f' =f sur A g' =g sur B
f =0 sur (AL g' =0 sur (BL)C
et on pose : u(x,y) = f(x) g(y)
u'(x,y) = f'(x) g'(y)
N>+
Alors : J u dun,h = f u' dun,h = J h dun,u' — J h duo,u' = f u' duo,h

= J u d“o,h

ce qui prouve que (pn h)neN converge faiblement vers My.p » Pour toute
fonction he Cg ; donc (un) converge vers faiblement & distance

finie sur MZ. B
Corollaine 111.3.- Une condition suffisante pour que

F' = (F(x) . g(y) 3 FeC ,geCl} soit C-dterminante sur Mt est

que o {f(x) . g(y);fe c*, gec’) soit C-déterminante sur ME

IT ne semble pas, néanmoins, que Fr soit C-déterminante sur Mg 5

*+ 2+

cependant, F est C-déterminante sur M~ , ce qui permet d'énoncer le
b

résultat suivant, a rapprocher du théoréme 3.1. de Billingsley [7 p. 20] .

—

Théoreme 111.4.-

La famille F' ={f(x) g(y) ;s fe C; s g€ C;} est C-déterminante

sur M2+ .

Démonstration : D'aprés le corollaire III.3., il suffit de montrer

que la classe F*¥ ast C-déterminante sur M§+ .

Soit (un) une suite d'éléments de M§+ telle que :
*+
Yher f h dy — f h du

Le probléme est de montrer que (un) converge vers faiblement.
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Remarquons que, comme (X,d) est séparable, il existe, d'aprés
le plongement classique de (X,d) dans [D,l]N , une métrique d' équivalente
a d telle que (X,d') soit totalement borné. On conserve donc la méme
tribu borélienne pour X. Ainsi, X2 , espace métrique séparable, peut étre
considéré comme un sous-espace topologique d'un espace compact K2 métrisable.

La tribu borélienne de X2 est alors :

BZ={AﬂX2,AeBz}
K

ol B 2 est la tribu borélienne de K2
K

Pour tout n e N , on prolonge la mesure M, €n une mesure ﬁn

2

sur (K~ , B 2) en posant :

K
- ) 2
Vh e BK2 B(A) = (AN XS .

Soit f une fonction continue sur K2 ; sa restriction f a X2 est
continue. D'aprés une conséquence du théoréme de STONE-WEIRSTRASS, il

existe, pour tout € > 0 , une fonction EE sur K2 de la forme :

k. (6y) = 1 o, hix) g
iel

(¥)

ol I est un ensemble fini d'indices et ﬁi et 51 des fonctions continues

positives sur K, qui approche uniformément f & € prés c'est-a-dire :
[|f - EEII <e.

Mais alors, en désignant par k8 la restriction de Ee a X2 et par hi

et g, celles de 51 et 51 a X, il vient :

[[f - k|l <e
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Par conséquent :

i

l{KZ f(x,y) ﬂn(dx,dy) - JKZ f(x,y) ﬂo(dx’dY)‘ <eq
+ lj EQ(X,Y) ﬁn(dx,dy) - J Eg(x,y) ﬂo(dx,dy)|

Ce qui donne :

S| < e 08) + e ) +

—
=~
~n
—h
——~~
=
<
o
=1
——
o
x
-
(e X
<
g
]
g—ﬁ
N
—h
——
>
-
<
g
=1

+ 1 ol X IJ hy(x) 95(y) w,(dx,dy) - J hy (x) 9;(¥) u(dx,dy)|

Comme 1Xxx(x,y) et hi(x) gi(y) sont des éléments de Fr , on obtient :

Tim sup IJ?(X,y) i (dx,dy) - J?(x,y) Holdx,dy) | < 2 ¢ uo(Xz) , Ye>o.

n—>o

ce qui montre que (ﬂn) converge faiblement vers ﬂo dans K2 .

Soit maintenant C un fermé de X2 ; il existe un fermé F

de K2 tel que :

C=FNx

or, Tim sup ﬂn(F) < u
n

0(F) équivaut a

1im sup un(C) < uo(C)
n

Ce qui permet de conclure que (un) converge faiblement vers uj

puisque, par ailleurs :
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Remarque : Comme on le constate, cette démonstration n'est possible

que grdce a cette derniére condition, qui est reliée a la relative compacité

de la suite (un) , liaison justifiée par les théorémes de II .

C'est pourquoi nous ne pensons pas que la méme propriété soit vraie

pour des mesures & signe bien que nous n'ayons pas de contre-exemple.

Toutefois, dans M2 , nous pouvons énoncer le résultat suivant :

Théoneme 1I11.5.~ Soit (“n)néN une suite d'éléments de M ,

relativement compacte, telle que : VfefF, (J f dun) converge vers un
certain nombre «o(f) , alors, i1 existe une mesure b, € M2 telle que (un)

converge faiblement @ distance finie vers My -

La démonstration suit un schéma classique dont 1'argument essentiel

est que F est déterminante sur M.

Démonstration du théoréme III.5.~ Elle s'inspire de [7 p. 35].

Rappelons qu'une suite de nombres réels (Xn)néN d'un espace
métrique converge vers x si et seulement si toute suite partielle (Xn')’

on peut extraire une suite partielle (xn") qui converge vers X.

La suite {un ; n e N} étant relativement compacte, de toute

; n e N} on peut extraire une

suite partielle {un. ; n' e N} de {un ;

sous-suite {”n" ; n" e N} qui converge faiblement a distance finie vers

. 2
une certaine mesure M, € M-

Ainsi : VfeF, f f du, — o(f)

et : \/feF,deun..—*deuo
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Comme la classe F = {f(x) g(y) : f ¢ Cb 5 g € Cb} est
déterminante sur M2 , on conclut immédiatement que la mesure W, he

dépend pas des suites partielles (un.) et (un") considérées.

Ainsi, de toute suite partielle (un.) extraite de (un) on
peut extraire une sous-suite (unu) qui converge faiblement & distance

finie vers la mesure o Par conséquent :

It faiblement a distance finie .

A propos du théoréme III.5., signalons que Monsieur Te
Professeur J. GEFFROY nous a communiqué une jolie démonstration directe

d'un théoréme analogue, pour une suite de mesures boréliennes a signe

2 2k

sur X° = R . Nous tenons & 1'en remercier et reprenons le résultat ici

dans un théoréme III.5. bis.

Theoneme 111.5. bis.- Soit (un) une suite d'éléments de Mg

telle que :

¥ si f et g sont deux applications continues et bornées de Rk

dans R , on a

19 f du_(X,y) = 0
im JRZk (x) 9(y) du (xs¥)

*% i1 existe un élément v e M§+ , totalement borné vérifiant :
Iunl <V Yh e N

Alors, pour toute fonction h continue et bornée sur Rk X Rk

Hmj h(x,y) di (xsy) = 0
oo R2k n
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Remarque : On peut déja signaler que la condition :

Iuni £V, VE M2+ et L oeM

2
b n b > VneN

entraine Ta relative compacité de la suite (“n)ndN . Cette condition

explique donc bien 1'analogie entre les deux théorémes.

Des détails sur cette condition peuvent @tre trouvés dans

| [3 p. 47 Théoreme IV.1.] par exemple.

Dans le souci d'alléger les notations, nous faisons k =1 dans

la démonstration de ce théoréme.

Nous aurons besoin d'un lemme technique qui est le suivant :

Lemme I1I.7.- (“n)néN est la suite définie au théoréme III.5. bis,

ainsi que la mesure v . Soit A = [a,b[ x [a',b'[ une cellule quelconque

de R% telle que :

v({a} x R) = v({b} x R) = v(R x {a'}) = v(R x {b'}) = 0

Alors : Tim un(A) =0
N0

Démonstration : Tout d'abord, remarquons que 1'ensemble

X ={x eR:v({x} xR) >0} est fini ou dénombrable puisque une fonction
de répartition admet au plus une infinité dénombrable de points de disconti-
nuité. Pour les mémes raisons 1'ensemble Y = {y : v(R x {y}) > 0} est

au plus dénombrable.

Par conséquent, si a et b sont choisis en dehors de X et

si a est un nombre positif, on a :

Tim v([a - @, a] xR) = Tim v([b , b + a] xR) =0 (1)
a0 a0
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Soit € > 0 arbitraire. D'aprés (1), on peut choisir o > 0
suffisamment petit pour que :

vfa-a,b+a] x[a -o,b" +a] -A) <e. (2)

Ensuite, on peut choisir une fonction continue f(x) telle que :

f(x) =1 si xe [a,b[
$0<f(x) sl i xe[a-a a[U,b+q]
[ f(x) =0 sio xel-ea-a UD+o,+«f

De méme, on peut choisir une fonction continue g(y) telle que :

g(y) = 1 si ye[a,b'[

si  yela' -a,a'[ulb' ,b' +q

A\
[en]
n
w2
—~
~<
S
N
—

si yel-e,a' -] U +a, +=]

—
[{=]
——
<
e

1}
o

I1 existe, au vu des hypothéses, un rang no(e) e N tel que :
g = 1] 5 0 s) dn ()] < e 3)

Posons A'=[a-a,b+a] x [@ -oa, b +a] ; puisque f(x) g(y) =1

sur A, on peut écrire :

Mais il est clair que :

IJA'-A f(x) g(y) du (¥ | < u [ (A"-A) < v(A'-A) .
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L'égalité (4) nous donne alors, compte tenu de (2) et (3) :

nzn, => ]un(A)I < 2¢e

c'est-a-dire Tim u (A) =0 . |
n-oo

Démonstration du théoréme III.5. bis.-

Soit h(x,y) wune fonction réelle, continue et bornée sur R2 :
notons H= sup , |h(x,y)| . € >0 &tant un nombre arbitraire donné,
(xsy)eR

on choisit une cellule :

D= [a, » bO['x [ag > bé[ telle que : \)(R2 - D) < %
et : v({ao} x R) = v({b } x R) = v(R x {aj}) = v(R x {b}) =0 (1)
ona: WneN , IJRZ ] h(x,y) du (x.¥)] < e . (1)

La fonction h(x,y) é&tant continue sur D qui est compact y est
uniformément continue. Par conséquent, on peut fractionner D en un nombre

fini myr de cellules :

D5 = [a5 » a0+ [aJ'._l , aj.[ i=1,2,...,m et j=1,2,...,r

(avec a, = bO et a; = bé) telles que 1'oscillation de h sur chacune

d'elles soit inférieure a 2 et que les nombres a et a! satisfassent
v(D) )
des relations analogues & (i).
m r
ona s [ hexy) dmlay) = 5T [ hGxy) dugxy)
D i=l j=1 D

iJ
On peut aussi écrire :

o moon oo = | Iy agp) + 1000 dgon
iJ ij

avec |t(x,y)| < .
v(D)
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Ainsi :
r

m
JD ") iy xe) = 121 jzl h(aj_1> 25.1) Hp(Dyy) + JD T(x.y) du (x.y) (iii)

D'aprés le lemme III.1l., il existe n, € N tel que :

)<= V(i.5) .

mrH

o) = {0y

L'équation (iii) donne, Vh » n, : |J h dun{ < 2 .
D

Et enfin, Vﬁ > no :

thz gl < 1], bl e

hdu | e+ 2 = 3¢
R®-D D n

C'est-a-dire :

Tim J 5 h(X:y) dun(x,y) =0 . B
N>+ /R

A propos de classes C-déterminantes, donnons d'abord un résultat,

trés proche du théoréme III.3.

—

Théoneme 111.6.- Posons :

F={f(x) g(y) s feCogeCl} et F ={f(x)gly)sfeC,gel)

Pour que F soit C-déterminante sur M2 » 11 suffit que ¥ 1e soit

sur Mﬁ .

. ¥ cr = s .
Démonstration : Supposons donc que F  soit C-déterminante
2

sur M2 et que (un) soit une suite d'éléments de M~ telle que :

b
Vhoe F » la suite de réels (j h dun) converge.

2

I1 faut montrer qu'il existe Hy € M- et Moo Hy faiblement a distance

finie.
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Fixons heF ; soit ue F¥ :hue F et:

J hu dun = J u d“n,h

Donc la suite (J u d“n,h) est convergente, ce qui montre que (un,h)neN

converge faiblement vers une certaine mesure Myh pour h e F.
9

Soit (f,g) e C xC et he CE ; le support de h é&tant noté H,

il existe un pavé A xB (od A et B sont des fermés bornés de X)

contenant H. On définit un couple (f',g') d'éléments de Cb tels que :

f' =f sur A g' =g sur B
fr=0  sur (Ah)C gt =0 sur (BH)®
On pose u(x,y) = f(x) g(y) € F*

il
—
—
x
~—
[{e]
—
<
~—
M
-t

u' (x,y)

Alors, pour tout neN ;

J u dun,h = J uh dun = J u'h dun = f h d“n,u'

Comme {un u'}néN converge faiblement vers une certaine mesure
5

Hoou' J h d“n,u' m—»-J h d”o,u' donc (J u dun,h) converge,
pour toute u € Fr

Cela montre que (un h)néN converge faiblement vers une certaine

2

mesure U, .o s pour toute h e Cb .

. 2 .
Par conséquent, Vh e Cb s (“n,h)néN est relativement compacte

dans Mg. I1 en résulte, d'aprés le théoréme III.2. que (un) est relativement

2 . . .
compacte dans M~ ; on peut en extraire une sous-suite (un.) qui converge

2 . . .
dans M“ vers une certaine mesure u ; mais alors pour toute fonction

2

fe Cb s

J f dun.-——~+ J f du
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I1 en résulte que :
VFerF, J f du —> f f du

Nous savons, puisque F* est C-déterminante par hypothése, que F est

C-déterminante ; par conséquent,
W, W faiblement a distance finie . B

La classe F' &tant C-déterminante sur M§+ » on peut, au vu du corollaire

p. 365 de [20], énoncer.

Conoklaine 111.6.- Pour que F' = {h(x) . g(y) ; he c; , g€ c;}

soit C-determinante sur MoT , i1 suffit que
F* = (h(x) . a(y) s heC

]

—

+ 2+

,geC'} soit C-déterminante sur M

Théoneme 111.7.- Si (X,d) , en plus de sa séparabilité, est

complet, alors la classe Frt {f(x) g(y) s fe ¢t ge c*}  est

C-déterminante sur Mg+

Démonstration : Soit (un) une suite d'éléments de ME+ telle que :

Vhoe £ s (J h dun) converge .

I1 s'agit de montrer qu'il existe H, € M§+ et (un) converge

vers u_ faiblement.

D'aprés des raisons données au théoréme III.4., on peut considérer
X2 comme sous-espace topologique d'un espace compact K2 métrisable. La
tribu borélienne de X2 est alors :
B - (A0X2 5 AeB,)
K

ou B o est 1a tribu borélienne de K2
K
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Pour tout n e N , on prolonge M, €n une mesure ﬁn sur
(K2 ,B 2) en posant :
K

B(A) =u(ANKY) . AeB

n 2

K
Comme X2 est complet, c'est un G6 de K2 (intersection

dénombrable d'ouverts), donc une partie mesurable de Kz.

De la compacité de K2 » on déduit que (ﬂn) est relativement

compacte car :

sup ﬂn(KZ) < 4w
n

Une suite partielle (ﬂn,) converge donc faiblement vers une

mesure ﬁo sur (K2, B 2) ; si f(x) g(y) est le produit de deux fonctions

K
positives continues sur K, f'(x) g'(y) produit de Teurs restrictions

3 X estun élément de F'' : on en tire que :

{sz £(x) gly) B (dx,dy)} o = {sz £1(x) 9'(¥) 1y (dx,dy) o

converge et

JKZ F(x) 909) T (Baty) ——> [ 5 £ 9(0) B (dxudy) -
Par conséquent :

JKZ f(x) g9(y) ﬂn(dx,dy) ————-—»-JKZ f(x) g(y) ﬁo(dx,dy)

et puisque la classe des fonctions de la forme f(x) g(y) (f et g

continues positives sur K) est C-déterminante , (un) converge vers M,

faiblement dans K2 : la démonstration se fait comme au théoréme I11I1.4.

- 2 o s
Ho prolonge une mesure H, sur X~ c'est-a-dire :

Hg(A) = u (AN 2y Yaes

K K
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Soit C un fermé de X2 ; i1 existe un fermé F de K2 tel

que :

C=Fnx

or 1im sup ﬁn(F) < 1 (F) équivaut a :

n

Tim sup p (C) s u
n n
Lo . 2 2
IT reste enfin & prouver que Tim un(X ) = uo(X )

Comme X2 est un G, , considérons une suite d'ouverts (Ok)

5
de K2 telle que :
0, + X
Tim sup Ti, (0}) > 1y (0F)
ponc  w (K2 - x%) =0, u (X%) = i () et Tim B (K8) = Tim o () = w (6.

n n
—
Conollaine des théondmes 111.6. et 111.7.- Si (X.d) est

séparable complet, alors la classe :
+ +
F=Af(x) 9(y) 5 feC s 9ecC}

est C-déterminante sur M2+ .

Démonstration : C'est une conséquence immédiate des

théorémes I11.6. et II1.7. B
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Théoneme 111.8.- Soient (un) et (vn) deux suites d'éléments
de M, qui convergent faiblement & distance finie respectivement vers Ho

t v .
e o}

Si X est polonais alors :

. S s .. 2
(un 8 vn)néN converge faiblement & distance finie vers Ho 8 Yo dans M

Prewve : La classe F est déterminante et, pour tout f e F :
r 8 du_ 8
J f dun v, T f f o 8V,

I1 suffit donc de démontrer que (un 8 Vn)néN¥ est relativement

compacte ; or, (“n)néN* et <Vn)neN* sont relativement compactes.

En vertu du théoréme II.4., on a :

* VB e By sup |u.| (B) <+« et sup |v.| (B) < + =
Qo n n
** VB e Bb , B fermé, Ve > 0 , 11 existe un compact g;g; B tel que :
sup lunl (B - KE) < e et sup }vnl (B-K)c<e
n n
Mais alors, comme pour tout n , |u | 8 lvnl = |un 8 vnl
(propriété III.3.) : B e B, » sup |un 8 vn] (B x B) < + =,

n
D'autre part, B € Bb , B fermé étant fixé, ainsi que € >0,
soit K€ un compact tel que :

sup |u | (B - K)) < e/2 sup |u | (B)
n n

et Sgp lvn| (B - Ke) < g/2 sup lunl (B)



-39 -

Comme : BZ-K§=[BX(B-Ke)]U[(B—KE)XB], on a :

[ 8 vl (8% = K2) < T (B) [yl (B = K_ )+ [yl (B-K) Iyl (B) <.

Ce qui montre que la suite (un 8 \)n) est relativement compacte. B

Remarque : Dans le cas ol (un) et (vn) sont des lois de

probabilité, on retrouve partiellement un résultat classique : (un 8 vn)
converge faiblement vers n 8 v si et seulement si (un) converge faiblement
vers u et (v ) converge faiblement vers v' [7 p. 21] . L'hypothése

de complétude de 1'espace X est surtout destinée a permettre 1'utilisation

d'un critére pratique de relative compacité sur M.

Cependant, contrairement & ce qu'on pourrait attendre au vu
du théoréme 3.2. [7 p. 21 ] la réciproque est fausse, comme le montre le

contre-exemple suivant :

Contre—exenmple :

Soit (\)n)neN une suite dans M qui converge vers 0 faiblement

a distance finie.

Soit (“n)néN une suite relativement compacte par exemple :
My = Sx si n est pair
0
My =" axo Si n est impair .

Pour toute fonction h de Cg » ONn a :
J o hO) 1y 8 v (ddy) = | % nxga) v (dr) —— 0

Donc (un 8 vn) converge faiblement & distance finie vers 0 dans M2 sans
pour autant que (un)ndN et (\)n)neN toutes les deux convergent faiblement

3 distance finie vers 0 dans M .

I s ' A
D'ailleurs (“n)neN n'‘est méme pas convergente . W
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CHAPITRE 1V

CONVERGENCE EN MOYENNE QUADRATIQUE DE MESURES ALEATOIRES D'ORDRE DEUX.

La topologie qu'on considére sur M est toujours la topologie

faible a distance finie.

On note BM (resp. BM+) la tribu borélienne de M (resp. de M+).
J. GEFFROY, P. QUIDEL et H. ZEBOULON dans [1], [2] et [9] ont &tudié Tes
convergences en probabilité, presque sire et en loi de mesures aléatoires
positives. Ce travail nous suggére d'aborder 1'étude de la convergence en
moyenne quadratique. Le moment d'ordre deux d'une mesure aléatoire u  est
défini, de facon classique dans [10] ou [11] par exemple, comme une mesure
E(p' 8 u') sur un espace produit. Nous utilisons cette notion pour définir

=

et étudier la convergence d'une suite de mesures aléatoires a signe. Avant

de passer a la convergence proprement dite, nous abordons quelques propriétés

des mesures aléatoires que nous utiliserons.

A - PRELIMINAIRES A L'ETUDE DE LA CONVERGENCE EN MOYENNE QUADRATIQUE. -

Pour tout borélien borné B e Bb » on note ¢B 1'application :

M -——R

u— ¢p(n) = u(B)

R étant muni de sa tribu borélienne BR R BM contient la tribu engendrée
sur M par la famille d'applications {¢B ; Be Bb} [cf. 12]. B , est
M

la tribu engendrée par les applications {¢B s Be Bb} restreintes 3 M :

5] et [9].
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Deginition 1V.1.-
Soit (9,A,P) un espace probabilisé fixé. On appelle :

1) mesure aléatoire positive, toute application mesurable u

de (0,A) dans (M, B ).
M

2) mesure aléatoire a signe toute application mesurable n

de (Q,A) dans (M, BM).

Remarques :

1) Compte tenu de la définition des applications {¢B 3y Be Bb},
une application n° de @ dans M est une mesure aléatoire positive si
et seulement si, pour tout borélien borné B , 1 (B) est une variable

aléatoire réelle positive.

2) Si u et v_  sont deux mesures aléatoires positives définies

sur le méme espace probabilisé (Q,A,P) , 1'application 8  =u - est

une mesure aléatoire a signe définie sur (Q,A,P).

3) Réciproquement, soit u une mesure aléatoire a signe définie
sur (%2,A,P). Pour tout w e Q , appelons U+w et u—w les composantes

de Hahn-Jordan & distance finie de 1" [14 p. 2] c'est-a-dire

+ - . . . .
uw =y Y. u “ . alors les applications My et u_ sont des mesures

aléatoires positives et u s'écrit sous la forme :

Ces résultats figurent dans [14 théoréme III p. 364].

On munit M2 et M2+ de Teurs tribus boréliennes B 5 et B op

M M
On définit de T1a méme fagon les mesures aléatoires a signe

sur X x X , c'est-a-dire, les éléments aléatoires de M2 et M2+ .
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Dans la suite, 1'expression mesure aléatoire sans autre précision .

désignera une mesure aléatoire a signe.

Propriete 1V.7.-  Si u' et v sont deux mesures aléatoires

sur (X,B) , alors - @ v est une mesure aléatoire sur (X2 R BZ).

Démonstration :

¥ Supposons d'abord que 1 et v sojent deux mesures aléatoires

positives.

Posons cC={AxB;AeB. , Be Bb}

b

p . * ; -
C est un semi-anneau et 1'anneau A" engendré par est constitué des

C
réunions finies d'éléments deux & deux disjoints de 6 [16 p. 16 par exemple].

I1 est immédiat que, pour tout &lément B e A* , u° 8 v (B) est

une variable aléatoire positive.

De plus, A* engendre le o-anneau Bg : soit D la classe des
boréliens bornés B tels que u 8 v'(B) est une variable aléatoire
positive ; d'aprés un théoréme voisin du théoréme des classes monotones

5 p. 8 |, pour démontrer que D = 82 , i1 suffit de vérifier que :
b

a) si (Bn)CI D et Bn +B , alors Be?D

b) si (B)C D et Bnuaezaz

boo alors Be?

est la tribu engendrée
2+

Ce qui est immédiat ; par conséquent, comme B 2
M
par les applications {¢B 3 Be Bg} restreintes a M

+

. u° ® v est une

variable aléatoire positive définie sur (Q,A,P) et & valeur dans

(M=,8 ,.) .
M2+
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%k Maintenant, si p et v’ sont deux mesures aléatoires,
w8 v est une mesure aléatoire, comme différence de deux mesures aléatoires

positives.
uwev = (u; 8 v; + U: 8 v:) - (u; g v: + U: 8 v;)
Déginition 1V.2.- On dit qu'une mesure aléatoire est d'ordre z si

elle vérifie 1'une des conditions équivalentes suivantes :

1) W e B2 . E{lu. 8 u

b (B)}<+°°

2) VBeB, .  E(u|"(B)) < 4.

Les conditions 1) et 2) sont effectivement équivalentes : Ta condition 2)
est nécessaire pour la réalisation de 1) ; d'autre part, elle est suffisante
puisque tout B € Bg peut étre contenu dans un pavé mesurable borné C x C
et que : |u 8| = |p'| 8 |u |

e

Proprieté 1V.2.- Notons Lﬁ 1'ensemble des mesures aléatoires

d'ordre 2. Lﬁ est un espace vectoriel réel.

Démonstration : L'ensemble des mesures aléatoires  F(Q,M)

est un espace vectoriel réel.
IT suffit de montrer que Lﬁ est un sous-espace vectoriel
de F(Q, M) .
. . 2 . . . . 2
1) Soient a€R et u e lLlg: il est évident que ap € LM .
2) Soient 1 et v deux mesures aléatoires d'ordre 2 :

V6 e B, EC + v AB) < EL(IWT] + [V DE(B)Y = BT 1P (B)) + L[V (B)

+ 2E{|u"|(B) |v

(B)}
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Or d'aprés 1'inégalité de Schwarz :

E2u ] (B) v 1 (B)} < EC|u"|2(B)} E{|v | %(B)}

On a donc : VB e By E{|u + v'|2(B)} <+ oo,
. . . 2
Par conséquent VR VIS LM

Propriete 1V.3.- Soient u. et v deux mesures aléatoires

du 2™ ordre ; alors 1a fonction d'ensemble définie par wv = E(u 8 v.)
est un élément de M2.
En particulier, UZ = E(u° 8 u') est un élément non nécessairement

positif de M2.

Démonstration :

% Pour tout B e Bg tu 8 v (B) =y, 8 v (B)+ul 8V (B)-

- M, 8 v (B) - u 8 v+(B) .
L'inégalité de Schwarz donne, pour tout pavé mesurable borné

C x C contenant B :

EXQu) (€) vi(0)) < OO EOVIOZ) < ELTIA0) BV 12(0)) < + =

De méme, E{p (C) v (C)} , E{u, (C) v2(C)} » E{u_(C) v,(C)} sont finis.
. 2 . .
Ce qui montre que : VB € B : [E{u” 8 v (B)} < + w
Pour montrer que u v est o-additif sur Bg » 11 suffit

de Te vérifier pour u+ vo= E{u; ) v;} par exemple. C'est alors une

simple conséquence du théoréme de convergence monotone.



n

¥* Montrons que u2 E(u” 8 u.) n'est pas toujours un élément
positif de M .

Prenons uw =y Voe o oo U est une mesure a signe non
dégénérée.

Soit (D+,D-) la décomposition de Hahn-Jordan de X associée

a u
Comme  E(u" @ ") = E(u8uy) =p8y
ona W0 xDT) =@ (0 xD7) = u(d") u(d) <0 car u(d) <0 .
I

Propriéte 1V.4.- Soient 1° et ' deux mesures aléatoires
du second ordre positives, et g(x,y) une fonction pv-intégrable (ou
mesurable positive) :

[ 5 9(Xsy) wu(dx, dy) = E{{ o 9(X.y) w8 v (dx,dy)}
X X

Démonstration :

* Siog(x.y) = lg(x,y) avec Be Bﬁ , E{u" 8 v (B)} = pv(B)

par définition.

# Si g(x,y) est une fonction mesurabie étagée, la propriété
IV.4. est donc vérifiée, par linéarité de 1'espérance mathématique et de

1'intégrale.

sk Supposons que g soit mesurable positive et que (gn)néN soit
une suite de fonctions mesurables &tagées telle que g, + 9 : en appliquant

trois fois le théoréme de 1a convergence monotone, on obtient :

£ o0xy) T 0V (@ody)) = E (it [ g,00y) w7 807 (dr.dn))

n

1im 4+ E {Jgn(x,y) pt 8 v (dx,dy)}
n

tin 4 [ g,009) widdy) = [ a(cy) wldndy) -
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¥*¥x¥ Enfin, si g est upv-intégrable, on pose g = g+ -g

. +
et on raisonne comme en ¥ avec g et g . B

Proprieté 1V.5.- Soient u et v deux mesures aléatoires
du second ordre, et g(x,y) une fonction intégrable par rapport a la

. +
mesure : [w] = R T B TR R VYN

Alors E{ Jg(x,y) u 8 v (dx,dy)} = J g(x,y) uv(dx,dy)

Remargue s

+ .
ta mesure [v] = 1t vi+ v+t VT 1T VT est en général

différente de 1a mesure |pv| , comme le montre 1'exemple suivant :

Considérons 1'espace probabilisé ([0,1], B[O 17 A) ol :

- B[O 1] est la tribu borélienne de [0,1].

- X est la probabilité uniforme sur B[O 1] -

On définit deux mesures aléatoires u' et v sur ([0,1],

B[O,l]’ )\) par :

. 1
p” S Si we [0, —2-[

=
i
i

log)

, 1
o Si we[}z-,l:[
W= s si we [0, 1]
ol 60 est la mesure de Dirac au point O .

Soit B un élément de B 5
R

a) * si (0,0) ¢B : E(u 8V (B)) =0

]

# si (0,0)eB : 18 vB) =1 Vae [0, 4]

—
s}
<
>
—
o
~—

"

i
—
=
m

[p]
w
Lt
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Par conséquent : E(u"8v') =0 donc v =0.
On en tire lw| =0 donc  (w)" =0 et (w) =0,

b) Calcul de wh Vi um v WV et wT oV

¥ E(u, 8y (B)) =0 si (0,0) ¢B

*»* Si (0,0) e B :

I
N} =

On trouve E(u; 8 v;(B))

De méme si  (0,0) ¢ B on trouve :

E(u] 8 v (B)) = E(u, 8 v (B)) =0

. . 1
E(u. 8 v,(B)) =5 -
On en déduit que [w!| # [uv]

En réalité, on a |uv| << [pv] , résultat qui n'est pas en

conflit avec la propriété IV.5.

Démonstration de la propriété IV.5.-

La propriété découle directement de Ta propriété IV.4.

Propriéte 1V.6.- Si u' et v sont deux mesures aléatoires

d'ordre deux ; on a :

(n + v)z = u2 + UV + v+ v2
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Démonstration : Soient h et g deux éléments positifs de Cb 5

par des applications successives du théoréme de Fubini et de la propriété IV.5.,

on obtient :

[, n00) 90y) ()2 (dx.dy) =
IX

HJhU)gW)<w+w>@(u%w>@xdﬂ}=ﬁ{@%h>+vwhu [ (9) + v (g)]} =

E{u"(h) 1 ()} + E{u (h) v (g)} + E{v (h) u"(g)} + E(v (h) v'(g)} =

+

E{J n(x) 90 1 8 W7 (Exdy)} + EL[ h(x) 9(y) 87 8 v (daay))

E{J h(x) g(y) v 8 u (dx,dy)} + E{f h(x) g(y) v_ 8 v (dx,dy)}

2

[h00a 1 (ax,ay )+ nx)g i (dxan)+ [n(x)g(y)vistax,dy (g )P (dx.dy) -

J h(x) g(y) [pz + UV 4+ VU + v2] (dx,dy) .

Comme la famille F = {h(x) .g(y) s heC ge Cb} est

b b
déterminante sur M2 (théoréme III.2.) on en déduit que :

(u+v)2=u2+uv+vu+v2. [

B ~ ETUDE DE LA CONVERGENCE EN MOYENNE QUADRATIQUE DE MESURES ALEATOIRES

D'ORDRE 2.

Nous reprenons ci-dessous la définition classique du moment

d'ordre deux d'une mesure aléatoire : [5], [10], [L1].

Définition IV.3.a.-0n appellera moment d'ordre deux de u € L2
M

1a mesure uz = E(u' 8 u.) élément de M2 .

Nous introduisons ensuite la notion de convergence en moyenne

quadratique des mesures aléatoires d'ordre deux :
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e e . . P 2
Définition IV.3. b .- Une suite (Un)ndN d'éléments de LM
converge en moyenne quadratique vers une mesure aléatoire u~ d'ordre deux

. . . 2
si et seulement si la suite de mesures de M~ :

Uy = 03y = (LG = 1) 8 (07 = w)D)

converge vers la mesure 0 faiblement a distance finie.

Cette définition nous permet d'é&noncer immédiatement une condition

suffisante de convergence en moyenne quadratique.

Proprniéte 1V.7.- Une condition suffisante pour qu'une suite

(“ﬁ)ndN d'éléments de Lﬁ converge en moyenne quadratique vers uoe Lﬁ

est que :

(un u)n et (pn um)n,m convergent faiblement a distance finie

vers 12 = E(u 8 ).

Démonstration :

2 s
- u)z = pz ol R TR T T + u [propmete IV.6:| .

On a : (u n

n

On peut énoncer un théoréme genre porte-manteau pour la convergence

en moyenne quadratique qui Jjustifie par ailleurs la définition IV.3. b.

Théoneme IV.1.- Soit (“;)néN une suite de mesures aléatoires

du second ordre positives ; les assertions suivantes sont équivalentes :

1) (w, - u)z converge faiblement a distance finie vers 0

n
dans M2

2) Vf e U J f(x) u;(dx) Ehﬂ,e—{ f(x) u (dx)

3) VA € B tel que u'(BA) =0 p.s. , u_(A) LITL (A) .

b
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Démonstration :
i ]
Elle se fera selon le schéma suivant : 1) > %) > 3)
| |
1) ==> 2)

Soit h une fonction continue, bornée et a support borné sur X ;
comme la fonction h(x) h(y) est intégrable par rapport & la mesure

[ﬁun - p)zj s VaeN , on peut utiliser la propriété IV.5. ; on obtient :

£ 00 B [y 1) 8 (0] (0xs0y)

£ () up(@0) -

- [ ne0w@01% = | 5 n00 n) - w? ey
X X

Par conséquent, si {(un - u)z} converge faiblement a distance

finie vers 0 , {J h(x) u;(dx)} converge en moyenne quadratique vers
X

J h(x) u (dx) .
X
2) => 3).

On procéde comme dans la démonstration du théoréme du porte-manteau.'

a) * Soit F un fermé borné :

Pour k # 0 posons Fl/k = {x e X : d(x,F) < %}
on a : WFYRY e Piaaa,p)
AP Vk > 1
Puisque Uk F L ona: u'(Fl/k) v (F) .
k>t k->+oo

Le théoreme de la convergence dominée dans LZ(Q,A,P) montre

que :

W(F) e L2(9,A,P)

et Tim l|p'(F1/k

-y (F =0
kot ) u )IIZ
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en désignant par . la norme de la convergence en moyenne quadratique.
2

e e R stant fixé, soit k € N* tel que :
il 1 k L]
IR G N T AR

A ce choix de k , on associe une fonction continue fk définie comme suit :

)
0 < fk <1

1 f ¥ =1 Y eF

[ F 0 =0 Yy e (F/K)©

Le support de la fonction fk est contenu dans 1e borélien borné Fl/k et

comme 0 < fk <1, il est clair que :

. . . 17k

W(F) < T (f) < u (P

ce qui dome ¢ |[u (F) = 1 ()1, < LW (F) - w (F/9) ], < e

et, pour tout n : [[u (F) 1, < [Tu (Fll, < Tu () = w' (F ), + T (FI,
< Hup(F) = w (F L, + T (F)] e
Donc : 0 < 11mnsup ||pr'](F)||2 < | u'(F)||2 + €
Et, puisque ¢ est arbitraire :
tim sup | Ju (F) 1], < [ (P11,

n

¥ Soit 0 un ouvert borné non vide :

Yk e N posons : 07K < (x e 0 ¢ d(x,0% x 3}

Ve N, 1 0% < uT(0) e P(.ALP)
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come 0~ YK 4 0 , la suite de v.a.r. {u.(O_l/k)}kéN¥ est positive
knbo .
et croissante et u (0 1/k) + u(0) .
koo

On a, d'aprés le théoréme de la convergence monotone dans

L2(9,A,P) :

vim | w07 Y*y - w1 = 0.

Kotoo 2

Remarquons que, pour k assez grand, 0'1/k

n'est pas vide .
e >0 étant fixé, soit k e N*  tel que :

.(0-1/k

| fu

Ml 2 [ (O, - ¢ -
A un tel choix de k , on associe une fonction fk continue ainsi définie :

0<f

N
—

k

0 sur OC

$ LX)
1/k

L f (x) =1 sur 0

Le support de fk est contenu dans le borélien borné 0 et comme O < fk <1
il est clair que :
. . ., =1/k
W(0) 3w (Fy) > (07K
Ce qui donne :
(031, 2 1 (F 11, et [ (F) 1, = [ (074 1, 5 [ )], - e
Pn 2 2 AT, HAT g = T 2 2 1WA,

On peut donc écrire, pour tout n € N .

WO, - e s IR, < T (F) = u (F 11, + Tlu (FO1 L,

< llu.(fk) - U;(fk)||2 + | U;(O)||2



- B3 -

Ce qui fournit immédiatement :

[\

Tim inf | [y (0)] [ w (01,

sx% Si A e B_ est tel que : ||u'(aA)}|2 =0, on a donc :

b

Tim | [u (A) ][], = |

w(A)]]
Ntoo 2

b) % Soit F un fermé borné ; ¢ >0 étant fixé , il existe :
un entier k tel que : P{lu'(fk) - w ()] <-%} >1 - %— et
i : i -t £ - £
un entier n tel que : P{lun(fk) u (fk)l <zb>1-3
La réalisation des deux événements {|u°(fk) - u(F)] < %} et

{lui(F) - w'(f)] <5 donne :

w(F) < u(F) € Ju(f) - w (f)l +u (F) « 5+ w(F) +5
ce qui fournit, pour n assez grand :

Plu (F) < W(F) +erzx1-¢.

xx De méme, pour un ouvert borné 0 et n assez grand, on

établit facilement que : P{u;(O) >u(0) -erx1l-¢.

% Soit A un borélien borné tel que : u (dA) = 0 p.s.
On choisit un fermé F et un ouvert 0 1iés au choix de A par :
F=A e O0=A
si les deux événements {u;(F) <u (F) +¢} et {u;(O) > 1 (0) - €}

sont réalisés on a :

Ainsi, pour n assez grand : P{[u;(A) -u(A)] el x1l- 2 .
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c) Les résultats obtenus en a) et b) prouvent que :
Tim [u (A) - W (A)]], =0,
N4

pour tout borélien borné A tel que u (3A) = 0 p.s.

3) ==> 2)

Soit h une fonction continue, bornée et a support borné,

k
Y a; 1, telle que :
.i=]. -i k
sup |h(x) - gg(x)i <e, h et g_ étant nulles en dehors de B =\ A; .
xeX i=1

fixons € > 0 ; il existe une fonction simple 9. =

Dans 1'écriture de 9. , les o sont des réels et les
A. (i =1,...,k) sont des boréliens bornés, disjoints deux a deux et dont

la frontiére vérifie :

u (aAi) =0 p.s.
Pour 1a construction effective d'une telle fonction on peut se reporter
par exemple a [21].

On peut alors écrire :

w (h) = ' (h) ], =

1] 000 (@) - jx n(x) (@) ],

9, () (=) (@) + | (5, (x)-h(0))" (@)1

1], (00-s,00 ) (@0 + | e

X

=

Un(Ai) - U.(Ai)liz t € I|p.(B)||2

A

< i@+ Loyl |

1=

Donc, pour n assez grand on a :

[Tu(h) = W ()], < 2 [[u'(B)]], + ¢
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En plus, comme 1 (B) <+ et que ¢ est arbitraire,
2

il vient :

vim | |u(h) - w'(h)[], = 0 .

n—>o

2) => 1)

Soient f et g deux éléments de C; . 0Ona:

[ 2 700 8W) tr)® (@] = IECB(00) = 0" (F D Tiylav) - w7 (9)]2]

() = ™ ()11, |

N

w(y) - w91,

Or, d'aprés le théoréme III.4., la classe Ft= {f(x) g(y) ;s fe ¢t ,ge C;}
est C-déterminante sur M2+ ; par conséquent, la propriété 2) implique

la propriété 1).

Remarques sur le théoréme IV.l1.

1) La démonstration de 1) => 2) n'utilise aucunement le fait que
les mesures aléatoires sont positives ; aussi est on en droit de s'attendre

a un résultat similaire pour les mesures aléatoires a signes.

2) Compte tenu de 1'importance de ce théoréme, nous proposons
une démonstration directe de 3) => 1) ; nous signalons qu'une démonstration
directe peut aussi &tre obtenue en généralisant le résultat [7 p. 20] de

Billingsley.

I

Vv
Le schéma est alors le suivant : 1)

W ===

)

> 2) >
A

L
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Si l1a condition 3) est réalisée, pour deux éléments A et B

de Bb tels que :
u (3A) = 1 (9B) = 0 p.s.
on a : up(A) T3 17 (A)

W (B) = 17 (B)

Par conséquent, d'aprés un résultat classique de convergence dans LZ(Q,A,P) :

Tim E{u; @ y'(AxB)}= Tim E{u 8y (AxB)}= E{u” 8 u (A x B)}
N->co n,m>oe

Nous montrons que la classe A 2 des pavés mesurables bornés A x B tels que :
M

n (9A) = u (9B) = 0 p.s.

détermine la convergence faible a distance finie de (u, u) et de (u 1)

vers UZ ; pour conclure il suffit alors d'appliquer la propriété IV.7..

Remarquons que si A , B e Bb et p'(aA) = u'(aB) =0 p.s.,

alors UZ[B(A x B)] = 0 & cause de 1'inclusion :
9(A x By C [0A x B] U [A x 3B]

La classe A 5 est manifestement stable par intersection finije.
u

¥ Soit G un ouvert borné et soit € € R+*

Comme uz(G) <+ o, il existe une suite (A, de

i Bi)

jeN °
rectangles ouverts bornés uz—continus et un entier K(e) tel que :

K(e)
WG - \j

et (Ai X B‘i)] < €
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Le lemme de Poincaré donne :

K(E) K E)
Mo M [iL__Jl (A; x B,)] = k(zl (-1)k1 SE(Q)
~ K
on  skle) - . Z"ik My My LA B; ) n...... N (ay B1k)]

et ol la sommation s'étend & toutes les combinaisons des K(e) premiers

entiers pris k a k.

Comme la famille A 2 est stable par intersection finie :

U
K(e) K(e)
N>t 2
Hn Hm k_) (Ai 8 Bi):l Mot M [U (Ai * Bi)J
i=1 i=1
si bien que 1'on peut écrire :
2 2 K€ . K(e) L

p(G) - e < u [;:ﬁ (A, x B.)] = l1m T [1=1 (A; x Bi)] < 11: ;nf My W (G)
et, puisque ¢ est arbitraire :

Tim inf 1w (G) > 12(G) (1)

U Hm -

n,m

#% Soit 0 un point arbitraire de X et {B(0,r )} = (B )

une suite croissante de boules ouvertes de centre 0 et de rayon (rn)

telle que :

- u'(aBn) =0 p.s. Y e N

-X=1 B

n:l n

Pour la distance d2 introduite sur X2 . Bn X Bn est 1a boule de

centre (0,0) et de rayon ro
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Si F est un fermé borné de X2 , 11 existe une boule Bn x B
0 0
qui Te contient ; comme

Tim p_ I:B x B ] =u (B, xB )
pm MM oSng n, n, Ny
L. 2
et Timinf u u [B xB -F] > u"[B, xB - F]
- nm Sng n, ny Ny
On a :
. 2 .
Tim sup uy(F) < w(F) (i)
n,m
De (i) et (ii) on déduit aisément que :
2 2 . 2
VCeBb » uo(8C) = 0 = Vim o w (C) = w(C) .
De méme, (un ) converge faiblement & distance vers UZ . B

Nous avons déja remarqué que, dans le théoréme IV.1.,
1'implication 1) => 2) est vraie pour des mesures aléatoires a signe. Par
contre, pour passer de 2) & 1) nous avons utilisé Te fait que la classe
Ff= {f(x) g(y) 5 f € CE » g€ Cg} est C-déterminante sur T ; cette

classe, semble-t-il n'est pas C-déterminante sur M2 tout entier.

S'agissant donc de mesures aléatoires a signes, nous pouvons

seulement énoncer le résultat suivant :

Theoneme 1V.2.-  Soit (un) une suite de mesures aléatoires
du second ordre qui converge en moyenne quadratique vers u ; alors, pour

toute fonction f continue, bornée et & support borné :

[ f(x) u;(dx) LA T J f(x) u (dx) quand n > + ® .,
X X
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La propriété IV.8. nous permet de répondre a la question naturelle

suivante : étant données deux suites de mesures aléatoires (“n)néN et

(\)r;])mélN d'ordre deux qui convergent en moyenne quadratique vers woet v
respectivement, que peut-on dire de la suite double (un \)m)n _—

termes de convergence de mesures ? On a le résultat suivant :

Propriete 1V.§.- Soient (un)m_:.lN et (\)m)me.IN deux suites de

mesures aléatoires positives du second ordre telles que :

My e M en moyenne quadratique
Vi eV en moyenne quadratique
alors : p_ v = E(u; 8 v;) — E(u” 8 v') faiblement & distance finie.

Prewve : D'aprés le théoréme III.4., la classe

Fre {f(x) g(y) s f e CE , g€ C;} est C-déterminante sur M2+ .

I1 suffit de démontrer que :

sz f(x) 9(y) w, v,(dx.dy) — J o F(x) g(y) nv(dx,dy)

X

ol f et g sont des éléments positifs de Cb

£ 1 (8x) | 9(0) vy (@)

On a : JXZ f(x) g(y) u, v (dx,dy) = E(J X m

X

d'aprés la propriété IV.5. et le théoréme de Fubini.

Le théoreme IV.1. du porte-manteau permet d'écrire :

J f(x) u;(dx) —_— J f(x) u (dx) en moyenne quadratique
X X

J g(y) v%(dy) —_— J a(y) v'(dy) en moyenne quadratique .
X X
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Ce qui implique :

F(x) 1 (dx) j a(y) v (dy))

3(y) vp(ay)) — (| )

£ 00 @0 |

X X

C'est-a-dire, d'aprés Fubini :
r . L] L3 L]
e [ 5 T00 90 w8 vitexidy) —— B[ 5 F(X) () W0V (dx.dy))
X X
C'est-a-dire encore d'aprés la propriété IV.5.

[ o T 8] 1y vpldnsty) —— [ 5 7x) 9(5) w(de.ay)

ce qui est Te résultat cherchée. B

La propriété IV.8. peut étre étendue aux mesures aléatoires a

signe , moyennant une condition supplémentaire ; nous obtenons alors la

Propriete 1V.8. bis.- Soient (u;])m:.lN et (vé)méN deux suites

de mesures aléatoires du second ordre, telles que :

B ——— u en moyenne quadratique

n

Uy TV en moyenne quadratique

si la suite (un vm) = {E(u; 8 vé)} est relativement compacte dans M2

muni de la topologie faible a distance finie alors :

My Yy — W faiblement & distance finie.

Démonstration : Le théoréme IV.2. montre que pour deux éléments

quelconques f et g de Cb :

J, 700 (@0 TS [ e b7 (@)

Jr 9(y) vy (dy) %J g(y) v (dy)
X X
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Par conséquent :

F00 (60 | aly) V(@)

a(y) vyldy)) —— & )

E(JX f(x) u;(dx) J

!X X

c'est-a-dire, en appliquant Fubini :

E(] o F(x) 9(¥) o8 v (dx,dy)) ——— E(f o F(x) g(y) w8 (dx.dy))

X X

c'est-a-dire encore, d'aprés la propriété IV.5.

| 2 700 80 by vpldsdy) s | 5 £00) 0() wolREy) -

X

Le théoréme III.5. permet alors de conclure.

Si une suite (Xn) de v.a. du second ordre est telle que 1la

suite double E(X X ) ait une limite a, i1 existe une v.a. X du

n’ m
second ordre telle que (Xn) converge en moyenne quadratique vers X.

IT est donc naturel de poser la question :

la convergence faible a distance finie de la suite (un um) vers
une certaine mesure o € M2 , quand n et m tendent simultanément vers
+ o , signifie-t-elle que o est nécessairement de la forme o = E(u' 8 u') R
ol p est la limite en moyenne quadratique de la suite (pl;)m_:.[N d'éléments
2

de LM ?

Moyennant une hypothése de positivité sur la suite (u;) et
de complétude pour 1'espace métrique (X,d) , la réponse a cette question

est affirmative et fait 1'objet du :
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Théondéme IV.3.- Supposons que 1'espace métrique (X,d) soit

séparable et complet ; soit (un) une suite de mesures aléatoires du second

ordre positives telle que :
(E{u; 8 u;}) = (un um) converge faiblement a distance finie
vers o € M2+ , quand n et m tendent vers + o.

Alors, i1 existe une mesure aléatoire du second ordre positive
telle que :
a=u = E(u. 8 u.)

.

et (u;) converge en moyenne quadratique vers u quand n - + o,

Avant d'entamer la démonstration de ce théoréme, nous établissons

d'abord quatre lemmes utiles.

Lemme IV.7.- La mesure o définie au théoréme IV.3. est une

mesure symétrique.

Preuve : 11 est clair que By My = E(u; 8 u;) converge vers o

faiblement & distance finie d'aprés 1'hypothése.

Pour tout neN , E(u; 8 u;) est une mesure symétrique en ce

sens que pour tout borélien C , on a Ta propriété :

“Ss o Bl 8 (C)} = Elw 8y (Cg)}
avec Co = {(x,y) ¢ (¥sx) € C}

En effet, si C = A X B est un pavé mesurable, la propriété

"S" est vérifiée puisque :
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b 8 (A x B) = (A) u(B) = 8w (BxA)

Or, tout ouvert 0 de X2 est une réunion dénombrable de rectangles

ouverts.
0= U Oi .
i=1
Pour tout k e N* , la formule de Poincaré permet d'écrire
k k .
. . +1
Fy 8 (U 03 = T (1) sy
i=1 j=1 J
ol S? = ¥ E{u; 8 u; (0, N ...N 0, )} et o la sommation s'étend
Tysennsds 1 3
1 J

a toutes les combinaisons des k premiers entiers pris j a jJ.

Comme la classe des rectangles ouverts est stable par intersection
k
finie, cette formule montre que U 01 vérifie la propriéte " S " ,
i=1
pour k fixé.

I1 en résulte, d'aprés la propriété de continuité monotone

croissante des mesures, que tout ouvert vérifie la propriété " S " .

La régularité des mesures bornées sur les espaces métriques montre
alors que tout borélien borné vérifie la propriété " S " et il en résulte

que " S " est vraie pour tout borélien.

Comme la suite (E{u; 8 u;}) converge vers o faiblement & distance
finie, i1 est clair que pour tout borélien borné C tel que u(BCS) =0

on a :
a(C) = a(Cq)

si F est un fermé borné, il existe une suite (6n)neN de réels positifs

telle que :
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1) 8, +0

é Gn

2) YaeN, ofsF") = ooFg ") = 0

Il en résulte que, pour tout fermé borné F , o(F) = afFg) .
Cette propriété s'étend, par régularité, & tout borélien borné, puis & tout

borélien. B

Lemme 1V.Z.~ Notons B(x,t) 1la boule ouverte de X, de centre x
et de rayon t >0 , et 09B(x,t) sa frontiére dans X ; étant donné une
mesure positive o sur X x X et un point queiconque x € X , 1'ensemble
des nombres réels positifs t tels que a[o(B(x,t)) x X] > 0 est au plus

dénombrable.

Démonstration : Remarquons que 3B(x,t) est inclus dans la

sphére S(x,t) = {y € X , d(x,y) = t} et que les frontiéres des boules
B(x,t) sont disjointes quand t varie et x reste fixe.
Soient m et n deux entiers positifs fixés ; pour tout

tE]O, n] ’

¥ a[B(xsn) x B(x,m)] < +
¥k 3(B(x,t)) x B(x,m) C S(x,t) x B(x,m)
#¢x et les ensembles  {S(x,t) x B(x,m) : t < n} sont disjoints .

Par conséquent, 1'ensemble {t < n : a[d3(B(x,t)) x B(x,m)] > 0}

est au plus dénombrable.
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I1 en est de méme par conséquent des ensembles :

E, = {t<n:ImeN : ald(B(x,t)) x B(x,m)] > 0}

[ee]

et UL

n=1 " .

Cependant, si t e M Eﬁ , ona:
n=1

af3(B(xst)) x X] = Tim a[3(B(x,t)) x B(x,m)] = 0 . B
m—+oo

Lemme IV.3.- Etant donné une mesure positive o sur X x X ,
un point quelconque x de X, un nombre réel positif t tel que
a[9(B(x,t)) x X] = 0 , i1 existe, pour tout e > 0 , une partition finie
ou dénombrable (Ai ; 1 € 1) de la boule ouverte B(x,t) telle que :

1) Yiel , af3(s) xx] =0

2) Viel , diama <e .

Démonstration : Quand € 2 t , le lemme devient trivial.

Supposons donc que € < t : pour tout y € X , il existe une

boule B(y,sy) de rayon inférieur @ ¢/2 telle que :

a[3(8(yas,)) x K] = 0 .

Du recouvrement ouvert de B(x,t) par les boules {B(y,sy), y € B(x,t)}

on peut extraire un recouvrement fini ou dénombrable puisque X est
séparable :

B(x,t)C U B(yi,s )
iel Yi
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On pose alors :

&>
i

7 B ) 0 By, )

&
n

2 B(X’t) N B(Y29Sy2) = B(yl’syl)

IT est clair que (Ai; i e I) forme une partition de B(x,t) en boréliens

de diamétre inférieur &8 ¢ et 1'inclusion :

Viel , 3(s)Ca(B(x,t)) U a(B(yl,syl)) U cnoenns U B(B(yi,syi

montre que :
Viel , afo(s) xx] = 0
Lemme 1V.4.- Soit A un borélien borné tel que : a[3(A) x X] =0 ;

sous 1'hypothése du théoréme IV.3., la suite de v.a.r. {U;(A)}ndN* est de

Cauchy en probabilité.

Démonstration : D'aprés le lemme IV.1l., Ta mesure o est symétrique ;

compte tenu de 1'inclusion : 3(A x A)C (3(A) x X) U (X x 3(A)) on a donc :

a(d3(A x A)) =0
Par conséquent :  1im My um(A x A) = a(A x A)
N-+oo
M-+

s 2 2
L= . - = - -
Compte tenu de 1'égalité : (un um) L L + Ho
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on obtient : Tim (un - U )2 (AxA)=0
N->+oo
m=+co

c'est-a-dire : ;12 E{(un - um) 8 (un - “m) (A xA)Y=0

ur(8) = ()]

soit encore 1im E{ 2} =0
N>+oo

m-+co

D'aprés 1'inégaiité de Markov, pour tout ¢ >0 , on a :
P (A) = 1 (A)] > ) & 5 ECJu(A) = 1w (A)[%)
Hp Hm b 82 n M
et par conséquent il existe Ke € N* tel que :

VngKE \fmzKE Do PU (A) - (A >el<e . m

Cet "arsenal"” de Temmes étant constitué, on peut maintenant passer
! p

a la démonstration du théoréme IV.3. qui se déroulera en 3 étapes.

Démonstration du théoréme IV.3.-

a) Soit 0 wun point arbitrairement choisi dans X et

o0 r

o= ¥ 0
r

r<1 2'(1+p,)

-

la distance de GEFFROY sur M+ associée a ce choix ; p est évidemment
continue sur M2+ » muni de la topologie faible & distance finie. Comme
(X,d) est séparable, (M+ » p) est séparable d'aprés le théoréme I.6.,

et on en déduit que p(u;,ué) est une variable aléatoire réelle.

Nous allons montrer que la suite de v.a.r. (p(“n’“m))n,m
converge vers 0 en probabilité ; il suffit naturellement de prouver qu'il

en est de méme de toute suite (pr(”;’ué))n o pour r fixé dans N .
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Fixons donc r e N¥ > €9 > 0, n>0:d'aprés le lemme IV.2.,

il existe
. 1
e € ]0, min (3 s rsep)[

tel que : a(9(B(0, r+l - g)) x X) =0 .
D'aprés le lemme IV.3., i1 existe une partition finie ou
dénombrable (Ai; i € I) de la boule ouverte B(0, r+l - €) telle que :
¥ Viel, diam(Ai) < €

s Viel,afs(a;) xx] =0

IT est alors clair que :

J J
[B(0, r+l - €) - U 4.] x [B(0, r+l - ) - U Al v e
i=1 i=1 Joteo
IT existe un borélien A qui s'écrit : A =B(0, r+l - €) - U A,
i<
0

tel que :
2 n
a{d x A) < € > -
De plus, on a : a{d(A x A)) = 0 & cause de la symétrie de o et

des inclusions :
3(A) € 3(B(0, r+l - g)) U a(Al) U eveenn U 3(A

3(a x 4) © (3(a) x X) U (X x 3(a))

L'hypothése du théoréme implique en particulier que (pﬁ)ném* = (E(u; 8 “;))néN*

converge faiblement d distance finie vers a ; ainsi, il existe un entier

n_ tel que, pour tout n > n

0 o’

Wa(a % b) < & Wiz

ou encore : ' E{uéz(A)} < g2 n/12
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Ce qui implique, compte tenu de 1'inégalité de Markov :
. 3 4 2
Plu (8) > 31 < ;?-E{un (A)} < n/3 .
D'autre part, d'aprés le Temme IV.4., il existe un entier Ny qu'on choisit

supérieur a n, tel que, pour n : ny et m=2 ny e

0
L] L] E
TPl (ag) = mp(a)] 3 31 < /3,
. 0
i=1
jo
i i . : - £ -
ce qui implique : P(1=1 { “n(Ai) um(A1)\ < Zjo}) >1-n/3
Si on note
= —8— . * —E— : - * _E_ = i
En,m = {u (4) < 7 Um(A) < 5 Un(A.l) Um(A-iH < zjo > 1 1,2, ’JO}
On obtient, pour n 2 ny et m=> ny -
P(Eﬁ m) < ce qui équivaut & :
P(En’m) >1 - n

Considérons un borélien A tel que A® C B(O,r) .

Si x appartient @ A : d(x,0) <r <r+l - ¢

donc : AC B(0, r+l - ¢)
_ . . . . . . > . €
Posons Jo ={i: 1« Jo 3 Ai NA#odors; pour i€ JO : A1<: A" .
Par conséquent : U A1. C A"
iedo

Si on suppose 1'événement En n réalisé, on a alors :

w(A%) > Lowp(a) > T ou(ay) - 5
ied ied
0 0
or : ACau (U &) .
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Par conséguent : . (A) < u (A) + J u (A;) < %—+ You

Au total, on a donc :

.

u (A) < w(A%) + e .

Comme dans cette démonstration m et n jouent des rdles indiscernables,

on peut aussi écrire :

* [ E
un(A) < um(A ) + €
Ainsi : En,m C {pr(un,um) <eglC {pr(un,um) < 81} .
Finalement, pour n > nq et m > ny

P{DP(UA,UQ) < el} > P(En,m) x1-n.

b) Cette partie de Ta démonstration est sans doute classique
(16 p. 221 par exemple]. On choisit une suite croissante (nk)kéN* telle

que :

N -

P{p(u;,ué) >-%} < pour m ., n :ny

pour m , n :n

i

P{p(u;,ué) >-%} <

1 1
sUp) > EF} < pour m , n



v o1 1
Comme P(ES) ¢ § = = —
K * L Sk T kT
on a : P Ek) =1
k=1

Si we Ek et si i et Jj sont des entiers tels que i >J >k :

1

pd-1

A

“ w i-1 N i-1
on a : oluy > vy ) < 1 el su _

a) € L oEe
i J 2=3 2l e £=j 2
Ainsi, (pﬁ_) est une suite de Cauchy dans (M+ » p) 5 on sait, d'aprés

le théoréme I.7. dG a GENSBITTEL que cet espace métrique est complet

puisque (X,d) est complet. On note alors ¥ la limite de (uﬁ ) s

J

tH

posons par ailleurs u* =0 si we M EE .
k=1

On a donc obtenu :

U E Clue Q: 11'mu(: = =Q
k=1

k koo i 0
Puisque : P(U Ek) =1 ona P(Qo) =1.
k=1

u est donc une mesure aléatoire telle que :

Tim u; =y , P.op.s.
Jrteo 7

¢) 11 reste a vérifier que u~ est d'ordre deux , que

a=E{n 8u'}, et que (u;) converge en moyenne quadratique vers u .

*x I1 existe une suite croissante (Bm)méN* = {B(O,Fm)}méN* de

- boules concentriques ouvertes telles que :
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D'aprés le paragraphe b) de la démonstration : Vi e N¥ ,

Vim inf wZ(B ) = Tim uw%(B

) = u (Bm) P . p. s.
J J J

m

D'aprés le Temme IV.4., (u;(Bm)) est une suite de Cauchy dans

LZ(Q,A,P) ; donc ,

¥ gL ¥a s 2
Vel : Tim inf E(un.(Bm)) = 1im E(un

J J n

(Bm)) < 4 o,

Or, d'aprés le lemme de FATOU : 1im inf E(uaz(Bm)) > E(T1im inf u;Z(Bm))
J J J J
par conséquent : VmenN* , E{U.Z(Bm)} <+ o .

Ce qui montre que u  est une mesure aléatoire du second ordre.

*x Compte tenu de 1'égalité : (un-um)2 = uﬁ "My Mg T Mg Myt ui

et de 1'hypothése du théoréme, on a, pour toute fonction f € Cb :

2

in [ £x) 75) Gy - ) (@609 = 0

N>+
M+

Ce qui peut s'écrire :

Tim E{[f(x) Fly) (0 - 1
n->to
m->too

ou encore : 1im E{IJ f(x) u (dx) - f f(x) pé(dx)|2} =0
N0
m--+eo

La suite (j f(x) ur'l(dx))nE.lN est de Cauchy dans LZ(Q,A,P) .

Cependant, il existe QOCZ 2 , de probabilité 1, tel que,
Vwer, erCb:
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Ainsi, pour toute fonction f de Cb s f f du”  est un représentant

de la limite en moyenne quadratique de ([ f d“;)néN* .

Le théoréme IV.1. montre alors que la suite de mesures aléatoires

positives (“;)ndN* converge en moyenne quadratique vers wu

¥ Enfin, la propriété IV.8. montre que la suite (un um)n m

. X s - 2 .
converge faiblement 3 distance finie vers u~ ; par conséquent :

a=u" =Em 8y) . W

Le corollaire des théorémes III.6. et III.7 peut se combiner
de facon intéressante avec le théoréme IV.3. pour donner un critére assez
maniable de convergence en moyenne quadratique d'une suite de mesures aléatoires

du second ordre.

Nous énongons le résultat dans le théoréme suivant :

Theoneme IV.4.- Supposons que 1'espace métrique (X,d) soit
séparable et complet ; soit (u;)néw* une suite de mesures aléatoires

positives du second ordre telle que :

Vf e c; , Vge ¢y i lim J o F(x) 9(y) u w (dx,dy) ou
n,m g

1im E{u;(f) u

n,m

g)} existe .

Alors, il existe une mesure aléatoire positive u° du second ordre telle

que :

u;--~—+ u en moyenne quadratique .
Ntoo
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Démonstration : Puisque 1'espace (X,d) est séparable et complet,

on sait, d'aprés le corollaire des théorémes III.6. et III.7. que la classe :
F'= (f(x) 9(y) 5 feCl ,gecp)

est C-déterminante sur M2+ ; par conséquent,ll'existence de

. . L] . +
;:m JXZ f(x) g{y) Hy um(dx,dy) ou l:m E{un(f) um(g)} pour tout f € Cb

et tout g ¢ C; implique 1'existence d'une mesure o € M2+ et

{un u#-={E(u; 8 u%)} converge faiblement & distance finie vers a.

Le théoréme IV.3. montre alors que o est de la forme :

a=Eu 8y

et que (ur']) converge en moyenne quadratique vers u : g

Nous arrivons a la fin des résultats concernant les mesures aléatoires

positives avec 1'énoncé d'un résultat qui découle directement du théoréme IV.4..

Conollaine du thioreme 1V.4.- Supposons que (X,d) soit

séparable et complet ; soit (”;)néN une suite de mesures aléatoires

positives d'ordre 2 telle que :

Vf e Cb : un(f) converge en moyenne quadratique vers une

certaine variable aléatoire réelle X(f).

Alors : {“;}ndN* converge en moyenne quadratique vers une

certaine mesure aléatoire positive u du second ordre.



- 75 -

Démonstration : Soient f et g deux éléments de Cb tels que :

() ——X(1) mq
n loe]

u&(g) ;:;;* X(g) m.q

alors : u;(f) ué(g) est une v.a.r  P-intégrable et on a :
N>+

E{u;](f) u[;l(g)} — E{X(f) X(9)}
m-~oo

Le théoréme IV.4 permet alors de conclure. B

Les théorémes intéressants pour les applications sont manifestement
les théorémes IV.1., IV.3., et IV.4. ; malheureusement, comme nous 1'avons
déja remarqué, il ne semble pas possible de les appliquer en toute généralité
aux mesures aléatoires a signe : ici encore, comme dans le chapitre III.,
ce sont des questions de relative compacité.dans 1'espace M2 muni de la
topologie faible @ distance finie qui interviennent. Pour pallier ces
difficultés, nous introduisons, dans le cas des mesures aléatoires a signe
une hypothése rappelant curieusement, mais de facon formelle, celle du
théoréme de la convergence dominée de Lebesgue. Cette hypothése non triviale,

inspirée du théoréme III.5. bis, permet de tirer quelque bénéfice des

résultats acquis pour les mesures aléatoires & signe.

Le théoréme IV.5. donne une condition suffisante de convergence
en moyenne quadratique d'une suite de mesures aléatoires du second ordre et

constitue une sorte de réciproque au théoréme IV.2..
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Théoneme IV.5.-  Soit (“;)néN une suite de mesures aléatoires

du second ordre et 1~ une mesure aléatoire du second ordre telles que :

i) YneN , Iu%l <V et |u | «v ol v est une mesure
aléatoire du second ordre positive fixée.
r ii) Vf e Cb s (J f dun)ndW converge en moyenne quadratique
vers J fdy .

Alors (ur'])nEIN converge en moyenne quadratique vers u

Démonstration : Posons Y; = u; +v et y. =u + v pour

tout n e N. En vertu de 1'hypothése 1) et de la propriété IV.2., (Yn)nGN
est une suite de mesures aléatoires du second ordre positives. L'hypothése 2)

implique :

Vfec dey;%dey

b

Le théoréme IV.1., valable pour des mesures aléatoires du second ordre

positives, montre que :

Autrement dit : (yn - y)z = (un - u)2 converge faiblement a distance

finie vers 1'élément nul de M2 quand n >+ ~. |l

La propriété IV.9., ci-dessous, qui prolonge la propriété IV.8. bis
montre que 1'hypothése retenue est bien plus qu'un simple tour de passe-

passe.

Propriete 1V.9.- Soient (un)new et (\)n)ne.IN deux suites de

mesures aléatoires du second ordre, p et v deux mesures aléatoires
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du second ordre ; y° et 6  &tant deux mesures aléatoires positives du
second ordre fixées, si on suppose que :
1) YaeN luél <y et |v;| <6

2) ((u =L

* Im. .

) =V
m

Alors (un Vm)(n,m)éNXN converge faiblement & distance finie vers v

dans MZ.

Démonstration : En vertu de la propriété IV.8. bis, il suffit

de démontrer que Ta suite (un vm)(n m) <N est relativement compacte dans

MZ. D'aprés le théoréme II.3., i1 nous faut donc montrer que :

2 .
a) e B : iug Iun vm[ (B) < +

d'éléments de 02

p aul tend

b)  Pour toute suite (hk)de

vers 0 en décroissant :

1im sup J hy d lug vl =0
kK n,m

a) Soit B un borélien borné de X x X et (Py),.x 1'ensemble

des partitions mesurables de B , finies ou dénombrables. A chaque parti-

tion P, est donc associé un ensemble d'indices I fini ou dénombrable.

A
Pour tout (n,m) e N xN ,

lu, vyl (B) = sup ié%x luy, vy (B5)

Pour tout A e A, on a :

1B, 8 ) (B3] <

1€IA . 1eIX

! Elln, 8 v (B,

)3
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Et, d'aprés la propriété de Beppo Lévi :

L Ellu, 8V (B[ = E{ig& s 8 v (B.)]}

ieIA A
< E{sup § |u 8 v (B.)|}
reh e, 0 M
E{sup J [w 8 v (B.)} = E{{u 8 v | (B)}
eh del
A
et ainsi : by vl (B) < E{]n 8 v |(B)} .

D'aprés la propriété III.3. et 1'hypothése 1) on a :

1y vl (B) < EL[[ur | 8 [v [(B)} < E{y" 8 687(B)} < +

Par conséquent,

2
W8 e B, ﬁ“ﬁ 1, v [ (B) < +

. . . A= 2
b) Soit maintenant (hk)kéN une suite d'éléments de Cb

telle que

h v 0

k>+oo
A 1'aide de 1'inégaliteé :

1, vl (B) < E(x" 8 67(B)} =y 8(B) < + =

on remarque facilement que :

0 < 1im sup [ hy diu vl < Tim J h, dy 8 =0
kK n,m k

ce qui achéve Ta démonstration. B
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Les théorémes IV.6. et IV.7. ci-dessous étendent les théorémes
IV.3. et IV.4. ; comme dans ces deux derniers, nous supposons que 1'espace

métrique (X,d) Jjouit, en plus de sa séparabilité de la complétude.

Théoneme IV.6.- Soient (ur'])ndN une suite de mesures aléatoires
du second ordre et v une mesure aléatoire du second ordre positive ;

on fait les deux hypothéses suivantes :

1) VneN

2) (un “m)(n,m)dNﬁN converge faiblement & distance finie vers

une mesure o de M2.

Alors, i1 existe une mesure aléatoire du second ordre ' telle

que :

a=u"=Eu 8y)

et (”;)new converge en moyenne quadratique vers u quand n > + o,

Démonstration :

. .

1) Pour tout n e N , posons y; = p, + v

Nous allons démontrer que {E(ym 2] Yn)}(m,n)éNXN = (Ym Yn)(m,n)éWXN
converge faiblement a distance finie vers une certaine mesure positive

B e M2+ .

Comme (X,d) est complet et que (ym Yn)(m,n)dNﬁN est une suite
de mesures positives il suffit, en vertu des théorémes III.6. et III.7. de
démontrer que, pour tout f € C; et pour tout g € o , la suite

{ Jf(x) g(y) Yo yn(dx,dy)} est convergente.
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Un calcul s'appuyant sur les propriétés IV.4. et IV.5. donne :
V(m,n) e N x N

[ £000 9150 v v (@s89) = [ £ 9ly) sy wp(@x,y) + [ £00 9(y) upw (dx,y)

2

+ J f(x) g9(y) vu, (dx.dy) + J f(x) g(y) v (dx,dy) .

 Compte tenu de 1'hypothése et du caractére symétrique des deux termes centraux
dans le dernier membre de 1'égalité ci-dessus, il reste & démontrer que

la suite :

{J f(x) g(y) pnv(dx,dy)}ndN est convergente .

Cependant, 1'hypothése 2) du théoréme et 1'eégalité :

-2 - i , 2
Hn 7 Hn Hp ™ Hp Hp 7 Hp By T Hg

montrent que, pour toute fonction f e Cb , la suite {pr'](f)}ne.lN est
de Cauchy dans LZ(Q,A,P) ; comme {u;(f)} converge en moyenne quadratique,
. 1

{p;(f) v (g)}ndN converge dans L7 (Q,A,P) : ce qui entraine en particulier

la convergence de la suite :

E( (1) V(@) = (] £x) 8y) uv(dxdy))
L'égalité ci-dessus résulte de la propriété IV.5..

2) Ainsi, d'aprés le théoréme IV.3., il existe une mesure
aléatoire du second ordre positive vy telle que B = yz = E(y 8+y)

et converge en moyenne quadratique vers y°

(V) ey

Posons alors u = Y =V

(yn - y)2 = (pn - u)z converge faiblement a distance finie

vers 0 donc (ur'])mdN converge en moyenne quadratique vers u’



- 81 -

D'aprés la propriété 1V.9., (um un)m , converge faiblement a
distance finie vers u2 donc :
2
a=u . B
Theoneme 1V.7.- Soit (u;)néN une suite de mesures aléatoires

du second ordre telle que :

1) YneN, lupl € v7 ol v est une mesure aleatoire positive

du second ordre.

2) Y e A Vg e Ct 5 lim f £(x) gly) my Ho(dx,dy)
n,m

existe. Alors il existe une mesure aléatoire u du second ordre telle que :

(“n)néN converge en moyenne quadratique vers u

Démonstration : D'aprés le théoréme IV.6., i1 suffit de démontrer

que (um “n)m , converge faiblement @ distance finie vers une certaine
s
2

mesure o de M-,

Comme dans la démonstration de la propriété IV.9., 1'hypothése 1)

implique que la suite (um “n)(m n) NN est relativement compacte dans MZ.

Or 1a classe F' = {f(x) g(y) ; fe C; » g€ C;} est déterminante

sur M2 ; on applique alors le théoréme III.5. pour conclure. @

Du théoréme IV.7., on tire facilement le résultat suivant, a

rapprocher du corollaire IV.4..

Conollaine IV.7.- Soit (“;)néN une suite de mesures aléatoires

du second ordre telle que :

1) ¥h |U;i < v ol v estune mesure aléatoire du second

ordre positive.
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2) Vfec : {u;(f)}néN converge en moyenne quadratique vers

b -
une certaine variable aléatoire réelle X(f).

Alors (un)neN converge m.q. vers une certaine mesure aléatoire

du second ordre u'.

L ]

C - INTRODUCTION A L'ETUDE DES MESURES ALEATOIRES EVOLUTIVES DU SECOND ORDRE. -

Ce paragraphe est consacré & des applications a 1'étude des
processus a& “"valeurs mesures" des résultats obtenus précédemment ; nous
supposerons, dans tout ce qui suit que 1'espace métrique séparable (X,d)

jouit de la propriété de complétude.

T désignant un intervalle de 1a droite réelle, on appellera mesure
aléatoire évolutive du second ordre toute famille {u; ; t € T} de mesures
aléatoires du second ordre définies sur un méme espace probabilisé

(2,A,P).

Pour toute fonction f € Cb s {u;(f) ; te T} est donc un

processus réel du second ordre.

Compte tenu de la notion de convergence en moyenne quadratique
introduite au paragraphe précédent, nous dirons que la mesure aléatoire
évolutive {u; ; t € T} est continue en moyenne quadratique en un point
t T si et seulement si pour tout voisinage faible & distance finie V

0
de 0 dans M2 ,» i1 existe un nombre réel positif € tel que :

L] L . L] 2
VeerT ﬂ]to -es b+ el E[:(ut - uto) 8 (ut - uto)] = ]:pt - uto:l eV

Nous supposerons dans tout ce qui suit que {u; ; t € T} est continue en

moyenne quadratique sur T , c'est-d-dire en tout point t e T.
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Les théorémes IV.1. et le corollaire IV.7. montrent que cette
hypothése est vérifiée quand, pour toute fonction f € Cb » le processus
du second ordre {u;(f) ,» t € T} est continu en moyenne quadratique sur T,

et :

we =0, Vi eT

*

ou

* |u;| <v .Yt eT , oi v estune mesure aléatoire du

second ordre positive.

Rappelons briévement les conséquences bien connues de la continuité
en moyenne quadratique du processus réel du second ordre {u;(f) s teT)
ercb.

Ff(s,t) = E{u;(f) u;(f)} est continue sur T x T et il existe une version

Tout d'abord, pour tout f e Cb » la covariance

mesurable et séparable de {u;(f) sy te Tl

Si 1'intervalle T est compact, Ff(t,t) est intégrable Riemann,

donc intégrable Lebesgue sur T ; d'aprés le théoréme de Fubini ,

JT [u;(f)jz dt < + = p.s.

. ? )
et E{JT [ug ()] dt) = JT Te(t,t) dt .

De plus, comme la mesure de Lebesgue sur T est finie :

J u%(f) dt < + = p.s.
T

et : E{[JT u;(f) dt]z} = E{JT JT p;(f) p;(f) dt ds} = JT J To(s,t) ds dt < + =

T

D'aprés 1'inégalité de Schwarz, pour tous f ¢ Cb » g€ Cb :

E{J u;(f) dt J u;(g) ds} < + o

T T
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Ceci étant dit, nous nous proposons, étant donnéeune mesure aléatoire évolutive
du second ordre {ut » t € T} de montrer 1'existence d'une mesure aléatoire

du second ordre M~ telle que :

VFec, :M(f) = J

b () dt p.s.

T

Cette mesure aléatoire vérifiera en outre la propriété :

V¥, ge c, : M @M (f.g) = J j u; 8 u (f.g) dt ds p.s.
TIT S

Pour cela, remarquons tout d'abord que, pour tout f € Cb s J Ui(f) dt

T
peut étre obtenu a une équivalence prés pour 1'égalité presque siire, comme
1'intégrale en moyenne quadratique du processus {u;(f) ; t € T} puisque

la covariance Ff(s,t) est intégrable Riemann sur le pavé T x T.
Nous allons résoudre le probléme posé en considérant deux cas :

a) Cas d'une mesure aléatoire évolutive du second ordre
positive {u; ; t € T} . Considérons une suite quelconque de partitions

(P de 1'intervalle T = [a,b].

P a = tn’0 < tn,l < ieiann < tn,k(n) =b
k(n)
telle que : ?i? (tn,j - tn,j-l) —— 0 quand n — + o ,
k(n) .
On forme : S = 7 (t .-t . .)u (f)
n,f j=1 n,Jj n,j-1 tn,j

On sait que : 1lim m.q. Sn £ = J ué(f) dt p.s.
; N-+co ? T

Remarquons alors que :

k%?) ‘
{J=1 (tn,j ) tn,j—l) ue o J = (M) pen
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est une suite de mesures aléatoires positives du second ordre ; d'aprés le
corollaire du théoréme IV.4., dire que pour tout f € Cb » le processus
{u;(f) ; t € T} est intégrable en moyenne quadratique revient & dire que
la suite (M;)néN* converge en moyenne quadratique vers une certaine

mesure aléatoire M et on a :

VF e c, i M(f) = JT u(f) dt p.s.

b) Cas d'une mesure aléatoire évolutive du second ordre
quelconque {u; ; t € T} . Nous supposons, en plus de 1'hypothése d'inté-
grabilité en moyenne quadratique du processus réel {u;(f) ; te T} pour
tout f e Cb » qu'il existe une mesure aléatoire positive v_ du second

ordre telle que :

< v VteT

Mt
Considérons toujours la suite quelconque de partitions de 1'intervalle

T = [a,b] définie ci-dessus, ainsi que la somme Sn £ associée ; on

b

sait que :

1im m.q. Sn £ = JT u;(f) p.s.

n->co 4

Dans le cas qui nous occupe maintenant

k(n) . .
{7 (t .-t . .)u } = (M) est une suite de mesures
jo1 n,J n,j-1 th neN® n’neN

aléatoires du second ordre a signe.

Nous avons alors :

|M;| < (b-a) v’ Yh e N* |
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D'aprés le corollaire IV.7., dire que pour tout f e Cb {p;(f) ; teT}
est intégrable en moyenné quadratique revient a dire que (M;)néN* converge

en moyenne quadratique vers une certaine mesure aléatoire M. et on a :

Vf € C, : M(f) = IT u;(f) dt p.s.

L'intégrale en moyenne quadratique d'une mesure aléatoire évolutive du

second ordre {u£ ; t € T} peut donc étre toujours définie.

Ce résultat d'apparence naturelle, n'est acquis sans peine que

grace aux méthodes développées dans le paragraphe B.

I1 faut remarquer, en outre, que ce résultat est bien plus qu'une
simple mise en forme du fait que les processus {ué(f) ; t e T} sont tous
intégrables en moyenne quadratique ; il permet de donner un sens a
J u;(A) dt , pour tout A e B_ , méme si {u;(A) : teT} n'est pas a
pliori intégrable en moyenne quadratiqde, en posant :

M (A) = jT u;(A) dt p.s.

Ayant défini Moo= j u; dt en tant que mesure aléatoire du second ordre,
T
nous pouvons remarquer que J My dt 8 J Mg ds est une mesure aléatoire
T T

8 p; dt ds

sur M2 et nous préoccuper de donner un sens a 1'écriture J f My
T/T

a 1'aide de cette remarque.

Supposons que f et g soient des éléments de Cb 5 appliquons

le produit f . g & la mesure aléatoire M° 8 M ; on obtient :

M© @ M(f . g) = M(f) M(g)

et M (f) M (9)

| win ae [ i@ ds pos

d'aprés la représentation obtenue plus haut ; ainsi on a :

M" 8 M (f . g) = J J p; 8 u (f. g) dt ds p.s .
T /T S
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Nous allons illustrer 1'intérét de 1'intégrale en moyenne quadratique par
les trois exemples suivants qui ouvrent, pour les deux derniers, de nouveaux

thémes de recherche.

Exemple 1 : Migration d'étourneaux dans 1'intervalle de temps

[0,1]. Appelons :
C T'ensemble des migrations ou des chemins.

S la sphére terrestre.

Un élément de C est donc une application continue de [0,1] dans S.
Une variable aléatoire a valeurs dans C définit un processus {X, ; te [0,1]}

d trajectoires continues.

Soit d 1la métrique associée & la norme de la convergence
uniforme ; (C,d) est un espace métrique séparable et complet qu'on munit

de sa tribu borélienne BC.

On représente les habitudes des &tourneaux par une loi de

probabilité ¢ sur (C, BC).

* A un instant t e [0,1] , la position des &tourneaux est une

répartition ponctuelle aléatoire :

. N
= 8
"o Tk (0)

t n
ol : N est Te nombre d'étourneaux.
Xl"“’XN est un échantillon de 1a loi Q .

**% Dans Te cas ol les étourneaux se proménent par familles, leur
position & un instant t e [0,1] est aussi une répartition ponctuelle

aléatoire qui s'écrit :



- 88 -

n n
ou : N est le nombre total de familles.
Xl""’XN est un échantillon de la Toi Q .
Kl""’KN est un échantillon de la 1oi‘du nombre d'oiseaux

. dans une famille.

On vérifie trivialement que {u; s t e [0,1]} est une mesure

aléatoire évolutive du second ordre positive.

Soit A un borélien borné (un champ par exemple) : si on observe

1 :
J ut(A) dt , i1 s'agit du peuplement aléatoire moyen du champ A entre
0

les instants t =0 et t=1.

Exemple 2 : Processus de lignes.

Les méthodes développées juéqu'ici devraient permettre d'étudier
ces problémes sous un nouvel aspect : soient X et Y deux variables
aléatoires indépendantes, définies sur 1'espace probabilisé (Q,A,P) et

a valeurs dans R2 , muni de sa tribu borélienne B 2 - On considére un

R
échantillon aléatoire de taille N du couple (X,Y) : (Xl’Yl) Poeee 3 (XN,YN)
et les segments aléatoires {t X + (1-t) Y ; te [0,1]}.

=

Posons w, = ) 8 _
t n=1 tXn+(1 t)Yn

On constate facilement que {u; ; t € T} est une mesure aléatoire évolutive

du second ordre positive.

1
Soit A une zone du plan : on interpréte J ut(A) dt comme
0

le nombre aléatoire moyen de segments qui coupent la zone A entre les

instants t =0 et t=1.
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Exemple 3 : Théoréme ergodique.

Soit {u; s te R+} une mesure aléatoire évolutive du second

ordre.

On suppose que cette mesure aléatoire évolutive est intégrable
en moyenne quadratique, et que E{u'(t)} =y, Vte R,
L'objet de cette &tude est de voir sous quelles conditions la "moyenne
T
temporelle" ST =-% J Hy dt converge suivant T en moyenne quadratique
0
vers u, ce qui constituerait une sorte de loi des grands nombres et une

premiére approche de problémes relevant de la mécanique statistique.

I
. n— -— ——1_ . _
Posons : AT = ST W= JO He dt - u .

Pour que AT m-9-, 9 quand T =+ + «, i1 suffit, en vertu du

corollaire IV.7. que :

1) Ve eR" u; >0 ou WVteR' IU;| <v ol v estune

mesure gléatoire positive du second ordre.
2) Vf e Cb : {A%(f)}Tew* converge en moyenne quadratique vers O

au sens usuel.

On peut ainsi énoncer le résultat suivant, conséquence de [20]

p. 222.

L . . + e .
Propriete.- Soit {ut ; t € R'} une mesure aléatoire évolutive
du second ordre, intégrable en moyenne quadratique sur [0,T], pour tout

T eR'.

On suppose en outre que E u; = Yt e RT .
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Pour que = J p, dt m.9., pu il est suffisant que :
Tl bt Tote

1) Vte R u; 50, o0u VteR lu;| <v , v positive

du second ordre.

L (T T
2) Vfec, : 11m—7( f Re(t,s) dt ds = 0
T+ T¢ J0 J0

od Re(tss) = E{[ug(F) = w(f)] [ug(f) - u(f]]
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1 - PRELIMINAIRES.-

Soit (X,d) wun espace métrique séparable, complet ; Cb

1l'ensemble des fonctions numériques continues et bornées, 3 support

borné sur X.

B est la tribu borélienne de X et Bb est 1'anneau des

boréliens bornés de X.

M désigne 1'ensemble des mesures positives, o-additives
sur B, finies sur Bb'
On note E 1'ensemble des répartitions ponctuelles c'est-d-dire

1'ensemble des €léments f de M tels que :
VAe B, £(A) =N(f,A) eN

ou : mesures discrétes 3 masses entiéres.

Déginition.- On appelle topologie de la convergence faible a
distance finie sur M, la topologie dont une base de voisinages est

donnée par les ensembles de la forme

V(Ao, h1 yeensy hn’ e) ={xeM, IJ hr dko - J hr dA| < g 3
X X
hr € Cb ; r=1,...,n}
ol Ao décrit M, n € N et eeR
Une suite (An)nelN d'éléments de M converge faiblement 3

distance finie vers xo s1 et seulement si :

Vhec , lim ( h dr_ = J h dA
n+e 4 X n X °
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J. Geffroy avec P. Quidel [1] puis avec M. Z&boulon [2] ont défini une
métrique o induisant la topologie de la convergence faible & distance

finie sur M.
o se définit comme suit ; on fixe une origine O de fagon quelconque
dans X. Pour tout r € N on pose :
2 8
Y(u,v) e M Or(u,v) =Inf {6 >0, VAeB tel que A C B(o,r)

u(a) < v(AG) + 8}

V(u,v) € M2 pr(u,v) Max {or(u,v) s cr(v,u)}

pr(u,v)

1

Vo, e 1 oG,w) ) -J; S S —
r=1 27 1 + pr(u,V)

Ad = {x e X, d(x,A) < 8} est le dilaté de A & § prés.

B(o,r) est la boule ouverte de centre O et de rayon r.
Le théoréme suivant est utile pour caractériser la convergence faible

3 distance finie.

Théoneme [2].- Soit (Xn)neN une suite dans M ; les deux

affirmations suivantes sont équivalentes :

a) lim p(An, Ao) =0
n->+ow

b) VA e B, tel que 1 _(3A) =0 : lim A (A) =& (&) od
n->-+co
dA désigne la frontiére de A.

On note BM la tribu borélienne de M ; E € BM , et on note

BE la trace de BM sur E.



I1-03

De pinitions
D, - On appellera mesure aléatoire toute variable aléatoire a valeurs

dans (M, BM), et processus ponctuel toute variable aléatoire i

valeurs dans (E, BE).

D, = Un processus ponctuel f° est dit de Poisson (ce qu'on notera

désormais p.p.p) si et seulement si il vérifie

i) Y e n* , Vhl Seees Ak € Bb deux 3 deux disjoints ; les variables
aléatoires réelles N(f.,Al) Seves N(f.,Ak) sont indépendantes (on dit alors

que le processus est & accroissements indépendants).

ii) Va e Bb , N(f°,A) suit une loi de Poisson.

D3 - On appelle mesure moyenne (ou intensité) du processus ponctuel

de Poisson f° 1la mesure u € M définie par :

/N B, , wu(A) =E {N(£,8)}

La loi de probabilité de f° est une mesure de probabilité
sur (&, BE) entiérement déterminée par la mesure moyenne de f° [Hﬂ p. 16,

Théoréme 3-1 ; soit PM 1'ensemble des probabilités sur (M, BM) ; on

définit ainsi une application :

M — P

M

U v—s ﬂu (loi du p.p.p. d'intensité y)

Si PM est muni de la topologie faible classique, il est facile de

vérifier que cette application est continue.
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La construction d'un p.p.p. fﬁ d'intensité u fixée est
classique voir [3] : [8] H [9:]

Nous nous proposons de définir un procédé de construction suffi-
samment régulier pour que le processus stochastique {fﬂ ;s u e M}
posséde de bonnes propriétés de continuité. Nos r@sultats généralisent

ceux obtenus par P. Jacob dans Bﬂ .

1T - REPRESENTATION CONTINUE DE MESURES. -

La représentation que nous allons construire est basée essentiel-
lement sur une généralisation du théoré@me bien connu de A.V. Skorokhod

dont on pourra trouver la démonstration dans Bﬂ et [4].

Théoneme 1.- Soit P 1l'ensemble des probébilités boréliennes
définies sur un espace métrique séparable et complet Y ; on munit P
de la topologie faible. Soit M le sous-ensemble d'éléments de P
dominés par une probabilité fixée o ; enfin, soit

(Q,A0) = ([0,1], B[O,l] , \) oli A est la mesure uniforme sur B[O,l]'

I1 existe une fonction aléatoire X(.,.) définie sur P x Q

et 34 valeurs dans X telle que
i) Vh e P, X(u,.) est de loi u.

ii) Vh e M, il existe fu e A tel que A (Qu) =1 et
tel que, pour tout w € Qu , la trajectoire X(.,w) est continue au

point .

D'autre part, nous utiliserons en cours de démonstration

plusieurs lemmes techniques.
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Lemme 1.~ Soit (un) une suite d'éléments de M.

nelN
Tl existe une famille Au dénombrable , de boréliens bornés

uo-continus telle que si

un(A) —_— uO(A) Vae A alors un-——+ M, faiblement & distance finie.
n>+eo Mo
Demonstrnation : Soit m e NY quelconque ; pour tout x € X , on

peut choisir une boule ouverte de centre x , de diamétre inférieur
. . . iy ez . .
a — quil est uo—contlnue. La possibilité d'un tel choix est claire.

m
On la note Bm(x).

- ~ . . *
X @&tant séparable, il existe, pour tout m € N un recouvrement

dénombrable de X par certaines de ces boules soit {Bm(x?)}idN* ce

recouvrement ; m = 1,2,... Posons
m _ m
A1 = Bm(x])
m _ m, m
A2 = Bm(XZ) Bm(x])

n-1
m m m
An = Bm(xn) W Bm(xk)
k=1
Les boréliens de la suite (Am) * sont u -continus , forment pour
n’ nelN o

* ., . ~ PR
tout m e N une partition dénombrable de X, et sont tous de diamétre

¢ s s .1
inférieur a — .
m

1
Posons D] = {A] s AL ..o 3 A L)
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On obtient DZ en formant les intersections

1 2 1 2
. N .
AI N Al H 5 A] Ap 3 eeeeens
1 2 1 2
n : N
An A1 3 eeeene 4 An Ap H cen
v *2 1 2 ‘o= e ok
On pourra noter (n,p) e N AL NA” = A 1'élément générique de

n P n,p

la partition DZ et par généralisation

1 k

Al N Arz1 no... ﬂAE - A L @p,eenm) e N
| 2 k 17

1'é1ément générique de la partition 7, .
génériq P '

Par construction, Dk est un raffinement de Dk—l

Pour récapituler, la suite (Dk)kem* de partitions de X ainsi

construites, emboitées les unes dans les autres est telle que :

iy YeeN' , Vae D, u_(38) = 0

ii) Ve e N° s Ya e Dk A(A) < il ol A(A) désigne le
k

diamétre de A.

On appellera A1 la famille de tous les boréliens des partitions

@

), ., & laquelle on ajoute &ventuellement ¢.
k'k>1 J

Comme ces partitions sont raffinement les unes des autres,

A] est fermé pour 1'intersection finie. En outre, tout ouvert de X

est réunion dénombrable d'éléments de A1 4 p. 28-29].

Soit O wun point arbitraire de X et {B(o,rn)}ndN*E une

suite de boules ouvertes de centre O et de rayon {rn}nem* uo—continues

telle que limr = + =,
n->+o
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Posons A2 = {B(o,rn), n > 1} et enfin A“o = A] U AZ

. A . +% .
soit G un ouvert borné et soit £ € R 3 comme uo(G) < + o il

existe une suite (Ai)ieN* d'éléments de A1 et un nombre entier

m(e) tel que
m(e)

uO(G - i:JI Ai) <€

D'aprés le lemme de Poincaré on a :

m(e) m(e)
k+1
W (U a) = ) (nFth e
n. i
1=1 k=1
avec SE(E) = z un(Ai n...N A.i ) et ol la sommation s'@tend
L1,0neiy 1 k

i toutes les combinaisons des m(e) premiers entiers pris k & k.

Les A, n...n Ai sont des intersections finies d'é&léments
1 k
de A] et appartiennent donc a A]. On a par conséquent
m(e) m(e)
limu (\J  A)) =n (U A))
. i o . i
n->+w 1:] 1=1

si bien que 1l'on peut écrire :

m(e) m(e)
uo(G) - g < uo(.k) Ai) = lim un(},/ A.) ¢ lim inf un(G)
i=1 n-+e i=1 n->+w

et, puisque € est arbitraire on a :
lim inf u (G) 2 u_(G) (%)
n—->+w«
D'autre part, si F est un fermé borné il existe un élément B(o,rz)

de A2 qui le contient.
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Comme : lim un(B(o,ye)) = uo(B(o,pz))
N+

et lim inf Ho [B(o,rz) - F) > uO[B(o,rz) - F]

n->oeo

on a : 1im sup u_(F) < u (F) (xx)
e n o

De (%) et (**) on déduit ais@ment :

®

VA e B, / u (34) =0 : Llimu (&) =u (&) .
nr+eo

Ce qui est la convergence faible & distance finie.

Lemme 2.- Soit :

- (Xi)i une suite de variables al@atoires définies sur

(2,A,P) et a valeurs dans (X,B), indépendantes et de méme loi Q.

- 7 une variable aléatoire indépendante des (Xi)i>l définie
sur (2,A,P) et 3 valeurs dans (N, P(N)).
. Z
On pose £r= 7 8
L%,
1=1 i
1) Si, pour une seule partition donnée Al e Ar
Z Z
de X les v.a.r. izl 6Xi(Al) S eee iZ1 Gxi(Ar) sont indépendantes

alors Z suit une loi de Poisson.

2) Si Z suit une loi de Poisson alors, pour toute partition

Z Z
N de X , les v.a.r. .Z GX.(AI) R 'Z 6X.(Ar)
i=1 i i=1 1

sont indépendantes.



Demonstration :
Partie ! : On procéde par récurrence sur
* si r =2 on pose A=A et A, =

II-09

1 2

r.

Les variables aléatoires Xi prennent leurs valeurs dans A

ou dans son complémentaire

AC

, avec les probabilités respectives

Q(a) = p et Q(AS) =q=1-p.

On va montrer que si

Z Z
) 8, (A) et .z

sont indépendantes,

i=1 % i=1
sont indépendantes, alors Z suit une loi de Poisson.
. Z Z c
si Y, = izl Gxi(A) et Y, = izl Gxi(A)
on peut écrire
E(sYl tYZ) = E(sY]) E(tYZ) .

D'autre part

Compte tenu du fait que GX

i

i

(4)

Z
8
izl X i=1
EZEZ[S t

R
E,[EGs ~ t 9)/7]

Z
a )3

Z X.

EZDE(.I_I s t

1=1

) /Z]

est une bernoulli de paramétre p et

6. (AS) est une bernoulli de paramétre q , on a :

X,
1

Y, Y

E(s | t %) = E,{[sp + tq]z}
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En calculant de méme, on obtient :

EZ {(sp + q)Z}

[ea}
~~
2]
~
it

=1
~
rt
~
i}

E, {(p + qt)Z}

On a donc, en retenant 1'hypothése d'indépendance de Y, et Y, 1'égalité :

Z Z Z
EZ{(sp +tq) } = EZ{(sp +q)7} EZ{(p +qt)”} .
Ce qui est équivalent &

J(ps + @) P(p + qt) = P(sp + qt)

-

oi ¥(s) est la fonction génératrice de Z c'est-a-dire
[oe]

d(s) = Z P(Z = k) sk . Comme { est analytique dans le domaine
k=0

{seR[s|] <1}, § y est dérivable.

J(ps + @) ¥(p + qt) = P(ps + qt) <==> P(u) J(v) = J(u v - 1)

< 0<s <1 u=ps +q qQ £u <l
\ 0<t < v =p+ qt psv<l
Dérivons par rapport &4 Vv Ju) §'(v) = ' (u+v-1)
Faisons v = | o P(w) ¢ () = P ()
. Au '
Ce qui donne : P(u) = o e avec X = ¥'(1) >0

Comme  {(1) = 1 on a a=e

Finalement on obtient :

PJ(u) = M
Y Ap(s=1)
et alors E(s ) = {J(s) = e P
Y
E(t 2) = J(r) = 97D
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En conclusion, Yl et Y2 suivent donc des lois de Poisson

de paramétres respectifs Ap et Aq .

Or Y2 =7 - Y] <==> I = Yl + Y2

Ainsi, Z , somme de deux v.a. de Poisson indépendantes de
paramétres Ap et Aq est une v.a. de Poisson de paramétres Ap + Aq = X.

Le lemme est démontré dans le cas r = 2

Supposons le résultat &tabli jusqu'ad 1'ordre r-1 et prouvons

le & 1'ordre r.

En supposant que

I o~ 1IN

z
Josg(ap s oo s L 8y (A) sont
i=1 i =

indépendantes, nous en tirons 1'indépendance de :

Z Z Z Z r-1
.Z 6X.(Ar) et .z 5X.(Al) e ¥ .Z aX.(Ar—l) - .X GX.(}‘) Aj)
i=1 1 i=1 i i=1 i i=1 i j=1
c r—1
Posons A = Ar et A = \_ A, . On se raméne au cas r = 2

j=1
et cela permet de conclure que Z suit une loi de Poisson.

Partie 2 :

Si 7 suit une loi de Poisson de paramétre A alors pour

n'importe quelle partition finie A] S oeee 3 Ar de X , les variables

aléatoires

Z
GX (A]) 3 oeee 3 Z 8 (Ar) sont indépendantes .
1 i i=

o~

i

En effet si Z suit une loi de Poisson de paramétre A , sa

. P . Z -1
fonction génératrice est g(s) = E(s™) = eA(S )
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X.

D'autre part la fonction génératrice de § (Aj) est pour

i
tout 1 :

= 1 = 3 =
£(s;) = E(s; ) = syp k;j P ©oi p; = QA)

D'oli, d'aprés [@ théoréme 3 p. lZg] la fonction génératrice de

Z
Y8, (A.)
i=1 % z
$ A
izl x4 Apy(ssy)
g(f(sj)) = E(sj ) = e i=1,2,.
Yj Z
= E(s,9) oa Y, = ) (A.)
om0l
Mais, on sait que :
Yl Yr Z
E(s1 cee S ) = EZ{[b] S; + Py Syt ... D s?] }
) eA["x SREPIIRTES MRS
) ex[bn S] TPy Syt ees PP S TP TP TRy
-1 -1 -1
ap (s =hH  Ap,(s,=D) Kpr(sr )
= e e cieee. €
Y. Ap.(s.—1)
d'oli en tenanht compte de E(st) =e J j=1,2,...,r .
Yl Yr Yl Yr
E(s] . s. ) = E(s1 ) E(s )

v
I
I o~ 1N

Remanque :
Nous avons maintenant la preuve que si f° est processus

Z
ponctuel 3 accroissements indépendants représenté par f° = z SX
i=1 i

ou
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- (Xi)i>1 sont des variables aléatoires indépendantes et

équidistribuées de loi Q sur (X,B).

- 7 est une v.a. & valeurs dans (N P(N)), indépendante

des (Xi)i>l alors Z suilt une loi de Poisson ; ce qui & son tour

implique que f° est un p.p.p.

En effet, pour tout A e Bb , en notant p = Q(4)
Z

I 8y )

pNELR | it iy e(sD)

Autrement dit, N(f',A) suit une loi de Poisson de paramétre Xp .

Théoneme 2 de neprésentation.-

Soit T wune famille dans M dominée par une mesure ¢ fixée

de M.

I1 existe un espace probabilisé (Q,A,A) et une fonction
aléatoire {f& , e M} dont 1'espace des temps est M et 1l'espace

des états celui des répartitions ponctuelles E telle que :

1) \ﬁxe M, f; est un processus ponctuel de Poisson de

mesure moyenne u .

2) Vﬁ el , HQU , A(Qu) =1 et Yo e Qu £ est une

trajectoire continue au point u.

Démonsthation : La preuve de ce théoréme se fera en plusieurs

étapes.

@ Nous supposons que le diamétre de X est infini, ce qui est le

cas le plus général.
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Soit 0 € X 1'origine arbitraire choisie pour la construction

de la métrique p de Geffroy.

On fait un découpage judicieux de X en construisant une suite
= {B(o,r )} de boules ouvertes de centre O et de n
(Bs)seIN {B(o, s) seN o de rayon r_

telle que

1) limr = + o«
S—>+oo

2) Vs e N . BS est o—-continue i.e. o(aBS) =0 ol o

est la mesure qui domine T.

Ainsi, les éléments de la suite (Bs)st sont T'-continus.
® On fixe maintenant s et on pose
*
E=E =B -8B s1i s € N
s s s—1
E=2B8 si s =0
o)

On note M* 1'ensemble des éléments 1 de M tels que u(E) > 0
On pose f=rnu

e e s * e g e,
On peut ainsi définir pour tout u € T une probabilité

Pu = u/p(E) sur (E,T) oi T={ANE, Ae B}. On note P 1'ensemble

des probabilités sur (E,T).

¥

La famille A' = (P ) est dominée par ¢ car T  est

¥
u el

elle méme dominée par o. Alors, en remarquant que 1l'application :
r* A

y — P
H

oi A' est muni de la topologie faible, est continue, et en appliquant

le théoréme 1, on obtient
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. . - . *
I1 existe une fonction aléatoire : X(.,.) : M™ x Q — E

telle que :

i) Vu e m* , X(u,.) est de loi u/u(E)

ii) V@ € F* . gfhl: A(u) =1 et Yo € Ou X(.,w) est
continue en u.

Regardons & présent la famille de nombres positifs ou nuls
(Y(E))YEM .

Chaque élément de la famille peut &tre considéré comme le para-

métre d'une loi de Poisson, éventuellement dégénérée.
On applique 3 nouveau le théoréme 1 et il vient :

I1 existe une fonction aléatoire
z(.,.) MxQ-——N telle que :

i)V eM , la v.a. Z(y,.) suit la loi de Poisson de

paramétre v(E). Cette variable est dégénérée si y(E) = 0 .

ii) VQ e M , HS%' s X(Qy) I et Yue QY , Z(.,w)

est continue au point .

Posons

View (2, A, A = (2,A,0)
ol Q= [O,l] , A= BI:O 1] ; A mesure uniforme sur [O,l]
>
et @, A", 2\ = (1 o, , 8 A, ® 1)
i=0 i=0 i=0
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0

. (0, A, ) — (Qi, Ai’ Ai)

. . . éme B .
est la projection i coordonnée, pour tout 1 € N.

*
Posons, pour tout y e M :

' " . .
VieN , Xi = Xl(y,.) = X(y,.) o ™.
o) o
1=20, XY = X' (y,.) = 2(y,.) o7
.. * . i . .
Alnsi, V% e M la suite (Xy)ieN est formée de variables
aléatoires indépendantes.
)
X (w)
On pose alors £ = Yz §,1 Yo € Q
P Y 2 X (w)
. w _ . o
(avec la convention : fY =0 si Xy(w) = 0).
© Il est clair, d'aprés le lemme 2, que f; est un p.p.p-

L'intensité de ce processus est bien vy puisque :

y (A)

N(£:,A) Y(E) —(s-1) -
VaeB E{s ' }=e v (E) _ W [s-1]
donc 'E{N(f;,A)} = yv(A)
@ Dans le cas ol vy € M\\M* , on construit un processus de

Poisson dégénéré f; sur (E,T) en posant f; =0 .

® Nous allons donner la preuve de la continuité presque siire

de f° . Autrement dit, Vw erT , 3 Q , A ) =1 et Vo e 0
Y Y Yo Yo YO

R\ . .
f est contlnue au point Yo .

i) On suppose d'abord que Y, € r*

. . i
al) Par construction, View ; X (y,.) o m, est presque

sirement continue au point Yo
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Ainsi, il existe Q: tel que XW(Q: ) =1 et tel que, pour
0 o

o

. i .
tout w e 9 et pour tout 1 e N X" (y,w) est continue en Yo 5y ce
o
qui est équivalent a - puisque X est un espace métrique -

Yo € Q? , VieN et pour toute suite (y_) convergeant faiblement

° n’neN
3 distance finie vers vy_ : lim Xl(y , W) = Xl(y ,w) .
o0 n )
az) L'ensemble {A e T , N(f$ , 9A) = 0} n'est pas dénombrable

o
en général.

Pour cette raison, on se raméne & la famille dénombrable A

o
du lemme 1.
On a, pour tout Ae A : v (3A) = EN(f" , 3A) =0 .
Yo o Yo
Ce qui implique N(f; , 0A) = 0 , N p.S.
o
L'hypothése que A est dénombrable entrafne 1'existence
f 0 o )
d'un ensemble Q: C Q@ , mesurable, vérifiant :
o
© oo c;o'
X (R ) =1 et tel que Vo e 0 , Va e A on a :
Yo Yo Yo
N(EY , 3A) = 0
Yo
a3) Soit A un borélien borné tel que : N(f$ , 9A) = O
(o] oo' . O
pour tout we 2 N @ , et une suite (Yn)neN qui converge faiblement
o o

-~ . .. *
a distance finle vers Y, € ' ; comme YO(E) > 0 , on peut supposer,

. PR * .
sans perte de généralité, que Yoneml N M ;3 il nous faut montrer que :

lim N(£° , A) = N(£¥ , A)
n->-+wo n YO

o' . i . 0
Yoea  Na les points Iy , w) pour j =1 ,..., X (v _,0)
Y Y, o o
o o)
e s c . ~
sont dans l'intérieur de A ou dans 1'intérieur de A~ ; ils sont méme

(<]
en nombre fini dans A .
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o
X (Yo,w) .
Posons r = min d(XJ(yO,w), 9A) ; r est strictement
j=
positif.

. o ~ . - .
La fonction X (-,w) é&tant continue en y_ , & valeurs entiéres
)

positives, il existe K(w) tel que
o o
Vo 3 K@) , X(y, w) =X (v, o)
On peut supposer K(w) assez grand pour avoir de plus :

Vo > R(w) , d(XJ(yn,w), XJ(yo, w)) <r pour j = 1,...,Xo(yo,w)

Cette inégalité signifie qu'ad partir du rang K(w) , XJ(yn,w) et
. [+]
XJ(yo,w) sont soit tous les deux dans A , soit tous les deux dans AS s

ce qui évite la situation oii les 2 points seraient de part et d'autre

de la frontiére de A.
On en déduit que :

w

Va » K(w) N(EY , A) = N(£¥ , A)
Y Y

n o)

ii) Si maintenant Y, € r-ro , 1l existe

@ oo «© [oo] (e] .
Q A (@ )Yy=1 et Yo e , X (y,w) est continue
YO YO YO

au point Y, 3 donc pour n assez grand,

O (o]
X (Yn,w) =X (v ,w) =0

o
X
| (v s0)
et donc z $ i =0 car c'est une somme qui ne contient pas
i=1 X (yn,w)

d'élément.
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. w .
Dans tous les cas, la fonction fY construite est telle que

[oe] 00' . .
Pour tout w € QY N QY , pour toute sulte (Yn)neN qul converge

o o
. o s .. w .
faiblement a distance finie vers Yo , (£) converge faiblement
© n neN
i distance finie vers fY ; ce qui signifie (puisque M est muni de

o)
P w . .
la métrique p) que fY est continue au point Y, pour tout

00'
we N Q
Yo Yo

(:) En somme, nous avons construit, pour tout s € N un espace
- . - oo o o . - »
probabilisé (Qs, As’ AS) et une fonction aléatoire
£° M x o, — E
telle que

- VQ e M, f;s est un processus ponctuel de Poisson de

mesure moyenne Y.

.5 ~ .
- f est presque slirement continue sur T.

o (e 4] oo
Si on pose @A 2%y = (1 o, 8 A, 8 A\
s s s
s= s=0 s=0
alors : Wy e T (f\'(s)S€|N est une suite de p.p.p. indépendants

La superposition f = Z £°% est encore un P-pP.P-
s=0 '

En effet si (gr'l)nelN est une suite de processus ponctuels indépendants,
pour que la superposition infinie des (gé) soit un processus ponctuel
il faut et il suffit que :
VA e B, : I PIN(Gg ,A) # 0} <+ [8 p. 264] .
n=0
Dans la situation qui nous occupe, ce résultat s'applique
puisque, si A € Bb , i1 n'y a qu'un nombre fini de f; qui se

réalisent dans A.
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Pour tout A € Bb . V& e M, N(f;,A) suit la loi de Poisson

de paramétre :

I
Il o~ 8
£
~~
+h

E N(f,A) =
(£.,4)

1
Il 1 8

y(A N E) = v(4)

c'est-3-dire que la superposition f; a pour mesure moyenne Y. Il

reste 3 montrer la continuité presque slire de f°

.

Soit Y, un élément de T :

On sait que pour tout s € N 1l existe Q:’S e A tel que

A (QY’ )y =1 et,
o
Yo e 028 , £ est continue en Yy
Y Y o
o
oo ©_ g © < [<Y)
Onpose £ = M’  :2A(Q )=1 et, Ys, Yoeq
o selN o : Yo Yo
W,S .
f est continue en vy
Y o

Soit A wun borélien borné tel que yo(yA) = 0 ; soit S un entier
S
tel que A.CZS:é ES : pour tout s = 0,...,S , Yo(aA n ES) =0 .

Alors, pour toute suite (yn) d'é1éments de M, qui converge faiblement

o]
a distance finie vers Y, » et pour tout we€ QY
o

S S
w w,S w,S W
£ ) =) £°7QANE) —> ) £7P°(ANE) = £ (A)
Yn s=0 n s =0 Yo s Yo

. oo w . -

ce qul montre que Yo e @ , f est continue en vy , et achéve la

. o
Yo

démonstration.
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Remarque : Nous avons pu, grace au théoréme 2, obtenir une
représentation d'une famille de mesures par une fonction aléatoire
{fﬁ , u € M} presque slirement continue. Il semble alors naturel de
voir sous quelles conditions {fﬂ ; 1 € M} présente une propriété de
continuité uniforme. Le théoréme que nous allons démontrer est le

suivant :
Théondme 3.- Soit I une famille dominée et faiblement
compacte 3 distance finie de mesures dans M.

Il existe un espace probabilisé (Q,A,P) = (]3%]]’ B[b ]]’ )

et une fonction aléatoire {fu; u € M} dont 1'espace des temps est M et

1'espace des états celui des répartitions ponctuelles E telle que :

DYueM |, f; est un p.p.p. d'intensité

2) fﬁ est uniformément continue en probabilité sur T.

Démonstrnation :

1) Nous ne revenons pas sur la construction de la fonction

aléatoire car c'est exactement ce qui a été fait au théoreme 2.

2) Pour démontrer la continuité uniforme en probabilité, nous

nous appuyons aussi sur le théoréme 2.
En effet, comme la famille I est dominée, il existe un

espace probabilisé (f,A,)) et une fonction aléatoire :

£fP i O x M ——E

telle que :
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1) YuieM , f; est un p.p.p. de mesure moyenne |.
2) YaerT, 3 QU : A(Qu) =1 et Vue Qu . £ est continue
au point .

Notons F(Q,M) 1'ensemble des mesures aléatoires définies
sur (92,A,2). On munit F(Q,M) de la topologie de la convergence en

probabilité métrisable par la distance en probabilité dA définie par :

Yo e F(a,M) , YW= e F(a,M

dx(”"\)') = Inf {e > 0 : AMp(u", v) 2 e} < €}

Bkmm@ M est un espace métrique séparable, p(p",v’) est une variable

aléatoire réelle sur (9,A,1) [11 p. 225] ou [12 p. 77]].

Considérons 1l'application :

—s> f°
s H

Cette application est continue : en effet, nous savons que si

(un)nem* tend vers u faiblement & distance finie alors

f° —— £° X p.s.
1 H

ce qui & son tour implique :

La conclusion est que 1 est continue ; comme nous avons choisi T

faiblement compact & distance finie, 1 est uniformément continue sur T.
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On utilise la notion de moment d'ordre 2 d'une mesure aléatoire
pour définir la convergence en moyenne quadratique d'une suite de mesures
aléatoires se réalisant dans un espace métrique séparable par la convergence
faible a distance finie de la suite de moments associée.

Un théoréme de caractérisation de cette convergence, ainsi qu'un
théoréme de complétude sont établis, permettant d'introduire 1'intégration m.q.
de mesures aléatoires évolutives du second ordre. Cette €tude a nécessité
1'examen préalable des mesures a signe sur les espaces métriques produits
(faible relative compacité - classes déterminantes).

En annexe on construit un processus {f; O My presque
sirement continu sur un sous-ensemble dominé M d'un espace M™ de mesures

boréliennes positives, muni de la topologie faible , tel que Vu e M 5 fu

soit un processus ponctuel de Poisson d'intensité wu.

- Convergence faible.

- Mesure aléatoire.

- Convergence moyenne quadratique.
- Processus ponctuel.

- Processus Poisson.

- Théoréme Skorokhod.






