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Le travail  présenté dans ce t te  thèse comporte deux parties toutes 

deux consacrées aux mesures aléatoires  mais différentes quant à leur su je t .  

La plus ancienne de ces par t ies  a déjà f a i t  l ' ob je t  d'une publica- 

t ion dans la  revue de 1'I.R.M.A. de Li l le  (Vol. 4 ,  Fasc. 1, 1982), e t  e s t  

re jetée en annexe. Indiquons brièvement qu ' i l  s ' a g i t  d'une étude qui se s i t u e  

dans l a  1 ignée des théorèmes de représentation dilis à A . V .  SKOROKHOD ( [30], 

[31] ) , J .  GEFFROY e t  O .  JOUANDET [32] , R .M. DUDLEY 1331 , e t  P. JACOB ( [3] , 

[36] ) .  A une fami 1 l e  donnée r de mesures boréliennes positives sur un 

espace métrique séparable, nous associons un processus ( f *  ; p E M l  t e l  que, 
lJ 

pour tout élément l-i s I', f' e s t  un  processus ponctuel de Poisson de mesure 
IJ 

moyenne ri. La construction e s t  f a i t e  de f a ~ o n  que {f '  ; il E M l  présente 
1-i 

des propriétés de continuité lorsque M e s t  muni de la  topologie "faible 

à distance f inie" .  Une t e l l e  représentation e s t  un  ou t i l  t r è s  efficace 

lorsqu ' i l  s ' a g i t  d 'é tab l i r  certains résul ta ts  de convergence (par exemple 

[il ; [z] ; [37]). 

La partie principale, plus récente, expose des résu l ta t s  obtenus 

plus récemment, avec l e  concours de P. JACOB, sur l e s  mesures aléatoires du 

second ordre. I l  s ' a g i t  là d 'objets  mathématiques dont l 'é tude remonte aux 

travaux de K .  KRICKEBERG [IO], D .  VERE-JONES [Il] où l a  notion de moment 

d'une mesure aléatoire  e s t  notamment introduite. 

On connaît par a i l l eu r s  les  travaux de J .  GEFFROY, H .  ZEBOULON, 

P. QUIDEL sur les convergences stochastiques de mesures aléatoires e t  de 

processus ponctuels ( [l] ; [Z] ; [9] ) e t  1 eurs développements . Cependant 

i l  manquait jusqu'ici une étude de l a  convergence en moyenne quadratique 



des mesures a l é a t o i r e s  du second ordre ; c ' e s t  c e t t e  lacune que nous avons 

essayé de combler i c i ,  en u t i l i s a n t  l a  n o t i o n  de moment : l a  convergence 

en moyenne quadrat ique d 'une s u i t e  de mesures a l é a t o i r e s  du second ordre  

(.;) vers une mesure a l é a t o i r e  du second ordre  * e s t  carac tér isée par  

l a  convergence f a i b l e  à d i s tance  f i n i e  de l a  s u i t e  de moments 

E{((  - l~') 63 (pi - . O )  1 . Une t e l  l e  étude a, à n o t r e  connaissance é té  

nég l igée j u s q u ' i c i  par l e s  auteurs t r a v a i l l a n t  sur l e s  mesures a l é a t o i r e s  

du second ordre. Il s ' a g i t  en e f f e t ,  dans l e u r  opt ique, de généra l i ser  l e s  

processus du second ordre : par  vo ie  de conséquence, l ' espace où se r é a l i s e n t  

l e s  mesures a l é a t o i r e s  e s t  un espace des temps p l u s  ou moins général (R ou 

un groupe localement compact) permettant des t ravaux sur l a  s t a t i o n n a r i t é  

temporel le .  Pour nous, l e s  mesures a l é a t o i r e s  du second ordre  se r é a l i s e n t  

sur  un espace où e l  l e s  présentent  des p rop r ié tés  spécif iquement s p a t i a l  es, 

e t  évoluent par a i l l e u r s  en f o n c t i o n  du temps : il s ' a g i t  donc, à proprement 

p a r l e r ,  de processus "à va leurs  mesures", que nous appel 1 erons mesures 

a l é a t o i r e s  évo lu t i ves  du second ordre  ; l e s  exemples i n t u i t i f s  ne manquent 

pas, que l ' o n  considère l e s  nuages se déformant dans l e  c i e l ,  l e s  migra t ions  

d 'o iseaux ou l 'envahissement d'une pelouse par l a  mousse ... 

Mais c ' e s t  sans doute vers l a  mécanique s t a t i s t i q u e  q u ' i l  faudra 

chercher les  p r i n c i p a l e s  app l i ca t i ons .  

Pour l e  moment, il va sans d i r e  que nous sommes l o i n  d ' a v o i r  

r é a l i s é  ce vaste programme ; l a  simple étude des p rop r ié tés  de l a  n o t i o n  

de convergence en moyenne quadrat ique des mesures a l é a t o i r e s  nous a en 

e f f e t  c o n t r a i n t  à compléter ce que l ' o n  s a i t  dé jà  de l a  convergence f a i b l e  

à d is tance f i n i e  des mesures p o s i t i v e s  e t  qu i  f a i t  l ' o b j e t  du premier 

chap i t re .  

Dans l e  second chap i t re ,  nous étendons des r é s u l t a t s  de compacité 

f a i b l e  à d is tance f i n i e  aux mesures à signe. 



- I I I  - 

Dans l e  t r o i s i è m e  c h a p i t r e ,  nous é tud ions  l e s  mesures sur  l e s  

espaces p r o d u i t s ,  e t  p l u s  spécialement l e s  c lasses f o n c t i o n n e l l e s  q u i  

déterminent  l a  convergence f a i b l e  sur  ces espaces. 

Dans l e  quatr ième chap i t r e ,  nous abordons e n f i n  l a  convergence en 

moyenne quadra t ique  des mesures a l é a t o i r e s  ; l e s  r é s u l t a t s  p r i n c i p a u x  son t  : 

- un théorème de c a r a c t é r i s a t i o n  de c e t t e  convergence pour l e s  

mesures a l é a t o i r e s  p o s i t i v e s ,  

- un théorème de complétude e s s e n t i e l  pour  l e s  a p p l i c a t i o n s .  

Nous généra l isons e n s u i t e  ces p r o p r i é t é s  aux mesures a l é a t o i r e s  

à s igne e t  nous terminons par  une i n t r o d u c t i o n  à l ' é t u d e  des mesures a léa-  

t o i r e s  é v o l u t i v e s  du second o rd re .  



NOTATIONS USUELLES. 

Notre i n t e n t i o n  n ' e s t  pas de consigner i c i  toutes l e s  no ta t i ons  que 

nous serons amenés à u t i l i s e r .  Nous voulons t o u t  simplement p r é c i s e r  cer ta ines  

d ' e n t r e  e l l e s ,  qu i  seront systématiques. 

(Xyd)  désigne tou jours  un espace. métr ique séparable. 

Pour t o u t e  p a r t i e  A de X, on note : 

aA : l a  f r o n t i è r e  de A. 

A' : l e  complémentaire de A. 

A' : l e  d i l a t é  de A à E près, E a R" : 

A' = { X  a X : d(xyA) < E) .  

A : 1 'adhérence de A : A = { x  E X : d(x,A) = 01 . 

On désigne par B l a  t r i b u  boré l ienne de X e t  par Bb l 'anneau 

des boré l iens  bornés de X. 

C désigne l 'ensemble des fonc t i ons  numériques cont inues e t  

bornées sur X. 

Cb désigne l e  sous-ensemble de C, cons t i t ué  par l e s  éléments 

de C qu i  sont à support borné sur X. 

C+ (resp. c i )  désigne l e  sous-ensemble des éléments p o s i t i f s  

de C ( resp.  Cb). 

Mb désigne l 'espace v e c t o r i e l  des mesures à signe bornées sur 

( X 3 )  . 

M; 
e s t  l e  sous-ensemble c o n s t i t u é  des éléments p o s i t i f s  de Mb. 



M+ désigne 1 'espace des mesures positives, f in ies  sur Bb . 
M désigne 1 'espace des "mesures à distance f in i e  ", appelées 

simplement mesures dans ce qui su i t  ; i l  s ' a g i t  des fonctions d'ensemble X 

définies sur Bb , à valeurs dans R , O-additives sur Bb , t e l l e s  que 

h ( p )  = O .  D'après [14], tout élément A de M possède une décomposition 
+ 

minimale unique sous l a  forme h = h - A- avec hC E M+ e t  A- E M+ ; 

ce t te  décomposition déduite de la  décomposition classique de Hahn Jordan 

des mesures bornées, portera simplement dans ce q u i  s u i t ,  l e  nom de décom- 

position de Hahn-Jordan. 

X' e s t  l e  produit cartésien X x X , qu'on munit de l a  métrique 

2 d = max(d,d). 

On adopte, pour simplifier des notations semblables à ce l les  

données pour X. Ainsi : 

2 8' désigne l a  tribu borél ienne de X . 

désigne 1 'anneau des borél iens bornés de x2 . 

M' désigne 1 'ensemble des mesures sur X' . 
2 ME désigne 1 'ensemble des mesures bornées sur X . 

2 
C' désigne 1 'ensemble des fonctions numériques continues, bornées sur X . 

2 C E  désigne l e  sous-ensemble constitué des éléments à support borné de C . 



CHAPITRE 7 

TOPOLOGIES SUR M; ET SUR M' : RAPPELS . 
___________________----------------------- 

Dans cette par t ie ,  nous donnons la  définit ion de la  convergence 
+ 

fa ib le  sur Mb e t  ce l le  de la  convergence fa ib le  à distance f i n i e  sur M+ . 
Nous rappelons quelques résu l ta t s  somme toute classiques sur M: e t  M+ 

dont l e  b u t  e s t  de s a i s i r  les  l iens immédiats entre topologie fa ib le  e t  

topo1 ogie f ai ble à di stance f i n i e  ; ensui t e ,  ces résu l ta t s  sont susceptibles 

d ' ê t r e  u t i l i s é s  dans la  su i te  du t rava i l .  

Dé~irition 1.1 .- Une sui t e  (un)na  d'éléments de M; converge 

faiblement vers s i  e t  seulement s i ,  pour toute fonction h c C : 

1 im j h dun = 
n+tw X 

Cette convergence e s t  notée : un -> . 

les  assertions suivantes Soit ( )  une sui te  d'éléments de M; , 

sont équivalentes : 

i i )  v h  , fonction numérique uniformément continue sur X ,  bornée : 

i i i )  lim pn(X) = p(X) , e t  pour tout fermé F de X : 
n- 

lim sup pn(F)  c v ( F )  . 
n++* 



i v )  l i m  un(X) = "X) e t ,  pour  t o u t  o u v e r t  O de X : 
n- 

1  i m  i n f  ~ $ 0 )  > ~ ( 0 )  . 
n- 

v)  Pour t o u t  b o r é l i e n  A  t e l  que p(3A)  = O : 

+ 
Cette n o t i o n  de convergence f a i b l e  sur  Mb e s t  en f a i t  l a  conver- 

gence des su i  tes  dans 1  'espace mét r ique  (M i  , pp) Y où Pp e s t  l a  d i s t ance  

de Prokhorov d é f i n i e  par : 

' ~ ' ( ~ , v )  E M: x M; : p(u,v) = i n f { ~  > O : U(F)  G v (F€ )  + E ; V(F)  G P ( F ~ )  + E ; 

F fermé de X I  . 

t 
La t opo log ie  i n d u i t e  par p  sur  Hb e s t  l a  t o p o l o g i e  f a i b l e .  

P  

+ 
ThéohCrne 1.2. - L 'espace (Mb , p ) e s t  un espace mét r ique  sépa- 

P  

t 
T h é u h h e  1 . 3 . -  L'espace (Mb , p ) e s t  un espace mét r ique  complet 

P  
s i  e t  seulement s i  (X,d) e s t  un espace mét r ique  complet. 

ThéohQme 7 . 4 .  (Phohhohov) .- On suppose que (X,d) e s t  po lona is .  

Une c o n d i t i o n  nécessai re  e t  s u f f i s a n t e  pour qu'une p a r t i e  M de M; s o i t  

r e l a t i v e m e n t  compacte e s t  que : 

i )  sup {P(X) ; IJ f~ < + 

i i )  Pour t o u t  E > O , il e x i s t e  un compact K E C  X  t e 1  que : 

Remarque : Cet te  c o n d i t i o n  n ' e s t  p l u s  nécessai re  quand (X,d) 

n ' e s t  pas complet, mais e l l e  r e s t e  s u f f i s a n t e .  



Dé~inition 1.2.- On d i r a  qu'une s u i  t e  (un)na d 'é léments de M+ 

converge f a i b l emen t  à d i s t ance  f i n i e  vers  u s i  e t  seulement s i ,  pour t o u t e  

f o n c t i o n  h  e Cb : 

Cet te  n o t i o n  de convergence f a i b l e  à d i s t ance  f i n i e  su r  M+ e s t  en f a i t  l a  

+ convergence des s u i t e s  dans 1  'espace mét r ique  (M , P)  , où P e s t  l a  

d i s t ance  de Ge f f r oy  d é f i n i e  ci-dessous : 

D é ~ i M o n  7.3.- Fixons un p o i n t  a r b i t r a i r e  O dans X, pour 

t o u t  r r R' , s o i t  B(0,r) l a  boule de c e n t r e  O e t  de rayon r ; posons : 

La f a m i l l e  (pr)rcR+ e s t  une f a m i l l e  c r o i s s a n t e  de semi-distances i n d u i s a n t  
i 

l a  t opo log ie  f a i b l e  à d i s t ance  f i n i e  ; il e x i s t e  une mét r ique  uniformément 

équ iva len te  à (Pr)rsR+ ; l a  p l u s  ' na tu re l l e '  e s t  sans doute : 

p s ' a p p e l l e  l a  mét r ique  de Ge f f r oy  ou mét r ique  de l a  convergence f a i b l e  à 

d i s tance  f i n i e ,  dont  1  'emplo i  donne une r é e l  l e  aisance technique dans 1  'é tude  

de ce r t a i nes  ques t ions  r e l a t i v e s  aux mesures a l é a t o i r e s  e t  aux processus 

ponctue ls .  Pour des d é t a i  1  s, on s  'adressera à [l] e t  [Z ]  . 

Remarque : S i  on change d ' o r i g i n e  (prenons O '  E X par  exemple), 

on o b t i e n t  une mét r ique  p '  uniformément équ i va len te  à p : de façon p l u s  

p r é c i  se : 

où k e s t  l e  p l u s  p e t i t  e n t i e r  t e l  que k 2 d(0,O') v o i r  [ Z ] .  



ThZo~2me 1.5.- Soit (")na une sui te  d'éléments de M' e t  

u E M+ : les propositions suivantes sont équivalentes : 

i i )  b'h c lim 1 h du = 1 h dp 
n++m X X 

i i i )  Pour tout A E Bb : p(3A) = O 

iv) Pour t o u t  borélien fermé borné F de X : 

lim sup v n ( F )  h p(F)  
n++w 

e t  pour tout ouvert borné O de X : 

1 im inf pn(0) "(O) . 
n+tW 

Pour une reconstitution de la  démonstration de ce théorème nous 

renvoyons à [2] e t  [3]. 

Le théorème 1.5. e s t  u n  théorème du "porte-manteau' sur (M' , p )  , 

assez pratique pour caractériser la  convergence fa ib le  à distance f in i e  à 

l ' a ide  de o.  

Le rapprochement des théorèmes 1.5. e t  1.1. met à nu la similitude 

entre la  topologie faible  à distance f i n i e  e t  la  topologie faible .  On 

remarque alors que s i  (X,d)  e s t  borné, les deux notions coïncident car 

Cb = C e t  tous les  boréliens sont bornés. 

T h é o k h e  1.6.-  [2] . Comme (X,d)  e s t  u n  espace métrique 

séparable, (M' , p )  e s t  u n  espace métrique séparable. 



I Théoirème 1.7.- [4] . S i  (X,d) e s t  complet, a l o r s  (MC , p) 

e s t  complet. 

Les théorèmes 1.2. e t  1.6. p u i s  1.3. e t  1.7. montrent  que l e s  

+ 
t opo log ies  f a i b l e  sur  Mb e t  f a i b l e  à d i s tance  f i n i e  su r  MC , t i e n n e n t  

l e u r s  p r o p r i é t é s  de l a  t o p o l o g i e  de X. 



C H A P I T R E  I I  

T O P O L O G I E  F A I B L E  A D I S T A N C E  F I N I E  S U R  M ET T O P O L O G I E  

F A I B L E  S U R  Mb . 
...................................................... 

+ 
Par ana log ie  avec l a  t o p o l o g i e  f a i b l e  sur  Mb , l a  t o p o l o g i e  

f a i b l e  su r  Mb e s t  l a  t opo log ie  don t  une base de vo is inages de t o u t  

p E Mb e s t  donnée pa r  l e s  ensembles de l a  forme : 

De même, l a  t opo log ie  de l a  convergence f a i b l e  à d i s t a n c e  f i n i e  

s u r  M e s t  l a  t opo log ie  don t  une base de vo is inages de t o u t  p M e s t  

cons t i t uée  pa r  l e s  ensembles de l a  forme : 

Nous a l l o n s  p r é c i s e r  l e s  l i e n s  e n t r e  ces deux t opo log ies  ; l a  

première é t a n t  p l u s  c l ass ique  que l a  seconde, il nous sera p o s s i b l e  de 

dédu i re  des r é s u l t a t s  concernant l a  deuxième de r é s u l t a t s  connus pour  l a  

première. Pour ce f a i r e ,  nous reprenons une idée  de K. MATTHES ; J. KERSTAN ; 

3. MECKE dans [5] p. 162. 

Pour t o u t  élëment f de Cb , on d é f i n i t  une a p p l i c a t i o n  yf : 



o ù ,  t / A c E i :  

+ - - étant une décomposition analogue à ce l le  de Hahn - Jordan ; 

+ u e t  - appartiennent à M+ , voir [6] ou [7]. 

'If e s t  ainsi la mesure de densité f  par rapport à l a  mesure p. 

Pour toute  fonction f  E Cb , s i  on pose : 

on obtient une expression de la variation to ta le  de pf : 

Nous nous intéressons au l ien existant entre la  topologie de 

l a  convergence f a ib l e  à distance f i n i e  e t  la topologie induite par les  

fonctions {yf , f  E Cb} quand Mb e s t  muni de la  topologie fa ib le .  Ceci 

f a i t  1 'objet  d u  résu l ta t  suivant qui généralise P. 1591. 

f in i  1 ThQokCrne 7 7 . 7 . -  La topologie de la convergence fa ib le  à distance 

e sur M e s t  la topologie i n i t i a l e  définie par {Yf ; f  E Cb} . 

Démonstration : Notons 

Tp ce t t e  topologie i n i t i a l e  sur M.  

T l a  topologie de la convergence fa ib le  sur Mb . 

Tl l a  topologie de la  convergence fa ib le  à distance f i n i e  sur M. 

Pour y fixé dans M ,  nous montrons que tout T2-voisinage de y e s t  u n  

Tl-voisinage de y e t  réciproquement. 



a)  Une base de vo is inages de T2 e s t  cons t i t uée  par  l e s  ensembles 

de l a  forme : 

où 1 e s t  un ensemble f i n i  d ' i n d i c e s ,  fi E C b ' 'i un vo is inage  de 

Yf (p )  = pf dans Mb au sens de l a  t opo log ie  T , v i  E 1 . 
i i 

E t a n t  donné l a  forme des vo is inages vi , ces ensembles peuvent 

s ' é c r i r e  : 

où K e s t  un ensemble f i n i  d ' i n d i c e s  e t ,  pour t o u t  k c K , gk e s t  un 

élément de C;mais  a l o r s ,  pour t o u t  k c K , gk . fk E Cb ; donc t o u t  

T 2 - v o i s i n a g e  de p e s t  un Tl - v o i s i n a g e  de p. 

b )  Réciproquement , considérons un Tl - vo is inage  de p : 

w 1 = n {Y E M : ~j f k  du - 1 fk dyl  < ck }  P > E ~ , ~ ~ , ~ E K  kEK avec K f i n i .  

Pour t o u t  k E K , s o i t  gk un élément de Cb d é f i n i  a i n s i  

q u ' i l  s u i t  : 



gk est une fonction uniformément continue et à valeurs dans [0,1]. Alors 

Par conséquent, tout T - voisinage de est un Tp-voisinage de p . . 1 

I ThQa&i?rne 17.2.- Une partie A de M est relativement compacte 

l si et seulement si, pour toute fonction f E Cb , Yf(A) est relativement 

compact dans Mb . 
I 

Démonstration : 

1 )  d'agrès --- .................... Ze théorème II.1., la topologie de la convergence faible 

à distance finie sur M est la topologie la moins fine rendant continues les 

applications {yf , f E Cb}. 

Soit A C  M une partie de M relativement compacte au sens de 

cette topologie. Pour tout élément f de Cb , yf(Â) est l'image continue 

d'un compact, donc compact. Comme yf(A) contient Yf (A) , i l  en résulte que 

Yf(A) est relativement compact dans Mb pour la topologie faible. 

2) Nous démontrons maintenant Za réc ipoque .  Pour toute foncti on ................................. -- -- 

f E Cb , on pose : 

et on plonge M dans : n Mb(f) . 
f ccb 

On définit une application Y à partir des {Yf , f E Cbl par : 



a l o r s  : 

donc Y e s t  s u r j e c t i v e  de M  su r  1  'image de M. 

Maintenant,  s i  u e t  v son t  deux éléments d i s t i n c t s  de M, on 

peut  t r ouve r  f E Cb t e l l e  que : 

e t  donc, il e x i s t e  A E 8 t e l  que : 

En d ' a u t r e s  termes, Y e s t  i n j e c t i v e .  

Y e s t  donc une b i j e c t i o n  de M  su r  son image. 

Notons T3 l a  t opo log ie  i n d u i t e  sur  M  pa r  l a  t o p o l o g i e  p r o d u i t  

de 1 'ensemble : 

Les T3 - vo is inages  de t o u t e  p E Y(M) son t  l e s  i n t e r s e c t i o n s  avec Y(M) 

des T3 - vo is inages  de dans n Mb(f)  . 
f f C b  

O r ,  un système fondamental de T g -  vo is inages e s t  de l a  forme 

n V ( f )  où V ( f )  e s t  un vo is inage  de uf dans Mb pour l a  t o p o l o g i e  
f €C h 
Ty e t  où l e s  V ( f ) ,  sau f  un nombre f i n i ,  son t  égaux à Mb . 

Un système fondamental de vo is inages  de u dans Y(M) , 

pour  T3 , e s t  donc de l a  forme : 



où F e s t  une p a r t i e  f i n i e  de Cb , e t  où, pour t o u t  f E F , V ( f )  e s t  

un voisinage de base de uf pour T. 

Ce système n ' e s t  a u t r e  qu'un système fondamental de voisinages 

de T2 , ce qu i  montre que Y e s t  un homéomorphisme de M sur  son image. 

Alors, s i  A C M  e s t  t e l l e  que, pour t o u t e  fonc t ion  f E Cb , Yf(A) e s t  

re la t i vement  compacte, l e s  i nc lus ions  : 

A = n Yf(A) n Yf (A) 
fcCb fdb 

e t  l e  théorème de Tychonov montrent que A e s t  re la t i vement  compacte. . 
ThEanCme 7 1 . 3 . -  Une p a r t i e  M de M e s t  re la t i vement  compacte 

s i  e t  seulement s i  : 

2) Pour tou te  su i  t e  (hn)n,N d'éléments de Cb qu i  tend vers O 

en décro issant  ; 

i i m  sup ]hn d l u /  = O . 
n* UEM 

Démonstration : En ve r tu  des théorèmes 25, 26 e t  27 de 

VARADARAJAN [8] e t  du théorème 11.2. M e s t  re la t i vement  compacte s i  e t  

seulement s i ,  pour tou te  fonc t ion  f E Cb : 

a) Yf(M) = {pf , f E M}  e s t  borné en norme : 

sup luf 1 ( X )  < + m. 

UEM 

b) Pour tou te  s u i  t e  (gn)n>l d'éléments de C qu i  tend vers O 

en décro issant  : 1 i m  sup ) gn d lp f  1 = O . 
n PEM 



Il nous s u f f i t  a l o r s  de prouver l e s  équivalences suivantes : 

a )  Démontrons d 'abord 1 )  <=> a ) .  ............................. 

* S o i t  B E Bb ; il e x i s t e  une f o n c t i o n  f , à va leurs  dans [0,1], 

cont inue, à support  borné t e l l e  que : 

o r :  luf I  (X) = j  f d I p I  2 / p l  ( B )  donc a) => 1 )  . 
X 

** Réciproquement, s o i t  f E Cb , de suppor t  Sf ; on a : 

SUP lu1 (Sf) < + " 
II€ M 

Donc, comme I f  1 e s t  bornée : 

sup I f 1  d l u l  = sup I I I f l  (X )  ' + 
~ E M  1 pcM 

c ' e s t - à - d i r e  : 1 )  => a )  . 

B) Démontrons enfin 2) <=> b ) .  ------------- --------------- 

* Tout d 'abord  b)  => 2 )  : en e f f e t ,  

S o i t  (hn)nll une s u i t e  d 'é léments de Cb t e l l e  que : hn + O . 
So ien t  S1 l e  support  de hl e t  f une f o n c t i o n  cont inue bornée t e l l e  que : 

0 1 f C l  

f ( x )  = 1 Y X  E S1 

f ( x )  = O v x  E {y : d(y,S1) 2 11 . 



Pour tout n 2 1 , on peut écr i re  : 

x* Réciproquement, s o i t  f un élément de C b  e t  s o i t  ( g n ) n > l  une 

su i te  d'éléments de C qui tend vers O en décroissant ; a lors ,  pour 

tout n > 1 , on a : 

ainsi : S ~ P  ] gn I f 1  dIriI = S ~ P  J gn d I p I  l f l  A O 
~ J E M  VEM n- 

Par conséquent 2 )  => b )  . a 

Nous étendons à M tout en t ie r ,  dans l e  théorème 11.4. ci-dessous, 

u n  résu l ta t  connu pour 1 es éléments de M' [5 p .  1621. 

I Thao~Eme 77.4 . -  Supposons que (X,d)  s o i t ,  en plus de sa 

1 séparabili té,  complet ; alors ,  une part ie  de M de M e s t  relativement 

( compacte s i  e t  seulement s i  : 

2 )  YB 'BE B,, , B fermé , YE > O , 3 K~ c B te l  que : 

sup / p l  ( B  - KE) < E . (KE compact) 
lJcM 

I 

Nous donnons de ce résu l ta t  deux démonstrations ; l a  première 

s'appuie sur l e  théorème 11.3. e t  l a  deuxième e s t  directe .  



Première démonstration : Le théorème 11.3. montre que M e s t  

re la t i vement  compact s i  e t  seulement s i  : 

e s t  re la t i vement  compact dans M+ ; l e  théorème 11.4. e s t  donc une conséquence 

immédiate du théorème 3.2.5. de [5] . I 

Deuxième démonstration (démonstration directe). 

a) Supposons que M C M  e s t  re la t i vement  compact ; s o i t  f une 

f o n c t i o n  continue, bornée, à support borné, égale à 1 sur  B . 

Pour t o u t  élément p E M , p e t  uf co ïnc ident  sur  B qu i  e s t  

métr ique, séparable e t  complet comme fermé d 'un  espace polonais ; or,  

d 'après  l e  théorème 11.2.. I p f  , p + M }  e s t  re la t i vement  compact dans Mb 

pourvu que M l e  s o i t  dans M ; en app l iquant  l e  théorème de Prokhorov, 

on o b t i e n t  immédiatement l e s  cond i t i ons  1)  e t  2 ) .  

b) Supposons maintenant que 1) e t  2) so ien t  r é a l i s é e s  e t  

démontrons que : pour t o u t e  f t Cb , Yf (M) e s t  re la t i vement  compacte. On 

peut nature l lement  supposer que 1 f 1 < 1 ; on désignera par 
Sf l e  support 

de f , e t ,  pour t o u t  bo ré l i en  B , on posera Bf = Sf fl B ; a l o r s  : 

d ' a u t r e  par t ,  pour t o u t  compact K : 

sup 1 1 - 1 ~ 1  ( X - K ) = s u p I  I f /  d l u l  = s u p  
l J f ~ y f  (Ml p+M X-K 

pour t o u t  E > O , on peut c h o i s i r  KE C Sf t e l  que sup lp l  (Sf - KE) < E ; 
utM 

comme K e s t  aussi compact de X, e t  comme K = K : 
E €,f 1 

sup I v f l  (X-KE) C E 

pf€yf ( M l  

Le théorème de Prokhorov montre a l o r s  que Yf(M) e s t  re la t i vemen t  fa ib lement  

compact. I 



Théokème 11.5.- Supposons que X = R k  , muni de sa métrique 

naturelle ; une par t ie  M de M e s t  relativement compacte s i  e t  seulement 

s i  : 

Démonstration : Soit ( h n ) n l l  une su i te  d'éléments de C,, , 

qui converge vers O en décroissant ; d '  après l e  lemme de Dini , 1 a 

convergence de l a  su i te  ( h n ) n d l  vers O e s t  uniforme sur l e  support 

de h l  qui es t  un fermé borné de R k  , donc compact. Dans ce cas, la  

condition 2 )  d u  théorème 11.3. e s t  automatiquement s a t i s f a i t e  dès que l a  

condition 1) e s t  remplie. I 

Remarque : On retrouve a ins i ,  enfin de compte, la condition 

classique de compacité d'une famille de mesures de Radon pour l a  topologie 

vague. 



MESURES SUR L'ESPACE PRODUIT X x X. 

.................................... 

Dans c e t t e  étude, on mun i t  1 'espace x2 = X x X de l a  métr ique 

2 d = Max(d,d) , d é f i n i e  comme s u i t  : 

2 2 Comme (X,d) e s t  séparable, i 1 en e s t  de même de (X ,d ) . 

Notons B B B l a  t r i b u  p r o d u i t  de x2 ( t r i b u  engendrée par  l e s  

2 r ec tang les  A x B : A tz 8 e t  B E B )  ; B2 é t a n t  l a  t r i b u  bo ré l i enne  de X , 

on a en généra l  1 ' i n c l  us ion  s u i  vante : 

2 2 2 
Cependant, comme (X ,d ) e s t  séparable, 73 = B 8 B. 

Nous donnons d 'abord  quelques p r o p r i é t é s  immédiates concernant 

l e  p r o d u i t  de deux éléments de M. 

PnapGQké 111.7.- S i  p e t  v sont  deux éléments p o s i t i f s  

( ce  son t  deux mesures a - f i n i e s )  il e x i s t e  une mesure unique 

2 2 s u r  (X ,B ) v é r i f i a n t  : 

2 
Notons de s u i t e  que LI 8 v e s t  auss i  un élément p o s i t i f  de M . 



PhopttiEXE 111.2. - (DZcompos~on de HAHN-JORDAN) . 

Soient p et v deux éléments de M, de décompositions de 
+ - + - 

Hahn et Jordan respectives - p et v - v ; on a : 

+ 
p e v = (v s v) - (p 8 v)- 

+ + 
avec (p B v)+ = !J 8 v + p- 8 v- 

+ + 
(!J 8 v)- = p 8 v- + p- 8 v 

Démonstration : Soient (D+,D-) et (A+,A-) des décompositions 

de X, associéesrespectivement à p et à v ; on a : 

+ + + 
Ce qui signifie que p 8 v est concentrée sur O x A+ . 

De même : p- 8 v- est concentrée sur D- x A- 

u- @ vf est concentrée sur D- x A 
+ 

+ 
!J+ 8 v- est concentrée sur D x A- 

si on pose : D+ = (D+ x A') U (D- x A-) 

et D- = (D+ x A-) u (D- x A+) 

+ + 
i l  est immédiat que : (p 8 v)' = v 8 v + 8 v- 

+ + 
( ~ s v ) - = ! J - 8 v  + p  8 v -  . 

PhophiC!,tii 111.3.- La variation totale de u 8 v est égale au 

produit des variations totales de p et v ; c'est-à-dire : 



Démonstration : Il suffit de le montrer sur les pavés mesurables 

A x B. 

Ce qui prouve le résultat annoncé. . 
Pirop~Eté 111.4. - On rappel le qu'une fonction numérique mesurable 

1 définie sur X' est ( ~ 8 v )  - intégrable si, pardéfinition elle est 

/ ( u  8 v)' et jp B v)- intégrable. 
I 

D'après la propriété III.2., pour qu'il en soit ainsi, i l  est 
+ t + 

nécessaire et suffisant que f soit p 8 v , p- 8 v , p €3 v- 

et 8 v+ - intégrable. 

On a alors : 

En particulier, le théorème de Fubini est conservé : 

J X2 f d p 8 v = j X d p j  f d v = j X d v j  f d p .  
X X 

@ - CLASSES DETERMINANTES, C-DETERMINANTES ET Ç-DETERMINAMES SUR M'. 

Les notions de classes déterminantes et C-déterminantes de 

boréliens pour la convergence faible d'une suite de probabilités sont 

utilisées par Billingsley dans [7 p. 151 . 

Nous prenons ici une version fonctionnelle de ces notions, 

2 relativement à la convergence faible à distance finie sur M . Il s'agit 



2  de t r o u v e r  un sous-ensemble assez s imp le  de Cb q u i  s u f f i t  à déterminer  

2 l a  convergence d 'une  s u i t e  d 'é léments de M  . 

Sauf ment ion expresse du c o n t r a i r e  l e s  t opo log ies  envisagées su r  

2  Mb e t  M' sont respect ivement  l e s  t opo log ies  f a i b l e  e t  f a i b l e  à d i s t a n c e  

f i n i e .  

2 DQ&in&ion 2 2 1 .  I .- Nous appe l le rons  c l asse  déterminante sur  M , 
2  2 t o u t e  f a m i l l e  F C  Cb de f onc t i ons  t e l l e  que : vp E M' , vv B M : 

2  2  
On d é f i n i t  de façon analogue une c lasse  F C  C  , déterminante su r  Mb . 

2  Dédirition 2 2 2 . 2 . -  On d i r a  qu 'une c l asse  F C  C,, de f o n c t i o n s  

2  2  e s t  C-déterminante sur  M  s i ,  pour t o u t e  s u i t e  (un) d 'é léments de M , 

1 ' a f f i r m a t i o n  

pf r F ; j f dpn - f f d p 3  imp l ique  : [pn-+uo fa ib lement  à d i s t ance  
f i n i e ]  . 

On d é f i n i t  de façon  analogue une c l asse  F C  C' , C-déterminante 

2  sur  Mb . 

Dé~irition 1 2 2 . 3 . -  S o i t  F C C ~  ; on d i r a  que F e s t  une 

c l a s s e  C-déterminante sur  M~ s i ,  pour t o u t e  s u i t e  (LI,) d 'é léments 

de M' , l ' a f f i r m a t i o n  : 

Cdf F ( J  f converge] 
X 

2  imp l i que  : il e x i s t e  vo E M  e t  pn --+ po fa i b l emen t  à d i s t ance  f i n i e .  

On d é f i n i t  de façon  analogue une c l asse  F C  C' , C-déterminante 

2 
su r  Mb . 



Remarques : 

1 )  Il e s t  c l a i r  qu'une c lasse  C-déterminante e s t  une c lasse 

déterminante ; l a  réc iproque n ' e s t  pas exacte en généra l .  

2 2) La c lasse Cb e s t  déterminante sur M~ , e l l e  e s t  même 

C-déterminante par d é f i n i t i o n  de l a  t opo log ie  f a i b l e  à d is tance f i n i e .  

3 )  S i  une classe e s t  &déterminante, e l l e  e s t  a f o r t i o r i  

C-déterminante. 

La c lasse F' = i f ( ~ )  g ( y )  ; f E C , g E C l  e s t  déterminante 

2 sur Mb . 

Démonstration : S o i t  A x B un rec tang le  ouve r t  non v ide  de xL ; 

à p a r t i r  de l ' o u v e r t  A, on c o n s t r u i t  une f o n c t i o n  cont inue fk t e l l e  que : 

De même, à p a r t i r  de l ' o u v e r t  B, on o b t i e n t  une f o n c t i o n  gk cont inue : 

O < g k ' ( l  

gk (x )  = O v x  'x B' 

g k ( ~ )  ' 1 YX E B - " ~  

( f k  gk)ka* e s t  une s u i t e  c ro i ssan te  de fonct ions p o s i t i v e s  t e l l e  que : 



Si  u e s t  connue sur F* , l e  théorème de la  convergence monotone 

[ par exemple 1 6  p.  111 ] appl iqué à ii+ e t  à - montre que e s t  connue 

sur t o u t  rectangle ouvert A x B.  Or, tout ouvert de x2 e s t  une réunion 

dénombrable de rectangles ouverts, e t  l a  classe des rectangles ouverts e s t  

stable par intersection f in i e .  On connaît ainsi  l a  mesure ~ ( 0 )  de tout 

ouvert de x2 , ce qui détermine u .  

ThZokemc 7 7 7 . 2 . -  

La famille de fonctions F = {f (x )  g ( y ) ; f  E Cb , g E Cb} e s t  

2 déterminante sur M . Ï- 
I 

D6monstration : Supposons que l 'on  connaisse, pour une mesure 

p E M' , les intégrales 

;I( 
Alors, s i  u E F , h u  E F e t  on connaît 

2 
D'après l e  théorème I I I  .l., F* e s t  déterminante sur Mb ; uh 

e s t  donc connue, v h  E F . 

Soient maintenant f e t  g deux éléments de C e t  h u n  élément 
L de Cb , de support H ; i l  exis te  u n  pavé A x B contenant H où A e t  B 

sont des fermés bornés de X.  A part i r  de f e t  g ,  on construit  u n  couple 

( f '  ,g'  ) d'éléments de C b  t e l s  que : 

On rappelle que A' e t  sont les d i l a t é s  respectifs de A e t  B à 

1 ' uni t é  près. 



On pose ensu i te  : 

Puisque u '  E F , on connaî t  l e s  i n t é g r a l e s  : 

A ins i ,  uh e s t  connue pour tou te  f o n c t i o n  h E C' , ce qu i  détermine u. . b 

Nous a l l o n s  maintenant v o i r  s i  l a  f a m i l  l e  F e s t  C-déterminante 

sur M2 ; nous donnons une c o n d i t i o n  s u f f i s a n t e  pour q u ' i l  en s o i t  a i n s i  

dans l e  : 

Théokème 111.3.- Une c o n d i t i o n  s u f f i s a n t e  pour que 

1 F = { f ( x )  g (y )  ; f E Cb , g E Cb} s o i t  C-déterminante sur  M' e s t  que 

2 
F* = i f  ( x )  g ( y )  ; f E C , g a Cl s o i t  C-déterminante sur  Mb . 

2 
Démonstration : Supposons que F* e s t  C-déterminante sur Mb . 

2 
S o i t  ( )  une su i  t e  d'éléments de M t e l  l e  que : 

S i  u E F* , a l o r s  hu E F e t  donc : 

Ce qu i  montre que l a  s u i t e  (pnYh) d'éléments de M; converge faiblement 

vers p 
o,h 

, pour tou te  f o n c t i o n  h E F. 

Soient  à présent ( f ,g)  un couple d'éléments de C e t  h un 

élément de C; de support H. I l  e x i s t e  un pavé A x B contenant H où 

A e t  B sont  des fermés bornés de X. On d é f i  n i t  un coup1 e ( f  ' ,g ' ) 

d'éléments de Cb exactement comme dans l e  théorème 111 .2 . .  



f ' = f  sur A g ' = g  sur B 

f t  = O sur (A')' 1 c g' = O  sur ( B  ) 

et on pose : U(X,Y) = f(x) g(y) 

u1(x,y) = f'(x) g'(y) 

ce qui prouve que (un,h)nFN converge faiblement vers p o,h 
, pour toute 

fonction h E C; ; donc (un) converge vers po faiblement à di stance 

finie sur M~ . . 
CokolllaAhe 7 7 1 . 3 . -  Une condition suffisante pour que 

+ 
Ft = {f(x) . g(y) ; f E Cb . g E C+} soit C-déterminante sur M'+ est b 

2 que F*' = {f ( x )  . g(y) ; f E C+ , g E C'I soit C-déterminante sur Mb . 

2 11 ne semble pas, néanmoins, que F' soit C-déterminante sur Mb ; 

cependant, F*+ est C-déterminante sur Mi+ , ce qui permet d'énoncer le 

résultat suivant, à rapprocher du théorème 3.1. de Billingsley [7 p. 201 . 

+ + + 
La famil le F ={f (x) g(y) ; f E Cb , g E Cb) est C-déterminante 

sur M'+ . 
I 

Démonstration : D'après le corollaire III.3., i l  suffit de montrer 
2+ que la classe F*' est C-déterminante sur Mb . 
2t Soit (un) une suite d'éléments de Mb telle que : 

Le problème est de montrer que (un) converge vers vo faiblement. 



Remarquons que, comme (X,d) e s t  séparable, il ex is te ,  d 'après 

l e  plongement c lass ique de (X,d) dans [0,1]~ , une métr ique d '  équivalente 

à d t e l l e  que (X,dl) s o i t  to ta lement  borné. On conserve donc l a  même 

tri bu boré l ienne pour X. A ins i ,  x2 , espace métr ique séparable, peut ê t r e  

2 considéré comme un sous-espace topologique d 'un  espace compact K mét r isab le .  

La t r i b u  boré l ienne de x2 e s t  a l o r s  : 

2 où B 2  e s t  l a  t r i b u  b o r é l i e n n e d e  K . 
K 

Pour t o u t  n E: N , on pro1 onge l a  mesure p en une mesure .ci n  n 

sur ( K ~  , 2)  en posant : 
K 

S o i t  une fonc t i on  cont inue sur  K2 ; sa r e s t r i c t i o n  f à x2 e s t  

cont inue.  D'après une conséquence du théorème de STONE-WEIRSTRASS, il 

ex is te ,  pour t o u t  E > O , une f o n c t i o n  kE sur K2 de l a  forme : 

où 1 e s t  un ensemble f i n i  d ' i n d i c e s  e t  hi e t  Qi des fonc t i ons  cont inues 

p o s i t i v e s  sur K y  qu i  approche uniformément à E près c ' e s t - à - d i r e  : 

Mais a l o r s ,  en désignant par kE l a  r e s t r i c t i o n  de R E  à x2 e t  par hi 

e t  gi c e l l e s  de hi e t  si à X, il v i e n t  : 



Par conséquent : 

2 2 
i ( x , y )  i o ( d x  1 G E ;  ( K )  + E i O ( K )  

n 

Ce qui donne : 

Comme lXXX(x,y) e t  h i ( x )  g i (y)  sont des éléments de F' , on obtient : 

I ' & > o .  lim sup 1 ~ ( x , Y )  Cn(dx.dy) - J f ( x Y y )  iO(dxydy) l 6 2 po(X ) y 

n- 

ce qui montre que ( )  converge faiblement vers io 
2 dans K . 

Soit maintenant C u n  fermé de x2 ; i l  exis te  u n  fermé F 

de if tel  que : 

or,  iim sup i n ( F )  6 G o ( F )  équivaut à 
n 

i im sup vn (C)  po (c )  
n 

Ce qui permet de conclure que ( )  converge faiblement vers po 

puisque, par a i l  leurs : 

2 2 
iim vn(x ) = v o ( X  . 
n- 



Remarque : Comme on l e  constate, cet te  démonstration n 'es t  possible 

que grâce à ce t te  dernière condition, q u i  e s t  r e l i ée  à l a  re lat ive compacité 

de la su i te  (r in)  , l iaison jus t i f i ée  par les  théorèmes de I I  . 

C'est pourquoi nous ne pensons pas que la  même propriété s o i t  vraie 

pour des mesures à signe bien que nous n'ayons pas de contre-exemple. 

Toutefois, dans M~ , nous pouvons énoncer l e  résu l ta t  suivant : 

Théohème 111.5.- Soit  2 une su i t e  d'éléments de M , 

relativement compacte, t e l  l e  que : vf E F , ((I f dun)  converge vers u n  

certain nombre a ( f )  , a lors ,  i l  existe une mesure u0 E M~ t e l l e  que (un)  

converge faiblement à distance f i n i e  vers uo . 

La démonstration s u i t  u n  schéma classique dont 1 'argument essentiel  

2 e s t  que F e s t  déterminante sur M . 

~émonstrat ion du théorème III. 5. - El 1 e s ' inspire de [7 p .  351 . 

Rappelons qu'une sui t e  de nombres réels ( x ~ ) ~ ~  d ' u n  espace 

métrique converge vers x s i  e t  seulement s i  toute su i te  pa r t i e l l e  ( x n  ), 

on peut extraire  une su i te  par t ie l le  ( x n I l )  qui converge vers x .  

La sui te  {pn ; n E N I  étant  relativement compacte, de toute 

su i t e  par t ie l le  { u n  ; n E 1 de {un ; n e 1 on peut extraire  une 

sous-suite {vnl,  ; n"  E EN} qui converge faiblement à distance f in i e  vers 
2 une certaine mesure vo E M . 

Ainsi : vf c F , 1 f dun - a ( f )  

e t  : \ ~ f  e F , j f  dun l l  --- j f  dpo . 



Comme l a  classe F = {f(x)  g(y) : f E Cb ; g E C b )  e s t  

déterminante sur M' , on conclut immédiatement que la  mesure rio ne 

dépend pas des su i t e s  par t ie l les  ( u n , )  e t  (yn , , )  considérées. 

Ainsi, de toute su i t e  par t ie l le  ( )  ex t ra i te  de ( n ) on 

peut extraire  une sous-suite qui converge faiblement à distance 

f i n i e  vers la mesure uo . Par conséquent : 

'n 'O 
faiblement à distance f i n i e  . 

A propos du théorème III .5 . ,  signalons que Monsieur l e  

Professeur J.  GEFFROY nous a communiqué une jol i e  démonstration directe  

d'un théorème analogue, pour une su i te  de mesures boréliennes à signe 

sur X' = R~~ . Nous tenons à 1 'en remercier e t  reprenons l e  résu l ta t  i c i  

dans u n  théorème 111.5. bis. 

2 
Théohème 111.5. b h . -  Soit (ri,) une su i t e  d'éléments de Mb 

te l  l e  que : 

* s i  f e t  g sont deux applications continues e t  bornées de R~ 

dans R , on a 

r 

lim 2 k  f ( x )  g(y) dun(x,y) = 0 
n-+w J R 

2+ i l  existe u n  élément v E Mb , totalement borné vérifiant : 

k Alors, pour toute fonction h continue e t  bornée sur R~ x R , 



Remarque : On peut déjà s igna le r  que l a  cond i t i on  : 

ent ra îne  l a  r e l a t i v e  compacité de l a  su i  t e  . Cet te cond i t i on  

expl ique donc b ien  l ' a n a l o g i e  en t re  l e s  deux théorèmes. 

Des d é t a i l s  sur c e t t e  cond i t i on  peuvent ê t r e  trouvés dans 

[3 p. 47 Théorème I V .  1 .] par exemple. 

Dans l e  souci d ' a l l é g e r  l e s  notat ions,  nous fa isons  k = 1 dans 

l a  démonstration de ce théorème. 

Nous aurons besoin d 'un  lemme technique qu i  e s t  l e  su ivant  : 

L ~ m m e  111.1.- ( % ) n a  e s t  l a  s u i t e  d é f i n i e  au théorème 111.5. b i s ,  

a i n s i  que l a  mesure v . S o i t  A = [a,b[ x [a' ,b' [ une c e l l u l e  quelconque 

de R' t e l  l e  que : 

v ( { a >  x R) = v ( {b )  x R )  = v(R x { a ' ) )  = v(R x { b ' ) )  = O . 

Alors  : l i m u n ( A )  = O . 
n++m 

Démonstration : Tout d'abord, remarquons que l 'ensemble 

X = { X  E R : v ( { x )  x R) > 0) e s t  f i n i  ou dénombrable puisque une f o n c t i o n  

de r é p a r t i t i o n  admet au p lus  une i n f i n i t é  dénombrable de po in t s  de d i s c o n t i -  

n u i t é .  Pour l e s  mêmes ra isons  1 'ensemble Y = {y : v(R x {y ) )  > O) e s t  

au p lus  dénombrable. 

Par conséquent, s i  a e t  b sont  c h o i s i s  en dehors de X e t  

s i  a e s t  un nombre p o s i t i f ,  on a : 

l i m  v([a - a, a] x R) = l i m  v([b , b + a] x R) = O 
a 4  a 4  

(1 )  



S o i t  E > O a r b i t r a i r e .  D 'après ( l ) ,  on peu t  c h o i s i r  a > O 

suff isamment p e t i t  pour que : 

~ ( [ a  - a, b + 4 x [a' - a, b '  + a] - A) < E . 

Ens'uite, on peut  c h o i s i r  une f o n c t i o n  con t inue  f ( x )  t e l l e  que : 

f ( x )  = 1 s i  x E [a,b[ 

O c f ( x )  G 1 s i  x E [a - a, a [  U@I, b + a] 

f ( x )  = O s i  x E ] -  - Y  a - a] u [b + a ,  + - [  . 

De même, on peut c h o i s i r  une f o n c t i o n  con t inue  g ( y )  t e l l e  que : 

g ( ~ )  = 1 s i  y E [a', b ' [  

O c g(y )  1 s i  y €  [a' - a , a ' [ ~ [ b '  , b ' + d  

g ( ~ )  = 0 s i  y € ] - - , a ' - a ]  u [ b l + a , + m [  . 

Il e x i s t e ,  au vu des hypothèses, un rang  n o ( € )  8 N t e 1  que : 

n n o => 1 jR2 f ( x )   YI di in(x ,y) l  < E . ( 3  

Posons A '  = [a - a, b + a] x [a' - a, b '  + a] ; puisque f ( x )  g ( y )  = 1 

s u r  A, on peut é c r i r e  : 

Mais il e s t  c l a i r  que : 



L'égalité ( 4 )  nous donne alors ,  compte tenu de ( 2 )  e t  ( 3 )  : 

c 'est-à-dire  l m  ( A )  = O . . 
n++a 

Démonstration du théorème III. 5. bis.- 

Soit h(x,y) une fonction r ée l l e ,  continue e t  bornée sur R~ ; 

notons H = sup 1 h(x,y) 1 . E > O é tant  u n  nombre a rb i t r a i r e  donné, 
( ~ Y Y ) E R  

on chois i t  une cel lule  : 

E 
D = [ao , bo[x  [ah , b i [  t e l l e  que : V(R' - D )  r H  

o n a :  ' & E N  , ~j h(xYy) ~ P ~ ( x , Y ) ~  6 & 

R - D  
( i i )  

La fonction h(x,y) é tant  continue sur fi qui e s t  compact y  e s t  

uniformément continue. Par conséquent, on peut fractionner D en u n  nombre 

f i n i  m r  de cel lules  : 

(avec a  = bo m e t  a* = b;) t e l l e s  que l ' o sc i l l a t ion  de h sur chacune 

d ' e l l e s s o i t i n f é r i e u r e à  - e t  que les  nombres ai  e t  a '  sat isfassent  
v(D) 

j 

des rel ations anal ogues à ( i  ) . 

On peut aussi écr i re  : 

E avec ~ T ( x , Y ) ~  G- 
v(D) 



Ainsi : 

D'après l e  lemme I I I . l . ,  i l  exis te  no E N  t e l  que : 

L'équation ( i i i )  donne, Vn ;i n : l j  h dpnj  s 2~ . 
O D 

E t  enfin, bn>n : 
O 

C'est-à-dire : 

A propos de cl asses C-déterminantes, donnons d 'abord u n  résu l ta t ,  

t rès  proche du théorème 111.3. 

ThéohErne 111.6.- Posons : 

Pour que F so i t  C-déterminante sur M2 , i l  s u f f i t  que F* l e  so i t  

2 sur Mb . 

Démonstration : Supposons donc que FX s o i t  C-déterminante 

sur M: e t  que ( u n )  so i t  une su i te  d'éléments de M2 t e l l e  que : 

V h c F  , l a s u i t e d e r é e l s  ( j h dun) converge. 

Il faut montrer qu ' i l  existe p0 E M2 e t  un -+ uO faiblement à distance 

f in i e .  



Fixons ~ E F ;  s o i t  U E F " :  h u ~ F  e t :  

Donc la  su i te  ( u d u n y h )  e s t  convergente, ce qui montre que J 
converge faiblement vers une certaine mesure v , pour h E F. u , h  

2 
Soit ( f  ,g) E C x C e t  h E C b  ; l e  support de h é tant  noté H,  

i l  exis te  u n  pavé A x B (où A e t  B sont des fermés bornés de X)  

contenant H .  On déf in i t  u n  couple ( f '  , g l )  d'éléments de C b  t e l s  que : 

f i = f  sur A g f = g  sur B 

f '  = O sur (A')' g 1  = O sur (BI) '  . 

On pose U ( X , Y )  = f ( x )  g(y)  E F' 

u l (x ,y )  = f l ( x )  g i ( y )  E F 

Alors, pour tout n E N ; 

Comme {un, converge faiblement vers une certaine mesure 

pour toute u E F* . 

Cela montre que ( u n ,  h ) n a  converge faiblement vers une certaine 

mesure v 2 , pour toute h E C b  . 
o,h 

2 
Par conséquent, Vh  E cb , ( ( u n ,  h ) n a  e s t  relativement compacte 

2 dans Mb.  11 en résul te ,  d 'après l e  théorème 111.2. que ( u n )  e s t  relativement 

compacte dans M' ; on peut en extraire  une sous-suite (un  ) qui converge 

dans M' vers une certaine mesure p ; mais alors  pour toute fonction 
n 



11 en résulte que : 

Nous savons, puisque F* est C-déterminante par hypothèse, que F est 

C-déterminante ; par conséquent, 

un - i~ faiblement à distance finie . 

La classe F' étant C-déterminante sur M:+ , on peut, au vu du cor01 laire 

p. 365 de [20] , énoncer. 

soit 

+ 
CohoLhihe 111.6.- Pour que F+ = {h(x) . g(y) ; h E Cb , g E c:} 

2+ C-déterminante sur M , i l  suffit que 
+ 2+ {h(x) . g(y) ; h E: C , g E C+} soit C-déterminante sur M . 

ThEohCme 111.7 , -  Si (X,d) , en plus de sa séparabilité, est 

complet, alors la classe F" = {f(x) g(y) ; f t cf , g t c+} est 

2+ C-déterminante sur Mb . 

D&monstration : Soit (un) une suite d'éléments de '+ tel le que : Mb 

Vh E: F'+ 3 (j t~ dun) converge . 

2+ Il s'agit de montrer qui i l  existe po E Mb et (un) converge 

vers p faiblement. 
O 

D'après des raisons données au théorème III.4., on peut considérer 
2 

X' comme sous-espace topologique d ' un espace compact K métri sabl e. La 
2 tribu borélienne de X est alors : 

2 
où B 2  est la tribu borélienne de K . 

K 



- 
Pour t o u t  n 'n N , on prolonge p en une mesure p sur n n 

2 (K ,B 2 )  en posant : 
K 

Comme x2 e s t  complet, c ' e s t  un G6 de K~ ( i n t e r s e c t i o n  

2 dénombrable d 'ouve r t s ) ,  donc une p a r t i e  mesurable de K . 

De 1 a compacité de K.' , on d é d u i t  que (G ) e s t  re la t i vemen t  n 

compacte car  : 

2 
sup i n ( K  ) ' + " 
n 

Une s u i t e  p a r t i e l l e  ( ) converge donc fa ib lement  vers une 

2 mesure io sur (K , B 2)  ; s i  f ( x )  g (y )  e s t  l e  p r o d u i t  de deux fonc t i ons  
K 

p o s i t i v e s  cont inues sur  K , f '  (x )  g '  ( y )  p r o d u i t  de l eu rs  r e s t r i c t i o n s  

à X e s t  un élément de F" : on en t i r e  que : 

converge e t  

Par conséquent : 

e t  puisque l a  c lasse des fonc t i ons  de l a  forme f ( x )  g (y )  ( f  e t  g 

cont inues p o s i t i v e s  sur K) e s t  C-déterminante , (in) converge vers fi 
O 

fa ib lement  dans K' : l a  démonstration se f a i t  comme au théorème 111.4. 

- 2 
prolonge une mesure sur X c ' e s t - à - d i r e  : 

O 
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S o i t  C un fermé de X' ; il e x i s t e  un fermé F de K' t e l  

que : 

o r  i i m  sup Ç,(F) 6 i o ( F )  équ ivau t  à : 
n 

2 2 
Il r e s t e  e n f i n  à prouver que l i m q ( X  ) = p O ( X )  . 

Comme x2 e s t  un Gg , considérons une s u i  t e  d ' o u v e r t s  (Ok) 

de K2 t e l l e  que : 

i i m  sup ~ ~ ( 0 : )  2 io(0:) 
n 

C O ~ O ~ A ~ ~ Q  d a  ;théohErnu 111.6. eA 111.7.- S i  (x,d) e s t  

séparable complet, a l o r s  l a  c l asse  : 

2 + 
e s t  C-déterminante sur M . 

Démonstration : C ' e s t  une conséquence immédiate des 

théorèmes 111.6. e t  111.7. 



ThéahCrne 111.8.- Soient (un) et (vn) deux suites d'éléments 

de My qui convergent faiblement à distance finie respectivement vers po 

et vo . 

Si X est polonais alors : 

2 
(un O 'n)na converge faiblement à distance finie vers po O vo dans M . 

Preuve : La classe F est déterminante et, pour tout f E: F : 

Il suffit donc de démontrer que (pn B vn)nai est relativement 

compacte ; or, ('n)nax et (v~),,~+ sont relativement compactes. 

En vertu du théorème II.4., on a : 

*x YB 'B Bb , B fermé, VE > O , i l  existe un compact KE C B tel que : 

sup jpn] (B - KE) < E et sup /vnl (B - KE) < E 
n n 

Mais alors, comme pour tout n , IpnI 8 Ivnl = 1% 8 vnl 

(propriété 111.3.) : bb t Bb , sup lun 8 vn/ (B x B) < + 
n 

D'autre part, B E Bb , B fermé étant fixé, ainsi que E > O , 

soit KE un compact tel que : 

suP lvnl (B - KE) < & /2  SUP Iunl (BI 
n n 



Comme : B~ - KS = [B x (B - K~)] u [(B - K&)  X BI , on a : 

Ce qui montre que la sui te (un €3 vn) est relativement compacte. . 
Remrrgue : Dans le cas où (pn) et (v,) sont des lois de 

probabilité, on retrouve partiellement un résultat classique : " (pn 0 vn) 

converge faiblement vers ri O v si et seulement si (un) converge faiblement 

vers ii et (v,) converge faiblement vers v' [7 p. 211 . L'hypothèse 
de complétude de l'espace X est surtout destinée à permettre l'utilisation 

d 'un critère pratique de relative compaci té sur M. 

Cependant, contrairement à ce qu'on pourrait attendre au vu 

du théorème 3.2. [7 p. 21 ] la réciproque est fausse, comme le montre le 

contre-exemple suivant : 

Contre-exeqp Ze : 

Soit (vn)na une sui te dans M qui converge vers O faiblement 

à distance finie. 

Soit (un)nm une suite relativement compacte par exemple : 

un = 6x si n est pair 
O 

n 
- - - 6 si n est impair . 

X 
O 

2 Pour toute fonction h de C b  , on a : 

Donc (un 8 un) converge faiblement à distance finie vers O dans M' sans 

pour autant que et ('n)ncn toutes les deux convergent faiblement 

à distance finie vers O dans M . 

D'ailleurs (un)na n 'est même pas convergente . I 



CHAPITRE I V  

CONVERGENCE EN MOYENNE QUADRATI2UE DE MESURES ALEATOlRES D'ORDRE DEUX. 

...................................................................... 

La topologie qu'on considère sur M e s t  toujours l a  topologie 

fa ib le  à distance f in i e .  

On note BM (resp. B +) la t r i  bu borélienne de M (resp. de M'). 
M 

J .  GEFFROY, P .  QUIDEL e t  H. ZEBOULON dans [l], [2] e t  [9] ont étudié les 

convergences en probabilité, presque sûre e t  en lo i  de mesures aléatoires 

positives. Ce travail  nous suggère d'aborder l 'é tude de l a  convergence en 

moyenne quadratique. Le moment d 'ordre deux d'une mesure aléatoire  e s t  

défi ni , de façon cl assique dans [IO] ou [Il] par exemple, comme une mesure 

E 8 ) sur u n  espace produit. Nous uti l isons ce t te  notion pour déf inir  

e t  étudier la convergence d'une sui te  de mesures aléatoires  à signe. Avant 

de passer à l a  convergence proprement d i t e ,  nous abordons quelques propriétés 

des mesures aléatoires que nous uti l iserons.  

A - PRELIMZNAZRES A L'ETUDE DE LA CONVERGENCE EN MOYENNE 2UADRATZQUE.- 

Pour tout borél ien borné B E Bb , on note (I 1 'application : B 

R étant  muni de sa tribu borélienne BR , BM contient la  tr ibu engendrée 

sur M par la  famille d'applications {mg ; B E Bb} [cf. 121. B e s t  
M+ 

la tr ibu engendrée par les applications {OB i B E Bb} res treintes  à M' : 

151 e t  191 . 



S o i t  (RyAyP) un espace p r o b a b i l i s é  f i x é .  On a p p e l l e  : 

1) mesure a l é a t o i r e  p o s i t i v e ,  t o u t e  a p p l i c a t i o n  mesurable p' 

de (R,A) dans (M+ , 

2) mesure a l é a t o i r e  à s igne t o u t e  a p p l i c a t i o n  mesurable p' 

de (R,A) dans (My GN). 

Remarques : 

1 )  Compte tenu  de l a  d é f i n i t i o n  des a p p l i c a t i o n s  {@B ; B E ~ ~ 1 ,  

une a p p l i c a t i o n  u' de dans M+ e s t  une mesure a l é a t o i r e  p o s i t i v e  s i  

e t  seulement s i ,  pour t o u t  b o r é l  i e n  borné B , p 0 ( B )  e s t  une v a r i a b l e  

a l é a t o i r e  r é e l l e  p o s i t i v e .  

2) S i  u' e t  v' son t  deux mesures a l é a t o i r e s  p o s i t i v e s  d é f i n i e s  

su r  1  e  même espace probabi  1  i sé (R,A,P) , 1  'app l  i c a t i o n  8' = p' - v' e s t  

une mesure a l é a t o i r e  à s igne  d é f i n i e  su r  (R,A,P). 

3 )  Réciproquement, s o i t  une mesure a l é a t o i r e  à s igne  d é f i n i e  

s u r  (R,A,P). Pour t o u t  w  E R  , appelons p+w e t  p-w l e s  composantes 

de Hahn-Jordan à d i s tance  f i n i e  de pW [14 p.  21 c ' e s t - à - d i r e  

+W -w uW = p - : a l o r s  l e s  a p p l i c a t i o n s  p e t  p sont  des mesures 

a l é a t o i r e s  p o s i t i v e s  e t  s ' é c r i t  sous l a  forme : 

Ces r é s u l t a t s  f i g u r e n t  dans Cl4 théorème I I I  p. 3641 . 

On mun i t  M2 e t  hiZ' de l e u r s  t r i b u s b o r é l i e n n e s  B e t  ;2+ . 
M  

On d é f i n i t  de l a  même façon l e s  mesures a l é a t o i r e s  à s igne  

su r  X x X , c ' e s t - à - d i r e ,  l e s  éléments a l é a t o i r e s  de M2 e t  M'+ . 



Dans la  su i te ,  l 'expression mesure aléatoire  sans autre précision 

désignera une mesure aléatoire  à signe. 

P f ~ o p G U é  IV. 7 .- Si e t  v' sont deux mesures aléatoires 

2 2 sur ( X , B )  , alors B v' e s t  une mesure aléatoire  sur ( X  , 8 ) .  

Démonstration : 

. 
m Supposons d'abord que e t  v soient deux mesures aléatoires  

positives. 

Posons C = { A x B ; A i B b ,  B c B b )  

- * - 
C e s t  un semi-anneau e t  1 'anneau A engendré par C e s t  constitué des 

* 

réunions f in ies  d'éléments deux à deux d is jo in ts  de C i l6  p.  16 par exemple]. 

I l  e s t  immédiat que, pour tout  élément B E A* , p' 8 v'(B) e s t  

une variable aléatoire  positive. 

m 2 
De plus, A engendre l e  O-anneau Bb : s o i t  O l a  classe des 

borél iens bornés B t e l s  que B v ' ( B )  e s t  une variable aléatoire  

positive ; d'après u n  théorème voisin du  théorème des classes monotones 
2 

[5 p .  8 1, pour démontrer que D = Bb , i l  s u f f i t  de vér i f ie r  que : 

a )  s i  ( B n )  C D e t  Bn t B , alors B E D 

b )  s i  ( B n ) C D  e t  B n + B ~ B b  , alors  B E D  . 

Ce qui e s t  immédiat ; par conséquent, comme B 2+ e s t  la  t r ibu engendrée 
2 M 2+ 

par les  applications ; B E Bb} res treintes  à M , u' 8 v* es t  une 

variable aléatoire  positive définie sur ( R y A y P )  e t  à valeur dans 



** Maintenant, si p. et v *  sont deux mesures aléatoires, 

8 V' est une mesure aléatoire, comme différence de deux niesures aléatoires 

positives. 

%&un 1 V . 2 . -  On dit qu'une mesure aléatoire est d'ordre 2 si 

elle vérifie l'une des conditions équivalentes suivantes : 

2  
1) 'dB E Bb , E 8 ' 1  ( B ) }  < + 

2 )  YB E B,, y ~ i l u . 1 ~  ( B ) }  < + . 

Les conditions 1) et 2 )  sont effectivement équivalentes : la condition 2 )  

est nécessaire pour la réalisation de 1) ; d'autre part, elle est suffisante 

puisque tout B E 8' peut être contenu dans un pavé mesurable borné C x C 
b 

et que : p *  8 p = u *  8 j ~ ' l  . 

Pfiup,lé.té I V .  2 . -  Notons LM 1 'ensemble des mesures aléatoires 

2  d ' ordre 2. LIU est un espace vectoriel réel. 

Démonstration : L'ensemble des mesures aléatoires F(R,M)  

est un espace vectoriel réel. 

2  Il suffit de montrer que LM est un sous-espace vectoriel 

de F(Q, M) . 
. 2  2  

1) Soient a E R et u E LM : i l  est évident que au E L M .  

2 )  Soient * et v' deux mesures aléatoires d'ordre 2  : 

B B~ : ~ i ( u '  + v * j 2 ( ~ ) }  ~ t ( j ~ 1 . 1  + l ~ * 1 ) ~ ( ~ ) }  = E ~ ~ P * I ~ ( B ) }  + E { l v * 1 2 ( ~ )  

+ 2E{ lu* 1 ( B I  IV '  l ( B I  



Or d'après l ' i néga l i t é  de Schwarz : 

~~{lp'l (~)/v'l (BI} G E{ IU*/~(B)} E{ lv.j2(~)i . 

On a donc : 'de c Bb ~{lp' + v*12(B)} < + ,. 

Par conséquent 
2 

+ V  € L M  . 

P h ~ p & i é t é  IV.3.- Soient p' e t  v* deux mesures aléatoires 

du zème ordre ; alors  la  fonction d'ensemble définie par pv = E ( V '  B u*) 

2 e s t  un élément de M . 

En par t icul ier ,  p2 = ~(p' 8 p.) e s t  u n  élément non nécessairement 
2 p o s i t i f d e  M .  

Démonstration : 

2 Pour tout B E E~ : p B v'(B) = pi B v;(B) + p: B v:(B) - 
- U; 8 v:(B) - p: 8 v;(B) . 

L'inégalité de Schwarz donne, pour tout pavé mesurable borné 

C x C contenant B : 

De même, E{~:(c) V:(C)I , E{P;(c) v:(c)} , E{u:(c) v;(c)} sont f i n i s .  

2 
Ce qui montre que : YB E Bb : IE{u' 8 v'(B)}/ < +, . 

Pour montrer que p v e s t  O-additif sur 8; , i l  s u f f i t  

de l e  vér if ier  pour p+ v+ = ~{p' @ v;} par exemple. C'est  a lors  une + 
simple conséquence du théorème de convergence monotone. 



2 
s* Montrons que p = E(U' B p') n'est pas toujours un élément 

positif de U~ . 
Prenons = p b E Q où l~ est une mesure à signe non 

dégénérée. 

Soit (D',CI-) la décomposition de Hahn-Jordan de X associée 

à lJ .. 
Comme ~ ( p *  B l~') = E(v B p) = p B 

t 
On a :(CI+ x CI-) = v B p (D x CI-) = v(~+) p(~-) < O car p(~-) < O . 

PnophitXé IV.4.- Soient p' et v' deux mesures aléatoires 

du second ordre positives, et g(x,y) une fonction pv-intégrable (ou 

mesurable positive) : 

~emonstrat ion : 

, in p. 8 v*(B) 1 = l~v(B) * Si g(x,y) = IB(xyy) avec B c B b  

par définition. 

rn* Si g(x,y) est une fonction mesurable étagée, la propriété 

IV.4. est donc vérifiée, par linéarité de l'espérance mathématique et de 

1 ' intégrale. 

*r* Supposons que g soit mesurable positive et que (gn)na soit 

une suite de fonctions mesurables étagées telle que gn r g : en appliquant 

trois fois le théorème de la convergence monotone, on obtient : 



+ - **** Enfin, si g est pv-intégrable, on pose g = g - g 
+ 

et on rai sonne comme en *** avec g et g- . I 

P k o p ~ é A é  I V . 5 . -  Soient u' et v' deux mesures aléatoires 

du second ordre, et g(x,y) une fonction intégrable par rapport à la r 
mesure : [UV] = u+ v+ + ii- v- + ut v- + 11- v+ 

Al ors g(x,y) p. 8 v~(dx,dy)~ = j g(xYy) ~ ~ ( d x ~ d y )  

Remaraue : 

+ +  - - + - - + La mesure [pv] = u v + i-i v + u v + u v est en général 

différente de la mesure Ivvl , comme le montre 1 'exemple suivant : 

Considérons 1 ' espace probabi 1 i sé ( [O ,1] , B [0,1], A) où : 

- B[o,l~ est la tribu borélienne de [0,1]. 

- X est la probabilité uniforme sur 8 [O911 

On définit deux mesures aléatoires ri' et v' sur ( [0,1] , 

où tiO est la mesure de Dirac au point O . 

Soit B un élément de 8 
R 



On en tire 

Par conséquent : E(u' 8 vo) 5 O donc uv = O . 

I ~ v I  E O donc (pu)' = O et (uv)- = O . 

b) Calcul de P+ v+ ; ut v- , P-v+ et P - v - .  

* E(U; B v;(B)) = O si (0,O) C B 

W 1 r* Si (0,o) E B : u+ 8 v:(B) = 1 si w E [O, 

1 B v:(B) = O si w E LT, 11 + 

On trouve 

De même si (0,O) E B on trouve : 

E(P' 8 v:(B)) = ~(u; 8 v:(B)) = O 

1 E(V: 8 v;(B)) = 7 . 

On en déduit que IvvI # [PU] 

En réalité, on a Iuvl << [pvl , résultat qui n'est pas en 

conflit avec la propriété IV.5. 

Démonstration de Za propriété I V .  5. - 

La propriété découle directement de la propriété IV.4. 

Phophiété 1V.6.- Si et v' sont deux mesures aléatoires 

d'ordre deux ; on a : 



Démonstration : Soien t  h  e t  g  deux éléments p o s i t i f s  de Cb ; 

par  des a p p l i c a t i o n s  successives du théorème de F u b i n i  e t  de l a  p r o p r i é t é  IV.5., 

on o b t i e n t  : 

Comme l a  f a m i l l e  F = { h ( x )  . g ( y )  ; h E Cb , g  E Cb} e s t  

déterminante su r  M' (théorème I I  1.2. ) on en dédui t que : 

8 - ETUDE DE LA CONVERGENCE EN MOYENNE QUADRATIQUE DE MESURES ALEATÙIRES 

D'ORDRE 2. 

Nous reprenons ci-dessous l a  d é f i n i t i o n  c l ass ique  du moment 

d ' o r d r e  deux d '  une mesure a l é a t o i r e  : [5] , [IO], [ll] . 

2  Dé@kt iun  IV.3.a.-On a p p e l l e r a  moment d ' o r d r e  deux de p E. LM 

l a  mesure p2 = E(F' B v ' )  é1 ément de M' . 

Nous i n t r o d u i s o n s  ensu i t e  l a  n o t i o n  de convergence en moyenne 

quadra t ique  des mesures a l é a t o i r e s  d ' o r d r e  deux : 



Q é ~ i W o n  lV.3. b . Une su i t e  
2 d'éléments de 4 

converge en moyenne quadratique vers une mesure aléatoire  d 'ordre deux 

2 s i  e t  seulement s i  l a  sui t e  de mesures de M : 

converge vers la mesure O faiblement à distance f i n i e .  

Cette définition nous permet d'énoncer immédiatement une condition 

suffisante de convergence en moyenne quadratique. 

RopzLété IV.7.- Une condition suffisante pour qu'une su i te  

d'éléments de L i  converge en moyenne quadratique vers p' E L 
2 
M 

e s t  que : 

U n  I n  e t  (" P ~ ) ~ , ~  convergent faiblement à distance f in i e  

vers p2 = E ( V '  8 p.).  

On peut énoncer u n  théorème genre porte-manteau pour la  convergence 

en moyenne quadratique qui ju s t i f i e  par a i l leurs  la définit ion IV.3. b .  

Théoirèrne IV. 1.  - Soit  (0 na une su i te  de mesures aléatoires 

du second ordre positives ; les assertions suivantes sont équivalentes : 

I 1) ( u n  - p)' converge faiblement à distance f i n i e  vers O 

2 1 dans M . 

3 )  VA 'A eb tel  que v ' ( ~ A )  = O P . S .  , u ~ ( A )  m.q + U' ( A )  . 



Démonstration : 
-1 v 

E l l e  se f e r a  selon l e  schéma su i van t  : 1 )  => 2) ===> 3) 

S o i t  h une f o n c t i o n  cont inue, bornée e t  à suppor t  borné sur X ; 

comme l a  f o n c t i o n  h ( x )  h ( y )  e s t  i n t é g r a b l e  par  rappo r t  à l a  mesure 

[(un - lJ)2~ Y v n  E N , on peut  u t i l i s e r  l a  p r o p r i é t é  I V . 5 .  ; on o b t i e n t  : 

2 Par conséquent, s i  { ( un  - p )  ) converge fa ib lement  à d i s tance  

f i n i e  vers O , {l h ( x )  p i ( d x ) }  converge en moyenne quadrat ique vers  
X 

On procède comme dans l a  démonstrat ion du théorème du porte-manteau.' 

a)  S o i t  F un fermé borné : 

1 
Pour k + O posons F " ~  = t x  c x : ~ ( x , F )  < 

Puisque F " ~  J F , on a : F i p * ( ~ )  . 
k*w k*w 

Le théorème de l a  convergence dominée dans L2(Q,~,P) montre 

que : 



en désignant par 1 1 . 1 1 a norme de l a  convergence en moyenne quadrat ique. 

+* 
E E R  é t a n t f i x é ,  s o i t   EN* t e l  q u e :  

A ce choix  de k  , on associe une f o n c t i o n  cont inue fk  d é f i n i e  comme s u i t  : 

Le suppor t  de l a  f onc t i on  fk e s t  contenu dans l e  b o r é l i e n  borné F " ~  e t  

comme O 4 fk s 1 , il e s t  c l a i r  que : 

l / k )  V ' (F)  h U O ( f k )  < ll (F 

ce q u i  donne : 1 l u o ( f k )  - u ' ( F ) ~  l e  6 1 IP ' (F)  - u' ( F " ~ )  1 l 2  6 E 

e t ,  pour t o u t  n : 1 ~ P ~ ( F ) I  l 2  4 1 l ( ( fk) l l 2  4 I ~ i ( f ~ )  - v ' ( f k )  I I 2  + I I u 8 ( f k )  I I 2  

* 1 i ~ i ( ~ ~ )  - P ' ( ~ ~ )  1 12 + 1 IF'(') 1 12'' 

Donc : O 6 l i m  sup / / u ~ ( F )  1 l 2  < I IU ' (F)  1 l e  + 
n 

E t ,  puisque E e s t  a r b i t r a i r e  : 

l i m  sup 1 [ ((F) 1 l e  l IU'(F) I I 2  . 
n 

** S o i t  O un ouve r t  borné non v ide  : 

1 
V k  c INNX posons : o - " ~  = IX E O : d(x,oC) 2 



Comme O l k  + O , l a  s u i t e  de v.a.r. { ~ ' ( O - ~ / ~ ) I ~ ~ *  e s t  p o s i t i v e  
k++m - l / k )  

e t  c ro i ssan te  e t  p (O + ~ ' ( 0 )  . 
k++m 

On a, d 'après  l e  théorème de l a  convergence monotone dans 

2 L (R,A,P) : 

Remarquons que, pour k assez grand, n ' e s t  pas v ide  . 

E > O é t a n t  f i x é ,  s o i t  k E N* t e l  que : 

A un t e l  choix  de k , on associe une f o n c t i o n  fk cont inue a i n s i  d é f i n i e  : 

{ f k ( x )  = O sur  oc 

f k ( x )  = 1 sur  O - l / k  

Le support de fk e s t  contenu dans l e  b o r é l i e n  borné O e t  comme O 6 f s 1 , 
k 

il e s t  c l a i r  que : 

~ ' ( 0 )  2 u ' ( ~ ~ )  2 p (O - I I k )  

Ce qu i  donne : 

On peut donc é c r i r e ,  pour t o u t  n E N' : 



Ce qui fournit immédiatement : 

xx* S i  A E Bb est tel que : llp'(aA)Jl2 = O , on a donc : 

b )  x Soit F un fermé borné ; E > O étant fixé , i l  existe : 

E E 
un entier k tel que : P{/u0(fk) - v'(F)~ > 1 - 7  et 

E < E }  > 1 - -  un entier n tel que : pi I V ; ( ~ ~ )  - po(fk) 1 2 

E 
La réalisation des deux événements { f k  - ) 1 < et 

{Ip;(fk) - pe(fk)/ ' $ 1  donne : 

ce qui fournit, pour n assez grand : 

x De même, pour un ouvert borné O et n assez grand, on 

établit facilement que : P{~;(o) a ~'(0) - E) , 1 - E . 

*x* Soit A un borélien borné tel que : v'(~A) = O P.S. 

On choisit un fermé F et un ouvert O liés au choix de A par : 

si les deux événements {V;(F) r ii'(F) + E }  et {lJ;(o) 2 V*(O) - 

sont réalisés on a : 

v'(A) - E = ~'(0) - E 6 ./(O) 6 Pn(A) r V;(F) r v'(F) + E = V'(A) + E . 

Ainsi, pour n assez grand : P{ /P;(A) - v*(A) / < E)  2 1 - 2~ . 



c )  Les r é s u l t a t s  obtenus en a) e t  b) prouvent que : 

1im 1 l((A) - P ' ( A ) ~  l 2  = O , 
n++w 

pour t o u t  boré l  i e n  borné A t e l  que p' ( a ~ )  = O P.S. 

S o i t  h une f o n c t i o n  cont inue, bornée e t  à suppor t  borné, 
k 

f i xons  E > O ; il e x i s t e  une fonc t i on  simple gE = 1 ai lAi t e l l e  que : 
i = l  k 

sup I h ( x )  - gE(x) / < E , h e t  gE é t a n t  n u l l e s  en dehors de B = y Ai . 
XEX i = l  

Dans 1  ' é c r i t u r e  de gE , 1  es ai sont  des r é e l s  e t  1  es 

A ( i  = 1 , k )  son t  des bo ré l i ens  bornés, d i s j o i n t s  deux à deux e t  dont  

l a  f r o n t i è r e  v é r i f i e  : 

Pour l a  cons t ruc t i on  e f f e c t i v e  d'une t e l l e  f o n c t i o n  on peut  se r e p o r t e r  

par  exempl e  à [21] . 

On peut a l o r s  é c r i r e  : 

Donc, pour n  assez grand on a  : 



En plus, comme 1 l~'(9) 1 l 2  < + et que E est arbitraire, 

i l  vient : 

iim 1 lvi(h) - u'(h) 1 I 2  = 0 . 
n- 

+ 
Soient f et g deux éléments de Cb . On a : 

Or, d'après le théorème III.4., la classe F+= {f(x) g(y) ; f E C; , g E c;} 
2 + est C-déterminante sur M ; par conséquent, la propriété 2) implique 

la propriété 1). 

Remarques sur Ze théorème I V .  1. 

1) La démonstration de 1) => 2) n'utilise aucunement le fait que 

les mesures aléatoires sont positives ; aussi est on en droit de s'attendre 

à un résultat similaire pour les mesures aléatoires à signes. 

2) Compte tenu de l'importance de ce théorème, nous proposons 

une démonstration directe de 3) => 1) ; nous signalons qu'une démonstration 

directe peut aussi être obtenue en généralisant le résultat [7 p. 201 de 

Bi 1 1  ingsley. 

v '1 
Le schéma est alors le suivant : 1) ====> 2) ===> 3) 



S i  l a  cond i t i on  3 )  e s t  réa l i sée ,  pour deux éléments A  e t  B 

de Bb t e l s  que : 

p ' ( a ~ )  = p ' (as)  = O P.S. 

2  
Par conséquent, d 'après  un r é s u l t a t  c lass ique de convergence dans L (R,A,P) : 

i i m   pi @ ,'(A B) 1 = 1  i m   pi e iii(~ x B) 1 = E{P' 8 P'(A B I }  
n- n  ,w 

Nous montrons que l a  c lasse A  des pavés mesurables bornés A  x B  t e l s  que : 
1.i 

détermine l a  convergence f a i b l e  à d is tance f i n i e  de (un ri) e t  de (" v,,,) 
vers pz ; pour conclure il s u f f i t  a l o r s  d 'app l iquer  l a  p r o p r i é t é  J V . 7 . .  

Remarquons que s i  A , B E Bb e t  p ' ( 3 ~ )  = p'(aB) = O P.S. , 
2  

a l o r s  p  [ a ( ~  x B)] = O à cause de 1  ' i n c l u s i o n  : 

La c lasse A e s t  manifestement s t a b l e  par i n t e r s e c t i o n  f i n i e .  
?J 

* S o i t  G un ouver t  borné e t  s o i t  E E R+' . 
2 Comme ii (G) < + , il e x i s t e  une s u i t e  (Ai x Bi)ifl , de 

rec tang les  ouver ts  bornés pz-cont inus e t  un e n t i e r  K ( E )  t e l  que : 



Le lemme de Poincaré donne : 

e t  où la sommation s'étend à toutes les  combinaisons des K ( E )  premiers 

ent iers  pr is  k à k .  

Comme l a  famille A e s t  s table  par intersection f i n i e  : 

s i  bien que 1 ' o n  peut écr i re  : 

2 2 K ( E )  K ( E )  
1-i ( G )  - E < 11 [u ( A i  x B ~ ) ]  = lim un % [U ( A i  x B ~ ) ]  d i m  inf un um(G) 

i  =l n ,m 1 =l n ,m 

e t ,  puisque E e s t  a rb i t ra i re  : 

2 
1 im inf un l-im(G) a 1-i ( G )  

n ,m 

** Soit O un  point a rb i t r a i r e  de X e t  {B(Oyrn)} = ( B n )  

une su i te  croissante de boules ouvertes de centre O e t  de rayon ( y n )  

t e l  l e  que : 

- X = "  Bn . 
na1 

2 
Pour la  distance d 2  introduite sur X , Bn x Bn e s t  la  boule de 

centre (0,O) e t  de rayon r n  . 



S i  F e s t  un fermé borné de x2 , il e x i s t e  une bou le  Bn x Bn 
O O 

qu i  l e  c o n t i e n t  ; comme 

( i i )  

De ( i )  e t  ( i i )  on d é d u i t  aisément que : 

2 2 2 YC E Bb , u (aC) = O : l i m  un pm(C) = p (C) . 

8 De même, (un " converge fa ib lement  à d i s t a n c e  vers  p . 

Nous avons d é j à  remarqué que, dans l e  théorème I V . l . ,  

l ' i m p l i c a t i o n  1 )  => 2 )  e s t  v r a i e  pour des mesures a l é a t o i r e s  à s igne. Par 

con t re ,  pour passer de 2 )  à 1 )  nous avons u t i l i s é  l e  f a i t  que l a  c lasse  

F+= { f  ( x )  g ( y )  ; f c C; , g E c i l  e s t  C-déterminante sur  u'+ ; c e t t e  

c lasse,  semb le - t - i l  n ' e s t  pas C-déterminante sur  M' t o u t  e n t i e r .  

S ' ag i ssan t  donc de mesures a l é a t o i r e s  à s ignes,  nous pouvons 

seulement énoncer l e  r é s u l t a t  s u i v a n t  : 

Tldoirème 1 V . Z . -  S o i t  ( u i )  une s u i t e  de mesures a l é a t o i r e s  . 
du second o r d r e  qu i  converge en moyenne quadrat ique ve rs  p ; a l o r s ,  pour 

t o u t e  f o n c t i o n  f cont inue, bornée e t  à suppor t  borné : 

1 f ( x )  vn(dx)  + 1 f ( x )  u* (dx )  quand n + + . 
X X 



La propriété IV.8. nous permet de répondre à la question naturelle 

suivante : étant données deux sui tes  de mesures aléatoires  (pi),,& e t  

( ~ ; ) m c i N  d'ordre deux qui convergent en moyenne quadratique vers ' e t  v' 

respectivement, que peut-on d i r e  de la su i t e  double (pn  v ~ ) ~ , ~  , en 

termes de convergence de mesures ? On a  l e  résu l ta t  suivant : 

PmphiéXé 1 V . b . -  Soient e t  deux sui tes  de 

mesures aléatoires positives du second ordre t e l l e s  que : 

. 
'n S ' en moyenne quadratique 

v -- v en moyenne quadratique m m++m 

alors : pn vm - - ~ ( p n  B v i )  --- E ( ~ '  63 v')  faiblement à distance f in i e .  

Preuve : D'après 1 e  théorème I I  I .4. ,  1  a  classe 
t + + 2+ 

F = {f ( x )  g(y) ; f E C b  , g s C b }  e s t  C-déterminante sur M . 

I l  suffi t de démontrer que : 

où f  e t  g sont des éléments posi t i fs  de C b  . 

d'après l a  propriété IV.5. e t  l e  théorème de Fubini. 

Le théorème IV.l .  du porte-manteau permet d 'écr i re  : 

f  ( x )  p * ( d x )  en moyenne quadratique 

g ( ~ )  v;(dy) --- g(y) v e ( d y )  en moyenne quadratique . 
X X 



Ce qui implique : 

C'est-à-dire, d'après Fubini : 

C'est-à-dire encore d'après la  propriété IV.5. 

ce qui e s t  l e  résu l ta t  cherché. . 
La propriété IV.8. peut ê t r e  étendue aux mesures aléatoires  à 

signe , moyennant une condition supplémentaire ; nous obtenons a lors  l a  

P~op4&%é I V . 8 .  b h . -  Soient e t  (vJma deux sui tes  

de mesures aléatoires du second ordre, t e l l e s  que : 

un -t v en moyenne quadratique 

. . 
v ---t v en moyenne quadratique m 

s i  la sui t e  ( u n  u,,,) = {E((  8 vk) 1 e s t  relativement compacte dans M' 

muni de la  topologie fa ib le  à distance f in i e  alors : 

un v - v faiblement à distance f in i e .  

Démonstration : Le théorème IV.2. montre que pour deux éléments 

quelconques f  e t  g de Cb : 



Par conséquent : 

c ' e s t - à - d i r e ,  en app l i quan t  F u b i n i  : 

c ' e s t - à - d i r e  encore, d 'après  l a  p r o p r i é t é  IV.5. 

Le théorème 111.5. permet a l o r s  de conc lu re .  

S i  une s u i  t e  (Xn) de v.a. du second o r d r e  e s t  t e l  l e  que l a  

s u i t e  double E(Xn . Xm) a i t  une l i m i t e  a, il e x i s t e  une v.a. X du 

second o rd re  t e l l e  que (Xn) converge en moyenne quadra t ique  ve rs  X. 

Il e s t  donc n a t u r e l  de poser l a  ques t i on  : 

l a  convergence f a i b l e  à d i s t a n c e  f i n i e  de l a  s u i t e  (un pm) vers  

2 une c e r t a i n e  mesure a E M , quand n  e t  m tendent  simultanément vers  

+ , s i g n i f i e - t - e l l e  que a e s t  nécessairement de l a  forme a = ~ ( u *  8 u * )  , 

où p9  e s t  l a  l i m i t e  en moyenne quadrat ique de l a  s u i  t e  ( p i ) na  d  'é léments 

Moyennant une hypothèse de pos i  t i v i t é  su r  l a  s u i t e  (un)  e t  

de complétude pour l ' e space  mét r ique  (X,d) , l a  réponse à c e t t e  ques t i on  

e s t  a f f i r m a t i v e  e t  f a i t  l ' o b j e t  du : 



ThZoaème 7 V .  3. - Supposons que 1 'espace métrique (X,d) soit 

séparable et complet ; soit (p.) une suite de mesures aléatoires du second n 

ordre positives telle que : 

 pi @ pi}) = (il ) converge faiblement à distance finie 
n m 

vers u E M*' , quand n et m tendent vers + m. 

Alors, i l  existe une mesure aléatoire du second ordre positive 

telle que : 

a = p  = E(V* 8 p.) 

et ( )  converge en moyenne quadratique vers * quand n + + m. n 

Avant d'entamer la démonstration de ce théorème, nous établissons 

d'abord quatre lemmes utiles. 

mesure C Lemme 7 V . 7 . -  La mesure a définie au théorème IV.3. est une 

symétrique. 

~ ~ e u v e  : 11 est clair que un un = ~ ( p *  8 pi) converge vers a n 

faiblement à distance finie d'après l'hypothèse. 

Pour tout n E N , ~ ( p *  @ est une mesure symétrique en ce n n 

sens que pour tout borélien C , on a la propriété : 

avec CS = C(X,Y) : (Y,x) E C l  

En effet, si C = A B est un pavé mesurable, la propriété 

"SM est vérifiée puisque : 



Or, tout ouvert O de x2 e s t  une réunion dénombrable de rectangles 

ouverts. 

Pour tout k E N* . l a  formule de Poincaré permet d ' éc r i r e  

k où S .  = 1 E { U ~  Q un ( O i  fl . . . O  O ) e t  où la  sommation s'étend 
i l . . . . . i j  1 j 

à toutes l e s  combinaisons des k premiers ent iers  pr i s  j à j. 

Comme la  classe des rectangles ouverts e s t  s table  par intersection 
k 

f i n i e ,  ce t te  formule montre que U O i  vér i f ie  la  propriété " S " , 
i  =l 

pour k fixé.  

I l  en résul te ,  d 'après l a  propriété de continuité monotone 

croissante des mesures, que tout ouvert vér i f ie  la  propriété " S " . 

La régularité des mesures bornées sur les espaces métriques montre 

alors  que tout borélien borné vér i f ie  la propriété " S " e t  i l  en résul te  

que " S " e s t  vraie pour tout borélien. 

Comme la  su i te  (E{(, Q ( } )  converge vers a faiblement à distance 

f i n i e ,  i l  e s t  c la i r  que pour tout borélien borné C t e l  que a(8CS) = O 

s i  F e s t  u n  fermé borné, i l  exis te  une su i t e  de rée ls  posi t i fs  

t e l l e  que : 



I l  en résulte que, pour tout  fermé borné F , a(F) = a(FS) . 
Cette propriété s 'é tend,  par régular i té ,  à tout  borélien borné, puis à tout  

borél ien. I 

Lemme 7 V . 2 . -  Notons B(x,t) l a  boule ouverte de X ,  de centre x 

e t  de rayon t > O , e t  aB(x,t) sa f ront ière  dans X ; étant  donné une 

mesure positive a sur X x X e t  un point quelconque x E X , l'ensemble 

des nombres réels pos i t i f s  t t e l s  que a [ a ( ~ ( x , t ) )  x X] > O e s t  au plus 

dénombrable. 

Démonstration : Remarquons que a B ( x , t )  e s t  inclus dans l a  

sphère S (x , t )  = {y c X , d(x,y) = t )  e t  que l e s  f ront ières  des boules 

B(x,t)  sont dis jointes  quand t varie e t  x reste  f ixe .  

Soient m e t  n deux ent iers  pos i t i f s  fixés ; pour tout 

t E: 1 0 ,  n] y 

* *  e t  les  ensembles { S ( x , t )  x B ( x , m )  : t 6 n )  sont d is jo in ts  . 

Par conséquent, l'ensemble {t a n : a [ a ( ~ ( x , t ) )  x ~(x,m)]  > O )  

e s t  au plus dénombrable. 



Il en e s t  de même par  conséquent des ensembles : 

* 
En = { t  s n : 3 m  E N : a[a(B(x,t))  x ~(x,m)]  > 0 )  

m 

e t  V En . 
n = l  

m 

Cependant, s i  t E n E' , on a : 
n = l  n 

a[a(B(x,t))  x X I  = l i m  u[a(B(x,t))  x ~ (x ,m) ]  = O . I 
m++a 

Lmme 7V.3 . -  E tan t  donné une mesure p o s i t i v e  a sur  X x X , 

un p o i n t  quelconque x de X, un nombre r é e l  p o s i t i f  t t e l  que 

a[a(B(x,t))  x X] = O , il ex is te ,  pour t o u t  E > O , une p a r t i t i o n  f i n i e  

ou dénombrable (Ai ; i E 1) de l a  boule ouver te B(x, t )  t e l l e  que : 

Démonstration : Quand E 2 t , l e  lemme dev ien t  t r i v i a l .  

Supposons donc que E < t : pour t o u t  y E X , il e x i s t e  une 

boule B(y,s ) de rayon i n f é r i e u r  à ~ / 2  t e l l e  que : 
Y 

Du recouvrement ouve r t  de B ( x Y t )  par  l e s  boules {B(y,sy), y E B(x , t ) }  

on peut e x t r a i r e  un recouvrement f i n i  ou dénombrable puisque X e s t  

séparable : 



On pose a l o r s  : 

Il e s t  c l a i r  que ( A i ; i  E 1) forme une p a r t i t i o n  de B(x, t )  en bo ré l i ens  

de diamètre i n f é r i e u r  à E e t  l ' i n c l u s i o n  : 

montre que : 

Lemme lV .4 . -  S o i t  A un b o r é l i e n  borné t e l  que : a [ a ( ~ )  x X] = O ; 

sous 1  'hypothèse du théorème IV.3., l a  s u i t e  de v.a.r. { P ; ( A ) } ~ ~  * e s t  de 

Cauchy en p r o b a b i l i t é .  

Démonstration : D'après l e  lemme I V . l . ,  l a  mesure a e s t  symét r ique ;  

compte tenu de l ' i n c l u s i o n  : a(A x A ) C  (a(A)  x X) U (X x a (A) )  on a  donc : 

a(a(A x A))  = O 

Par conséquent : l i m  un vm(A x A) = a(A x A) 
n++m 
m-t+a 

2 -  2 2 Compte tenu de 1  ' é g a l i t é  : (un - um) - un - un pm - um un + um . 



on o b t i e n t  : 
2 

l i m  ( u  - )  (A x A )  = O 
n t t m  
m++m 

c '  es t -à -d i  r e  : l i m  E{((  - p i )  0 (un - p i )  (A x A ) }  = O 
n  ,m 

2 s o i t  encore : i i m  E{\u;(A) - u ~ ( A ) I  1 = 0  . 
n&m 
m++a 

D 'après  l ' i n é g a l i t é  de Markov, pour t o u t  E > O , on a  : 

e t  pa r  conséquent il e x i s t e  K E N* t e l  que : 
E 

Cet "a rsena l "  de lemmes é t a n t  c o n s t i t u é ,  on peu t  maintenant  passer 

à l a  démonstrat ion du théorème IV.3. qu i  se dérou le ra  en 3 étapes. 

Démons tration du théorème I V .  3. - 

a)  S o i t  O un p o i n t  a r b i t r a i r e m e n t  c h o i s i  dans X e t  

l a  d i s t ance  de GEFFROY su r  M' assoc iée à ce choix  ; p e s t  évidemment 

2+ con t i nue  su r  M , muni de l a  t o p o l o g i e  f a i b l e  à d i s t a n c e  f i n i e .  Comme 

(X,d) e s t  séparable,  (M' , p )  e s t  séparable d ' ap rès  l e  théorème I . 6 . ,  

e t  on en d é d u i t  que p(pi ,<) e s t  une v a r i a b l e  a l é a t o i r e  r é e l l e .  

. . 
Nous a l l o n s  montrer  que l a  s u i t e  de v.a.r .  ( ~ ( u ~ , u ~ ) ) ~ , ~  

converge vers  O en p r o b a b i l i t é  ; il s u f f i t  na tu re l lement  de prouver  q u ' i l  
. 

en e s t  de même de t o u t e  s u i t e   U LI^.+,,))^,^ pour r f i x é  dans N* . 



x 
Fixons donc r t N , E~ > O , ri > O : d'après l e  lemme IV.2., 

i l  existe 

1 
E E ] O .  min (2 y r ,  c l ) [  

t e l  que : a(a(B(0, r t l  - E ) )  x X) = O . 

D'après l e  lemme IV.3., i l  exis te  une part i t ion f i n i e  ou 

dénombrable ( A i  ; i E 1) de la boule ouverte B(0, r+l - E )  t e l l e  que : 

I l  e s t  a lors  c l a i r  que : 

II exis te  u n  borélien A qui s ' é c r i t  : A = B(0, r + l  - E )  - Ai 
i h ~ ~  

te l  que : 

De plus, on a : a(a(A x A ) )  = O à cause de l a  symétrie de a e t  

des inclusions : 

2 
L'hypothèse du théorème implique en part icul ier  que ('in)nd* = (E(u,  O 

converge faiblement à distance f i n i e  vers a ; a ins i ,  i l  existe u n  entier 

n tel  que, pour tout  n > no : 
O 

O U  encore : E { ~ ~ ~ ( A )  1 < c2 



Ce qu i  implique, compte tenu de 1  ' i n é g a l i t é  de Markov : 

E 4  02 > -} < - E{un (A) < Q I 3  . P{P,$) 2 
E 
2 

D ' a u t r e  p a r t ,  d 'après  l e  lemme IV.4., il e x i s t e  un e n t i e r  nl qu'on c h o i s i t  

supér ieur  à n t e l  que, pour n  2 n e t  m 2 n 
O 1 1 '  

Jo 
& 

ce qui impl ique : P ( n  {lp;(hi) - (,(Ai)l ~ ~ 5 0 ) )  > 1 - ~ / 3  . 
i = l  

S i  on note : 

On o b t i e n t ,  pour n  2 n e t  m > n  1 1 '  

P(E~,,) < ri ce qu i  équivaut  à : 

P(Enym) > 1 - v 

Considérons un bore1 i e n  A t e l  que C B(0,r) . 

S i  x  appa r t i en t  à A : d(x,O) < r < r+l - E 

donc : AC B(0, r+l - E)  . 

Posons J  = { i  : i c j o  
O ; A i n A A f l ;  pour i E J~ : ai c A& . 

Si on suppose 1  'événement E r é a l i s é ,  on a  a l o r s  : 
n  ,m 



E  
Par conséquent :  ( , (A)  < u,(~) + 1 u,(Ai) r 7 +  1 u i ( ~ ~ )  . 

i c J 0  i s J o  

Au t o t a l ,  on a donc : 

Comme dans c e t t e  démonstrat ion m e t  n  j ouen t  des r ô l e s  ind iscernab les ,  

on peut  auss i  é c r i r e  : 

A i n s i  : 
n ,m 

, < E l  C {P~(P;'U;) < El} E C { p r ( v n  m 

Finalement,  pour n  a n  e t  m 3 n + 1 1 '  

b )  Ce t te  p a r t i e  de l a  démonstrat ion e s t  sans doute c l ass ique  

D6 p. 221 p a r  exemple]. On c h o i s i t  une s u i t e  c r o i s s a n t e  (nk)ka* t e l l e  

que : 

pour m , n 3 n 1 

pour m , n 2 n 1 

pour m , n > n k  

CO 

1 
On pose, pour t o u t  k  EN' : Ek = { p ( u i , u i )  <i} 

i = k  2 



Comme 

Si w t Ek e t  si i  e t  j sont des en t ie rs  t e l s  que i  > j > k : 

i  - 1 i-1 
W W W .u W ) h  l . 7 g - p  1 on a : p ( v n  3 ) "(un 

i  j t=j tti "1 1 ~ ~ 2  

t 
Ainsi, (u:.) e s t  une suite de Cauchy dans ( M  , p) ; on s a i t ,  d'après 

J 
l e  théorème 1.7. d û  à GENSBITTEL que cet espace métrique e s t  complet 

puisque (X,d)  e s t  complet. On note alors la  limite de ( u n  ) ; 
CO j 

posons par a i l  leurs uW z O s i  u + n E: . 
k = l  

On a donc obtenu : 

CO 

Puisque : P (  Ek) = 1 on a P(f io)  = 1 . 
k= 1 

. 
p e s t  donc une mesure aléatoire  t e l l e  que : 

iim 4 = u"' , P . P . S .  
j++w j 

c )  Il r e s t e  à vér i f ie r  que * e s t  d'ordre deux , que 

a = E { ~ '  @ u'} , e t  que (un)  converge en moyenne quadratique vers u * .  

* Il ex is te  une sui t e  croissante (Bm)ma* = IB(O,rm) lmd* de 

boules concentriques ouvertes t e l  1 es que : 



D'après l e  paragraphe b)  de l a  démonstrat ion : E INH* , 

D'après l e  lemme IV.4.,  pi(^^)) e s t  une s u i t e  de Cauchy dans 

2 
L (RyAyP) ; donc , 

2 vm ~m E* : l i m  i n f  E ( ~ ~ ~ ( B ~ ) )  = l i m  E(pn (B,)) < + . 
j j n 

2 
O r ,  d 'après  l e  lemme de FATOU : l i m  i n f  E(vn2(Bm)) 2 E(1im i n f  pn (B,)) 

j j j j 
par  conséquent : Vm E mi , E{P*~ (B~) I  < + . 

Ce qu i  montre que v' e s t  une mesure a l é a t o i r e  du second ordre.  

2 2 2 ** Compte tenu de 1 ' é g a l i t é  : (pn-vm) = pn - pn vm - vm vn + pm 

e t  de 1 ' hypothèse du théorème, on a, pour t o u t e  f o n c t i o n  f E Cb : 

Ce qu i  peut  s ' é c r i r e  : 

OU encore : i 2 
i i m  E { /  f ( x )  p;(dx) - 1 f ( x )  v i ( d x )  1 I = O . 

n++a 

f ( x )  ~ ; ( d x ) ) ~ ~  e s t  de Cauchy dans L 2 (R,A,P) . 

Cependant, il e x i s t e  R O C  R , de p r o b a b i l i t é  1, t e l  que, 

V W E R  O y V f E c b :  



Ainsi, pour toute fonction f  de C b  , j f  dp' e s t  u n  représentant 

de la  l imite  en moyenne quadratique de ( f  . 

Le théorème I V . l .  montre alors que l a  su i te  de mesures aléatoires 

positives converge en moyenne quadratique vers LI' . 

iii Enfin, l a  propriété IV.8. montre que la  su i t e  (pn  LI^)^^^ 
converge faiblement à distance f i n i e  vers pz ; par conséquent : 

Le corollaire des théorèmes 111.6. e t  111.7 peut se combiner 

de façon intéressante avec l e  théorème IV.3. pour donner u n  c r i t è re  assez 

maniable de convergence en moyenne quadratique d'une su i t e  de mesures aléatoires  

du second ordre. 

Nous énonçons l e  résu l ta t  dans l e  théorème suivant : 

l Théohern~ I V .  4. - Supposons que 1 'espace métrique (X,d)  s o i t  

séparable e t  complet ; so i t  une su i te  de mesures aléatoires  

l positives du  second ordre t e l l e  que : 

Alors, i l  existe une mesure a léa to i re  positive p d u  second ordre t e l l e  

que : 

. . 
-V en moyenne quadratique . 
n-rtm 



Démonstration : Puisque l 'espace (X,d) e s t  séparable e t  complet, 

on s a i t ,  d 'après l e  c o r o l l a i r e  des théorèmes 111.6. e t  111.7. que l a  c lasse : 

2 + e s t  c-déterminante sur M ; par conséquent, 1 'ex is tence de 

+ 
1 i m  1 f ( x )  g (y )  un um(dx.dy) ou 1 i m  E{P;(~) ( (g)}  pour t o u t  f E Cb 
n,m x n .m 

+ 2+ 
e t  t o u t  g E Cb imp l ique l ' e x i s t e n c e  d'une mesure a E M e t  

{pn p,,,l ={E(P; B p i ) }  converge fa ib lement  à d i s tance  f i n i e  vers a. 

Le théorème IV.3. montre a l o r s  que a e s t  de l a  forme : 

e t  que converge en moyenne quadrat ique vers p :m 

Nous a r r i v o n s  à l a  f i n  des r é s u l t a t s  concernant l e s  mesures a l é a t o i r e s  

p o s i t i v e s  avec l 'énoncé d 'un  r é s u l t a t  qu i  découle d i rectement  du théorème IV.4.. 

C u k a a R d e  du XhEak2me TV.4. - Supposons que (Xyd) s o i t  

séparable e t  complet ; s o i t  ($,Inna une s u i t e  de mesures a l é a t o i r e s  

p o s i t i v e s  d ' o r d r e  2 t e l l e  que : 

bf E Cb : $ f )  converge en moyenne quadrat ique vers une 

ce r ta ine  v a r i a b l e  a l é a t o i r e  r é e l  l e  X( f )  . 

A lors  : converge en moyenne quadrat ique vers une 

ce r ta ine  mesure a l é a t o i r e  p o s i t i v e  p' du second ordre.  



Démonstration : So ien t  f e t  g deux éléments de  Cb t e l s  que : 

a l o r s  : ~ ' ( f )  $g) e s t  une v .a . r  P - i n t é g r a b l e  e t  on a : n 

Le théorème IV.4 permet a l o r s  de conc lu re .  I 

Les théorèmes i n té ressan ts  pour  l e s  a p p l i c a t i o n s  s o n t  manifestement 

1 es théorèmes I V .  1. , I V .  3. , e t  I V .  4. ; mal heureusement, comme nous 1 ' avons 

dé jà  remarqué, il ne semble pas p o s s i b l e  de l e s  app l i que r  en t o u t e  g é n é r a l i t é  

aux mesures a l é a t o i r e s  à s igne : i c i  encore, comme dans l e  c h a p i t r e  III., 

2 ce son t  des ques t ions  de r e l a t i v e  compacité dans l ' e s p a c e  M muni de l a  

t o p o l o g i e  f a i b l e  à d i s tance  f i n i e  q u i  i n t e r v i e n n e n t .  Pour p a l l i e r  ces 

d i f f i c u l t é s ,  nous i n t r odu i sons ,  dans l e  cas des mesures a l é a t o i r e s  à s igne  

une hypothèse rappe lan t  curieusement, mais de façon  f o rme l l e ,  c e l l e  du 

théorème de l a  convergence dominée de Lebesgue. Ce t te  hypothèse non t r i v i a l e ,  

i n s p i r é e  du théorème 111.5. b i s ,  permet de t i r e r  quelque béné f i ce  des 

r é s u l t a t s  acquis pour  l e s  mesures a l é a t o i r e s  à s igne. 

Le théorème IV.5. donne une c o n d i t i o n  s u f f i s a n t e  de convergence 

en moyenne quadra t ique  d 'une s u i t e  de mesures a l é a t o i r e s  du second o r d r e  e t  

c o n s t i t u e  une s o r t e  de réc ip roque au théorème IV.2.. 



I . 
Théonèrne I V . 5 . -  Soit  une su i te  de mesures aléatoires 

1 du second ordre e t  une mesure aléatoire  du second ordre te l  l e s  que : 

i )  Vn E .N , lvil h V *  e t  * v où v' e s t  une mesure 

aléatoire  d u  second ordre positive fixée. 

i i )  vf E cb , (j f du;)nd converge en moyenne quadratique 

vers j f du '  . 

Alors converge en moyenne quadratique vers u . 

Démonstration : Posons y; = + V *  e t  y *  = + V. pour 

tout n E IN. En vertu de 1 'hypothèse 1) e t  de la propriété IV.2., (Yi)na 
e s t  une sui te  de mesures aléatoires du second ordre positives. L'hypothèse 2) 

implique : 

Le théorème I V . l . ,  valable pour des mesures aléatoires du second ordre 

positives, montre que : 

2 Autrement d i t  : (yn - y )  = ( - ) converge faiblement à distance 
2 f in i e  vers l'élément nul de M quand n -+ + I 

La propriété IV.9., ci-dessous, qui prolonge la  propriété IV.8. bis  

montre que l'hypothèse retenue e s t  bien plus qu'un simple tour de passe- 

passe. 

) P n o p h i é t é I V . 9 . -  Soient ( v i l n d  e t  (vi),, deux su i tes  de 

mesures aléatoires du second ordre, LI* e t  v'  deux mesures aléatoires 



du second o rd re  ; y' e t  0'  é t a n t  deux mesures a l é a t o i r e s  p o s i t i v e s  du 

second o rd re  f i x é e s ,  s i  on suppose que : 

('n V m ) ( n , m ) ~ a  converge f a i b l emen t  à d i s t ance  f i n i e  ve rs  UV 

daniM2* 
Démonstration : En v e r t u  de l a  p r o p r i é t é  IV.8. b i s ,  il s u f f i t  

de démontrer que l a  s u i t e  (un vm)(n,m)axN e s t  r e l a t i v e m e n t  compacte dans 

2 M . D'après l e  théorème I I . 3 . ,  il nous f a u t  donc montrer  que : 

b)  Pour t o u t e  s u i t e  (hk)ka d 'é léments de C; q u i  tend 

vers O en déc ro i ssan t  : 

l i m  sup j hk d lun vml = O 
k n,m 

a) S o i t  B un bo ré l  i e n  borné de X x X e t  (PA)AEA 1 'ensemble 

des p a r t i t i o n s  mesurables de B , f i n i e s  ou dénombrables. A chaque p a r t i -  

t i o n  PA e s t  donc associé un ensemble d ' i n d i c e s  IA f i n i  ou dénombrable. 

Pour t o u t  ( n  ,m) E: N x N , 

Pour t o u t  A E A , on a : 



E t ,  d 'après  l a  p r o p r i é t é  de Beppo Lév i  : 

e t  a i n s i  : l n  V I  (B) * E { I v ~  €3 V;J(B)} . 

D'après l a  p r o p r i é t é  111.3. e t  1 'hypothèse 1) on a : 

Par conséquent, 

b)  S o i t  maintenant (hk)kdV une s u i t e  d'éléments de Cb 2 

t e l l e  que 

A l ' a i d e  de l ' i n é g a l i t é  : 

l n  v ( B )  i ~ ( y '  0 e 0 ( 9 ) }  = y û(B) < + 

on remarque fac i lement  que : 

ce qu i  achève l a  démonstration. I 



Les théorèmes IV.6. e t  IV.7. ci-dessous étendent les  théorèmes 

IV.3.  e t  11.4. ; comme dans ces deux derniers,  nous supposons que 1 'espace 

métrique ( X , d )  j o u i t ,  en plus de sa séparabi l i té  de la  complétude. 

Théonème I V . 6 . -  Soient (un)nd une su i te  de mesures aléatoires 

du second ordre e t  v 0  une mesure aléatoire  du second ordre positive ; 

on f a i t  l es  deux hypothèses suivantes : 

( ~ n  'm)(n,rn)am 
converge faiblement à distance f i n i e  vers 

2 une mesure a de M . 

Alors, i l  existe une mesure aléatoire  d u  second ordre u'  t e l l e  

que : 

a = p2 = E ( V '  Q u ' )  

e t  converge en moyenne quadratique vers quand n -t + W. 

Démonstration : 

. . 
1) Pour tout  n E N , posons y = un + v . n 

Nous allons démontrer que { ~ ( y ;  B yn)}(m,n)FN>pV = ( ~ m  y n ) ( m y n ) d ~  

converge faiblement à distance f in i e  vers une certaine mesure positive 

Comme (X ,d )  e s t  complet e t  que (ym y n )  (m,n )dVI  e s t  une sui t e  

de mesures positives i l  s u f f i t ,  en vertu des théorèmes 111.6. e t  111.7. de 
+ + 

démontrer que, pour t o u t  f E C b  e t  pour tout g E Cb , la su i t e  

f ( x )  g(y) y, yn(dx,dy)l e s t  convergente. 



Un c a l c u l  s 'appuyant  su r  l e s  p r o p r i é t é s  IV.4. e t  IV.5. donne : 

Compte t enu  de l ' h ypo thèse  e t  du ca rac tè re  symétr ique des deux termes cen t raux  

dans l e  d e r n i e r  membre de l ' é g a l i t é  c i -dessus, il r e s t e  à démontrer que 

l a  s u i t e  : 

{j f ( x )  g ( y )  ~ ~ v ( d x , d ~ ) } ~ ~  e s t  convergente . 

Cependant, l ' h ypo thèse  2) du théorème e t  l ' é g a l i t é  : 

montrent  que, pour t o u t e  f o n c t i o n  f E Cb , l a  s u i t e  { r in ( f ) lnd  e s t  

2 de Cauchy dans L (R,A,P) ; comme { p 0 ( f ) )  converge en moyenne quadrat ique, n 

{uA( f )  v'(g)ln&, 
1 converge dans L (R,A,P) : ce qu i  e n t r a î n e  en p a r t i c u l i e r  

l a  convergence de 1 a s u i  t e  : 

L ' é g a l i t é  c i -dessus r é s u l t e  de l a  p r o p r i é t é  IV .5 . .  

2)  A i n s i ,  d 'après  l e  théorème IV.3., il e x i s t e  une mesure 

a l é a t o i r e  du second o rd re  p o s i t i v e  -yg t e l l e  que 6 = = ~ ( - y *  8 

e t  converge en moyenne quadrat ique vers  -y* . 
. . 

Posons a l o r s  = y - v 

( y  - ) = ( - ) converge f a i b l emen t  à d i s t ance  f i n i e  

vers  O donc (p i )nd  converge en moyenne quadrat ique vers  p. . 



D'après l a  propriété IV.9., (pm pn)m,n  converge faiblement à 

distance finie vers pz donc : 

Théotrème l V . f . -  Soit (OnndV une suite de mesures aléatoires 

du second ordre te l  l e  que : 

1) v n  E EN , 1~l;ll G V* où v 0  es t  une mesure aléatoire positive 

du  second ordre. 

existe. Alors i l  existe une mesure aléatoire v' du  second ordre t e l l e  que : 

( p n ) n a  
converge en moyenne quadratique vers ii' . 

Démonstration : D'après l e  théorème IV.6., i l  su f f i t  de démontrer 

que (pm u n ) m y n  converge faiblement à distance f in ie  vers une certaine 

2 mesure a de M . 

Comme dans la démonstration de la propriété IV.9., l'hypothèse 1) 

implique que la  suite 
(pm u n )  ( m , n ) a a  

2 est  relativement compacte dans M . 
+ 4- 

Or la classe F+ = {f(x)  g(y) ; f E C b  , g tz C b }  e s t  déterminante 
2 sur M ; on applique alors l e  théorème 111.5. pour conclure. 

Du théorème IV.7. ,  on t i r e  facilement le  résultat suivant, à 

rapprocher du corollaire IV.4.. 

I C u t r u ~ e  1 V . f . -  Soit une suite de mesures aléatoires 

I du second ordre tel  le  que : 

I 1) n 1.; 1 6 v. où v. es t  une mesure aléatoire du second 

ordre positive. 



2 )  'df c C b  : {v; ( f ) lna  converge en moyenne quadratique vers 

une certaine variable aléatoire  réel l e  X(f) . 
. 

Alors converge m . q .  vers une certaine mesure aléatoire  

du  second ordre p.. 

C - ZNTRODUCTZON A L'ETUDE DES MESURES ALEATOZRES EVOLUTiVES DU SECOND ORDRE.- 

Ce paragraphe e s t  consacré à des applications à l 'étude des 

processus à "valeurs mesures" des résu l ta t s  obtenus précédemment ; nous 

supposerons, dans tout ce qui s u i t  que l 'espace métrique séparable (X,d) 

joui t  de l a  propriété de complétude. 

T  désignant u n  interval le  de l a  droi te  r ée l l e ,  on appellera mesure 

aléatoire  évolutive du  second ordre toute famil l e  {LI; ; t E T l  de mesures 

aléatoires  du  second ordre définies sur u n  même espace probabilisé 

(Q,A,P). 

Pour toute fonction f E Cb , {l~;(f)  ; t E T l  e s t  donc u n  

processus réel d u  second ordre. 

Compte tenu de la  notion de convergence en moyenne quadratique 

introduite au paragraphe précédent, nous dirons que la  mesure aléatoire  

évolutive ; t a T }  e s t  continue en moyenne quadratique en u n  point 

to E T s i  e t  seulement s i  pour tout voisinage f a ib l e  à distance f i n i e  V 

de O dans M' , i l  existe u n  nombre réel posit if  E te l  que : 

Nous supposerons dans tout ce qui s u i t  que { l ~ ;  ; t E T l  e s t  continue en 

moyenne quadratique sur T , c'est-à-dire en tout point t E T.  



Les théorèmes IV.l. e t  l e  c o r o l l a i r e  IV.7. montrent que c e t t e  

hypothèse e s t  v é r i f i é e  quand, pour t o u t e  f o n c t i o n  f s Cb , l e  processus 

du second ordre { p i ( f )  , t c T l  e s t  cont inu  en moyenne quadrat ique sur  T, 

e t  : 

* luil r V' , b't 't T , où V* e s t  une mesure a l é a t o i r e  du 

second ordre p o s i t i v e .  

Rappelons brièvement l e s  conséquences b ien  connues de l a  c o n t i n u i t é  

en moyenne quadrat ique du processus r é e l  du second ordre  {p;(f) ; t E T l  

bf E Cb . Tout d'abord, pour t o u t  f E Cb , l a  covariance 

r ( s , t )  = ~ { p ; ( f )  u;(f)) e s t  cont inue sur T x T e t  il e x i s t e  une ve rs ion  
f 

mesurable e t  séparable de {u;(f) ; t E T l .  

S i  l ' i n t e r v a l l e  T e s t  compact, T f ( t , t )  e s t  i n tég rab le  Riemann, 

donc i n tég rab le  Lebesgue sur  T ; d'après l e  théorème de Fub in i  , 

De plus,  comme l a  mesure de Lebesgue sur T e s t  f i n i e  : 

D'après l ' i n é g a l i t é  de Schwarz, pour tous f E Cb , g s Cb : 

Donc : 



Ceci é tant  d i t ,  nous nous proposons, é tant  donnéeune mesure aléatoire  évolutive 

du second ordre {ut , t E Tl de montrer l 'existence d'une mesure aléatoire  

du second ordre M. t e l l e  que : 

Cette mesure aléatoire  vér if iera  en outre la  propriété : 

'df , g g c b :  M *  @ ~ * ( f . ~ )  = J  j u ; ~ u ; ( f . g )  d t d s  P.S.  
T T 

Pour cela, remarquons tout d'abord que, pour tout f E C b  , u;(f) d t  
T 

peut ê t r e  obtenu à une équivalence près pour l ' é g a l i t é  presque sûre, comme 

1 ' in tégrale  en moyenne quadratique d u  processus {u;(f) ; t E Tl puisque 

la  covariance r f ( s Y t )  e s t  intégrable Riemann sur l e  pavé T x T .  

Nous allons résoudre l e  problème posé en considérant deux cas : 

a)  Cas d'une mesure aléatoire  évolutive du  second ordre 

positive ; t F T} . Considérons une su i te  quelconque de parti t ions 

( " n ) n c ~  * de l ' i n t e rva l l e  T = [a,b]. 

Pn : a = t < t < ...... < t 
n , k ( n )  

= b  n,o n , l  

k ( n )  
tel  l e  que : Max (tn, - tn, j-l ) --+ O quand n -4 + . 

j=l 

On forme : - k ( n )  
Sn ,f - j=i n - j -  )ii; n , j  ( f )  

O n s a i t q u e :  1irnm.q. S = j  u i ( f ) d t p . s .  
n + t m  

n , f  

Remarquons alors que : 



e s t  une suite de mesures aléatoires  positives du second ordre ; d'après l e  

cor01 l a i r e  d u  théorème IV.4., dire  que pour tout f E C b  , l e  processus 

tp;(f) ; t E Tl e s t  intégrable en moyenne quadratique revient à d i re  que 

l a  sui te  (M; ) , ,~*  converge en moyenne quadratique vers une certaine 

mesure aléatoire M. e t  on a : 

b )  Cas d'une mesure aléatoire  évolutive du second ordre 

quel conque { p i  ; t E T} . Nous supposons, en pl us de 1 'hypothèse d '  inté- 

g rab i l i t é  en moyenne quadratique du  processus réel l u i ( f )  ; t E Tl pour 

tout f E C b  , q u ' i l  exis te  une mesure aléatoire  positive v du second 

ordre t e l l e  que : 

Considérons toujours la sui t e  quelconque de part i t ions de 1 ' interval l e  

T = [a,b] définie ci-dessus, ainsi que l a  somme Sn,f associée ; on 

s a i t  que : 

lim m . q .  S 
n- 

Dans l e  cas qui nous occupe maintenant 

k(n) 
?Je } = e s t  une su i te  de mesures 

{ j=i ( t n , j  - t n , j - i  
tn , j  

aléatoires du second ordre à signe. 

Nous avons alors  : 

/M,I < (b-a) v' 



D'après l e  corollaire I V . 7 . ,  dire  que pour tout  f r Cb { < ( f )  ; t a T} 

e s t  intégrable en moyenne quadratique revient à di re  que converge 

en moyenne quadratique vers une certaine mesure aleatoire  M' e t  on a : 

P.S .  . 

L'intégrale en moyenne quadratique d'une mesure aléatoire  évolutive du 

second ordre {LI; ; t E Tl peut donc ê t r e  toujours définie. 

Ce résul t a t  d'apparence naturel l e ,  n ' e s t  acquis sans peine que 

grâce aux méthodes développées dans l e  paragraphe B. 

Il faut  remarquer, en outre, que ce résu l ta t  e s t  bien plus qu'une 

simple mise en forme du f a i t  que les  processus {p;(f) ; t s T) sont tous 

intégrables en moyenne quadratique ; i l  permet de donner u n  sens à 

$A) d t  , pour tout A E Bb , même s i  {v;(A) ; t E T} n ' e s t  pas a 
T 

priori  intégrable en moyenne quadratique, en posant : 

Ayant défini M *  = p i  d t  en tant que mesure aléatoire  du second ordre, 
T 

nous pouvons remarquer que 
J T  

d t  8 1 p' ds e s t  une mesure aléatoire  
T S 

sur M' e t  nous préoccuper de donner u n  sens à 1 ' écr i ture  

à l ' a i d e  de cet te  remarque. 

Supposons que f e t  g soient des éléments de Cb ; appliquons 

l e  produit f . g à l a  mesure aléatoire  M' 8 M '  ; on obtient : 

d'après la  représentation obtenue plus haut ; ainsi  on a : 



Nous a l l o n s  i l l u s t r e r  l ' i n t é r ê t  de l ' i n t é g r a l e  en moyenne quadrat ique par  

l e s  t r o i s  exemples su i van t s  q u i  ouvrent ,  pour l e s  deux d e r n i e r s ,  de nouveaux 

thèmes de recherche. 

Exemple 1 : M i g r a t i o n  d 'é tourneaux dans 1 ' i n t e r v a l l e  de temps 

[0,1]. Appelons : 

C l 'ensemble des m i g r a t i o n s  ou des chemins. 

S l a  sphère t e r r e s t r e .  

Un élément de C e s t  donc une a p p l i c a t i o n  con t inue  de [0,1] dans S. 

Une v a r i a b l e  a l é a t o i r e  à va leu rs  dans C d é f i n i t  un processus { X t  ; t E [0,1] 1 

à t r a j e c t o i r e s  cont inues.  

S o i t  d l a  mét r ique  assoc iée à l a  norme de l a  convergence 

uniforme ; (C,d) e s t  un espace mét r ique  séparable e t  complet qu 'on mun i t  

de sa t r i b u  boré l ienne  BC. 

On représente l e s  habi tudes des étourneaux p a r  une l o i  de 

p r o b a b i l i t é  Q su r  (C, BC). 

.w A un i n s t a n t  t E: [0,1] , l a  p o s i t i o n  des étourneaux e s t  une 

r é p a r t i t i o n  ponc tue l l e  a l é a t o i r e  : 

où : N e s t  l e  nombre d 'é tourneaux.  

X1,...,XN e s t  un é c h a n t i l l o n  de l a  l o i  Q . 

*;w Dans l e  cas où l e s  étourneaux se promènent par  f a m i l l e s ,  l e u r  

p o s i t i o n  à un i n s t a n t  t E: [0,1] e s t  auss i  une r é p a r t i t i o n  p o n c t u e l l e  

a l é a t o i r e  q u i  s ' é c r i t  : 



où : N est le nombre total de familles. 

X1,...,XN est un echantillon de la loi Q . 

K1,...,KN est un échantillon de la loi du nombre d'oiseaux 

dans une famille. 

On vérifie trivialement que {LI; ; t E [O ,1] 1 est une mesure 

aléatoire évolutive du second ordre positive. 

Soit A un borélien borné (un champ par exemple) : si on observe 

1; V;(A) dt , i l  s'agit du peuplement aléatoire moyen du champ A entre 

les instants t = O et t = 1 . 

Exemple 2 : Processus de lignes. 

Les méthodes développées jusqu'ici devraient permettre d'étudier 

ces problèmes sous un nouvel aspect : soient X et Y deux variables 

aléatoires indépendantes, définies sur l'espace probabilisé ( 8 , A y P )  et 

à valeurs dans R[ , muni de sa tribu borél ienne 8 . On considère un 
R 

échantillon aléatoire de taille N du couple (X,Y) : (X1,Y1) ; ... ; (X Y ) N' N 
et les segments aléatoires {t Xn + (1-t) Yn ; t E [0,1]}. 

Posons - 
p i  - n=l 1 't~,+(i-t)y, 

On constate faci lement que ; t E T} est une mesure aléatoire évolutive 

du second ordre positive. 

Soit A une zone du plan : on interprète I o  v;(A) dt comme 

le nombre aléatoire moyen de segments qui coupent la zone A entre les 

instants t = O et t = 1 . 



Exemple 3 : Théorème ergodique. 

S o i t  {y; ; t E IRt) une mesure a l é a t o i r e  é v o l u t i v e  du second 

o rd re .  

On suppose que c e t t e  mesure a l é a t o i r e  é v o l u t i v e  e s t  i n t é g r a b l e  

en moyenne quadrat ique, e t  que ~ { p ' ( t ) )  = v  , 'dt E R+. 

L ' o b j e t  de c e t t e  étude e s t  de v o i r  sous q u e l l e s  c o n d i t i o n s  l a  "moyenne - 
1 .  

temporel 1  e"  S. = \ p d t  converge su i van t  T  en moyenne quadrat ique 
T O  t 

vers  p, ce qu i  c o n s t i t u e r a i t  une s o r t e  de l o i  des grands nombres e t  une 

première approche de problèmes r e l e v a n t  de l a  mécanique s t a t i s t i q u e .  
- 

Pour que A; + O quand T  -- + m, il s u f f i t  , en v e r t u  du 

cor01 l a i r e  IV .7 .  que : 

1) Vt C R +  , p i  a O ou Vt ER' l u i l  < v *  
. 

où v e s t  une 

mesure q l é a t o i r e  p o s i t i v e  du second o rd re .  

2) k!f E Cb : { [ ~ ' ( f ) ) ~ ~ x  converge en moyenne quadra t ique  vers  O T  

au sens usuel .  

On peut  a i n s i  énoncer l e  r é s u l t a t  su ivan t ,  conséquence de [20J 

p. 222. 

+ 
PnopiE.té.- S o i t  { p i  ; t E R 1 une mesure a l é a t o i r e  é v o l u t i v e  

du second ordre,  i n t é g r a b l e  en moyenne quadra t ique  su r  [o,T] , pour t o u t  

T E IR+. 

On suppose en o u t r e  que E = y  b't E R+ . 



Pour que l 1' t i l  est suffisant que : 
O T*.. 

1) 'v't E R +  II; > 0 , OU b't E R +  < vo , v' positive 

du second ordre. 

1 T T 
2) vf ii CC : 1 i m  Io IO Rf(t,s) dt ds = O 

T*.. T 
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REPRESENTATIONS CONTINUES DE MESURES PAR 

DES PROCESSUS PONCTUELS DE POISSON. 
........................................ 

Sabeho Mancel gONK1AN 

1.S.P. OUAGADOUGOU - (HAUTE - VOLTA) .  

Résumé : S a d  M C' ememble d u  muunes posiAiva dinia srn C u  

bonéfiem bonnés d'un Qnpace m W q u e  sépahable X ; s u a  M un saun- 

ennmble dominé de M .  On mu& M de Cn ;topologie daibCe à din;tance 

ainie e,t on com;ttrui,t un phocQna~~5 (X , LJ E: M) pnQnciue sûtrment 
LJ 

coatinu nrn  M ,  k d  pue, porn ;tou.t p E M , Xp boa un phoCQn6uA de 

Pobaon de moyenne LJ be hédiAaVLt dam X. 

CCailsi~ic&on ---- AMS jWS) : 60 G 5 5  - 57 . 

Moa d é s  : marne dZa;to&e ; pnoceabu ponctuel de Pohbon ; 

convmgence 6aibCe à dinkance dinie ; ;théonErne de Shonohhod. 



Soit (X,d) un espace métrique séparable, complet ; 
Cb 

l'ensemble des fonctions numériques continues et bornées, à support 

borné sur X. 

B est la tribu borélienne de X et Bb est l'anneau des 

boréliens bornés de X. 

M désigne l'ensemble des mesures positives, a-additives 

sur B, finies sur 
Bb 

On note E l'ensemble des répartitions ponctuelles c'est-à-dire 

l'ensemble des éléments f de M tels que : 

ou : mesures discrètes à masses entières. 

DE&i.don.- On appelle topologie de la convergence faible à 

distance finie sur My la topologie dont une base de voisinages est 

donnée par les ensembles de la forme : 

h tz Cb ; r = 1 ,  ..., n} 
r 

* + 
où A décrit M, n s N et E E IR . 

O 

Une suite 
( 'n)nczN d'éléments de M converge faiblement à 

distance finie vers A. si et seulement si : 



J .  Geffroy avec P. Quidel [II puis avec M. Zéboulon [2J ont défini une 

métrique p induisant la topologie de la convergence faible à distance 

finie sur M. 

p se définit comme suit ; on fixe une origine O de façon quelconque 

* 
dans X.  Pour tout r E N on pose : 

6  
V('(i,v) E U~ O (u,~) = Inf {6 > O ,\JAE 8 tel que A CB(o,r) 

r 

2 
V(u,v) E M pr(u,v) = Max {or(u,v) . or(v,ri) 1 

6  A = {x E X , d(x,A) < 6 1  est le dilaté de A à 6 près. 

B(o,r) est la boule ouverte de centre O et de rayon r. 

Le théorème suivant est utile pour caractériser la convergence faible 

à distance finie. 

Théohème [2j .- Soit 
( An) ~ E I N  

une suite dans M ; les deux 

affirmations suivantes sont équivalentes : 

b) VA 'A Eb tel que h (2A) = O : lim A,(A) = ho(n) où 
O n++w 

aA désigne la frontière de A. 

On note BM la tribu borélienne de M ; E E BM et on note 

BE la trace de BM sur E .  



V E ~ i n L t i a ~ n  : 

D I  
- On appellera mesure aléatoire toute variable aléatoire à valeurs 

dans (M, BM), et processus ponctuel toute variable aléatoire à 

valeurs dans ( E ,  BE) . 

D2 - Un processus ponctuel f' est dit de Poisson (ce qu'on notera 

désormais p.p.p) si et seulement si il vérifie : 

i) bk E F* , VA, ; . . . , 4( E Bb deux à deux disjoints ; les variables 

aléatoires réelles ~ ( f  ',A~) ; . . . ; ~(f' ,%) sont indépendantes (on dit alors 

que le processus est à accroissements indépendants). 

ii) VA /A Bb , N(f ' , A )  suit une loi de Poisson. 

D3 
- On appelle mesure moyenne (ou intensité) du processus ponctuel 

de Poisson f' la mesure 1-i E A définie par : 

La loi de probabilité de f' est une mesure de probabilité 

sur (E, BE) entièrement déterminée par la mesure moyenne de f' [IO] p. 16, 

Théorème 3-1 ; soit ?' l'ensemble des probabilités sur (My BM) ; on M 
définit ainsi une application : 

M -4 PM 

1-i T (loi du p.p.p. d'intensité 1-i) 
1-i 

Si PM est muni de la topologie faible classique, il est facile de 

vérifier que cette application est continue. 



La construction d'un p.p.p. f' d'intensité p fixée est 
lJ 

classique voir [3] ; [8] ; [9] . 

Nous nous proposons de définir un procédé de construction suffi- 

samment régulier pour que le processus stochastique {£' ; LI E M )  
LI 

possède de bonnes propriétés de continuité. Nos résultats généralisent 

ceux obtenus par P. Jacob dans L4] . 

La représentation que nous allons construire est basée essentiel- 

lement sur une généralisation du théorème bien connu de A.V. Skorokhod 

dont on pourra trouver la démonstration dans [5] et [4] . 

ThéofiEme 7.- Soit P l'ensemble des probabilités boréliennes 

définies sur un espace métrique séparable et complet Y ; on munit ?' 

de la topologie faible. Soit M le sous-ensemble d'éléments de P 

dominés par une probabilité fixée a ; enfin, soit 

, A) où A est la mesure uniforme sur 8 
C0,ll ' 

Il existe une fonction aléatoire X . , .  définie sur P x Q 

et à valeurs dans X telle que : 

i) v p  E: P , ( p . )  est de loi P.. 

ii) E M , il existe Qu E: A tel que A(Op) = 1 et 

tel que, pour tout w E Qu , la trajectoire X(.,w) est continue au 

point P .  

D'autre part, nous utiliserons en cours de démonstration 

plusieurs lemmes techniques. 



Lemme 7 . -  Soit (un)neN une suite d'éléments de M. 

Il existe une famille A dénombrable , de boréliens bornés 
li O 

li O 
-continus telle que si : 

u,(A) -+ lio(A) VA E A alors lin -3 po faiblement à distance finie. 
n*m 

* DQmvnh;DLdtion : Soit m s IN quelconque ; pour tout x e X , on 

peut choisir une boule ouverte de centre x , de diamètre inférieur 
1 

à - qui est -continue. La possibilité d'un tel choix est claire. 
m 

li O 

On la note B (x). 
m 

?& 
X étant séparable, il existe, pour tout m E iN un recouvrement 

m 
dénombrable de X par certaines de ces boules soit {B ce m 

recouvrement ; m = 1,2, ... Posons 

Les boréliens de la suite sont 
'-'O 
-continus , forment pour 

?k 
tout m s N une partition dénombrable de X, et sont tous de diamètre 

1 
inférieur à - . 

m 

1 ' .  1 
Posons DI = {A] ; Aî , ... ; Am ; ... 1 . 



On obtient D2 en formant les intersections : 

1 2 
On pourra noter v(n,p) E tNa2 A A = A l'élément générique de 

n P n,p 

la partition D2 et par généralisation 

l'élément générique de la partition 
Ok . 

Par construction, Dk est un raffinement de Dk-l . 

Pour récapituler, la suite (Dk)kEN* de partitions de X ainsi 

construites, emboitées les unes dans les autres est telle que : 

ii) Vk E N* , 1 VA 'n Bk A(A) < - où A(A) désigne le 
k 

diamètre de A. 

On appellera A l  la famille de tous les boréliens des partitions 

(Dk)k> 1 
à laquelle on ajoute éventuellement @. 

Comme ces partitions sont raffinement les unes des autres, 

A l  est fermé pour l'intersection finie. En outre, tout ouvert de X 

est réunion dénombrable d'éléments de A l  @ p. 28-29]. 

Soit O un point arbitraire de X et {~(o,r~)},~* une 

suite de boules ouvertes de centre O et de rayon {rn}ntztNa "o 
-continues 

telle que lim r = + m. n n++m 



Posons At = {B(oyrn), n >  11 et enfin A = A l  UAÎ 
'-'O 

+* 
soit G un ouvert borné et soit E E R ; comme vo(G) < + m, il 

existe une suite (Ai) isN * d'éléments de A l  et un nombre entier 

m(E) tel que 

lio(G - v A.) 1 < E 
i= l 

D'après le lemme de Poincaré on a : 

avec 1 .  A . A. ) et où la sommation s'étend 
1 

1 
l], ..., 1 k 

k 

à toutes les combinaisons des m(~) premiers entiers pris k à k. 

Les Ai fl ... n Ai sont des intersections finies d'éléments 
1 k 

de A l  et appartiennent donc à Al. On a par conséquent : 

m(~) m(~) 
lim ii (U Ai) = uo(U Ai) 

n n++m i= l i= 1 

si bien que l'on peut écrire : 

m(E) 
po(G) - E < u ( U Ai) = lim rin( U Ai) s l i m  inf v,(G) 

O i= l n++m i= 1 n++m 

et, puisque E est arbitraire on a : 

lim inf iin(G) > uo(G) 
n++m 

D'autre part, si F est un fermé borné il existe un élément B(o,ra) 

de A2 qui le contient. 



corne : lim un(B(o,r 1) = v0(B(0,re)) 
n++O0 e 

et iim inf rin E(o,re) - 2 ~~E~(0,re) - FI 
n* 

on a : lim sup un(F) S uo(F) 
n++a 

De (*) et (**) on déduit aisément : 

Ce qui est la convergence faible à distance finie. 

Lemme 2. - Soit : 

- (Xi)izl une suite de variables aléatoires définies sur 

(R,A,P) et à valeurs dans (X,B), indépendantes et de même loi Q. 

- Z une variable aléatoire indépendante des (Xi)izl dé£ inie 

sur (fi,A,P) et à valeurs dans ( N ,  P(N)). 

z 
On pose 

1) Si, pour une seule partition donnée Al . . .  A 
z r z 

de X les v.a.r. 6 (Al) ; . . . ; 1 6 (A ) sont indépendantes 
i=l Xi X. r i=l 1 

alors Z suit une loi de Poisson. 

2) Si Z suit une loi de Poisson alors, pour toute partition 
z z 

sont indépendantes. 



Partie 1 : On procède par récurrence sur r. 

s! si r = 2 on pose A = A et A = A' 
1 2 

Les variables aléatoires X. prennent leurs valeurs dans A 
1 

ou dans son complémentaire A' , avec les probabilités respectives 

sont indépendantes, alors Z suit une loi de Poisson. 

z z 
si Y ,  = 6  (A) et Y2 = 1 G X .  (AC) sont indépendantes, 

X .  i=l 1 i=l i 

on peut écrire : 

D'autre part 

Compte tenu du fait que 6 (A) est une bernoulli de paramètre p et 
X. 
L 

6 (AC) est une bernoulli de paramètre q , on a : 
X. 
1 



En calculant de même, on obtient : 

On a donc, en retenant l'hypothèse d'indépendance de YI et Y2 l'égalité : 

z z z 
EZ{(sp + tq) 1 = EZ{(sp + q) 1 EZ{(p + qt) 1 . 

Ce qui est équivalent à 

S(PS + q) $(p + qt) = $(sp + qt) . 
où #(s) est la fonction génératrice de Z c'est-à-dire 

w 

$(s) = 1 P(Z = k) sk . Comme $ est analytique dans le domaine 
k=O 

{S E R 1 S I  < 1 )  , 4 y est dérivable. 

i ~ ( P S  + q) 4(p + qt) = $(ps + qt) <=> $(u) ,p(v) = $(u + v - 1) 

Dérivons par rapport à v : $(u) 0' (v) = 9' (, + v - 1) 

Faisons v = 1 : @(u) 4' (1) = $ '  (u) 

Au 
Ce qui donne : $(u)=ae avec A = $ ' ( l )  > O 

-A 
Comme $(i)=l o n a  a = e 

Finalement on obtient : 

et alors 



En conclusion, YI et Y2 suivent donc des lois de Poisson 

de paramètres respectifs Xp et hq . 

Ainsi, Z , somme de deux v.a. de Poisson indépendantes de 

paramètres Xp et Aq est une v.a. de Poisson de paramètres Xp + Xq = A. 

Le lemme est démontré dans le cas r = 2 . 

Supposons le résultat établi jusqu'à l'ordre r-1 et prouvons 

le à l'ordre r. 

z - 
En supposant que 1 6 A )  ; . . . ; 1 6X. (Ar) sont 

i=l Xi i=l 1 

indépendantes, nous en tirons l'indépendance de : 

- 

1 SX.(Ar) et 1 SX.(AI) + ... + 1 6x.(Ar-i> = 1 6X.(V A.) . 
i=l 1 i=l 1 i=l 1 i=l 1 j=l 3 

Posons A = Ar et A' = A . On se ramène au cas r = 2 
i = l  j - 

et cela permet de conclure que Z suit une loi de Poisson. 

Partie 2 : 

Si Z suit une loi de Poisson de paramètre A alors pour 

n'importe quelle partition finie Al ; ... ; A de X , les variables r 

aléatoires : 

1 6 (Ar) sont indépendantes . 1 SX. (A]) ; . . . 9 

i=l i i=l Xi 

En effet si Z suit une loi de Poisson de paramètre X , sa 
z X(s-1) 

fonction génératrice est g(s) = E(s ) = e 



D'autre part la fonction génératrice de 6X.(A.) est pour 
1 J 

tout i : 

SX. (Aj 
1 

£(S.) = E(s 
j 

= sj pj + 1 pk où pj = Q(Aj) . 
J k#j 

~ ' o ù ,  d'après théorème 3 p. 1291 la fonction génératrice de 
z 

Mais, on sait que : 

Y. Ap.(s - 1 )  
d'où en tenant compte de ~ ( s . ~ )  = e J j j = 1y2,...yr . 

J 

ce qui montre l'indépendance des v.a. 

Nous avons maintenant la preuve que si f '  est processus 
z 

ponctuel à accroissements indépendants représenté par f' = 1 SX. 
i=l i 



- (Xi)ill sont des variables aléatoires indépendantes et 

équidistribuées de loi Q sur (X,8). 

- Z est une v.a. à valeurs dans (N P(lN)), indépendante 

des (Xi)iZI alors Z suit une loi de Poisson ; ce qui à son tour 

implique que f' est un p.p.p. 

En effet, pour tout A E Bb , en notant p = Q(A) 
z 

Autrement dit, N(f',A) suit une loi de Poisson de paramètre Xp . 

Théoaème 2 de nepa&enta-tion. - 

Soit r une famille dans M dominée par une mesure u fixée 

de M. 

Il existe un espace probabilisé (n,A,h) et une fonction 

aléatoire {f' , p E M) dont l'espace des temps est M et l'espace 
1.I 

des états celui des répartitions ponctuelles E telle que : 

1) b1.1 E M , fi 
est un processus ponctuel de Poisson de 

mesure moyenne p . 
2)  v1.1 E i , 3% , X(np) = 1 et t/o E nu , fW est une 

trajectoire continue au point LI. 

Démo~n&ation : La preuve de ce théorème se fera en plusieurs 

étapes. 

@ Nous supposons que le diamètre de X est infini, ce qui est le 

cas le plus général. 



Soit O E X l'origine arbitraire choisie pour la construction 

de la métrique p de Geffroy. 

On fait un découpage judicieux de X en construisant une suite 

(Bs)stA = { B ( o , ~ ~ ) } ~ ~ ~  de boules ouvertes de centre O et de rayon r s 

telle que : 

1) limr =+. .  
S s++w 

2) Ys 's E. , B est a-continue i.e. o(aBs) = O où o 
s 

est la mesure qui domine r. 

Ainsi, les éléments de la suite 
(Bs) s a  

sont r-continus. 

@ On fixe maintenant s et on pose : 

On note M* l'ensemble des éléments de M tels que v(E) > O . 

On pose r* = I. n M* . 
?# 

On peut ainsi définir pour tout E r une probabilité 

P = ( E )  sur (E,T) où T = {A n E , A E 8).  On note p l'ensemble 
lJ 

des probabilités sur (E,T) . 

La famille A' = (Pu)vEr * est dominée par o car I'* est 

elle même dominée par o. Alors, en remarquant que l'application : 

où A' est muni de la topologie faible, est continue, et en appliquant 

le théorème 1 ,  on obtient : 



Il existe une fonction aléatoire : X(. , .) : M* x --+ E 

telle que : 

i) b'p E EA* , p . )  est de loi p/v(E) . 

ii) E r* , ]np : A(nv) = 1 et t/w E nv , X(.,w) est 

continue en u. 

Regardons à présent la famille de nombres positifs ou nuls 

Chaque élément de la famille peut être considéré comme le para- 

mètre d'une loi de Poisson, éventuellement dégénérée. 

On applique à nouveau le théorème 1 et il vient : 

Il existe une fonction aléatoire : 

z(.,.) M x n  + [N telle que : 

i) by E M , la v.a. Z(y, .) suit la loi de Poisson de 

paramètre y(E). Cette variable est dégénérée si y(E) = O . 

ii)Vy E M ,lny , h(Q) = 1 et VUJE n 
Y '  

Z(. ,w> 
Y 

est continue au point y. 

Posons : 

= [O,]] . A = BIO,l~ ; A mesure uniforme sur [0,1] 



. ème 
est la projection i coordonnée, pour tout i s N. 

Posons, pour tout y tz M X  : 

m i i KE:N , X = X (y,.) = X(y,.) O R. 
Y 1 

Ainsi, vy E M* la suite ioe 
est formée de variables 

aléatoires indépendantes. 

W  
On pose alors f = 1 6 ~ i  (0) 

, 'du E nm 
Y i=l Y 

(avec la convention : fW r O si xO(u) = 0 ) .  
Y Y 

0 Il est clair, d'après le lenme 2, que f '  Y est un p.p.p. 

L'intensité de ce processus est bien y puisque : 

donc E{N(fi,A) = y(A) . 

@ Dans le cas où y e M\M* , on construit un processus de 

Poisson dégénéré f' sur (E,T) en posant f '  E O . 
Y Y 

@ Nous allons donner la preuve de la continuité presque sûre 

de f '  . Autrement dit, vy P r , X(R ) = 1 et YW P fi 
Y O 

f W  est continue au point 

i) On suppose d'abord que y. P r* 

i 
a,) Par construction, \Ji P A , X (y, .) O ni est presque 

sûrement continue au point 



Ainsi, il existe ) = 1 et tel que, pour 

00 

tout w E R et pour tout i E iN X~(~,O) est continue en ; ce 

qui est équivalent à - puisque X est un espace métrique - 

VO c fim , Yi c N et pour toute suite 
(~n)n,~ 

convergeant faiblement 

1 i 
à distance finie vers lim X (yn, O) = X (yo,w). . n++m 

O 
a2)  L'ensemble (A c T , N(fy , aA) = 01 n'est pas dénombrable 

O 

Pour cette raison, on se ramène à la famille dénombrable A 
Y 
' O 

du lemme 1 .  

On a, pour tout A E A : yo(aA) = EN(£' , aA) = O . 
Y0 Y0 

Ce qui implique N(f' , aA) = O , lm P.S. . 
Y0 

L'hypothèse que Ay est dénombrable entraîne l'existence 

00 
' O 

d'un ensemble R C firn , mesurable, vérifiant : 
Y0 

00' 

hm(firn') = I et telque M O E R  , ~ A E A  o n a :  
Y0 

" 3)  Soit A un borélien borné tel que : N(£* , aA) = O 
O 

pour tout w E R n C' , et une suite (yn) n c ~  
qui converge faiblement 

Y0 * 
à distance finie vers y. E r ; comme Yo(E) > O , on peut supposer, 

* 
sans perte de généralité, que !fn E iN , yyn c M ; il nous faut montrer que : 

iim ~(f* , A) = , A) 
n++w Yn O 

j O vu E n" 0 C' , les points X (yo, O) pour j = 1 ,..., X (Y~,O) 
Y0 

sont dans 1' intérieur de A ou dans 1' intérieur de A' ; ils sont même 

O 

en nombre fini dans A . 



Posons r = min d(xJ (y0,u), aA) ; r est strictement 
j=l 

O 
La fonction X (-,w) étant continue en à valeurs entières 

positives, il existe K(w) tel que : 

On peut supposer K(w) assez grand pour avoir de plus : 

j O vn 'n K(w) , d(X (y,,w), xJ (y,, w)) < r pour j = 1,. . . ,X (yo,w) . 
j Cette inégalité signifie qu'à partir du rang K(w) , X (yn,w) et 

j X (yo,w) sont soit tous les deux dans A , soit tous les deux dans AC , 

ce qui évite la situation où les 2 points seraient de part et d'autre 

de la frontière de A. 

On en déduit que : 

* 
ii) Si maintenant y. E II - r il existe 

Q : h*(firn ) = 1 et t(w s , xO(y,w) est continue 

au point ; donc pour n assez grand, 

x0(u0,w) 

et donc 1 'i 
: O car c'est une somme qui ne contient pas 

i= i X (Yn,w) 

d'élément. 



Dans tous les cas, la fonction fW construite est telle que : 
Y 

w ' 
Pour tout w E: ilm R , pour toute suite (~n'n,~ qui converge 

y0 

faiblement à distance finie vers , (fW 1 converge faiblement 
ncN 

à distance finie vers fa ; ce qui signifie (puisque M est muni de 
Y0 

la métrique p) que fW est continue au point y0 
pour tout 

Y 

O En somme, nous avons construit, pour tout s s N un espace 

w m 
probabilisé (fis, A:, As) et une fonction aléatoire 

telle que : 

- b'yc M, f" est un processus ponctuel de Poisson de 
Y 

mesure moyenne y. 

- f est presque sûrement continue sur r .  

Si on pose (ilm,Am,hW) = ( n s , A: , @ hi) 
s=O s=o s=o 

S 
alors : 'IY E I. (fi )SEM 

est une suite de p.p.p. indépendants . 
m 

La superposition f. = f est encore un p.p.p. . 
Y s=o Y 

En effet si (gn)nm 
est une suite de processus ponctuels indépendants, 

pour que la superposition infinie des (g,) soit un processus ponctuel 

il faut et il suffit que : 

Dans la situation qui nous occupe, ce résultat s'applique 

puisque, si A E Bb , il n'y a qu'un nombre fini de f' qui se 
n 

réalisent dans A. 



Pour tout A F Bb , vy E M, N(fV ,A) suit la loi de Poisson 
Y 

de paramètre : 

c'est-à-dire que la superposition f' a pour mesure moyenne y. Il 
Y 

reste à montrer la continuité presque sûre de f '  

Soit y un élément de r : 
O 

On sait que pour tout s E N il existe RmyS E A~ tel que 
Y 
' O 

m,s 
h(Ry ) = 1  et, 

O 

bu E fimyS fWyS est continueen 
Y. ' Y  y0 . 

m m 
On pose nm = n R ~ "  : A (n ) = i et, Y s  , VW E am 

'O scN 'O y, y, 

fW,S est continue en 
Y y0 . 

Soit A un borélien borné tel que yo(yA) = 0 ; soit s un entier 
S 

tel que A C  u E : pour tout s = O, ..., S , yo(aA ) = O . 
S s=o S 

Alors, pour toute suite (yn) d'éléments de M, qui converge faiblement 

03 

à distance finie vers Y. , et pour tout w s R : 
y0 

S S 
fW (A) = f W y S ( ~  n E ~ )  ----+ 1 fW'S(~ n E ~ )  = 

S=O Yn S=O Y. 

Ca 

ce qui montre que VW E R , fW est continue en , et achève la 
y0 

démonstration. 



Remanque : Nous avons pu, grâce au théorème 2, obtenir une 

représentation d'une famille de mesures par une fonction aléatoire 

{f' , 1i E M) presque sûrement continue. Il semble alors naturel de 
1-i 

voir sous quelles conditions f ; E M présente une propriété de 
1i 

continuité uniforme. Le théorème que nous allons démontrer est le 

suivant : 

ThZa~Qme 3.- Soit r une famille dominée et faiblement 

compacte à distance finie de mesures dans M.  

Il existe un espace probabilisé (P,A,P) = ([0,1], BCO,l~, A )  

et une fonction aléatoire {fi ; v E M l  dont l'espace des temps est M et 

l'espace des états celui des répartitions ponctuelles E telle que : 

1) E M , ff est un p.p.p. d'intensité p 

2) ff est uniformément continue en probabilité sur r .  

1) Nous ne revenons pas sur la construction de la fonction 

aléatoire car c'est exactement ce qui a été fait au théorème 2. 

2) Pour démontrer la continuité uniforme en probabilité, nous 

nous appuyons aussi sur le théorème 2. 

En effet, comme la famille r est dominée, il existe un 

espace probabilisé (R,A,A) et une fonction aléatoire : 

telle que : 



1) p c M , f '  est un p.p.p. de mesure moyenne v. 
1-i 

2) b', c r , 3 n, : ~ ( n ~ )  = 1 et 'd~ E n fW est continue 
F i '  

au point p. 

Notons F(n,M) l'ensemble des mesures aléatoires définies 

sur (R,A,x). On munit F(R,M) de la topologie de la convergence en 

probabilité métrisable par la distance en probabilité dA définie par : 

[comme M est un espace métrique séparable, p(v' ,va) est une variable 

aléatoire réelle sur (Q,A,x) [ 1 1  p. 2251 ou c l 2  p. 7711. 

Considérons l'application : 

Cette application est continue : en effet, nous savons que si 

("'nciti 
* tend vers faiblement à distance finie alors 

ce qui à son tour implique : 

La conclusion est que $ est continue ; comme nous avons choisi r 

faiblement compact à distance finie, 0 est uniformément continue sur r .  
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On u t i l i s e  la notion de moment d'ordre 2 

inir  la  convergence en moyenne quadratique 

d ' une 

d'une 

mesure al éatoi r e k  ' O  

1 '  
Y < 

suite de mesures 

aléatoires se réalisant dans un espace métrique séparable par la convergence 

faible à distance f in ie  de la sui t e  de moments associée. 

Un théorème de caractérisation de ce t te  convergence, ainsi q u  ' u n  

théorème de complétude sont établ i s ,  permettant d'introduire 1 ' intégration m.q. 

de mesures aléatoires évolutives du second ordre. Cette étude a nécessité 

l'examen préalable des mesures à signe sur les espaces métriques produits 

(faible relative compaci te  - cl asses déterminantes). 
+ En annexe on construit un  processus {f '  ; II E M 1 presque +'qrr-4:'. *y.,'nrxicr :.c 4 1 >&$;.c' ',UT 

) *rn,7, -t lJ 
& : , & ;; 5;..&;:t2,&ik :!%&4,3 ,T,< <! 

sûrement continu sur un sous-ensemble dominé M d 'un  espace M+ de mesures 

borél iennes positives, muni de la topologie fa ible  , tel  que v p  e M+ , f '  
IJ 

soi t  u n  processus ponctuel de Poisson d'intensité p .  

M O T S  C L h S  ----------------- 

Convergence faible.  

Mesure aléatoire. 

- Convergence moyenne quadratique. 

- Processus ponctuel. 

- Processus Poisson. 

- Théorème Skorokhod. -, *, $2: '!;: 




