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Les études expérimentales effectuées sur des matériaux qui possédent 

des phases incommensurabl~s se sont développées de façon intensive au cours 

des dix dernières années. Bien qu'elles portent encore sur un nombre réduit 

de familles structurales, ces études ont apporté des indications nombreuses 

qui fournissent un support matériel substantiel aux théories physiques. Ainsi 

plusieurs modèies microscopiques ont été proposés qui montrent qu'un 

ordre incommensurable peut s'établir, résultant de la compétition entre deux 

types d'interactions antagonistes. Dans un premier type de modèle, du type 

Ising anisotrope, des interactions ferromagnétiques entre plus proches 
l-1-21 voisins et antiferromagnétiques entre deuxièmes voisins sont prises en compte . 

Des modèles de "dynamique de réseau" considèrent pour leur part des oscillateurs 

anharmoniques avec interactions harmoniques de signes opposés entre plus 

proches voisins et voisins éloignés 13! Enfin le modèle dfAubry consiste en 

un réseau soumis à un potentiel périodique incommensurable avec le pas du 
141 réseau , 

Les théories précédentes fournissent en général une interprétation 

qualitative des propriétés "standards1' des phases incommensurables , telles 
l'apparition de l'incommensurabilité au dessous d'une transition continue, 

le domaine de stabilité limité en température de la phase incommensurable 

qui disparait lors d'une transition d'ancrage discontinue,ou la variation 

avec la température du vecteur d'onde 2. Certaines d'entre elles permettent 
également d'interpréter des propriétés observées moins fréquemment comme 

1' absence de transition d'ancrage, des ancrages partiels ou successifs, une 

succession de phases incommensurables avec des modulations distinctes ou 

simultanées, l'apparition de l'incommensurabilité au dessous d'une transition 

possédant certaines caractéristiques habituellement attribuées aux transitions 

du premier ordre (nystérésis thermique, effet de mémoire . . .) , la non variation 
du vecteur d'onde avec la température. 

La plupart des propriétés expérimentales des phases incommensurables 

trouvent également une interprétation satisfaisante dans le cadre d'une 

théorie de Landau généralisée L5-6! Ce type de théorie, dans laquelle les 



arguments de sydtrie sont essentiels, décrit le système à l'aide d'une 

énergie libre-qui se présente ici corne la somme sur tout le volume du cristal 

d'une densité d'énergie dépendant du point- dont la minimisation fournit les 

états stables successifs (commensurables et incommensurables). Bien qu'elle 

possède des limitations inhérentes aux modèles phénoménologiques -les 

mécanismes microscopiques ne sont pas pris en compte, les résultats fournissent 

l'ensemble des situations possibles et non celles réalisées effectivement par 

le système- la théorie de Landau des phases incommensurables a été utilisée 

de façon trés fréquente, révélant une puissance d'interprétation surprenante. 

Cette capacité d'interpréter, parfois de façon trés détaillée, le comportement 

des systèmes subissant des transitions de phases, réside dans le fait que les 

concepts thermod)liamiques et de symétrie qui constituent la théorie de Landau, 

concentrent une quantité d ' informations et de précisions plus importantes que 
ne le suggère son apparente simplicité. 

L'objet de cette thèse est d'illustrer les considérations précédentes 

en vérifiant d'une part, 1' aptitude de la théorie de Landau à prédire des 

propriétés des phases incommensurables qui découlent de la syri' , etrie des 
systèmes, d'autre part enprolongeant certains aspects de cette théorie. 

Au chapitre 1 nous rappelons les divers développements qui ont été suggérés 
au cours des dernières années, pour étendre la théorie de Landau à l'étude 

des phases incommensurables. Dans les chapitres 2 et 3 nous vérifions d'une 

manière systématique deux propriétés fondamentales de la théorie, à savoir 

le rôle essentiel joué par deux types d'invariants dans la densité d'énergie 

libre: les invariants anisotropes et les invariants contenant des dérivées 

des composantes du paramètre d'ordre par rapport aux coordonnées d'espace. 

Au chapitre 2 les cartes des points lignes et surfaces d'ancrage associés 

à des invariants anisotropes de degrés 3, 4 et 6 sont données pour les 14 

zones de Brillouin. Au chapitre 3 un bilan est effectué des formes possibles 

de modulation dans les phases incommensurables (y compris les cas pathologiques). 

Enfin au chapitre 4 nous précisons les propriétés théoriques des diagrmes 

de phases et des points multicritiques dans les systèmes incommensurables, 

un domaine qui est encore peu connu expérimentalement. 



C H A P I T R E  1 

THEORIE PHEiiOMENOLOGIQUE DES PHASES INCO1VNEiYSURABLES 

Dans ce chapitre, nous passons en revue l e s  modèles phénomènologiques 

qui ont é té  proposés pour décrire les caractéristiques des phases incommensurables. 

Ces modèles consistent pour l a  plupart en une généralisation de certains aspects 

de l a  théorie de Landau des transitions de phases strictement cristal l ines.  

Certains points part iculiers ,  t e l s ,  l 'étude des d i a g r m e s  de phases, 

l a  détermination des points multicritiques (Points de Lifshitz) où l a  description 

d'une succession de phases incommensurables, sont développés au chapitre 4. 

a) Transition phase haute température-phase incommensurable e t  

transition d' ancrage 

Dans l a  théorie de Landau des transitions de phases cr is ta l l ines ,  l e  

coefficient a de l ' invariant  quadratique des composantes du paramètre d'ordre 

ne dépend que des variables extérieures (par exemple l a  température T) e t  non 

du vecteur d'onde c. En e f f e t  celui-ci conserve une valeur fixe Co qui correspond 

à un point de haute symétrie (de l a  surface ou du centre) de l a  zone de Brillouin 

du système considéré. La généralisation de l a  théorie de Landau aux phases 

incomnsurables requiert de considérer également l a  variation de a en fonction 

du vecteur d'onde 2, puisque $ varie dans l a  majorité des cas en fonction de l a  

température : a [ $ ( ~ )  ] . 
De l a  variation de $(T) il découle que, dans l a  phase incornensurable, 

les composantes du paramètre d'ordre ni varient en fonction des coordonnées 

d'espace xk (k = 1 ,  2 ,  3) e t  de l a  température. L'énergie l ibre du cr is ta l  doi t  
alors s ' éc r i re  comme l a  somme sur l e  volume du c r i s t a l  d'une densité locale 

d' énergie p l  . 



Dans 1 ' e'cpression de doivent également f igurer  l e s  dérivées successives 

des ni ( x k )  O" peut éc r i r e  : 

où O l  (ni) a la  forme d'un développement classique de Landau du paramètre d'ordre.  

G2 contient des combinaisons des TI. avec leurs dérivées successives par rapport 
1 

aux xk . Les é t a t s  s t ab les  du c r i s t a l  sont donnés par l e s  minima de F qui 

fournissent l e s  valeurs d' équi l ibre (rl-) des composantes du paramètre d' ordre 
1 e¶ 

dans l a  phase inconniensurable. La détermination des (ri-) qui  minimisent (1) 
1 eq 

nécessite de résoudre un système d'équations non l inéa i res  (Equations d'Euler- 

Lagrange) : 

où ( ni ,x.) e s t  l a  dérivée de ri-par rapport à x La solution de (3) 
J 1 j * 

nécessite d ' introduire  des approximations adaptées à chaque cas par t icu l ie r .  

Considérons à t i t r e  d'exemple l e  cas d'un paramétre d'ordre à deux composantes 

étudié par Levanpk e t  Sannikov r61 où 

Un passage en coordonnées polaires  ('il = P cos 8, 9 = P s i n  0) d o ~ e  l a  forme 

plus synthétique 

Les équations (3) s 'écr ivent  alors  : 



formules qui s 'explici tent  par 

a - coe) ax 
2 

= ap + B~~~ + B~~~ cos 40 - 2 ôpè + ope 

(4) 

a 2 - - 4 .  ax (- 6p +op2;) - B2p s m  48 

L'approximation f a i t e  par Levanyuk e t  Sannikov consiste à prendre une 

amplitude constante ( p = cte) .  Les équations (4) deviennent pour B2 = O 

2 
p (- 6 + 06) = O 

l e  système se résout exactement e t  les solutions sont 

n1 = po cos kox 

Au voisinage de l a  transi t ion phase haute température-phase incormnensurable 

l 'énergie l ibre  a l a  valeur : 

Les solutions (5) expriment une variation sinusoïdale des l e  long de l a  

direction x (Fig. 1 ) .  Le vecteur d'onde ko étant en général irrationnel,  l a  

?hase e s t  incommensurable. D'autre part l a  t ransi t ion s e  produit à une 

sempérature T i  t e l l e  que u = %, l'équation (6) montre que l a  transi t ion vers 

l a  phase incommensurable e s t  du 2' ordre. 

Ainsi l'approximation d'un potentiel isotrope dans leqel figure un 
terme antisymétrique du type 



d ' u n e  d e n s i t é  + i s o t r o p e .  
1 

(invariant de Lifshi tz  [71) permet de prédire  au-dessous d'une phase haute 

température l ' appar i t ion  continue d'une phase ,inconmensurable. Ces équations 

ne permettent toutefois  pas de prédire l 'exis tence d'une t rans i t ion  à plus 

basse température, Tc, généralemnt observée dans l e s  matériaux qui sont l e  

s iège d'une phase incommensurable. Cette t rans i t ion  qui possède généralement 

un charactère discontinu e s t  appelée t rans i t ion  d'ancrage ("de lock-in") Cs] 
Levanyuk e t  Sannikov in terpré ten t  ce t t e  caractér is t ique complémentaire en prenant 

en compte l a  contribution (supposée négligeable en première approximation) du 

terme anisotrope de coef f ic ien t  P2 dans 1 'énergie l i b re .  Pour des valeurs élevées 

des composantes du paramètre d'ordre, ce  terme n ' e s t  plus négligeable. Son 
4 expression f i2  P cos 4 révèle q u ' i l  contribue d'autant plus à abaisser  

TT 
l ' énerg ie  de 4, que prend des valeurs proches de (Zn + 1) a (B2 > 0) ou 

2n < O) (Fig. 2). 



F i g u r e  2 :  V a r i a t i o n s  d e s  composan te s  du p a r a m è t r e  d ' o r d r e  à l ' a p p r o c h e  

d e  l a  t r a n s i t i o n  d ' a n c r a g e  l o r s q u ' u n  t e r m e  a n i s o t r o p e  d e  d e g r é  

4 e s t  p r i s  e n  compte.  1 

Lorsque ces valeurs sont at teintes,  les  composantes q 1, "2 
deviennent indépendantes des coordonnées d'espace e t  cet te  si tuat ion correspond 

à 1 'apparition de l a  phase commensurable stable à basse température. Les équations 

(4) s 'écrivent alors 

L'énergie l ibre de l a  phase homogène basse température à l a  transition 

d'ancrage prend l a  valeur 

L 

F = - a avec - Pf - - cf 
4(B1 - 1 ~ ~ 1 )  8, - 1821 

Dans l e  modèle précédent, on voit doric que l a  succession de deux phases, 

incommensurable puis comnsurable , s ' explique par l a  compétition du terme 

anisotrope quartique e t  de l ' invariant  de Lifshitz. Ce dernier, qui e s t  du second 

degré, e s t  prédominant pour les  faibles valeurs du paramètre d'ordre e t  peut ê t r e  



négligé devant l e  terme anisotrope qui l'emporte pour l e s  valeurs élevbes des rii 

à plus basse température. Nous montrons au chapitre 2 que l a  forme e t  l e  degré 

du terme anisotrope permettent de déterminer les  coordonnées du vecteur d'onde 

à l a  t r ans i t ion  d'ancrage. Remarquons qu'à l'approche de ce t t e  dernière t r ans i t ion  

l e  vecteur (TI,, 'iZ) a tendance à ne pas "tounier" u n i f o d m e n t  mais à séjourner 

plus longuement l e  long des b issec t r ices  du plan (q, , q2) (Fig. 2 ) .  La modulation 

spa t ia le  dans ce cas consiste en de larges régions homogènes séparées par des 

régions plus é t r o i t e s  (discomnsurat ions)  où f3 var ie  de (Zn + 1) à 

(Zn + 3) pour B2 > O (Fig. 3)  

F i g u r e  : V a r i a t i o n  d e  9 (XI d a n s  l a  rég ion  où les  discornmensurations 

a p p a r a i s s e n t .  

Dans c e t t e  région l e s  équations (4) s e  réduisent 3 

2 a e - = - -  B2 s i n  4 e avec 2 - 
a x 2 

O 
c PC - 81-TBij 

qui  e s t  une équation de Sine-Gordon indépendante du temps. 



2 
on peut écrire - -  d e -  - b s i n 4 e  où 132 2 b = -  

dx2  a c 

équation qui s'intègre en deux étapes 

b 1 2b (%l2 = 2 cos 4 û + c puis e(x) = 2 sin-' ( Tx) 

avec dZ = -%- , Sn(x) étant la fonction sinus elliptique. 
2c+b 

On obtient donc une expression quantitative de l'évolution de la modulation au 

voisinage de Tc dans la phase incommensurable. Golovko [" a aksi pu calculer 

l'énergie libre de la phase incommensurable et en déduire que la transition 

d'ancrage est discontinue. D'autre part, une résolution numérique 1101 de 
l'équation d'Euler dans le cas général montre une faible variation de l'amplitude 

p (;) en fonction des coordonnées d'espace, ce qui justifie 1' approximation d'une 

amplitude constante. 
Toutefois le modèle précgdent utilise des approximations importantes 

qui n'excluent nullement l'éventualité de transitions faiblement discontinues 

vers la phase incommensurable, ni une trasition d'ancrage continue. 

RBIARQUE : 

Corne nous l'avons indiqué, l'existence d'un invariant de Lifshitz 

dans $2 n'implique pas nécessairement l'apparition d'une phase incornensurable. 

En effet, si l'énergie associée aux termes anisotropes est plus importante, que 

l'énergie libre associée à l'invariant de Lifshitz au point de transition Ti, 

une transition vers une phase basse température commensurable se produit 

directement. Cette transition sera alors du premier ordre puisque les composantes 

du paramètre d'ordre prennent des valeurs importantes dés Ti. La théorie 

phénoménologique exposée ci-dessus permet donc également de prédire l'existence 

d'une transition d'ancrage du premier ordre entre phases strictement périodiques 

(Table 1.1). On connait un certain nombre d'exemples qui illustrent cette 

situation tels NaH3 (Seo3) 2 ,  LiNH4S04, CsCuC13, FeS ou Cd(N03) 2. Dans la table 

1.1 on peut toutefois noter que les transitions dans Nb02, RbAg415 ou KFeF4 

ont été rapportées comme étant du second ordre. Les données obterms pour ces 

matériaux sont cependant insuffisantes ou incertaines pour constituer des 

contre-exemples convaincants. Eh particulier, les données expérimentales pour 

la transition observée à haute température dans Nb02 suggérent l'existence de 
t-111 deux transitions succèssives dans ce matériaux . 



b) Equation de dispersion 

I 

Dans l e  paragraphe précédent, l e  terme couplant l e s  composants du 

paramètre d 'ordre à ses  dérivées s ' e s t  avéré essent ie l  pour expliquer l ' appar i -  

t ion  d'une phase incommensurable. Un terme antisymétrique du type (7) n ' e s t  

cependant pas toujours permis par l a  symétrie du système. Nous indiquons c i -  

dessous que même en l 'absence d' invariant de Lifshi tz ,  un régime incormnensurable 

peut apparaître sous cer taines  conditions. 

Dans l a  théorie  de Landau, parmi les  représenrations i r réduct ibles  

qui  figurent dans l e  développement de l 'énergie  l i b r e  d'un c r i s t a l ,  l a  repré- 

sentation i r réduct ib le  (unique) associée à l a  t rans i t ion  correspond au coeff ic ient  

a qui s 'annul le  l e  premier, l e s  autres coeff ic ients  ai  associés aux autres  i o  
reprGsentations i r réduct ibles  restant  pos i t i f s .  (Fig. 4) . La valeur kio du vecteur 

d'onde à l 'établissement de l a  phase incommensurable e s t  donc c e l l e  qui minimise 

(2) lorsque ce coeff ic ient  s ' annule (T = Ti) . 

+ 
,o r e  4 : Forme d e s  courbes  a .  l k l  à l a  t e m p é r a t u r e  T = T i  e t  T < Ti - 1 



Lorsque l a  température e s t  abaissée, d 'autres  valeurs ht i (dont l a  

valeur varie continûment) sont associées aux minima successifs de F e t  déter- 

minent les  valeurs d 'équi l ibre  successives du paramètre d 'ordre dans l a  phase 

incommensurable. A ces valeurs, sont associées des formes différentes  de l 'énergie  
5 l i b r e  F . Toutefois l a  description phénoménologique adoptée par Dz ialoshiiiski f 

i 61 puis Levanyuk e t  Sannikov consiste à prendre parmi ces valeurs c e l l e  corres- 

pondant à l 'énergie  l i b r e  l a  plus symétrique coïncidant généralement avec l a  
-f 

valeur kc au point d'ancrage. 
- -+ + 

Corrune les  ki var ient  peu autour de kc, on peut effectuer  un développement 
+ 

l imité  de a(k) au voisinage de 2 
C 

Plusieurs s i tua t ions  peuvent a lors  se  produire selon l a  forme de ce 

développement, qui e s t  déterminé par l a  symétrie du systéme: 

l e  cas  ------ 

Ce développement possède un terme l inéa i r e  non nul qui  t radui t  l 'exis tence 

d'une tangente oblique (en k = rc)  à l a  courb- a (g) (Fig. 5 a) ou b)) l o r s  de 

1 ' apparition de l a  phase incommensurable (T = T i )  

F i g u r e  5 :  +- - a ( k l  d a n s  las cas o ù  k = kc 

d e  l a  z o n e  d e  B r i l l o u i n  ( c a s  

c o r r e s p o n d  à u n  p o i n t  d e  l a  s u r f a c e  

a l )  o u  à u n  p o i n t  i n t é r i e u r  [cas b l l .  



Le minimum de (8) par rapport à k correspond i c i  à 

1 k. = kc - - 
1 avec a2 > O 

a, 

On voit  donc que l a  s t a b i l i t é  de l a  phase inconmiensurable e s t  assurée par l e  

signe p o s i t i f  de a2. 

2e cas ------ 

Le terme l inéa i r e  e s t  nul  par symétrie. Uous nous trouvons dans l e  cas 

où l a  condition de Lifshi tz  e s t  s a t i s f a i t e .  Hornreich e t  a l r l 2 '  montrent que 

so is  cer taines  conditions une phase incommensurable peut également apparaitre.  

La minimisation de (9) par  rapport a donne en e f f e t  

S i  a2 i O nous voyons que l a  solut ion % = Zc e s t  instable.  Pour 

trouver l a  valeur de correspondant au minimum de a(X) (c 'est-à-dire à l a  

phase s table)  nous devons prendre en compte 

des termes de degré supérieur en (% - t c ) .  

On peut a lors  considérer l e  développement 

l imité (Fig. 6) : 

+ a a 
~ k )  r a + 2 ( X - d c ) 2 + - i ( X - ~ c t c ) 4  (10) 

O 2 4 

dont l e s  minima fournissent l e s  valeurs 

d '  équi l ibre  

(1 1) k 
+ 

F i g u r e  6 :  Forme de  a lkl  l o r s q u e  
a < O  a 4 > 0  
2 

L'équation précédente montre que l 'on  peut avoir 

une phase incomnsurab le  pour les domaines correspondant aux valeurs des 

coeff ic ients  

Nous voyons en pa r t i cu l i e r  que l a  double éga l i t é  

a2 = O e t  a = O détermine dans l e  diagramm de phases 

(Fig. 7) un point (point de Lifshitz) qui sépare une ligne de t ransi t ions continues 

vers une phase homogène, d'une l igne de t ransi t ions continues vers une phase 

incornmensurab 1 e . 



P 

F i g u r e  7 P o i n t  d e  L i f s h i t z  (LI s é p a r a n t  u n e  l i g n e  d e  t r a n s i t i o n s  

c o n t i n u e ;  d ' u n e  p h a s e  h a u t e  t e m o é r a t u r e  ( H T I  v e r s  u n e  

p h a r s  L r s ç e  t e m p é r a t u r e  I B T I  e t  u n e  l i g n e  d e  t r a n s i t i o n s  

c o n t i n u e s v e r s  u n e  p h a s e  i n c o m m e n s u r a b l e  I I N C I .  

Aslanyan e t  Levanyuk [ ' '] suggérent 

que l a  condition a4 > O e s t  physi- 

quement peu réa l i s t e .  En e f f e t  

dans 1 ' approximation s t a t i s t ique  

des plus proches voisins, l'équation 

de dispersion s ' é c r i t  C 141 

2 
k c  k 

w (q) - 1 - cos qa F i g u r e  8 :  a z > D  a 4 < 0  a 6 > O  
- 

qui montre qu'une valeur de a4 négative e s t  énergétiquement l a  plus probable. 

On doi t  alors considérer l e  développement (Fig. 8) 

dans lequel l e  coeff icient  du terme de degré s i x  e s t  posi t i f .  

Le minimum de (1 2) correspond a lors  aux valeurs d'équilibre : 
F, 

-a4 -+ai - 4 aga2 
k . = k k  
1 

2 
C avec ad - 4 a-a, > O 



Une phase incommensurable e s t  donc possible pour l e s  domaines 

correspondant aux valeurs des coefficients 

Le point de Lifshitz e s t  alors défini par l a  double condition 

Les t r o i s  cas précédents correspondent à des expressions particulières 
-f 

du développement limité de a(k) .  Au chapitre 4 nous effectuons une discussion 

générale des situations qui peuvent ê t r e  rencontrées à cet égard. 

Dans ce paragraphe, 1 ' apparition d'une phase incom,ensurable e s t  in- 

terprétée en considérant l a  variation de a(%). Ceci revient à ne retenir  

dans l'espace du paramètre d'ordre que les  termes quadratiques de l a  forme 

2 ari 
(ax) 3 . Boccara OU Qi ax a suggéré que l ' i n s t ab i l i t é  de l a  phase 

homogéne pouvait être induite par des termes de degrés supérieurs* Ainsi, 

As lanyan e t  Levanyuk [ ' 6' ' 71 , ~ o ~ i n o v '  l8 'et Rorzhenevskii 91 examinent des 

exemples théoriques pour lesquels les  invariants contenus dans +2 permettant 

d'expliquer 1' apparition d'une phase incommensurable sont de l a  f o m  

avec n impair 

Korshenevskii considère en part iculier  une densité d'énergie l ib re  dans laquelle 

avec des coefficients g e t  y strictement posi t ifs .  (Vq = L - 
i a x 1 

j j 

Si l ' o n  effectue l e  changement de variable TI, = IY cos kx , ' /i '" s ' é c r i t  ri2 = P sin Zkx 1 'énergie l ib re  moyenne (2n 



La minimisation de cet te  énergie permet d'écrire au voisinage de To 

2 a ko = avec x = 
25Bg 

SC1 - x ) g  4 b2- 

S i  x > 1 l a  phase incommensurable prend place pour T < To ( a < 0). 

L'énergie l ib re  de l a  phase incommensurable vaut : 

Si  1' on compare 4. avec 1' énergie l ib re  de l a  phase homogène 
&21C 

(k = O) Oc (k = 0) = - -q , il apparaît que l'établissement de l a  phase 

incommensurable e s t  énergétiquement plus favorable pour x < 5. 

S i  x < 1 l a  température de transition T es t  supérieure à To, l a  ligne i 
de transi t ion du premier ordre de l a  phase i n i t i a l e  vers l a  phase incommensurable 

e s t  déterminée par l a  condition 

Pour x < O ( B  < 0) une transi t ion du premier ordre vers une phase 

homogéne peut s e  produire directement. 

Ces résultats  permettent de tracer l e  diagramme de phases représenté 

sur l a  Fig. 9. Un diagramme du même type es t  obtenu par Aslanyan e t  Levaqyuk 1161 
6ans l e  cas d'un paramètre d'ordre à t ro is  composantes. Ces auteurs prédisent 

ainsi  1 ' existence de phases incommensurables dans des matériaux t rès  étudiés 

t e l s  l e  quartz ou certaines Pérovskites ferroélectriques du type BaTiO 3 
Nous pouvons donc conclure ce paragraphe en remarquant qu'une grande 

variété de si tuat ions théoriques permettent de prédire l 'apparition de phases 

incommensurables. Ceci e s t  vrai  non seulement lorsqulun invariant de Lifshitz 

e s t  autorise par l a  symétrie du système, mais également lorsque des invaraints 

de degrés supérieurs (mettant en jeu des dérvées de degrés impairs des 

composantes du paramètre d'ordre) figurent dans l a  densité d'énergie l ib re  

de Landau. 



F!,-, l~re 9: Diagramme de phases correspondant au cas où 4 contient 
2 

un terme de la forme - 

c) Diagrames de phases 

Un nombre t rés  réduit de diagrammes de hases pression-température ont 

é té  établis sur  l e  plan expérimental, (Thiourée $01 , K25eO4 c2'1 pour des 

systèmes incommensurables. 

Indenbom e t  L,oginovr ZZ1 , déduisent du modèle théorique présenté dans l e  paragraphe 

précédent l a  forme de ces diagrammes dans l e  cas simple où il existe une phase 

incommensurable unique. 

Nous avons montré que l e  vecteur d'onde correspondant à l 'apparition 

d'une phase incomnsurable s ' é c r i t  avec les  notations de (8) : 

Au point de transi t ion (Tc,Pc) lorsque ki = kc ; a = O, al = O 
O 

e t  a2 > O. Au voisinage de ce point a. e t  al peuvent ê t r e  considérés, en 

première approximation,cormne des fonctions linéaires de l a  température T e t  de 

l a  pression F. Il es t  alors possible s i  l 'on considère a2 indépendant de l a  

température, de déduire l a  forme des diagrammes de phases pression-température. 



Si l'on tient compte de la valeur de ki, le coefficient ci(%) s'écrit: 

La ligne de transition entre la phase initiale haute température et 

la phase incommensurable correspond donc à la loi parabolique 

D'autre part, l'énergie libre dans la phase incommensurable s'écrit : 
1 

La minimisation de $i donne 
7 

En remplaçant (14) dans @i on obtient 

2 
al )2 

(ao ‘ ~ a ;  a 2 - - avec a - - Oi - O. ' < O  (15) 
4 f3 

O Za2 

Dans la phase commensurable basse température lorsque $ = & le 
coefficient a, s'annule mais les termes anisotropes de l'énergie libre doivent 
A 

etre pris en compte. Ces termes sont proportionnels à pN où N est strictement 

supérieur à 2. (Duis le cas traité au premier paragraphe N était égal à 4) .  
L'énergie libre s'écrit donc : 

avec A > O (16) 

suivant la valeur de N deux types de situations qualitativement 
distinctes peuvent Ctre rencontrées. Une première situation se produit lorsque 

N > 3. Comme p2  = -ao/B , (1 6) se met sous la forme: 



Dans 1 'hypothèse d'une t rans i t ion  d' ancrage du premier ordre on peut 

éc r i r e  su r  l a  ligne de coexistence des phases incornensurable e t  basse tenrpérature 

4 = 6.. Cette éga l i t é  permet de trouver l a  condition d'apparition de l a  phase c 1 

basse température : 

où l ' o n  a négligé dans (15) l e s  termes de degré quatre en a devant ceux de degré n 
deux. 

La t rans i t ion  d'ancrage prend place l e  long de l a  l igne 

4/N-2 
a. = - C  / a , [  où C = B 

(4 aZA) 'jN-' 

Indenbom e t  Loginov t racent  l e s  différentes  courbes a, = f (a , )  suivant 

l e  degré N du terme anisotrope (Fig . 10) . Les figures ci-dessous donnent 

l a  fome des d i a g r m e s  dans l e  cas où 1Y = 4 ,  5 ,  6 e t  N >, 7. On remarque que 

ces f igures  correspondent toujours a u  cas d'une t r ans i t ion  du second ordre 

vers une phase incornensurable. 

F i g u r e  1 0  a )  1 
cas où N = 4  



cas où N =  6 cas où " 2 7  

Dans le cas où N = 3 une situation qualitativement différente est 

rencontrée, l'énergie libre s'écrit en effet 

Dans ce cas (qui se produit lorsque le critére de Landau n'est pas satisfait) 

une transition du premier ordre vers une phase strictement cristalline se 

produit pour: 

P (  a - 3 vp+ BO') = O 

Ces deux équations fournissent la valeur de a à la transition: 



S i  l e  coefficient u es t  suffisamnent fa ible  pour pouvoir ê t re  

négligé en premiére approximation devant l ' invariant de Lifshitz,  les  lignes 

de transition (13) e t  (1 7) convergent en 

Nous pouvons alors tracer l a  Fig. 11 dans laquelle apparaît une ligne 

de transition du premier ordre vers l a  phase basse température. 

F i g u r e  11 D i a g r a m m e  d e  p h a s e s  M=3 

Les différents d i a g r m s  nous montrent donc l e  comportement des lignes 

de t ransi t  ion au voisinage du point ( T  P )  Ces résultats  sont obtenus, 

en considérant des énergies l ibres  simplifiées par des approximations substantiellec 

Au chapitre 4, nous revenons sur l a  forme des diagrames de phases des systèmes 

incommensurables. 

d) Données expérimentales 

Dans l a  table 1.2 nous avons réuni l a  majorité des substances pour 

lesquelles une phase incommensurable structurale a é t é  mise en évidence. 

Une grande variété de composés apparaissent dans ce t te  table. Ainsi 

des phases incommensurables ont é té  décelées dans des isolants ioniques (R2Se04), 



moléculaires (SC (NH2) 2) , des conducteurs inorganiques à une dimension (KCP) , 
à deux dimensions (%Se2, TaSe$, des sels organiques (TTF-TCNQ) , etc . . . 

La majorité de ces substances possèdent en commun les caractéristiques 

standardsmentionnées dans l'introduction, à savoir: un domaine de stabilité 
limité en température, l'apparition de l'incommensurabilité au-dessous d'une 

transition du second ordre, une variation du vecteur d'onde en fonction de la 

température dans la phase incommensurable, et une transition d'ancrage discontinue 

à plus basse ternpérature.Comme nous l'avons également indiqué dans l'introduction, 

un certain nombre de matériaux révèlent toutefois des particularités qui 

s'écartent du comportement standard.précédent. Ainsi une transition d'ancrage 

quasi-continue est observée dans Na2C03, de même une transition faiblement du 

premier ordre vers une phase incommensurable est observée dans K2PbC,(NOZ) 6.  

Plusieurs phases incornmensurales distinctes ont été trouvées pour (N(CH ) ) CoCl 
3 4 2  4: 

Dans TTF.TCNQ le vecteur d'onde ne varie pas avec la température. Enfin aucune 

transition d'ancrage (ou un ancrage partiel) n'est observée dans des matériaux 

tels h%Se2, CIZDIO, ThBr4 ou BaNa Nb O 2 5 15' 
Les résultats contenus dans le tableau 1.2 appellent d'autre part 

les remarques générales suivantes. 

i) La phase haute température appartient en grande majorité à des systèmes 

cristallins de basse symétrie (Monoclinique et Orthorhombique). On peut en 
16 particulier souligner lloccurence étonnante du groupe Pnma (D ) qui constitue 2h 

actuellement le groupe spatial "prototype" de prés de 60% des matériaux 

possédant une phase incommensurable. Il faut toutefois garder à l'esprit que 

l'étude expérimentale active des phases incommensurables n'a débuté 

rsellement que depuis moins d'une dizaine d'années. Si on établit un lien entre 

l'apparition de phases incommensurables et les représentations irréductibles 

qui ne vérifient pas le critére de Lifshitz, il n'existe aucune raison théorique 

justifiant l'apparition plus fréquente de ces phases dans les systèmes de basse 

symétrie (voir réf. 24). 

ii) Le paramètre d'ordre associé à la transition vers une phase incommensurable 

posséde dans la majorité des cas deux co~posantes, ce nombre se réduisant de 

moitié lorsque la transition d'ancrage se produit au centre de la zone de 

Brillouin (pour la Thiourée par exemple). ün petit nombre de phases incornensu- 

rables sont décrites par des paramétres d'ordre de dimension supérieure à deux. 



C'est l e  cas pour BaMnF4, Ba21:a Nb O (n = 4) , TaSeZ (n = 6) ou Cs2PbCu(N02) 5 15 
(n = 8 ) ;  Notons que pour l e s  t rans i t ions  où l'ancrage s e  produit directement 

(Table 1 . 1 )  une majorité de t rans i t ions  sont associées à des paramètres de 

dimens ion élevée-. 



Légende des tables 1.1 et 1.2 

a ]  M a t é r i a u x  

b l  Groupe s p a t i a l  d e  l a  p h a s e  h a u t e  t e m p é r a t u r e  

c l  T e m p é r a t u r e  T i  [ e n  K e l v i n 1  v e r s  l a  p h a s e  i ncommensurab le  

d l  O r d r e  d e  l a  t r a n s i t i o n  

e l  D i r e c t i o n  d e  m o d u l a t i o n  

f l  T e m p é r a t u r e  d'ancrage Tc (en Kelvin) 

hl  Dénomina t ion  du  p o i n t  ( o u  h e  l a  l i g n e  d e  h a u t e  s y m é t r i e )  d ' a p r é s  

l a  n o t a t i o n  d e s  t a b l e s  d e  Zak e t  a l  

i l  Groupe  s p a t i a l  d e  l a  p h a s e  b a s s e  t e m p é r a t u r e  

j l  M u l t i p l c a t i o n  du nombre d ' a t o m e s  d a n s  l a  m a i l l e  é l é m e n t a i r e  d a n s  

l a  p h a s e  commensurab le  b a s s e  t e m p é r a t u r e  ( p a r  r a p p o r t  à l a  p h a s e  

h a u t e  t e m p é r a t u r e ]  

kl  Dimens ion  du  p a r a m è t r e  d ' o r d r e  a s s o c i é  à l a  t r a n s i t i o n  

Table 1.1 

Matériaux qui subissent une transition d'ancrage directement 

vers trne phase commensurable. L'énergie libre de la transition 

contient un ou plusimrs invariants de Lifshitz. 



Table 1.2 

Matériaux possédant une ou plusieurs phases incommensurables 
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T a b l e  1 . 2  [suitel 

a  b  c d e f d  h i j k R e f .  



C H A P I T R E  2 

POINTS D' ANCRAGE DES PHASES INCOiPENSURABLES 

a) Position du problème 

Dans l a  théorie de Landau généralisée présentée au chapitre précédent, 

nous avons souligné que les termes anisotropes figurant dans l 'énergie libre déter- 

minent 1 ' apparition de l a  transition d' ancrage. Généralement seuls les tem.es 

anisotropes de degré n l e  plus bas doivent ê t r e  pr is  en compte à cet effet .  

n e s t  en général égal à t ro is ,  quatre ou s i x  dans l a  majorité des transitions 

d'ancrage expérimentalement observées. Bien que l a  nécessité de prendre en 

compte des termes anisotropes de degrés plus élevés so i t  parfois nécessaire, 

e l l e  correspond toutefois à une situation relativement marginale (voir table 2.14). 

De plus les  données expérimentales révèlent que les transitions d'ancrage où n 
e s t  grand (n > 10) sont difficilement observables (comme dans NaZCO3 où n = 12) . 

Pour n donné nous montrons ci-dessous que des considérations de symétrie 

nous permettent de déduire de façon systématique les  coordonnées des points 

d'ancrage susceptibles d'être associés aux divers types d'invariants anisotropes. 

Ainsi pour un degré donné des termes anisotropes, on peut dresser l a  carte des 

points d'ancrage dans chacune des zones de Brillouin. Dans ce chapitre, nous 

donnons (paragraphe c) l e s  cartes des points d'ancrage associées à des invariants 

anisotropes de degré n = 3, 4 e t  6 pour l e s  quatorze zones de Brillouin. Ce t rava i l  

systématique nous permet ensuite de vérif ier  par comparaison avec les  données 

expérimentales, l a  validi té ,  sur ce point, de l a  théorie phénoménologique exposée 

au chapitre 1.  

b) MSthode de l a  détermination des points d'ancrage 

'si l 'on  suppose que l e  degré n du t e m  anisotrope qui induit l a  

transition d'ancrage e s t  connu, l a  méthode que nous présentons, repose sur 

l'invariance de ce terme par l e  groupe spat ia l  de l a  phase haute-température e t ,  

en part iculier ,  par l e s  translations primitives de cet te  phase. On peut écrire 

l es  monômes constituant l e  teme d'ancrage sous l a  forme générale : 

où l e s  composantes vi ( i  = 1 .... p) du paramètre d'ordre se répartissent sur l e s  



p branches de l ' é t o i l e  du vecteur R I :  Pour l e  point l e  plus général de 

l a  zone de Brillouin considérée, l e  groupe du vecteur g,, G (cl) se réduit à 

l ' ident i té .  Le nombre de branches inéquivalentes e s t  alors égal à l 'ordre de 

l a  syngonie du c r i s t a l ,  c'est-à-dire au groupe de symétrie du réseau. Un élément 
-f -b 

g. de ce groupe transforme kl en une branche inéquivalente ki. L'invariance de (1) 
1 

par l e s  translations du c r i s t a l  s'exprime alors par l es  équations 

où l e s  sont l e s  translations primitives du réseau direct e t  l e s  p des entiers .  
J j 

On a donc 
4: 

n + nZg2 + ....... + n $., = p j t j  
- P 

( i  = 1 ,  2 ,  3) (3) 

les  étant l e s  translations primitives du réseau réciproque. 
J 

Les conditions relat ives aux coordonnées des SI e t  par conséquent aux 

coordonnées des vecteurs d'mcrage,seront alors données par l a  projection sur  les 

t ro i s  translations primitives de l'équation (3). Remarquons que pour un c r i s t a l  

donné l e s  ternes (1) doivent ê t r e  invariant par l e s  opérations de synétrie du 

groupe spatial  de haute symétrie autres que les  translations, ce qui réduit 

encore l e  nombre des points d'ancrage possibles. 

A t i t r e  d'exemple, nous calculons l es  vecteurs d'ancrage induit par  
3 l e s  termes d'ancrage du type rii e t  dans l e  réseau orthorhombique P. L a  

1 j 
classe de Laue de ce réseau e s t  l e  groupe DZh constitué de huit  opératioris de 

symétrie : E, UZ, Ux, Uy> 1, oz, ox, 0 Dans l e  cas dl un point quelconque 
Y' 

(symétrie 1 (Cl)) de l a  zone de Brillouin, l e s  ri. ont les  propriétés de 
1 

trans format ions suivantes : 

L'invariance par translation du terme d'ancrage q3 s ' é c r i t  
i 



Nous obtenons ainsi  un ensemble de hui t  systèmes de t r o i s  équations à t r o i s  

inconnues de l a  forme : 

qui détermine des points d'ancrage (Fig. 1)  de coordonnées - n m q a v e c  3 (ap b' c 
n,m,p ent ie rs .  

F i g u r e  1 
P o i n t s  d ' a n c r a g e  d a n s  l e  r é s e a u  O r t h o r h o m b i q u e  P ,  i n d u i t s  

p a r  d e s  termes d e  l a  f o r m e  Fi; 

Les points d'ancrage associés au terme iiZqZ obéissent pour l eu r  pa r t  
l j  

aux équations. 

Dans l e  cas où i = 1 e t  j = 6, l 'équation (4) s'exprime par  



nous obtenons, non plus des points ,  mais des lignes d'ancrage. La composante z 
7r du vecteur pouvant prendre toutes les  valeurs comprises en t re  O e t  - (Fig. 2). 
C 

D'autre par t  pour i = 1 e t  j = 4 on a : 

4 y b = 2 m r  

qui e s t  1 'équation d'un plan d'ancrage perpendiculaire à 1 'axe oy 

F i g u r e  2 
L i g n e s  e t  s u r f a c e s  d ' a n c r a g e  d a n s  l e  r é s e a u  O r t h o r h o m b i q u e  

2 2 
P .  i n d u i t e s  p a r  d e s  t e rmes  d e  l a  f o r m e  rl tl 

1 j 

Toutefois ces l ignes e t  surfaces d'ancrage contiennent des points 

d'ancrage associés à 1 ' apparit ion de monômes anisotropes additionnels. On peut 

donc prévoir -ce que la  s i tua t ion  expérimentale suggère- que l 'ancrage s e  produira 

sur ces points.  



c) Résultats 

Nous avons appliqué l a  méthode précédente aux termes d'ancrage formés 

à p a r t i r  des composantes du paramètre d'ordre, pour l es  quatorze zones de Brillouin. 

Nous avons considéré l'ensemble des termes anisotropes de degré t ro is ,  quatre e t  

certains invariants de degré six. Nos résultats sont indiqués dans les tableaw. 

2.1  à 2.13. Pour une zone de Brillouin donnée, les  tables correspondantes contien- 

nent des coordonnées des points d'ancrage suivis des monômes associés. Le groupe 

d'invariance du vecteur k (lorsqu' il e s t  dist inct  de 1' identité) e s t  indiqué 

entre parenthèses. Les coordonnées des points, lignes e t  plans sont exprimés en 

fonction des vecteurs de base du réseau réciproque primitif que nous rappelons 

en annexe 1. Pour chaque réseau de Bravais nous avons i l l u s t r é  par une figure 

les points, l ignes e t  plans compatibles avec un certain type d'invariant. 

Pour ne pas alourdir l a  présentation, seuls sont indiqués dans ce 

chapitre l es  résul ta ts  concernant l e s  réseaux Monoclinique e t  Orthorhombique. 

Ceux concernant l e s  autres réseaux figurent dans l'annexe 2. La notation des 

points, lignes e t  plans des zones de Brillouin e s t  ce l l e  des tables de Zak e t  aZ231. 

Les coordonnées indiquées entre parenthèses s e  déduisent par une permutation 

circulaire. Le centre de zone (r) qui n'apparait sur aucune table es t  compatible 

avec tous les  types d'invariants. 

Nos résul ta ts  appellent l e s  remarques suivantes : 

Les lignes e t  l e s  plans d'ancrage sont associés à certains monômes de 
2 2  2 .  2 2 2  degré t ro is  ( n  1, u t  n i  n i ,  n i j 1  e t  s i x  ( n  n i  , ces 

1 J k  
termes coexistent généralement dans l'énergie l ibre  avec des monômes t e l s  que - 

5 4 ni, ni, n! qui sont associés à des points de l a  zone de Brillouin. On peut donc 

prévoir que l e  vecteur d'onde s'ancre en ces points. Ceci découle de ce que 

l e  terme anisotrope lorsqu ' i l  e s t  constitué,dlune somme de plusieurs monômes, 

induit u n point d' ancrage résultant de 1 ' intersection des domaines d' ancrage 

associés à chaque monôme. Ainsi s i  nous considérons l 'énergie l ib re  de l a  fome : 

où n, e t  n2 se  répartissent sur deux branches dist inctes.  

Le terme anisotrope s ' é c r i t  

4 2 2 Aux monômes ni e t  n . ~ .  sont associés respectivement des points, des lignes e t  
1 3  

des surfaces d'ancrage (table 2 . 2 )  pour un réseau orthorhombique P. L1 intersection 



- - -  - 

a ]  P 3 i n t s  d'ancrage, r é s e a u  P 

b l  P o i n t s  d ' a n c r a g e ,  r é s e a u  B 
6 

- 

- 32 - 
Z o n a  d e  Drill l i n  ? 

Zone d e  B r i l l o u i n  3 

c l  L i g n e s  e t  s u r f a c e s  d ' a n c r a g e  
R é s e a u  P 

d l  L i g n e s  e t  s u r f a c e s  d ' a n c r a g e  
R é s e a u  B 

* * '  : ~ o o r d o n n é e s  d e s  v e c t e u r s  d ' a n c r a g e  d a n s  l e s  r é s e a u x  

m o n o c l i n i q u e  P e t  B 



i l  P a i n t s  d ' a n c r a g e ,  r é s e a u  P 

i l  L i g n e s  e t  s u r f a c e s  d ' a n c r a g e .  r é s e a u  P 

1 1  1 1 1  O $ h ) . [ ~  1 k ) . [ l l  O k ~ . ( ~  k).($ O h l . ( $  5 k )  ( C S )  n ' r i '  
3 2 6 1 ' 1  

1 O O k 1 . 1 0  1 2 O ( C Z V I  1 : n ; ~ i 1 ~ i 1 ~ n ~ ~ n ~ n ~ i l ~ n ~ . r ) i i 1 ~  
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iz 
z 

l 

Y 

F i g u r e  1 :  P o i n t s  e t  l i g n e s  
d ' a n c r a g e  d a n s  l e  s y s t é r n e  
o r t h o r h o m b i q u e  P a s s o c i é s  
a u x  i n v a r i a n t s  d e  d e g r 6  4 

F i g u r e  2 :  S u r f a c e s  d ' a n -  
c r a g e  i n t é r i e u r e s  à l a  
z o n e  d e  B r i l l o u i n  d 1 9  
s y s t é r n e  o r t h o r h o r n b i q u e  P 
a s s o c i é e s  a u x  i n v a r i a n t s  
d e  d e g r é  4 e t  6 

.I 

T a b l e  2 . 2 :  
C c o r d o n n é e s  d e s  v e c t e u r s  d ' a n c r a g e  d a n s  l e  r é s e a u  
o r t h o r h o m b i q u e  P 



3 )  P o i n t s  d ' a n c r a g e ,  r é s e a u  1 

11 3 3  .l 3 O f . L L  O \ [ C ~ I  n: ,n :nj .n :  (1 f O .I O j ] [ c Z v i  n; .s :nj .n:  
3 3  J 

o o . O  f O . O  O $ [ C Z V I  n ; . < n j . n l n J n k . n ; n Z n 2 n z  1 i j k  

1 1  
n ;  [ O  T T  .f O ' . ' ' O  . $ O '  . $ + O  rc.1 0; n J ,  4  4 4  * 1 f J  

ll- .l 7 7 1 1  2 ] i c z ~  (4 i + ] [ c z v ~  n 3 n  
1 j 

1 1  
O f . O  7 O .r O O ] I C Z Y I [ ~  $ ~ ( R I ] [ O ~ ~  n ; . n : n j , n : n j s k  

f f i ~ 1 . f  O f i u > . $  4 o i s )  1 O 0 i x i  [ ~ z h l  n i , n 3 n  , n i n j n k , n i n j n k n l . n ; , n z  1 i l in l  

1' .111.111 .111 .'11 .' 1  1 
6 3  6 3 6  6 2 3  1 3 2  3 6 6  7 . 2 ] \  

1 1  L i g n e s  e t  s u r f a c e s  d ' a n c r a g e ,  r é s e a u  1 

! 1 kl.[: k ) ( $  k~  n 2 n 2  
1 4  ] , [<; 4 k ~ .  i+ 4 k i ]  n:n,nk 

i 0  k ] . [ ~  i k I  [ C a l  q:n; .qzn n 0 k 1 . [ 0  1 k l  [ c* ' J I  n : " l j n k , n f n j . k n l * f l ; n ;  1 i j k  1 
3 O k l  I C z v )  n : n ; . n ~ ~ ~ ~ ~ * n ~ n ~ n ~ n ~ ~ r l ~ r ) ~  1 F i g u r e  1 :  c l  P o i n t s  e t  

l i g n e s  d ' a n c r a g e  
d l  S u r f a c e s  

d ' a n c r a g e  d a n s  l e  s y s t é m e  
o r t h o r h o m b i q u e  1 a s s o c i é s  

I a u x  i n v a r i a n t s  d e  d e g r é  
- p z - - -  

4 et S .  

T a b l e  2 . 3  
C o o r d o n n é e s  d e s  v e c t e u r s  d ' a n c r a g e  d a n s  l e  r é s e a u  
o r t h o r h o m b i q u e  1 



a ]  P o i n t s  c'anurags, r é s e a u  C 

0 1  L i g n e s  e t  s u r f a c e s  s ' a n c r a g e ,  réseau C 

1 1 1  1 1 1 7  1 1  1 1  
7 k -7 k~ 77.7 T b ]  "3 k -7 7 k]  n;njnk 

F i g u r e  1 :  ;cint3 st l i g n e s  
. . d ' ù n c r a - E  d a n s  19 sys:ene 

a u x  i n v 3 r i a c t ç  2~ - f i e e r é r  L. 

4 .  - 

F i e u r e  2 :  Sq!rts:s3 
d ' a n c r a g n  d a n s  l e  s y s t g r n e  
o r t h o r n a n b i a u e  C assuciées 
a u x  i n v a r i z l ? t s  d e  d s g r É s  - 
4 et 6 ,  

T a b l e  2 . 4  
C o o r d o ~ n 6 e s  d e s  v o c t o c r r  d ' a n c r a g u  d a n s  l e  r e s e a ü  
o r t h o r h o m b l q u e  C 





de ces solutions nous donne bien une série de points d'ancrage. Toutefois 

on peut supposer que si la symétrie du système détermine exclusivement des 

lignes ou des plans d'ancrage, le vecteur d'onde peut avoir tendance à glisser 

et tourner respectivement sur ces lignes et plans avant de s'accrocher en des 

points particuliers. Remarquons que la détermination des points d'ancrage doit 

tenir compte de la répartition des composantes du paramètre d'ordre TI; sur 
A 

les diverses branches de l'étoile du vecteur %, . Ainsi si l'on considére à 
I 

titre dl exemple le trihydrosélénure de Rubidium (RbH (Se0 ) ) [81 .~a  transition 3 3 2  
dans ce corps est associée à une représentation bidimensionnelle correspondant 

à une étoile z, à une branche. Cette représentation permet la construction d'un 
I 

- - 
4 terme anisotrope q4 + q2 - 6ritn;. Toutefois ql et q2 correspondent au même 

1 2 2 vecteur El = (0, 0, T )  . Par conséquent le monome 9 3 posséde les mêmes propri- 
A 

étes de symètrie que q; qui est donc le seul type de terme associé au point 

d'ancrage dans ce composé. 

d) Données expérimentales 

Nous avons reporté dans la table 2.14 et 2.15 les points d'ancrage 

d'un certain nombre de matériaux pour lesquels les données expérimentales sont 

suffisantes. Les résultats contenus dans ces tables appellent les remarques 

suivantes. 

La majorité des transitions d'ancrage observées expérimentalement au 

dessous d'une phase incommensurable (table 2.15) sont induites par des termes 

anisotropes de degré 3 (TaSe2, phase 6 de (CH3%$) 2MnC14) , 4 ((NH4) 2BeF4, 

(N (CH3) 4) 2CuBr4) et 6 (K2Se04, RbZZnC14) . Toutefois on trouve également des 
Y 

termes d'ancrage de degré 5, 7, 9 et 12. Lorsqu'aucune phase incommensurable 

intermédiaire n'est observée (table 2.14) les termes d'ancrage sont toujours 

de degré 3, 4, et 6. Certaines substances possédent plusieurs transitions 

d'ancrage successives tels SC (ND2) ou les membres de la famille (N(m3) 4) 2NC14 
(M = Zn, Co, Fe). un examen détaillé des données précédentes suggére deux 

types de considérations. 

i) Des considérartions de symétrie permettant d'expliquer le degré 

préférentiel de certains ancrages. Ainsi dans la Thiourée deutériée SC (ND2) 2, 
'no 1 Denoyer et al ont établi un diagramme de phases qui révéle des zncrages en 



1 1 1 
(0, g, O), (0, - O) e t  sous pression en (0, 3, 0) .  Ces ancrages correspondent à 

'6 7 3 des termes en 'li, qi e t  rii successivement permis par symétrie sur l a  ligne 
A qui joint l e  centre au point Y de l a  surface de l a  zone de Brillouin Orthorhom- 

1 
bique P. L'absence d'ancrage en (O, - 0) s'explique d'autre part en considérant 8 ' 
l a  représentation irréductible A p  du groupe spatial Pnma C231qui induit l a  succession 

de transitions dans l a  thiourée. Le paramètre d'ordre associé à cette représentation 
1 est  bidimensionnel (sauf en (0, 2, 0) %l # - sur l a  ligne A) . Les propriétés de 

transformation de ses deux composantes n1 e t  n2 autorisent un terme anisotrope de 

l a  forme li; + ri; dont l e  degré n dépend du point particulier (0, 6 ,  0) considéré 

sur A .  Ce terme e s t  invariant s i  l a  condition 

es t  sa t is fa i te .  O r  ceci s e  produit s i  n - - 2 - 1 pair  6 et nimpair - 6. L'ancrage 
1 en (O, 3, O) s e r a i t  donc associé à un invariant anisotrope de degré 16, qui 

correspond à une énergie difficilement observable. 

Dans l e  cas de Na2C03 l e  terme d'ancrage de degré n = 12 indiqué par 

De Pater [ 29 1 s'explique par les  considérations de symétrie suivantes. Les 
deux composantes du paramètre d'ordre iil e t  3 s e  transforment corne une 

représentation bidimensiomelle associée à un point de l'espace réciproque 
- 

s i tué  sur l a  l igne = ( j o i ~ a n t  l e  centre à l a  surface dans l a  zone de Brillouin 

monoclinique B) =On peut aisément vér i f i e r  que ces composantes se  transforment 

de l a  façon suivante: 

L'invariance par translation des monomes 42 conduit aux équations: 

les  points d'ancrage correspondants s'écrivent donc 

n-m n+m 
(12 , TT %) 

éme De même on peut aisément vér i f i e r  que l e s  autres mônomes du 1 2  degré permis 



1 0 2  8 4  6 6  par symétrie ( rli Q , 
Q i Q j 7  

~ 1 . 1 7 . )  correspondent respectivement aux points 
1 3  

d'ancrage possibles: 

n-m n+m n+m 
9 5). q . 4  n 12 8 9 5 )  et ( n. k , b) 

S i  n+m = 0, l'intersection des quatre familles de points d'ancrage conduit aux 

trois types de points possibles 

1 Pour p = 4, on retrouve bien le point d'ancrage en ( O , -) déterminé par z7 3 
De Pater. 

ii) L'apparition d'ancrages successifs associés à des invariants 

anisotropes de degrés élevés peut être interprétée par des considérations qui 

ne découlent pas uniquement de la symétrie des systèmes considérés. La mise en 

jeu de termes d'ancrage anisotropes de degrés élevés autorise en effet la 

prise en compze dans la densité d'énergie libre $2 d'invariants des dérivées 

partielles d'ordre supérieur à 1. Comme nous le montrons dans le chapitre 4, 

des termes de la forme 9 
a oj 

peuvent rentrer en compétition avec les invariants anisotropes de degrés 

élevés conduisant à une succession d'ancrages avec des phases incommensurables 

et commensurables stables dans un domaine étroit de température ou de pression. 

Cette situation serait celle réalisée dans la thiourée ou dans (N(CH ) ) MC1 
3 4 2  4 

avec M = Zn, Co, Fe. 



Légende des tables 2.14 e t  2.15 

a l  Maté r i aux  

b) Groupe s p a t i a l  de  l a  phase  h a u t e  t e m p é r a t u r e  

c l  Température  d ' a n c r a g e  Tc ( e n  K e l v i n )  

d )  Coordonnées du p o i n t  d ' a n c r a g e  

e )  N o t a t i o n  du p o i n t  c o r r e s p o n d a n t  dans  l a  zone  de  B r i l l o u i n  

f l  Dimension du p a r a m è t r e  d ' o r d r e  a s s o c i é  à l a  t r a n s i t i o n  
-+ 

g )  Nombre d e  b ranches  i n é q u i v a l e n t e s  de l ' é t o i l e  du v e c t e u r  k 

hl Degré du t e rme  a n i s o t r o p e  r e s p o n s a b l e  d e  l a  t r a n s i t i o n  d ' a n c r a g e  

i l  Forme d e s  monomes d i s t i n c t s  c o n s t i t u a n t  l e  t e rme  a n i s o t r o p e  

Table 2.14 

N b 0 2  

F e S  

C s C u C 1 3  

R b A g ç I s  

C d ( N 0 3 1 2  

Fome des invariants anisotropes associés à la  

transition d'ancrage pour les matériaux possédant 

une transition directe vers l a  phase comnsurable. 

Ref. 

2 5 

0 

2 5 

2 6  

9 1 . 9 2 . 9 3  

2 5 

9 5 

3 4 

2 5 



Table 2.15 

Forme des invar iants  anisotropes associés à la  t r ans i t i on  

d'ancrage pour les matériaux possédant une ou plusieurs  

phases incommensurables. 

a b c d e f g h  i R e f .  

:de* C C ?  

P t r l 1 t e 9 ?  l 2  

R t z ,  f:eo3 

1 ?.HI 1 2 EeF, 

i ND, 125eF1 

K2Se0, 

SClNH2)1. 

SC[NDz 1, 

Rb2ZnCl. 

Rb2Zn6rb 

K2ZnC1, 

(NH,I2ZnCl, 

~NlCH,l,12ZnC1, 

l N l C H ~ l b ~ 2 C ~ C l b  

lNlCD31,~2CoC1,, 

[ N I C D ~ ) , ] ~ Z ~ C I ,  

INlCH3~,)2MnCl, 

lNlCH,I,)2C~Clb 

INICD31b)2C~C1, 

[NICH,1b~2Cu5r, 

lNiCH31,12FeCl, 

6-'CHiYrlf2rnC!. 

2 H - T j S e 2  

730 

7 3 3  

7 4 5  

1 6 3  

1 7 7  

9 3  

1 7 6  

1 9 3  

- P -  

1 9 2  

1 9 3  

4 0 3  

2 6 6  

2 e 0  

2 7 5  

t a 1  

2 7 7  

2 8 2  

2 7 7  

2 7 9  

2 7 7  

2 9 1  

2 9 1  

2 9 3  

2 4 2  

2 7 0  

2 6 6  

; - 2  

i G  

c 2 / r  

F Z , ; ~ ~ ,  

~ 2 ~ 2 ~ ; ~  

Pnam 

Pnarn 

Pnam 

Pnrna 

Pnam 

Pmcn 

Prncn 

Pmcn 

Pncm 

Prcn 

Pmcn 

Pmcn 

Pman 

Pncn 

Pncn 

Pmcn 

Pmcn 

Pmcn 

hbrre 

Fhj/nm: 

1 1  - - 1  
é 3 

1 
fD.?,~l 

1 - 
(C.C.?) 

17.0.01 
1  

1  
l~.O.Ol 

1 
13,0.01 

1 
i0.~,01 

1 I O . ~ O I  
1 

I O . ~ . O I  

1 
i0,0,31 

1 
IO.C.~I 

1 
[@.O,3) 

1 
10.0,~1 

2 
10.2,~l 

1 
[0.0.31 

2 t o . o . ~ ~  
1 

[0.0.~1 

2 
10.0,~1 

1 
10.0,31 

1f.0.01 

1 
(T,o.O) 

1 
10.0.~1 

1 
10.0,~1 

I O , O . ~ I  

1 
iO,?.O] 

l0.0.~1 

1 (o,o.51 
1 

IC.3.C) 

I;,~.OI 

2 

1 

1 

1 

1 

2  

2  

2  

2  

2  

2  

2  

2  

2 

2  

2  

2  

2 

2 

2  

1 

i 

2  

2  

1 

2 

2 

2  

E 

f 

7 

Z 

X 

X 

Z 

A 

A 

A 

A 

A 

A 

A 

A 

A 

A 

A 

A 

h 

I 

x 

z 

A 

A 

Y 

A 

A 

1 

LI 

2 

2 

2  

2  

2  

2 

2  

2  

2  

2  

2  

2  

2  

2  

2  

2  

2  

2 

2  

2 

2  

2 

2  

2 

2  

2  

2 

2 

6 

12 

4 

4 

4 

4 

6 

9 

9 

7 

6 

6 

6 

6 

5 

3 

5 

3  

5 

3 

7 

4 

4 

6 

6 

4 

7  

3 

3 

3  

'l~',~f~O' rLIr iL  n61' 
3 '  * 3' 1 l 

r;.ri:n2 - l 

n;,r,'n2 
1 l 

n;.~~a' 
1  l 

I7;.n'q2 
I l  

n1.q4a2 
i l  

11:.r):11;.rl:11;*a~0~*11~n~ 

n4.n~a;.a:n;.n3ns.a n a 
i l  i l  

a:.n:n;.n3n'.n n6 
I l  I l  

nf.n'n2 
1 l 

n:.nbn2 
1 5  

nf.nbnz 
1 l 

nf.aba2 
1 l 

n~,a;n;,n1r,~ 

~ i n ~ 2 1 1  
1 l 

s:.a:aj.a a' 
1 l 

Q~,~;II, 

ni.n3a2.a II' 
i l  1 3  

a;.nfllj 

ni,n5azen3nb.n as 
I l i l  1 1  

rli.niai 

n;.n2n2 
1 l 

~f.a;q; 

ai,n4a2 
1  l 

II~.I12112 
1 - 1  

~ ~ , l l ~ I I ~ ~ T t ~ n ~ , n ~ '  
1 5  

II:.llrIlj 

v i t ,  - :?$, 
.;,risl 

2 9 

4  

4 

50 

5 1 

7  6 

58  59  

5s  59  

2 0  

37 38  

34  9 6  

35 96 

42  43  

4  6  

4 6 

4 5 

4 7 

4  6 

4  6 

4 9 

4 8  

6 a 

6 4 



C H A P I T R E  3 

FORME DE LA MODULATION DANS LES PHASES INCOMMENSURABLES 

Dans ce chapitre nous vérifions un deuxième aspect de la théorie 

phénoménologique développée au chapitre 1, à savoir: la relation existant 

entre la forme de l'invariant de Lifshitz permis par la symétrie du système 

et la fonne de la modulation dans la phase incommensurable. 

a) Introduction 

Dans les exemples traités ci-dessous nous montrons comment la 

fonne de la modulation au voisinage de la transition phase haute température- 

phase incommensurable, peut être déduite de la forne de (ou des) invariant(s) 

de Lifshitz contenus dans la densité d'énergie libre. De tels invariants ne 

sont pas toujours permis par la symétrie du système et en particulier sont 

interdits pour les représentations actives (i.e pour les représentations 

induisant des transitions continues entre phases strictement périodiques). 

Lifshitz a montré [71qu1à l'exception d'un certain nombre de points de haute 

symétrie de la surface et du centre de la zone de Brillouin, de tels invariants 

étaient toujours possibles. 

Ceci est en particulier vrai pour tous les points intérieurs des 

diverses zones de Brillouin. Le recensement systématique des représentations 

associées à des points de la surface et du centre de la zone de Brillouin 

permettant l'existence d'invariants de Lifshitz a été effectué dans les Refs 

124, 601. Pour chacune de ces représentations nous avons calculé les invariants 
de Lifshitz correspondants. Bien que ce travail ne soit pas exhaustif (puisqu'il 

exclut en particulier les représentations associées à des points intérieurs aux 

zones de Brillouin), il fournit une image assez compléte des situations qui 

peuvent être rencontrées à ce sujet. 



b) Détermination de la direction de modulation 

Si l'invariant de Lifshitz est de la forme 

la transformée de Fourier des termes quadratiques de $(;) s'écrit 

où 5. (It) est la transformée de la composante du paramètre d'ordre qi. Les 
1 

'ilm et 6ij1 sont respectivement les coefficients des transformées de Fourier 

du carré des gradiants des rii et de l'invariant de Lifshitz. L'invariant de 

Lifshitz apparait donc comme un terme de couplage bilinéaire entre les ci(g). 
Les différentes directions de modulation sont alors obtenues en minimisant les 

valeurs propres de (1) considéré corne un polynome quadratique h~mo~éne[~~ 3 281 . 
A titre d'exemple considérons le cas d'un paramètre d'ordre à dzux 

composantes correspondant l'énergie libre déjà examinée au premier chapitre. 

Le terme posséde pour transformée de Fourier 

v 



la densité d'énergie libre (2) se note si l'on se limite aux termes 

quadratiques. 

en découplant (3) nous obtenons 

nous obtenons alors les courbes de dispersion de la Figure 1. 



2 13 minimisatimdes coefficients de 15; (k) 1 et  de 16; (k) 1 fournit alors 

l a  direction de modulation, en accord avec les considérations developpées 

au chapitre 1. 
6 On a i c i  1J, = - modulation l e  long de l 'axe Ox. Le vecteur d'onde 

+ 2a 6 
k .  =$ +< (5 = ) es t  incommensurable. 
1 C 

Toutefois il arrive que l a  connaissance de l ' invariant  de Lifshitz 

ne suffise pas pour déterminer sans ambiguïté l a  direction de modulatïon dans 

l a  phase incornensurable, il es t  alors nécessaire de prendre en compte des 

dérivées du paramètre d'ordre de degré supérieur (voir paragraphe suivant). 

c) Résultats 

Dans l a  table 3.1 nous avons regroupé l e s  résuitats  théoriques 

correspondant aux diverses formes de modulation e t  d ' invariants de Lifshitz . 
Plusieurs situations doivent ê t r e  distiguées . 

i )  La si tuat ion l a  plus fréquemment rencontrée e s t  l e  cas d'un 

invariant de Lifshitz de l a  forme an j a r i i  
( 0  - - Q - 1 IV = X , Y , Z )  

ia, j av 
qui correspond à une modulation unique s e  propageant l e  long d'un des axes. 

Ces invariants se rencontrent dans tous l e s  systèmes à l'exception du système 

Cubique. Pour certains points du système blonoclinique, l a  direction de modulation 

es t  aussi unique mais peut s e  produire dans une direction quelconque du plan 

oz. Cette direction es t  alors dépendante de l a  température ( F i s  2 ) ,  l e  vecteur 

d'onde "tournant" dans l e  plan a_* 

F i g u r e  2 Modula t ion  dépendan te  d e  l a  t e m p é r a t u r e  d a n s  l e  s y s t è m e  

Monoc l in ique .  Le v e c t e u r  d ' o n d e  t o u r n e  d a n s  l e  p l a n  a 
z 



i i )  Les invariants rapportés dans l a  table  3.1 (3,4,5) qui 

correspondent a un paramètre d'ordre à quatre composantes sont associés à une 

modulation simultanée sur chacun des deux axes mais de longueur d' onde différente .  

Examinons l e  cas des invariants qui s e  transforment comme l a  représentation T 
3 1 au point X du groupe C4hs  La transformée de Fourier @ (x)  s ' é c r i t  i c i :  

Les valeurs propres Ai sont solution de l 'équation 

on a donc 
- 7 3 

[(a + olk' - A l L  - (61ky + 62kx)'] [(a 

La minimisation des valeurs propres conduit à 

qui correspond à deux modulations l e  long des axes Ox e t  ûy de longueurs 

d' onde différentes  (Fig. 3) . 

Figure.3 Modulation l e  l o n g  d e s  deux axes  Ox e t  Oy. 



Une autre situation caractéristique es t  trouvée lorsque des invariants 

de l a  forme . 

sont permis par symétrie. Selon que LI e t  L2 figureiit isolément ou 
11 

conjointement dans O, les directions de modulation différent.  Pour CqV X(rl) 

ou c:: X(rl) par exemple, l a  seule possibi l i té  e s t  une modulation identique 

l e  long des axes e t  w* 
i i i )  Une troisième classe de situations intervient lorsque l a  

connaissance des seuls invariants de Lifshitz e s t  insuffisante pour 

déterminer complètement l a  direction de modulat ion. Ishibashi e t  Dvorak [271 
ont étudié l'une de ces situations dans laquelle un invariant du type 

es t  associé à l a  représentation T~ du groupe spat ia l  civ au point K.  

Ces auteurs montrent que l a  valeur propre dépend alors explicitement de $= ce qui ne permet pas de déterminer une direction de modulation mais 

un domaine de l 'espace (un cerc le  dans l e  plan O-) . Toutefois des considérat ions 
82 

de symétrie permettent de trouver pour ces "points coniques plans" une 

direction de modulation préférentielle.  En e f fe t  s i  l e  groupe du vecteur k, 
(G($,)) contient des axes de symétrie ou des miroirs dans l e  plan oz l a  

I 

modulation s ' é tab l i ra  l e  long de ces directions de symétrie. Par contre si - 

6 G($,) ne posséde pas de t e l s  éléments de symétrie ( co rn  G(S1) = S4 pour Cdh 

A(', l a  direction dans l e  plan oz es t  quelconque e t  peut varier  avec 

l a  température. L'existence d'axes ou-de plans de symétrie qui favorisent 

une direction de modulation; s e  traduit en e f fe t  dans l'expression de l 'énergie 

l ibre  par l 'existence d'invariants du paramètre d'ordre e t  de leurs dérivées 

de degrés supérieurs. L ' introduction de ces invariants dans 1 'équation (1) 

conduit à des calculs complexes que nous ne présentons pas i c i .  

D'autres types de points coniques peuvent ê t re  m i s  en évidence. 

A i n s i  dans l e  cas de l a  représentation r2 au point H du groupe spa t ia l  



1 S"i: 
C3i, on obtient une valeur propre qui es t  une combinaison l inéaire de kZ e t  k +k 

x Y 
La direction de modulation es t  alors contenue dans un cône de révolution 

(table 3.1 ,9) . Conme G($,) = C j  l a  symétrie du systéme ne permet pas de 

prévoir une direction de modulation. Celle c i  peut donc varier  avec l a  

température dans l e  cône. 

On peut dé ta i l l e r  l e  calcul effectué pour une espéce particuliére 

de point cônique mise en évidence dans l e  système Orthorhombique. Dans ce 

système on peut associer à certaines représentations irréductibles quatre 

invariants de Lifshitz indépendants: 

La minimisation des valeurs propres conduit aux équations 

L'égalité de 6 1  e t  6 permet d'éliminer l a  solution kU = 2 kv = O ,  l a  

direction de modulation es t  alors identique à ce l le  d'un point cônique. 

idous pouvons toutefois remarquer que kc = (ki+<) '/' ne se trouve plus 
10 1 O seulement dans l e  plan oz mais aussi dans l e  plan o (DZh U) ou oy (DZh T) . X 

i i i i )  Dans l e  système Cubique des "points sphériques" peuvent ê t r e  

trouvés. Ce cas s e  produit lorsque l ' invariant  de Lifshitz s ' é c r i t :  

pour l a  représentation r4 du groupe T au centre de l a  zone de Brillouin Cubique P. 
1 

La direction de modulation e s t  t e l l e  que 1 l extrémité du vecteur k décri t  

une sphére d'équation (k +k +kZ) 1/2 = - . Remarquons toutefois que cet te  
X Y 25 

situation e s t  rencontrée pour les  groupes O e t  T qui possédent toujours des 

axes de symétrie dans leur groupe du vecteur hl .  Par conséquent on peut 

penser que l a  direction de modulation se produira l e  long de ces axes. 

Un point sphérique part iculier  intervient dans l es  systémes 
4 2 quadratique (D4 A(T ,T Z) , Rhombohédrique (D3 (K,H) (T 3) ) OU Hexagonal 



( (f1,K) (r2)). Dans ce cas la transfode de g(;) s'écrit 

2 2 1 / 2  Les valeurs propres ne dépendent plus linéairement de k et (k +k ) , en z x Y 
effet dans ce cas l'équation de dispersion s'écrit 

La minimisation de fournit alors les équations 

Ces équations donnent alors trois solutions recencées dans la table 3.1,12 

qui correspondent respectivement à un point spérique, un point cônique plan 

et une modulation le long de l'axe Oz. 

Dans les tables qui suivent nous faisons uïi bilan détaillé des 

invariants de Lifshitz associés aux représentations irréductibles inactives 
de la surface et du centre de la zone de Brillouin dans les sept systèmes 

cristallins. Pour chaque situation nous donnons succssivement la forme 

de l'invariant de Lifshitz, l'expression du vecteur de modulation et les 

représentations irréductibles des groupes spatiaux qui illustrent cette 

situation. 



T a b l e  3.1 - 50 - 
1 1  D i r e c t i o n  de m o d u l a t i o n  u n i q u e  i n d é p e n d a n t e  d e  la t e m p é r a t u r e  

a l  L e  l o n g  de l'axe Ox: 

b )  Le l o n g  de l'axe Oy: 

cl L e  l o n g  d e  l'axe Oz: 



c l  L e  l o n g  d e  l'axe Oz ( s u i t e l  



d l  L e  long de l'axe Oz: (paramétre d'ordre à 4 composantes1 

dl Le long d e  l'axe Oz: (suite) 

la longueur d e  modulation dépend de deux coefficients 



d l  Le l o n g  d e  l ' a x e  Oz ( s u i t e l  

l a  m o d u l a t i o n  d é p e n d  d e  t r o i s  c o e f f i c i e n t s  

2 1  D i r e c t i o n  d e  m o d u l a t i o n  u n i q u e  d é p e n d a n t  d e  l a  t e m p g r a t u r e  

3 )  D i r e c t i o n  d e  m o d u l a t i o n  s i m u l t a n é e  l e  l o n g  d e s  a x e s  Ou e t  Ov 



- 54 - 

4 )  D i r e c t i o n  de m o d u l a t i o n  s i m u l t a n é e  le long d e s  a x e s  Ox et Oy 

5 1  D i r e c t i o n  d e  m o d u l a t i o n  s i m u l t a n é e  le long d e s  a x e s  O u  et UV 
- 

T r o i s  i n v a r i a n t s  i n d é p e n d a n t s  

D i r e c t i o n  d e  m o d u l a t i o n  l e  long d e  l'axe Ox o u  O V  

D i r e c t i o n  de m o d u l a t i o n  s i m u l t a n é e  le l o n ~  d e s  a x e s  Ox et O V  



7 1  D i r e c t i o n  d e  m o d u l a t i o n  s i m u l t a n é e  l e  l o n g  d e s  a x e s  Ox e t  Oy 

81 P o i n t s  c o n i q u e s  p l a n s  

u = x  v = y  
6 

C r h  A(TI,TzI 



9 1  Points coniques ( I I  





1 0 1  P o i n t s  c o n i q u e s  ( I I I  

a n 4  a n 2 ,  m o d u l a t i o n  O w  s i  61#  6 2  

ô : + s t  k 
W 2 0 1  

a n  3, 
b )  ( n i a x  n 3 $ l i (  ~ 1 2 ~ y - n 4 ~ x  a a n 2 )  p o i n t  c o n i q u e  s i  € i l =  6 2  

6 d k 2 + k 2 =  2 ;ç 62 

a n  a n l I - (  a n 3 -  a n 2 )  
x y 2 0 1  2 3 1  

( q 1 w 4 -  a Y '14 a 7  a y  v 3 a 7  k = 
1/ô:+a:+a: 

z 2 0 1  



4 1 1  P o i n t s  s p h é r i q u e s  (1) 

p a r a m é t r e  d ' o r d r e  à t r o i s  c o m p o s a n t e s  

1 2 1  P o i n t s  s p h é r i q u e s  ( I I I  

p o i n t  s p h é r i q u e  s i  6 2  

6 2 d-2 = 61 = - 
x y z 201 2 a 1  

4 O 

04 A ( T l r ~ 2 1  ,Or A ( T I . T Z I  p o i n t  c o n i q u e  p i a n  s i  6 1 4  6 2  

1 4 4 ,/- = 5 
03(K*H)(731 903 K(1.1 H ~ T ~ I  ,O: K ( i 3 )  ,O: H ~ T ~ ]  X y 201  

OU 

m o d u l a t i o n  Oz s i  6 1 +  62 

6 1 k = -  
z 2 0 1  

a z 

a q 3  a n 1  a n 3  a q 2 ,  ( n i a y -  ' I ~ z ~ Ï  1 - 1 1 7 2 a y  - n 4 ~  a'12)+(ql;+-n4$a 1 + ( r i 2 ~  - n 3 E  

mama d i s c u t i o n  q u e  a l  m a i s  0 2 a s t  r e m p l a c é  p a r  



13) P o i n t  s p h é r i q u e  [ I I I ?  

a n 2  a n 4  ' n 3 ]  
( n l a X - n 2 2  1 - ( , 3 ~  -,ka; p o i n t  s p h é r i q u e  s i  6 1 =  6 2 =  6 3  

p o i n t  c o n i q u e  p i a n  s i  d i =  6 .  f 6 ,  

m o d u l a t i o n  O x i  6 i + 6 j  ++6k 



d) Données expérimentales 

La plupart des matér iau recensés dans l a  table 3.3 possédent 
[79] 

une direction de mdulation unique. Ainsi par exemple dans K2Se0 ,Iisumi e t  a l  
4 

mentionnent des réflections s a t e l l i t e s  incommensurables caractérisées par 
+ 1 l e  vecteur d'onde q = 3(1 - 6)z:. La déviation 6 varie avec l a  température 

de 0,07 à 1 2 2 , ~ ' ~  à 0,042 à 110 '~  puis disparait  discontinuement à Tc = 9 3 ' ~ .  
i381 

Pour Rb2ZnC14, Gesi e t  Iizumi ont déterminé à l ' a i de  de l a  diffusion 
1 des neutrons des réflections s a t e l l i t e s  de l a  forme $ = $1 - 6)&%3ù 6 varie 

aussi avec l a  température. Dans ces deux exemples l a  modulation se  trouue l e  

long d'un axe de symétrie l e  p a r d t r e  d'ordre ayant deux composantes. Par 
cd41 

contre dans l e  aiphényle (CI2HlO) l a  modulation es t  de l a  forme +., 1 6 a + p(l - 6 )b:: où 6 e t  6 varie avec l a  température respectivement de a b a b 
0,05 à 0,04 e t  de 0,085 à 0,07. On a donc une variation de l a  mddzt ion  dans 

l e  plan oz non déterminée par l a  syrrètrie du système e t  qui tourne dans ce 

plan. 

Un p e t i t  nombre de transitions sont associées à un parad t re  d'ordre 

à quatre composantes. Dans BaMnF4 nos résultats  théoriques prédisent une 

modulation simultanée suivant Ox e t  ûy-ou selon l 'un de ces deux axes. 

Expérimentalement l a  modulation e s t  observée l e  long de l 'axe Ox, l a  surstruc- 

ture suivant ûy étant commensurable. Pour BahaNb5015 l ' invariant de Lifshitz 

5 + g:: 
au point suggére une modulation l e  long de l a  diagonale xy en accord avec 

les  observations i311 

Les données contenues dans l a  table 3.3 révélent une faible variété 

de situations ex~erimentales. Celles-ci confirment toutefois l e  l ien é t ro i t  

existant entre l a  forme de l a  modulation e t  ce l l e  de l ' invariant de Lifshitz 

contenu dans la densité d'énergie l ibre.  Les formes de modulations observées 

dans l e s  matériaux magnétiques incommensurables sont plus variées 

e t  i l lus t rent  de maniére beaucoup pl- complète nos résultats  théoriques. 

En part iculier  un exemple de "point cônique" magnétique a é t é  expérimentalement 

établi. 



Légende des tables 3.2 e t  3.3 

Matériaux 

Groupe spatial  de l a  plnse haute température 

Tc ("K) 

T i  (OK) 

Coordonnées du point d'ancrage 

Notation du point de l a  zone de Brillouin 

Direction de modulation observée exp6rimentalement 

Dimens ion du paramètre dl ordre 

Forme de l ' invariant  de Lifshitz correspondant 

Table 3.2 Forme de l ' invariant de Lifshitz dans les  matériaux 

pour lesquels aucune incommensurabilité n 'a été détectée. 



Table 3.3 Invariants de Lifshitz e t  direction de modulation 

dans des matériaux possédant une phase incommensurable 



T a b l e  3 . 3  ( s u i t e l  

a b d g f h  1 

Y 

A 

V 

S 

A 

A 

Z 

b *  
(1-61- 

2  
b"  

c i - 6 1 -  
3  

~ " + d ' + ~ , 3 ~ "  
2  2  

a"+b" 
(1-61-+- 

4 2 .. 
( 1 - 6 1 5  - 
( 1 - 6 1 5 "  

3 

11-61;" 

a =  
I 1 - 6 I j  

2 7 1  

r s a  

1 4 0  

5 7 3  

9 5  

7 0  

1 2 2  

3 3  

[ N ( C Y 3 ) , I l C u B r b  

6 - ( C H 3 N H 7 1 ~ M n C l b  

K.C.P 

B a z N a N b s 0 1 5  

T h B r *  

T  hC 1 b 

2 H - T a S e 2  

2 H - Y b S e l  

2  

2  

4  

4  

2  

2  

6 

6  

4 

Pmcn 

Abma 

P4mm 

P4bm 

I4,/amd 

I 4 q / a m d  

P l ~ . / m n o  

P G , / n m c  

i 

( 1 . 2 1  
Y 

( 1 . 2 1  
Y 

( 1 . 3 l z * [ 2 . 4 I z  

[ 1 . 2 1 x + ~ 3 . 4 1 x ~ ( 1 , 2 1  - [ 3 . 4 1  
Y Y 

( l . 2 1 z  

( 1 . 2 l Z  

2 ( ~ . Z 1 x + ~ ~ 4 . 5 1 y * ~ ~ 3 . 6 1 z  

2 1 1 , 2 I x + f i [ 4 . 5 1  Y * f i [ 3 . 6 I z  



C H A P I T R E  4 

DIAGRAMMES DE PHASES DANS LES SYSE?EÇ Ifi?COWENSIPA-BLES 

a) Introduction 

Au cours des chapitres précédents nous avons vérifié d'une façon 

systématique deux caractéristiques des phases incommensurables qui se déduisent 

directement des propriétés de symétrie des systèmes correspondants -et de la 

forme de l'énergie libre de Landau qui en découle-. La prédiction des vecteurs 

d'ancrage possibles et la forme de la modulation apparaissant dans la phase 

incommensurable, découlent en effet directement de la symétrie du paramètre 

d'ordre décrivant la succession de transitions. Dans ce chapitre nous 

examinons des propriétés des phases incommensurables qui sont reliées d'une 

manière moins immédiate à la symétrie du système considéré. Nous étudions 

successivement les points müiticritiques qui peuvent apparaitre dans un 

système possédant une ou plusieurs phases incommensurables, ainsi que la 

forme des diagrammes de phases lorsque deux variables (par exemple la 

température et la pression) sont impliquées dans la transition. Les considéra- 

tions précédentes nous conduisent alors à envisager la description de systèmes 

qui subissent une succession de plusieurs phases incommensurables ou ancrages 

successif S. 

b) Points mult icritiques dans les systèmes incommensurables 

Au chapitre 1 nous avons déjà mentionné la définition des points de 
Lifshitz par Hornreich et al " et ~slanyan et ~evanyuk Cl31 . sur les 
figures 1 et 2 nous avons représenté la variation du coefficient a(%) 

(courbe de dispers ion) , le diagramme de phas es press ion- température (au 
voisinage du point de transition) et la variation du vecteur d'onde en 

fonction de la pression, pour les deux types de points de Lifshitz définis 

par ces auteurs. 

La définition des points de Lifshitz précédents repose sur le 

développement limité, au vois inage du vecteur 2' mcrape $ du ccoef f icient c ' 
a(%) de l'invariant quadratique dans la densité d'énergie libre. D'une 

manière générale, on peut écrire: 



F i g u r e  1 Cas où n = 4 a )  Courbe  d e  d i s p e r s i o n  b )  Diagramme d e  p h a s e s  p r e s s i o n -  
max 

t e m o é r a t u r e  c l  V a r i a t i o n  du v e c t e u r  d ' o n d e  à p a r t i r  du p o i n t  d e  L i f s h i t z  

d é f i n i  p a r  a = a  = O  2 



/ I N C  

F i g u r e  2 Cas où n  = 6 a l  Courbe de d i s p e r s i o n  b l  Diagramme de phases p ress i on -  
max + 

température cl  V a r i a t i o n  du vec teu r  d'onde , on remarque que k v a r i e  
2 d iscont inument  au p o i n t  de L i f s h i t z  d é f i n i  p a r  a = O e t  a4 - 4a a  = O 

2 6 



aù P es t  une variable extérieure qui peut ê t re  l a  pression mais également 

l a  composition chimique ,e tc  . . . 
Selon l a  parité de l a  fonction a(?() deux familles de points multicritiques 

peuvent être définies . 
cas 1 : n est touj ours pair  

Les deux exemples de points de Lifshitz déjà mentionnés entrent 

dans cet te  catégorie de points multisritiques e t  correspondent r~spectivement 

a u c a s o ù n  = 4  e t n m a x =  6. max 
S i  nmax = 8, on doit  dans ce cas supposer que a < O ,  a <O e t  a >O, l e  4 6 8 
seul coefficient a pouvant varier avec l a  pression. La minimisation de (1) 2 
(qui peut encore s e  résoudre algébriquement) montre que t ro is  phases stables 

peuvent apparaitre lorsque a (P) varie, deux de ces phases étant incommensurables 2 
(Fig. 3a). Sur l'isotherme T = Tc (ci = O) deux points de Lifsnitz peuvent ê t r e  

ainsi définis pour différentes valeurs de a2 en PLI e t  PL2. La variation de 

(z - Îi,) (P) est  représentée sur l a  figure 4 a) sur laquelle on voit  que l e  

vecteur d'onde c ro i t  continument de zéro en P puis subit une discontinuité LI 
en PL2. 

F i g u r e  3 a l  Diagramme d e  phases p r e s s i o n -  F i g u r e  4 al V a r i a t i o n  du v e c t e u r  d ' o n d e  

t e m p é r a t u r e  dans  l e  c a s  où na 8 pour  n =  8 



Sur les figures 3 b,c) et 4 b,c) nous avons représenté respectivement les 

diagrammes de phases (T , P) et les courbes (% - C) (P) pour R-= 1 0 et 

&= 12. Dans ce dernier cas nous voyons que sur la ligne a(T)  = O 1 

peuvent être définis trois points correspondant à des valeurs de a2 (P) qui 

séparent quatre phases dont trois sont incommensurables. 

F i g u r e  3 Diagramme d e  p h a s e s  p r e s s i o n -  F i g u r e  4 V a r i a t i o n  du v e c t e u r  d ' o n d e  

t e m p é r a t u r e  b l  n= lO ,c l  n=12 p o u r  n= 1 0  (bl e t  n= 12 [ c l  



Les résultats précédents se généralisent pour n quelconque (mais toujours max 
pair). On voit que s i  nmax/Z es t  pair l e  vecteur d'onde croît  toïjours 

continument de zéro, alors que pour n /2  impair, l e  vecteur d'onde subit max 
une discontinuité dés l 'apparition de l a  première phase incommensurable. 

Considérer des termes de degré n dans (1) signif ie que dans l a  densité 

d' énergie l ibre,  des dérivées d' ordre n par rapport aux variables d' espace 

(qui sont toujours du deuxième degré en ni) doivent ê t r e  prises en compte. 

Ainsi pour l e  point de Lifshitz avec nW= 4 ,  Hornreich e t  al" '] introduisent 

des invariants de l a  forme : 

De même nmx= 8 implique que l 'on retienne des invariants de l a  forme: 

Prendre exclusivement en compte des termes de-degrés pairs dans l'expression 

de a($) signifie que l e  groupe d' invariance du vecteur % contient l'inversion 

ou t ro i s  axes concourants. En particulier,  l e  f a i t  qu'aucun invariant linéaire 

ne figure dans (1) exprime que l a  condition de Lifshitz es t  sa t i s fa i t e  par l a  

représentation irréductible qui induit l a  transition. Nous considérons 

maintenant l e  cas où cet te condition es t  violée. 

cas 2:  des termes impairs figurent dans (1) 

Si  l 'on suppose qu'un invariant l inéaire (n=l) existe dans (1) on 

peut définir plusieurs types de points multicritiques suivant l a  valeur de 

n max' Pour n-= 2 nous avons représenté sur l es  figures 5 a, b, c e t  cl) 

respectivement l a  variation de (a - ao) (x  - 4) , (% - zc) (al) , a. (a,) e t  

l e  diagramme de phase pression-température correspondant. Nous voyons que 

l a  variation du coefficient al  en fonction de l a  pression est  essentielle. 

Elle prédit dans ce cas -qui correspond à l a  situation l a  plus simple décrite 

au chapitre 1- une variation linéaire du vecteur d'onde e t  un point multicritique 

défini par a = al *= O qui sépare t ro i s  phases dont l 'une es t  incommensurable. 
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F i g u r e  5 Cas d ' u n e  é n e r g i e  l i b r e  pos-édant un i n v a r i a n t  de L i f s h i t z  

max 

1 

O avec  n  = 2 a l  Courbe de  d i s p e r s i o n  bl  V a r i a t i o n  du v e c t e u r  

d 'onde  c l  Diagramme a. = f [ a  1 d l  Diagramme de phases  p r e s s i o n -  

t e m p é r a t  ure.  



La situation correspondant à n = 3 est représentée sur les figures 6 a, b, c). max 
La différence essentielle avec le cas n = 2 est que le vecteur d'onde ne max 
varie plus linéairement avec a dans la phase incommensurable mais subit 

2 1 
une discontinuité pour al =a2 / 3a3 où il tombe à la valeur commensurable 

9 

k = O. La condition a; = 3a a définit un point multicritique sur la ligne c 1 3  
T=Tc qui sépare une ligne de transitions continues d'une ligne de transitions 

discontinues. 

F i g u r e  6 Cas où n = 3 a l  Caurbe  d e  d i s p e r s i o n  b l  Diagramme d e  p h a s e s  
ma x 

p r e s s i o n - t e m p é r a t u r e  c l  V a r i a t i o n  du v e c t e u r  d ' o n d e  



Les figures 7 a, b, c) montrent que pour n-= 4 deux phases incommensurables 

sont stables pour des domaines de valeurs différents de P. Le passage d'une 

phase à l'autre s'effectuant par un saut discontinu du vecteur d'onde. Ici le 

point mlticritiqus sépare trois phases dont deux sont incommensurables. 

R U S  
f LILLE 

F i g u r e  7 Cas où n  = 4 ( a v e c  d e s  v a l e u r s  i m p a i r e s  de  n l  
max 

9 
a l  c o u r b e  d e  d i s p e r s i o n  b l  Diagramme d e  p h a s e s  p r e s s i o n - t e m p é r a t u r e  

c l  V a r i a t i o n  du v e c t e u r  d ' o n d e  



Pour l a  définition des points multicritiques introduits dans ce 

paragraphe nous avons considéré exclusivement des termes qui sont du deuxième 

degré par rapport aux composantes du paramètre d'ordre. Au chapitre 1 nous 
. . a"k 

avons montré que des termes de l a  forme 0 .n.- dans l a  densité d'énergie 
'3, 

l ibre  assurent également l a  s tab i l i t é  des phases incommensurables dans un 
domaine donné de température. On peut montrer [16] que de t e l s  termes 

définissent de nouveau minima pour a (g) e t  conduisent donc à définir des 

points multicritiques dist incts  de ceux déjà considérés. Un ensemble plus complexe 

de points multicritiques peut aussi ê t re  défini s i  a$) es t  fonction des 

diverses composantes ki de z, les  coefficients ai dans (1) devenant alors 

des grandeurs tensorielles. Nous ne développons pas i c i  l'analyse de tel les 

situations. 

c) Diagrammes de phases 

Au paragraphe précédent un certain nombre de diagrammes pression- 

température sont indiqués. I l  faut toutefois souligner l e  caractère schématique 

de ces diagrammes qui veulent symboliser l 'existence de points ml t icr i t iques  

mais ne reflètent pas les comportements réels des courbes de séparations des 

phases. Michelson lggl a a ins i  montré que l'angle entre les courbes au 

voisinage des points muiticritiques dépend de l a  symétrie du réseau c r i s ta l l in .  

Dans l e  cas du modèle considéré au chapitre 1 ,  l a  forme des diagrammes de 

phases au voisinage du point de rencontre des courbes de séparation des phases, 

peut ê t r e  obtenue par une transformation linéaire des coefficient a. e t  a,. 

Ainsi , les figures 8 représentent l es  divers diagrammes pression-température 

qui peuvent ê t r e  obtenus pour une énergie l ibre possédant un terme anisotrope 

I N C  

C 

F i g u r e  8 d i a g r a m m e d e  p h a s e s  p r e s s i o n - t e m p é r a t u r e  e n  p r é s e n c e  d ' u n  i n v a r i a n t  P 
d e  L i f s h i t z  e t  d ' u n  t e r m e  a n i s o t r o p e  d e  d e g r é  N = 4 



I N C  

F i g u r e  8 O i e g i e n m e  d e  p h e s e s  p r e s s i o n - t e m p é r a t u r e  m p r i i s ~ n c a  

d ' u n  i n v a r i a n t  d e  L i f s h i t z  e t  d e  termes a n i s o t r o p e s  

d e  d e g r é  N = 6 ( b l  e t  N = 8 ( c l  



Des d iagrmes  de phases correspondant à des situations plus 

complexes (successions de transitions d'ancrage ou de phases incomnensurables) 

peuvent ê t r e  décrits phénoménologiquement s i  l 'on  introduit dans l a  densité 

d'énergie l ibre  deux types de termes: 

1) Des invariants aui counlent I eq rnmnncantec rlii n--rom>+-- 1 8  ---=..-- . - -  
-T ---- - --- -.-...rVd-rruii uu yal a11C L L C U UI-Urt :  

aux dérivées part iel les successives de celles-ci. Nous avons montré au 

paragraphe précédent, que des termes de ce type pouvaient conduire à l'apparition 

de plusieurs phases incomensurables avec des ancrages successifs. 

2) Des invariants des composantes du paramètre d' ordre de degrés 

plus élevés. La variation des composantes ni du paramètre d'ordre en fonction 

de l a  température dépend en effet  du degré des invariants pris  en comte dans 

l a  partie homogène de l a  densité d'énergie libre. S i  l 'on considère l e  cas l e  

plus simple d'un paramètre d'ordre à une seule composante, l a  figure 9 montre - 

l a  variation de q en fonctionde l a  température pour des énergies libres - 
possédant des invariants de degrés n pair avec n = 4, 6, 8, 10 e t  12 , max 
si on écr i t  l'énergie l i b r e  sous l a  forme: 

F i g u r s  9 V a r i a t i o n  du pa ramèt re  d ' o r d r e  0 en f o n c t i o n  de l a  t e m p é r a t u r e  
n dans  l e  c a s  où l e  terme de  degré  l e  p l u s  é l e v é  11 conteiiu dans 

l ' é n e r g i e  l i b r e  cor respond  à n=4 [ a l .  6 ( b ) .  8 [ c l .  10 [ d l .  12 t e l  



ûn voit par exemple que pour des invariants de degré 1 2 ,  l e  

paramètre d'ordre décrit  une succession de quatre phases distinctes (commen- 

surables) séparées par t ro i s  transitions dont l a  première es t  continue e t  

les deux autres discontinues. Les diagrammes de phases peuvent posséder un 

ensemble complexe de points critiques e t  multicritiques. A i n s i  sur l a  figure 10 
c. nous avons représenté l es  d i ag rmes  dans l e  plar, des coefficients Z 1 '  a2 

dans l e  cas n-= 6 e t  8. Dans l e  cas où n-= 6 (Fig.loa)) nous avons un 

diagramme de phases possédant un point t r icr i t ique défini par a2 = a4 = O où 
2 une ligne de transition dupremierordre (pour laquelle a2=a4)  rencontre une 

ligne de transition du second ordre (a2 = O). Dans l e  cas où n = 8 (Fig.10 b)) 
1 CI 

max 
l e  diagramme posséde un point critique (a1=% e t  a2= $1 e t  un point t r ip le  où 

convergent une ligne de transition du second ordre e t  une ligne de transition 
1 du premier ordre de coordonnées al= O e t  a2= 4 

Figure 10 Diagramme de phases dans l'espace des paramètre réduits 
U - 
a et a2. al cas où n = 6 ,  b l  cas où n = 8 1 rnax max 

ûn peut à t i t r e  d'exemple considérer l e  potentiel de degré 8, dans 

lequel figurent simultanément l es  deux types de termes précedents: 

où 1 'on a supposé a=a(T-Tc) , 6 < O ,  y <O,  6 >6 >O,a >O,a <O,et a >O. 1 2  2 4 6 



Le diagramme de phases correspondant à la minimisation de l'énergie libre 

F = ( $dx est représenté schématiquement sur la figure 1 1  . Il contient 
au dessous de la température de transition Ti une succession de deux phases 

incommensurables séparées par un ancrage partiel, et se terminant par une 

transition d'ancrage vers une phase commensurable (k = kc). 

F i g u r e  11 Diagramme de phases  p r e s s i o n - - t e m p é r a t u r e  cor respondan t  à l a  

d e n s i t é  d ' é n e r g i e  l i b r e  121 



C O N C L U S I O N  

Dans cette thèse, plusieurs aspects de la théorie de Landau des 

phases incomensurables ont été soulignés- En premier lieu, le rôle 
essentiel joué par deux types de termes figurant dans la densité d'énergie 

libre + décrivant ces phases, a été vérifié. Nous avons ainsi montré 

d'une part que les invariants anisotropes des composantes qi du paramètre 

d'ordre de la transition, déterminent strictement les coordomées des 

vecteurs d'ancrage. D'autre part, que les invariants de Lifshitz expriment 

la stnicture de la modulation dans la phase incomensurable. La forme de 

ces deux invariants se déduit entièrement de la représentation irréductible 

qui induit la succession de phases, ce qui illustre le lien étroit existant 

entre la symétrie des systèmes incorrunensurables (dont cette représentation 

irréductibleest l'expression) et leurs propriétés les plus remarquables. 

Toutefois le peu de variété des situations expérimentales obtenues à ce 

jour sur ces deux points, ne nous a pas permis de vérifier complètement 

les conclusions théoriques résultant d'une étude systématique (détermination 

des cartes d'ancrage associées à des invariants anisotropes de degré n 6 ;  

modulations correspondant à des paramètres d'ordre de dimension inférieure 

à 4). 

Nous avons également (chapitre 4) développé un aspect encore peu 

étudié sur le plan expérimental, de la théorie de Landau des phases incommen- 

surables, dans lequel les propriétés de symètrie joue~t un rôle important 

mais non exclusif. En considérant la forme du développement limité dans 
l'espace réciproque du coefficient a (z) (du terme quadratique dans +) 

au voisinage du vecteur dl ancrage kc, nous avons montré que les points 

multicritiques dans les systèmes incommensurables appartenaient à deux 

familles distinctes. Une première famille se rattache au cas où des puissances 

paires de (k - kc) figurent dans le développement de a(x) ). Le diagramme de 
phases possède alors un ou plusieurs points multicritiques séparant une 



succession de phases (dont au moins une est commensurable), le vecteur 

d'onde pouvant varier continument à partir de Sc dans les phases incomen- 
surables, selon le degré n du développement. Une deuxième classe de points 

multicritiques est définie lorsqu'un terne linéaire en (k - kc) figure dans 
le développement de a ($1 ( ou plus généralement un terme de degré impair) . 
Le système peut alors (selon la variation du coefficient du terme linéaire) 

posséder plusieurs points multicritiques séparant une succession de phases 

qui peuvent toutes être incommensurables. Les considérations précédentes nous 

ont alors permis d'envisager l'étude des systèmes incommensurables qui sont le 

siége d'une série de transitions d'ancrage ou incommensurables. Nous avons 

suggéré que de tels systèmes pouvaient être décrits en prenant simultanément 

en compte des invariants anisotropes de degrés élevés et des invariants 

contenant des dérivées d'ordre supérieur des composantes du paramètre 

d'ordre. Une étude de modèles particuliers correspondant à des transitions 

réellement observées (telles la Thiourée) serait toutefois nécessaire pour 

illustrer ce modèle. 
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A N N E X E  2 

COORDONEES DES POINTS D'ANCRAGE DANS LES ZONES EE BP.ILLC3UIN 

T r  i c l  inique 

Quadratique 

Rho~bohèdrique 

Hexagonal 

Cubique 



P o i n t s  d'ancrage: 

P o i n t s  d'ancrage a s s o c i é s  
à d e s  invariants d e  d e g r é  
4. - 

8 P o i n t s  d'ancrage a s s o c i é s  
à d e s  i n v a r i a n t s  d e  d e g r é  
4 et 6. 

F i g u r e  1 : P o i n t s  d'ancrage d a n s  le 
Systérne Triclinique. 

T a b l e  2.6 : 
C o o r d c n n é e s  des vecteurs d'ancrage 3a .-; ' .. . : . - 2 L  

(riclinique. 
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31 P o 2 n t s  d'ancrage 

b l  Lignes et surfaces d'ancrage 
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F i  ure 1 P o i n t s  d'ancrage 
h y s t é r n e  rhomboédrique 
associés aux invariants 3 et 6 
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2''oa:Coordonnées des vecteurs d'ancrage dans le systerne 
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F i g u r e  2: Surfaces d'ancrage 
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A systernat ic  de t e rmina t ion  of t h e  p o s s i b l e  lock-in wave v e c t o r s  t a k i n g  p lace  i n  
incommensurate systems i s  performed ,us ing  t h e  proper ty  of  t h e  lock-in po in t s  t o  
be  r e l a t e d  t o  t h e  o n s e t  of a n i s o t r o p i c  terms of  low degree  i n  t h e  free-energy 
density.The lock-in wave v e c t o r s  coo rd ina t  e s  a r e  d e t  ermined by equa t ions  which 
express  t h e  i n v a r i a n c e  of  t h e  preceding  t e r m s  by t h e  t r a n s l a t i o n s  of  t h e  comrnen- 
s u r a t e  l a t t  i c e  of t h e  high-temperature phase.Lock-in maps a r e  g iven  f o r  t h e  
monoclinic and orthorhombic B r i l l o u i n  z0nes.A l i m i t  ed number of p o i n t s  , l i n e s  and 
p lanes  a r e  found f o r  a n i s o t r o p i c  terms of deg ree  3,4 and 6.The t h e o r e t i c a l  
r e s u l t s  a r e  compared t o  r e a l  examples of lock-in t r a n s i t i o n s .  

Most of t h e  s tandard  p r o p e r t i e s  of  incommensurate phase transitions -1' i t e d  i? range  of s t a b i l i t y  of t h e  modulated s t r u c t u r e , v a r i a t i o n  of t h e  wave-vector i n  t h e  
incornmensurate phase , ex i s t ence  of a lock- in  t r a n s i t i o n  t o  a low symmetry commensurate 
s t r u c t u r e -  have rece ived  i n  t h e  l a s t  year  s a phenomenological d e s c r i p t i o n  through a n  
extended Land au  theory. " This ex t ens ion  c o n s i s t s  of  t h e  u s e  of  a free-energy @ 
which can  be  w r i t t e n  a s  t h e  sum over  t h e  volume v of t h e  c r y s t a 1 , o f  a l o c a l  d e n s i t y  $ 
which depends on  t h e  o r d e r  parameter (OP) components r) (x . )  and of  t h e i r  d e r i v a t i v e s  

1 w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  space  coordinates .The p o s s i b l e  s t a 6 l e  States of t h e  c r y s t a l  are g i -  
ven by t h e  minimum of @.The corresponding va lues  rli are s o l u t i o n s  of n o n l i n e a r  ( ~ u l e r )  
equat ions which cannot b e  solved i n  t h e  gene ra l  ca se , so  t h a t  approximat ions  have t o  
be used f o r  each  p a r t i c u l a r  system.In t h i s  r e s p e c t , i t  has been shown t h a t  t h e  exis-  
t e n c e  i n  $ of ant isymmetr ic  g rad ien t  t e r m s  g ive  rise t o  an  incommensurate phase,i,3while 
the a n i s o t r o p i c  p a r t  of 4 ( a n i s o t r o p i c  i n  t h e  OP space)  f a v o r s  t h e  low-temperature 
commensurate p h a s e . 2 , 4 ~ n  k h i s  paper w e  i n f e r  from t h i s  l a t t e r  p rope r ty  a sys temat ic  
de te rmina t ion  of  t h e  coo rd ina t e s  of t h e  p o s s i b l e  lock-in wave-vectors which t a k e  p l a -  
c e  i n  incommensurate systems.The cor responding  lock-in "maps" are given f o r  t h e  mono- 
c l i n i c  and orthorhombic B r i l l o u i n  zones ( B Z ) . I l l u s t r a t i v e  examples of a c t u a l  lock-in 
t r a n s i t i o n s  a r e  r epo r t edoThe  whole set of t h e o r e t  i c a l  r e s u l t s  f o r  t h e  f o u r t e e n  BZ and  
a d e t a i l e d  d i s c u s s i o n  of  experimental  d a t a  w i l l  b e  given elsewhere.  5 
1. DETERMINATION QF POSSIBLE LOCK-IN WAVE VECTORS 

I n  t h e  extended Landau theory  which i s  under c o n s i d e r a t i o n ,  t h e  lock- in  t r a n s i t i o n  
comes £rom t h e  presence  i n  t h e  free-energy l o c a l  d e n s i t y  $ of a n i s o t r o p i c  terms, 
which,as t h e  temperature is  lowered predomine on  magnitude on t h e  energy due  t o  
g rad ien t  terms.Accordingly i n  a g iven  BZ a lock- in  p o i n t  should be  d i s t i n g u i s h e d  £rom 
t h e  surrounding r a t i o n a l  p o i n t s  by t h e  f a c t  t h a t  it cor responds  t o  t h e  o n s e t  of addi -  
t i o n a l  a n i s o t r o p i c  i n v a r i a n t s  of t h e  OP of  low degree.As it is  shown be low, th is  
cond i t i on  l i m i t s  very  s t o n g l y  t h e  number of  p o s s i b l e  lock-in p o i n t s  i n  t h e  BZ t h a t  
can b e  a s s o c i a t e d  t o  a n  incommensurate phase t r a n s i t i o n , a n d  l i k e w i s e  t o  f i r s t  o rder  
t r a n s i t  i ons  towards "non-Lif s h i t z "  phases.  6More g e n e r a l l y  it c o n t r a d i c t s  t h e  acc ept ed 
idea  t h a t  any a r b i t r a r y  p o i n t  of t h e  r e c i p r o c a l  l a t t i c e  could be  r e i a t e d  t o  such 
t r a n s i t i o n s , a n d  i n v a l i d a t e s  i n  a s e n s e  t h e  conc lus ions  reached by Michelson7 about t h e  
allowed types  of o rde r ing  a t  second o r d e r  t rans i t ions .Al though one  cannot  exclude t he  
t h e o r e t i c a l  p o s s i b i l i t y  t h a t  very h i g h  degree  t e r m s  should have t o  be t aken  i n t o  
c o n s i d e r a t i o n  when t h e  t r a n s i t i o n  is  s t r o n g l y  d iscont inuous ,  t h e  assumption t h a t  o n l y  
low d eg ree  i n v a r i a n t s  are involved i n  lock-in t r a n s i t i o n s  i s  con formable t o  t h e  



MARC GUILLUY, PIERRE T O L ~ A N O ,  JEAN-CLAUDE TOL~DANO 

experimental  data ,which r e v e a l  t h a t  i n  most m a t e r i a l s  t h i s  degree i s  t h r e e  (TaSe2),four  
[ ( N H ~ ) ~ B ~ F ~ ] ,  six (R2Se4) o r  a t  t h e  utmost twelve (Na2C03) . I f  we suppose t h a t  t h e  degree  
n of t h e  r e l e v a n t  a n i s o t r o p i c  term is  known,the method f o r  c a l c u l a t i n g  t h e  p o s s i b l e  

lock-in wave v e c t o r s  r e l i e s  on t h e  f a c t  t h a t  t h i s  term must be , a t  l e a s t , i n v a r i a n t  by 
t h e  t r a n s l a t i o n s  of t h e  Brava is  l a t t i c e  of t h e  h igh  tempera ture  commensurate phase. 
The a n i s o t r o p i c  t e r m  can b e  w r i t t e n  under t h e  form: 

"1 "2 n 
P 

'Il f12 . ..., 'IP (1)  
with nl+n2+ ...+ n =n .The components n i  ( i=l , . . . ,p)of  t h e  OP s h a r e  o u t  on t h e  v a r i o u s  
arms of  t h e  s t a r  E*l.~or t h e  more g e n e r a l  a s p e t r i c a l  p o i n t  of t h e  B Z ,  t h e  l i t t l e  group 
G(k1) reduces  t o  t h e  i d e n t i t y  and t h e  number of i nequ iva l en t  arms i s  equal  t o  t h e  o rde r  
of t h e  c r y s t a l ' s  syngony,i .e, the symmetry g r  up K of t h e  l a t t i c e  8 , 9 . ~ n y  element g i  
of K t ransforms $l i n t o  a n  inequ iva l en t  a r m  .The inva r i ance  of  (1)  by t h e  t r a n s l s -  
t i o n s  of t h e  c r y s t a l  l a t t i c e  i s  t h u s  expressed by t h e  equat ions :  

7 tl ( i = l ,  2,3) a r e  t h e  elementary t r a n s l a t i o n s  of t h e  r e c i p r o c a l  l a t t i c e , p i  ( i=1 ,2 ,3 )  
a r e  i n t e g e r s  .Pro j e c t i n g  (2)  on t h r e e  axes y i e l d s  c o n d i t i o n s  

n t h e  c o o r d i n a t e s  kl, , kl , klz of  t h e  wave vec to r  il determining  t h e i r  p o s s i b f e  v a l u e s . I t  ha s  O be poin ted  
out  t h a t  f o r  a g i v e n  c rys t a1 , t e rms  of  t h e  t y p e  (1) must 
a l s o  be  i n v a r i a n t  by t h e  symmetry o p e r a t i o n s  of t h e  
c r y s t a l  space  group o t h e r  than  t r a n s l a t i o n s . T h i s  reduces  
f u r t h e r  t h e  number of allowed lock-in wave vec to r s .  
S i m i l a r l y  when s e v e r a l  a n i s o t r o p i c  i n v a r i a n t s  of t h e  same 
degree  f i g u r e  i n  t h e  l o c a l  d e n s i t y  t h e i r  image i n  t h e  BZ 
is t h e  i n t e r s e c t i o n  of t h e  inages  cor responding  t o  each 
i n v a r i a n t  .On t h e  o t h e r  hand t h e  number of p o s s i b l e  lock- 
i n  v e c t o r s  is  a s  much reduced a s  t h e  r e l e v a n t  a n i s o t r o p i c  
term is o f  lower degree. 
II. LOCK-IN YNPS FOR THE MONOCLINIC AND ORTHORHOMBIC 

LATTICES 
On Tables  1 and 2 a r e  l i s t e d  t h e  c o o r d i n a t e s  of t h e  

lock-in v e c t o r s  which can be found r e s p e c t i v d y  i n  t h e  mono- 
c l i n i c  and orthorhombic l a t t  i c  e s  .They correspond t o  a l1  t h e  
p o s s i b l e  a n i s o t r o p i c  i n v a r i a n t s  of  t h e  OP components of 
degree  t h r e e  o r  f o u r  and t o  one t y p e  of deg ree  sUc ( ~ 1 ) .  
The most r e  r k a b l e  f e a t u r e  of t h e s e  r e s u l t s  i s  t h a t  t h e  
wave v e c t o r  y appea r s  t o  lock- in  n o t  o n l y  a t  p o i n t s , b u t  
a l s o  a t  l i n e s  and p lanes  o f  t h e  BZ.AZong t h e s e  l i n e s  and 
planes a n i s o t r o p i c  i n v a r i a n t s  a r e  al lowed f o r  any v a l u e s  
of t h e  l o c  k-in v e c t o r s  coord ina tes .This  may be  i n t e r p r e t e d  
a s  i f  t h e  wave v e c t o r  ending a t  o n e  of  t h e s e  l i n e s  o r  p l a n e s  
could undergo a  cont inuous  sequence of succes s ive  lock- ins  
u n t i l  it would r e a c h  a s p e c i a l  i s o l a t e d  poin teThe  e x i s t e n c e  
of p l anes  i n  whic t h e  thermodynamic potentia1,when regarded  FIGURE 1 Lock-in maps of 
a s  a  f u n c t i o n  of i ,should va ry  con t inuous ly ,  hé19 a l r e a d y  t h e  mo noc 1 i n i c  P ( a  ) and 
been cons idered  by Aslanyan and Levanyuk i n  t h e  cubic  system6 B(b) B r i l l o u i n  z0nes.T he 
However,one can see on  t h e  t a b l e s  t h a t  l i n e s  and p lanes  a r e  n o t a t i o n  of t h e  lock- in  
a s s o c i a t e d  only  w i t h  i n v a r i a n t s  of t h e  t y p e  V$?$,V$V.TI~ o r  p o i n t s , l i n e s  (do t t ed )  and 
'Ii'l"lk'I1 which g e n e r a l l y  coex i se  i n  t h e  f r e e  energy a e n s i t y  p l anes  r e f  e r s  t o  t h e  t a -  
w i t h  i n v a r i a n t s  of  t h e  qf type.As t h e s e  last  terms a r e  o n l y  b l e s  of  Zak,et al.11 
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:ompatible w i t h  p o i n t s ,  t h e  wave v e c t o r  would a c t u a l l y  lock-in a t  p o i n t s  .The lock- in  
naps corresponding t o  1 / 8  of t h e  f i r s t  BZ are rep resen ted  on F igu res  1 and 2.For t h e  
sake of c l a r i t y  on ly  p o i n t s , l i n e s  TABLE 3 Substances undergoing a lock-in t r a n s i t i o n  
3nd some p lanes  r e l a t e d  t o  f o u r t h  i n  t h e  monoclinic and orthorhombic systems. * indi -  
i e g r e e  i n v a r i a n t s  have been i n d i -  c a t e s  t h a t  t h e  lock- in  is  p a r t i a l  o r  has  no t  been 
2ated . I n  Tables  1 and II t h e  coor-  observed. 
i i n a t  e s  a r e  given r e s p e c t i v e l y  i n  
t h e  monoclinic and orthorhombic '(aterbls 

p r i m i t i v e  r e c i p r o c a l  l a t t i c e  
vec to r s  

Loc k-in Loc k-in Crgscal. kiisotropic 
caap(I0 poinc syscem invariant 

C d 1  3ult .  
ln tire Sou c a p  
comn. phase - 

III. ILLUSTRATIVE MAMPLES ~ - T c ~ Q *  38 

A number of subs tances  under- ( C 2 0 H i ~ 0 6 S z ~ ~  ra - , o , o  

going a lock-in t r a n s i t i o n  a r e  2 w P 
hHa(SsO>)a  194 0 , O . p  l i s t e d  i n  Tab le  3.Most of t h e  2 

observed lock-in p o i n t s  a r e  r e l a -  NbSe,* 58 0,6b*,c* 

t ed  t o  a f o u r t h  o r  s i x t h  o rde r  P-C t F d r  a* 
an i so  t r o p i c i n v a r  i a n t  and t h e  NA aco a no ~ * , o , c *  12 

6 7 c o r r  esponding coord ina t  es can b e  NimbCçLib064Ha0 109 4 

6 .  T.A. Aslanyan and A.P. Levanyuk, Sov. Phys. s o l i d  S t a t e  19, 812 (1977). 
7. A. Michelson, Phys. Rev. B i8, 459 (1978).  
8 .  L.D. Landau and E.M. L i f s h i t z ,  S t a t i s t i c a l  Phys ics  (Pergamon ~ r e s s , L o n d o n ,  1958).  
9. G.Ya. Lyubarski i ,  The App l i ca t ion  of Group Theory i n  Phys ics  (Pergamon P r e s s ,  

New York, 1960) 

found i n  our  tab les .For  LiM14S04, 2 
YaNDcC*DbOrbDzO* If 6 6 ar,O,  0 NaNH4C4H4O6.4H2Oand %H3(SeO3)2 R ~ D , ( S . O , ) ~  148 0 , O . p  

t h e  lock- in  t r a n s i t  i o n  t akes  2 

p l a c e  d i r e c t l y  £rom t h e  high- LLNBbSOr 283 - ,1* ,0  
2 2 

t empera ture  t o  t h e  low tempe- B . ~ F *  * 267 0.3%*,-,- 

r a t u r e  cornmensurat e phases.  2 2 
Sr aNbaO7 4 9  ~ , o . o  

For C12H10, TTF-TCNQ ,NbS e3, 2 

P-CgFqBr2 ,and BaMnFq no lock- K i 5 4 r  93 - ,o .o  3 
i n  (or  a p a r t i a l  one)  i s  (mc) r h F 6  164 P.O.O 
observed.This can  b e  i n t e r p r e t e d  2 

176 O,P,O 
e i t h e r  by t h e  h igh  deg ree  of t h e  

SC(NBl) l  
r e l e v a n t  a n i s o  t r o p i c  t e r m ,  

RbaZal)rr 193 9 . 0 . 0  
o r  by t h e  smal lness  of  t h e  3 
c o r r  esponding c o e f f i c i e n t  . ~ t z n f l ~  4 0  ~ , O , O  

3 
I n  t h i s  way, a n e a r l y  cont inuous  281 0,0,2c* 

l o c  k-in t r a n s i t i o n  has been  la) r )  zcoc lb  7 o , o , c  observed i n  Na2C03 which is 3 i 
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