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INTRODUCTION

Dans ce travail nous nous intéressons aux actions de RZ, sans
point fixe et de classe 02, sur les surfaces compactes &ventuellement
avec bord. D'aprds le théordme de Lima [8], on sait que les seules surfaces
compactes sur lesquelles 82 peut agir sans point fixe sont : le tore T2 3
la bouteille de Klein K2 ; le cylindre STXI et le ruban de Mobeius Mb.
Par des techniques adaptées de celles de N. Kopell [5] on classifiera les
orbites des actions du type décrit ci-dessus. Dans [2] C. Camacho s'est
intéressé 3 la stabilité locale des actions de mkle ((k,2) € Nz) sur
les surfaces compactes, au voisinage d'un point fixe. Nous allons faire
une étude similaire, mais portant sur la stabilité globale des actions de

82 sans point fixe.

Le plan du travail est le suivant : le chapitre I est un résumé de
propriétés générales des actions de groupes de Lie sur les variétés. Dans le
chapitre II, on décrit certaines propriétés topologiques, de 1'ensenble
SN des C2—difféomorphismes de S1 qui ne sont pas plongeables dans un
C2~flot, relativement a la C1—topologie sur Diffz(S1). Cette &tude servira
pour formuler des conditions de stabilité pour certains types d'actions. En
plus, il nous semble que la démonstration du lemme de Kopell [5, p. 17&]
concernant la densité de SN dans Diff2($1) contient une erreur ; nous
proposons une rectification de cette démonstration. Le chapitre III est
consacré a 1'étude d'une part, des ensembles minimaux des actions de R2
sur les surfaces compactes ; des singularités des champs de vecteurs fonda-

mentaux d'autre part. Dans le chapitre IV, on montre qu'une action sans

point fixe et de classe C2 de R2 sur une surface compacte M, ne posséde
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pas d'orbite planaire (c'est~d-dire homéomorphe & 82), en donnant dans un
premier temps un exemple d'action sans point fixe et de classe CO, de R2
sur S1XI qui admet une telle orbite.

Nous terminons, au chapitre V, par 1'étude de la stabilité structu-
relle des &€léments de 1'ensemble Act(mz,M), [mmni de 1a C1—topologie qu'on

définira dans un premier temps], des actions de 82 sans point fixe et de

classe 02 sur la surface compacte et orientable M.
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CHAPITRE I

ACTIONS DE GROUPES DE LI1E

1 - PRELIMINAIRES.

Soient G un groupe de Lie de dimension n ;3 M une variété

de dimension p et

 : GXM—— M

(g,m) »~ &(g,m).

1.1. Definition. On dit que & est une action de classe ¢t (r e W)
de G sur M, si ¢ est une application de classe Cr, de GxM dans M,

Pui vérifie :

i) o{e,m) =m ; pour tout me M et, e 1'élément neutre de G.
ii) ¢(g1+g2,m) = @(g1,¢(g2,m)), pour tout m e M et tout couple

(g1,g2) d'éléments de G.

I1 suit immédiatement de la définition ci-dessus que, si g est

un élément fixé de G ; l1l'application

$ : M>M

mp o(g,m)

est un Cr—difféomorphisme de M, (homéomorphisme si r = 0).

1.2. Exemples.

1) Soient G =42 et f un difféomorphsme de classe ¢’ sur M,

pour tout me M, et tout k € Z on pose :

o(k,m) = fk(m)



ol fk(m) =fof ... of k fois. Alors & définie une action de classe

Cr de Z sur M.

2) Tout champ de vecteurs complet sur M, d&fini une action de
R sur M.

3) Plus généralement, soient (Xi)1sisk k champs de vecteurs
complets sur M ; commutants deux a deux.

On note par &t, 1 <1<k, le flot associé a Xi’ alors l'appli-

cation :

d mk x M — M

1 k
[(t1,...,tk),nﬂ > $t1 0O ... O @tk(m)

est une action de Bk sur M.
. n ” .
4) Soit p : G> G un revétement. Si ¢ : GxM > M est une

action de classe C' sur M, alors 1'application

v v
¢+ GXM —> M

(8,m) — o(p(g),m)

est aussi wune action de classe C° de g sur M.

5) Soit 7p : M>M un revitement.

On suppose que G est simplement comnexe ; et soit & : xM»> M
wne action de classe C'.

On définit

Vo Gxﬁ — M
(g,m) > o(g,p(m)).
Alors, ¢¥(n1(exﬁ)) = p*(H1(ﬁ)), et d'aprés la théorie des revéte-
N

ments ; l'application ¢ se reldve en une application ¢ qui rend le dia-

gramme suivant commutatif :



. e . v . r
On vérifie aisément que & est une action de classe C de

=e

sur

1.3. Dynamique Zopologique des actions.

Soit & une action de classe Cr de G sur M.
i) Pour tout m e M, on pose

0. (e) = {e(g,m)/g e GI}.
Cet ensemble est appelé 1l'orbite de m par o .

ii) On considére pour tout me M :

Gm(<1>) = {g € G/2(g,m) = m}.

On vérifie facilement que Gm(Q) est un sous-groupe de G, on

1l'appelle le groupe de stabilité de m par 9.

iii) Pour m e M fix&, 1l'application

est de classe Cr.

On a Gm(Q) = @;ﬁ({m}) et donc Gm(®) est fermé dans G.



De plus on a le diagramme commutatif suivant

G/Gm(cp)

On vérifie facilement que
1) ém est une immersion injective de classe ¢’ ae G/Gm(Q) dans M.

2) Em est un C -difféomorphisme de G/Gm(¢) sur Om(Q).

iv) 81 m et m' sont deux &léments de M appartenant & la méme
orbite, alors Gm(¢) et Gm,(Q) sont conjugués dans G. En particulier

si G est abélien, on a Gm(¢) = Gm,(®).

v) Soit A C M.
1) A est dit invariant par &, si pour tout me€ A, on a
0 (¢) C A.

m

2) A est dit un ensemble minimal de @ si A est non vide, fermé

et invariant par &, et de plus si BC A vérifie ces trois propriétés,
alors B = A,
. . . -~ O - O
3) Si A est invariant par &, alors A,A et 03A = A-A sont

aussi invariants par 9.

vi) 8i pour tout me M, Gm(Q) est discret dans G, on dit que

1'action & est localement libre.

On vérifie que si l'action @ est localement libre, les orbites de

¢ déterminent un feuilletage de M.

1.4, Exemples.

1) Actions de R sur une variété M. L'orbite de m est soit
une droite, soit un cercle, soit {m}, selon que Gm(®) est isomorphe soit &

{0}, soit & Z, soit & R.



2) Actions de Bk sur M, k 2 2. L'orbite de m est de type
k ko o _ 1
R xT avec k1+k2 < k et la convention T =8
k-k1-k k
isomorphe & R 12 ®7 °.

, et G (9) est
m

3) Actions du groupe affine sur M. On prend M = SLE(R)/F ol
I est un sous-groupe discret uniforme de SL2.

Comme GA se plonge naturellement sur SLQ(B), alors GA opére
sur M, et définit une action de GA sur M. De plus, cette action est
localement libre.

Les orbites d'une telle action sont ou bien des plans ou bien des

cylindres, selon que le groupe de stabilité est trivial ou isomorphe & E.

IT - LES CHAMPS DE VECTEURS FONDAMENTAUX DE .

Considérons ¢ wune action de classe C° (r > 1) d G sur M,
et soit G 1'algébre de Lie des champs de vecteurs invariants & droite,
de G. On note x(M) 1'algébre de Lie des champs de vecteurs sur M. On
définit

v : G — x(M).

pour tout m € M.
On montre facilement que ¥ est un homomoprhisme d'algébres de Lie,

on 1'appelle 1'homomorphisme de Lie associé & ¢.

2.1. Definition. Un champ de vecteurs sur M appartenant & 1'image

de ¢ est appelé : champ de vecteurs fondamental de &.

Pour simplifier on écrit X = ¥(X). On vérifie que X(m) est tangent

en m & Om(é), et que si {i1,...,in} est une base de G, alors le rang

de {X1(m),...,Xn(m)} est égal 4 la dimension de la sous-variété Om(¢) de

M, pour tout m e M.



Réciproquement si :
b 6 — x(M)
est un homomorphisme d'algébres de Lie tel que : tout €lément X de 1'image

de ¢ est complet ; alors il existe une unique action @&, du groupe de Lie
G, simplement connexe, d'algdbre de Lie G, sur la variété M, dont § est
1'homomorphisme de Lie (cf [3])-

Si de plus, pour tout m € M 1le rang de {X1(m),...,Xn(m)} , oll

X; = w(ii), est n, l'action & est localement libre.



CHAPITRE 11
PLONGEMENT DES DIFFEOMORPHISMES DE [0,1] ET §'

DANS UN FLOT DIFFERENTIABLE

. L 1 .
Soit f € D1ff+(T), T=8 ou [0,1]. Rappelons que f est dit

i) hyperbolique : si pour tout x € T périodique de période n,

on a : (fn)'(x) # 1.
ii) contractant en un point fixe X, s'il existe un voisinage V

de X dans T, tel que

n —
M £ (v) = {xo}.

n30

iii) plongeable dans un flot : s'il existe ¢ : BxT -~ T un flot tel

que ¥(1,x) = f(x), pour tout x e T.

1 - RAPPEL DES THEOREMES DE STERNBERG ET KOPELL.

1.1. Le théondme de Sternberg. Soit f e Diff™( [0,1]), croissant

et hyperbolique dont les seuls points fixes sont O et 1. On suppose

que f est contractant en 0. Alors Sternberg montre que

n
f (X)n} , converge uniformément sur tout compact
(£'(0)) /new

de [0,1] pour la C1—topologie.

i) la suite {

Y

ii) la fonction a(x) = 1lim x) , définie pour x e [0,1[ est

n->o0 [f'(O)]n

un C1—difféomorphisme de [0,1[ tel que :

(a0 fo a_1)(x) = £'(0)x
Autrement dit o conjugue f & sa partie linéaire sur [0;1[.

iii) Le difféomorphisme f restreint & [0,1[ se plonge dans un

flot ﬂt de [9,1[, de classe C1 définie par :

Wt(x) = a—1([f’(0)]t a(x))



Ce flot est unique.

iv) Si g€ Diff1 [0,1[ et commute avec f, alors il existe t, € R

tel que

g =Y,
o)
Comme conséquence, si g a un point fixe dans :]O,T[, alors g

est 1'identité sur [0,1[.

1.2, Le théondme de N. Kopell. Soit f e Diff [0,1], dont les seuls

points fixes sont O et 1, et tel que : ' (0) = 1. Alors Kopell montre que :

i) il existe § € ]0,1[ tel que le produit infini

J

L)

£ (f.( ) , converge uniformement sur tout compact de ]O,GJ x:lO,G] vers
§=0 £' (£ (x))

wne fonction continue A (définie sur ]0,6]x]0,8])

ii) 81 g € Diff [0,1] et qui commute avec f, alors

f! f
e (£500) = g1 (o TT LGl -y oy
j=0  r'[f (x]
Donc par passage & la limite, g satisfait 1'€quation différen~

tielle suivante

g'(x) = Alg(x),x) pour x € ]0,6]

iii) 8'il existe X e]O,T[ tel que g(xo) = X_s alors g est
1'identité sur [0,1].
Remarque. D'aprés ce qui est dit ci-dessus, on remarque en parti-
culier que deux Cz-difféomorphismes locaux commutants de [O,-'l-w[,k ~définis
au voisinage de O et ayant O comme point fixe, ont les mémes points

fixes.



11 - DIFFEOMORPHISMES DE & PLONGEABLES DANS UN FLOT.

Pour f € Diff(s1) on note : Fix(f), l'ensemble des points fixes

de f et Per(f) , l'ensemble des points périodiques de f.

[ 2.1. Condition nécessaine de plongement.

Proposition 2.1. Soit f e Diffr$1, r 2 0, hyperbolique, si f est

plongeable dans un flot de $1, alors

Per(f) = Fix(f).

Démonstration : On remarque d'abord que tous les points périodiques

de f ont la méme période n. Soit alors un flot

J mx$1-———+ 81

tel que @Y(1,x) = f(x) pour tout x € S1.

Si n > 1, ¥ n'a pas de point fixe et donc 1'orbite de tout point
périodique X, de f est le cercle $1 tout entier. Par conséquent, pour

tout x € 8 il existe wn réel t tel que : X = W(t,xo). D'ol :
£(x) = P(n,x) = ¥(n,0(t,x ) = (t,P(n,x ) = Plt,x ) = x.

Et donc f° est 1'identité de 8', or ceci contredit 1'hyperboli-
cité de f. Par ailleurs puisque f est hyperbolique Per(f) # @ et donc

n=18

Remarque. La condition Per(f) = Fix(f) est nécessaire et suffi-

sante pour plonger f dans un Co—flot de $1.

Notations. On pose

n
]

c a2 .
{f e D1ff+($1) / £ est hyperbolique}

2
{f e 8/ f est non plongeable dans un C —-flot}.

o
1]
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2.2. Proprités topologiques de SN.

i) Dans [12] Peixoto montre que S est ouvert dans Diff2($1)
pour la C]—topologie. De plus si f e S a un point périodique de période
n, alors il existe un voisinage V de f (pour la CT—topologie) contenu

dans S, tel que tout g e V a également un point périodique de période n.

ii) Dans [5] N. Kopell montre que SN est un ouvert de S pour la

Ce—topologie.
Nous nous interressons ici aux propriétés topologiques de SN,

. . 1 _ .
lorsqu'on munit lefi(S ) de la C1-topolog1e, nous allons montrer que

SN est d'intérieur non vide pour cette topologie. En plus dans E, p.]Th]

Kopell affirme que SN est dense dans S ; sa démonstration nous semble

incorrecte, nous proposons donc également une rectification de sa démonstration.

Proposition 2.2.1. S est dense dans S pour la

N
C1—topologie.
Démonstration : On remarque d'abord que si f € 8 alors
Per(f) # @.
Soit f € S—SN ; on va montrer que pour € > O fixé, il existe
\
feS_  tel que :

N

I{ffsﬂj = Max {sup l(f—%)(x)[, sup |D(f—¥)(x)|} < e
1 1

xe$ xed
En effet, comme f est plongeable dans un flot, alors d'aprés la

proposition 2.1, on a
Per(f) = Fix(f).

Soit {xo,x .,xn} 1l'ensemble des points fixes de f, par une

120"

petite perturbation 6n'peut supposer que f vérifie

f'(xi) # f'(xj) si 1i# ).
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On suppose que ]xo,x1[ est une composante connexe de $1 - Fix(f).

On peut alors considérer f restreint a [xo,x1], comme un
C2—difféomorphisme de 1'intervalle [xo,x1]. Alors d'aprés Kopell [5, p.173],

il existe f e Diff2[xo,x1] tel que :
i) ?(k)(x.) = f(k)(x.), i=0,1 et k =0,1,2

1 1

ii) ||f—f”1 < g
iii) si g e Diff1([xo,x1]) commute avec f, alors il existe n € Z
tel que é = fn.

s 1z . y ol e 2 oos s
Considérons maintenant f ¢ Diff (8§ ) défini par :

£(x) si x e [Xo,xl]

£(x) si X € S1 - [xo,x1]

" N
I1 est clair que Fix(f) = Fix(f) et f e S? on va montrer que

Y

En effet soit g € Diff1($1) qui commute avec f, on a alors

g(xi) =x. (i =0,1) car on a :
n ' - Y .
1) f(g(xi)) = g(xi) d'od g(xi) e Fix(f) = Fix(f)
2) P'(a(x,)) = F'(x,) d'od £'(g(x.)) = £'(x,)
) £'(g x; )y = f (xi ol f'(g Xi) = f X

1) et 2) montrent bien que g(xi) =X,

Or g restreint & [XO,X1] commute avec f et d'aprés iii)

gl[XO>X1] = fn, ou n € Z.

Mais d'aprds [5, lemme 1] g est complitement déterminé par sa

valeur g'(xo), or on a :

P un
et par conséquent g =T
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Proposition 2.2.2. Sy est d'intérieur non vide pour la

C1~topologie.

Démonstration : Soit f € S qui a des points périodiques de

période deux. D'aprés la proposition 2.1. on a f € SN. De plus d'aprés i)
2.2., il existe un voisinage V de f dans S (pour la CT—topologie)
dont tous les éléments ont des points périodiques de période deux, on a

donc V'CTSN, c'est—a-dire SN est d'intérieur non vide®
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CHAPITRE III

ACTIONS DE IR2 SUR LES SURFACES

I- PRELIMINATRES.

Rappelons le théor&me de Lima [8], dont on donnera ici une esquisse

de démonstration.

- Theoneme (Lima}. Soit une action ¢ de Bz, sur une surface com-
pacte M, éventuellement avec bord, telle que toute composante de O8M est
une orbite, alors si l'invariant d'Euler—Poincaré de M est non nul, l'action

d posséde un point fixe.

e

Esquisse de démonstration. Nous passons en revue les différents

cas possibles

1) 8i M= D°. On note par 47(@) la famille de tous les ensembles
minimaux de ©®. On vérifie que toute action de Bg sur D2 ne posséde pas
de minimal exceptionnel, et donc tout &lément de 4y(¢) est ou bien une orbite
fermée de & ou bien un point fixe de ¢. Il y a une relation d'ordre évidente
sur /)7(@), et on montre facilement qu'un élément minimal de /¢(<I>) pour cette

relation d'ordre ne peut &tre qu'un point fixe de o.

. 2 . . .
2) 81 M = 8$". Si on suppose que l'action & n'a pas de point
fixe, alors Lima montre que ¢ posséde une orbite fermée. Or une orbite
fermée dans $2 coupe S2 en deux disques, on obtient une contradiction

car la restriction de & a chaque disque posséde un point fixe.

3) Cas général.
Lima procéde par une récurrence sur le genre de M. Pour cela il

montre qu'il existe une orbite fermée de ¢ qui soit non homotope ni & zéro,
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ni & une composante de 3M. Il suffit de couper M suivant cette orbite
fermée et on se ramé€ne au cas d'une surface de genre strictement plus petit

que celui de M ®

1.1. Classdification des orbites des actions de R° suwr Les sungaces.

Soit ¢ : BQXM > M une action de classe C° (r 3 0) de 82 sur
une surface compacte M. Si on désigne par O(x) 1'orbite de x € M par

® et G_ le groupe de stabilité de x par ¢, et si on pose
Yoot le —_ M
(t,8) — o[(t,s),x]

Alors wx se factorise par Rg/Gk

2 PEd
R /GX

et 1l'application ﬁx est un hom€omorphisme de classe ¢’ ge lR2/GX sur
0(x) (cf. Chapitre I). Donc pour classifier les orbites de ¢, il suffit
de classifier les sous-groupes fermés de BQ. Pour cela on a la proposition
suivante

Proposition 1.1.1. Tout sous—groupe fermé de Rg est

isomorphe & 1'un des groupes suivants : Bz ;ROZ ;R ; Z@0F ;, 2, {O}.

Démonstration : Soit G wun sous~groupe fermé de B2, et soit

GO la composante connexe de O dans G. On a trois cas suivant les valeurs
. - . ” z L Z 2
que prend la dimension de Go considéré comme une sous-variété de R .
. . Lot 2.
i) dim Go = 2, alors GO est évidemment ouvert dans R , comme

il est aussi fermé on .a GO = Be et done G = ﬁg.
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ii) dim GO = {0}, c'est-a-dire GO = {0}. On suppose que G # {0}.

Soit g, € G tel que
||g1|| = inf{ ||g|| / g € G - {0}}

alors G—:)g1Z = {ng/n €eZ} on a : oubien G = g1Z ou bien G—g1Z # @,

on choisit alors g, € G tel que
leyll = snet llell / & e 0 - e,

Soit R 1le réseau de 82, g1Z + g2Z, il est contenu dans G, il
\

reste 3 montrer que c'est &gal & G, en effet soit P 1le parallélogramme de

sommets O ; g, 5 8 et g1+g2, comme Rg = U g(P), il suffit de montrer
geR

les deux triangles

que PN G = {O,g1,g2,g1+g2}. Pour cela soient Tq et ‘I‘2

de sommets (O,g1,g2) et (g1,g2,g1+g2) respectivement, or par définition
de g, et g, on G N T1 = {O,g1,g2}, de plus si ge GN T2, alors

+o - N n = + .
g,te,78 € G T et donec G T2 g1,g2,g1 g,

1
iii) dim GO = 1. Alors ou bien Go est un sous—espace vectoriel
. . 2 . , . < . . .
de dimension un de R et 11 n'y a rien & montrer, ou bien il existe une

suite (gn)neN de G_ telle que

a) limg =0
n

b) g, et €41 sont linéairement indépendants, pour tout n.
Donc G_ contient le réseau R =g Z + fg dont le parallé&lo-
o n n n+1
Pd Pd [) _\_ .
gramme générateur Pn (c'est-3-dire de sommets O,gn,gn+1,gn+gn+1) a un

diamétre qu% tend vers O quand n tend vers 1'infini, ceci implique que
pour tout € >0 et 7Z e 82, si on choisit n tel que diam(Pn) < ¢ alors
le disque de centre Z et de rayon e intersepte le réseau Rn d'ou

Z e éo = Go? ceci contredit que dim Go = 1 et donec Go = g R, Posons

¢ = G/GO. ¢ s'identifie & un sous-groupe fermé de R, comme G est diffé-

rent de Rg, alors G est isomorphe soit & {0} soit da Z @
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Proposition 1.1.2, Toute orbite de l'action ¢ est homéo-

morphe & 1'une des sous-variétés suivantes : {0}, 51, R, T2, (RXS1 ou Bz.

Démonstration : C'est évident d'aprés la proposition 1.1.1 ®

PMOBOAiIion 1.7.3, Si une action ¢ de 82 sur une surface

compacte M est localement libre, alors nécessairement M = T2.

Démonstration :

1) c'est facile de donner un exemple d'action localement libre
sur T2.

2) Toute orbite O de l'action ¢ &tant de dimension deux et donc
ouverte, par ailleurs son complémentaire est réunion d'orbites de dimension
deux, donc aussi O est fermée. Par connexité de M on a M =0, et d'aprés

la proposition 1.1.2 nécessairement M = .

11 - THEOREME DE POINCARE-BENDIXON POUR LES ACTIONS DE B® SUR LES SURFACES.

Ce paragraphe est consacré & €tudier les ensembles minimaux des
actions de Rg sur les surfaces. Uﬁ engenble minimal d'une action ¢ de
BQ sur uwne surface M est 1'un des types suivants

i) une orbite fermée de ¢

ii) un point fixe de ¢

iii) toute la surface M

iv) un minimal exceptionnel ; c'est-d-dire qui n'est d'aucun des
trois types précédents.

On va montrer que si l'action ¢ est de classe 02, alors un

p

ensenble minimal de @ ne peut pas &tre de type iv).

2.1, Propriétés des ensembfes minimaux.

Soit 4? un ensemble minimal d'une action ¢ de BZ sur une

surface M. On sait gue toute orbite d'un point de 2 est dense dans 43/.

/
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Lemme 2.1.1. Pour tout couple (x,y) d'éléments de 47

on a :

G =G..
x Oy

Démonstration : En effet on a évidemment les deux propriétés

sulivantes

Comme O(x) = O(y) = 07 alors c'est facile de vérifier que

Cornollaine 2.1.2. Toutes les orbites de ® dans 47

sont homéomorphes.

Démonstration : C'est évident puisque tous les groupes de stabilité

des éléments de m  sont égaux ®

[~ Corollaine 2.1.3. Si toutes les orbites de & dans )
sont de dimension un, alors il existe un flot ¥ sur M de méme classe de

différentiabilité que ¢ et tel que fy est aussi un ensenble minimal du

flot .
.

Démonstration : Soit G 1le groupe de stabilité commun pour tous

les points de ) . On considére g, et &, deux éléments'qppartenant respec-

tivement & BQ—G et G. On dé&finit les deux flots sur M suivants
&1 : BxM —— M
(t,x) > 0(tg,,x)

Y, ¢ BXM —— M

(S,X) P @(ng,X)
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Comme g1 et g2 engendrent Rz on & pour tout r € B2 :

r = ag1+bg2 et donc, pour tout x e€ M :

o(r,x) = ¢1(a,$2(b,x)).

Or la restriction de we a 7 est triviale par conséquent

o(r,x) = $1(a,x).
De ceci on d&duit que .47 est un ensemble minimal du flot $1.l

Lemme 2.1.4. Si 1'intérieur de 47 est non vide, alors

on a @

2
77 =M=T.
Démonstration : On a 07 = M, car sinon comme la relation d'équi-
- -~ O . - . - -
valence assocle a ¢ est ouverte, 47 - 47 serait aussl minimal, ce qui

contredirait le fait que ﬂ7 est minimal. I1 nous reste donc 3 montrer gque

2 . ..
M =T, pour cecl on va distinguer deux cas

i) S'il existe une orbite O de dimension deux. Dans ce cas, on
a 0 =M car sinon M-O serait minimal, donc l'action ¢ est localement

. N .. . . 2
libre et d'aprés la proposition 1.1.3. 11 vient que : M =T,

i1) 81 toutes les orbites de ¢ sont de dimension un, alors
d'aprds le corollaire 2.1.3., il existe un flot @ sur M ayant M pour
unique ensemble minimal et donc toutes les orbites de ¥ sont denses dans
M. En adaptant le théordme de Knesers [4] au cas topologique (ceci si ¥ est

de classe C°) on déduit que M = 7°

2.2, Theoneme de Poincara-Bendixon pouwr Les actions de B suwt

Les sunrfaces.

D'abord on rappelle la généralisation du théoréme de Poincaré-

Bendixon pour les flots dlie & Schwartz [13] :



_19._

Theoneme (Schwantz). Soit ¥ wun flot de classe 02 sur une surface

compacte M, alors un ensemble minimal de ¢ est de 1'un des types suivants

i) un point fixe de

ii) une orbite périodique de

iii) toute M et dans ce cas M = T2.

Z . 2
En transportant ce résultat au cas des actions de R , on va mon-

trer le théoréme suivant

- 2.2. Théoneme. Soit une action ¢ de classe c® de Be
sur une surface compacte M, alors un ensemble minimal de ¢ est 1l'un des

types suivants

i) un point fixe de ¢ ;

ii) une orbite périodique de ¢ homéomorphe 3 S1 ou T2 3

iii) toute la surface M, et dnas ce cas M = T2

Démonstration : Soit 47 un ensemble minimal de l'action ¢ , on

-
va procéder par deux cas

a) 47 contient une orbite de dimension deux, alors d'aprés le

lemme 2.1.4, il vient que =27 =M = T2.

b) 07 contient uniquement des orbites de dimension un, d'aprés
le corollaire 2.1.3. 11 existe un flot ¥ de classe 02 sur M pour lequel
?7 est aussi un ensemble minimal et on d&duit le résultat du théoréme de

Schwartz ®

2.3. Application du théoreme aux actions de R® sans point gixe.

Soit @ : BZXM + M une action de classe 02 et sans point fixe
de B° sur la surface M. On note par C(®) 1l'ensemble des orbites périodi-

ques de dimension un de &.
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Cornollaine 2.3.1. si C(¢) = @, alors M = 7 et M

est 1l'unique ensemble minimal de ©.

Démonstration : D'aprés le théoréme 2.2. et les conditions sur

l'action ¢, un ensemble minimal sera nécessairement toute la surface M et

done M = T2 ]

Conollaine 2.3.1.bis. 8i C(®) = ¢, alors tout champ de
vecteurs fondamental de ¢ qui s'annule en un point de M est identiquement

nul.

Démonstration : Soit X un tel champ de vecteurs avec X(xo) = 0,

X, € M, et soit ¢ 1le flot associé & X. Comme 1l'action ¢ commute avec le
flot ¢, alors X est identiquement nul sur O(xo) et le résultat en découle

d'aprés le corollaire 2.3.1. et la continuité de ¥ et ¢

Conollaine 2.3.2. Si C(9) # §, alors tout ensemble minimal

appartient & C(8).

Démonstration : En effet soit 47 un ensemble minimal de &,

d'aprés le théoréme 2.2, 7 est nécessairement de type ii) car :

1) 7} n'est pas un point fixe du fait que ¢ ne posséde pas
de points fixes
2) < # M car sinon on aurait C(9) = @ et ceci contredirait le

fait que C(9) # ¢ ®

Conollaine 2.3.2.bis. Si 3M # ¢, alors tout ensemble

minimal appartient & C{(9).

Démonstration : Clest &vident car C(é) # § et le résultat se

déduit d'aprés le corollaire 2.3.2.8®
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111 - SINGULARITES DES CHAMPS DE VECTEURS FONDAMENTAUX.

On suppose que l'action ¢ est de classe 02 et sans point
fixe. On va montrer dans ce paragraphe que si C(®) est dénombrable alors
il existe un ensemble résiduel de champs de vecteurs fondamentaux de ¢
qui sont sans singularité sur M.

Notation.

2)‘: G(R) 1'ensemble des champs de vecteurs

On désigne par G1(B
unitaires et invariants de Rg.

. = 2
S1 X e G1(B ) on note par X le champ de vecteurs fondamental

de & qui est 1'image de X par l'homomorphisme de Lie associé & ¢.

3.1. Singularnités de X.

Soit X e G1(82) et X 1'image de X par 1l'homomorphisme de Lie

associé & &, alors X a les propriétés suivantes

i) 81 x € M est tel que X(x) = 0, alors pour tout y € O(x)

ona : X(y) =0, ceci se déduit d'aprés le corollaire 2.3.1. bis.

ii) 8i C(¢) =@ et X(x) =0 pour x e M, alors X est identi-

gquement nul (corollaire 2.3.1. bis).

iii) 8i C(d) # ¢ et X(x) =0 pour x € M, alors il existe

vy € C{®) telle que X/y = 0. En effet on a :

X/ =0 et O(x)NC(e) #¢

iv) Soient X1 et X2 deux champs de vecteurs fondamentaux de @

tels qu'ils s'annulent sur vy € C(®) alors il existe A € R tel que

X1 = AXQ. En effet puisque l'action & n'a pas de point fixe alors X1 et

X, sont 1liés c'est-a-dire il existe X € R tel que X, = A\X, , par consé-

quent X1 = XXQj
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3.2. Lemme. Si C(®) est fini alors il n'y a qu'un nombre fini de

champs de vecteurs unitaires fondamentaux de ¢ avec singularités.

Démonstration : Soit C(2) = {Y1""’Yn}' Comme deux champs de

vecteurs fondamentaux qui s'annulent sur le méme Yy o 1<k <n sont coli~
néaires, alors il existe ik € G1(Bz) tel que : pour tout X image de

X e G1(R2) - {iik} = Vk’ X est sans singularité sur Yo 1L suffit alors
de poser V = ;% Vk’ / vérifie ce gqu'on veut, en effet pour tout Xel,

k=1
son image X est sans singularité sur M (iii) 3.1.) =®

Remarque. S8i C(®) # @ alors toute adhérence d'une composante
connexe V de M-C(®) est homfomorphe soit & un cylindre, soit & une bande
de Mobeius, alors d'aprds le lemme 3.2. , il existe un ouvert dense V de

L2 , L _ _
G1(m ) tel que : X est sans singularité sur V pour tout X e V.

3.3, Théondme. Si C(@) est dénombrable, alors il existe un ensemble
résiduel V C>G1082) tel que : X est sans singularité sur M pour tout

Xe V.

Démonstration :

1) 81 C(®) = @, c'est évident d'aprés ii) (3.1)
2) On suppose que C(®) # @, on note par {ann € N} 1'ensemble

des composantes connexes de M-C(®). Alors il existe une famille dénombrable

(Yp)pem dans C(®) telle gque
M= Y)U(U \7)
(peN p nelN n

D'aprés la remarque ci-dessus, on a :
Pour tout n € M, il existe un ouvert dense Vn de G1(82) tel

que : X est sans singularité sur Vn pour tout X e Vn. De plus pour tout

p € N, il existe un ouvert dense Wp de G (82) tel que X est sans singu-

1



_23_

larité sur Yp pour tout X € Wp. On obtient U en posant :

pelN p/

3.4. Contrne-exemple dans Le cas ol C(@) n'est pas dénombrable.

Soient X et Y 1les deux champs de vecteurs de classe ¢’ sur

BxI définis par :

r(1-r) 2 et

X(e,r) =5

)
Y(8,r) = (cos Hr)-ga

[oﬁ (6,r) sont les coordonnées canoniques de SXI].

Eviderment [X,Y] = O donc le couple (X,Y) définit une action
de 82 sur §'xI de classe C . On va vérifier que tout champ de vecteurs
fondamental de ¢ a une singularité.
1) Toutes les orbites de & sont les cercles 8'x{r} , re I et

donc C(®) n'est pas dénombrable.

N
2) Un champ de vecteurs fondamental X de ¢ s'écrit

v

X(o,r) = (ar(1-r) + B cos Iir) é% R

ol o et B sont réels.

Y
Par conséquent X s'annule si et seulement si la fonction :

r +————— ar(1-r) + B cos Ir

g'annule sur I.

S1 B =0 ona £(0) = O. Supposons donc B # 0 et soit

n: 0,1 [ —— R

cos Ilr
r(1-r)

r
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La fonction h est continue sur ]0,1[ , de plus on a :

lim h(r) = +» et lim h(r) = =
0 ' -1

clest~8-dire que h est surjective, en particulier il existe r € ]O,1[

tel que h(ro) = -

w|R

et done f(ro) = 0.
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CHAPITRE IV

NON EXISTENCE D'ORBITE PLANAIRE POUR LES ACTIONS DE !R2 DE CLASSE C2

ET SANS POINT FIXE SUR LES SURFACES COMPACTES

Dans ce chapitre on va montrer qu'une action de B2 de classe 02
et sans point fixe sur une surface compacte M n'admet pas d'orbite homéo-
morphe 3 Rg (ce qui revient 3 dire qu'aucun groupe de stabilité des &léments
de M n'est réduit & {0}), ou géométriquement, il n'existe pas de bande qui

spirale le long du bord d'un anneau contenu dans M Evoir le dessin

ci—dessous].

. . 2
On commence par construire un exemple d'une action de R sur le

cylindre §'xI, de classe c® qui posséde une telle orbite planaire.

1 - EXEMPLE.
Soit f um difféomorphisme de [O,]] tel que : f(r) <r pour
tout r e ]O,T[, Fixons r, € ]O,1[ et posons D = [f(ro),ro]. Soit

ws’ s € R, un flot continu sur D dont ro et f(ro) sont ses seuls

points fixes.
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1) Comme JO,1[ = U (D) on peut définir un flot Vg continu

nel
sur [0,1] en posant
0 si r =0
@s(r) = = o {j)‘s o £ H(x) si r e £7(D)
1 si r =1

s € R.

2) Sur R x [0,1] on considére les deux flots suivants :

<7

: BXBRXI ———> RxI
(t,x,7) > (t+x,r)

o
Y : RARXI ——— RXI

(s,x,r) H————> (X,;s(r))

3) On considére :

p ¢ ZXBXI ———> RxI

(n,x,r) —> (x+n,fn(r))
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l'action de & sur GBRxI définie par le difféomorphisme f, on a &videmment
$'xI est homéomorphe & RxI/p. De plus on vérifie aisément que $t et $s
passent au quotient et définissent deux flots commutants ﬁt et ¢ sur
B'xI tels que : si on désigne par (F) 1la fibration triviale sur $1XI,

$'xI ~ S1, le flot v est tangent aux fibres de (F) +tandis que le flot

&t est transverse aux fibres de (F).

4) On définit 1'action & continue de R® sur $'xI par :

o : BQXS'XI - B'xI

(t,s,m) +———> g, o ws(m) =y o0 wt(m).

Soit m

5 (GO,RO) € $'XJf(ro),ro[, alors l'orbite de m

o Dpar

® est homéomorphe & Rz. En effet cherchons le groupe de stabilité de m

. o .
par &. Si (to,so) e R~ vérifie :
@(to,so, mb) = Wt (ws (mo)) = (ﬂt (mo)) =m.
o "o o o

Ceci implique que m, et @t(mo) appartiennent i la méme fibre de (F),
o £
par conséquent‘_tO est entier, et donc : wto(eo,ﬁo) = (eo,f (RO)), d'oll

t, = 0> car sinon 0, % ERo,f O(Ro)] contiendra un point fixe de b, et
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ceci contredirait le fait que v (ﬂt (mo)) =m_ . Il nous reste 1'égalité
o o
ws (mb) =m mais par définition de ws on a nécessairement s, = 0.
o

Donc le groupe de stabilité de . est réduit & {0} ce qu'il fallait
& )

démontrer.

11 - NON EXISTENCE D'ORBITE PLANAIRE.

Ce paragraphe est consacré 3 démontrer le théoréme suivant :

P . . 2 2
2.1, Théoneme. Soit & une action de R de classe C et
sans point fixe, sur une surface compacte M. Alors l'action ¢ ne posséde

pas d'orbite planaire.

Pour démontrer ce théoréme, nous avons besoin de la suite des

propriétés et des réductions suivantes

2.1.1. Actions Locales profetables de R sun 8'x[0,e[.

Dans un premier temps on définira les actions locales projetables
de BQ sur $'XEO,5[ avec O < g < 1. Puis on montrera que pour des cas
particuliers de telles actions, et sous certaines conditions de différentia-
pilités elles n'admettent pas d'orbite planaire.

1) Soient i et ? deux champs de vecteurs de classe ¢t
(r 3 0) sur §'x[0,e[. 8i [i,?] =0 on dit qu'ils définissent une action

-~ 2 . -~ -~
locale & de R sur $'X[O,€[, si de plus X et Y sont complets, @

est une action au sens habituel du terme.

2) On écrit :

<)
it
0)
I
+
oy
|

od (8,r) est le systéme de coordonnées canoniques sur $'x[0,e[. Si les

deux conditions suivantes sont vérifiées
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-

On dit que l'action locale & est projetable par rapport 3 la

fibration triviale : $'X[C,e[ > S1.

Remarque. Soit & une action locale projetable définie par :

L =a-2 458 Y = a2 4 g2 g a
X =a Y + Db . et Y c 30 + 4 5r Supposons que ¢ = O et que a ne

-~ -~

s'annule pas sur S'X[O,S[. Si on désigne par ¢t et ws les flots locaux

~ -

associés respectivement & X et Y, alors on a :

a) ®t préserve la fibration triviale (F) : $‘X[b,e[ > $1
o) ﬂt est transverse aux fibres de (F).
c) vy préserve chaque fibre de (F).
- Lemme de type Kopell. Soit & une action locale projetable, de
2 2 PO A ~ 3 ~ 3
classe C de R sur S'X[O,e[ définie par X = a 38 * b 3T et
§ = a é%- , S1 on suppose que a ne s'annule pas sur S'XEO,E[, alors

l'action @ n'a pas d'orbite planaire.
b

Démonstration : On distinguera deux cas

i) X et Y sont partout linairement indépendants sur S'x]O,e[
(c'est-a-dire la fonction d ne s'annule pas sur $'X]O,e[). Dans ce cas,
il est &vident que ¢ a uniquement deux orbites qui sont 8'x{0} et
$'x]0,¢e[.

ii) I1 existe (eo,ro) e $'x]0,e[ tel que : ?(eo,ro) =0 et

donc ws(eo,ro) = (eo,ro), pour tout s € R. On pose To = {eO}X[O,e[.

Comme wt préserve la fibration (F) on peut supposer que $1 envoie

-~

To dans TO, et ¢1 restreint a TO est une contraction en (60,0). Or

-~

pour tout s € R, on a @1 o

-~

< @S e} ¢1, comme & est de classe 02, il
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-~

découle du lemme de N. Kopell [5] que ws\T est trivial (car ﬁs a un
o

-~

point fixe dans 1'intérieur de TO). Par suite Y'T = 0 et comme
o

$’X]O,e[ est la réunion des orbites de & passant par To, il s'ensuit

que Y =0 sur S'X]O,e[. Et donc toutes les orbites de & sont de

dimension un ®

2.1.2. Differentes neductions.

L'objet de ce sous-paragraphe est de ramener, par différentes
réductions, la démonstration du théoréme au cas particulier oi M est le
cylindre $'xI et C(¢) = 3M.

1) Quitte & passer au revétement des orientations de M, on peut
supposer que M = §'xI ou T2. En effet soit p : ﬁ -+ M 1le revétement des

n
orientations (M = $'xI ou Tg), et goit O wune orbite de @&. Alors

- Y
P 1(0) est une réunion fini d'orbites de l'action @ relevée de @, et si
~ . v ~1 . s u

0 est une orbite de & contenu dans p (0) 1la restriction ; p : 0> 0,

n
de p & O est un revétement a un ou deux feuillets, en particulier on a :

P

*
0+ n1(o) —_— n1(o).

© 2

Par cons®guent la non existence d'orbite planaire pour l'action
b

entraine la non existence d'orbite planaire pour ¢.

2) On peut supposer que C(®) # @. En effet si C(@) = @, alors
d'aprds le corollaire 2,3.1. & posséde un unique ensemble minimal égal
& M et M= TQ, et les orbites de @ sont ou bien toutes de dimension un

. 2 . . .
ou seulement une seule orbite T . Donc il n'y a pas d'orbite planaire.

3) Quitte & couper suivant une orbite fermée de dimension un de

3, on peut alors supposer que M est le cylindre 8'xI.

4) Comme C(¢) est fermé, si V est une composante connexe de

H

§'xT - C(¢), alors V est un cylindre invariant par ©, tel que la restric-
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tion &, : B°XV >V de & & V vérifie

2.2. Cas gondamental.

Pour achever la démonstration du théoréme 2.1. il nous suffit

de démontrer la proposition fondamentale suivante :

F Proposition 2.2. On considére une action :
2

d : R xX$'XI > $'xI

de classe C2 et telle que C(@) = 3(8'xI). Alors ¢ n'a pas d'orbite

planaire.

=

La démonstration de cette proposition se fait en plusieurs &tapes.

Lemme 2.2.1. Si O est une orbite cylindrique, de 1l'action

&, alors O = $'x]0,1[.

Démonstration : Remarquons que tout ensemble minimal de ¢ est

soit 8'x{0} soit $'x{1}, or bien slir 0 est contenu dans S'x]O,1[, done
sl on suppose que O est contenu strictement dans S'X]O,1[, alors nécessai-
rement il existe un ensemble minimal contenu dans O N S'X]O,1[ ce qui est

impossible ®

D'aprés le théoréme 3.3. il existe un champ de vecteurs fondemen-
tal X de ¢ tel que :
i) X est sans singularité

ii) X est tangent & 3($'xI).
Lemme 2.2.2. Soit un champ de vecteurs fondamental X de

® qui vérifie i) et ii), si de plus X poss&de une orbite fermée dans

§'x]0,1[, alors 8§'x]0,1] est une orbite de ¢.
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Démonstration : D'aprés le lemme 2.2.1, il suffit de montrer que @

poss&de une orbite cylindrique. En effet, une orbite de dimension deux
de ¢ est de l'un des types suivants
1) une orbite cylindrique

2) une orbite planaire.

Soit vy C 8'x]0,1[ une orbite fermée de X, et soit m € y, alors
nécessairement 1'orbite O de m par & est de dimension deux (car sinon
Y est une orbite fermée de ¢). Or si O est de type (2), alors y est

homotope & zéro et donc X a une singularité, ceci contredit le fait que

X est sans singularité ®

D'appés le lemme 2.2.2., on peut donc supposer que les seules orbites
fermées de X sont les composantes du 3($'xI). Soit (r,0) 1le systéme de
coordonndes canoniques de $'xI, alors X s'dcrit :

X(8,r) = a(e,r) 2, b(e,r) 2
? ? 98 ? ar
ol a et b sont des fonctions de classe 02 sur B'XI telles que

a2+b2 ne s'annule pas sur $'xI.

Propriétes de X.

1) Comme a(6,0) # O, pour tout 6 € 51, il existe un voisinage
V de $'x{0} dans $'xI tel que a ne s'annule pas sur V.

2) Comme C(X) = 3(8'xI), il existe une transversale fermée <y 2
X contenue dans V, en plus de la condition que a ne s'annule pas sur V
on peut choisir y‘ de facon a &tre aussi transverse 4 la fibration triviale
(F) : §'xI > 8.

3) Notons K 1le cylindre de bord $'x{0} U vy, quitte & faire un
changement de paraméprage on peut supposer qu'il existe e, 0 < ¢ < 1 tel

que K = S'X[O,s].
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Lemme 2.2.3. On suppose qu'il existe un champ de vecteurs
fondamental X de &, sans singularité et tel que C(X) = 3(8$'xI). Alors
il existe une action locale projetable & de B sur 8$'x[0,e] dont les

Lf)rbites sont les traces sur $'x[Q,e[ des orbites de 9.

Démonstration :

1) Détermination de &. Soit un champ de vecteurs fondamental Y

de & tel que X et Y engendrent &. On écrit

- 2 2
Y(8,r) = ¢(o,r) 55 * a(e,r) >
Sur $'XE3,8[ on pose
N _ 1 _ 3 . b(e,r) 3
x(8,r) = a(®,r) x(e,r) Y a(o,r) or et

_ (cb)(0,r) 3

Y(o,r) = Y(8,r) - c(8,x) x(e,r) = a(6,r) ‘or

a(6,r)

|
—
2
—
D
~—

Alors on a :

i) X préserve la fibration triviale (F1) : $'x[0,e[~>8"
ii) X est transverse aux fibres de (F1)
iii) Y préserve chaque fibre de (F1).

Enfin, vérifions que [i,?] = 0. Pour cela développons [X,Y]
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L3 ar a’ 9r
_}.° _%b b3 _ &by _ _¢by 3 /Dbyl 3
_'{88 (a a) * e e (a ) ( a) or (a)} or
_)3d _ 1, 3c b cb da b 3d
= {ae = (P36 79) * 27 * e e
SR e by ,cb da _ (5 _Cby 13 b dayL 3
a2 ar Jr 3 dr a’‘a dr 2 dr dr
_(@d,b3 _¢ b _bde, cbda Db 3c
36 a or a 96 a ? a2 26 2 or

2 dr a 3r 2 dr "2 ar’ ar
a a

s Cboa b 9c  db 9
2 36 2 3r 2 3r’ dr
a a
1, ad ad 3b 5oy 9
=2lagg by 30~ 437 Br
b % %a R Sy 3
+ 2 (cqg+dp-2a35-b5) 5

Or la condition [X,Y] = O signifie que a,b,c,d vérifient le

systdme de deux équations aux dérivées partielles suivant

ac ac 2a da _

a9 * P %% "4 =0
(1)
3d ad 3b 5o _
85 * Py T Che T4y =0

D'ol on tire du systéme (1) que [X,?] = 0.

2) I1 nous reste 8 montrer que les orbites de ® sont les traces
sur $'XEO,e[ desAorbites de . Pour cela il suffit de remarquer que si
O(m) et O(m) sont les orbites en me S'x[0,e[ correspondantes res-
pectivement & ¢ et &, il faut qu'on a : Tm(o(m)) = Tm(a(m)).

Or ceci est évident d'aprés les relations sur $'x[0,e[ :

-~

X=—% et Y=Y - §~X.l

o |
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Démonstration de la proposition 2.2. : Soient X et Y deux

champs de vecteurs fondamentaux qui engendrent l'action ¢. D'aprés le

lemme 2.2.2., on peut supposer que X vérifie

i) X est sans singularité sur $'xI

ii) c©(X) = 3(8'xI).

En outre d'aprés le lemme 2.2.3, il existe € > O et une action
locale projetable 5 sur $'X[O,e[ dont les orbites sont les traces sur
S'XED,E[ des orbites de @. De plus la condition ii) implique que toute
orbite non compacte de & coupe $'X[O,e[ . Deux cas sont alors i envisager :

1) & possé&de une orbite non compacte de dimension un

I1 en sera de méme pour 3 et d'aprés le lemme de type Kopell toutes

les orbites de & son£ de dimension un, et donc toutes les orbites de & sont

de dimension un.
2) Les champs de vecteurs X et Y sont partout indépendants, il
en sera de méme pour X et Y. D'aprés le lemme de type Kopell et le lemme 2.2.3.

il existe une orbite O de ¢ contenant $'XJO,e[ ; elle est donc cylin-

drique et d'aprés le lemme 2.2.1, on a O = $'><]O,1[ [ ]

Conclusion. La démonstration du théordme 2.1 se fait en deux &tapes
1) Par différentes réductions 2.1.2 on se raménera au cas particu-
lier oi M = 8'xI et C(®) = 3(B'xI).

2) On conclura d'aprés la proposition 2.2.
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CHAPITRE V

STABILITé STRUCTURELLE

Nous désignons par Act(BQ,M) l'ensemble des actions de R2 de
classe C2, et sans point fixe sur une surface compacte et orientable M,

C'est la stabilité structurelle des éléments de Act(Rz,M) qui est 1l'objet

de ce chapitre. Nous commencons par rappeler quelques notions classiques

pour les champs de vecteurs et nous les &tendons aux actions de Rg.

T - GENERALITES - TOPOLOGIE SUR Act(E°,M).

Nous notons par X(M) 1'algébre des champs de vecteurs de classe
¢® sur M. On mmnit X(M) de 1la C1—topologie de Whitney qui est définie

par la norme :

Il = s 112,11 Iox, 1)

xeM

oli on désigne par || || 1la norme habituelle, relativement 3 une métrique

riemannienne sur M.

Deginition 1.1. Deux €léments X et Y de X(M) sont dits topo-

logiquement équivalents s'il existe un homéomorphisme de M qui envoie les

orbites de X sur les orbites de Y.

Définition 1.2, Un élément X de X(M) est structurellement stable

s'il existe un voisinage V de X dans X(M) tel que : tout é1ément Y

de V est topologiquement &quivalent & X.

L

Soit X € X(M) et soit vy une orbite fermée de X. Considéronms
une transversale I 4 X passant par un point X, €Y et soit h 1'appli-
cation du premier retour associée & X dé&finie sur un voisinage de X
dans I. On sait que h est un difféomorphisme local de I qui laisse X

fixe.
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[ Deginition 1.3,

i) On dit que 7y est une orbite fermée hyperbolique de X si et

seulement si l'application h du premier retour vérifie : dh(xo) # 1.

ii) 81 X est sans singularités, on dit qu'il est hyperboligue si

toutes ses orbites fermées sont hyperboligques.
b

Le théordme suivant est un cas particulier du résultat de Peixoto

énoncé et démontré dans [12].

Théoreme 1.4. Si X € X(M) est sans singularités, alors X est

structurellement stable si et seulement si X est hyperbolique.
. 2 2
Passons aux actions de R”. Pour ¢ € Act(R ,M), on note

2
b, ¢+ 6,&) > X(w)

. L . . NP ~ 2 R
la restriction de 1'homomorphisme de Lie, associé a ¢, & G1(B ). On munit

Act(Bg,M) de la topologie définie par la métrique d, suivante. Pour tout

1

P 2
o, et o, Eléménts de Act(R™,M), on pose

a,(0,.8) = ww {Ilw¢1(i>—w¢2(i> n1}
XeG](R )

Déginition 1.5, Deux €léments @1 et ®2 de Act(Be,M) sont dits

8quivalents s'il existe un homéomorphisme de M qui envoie les orbites de

@1 sur les orbites de @2.

Définition 1.6. Un €lément ¢ € Act(Rg,M) est structurellement

stable, s'il existe un voisinage V de ¢ tel que : tout &lément @1

de V est équivalent & &.

Notation. On note par Act (Bz,M) le sous-ensemble de Act(Bz,M)

1

dont tous les éléments ont uniquement des orbites de dimension un. On munit

2 . - . . . .
Act1(B ,M) de la topologie induite par celle de Act(Bz,M). L'étude de 1la



_38_

stabilité se fera en trois temps : dans un premier temps on va &tudier la
stabilité des éléments de Act1(B2,M)

Le cas des &léments de Act(Bz,M)—Act1(B2,M) sera l'objet du paragraphe k.

dans Act1(lR2,M) ; puis dans Act(IRQ,M).

2 - STABILITE DES ELEMENTS DE Act1GR2,M) DANS ActT(Bz,M).

. 2 . . e e
Soit ¢ € Act1(ﬁ ,M), pour étudier la stabilité de ¢ dans
Actj(Rg,M) on va envisager deux temps suivant que C(®) est d'intérieur

vide ou non.

Tout d'abord supposons que C(®) = M, ceci implique que M = $xT
ot T=1I ou $1. Quitte & changer de paramétrage on peut supposer que les
orbites de ¢ sont données par 1'équation : dr = 0, o (6,r) est le sys-—
téme de coordonnées canoniques de S'xT. Et donc tout systéme générateur

X,Y de ¢ peut s'éerire

X =71 30 et Y=g ¢

oi f et g sont des fonctions différentiables sur M. Enfin, on considére

la fonction définie sur M par :

- 008 _ _ of
A(X,Y) far g o

Lemme 2.1, Si (X,Y) et (X1,Y1) sont les images par Ve de

deux bases orthogonales de GT(Rg) alors on a :

A(X,Y) = iA(x1,Y]).

Démonstration : Comme X et Y engendrent &, il existe quatre

réels a1,b1,c1,d tels que :

1

- 2 =
X] = (a1f+b]g) 59 ° et Y (c
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9
od X=f-== et Y =g—. De plus comme (X,Y) et (X1,Y1) sont les images

20 386"
de deux bases orthonormées de G1(E2) on a a1d1—b1c1 = +1, Et donc :
= _3_ (C —_ __3__
A(X,,Y, ) (a1f+b1g) Y 1f+d1g) (c1f+d1g) - (a1f+b1g)
of og af g of
= 22y + = 4 - —=
R T e e L T R T
- E _ 4 Qﬁ - 88
c1b * 3r 1%18 d1b1 or
= (a1d —c,b, )f + (b1c -d.a, )g Bf

Déginition 2.2. si (X,Y) est 1l'image par Ve d'une base orthogo-

nale de G1(Rz) on pose :

|A(X,Y)| = A(9).

Théonéme 2.3. Une action @ € Act1(RQ,M) qui vérifie C(¢) = M,
est stable dans Act1(82,M) si et seulement si la fonction A(®) ne

s'annule pas sur M.

L

Démonstration : Soit (X,Y) un systdme générateur de 0o, image

par w® d'une base orthogonale de G (Bg) fixé une fois pour toutes, avec

1 3

1) On suppose qu'il existe X, € M tel que : A(@)(xo) =
Soit Yo 1'orbite de x  par ®. On peut supposer que X ne s'annule pas
sur y _, et donc il existe un voisinage U de Yo saturé pour ¢ tel que
X ne s'annule pas sur U. Les conditions [X,Y] =0 et YIU = %-X impli-
quent que £ st une fonction de la seule variable r (sur U) et qui

£

vérifie :
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1) % (x) = a pour tout x € Y, (a ¢ R)
d
2) dC%)(X) = 5;(%)(x) =0 pour tout x e y_ .

Soit € > 0 fix&é. On vérifie facilement qu'il existe deux voisi-

nages V1 et V2 de Yo saturés pour ¢ ; et une fonction différentiable

h, dépendant uniquement de la variable r, définie sur U ; tels que :

i) v.CcvVv.Ccv.CcV.CcuU

ii) n/v, =a et h/U-V =%

iii) sup {Ih(x) —'g(x)l 5 IEE(X) -2 Q%)(X)l} <« —=

(0gk<1)

0 1

n
Soit X wun champ de vecteurs sur M tel que
n
a) XIM—V =X
1

N
b) les orbites de X dans V., ne sont pas toutes fermées

n
e) ||x=x|| <=«
1
. . i ” . 3
Enfin soit Y 1le champ de vecteurs de M défini par :

hX sur U

e
1]

Y sur M-U
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nony Y
Il est clair qu'on a: [X,Y] =0 et ]iY—YH1 < e 3 et donc l'action
v - v e . . . ”, .
® engendrée par X et Y est e-voisine de &, mais elle n'est pas équiva-
n
log

lente & ¢ du fait que 8 des orbites non fermées. D'od & est instable.

2) Réciproguement, on suppose que A(®) ne s'annule pas sur M,
donec 1l existe a > 0 tel que

||a(2) ]| = sup A(®)(x) > a.
xeM

On remarque d'abord que si X ou Y s'annule sur une infinité
d'orbites de ¢, alors A(®) s'annule sur M. En effet, supposons que Y
s'annule sur une infinité d'orbites de ¢ 11 existe alors une suite
(Yn)ndN d'orbites de ¢ qui tend vers une orbite y telle que : Y s'an-
nule sur Y, bour tout =n, il suffit de choisir un voisinage U de vy

tel que X ne s'annule pas sur U, alors sur U la fonction -% vérifie

Raisonnons par 1l'absurde et supposons que & est instable dans

N .
Actj(BQ,M). Donc pour € > O fixd, il existe deux &léments X = & 36 ¥ > g%
N3 VoD

= —_— —— M
et Y =2 5 * 437 de X(M) tels que
f

n, "]
Dokl <e L vl <

. oA ny N . L.
ii) [X4X] =0, X et Y sont partout colinéaires

n n
iii) 1l'action ¢ engendrée par X et Y a des orbites non com-

Mpactes.

D'aprds la condition iii) et le fait que ¢ soit sans point fixe,

il existe un ouvert V de M tel que :
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N
a) toutes les orbites de & dans V ne sont pas fermées

b) X ne s'annule pas sur V (1'adhérence de V).

Les conditions a) et ii) impliquent qu'il existe un réel c¢ tel

n V] - —
que : Y = cX dans V. Donc dans V on a les inégalités suivantes : pour
tout x e V
" 95 of
5t — —_— [
i) |a(x)-f(x)| < e ; et Br'(x) Py (x)]| < e

Or on a :

|ca(x)-g(x)| = |(c- & (x)) alx) -% (x)(f(x)-alx))]| < ¢

et par conséquent on aura :

e - & G101 <<+ el 0] < eCIEL + )

_ Et donc

(1) sup |c —'%(x)||g(x)| < e(||%1% + 1)

X€E \_/v

De méme on a :

Et donc :
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Y
12 G| < e+ & Ge+ o - & G152 ()]

35
5;‘(X)
< €(1+f%(x)l + (1+f%(x)|) I“KT"“'|)
a(x)
<O B G —— 12y )
t v Ia(x)l or v
D'ou
A0)(x) = £9(x) (&) (x)| < ||| Mg,2) € < ke

or'f

ol k ne dépend pas de €, or pour un choix convenable de € on obtiendra

une contradiction avec le fait que |[A(®)|| > a ®

Exemple 2.4. Soit 1l'action ¢ sur S'xI engendrée par les deux

champs de vecteurs X et Y suivants :

X(6,r) = (r+1) é%
Y(0,r) = (r+1) I 2

306
Alors 1l'action & est stable dans Actj(RQ,M). En effet, on a :

A8)(8,r) = (r+1)° 511 5 ..

Passons maintenant au cas ou la réunion des orbites fermées de

& est d'intérieur vide.

-]

‘Lemme 2.5. Soit ¢ € Act](ﬁg,M) telle que : C(¢) = @, alors il

existe un champ de vecteurs fondamental de ¢ sans singularité.

Démonstration : Soit (X,Y) wun systéme générateur de &. On peut

supposer que X n'est pas identiquement nul, soit alors V une composante

connexe de l'ouvert de M ol X ne s'annule pas. Comme ¢ € Act1(82,M),
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i1 existe une fonction différentiable f définie sur V telle que

i) Y(x) = £(x) X(x) pour tout x € V

ii) x(f) =0 .

La condition ii) implique que f est constante sur 1'adhérence
de chaque composante de V — C(®). En effet si U est une telle composante,
puisque X est sans singularité sur U, nécessairement f est constante
" sur Chaque orbite de X dans U, mais comme ces orbites ont les mémes
ensembles limites, f sera constante sur U. Donc sur une telle U on a :
df = 0, et puisque 1'intérieur de C(®) est vide alors f est identiquement
constante égale & k sur V. Choisissons Y non identiquement nul sur V

et donc X ne s'annule pas sur V, ceci implique que V = V et par

connexité de M on déduit que V=M B

Remgggu . 81 X est un champ de vecteurs fondamental de ¢, sans
singularité,le lemme 2.5. montre en plus que tous les autres champ de vec-

teurs fondamentaux de & sont proportionnels a X.

Déginition 2.6. Soit @ € Act1(R2,M), ® est dit hyperbolique

s'il existe un champ de vecteurs fondamental de & qui soit hyperbolique.

3

Théoreme 2.7. Soit 0 e Act](BQ,M) telle que : C(¢) = @, alors ¢

est stable dans Act1(82,M) si et seulement si ¢ est hyperbolique.

!

Démonstration : En effet d'aprés la remarque, tous les champs

de vecteurs fondamentaux de & sont proportionnels et par conséquent @
est stable dans Act1(82,M) si et seulement si il existe un champ de

vecteurs fondamental de & qui soit stable dans X(M) ; d'ol on conclut

d'aprés le théoréme de Peixoto [12] ]

. —
Maintenant on suppose que : C(®) # @ et C(®) # M alors on a

le théoréme suivant :
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™ Théoneme 2.8. Soit @ € Act1(Rg,M) telle que : C(®) # M et

(]
—
C(o) # @, si on suppose qu'il existe ou bien un nombre fini de composantes

connexes de M - C(d), ou bien un nombre fini de composantes comnexes de

——
LM - (M-C(®)) ; alors l'action & est instable.

Démonstration : Soit (X,Y) un systéme générateur de ¢ <fixé,
[-4

———
et soit vy vune orbite appartenant au bord de C(%), on peut supposer que

L
p—

X est non nul sur vy, comme vy € d(C(®)) alors il existe un voisinage U

saturé pour ¢, de vy, et une fonction différentiable h définie sur U

tels que

i) Y(x) = n(x) X(x) pour tout x € U

0

ii) X(n)

. . . +
iii) h est constante sur un semi-volsinage U de vy.

N
De plus il existe un champ de vecteurs X de M tel que

N + o ..
a) X/M-U =X et X voisin de X
e

+ v + + N
b) 1les composantes connexes de U - C(X) et de U - (U -C(X))
sont en nombre infini.

Enfin, posons

hX sur U

Y sur M-U

. NN . n N N
Evidemment [X,Yl = 0, et 1l'action @ engendré par X et Y est
voisine de &, mais elle n'est pas équivalente & ¢ du fait qu'il existe
s | n =
une infinité de composantes connexes de M - C(®) et de M - (M-(C(9))) ®

3 - STABILITE DES ELEMENTS DE Act1(82,M) DANS  Act(RZ,M).

Pour étudier la stabilité d'un élément ¢ Qe Act1(m2,M) on va
distinguer essentiellement deux cas suivant que toutes les orbites de ¢

sont fermfes, on sait que ¢ a un nombre fini d'orbites fermées. Nous nous
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intéressons tout d'abord au premier cas alors on a :

Théoneme 3.1. Soit @ € Act1(82,M) telle que C(®) = M. Alors ¢

est stable si et seulement si :
i) la fonction A(®) ne s'annule pas sur M,

ii) pour tout champ de vecteurs fondamental X = f de ¢, la

9
26
fonction

Fo: T-f (0) —— R
1
3 ae
g '5;( Jo f(e,r))

ne s'annule pas sur T—f_1(0).

Avant de démontrer le théoréme 3.1, on a besoin des lemmes préli-

minaires suivants :

Lemme 3.1.7. Soit une fonction différentiable g sur M
telle que O est une valeur réguliére. Alors les deux conditions suivantes
sont équivalentes

1) il existe un champ de vecteurs 2 = o — + B —
qui commute avec X = g é% .

2) la fonction

E'annule sur un ouvert de T-g ](O).

Démonstration : Supposons que la condition 1) soit satisfaite,

ceci implique qu'on a le systéme de deux équations aux dérivées partielles

sulvant :
9B _
&3 =0
%a _ 3g _ , 98
83 ~ %30 - Bar
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La résolution de ce systéme implique que B8 est une fonction de

r seulement. De plus, pour tout (6,r) € M~g_1(0) on a :

g (0,r) & ()(0,r) = 8(x) 38 (8,1),

done il existe wune fonction vy(r) telle que

0

a(e,r) = g(o,r) [-B(r) g%( J é?giij) + y(r)
e 2
o

Soit U 1'ouvert T—B—1(O). Puisque la fonction o doit &tre
périodique par rapport 4 6 de période un, il faut donc que pour tout

(8,r) € §'xU on ait

3 [ (_ng__) ] ;1.([9+’ __gz__)
ar  J4 g(t,r) dr \ J, g(t,r) >
o o

et par conséquent F(r) =0 pour tout r € U.
——

Réciproquement, soit V wune composante connexe de F_1(O).
I1 suffit de choisir une fonction B de classe Cm, dont le support est

contenu dans V, et de prendre

©
3 at
et ([ )

Je g(tar)
o]
- Lemme 3.1.Z2. Soit une fonction différentiable g sur M,
dont O est une valeur réguliére, et telle que %% ne s'annule pas sur M.

Alors il existe un voisinage V de g, pour la C1—topologie, tel que

pour tout h e V, la fonction Fh ne s'annule pas sur T—h-1(0).
L. .

Démonstration : On pose

sup (g°(x))

2
I

© *xeM
_ i 28 = g
m, = inf| =2 (x)] < MJ = sup| == (x)
xeM\ ! XeM
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Puisque %% ne s'annule pas sur M, m1 et M1 ont le méme signe, et

sont non nuls. On peut supposer que m, est strictement positif, alors il

existe un voisinage V de g tel que, pour tout h € V on ait

m

sup (he(e,r)) > 2? et
(6,r)eM
m
inf g%'(e,r) > 2} et donc
(8,r)eM
1 1 m
Jade-] tmeD
0 Oh o
C'est~d-dire que pour tout h € V, la fonction Fh ne s'annule
pas sur T—h—1(0)l
Lemme 3.7.3. Soit un champ de vecteurs X = a é%-+ b g% ,

de M, dont la réunion des orbites fermées C(X) est d'intérieur non vide.

Alors il existe un Cw—difféomorphisme J de M tel que

3
P X o =az
*
b
Démonstration : Puisque 1l'intérieur de C(X) est non vide, on

peut choisir une fonction f de classe c” sur M telle que

-]
p——

i) X(f) =0 sur C(X), c'est-d-dire la restriction de f &
C(X) est une intégrale premiére de X.

ii) 1'application :

(8,r) —— (8,£(0,r))

est un Cm—difféom>rphisme de M.



Or on a :
1 0 a
- —1 9
d.x = Y I X(£) or i
af  af
26 ar b
L]
~ e, . . 3 ——
et donc d'aprés la condition i), w*(X) = a3y sur c(x) =
Démonstration du théoréme 3.1. : Supposons que ¢ est stable.

Donc A(®) ne s'annule pas sur M. Raisonnons par l'absurde et supposons
qu'il existe un champ de vecteurs fondamental X = f é% tel que : la fonc-

tion Ff s'annule en un point ro€ T-f_1(o). Alors pour tout e > 0, il

existe une fonction différentiable h sur M telle gque
a) Hf—-h”1 < g

b) Fh s'annule sur un voisinage U de r dans T—h—‘l(O)‘.

Remarquons d'abord que pour un choix convanable de e, f ne

s'annule pas sur gxU. Enfin, soit Y = tel que X et Y engendrent

Y]

®, et soit une fonction h., de la variable r telle que support(h1)C U,

1

et h‘| voigin de la fonection nulle. Posons

"
X

I

et
s [ [ _at g.] 2 3
t= [’h13?U h(t,r) +fh}5€+h1§§

On a évidemment :
oy
1) |x-x])|. < e
1

n, v
2) |lx-¥ll <e et [X,Y] =0
1

N Y n,
En outre l'action @ engendrée par X et Y est voisine de &,

mais elle n'est pas équivalente & ® ce qui est impossible du fait que

¢ est stable.
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Réciproquement, supposons que les deux conditions i) et ii) soient

vérifiées. Pixons deux champs de vecteurs fondamentaux X = f g% et

Y = , qui engendrent ®. D'aprés la condition ii) et la compacité de

N
€ 30
l'ensemble E = {af+bg | a2+b2 = 1}, il existe un voisinage V de E tel

que pour tout h eV, F ne s'annule pas sur T—h—1(0). Raisonnons par
1l'absurde et supposons que ¢ soit instable. Et donc pour tout € > O

. . P o A

il existe deux él8ments X et Y de X(M) tels que
. Ny
1') HX_X”1 < E

i) ||¥=¥|| <e et [X,%] =0
1

n n n,
iii) 1l'action @ engendrée par X et Y n'est pas équivalente

jv4
L=y

Y .
D'aprds le théordme 2.3., 1'action ¢ a nécessairement une orbite(%}i)
LILLE

de dimension deux, donc cylindrique, et par conséquent il existe un champ de
N Ny ) v v
vecteurs fondamental Z = o 3t 8 Py de ® tel que C(Z) # @. Pour un

n
choix convenable de &, on peut supposer que o € V, mais d'aprés le

. . ) Y A9 YN
lemme 3.1.3., il existe ¥ € Diff (M) tel que w*(Z) = a3 sur c(z),
. . . noD n 3 % 9
cecl 1mplique que le champ de vecteurs a 30 commute avec a 36 + D 37 °

~

Ny —
ol b ](O) # M, or d'aprés le lemme 3.1.1. ceci est impossible car F, ne

Q

s'annule pas @

Passons maintenant au cas ol C(¢) est fini, alors & est stable
si et seulement si la restriction de & a l'adhérence de chaque composante
connexe de M-C(®) est stable. Par suite on peut supposer que l'action &

a une seule orbite fermée si M = T2, et deux orbites fermées (les composantes

de M) si M= $1XI. D'aprés le lemme 2.5 du chapitre V, on déduit que ¢
est définie par un seul champ de vecteurs fondamental X sans singularité, et

par consédquent-l'action ¢ définie un feuilletage F(@) sur M. Nous dis-
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tinguerons deux cas suivant que le feuilletage F(®) est une composante

de Reeb ou une suspension.

Théoréme 3.2. Si 1l'action ¢ € Act1(Be,M) est hyperbolique et

F(®) est de Reeb, alors & est stable.

Démonstration : Soit X un champ de vecteurs fondamental hyperbo-

lique fixé de @, et soit V un voisinage de X dans X(M) dont tous les
é1éments sont hyperboliques.
Supposons que ¢ est instable. Comme ® est hyperboligque alors
d'aprés le théoréme 2.7 elle est stable dans Act1(R2,M). Par conséquent
"
pour tout € > 0, il existe deux &€léments ¥ et Y de X(M) tels que
. o
i) |Ix=x|| <«
1
Ny,
ii) [x,¥Y] =0
‘s . v 4 Y v . . .
1ii) 1'action & engendrée par X et Y a une orbite de dimension

deux.

Scit O une telle orbite de dimension deux. Pour tout a € R on

n, n n,
note par Fa le feuilletage défini par le champ de vecteurs X + a Y.
Y n
Pour a # O, Fa et Fo sont transverses sur l'orbite 0. Mais pour un
"
choix convenable de €, le feulilletage Fo et aussi de Reeb (ceci par
"

stabilité de X dans X(M), et donc Fa a une feuille fermée dans O.
N . . . ¥
Puisque [X,aY+X] = 0, il s'ensuit gue toutes les feullles de Fa sont

fermées dans O, ceci contredit le fait que pour un choix convenable de

e et a on aura % +a¥ e V, c'est-a-dire que % + a % est hyperbolique @
Nous passons maintenant au deuxieéme cas.
Définition 3.3. Soit f e Diffg(T), T =8 ou I. Nous alloms
définir le champ de vecteurs suspension de f. Pour cela soit :

p:ZXxRBRxT—RXT

(n,x,r) —> (x*+n, £(r))
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l'action de & sur RxT, et soit M = RxT/p 1l'ensemble quotient, M est

une surface compacte. Sur RxT définissons le flot mt suivant :

g :BRXxRXxT—>RxT

(t,x,r) —> (t+x,r)

On vérifie facilement que 5t passe au quotient sur M et définit un flot

Y de classe 02 sur M qui est traasverse aux fibres de la fibration

% : M > R/Z définie par le diagramme commutatif suivant

Py
R x T R
o C
M > R/Z
n
Y
On pose
= 4
Xp(m) = =& J, (m)

Xf(m) est dit le champ de vecteurs suspension de f. On remarque que si

(6,r) est le systdme de coordonndes canoniques de M, X s'éerit

ol a est une fonction définie sur M.

-

Déginition. Une action o € Act1(mg,M) est dite définie par la

suspension de f, si X_. est un champ de vecteurs fondamental de ¢.

bl

- Déginition 3.4, Soit & une action définie par la suspension de

Y
fe Diffz(T), alors si f est plongeable dans un Cg—flot wt de T,

Gfaction ® est instable.
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Démonstration : En effet il suffit de montrer que Xf commute avec

un champ de vecteurs Y de M tel que l'action engendrée par X et Y

posséde une orbite de dimension deux. Pour cela soit @S le flot sur RxT

défini par :

p :RxRBRXxT ———> R x T
n
(s,%x,r) +t——r (x,ws(r)).

ny -
Puisque f commute avec ws, ws passe au quotient , et définit

un flot ws sur M qui commute avec le flot wt associé & Xf. Or on vé-
rifie aisément que le flot ws préserve chaque fibre de la fibration

5 : M > R/EZ et a pour seules singularités les points d'intersection des
fibres avec les orbites fermées de &. Et donc l'action T ae 82 sur M

définie par :

n 2
$ : R XM — M

(t,5,m) — g, 0 4_(n)

a une orbite de dimension deux.

Théondme 3.5. Soit ¢ wune action définie par la suspension de

(<]
fe Diff2($1), alors ¢ est stable si et seulement si f € SN'

Pour démontrer le théoréme 3.5. on a besoin des deux lemmes

suivants

B Lemme 3.,5.1, Soient f € Diff2(T) (T = $1 ou I) et h une fone-

tion différentiable qui ne s'annule pas sur M. S'il existe Y € X(M) qui’

n'est pas partout colinéaire avec th, et qui commute avec hX alors 1l

fS

existe 2 e X{M) qui commute avec Xf et qui n'est pas partout colinéaire

avee X._.

L f
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Démonstration : On &crit : Xf = é% + a'§% . Supposons qu'il
existe Y = a g%-+ B g%- commutant avec th. Alors d'aprés le lemme 2.3.3.

du chapitre IV, le champ de vecterus (B-aa) é% commute avec X.. De plus

si en point m de M, Y(m) et h(m)X_.(m) sont indépendants, il en serait

f
de méme pour Xf(m) et (B-oa)(m) é%-, car sinon on devrait avoir
g(m) = a(m)a(m) et done Y(m) = igig (th)(m) ce qui est impossible®

Lemme 3.5.7. Soit f e SN’ alors si Y € X(M) commute

avec X_., il est proportionnel & X_.

f hil
Démonstration : On écrit : X_ = 2 . a 2 et ¥ = q 2 4 8 2
hig a6 or 26 or
La condition [Xf,Y] = 0 é&quivaut & :
X(a) =0 (1)
Y(a) = X(B) (2)

Or la condition (1) entraine que a est une intégrale premiére de X, ce
qui implique que o est une constante égale & k (car o est constante
sur chagque orbite de Xf, comme toutes les orbites de Xf ont les mémes
ensembles limites o serait partout constante). De plus k # O car sinon
f serait plongeable dans un flot ce qui contredirait le fait que f € SN.
D'aprés le lemme 2.3.3 du chapitre IV, X, commute avec (B—ka) é% et

donc B = ka car sinon f serait plongable dans un flot ce qui est impos-

sible du fait que f e SN ]

Démonstration du théoréme 3.5. : Si & est stable on a évidemment

S
fe SN' En effet dans le cas contraire on pourrait approcher f par un
difféomorphisme de $] plongeable dans un Ce~flot ce qui contredirait la
stabilité de ¢ d'aprés le théoréme 3.h.
P . "k . . .

Réciproquement, supposons que f € SN’ et soit V un volsinage de

f contenu dans VSN' On vérifie facilement qu'il existe un voisinage U de
Y N

Y Y : -
X, dans X(M) tel que tout X e U s'erit : X=hXg ol geV et h
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une fonction de classe 02 qui ne s'annule pas sur M. Enfin, considérons
le voisinage W de ¢ tel que tout ; € W admet un champ de vecteurs
fondamental % appartenant & U. Tout &lément g € W est équivalent a ¢.
En effet si % = th est un champ de vecteurs fondamental de g gui

A .
commute avec Y € X(M), alors d'aprés les lemme 3.5.1. et 3.5.2. on déduit

ny N
que Y = kX avec keR B

Theonéme 3.6. On munit Act(Rg,M) de la Cg—topplogie. Alors 1'ac-
tion ¢ définie par la suspension de f € Diffg(T) (T = 8' ou I) est stable

sl et seulement si f € SN'

Démonstration : En effet d'apr@s le théoréme de Kopell [5] SN est

ouvert pour la Cg—topologie dans Diffg(T), donc on reprend le méme raison-

nement que dans le théoréme 3.5. ci-dessus ®

4 - STABILITE DES ELEMENTS DE Act(R®,M) - Act1([Rg,M).

Revenons & la C1—topologie sur Act(BE,M). Soit ¢ € Act(Rz,M).
Dans tout ce paragraphe on supposera que toutes les orbites de dimension
un sont fermées, et gue leur réunion C(®) est d'intérieur vide. On étu-
diera la stabilité de ¢ dans trois cas définis par le nombre d'orbites

dans C(9).
[ Proposition 4.1. si C(9) = ¢, alors 1l'action & est stable.

Démonstration : On désigne par F(M) 1'ensemble des fonctions

continues sur M, muni de la topologie de la Co—convergence uniforme. Soit
1'application :
S @ X(M) x X(M) ——> F(M)
(X,Y) F—— sin<X,Y>(x+~ sin <XX,YX>)

ou <Xx’Yx> désigne l'angle entre XX et YX. On vérifie que S est

continue.



Choisissons {X,Y} wune base de G1(B2). L'application :

R : Act(BQ,M) — X(M) x X(M)
® > (X,Y)
od (X,Y) est 1'image par Y, de (X,Y), est égalemeﬁt continue.

Alors si C(¢) = ¢, d'aprds le corollaire 2.3.1. M = 2 est 1'unique
orbite de @. Par compacité de T2, et 1'indépendance de X et Y sur

Tg, on déduit qu'il existe un réel a > O tel que

sin(¢) = sin<X,¥> > a.

Par continuité de R et S, il existe donc un voisinage V de
® tel que
.Y a v
sin(o) > 5 . pour tout ¢ € V.

N v n
Par conséquent C(@) = @, pour tout @ € V, c'est-&-dire que &

est équivalente 5§ ¢ ®
Proposition 4.2. i C(¢) est infini, 1'action ¢ est instable.

Démonstration : Soit vy wune orbite qui est limite d'une suite

(yn)nelN d'orbite dans C(%). En coupant suivant <y on peut supposer que
. 1 . 3 3 3 3
. = — + = — —
M es? le cylindre & xI. Solent X a 50 b 5T et Y c Y + d -

deux champs de vecteurs fixés qui engendrent ¢, de plus on peut supposer
que a ne s'annule pas sur $1x{0}. Comme S1X{O} est limite d'une suite

dans C(¢) ceci implique que

Y ®ls'ior d|$‘x{o} "o

2) = D4 = Q.

Db|$1x{o} |s1x{o}
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On considére ME le cylindre S1xt-e,1], et deux prolongements

A"
X et Y de X et Y & Me tels que :

n 4V a n 3 n,
X = a-gg + b Y ) b 1 =0
8 x[-¢,0]
N " o
Y=c¢c Ji-+ d éL . d 1 = 0.
a6 r b XE@,@
et
] N
—~(-S)= 0 (ceci car iL—(E) = O)
N | 1
0\ a 36 \al/ s x{0}

Enfin soit 1 : M& ME 1l'inclusion naturelle. Il existe un diffé-
omorphisme H de Me sur M tel que H o 1 est C1-'voisin de 1'identité

de M. Alors, on a :

ny
i) H*(X) est voisin de X

N\,
ii) H*(Y) est voisin de Y

131)  [E,(X),H, (1)]

]
O

n, n
c'est-A-dire que l'action & engendrée par H_(X) et H_(Y) est voisine
* *

4]
de 1'action @, mais elle n'est pas équivalente & ¢ du fait que C(@) est

A'intérieur non vide®

Eﬁfin, nous en verrons au cas ou l'action ¢ admet un nombre fini
d'orbites fermées. Alors ¢ seras stable si et seulement si la restriction
de & & l'adhdérence de chaque composante connexe de M-C(®) est stable,
donc on peut & nouveau réduire 1'étude au cas ou l'action & admet seule-

. P 2
ment une ou deux orbites fermées selon que M =T ou M= S1XI.

PMOEOALILOH 4,3, si C(®) contient une ou deux orbites, l'action
® est stable si et seulement si, il existe un champ de vecteurs fondamental

de @ qui soit hyperbolique.
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Avant de démontrer cette proposition, on a besoin du lemme prélimi-

naire suivant

Lemme 4.3.1. Soit X wun champ de vecteurs fondamental de

® qui est hyperbolique. Alors C(®) = C(X).

Démonstration : D'aprés les hypothéses sur l'action ¢, 1'ouvert

0 = M-C(6) est une orbite de &, et il existe un champ de vecteurs fonda-
mental Y de ¢ qui n'a pas d'orbite fermée dans 0. La condition
EX,Y] = 0 implique que si X poss@de une orbite fermée dans O, toutes

ses orbites seront fermées ceci contredira 1'hyperbolicité de X ®

Démonstration de la proposition : On suppose qu'il existe un champ

de vecteurs fondamental X de ¢ qui est hyperbolique. Soit Y e X(M)

tel que X et Y engendrent ¢, et soit un point fixé m e 0. Il existe
nony

e > 0 tel que pour tout couple (X,Y) de X(M) qui vérifie les deux

conditions suivantes

n ")
1) ||x=x|| < e et X hyperbolique
]

n
i1) ||Y-¥f <e et [X,¥] =0
1

A n
alors X(m) et Y(m) sont linfairement indépendants.

On désigne par B(®,e) 1la boule dans Act(Rz,M) de centre @&
v ’ P
et de rayon €. Soit ¢ € B(%,e), supposons que 3 n'est pas équivalente
& ¢ ceci implique que
. Y . . Y
1) ou bien & a uniguement une seule orbite, et donc C(X) = ¢
AV}
ce qui contredirait 1l'hyperbolicité de X.
N . v . -
2) & a des orbites de dimension un dans M-C(@). Mais puisque
N . . . . "
Card(C(X)) = Card(C(X)) = 1 ou 2 nécessairement toutes les orbites de &
n N

sont de dimension un et par conséquent Y = AX, ce qui contredirait le fait

’ Y A%
que X(m) et Y¥(m) sont linfairement indépendants.
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La réciproque se démontre par un procédé tout 4 fait analogue &
celui que nous avons utilisé dans la démonstration de la proposition 4.2

du chapitre V @&

Remargue. L'existence d'une orbite de dimension deux d'une action
o€ Act(Be,M) est un phénoméne stable. En effet soient (X,Y) un couple
générateur de ¢, et me O, o O est une orbite de dimension deux de

oA
®, alors il existe e > 0 tel que pour tout couple (X,Y) &léments de
X(M) vérifiant :
N
i) |Ix=x|| < e
1
. o ’\J
ii) Y-y < e
1
N
iii) [X,Y] =0
’\J r\J 3 - . ”~ ’ - ’\‘
X(m) et Y(m) sont linfairement indépendants. Et donc tout point ¢ appar-
tenant & la boule B(%,e) de centre & et de rayon e, admet une orbite

de dimension deux.
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CONCLUSION

Pendant ce travail on a soulevé deux problémes :

1) Soit SN([O,1]) 1'ensemble des difféomorphismes de [0,1] de
classe 02 et hyperboliques qui ne sont pas plongeables dans un Ce—flot
de [0,1]. Est-ce que SN([O,1]) est d'intérieur non vide lorsque on

. . ol 1 .
mmit Diff“[0,1] de la C -topologie ?
2) Existe-t-il un difféomorphisme f de [0,1] de classe C1

admettant O et 1 comme seuls points fixes et tel que f est plongeable

dans un C1—flot ¥ de [0,1], qui posséde des points fixes dans ]0,1[ ?
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RESUM

. 2 2

Le travail a pour but 1'étude des actions de R sur les surfaces.
T4 . -4 . Z . 2 1

Plus précisément, nous nous intéressons aux actions de classe C n'admet-

tant pas de point fixe, ceci nous limite aux surfaces, éventuellement avec

bord, de caractéristique d'Fuler-Poincaré nulle. Nous avons essentiellement

deux types de résultats

i) Nous montrons, par des techniques adaptées de celles de
N. Kopell, qu'une action de classe 02 sans point fixe n'admet pas d%or=

bite planaire (alors qu'il en existe pour des actions de classe CO).

ii) Nous caractérisons les actions du type déerit qui sont structu-

rellement stables.

MOTS CLES ACTION

FEUILLETAGE

FLOT

STABILITE STRUCTURELLE

ORBITE




