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INTRODUCTION 

2 
Dans ce t r a v a i l  nous nous in té ressons  aux ac t ions  de IR , sans 

2 
point  f i x e  e t  de c l a s s e  C , s u r  l e s  surfaces  compactes éventuellement 

avec bord. D'après l e  théorème de Lima [8], on s a i t  que les seules  surfaces  

compactes s u r  l e s q u e l l e s  peut a g i r  sans point  f ixe  sont  : l e  t o r e  T~ ; 
1 

l a  b o u t e i l l e  de Klein K~ ; l e  cyl indre  I xl e t  l e  ruban de Mobeius Mb. 

Par des techniques adaptées de c e l l e s  de N.  Kopell 151 on c l a s s i f i e r a  l e s  

o r b i t e s  des ac t ions  du type d é c r i t  ci-dessus. Dans [2] C .  Camacho s ' e s t  

in t é ressé  à l a  s t a b i l i t é  loca le  des ac t ions  de IRk@' ((h,!L) E IN2) sur 

l e s  surfaces  compactes, au voisinage d'un point  f ixe .  Nous a l l o n s  f a i r e  

une étude s i m i l a i r e ,  mais por tant  s u r  l a  s t a b i l i t é  globale des ac t ions  de 

IR2 sans po in t  f i x e .  

Le plan du t r a v a i l  e s t  l e  suivant : l e  chapi t re  1 e s t  un résumé de 

propr ié tés  générales des ac t ions  de groupes de Lie sur  l e s  va r i é t é s .  Dans l e  

chapi t re  II, on d é c r i t  ce r t a ines  p ropr ié t é s  topologiques, de l 'ensemble 

2 
SN des C -difféomorphismes de S' qui ne sont  pas plongeables dans un 

2 1 2 1 
C - f l o t ,  relat ivement à l a  C -topologie sur  Dif f  ( $  ) .  Cet te  étude s e r v i r a  

pour formuler des condit ions de s t a b i l i t é  pour c e r t a i n s  types  d 'ac t ions .  En 

plus ,  il nous semble que l a  démonstration du lemme de Kopell [5, p. 1741 

concernant l a  dens i t é  de 
2 1 SN dans Diff (16 ) cont ient  une e r r e u r  ; nous 

proposons une r e c t i f i c a t i o n  de c e t t e  démonstration. Le chap i t r e  III e s t  

consacré à l ' é t u d e  d'une p a r t ,  des ensembles minimaux des ac t ions  de IR2 

sur  l e s  surfaces  compactes ; des s i n g u l a r i t é s  des champs de vecteurs fonda- 

mentaux d ' a u t r e  pa r t .  Dans l e  chap i t r e  I V ,  on montre qu'une ac t ion  s&s 

2 
point  f i x e  e t  de c l a s se  c2 de iR s u r  une surface  compacte M y  ne possède 



2 
pas d ' o r b i t e  p l a n a i r e  (c ' es t -à -d i re  homéomorphe à IR ), en donnant dans un 

premier temps un exemple d ' a c t i o n  sans  po in t  f i x e  e t  de c l a s s e  C O ,  de iR 2 

1 s u r  16 XI qu i  admet une t e l l e  o r b i t e .  

Nous terminons, au c h a p i t r e  V ,  par  l ' é t u d e  de l a  s t a b i l i t é  s t r u c t u -  

2 1 
r e l l e  des éléments de l 'ensemble Act (IR ,M) , [muni de l a  C - topologie  qu'on 

d é f i n i r a  dans un premier  temps], des  a c t i o n s  de  IR2 sans p o i n t  f i x e  et  de 

c l a s se  C* su r  l a  su r f ace  compacte e t  o r i e n t a b l e  M. 



CHAPITRE 1 

ACTIONS DE GROUPES DE L I E  

Soient G un groupe de Lie de dimension n ; M une variété 

de dimension p et 

1 . 1 .  P ~ & ~ o M .  On dit que iP est une action de classe cr (r s 8) 

G sur M, si @ est une application de classe cr, de GxM dans M y  

ui vérifie : 

I i) @(e,m) = m ; pour tout m E M et, e l'élément neutre de G. 

ii) ~ ( g , + ~ , m )  = @(g1,@(g2,m)), pour tout m E M et tout couple 

(glYg2) d'éléments de G. 

Il suit immédiatement de la définition ci-dessus que, si g est 

un élément fixé de G ; l'application 

r 
est un C -difféomorphisme de My (homéomorphisme si r = 0 ) .  

1.2. Exmpl~n .  

1) Soient G = t et f un difféomorphsme de classe cr sur M, 

pour tout m e M, et tout k E Z on pose : 

k 
@(k,m) = f (m) 



où #(m) = f' O f . . . O f k f o i s .  Alors @ dé f in i e  une a c t i o n  de c l a s s e  

C' de Z s u r  M. 

2 )  Tout champ de vec t eu r s  complet sur M, d é f i n i  une a c t i o n  de 

R s u r  M. 

3) Plus généralement,  s o i e n t  ('il i ~ i ~ k  k champs de vec t eu r s  

complets sur M ; commutants deux à deux. 

i On note p a r  J) 1 6 i 6 k ,  l e  f l o t  a s soc i é  à Xi, a l o r s  l ' a p p l i -  t '  

ca t ion  : 

e s t  une ac t ion  de iRk su r  M. 

'L 
4 )  So i t  p : G -t G un revêtement.  S i  CJ : GxM -+ M e s t  une 

a c t i o n  de c l a s se  cr s u r  M, a l o r s  l ' a p p l i c a t i o n  

'L 

e s t  a u s s i  une a c t i o n  de c l a s s e  cr de G sur M. 

'b 
5 )  S o i t  p : M -t M un revêtement.  

On suppose que G est  simplement connexe ; e t  s o i t  CJ : & M - +  M 

une a c t i o n  de c l a s s e  cr.  

On d é f i n i t  : 

'L 'L 
Alors,  I J J ~ ( I I , ( G X M ) )  = p , ( I I l ( ~ ) ) ,  e t  d ' ap rè s  l a  t h é o r i e  des  revête-  

'% 

ments ; l ' a p p l i c a t i o n  $ s e  r e l è v e  en une a p p l i c a t i o n  @ qu i  rend  l e  d ia -  

gramme suivant  commutatif : 



'L 
On v é r i f i e  aisément que @ e s t  une act ion de c lasse  cr de G 

?, 
sur  M. 

7 .3 .  Dgvuun.ique XapaLagique decl ac;tiann. 

Soi t  @ une ac t ion  de c lasse  cr de G sur  M. 

i )  Pour tout  m E M y  on pose : 

Cet ensemble e s t  appelé l ' o r b i t e  de m par @ . 
ii) On considère pour tout  m E M : 

On v é r i f i e  facilement que G ( @ )  e s t  un sous-groupe de Gy on m 

l ' appe l l e  l e  groupe de s t a b i l i t é  de m par @. 

iii) Pour m E M f ixé ,  l ' app l i c a t i on  

e s t  de c lasse  cr. 

On a  = @ i l (  {m}) e t  donc G m ( @ )  e s t  fermé dans G. 



De plus on a l e  diagramme commutatif suivant : 

On vér i f i e  facilement que : 

- 
1)  mm e s t  une immersion in jec t ive  de c lasse  CI de G/G~(@) dans M. 

r 
2 )  mm e s t  un C -diff60morphisme de G / G ~ ( @ )  s u r  O m ( @ ) .  

i v )  S i  m e t  m'  sont deux éléments de M appartenant à l a  même 

orbi te , ,  a l o r s  G ( @ )  e t  Cr , ( @ )  sont conjugués dans G. En p a r t i c u l i e r  m m 

s i  G e s t a b é l i e n ,  o n a  m 

v )  Soit A C M. 

1 ) A e s t  d i t  invar iant  par 0 ,  s i  pour tout  m ê. A ,  on a  

O ( @ )  c A. 
m 

2 )  A e s t  d i t  un ensemble minimal de 0 s i  A e s t  non vide,  fermé 

e t  invar iant  par @, e t  de plus  s i  B C  A v é r i f i e  ces t r o i s  

a lo r s  B = A. 

- O - O 
3) Si  A e s t  invar iant  par @, a l o r s  A,A e t  aA = A-A sont 

aussi  invariants  pa r  @. 

v i )  Si pour t ou t  m E M y  G m ( @ )  e s t  d i s c r e t  dans G y  on d i t  que 

l ' a c t i o n  @ es t  localement l i b r e .  

On vé r i f i e  que s i  l ' a c t i o n  e s t  localement l i b r e ,  l e s  o rb i t e s  de 

@ déterminent un feu i l l e tage  de M. 

7.4. Exempla. 

1 )  Actions de R su r  une va r i é t é  M. L 'o rb i t e  de m e s t  s o i t  

une d r o i t e ,  so i t  un cerc le ,  s o i t  { m) , selon que G (@ ) e s t  isomorphe s o i t  à 
m 

{ O ) ,  s o i t  à C ,  s o i t  à W .  



2 )  Actions de R sur  M y  k > 2. L 'orbi te  de m e s t  de type 

1 
IR x T  

k2 1 avec kl+k2 k e t  l a  convention T' = % , e t  G ~ ( Q )  e s t  

k-kl-k2 k2 
isomorphe à W @ E  . 

3)  Actions du groupe a f f i n e  sur  M. On prend M = S L ~ ( R ) / I '  où 

r e s t  un sous-groupe d i sc re t  uniforme de SL2. 

Comme GA se  plonge naturellement su r  S L ~ ( R ) ,  a l o r s  GA opère 

sur  M y  e t  d é f i n i t  une action de GA sur M. De plus ,  c e t t e  act ion e s t  

localement l i b r e .  

Les o rb i t es  d'une t e l l e  ac t ion  sont ou bien des plans ou bien des 

cylindres,  selon que l e  groupe de s t a b i l i t é  e s t  t r i v i a l  ou isomorphe à E .  

11 - LES CHAMPS DE VECTEURS FONDAMENTAUX DE @. 
Cmsidérons une ac t ion  de c lasse  cr ( r  2 1) de G su r  M y  

e t  s o i t  G l ' a lgèbre  de Lie des champs de vecteurs invar ian t s  à d r o i t e ,  

de G. On note X ( M )  l ' a lgèbre  de Lie des champs de vecteurs sur M. On 

d é f i n i t  : 

pour tou t  m s M. 

On montre facilement que Ji e s t  un homomoprhisme d'algèbres de Lie, 

on l ' appe l l e  l'homomorphisme de Lie associé à Q.  

r 2 .  7 .  Oe~in&ian. Un champ de vecteurs sur M appartenant à 1' image 

de JI e s t  appelé : champ de vecteurs fondamental de @. 1 
Pour s impl i f i e r  on é c r i t  X = $(?) .  On v é r i f i e  que ~ ( m )  e s t  tangent 

en m à O ( a ) ,  e t  que s i  lxl ,. . . ,r[ 1 e s t  une base de G y  a l o r s  l e  rang m n 

de { ~ ~ ( m ) , . .  . ,X (m)} e s t  égal à l a  dimension de l a  sous-variété om(@> de 
n 

M, pour t o u t  m 6 M. 



Réciproquement si : 

est un homomorphisme d'algèbres de Lie tel que : tout élément X de l'image 

de $ est complet ; alors il existe une unique action @, du groupe de Lie 

G, simplement connexe, d'algèbre de Lie G, sur la variété M, dont $ est 

l'homomorphisme de Lie (cf [3) ) .  

Si de plus, pour tout m E M le rang de {x, (m) , . . . ,Xn(m) , où 

Xi = $(Zi), est n ,  l'action @ est localement libre. 



CHAPITRE II 

PLONGEMENT DES DIFFECMCRPHI SMES DE [O, 11 ET S'  

DANS UN FLOT DIFFERENTIABLE 

1 
S o i t  f E ~ i f f + ( ~ ) ,  T = $ ou [0,1] . Rappelons que f e s t  d i t  : 

i )  hyperbolique : s i  pour t o u t  x c T périodique de ~ é r i o d e  n ,  

on a : ( f n ) '  ( x )  # 1.  

ii) contrac tant  en un point  f i x e  x : s ' i l  e x i s t e  un voisinage V 
O 

de x dans T, t e l  que : 
O 

iii) plongeable dans un f l o t  : s ' i l  e x i s t e  9 : lRxT +- T un f l o t  t e l  

que $( 3,x) = f ( x ) ,  pour t o u t  x c T .  

1 - RAPPEL DES THEUREMES DE STERNBERG ET K U P E L L .  

2 1 . 1 .  Le ;théa&ëme d e  S t m n b m g .  Soi t  f E: Diff  ( [O, I] ) , c ro i s san t  

e t  hyperbolique dont l e s  seu l s  po in t s  f i x e s  sont  O e t  1 .  O n  suppose 

que f e s t  cont rac tant  en O.  Alors Sternberg montre que : 

i)  l a  s u i t e  , converge uniformément sur t o u t  compact 

1 
de [O, 1 [ pour l a  C -topologie. 

ii) l a  fonction a ( x )  = l i m  f n ( x )  , d é f i n i e  pour x s [O,, [ e s t  
n [ f l  ( O ) ] "  

I 
un C -dif féomorphisme de [O, 1 [ t e l  que : 

Autrement d i t  a conjugue f à s a  p a r t i e  l i n é a i r e  sur [O, 1 [. 

iii) Le difféomorphisme f r e s t r e i n t  à [0,1[ se  plonge dans un 

f l o t  qt de r0,1[, de c l a s s e  C '  dé f in ie  par  : 



Ce f l o t  e s t  unique. 

1 
i v )  Si  g  E Diff [O, 1 [ e t  commute avec f ,  a l o r s  il ex is te  to E IR 

t e l  que : 

Comme conséquence, s i  g  a  un point f ixe  dans 1 0 ,  1  [, a l o r s  g 

e s t  l ' i d e n t i t é  sur [O, 1 [. 

2 
1.2.  Le . théo~Eme d e  N. K o p a .  Soi t  f  E Diff [O, l] , dont l e s  seuls 

points f i xe s  sont O e t  1 ,  e t  t e l  que : f '  ( O )  = 1 .  Alors Kopell montre que : 

i)  il e x i s t e  S E ] 0,1[ t e l  que l e  produit i n f i n i  
m 

f '  ( f ? ( y ) )  , converge uniformement sur t ou t  compact de ]0,6] x]0,6] vers 
= f '  ( f J  ( x ) )  

m e  fonction continue A (déf in ie  sur  ] 0 ,6 ]~ ]0 ,6 ] ) .  

1 
ii) S i  g  c Diff [O, 11 e t  qui commute avec f ,  a l o r s  

Donc par passage à l a  l imi te ,  g  s a t i s f a i t  l ' équat ion différen- 

t i e l l e  suivante : 

g t  (x) = A ( ~ ( x )  ,x)  pour x  E 1 0 ~ ~ 1  

iii) S ' i l  ex i s te  xo s ]0,1[ t e l  que g(xo) = X0,  a lo rs  g e s t  

1' i d e n t i t é  sur [O, 1] . 
RmUhquC3. ~ ' a ~ r è s  ce qui e s t  d i t  ci-dessus, on remarque en parti- 

c u l i e r  que deux ~~-d i f f éomor~h i s rnes  locaux commutants de [O ,+m[, dé f in i s  

au voisinage 

fixe s  . 
ayant c omme point f ixe ,  ont  l e s  mêmes points 



1 1  - DlFFEOMORPHlSMES DE $' PLONGEABLES DANS UN FLOT. 

1 
Po.ur f E ~ i f f ( 8  ) on note : Fix( f ) ,  l 'ensemble des points  f i x e s  

de f e t  ~ e r ( f )  , l 'ensemble des po in t s  ~ é r i o d i ~ u e s  de f .  

Pkopohh%on 2 . 1 .  S o i t  f E Diff rs1 ,  r > O ,  hyperbolique, s i  f e s t  

1 
plongeable dans un f l o t  de 83 , a l o r s  : 

P e r ( f )  = F i x ( f ) .  

Démonstration : On remarque d'abord que t o u s  l e s  p o i n t s  périodiques 

de f ont  l a  même période n. So i t  a l o r s  un f l o t  : 

1 
t e l  que $ ( l , x )  = f ( x )  pour t o u t  x E $ . 

S i  n > 1 ,  $ n ' a  pas de point  f i x e  e t  donc l ' o r b i t e  de tou t  p o i n t  

x de f e s t  l e  ce rc le  $ '  t o u t  e n t i e r .  Par conséquent, pour 
O 

t o u t  x E $' il e x i s t e  un r é e l  t t e l  que : x = $ ( t , x o ) .  D'où : 

1 
E t  donc f n  e s t  1' i d e n t i t é  de 8 , o r  c e c i  con t red i t  l ' hyperbo l i -  

c i t é  de f .  Par  a i l l e u r s  puisque f e s t  hyperbolique ~ e r ( f )  # @ e t  donc 

n = l  

Rmmque. La condit ion P e r ( f )  = F i x ( f )  e s t  nécessa i re  e t  s u f f i -  

1 
san te  pour plonger f dans un c'-flot de $ . 

N O & O ~ .  On pose : 

2 1 S = ( f  E Dif f+($  ) / f e s t  hyperbolique) 

2 
SN = {f  o S / f e s t  non plongeable dans un C - f l o t ) .  



2 . 2 .  IViropt~Let& Xotopotagkques de SN. 

2 1 i) Dans [12] Peixoto montre que S e s t  ouvert dans Dif f  ( $  ) 

3 
pour l a  C -topologie. De plus s i  f c S a un point  périodique de période 

n,  a l o r s  il ex i s t e  un voisinage V de f (pour l a  C'-topologie) contenu 

dans S,  t e l  que t o u t  g E: V a éga lment  un point  périodique de période n.  

i i )  Dans [5] N .  Kopell montre que SN e s t  un ouvert de S pour l a  

Nous nous in te r ressons  i c i  aux p ropr ié t é s  topologiques de 

2 1 1 
lorsqu'on munit ~ i f f + ( $  ) de l a  C - topologie,  nous a l l o n s  montrer que 

SN e s t  d ' i n t é r i e u r  non vide pour c e t t e  topologie.  En p lus  dans (j, p. 174] 

Kopell affirme que SN e s t  dense dans S ; s a  démonstration nous semble 

incor rec te ,  nous proposons donc également une r e c t i f i c a t i o n  de s a  démonstration 

Pnopoa,&ion 2 . 2 . 1 .  SN e s t  dense dans S pour l a  

~ é m o n s t r a t i o n  : On remarque d'abord que s i  f e S a l o r s  

P e r ( f )  # QI. 

Soi t  f E S-SN ; on va  montrer que pour E > O f i x é ,  il e x i s t e  

% 
f E SN t e l  que : 

En e f f e t ,  comme f e s t  plongeable dans un f l o t ,  a l o r s  d 'après l a  

proposi t ion  2.1. on a 

Soit {xo,x I , . . . , ~  1 l 'ensemble des po in t s  f i x e s  de f ,  par  une n 

p e t i t e  per turbat ion  oh peut supposer que f v é r i f i e  : 



On suppose que ] xo ,x [ e s t  une composante connexe de s - Fix( f ) . 1 

On peut a l o r s  considérer  f r e s t r e i n t  à [ x ~ ~ x ~ ]  Y Comme 

2 
C -d i f  féomorphisme de 1 ' i n t e r v a l l e  Lxo ,xl]  . Alors dl  après Kopell [ 5 ,  p. 1733 , 

- 2 
il e x i s t e  f o Diff  [x0,xI] t e l  que : 

- 1 - iii) s i  g E Diff ( [X ,X 1 )  c o m t e  avec f ,  a l o r s  il e x i s t e  n E C 
O 1 

t e l  que g = F. 
'L 2 1 

Considérons maintenant f a D i f f  ( $  ) d é f i n i  par  : 

'b 'b 
Il e s t  c l a i r  que Fix(  f )  = Fix( f )  e t  f e S on va montrer que 

'L ? 
f E SN. 

1 1  'L 
En e f f e t  s o i t  g o ~ i f f  ($  ) qui commute avec f ,  on a a l o r s  

g(xi) = x i  (i = 0 , l )  ca r  on a : 

1 )  e t  2 )  montrent b ien  que g(xi) = x. .  
1 

- 
O r  g r e s t r e i n t  à [x0,x1] commute avec f e t  d 'après  iii) 

 ais d 'après  [5, lemme 11 g e s t  complètement déterminé pa r  s a  

va leur  g l ( x o ) ,  o r  on a : 

%n 
e t  par  conséquent g = f I 



Paopod&on 2.2.2. SN est d'intérieur non vide pour la 

1 C -topologie. 

L 

Démonstration : Soit f E S qui a des points périodiques de 

période deux. D'après la proposition 2.1. on a f E SN. De plus d'après i) 

I 
2.2., il existe un voisinage V de f dans S (pour la C -topologie) 

dont tous les éléments ont des points ~ériodiques de période deux, on a 

donc V C SN, c lest-&-dire S est d'intérieur non vide B N 



CHAPITRE I I I  

1 - PRELIMl NA2 RES . 
Rappelons l e  théorème de Lima [8], dont on donnera i c i  une esquisse 

de démonstration. 

2 Théothe (Lha) .  So i t  une ac t ion  @ de IR , su r  une surface com- 

pacte My éventuellement avec bord, t e l l e  que tou te  composante de aM e s t  

une o rb i t e ,  a l o r s  s i  l ' i n v a r i a n t  d l ~ u l e r - ~ o i n c a r é  de M e s t  non nu l ,  l ' a c t i o n  

possède un point  f ixe .  

EhqUh66e de démamMan. Nous passons en revue l e s  d i f fé ren t s  

cas possibles : 

1 )  S i  M = D ~ .  On note par V ( O )  l a  famil le  de tous  l e s  ensembles 

minimaux de O .  On v é r i f i e  que tou te  ac t ion  de IR2 sur D* ne possède pas 

de minimal exceptionnel, e t  donc tout  élément de )  e s t  ou bien une o r b i t e  "ï( 
fermée de O  ou bien un point  f i xe  de O .  Il y a  une r e l a t i on  d 'ordre évidente 

sur  m l ( @ )  , e t  on montre facilement qu'un élément minimal de ? ( a )  pour c e t t e  

r e l a t i on  d'ordre ne peut ê t r e  qu'un point  f i xe  de O .  

2 
2 )  S i  M = $ . S i  on suppose que 1' action @ n1 a  pas de point 

f i x e ,  a l o r s  Lima montre que O  possède une o rb i t e  fermée. O r  une o rb i t e  

fermée dans g2 coupe 8' en deux disques, on ob t ien t  une contradict ion 

car  l a  r e s t r i c t i o n  de O  a  chaque disque possède un point  f ixe .  

3 )  Cas général.  

Lima ~ r o c è d e  par une récurrence sur  l e  genre de M. Pour ce la  il 

montre q u ' i l  e x i s t e  une o rb i t e  fermée de @ qui s o i t  non homotope n i  à zéro, 



n i  à une composante de aM. I l  s u f f i t  de couper M suivant  c e t t e  o r b i t e  

fermée e t  on se ramène au cas d'une surface de genre str ictement p lus  p e t i t  

que c e l u i  de M 8 

i. 1. C l u h i d i c a t i o n  des ohb*te~ des actiom de IR2 hW le6  6 M d ~ ~ e 6 .  

2 
Soit  @ : f R 2 x ~  -+ M une action de c lasse  cr ( r  5 0) de IR sur  

une surface compacte M. Si  on désigne par ~ ( x )  l ' o r b i t e  de x c M par 

e t  Gx l e  groupe de s t a b i l i t é  de x par  @, e t  s i  on pose : 

Alors $ J ~  se f a c to r i s e  par R d / ~ x  

\ R ~  + x 
rl 
M 

- 2 
e t  l ' app l ica t ion  

Ji x e s t  un homéornorphisme de c lasse  C' de R /Gx sur  

~ ( x )  ( c f .  Chapitre 1). Donc pour c l a s s i f i e r  l e s  o r b i t e s  de @, il s u f f i t  

de c l a s s i f i e r  l e s  sous-groupes fermés de iR2. Pour c e l a  on a l a  proposition 

suivante : 

r Pf iopoh i t ion  1 .1.1. Tout sous-groupe fermé de IR2 e s t  

isomorphe à l ' u n  des  groupes suivants : IR2 ; R B C ; R ; C @ C ; E ,  {O}. 1 
Démonstration : So i t  G un sous-groupe fermé de n', e t  s o i t  

Go l a  composante connexe de O dans G. On a t r o i s  cas suivant l e s  valeurs 

2 
que prend l a  dimension de G considéré comme une sous-variété de (R . 

O 

2 
i )  dim Go = 2, a l o r s  

Go 
e s t  évidemment ouvert dans iR , comme 

2 
il e s t  aussi  fermé on a G =  IR^ e t  donc G = IR . 

O 



ii) dirn G = {O}, c'est-à-dire 
O 

G o =  {O}. On suppose que G #  {O}. 

Soit g e G tel que : 
1 

alors G 3 g 1 C  = {ng/n E d } on a : OU bien G = g E ou bien G-gld # @, 
1 

on choisit alors g2 C G  telque : 

Soit R le réseau de &', glE + g C ,  il est contenu dans G y  il 
2 

reste à montrer que c'est égal à G, en effet soit P le parallélogramme de 

sommets O ; gl ; g2 
2 

et gl+g2, conme R = U g(~), il suffit de montrer 

que P G = {O,g ,g ,g +g 1. Pour cela soient Tl et Tg les deux triangles 
1 2 1 2  

de sommets (O ,gl ,g2) et (gl ,g2 ,g1+g2) respectivement, or par définition 

de gl et g2 on G n T 1  = {O,g 1 2  ,g 1, deplus si g~ G n T 2 ,  alors 

+ g - g ~  G ~ T  et donc G ~ T ~  = 
gl 2 1 g1 'g2'g1+g2 

iii) dirn G = 1. Alors ou bien G est un sous-espace vectoriel 
O O 

z 
de dimension un de IR et il n'y a rien à montrer, ou bien il existe une 

suite ( gn )ncN de Go telle que : 

a) lim g = O 
n 

b) gn et gn+l sont linéairement indépendants, pour tout n. 

Donc Go contient le réseau R = gnl + dg dont le parallélo- 
n n+ 1 

gramme générateur P (c'est-à-dire de sommets Oygnygn+lygn+gn+l 
n 1 a u n  

diamètre qui tend vers O quand n tend vers l'infini, ceci implique que . 
2 

pour tout E > O et Z E IR , si on choisit n tel que diam(pn) < E alors 

le disque de centre Z et de rayon E intersepte le réseau Rn 
dl où 

Z E Go = Goy ceci contredit que dim Go = 1 et donc Go = g IR. Posons 

% % 
G = G/Go G s'identifie à un sous-groupe fermé de R, comme G est diffé- 

2 
rent de OR , alors G est isomorphe soit à {O)  soit à Z 8 



PkopOh,&iOn 1 . 1 . 2 .  Toute o r b i t e  de l ' a c t i o n  @ e s t  hornéo- 

1 1 2 
morphe à l ' u n e  des sous-variétés  su ivantes  : {O}, S , R ,  T ~ ,  Rx16 ou R . 

Démonstration : C'es t  évident  d ' ap rès  l a  propos i t ion  1.1.1 

2 P h o p o h ~ o n  7 .  7 . 3 .  Si une ac t ion  @ de IR s u r  une su r face  

2 
compacte M e s t  localement l i b r e ,  a l o r s  nécessairement M = T . 

L 
~ é m o n s t r a t i o n  : 

1 ) c ' e s t  f a c i l e  de donner un exemple d ' a c t i o n  localement l i b r e  

2 
sur  T . 

2 )  Toute o r b i t e  O de l ' a c t i o n  é t a n t  de dimension deux e t  donc 

ouverte ,  pa r  a i l l e u r s  son complémentaire e s t  réunion d ' o r b i t e s  de dimension 

deux, donc a u s s i  O e s t  fermée. Par connexité de M on a M = O ,  e t  d ' ap rès  

l a  propos i t ion  1.1.2 nécessairement M = T" 

II - THEOREME DE POINCARE-BENDIXON POUR LES ACTIONS DE a? SUR LES SURFACES. 

Ce paragraphe e s t  consacré à é tud ie r  l e s  ensembles minimaux des 

2 
ac t ions  de IR sur  l e s  sur faces .  Un ensemble minimal d'une ac t ion  Q de 

IR2 s u r  une surface M e s t  l ' u n  des types  su ivants  : 

i )  une o r b i t e  fermée de @ 

ii) un point  f i x e  de @ 

i i i )  t ou te  l a  sur face  M 

i v )  un minimal exceptionnel ; c 'est-à-dire  qui n ' e s t  d'aucun des 

t r o i s  types précédents.  

On va montrer que s i  l ' a c t i o n  @ e s t  de c l a s se  c', a l o r s  un 
! 

ensemble minimal de @ ne peut pas ê t r e  de type i v ) .  

2.1. PnapIuEXa da c?mmbla minimaux. 
2 

S o i t  y un ensemble minimal d'une a c t i o n  @ de R sur  une 

surface  M. On s a i t  que t o u t e  o r b i t e  d'un poin t  de f i1  e s t  dense dans f l  . 2 i 



~CWIWle 2.1 .  1. Pour t ou t  couple (x ,y )  d'éléments de 7 

L 

Démonstration : En e f f e t  on a évidemment l e s  deux propr ié tés  

suivantes : 

ii) s i  z E O ( X )  GZ 3 GX. 

- - 
Comme O(x) = = ,7 c ' e s t  f a c i l e  de v é r i f i e r  que 

r Coko.i%uhe 2 . 1 . 2 .  Toutes l e s  o rb i t e s  de @ dans 7 
1 sont homéornorphes . 

Démonstration : C'es t  évident puisque tous  l e s  groupes de s t a b i l i t é  

des éléments de sont égaux i 

r Co~o&hhe 2.1.3. S i  tou tes  l e s  o rb i t es  de @ dans 7 

l sont de dimension un, a l o r s  il ex i s t e  un f l o t  sur  M de même c lasse  de 

I d i f f é r e n t i a b i l i t é  que Q e t  t e l  que W e s t  auss i  un ensemble minimal du 
/ 

Démonstration : Soi t  G l e  groupe de s t a b i l i t é  commun pour tous  

l e s  points  de 7 .  On considère g1 e t  g2 deux éléments appartenant respec- 

tivement à L R ~ - G  e t  G. On d é f i n i t  l e s  deux f l o t s  sur  suivants : 



Comme g e t  g2 engendrent IR2 on a pour t o u t  r E IR2 : 
1 

r = agl+bg2 e t  donc, pour t o u t  x E M : 

O r  l a  r e s t r i c t i o n  de gg à 7 e s t  t r i v i a l e  p a r  conséquent : 

De cec i  on dédui t  que 7 e s t  un ensemble minimal du f l o t  9,.  . 
Lemme 2 . 1 . 4 .  S i  l ' i n t é r i e u r  de e s t  non v i d e ,  a l o r s  

2 
7 7 = M = T .  

~ é m o n s t r a t i o n  : On a 7 = M, c a r  s inon  comme l a  r e l a t i o n  d l équ i -  
O 

valence a s s o c i e  à Q e s t  ouver te ,  ,471 - &/ s e r a i t  a u s s i  minimal, ce  qu i  

c o n t r e d i r a i t  l e  f a i t  que 7 e s t  minimal. I l  nous r e s t e  donc à montrer que 

2 M = T , pour cec i  on v a  d i s t i n g u e r  deux cas  : 

i )  S ' i l  e x i s t e  une o r b i t e  O de dimension deux. Dans ce c a s ,  on 

a O = M c a r  sinon M-O s e r a i t  minimal, donc l ' a c t i o n  @ e s t  localement 

2 
l i b r e  e t  d ' ap rè s  l a  p ropos i t i on  1.1.3. il v i e n t  que : M = T . 

ii) S i  t o u t e s  l e s  o r b i t e s  de @ s o n t  de dimension un,  a l o r s  

d ' ap rè s  l e  c o r o l l a i r e  2.1.3. ,  il e x i s t e  un f l o t  $ s u r  M ayant M pour 

unique ensemble minimal e t  donc t o u t e s  l e s  o r b i t e s  de 9 son t  denses dans 

M. En adaptant  l e  théorème de Knesers [4] au  c a s  topologique ( c e c i  s i  g e s t  

2 
de c l a s s e  C O )  on dédu i t  que M = T . 

D'abord on r appe l l e  l a  g é n é r a l i s a t i o n  du théorème de ~ o i n c a r é -  

Bendixon pour l e s  f l o t s  dûe à Schwartz [13] : 



Théohème (Schw&zl. Soi t  JI un f l o t  de c l a s se  c2 su r  une su r face  

M y  a l o r s  un ensemble minimal de $ e s t  de l ' u n  des  types su ivan t s  : 

l i )  un point  f i x e  de $ 

l ii) une o r b i t e  périodique de $ 
2 

i i i )  t o u t e  M e t  dans ce cas M = T . 
2 En transp0rtan. t  ce r é s u l t a t  au cas des  ac t ions  de tR , on va mon- 

t r e r  l e  théorème suivant : 

2 . 2 .  Théohème. S o i t  une a c t i o n  O de c l a s s e  c2 de IR 2 r 
I s u r  une surface  compacte M y  a l o r s  un ensemble minimal de O e s t  l ' u n  des 

I" ypes suivants  : 

I i )  un point  f i x e  de @ ; 

1 2 ii) une o r b i t e  périodique de Q homéomorphe à $ ou T ; 

i i i )  toiite l a  surface  M y  e t  dnas ce cas  M = T 
2 

- 
~ é m o n s t r a t i o n  : Soi t  ml un ensemble minimal de l ' a c t i o n  O , on 

va procéder pa r  deux cas : 

a )  7 cont ien t  une o r b i t e  de dimension deux, a l o r s  d 'après l e  

2 
l e m e  2.1.4, il v ien t  que 411 = M = T . 

b )  ff/ cont ient  uniquement des o r b i t e s  de dimension un, d 'après 

l e  c o r o l l a i r e  2 .1 .3  il e x i s t e  un f l o t  g de c l a s s e  c2 s u r  M pour l e q u e l  

7 e s t  auss i  un ensemble minimal e t  on déduit l e  r é s u l t a t  du théorème de 

Schwartz 

2 . 3 .  Application du i h é o h h e  aux actiom de R~ han6 p o i n t  &te. 

2 
S o i t  Q : l R 2 x ~  -t M une ac t ion  de c l a s s e  C e t  sans point  f i x e  

2 
de IR s u r  l a  surface M. On note par  c ( @ )  l'ensemble des o r b i t e s  pkriodi-  

ques de dimension un de @. 



C o h o L i k A ~ e  2 . 3 . 1 .  Si c(m) = @, alors M = T~ et M 

lest l'unique ensemble minimal de @. 

~émonstration :  après le théorème 2.2. et les conditions sur 

l'action 0, un ensemble minimal sera nécessairement toute la surface M et 

2 
donc M = T 

r C o h o ~ a h e  2 . 3 . 7 . b h .  S i  c(@) = @, alors tout champ de 

1 vecteurs fondamental de @ qui s'annule en un point de M est identiquement 

Démonstration : Soit X un tel champ de vecteurs avec x(xo) = 0, 

x f: M, et soit $ le flot associé à X. Comme l'action @ commute avec le 
O 

flot 9, alors X est identiquement nul sur O(xo) et le résultat en découle 

d'après le corollaire 2.3.1. et la continuité de 9 et @ 

C o m m e  2 . 3 . 2 .  Si c(@) f @, alors tout ensemble minimal 

appartient à C(@). [ 
~émonstration : En effet soit 7 un ensemble minimal de a ,  

d'après le théorème 2.2. 47 est nécessairement de type ii) car : 

1 ) /nl n'est pas un point fixe du fait que @ ne possède pas 

de points fixes 

2) # M car sinon on aurait C(0) = @ et ceci contredirait le 

fait que c(@) # $!I 

C o h o U u h ~  2 . 3 . 2 . b h .  Si a M  # @, alors tout ensemble 

minimal appartient à C(@). 1 
~émonstration : C'est évident car c(@) # @ et le résultat se 

déduit d'après le corollaire 2.3.2 .  1 



111 - SINGULARITES DES CHAMPS DE VECTEURS FONDAMENTAUX. 

2  
On suppose que l ' a c t i o n  @ e s t  de c lasse  C e t  sans point  

f ixe .  On va montrer dans ce paragraphe que s i  c(@) e s t  dénombrable a l o r s  

il ex is te  un ensemble rés iduel  de champs de vecteurs fondamentaux de O 

qui sont sans s i ngu l a r i t é  sur  M. 

NaZaCian. 

On désigne par  G~ (R2)  C G ( R )  l 'ensemble des champs de vecteurs 

2 
un i t a i r e s  e t  invar iants  de R . 

2 
S i  ? s G (IR ) on note par  X l e  champ de vecteurs fondamental 

1 

de @ qui e s t  l 'image de 2 par l'homomorphisme de Lie associé  à O.  

3.1. SingcLeani;ta de X. 

2  
So i t  2 s G (R ) e t  X 1' image de ? par l'homomorphisme de Lie 

1 

associé à @, a lo rs  X a l e s  propr ié tés  suivantes : 

i )  S i  x  s M e s t  t e l  que ~ ( x )  = O ,  a l o r s  pour t ou t  y e ~ ( x )  

on a  : ~ ( y )  = O ,  ceci  s e  déduit d 'après l e  co ro l l a i r e  2.3.1. b i  S. 

ii) S i  c ( @ )  = @ e t  ~ ( x )  = O pour x  s M y  a l o r s  X e s t  ident i -  

quement nul  ( co ro l l a i r e  2.3.1. b i s ) .  

iii) S i  C ( @ )  # fl e t  ~ ( x )  = O pour x  s M y  a l o r s  il ex i s t e  

y  s c ( @ )  t e l l e  que X/y z O. En e f f e t  on a  : 

XI- E O e t  O ( X )  n c ( @ )  # @ 
o ( x )  

i v )  Soient X I  e t  X2 deux champs de vecteurs fondamentaux de 

t e l s  q u ' i l s  s 'annulent sur y  s c ( @ )  a lo r s  il ex i s t e  A E R t e l  que 
- 

X = AX En e f f e t  puisque l ' a c t i o n  @ n ' a  pas de point  f i x e  a lo r s  
2  ' X I  e t  1 

- - - 
X2 sont l i é s  c'est-à-dire il ex i s t e  A e R t e l  que X I  = AX2 , par consé- 

quent X I  = XXs. 



r 3 .2 .  Lemme. S i  C ( @ )  e s t  f i n i  a l o r s  il n 'y  a  qu'un nombre f i n i  de 

champs de vecteurs un i t a i r e s  fondamentaux de @ avec s i ngu l a r i t é s .  1 
Démonstration : Soi t  C ( @ )  = {y l , . . . , y  1 .  Comme deux champs de 

n  

vecteurs fondamentaux qui s 'annulent  sur  l e  même 
yk' 

1 < k T n sont  co l i -  

2 
néai res ,  a l o r s  il e x i s t e  % r G 1  (R ) t e l  que : pour t ou t  X image de 

- 2 - 
x E G 1 ( ~  ) - lia} = V k ,  X e s t  sans s i ngu l a r i t é  sur  Yk ' 11 s u f f i t  a l o r s  

de poser V = f i  vk, v v é r i f i e  ce qu'on veut ,  en e f f e t  pour tou t  2 o V ,  
k= 1 

son image X e s t  sans  s ingu la r i t é  sur  M i i )  3 8 

Remmque. S i  C ( @ )  # Q) a l o r s  tou te  adhérence d'une composante 

connexe V de M-C(Q) e s t  homéomorphe s o i t  à un cyl indre ,  s o i t  à une bande 

de Mobeius, a lors  d 'après  l e  lemme 3 . 2 .  , il ex i s t e  un ouvert dense V de 

2 
G,(IR ) t e l  que : X e s t  sans s i ngu l a r i t é  su r  Y pour t ou t  ? E V .  

r 3.3. Théonème. Si  C(0) e s t  dénombrable, a l o r s  il ex i s t e  un ensemble 

l 2 
résiduel  V C G I  (IR ) t e l  que : X e s t  sans s i ngu l a r i t é  su r  M pour tou t  

~émons t ra t ion  : 

1 )  S i  C ( @ )  = @, c ' e s t  évident d ' après  ii) (3.1) 

2 )  On suppose que C ( @ )  # Q), on note par i n  ln E 81 l 'ensemble 

des composantes connexes de M-c(@). Alors il ex i s t e  une famil le  dénombrable 

(y,)p€* 
dans C ( @ )  t e l l e  que : 

D'après l a  remarque ci-dessus, on a  : 

2 
Pour t o u t  n  E 8, il ex i s t e  un ouvert dense V de G, (IR ) t e l  n  

- 
que : X e s t  sans s ingu la r i t é  sur  V pour tou t  2 E Vn. De plus  pour t o u t  

n  
2 

p E N, il exis te  un ouvert dense W de G,(R ) t e l  que X e s t  sans singu- 
P  



l a r i t é  s u r  
Y~ 

pour  t o u t  2 e W . On o b t i e n t  V en posant  : 
P 

3 . 4 .  Co&e-exemple ciam l e  CU où c ( @ )  n ' u t  pan dénombtrable. 

Soient  X e t  Y l e s  deux champs de vec t eu r s  de c l a s s e  cm s u r  

SxI d é f i n i s  p a r  : 

a X )  = ( 1 -  - e t  a e 
a 

~ ( 8 , r )  = ( c o s  i ï r )  - a e 

[où ( 0  , r )  sont  l e s  coordonnées canoniques de 16x11 . 

Evidemment [x,Y] = O donc l e  couple (x,Y) d é f i n i t  une a c t i o n  

2  
de R s u r  $'XI de c l a s s e  cW. On va  v é r i f i e r  que t o u t  champ de vec t eu r s  

fondamental de @ a une s i n g u l a r i t é .  

1 )  Toutes l e s  o r b i t e s  de @ s o n t  l e s  c e r c l e s  6 ' x ( r )  , r 1 e t  

donc ~ ( 0 )  n ' e s t  pas  dénombrable. 
'L 

2 )  Un champ de vec t eu r s  fondamental X de 0  s ' é c r i t  : 

où a e t  B son t  r é e l s .  
?, 

Par conséquent X s ' annule  s i  e t  seulement s i  l a  fonc t ion  : 

f :  1-IR 

r - a r ( 1 - r )  + 8 cos  iïr  

s 'annule s u r  1. 

S i  $ = O on a  f  ( O )  = O.  Supposons donc f3 # O e t  s o i t  

cos iïr 
r- r (  i - r )  



La fonction h  e s t  continue sur  ]0,1[ , de plus  on a : 

l i m  h ( r )  = +W e t  l i m  h ( r )  = 5 

y-I) FI 

c f  est-&-dire que h e s t  sur, ject ive,  en p a r t i c u l i e r  il ex i s te  r O o ] 0,1[ 

ci 
t e l  que h ( r o )  = - - B 

e t  donc f ( r o )  = 0. 



CHAPITRE I V  

M N  EXISTENCE D'ORBITE PLANAIRE POUR LES ACTIONS DE IR* DE CLASSE c2 

ET SANS POINT FIXE SUR LES SURFACES COMPACTES 

Dans ce chapi t re  on va montrer qu'une ac t ion  de p2 de classe c2 

e t  sans point  f i x e  sur  une surface compacte M n'admet pas d ' o r b i t e  homéo- 

morphe à R* ( c e  qui r ev ien t  à di re  qu'aucun groupe de s t a b i l i t é  des éléments 

de M n ' e s t  r é d u i t  à {O)),  ou il n ' e x i s t e  pas  de bande qui  

s p i r a l e  l e  long du bord d '  un anneau contenu dans M [voir l e  dess in  

ci-dessous] . 

On commence pa r  const ru i re  un exemple d'une ac t ion de LR2 sur  l e  

cylindre $'XI, de c lasse  CO qui possède une t e l l e  o rb i t e  p lana i re .  

7 - EXEMPLE. 

Soi t  f  un d i f f é ~ m o r ~ h i s m e  de [0,3] t e l  que : f ( r )  < r pour 

t o u t  i E ] o , I [ .  Fixons r 0 ]0,1[ e t  posons D = [ f ( r o ) , r o ]  So i t  
O 

- 
$s, s E R, un ' f l o t  continu su r  D dont r e t  f ( r  ) sont s e s  seuls  

O O 

points  f ixes .  



A 

1 ) Comme ] O ,  1 [ = U f n ( ~ )  on peut d é f i n i r  un f l o t  Ji s  continu 
ns Z 

sur  O en posant : 

A A 

On v é r i f i e  facilement que l ' o n  a : Ji s  O f = f  O Jis, pour t o u t  

s € IR. 

2 )  Sur R x [0,1] on considère l e s  deux f l o t s  su ivants  : 

3) On cons idère  : 



l ' a c t i o n  de E sur  R x I  dé f in ie  par l e  difféomorphisme f ,  on a évidemment 
'L 'L 

$ ' X I  e s t  homéomorphe à R x I I p .  De plus on v é r i f i e  aisément que $ e t  Os 
t 

passent au quotient  e t  dé f in i s sen t  deux f l o t s  commutants $ e t  Os sur  
t 

1 $lx1 t e l s  que : s i  on désigne par  ( F )  l a  f ib ra t ion  t r i v i a l e  sur 8 X I ,  

s 1 x I  - $', l e  f l o t  e s t  tangent aux f i b r e s  de ( F )  tandis  pue l e  f l o t  
s 

Qt e s t  t ransverse aux f i b r e s  de ( F ) .  

2 4) On d é f i n i t  l ' a c t i o n  cP continue de IR su r  $'XI pa r  : 

Soi t  mo = ( e o , R 0 )  E % ' x ] f ( r  ) ,r [, a lo rs  l ' o r b i t e  de mo par 
O O 

cP e s t  homéomorphe à IR2. En e f f e t  cherchons l e  groupe de s t a b i l i t é  de m 
O 

par c P .  S i  
2 

s  ) e IR v é r i f i e  : 
(to. o 

Ceci implique que mo e t  lPt(mo) appartiennent à l a  même f i b r e  de ( F )  , 
O t 

par conséquent to e s t  e n t i e r ,  e t  donc : et (Bo,R0) = (ûo,f ' ( R ~ ) )  , d'où 

to 
O 

to = 0,  c a r  sinon 
O 

x [ ~ ~ , f  ( R ~ ) ]  contiendra un point  f ixe  de Os e t  



c e c i  con t red i ra i t  l e  f a i t  que Jis (q t  (mo)) = mo . Il nous r e s t e  l ' é g a l i t é  
O O 

(01 = mo mais par  d é f i n i t i o n  de iys on a  nécessairement s O = 0.  
O 

Donc l e  groupe de s t a b i l i t é  de "70 e s t  r édu i t  à {O} ce q u ' i l  f a l l a i t  

démontrer. 

11 - NON EXISTENCE D ' O R B I T E  PLANAIRE. 

Ce paragraphe e s t  consacré à démontrer l e  théorème suivant  : 

2 . 1 .  ThZonème. Soi t  m une a c t i o n  de ai2 de c las se  c2 e t  

sans point  f i x e ,  s u r  une surface  compacte M. Alors l ' a c t i o n  @ ne possède 

lpas d '  o r b i t e  p lana i re .  

Pour démontrer ce théorème, nous avons besoin de l a  s u i t e  des 

p ropr ié t é s  e t  des réductions suivantes : 

2 . 1 . 1 .  A o t i o ~  e o ~ a e ~  pkoj'eAables de s2 ~ ~ X [ O , E , E [ .  

Dans un premier temps on d é f i n i r a  l e s  a c t i o n s  l o c a l e s  p ro je tab les  

de R~ s u r  16' x [O, r [ avec O < E < 1 . Puis  on montrera que pour des c a s  

p a r t i c u l i e r s  de t e l l e s  ac t ions ,  e t  sous ce r t a ines  condit ions de d i f f é r e n t i a -  

b i l i t é s  e l l e s  n'admettent pas d ' o r b i t e  p lana i re .  
A A 

1 )  Soient X e t  Y deux champs de vecteurs  de c l a s s e  CI' 

( r  3 O )  su r  s~x[o,E[ .  S i  [X,?] = O on d i t  q u ' i l s  dé f in i s sen t  une a c t i o n  

A 2 A L- 

l o c a l e  m de R s u r  $ 'x[o,E[,  s i  de plus X e t  Y sont  complets, 

e s t  une ac t ion  au sens hab i tue l  du terme. 

2 )  On é c r i t  : 

oi3 ( 8 , r )  e s t  l e  système de coordonnées canoniques sur  $ ' x  [O,E [. S i  l e s  

deux condit ions suivantes sont  v é r i f i é e s  : 



* 
On d i t  que l ' a c t i o n  l o c a l e  @ e s t  p r o j e t a l e  par  rapport  à l a  

1 
f i b r a t i o n  t r i v i a l e  : $lx  [O,& [ -+ 8 . 

. . 

~ e m w u e .  S o i t  @ une ac t ion  l o c a l e  p ro je tab le  dé f in ie  par  : 

* * a  A a  
Y = c - + d g  

A * 
X = a - + b -  e t  a  e * A a * a . supposons que c  O e t  que a  ne a  r a  e 

* * 

s 'annule pas su r  $ ' ~ [ o , E  [. S i  on désigne par  4 e t  $s l e s  f l o t s  locaux t 
A * 

associés  respectivement à X e t  Y ,  a l o r s  on a  : 

a )  préserve l a  f i b r a t i o n  t r i v i a l e  ( F )  : $'x [O,& [ + $ 
1 

b )  Jt e s t  t r ansverse  aux f i b r e s  de ( F ) .  
A 

C )  as préserve chaque f i b r e  de ( F ) .  

Lwnme d e  ; type K o p d .  S o i t  une a c t i o n  l o c a l e  p ro je tab le ,  de 

2 A , a  
c lasse  c2 de R s u r  B1x[O,c[ dé f in ie  par  X = a - + b -  a  e a r  e t  

- . - a  A 

I Y = d a r  , s i  on suppose que a  ne s  ' annule pas sur  8 ' x [O,& [, a l o r s  

b ' a c t i o n  $ n ' a  pas d ' o r b i t e  p lana i re .  

Démonstration : On d i s t inguera  deux cas  : 
A A 

i)  X e t  Y sont  pa r tou t  l inéairement indépendants sur  $'x]O,E [ 
* 

(c 'es t -à-d i re  l a  fonction d ne s 'annule pas s u r  $'x]o,E [). Dans ce c a s ,  

il e s t  évident  que @ a  uniquement deux o r b i t e s  qui  sont  $lx{O) e t  

i i )  11 e x i s t e  ( e o y r o )  E S ' X ] O , E [  t e l  que : Y(eo,ro)  = O e t  

donc $ s ( e o y r o )  = (8, , r0) ,  pour t o u t  s E R. On pose T = IX[O,E[.  
O O 

A A 

Comme St préserve l a  f i b r a t i o n  ( F )  on peut supposer que envoie 1 
A 

To dans To, e t  Q I  r e s t r e i n t  à To e s t  une contrac t ion  en (ûo,O). O r  

A A A A 2 - O $Il, comme e s t  de c l a s se  C , il pour t o u t  s E R, on a  $ 1  O $s - +s 



A L- 

découle du lemme de N .  Kopell [5] que + s l T  e s t  t r i v i a l  ( c a r  s a un 
O A 

point f ixe  dans 1' i n t é r i e u r  de T ) . Par Sui te  E O e t  comme 
O 

A 

$'x]o,E[ e s t  l a  réunion des o r b i t e s  de 0  passant  par  To, il s ' e n s u i t  
A 

que Y = O sur $'x]o,E [. E t  donc tou tes  l e s  o r b i t e s  de sont de 

dimension un I 

2 . 7 . 2 .  Vib@evttu néducLiam. 

L'objet de ce sous-paragraphe e s t  de ramener, pa r  d i f f é r e n t e s  

réductions,  l a  démonstration du théorème au cas  p a r t i c u l i e r  où M e s t  l e  

cyl indre $'XI e t  c ( @ )  = aM. 

1 )  Q u i t t e  à passer  au  revêtement des o r i e n t a t i o n s  de M ,  on peut 

2 'L 

supposer que M = $'XI ou T . En e f f e t  s o i t  p : M -t M l e  revêtement des 

% 2 
o r i e n t a t i o n s  (M = $'XI ou T ) ,  e t  s o i t  O une o r b i t e  de (9. Alors 

'L 

p - ' ( ~ )  e s t  une réunion f i n i  d ' o r b i t e s  de l ' a c t i o n  (9 re levée  de Q, e t  s i  
'-b % - 1 % 

O e s t  une orbi te  de Q contenu dans p  (O) l a  r e s t r i c t i o n  ; p : O -+ 0 ,  

'L 

de p  à O e s t  un revêtement à un ou deux f e u i l l e t s ,  en p a r t i c u l i e r  on a : 

'L 
Par conséquent l a  non exis tence  d ' o r b i t e  p lana i re  pour l ' a c t i o n  

en t ra ine  l a  non exis tence  d ' o r b i t e  p lanai re  pour (9. 

2 )  On peut supposer que C ( 0 )  # fl. En e f f e t  s i  C ( Q )  = f l ,  a l o r s  

d 'après l e  c o r o l l a i r e  2.3.1. @ possède un unique ensemble minimal égal  

2 à M e t  M = T , e t  l e s  o r b i t e s  de 0 sont  ou bien t o u t e s  de dimension un 

ou seulement une seu le  o r b i t e  T". Donc il n 'y  a  pas d ' o r b i t e  p lanaire .  

3) Quit te  à couper suivant  une o r b i t e  fermée de dimension un de 

<P, on peut a lo r s  supposer que M e s t  l e  cyl indre  $ ' X I .  

4) Comme ~ ( 0 )  e s t  fermé, s i  V e s t  une composante connexe de 

$'XI - C(@), a l o r s  Y e s t  un cyl indre  invar i an t  par  (9, t e l  que l a  r e s t r i c -  



2 - 
t ion  @, : R xV +- 7 de @ à 7 vé r i f i e  : 

. 
c(ml) = aY. 

2 . 2 .  Ca6 ~ a n d a m e n X d .  

Pour achever l a  démonstration du théorème 2.1. il nous s u f f i t  

de démontrer l a  proposition fondamentale suivante : 

r Pt~apabit.ian 2 . 2 .  On considère une act ion : 

de c lasse  c2 e t  t e l l e  que c ( @ )  = a ( S 1 x l ) .  Alors @ n ' a p a s  d ' o rb i t e  

p l a n a i r e .  

La démonstration de c e t t e  proposit ion se f a i t  en plus ieurs  étapes. 

Lemme 2 . 2 . 1 .  S i  O e s t  une o rb i t e  cylindrique, de l ' a c t i on  

Démonstration : Remarquons que t ou t  ensemble minimal de @ e s t  

s o i t  S1x{O) s o i t  S1x{ l ) ,  o r  b ien sûr  O e s t  contenu dans $'x]0,1[, donc 

s i  on suppose que O e s t  contenu str ictement dans 16'~]0,1[, a l o r s  nécessai- 

rement il ex i s t e  un ensemble minimal contenu dans 6 $'x]0,1[ ce qui  e s t  

impossible rn 

D'après l e  théorème 3.3. il ex i s t e  un champ de vecteurs fondamen- 

t a l  X de @ t e l q u e :  

i )  X e s t  sans s i ngu l a r i t é  

ii) X e s t  tangent à a ( $ '  X I ) .  

Lk?WYne 2 . 2 . 2 .  So i t  un champ de vecteurs fondamental X de 

qui vé r i f i e ,  i )  e t  i i),  s i  de plus  X possède une o r b i t e  fermée dans 

[, a lo r s  $'x]0,1[ e s t  une o rb i t e  de 0. 



Démonstration : ~ ' a ~ r è s  l e  lemme 2.2.1, il s u f f i t  de montrer que 4 

possède une o r b i t e  cy l ind r ique .  En e f f e t ,  une o r b i t e  de dimension deux 

de e s t  de l ' u n  des  types  su ivan t s  : 

1 )  une o r b i t e  cy l indr ique  

2 )  une o r b i t e  p l ana i r e .  

S o i t  y C S'XI O,  1 [ une o r b i t e  fermée de X ,  e t  s o i t  m c y ,  a l o r s  

nécessairement l ' o r b i t e  O de m p a r  @ e s t  de dimension deux ( c a r  s inon  

y  e s t  une o r b i t e  fermée de a ) .  O r  s i  O e s t  de  type  ( 2 ) ,  a l o r s  y  e s t  

homotope à zéro e t  donc X a  une s i n g u l a r i t é ,  c e c i  c o n t r e d i t  l e  f a i t  que 

X e s t  sans s i n g u l a r i t é  I 

~ ' a p p è s  l e  lemme 2.2.2. ,  on peut  donc supposer que l e s  s e u l e s  o r b i t e s  

fermées de X sont  l e s  composantes du  XI). S o i t  ( r , 8 )  l e  système de 

coordonnées canoniques de $ 'XI,  a l o r s  X s ' é c r i t  : 

où a  e t  b sont  des  fonc t ions  de c l a s s e  c2 s u r  $'XI t e l l e s  que 

a2+b2 ne s ' annule  pas  s u r  I 1 x i .  

Phopfiet& de x. 
1 

1 )  Comme a ( 0  , O )  # O ,  pour t o u t  8  E: $ , il e x i s t e  un vois inage  

V de Stx{O) dans $ 'XI t e l  que a ne s ' annu le  pas s u r  V. 

2 )  Comme C(X) = ~ ( E ' x I ) ,  il e x i s t e  une t r a n s v e r s a l e  fermée y à 

X contenue dans V,  en p l u s  de l a  condi t ion  que a  ne s ' annu le  pas  s u r  V 

on peut c h o i s i r  y de façon a  ê t r e  a u s s i  t r a n s v e r s e  à l a  f i b r a t i o n  t r i v i a l e  

( F )  : $ ' x i  +- 8 ' .  

3) Notons K l e  cy l ind re  de bord $'x(O) U y ,  q u i t t e  à f a i r e  un 

changement de paramétrage on peut supposer q u ' i l  e x i s t e  E ,  O < E < 1 t e l  

que K = $'x[o,E].  



Lemme 2.2.3. On suppose q u ' i l  ex i s t e  un champ de vecteurs 

X de a,  sans s i ngu l a r i t é  e t  t e l  que C ( X )  = a ( B ' x 1 ) .  Alors 

2 
action l oca l e  proje table  $ de R sur $'x[o,E[ dont l e s  

l e s  t r a ce s  sur  $'x[o,E [ des o rb i t e s  de @. 

Démonstration : 

1) Détermination de ?. Soit  un champ de vecteurs fondamental Y 

de @ t e l  que X e t  Y engendrent @. On é c r i t  

Sur $'x[o,E[ on pose : 

Alors on a : 

i)  ? préserve l a  f i b r a t i on  t r i v i a l e  ( F I )  : $ 'x  [O,€ [+ S '  

A 

ii) X e s t  t ransverse  aux f i b r e s  de ( F I )  
L. 

iii) Y préserve chaque f i b r e  de ( F I ) .  

Enfin, vé r i f ions  que = O. pour c e l a  développons [;,Y] : 



O r  l a  condition [x,Y] = O s i gn i f i e  que a y b y c  .d vé r i f i en t  l e  

système de deux équations aux dérivées p a r t i e l l e s  suivant : 

D'où on t i r e  du système ( 1 )  que Gy?] = O. 

A 

2 )  11 nous r e s t e  à montrer que l e s  o rb i t es  de 0 sont l e s  t r a ce s  

sur  $lx [O,E [ des o rb i t es  de 0. Pour c e l a  il s u f f i t  de remarquer que s i  

O(m)  e t  Ô(m) sont  l e s  o rb i t e s  en m E S ' Y  [ O > E  [ correspondantes res-  

A 

pectivement à @ e t  0, il faut  qu'on a  : Tm(O(m)) = T,(Ô(m)). 

O r  ceci e s t  évident d'après l e s  re la t ions  sur  8 ' x  [O,E [ : 

1 * C 
X=;X e t  Y = Y - -  a  X.. 



Démonstration de l a  proposition 2.2. : Soient X e t  Y deux 

champs de vecteurs fondamentaux qui  engendrent l ' a c t i o n  Q,. D'après l e  

lemme 2.2.2.,  on peut supposer que X v é r i f i e  

i )  X e s t  sans s i ngu l a r i t é  sur $ ' X I  

i C ( X )  = a(slxl). 

En outre d 'après l e  lemme 2.2.3, il ex i s t e  E > O e t  une action 
A 

locale  proje table  O su r  $ 'x[o,E[ dont l e s  o rb i t es  sont  l e s  t r a c e s  sur 

$'x[o,E[ des o rb i t e s  de O .  De plus  l a  condition ii) implique que t ou t e  

o rb i t e  non compacte de O coupe $' x [O,€ [ . Deux cas sont  a l o r s  à envisager : 

1 )  O possède une o rb i t e  non compacte de dimension un 

Il en se ra  de même pour e t  d 'après  l e  lemme de ty-pe Kopell tou tes  

l e s  o rb i t e s  de sont de dimension un, e t  donc tou tes  l e s  o rb i t e s  de Q, sont 

de dimension un. 

2 )  Les champs de vecteurs X e t  Y sont par tout  indépendants, il 

A 

en se ra  de même pour ? e t  Y. D'après l e  lemme de ty-pe Kopell e t  l e  lemme 2.2.3. 

il ex i s t e  une o rb i t e  O de Q, contenant $'x]o,E [ ; e l l e  e s t  donc cylin- 

drique e t  d 'après l e  lemme 2.2.1, on a O = $'x]O,l[ 8 

C o n d ~ i a n .  La démonstration du théorème 2.1 s e  f a i t  en deux étapes : 

1 )  Par d i f fé ren tes  réductions 2.1.2 on se ramènera au cas par t icu-  

l i e r  où M = $ 'XI  e t  c ( @ )  = a($ 'x1) .  

2 )  On conclura d 'après l a  proposit ion 2.2. 





CHAPITRE V 

STABILITE STRUCTURELLE 

2 
Nous désignons par A c t ( ~  , M )  l 'ensemble des ac t ions  de R~ de 

c lasse  cd ,  e t  sans point  f i xe  sur  une surface compacte e t  or ientable  M. 

2 
C'est  l a  s t a b i l i t é  s t r u c t u r e l l e  des éléments de A C ~ ( R  ,M) qui e s t  l ' o b j e t  

de ce chapi t re .  Nous commençons par rappeler  quelques notions c lass iques  

2 
pour l e s  champs de vecteurs e t  nous l e s  étendons aux ac t ions  de R . 

1 - GENERALlTES - TOPOLOGlE SUR Act (IBL ,M) . 

Nous notons par  X ( M )  l ' a lgèbre  des champs de vecteurs de c lasse  

1 c2 sur M. On munit X ( M )  de l a  C -topologie de Whitney qui  e s t  dé f in ie  

par l a  norme : 

où on désigne par II II l a  norme hab i tue l l e ,  relativemeht à une métrique 

riemannienne sur M. 

r Vé&inLCian 7 .  7 .  Deux éléments X e t  Y de X ( M )  sont d i t s  topo- 

logiquement équivalents s ' i l  ex i s t e  un homéomorphisme de M qui envoie l e s  

Lorbites de X sur l e s  o rb i t es  de Y .  

1 ~ é ~ i n L C i a n  1 . 2 .  Un élément X de X ( M )  e s t  s tructurel lement s t ab le  

l s ' i l  ex i s t e  un voisinage V de X dans X ( M )  t e l  que : t ou t  élément Y 

l de Y e s t  topologiquement équivalent à X. 

L 

So i t  X e X ( M )  e t  s o i t  y une o rb i t e  fermée de X. Considérons 

une t ransversale  C à X passant par un point  x e y ,  e t  s o i t  h l ' app l i -  
O 

cat ion du premier re tour  associée à X déf in ie  sur  un voisinage de x 
O 

dans C. On s a l t  que h e s t  un difféomorphisme l oca l  de C qui l a i s s e  x 
O 

f i xe  . 



D&&inidon 1.3. 

i )  On d i t  que y e s t  une orb i te  fermée hyperbolique de X s i  e t  

s i  l ' app l ica t ion  h du premier re tour  v é r i f i e  : dh(xo) # 1.  

I ii) S i  X e s t  sans s ingu la r i t és ,  on d i t  q u ' i l  e s t  hyperbolique s i  

kou tes  ses o rb i tes  fermées sont hyperboliques. 

Le théorème suivant e s t  un cas p a r t i c u l i e r  du r é su l t a t  de Peixoto 

énoncé e t  démontré dans [12]. 

r Théohèrne 7.4.  Si  x c X(M) e s t  sans s i n g d a r i t é s ,  a l o r s  x e s t  

b t ructurel lement  s tab le  s i  e t  seulement s i  X e s t  hyperbolique. 

2 2 
Passons aux actions de IR . Pour @ s A C ~ ( W  , M ) ,  on note : 

2 
l a  r e s t r i c t i o n  de 1 lhomomorphisme de Lie ,  associé à a ,  à G1 (R ) .  On munit 

Act(lRC,~) de l a  topologie déf inie  par l a  métrique dl  suivante. Pour t ou t  

Z m l  e t  m2 éléménts de Act(@ ,M), on pose : 

îh?&inition 1 . 5 .  Deux éléments m l  e t  m 2  2 
de Act(l,R ,M) sont d i t s  

équivalents s ' i l  ex i s t e  un homéomorphisme de M qui envoie l e s  o rb i tes  de 

sur l e s  o rb i tes  de Q2. 

2 

l 
Dë&L&on 7.6. Un élément s A C ~ ( W  ,M) e s t  structurellement 

s tab le ,  s ' i l  ex i s t e  un voisinage V de @ t e l  que : tou t  élément m l  

Lde V e s t  équivalent à @. 
2 Nofation. On note par  Act, (lR ,M) l e  sous-ensemble de Act ( R ~  ,M) 

dont tous l e s  éléments ont uniquement des o rb i tes  de dimension un. On munit 

2 2 
a c t l  (R ,M) de l a  topologie induite par  c e l l e  de A C ~ ( R  , M ) .  L16tude de l a  



s t a b i l i t é  se  f e r a  en t r o i s  temps : dans un premier temps on va é t u d i e r  l a  

2 2 2 
s t a b i l i t é  des éléments de Act (R , M )  dans Act (IR ,M) ; puis  dans Act (R ,M). 

2 2 
Le cas des Eïéments de Act(@ ,M)-Act,(fR ,M)  s e r a  l ' o b j e t  du paragraphe 4.  

2 - STABILITE DES ELEMENTS DE Act (m2 ,M) DANS Act ( B ~  ,M) . 
2 

S o i t  @ E Actl(R , M ) ,  pour é t u d i e r  l a  s t a b i l i t é  de @ dans 

2 Act (R , M )  on va envisager deux temps suivant  que c ( @ )  e s t  d ' i n t é r i e u r  
1 

vide ou non. 

Tout d'abord supposons que c ( @ )  = M ,  cec i  implique que M = $xT 

1 
où T = 1 ou $ . Quit te  à changer de paramétrage on peut supposer que l e s  

o rb i t e s  de @ sont  données par  l ' équa t ion  : dr  = O ,  où ( 9 , r )  e s t  l e  sys- 

tème de coordonnées canoniques de S'xT. E t  donc t o u t  système générateur 

X,Y de @ peut s ' é c r i r e  : 

où f e t  g sont  des fonctions d i f f é r e n t i a b l e s  sur  M. Enfin,  on considère 

l a  fonct ion  dé f in ie  s u r  M pa r  : 

Lemme 2 . 1 .  S i  (x,Y) e t  ( x l , Y 1 )  sont  l e s  images par  
@ 

de 

deux bases  orthogonales de G, (Fi2) a l o r s  on a : 

Démonstration : Comme X e t  Y engendrent 0, il e x i s t e  quatre 

r é e l s  a ,b ,c ,d t e l s  que : 
1 1 1 1  



a 03 X = f -  
a 

a e e t  Y = g z. De plus comme (X,Y) e t  ( X  Y ) sont  l e s  images 
1% 1 

2 
de deux bases orthonormées de G l  (R ) on a a l  dl-b 1 1  c = f 1. Et  donc : 

Pi?@t&ofl 2 . 2 .  S i  (x ,Y)  e s t  l ' image par  $@ d'une base orthogo- 

de G ~ ( R ~ )  on pose : 

r 2 Théohème 2 . 3 .  Une ac t ion  @ E A C ~ , ( R  ,M) qui v é r i f i e  c(@) = M y  

I 2 
e s t  s t ab le  dans A c t l ( ~  ,M) s i  e t  seulement s i  l a  fonction A(@) ne 

s 'annule pas su r  M. 1 
Démonstration : Soi t  ( x , Y )  un système générateur de @, image 

p a r  irn d'une base orthogonale de G (R'), f ixé une f o i s  pour t o u t e s ,  avec 
1 

1 )  On suppose q u ' i l  e x i s t e  x E M t e l  que : A ( @ ) ( x ~ )  = O. 
O 

S o i t  y l ' o r b i t e  de xo par  @. On peut supposer que X ne s 'annule pas 
O 

Sur Y o ,  e t  donc il e x i s t e  un voisinage U de y. sa tu ré  pour P t e l  que 

X ne s' annule pas su r  U. Les condit ions [x,Y] = O e t  Y = X impli- 
lu f 

quen t que e s t  une fonct ion  de l a  seule va r i ab le  r ( s u r  U)  e t  qu i  f 

v é r i f i e  : 



1 )  f ( x )  = a pour tou t  x E y. ( a  E: IR) 

a g 2)  d($)(x)  = a r ( f ) ( x )  = O pour tou t  x tz y. . 

Soit E > O f ixé .  On vé r i f i e  facilement q u ' i l  ex i s te  deux voisi-  

nages V1 e t  V2 de y sa turés  pour @ ; e t  une fonction d i f fé ren t iab le  

h, dépendant uniquement de l a  variable r ,  déf inie  sur  U ; t e l s  que : 

i )  v l c  B , c  v 2 c  V 2 c  u 

ii) h/V1 = a e t  h/U-V2 = i5 
f  

iii) sup ( ah E 
Ih(x) - f ( x )  1 ; x - 

X€ u 

O 1 
'L 

Soit  X un champ de vecteurs sur  M t e l  que : 

% 

b )  l e s  o rb i t e s  de X dans V ne sont pas toutes  fermées 
1 

% 

Enfin s o i t  Y l e  champ de vecteurs de M dé f in i  par : 

% Y =  { ,hx  sur  U 

Y sur  M-U 



1 'L 
Il e s t  c l a i r  qu'on a  : [;,Y] = O e t  I I Y - Y I I ,  < E ; e t  donc l ' a c t i o n  

% 'L 'L 

0 engendrée pa r  X e t  Y e s t  &-voisine de @, mais e l l e  n ' e s t  pas équiva- 
'L 

l e n t e  à @ du f a i t  que @ à des o r b i t e s  non fermées. D'où @ e s t  ins t ab le .  

2 )  Réciproquement, on suppose que A ( @ )  ne s 'annule pas su r  M, 

donc il e x i s t e  a  > O t e l  que : 

On remarque d'abord que s i  X ou Y s 'annule su r  une i n f i n i t é  

d ' o r b i t e s  de @, a l o r s  A ( @ )  s 'annule sur  M. En e f f e t ,  supposons que Y 

s 'annule su r  une i n f i n i t é  d ' o r b i t e s  de @ il e x i s t e  a l o r s  une s u i t e  

( ~ n  
d ' o r b i t e s  de @ qui tend v e r s  une o r b i t e  y t e l l e  que : Y s 'an-  

nu le  sur  Y n  
pour t o u t  n ,  il s u f f i t  de c h o i s i r  un voisinage U de y. 

t e l  que X ne s 'annule pas su r  U,  a l o r s  s u r  U l a  fonct ion  f  v é r i f i e  : 

Raisonnons par  l ' absurde  e t  supposons que 0 e s t  i n s t a b l e  dans 

2 'L Q a 
Actl (iR ,M) . Donc pour E > O f i x é ,  il e x i s t e  deux éléments X = 2 a 0 + b a r  

'L a 'L a de X(M) t e l s  que : e t  P = c - + d G  a 9 

'L 

i) / I ~ - x I / ,  < E , I I Y - Y I I  < E 

'L 'L i i )  La-$ = O ,  X e t  Y sont par tout  co l inéa i res  

'L 'L 'L 
iii) 1' act ion  @ engendrée par  X e t  Y a des o r b i t e s  non com- 

~ ' a ~ r è s  l a  condit ion i i i )  e t  l e  f a i t  que O s o i t  sans point  f i x e ,  

il ex i s t e  un ouvert V de M t e l  que : 



% 
a )  t o u t e s  l e s  o r b i t e s  de @ dans V ne sont  pas  fermées 

b ) X ne s  ' annule pas sur 7 (1' adhgrence de V) . 

Les condi t ions  a )  e t  i i )  impliquent q u ' i l  e x i s t e  un r é e l  c  t e l  
'L 'L 

que : Y = cX dans 7. Donc dans 7 on a l e s  i n é g a l i t é s  su ivan te s  : pour 

t o u t  X E 7  

e t  pa r  conséquent on au ra  : 

E t  donc : 

De même on a : 

E t  donc : 



où k ne dépend pas  de E ,  o r  pour un choix convenable de E on ob t i end ra  

une con t r ad ic t ion  avec l e  f a i t  que \(A(@) II > a I 

ExempLe 2.4. S o i t  l ' a c t i o n  @ s u r  S'XI engendrée par  l e s  deux 

champs de vec teurs  X e t  Y s u i v a n t s  : 

2 
Alors l ' a c t i o n  @ e s t  s t a b l e  dans Act (R  ,M). En e f f e t ,  on a  : 

3 

Passons maintenant au  c a s  où l a  réunion des o r b i t e s  fermées de 

@ e s t  d ' i n t é r i e u r  v ide .  

O 
2 - 

L m e  2.5. S o i t  @ E Act (R ,M) t e l l e  que : c ( @ )  = $, a l o r s  il 

l e x i s t e  un champ de vec t eu r s  fondamental de @ sans s i n g u l a r i t é .  

Dgmonstration : S o i t  ( x , Y )  un système généra teur  de @. On peut 

supposer que X n ' e s t  pas  identiquement n u l ,  s o i t  a l o r s  Y une composante 

2 
connexe de l ' o u v e r t  de M où X ne s ' annu le  pas.  Comme Q E A c t , ( ~  ,M), 



il e x i s t e  une fonction d i f f é r e n t i a b l e  f d é f i n i e  sur  7 t e l l e  que : 

i ~ ( x )  = f ( x )  ~ ( x )  pour t o u t  x E: 7 

ii) ~ ( f )  = O . 

La condit ion ii) implique que f e s t  constante s u r  l 'adhérence 

de chaque composante de 7 - c ( @ ) .  En e f f e t  s i  U e s t  une t e l l e  composante, 

puisque X e s t  sans s i n g u l a r i t é  sur U,  nécessairement f e s t  cons tante  

sur  chaque o r b i t e  de X dans U,  mais comme ces  o r b i t e s  ont  l e s  mêmes  

ensembles l i m i t e s ,  f s e r a  constante su r  Ü. Donc su r  une t e l l e  Ü on a : 

df = O ,  e t  puisque l ' i n t é r i e u r  de C(@) e s t  vide a l o r s  f e s t  identiquement 

constante égale à k sur 7. Choisissons Y non identiquement nu l  s u r  V 

e t  donc X ne s 'annule  pas s u r  7, cec i  implique que V = 7 e t  pa r  

connexité de M on déduit  que V = M 8 

Rmarryue. S i  X e s t  un champ de vecteurs  fondamental de @, sans 

s i n g u l a r i t 6 , l e  lemme 2.5.  montre en plus que t o u s  l e s  a u t r e s  champ de vec- 

t e u r s  fondamentaux de @ sont proport ionnels  à X. 

2 D é d i ~ o n  2.6. Soi t  @ E ~ c t  (IR , M )  , @ e s t  d i t  hyperbolique 

l s ' i l  e x i s t e  un champ de vecteurs fondamental de @ qui s o i t  hyperbolique. 

2 O 7 

ThZo&?me 2.1 .  So i t  Q E ~ c t ,  (B , M )  t e l l e  que : c ( @ )  = @, a l o r s  Q 

1 2 
e s t  s t a b l e  dans Act,(IR ,M) s i  e t  seulement s i  @ e s t  hyperbolique. 

Démonstration : En e f f e t  d 'après l a  remarque, tous  l e s  champs 

de yecteurs fondamentaux de @ sont  proport ionnels  e t  pa r  conséquent Q 

2 
e s t  s t a b l e  dans Act ,(@ , M )  s i  e t  seulement s i  il e x i s t e  un champ de 

vecteurs fondamental de Q qui s o i t  s t a b l e  dans X(M) ; d'où on conclut  

d 'après l e  théorème de Peixoto [12] 8 

A 
Maintenant on suppose que : c ( @ )  # @ e t  c ( @ )  # M a l o r s  on a 

l e  théorème su5vant : 



r Théohëme 2.8. S o i t  m s ~ c t ,  ( & , M )  t e i i e  que : ~ ( m )  # M e t  

c ( @ )  # @, s i  on suppose q u ' i l  e x i s t e  ou b ien  un nombre f i n i  de composantes l A 
connexes de  M - C ( @ ) ,  ou b ien  un nombre f i n i  de composantes connexes de 

O - 
M - (M-c(@))  ; a l o r s  l ' a c t i o n  @ e s t  i n s t a b l e .  1 

Démonstration : S o i t  ( x , Y )  un système généra teur  de m f i x é ,  
O - 

e t  s o i t  y  une o r b i t e  appartenant  au  bord de c ( @ ) ,  on peu t  supposer que 
O - 

X e s t  non nul su r  y ,  comme y  c a ( C ( @ ) )  a l o r s  il e x i s t e  un vois inage  U 

s a t u r é  pour @, de y ,  e t  une fonc t ion  d i f f é r e n t i a b l e  h  d é f i n i e  s u r  U 

t e l s  que : 

i )  ~ ( x )  = h(x) ~ ( x )  pour t o u t  x  E U 

i i )  ~ ( h )  = O 

i i i )  h e s t  cons tan te  s u r  un semi-voisinage U+ de y .  

'L 

De plus  il e x i s t e  un champ de vec t eu r s  X de M t e l  que : 

'L 
a )  ?/M-U+ = X e t  X v o i s i n  de X 

O 

'L 'L 
b )  l e s  composantes connexes de U+ - c ( X )  e t  de U+ - (U+-C;x;; 

son t  en nombre i n f i n i  . 
Enf in ,  posons : 

'L 

Y =  { h? s u r  u 

Y s u r  M-U 

'L % 'L 'L '-b 

Evidemment [x,Y] = O ,  e t  1' ac t ion  @ engendré p a r  X e t  Y e s t  

vo i s ine  de 0, mais e l l e  n ' e s t  pas  équiva len te  à @ du f a i t  q u ' i l  e x i s t e  
O 

% - 
une i n f i n i t é  de composantes connexes de M - c ( @ )  e t  de M - ( M - ( c ( @ ) ) )  8 

2 
Pour é t u d i e r  l a  s t a b i l i t é  d'un élément 0  de A c t , ( l ~  ,M) on va  

d i s t i n g u e r  e s sen t i e l l emen t  deux c a s  su ivant  que t o u t e s  l e s  o r b i t e s  de @ 

son t  fermées, on sait  que Q, a  un nombre f i n i  d ' o r b i t e s  fermées. Nous nous 



intéressons t o u t  d'abord au  premier cas  a l o r s  on a : 

2 Th2onème 3.1. S o i t  a e ~ c t  (R ,M)  t e l l e  que c ( @ )  = M. Alors @ 

s tab le  s i  e t  seulement s i  : 

I i )  l a  fonction A ( @ )  ne s 'annule pas s u r  M, 

I a ii) pour t o u t  champ de vecteurs  fondamental X = f  - de @, l a  a e 

I fonction 

I ne s 1  annule pas sur  ~ - f - '  ( O ) .  

L 
Avant de démontrer l e  théorème 3.1, on a besoin des lemmes p r é l i -  

minaires suivants  : 

Lemme 3. 7 . 7 .  Soi t  une fonction d i f f é r e n t i a b l e  g su r  M 

que O e s t  une valeur  r égu l i è re .  Alors l e s  deux condit ions suivantes 

équivalentes : 

a 
1 )  il e x i s t e  un champ de vecteurs  Z = a - + B - a e a B # O ,  a r  ' 

a 
qui cornmute avec X = g - . a e 

2)  l a  fonction 

s u r  un ouvert de T - ~ - ' ( o ) .  

Démonstration : Supposons que l a  condition 1 )  s o i t  s a t i s f a i t e ,  

c e c i  implique qu'on a l e  système de deux équations aux dérivées p a r t i e l l e s  

suivant : 



La réso lu t ion  de ce système implique que B e s t  une fonct ion  de 

- 1 
r seulement. De p l u s ,  pour t o u t  ( 8 , r )  E M-g ( O )  on a  : 

donc il e x i s t e  une fonction y ( r )  t e l l e  que : 

S o i t  U l ' o u v e r t  T-@-'(O). Puisque l a  fonction ci d o i t  ê t r e  

périodique par  rapport  à 8 de période un, il faut  donc que pour t o u t  

1 
( 8 , r )  s 6 xU on a i t  : 

e t  par  conséquent ~ ( r )  = O pour t o u t  r s U. 
O 

Réciproquement, s o i t  V une composante connexe de F%. 
m 

Il s u f f i t  de c h o i s i r  une fonction B de c l a s s e  C , dont l e  support e s t  

contenu dans V ,  e t  de prendre 

r imme 3 . 1 . 2 .  S o i t  une fonct ion  d i f f é r e n t i a b l e  g sur M y  

I dont O e s t  une va leur  r é g u l i è r e ,  e t  t e l l e  que ne s 'annule pas  sur  M. a r 

l 1 
Alors il ex i s t e  un voisinage V de g, pour l a  C - topologie,  t e l  que : 

- 1 
pour t o u t  h  c V, l a  fonction Fh ne s 'annule  pas su r  T-h ( O ) .  1 

Démonstration : On pose : 

2 
m = sup ( g  ( X I )  

O xs M 



Pui s que ne s'annule pas sur M, ml et Ml ont le même signe, et a r 
sont non nuis. On peut supposer que m est strictement positif, alors il 

1 

existe un voisinage V de g tel que, pour tout h s V on ait : 

ah 
m 

inf - r 2 et donc 
(9,r)e~ 

ar 

C'est-à-dire que pour tout h E: V, la fonction 
Fh 

ne s'annule 

pas sur T-~"(o). 

a a Lemme 3 . 1 . 3 .  Soit un champ de vecteurs X = a - + b - a e ar ' 
M, dont la réunion des orbites fermées C(X) est d'intérieur non vide. 

CO 

il existe un C -difféomorphisme @ de M tel que : 

Démonstration : Puisque l'intérieur de C(X) est non vide, on 

peut choisir une fonction f de classe cm sur M telle que : 

O 
n 

i) ~ ( f )  = O sur c(x), c'est-à-dire la restriction de f à 
'l - 

C(X) est une int6grale première de X. 

ii) l'application : 

est un Cm-difféom~rphisme de M. 



a O 
CL4 

e t  donc d 'après  l a  condit ion i ) ,  $,(x) = a - a e su r  C ( X )  I 

Démonstration du théorème 3.1. : Supposons que @ e s t  s t a b l e .  

Donc A ( @ )  ne s 'annule pas sur M. Raisonnons par  l ' absurde  e t  supposons 

a t e l  que : l a  fonc- q u ' i l  e x i s t e  un champ de vecteurs fondamental X = f - a e 
t i o n  Ff s' annule en  un point r o ~ - f - '  ( O ) .  Alors pour t o u t  E > O ,  il 

O 

e x i s t e  une fonction d i f f é r e n t i a b l e  h su r  M t e l l e  que : 

b) Fh s 'annule  sur un voisinage U de ro dans T-h-'(O). 

Remarquons d'abord que pour un choix convanable de E ,  f ne 

s 'annule pas sur sxü. Enfin, s o i t  Y = g a t e l  que X e t  Y engendrent 

@, e t  s o i t  une fonct ion h l  de 18 var iable  r t e l l e  que s u p p o r t ( h l ) C  U, 

e t  h l  vo i s in  de l a  fonction n u l l e .  Posons : 

On a évidemment : 

'L % % 

En outre l ' a c t i o n  @ engendrée pa r  X e t  Y e s t  voisine de a ,  

mais e l l e  n ' e s t  pas &'quivalente à @ ce qui e s t  impossible du f a i t  que 

@ e s t  s tal i le .  



Réciproquement, supposons que l e s  deux conditions i)  e t  i i )  soient  

vér i f i ées .  Fixons deux champs de vecteurs fondamentaux X = f - a e t  a e 
a Y = g , , qui engendrent @. D'après l a  condition ii) e t  l a  compacité de 

l'ensemble E = {af+bg 1 a2+b2 = 1 3 ,  il ex is te  un voisinage V de E t e l  

- 1 
que pour tout  h e V,  

Fh 
ne s 'annule pas sur  T-h ( O ) .  Raisonnons par  

l 'absurde e t  supposons que s o i t  ins table .  E t  donc pour tou t  E > O 

'-b 
il ex is te  deux éléments X e t  ? de X ( M )  t e l s  que : 

'L '-b 'IJ 

ii ')  I I Y - Y I I  < E e t  [x,Y] = O 
1 

'-b '-b 'L 

iii) l ' a c t i o n  @ engendrée par  X e t  Y n ' e s t  pas équivalente 

'-b 

 après l e  théorème 2.3.,  l ' a c t i o n  @ a nécessairement une o rb i t e  

de dimension deux, donc cylindrique, e t  par conséquent il ex i s t e  un champ 

'-b + '-b 
de t e i q u e  c ( z ) # @ . ~ o u r u n  vecteurs fondamental Z = a - + f3 - a e a r 

'-b 
choix convenable de @, on peut supposer que a s V, mais d 'après l e  

O 
'L 

lemme 3.1.3., il ex i s t e  4 E ~ i f f ~ ( ~ )  t e l  que $*(z) =:-& sur m, 
a 

ceci  implique que l e  champ de vecteurs commute avec 2 + b - a e ae ar Y 

où %-' ( O )  # M, or  dl après l e  l e m e  3.1.1. cec i  e s t  impossible car F ne 
a 

s'annule pas 8 

Passons maintenant au cas où c ( @ )  e s t  f i n i ,  a l o r s  @ e s t  s t ab le  

s i  e t  seulement s i  l a  r e s t r i c t i on  de @ à l 'adhérence de chaque composante 

connexe de M-C(@) e s t  s table .  Par s u i t e  on peut supposer que l ' a c t i on  @ 

a une seule o rb i te  fermée s i  M = T ~ ,  e t  deux orb i tes  fermées ( l e s  composantes 

1 
de a ~ )  s i  M = $ XI. D'après l e  lemme 2.5 du chapitre V,  on déduit que @ 

e s t  déf inie  par  un seu l  champ de vecteurs fondamental X sans s ingu la r i t é ,  e t  

par conséquent.- l ' a c t i o n  @ déf inie  un feu i l l e tage  F ( Q )  s u r  M. Nous dis-  



tinguerons deux cas suivant que l e  f eu i l l e t age  f ( @ )  e s t  une composante 

de Reeb ou une suspension. 

2 ThGanErne 3 . 2 .  Si  l ' a c t i on  @ s Act (W ,M)  e s t  hyperbolique e t  
1 

IF(@) e s t  de Reeb, a l o r s  @ e s t  s t ab le .  

Démonstration : Soit  X un champ de vecteurs fondamental hyperbo- 

l ique f i x é  de @, e t  s o i t  V un voisinage de X dans X ( M )  dont tous  l e s  

éléments sont hyperboliques. 

Supposons que @ e s t  ins tab le .  Comme @ e s t  hyperbolique a l o r s  

2 
d'après l e  théorème 2.7 e l l e  e s t  s t ab l e  dans A c t , ( ~  , M ) .  Par conséquent 

'L 'L 
pour tou t  E > O ,  il ex is te  deux éléments X e t  Y de X(M) t e l s  que : 

'L 'L 1 
ii) [x,Y] = 0 

'L 'L % 
iii) l ' a c t i on  @ engendrée par  X e t  Y a une o rb i t e  de dimension 

deux. 

Soi t  O une t e l l e  o rb i te  de dimension deux. Pour tout  a E R on 
'L 'L '-b 

note par ? l e  f eu i l l e t age  déf in i  par  l e  champ de vecteurs X + a Y. a 
'L 'L 

Pour a # O,  Fa e t  F sont transverses sur  l ' o r b i t e  0. Mais pour un 
O 

'L 

choix convenable de E, l e  f eu i l l e t age  F e t  aussi  de Reeb (cec i  par 
O 

% 

s t a b i l i t é  de X dans X ( M ) ,  e t  donc ? a une f e u i l l e  fermée dans 0. a 
'L 'Ln, 'L 

Puisque [x,~Y+x] = O ,  il s ' en su i t  que tou tes  l e s  f e u i l l e s  de ? sont a 

fermées dans O ,  c ec i  contredit  l e  f a i t  que pour un choix convenable de 
'L 'L 'L 'L 

E e t  a on aura X + a Y s V,  c 'est-à-dire que X + a Y e s t  hyperbolique8 

Nous passons maintenant au deuxième cas. 

2 1 D&@&an 3 . 3 .  Soi t  f s Diff ( T ) ,  T = If, ou 1. Nous a l lons  

dé f in i r  l e  champ de vecteurs suspension de f .  Pour ce l a  s o i t  : 



l ' a c t i o n  de 2 su r  IRXT, e t  s o i t  M = tRxT/p l 'ensemble quo t i en t ,  M e s t  

une surface compacte. Sur lRxT dé f in i s sons  l e  f l o t  su ivant  : 
t 

- 
On v é r i f i e  facilement que $ passe au  quot ient  s u r  M e t  d é f i n i t  un f l o t  

t 

de c l a s s e  c2 sur  M qui e s t  t r ansve r se  aux f i b r e s  de l a  f i b r a t i o n  : 

'l, 
p : M -t IR/E d é f i n i e  pa r  l e  diagramme commutatif su ivant  : 

On pose : 

X ( m )  e s t  d i t  l e  champ de vecteurs  suspension de f .  On remarque que s i  
f 

( 0 , r )  e s t  l e  système de coordonnées canoniques de M, Xf s ' é c r i t  : 

où a e s t  une fonct ion d é f i n i e  s u r  M. 

2 VE@.ni.Cian. Une ac t ion  @ E A C ~ , ( I R  ,M) e s t  d i t e  d é f i n i e  pa r  l a  

I suspension de f ,  s i  X e s t  un champ de vecteurs  fondamental de cP. 
f 

V é ~ i W a n  3.4. Soi t  @ une ac t ion  d é f i n i e  pa r  l a  suspension de 

2 2 'L 
E D i f f  ( T )  , a l o r s  s i  f e s t  plongeable dans un C - f l o t  $ J ~  de T, 

Ll 'act ion @ e s t  i n s t a b l e .  



~ é m o n s t r a t i o n  : En e f f e t  il s u f f i t  de montrer que Xf commute avec 

un champ de vecteurs  Y de M t e l  que l ' a c t i o n  engendrée pa r  X e t  Y 

possède une o rb i t e  de dimension deux. Pour c e l a  s o i t  JI l e  f l o t  su r  WxT 
S 

d é f i n i  p a r  : 

'L 
Fui  s  que f c  ommut e  ave c  JI,, $ passe  au quo t i en t  , e t  d é f i n i t  

S 

un f l o t  
s 

sur M qui commute avec l e  f l o t  JI a s soc ié  à t Xf. O r  on vé- 

r i f i e  aisément que l e  f l o t  JI préserve chaque f i b r e  de l a  f i b r a t i o n  a 
'L 
p  : M -+ W/d e t  a  pour seules  s i n g u l a r i t é s  l e s  po in t s  d ' i n t e r s e c t i o n  des 

'-b 2 
f i b r e s  avec l e s  o r b i t e s  fermées de @. Et donc l ' a c t i o n  @ de IR s u r  M 

dé f in ie  p a r  : 

a  une o r b i t e  de dimension deux. 

Théonème 3.5. So i t  @ Une act ion  d é f i n i e  par l a  suspension de 
'3 

2 1 7 

e Diff ($3 ) ,  a l o r s  @ e s t  s t a b l e  s i  e t  seulement s i  f  E SN. 

L 
Pour démontrer l e  théorème 3.5. on a  besoin des  deux lemmes 

su ivants  : 

2 1 i~mme 3.5.1.  Soient  f  E: Diff  (T) ( T  = $ ou 1) e t  h  une fonc- 

d i f f é r e n t i a b l e  qui  ne s ' annule  pas su r  M. S ' i l  e x i s t e  Y e X(M) qui 

pas par tout  c o l i n é a i r e  avec h X f ,  e t  qui  commute avec hXfy a l o r s  il 

I e x i s t e  Z E X(M) qui  commute avec Xf e t  qui  n ' e s t  pas par tout  c o l i n é a i r e  

avec Xf. 1 



Démonstration : ' On é c r i t  : a + a -  Xf = ae a . supposons qul il a r 
a a e x i s t e  Y = a  - + B - commutant avec a e hXf Alors d ' ap rès  l e  lemme 2.3.3. a r 

a commute avec du chap i t r e  I V ,  l e  champ de vecterus  (6-ua) 5 Xf. De p lus  

s i  en poin t  m de M, Y ( m )  e t  h(m)xf(m) sont  indépendants ,  il en s e r a i t  

a 
de même pour xf ( m )  e t  ( f3-aa) ( m )  5 , c a r  sinon on d e v r a i t  avoi r  

a (m)  (hxf) (m)  ce qui  e s t  impossible. ~ ( m )  = a(m)a(m) e t  donc ~ ( m )  = - 
h ( m )  

L m e  3.5.2. s o i t  f  o SN, a l o r s  s i  Y o  X(M) cornioute 

X f ,  il e s t  proport ionnel  à . 
Xf 

Démonstration : On é c r i t  : 
a a a a 

Xf = ae + "ar e t  Y = a = + B %  . 
La condit ion [xf ,Y] = O équivaut à : 

O r  l a  condi t ion  ( 3 )  e n t r a i n e  que a  e s t  une i n t é g r a l e  première de Xf ce 

qui  implique que a  e s t  une cons tante  égale à k  ( c a r  a  e s t  constante 

su r  chaque o r b i t e  de X f ,  connne t o u t e s  l e s  o r b i t e s  de X ont  l e s  mêmes f  

ensembles l i m i t e s  a  s e r a i t  pa r tou t  cons tan te ) .  De p lus  k  # O c a r  sinon 

f  s e r a i t  plongeable dans un f l o t  ce  qui  c o n t r e d i r a i t  l e  f a i t  que f o SN. 

a e t  D'après l e  lemme 2.3.3 du chap i t r e  I V ,  Xf c o m t e  avec (8-ka) 

donc 8  = ka  c a r  sinon f  s e r a i t  plongable dans un f l o t  ce  qui  e s t  impos- 

s i b l e  du f a i t  que f c SN I 

Démonstration du théorème 3.5. : S i  e s t  s t a b l e  on a  évidemment 
O - 

f  E SN. En e f f e t  dans l e  cas c o n t r a i r e  on p o u r r a i t  approcher f  pa r  un 

3 
difféomorphisme de B plongeable dans un c2 - f lo t  ce qui c o n t r e d i r a i t  l a  

s t a b i l i t é  de d 'après  l e  théorème 3.4. 
4 

Réciproquement, supposons que f  s SN, e t  s o i t  Y un voisinage de 

f  contenu dans SN. On v é r i f i e  faci lement  q u ' i l  e x i s t e  un voisinage U de 
'l, 'L 'L 'L 

Xf dans X(M) t e l  que t o u t  X E U s ' é c r i t  : X = h  Xg où g  o Y e t  h 



2 
une fonct ion de c l a s s e  C qu i  ne s ' annule  pas  s u r  M. En f in ,  considérons 

'L 

l e  vois inage W de Qi t e l  que t o u t  Qi c W admet un champ de vec t eu r s  
'L 'L 

fondamental X appar tenant  à U. Tout élément Qi s W e s t  équiva len t  à 0. 

'L % 

En e f f e t  s i  X = hX e s t  un champ de vec t eu r s  fondamental de qui  
g 

'L 
comrnute avec Y E: X(M),  a l o r s  d ' ap rè s  l e s  lemme 3.5.1. e t  3.5.2.  on d é d u i t  

'L 'L 
que Y = kX avec k s IR . 

2 2 Théakëme 3.6. On munit A c t ( l ~  ,M) de l a  C - topplogie .  Alors  l ' a c -  

2 1 
@ d é f i n i e  p a r  l a  suspension de  f s D i f f  ( T )  (T = $ ou 1) e s t  s t a b l e  

Lsi e t  seulement s i  f E SN. 

Démonstration : En e f f e t  d ' ap rè s  l e  théorème de Kopel l  [5] SN e s t  

2 2 ouver t  pour l a  C - topologie  dans D i f f  ( T ) ,  donc on reprend l e  même ra i son -  

nement que dans l e  théorème 3.5. c i -dessus 

1 2 2 
Revenons à l a  C - topologie  s u r  ~ c t  (IR ,M) . S o i t  0 6 ~ c t  (IR ,M) . 

Dans t o u t  ce paragraphe on supposera que t o u t e s  l e s  o r b i t e s  de dimension 

un sont  fermées, e t  que l e u r  réunion c ( @ )  e s t  d ' i n t é r i e u r  v ide .  On é tu-  

d i e r a  l a  s t a b i l i t é  de Qi dans t r o i s  cas  d é f i n i s  pa r  l e  nombre d ' o r b i t e s  

dans c ( @ ) .  

[ Pnapab,&ian 4.1 .  S i  C ( @ )  = 4 ,  a l o r s  l ' a c t i o n  Qi e s t  s t a b l e .  

Démonstration : On désigne p a r  F(M) l 'ensemble des fonc t ions  

O 
cont inues s u r  M y  muni de l a  topologie  de l a  C -convergence uniforme. S o i t  

l ' a p p l i c a t i o n  : 

(x,Y)  sin<^,^> (x t+ s i n  < x ~ , Y ~ > )  

,Y > désigne l ' a n g l e  e n t r e  X e t  Yx QÙ <Xx . On v é r i f i e  que S e s t  
X 

continue. 



2 
Choisissons {?,Y) une base de G I  (IR ) . L'appl ica t ion  : 

où ( x , Y )  e s t  l ' image pa r  JI@ de (?,Y), e s t  également continue. 

2 Alors s i  c ( @ )  = QI, d'après l e  c o r o l l a i r e  2.3.1. M = T est l ' un ique  

o r b i t e  de m .  Par  compacité de T ~ ,  e t  l 'indépendance de X e t  Y sur 

!P2, on déduit qu' il e x i s t e  un  r é e l  a > O t e l  que : 

Par con t inu i t é  de R e t  S,  il e x i s t e  donc un voisinage V de 

@ t e l  que : 

a TJ 
s i n ( 0 )  > , pour t o u t  @ c V. 

'L rL 

Par conséquent c($)  = QI, pour t o u t  @ o V ,  c 'est-à-dire que 

e s t  équivalente à @ 8 

P h o p o b ~ o n  4 . 2 .  S i  c ( @ )  e s t  i n f i n i ,  l ' a c t i o n  @ e s t  i n s t a b l e .  

~ é m o n s t r a t i o n  : S o i t  y une o r b i t e  qui  e s t  l i m i t e  d'une s u i t e  

( ~ n ) n a N  
d ' o r b i t e  dans C ( @ ) .  En coupant suivant  y on peut supposer que 

1 a a a 
a e Dr a e t  Y = c - + ~ %  a e M e s t  l e  cyl indre  $ XI. Soient X = a - + b - 

deux champs de vecteurs f i x é s  qui  engendrent 0, de p lus  on peut supposer 

1 
que a ne s 'annule pas s u r  ~ ' x 1 0 ) .  Comme 8 x{O) e s t  l i m i t e  d'une s u i t e  

dans c ( @ )  c e c i  implique que : 



1 
On considère Mg l e  c y l i n d r e  S x [-E, 11 , e t  deux prolongements 

'L 'L 
X e t  Y de X e t  Y à ME t e l s q u e :  

'L a ' L a  
Y = c - + d a ,  Y 

a  e 

Enfin s o i t  i : M a  M l ' i n c l u s i o n  n a t u r e l l e .  Il e x i s t e  un d i f f é -  
€ 

I 
omorphisme H de M s u r  M t e l  que H O i e s t  C - v o i s i n  de l ' i d e n t i t é  

E 

de M. Alors ,  on a  : 

'L 
i)  H*(x) e s t  v o i s i n  de X 

'L 
i i )  H.(Y) e s t  vo i s in  de Y 

'L 'L 

i i i )  [H*(x),H*(Y)] = O  

'-b 'L 'L 

c ' e s t - à -d i r e  que l ' a c t i o n  @ engendrée pa r  H,(x) e t  H*(Y) e s t  vo i s ine  

de l ' a c t i o n  O ,  mais e l l e  n ' e s t  pas  équiva len te  à @ du f a i t  que ~ ( 8 )  e s t  

d ' i n t é r i e u r  non vide. 

Enfin,  nous en verrons a u  cas  où l ' a c t i o n  O admet un nombre f i n i  

d ' o r b i t e s  fermées. Alors  @ s e r a  s t a b l e  s i  e t  seulement s i  l a  r e s t r i c t i o n  

de @ à l 'adhérence de chaque composante connexe de M-C(@) e s t  s t a b l e ,  

donc on peut  à nouveau r édu i r e  l ' é t u d e  au  cas  où l ' a c t i o n  O admet seule-  

2 1 
ment une ou deux o r b i t e s  fermées selon que M = T ou M = 8 XI. 

Phopod,ktion 4.3. S i  c ( @ )  con t i en t  une ou deux o r b i t e s ,  l ' a c t i o n  

e s t  s t a b l e  s i  e t  seulement s i ,  il e x i s t e  un champ de vec t eu r s  fondamental 

O q u i  s o i t  hyperbolique. 



Avant de démontrer c e t t e  proposit ion,  on a besoin du lemme prél imi-  

nai re  suivant  : 

Lemme 4 . 3 . 7 .  Soi t  X un champ de vecteurs fondamental de 

qui e s t  hyperbolique. Alors c ( a )  = C ( X )  . 

Démonstration : D'après l e s  hypothèses su r  l ' a c t i o n  @, l ' o u v e r t  

O = M-c(@) e s t  une o r b i t e  de @, e t  il e x i s t e  un champ de wecteurs fonda- 

mental Y de 0 qui n ' a  pas d ' o r b i t e  fermée dans 0. L a  condition 

[x,Y] = O implique que s i  X possède une o r b i t e  fermée dans 0,  t o u t e s  

ses o r b i t e s  seront  fermées ceci  contredi ra  l ' h y p e r b o l i c i t é  de X . 
Démonst.ration de l a  proposit ion : On suppose q u ' i l  e x i s t e  un champ 

de vecteurs fondamental X de @ qui e s t  hyperbolique. S o i t  Y s X(M) 

t e l  que X e t  Y engendrent @, e t  s o i t  un point  f i x é  m s O. I l  e x i s t e  
% % 

E > O t e l  que pour t o u t  couple (x ,Y)  de X ( M )  qui v é r i f i e  l e s  deux 

conditions suivantes : 

% % 

i )  I I x - x I I  < E e t  X hyperbolique 
3 

% % % 

ii) IIY-YII < E e t  [x,Y] = O 
3 

% % 

a l o r s  ~ ( m )  e t  ~ ( m )  sont l inéairement indépendants. 

On désigne pa r  B ( @ , E )  l a  boule dans AC~((R' ,M) de cent re  @ 

% % 
e t  de rayon E .  Soi t  @ E B ( @ , E ) ,  supposons que @ n ' e s t  pas équivalente 

à @ c e c i  implique que : 

% 
1 ) ou bien @ a uniquement une seule  o r b i t e ,  e t  donc c(%) = 0 

% 

ce qui c o n t r e d i r a i t  l ' h y p e r b o l i c i t é  de X. 

% % 
2 )  @ a des o r b i t e s  de dimension un dans M-c(@).  Mais puisque 

'L 'L 
C a r d ( C ( ~ ) )  = C a r d ( ~ ( ~ ) )  = 1 ou 2 nécessairement tou tes  l e s  o r b i t e s  de @ 

% % 
sont de dimension un e t  par  conséquent Y = XX, ce qui c o n t r e d i r a i t  l e  f a i t  

% 'L 
que ~ ( m )  e t  ~ ( m )  sont  l inéairement indépendants. 



La réciproque s e  démontre p a r  un procédé t o u t  à f a i t  analogue à 

c e l u i  que nous avons u t i l i s é  dans l a  démonstrat ion de l a  p ropos i t i on  4.2 

du chap i t r e  V 8 

i&?matroue. L'exis tence  d'une o r b i t e  de dimension deux d'une a c t i o n  

2 
@ s Act(IR ,M) e s t  un phénomène s t a b l e .  En e f f e t  s o i e n t  (x,Y) un couple 

généra teur  de 0, e t  m E: O ,  où O e s t  une o r b i t e  de dimension deux de 
'L % 

0 ,  a l o r s  il e x i s t e  E > O t e l  que pour t o u t  couple (x,Y) éléments de 

X(M) v é r i f i a n t  : 

'L 

ii) I I Y - - Y ( I  < E 

1 
'L % 

iii) [x,Y] = O 

'L % 'L 

~ ( m )  e t  Y(m) sont  l inéa i rement  indépendants.  E t  donc t o u t  p o i n t  0  appar- 

t enan t  à l a  boule B(O , E )  de c e n t r e  0  e t  de rayon E , admet une o r b i t e  

de dimension deux. 



CONCLUSION 

Pendant ce travail on a soulevé deux problèmes : 

1 ) Soit SN( [O, 11 ) l'ensemble des difféomorphismes de [O, 1 1  de 

classe c2 et hyperboliques qui ne sont pas plongeables dans un ci)-flot 

de [O, 11. Est-ce que SN( [O, 11 ) est d'intérieur non vide lorsque on 

2 1 
munit Diff [0,1] de la C -topologie ? 

2) Existe-t-il un difféomorphisme f de [0,1] de classe C 
1 

admettant O et 1 comme seuls points fixes et tel que f est plongeable 

1 
dans un C -flot $ de [0,1], qui possède des points fixes dans ]0,1[ ? 
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